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Uchinchi nashriga so’zboshi

NMazkur darshiknming ikkinebi nashnn chigganiga ham 10 vil
bo'ldi. Bu vaqt oraligiida Respublikamiz  havotida avmgsa
o qish  o'gitish sohasida tub o' zqgatshlar sodi bo 1de - Shulardan
eng muhimlan oliy ta'limning ikke bosgireblr fizimga o'tyshidir.
RBu esa oz navbatida o'qitiladigan predmetlarning  dastirlanmn
qayta koub chigishni taqozo dilad

Boshqa predmetlal singart matematik anahiz kursini ham
gayta “taitish” qilish zavurati paydo bo'ldi, lkkincht tomondan,
o'qitsh  metodikasidagl  zamonaviy yangi  lexnologivalar
o gitishning intensiv usullari bam  bu masalani  dolzaib  qilib
qo'ydu

Shu sabablarga koha mualliflar oldingr "Matemahk analiz”
darsligi zamimda "Matematik anahz asoslan” bakalayvilat uchun
bit muncha 1xcham daislik yaratishni oz oldilanga vazita qilib
go'ydilar,

Darsiikda  to'plamlar nazariyasining clementlar, haquqiy
sonlar  nazaiyasining elementlari, funksiya tushunchasi, bu
o'zgaruvchili tunksiva {shu jumladan ketma  ketlik) va umng
Lhmiti,  uzluksizligi, bunday funksivalarming xossaln batafsil
bayon gqilingan. Shuningdek, b o'zgaruvchili funksiyalarmng
differensial va integial hisoblan hamda shu hisoblarning ba'zi
tadbiglant keltitilgan. An'anaga ko'ta mazkui darslikning birinchi
tomi sonli gatorlar mavzusi bilan yakunlanadi.

Shunt  aytish  kerakki, dastlik mavjud  dastur asosida
yozilgan. Har bir bob  oxitida ham  nazarny. ham amally
ahamiyatga ega bolgan mashglar  keltirilgan. Darslikni
o'zlashtirish davomida kitobxon shu mashqglamni ham  yecha
botishi lozim. Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish
bilan bir gatorda fasdiglar isbotining boshlanganligi " €™ belgi,
tugaganhgi esa "B belgi orqali ifodalangar.

Kitob qo'lyozmasini sinchiklab o'gib, uni ilmiy va metodik
jihatdan yaxshilanishiga o'z hissalanni - qo'shganlari uchun
p1rofessorlar Sh.Alimov, R. (3 anixojayev va dotsent
B.Shoimqulovlarga  mualliflar  tashakkur  1zhor qiladilat,
Shuningdek,  darslikni  nashrga  tavyorlashda qatnashgan
A.Eshqobilov, J.Xurramova, A.Xusanboyev va N.Usmonovalarga
innatdorchilik bildiradilar.

A Juallitlar.



[ BOB
TO'PIAM HAQIDA TUSHUNCHA

Ushbu bobda matematika fanining barcha  tarmoqlarida
Keng  qollamladigan  to'plam tushunchasi haqida  ba'z
ma ' humotlar berladi.

1-§. To'plam. To plamlar ustida amallar

1, To'plam tushunchasi. To'plam tushunchasi
matematikaning boshlang'ich  (ushunchalandan biii bo'lib, u
msollar yordamda tushuntinladi. Masalan, shkafdagr kitoblar,
barcha to'g’n kasrlal, quyosh sistemasidagi sayyoralar, berilgan
nuqtadan o'tuvchi to'gnt chiziglar 1o'plami hagida gapirish
mumkin. To’plamni tashkil etgan narsalar (predmetlar} umng
elementlan deb ataladi.

Odatda, to’plamlar bosh hartlar bilan, umng elementlari esa

kichik harflar bilan belgilanadi. Nlasalan, A4,5,0 . lamni to'plam,

whc o qarni esa to'plam elementt deyish mumkin.

Agar . to’plamning elements o bollsa, oo 4 yoki .15. kabi
voziladi va "« element 4 to'plamga tegishli” deb o'giladi. Aks
holda et yoki wgd deb yoziladi va "« element A to'plamga
tegishh emas” deb o'giladi. Nasalan, 1+ {246810) bo'lsa, Ge 4,
/¢ 4 boladi.

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to'plam chekli
foplam deb ataladi. Masalan, yuqonda keltirilgan to’plamlardan
shkatdagi kitoblar chekli to'plamm tashkil etadi.

Matematikada ko'pincha chekh bolmagan to'plamlarni —
cheksiz to'plamlarni qarashga to'gii keladi. MNasalan, barcha
to'g'n kasrlar, barcha natural sonlar, berilgan nugtadan o'tuvchi
barcha to'gn chiziglar to'plami cheksiz to'plamlarga misol bo'la
oladi. Barcha natural sonlardan 1borat to'plam v harfi bilan
belgilanadl va NV ={123. 2.3 yoki N @ron=123 .} Kabi yozladi.
Yana bir misol sifatida #={x «° S +06. 0} to'plamni keltiravlik. Bu
toplam »* sSxvo- 0 tenglama ildizlaridan tashkil topgan.

Yuqorida biz. to'plam uning barcha elementlaii uchun
xarakterll bo'lgan xususiyatni, qoidam keltirish bilan berilishini,
shuningdek, uning barcha elementlaiini bevosita korsatish bilan



benlishini ko'rdhk  Aviom vaqtlarda toplam qandav xarakteth
xususiyaltga ega bo lgan elementlardan tashkil topganligr ma‘lum
ho'lsa ham, bunday xususivath elementlar mavpud bo lmashag
mumking Nasalan, @ to'plam wm o tenglamarong (o0 8 e
v m) natutal sontar to'planndag ildizlandan tashkil topgan
devilsa, bu  toplamning bitta ham elementt yo'qligr ma'lum
bo'ladi. Bunga sabab, berilgan  tengiamanimg  natural - <sonlar
to plamda  aldizga ega  emashgudin. Bundan ko nmadik,
clementga ega bo'lmagan toplamlarmi ham kotishga  to'gn
keladl

RBitta ham elementga ega bo'lmagan to plam bo'sh to'plam
deyiladi va @ kabi belgilanadi.

Shuni takidlash lozimki, to'plamn amqglashda um tashkil
otgan  clementlat  orasida  aynan  bit biriga  feng bolgan
elementlar to'plamning  elementi sifatida taqal bir maitaginag

oltnadi.  Nasalan, 5 toplasn © 3vi2 0 tenglamaning
ildizlanidan borat bho'lsin. Bu  tenglamamng  a1ldizlai
v, Ly 1x 2 bolib,ulardan tuzlgan 5 to’plam deganda bz

1 va - 2 elementlardan tuzilgan 5 ). 28 to'plamni tushunamiz

Ko'pmcha to'plamlar, ular chekli yoki cheksiz bolishidan
qat'ry nazar, sunvolik ravishda tekislikda biror shakl, masalan,
doirachalar bilan tasvirlanadi. Bu esa to'plamlar ustida bajanlgan
amallarmi tasavvur  gilishda,  ula  orasidagl  munosabatlarni
o'rganishda ancha qulavlik tug'diradi. (1- chizma ).

Agar ji to'plamning har bir elementi . to'plamning ham
elementi bo'lsa, 5 to'plamm 4 toplamning qismi yokl (isimiy
to'plamt (to'plam osti) deb ataladi va < kabi belgilanadi (2
chizma). Mlasalan, 5 124085, 1-{1,2,3,4,56,78} bolsin. Bunda
B¢ 4 ekanbgini koTish qiyin emas.

Bo'sh to'plam ) har qanday . to'plamning qisnu (qistmy
to'plami) deb hisoblanadi. Biror .1 to'plam berilgan bo’llsin. Bu
to'plamning barcha qismiy to'plamlaridan iborat to'plamni 7 .0
kabi belgilaymiz. Ravshanki,

O bidy, Ae 1,



1—chizma. 2=chizma.

F( toplam  elementlanning o'zl to'plamdir.
Nasalan. 4=11,2}, i {1.2,3) to'plam uchun
pen={41} A2y {1.2}.01},
ron=4{1},{2).431.41,2),.{1.3} . {2.3}.{1.2,3}.0} boladi.

1—ta'rif. Agar Ac B, Sc.4 bollsa, 4 va 5 teng to plamlar
deyiladi. Bu hol 4=# kabi yoziladi, Masalan, # toplam iz
ko'rinishdagi sonlardan iborat ho'lsin, bunda k=0,41,772,... ya'm
A=ta:a-krk 0413 # toplam esa sinx=90 tenglamaning
yechimlandan iborat bolsin. yant B={x:smx=0}. Agar sinx -0
tenglamaning barcha yechimlan x-knzk = 02142, formula bilan
yozilishini hisobga olsak, 4~ # bolishim koramiz.

29, To'plamlar ustida amallar. Biz quyida toplamlar ustida

bajaniladigan amallarni keltiramiz.

A~B

3-~chizma. 4—chizma.
2—ta'rif. 1 va & to'plamlaining barcha elementlanidan
tashkil topgan (' toplam 4 va s to'plamlarning yig'indisi deb
ataladi. 4 va 8 toplamlarming yigindisi ¢ - 1B kabi
belgilanadi (3 chizma).
Masalan, 4={2,4.6,8}. B {1,234}, 1 {2.46.8,...}.



{1,354 } bolsa, unda ulainng vigmdilan - quyvidagi

to'plamlardan worat bolady. 1 o8 2340680 ke o 25N
N AR

Yugonda keltirdgan 2 taeddan 00 e o kelih
chiqadr, shunmngdek, agar o« bo'lsa. unda -5 4 boladi

3—tahif. 4 va #  to'plamlarning  batcha umunny
olementiaridan tashkil topgan 0 to'plam 4 va # h>‘|)Iumlm‘mng
ko paytmas  deyiladi A4 va ko to'plamlamming ko' paylinasi
oo A kabi belgilanadi. (4 chizma). Nasalan, {2.4.6,8},
5 {1,234} bolsa. ulaining ko'pavtmast A B 1241 to'plam
boladi. 3 ta'rifdan bevosita o Ll et kelib
chigadi, shuningdek, agar - # bolsa, unda 48 1 bolad

Agar inn o bolsa t va & kesishmaydigan 1o'plamlar
deyiladi. Nasalan, N WO S 2] R T to'plamiar

kesishmaydigan to'plamlar bo'ladi, chunki v« o

Biz to'plamlarning yigindist xamda ko'paytmasi to'1tflarimi
ikki toplamga nisbatan keltudik. Agar .44, 1o plamlar
berilgan  bo'lsa, ularning yigindisi - A4 ud,wowd, hamda
ko paytmasl . nd, nend, yuqoridagiga o'sshash ta'riflanadi.

4—ta'rif. 4 to'plamning # toplamga tegishhi bolmagan
barcha elementlaridan tuzilgan # toplam 4 to'plamdan »
to'plamning ayirnmasi deb ataladi i dan ning aynmast J\s =4
kab belgilanadi {5 — chizma). Nlasalan, a {1,2.3.4.5},
15 ={3,6,9,12} bo'lsa, An-{1,2,45) va 5114={6,9,12} boladi.

Agar 4 to'plam & to'plamning gismi {va'ni Ac ) bo'lsa,
ushbu S$\4 ayirma 4 to'plamm & ga to'ldiruvchi toplam deb
alaladi va ¢ 4 kabi yorziladi:

C S

5—ta'rif. . toplamnming &  to'plamgae tegishh
bo'lmagan  baicha elementlatidan va B toplamning
to'plamga tegishli bolmagan barcha elementlaridan
tuzilgan to'plam @ va to'plamlarning simmetrik ayirmasi
deb ataladi. Simmetrik ayirma  .i\s kabi belgilanadi {6
chizmaj.
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5—cﬁi2£a 6—chizma

Ta'rifga ho'ra

AAR = (LU Bys(B ).
Masalan agar 4 23456}, # (156789 bo'lsa bu to plamiarning
simmetrih avirmasi /A8 = {1.2,37.89: bo'ladi.

Tkki 4 va & (o plam berilgan bo’lsin. Birinchi elementr 4 to'plamga,
ikkinchi clementi 3 to'plamga tcgishli bo'lgan tartiblangan (a.b)
juftiklarnt  qaraylik: aed beB.

6-ta'rif. Rarcha (a.4) ko'rinishdagi jufiliklardan tuzilgan 1o’ plann 4
va 5 1o plamlaming Dekart ko paytmasi dcb ataladi [o'pldmlaming
Dekart ko paytmasi AXB kabi belgilanadi. Odatda 1» 4 to plam A4~ deb
belgilanadi: Ax4 = 4°. Bunda (.h) va (ha jufiliklar .1 xs to'plaming
turli elementlari hisoblanadi.

Masalan, A=1{12}, 8B - (2.3) to plamlar uchun
AxB={(1L2),(13). Q.2),(2.3)). 8x1={(2.1),(2.2).3.1).(3.2)} bo'ladt.

Yuqorida to'plamlarni va ular ustida bajarilgan amallarni tasvirlash
uchun ishiatlgan shakilar Eyler-Viyen diagrammalari deb ataladi (1-6-
chizmalar).

1.1.misol. 1.8.C to'plamlar uchun (AUBYAC = (AnC)u(BAE)
tenglikning o'rinii bo'lishi isbotlansmn.

4Aviavlik, ue(duB)nC bollsin. Unda ae(duBlaeC bo'ladi.
aed aeC bo'lganda aednC bo'lib. ae(AnC)yU(BA(). aeB. aeC
bo'lganda we ¢ bo'lib. yana uo (1nC)o(BnC) boladi.

Demak.

(AUBYNCC(ANCYII(BNC) (1hH
bo lad1.

Avtavlik. e (1nO)u(BAC).  bo'lsin. Unda  aeAnC bo'lganda
aedact bolib. ue(AuB)~C. ae BAC bo'lganda ae B.aeC bolib.
vana e (Adwu i ~ ¢ bo'ladi.

Demak.



(ot CWHBONCY A YA (12
bo'ladi. (1. 1Y va (1.2) munosabatlardan (40 83 C (ArvCp(BenC)
bo lishi kelib chigadi

1.2.misob. i va i 1o plamlarda ushbu

{." \» Yook =
tenghikning o rinh bo'hishi uchun ¢ t bo'hshi zarur va vetarli ckanlig
isbotlansim.

dAvtaylik  (BoBcd bolsim Qo'shiluvehilarning  har  biri
vig'indining  gismu bo'lishidan. 5 < 4 ckanligini topaniz

Aytaviik, A< s bolsin. Unda o Byosc.t bolib. (4 mus=4
bo'ladi »

3", Universal to'plam. Yuqorida kiritilgan amallar INTRY O o)
to'piamlar uchun. to'plamlaming tabiatiga hech qanday shart qo’ymasdan
wnflandi Ammo bunday " umuminhk " ba'zan Kkonkret hollarda
ma'noning yo qolishiga ohib kehishi ham mumkin Masalan. .1 to'plam
sifatida 2.4.6.8.10 sonlar to'plammi: .1 ={2,46X10}. & (o plam sifatida
quyosh sistemasidagi sayyoralar to'plamini olsak. ularning vig indisi va
ko'paytmasi formal avtila olinsa ham. muayyan g ayritabiivlikka olib
kehishi ravshan. Bundav ma'nosizlik hollarini istisno qilish uchun. odatda
barcha amallar biror universal to'plam deb ataluvchi 1o plamining gismiy
1o plamlan ustida bajariladi deb hisoblanadi. Bu universal to plam ¢ yoki
¢} bilan belgilanadi. Macalan, vuqonda keltirilgan  sonli wmisollarda
universal to'plam sifatida natural sonlar to'plami ¢ =V . (1.2.3...} olinish
mumkin. Eyler-Viyen diagrammalari uchun esa 1 sifatida tekislikning
nuqtalar to’plami olinishi mumkin. .

Matematik analiz kursi davomida, universal to'plam sifatida
asosan haqiqiy sonlar to plami (qarang 2-bob. 4-§) garaladi.

4°. To'plamni bo'laklash. Biror .1 to'plam berilgan bo'lib.
Ay, to'plamtar uning qismuy  to plamlari bo'lsin: 4,4
(k=12..n) )

Agar { 4.4,..4 } qismiy 1o plamlar sistemasi uchun:

1y 4ud,u.ud =4,

2Y and =0 (heiki=12_m
shartlar bajanlsa. {4.4,...1 ) sistema 1 da bo'laklash bajargan yoki A
to'plam 1.4, .4 to'plamlarga bo'laklangan deviladi  Ba'zan
V4.4 4} mio4 0 dagi bo'laklash. i larmi csa bo'laklashning
clementlari deyiladi. tkkala shart birgahkda 1 dagi har bir element



bo laklashning bitta va faga bitta clementiga tepishli bo hishim
ta mmnlavdr.
Tabiuyhe bitta @ to'plamda turli bo Jaklashlar bajarilgan bo lshi
mumhkin
1.3-  misol. PEREY WA BRI S IR RN O 1o plamiar
1 11.23.4.5.6) to'plamda bo laklash bajarishi ko rsatilsin.
o plamlar vig indis) ta'nfidan foydalanib topanii/
ArA i e DI2R O3 ATf5,6) (1234561 4.
To plamlar  ko'pavimasi tarilfiga ko'ra
Ayend ={1.230834 50, Az {3410 {5.65 0.
A Ay L2305.6) =0
bo ladi.
Shunday qulib. {4,421} sistema uchun 1).2) shartlar bajaniladi
va demak. u 4 dagi bo'laklash bo'ladi.

2-§. To plamlarni tagqoslash

Odatda, ko pincha turl to'plamlarni tagqoslashga, va'mi ularmi
clementlarining migdori bo'yicha solishtirishga to'g'ri keladi.

Agar . va B lar chekli to'plamlar bo'lsa. u holda ularning
clementlarini bevosita sanash bilan clementlar soni yoki  bir-biriga
tengligini yoki 4 to'plamning clementlari soni B o' plamning
clementlari sonidan ko'p yoki kam ekanini aniglash mumkin.

Agar 4 va B to'plamlar cheksiz to'plamiar bo'lsa, unda bu
to'plamlarning clementlarini. ravshanki, sanash yo'li bilan taqqoslab
bo Imaydi. Ammo. bu to plamlarni ularnmg clementlarini bir-biriga
mos qo'yish yo'li bilan taggoslash mumkin.

Agar 4 to'plamning bitta har bir clementiga 5 to'plamning biula
clementi shunday mos qo'vilsaki, bunda B ning clementiga mos
keltirilgan 4 ning clementi yagona bo’lsa, 4 va 5 to'plam elementlari
orasida o zaro bir givmatli moslik o’ rnatilgan deyilady.

7-ta'rif. Agar 4 va # to'plam elementlari orasida o'zaro bir
givmath moslik o matish mumkin bo'lsa, ular bir-biriga ckvivalent
to'plamlar deb ataladi.

Ekvivalent 4 va 8 to plamlar .4~ kabi belgilanadt. Masalan.
to'g ri burchakli 43¢ uchburchak (A4 5C) berilgan bo'lsin. (7-
chizma).
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7- chizma.

Bu uchburchakning gipotenuzasi tn aing nugtalaridan iborut
to'plamni # debo o katetni washkil etgan nugtalar to plamini esa
deb olaybik. Ba 7 va # 1w plamlarning clementlari orasida o zaro bir
giymatli moshik o rnatish mumkin. # 1o’ plamda olingan har bir 8
nuglaga shu nugtadan ¢ ga tushirilgan perpendikularning asosi o ni
mos goyamizova aksincha, Bu oesa ¢+ ova 7 o plam elementlari
orasida o zaro bir giymatli moslik maviud chanligini ko' rsutadi.
Demak. ta'rifea binoan, #~ 1 bo’ladi.

Shuningdek. 1231560 R L6810, SO I ST
) P . . .
Nt woplamlar berilgan bolsa, unda - s va v
- 2 H

ckanini ko'ramiz. Pkvivalenthik tushunchasi to plamlarni sinflarga aj-
ratish imkonint beradi. Masalan, quyidagi to plamiar bertlgan ho'lsin
A 2408100250 VT2 0 10 11380 e i
Bu to'plambar orasida 1 va o to'plamlar. £ va o to'plamlar
ckvivalent: a~n. n~c. Bunda # ova o to'plamlar bitta 6 clementli
w plambar sinfiga Krsao s va ¢ o plambar esa boshga 2 clementli
(o plamlar sintiga hradi. Ammo 7 to'plam .n.0, 0 to plantarning
birontasiga ham chvivalent emas. U bir clementli to plamni tashkil
ctadi.
Natural sonku to'plami N berilgan bo'lsin, Bu Lo plamga
ckvivalent bo'lgan to'plamlarga misollar keltiray ik:

[ 1 |
A [ RO BT IR Y
23 7 i

\ -
y

V2 R0 25 Y oy i
] 3 ST O 0 b s 2 )
8-ta'rif. Nutural sonlar to’lami v ga ckvivalent bo'fgan har
ganday o plam sanogli to plam deb ataladi,
Natural  sonfar to'plami N ga ckvivalent bo'lgan barcha
o' plamlar sunogli to’plamlar sinfini tashkil etadi.

{0



1
berilgan bo sty Bunda » 8 chanligy ravshan  Ammo vougorida
Vo chanlipo ta'kidlagan edih Demak. V0 N VTSN

o plammng  gismi o ziga ckynvalent bo hishi 1agat cheksyy
to plamlargagma xosdir,

Bis vugorida misol tarigasida keltirpan 1o plamlarinnz asosan
chickdi to plamlar yvoki sanoglh to plamlar ¢ Tabiiski cheksizo ammao
sanogh bo Imagan  to plamlar bornu”. degan smvol oy iladi
Bundav to plamlar mavjud (garalsm.j1]).

Ouvidapt (RRr vV E230 0 0 V7 {240 2o b to plam

Ekyivalent to plamlar sinfinmyg migdoriy xarahteristihast sifatida
to plamning quvvati tushunchasi hiritiladi. Chekli 1o plamlar uchun
guyvat to plam clementlanning somdan tboratdir.

3-8. Matemetik belgilar

To plam tushunchasi bilan tamshishda biz ba'zi bir matematik
belgilami ishlatdih Masatan, ".i to’ plamning clementi o yoki "«
clement i to plamga tegishh” deyiganda o+ i deb tegishlihk belgisi
v ny ishlatdik. Shuningdek. .o voki . " belgi bir to’plam tkkinchi
to plamning gismi bo'lganida go’ Hanilgan cdi.

Matcmatikada ba'z hollarda yosuvni qisqgartirish magsadida tezs-tes
uchravdigan so'z va s0'7 birikmalari o' raiga maxsus  belgilar
ishiatfadi.

"Agar . bo'lsa. u holda . bo'ladi ” iborasi - - mplikatsiva belgrsi
orqali voziludi.

Masalan. .8 va ¢ to plamlar berilgan bo'lsin. "Agar Ac k. 5o C
bo'Isa. u holda 4¢-¢' bo'ladi" iborasini quyrdagicha ifodalash mumkin:
LB BCODACC,

Ikki ckyvivalent tasdiglar ckvivalentlik belgisi <> orqali yosladi
Masatan, (Ve (V) 0 ¢ (v B4R )= 0

“Har ganday". "ixtivoriy". "barchasi uchun” so'slari o'riga V'
umunnvhik kyvantori belgisidan foy dalaniladt

"Mavjudki”. "topiladiki" so’slart o miga . 1" man judiik kvanion
belgisi ishlutiladi. Masalan:

1) “Intivorty s hamda m natural soniar vig indist yvana natural
conlar bo'ladi”  iborasini Ya (N, Wme Niomim)e N Kabi vovzish
mumkin.

2) "IKki 0 ova s 1o plamiar ko paytmasy bo'sh cmas” degan

1



tborani 1+ 20 yoki Jut w- t.ae 5 kabi ifodalash mumkin

Shunday qibih. ¢ w5 257,01 matematik betgitarm ko' nib
o whik. Biz alardan qulay kelganda. fovdalanib boramis.
Matemath  belglaring  whlatibish  mazmuni quvidagr  jadvalda
ifodalangan:

‘Ne Matematik  Matemank belgilaming ishlathilish mazmuni

belgilar ,
| 1. N Tegishlihk belgist, « element to‘[‘)pldmninq
[ ) , elementt bo'lsa, ve.i kabi yoziladi. _
2. ¢ Tegishli emaslik belgisi. 4 element #
' : to'plamning elementi bo'lmasa, #ei kabi
‘ , _1fodalanadi.
3. ¢ gism belgisi. 4 to'plam #  to'plamining qismi
i , bolsa, u 1c i kabi yoziladi.
4 v Umumiylik kvanton belgisi. "Har qanday”,
! »ixtlyorty”, "barchasi uchun” so'zlari va so'z
U birikmalari o'inida 1shlatiladi.
i S i ‘ Mavjudlik kvantori belgisi. "Navjudki”,
: . - “topiladiki”, o'rnida ishlatiladi.
16, ¢ . lmplikdrsiyd -bt*lgisi‘ "Agar ... bo'lsa, u holda ..
. bo'ladi” iborast o'rmda ishlatiladi.
A P . Ekvivalentlik belgisi.

4-§. Matematik induksiya metodi

Har bir fanni cgallash undagi turli-tuman  faktlaeni. asos1y
qonuniyatlarmi  bilib olish bilan birga shu fandagi tadbiq qilish
mctodlarini o' lashtirishni ham taqoso giladi. Qadimiy va navgiron
matematika fanida ham u o rganadigan obycktlarni qonuniyatiarni
ochuvchi gator mctodlar yaratilgan. Ularning  ba'zilari muayyan
masalalar uchun maxsus varatilgan bo’lsa. ayrimlari umummatematik
ahamiyalga cgadir.

Ana shunday umumiy xarakterdagi metodlarni mukammal cgallash
matematika fam sohasida vaxshi mutaxassis bo'lishning. uning ichki
sirlarini anglab veushning zaruriy shartidir.

Matematik induksiva metodi matematikaning turli-wuman. hat(o bir-
birndan juda olis sohalanda muvaffagivat bilan keng qo’llaniladigan
metoddir. Avvalo. bu metod o' zining juda sodda bo'lgan g ovasi bilan
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c'tiborga sazovor, Thkinchidan, bu metod ishotlanayotgan gipotezaning
yoki teoremaning aniq bayonini keltirishda ma'lum "topog onlik ™ ni
talab ctishi bilan ham savakterlidir,

Matematik induksiya clementar matematikaning barcha
sohalaridagina cmas. balki hovsirgi samonaviy matematikaning turli
bo'timlarida  ham  vangi-yangi  fakthni  isbot gilishning  muhim
omilidir.

1", Deduktiv va indulktiy tikrlash. Odatda. biror Jarayon yoki
voqea togrisida tike yuritishning ikki formasi farg gilinadi: deduk(iv
Yikrlash o va indubtiv fikash.

Deduksiva-fikelashning  umumiy - tasdiglardan aususiy - tasdiglarga
o'tish - formasidiv - (deduksiva so'7i mantigiy  sulosani bildiradi),
Misollar ko ravlik.

L4-misol. Biv va o'zidan boshga o luvehilarga cea bo lean

sonlar murakkab sonlar to plamini tashkil ctadi. (A)

9 soni 1 va 9 dan boshga 3 ga bo linadi, {13
Demak. 9 soni mwrakkab son 1)
L5-misol. - Barcha  to'rtburchaklar ko pburchak lar oilasica
tegishli, t\)
AN trapetsiya-to riburchak.
(13)

Demak, o oo rapetsiya ko phurchakiar oilasiga tegishli. (C)
Har ikkata misolda ham () umumiy tasdigdan (13) tasdiy yordamida
(O xususiy tasdig hosil gilinadi,
Induksiya-fikrlashning  xususiy  tasdiglardan umumiy tasdiglarga
o'tish feemasidir,

.6-nrisol. 140 ~oni S g bo linadi. (\)
Demak. Nol bilan tugavdigan barcha sonlar 5 ga bo'linadi.  (13)
L.7-misol. 140 soni S ga bo Tinadi. {A)
75 soni 5 gac bo'linadi (13
425 somi 5 ga holinadi ("
Demak. barcha uch honali sonlar § ga bo finadi. ()

Lo-misoldi (A) hususiy  tasdigdan (B) umumiy  tasdiq hosil
Jilinadi, (B3 tasdig o 2 ridir,
L 7-misolda (AY (BY (C) hususiy tasdiglardan (D) umumiy tasdig
hosil gilindi. Lekin (1) tasdig noto g ridir.
Tadgiqotchi bivor fakini ishotashdan avval. tarli mulohazalar
sordamida bu faktning borligini fahmlashi. uni isbotlashga Kivishishdan
avval esa isbotlash g ovalarini anglab yetishi kerak boladi.
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Deduhsiva va induksiva bu-biron 107 ldina chy fikrlash Tormalardir,
Hagiqatan ham. asbotlanishn kerak bo'lpan asdiglar (gipotesalar)
Kuzatishlarga asostangan holda indukin yo'l bilan hosil gilinadi.
so ngra bu tasdigning o g uligr isbotlashning brror deduktiv metodi
yordamida ko rsatiladi.

fnduksiva  mctods  fizika. kimso va boshga  tabinv  fantarda.
shuningdek. matematikada ham heng qo Haniladi. ya'm bu metod
yordamida turli matcmatik tasdiglar (gipotesalar) hosil qilinadi. Bunga
misollar keltiraviik:

L8=misol. 2  sonining ketma ket kelgan uchta
darajasining yig'indisini qaraylik:

2adhren
Hosit bolgan son 7 ga bo'linadi. Endi
2742420 %
hosil bo'lgan son yvana 7 ga karrali. Navbatdagi darajalaini
qo'shaylik:
24202 L5y
hosil bo'lgan son yana 7 ga karrali.

Bajarilganlarga  asoslanib  ushbu gipotezani  ayhish
mumkin: 2 sonning ixtiyoriy uchta ketma ket kelgan
darajasining yig'indisi 7 ga Karralidir, ya'ni w.e v uchun
27427 7 yighindi 7 ga qoldigsiz bo linadi,

2°. Matematik induksiya metodi. Yuqoridagr misollarni
tahltl natijasida ushbu savo) tugitadi. Bir  gancha Xususly
hollarda to'g'ri bolgan biror tasdiq berilgan bo'lsin. Bu
fasdigning to'griligini  ko'rsatuvchi  barcha cheksiz  ko'p
xususty hollarni  ko'rib  chiqgish  inson qo'hidan  kelmaydi
(barcha natural sonlar uchun chiqarilgan tasdiglar shular
jumlasidandirj.

Xususty hollar  cheksiz  kop bolgani uchun tola
induksivani  qo'lash imkontyatiga ega emasmiz, Xususiy
hollarga asoslanib chigarilgan tasdiq esa xato bo'lishi
mumkin.

Induksiya yordamida biror Atmy gipoteza bayon etilgan
bo’lib, bu mulohazaning ixtiyoriy natural son , uchun
rosthgini isbotlash kerak bo'llsin hamda A mulohazaning
to'g'riligini baicha » lar uchun bevosila tekshirib ko'rishning
1loji bo'lmasin. 40n mulohaza, matematik induksiya prinsipiga
asosan, quyldagicha isbotlanadi:

Bu tasdiqning to'g'tiligi, avvalo »-1 uchun tekshiriladi.

"



Songta ayhlgan tasdigne ook uchun rost bolsin deb laraz
qihb, uning rosthign « ki uchun isbotlanadi. Shundan so by,
Coo tasdig barchia oo Vo lar e hun isbotlangan hisoblanadi.

Bularga asosan, dgal il tasdig « 1+ da 108l bolsa, u
navbatdagr » 111 2 son uchun ham 105t bo'ladi. Tasdigmng
»  uchun rosthgidan umng - 2+1 3 uchun rostligi kelib
¢ hiqadi,

Bundan esa  tasdigning, oz navbatida, » } uchun
tostligr kelib chigadi va Lhokazo. Shu yo'sinda, (xtiyotly »
natural songacha yetib boramiz. Pemak. lon tasdiq ixtiyony
» uchun o'rinhidin.

Avtitganlarn wmumlashtinb, ushbu  umuomty prinsipni
itodalavlik:

1 » 1+ da . mulohazamng rosthigi tekshirdadi:

2w & da sun mulohaza rost bolsin deb faraz qihib,
, ki1 uchun o mulohazaning rvostligi, ya'ni k) =k a1
wshotlanadi. Shundan so'ny, ) mulohaza barcha » lat uchun
rost deb xulosa qilinadt.

1.9—misol. Yuqoridagi prinsipga asoslanib, ixtiyoriy »
natural son uchun ushbu tenghkni isbotlang:

ni 1Y
2

Bu yerda va bundan keymgi misoldagi tasdigni o deb

belgilaymiz.

102435 .+

i.n 1 bo'lganda i '“]”), demak i1y to'g'r

2. Ixtiyoriy + natural son wchun Ay ning to'g'rihgidan
4k« ning kelib chigishin isbotlaymiz.
kG ED)
to’'g'n bo'lsin. Yuqgorndagi imunosebatdan toydalansak:
Kk + 1) RENCEIE

(4 2+3+. ¢k

Ta 243 thv(hrl) - vt D R

hosil bo'ladi. bu esa ik + Iy ning o' zadir.

Bu esa, tasdiqmng barcha » lar uchun o'tinli bolishin
bildiradr.

\latematik induksiya prinsipiga asoslangan 1sbotlar
isbotlashning maotematik indukstva metodl deyiladi.

Natematik tnduksiya metodiga asoslanib biror tasdigni
ishotlashda yuqorida ko'rsatilgan 1 va 2 punktlarning hat



binnt tekshirish  {isbotlash) juda muhimdir. Ags ulardan
burortasini hisobga olmasak. chigarilgan xulosa to'qn bo'lmay
qohisht mumkin.

Mashqlar.

1.4. Ushbu [ AT LT ) tenglik isbotlansin,

1.5. [ ] va [] (barcha butun sonlardan iborat to'plam) lar
uchun ! 3L U C)L [N L TN to'plamlar topilsin

1.6. A,[][ | to'plamlar uchun

a) () 6) [ = (3 o) (M D] = 1M | bo'hishi
isbotlansin.

1.7. Agar [T N_HCN ] bo'lsa, [~[] bo'lishi isbotlansin,

1.8. Qavariq {] ko'pburchak diagonallaridan tashkil
topgan to'plamning elementlari som 0.5 (1 }-3) ga teng bo'lishy
isbotlansin.

1.9. Llementlari soni (] ta bolgan to'plamning barcha
gismiy to'plamlaridan tuzilgan to’plamning elementlari soni 2"
ga teng bo'lishi isbotlansin.

1.10. Sonlar o'qida ~ va 7 to'plamlarning grometrik
tasvirlari topilsin.

111, Ixtiyoriy ne A" uchun n(n’+5) ifoda 6 ga karrali ekanini
isbotiang.

1.12. Agar p tub son bo'lsa, »" -» son pga ba'linishin
isbollang. (Fermaning kichik teoremasi).

1.13. Itiyoriy »¢ v uchun 37742 yig'indining 11 ga
bo'linishini ishotlang.

1.14. Quyidagi Koshi tengsizligini isbollang: Ixtiyoriy . 1a
manfly bo'lmagan «.a.. .., sonlamning o'rta arifmetigi  shu
sonlaining o‘rla geonetrigidan kichik emas, yva'm

a+a,+..q - —
ey ey,
n

Bu tengsizlik o =a,=..-. bolganda va fagat shu holdagina
tenglikka aylanadi.

)



1 BOB

Haqiqgiy sonlar. Hagiqiy sonlar to’ plamiya
uning xossalari .

Son tushunchasi uzoq o'tmishdan ma'lum. Odamlar sanash
tagazosi bilan dasdab 1. 2. 3. . -natural sonlarni qo'flaganlar. So ngra
manfiy son. ratsional son va. nihovat. hagigiy son tushunchalari
kinulgan va o'rganilgan Albatta. bu tushunchalar kitobxonga o rta
maktab matematika kursidan. litsey va kollejlardan ma'lum Shuning
uchun ham quyida (shu bobning 1-§ ida) ratsional sonlar
to'plamlarining muhim xossalari gisqagina bayon ctilgan. Hagiqiv son
tushunchasiga  kelganda shumi  aytish  kerakhi. uning kirtihishi
matematik analiz uchun qanoatlanarli darajada cmas. Shu sababga
ko'ra quyida (shu bobning 2-5§ larida) bhaqiqiv son tushunchasini
Dedckind  bo'yicha kiritamiz  va  haqiqiy  sonlar to'plamining
xossalarini batafsil o rganamiz.

1-§. Ratsional sonlar to'plami va uning xossalari

19, Ratsional sonlar. Ushbu gisqarmaydigan

.

1

ratsional son deyiladi. Barcha ratsional sonlar to'plamini ¢ deb
belgilaymiz:

peZ,ne N  Kasr koTinishida tasvirlanadigan har bir son

Q ={r:r=£‘p€ Z.ne Ny,
n
Ravshanki,
NcZcQ.

Ratsional sonlar to'plamida qo'shish (r+sreQ,se @),
ayirish (r-sreQ,5¢Q), Kko'paytirish (r sireQ,se () hamda
bolish (r-sire@.se¢.v#0} amallan, shuningdek ratsional
sonning darajasi (»”.re Q.ne 7 ), ratsional sondan olingan ildiz
(VrireQ,nen) amallar kiritilgan bo'lib, amallarning ma’lum
xossalari o'rinli bo'ladi.

20, Ratsional sonlar to'plamining tartiblanganligi.
Ratsional sonlar to'plami ¢ dan olingan ixtiyoriy ratsional r ~.1
sonlar uchun quyidagi 1kki tasdiq orinli bo'ladi:

1). r—s.or s~y munosabatlardan bittasi va fagat bittasi

17



onnli,

2 v v x- tengsizhiklardan o 0 tengsizitkning oninh
bo'hshi kehtb chigadi.

Bu hol ratsional sonlar to'plami ¢ ning tattiblanganhgi
xossasin ifodalaydi.

3% Ratsional sonlar to'plamining zichligi. Faraz qilayhk,

fot

. . 1/ f . .
re Q. va =t bolsin Uholda e va - e boladi

. . i .
Bu esa » va 1 ratsional sonlar orasida 2' ratsional son bor
e e . . ! . - .
ekanligim ko'rsatadi. sonni s bilan belgilab, » va s sonlar

- - iy . .
orasida joylashgan ° ° hamda s va ¢ orasida joylashgan

ratsional sonlar borligini koramiz:
r+so ordtd s+
PR

Bu jarayonni istalgancha davom ettirish yo'li bilan ixtiyoriy
r va ! ratsional sonlar orasida cheksiz ko'p ratsional sonlat
borligi antqlanadi. Mana shu xossa ratsional sonlal to'plami ¢
ning zichligl xossasi deyiladi.

Faraz qilaylik, . ratsional sonlardan tuzilgan biror to’plam
bo'lsin: A¢ @

1—ta'rif. Agar shunday » ¢ 4 topilsaki, vr«¢.4 uchun

ro<

rsr’ tengsizhik bajanilsa, 77 ratstonal son . fo'plamning eng
katta elementi deyiladi

2—ta'rif. Agar shunday 7. ¢ 4 topilsaki, vre 4 uchun r = r,
tengsizhk bajarilsa, ». ratsional son 1 to'plamning eng kichik
elementi deyilad!.

4'. Ratsional sonlarni geometrik tasvirlash. Sonlar o'q1 va
bu o'qda © nuqtani olaylik. Bu ¢ nuqtani nol sonining
geometnik tasvin deb qaraymiz.

Natural va butun sonlarni geometrik tasvirlash o’'quvchiga
ma'lum. Ixtiyoriy ratsional sonni geometrik tasvirlashdan avval
birlik kesma (masshtab birligi) ning » (ve V) qismini topishm
aytib o'tamiz.

Bir kateti birlik kesma o ikkinchi kateti birlik kesmani #
matta qo'yishdan hosil bollgan - kesmadan iborat. o togn
burchakl uchburchakni garaylik (8 chizma). Bu o ning o

U



tomonmdagr 1,23, o | sonlatnl tasvitlovehi nugtala

J i bolsin. Natyada - Katetda bt binga teng
bolgan o ta i 1 kesmalar hosil bo'lady.
E L\
! ‘\\_.-\‘\\
fé:_-. t~ ‘\,\\ \‘

AN \\\\
A F
8 -chizma
Endi or katetdagy L4, ., nugtalardan 10
gipotenuzaga parallel to'g'n chiziglar  o'tkazamiz. Bu to'gr

chiziglarning 0k kateti bilan kesishgan nugtalan r,. 4, r |
bolsin. Ravshanki, bu nuqtalar or da o =0 £k
kesmalarni hosil  qiladi. Demak, oF birhlk kesma »  ta
fr ok kesmalarga ajraldi. Fales teoremasiga ko'ra

bu kesmalar bir - biriga teng bho'ladi. Demak, oF,  Kkesma o

, [
Kesmaning — gisiiga teng.

: | .
Masshtab kesma 0r ning qismi bolgan Ok, kesmani o
"

nuqtadan  boshlab ong va chap tomonlarga go'vamiz. Bu
kesmaning bir uchi 0 nugtada bo’lib, ikkinchi uch esa ong
tomondagi nurda i/, chap tomondagi nurda esa A7

-

1
n

nuqtalarni belgilavlik. Endi b ova ! sonlatga v/, va A |
n n

nugtalarni mos qo'yamiz. 0f, kesmani ¢ nuqtadan uning o'ng va
chap tomonlanidagi nurga ketma—ket m marta qo'yish

.o . n m i . . . :
natijasida hamda -7 ratsional sonlarni geometrik tasvirlovchi
" "

tr, va A _ nugtalarni topamiz. Shu yo'l bilan sonlar o'gida

" r

r e sonni geometrik tasvirlovchi nugta topiladi. Nlasalan,
n

s . . . . .
ushbu '4.;() sonni tasvirlovchi nuqgtani topish uchun avval

masshtab  birligim 0 nuqtadan ong tomonga bir marta
jovlashtirib, 1/, nuqta topiladi. So'ngra bu s, nugtadan boshlab



e I . s . :
masshtab  birhgining . (sminl govib, X sonni  geometiik

ifodalovehi A7, nugtam topamiz.

Shunday gihb, ratsional sonlar to plamidan olingan ixtiyouiy

” . ' . L -
= imeZ.ne N1 songa to'gr chizigda bitta /. puqta mos
n )

kelady.

Bundan keyin qulaylik uchun re0 songa togri chiziqda
mos keladigan nuqtani A/, kabi belgillamasdan 7 puqgta deb
olaveramiz. Ratsional songa mos keladigan to'gi chiziqdag
nuqta ratsional nugta ham deb ataladi.

5¢. Ratsional sonlar to'plamini kengaytirish zaruriyati.
Biz avvalgi bandda har bir ratsional songa to'gqn chizigda bitta
nuqta (ratsional nuqta) mos qo'yilishini kotib o'tdik. Ammo
to'gri chiziqda shunday nuqtalar borki, ulai birorta ham
ratsional songa mos qo'yilgan bo'lmaydi. Shuni ko'rsataylik.

Tomoni bir birlikka teng bo'lgan ods¢ kvadratni qaraylik
(9 — chizmaj.

C B
A N
N\
\
\
\
\
\
A |
0 1 0

9 — chizma
Bu kvadratning diagonali ¢s r ning uzunligi V2 ga teng.
Sirkulning uchini 0 nugtaga qo'yib, radiusi 08 ga teng bolgan
aylana chizaylik. Bu aylana ¢.: tomon joylashgan to'gTi chiziqni
D nugtada kesadi.

0A<OB bolgani uchun © pugta A nuqtadan ongda
joylashgan bo'ladi. Ravshanki, 0B-0n=yv2 demak, D nuqtaga .2

son mos keladi. v2 esa ratsional son emas. Bu gquyidagi
teoremada isbotlanadi.

1—teorema. Ratsional sonlar toplami ¢ da kvadrati 2 ga
teng bo'lgan ratsional son mavjud emas.

20



Aleskansimm faraz gillaybik, va'mi s to'plamda  shunday
qisgqarmaydigan 7 (pe Zae Vi Kast ko'tinishda  voziladigan
. ¢
ratsional son borkt bu

I

TR
tenghk oT1inh bo'lsin. Yuqoridagy tenglikni quvdagicha

poodn

yozib olamiz. Bundan p juit <on ekanligi koninadi. Demak,
p=2m m< 7. Natijada

oo 2o
hosil boladi. Bu esa » sonning ham juft ckanligini ko'rsatadi.
Demak, vuqoridagi farazdan p va » sonlar juft sonligi kelib

chigqadi. Binobarin, ular uchun 2 umumiy ko'paytuvchi. Bu esa *
1

sonning qisqarmaydigan kasr ckaniga zid

Shunday qilib, to'g'ni chiziqda olingan har bir nugtaga ¢
to'plamda unga mos keladigan ratsional son mavjud bo'lavermas
ekan.

Avyni paytda

v o0

tenglama ham  ratsional sonlar to'plami ¢ da yechiinga ega
bolmaydi. Bundan ratsional sonlar to'plamini kengaytirish
zaruratt kelib chiqadi. Demak, ratsional sonlar to'plamiga yangi
tipdag) sonlaint go'shib, uni shunday kengaytirish keiakki, bir
tomondan, sonlarning bu kengavtirilgan  to'plamida ¥ -2 -0
tenglamani vechish va shu kabi ko'pgina masalalarm hal gilish
mumkin  bo'lsin, ikkinchi tomondan esa, ratsional sonlar
to'plamining  barcha  Xossalari  sonlarning  kengaytirilgan
to'plamida ham o'rinli bo'lsin.

Ratsional sonlar to'plamumr  kengaytirishda bir—biriga
ekvivalent bollgan bir nechta usullar mavjud (Koshi usuli,
Kantor usuli. Veyershtiass usuli hamda Dedekind usulij. Biz
quvida Dedekind usulini keltiramiz.

2—4§. Ratsional sonlar to’plamida kesim

1", Kesim. Irratsional son ta'rifi. ¢ to'plamnda bajarilgan
kesim tushunchasi bilan tanishaylik.



S5—ta’rif. Ratsional sonlar to plamn shundav .1 va ¥
to'plamlarga ajratilsaki, bunda

). A-0 170

2 P R L)

) Yao A Nva's A sa o
shaitlat qanoatlaptiilsa, 1 va ' to'plamlar o to'plamda kesinm
bajaradi deb aytiladi. Bunda 1 to'plam kesimning quyt sinfi, 1"
rsa yugon sinfi deyiladi,

Masalan® 1), 5 va undan kichik bolgan barcha ratsional
sonlardan iboral to'plam .1, 5 dan katta ho'lgan barcha ratsional
sonlar to'plami 1" bolsin: A~y reQr S 40 1 O -3
Bu .1 va 1" to'plamlar uchun 5 ta'itdagq uchchala shartning
bajanlishini ko'rish qivin emas. Demak, bunday tuzitgan .1 va
A" to'plamlar ¢ da kesim bajatadi

?}. 5 to’plam deb 1 va 2 ratsional sonlar orasidaqgi barcha
ratsional senlardan iborat bo'lgan & 4 rc .. 2y to plamni, #»°
toplam deb 1 va undan kichik bo'lgan barcha 1atsional sonlar
hamda 2 va undan katta bolgan barcha ratsional sonlardan
thorat

Bletr e Qs sty Qe 2
to'plamni olaylik. Ravshanki, 40,4 70 hamda B0, ammo
# toplamdan ohngan har bir ratsional son i to'plamdan
olingan istalgan ratsional sondan har doim kichik bolmaganligi
sababll, bunday tuzilgan 5 va i’ to'plamlar ¢ to'plamda kesim
bajarmaydi (kesim ta'rifidagi uchinchi shart bajanimaydi).

3. Ushbu C=pre@urstios(r i cplarss toplamlarni
olaylik. Bunda ¢ #6.¢" 20 bo'lib, to'plamning har bir elementi

to'plamning istalgan elementidan kichikdii, Ammo Cu£Q
bolgant uchun bu ¢ va ¢ to'plamlar ¢ da kesim bajarmaydi
{kesim tarifidagi ikkinchi shart bajarilmaydi).

2.1=misol. Aytaylik 7« 0 bo'lib, A= rcQre rnY va
Ao cQur et bo'lsing Bu to'plamlar ¢ da kesim bajarilishini
ko'rsatilsin.

4Ohngan . <« son .1 to'plamga teqishli. Binobarin .1« 0.
I'ndi

F, e ()‘ ro4 b () va 7, 1 - v,

bolishidan 7 4 1¢.1"  ekanligi kelib chiqadi. Demak, 1"« 0



Ravshanki, 0" 0 rvor om0 e s Ol et o0 Bu hesin
tanfimng  akkinchi shaiti bajanbishinn ko'rsatadl. Agat
Vae 4t Ve 4" baolsa, undan «- r o' - r ya'ni aw s o0’ okani
kelib chiqadr Demak. o« ' va kesim ta'titming 3 shaiti hamn
bajariladi. Shunday qilib, .1 va 1" to'plamlar ¢ da kesin
bajaradi.

Odatda b kesimni

roo- (A A
kabt ham belgilanadi. Bu kesimning  quyt sinfi ! to'plamda
(tning elementlan orasida) eng katta element mavind bo'hb, u
f. ekanhygr ravshandit. Ammo  kesimning  yugori sinhi
to'plamda esa (umng elementlaii orasida) eng kichik element
mavjud cmas.

«r - Kesimning vuqort sinfi 1 elementlari orasida
eng kichigi mavjud bo'lsin deb faraz qilamiz. Uni #' deb
belgtlaylik: ™+ .I". kesim ta'rifiga kora #, =1 bo'ladi. Rats1onal
sonlar to'plami zich to’plam bo'lgani uchun shunday £ ratsional
son mavjudky 7o w07 boladi L ming tuzilishiga  binoan
topilgan 7/ uchun ¢« .{° bo'lishi ketak, Demak, ' da »° dan
kichik bo'lgan ¢ son mavjud. Vaholanki, btz #* ni A’ ning eng
Kichik elementi deb olgan edik. »

Bunday kesimlaii quyi sinli yopiq, yuqorn sinfi ochiq
kKesimlar va 7. sonm csa .1 to'plamni yopuvchi element deb
ataladr (10(a) chizma).

A o A

of

A A

e p—r e L

I
1} chizma

2.2—misol. Ushbu B - {rreQr rt va B =ir reQr -r,;



to'plamlar v da kesim bajarishi ko'rsatilsin,

dYuqgorida  Kkeltinlgan 2.1 masoldagidek  ko'rsatish
mumkinki, 7 da bu 5 va & to'plamlat (6.4 ) kesim bajariladi. B

Bu holda (5.1 kesmmmng quyi sinfi s to'plamda (uning
elementlan orasida) eng Kkatta element mavjud emas, kesumning
vuqor: sinft 4 to'plamning elementlari orasida eng  kichik
element maviud. » quvi sint ochiq, yuqon sint #° esa vopiq
bo'lib, r, ratsional son esa #° toplamm yopuvchi element
boladi. {10{6} --chizma).

2.3-misol. Kubi 2 dan Kkichik bollgan barcha tatsional
sonlardan iborat to'plam ¢, kubi 2 dan katta bolgan barcha
ratstonal sonlardan iborat to'plam " bolsin: Kubi 2 ga teng
bolgan ratsional son mavjud emasligi 1 —teoremadagidek isbot
etilach

Co{roreQr <2y, O drrcO =2
Bu ¢ va ¢ to'plamlar ¢ da kesim bajarish ko'rsatilsin.

4¢ va ' to'plamiar tuzihshidan kesin ta'rifidagy barcha
shartlaninmg bajarilishim topamiz.

Bu misoldagi (¢.¢’) kesimda, kesimning quyi sinti
to'plam elementlant orasida eng katta element, shuningdek
yuqon sinfr ¢’ to’plam elementlar orasida eng kichik element
mavjud emasligini  ko'rsatamiz. ¢ to'plamdan . sonni
(ry € .1 r, > 1) olib, uning yordamida ushbu

2 .00 oyt
FoEry T s [(‘ < - - 2” LR 1

ratsional sonni hosil gilamiz. Bu , ratsional sonning kubi 2 dan

kichik bo'ladi: ' < 2. Hagiqatdan ham,

3
Yoot I
2= 2-r .
S B S B A . B e (T
S R P T P
‘ 3y 31 + 3ry + 31+
s b} A : ~ . b A
2- 2= ;2
+ 3L - - S . ry |- _,_,.,,,__.__.0 — < "0‘ -+ 3;-”‘ —nn L. '
Iy 4+ 3, 41 3y 430, +1 3r; 4 3, 4
3 ) 3
2-r 2 2. v
+ 3, st ey ey T (4 3, th=2
3rg + 3 1 3rg 4 3y 4+ Iy + 30, 41

Demak. 7, <+ €C vya'ni », ¢ ¢ sondan katta bo'lgan r, ratsional
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<on ham  to plamga tegishly boladi

Shunday (ilth, ixtiyoriy s 07 ratsional son berilganda
ham kamida bita shunday r ratsional son topilar ckanki u
v, va r O Buesa ¢ to'plammng elementlan orasida eng
kattasi mavjud emashgini korsatadi.

bondi 0 kesimmng  vugort sinti 7 toplamning
clementlan otasida eng kichigi mavpud emasligo isbotlaymmz.

;e ) D) bo'lun. Demak, o0 =

L shbu
. . g it 2
I s - !((J . 5 ]]
o i 3!

. kN
tatsional sonni garavhk. Bu 7 1atsional sonnming kubi 2 dan
katta bo'ladi: 7 -2, Haqgigatan ham,

Demak. o/« 70 yani r e (" sondan kichik bo'lgan "
ratsional son ham ¢’ to'plainga tegishli bo'ladu.

Shunday  qilib, 1xtiyorty # ¢ ¢ ratsional son berilganda
ham kamida bitta, shunday ' ratsional son fopilar ekanki, u

:

plrl va 1 e C1 Bu esa ¢ to'plamning elementlan orasida eng
kichigi mavjud emasligini anglatadi.®»

Shunday qilib, korsatilayotgan misolda .« kesim
uchun quyi sinf ¢ ham, yuqori sinf ¢ ham ochiq bo'lib, ¢ va ¢”
(o'plamlaiming  vopuvcht  elementlant mavjud  emas {t0(r) -
chizmaj.

2.4—-misol. Ratsional sonlar to'ptami ¢ da ham quyi sint -7
to'plamining clementlari orasida eng kattasi, ham vuqori sini
7 to'plamining elementlan orasida eng kichigr bo’lgan (70,07
kesiin mavyjud emasligi isbotlansin.

dtarar qilayhk, ¢ toplamda sbunday 0% kesim
mavjud bolsinki, «, som o toplamning eng Katta elements, «
esa i+ to'plamning eng kichik elementi bo'lsing U holda kesim



ta‘ritiga kova dyg - . tengsizhik onnli bo'ladi
Ravshanki,

,
do e

'
“, - <y,

P

a.toa, ) . .
Bunda - 77 raisional son 1 to'plamga tegishl emas,

chunki «. son ¢ toplamning eng katta elementi va

a, + q . . a, +d, . . .
a, - ==- -, Shuningdek, 5 ratsional son 0 to'plamiga

ham tegishli emas, chunki @, son to'plamning eng kichik

_ a, +a, . . a, 4 ag ‘
elementi va =757 a,. Demak, - Ty ratsional son
to'plamga ham, 1 toplamya ham tegishli bo'lmaydi. Bu esa
kesim ta'rifiga ziddir. Shunday qilib, bir vagtda quyi sinfida eng
katta elemant, yuqorn sinfida esa eng kichik element bo'lgan
kesim mavjud emas. P

Ratsional sonlar toplami ¢ da bajarilgan kesim ta'rifi va
kesimga keltinilgan misollardan  quyidagi  xulosani  keltinb
chiqarish mumkin. ¢ to'plamda bajarilgan (4.9 kesim faqat
uch turli bo'lishi mumkin:

). Kesimmng quyt sinfi . da eng katta element (7,
ratsional son) mavjud, kesimning yugori sinfi .i' da esa eng
kichik clement mavjud emas. Bunda r, ratsional son quvi sinf
yopuvchi elementi bo'ladi.

2). Kesimning quyi sinfi 4 da eng katta element mavjud
emas, kesimning yuqori sinfi 4° da esa kichik element (7
ratsional son) mavjud. Bunda r, ratsional son yugort sinf .’
ning yopuvchi elementi bolad.

3). Kesimning quyl sinfi A da eng katta element mavjud
emas, kesimning yuqori sinfi 4’ da eng kichik element mavjud
emas. Bunda quyi sinf .1 da, yuqor sinf .+ da yopuvchi
elementlar mavjud emas.

Birinchi va ikkinchi tur kesmlarda ularning quyi  yoki
yuqori sinflant yopiq bolib, yopuvchi elementlami bir sinfdan
ikkinchi sinfga o'tkazib, har doim bir turdagi kesmga - quyi
sinfi ochiq. yuqori sinfi esa yopiq bolgan kesimga keltirish
mumukin. Biz bundan buvon birinchi va ikkinchi twr kesimlar



oimiga bir twr kesmimi, quyvt sintda eng katta element mavyud
bolmagan (ochiq sinf], yuqon sinfde esa eng kiwchik element
mavjud  bo'llgan  (yopig  <inf)  Kesimnl qatavmiz. Bunday
kesimlarmi satsional kesun deb ataymiz.

Ixtivotiy re ¢ 1atsional son uchun ¢ to'plamda har doim
(1.1 Kesim bajaribshi mumkinki, bu kesim ratsional kesim
boladi, bunda i to'plam ochig sinf, .i° to'plam yopiq sinf.
yopuvehi element r sonning o'zi bo'ladi. Demak, ¢ to'plamda
olingan hat bir ratsional songa ¢ da bajanlgan ratsional kKesim
mos keladn

Aksincha, ¢ toplamda (4 49 kesim bajarilgan bo'hb,
kesimning quyi sinfi .1 ochiq, yuqont sinti .i* yopiq hamda
yopuvchi  element  r bo’lsa, bu kesim + ratsional  sonni
itodalaydi.

Demak, ¢ da bajarilgan har bir raisional kesim bitta
1atsional sonni aniqlavdi.

Shunday qilib, <2 to'plam elementlail bilan ¢ to'plamda
bajarilgan ratsional kesimlar to’plamining elementlan o zaro bir
qivmatii moslikda bo'ladi.

Ratsional sonlat to'plami v da bajarilgan uchinchi  tu
kesim quyi sin! ham, vyuqori sind ham ochiq bollgan kesim
iratsional kesim deyiladi.

6—ta'rif. Ratsional sonlar toplamn ¢ da bajarilgan
irratsional kesim irratsional sonni aniglaydi deyiladi.

iratsional sonlar to'plamini ¢ hart bilan belgilaylik.

3-§. Haqigiy sonlar. Haqgiqiy sonlar to'plamining
tartiblanganlik va zichlik xossalari.

Ratsional sonlar to'plami ¢ da bajarilgan kesim fagat ikki
tu ratsional yoki irratsional sonni aniglashini biz yuqorida
ko'tdik.

7—ta'rif. Ratsional hamda irratsional sonlar umumiy nom
bilan haqiqiy sonlar deb ataladi.

Barcha haqiqiy sonlar to'plami # harfi bilan belgilanadi.
Ta'ntga kora, K- Qul'. & -lotincha Reahs- "haqiqiy” degan
ma’'noni anglatuvchi so'zning bosh harti.

Shunday gilib, 1atsional sonlar to'plami o ni haqiqiy sonlar
to'plami iz gacha kengavtinidi.



1Y. Hagqigiy sonlar to’plamining tartiblanganligi. Avval
haqiqiy sonlat to planuda tenghk, Kalta  va kichik
tushunchalatin Kintamiz,

Avtavlik, YV va v haqigiy sonlar bettlgan bho'llsine ve v it
Na'honki, hai b haqigiy son tatsional sonlet to'plami - da
bajatilgan  kesun bilan amglanadi Binobarin, Y va Vv laiu

v (e Ty, v ooaBBh
Bu kesimlarning quvi sinflann 1,5 lar uchun voki .t -# (bu
holda, albatta, 4° 5 boladl), yoki 8 (bu holda .t =#")
munosabatlardan biri o1inli bo'lady.

Agar 4- n» bo'lsa, (1.4 va (.5 kesnular bir- biriga
teng deyiladi: 4 £y (#). Bu holda ular anigqlangan  x  va
v haqigiy sonlai hem bir  binga teny deyiladi: «  ».

indi 8 bolsin Unda shunday r ¢ .1 botki, ¢ B boladi,
yoki shunday r 8 horki, n¢.! boladi. Biincht holda st fy
ckanligi kelib chigqadi. Kesimmng tarifiga ko'ra, bu holda /¢ 1
boladi. Ikkinchi holda esa ro« Bovd' ekanligidan o5 kelib
chiqadi.

Shunday qilib, i## bolganda yo .8 yoki e bhola
ekan.

Agar <t bolsa, (1) kesim (B B kesimdan Kkichik
deyiladi. Bu holda v haqiqiy son v haqiqiy sondan kichik deb
ataladi: v~ v,

Agar 4>5 bolsa, .4 kesim (/3.8 kestimdan  Kkatta
deyiladi. Bu holda v hagiqiy son v hagiqiy sondan Kkatta
deyiladi: v - v,

Shunday quilib, ixtiyony ikki « va y haqiquy sonlar benlgan
bo'lsa, unda

Yoov, o aey, X >y
munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o'tinli boladi.

Fndi xe K,ye K.ze R osonlar uchun ushbu x-y, ¥ <z
tensizliklardan x < = tengsizlik  kelib  chigishni isbotlaymiz.
x. v, 2 sonlarni aniglovehi kesimlar

x (A AY vy = (BB & (C.C)
bo'lsin.

Aytavlik, X< v va V-~ Z bolsin. Ta'nfga asosan

vey v Bovez s B



.

boladi Ravshanki
do BoHC T ot U
Bundan v bo'hshi kelhib chigadh
to'plammug  bunday  xususiyalga egad bo'lishy uming

tartiblanganhginm ifodalaydi.

2V, Hagqigiy sonlar to plamining zichligi. Faraz «ilaylik,
o K.k va « o bolsin. U holda shunday r ratstonal son
mavjudki, shu son uchun ushbu x-z<v tengsizliklar ornnli
bo'tadr Shunt isbotlayhk.

¢ to'plamda bajarilgan 1.0y, (B8 Kestmlar vova
sontarni aniglansin: v - (4.0, v (BB U holda - v dan
2o i kelib chigadi Demak, # to’plamda shunday ratsional son
s 5 mavjudki, ¢4 bo'ladi. s 8. Unda 4od bo'ladi va demak,
Y- r. tensizlik otinli bo'ladi. Ikkinchi tomondan, v - (B89, 7 BB
to'plamning elementlan orasida eng Kattasi mavijud emashqi
sababli, shunday ratsional son 7« B mavjudki, r, <r va r<,
boladi. Natijada v, <r-y tengsizhklarga ega bolamiz. Bundan
esa v rey ekanhgint koramiz. Shu usul bilan veR, vek va x -
bo'lganda  ham  v.r+y  munosabatlarmi ganoatlantituvchi
jatsional son » mavjud ekanligi ko'rsatiladi. Shunday qilib,
ixtiyory ikkita bir - biriga teng bo'lmagan haqiqly sonlar orasida
kamida bitta haqigly son mavjud. Bundan esa ular orasida
cheksiz ko'p  haqigiy son  mavjudligt  kelib chiqadi.  «
to'plamuing bunday xususiyatiga ega bo'lishi uning zich to'plam
ekanini ifodalaydi

4-§. tlaqigiy sonlar to’plamning to’ligligi.
Dedckind teoremasi

Agar haqigly sonlar to'plami g da ham bajarilgan kesim
tushunchasi  kiritilsa, ratsional sonlar toplami ¢ da sodit
bo'lganidek, ® ni ham kengaytirish zarurati sodir bo'ladumni yoki
yo'qmi degan tabiy savol tugiiladi. Quyida biz bunday holat
bolmasligini, ya'ni # da bajarilgan har qanday kesimm fagat
birinchi tur kesim bo'lishini ko'rsatamiz. Odatda bu  Xxossa
haqugiy sonlar toplami & ning toliqiik xossasi deviladl
Dastavval, # da bajarilgan kesim tushunchasi bilan tanishayhik.

8—-ta'rif. llaqiqiy sonlar to'plami x  shunday # va &
to'plamlarga ajratilsaki, unda



TN AR
D) r kR

3) Vae 29 T w0
shattlar bajarilsa, # va & to'plamlar © foplanda kesim bajaradi
deviladi va (17 + ) kabi belgilanadi (0 ta'nfga qarang)
Avvalgidek, / to'plam kesimning gnyi sinfi, i toplam esa

kesimning yitgori sinti deyiladi,

N fasalan, ushbu

Foodxoxs Rox—xg), I iy ve Rix ocx) (v ¢« )
toplamlat & da ¢+ kesim bajaradi. Bu kesimning quyl sindi
# da eng katta element (v, ga teng) bo'hb, yugort st ¢+ da
eng kichik element bolmaydi.

Ushbu

I odxcox  Rxoxg) P iy Rixoox,) v e k)
to'plamlar ham » da (/7. Kesiminl bajaradt. Bu kesimning
quyi sinfi 7 da eng katta element bolmasdan, yuqoti sinfi + da
eng kichik element (v v, ga teng) bo'ladi

2.5=misol. Haqiqiy sonlar to'plami ® da quyr sint G
to'plammng elementlari orasida eng  katta, yuqon sinf
to'plamning elementlari orasida eng kichik element bor bollgan
(¢;.;'y kesim mavijud emasligt 1sbotlansin.

.G kesim k da bajarilgon Kesim bo'lib, unda ¢ ning
eng katta elementt x, va ' ning eng kichik elementt v, bolsin,
Kesiin  ta'tifige ko'ta, x <y, boladi. & toplamning  zichbk
xossasiga binoan shunday xck son mavjudki, v, ~w- v, bo'ladi
Kevingi tengsizliklardan komnadiki, # son (i ga tegishli emas,
chunki x. son ¢ da eng katta element va X, ¢, Shuningdek,
<y, va v, son (' toplamning eng kichik elementi ekanidan
sonning ' ga tegishli emasligi kelib chigadi. Shunday  qilib,
wek son G va (7 toplamlarning birottasiga ham tegishli
bo'lmaydi. Bundan ¢ va ¢’ to'plamlar k da kesim bajarilinashgi
kelib chigadi. Bu esa yuqoridagi farazga zid. »

Demak, ® lo'plamda bir vaqtda quyi hamda yuqori sinflari
yopiq bo'lgan kesim mavjud emas.

2—teorema (Dedekind teoremasi). Hagiqly sonlar toplami
r da bajarilgan har qanday (+. ") Kesim uchun fagat quyidagi
ikki holdan biri bo'lishi mumkin:



a). Resunning quyi sinfi . da eng Kalta elementi mavjud,
yuqgort sinf -+ da esa eng kichik element mavjud emas:

L) Kesimning quyi sinfi - 1 da cng katta element mavjud
enas, yuqori sinf 1 da esa eng kichik element mavjnd.

«Faraz qgilaviik, ® da biror (# #) kesim bajanlgan bho'lsin.

to'plamning  barcha ratsional sonlan to'plamint & &
to'plamning  barcha 1atstonal  sonlari  to'plamint ' devlik
Ravshanki, .t &0 1. Bu tuzilgan . va to'plamlar ¢ da

(.13 kesim  bajarishini ko'rsatamiz.  Avvalo 4 va
to'plamlarning bo'sh emasligini isbotlaybk.

# %6 bolgam uchun 3x, e K.x, € £ Agar x, ratsional son
bo'lsa, x, ¢ bolib, 20 boladi. Agar x, irratsional son bo'lsa,
taTitiga kota u ¢ 1to'plamdagi ikkinchy tur kesim bilan
aniqlanadi. Demak, v, =(1,.5,). Bunda .i, +0 bo'lgam sababli,
O, ke, boladi, Ammo 5 <x, va x, of bolganida esa
r.e .1 ekam kelib chigadi. Demak, .f=0 xuddt shuningdek.
4 s 0 ekani  ham  ko'rsatiladi. k- ror’ dan o ova A4
to'plamlarning tuzilishiga ko'ra Aw.4’ ¢ boladi

ot kesim + da bajarilgan kesimligidan va Aot A'c K
dan mos tavishda .1 va . tloplamlarga tegishhi . sa o
elementlar uchun o« tengsizlik orinli. Demak, (4,4 Kesim. Bu
kesim biror haqiqiv » sonni (ratsional yoki irratsional sonni)
aniglaydi: o (4.4 cer. Kesimning 2) shattiga kKo'ra « son yoki

to'plamga, yoki #* to'plamga tegishli boladi. wacl bo'lsin.
Endi « son » to'plam elementlari orasida eng kattasi ekanini
isbotlaymiz. Teskarisini faraz gilaylik, yani « son  toplam ¥
elementlan orasida eng kattasi bo'lmasin. Unda 3xe ! « <=
bo'ladi. Hagqiqiy sonlai to'plami zichligiga kora shunday r
ratsional son mavjudki, «-r<x tengsizliklar o1inli bo'ladi. Ushbu
v/ va r-v  munosabatlardan rc/ va demak, red kelib
chiqadi. Ammo «- (4.4 Kesinning quyi sinfi - 4 to'plamdagi r
son bu (.49 kesim aniqlagan sondan kalta bo’lishi mumkin
emas. Bu ziddiyatlik. Demak, « son + fo'plam elementlan
orasida eng kaitasi bo'lad.

Shunga o'xshash mulchaza bilan aet’ bolganda « son k’
to'plam elementlan orasida eng kichigl ekani ko'rsatiladi. »

Dedekind teoremasiga ko'ta haqigiy sonlar to’plann r da
bajarilgan har ganday . £ kesim uchun ikki hol bo'ladi.



Bunda voki ¢ sintlarning vopuveht elementlanmi biridan
ikkinchisiga o'tkazzish vo'lli bilan bitta holga, kesnnme bir tin
kesimga kettirtsh mumkin. Biz = da bajarilgan hai gqanday kesim
70 ) da kesimoing quvi sinti 1+ da eng katta element yo'q,
yugort smt £ da esa eng Kiclnk element bor bo lgan kesin deb
garaymiz.  Bu esa  Dedekind  feotemasini quyidagicha  ham
ifodalash mumkinhgint ko'rsatadi

3~teorema. & da bajarilgan har ganday (r. kY kesim
yagona hagiqiy souni anlglaydi.

vere e son yordamida har doim = da « (£ kesim bajansh
mumnkinkl, bunda haqiqiy son « Kesimning yugori sinft 72 ga
tegishli bo'lib, uning eng kichik elementi bo'ladi, Aksincha, #
da (/. £ Kkesimn bajarilgan bo'lsin. 2 teoremaga va yugoridagi
kelishuvimizga ko'ra bu kesimning yuqori sinfi #° da eng kichik
element maviud bo'lib, kesim shu sonni ifodalaydi.

Demak, haqigiy sonlar to'plami # shu to'plamda bajaiilgan
kesimlar to'plami bilan o'zaro b giymatli mostitkda bo'ladi.

5-%. Sonli to’plamlarning chegaralari

1% Sonli to'plamlar. Elementlari hagiqiy sonlardan iborat
bo’lgan to’plam sonli to'plam deviladi. Matematik analiz kursida
asosan sonii to'plamlar qaralad.

Masalan,

.l={(),|.—]-)-]—,v..}v/)‘——{.\':\‘(—'R,\“ x = 0}
23
shuningdek
NoOZ QLR
lar sonli to'plamlar bo'ladi.

Kurs  davomida har doim  uchrab  turtadigan  sonli
to'plamlarni keltiramiz.

Ikki aek.ber son berilgan bo'lib, »- 4 bollsin. Ushbu

v ixe Roa - v< by
to'plamn segment deb ataladi va a [«.#] kabi belgilanadi:

[ee.bj— iy ve Ras xs<b)
Bunda « va / sonlar [«.b] segmentning chegaraviy nuqtalari yoki
chegaralari deyiladi,

Ushbu

v ve Kow - ox o< by

19
A



to'plam interval deyiladi va u o #) kabi belgilanadu:
(b be v Koa v Ay
Quvidagi
Cyov e Koa sl v hy o {x v R oa <« v b}
to'plamlar yarim seqment deytladi va ular mos ravishda {a.f) Vva
(a.b] kabi belgilanadn:
b by 1Y oy Koo ooxoe bt ta.h] {x yeEe Roa< x* hi
keyingi mulohazalarda  asosan sonli to'plamlar bilan ish
ko'riladi. Shuning uchun bundan kKeyin £ "sonli to plam” deyish
ormga  qisqacha  “to’plam” sozini  voki Eck belgilashni
ishlatamiz.
2% To'plamning aniq yugori va anig quyi chegaralari.
Biror /=& to'plam berilgan bolsin.
Q—ta'rif. Agar shunday A/ son mavjud bo'lsaki, Vrek uchun
c<v  tengsizlik bajarilsa, # toplam yugoridan chegaralangan
.deyiladi, ¥ son esa I ning yuqori chegarasi deyiladi.
Bu ta'nifni gisqacha, quyidagicha aytsa bo'ladi, agar
GAL e R Yye ll x < M
bo'lsa, # to'plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, & son csa
- ming yuqgor chegarasi deyilad)
10—-ta'rif. Agar
VAL e R Ax, e K x, > M
bo'lsa, £ to'plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.
11—ta'rif. Agar
dm e R.Vxe IX x> m
bolsa, & to'plam quyidan chegaralangan deyiladi, » son esa I
ning quyi chegarasi deyiladt.
12—ta'rif. Agar
Ymoe R, 3x, el x,<m
bolsa, ¥ to'plam quyidun chegaralanmagan deyiladi.
13—ta'rif. Agar # ¢ & to'plam ham quyidan, ham yugqoridan
chegaralangan bo'lsa, + toplam chegaralangan deyiladi.
MMasalan,

to'plam chegaralangan;
[T SRS
to'’plam quyidan chegaralangan, yuqoridan chegaralanimagan,
Joowfy o xe R.ox < U}



to' plam esa quyidan chegaralanmagan, vugorndan chegaralangan
1o plam bo'ladi
2.6—misol. Ushbu
A - !N i\ L l
: Hoo l[
to'plamning chegaralanganlig ko'rsanlsin.
« Ravshanki, ©. - da

H
. S

)‘l'\ 41
ho'ladi. Demak, @ to'plam quyidan chegaralangan.
Agar
. . . ' |
D<= on —2m il i< +l= ——x
w12
holishini  e'tiborga  olsak, unda 1 to’plamning yugoridan

chegaralanganligini topanuz. »

Yuqorida keltirilgan ta'nf va misollatdan ko' nnadikl, agat
A to'plam yuqortdan chegaralangan bolsa, uning yugon
chegarasi cheksiz ko'p bo'ladi. Bu tasdig 1 sondan katta bo'lgan
har ganday haqiqy son / to'plamning yugon chegalasi bo'la
olishidan kelib chigadi.

Shuningdek, agar / toplam quyidan chegaralangan bo'lsa,
uning guyi chegarast ham cheksiz ko'p bo'ladi. Bu esa » sondan
kichik bo'lgan har ganday hagigly sou / toplamning quyl
chegarasi bo'la olishidan kehb chigadt.

d4—teorema. Har qanday yuqoridan chegaralangan to'plan
uchun uning yuqori chegaralaii orasida eng kichigi mavjud.

< + toplam yuqotidan chegalalangan  bolsin, ya'ni
shunday haqiqiy &/ son mavjudki, vi-2 uchun v~ Af tengsizlik
orinli.

# ning elementlan orasida eng kattasi mavjud bo’lsin. Uni
. deb olaylik. Demak, Vxe uchun r < v bo'lib, bu esa v, son
¢ ning yugqori chegaralanl gatorida bolishim ko'rsatadl. Ammo /.

Y

to'plamning yuqori chegarasi bo'lmish har gqanday &/ son v,
sondan kichik bo'lmaydi, yani 1, : v/ chunki x e+ . Bu esa v, son
» ning yugon chegaralari orasida  eng kichigi ckanhigim
bildiradi. Bu holda teorema isbot bo'tdl

tndi + to'plam elementlan orasida eng kattas mavjud
bo'lmagan holni qaraymiz. + ning vugori chegaralaridan iborat
to'plam 7 bolsin. Bu » toplamga tegishli bo'lmagan barcha



Diad

haqigiy sonlardan thorat to’plamni doylik. Ravshanki, ». 7 #
va r to'plambar 2 da 7)) Kesim bajaradi. i va
vuqoridan chegatalanganhgidan Fo#0.0 20 ekant kelib chiqadi,
shuningdek, ~ va #° larning  tuzilishidan esa 1okt kova
W I Vx'e B s ae v boladi. Dedekind teoremasiga kora bu
(i ¢ ) kesim bitor « haqigiy sonni amglaydi: « = (4747 Bu «
son tabiiyki, # toplammng va demak, ¢t bo'lgamdan ¢
to'plamning ham yugon chegarasidir, yani wef’ shu bilan
birga u i toplamnning elementlari orasida eng kichigi. P

14—1ta'rif. Yuqoridan chegaralangan £ to'plamning vugor
chegaralanning eng kichigi + nming anig yuqori chegarasi deb
ataladi. U sup/” Kkabi belgilanadi.

Bu lotincha supremum ‘eng yuqon” degan ma'noni
anglatuvchi so’zdan ohingan.

5—teorema. flar ganday quyidan chegaralangan (o' plam

‘uchin uning quyi chegaralari orasida eng kattasi mavjud.

Bu teorema yugqotidagi 4 -teorema kabi isbotlanadi. Uning
isbotint o' quvchiga havola gilamiz.

15—tarif. Quyidan chegaralangan F to'plamning  quyt
chegatalatining eng Kattasi - ning aniq quyi chegarasi deb
ataladi. U int /¥  Kkabi belgilanadi.

Bu lotincha infimum “eng quyl” degan manoni anglatuvcit
so'zdan olingan.

Yuqgorida  keltinilgan teoremalardan, har qanday
chegaralangan  # to'plamnning aniq yugori va aniq quyi
chegaralan mavjud bo'lib,

mt E <sup K
bo'lishi kelib chiqadi.

Endi to'plamning aniq yuqorl hamda aniq quyl
chegaralarining muhim xossasint keltiramiz.

Aytaylik, /R to'plam uchun

a = gup I (aeR)
bo'lsin. U holda:

1) veer da v,

2} ve>0 son olinganda ham, shunday 1< £ son topiladiki,

v sa- e bo'tadl

« Toplamning anig vugon chegarasi ta'rifidan  vxo &
uchun -« boladi.

a - sup I bolsa ham ?) -—shart bajarilmasin deb faraz



qlayhk. Unda, shundav . -0 toptladi, wve /ouchun e
bolth, « sup & boladi, Natjada .-+ manosiz tengsizlikka,
va'm ziddivatga kelamiz Demak, 2) - shart o'rindi bo'ladi. »
lshotlash mumkinky, agar )¢ £ va ook uchun 1) . 2
shattlar bajarilsa,
a - sup I
boladi.
Avtaylik, ¢ ® to'plam uchun
b=1ml I (he 1)
bo’lsin. U holda:
1) vxek da xxh
2) vz -0 son olinganda ham shunday x'er son topiladiki,
x' < b+ ¢ bolady
Bu tasdiq yuqoridagi kabi isbotlanadi. Isbotlash mumkinki,
agar e R va hele uchun by -, 2) - shartlar bajarilsa
) h o mf I
bo'ladi.
2.7—misol. Ushbu

noo+ 4

B = {n e N —
to'plamning aniq yuqon hamda aniq quyi chegaralan topilsin.
4 vreN da
O- ,.‘lff_ o
n 44
bo'ladi. Demak, # to'plam chegaralangan. Yuqorida keltirilgan
teoremalarga ko'ra bu to’plamning dniq chegaralari mavjud

bo'ladi. Ayni paylda:

1) vne N uchun ]

n +
2) veo-0 son olinganda n,e N Nl
MR NIUNERY
n 'V . .- I
L
deb olinsa, unda »--», da
"
Rt
novd
bo'ladi. Demak.
sup ## - ]
Xuddi shunga o xshash
mt B o0



bohishi ko' tsatilady, »

Haqigry sonlar to'plamt © tarkibiga -« va - sunvollarni

uchun r» o va x- 0 Kususivat bilan qo'<hib, # to’plammi

hosil qilamiz:

) K R -:boet a1 o

13u simvollarning kiritilishi chegalralanmagan to’plamlarming
anig vugon va aniq quyl ¢ hegaralarini kiitish imkonini beradi.

Agar  +  yuqondan chegaralanmagan bolsa, suplo ex

quviden chegaralanmagan  bolsa, om0 £ s deb  ohnadi.
Demak, shu kelishuvimizga ko'1a
sup N = osupd 12300 = s ol v o x e Kova 0 - -

bo'ladi,
6-§. Hagiqiy sonlar ustida amallar

19, Hagqiqiy sonlar yig'indisi. Ikki « va / haqiqiy sonlar
beritgan bo'lsin. Bu sonlar ratsional sonlar toplami ¢ da
bajarilgan ushbu - 1.4, A .89 kesimlar bilan aniglansin.
Kesimlarning quyi sinflari 4 va & to'plamlardan mos ravishda «
va ¢ sonlarini olib, ularning yig'indisi « -« +4 ni tuzamiz. Bunday
vig'indilardan iborat to'plamni o bilan:
CzieiceQ.cahaedbe By, song ¢ ¢ toplamni esa ¢ bilan
¢ ¢ ) belgilayviniz. Tuzilishiga ko'ra 9= u(”

Fndi ¢ va ¢ toplamlar ¢ da ¢ .’ kesim bajarishini
ko'rsatamiz. o= (4. 4, p (8K lar ¢+ da bajarilgan kesimlar
bo'lgani uchun

dz0 4 20d0Ad =0acs laed ma<a’.
shuningdek,

B20 B 20,BUB =Q. heB. beB 2b<h.
bo'lib, undan avvalo "zt ekani kelib chigadi. Se'ngra har dotm
4+ h<a'+b bolgani uchun C toplam yuqoridan chegaralangan
bolib, s - mavjuddir. Ammo 4 va 5 toplam elementlari
orasida eng kattasi mavjud bo'lmagani uchun a+b<y, (ued beB)
boladi. Unda w4627, (a'ed"h e B, bolib, o' +b'C . Bundan
g6 cQ C-c7. Demak, =0 shuningdek, c¢=sa:beC va
c< =a'+b'eQ C ekaniga ishonch hosil gilamiz.

Shundav qilib, ¢ va ¢ to'plamlar o da « " kesim
bajaradi.

16—ta'rif. (~".c'1 kesim bilan aniqlanadigan y haqigiy son
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aby belgilanadi.

Endi haqigiy sonlarni qoshish amalining ba'z xossalarni
keltiramniz. Faraz qilavlik, R Av RS« R bolsin U holda
quyidagi tenghklar o'tinl:

1) a+rf=pra,

2) ((t-r,’)'l'rf.—rt|(ﬂ+m

3)  Nol sont uchun

F va g haqigiv sonlaimng yig'indisi deb ataladi. Yigindi o

x 42 0+u=a
Biz ulardan binning, masalan. 3) ning isbotini keltiramiz.
4 Ma'lumki, 0 soni ¢/ to'plamda (@ .¢)) kesim bilan
aniglanadi:
O —irrcQur<OLQ, =i reQrzih
0=(0 .0
aek son esa « -4 40 kesim bilan aniglansin. Ta'rifga ko'ra
a +0=(C,C") bo'lib, bunda
' C o la+riae Are@ )

Ammo «eR, re@ bolganda «tr<a munosabat orinli.

Shuning uchun ¢ c 4 boladi. Bundan
a+0fa )
ekani kelib chigadi.

4 toplamdan ixtiyorty u sonni olamiz. 4 da eng Kkatta
element mavjud bolmagani uchun  a<a tengsizlikni
ganoatlantiradigan & ¢4 son mavjud. Unda u=a+(u-q)
tenglikdan r=a-a, <0 bo'lishini hisobga olib, 4 to'plamning har
bir elementini  a+r (ne A, re korinishda  yozish
mumkinligini aniqlaymiz. Bu esa

 dcia+raedre(}=0C
ya'ni 4cC ekanini ko'rsatadi. Demak,
axs=a+l (")
Endi (‘) va (") munosabatlardan a+=a tenglikka ega bo'lamiz. »

20, Hagiqiy sonlar ustida bajariladigan keyingi amallar:
ayirish, ko'paytirish, bo'lish, darajaga ko'tarish, ildiz chigarish
amallari, shuningdek, haqigiy sonlarni geometrik tasvirlashlarni
mazkur bobning oxirida mashq tarzida bayon etamiz.
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7-8. Haqiqiy sonning absolut giymati va uning
xossalari

Ma'lumki, xe ®  sonning absolut  (mutloq) giymati
quyidagicha aniglanadi:
ix. agar x 0 ho'lsa
- 1-x. agar x< 0 bo'lsa
Haqigiy sonning absolut (iyinati xossalarini keltiramiz.

1Y x ¢ £ son uchun

I.\k? U.j\'i-v | xl X = I,\'!.—.\‘ |1|

munosabatlar o'rinli. Bu munosabatlar sonning absolut giytnati
la'rifidan keidib chigadi.

200 Agar x ¢ £ son |x|< ¢ >0y tengsizlikni qanoatlantirsa,
bunday v son « < &~ @ tengsizliklarni ham qanoaotlantiradi
va aksincha. Boshgacha qilib aytganda yugqoridagi tengsizlikiar
ckvivalent lengsizliklaredir:

l '.\‘|< d <> - X < oud

A tengsizlik orinli bo'lsing v R |y e 9=
Xossaga  ko'ra [x]- v« ]a]  bo'lishidan hamda a- |
lengsizlikdan  topamiz: -ac cx|w v yje e Bundan  esa

@2 x - g ekani kelib chigadi.
Cndi a- x<a o dengsizliklar o oTinli bo'lsint x e R,
e X,

Agar x -0 holsa, x|=x bo'lib, |v|- « boladi. Agar . o
bollsa, v v bo'lib,  v-u bo'lganidan esa v« eKanini topaniz.
Demak, < x-¢ bo'lganda har doim jv[- « bo’ladi. »

Bu  xossa quyidagi  {x:ixe Rjx]<al  va faixe Koa<xeal
haqgiqiy sonlar to'plamlarining bir — biriga tengligini ifodalaydi.

V. Agar ve R sonlar |- tengsizlikni qanoatlantirsa,
hunday x
sonlar  w=x<o  tengsizliklarni ham qanoatlantiradi va aksincha,
ya'ni !\ Sus-a<xLa
Bu xossa 2Y— xossa kabi isbotlanadi.

A7 1kki xR va v R haqgigiy son yigindisining absolut
giymali bu sovnlar absolut giymatlarining  yigindisidan  katta
cmas, ya'i x|
< Agar x a0 bolsa «ovov oy bolib, v o, v
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lengsizliklarni hisobga olgan holda
v y‘ SN - |\i vl
bo'lishini topamiv. Aqar Xy 0 ho'tsa, unda
e- (i xor v boladic B
Bu munosabal go’shiluvchilar soni ikkitadan katta bo'lgan
holda ham o'rinli bo'ldai:

R TR U S 5 N R [P I O

P

50 xe R, ve R sonlar uchun
el vl

tengsizlik o'rindi

dRavshanki, v (v -0 Unda 4% —=xossaga binoan
M-t vl sl bo'lib, bu tengsizhikdan x i) fl
bo'lishi kelib chigadi, »

6. xe K, v R sonlar uchun

ool B

tenglik o'rindi.

Ba tenglik sonning absolut qivmati ta'rifidan kelib chiqadi.

7V oxe R,ove R, v 20 sonlar uchun

|.\r |‘I
Y
tenglik o'rinli.
<4  : deb olaylik. Bundan oz bho'lishini topamiv.
1
. - I LN .
Ammo 6= xossaga kora [v :1| va hundan = ' tenglik

X

kelib chigadi. »
8—§. Irratsional sonni taqribiy hisoblash
Biror « irratsional son berilgan bo'lib, u ¢ to'plamda bajarilgan

kesim bilan aniglangan bo'lsing . ¢1.0). Butun sonlar 1o’ plami
s/ ratsional sonlar to’plamining ¢ismi
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sonlar toplamm .~ ratsional  sonlar  to'plamming  (gismi
bo'lganhgidan ketma- ket kelgan ., va 4+t butun sonlar
topiladiki, ushbu «, -a<. +1 tengsizliklar o1inh boladi. Bu
holda r .o, son a irratsional sonnt "kKami” bilan, »; 2, +1 esa
"ortig1" bilan taqribiy ifodalavdi.
~ Endi
| 2 Y
wo.a, +~]“ﬁa_, + ”—) S d, -ii—“;a,, 4]

sonlarni olamiz. a, <a<a,+1 bolgani uchun bu sonlar orasida
ketma ket kelgan shunday ikkita

a, a, +1

a, b La, b e
10 10
sonlar topiladiki, ushbu
a, ) a, i
G, s a g it —
10 10 10
tengsizliklar onnli bo'ladi, bunda o, son 0, 1, 2, ... . 9 sonlardan
biridir. Quyidagi
a,
no=a,+ - i [Z I
10
' a,

r=ag,+-—4 - =d,.a +--
U0 10 T 0
sonlar « sonni mos ravishda "kami” hamda "ortig1” bilan ]lu=0.l

aniqlikda tagribiy ifodalaydi. So'ngra

a a, 1

Ay +—=,a, +—+ —

10 10 10°
a, aq, Y a
G 4 - —— . g+ —- = ayt Tt
1010 10 107 10 10

sonlarni olamiz. Agar ushbu
a, a, 1
q, + —<ax <d, + —+t ——
10 10 10
tengsizliklar orinli ekanini e'tiborga olsak, u holda yuqoridagi
sonlar orasida shundav ketina — ket kelgan ikkita
a, a, a a +l
(ln +'—‘-+-""‘"z-,(10+'—+ _1‘_‘
1010 1010
sonlar topiladiki, ular uchun ushbu
a, a, a, a rl
a+-t+—tcuraayt -~
16 10 10 10°
{engsizliklar o'rinli bo'ladi, bunda 4, son 0, 1, 2, ..., 9 sonlardan
biridir. Quyidagi

1
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Foa,r ot
S TP I
Y 1 1
P R e TIR E IT S L
16 hy ey 10°

sonlar o sonnt mos ravishda “kanmi” hamda "ortig'i”  bilan
]1 ~o01 anighkda taqribiy ifodalaydi.
16°

Bu jarayonm davom ettira borib » ta gadamdan keyin
shunday ikkita

a, - [23
H . n

a,.aa..a, =d, t '+ o .
R 0 1"
i 4 u, a, + |
aoald, +— = e = e b
C 107 (AU 10
sonlar topiladiki, ular uchun ushbu
o a, dy o a, -+l
a,+ e b = sdy e +
B (U 0" 10 n"
tengsiziiklar orinli bo'ladi, bunda ¢ ... a, sonlarning har
biri 0, 1, 2, ... .9 sonlardan biriga fengdir.
Quyidagi

s
r g a,a...a,, r, = (I,,.alaz...a" + i—(—)';

n
sonlarning har biri & irratsiopal sonni 10 aniglikda taqnbiy

ifodalaydi.
Shunday qilib, yugoridagi munosabatdan korinadiki, » ni

yetarlicha katta qilib olish hisobiga « sonni istalgancha
aniglikda *, va r' ratsional sonlar (o'nli kasrlar) yordamida

”
taqribiy hisoblash mumkin: « =r, .o = r.. Yuqgoridagi 7, va #,
ratsional sonlarni mos ravishda "kami" hamda "ortig1” bilan «
sonning o'nli yaginlashuvchilari deb ataladi.

Mashgqlar.

2.8. Ma'lumki, gisqarmaydigan r - £ (peZmeN) Kasr
n

ko'rinishida tasvirlanadigan har bir son ratsional son deyilar edi.
Shuningdek,  cheksiz ~ daviiy ~onli  kasr  koTinishida
tasvirlanadigan har bir son ham ratsional son deyiladi Bu
ta'riflarning ekvivalentligi isbotlansin.
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2.9. Uishbu

| by
'<,|F'| Ty Joe ! ! l
. ’ )
to'plam chegaralanganhikka tekshirilsin,
2.10. Ushbu w21+ sonlarning ratsional son  emasligi

ishotlansin,
211, Ushbu yiey2o +om on -1y sonning ratsional son
cmasligl isbotlansin,
2.12. Ushbu
I Y R O T IUR i R T
A o r 0 02
toplamlarning ¢ da Kesim bajarishi va 1 toplamda eng katta,
I to'plamda eng kichik element mavjud emasligi ko'rsatilsin.
2.13. Agar & ck to'plam chegaralangan bo'lib, 7 < bo'lsa,
weor omr
tengsizliklarning bajatilishy isbotlansin.
2.14. Avtavlik,
A=drire Oy, M= ke O}
to'plamlar ¢ da (4,49 Kesim bajarib, v o haqiqiy sonni
aniqlasin:

-

Csup L osup [

a =447
Ushbu
I R S A S R S Il B A o B

to'plamlar ¢ da kesim bajarishi  ko'rsatilsin.  (Bu  Kkesim
aniglangan son « soniga (arama - (arshi son deyiladi va u — «
kabi belgilanadi, qaralsin, |1 |, 2 bob).

2.15. .y haqiqiy sonlar (1.9, (B.8) kesimlar bilan
aniqlansin:

o= LAY BBy e 20 /20y
Ushbu
[QEEE {r re ) oy [)}k) {r oo oy 2000 B ()}, C'=Q

toplamlar ¢ da kesim bajarishi kolsatilsin.  (Bu kesim
aniglangan son « va f haqgigiy sonlar ko'paytmasi deyiladi va u
«-f# Kabt belgilanadi, garalsin, [1]. 2- bob).

2.16. Aytaylik, « -0 haqiqiy son ¢ da bajarilgan (1. .1')
kestm bilan aniglangan bo’lsin. Ushbu

| i
t '(r:r((‘)‘rf.');'w{()}\v.‘{ e Al o
r 1

a3



to'plamlar ¢ da kesim  bajarishi - ko'tsatilstn. (Bu - kesim

amqlangan son « hagiqiy songa nishatan teskari son deyilady va

u | kabi belgilanadi. garalsin, [1]. 2 -bob).

2.17. Haqigiy sonning butun darajast, haqiqiy  sondan
olingan ildiz hamda haqigiy sonning ratsional daiajasi ta'nlarn
keltiri]sin.
2.18. Aytaylik, « ¢ Row -1 va ji musbat haqigiy son ¢ da
4 kesim bilan aniglangan sonlar bo'lsin. Ushbu
K- {x:.reR..rﬁU}w{a" “he B}
E'-RVE
to'plamlar k& da kesim bajarishi  ko'rsatilsin.  (Bu  kesim
aniglangan son w« hagiqiy sonning -/ darajasi deyiladi va u
o # kabi belgilanadi garalsin, [t]. 2- bob)
2.19. Aytaylik, xe R, ye R bo Isin. Ushbu
plx.y)=]e=y
migqdor x va V nuqtalar orasidagi masofa deyiladi. Masofa

bajarilgan (B, &

quyidagi
1) p(x.»)20, plr.y)=0e x =y
2) px.x)= Py X)
3) plx.y) SO pix.z)ys plzy) (zc R)
xossalarga ega ekanligi isbotlansin.
2.20. \2 son taqribiy hisoblansin.
2.21. 7 irratsional sonning geometrik tasviri topilsin.
2.22. Haqiqiy sonlarning geometrik tasvirlari topilsin.
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HI BOB
Funksiya

Funksiya matematik analizning asosiy tushunchasi.

Tabiatda, texnikada  va fanning  turli  sohalarida
uchraydigan ko'pgina jarayonlar funksiya tushunchasi bilan
bog'liq (bu jerayonlarning matematik  modellar funksiyalar
bilan itodalanedi). Binobarin, bu Jarayonlar  bilan hog'lig
masalalarni - o'rganish  va yechish funksiyalarmi - o'rganishni
taqozo etadi.

1-§. Funksiya tushunchasi

I, O'zgaruvchi va o'zgarmas miqdorlar. Biz tabiatnij
kuzatish va o'rganish jarayonida uzunlik, yuz, hajim, vaqt,
temperatiira, massa Kabi miqdorlarga duch kelamiyz, Konkrel
sheroitda bu migdorlar ba'zan turli aiymallarni gabul qilsa,
ba'zan  bir  xil giymatga teng  bo'ladi. Masalan,  agar
audilorivadagi talabalarga aylana chizish taklif etilsa, unda
talaba turli  kattalikdagi tadius  bilan  aylana chizganini
kKo ramiz. Bunda aylana radiusi turli giymatlarni gabul qilgani
uchun vzgaruvehi migdor bo'ladi.

Ma'lumki, har qanday aylana uzunligi S ning uning
diametri 2, ga nisbati :r o'zgarmas son 7= 3,14.. ga tengdir.

<

shunday qilib, ikki xil o'zgaruvchi hamda o'zgarmas
miqdorlar bo'ladi. Odatda o'zgarmivehi x. v, -, harflar orqali
belgilanadi.

Agar  ozgaruvchining  qabul qiladigan giymatlaridan
tuzilgan to'plam ma'lum bollsa, o'zgaruvchi berilgan deb
hisoblanadi. O'zgarmas migdorni ham o'zgaruvchi deb qarash
mumkin. Bunda o'zgaruvchining «qabus qiladigan qiyiatlaridan
tashkil topgan to'plam hittagina elementdan iborat bo'ladi.

Matematikada bir necha o'zgaruvchi migdorlar hamda bu
ozgeruvchi miqdorlar  orasidagi  boglanishlar o rganiladi.
Aylana radiusi » ham, aylana uzunligi ham ozgaruvchi miqdor
bo'lib, §-27 munosabat bu o'zgaruvchilar s orasidagi
bog lanishni itodalaydi. Bu erda » —erkli ravishda o'zgaradigan
ozgaruvchi bolib, § esa unga bogliq, erksiz o'zgaruvchidir,
Aylana radiusi A-{r rcR0<r <o) to'plamdagi giymatlarni gabul
qilsa, aylana
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uzunligi & ning  giymatlari . ga boghq bolgan  holda
Ko=ls s RO s« x} to'plamni tashkil etadi.

Shunday qilib, ikki xil: erkli hamda erksiz o'zgaruvehilar
bo'lar ekan.

2. Funksiya ta'rifi. A va ) lar haqiqiy sonlarning biror
to'plamlan (V< R.¥ < k) bolib, x va v o'zgaruvchilar mos
ravishda shu to'plamlarda o'zgarsin: xeY. yel

t—ta'rif. Agar % to'plamdagi har bir x songa biror
goidaga kora v to'plamdan bitta y son mos go'yilgan bolsa, v
to'plamda funksiya berilgan deb aytiladl

Ba'zan funksiya 1 to'plamda berilgan deyish o'niga
funksiya to'plamda aniglangan deb ham yuritiladi. Funksiya

/x> v yoki ¥y f(x)
kabi belgilanadi.

Bunda X funksiyaning aniqlanish toplami (sohasi), y esa
funksiyaning ozgarish to'plami (sohasi) deb ataladi, X erkli
o'zgaruvchi yoki funksiyaning argumenti, v erksiz ozgaruvchi
yoki X o'zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

Funksiyaga misollar keltiramiz:

1), X =(-o .+0), }' = (0.+c) bolsin, / qoida sifatida

Sox > vy - x4l
ni olaylik. Bu holda, ravshanki, har bir xeXx uchun bitta x"+1
topiladi va x* 11et bo'ladi. Demak, v da » - v  +1 funksiya
aniglangan.

2). ¥x=r, Y= va f --har bir haqiqly x songa uning butun
qismi [x] ni mos qo'yuvchi goida bo'lsin. Demak,

/x> [x] yoki v = [x]
funksiyaga ega bo'lamiz.

3). Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0
ni mos qo'yish natijasida funksiya hosil bolladi. Bu Dirixle
funksiyasi deyiladi va () kabi belgilanadi:

{'l, agar x ratsional son bo'lsa
D(xy= .
0. agar x rratsional son Bo'lsa

Funksiya ta'rifida \.r to'plamlarning hamda / qoidaning
berilishi  muhimdir.  Ko'pincha, amaiiyotda funksiyaning
aniqlanish sohasi ¥ ham shu goidaga koTa, yani funksional
bog'lanishning xarakteriga ko'ra topiladi.

Masalan , ushbu



x4+

xP - Sx b
funksiyaning aniglanish sohasi, tabiiyki v=2 , x=3 nugtalarm
o'z 1chiga olmasligi kerak.
Ushbu
{f(x)t x € .\'}
toplam funksiyaning qiymatlarn to'plam: deyiladi va 1, kalu
belgilanadi
¥, = {f(xy:xe ) }
Ravshanki,
¥, ot
Keltirilgan 1 --misolda ¥, - fi+o ], 2—misolda ¥, =z, 3 —misolda
esa Y. ={0.1} boladL
Biror ¥ toplamda y=f(x) funksiya aniglangan bolsin.
x,eY ga mos keluvchi p, migdor y=/(x) funksiyaning x=x
nuqtadagi Xususly qiymati deb ataladi va u  f(x)=y kabi
belgilanadi. Masalan, 2 -misolda x,=» bolganda y,={r]=!
boladi.
Tekislikda Dekart koordinatalar —sistemasini  olamiz.
Tekislikning (s f(x)) nugtalaridan iborat ushbu
{x font={x fx) xe N, fxyet}
to'plam y=/(x) funksiyaning grafigi deb ataladi. Ravshanki,
{x.fonlc Xx¥  boladi. Masalan, y=x funksiyani X =[-11}
toplamda qaraylik. Bu funksiyaning grafigi 11—chizmada
ifodalangan. Bunda ixr to'plam shtrixlar bilan ko'rsatilgan
kvadratni bildiradi.
Y‘L

11 — chizma.
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3°. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya ta'ritidagi hai
bir «+ ga bitta y m mos qo'vadigan qgoida yoki qonun tutli usulda
berilishi mumkin. Biz ularn (isqacha garab o'tamiz.

hopincha + va ,  ozgaruvehilar orasidagr  bog'lanish
tormulalar yordamida itodalanadi. Bunda argument .« ning har
bir qiymatiga mos keladigan funksivaning giymatini . ustida
furli amallar - qo'shish, avirnsh, kopaytirish, bolsh, darajaga
ko'tarish, ildiz chiqarish, logaritmlash va hk. amallarni bajarish
natijasida topiladi. Odatda bunday usul funksiyaning analitik
usulda berilishi deyiladi.

Misollar keltiraylik:

1}. x va y o'zgaruvchilar ushby

oY
formula  yordamida boglangan bolsin.  Bu funksiyaning
aniqlanish  sohasi A {x:xeR 12x<)y [ 1) toplamdan iborat.
Bunda har bir « ga mos keladigan : ning qiymati avvalo v ni
kvadratga ko'tarish, songra uni 1 dan ayirish va bu ayirmadan
kvadrat ildiz chigarish kabi amallarni bajarish natijasida topiladi.
2). x va p ozgaruvchilar orasidagi boglanish quyidagi
formulalar yordamida berilgan bo'lsin:
y= f'(x)={l'

-1. agrar x < ho'lsa

agar x >80 ho'lsa

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi X=r\{o} bollib, uning
qtymatlari sohasi ¥ ={-11} to'plamdan iborat. Odatda bu funksiya
) = signx
kabi belgilanadi. Bunda sign lotincha signum so'zidan olingan
bollib, "belgi”, “ishora” degan ma'noni anglatadi.
Bu y = signe funksiyaning x=0 nuqtadagi qiymati nolga teng

deb qabul gilsak, u % to'plamda aniglangan boladi. (12—
chizma).
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Y

— »-1

12— chizma.

Ba'zi hollarda v(xe ¥) va vy V)Y ozgaruvehilar orasidagt
bog'lanish  formulalar  yordamida berilmasdan  jadvat orgali
berilgan  bo'lishi - mumkin, Masalan,  kun  davomida havo
haroratini kuzalganimizda, ¢ vaqtda havo harorati 1 vagtda
havo harorati 7 va h.k. bo'lsin, Natijada quyidagi jadvealga
kelamiz:

SRR (R e — .

Vaqt, 1 " ‘ ’ ) J i |

| '

——— . cem e - . - . R S ‘
Tarorat, 1 T S -

I ~L Ao S T

Bu jadval t vaqt bilan harorati T orasidagi funksional
bog lanishni ifodalaydi, bunda | argument, T esa funksiya
bo'ladi. 3oq lanishning bunday berilishi, jadval usulida berilishi
deb ataladi.

Yor tekisligida shunday L chiziq berilgan bo'lsinki, oy
o'gida  joylashgan nuqgtalardan  shu oqga o'tkazilgan
perpendikular bu L chiziqui fagat bitta muiqtada kesib o'tsin,

oY o'qidagi hunday nuqtalardan iborat to'plamni v orgali
belgilaylik. A to plamdan ixtiyoriy 1 ni olib, bu naqtadan oy
oqiga perpendikniar  o'tkazamiz.  Bu perpendikutarning L
chiziq  bilan  kesishgan nuqtasining  ordinatasini  bilan
belgilaymiz va olingan . ga bu v ni mos qo’yamiz. Natijada
to'plamdan olingan har bir Ja yugorida ko'rsatilgan qoidaga
ko'ra bitta + mos qo'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda Va v
ozgaruvehilar orasida boglanish L chizig yordamida berilgan
bo'ladi (13—
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bo’ladi (13 - chizma).
Odatda s ning bunday bernlishi uning giafik usulda
berilishi deb ataladi.

YAL
Y- - ' [
|
|
!
|
|
|
0 X X

13— chizma.

Shunday qilib, biz funksiyaning analttik, )adval, grafik
usullarda berilishini ko'rib o'tdik. x va y o'zgaruvchilar orasidag
tunksional boglanish yuqoridagi uchta usul bilangina berilib
golmasdan, boshqacha, fagatgina iboralar bilan ham benlishi
mumkin. Masalan, har bir natural n songa uning boluvchilan
sonini mos qo'yaylik. Bu moslikni ¢ orqali belgilaymiz.
Xususan,

e =1.0(2)=2,p(3)=2.p(3)=3.9(5)=2, ,p(12) =6
Odatda bu funksiya Eyler funksiyasi deyiladi.

Matematik analiz kursida asosan analitik usulda berilgan
funksiyalar organiladi.

y to'plamda v= f(x) funksiya aniglangan bo'lsin. Agar bu
funksiya giymatlaridan tuzlgan

Y, ={f{x}.xeX}
to'plam yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'lsa, f(x) funksiya
5 to'plamda yugoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi,
aks holda esa funksiya yugoridan (quyidan) cheguralanmagan
deyiladi. Agar f(x) funksiya Y toplamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo'lsa, funksiya chegaralangan devyiladi.
3.1—misol. Ushbu
14x°

f(_x) = 3
1+x

funksiyaning chegaralanganligi ko'rsatilsin.
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< Bu funksiva k= (-«.«) da anmqlangan bolib, v e¢x da

[x) -0 bo'ladi. Demak, berllgan  funksiya quyidan
chegaralangan.
Ravshanki,
(v 20=lext 220t o 2 1
]+ x* 2
Unda, vve & uchun
NS I (O B

(V)= ——o e = ey 4
v 1+ x* 1+ x 142! 2 2

bo'lishini topamiz. Demak, berilgan tunksiva yuqgoridan ham
chegaralangan. »

¥ to'plamda aniglangan ikki f(x) hamda ¢(x) funksiyalari
qaraylik.

Agar vxe x da f(x)=¢(x) bo'lsa, bu funksiyalar x» to'plamida
bir biriga teng funksiyalar deyiladi.

X toplamde aniglangan f(x)= f(x)+(x) funksiya f(x) va
¢(x) funksiyalarning yig'indisidan iborat. Ikki tunksiya ayirmasi,
ko'paytmasi va nisbati ham shunga o'xshash ta'riflanadi.

4%. Juft va toq funksiyalar. Agar wet uchun -rex bo'lsa v
to'plam © nuqtaga nisbatan simmetrik toplam deyiladi.

> nugtaga nisbatan simmetrik bolgan x to'plamda = f(x)
funksiya aniqlangan bo'lsin. Agar vre d uchun

f=x)= 7(x)
bo'lsa, f(x) juft funksiya deb ataladi. Agar vre & uchun
[{=xy=~[(x)

bo'lsa, f(x) toq funksiya deb ataladi. Masalan,
y=cos x.y=|x
funksiyalar uchun
cos{ —x) = cos x,|- xl = lxl
bo'lgani sababli ular juft funksiyalardir.
Ushbu
y=sinx,y=x'
funksiya uchun
sin( - x)=-sn x,(-x)" = -1°
bo’lgani sababli ular toq funksiyalardir.

Shuni ta'kidlash lozimki, funksiya har doim juft yoki tog
funksiya bo'lavermaydi. Bunday funkstyalarga
/() =x" xg(x)=sinx -cosx lar misol bola oladi. Bu funksiyalar juft
ham emas, toq ham emas.
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Juft tunksivaning grafigi ordinata o'qiga nisbatan simmetnk
joylashgandir. Haqiqatan, bunday funksiyalar uchun v /o)
nuqta tunksiya grafigida yotgan bo'lsa, (x/w) nuqta ham shu
grafikda joylashgan bo'ladi (14 --chizma).

i
-(x, f(x)) (x, f(x))

| |
| !
J {
| i
-X 0 X N
14 -- chizma

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan
simmetrik joylashadi. Hagigatdan, bu funksiva grafigida (x f(x))
nugta bilan birga har doim (-x.-f(x)) nuqta yotadi.

59, Davriy funksiyalar. Avytavlik, (¢ funksiya Vck
to'plamda berilgan va 7e & bollib, 7«0 bolsin.

2—tarif. Agar

1) vxey da x-Tel, x+TeX

2} f(x+T)=f(x) (3.1}
bo'llsa, f(x) davrly funksiya, 7 soni esa funksiyaming davri
deyiladi.

Agar f(x) davity funksiya bolib, uning davri 7 ga (7'=0)
teng bolsa, 47 (k=+1#213.) korinishdagi sonlar ham shu
funksiyaning davri bo'ladi. f(x) funksiyamng musbat davrlan
to'plamini A/ deb belgiaylik. Agar

Ty =int M
ham s(x) funksiyaning davri, ya'ni 7,e4/ bollsa, u eng kichik
musbat davr (asosiy davr) deyiladi. Eng kichik musbat davr
mavjud bo'lishi ham mumkin, mavjud bo'lmasligi ham mumkin.

Misollar qaraylik. 1}). f(x)=sinx tunksiya davriy funksiya.
Uning davrlari to'plami {27 k=#1.+2 .} bo'lib, eng kichik musbat
davri 7, =2r bo'ladi

2). s{o ={x} funksiyani qaraylik bunda {xj-qaralayotgan x
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mng  kasr gismi 14 —X 3] bu davriy funksiyadu. Uning
davrlan toplami (m m = t1£2. } bolib, eng kichik musbat
davri /; -1 bo'lad.
3j. /xy=C bolsin, bunda (" =const. Bu holda eng kichik
musbat davr mavjud emas.
4j. Dirnixle funksiyasi
o, agalr X ratsional son bolsa,
1(x) -
. 0. agar x irratsional son bo'lsa
m qaraylik. Aytaylik, 7" — biror ratsional son 7 # 0} bo'lsin.
U holda
{ ratsional son, agar X ratsional son bo'lsa
v+ =

kjrratsional son, agar x irratsional son bo'lsa

bo'ladi. Demak,
1, agar X ratsional son bo’lsa,
D{x+1) J
‘L 0, agar x uratsional son bo’lsa

Shunday qilib, vx uchun 7' ratsional son bo'lganda
Dix+7y=D(x) (*)

bo'ladi. Demak, Dirixle funksiyasi davriy funksiva, ixtiyoriy 7 =0

ratsional son bu funksiyaning davri.

Endi biror 7 irratsional sonni olaylik. Unda vx uchun (3.1)
munosabat orinlt bolmaydi, chunki x ratsional son bo’lganda
v+7  jrratsional son bo’lib,  Hy=1, D(x+7)=0. Demak
irratsional sonlar Dirixle funksivasi uchun davr emas. Binobarin,
Dirixle funksiyasining davrlari to'plami ¢ {0} dan iborat. Eng
kichik musbat davr esa mavjud emas—barcha musbat ratsional
sonlar to'plamining infimumi nol bo'lib, u @ {0} ga tegishli emas.

6. Monoton funksiya. Teskari funksiya. Murakkab
funksiya. Faraz qilavlik, s(x) funksiva &< R to'plamda berilgan
bo'lsin.

3-ta'rif. Agar vy, e ¥, vx.e X uchun

X, <X, 2 f (X)) f(xsy)
bo'lsa, f(x) tunksiyva A to'plamda o'suvchi,
XX, = ) [l
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bo'lsa, f(v) funksiva A to'plamda gat'ty o'suvchi deyiladi.
4—ta'rif. Agar vr et vx,cX uchun
X x, = f(x,) f(x)
bolsa f(x) funksiya v to'plamda kamayuvchi,
X X = ./‘(xl)'\ .f(xc)
bo'lsa, f(x) funksiya x to'plamda qutiy kamayuvchi deyiladi.
O'suvchi hamda  kamayuvchi  funksiyalar  monoton
funksiyalar deb ataladi.
3.2—misol. f(x)-x' funksiva Y =R da gat'ly o'suvchi bolishi
ko'rsatilsin,
4 Darhaqigat, vx,eR, Vx,eR nuqtalar olib, x <r, bolsin
deb garaylik.
U holda

f(XZ)——f(Jf,)r‘X; “X: =(x, —x )(xzz +x,x, '*"XE)_—(X: ] {(Xz J“;‘xl )Z +;)(lzl >0
bo'lib,
fx)> f(x)
bo'ladi. Demak,
x, <X, = f(x)< f(x,)
bo'lishi topildi. »

X cRr toplamda y= f(x) funksiya aniqlangan bo'lib, ¥, esa
funksiya giymatlaridan iborat to'plam bolsin: ¥, ={f(x):xe .X}.
Endi Y, to'plamdan olingan har bir v ga v toplamdan fagat
bitta (f(x)=» bollgan} x ni mos qo'shish mumkin bolsin. Bu
holda ¥, to'plamdan olingan har bir y ga ¥ to'plamda bitta x
mos qo'yilishint ifodalaydigan funksiyaga kelamiz. Odatda, bu
funksiya y = f(x) ga nisbatan teskari funksiya deyiladi va u
x=/"'(») kabi belgilanadi. Demak, x=/"'(y) shunday funksiyaki,
S ny= ) =x boladi.

Agar x= f '(y) funksiya v=f(x) ga nisbatan teskarn funksiya
bo'lsa, y=f(x) funksiva x=/"(y) ga nisbatan teskari boladi
Shuning uchun ham y= f(x), x=7 '(y) funksiyalar ozaro teskarn
funksiyalar deyiladi.

Ravshanki, quyidagi

VAVANCDERD VANVICHER:
xossalar orinli.
Masalan, J(x)=2x+1  funksivaning [0,1]  oraligdagi
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qiymatlant [1.3]  orahgqm  tashkil etadi va |1,3] oraligda
aniglangan x / '(v) *‘:I funksiva berilgan 3 =2x | funksiyaga
nisbatan teskari funksiytd bo'ladi.

Endi murakkab funksiva tushunchasi bilan tanishamiz.

y-f) funksiva v sohada aniglangan bollib, ¥, esa
funksiva qiymatlandan iborat to'plam bo'llsin: }, ={f(x) xe X},
So'ngra I, to'plamda o'z navbatida biror z-@(y) funksiya
berilgan bo’lsin. Natijada v to'plamdan olingan har bir x ga },
to'plamdan bitta }(f x-») son va I, to'plamdan olingan bunday
v songa bitta z(¢. y —2) son mos go'yiladi:

vl y £,

Demak, 1 to'plamdan olingan har bir x ga bitta z son mos
go'yiladi.

Odatda, bunday holda / va ¢ funksiyalarning murakkab
{unksiyasi berilgan deyiladi va u z = @( f(x)} kabi belgilanadi.

Masalan, z=vx+1 funksiyani qaraylik. Bu funksiya z = N
)= x+1 funksiyalar yordamida hosil bolgan. y=x+1 funksiya
R = (—o42¢) da aniqlangan bo'lib, z=y funksiya esa y20 ya'ni
x+120 da mavjud bo'ladi. Demak, z=+x +1 murakkab funksiya
ushbu X ={x:xe R.x2-1} to'plamda aniqlangan.

2~§. Flementar funksiyalar

Ma'lumki, orta maktab matematika kursida elementar
funksiyalar va ularning ba'zi bir xossalari o'rganiladi.

Funksiya - matematik analizda organiladigan asosiy obyekt
bo'lgani uchun biz ushbu paragrafda elementar funksiyalarga
to'xtalamiz.

Elementar funksivalar sinfi asosan erkli o'zgaruvchi x
(xeR) hamda o'zgarmas sonlar ustida qo'shish, ayirish,
ko'paytirish, bo'lish, darajaga ko'tarish hamda logarifmlash
amallarini bajarish natijasida hosi] bo’ladi. Bu hosil bollgan
ifodalarning mavjudligi 2-bobda qgarab o'tilgan haqiqly
sonlarning yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi, nisbati, shuningdek,
haqgiqiy sonning haqiqiy darajasi, haqiqly son logarifmining
mavjudligidan kelib chigadi.
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1Y, Butun va kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

poEagyt a4 rd, va,
ko rimshdagi funksiya (bunda se > va @, . a4, o'zgarmas
sonlar) butun ratsional funksiya deb ataladi. Butun ratsional
tunksiva kopxad deb ham vurtiladi. Butun ratsional funksiya
R=(-o.+c) da anmiqlangan. Xususan, v=av+h chizigh funksiya
va v=ax' vhx+c kvadral uchhadlar  butun  ratsional
funksivalardir. Ma'lumki, chizigli funksiyaning grafigi tekishkda
togn chizigni, kvadrat uchhadning grafigi esa parabolani
ifodalaydi. Kvadrat uchhad grafigining holati ¢ koeffitsient
hamda diskrminant d=b°-dac ning ishoralaniga bog'hq boladi.
15~ chizma parabolaning tekislikda turlicha joylanish holatlari
ko'rsatilgan.

-
$omip

T [a°3 i L % Yt N
e
: K " | i<l . -
UJ‘; b < 8' \.'\/ X
y? 3 i 1] -
/F \#»] i; \ 80 5{ X
};;“ AN ,\\,M;: s 430 : 4<d
l / \ - I 43
2 A

15— chizma.
Ikki butun ratsional funksiyaning nisbatidan tuzilgan

n nl .
a,x + ()t.‘f + .. +a, ;.\“4'_([”_

Yy p w1 T
hox" +bx" b vh X +b,

funksiva kasr ratsional funksiya deb ataladi. Kasr ratsional
funksiya

x=R\{x veR bx™ +hx” 't b xtb, =0
to'plamda, ya'ni maxrajn nolga aylantiruvchi nuqtalardan fargh

bo'lgan barcha hagiqiy sonlardan iborat to'plamda aniglangan.

ax+ b

| . .
Xususan, v=— va y= lar kasr ratsional funksiyalar
X

X+
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bo'ladi.

. [ . : .
Nea'lumks, v tunksiva graligi teng yonh gipetboladan
X
iborat (1 chizmayj.
Y
T

17 chizma.
2", Darajali funksiya. Ushbu

l" x 2
koTinisadag: fusksiya derajall auaks'ya deb alledl, bunda
ixtiyorly ¢'zgarmas haqgiqiy son. Darajeli funksiyaning aniqlanish
sohasi # ga bog'liq. # butun son bo'lganda ratsional funksiyaga
ega bo'lamiz.
Agar # 1atsional, maselan g - Lo bo'lsa, m jutt bo'lganda
N
v/ = x” tunksivanng aniqlanish schasi \ =[6,+0), toq bollganda
esa funksivaning aniqlanish sohasi R (%t oraligdan 1borat
bo'ladi. 4  irratsional bo'lganda -0 deb olinadi. Darajali
funksivaning grafigi » >0 bo’lganda hai doim tekislikning (0,0)
hamda (1,1) nuqtalaridan o'tadi (18 — chizina).
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18 - chizma. 19 chizirva

Darajaii  funksiya y=x" ushbu (0.%) oaligda  px -0
bo'lganda o'suvchi, <« 0 bolganda esa kamayuvcly bolladi

3%, Ko'rsatkichli funksiya. Ushbu

y-at

ko'rinishdagi funksiye ko'rsatkichli funksiva deb avaladi vunde
a0 va axl. Kolsatgichli funksiyamng aniqlanisn sohesi A
to'plamdan 1borat bolib, funksiya qiymatlan esa har doun
musbat bo'ladi. Bu tunksiyaning grahigi ov o'gidan yuqorida
joylashgan va doim tekislikning (0,1) nuqtasidan otadi. (19-
chizma)

4V Logarifmik funksiya. Ushbu

y-log_x

ko'rinishdagi funksiya loganfmik funksiva deb atalads, bvrda
a>0 va axl. Logarifinik funksiye . =u+« ntervalda aniolangan.
Bu funksiyaning grafigi 0y o'cini ong icmonida joylashgan va
doim tekisiikning (1,0) nugqtasidan o'tadi (20 - chizmaj.

gy
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5Y. Trigonometrik funksiyalar. )1 tekislikda, markazi
koordinatalar  boshida, radiusi 1 ga fteng bolgan 5+ -1
~aylanani olayhk. {21 chizma). Bu avlananing 0y nuqgtasidan
unga 7 urinma o'tkazamz. Koordingta boshidan chiqgan va
Or  oq bilan . butchak tashkil etgan o/ nur aylanani .1
nuqgtada, 7 wnnmani 5 nuqgtada  kesadi. Bu 1 va 5
nugtalaining koordinatatal mos ravishda ¢, v, (1. y, ) bo'lsin.
Ravshanki, . va # nuqtalarning o'mni ¥ buarchakka boghg.
Demak, har bir vo £ son uchun ¢ o'q bilan ¥ burchak tashkil
etadigan ol nur o'tkazilsa, bu nurning aylana va urinmalari bilan
kesishgan nuqgtalrining koordinatalari /.v,.y, lar X ga boghaq.
Har bir x ga shu koordinatalarini mos qo'yaylhk.
2N T T A
Ppox = ¥y
¢ x> v,
Odatda, ¢:x-» v, ga siny, /v >/ ga cosyg vy, ga [€x
funksiya deb ataladi:
VTSNV, VL Tlex, 7 COSX
Bunda j, =sins, ¢ -cosv funksiyalar # da aniqlangan 2 davih
tunksiyalar bo'lib, ular uchun vye £ da
s sinved, e cosv ol
tengsizliklar o'rinli bo'tadi.

v, - otgv tunksiva AR \J\.\’ v Kox (26 1 l)’;k 20 l{
o : )



to'plamda antqlangan.

22 chizma.
CIEX ,SCL X, COS eex funksiyalar sinx.cosx va fgx funksiyalar orqali
quyidagicha aniglangan:
Ufﬁ’x‘;—]‘-, seex - ! . cosecx = ]
1x cOs X s x
Ushbu sin x,cos x, igx va age  lunksiyalarning grafiklan 22 -
chizmalarda tasvirlangan.
6. Giperbolik funksiyalar. Ushbu v=¢' koTsatkichli
funksiya yordamida tuzilgan quyidagi

a ) ) .
[ -4_.’» et re ! e -0 et + e

2 ' 2 et he ! et —e !
funksiyalar giperbolik {mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik
kosinus, giperbolik tangens, giperbolik kotangens) funksiyalar
deb ataladi va ular shx . chx .thy cthv kabi belgilanadi:

. - Al Al ] a
e’ e ¢ te ¢ ¢ et te !’
shy = ——— chy= «——— thx=- — cthx=———.
N
2 e +e et -e !

she .chx .thx  funksiyalar # da, c¢thy  funksiva esa A - R {0
to'plamda aniglangan.
Giperbolik  funksiyalar  orasida ham trigonometrik

D



funksivata  orasidagi  bog'lamshga  o'xshash  munosabatlar
mavjud Mlasalan,

sy chy

sh2x = 25hvchx

cthy
chx shx

7Y. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma'lumki, yv-sina
funksiya = da anigqlangan bo'lib, uning giymatlan {y ek -lsys<l}
n

. . 'z_l
seqentdagi  glymatlanmi qarasak,  y =sinv o funksiyaning
xn
=)
22
to'plamning elementlari ! <[ LIJ to'plamning eclementlan bilan
o'zaro bir giymatli moslikda bo'ladi. Bu hol y sinx funksiyaga
msbatan teskari funksiyani qarash imkonini beradi. y=sinx
funksiyaga teskan funksiya y =arsinx kabi belgilanadi. Demak,

thx

to'plamni tashkil etadi. Agar biz argument x ning ;uz,\’:]--;f

givmatlant ham ' [-Ll] segmentda o'zgarib, bunda A =]

<y oaresmiv tunksiya X |~11] toplamnda aniglanagn bo'lib,

o'zgarish sohasl ¥ = |- :;I to'plamni tashkil etadi.

Xuddi shunga oxshash, y :cosx,y -lgxv= gy funksiyalarga
nisbatan teskari bo'lgan funksiyalar ham teskari trigonometrik
funksiyalar deyilib, ular mos ravishda
3 AreCos XV owrctygx v S arcclgyx katn belgilanadi.

y-arceos ¥ funksiya ¥ -|-1i] da aniglangan bolib, uning
qiymatlar Y =0} to'plamdan  1borat. v=arclgy y=arcclg:
funksiyalar % da aniglangan. Bu funksiyalarning o'zgarish

sohalari mos ravishda (= . ”] va (0,z) to'plamlardan iborat.
2y

23 - chizmalarda teskari trigonometrik funksiyalarning
grafiklan tasvirlangan.

% ,’ul > ;fi l
i i
‘ '
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23--chizma.

Fndi funksiya tushunchasiga dorwr ba'zi  misollarm

keltiramiz.
3.3—misol. Ushbu

S = Jixl-x

funksiyaning aniqglanish sohasi topilsin.
<4Ravshanki, vxe# uchun
|x] < x

bo'ladi. Demak, 4|x]-x itoda mamnoga ega bo'lishi uchun
x}- x yanm x=4k (ke Z)
bo'lishi kerak. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi V- 7
bo'ladi. >
3.4—misol. Ushbu
f(xy=x+ ]
X

funksiyaning (0.+x) oraligdagi giymatlar orasida eng Kichigi
topilsin.
<« Berilgan funksiya uchun
. . Iy .. . N
JIGERE. ]_, X l 2 (x ]).,...+ A “ h
X

v X X




bo'lib  Yre i) da ()02 boladi. Demak, 7o e
.
tunk«iyaning (o 4+ ) dagy eng kichik giymati 2 ga teng »
3.5— misol Ushbu

Sy log (x \/\_+ I (¢ - O.azl
{unksiyaning toq funksiya ekanin ko'rsatilsin.
<4 Bu funksiya R (-x s da aniglangan Berilgan

funksiyaning ¥ nugtadagi giymatini topamiz:

SO vy log (- x b \/x 4_”I) fog , -- ! e
Xt \/x‘ tl

log (x +x? v 1) f(x)
Demak, s(x) toq funksiya. »
3.6—misol. Ushbu

five asmihet o), a.h ¢ o'zgarmas sonlar (b=
funksiyaning davr topilsin.
< Davniy funksiva ta'nifidan ifodatamb,
asi| b(x « Ty v o] = asm(hx + ¢)
deymiz. Unda

2sin ,-‘21- cos( by + ¢ + vb’l; y=0
bo'lib,
sin T 0
2
bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
i ir o T 2k T
5 T ya'ni i (k -~ x1.£2..)
Topilgan / ning qiymatlari orasida eng kichik musbati
o)
. /e
I() - l’
bo'ladi. »
3.7-misol. Agar
!
[lxy=-  —
- x

bo'lsa, [ /¢ /(x)) topilsin.

4 Ravshankiy,  funksiyva V' (-« v (1.40) to'plamda
aniqlangan.

Murakkab funksiya tushunchasidan fovdalanib topamiz:



fifevn

FAGAVARIL] cx

N CVIE I
X

Bu funk«iva (- 01w (01 e to'plamda aniglangan. »

3—§. Natural arguinentli funksiyalar
{Sonlar ketina—Kketligi)

Fataz qilaylik, f(xn tunksiva V¥ -{.23, .4 1 to'plamda
aniglangan bo'lsin. Bu holda funksityaning argument natural son
bo'ladi. Shuning uchun funksiyani natural arqumentli funksivya
deyiladt va fim kabi yozilady,

Bu funksiyaning qiymatlari

N, S (n-123.)
dan tashkil topgan ushbu
X, Xy X L X, (3.2)

to'plam sonlar ketma—ketha deviladi, to'plamning elementlan
esa ketma - ketlikining hadlarn deyiladr,
Odatda, (3.2) sonlar ketma ketligi uning umumiy hadi
x,(n- hadi} orgali belgilanadi. Nlasalan,
RN
R
x, = a1t 2t 3 ont

X

n

X, =q" q.q gt q" .
vo=(-0" 0 M-
P T B DO B
lar sonlar ketina- kethklar bo'ladi.

Shuni ta'kidlash lozimki, v, sonlar ketma - ketlikning
(n=1.2.3.3 hadlari soni cheksiz bo'lgan holda bu ketma-
ketlikning barcha hadlaridan tuzilgan  to'plam cheksiz yoki
] !

chekli to'plam bo'lishi mumkin. Nasalan, 1_-; oL ketma -

y
ketlik hadlaridan tuzilgan {1. L S
1. ketma ketlikming hadlandan tuzilgan { 1.1} to'plam esa

} to'plam cheksiz, 1. L1

(8]



chekl to'plamdin.
Chegartalanganhk.  monotonlhik  ta'nflany sonlar ketma-
kethig
YN LLUX, X

uchun quyidagicha itodalanadi:
S—ta'rif. Agar
e kKoo Noox M

tengsizlik bajatilsa, {3.2) ketma - kethik yuqgoridan
chegaralangan,
dIm < R NMwo N x, *m
tengsizlik bajanisa, (3.2) ketma  kethk guyidan chegqaralangan
devilady.
6—tarif. Agar (3.2) ketma Kkelhk ham quvidan, ham
vuqoiidan chegatalanagn bo'lsa, u cliegaralangan deyiladi.
3.8—misol Ushbu
D" 10
SRR
[T
ketma - ketlikning chegatalanaganligr isbotlansin.
<« Ravshanki,

i( 1y n IU|" on" u‘ 10 10

e 1.2.3. )

0

v el e

Unda
1\”i...!' ,]l""' &_I()| ndl 10
| o' | " "
ya'nl
I, o1l (e N
bo'ladi. »
7-ta'rif. Agar vne N uchun u

L
tengsizlik bajarilsa, (3.2) ketma - ketlik o'suvchy,
RS
tengsizlik bajanlsa, (3.2) ketma- ketlik qat'ly o'suvebi deyiladi,
8—ta'rif. Agar * #n+ V' uchun
X, COX, .,

fengsizlik bajarilsa, (3.2} ketma  kethk kamayuvchi,



X > X

” anrl

tengsizlik bajanlsa, (3.7) ketma--kethik qat'ly kamayuvchi
deviladi.

O'suvchi va kamayuvchi ketma - ketliklar umumiy nom
bilan monoton ketma - ketliklar deyiladi.

3.9—-misol. Ushbu

x, = (1 +_1 ) (n=123.)
4

ketma — ketlikning kamayuvchi ekani isbotlansin.

< Berilgan ketma — ketlikning

b
T TR (o L
n n+ 1

hadlarini olib,

x

no )

nisbatni qaraymiz. Uni quyidagicha yozib olamiz:

l n4l e .
ERAT S (GRS AT IO OV R
n{n+2) nil | nn+ 2)J n+1

xm, (] +_n i“l)"*z

Bernulli tengsizligiga (ushbu (1 +&)" 21+ an (a > -1) tengsizlik
Bernulli tengsizligi deyiladi. (qaralsin, {1], 2 —bob }) asosan

n+ 2
1+ — L 21+ (n+2) 1-—-—r:l+,i
nn+2) nin + 2) n
bo'lishini hisobga olsak, natijada ¥» € N uchun
x 1 n
— 2 (]l + —) —— =1 yg'nj >
Xon ( ) n o+ 1 yam X, = Xa.

bo'lishini topamiz.»
Aytaylik, ikki
X, X Xy Xq, X

"

Vo ViV, Vi Yoo,
ketma — ketliklar berilgan bo'lsin. Quyidagi

nor oy

x! + .vl’xl + -VI'x‘ t Yoo Xy, + «vu"'“ [
xl - .vl‘xl - y'l"x\ - .})3 """ xn = Vae
X, ¥ Xy Vi Xy ¥ae X, Vo,
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{y,20.n=-12. )

ketma - ketliklar mos ravishda x, va v, Kketma—kethiklarning
yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va nisbhatan deyiladi va ular

N
X, ot VX, T VX, Y T kabi belgilanadi

Son

Mlasalan,
1 n i
X, = =, V. e
M H
ketma ketliklar uchun
2 n-1 x, |
X, +¥v, = l,X“ Y, = I.X‘,, Vo T T3 T T T ()
n n v, n-1
bo'ladi.
Mashgqlar.

3.10. Ushbu
a) f(x)=lgx’ bilan @(x)=2lglx],
b} fix)=lgx’ bilan ¢(x)=2lgx,
s) f(x)=arcsin x bilan @(x)=arccosyl-x’ (05 x 1)

funksiyalar bir —biriga aynan tengmi?
3.11. Agar f(x) funksiya (0.1) intervalda aniglagan bo'isa,

7Y, fesn D, fan 1), f(‘ x]

funksiyalarning aniqlanish sohalari topilsin.

3.12. Agar
0, ugar |4 <1 bo'lsa x* -1, agar [x|$ 2 bo'lsa
/{x}= o(x)= ‘
1. agur |r| >1 bo'lsa -1 agar |xl> 2 bo'lsa

bo'lsa, f(¢(x)) topilsin.

3.13. 0 nuqgfaga nisbatan simmetrik bo'lgan Y <R to ‘plamda
aniqlangan har ganday funksiya juft va toq funksiyalar yig 'indis1
ko'rinishida ifodalanishi isbotlansin.

3.14. Agar y=/(x) juft funksiya, x = ¢{f)esa toq funksiya
bo'lsa, u holda » = f(¢(f)) ning toq funksiya bo'lishi isbotlansin.

3.15. Ikki tog funksiya ko'paytmasining juft funksiya
bo'lishi isbotlansin.

3.16. Agar f(x) va g(x) funksiyalar .Y <R to'plamda o'suvchi
bo'lib, ¢=c¢onsr bo'lsa, u holda
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a) fivieC o'suvehn tunksiya,
b) (7 (v 0 o'suvch, ¢ <t da kamayuveh,
g} f(xr+g(vyo'suvchi funksiva
bo'lishi ishotlansin,
3.17. Ushbu

x, =+ 1-)" (- 123 )

"
ketma — ketlikning o'suvchi bo'lishi isbotlansin.
3.18. Ushbu
x, =1+ l-)" (- 1.2,3.)
1"
ketma — ketlikning yuqoridan chegaralanganhgi 1sbotlansin.
3.19. Ushbu

X, = U’i (n=2,34,)
ketma — ketlik uchun

Vel e (e )

Vv
tengsizlikning bajarilishi isbotlansin.
3.20. Tomonlari « va b bo'lgan (a=0h>0 to'gn
to'rtburchak shaklidagi tunuka plastinkaning uchlaridan tomoni
x ga teng kvadiatlar kesib tashlangan

_1 L T

24 —chizma
So'ng chizmada ko'rsatilgan punktir chiziglar bo'ylab bukib
idish hosil gilingan. Ravshanki, bu idishning hajmi x ga bog'liq
bo'ladi. Shu bog'lanishni ifodalovchi funksiyani topilsin.
3.21. Ushbu /(&) =x(x+D(x+2)¥x+3) funksiyaning eng
kichik giymati topilsin.
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iv.  BOB
Funksiya limiti

Funksiva limiti (iimitga o'tish amali) matematik analizning
dastlabki muhim tushunchalaridan. Aym paytda u keyinroq
kuitiladigan asosiy tushunchalar uchun zamin bo'lib hizmat
qiladi.

Funksiva limiti nazarivasini dastlab sodda hol- sonlar
ketma -kethgi (natural arqumenth funksiya) uchun o'rganamiz.

1-§. Sonlar ketma—ketligi limiti

1Y, Sonlar ketma—ketligi limiti ta'rifi. Biror
X, XL X, X, L X, {4.1)

-ketma - Ketlik hamda biror « € R son berilgan bo'lsin.

1-ta'rif. Agar Ve >0 olinganida ham natural son n, € ¥
mavjud bo'lsaki, n>n, tengsiziikni ganoatlantiruvchi  barcha
natural sonlar uchun

|lx, —al<« (4.2)

tengsizlik bajarilsa. « son Y, ketma--ketlikning limiti deb
atalad.

Limit uchun
hin x, = a yoki hm x, =a, yoki now dax, —>a

belgilashlardan foydalaniladi.

Bu ta'nifni quyidagicha ifodalash mumkin:

Ve>0 dAng =ny(e)e NV n>n, x, -al<e.

Ma'lumki, |x, - «|< ¢ tengsizhik a-e<x, <a+é tengsizlik —
larga ekvivalentdir.

Odatda, {a -&.a+¢) interval, ya'ni

U (ay={xxeRa-¢<x<a +e}
to'plam « nugtaning atroti (£ —atrofij deviladi.

Keltirilgan fa'rifdan (4.1} ketma - ketlik hadlari uchun (4.2)
tengsizlikning bajarilishi shu badlarning « nuqtaning € —atrofi
[/ . (a) to'plamga tegishliligi kelib chigadi.

Demak, (4.1) ketma —ketlik limitini quyidagicha ham
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ta'niftash mumkin.
2=ta'rif.  Agatl a nugtamng  1xtryorty 17 caratrof

olinganida ham X, ketma kethkning biror hadidan kevingi

barcha hadlar shu atrofga tegishh bo'lsa, « son ¥, keima
ketlikning limiti deb ataladi.

Shuni ta'kidlash lozimki, ketma-- ketlik limiti ta'nitidagi ¢
ixtivorly mushbat son bo'lib, natural son », esa shu # ga va
qaralayotgan ketma - ketlikka bog'liq ravishda topiladi.

1 1 |
4. 1~-misol. v, = — L.—-.—... - ketma -kethkning limiti 0
" 2 3 n g
ga teng bo'lishini ko'rsating.
<« Ixtiyorly musbat ¢ sonni olaylik. Shu « ga ko'ra
b
ny =4 —J +1 ni topamiz. U holda barcha » > n, sonlar uchun

= e

HooH, [I:I
SER
¢

[N

¥

. 1 1 I 1
—a|= ‘— - (J‘
M

o1
munosabat o'rinli. Demak, ta'nfga ko'ra m o 0 »

4.2-miso:.  Ushbu  x, =(-D":-1L-1.,(-D".. ketma -

ketlikning limiti mavjud emasligini ko'rsating.

<4 VaeR sonni olaylik. Agar «-| bo'lib, uning (1+c.1+¢)
atrofi (0 <e¢ <1) olinsa, ketma - ketlikning biror hadidan boshlab
keyingi barcha hadlani  shu atrofi tegishli  bo'lmaydi
(-1e (l+5.J+¢)). Binobarin, a-1 ketma--ketlikning limiti emas.
Xuddi shunday vaziyat YaeR uchun yuz beradi.

Demak, beriigan ketma —ketlik limitga ega emas. »

4.3-misol. Ushbu 0.,3: 0,33 0,333...., 0,33..3, .. ketma—

ketlikning limiti l ga teng bo'lishini ko'rsating.
< Ve>0 son ohb, (J_.l_l....%—li ni qaraymiz. Ravshanki,

33.3 ¥9..9-10" - |
0,33,..3—-1- i l 10.33__.3_L=_l

371000 3000 3d0nt [T TR T 0
Endi £>0 ga ko'ra shunday #, € \ son topish kerakki,

L
3

natijjada n>n, lar uchun TR tengsizlik o'rinli bo'lsin.

0



Keyingi  tengsizlik - > lg(3e) bo'lganda o'rinli  bo'lishi
ravshan. Demak, biz n, sifatida [ Ig(.lf:)] sonni olishimiz ctarli.
Bu esa qaralayotgan ketima—ketlik Himitining : ga teng
bo'lishini ko'rsatadi. »
2%, Cheksiz kichik migdorlar.
3—ta'rif. Aqgar x, ketina—ketlikning  timiti nolga  teng
bo'lsa, ¥, ovgaruvchi cheksiz Kichik migdor deb  ataladi,
tegishli X, esa cheksiz kichik ketma—koetlik deyiladi.
Ketma = Kketlik Timiti ta'rifida « 0 deb olinadigan bo'lsa,
unda barcha natural » -, sonlar uchun (-1.2) tengsizlik
Lomdjseiee tengsizlikka  keladi. Demak, cheksiz kichik
miqdor o'zgaruvehi migdor  bo'lib, u o'zgarish  jarayonida
absolut giymali bo'yicha avvaldan berilgan har ganday kichik
nushat ¢ sondan kichik bo'ladi.
| . Lo .
Masalan, ketma —ketlik - cheksiz kichik  migdor
"
bo'ladi.
4.4-misol. Ushbuy

Vo I' (v € R.|u]:~])

%]
ketma—Kketlik cheksiz Kichik miqdor ckanligi isbotlansin.

<l 4o deylike Unda 5 ld t-0 bo'ladi. Bernulli
lengsizligiga ko'ra
JroY ~ 14 nd ~no

bo'lib, i« N uchun

I I
fer] nao
bo'ladi. Demak,
‘—I.. : l) I».
o |u|
tengsizlik, barcha
|
"o~
&0
bo'lganda o'rinli. Ayar
[t
g = 1= |+
| &0
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deyilsa. Vn:-n uchun

a”
bo‘ladi Demak,

1
hm — = 0
"o g

1
¢, = -— ketma - ketlik cheksiz kichik migqdor. »

"
“

4.5—misol. Ushbu

x =a” (ael€.|a|<l)

ketma — ketlik cheksiz kichik miqdor ekani isbotlansin.
1

<« Agar a# 0 bo'lganda '-b deyilsa, u holda |pl>1 va
[¢

a’ = ;]— bo'lib,
lIim a” = hm 1 =0
n s n o h n
bo'ladi. »
Avtaylik, x, -
X, X, , Ky X,

ketma —ketlik va « son (aeR) berilgan bo'lsin.

{—teorema. ¢« son x, ketma—ketlikning limiti bo'lishi uchun
a, =X, —d (n=1,2.3.)
ketma—ketlikning cheksiz kichik migdor bo'lishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. Faraz qilaylik,

Iim x

bo'lsin. Limit ta'rifiga binoan
Ves>0.3n,e N . Ynvong ifx, —a|l<e

I

a

Agar x, - a = «, deyilsa, unda |0, [ < ¢ bo'lib,

hm o, =0
bo'ladi.
Yetarliligi. Aytaylik, «, = v, - @ bo'lib,
hm o, =0

bo'lsin. Yana limit ta'rifiga ko'ra
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Ve -0, 3n. ¢ N .V~ n, I:znl»
bo'ladi Unda |v, - aps ¢ bo'lib,
m v, = o«
bo'ladi »
Nlasalan,
no+
x, = - — tn
rn
ketma  ketlik uchun
, |
xoo=1+ — hm - 0
" " T
bo'lganhgi sababli
. n o+ 1
im e —
"o n
bo'ladi
Endir  cheksiz kichik migdorlar hagida ba'zi
keltiramiz.

tasdiglarni

I1—lemma. Chekli sondagt cheksiz kichik migdorlar yig'indist

cheksiz kichik miqgdor bo'ladi.
< Avtavlik, «, va g4,

7 SV SN > S
BoliyiBaun B,
cheksiz kichik migdorlar bo'lsin:
im o, =0, lm f, =20
"o+ c "> o0
Unda
Y o> (l.f—,ﬂn;, e N,Vn>ng ‘[(1” <
2
Ve > (1.‘:—,:in,',' e N.Vno>nal |f,]-

bo'ladi. Agar », = max¢ n).n]} deyilsa, vn-~n, uchun

ler | - ;— TR 52
bo'lib,
Ifl " + ’Ijnl:l' I{'( n’+ |/fu1‘; % + % =

tengsizlik bajariladi. Bundan
iy (e, + f1,) = !

0o

13
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lim (a, + f,)=0

bo'lishi kelib chiqadi. Agar 7, ham cheksiz kichik migdor
bo'lsa,
a,+ B +y,=(a, v+ B )+ y,
ning cheksiz kichik miqgdor bo'lishi yuqoridagidek ko'rsatiladi.
>
2-lemma. Chegaralangan Kketma—ketlik  bilan  cheksiz
kichik migdor ko'paytinasi cheksiz kichik miqdor bo'ladi.
< Aytaylik, x, chegaralangan ketma —ketlik, o, esa cheksiz
kichik migdor bo'lsin:
3M e R.M >0 Ve Vi |2 41,
Ve s 0.5 In, e V. ¥Va - n, :|<z |\
M A
Bu munosabatiardan

|.\' 2 | I.\‘ " | |U’ "

bo'lishi kelib chigadi. Demak,
lim (v, -, ) 0 . »

3%, Cheksiz katta miqdorlar. Biror

B R N SR SN X

"

ketma — ketlik berilgan bo'lsin.

4—-ta'rif. Agar har qanday musbal &/ son berilganda ham

shunday », e son topilsaki, barcha #-», lar uchun

|x, | > M
tengsizlik o'rinli bo'lsa, x, o'zgaruvchi cheksiz katta migdor
deb ataladi, tegishli +  ketma—ketlik cheksiz katta ketma—
ketlik deyiladi.

Demak, cheksiz kalta migdor o'zgaruvehi migdor bo'lib, u
o'zgarish jarayonida absolut qiymati bo'yicha avvaldan honl(]an

har gqanday musbat sondan Katta bo'ladi.

Ravshanki, cheksiz katta miqdorlar chekli limitga ega emas.
Qulaylik nuqgtai nazaridan cheksiz katta miqdorlarning limiti
cheksiz. yoki cheksiz katta miqdorlar cheksizga intiladi deb
olinadi va

im x, = x yoki x, » =

kabi yoziladi.
Agar
VM >0,3n,e N.Vn>n, x, > M

"
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bv, e habr yordady
Agar
vMo 0. dn o N Vo, ox, < M
bo'lsa, +, ketma - kethkning limutt -+ deb olinadl va

"

}J'”}'_“ v, = Kkabi yoziladi.

Masalan, v, Wy -z e ketma -ketliklaining
hmati mos ravishda »; ;. +« bo'lady

5-ta'wif  Chekli hmitga «ega bo'lgan  ketma—ketlik
yagindashuvehi ketma- ketlik deyiladi

6—ta'rif. Agar ketma Kketlikning limiti cheksiz yoki hmut
mavjud bo'lmasa, u uzoglashuvchi ketma--ketlik deyiladi.

nt

Masalan, ketma - ketlik yaqinlashuvchi,

on

1"

. | o
v, e iz, =0 ketma - ketliklar esa uzoglashuvchi bo'tadi.
12

2—§. Yaginlashuvchi ketma—Kketliklarning xossalari

Yaqinlashuvchi ketma - ketliklar qator xossalarga cga.
t—xossa. Agat . ketma -kethk yaqinlashuvchi va

in x, =« bo'lib, «-p (u<qg) bo'lsa, 1 holda ketma - ketlikning

birol hadidan keyingi barcha hadlari ham , sondan katta ( ¢
sondan kichik} bo'ladi.

« ., »u bo'lib, «>p bo'lsin, ».0 sonni uning ixtiyoriyligidan
foydalanib, #<a- p fengsizlikni qanoatlantiradigan qilib olayhk.

Ketma o ketlikning chekli o limitga ega ekanligidan ve>0
son uchun, jumladan 0. » <= p uchun, shunday », ¢ ¥ son topish
mumkinki, »n->n, - cee> r<x, a-c bo'ladi. Natijada
n -, lengsizlikni ganoatiantiruvchi barcha natural sonlar uchun

v =4 VA e<a-p tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan . -/

bo'lishi  kelib  chiqadi.  {a<q hol uchun xossa xudd
vuqoridagidek isbot etiladi).»

Bu xossadan quyidag) natija kelib chiqadi.

t—natija. Agar . ketma--kethk vaqinlashuvchr  va

"

X, -

n

lim v, = a bo'lib, « -0 («< ) bo'lsa, u holda ketma — ketlikning

a o

Liror hadidan keyingi barcha hadlart musbat (mantiy) bo'ladi.



2—-xo0ssda. Agat . ketma  ketlik yaqinlashuvelhn bo'lsa, u
chegaralangai bo'ladr

<« Im @ Dbo'lsin. Ta'nfga ko'ra o -0 benlganda ham
shunday noe N son topiladiky, a4 tengsizhkmn
ganoatlantiruvchi barcha natural  sonlay uchun v, o] &
bo'ladi, va'm x  ketma--ketlikning o, 1 -- hadidan boshlab
kevingt  baicha  hadlan uchun  « v - aio tengsizliklal
bajariladi. Demak, ., ketma- ketlik oshib borsa,
XXX, hadlan ¢ e x, <a+e tengsizhklatm qanoatlantirmashgi

muimkin. Aqgar
A T PR N T N P N PO
sonlarning eng kattasini 4/ deb olsak, u holda benlgan ketima
ketlikning barcha hadlar
|k‘nl.'“' M o 1.2.3

tengsizlikni  qanoatlantiradi.  Bu  ese v Ketma  Ketlikning
chegaralanganligini bildiradi. »

1—eslatma. Sonlar ketma ketlikning chegaralanganligidan
uning yagqinlashuvehr bo'lishi har donn kelib  chiqavermaydi.
Nlasalan, x,=(-D)7 o=l oo T ketma  ketlik
chegaralangan.  Ayni vagtda uning limiti mavjud  emasligi
yuqorida ko'tsatilgan edi.

3-xo0ssa. Agar v ketina —ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, uning
limiti yagonadir.

« Teskarisini faraz qilaylik. , ketma- - ketlik 1kkita o va 5
(a # b)Y limitlarga ega bo'lsin:

hm x, =a , lm v b (a £h)

"
Limit ta'rifiga ko'ra
Ve > 0. 4nlc N Ve >al|y,
Vo> 0dnlc NV >l |y, - ki«
bo'ladi. Agar », va »/ natural sonlamming kattasimi », desak,
Vi s n, da

al< e,

N wis ow, |x.‘ . v
bo'lib,

lA\'"» al»l |x" - fl" 24

bo'ladi. Ravshanki,
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-

o B e vy b« |x,  al o]y bl

Demak 0 A" 20 o0 ming ixtivortviigida o b bo'lisha
kebh chigaduy

4-xossa. Yagqinlashuvehi ketma  kethklar astida  anfmetik
amallar

2—leorema. Aqgur « va v Ketma ketliklar yaginlashuvehi
bo'lsa, « 1ty keta ketlik hae yaginlashoavehi va

hme v, ) hmox, + i v

formula o'rinli bo'lad.

"

< him x a , lun oy, H o bo'lsin. - teoremadga muvofig
X, ato, v, wt /i bo'ladi, bunda o, g lar cheksiz kichik
migdotlat. U holda 1, v v, uchun quyidag
Vot a b by i iy at by

tenglikka kelamiz, bunda y, o, L/, cheksiz kichik migdor.
Bundan esa, yana o'sha | teoremaga muvoliq
g v, vy ) - awi h = hm v

bo'lishi kelib chigadim

Bu teorema  ikki vaginlashuvehi ketma  kethk yig'indisining
Linati bu ketma  kethklar lunitlarining vig'indisiga teng degan
gordani ifodalaydl

Isbot etilgan teorema qo'shiluvehilarning soni ikkifadan ortig
(chekli} bo'lgan holda ham o'rinhi bo'lishini ko'rsatish mumkin.

3—leorema. Agar . va y, Ketma ketliklar yaqginlashuvchi
bo'lsa ~, y, ketina- ketlik ham yaqgindashuvchi va

.t hmoy

b x, - »,)  hm x, -lun v,

formulia o'rindi bo'ladi

<« im x, -, hm vy, =45 bolsm. U holda x, -«a 1, ,
v, wn i va o lar cheksiz kichik migdorlar. Uinda
va i a Wha iy ab s (aft, vha v 1)
bo'ladi.  Cheksiz  kichik  migdorlar  haqidagr 1 va 2-
lemmalarga asosan 8, - aff, 4 b Vo i Ketma Kethk cheksiz
kichik migdor bo'ladi. Demak,

\‘H 14!1

Xov ah v+ o

w ¥ "
bo'lib, bundan

(v, v,y s wb i v - hmoy
ckani kelib chiqadi»

n



Bu teontema tkkita vaqinlashuvchi ketma  kethk
ko'paytmasining  limati  bu ketma  ketliklar  Jinutlanining
ko'pavtmasiga teng bo'lishin fodalaydu.

Xususan, agar + ketma kethk yagnlashuveht bo'lsa, unda

iim x, = (e ©,)7 bo'ladi.

Agar « ketma- ketlik vaginlashuvchi bo'lsa, unda =° vov
uchun " ketma - ketltk ham yaqinlashuvchi va
li( Cx )= C o x, tormula o'rinhi bo'ladi.

4—teorema Agar . va v ketna ketliklar yaqinlashuvehi

’ X . ‘\‘Il " ‘.
bo'lib, ¥Yne N nchun y, =0 va hmy, #0 bo'lsa, ~* ketma -kethik
v

"

ham yaginlashuvchi hamda
, X, hm v,
lm e
Vv hm v

n n

formula o'rinli bo'ladi.
<« lim v, = o m v, - » bolsin. U holda «x, a-a,.

v, = b+ f1, bunda w,. 3, cheksiz kichik miqgdoriar.  Shuni
e'tiborga olib topamiz:

X a a t o o
- -— . ._"_ -

b b, bbb

"

Cheksiz kichik miqgdorlar hagidagi 1 - va 2- lemmalarga

(tha, aff}

. Ly . . |
asosan ho, —aff, cheksiz kichik migdor bo'lib, - --- esa
b+ f1)
chegaralangon (chunki s~ chekli, s, ->0) migdor bo'lgani
4 1 (hu 7)) ki
. - e . -a N R : . ) :

uchun 7, hib+ ) " «) cheksiz kichik migdor bo'ladi.
Demak,

X, a

o, h &
Bundan

X a hm  x

ltin oo S LN 3
v h hin v

u "

munosabatlar o'rinli ekani kelib chigadi»

Shunday qilib, yaqinlashuvchi ketma --kethklar nisbatining
limiti ularning limitlari nisbatiga teng (bunda mahraj noldan
tarqli bo'lishi lozim).



2~eslatma. lkki v, va ;. ketma ketlikning  yig'indisi,
ayirmasi, ko'paytmast va nisbatidan iborat bo'lgan ketma
kKetlikmng  vaqginlashuvchi bo'lishidan bu + va y, ketma
ketliklatning har birn yaqinlashuvchi bo'hishi har doim  kelib
chigavermaydi.  Nasalan, v, =/n+1-Jn 1 ketma  ketlik
vaginlashuvchi,  chunki  lim( v+ 1 o 1slim -0
Ju+ 4 dn-1
ammo  Jasl va  Ju- 1 Kketma --ketliklarning  yagqinlashuvchi
e~mashqgi ravshan.

Ravshanki, ' ketma - ketlik yaqinlashuiivchi (uning limity |
rn

ga tenq). Lekin ' ketma — ketlik yaqginlashuvchi, » ketma-
n

ketlik esa vaqinlashuvchi emas.

S—xossa. Tenglik hamda tengsizliklarda limitga o'tish.
Ketma ketliklar linutining mavjudligini  ko'rsatish va limiti
maviud bo'lgan ketma --ketliklarning limitlarni topish kabi
masalalarni hal qilishda tenglik hamda tengsizliklarda lunitga
o'tish goidalari tez- - tez qo'llanilib turadi. Biz ularni keltiramiz.

1). v va » ketma- ketliklar vaginlashuvchi bo'lib, limx =a,
hm y, =4 bo'lsin. Agar vue N uchun x, = v, bo'lsa, u holda u=#
bo'ladi.

Bu goida yaqinlashuvchi ketma - ketlik himitining
yagonaligidan kelib chigadi.

2). x_ va y, ketma—ketliklar yaqginlashuvchi bo'lib, imx, =a,
my,~h bo'lsin. Agar vweN uchun x <y, (x, =2y, ) bo'lsa, u
holda u<4 (a2b) bo'ladi.

« Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni keltin'gan shartlar bajarilsa
ham «># bo'lsin. a>c>4 tengsizliklarnt ganocatlantiruvchi  sonni
olayhk. Demak, hm v, = a va a>c. Yaqinlashuvchi ketma-—
ketliklarning 1 - xossasiga (shu bobning 3 - § iga garang) ko'ra
shunday »,e ¥ mavjudki, barcha » > #», lar uchun x,>¢ bo'ladi.
Shuningdek, hm v, =h  h<c. Yana o'sha xossaga muvofiq
shunday nj e ¥ mavjudki, barcha » >#n; lar uchun y, <c bo'ladi.
Agar # - max{ n,.n,} deyilsa. unda barcha » > », lar uchun bir
vaqtda v, > ¢ hamda ¢y, tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan

”

vy bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa v, Sy,
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» =1 2 % tengsizhkka ziddir. Demak, a <h bo'ladi

Xuddi shunga o'xshash. lim x =a, lim vy, - # hamda wneN
uchun «x 2y  bo'lishidan a2s tengsizlik kelib  chiqgishi
ko'rsatiladi.»

3—cslatma. r, va y ketma- ketliklar yaqinlashuvchi bo'lib,
lm x, =« , lim y, =4 bo'lsin.

Barcha n = 1,2,3.. lar uchun x <y, gat'ty tengsizliklarming
bajarilishidan a<# tengsizlik hamma vaqt kelib chigavermaydi.

Masalan, L1 Ketma- ketliklar vyaginlashuvchi.  Bu
1 n
ketma — ketliklarda  vneN  uchun - 1<l bolsa ham
n n

lim( - %) = lim %= 0 bo'ladi.

2-natija. Agar x, ketma— ketlik yaginlashuvchi bo'lib, vneXN
uchun x, sc¢ (x,2z¢) bo'lsa, u holda hmx, <c (bimx, >¢) bo'ladi
(bunda ¢ o'zgarmas sonj.

Bu natijaning isboti yuqoridagi 2) da y,=c, n=1.23.. deb
olinishidan kelib chiqadi.

3). x, va z ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lib,
limx, = limz, =a bo'lsin. Agar vae¥N uchun x, <y, <z, bo'lsa, u
holda v, ketma —ketlik ham yaqinlashuvchi va limy, =a bo'ladi.

<Ketma —ketlikning limiti ta'rifiga asosan Vve>0 berilganda
ham shunday n,eN topiladiki, barcha »>n, lar uchun
|x, -a]l<e Yyoki a-g<x,<a+te tengsizliklar o'rinli bo'ladi.
Shuningdek, o'sha ¢>0 olinganida ham shunday =, e ¥ topiladikt,
barcha #>n; lar uchun |z, -e|<z yoki a-&<z,<ate
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Endi no = max{ n,.n;} deylik. Unda
n>no bo'lganda bir vaqtda a-e<x,<a+s, a-£<z,<a+e
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Ammo shartga ko'ra VneN uchun
x, < v, <z, tengsizliklar o'tinli. Shuning uchun »> n, bo'lganda
a-e<x,<y, Sz,<a+¢ ya'ni a-g<y,<a+e bo'lishi Kkelib
chigadi. Bu esa y, ketma--ketlikning yaginlashuvchiligini va
lim y, = « ekanligini ko'rsatadi »

4.6—misol. Ushbu

X, = "\[n (n = 1.2,3,..)
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ketma -- ketlikning limiti topilsin.
< Bu ketma  ketlik uchun
!

[IEEV/TE S S (4.3}
~NH
bo'ladi {qaralsin. 3 bob, 3.19 - mashq).

Ravshanki,

1 - |,1n§1_{1 + :71:_}} [’llilpw{l , f]) =1
{4.3) munosabatdan, » -~ da limitga o'tish bilan

lim 'V =1

bo'lishni topamiz.»
4.7-misol. Ushbu x, =n-¥»'-»" ketma-—ketlikning limitini
toping.
<« Berilgan ketma- kethikning umimiy hadi x, ni quyidagicha
yozib olamniz;
X, = n - VA
(- ‘\/;1_‘ ~—‘n—T)( n’ o+ n ‘\/n Ten 2_+ \/(n} - u’)’_) _

: VAR 2 1 742
n +ﬂ\/:l - n +~‘\/(n - nt)

l+‘\/l L +"(—l ]-~)z
H J "
Bundan esa

lim x, = hm{s-3¥n'~n’)=lim = ! ! ] =
1+3{l- +3(d= )?
+\[ B \(( n)

= — ! . = ]
=T.1 3
lim[l-f 'fl - +'\/'(1~ ‘,):J
n n
bo'lishi kelib chigadi»

3—4§. Sonlar ketma—ketligi limitining mavjudligi
hagida teoremalar

Ketma - ketlikning gachon chekh limitga ega bo'lishi
haqidagl masala lLimitlar nazsriyasining muhim masalalaridan
biri. Ushbu paragrafda, avval monoton ketma- ketlikning limiti
haqida, se'ng ixtiyoriy ketma - ketlikning !imitga ega bo'lishint
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ifodalavdigan teoremalarnt kettitamiz.

1Y. Monoton ketma—ketlikning limili hagida teorcmalar.

5—teorema. Agar «, ketma ketlik o'suvchi bo'lib, yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, u chekli limitga eqga: agar «  ketma--ketlik
yugoridan chegatlanmagan bo'lsa, u holda ketma ketlikning
limiti +« bo'ladi.

<4 Avvalo, « ketma- ketlik o'suvcln  va  yugoridan
chegaralangan bo'lgan holni qaraymiz. Ketma ketlik yugondan
chegaralanganligl uchun shunday ir son mavjudki, vreN son
uchun «, <47 tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa ketma — ketlikning
barcha hadlaridan tuzilgan ({x,; tolplamnming yuqoridan
chegaralanganligi ifodalaydi. Unda to'plamning aniq yugori
chegarasi haqidagi 3 --teoremaga asosan bu to’plam uchun
supix,} mavjud bo'ladi. Biz uni a bilan belgilaylik: sup{y,}=q
Endi ¢ son x, ketma -- ketlikning limiti bo'lishini ko'rsatamiz.

Aniq yuqori chegaraning ta'rifigs ko'ra, birinchidan, (x;
to'plamning har bir elementi uchun o tengsiziigi o'nnli
bo'lsa, ikkinchidan, vs>0 olinganda ham ketma Kketlikning
shunday x,  hadi topiladiki, bu had uchun v, >« «
tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Demak,
x, =0, VneN
sup{x }—a=>
ol X n £
Qaralayotgan x, ketmma -kethk o'suvchi. Demak,
"oy =X, 20X, Shu sababli neon, bo'tganda

0<a-xy,<a-x, <¢ tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, ve =0
olinganda ham shunday »,c¢ Vv son topiladiki, »>#, bo'lganda
lx, ~ a| < & tengsizlik bajariladi. Bu esa ¢ son x,  Ketma
ketlikning limiti ekanini ko'rsatadi.

Endi x, ketma--ketlik o'stvchi  bo'lib, yugorndan
chegaralanmagan bo'lsin. Unda har qanday katla musbat . son
olinganda ham «x, ketma Kketlikning shunday X, hadi

topiladiki, X, > A4 bo'ladi. Ammo barcha #>#n; lar uchun

x, 2 x,. tengsizlik o'rinli bo'lgani sababli x, >.1 tengsizhik ham



bajanladi. Bu esa v+ bo'lisinni bildizadi»

Quyidagr teorema ham xuddi vugoudagi teoremaga o'xshash
1shotlanadi.

6~teorema. Agar « ketma -ketlik kamnayuvehi bo'lib, quyidan
chegaralangan bo'lsa, u chekli Iimitga eqa: agar « Ketma -ketlik
quyidan  chegaralanmagan  bo'lsa, u  holda  ketna-—ketlikning
limiti + bo'ladi.

| .
4.8—misol. Ushbu +, -n,'. ketma  ketlikning himitini toping.
H

<Avvalo, bu ketma -ketlik  limtining  mavjudligim
ko'rsatamiz.

Ravshanki,
) (n + 1) nt n" £ '
Yot LT T T T, X
i D 7 (n+1 N
‘Bundan barcha » -1 lar uchun v, , - v, lengsiz¥kning o'rinli

eckani kelib chigqadi. Bu esa berilgan ketma - ketlik kammayuveh
ckanim  ko'rsatadi. Ketma--ketlikning har bir hadi musbat,
Voo 0o =120 0 Demak. u quyiqan chegatalangan. Shunday

»

- n' . . .
qilib, X, = - ketina --ketlik  kXamayuvchi  va  quyidan

"
chegaralangan. 5—teoicmaga ko'ra bu ketma - ketlik  cheklt

hmitgae ega. Biz uni ¢ bilan belgilaylik:
. n'
lim -- = a
n"
Ravshanki, 2>0. Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:

[11-1—] ?l{»u-l--.’.‘
" H
Bundan esa (# + )" 2 2n" Kkelib chiqadi. U holda

n" B f(_n+|)" n"fv

20" - xn"
W e
bo'lib, natijjada quyidagi «x, 2 2x,,, tengsizlikka kelamiz. Bu
tengsizlikda limitga o'tamiz: lim x, > 2km x . Undan «22« va v 20 ni

hisobga olsak, -0 ekani kelib chigadi. Demak,
|
lim »~-r";'l- = 0w
n .

X,
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4.9- misol. Quvidagi
NI \/u t \/’d \/u , \/u + Ju
\/u + \/u + \/u ! N

(v 0)ketma ketlikning hmitim toping.
<4Bu kelma - ketlikning + hadi

X, o= ‘\/(l t \/ll + + \/t’l

”

devilsa,

- \/u ty, ni )
bo'lib., undan ~  ketma- ketlikning o'suvchi va  yugoridan

chegaralanganligi - matematik  induksiya  usuli  yordamida
ko'rsatliladi: Ravshanki,

X, fa “ \/_4 NN

Fndi & - nomer uchun x, | < v, tengsizlik bajanisin deyilsa, (°
L g )

munosabatdan
- \ﬂ’+ Yoo o \f"' MV Y

tengsizlik kelib chiqadi. Demak, vaeV uchun v, < x, bo'ladl
Shuningdek, () dan foydatanib vee v uchun
1 \;"l + da
X, e e s
2
isbotlanadi. Monoton ketma - ketlikning  limiti haqidagi 5+
teoremaga ko'ra berilgan ketma --Ketlik chekli mitga ega. Biz
uni v bilan belgilaylik: lim~, - v so'ngra x; - o+, tenglikda
hadlab limitga o'tish amalini bajarib topamiz: lim x] ~a +tim x|
yoki v =u+y. Natijada » ni topish uchun kvadrat tenglamaga
kelamiz. Bu kvadrat tenglamamng ildizlarnni yozamiz:
1o 1+ da L- VI da
AV| s - }': - . ——— -
2 2
hetma  kethkning hadlan musbat bo'lgam uchun
Lo e Gon ketma - koihkning limiti bo'ladi. Demak,

A 1+ Ve da
l1|11 v, - lim ot ANat ot Na |- B

n o 2
L
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Xususan, ushbu
JioJr o s \/3 ANV ARVE
\/1 N A
. . . AR N
ketma  ketlik yagqmlashuvehy va uning lhamb - , = 2300 ga
teny.
Monoton ketme  kethkning limiti haqidagi teoremalarning

matematik anatiz kursida qaraladigan ba'zi masalalarga tatbig
etilishing qarab o'tamiz

e Y
2", ¢ soni. Quvidagi v, - (I 1 )

|

[I+!'»\|I.Irll;]: (i fr'—] (4.4)

1, \ 3 ! . "

\

ketma - ketlik - benlgan bo'lsin. Bu  ketma--ketlik  limitining

mavjudligini  ko'rsatamiz.  Berilgan  (4.4) ketma - ketlik  bilan

buga ushbu
ol
n

ketma  ketlikni hain garaymiz. Bu ketma  ketlik kamayuveln
ckanligi 3—bob, 3§ da ko'rsatilgan.

Py ! J ketma  ketlikning har bir
X 1]

[kkinchi tomondan, v

hadi  musbat  bo'lgani uchun u quyvidan chegaralangandir.

avl

Shunday qilib ~ y, [I + Iv) kefma  ketlik kamayuvehi va

”
quyidan chegaralangandit. 6 - teoremaga ko'ra bu 5, Ketina
ketlik limitga ega.

Agar
b A
v, 1]4'} ~»=.,\‘,,{I||]
\ 4 ) "
tenglikdan v, v, - - tenghiknming  kelib  chiqishini  va

ntl

’" L . .

hm - | ekanini e'tiborga olsak, unda Imx, ~hm v, ga ega
nA

bo'lamiz. Bu esa (4.4) kelhma - ketlik  limitining  mavjudligini

Ko'rsatadi.

5



HJ

7—ta'ris. Reiillgan ¢, 114 ) ketma  ketlikning Hmiti ¢ som

deb ataladr:

; N

I 1+ - e
moe n

Bunda ¢ lotincha exponentis "ko'rsatish, ko'rsatgich, namoyish
gqulish” so'zining dastlabki hartini ifodalaydi.

3V, Ichma—ich joylashgan segmentlar prinsipi.

7-teorest. ). Tkkita . va y.  ketma--ketlik berilgan bo'lsin.
Agau

1). «, o'suvchi, y, kamaynuvchi ketina ketlik,

2). ¥vne \ Jar uchun x, <y,

3} tm(y, - v,)-0  ho'lsa, a, ve oy ketma ketlikiar
yaqginlashnvehi va lim x, = lim v, tenglik o'rinli bo'ladi.

<« . ketma--ketlik o'suvchi, ketma — kethlk  esa
kamayuvchi hamda hay bir ne¥ uchun x, <y, tengsizlik o'nnl
bo'lgamidan, vee N uchun sy v 2y tengsizliklar bajariladi.
Bu esa . ketima- kethk yuqondan, y,  ketma - ketlik  esa
quyidan chegaralanganligmi bildiradi.  Nonoton ketma
ketliFning lim*1 hagidagi teoremalarga asosan x, va ,, ketma
ketliklar veq nlesthrivobi bo'leci Shuning ucrhun

m(y, v )=hmy,  limy,
bo'lib, teoremaning uchinchi shartidan esa
hmy, —limx, =0, hmx, =bhm y
bo'lishi kelib chigadi. »

Ma'lumKi, (v 2e R,u<x=b} to'plam [¢.b] segment deb atalar
edi. Agar fa,.b,]c la.b] bolsa, |a,.b}  segment [a.b]
segmentning ichiga joylashgan deyiladi.

Agar

n

[ea, b, la, . byl la
segmentlar ketina ~ketligi quyidagi
e, b = ta, b ] o lablo. D fa, b, ] o>
munosabatda bo'lsa, bu segmentlar ichma -ich joylashgan
segmentlar kerma - ketligi deyiladi
3—natija. Agar ichma —ich joylashgan
ta, by

a byl lay bl la, b

segmentlar ketme - ketligi uchun lm(s,  « )=0 bo'lsa, u holda
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4

. va b Ketma  kethklar bitta Imtga ega hamda bu  Linngt
barcha segmentlarga teqishli bo'lgan yagona nugta bo'ladi.

Yoo bl fay bV e, b ichma  1¢ch j()yldshgun
segmentlar ketma  ketligu bo'lib,

Il (h a,y 0
bo'lsin. Bunda ¢, ketma  ketlik o'suveht, b esa kamayuvchi
Ketma - kethiklardir va barcha »e A lar uchun u<h, bLo'ladi.
Demak, @, va b ketma - kotliklar 5 va 6 - teoremalarning
barcha shartlarini qanoatlantiradi, bu feoremalarga ko'ra a, va
h, ketina  ketliklar yvaqintashuvchi va

hiv @, - hm b,

bo'ladi.

bndi hina, linh, - ¢ deb belgilab, ¢ nugta  barcha
e, bl w123 segmentlarga tegishli bo'lgan yagona
nuqta  ekamni  ko'ssatamiz. ¢, ketma - ketlik o'suvchi  va
lmoa, = ¢ bo'lganidan  a, - ¢, 4 - 123 shuningdek,
b, ketma ketlik kamayuvchi va lim h, =¢ bo'lganidan esa
b, e m 123 bo'lishi kelib chigadi. Demak, o, < ¢ < h,.
7o 1,23 bo'lih, ¢ nuqgta  barcha seqmentlarga  tegishli:
cola, bl w123 Agar  shu ¢ nuqtadan tarqli  va

seqmentlarning barchasiga tegishli . ¢'e [a,. b, (1-123 )
nuqta ham mavjud deb qaraladigan bo'lsa, unda

h a, > |(.' - (."] > ()

n

bo'lib, bu munosabat i/, —a ) 0 shartga zid bo'ladi. Demak,
c:= e

Keltirilgan natija ichma —1ch joylashgan segmentlar prinsipi
deb yurnitiladi,

4% Qismiy ketma—ketliklar. Bolsano—Veyershtrass lemmasi

RBitor ¥ v, v v ketma - ketlik berilgan
bo'lsin. Bu ketma ketlikning bitor r, nomerli v, hadini olamiz.
So’ngra nomern » dan katta bo'lgan » nomerlj » hadini olamiz.

Shu usul bilan » . v va hokazo hadlarni olish mumkin. Natijada



nomerlari #, < n, < 1y < <, < tengsizliklarni ganoatlantira -
digan hadlar tanlangan bo’ladi. Bu hadlar ushbu
X, .Y, . X, - (n, < n,~ Ny« <AL ) {4.5)
ketma — kethkni tashkil etadi
Odatda (4.5) ketma - ketlik «x, ketma—ketlikning qismiy
ketma — ketligi deb ataladi va v, kabi belgilanadl Ba'zida «x,
ketma — ketlikdan x, ketma - ketlik ajratilgan deyiladi.
Qismiy ketma - ketlikning tuzilishidan ravshanki, & »x da n
ham cheksizlikka intiladi:
Masalan. 1). quyidagi
1.3.5.7 ... 2n ~ 1.
2.4 ,06 ,8 .. 2 n ..

>

f.4 09 160 n o
ketma — ketliklar natural soniar ketma-—ketligi 1.2.3.. ning
qismiy ketma —ketliklan bo'lady:
2). Ushbu
1 1 1

10 10 T T e T
ketma — ketlik
i 1 1
2 3y 7
ketma — ketlikning gismiy ketma —ketligidir:

3). Quyidagi

seen

b,-10,1=1.., (-D"..
ketma - ketlikdan, masalan, ushbu
1,10 ., 1 ...
N I P I
gismiy ketma —ketliklarni ajratish mumkin.
Ketma —ketlik limiti bilan uning gismiy ketma —ketliklari
limiti orasidagi munosabatni quyidagi teorema ifodalaydi.
8—teorema. Agar x, ketma—ketlik limitga (chekli, yoki +«,
yoki -« ) ega bo'lsa, uning har qanday qismiy ketma—ketligi ham
shu limitga ega bo'ladi.
< limx, =a bo'lsin, x, ketma —ketlikning biror
X, DX, X, X e X

qismiy ketma — kptligini olaylik.

| 3]



9

Limit ta'nfiga ko'ra ve:o olinganida ham, shundav », e\
son mavjudki, baicha » - », lar uchun |v, «|<« bo'ladi. &k —=
da n, -»« bo'lishidan shunday meN son topiladiki, », >»,
tengsizlik  o'rini bo'ladi. Demak, barcha #4>m lar uchun
lx, - aj< ¢ tengsizlik bajariladi. Bu esa limx_  =a lLmitning
onnll ekanni ifodalaydi. Xudds shuningdek, limx - +x(~x)
bo'lganida ham »,  ketma ketlikning har qanday qgismiy
ketma -kethqi + « (-= ) ga intilishi ko'rsatiladi. »

4—eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma — ketliklarining limiti
mavjud bo'lishidan berilgan ketma -ketlikning limiti mavjud
bo'lisht har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan:

oo, =10, (=1)y" " .
ketma - ketlikning ushbu
| D I R B
-t =-1,-1,..—1..
qismiy ketma - ketliklari limitga ega (ular mos ravishda 1 va - 1
larga teng). Ammo berilgan (-1)""' ketma —ketlik limitga ega
emas.

Demak, berilgan ketma —-ketlik limitga ega bo'lmasa ham
uning ¢ismty ketma--ketliklari limitga ega bo'lishi mumkin
ekan.

8-ta'rif. r ketma-ketlikning qismiy ketma - ketligi limiti
berilgan ketma—ketlikning gismiy limiti deb ataladi.

3—lemma.  (Bolsano— Veyershtrass lemmasi). Agar «x,
chegaralangan bo'lsa, bu ketmma —ketlikdan shunday qismiy
ketma —~ ketlik ajratish mumkinki, u yaqinlashuvchi bo'ladi.

<« x, ketma—ketlik chegaralangan bo'lsin. Demak, ketma~
ketlikning barcha hadlari biror {a,5] segmentga tegishli bo'ladi.

va

. . b
fu,b] segmentni teng ikki qismga ajratib, [”a—;

b
[Lg— .b] segmentlarni  hosil qilamiz. Berilgan ketma —

ketlikniné barcha hadlari |u,b] da bo'lgani sababli, uning
a + b 1 [a + b ]
a. -—-*-J va ——.b
i

2

cheksiz ko'p sondagi hadlari

e

segmentlarning kamida bittasiga tegishli bo'ladi. Endi «
ketma —Kketlikning cheksiz ko'p sondagi hadlari bo'lgan
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. . a1 b et h S
segmentnl, ya'ni ja. _‘;”"l yoki — | m (agar ikkalasida

ham Kketma ketlikning cheksiz ko'p sondagi hadlarn bo'lsa,
ulardan ixtiyorty birinij fa, 51 deb  belgilaymiz. Ravshanki,

h - ) . .
{a, h.] ning uzunligl —j(-'- bo'ladi. Yugoridagiga o'xshash,

. . . . ) ' b
[a,.h,} segmentni teng ikki gismga ajratib. Iu, ’—;—‘—] va

a, t b . L ‘ ‘
[--‘m_—)-—'—,h,] segmentlarni hosil gilamiz va bu segmentlardan x,

ketma — ketlikning cheksiz sondag hadlan bo’lganim a5, ]

-

deb olamiz. Ravshanki, [a. h,] segmentning uzunligi
bo'ladi.
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu
la,.b ) fa b L la, b, |

segmentlar ketma —ketligi hosil bo'ladi. Tuzilishiga ko'ra har bir
[a,.h,]. n =123, segmentda x, ketma—Kketlikning cheksiz
ko'p sondagi hadlari bo'ladi.

Ravshanki,

tJ .

la.b 1Dla,.b}D Dla,.b, 1D

[a,.b,] segmentning uzunlgi b,,—u‘=-’-;_—*--- bo'ltb, k—»» da
nolga intiladi. Ichma--ich joylashgan segmentlar prinsipiga
ko'ra o, va b, ketma--ketliklar wnumiy (bitta} chekli limitga
ega:
lim ¢, = m b, = ¢

Endi x, ketma—ketlikning [a,.5,] dagi birorta hadini olaylik.
U » —had bo'lsin: x, €la;, b | so'ngra, v, ning |a;.h,] dagi
birorta hadini olaylik. U »,— had bolsux x, € e, b,
garalayotgan segmentlarning har birda ketma — ketlikning
cheksiz ko'p hadlari bo'lganiigi uchun, ravshanki, ». > qilib
olishimiz mumkin.

Xuddi shuningdek, x, ning [a, b.] dagi x,, v, hadlandan
keyin keladigan birorta x, hadini {(n, = n, < n,) olamiz. Bu
jarayonni davom ettirib, & — qadamda, la,. by} segmentdagl »,
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Ketma  kethkning Vo0, X, v, lardan keyin
keladigan hadlatidan bin v, i olamiz va hk Natljada

ketma  ketlik hadlaridan tashkil topgan ushbu
AU . X . X (u| L PN oy }

qistmy ketma - ketlik hosil bo'ladr qistuy ¥, ketmna  ketlikning
hadlan uchun
a, s x, <h,

ko ”,
tengsizliklar o'rinli bo'lib, unda £ >« da
hm v, - e

bo'lishi kehb chiqadi. »

S—eslatma. Keltirilgan lemmada ketma -ketlikning
chegaralangan bo'lishi muhim shartdir, Shu shart bajarilmasa,
lemmaning xulosasi o'rinli bo'hnasdan qohshi mumkin. Nlasalan,

- chegaralanmagan ushbu

2.3  »n

natural sonlar ketma- ketlikning har ganday qismiy ketma -
kethgi ham 1o ga intiladi.

5% Koshi teoremasi (yaginlashish mezoni). Biror ., ketina-
ketlik berilgan bo'lsin.

9—ta'rit. Agar ve>0 olinganda ham shunday »,eV son
mavjud bo'lsaki, barcha » » n, va barcha m » n, lar uchun
< & (4.6}
tengsizlik bajariisa, «, fundamental ketma—ketlik deb ataladi.

I.Y nw o x ”m

4.10—misol. .r”:—f:—--]— Bu ketma -ketlik  uchun (4.6)
"

shartning bajarilishi ko'rsatilsin.
<« Haqiqatan,

r n m ot on+m ! ]
T T L

in + 1 m - ll nm m H
Agar Ve»0 songa ko'ra natural », sonni

[Pl

deb olsak, u holda barcha » > n, va barcha m - »n. lar uchun
. - I I .
i, "

v,

X ”

[

bo'lishini topamiz. Demak, berilgan ketma - ketlik



lundamentaldiy. »
A 11—misol. Quvidag)

1 | |
v [ coe .
2 3 7
ketima - ketlikning fundamental ketima  kethk emaslig
ko'rsatilsin:
<« Ravshanki,
[ ] |
b1t do -t
Al bl "{

ketma - ketlik uchun har qanday m :1 olganimizda ham
e _ | | | |
R \"’q mod | ' mot 2 e 2m " 2m 2
bo'lishi kelib chiqadi. Bu  hol berilgan  ketma - ketlikning
fundamental emasligini ko'tsatadi. »
Y—teorcma. (Koshi teoremasi). Ketma ketlik yaqinlashuvehi
bo'tishi uchin u fandamental bo'lishi zarur va yetarli

< Zarurligi . ketma  ketlik yaginlashuvehi bo'lib, iy, -«
bo'lsin. Limit ta'nifiga muveotiq, ve .0 berillganda ham t; ga ko'ta
shunday ».c N son topiladiki, barcha - », sonlar uchun
|v. «a|- » tengsizhk o'rinli bo'ladi. Demak, ixtiyorty s - n, va
m > n, sonlar uchun

e,

ml

Sl b a rml :€_|.\'" - a‘ |
Bu esa v, tundamental ketma  ketlik ekanini ko'tsatad.
Yetarliligi. .+ fundamental ketma - ketlik bo'lsin. Demak,
ve >0 uchun shunday n,¢ vV son topiladiki, wwn,, m - n, lar
uchun [, -+ - » tengsizlik o'rinli. Bu fengsizlikda » son (o
dan katta) ixtiyoriy bo'lishini qoldinb, » natutal sonning », dan
katta biror tavin qiymatini olib, yuqondagi tengsizhkni quyidagi

v f’l| ~
m

X oo X ~ X + &

.,. " m
ko'rinishda yozib  olamiz.  Demak., »>n, da . ketma
ketlikning « hadlari (x, <. v, ) intervalda tegishii bo'lib,
undan  ketma ketlikning  chegaralanganhgi  kelib - chiqadi
Bolsano Veyershtrass lemmasiga ko'ra «  kelma -ketlikdan
chekli songa ntiluvehi v, gismiy  ketma  ketlik  ajratish

mumkin, Bu gismiy ketma  kKetlik limitini o bilan belgilaylik:



|

v e bndr o oson v koetima kethkmng It chauim

Kolisatamiz Darhaqugat, b tomondan v, >« bo’lgont uchun
Vo0 ga Ko'ra shunday 4, ¢ V' son topladiki, & -4, lar uchun
o al tengsizhk bajariladi

tkkinchi tonondan, » . bo'lganda I\ \' © tengsiziik

ham bajattladi. Yaqondagr tengsizhiklarga ko'ra
! . ' i
[\A ks (‘| - : l‘ " h ‘; , * \ ", - a . ’ i\‘ n \' ti, | ! !\‘ "y - l’ | .

Y,
o &

bo'lishi kelib chigadr Bu esa oy, =« ekanini ko'rsatadi »

Isbot etilgan teotema  Koshi leoremasi yoki  yaqinlashish
mezont (kriteriys)) deb yuritiladic. Bu teotema muhim  nazariy
ahamiyatga ega.

6. Ketma~ketlikning yuqori va quyi limitlari

Aytaylhk, x, -

v LR S Ay
ketina —Kketlik berilgan bo'hb, x,,
Vo, oX LN, X,
benlgan  ketima  kellikiing  gismy  ketma - ketliklart  bo'lsin.
Ma'tumki, v ketma -ketlikming tmiti « ming qismiy limiti
devilar edi.

10=ta'rif. « ketma- ketlik qismiy limitlarning eng Kattasi x,
ketma - ketlikning yugori limiti deviladi. U

lim x .
kabi belgtlanadi.

v ketma -ketlik gisiniy limitlarning eng  kichigi berilgan
ketma- kethikning quyi limiti deyitadi. U

lim v
kabi belgilanadi.

Nasalan, ushbu x, :

231,23 1.2.3,
ketma - ketlikning yuqgori limiti
lim ¥ 3
quyt limiti esa
fm x| = |



bho'lada.
4-§. Funksiyaning limit

Biz yuqonda natural argumenth funksiya--sonlar ketma
ketligi va umng limitini o'rgandik kndi argumenti haqiqiy son
bo'lgan funksiya limitini qaraymiz. Avvalo sonli to’plamning
limiti nugtasi tushunchasi bilan tanishamiz.

1. To'plamning limiti nugtasi Ma'lumki,

] (a)~{x:xe R.a - e<x<a+e]

to'plam « nuqtaning atrofi { « - altrofi] deb atalar edi. Shunga
o'xshash ushbu

Ui(@y={x: xe Ra<x<ate}
to'plam « nugtaning o'ng atrof1.

U (a) {x:xe Ru &<x<a}
to'plam « nuqtaning chap atrofi,

U (©0)={x: xc R,

l],(i":x)) "'{X'.X‘. R.x > (,'}'

x|> ¢},

to'plamlar esa mos ravishda «, += va -= "nuqta” larning atrofi
deb ataladi. Yuqorida keltirilgan = va ¢ lar ixtiyoriy musbat
haqiqiy sonlar.

X biror sonli to'plam, ¢ biror nuqta bo'lsin.

t1—taTif. Agar ¢ nugtaning har bir atrofida v to’plamning
a dan farqli kamida bitta nuqtasi bo'lsa,
ya'ni

Ye>0,3xe Y. x# a, ix - u|< e

bo'lsa, @ nugta Y to'plamning limit nugtasi deyiladi. Misollar
qaraylik.

1). Ushbu |0)] - {y:xe .0 x<1i to'plamning har bir
nuqtasi shu to'plamning limit nugtasi bo'lad::

2). Ushbu # - {1.2.3. .} to'plam limit nuqtaga ega emas:

3). Ushbu (O ={x:ve RO <1} to'plamning har bir
nuqtasi shu to'plamning limit nugtast bo'ladi  va  yana
¢ =0, x = | nugtalar ham (0.1) uchun limit nuqtalardir.

4) 1< - {0.1] segment hamda 2 sonidan iborat to'plam bo'lsin,

Ha



va'm /oo Juld]r 1200 Bu to'plam uchun v 2 limit huqgta emas.
Agar ¢ nugta yto'plamming hmit nuqgtas: bo'lsa, 1 to'plam
nugtalaridan ¢ ga mtiluvehi x, (v, o X w2 v o 1200
ketma  ketlik tuzish mumkin.
<« To'plamnng limit nuqgtasi ta'rifiga binoan:

= Luwchun Jx, ¢ X LX, # ou |\'. - ul\ 1.
I - . |

BT o= wchun 3y, e XN v, #ou ]\ﬂ_. - al«:
2 2
| . 1

L= wchun dv, € X v, 2 « '|t, u|<: -
3 3
] . 1

¢ = awchun Ix, e X x, #a |x, a|< -,
n n

bo'ladi. Natijada, x, ketma - ketlik hosil bo'lib, vae & uchun
- |< i—

| x
H

n

bo'ladi. Bundan
hm x, =a

bo'lishi kehb chigadi. »

Bu keltirllgan mulohazalardan ko'rinadiki, bunday ketma--
ketliklarot ko'plab tuzish mumkin.

12—ta'rif. Agar « nuqtaning har bir o'ng (chap) atrofida
Y to'plamning ¢ dan farqli kamida bitta nugtaci bo'lsa, @ nuqgta
v mng o'ng {chap) limit nuqgtasi deb ataladi.

13~ta'rif. Agar har bir (", () atrofida Y to'plamning kamida
bitta nuqtast bo'lsa, < “nuqta” X to'plamning /limit nuqtasi
deyiladi. ‘

© Y0 % “nuqta” larning limit nugta bo'lishi ham yuqoridagi
singari ta'riflanadi.

Masalan, +« “nuqta” ~ -« {1.2.3, 4 to'plamning hmit
nuqtas bo'ladi.

2" Funksiya limitining ta'rifi. v cx to'plam berilgan bo'lib,
¢ nugta uning limit nugtas) bo'lsin. Bu to'plamda /(x) funksiya
aniglangan deylik. Modomiki, « nuqta Y ning lmit augtasi
ckan, v to'plamning nuqtalaridan @ ga intiluvchi  turh,
(x,e N x 7 a.n~123 ) ketma - ketliklar tuzish
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mumkin: Im v, --a. Ravshanki, r, e (4 =1 >3 ) shumng
uchun bu nugtalarda ham /f(x) funksiya amqlangan. Natijada
ix } ketma - ketlik bilan birga /(x,):
FOx) S flxy) L Sl

sonlar ketma —ketligiga ham ega bo'lamiz.

14—ta'rif. Agar \ to'plamnning nuqtalaridan tuzilgan, a ga
intiluvchi har ganday v (x, # a.n = 1,2.3.) ketma -ketlik
olganimizda ham mos f(x,) ketma—ketlik hamma vaqt yagona
b (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu 5 ga f(x)
funksiyaning @ nuqgtadagi limiti deb ataladi. Funksiya limiti
hm f(x)<h kabi belgilanadi.

Funksiya limitiga berilgan bu ta'rif Geyne ta'nifi deb ataladi.
Ba'zan / ni f(x) ning x-a dagi limiti deyiladi va
x—>a da f(x)—> b
kabi beigilanadi.

Keltirtlgan ta'rifning ushbe muhim tomoniga o'quvchining
e'tiborini  jalb  gilaylik: ¢ ga intiluvchi har ganday
x,(x, # a.n=1.2.3_) Ketma-ketlik uchun x, »a da f(x,)
ketma —ketlikning limiti olingaa x, ketma- ketlikka bog'liq
bo'lmasligi kerak.

4.12—misol. Ushbu

1
f(x)= o
funksiyaning x—0 dagi limiti 1 ga teng ekanint ko'rsating.
< Nolga intiluvchi ixtiyoriy », ketm:— ketlik olaylik: lim x, = 0.
U holda funksiya qiymatlaridan iborat ketma — ketlik
) |
X = ——
S(x,) e

n

bo'ladi. Ravshanki, x, -0 da

lim f(x,) =1lim A _
] 4x?

”

Demak, ta'rifga ko'ra

. 1
lim f(x)=Im ——==1.
x »of ) 1201 447 >

na



1.13—misol Quyidagi
S |
[y = smo - v2 0
N
funksivaning + s dagi limiti mavjud emasligi ko'rsatilsin.
n

< | ‘ a intiluvehi  ikki T - e
Haquqatan, nolga intiluvchi ikkita  turh Gn D

4

v, - -~ — - ketma -kethikni olaylik. Bunda
(b v -

. In-1 dn + 1
f(x)y=sm ——-x = -1, fic"y  sm——rx |
2 5 \N 5 2

bo'lib,
hmf(xy=-1. hm f(v))=1
bo'ladi.
o Lo
Bu esa sm - funksiyaning r-—-0 da limifh mavjud emasligini
X

ko'rsatadi. »
Funksiya limitini boshqacha ham ta'ritlash mumkin.

15—ta'rif. Agar v->0 son uchun shunday 48>0 son topilsaki,
argument X ning 0<|x-af<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha qiymatlarida |/(x) bl< & tengsizlik bajarilsa, b son [(x)
funksiyaning ¢ nugtadagi limiti deb ataladi.

16—ta'rif. Agar v¢>0 son uchun shunday #>0¢ son topilsaki,
argument X ning 0<|x- /<5 tengsizlikning qanoatlantiruvchi
barcha giymatlarida t/(.x)} > (fix)yre fix)<-¢) bo'lsa, [f{x)
funksiyaning ¢ nugtadagi limiti % (+x ;-0 ) deyiladi.

Funksiya limitiga berilgan bu ta'rif Koshi ta'rifi deb ataladi.

4.14—misol. Ushbu f(x)r——'—f-?—i»s- funksiyaning v -5 dagi limiti
e

"L

IL bo'lishini isbot eting.

. , T (97
< v: -0 son olaylik. Bu & ga ko'ra 4 ni o =75 deb olsak, u
) .
holda 0« |x -5« v bo'lganda

1 AR J
——e—— B L e < — < - - < g
x? =25 10} 10 10 (10 )= Sy 7 10 - &
tengsizlik bajariladi. Bundan, ta'rifga ko'ra

x-S

x + 5

X -5 1
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x 3 1
b fovo =l —

vo2s 1o
kelib chiqgadi»
4.15—misol. Ushbu /(x)= ]l funksiya uchun  -»1 da f(x) »=x
.

bo'lishini ko'rsating.

_— .
< ve>0 son uchun o = = deb olinsa, u holda U<fx - &
tengsizlikning bajarilishidan
: |
|f(x )1 = I > ¢
v =1

‘ !
tengsizlik kelib chigadi. Demak, ]‘m,ll x———T =X p

3Y. Funksiyaning bir tomonli limitlari. ¥ Dbiror haqiqiy
sonlar to'plami bo'lib, @ uning o'ng (chap) limit nuqtasi bo'lsin.
Bu to'plamda /(x) funksiya aniqlangan deyhk.

17—ta'rif. (Geyne). Agar v to'plamning nuqtalaridan tuzilgan
va har bir hadi ¢ dan katta (kichik) bo'lib, ¢ ga intiluvchi har
qanday x, ketma - ketlik olganimizda ham mos f(x,) ketma-—
ketlik hamma vaqt vyagona hga intilsa, shu hni f{x)
funksiyaning @ nuqtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi.

18—ta'rif. (Koshi). Agar Ve»>0 son uchun shunday #>0 son
topilsaki, argument X ning a<x<a+d (a -8 <x<u)
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi barcha qivmatlarida
if(x)-b|<e tengsizlik bajarilsa, » son f(x) funksiyaning
a nugtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi.

Funksiyaning o'ng (chap) limiti quyidagicha belgilanadi:
hm f(x)=5h yoki fla+O)=b (hm fx)y=b yoki fla-0)=h)

r va+0
Agar a=0 bo'lsa, x»0+0 (x->0-0] o'rniga x—+0 (x—-0) deb
yoziladi.

Funksiyaning o'ng va chap limitlan, uning bir tomonli
limitlari deyiladi.

4.16—misol. Ushbu

S = o (x#0)
[xi

funksiyaning o'ng va chap limitian topilsin.

<« Har biri nolga intiluvchi ikkita
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v ’

v > Uix > 0.0 = 1.2,3 )
Yool s () - O 123,

" ”

ketma ketlikni olaylik. Bu ketma - ketliklar uchun

"

v 3
oy = Uy o= - . .
FARYR ‘r' I-»I' Jix)) = PR R B

" )

bo'ladr. Demak,

Im  f(x)= Im —‘-'. 1 hm fix)y=Im ,}.»v - =1p
Lo Y Ceon Ve ...l"

Endl o 5>« da funksiya limitt tushunchasini keltiramiz.

4 to'plami bernlgan bo'lib, * (+x .-« ) uning hmit "nuqta”
sl bo'lsin. Bu to'plamda f(x). funksiya aniglangan deylik.

17-ta'rif. (Geyne) Agar v to'plamning nuqtalaridan tuzilgan
har qanday cheksiz katta (musbat cheksiz katta: manfiy cheksiz
katta) v, ketma- kethk olganimizde " ham mos f(x,) ketma —
kethk hamma vaqt vagona h ga intilsa, shu b ni /f(x)
tunksiyaning «— «(c-» vu v ) dagi limiti deb ataladi.

18—ta'rif. (Koshi). Agar ve>0 son uchun shunday 5-0 son
topilsaki, argument X ning |x> 8(x>d.x<-5) tengsizlikni
qanoatlantiruvebi barcha  giymatlarida {f(v) - b| <z tengsizlik
bajarilsa, 5 son fi{x) funksivaning x-»=(x-» +x 1 »—0) dagi limiti
deb ataladi. Funksiya limiti

i f(x) =h (.lim.t S(x)= h;‘li’m‘ Sy =5)

kabi begilanadi.

4.17-misol. Ushbu

. sin x
lim - ———- =1 (4.7)
v x
tenghkni isbotlang.
« Ushbu
, , T
SIN X <X < gy O<x< ~2)

tengsizliklar o'rinli. Bu maktab matematikasidan ma'lum. swnai >0
bo'lgani uchun bu tengsizliklarni
x ]
| « T———
NMIX Lus X
ko'nnishda yozilisht mumkin. Undan

9



‘,<1,.E.”_’\- Jocosy (4.8)

RS

tengsizliklar kelib chigadi.
Biz (4.8) tengsizliklarni ixtryony .\'610.'—;—) uchun isbot gildik.

sin X ) . . . o
— (val) va cosy funksivalarning  juftligidan  bu
x . , ¢

T
tengsizliklarning barcha  xe (- '2~.-2-)\{0} uchun to'g'nligini

topamiz. Shu bilan birga 0 < |x| -« ’;— da
L) x
] - cos x = 2sin’ % < 2|—:2—i =|x|  tengsizlikning o'rinli  bo'lishini
e'tiborga olsak, yuqoridagi {438) tengsizliklar quyidagi
0 < f . xl
x

ko'rinishga kelishini topamiz.
Agar v:>0 son berilganda ham 4-0 deb & va ’: sonlarning

kichigi olinsa, argument X ning 0<lxj<& tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida

S x SN x

x X !

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa funksiya limitining Koshi

ta'rifiga ko'ra (4.7) limitning to'g'riligmi anglatadi. »
4.18—misol. Quyidagi

< €&

lim (1 + '—) =¢ (4.9)

cro e
tenglikni isbotlang {(bunda e =2.71 .. }

<« Buning uchun += ga intiluvchi ixtiyoriy ¥, ketma —
ketlikni olaylik. Bu holda barcha k=123.. lar uchun x, >1 deb
garash mumkin. Har bir x, mng butun gismini 7, orqali
belgilab, ushbu [x,] =7, (k=12 ) += ga intiluveh
n,.n,.., A, Dnatural sonlar ketma--ketligini hosil gilamiz.

Ma'lumki,

1
lim{l + —)" =e

n-»x n
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Bu munosabatdan
. I,
Inn (L+ =)y ¢
e M,
eKam kelib chigadi.
Endi ushbu
[v ] =mn, = n < x, - ne =

1 ! [ | ] |
e = b = e e— ]
ol v, ", n, 4| X, 1,

A

nunosabatlar o'ninli bo'lishim e’tiborga olib, topamiz:

Nt . n,ooL

’ [T A P f 1
Iy — = ]l 4+ = F B .
L | J [ X, J ( ", J (4.10)
Biroq

; ", w1l Y

o | . Py l
Simor s — ] = lim Af(l-l | [1+ — \’ ’:c.
X et 1) " )kk n, b1 \ n, +1,

( ] oy
Iim']+l] = lim I+—l] I+i =e
" "“'L ) moree n ) n,

limitlar  o'rinli bo'lgani uchun (4.10) tengsizliklarda {bunda
v. »+= ) hmitga o'tsak, izlangan (4.9} limit kelib chigadi.

Endt = ga intiluvchi ixtiyorly v, ketma--ketlikni olaylik.
Bunda v, - -1 (=12.) deb garash mumkin. Agar y, - -x, deb
belgilasak, unda v, -»>4x va 1, >1 (k=12 ) bo'ladi.

Ravshanki,

PR A R G S LY
U B~ I PR

Undan
v, { v, \
lim [l+ l—1 - lim I[] + - L ] (l ! b
S N e L D A )
Shunday qilib, -« ga intiluvchi har ganday x, ketma  ketlik
olinganda ham f(x) = (1 4 l)‘ funksiya qiymatlaridan tuzilgan
EY ’
_ 1
roo={1e b J
L
ketma —ketlik hamma vaqt e limitga ega ekani isbotlanadi.
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Funksiya hmitining Geyne ta'rifiga ko'ra

Inn (l + —LJ = ¢
R x

limit ham o'rinli bo'ladi. »

4" Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar. Faraz
gilaylik, «(x) va gcv) funksiyalar ¥ ck to'plamda berilgan bo'lib,
¢ shu to'plamning limit nugtasi bo'lsin.

19—ta'rif. Agar

lim o (x) =0

bo'lsa, «(x) tunksiya x->a da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Nasalan, x>0 da @(x)=sin x funksiya cheksiz kichik funksiva
bo'ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya ¥ to'plamda berilgan bo'lib,
lrillla f(x)-b6
bo'lsin. U holda
a(x)= f(¥)-b
funksiya x—a da cheksiz kichik funksiya bo'ladi.
< Hagigatan ham, funksiya limiti ta'riflariga ko'ra
l‘jxl’la f(x)y=b=|f(x)~ b!< £ ir,z(.r)] < e ljn))ﬂ a(x) =0
bo'ladi.
Demak, bu holda
f(x)=h+a(x)
bo'ladi. »
20-ta'rif. Agar
i, 1) = 2

bo'lsa, pA(x) funksiva x-»a da cheksiz katta funksiya deyiladi.
Masalan, x-»0 da /f(x):' funksiya cheksiz katta funksiya bo'lad1.
X

5-§. Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalarning
xossalari

Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalar ham yaqinlashuvchi
ketma — ketliklar singari qator xossalarga ega. Ularning isbotlan
ham yagqinlashuvchi ketma --ketliklarning mos xossalari isbotlan
kabidir.

1. Tengsizlik belgisi bilan ifodalanadigan xossalar. Y cr



to'plam bernlgan bo'lib, o esa uning limil nuqgtasi bo'lsin. Bu
to'plamda /oy tunksya anglangan.

1). Agar ushbu hm/¢vy b Tt mavijud bo'lib, b p (b g
bo'lsa, « ming vetarli kichik atiofidan olingan : (v=¢) ning
gqiymatlarida /(x)-; (7(\)- ¢) bo'ladi.

Agar ushbu lim fix) b limit mavijud bo'lib, 4.0 (h<ty bo'lsa,
@ ning yetarli kichik atrofidan olingan » (x»0) ning giymatlarida
f -0 (f(x)<0) bo'ladi,

2). Agar ushbu Im /(¥) Limit mavjud bo'lsa, @ ning etark
kichik atrofidan olingan + (x £«) ning qiymatlarida /(x) funksiya
chegaralangan bo'ladi.

6-eslatma. Funksiya chegaralanganligidan uning chekli
limitga ega bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan,
70 s funksiya chegaralangan, ammo x—0 da bu funksiya

X
hmitga ega emas.

A to'plamda ) va f,(x) funksiyalar aniqlangan bo'lib,
@ esa ¥ ning limit nugtasi bo'lsin.

3). Agar argument x ning @ nuqtaning biror Us(a) atrofidan
olingan barcha giymatlarida

S [, (0)
tengsizlik o'rinli bo'lib, hm  fi{x), lim f,(x) limitlar mavjud
bo'lsa, u holda
lm f,(x) £ lim Sy (x)
tengsiziik o'rinli bo'ladi.

4). Agar argument x ning « nuqtaning biror Us(a) atrofida

olingan barcha giymatlarida.

Hds f(x) € /()
tengsizlik o'rinli bo'lsa va lim /,(x), lim f,(x) limitlar mavjud
bo'lib,

hm /i (x) = lim f,(x)=h

bo'lsa, u holda
hm f(x)- b

e

bo'ladi.
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4.18—misol Ushbu
lim vocos — (x #0)
A ‘<

limnit topilsin.

. : 1 _
< Ravshanki, bir tomondan xcos —  tunksiya uchun
R4 ’

- |x| < xcs - x| tengsizliklar bajariladi, ikkinchi tomondan,
RY -

I(ixy.l()( - \xl) : l.m.‘,l‘.l =0

. 1
Demak, yugondagi 4) - xossaga ko'ra imxcos =0 _»
ol X
2%, Chekli limitga ega bo'lgan funksiyalar ustida arifinetik
ammalar. © to'plam berilgan bo'lb, ¢ umng limit nuqtas

bo'lsin. Bu to'plamda f(x) va g(v) tunksiyalar aniqlangan.
1). Agar x »u da f(x) va g funksiyalar limitga ega bo'lsa,
/)t g(x) funksiya ham funksiya ham limitga ega va
Ijm (feot g(x))"- lim /(x)+ lim g(x)

N ora X pa2
tenglik o'rinli.
2). Agar x >« da s(x) va gv) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
7(x) g(x) funksiya ham limitga ega va
hn (/(x) - g(x)) lim f(x)-lim g(x)
tenglik o'rinli.
4-natija. Agar x-»« da /(x) funksiya limitga ega bo'lsa, unda
& (x) funksiya bam limitga ega va
lim (k7 (x)) =k him f(x) (k = const)
tenglik o'rinh.
3). Agar x->a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lib,

m g(x)= 0 bo'lsa, /f"; funksiya ham limitga ega va
¢ oo olx

. 11 X
lim L) ll I_gi(_._)
xra g(v) i g (x)

tenglik o'rinki

7-eslatma. 1). Yuqorida Kkeltitilgan 1- va 2- xossalar
qo'shiluvchilar, ko'paytuvchilar soni ixtiyoriy chekli bo'lgan
holda ham o'rinli.

2). x-a da /() va g funksiyalarming  yig'indisi,

1nq



ho'paytmast va nisbatidan iborat bo'lgan funkstyalaring limitiga
cga bo'lishidan bu tunksiyalarming hat buining  limitga  eqga
bo'lishi dom kehb chigavermavydi. Nlasalan,
| . - .
E IR BT ¢(yv) s ! tunksivalat  yig'indisi Axrdoa(a-
, s
bo'ltb, « »u da stgeecag »1 bo'ladi, Ammo v->0 da 7o va (v
funksiyalorming har biri Iunitga ega emas.
4. 19~misol Quyidagi
vt v b~
hm - - o :
ol v
ltmitni hisobtang.
< Sodda olinashtinshlar yordamida topamiz;

»

L N T S (v- Dy+(x - (e 1)
S A

I - - — = lin —_ -
Vool voo | v iy 1
i O Y N R O I B O S B I S A G UL e ke D
i ; A RS S
- v
H{n 1+ 1)
by 20 3 o rin
2
Demak,
L A SR B Hin 1)
I - A A AR
C | 2

6—8. Funksiya limitining mavjudligi haqida teoremalar

1. Monoton funksiya limitining mavjudligi. ' fo'plam
benlgan bo'lib, ¢ (chekli yoki « ) esa shu to'plamning limit
nuqgtast va barcha e x lar uchun xwa bo'lsin. Bu t to'plamda
/() tunksiya aniglangan.

10=teorema. (v funksiya v to'plamda o'suvchi bo'lib, u
yugortdan  chequialangan  bo'lsa,  funksiya o nugtada  chekli
limitga cqa, ynqoridan chegaralanmagan bo'lsa, uning lindtl 1=
bo'ladi,

v to'plam berilgan bo'lib, @ (cheklt yoki - = } esa shu
to’plamning limit nuqtast va barcha «c v lar uchun v -« bo'lsin,
Bu v to'plamda /() tunksiya aniglangan.

I1-teorema. Agar s(v) funksiya : to'plamda kamayuvehi
bo'lib, u quyidan chegaralangan bo'lsa, () tunksiya a nuglada
chekli limitga eqa, quyidan chegaralanmagan bo'lsa, uning limiti

PR



= Do'ladi.

Bu teoremalar monoton ketma  kethikning lunits mavjudhig
haqidagi teoremalar kabi 1sbotlanadi.

29, Koshi teoremasi. Endi funksiya hmitiming mavjudhgi
haqidagl umumiy teoremani keltiramiz.

Ve to'plam bernilgan bo'hb, ¢ uning limi nuqgtasi bo'lsin.
Bu to'plamda /() funksiya berilgan.

21—ta'rif. Agar v -0 son uchun shunday ¢ -0 son topilsaki,
argument  x  ning 0. wed 0% 1.8 tengsizhklarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ' va x* giymatlatida

Lfiv™ - f(e w

tengsizlik o'rinli bo'lsa, s(x) lunksiya uchun « nugtada Koshi
sharti bajariladi deyiladi.

. I
4.20—misol. Ushbu /(x) - xvsm - funksiya uchun v-0 nuqgtada

Koshi shartining bajarilishini ko'rsating.
< Haqigatan, v->0 son olih, 5 ni o ’2 deb qgaralsa, u holda

¥ ning
-

.\'”! P

2
tengsizliklarini qanoatlantituvehi ixtiyoriy x.x" qiymatlari uchun
quyidagiga ega bo'lamiz:

0« a0 fx]e '2 J0exoof

L/ x™ = fex)] - jx"sim I” - x'sin -l»r < '
I X v
Bu berilgan funksiya uchun +-0 nuqtada Koshi sharti
bajarilishini ko'rsatadi. »
f(x) funksiya uchun a muqtada Koshi shartining
bajarilmasligi quyidagini anglaladi:

va>0 son olganunizda ham shunday »>0 va 0<px -a<d.

v
xS
”

X

o .
v'sin 'l < x|+ ’.r'l < e
c

0<lx"~d <4 tengsizliklarni ganoatlantiruvehi v x” (x'e X . x"e X)
qiymatlar topiladiki,
[/ (x"y  fxn)zx
bo'ladi.
Masatan,
!
Sy = cos -~

X

funksiya uchun x=0 nuqtada Koshi sharti  bajarilmaydi.



Hagigatan vo >0 olganinuzda ham « 1 va
I . |

R - X N
R (2k + D

[ . , . A
nuqtalar uchun |4 -~ }lbo'lganda x|« 8 ¢l & bo'lishi
2r0 ! ' !

1avshan,
VASRENARS
bo'ladi.
12—teorema.(Koshi). /() funksiya « nuqgtada chekli limitga
ega  bo'lishi uchun bu funksiya uchun a nugtada Koshi
shartining bajarilishi zarur va yetarli.
< Zarurligi. x->« da /(1) funksiya chekli limitga ega bo'lib,
him f(x) - & bo'lsin. Funksiya limiti ta'rifiga ko'ra Ve>0 son

- Jcos( 28 4 xr o cos 27r| =2 >¢

-olinganda  ham '2 ga asosan shunday o:-0 son topiladiki,

argument x ning 0. x| s tengsizliklaini ganoatlantiruvehi
qiymatlarida
. ¢
/ ( \-') . b e
| B
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Xususan, ushbu

0« |.\" B ulf: S = |[f(x) - h|< %

()<|I).'"'—Ur<t’; = S - h,< —;-

munosabatlar o'rinli. Bundan

/(xDY) = fem] € | f(x - i+ |/ (x")y = b|< e
tengsizlikning o'rinli bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa f(x) funksiya
uchun @ nuqtada Koshi sharti bajarilishini ko'rsatadi.

Yetarliligi. /(v) funksiya uchun « nuqtada Koshi sharti
bajarilsin, ya'ni vr>0 son olinganda ham shunday ¢>0 son
topiladiki, ¥ ning  0-¥-ad<s 0< ' -d s, tengsizliklarni
qanoatlantiruvchi ixtiyorty «'. x" qiymatlarida |/ (x') - f(x")] < &
tengsizlik o'minli. Bu holda /(x) tunksiya x-»« da chekli limitga
©ga bo'lishini ko'rsatamiz.

@ nuqta v to'plamning Lmit nuqtast. Shuning uchun
to'plamning nugqtalaridan ¥, (x, #a4.n-123 ) ketma - ketlik

i



tuzish mumkinki, hmy, ¢ bo'ladi ketma kethkh hmitt ta'tifiga
kora, vuqorlda olingan o -0 son uchun shunday », eV son

topiladiki,  barcha TR la1 uchun Heqv, ale 9 va

0., u;« o tengsizlikla) o'nnh bo'ladi Bu tengsiziiklarning
bajaribsludan esa, shattga ko'ra

[/ %, ) Sexo] e
bo'lads. Demak, fux,) fundamental  ketma - kethk. U
vaqinlashuvchi. Biz.  f(x,) ketma kethk limitini ¢ bilan

belgilavhik, lm f(x,0 A Endi v to'plamuing nugtalaridan

tuzilgan va  d ga intiluvehi axtivorty - X, ketma - kethik
XL eralx, Faqna 1,230 olinganda  ham () funksiya

givmatlaridan tuzilgan 7y mos ketnia ketlik ham o'sha # ga
intilishini ko'rsatamiz.

Faraz gilayhk, v ax, 2 an 12 ) da st ok
bo'lsin. X, va X, ketima - ketliklar hadlandan ushbu

’ v s ’

X,UX]LX X Lox oX L XX
ketma - ketlikni tuzayhk. Ravshanki bu Ketina- kethk « @ga
intiladi. U holda
L L) SO SO0 S () S () FACSA TR Y
ketma- - ketlik fundamental bo'lib, chekh limitga ega. Bu limitnm
i+ bilan belgilaylik. Agar fix,) va o) ketima ketliklarning
har biri  (4.11) ketma ketlikning qismiy ketina - ketliklari

okanini  e'fiborga olsak, u holda (v, ) > b, Jxy o hT
bo'lishini 1opaniz.
Demak,
h® h-h

Shunday gilib, 7(v) funksiva uchun ¢ nugtada Koshi shaiti
bajarilishidan ¥ to'plamn nuqtdldrldnn tuzilgan va @ ga intiluvchi
har ganday \,,(\,, #a.n =12 ) ketma -ketlik olinganda
ham mos f(x,) ketma kethk bltla songa intilishini topdik. Bu
esa funksiva limitining  Geyne tarifiga ko'ra /(0 funksiva
a nuqiadan chekli limitga ega bo'hshim bildiradi. »

8—eslatma. Jsoshi sharti va Koshi teoremasi x >a-0 50 0
bo'lgan hollarda ham yuqoridagiga o'xshash itodalanadi va ishot
etiladi.
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7—8§. Funksiyalarni tagqoslash

Y oto'plamda f¢0 va g tunksiyalar aniglangan bo'lsin. Biror
a  nugtamng - (@jc XV atrotida  /s(v) va g [unksiyalarni
taggoslash masdlasint qaray miz.

22—ta'rif Agar s(o va (v [unksiyalar uchun shunday >0
va ¢ .0 sonlar topilsaki, baicha v e U (a) lar uchun

RS PR (1.12)
tengsizhk  bajarilsa, x-»« da 70 tunksiya (x) funksiyaga
nisbatan  chegaralungan  deyiladi va  f(x) - O (g(x) kabi
belgilanadi.

Shuni  ta'kidlash  lozimki, bu  ta'rifidagi x->«  belgi
gqaralayotgan (4.12) munosabatning « nuqgtaning biror atrofida
o'rinhi bo'lishint ifodalavdi.

Masalan, «»0 da x° ©O(x) bo'ladi. Haqiqatan, ixtiyoriy
velngny lar uchun, ya'ni ve( 11) lar uchun ' <d tengsizlik
bajanladi.

Agar /(1) funksiya ¢ nuqtaning biror atrofida chegatalangan
bo'lsa, voa da  fivy=0() kabl yoziladi. Nlasalan,

'
Soy= 1+ x) funksiya x=0 nuqta atrofida chegaralangan (chunki

(1) e )
1

Shuning uchun (1+x)* = @) deb yozish mumkin.

23—ta'rit. Agar x—a da f(x) va g funksiyalar uchun
JxY=O(g(xy va g(x)y=0(/(x)) munosabatlar orinli bo'lsa, x—-a
da 7(x)y va (v funksiyalar bir xil tartibli funksiyalar deb ataladi.

Masalan, f(y=x, g(x) 2v4 xsinv bo'lsin. Ravshanki, x—0 da

!r’s ’2 v+ vosIin ".i"' 3]1‘[
tengsizliklar o'1inli. Bu esa
N O2x + 8 x), 2v 4 xsinx — Ox)

bo'lishini  bildiradi. Demak, x >0 da /(0=x, g)=21+rsinx
funksiyalar bir xil tartibli funksiyalar bo'ladi.

Yuqorida kelitirilgan ta'utlardan, v s« da

FYoXes



Sy Ocgann Sy O oo feyg s Ounian
favy Ocf v £ Oufeny s Lo by Ocfoe £,
SO - OCCeN fo Ouriyn = 00 L=
kabi munosabatlaming o'nind ho'lishin ko'rsatish (uyin emas,
13~teorema  Agar o va pig (oo da fuaso o)
funksiyalar uchun nskbu

limit mavind va 0. e o bo'lsa, xosa da f(0 VA g bir xif

tastibli funkstyalar bo'ladi.
« Ushbu
limn T e
1o (\r{r)
limit mavjud va 0 - |{< « bo'lsin. U holda
(x) . xy 1
LASLENE yiix. LA
g{x) TR ¢
bo‘ladi, bunda y(x) va y.(v) funksivalar cheksiz  kichik
funksiyalar fim y,(v) 00 hm o (v 0. Demak, d nuqtening yetarl

, by

kichik atiofi . (@ da 7, (v) va y,(v) funksivalar chegaralangan
bo'ladi. U holda barcha 1«77 (0 lar uchun

e s ke g (~\')| -k (k = const )
tengsizhklar o'1inh bo'lib, T va & (1) funksiyalar uchun
’ g{x} fO :
18 (x) Sl 1l

tengsizhklarga kelamiz. Demak,
|£ o] o+ olg o],

{ .
lg ¢ v)] < [— vk W;,/'( o)l
]

Bu esa
Sy Ogg(x), gla) =00/ txn
ekanin bildiradi. »
24—1a'rif. Agar v -a¢ da /() va g(x) funksiyalar (vzo. da
g(vy#0) uchun
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FARR.

I -
(v
Do'lsa, v s s va wng lar ekvivalent tunksiyalar deb ataladi.
FRvivelent runksryalar

Slvy e ()
kabi belgtlanadi
NMasalan x>0 da 710+, o) siny funksivalar ekvivalent
funkstyalar. + wna.
Agar v saoca Sl gl gy st bo'lse, u holda v >« da
J0) sty bo'ladl. Darheqidqat, v »a da f(x) g(v) bundan

AR 2
=Ly > a da ¢(xy siv), bundan hm S =2 ]
e (v S (x)
kehb chigadi, ulardan
fx : fiv) gl
= liin - < heo= e
s (X Ve g v ) v g (v

limitga ega bo'lamiz. Demak, /(1) s(x)
25—tarid. Ager /(y va g(v) cheksiz kichik wunkstyalar uchun
JUx) ) g ()
tenglik o' tinli bo'lib, bunda I:q;ﬂu(.v) 0 bo'lsa, » >« da s
funksiva «in ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
deb ataladi. U
FLe)  oigy))
kabr baigitana-li

Agar /(v funksiya ¢ nuqtanung biror atrotida cheksiz kichik
funkstya (va'ni x-»a da /(v) »o } bo'lsa, u fix)-o() Kkabi
yoziladi.

Ravshankt, agar « »« da /(v va w0 funksiyalar uchun
Fx) - o{g(vn tenglik o'tinli bo'lsa, u holda bu tunksiyalar uchun
Sy =0g(v)) tenglik ham o'rinli bo'ladi.

Yuqonda kelitirilgan  ta'niflardan  foydalanib  “katta 0" va
"kichik " orasidagi  bog'lanishlarni  ifodalaydigan quyidagi
munosabatlarni keltirib chiqarish mumkia:

S S O [ s ot f (v 2 ARSI RS

S ot DGO L) SO en » x) o(f ().

S - Ou . S0 o) S x) ol (xg(x)
"Katta 0" va "kichik " ishtiok etgan tenghklaming oddiy
ma’'nodagi tenghklar emaslioin ta’kidlaymiz.

Py



LA S U 2 o= SivYy otz o) [y oafaia)

muoncsat atied 11 70 - 0 @l i osa chuganish Xato belad
Zndi Kichik o0 va ekvivalentiik  beligdan bilan boyg langan
funksiyalar orasidagi munosabatlain ifodalaydigan teoremam
keltiramiz.
14—teorema. x-»a da [(x) va gy funksiyalar {x#o da f(x)=0.
etvy# 0 ) ekvivalent bo'lishi nchun
g(x) - f(x) = olglx),
yoki
Sy - g(x) = o(f(x))
tenglikning o'rinli bo'lishi zarur va etarli.
« Zarurligi. » »e da sy va v funksiyalar ekvivalent

- . \ . . J(x) .
bo'lsin. f{x)~ z(x). U hclaa ta'nfga ko'ra hm -‘-_—--) =1 bho'hb,
Ve grlx
|'1 A ‘v _" _'-!A il
o7 (o N
sl - A R T AR v
AP'\‘ ’;‘x’ 1 g(.«()

kelib chigadi. Demak, g(x) - ()= o{g(x).
Yetarliligi. v->« da g(x)- f(x) - o(gix)) bollsin. U holda
x—»a da

S(x) _gx) o fLx) e(g ()

g(x) g(x) £(x)
bo'lib, undan
(x BYFRRE
lim ,(l AS: _‘] = Ly
r-—):\ ‘gir}' X a 51-/\_\-)

kelib chiqadi. Bu esa i!iﬂ’]a -“;—((‘3-=| ya'ni f(x)- g(x) ekanim

ko'rsatadi.»
5—natija. Ajar, x>« da f(x) va g funksiyalar uchun
T S e
e fx
bo'lsa, u holda ushbu
g(x) ~ ¢f (x)
va
() = ¢ (XY + oS
munosabatlar o'rinli bo'ladi.
<4 Shartga ko'ra



him =— = (" 2 0
v S
bundan
. g£{x)
Iim 2 =
©oear (./ (1)
kelib chiqadi Demak, g(x) F/x).
Yuqorida isbot etilgan 14 teoremaqa dSOsan

f (X)) g(x) = olef(x) ol f(x) ko'rinisnda yozish murmkio
undan

glx)=¢  (x)+ 0olgix}
ekani kelib chigadi. »

Endi funksiyalarning ekvivalentligioa esoslangan  hamda
funksiyalarning  limitini  hisoblashda  tez -tez  foydalaniv
turiladigan teore nam koltirem:z.

15—teorema~. Accr v sa da f(xV~ f,0) va glx) - g(x) bo'lib,
ushbu

limm Slx),
tod g (x)

limit mavjud bo'lsa, u bolda im ;’—::: limit ham mavjud va

TALIN lim S0
Feeg(x) e g (x)
tenglik o'rinli bo'ladi.
<« Shartga ko'ra x—a da f(¥)~ fi(x), g(x) g(x). U holda
ushbu
SLxX) = fi(x) + o fi(x),
glx) =g, (x)+o0(g,(x)
tengliklar o'rinli bo'ladi. Natijada
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ol (v
) f.ix }[ 1 J
fO) gy Al o) L

e g(x) v g (X))t o(e ey e { e en)
Gl ote e 1y e
B v )

R EACS)
= lim L9 i SN, him S
veg ) ey "(2.(‘)) v g (X))
g (x)
beo'lisht k=lih chigadi. »
Funksiyatarni ularga envi - €35 .0 va e Ll w Swashtinsh
natijasida ko'pgina tunkalva]armnq himitlari sodaa hlsoblanadl
A.2x ~misol. Jshbit
coy - Ces 2x
hm ——— -
vl X
limitni hisoplang.
<« Ravshanki,

- 3y x
) ) 2 s S
cos X cos 2x

lin = lim -
x »0 x“ v 0 X
Endi »-»0 da
. 3x 3x ) XX v
SN —— = —= + o(x). SN - = -+ o(x)
2 2 2 2
munosabatlarni e'tiborga olib topamiz:
. 3x . x 3 1
2 sin -sin - (x+o(xN( . x+o(x)
fim —~————“2————2- = 2lim ~ - »-—22- _— =
v 0 X © 50 X
: ?
x"+o0(x") 3
= 2 lim S—m—— = .
v 0 x 2
Demak,
. COs ¥ —cos 2x 3
m ——= - >
-0 x° 2
g—eslatma. Biz 1 —barc. o« ¢, " “ wva " " Je 3lar bilan

boo'langan fuiksi- ol o'tgardik. Banda a chekli deb qaraldi.
a = 2 bo'lgan holda tham yugodidagices  ‘ushuncha  va
teoremalar ta'riflanadi va o'rganiladi.

Mashqlar.

114



4.22. Sonlar ketma - ketligl limitian ta'riflarining
ckvivalentligi isbotlansin
4.23. Sonlar ketma--ketligining chegaralanmaganligl ta'nifi
kelitirilsin.  Chegaralanmagan ketma -ketlik cheksiz  katta
miqdor bo'ladimi?
4.24. Ushbu
(- H" . 4
Y B —al s =
v, ﬁ n{ n 3 ) (v =1.2,3...)

Ketma - ketlikning cheksiz kichik migdor ekani isbotlansin.
4.25. Ushbu

3
v, =lgg+lg-+ . +]g-’—1—+—] (n =1.2.3.)
1 2 n

ketma — ketlikning cheksiz katta miqdor ekani isbotlansin.
4.26. Agar x, va » ketma—Kketliklar limitga ega bo'lmasa,
x,+Vy,. X,»¥, ketma —ketliklar limitga ega bo'lishi mumkinmi?
4.27. Agar
Iimx, =0, lmy, =0

H-» 0 n-» ™

_H

bo'lsa, ketma - ketlikning limiti to'g'risida nima deyish

mumkin? (Odatda, uni 3 ko'rinishdagi aniqmaslik deyiladi)
4.28. Agar
hm x, =»  limy, =
x" - . .
bo'lsa, v ketma —ketlikning limiti to'g'risida nima deyish
mumkin? (Odatda, uni © ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi).
o

4.29. Agar
lim x, =0 limy, =

bo'lsa, x,¥, ketma-— ketlikning limiti to'g'risida nima deyish
mumkin? (Odatda, uni 0.« ko'rinishidagi anigmaslik deyiladij.
4.30. Agar
lun x, = +0 (L)

"o

lim y, = =0 (400)

R
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bo'lsa, v, + Vv, ketma- ketlikning limitt to'g'tisida nima deyish
mumkinki?  (Odatda, um  « «  ko'nnishdagi enigmashk
deyiladij.

4.31. ¢ sonimng irratsional son ekani 1shotlansin.

4.32. ¢ soni taqnbily hisoblansin.

4.33. Ushbu

- kYT
l\lp‘(l + ; J = ¢
limit isbotlansin.

4.34. Agar ichma-ich joylashgan segmentlar pnnsipida
barcha segmentlar mos intervallarga aylantirilsa, pnnsip o‘nnh
bo'ladimi?

4.35. Har ganday sonlar ketma- ketligining yuqon va quyl
limiti mavjud bo'lishi isbotlansin.

4.36. To'plamning limit nuqtasi ham to'plamga tegishh
bo'ladimi?

4.37. r(o funksiya « nuqtada + limitga ega bo'lishi uchun
uning shu nugtada o'ng va chap limitlari mavjud bo'lib,

Sa+ 0y fla—-0)=h
tengliklar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli bo'lishi 1sbotlansin.
4.38. Ushbu
lim f(x)— 40 , lim f(x)=-x lim f(x)= +©

7w novi

lim f(x)= —x

limitlarning ta'riflari kelitirilsin.

4.39. Funksiya limiti Koshhi va Geyne ta'nflarining
ekvivalentligi isbotlansin.

4.40. Ushbu

Lim - Q,‘_‘\/E
ey Y
limit hisoblansin.
4.41. Agar
]+ x
N J T
/at 24 x M
bo'lsa

f(x)= Iinl J.x)

topilsin.



41.42. x>0 da

aj ftx)y=e¢',  g(v)- 100+ x
: 13
b} fiv)y=—. glx)= -—-
Y In v
v) fix)y- - gl = ¢
2 4 s
X

funksivalarning bur xil tartibl bo'lishi isbotlansin.



VvV BOB
Funksiyaning uzluksizligi

Funksiyaning uzluksizligi matematik analizning muhun
tushunchalaridan bo'lib, u funksiya lmti tushunchasi bilan
bevosita bog'langan.

1—¢§. Funksiya uzluksizligi ta'rifi

1. Funksiyaning nugqtada uzluksizligi ycRr to'plamda
fix) aniglangan bo'lib, aeX esa Y to’plamning limit nugtasi
bo'lsin.

1—ta'rif. Agar

Hm f(x) = f{a) {3.1)
bo'lsa, f(x) funksiya ¢ nugtada uzluksiz deb ataladi. Masalan:

1). 7(x)=x' +x+1 funksiya Vae R nuqtada uzluksiz, chunki

tim f(x) = l‘ir{ia(x: +x+l)=a’ +a+1= f(u)

2). Ushbu funksiya
1, agar x=0 bo'lsa,
S(x) = (signx)’ =
0, agar x 0 bo'lsa
uchun Vae R da

i, /) =1
bo'ladi. Ammo f(0)=0 bo'lganit uchun
lim f(x)# £(O)
Demak, f(x)=(ugnc)’ funksiya «=0 nuqgtada uzluksiz emas,
boshga hamma « # 0 nugtalarda esa uzluksizdir.

Funksiya limitning Geyne va Koshi ta'riflardan foydalanib,
funksiyaning ¢ nuqtada uzluksizligini quyidagicha ham
ta'rniflash mumkin.

2-ta'rif (Geyne). Agar ¥ci to'plamning elementlaridan
tuzilgan va w«ga intiluvchi har qanday x, ketma--ketlik
olinganda ham funksiya qiymatlaridan tuzilgan mos 1)
ketma - ketlik hamma vaqt s(«) ga intilsa, f(x funksiya «
nugtada uzluksiz deb ataladi.

3~ta'rif {Koshi). Agar ve>0 son uchun shunday ¢ -0 son



topilsakl, funksiya argumenti v ning |- o4 tengsizlikni
ganocatlantituveht barcha giymatlarida
Vxy - i
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
T a0, I 0, Ya e X o ay [0 = flade
bo'lsa, /(x) tunksiya ¢ nuqtada uzluksiz deb atalad.
5.1—misol Ushbu 7(x)=vx+4 funksiyaning x=5 nugtada
uzluksiz bo'lishini ko'rsating.
<« ve v son olib, bu » songa ko'ra #>0 sonni & 3 deb
qaralsa, u holda » - 5|« » bo'lganda
o oS eS|
SO =70 = Wava - 3= nrw i bl
bo’ladi. Bu esa yuqoridagi ta'rifga ko'ra, f(x)=vx+4 funksiyaning
x =5 nuqtada uzluksiz bo'lishini bildiradi. »
koshi tarifidagi |[x-a|<é va [r(x)- fa)<e tengsizliklar
mos ravishda

xelida)y va f(x)el' (f(a))
ko'rinishda ham yozilishi mumkin ekanligini hisobga olsak, atrof
tushunchasi yordamida funksiyaning uzliksizligini quyidagicha
ham ta'riflash mumkin,
4—ta'rif. Agar
Ve >0, 3650, YVxelU a): f(x)eU,_ (f(a)
bo'lsa, /(x) tunksiya ¢ nuqtada uzluksiz deyiladi.
5.2—misol. Ushbu
x, agar xratsional son bo'lsa,
J{x) =
- x, agar x uratsional son ho'lsa

funksiya x - 0 nuqtada uzluksiz bo'lishi ko'rsatilsin.

< Haqiqatan, ve»>0 son uchun 60 sonni s=¢ deb olinsa, u
holda vxet’, () lar uchun f(x)e (', (0) kelib chiqadi. »

Ravshanki, (5.1) o'rinli bo'lsa, ushbu Jm [f(x) - f(@)] =0
limit ham  o'mnli bo'ladi. Odatda x-« ayirma argument
orttirmasl,  fix) f(a) ayirma esa funksiyaning « nuqtadagi
oittirmasi deyiladi. Ular mos ravishda Ax va Ay (yokt v} kabi
belgilanadi:

\v=x~a, \v=\ - [(x)- f(a)
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Bu tengliklardan toydalamb vozanuz:
Noooa b, v fla b Ax) - fa)
Natijada (5 1) munosabat

bm Ay = 0
Yy 0

ko'rinishga ega bo'ladi. Demak, /ixy funksiyaning « nudtada
uzluksizligi  bu  nuqtada argumentning cheksiz - kichik
orttirmasiga funksiyaning ham cheksiz kichik orttirmasi mos
kelishi sifatida ham ta'riflanishi mumkin.

5.3—misol. v siny va y=cosx funksiyalarning Ve e€R nuqtada
uzluksiz bo'lishini ko'rsatilsin.

<4 Vvael nuqgta olib, unga \x orttirma beraylik. Natijada
y=sinx funksiya ham ushbu

Ay =sin(a + Ax) - sin a
orttirmaga ega bo'lib, -7 - Ax<rx bo'lganda
L\_v‘ = |sin( a + \x)—sin al = |2 sin &%cos{ a + p—‘)|

tengsiziikka ega bo'lamiz. Bundan lm Ay =0 bo'lishi  kelib

chigadi. Demak, y=sinx funksiya a € R nuqtada uziuksiz. Xuddi
shunga o'xshash - cosx funksiyaning ham Vae R da uzluksiz
bo'lishi ko'rsatiladi. »

20, Funksiyaning bir tomonli uzluksizligi. ¥ cr to'plamda
/i) funksiya aniqlangan bo'lib, a€ X' esa ¥ to'plamning o'ng
(chap) limit nuqtasi bo'lsin.

5—taTif. Agar x-—a+0 (x—a-0) da s funksiyaning o'ng
{chap) limiti mavjud va

S+ 0= lim ()= f(@), (f(a=0)= lim f(x)=/f()
bo'lsa, f(x) funksiya a nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz
deyiladi.

Masalan. Ushbu

T~ agar x#0
1+ 20
Sy =
0,
agar =0

funksiya uchun
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| +2

hm f(x) = hm *"[—.- =1z /()
[+2
bo'lganligi sababli, berilgan funksiva x-=0 nuqtada o'ngdan
uzluksiz bo'lib, chapdan esa uzluksiz emas.

Yuqorida keltunlgan ta'nflardan ko'rinadiki, agar /1)
funksiyva « nuqtada ham o'ngdan, ham chapdan bir vaqtda
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.

6-ta'rif. Agar f(x) funksiya xck to'plamning har bar
nuqtasida uzluksiz bo'lsa, funksiya \ to'plamda uzluksiz deb
ataladi.

Masalan, /(v funksiya (a.h) intervalning har bir nuqtasida
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu intervalda uzluksiz deb ataladi.

/(x) funksiya [a.b] segmentda berilgan bo'lsin. Agar bu
funksiva (a.#) da uzluksiz bo'lsa, hamda ¢ nugtada o'ngdan, »
nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, funksiya {«.5] segmentda
uzluksiz deb ataladi.

5.4—misol. Ushbu f(x)=¥x funksiyaning R to'plamda uzluksiz
bo'lishini ko'rsating.

4 Avval Vaee R\V{0) nuqtada mazkur funksiyaning
uzluksizligini ko'rsatamiz. ve»>0 son olib, bu songa ko'ra §>0

sonni & = ‘:—ifﬁu deb qaraylik. Natijada |x - ¢|< & bo'lganda
|x - af
If(x)y- flad|=Wx-Va|- e -
l | I \\/T +‘«/2:x+‘Ja"J

.
[x - af [x - aj
..... _ Loy

T Wi e VoW Vot

tengsizlik kelib chiqadi. Demak, funksiya VYee R\{)} nuqtada
uzluksiz.
Endi ¢=0 bo'lgan holda, ve>0 songa ko'ra 8 sonni o -« deb
olib, Jx - a} = [x|- ¢ bo'lganda
= f)= Wale Vo =
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bu esa berilgan funksiyaning =0
nugtada uzluksiz bo'lishini ifodalaydl. Demak, berilgan funksiya
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® to'plamda uzluksiz. »
2—§. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning turlari

7t funksiya v c R to'plamda amglanagan bo'lib, aelV
nugta . to'plam limit nugtasi bo'lsin

7—ta'rif Agar x—« da s(v funksiyaning hmiti mavjud, chekh
bo'lib. l.i".],, S(x)y=h= f(a) yoki ].I-IT.IN J(x)=w (+o.-%) bo'lsa yoki
funksiyaning limiti mavjud bo'lmasa, /(x) funksiya « nugtada
uzilishga ega deyiladi.

Funksiyaning « nugtada uzlishga ega bo'ladigan hollarini
alohida qarab o'tamiz.

1Y, \>a da ;(x) funksiyaning limiti mavjud, chekli bo'lib, u
/() ga teng bo'lmasin:

hm f(x) = b= f(a) (p - chekli son)

v sa

Bu holda, ushbu

f(x), agar c=aq bo'lsa,

ST =

" b, agar x=a bo'lsa

funksiya @ nuqtada uzluksiz bo'ladi:
l:irp, fiix)= l‘ima fle)y=b=["(a)

Shunday qilib, berilgan funksiyamizning bitta « nuqgtadagi
qiymatini o'zgartirib { f(a) o'rniga 4 olib) ¢ nugtada uzluksiz
funksivaga ega bo'lamiz. Shuning uchun, bu holda 7x) funksiva
bartarat gilish muinkin bo'lgan uzilishga ega deyiladi.

Nasalan, ushbu

x*, agar x=0
f(x)=
1, agar x=0

funksiya uchun Iimof()r) =0 = f(0) munosabat o'ninli. Demak, bu

funksiya x=0 nuqtada bartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilishga
ega (25— chizmaj.
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X,T‘

25— c‘hizma

20, Endi x—>a¢ da s(v) funksiyaning limiti mavjud emas
deylik. Bu holat, avvelo, r-»a da f(x) funksiyaning o'ng va chap
limitlan mavjud va chekli bo'lib, f(u-0)# f(a+0) bo'lganda ro'y
beradi. Shu holda funksiva ¢ nuqtada birinchi tur uzilishga ega
deyiladi va f(a+0)-f(a-0) ayinma funksiyaning a nugtadagi
sakrashi deyiladi. x—«¢ da f(x) ning limiti mavjud bo'lmaydigan
boshqa hamma hollarda funksiya a nuqtada ikkinchi tur
uzilishga ega deyiladi.

Masalan, 1) ushbu

[ ! —, agar x«0 bo'lsa
P 1+ 2+
f(x)=
0, agar x-0 bo'lsa

funksiya uchun
l%mof(.r):O, Iimuf(.r):l
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26 —chizma

YIL
r——D
—l
[
- }
R R - X
oL
i -
IS

Demak, berilgan funksiva -0 nuqtada birinchi tur uzilishiga
ega.
Uning 0 nuqtadagi sakrashi — 1 ga teng (26 -- chizma).
2). Quyidagt
Sx) = ]x]
funksiya v=p (p butun son) nuqgtada birinchi tur uzilishga
ega, chunki (27~ chizina):

I f(xy - bm |v|=p 1
LR Y] xvp Q

bim  f{x) = hm |[v} - p
\ .« “ LR ) 0

3). Ulshbu
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st agar -
todgar o

funksiya v o nugtada ikkinchi s uzilishga ega, chunkt x »+«0 da
Jeey=sin 1 funksivaning hmiti mavjud emas.

4j. Ditixle funksiyasi

| 1. agar ¢ irratsional son bo'lsa,

Diay=
¢ 0, agar x ratsional son bao'lsa

‘ to'plamning har bir o nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki
v~« da /1v) lunksiyaning o'ng limiti ham, chap limiti ham

mavud emas.
5). Ushbu
sy f . agury -0 ho'lsa

oaar =0 bl

funksiva uchun
lims(rbr im /{x) =0
Loe Y

bo'lib, bu funksiya -0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo'ladi

(28 - chizma).

28 -- chizma
6). Ushbu :(1)=ax tunksivaning n=7_f nuqtadagi o'ng va chap

Timitlari

{25



limox- o e

PR —

bo'ladi. Demak, (1) 0 tunksiva - nuqtada ikkinchi tur
uzilishga eqga.
3“. Endi x ».. da
him /) ke
bo'lsin. Unda lunksivaﬁiﬁq o'ng va chap limitlarl ham » (e, )
bo'ladi. Bu holda ham 7(x) tunksiva . nuqgtada ikkinchr tut

uzilishga eqga deyiladi.
Masalan, ushbu

/"('x):—lgt_u())_ Aoy o
funksiyaning » -0 dagi limiti + dir {bu holda

lim“l.- = dim ‘lg =+x)

Demak, berilgan funksiva r=¢ nuqlada ikkinchi tur uzilishga
ega.

Shunday qilib, /{x) tunksiva «¢X nuqtada

1. uzluksiz bo'ladi yoki,

2. bartaraf qilish mumkin bo'lgan yoki birinchi tur uzlishga

ega bo'ladi, yoki

3. ikkincht tur uzilishga ega bo'ladi.

t—eslatma. Agar .« \ nugta ¥to'planning bir tomonli
(ya'ni o'ng yoki c¢hap} lint nugtasi bo'lsa, yuqoridagidek
funksiyaning bu nuqtada uzlishi {o'ngdan yoki chapdan uzilishij
ta'rifi keltinladi.

2-eslatma. /(x) funksiya ¥ to'plamda uzluksiz bo'lib,
aeX nugta Y to'plamning limit pugtasi bo'lsin. Bu holda
funksiyaning .. nuqtadagi qivinati aniqlanmagan bo'lsa ham
v-»a da f{x) ning hmiti mavjud va chekli, ya'm bmn Sy b
(#-- chekli son) bo'lishi mumkin. Bu lhmit munosabatdan
toydalanib ¥ ey to'plamda uzluksiz ho'lgan funksiya tuzish
mumkin. Hagiqatan, agar

' /(x), agar ve X bo'lsa,
Sy = 1

b, agal x « bo'lsa
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deb ohinsa, natijada ot to'plamda uzluksiz /Txs funksiya

hosil bo'ladi.

Masalan, ="' funksiya « -+ ) (0.rx ) da aniqlangan

1
va uzluksiz. Na'lumki,
NI X
TTTT Rt
< v
Bu munosabatdan fovdalanib fuzilgan ushbu

DX '
MY agar «-0 bo'lsa
\

Sy -
i 1. agar v=0 bo'lsa

funkstya r da uzluksiz bo'tadi.
3—§. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi.

/(xy Tunksiya x oraligda aniglangan bo'lsin.

1—teorema. Agar /(x} lunksiva A oraliqda monoton bo'lsa,
u shu oraligning istalgan nuqgtasida yo uzluksiz bo'ladi, yoki
fagat binnchi tur uzilishga ega bo'ladi.

<4 /{x) funksiya ¥ oraliqda o'suvchi bo'lsin. ¥ ning
shunday .. nugtasini olavlikki, biror » -0 uchun (u-da+djcX
bo'lsin. Shartga ko'ra vee(u-4,¢) uchun f(x)s f{«) va Vee(a,a+d)
uchun 7(x) - () bo'ladi. Demak, 7(x) funksiva (a-8,4) da
yuqgoridan, («.a + d)da quyidan chegaralangandir. Monoton
funksiva limiti haqidagi teoremaga asosan
|ill‘l "‘f(.r) ~ a0y~ f(a), (*)

v

lim f(x) = fla+0) 2 fa) (**)

bo'ladi. Agar fle-m=f(a+0)= flay bo'lsa, funksiya « nuqtada
uzluksiz bo'ladi.  Agar fia-0)- fta+0) bo'lsa, shu nuqtada
funksiva binnchi tur uzilishga ega bo'ladl.

Agar « nuqta v oraligning chetki nuqtasi bo'lsa, yuqoridagi
kelishuvimizga ko'ra, bu nuqgladagy bir tomonli limitning
mavjudhgini ko'rsatish kifoya.

Ravshanki, /vy ftunksiya & oraliqda kamayuvchi bo’lgan
holda ham mulohazalaruniz xuddi vugoridagidek bo'ladi. »
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Fndi  monoton funksiyaning uzluksiz  bo'lshi haqudays
teoreman kelliramiz.
2—teorema. Agar ;i funksiya x  oraligda monoton bo'lib,
uning  qiymatlari  to'plami ¥, = {fxyxe N} buor oraligdarn
thorat bo'lsa, u holda bu funksiya v da uzluksiz bo'ladi.
< Aniglik uchun s+ funksiva v da o'suvchi bo'lsin. Faraz
gilaylik, vy funksiya teoremaning shartlarini gancatlantirsa
ham, u biror @ € ' nuqtada uzluksiz bo'lmasin. U holda 1
teoremaga ko'ra u birinchi tur uzilishga ega ho'ladi. Ya'ni
fita- Oy fla+h
bo'ladi {agar a nuqta ¥ oraligning chetkl nuqtast bo'lsa, (7)
yoki () tengsizlik o'rinli bo'ladi) Natijada
x+.a, bO'lsa, flu< fla-0
x> bo'lsa, finz fla+®)
bo'lib, sivy funksiya (fta-0), fla+0) intervaldagi ;02 dan boshyga
giymatlarni hech bir x ¢ X da gabul gila olmaydi. Bu esa 7iv)
ning giymatlari to'plami 7. biror oraligdan iborat ekanligiga
ziddir. Demak. funksiya «¢ nugtada birinchi tur uzihshga ega
bo'la ohmaydi. »

4—§. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar.
Murakkab funksiyaning uzluksizligi

1. Uzluksiz  funksiyalarning  yig'indisi, ayirmasi,
ko'paytmasi va nisbatining uzluksizligi.

3-teorema. Agar ;) va gx) funksiyalar x < kR to'plamda
aniglangan bo'lib, ularning har biri a€ X nuqtada uzluksiz
bo'lsa,

. J{x)
Jodglx),  fx)-gn). E}S (g(x)#0, vye X )
funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.

« Bu teoremaning isboti limitga ega bo'lgan funkstyalar
ustida aritmetik amallar haqidagi teorematardan bevosita kelib
chigadi. Masalan, ikkita uzluksiz funksiya ko'payimasi vana
uzluksiz tunksiya bo'lishini ko'rsataylik. s(x) va ) tunksiyalar
« nugtada uzluksiz bo'lsin:

i f(x) - f(a), lm g(x) - gla),



l! holda
W ¢/ Ceyg(en - lim £ (x)-lim gAY fla)g(a)

bo'lib, undan sy v tunksiyaning ¢ nuqtada uztuksiz bo'tishi
kelib chiqadi. »

3—eslatma. Ikkita funksiva yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi
va nishatt uzluksiz bo'lishidan bu funksiyalarning har binning
uzluksiz bo'lishi kelib chigavermaydi.

Masalan. Quyidagi (1)~ va

cos .agal x«0 bo'lsa,
,E,'(.l)t‘ «
0, agar x=0 bo'lsa

funksivalar ko'paylmasidan tuzilgan @(x)= veos ! tunksiva # da
uzluksiz bo'lgan holda w1 funksiya .0 nuqtada uzluksiz
emas.

Yuqonda  kelitinlgan  teorema qo'shiluvchilay  hamda
ko'pavtuvchilar sont ixtivony chekli bo'lgan holda ham o'rinli
bo'lishini ko'rsatish qiyin emas.

Endi teoremaning qo'llanilishiga misollar keltiraylik.

1)y cux a=const ne N tunksiya # da uzluksiz.

<4 Ravshanki, /(x  funksiya & da uzluksiz. Agar berilgan
funksiyani

Vo= ax T T a4 - x X .. X
: ——— o ——~
M

korinishda  ifodalash  mumkinligini c'tiborga  olsak, 3-
teoremaga ko'ra y=w- ftunksiyaning r da uzluksizligi kelib
chigady. »
Keltirilgan misol va 3--teoremadan butun va kasr ratsional
tunksiyalar
Px)—a,x" 4 a ¢!

+.ooba, Cha,.
N

" n
Gev_ A Sranxra,

0 -
box™abx™ v b x+b,

(avca o ca bbb, O'zgarmas  sonlal,  we Vome V) o'z

aniglanish to'plamlarida uzluksiz bo'lishi kelib chigadi.
2)~ VEIQY OV = O v SeC ALY = Cos ecx funksi_valar o'z cmiqldnish
sohalanda  uzluksiz.  Hagigatan, bu funksivalar  uzluksiz



tunksiyalarning msbati orqgali itodalanadt,

M ‘Murakkab funksiyaning uzluksizligi v= () funksiva A
to'plamda, : - ¢ty) funksiva esa ) to’plamda aniqlangan bo'lb,
ula; yordamida - - (/1) murakkab funksiva tuzilgan bo'lsin 4
bobning 1 - § iga garangj.

{—teorema. Agar ;=10) funksiya ae N nuqtada, o e(y)
funksiya esa a nuqgtaga mos kelgan . =/(a®) nugtada nzluksiz
bo'lsa, z=@(j(x)) murakkab funksiya ¢ nugtada uzluksiz bo'ladi.

< y=/(x)funksiva a€ .V nuqtada, - =¢(v) funksiya esa mos
v,: f(a) nugtada uzluksiz bo'lsin.

Ta'rifga ko'ra

Ve >0.30 >0 |v-v,|<o ey p{yv)l< .
g >0.30 > O,Ix . al N |j(}.\') - fla )l < T
bo'lib,
Ve > 0.36 >0 al<d jp(f(x))~ e(flay|<«.
bo'ladi. Demak, -=¢(/(x)) funksiya a nuqtada uzluksiz. »

Misollar qaraylik. 1} y=o' (a>D) R to'plamda o'suvchi
funksiya. Har bir »>0 da x=log,y ning mavjud bo hishidan
berilgan funksivaning giymatlari ¥ ={a’ :xeR} =(0,40) oraligni
tashkil etishi kelib chigadi. Demak, y=a' funksiya da uzluksiz.

2). y=log,x {a>1) Bu funksiya X =(0.+x) oraliqda o'suvchi.
Uning qiymatlan ¥ ={log, xixe(V+x)} =R ni to'ldiradi, chunki
har bir vekR uchun x=¢’ mavjud. Demak, y=log,x (a>1)}
funksiya, (0,+< ) da uzluksiz. '

Yuqorida keltirilgan ko'rsatgichli va logarifimik
funksiyalarning 0<a<! bo'lganda uzluksiz ekanligi ham 2--
teoremadan kelib chigadi.

3). y=x" (x>0) darajali funksiyani garayhk. Bu funksiyani

wlog, x

yv=x"=a {a>0,a#1)
ko'rinishda ifodalash mumkin. Agar ulog, x funksiya (0.+0) da,
a* funksiya esa R da uzluksiz ekanini e'tiborga olsak, u holda
murakkab  tunksiyaning uzluksizligi hagidagi  teoremaga
asoslanib  y=x" funksivaning (0.+=) da wuzluksiz bo'lishini
topamiz.

5-§. Limitlarni hisoblashda funksiyaning uzluksizligidan
foydalanish



tunksiya i ¢ # to’plamda amglangan bo'lib, « nuqta

ning limit  pugtast bo'lsin. - o) funksiva esa Yok

to'plamda  aniglangan.  Bu  funksiyalar vordamida 7. @(/(*))
murtakkab funksiva tuzilgan bo'lsin.

Agar lm foxo =y, mavjud bo'lib, = (1) tunksiya nugtada

uzluksiz. ho'lsa, u holda m @t fi ) mavjud va

lim @t fix ) ~ pty, )

X »a
tenglik o'rinli bo'ladi.

Avtaviik vo»a da 1o sy, va g(yy tunksitya o, nugtada
uzluksiz, ya'ni y »y, da g(y) > @iy, bo'lsin. U holda murakkab
funksiyamng limiti  haqidagl leoreniaga asosan {qaralsin, {1},
4 -bob) v>u da ¢7(xpy funksiya limitga ega va

I‘il]l‘(p(f(.\’)) - ]illa‘ @)= (v )
tengliklar o'rinli. Bu fengliklardan uzluksiz funksiyalar uchun
tunksiya 1shorasi ostida limitga o'tish qoidasi kelib chigadi:
im p(ftxn - p (']‘imd FARD)

Xususan, /{xi=x bo’lsa,
hm @(x) - @(lim v) = @(a)

5.5—misol. Quyidagi

Iim’(l+,u\')':' (g€ Rop=0)
ltimitni hisoblang.
« Biz buni lim (1+ ux)' = lim (1 + #x)”)" ko'rinishda

yozib olamiz. Ravshanki, x »t da y=px—0 bo'ladi. Bundan
quvidagini topamiz:

i

m (b + ,ux)‘l‘)" - [:]ltll‘(l + y)*i 2

- X " . . . -
Shu misoldan foydalanib, lm (1 + )" limitni ham hisoblash
! noee n

. . Ae
nuutikin., Bundan yek, x»0. Ravshanki, ci da va n-o>wo da
143

X ‘ :
v »¢. Shuning uchun

n
Bm (1 o+ 297 = lim (1 + p)’0® = (lm (1 + p) )" = e’
N »” Y e y » 0

131



5.6—misol. Quyidagi hmitlarni hisoblang.

A log )+ x) . ) L
a) b 7% 2 ey e (birinchi muhnm it
o N

“ > ar]y
.

R ] . . . .
b) lim ~-Ina (ikkinchs muhim limt o - 0a 2 1)
S

e ] . . L
V) m == = uehunchi muhim limit).
v N
< Bu munosabatlarni ishotlashda logarifmik, ko'rsatkichli va
darajali funksiyalarning uzluksizligidan foydalanamiz.

Darhaqiqat,
aj} holda
Im _li_‘)g "_(.I“f x)

hm log (b ) log chm (1 +xy )~ log e
1«0 X x sl

X sl

b) holda esa ' 127 deb v 50 da ¢ >0 bo'lishini e'tiborga olib

topamiz:
oat - . t | 1
- sl — - e — =g
e x v dog (b £ log ¢

tog cheadl + 0 %)

Nihoyat v) holda (1 +1)* -1 ¢ deb, so'ngra o D G >0 da

In{l+ )
¢ >0 bo'lishini hisobga alsak,
v ST o It +0) gl v
hm—”- A tim - ]mn{ Ao fud §_2\| -
Vol X ot v g vy ladl b ox) v :

kelib chigadi.
5.7-misol. Ikkita /() va vy funksiva vk to'plamda
aniqlangan va >0, o hugta v to'plammning limit nugtasi
bo'lsin.
Agar
lm () =h hopy limg(x) = ¢
X ea Y o2
limitlar o'rinhi bo'lsa,
himg foxen®
bo'lishi isbollansin.
< Hagigqatan, (/(x»*" tunksiyani
(Faonrs ey
ko'tinishda ifodalab, so'ngra ko'rsatkichli hamda logarifmik
tunksivalarning uzluksizligidan foydalanib, quvidagini topamiz:



L . e foa

e 2oam
¢

e foen? FIETINE
IR i b

t
tunksiya darajali  ko'rsatkichlt funksiva deb

Odatda (/ien*
atalady,

Datajali

1) l.il.ll‘ fvy ~ L illll‘ “(x)

ko'tsatkichh ¢/ cen®"" lunksiya quyidagt
A :

) lim f(v) =0t g(y) 0O
3) ]in} ftyy v lung(vy =0
hollarda  avval  (4-- bob, mashglar)
anigqmasiikiarni ifodalaydi. « »a da (/)" tunksiya 1 holda

2) holda o 3) holda < ko'tinishdagi aniqmasliklar deyiladi.

o'tganimizga o'xshash,

|
5.8—misol. Ushbn

. a' v b ;
IIII.IU — e - (aa~0.h -0)

hmiini hisoblang.
| a' oy bt ' X . . . X . .
itoda v »0 da 1”7 ko'rinishdagi aniqmaslikdan

iborat. Uni ochish uchun himit ishotasi ostidagi funksiyani qulay

ko'iinishda yozib olib, keyin limitga o'tamiz:
st

!is.‘,(l['_!':_’i} . nn.Li ;_'_;_{" "l'*"»i‘ {n;l!l.{([ - ,‘f;_l_;éi._.'.] ' JL

PR

i .Im'nl" "
I " , ,1 i -
lml[lo ! Ij-b I] I - :“h . =~/ll”
] Lo 2
Demak, v »0 da bentgan funksiyaning himiti ve» ga teng. »

6—¢§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

Biz ushbu paragratda nugtada hamda  oraliqda  uzluksiz
bo'lgan tunksiyalaming xossalarini o'rgananniz.
1%, Nuqtada uzluksiz bo'lyan funksiyaninyg xossalari (lokal
i tunksiya iz to'plamda  aniqlangan,

xossalar).



oo N x e X (8~ bo'lib, sy funksiva v nuqtada
uzluksiz bo'lsimn:
T f(x) = f{xy)

C'hekli limitga ega bo'lgan funksivalarning xossalaridan (3
bobning 4-§ iga qaralsin) foydalanib, v, nugfada uzluksiz
bo'lgan funksiyalarning ham quyidagi xossalarini ayta olamiz:

1). Agar f(v) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda x,
nuqtaning etarli kichik atrofida funksiya chegaialangan bo'ladi.

2). Agar /(v) funksiya v, nugtada uzluksiz va 1(x)#0 bo'lsa,
u holda, v, pugtaning yetarli kichik atrofidan olingan barcha x
nuqtalarda funksiya qiymatlarining ishotasi /() ning ishorasi
kabi bo'ladi.

1—natija. Agar /() funksiya x, nuqtada uzluksiz bo'lib, bu
nuqtaning yetarli kichik atrofidan olingan x nuqtalarda uning
giymatlari musbat ham manfiy ishorali bo'laversa, funksiyaning
x, nuqtadagi giymati nolga teng bo'ladi.

3). Agar /(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda
vs+~0 uchun x, nugqtaning shunday yetarli Kkichik atrof
topiladiki, bu  atrofdan ohngan ixtiyorty .. uchun
(x)- f"M)) <« bo'ladl.

<4 Hagqigatan, /0y funksiya  x, nuqtada uzluksiz

bo'lganligidan V. >0 son olinganda ham, : ga ko'ra shunday

P

s>0 son topiladiki, |r- v,/<d tengsizlikni ganoatlantiradigan
barcha + lar uchun |/‘(x)-f(.r',)|<: tengsizlik bajanladi. x,

nuqtaning yetarhi kichik atrofidan olingan x',x" nuqtalar uchun
ham

|F(x)y = /(x| < fz— Sy = feh< &
tengsizliklar o'rinh bo’lib, undan |7(x") - f(x"f<» tengsizlik kelib
chiqgadi.
Funksiyaning nugqta atrofidagi xossalari uning lokal zossalari
deyiladi.
2%, Segmentda uzluksiz bo'lgan funksiyalarning xossalari
(global xossalar). Aytaylik, 7(x) funksiya



Lo AT tv v R voooh)

segmentda aniglangan bho'lsm.

S—teorema. (Bolsano  Koshining brinchy teoremasy. Agar
“o inksiya (¢ segmentda uzhiksiz bo'lib sequentning chelki
nugtalorida hor xil ishorali giymatiarga eqga bo'lsa, u holda
shunday (i - 0y nugla topiladiki, u nuqgtada funksiya nolya
aylanadi:

J(cy 0O

Bu teorema geometiik nuqtavi nazatdan, uzluksiz egri chiziq
v o'quuing  bir tomonidan  ikkinchi  tomoniga o'tishda uni
albatta kesib o'tishni ifodalaydt (29 chizma).

29 —~chizma.
< ;ou funksiva {ao4) da uzluksiz bo'lib, fia)< 0. f(h)~0 bo'lsin,
{fen -0 f¢py <0 bo'lgan hol ham shunga o' xshash qaralishi

. at b L. .
mllmklll}. |al.h| seglnenlnlng fZ ’ nllqtdsml Ollb, bu nuqtada

/(v) funksiyaning

L . +/ ' b -
(qtvinatini gqaraymiz. Agar /(“2 =0 bo'lsa, ="'~ deb olimb,

“~

unda /() 0 va demak, teorema isbot etilgan bo’ladi. Agar

! h)v“-U bo'lsa, [u. ': "].[" : b ,i»] segmentlardan  chetki

- - “

nuqtalarida  7(x)  tunksiya turli ishorali  qiymatga ega
bo'ladiganimi  olib. uni  {u,.4,| orqali belgilaymiz. Demak,
Jfad <0 fthy>0  bo'hb, (e .k | segmentning  uzunligi  esa

P , L . a + kb RS
fow. boladi So'ng (a5, segmentming ' nugtasin
. _ : o a4 B

olib, b nuqtada /() ning giymatinl qataymiz. Agat /¢ '; Yy o



y o+ .
bo'lsa, = N " deb olimb, unda sy ¢ va bu holda teorema

. a1 a, ek ' i : b1, v !
isbot bo'ladi. Agar " y=a bo'lsa, kK i'-fz. )—‘J! AR
¢ \ ,

segmentlardan chetki nugtalarida 7o) tunksiya turli ishorali
giymatga ega bo'ladigamni olib, uni ja, b, deymiz. Bu holda
ho o
21‘

bo'ladi. Bu jatayonni davom ettiraveramz. Natijada yo chekli
sondagi qadamdan keyin segmentlarning o'rtalarini ifodalovehi
nugqta sifatida shunday . nuqtaga kelamizki, u nugtada funksiya
nolga aylanadi, demak teorema isbot bo'ladi, yoki jarayon
cheksiz davom etib, ichma --ich joylashgan

la, . b Lla.. b ] . la b

segmentlar ketma - kethgi hosil bo'ladi. Bu ketma ketlikning
umumiy hadi |a,.p, 1 da  fa)<0.7(h). -0 bo'lib, |a .+ | ning

L b R
uzluksizligr b, 4, = . "50 (n—o« da) bo'ladi

fu) <O f(h)»0  Va {a, k] segmentning uzunliqy b, - u, =

"

Ichma--ich joylashgan segmentlar prinsipiga asosan shunday
nugta mavjudki
lima, -limh, =c¢ (¢ ¢ (a.h))
7(vy tunksiyaning |e.»] da uzluksiz bo'lishidan foydalanib,
topamiz:
a,->cm fla)-> flo) va fla)<0= f(e)s0
b, > c=> fh)y-> fle) va fih)> 0= f(e)20,
Keyingi tengsiziiklardan esa f()=6 bo'lishi kelib chigadi. »
Ishot etilgan teorema ko'pgina tatbiglarga ega, jumladan u
ayrim tenglamalar yechimining mavjudligini ko'rsatish va ularni
taqribiy yechish imkonini beradi. Masalan,
sinx - xt1=0 (5.2)
tenglamani garaylik. Ravshanki, f(x)=smx-x+l r da uzluksiz.
Jumladan, bu funksiya [0. 7] segmentda ham uzluksiz bo'lib,
segmentning chetk migtalarida: f(0)=1-0.f(r)= 7 +1<0
5—teoremaga asosan /(x) funksiva |0.7z| oraligning hech
bo'lmaganda bitta nugtasida nolga aylanadi, ya'ni berilgan (5.2}
tenglamaning (0.7 | oraliqda yechimi mavjud. [0.7] segmentn

0.7 va (" .xz| segmentlarga ajratib, |-’-;-.n] ning chetki
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nugtalanda 00 oy bo'lishinr topanuz.

N 1

Demak, (o 2 tenglamaning yeching |"': -7 ) otahgda yotadr. 1By

Jatayonni davom etiitavetsh  natijasida sy vl
tenglamaning  taqribiy - yochimi kerakli amiglikda  topilishi
mumkin,
6—leorema. [Bolsuno—Knshininq tkkinchi teoremasi). Agat
reo o anksiya (aob) o segmentda nzhiksiz bo'lib, uning chetki
huqlalarida o 0, x qiymatlarga ega va 4+5 bo'lsa, i
va i orasida har qunday < son olinganda ham o bilun » orasida
(kamida bitta) shunday . wngta fopiladiki,
Sy - €
bo'ladi.
< Anighik uchun . 4 bo'lsin, IXtriyorty ¢ e (1.4 olaylik.
~Yordamchr gy JLxy O funksiva  fuzamiz, Ravshanki, bu
tunksiva  segmentda uzluksiz. va bu segmentning  chetki
nugtalatida gyt Ceoo gmyp . qivinatlarni gabul giladi. U
holda Bolsano - Koshining birinchi teoremasiga ko'rta o bilan 4
Olasida shunday o nugta topiladiki, o) 0 ya'nmi fu)-¢ bo'ladi.
>
2=natija. Agar sy fanksiya biror oraligqda (yopig yoki
OChig, chekli yoki cheksiz) uzluksiz bo'lsa, u holda funksiyaning
barcha qiymatiarn to'plami biror 1 oraliqdan iborat bo'lad).
U ={fv) ve N} to'plamning aniq quyi chegarasi » aniq
yuqort chegarasi 4/ ho'lsin:
m —nf \Y, M sup ¥
o AN
Bunda m va v lar cyek; son yoki = bo'lishi mumkin. Aniq
rlmqaralan‘nnq ta'tifiga binoan, . v uchun m = f(x)- v/ bo'ladi.
Endi /(v tunksiya qiymatiari to'plami (m. A7) intervalda tashkii
etishini ko‘rsatamiz. By intervalda IXtiyoriy ¢ sonni olaylik:
m~ <t Uholda shunday .+ va g sonlar topiladiki,
me L Ol A
bo'ladi. Bu .4 wva sotdarni .1 fa s - S deb qarash
mumkin (¢« X he Xy Isbotlangan leoremaga asosan « bilan b
orasida shunday ¢ son mavindk;, ‘tey " bo'ladi. Olingan ¢ son
(il intervaldagi ixtiyoriy  som bo'lganidan, bu intervaldagi
barcha qivmatlaini sy funksiya qabwu <ilishi kelib chigadi. »
7—tecorema. {Veyershirassning birincn. teoremasi). Agar



/() funksiva [s5] segmentda uzluksiz. bo'lsa, funksiva  shu
segmentda chegaralangan bo'ladr.

< Teskansini faraz gqlaylik, va'me |4 da uzluksiz ho'lgan
r{¥} funksiya unda chegaralanmaqan bo'lsin U holda | 7| da
shunday » nuqgta topiladiki, shu nugta uchun |7 (2 )»n (v 120
tengsizlik o'rinli  bo'ladi. v ketma- ketlikdan Bolsano
Veyershtrass  lemmasiga  asosan vagqinlashuvchi  gismiy <
ketma - kethk ajratish mumkin: v »x.x,cfor] 7(x) funksiya
[.#] da uzluksiz. Unda ,v’(r"')-—)/'(x,,} bo'ladi. Bu esa |/(x )] -» ya'ni
7(x,)-»= deb qilgan farazimizga ziddir. Demak, funksiya [..4] da
chegaralangan. »

j-eslatma. Keltirilgan teotema shartidagi  oraligning
segment bo'lishi muhimdir. Bu shait bajarilinasa, teorema o'rinli

bo'lmasdan qolishi mumkin. Masalan, /(,v)»..l funksiya {0.1)
N

oraligda uzluksiz bo'lsa ham, shu oraligda chegaralanmagan.

5-eslatma. Funksiyaning biror oraligda chegaralangan
bo'lishidan, uning shu oraliqda uzluksiz bo'lishi har doun ham
kelib  chigavermaydi.  Masalan, Dirixle funksiyasi  /2(x)
chegaralangan bo'lsa ham u uzluksiz emas.

8—teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremas). Agar
/{x) tunksiya [(a.#] segmentda uzluksiz bo'lsa, tunksiva shu
segmentda o'zining amq yugori hamda aniq quyr chegaralariga
erishadi, ya'ni {a.»] da shunday x va x, nugqtalar topiladiki,

f(.\‘.)=$lllp’{f(x)}- f(Jf:)»"»irlxt_'l{f(-r)}~
s fad 18

tengliklar o'rinli bo'ladi.

« Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko'ra f(x) funksiya
[+] da chegaralangan. Modomiki, {/(x):xelat]] to'plam
chegaralangan ekan, unda bu to'plamning aniq yuqori hamda
aniq quyi chegaralari mavjud.
Biz ularm

sup{/(x)}=m. ,‘nf.{/(r)} “m,
seje| ias

orqali belgilaylik.

Endi [a.h] segmentda /(x) funksiya A/ va m qlymatlarm
gabul giladigan nugtalar mavjudligini ko'rsatamiz. Teskarisini



taraz qilaylik, va'nu () funkstya [0 /] seguentda o'zimnmy anig

yugqon chegarast ga enshmasin. U holda v [} lar uchun
tae o lengsiziik ounli bo'lade Quyidagi

l L

wiv) - - S-

AR 1)

funksivani  qarayhik  Ravshanki, bu funksiya |. |} segmentda
uzluksiz.  Vevershtrassning  bitinchi  teoremasiga . Ko'ta gfx)
funksiva [« #] da chegaralangan. Demak, veled| lar uchun
ushbu

| .
wh) . L {6 = comne w01}

tengsizlik o'tinli. Bundan
|

0
- bo'lisht kehib chigady, Bu esa a7 -supls (v} ekant zid. Doemak, /(x)
funksiva {+#] segmentda o'zining - amq yuqotl  chegarasiga
enshadi, yo'ni || da shunday  nuqta mavjudKki,
'_f'(l,}—sup{/(r)‘l‘
b

bo'ladi liuddi shunga o'xshash 7(+) funksiya |5 segmentida
o'zining aniq quyt chegarasiga erishish ko'rsatiladi »

6—eslalma. Agar :(y) funksiya ochiq oraligda fimtervalda)
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu oraliqda o'zining aniq chegaralariga
crishimashgi mumkin Masalan, 7(x)-- v funksiya (0.1) intervalda
uzluksiz. Bu funksiya uchun supa®=Lints - 0 bo'ladi. Amino
funksiya o'zining -up  va il qymatlanga  (0.1) intervalda
enishmaydi.

Odatda tunksiyamng biror oraliqdagt xossalari uning global
xossalari deb ataladi.

g—teorema. {leskari tunksiyanmmng mavjudligy. Agar 7 (x}
tunksiya v oraliqda aniqlangan, uzluksiz va qatly o'suvchi
(gat'ty kamavuvchij bo'lsa, bu  funksiya qiymatlaridan  iborat
podrpve v orahqda teskart s T tunksiya mavjud bo'hib, u
uzluksiz va qat'iy o'suvehi (qat'iy kamayuvehi) bo'ladi

<« /(v) tunksiya v oraligda uzluksiz bo'lgani uchun uning
qiymatlati @ oraligni tutash to'lditadi. Demak, har b+ o ¥
uchun v da shunday . topiladiki.  7(y) v, bo'ladi. Runday

1



1,er ga mos keladigan  nugta X da yagona  bo'ladt.

Haqugatan ham, agar . orahqda dan katta yoki kichik
bo'lgan nuqta ohnadigan bo'lsa 7{x) funksiva o'suvehn
bo'lgani uchun {1’} +* ham , dan katta yoki kichik bo'ladi

Shunday gilib, ¢ oraliqdan ohngan hat bir 1 ga + da unga mos
keladigan yagona shunday . topiladiki. /{v}- v bo'tadi. Demak,
v oraliqda teskari  : 7 '(y) funksiya mavjud. Endte ox=; ()
funksiyaning da  qat'lty  o'suvchi  bo'lishini,  va'm
yel el bo'lganda <, tengsizhik o'ninli
(5 O0ke 7y )) bo'lishim  ko'rsatamiz.  Teskatnisim  faraz
gilaylik: v <. bo'lganda »»x bo'lsin U holda 1 /{x) hunksiya
x da qat'ly o'suvchiligidan /(x> /(x.) ya'nm v v bo'ladic Bu
esa i <1, deb olinistuga ziddin. Demak, x-7'(y) funksiya } da
qat'ty o'suvchi,

Nihoyat, monoton tunksiyaning uzluksizligi  hagqdag
teoremaga ko'ra, «. ¢ '(v) tunksiya i oraligda uzluksiz bo'ladi.

v~ /(x) lunksiva x da kamayuvchi bo'lganda hamn teoreina
yuqoridagidek isbotlanadi. »

.

7—8§. Funksiyaning tekis uzluksizligi.
Kantor teoremasi

v /(v funksiya v to'plamda aniglangan bo'lib, v, < X
nugtada uzluksiz bo'lsin. Funksiya uzluksizligi ta'ritiga ko'ra,
ve»t son uchuun shunday ¢,-0 son topiladiki, | -x,j- 4,
tengsizlik o'tinli bo'lishidan |/(x) - /(y,)|<« tengsizhkni o'rinli
bo'lishi kelib chiqadi. Bu ta'ritdagi &, son avval ta'kidlab
o'tganimizdek . ga bog'lig: §,=4,(). Aytaylik f(x) funksiya v
ning x, (x; # ¥,) nuqtasida ham uzluksiz bo'lsin. Yana ta'nfga
ko'ra, ¥r>0 son uchun shunday o, > 0 son topiladiki, [x- |- 4,
dan [/(x) /(x,)= = kelib chigadi.

riey funksiyaning ¥ o x,.x° x,  nuqgtalarida  uzluksizligi
ta'rifidagi ~>0¢ son bir hil bo'lgan holda ham unga mos
keladigan s, va &, sonlar, umuman, tutlicha bo'ladi, ya'ni

funksiya bir necha nuqtalarda uzluksiz bo'lganda, uzluksizlik
ta'rifidagi #4>0 son faqat r->0 gagina bog'lig bo'lmasdan,
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qatalavotgan nuqtaga ham bog'hiy bo'ladi. Shum ham aytish
kerakky agas o minta o0 deb olinsa, bu o .o SOV va v
tritalarga baravar yarayveradi, chunki v -wl- o dan o x]e o,
Va oovodan v o s kehb chrgadn NMisollar qarayiik:

e funkstya e, seqmentda uzluksiz, jumladan
cofrtt nuglada uzluksizdin. Ta'ritga ko'ta, + 0 son uchun

A ove e odeb olimsa, (v 4] 0 bo'lganda

iy I'(a)’ i o | v u! Voo 3u|i- S+ D)
. ‘ o
NG a)T W (Na s a0 e s
bo'ladi. Demak, & v’ «0 w0 bo'lib, - -0 bilan biiga qatalayotgan
oo [0 nugtaga ham bog'lig ckan. Birog,
S S min (Va4 ) - mm N [ -
oo PR A0 [V ‘ .
! ! ! r‘\4"1[ Y] (I \/I i«

deb olinsa, v «!- 5 dan [v ' 5 kelib chiqadi Sha sababli bu
o -0 son [0.1] segmentning bareha nuqtalariga {o'g'ti keladi,

Shunday  qilib, ;4 funksiya  [0,1]  segmentning
nugtaelarida uzluksiz bo'lishi ta'ritidagi w0 son . 0 <on bilan
birga qaralayotgan nugtalarga bog'liqq bo'lsa ham, shunday » -0
toptladiky, «  [0,1] segmentmng  barcha nuqgtalanga  yarayd,
boshqacha qilib aytganda, shu & .6 son taqat + gagina bog'lig
bo'lib. gqaralayotgan nuqtalarga bog'liq emas.

2) feo ! funksiya (0,1] oraliqda uzluksiz, juntladan .« (0.1
1

. . . - . U"
nuqtada uzluksizdi, Ta'tifga ko'ra ve -0 son uchun » - I' deb
+ L

olinsa, [x «f- 4 bo'lganda
I l[ I'l' af o va’ i
U av

FACTE AT

Yoo« a 1w are ra
bo'ladr Demak, o ning tanlamish .o bilan bitga .« (0]
nuqtaga bog’'liq. Bitoq, bu holda » Ny v ol bo'yicha
mlmutnl
. . . NG
A - mn o mimn - t
w Lt P T

Bu esa /(v _I funksiva (0,1} oraliqning nugtalarida uziuksiz



bo'lishi ta'rifidagi & -0 son ,  =ci bilan bliga gatalayotgan
nugtalarga bog'ligq va {0, 1! olahgning barcha nudqtalariga
yaraydigan 4 -0 son mavjud emashgmi ko'rsatadi.

8—ta'ril. Agar v« 0 son uchun shunday » -0 son topilsaky,
to'plamning v’ - 4 tengsizlikni ganoatlantiruvehi ixtiyory
vova v (v e N ox"e V) nugtalanda

VAER AR

tengsizlik bajarilsa, /() funksiva v to'plamda tekis nzhiksiz deb
ataladi.

/(0 funksiyaning tekis uzluksizhk ta'rifidagi 4.0 son #-0
songagina bog'liq bo'ladi.

5.9—misol. Ushbu

Jlxr - Yy

tunksiyaning v - [1.2] segmentda tekis uzluksizligi ko'rsalilsin.

4 V. -0 uchun 4.0 sonm o 3 deb olsak, u holda
Vx' e |12] Vx" e [1.2] lar uchun jx" -1 s tengsizlik bajanlganda

VAT VLN Voo 3 3
bo'ladl. Demak, y = Vx lunksiva [1.2] oraliqda tekis uzluksiz. »
5.10-misol. Quyidagi

"\/\‘" . va

. 1
f(x) sm
A
funksiva X =(0.1) intervalda tekis uzluksiz emasligi ko'tsatilsin.
. : 1 .
< Hagigatan ham, »>0 sonni, masalan, =, deb ohb,

. x"¢ (0.1) nuqtalar sifatida
’ 1 " 2

D N
nx (2n+ Dx e )

garalsa, u holda |x7 - x'| aylilnua uchun
. 1
|.\' SR N e
nr(2n+1)
ni topamiz. Endi 4 ni (» ni katta qilib olish hisobiga) har qancha
kichik gilib olish mumkin bo'lsa ham

|Fix™y - F (x| |sm DT sin nlrl N l‘

bo'ladi. Demak, berilgan funksiya (0.1} da tekis uzluksiz emas. b
10—-teorema. (Kantor teoremasi). Agar /() funksiya |u.b|



scgmentda nzinksiz bho'lsa, funksiya <hn seqentda tekis nzliuksiz,
ho'ladi,

<4 oy funksiva | <eqgmentda urzlukstz bo'lsin baray
qulavlik, funkstya  shu segmentda  tekis  uzluksiz bo'hnasin,
Demak, bu holda buor -0 son va istivorry kichik o 0 <on
uchun [ <eqgmentda shunday « va v onugtalar lopiladiky,

oo o tengsiziK bajarilsa ham
[£ex"y Fea's e
tengsizik o'ninli bo'tads,

N:)Iga mtiluvehl mushat sonlar ketma - ketligim
Wb oa,.0. .0, olayhk (5, >0, v 0m 123 ).
Farazimizga  ko'ta,  yuqoridagi -0 son  va  ixtiyory
N,ow e 124 ) son uchun (oor) segmentda shunday v ova xf
(n =123 nuqlalar  topiladiki,  ular  uchun  quyidagi
munosabdatlar o'rinli bo'ltadi:

U R ISP AN SR SR AN IR ST T
R S S A G S T A (KA T
|\ \| a0 jf: v f(x:,)fz L,

v ketma  ketlik  chegaralangan.  Bu  ketma  ketlikdan

Bolsano  Veyershttass lemmasiga ko'ra chekli songa intiluvehi

qismy X', ketma -ketlik ajratish mumkin:

X, X (v fab])
U/ holda
l\ - I A

bo'lganidan ¥, ketma  kethk ham v, ga intiladi: x, > a4y,
/) tunksiyaning |o.») da uzluksiz bo'lishidan:
S > Ly, S > Sy
bo'lib, ulardan esa
Sy iy 0

kelib chigadi. Bu esa voe v uchun £y~ /()2 ¢ deyilgan
yuqoridagi tasdiqqa zid. »

(1) funksiya & to'plamda aniqlangan bo'lsin.

9—ta'rif. Quyidaq



supy oy = o)
L N

avirina /i tunksivaning v to'plamdagi tebranisli deb avtiladi
va ~ orgah belgitanadrn

o aet Ny msap fiar o mb (o
VA cA
s0v: tunksivaning v to'plamdagi tebianishi quyidagi

@ osup ST )
R

ko'rmishda ham ta'nflamsh mumkin,

Kantor teoremasidan muhim natija kelib chigadi

3—natija. Agar s¢) funksiya («.5) segmentda uzluksiz bo'lsa,
u holda ve-0 son uchun shundav +4>0 son topiladiki, |..4]
segmentm uzunhiklann & dan kichik bo'laklarga  ajralilganda
funksiyaning har bit bo'lakdagi tebranishi . dan kichik bo'ladi.

< /(v funksiya je.r| scgmentda uzluksiz bo'lsin. Kantor
teoremasiga ko'ra bu funksiya a.») da tekis uzluksiz bo'ladi.

Tekis uzluksizlik ta'riliga ko'ra . .0 uchun shunday o~ .0
topiladiki, |v'- x"]< 4  shaitni qanocatlantuiuvchi  xtiyoriy
v la b x"e la.b] lar uchun |f(x') - f(xM) = bo'ladi. Endi
shu + ni olib, ta.»] segmentni diametri 4 bo'lgan ixtiyoriy

i {x,.a,.a,. %,y bo'laklashni  olamiz. U holda, ravshanki,
Va'e fx, 0 ) Vx e [x, x| nugtalar uchun [x" - v o va demak,
[f¢x"y - f(x)}< ¢ bo'ladi. Bundan, ixtiyorty bo'lakcha |1 x|
uchun
@ = sup If(x") - (x| <ge
0

bo'ladi.
Mashqlar.
5.11. Ushbu

. ‘ 1
Sy = x) g = Vet s —
x

funksiyalarning aniglanish sohalarida uzluksizligi isbotlansin.
5.12. Agar /(x) funksiya » da wuzluksiz bo'lsa, /()
funksiyaning ham & da uzluksiz bo'lishi isbotlansin.
5.13. Ushbu
0, agar » ratsional son bo'lsa,
1{x) =
¥ 1, agar x irratsional son
bo'lsa
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funksivaninng  #  to'plammng  fagal i v nugtalanda
uzluksiz bo'lish isbotlansin.

5.14. Ushbu

fovy s sren| (o x)
tunksivaning uzilish nuqtalari topilib, turli aniglansin.

5.15. Agai /(v funksiya o nuqtada uzluksiz, v funksrya
shu nuqtada uzilishga ega bo'lsa, /(v funksiyaning  «
nugtada uzilishga cga bo'lisht ko'rsatilsin.

5.16. Agar  to'plamda uzluksiz bo'lgan /10 tunksiva uchun
vyve Hot0F da

7ol ||
tengsizlik bajartlsa, fio) o bo'lishi ko'rsatilsin.

5.17. Ushbu

TR VA SR A AN N T
tenglik isbotlansin,

5.18. lUishbu

Fivy - oy - Darcige "
tunksiya uzluksizlikka tekshinilsin,

5.19. Ushbu

-2l agar -tsxe 0
f(x) 1 0, agar r=0

I, agar 0«

tunksiya  {-:,.] da o'zining eng katta va eng kichik
giymatiariga etishadimi?
5.20. Ushbu
f (v} - sinox
funksiyaning « s + ) da tekis uzluksiz bo'lishi ko'rsatilsin.
5.21. Agar (v funksiva |0.+) da uzluksiz bo'hb,
hm /()
chekli bo'lsa,  +(vy ning [0.¢x) da tekis uzluksiz bo'lish
ko'rsatilsin.



VI BOB
Funksiyaning hosilasi va differensiali

Funksiyaning  hosilasi va  differensiali tushunchalari
matematik analizmng fundamental tushunchalandandir.

Biz.  ushbu bobda funksiva hosilasi  va  differensiali
tushunchalari  bilan tanishamiz, tunksiyalarning hosilasr va
differesialini  hisoblashni,  shuningdek, ditterensial  hisobning
asosly teoremalanni o'rgananiiz.

1—§. Funksiyaning hosilasi

1°. Funksiya hosilasining ta'riti. Faraz qlaylik, y 7y
funksiya («.h intervalda  benlgan,  « ¢ ta. by (x, v Ax)e (ah)
bo'lsin.
Ma'lumke,
\_V = “\./(-’CU «) - / (-"o + Ax) - /( ‘.0)
funksiya orttirmasi muayyan lunksiya va ». nugtalarda A¢ ga
bog'liq bo'ladi.
1—ta'rif. Agar
. Ay f(x, + \x) - :
lim —% = lan - (xp 2 3= T 1%)
A0 Ay Av >0 Ax
mavjud va chekli bo'lsa, bu himit fx) funksiyaning x, nugtedagi
hosilasi deb ataladi. Funksiyaning v, nuqtadagi hosilasi odalda,
l”)' |

o . L,lr ) i _
Jxy) yoki V., ., yoki FEEIRE

belgilar yordamida yozilad.
Demak,
S (xg) - hm A Jim FARI RGN AC Y]
Ax 20 A\ ¢ AREEYI] Ay
Bunda x,+Ar=x deb olaylik, unda Ar-x-1x, va w0 da v,
bo'lhib, natijada
him \_ = Iim ."!..._(_r‘.'_...! \-E__) .-!_( _‘_‘) - Hm ;./ ( ‘_)___ /(EU)
Ay 20 Ax Ar >0 Ax TR v-oxy,

bo'ladi. Demak. /() tunksivaning v, nuqtadagi hosilasi v >+, da
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VAR
1 v \ V
nishatimng it sitatida ham ta'niflamsh mumkine
Jexy o fox oy

[y, hm
Cos v

(6.1)
Ravshanki, 7y tunksiya (o~ inlervalning har bir v nugtasida
hosilaga ega bo'lsa, bu hosila x o'zgaruvchining funksiyasi
bo'ladi.
Misollar garaylik.
a)  f(xy=¢ conve funksiya uchun, -0

\v
i ~— =0
Ao Ay

bo'lib, v'. v bo'lad],
b} /) - funksiya uchun A\

. Ay 3
hm - = tm - =1
ARTN U At Ay
bo'lib, v 1 bo'ladi,
v] /(v a funksiya uchun, v, =0 nuqtada e -

bo'lib,

limit mavjud bo'lmaydi. Demak, bu funksiya x, =0 nuqlada
hosilaga ega emas.
6.1-misol. r(x)=." funksiyvaning v-1| nuqtadagi hosilasin
toping.
« Funksiya hosilasining {6.1) ta'ritidan foydalanib, topamiz:
[ 3 11 ‘
‘l co I o m e selim - —ele-e
' v ool A ) { 10 {
Demak, (¢%), , =ep»
0.2—misol.  /(x)-Inx (x >0y funksiyaning ixtiyorly x>0
nugtadagi hosilasini hisoblang.
<Berilgan funksiyaning v nuqtadagi orttirmasi

\A.
Ay - In{x + Ax) Inxy = In(l ¢ N Y, (x>0)
X

bo'lib,

pary



\v | Ay I ARSI
i IR ) Incv - )y
v i \ v '
bo'ladr Na'lumki
. Wl
B gy - )
Y i “:

AW 1 L .. ) .
(qaralsin > bob). Unda b : limit o'rinh bo'ladi. Demak,
e Ny X

1
tn v >

6.3—misol.  /(x) =cosx  funksiyaniug ixtivoriy . v nuqtadag
hosilasini hisoblang.
<Bu funksiya uchun

. \v \v
Moocost v b AY) cos v 2sing v o LN
bo'lib,
A%S
NI

. v \ Ny )

hi oo - s x4 =) lmn EN T N
AL U Ax » U R YR AR Y

bo'lad. Demak, tcosy) - sty (Vxo Ry
6.4—misol. rcv)- Vv oo funkstyaning . 00 nuqgtadagm
hosilasini toping.
< Bu funksiyaning hosilasi, v o'zgaruvchining ushhu
: Ve Ar oV 1 I
N Smeo o e e
Yo \x R N O A IR I VA SR VA
funksiyast bo'ladi.»
2—ta'rif. Agar

i Yo iy S e A vy
N T T Ay
' Ay . (x, toAXx (v
[ hm - ’1 - hm / ( ‘v(f. ‘_) _}f( \."H’, |
e 0\ v -0 Ay !

mavjud va chekli bo'lsa, bu limit 7( funkstyaning v, nuqgtadagi
o'ng {chap} hosilasi deb ataladi. Funksiyaming . nugtadagi o'ng
(chap) hosilasi /v, v0y (/. 0y kabi belgilanadi.

Odatda funksivamng o'ng va chap hosilalari bir tomonli
hosilalar deb ataladi.



. Ny
NMasalan, “(xy=h tunksiya uchun hm . -\--- =1
s v

Y . . . , )
Jum o \x 1 boladr.  Demak, /(=5 tunksiyaning «-0

nugladagl o'ng hosilast 1 ga, chap hosilasi ~ 1 ga teng.

t-eslatma. Agar w -0 da ::— nishbatning limiti aniq ishorah
cheksiz bo'lsa, um ham /(») tunksiyaning x, nuqtadagi hosilasi
deb yuntiladi. Bunday bholda /(x) funksiyaning v, nuqtadaq
hosilast += (yoki = } ga teng deyiladr

2U. Hosilaning geometrik va mexanik ma'nolari.

a} Hosilaning geometrik ma'nosi. /(x) funksiya (u.b)
intervalda uzluksiz bo'lib, «x, e(wb) nuqgtada s'(x,) hosilaga ega
bo'lsin:

J(xg) = hm VAS TR AL TS}
Ay 0 Ay

/(xy funksiyaning grafigi biror I' chizigni ifodalasin deylik
(30 —chizma).

Endi t chizigga uning A (x,. /(¥ nuqgtasida unnma

o'tkazish masalasini gqaraymiz.
A

Y M
L'/Ay
I M, = . gp
=
| AX
0 /(A(pi -
] T X X, +AX X

30 — chizma.

! chiagda i/, nugtadan farglt (s, + A 7(1, + Ax)) nuqtant olib,
bu nuqtalar orqali ¢ kesuvchi o'tkazamiz. ¢ kesuvchining ox
o'qi bilan tashkil etgan burchakni ¢ bilan belgilaylik. Ravshanki,
¢ burchak \« ga bog'liq bo'ladi: ¢=p(Ax).
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Agar + kesuveliming i nugta | chizig bo'yvlab i ga
intilgandaqgr  (va'nt .« .0 dagil) hmt holatt mavjud  bo'lsa,
kesuvchining bu limit holah t chuziqga A/, nuqtade o'tkazilgan
urinma deb ataladi. Urinma  to'qg'ri chiziqdan iborat.

Ma'lumki. 1 nuqgladan o'tuvehi to'g'ri chiziq 27 nuqtamng
koordinatatan hamda bu chiziqning burchak koettitsient1 orgali
to'liq aniglanadi.

v funksiya grafigiga A/, nugtada o'tkazilgan urinmaning
mavjud bo'lisht uchun

llml p(A\Y) =«

limitning mavjudligint ko'rsatish yetarli, bunda « urinmanmg
0X o'q bilan tashkil etgan burchagi. M dan

woine = M N Ll s A Lo

ML Ax Ax '

undan esa
AR A R AC Y
\x
bo'lishini  topamiz. = arcrgr funksiyaning urzluksizligidan
toydalansak,

PAX) = arcty

. . (xy t Ax (x
Im p(Ax) = im_ wcrg VAL NALTY
Avoa 30 Ax

J(x, ,\:-) -/ (x‘_,_)_ji = arctg fxy)
Ax

bo'lishi kelib chigadi. Demak, 11‘1110 @ {A¥) mavjud va

= arctg . hm
. HER R Y)

-

a = lim @ (Ax) = arctg f'(x,)

Ax o0
Keyingi tenglikdan
Fx) =15
bo'lishini topamiz. Shunday gilib, /(x) funksiya x, e(e.#) nuqtada
1¢x,) hosilaga ega bo'lsa, bu funksiya grafigiga A, (x, f(x, )
nuqgtada  o'tkazilgan  urinma  mavjud. Funksiyaning v,
nuqtasidagi  hosilasi  /'(v,) esa bu unnmaning burchak
koetfitsientini ifodalaydi. Urinmaning tenglamasi esa ushbu
Ve )+ S e N %)

ko'rinishda bo'ladi.

b) Hosilaning mexanik ma'nosi. Moddiy nugtaning harakati
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< iy qorda bilan alodalangan bo'lsim, bunda ¢ vagl shu vaqt
ichida  o'tilgan vo'l  (masotaj.  Bu  gonun bo'yicha hatakal
plavoigan  nugtanimg ¢ momentdagi  omy  tezhigin topish
masalasini qaraylik
; vagining « qiymati bilan birga ¢+ (v 0) qrynmating ham

olib, bu nuqtalarda < r(n ning givmatlaunt fopamiz. Noddiy
nugta v vaqt 1chida

Ay - S,y Ny [
masolani  o'tadi va uning {7, .7, ¢ M segmentdaqgi o'rtacha
tozligl

A _/‘u_u VoA - __/’_”.V'

\Y Y
bo'tadi. v 0 da nisbatning  limitt moddiy nuqtaning v,
\ \ !

momentdagl oniy tezhgi o ni ilodalavdi:
Ay AT RV A
vo- i S FU1 S DR s =
LRI W ¢ (EARY AV}
Hosila ta'rifiga ko'ta
hm [l t N = Sy YT
Lo A1

Dewmak. + /i funksiyaning ¢« miqtadagi hostlast mexantk
nuqtayr nazardan . /¢ qonun bilan harakat gilayotgan moddiy
nuqgtaning /. momentdagi oniy tezligini bildiradi.

3. Funksiyaning uzluksiz bo'lishi bilan uning hosilaga ega
bo'lishi orasidagi bog'lanish. /(v funksiya («# intervalda
aniglangan bo'lib, +, e(wh nugtada chekh f'(x, hosilaga oga
bo'lsin:

: . (x, A - fxy)
[ty -l AL Jlxg # A2 Sxe)
' oot Ay A0 Av
Ushbu
\ .
a ) (6.2)
\v

miqdor w ga bog'hg va \ >0 da nolga intilad.
(6.2) tenglikdan topamiz:
(I AR AN (6.3)
Odatda  (6.3) tormula tunksiva orltirmasining tormulasi  deb
ataladi. Bu {ormuladan

141



hme Ay - hm (/e )\ + ey = 0
A 00 Yroaty
kelib chigadi.
Shunday qilib, /() funksiva « e(w.t) nuqgtada chekli 'y,
hosilaga ega bo'lsa, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.
2=eslatma. Funksiyaning biror nugtada uzluksizligidan uning

shu nuqtada chekli hosilaga ega bo'lishi har doim kelib
chigavermaydi.

Masalan, y=pv funksiya : o nuqtada uzluksiz, ammo u shu
nuqgtuda hosilaga ega emas.

2—3§. Teskari funksiyaning hosilasi. Murakkab funksiyaning
hosilasi

1. Teskari funksiyaning hosilasi. /(x) funksiva (a5
intervalda aniqlangan bo'lib, bu funksiyva teskan funksiyaning
mavjudligi hagidagi teoremaning (qgaralsin 5—bob) barcha
shartlarini qanoatlantirsin.

1—teorema. /(x) funksiya (u.#) da uzluksiz va qat'ly o'suvchi
(qat'ly kamayuvchi} bo'lsin. Agar f(x) funksiya x,e(u.b) nuqgtada
J/'(x,)#0 hosilaga egua bo'lsa, bu funksiyaga teskari x=f'(y)
funksiya x, nuqtada mos bo'lgan y, (¥ = f(x,)y nugtada
hosilaga ega va
1

SO, =
S(xg)
tenglik o'rinli.

< f(x) funksiya x, e(a.5) nuqtada f'(x,)= ¢ hosilaga ega bo'lsin.
(6.3) formuladan foydalanib topamiz:

S _./(xu)=f’(xo Yo —xp)+alt - x,) (te{a.b)) (6.4)
bunda r—x, da «=a()—>0. Endi f(x) funksiyaning r nuqtadagi
glymatini f(n=z deb belgilaymiz. Unda ¢=/"(:) shuningdek,
x, = '(y,) bo'ladi. Natijada (6.4} tenglik ushbu

2=y = SN @D = ST eSS @D - f ) =
=@ =S OIS ) +alf ()
ko'rinishda keladi. Keyingi tenglikdan esa
L@ ) !

z-y, S+ alf (2))
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kel chiqadt 50 da Timilga o'tib topamiz:

rley S I |
lm SRR I : o B
- oo N AR R RLZI A - S VR A U
Demak,
sy S e !
lim -
o SRE £

Hosila ta'rifiga ko'ta
i -

bo'lib, bundan

1
v
tengliknimg o'mnli ekani kelib chigadi. »

2'. Murakkab funksiyaning hosilasi. « - /(x) tunksiya (wh)
intervalda, - Fre) funksiya esa .y intervalda aniglangan bo'lib,
bu tunksiyalar yordamida v (/06 @) murakkab funksiya
tuzilgan bo'lsin (bunda, albatta, xe(ab) da - /{)et.d) bo'lishi
talab gilinadiy. ’

2—teorema. Agar - o0 funksiya v etah) nugltada ()

oo

hosilaga eqgu bo'lib, v Fw Minksiya esa Y, nuqtega 1mos o,
w () nugtada w,)  hosilaga ega bo'lsa, u holda murakkab
fnksiya o(v) Fif(x) ham x, nuqtada hosilaga ega va
@' (xg) IO Ty ) (6.5}
tornnitla o'rindi.
<. /o0 tunksiya (k) nugtada, oG funkstya esa mos
W, G, f(v,)) nuqtada hositaga ega bo'lsin. (6.3} formuladan
tovdalamb topamiz:
(0 )= L) xg Y e v, (6.6)
PO - Fa) s ) s i), (6.7)
bunda
!111] a (1) 0, hm figs) =0

Murakkab funksiya e-/#(7Gp ning ¥ nugtadagi orttinmasi
o -p(x,) M yuqordagi (6.6} va (6.4) munosabatlardan
toydalaniby, quyidagicha yozish mumkin:



AN TR B L O A 0 I O O N N A 7 T A S T A G

VU - s SO OnCSuy S = Fiae )y e o v

A e U ) SOSUNCS ) fie)).
btndi bu tenglikning har ikki tomonini 7+, ga bo'lib, so'ngra
r », da limitga o'tamiz:
o) etx,)

fin Iy e )+ P e Y I ey
. vk t—- "'0 LAY
fhm A - lim PAQACIY

o ‘o, X

N
Bundan i, da «()—> 0.8(/0n - v ekanini e'tiboiga olsak.
{6.5) formula kelib chiqadi. »

3-3§. Hosila hisoblashning sodda goidalari.
I'lementar funksiyalarning hosilalari

Biz. ushbu paragrafda ikki funksiva yig'indisi, ayirmasi,
ko'paytmasl  va nisbalining hosilalarimi  topish  goidalanni
keltitamiz. So'ngra  elementar  funksiyalarning  hosilalarini
hisoblaymiz.

f(x) va g(x) tunksiyalar («.4) intervalda aniglangan bo'lsin.

19, 1kki funksiya yig'indisi hamda ayirmasining hosilasi.
Agar f(x) va g(x) funksiyalarning har biri re(w.r nuqtada /'(x)
va u'(v) hosilalarga ega bo'lsa, u holda /(x)tg(x) funksiya ham
nuqtada hosilaga ega va

(J)ytg(x) = "(x)+g'(x) (6.8)
formula o'rinli.

<« Haqigatan ham, s(x) va g(x) funksiyalar re(a.h) nugtada
1'(x) va p'(x) hosilalarga ega bo'lsin:

J(x) - hm S --1—(}—'~. g'{x1-hm g(_l)_-_\_q(_xl
R O
Endi 7(x)- 7(xytg(x) deb belgilab, topamiz:
1--x L x 1-x
Bu tenglikda / >« da limit o'tsak, quyidagiga ega bo'lamiz:
I - 10o e S0 10 fp S &
1 x tov o fex

F'(x)=hm
I t - X FAERY

S HE

1he



Bu esa (6.8) formutant isbotlaydi. »

2" IKkki funksiya ko'paytmasining hosilasi. Agar ) va .
funksiyalarning har bin soady muqtada /i) va ¢’ hosilalarga
cga bo'lsa, u holda ) e funksiva ham x nuqgtada hosilaga
1‘(]'(1 vd

CSeagten’  Fhing(a) + fuogio L9

formula o'nnli.
o) p(n)

A g /(0-zogy deb belgilab,
[

nisbatn quyidag

R - . , )
S A R AL SO T B TLA I
1w 1 ox [ - x
ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglikda /-x da limitga o'tib.

topamiz:

[ } ) .
. . r . f i ¥
rp(\')—hm({{'” AR iluu '/i-, "(“ )4Img(’) ‘“”/ e
e I " i LAY ’ \' )
o ) ! X
-e(v)-him / S him £ hm g( ) s =
LR ’ ‘ i f o !. x

Cg) ) feegien,
Bu esa (6.9; formulani isbotlaydi. »

3% 1kki funksiya nisbatining hosilasi. Agar /:) va u(n
funksiyalarning har biri s e (wh) nugtada 7(x) va g'(x) hosilalarga

"y . iy . .
ega bo'lib, »(y=0 bo'lsa, u holda (‘; funksiya ham x nuqtada
wix

hosilaga ega va

( £(x)) frUvgie) - fiag’ie)
(/.(_\i N B \‘_)‘g' _‘1.(_1 fl: .. v (Gl()}

g(¥) ) g7
formula o'rinli.
< (6.10} tormulani isbolashdan avval funksiva hosilasi

ta'rifidan foydalantb ' ) (vlx)» 0y tunksiyaning xe(e.h) nuqtadagi
A l

W

hosilasini husoblaymiz:

, ol glx) g
1o AN : ginglix) -
=g hm v e Sl =t
g(x) P ! - x o t - x
G () g (x) £(x)
-————1nn -- - hm e T o
gy - I x rey g g x)

Demak,
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i RS )
l\’(‘_') ¢ (1) { et o1 1y

Eaidn (6 9) va (6 11) formulalardan toydalanib topamiz

(x [ I {1
{j_(}.]] [/(\) . J "(\j i /(\-).l_. J
L) L) g Vel

Sy rengien gl fraogon
KX AREY) x:(.\'}

Bu (610} formulaning o'ninli ekaning isbotlaydi. »

I—-natija. 1} Yuqorida kelitrilgan (6.8) va (6.9} formulalar
yordamda qo'shiluvchilar hamda ko'payuvchilar soni ixtiyoriy
chekli bo'lgan holda ham tegishli formulalarni isbotlash munikin.

2) (6.9) formuladan  g(x) - c.c = wnst bo'lganda

{c/ \')) = cof '(v)

formula  kelib  chiqadi.  Bundan o'zgatmas  sonni  hosila
ishorasidan tashqariga chigqansh mumkinligi kelib chigadi

4'. Elementar funksiyalaming hosilalari. Funksiya hostlasi
fanfidan  foydalanib,  elementar  funksiyalarning  hosilalarini
topamiz.

1) v=x" (v.0) darajali funksiyaning hosilasi. Bu funksiya
uchun quyidagiga egamiz:

AT O S NS SR R Sl I

Va
s’ "
A R SIS G A
Av \x v \x
.
(1 3y -

Ma'lumki, m v (qaralsin 5 bobj unda
Ve

. N\H A\
(r+ \‘] g [I*'\\} o
. \y Y \ 'y -
him - = im0 -

6o . / “
- =x" Y oS gy
MOl Ay Mo Ax o \x /

X Y
bo'ladi.
Demak, ) o Umiuman, bu tormula v =1 funksiyaning

t5c



amqglamsh sohasidagr i(xtivony v uchun o'ninhdir Xususan o 1
bho'lganda
1 |
- s
il Y‘

2) o tu0arl ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi Bu
funksive uchun quyidagiga eqgamiz
Ay a a a’(a |
va

\VeooaTa

v \v
, oo - ,
Na'tumki, tim ns {garalsin 5 bob). Unda
N
AY coat ] Coat .
lim lim o' . a’ hm - cwt o
Ay e Ar WAy
bho'ladr.
Demak,

'}" (Y a'Ing
Xususan, (') ¢
3) violog, v (ro0a¢lx>0) logarifimik funksiyaning hosilasi.

Bu tunksiya uchun guyidagiga eqgamiz:

. )
M Jog v 4 W -dog v - op ,lf 14 “)"
Va
. -
Ay 1 \x ] ( Av b
ot = dop |1 't ) - log, [ Pyt }
Avx \x x J RS I\ N
L
' o oy (T+4) ) . .
Ma'lumki fim - =" log ¢ (qaralsin 5-- bob). Unda
v A
I Ay I | | ' - Ax ).\\ l | |
Lo . y —_ Ofp 4
i, ey toel[ {1 ST L e
- |
bo'ladi.
Demak,
' oo
i op, o) dop e
S
Xususan,
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(I -

X
4) Trigonometrik funksiyalarning hosilalari. Ushbu p-gny
tunksiya nchun quyidagiga eqamiz

: o \v Ay
Ay =am{x+ Ax)-smy = 2sm ;--cns( Xt ) )
va
; ( X .\k‘) sin W
7. C()S v — . B
Ax 2 Ax
2
Keyingi tenglikda Ax-»0 da limitga o'tib topamiz:
Ay . \e . s Y
hm — = him cos( x4 ) -hm  —%- = cos v.
A0 Ay Ax >0 2 a0 Ax
2

Demak,
vz (smm) = cos v
Shunga o'hshash (6 bobning 1 § ga qarang} (cosx) =-sinx
formula ham isbotlanadi.

. . ) . . . L 8N X : .
Indi .y funksiyaning hosilasini orgx= nisbatning
Cus X
hosilasi formulasidan foydalanib topamiz:
. (sinx {sinx) cosy  sinafeos ) cos? x+sin’x ]
}'=(ng) =l —e— | e T e e e
COS X cos™ x (s DY cos” X

Demak,
(tx)" -~ .
Cus™ x
Huddi shunga o'hshash quyidagi formulalar ham isbotlanadi:
, | stn x cos x
(ctgx )’ ==~ 5=, (sec x) - o (oos eex) T - R
siné x cos ¢ sin * x
5) Teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalari. Teskari
funksiyaning hosilasini topish qoidasidan foydalanib, teskari
trigonometrik funksiyalarning hosilalarini  hisoblaymiz. Ushbu
y=arcsinx  funksiyani olaylik. Bu funksiya x-simy funksiyaga
teskari bo'lib, unt ( ;’:) intervalda qarasak,
- v i 1 ] ]
Voo aFCSINX) 5 e e e emm e o
’ (sin)cosy o flosint p Jiee
kelib chiqadi. Demak,

£7 ]



festn vy T
\/l- \
Nuddi shunga o'xshash quvidagi formulalar ham isbotlanadi:
1

tenrecos 1) = ey
\/l V-

I . 1

tore iy Carcctey b - )
[ v I+ x
6). Giperbolik funksivalarning hosilalari. lind giperbohik
tunksiyalarning hosilalatin hisoblaymiz, Bunda hosila
hisoblashdagi - sodda  qoidalardan va  ko'rsatkichli funksiva
hosilasi formulasidan foydalanamiz. Sodda hisoblashlar
vordamda ¢ s uchun topamiz:

A I Foo
1‘r --(.\‘/I\I I (¢ K )|’v (e’ - ) ((, I )_»_(.h‘.
o] 1 o 2

Shunga o’xshash quyidagi tormulalar ham shotlanady

(el ) sin ulney' l, (ethyy ! (v=0)
chov RI/ARY
1%, Hosilalar jadvali. Biz ushbu bandda elomentar funksiyalar
hosilalant uchun  topilgan  formulalaimi  jamtbab, ularni jadval
stfatida kelthamz
) ey ™! (v -0y
2ty (e =0 e

. l
3]. (log, &) lor ¢ (v 0o ~Qazl)
A

Xususan,
1

(nx) - (x ~0)
L)

4}, (sinx) Loy

S} (eosyy -smx

0}, (wx) - ! (x+ ﬂ dhrok 0L )
(AL 2
; 1
7). (etgx) = . (Ve km k=02x1)
sin v
8). (arcsin v’ I B O R |}
vl
9). (arceos ' - ! (-1 ve b
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1Oy, Carcigy )

11). tarceorce y
Y20 (shyy chix
13). (chay shx
14}, (thyy

ohx
§
sh'x
6.5—misol. Agar «:0.u»1 /0 bo'lsa,

19). ihvy - -

L !
(Ingdi_\-l) .
xlha

bo'lishi isbotlansin.
< Aytaylk, -0 bo'lsin. Unda s bo'lib,

|
(og, ) = -
xina

bo'ladi.
Aytaylik, x<0 bo'lsin. Unda x=-x bo'lib,

log,,|¥| - log, (<)
bo'ladi. Murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasiga ko'ra
(log ¢ o) - : —(-1) = -
'” { xYInu xlnea
bo'ladi. »
6.6—misol. Agar w«(x) va wx funksiyalar hosilaga ega bo'hb,
#(x)>»0 bo'lsa,
v ()Y
funksiyamng hosilasi topilsin,
< Ravshanki,
oy = v in ()
Murakkab funksiyaning hosilasi va ko'paytmaning hosilasi

uchun tegishli tormulalardan foydalanib topamiz:
|

2ok e ) 4 ov(x) ! wi(x).
¥y wix)

Pl (via)In e (V) v(y) !:l-([:})) = > (‘)1?|

= (N gy l‘(\}ll'(x))
vy
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6.7—-misol. Ushbu

J(x) = x'p(x) - x* (v )
funksiyalarning hosilalan topisin.
4 (6.12) formulaga ko'ra
Fix)y (x)Y oxnox 1)
bo'ladi. Ravshanki,
pix) = x' o= x )

vana (6.12) formulaga ko'ta

Py =(x""Y — ()l x- f(x)+ fx)x"Y
bo'lib,

!

p(x)=x"Inx x'(ux+1)+x'-x" ' =
= Yxdn vl v+ 1)+ 1)

bo’ladi.»

" 6.8-misol Ushbu

;] .
x’sin -, agar x=0 bo'lsa,
X

S(x)-
0, agar x=0 bo'lsa

funkstyaning hosilasi topilsin.
« Aytaylik, x#0 bo'lsin. Unda
S'(x)=2xsin 1 +x* cos ! (~ ~]—2) = 2x 0 L COs !
X X X X X
bo'ladi.
Aytaylik, x=0 bo'lsin. Bu holda hosila tarifidan foydalanib
topamz:
Ax?sin

AX. — lim Axsin L (.

0y = i
j (( ) Illxn}ll Ax Ax-+0 AYX

Demak,

[ 2xsIn I ~ oS8 ]-, agar x=0 bo'lsa,

X X
reo- 1

- 0, agar x=0 bo'lsa
bo'ladi. »

s



4-8§. Funksiyaning differensiyali

10, Funksiyaning differensiallanuvchi bo'lishi
tushunchasi.  y(v;  tunksiva 1.7 intervalda amglangan,
weleh) g+ we(ary bo'lsin. U holda f(x) lunksiya ham .,
nuqtada Ay /(x4 \0)~/(x) ortitmaga ega bo'ladi.

3-ta'rif.  Agar f(»x) {lunksivaning ., ¢(wh)  nuqtadagi
ortirmasi Ay ni

Ay = AN+ aAx {6.13)
ko'mnishda ifodalash mumkin bo'lsa, f(x) funksiya 1, nugtada
ditferensiallanuvchi deb ataladi, bunda 4-Ax bog'liq bo'lmagan
o'zgarmas, ¢ esa A ga bog'lig va Ar >0 da «- ()0

Agar Av »0 da

@ Ar - () Ax- o )
ekanini e'tiborga olsak, v holda yuqoridagi (6.13) ifoda ushbu
WA -0 Ar)
ko'nnishni oladi. Funksiya orttirmast uchun {6.13) formulada
I-Ax ifoda orttirmaning bosh gismi deb yuritiladi.

3~teorema. /(x) tunksiyaning vefah) nuqtada
differensiallanuvchi bo'lishi uchun uning shu nugtada chekli
hosilaga ega bo'lishi zarur va etarli.

“arurligi. f(x) funksiya xe(«.t) nuqtada ditferensial -
lanuvchi bo'lsin: Unda

Ay = A- A vy 0{Ax). & A+ ( )
Ax Ax
bo'lib,
Sy 0 Ax}
— = A+——1=4
Lhimiy sz[ el
bo'ladi. Demak,
r{e)=4

Yetarliligi. f(v) funksiya xe(wr) nuqtada chekli S(x)
hosilaga ega bo'lsin:

, . v . .
= lime -l
Agar
A
A ’
deb olsak, undan
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M N e
ekanini ltopaimiz. Bu tenglikdagp . miqdor w ga bog'lig va
w0 da w0 Demak, 1) tunksiya  xe(aeh)  nuglada
ditterensiallanuvehi bo'lib, 12 270y bo'ladi»

Isbot etilgan teorema f(+} tunksiamng xe{«tt nuglada
chekli /vy hosilaga ega bo’hshi bilan uning shu nugtada
difterensiallanuvehi bo'lishi ekvivalent ekanini ko'rsatadi.

2. Yunksiya difterensiali va uning geometrik ma‘'nosi.
/1v) tunksiva e (o8] nugtada ditterensiallanuvehi bo'lsine

(TR U TT NS
bunda -4 /{v) bo'ladi. Bu tenghkda funksiya orttirmasi v ikki
qo'shiluve hi- argument otttirmasi W ga nisbatan chiziqlig aw
hamda v ga misbatan yuqon tartibli (w »0) cheksiz kichik
miqdorlar yig'indisidan iborat ekani ko'rinadi.

4-ta'rit. f(v) funksiya orihiimasi .\v ning Ar ga msbalan
chizigli  bosh qismi 4 w= () w berilgan f(x) funksiyaning x
nuqtadaqr differensiali deb ataladi. Funksiyaning  difterensiali av
yoki &/ (x) kabi belgilanadi: & 4 (+) A4 7(x)a Endl ve(ab)
nuqtada differensiallanuvchi bo'lgan f(x) furksiyaning grafigi
31 chizmada ko'rsatilgan chizigni Modalasin deylik.

4

Y B!

0|~ TXTTTTxEAY X

31 clhizma.
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Bu chizigoing (v /(v (- v v 1) mugtalanm mos ravishda 7
va o bidan belgilaylik Unda 7¢ i wobo'ladr. /(4 funksiya
vt 2 nuqlada differonsiallanuvehi bo'lgam uchun u - nuqgtada
chekli 14 hositaga ega. Demak, /(1) funksiva yrafigiga unmug
Pler) nuglasida o'tkazilgan /v urinma mavjud  va  bu
unnmaning burchak koetfitsienti e /(). Shu 17 urinmaning
i bilan kesishgan nugtasini 50 bilan belgilaylik. Ravshanki,
Ve dan /),( teee Va o undan  Csme 1= /(v) v ckani kelib
chiqadi.
Demak,  s(v) funksiyaning +  nuqtadagi  ditterensiali
& rfy)vw funksiva grafigiga Flaorn)) nugtada o'tkazlgan
urnma ortthmast )¢ ni (DC 4 Hodalaydi. Xususan, /{«)
bo'lganda bu funksiyaning differensiali
DI A EVAVRIAN

bo'hb,
B e Ax
bo'ladi. Bu hol  f(x) tunksiyaning - nuqtadagi ditferensialini
quyidagi
A (Y de= iy (6.14)

ko'nmishda itodalash mumkin ekanini anglatadi.
Lodi tunksiya difterensialining (6.14) itodasidan foydalanib,
elementar funksiyalarning ditferensiallar jadvalini keltiramiz:

(\") s N (as0):
7) d(< ) a lnady (u>0.a21)
3) d(

4
3) d(cosx)= s v

log x) - Im' edy

sin x) = cos xdx

f‘)i z“fk’\') - I, dx (,t‘ f‘+»(':r<k S0
cos 2
) denm)= I,-»-» D Ax bk 041
sin
8) dlaresm)s -t dy (v 1)

\/i-\
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39 Diiferensiallashning  sodda  qoidalari. Murakkab

funksiyaning dilferensiali. vy va  g(n funksiyalar  (a«.m
intervalda aniglangan  bo'lib, v Ay nuqtada ulaining
ditterensiallart e i mavjud bo'isin. 10 holda
fiot g f(n-gv va ooy tunksiyalarmng ham o shu
KRN : :
ve (e nugtada ditferensiallant mavjiud va ular uchun quyrdagi
U gt df () F deo, S g fndgo s geadf (x)
Jex)  atadfeo fiodg(n)
ot RS - — e ()= )
€x) L)

formula o'ninl.

Bu tasdiglarning isboti  funksiya differensialining (6.14)
ko'rinishda ifodalanishidan va funksiyaning hosilalarini topish
goidalaridan kelib chiqadu

Faraz. qilaylik, « /() tunksiya (e.f) Intervalda, v=/#(0
funksiva esa (c.d) intervalda amglangan bo'lib, bu funksivalar
yvordamida v F(/f(y)- gy mutakkab lunksiva tuzilgan bo'lsin.

Murakkab tunksiyaning hosilasi  uchun  topilgan  (6.5)
formuladan toydalanib, shu murakkab funksiyaning
difterensialint topamiz:

diay - de TN = U oo dy = B ) £ (o0dx = 1 odu

Shuni ta'kidlash lozimki, bu holda « migdor argument
ning erkli orttirmasi emas, u v o'zgaruvcehining funksiyasidir.

1%, Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Nazany va
amaliy masalalanni yechishda tegishh funksiyalarning nugtadag
giymatiarini  hisoblash  zarurati tug'iladi.  Ko'pincha, bunday
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funksivalar murakkab bo'lib. ularning nugtadagr  giymatiarimn
topish ancha aivin bo'lady Bu  hol funksivaning nugladag
qivmatinn taguibiv hisoblash (ularmr hisoblash  uchun taqrbry
formulalar iopish}  masalasin yuZaga Keltirad). tunksryaning
differensial ega tagqribiy formulalarni topish imkonim berad)

o tunksiva s intervalda aniqlangan bo'lib, .
nuqtada chekh 1) 0 hosilaga ega bo'lsin. Bu holda funksiya
orttirmasini ushbu

A Y A I Y S
ko'ninishda  yozish  mumkin. Bu  formulani  hamda tunksiya
differensiali uchun A 0G0 v tormulani e'tiborga olib topamiz:

lim W - hm - \T":-,J B lim .{ 1+ —L Lo ’
Coendy e P OTRYS Vo Jx ) Avo |
Shunday qilib, w 4. Nahjada quyidagi
\v s dy
ya'ni
S, v Ny = 4, ) A (6.15)

taqribiy tenglikka kelawiz, Ravshanki, v -dy = o) Shuning
uchun Ar->0 da (6.15) taqribiy tenglikning nisbiy xatosi nolga
intiladi, ya'ni .\,~\ B
1

(6.15) formula Yy e(ah) nuqtada  ditferensiallanuveiu 7{x)
tunksiyaning ., nuqtadagi orttirmasi Ay mi uning shu nuqladagi
differensiali av  bilan almashtirish mumkinligi ko'rsatadi. Bu
almashtirishning qulayligl,  funksiya orttirmasi Ay argument
ortirmasi  \v ning, umuman aytganda, murakkab funksiyasi
bo'lgan holda, funksiya differensiali & esa  Ac ning chizigli
funksiyasi bo'lishidadir. Agar Ac=x «, ekaninj e'tiborga olsak,
unda x, + \r=x bo'lib, (6.15) formula quyidagi

/(K‘) = ,f(t:;) + ./"(xn )(X‘ \'o) (61())

ko'tinishga keladi. Bunda % e lah) Muqta ce(0.5) nuqtadan katta
farq gilmaydigan, ammo f{x;) qulayroq hisoblanadigan nuqtadir,

Masalan, f(3} sinx bo'lib, sn29* ni hisoblash talab otilgan
bo'lsin. Bu holda ¥ =30" deyish qulay. (6.16) formulaga ko'ra
M5 N
360" 2 360"
Bunda radian o'lchovida yozish zarur, chunki boshqa hadlar

sin 29° = s5in 30° 4 cos 307 (29" 30")-

XL



tadianlatda benigan Domak, w20 oagas (10T amighkda)
Yugoridagr (5.16) formula + o ho'lganda ushbu
v sy adh
ko'nnehm  oladi. Bu o formula (e x” JUdae g o v sm gy
tunksivalar uchun quyidagieha bo'ladr

1y vn” = by v

Ilne I+ v) = v
SiE v o= X

fov = ¢
5—§. Yugqori tartibli hosila va differensialar

1", Funksiyalarning yuqori tartibli hosilalavi. 0 funksiva
.ty imlervalda aniglangan bo'lib, uning har bir ¢ nugtasida /')
hosilaga ega bo'lsin. Ravshanki, //(x) hosila v o'zgaruvehining
funksivasi bo'ladi. Bu (v hosila ham o'z navbatida biror
vty da hosilaga ega bo'lishn mumkin.

5-ta'rit Agar /(v tunksiva (e intervalning hat bir veor ?)
nugtasida 7 hosilaga ega bo'lib, bu ) tunksiya y, e h)
nugtada hosilaga cga bo'lsa, u f(x) tunksiyaning a, nugtadagi
ikkinchi hosilasi deb  ataladi. Funksiyaning ikkinchi tartibhi
hositasi v/ 70x) g belgitarning bin orqah yoziladi.

vy tunksiyaning uchmeln, to'rtinchi va hk tartibdaqi
hosilalari xuddi shunga o'xshash  ta'ntlanadi. Unmaman, 700
tunksiva ./ infervalning har bir ve () nugtasida o 1 -tartibli
© vy hosilaga ega bo'lsin. Bu ¢ () funksiyaning “x, o (eh)
nugtadage hosilasi (agar u mavjud bo'lsa} /() tunksiyaning v,
nuqgtadagi o tartibli hosilasi deb ataladi va
z/“‘\"
dv”
(v funksivaning /v /™. hosilalari uning yuqori tartibhi
hositalan deyiladr.

P . larning birt orqgali belgilanadi. Odatda

LY
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Shunday qihib, ¢y funksiyaming o0/ da - tartibli
hosildsmlnq mavjudligi bu funksiyamng shu nugta dlmi]dd | S
2 e (n - - tartibll hosilalan mavjudhigini tagozo eladi. Ammo
bu hoszluldlmnq maviudhgidan  »- tarhbli hosila - mavjudhg,

. . . (URY
umuman avtganda, kelib  chigavermavdi.  NMasalan, !
funkstyaning hosilasi «*. » bo’lib, bu funksiya v=0 da hosilaga
eqa emas, yva'm berilgan tunksiyaning -0 da birtnchi tartibli
hosilasi mavjud, ikkinchi tartiblt hosilast esa mavijud emas.

Nisollar qaraymiz,

oy v bo'lsin {y~0 va wek) . Bu tunksiyaning hosilalarini
ketma - ket hisoblaymiz:

v
Ve (v s Y e Dt
vTo ) - Y s e D Dxt

Berilgan funksiyaning » tartibli hosilasi uchun ushbu
() = (g =Dt D)+ Dx (6.1%)
formulaning  o'rinli  bo'lishii matematik  induksiyva usuli
yordamida ko'rsatish qiyin emas. NMa'hunki, »- 1 da
‘ Vgt
bo'ladi. kndi (6.17) formula »=% da o'rinli, ya'ni
v e 1y (- on ot D

bo'lsin deb, uning »=4t+1 da o'rinhh bo'lishini ko'rsatamiz.
Ta'nfga ko'ra y* = (') . Demak

TGN = e =2 (e kDt =

s =) - 2) (= h+ D) - k)t
Bu esa (6.17) tonmulaning »-k+! da ham o'rinli bo'lishini
bildiradi. Demak, (6.17) formula ixtivoriy ne A uchun o'rinli.
(6.17) da 4 1xtiyorty haqiqly son. Xususan, x -1 bo'lsin.

1k

Unda y.—:l tunksiyaning »--tartibli hosilasi
N

(i‘)m =(=D=2) et = SR (6.18)

nel
bo'lad:.
2} y=Inx (x>0) funksiyaning »-tariibli hosilasini topamiz. Bu

funksiyaning hosilasi .* ' bo'lishidan harnda {(6.18) formuladan

1
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y T [
. v
tormula kelib chiqadi. Demak,
¢ ey
n - ) ) ot
'
3] v=a (@=>0.u=1  bo'lsin. Bu tunksivaning hosilalanni

ketma ket hisoblaymiz:

:

t
voooa na

Voo gy atInt gl
Vot i a) atnt
Bu munosabatlarga qarab , tunksiyaning » tartibli hosilasi
uchun ushbu
v atin"a
formulam vozamiz. Uning to'g'niligi yana matematik induksiya
usult yordamida osongina isbotlanadi. Demak.
(a")y" - ' ln"a

Xususan, voc N uchun Yo

4). v sinv bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiya uchun v csr. Biz
uni quyidagi

. . . . T
Vs x)" cos v sin( v b ?)

ko'rimshda yozib olamiz. So'ngra » unn funksiyaning keyingi
tartibh hosilalarini hisoblaymiz:

. . . z
Fo-eosx) - - smy - singx + 2 2)

S . Yo
P (-sin ) = - cosao-sin(y 4 3 —2)

. . o T
V7 cos Y = sine - sy + 4 5 )

Bu ifodalardan esa - sin ¢ funksivaning » tartibh hosilasi uchun

in

¥4
MU oosm{ oy o e-)
2

formula  kelib  chiqadi. Uning to'g'riligi  yana matematik
induksiya usuli bilan isbotlanadi. Demak,

. x
M sin( v4on 2)

(sin x)

Xuddi shunga o'xshash
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o vy st i /: ).

29 Sodda qoidalar. o va o funksivalar o) intervalda
amqlangan bo'lib, ular - (i nugtada o tartibli o oo e 0
hostlalarga ega bo'lsin. Buni quyidagicha tushimsh lozime s va
so- funkstvalar o« nugltam o'z ichiga olgan v ¢ (00 intervalda
St o hamda o owt hosilalarga  cga  bo'lib,
nuglada esa /' ¢ hosilaga ega. U holda

Iy fcen” of N e = const
20z gt
3) R T R T P CO W A AN RS YO RN S I A L RO S RS IR
e T R [T
bo'lady, bunda
! f’_(_“ _]J ‘(n A l‘!l
k!
6.9—misol. Ushbu
2ved

=T xS
AT HO

tunksivamng »tartibli hosilasi topilsin.
< berilgan tunksiyanm quyidagicha

\

Jovzd

. } Y
f(x i
&) v o2 v

(1 o { '
()
formuladan toydatanib topamiz:
( 2x+ 3 ]"" _TC " SV

vozih olamiz. So'ng

T 2‘)"'-I (x- H''

34, Murakkab funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. « . /(1)
funksiva (.5 intervalda, y=r@) funksiya esa (.d) intervalda
aniglangan bo'lib, ular yordamida y= /(/(x)) murakkab funksiyva
tuzilgan bo'lsin. w=1(3) tunksiya xe(uh) nuqtada ikkinchi tartibli
ey =reo funksiva esa mos w(e= () nuqtada ikkinchi lartibh
I*un hosilaga ega bo'lsin. Ikkinchi tartibli hosila ta'rifiga ko'ra

VO = ST
bo'ladi. Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash tormulasi
(6.5) dan hamda Ko'paytmaning hosilasini hisoblash formulasi
{6.9]) dan toydalanib topamniz:

L v —5x+ 06
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& fonnat 15 oy L E ] I VO N T A
OO o on”  Ef o £ foxy e oy e
AR IV AR PUCIOONY ()
Demak,
MOHCICen) St s DS I ey £
Xuddi shunga o'xshash . ftx) tunksiva v et nugtada 700 va
Vol unksiva esa mos e ) nuqtada # 7w hostlage ega
bo'lsa, murakkal Mooy tunksiva ham (@.hy nuqltada 3
tartibh hosilaga ega bo'ladi. Bu hostla quytdagicha hisoblanadi:
VIO N 1 oo o IS ) -
ETCLON L7 00 B Y20 LN £ [ )4
HISON L™ E o) (0 f () - RV R A S N A S T N AT
Shu yo'l btlan murakkab tunksiya 3 =/(/¢xp ning istalgan
tartibli hosilalari hain hisoblanishi mumkin.
4". Funksiyaning yugori tartibli differensiallari
Faraz qilaylik, /() tunksiya e (uh) nuqtada ikkinch
fartibli 7"ty hosilaga ega bo'lsin,
6—ta'rif. /() funksiya differensiali dymng xe(e.h) nugtadagt
differensiah funksivaning ikkinchi  tartibli - differensiali  dob
ataladi. Funksiyaning ikkinctn tartibl differensiali 7 /(x) yok
/'y kabi belgilanadi;
d'yv d(dyy  yoki 471 = d(df (x)).
Endi differensiallash qoidasidan foydalanib topamiz;
iy d(dv) - d(vido) = dhd(y') = dx- v = Yy
Demak,
A= yndet (6.19)
bunda
de’ - dvdy = (edx)?
Xuddi yuqoridagiga o'xshash, xe(w.t) nuqtada funksiyaning
3—tartibli differensiali ta'rillanadi:
Ay died ) = AV )= dxd(pmy - V!
bunda &' =)' Umuman tunksiyaning (» -1 -tartibli differensiali
"V dan olingan differensial fx)y  tunksiyaning xe(u. b)
huqtadagl « tartibli differensiali deb ataladi va u J%y yoki 4 f(»)
kabi belgilanadi:
doysdd ey yokio dT ey = d(d ' f(x))
Bu holda funksiyaning » tartibli differonsiali uniriy - tartibh
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hosilasy orqahi quyidadgs

AT
Ko'tinishda ifodalanady Uning to’g nhgimi matematik induakesa
usull vordamida 1isbotlash ayamkin,

foova eeo funksivalar oo mtervalda aniglangan bo'lib, ular

v nuqtada s tantibhe ditterensialga ega bo'lsin. U holda
ushbu

1) A0 oy Lty i

LA T C T €% BN R RN N At KON

Sbod o) s d U e Cld e de (e b S O0d e
formulalar o'ninly bo'tadi

Indi  muwakkab  funkstya » ~(s(v)p  ning  difterensialim
hisoblaymiz, Na'lumky, + - #(/0y ein lunksiyaning difleyensial

Aeop'tade tlivn’dy
) FCION - £(x)
bo'lib, u
dv o d(FONY ISRy fMCade s PRGN (6.20)
ko'rinishga ega bo'ladi.

Demak, funksiva muiakkab bo'lgan holda ham  funksiva
ditferensiali funksiya hosilast 7¢/(v) bilan {bu holda argument
1Y) bo'ladi) aigument T ning diftferensiali (V)
ko'paytmasidan iborat ckanhgini ko'tamiz. Qdatda bu xossani
difterensial  formasining  invariantligin - deyiladi. Bunda  (6.14)
formuladagi . argument v ning ixtiyorty orttirmasi . ni
(Av - dv) bildiradi, (6.20}) formuladagi () esa x o'zgaruvchiga
bog'liq bo'ladi.

Endi  y-/¢/¢xn murakkab  funksivaning ikkinchi  tartibli
ditferensiahini hisoblaymiz. Ta'tifga ko'ra

v TR AU O
bo'ladi. Differensiallash goidasidan toydalanib topamiz:
d oy = dUSH ) () = U QONd )+ 17 (1) - U (X))
= PCFCORE T P .
banda 4y - diog - di vy df )y .

Demalk,

Av= UL - FONdf Lo+ U d fo {6.21)

Bu (6.21}) tormula bilan (6.19) tormulam taqqoslab,
itkkinchi  tartiblt  ditterensiallar  differensial  formasining
invariautligl xossasiga eqga emasligini ko'rannaz.

foren o funksiyvaning  uchinchy va hokazo  tartibli



difterensiallare vuqoridagidek binn - ketin hisoblanad
6—8. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Ushbu patagratda difterensial hisobning asosty teorentalarin
Keltiranuz, Bu teoremalar - kelgusida,  aynigse  tunksiyvalanm
tekshinishda mubim rol o'ynaydi.

1-teorema  (Ferma teotemasij. (o funksiya  biror v o«
oraliqda aniqlangan va by oraligning ichke . ngtasida o'zining
eng katta (eng kichik) giymatiqa erishsin. Agar b nugtade
funksiya chekli o hosiluga ega bo'lsa, 1 holda

)y 0
bo'ladi.

< /(v tunkstya e nuqgtada eng katte givmatga ega, ya'ni
eX da (s ) tengsizlik o o'rinli, shiu bilan birga bu
nudtada chekli 7¢) hosila mavjud bo'lsin. Ravshanki

fr(e) Ilm/”) ) lin AT ALY lim 1) ”")v
B X ron Ve e X

Avni pavida

himn AN 0.l A0 S AT 0.
v X T -
bo'ladi.
Yuqoridagi munosabatlardan
! ‘[r'\)— 9]

ekani kelib chiqadi, »

Shunga o'xshash, funksiva ¢ nuqtada eng kichik givmatga
ega va bu nuqtada chekli /() hoesilaga ega bo'lganda ham
t'tey=0 bo'lisht ko'rsatitadi. »  {garalsin 32 chizma)

32 - ctuzma.
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S—1eorema  (Roll teoremasi). oy funksiya |o b} segmentda
uzluksiz, (oo fthy bo'lsing \gar bu funksiya . v intfervalda
chiekli hosilaga ega bo'lsa, 1 holda shunday « vae oo by nugta
topiladiki,

bo'ladi.
<4 sy funksiya |« segmentda  uzluksizo Demak,
Vevershtrassning birinchi teoremasiga (5-bob, 7 §) ko'ra bu
oraliqda funksiya o'zining ¢ng katta qiymati 1/ va eng kichik
qiymatl » ga erishadi.
1) m a7 bo'lsin. Bunda fivi const. xe (0,4 bo'ladi. Ravshanki,
bu holda Vee(a #) uchun (). » bo'ladi.
2) m<dr bo'lsin. Bu holda  f(w s bo'lgam uchun /(x)
funksiya o'zining eng katta qiymati s, eng kichik giymati
m  larning  Kamida bittasiga  |..4) segmentning  ichki ¢
(a-.c«h) nuqtasida erishadi. Ferma teoremasiga asosan bu
nuqtada
[y =0
bo'ladi. »
6—~teorema. (Lagranj leoremasi). f(x) funksiya |ab]|
segmentda uzluksiz bo'lsin. Agar b funksiya (u.b)y intervalda
chekli fi(x) hosilaga ega bo'lsa, u holda shunday ¢ (a<c<h)
nuqta topiludiki, bu nugqtada
IRy fen

e
/) b

(6.22)
bo'ladi.

< /(x) tunksiya |..h] segmentda uzluksiz bo'lib, uning ichki
nuqtalarida chekli ;’(x) hosilaga ega bo'lsin. Bu funksiya
yordamida quyidagi

PGy = 1) e L2 LD

funksiyam tuzaylik. Ravshanki, bu funksiya |ehl segmentda
uzluksiz bo'hib, (a b)intervalda esa
/)y 1D

Foa
hosilaga ega.  /v) tunksivamng -+ - va x:-» nugtalardagi
giymatlarini hisoblaymiz: /(. #7th)- 0 Demak, /7(x) tunksiya Roll
teoremasining barcha shartlaiini qanoatlantiradi. U holda « va 4
orasida shunday « (a~ -4 nugqta topiladiki, =0 bo'ladl
Shunday qilib,

Iy o=
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AT A )|

ho-y
va bundan (6.22) tormula kelib chigadi. » (qaralsin 33 -
chizma)

yt

I N (TS

33-chizma.

) 7—teorema. {Koshi teoremasi). r(x) va ¢(x) funksiyalar [u, b}

segmentda uziuksiz bo'lsin. Agar bu funksiyalar (a.b) intervalda
chekil /'ty va g'tx) hosilalarga ega bo'lib, vxe(a.bh) uchun g'(x)»0
bo'lsa, u holda shunday ¢ (u<c<#) nuqtada topiladiki,

=Sy ./(_’). (6.23)
gy gl g'(¢)
tenglik o'rinli bo'lad;.
< (6.23) tenglik ma'noga ega bo'lishi uchun g(b) = g(a)
bo'lishi kerak. Bu esa teoremadagt u'(v)#0, (xe(a.b)) shartdan
kehb chiqadi. Haqiqatan ham, agar g()=g bo'lib qoladigan
bo'lsa, u holda g funksiya Roll teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantirib, biror «e(a.b) nuqtada (bunday nugqta
Roll teoremasiga ko'ra topiladi}) g'(c)=0 bo'lib qoladi. Bu esa
Vre(a.h) da g'(x)#0 shartga ziddir. Demak, #(b)# g(a)
Endi 7(x) va g(x) funksiyalar yordamida quyidagi
F= s BB 0 - g

funksiyani tuzaylik. Bu funksiya ta.#| segmentda uzluksiz bo'lib,
(a.b)y intervalda
AT 071
why - @ *
hosillaga ega. So'ngra #(x) funksiyaning x=u v=b nuqgtalardagi
grymatlarini hisoblaviniz: £y =#(@)=0. Demak, Fey funksiya
{e A segmentda  Roll teoremasining  barcha  shartlarini

Fray= ) -
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qanoatlantiradi. Shuning uchun « va » lar orasida shunday
¢ -2y topiladiki. /- -0 bo'ladi. Shunday qilib,
b= fta)y
AL S
() sl
va unday (6.23) tenglikning o'rinli ekani kelib chigadi. »
Xususan, g(x)=x bo'lganda Koshi teoremasidan Lagran)
teoremasi kelitb chigadi.

O 2y Uty ()

7—-§. Teylor formulasi

1. Funksiyani yaginlashtirish hagida. MNa'lumki, funksiya
matematik analiz o©'rganiladigan asosiy tushuncha. Ko'pgina
masalalar esa funksiyani hisoblash (berilgan nugtada giymatini
topish) bilan bog'liq. Funksiyaning murakkab bo'lishi bunday
hisoblashlarda katta qiyinchiliklar tug‘diradi. Natijada noqulay
va murakkab funksiyani o'ziga garaganda sodda va hisoblashga
qulay bo'lgan funksiya bilan yaqinlashtirish -taqribiy ifodalash
masalasi yuzaga keladi. Bu masalani hal qgilishda ko'p hollarda
Teylor formulasidan foydalaniladi.

Shuni aytish kerakki, xususiy holda bunday masala bilan
funksiya orttirmasi \w ni uning differensiali & bilan taqribiy
ifodalash (Av~dy) jarayonida tanishgan edik. Ma'lumki, f(v)
funksiya x, e(«.6) da differensiallanuvchi bo'lsa, uni quyidagi

()= flxg)+ f{x)x-x )+ olx=x,)
ko'rimshda yozish mumkin. Bu esa x nuqtaning etarli kichik
atrofidagi » nuqtalarda s(x) funksiya ushbu
Px) = J(xg} + [ (x Xx = x,)
chizigh funksiya (birinchi darajali ko'phad) bilan taqgribiy
Hfodalanishini ko'rsatadi,

2. Ko'phad uchun Teylor formulasi. Ushbu
1’1{x)=a0+a.(x~x0)+a1§x~x°)7+...+a”(x>xn)" (6.24)
(bunda 4,,4,.4,,..,a, va x, o'zgarmas haqigiy sonlar, rew)
ko'phadni qaraylik. Bu ko'phadni ketma—ket » marta

differensiallab topamiz:
Plxy=a, + 2a,(x - x,)+3a,(x-x,) +..+na (x~x)" "
Plx)=2a, +3:2a,(x - x)+ .. +n(n—-1a, (x-x)" %
PAX)=32a,+. +n(n-1(n-a,(x—x,) " (6.25)

P (xy=n(n-1Yn-2)..2a,
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Bu (6 24) va (0 25) tenghklarda -y, deb olinsa. unda bertlgan
r(vy ko'phad va umng hostlalarnt 7 vy (k=12 o ning o,
nugladagi qivimatlari topiladi:

Pav)) o a,,

Py e

Ploeoy 2a,

Hardan
o, I)"(\‘,r )
/’n'(‘\-ﬂ)
ul .
]l
UMEW
ft. -
R
L)
a, = Coee
"

kehb chigadi.

Shunday qilib, 2 (v ko'phadning koeffitsientlan ko’phad va
uning hostlalarining +, nuqtadagi qiymatlan orqali ifodalanad.
Koeffitsientlarning bu giymatlarini (6.24) ga qo'ysak, unda

'l FIC A
[ l"(A\,)+l-"(I"')(\ +/" (I“")(x—xu)" (6.20)
! n!

bo'ladi
(6.26} formula ko'phad uchun Teylor formulasi deb ataladi.
34, Ixtiyoriy funksiya uchun Teylor formulasi. /(1) funksiya
(a.;y intervalda aniqlangan bo'lib, u x e(t nugtada
7ot £y hosilalarga ega ho'lsing Funksiyaning nuqtadagi

[ I

hostlalaridan foydalanib, quyidagi

" » . (.
P =l f(x)d "f"'(_‘- vy E:"’(_r- ! 'I")u--,\ﬁ )
pess "

ko'phadni tuzaylik.
Agar gqaralayotgan /(x) funksiva »- darajali ko'phad bo'lsa,
unda vuqgorida (2 bandda) aytilganga ko'ra
T8 I A W]
ya'm
1)
S a

!

fy ! (I'?V“)u ! (1"‘“)(,\--;0)'. 1 xa)
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bo'lad.
Agat (v funksiva ko'phad bo'lmaesa, 1avshanki,
IS E AR

bo'lib, ular otasida farg yuzaga keladi Biz uni = ¢y orqah
belgilayhk:

RoAs)= [y -8
Natijada ushbu

() - 40 s R )
ya'ni

()= f(x) 4 ,1("')(\- Vo) /”(x"’(.r W) b /M“"](
I 2 "

tormulaga kelamiz. Bu (6.27) formula /¢ tunksiya uchun l'evlor
formulasi deb ataladi. & (1) esa Teylor tormulasining qoldigq had
deyitadi.

/) funksivamng 72 (/.0 ko'phad bilan taqribly /¢ 00
ifodalashda Teylor tormulasidan  keng  foydalaniladi. Bunda
goldiq had 7 (v) m baholash muhim. Bu masalani hal qilish
uchun /(0 tunksiyaga "og'uroy’ shart qo'yishga to'g'ri keladh.

/vy funksiva (/) intervalda aniqlangan  bo'lib, u  shua

voa,) i) (6.27)

intervalda uziuksiz.  f'(x). /(o). - /7 vy hosilalarga ega bo'lsin
degan edik. Lndi ¢.n) intervalda bu tunksiyaning +1 tartibh
sumyy hosilasi ham mavjud bo'lsin - deymiz. (@b imtervalda
arqument x ning ixtiyoriy qiymatini taviulab quyidagi
P o . I , .
INOERIGENIOE It' o 1)- ;‘ ( - 1) - ’I()(.\":}' (6.728)
N /

yordamchi tunksiyani  tuzamiz  va Unl o [x,oao(ah) (yoki
jvx Jeuh)) segmentda qaraymiz. #(  funksiyaning {6.728)
ifodasidan uning {1, \| segmentda uzluksiz bo'lishimi ko'tish
qiyin emas. Bu funksiya (x,.x) intetvalda hosilaga ham  ega.

Hagiqatan ham,
1

/ f;'y_)(_\.__”

§ D
£ ‘””_i ’l“’-?n«—r)—f'(r)f-- --zﬁv’-)-u»:f-:-‘

‘ ! ".l ({)('Y )" ‘/-,““(.'.)(_XA n" '1 . fm ’(’).(_‘A -1

n (- 1) "

Demak,

Y
"

Fndi jx,.x) segmentda uzluksiz va (x v intervalda chekli (nolga

7y (v nN" {6.29)
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teng  bolmagan)  hosilaga ega bo'lgan bitor gy funksivani
olavlik.
) va gy Junksiyalarga a, ) segmentda Koshi teoremasini
qo'llanib topamiz.
I'(\)-l'n.)_ () ((3.30]
P - ex) @)
bunda.
TR (¢ X, (v =1, )0t
Yuqoridagi (6.28) funksiya uchun
Fixy-0.0{(x,}) R _(x)
tengtiklarga egamiz. Endi (6.29) tenglikdan ¢ : o da

[ER TN
= ! .“)“ 5
"
bo'lishini o'tiborga olsak, unda (6.30) tenglikdan
Ky PR LN (6.31)
@'(¢) n

(e, t 0 0y tormula kelib chigadi.
Shunday gilib, Teylor tormulasining goldig hadi uchun (6.31)

formula topildi. Bu holda /(o tunksiyaning leylor formulasi

quyidagi

) 1) : AR

FOa) - f(a )+ " (x -t ” (v X)) b " -a)
o v [ERN I P
+V’(vl)'$‘("c)>/ (“)(“__‘)q
p(e) n
(c=x, +Ox—n,)0<d<]) 6.32)

ko'rinishda yoziladi.

Teylor formulasidan kengroq foydalanish magsadida, uning
goldiq hadining turli ko'rinishlarini keltiramiz. -

1). Koshi korinishdagi goldiq hadli Teylor formulasi.
Yuqorida qaralgan @ funksiva sifatida ¢n « ¢ funksiyani
olaylik. Ravshanki, bu funksiya {x,.x]c (a ) segmentda uzluksiz,
(x,.v) Intervalda esa chekli ') -1 hosilaga ega. Bu funksiya
uchun @) 0,002, )=x-x, bo'ladi. Natijada (6.31) formula
quyidagt

(ot " O
Rx)= /" nftlj[x—r')"( r—,\',,)=~f—( l:(')[z— X" L{xwxu)]"'(x‘-—xh)="~/ S (x~x, Y~y

"'
(0<é <)
ko'unishnm oladr. Qoldig hadning bu iHodasini (6.32) ga go'yib
topamiz:
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" o (6.33)
o
Bu (6 33) formula v funksiyaning koshi ko nnishdagr goldig
hadli Teylor formsulas deb ataladi.

2). Lagranj ko'rinishidayi goldig hadli feylor formulasi
Fndi g i o funksiyani olavlik. Bu funksna ham o ajcenn
segmentda uzluksiz, (v,.) intervalda esa chekll (1) -t Dx 1)
hosilaga cga. Bu funkstyaq uchun

Pl - 0 )~ (v -y V"
@e): (e Dy @) (x4 iy w0 1)
bo'ladi. U holda vugondagr {6.31) formula ushbu
) RS A O
R-- b 2 (- o) (na 1y (a0 %)
Ko'rinishni oladi. Qoldiq hadmng bu ifodasin (6.32) ga qo'vib,
topamnmilz:

flx)s £ (x,)4 “{."“)(\ v (;n)(r W '(;‘f")“' X
(6.34)
At )(‘___ o)
a0

Bu formula /() funksiyaning Lagranj ko'tinishidagi qoldiq
hadi Teylor formulasi deb ataladi.

Teylor tormulast qoldig hadining bu ko'nimshi sodda bo'lib, u
(6.34) tormuladagi navbatda keladigan hadni eslatadi. Faqat
bunda funksiyaning t:+1)- tarlibli  hosilasining nuqtadagt
qiymati o'rniga bu hosilaning o (c= s 0 -0 nuqtada gimati
olinadi.

3). Peano ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi. /(x)
funksiya Teylor tormulasining Peano ko'rinishidagi qoldiq hadini
chigarishda  /(v)  funksiyaga nisbatan  qo'yilgan  shartni
“engillashtirish” mumkin.

sy funksiya v, ¢ (a.h) nuqtaning biror 77w,y a.h atrofida
£, £MOon . £ x) hosilalarga ega bo'hb, 70 hosila esa v,
nugtada uzluksiz bo'lsin. Bu funksiya uchun a¢ !’ (x,) da ushbu

1) ) Flh {(x Yt L) (x o x) ot W (vox,) A
I 2! il ’ e
ol ol {().33]
+"f‘ B E‘D—) (.‘, |, ) 1 +_I (¢ )(“_ . "“)-.
{1 n'



(hbunda « son « bilan . orasida) tormula o'ninli.
Haqigatann ham, vuqondagr (6.34) formutada » m » 1 ga
almashtiusak, u holda (6.31) formuladan (6.35) kelib chigadi.
Ravshanki, . » . da »o  bo'ladr. 5 0 esa . nugtada
uzluksiz. Demak,
fe /7y b 7" ey - £ 0w
U holda
T Ty,
S ST
" "
tenglhik o'nnli bo'hb, oy - o ho'lads,
Agar v oy, da aa vy -ol(vx)"y bo'lishind e'tiborga olsak,
natijada (6 35) tormulaning qoldiq hadr uchun ushbu

Ik l((v,(x . / ”‘,\”)(*‘ LY Loty ) ([5.3(!]
" "
formulan topamiz. Fndi (6.35) va (6.36) tormulalardan
. "l(\‘u’ . ,"(‘_“] 2 /"[‘l(\u) L.
vy f(a ' (v vt 5 (0o )t , (v--xy)" t (6.37)
Ay )

totmulaga kelib chigqadi. Bu formula /() tunksiyaning Peano
ko'tinishidagi qoldiq hadh ‘Teylor formulasi deb ataladi.

Demak. « >+ da (6.37) formulaning qoldiq hadi nolga intilib,
u t6.37) tormulada o'zidan oldin keladigan har bhir hadga
qaraganda yuqori fartibli cheksiz kichik migdor bo'ladi.

Shundav qilib, biz yugorida /() funksiva leylor tormulasi
goldiq  hadining  fwl ko'rimshianm  keltirdik.  Yechilayotgan
masalaning talabiga qarab v yoki bu ko'rinishdagi qoldiq hadli
Teylor tormulasidan fovdalaniladi. Nlasalan, biror v, nuqta
atrofidagi v (v#.,) nuqtalarda rv) funksiyaning qiymatlarim
taqeibiy hisoblash kerak bo'lsa, Koshi yoki lagranj ko'rinishidagt
qoldiq hadli Teylor formulalaridan foydalangan ma'qul, v— ., da
qoldiq hadi nolga wnftilish tartibinigina bilish tozam bo'lsa yoki v,
nugta atrofida tunksivaning bosh qismini ajratish kerak bo'lsa, u
holda Peano ko'rinishdagi goldiq hadly Tevior formulasidan
foydalanish maqsadga muvotiq bo'ladi.

4", Makloren formulasi. () funksiyaning (627) Teylor
tormulasida « -0 deb olinsa, ushbu
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. ! iy feas o, L.
fiave fUY ! :. ) v / ‘(—) v o4t X by 16.38)

- w
formula hosil bo'ladi. Bu holda goldiq had r, () quyidagicha:

. C |
a) koshi ko'tinishada: =~ o'a oy 00 DAy (0,

b) Lagranj ko'tinishida: - (v) - x i)'; SN,
) (i
v) Peano ko'rinishida: o (o)
(0« o<1y yozilishi mumkin,
Yuqonidagi  {6.38) formula /()  funksiyaning Makloren
tormulasi deb ataladi.

Ushbu
v - il
f(x) f)+ /_(0_) X+ /_(O_) 't e .[__. (L}’f) !
: I 2 (n+1)
(0<0<1) Lagran} ko'ninishidagi  qoldig hadll Makloren

formulasini garaylik. Bu formulaning qoldiq hadini baholaymiz.
Faraz qaravlik, shunday i/ son mavjud bo'lsinki, arqument <
ning v, v hugta atrofidagi giymatlanda hamda e ¥ ning barcha

qiymatlanda
Sy <M
tengsizlik bajarilsin. U holda ushbu
o) - lj-l’: Ty Jx;'tl :
(n+1) (n+ 1)
tengsizlikka ega bo'lamiz. x ning har bir tayin giymatida

RULER

limit o'tinh bo'lishini e'tiborga olsak, u holda » ning etarli katta
qiymatlarida r,(x) yetarli kichik bo'lishini ko‘ramiz. Demak, x, :0
nugta atrofida f(x) funksiyani

ry+? w) f(O) AR
n

ko'phad bilan d]mashtmsh mumkm Natijada ushbu

tm
T foy L ‘0) l_z(l_"»).r- o dTO
! o
taqribiy tormula kelib (hlqddl.
59, Elementar funksiyalar uchun Makloren formulasi. 1)

f(u=c¢ bo'lsin. Bu {funksiya wuchun ("'¢o-27 va  fen 1,
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fay L 123y U holda

RS B o4 ey
P> 7 "

bu'lib, uning qoldig hadi esa Lagianj ko'rinishida quytdagicha
yoziladi:

"t

v

roi) I (- N
(i by
Har b v wa] w>m da !(-“‘?f ¢ bo'lishini efiborga olsak.
unda
”Jul
ool
)

nel

. . . : o .
tengsizhk kelib chiqadi va »w-s>» da i 670" tfoda va demak,
nil)!
r.4v ham nolga antiladi. Natijada /(o= funksiya uchun
quyidaqi
v X"
- vt
2 n!
taqubiy formulaga ega bo'lamiz. Bu formuladan, xususan, v |
bo'lganda, - sonini tagribiy hisoblash imkonini beradigan ushbu
. 1 ! ]
I LI
o2 n!

(#+ l)!-
2V o sna bo'lsing Ma'lumki, bu funksiyaning » tartibli

et =y

¢

formula hosil bo'ladi. Bu holda ' e

. . . ) . . n b
hosilasi  uchun ey (sin 0 =sin(x + - 2) formula  o'ninli.

Ravshanki, f(0y=0 va
[ 0.agar »— jutt bo'lsa,
10y =sin T
- » 1
\ (=) *.agar » toq bo'lsa.
“tv) sina funksiyaning  MNakloren formulasi togq son
bo'lganda
S YO ZIL\;I 7‘;;,! b+ (-1 ¢ '-:;‘
ko'rinishda yoziladi. Bu  formulaning qoldiq hadi Lagranj
ko'nnishda quvidagicha yorziladi:

b (x)



VY 7
b . s v b . [ (e -

[E7EEENEY 2

Ravshanki, vao| av] oo da

[ \

| n‘l“
lr“( VY
[RTEENANY
- al’ . .
bo'lib, # »e da ey ifoda va dewak, » (v ham nolga intitadr.
nt 2y
Shunday qilib, »  tog son bo’lgandd ushbu
Voo SRR
SIX = X + R A G B I
n ] 7 ”|

tagnbiy soblash formulasiga egamiz.
3). /(v =cosx bo'lsin. Bu funksiyaning » -tartibli - hosilasi

T :
;) formulaga cgamiz. Ravshanki,

uchun ' (x)=conn)t ' eesv e n

=1 va

4

[0, agar » tog son bo'lsa,
. m

Y0y = cos "

L1y, agal « Juit son bo'lsa

Jty~cony funksiyaning Nakloren formulasi quyldagicha yoziadi,

X" o "ox"
cos & - T o= 4 ) Y
2! 4! 6! n!
{bunda » - jutt son), uning qoldiy hadi Tagran ko'rintshida
quyidagicha yoziladi:
v noel 7"_
rAx)- e cos{ Ox +u + ) O<0<D
(nt2) 2
Demak,
ooy Ty
Cos x = |- S R B T R
2! A O H'

4). fivy=In(t +x) bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiyaning » - tartibli

hostlasi uchun ushbu
(- 1Y

(o)
formula  o'rinli.  Ravshanki, /(=0 /5= b e B Shuni
olib, berilgan funksivaning Nlakloren formulasin

Uy cdn(t an™ =Dt

e'fiborga
VOZAMIZ:



I . | "
v \ \ Y ..
T4 v vm e e = — (=) e ) (6.38)
2 ] Bl »n

Bu formulaning goldig hadi -, (x) m baholashda uning Lagran)
hamda Wosht ko'nnmishlaridan foydalananmiz.

a) ©-<.1-1 bo'lsin Bu holda (6.38) formulaning lagian)
ko'nnmishidagi

~ l no_nsl
r.{x}= ,__(__) X . W<y
(4 L+ (x)y™

qoldig hadini olib, uning uchun quyidagi
[yt

Tl ot om e

el

bahoga ega bo'lamiz.
b) - 1sx<0 0<a<l bo'lsin. Bu holda (6.38) formulaning Koshi
ko'rinishidagi

1-6)"
roxy= (=" { ~‘~3—,— ; (0- 6 <l 6.39)
(1 +6x)" "
goldig hadini olamiz. {6.39) tenglikni quyidagicha yozamz:

B/
r (0= (=07 — =
1+6,x) 1+6x
o'zgaruvchi x ning -a<x<0 (0<a<l) qiymatlanda
10
1+6,x
tengstzlik o'rinli bo'lishini hisobga olib, topamiz:

(_])..A[ -6, )" x"! | | ! l( at

: <|
1+8x I+0,xl 1!1'91x| I-a

<1

Ir, ()} =

Demak., In(l+x) funksiya uchun quyidagi

2 3 i "
X X FEET 4

X R R
II\(I+.\')z.¥——2——-+—-_v‘--~>-.~4—i.v+(--|) ;
taqribiy hisoblash formulasi hosil bo'ladi.

5). 1(9y=0+x)" bo'lsin, bunda «ek. Bu funksiyaning »--
tartibli  hosilasi uchun /™ (x)=((1+ )V =a«(ux- D (& -n+ I+ x)""
formulaga egamiz. Ravshank:i, /(0)-L /(0 -afa-1). (@-n+1.
/y=(0+v* funksiyaning Nlakloren formulasi quyldagicha
yoziladi:

(04 2y Tl+(1 ch 73473 —-I)‘\J .+ (-1 (u -—n+l)1,,
I 2 nt

qoldiq had r, (x) esa ushbu

+ 7, {x).
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Kosht ko'nimshida vozilad bndy .+ -1 bo'lganda
t
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bo'lib, » » da nolga intitadi.
Xususan, ¢ «» ba'lsa, u holda » (vi 0 bo'lib, ushbu

; 1 . npn Y e o

E o ).v po D ’ !

I' 2! I

Nvuton bimom tormulasiga kelamiz.
Shunday qilib, bu holda ushbu

1] o D {1y {0 st )
+ voe ot

[ BN R I

e b v
IP zl ”d
tagnbiy tormulaga eqgamiv.
Bis viqornda elementar funksiyalaining

Nakloren

tormulalarnim keltirdik. Bu tormulalarming qoldig hadlarini asosan

Lagran] ko'tnushida vozib, so'ngra ularnt baholadik. 1
tunksivalarming  Nlakloren  formulalarida  ularmng
hadlarini boshqa ko'ninishlarda ham yozish muamkin.

Jementan
qoldiq
Nlasalan,

clementar  funksiyalarming Peano  ko'tinishdagi  qoldig  hadh

Makloren formutalan quyidagicha yoziladi, (¢ »)

2 "

. v Y A
1) v o e 4 o)
It 2! n!
\l \'\ ‘_- no | ‘,.
2) smovs v T — 4 — -4 o+ ()T T - era™)
3t S 7 "'
(bunda » - tog son),
) A x' N "oyt .
3) cos v - -k = -4 L I R 7Y (|
2! 4! O n!

(bunda » - juft sonj,

' | n

vox Y Wi A "
4) Il v vy ox o= b —  —— 4+ Y- vox™)
2 3 -4 M
. . (t2 — 1) -n+l) |
S) s oy “le b oy e ) e )\ by )
1 ol I

Odatda bu tormulalar asimptotik formulalar deviladi.



Mashglar.

6.10. Ushbu
0, agal v ratstonal son bo'lsin
fovy
VL agal v oarratsional son bo'lsa,
tunksivantmg v nugtadagr hosilasy topilsin.

6.11. 1) Agar '« funksiya . nuqtada ;o hosilaga ega
bo'lsa, u holda shu nuqtada funksivaning o'ng hosilast (v, + 0
chap hostlasi <10 0y lar mavjud va  ~0o+0)= G S0
bo'lishi 1sbotlansin 2) Agar vy funksiya «, nuqtada o'ng hosila
i ey chap hostla v, 0y larga ega bo'hib, 7y, 4+ 0y 7'y - )
bo'lsa, u holda shu nuqtada funksiyamng s'tx,) hosilasi mavjud
va (). iy s 0y 2 0o o bo'lishl isbotlansin.

6.12. Bir tomonh hamda cheksiz hosilalarning geometnk
ma'nolar kelitiridsin.

6.13. Ushbu

0, ayar x 0 bo'lsa,

1 1
fivy= 5 L agar oo l bo'lsa,
< 4

n+ n
1 1 l e
. agar EAETR bo'lsa
H ” : n "+
funksiyaning ¢ 0 nugtada  differensiallanuvehi  bo’lisha

1sbotlansin.
6.11. Agar /() va o) funksiyalart ve« nugtada hosilaga ega
bo'lmasa,
Sux)+ el fox) - {x) /:—‘) (p(x)=0)
tunksivalar shu nuqgtada hosilaga ega bo'ladimi?  Misolar
keltirilsin.
6.15. Ushbu
Jv
v
belgilashda chap tomondagi ifodani kast deb gatash mumkinmi?
6.16. Agar ‘(v va v funksiyalar ve(ah nuqtada » - tartibli
o (g0 hosilalarga ega bo'lsa,
fixy )
funksivaning » tartibli  hosilasini  topish formulasi keltirh
chigarilsin. (Odatda bu formula Leybnis tormulasi deylladi).
6.17. Ferma, Roll, Lagranj teoremalan qanday geometilk

= /(\)

187



ma'noga ega?
6.18. Ushbu

1 . x-S
a) s(x) = b} f(x)=In

PRI V-4
funksiyalarning Makloren tormutalari yozilsin.
6.19. Asimptotik tormulalardan toydalanib, ushbu

2

L

hm{cos v + )t
s 0u

limit topilsin.
6.20. Ushbu
f(x)-ix] x=0 da

funksiya v=0 da uchinchi tartibli hosilaga egam? " chi?
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VII BOB
Differensial hisobning ba'zi bir Latbiglasi

Lishbu  bobda funksivaning  hostlalalni - vordamida  uning
o'zqgansh  Narakten torabqda  o'zgaimas  qiymatnr  saqlashi,
o'suveht yoka Kamayuvehr bo'hshi,  maksimum  va  minimum
pivinatlan). shumngdek tunkstya grafigini tekshitsh {funksiva
graligining qavang yoke bohqligr, burilish nuqtalann emiglash)
kabi masalalar o rganiladi.

1-8. Funksiyaning o'zgarib borishi

1. Funksiyaning o'zgarmas giymatni saglashi. ;o funksiva
i fantervalda aniqlangan bo'lsing

1=leorema. /(v tunksiva (why intervalda chekli oo hosilaga
eqa bo'lsing Bu funksiya ) inlervalda o'zqaimas bo'lishi ucfoin
st intervedda

ey o0
bo'lishi zarur va yetarli,

< Jarurligi. Shartga ko'ra /¢y luoksiva (.t ntorvalda
O'zgarmas,  va'ni ). . comst . Ravshanki, bu  holda .05
mtervalda ¢ (o-0 bo'ladi.

Yetarliligi. Shattga ko'ta f(v) funksiya (ws) intervalda chekli
“oo hosilaga ega va oo 00 Endi (o) imtervalda istalgan v va
tayinlangan v, nuqtalaimi olib, |v.¢] yoki [va,] sogmentinl
qaravhik: {v.a) e (ah), [y e k) Lagran) teoremasiga (6 bobdagi
7 teoremaga garang) ko'ra v, bilan x nudqtalar orasida shunday
cleCuov) s nugta mavindki, (/') -0 bo'lishim hisobga olgan
holda)

JUX) SO0 = S w0 (7.1
tenglik  o'rinli bo'ladi.  (/.1) tenghkdan esa 7). 7)) kehb
chiqadi. Bu /(v funksivaning (a.5) intervalda o'zgarmas ekanini
anglatadi. »

I—natija. Agar /() va (v funksiyalar (. intervalda chekli
7'{vy va v hosilalatga ega bo'lib, shu intervalda

1= ()
tenglik o'tinh bo'lsa, u holda f(xy bilan ) funksivalar (2.h)
intervalda bir biridan o' zgarmas songa farq qiladt:
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IXES A RN i)
<« Haqugatan ham,
ey - i -givg {77
deb, (2p) da
1(ey 1) ey

bo'lishini topamiz. Isbot etilgan teoremaga ko'ta r(vy=¢" bo'ladu
(.2} munosabatdan s(x) (xy1¢ ekan kelib chigadi »

2. Funksiyaning monoton bo'lishi. (v funksiva (uh
intervalda aniglangan bo'isin.

2—teorema. /(x)y funksiya (.hy intervalda chekli j'(x) hosilaga
ega bo'lsin. Bu funksiya shu intervalda o'suveld (kamayuavehi)
bo'lishi uchun a ) intervalda

/()20 (< m

tengsizlik o'rindi bo'lishi zarur va yetarll.

<« Zarurligi. Shartga ko'ta /() funksiya (a.f) da chekb /iy
hosilaga ega bo'lib, u (wp) intervalda o'suvehi (kamayuvchi).
Vee (wb) nugtani olib, u bilan birga v+ Ave (ab) nuqtami ham
qaraymiz. U holda

woeoda f(og iee A G ENICE R )
A 0da £z v+ (7 (V)< /(x+A0))

munosaballar o'rinli bo'ladi va bu munosabatlardan har doim

(v eA) - f(x) >0 (et 1) -.:0] (7.3}
A { A J
tengsizlik kelib chigadi.
Ma'lumki,
lim [+ A= 1(0) = [f'(x) {7.4)
Az 2D Ax

{7.3) va (7.4) munosabatlardan (4- bobning 4-9§ 1lga qarangj
intervalning barcha nugtalanda

JACGESY (/"x)s™
tengsizlik o'rinli bo‘lishini topamiz.

Yetarliligi. Shartga ko'ta /(x) tunksiya (44) intervalda chekli
/'x) hosillaga ega bo'lib, shu intervalda /()20 (/(x)<0)
tengsizhk o'rinli.

Vxe(ah) Va (r+A)e(ab), Ax-0 nuqtalarni olaylik. Bu holda
[v, v+ Ax] < (a.6) bo'lib, ixx+aAx] segmentda /() funksiya lagran)
teoremasining barcha  shartlarim  qanoatlantiradi.  lagranj
teoremasiga muvoliq x va x+Av nugtalar  orasida shunday
¢(x < ¢ < x + Ax) nuqta mavjudki, ushbu



LIRS B AR A P A
tenglik o'tinhi bo'lad)
Demak,
ArvkE Ny ()20 (ARSI IANY RS RN
Bundan /(v tunksiyaning («.s mtervalda o'suvehi (kamayuvchij)
bo'lishi kelib chigadi »

2-%. Funksiyaning ekstremum qiymatlari

/(x) tunksiva b intervalda berilgan bo'lib, v € () va
) (x, dx, 4o (ah
bo'lsin.
1=ta'rif. Agar v« /() uchun
oy () VIR ENICAY
bo'lsa,  7tx) funksiva v, nuqtada  Jokal maksimumga  {lokal
minimumga) eqga deyitadi. Gy qiymat 7o tunksiyamng 77, ()
dagi fokal maksinunm (lokal minimumi) deyiladi,

2-ta'rif. Agar vecti () k=1 () uchun

00 f(x) (fen) - 7 (v h)
bo'lsa, 7(x) funksiya v nuqtada gat'iy lokal maksimumya (gat'ty
lokal minimumga) eqa deyiladi, 7(,) qlymat 7(x) funksiyaning
12w dagi gat'iy maksimurnid (miniminmi} deyiladi.

Yuqoridagi ta'riflardagi », nuqta (v funksiyaga mos 1avishda
maksimum  (minimum), qat'iy maksimum (gat'ly minimum)
qiymat beradigan nuqta deb ataladi.

Funksiyaning 7/ (x,) dagi maksimum (minimum) giymatlari

S(x)= mas {f(x)) (7€) mun 1/ (x0})
kabi belgilanadi. Bunda max (min ) lotincha maximuin (minimum)
so’zidan olingan bo'lib, eng katta {eng kichik) degan wma'noni
anglatadi.

Funksiyaning maksimum va minimum umumiv nom bilan
uning ekstremumi deb ataladi.

Nasalan, /(x)=11-y' funksiya v=¢ nuqtada maksimumga
erishadi. Chunkl vxels () (-11p 0 0) uchun f{x)< /() ya'ni

ZCV I TR .
bo'ladi.

Funksiya hostlalari vordamida uning ekstremumlan hamda
funksiyaga ekstremum qiymat beriladigan nuqtalar topiladi.



1). Ekstremumning zaruniy sharti - o0 tunksiva o007
nugtada  maksimum {mumimumj ga - enshsm. Ta'nfga ko'ra,
) oo da iy g /oo coon bo'lad

3—teorema. Agar () funksiya x ey nugtada chekll o)
hostlaga cqa bo'lsa, 1 holda

bo'ladi.

<« Bu teoremaning isboti Ferma teoremasin qo'llash bilan
kelib chigadi. »

Buirog, s(x) tunksiya uchun biror (o nugtada chekli
hosilast  mavjud va "y o bo'lishidan uning  «  nugtada
ckstremumga  ega  bo'lishi har doin kelib - chiqavermayds
NMasalan /(v -0 tunksiya uchun /)« 3¢t va v ¢ nuglada
Sy=0 bo'lsa ham u v=0 nugtada ekstremumga eqga emas (bu
lunksiya qat1y o'suvchit ekanlig bizga ma'iumj.

Demak, vuqondagi  teorema  funksiva  eksttemuinga
enshishning zarurty shartini odalaydi.

Odatda  tunksiya hosilasini nolga aylantiradigan  nugtalar

lunksiyaning statsionar (hwrg'un, kritik) nugtalann deb  ham
ataladi.

Biz. /(v) v tunksiyaning » o nugtada (6~ bob, 1§} hosilasi
mavjud cmasligini ko'rgan edik. Bu funksiya « 0o nuqtada
minimumga ega bo'lishi ravshandir. Demak, funksiya hosilaga
ega bo'lmagan nugtatarda ham ekstremumga erishish mumkin.

Shunday qilib, /() tunkstyaga ekstremum giymat beriladigan
nugtalami

Funksivaning statsionar nugtalan, funksiyaning hosilasi
mavjud bo'lmagan nugqtalari orasidan izlash kerak ckan. Odatda
bunday nugta funksiya eksiremumga sinaladigan nugta deb
ataladi.

2). Ekstremumning vyetarli shartlari. /() lunksiya «x
nuqtada uzluksiz bo'lib,

Do) (v, O td) 1) (8 0)
da cheklt /'(x) hosilaga ega bo'lsin.
aj Agar
Tve{x,—-0 1) uchun -0
Vi (y,.a, o uchun fg-0
bo'lsa, ya'mi /'(v) hosila x, nugtadan o'lishda o'z ishorasinn "+"



dan " " ga o'zgartitsa. /(0 (unksiva nuqtada mak-imumga
edga bo'ladr
< Hagqigatan ham, . -~y da s, funksiyvaning  qgat'iv
o'suvchr va
I:m F £y
bo'lishidan, v (v, 8. da
(AR ANA S|
tengsizhik kelib chigadi.
Shuningdek 1 <3y da /(1) funksivaning qat‘iy kamayuvchi
va
|’il‘llmf(!)~-_/(.l”)
bo'lishidan vre (v v, +5) da
Fxys f(x,)
bo'lishini toparmiz,
Demak, vaeli () uchun
vy f(x))
bo'lib, /(v funksiva v, nuqtada makshnumga ega bo'ladi. »
b} Agar
Vae (x, .y uchun r(x)<o
Vxe (¥, 5, +0) uchun 7@)>0
bo'lsa, ya'ni /') hosila v, nuqladan o'tishda o'z ishorasini * - *
dan "+ ga o'zgartirsa, /() funksiya v, nuqtada minimumga ega
bo'ladt.
< Hagiqatan ham, (x,-8v) da /() funksiyaning qat'iy
kamayuvchi va

) s (x)
bo'lishidan, vae(x,-0.1,) da
SO0 > f(x,)
tengsizlik Kelib chigadi.
Shuningdek,  .x,+8) da /(x) funksiyaning qat'iy o'suvchi va
9=/ 05)
bo'lishidan, vre (v, .x, +68) da
A ERIE!
bo'lishini topamiz.
Demak, w1/, (x) uchun
Sx) /()
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bolib, ¢ v funksiva v nugtada mimmuomaga ega bo'ladi »
V) Agal
o uchun g o
Yoo ter uchun ey o
yoki
¢+ o couchun oo
co Gy 0oy uchun /(- o)
tengsizliklar o'nnli bo'lsa, ya'ni /(v hosila v, nugtam o'tishda
o'z 1shorasint ozgastirmasa, u holda ¢ funksiva « nuqtada
ekstiemumga ega bo'lmaydi,

Shunday qlib, ekstremuinga sanalayotgan nugtani o'tishda
tunksiva  hosilasi ashorasining  o'zgarisht uning  ekstremumga
erishishmng yetarli shartidin,

7A-misol s (3G funksiyaning  ekstremumini
toping.

< Benlgan tunksivaning hostlasin topanuz:

x‘(:‘,t‘) {7.5)

W=
Ravshanki, hosila v 0. v 3 nuqtalatda nolga aylanadi, |
nuqtada esa chekli hosila mavjud emas. Demak, funksivaga
ekstiemum  beradigan nuqlalarni v 0, x- 3, x=1 nuglalar
orasidan izlash kerak.

()

Avval » 0 nugtant olaylik. Bu nuqtaning ( ;lz) atrolint olib,
hosila uchun (7.5) itodani e'tiborga olsak,

1 .
~.a-v<:(~2_n) uchun - o

1
v, ) uchun ;0.0

bo'lishini topamiz. Demak, /() hosila v-.0 nuqtani o'tishda o'z
ishorasini ™+ dan ga o'zgartiradi. Ravshanki, berilgan
funksiya x-0 nugqtada uziuksiz. Demak, benlgan funksiya v-o
nugtada maksiinumga ega va uning maksimum qgiymati fi 9,

. . . . . S .
Endi « -4 nuqgtani qaraylik. Bu nugtaning (‘;--‘7) atrofin

-

olib, (/.9) dan foydalansak,

7
Yie (b uchun 7«0

“

S
V€ (-3, 2) uchun /vy ~0

930



bo'lishini topamiz. Demak /(o hostla - 3 nugtani o'tishda o'z
ishorasin " dan " ga o'zgartitadi Benlgan funksiva v -3
nugtada uzluksiz demak, u v 2 nuqtada nanimumyga ega va
uning ounumum qiymati oo 0. Nihoyal + 1 nugiada benlgan
funksiya mumumyga ega bo'lishi yugondagqidek ko'rsatiladi. »
3. Funksiya ekstremumini lopishda uning yuqori tartibli
hosilalaridan foydalanish.
oo funksiva e ey nugtada 7o hosilalatga ecga
bo'hb bitor » -2 son uchun
TR AT R A OO R R R (7.6)
bho'lsim.
a) Agar u-juft son, ya'ni u. 2m (meN) bo'lib,
FO )=
bo'lsa. s+ tunksiva v, nuqtada maksimumega,
» A CY T A S R
bo'lsa, /(v funksiva x, nuqtada minimunga cga bo'ladl
<« llagigatan ham, /(x) funksiya uchun ushbu
]"(-‘t.v.) 0 O

SAL) Lt Y
\ \) i (»

f(x) =1 {(x)+

’ IR E ! u(x)(x %)
n

Teylor formulasidan yuqoridagi  (7.6) shatrtlarni e'tiborga olib
topamiz:
£ () tee{x)

. (x

1(xy = f{x )t ‘ x)"

H
bunda « »>x, da a(x)->0. Keyingi tenglikni guyidagicha yozib
olamiz:

). . . .
roy- oy ! ("“’:I’ w0 oy (1. 7)

a2 0 va a s, da a(y) v bo'lgani sababli, ¥ ning ¥ ga
vetath yagin qiymatlarida {xei (x,) lar uchun) ) +a(x ning
1shorasi /*(x,) ning ishorasi kabi bo'ladl.

Ravshanki, #» 2m bo'lganda (x-x) — (v -x,)" >0 bo'lib, ret(x,)
da s(0-fx,) ayirmaning ishorasi /'G.) ning ishorasi bilan bir xil
ho'ladi. Demak, 7'"(x,) < 0 bo'lganda viel/ (v} uchun fiv- f(x,)<0
va'm /(<) bo'lib, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga ega
bo'ladi. /%', -0 bo'lganda esa, Yvel (x) uchumn  f@y- f(x,)>0
va'ni £y fix) bo'lib, f(x) funksiya ntigqtada minimumga ega



bo'ladr »

L) Agar » togq son, va'n o 2wt oe. v bo'ksa, 7y Tunksiva
vohuglada ekstremunmga ega bo'lmayd

< lHagigatan,

S uchun o
Lvedx oo uchun o Yoo

tengstizhklar o'tinh bo'lily, o« nuqtaning ¢y atrolida (v -,y
ning shorasi saqlanmaydi. Bu holda {(7.7] dan ko'rinadiky, v '(x.)
ning ishorasi har qandav bo'lganda ham : ., ) AVITaning
1shorasr o'zgaradi. Bu esa nugtada  ckstremum  yo'gligin
anglatadi. »

7.2—misol. A E) R T T I TN funksivani ekstremumga
tekshiring.
< Bu funksiva uchun v . . aan ho'lib, u v-n nugtada

nolga avlanadi.  Demak. 0 statsionar nugta.  Berilgan
funksiyaning  yuqoti tartibli - hosilalatini topith, ularning « o
nuqtadagi giymatlatini hisoblayimiz:

Cfy e 4 2eosx. 10y G
e e T 2sinx, My o
AR e deosa s, Ty 4

Juft tartibli hosila + o nuqtada noldan fargli bo'lib, u musbat
bo'lgani uchun berllgan tunksiya .o nuglada minimumga ega
bo'ladi. Shu nuqtada tunksiya qiymatini hisoblaymiz: /0y 4 w»

Yuqgorida  keltirilgan qoidadan, xususan, s =2 bo'lganda
quyidagi natija kelib chigadi.

2-natija. Agat v, nuqla /¢y funksiyvaning statsionar mtasi
bo'lib, /M(x)<0  bo'lganda, Jxy  funksiya nugtada
maksimumga,  f"x,)-0 bo'lganda /() funhksiya  x, nuqtada
minimumga ega bo'ladi.

40, Funksiyaning eng katta va eng Kichik giymatlari. Biz
avvalgi bandlarda tunksiyaning ekstremumlaiini o'rgandik va
funksiva biror oraligda bir necha maksimum va minmumlarga
¢ga bo'lishi mumkinligini aytib o'tdik.

I'ndi tunksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini topish
masalasini qaraymiz.

1 funksiya [w#] segmentda aniglangan va uzluksiz bo'lsin,
Vevershtrassning akkinchi teoremasiga ko'ta {5 - bobdagr 8
teoremaga garang) tunksiyaning 1.2 da eng katta hamda ony



krehik  givimatlan mavjud  bo'ladi va  bu qiymatlarga  }: /|
sequenting  nuqgtslavde  enshiladi. Funkstyaning eng  katta
qiyniatl quyidagicha topiladi:

1) 7 funksivaning ¢ o0 intervaldagi maksimum qrvimatlan
topiladi. Funksiyaning hamma maksimunm grymatlandan ibhorat
to'plam {max /(x)i bo'lsin,

?) Tunksiyaning .o segmientning chegaralaridagi, va'n
vea b nuqgtalardagr s va con quymatiart hisoblanadi,
So'ngra {mas sy to'plamning baicha elementlari bilan 1) va
1hy lar tagqoslanadi. Bu  qiymatlar ichida eng  Kattas) /(v
funksiyaning |4 segmentdagi eng katta qiymatt bo'ladi.

Shunga o'xshash funksiyaning eng kichik qiymati topiladi:

1) o tunksiyaning  (a.5) intervaldagi  barcha  minimum
aiymatlari fopilib, ulardan (min /(03 to'plam tuziladi.

2} labi segmentning  chegaralari . x- nuqtalarda  7(x)
funksiyaning «on, 1) qiymatian hisoblanadi.

{min /(x)}  to'plamning  barcha elementlali  hamda flay, f (M
qiymatlart ichida eng kichigi i) funksiyaning |«.4| segmentdagi
eng kichik qivmati bo'ladi.

7.3—misol.  Ushbu f(v) - smeat) funksiyaning | \'n.iv'sﬂ

segmentda eng katta va eng kichik giymatlanni toping.
< Funksiva hosilasini nolga tenglab,

ey =2veoMa ) 0

tenglamani - qaraymiz.  Uni yechib . o, .l--v\/-’;:-.x= "2' lar

statsionat nugta ekanin topamiz. Berilgan funksiyamng ikkinchi
fartibli hosilasini hisoblaymiz:

UxY s 2e08(x ) 4a T singx )
Bu hosilaning statsionar nuqtalardagi qiymatlarini topamiz:

U0y 2 n.,/"’(\/;r y - 21w n,/"’(—\/?;) - 2m e 0

Bundan f(x)-sine’) funksiya x- 0 nuqtada minimumga, « - \/’2' va

T o - . . . . .
v { - nugtalarda esa maksimumga erishishi kelib chiqadi.

V2
Funksiyaning statsionar nugtalardagi qiymatlari

i\ 'r
L T O A (T N IR | !.(J ) 1
¥ 2



. b : ‘
bo'hb, unming |-z Sr| segmentning chegaralandagr giymatian

bo'ladi.  Bu  qiymatlarnt taggoslab 70 sing ) lunksiyaning

| 7 1\*ni segmentdagl eng kKatta giymah b oga. eng kichik

qivmati esa V7 teng bo'lishini topamiz. »

3—3§. Funksiyaning qavariqligi va botigligi

nog funksiya (o mtervalda aniglangan bo'lb, bu intervatdan
olingan 1, «(a.h) v, ~(w by nugtalar uchun ¢ v bo'lsi. Ravshanki,
[ S PYNL
Fndi ¢y funksiya grafigida igx, f(v)). Bix. foe) nu¢talaim
olaylik. NMa'lumki bu iy /e N B fran nuqtalardan o'tuvch
to'g'ti chizig tenglamas quyidagi
TV AEYS B
e 1Y)y
ko'nnishga ega bo'ladi. Um
vt IR T h [ix)

A "’I Y. 1,
kabi yozib olib, qulaylik uchun bu tenglamaning o'ng tomonini
vy orqalt belgilayhk:
o T rao+ T s
AN X, Aoy
Demak, =/ tenglama A{x, /(x)) va By, f(x,)) nuqtalardan
o'tuvchi to'g'ri chizignt itodalaydi.
3~ta'rif. Agar har qanday (q.x)c(eh) olinganda  ham
Yae(y,.a,) uchun
JIERRN(EY] (f ()< H(xh
tengsizlik o'rinli bo'lsa, /() funksiya (/) intervalda botiq
{gal'iy botiq) funksiva deb ataladi.
Botiq funksiya grafigi {34 chizina) 4 va i nudtalardan
o'tuvehi /vy vatardan pastda joylashgan bo'ladi.



Y Y I?
! v =) g
? A? Vi)
gt - o
u 0

34- chizma.

4-ta'rif  Agar  har  qanday vy dapy  olinganda  ham

Vxe(s,.v,) uchun

f{x) = (x) (/{x) - I(x)
tengsizlik o'rinh bo'lsa, /) funksiya (4 intervalda qavariqg
{qat’ty qavariq) funksiya deb ataladi.

Qavarig funksiya grafigi (34 ~chizma) 4 va 5 nuqgtalardan
o'tuvchi /) vatardan vuqorida Joylashgan bo'ladi.

Funksiyaning hositasi  yordamida uning  botigligi  bamda
qavaligligini tekshirish mumkin.

/v funksiya (ap) intervalda aniglangan bo'lib, bu intervalda
chekli 7'(x) hosilaga ega bo'lsin.

A—teorema. /(x) funksiya (a/) intervalda botiq (qat'iy botiq)
bo'hshi uchun uning 7'y hosilasi (w5 da o'suvchi {qat'ly
o'suvchi) bo'lism zarur va yetarli.

< Zarurligi. 7(x) funksiya (a4 da botigq bo'lsin. Demak,
Yy €(u.b)a, e(ab), ¥ <a, bo’lganda vxe(x,v,) uchun

M2 )+ T ),
X, - X, X, X,
bo'ladi. Bundan o
v - ()4 (v - o) L)+ (x= X ) (x, )220,
bo'ltishi kelib chiqadi. Keyingi tengsizlikda x, XY, X+ (- x,)
deb quytdagini topamiz:
!(i)—--il(ﬁ,)s /(r-‘_._‘)— :(r) (7.8
Shu (7.8) tengsizlikda avval « »x da, so'ng x >, da linitga
o'tsak, u holda
. SO =7Gy )= () f(xy) ()
)= lam < lim R S

vy v s Y X, - X, - A,



s ' "
bt I
bo'lib, natijada quyvidag:

Sy

NN A

tengsizhiklar kelib chigad. Demak, oy o). Shunday qulib,
Sexs bo'lganda 1y s o0 bo'ladi. Bu esa () intervalda £(
ning o'suvehi ekanini bildiradi. ‘

Emii /(0 funksiya (/9 intervalda qat'ly botiq bo'lsin - Bu
holda (1.8) tengsizlik ushbu
7(x)- /(\|)4 vy f(x)

3

ko'rinishda ty'|adi.

) (7.9)

Lagranj leOemasiga (6 bobdagi 7- teore
OV - ()

X v,

ACHINVIEY

Xi— v

madga qarangj ko'ra
P (e < 5y )

P x < 8, < xy)
bo'ladi. So'ngra

Yo dcbo'lganda fx) < £(&)

20 % Wylganda )< )
tengsizlik o'ninli bo'lishint vamda (7.9) tengsizlikni e'tiborga olib,
topamiz:

T Ty @) 1)
Demak, /(x)</¢x). Shunday yiip, x <y, bo'llganda 1'(x)« 1)
bo'ladi. Bu /'(x) funksiyaning dly o'suvchihgini anglatadi.
Yetarliligi. /(v) funksiya (5 "ntervalda chekli () hosilaga

ega  bo'lib, u  o'suvchi {qatiy o'suvchi) bo'lsin.  Demak,
Vx, &(a.h). Va, ¢ (a.h) uchun %X bo'lganda 1) s )

(rtxy<seen) tengsidik o'rinl. Yag, Lagranj teoremasidan
foydalanib topamiz:

/S_l).__..f_(\_' ) _ /"(é’l )ﬂ(v\‘] “ £| <),
Xy (7.10)
/ (“) ___L( V) L E ) (v< f <X, (7 11)
X RS
bunda
D A LA (7.1
Demak, 3 - s bo'lgande PO ED U ey

tengsizik



o'tinlt bo'ladi. U holda {7.10) va (7 11) munosabatlardan
1) T TGy [/m_» S IR EN /(v)]

Vo,

. X, [
bo'lishy kehb chiqadi. Shunday qulib, wx, e (b)) ve, e (0 by va  x -

bo'lganda (bu holda {/.12) ga ko'ra 2

=X

<2 bo'ladi)

M0 [y S e [ty 1) 1 ,/m]

(y<x<y,)

‘
1 \I v, A . a |l LN v

fengsizliklar - o'nnhi bo'ladi Natijada (7.8) munosabatlarm
e'tiborga olib, /(x) funksiyaning (a6) intervalda botiq (qat'iy
botiq) ekantga ishonch hosit gilamiz. »

Xuddi shunga o'xshash quyidagi teorema ham ishotlanadi.

S—teorema. /(x) funksiya (uhy intervalda qavariq (qat'iy
qavarig) bo'lishi uchun uning ;') hosilasi (oby da kamayuvchi
{qat'ty kamayuvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

/(xy funksiya (o.#) intervalda aniqlangan bo'lib, shu intervalda
u ikkinch tartibli 77(v) hosilaga ega bo'lsin. Bundan tashqari.
() Intervalning har qanday (w. /) (. ) (a.b).« ¢ /1) gismida /(0
aynan nolga teng bo'lmasin.

6—teorema. ;(x) funksiya (ab) intervalda botiq (qavarig)
bo'lishi uchun shu intervakia

[7(x)20 (/" (x)<0)
tengsiziik o'rinli bo'lishi zarur va yetarhi, ,

< Zarurligi. /(v) funksiva (am intervalda botiq (qavarig)
bo'lsin. U holda yuqorida keltirilgan  teoremalarga  ko'ra,
funksiyamng /'(x) hosilasi (a.4) intervalda o'suvchi (kamayuvchi)
bo'ladi. Funksiyaning monoton bo'lishi hagidagi 2 - teoremaga
ko'ra /(120 (/"(x)<® bo'lishini topamiz.

Yetarliligi. Endi («4) intervalda funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi uchun ushbu /" (x)z0 (/"(v)<0) tengsizlik o'rinli bo'lsin. U
holda vana funksiyaning monotonligi haqgidagi 2--teoremaga
ko'ra '(y) hosila (u.p) intervalda o'suvchi (kamayuvchij bo'ladi.
Bundan 4 —teoremaga (5 teoremaga) asosan ;(r) funksiyaning
(«.k) intervalda botiq {(qavariq) bo'lishi kelib chigadi. »

7.4—misol. Ushbu

. -l
e
WA
funksivaning qavariqligi, botigligi aniglansin,

<« Berilgan funksiya (0.1x) da aniglangan bo'lib, x-1 nugtada

hosilaga ega bo'lmasdan, qolgan harcha nugtalarda hosilaga ega.



Agal v (01 bo'lse,

fC0 R
[V
Sl bo'lsa,
Py L
4 .\\/\

bo'ladi. Demak, /(v) tunksivaning ikkinchi tartibli hosilast x5
nugtada nolga tenyg, v 1 nugtada esa mavjud emas.

Ravshanki,

. ce(0h da v -0
ve(lyy da rrtey<o.
Ve (S da i) -0,
bo'ladr.

Demak, berilgan funksiya (0.1) oraligda botigq, (1.5) oraliqda
gavaitiy, (5,+«) oraligda botiq bo'ladi

2" Funksiyaning egilish nuqtalari.  Funksiya  hosilasi
yvordamida uning egilish nugtalanini topish  mumkin. /()
funkstya x, nuqtaning ¢ (x,) atrofida aniglangan bo'lsin.

S—ta'rif. Agar /(v tunksiya (v, -0.x,) oraligda botiq (qavariq)
bo'lib. (. +») oraligda esa qavariq (botiq) bo'lsa, u holda «x,
nugta funksiyaning (funksiya grafigining) eqgilish nnqtasi deb
ataladi.

feor funksiya ¢/, (x,) da ikkinchi tartibli /vy hosilaga ega
bo'lsin. Agar

Vxe(x, o.x,) uchun =0 (/10-0)

Vye(x,.r, +4) uchun 7" =2o (/70 -0)
tenysizlik o'rinli bo'lsa, v holda (,-d.x) da @) o'suvchi
{(kamayuvchi), (x,.x,18) da ('(¥) kamayuvchi (o'suvchi} bo'lib,
7(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga enshadi. U holda «x,
nuqtada s7(x,) -0 bo'ladi.

Demak, /(v) funksiyaning egilish nuqtasida ikkinchi tartibli
hosila /"(x) nolga teng bo'ladi. '

7.5—misol. ;(v=¢  funksiyaning cgilish nugtalari topilsin.

4 Ravshanki,

£ 20 @

2 =
bo'lib, u tagqat == ‘2‘ nuqtalarda nolga aylanadi.



, o i (
i . 1] - BRI §]
{ ) 77 ,2'

V2 v
Ba tunksivaning ikkinchi tartibh hosilasi ¢ 5 ‘f) va .“" vry

intervalda ,/‘(.\-)-v<|_|-"2‘_‘:| segmentda  esa  tvi- 0 bo'lady.

X . ‘fz . . A
Demak,  fcv ¢ tunksiya (-« ‘\,,) mtervalda qavariq, | - ‘ﬁ“

P4

Ml
segmentda botig  va l‘ﬁ“fa,) mtervalda yana qavariq bo'ladi

1 1

Yoy, (\2‘..' ') nuqtalart uning egilish

Funksiya qgrafigining (- 3
nuqlalarndir. »

3%, Funksiya grafigining asimptotalari. /(v funksiya <ok
nugtamng biror atrofida aniglangan bo'lsin.

6—ta'ril. Agar ushbu

.hml. F(x). ]im /(x).

limitlardan bin yoki ikkalasi cheksiz bo'lsa, » o to'g'n chizig
/( funksiya  grafigining  vertikal  asimptotasi  deb  ataladi.
Masalan, 1 ' funksiya grafigi uchun x=0 to'g1i chiziq vertikal

asimptota bo'ladi.
Aytayhk = f(x) funksiya (w+x), (( oa)) orahqda aniqlangan
bo'lsin.
7-ta'rif. Agar shunday 4 va # sonlar mavjud bo'lsaki, + » v«
da /(v tunksiya ushbu
Jix)=kr+ bt afx)
ko'nnishda ifodalansa, (bunda linu(x) =0 ) y -Avid to'g'n chiziq

f(x) funksiya grafigining og’'ma asimptotasi deb ataladi.
Masalan,

. Podx-2
rx) = X X__
4]
funksivani
2
7(2)- x- A
x4
. . R 2
ko'rinishda  vozish mumkinligi va «-+x da  w(x) |0
LR}

bo'lishidan v-x-4 to'g'ri chizig funksiya gratigining og'ma
asumptotasi ekani kelib chiqadi.
7—teorema. /(v funksiya grafigi y- i+ og'ma asimptotaga



ega bo'hsht uchun

AR
lim ) Aoty Ay 4

)
limtlarning o'ninh bo'lisht zanus va yetaih
< Zarurligi s funksiya grafigi v 4o 0g’ma asumplotaqga
ega bo'lsin. Og'ma asinptota ta'rifiga ko'1a
Oy kv r A ()
bo'lib, bunda + >+x da <y >0 bo'ladi. U holda quyidagilarga
egaintz:
1) kot oaee(x)
n .

{
T = i Shmp ke
t A o X AN X RO

a(x)y
ik

h‘".!v(-/(” I 1ir31"(h+w(\')) h
Yetarliligi. lJshbu

im 7Y b miso-An 0

v 1
limntlar o'rinh bo'lsin. U holda,
lim (f(x)~ kv - bodan f()-—-k -b cu(a)-»>0 kelb chigadi. Demak.
x->twe da
PO = Ax b b+ x)
bo'lib, 1on «(x) 0 bo'ladi. Bu esa ¢ :keeb to'g'ti chizsg funksiyva
graligining og'ma asimptotasi ckanini bildiradi. »

5

7.6—misol. Ushbu )= - R i funksiya gratigining
X :

asimptotalarn topilsin.
<« Bu funksiya uchun

L= lim 1 o -1 demak, & 1
e X Y b {‘\r 1]’
b= (f(x)—ke)= lim| e -.»\j-.:z demak, n-2
e Voave (.\"‘l)’ )

Shunday qilib, berilgan funksiya gratigining og'ma asinptotasi
r=x+2 to'g'n chiziqdan iborat. »

4—§. Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash

Biz ushbu bobning o'tgan paragraflanida  funksiyalarning
o'zgarnish  xaraktenni hosilalar yordamida  o'rgandik. Bu  hol
funksiyalarni yaqqol tasavvur etishda, shuningdek, funksiva



qiafigin anigroq vasashda qo’l keladi
Funksivalarni  fekshirish va  ulaining  gratiklanini yasashni

quyidagi sxema bo'vicha olib bonsh magsadga muvoligdir,

1. Funksiyaning anigqlanish sohasim topish,

2 lunksivam uzluksizlikka tekshirish va  uzilish nugtalanni
topish;

3 Funksivaning jult. tog hamda davriviigini aniglash:

1. Funksivani monotonlikka tekshirish;

5. I'umksivanl ekstremumga tekshirish;

6. Funksiva graligining qavalig hamda botiqligini aniglash,
»gilish nugtalarini topish;

/. Funksiva grafigining asimptotalann topish;

8. Funksivaning haqgiy ildizlaiini (agar ular mavjud bo'lsa),
shuningdek argqument .  ning bir  nechta  xarakterli
qiymatlarida funksiyaning giymattarini yasash.

7.7-misol. Ushbu

+ 1
funksiyam tekshiting va gratigini yasang.

<« Berilgan funksiva K. ( ».+x) da aniqlangan va uzluksiz. Bu
funksiva uchun ;¢ =/ tenglik o'nnhli. Demak, s Juft
funksiya (ming grafigi or o'qgiga nisbatan simmetrik bo'ladi),
untl |ua+e ) oraliqda tekshirish yetarli.

Funksivaning birinchi va ikkinchi tartiblt hosilalarini topamiz:

R R TS B Koy
(iantt Wy

Funksiyaning birinchi tartibli hostlasi o.+x) oraligda mavjud
va x=0 nuqlada nolga aylanadi. Shu x-0 nuqtada tkkinchi
tartibli hosilani hisoblaymiz: ;70)=+ -u. Bundan berlgan /(o
funksiya v v da minimumga ega va (0>} da mm 7(x)=-1 bo'ladi.
Endi « -0 da s1a~0. bo'lganidan benlgan funksiyaning {0.+»)
oraligda o'suvehiligini topamiz. So'ngra ushbu

. 1
Jy=
A

7 =

ko lim 1x) = Im ‘, BN N
vy comxt el
?
. . !
Lo lim(f(x) kx) = Iim l:, : i
o e pfog
limitlarga ko'ra v=) gorizontal to'g'ri chiziq s(x) funksiya
grafiginig asimptotasi ekaniga va

RO
=1 . -1= , -0

205



tengsizlikka ko'ra  funksiva grafigi  asimptotadan  pastda
joylashgan bo'lishiga ishonch hosid qilamiz.

Funksiyaning ikkinchi tartibli hostlasi [0.+«) oraligning x-

AN

: . . | »
nuqtasida nolga aylanadi. Ravshanki 0<x- 4 da /’(x) -0
N

: I | : .
" <x<+m da f"x)<0. Demak, s funksiya (o --) intervalda

A N

botiq, (--l-j,m) intervalda (avarig bo'ladi. x- .lq nuqta funksiya
N,

grafigining egilish nuqtasidan iborat. Berilgan funksiyaning
grafigi 35 chizmada tasvirlangan. »

35 - c':hizum

5-§. Anigmasliklarni ochish. Lopital goidalari

Biz funksiyalarning limniting o'rganish jarayonida
%,f,o-w,w-w,o°_w°,l° ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish bilan
o0
shug'ullangan edik. Tegishli tunksiyalarning hosilalari mavjud
bao'lganda, berilgan anigmastiklarni ochish masalasi birmuncha
yengillashadi. Odatda hosilalardan foydalanib anigmasliklarni

ochish Lopital qoidalari deb ataladi.

10, z ko'rinishdagi anigmaslik. Ma'lumki, x-. da /() -0,
g{x}»>0 bo'lsa, j:x} nisbat g ko'rinishdagi  anigmaslikm
a(x

e

itodalaydi. Ko'pincha x-»a da 0
8x

nisbatning limitini topishga
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[NES!
FAEY!
nisbatlar imitlarmng tenghgini quyidagi teorema ko'rsatadi.
8—teorema. (.5 intervalda uzluksiz ;(xy va g(x) funksiyalar
ucln ushbn shartiar bajarilgan bo'lsin:
1) lim (- o, !llﬂ,ﬁf(vl y= O

qataganda nisbatning  hmitint topish  oson bo'ladi. RBu

2} (a.hy da chekdi '(x) va g'(vy hosilalar mavjud va »{x)=0
3} lim -’b‘:"; k {k chekli yoki cheksiz).

g
U holda
ting /00 i L0
segln) 2 g
tenglik o'rinli bo'lad;.
4 Agar
S@)=0, ga)=0 {7.13)

deb olinsa,
hm f{x)=0-: f(a), lir:: 2(x) - 0= g(a)
bo'lib, 7(x) va g(x) funksiyalar }u.#) oraliqda uzluksiz bo'ladi.
Vae(a.h) nugta olib, lax] segmentda 7(x) va g(x) funksiyalarni
qaraymiz. Koshi teoremasiga ko'ra « bilan x orasida shunday
{a« ¢<x) nuqta topiladiki, ushbu
Hx)=fla)  [e)
gx)~gla)  g'(©)
tenghk o'rinli bo'ladi. Bu tenglikdan esa (7.13) ga ko'ra
1) 1)
x(x)  g'(e)
bo'lishi kelib chigqadi. Ravshanki, x—a da ¢—a. Demak,
tim £ O = g ©. k. »
7 g(x) o gl(e)
7.8—misol. Ushbnu
lim e Inv(x_+‘_c_)
$O0Aresin x
Irmitni hisoblang.
< Bu holda
f{) = e (x4 o) g(x) = arcsin x
bo'lib, ular uchun 8--teoremaning barcha shartlari bajariladi.
Haqigatan ham,
1) tim f(x) = !i;}l(e-z‘ ~Inix + o)) = Olim g {x) = lim arcsin x = 0.



2 o0 P T ]
Vb NS
3) tm /'(,\‘) <l 2¢ ! Yoo ! f=2 '
Spx)y ey ¢
bo'ladi. U holda 8 teoremaga ko'ra
lim " »'-vln'(.\ . lim ”J( Vo !
o0 aresin 2o '(x)

bo'ladi. »

Lapital goidalarini ifodalovchi keyingi teoremalarni isbotsiz
keltiramiz.

9—~teorema. (c.+«) intervalda aruglangan /(xy va s(x) funksiya
uchun ushbu shartlar bajarilgan bo'lsin:

1} ’]im“_/ (x) - 0 h'? glx) =~

2) (c4w) da chekli 1'(x) va (%) hosilalar mavjud v g'(x) # 0
3) hm ! ((’)) <~k (k chekli yoki cheksiz). U holda
Che g

lim L) i L)
ceeg(a) e ()
tenglik o'rinli bo'ladi.

7.9— misol. Ushby

. et -]
fim - ——
Yo larcigx T - @
limitni hisoblang.
1
< Bu yerda s(x). ¢’ 1, g)=2aram’ - x bo'lib, ular uchun 9 -
feoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan

" 2 , 4x
Fxy=="en gl(x) - p
x [+
bo'lib,
oo I ] L
lim S lim (- 2{ yer A lim I X. = !
[ ,l{'(.\') v e x° 4 a2y 2
bo'ladi. 9 —teoremaga ko'ra
1
lim /(,r) = lim ¢ l Sz lb
e g(x) e Qaregey - on 2

20 % ko'rinishdagi anigmaslik. Ma'lumki, x-—sa da /(x) - =,
oG

- x  bo'lsa, A nisbat = ko'rinishdagi  anigmaslikni

8{x) o
tfodalaydi. Bunday aniqmaslikni ochishda ham /() va w(x)

o



funksivalatung hosilalardan toydalanish mumkin
10~teorems. (o hy [ntervalde txy va glx funtksiyalar nchul
nshbu sharticr bajarilyan bo'lsin:
I} om0 hme(x)= %)
e S
21 ek intervalda chekli oo, o' hosilalar mavjud  va
PARY IR
3w ) e (& chekli yoki cheksiz). U holda
e
. .
1im 7 li * ( s
e p(x) e g X

Sk

tenglik o'rindi bo'ladi.
{1 —teorema. (v.+c) (ntervalda r(x) va g funksiyalar vchun
ushbn shartlar bajarilgan bo'lsin:
1) lin_l fovy=v. hmogix)y <o
2) (o< intervalda chekli  /'(x), g'(x) hosilalar  mavjud  va
ﬁllb 20
3) lim '}"; ~k {k chekli yoki cheksiz).
Ce 2t
T} holda
lim S him '»/_(” -k
e ,t:()) « vie £ (x}
bo'ladi.,
3'. Boshqa ko'rinishdagi anigmasliklar. MNa'lumkl, lm /f(x)=10,
limuiny=x bo'lganda /(v g(x) foda 0-» ko'rinishdagi anigmaslik

bo'ltb, uni quyidagi

J (gl = ftl")..z ~'*-'(I‘_’.
g(,xf) 1)

kabi yozish orgali :1 yoki © ko'rinishdagi anigmastikka keltirish
«

mumkin.
Shuningdek. lim /(x) =+, lmg{x) =+ bo'lganda fix}--z(v) tfoda

+ -« ko'rinishdagi anigmaslik bo'lib, un1 ham quyidagi

1
rxy- glx) = ‘"(;” /]U")~
rx) ()

v ko'rinishdagi anigmaslikka keltirish

kabi o'zgartirish natijasida 0

209



mumkin.
Shunday qilib, funksiva hosilalani vordamida 0.« hamda - «

L . ) . . . 0
ko'rinishdagt  antqmashklarni  ochishda, larni . voki
. .

ko'rinishdayi anigqmaslikka keltinb, so’'ng yuqoridagi teoremalar
qo'llaniladi.

Ma'lumki, x »e da oo funksiya t, 0 va = ga, »i0 funksiya
esa mos ravishda «, 0 va 0 ga mtilganda

VAPSY i
darajali - ko'rsatkichli ifoda 1".v".=" ko'rinishdagi anmqmasliklal
edi. Bu ko'rinishdagi anigmasliklarni  ochish  uchun avval
y=(rxfF” logaritmlanadi: ny=g(x fix) x—a da gioh oo ifoda
0.2 ko'rinishdagi anigmaslikni ilodalaydi. Aytaylik,
hm{g{ryln f(xn="4

{»chekli voki cheksiz) bo'lsin. Unda

lm v lim] () = =lim ¢ Y b

bo'ladi.

t=eslatma. Agar s(x) va g funksiyalarning /() va '(x)
hosilalari ham  /(v) va g(x) lar singan yuqorida keltirilgan
teoremalarning barcha shartlarini ganoatlantirsa, u holda
JO) oy 77 170
¢(x) g'(ﬂ 27(x)
tengliklar o'rinli bo'ladi, ya'ni bu holda Lopital qoidasini takror
qo'llash mumkin bo'ladi.

7.10—misol. Ushbu ¢

im(—-~-; :
iy

him -

limitni hisoblang.

. sina . s ;
<« Ravshanki, v->0 da »="""1 ifoda 1 ko'rinishdagi
X
aniqmaslik. Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:
sy sinx . X XCosx—sinx
tn {In ) - R
miny = tm——%- < lim--. Lo =lm sy _x_ .
3o Y x~ 130 (I " 1o 2v
|l . aulx:——slnr | (rmsx—sm\‘) b,. xsinx 1
S-limS=aT -l == olim——2" =—
2. v 2.,. (_‘-1" 200 3 b
Demak,
1 i
sinv_
lim(” ‘ BEEFURE
o ¢ X

0



Muashglar.
7141, (v da chekll 7va0 hosilaga ega bo'lgan s funkstya
7. da gatty o'suvchi ((qat'iv Kamavuwe hi) bo'lsa,
rhxn - 0 (e ]
bo'ladimi? Misol keltinng.
7.12.  Hosilasi  nolga teng  bo’lgan nuqtada  funksiya
ckstremutga enshish shartmi?
7.13. Ushbu
U EeosE Y {(v20)
funksivaning o'suvchi hamda kamayuvchi bo'ladigan oraliglari
toptlsim.
7.14. Ushbu
frvy s chuioosy
tunksiya ekstremumga tekshuilsin.
7.15. Ushbu
r(x}y=xsnx.ox
funksiya (01| dagi cheksiz sondagi nugtalarda maksimumga,
rheksiz sondagi nugtalarda minimumga erishish ko'rsatisin.
7.16. Berilgan shar ichiga yon sirfi eng katta bo'ladigan
<ilindr joylashtirlsin.
7.17. Ushbu
fin=(x He”
tunksiyaning (- 1.4] dagl eng katta va eng kichik givmati topilsin.
7.18. Ushbu

1
PO

fray e
WXy
funksivaning qavariq, botiq bo'ladigan oraliglari hamda egilish
nuqtalari topilsi.
7.19. Uishbu
RTERERY
Ty :
MDY
funksiya to'liq tekshirilsin, grafig chizilsin.
7.20. lLopital qoidalaridan fovdalanib, ushbu limitlar

hib‘()l‘)ldl\si":
it X L v
(l] ‘l”'l“"‘“‘ (1 -(./ )

1 .
B} mi ol
. “

v} limgsin )™
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VIl BOB
Anigmas integral

Ma'lumki, harakatdagi nuqtaning tezligini topish, shunmugdel,
egn chizigga urinma o'tkazish kabi masalalar (6 —bobning 1- §
lga qarang) funksiyani differensiallash tushunchasiga olib kelgan
edi.

Nuqtaning har bir vVaqt momentidagi tezlign ma'lum bo'lganda
uning harakat qonunini topish, egil  chizigni uning har Dbir
nuqtalaridagi urinmalariga ko'ra anigtash kabi masalalar ham ko'p
uchraydi. Bunday masalalar yuqorida eslatib o'tilgan masalalarga
teskari  bo'lib, ular funksiyani integraliash tushunchasiga olib
keladi.

1-8. Anigmas integral tushunchasi

1%, Anigmas integral ta'rifi. Faraz qilaylik, s(x) funksiya (a s
intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz bo'lishi mumkin)
aniqlangan  bo'lib, Fxy  funksiya  esa  shy intervalda
differensiallanuvchi bo'lsip.

1—ta'rif. Agar vxc (a,h) da

Fx)= f(x) yoki I (xY= f(x)dx
bo'lsa, #(x) funksiya (a,b) da f(x) ning bosh]ang’ich funksiyasi
deyiladi.

Masalan,

Y rxy=x* funksivaning R =(-w+ec) dagi boshlang'ich funksiyasi

F'(x):—]ixi bo’ladi, chunki

F’(,r):(;x"

=x' 1),

2) fxy=- % funksiyaning (- intervaldagi boshlang'ich
vi-2x?
funksiyasi #(x)=\i-+* bo'ladi, chunk
F@=-xty e TE L
N
Aytaylik, s(x) funksiya {4 4)da aniglangan bo'lib, r(x) funksiya
shu segmentda differensiallanuvchi bo'lsin,
2-ta'rif. Agar
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bho'lib,
Jhaay foa ol iy nd )
bo'lsa, /oo tunkstva o | oda con ainy boshiang'ich tunksiyasi
deviladr.
8.1-misol. U'shbu

1, agar ¢ -0
Jlu= . 0, agar v u,
| I,oagat + on

e iva o L) tervalde bo hlang'ich funksiyaga ega emasligi

Ko'rsattio.
« Teskaris:,  fataz qilavlk. Bueor 260 funksiya ¢ Lh da /(x)

ning boshlang’ich o iksivast be'lsim o Lh da

R EEERY
|.agranj teoremasiga ko'ta v o da v b
Doy by o T v (e 1)
bo'ladi. Kevingi tenglikdan topamz
Cay- oy

Foey i 1

o !
Bu esa 110y - - - bo'lishiga zid, »
1—eslatma. Kevinchalik, 7o funksiya /(x) ning boshlang’ich

funksivasi  bo'ladigan  oralign ko'tsatib  o'tirmaymiz.  Oraliq
sifatida s ning aniglanish oralig'i & ko'zda tutiladi va x
stlatida

oo Cub) (bl a b= roal. ¢ a).

|84 £y (hAoe) (% dar)

lar olinishi muinkin.
1—teorema. Agar /() funksiya ¥ oraligda uzluksiz bo'lsa,

‘(vy shu oraligda har doim boshlang'ich tunksiyaga ega bo'ladi.
Bu teoremaning 1sboti 9 - bobda keltiriladi.
Fg va o funksivalaining har biri /(v tunksiya uchun

boshlang‘ich funksiva bo'lst:
crvys o{x, D e
Demak, () -@'v). Bundan 7 -bobdagi | natijaga ko'ra
By sdgays (7o)

ter~"k kelib chigadr
Demak, /(v tunksivaning barcha boshlang'ich funksiyalan
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bir .- biridan o'zgarmas songa farq giladi va istalgan boshlang’ich
funksiyasi ushbu ko'ninishda ifodalanadi: /7 ¢vy+¢ (¢ =const)

3—ta'rit so funksiya boshlangich funksiyalarning umumiy
Hodasi /(s)+¢" (C=cmt) shu f(x) funksiyaning aniqmas integrali
deb ataladi va

f 7 onx

kabi belgilanadi. Bunda J’-intervn]da belgisi, f(x) 1ntegral
ostidagi funksiya, s esa integral ostidagi ifoda deyiladi.

Demak,

] [ lxxx=F(x)+C.

Masalan,

jz*dx= 2A [

+
In2
bo'ladi, chunki hosila olish sodda gqoidalariga ko'ra

(2‘ +(‘] =27
In2

2% Anigmas integralning sodda xossalari
t) f(x funksiya anigmas integrali [/(xkr ning differensiali
J(x)dx ga teng:
df fen)= 1o
< Haqgigatan ham, F(x) funksiya f(x) ning boshlang'ich
funksiyasi bo'lsin: #'(v)= f(x). U holda
j S(x)dx=F(x)+C
bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
d([ F(x)dx)= d{F(x) + C)= dF (x) = F'(x)dx = f(x)de®
Bu xossa avval differnsial belgisi «, so'ngra integral belgisi |
kelib, ular yonma—yon turganda o'zaro bir—birini yo'qotishni
ko'rsatadi.
2}. Funksiya differensialining aniqmnas integrali shu funksiya
bilan o'zgarmas son yig'indisiga teng:
[ dF (x)=F(x)+(
<4 /(x) funksiya f(x) ning biror boshlang'ich funksiyasi
bo'lsin: #(x)= f(x). U holda
j f(xxdx= F(x)+C
tenglik o'rinli bo'ladi. Ikkinchi tomondan,
[ [(x)dx = f F()dx = j dF (x)



Oxirgrikk: tenghk 2). xossani isbot etadi. »

Yugonda  keltirilganlardan,  difterensiallash  (funksivaning
hosilasini hisoblash} hamda integrallash (funksiyaning amqmas
mtegralinl hisoblash) amallari o'zaro teskari amallar ekanligi
kelib chigadi.

Aynl paytda funksiya hosilasi hisoblanganda natija bitta
funkaya bo'lsa, uning anigmas integrali hisoblanganda esa natija
cheksiz. Ko'p funksiya {ular bir —~biridan o'zgarmas songa farq
gilady bo'ladi. Aniqmas integral deb yuritilishining boisi ham
shu.

3'. Integrallashning sodda qoidalari. 1) Agar 7(v) funksiya
boshlangich funksiyaga ega bo'lsa, u holda ¥ (x (¢ o'zgarmas
son) ham boshlang'ich funksiyvaga ega va =6 da

[k (e =k £(x)de (8.2)
formula o'rinli bo'ladi.

< v funksiyaning boshlang’ich funksiyasi () bo'lsin. U
holda #'(v)= f(x) va I](x)dr:[/(.r) + (" bo'lib,

k[ 700dy = k(1 0x) + Cy= k() 4 KO (8.3)
bo'tadi, bunda ¢ - ixtiyoriy o'zgarmas son. Ushbu
(KOO - k7 (x) = kf (x)

tenglik  o'mnli  bo'lishidan 4/(v funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi k/'(x) ekanini topamiz. Demak,

Jk/(r)dx:kl"(x)-h('t (8.4)
bunda ° ixtiyonty o'zgarmas son. Endi (83} va (84)
munosabatlardan ¢ va ¢, o'zganmas sonlarning ixtiyoriyligi
hamda 4=0 bo'lishidan (8.2) formulaning o'ninli ekani kelib
chigadi. »

Shunga o'xshash integralning quyidagi xossasi isbotlanadi:

3} Agar s(x) va e(x) funksiyalar boshlang'ich funksiyalarga ega
bo'lsa, /(v)+¢(v, ham boshlang'ich funksiyaga ega va
[+ glopde= f f(xidv + i) (8.5)
formula o'nnli,

Odatda bu xossa integralning additivik xossasi deyiladi.

2—eslatma. Yuqorida keltirilgan (8.2) va (8.5) tengliklarm
hamda kelgusida uchraydigan shunga o'xshash tengliklarni o'ng
va chap tomonlaridagi ifodalar orasidagi ayirma o'zgarmas songa
barobarligi ma'nosidagi (o'zgarmas son aniqgligidan) tengliklar
deb qgaraladi.
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4%,  Flementar funksiyalarning anigmas integrallari.
Boshlang'ich funksiya tarilidan hamda elementar funksiyalar
hosilalari jadvalidan (6 —bobning 3 -§ iga qarang) foydalanib
elementar funksiyalar angmas integrallan jadvalini keltiramiz
(har bir formula integral ostidag) funksiyaning amiglanish
sohasida garaladi):

]’ I(]dx-’—(‘:nunst‘,
2) jldx=jdx=x+C;

i

M
3) frrde= S wC 0 (ue
J7R A

4} I‘dx:ff:lnkh(ﬁ' (x#0);

X
1 dx T
N (i ]y G o

6) jkl-dx=j &

VI-x? V1-x?

= arcsin x + (.-

7} ja'dx: S (>0
Inu

8) Isinxdx:—-c05x+(7:

9) fcosxdr=smx+(f;

10) j—-—-li» -dx=j it: =—cigx + (],

sin* x sin’ x
1 dx )
11) | — . de=]——=tgx+(,;
) j‘vr:c;s’ x Icos’ x &x+

12) I.chxdr:chx-r(,‘;
13) Jchxdx:xhx+(7;

14) jldx= —cthx +
sh*x
1 .
15) I;};ixdx=lhx+c;

8.2-misol. Ushbu [(1+vx)'ax integralni hisoblang.

<4 Bu integralni hisoblash uchun avval (8.2), (8.5)
formulalarni, so'ngra jadvalni qo'llaymiz:

f(evn)tde= [+ 203+ x)dc= [lav+ 2jxi¢ix+j'mx=x+;x"i +f£. sCo»
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2—§. Integrallash usullari

1. O'zgaruvchilarni almashtirib integraliash usuli. Ushbu
Jv,'(,\)dx aniqinas integralin hisoblash talab etilgan bo'lsin. Bunda
rtvy tunksiya biror 3 =(, #) intervalda armuglangan va

JOO= () () (8.6)
ko'rinishda yozilishi mumkin deylik.

Agar ) funksiya / ¢,.r,) intervalda boshlang’ich funksiya
®(r) ga ega bo'lib, g(x) funksiya X =(abh) intervalda (bunda
z(xvyc7) differensiallanuvchi bo'lsa, u holda

1o = gt (e = DGl + (8.7)
formula o'ninli.

<« Hagiqatan, [®(g(x]  D'(g(x) '(x) = @{g(x)g'(x). »

Odatda integralni bunday usul bilan hiseblash o'zgaruvchini
almashtirish usuli bilan integrallash deb atatadi.

O'zgaruvchilarni  almashtirish  usulining muhim  tomom
o'zgaruvchilarni juda ko'p usul bilan almashtirish imkoniyat
bo'lgan holda ular ichidan integralm sodda va hisoblash uchun
qulay holga keltiradiganini tanlab olishdan iborat.

8.3-misol. | ndx

= +a'z-
<« Berilgan integralda o'zgaruvchi « ni x+a'=s kabi
almashtiramiz. Bunda Zrdx=dr bo'lib, ((8.6) va (8.7) larga qarang)

j' ,'xdx : jd’ 2! Init x&(":—l—ln(x2 1 )+CP
x*+at 271 2 2

8.4-misol [¢* sinxdx ni hisoblang.
<« Bu integralda cosx=r almashtirishni bajaramiz. Natijada
— sin xdx = dr bo'lib,
Ie"”" sin xdv = —Ic'df =—e' + (== +C

(« - const) M1 hisoblang.

bo'ladi. »

2%, Bo'laklab integrallash usuli. Ikki w=n(x) va v=vwx)
funksiya («.b) intervalda uzluksiz u«'(x) va v(y hosilalarga ega
bo'lsin. Ma'lumki, (6 —bobning 4 - § ga gqarang}

d(u(x)- v ¥)) = u{ x)d x) + v(x)du( x)
Bu tenglikdan
u(x) - dv(x) = () = v(x)du(x). (8.8)
bo'hsh! kelib chigadi.
Endi (8.8) tenglikni integrallab topamiz:

217



f u( )i vy - j(d(n(v\‘h'(x))y-Iv(.\'ldu : u(x]r(_r}—jr Ve
Shunday qilib, quyidagi
Ju( x)dv(x) = ufxp(x) - jv( vidu {8.9)
formulaga kelamiz. Bu (8.9) formula bo'laklab integrallash
tormulasi deyiladi.

Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanish  uchun
integral ostidagi ifodani w«(x) hamda &x) lar ko'paytmasi
ko'rinishda yozib olinadi, bunda albatta dvw(x) hamda v)du
ifodalarning integrallarini oson hisoblana olinishi lozimligini
e’'tiborda tutish kerak.

8.5~misol. [Inxi ni hisoblang.

<« Integral ostidagi Invix ifodani w=Inxdv=dr lai ko'paytmasi
deb olamiz. U holda du='drv=x bo'ladi. Bo'laklab integrallash
X
tormulasidan foydalanib, topamiz:

Ilnxdx:xlnx—jxldx=xlnx'—x+('=xln»'\'+(' »
X

o

8.6—misol. =j’ . ﬁ_i (n=12,3..) ni hisoblang.
(x"+a" )

< Bu intervalda

w= 1 dvede du=— EE L
(X! +“1)n (X7+dz)"'l

bo'ladi. (8.9) formuladan foydalanib topamiz:
2

7= & +2nf ot dx {8.10)

(xz +a1)n (xz +a2)n+l

dc ni

n

Bu tenglikning o'ng tomonidagi j(;’ N
x - 2 dx

"'()cz +az)"“‘k“ '[(x' +a’y de=a Jr(xz +a'y

ko'rinishda yozsak, unda (8.10) munosabat ushbu

= X vamJ -2natd
T v aty "
ko'rinishni oladi. Keyingi tenglikdan esa quyidagi
1 x 2n--1 1
T gt ety 2w (8.11)
rekurrent tormula kelib chiqadi.
Ravshanki, »-1 bo'lganda

el
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x
4y i 4 ) \
/|>~I ST = 4= arcty +C
Aot u |+(\)1 o i
o

bo'ladi.

n22 bo'lganda, mos ./, integrallar (8.11) rekurrent formula
yordamida topiladi. Masalan:

7= & ] 8 ' : o) Larctg " +C W

Z - Cr = e )
()Y 220 M edd 247 247 x'+u’ 2a a

3-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

Ushbu paragratda ratsional funksiyalarni integrallash bilan
shug'uilanamiz. Buning uchun avval algebra kursidan biz uchun
zarur bo'lgan ma'lumotlarni keltiramiz.

1°. Ko'phad va uning ildizlari hagida. Biror

P(x)=a, +ax+u,x’ . +a,x" (8.12)
ko'phad berilgan bo'lsin, bunda a,.4,.4,...a, ©'zgarmas haqiqiy
sonlal, «, #0.ne N esa ko'phadning darajasi.

Ma'lumki, biror «e X son uchun P(a)=0 bo’lsa, « son P(x}
ko'phadning 1ldizi deb ataladi. U holda Bezu teoremasiga ko'ra
P(x) r-u ga qoldigsiz bo'linib, u quyidagi

Plx) = (x —a)Q(x)
ko'rinishda ifodalanadi, bunda Q(x)-(n-1)-darajali ko'phad.

Agar (8.12) ko'phad (x-u)* (keN) ga qoldigsiz bo'linsa, « son
{8.12) ko'phadning + karrali ildizi bo'ladi. Bu holda r(»)
ko'phadni ushbu

P(x) =(x -a)*  R(x)
ko'rinishda ifodalash mumkin, bunda R(x)-(n-k)~ darajali
ko’'phad.

Agar :=a+if kompleks son p(x) ko'phadning ildizi bo'lsa, u
holda --a-# kompleks son ham bu ko'phadning 1ldizi bo'ladi.
Shuningdek, -« +if son P(x) ning k karrali ildizi bo'lsa, z=a-if
son ham bu ko'phadning & karrali ildizi bo'ladi.

Demak, P(x) ko'phad :=a+:8 kompleks ildizga ega bo'lganda
uning ifodasi (x-z) ko'paytuvchi bilan birga x- - ko'paytuvchi
ham gatnashadi. Bunday holda P ko'phadning 1ifodasi
quyidagi

(x=2Xx T=[x—(ax+H)[x-(x—-1f))=x"~2ax+ at+ it X epx+q
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; sy« iy

kvadrat uchhad ko’ pdyiuvn hi bo'lib qoladi.
Faraz gilaylik,
Pxy=a, +an v a,x’+.0 1 ax"

l\ophad berllgan bo'lib.  «, «,.. .« lar umng mos ravishda
s 4.+, Karrali haqiqiy ildllldll - B YT R I
la1 esa ko'phadning mos ravishda .y, .- karrali kopleks
dizlann  bo'lsin.  Bu  ko'phadni uning idizlariga ko'ra
ko'paytuvchilarga ajratish haqidagi ushbu teoremani isbotsiz
keltiramiz,

2~teorema. Har qanday »- darajali
Pxy=a,+ax+a,x +. +ax"

ko'phad {uy.u,. ,....a, O'zgarmas haqzqay sonlar, :u) ushbu

Px)y=(x~a ) (x- a) o (x-a W(X +pxrg )+ px ey (X Epxtq)
ko'rinishda ifodalanadi, bunda

Ayt A v A 2y Ay =0

bo'lib, x*+px+q,=0 (;=12...5) tenglamalar haqgigiy ildizga ega
emas.

2%, Sodda kasrlar. To'g'ri kasrlarni sodda kasrlar orgali
ifodalash. Ushbu

4 Bx + (

(X =a)" (x* + px + q)"
ko'rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deb ataladi, bunda AB.¢
hamda «,p,q lar o'zgarmas sonlar, x' +pr+g kvadrat uchhad esa
haqiqiy ildizga ega emas.

Ma'lumki, quyidagi

Px)=a, +ax+a,x’+.+ax"

(m=123.) {8.13)

va

(xy=h, +hx+b,x* +.. +bx"
ko'phadlarning  («,.4,.9,. ..a,,b,.b.5,...h, O'zgarmas  sonlar,
ne N.ve N) nisbati

I’(r) a, +ax+a1x +. +ax

Ot by 4 bx+byxt b b
kasr ratsional funksiya deyiladi, »<+ bo'lganda esa u to'g'ri kasr
deb ataladi.

Har qganday to'g'ri kasr (8.13) sodda Kkasrlar orgal

ifodalanadi. Buni isbotlashdan avval, ikkita lemmani keltiramiz.
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1—lemma. Aqgar "')'E"'i to'g'ti kasr mahrapdagi Qv ko'phad

ushbu
O(xy=(v )" 2 (1) (meN)
ko'rinishda bo'lib, ¢ ko'phad esa -« ga bo'hnmasa, u holda
berilgan to'qg'n kasr quyidagi
Pa_oA Sy i)
O (v=a)" (x-w) ! o ()
ko'rinishda ifodalanishi mumkin, bunda .4, .4, o'zgarmas
haqiqiy sonlar, 7, ko'phad.
< ;)((;; to'g'r kasrni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz.
P(x) AL ) 00 (8.14)
Q) (x-a)" Q) )" (- )" (x)
Ravshanki, {8.14) munosabatlardagi P(x)- ., ¢ (x) ayltma .i, songa
bog'liq. Bu sonni shunday tanlab olamizki, natyjada 2(x) - A,Q,(x)
ko'phad r-« ga bo'linsin. Buning uchun
IMo)y—A, ()= 0
tenglik o'rinli bo'lishi kerak. Demak,
- e
T O
deb olinsa, u holda 7(x)-.1,¢,(x) ko'phad x-« ga bo'linadi.
Shunday qilib,
Py~ A4, Q (x)=(x—a) P, (x)
bo'ladi, bunda 7 (x) — ko'phad.
Natijada (8.14] munosabat quyidagi
Peo_ A B (8.15)
Q) (x-a)” (x-a) )
ko'rinishga Kkeladi, bunda +, son yugqoridagidek aniglanadi.
Enda

"

(r—a)y Q) (x—a) T (x=a@l )
tenglikning o'ng tomonidagi ., sonni shunday tanlab olamizki,
Py = A, ¢4 x) ko'phad x -z ga bo'linsin. Buning uchun
Iy = A, Q) =0
tenglik o'rinli bo'lishi kerak. Demak,

A R N A (S S W o{C)

2 L)
A G
deb olinsa, u holda #,(v)-.,,0,() ko'phad x -« ga bo'linad
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Shunday qtlib,
Pox)y=A s h(x)=s(x=w) 1, (3 (8.16)
bo'ladi, bunda . v+  ko'phad.
(8.15) va (8.16) munosabatlardan topamiz:

POy A A Dl (8.17)
Qx) (x—-w)™ (va)"t (x-a)tTO(x)

Xuddi shunga o'xshash har gal ;)((‘)) kasrni  ifodalovch
k3 v

tenglikning o'ng tomonidagi oxiri hadidan, yuqoridagidek

. gismini ajratib topamiz:

(x—ay
___’,’___(j Az _ e (8.18)
(- Q@) (- (x-a) )
va h.k.
_h A A (8.19)

(x-a)Qx) v—a Qi(x)
(8.17), (8.18), (8.19) tengliklardan
’(x) A, Ay A P (x)
N "o v+ -+ -
) (x-a}" (x-a)™' x~a  J(x)
bo'lishi kelib chigadi. »

2--lemma. Agar gix; to'g'ni kasr maxrajidagi Q(x) ko'phad
X

Q)= (x* + px+¢)" (0
ko'rinishga ega bo'lib (x*+ px+¢ kvadrat uchhad haqiqiy ildizga
ega emas), ¢, (x) ko'phad x’+pr+q ga bo'linmasa, u holda
berilgan to'g'ri kasr quyidagi ko'rinishda ifodalanishi mumkin:
Il)f) Bx+( . B x+( et Bx+( _ P(x)
0(x)  (x* +px+q) (x? +px+q) x? +px+q Q.(r)
bunda B.B,..5,.C,.C,...C, o'zgarmas sonlar, £,(x) ko'phad.
« g((’;)) to'g'ri kasrni quyidagicha yozib olamiz:
P(x) _ Px} - B x+(, l‘(x)—(H"x+(f.'n )2 (x)
Ox)  (x' 4 pr+ @) Q(x)  (x° +Fx+q) (" + px+ @) Qi (v)
Bu tenglikdangi
P~ (8,5 -C)0,(x) (8.20)
ko'phad 8, va ¢, sonlarga bog'liq. Endi 5 va ¢, sonlarni
shunday tanlab olish mumkinligini ko'rsatamizki. natijada (8.20)
ko'phad x*+px+y ga bo'linsin. Avvalo Py va O (x)
ko'phadlarning har birini '+ pr+¢ kvadrat uchhadga bo'lib
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toparmz:

I Y4 O
sl Y .,‘N!\j‘_l_
[N AR ST .,
" vormt (8.21)
o FREI
l-'l } _\'g.‘)+_~~l:.\__.v,x
Vot vty T4 Pty
bunda R va St ko'pladiar U hoida
Py b0 Y ! folvs
P P LG O ey YL
ey A px by X tpxtoo
. A+ h —(HB v At h
SROY e AT e )
At ety
! . R pe ok Lo Ty e b
SR ) R, G nfpe bt T S qe b Wb

SR AR
bo'ladi.  Bu  tenghkdan ko'rinic ki o)~ (#,v="") > had
¥+ pr+y, ga hellinishi uchun x ning varcha Jiyraatlarida
ol opa O, = BA NS B qu b R
ya'ni
Boayp-h)=Clu,4a -0

Foogqa, ~Cla, 47 0, (8.22)
bo'lishi kerak. #. va ¢, larga nisbatan (8.22) sistemaning
determinanti

'a:p -b.u

|
i #0
. =by|
bo'ladi. Buni isbotlaymiz. Teskansini faraz gilaylik, ya'ni
D=—h(a.p=b,)+ulg=0 (8.23)

bo'lsin.

Agar «, -0 bo'lsa, unda b, =0 bo'lib, natijada (8.21) dan ¢,x
ko'phad «'+px+¢ ga bo'linishi kelib chigadi. Bu esa ¢
ko'phad x"+pr+¢ ga bo'linmaydi, deb olinishiga ziddir. Demak,
u. 0. Bu holda (8.23) tenglikdan ushbu

b Y |' h,
-1 + Slryg=0
clz k ua

v . k. . .
ko'rinishga ega bo'lib, -'° haqiqly son  x'+pr+g=0
d,
tenglar.anine CeoaoLois Al T lanue Su oo L. Pa m. Rvadrat

uchhad haqiqiy 1ilmzga eya vol.we, .3 <lalthe . zidais.
Demag, (822 sistemaming deteminanti nolaan farqli ¢kan. U
holda, bu sistemadan yagona # va ' sonlar topiladi. Bu
sonlarni (8.20) ga qo'ysak, natijada 7'c0-(#,x -0 )00 ko'phad



1{x)

vy v g ga bo'lindb, kasr esa ushbu

i)
Px) v ey B+t ‘ AL (8.24)
Py (b0 (37 + pr4 @ @) Q)
ko'rinishga keladi, bunda », (1)- ko'phad.
Xuddi shu vo'l bilar
- D = H" AT foato . (8.25)
X kg) 'O (- px+ q) O+ ) PO x)
L Nt S AT L {8.26)
(4 prag) T (T rperg) (4 e ()
ve h.k.
() _ MG B (8.27)

’x + Px + ), (x) x? +px+q Q,(X)
bo'lishi topilad:.

(o.24, 18.25), (8.26), (‘3 27) tengiiklardan
Hx) r) x+\ . B, ,\‘ ( L Hx-'-( . l’(\‘\
PSR gy (& +px g’ AT+ rtg Q)%

bo'lishi keiis chigads. b

3—teorema. Har qanday to'g'ri kasr sodda kasrlar yig'indist
orqali ifodalanadi.

el

< iQix; to''r: kasr bo'lsin. Q(x) esa n-darajali ko'p had bo'lib,
X

Qla)=(x—a) (x-a,)" . (x-a)* (" + px+q)™ -
T+ pax )T (0 + p,x+g )™
bo'lsin, bunda
mAn o tn +2moAm,+ tm)=n
bo'lib, x*+p x+q, (j=12..) kvadrat uchhadlar haqiqiy ildizga
ega emas.
P(x) b . Sy
o to'g'n kasrni quyidagi
"y PR
Q-(x) (r—aY (x—a))" . (x -, Y (& 1p,v+ql)"‘ (x* +px+q )
ko'rinishda yozib, bu tenglikning o'ng tomoniga 1 - ‘lemmaning
bir necha marta (n +n,+..+», marta) qo'llanib topamiz:
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.t PR ] —
(X, vy [ EE v Y oa )
I' I i ] (k r &
BRI e ", |
[—— . Y ] . 4 - . - L N {’
(v )] X (v a )™ i a y! (8.28)
A Pi(x)
4o b
Xooa, N
bunda

O = (0 4 pytg)™ 0 4 px v g)™ (v pxag )"

o Pl . . .
Endi 1 )) kasiga 2- lemmani bit necha marta qo'llab,
bl v
topamiz:
LG A1 S B
(x4 s gVt (s pax g Y (e pxagy®
B 3O P O
e L e SR
(et Y g ) Yipag,
AT LA N A TR S & 29)
oo L K .
(" + px+g)™ (A pxr g ! Y4 pxtyg,
B, 0 B xacy BYxa
A ? o nq,- te 2 S mol .0 AT e =
(' +px+g) (V' 1 pxtg) Nepxd g,
(8.28) va (8.29) munosaballardan teoremaning isboti kelib
chigadi. »

Yugonida isbotlangan  teorcmadagi  o'zgarmas  sonlarni
“osagacha--nolea'uvme Gooifitaeatlar usul: aeb atalgan usd
17 x)

PRy

talewy naa toosh auriking 3ur e to'g'ti kasr noma'lum
koeffitsientlan bo'lgan sodda kasrlarga yoyilib, so'ng tenglikning
o'ng tomomidagi sodda kasrlar yig'indisi umumiy maxrajga
keltiriladi.
Na'sade
Pl )
g )
tenglik hosil bo'ladi va undan barcha x lar uchun ¢'rinh bo'lgan
P(xYy=R(1)
tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikning har 1kki tomonidagi x ning
bir xil darajalari oldida turgan koeffitsientlarni tenglashtirib,
sistema hosil gilinadi.

i



- o i P . .
8.7 -wmisol. 1o'g'n kast sodda Kastlarga ajrating.
B Sy 6 ) ’ N

< Bu Kasrming maxiaji . cSxre (o Wv 2 bo'lgani uchun
teoremaga ko'ra
2 A B
vVoSye o x- 3 v 2
bo'tadi Uni
ol 14t A= 2) e v )
X »Sr-i‘-(rb vl 2 (v (v 3
ko'rimshda yozib, ushbu
2x=1odd(xs 2+ B(x 3y yoki 2x v (e Bie <2401 38)
tenglikka kelamiz. Tkki ko'phadning tengligidan foydalanib, 4
va /i larga nisbatan ushbu
]A v 2
|24+ 35 1
sistetnaga kelamiz (8.30) dan 4 =54--3 bo'ladi. Shunday qihb,
berilgan  to'g'n kasr  sodda  kasrlar  orqali quyidagichia
ifodalanadi:

(8.30)

2x- 1 5 . 3
X-Sx+6 v 3 oy 2
3. Sodda kasrlarni integrallash. Sodda kastlamning anigmas
mtegrallarini hisoblaymiz.

4 . . .
1). sodda kasrning aniqmas integrali:
N—=da

A v a .
[ 7 aaff D gy e
X~ ool

2). - 4 (m>1) sodda kasrning aniqmas integrali ham tez
(¢ "IJ)’" h
hisoblanadi:
Ad dix— A 1
j .\'” =/]I (x ‘u‘) =,‘1j(.\‘- ) Md{x @)= - : w1
(x- )" {x—a)" b-m (v )"
3). 'H'H( sodda kasrning {(bunda « + g +¢ kvadrat uchhad
YU+ pxd g
haqiqiy ildizga ecga emas) integrali f BT 4 ni hisoblash
X4 opxty

achun avvelr  kasrning maxrajida  turgan '+ g kvadrat
uchhedni ushbu
Vv g :) (N7} |

ko'rnishda yozib olamiz. U holda



vt o
2
bo'tadi, bunda . . "IA Bu antegralda v 7 almashtirishni
Lajaramz:
o Bv- idr : 1 Ittt i
j A s :‘!'[ 3 e /)jllt ‘t!__ J /(I‘I “oi
Aty e ST va 2 It
‘
e
L T o
{( } [ R (1 C AR IR TAN R (¢ yooarcly oy
2 f 2 2 a « '
Lo
o
14
N t
2 Bp ¢ 2

,l{r ' -
: 5 niy vopy e g4

i ' "
s, P e
..\[lj | \!(] "

LZemak,
W
RO . 20 Bp A
J - dy Inex™ v py v g P I
X4 pyig 2 \""1‘1' P II{ /‘:
{
Vo
bunda ¢, Ixtiyony o'zgarmas.
Mo . .
4). e (m - 1) sodda kasrning tntegral
(vor g .
N ( . . . :
J. J' UMY ni hisoblash uchun 3) holdagidek
[C RTINS ]

o'zgaruvehim ahmashtiramiz: x4+ © -/ Naltijada quyldagiga ega

bo'lamiz:
) iy
. . IR (S )
vt Ky
7= o R AR j o=
(V7 = pye ) l(‘*;b'):f‘! Cy ( +ua)
2 q
Boedr v S Jr 5 1 B oJr
-I ( - ')H' !J[ s : IR (4 -C)J L=
2700 v 20 20 om ey 2 gty
dt

Bu munosabatdagi | integral ushbu bobning 2§ 1da

ot
keltirilgan integral bo'lib, u rekunent tormula orqgali hisoblanadi.
1" Ratsional funksiyalarni integrailash. Ma'lumki, ratsional
tunksiya  ikkita vy va (o butun  ratsional funksiyalat



msbatidan 1borat:
17(x)

TOEN
()

d . ¥ . . .
Aga (f)t‘; noto'g'it kasr bo'lsa, uning butun gismini ajratib,
X

butun  ratsional funksiva hamda to'gn kast  yig'indisi
ko'rinishida quyidagicha ifodalab olinadi:

PO) ey s 60

(x) (Hx)
U holda

j/(\m ]’ () v R +[ '(“ (8.31)
bo'ladi.
{8.31) munosabatdagi [Rde integral butun ratsional tunksiya
(ko'phad) ning integrah bo'lib, u oson hisoblanadi.
To'g'nn kasrni integrallash uchun avval bu kasrm 3

teoremadan foydalanib, sodda kastlar orqgali ifodalab olinadi,
so'ngra ularm 3°- bandda ko'rsatilgandek integrallanadi.

. ko
8.8—misol. | :rl ni hisoblang.

< Integral ostidagi ‘,] , kasrni sodda kasrlarga ajratamiz:

P i LA B G
X (o Daehxt ) x=1 x4l xT 1
Bu tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
I Al £ 1)4 Blx =D 4 D+(Cx+ D)X -]
L -'(.r—l)&+|)(.rz 1)
UJ holda
T=A(x DG 0D B D(x? + D)+ (Cxs 1)~ 1)
ya'ni
1=(A+B+ O 4 (=B + D) + (A+B O+ {(4 - B-1)
bo'ladi. Natijada 8. 1 larni topish uchun
A+ B +C -0,

A-B+ 1 .0,

A+ B -C =0,

A-B-D -1

sistemaga kelamiz. Bu sistemani echib,
N ].B : ].(" 0.0 = !
4 1 2



bo'hshint topamt Demak,

bho'hb.

'y 1 I | [ IR i vl .
j\"-l 4'-[ | 4], b " EP R

bo'ladi. »
1-§. Ba'zi irrasional funksiyalarni integrallash

Ikki » va + o'zgaruvclulal Lerilgan bo'lib, bu o'zgaruvchilas
vordamida
v’ (G012 =012 )
ko'paytmalarni tuzamiz. Bu ko'paytmalardan tuzilgan ushbu

PRy y =g 4 aqen bagv o s T G bag e b

Uttt e e g e
tunksiva « va v o'zgaruvchilarning ko'phadi deb ataladi, bunda
oty o o ozgarmas haqugly sonlar (Koeftitsientlar).
Py hamda Q@) lar v va v o'zgaruvehilaring ko'phadlaii
?, N . v - .
bo'lsin. Ushbu f)("“)] (O(uvy=0) misbat » va v o'zgaruvchilarning
A7 )
1atsional tunksiyasi deb ataladi va u g(u.vy orgali belgilanadi:
17{u. vy
Ru.v) - -~ (Huvy 24
(. v) ) (X )

bEndi » va + o'zqgaruvchilarning har biri o'z navbatida bitta
o'zgaruvehining

0= X)

v gy
funksiyalar  bo'lsin. U holda #(:.v  funksiya o(x) va  gx)
funksiyalarning ratsional funksiyasi bo'ladi. Masalan, ushbu
fay=" N 1 ] ]

Vil
funksiva v Jv.v Yy 1 larning ratsional funksivasidir, chunki,

Ri{r. ) ol
it
Xususan, o(v) va #v) larning har birl v o'zgaruvchining ratsional
funksivalari bo'lsa. u holda ushbu
R{u.vy  Ripa) gix)) R(x)

funksiya shu « o'zgaruvchimng ratsional funksiyasy bo'ladi.



Haqiqatan, « o'zgaruvchimng ratwsional funksiyalaridan iboral
@{x) va 4x) lat ustida qo'shish, aviiish, ko'paytirish, hamda
bo'lish  amalian  bajaiilsa, natijada ¢ ning  vana ratsional
funksiyasi hosil bo'ladr.

1%, R(x px)) ko'rinishdagi funksiyalarni integrallash. Ushbu

JR(,L VO ) e (8.32}

integralni qaraylik, bunda R, y(x); tunksiya x va yx) laining
ratsional funksiyasidir.

Agar ;(x) tunksiya v ning ratsional funksiyasi bo'lsa, ushbu

J R yeeni

Integral ratsional funksiyaning integrali  bo'ladi. Bunday
integrallar 3 § da batafsil o'rganildi

Agar y(x) funksiya x o'zgaruvchining ratsional funksiyasi
bo'lmasa, u holda ravshanki, R(x. ;) ham x o'zgaruvchining
ratsional funksivasi bo'lmaydi. Bu holda x o'zgaruvchini
almashtirish yordamida R(x. y(x)) ni
ratsional funksiyaga keltirish masalasi kelib chigadi. Agar biz
shunday x=¢() almashtirish topsakki, natijada x- e, y(x) = ()
lar  ning ratsional funksiyalari bo'lsa, {(bunda x'=¢'(/) ham
ratsional funksiya bo'ladi), u holda

[ RGO = [ RGpto). ytopte - (1)

bo'lib, jR(x,y(_r))a!c integralni hisoblash ushbu

[ R, ytetm - o'
ratsional funksiyaning itegralini hisoblashga keltiriladi.
Endi px) funksiyaning ba'zi bir konkret ko'rinishga ega
bo'lgan hollarini gqaraymiz:
1). (8.32} integralda
lax + b
AR DSy
bo'lsin, bunda «.bc d o'zgarmas sonlar, ne¥. Bu holda {8.32)
integral quyidagi
Jreeq P e (8.33)
ko'rinishni oladi. Bunda w.r..4 sonlardan tuzilgan determinant
noldan fargli, ya'ni
a.h
c.d

A:’ = ()

deb garaymiz. Agar

s Ay



a.h

l(‘ r/i

Y

. , wx v b
bo'lsa, + va + sonlar ./ sonlarga proporsional bo'hb, “:i
[Ny [£
nishat v ga bog'hq bo'lmaydi  va !«\A\f“‘l”l’
) Xt
o'zgaruvehining  ratsional tunksiyasi bo'lib, qoladi Bu holda
(8.33) integral 3§ da o'rganilgan integralga keladi. Shunday
qilib, keyingl mulohazalarda A+ 0 deymiz.
(8.33} mntegralda

) funksiya x

e b
o
Vea v d
almashtirish bajaramiz. Natijada

\[ ax i b dt" - b
uf s v —Z0 -t
ey vl a - ct”

l ) ‘l . Y nol
dy  @'(1)dr - (vf“—--((—)—'?— dt

(a=—ct™)’
bo'hib, (8.33) integral ushbu
ax b " h [~ boynt™!
Jrox J SB[ Rt ot - f R plad=pont
i [

N ny 2 1’
v d " {a ct”)
ko'rinishni oladi.
Demak, garalayotgan
o+ h
Rix.5: dx

[ (r\'..'\'ln)’} *
. ‘ . - —heynt" ,
integralni  hisoblash  ushbu R(dl . ».f’,r)(”é{» * )")', ratsional

a—ct” a- oty

funksivaning integralini hisoblashga keladi.
8.9—misol. Ushbu
THa
I Viovlox
integral hisoblansin.
< Bu integralni hisoblash uchun

‘- :I +x
Viov
deb olamiz. U holda
-1 4edt
SOy

ho'lib,

’31



S B IR N A
J\,‘I il ‘.“-J'

ol
boladr Natijada bernilgan integial nchun topamiz.

[ 1l b Pt .
2 2 Qv b2 Jurenr riom
!\rl vl J’/:ll ! Vi« ' V1o
Quyidagi
s avth o av+! b, )
Ry R by de (8.34)
T vt d ex b vt

inteqralni qaraylik. Agar ;,.-. .+ ratsional sonlarni umumiy m
maxtdajga keltirib, (8.34) intcegralda

v v h
» \ urd
almashtinsh  bajanlsa, natijada  (8.34) mtegralm  hisoblash
ratsional funksiyani integrallashga keladi.

8.10—misol. Ushbu

!

integralnt hisoblang.
< Buintegralda (. %+ ahmashtirish bajaramiz. Natijada
X dy 61 de
bo'lib, berilgan integral uchun topamiz:

. 1 . .
I . -J'\ . (»j"“" v(JJ‘((!?-HI)' l ]Jx.«n({ Lt Yoty O =
Ve Uy a1 7+l 3 2 >

AR x InTx+1)+¢ 20n 3Ua r 6%y (»Inl'i,w Sl
3 2 :
2}. (8.32) integralda .- (0 var b bo'lsin, bunda .4 .
o'zgatmas sonlar bo'lib, a’ + Ay ¢ kvadrat uchhad teng ildizlaiga
ega emas. (8.32) integral quyidagi
J ROt 4ba 4 Yy (a +0) (8.35)
ko'rinishda oladi.
Quyida keltiriladigan uchta  almashtirish yordamida (8.35)
Integral ratsional funksiva integraliga keltiriladi.
a) . -0 bo'lsin. Bu holda (8.35} integial

Fonax v an E g [8&36]

L O(

-

(yoki ¢ Vavaiad 4 hv o)
almashtirish natijasida ratsional funksiyani integrallashga keladi



I/‘;( Y TR Yely =
A NATARR + 4\[u NI e Ju)
MR v b [ \." " f:)

b) . v bo'lsin. Bu holda {8.35) integial
' l(\.;\' T hvb e w) (83})

v

{yoki - (\u\' +hy+c #nc )]

almashtirish _v()rdanudd mslondl funksiyani m!vgrallashga kelady.
!/(‘ﬁ\/(l h J_l : /m;\‘l( )Z(Tlr_l_ +hf"\/(_d)j
a-r a -t (u- 1)
v} or’ ¢4 oo kvadrat uchhad har xil « va «. haqiqiy ildizlarga
edga bo'lsin. NMa'lumki. x va v, ildizlar orqalt a’ +Av+. kvadrat
uchhadni

.o
fj(( RV A T A

N T afx = Xa )
ko rinishda ifodalash mumkin. Bu holda (8.35) integral ushibu
‘- : \(L\‘ A e (8.38)
Al A\

almashtirish bilan ushbu

Ly +x.r l(rl ) !)..,a(x,
-d - (' -a)

ko'rinshga keladi. Bu lvng}lkmng o'ng tomonidagi integral

ostidaqgi funksiya ¢ o'zgaruvchining ratsional funksiyasidir.
Odatda  (8.36), (8.37) wva {8.38) almashtirishlar Eyler

almashtirishlari deb ataladi.

i

x4 vxt4a ]
< Bu integral uchun (¢=1 Fylerning birinchi almashtirishini

{{8.36) ga garangj bajaramiz:

[ R Jocd Vb oY jR( Z)Jr

8.11—misol. & integralni hisoblang.

foxtnt il

U] holda

e T U L Y (h e+l
T N N N TN R -dt
1+ 1+ 21 {1 02r)
bo'lib, berilgan integral uchun
AR
! a=2 Ll
xtvxt b+l Al 2n)

bo'ladi. Fndi



R S
Wl 20y w20 (e oy

bo'lishim e'tiborga ohb, topamiz:

| } 30 .
dx = 2Inr 51n|>21+’» , +(
X+tvr v+l = N
h >
P 3 s, 3 1 .

=2Inx+ VXTH v Rl = nd F 2 V0T 4 el +{

. ! Rl oy

“ = Tt 204 2yx7 ¢

2%. Binomial differensiallarni integrallash. Ushbu
2 (a+ P dxe
differensial ifoda binomial differensial deb ataladi, bunda « s
o'zgarmas sonlar m.n.p ratsional sonlar.
Ushbu

. Ix"'(u +he" ) {8.37)
integralni hisoblash m.n. p ratsional sonlarga bog'liq. Mashhui
rus matematigi P.L. Chebishev ko'rsatganki, (8.37) integral
quyidagi uchta

1) p butun son,

1
2) ™" butun son,
n

3) "*'+, butun son,
n

holdagina ratsional funksiyalarning integrali orqali ifodalanadi.
1} p-butun son bo'lsin. Bu holda = va » ratsional sonlal
(ya'm kasrlar) maxrajining eng kichik umumty bo'luvchisini &
orgali belgilab, {8.37} integralda x=:* almashtirish bajarilsa,
integral ostidagi tunksiya ratsioanl funksiyaga aylanib, (8.37)
integral ratsional funksiyaning integraliga keltiriladi.
2) "*'~butun son bo'lsin Avval {8.37) integralda

n
x=g"
almashtirish bajaramiz. Natijada (8.37) integral quyidagi

I.r""(a+la.t" Vodx = lj(a+f‘v!)"’t ” ]dl (8.38)
n

ko'rinishni oladi. Qisqalik uchun
m+1
=T

n
deb belgilaymiz. Bu holda , kasi sonning maxrajini s bilan
belgilab, (8.38) integralda
| 1
ssa by = (ay bty

23a



almashtirish bajarilsa, natijada integral ostidagi iloda ratsional
funksivaga aylanib, vana (8.37) integral ratsional funksiya
inteqgralini hisoblashga keltiriladi
3} p+, butun son bo'lsin. Yuqoridagi (8.38) integralni
quyrdagicha yozib olamiz:
J(-w/v)'l‘J/=J(a'”")'lf"'dr.
t

Agar keyingi integralda
(.l 0Ir b!_) .
almashtirish  bajanlsa, (8.37) integral ratsional funksiyaning
integraliga keladi.
8.12—misol. Ushbu
[
(1+4x)*
integral hisoblansin.
< Bu integralni (8.37) integral bilan taqqoslab, p=-2 (butun
son) ekanligim aniqlaymiz. Yuqorida garalgan 1} holga ko'ra
v=1 (s=1v) almashtirish bajarib topamiz:

: Lo
[ X de=6f S
(1+3x)* (I+1)
Bu tenglikning o'ng tomonidagi integral ostidagi funksiyani
~~»r—~,=l‘—2r’+ji—4~~‘—1 + ! .
{+h el (e D)
ko'rinishda yozish mumkin ekanini e'tiborga olsak, u holda
B k] 3
J o= 2" 3 daretgr o | o
(1+r%) 5 3 (1" +1)°
bo'ladi. Oxirgi integral shu bobning 2-—§ ida keltirilgan (8.17)
rekurrent munosabat yordamida osongina hisobalnadi.
I dt _ 1 1

1
- - o t-aretgt + C
P+ 2 1T+l 2 &
Natijada quyidagiga ega bo'lamiz:
¢ 1, 2 7
J’ '.,,._df= WA T, P - arelgl + l,. g
(1417)? S 3 2 2 14l
Demak, r=%{x ekanini e'tiborga olib, uzul —kesil yozamiz

(e

6, « ; : : R R
I YU o= 4x —Ayx + 18V x - 2larergiix +3-5F S0
{1+ Vx)? 3 Ux +1
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. . e ovd .
8.13=misol. | " ntegralni hisoblang.
. \-'] + J\/\ )
I

v [+0+2) & ko'tinishda  yozib,

< Bu integralni |
NERES

ne +

me L - i_,, ;'! bo'lishint topamiz. Bu holda ™' =3 bo'lib,

n
o
f=(l+x')’
almashtirishni bajaramiz. Unda
I 1

\ i
text 2y =@ - 1) va de= LT 1) 2edr

bo'lib, berilgan integral uchun ushbu

i ] - . 3
. ) R { ! \[ ;
: RN _ TN, =3 — = ! Tt = -t
j‘v\(ln.\ ) dr-]J(! ])ld[—37 (’q)'l +07¢ I+x?'.
ifoda topiladi. »

5—8§. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

Yuqgondagidek, R(sinx.cosx) orqali sinx va cosy larning ratsional
tunksiyasini belgilayhk. Bunday ifodaning
IR(Sin X.€08 X Mix (8.39)
integralning garaylik.
Agar (8.39) integralda

A
=y (-mwx<m
2

almashtirish bajarilsa, u holda (8.39) integral ostidagi Rsin x, cosx)
loda : o'zgaruvchining ratsional funksiyasiga aylanib, (8.39)
integralni  hisoblash ratsional funksiya integralini hisoblashga
keladi. h

Darhagiqat, quyidagi

x
21y
: “‘2 2t
SN x = = L
2 X 14y
¥ 1o
1+ 10 5
X
1ot .
2 -t
cosx = = -
» X +
V4ot Lt
2
2dr
= 2arenn Lde o= - —.
I+ 7
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munosabatlarni e‘tiborga olsak, u holda (8.39) integral quyidagi
a1 r‘] 2di

jR(.\m X, C08 x pdx =IH[ | e
+f LI

140!
ko'rinishga keladir. Ravshanki,

! 3
R[ L J‘—:_-’
[IRST AN SRV A I I

funksiya + o'zgaruvchining ratsional funksiyasi. Demak, (8.39)
integralm  hisoblash ratsional funksiya integralini hisoblashga
keladi.

8.14—misol. |- dv integralni hisoblang.
4S8N x J g

< Bu integralda z:rg'; almashtirish bajanb topamiz:

I dx ]’ 1 '2(17 _ 2‘[ dt

34 <in 2 140t TS
14147
d(Hl) d(r+l) fir
, Jr 2 3 2 3 V2 3.
'j;: 1,+|:’;I T. & 'L[ N 2J2 2 L"'Z.IXBEV':E'H
M+ L b 2 p - ov S
t+ )+ - 2 "\
( 3) 5 (1+;)+(})
Demak,
v
e N 3rg ’41 i
j =T arene <4 w00
I+simx 2 232

Shuni ta'kidlash lozimki,  [&(sinx.cosxidx  integralda l=rg;

almashtirish universal almashtirzsh bo'lib, u (8.39}) Integraini har
doim ratsional funksiya integraliga keltirsada ko'pincha bu
almashtirish murakkab hisoblashlarga olib keladi.

Ayrim hollarda trigonometrik funksiyalarni integrallashda
I=tgx.(=sinx.r =conx almashtirishlar qulay bo'ladi.

8.15-misol. | - integral hisoblansin.
COS X

<« Agar bu integralda r=lg'; universal almashtirish bajarilsa,

u holda
243
I drx —2_[““—,)1 o
(I=17)
bo'ladi. Biroq gqaralayotgan integralda (=7 almashtirish
bajarilsa, u holda

cos' x
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I J: =J'(|+:p~' L g =j(| 13y

LUN

bo'lib, undan

I‘v B a H‘:!yr-%—&’r-#l"
oty 3 h 3
bo'lishini topaimiz »
Mashglar ' N
8.16. Ushbu
F(x) = vixl gx)=¢ x (xe k)

funksiyalarning (. ~+) dagi boshlanq 1ch tunkuylldu topilsin
8.17. Ushbu
J' :l\”“

Jix e uth=x)
integral hisoblansin,
8.18. Ushbu

Je'“" cos bxdx
integral hisoblansin.
8.19. Quyidagi

i i : .
1) I R \.-Vx7j:uz.+(' (a>0)
A
xdv
2) [, et et e (a>0)
Vat gax?

. i

. . - o 7 X .

3} Iw’ o= Va® - x4+ 5 aresin T 4 (
2 2 2]

; o e e 2 e m

4) J’\."’l" talde= ; \/xz +at j:-uz» In'x+ \:‘r._'z tat [+ C
tengliklar isbotlansin.

8.20. Ushbu

j s - lx &

-ln x+cos® X
integral hisoblansin.
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IX BOB
Aniq integral

Funksivamng aniq integrall matematik analizning muhim
tushunchalaridan biri.

Tabiatda, texnikada va fanning turli sohalarida uchraydigan
Ko'pgina masalalar {shaklning yuz, egn chizigning uzunligi,
bajarilgan 1sh migdorn, mersiva momenti, psinning hajmi va h.k.
laini topish masalalanj aniq integral yordamida hal etiladi.

Ushbu bobda funksivaning anig integrali nazariyasini
batafsil bayon etamiz.

1-§. Aniq integral tushunchasi

1%, |w.#] ni bo'laklash Biror (.sjc # segment berilgan bo'lsin.
Uning ushbu
dp mAL X <X, <KX, <X, " h
munosabatda bo'lgan chekli sondagi ixtiyorly =, .x.x,.x,. .a,
nuqtalari sistemasimt  olaylik. Agar 4.: | .x]|, i=z12....n deb
belgilasak, u holda ravshanki,
L} A, 04,00 ad, =[ab).
2) Ay =0k =12
Mazkur  kursning 1- -bobidagi to'plamni  bo'laklash
tushunchast ta'rifiga binoan {4, 4,...4,) sistema (g4 da
bo'laklash bajargan bo'ladi, va aksincha, agar bizga (a4
segmentning biror chekl ¢#.8,. .3,; bo'laklashi berilgan bo'lsa, u
ushbu
Wy e, gy, =h
munosabatda bo'lgan chekli sondagt y,.5,.y,...».,.», nugtalar
sistemasini aniglaydi. Binobarin, biz to'plamni bo'laklash ta'rifiga
ekvivalent bo’lgan quyidagi ta'rifni kirita olamiz.
t—-ta'rif. |a.4] segmentning ushbu

dEX, e X, <X, <X, <x, =h

-l
munosabat bo'lgan ixtiyoriy chekli sondagi x.x,.x,...x .
nuqtalari sistemasi jo.!] segmentda bo'laklash bajaradi deyiladi.
U

P={x,.x.x,)

kabi belgilanadi.
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Har bir » =01 . nmigta bo'laklashning bo'luvehi nugtast,
Loovoul - 0dn- 1) segment osa 7 bo'laklashning oralig’l
deviladi.

' bo'laklash oraliglari uzunhgi -1 k=011 -1) eng
kattasi, ya'ni ushbu

A, =max{Ar j=mant W Wl LAY L A L
migdor 1 bo'laklashning diametri deb ataladi. (a5} segment
berilgan holda bu segmentni tuili usullar bilan 1stalgan sondagi
bo'laklashlarni tuzish mumkin ekan. Bu bo'laklashlardan iborat
to’plamni /- bilan belgilaymiz: = {2

2%, Integral yig'indi. .4 segmentda  f(x) funksiya

aniglangan bo'lsin. Shu segmentni

P=lx.x.%. x. .xtel
bo'laklashi va bu bo'laklashning har bir [« x| *=01..n-1)
oralig'ida ixtiyoriy ¢, (£, elx,.x,..5) nugta olamiz. Berilgan
funksiyaning :z, nuqtadagi qiymati /() m \,=x,, - x, ga
ko'paytirib, quyidagi yig'indini tuzamiz:

L
T =GN HSEDAG + S N v+, DAY =3 [ (5)A,
k0
2—ta'rif. Ushbu
nol
(J'.-Zf(-fb);\xk (9.1)
k.0

yig'indi /(x) funksiyaning integral yig'indisi deb ataladi.
Masalan, 1) ()=« funksiyaning («.4] segmentdagi integral
yiy'indisi

"

nol
SENA, = 3 L\,

-0 kv

g

>

bo'ladi, bunda
%, <8, Sx,, (k=01.,n-1)
3) Dirixli funksiyasi

l,agar xe(«b) ratsional son bo'lsa,
D{x)=

0, agar xe|u.h| trratsional son bo'lsa.

mng integral yig'indisi quyidagi



[ . agar barcha :, ratsional son bo'lsa,

n |l
DNEOAY, —

k0
1 0. agar barcha :, irratsional son bo'lsa

ko'nnishga ega bo‘ladi.

Ravshanki, 7(x) funksiyaning integral vig'indisi « a] /(x)
funksiyaga, b) (.s| segmentni bo'laklash usuliga v} har bir
[x,.v,,} segmentdan olingan ¢, nuqtalarga bog'liq bo'ladi.

3". Aniq integral ta'rifi. /(x) funksiya (.h segmentda
aniqlangan bo'lsin. (2.5 segmentning shunday

IO SO LA (9.7
(P,et m=1.2.) bo'laklashlarning qaraymizki, ularning mos
diametrlaridan tashkil topgan
Ay Apy A Ay
ketma —ketlik nolga intilsin: 4_ »0.

Bunday 7, (m=12..)  bo'laklashlarga nisbatan 7(x)
funksivaning integral yig'indilarini tuzamiz. Natijada |a.5]
segmentni (9.2) bo'laklashlarga mos f(x) funksiyaning integral
yig'indilari giymatlaridan iborat quyidagi
R o A
ketma — ketlik hosil bo'ladi. Ravshanki, bu ketma - ketlikning
har bir hadi ¢, nuqgtalarga bog'ligdir.

3—ta'rif. Agar j4,b] segmentni har ganday (9.2) bo'laklashlar
ketma -Kketligi {7} olinganda ham unga mos integral yig'indi
giymatlaridan iborat {c,} ketma~ketlik ?, nuqtalarning tanlab
olinishiga bog'liq bo'lmagan ravishda hamma vaqt bitta / songa
intilsa, bu J son «+ yig'indining 4, -0 dagi limiti deb ataladi. U

nl
fim,er = lim D (&0
kabi belgilanadi.

Yig'indi limitini quvidagicha ham ta'riflash mumkin.

4—ta'rif. Agar ve>0 son olinganda ham shunday &>0 son
topilsaki, |4,6] segmentni diametri 4,<s bo'lgan har qanday ¢
bo'laklash uchun tuzilgan « vig'indi ixtiyony ¢, nugqtalarda

|(r—J|<a
tengsizlikni qanoatlantirsa, J son ¢ yig'indining /i -0 dagi
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liniti deb atalad)

S~ta'rif. Agar . >0 da (o tunksivaning inteqgral yig'indisi
(9.1} chekli hnutga ega bo'lsa, u holda tunksiya [/
segmentda integrallanuvehi deyiladi, « vig'indining chekli limiti
Joesa - 7y funksiyaning {4 segmentdagi anig integrali deb
ataladi. Funksiyamng amgq integrali

[ 7 Cepete

kabi belgilanadi.
Demak,

ol

b
j f(xyx = Al;ngo%f(f. ),

Bunda « son integralning quyi chegarasi, # son esa integralning
yuqori chegarasi, {o.] segment inegrallash oralig'i deb ataladi.
Agar i, -0 da yig'indining limiti mavjud bo'lmasa yokl uning
limiti cheksiz bo'lsa, u holda 7(x) funksiya |u.s) segmentda
mtegrallanmaydi deyiladi.
9.1=misol.  s(x)=C=consy funksiyaning [a.5] segmetndagi
integrali hisoblansin.
< {u. b} segmentni ixtiyoriy
P={x,.x..,x} (a=x, <x < ..<x, =bh)
bo'laklashni olib, ;y=C funksiyaning integral yig'indisini
topamiz:
n i "l
=3 A =CY Ay =Clg - x)+(x, ~x)+..4(x, -x, )] =
ko

k=0
=C(x,-x)=C(h~a)
Ravshanki,
lel,l(;a = }f{l'lu(.f(b -a)y=Cth~a).
Demak,
[<idx =C'(b~a) W

Xususan, f(x)=1 bo'lgandad quyidagiga egamiz:

Il-dr=jdr=b~a

9.2—misol. Ushbu /(x)=x funksiyaning [u.A] segmentdagi
integiali hisoblansin.
< Ma'lumki, |ub] segmentda f(x): » funksiyaning integral
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v1g'indisi

lea >_,k 1
k.
bo'hb, bunda v | . va -
LG
Bu tengsizlikni v -0 ga ko'paytirib tlopamiz:
VoM i e Sx e tk-ol n-h

Keyingi tengsizliklardan esa
1 [l v
IR SRS SRS SR
el = o=
tengsizhiklar kelib chiqadi.
Demak,
- .
‘\_‘ rAx, Cos }ﬂ v\

w0

vl o L. . i ) . \ o
Endi 3 x w, va Yo, Ay vig'indilaini quyidagicha o rgarfinb

yozib olamiz:

X! ! &l 14! i .
PITAAED I LI N /RIS BN S PR RECEy L e o
P o -0 2,, L] 2
R I TR
PYaget I
25 2 25
Agar s, =x, +Ar, ekanini e'tiborga olsak, u holda
2! ! 3! O e I L
L.r“r\r' z(.\‘, + A )\, 2_’1,.\\" +L,\x" = - 5 + 5 A
e 0 ) P . £
Demak,
2 _ 2 A i 2 - : 1 R
b 9. ,l. A v o< h Ly .]. w
b} b ¢ 2 3 hm
- “r o e “r o0
Bu munosabatdan
.t n 1
rr—h~—(i- Sl S A
25

.
3 ) uchun
25

13~ 1t h-a
Nowl< . ;
W <4, 22:&\‘, S

25

(bunda J, =max{Ax,}) bo'lishidan 4, >0 da

tengsizhk kelhb chigadi. So'ngra

IESI
LA s

bo'lishim topamiz.
Demak,



lim s
Bu esa la'titqa ko'ra

I' Vil

ekanligim bildiradi. »
9.3—misol. v 5] seymentda Dinxle funksiyast uchun amq
integral mavjud emasligini ko'rsatilsin.
< Dinxle funksiyasi Dy uchun integral yig'indi quyidagicha
bo'lishini ko'rgan edik:
# «, agar batcha 7 ratsional son bo'lsa,

0. agar barcha = irratsional son bo'lsa.

Ravshanki 2, »0 da o vyig'indi limitga ega emas. Demak, Dinxle
funksiyasi {«.h segmentda integrallanmaydi. »

Odatda, yuqorida keltirilgan anig mtegral Riman integiali,
imteqgral yig'indi Riman yig'indisi deyiladi.

1-estatma. Agar /i funksiya [1,b] segmentda
chegaralanmagan bo'lsa. u shu segmentda integrallanmavdi.

4". Darbu yigiindilari. (v) tunhsiya s oraligda antglangan
bo'lib, shu oraliqda chegaralangan bo'lsin

el f(x) s A, R
[« Al oraligni biror
aaovx b
(e=x, <, <o bo'laklashmr olaylik Bu funksiyaning amgq
chegaralari
m,ombd S, ey, v ],
Moo= supf F(O) v v |

mavjud (2 -bob, 6 §}.

Ravshanki, ixtiyoriy ., ¢[x, v | uchun

RN A PRV (9.3)

bo'ladi. Endi m  va i/ sonlarni | | oraligning uzunligi
A, =x, -y (- 01 w- hga ko'paytinb quyidagi

i
N moN G e N e N b e

P K L

D SR LA SV VI OOy S O T VA N Y

in

Ay

o w1



vighmdilainn tuzamiz
6—ta'rif Ushbu
\_;' \v \A.\l’,, '

—

vig'mdilar  mos  ravishda  Darbuning  quyi  hamda yuqori
vigindilari deb ataladi.

Darbu yig'indilan. tunksivaga hamda /- bo'laklashga bog'hiqg:

cratpls S
va har domm
sMpye S
bo'ladl.
(9.3) tengsizliklarm w, ga Ko'paytinb topamiz:
o\ S LS N M k Ol..n=1)
Keyingi tengsizliklardan esa
1_ \ 2: IO, \_I i,
o = .
tengsizliklar kelib chiqadi. Demak,
sy s S(P)
Shunday qilib. /(1) tunksivamng integral yig'indisi har domm
uning Daibu yig'indilan orasida bo'tar ekan.

(9.3) munosabatdan yana bitta xulosa chugarish mumkin: =
nuqgtant fanlab olish  hisobiga /&) m m shuningdek, A7,
qivinatlarga har gancha vaqin Keltirish mumkin, Bundan csa
Darbunmng quyi va vuqont yig'indilari betilgan bo'laklash uchun
mntegral yig'ndining mos ravishda anig quyl hamda amnqg yuqori
chegaralati bo'lishn kelth chigadn:

«oinf{ad. S -suplod
w 3

Aniq chegaralar xossalaridan foydalanib topamiz:

m<m AT M k0L e l)
Naftjada
il 2
V(Y .\,_‘m_r,/\.\', > m)_‘ Ax,  m(h )
H . 4
SNV A A W k- a)
B ¢ N
bo'ladi.
Ravshanki,
|
}_: \x, --h-a

Demak, v/ uchun quyldagi



mibe oy ye S b g {9.4)
tengsizhiklar o'ninli bo'ladi. Bu esa Darbu vig'indilarming
«hegaralanganligini bildirad:.

5%, Aniq integralning boshqacha ta'rifi (o funksiva o7
oraligda aniqlangan bo'lib, u shu orahqda chegaralangan bo'isin,
(5] oraligni bo'laklashlar to'plami # 1) ning hat bir rex
bo'laklashi uchun /(v tunksiyaning Darbu yig'indilari «#).5)
ni tuzib,

SUAS(P)
to’plamlarni qaraymiz. Bu to'planlar (9.4) ga ko'ra
chegaralangan bo'ladi.

7—ta'rif. {51y to’plamning aniq yuqori chegarasi /()
funksiyaning [q,) oraligdagi quyi integrali deb ataladi. U

g ‘:f,f(.\‘)dt

kab1 belgilanadi.
WM} to'plamning anig  quyi chegarasi /vy funksiyaning j.. |
oraliqdagi yuqori integrali deb ataladi, U

go= I](x)rlfr
Kabi belgilanadi. Demak,

J = [ f(x)d = supis(/),

T radnfysny

8—ta'rif. Agar s(x) funksiyaning [a.4] otaliqdagi quyi hamda
yuqori integrallari bir  biriga teng bo'lsa, r(x) tunksiya | h|
oraligda integrallanuvchi deyladi, ularning umumiy giymati
J —J J(V)dy = f Iy
/(x)y funksiya (a4 omliqda(ﬂ aniq integrali deyiladi. Agar

[ reodes [j‘(.x)dx

bo'lsa, /(x) funksiya |a, 5| ('.)I'('lli(]dill integrallanmaydi deyiladi.
Demalk,

J‘ /(.t)".l. /['\’)xl\‘:j!l.l)d\'.



2-8%. Aniq integralning mavijudliyi

1" Daibu yig'indilarning xossalari. Faraz qilaybk, « 300
to'plam || oraliqning barcha bo'laklashlaridan iborat to'plam
bo'lsin. Agar 15«7 bo'laklashning har bir bo'luvchi nugtas) el
bo'laklashning ham bo'luvehi nuqtasi bo'lsa, . bo'laklash AT
ergashtiradt deyiladt va 74 1. kabi belgilanadi.

Avtaylik, v funksiva |0 oraligda chegaralangan bho'lib,
lel va P.ct bo'laklashlari uchun Darbu vig'indilan

PSP ), ). S0
bo'lsin.

1). Agar 2, P, bo'lsa, u holda

ST PSS 288
bo'lad:.

2). YPel, vP ¢l uchun

USRI
bo'ladi.

3). Darbu yig'indilanida tuzilgan

NS P (rret)
to'plam uchun
sup{s(/)} ~miS ()}

ya'm

bo'ladi.
4] Ixtiyorty «>0 olinganda ham shunday s>0 topiladik.
diametri 4 <4 bo'lgan (u,4] oraliqning /* bo'laklashlari uchun
S(PY < Inf{S(#)} + ¢
s(P) > sup{s(F)} - ¢
ya'ni
S(P)< I+ es(Py>J -«
bo'ladr.
Bu xossalardan birining masalan 2) -- ning isbotini keltiramiz.
< Avtavlik. £, va P, lar [a.h) oraligming ixtiyoriy bo'laklashlari
bo'lsin.  Bu bo'laklashlarning  barcha  bo'luvchi  nugtalari
yordamida [u#] ning yangi / bo'laklashini hosil gilamiz.
Ravshanki,
PcPpct
bo'ladi. » bo'laklash uchun tuzilgan Darbu vig'indilari sy va
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Sty lar uchun 1) xossaga ko'ra

ME) <UL SU) S

S € (PLS(PY 2 S(1)
bo'lib, ulardan

S )S (PSS € 5
ya'ni

(P <8(17)

bo’lishi kelib chiqadi. »

Bu xossa ja.s| oraligni bo'laklashlar uchun tuzilgan quyi
yig'indilar to'plami {5/} ning har bir elementi yuqorida
yig'indilar  to'plami  {S(¢y) ning istalgan elementidan katta
emasligini bildiradi. (Qolgan xossalarining isboti [1] ning 9 -
bobidan qaralsin).

2". Aniq integralning mavjudligi. Aytaylik, /(x) funksiva |a.A|
oraliqda chegaralangan bo‘lsin.

1—teorema. /(y) funksiya {a,6| oraligda integrallanuvchi
bo'lishi uchun ve>0 olinganda ham shunday s5-0 son topilib,
la.h| oraligni diametri ;, <5 bo'lgan har qanday r bo'laklashi
uchun Darbu yig'indilari

S(Py-s(Py<e
tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. s funksiya |q,5] oraliqda integrallanuvchi
bo'lsin. Ta'rifga ko'ra /=/=, bo'ladi, bunda

J =sup{s(P)}.J = nf{S(P)}
Ve>0 olinganda ham shunday 6>0 son topiladiki, a5}
oraliqning diametri 2,<s bo'lgan har qanday # bo'laklashida
Darbu  yig'indilari  uchun 19 — dagi 4) xossaga ko'ra
3(1’)—J<’;‘.._/-s(P)<§ tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan $()- s(P)<
tengsizlik kelib chiqadi.

< Yetarliligi. ve>0 olinganda ham shunday 4>0 son topilib,
fa,4) oraligm diametri 4, <5 bo'lgan har ganday » bo'laklashida
Darbu yig'indilari uchun

S(P)y~s(P)<e
tengsizhk  o'ninli  bo'lsin.  s(x funksiya |ah]  oraligda
chegaralanganligi uchun uning quyi hamda yugori integrallari
Jsupts(P)}d = inf{S(P))
mavjud va 1% dagi 3) -xossaga ko'ra J<J tengsizlik o'rinli
bo’ladi. Ravshanki,
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sy T h ey
Bu munosabatdan
07 1s S (i)

bo'lishini topamiz. Demak. veso¢ son uchun 0:J-J<s bo'lib,
undan /=7 bo'lishi kelib chigadi. Bu esa /(x) funksiyaning |..54)
oraligda integrallanuvchi ekanligini bildiradi. »

Agar avvalgidek r(x) funksiyaning {x .x,,] (k=01..n-1
oraligdagi tebramshini », orqali belgilasak, u holda

\(")“”)—Z(‘v/ -m )Ax, Za) Ax,

bo'lib, yuqorida keltirilgan teorema quvlddqxcha ifodalanadi.
2-teorema. /(x) funksiya |ah) oraligda integrallanuvchi

bo'lishi uchun ve -0 son olinganda ham shunday §>0 son topilib,

|«.h] oraligni diametri i <& bo'lgan har qanday » bo'laklashda

$ oA, <o (9.5)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Ravshanki, (9.5) munosabatni quyidagi

.
‘lln}“Zm, Ax, = 0
£-0

ko'ninishda ham yozish mumkin.
3—3§. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi

Ushbu paragrafda aniq integralning mavjudligi haqidagt
teoremadan foydatamib, ba'zi funksiyalarning sinfi
integrallanuvchi bo'lishini ko'rsatamiz.

/(x) tunksiya [a.b] oraliqda aniglangan bo'lsin.

3—teorema. Agar /(x) funksiya |a.b| oraligda uzluksiz bo'lsa, u

shu oraligda integrallanuvchi bo'ladi.

<4 f(x) funksiya ja. ] oraligda  uzluksiz  bo'lsin.
Veyershtrassning  birinchi teoremasiga  (5—bobdagi 7 —
teoremaga gqarang) ko'ra funksiya [«#] da chegaralangan.
Ikkinchi tomondan, Kantor toeremasining (5—bobdagi 10~
teoremaga garang) 3 -—natijaga ko'ra ve»0 olinganda ham
shunday #>0 son topiladiki, ja. 5] oraligni uzluklart § dan kichik
bo'lgan bo'laklarga ajratilganda funksiyvaning har bir bo'lakdagi
tebranishi uchun o, <+ tengsizlik o'ninli bo'ladi. Demak, {a.b)
oraligni diametn /, <s bo'lgan har gqanday » bo'laklashda



S(7) (- ‘,‘vm_ - »l N S

bo'lib, undan
Jim Y m \y, =0
2,

kelib chigadi. Demak, 7(v) funksiva jo.# da integrallanuvehi. »
A—teorema. Agar 1(x) funksiya lah| oraliqgda chegaralanqgarn
va monoton bo'lsa, funksiya shu oraligda integrallanuvcehi bo'ladi,
<4 /(x) funkstya [(.5] da chegaralangan va shu oraligda,
avtaylik. o'suvchi bo'lsin. v -0 sonni olib, unga ko'ra & -0 sonn:
quyidagicha 1anlaylik:
& 0
f(B) - 1)
So'ngra |q,k oraligni diametit 4 - 5 bo'lgan » bo'laklashi uchun
Darbu yig'indilan $¢) va s() m tuzamiz. U holda

ot

L
C ST )
1y piay G el

|
-
L i
0

Sy (=S S0 1)) €
1 .

7?5):—:??8'”""’" S+ ) = M)+ o+ flg) - f(x )=

L= (x5  (,) —— (/) M)

140 1 (@) 7@
Demak, /(x) funksiya |a.p| oraligda mtegrallanuvehi. »
Chegaralangan hamda kamavuvchi funksivaning

integrallanuvehi bo'lishi ham xuddi shunga o'xshash isbotlanadi.

S5—teorema. Agar /(x) funksiya | b oraligda chegaralangan
va bu oraligning chekli sondugi nuqtalarida uzulishga ega bo'lib,
golgan barcha nuqgtalarida uzluksiz bo'lsa, funksiya shu oraliqda
integrallanuvchi bo'ladi.

4 /(x) tunksiya |u.h| da chegaralangan bo'lib, shu
oraliqgning taqat bitta .* (ela by nuqtasida uzilishga ega,
qolgan barcha nugtalarida uzhuksiz bo'lsin,

Vs >0 son olib, v* nugtaning

() {xive Rx* e<x<vX+y}
atrotini tuzamiz. Bu atrof (.. 4] oraliqn
)L b U (v = jacs® e et v b

qismlarga ajratadi.

Shartga ko'ra, /(x) tunksiya {e.x*-¢| va [v*+o.b| oraliglarning
har birida uzluksiz. Bu oraliqlarning har biriga alohida Kantor
teoremasining  nattjasini  (5--bobdagt 3 - natijani  qarangj



qo'llananiz. U holda olingan + -0 son uchun shunday », ~0 va
5. -0 sonlar topitadiki,
ot ol da woa
fv*eet] da o cd, dan o, - s
tengsizliklar o'ninli ekam kel chiqadi. Agar #-mints.o,; deb
olsak. u holda ikkala oralig uchun bir vaqtda
wo- o dan o
tengsizhikning o'rinli ekani kelib chiqadi.
Endi yugondagr ve-u songa ko'ra o .0 sonm s<e deb
olaylik.
fo.t) oralignt diametri 4 <5 bo'lgan bo'laklashlari uchun 7ov)
tunksivaning Darbu yig'indilarini tuzib, quyidagi
Sy =S g, (9.6)

ayirmani  qaraymz. {9.6) vyig'indining har bir hadida fx .+ ]
03 n-h oraligning uzunligi A, qatnashadi. Bu (v .v )
oraliglarning  «*  nugtaning 2 (x*)  atrofidan  tashqarida
joylashganiga, ya'nt  [:, v, ,}/v/' (%) =0 munosabat  o'tinhi
bo'ladiganiga  mos keladigan (9.6}  yig'indining hadlaridan
tuzilgan yig'indi

Z'(r)“’\.\"

bo'lsin. (9.6} vig'indining golgan barcha hadlaridan  tashkil
topgan yig'indi

dan o .,

}_: ", \x,
bo'lsim, bunda |2 et %) yoki o |x, o, ntct-ei2 0 yoki
le, X, ) {x* 4= 6 bo'lady.

Natijada (9 6) yig'indi ikki qismga ajraladi:
)_'m,A\L 'Z. o, Ax, +L , Ax, {9.7)

Endi hu wgm(hl(um baholaymiz.  Yuqoridagt (9.6}
munosabatdan toydalanib, Iopmnir

2_ w, X, 2: 2 \:Z A, = o(h- o {9.8}

Ikkinchi yig'indi uchun
Yoo o Y0 A = QY A,

bo'lishini topamiz, bunda Q- /() funksiyaning |« oraligdags
tebramshi.
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Agat ¢ o atrofda butunlay jovlashgan |+, + 1 otahqlan
uzunhiklarining vigiindisi 2 dan kichikligimi hamda > va
Vi nugtalarnn o'z ichiga olgan (v otaliglar akkita bo'lib,
ularning uzunhklari vig'indisi bam > (chunki 4. ;) dan kichik
bo'hshini e'tiborga olsak, u holda

N e (1.9)

bo'ladi. Natijada (9.%). (9.8) va (9.9) munosabaflardan

\‘,_:m‘ v, caoth a)yed e Qo (b a)+ 0

v

ekani kelib chigadi. Demak,

!In} im‘ Av, - D

Bu s funksiyaning |. ) da mtegrallanuveh bo'lishint bilditadi.

f(xy funksiya ju#)  oraligning chekli sondagi nugtalarida
uzilishga ega bo'lib, golgan batcha nugtalarida uzluksiz bo'lsa,
uning |« da interallanuvcehi bo'lishi yuqoridagidek  isbot
etiladi. »

2—eslatma.  f(x) ftunksiya |.» oraliqda 1ntegrallanuvchi
bo'lsin. Biz

j/u)uh- | 7o

hamda
[ f(x)dv= 0

tengliklar o'rinli deb kelishib olamiz.
4—4§. Aniq integralning xossalari

Endi /(x) tunksiya aniq integralining xossalarini o'rganamiz.

I—xossa. Agar /(x) ftunksiya {ws] oraliqda integrallanuvchi
bo'lsa, u istalgan [w.g|c|ab] oraliqda ham integrallanuvchi
bo'ladi.

4 /(v) funksiva [«.»} da integrallanuvehi bo'lsin. U holda 1
teoremaga ko'ta v .0 olinganda ham  shunday 5.0 son
topiladiki, |4} oraligni diametri » o bo'lgan har  ganday
I {v,.1...« ) bo'laklash uchun

S(Py~«(My<e (9.10)
tengsizlik bajariladi.
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bo'laklashmng bo'luvchr nugtalann - o qatoinga o
hamda 7 nuqtalarmi qo'stab, 14 oraligni yangi £ bo'laklashng
hosil  gilamiz. Ravshanki,  7c/ bo'ladi. U holda  Daibu
vigindilannng  xossasiga ko'ta  (ushbu  bobning 40§, 2
bandiga qatangj

W) SO Y < ) (9 11)
tengsizhklar o'1inh bo'lady. (9.10) va (9.11) munosabatlardan
S (e e (9.17)

bo'lishy kelib chiqadi.
le.p] otaliqdagr #, bo’laklashning bo'luvehi nuqgtalarini {er. 81
oraliqning biror 7, bo'laklashning bo'luvcehi nugtalari sifatida
qaraymiz. Bu /. bo'laklash uchun /() funksiyaning Darbu
yigindilan a5, bo'tsin. U holda
Sy (B L may
b
Sy sy Z(’u" moAY
e sl
vig'mdHain tagqoslab,
Sy sy S )
bo'lishinl topamiz. Natijada (9.12) munosabatni o'tiborga olsak
S e
kehb  chigadi. Bundan 1 teoremaga Ko'ra /() tunksiyaning
le. /1) oraliqda integrallanuvehi ekani kehib chigadi. »
2—x0ssa. Agat  sia) funksiyva fe | hamda o) oratiglarda
mtegiallanuvchi bo'lsa, u holda tunksiya |«#] oraliqda ham
integrallanuvchi bo'ladi va ushbu

[ OTEN POV JIEwA

formula o'rinh.
< /() tunksiya ju.c] hamda {c.s] oraliqiarda integrallanuvcehi

fl . T : s .. UL
bo'lsin (a- ¢ h). U holda Ve>0 olinganda ham ° songa ko'sa

shunday o, -0 son topiladiki, || oraligni diametri & . 4
bo'lgan har qanday 7, bo'laklashida Darbu vig'indilan uchun

SR ‘(,:)<;
tengsizik o'ninli bo'ladi. Shuningdek. o'sha : songa ko'ra

shunday o, -0 son topiladiki, (c.#] oraligm  diametr . .5,
bo'lgan har qanday 7, bo'laklashida Darbu yig'indilari uchun



S et
2

tengsizhk o’tinli bo'ladi Endi o mings, o1 deb, |ws] oraliqm
diametri . .o bo'lgan ixtyoriy », bo'laklashni olaylik. Bu
bo'laklashning bo'luvehi nuqtalan qgatoriga ¢ (v-.c<t) nugtam
ham qo'shib, {a.4} oraligni yangi 7 bo'laklashni hosil gqilarniz. Bu
bolaklash  uchun  Darbu  wig'indilari = S(P).sP) bo'lsin. |
orehiqdayi  /+ bo'laklashning bo'luvchi  nuqgtalarini shu  Ja.c|
oraligni biror ;' bo'laklashning bo'luvehi nuqtalari fe.5] oraliqni
biror P/ bo'laklashning bo'luvehi nugtalari sitatida qaraymiz. Bu
bo'laklashlar uchun Darbu yig‘indilarini tuzamiz;
S, SCPS P s(P))
Ravshanki. bu yig'indilar uchun mos ravishda yuqoridagi
(9.13), (9.14) tengsizliklar o'rinli bo'ladi:
S0 \(!’.)<2,
gy L E
,\(fl,j‘-\(i,)<2,
Ikkinchi tomondan,
Sy S+ S,
s(Py = ()4 3(8Y)
bo'lib, natijada
Sy -sP) =[SOy ()] +[S(P]) - s(l",')l<i; *; £
bo'lishi kelib chiqadi. Demak, ve>0 olinganda ham shunday
o>0 son topiladiki, |«#] oraliqni diametri i <5 bo'lgan har
qanday 7’ bo'laklashida Darbu yig'indilari uchun
Sy -s(P)y<x
bo'ladi. Bu esa 1-—teotemaga ko'ra /() funksiyaning [a.5]
oraltiqda integrallanuvchi ekanini ko'rsatadi.

Yuqoridagi » bo'laklash uchun s(x) funksiyaning a5
oraligdagi integral vyig'indilarini tuzib, ularni mos ravishda
quyidagi
DARACHLL D WL Z| SEDAY.

[ (B

la.k)
ko'rinishda belgilasak, u holda
2SEOAG =D 1O 4 Y SO, (9.19)
-1 (sl [l
bo'ladi.  7(x) funksiya |« [|.#] hamda |.5] oraligglarda
integrallanuvchi bo'lgani uchun
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InnI 1; P RN j/(x):l,x,
lim }: S50 =I £ (x)edx.
400

i Zv/ (&) A, I f(x)dx.
“ 'nl-v‘-l

tengliklarga egamiz. {9.15) tenglikdan i, >0 da izlangan tormula
kelib chiqadi.
Fndi ¢ nugta {«.4) oraligdan tashqaridan yotsin, ya'ni ¢ nuqta
ca- b YOKI a<h<c tengsizlikni ganoatlantirsin. Agar c<a<h
bo'lsa, u holda [wh|c [e.h] bo'lgam uchun 1 -xossaga ko'rta f(1)
tunksiya [«#] da integrallanuvehi  bo'lib, yuqorida 1sbot
otilganiga asosan

I/(\)dr j/(x)duj/m.zx
formula o'rinli bo’ ]ddl Bunddn esa, 2- eslatmadan foydalanib
Umm—hum+ﬁum ﬁuw+ﬁuw

bo'lshini l()palm?

Xuddi shunga o'xshash, «-h<c bo'lyanda hain /(x) funksiya
lo.#] da integrallanuvchi bo'lishi va tegishli formulaning o'rinh
ekan ko'rsatilad. »

3—xossa. Agar /(x) funksiya tah| oraliqda integrallanuvchi
bo'lsa, u holda (v} (c-consry ham shu oraliqda integrallanuvchi
bo'ladi va ushbu

ch(r)a’xw[/(x)(&

formula o'rinh.
4 /(x) funksiva |a#| oraliqda inlpqrallanuvchi bo'lsin. Demak,

lmea= hln \ 7(E)Ax, »-j 1 (x)dx

A a0

Endi ¢f(x) funksiyaning mos mteqrdl yig'indisini yozamiz:
o= '\_,'(.;f'(;} )- A,
U holda w
*L(/(n,*)\x L/(wm

Bundan / -0 da quyidagi



lm 7, = Inn‘urr «lma =:j!(n i
tenghk kelb chiqadi. Bu izlangan formulaning o'rinli ekanim
anglatadi. »

A—xossa. Agar /(x) tunksiya |ab] da integrallanuvchi va
fix)zd >0 bo'lsa, u holda ,(l ; funksiya ham shu orahqda
.

integrallanuvchi bo'ladi.
< /(x) funksiya (a.p] da integrallanuvchi bo'lsin. Demak, ve 0
olinganda ham d's ga ko'ra shunday o>0 topiladiki, [|w4]
oraligni diametri 1, <4 bo'lgan har qanday » bo'laklash uchun
S(y-s(t)= Z(M, —m YA, <die
k=1

bo'ladi. Bunda

M, =wp{/(0)}.  xelx, . x,]

m, =mt{ f(x)}. xelx,.x,,].

f(x)zd >0 bo'lganligini e"tiborga olib, —j(l) funkstya uchun
X
|
M *=s . xelx.x,,
' "P{“r)} xefx, x|

P
m *=1nl{ /(r)}. xelx,. x|

mavjud bo'lishini aniqlaymiz. Ravshanki,
Al *= ! m *= !
m M,

bo'ladi. Natijada

R a1 ". i \ ::l‘u. -m,
SUDY- s(P)= Z(M' e ), I\L,;(m Ny YAX, = Zo s Ax, €
0 R ¥ ¥ Ll x *

i L
< 2 Z.(‘“' -m )Ax, <g

bo'ladi. Bu esa /(1 , funksiyaning {46 da integrallanuvchi
X

ekanini bildiradi. »

S—-xossa. Agar f(x) va g(») funksiyalar |.s]  oraligda
integrallanuvchi bo'lsa, u holda f(x)tg(x) funksiya ham shu
oraliqda integrallanuvchi bo'ledi va ushbu

]1./ () £ ()| = f Fix)de t jg(xﬁi\'
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formula o'rinh bo'ladi.
<4 /vy va gixy funksiyalar jeh] oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. Demak,

w +
!|r1.1‘)0‘| = }AIHJ'J; e A, = J [{x)dx.

2l ’
iima, E.“?'JZ, (< )Ax, = IK( Vidy

Al

Endi  7(org(y funksiyaning |u.b| 6raliqdagi mos integral
vig'indisini yommi?’

a - V‘[f(:u“ $dy = Z [ (S, +L8(§:)’\x =0 o,
Bundan 4, -0 da guyidagiga egamiz:

lim o = Ilm ok l|m o, Ij(x)dx-rjg(x)dx

4p Bl

Bu izlangan formulaning o'rinli ekanini anglatadi. »

6—xossa. Agar [f(x) va g(v) funksiyalar (a4 oraligda
integrallanuvchi bo'lsa, u holda f(x) g(x) funksiya ham shu
oraligda integrallanuvchi bo'ladi.

4 f(x) va g(x) funksiyalar [ab] oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. U holda integralning mavjudligi haqgidagi teoremaga
ko'ra

zl'in‘to(Sl (Py=s,(P)) = lm E(M, — sy )Ax, =0, {9.16)
fim (8, (P) -5 (F)) = lim Z(M ~ ) )Ax, = 0. (9.17)

Avval barcha xe[a.b) lar uchun fx)20.¢g(x)20 deb qaraylik. U
holda vxe[x,.x,,,} uchun
0<m, < f(x)SM,
0<m, <g(x)<AM,;
tengsizliklar o'rinli bo'lib, undan quyidagi
D<m,m, S J(x)g(x}SA AL
tengsizlik kelib chigadi.
Ravshanki, |x,,x,,] (¢=01..,2-1) orahqda s(x) g(x) funksiyaning
quyldagi aniq chegaralari
m = nl{ /(g ()},
A7 = supt f(x)g(x)
mavjud bo'lib, ular uchun
mom, Smy <M] <M M,

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. U holda quyidagi
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AT oml AN m NI m 4w M m
At osupisonyy Ay A= supuigy ]

tengsizliklarni e'tiborga olib {f(x) va gy funksiyalar | 4] da
chegaralanganligi uchun 1/ <% 4/'<w bo' ladt), topamiz:

S, (f’)—‘ (M?=miy\x, = M ‘ AL mo +w\"m ~ml )\,

End: (9.16) va (917] munosnbatlaldan foy(ia]dnsdk u holda
quyidagi
411",',.(‘\f"-' (Py-s (P)= ‘l,lrr'lo;{(-‘ll; -m i\, =0
tenglik kelib chiqadi. Demak, f(x) ¢(x) funksiya |6 oraligda
integrallanuvchi.
Endi  7(x) wva gx ftunksiyalar ixtiyorlty  integrallanuvchi
tunksiyalar bo'lsin. Bir tomondan vxe|a.5| lar uchun
Jx) =t (x)) = f(xj-m20.
glx)—mi{g(x)} =g(x)-m' 20,
tengsizliklar o'rinli. Ikkinchi tomondan,
So)glxy=1f(x)-m|(g(x) - ' |4 mg(xy +mf(x)-nm’ deb yoza olamiz.
Yuqorida isbot etilganiga hamda 4 — Xossaning natijasiga (1 --

natijasiga qarang} ko'ra,  /(x) g(x) funksiya |a.5] oraligda
integrallanuvchi bo'ladi. »

4) —~va 5] --xossalardan quyidagi natija kelib chigadi.
1-natija. Agar f(x) () funksiyalar (4.5 da integrallanuvchi

va g(x)2d>0 bo'lsa, u holda /E; funksiya ham |44 oraligda
2(x

integrallanuvchi bo'ladi.
7—-xossa. Agar f(x) funksiva [a.h] | oraligda integrallanuvchi
bo'lib, vxe|u.b} lar uchun 7(x)>0 bo'lsa, u holda

If(x)zA'ZO ta<b)

bo'ladi.
<« Ta'rifga ko'ra ushbu
Ime=lim Y 7(5)A,
Aot Ap "',{_6
limit mavjud. Modomiki, ¥xe|e.4] lar uchun /(x)20 ekan, unda
[ |
oY (EN, 20

i

va



bo'ladr. Demak,

2—natija Agar () va ¢y funksiyalar o] oraliqda
mtegrallanuvehy bo'hb, caocje s lar uchun o g tengstzlik
o'nnh bo'lsa, u holda ushbu

j Xy hoe ju(.!)(fn

tengsizlik ham o1inh bo'ladi.

< Hagqqatan  ham, () va g tunksiyalar |24 da
inteqgrallanuvehs bo'lganidan 200 (20 funksiyaning
mteqrallanuvehilign 4 xossadan kelib chigqadi. 6 - xossaga ko'ra
bu holda

_[|ﬁf(-") FASY | 2!

tengsiztik  kelib  chigadi. Bundan  izlangan tengsizlikka ega
bo'lamiz. »

3—natija. (Koshi—Bunyakovskiy lengsizligi}. Agar 70 va
wva funksiyalar |04 oraligda integrallanuvehi bo'lsa, u holda
(yuqoridagr  xossalarga ko'ra} ushbu  /(x)- we(x)  {(« - ixtivory
o'zgaimas) funksiva ham [«.4] oraligda integrallanuvehi bo'ladi
va

1700 - et de >0

tengsizlik o'rinli.
Demak, ixtiyorty o'zgarmas « son uchun

J” )y - ‘_rzj £ ()l I/ (X)dx

te‘nqslzhk o'rinli. Bu tpnqsullkmnq (hap tomonidag ifoda « ga
nisbatan  kvadrat uchhad bo'lib, u « ning barcha haqigiy
qivmatlarida manfiy emas. Demak, bu kvadral uchhadning
disknminanti mushat emas, ya'ni

: [ SOl )ri\'] -'J /7 (a )d.x‘.[,lr O s 0

[ . .
Natjjada quyidagi



J;'l,my;;lt VAN \! ! (‘»!i'\lj.' RS

tengsizlikka  kelamze Bu tengazlik  Koshi BunyakovsKiy
tengsizhigr deb ataladl “

8—-xossa. Agal /(v funksiya o7 oraliqda mtegrallanuvehy
bo'lsa. u holda /(v funksiva ham shu orahgda integrallanuvetn

bo'ladi va
I ool J["_f {1 Y

tengsizhk o'rinli bo'ladi

< /(x) funksiva [u.h) oraliqda integrallanuvehi ho'lsin. U holda
v. -0 olinganda ham shunday #>0 son topiladiks, 1wt oraliqm
diametyi 4, -6 bo'lgan har qanday [ {yox v bo'laklash
uchun

N¢PY () Xm, Ay, ek

bo'lad;, bunda o /(0 funksiyaning x| orahqdagi
tebranishi.
Ravshanki, va'elabl, ¥a'e |wb] Jat uchun quyidag
LS RS AT AR IR

tengsizlik o'rinli bo'lib, undan

supll/ (1) = 7 ("€ sup £(x) = £ ()
tengsizlik  kelib  chigadi. Demak, o, - . bunda w0y
funksiyamng {1, .y,,] dag tebranishi. Natijada

S . (#)-+s, (- Z(vﬂ'\\~ (% "z:mr v, o
. v ]
bo'ladi. Bundan f(x) funksivaning [..»] oraliqda integrallanuvchi
bo'lishi kelib chigadi.
/(v) hamda  /(x) funksiyalarmng [« oraligdagi  integral
yig'indilarini vozamiz:

D IACID EA

S
a - SIE W,
. P

U holda

p

I :
fer|: N \| L'[ Ny
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bo'ladi va - 5o da limitga o'tib izlangan tengsizlithning o't
ckaniga shonch hosil gilamiz »

5-§8. O'rta giymat haqidagi teoremalay

o funksiya o/) oraligda aniqlangan va  chegaralangan

bo'lsin. U holda {4 otaliqda
meol e M supl Sy
mavjud va vac .. 4] uchun
me five A {918}

tengsizhklar o'vinli bo'ladi.

b6—teorema. Agar /(vy funksiya |wb) oraliqda integrallanuvehi
bo'lsa, i holda shanday o'zgarmas u (m- -1y son mavjudki,
nshbu

j;mrix o)

tenglik o'rindi bo'ladi. ‘
<« (9.18) tengsizliklardan foydalanib topamiz:

J' ndx :.I f(x)dn = j,\ld.\
Bundan ‘ " n
mih ) :_vj.f(.r')d\' “hi(h )
Bu tengsizliklarni 4-«o -0 songa bo'lamiz:

j [{x)dy

m <At
bh-u

Agar

I (V)

I

IV -
deb olsak, u holda izlangan tenglik kelib chigadi. »
1-natija Agar /(v funksiva s oraliqde uzluksiz bo'lsa. u
holda bu oraligda shunday « (ce ). nuqta topiladiki,

jl(\’)u{\v 0)h W)

tenglik o'rinli bo'lad.
T—teorema. Agar sx)y va o) funksiyalar |a#y oraliqda
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inteqrallanuvelii bo'lib, w0 funksiya shu oraliqda o'z ishorasin
o'zgaitirmasa, 1 holda shunday o'zgaimnas g (e g MYy son
mavjudki,

I F (A ) (X)edn - _uf;:(.x )dt {9.19)

tenglik o'rindi bo'ladi.

< Aniq ntegralning 5--xossasiga asosan  /(v) g(x) funksiya
[«.h] oraligda integrallanuvchi bo'ladl. Endi g(v) funksiya [w/]
oraligda manfiy bo'lmasin, ya'ni “xefe.ph) lar uchun gy 20 bo'lsin
deylik. U holda m- f(x)<af tengsizliklarni g¢x) ga ko'paytirib,
so'ngra hosil bo'lgan ushbu

my(x) < f(g(x) < Mg(x)

tengsizliklarni |.. A oraliqda integrallab topamiz:

mjg(,\')dx by ;[_/‘(x)g(,\')dx v j (). (9.20)
Ikki holni qci]‘nylik: ‘
a) [g(vde=0 bo'lsin. U holda

j/v(.\)g(z‘)dx =0

bo'lib, bunda u  deb (mSu<M) tengsizlikilarni
ganocatlantiruvchi ixtiyoriy sonni olish mumkin.

b) j[g(.x‘]dx >0 bo'lsin. Bu holda (9.20) tengsizhiklardan

I L ()g(x)dx
ms - S
[ st
bo'lishi kelib chigadi. Agar

i S (x)de
= N .
I;:(.x Yedx

deb olsak, unda
[ reomeds = uf gooar

bo'ladi.
la,p] oraliqda g(v<0 beo'lganda (9.19) tormula xuddi shunga



tenglik o'rinli bo'ladi.
Bu natijaning ishoti (9.19) tenglikka asoslanadi.

6-§. Chegaralari o'zgaruvchi bo'lgan aniq integrallar

Jto tunksiya [a.6] oraliqda integrallanuvehi bo'lsin, U holda
aniq integralning 1) —xossasiga ko'ra s funksiya istalgan
laxt fub]  (a- x=h  oraligda  ham integrallanuvehi bo'ldi.
Ravshanki,

[1ati
integral x ga bog'liq. Uni 7 deb belgilaymiz:
Fey 1o

Endi soo funksiyaga ko'ra (v hunksiyaning  xossalarini
(uzluksizligi, ditferensiallanuvchi bo'lishini) o'rganamiz.

8—teorema. Agur funksiya (ool oraliqdy inteqrallanuvehi
bo'lsa, 1ix funksiva shu oraliqda nzluksiz bo'ladi

4 iy funksiya  integrallanuvehi bo'lgani  uchun
pifing A< bo'ladi. cacjas) nugta olib, imga shunday a0
orttirma  beraylikki, (1. An. lw.b)  bo'lsin. Ui holda F(xy
{lunksiyaning orttinmasi uchun quyidagiga ega bo'lamiz:

N

AFCO Myt A P I/‘unh jf'(l‘)dr If’{l)d:
Aniq integralning 7) — xossasidan lovdalanib, topamiz:
|AF ()] !j/u)dt!«. Jortorar < a _|'d: Mo A
Demak,
RYAES RIKVERV:
Bundan esa
lm A 0
limit kelib chiqadi. Av. 0 bo'lganda ham xuddi yuqoridagiga
o'xshash m Ao o ho'lishi ko'rsatiladi, By esa f
tunksiyaning v a.6) nuqtada uzluksizligini bildiradi. »
9-teorema. Aqgar 119 funksiya | b oraliqda
integrallunuvchi bo'lib, x, . [a.b] nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holdu
rey funksiya s nugtada differensiallunuvehi bo'ladi va
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hmit kelib chiqadi. -0 bo'lganda ham xuddi yuqoridagiga
o xshash lim A =0 bo'lishi ko'rsatitadi.  Bu  esa 7y
funksiyaning re|« | nugtada uzluksiziigini bildiradi. »

H9—teorema. Agur () funksiya [«r.h) oraligdu
integrallanuvchi bo'lib,  ela.h) nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda
~(v) funksiya x, nugtada differensiallanuvchi bo'ladi va

Fa= 1)
< /(v) funksiyaning x, nuqgtadagi orttirmasi:

W(x,) = j;./’(t)d! (e 0)
n1 olib, quyidaqi
VAL (o)
Av o

avirmani qaraymiz. Aniq integralning xossalaridan foydalanib
topamiz:

V(x,) 1 e R T B
= -»/(.ra>=;“_[ i,/(r)dx ,/(s,})‘[‘fl = {t,/(r>-~,f<xn)>dz-
Bu munosabatdan
N s o= oo (9.21)
Av 0 Av % S

tengsizhk kelib chigadi.

Shartga ko'ra f(x) funksiya . nugtada uzluksiz. Ta'rifga
asosan, Ve>»0 olinganda ham shunday o-0 son topiladiki,
v-x,,= 8 bo'lganda f(x)- fix, )< ¢ bo'ladi. Agar s deb olsak, u
holda wre|v,.x, + Ax] uchun

S Jixgn<r
bo'ladi. Natijada (9.21) tengsizlik quyidagi
ARG g
’ —:\\ - f(x, )< w :[r[lzl.

ko'rinishga keladi. Demak,

LRI (ERP
' A.I‘

Bundan
lim Mlx) = /{x,)
Avao Ay

va'ni

P, 0= £{x,)
tengilk kelib chiqadi. Yuqoridagidek, ac-0 bo'lganda
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ey
va'ni

F(xy - 0) = f{x,)
tenglik ham o'rinl bo'lishi ko'rsatiladi. »

Agar /tv funksiya |..h| oraligda integrallanuvchi bo'lib, x=o
va =" nuqtalarda uzluksiz (bunda funksiyaning x=«¢ da
o'ngdan, x=4 da esa chapdan uzluksizligi tushuniladi) bo'lsa, u
holda

FilatO=fla+0) b 0)=f(h-0)
bo'lishi yuqoridagiga o'xshash ko'rsatiladi.

6—natija. /(x) funksiya |a#] oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda
Yre{e.h] uchun

1) = 1(x)
bo'ladi.

Demak, #(xy funksiya f(x) ning |at} dagi boshlang'ich
funksiyasi.

Endi quyl chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan anig integraini
qaraymiz. /(v) funksiya |« hjoraliqda integrallanuvchi bo'lsin. U
holda bu funksiya |x. Al [a.b] {asx < pyoraliqda ham
integrallanuvchi va bu integral + ga bog'liq bo'ladi. Uni

Hx)= tff‘(r)dr
deb belgilaymiz. Aniq integral xéssasidem foydalanib topamiz:
j 1) = jf(f)df + j J{0)dr = F{x) + g(x). (azxsh)
Bundan <>Sc': a ,
#(x) = f[f(r)d: ~ F(x)

bo'lishi kelib chigadi. Bu tenglik, ¢ funksiyaning xossalarini
/(xy hamda F(x) funksiyalarning xossalari orqali o'rganish
mumkinligini ko'rsatadi. Jumladan, agar f(x) funksiya [q 4]
oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda

#lx)=-/(x)
bo'ladi. Haqiqatan ham, bu holda J /(ndr mavjud va u chekli son,

t(x) funksiva esa yuqorida keltirllgan teoremaga ko'ra [(a.h] va
F'(xy hosilaga ega bo'lib,



7—§. Aniq integrallarni hisoblash

Integral mavzusining  asosiy  masalalaridan  biri funksiya
integralining mavijudligi bo'lsa, ikkinchisi funksiya integralini
hisoblashdir.

1%, Nyuton—Leybnis formulasi. Ushbu bandda,
tutksiyalarning aniq integrallarini hisoblashda keng
qo'llanadigan formulani keltiramiz.

Ma'lumki,  7oo tunksiya fo.h) oraliqda uzluksiz bo'lsa, u
holda

Feo {rnar

funksiya shu oraligda /(v funksiyaning boshlang'ich tiunksiyasi
bo'ladi. Bu bir tomondan.

Ikkinchi tomondan, /o0 funksiyaning ixtiyoriy boshlang'ich
funksiyasi ¢y berilgan boshlang’ich funksiya ) dan ixtiyoriy
o'zZgarmas qo'shiluvehiga farg giladi, ya'ni

M) jfmdz e

bo'ladi. Bu tenglikdan, avval » « deb,
¢y (9.22)
so'nyra v b deb,

oy [ s o (9.23)

tengliklarini topamiz. (9.22) va {9.23) tengliklardan ixtiyoriy
boshlang'ich tunksiya g uchun ushbu

[rood gim g (9.24)

formula kelib - chigadi. Bu  (9.24) formula Nyuton— Leybnis
tormulasi deb ataladi.

Odatda, (9.2 tenglikning o'ng tomonidagi g g ayirma
¢ Kabi yoziladi;

pihy piar - gl
Denak,

frivde= g

Muasalan,
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Demak.,

[rooa gy
Nlasalan,

Y X b -
[ vy
E hl il

2" O'zgaruvchilarni almashtirish usuli 7(x) funksiya .4
oraligda anmiglangan va uzluksiz bo'lsin. Ravshanki. j/(\)(lr

mavjud bo'ladi.

Fataz qilaylik, aniq integralda o'zgaruvchi x ushbu x=g(n)
formula bilan almashtirilgan bo'lib, bunda quyidagi shartlar
bajarilgan bo'lsin:

a) ¢tr) funksiya biror | s oraligda aniglangan va uzluksiz,
o'zgaruvchi  Ju. g} oraliqda o'zgarganda ¢ tunksiyaning
qiymatlari |4 oraliqda chigmaydi.

b) Plax)=a.p(ffy=1.

V) () funksiya |« p) oraligda uzluksiz (1) hosilaga ega. U
holda

. p
[ o= { 1 gy (9.25)
tenglik o'rinli bo'ladi.
<4 /(v tunksiyaning [a.4| oraligyda boshlang'ich tunksiyasi ¢(x)
uchun {9.24} formula o'rinli.
lu. | oraliqda ¢oe() tunksiyani garaylik. Bu funksiya [« g]
oraligda uzluksiz va
(A1) = B(p(2)) - @'(1)
Keyingi tenglikdan 4#(x)= /(x) ekanini e'tiborga olib topamiz:
(BAN = [0} - 9'(0).
Bu esa g funksiya [w.p] da ;i@ funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi bo'lishini  bildiradi. Nyuton - Leybnis
formulasiga ko'ra,

fl
[ 1N 3t = )~ piepeayy
Demak,
¥
[ = st gy (9.76)

Shundmf' qilib, '{9‘?,4) va (9726) munosabatlardan (9.25) tenglik

267



kelib chigadi. »
9.4 —misol. Quyidag)

j\l-x’d\

integralni o'zgaruvchini almashtirish usuli bilan hisoblang.
<« Bu integralda x=sn: almashtinshni bajaramiz. U holda
(9.25) formulaga ko'ra topamiz:
1 5 [ . H ‘ T 1 - s
j\,]—x dx‘=j\l... \'m‘lcosld!=jcux !dz--—j’l7 + 2cus2r1d!=[21+~4$m2r)' e
0 0 ] [/ 0
39, Bo'laklab integrallash usuli. «(x)va «x) funksiyalarning
har biri [« oraligda uzluksiz «'(x) va vi(x) hosilalarga ega
bo'lsin. U holda

]

ju(x)dv(x) = ]u(x)v(x)]'l: . I v{x)du(x) (9.2

formula o'rinli.
< Ravshanki,
[ () = 1 (XX F 0 (x)V'(x)
Demak, u(x)v(x) funksiya [|a.h] oraligda ' {xp(x)+u(x)v'(x)
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lib, Nyuton — Leybnis
formulasiga ko'ra

j[u (W) + (VN = (n(x)v(x))'l;

bo'ladi. Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

] u'(x)v{x)dx + ju(x)v'(x)rix B (u(x)v(x))[:

Bu tenglikdan esa (9.45) formula kelib chigadi. »

»
(9.27) formula fu(x)dv(x) integralni  hisoblashni  [v(x)du(x)

3

integralni hisoblashgé olib keladi. Bunda «(x) hamda da®x) larni
shunday tanlash lozimki, .'[v(r)du(x] integral imkoniyat boricha

sodda hisoblansin.
2

9.5—misol. [nxdv integralni hisoblang.

< Agar u(x)=Inx.dv=dx deb olinsa, u holda

du = ! dx v{x) - x
X



bo'tib, {9.77) formulaga ko'ta topamiz.

: Sl . .
[In wle ol |y drfxln \')!‘ v, 22 e
] e

¢ . . . . .
9.6—misol ' =|.n 4 integralni hisoblang. bunda » ol

Bu integral, xususan » -0.n=1 bo'lganda osongina hisoblanadi-

[ zl‘.(h':;r. !J=!<in wic=1

» - 2bo’'lganda belilgan integralni

I jxm" xdy = Isin" ' xd(-cosx)

" (
ko'rinishda yozib, unga bo'laklab integrallash formulasini
qo'llaymiz. Natijada

A T cns,\')tn' +{n- !)jsm" * xcos? xddc = (n l)j sin” Fx(l—sin® xybe =
a r

)
= (n-—l)]’sin" *xde-(n- l)jsm" ade=(n=1)J, , - (n 1)/,

bo'lib, undan ushbu

rekurrent formula kelib chigadi. Bu tormula yordamida berilgan
integralni »=23.. bo'lganda ketma-- ket hisoblash mumkin. Biz
quyida » juft va toq bo'lganda berilgan integialning giymatini
keltiramiz:

n=2m juft son bo'lganda

g Amml 2m=3 8 3 (2meD r (9.28)
m 2m=2 6 4 2 (2m) 2
n=2m+1 —toq son bo'lganda
- b “u
LI SO O N ) L (9.29)

2m+l 2m-1 7 5 3 ' (2m+)

Bunda =t simvol » dan katta bo'lmagan va u bilan bir xil

juftlikka ega bo'lgan natural sonlarning ko'paytmasini bildiradi.
Shunday qilib,
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-

2mo , '
( ; )u) . agal n=2m juft bo'lsa,
(2my
jxln" vdy = <
2m)! '
( ( ’n)l)”. agar s« m+ ) toq bo lSd.
2m o+ 1N

4%, Vallis formulasi. Yuqorida keltirilgan 9.6 —musoldan
toydalanib, » sonini ifodalovchi formulani keltiramiz. Ravshanki,

0<x< ’2' bo'lganda

ol

an?! xesin® x<sin® ' x (n=12.)

tengsizliklar o'rinli. Bu tengsizliklarni |0€| oraliqda integrallab

”

.
2 2
sin??? xdx < ]sm * xdx < jsin"‘ ' xdx
o 0 u .

so'ngra (9.28), (9.29) formulalardan foydalanib topamiz:
@) @n=Dy' @ (2=
@r+D @2mt 2 (2n-1

@ 1w [ em
(2n-H! 2n+l 2 (2n -1 2n

tengsizliliklar  kelib  chiqadi. Ammo bu tengsizliklarning
chekkalarida turgan ifodalar ayirmasi

_(‘zrx)u_‘]" o[ enn ] [ e R R A
@n-0] 20 {@n-0n] 2nel {@n-Nt] 2041 2002 22
bo'lib, n >« da nolga intilgani uchun ushbu

<2n_>1'-_]‘,__.2ﬁ_

n .
— = lim -
2 e 2a-DM] 2n+l

formula o'rinli bo'ladi. Demak,
r . 22 44 2n 2n
c=lm SO T T
2 o] 3305 2n-1 2n+1

Bu (9.30) formula Vallis formulasi deyiladi.

[SESSEUFEN

Bundan

(9.30)

8—§. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

Biz yuqorida integral ostidagi funksiyaning boshlang'ich
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funksivasi ma’'lum  bo'lsa, amq integralm  Nyuton - Leybnis
formulast  yordamida hisoblash mumkinligini ko'rdik. Ammo
boshlang'ich  funksiyani topish masalasi doim osongina hal
bo'lavenmavdi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo'lsa,
tegishll aniq integralm hisoblashning taqribiy usullarini go'llash
lozim. Bu usullar integral ostidagi /i) funksivani uni tagribiy
ifodalovchi ko'phad bilan almashtirishga (7¢x) - # (x)) asoslanadi.

1. To'g'ri 1o'rtburchaklar formulasi. /() funksiya |« )
oraliqda uzluksiz bo'lib, uning

(G
integralinm hisoblash talab otiléin. Avvalo vxe|a b uchun
S0~ f(d-;b)=com1
deb olib. quyidagi
]/(x)dxz /‘(‘i; Pyb- (9.31)

formulani hosi}qqilamiz.

Y

0| a a-h b X

2

36 —chizma.

Bu tagnbiy formula (36 —chizma) f(x)20 bo'lganda a48b egri
chiziqli trapetsiyaning yuzini a4'8' to'g'ri to'rtburchak yuzi bilan
almashtirilishini ko'rsatadi. (9.31) formulaning aniqligini oshirish
maqgsadida [a,6) oraligni u=x,.x.x,..x, =4 nuqtalar yordamida »
ta teng bo'lakka bo'lib, har bir |r, .x,,] bo'lakda (9.31) formula
go'llaniladi. U holda

[ /0y~ £ e ':X*_ﬂ

b —
WXy =X, )= oY J(x,)
n

bo'ladi, bunda

2n



Loy SR U 14
v A Lo, ' P4kt )
1] 2 2 n
_:I|. o
VoY (k012 .n-1

Natijada quyrdagiga ega bo'lamiz:

- . ' o R o
!/(A](b -‘—'!»/(.’(](l\ + [l [V et :|‘ F{x)dn ,:[b'”")d\ ; f0 )+

b - [ - h o - b - .
+— f(xppr. o )+ flx, N TIS AT S R f(x n
n ” n n

Shunday  qilib.  [7(0é integralpi hisoblash  uchun  quvidagi
taqnbiy

h-- b .
[,/(x)(z\-z ”(f’(\u)'i-_.’l\.)l...+,"(,\‘)-in.i S, ) s S i (9.32)
4 ” [

formulaga kelamiz.

(9.32) formula to'g'n to'rtburchaklar formulas: deb atalad.

Odatda, tagribiy  formula chigatilganda,  albatta  uni
qo'llanilganda  vo'l qo'yiladigan  xatolikni aniglash  {voki
baxolash) taqazo etiladi. Buning natijasida taqribiy formulalar
o'zaro taqqoslanadi.
{9.3?) formulaniug Xatohg ushbu

I '[f(,r)l\‘-lh "i/‘(x,)
- noo

avirma bilan ifodalanadi. Uni baholaymiz. Buning uchun /()
funksiya fo.n] oraliqda uzluksiz. /7o hosilaga ega bo'lsin deb
qaraymiz.

Aniq integralning xossalaridan foydalanib, . ni quytdag

RN hoowth e W - A :
R=3[ fxde - } PN DN FAOTEDD [ rexyae 2 [1700= 7o
ko'rinishda yozish mumkin. Teylor formulasi

OISR R AR CEER T i (R TR

dan toydalanaylik, bunda £ son « va y, sonlari orasida bo'ladi.
Natijada

el te . N
K, - Z J. 177 Hx—x,) 4 L_/ EN =)

N

:Z;I./w(.x,)"ljt"(\ ¥ )t IZ-IJT./"(:"-,)(A” Y Lz"j‘ S )

e T



bo'ladi
O'tta givinat hagqudagr 6 teotemamng b natijasiga ko'ra

[:"( Yoo o) b _/"z.',=j(= s e ) AT
: 12
(h ) PR
il
(':‘¢§_.I'\._. v||’
bo'ladi. Shundayv gilib, & uchun quvidagi
FA e o)t A IR :
oS AR N e
Coad e TR gy w80

tfodaga kelamiz, Ravshanki, ushbu

|:>l E - JE S e SN

n= 8
Goreletlé w2 oy migdor oy ning w4 oraligdagl eng
kichik »" hamda eng Kaetta o7 giviratian orasida bo'ladi:

m" ] 2: PR AT
L2 B

#“tvy funksiva  fosp o oraligda uzluksiz. Bolsano  Kosliming
ikkinchi teoremasiga ko'ra (5 bobdagi 9 - teoremaga qarangy),
(«.hy intervalda shunday - nuqgla topiladiki,

[P
AR S A E) (£, € (b))

bo'ladl. Natijada %, ushbuy

ko'rimishm oladi. Demak,

T . S ! -
j;(.\m-’ N ) ARTRS (9.32)

. no 24"

Shundav qilib, (w4 oraliqgda ikkinchi taitibli uzluksiz hosilaga
ega bo'lgan 0 funksivaning /)4 integralni (9.32) to'g'ri

to'rtbuschaklar - fonmulasi  yordamida  taqribiy  hisoblansa, bua
tagqnibiy hisoblash xatoligi quyidagi
) iheony' .
i, AN (&€ h))
2
formula bilan ifodalanadi.
2%, Trapetsiyalar formulasi. /() tunksiva .4 oraliqda
uzluksiz bo'lsin. soe |07 uchun



N 1) :/(t.l) - hf (.l} —uaf (()\;;'

fix
109 h—u

deb olih, j’/’(,x)txx: integralni taqnbiy itodalovehy ushbu

- h-

[~ i / -"’r: SACPIRAU I “.”}1\ DB Gy (9.34)
formulani hosil gilamiz. (4.33) munosabatdagi
Sy Sy b= ()
h-a h—a

ifoda  (a f(a).(b. f(h)) nugtalardan o'tuvchi  1o'g'n  chiziq
nuqtasining  ordinatasini ifodalaydi. (9.34) tagiibiy formula
/020 (vxejah]) bo'lganda (37~ chizma)  adbb  eqgri chizigli
trapetsiyaning yuzini «{8b trapetsiva yuzi bilan almashtirilishini
lodalaydi.

A

Y
B

0 u h X
37 chizma.
Endi (9.34) formulaning aniqligini oshirish maqsadida [4.4]
oraligni a=x,.%,. %, ...x, = b pugqtalar yordamida » ta teng bo'lakka

bo'lib, har bir jx.x,l bo'lakda s(x) funksiyaning 'J‘“/(x)dr

N

integraliga nisbatan (9.34) formulani qo'llaymiz. U holda

]:I,(r)'ix: _)’(Xe)-{»z/'(,\,..)_)(\i

.|_~‘,)

bo'lib, natijada ushbu



RN [/L\l.l'.r -_/{'-l.;a 4+t {/(v\)u’x bt I-’(Jh/.\‘ : o }: ("'(\, A
'11-:-7!(\.)“. 4 ’!(\ '):”\“J(‘.."-V.)
f=a] 1Y+ 10 . '
a{ (v.) (")4,'1-,_:{-/(\.“'"’”»\',;)]
L 2 ’
tormulaga kelanmiz, Demak.
to o e A 1 i
J;(x).b - r SR : () Fe)) e ) e+ f( ,)Ji (9.35)
" ' -

Bu (9.35) formula trapetsiyalar formulasi deb ataladi.
son tunksiya e oraliqda /(e hosilaga ega bo'lib, u shu
otaliqda uzluksiz bo'lsin. U holda

h—u[/(\,ﬁ () (h--u)'

V)Y AOG)HL H(, D - 17 (Feluh) (9.35)

[,’{xJ.i\’--
- - a

i h

bo'ladl.
3. Parabolalar (Sitmpson) tormulasi. Bu holda [r.] oraligda

uzluksiz /(v funksivaning [ /(4 integralini tagubiy hisoblash

uchun 7y tunksivani = (o700t

s 4 »  hamda . 7k

nugtalardan  o'tuvehi p 4’ (v parabola  nugfasining
. L. . . . , dh a4 h

ordinatast bilan almashtiramiz. Berilgan (d./(u)Hl; ./{': ) va

(hortepy nugtalar - orqall parabola  o'tkazish  mumkin. Bunday
parabola yagona bo'ladi. Haqiqatan ham, , - .:* + v+ ¢ parabola
yuqonida aytilgan nuqtalar orqali o'tgan uchun ushbu
AT Ba+ O f (o)
. a+i a+

a+h . ' ., s Qa u:
AC T HBC O =1 - {9.36)

ABT ¢ Bha ("~ f(h)
tengliklar - o'ninlt bo'ladi. Bu  sistemaning  koeffitsientlandan
fuzilgan

u . |

(‘r-f h)z a+ b | o hy!
2 2 4

5 h. I

determmant har doim noldan fargli (chunki = 4). Demak, (9.36)



! e
sistema yagona echimga ega. Bu hol (/0" T '2 » hamda

¢~ (7)) nuqtalardan  yagona oy osec s o patabola  o'tishini
bildiradi.

Endi f(ax’ + Bx+ )i integialnt benlgan {7tv4  integralning
taqribiy gqiymati deb quyidagi

e faxt 4 Brs O

formulani hosil gilamiz. Bu taqgribiy formuladag j(Ax‘an(,‘)Jr

integralni hisoblaymiz:
. [ R 3 Y
Jax® + px+ Cyax - AT et e =at T gt T e
d 3 2], “ 3 2 :
h R - ~ 1 " h
=" Y[2A(h? 4 ba t at) 4 3B - ay+ 60| = hoil'l("j" v Bas Oy A"y
8]
h 5 y - . h
+n(djz::)+(:)+(/1h-+m,+<')1=’ 2“[f(a)+4_f(u: y+ 1{P)
Shunday gilib, [ /(x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun ushbu
Y q qg qnbly

¥ b . N P
[rooae="" "7 D o0 (9.37)

formulaga kelamiz.

Bu (9.37) formula /(x)>0 bo'lganda 38 — chizmada ko'rsatilgan
«AIBb egri chizigli trapetsiya yuzini @1 86 egrn chizigh trapetsiya
yuzi bilan almashtirilishini ifodalaydi

Yn

I
I
|
|
f
|

0| « (L1 hoX

2

38 ~-chizma.
{9.37%) formulaning anigligini oshirish uchun [(..»] oraligni



L T T T S S T

froy I R R S RN R TR |
nugtatar yordamda 2n ta teng bo'lakka bohb, har bir jx,, .+, ]
th 00 w1 oraliq bo'yicha olingan integralga (9.37) formulani

qo'llanamiz. Ui holda v, .1, .| orahg uchun

4"’ J’(Y)dx » .\.r.:( Ve I !,(‘:- b 1 "(r"‘ |)+ f‘(.l“”)’
)

ho
T 00447 () f0x00) (k=01 n-1)
m

formulaga egamiz.
Natijada aniq infegralning xossasidan foydalanib, quyidagi
ifodaga ega bo'lamiz:

I/(\’)ubr’“ J’ f(x)ddx 1 I_/‘(,\')dxd» 1 I S (x)dx -

ho.
. “.7.{|(/(1”)w;‘(r,;+ JEMV v /) fuN L+ (v, )+

fr=
13 ) )= (—'|(/m;,)+ PO () F(3)+ 4 (x,. )+
07

F2 /() + x4+ ((x,, ,0]
Shunday qilib, /() funksiyaning aniq integralini taqriby
fodalaydigan quyidagi

B

_[./'(X)afw h(m"i(f(xo VeSO, DS S )4+ f(x, N4 (9.38)

201, ) S+ flxy, )]
formulaga kelamiz. Bu formula parabolalar (yoki Simpson)
tormulasi deb ataladi.

Faraz qaraylik, /(x) funksiya [«#] oraligda uzluksiz RIS
hosilaga ega bo'lsin.

U holda

[ [(x)dv = ’-’; @)+ F G, N+ 3 o)+ ()44 (1, N+
. W

(he- ' SUE

FALCH S L (v, ) 2880

bo'ladi, bunda fe(ah).
Biz. vuqorida [/wo¢x  integralni taqribiy hisoblash uchun

to'g'n to'rtburchaklar, trapetsiyalar hamda Simpson formulalarini
keltirdik. Bu taqnbiy formulalarning hatoliklarini  tagqoslab,



Simpson  formulasining  anighk  daiajas to'g'n  to'rtbusc hakla
hamda trapetsivalar tormulalaning anighgige qaraganda yugon
ekanligini Ko'ramiz.

Y. 7—misol Ushbu

[ R
integral  to'g'nt to'itburchaklar,  trapetsiyalar - va  Sunpson
formulalat vordamida taqribny hisoblaymiz.
« [01joraligni 5 ta teng bo'lakka bo'lammz. Bo'hnish nugtalau
N, 0l s 02 x, 00 v e x 08 x0 1O
bo'hb, bu nuqtalarda oo e funksiyaning  qivinatlan
quyidagicha bo'ladu:
£,y oo
) - 09607y
£l 088200
F(x) - 069708
) 0.5
F(xO) 036788
Har birt  bo'lakning o'rtasim  ifodaloveht  nuqtaning
koordinatalari Yoo, 03, =050, =0y, =09 bo'hb. bu

nuqtalardagi funksiyaning qiymatlan quvidagicha bo'tadi:
Lx,) = 099005

fia, ) - 0919,
S )~ 0,77680 .

J{x.) 061203,

7

Jlx,) 04486 .

a) To'g'ri to'rtburchaklar formulasi {(9.32) qarang) bo'yicha

. 1
j.» dx - < (0.99005 + 091393 + 077680 + 0.61203 + O HL480) =

L 3.74027 = 074805,

{
12-25 300
b) Trapetsivalar tormulasi ((9.35) garang) bo'yicha

AR = 0.003

T



0 110000 4 0 3678 . . gy
foon R 9007 LU RS 0.69T0K « 032729,
. 5 2

] 1
o DOXIV T 30370y SOMRE 0T RT
5 s

) I
625 14D
v) Sumpson formulas ((49.38) qarang} bo'yicha

!
jv Y JOLOOUDG 4 O3CTRE) « HOYI00N « 091393 + 0. T76R0 ¢
10

R 0.006

FO6T263 4 0 HEIRO) « 2(696079 F 085211 1 0.6970K + 032729 -
1 !
. (L3678K v 4 A 71027 ¢ 2. 3.03790) . (1L3OT8E 4+ 0.075804 1-LIGI0R) =
() ]
2074682
y | 12

| 0.7-10 "
28RO S

Taqribiy  formulalar  yordamida  hisoblab,  topilgan ju"u{\
"

miegralni 1g gqivirating. uning

[‘- U 0 FHI6KS.

qiymati bilan taqqoslab, Simpson formulasi yordamida topilgan
integralnurg taqribly giymati aniqroq ekanligini ko'ramiz. »

Mashglar
9.8. Ushbu
oy -x (xcja b))
finksivaning yugosi harida quyl integrallari topilsip.

9.9. Aytayhk, /() funksiva (0.4 da chegaralangan bo'lib, 7,
va /. lar |« oraligning bo'laklashlar bo'lsin. Acar 2« - bo'lsa,
ushbu

W) (PSP 2 8Py
tengsizliklar isbotlansin.
9.10. Aniq integral ta'titflarining ekvivalentligi isbotlansin.
911 Agal e[ uchun f{x)- giv) bo'lsa,
S S (P A2y < ()
bo'lishi 1sbotlansin.
9.12. Ushbu



[
\ s, agar xe (0]
i ’
fixy= 8
L 0, agar =0
unksty-ing o4t da integeoilantve™ i bo fisht o'rsatilsin,
9!3. 1/".‘:'.‘11\.&.:

JJ’ V1 cos” xde

integral baholansin.
9.14. Ushbu

[ 1
o . dx s
1042 7+ x 10
tengsizliklar isbotlansin.
9.15. Ushbu
j' JX
wxoB

integral; a N ten— " eybriya formulasini go'llash mumkinmi?
3 1b. Jshbu

]

j , (310 x)edx :if(cnsx)dx
tenglik isbotlansin, bunda f(x) funksiya (0.1} da uzluksiz.
9.17. Aniq integral tushunchasidan foydalanib,
lim R
PR
himit topilsin.
9.18. Trapetsiyalar formulasining xatoligi topilsin.
9.19. Agar s(x) funksiya f.h segmentda ikkinchi tartibli
uzluksiz /°(x) hosilaga ega bo'lsa,
1 i Y L
lim n[! /(x)dx ! )_ /'(-k)‘-'- R ,,/(0')
LT ° no 2

n

bo'lishi isbotlansin.
9.20. Ushka
fixy - [cmm"su

“anksiying tosilasi topilsin,

)



X BOB
Aniqg integralning ba'zi tatbiglari

Natematika, fizika, mexamka hamda fan va texmkaning
boshga sohalanda uchraydigan kopgina masalalarni yechish
ma’'lum funksiyalarning integrallarini hisoblashga keltinladi.

Ushbu bobda egni chiziq yoyining uzunhqgi, eqgr chizigli
trapesiyaning yuzi, ozgaruvcht kuchning bajargan ishi hainda
massaga ega bo’llgan egri chiziqgning inergiya momenti aniq
integrallar orqalt hisoblantshi ko'rsatiladi.

1—-8§. Yoy uzunligi va uning aniq integral orqgali ifodalanishi

(v} funksiya [+#] oraliqda aniqlangan ixtivoriy uzluksiz
funkstya bo'lsin. Bu funksiya grafigi [«.#] oraligda egri chiziq
yoyini tasvirlasin. Uni 45 deb belgilaymiz. [« +#] oraligning
ixtivory

l'"‘{xu-.\‘, ...... K‘"} (u=vrn<v.*'.v.(..x":f')
bo'laklashini olb, bo'luvchi x, (4=01.2..0) nuqtalar orqali oy
o'ziga parallel to'g'm chiziqlar o'tkazamiz. Bu to'g'n
chiziglarning AR yoy bilan kesishgan nuqtalan
A {x)) (k002 4 =AA -5) boladi.  4x yoydagi  bu
nuqtalarni bir—biri bilan to'g'ni chiziq kesmalari yordamida
birlashtirib, /7 siniq chizigni hosil qilamiz. / voyga chizilgan
siniq chiziqg deb ataladi. Bu siniq chiziq perimetn

L= i) [ (5l ()]
bo'ladi.

Ravshanki, siniq chiziq perimetnn [ gatalayofgan /(x)
funksiyaga bog'liq bo'lishi bilan birga [«.#] oraligni bo'laklashga
ham bog'liq bo'ladi: L=7r(7).

Agar £, va /. lar |«.b] oraligni ikkita bo'laklash bo'lib, A<
bo'lsa, u holda bu bo'laklashlarga mos 48 yoyga chizilgan siniq
chiziglar penmetrlari uchun

LML)
tengsizlik o'ninh bo'ladi.
Demak, # bo'laklashning bo'luvchi nuqgtalari sonint orttirib
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borilsa. .15 yovga chizilgan mos siniq chiziglar perimetrlarl hain
ortib boradi.

7 bo'laklashning diametri 2 nolga intila borganda, .1~
yoyiga chizilgan bu bo'laklashga mos sinig chiziq shu .18 yoyga
borgan sari vyaqinlasha boradi, siniq chiziq perimetri esa .45

yoyning uzunligini borgan sari aniqrog ifodalay boradi, deb
qarash tabitydir.

1-ta'rif. Agar .14 yoyiga chizilgan ([«.#} oraligni har qanday
7 bo'laklashga mosj siniq chiziq perimetri
& ! : . . R
L',(/’)=Zv'(x“|- "'i) +[] {x )=/ (x )]
]

i, >0 da chekli limitga ega bo'lsa, 458 yoy uzunlikka ega deb
ataladi va shu

l]nr?l’r (P): L

limit 43 yoyning uzunligi deyiladi.
Endi yoy uzunligining aniq integral orgali ganday
ifodalanishini ko'rsatamiz.

f(x) funksiya [u.4] oraliqda uzluksiz hamda uzluksiz ;'(x}
hosilaga ega bo'lsin. Bu funksiyaning [q,4] oraliqdagi grafigi As
yoyni tasvirlasin, devlik. [«.4] oraligda ixtiyoriy

P={x.x..,x) (a=x,<x <..<x, =b)
bo'laklashni olib, 45 yoyiga chizilgan unga mos siniq chiziqni
hosil qilamiz. Bu siniq chizigning perimetrini yozamiz:

L(P)= *Z:,\/(; oy +[fCan)-F ()]

Har bir [x,.x,, ] oraliqda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini
qo'llanamiz:

f(5,)- f(*})z.f’(’r )(xhz _’Cr) (xk Sn<x,.,)
Demalk,
et —— a1
L (Y= L 7)) (=5 )= 2l 175 )8,
] k=0
bunda »x, <, <x,. Keyingi tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi
1+ /7 (x}) funksiyaning integral yig'indisini eslatadi. Uning
integral yig'indidan farqi shuki, integral yig'indida & elx,.x, ]
nugta ixtiyoriy bo'lgan holda, yuqoridagi yig'indida esa r, nuqta
[x.5.] orahqdagi fayin nuqtadir. Ammo i+/“(x) funksiya
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integrallanuvchr - bo'lganligi  (chunki,  shartga  ko'ra.  /9(x)
uzluksiz) sababli = = deb olish mumkin.
Demak,

lim ()= lim3ie 7 = T 7 o

tenglik kelib chiqadi, Demak, .44 yoy urunlikka ega va bu yoy
uzunligi quyidagi

L:jﬁfT(.\*)Jr (10.1)

formula yorda-mida hisoblanadi.
10.1-misol [-a.] («>0) oraliqda ushbu

SN
o

-]
zanjir chiziq yoyning uzunligini toping.
< Awval /(x) funksiyaning hosilasini hisoblab, fi+7*(x) ni
tipamiz:

1+ f"(r)=l+%(c‘: -(";] =:]1-[e: +e»:“] .

Jl+f”{x)-%[e;+e2 >

Endi (10.1) formulaga ko'ra zanjir chiziq yoyining [-aad]
oraligdagi yoyi uzunligini hisoblaymiz:

L=Jl e e ° dx=-ﬁl- ¢0 —g d =a e—l
2 2 e

“

Quyidagi
{j:;((’{)) (w<rsp) (10.2) | A
tenglamalar sistemasi orqali ifodalangan egri chiziqni qaraymiz
(bu holda egri chiziq paremetrik holda benlgan deyilib, (10.2)
sistema egri chizigning paremetnk tenglamalari deyiladi). Bunda
o(r), w(r) lar [«p] oraligda uzluksiz funksiyalar bo'lib,

o'zgaruvchi paremetrning [« /| oraligdagi ixtiyony ikkita turli
va  (4#1,) qglymatga mos keladigan (10.2) chizigdagi
Al ) A (x.0,) nuqtalar (v =e(r) 3, =w(4) x, =@{n). v, =¢(1,)) ham
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turlicha bo'lsin. Bundan tashqgari, parametr  ning  va o
gqiymatlariga mos keladigan (10.2) chizigdagr (v, ) chiao )
nuqtalarni s - s, bo'lganda, .. nuqgta .4 nuqtadan keyin keladi
deb garaladi. Shu bilan egn chizigda yo'nalish o'rnatiladi.

Faraz qilaylik, r=«, (- qiymatlarga (10.2} chizigda i va »
nuqgtalar mos Kkelsin. Bu chizigning .i# yoyl uzunligi aniq
integral orqali qanday ifodalanishini ko'rsatamiz.

Avval vyugoridagidek 4# yoyning uzunligini aniqlaymiz.
[«. 5] oraligni ixtiyoriy

Pligtyad b (a=t <« <i,=f)
bo'laklashni olib, bu bo'laklashning  bo'luvchi 4 (k=01,..n)
nugtalariga mos kelgan AR yovdagi
A, = A (k0 ) (2 = el )- y, =w(r,)) nugtalarni bir--bin bilan to'g'n
chiziq kesmalan yordamida birlashtinb, AB  yoyga chizilgan
siniq chizigni topamiz. Bu sinq chizigning porimetri quyidagi

li ot - el =l ) vl F

(10.3)
formula bilan ifodalanadi. Ravshanki, 1. ¢} w(t) funksiyalarga
hamda [o.p] oraligni bo'laklashga bog'liq: 1. =T.,,P)

Yugoridagidek, 1,— 0 da siniq chiziq perimetri L=,
chekli limitga ega, ya'ni

l‘im‘ Lo 7y=1
bo'lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi, bu limit / esa AB
yoyning uzunligi deyiladi.

Aytaylik, o(t) va w{t) funksiyalar [«.p] oraligda uzluksiz ¢(t)
va v(t) hosilalarga ega bo'lsin. Har bir [t-tin]  (k=0lon-1)
oraligda ¢(!) hamda w(!) funksiyalariga Langranj teoremasini
go'llab topamiz:

olt )= o) =9ln ., -t) (10.4)
wity o - wig )= w (0, Xt 1) (10.5)
bunda 1 € [tk: l\m]- b, € [tb 'un]

Bu (10.4), {10.5) munosabatlardan foydalanib, (10.3} siniq
chiziq perimetrini quyidagicha yozamiz:

L) = 3 @ N =0 F 4w 0N = F = 3 N ()4 (0) A

-9

{ar, =1,,-1,)
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bunda 1, € ['r‘l :l i {lu' L
Bu holda ham, yugonidagi
V) et
funksiyaning integral yig indisint eslatadi. Farqi & elit,]
1xtiyony nuqta bo'lgan holda, 1 va % lar shu [t oraliqdag
layin nuqtaligidir.
Modomiki,
vty
funksiya [«.p] da uzluksiz, binobarin Integrallanuvchi ekan, unda

"l R, DA e L # N,
im Yo (r ) (6, =limY_ Jo (2w (2 ), = [ (1) (1)
. R a
bo'ladi.
Demak,
B
m L, (1) =f Vo {14 w1t

Bu esa AB yoyning uzunlikka ega bo'lishint va uning uzunligi
uchun

f
I=I Vo' )+ w1t (10.6)
formula o'rinli ekanini bildiradi.
Xususan, agar (10.2) sistema ushbu
x=glt)=1
{ y=yli}”
ko'rinishda bo'lsa, bu sistema v - wix) {as<x<b) ko'rinishni oladi.
AByoyning uzunligi uchun

{a<t2p)

[' H Y C 4 y 3 2
I=| Je'(t)+ W= |y (xdx
formulaga ega bo'lamiz. Bu (10.1) formulaning o'zidir.
10.2-misol. Ushbu

P\TTUOSI. :

1y = rsint 0zustspsan) (10.7)
chiziqning uiunligini toping.
< [11.8] oraliqda x=glth=rcost.  v=yit)=rsint  (r>0)

funksivalar uzluksiz hosilalaiga eqa. (10.7) sistema markazi
koordinata boshida, radiusi r ga teng bo'lgan aylana yoyini
lfodalaydi. Uning uzunligini (10.6) formula vordamida topamiz:



Bt o

T [y _ p
1= I\(rcns) +(rsaint) dt - J\r‘(xm:u oo’ !)dl - rjd] =t(p-v). »

Yuqgondagi (10.2) sistema bilan ifodalangan AR  yoyni
garaylik. Bu yoyda parametrning ! (wstsh) qgiymatiga mos
keladigan nuqtani € deylik. Ravshanki, AC yoyning uzunligi !
ga bog'lig bo'lib, u (10.6} formulaga ko'ra [».1] oraligda

S=8()=aC | Vo )

ko'rinishda ifodalanadi. Bu yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan
aniq integraldir. Uning hosilasi (9 —bobning 9 - ¢ iga garang):
S)= e () (1)

Keyingi tenglikni kvadratga ko'tanb, so'ngra har ikki

tomonini 4 ga ko'paytirsak, natijada
S (tht’ = @ (Odt* w2 (1)dt?
ya'ni
ds? = dx’ +dy’

munosabat hosil bo'ladi. Bu munosabat yoy differensialining
kvadratini ifodalaydi.

Endi tekislikda qutb koordinatalarda berilgan egri chiziq
yoyi uzunligining ham aniq integral orqali ifodasini ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, egri chizig qutb koordinata sistemasida
quyidagi

r=g6) (as<0sh) (10.8)
funksiya bilan berilgan bo'lsin, bunda 2(¥ funksiya [ee.p] oraligda
uzluksiz ¢(8) hosilaga ega bo'lsin deylik. Biz (10.8) ko'rinishda
berilgan egri chiziq tenglamasini quyidagi
x = g(0) cos 6
{y:g(e) sin@

parametrik ko'rinishda ifodalab, (10.6) formuladan foydalanamiz:

1=w[;(e)omo]" +[g(9)sin0]"do=

{ac0<p)

O v
<[l (O)cors-g(@)sind +{5/(6)sin0+ ¢ (B)eos] d0=[ g )+ €' (6)a6
Demak, ' '

= [Jg 7@+ g loko (10.9)

286



10.3—misol Ulshbu
r=ab {a - consl 0< 0+ )
eqn chiziq (Arximed spiralij -yoyining uzunligi topilsin.
4 Yugoridagi (10.9) formulaga ko'ra hisoblaymiz:
/: j\j(u Ty 40y dB < aju O = u’:g\/l\tl/! +-; In‘(i R /)”5'
0

o

= ‘§|u\/] Ve’ e+ T4ty »

2—§. Tekis shaklning yuzi va uning aniq integral orgali
" ifodalanishi

Ma'lunki, tekislikda yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan
ko'pburchak yuzaga ega. Uning yuzi uchburchak uzalari
yig'indist sifatida topiladi.

Endi tekislikda biror chegaralangan (@) shakini qaraylik.
(39-chizma)

Yy

=)

39-chizma.

Bu (@) shaklning ichiga (A} ko'pburchaklar, so'ngra (@)
shaklni o'z ichiga olgan (Bj ko'pburchaklarni chizamiz. (A)
ko'rburchaklarning yuzini s, bilan, (B) ko'pburchaklarning
yuzini 8, bilan belgilaylik. Natijada (0) shakliga ichki chizilgan
ko'pburchak vuzlaridan iborat {5,} to'plam, (@) shaklini o'z
ichiga olgan ko'pburchak yuzlaridan iborat {8,} to'plamlar hosil
bo'ladi. {5,} to'plam yugondan, {s,} to'plam  quyidagi
chegaralangan. Demak, supfs,}=@  iffs,}=O mavjud va Q<Q

2~ta'rif. Agar Q=0 bo'lsa, {0} shakl yuzga ega deyiladi va
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- ¢ migdor (Q) shukining yuzi  deyladi.  Demak,

O Supis t-inf{s,} hamda boshidagi /() funksiya fab] oraligda
uzluksiz bo'lib, wx.fab)] s funksiya fab] oraligda uzbuksiz
bo'lib, ¥x« [a,b] uchun 7{x) -0 bo'lsin.

Yuqoridan /(v funksiya graligi, yon tomonlardan
v-ao v - bovertikal chiziglar hamda pastdan 0X  abssissa 0'qi
bilan chegaralangan shakini, ya'ni aABb  egri  chizigli
trapetsiyani qaraylik. (40-chizma)

Yl
-~
r =1 8
Al Tt
N k\\
o] o &

40-chizma.
[a.b] oraligning ixtivoriy
I O @ « v b
ho'laklashi uchun har bir v, x. ] & 0L .6 1) oraliq'ida
wif R my,, Supls (e Al ‘
(v-[vov ] Ao0L20 0 1)
mavjud bo'ladi.
Quyidagi
N }_ m Ay, b Z MoAN,
ko v -
yig'indilarni tuzamiz. Bu yig'indilarning birinchisi aABb egri
chiziqli trapetsiyaning ichiga chizitgan ko'pburchakning yuzini
(40— chizmada bu yuz shtrixlangan), kkinchisi csa aaBb egri
chizigli trapesiyani o'z ichiga olgan Ro'pburchakning vuvzini
ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko'pburchaklar, demak, ularming yuzlari
ham /i) funksiyage hamda fa.n] oraligni bo'laklashga bog'lig
bo'ladi:

S SAP) S, -S40
[a.b] oraligda turli bo'laklashlar olinsa, ularga nishatan aalh
eqri chiziqli trapetsiyaning ichiga chizilgan hamda bu eqri
chiziqli trapesiyani o'z ichiga olgan turli ko'pburchaklar
yasaladi. Natijada bu ko'pburchak yuzlaridan iborat quyidagyi
SR Sup)
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to'plamlar hosil bo'ladi. Bunda ot to'plam yuqgoridan, 0y

to'plam  ¢sa  quyidan  chegaralangan  bo'ladi.  Demak. bu
to'plamlarning
SupiS (P it s (P)
aniq chegaralan mavyud.
Shartga ko'ra sov tunksiya [an] orahqda uzluksiz. U holda

Kantor teoremasining natijasiga asosan ve -0 son olinganda N
( . ¢ a

songa ko'ra shunday » -0 son topiladiki, {+b] oraliqm diametri

¢, <0 bo'lgan har qanday ¢ bo'laklash uchun har bir .l

oraligda funksiyaning tebramshi
My oomy e

bo'ladi. Unda

n_»: n -t [
S nf ISP SuplS, ()} € 8, {P)- 8, (1) - DOMAY - Y max, = 3 (M, - my Ay, <
koo [

k-G
h_a; A, = b (h-a)=¢

Demak, fab] oraligqni diametri 4 <4 bo'lgan har ganday
bo'laklash olinganda ham bu bo'laklashga mos aanb egri chizigli
trapesiyaning ichiga chizilgan hamda bu trapesiyani o'z ichiga
olgan ko'pburchak yuzlari uchun har doim

0 inf {8, (P )= SuplS, (P < «
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan esa
il (1)} = Supls, (#) (10.10)
tenglik kelib chigadi.
(10.10) tenglik aanh egri chiziql trapetsiyaning yuzaga
ega bo'lishini bildiradi.

Endi yuqorida o'rganilgan s,(r) s,(r) yig‘indilarni Darbu
yig'indilari (9—bobdagi 5—ta'rifga qarang) bilan tagqoslab, s,(P)
hamda s, yig'indilar s(x) funskiyaning [a.n) oraligda mos
ravishda Darbuning quyi hamda yuqort yig'indilari ekanini
topamiz. Shuning uchun (9 -- bobdagi 6 —ta'rifga asosan) ushbu

Supfy (P int s, ()
miqdorlar f(x) funksiyaning quvi hamda yugorn integrallari
bo'ladr:

h
SupiS, ()} = | resydx. {8, (P)} = [ 1(dx

Yuqornda isbotlangan (10.10) munosabatga ko'ra
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T[ f(x)dx = I f(ndx

tenglik o'rinli ekani ko'ninadi. Demak,

b . !

[ r(x)dx=j f(x)dx= fr(x)ds

Demak, aABb egri chizigli trapetsiyamng yuzi
b

Q= [rdx (10.11)
bo'ladi.
10.4—misol. Quyidagi
v=0, v= ;x’, veolox=3

chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzini toping. (41-
chizma)
< (10.11} formuladan foydalanib, topamiz:

oo 13
= J‘“’";‘ ‘ e T
Agar tekislikda (Q) shakl quyidagi

yv=1(x). y={,(x). x=a x-b
chiziglar bilan chegaralangan shaklni ifodalasa  (42--
chizma)(bunda f(x) va f;(x) funksiyalar [a.b] oraligda uzluksiz
bo'lib, bu oraligda /f(x)20, £(x)20,  fix)2 f,(x)) u holda bu
shaklning yuzi uchun ushbu

jf(x dx — I L(x)dx = I[l (x)- t,(x)ldx (10.12)
formula o nn]l bo' ladl
'] ’ 1k

¥
RGX 4

QIN’Q

41—-chizma: 42-chizma. 43-chizma.

10.5~misol. Ushbu /(x)=42px /2(.:r)=51mxz (p>0) chiziglar bilan
p
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chegaralangan shakining yuzin toping. (43 -- chizma)

<« [zlangan yuz 1 fipe va “-I-\r(p;‘()) patabolalar bilan

2y

chegaralangan. Shu  parabolalar (0, 0} va (2p. 2/ nugtalarda
i

“

kesishadl. Demak. 1zlangan yuza v 0.v-2p va v J2p, o

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi. Shuning uchun
{10.12) formuladan foydalanib topamiz:

n

. P, 2 P s
o '[[\/Z/"\ é-,‘,t'}(/v(':t[} w./zf-‘.\"' (,}, i AR >

I=-eslatma. Yuqoridagi (10,12 ) formula [..p] oraliqda f(x):0
bo'lganda w8k egri chiziqli trapetsivaning yuzim itodalashini
ko'rdik. Agar f(v) tunksiya |o.h) orligda uzluksiz bo'lib, unda
ishora saqlamasa, (10,11} formuladagi integral egri chiziqli
trapetsiyalar yuzlarining vyig'indisi iborat bo'ladi. Bunda v
o'qining vugoridagi vuz musbat ishora bo'lsa, oy o'qining
pastidagl yuz esa mantiy ishora bilan olinadi.

2—eslatma. Tekis shaklning yuzini quyidagicha ham ta'riflash
mumkin. Tekislikda () shakl berilgan (39 --chizmaga qarangj.
{4,} shu shakl ichiga chmzilgan ko'pburchaklar ketma - kethigi.
iyt esa 0 shakli o'z icliga olgan ko'pburchaklar ketma - ket
bo'lsin. ., hamda &, ko'pburchaklar yuzlari mos ravishda « .
va 5, bo'hb, ulardan tuzilgan ketma - ketliklar esa {8} hamda
W, bo'lsin. Agal s« da {5, | hamda {5, | ketma - ketliklar

chekli limitga ega bo'lib, lim 5, = lim &, tenglik o'rinli bo'lsa,
nro 7 gy M

() shakl yuzga ega deyiladi, ushbu

(2= 1lm §; - lim Sy
noyo 7 oaoe "

miqdor ¢ shakl yuzi deb ataladt.

Qutb koordinata sistemasida ushbu p = p0) (@ €6 <) funksiva
tasvirlagan 48 yoy hamda o4 va o radius vektorlar bilan
chegaralangan shakl - egri chizigli sektorni qaraylik. Bunda
o) funksiya [z,p] oraliqda uzluksiz  hamda vo-|e.p] uchun
prehy =0,

X



44—chizma.
Bu 048 sektor yizga cga bo'lib, uning vuzi

) ]1 JF'.,v"r'm d0

bo'ladi.
10.6—1uivnl. Uishbu
gro o alls cosih (a const, U 0s2my
funksiya grafigi bilan cheqeralanaan shakining yuzini toping.

< Bu funksiya kardiodani ifodalaydi. Ma'lumki , kardiodé
— radiusi ¢ ga teng bo'lgan aylananing shu radiusli ikkinchi
qu'zg'almas  aylana  bo'ylab  harakatyu {sirg’anmasdan
yumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy nuqtasining
chizgan chizig'idir. (44 - chizma).

Kardioida qutb o'qiga mnisbatan simmetrik  bo'lgani
sababli yuqori yarim lekislikdegi shaklning yuzini topib,
so'ngra uni ikkiga ko'paytirsdk, izlanayolgan yuz kelib
chigadi.

¢ o'zgaruvchi {o,z] oraliyda o'zgarganda p radius — vektor
kardioidaning yuqori yarim tekislikdagi gismini chizadi.
Shuning uchun

1 N . K]
Q- 2.; Ip'(_(l)d(): Iawl--cosé’)'dt) - a“J'L-Q

-3

o T
leost v o-cos 26 a0 -

“

. i -

- a'! 39 S2sind+
2

t N |
cesin 2, A
2

u

1
5

2

Demak, Q'—'i/‘[a: >

3—-§ Aylanma sirtning yuzi va uning aniq integral orqali
ifodalanishi
S0 ﬁlhksiya {a, b} oraligda uzluksiz bo'lih, wxela.h) uchun
S0 20 bo'lsin. Shu funksiya grafiginining 4. /(a)) va B, 1i6))
nuqtalar orqasidagi bo'lagini 48 yoy deb yuritamiz. Shu 48
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voym - o'y atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan sirt avianma
sirt deb ataladi. (45 chizma).

45 chizma.

Bu sitning  yuzini aniglab, uning aniq mtegral  orgali
ifodalanishini ko'rsatamiz. |a, 5| oraliqni xtiyoriy
P {r,_,.r,,.w,x,} favx, <y, . . <x =b)
bo'laklashni  olaylik. p  bo'laklashning har  bir k=00,
bo'luvchi nugtalari orqali 7y o'qiga paraltel to'g'ri chiziglar
o'tkazib, ularning 45 yowi bilan kesishgan nuktalarming
A F ) bilan belgilaylik. Bu Ay S D)
(k=0 = A, A, = B) nuqtalarn o'zaro to'g'ri chiziq kesmalari
bilan birlashtirib, 48 yoyiga I' siniq chiziq chizamiz.
-if yoyining O o'qi atrofida aylantirish bilan birga siniq
chiziqni ham shu o'q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus

sirtlardan tashkil topgan sirt hosil bo'lad). Bu sirtning yuzi ushbu
q=%l’Mx—’-]tz—ﬂ/-('—r“—‘)J(xm—xi)’+[f(x,.l)-- Fi f.;(,)}:

—
-0

r Z————" (5 H,f(l“"lx/(m xS 1Y 10.13)

[

formula bilan ifodalanadi.

b bo'laklashning diametri 4, >0 da 48 yoviga chizilgan /°
siniq chizig peremetri . (shu bobning 1 - § da ko'rsatilganiga
ko'ra } 4B yoyi uzunligiga intiladi.

Buni e'tiborga olib, 4, ~0 da / siniq chiziqni 7Y o'qi atrofida
aylantirishdan hosill bo'lgan (kesik konus sirtlaridan tashkil
topgan) sirtning yuzi ¢ ning limitin biz izlayotgan aylanma
sirtning yuzi deb garash tabiiy.

Endi aylanma sirt yuzining aniq integral orqali ifodalash
magsadida garalayotgan ftx) funksiyani {a #| oraligda uzluksiz
f'txy hosilaga ega bo'lsin deb garaymiz. Avval fix) funksiya |a 5]
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oraligda uzluksiz Ho Jgam nehun {.xy 1 craligda ham uzluksiz
bo'lib. unda shunday ;. nugta topiladiki.

tho b
£l

tenglik o'rinli bo’ladi Bu bn tomondan. Ihkinchi tomondan,
Lagran] teorcmasiga ko'ta [y.x ol oraliqda shunday -, nugla
topiladiki,
R A L R R N
tenglik ham o'rinh bo'ladi. Natijada (10.13) munosabat ushbu
q= 271'“3_;‘1!';’" NEY SRR Y ;: dop T Mgy Xy )" e
kb

n .
=27 S fedpan it B E TN (v = X0 - X))
k-0
ko'rinishni oladi.
Bu holda ham yugorndagi yigindi
FIES IR R ""l\')
funksiyaning integral yig'indisini eslatadi. TFarqi, g &lv.xe ]
ixtivoriy nugta bo'lgan holda, 2, va r, lar shu fy.x | oraliqdagi
tayin nuqtalarligidir.
Modomiki,
FE R ALY
funksiva |q, p] da uzluksiz, binobarn integralanuvchi ekan,

}“'.‘. i_[ (& )\[/j'“"h(_r,_) AT ‘lm’nq ZE HUA ,/’1_4-:‘;?'2;:;_,) A, = j’_l (x) \ﬁ +_,;”"( rv] e
X P - e

bo'ladi.
Demak, aylanma sirfning yuzi

0= 2n[ Sy 14 £ (x) (10.14)
bo'ladi.
10.7~misol. [0.qa| ta -0 oraliqda
,.=§[.’= . ] (10.15)

zanjir chizigni v o'qi atrofida aylantitishdan hosil bo'lgan

aylanma sirtning yuzint foping.
<Avvalo (10.15) funksivaning hosilasini hisoblaymiz:

- ]Dl e J
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So'ngra {10,14) forruuladan fovdalanih, 1zlanavotgan aylanima
sirtning yuzini topamiz:

L oo ' A . ;
ST . N . P .

< :”J'jh’*."‘lvli—lip-' el l.r:.""j|c°u-: dx -
21 JATEE 27,

4-§. O'zgaruvchi kuchning bajargan ishi va uning aniq
inlegral orqali ifodatanishi

Faraz qilaylhik, biror jism 0y o'qi bo'ylab 7 kuch ta'siri ostida
harakat gilayotgan bo'lsin. Bunda # kuch jismning oy o'qidagi
holatiga bog'liq. va'm /- F(x) va uning vyo'nalishi harakat
vo'nalishi bilan ustma-—ust tushsin, deylik. Bu kuch ta'sirida
psmni « nugtadan » nuqtaga o'tkazish uchun bajarilgan ishni
topish masalasi yuzaga Kkeladi. Ma'lumki 7 - £(x) kuch [ah]
oraliqda  F(x)=c=const bo'lsa, jismni . nuqtadan  snuqtaga
o'tkazish uchun bajarilgan ish 14 C(4-wy flnmula bilan
tfodalanadi.

Fixy kuch Jah) oraligda . o'zgaruvchining ixtiyoriy uzluksiz
funksiyasi bo'lsin. U holda [a.#] oraliqnt ixtiyoriy

P=feg e} (@sx, <x. - x, =h)
bo'laklashni olib, bu bo’laklashning har bir |x,.x..;] k=01 .51
oriig'ida iXtiyorty £ (& elx;. x4 =0.L....n--1) nuqta olamiz.

Agar har bir Jy.xlk=0L..n-1) oraligda jismga ta'sir
etayotgan F(x) kuchm o'zgarmas va 7(¢;) ga teng deb olsak, u
holda [x;.x,.,] oralighda bajarilgan ish taxminan #(&)-(x,, -x,)
formula bilan, [«#] oraliqda bajarilgan ish esa, taxminan

%1 ﬂ__l .
A=Y FPE ., %)= Y )X, (10.16)
X2 0

tormula bilan ifodalanadi.
F'=F(x) kuch ta'sinda jismni « nuqtadan 4 nuqtaga o'tkazish
uchun bajarilgan ishni ifodalovchi (10. 16) formula taqribidir.
-]
Ravshanki, "';,‘/-'(fk ) yig'indini £ =Fx) funksiyaga boy'liq
k0
bo'lishi bilan birga u {a#| oraligni bo'laklashga hamda har bir

Ix.x.1] oraligda olingan #; nuqtalarga bog'liq.
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Endi p bLo'laklashning diametn -, nolga intila borsin. U
holda vuqoridagi yig'indimng  giymati biz izlayotgan ish
migdorini  tobora antqroq Mfodalavds. Demak, +.-0 da
yugoridagi yig'indining chekli limitini bajarilgan ish deb avtish
tabiivdir.

Agar 2, -»0 da {10,16) yig'indi |a.b] oraligni bo'laklash usuliga
hamda £, nuqtani tanlab olishga bog'lig bo'lmagan holda chekli
4 songa ntilsa, bu 4 son o'zgaruvchi F(xy kuchning
*[a,b)oraliqdagi bajargan ishi deb ataladi. Demak |

)
A= tim SR M
A 40 ko
Yuqoridagi (10,16} yig'indi  #(x) funksiyaning [a5] oraliqdagi
integral vig'indisi ekanini paygash giyin emas. Qaralayotgan
Fx) funksiya (a5 oraligda uzluksiz bo'lgani uchun u shu

oraligda integrallanuvchi bo'ladi. Demak,
nt b
lim N F(E Y Axg = [ lodx
Ay 0 a
Shunday gilib, o'zgaruvchl Fv) kuchning fab| oraligdagi
bajargan ishi
h
A= [F(x)dy
a
formula bilan ifodalanadi.
10.8—misol. Vintsimon pnijinaning bir uchi
mustahkamlangan, ikkinchi uchiga esa I =F(x) kuch ta'sir etib,

prujina gisilgan deylik (46— chizma).

46 —chizma.
Agar prujinaning gisilishi unga ta'sir etayotgan /(x) kuchga
proporsional bo'lsa, prujinani o birlikka gisish uchun fix
kuchning bajarilgan ishini toping.
<Agar F(x) kuch ta'sinda prujinaning gisilish migdorim  x
orgali belgilasak. u holda :

Fx)= kx
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bo'ladi, bunda  + - proporsionallik koeffitsienti — (qisilish
koeflitsientt). Yuqoridagi formuladan loydalanib hajaritgan ishnij
hisoblaymiz:
. e .
R TS IS

B Rl Y

5—¢. Inersiyva momenti

Mexanikada inersiva momenti tushunchasi muohim bo'lib, u
masalalar yechishda ko'p qo'Waniladi T ekislikda massaga cqga
holgan i moddiy nugla berilgan bo'lib, bu nugladan hiror «
o'qaacha (yoki 0 nuglagacha) bollgan masota » qga teng bo'lsin.

Ma'liwki, ushbu 7 w2 miqdor moddiy nuglaning « o'gni
{0 nuqgtaga) nisbatan inersiya momenti deb ataladi.

Masalan, tekislikdagi m massaga eqga bo'lgan 1 vy moddiy
nuglaning  koordinala  o'qlariga hamda  koordinata boshiga
nishatan inersiva momentlari mos ravishda

N B » )
doooun e doomiyT oy

tormulatar bitan ifodalanadi,

Cndi tekislikea har biri mos ravishda mhenn o, IMASSAGA O
bo'llgan 4, . 1, moddiy nugtalar sistemasi berilgan ho'lsin.
Bu sistemaning biror - o'qqga (0 huglaga ) nisbatan inersiya
moment har bir nuglaning shu .+ o'qga (0 nugtaga) nisbatan
inersiya  momentlari  yig'indisi 'i\;lmﬂr‘?‘ sifatida  ta'riflanadi,

&0
bumnda o miqdor., nugladan o'quacha {( nugtagacha) bo'lgan
masofa,

Masalan, tekislikda har biri mos ravishda ug.my o onn, | INASSAqQ
cgas bo'lgan gt oL 0 4, gl v pmoddiy  nuqgtalar
sistemasining  koordinata - o'glariga hamda  koordinata boshiga

nishalan inersiya momentlari mos ravishda

s N e y . | ' y
NI Yo AN e SV N Ty o)

formula bilan itodalanadi.

Biror v /i eqrio chiviq o oyoyi bo'yvicha  massa tarqatilgan
bo'lsin. Bu massala egri chizig yoyining koordinata o'qlari hamda
koordinata boshiqga nishatan inersiva motentini
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aniqlaymiz.

fixy funksiya [a. b} oraligda uzluksiz hamda uzluksiz Ats
hosilaga ega bo'lsin. Bu lunksiya grafigi 4z yoyini tasvirlasin,
deylik. 48 yoyi bo'yicha zichligi o'zgarmas va 1 ga teng bo'lgan
Mmassa largatilgan. Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga
leng va (10,1) forinulaga ko'ra

by -
m fv"l 1 _/""(__r)d\

o

bo'ladi.
[u. b} oraligni ixliyoriy
Poebagx L <} ta Yo<xL<x,  h)
bo'laklashni  olaylik. Bu bo'laklash 45 YOYIi  Apixy, flxg )
=0)n Ly = 4.4, -8 nugtalar bilan # ta €Ay bo'lakka
ajratadi. Bunda 1, 4, bo'lakning massasi (10,1) formulaga ko'ra
topiladi:

m - [0 7 e o012 01

O'rta giymat hagidagi teoreniaga asosan  shunday
Sk Dy b nugla topiladiki,
m, . j /14 f":u)-l e A
: Vit T xde g - 1730 Ay
bo'ladi, bunda ax, - ey Xy

Yuqoridagi nuunosabatlarya muvotiq (& /(L0 k. 0L..n b

moddiy  nuqtaning  koordinata o'qlariga hamda  koordinata
boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

JooSm =y \jl‘_ j"'“'t_”‘ 1A
S LG P EO T DAY,
T Em EEn
formula bilan, (So- MM & /60 L, S, v moddiy nugtalar
sistemasining inersiya momentlari esa mos ravishda

D N EWAERTN
SN O DA, (10.17)
AT}

SN S E Y S DA

formulalar bilan ifodalanadi.
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indi v bo'laklashning diametii 4 nolga intila borsin. Unda

har bir 4, 4, ., voymng uzanhgi ham nolga intila borib, 4,4,
vovi esa nugtaga aylana boradi. Bu hol tabny ravishda 4, >0 da
(10,17} formulalar bilan ifodalangan /77" s yig'indilarning
limitini  massaga ega bo'lgan moddily egri chiziq yoyining
koordinata o'glari hamda koordinata boshiga msbatan inersiva
momenti deb garashga olib keladi.

s > da s ™ vig'indilarning limiti moddiy egri chiziq
yoyining koordinata o'glartga hamda koordinata  boshiga
nisbatan inersiva momenti deb ataladi va ular mos ravishda
Je.dy.J, kabl belgilanadi.

Demak,

t - -
e hmd e m NN ENIAT R

~

>

FEDNE @)

M

Jo=limJ" e i
(R

~

llm e hm -\ (ﬁ’ 4t (,,))\’H r“(,,)h

{1017} mlmosabdtddql vig Ildlldlnl [a. 4] oraliqda mos ravishda
quyrdagi

N \.,I F‘:‘Fﬁ("']- .f'z(x)\‘;vl-; /.‘,2{11)‘ (xl + fz(_r))v,-i+ .’S,,,(})
funksiyalamning integral yig'indilari ekanligim payqash qiyin
emas. Shartga ko'ra fi(x) funksiya [ab] da uzluksiz hamda
uzluksiz s%x) hosilaga ega. Shuning uchun yugoridagi
funksiyalar [4.4] da integrallanuvchi. Demak,

ool o T TN
lim 3 £+ ) Wy = [v \,14 [ (x) dx,
Ap dek=n ¢

nm : i, wuf‘ (£p)Axg = Jr 2ogl+ £ dr,
- k_a

Jim S (5L +ft (.,‘n\tn YAy, = j(x7+fz(x))\-"l+_/"3(x)dx.
A e ka0 ¢
Natijada ushbu
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4 B
TR A RS

i

g ] T w! bg/"v[.tv]-i\.

,
' 2
b, 2 )
R (SR EUN AR
o

*ormulaldl'ga ega bo'lamiz.
Mashgqlar

10.9. Ushbu
=2
parabolaning {0,0) va (x,v} nuqlalan orasidagi yoyining uzunligi
po el o
2p 2 I
ga teng bo'lishi isbotlansi.

10.10. Parametrik ko'rinishda (x=gin, y=ou) rela i) berilgan

eqri chizig yoyming uzunligi
noo-
=i\

it

:(1-‘)‘+g0':a) it
bo'lishi isbotlansin.

10.11. Ushbu

-,,—‘[-7»—-]. A= {c>)
at b
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
10.12. Radiusi » bo'lgan (r»0) shar sirtining yuz topilsin.
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X1 BOB
Sonli qatorlar

Biz mazkur bobda. sonlt qatorlarni, ularning yaqunlashishi,
uzoglashisin,  yaqinlashish  alomatlan hamda  yaginlashuvehi
gqatoriarmng xossalaring o'rganamiz.

1-%. Asosiy tushunchalar

Ushbu
R FOR TN {(11.1)
haqiqiy sonlar ketma- kethqgi berilgan ho'lsin,
1—1a'rit. Quyidag
R NI R BT (11.2)

ifoda gator (sonli qator} deb atalady. Uni Ta, kabi belgilanadi:

=~

"

Na ol bart s bayt
wot
(11.1} ketma  kethkning oasay wa,. . elementlan  gatorming
hadlari  deyiladi, «, esa qgatorning umumiy (» -chi) hadi
deyiladi. {11.2) gqatorning hadlaridan quyidag
Ao
Ay = ba,

Aveod +uy vuy

vig'indtarni tuzamiz. Ular qatorning qismiy vig'indilan deyiladi.
Demak, (11.2) gator berilgan holda har doim bu gatorning
qismiy vigindilanidan iborat ushbu .4, :
A,
sonlar ket — ketligint hosil qilish mumkin.
2—ta'rif. Agar »-o>~ da  (11.2) qatorning  gismiy
vig'indilaridan iborat i, ketina  ketlik chekli Bmitga ega, ya'm

hm ., = (Ael)
n s
bo'lsa, qator yaginlashuvchi deyilady
Bu hmutning giymati 4 son  (11.2) qatorning yig'indisi

»tr]



deviladi va quyidagicha youladi

!‘-‘(J|-1,I‘t L NG

—

3—ta'rift  Agar  nox da  (11.2)  qatoimny - glsiy
vig'indilanda 1borat 4, ketma- ketlikning hmiti cheksiz bo'lsa
yoki bu limit mavjud bo'lmasa, u holda (11 72) qator
nzoglashuvehi deyiladi. Masalan:

1) Ushbu
+ --l 1 ] +. -]
-2 2.3 {rn- 1Ly
gator yaqinlashuvchi, chunki

A 1w ! + ! ok~ ! AR !]+(1 ]]-ov-....+( ! »llv-Z—{
i-2 23 (n -DHn 2 2 3 n -l n. n
1, =2

noa

1

..

2) Quyidagi
1+2434 +nt. .
gator uzoqlashuvchi, chunki

Ap =14 243+ 0= "(":‘])
bo'lib,
him A, ==
n »n
3) Quyidagt
1-1+1 1+

gator ham uzoglashuvchi, chunki
A =l=1v . +( -1)=»{

0. agar n jull son bo'lsa

1. agar n toy son bu'lsa

bo'lib, .1, ketma - ketlik limitga ega emas.

11.1 misol. Geometrik progressiya a.ay, ..aq" ' hadlaridan
tuzilgan
dtag+ uqz +. .,+a¢q'T 1 +o
gatorni yaginlashuvchilikka tekshinisin. Odatda bu qator
geometiik qator deyiladi.
<« Ravshanki,

"
| a-aq

/{n —uatag+ 111.]2 t. .:hll.[“ = 1 (q #1)
- g

Agar |¢ <1 bo'lsa



e,

. [
boladi. Demak, bu holda geometrik qator yagqinlashuvehi va

umng vig'indisi ]'1 SOTga teng.
I

Agar ¢ -1 bo'lsa, m  «  bo'lib, qator uzoqlashuveh

g
ho'ladi.

Agar ¢ 1 bolsa. x> da L, s o bo'lib,  qata
uzoglashuvehi, ¢+ 1 bo'lganda esa 44, ketma  ketlik hmitga ega
cmas. Demak, bu holda ham qator uzoglashuvehi bo'ladi.

Shunday  qilib,  geometitk gatoi ¢ -1 bolganda

yvagqinlashuveh, |4 1 va "¢ - -1 bo'lganda uzoqlashuveht bo'ladt
>
11.2—misol. Quyidagi
1] [ y -
]b30>~‘1 b (11.3)
qatornt uzoglashuvehi bo'lishn ko'rsatilsin. Bu qator garmonik
qator deb ataladi.
< (11.2) gatorning birincht 2% ta (¢« Ay hadidan tuzilgan
.:“_»I+I--Iq|¢,+ ] ¢ +I
- N S R a4
qismiy yigindisini olib, um quyidagicha yozib olamiz.

( 1) 1] I R | [I ] (I
1., 1+ L R 2 SR T B S Y I S SN ST S S
; 2003 S 67 %) \9 10 m)

1 | i
et )

Fndh ushbu

| I R
4w pe-—
34 1 4 2
| U I KN ES D B A | [
+ 4+ t CE o4+ =
S 6 7 8 ¥ 8 K % X 2
| 1 | ! | |
S FEE R
9 16 16 16 1o 2
1 . 1 . 1 ) 1 , 1 ' , b WL | |
I S e Sk o

tengsizhklarni e'tiborga olsak, unda



tongsizlikning  o'rinli bo'hshn kehb chigadi. Ravshanki oy
ketma ketlik o'suvehn va i iy -« Shunday qibb, garmonk

qator uzoglashuvchi. »
11.3 misol. Ushbu
o ot
YA DR 11.4
2‘3 ~$‘ T n+ ‘ }
gatorni yagintashuvchilig, yig'indisi in2 ga tengligi ko'rsatilsin.
<« Bu gatorning qismiy yig'indisini yozanlz.

A ot LU A AT
' 203 4
Ma'lumki,
(1 + x) x ' o P ( 1)""”4 (x)
r X)=2x RSN G r
2 % 4 no "

bunda ¢<x<1 uchun
"](\T)l g.., 1 .
ntl
tengsizlik o'rinli (6 bob, 7§ ning 6- bandidiga qarang}.
Yuqoridagi tormulada x:1 deb topamiz.
W2 A, +r, (D
natijada ushbu
1

4 2= G -
b, n2f=ln s

tengsizlikka kelamiz. Unda
o, =2

kelib chigadi. Demak (11,4} qator yaqnlashuvchi va uning
vig'indisi n2 ga teng»
Aytayhk

S, ra bt t

qator berilgan bo'lsin-. Bu qatorning dastlabki mta hadini
tashlash natijasida hosil bo'lgan ushbu

A vt 2: u, (11.5)

namrd

gator Eu" qatorning {m - chi hadidan keyingi) qoldig‘l deyiladl.

Ll



2-8. Yaqginlashuvchi galorning xossalari
Koshi teoremasi

1. Yaqinlashuvchi gatorning xossalari. Biror
e (11.2)

Yator benlgan bo'lsing Aqgar qator - vaqinlashavel bo'lsa,
ma'luim xossalarga cga bo'ladi,
I=xos8a. Agar (11.2) gator vadginlashuvcehr bo'isa, uning
istalgan (11.5) qoldig'i ham vaginlashuvehi bo'tadi va aksincha,
<« (117} qgator benlgan bo'lsin. Biror natural  soni
fayinlab. (11.5)  qatorming qsmini - yig'indisini 4 bilan
belgilaylik.

R TR B Tk
Ravshankt,
A AL R W (1 - )
{11.6)
bunda 1 w000 a0 bo'ladi.

(1'1.72) qator yaqinlashuvehi bo'tsin, Ta'rifga ko'ra
.o, o 0 (A chekli son)

bo'ladi. ¢ 40 da (11.6) tenglikda limitga o'tib topamiz:

hmo -
ko>

Bu esa (11.5) qatorning yaqinlashuvchi ekanini bildiradi.
Endi (11.5) qator yaqginlashuvehi bo'lsin. U holda la'nfga
kora.

L

kinn A= (A —chekli son)

bo'ladi. (11.6) tenglikda » > « da limitga o'tsak, u holda

. f
gy -,
I\

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa {11.2) qatorning yaqinlashuvchi
ekanini bildiradi. »

Shunday qilib, qatormng dastlabki chekli sondagi hadlarini
tashlab yubornish yoki qatorning boshiga chekli sondagi yangt
hadlaini qo’shish  uning vaginlashuvehidagi  xarakterga ta'sii
qilmaydi.

I=natija. Aqgai (11.2} qator yaqinlashuveh bo'lsa, uning
qoldig'i

"m R L
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m >+ da nolga intiladi.
< Hagigatan ham (11.2} yator vaginlashuveh bo'hb, umng
yig'indist .1 bo'lsin. u holda

TR A N
bo'lib,
tim 7, - A 0
”ooyea
bo'ladi. »

2-xossa. Agar (11.2) qator yagnlashuvchi bo'lib, uning
yig'indisi 4 ga teng bo'lsa, u holda

’

S, =eap oyt ey, b {11.7)

n !
qator ham yadinlashuvchi va uning yig'indist «1 ga teng bo'ladi
~20 — n ga bog'lig bo'lmagan o'zgarmas son}.

< (11.2) qatorning gismiy yig'indisi i, bilan belgilasak u
holda
1 occa ted, o toa soeuta, b da ) el
bo'lib, undan

lim oAy, = A
nor s

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa {11.7) qatorning yaginlashuvchi
bo'lishini va uning yig'indisi ! ga leng ekanini bildiradi. »
Bu xossa yaginlashuvchi qatorlarda ushbu
(g Fap oyt yEeqbeay bl tod,
munosabatning o'rinli bo'lishini ifodalaydi.
3—xossa. Agar

-
Yy
nl

=y tdytotag b

o

Yoby =b Fhy b iyt

11

gatorlar yaqinlashuvchi bo'lib, ularning yig'indisi mos ravishda
A4 va B ga teng bo'lsa, u holda

=

Y ka, b)) =@+ B) Fay b, t ) (11.8)
gator hm;{l yaqinlashuvchi va uning yig'indist 4+# ga teng
bo'lad1.
4&\:,, va Ebn gatorlar  yaginlashuvchi.  Demak, bu
qntorla';';ling qism;_;rl yig'indilani (4, va £, lai} uchun lim ., =.

o



e - tenghiklar o'ninhi (11.8) gatormng qusmiy vig'indilan

< bilan belgilab topamiz:
L T T B S Aol SV S et o B
Bundan
lirn ¢ e
Kevingi tenghikdan xossaning isboti kehb chigads. »

‘ ‘

2—natija Agar Y., va ¥4 qgatorlar yaginlashuvehi bo'lsa,

1 —n
" nol

n holda
\L‘(( o 0”7’)
qator ham yaqinlashuavehi va

E(m, #1h ) -_\__:.»J, i :'l;f'»_
L ' 1
tenglik o'l bo'lady (bunda  «/-»  ga bog'lik  bo'linagan
o'zgarmas sonlar)
d—xossa. Agar (11.2) qator  vagqintashuvehi bo'lsa, bu
tatorming umumiy hadi «,. # »« da nolga intiladi.
< (11.7) gator vaqiniashuvehi bo'lsim, ya'ml tim i

o

.i[/\

"

chekli son). Agar
n =y A

bo’lishint e'tiborga olsak, u holda limitlar xossalariga ko'ra

hm oo, = hm (A, .4, =g 1 -0
Hor s o

bo'lishini topamiz. »

Eslatma. Qatormng umumy  hadi » >« da  nolga
intilishdan  uning  yaginlashuveln bo'hisht har doim  kelib
chiqavermavdi.

ol no |l

i

Masalan. Gaimonik gator » ° mwing umumiy hadi .,
"

n |
bo'hib, u » >+ da nolga intiladi, ammo bu gator uzoqlashuvchi.
Yuqorida  kelhirilgan 4 - xossa  qator  yaginlashishning
zarurty shartini ifodalaydi.
20, Koshi teoremasi. Avtayhk,
\_;u

g tdx b bt

qator berilgan bo'lib,

,i“ St by,



unng qusmiy yigiindist bo'lsin.

{—teorema. 4, qatorning yagirdashuvi bo'lisht nchin

nol
o olinganda ham shunday s, NVopilib,  wn -0 va w123
lar uchun
B N L P N T

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

« Bu teoremaning isboti 3 -bob, da keltirilgan Koshy
teoremasidan kelib chiqadi. »

Bu teorema muhim navzary ahamiyatga ega bo'lib, undan
amally masalalarni hal etishda foydalanish giyin bo'lady

3—§. Musbat gqatorlar

1'. Musbat gatorlarning yaginlashuvchi bo’lishi sharti.
Biror (11.2) qalor bernlgan bo'lsin.

Ya cuva b dat (11.2)

Agar a, .‘rU(Azr 1.23.. ) bo'lsa, u holda (11.2) qator musbat
holda gator voki, qisqacha, muasbat gqator deb ataladi

2—teorema. Ushbu M misbat  qgator  yugindashuvcehi
" I

«

ol
bo'lishi uchun uning qismiy yig'indilari ketma- ketligi yuqoridan
chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli,

< Zarurligi. »q, gator yaqginlashuvchi bo'lsin: hm 4, .1

’n -'l nor4
(A —chekli son). U holda 4, ketma- ketlik yaqginlashuvchi

binobarin chegaralangan, jumladan u yuqgoridan chegaralangan
bo'ladi.

Yetarliligi. §a" qatorning qismiy yig'indilari  ketma
n-:)

ketligi 4, yugorida chegaralangan bo'lsin.

Shu gatorning har bir hadi manfiy bo'lmagant uchun

Ay Aata, g 24,

tengsizlik o'1inli. -, ketma ketlik o'suvchi. Shuning uchun 3
bobdagi 7 ~teoremaga ko'ta 4, ketma- ketlik chekli limitga
eqgal



b 5 Bu oeca oy, qatornmg  yaginlashuvehi ekanim

bilditads »
11.4 misol. Ushbu
| | I
! . PO .
n o A 3 o
qatornt  (uni ummniashgan  gatmomk  qator  deviladi) o
bo'lganda yvaginlashuvehr ekanligi ko'rsatilsin
< Ravshanki gismiy yig'indidardan tuzilgan
|
Sl ’ . ! . t
N 3" '

ketma - ketlik o'suvehi Demak o, - L1, (- 12y Ayni paytda

. 1 i ] {1 1 ! 1
NN ) [ 1 t 4.t + 1
2 [INTER b L2 (' ("

A 4:1 ’ (2!7)” 2 [
bo'ladi.
Oxitgl ikki munosabatdan ushbu
R PENL)

a 1N
tengsizhk kelib chiqad). Bundan « -1 bo'lganda
At |
IR W (12

)
A4

tengsizhik hosil bo'ladi. Bu esa ., ketma- ketlikning yuqortdan
chegaralanganhginl bildiradi. 2-- teoremaga ko'ra berilgan gator
yaqm — lashuvchbidir. »

3—natija. Nusbat gatorning qismiy yig'indilaridan iboral
ketina  ketlik  yuqoridan  chegaralnmagan  bo'lsa,  qatot
uzoqlashuvcehi bo'ladi.

2V, Musbat qatorlarni tagqoslash haqgida teoremalar.
Ma'lum musbat qatorning yvaqinlashuvchanhgi yoki
uzoqlashuvcebilhigini bilgan holda, hadlari bu qator hadlari bilan
biror munosabatda bo'lgan ({taqqoslangan) ikkincht musbat
gatorning vaqinlashuvehiligi yoki uzoqlashuvehiligini aniglash

mumkin. Ular quyidaqg teoremalar bilan ifodalanadi.
Ikkita musbat Y., va Ma, qator bertlgan bo'lsin.

ol n |

3—tcorema. » ning biror sue 1 giymatidan  boshiab



bercha »zn, lar uchun
oy, by, {11.9)

»” th

tengsizlik o'tindi bo'lsin, Agar «) v ogator yaginlashuveht

no

s . . ’
ho'lsa, Na, qator ham yaginlashuvchi bo'ladi. b) Y., qator

—

nol n ol

-
nzoglashuvehi bo'lsa. Xk, gator han uzoqglashuvehi bo'ladi.

noi

«lUshbu bobning 2--§ ida aytib o'tdikki, qatorning
vaqinlashuvchi (uzoqglashuvchi) bo'hshiga uning chekli sondagi
dastlabki hadlarining ta'sin bo'lmaydi. Shu sababh {11.9)
tengsizlik n, -1 dan boshlab o'rinli bo'lsin, deb garash mumkin.
Demak, «,<h, (7 -12.. tengsizlik  o'rinh. U holda berilgan
qatorlarning qismiy yig'indilan

Ay e tda g,
By =y vhy+ by,
uchun ushbu
Ay < By, (n=12. ) (11.10)
tengsizlik ham o‘rinli bo'ladt.
Avval }Ebn qator yaqginlashuvchi bo'lsin. U holda 2
nl
tecremaga ko'ra 8, ketma- ketlik yugoridan chegaralangan
bo'ladi: B, <A (n=1.23,.)

Bundan (11.10) tengsiziikka —asosan Ay SM (n=123.)
tengsizlik ham o'rinli okani kelib chigadi. Demak, 4, ketma -
ketlik ham yugoridan chegaralangan. Yana o'sha 2 — teoremaga
ko'la ia,, gatorning yaginlashuvchi bo'hshi kelib chigadi.

a-l

Endi ia,, gator uzoqlashuvchi bo'lsin. U holda

n 1
ketma -- ketlik yuqoridan chegaralanmagan. (11.10) tengsizlikka
asosan B, ketma—ketlik ham yuqoridan chegaralanmagan

&y

bo'ladi. Bundan csa ih,. gatorning uzoglashuvchi bo‘lishi kelib
n-l
chigadi. »
11.5—misol. Quyidagi

. . LR T
D e o (1 e o | N 18— -
)’ X 3 n



qator vaqilashuvchiligini tekshinng.
< Bu gatar hadlarn uchun
beoan ”, {n 12}
1 ne

tengsizlik - o'nnl bo'hshim ko'rsatish - qiyin emas  Demak,

berilgan qatorning hay bir hadi vaginlashuvehi > ' gatorning
nogn
mos hadidan  kichik. 3 - teoremaga  asosan  berilgan  qator
vaginlashuvelh »
A—teorema. [/shbu

b 7k (O k<o)

novy ey

limit mavjud bo'lsin. Agar: a) k<= va vh, qator yaginlushuvehi

uol

B
bo'lsa, u holda Y, gator ham yaginlashuvehi bo'ladi: b} & -0 va
i
o i
vih,  qator uzoglashuvehi bo'lsa, u holda Y.
nl nl
uzoglashuvehi bo'ladi

n,  gator s

< a) L-« bo'lib, v, qator yaqinlashuvchi bo'lsm. Limit
nl
ta'tiiga ko'ta, ve-0 son olinganda ham shunday  », ¢ A son

topiladiki, barcha » » lar uchun
10

va'nl

v (Kr) by = ap <k +2) Py (11.11)

tengsizliklar o'rinli bo'ladi.

Shartga ko'ra b, qator yaginlashuvchi. Shuning uchun
n ol

i_‘(k ve)h, qator  ham  yaqinlashuvehi U holda  (11.11}

n ol

tengsizlikdan va 3 tecoremadan 37;,,,, qgatorning vaginlashuvchi
nt

bo'lishi kelib chigads.

b) k>0 bo'lib. Ch, qator uzoqlashuvchi bo'lsin. Agar
no

-1



i S olsak, u holda ot 77 it o'nnli ekamdan va & @

or

. . . , N

bo'lishidan shunday o, o v son topiladiki, o -0, bo'lganda /“ k&
: ' . . ' . 1

tengsiziik - o'nbt bo'ladi. Demak  » v bo'lganda - 7y,

tengsizlik  bajanladi.  Bundan 3 teorcmaga  asosan Yo

gqatorning uzoglashuvehi bo'lisht Kelib chigqadi»
4—nalija. Agar ushbu

. ot
lim "7k
n »s j‘”

limit o'rinli bo'hb, 0. k<= bo'lsa, u holda Ya, va >#, qatorlar
i1 nl
bir vagtda vaqinlashuvchi, yoki bir vaqtda uzoglashuvehi bo'ladi,
11.6 misol Ushbu

H

gatonu yaqginlashuvehilikka tekshiring.

. . Ct .
< Bu qatorni garmonik gqator Y = bilan taqqoslaynuz. Bu
no 1
ikki qator umumiy hadlarni nisbatining hmitini topamiz:

. n . n . |
lim = fim - i =1.
0o noe, IR XIS 2

n N

Demak, 4 - natijaga ko'ra bernillgan gator uzoglashuvehi bo'ladi»
S5—teorema. ncN ning biror ny giymatidan boshiab barcha

e ng lar uchin
o

web P (11.12)

"y b,

tengsizlik o'rinfi bo'lsin. U holda a) i‘f‘,, qator yaqinlashuvehi
n

.

r
bo'lsa,  Na, quator ham yaginlashuvehi bo'ladiz b} Y,
nod

nod

qator

! .
nzoglastuvehi bo'lsa, S, qator ham uzoglashuvehi bo'ladi.

nol



< Avval  avliganimizdek  (H112) tengsizik = o 12
qiymatlarda bajariladi deb hisoblash mumkin. Shunday qulib,

Yl i
% (n-12. )
Hy by,
tengsizhk a'rnli deb qaraymiz. Unda quvidagi
ST T engsizlik kelib clugadis Bundan ushbu
A o TR
ay s e, (11.13)
by

tengsizlikka ega bo'lamiz

Agar i';-,, qator vaqinlashuvchi bo'lsa, unda i‘l "): b, qator
N %
ham yagmiashuvehi bo'ladi. Unda  (11.13) !,Pngsil;lik va 3—
teoremga asosan }E.z,, qatorning vaqginlashuvcht bo'lishi kelib
o

chiqgadi.

(11.17)  tengsizlik  o'nnli  bo'lganda ‘iu,,, gatorning

n ol

o
uzoglashuvehi bo'lishidan Y4, qatorning ham uzoqlashuvehihigt
n

kelib chigishi shunga o'xshpsh isbotlanadi»

3%, Musbat gatorlar uchun yaqinlashuvchilik alomatlari.
Biz yuqorida musbat gatorlarni tagqoslash teoremalarni keltirdik.
Garchi bu teoremalar yordamida tekshiriladigan qator hadlarni
ikkinchi qgator hadlari bilan tagqoslab, garalayotgan qatorning
vaqinlashuvchihgi  yoki uzoqlashuvchiligi masalasi hal bo'lsa
ham tagqoslash teoremalari ma'lumn noqulayliklarga ega. Bunday
noqulayliklaridan  biri berilgan qator bilan tagqoslanadigan
gatorni tanlab olishning umumiy qoidasi yo'qligidir.

Benlgan gatorni geometrik hamda umumlashgan garmonik
gatorlar bilan taqqoslab, gatorning yaginlashuvchiligi  yoki
uzoglashuvchiligini ifodalaydigan alomatlarni keltiramiz:

a) Koshi alomati. NMusbat qgator Ca

—_—n

berilgan bo’lsin. Agar
n!
ne N mng biror s ;01 @ymatlandan boshlab barcha - ",
qiymatlan uchun
\;';:r. gy <} (\,-’u‘h zl)

n

tengsizlik o'rinli ho'lsa, 4, qator yaqinlashuvchi



{uzogqlashiuvehi) bo'ladr.

Avval oL gator uchun e, bo'lganda .«

.

tengsizlik o'rinli bo'lsin. Bu (engsizk ushbu «, - 4" tengsizliikka
ekvivalenidir. 3 teoremaga ko'ta o qator yvagimlashuvehi

bo'ladi.
Aga barcha » -y, lar uchun v, Clya'ni o, 1 tengsialik
omnli - bo'lsa, u holda  berilgan qatotning  har bir  hadi

uzoqlashuvehi 1 qatorning mos hadidan kichik bo'lmavdi.

Y, qator uzodglashuvehi

nol

Yana o'sha 3 feoremaga  ko'ia,

bo'ladi. »
Amaliv. masalalarni = hal gqilishda  ko'pincha,  koshi

alomatining quvidag limit ko' rinishidan loydalanilad;
Agar ushbu

ling o, =k
limit  mavjud bo'lsa. u  holda Ma. gator k-1 bo'lganda

vadinlashuvehy, L -1 bo'lganda esa uzoglashuvehi bo'ladi,

11.7—misol. Quyidagu i »{2] ,( ;]J 4-[4]“ ),
; 304 7 V20l
qatorning yaqinlashuvcehiligi ko'rsatilsin,
Berilgan gator uchun

) o+t Y HER! . |
s ‘I{Zn + l] Tonit A= 2
bo'ladi.
Demak, ICoshi alomatiga  kota  benlgan  qator

vaqginlashuvchi.
b) Dalamber alomati. Agar ne v ning birov a, (n, 1
qiymatidan boshlab barcha n »n, qgiymatlari uchun

: [ )
Ly l —
a, a. J
tengsizlik o'rinlt bo'lsa, Na, qator  yaqginlashuvchi

(uzoglashuvehi) bo'ladi.



< Betilgan Na qator bilan birga vagqinlashiuveh

Ve

" IEERE T N -1
AL (g q o+ q 1 u b

geometnk qaton qarayhk. Ushbu ™0 tengsizhikng

ko'rinishda vozib, so'ngra taqqoslash 5 teoremani qo'lavmiz.

Shu teotemaga ko'ra 4" qatorning vaqlashuvchiligidan S

qatorning vaqinlashuvehiligi kelib chigadr ' - bo'lganda N,

qatorning uzoqlashuvehi bo‘lishi ravshan »
Dalambet alomating ham himit ko' rimshida itfodalash
mumkin. Agar ushbu

L

hm d
P

a
ltmit mavjud bo'lsa, u holda d . 1 bo'lganda qator vaqinlashuvcehy,
d -1 bo'lganda esa gatoy uzoqlashuvchi bo'lada.

11.8—misol Ushby
e . t R SO | »

qator yaqinlashuvchiligini tekshiring.
“Bu qaior uchun quyidagilarga egamiz’

s £, (n+1)y i
o e AT .
sanl B ,
" {, ¥ n
o, (H-I ]} ;{I . | J
Coon
limitga o'tib topamiz:

LA {

im "' =

"oy R

£

Dalamber alomatiga ko'ra berilgan qator yaqinlashuvchim

v) Raabe alomati. Ushbu S« musbat qator benlgan

——
ol

bo'lsin. Agar o v ning bitor n, -1 qiymatidan  boshlab
baicha n ~n qiymatlar uchun

L R R B



tengsizlik o'rinli bo'lua, N, gator yaqinlashuvehi
{uzoglashuvchij bo'ladi,

< Avval »n -0, lar uchun n;{l Yool sy 1 tengsizlik bajanlsin,

. LI
deylik. Bu tengsizlikni quyidaq
a . '
e
a, n ‘1 1. ] 4]

ko'rinishda yozib, so'ng r v >1 tengsizlikni qanoatlantiradigan
« son olamiz. Ma'lumki,
[~ ‘] 1
n

!if}l 7 7
N n
(5- bobning 6 —§ iga garang). Tanlanishiga ko'ra w1 bo'lgani
uchun shunday n, ¢ N son topiladiki, barcha »>n' lar uchun
i 1Y
)
N

n
tengsizlik o'rinl bo'ladi. Undan ushbu

(I-]]"zl " (11.15)

n n

. r

tengsizlik kelib chiqadi. kndi nm.s;{na.nf}--nD deb olsak, barcha
n>n, lar uchun (11.14) va (11.13) tengsizliklardan

“[l]J (11.16)

4, n
tengsizlikka ega bo'lamiz. Agar (11.16) tengsizlikni ushbu
1
LTTTRPI

a, b
n 1y

ko'rinishda yozsak, unda berilgan qator hadlan bilan }_]

waM
umumlashgan  garmonik  qator  hadlen orasida  (11.12)
ko'rinishdagi munosabat borligini payqaymiz. Ma'lumki, «>1 da

umumlashgan garmonik qator vyaginlashuvchi. Demak, 5 -
teoremaga ko'ra berilgan gqator yagintashuvchi bo'ladi.
Endi barcha n>n, lar uchun

EME



n(l LR
o

tengsizhik o'nnli bo'lsin. Undan

tu-1)
tengsizlik kehb chiqadi. Shuning uchun 5 teoremaga asosan

A garmonik gatorning uzoqlashuvchi  bo'lishidan berilgan
Tin

gatorning uzoglashuvchi ekani kehib chiqadi.
Bu alomatni bam quyidagicha limit ko'rinishda ifodalash
mumkin. Agar ushbu

N

]imn[l o l- v (g const)
a, |

e
imit o'rinli bo'lsa, ¢>1 bo'lganda gator yaginlashuvchi, g<l
bo'lganda esa gator uzoqlashuvchi bo'lady.
11.9—misol. Quyidag
1130 13 sty s 7 (2o -1yt 1
P T T S T e
2242 2463 2406%4 (2n} n
gatorm yaqinlashuvchilikga tekshiring.
<« Bu gator uchun
wi= ety = DL @ T I gty 2R sy
a, @Zr+2" 1+n Qr=-1D" | 2" +d4n+2 e @,
bo'ladi. Demak, Raabe alomatiga ko'ra berilgan qator
yaqinlashuvchi. »
g) Intergal alomat {Koshining integral alomati). Ushbu

La musbat gator berilgan bo'lsin.

Faraz qilaylik, {l+o] orligda aniglangan, uzluksiz,
o'smaydigan hamda manfiy bo'lmagan f(x) funksiya uchun
f(n)=a, (n-12.) bo'lsin. U holda berilgan gator quyidagi

«

Sa,= il"(n)

[ ol
ko'rinishni oladi. Ravshanki, n<x<un+] bo'lganda
)z t(x) 2 t{n+1)
vani a,>t(\)za,, tengsizhiklar o'rinli. Keyingi tengsizliklarni
[n.n+1] oraliq bo'yicha integrallab topamiz:

KR4



N, s Jl(\)dx: a, (1t 17

-ndi berlgan gator bilan bitga ushbu

womed
th'(xidw (11.18)
qatorni har qarayhk. Bu gatorning qismiy yig'indisinl yozamiz:
}':j;'l'(\:)dx= [texds {(11.19)

Faraz qilaylik, r(x) funksiya [i+e] oraliqda (x) boshlang'ich
funksiyaga ega bo'lsin (Fov-teo)  fes) oraliqda fx)2 0 bo'lgam
uchun Kx) funksiya shu oraligda o'suvchi bo'ladi. F(x) funksiyani
vuqori chegarast o'zgaruvchi bo’lgan aniq integral ko'rinishda
yozish mumkin:

i{x)= jr(t)dt_ F()y=0
Natijada (11.19) tenglik ushbu
Z jt'(x)dx = F{n + 1)
ko'rinishga keladi. Demak, (11.18) gatorning qismiy yig'indisi
Itn +1} ga teng.

Agar n-ow da Tl chekli songa intilsa, shu gator
vaqinlashuvchi  bo'ladi Unda {11.17) tengsizlik hamda 5-
teoremaga ko'ra qaralavotgan qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi
n »® da Kx)- e bo'lsa, berilgan qator uzoglashuvchi bo'ladi.

Shunday qilib, quyidagi integral alomatiga {lKoshi
alomatiga) kelamiz:

Agar 1(x) funksiya fl+=] oraliqgda aniglangan, uzluksiz  va
o'smavdigan bo'lib, (x) shu funksiya uchun boshlang'ich
funksiva va zn" gator uchun f(n)=a, (=12 bo'lsa, u holda

berilgan gator tm I(x)= A limit chekli bo'lganda yaginlashuvchi,
cheksiz bo'lgan:i;;uzoqlashuvchi bo'ladt.
11.10—misol. Quyidagi Z:xil" umumlashgan garmonik gator
yvaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
« j(x)= x—}, (v 0y deb olaylik. Ravshank:, bu funksiya [I.+]

da uzluksiz, kamayuvchi hamda shu oraligda manfiy emas. Shu
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bilan birga ~ n bo'lganda 1y ' Ravshanki,
"

0 e i 3
R |'.-,.1vJ I L, Do IJ,
! , =

, [ A
Bundan quyidagi natna kelib ¢ingadi:
!n‘l‘li(\] 1]!!}] IM{"!] ]J~ EH I e b bt
‘ apr g bhor'lsa
Agar v 1 bo'lsa, « »+ da
I'g\) J:’:dl Inx >
bo'ladi.
Demak. integral  alomatiga ko'ia berilgan qator o .1
bo'lganda vaginlashuvehi, o <1 bo'lganda uzoqlashuvchi bo'ladi.
| 4

1-§. Ixtiyoriy hadli qatorlar
1", Qatorning absolyut va shartli yaginlashuvchiligi.
Ixtiyoriy

SNasata o da 4+
PAOR] 1 -

gqator  berilgan  bo'lsin. Bu  qator hadlarining  absolyut
qiymatlaridan quyidagi

Na, =l 44 a4
ad

qatorni tuzamiz.

6—teorema. Agar z. gator yaqinlashuvehi bo'lsa, n holda

L“ qator ham yaqgindashuvehi bo'lad!.

Ushbu teoremaning isboti yuqornidagi 1 —teoremadan
osongina kelib chigadi.
1-ta'rif. Agar M u  qator vaqinlashuvchi bo'lsa, Ya  qator
wol w ol

absolyut yaqiniashuvehi deyilady.

S=tarif. Agar Ma  qator vaginlashuvchi bo'lib, Za" gqator

uzoqlashuveld bo'lsa, Y qator sharthi yaqgirdashuvehi deviladi.



1—eslatma Sd gatorming usoglashuvehi bo'lishidan za,.
gatorning uzoglashuvchi bo'lishi har doim chigavermaydi. "
Nasalan, 1) Ushbu

L1 T

; EESE +

2 3 4 1 :
(1§ dagi (11.4} gatorni qarang} Qator hadlarining absolyut
qiymatlandan tuzilgan

11 1
I+ + + .+ 4

23 n
gator uzoglashuvchi. Demak, berilgan gator  shartli
yaqginlashuvchi.
2) Ushbu
o, e,
1t 2). 31 42 n.‘

gator hadlarining absolyut giymatlandan tuzilgan

]4+,]~+ l e l‘+

o2 3 n’
gator  vaqinlashuvchi. Demak, benlgan qator absolyut
yaginlashuvchi.

Biror ixtiyoriy ia" gator berilgan bo'lsin. Qaralayotgan
gator hadlarining absolyut qiymatlarini olib, ulardan i|a"i
n=t

gatorni tuzamiz. Shu iian| gatorning musbat gatorligini e'tiborga

olib, gqaralayotgan gatorning absolyut yaqinlashuvchiligini
ifodalash alomatlardan birini — Dalamber alomatini keltiramiz.

Dalamber alomati. Agar ilan? qator uchun

limit o'rinli bo'lsa, u holda ‘Zan gator /<1 bo'lganda absolyut

yaqinlashuvchi bo'ladi.
11.11—-misol. Ushbu
):; 1-x:" (x# xl)
gator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Bu qator uchun quyidagini topamiz:
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/
/ th

Demak, 1 da benlgan qator absolyut vaqginlashuvehr bo'ladt.

Vol s ] it

- ; I B RSO
v o bo'lganda esa gatorming  xarakteri to'gristda Dalambes
alomatt biror xulosa bermavd). Ammo '\ -1 bo'lgan holda n 50
da gatormmg umumiy holda nolga intilimaganligi sababli (uning
It | ga tenygy gator uzoglashuvehidin »

2". Hadlarning ishoralari navbat bilan o'zgarib keladigan
qatorlar. Leybnis teoremasi. Biz quytda ixtiyoriy qatorlarning

bitta muhim holini qarayvmiz.

Ushbu

Gmere et ) e (11.20)

qatorni qaravhk, bunda «, >0 =123

Odatda bunday qator hadlarining ishoralan navbat bilan
o'zganb keladigan qator deb atatadi,

Quyrdagi
1o oyl
_— A e
+i ]‘Flvl'”+]_ ! f

2 S 3 7 n 2n+l

qatorlar hadlarining ishoralari navbat bilan o'zgarib keladigan
qatorlardir.

7-teorema. (Leybnis teoremasi). Agar (11.20) qatorda

Coa <, (nfll,.) {11.21)
tengsiziiklar o'rinli bo'lib,
lime, - 0 {11.22)

bo'lsa, (11.20} qator yagindashuvehi bo'ladi,
< Bernlgan (11.20) qatorning 2m (me N) ta hadidan iborat
ushbu

i t

1
Al
|
|
1

A Gt e
qismiy yig'indisini olaylik. Ravshanki,
A Ao 6y

Teoremaning shartiga ko'ra «,, , < ¢,... bo'lib, nattjada
Az(u. AL
tengsizlikka kelamiz. Bu esa A, ketma: ketlikning o'suvchi
ekanligini bildiradi.
Iindi A,, ni quyidagicha yozamiz:

A =6 e {e, e (T U B



Ravshanky, (11.21) ga Ko'ta
oo, o0t (Y a
kotlik yuqonidan  chegatalangan. Shunday b, v, ketma
ketlik o'suvaiu va yugoudan chegaralangan. Demak. bu ketima
ketlik chekl hmutga ega.
AL, - A (A chekli sonj (11.73}

Shuning uchun v, - . tengsizbk omnli Demak, v, ketma -

Endi (11 20) gqatormng 2m | ee¥) ta toq sondaqgi hadidan
iborat ushbu
LS o L T T LT P
qismiy vig'idisini olayhk.
Ravshanki,
Bundan (11.77) va {11.23) larga asosan topamiz.
WA "l.”"‘“("\;m e, - A

Shunday qilib, (11.20) qatorning qismiy vig'indilardan iborat
Ketma  kotlik ¢ hekli bmitga ega ekanini ko‘isaldik. Demak.
(11.20) gqator yaqinlashuvchi. »
Nasalan, yuqorida ko'tsatilgan ushbu

I 1 I Iww(--vI)"‘l + o

R T Ton
gator uchun teorema baitcha shartlarining bajarilishini ko'rsatish
qiym  emas. Leybnis teoremasiga  ko'ta  benlgan  gatol
yaginlashuvehi bo'ladi.

5-§. Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari

Biz ushbu paragratda vaginlashuvchi gatorlarda hadlarmni
gusuhlash, absolyut yaqinlashuvehi gatorlatda esa hadlarning
o'rnini alimashtirish kabi xossalarga to'xtalamiz.

1Y, Guruhlash xossasi. Biror La qatoi berlgan bo'lsin. Bu

qator hadlarini guruhlab, quyidagi gatorni tuzamiz:
fa, rn o+ a,_‘)+ (&, (=0, 4 va, ) (11.24}
bunda n, u.. (n, - n, <. lar natural sonlar ketma - ketligining
bitor n, gismiyv ketma - kethgi bo'lib. k>« dan, >
Agar Ya, qator yaginlashuvchi bo'lib, uning yrgndis

asonga teng  bo'lsa, u holda bu qatorning  hadlann



qurubilashdan hosil bo'lgan {11.24) qator ham vaqinlashuvehr va
untng yigiindisi ham \ songa teng bo'ladr,

< la'nfga ko'ta betilgan qatornimg o qismiy vig'indist
uchun A A schekll sonp it o'ninhe Endi (11.24)

qatoring qismiy yig'indisinn yozannz:

N S TR R TR TR N o)
Bu qismuy yig'indilardan tuztlgan
ketma  ketlihni qaraylik. Ravshanki, bu A, Ketma - ketlikning
qismiy ketma-- ketligidin. U holda 3- bobdagi 12 - leoretaga
ko'ra, A ketma - kotlik vaqintashuvchi va uning limiti ham A
ga teng bo'ladi.

,!ir.n LORRAY

Bu esa (11.24) qatorning  yaqinlashuvehi bo'lishint va uning
yig'indist A ga teng ekanini bildiradi. »

2Y. O'rin almashtirish xossasi Ixtivorly ¥ a, gator berilgan

bo'lsin. Bu qator hadlarining o'rinlarini almashtirib, quyidagt
\-‘H; aytal 4 ral 4 (1 12«‘)]

o n

qatornt hosil gilamiz. Bu (11.25) qatorning hait bir a. hadi iu”

qatorning tayin bir 4, hadining aynan o'zidir.
Agar ¥ a, qator absolyut yaginlashuvchi bo'lib, yig'indist A

songa teng bo'lsa, u holda bu qator hadlarining o'rinlarini
iIxtiyoriy ravishda almashtirishdan hosil bo'lgan (11.25) qator
vaqinlashuvchi bo'ladi va uning yig'indisi ham A songa teng
bo'ladi.

< Bu xossant Y qgator musbal hamda ixtiyority hadhi

bo'lgan hollari uchun alohida isbotlaymuiz.

1} Berilgan gator musbat gator bo'lib, w yaqiniashuvchi va
vig'indist A songa teng bo'lsin. la'nifga ko'ra A - A,
o'suvchi  ketma- ketlik bo'lganidan A - A tengsizlik  o'1inli
bo'ladi. Endi (11.25) qatorning

\peateale val
qismiy - yighndisini qaraylik.  Bunda . A
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Reavshanki, Ay o'suvehi. Agar o masdng o ooy deb olsak,
holde AL - A, lengsiziik ham o'rinli bo'budic Shuning uchun
Av oA deagsizlik  o'rinlic Shunday  qgilib, ac Kelima — K- ik
o'suvehi va yuqoridan chegaralangan. Demak, uochekli Bt s
ot
Jim ot va A
Sggar lu g lommi (11.25) qater hadlarining  o'rindarini

clmeshtivishdan hasil bo'lg oo qalor deb qarsydigan bo'lssk,
tmda  ynqorid keltirilgan  muchazaga aseshanib, o (11.25)
qatorning  yaqginbshuvehi va o yigiindisi v senga teg
ho'lishid i berilgan gatoming  ham  yaginlashuvchiligini va
uning  vigiindisi A uchun A A tengsizlik o'rinli bolishini
top imiz Yugorida A A ekani ko'rsalilgen edic Shu ikki
tongsizlikdan vV bo'lishi k- Hb chigadi,

2 N ivtivorty — hdli gator - bo'lib, 0 ahsolul

pAT
vaginl wshuvehio v yig'indisio @ songa eng bo'lsin, sSha qeilioa

bl rining  o'rinterini almshtirishedan hesil bo'lgan Yo

q Lo oeravlike NMedomikin Saoogalor abse ol vaginlshuychi
ol

ckon, und ll

q o vaginbashuvehi bo't wdi Buomuashat qater

ho'lg ligi s bebli 1) Tesdda ishedl g mig s ko're

ol oqator

hoan vagintshuvehio bo'ladic - Shuning  nehun Moo qator
yaginl ishuvehidir.

Codi Moo galor yigiondisining ham A songa tong ekanini

ko'rsatmiz. Moo gaterning anushalisherdi va nedga leny

bBo'lgan a.a . hadlaridoon Yoo hand o manliy isherdioaa

hadl.rining absclut qgiym atlaridan e o gatorlbani tuz.aniz.

Qulaylik uchun o 4. ot o d=b belgilas.k, ushbu

‘;'h.\ p b Db
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qatorlat hosit bo'ladi Shartga ko'ra ¥ . gator yaqinlashuvchi.

Demak, bu qatorning

Veoa +ale ova no-1.2.3
qusmiy  yig'indilanidan  tuzilgan A, ketma  kethk  yugondan
chegaralangan, va'ni e v da

Al AT AT - o'zgarmas son (11.26)

fengsizhik o'nnli. kndi Y a, gatorning gisimy yig'indisini A, bilan

belgilab topamiz:

A=Y =Y ey (11.27)

v el "

bunda w-k+m bo'lib, k A, gismiy vig'indida }_"nh qatorning

musbat ishorasi, m esa uning manfiy ishorasi hadlaiining soni.

Biz  eng muhim, , s« va m >« holni  qgarash bilan
chegaralanamiz.
Ravshanki,
B o s AN (11.28)
(11.26) va (11.28) munosabatiardan }:hl. icm qatorlarning
ko m |

qsmiy yigiindilari B, va ¢, yugoridan chegaralanganligi kelib

chigadi. 2—teoremaga ko'ta >n,. f_g qatorlar yaqinlashuvchi
[ m )
bo’ladi. Bu qatorlarming yig'indilarini mos ravishda 8 va ¢ bilan
belgilaylik:
i B (B -chekli sonj, lim ¢, - ¢ {C—chekli son).

Endt (11.27) tenglikda limitga o'tsak, quyidagiga ega bo'lamiz:
hmA, - wn(B ¢ )= B - tim € - B-C

"o

Bu esa }a,  qatorning vaqinlashuvehi va uning yig'indisi A
nt

uchun A =8 ¢ formula orinli ekanini anglatadi.

-

' h
L.}

[

Berilgan qator hadlanning o‘rinlari alinashtirilganda

va Y¢, qatorlar hadlanning ham o'rinlari almashadi va |

w i

holga asosan bu qatorlar vig'indilari mos ravishda B va C ga
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{eng bo'hb qolaveradt Domak, v B ¢ tenglikka ko'ta \_';;va

gatorning vig'indisi ham A songa teng bo'ladi »

Absolyut yaginlashuvchi bo'lmagan qatotlar hadlatining
o rinlarini almashtinshdan hosi bo'lgan gatorlar hagida quytdagl
{eotema o'ninil. Biz bu teoremani 1shotsiz keltiranmiz.

g—teorema. (Riman teoremast). Aqgar Ya qator shartli

yrlqinlushuvclu' bo'lsa, u holda har qanday A (chekli yoki cheksiz)
olinganda ham  berdgan qator hadlarining o'rindarini shunday
almashtirish mumkinki, hosil bo'lgan gatorning yiqg'indisi xuddi
shu A ga teng bo'ladi.

Mashuglar

11.12. Agar

Zn“ (a, 20 n L23.)

gator yaqinlashuvch bo'lsa,

gatoining ham yaqlashuvchi bo'lish sbotlansin.
11.13. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu
N sinn
:’_:,"2..
qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi isbottansin.
11.14. Ushbu

23 lnin

qator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
11.15. Agar

e, (a,z0 n=1230)

gator uchun
a) hmya, =1
H |
b) lim ERR

(’\h
bo'lsa, berilgan gator yaginlashuvchi bo'ladimi? Misollar
keltiring.
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11.16. Ushhu
et
b n
(el 1 yaqinbashovehilikk o 1okshirilsin,
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Mundarija

I bob. To'plam hagida tushuncha.
1§ To'plam. To'plam ustida amallat
2 3. To'plamlarm tagqoslash.
3 & DMlatematik belgilar.
4 & Nlatematik induksiva usult.
Nashglar.

2 bob. Haqiqiy sonlar to'plami va uning xossalari

I -§. Ratsional sonlar to'plamt va uning xossalari.

2 - § Ratsional soular to'plamida kesim.

3 & Tllaqiqiy sonlar. Haqiqiy sonlar to'plamining
tartiblanganlik va zichlik xossalan.

4--%. Haquqiy sonlar to'plamining to'hqligi. Dedekind
teoremasi.

5 -§ Sonli to'plamlarming chegaralari.

6 —¢§. Haqiqiy sonlar ustida amallar.

7§ Haqgiqiy sonning absolyut qiymati va uning
xossalart.

8- §. Irratsional sonni tarkibiy hisoblash.

Mashqlar

3 bob. Funksiva.

1--§. Funksiya tushunchasi.

2--§. Elementar funksiyalar.

3 —9. Natural argumenth funksiyalar. (Sonlar ketma -
ketligi).

Mashqlar

4 --bob. Funksiya limiti.

1§ Sonlar ketma kethigi limiti.

2§ Yaqginlashuvchi ketma - kethiklarning xossalari.
3--§. Sonlar ketma- ketligt hmitining mavjudligi
haqida teoremalar.

4 - §. Funksiya limiti.

5 9§

Chekli hmitga ega bo'lgan funksiyalarning
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xossalari.

6 -9 Funksiya  limitining mavjudligi  hagida
teorcmalar.

¥ —§. Funksiyalarni taqqoslash.

Mashgqlar

5- bob. Funksiyaning uzluksizlig:.

1 —§. Funksiya uzluksizligl ta'nfi.

2 —§. Funksiyaning uzilishi. Uzilishning turlari.

3—§. Monoton funksiyaning uzluksizligi va uzilishi.

4 —§. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar.
Murakkab funksiyaning uzluksizligi.

5—4%. Limitlarnt hisoblashda funksiyaning
uzluksizligidan foydalanish.

6 — §. Uzluksiz funksiyalarning xossalari.

7—§. Funksiyaning tekis uzluksizligi.  Kantor
teoremasi.

Mashglar.

6 — bob. Funksiyaning hosila va differensiali.

1 - §. Funksiyaning hosilasi.

2 —§ . Teskan funksiyaning hosilasi. Murakkab
funksiyaning hosilasi.

3—§. Hosila hisoblashning sodda goidalari. Elementar
funksiyaning hosilalari.

4 —§. Funksiyaning differensiali.

5—§. Yugqori tartibli hosila va differensiallari.

6 — §. Difterensial hisobning asosiy teoremalari.

7—§. Teylor formulas.

Mashqlar.

7 --bob. Differensial hisobning ba'zi bir tatbiglari.

Funksivaning o'zgarib borishi.
Funksiyaning ekstremum giymatlari.

. Funksiyaning gavariqligi va botigligi.
Funksiyalarni tekshirish. Grafiklarni yasash.
Anigmasliklarni ochish. Lopital goidalari.
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Nashelar
8 bob. Amigqmas mieqgral

L § Anigmas inteqgial tushunchasi,
7% Integrallash usullan,

3% Rataonal tunksivalarnt ntegrallash,
4% Ba'zy matsional funksivalarni mntegrallash.
o & Ingonometnk funksivalarni mlegiallash.
Mashglar

4 bob. Amig integral.

1§ Aniq integral ta'tiflari

2§ Anig mtegraining mavjudhgi.

3. § Integrallanuveh: tunksivalar sinfi.

4 % Aniqg integral xossalari.

9§ O'rta giymal haqidagt teoremalar.

6 -§. Chegaralar O'zgatuveht bo'lgan aniq integratlar.
7 -§ Aniq mtegiallarni hisoblash.

8--§. Aniq integrallarm taqubiy hisoblash.
Nashqlar.

10~ bob. Aniq integralning ba'z; bi tadbiqglari.

1 -§. Yoy uzunhigi va uning aniq integral  orqali
tfodalanishi.

?=§. Tekis shakining YUzl va uning aniq integral
orqali ifodalanishi.

3--8. Aylanma sitnming yuzi va umng aniq inteqral
orqali ifodalanishi.

43, O'zgaruvchi kKuchning bajargan ishi va uning
anig integral orqal itodalanishi.

S - §. Inersiva momenti.

Mashqlar
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il

bob. Sonh gatoilar.

i - §. Asosiy tushunchalar. 8l

2-§.  Yaqinlashuvchi  qator ning  xossalan.  koshi
teoremasl.

3—§. Musbat qatorlar.

4--§ Ixtiyoriy hadh qatorlar.

5-—3§. Yaqinlashuvchi gatorlarning xossalarl.

Mashqlar.

«Matematik analiz asoslari» 2—qismining mundarijasi.

12 -bob. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti,

uzluksizligl.

1 —§. r" fazo va uning to'plamlar.

2-§. R~ fazoda ketma — ketlik va uning lirniti.
3—§. Ko'p o'zgaruvchili funksiya va uning limiti.
4—§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
5—3§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari.

6—3. Ko'p o'zgaruvchih funksiyaning tekis
uzluksizligi. Kantor teoremasi.
Mashqlar.

13—bob. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning hosila  va

differensiyallari.

1--§ Ko'p o'zgaruvchih funksiyaning  xususly

xosilalan.

2—3. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning
differensiyal - lanuvchiligi

3—§. Yo'nalish bo'yicha hosila.

4—§. Ko'p o'zgaruvchili murakkab funksiyvalarning
differensiyallanuvchiligi. Murakkab tunksiyaning
hosilasi.

5—§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning ditferensivali.

6—§. Ko'p o'zgaruvehh funksiyaning yuqgoti tartibli
hosilasi va differensiallari.
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11

15

16

S8 Otta givmat haqida teorema

8 % No'p o' zgaruve il funksiyvamng  leylor

formulas

9% ho'p o ovsgaruvehtl tunksivaning  ckstremum
quvmatlan. FRstremmunning zaruny sharty.

10§ Punks<iva ekshremumining vetarh sharti

1t § Oshkormas tunksivalar.

Nashglar,

bob. Tunkstonal kKetma  ketliklar va gatortar,

I 9. Funksional ketina - ketliklar,

? & bunksional qatorlar.

3 % Tekis vaqinlashuvehi funksional ketma kethk
va gqatormning xossalari.

4§ Darajali qatorlar.

S Q. Darajali gatorlarning xossalari.

6§ Teylor gaton.

Nashglar.

bob. Xosmas inteqrallar,

I % Cheksiz otalig bo'yicha xosmas integrallar.
208 Chegaralanmagan tunksivaning XOsmas
mmteqgrallar.

3 - §. Nuhim misollar.

N achqglai.

bob. Parametiga bog'lig inteqgrallar.

I & Limit funksiva.  Tekis  vaqinlashish.  Limit
funksivaning uzluksizhgi.

9. Parametrga bog'liq integrallar.

3 9% Parametiga bog'liy  xosmas  integrallar.
Integralning tekis vaqginlashishi.

4§ Tekis yaqilashuvehi parametrga bog'liq xosmas
integrallarning xossalan.

5 % Lvler intequallari.

Nlashqlar.

)
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17 bob. Karral integralla

1- §. Tekis shaklming vuz hamda fazodagr jismning
haym1 haqidagi ba'zl ma’lumotlar.

2§, Ikk1 karrah integral ta‘tiflar

3 - §. Ikki karrali integrallning mavjudligr.

4§ Integrallanuvchi funksiyalar sinfi.

5 —§. Ikki karrali integralning xossalari.

6 - §. Ikki karralt integrallammi hisoblash.

7 -§  lkki karrall ntegrallarda  o'zgaruvchilarn
almashtirish.

8--§. Ikki kartali integralni faquibiy hisoblash.

9 - §. Ikki karrali integralni ba'z bir tatbiglari.

10 -§. Uch karrali integral.

Mashqlar.

18 - bob. Egri chizighi integrallar.

1 - §. Birinchr tur egri chizigh integrallar.

2 - §. lkkinchi tur egri chiziqh inteqgrallar

3 --§. Grin formulasi va uning tatbiglarn.

4- §. Birinchi va ikkinchi tur egini chizigh integrallar
orasidagi bog'lanish.

Mashglar.

19 -bob. Sirt integrallari.

1--§. Birinchi tur sirt integrallan.
2—-§. Ikkinchi tur sitt integrallari.
3—4§. Stoks tormulasi.

4 —§. Ostrogradskiy formulasi.
Mashgqlar.

20 - bob. Furye qatorlari.

Ba'zi inuhim tushunchalar.

Furye gatorning ta'rni:

. Lemmalar. Dirixle integrali.

. Furye gatotning vaqinlashuvchiligi.

. Qismiy vig'indining bur ekstremal xossalarl.
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Bescol tengsizlign

6% Yagqinlashuveh Turve  gqator vigiimdisining
funksional xossalan.

£%. bunksivalatny tnigonometnk - ko'phad  balan
vaqinlashtinsh

8 9. Oftacha vaginlashish  Furye qatorning o'ttacha
vaginfashishi

9 9. Funksiyalaining ortogonal Ststemast.
Umumlashgan Furye gatorn

Nashelan
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