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KIRISH

Ushbu darslik pedagogika oliy ta’lim muassasalarida «Matematika
va informatika» =~ bakalavriat ta’lim yo‘nalishida tahsil olayotgan
talabalarga mo‘ljallangan bo‘lib, u «Matematik tahlil» fani dasturining
«Qatorlar nazariyasi» bo‘limiga bag‘ishlangan. Qatorlar nazariyasi
«Matematik tahlil» fanining «Analizga kirish», «Bir o‘zgaruvchili
funksiyaning differensial hisobi», «Bir o‘zgaruvchili funksiyaning integral
hisobi» bo‘limiari bilan uzviy bog‘langan.

Umumiy o‘rta maktab, kasb-hunar kolleji va akademik litsey
matematika kurslarida odatda qo‘shiluvchilari soni chekli bo‘igan
yig‘indilar, qo‘shiluvchilari soni cheksiz bo‘lgan yig‘indilardan faqat
cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi qaraladi. Matematik
analiz kursida qo‘shiluvchilari soni cheksiz bo‘lgan yig‘indilar qaralib,
ular cheksiz gatorlar yoki qatorlar deb ataladi. Qatorlar nazariy jihatdan
funksiyalarni o‘rganishning muhim vositasi, amaliy jihatdan tagribiy
hisoblash (funksiyaning qiymatini, integralning giymatini va boshq.)
apparati bo‘lib xizmat giladi. Shuningdek u ko‘pgina tatbiqiy masalalarni
yechishda qo*lianiladi.

" Dastlab, matematiklar qatorlarning xossalari chekli yig‘indilarning
xossalariga o‘xshash deb hisoblashgan. Buning natijasida qatorlar
hadlarining o‘rinlarini istagancha almashtirishgan, hadlari funksiyalardan
iborat qgatorlarni hadma-had differensiallagan, integrallagan, bir qatorni
ikkinchi qatorga ko‘paytirishgan. Lekin, keyinchalik qatorlar ustida
bajarilgan bunday amallar noto‘g‘ri natijalarga olib kelishi ma’lum bo‘ldi.
Shu sababli qatorlar nazariyasini qurish ehtiyoji tug‘ildi. Bu nazariyaning
asosly masalalariga quyidagilar kiradi:

1) cheksiz qo‘shiluvchilarning yig‘indisi tushunchasini aniqlash;

2) berilgan qator yig‘indisi mavjudligini aniqlash alomatlarini topish;

3) chekli yig‘indilar kabi xossaga (masalan, qator hadlarini o‘rinlarini
almashtirish, hadma-had differensiallash va integrallash va boshq.)
ega bo‘lgan qatorlar sinfini ajratib olish;

4) berilgan funksiyalarni sodda funksiyalarning cheksiz qatori
ko‘rinishda tasvirlashga imkon beradigan formulalarni keltirib
chiqarish.

Mazkur darslikning birinchi bobi sonli qatorlar sinfida yuqoridagi
birinchi, ikkinchi va uchinchi masalalarni o‘rganishga bag‘ishlangan.



Ikkinchi bobi hadlari funksional ketma-ketlik va funksional
qatorlaming umumiy nazariyasiga bag‘ishlangan. Bunda ham yuqorida
aytilgan uchta masala funksional gatorlar uchun qaraladi

Uchinchi bobda funksional qatorlammg xususiy, lekin muhim sinfi
bo‘lgan darajali qatorlar o‘rganiladi. Bu qatorlar uchun yuqorida aytilgan
to‘rtta masala qaraladi. Bunda asosiy elementar funksiyafarni Teylor
qatoriga yoyish masalasi, darajali qatorlaming ba’zi tatbiqlari keltirilgan.

Darslikning to‘rtinchi bobi Furye qatorlari hagidagi dastlabki
ma’lumotlarni  o‘rganishga bag‘ishlangan bo‘lib, bunda funksiyani
trigonometrik qatorga yoyish masalasi o‘rganiladi. Trigonometrik
qatorlarning ba’zi tatbiqlari qaraladi. Furye gatorlari nazariyasining asosiy
teoremasi (Dirixle teoremasi) isbotsiz keltirilgan.

Darslik boblarga, paragraflarga va punktlarga ajratilgan bo‘lib,
misollar, teoremalarni nomerlash har bir paragraf ichida alohida bajarilgan.
Darslikning deyarli har bir paragrafida o‘z-o‘zini tekshirish uchun
savollar, mustaqil yechish uchun misol va masalalar berilgan. Har bir bob
so‘ngida bobni takrorlash uchun test savollari keltirilgan. Bu savollar,
misol va masalalar nazariy materiallarni puxta o zlashtmga yordam beradi.

Muallif qo‘lyozmani diggat bilan o‘qib chiqib, o‘zining gimmatli
maslahatlarini bergan dotsent MXushvaqtovga, OzR FA Matematika
instituti katta ilmiy hodimi J.B.Azimovga o‘z minnatdorchiligini bildiradi.



I-BOB. SONLI QATORLAR
1-§. Sonli qator va uning yig‘indisi

1.1. Umumiy tushunchalar. Faraz qilaylik, sonlammg biror cheksiz
ketma-ketligi berilgan bo‘lsin: a,, a,, a;,.., a,,
Bu sonlardan tuzilgan ushbu
a+a,+ta,+..ta,t.. (1)
ifodaga cheksiz qator ( qisqacha — gator ) deyiladi.
{a,} ketma-ketlik hadlari qatorning hadlari deyiladi. (1) ifodada +

belgisi gatnashganligi sababli qatorni ia,, ko‘rinishda ham yoziladi.
n=]

Agar n tayinlang_an bo‘lsa, a,- qatorning n-hadi deyiladi, agar » umumiy
holda berilsa, a, qatoming umumiy hadi deyiladi. Umumiy had
yordamida berilgan qatoming ixtiyoriy hadini yozib olish mumkin.

Masalan, agar a,= ZL" bo‘lsa, u holda gator

1 1 1 1 = 1
—t=+-+.+—+.. yoki ) —
2 4 8 2" P

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar a, =(—-l)""% bo‘lsa, u holda quyidagi
ko‘rinishdagi qatorga ega bo‘lamiz:
1 11 (——l)" -
1 St3Tat (=1 =+ yoki Z

Algebrada qo‘shiluvchilari soni chekh bo* lgan yig mdllar qaraladi.
Qatorda esa “qo‘shiluvchilar” (hadlar) cheksiz ko‘p va cheksiz sondagi
sonlarni go‘shishni qanday bajarish kerakligi aniqlanmagan, shuning
uchun cheksiz qatorning yig‘indisi deganda nimani tushunish kerakligini
kelishib olish lozim. Shu magsadda (1) qatoming birinchi » ta hadi
yig‘indisini qaraymiz va uni S, orqali belgilaymiz:

S,=a,+a,+a,+..+a, )

Bu yig‘indini (1) qatorning n- xususiy yig ‘indisi deyiladi. Bunda S,
deganda a; ni qarashga kelishamiz.

(2)dangal,?2, 3, ... qiymatlar berib, quyidagi xususiy yig‘indilar
ketma-ketligiga ega bo‘lamiz:

S=a,S,=a+a,,5=a+a,+8,..,5,=a4+0,+a+..+4,,....

Yuqoridagi {S,} ketma-ketlik yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
bo‘lishi mumkin.



Ta'’rif. Agar (1) qatorning {S,} xususiy yig‘indilari ketma-ketligi
chekli limitga ega bo‘lsa, ya’ni lims, mavjud bo‘lsa, u holda bu qator

yaqinlashuvchi qator deyiladi. { S, } ketma-ketlik limiti
S=lims, )

qatorning yig ‘indisi deyiladi.
Bu holda

S=a+a,+a;+---+a,+-- yoki S=ia,, kabi yoziladi.
n=1

Agar (1) qatorning xususiy yig‘indilar ketma-ketligi chekli limitga
ega bo‘lmasa, u holda uzoqlashuvchi gator deyiladi.

Agar limS, == bo‘lsa, u holda ia,,:oo yoki S=w kabi yozishga
n—pao anl .

kelishamiz. .

Shunday qilib, qator yig‘indisi ikkita amal (qo‘shish va limitga
o‘tish) natijasida hosil qilinadi. Qo‘shish amali xususiy yig‘indilami,
ikkinchi amal esa ularning limitini topish uchun kerak bo‘ladi.

Yaginlashuvchi va uzoqlashuvchi gatorlarga misollar ko‘ramiz.

1-misol. Ushbu qatorni yaqinlashishga tekshiring:

LU SO S

1-3 2.4 3.5 n(n+2)

Yechish. Berilgan qatorning n-xususiy yig‘indisi
1 1 1 1

St e ———
1-3 24 3.5 n(n+2)

P

Bu yig‘indini soddalashtirish

n

magsadida qatorning n-hadini quyidagi n(nl+ > =%(% - n-:-Z) ko‘rinishda
yozib olamiz. U holda

1(1 1) 1(1 1] 1(1 1) 1(1 1) 1(1 1 )_
S,==|s~c [+ o= 4= - |+ —— e A=
2\1 3) 212 4) 23 5 2\n-1 n+1) 28n n+2
%(nl__‘__ ! ) bo‘ladi. Ravshanki, {S,} ketma-ketlik limiti

2 n+l n+2

mavjud va % ga teng. Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uni
3_1 1

1 . 38

LI b ———— e, yoki = ! kabi yozish
4 1.3 2.4 3.5 n(n+2) 4 Sn(n+2)

mumkin ekan.
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2-m1sol Ushbu qatoml 1+T T T+ +T yaqmlashlshga

tekshiring. . . RS s
Yechish. Bu - qatommg ' n-xususny yig‘indisi‘

1 1 1 1
S =l+—=+—r=+=++—= V2 § > et J_
TURTE R R R T
bo‘lganligi  sababli, limS,, =+ bo‘ladi. Demak, berilgan qator
uzoqlashuvchi. -

3-misol. Umumiy hadi a, =(-1)"" bo Igan qatorni yagqinlashishga
tekshiring.

Yechish. Bu qatorning n-xususiy yig'indisi S, =1-1+1-1+--+(~ l)"‘l
ga teng. Xususiy yig‘indilar ketma-ketligi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

1,0,1,0, ..

Ma’lumki, bu ketma-ketlik chekli limitga ega emas. Demak,

zw:(—l)"‘l qator uzoqlashuvchi ekan.
L

1.2. Geometrik qator. Qatorga eng sodda misol sifatida geometrik
progressiya barcha hadlarining yig‘indisini olishimiz mumkin:
at+ag+aq’ +..+aqg"" +.. 3)
bunda a#0. Bu qator geometrik gator deyiladi. Geometrik qator g ning
qanday qiymatlarida yaqinlashuvchi bo‘lishini aniqlaymiz. Buning uchun
uning n-xususiy yig‘indisini qaraymiz. Geometrik progressiya birinchi n
ta hadi yig mdlsmmg formulasiga ko‘ra (g#1) ’

o‘rinli. Agar [g|<] bo‘lsa, u holda limq"=0 bo‘lib, lims, mavjud va

limS, _hm(i———-—ar‘i)ﬂ— bo‘ ladl Demak lql<1 bo‘lganda (3) qator
no n—rc q q —q )

yaqinlashuvchi va.uning yig‘indisi 1—— bo‘ladi. -
q .

Agar |q|>l bo‘lsa, u holda limg" =co va lim 5, =0 bo‘ladi. Demak, bu
holda geometrlk qgator uzoqlashuvchi bo‘ladi. Agar g=1 bo‘lsa, qatorning
Xususiy yig mdngl S, =5(l+(—l) ) bo‘ladi. Ravshanki (garang, 3-misol) bu

holda xususiy yig‘indilar ketma-ketligi uzoqlashuvéhi, demak (3) qator



ham uzoqlashuvchi bo‘ladi. Agar g=1 bo‘lsa, qatorning xususiy yig‘indisi
Sp=a+a+...a=nava limS,=w bo‘ladi.

Shunday qilib, geometrik qator |¢|<1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, |g|>1
bo‘lganda uzoqglashuvchi bo‘ladi. Yaqinlashuvchi bo‘lgan holda cheksiz
kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisining formulasi hosil bo‘ladi:

a —-— 2 r-]
——=a+aq+aq +..+aq"" +..
1-¢

O¢z-0¢zini tekshirish uchun savollar
. Qator deb nimaga aytiladi?
. Qatorning xususiy yig‘indisi nima?
- Qator xususiy yig‘indilari ketma-ketligi ganday aniqlanadi?
. Qanday qator yaginlashuvchi deyiladi?
Qanday gator uzoqlashuvchi deyiladi?
. Qatorning yig‘indisi deb nimaga aytiladi?
. Ta’rif bo‘yicha qatorni yaqinlashishga qanday tekshirasiz?
. Geometrik qatorni yozing. !
. Geometrik qator qachon yaqinlashuvchi, gachon uzoqlashuvchi bo‘ladi?
0 Geometrik qatorni yaqinlashishga tekshiring. .

Mustagqil yechish uchun misol va masalalar
2

1. Qatoming aq, =(-%)—‘ umumiy hadi berilgan. Shu gatorning dastlabki
n H

to‘rtta hadini yozing.

2. Tomoni a ga teng bo‘lgan muntazam uchburchakning tomonlari
o‘rtalarini tutashtirib, yangi uchburchak ichki chizilgan. Shu uchburchakka
yuqoridagi usulda yana ichki uchburchak chizilgan va hokazo. Bu
uchburchaklarning perimetrlari va yuzalarini mos qatorlar hadlari deb
qarab, hosil bo‘lgan qatorlaming yig‘indilarini toping.

3. Radiusi @ ga teng bo‘lgan doiraga kvadrat ichki chizilgan, kvadratga
doira ichki chizilgan. Bu doiraga ikkinchi kvadrat ichki chizilgan va
hokazo. Doira va kvadrat yuzlarini ikkita qator hadlari deb garab, shu
qatorlaming yig‘indilarini toping.

n

4, Qatorning S, = 3+4 xususiy yig‘indisi ma’lum. Uning umumiy hadini

va yig‘indisini toping?

5. Ushbu qatorning n-xususiy ylg ‘indisi uchun ifoda toping va
yagqinlashishga tekshiring:



. 2743 . o
)Z,:(zn l)(2n+l) )§_ o .
1. 3 1 B,

Javoblar: 1. a,=-—;a2=—;a,_=E;a,=_; 2. 6a;—a?;
7 9 .
3. 27d’;4a"; 4 &= an-——47(n22),S=1;

A+l A+l
5.a)S,,=l— 1 13 3
2n+1

2-§. Yaqinlashuvchi gatorlarning asosiy xossalari

. , Bizga ushbu
o a+ta,+a;t..+a .. 4]
va
b+b,+b+..+b +. (2)
qatorlar benlgan va ¢ ixtiyoriy o‘zgarmas son bo‘lsin.
Ushbu
ca +ca,+ca; +..+ca, +.. 3)

qator (1) gatorni ¢ o‘zgarmas songa ko‘paytirish natijasida hosil gilingan
deyiladi.
(g +b) +(aq +b)+(a, +b) +..+(a, + b)) +... ()
(a,-b8)+(a,-b)+(a,-b)+...+(a,~b,) +... )
qatorlar esa, mos ravishda (1) va (2) qatorlarning yig‘indisi va ayirmasi
deb ataladi.
1-teorema. Agar (1) qator yaqinlashuvchi, yig‘indisi § ga teng bo‘lsa,
u holda (3) qator ham yaginlashuvchi bo‘lib, yig‘indisi ¢S ga teng bo‘ladi.
Ishoti. (3) qatorning n-xususiy Yyig'indisini yozib olamiz:
o, =ca +ca, +ca, +..+ ca,,. Buni  quyidagicha yozish  mumkin:
o,=clg+a,+a,+..+a)= bu yerda S, (1) qatorning n-Xususiy
yig‘indisi. Teorema shamga ko ra lims, =S, u holda lims, limit mavjud

bo‘ladi: hmo' -hmcS —cth =cS.

Shunday qxhb yaqmlashuvch: gatorni o‘zgarmas songa ko‘paytirish
natijasida yana yaqmlashuvchl qator hosil bo‘ladi va uning yig‘indisini
topish uchun berilgan qgator yig‘indisini shu songa ko‘paytirish kifoya.

2-teorema. Agar (1) va (2) qatorlar yaginlashuvchi va yig‘indilari
mos ravishda S va S’ bo‘lsa, u holda (4) va (5) qatorlar ham



yaqinlashuvchi bo‘lib, ularning yig‘indilari mos ravishda S+S’ va §-S’ ga
teng bo‘ladi. .

Isboti. (4) qatorning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlaymiz. Buning
uchun gatoming n-xususiy yig‘indisini yozib olamiz:

o,=(a,+b)+(a,+b)+(a,+b)+...+(a,+b,).
Bu tenglikni quyidagicha yozib olish ham mumkin:
(g, +a,+a,+--+a,)+(b+b,+b,+...+b,)=5,+8,°,

bu yerda S, va §,” mos ravishda (1) va (2) qatorning xususiy yig‘indilari.
Teorema shartiga ko‘ra limS, =S va lims,'=S". Shu sababli o,=S,+S,’

tenglikda limitga o‘tish mumkin:
}’Lrga" =1£r2(Sn +S"')=£LIES" +£i_r’r:,1°S"‘=S+S'.

Demak, (4) qator yaginlashuvchi va yig‘indisi $+S ga teng ekan.

Yuqoridagi kabi isbotni (5) qator uchun ham bajarish mumkin. Buni
o‘quvchilarga havola gilamiz.

Shunday qilib, yaqinlashuvchi qatorlarni chekli yig‘indilar kabi
go‘shish va ayirish mumkin ekan. Bu natijani yaqinlashuvchi gatorlarning
algebraik yig‘indilari uchun ham umumlashtirish mumkin.

Quyidagi teoremani o‘quvchilarga mashq sifatida isbotlashni taklif
gilamiz:

3-teorema. Yagqginlashuvchi qatorda hadlarning joylashish tartibini
o‘zgartirmasdan ixtiyoriy guruhlash natijasida hosil bo‘lgan yangi qator
yaginlashuvchi va uning yig‘indisi avvalgi qator yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Ko‘rsatma. Berilgan yaqinlashuvchi qator va bu qatordan uning
hadlarining joylashish tartibini o‘zgartirmasdan ixtiyoriy guruhlash
natijasida hosil bo‘igan qator xususiy yig‘indilarining tengligini ko‘rsating.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

. Ikkita qatorning yig‘indisi qanday aniglanadi?

. Qatorning songa ko‘paytmasi qanday aniqlanadi?

. Yaqinlashuvchi qatorlaming vig‘indisi haqida nima dey olasiz?

. Uzoglashuvchi qatorlarning yig‘indisi hagida nima dey olasiz?

. Qatorni songa ko‘paytirish amali qator yaqinlashuvchiligi yoki
uzoqlashuvchiligiga ta’sir qiladimi? Javobni asoslang.

. Yagqinlashuvchi gatorning bir necha hadini tashlash yoki yangi bir
necha hadlar qo‘shish uning yaqginlashuvchiligiga ganday ta’sir
qiladi?

Wi B W N —

=
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7. Uzoglashuvchi gatorning bir necha hadini tashlash yoki yangl bll‘
necha hadlar qo‘shish uning yaqmlashuvchlhglga qanday Vtat§1r‘
giladi? G

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. Yaqinlashuvchi qatorlarning ayirmasi  yaqinlashuvchi qator
ekanligini isbotlang.
2. Agar ikkita qatorning yig‘indisi yaginlashuvchi bo‘lsa, ularning har
biri yaginlashuvchi bo‘ladimi? Javobingizni asoslang.

3. Agar ia,, qator yaginlashuvchi, ib,, qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u

n=l n=y

holda i(a,, +b,) qatorning uzoqglashuvchi ekanligini isbotlang. Misol

n=l

keltiring.
4. Ushbu Z

n=|

2n

2l yagqinlashuvchi qatorni ikkita uzoqlashuvchi qator

ayirmasi ko‘rinishida ifodalang.
3-§. Qatorliiﬁg qoldig*i

Ushbu
a+a,+ay+.+a, +.. )
qator berilgan bo‘lsin. Uning dastlabki n ta (tayin son) hadini tashlab
yuborish natijasida yangi qator hosil bo‘ladi:
a,.+a,,ta,,t.+ta,, +. @

(2) qator (1) gatorning n-qoldlg i deylladi. (2) qatorning yig‘indisini |
r, orqali belgilaymiz. Demak, Z .- Qator va uning qoldig‘i orasida

quyidagi munosabat o‘rinli:

Teorema. Qator va uning qoldig‘i bir vagtda yo yaqinlashadi yoki
uzoqlashadi.

Isboti. Benlgan (1) qatorning dastlabki » ta hadi yig‘indisi S,, qator
qoldig‘ining, ya’ni (2) qatorning dastlabki k ta hadining yig‘indisi Sk
bo‘lsin. U holda, ravshanki,

S,'=a, +a,,++a,,=(@+a,+-+a,+q,,+..%4,

yoki

Qk)—(al +a, +"'+an)’

Sk ‘= Sntk - Sn (3)

11



bundan esa .
S = S, +S8," . (4)
hosil bo‘ladi.

Faraz qilaylik (1) qator yaqinlashuvchi va limS, =S bo‘lsin. U holda
{Sn} ketma-ketlikning qism ketma-ketligi {S,.;} ham yaginlashuvchi va
lims,,, =S bo‘ladi. Bu esa (3) tenglikning o‘ng tomonining limiti va,
demak, chap tomonining ham limiti mavjudligini ta’minlaydi. Shunday
qilib,

lim$, = lim(S,,, -S,) = [imS,,, - lim$, =S -5,.

Bu degani qatorning qoldig‘i yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi
r,=S-S, ga teng ekanligini bildiradi.

Endi (2) qator yaqinlashuvchi va lim§,'=r, bo‘lsin, bu yerda » tayin
son ekanligini eslatib o‘tamiz. U holda (4) tenglikdan quyidagiga ega
bo‘lamiz:
limS,, =lim(S, +5, )=limS, +lims,'=S, +r, ya’ni (1) qator xususiy
yig‘indilar ketma-ketligi {S,.s} yaqinlashuvchi va limiti S,+r, ga teng.
Demak, (1) qator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S,+r, ga teng.

1-natija. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (2) gatorning
yig‘indisi n—> da nolga intiladi, ya’ni limr, =0 bo‘ladi.

Isboti. Haqigatan ham, r,=S-S, tenglik o‘rinli. Bundan
limr, =lim(S-S,)=S-S=0.

. & 1
Misol.
° Z,:n n+2)

I7,|<0,0001 tengsizlik bajariladigan N ni ko‘rsating.
Yechish. 1-§ ning 1-misolida S,,=-l—(§—i- L ) va S=3
1

qator uchun r, ni toping va barcha n>N larda

2 n+l n+2 4

ekanligini ko‘rsatgan edik. r,=S-S, formulaga ko‘ra rf%(_lﬁ

n+l n+2

boladi. Ravshanki, |r,,|=l(—]—-—+—l——) L Demak, |r.J<0,0001
2\n+1 n+2) n+l

tengsizlik bajarilishi uchun —i_i<0,0001 bajarilishi yetarli. Bundan
n

n+1>10000 yoki n>9999 munosabatga ega bo‘lamiz. Shunday qilib,
N=9999 dan boshlab barcha n lar uchun |r,|<0,0001 tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi.
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2-natija. Agar
a+a,+a,+..+a+t.. ' o)
va . R
b+b, b +..+b, +.. . (6)
qatorlar bir-biridan faqat chekli sondagi hadlari bilan farq qilsa, u holda bu
qatorlar bir vaqtda yaqinlashadi, yoki bir vaqtda uzoglashadi.

Isboti. Hagiqatan, ham (5) va (6) qatorlar faqat chekli sondagi hadlari
bilan farq qilsa, u holda biror k dan boshlab, ya’ni barcha n>k da a,=b.
bo‘ladi, demak, ularning qoldiqlari aynan bitta

a,+a.,+a  +eta,, .. )
qatordan iborat. Shu sababli (5) va (6) qatorlar (7) qator yagqinlashuvchi
bo‘lsa, yaginlashadi, uzoglashuvchi bo‘lsa, uzoglashadi.

3-natija. Berilgan qatoming chekli sondagi hadlarini tashlab yuborish
(yoki chekli sondagi yangi hadlamni qo*shish) natijasida hosil bo‘lgan qator
berilgan qator bilan bir vaqtda yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.

Boshqacha aytganda, berilgan qatorning chekli sondagi hadlarini
tashlab yuborish, yoki qatorga chekli sondagi yangi hadlami qo‘shish
gatorning yaginlashish xarakteriga ta’sir etmaydi.

Shu sababli, gatorni yagqinlashishga tekshirganda uning chekli
sondagi hadlarini o‘zgartirish mumkin.

4-§. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti

Biz yuqorida ko‘rdikki, yaginlashuvchi gator biror sonni ifodalar
ekan. Shu sababli qatorlarga oid asosiy masalalardan biri berilgan qator
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglashdan iborat. 1-§ da
misollar. yechishda bu masalani qator yaginlashishi yoki uzoglashishining
ta’rifidan foydalandik. Ammo amalda berilgan qator xususiy yig‘indisi S,
ni n orqali ifodalash, bu ifodaning limitini topish murakkab masalaga
aylanadi.

Shu sababli qator yaginlashishi (uzoqlashishi) alomatlarini bilish
muhim hisoblanadi. Shuni ta’kidlash kerakki bunday alomatlar ko‘p
bo‘lib, ulardan birini foydalanish qulay bo‘lgan holda ikkinchisi natija
bermasligi ham mumkin.

Quyida qator yaqinlashishining zaruriy shartini keltiramiz.

Teorema. Agar

a+a,+..ta,+. (N



qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning a, umumiy hadi n cheksizga
intilganda nolga intiladi, ya’ni lima, =0 bo‘ladi.

Isboti. Faraz gilaylik, (1) qator yaqginlashuvchi va yig‘indisi S ga
ya’ni limS, =Sbo‘lsin. U holda {S,} ketma-ketlikning qism ketma-ketligi

{S,..} (n22) ham yaginlashuvchi va limS, , = § bo‘ladi.
Ravshanki. | a,=5,-§,, bundan  lima, “~mavjud va

lima, = lim(S, -, )= lims, - limS, ,=S-5=0. Shunday qilib, (1) qator

yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning umumiy hadi nolga intilishi zarur
ekan.

Yugoridagi teoremadan qator uzoglashishining yetarli sharti kelib
chiqadi. .

Natija. Agar (1) qatorning a, umumiy hadi » cheksizga intilganda
noldan farqli chekli limitga ega bo‘lsa, yoki limitga ega bo‘lmasa, u holda
bu qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Bu natija ba’zi gatorlarning uzoqlashuvchi ekanligiga oson ishonch
hosil qilishga yordam beradi.

, 1 2 3 n . . .
1-misol. Ushbu §+Z+§+...+m+... qatorni  yaqinlashishga
tekshiring.

Yechish. Qatorning umumiy hadi a, = %2 gateng va
n

. . n
.lima, =lim

n—yx asop 42

uzoqlashuvchi.

=1#0 demak, yuqoridagi natijaga ko‘ra gator

2-misol. Ushbu i:(-l)""n2 qatorni yaginlashishiga tekshiring.
n=l
Yechish. Bu qatorning umumiy hadi a,=(-1y"'n* va lima, =co,
Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi.

3-misol. Ushbu icos% qa.orni yaginlashishiga tekshiring.

n=l
Yechish. Bu qatorning a, = cos%E umumiy hadi n— « da limitga ega

emas. Demak, qator uzoglashuvchi.
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Yugorida isbotlangan teoremamng teskarisi, ya’ni hma =0 shartdan i

il f4
a, qatommg yaqlnlashuvchl ekanllgl kelib Chlqavemaydl

n=l

Pt o.‘.h)!rf

Bunga misol sifatida garmonik gator deb ataluvchi ushbu qatorni
qaraymiz:
1+—1-+-l—+...+—1-+... (03]
2 3 n
Garmonik qatorning uzoqlashuvchi ekanliligini ko‘rsatamiz. Buning

uchun teskaridan, ya’ni garmonik qator yaginlashuvchi deb faraz qilamiz.
U holda uning S, =l+—;-+%+...+l xususiy yig‘indisi chekli S limitga ega
n

bo‘ladi. Ravshanki, qatorning S, —l+;+;+ LS NN LI

) n n+l T 2n-1 2n
xususiy yig‘indisi ham shu limitga ega bo‘ladi.
Bu holda
lim(S,, - S,) =lim$,, —lim§, =S-S5 =0.
Ammo N
S,, =S, -—l—+ ! +.ots ! LZL+—1—+...+—1—+L=n-—1—=l,
n+1 n+2 2n-1 2n 2n 2n 2n 2n 2n 2

ya’ni Sz,, -8,z 5., bundan {S,,-S,} ketma-ketlikning n-—c da nolga

intilmasligi kelib chigadi. Bu esa garmonik qator yaqinlashuvchi degan
farazimizga zid. Demak, garmonik qator uzoqlashuvchi ekan.

Lzoh. (2) qatorning ikkinchi hadidan boshlab har bir hadi u bilan
qo‘shni bo‘lgan hadlaming o‘rta garmonigiga teng (ikkita musbat a va b

songa aytiladi). Shu sababli bu qator

2
P 1
—_—
a b

sonlarning o‘rta garmonigi deb

garmonik qator deyiladi.
5-§. Qator yaqinlashishining Koshi kriteriyasi
Berilgan qator yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti Koshi -
kriteriyasi orqali beriladi:

Teorema. Ushbu
a+a,tat.ta,+.. (N
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qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun ixtiyoriy & musbat son olinganda ham
shunday 7, natural sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lib, barcha n>n, va

istalgan natural p sonda lSM, -8, <&, boshqacha aytganda
A, ta,,+..+a, l<E 2)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isboti. Zaruriyligi. (1) qator yaqinlashuvchi, ya’ni limS, =S bo‘lsin.

U holda ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lishining Koshi kriteriyasiga
ko‘ra ixtiyoriy £ musbat son uchun shunday 7y natural son topilib, barcha
m>nova  n>ny larda
IS, -S,|<e 3)

tengsizlik bajariladi. m=n+p deb olib, (3) dan (2) ni hosil gilamiz.

Yetarliligi. Teorema qator xususiy yig‘indilar ketma-ketligi {S,} ning
yaqinlashuvchi ekanligini bildiradi. Demak, ta’rif bo‘yicha (1) gator
yaqinlashuvchi.

Misol. Koshi kriteriyasidan foydalanib,

1 1 1 ;
l+2—2+§2—+...+7+...
qatorning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy & musbat soni uchun shunday n, natural son
topilib, n>ny va istalgan r natural sonda |S, - S,|<# bajarilishini
ko‘rsatamiz.

Ravshanki, .

1 | 1 1 1 1
3 < M 2 < Jeses 3 < .

(n+1y n(n+l) (r+1)* (n+1¥n+2)"" (n+p) (n+p-)Yn+p)

Bulardan

S

n+p n

= ! + ! +..+ 1 <
n+1)? (n+1y 7 (n+p)
< ! + 1 +.t ! =
n(n+1l) (n+D)(n+2) (n+p-1Yn+p)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
=(— =)+ (=~ —) +..4( + )=— <-—
n n+l” n+l n+2 n+p-l n+p" n n+p n
yani |S,  -S, < tengsizlikning istalgan n da o‘rinli ekanligi‘kelib
n

chiqadi. Demak, n>1/¢ da

Sn&p - Sn

qilib, ixtiyoriy €>0 son uchun ny=[1/£] deb olsak, n> n, va istalgan n

< g tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shunday



S,

ep
chiqadi. Demak, gator yaqinlashuvchi.

Koshi kriteriyasi nazariy tadgiqotlarda muhim ahamiyatga ega.
Uning yordamida qatorlar haqidagi teoremalar isbotlanadi. Amalda, ya’ni
berilgan qatorning yaginlashishi yoki uzoqlashishini aniqlashda (2)
tengsizlikning bajarilishini tekshirish ancha noqulay. Shu sababli
amaliyotda boshqa alomatlardan foydalaniladi.

natural son uchun

—S,,|<£ tengsizlikning  o‘rinli ekanligi kelib

O*“z-o‘zini tekshirish uchun savollar
. Qatorning qoldig‘i nima?
2. Yagqinlashuvchi (uzoglashuvchi) qatorning qoldig‘i hagida nima dey
olasiz?
. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti nimadan iborat?
. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti qanday isbotlanadi?
. Qator uzoqlashishining yetarli shartini ayting, bu shartdan gatorlarni
yaqinlashishga tekshirganda qanday foydalanish mumkin?
. Garmonik qatorni yozing. U yaqinlashuvchimi?
. Garmonik qatorning uzoglashuvchi ekanligi qanday isbotlanadi?
. Qator yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat?
. Koshi kriteriyasi yordamida qatorni yaqginlashishga ganday
tekshiramiz?
10. Koshi kriteriyasining inkorini (qator uzoglashuvchi bo‘lishining
zaruriy va yetarli shartini) ayting va uni garmonik qatorga qanday
tatbiq gilish mumkin?

W oW p—

O 0N

Mustagqil yechish uchun misol va masalalar

1. Quyida berilgan qatorlaming r, goldig‘i uchun ifoda toping, barcha ;l>n0
larda |r,|<e tengsizlik bajariladigan no ni ko‘rsating:
C 1 2" +4"

—————, £=2:10% b
a),,z..(Zn—l)(Zn+l) ¢ : )g,: 5"
2. Ushbu gatorlarning uzoqlashuvchi ekanligini asoslang:

I _ 1y, < n . < 3""'1. o .
a) Zl:( ™' b) ,2,.:—_1000n+2’ <) ;————3”4_2 ; d) gsmna, azam mel.
3. Koshi kriteriyasidan foydalanib ushbu qatorlarning yaqinlashuvchi
ekanligini isbotlang:

, £=107.
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!a)zzn, b)zcosn'

n=l
3. Koshi kntenyasndan foydalanib ushbu ' gatorlarning uzoqlashuvchi
ekanligini isbotlang:

)ZZn l' b) gln(H%).

1 2 4
Javoblar: 1. = 1 == =
avoblar: 1. a) r, 22D n,=1250; b) r, W [lgz,s] 10
6-§. Musbat qatorlar

6.1. Musbat qatorlarning yagqinlashish sharti. Agar berilgan
a, +a,+a,+..+a,+.. qatorning hadlari nomanfiy, ya’ni a >0, neN,
bo‘lsa, bu qator musbat gqator (yoki musbat hadli gqator) deyiladi.
Ravshanki, musbat qatorlarning xususiy yig‘indilari ketma-ketligi
kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘ladi, chunki S,.,=S,+a,:,, bundan S, <
Sp+;. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan musbat
qatorlar uchun quyidagi yaqinlashish sharti kelib chigadi:

I-teorema. Musbat qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning
xususiy  yig‘indilaridan tuzilgan  ketma-ketlikning  yuqoridan
chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremadan ko‘rinadiki, musbat qatorlarni yaqinlashishga
tekshirish uchun uning xususiy yig‘indilaridan tuzilgan {S,} ketma-
ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatish yetarli ekan. Quyida
isbotlari shu teoremaga asoslangan musbat qator yaginlashishining bir
nechta yetarli shartlarini ko‘rib chiqamiz.

1-misol. Z

) qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Qatommg n-xususiy yig‘indisini yozib  olamiz:

sin®k sink 1 _1 . . .
< —_—— b ‘1 bl
" ,,zg,: k(k +1) 7 k(k+1) k(k + 1) £ k+ o‘lganligi sababli

Z sin” k sz l——‘—):l——l—d munosabatlar o‘rinli. Demak, barcha
k=|k(k+l) =) k k+1 n+l -

n lar uchun §, <1, ya’ni qatorning xususiy yig‘indilari ketma-ketligi
yuqoridan chegaralangan. 1-teoremaga ko‘ra berilgan musbat qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi.



6.2. Taqqoslash alomatlari S PN TS T P e 3T
2-teorema. Aytaylik, S e o gl
a+atayto @t oo (1) e chre ot
by+by+by+otb o s (2) Loty

musbat qatorlar berilgan bo‘lsin. Biror ny nomerdan boshlab a,<b,
munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda

a) (2) qator yaginlashuvchi bo‘lsa, (1) qator yaginlashuvchi bo‘ladi;

b) (1) qatorning uzoglashuvchi bo‘lsa, (2) qatorning ham’
uzoglashuvchi bo‘ladi. . ' :

Isbor. Aytaylik, S,=3a, 5,'=3b, bo'lsin. Shartga ko‘ra a,<b,
k=1 k=i

munosabat o‘rinli, bundan S, <S’, tengsizlik kelib chiqadi.

a) Agar (2) qator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda {S’,} ketma-ketlik
yugoridan chegaralangan. Demak, (1) qator xususiy yigindilaridan
tuzilgan {S,} ketma-ketlik ham yuqoridan chegaralangan. Bundan (1)
qator yaginlashuvchidir.

b) (1) qator uzoglashuvchi bo‘lsin, u holda {S,} ketma-ketlik
yugoridan  chegaralanmagan. Demak, {S’,} ham  yuqoridan
chegaralanmagan. Bundan lim S,'=wo va qator uzoglashuvchi. |

2-misol. Birinchi taqqoslash alomatidan foydalanib,

2 3 n
—§+—;—(§) +§(§) +o +-:;(§) +... qatorni yaqinlashishga tekshiring.

: . o2 (2Y (2 2Y
Yechish. Ushbu qatorni qaraymiz: 37 3 +H 3 +one

. 1(2Y _(2Y o2 =(2Y

. =—| - Z| =5. Mah == bo¢ - ’
Ravshanki,.. a, n(3) 5(3) b, raji 3 o‘lgan 2(3) -
geometrik qator yaqginlashuvchi, demak 1-teoremaga ko‘ra berilgan
il (%] qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

=l

n=1

3-misol. Birinchi taqqoslash alomatidan foydalanib

1 1 1
4=+ —+..+—
N RN R
Yechish. Berilgan qatorning hadlari, ikkinchi hadidan boshlab

1+ % + % + ;li LI, garmonik gatorning mos hadlaridan katta, garmonik
n

+... qatorning uzoqlashuvchi ekanligini asoslang.



qator esa uzoqlashuvchi. Demak, birinchi tagqoslash alomatiga ko‘ra
berilgan qator uzoqlashuvchi.

Yugqorida isbotlangan teoremadan bir nechta foydali natijalar kelib
chiqadi. Bunda biz (2) qator hadlarini musbat, (1) qator hadlarini nomanfiy
deb qaraymiz.

1-natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun lim%’-:k (k<o) mavjud
bo‘lsa, u holda (2) qatorning yagqinlashuvchi ekanligidan (1) qatorning
yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Isboti. Haqiqatan ham, agar lim:—"=k mavjud bo‘lsa, u holda

limitning ta’rifiga ko‘ra har ganday £ musbat son (masalan, £&=1) olmaylik,

shunday o nomer topilib, n> ng larda [%2—kl<1 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

(]

Bundan esa %<k +1 tengsizlik hosil bo‘ladi. Shartga ko‘ra b,>0

bo‘lganligi sababli, so‘ngi tengsizlikni a,<(k+1)b, ko‘rinishda yozib olish
mumkin. Endi, (2) qator yaginlashuvchi, demak, 2-§ da isbotlangan 1-
teoremaga ko‘ra umumiy hadi (k+1)b, bo‘lgan qator ham yaqginlashuvchi
bo‘ladi. U holda yuqorida isbotlangan taqqoslash alomatiga ko‘ra (1) qator
yaginlashuvchi bo‘ladi.

Izoh. a,>0, b,>0 bo‘lganligi sababli k>0 bo‘ladi. Natija xulosasi &=0
da ham o°‘rinli ekanligi ravshan.

2-natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun lim%"—:k (0<k<co) mavjud.

bo‘lsa, u holda (2) qatorning uzoglashuvchi ekanligidan (1) gatorning
uzoglashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Ishoti. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lganda edi, u holda

lim—bl=i— (0<%<+oo) munosabat va l-natijaga ko‘ra (2) qator

n—w g
n

yaqginlashuvchi bo‘lar edi. Bu esa shartga zid. Shuningdek, k=limZ—"=+ao

bo‘lganda ham lim& =0 bo‘lib, yuqoridagi natijaga ko‘ra ziddiyatga

n—ro a”
kelamiz.
Yuqoridagi ikkita natijadan quyidagi natija kelib chigadi:

20



3-natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun limZ—":k (0<k<o0) mavjud
bo‘lsa, u holda (1) va (2) qatorlar bir vagtda yaqinlashuvchi, yoki_bir
vagtda uzoqlashuvchi bo‘ladi. - ' '

£~

. . 1 . .
4-misol. sml+sm-—+.._.+sml+... qatorni 1+l+—l-+l+...+-l—+... qator
2 ¢ n 2 3 4 n

a sinl sin—

bilan taqqoslaymiz. b—"=——Tﬂ nisbatni ko‘ramiz. Ma’lumki, lim—2=1.
n n
Demak, berilgan Zsinl qator uzoqlashuvchi.
n=] n
, 1. 1] 1 .11 1 1

5-misol. sin—+sin—+..+sin—+.. qatorni —+—p+_s+.+—+..

2 2 2" 2 28 2 2"

qator bilan taqqoslaymiz. Berilgan ikkinchi qator yaginlashuvchi, chunki
q =% bo‘lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya hadlari
yig‘indisidan iborat.

1

sin— sin— -
%"— = ]2 va lim 12 =1. Shunday qilib, ZSi“% qator yaqinlashuvchi.
n — il — n=l
2" 2"

Taqqoslash alomatidan foydalanib biror qatorning yaginlashuvchi
yoki uzoqlashuvchi ekanligi haqida xulosa chiqarish har doim ham oson
masala emas. Chunki bunday xulosa chiqarish uchun-tadqiq etilayotgan
qgator bilan tagqoslanadigan yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi qatorni
topishning umumiy usuli yo‘q. Shu sababli qatorni yaqinlashishga
tekshirishda yordamchi qatordan foydalanilmaydigan alomatlami topish
zaruriyati tug‘iladi. Quyida shunday alomatlarni ko‘rib o‘tamiz.

6.3. Dalamber alomati

3-teorema. Agar

ata,+a,+..+a,+.. 3)
musbat qatomning (#+1)-hadining n-hadiga nisbati n >« da chekli limitga
ega, ya’'ni

lim 2L = “4)

o q
(]

bo‘lsa, u holda
1) I <1 da qator yaginlashadi;
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2) I>1 da qator uzoqlashadi.

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra (4) tenglik o‘rinli. Limitning ta’rifiga
ko‘ra ixtiyoriy €>0 son uchun shunday n, natural son topilib, barcha n>ny
larda quyidagi munosabat o‘rinli bo*ladi:

le<a,/a, < l+e (5)

1) Agar /<1 bo‘lsa, u holda shunday £>0 son topilib, g=l+e<1
bo‘ladi. U holda shu £>0 songa mos n, natural son topilib, barcha n>n,
larda a,. /a, < g tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan

2 '
B <Ay G, 4,2 <4, 19<a,q", .., a,, <@, 4.9<a,q",..
Endi, |gi<l da }'a,4' qator yaqginlashishidan 8= D4,
° k=l k=1 n=rg+l

qatorning, demak, ia,, qatorning yaginlashishi kelib chiqadi.

n=|

2) Agar I>1 bo‘lsa, u holda shunday &> 0 topilib, g =l-£> 1 bo‘ladi.
(3) munosabatdan barcha r>n, larda ne1/a, > q tengsizlik, yoki a,.>a.q
tengsizlik kelib chigadi. Bu esa biror haddan boshlab qator hadlari
o‘suvchi ekanligini anglatadi. Demak, qator yagqinlashishining zaruriy
sharti bajarilmaydi. Qator uzoglashuvchi.

/=1 bo‘lgan holda bu alomat qatorning yagqinlashuvchi bo‘lish-
bo‘Imasligini aniglash imkonini bermaydi.

6-misol. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:

2 22 2 2"
1—2+2—1+3—2+...+;1—2'+...
n n+)
" Yechish. Ravshanki, a, =2—2, a,, =( 2+ T (4) formuladan
n n
quyidagini topamiz:
2n+|
PRt 2
tim & = fim P2 o Mgy
nso a, n-soe 2" o (n+1)
”

Demak, qator uzoqlashuvchi.
7-misol. Berilgan qatorni yaqinlashishga tekshiring:
1 3 5 2n-1

ﬁ+(\/§)z 4'(\/5)3 ++(f2—)" +..

Yechish. Ravshanki, ¢ = 2%~} = 2141 (4) formulaga ko‘ra

G )




2n+1 A8 .',.'s:c:a:
n+l G e
lim 224 = lim (‘/5) _ 1 ; 2n+1 - 1 <
o g nao 2n—1 Tzrn—m 2n-1 3
(v2)
Demak, qator yaginlashuvchi.
8-misol. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:

1 1 1 1
I+ —=+-—F—=+—=t.t—=*...
3,2 3,3 3'4 3"1

Yechish. Qatorning n- va n+1-hadlarini yozib olamiz: a,,=%,
n
1
a,, —J—— (2) formulaga ko‘ra  lim ;:‘ =lim_ 1‘1'1” =lim 3";1':-'1 =1.
Un

Qatorning yaqinlashishi to‘g‘risida Dalamber alomati asosida xulosa
chiqarish mumkin emas. Taqqoslash alomatiga ko‘ra (masalan, garmonik
gator bilan taqqoslang), qatorning uzoglashuvchi ekanligini ko‘rish
mumkin.

6.4. Koshining radikal alomati.

4-teorema. Agar

a+a,+a+..+a,+.. 6)
musbat hadli qator uchun

limgfa, =p
X

chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda p<1 da berilgan qator yaqinlashuvchi,
p>1 da esa uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Ishoti. Aytaylik p<l boclsin. Ushbu p<g<l tengsizlikni
qanoatlantiruvchi biror ¢ sonni tanlaymiz. U holda 1133/;; =p<q

bo‘lganligi sababli »=k nomerdan boshlab, {/a_,, <q yoki a,<q" (n2k)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa

a,<q" a0 <q", @, <q.. )
munosabatlar o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

0<q<1 bo* lganligi sababli,

q+q +@ +.tg" +g"" 4" 4 (8)
geometrik qator yaginlashuvchi bo‘ladi. Qaralayotgan (6) qatorning k-
hadidan boshlab barcha hadlari ((7) munosabatga ko‘ra) (8) qatorning mos
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hadlaridan kichik. Demak taqqoslash alomatiga ko‘ra (6) qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Endi p>1 bo‘lsin. U holda Iim\"[zz = p>1 bo‘lganligi sababli, biror
n=k nomerdan boshlab {/Z >1 bo‘ladi. Bundan q,>1 (n2k). Demak (6)
qatorning umumiy hadi n—+w da nolga intilmaydi, ya’ni (6) qator
uzoqlashuvchi bo‘ladi. o

1-izoh. Agar limg/a, =+w bo‘lsa, (6) gator uzoqlashuvchi bo‘ladi,
chunki bu holda ham biror £ nomerdan boshlab 3fa, >1 boladi.

2-izoh. lim:fcz mavjud bo‘lmagan yoki mavjud va 1 ga teng bo‘lgan

holda, Koshi alomati qatorning yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchiligi
haqidagi masalaga javob bermaydi.

©

Haqiqatdan ham, masalan Z—‘; qator yaqinlashuvchi, lekin
n

n=l
1
limz/— =1.
"l—’r!l nz
1+1+  1+..+1... qator uzoglashuvchi, lekin bu qator uchun
limg/n, =1lim¥1 =1.
9-misol. Berilgan qatorni yaqinlashishga tekshiring:
1,1 et !
in2 In*3 n"(n+1)

. 1 1
Y h . lim 2, =liman = = 1
echish. limgja, =limdo 5 D) O©
Demak, gator yaginlashuvchi.
2 (3) (4 n+1\" Co
10-misol. THI* 3) +-+ =] *+- qatomi yaqinlashishga

tekshiring,

"2 n
Yechish. limg/&j:lim"‘/(n“) =Iim[n—+l) =e>1.
2 R " A—pac n

Qator uzoqlashuvchi.
6.5. Koshining integral alomati
S-teorema. Agar f(x) funksiya [I;0) oraliqda nomanfiy,

integrallanuvch_i, monoton kamayuvchi hamda ia,, qator hadlari uchun

n=l
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fM=a, f(2)=a,,.., f(n)=a,,.. tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda ia,,
n=l

qator va ,] f(x)dx xosmas integrallar bir vaqtda yaqinlashuvchi yoki bir

1
vaqtda uzoqlashuvchi bo‘ladi; yaqinlashuvchi bo‘lgan holda
[f(x)dc <Y a, < [f(x)ax +ay ©®
1 n=1 1

munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Isboti. f(x) funksiya monoton kamayuvchi, demak k<x<k+1
tengsizliklardan f(k) > f(x) > f(k+1) kelib chigadi. Bu qo‘sh tengsizlikni &
dan k+1 gacha integrallab,

k+l k+l k4l

[£tk)ax 2 [f(x)dc 2 [f(k+1)dt, yoki f(k)=ay bo‘lganligi uchun
k k k
k+l
a; 2 J'f(x)dx > apa qo‘sh tengsizliklarga erishamiz. So‘ngi
k
tengsizliklarni &=1, 2, ..., n uchun yozamiz:
2
a 2 [f(x)dx 2 a,
]
3

@2 [f(x)dx 2 as,

2

Bulami hadma-had qo‘shib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
n+l
Sn2 [f(x)dx 2 Spr-an (10)
1
Quyidagi hollarni qaraymiz.

n+l

1) ﬂ]'f (x)dx integral yaqinlashuvchi va 7 ga teng. U holda I f(x)dc<I
1 1

va Sm < Fa tengsizlik barcha natural n larda o‘rinli. Demak, {S,} ketma-

ketlik yuqoridan chegaralangan, bundan } a, musbat qator
n=1

yaqinlashuvchi.
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Va aksincha, agar ian qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda {S,}
n=l

n+l
ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan, demak umumiy hadi [,,,,= _[f ( x jdx

t
bo‘lgan monoton o‘suvchi ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘ladi, ya’ni

]' f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
1
2) f f(x)dx integral uzoqlashuvchi bo‘lsin. U holda S, > ._[f (x )dx
] . 1

tengsizlikdan {S,} ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan, bundan ia"

n=|

qator uzoqlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Agar ia qator
uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda uning xususiy yig‘indilaridan lborat {S:}
ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan, demak, umumiy hadi

sl

L= j Sf(x)dx bo‘lgan ketma-ketlik ham chegaralanmagan. Bundan
1

a]' S(x)dx integralning uzoglashuvchiligi kelib chigadi.
1

Qator yaginlashuvchi bo‘lgan holda (10) qo‘sh tengsizlikda n—»o0
limitga o‘tib,

S> j f(x)dx 2 S-a; munosabatga, bundan (9) ga ega bo‘lamiz.
]

11-misol. Umumlashgan garmonik qator deb ataluvchi ushbu

t—t—F—t.t—+
2P 3P 4P P
qatorni yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. a,= f(1)=1, q, =f(2)=—, - 4, —f(n)———, . va f{x)=—
ekanligi ravshan, bu yerda p-haqiqiy son.
Ushbu
I—dx = llm J—dx = ——lxm x""r = -l—llm(n F-1) (p=l)
1- pro= - proe=

X0smas integralm hlsoblaymlz.

Agar p>1 bo‘lsa, u holda limn'? =0 va _[—dx —_ yaqmlashuvchl

26



»

Agar p<1 bo‘lsa, u holda limn'” = va ]’—Ide uzoqléshuvchi; B
a0 H x N

© . PR
Agar p=1 bo‘lsa, u holda j—i—dx = Inx|:° = oo uzoqlashuvchi.

Shunday gilib, umumlashgan garmonik qator p>1 bo‘lsa
yaginlashuvchi, p<1 bo‘lsa uzoqlashuvchi bo‘ladi.
6.6. Raabe alomati

6-teorema. (1) qatorning hadlari musbat va .l.i.ﬂ"(:" ¢1)= r bo‘lsin.
n+l
U holda .
1) agarr> 1 bo‘lsa, (1) qator yaginlashuvchi;
2) agarr <1 bo‘lsa, (1) qator uzogqlashuvchi
bo‘ladi.
Isboti. ([1],397-398 b. )
12-misol. 1+i(2n_l)"- !
= (2m! 2n+1
yerda (2n)!! orqali 2n gacha bo‘lgan barcha juft sonlarning, (2n-1)!! orqali
esa 2n-1 gacha bo‘lgan barcha toq sonlarning ko‘paytmasi belgilangan.
Yechish. Bu qator uchun Dalamber alomati natija bermaydi, chunki

. (2n-1)? . . . .
im—————=1. Raabe alomatini tatbiq etamiz:
nso2n(2n+1) .

2 A T
r=limn|1- G-\ im bn-1 _3 Demak, =1,5 > 1 bo‘lganligi
o 2n(2n+1) ] nmo= 2(2{1 +1) 2

uchun qgator yaqinlashuvchi.

gatomi yaqinlashishga tekshiring, bu

O*z-o0‘zini tekshirish uchun savollar

. Qanday gatorga musbat qator deyiladi?

2. Musbat gatorlarning xususiy yig‘indilar ketma-ketligi haqida nimalar
deyish mumkin?

3. Musbat qator yaginlashishining zaruriy va yetarli shartini nimadan
iborat?

4. Musbat qator yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini isbotlang.

5. Musbat qatorlarni taqqoslash deganda nimani tushunasiz?

6. Musbat gatorlari yaqinlashishga tekshirganda taqqoslashdan qanday
foydalaniladi? Misolda tushuntiring.

7. Taqqoslash teoremalarining isbotida qaysi teoremadan foydalaniladi?

8. Dalamber alomatini ayting.

—

27



9. Dalamber alomatini isbotlashda qanday gatordan foydalaniladi?

10. Dalamber alomati bo‘yicha gatorni yaqinlashishga tekshirganda
nima ishlar bajariladi?
11. Koshining radikal alomatini ayting.

12. Koshining radikal alomati bo‘yicha qatorni yagqinlashishga
tekshirganda nima ishlar bajariladi?

13. Koshining radikal alomatidan foydalanib geometrik qatorni
yagqinlashishga tekshiring.

14. Koshining integral alomati yordamida qatomi yaqinlashishga
qanday tekshiriladi?

15. Koshining integral alomati yordamida garmonik qatorni
yagqinlashishga tekshiring,.

16. Koshining integral alomatini ayting.

17. Koshining integral alomatini isbotlang.

18. Umumlashgan garmonik qatorni yozing.

19. Umumlashgan garmonik gatorni Koshining integral alomati
yordamida yaqinlashishga tekshiring.

20. Qanday qatorlami Koshmmg integral alomati yordamida
tekshirish mumkin?

21. Raabe alomati yordamida qatorni yaginlashishga qanday
tekshiriladi?

22. Dalamber, Koshi, Raabe alomatlarining taqqoslash

alomatlaridan afzalliklari nimada?

Mustagqil yechish uchun misol va masalalar
1. Umumiy hadi a, bo‘lgan qator xususiy yig‘indilari ketma-
ketligining yuqoridan chegaralanganligidan foydalanib, ia,, qatorning
n=|

yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang:

) a = cos'3n : b) 4 _n2"+5
" (n+l)(n+2) " n3+4

2. Taqqoslash teoremalaridan foydalamb qatorni yaqinlashishga
tekshlrmg

. =
a ; b H
)«le +2" )nzxn_IZn -
c) itg;’;’;; d) Zln(l+—)

n=l
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3. ia,, qator hadlari 100-chi hadidan boshlab, musbat va g, <§l”-
n=l

bo‘lsa, ia,, yaginlashuvchi bo‘ladimi?

n=]

4. Dalamber yoki Koshi alomatlari yordamida qatorlarni
yaqinlashishga tekshiring. T

6" n' 2n+1
)Z )Zln (n+5) )Z(n+2) d

n=l n=1
@ 10n+2
- )
5. Koshining integral alomatidan foydalanib qatorni yaginlashishga
tekshiring.

«© n .
2DVt )Z(nﬂ)ln Tnel)’ )Z(n+1),/1n(n+

Javoblar: 2. a) yaginlashuvchi, b) uzoqlashuvchi, c) yaginlashuvchi,
d) yaqinlashuvchi. 3. Ha, yaqinlashuvchi bo‘ladi. 4. a) uzoqlashuvchi, b)
yaginlashuvchi, ¢) uzoglashuvchi, d) yaginlashuvchi. 5. a) uzoqlashuvchi,
b) yaqinlashuvchi, c) uvzoglashuvchi.

7-§. Ixtiyoriy hadli qatorlar. Absolyut yaginlashuvchi va sharth
yaqinlashuvchi qatorlar

Biz oldingi paragraflarda musbat hadli, ya’ni hadlarining ishoralari
bir xil bo‘lgan (nolga teng hadlarini hisobga olmaganda) qatorlarni
ko‘rdik. Agarda qator hadlarining ishoralari biror nomerdan boshlab
musbat bo‘ladigan bo‘lsa, bunday qatorlarni yaginlashishga tekshirish
giyinchilik tug‘dirmaydi. Chunki, qatorning chekli sondagi hadlarini
tashlab yuborish uning yaqinlashish xarakteriga ta’sir etmaydi. Ammo
gatorda cheksiz ko‘p musbat va cheksiz ko‘p manfiy hadlar qatnashsa,
bunday qatorni yaqinlashishga tekshirish muhim masalaga aylanadi.
Odatda, bunday qatorlar ixtiyoriy hadli qatoriar deb yuritiladi.

7.1. Ishoralari navbatlashuvchi gatorlar

1-ta’rif.  Ushbu

u,-—u,+u3—u‘+...+(—l)"u,,+...=Z(—1)""u", (1)

n=
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bu yerda u,, u,, U, .., 4,,... musbhat sonla;, qator ishoralari navbatlashuvchi
qator deyiladi. : "' ‘
Ishoralari navbatlashuvchi qatorlar uchun quyidagi teorema o‘rinli:
1-teorema (Leybnits teoremasi). Agar ishoralari navbatlashuvchi
U=y tuy—u, +o+(-1)"u, +...

qatorda
1) qator hadlarining absolyut giymatlari kamayuvchi, ya’ni
UWSU>U>u, > >, > ()]
bo‘lsa,
2) qatorning u, umumiy hadi n- « da nolga intilsa:
limu, =0 3)

noo

u holda (1) qator yaginlashuvchi bo*ladi.

Isboti. n=2m, ya’ni juft bo‘Isin. U holda S,,, ni quyidagicha yozib
olamiz: S, =(u,~u,)+(u, —U )+ A (Uyyy — 1y, ). (2) shartga ko‘ra us,, ;-
>0 (m=1,2,...), demak §,, >0 va Xususiy yig‘indilar ketma-ketligi
{S,.} o‘suvchi bo‘ladi.

Endi s, xususiy yig‘indini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

Som =t —(u, Uy )=~ Uy Uy )1y,

Yana (2) shartga ko‘ra u, > S, tengsizlikni hosil gilamiz.

Shunday qilib, {s,,} xususiy yig‘indilar ketma-ketligi o‘suvchi va
yuqoridan chegaralangan. Demak, lim§,, =S, shu bilan birgalikda
u >8>0

Endi toq indeksli {s,,,} xususiy yig‘indilar ketma-ketligi ham §
limitga intilishini ko‘rsatamiz.

Haqigatan ham,

. ' Som =850 iy,
bo‘lgani uchun m >« da
b Son =S i = lm 5, =5
ga ega bo‘lamiz, bunda (3) shartga ko‘ra
li_’rguz“m =0
Demak, limS, =, qator yaqinlashuvchi.
1 1 1 1

1-misol. 2-2—3—2+Zz——...+(—1)""(”+1)2+... qatorni yaqinlashishga

tekshiring,
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Yechish. 2—lz-> 3% 4%> >ﬁ>.,. va limu, =liﬂz;lT)2=0.
Demak, yuqoridagi teoremaga asosan gator yaqinlashuvchi.
7.2. Absolyut yaqinlashuvchi va shartli yaqinlashuvchi qatorlar
Endi ixtiyoriy hadli qatorlarni qaraylik.
2-teorema. Agar ixtiyoriy hadli

UREETRES TS T S T 4)
qator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
|+ [aao | + [ty | + o] + e 1]+ 5)

qator yaginlashsa, u holda berilgan qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
Isboti. S, va S,' mos ravishda (4) va (5) qatorlarning n-xususiy

yigindilari bo‘lsin. S,” bilan barcha musbat va S, bilan S, xususiy
yig‘indidagi barcha manfiy ishorali hadlar absolyut qiymatlari yig‘indisini
belgilaymiz. U holda S,=S§,"-S,”, S,'=S,"+S,” bo‘ladi.
Shartga ko‘ra, (5) qator yagqinlashuvchi, shu sababli {S,'} xususiy .
yig‘indilar ketma-ketligi S limitga ega.
{S,*} va {S,"} lar esa musbat va o‘suvchi, shu bilan birgalikda
S,*<S,'<S va §,<S,'<S (chegaralangan), demak, ular ham limitga ega:
i, =S, fms," =S "
S,= S,"-S,” munosabatdan {S,} ham limitga egaligi kelib chiqadi:
i, = JimS. - lims; =5 =5

2-ta’rif. Ixtiyorly hadli

u tu, tu,tu, ot 4)
qator hadlari absolyut qiymatlaridan tuzilgan
AR TR SRS A EE Y 7 E 5)

qgator yaginlashuvchi bo‘lsa, (4) qator absolyut yaqginlashuvchi qator
deyiladi.
3-ta’rif. Agar ixtiyoriy hadli (4) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, bu qator
hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan (5) qator uzoglashuvchi
bo‘lsa, u holda (4) qator shartli yaqinlashuvchi deyiladi. '
2-misol. Quyidagi qatorni qaraylik :
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Leybnits alomatiga ko‘ra bu qator yaqginlashuvchi, lekin qator

hadlarining absol)"ut qiymatlaridan tuzilgan 1+ % + % + % L qator
n

w© ¢ 1yl
uzoglashuvchi. Demak, Z( ) qator shartli yaqinlashuvchi.
n

n=l

3-misol. Quyidagi qatomi yaqinlashishga tekshiring:

Yechish. Berilgan qatorning absolyut giymatlaridan tuzilgan Z%
n=]

qator umumlashgan garmonik qator (r=2>1) bo‘lib, yaqinlashuvchi.
Demak, berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi.

Shu paragrafning birinchi punktida ishora navbatlashuvchi qator
yaqinlashishining yetarli sharti isbotlandi. Ixtiyoriy hadli qatorlar uchun
bunday sodda yaginlashish alomati mavjud emas. Lekin ixtiyoriy hadli
qatorni absolyut yagqinlashishga tekshirganda musbat qatorlar uchun
isbotlangan taqqoslash, Dalamber, Koshi alomatlaridan foydalanish
mumkin.

4-misol. Ushbu

Si
lrza st;fa m+st::ta %)
qatorni yaqinlashishga tekshiring, bu yerda a-ixtiyoriy haqiqiy son.

Yechish. Berilgan gator bilan birga
sina +|sin2(1|+ +|sinnaf|+ ®)

0 R e L .

qatorni garaymiz. Bu qatorni ushbu yaginlashuvchi
1 1 1 1
1 +2—2+;2~+-47+...+n—2+...
qator bilan taqqoslaymiz.

Ravshanki, ‘M—’s Lz n=1,2,... Shu sababli taqqoslash alomatiga
n

n
ko‘ra (8) qator yaginlashuvchi. U holda 2-ta’rifga ko‘ra berilgan (7) qator
absolyut yaqginlashuvchi.
5-misol. Ushbu
sin% 2 5in % 3sin .
TR TR - +... )

qatorni yaqinlashishga teksiﬁring.

37 n*sin @n-hz
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Yechish. Benlgan qator hadlarining absolyut qumatla.ndan tuzﬂgan
ushbu

|pn@i0r

— (10)

gatorni garaymiz. Bu'qatorni Dalamber alomati yordamida tekshiramiz. U
holda

(n+1)’nlsin @nilm ' A ]
lim lim 2 -i =0<1. Dalamber alomatlga ko‘ra
~l(n+ 1)t sin 2= ])”‘ e [2_ n’
4 2

(10) qator yaginlashuvchi. Demak, (9) qator absolyut yaqginlashadi.
6-misol. Ushbu

Z( )vl(3n+lj” (n

qatomni yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan musbat

hadli 2(3—%) gatorga Koshining radikal alomatini tatbiq etamiz:
n .

limn( n ] =lim—2" =141, Koshi alomatiga ko‘ra Z( J qator
ol 3n+1) | =30+l 3 “\ 3p+1

yaqinlashuvchi, demak, berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

8-§. Qator hadlari o‘rinlarini almashtirish bilan bog‘liq xossalar

Chekli yig‘indining muhim xossalaridan biri o‘rin almashtirish
xossasidir, ya’ni yig‘indi qo‘shiluvchilar tartibiga bog‘liq emasligidir. Bu
xossa qatorlar uchun o‘rinlimi? degan savolni qarash tabiiydir, ya’ni
yaginlashuvchi qator hadlarini istalgancha o‘rinlarini almashtirish
natijasida qator yig‘indisi o‘zgarmaydimi (yaginlashuvchi bo‘lib
goladimi)? )

8.1. Absolyut yaginlashuvchi qatorlarning o‘rin almashtirish
xossasi

1-teorema. Agar absolyut yaginlashuvchi qatorda hadlarini istalgan
tartibda o‘zgartirsak yana absolyut yaqinlashuvchi gator hosil bo‘lib, uning
yig“indisi avvalgi qator yig‘indisiga teng bo‘ladi.
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Isboti. Bu teoremani, avval musbat qator uchun isbotlaymiz.

Aytaylik

a+a,+a+..+a, +.. . 1)
musbat qator va uning yig‘indisi S bo‘Isin. B

Bu qator hadlarini biror usulda o‘rinlarini almashtirib, yangi

b+b,+b +..+b +..

_qatorni hosil qilamiz. Bu qator hadlarini eski belgilash orqali yoznb
chigamiz:

b =ay, b=a,,, b =a,4,--, b, =ay,,....

U holda gator quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

Gy + By + By gy oot By o 2)

Ravshanki, (1) qatorning har bir hadi (2) qatoning ham hadi va
aksincha bo‘ladi. (2) qatorning o, xususty yig‘indisini tuzamiz:

G, =yt T Qs+t ay,
va k(1), k(2),....,k(n) sonlardan Kkattasini tanlaymiz va uni m bilan
belgilaymiz.

U holda (1) qatorning S, xususiy yig‘indisi hadlari ichida o, yig‘indi
hadlari mavjud. Shu sababli &, <S_ (bu yerda n lxtlyorly, mesan ga
bog‘liq tanlangan) tengsizlik o‘rinli.

(1) musbat qator yaginlashuvchi va yig‘indisi S ga teng bo‘lganligi
sababli istalgan m uchun S, <S tengsizlik o‘rinli. U holda o, <S albatta
bajariladi. So‘ngi tengsizlik (2) musbat qatoming xususiy yig‘indilari
yuqoridan chegaralanganligini anglatadi.

Demak, (2) qator yaqinlashuvchi va uning o ylg ‘indisi (1) qator
yig‘indisi S dan katta emas: ¢ <S.

* Shunday qilib, qator hadlarini o‘rinlarini almashtirish natijasida gator
yagqinlashishi saqlanadi.

Ikkinchi tomondan (1) qator (2) qator hadlari o‘rinlarini almashtirish
natijasida hosil qilinishi mumkin. Shu sababli ham (1) qator yig‘indisi (2)
qator yig‘indisidan katta emas, ya’ni S<o.

’ o <S§ va §<o tengsizliklardan o =5 kelib chiqadi.

Shunday qilib, musbat qator uchun teorema isbot bo‘ldi.

Endi (1) ixtiyoriy absolyut yaqginlashuvchi qator va uning yig‘indisi
§' bo‘lsin. 7-§ dagi 2-teoremaga ko‘ra $'=S'-S", bu yerda S* (1)
qatorning musbat hadlari yig‘indisi, $~ esa (1) qatorning manfiy hadlari
absolyut qiymatlari yig‘indisi. Berilgan qator hadlari o‘rinlarini
alrpashtirishda uning musbat va manfiy hadlar o‘rinlari almashadi.
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Yugqorida isbotlaganimizga ko‘ra $* va §°, demak, ularning ayirmasi §’
ham o‘zgarmaydi. Teorema to‘liq isbot bo‘ldi.
8.2. Shartli yaginlashuvchi qator hadlari o‘rinlarini almaslmnsh '
Shartli yaqinlashuvchi qatorlar o‘rin almashtirish xossa31ga ega
emas. Bunga quyidagi misolda iqror bo‘lamiz. Ushbu

1._+..--_+———+_..+(—1)’”‘l 3)
n

qatorni qaraymiz. Bu qatorning shartli “yaginlashuvchi ekanligini
ko‘rsatgan edik (7-§, 2-misol). Uning yig‘indisini S bilan belgilaymiz.

(3) qator hadlari o‘rinlarini quyidagicha almashtiramiz: birinchi
musbat haddan so‘ng ikkita manfiy hadlarini- avvalgx qatorda kelish
tartibida yozamiz, keyin ikkinchi musbat haddan so‘ng ikkita manfiy hadni
(3) qatorda kelish tartibida yozamlz va hakozo.

Natijada

1——1-—l+l—l—-l—+...+——1———;—-1-+... @)

2 4 3 6 8 2n-1 4n-2 4n -
qatorga ega bo‘lamiz. o

(4) qator yaginlashuvchi, uning yig‘indisi (3) qator yig‘indisining
yarimiga teng ekanligini ko‘rsatamiz: (3) va (4) qatorlar xususiy
yig‘indilarini mos ravishda S, va S, bilan belgilaymiz. (4) qatorning S;,

xususiy yig‘indisini yoznb olamlz va uni shakl almashtlramnz
s =3 e = Y (— )= S
’" Z,:(Zk 1 4k 2 4k) Z(4k 2 4k z(2k 1 2k)
ya’ni S;, =%Sz,,, bu yerda S,, orqali (4) qatorning dastlabki 2n ta hadlari
yig‘indisi limS,, =S bo‘lganligi sababli,
AP 1
lim$,, = !.'ﬂ(fsz") = ES
Shunday qilib, (4) qatorning nomerlari uchga karrali xususiy

yig‘indilari ketma-ketliklari EIZ-S ga yaginlashadi. Ammo (2) qatorning

nomerlari uchga karrali bo‘lmagan xususiy yig'indilari ketma-ketliklari .

ham shu songa yaqinlashadi. Haqiqgatdan ham,

fims,,,, = lim(,, + '+ )= %s,

1
th —hm S' -—)=-8.
Pina = NS, + 2n+1 4n+2) 2
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Bundan, limS,',:%S degan xulosaga kelamiz, bu esa (2) qator

yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi dastlabki (1) qator yig‘indisi yarmiga
tengligini ko‘rsatadi. Qarab o‘tgan misol, shartli yaqinlashuvchi qator
hadlari o‘rinlarini almashtirish natijasida uning yig‘indisi o‘zgarishiga olib
kelishi mumkinligini ko‘rsatadi. Umuman olganda, shartli yaqinlashuvchi
qatoriar uchun ushbu teorema o‘rinli.

2-teorema (Riman). Istalgan shartli yaqinlashuvchi qatorda qator
hadlari o‘rinlarini shunday almashtirish mumkinki, hosil bo‘lgan qator
yig‘indisi avvaldan berilgan songa teng bo‘ladi. Bundan tashqari, qator
hadlari ofrinlarini shunday almashtirish mumkinki, hosil bo‘lgan qator
uzoqlashuvchi bo‘ladi. ‘ .

Shunday qilib, Riman teoremasi shartli yaginlashuvchi qatorlar o‘rin
almashtirish xossasiga ega emasligini ta’kidlaydi. Biz bu teoremani
isbotsiz qoldiramiz.

9-§. Absolyut yaqinlashuvchi qatorlarni ko‘paytirish

2-§ da ikkita yaqinlashuvchi qatorni qo‘shish, ayirish va qatorni
hadma-had songa ko‘paytirish amallarini ko‘rib o‘tdik. Bu paragrafda
qatorni qatorga ko‘paytirishni o‘rganamiz.

Aytaylik

ata,ta,+..ta+.. Q)
va

b+b+b+.tb +.. 2)
yaqinlashuvchi gatorlar berilgan bo‘lsin.

(1) va (2) qatorlar hadlaridan tuzilgan barcha ap, (i,k=12,..)
ko‘paytmalami tuzib chiqamiz. ab; (i, k=1,2... ) ko‘paytmalarni biror
tartibda nomerlab, ¢;, ¢, ..., ¢p, ... ko‘rinishda yozib olamiz va quyidagi
qatorni qaraymiz:

) citertest.. et .. 3)

Absolyut yaginlashuvchi gatorlar uchun quyidagi teorema o‘rinli.

Teorema. (qatorlarni hadma-had ko‘paytirish haqida). Agar (1) va (2)
qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda birinchi qator hadlarini
ikkinchi qator hadlariga ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan ab; (i, k=1,2... )
ko‘paytmalardan (va istalgan tartibda joylashtirilgan) tuzilgan (3) qator
absolyut yaginlashuvchi bo‘lib, uning § yig‘indisi (1) va (2) qgator
yig‘indilari 4 va B larning ko*paytmasiga teng bo‘ladi.
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Isboti. Teorema shartiga ko‘ra (1) va (2) absolyut yaqginlashuvchi,
shu sababli : '
|a|+]a,| +|ay| + ...+ |a, |+ .. (4)
[B] + By} + By + .o+ [B, | + - ®)
qatorlar yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu holda
Ic,l+|c2|+|c3|+...+ c,,‘+... (6)
qator yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

C! shu qatorning n-xususiy yig‘indisi bo‘lsin. U |ab,| ko‘rinishdagi
hadlardan tuzilgan. € yig‘indiga kiruvchi hadlaming i va k indekslari
ichida eng kattasi mavjud va uni m bilan belgilaymiz. Endi

A, =la|+|a|+|a|+ .. +|a,|, B, =|b|+|b,|+bs| +... +|b,]
chekli yig‘indilami ko‘paytirib chigsak, C. ko‘paytmaning barcha a; b
hadlari yangi hosil qilingan ko‘paytma hadlari ichida bo‘ladi. (4) va (5)
qatorlarning musbat ekanligini e’tiborga olsak.
 CiSALB, @
hosil bo‘ladi.

(7) tengsizlikning o‘ng tomonida (4) va (5) musbat qatorlarning m-ta
xususiy yig‘indilarining ko‘paytmasi turibdi. Bu qatorlar yaqinlashuvchi
bo‘lganligi sababli, 4, va B, xususiy yig‘indilar yuqoridan
chegaralangan, demak, (7) tengsizlikka ko‘ra C, xususiy yig‘indi ham
yuqoridan chegaralangan. Bundan (6) musbat qatorning, undan esa (3)
gatoring absolyut yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.

Endi (3) qatorning S yig‘indisi (1) va (2) qatorlar yig‘indilari 4 va B
ko‘paytmasiga teng ekanligini ko‘rsatamiz.

(3) qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli uning yig‘indisi
S ab; hadlar ofrinlari tartibiga (joylashuvchiga) bog‘liq emas. Shu
xossadan va 2-§ dagi 3- teoremadan foydalanamiz.

ab +(ab, + ab, + b,b)+(ab;+ab, +ab, +ab)+.. 8
Bunda avval a;b, ((1) va (2) qator hadlarining eng katta indeksi 1 ga teng
bo‘lgan) hadi, keyin esa bu qatorlar hadlari eng katta indeks 2 ga teng
bo‘lgan hadlari ko‘paytmasi yozilgan (bunday hadlar soni 3 ta) keyin esa
eng katta indeksi 3 ga teng bo‘lgan (1) va (2) qator hadlari ko‘paytmasi
yozilgan va hokazo.

Agar (8) qator yig‘indisini topa olsak, u holda (3) qator yig‘indisini
topgan bo‘lamiz. S, orqali (8) qatorning eng katta indeksi n bo‘lgan
yig‘indilar guruhi bilan tugaydigan xususiy yig‘indisini belgilaymiz.
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(1) va (2) qatorlaming n-xususiy yig‘indilarini 4, va B, bilan
belgilaymiz. U holda ravshanki C, = 4, - B, bo‘ladi.

lim4 =4, limB, =B bo‘lganligi sababli, ko‘paytmaning limiti
haqidagi teoremaga ko‘ra, imC,_ = 4-B bo‘ladi.
Shunday qilib, (3) qator yig‘indisi uchun C = 4. B tenglik o‘rinli.
ia,, va b, qatorlar hadlarining mumkin bo‘lgan barcha
=l A=l - .
ko‘paytmalaridan tuzilgan qator berilgan gqatorlarning ko‘paytmasi
deyiladi.
Amalda qatorlar ko‘paytmasini quyidagicha yozish qulay: -
AB= Za Zb =ab, +(a,b +ab)+(ab, +ab, +a3b)+
] n=l
+(ab,+ab,  +..+ab)+..
Shunday  gqilib, absolyut yaginlashuvchi qatorlar  chekli

yig‘indilaming - barcha asosiy xossalariga ega. Shartli yaqinlashuvchi
qatorlar esa bu xossalarning ba’zi birlariga ega emas.

O<z-o¢zini tekshirish uchun savollar

. Ixtiyoriy hadli qator deganda qanday qatorni tushunasiz?

. Qanday qator ishoralari navbatlashuvchi qator deyiladi?

. Leybnits teoremasini ayting.

. Leybnits teoremasi shartlari bajarilganda ishoralari navbatlashuvchi
qatorning xususiy yig‘indilari ketma-ketligi {S,} qanday xossalarga
ega?

5. Leybnits teoremasi shartlari bajarilganda ishoralari navbatlashuvchl
qatorning xususiy yig‘indilari ketma-ketligining {S;,} va {Sym.}
qismiy  ketma-ketliklari hadlari ichma-ich joylashgan kesmalar
ketma-ketliklarining uchlari bo‘lishini ko‘rsating.

6. Ichma-ich joylashgan kesmalar ketma-ketligi prinsipidan foydalanib
Leybnits teoremasini isbotlang,

7. Berilgan qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan qator
yaqinlashuvchiligidan berilgan qatorning yaqmlashuvchl bo‘lishini
isbotlang.

8. Qanday qator absolyut yaqinlashuvchi deyiladi?

9. Qanday qator shartli yaginlashuvchi deyiladi?

10. Absolyut va shartli yaginlashuvchi gatorlarga misollar keltiring.

1. Absolyut yaqinlashuvchi qatorning ganday xossalarini bilasiz?

W N -
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12. Shartli yaqinlashuvchi qatorning qanday xossalarini bilasiz?

13. Ixtiyoriy hadli qatorni yaqinlashishga tekshirganda nima ishlar
bajariladi?

14. Ikki qatoming ko‘paytmasi deganda ganday qatorni tushunasiz?

15. Ko‘paytma qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lishligi haqidagi
teoremani ayting.

16. Yaqinlashuvchi qatorlar va chekli yig‘indilar ganday umumiy
xossalarga ega?

Mustagqil yechish uchun misol va masalalar
1. Quyidagi ishoralari navbatlashuvchi qatorlami yaqinlashishga
tekshiring.

a) Z( 1)n+l \[_ b) Z( l)n+ln+3
) Y 5 d) Z;(“)"y-;;
smf—

&, o l13:5-2ntl)
e) Z( ) 25.8-Gn])’ t)g( y

2. Quyidagi qatorlamni yaqinlashishga tekshmng.
tr 11 1 1 1 11
a) I+ m— bt ——— 4. b)
23 456 789
1211 2 1 1 2
l+—— 4ttt —==
2 3 456 7 89
3. Ikkita absolyut yaginlashuvchi qatorlarning yig‘indisi absolyut
yaginlashuvchi qator ekanligini isbotlang. Ikkita absolyut yaqinlashuvchi
qatorlarning ayirmasi haqida nima deyish mumkin?
o0 n-1
4.  Ushbu gn(nlﬂ) va §(2")" qatorlarning  ko‘paytmasi
yaginlashuvchi ekanligini isbotlang va hosil bo‘lgan qator yig‘indisini
toping.

2 -y 2 n-t
S. 14242 4 42 4 va 1+—+—+...+—é—+... qatorlarni
12! (n—-1)! no2 (n-1!

ko‘paytiring.
Javoblar: 1. a) absolyut yaqinlashuvchi, b) uzoglashwuehi, ¢)
absolyut yaqinlashuvchi, d) shartli yaqinlashuvcki ¢) absolyut
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yagqinlashuvchi, f) absolyut yaginlashuvchi. 2. a) uzoqlashuvchi, b) shartli
. . 8
yaqinlashuvchi. 4. 3

5. l+a+b+(a+b)2 +ot (a+b)”
I 21 (n-1)!

I-bobni takroriash uchun test savollari.

1. iln[l +l) qatorning xususiy yig‘indisini toping.
=1 n °
A) In(n+1) B) Inn-1 C) In(n+1)-in2 D) -In(n+1)

1 . .
. ) ———— qator uchun S nimaga teng?
S +2) 3 o nimaga feng

A)5/7 B) 3/4 C)2/3 D)3/8
3.Agar S,= Z] bo‘lsa, qatorning umumiy hadini toping.
n
1 1 2 1
) B) Q)0 D) ——0r
n(n-1) n(n+1) (n+l)(n+2) nfn+2)
4, Agar S, =% bo‘lsa, qatorning uchinchi hadini toping.
A) 1/4 B) 3/4 C) /8 D) 3/8

5.Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto*g‘ri?

A) Agar gatorning biror qoldigi yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda uning o‘zi
ham yagqinlashuvchi bo‘ladi.

B) Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning har qanday qoldig‘i
ham yagqinlashuvchi bo‘ladi.

C) Agar qatorning umumiy hadi nolga intilsa, u holda qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

D) Agar qator yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda uning xususiy yig‘indilaridan
iborat ketma-ketlik chegaralangan bo*ladi.

6. Quyidag{ jumlalardah qaysi biri noto*gri? ' L
A) Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning n-hadi nolga intiladi.



B) Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning har qanday qoldig‘i
ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. . e

C) Agar qatorning xususiy yigindilaridan iborat ketma-ketlik
chegaralangan bo‘lsa, u holda qator yaqginlashuvchi bo‘ladi.

D) Agar gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda uning xususiy yig‘indilaridan
iborat ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.

7. Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?

A) Chekli sondagi yaqinlashuvchi qatorlarning yig‘indisi yaginlashuvchi
qator bo‘ladi.

B) Yaginlashuvchi va uzoqglashuvchi qatorlarning yig‘indisi uzoqlashuvchi
qator bo‘ladi.

C) Yaginlashuvchi qatorning songa ko‘paytmasi yaqinlashuvchi qator
bo‘ladi.

D) Ikkita uzoglashuvchi qatommg ayirmasi uzoglashuvchi gator bo‘ ladl

8. Quyidagi jumlalardan qaysi biri to‘g‘si?

A) uzoglashuvchi gatorni songa ko‘paytirsa, yana uzoglashuvchi qator
bo‘ladi.

B) Ikkita uzoqlashuvchi gatorning ayirmasi yaqinlashuvchi gator bo‘ladi.
C) Ikkita uzoglashuvchi qatorning ayirmasi uzoqlashuvchi qator bo‘ladi.
D) Ikkita yaqginlashuvchi qatorlamning ayirmasi yagqinlashuvchi qator
bo‘ladi.

9. Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?

A) Yaginlashuvchi gatorga chekli sondagi yangi hadlarni qo“shish
natijasida hosil bo‘lgan qator yaginlashuvchi bo‘ladi.

B) Yagqinlashuvchi qatorning chekli sondagi hadlarini o‘mini almashtirish
natijasida hosil bo‘lgan gatorning yig‘indisi avvalgi qator yig‘indisiga teng
bo‘ladi.

C) Yagqinlashuvchi qatordan uning chekli sondagi hadlami tashlash
natijasida qator yig‘indisi o‘zgarmaydi.

D) Uzoglashuvchi qatorga chekli sondagi yangi hadlarni qo‘shish
natijasida hosil bo‘lgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

10. Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?

41



A) Musbat hadli gatorning xususiy yig‘indilari ketma-ketligi
yaginlashuvchi bo‘ladi.

B) Yagqinlashuvchi musbat hadli qator hadlari cheksiz kamayuvchi ketma-
ketlik bo‘ladi.

C) Yaqinlashu¥chi musbat hadli qator xususiy yig‘indilari ketma-ketligi
chegaralangan bo‘ladi.
D) Musbat hadli qator xususiy yig‘indilari kamaymaydigan ketma-ketlik

tashkil qiladi. ’

11. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.

A) Agar biror » nomerdan boshlab 0<a,<b, bo‘lsa, u holda ia,,
n=|

qatorning uzoqlashishidan ib,, qatorning uzoglashishi kelib chiqadi.
n=]
B) Agar biror » nomerdan boshlab 0<a,<b, bo‘lsa, u holda ib,, qatorning
n=]
yaqinlashishidan ia,, qatorning yaqinlashishi kelib chiqadi.
=

C) Agar cheksiz ko°p # lar uchun 0<a,<b, bo‘lsa, u holda ib,, qatorning

n=l

yaqinlashishidan ia,, qatorning yaqinlashishi kelib chiqadi.
n=1
D) Agar barcha »n lar uchun 0<a,<b, bo‘lsa, u holda ia,, qatorning
n=i

uzoqlashishidan ib" qatorning uzoqlashishi kelib chiqadi.
n=1

12. To‘g‘ri jumlani ko‘rsating.
A) Agar biror n nomerdan boshlab a,<b, bo‘lsa, u holda ia,, gatorning

n=l

uzoglashishidan ib,, qatorning uzoqlashishi kelib chigadi.

n=l

B) Agar biror n nomerdan boshlab a,<b, bo‘lsa, u holda ib,, qatorning

yaqinlashishidan ia,, qatorning yaqinlashishi kelib chigadi.
n=l
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C) Agar cheksiz ko‘p n lar uchun a,<b, bo‘lsa, u holda ib,, qatorning
- . m=l Lo
yaqinlashishidan ia,, qatorning yaqinlashishi kelib chiqadi.
n=1

D) Agar barcha n lar uchun 0=a,<b, bo‘lsa, u holda ia" qatorning

n=l

uzoqlashishidan ib,, gatorning uzoqlashishi kelib chiqadi.

13.To‘g¢ri jumlani ko‘rsating.

A) Agar lxm;—-o u holda Za musbat qatorning uzoqlashishidan Zb

n=1

musbat qatorning uzoqlashishi kelib chigadi.
B) Agar hmb— =0 bo‘lsa, u holda Zb musbat gatorning yaginlashishidan

n=l

Za,, musbat gatorning yaginlashishi kelib chiqadi.

=l

C) Agar lim%'L:oo bo‘lsa, u holda ib,, musbat qatorning

n n=1

yaginlashishidan ia musbat gatorning yaqinlashishi kelib chigadi.

D) Agar Ilm—b—-—co u holda Za musbat qatorning uzoqlashishidan Zb

n=t

musbat qatorning uzoqlashishi kelib chigadi.

14. Quyldagl qatorlardan qaysi biri uzoqlashuvchn"

p Shmitoolnnis

nal n-l =Ry n=l

15. Quyidagi qatorlardan gaysi biri yaqinlashuvchi?

= ]
A) “.1+7" )"Z,l_—c)gmzl));?nm

16.Quyidagi gatorlardan qaysi biri yaginlashuvchi?

A) i(z"“) B) >3 C)Z—— D)AvaC ‘

n=l In+ ‘ ,,-| =1 B
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17. Quyidagi qatorlardan qaysi biri uzoglashuvchi?
A) 22. 3 )Z[4n l) )] Z— D) hammasi *

n=l 3 +1 nxl

18.Musbat gator uchun quyidagi jumlalardan qaysi biri noto*g‘ri?
A) hm %1 <1 bo‘lsa, Za qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

B) limq[zz <1 bo‘lsa, Z“n qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

O lxmn( nt —l)>l bo‘lsa, Za gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

D) limn( it
e aiu-l

-1)>1 bo‘lsa, Za,, qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
n=1

19.To‘gri jumlani ko‘rsating.
A) Ishoralari navbatlashuvchi i(—l)""a,, (a,>0) qator hadlarining

absolyut giymatlari kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-
ketligining {S,,} qism ketma-ketligi yaginlashuvchi bo‘ladi. )
B) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut giymatlari
kamayuvchi bo‘lsa, umng xususiy yig‘indilar ketma—kethgl chegaralangan
bo*ladi.

C) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining {S,,,}
qism ketma-ketligi o‘cuvchi bo‘ladi.

D) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining {S,,} qism
ketma-ketligi kamayuvchi bo‘ladi.

20. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating. .

~ A) Ishoralari navbatlashuvchi gqator hadlarining absolyut qiymatlari
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining {Spm:}
qism ketma-ketligi o‘cuvchi bo‘ladi.

B) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut gqiymatlari
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining {S.1}
qism ketma-ketligi kamayuvchi bo‘ladi.



C) Ishoralari navbatlashuvchi gator hadlarining absolyut qiymatlari
kamayuvchi bo‘lsa, u holda $;4<S; bo‘ladi.

D) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining qismi
{821} chegaralangan bo‘ladi.

21. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.

A) Ishoralari navbatlashuvchi gator umumiy hadi nolga intilishi qatorning
yaqinlashishi uchun yetarli.

B) Ishoralari navbatlashuvchi qator umumiy hadi nolga intilishi qatorning
yaqinlashishi uchun zaruriy.

C) Agar ishoralari navbatlashuvchi qator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
uning chekli hadlarini almashtirish natijasida hosil bo‘lgan qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

D) Ishoralari navbatlashuvchi gator hadlarining absolyut giymatlaridan
tuzilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu qator yaqinlashadi.

22. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating
A) Agar qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning yig‘indisi
qator hadlarining o‘rnini almashtirishga bog‘liq bo‘lmaydi.

B) Agar qator shartli yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning hadlarini
almashtirish natijasida uzoglashuvchi qator hosil qilish mumkin.
C) Absolyut yaginlashuvchi qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
D) Yagqinlashuvchi qator absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

23. Uzoqlashuvchi qatorni ko‘rsating.

A T g oFcrt b FES

n=y N =l n=l n=l

24, z(-l) e qator yig‘indisini toping.

n=t

A)S/3 B)-5/3 C)2/17 D)-2/7
25. Shartli yaginlashuvchi qatorni ko‘rsating

B S gyl ofy— pEEL

n
n=l n=l nel n=l 5
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©26. i(—l)"% va il;'—:- qatorlar ko‘paytmasining yig‘indisini toping.
n=0 a=0 .
A)3/2 B)-3/2 C)an D) 3/8
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II-BOB. FUNKSIONAL KETMA-KETLIKLAR VA QATORLAR

PRI R Y

1-§. Funksional ketma-ketllk va uning limiti

Natural sonlar to‘plami N va biror X to‘plamda (X< R) aniglangan F
funksiyalar to‘plami berilgan bo‘lsin. Har bir natural neN songa F
to‘plamdagi bitta funksiyani mos qo‘yish nme>u,(x) natijasida hosil
bo‘igan

ul(x): u2(x)’ eees un(x)s ves (1)
ketma-ketlik funksional ketma-ketlik deyiladi va {u(x)} kabi belgilanadi.
u,(x) funksiya (1) funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.
Faraz qilaylik, X to‘plamda (X R) biror
ll](X), u2(x)' e u,,(x), ..
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. X to‘plamda x, nuqtani olib,
berilgan funksional ketma-ketlikning har bir hadining shu nuqtadagi
qiymatlarini qaraylik. Ular .
u;(xg), ux(xg), ..., Un(xg), .- )
sonlar ketma-ketligini tashkil etadi.

Ta’rif. Agar (2) sonlar ketma-ketligi yaginlashuvchi (uzoqlashuvchi)
bo‘lsa, u holda {u,(x)} funksional ketma-ketlik x, nugtada yaqinlashuvchi
(uzoglashuvchi) deyiladi, x, nuqta esa yaginlashish (uzoqlashish) nuqtasi
deyiladi.

{usx)} funksional ketma-ketlikning barcha  yaqinlashish
(uzoglashish) nuqtalaridan iborat to‘plam, uning yagqinlashish
(uzoglashish) sohasi deyiladi.

Aytaylik, D (DcR) to‘plam {u,(x)} funksional ketma-kethknmg )
yaqinlashish sohasi bo‘lsin. U holda D to‘plamdan olingan har bir x
nugtada funksional ketma-ketlik sonli  ketma-ketlikga aylanib, u
yaqinlashuvchi, ya’ni chekli limit‘li_’rg u,(x) ga ega bo‘ladi. D to‘plamdan

olingan har bir x ga unga mos keladigan sonli ketma-ketlikning chekli
limitini mos qo‘ysak, unda funksiyaga ega bo‘lamiz. Uni {u.(x)}
funksional ketma-ketlikning l/imit funksiyasi deyiladi: lim u,(x) =f(x).

Bu holda {u,(x)} funksional ketma-ketlik D sohada (D sohaning har
bir nugqtasida) f{x) funksiyaga yaqinlashadi va bu funksiya (1) funksional
ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi.

{u.(x)} funksional ketma-ketlik D sohaning har bir nuqtasida f{x)
funksiyaga yaginlashadi, degan jumlani, boshqacha, quyidagicha aytish
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mumkin: ixtiyoriy £>0 son va ixtiyoriy xe D uchun shunday ns=ng(x)
topilib, barcha n>n, larda la,.(x)—f(x)|<€ tengsizlik bajariladi.
1 1

1-misol.

. funksional ketma-
T+x2° 24+x? 34x2° > n+x?’

ketlikning aniqlanish sohasi, yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini
toping.
Yechish. Berilgan funksional ketma-ketlikning umumiy hadi u,(x)=

7 bo‘lib, aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat.
n+x

Bu funksional ketma-ketlikning yaqginlashish sohasi ham barcha haqiqiy
sonlar to‘plamidan iborat ekanligini ko‘rish giyin emas. Funksional ketma-
ketlikning limit funksiyasi f{x)=0

bo*ladi, chunki fim —1—_=0.
e 4+ X “)’
l-rasmda bu ketma-ketlikning
bir nechta hadlari va limit 4
o . . -
funkstyasining grafiklari keltirilgan. :k .
o 1 2 3
_ I-rasm
2-misol.  sinx, 2sin§, 3sin§, veey nsinf, ... funksional ketma-
n

ketlikning aniqlanish sohasi, yaginlashish sohasi va limit funksiyasini
toping.

Yechish. Funksional ketma-ketlikning umumiy hadi u,(x)=nsinZ

n

bo‘lib, aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat. Bu
ketma-ketlik haqiqiy sonlar to‘plamida f{x)=x funksiyaga yaqinlashadi.

Haqgiqatdan ham, haqiqiy sonlar to‘plamidan olingan ixtiyoriy x da ushbu
munosabat o‘rinli:

. X . X
sin— sin—
. « X . .
limnsin== lim —& . x=x lim—® =x.1=x.
n—po n R nox X
n n

3-misol. Umumiy hadi u,,(x)=nx2 bo‘lgan funksional ketma-

ketlikning aniqlanish sohasi, yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini
toping.
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Yechish. Bu funksional ketma-ketlikning aniqlanish sohasi (-e0;+0)
dan iborat. Agar x#0 bo‘lsa, limm’ =» bo‘ladi. Agar x=0 bo‘lsa, ravshanki

limit 0 ga teng bo‘ladi. Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning
yaginlashish sohasi {0} to‘plamdan, bu to‘plamda limit funksiya f{x)=0
dan iborat.

4-misol. Ushbu {x’nin} funksional ketma-ketlikni yaginlashishga

tekshiring.
Yechish. Bu ketma-ketlikning aniglanish sohasi barcha haqiqiy sonlar
to‘plamidan iborat. Lekin x ning istalgan qiymatida ketma-ketlik

uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki lim Z"i =oo. Demak, bu ketma-ketlikning
’l—mx n

yaqginlashish sohasi bo‘sh to‘plamdan iborat, u hech ganday funksiyaga
yaqinlashmaydi.
5-misol. Ushbu {x} ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Ketma-ketlik hadlari (-o0;+00) da aniqlangan. Agar, masalan,

x=% bo‘lsa, u holda {317} ketma-ketlik yaginlashuvchi va limiti nolga teng

bo‘ladi. demak, x=§ ketma-ketlikning yaqinlashish sohasiga tegishli.

Shunga o‘xshash, agar x=3 bo‘lsa, u holda {3"} ketma-.ketlik
uzoqlashuvchi bo‘ladi. Demak, x=3 ketma-ketlikning yaqginlashish
sohasiga tegishli emas.

Umuman olganda, agar [xj<l bo‘lsa, {x"} ketma-ketlik
yaqinlashuvchi va limiti 0 ga teng bo‘ladi. Shuningdek, {x"} ketma-ketlik
x=1 nuqtada ham yaqinlashuvchi, lekin bu nuqtada limit 1 ga teng bo‘ladi.
Agar x=-1 bo‘lsa, u holda {(—1)”} ketma-ketlik uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Shuningdek, agar [x|>1 bo‘lsa, {x"} ketma-ketlik uzoglashuvchi bo‘ladi.

Shunday qilib, ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi (-1;1] oraliqdan iborat
bo‘lib, bunda u :
0, agar -1 <x <1 bo'lsa,
o) ={ *

funksiyaga yaqinlashadi.

1, agar x=1 bollsa
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2-rasm

2-rasmda {x} ketma-ketlikning [0,1] kesmadagi dastlabki bir nechta

hadlarining va limit funksiyasining grafiklari keltirilgan.

1.
2,

3.

N W

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
Funksional ketma-ketlik deb nimaga aytiladi? Misol keltiring.
Funksional ketma-ketlikning aniqlanish sohasi deganda nimani
tushunasiz?
Qanday nuqta funksional ketma-ketlikning yaqinlashish nuqtasi
deyiladi?

. Funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi deb qandéy

to‘plamga aytiladi?

- Funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi qanday topiladi?
- Limit funksiya qanday aniglanadi?
- Limit funksiyaga «e» tilidagi ta’rifini bering.
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Mustagqil yechish uchun misol va masalalar S
1. Umumiy hadi «,(x)= -1# bo‘lgan funksional ketma-ketlikning

aniqlanish sohasini, yaginlashish sohasini, limit funksiyasini toping.
2. Umumiy hadi #,(x)= :—" bo‘lgan funksional ketma-ketlikning

aniqlanish sohasini, yaginlashish sohasini, limit funksiyasini toping.
3. Umumiy hadi u,(x)= &'/1+_x bo‘lgan funksional ketma-ketlikning
D={0;2] to‘plamdagi limit funksiyasini toping.
4, Umumiy hadi u,(x) = narcctgnx® bo‘lgan funksional ketma-
ketlikning D=(0;+0) to‘plamdagi limit funksiyasini toping.
0, agar|xi>1,
Javeoblar: 1. (-c0;+00); (-00;+0); f(x)=40,5, agar|x|=1,

1, agar|x|<l.
2. (~00;0)(0;+00Y; (~003-AY 45 Hoo); f(x) = {0’ agar|x|>1,
1, agar x=1.
_ 1,agar 0<x <1, 1
3 S®= {x, agar 1<x<2, 4 f(x)_x_z.

2-§. Tekis yaqinlashuvchi fanksional ketma-ketlik

Aytaylik, {u,(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda biror fix)
funksiyaga yaginlashsin. Ya’ni, D to‘plamdan olingan ixtiyoriy X, son
uchun {u,(xy} sonli ketma-ketlik f{xo) ga yaqinlashsin. Yaqinlashuvchi
sonli ketma-ketlikning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy £>0 son uchun shunday n,
natural son topilib, barcha n>ny larda |u,(xo)—f(xo)|<e tengsizlik bajariladi.
Bu yerda ng son {u,(xy)} ketma-ketlik uchun fagat £ ga bog‘liq. Agarda x,
o‘rniga D ga tegishli bo‘lgan boshqa x;’ nuqtani olsak va {ua(x)} ketma-
ketlik uchun ny ni avvalgidek qoldirsak, |ua(xo)—-f(x0)|<¢ tengsizlik

bajarilishi ham, bajarilmasligi ham mumkin. (Albatta, bu tengsizlik -

bajariladigan boshqa np’ topiladi).

Demak, biror D to‘plamda yaginlashuvchi funksional ketma-
ketliklarni ikki sinfga ajratib o‘rganish mumkin ekan.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy €>0 son olinganda ham, faqat £ ga bog‘liq ny
natural son topilib, ixtiyoriy xeD va barcha n>ny larda |u,(x)—f(x)|<e
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tengsizlik bajarilsa, {u,(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda f{x)
funksiyaga tekis yaginlashadi deyiladi.

Agar yaginlashuvchi
{un,(x)} funksional ketma-ketlik
D to‘plamda tekis
yaqinlashmasa, u holda bu
ketma-ketlik D  to‘plamda
notekis yaginlashadi deyiladi.
Buni quyidagicha ta’riflash
mumkin: shunday ¢ musbat son
topilib, barcha m natural sonlar
uchun shunday n>m natural son
va shunday x,€ D topilib,
|1, (xn)-fx)2€ tengsizlik o “rinli
bo‘ladi. 3-rasm

Yugqoridagi tushunchalarga geometrik talgin beramiz.

Aytaylik, {u,(x)} funksional ketma-ketlik biror D to‘plamda f(x)
funksiyaga tekis yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy £>0 son uchun shunday 7,
nomer ko‘rsatish mumkinki, barcha n>n, va barcha xeD uchun [u,(x)-
Sf)l<e tengsizlik, ya’ni  Ax)-e<u,(x)<fx)+e tengsizliklar bajariladi.
Geometrik nuqtai nazardan bu tengsizliklar y=u,(x) funksiyaning grafigi
y=Ax)-e, y=Ax)yte funksiya grafiklari bilan chegaralangan yo‘lakda
yotishini anglatadi. Demak, {u,(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda
Ax) funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda yo‘lakning eni qanchalik kichik
bo‘lmasin, biror 7y nomerdan boshlab {u,(x)} ketma-ketlik hadlari
grafiklari to‘lig‘icha shu yo‘lakda yotadi (3-rasm).

Agarda {u,(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda fx) funksiyaga
notekis yaginlashsa, u holda shunday yo‘lak mavjudki, har qanday nq
nomer uchun n>ng bo‘lgan u,(x) funksiya topilib, uning grafigi gisman
bo‘lsa ham yo‘lakning tashqarisida yotadi.

Endi quyidagi belgilashni kiritamiz: d,=sup |u,(x)—f(x)|.

xeD

A y

(%)

SR +e
#(x)
J(x)
u(x)
e J(D-€

#(x)

W\\\W

——

0

af——---
<o

l-teorema. {u,(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda fx)
funksiyaga tekis yaqinlashishi uchun limd, =0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. D to‘plamda {u,(x)} funksional ketma-ketlik fx)
funksiyaga tekis yaqinlashsin. Ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy £>0 son olinganda
ham, shunday ny, nomer topiladiki, n>n, bo‘lganda D to‘plamning barcha x
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nuqtalan uchun |u,(x)-Ax)|<e bo‘ladi. Bundan esa ixtiyoriy #n>n uchun
—suplu,,(x) —f(x)|<e bo‘lishi kelib chlqadl Demak, limd, =0.

YetarIzltgx. D to‘plamda {u,(x}} funksional ketma-ketlik fx) limit
funksiyaga ega bo‘lib, limd,=limsup |un(x)—f(x)|=0 bo‘lsin. Demak,
n—o AR reD

ixtiyoriy £>0 son olinganda ham, shunday 7, nomer topilib, barcha n>n, da
sup [un(x)—f(x)|<€ bo‘ladi. Agar |u.(x)—f(x)|<sup |u,(x)-f{x)}<e munosabatni
xeD x€D

e’tiborga olsak, u holda ixtiyoriy xeD uchun |u,(x)—f{x)|<€ bo‘lishi kelib
chiqadi. Bu esa {u,(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda f{x) limit
funksiyaga tekis yaqinlashishini bildiradi.
Bu teorema 1-ta’rifni unga teng kuchli va amaliyotda ishlatish oson
bo‘lgan quyidagi ta’rif bilan almashtirishga imkon beradi:
2-ta’rif. Agar umumiy hadi d,=sup|u,(x)—f(x)] bo‘lgan ketma-
xeD

ketlikning limiti limd,=0 bo‘lsa, u holda {u,(x)} funksional ketma-ketlik D

to‘plamda f{’x) funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi.

Ravshanki, {u,(x)} funksional ketma-ketlikning D to‘plamda fix)
funksiyaga tekis yaqinlashishidan bu ketma-ketlikning f{x) funksiyaga D
to‘plamning har bir nuqtasida yaqginlashishi kelib chiqadi.

! = 1. = ! s eees ;2, ... funksional ketma-
+x° 2+x" 3+x n+x
ketlik D=R da f{x) =0 funksiyaga tekis yaginlashadi. Isbotlang.

Yechish Ikkinchi ta’rifdan foydalanamiz.

~—f(x) —sup}—l-—l va hmd —l:m—-—O Demak, { ! 2}
ek [N+ n noen n+x
funksional ketma-ketlik f(x)=0 funksiyaga tekis yaqinlashadi.

2-misol. Umumiy hadi u,(x)=x" bo‘lgan_funksional ketma-ketlikni
D={0;1] to‘plamda tekis yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi (1-§, 5-
misol)

= 0’
Jo= {l, agar x=1

bundan berilgan funksional ketma-ketlik D=[0;1] to‘plamda limit
funksiyaga tekis yaginlashmasligi kelib chigadi.

Shu funksional ketma-ketlikning D=[0;0,5] to‘plamda f{x)=0
funksiyaga tekis yaginlashishini tekshirib ko‘rishni o‘quvchilarga havola
qilamiz.

1-misol. 1) :

dp=sup
xeR B+ X

0;1),
22 XEIOD: g sup W) = sup X-0|=1,
xeM xef0:1)
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2-teorema. (Koshi) {un(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda
limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun ixtiyoriy
£>0 son uchun shunday n,e N son mavjud bo‘lib, barcha n > ng, m > ny va

- ixtiyoriy x& D nuqtalar uchun
1)) < W
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. D to‘plamda {u,(x)} funksional ketma-kethk f(x)
limit funksiyaga ega bo‘lib, unga tekis yaqinlashsin. Tekis
yaqinlashishning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy £>0 son olinganda ham &/2 uchun
shunday np natural son topilib, n > ny bo‘iganda barcha xeD nugqtalar
uchun

|un(x)-Ax)] < €/2,
shuningdek, m > ny bo‘lganda barcha xe D nuqtalar uchun
|um(x)-Ax)| < €/2
bo‘ladi. U holda barcha n > no, m > n, va ixtiyoriy x€ D nuqtalar uchun
|4n(X)-2tm(X)| < latn(X)RF (el )AX)| <€
tengsizlik o‘rinli. Bu esa barcha n > ny, m > ny va ixtiyoriy xe D nuqtalar
uchun (1) tengsizlikning bajarilishini bildiradi.

Etarliligi. {u,(x)} funksional ketma-ketlik uchun D to‘plamda (1)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. D to‘plamdan olingan har bir x; da {u,(x)}
funksional ketma-ketlik {u,(xg)} sonli ketma-ketlikga aylanadi va bu
nuqtada (1) tengsizlikning bajarilishi uning fundamental ketma-ketlik
ekanini ko‘rsatadi, bundan uning yaginlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.
Demak, D to‘plamning har bir nuqtasida {u,(xy)} sonli ketma-ketlik
yaqinlashuvchi. {u,(x)} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasini f{x)
deylik: '1'12 u(x)=Rx).

Endi (1) tengsizlikda m—oo da (bunda # va x lami tayinlab) limitga
o‘tib quyidagini topamiz:
|un(x)-fx) < &
Bundan esa {u,(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda f{x)
funksiyaga tekis yaqinlashishi kelib chigadi.
3-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklarning
xossalari

l-teorema. Agar {u,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir u,(x)
(n=1, 2, ...) hadi D to‘plamda uzluksiz bo‘lib, bu funksional ketma-ketlik
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D da tekis yaginlashuvchi bo’ lsa, u holda f(x) hmlt funksnya ham D
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.  * "

Isboti. Aytaylik xo nuqta D to‘plamdan ‘olingan ixtiyoriy nuqta
bo‘lsin. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishidan ixtiyoriy £>0
son olinganda ham, shunday noeN topiladiki, »>ny va D to‘plamning
barcha x nuqtalari uchun

| (x)-Ax)] < &/3, Q)]
jumladan

[un(xo)-Ax0)| < €/3 (2)
tengsizlik bajariladi.

Funksional ketma-ketlik har bir hadining D to‘plamda
uzluksizligidan u,(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi kelib chiqadi.
Demak, yuqoridagi £>0 olinganda ham, €/3 ga ko‘ra shunday 3>0
topiladiki, px—x|<d bo‘lganda

|un(x)-tn(x0)| < €/3 "3
bo‘ladi.
Endi (1), (2) va (3) tengsizliklardan foydalanib, quyidagini topamiz:

oyAoro)| < IRy eyl + o) Rxo)l < 5 +5 +5 =2

Demak, ixtiyoriy £>0 olinganda ham, shunday &>0 tOplladlkl —xo|<d
tengsizlikni qanoatlantiruvchi x lar uchun [{x)-f(xo)| < € tengsizlik o‘rinli.
Bu esa fx) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi. x, nuqta
D to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lganligi sababli, Ax) funksiya D
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

Bu teorema shartlari bajarilganda ushbu

A= tim(limau )= lim lim (1)
munosabat o‘rinli bo‘ladi ekan.

Aytaylik [a,b] kesmada

u(x), uy(x), ..., 4,(x), ...

yaginlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, fx) bu

ketma-ketlikning limiti bo‘lsin. Qanday shartlar bajarilganda integral -

ostida limitga o‘tish mumkinligini, ya’ni
b b L)
Jim [1,(0dx = flim £, ()de = [£ () @

shart bajarilishini aniqlaylik.
Umuman aytganda, agar . fix) funksiya (limit funksiya)
integrallanmaydigan bo‘lsa, (4) tenglik ma’noga ega emasligi ravshan.
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Ammo, f{x) funksiya integrallanuvchi, xatto uzluksiz bo‘lgan holda ham
(4) tenglik bajarilmasligi mumkin. Masalan, umumiy hadi u,(x) = n*x"(1- x)
bo‘lgan funksional ketma-ketlikning [0,1] kesmada qaraylik. Bu ketma-
ketlik x=0 va x=1 da fx) =0 bo‘ladi. 0<x<1 bo‘iganda

2

lim £,(x) = 'l’i»mc(nzx"(l -x)=(- x)lim—% =

X

= (- 0lim— 2 i 20=0 g

n-ro n—a i -
(l) -In l (l) ln2 l
X X X X

bo‘ladi. Ikkinchi tomondan,
I B 2
lim [rx"(1 - x)dtx = lim| n? (—'—- 1 D —lim—"__p.
i el n+l n+2 ”"“’(ﬂ+l)(ﬂ+2)

] 1 1
Demak, flimu, (x)dx = Ide =0#1=1lim Iu,,(x)dx.
[ 0 ]

Izoh. Tekis yaqinlashish sharti (4) tenglik bajarilishi uchun zaruriy
shart emas. Haqiqatdan ham, {x"} ketma-ketlik [0,1] kesmada
0, x=#1
-]

I, x=1

1 1
funksiyaga notekis yaqinlashadi. Ammo lim Jx”dx:lim%=0= If(X)dx,
0 n+ 0

ya’ni (4) tenglik o‘rinli.
2-teorema. Agar {u,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir u,(x)

(n=1, 2, ...) hadi [a;5] kesmada uzluksiz bo‘lib, bu funksional ketma-
ketlik [a,b] da tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
&

b

[wodx, fu, (), ..., bju"(x)dx,

b
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘ladi, uning limiti esa jf(x)dx ga teng
bo‘ladi, ya’ni ' ..
» 3
lim fu, (xdx= [f(x)dx. (5)

Ishoti. Berilgan {u,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi
[a;b] kesmada uzluksiz va bu funksional ketma-ketlik {a;b] da tekis
yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli, yuqoridagi teoremaga asosan uning f{x)
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limit funksiyasi [a;b] kesmada .uzluksiz, demak [a;b] kesmada
integrallanuvchi bo ladi. Endi (%) tenglikni isbotlaymiz.

ju (x)dx - u,(x)— f(x)|dx < S |u,.(x)-f(x)|(b—a)

tengsizlikda’ > da hmltga o‘tsak, u holda teorema shartlga ko‘ra

d,= sup |un(x)}-Ax)l>0, bundan esa Iu"(x)dx— j f(x)dx|—0, ya’ni (5)
xe{a;p} a a

tenglik kelib chiqadi.
Bu teoremadagi (5) munosabdtni quyidagicha

b 1)
i o) = i o)
ko‘rinishda ham yozish mumkin.

3-teorema. Faraz qilaylik, [a;b] kesmada yagqinlashuvchi {u,(x)}
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasi f{x) bo‘lsin.

Agar {u,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir u(x) (»=1, 2, ...)
hadi [a;b] kesmada uzluksiz u,(x) (n=1, 2, ...) hosilaga cga bo‘lib, bu
hosilalardan tuzilgan

U(X)y Up(X)s eeus Up(X)y .. (6)
funksional ketma-ketlik [a;b] da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda fix)
limit funksiya shu {a;b] kesmada f'(x) hosilaga ega bo‘lib, {u,(x)}
ketma-ketlikning limiti f(x) ga teng bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra (6) ketma-ketlik [a;b] da tekis yaqinlashuvchi,
uning limit funksiyasini g(x) bilan belgilaylik: lim u,(x)=g(x). U holda 2-
teoremaga asosan g(x) funksiya [a;b] da uzluksiz, demak integrallanuvchi
ham bo‘ladi. Bu funksional ketma-ketlikni [a;x] (a<x<b) oraliqgda hadma-
had mtegrallab quyldaglm topamiz:

Jecx)a = tim fu (x)atx = lim (unx)-2(@)) = fix)}-Aa) @]
g(x) funksiya [a;b] keémada uzluksiz bo‘lganligi sababli, jg(t Jdt
funksiya differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi
d (7 _
- = (!g(t)dt) = g(x)
bo‘ladi.

Ikkinchi tomondan (7) tenglikka asosan
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© LAy,

ya'ni f'(x)=g(x) bo‘lishini topamiz. Bu esa {u,(x)} funksional ketma-
ketlik limit funksiyasining {a;b] kesmada differensiallanuvchi ekanligini,
shu bilan birga ,l.'_.rﬂ u,(x)= f'(x) tenglik o‘rinli ekanligini bildiradi.

O¢z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Funksional ketma-ketlik M to‘plamda biror funksiyaga «tekis
yaqinlashadi» degani nimani bildiradi?

2. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishini ta’riflang.

3. Funksional ketma-ketlik tekis® yaginlashishining zaruriy va yetarli
shartini ayting. (Zaruriy sharti nimadan iborat? Etarli sharti nimadan
iborat?)

4. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli
shartini isbotlang.

5. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zarurty va yetarli
shartini (Koshi) ayting.

6. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli
shartini (Koshi) isbotlang.

7. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli
shartida (Koshi) limit funksiyaning mavjudligi qanday ko‘rsatiladi?

8. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni limit funksiyasining
uzluksizligi haqidagi teoremani ayting.

9. Tekis yaqginlashuvchi funksional ketma-ketlikni limit funksiyasining
uzluksizligi haqidagi teoremani isbotlang.

10. Tekis yaqginlashuvchi funksional ketma-ketlikni hadma-had
integrallash hagidagi teoremani ayting,

11. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni hadma-had
integrallash haqidagi teoremani isbotlang.

12. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni- hadma-had
differensiallash haqidagi teoremani ayting.

13. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni hadma-had
differensiallash haqidagi teoremani isbotlang.

Mustaqil yechisk uchun misol va masalalar
1. Umumiy hadi un(x)=l+*m;7 bo‘lgan funksional ketma-ketlikning
nx

limit funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga tekshiring.
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2. Umumiy hadi u"(x)=;%; bo‘lgan funksional ketma-ketliléﬁing(
D=[0;5] kesmadagi limit funksiyasini toping va uni tekis yagqinlashishga :::
tekshiring.

3. Umumiy hadi u,(x)=1-x" +x* +..+(-1)""'x*"" bo‘lgan funksional
ketma-ketlikning limit funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga
tekshiring.

4. Agar {f,(x)}va {g,(x)} funksional ketma-ketliklar D to‘plamda
mos ravishda f(x)va g(x) funksiyalarga tekis yaginlashsa, u holda
ixtiyoriy o va P haqiqiy sonlar uchun {af,(x)+Bg,(x)} ketma-ketlik
af(x)+ Bg(x) funksiyaga tekis yaqinlashishini ko‘rsating.

5. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda f(x) funksiyaga
tekis yaqinlashsa, g(x) funksiya D to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, u
holda {g(x)/,(x)} ketma-ketlik g(x)f(x) funksiyaga tekis yaqinlashishini
isbotlang.

6. Umumiy hadi u,,(x)=mce”“2 bo‘lgan funksional ketma-ketlikning

1 1
D=[0;1] kesmada yagqinlashuvchi, ammo I(li_ﬂu"(x)}ixatlim Ju,,(x)dx
[} [}

ekanligini ko‘rsating.

7. Umumiy hadi u"(x)=larctgx” bo‘lgan funksional ketma-ketlik R
n

da tekis yaginlashuvchi, lekin x=1 nuqtada (!,i_?lu"(x)) #limu/(x) ekanligini
ko‘rsating.

Javoblar: 1. fix)=0, notekis yaqinlashadi; 2. Ax)=0, tekis
yaqinlashadi;

3. f()= ﬁ, [x|<1 da tekis yaqinlashadi.

4-§. Funksional gatorlar

Hadlari funksiyalardan iborat bo‘lgan qatorlarni garaymiz:
u(x)+uy(x)+. . +u(x)+.. 0))
Bunday qatorlar  funksional  gatorlar  deyiladi, -bu  yerda
u,(x), uy(x), ..., #,(x), .. funksiyalarning hammasi biror chekli voki cheksiz
oraligda aniqlangan va uzluksiz funksiyalar.
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(1)  qatorning dastlabki n ta hadi yig‘indisi
Sn(x)=u,‘(x)+u2(x)+.:.+ u(x) (n=23,..) va ‘S(x)=u(x) funksiyani (1)
qatorning xususiy yig‘indilari deb ataymiz. :

Xususiy yig‘indilar {S,(x)} ketma-ketligini qaraymiz.

Ta'rif. Agar aniqlanish sohasi G to‘plamdan iborat {S,(x)}
funksional ketma-ketlik D yaqinlashish sohasiga ega bo‘lib, bu sohada
biror S(x) funksiyaga yaqinlashsa, ya’ni

S(x)=limS, (x)

bo‘lsa, (1) qator D to ‘plamda yaginlashuvchi (har bir nuqtasida), S(x) esa
(1) gatorning yig ‘indisi deyiladi.

Bu holda
SE)=u(x)+u,(x)+...+u,(x)+...
deb yoziladi.
1-misol. > 1 qator yaqinlashish sohasi va yig‘indisini

m (n+x)n+x+1)
toping.

1
(n+x)(n+x+1)
(n+1) nuqtalarda aniglanmagan. Shu sababli bu qatorni x= -k (keN)
bo‘lgan nuqtalarda tekshiramiz. Qatorning umumiy hadini

1 deb yozib olish mumkin. Shu sababli
n+x n+x+1

1 i 1
S, (x)= + +..+ =
I+xX2+x) 2+x)(3+x) (n+x)¥n+x+1)
1 1 1 1 1 1 1 1
=(—- )+ ( - Y+ - )= —-
1+x 2+x 24+x 3+x n+x n+x+l” l+x n+x+1
Bundan

" Yechish. u,(x)= (n=1,2,...) funksiyalar x=-n va x=

u(x)=

1 1

limS, (x)= lim(—l— - .
s e ldx n+x+l 1+x

Demak, berilgan qator x # -k (k € N) nuqtalarda yaqinlashuvchi
bo‘ladi va uning yig‘indisi f+l_ ga teng.
X

Funksional qatorlar uchun sonli qatorlarning asosiy xossalaridan
kelib chiqadigan quyidagi xossalar o*rinli:

1) Agar (1) qatorning har bir, hadini noldan fargli songa yoki (1)
qatorning yagqinlashish sohasida noldan fargli giymat gabul giladigan
funksiyaga ko‘paytirsak, qatorning yaqinlashish sohasi o‘zgarmaydi.



2) (1) funksional qatorning bir nechta hadlarini olib tashlash yoki
(1) qatorga chekli sondagi yangi hadlami qo‘shish ((1) qator yaginlashish
sohasida aniqlangan) natijasida qatorning yaqinlashish  sohasi
o‘zgarmaydi.

Agar iu,(xo) qator absolyut yaqinlashsa, u holda (1) gator xp

n=l

nuqtada absolyut yaginlashuvchi deyiladi. Agar (1) qatgr to‘plamining har
bir nuqtasida absolyut yaqinlashsa, u holda qator shu to plamda absolyut
yaginlashuvchi deyiladi.

2-misol. iiﬁ'—cosx qatorning yaginlashish sohasini toping.

n=| 8-

Yechish x argument qiymatini tayinlab olamiz va umumiy hadi

v{x)=— bo Igan yordamchi qatomni qaraymiz. Dalamber alomatiga ko‘ra
X ning har bir qumatxda

n+l " @ ”

fim {222 = lim(—=— ) = im0 bo‘ladi, va bundan =

nsol y oo (n+)nlT mop4] < n!

qatorning absolyut yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi

Ixtiyoriy x uchun —-cosx <{

{v| bo* lgan11g1 sababli, taqqoslash

teoremasiga ko‘ra benlgan qator x ning ixtiyoriy qiymatida yaqinlashuvchi
bo‘ladi. Shunday qilib, qatorning yaginlashish sohasi (—w;+w) oraliqgdan
iborat.

3-misol. Umumiy hadi u,(x)= n’x’ bo‘lgan qatorning yaqinlashish
sohasini toping.

Yechish. x ni tayinlab olamiz, natijada umumiy hadi u,=n 3%’ bo lgan
sonli qatorga ega bo‘lamiz. Agar x=0 bo‘lsa, u holda
lima, -hm(nx) thn =o bo‘ladi. Demak, x=0 bo‘lganda qator

yaqinlashishining zarurly sharti bajarilmaydi va qator uzoglashuvchi
bo‘ladi. Agar x=0 bo‘lsa, u holda u,(0)=0 (n=1,2..), 5,(0)=0 bo‘lib, qator
yig‘indisi S(0) =1 limS ' (0)= lim0=0 ga teng bo‘ladi. Shunday qilib,
qatorning yaqmlashlsh sohasn faqat bitta, x—O nuqtadan iborat.

Agar yuqorldagl qatorda x* o‘rniga x %+4 ni qo‘ysak, u holda umumiy
hadi u,(x)=n 3(x*+4) qatorga ega bo‘lar edik. Bu gator esa hech bir nuqtada
yaginlashuvchi emas. Uning yaqinlashishi sohasi bo‘sh to‘plamdan iborat.
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4-misol. Ushbu Z( 1(’—+—§) funksional gatorning yaginlashish
3n- .

n=l
sohasini toping.
Yechish: x ning (x#-1) har bir qiymatida sonli gator hosil bo‘ladi.
Bunga Dalamber alomatini tatbiq gilamiz (absolyut yaginlashishga
tekshirishdagi kabi):

D™ (1=xY" _(D)
o (x )_3n+2 (1+x) o w)= m[nxj

Uholda l(x)—llm n+l( )I i 3n- lll x| |l x|
ST P R3nezlir Rl Tiea

I:{,—x'd shartni qanoatlantiruvchi x larda berilgan qator absolyut
X

yaginlashadi. /(x)>1 shartni qanoatlantiruvchi x larda qator uzoglashadi.
I(x)=1 shartni qanoatlantiradigan x larda va I(x) aniqlanmagan nugqtalarda
qatorni qo‘shimcha tekshirish lozim. Bu misolda x=11 bo‘lib, x=-1 da
qator aniqlanmagan, x=1 da esa qator faqat O dan iborat bo‘ladi, absolyut
yaqinlashadi. /(x)<1 tengsizlikni yechib, x>0 ni hosil gilamiz. Demak,
qator (0,+c0) da yaqinlashadi.  x=0 nuqtani alohida tekshirish lozim. x=0
da —l+l—l+...+ﬂ
2 5 7 3n-1

Shunday qilib, berilgan qator [0;+wo) da yaqginlashadi.

Yugqoridagi misolni yechishda Koshining radikal alomatidan ham
foydalanish mumkin edi.

+... bo‘lib, bu qator shartli yaginlashadi.

5-misol. Z 5> qatorning yaqinlashish sohasini toping.

n=l

Yechish: Dalamber alomatldan foydalanamiz:

1= tim e n,m[i‘f" i ]

maa fy () el 142 14X
. ()

. |, aeap [x|<1,
1+x

e )

= hm[x}
1
—, azap |x|>1
" I+

I(x) uchun hosil gilingan ifodalardan |x|<1 va |x|>1 da berilgan qatorning
yaginlashishi kelib chiqadi. x=0 bo‘lganda Dalamber alomatidan
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foydalanib bo‘lmaydi. Ammo bu holda qatorning barcha hadlari 0 dan

iborat, gatorning yaqinlashishi o‘z-o‘zidan ravshan. I(x)=1, ya’ni x=tl1

bo‘lganda qator umumiy hadining absolyut qiymati 0,5 ga teng, demak,

qator uzoglashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan qator |[x|<1, [x}>!

shartlarni qanoatlantiruvchi nuqtalarda absolyut yaginlashuvchi bo*ladi.
6-misol. Qatorni i%—{ yagqinlashishga tekshiring.

Yechish: Koshining radikal alomatidan foydalanamiz:

1g"x
n

= hm

=|tgx|

i(x)=lim q
I(x)<1 da, ya’ni |gx|<! da qator absolyut yaqinlashadi. Bu tengsizlik

yechimi (-—-+7m Z+7rn) neZ. Bu intervallamming chap uchlanda

berilgan qator shartli yaqinlashuvchi, o‘ng. uchlarida uzoqlashuvchl
bo‘lishini tekshirish giyin emas.

O*“z-0‘zini tekshirish uchun savollar
. Funksional gator deb nimaga aytiladi?
. Funksional qatorning aniqlanish sohasi deb nimaga aytiladi?
. Funksional qatoming xususiy yig‘indilari qganday aniqlanadi?
. Funksional qatorning yig‘indisi qanday aniqlanadi"
. Funksional qatorning yaqinlashish sohasi deb nimaga aytiladi?
. Funksional gatorning yaqinlashish sohasini qanday topish mumkin?
. Funksional gatorning qoldig‘i deb nimaga aytiladi?
. Qanday funksional qator yaqinlashuvchi deyiladi?
. Yaginlashuvchi funksional qatorning qoldig*i haqida nima deyish
mumkin?

O 00~ W bW~

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
Ushbu funksional qatorning yaginlashish (absolyut va shartli)
sohasini toping.

03 Wi

9 e 0 z(“"*"’), g>z

n=1 nal

d) 22 sin” x

s> h) 22"" sin

Sl+x i 3"‘ )
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Javoblar: a) (-c0;-1)(1;+0), absolut yaqinlashadi; b) (-00;-1)U(-
1/3;+0), absolut yaginlashadi: c) (-1;1), absolut yaqinlashadi; d)
U[-—% + nk;%+ zk], ke Z, absolut yaqiﬁlashadi; €) (-00;-1/3)(1/3;+c0)

14
absolut yaqinlashadi; f) (-1;1}, absolut yagqinlashadi; g) (-1;1), absolut
yaqinlashadi; h) (-o0;+00), absolut yaqinlashadi.

>

5-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional qator

Aytaylik,

u(x)+uy(x)+. . +u,(x)+.. (H
funksional qator D to*plamda yaqinlashuvchi va S(x) uning yig‘indisi
bo‘lsin.

Ta'rif. Agar (1) qatoming xususiy yig‘indilaridan iborat (S, (x)}
ketma-ketlik D to‘plamda S(x) funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda (1)
qator D to‘plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi.

Ushbu r,(x)=S(x)-S,(x) belgilash kiritamiz. Bunda
r(X)=u, (x)+u,,(x)+.. bo‘lib, (1) qatorning qoldig‘i deyiladi.

2-§ dagi 1-teoremadan quyidagi teoremaning o‘rinli ekanligi kelib
chiqadi.

1-teorema. (1) qator D to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun
Iimsup| r(x)|=0 tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

- zm —_ tal 1 x>- i i i
mISOI 2 ( )( ]) nuq larnl x>-1 da tekis yaqlnlashlshga
tekshiring.

Yechish. Berilgan qator x>-1 da yaqinlashadi. Bu gator uchun

1 1
S(x)=—-, =
@) 1+x () l+x n+x+1

ekanligini yuqorida (4-§b 1-misol)

ko‘rdik. Demak r (x)= ! —va masala shartiga ko‘ra x+1>0, shu sababli

|r(x)|<— tengsizlik o‘rinli. Bundan lim sup |r,(x)|=0 kelib chigadi.

P ye(-10)
Demak, berilgan gator x>-1da tekis yaqinlashar ekan.
2-teorema (Veyershtrass alomati). Agar
u(x)+u(x)+..+u (x)+..
funksional qatorning hadlari D to*plamda absolyut qiymati bo‘yicha biror
yaqinlashuvchi
c Fe+. e, +... 3]



musbat qatommg mos hadlaridan katta bo* lmasa, ya’'ni
|u, (x)|5c (n=12,3,...) 3)
.bo‘lsa, u holda berilgan funksional qator D to‘plamda tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi..
Isbot. (2) qator yig mdxsmn o bilan belgilaymiz: o=c¢, +cz +..tc, +.

U holda gl
v=o,t¢g,
buyerda o,- n-xususiy yig‘indi, ¢, esa bu qatorning n-qoldig‘i, ya’ni
6= Cpn +Cpig .o @)

(2) qator yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun limo,=o, demak,
,lzm £,=0.

Endi (1) funksmnal qatorning qoldig'i #,(x)=u,, (x)+u,,(x)+.. ni
baholaymiz.

(3) shartdan |u,,(x)<c,.s Wpa(x)]Sc€,.2s .. 'va shu sababli (4) ga
-asosan qaralayotgan D to‘plamdan olingan barcha x lar uchun |r,(x) <¢,
tengsizlik bajariladi. Bundan esa, limsup}r,(x)}=0 kelib chigadi. Demak,

n—re KED

(1) qator D to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
(2) qator berilgan (1) funksional qator uchun majorant qator
deyiladi.
2-misol. Ushbu
sin*x  sin®2x sin® mx
+ +... +
P 2’ n’
funksional qatorni tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. x ning barcha haqiqiy giymatlari uchun
sin’ nxf 1
n3 - n’

-

tengsizlik o‘ﬁnli. Ils—+21—3+...+l3+... qator esa yaqinlashuvchi. Demak,
n
Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan qator (-0;+) da tekis yaginlashadi. -
Izoh: 2-teoremaning shartlari tekis yaqinlashishning yetarli shartlari
bo‘lib, ular zaruriy shart bo‘la olmaydi. Buni biz quyidagi misolda
ko‘rsatamiz.

3-misol. Z( T gatorni [0;+o0) da tekis yaginlashishga tekshiring.

n=|
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=, Al -,
Yechish. x>0 da Zﬂ— qator shartli yaqinlashuvchi ekanligini
+

= N+X
ko‘rish qiyin emas. Bu gator uchun majorant qator yo‘q. Berilgan gatorni
tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatish uchun ta’rifning bajarilishini
ko‘rsatishimiz lozim. Buning uchun Leybnits teoremasidan foydalanamiz.
Qatorning hadlari x>0 da absolyut giymatlari bo‘yicha monoton
kamayuvchi va n-hadi n—o da nolga intiladi. Shu sababli, qator [0,«)

yarim o‘qda yaqinlashuvchi va qator qoldig‘i uchun | (x)<

n+l+x

tengsizlik o‘rinli. x>0 da |, (x)< ——];—1 ga ega bo‘lamiz, bundan [0,«)
n

oraligdan olingan ixtiyoriy x uchun lim r,(x)=0 shartning bajarilishi kelib

chiqadi. Demak, qator tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

6-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlarning xossalari

Tekis yaginlashuvchi funksional qatorlar uchun funksiyalarning
chekli yig‘indisi xossalarini tatbiq gilish mumkin.
1-teorema. Agar
u(x)+u,(x)+. . +u,(x)+..
funksional gatorning har bir hadi [2,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, bu
funksional qator [a,5] kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu
qatorning yig‘indisi S(x) ham shu kesmada uzluksiz bo‘ladi.

Bu teoremaning isboti umumiy hadi S"(x)zium(x) bo‘lgan
m=1
funksional ketma-ketlikga 3-§ dagi 1-teoremani tatbiq qilishdan kelib
chigadi.
l-misol. Ushbu i(xz +l) qatorning yaginlashish sohasini toping va
n

n=]
yig‘indisini uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasini Koshi
alomatidan foydalanib topamiz.

lima [xz +—l-] = Iim(x2 +l)=x2.
noH o " n—ro] "



Bundan x*<1 bo‘lganda qator yaginlashuvchi va x’>1 bo‘lganda
uzoqlashuvchi ekanligi kelib chigadi. x=11 nugqtalarda uzoglashuvchi,

chunki
Iim(l+l) =e#0,
= n

ya’ni qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.

Qator yigindisi S(x) ni (-1,1) da uzluksizlikka tekshiramiz. Buning
uchun qatorni ixtiyoriy [~a,a] (0<a<1) kesmada tekis yaginlashuvchi
ekanligini ko‘rsatamiz.

0 <a<b<1 shartni qanoat]antiruvchi biror b sonni tanlab olamiz. Bu

son uchun shunday rg toplladlkl barcha n2n, da a+ J_"b tengsmhk

o‘rinli bo‘ladi. U holda |x< a lar uchun

(x’ +%)" < (M + %)h < (a +%)h <bH™

tengsizlik bajariladi.

Ravshanki, 5% +b*+5° +...+b +... qator yaginlashuvchi (chunki bu
qator mahraji b><1 bo‘lgan geometrik progressiya), shu sababli
Veyershtrass alomatiga ko‘ra  berilgan qator [~a,a] da tekis
yaginlashuvchi. Demak, S(x) funksiya [-a.a] kesmada uzluksiz.
Tanlashimizga ko‘ra a (0 < a <1) ixtiyoriy, demak, S(x) funksiya (-1,1) da
uzluksiz.

2-misol. Ushbu ix’e"" qator yig‘indisi {0;1] kesmada uzluksiz
n=l

ekanligini isbotlang va bu yig‘indini toping.

Yechish. Qator hadlari uzluksiz funksiyalardan iborat, uning umumiy
hadi u (x)=x%", x>0 da u,(x)>0 va u,(0)=0. Berilgan qatorni [0;1]
kesmada tekis yaqginlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Ravshanki,

u'(x)=e™(2x-mx?) hosila (0;1) intervalda yagona x=x, =§ ildizga ega.
Bunda xe(0;x,) da u/(x)>0, xe(x;1) da u,(x)<0 bo‘lib, u (x)=x%e™™

funksiya x=xn=g nugtada maksimum qiymatga erishadi. Shuningdek
max  (x)=u,(x, )_—.ie" ekanligi ravshan. Demak, [0;1] kesmadan olingan

0]

ixtiyoriy x va ixtiyoriy »# natural son uchun OSu,,(x)siz-e" tengsizlik
n

67



o‘rinli. Umumiy hadi ize‘2 bo‘lgan sonli gator yaqinlashuvchi, bundan
n

Veyershtrass alomatiga ko‘ra ix’e"" qator [0;1] kesmada tekis

A=t
yaqginlashadi. Demak, yuqorida isbotlangan 1-teoremaga ko‘ra bu
qatorning yig‘indisi uzluksiz bo‘ladi.
Endi bu qatorning yig‘indisini topamiz, buning uchun x>0 da cheksiz
kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi formulasidan foydalanamiz:
2
S(x) = e’ = f T x=0 da qator hadlari nolga teng, shu sababli S(0)=0.
—e™ e -
2-teorema. (Qatorlarni hadlab integrallash) Agar
u,(x)+u_2(x)+...+u,,(x)+...
funksional qatorning har bir hadi [4,6] kesmada uzluksiz bo‘lib, bu
funksional qator [a 5] kesmada tekis yaqmlashuvchl bo‘lsa, u holda

IS(x)dx j’u (x)dx+juz(x)dx+ +ju (x)dx +..

bo‘ladi.

Isboti umumiy hadi S,(x) bo‘lgan funksional ketma-ketllkga 3-§
dagi 2-teoremani tatbiq qilishdan kelib chiqadi.

3-misol. |x<1 da

x} S Zn#l
arctgx = x—3—+—— A= 1)

— M

formulaning o‘rinli ekanligini isbotlang.
Yechish. Ma’lumki, 1-x*+x* —.+(-1)"x" +.. (2) funksional gator

| <1 da tekis yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S(x) =

- gateng (3-§

so‘ngidagi 3-misolni qarang). Berilgan (2) gatorni 0 dan x gacha (x<1)
hadlab integrallaymiz va quyldagl qatorga ega bo‘lamiz:

x X 2n+l
X=—t—=. 1
3 5 Y 2n +l

Bu qator |x{<1 da tekis yaginlashadi va uning yig‘indisi quyidagiga
teng:

jS(x)dx: I dxz =arctgx| =arctgx
H Jl+x 0

Shunday qilib, |x| <1 da (1) formula o‘rinli ekan.
3-teorema. (Qatorlarni hadlab differensiallash ) Agar
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u(x)+u(x)+..+u,(x)+..
funksional gatorning har bir hadi {a,6] kesmada uzluksiz hosilalarga ega
bo‘lib, bu hosilalardan tuzilgan
w'(x)+uy(x)+..+u'(x)+..
qator [a,b] kesmada tekis yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda berilgan
funksional qatorning S(x) yig‘indisi shu [a,5] kesmada S'(x) hosilaga ega
va S’(x)=iu;(x) bo‘ladi..

n=1
Isboti umumiy hadi S,(x) bo‘lgan funksional ketma-ketlikga 3-§
dagi 3-teoremani tatbiq qilishdan kelib chiqadi.
4-misol. Yuqorida (-1,1) intervalda (1) tenglikning o‘rinli ekanligini
ko‘rsatgan edik (3- misol). U holda yaqinlashuvchi funksional qatorlarning

xossalariga ko‘ra  (-1,1) intervalda
4 6 2n+2
Xarctgx = x* —%+x?—...+(—1)" ad

+..
2n+1

tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi qatorni hadlab
differensiallab, quyidagini topamiz:
4x’  6x° n (2n+2)x*

2x—-3—+-5———...+(—1) — 3)
Bu gatomi yaqinlashishga tekshiramiz. Dalamber alomatiga ko‘ra
2142 g
lim l Uiy ‘ =lim 2n+1 =lim 2(n+ 1)(2"2— 1) ¥ =2,
e u, | el 20 e e (2nt])
2n-1

Bundan (3) qator |x]<1 da absolyut yaginlashuvchi, demak tekis
yagqinlashuvchi bo‘ladi.

Shunday qilib, (3) qator berilgan xarctgx funksiyaning hosilasiga
yaqinlashadi:

4ax*  6x° n+2)x N
5

x
arctgx +
&1 2+l

+x2

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Qanday funksional qator tekis yaginlashuvchi deyiladi?
2. Qator tekis yaqinlashadi. Bu gator absolyut yaqinlashuvchi
bo‘ladimi?
3. Qator hadlari ham, yig‘indisi ham kesmada uzluksiz funksiyalar
bo‘lsa, qator shu kesmada tekis yaqinlashadi, deyish mumkinmi?

69



4. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini
ayting.

5. Funksional qator tekis yaginlashishining zaruriy va yetarli shartini
isbotlang.

6. Funksional qator tekis yaqginlashishining Veyershtrass alomatini
ayting.

7. Funksional qator tekis yaqinlashishining yetarli shartini isbotlang.

. Tekis yaqinlashuvchi funksional gator xossalarini ayting.

9. Tekis yaqinlashuvchi funksional qator yig‘indisining uzluksizligi
ganday isbotlanadi?

10. Tekis yaginlashuvchi funksional qatorni hadma-had integrallash

" hagqidagi teorema qanday isbotlanadi?

11. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorni hadma-had
differensiallash haqidagi teorema ganday isbotlanadi?

=]

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

® 2
1. Ushbu Y (-1y" ad :n qator ixtiyoriy kesmada tekis yaqinlashuvchi,

n=t n
ammo x ning hech bir qiymatida absolyut yaqinlashmasligini isbotlang.
2. Veyershtrass alomatidan foydalanib, ko‘rsatilgan oraligda
funksional qatorning tekis yaqginlashuvchi ekanligini isbotlang.

™ @ — pln
a) $IE (o) by SVXT gy,

n
ast M w2

3. i(x" -x"") qatorni a) [0;0,5]; b) [0;1] kesmalarda tekis

n=1

yaqinlashishga tekshiring.

4. 1+x +x* +.. 4 x2

boms L (<1 tenglikdan foydalanib,
X

i(zn -2)x* qator yig‘indisini toping.

n=l

2
5. 245 44X 4= 1"—3 (<1 tenglikdan foydalanib,
—-X
3 S 3n
IR IO qator yig‘indisini toping.
3 5 3n -

6. Zf’i;ﬂ qator sonlar o°qida tekis yaginlashishini ko‘rsating. Bu
n=1

qatorni hadma-had differensiallash mumkinmi? Javobingizni asoslang.
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7. Ze"""’ qator {0;1] kesmada tekis yaqmlashlshml va uni hadma-

had differensiallash mumkinligini isbotlang.
. ~ .
Javoblar: 3. a) S(x)=-1, tekis yaginlashadi; b) S(x)= { 1,agar 0<x <1,
i 0, agar x=1.

notekis yaginlashadi; 4. S(x)= EAZ)T; 5. S(x)= __:1;.1., [1-x*|.
—X

II-bobni takrorlash uchun test savollari

1. Umumiy hadi u(x)=1+xtx>+...+x" bo‘lgan funksional ketma-ketlikning
aniglanish va yaqinlashish sohalarini ko‘rsating.
A)  (-0;0); (-151) B) (0;00); (0;1) C) (—o0;00); (~1;51] D) [0;00); [-1;1]

2. Umumiy hadi u,(x)=1+x" bo‘lgan funksional ketma-ketlikning Ax) limit
funksiyasini toping.

A) fxF1, xe(-1;1) B) Ax)=1, xe(-1;1] C) fix)=1, agar xe(~1;1) va
A2

D) Ax)=1, agar xe(0;1) va f{1)=2

3. Umumiy hadi #,(x)=x" bo‘lgan funksional ketma-ketlik qaysi to‘plamda
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi?
A) LD B) [0;1) o1o;13 D){-0,3;0,9]

4. Quyidagi jumialarning qaysi biri to‘g‘ri?

A) Agar {u,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi M to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda limit funksiya M to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

B) Agar {u,(x)} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi M to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda {u,(x)}funksional ketma-ketlikning har bir hadi M
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

C) Har bir hadi M to‘plamda uzluksiz bo‘lgan {u,.(x)} funksional ketma-
ketlikning limit funksiyasi M to‘plamda uzluksiz bo‘lishi uchun bu ketma-
ketlikning M to‘plamda tekis yaqginlashishi zarur.

D) Har bir hadi M to‘plamda uzluksiz bo‘lgan {u,(x)} funksional ketma-
ketlikning limit funksiyasi M to‘plamda uzluksiz bo‘lishi uchun bu ketma-
ketlikning M to‘plamda tekis yaginlashishi yetarli.

5. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.
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A) Agar {u,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi (a,b) intervalda
uzluksiz va u shu intervalda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda limit
funksiya (a;b) intervalda uzluksiz bo‘ladi.

B) Agar {u,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a;5] kesmada
uzluksiz va u shu kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu
funksional ketma-ketlikni {a;5] kesmada hadma-had integrallash mumkin.
C) Agar {u{x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a;b] kesmada
uzluksiz va u shu kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu
funksional ketma-ketlikni {a;b] kesmada hadma-had differensiallash
mumkin.

D) Agar {u,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a;b] kesmada
uzluksiz u’,(x) hosilaga ega bo‘lib, {#’,(x)} ketma-ketlik shu kesmada tekis
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu funksional ketma-ketlikni [a;5] kesmada
hadma-had differensiallash mumkin.

6. Aniqlanish sohasida tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni
ko‘rsating.

o

}) B){(+"} C){l+x+..+x} D) {20}

7. Umumiy hadi u,(x)=x" bo‘lgan funksional qatorning aniqlanish va
yaqinlashish sohalarini ko‘rsating.

A)  (oope0); (-131) B) (050); (051) C) (=00); (~151] D) [0300); [151]

8. Umumiy hadi u,(x)=x"-x"" bo‘lgan funksional qatorning S(x) limit
funksiyasini toping,. :

A) S(x)=-1, xe(-1;1) B) S(x)=-1, xe(-1;1]
C) S(x)=-1, agar xe(—l 1) va §(1)=0 D) S(x)=0, agar xe(0;1) va
S(1)=1

" 9. Umumiy hadi u,(x)=x-x*"*") bo‘lgan funksional qator gaysi to‘plamda
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi?
A)ELD  B)[01)  Of0i1]  D)[0,3;0,9]

10. Umumiy hadi u,(x)=x""-x" bo* lgan funksional qator uchun S3(x) va
S(0,1) lamni toymg

A) Sg(X)—X -, §(0,1)=0 B) Si(x)=x —x §(0,1)=0,001

C) S3(x)=x"-x, S(O 1)=0,9999 D) Sy(x)=x"x, S(0,1)=-0,0999
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11. i(x" - x"") funksional qatorning S,(x) umumiy yig‘indisini toping.
n=l1

A) S, (x)=x"-1 B) S, (x)=x"

C) Su(x)=x"x D) S,(x)=x""-x

12. ixz" funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.

A) (-0;+) B (111 OCLD D) [-1;1]

13. ixZ"“ funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.

n=l

A) (-o0;+0) B) (-0;0] C) (0;+e0) D) [0;+o0)

4. i(—l)"x’y“‘ funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.

n=|

A) (wt0)  B)(0]  C)(O+w) D) [05+e)

15. i(—l)"T“ funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.

n=

A) (-0;0] B) (-0;0)  C)(0;+w) D) [0;+w)

16. ixZ"" funksional qatorning yig‘indisini toping.
n=t
A= B 0

x2 D) x2
j-2F

2F -1 2" -1 2" +1

17. i(—l)”x%"‘ funksional qatorning yig‘indisini toping.
n=l
x? x* x'3F x*3
- ¢)--— D
143 B) 341 ) 3 +1 ) 3F+1

A)

18. i:‘k:‘x funksional gatorning yaqinlashish sohasini toping.

A) (l/e; e) B) (1/¢; €] C)(l/e; e] - D) [l/e; €]
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19. i ch’ qator haqidagi fikrlardan qaysi biri notog‘ri?

Sxt+n
A) qatorning yaqinlashish sohasi (-c0;+0)
B) qator (-o0;+00) da tekis yaginlashadi
C) qator (-o0;+w) da absotyut yaqinlashadi
D) gator yig‘indisi uzluksiz funksiya

)n’ qator haqidagi fikrlardan gaysi biri noto‘g‘ri?

20. 3

n=1
A) qatorning yaqinlashish sohasi (-o0;+c0)
B) qator (-o0;+00) da tekis yaqinlashadi
C) qator (-0;+c0) da absolyut yaqinlashadi
D) barchasi to‘g‘ri

(-1
X+

‘-5
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I[-BOB. DARAJALI QATORLAR.'TEYLOR QATORI

A}

1-§. Darajali qator tushunchasi. Abel teoremasi

1.1. Darajali qator tushunchasi. Funksional qatorlar orasida,
ularning xususiy holi bo‘lgan ushbu

ia,,x" =g, +ax+ax’ +. . .+ax" +.. ; N

=0

yoki, umumiyroq,

ia,(x—xo)" =g, +a(x-x)+ta(x—x, ) +..+a,(x—x ) +.. (2)

qatorlar (bunda gq,.aq,a,,...qa,..,x, O‘zgarmas haqigiy sonlar)
matematikada va uning tatblqlarlda muhim rol o‘ynaydi. Bu yerda
funksional gatorning umumiy hadi sifatida u,(x)=ax" (yoki u{x)=(x—x0)"),
ya’ni x (yoki (x—xo)) darajalari qaralayapti, shu sababli (1) va (2) qatorlar
darajali qatorlar deb ataladi.

Agar (2) qatorda x-x¢=t deb olinsa, u holda bu qator ¢ o‘zgaruvchiga
nisbatan (1) qator ko‘rinishga keladi. Demak, (1) ko‘rinishdagi gatorlarni
o‘rganish yetarli.

(1) ifodadagi a,,aq,4,,..aq,.. haqiqiy sonlar daragjali gqatorning
koeffitsientlari deb ataladi.

Darajali qatorlar bir-biridan faqat koeffitsientlari bilangina farq
qiladi. Demak, darajali gator berilgan deganda uning koeffitsientlari
berilganligini tushunamiz.

Ixtiyoriy (1) darajali gator x=0 nuqtada yaqinlashuvchi bo‘ladi.

1.2. Abel teoremasi. Darajali gatorming yagqinlashish sohasini
aniglashda quyidagi Abel teoremasi muhim rol o‘ynaydi.

I-teorema. (Abel) Agar (1) qator x ning x=x (x#0) qumatlda
yaqinlashuvchi bo‘lsa, x ning

b |<prol 3)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (1) darajali qator
absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra

o
2
Za"xg =ay+ A%+ X+t A Xg .
=0

sonli qator yagqinlashuvchi. U holda qator yaqinlashishining zaruriy
shartiga ko‘ra  limax]=0 bo‘ladi. Demak, {a,x;} ~ ketma-ketlik
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chegaralangan bo‘ladi, ya’ni shunday AM>0 con topilib, barcha ne N uchun
la,xg|<M tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikni e’tiborga olib

quyidagini topamiz:
X <M- X i
x, - X, )
Endi ushbu
Yla,x" [ Ha, | +lax|+]|a,x? |+. 4| a,x" | +.. )

i_{” $oer 5)
x()

-~ {<1 bo‘lganligi sababli, (5) gator

Xo

n
Janx”| =

n
an xo

n=0
qator bilan birga quyidagi

M
-y

n 2

=M+ M+ M e M

X,

X
&) *o

qatorni qaraylik. Bunda, birinchidan

yaginlashuvchi, ikkinchidan (4) qatorning har bir hadi (5) qatoming har bir
hadidan katta emas. U holda sonli gatorlami tagqoslash teoremasiga ko‘ra
(4) qator yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, (1) darajali qator absolyut
yagqinlashuvchi.

Natija. Agar (1) qator x ning x=x, (x;#0) qiymatida uzoqlashuvchi
bo‘lsa, u holda (1) qator x ning |x[>|x,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik (1) qator |x|[>|x;| tengsizlikni ganoatlantiruvchi x
nuqtada yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda Abel teoremasiga ko‘ra (1) gator
x=x; nuqtada ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bu ziddiyat natijaning o‘rinli
ekanligini isbotlaydi.

1.3. Darajali qatorning yaqinlashish sohasi, yaqinlashish radiusi

2-teorema. Agar (1) darajali qator x ning (x20) ba’zi giymatlarida
yaqinlashuvchi, ba’zi giymatlarida uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda shunday
yagona r>0 son topilib, (1) darajali qator x ning |[xj<r tengsizlikni
qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, [x>r tengsizlikni
qanoatlantiruvchi qiymatlarida uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. {|x’|}, bu yerda x’ yaqinlashish nuqtalari, to‘plamni qaraylik.
Bu to‘plam yuqoridan chegaralangan yoki chegaralanmagan bo‘lishi
mumkin. Faraz gilaylik {{x’|} to‘plam yuqoridan chegaralangan va uning
aniq yuqori chegarasi r bo‘lsin. Agar |x/>r bo‘lsa, x barcha x’ lardan farq
qiladi, demak bu x nuqtada qator uzoglashuvchi bo‘ladi. Agar |x|<r bo‘lsa,
u holda aniq yuqori chegaraning ta’rifiga ko‘ra shunday x* topiladiki
pr|<lx’|<r bo‘ladi. Bundan Abel teoremasiga ko‘ra berilgan qator x ning
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[x{<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi giymatlarida absolyut yaqinlashuvchi
bo‘ladi.

Yuqoridagi teoremada topilgan » soni (1) darajali qatorning
yaginlashish radiusi, (-r;r) interval darajali qatoming yaginlashish
intervali deyiladi.

Agar darajali qator fagat x=0 nuqtadagina yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda r=0; agar darajali qator ixtiyoriy x haqiqiy gqiymatida yaqinlashuvchi
bo‘lsa, u holda r=+co deb gabul gilamiz.

r chekli bo‘lgan holda x=tr nuqtalarda qatorning yaqinlashish
masalasini hal qilish uchun darajali qatoml shu nugqtalarda alohida
tekshirish kerak.

Darajali qatorning yaqinlashish radiusini topish uchun Koshining
radikal yoki Dalamber alomatlaridan foydalanish mumkin.

Teorema. Agar (1) qatorda .
lim 2ffa, | =1

limit mavjud bo‘lib, / #0 bo‘lsa, u holda bu qatorning yaqinlashish radiusi
r=; bo‘ladi. _

Ishoti. Aytaylik, lim "'/1713=I, { #0 bo‘Isin. Bu tenglikdan foydalanib,
1112 '{/lan7| =lim dlaj <pel= I-Pc| ekanligini topamiz. Bundan Koshi alomatiga
ko‘ra I'}x{<1 yoki |x]<; bo‘lganda ga,,x” qator yaqinlashuvchi, /:|x>1 yoki

Lx|>; bo‘lganda esa qator uzoglashuvchi bo*ladi.

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r=} _bo‘lar

ekan. .
Shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi:
Teorema. Agar (1) gatorda

hml n+l I_I
e |a, |

limit mavjud bo‘lib, / #0 bo‘lsa, u holda bu qatorning yaqinlashish radiusi
r=; bo‘ladi.

Xulosa qilib aytganda darajali qatorning yaqinlashish radiusi uniflg
koeffitsientlari bilan to‘liq aniglanadi.
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1-misol. i% qatorning yagqinlashish radiusi, yagqinlashish
o N.

intervali va yaqinlashish sohasini toping.

Yechish. Berilgan gator uchun a, =

% limzfa,|=/ ni
n R0

. . 1 1 /1 _1 . . .
hisoblaymiz: ! =limsj-—==a—==, d hish
i ymi "1_’:21"13“, 3 "n3 3 emak, qatorning yaqinlas

radiusi 7=3, yagqinlashish intervali (~3;3). Berilgan qatorni yaqinlashish

intervali uchlarida yaqinlashishga tekshiramiz: x=3 da i—%;=% . il. Bu
’ n=0 1. o N

esa garmonik qator, demak berilgan qator x=3 nuqtada uzoqlashuvchi.

x=-3da i@;:liﬂ Bu Leybnits qatori, yaginlashuvchi.
n=0 n3"+ 3 =0 N .
Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish sohasi [-3;3)
to‘plamdan iborat.
2-misol. in!x" qatorning yaqginlashish radiusi, yaqinlashish intervali
n=0
va sohasini toping.

Yechish. Ushbu misolda a,=n! va a,.;=(n+1)!. Bunda lim llaL'II=I va
s | g

n

r=} formulalardan, yoki r=lim la, |

I formuladan foydalanamiz. U holda
> 1q,

n+l

r=1lim =lm —1—=0, bundan berilgan darajali gqator faqat x=0
o (n41)! nentl

nuqtadagina yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Yuqoridagi teoremalar darajali qator yagqinlashish radiusini
topishning yetarli shartlarini beradi. Ba’zi hollarda darajali gatorning
yaqinlashish radiusini topish uchun yuqoridagi teoremalarni bevosita

qo‘llab  bo‘lmaydi.  Masalan,  ushbu inx“ qator  uchun
n=0
g =™ o8 muRbolsa, e mtim 1%L formuladan  foydalanib
0, agar n toq bo'lsa g | )

bo‘lmaydi.
Darajali qatorning yaqinlashish radiusini topishning umumiy
formulasi mavjud bo‘lib, u Koshi-Adamar formulasi deb yuritiladi.
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2-§. Koshi-Adamar formulasi

Ushbu ia,,x" darajali qator berilgan bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni
n=l

[y

kiritamiz:
p=limgfla|, 0<p<+o . X . a
0, agar p=+xm,
r= —l—, agar 0<p<oo, @)
P .

+00, agar p=0

Teorema. Faraz qilaylik ia,,x" (3) darajali qator, p va r sonlar (1)

=l

va (2) formulalar bilan aniqlangan bo‘lsin.

U holda

a) r=0 da (3) qator ixtiyoriy xeR da (x = 0) uzoqlashuvchi bo‘ladi;

b) r=+wda (3) qator barcha xeR da absolyut yaginlashuvchi
bo‘ladi;

c) 0<r<w (3) qator |x]<r da absolyut yaqinlashuvchi, |x|>r da
uzoglashuvchi bo‘ladi.

Isboti. a) r=0 bo‘lIsin. U holda p=l—i§q/|a—,,| =0 bo‘ladi. Demak {a,}

ketma-ketlikning shunday {axun} qism ketma-ketligi ~mavjudki,

lim"®Ylg"® = 40 bo‘ladi.

A—px

Faraz qilaylik, x (x #0) ixtiyoriy tayin son bo‘lsin. U holda shunday
ko nomer topilib, barcha k=&, larda "";)/ @, >ﬁ tengsizlik bajariladi.
X

Bundan

@ x"®|>1 tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu umumiy hadi a,x”

bo‘lgan  ketma-ketlik nolga intilmasligini, ya’ni ia"x" qator
n=0

yaqginlashishining zaruriy sharti bajarilmasligini bildiradi. Demak, x#0 da
(3) qator uzoglashuvchi ekan.

b) r=+o bolsin. Bundan p=limgfla|=0. Demak, limgfa[=0
bo‘ladi. Faraz qilaylik x#0 bo‘lsin. U holda shunday ng nomer topilib

barcha nxn, larda ¢ a"|<—-1— tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. So‘ngi

2|
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tengsizlikdan

‘ladi. Taqqoslash teoremasiga ko‘ra (3)

qatorning absolyut yaqinlashishi kelib chigadi.
€) O<r<+o,ya’ni 0<p= iiﬁg/[a—”l <+» bo‘lsin. Faraz gilaylik x ushbu

|x|>r tengsizlikni, ya’ni p> tengsizlikni qanoatlantiradi. U holda

shunday gism ketma-ketlik {a,y} topiladiki, barcha k>1 da ~ ,y >

e

'>l tengsizlik, bundan esa {a,x"} ketma-ketlik

ni{k)

bo‘ladi. Bundan

n—o da 0 ga intilmasligi, ya’ni (3) qatorning uzoqlashuvchi ekanligi
kelib chiqadi.

Endi x#0 va |x|<r bo‘lsin. So‘ngi tengsizlikni |x|p<1 deb yozib
olish mumkin. Haqigiy sonlaming zichlik xossasiga ko‘ra shunday « son

a"m X

mavjudki, |xjp<a <1 bo‘ladi. Bundan p<Z

tengsizlikni yozib olish
mumkin.

= hm\/— < bo lganligi sababli, shunday ny, nomer topilib barcha

n>ng larda ,ﬂ <

Za" O<a<)) yaqmlashuvchi qator, va taqqoslash teoremasidan (3)

qatorning absolyut yaqinlasﬁuvchi ekanligi kelib chigadi.
1-misol. i4"x’" qatorning yaqinlashish radiusini toping.
n=l
Yechish. (1) formuladan foydalanamiz: p= mg[a_ = lim’\’/4_" =4,
Demak, berilgan qatorning yaqinlashish radiusi r= T ga teng.

Bu misolni quyidagicha ham yechish mumkin. z=4x’ belgilash
kiritamiz. U holda berilgan qator iz" ko‘rinishga keladi. Bu qator |z|<1
. n=t

da yagqinlashuvchi, |z>1 da uzoqlashuvchi. Demak, berilgan qator |x|<—l—

\3ﬁ'
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da yagqinlashuvchi, |xl>% da uzoglashuvchi bo‘ladi. Bundan qatorning

yaginlashish radiusi r =% ekanligi kelib chigadi.

2-misol. Y (2+sin %)"x" qatorning yaqinlashish radiusini toping.
=]

. ‘ T, — T e . anf e
Yechish. p—’lll_tg,/a,[—’lll_)rg 2+smT’ =lim

2+sin£4'1‘=3, bundan

n -

1
r=-—.
3

Odatda, r= 1 formulaga Koshi-Adamar formulasi deyiladi.

ol

3-§. Darajali gqatorlarning xossalari

Quyida darajali qatorlarning xossalarini ko‘rib o‘tamiz. Darajali
qatorlar funksional qatorlarning xususiy ko‘rinishlaridan biri bo‘lganligi
sababli, funksional qatorlarning xossalari darajali gatorlar uchun ham
o‘rinli bo‘ladi.

Bizga

Nax"=a, tax+ax +.+a,x" .. B )
n=0
darajali qator berilgan bo‘Isin.

1-xossa. Agar (1) gatorning yaqinlashish radiusi » (>0) bo‘lsa, u
holda bu qator [—;¢] (0<c<r) kesmada tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. (1) darajali qatorning yaginlashish radiusi » bo‘lganligi
sababli, u (—#;7) intervalda absolyut yaginlashuvchi, xususan ¢<» da ham
(1) absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

Demak,

i|an jc" = a,|+|a, {c+]a, |c* +..+|a, |c" +... (2)
n=0

qator yaqginlashuvchi.
Ixtiyoriy xe[—c;c] uchun har doim |ax"|<lasc” bo‘lganligidan (2)
qator quyidagi qator uchun majorant gator bo‘ladi:
i| a,x" | a, | +|ax|+ ax? |+t a,x" |+ .

n=0
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U holda Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, ia,x" qator [—c;c]
n=0

kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Shuni ham aytib o°tish kerakki, teoremadagi ¢ sonini r ga yetarlicha

yagin qilib olish mumkin, lekin (—;7) intervalda darajali qator tekis
yagqinlashishi shart emas. Masalan

Zx =l+x+x 4+ +x" +...
n=0

darajali qator (~1;1) oraliqda yaqinlashuvchi (#=1), lekin u bu oraliqda
tekis yaqginlashuvchi emas.

2-xossa Agar Zax darajali qatorning yagqinlashish radiusi 7>0
n=0

bo‘lsa, u holda bu qatorning S(x)= ianx" yig‘indisi (-r;r) intervalda
n=0

uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Isboti. ianx" darajali qatorning yaginlashish intervali (—;r) dan

n=0

ixtiyoriy x nuqtani olaylik. Ravshanki, |x|<r. Ushbu |x|<c<r tengsizlikni
qanoatlantiruvchi ¢ sonini olaylik. Darajali qatorning l-xossa51ga ko‘ra u
[—c;c] kesmada tekis uzluksiz, bundan berilgan qatorning yig‘indisi shu
kesmada, demak, x nuqtada ham, uzluksiz bo‘ladi. x ning ixtiyoriyligidan
darajali qatomning S(x) yig‘indisi (~;7) intervalda uzluksiz funksiya
bo‘ladi.

3-xossa. Agar ianx" darajali qatorning yaqinlashish radiusi >0

n=0
bo‘lsa, u holda bu qatorni [a;6] ([a;b]c(-r;7) ) késmada hadma-had
integrallash mumkin.

Isboti. Shunday ¢ (0<c<r) topish mumkinki [a;b]c[-c;clc(~r; r)
bo‘ladi. Berilgan qator [-c;c] da, demak, [a;b] da ham, tekis
yaqginlashuvchi bo‘ladi. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorning
xossalariga ko‘ra bu qator yig‘indisi [a;b] da uzluksiz bo‘ladi. U holda bu
qatorni shu kesmada hadma-had integrallash mumkin:

nl

' s " - y n < b’”l -a
IS(x)dx= Iza,,x dx=Za" Ix dx:Zan_l_

Xususan, a=0, b=x (|x]<r) bo‘lganda jS(x)dx Z _:1 x"! bo‘ladi. By

=0 N
qatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng bo‘ladi. Hagiqatan ham,
Koshi-Adamar formulasidan foydalanlb quyidagini topamiz:
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! = ___l =—;_—l——-'—=—.=l——‘—-lim\l"n+l=r-l£r.'
— N a limgfla,| limga,| limgla| "=

lima n P R L
meflntll fmdfn+l’ imUn+1 ‘

4-xossa. Agar ic;,,x’; daréjéli qatorning yagqinlashish radiusi >0

. =0
bo‘lsa, u holda bu gatorni (—r;r) da hadma-had differensiallash mumkin.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun II-bob 6-§ dagi 3-teoremadan

foydalanamiz. Buning uchun dastlab ianx" qatorni hadma-had
n=0
differensiallashdan hosil bo‘igan quyidagi
ina,,x"" =a +2ax+3ax +o. A na X 4. 3)
n=l

qatorning |xo|<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x, nuqtada
yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ushbu |xol<c<r tengsizlikni

qanoatlantiruvchi ¢ sonni olamiz. U holda l|x°|=q<l bo‘lib,
c

-1
Ina,,x

=ng"" -l|a,,c"] bo‘ladi. Umumiy hadi ng™' bo‘lgan musbat gatorga
[

Dalamber alomatini tatbiq etib, uning yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatish

giyin emas. Bundan limng™'=0 kelib chigadi. Demak, limitning ta’rifiga

ko‘ra ¢>0 uchun shunday ng topilib, barcha n>n, da |ng™'|<c tengsizlik
bajariladi. Natijada barcha n>n, da

n-t
|na,,x

G

Sla,,c”
tengsizlikka kelamiz.

ia,,c' qator absolyut yaqinlashuvchi, chunki tanlashimizga ko‘ra

n=0
ce(-r,r). (4) tengsizlikni e’tiborga olsak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra (3)
qatorning (-r,r) da yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi. Demak, bu gator
[-7,r] da tekis yaqinlashadi.

Shunday qilib, II-bob 6-§ dagi 3-teorema shartlari bajariladi va bu
teoremaga ko‘ra

Sl(x) = (ianxﬂ) = Z(a"xn )' = Zna,,x"-l
n=0 =0 =l
bo‘ladi.
Differensiallash natijasida hosil bo‘lgan darajali qatorning

yaqinlashish radiusi r ga teng bo‘lishini Koshi-Adamar formulasidan
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foydalanib ko‘rsatish mumkin. Buni o‘quvchilarga mashq sifatida havola
qilamiz. ‘
Yugqorida isbotlangan xossadan quyidagi natija kelib chigadi:
Natija. Agar ianx" darajali qatorning yaqinlashish radiusi 7>0
=0

bo‘lsa, u holda bu qatomi (—;7) da istalgan marta hadma-had
differensiallash mumkin va hosil bo‘lgan qatorlaming yaginlashish radiusi
r ga teng bo‘ladi.
1-misol. Quyidagi darajali qatorlarning yaginlashish sohalarini
toping:
2 X x"
a) l+x+——+—+..+ +...;
-2 2.3 n(n+1)

2 3 n
b) 14x++X 4+ 4 ;
2 3 n

¢) Tt +.. +x™. .. .

Yechish. b) qator a) qatorni hadma-had differensiallashdan, c) qator
b) qatorni hadma-had differensiallashdan hosil bo‘lgan. Demak, bu
qatorlaming yaqinlashish radiuslari teng. c) qator mahraji x ga teng
bo‘lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyadir, bu qator |x|<1 da
yaqinlashuvchi va [x[>1 da uzoqlashuvchidir. Demak, r=1.

Berilgan qatorlarni yaginlashish intervali uchlarida yaginlashishga
tekshiramiz.

I¥=1 bo‘lganda a) qator absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi (mustagqil
tekshiring), demak a) qatorning yaqinlashish sohasi [-1;1] kesmadan
iborat.

b) qator x= ~1 da shartli yaqinlashuvchi, x=1 da uzoqlashuvchi,
demak b) qatorning yaginlashish sohasi [-1;1) to‘plamdan iborat.

¢) qator [x|=1 da uzoglashuvchi, demak c) qatorning yaginlashish
sohasi (—1;1) intervaldan iborat.

Bu misol berilgan darajali qatomi hadma-had differensiallash
natijasida hosil bo‘lgan qatorning yaqinlashish radiusi o‘zgarmasa ham,
lekin uning yaginlashish sohasi berilgan darajali qatornining yaqinlashish
sohasidan farq qilishi mumkinligini ko‘rsatadi.

2-misol. Y nx" qator yig‘indisini toping.

n=l
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Yechish. Ushbu ix" qatorni qaraymiz. Bu qator |x|<l bo‘lganda
n=1
yaginlashadi va uning yig*indisi -l-x— ga teng, ya’ni ix" =Tx—' Qatorni
-x pour -X
hadma-had differensiallab, quyidagini hosil gilamiz: inx"" =1

nal -x) )
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik |x|<1 da

Bundan Z;nx a x),

o‘rinli.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

. Darajali qator deb qanday qatorga aytiladi?

. Darajali qatorning umumiy ko‘rinishini yozing.

. Darajali qatorning aniqlanish sohasi qanday to‘plamdan iborat?

. Darajali qatorning yaqinlashish sohasi bo‘sh to‘plam bo‘lishi

mumkinmi? '

. Abel teoremasini isbotlang.

. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi nima?

7. Agar darajali qatorning yaqinlashish radiusi 0, R, +w bo‘lsa,
darajali qator yaginlashish sohasi qanday bo*‘ladi?

8. Darajali qator yaqinlashish radiusi ganday formulalar bilan
hisoblanadi?

9. Darajali qatorning yaqinlashish intervali nima?

W N —

A

10. Darajali qatorning yaqinlashish sohasi nima?

11. Darajali qatorning yaqinlashish sohasini topish uchun nima
ishlar bajariladi?

12. Darajali qatorning qanday xossalarini bilasiz?

13. Darajali qatorning yig‘indisi yaqinlashish sohasida
chegaralangan bo‘ladimi?

14. Darajali qatorning yig‘indisi yaginlashish sohasida tekis

uzluksiz bo‘ladimi?

15. Darajali qatorni hadma-had integrallash natijasida hosil bo‘lgan
qatorning yagqinlashish radiusi haqgida nima deyish mumkin?
Javobingizni asoslang.’

16. Darajali qatorni hadma-had differensiallash natijasida hosil
bo‘lgan qatorning yagqinlashish radiusi hagida nima deylsh mumkin?
Javobingizni asoslang.
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Maustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. Quyidagi darajali qatorlamning yagqinlashish sohalarini toping:
a) 1-3v2x + ...+ (=3)"" Jnx™! +o
2 n_n
b) 1+ 6x 36x 6"x

+ ot +.
7S5 V25T 2n-1sm

BCET I N et N

23 4.3 "m0
3 2n-1
d) SR +....
13 (2n-1)
2. Quyidagi darajali qatorlarning yaqinlashish sohalarini toping:
& nl(x+3)" Sy X=5)"
) 2= b) Y-vm e
L 3 __l LAY @ /4 L
) z( +(n ) +1)y;  d) Z(l+200:'(17m ) (x=1)".
n=1 n=l

3. Quyidagi darajali qatorlaming yaqinlashish intervali va
yig‘indisini toping: _
a) ii; b) (45 c) 3 =1 @n— e d) i—-—("”)é"”)x".
-t B =0 =1

n=1

4. Agar ia,,x" va ib,,x" darajali gatorlarning yaginlashish
n=0 n=@

radiuslari mos ravishda R, va R, bo‘lsa, a) 3 (a,+5,)x", b)Y abx"
n=0 n=0

qatorlarning yaqinlashish radiuslari qanday bo‘ladi?

Javoblar: 1. a) -1/3<x<1/3; b) —gs xsij-; ¢) -1<x<5; d) (~00;+00);

2. a) -3-e<x<-3+e; b) 1<x<9; ¢)-1,25<x<-0,75; d) 2/3<x<4/3
4-§. Funksiyani darajali qatorga yoyish. Yoyilmaning yagonaligi

Yuqoridagi paragrafda isbotlangan ikkinchi va to‘rtinchi xossalardan
har qanday

X<
Yax' =a,+ax+ax +..+ax +..
n=0

darajali qator o‘zining yaginlashish intervali (-~;7) da uzluksiz S(x)
funksiyani (darajali qator yig‘indisini) ifodalab, bu funksiya shu oraligda
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lishi kelib chiqadi.

86



Endi biror oraliqda istalgan tartibli hosilaga ega bo‘lgan f{x) funksiya
uchun yig‘indisi shu funksiyaga teng bo‘ladigan (o‘z yaginlashish
oralig‘ida) darajali qatorni topish masalasi bilan shug‘ullanamiz.

Ta'rif. Biror L orahqda fx) funksiya berilgan bo‘lsin. Agar L
oraliqda yaqmlashuvchl Za (x-a)" (bu yerda a, ay, a, ... biror haqiqiy

n=0
sonlar) qator mavjud bo‘lib, uning yig‘indisi Ax) funksiyaga teng, ya’ni
ixtiyoriy xe L uchun ’

) =g, +a(x-a)+a,(x~a)’ +..+a,(x—a) +... ¢))
bo‘lsa, u holda fx) funksiya L oraliqda dargjali qatorga yoyilgan
deyiladi. ] :

Bu holda f{x) funksiya L oraligda x-a ayirmaning darajalari bo‘yicha
- darajali qatorga yoyilgan, deb ham aytiladi. (1) tenglikning o‘ng
tomonidagi qatorni f{x) funksiyaning x-a ayirma darajalari bo‘yicha
yoyilmasi deyiladi. Odatda, L oraliq sifatida markazi a nugtada bo‘lgan (a-
r; a+r) (r£0) interval qaraladi.

Berilgan f{x) funksiyani x-a ayirmaning darajalari bo‘yicha darajali
qatorga yoyishdan oldin bunday yoyilma nechta?- degan savolga javob
berish lozim. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema. Agar f(x) funksiya a nuqtani o‘z ichida saqlaydigan biror
intervalda x-a ayirmaning darajalari bo‘yicha darajali gqatorga yoyilgan
bo‘lsa, u holda bunday yoyilma yagona bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, (a-r; a+r) (r#0) intervaida (1) tenglik o‘rinli
bo‘lsin, bunda ap, a;, a,,... lar hozircha noma’lum koeffitsientlar deb
qaraladi. Bu koeffitsientlarni topish uchun darajali qatorlarni hadma-had
differensiallash mumkinligidan va Ax) funksiva hamda uning
hosilalarining a nuqtadagi qiymatlaridan foydalanamiz. fx) funksiya (a-r;
a+tr) (r#0) intervalda darajali qator yig‘indisi bo‘lganligi sababli, u
istalgan tartibli hosilaga ega va bu hosilalarni (1) ni hadma-had
differensiallash natijasida topish mumkin:

F=1-a2ay(x-a)yH3as(x-a)+. . Ana(e-a) " +...
[ (x)=1-2ay+23ay(x-a)t. . Hn-1)nafx-a)" *+... ,
£ (0=1-23a5+.. +Hn-2)-(n-1)-na(x-a)"+...,

................................

(1) va yuqoridagi ayniyatlarda x=a deb olib, quyidagilarni hosil gilamiz:
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Ray=ao, f(@y=1-a1, f*(@2as, ..., f @y nla,, ....

Bundan

, Q) [ "(a) S
a, —f(a), a = f](' , @y = T - ),.. )

Shunday qilib, berilgan mtervalda yig‘indisi f{x) funksiyaga teng
bo‘lgan darajali qatorning ao, ay, a,,... koeffitsientlari fix) funksiya va a
nuqta orqali (2) formulalar yordamlda bir qiymatli topiladi. Bu esa

berilgan intervalda f{x) funksiya yoyilmasining yagonaligini isbotlaydi.
5-§. Teylor gatori

S.1. Teylor qatori tushunchasi. Aytaylik Afx) funksiya x=a
nuqtaning atrofida berilgan bo‘lib, shu atrofda istalgan tartibli hosilaga ega
bo‘lsin. Bu holda 3-§ dagi (2) formulalar yordamida a, (n=1, 2, 3...)
koeffitsientlarni hisoblash mumkin.

Ta'rif. Ushbu

1, ", (n)
f(a)+f—i‘,"~)(x-a)+%(x—a)’+...+%(x-a)~+... )

ko‘rinishdagi qator fix) funksiyaning a nuqta atrofidagi Teylor gatori
deyiladi.
Izoh. (1) qator yig‘indisi fx) funksiyaga teng bo‘lishi shart emas.
Agar a=0 bo‘lsa, u holda Teylor qatori quyidagi ko‘rinishga keladi:
D " {n}
f(0)+fl('0)x+f2('0)xz+...+f '(o)x"+..'; )
: n!

Teylor qatorining xususiy holi bo‘lgan bu qator Makloren gatori deb
yuritiladi.

Yuqoridagi ta’rifni e’tiborga olgan holda 4-§ da isbotlangan
teoremani quyidagicha aytish mumkin:

Agar fix) funksiya a nuqtaning biror atrofida (x-a) ayirmaning
darajalari bo‘yicha darajali qatorga yoyilsa, u holda bu qator funksiyaning
a nuqta atrofidagi Teylor qatori bo‘ladi.

Bu natija berilgan funksiyani darajali qatorga yoyish hagidagi
masalani yechishga oydinlik kiritadi. Chunki biz darajali qator
koeffitsientlarining ko‘rinishini bilamiz. Bundan esa f{x) funksiyani (x-a)
ayirmaning darajalari bo‘yicha qatorga yoyish masalasini a nuqtada
cheksiz marta differensiallanuvchi Ax) funksiyaga nisbatan aytish
mumkinligi kelib chigadi. Ammo bu shart f{x) funksiyani Teylor qatoriga
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yoyishning zaruriy sharti bolib, yetarli emas. Fikrimizning dalili sifatida
quyidagi funksiyani qaraymiz:
_1
fx)=1¢ ?, agar x #0,
0, agar x=0.

Bu funksiya (-o0;+00) oraliqda cheksiz marta differensiallanuvchi.
1 1
Hagigatan ham, agar x#0 bo‘lsa, u holda f'(x) =-2;e-F = P,(—l—)e_?,
X X
6 .4)% N -5 :
2 (x)--—(~——+ ) e =P,.,(—]e ¥, umuman olganda matematik induksiya
X X

1

metodi yordamida n-tartibli hosila uchun f™(x)= £, (l)e-;’— formulaning

o‘rinli ekanligini isbotlash mumkin, bu yerda A, ( ) orqall — ga nisbatan

3n darajali biror ko‘phad belgilangan.
Bu funksiyaning x=0 nuqtada ham cheksiz marta differensiallanuvchi

ekanligini isbotlaymiz. Avval li_’ng(ime_’rz J limitni hisoblaymiz, bu yerda m
0| x

natural son. Buning uchun -17=y belgilash kiritamiz. U holda x—0 da
x

% m
y_ = lim —e-y—-o bo‘ladi. Bunda so‘ngi

L
2
= lim

yme i

y— bo‘ladi va hm

1,
-0 x™

limitning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish uchun Lopital qoidasidan
foydalanish yetarli. So‘ngi tenglikdan

1 a3
ll_rpo(—me )—0 _ 3)

X
ekanligi kelib chigadi. Bundan esa ixtiyoriy ﬂ(l)=ao ras v +aL
X X X
ko‘phad uchun

. 1) -5 ) < 1 -3 yan -
ll_r’rg[l’,(;)e ):;&%(am;;e )—O 4

kelib chiqadi.
Endi funksiya hosilasining ta’rifi va (3) tenglikdan foydalanib,
funksiyaning 0 nuqtadagi hosilasini hisoblaymiz:
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N
f(O)— hm————_f(") /© -hm( 7]:0.
p g

Faraz qilaylik, biror » uchun f™(0)=0 bo‘lsin. U holda n+1 tartibli
hosilaning ta’rifi va (4) munosabatdan
(n) — fln) (m)
f(n#l)(o) = llm f (x) f (0) = limf (x) =
—0 X

X X

¥

P3n —le” !

=lim-—-x——-—lxm1’3m,(1) 7 =0,
x0 X

demak, matematik induksiya prinsipiga ko‘ra f™(0)=0 tenglik barcha

natural m larda o‘rinli bo‘ladi.

Shunday qilib, fx) funksiyaning x=0 nuqtadagi barcha Teylor
koeffitsientlari 0 ga teng va bu funksiyaning mos Teylor qatori quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi: 0+0x+0x*+...+0x"+.... Bu qator, ravshanki, (-c0;+c0)
da yaqginlashuvchi bo‘lib, yig‘indisi 0 ga teng. Ammo qaralayotgan f{x)
funksiya aynan 0’ ga teng emas. Qaralayotgan f{x) funksiya va uning
Teylor qatori giymatlari faqat x=0 nuqtada teng bo‘ladi.

Bu misoldan ikkita har xil funksiyalar aynan bitta oraliqda bir xil
Teylor gatoriga ega bo‘lishi mumkinligi kelib chiqadi. Masalan, agar

P(x)= i a,(x-a) bo‘lsa, u holda  @(x)+f(x), bu yerda
n=0
1

f(x)={e {e-al’ » agar x#a,  funksiya ham x=a nuqtada Za (x-a)" Teylor
0, agar x=a ; "=
qatoriga ega bo‘ladi.

oraliqda cheksiz marta dlfferenSlallanuvchl uning x=0 nugta atroﬁdag1
Teylor qatori 1-x*+x*-x*+... bo‘ladi. Ammo bu qator (-o0;+0) oraligda
emas, balki (-1;1) intervalda yaqinlashuvchi. Demak, y(x) funksiya va
uning Teylor qatori yig‘indisi faqat (-1;1) intervalda ustma-ust tushadi.

S.2. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish sharti. Aytaylik, Ax)
funksiyaning biror (a-r, a+r) intervalda cheksiz marta differensiallanuvchi
bo‘lsin. Bu funksiya va uning hosilalarining x=a nuqtadagi qiymatlarini
hisoblab, Teylor qatorini yozib olamiz:

")
f(a)+—f-l(!i)(x—a)+f~2(f—)(x—a) +---+£%(X—a)"+... (5)



Ushbu savolga javob izlaymiz: gachon tuznlgan qator (a-r, atr)
mtervalda fx) funksiyaga yaqinlashadi?.

Berilgan  fix) funksiya (a-r, atr) mtervalda cheksnz marta
differensiallanuvchi bo‘lganligi sababli, shu intervaldan olingan ixtiyoriy x
va istalgan # uchun Teylor formulasi o‘rinli bo‘ladi: :

[ ", {n-1)
1@ =s@+ L2 -0+ LD g s LD I R@,  ©
bu yerda R (x) bu formulaning qoldiq hadi. Shu formula yordam1da
yugorida berilgan savolga javob berish mumkin.

1-teorema. fix) funksiyaning (5) Teylor qatori biror (a—r;a+r)
intervalda f{x) funksiyaga yaqinlashishi uchun Ax) funksiya Teylor
formulasining R (x) qoldiq hadi (a-r;a+r) intervaldan olingan barcha x lar
uchun n cheksiz kattalashganda nolga intilishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. (5) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
fx) ga teng bo‘lsin. U holda bu qatorning n-xususiy yig‘indisi

S(x)— f(a)+f( ),x a)+f"(a),x a)’ +-- +J:" l)f)')(x —-a)y™ .

uchun (a-r;a+r) intervaldan olingan ixtiyoriy x da
limSy(x)=Ax)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa (a-r;a+r) intervaldan olingan ixtiyoriy
x uchun
li_ﬁ(/(x)‘sn(x)): li_'::Rn(x)=0
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. (a—r;a+r) intervaldan olingan ixtiyoriy x da ’l'i_’rBR,,(x)=0

bo*Isin. U holda tim (f{x)-S,(x)) bo‘lib, bundan limS,(x)=Ax) bo‘lishi kelib

chigadi. Bu esa (5) qator (a-r;a+r) da yaqginlashuvchi bo‘lib, uning
yig‘indisi f{x) ga teng ekanligini bildiradi.

Quyida funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishining yetarli shartini
ifodalovchi teoremanti keltiramiz.

2-teorema. Aytaylik, fx) funksiya (a-r;a+r) intervalda istalgan
tartibdagi hosilaga ega bo‘lsin. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud
bo‘lsaki, barcha xe(a-r;atr), hamda barcha n=0, 1, 2, ... uchun

) < M-

tengsizlik bajarilsa, u holda (a—r;a+r) intervalda fix) funksiya Teylor
qatoriga yoyiladi.
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Isboti. fix) funksiya uchun Teylor formulasi (6) ni yozib, uning
Lagran_) ko‘rinishidagi qoldiq hadini

R (x)= .f(_"’L“_if_(uﬁ a'  (0<6<I)

olaylik. U holda

. ,.) ) .
IR,(x)= f(a—Jr::(x‘a—»(x—a)" < M—r—7 (xe(a-r;a+r))
M nl

bo‘ladi. Agar lim f—‘=0 bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda (a—r;a+r) dan
- pl
olingan ixtiyoriy x uchun JimR,(x)=0 ekanligini aniglaymiz. Bu esa (5)

munosabatning o‘rinli bo‘lishini bildiradi.
6-§. Ba’zi funksiyalarning Teylor qatorlari

6.1. fix)=¢" funksiyaning Teylor qatori. Ma’lumki, fx)=¢"
funksiyaning (ixtiyoriy chekli [-a;a] (a>0) kesmadagl) Teylor formulasi

e* —l+1!+§+ +-———+R,,(x)

bo‘lib, uning qoldiq hadi esa Lagranj ko* nmshlda quyldaglcha bo‘ladi:

0:
R (x)= x™ 0<9<l
(=t (0<0<)
Har bir xe[—a;a] da e®<e® bo‘lishini e’tiborga olsak,

at .
[R,(x) < i

ekanligi kelib chiqadi va n—>c0 da u nolga intiladi. Demak, 3-§ dagi 1-
teoremaga ko‘ra ixtiyoriy chekli x da

@ " 2 n

=Y o1+ X o s X Q)
: : n!

formula o‘rinli bo*ladi.
6.2. fix)=sinx funksiyaning Teylor qatori. Ma’lumki, fx)=sinx
funksiyaning ixtiyoriy chekli [-a;a] (a>0) kesmadagi Teylor formulasi

3 s 2nl
. X x
sinx=x—"—+"_ . 4(- ) +R, (x)

3t 5 (2n-1)!

92



bo‘ladi. Bu formula qoldiq hadining Lagranj ko‘rinishidan foydalanib, [-

2n+l

+1)!
Undan lim R,(x)=0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, ixtiyoriy x uchun

)

a;a] dan olingan ixtiyorly x uchun |R,,(x)|<

bo‘lishini topamiz.

© 2n-1 3 ] 2n-1
. net _ X X . X a1 X

= — =X———t—— .+ (- —_— ...
sinx =2 0" o T e Tt O gt

bo‘ladi.
6.3. fix)=cosx funksiyaning Teylor qatori. Bunda cosx=(sinx)’
ekanligi va darajali qatorni hadma-had differensiallash xossasidan

foydalanamiz. U holda ixtiyoriy x uchun
2

cosx = 1——2—!+—-— +(-1" (2 )' - —.,qu:(— e

€))

ekanligini topamiz.
6.4. fix)=In(1+x) funksiyaning Teylor gatori. Ma’lumki, xe(-1;1)

da 1—x+x2~x3+...+(—l)"x"+...=1—:—. ‘Bu qatorni hadma-had
X
integrallab quyidagiga ega bo‘lamiZ'
x @ A+l
N . 1y =
In(1+x)= j | Zo( t)) "Zx.;(_ e
yoki .
2 P2 x 0 X" S
1 e e A Y ) s 4). -
In(l+x)=x 2+3 4"" +(-b n+ 4)

Bu qatoring yaqinlashish sohasi (—1;1] to‘plamdan iborat.
6.5. flx)=(1+x)", (agN) funksnyam Teylor qatoriga yoyish. Bu
funksiyaning Teylor formulasi

(ex) =1+ %54 8@ D2, e@D.(@=n+D
l! 2. wer

x” + R (x).

n!
Teylor formulasidagi qoldiq hadni Koshi ko‘rinishida olamiz:

R (%)= E’E"_‘L""(a__l)(l +0x0)= (1 ..9)" X , (0<B<1).
n
Uni ushbu
(@~1Xa-2)..(a-D-(1-D) . e[ 1-6Y
R"(x) = ‘ ) .x ax(l +0x) (m)

ko‘rinishda yozib olamiz.
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Agar -1<x<l bo‘lganda: birinchidan Dalamber alomatidan

foydalanib 1+i£a~_—l)—(i'1"—+l)x" qatorning yaqinlashishini, bundan
n=l n:

esa !.i_?l;i—u(a -Na-2)..(a-D~-(n-1))x"=0;

ikkinchidan, |0Lx|(1—Lx|)“_l<0Lx(l+9x)“”l<|ax[(1+lx|)“_', va nihoyat,

uchinchidan ll+—00 < ll+_90 <1 bo‘lganligidan limR,(x)=0 ekanligi kelib
x x 0
chigadi.
Demak, |x|<1 da
(1+x) =1+%x+ a(c;—l)x’ o4 a(a-l)""’(’aﬂnﬂ)x" + &)
bo‘ladi.

6.6. Teylor qatoriga yoyishga deir misollar. Uchinchi paragrafda
isbotlangan 1-teorema berilgan f{x) funksiyani x=a nuqta atrofida Teylor
qatoriga yoyishni quyidagi tartibda bajarishga imkon beradi:

1) fix) funk51yanmg hosilalarini topish;

2) fa) va £"(a) lamni hisoblash;

3) fix) funksiyaga mos bo‘lgan Teylor qatorini yozish:

S+ L AQ 126

4) yozﬂgan qatoming (a-r,a+r) yaqmlashlsh intervalini topish;
5) fix) funksiya Teylor formulasining R,(x) qoldiq hadini yozish;
6) (a-r;a+r) intervalga tegishli va hmR,,(x) 0 bo‘ladigan x lar

(x—a)+ (x-a)+.+f—L(x-a)'+.

to‘plamini aniqlash.
lim R, (x)= 0 shartni qanoatlantiruvchi x lar uchun
f " (n)
j(x)—f(a)+f(a) f( ) f ”Sa)(x

tenglikni yOZlShlle mumkin.

(x-a)+ (x-a)l+..+

-a)'+

1-misol. f(x)= 1 funksiyani x=4 nuqtaning atrofida Teylor qatoriga
X .

yoying.
Yechish. Yuqorida keltirilgan tartibda ish bajaramiz:
1)) f’(X)'—— S(x)= ,, w SO =1 prpE
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2) f(4)—- F@)=- f'@= ,, ,ﬁ"’(4) (G

4’
)————(x 4)+ (x 4) +( 1)"

4n+l L

4m -9 +..

4) tuzllgan qatommg yaqinlashish radiusi r=4, yaqmlashish intervali
(0;8) dan iborat; ‘

@+ 0G—a) )™nt e
D) R@ = (x-a) (nrDra @ 0GBy 4y =
-y (x-ay

(n+1)-(4+0(x-4) &
6) (0;8) dan olingan ixtiyoriy x uchun
A+l 4y
fim|—__ €D L= bundan lim R, (x) = 0, demak,
mao|(n+1)-(4+0(x-3) 4" [

i—%-:‘?(x v ety 1y
formulaning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Odatda, funksiyani Teylor qatoriga yoyishda (1)-(5) yoki cheksiz
kamayuvchi geometrik progressiya yig'indisi
s g( DX, |4<1, ()
kabi tayyor formulalardan foydalaniladi.
I-misoldagi funksiyani (6) formuladan foydalanib, quyidagicha

(x —4)" +...

n+l

Teylor qatoriga yoyish mumkin. Avval berilgan funksiyani ﬁ shaklida

11 1 x—4
L =1 ,
4+(x-4) 4 (l+x—4) 4
4
(x 4)

yozib olishga harakat qilamiz: <1

. Bularni

shartda (6) formula o‘rinli, ya’ni (——]—-—— Z(—l)"
1+—)

4
hisobga olsak
_=_Z( l)n (x 4) _2(4”13' (x__4)n
x-4
4

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik <1 shartda, ya’ni xe(0;8) da

o‘rinli.
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2-misol. Ushbu f(x)= 2“1— funksiyaning x ning darajalari
X

+5x+6
bo‘yicha qatorga yoying.
Yechish: —2—1—— ratsional funksiyani sodda kasrlarga ajratamiz:
: x“+ _Sx +6 - R
1 1 1

_ . har bi d - ‘alari bo‘vicha
TT5eT6 x12 ra3har ir sodda kasmi x ning darajalari bo‘yic

qatorga yoyamiz. Bu holda ham (6) formuladan foydalanamiz.
LI S -_-li(—l)""x z( Ling x", bunda |x|<2.
+ .

x+2 2 ., x 2& > g
2
P 11 (-1) " - .
== -x", bunda |x{<3.
x+3 3 1+£ 3§ ; 3n4| l l

Demak, [x{<2 da - ! _Z GV ) x" o‘rinli bo‘ladi.
¥ +5x+6 S 2 3

3-misol. f(x)= 2—1— funkstyani (x+3) ning darajalari bo‘yicha
x +6x-3
qatorga yoying.
Yechish: (6) formuladan foydalanamiz

. v v _ [ GY &
x+3)-12 12 I_L*,Ti)i 12 Z( v ( ) ;lZ”“ (x+3)",
12

bu yoyilma
(x+3)°

5 <1 da, ya’ni [x+3|<2+3 da o‘rinli bo‘ladi.

4-misol. f(x)=Inx funksiyani x-1 ning darajalari bo‘yicha qatorga
yoying.

Yechish: Benlgan funksiyani f(x)=Inx=In(1+(x-1)) ko‘rinishda
yozib olamiz va (5) formuladan foydalanamiz. U holda |x-1|<1 shartda

f(X)=Inx= Z( 1)"“(x b’ yoyilma o‘rinli bo‘ladi.

n=l
S-misol. f(x)= 2’ ni x+2 ring darajalari bo‘yicha qatorga yoying.
Yechish:  f(x)=2" funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

2 1 1
2F =z 1 et Ze(mz)mz

2 va (1) formuladan foydalanib, quyidagiga ega

bo‘lamiz:
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2= ‘l‘ (24202 Z% +2)", bu formula x € (—e0;+w) da o‘rinli.
m:O .

6-misol. f(x)=sin’x ni x ning darjalari bo‘yicha qatorga yoying.

Yechish: sin’x=%—%oos2x formuladan va (3) dan foydalanamiz. U

2 4 28
sin x—l—%co 2x—; -;—(I—Q;%«i-(z%)—..ﬁ(—l)"-(zzx—)'h..)
holda ) (2m)!
21x2 24 4 Zn . Zn 2znv|

=2 e tE )"_2(2 ) I )“(2 )' *"

n=)
Bu formula x € (—0;0) da o‘rinli. _
T-misol. f (x)=-‘/l—_- funksiyani x-9 ning darajalari bo‘yicha qatorga
X
yoying.

' 1
1 1 1 x-9Y2 .
NPl 5(1 + T) Endi (5) formuladan

foydalanamiz, bunda a———;—, x o‘rniga 2=2 9 qo‘yamiz. U holda

LS
f(x)=71_;=l+_l. 2)\ 2 2 ) @-9y _

Yechish:

3 3% n! 9"
1-3--(2n-1)
+§( = 22,‘ — (-9
Bu yoyllma <l shartda, ya’ni [x-9|<9 da o‘rinli bo‘ladi.

7-§. Darajali qatorlarning ba’zi bir tatbiglari

7.1. Darajali qatorlar yordamida taqribiy hisoblash. Darajali
qatorlar kuchli (tagribiy) hisoblash vositasi bo‘lib xizmat giladi. Ular
yordamida funksiyalar qiymatlarini taqribiy hisoblash mumkin.

1-misol. In1,2 ni 0,0001 aniqlikda hisoblang.

Yechish. In(1+x) funksiyani x ning darajalari bo‘yicha yoyamiz:
2 3

ln(l+x)=x—x7+x?—...+(—1)""£+..., bu qator (-1;1] sohada
‘ n

yaqinlashadi. Ushbu gatorda x=0,2 deb olib, In1,2 ni hisoblash uchun
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In,2=0,2-="+ 1
ni,2: > -+ (1)

ishora navbatlashuvchi qatorga ega'bo‘lamiz.

Bu qatorning birinchi k ta hadini yig‘indisini In1,2 ning tagribiy
qiymati deb.olsak, u holda xatolikning absolyut qiymati k+1 chi hadning
absolyut qiymatidan kichik bo‘ladi. Qator beshinchi hadining absolyut
giymati 0,000064 ga teng ya’ni 0,0001 dan kichik. Shu sababli hisoblash
uchun birinchi to‘rtta hadini olish yetarli:

In1,2~0,2- %% , 0,008 _0,0016 ;508
2 4 4

2-misol. 420 ni 0,001 aniqlikda tagribiy hisoblang.

Yechish. Binomial qatordan foydalanamiz. Uning uchun berilgan
ildizni quyidagicha ifodalab olamiz:

1
$20=4i6+4=4 16(1+%)=2(1+%)‘

0,2° 0,23 .10,2" 2"
3

1
3 ! !
(1 +%J4 soni (1+x)* binomining x=% dagi giymatiga teng. f(x)=(1+x)*

funksiya uchun quyidagi yoyilma o‘rinli:

1.1 1.1 1
! —(=-1) , Z(Z—I)(z‘z)

(l+x7=1+lx+4 4 "4 X +.=
4 21 3!
1 1.3 2 1-3-7 e 1-3.7.11 ,
+ X = 3 X 3 - r X
a- A2 @3 T

x =:11— da ishora navbatlashuvchi ushbu gatorni hosil gilamiz:

1 _ 13 1-3.7  1.3.7-11
4-144 47.214° #3048 4404
Ishora navbatlashuvchi qatorning xossasiga ko‘ra, berilgan ildiz qiymatini
0,001 aniglikda hisoblash uchun so‘ngi gatorning dastlabki to‘rtta hadini
olish yetarli, chunki beshinchi hadl absolyut giymati bo‘yicha 0,001 dan
kichik.

1!
1+-)* =1+
( 4)

2-1-3-7-11 _ 2.3.7-11 R
4414 2.3.4.8.216.4° 2.4 2568
hisoblashni bajaramiz:
1-3 1-3.7
2-(1+ =
Y20=2-( 41|4 T4 7 3'4’)
=2,000 +0,0625 ~ 0,0059 + 0,0009 = 2,0575

——<0,001
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WL

3-misol. ¢** ni 0,0001 aniqlikda hisoblang. ,
Yechish. " funksiyaning Teylor formulasiga ko‘ra .
2 n
2= 92,02, 02 . r4 ni baholaymiz:
1! 2! n! ’
4 S 6 4 2
_020 02 02 02 02 02
4 st e 41 5 5.6 '

. 2
<&(1+9&+(¥) +oey=2 008, _L0,0001.

rgs

4/ 5

Demak, 0,0001 aniglikda ¢* —1+9v3 % _T~1 2213
7.2: Tenglamalarni yechish.
1-misol. €*-€=xy (1) tenglamani x ga nisbatan yechmg (y ning x
darajalari bo‘yicha yoyilmasining dastlabki uchta hadini toping).

Yechish. (1) tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida
aniqlaydi Bu funksiya istalgan tartibli hosilaga e¢ga. Bunda y ni x orqali
aniq ifodalash mumkin emas. Shu sababli yechimni darajali qator
ko‘rinishda izlaymiz.

Bunda ikki usuldan foydalanish mumkin:

a) Noma’lum koeffitsientlar metodi.

Ma’lumki,
2 n
P T B S 2)
‘ 2 n!
qator (—oo;+0) da yaqinlashuvchi. Shunga o‘xshash
vora 2 Yy WY )
12 n!

qator ham (—o0;+0) da yaginlashuvchi.
(2) va (2') qatorlarni (1) tenglamaga qo‘yamiz:

x X x* yz y" _
l+1'+§+ +—+ —(l+1'+2'+...+—’;!~+...)—xy. 3)
y funksiyani -
y=a,+ax+ax’ +..+a,x +.. @)

qator ko‘rinishda izlaymiz. (3) tenglamadagi y o‘miga (4) qatorni
qo‘yamiz: .

x x 4 ) . a,tax+.. (a,+ax+..)
1+"+2!+...+—'—'—!+...—x(ao+a,x+a2x +.. 1+ 1 + T +...




Endi x nmg bir xil darajalarl oldidagi koeffitsentlarni tenglashtiramiz.
Avval x° oldndagx ya’ni 0zod hadni topamiz. Bunda

=l-(a,+ ?° +...)=0, bundan ay=0.

x ning oldidagi koeffitsientlarni tenglashtiramiz:
1-a,-ay(a +..)=a, a,=0 ekanligini e’tiborga olib, 1-a,=0 yoki a=1
ekanligini topamiz. x* oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib, a=-1, X
oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib a,=2 ekanligini topamiz. Shunday
qilib, y ning tagribiy formulasini y ~x —x? +2x* ni topamiz.
b) Hosiladan foydalanish metodi. Bu metod y funksiyaning 0
nuqtadagi xosilalarini ketma-ket topishga asoslangan.
(1) tenglamani y ni x ning differensiallanuvchi funksiyasi deb qarab,
x bo‘yicha differensiallaymiz:
- y=y+x (6)
x=0da ¢ -e".y(0)=y(0)+0-y'(0), bu yerda (0)=0 ekanligini ¢’tiborga
olsak, y'(0)=1 xosil bo‘ladi. Endi »"(0) ni izlaymiz. Shu maqsadda (6)
tenglamani x bo‘yicha differensiallaymiz:
e -y - y=y+y+n’ @)
(7) da x=0 va p(0)=0, y'(0)=1 ekanligini hisobga olib, »"(0)=-2
ekanligini topamiz. y”(0) ni topish uchun (7) ni differensiallaymiz:
e~ y*-3e .y .y —e’y" =3y + xp" (8)
¥(0), ¥(0), ¥"(0) ning qiymatlarini hisobga olib y"(0)=12 ekanligini
topamiz.

y(O) Y0 . YO
y={0)+ x+ o X+ 3 b ot

formulaga y'(0), »"(0), » (0) ni qo ‘yib
yzx——:-z—x2 +EX3 =x-x' +2x°
2! 3!
ni hosil gilamiz. Ravshanki, ikkinchi usulda yechish osondir.
7.3. Darajali qatorlar yordamida integrallarni taqribiy hisoblash.

05 .
Misol. 0,0001 aniqlikda [~">dx integralni hisoblang.
o X

Yechish. sinx funksiyani uning darajali qatori bilan almashtiramiz va
hosil bo‘lgan gatorni hadma-had integrallab quyidagiga erishamiz:
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°]’-sinxdx=°’j X2 oo B o X\ 20,5 0125, 003125
§ox JU 3t st T 331 5.5 )o 18 600

Natijada, ishora navbatlashuvchi qator hosil bo‘ldi. Bunda
<0,0001 bo‘lganligi sababli, talab qilingan aniqlikda hisoblash

0,03125
600
uchun bu qatorning avvalgi ikkita hadi yig‘indisi bilan chegaralanish

kifoya. Shunday qilib, j'wdx 0, S_QE ~0,4931.

Bundan tashqari darajah qatorlar yordamnda ba’zi limitlarni, qator
yig‘indilarini hisoblash hamda differensial tenglamalarni yechish mumkin.

O¢z-o‘zini tekshirish uchun savollar

—

. Butun ratsional funksiyaning Teylor qatorini yozing.

2. Berilgan f{x) funksiyaning x, nugta atrofidagi Teylor qatorini yozing.

3. Darajali qator o‘z yig‘indisining Teylor qatori ekanligi haqidagi
teoremani isbotlang.

4. «Funksiya Teylor qatoriga yoyilgan» degan jumlani qanday
tushunasiz?

5. Funksiyani Teylor gatoriga yoyish mumkinligining zaruriy va yetarli
sharti nimadan iborat?

6. Funksiya Teylor formulasi qoldig*‘i va shu funksiya Teylor gatori
goldig‘i orasidagi farq nimadan iborat?

7. Funksiyani Teylor gatoriga yoyish mumkinligining yetarli sharti
nimadan iborat? .

8. Funksiyani Teylor gatoriga yoyish mumkinligining yetarli sharti
qanday isbotlanadi?

9. Funksiyani Teylor gatoriga yoyish uchun nima ishlar qilinadi?

10. Asosiy elementar funksiyalarning yoyilmasidan foydalanib
funksiyani qatorga yoyishda nima ishlar bajariladi?

1. Darajali qatorning qanday tatbiqlarini bilasiz?

12. Qatorni uning xususiy yig‘indisi bilan almashtirsak absolyut

xatolik nimaga teng bo‘ladi?
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1. Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo yicha gatorga yoying:
a) fixyshy;  b)fix)chx; o) fx(1-x)"; ) Ax)=In(1-x).
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2. Ushbu f(x)=f£=2 funksiyani 6-§ dagi (5) formuladan
- X

foydalanib x ning darajalari bo‘yicha gatorga yoying va qatomni hadma-had
integrallash yordamida

= (2n-1 X

S @t 2n41

arcsinx=x+

tenglikni isbotlang. .

3. f(x)= ln(x +Vx+ 1) funksiyani Makloren gatoriga yoying,
yagqinlashish radiusini toping.

Ko ‘rsatma. Avval funksiyani diﬂ'erensiallang

4. Quyidagi funksiyalarning x ning darajalari bo‘yicha qatorga
yoygandagi noldan farqli dastlabki uchta hadini yozing:

a) fix)=tgx; b) Ax)=In(1+sinx).

5. Quyidagi funksiyalarni x-x, ning darajalari bo‘yicha Teylor

qatoriga yoying, yaqinlashish intervalini ko‘rsating:

a) flxy=Vx, xo—4; b) fix)=e ‘*’,xo—~2;

©) f(x>-——5 %=l  d) f(x)=—7, x=-1;
+6

e) f(x)=(x+1cos’x, x=-1; f) j(x)—ln(12-x-x2), x0=0.

6. ¥130 ni 0,0001 aniglikda hisoblang.

s

7. [V1+x°dx integralni 0,0001 aniglikda hisoblang.

8. y3 +xy=1 tenglamani yeching (yoyilmaning dastlabki uchta hadini
toping).

Javoblar: 1. a) Z(zn l)' 2(2 o )Zx d) _ii_

n=0 n=l ,
3. x+ Z( 1'(2n - D! 1’”',R=l.4.a)x+lx +—2—x’;b)x—f-2—+-x—.
y Cm)!'(2n+1) 3 15 2t 3!
] 2 3
5. a) 2+§_;( )i ((’;n;’?" (xzz,f,) ,0<x<o; b e Z(“z)

c) Z(\ -27"yx-1)", R=1; d) Z(n+l)(x+l)" R=1;

) 1+0052 l) 22n—-l (x+l)2n¢|

- . (__l)nzln . 1 2n+2
(x+l)+oosz Z;( ) +s|n2-§————*——(2nixl; )

f) 1n12+z‘_‘)";i'"‘“3”4 R=3. 6.5,0658.7.0,2002. 8. "3*5

,R:(X);
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ITI-bobni takrorlash uchun test savollari
X 2n .
1. Z—x—- darajali gator-uchun as, ayo lami toping.
=n+l
A) as=1/6; a;i=1/11 B) as=1/5; a,0=1/10
C) as=0; a\p=1/10 D) as=0; a,¢=1/6

© 2‘” .
2. Z% darajali qato¢ing yaqinlashish radiusi va sohasini toping.

n=0

A)r=w; (—00)  B)r=l3(-1;1) O r=1;[-;1) D)r=l; [-1;1]

3. izii"—— darajali qatorning yaqinlashish radiusi va sohasini toping.
n=0 n "

A) r=2; (-2;2) B) r =1/2; (-1/2;1/2)

C)r=1/2; [-1/2;1/2) D)r=2;{-2;2)

4, i(3—(—i)" Y'(x~1)" darajali qatorning yaqinlashish radiusi va intervalini
n=0 . :

toping. . .
A) r=1/4; (-0,25; 0,25) B) r =1/2; (-0,5;0,5)
C) r=1/4; (0,75; 1,25) D)yr=4; (3;5)

5. f:(l+cos—7;—n)"(x-§l)" darajali qatorning yagqinlashish radiusi va
n=0

intervalini toping.

A) r=2;(=2;2) » B) r=1/2; (-1/2;1/2)

C)r=1/2; (-1,5;-0,5) D) r=1/2; (0,5; 1,5)

6. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.

A) Agar ia,,x" darajali qatorning yaqinlashish radiusi >0 bo‘lsa, u holda
bu qator (’1::; r) intervalda absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

B) Agar ia,,x" darajali qatorning yaginlashish radiusi >0 bo‘lsa, u holda -
bu qator fior;r] kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

C) Agar ianx" darajali qatorning yaqinlashish radiusi >0 bo‘lsa, u holda

n=0

bu qatorning yig‘indisi (-r; r) intervalda uzluksiz bo‘ladi:
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D) Agar ia,,x" darajali qatorning yaqinlashish radiusi 7>0 bo‘lsa, u holda

bu qatoming yig‘indisini (-r;») intervalda ‘istalgan marta hadma-had
differensiallash mumkin.

7. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.

A) Darajali qatorning yagqinlashish radiusi uni hadma-had differensiallash
natijasida hosil bo‘lgan qatorning yagqinlashish radiusiga teng bo‘ladi.

B) Darajali qatorning yaqinlashish intervali uni hadma-had differensiallash
natijasida hosil bo‘lgan qatorning yaqinlashish intervaliga teng bo*ladi.

C) Darajali gatorning yaginlashish sohasi uni hadma-had differensiallash
natijasida hosil bo‘lgan qatorning yaginlashish sohasiga teng bo‘ladi.

D) Darajali qatorni hadma-had differensiallash natijasida hosil bo‘lgan
qatorning yig‘indisi yaqinlashish intervalida uzluksiz funksiya bo‘ladi.

n

8. 3

X
=0 n(” +1)
bo‘lgan qatorning yaqinlashish sohalarini toping.
A) (L1, (-1;1] B) [-1;1}, (-151]
O) 11}, -1:1] D) [-L1], [-1;1)

qator va uni hadma-had differensiallash natijasida hosil

n

9. i x+1 qator va uni hadma-had integrallash natijasida hosil bo‘lgan

n=0
qatorning yaqinlashish sohalarini toping.
A) (L1, (-151] B) =151}, [-151]
O) -1;1}, -L;1) D) [-L:1), [-151]

10. To‘g‘n jumlani ko‘rsating.

A) xo nuqtaning biror atrofida cheksiz marta differensiallanuvchi
funksiyani shu nuqta atrofida Teylor qatoriga yoyish mumkin.

B) Har qanday darajali qatorning yaqinlashish sohasi bo‘sh to‘plam emas.
C) Funksiyaning aniqlanish sohasi bilan uning Teylor qatori aniglanish
sohasi har doim teng bo‘ladi.

D) Funksiyaning aniqlanish sohasi bilan uning Teylor qatori yaginlashish
sohasi har doim teng bo*ladi.

11. Noto‘g‘ri formulani ko‘rsating.
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Shil ) = (x=1)" .«
A)e B)e ";—'n'—

n=0 n'
0 =% D) In(l-x)=F (-1 X
- n=0 n=l
12. Noto‘g‘ri formulani ko‘rsating.
n . 2ol ® (X—])"
A)e'= 2 B)e —2___
€) =%~ D) In(l+x)=3 (-1 -
=0 =l
13. Noto‘g‘ri formulani ko‘rsating.
oo (x-1)" BTN Py ¢ L) )
A) e "Z_‘; - B) sin(x 1)—"24( )] @D
0) J.‘.:Zx" L_Z( )" x
—X . 1+ »=0

14. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.

A) Toq funksiyaning Makloren qatorida noma’lumning faqat toq darajalari
gatnashadi.

B) Juft funksiyaning Makloren gatorida noma’lumning faqat juft darajalari
qatnashadi.

C) (1+x)" (a#0,0.¢ N) darajali funksiya Makloren qatorining yaqinlashish
sohasi (-1,1] oraligdan iborat.

D) fix) funksiyaning (-r;r) oraligda istalgan tartibdagi hosilaga ega,
funksiya va uning hosilalari birgalikda chegaralangan bo‘lishi Ax)
funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishi uchun yetarli. :

15. Z— gator yig‘indisini toping.

n=1

A)Inx  B)In(1+x) C)In(1-x) D)-In(1-x)

16. i(n +1)x" qator yig'indisini toping.
n=0

1 1 x x(2—x)
A B
)(l+x)2 )(1—x)2 © (1=x) D) (1-x)?
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17. i(n +1)x" qator yig‘indisini toping.
n=]
1 1 x x(2-x)
C
A) a+x)° B) (1-xy )(1-x)2 D) (a-xy

18. i(n +1(-1)"x" qator yig‘indisini toping.

A —L_ Bl c_*_p)_2*

A+x)? (t-xy? (t-x) (1+xy

19. in(n +1)x™" qator yig‘indisini toping.
n=l

1 2 2x x?
B _x
A) A +x)° ) (1-x)° ©) (1-x) D) 1-x)?

20. fix)y=cosx funksiyani x=n/4 nuqta atrofida Teylor qatoriga yoying.

( l)ann ( l)ann («l)n—|x2n-l

A Z.; (2n)! B) Z [ @n)!  @2n-1) )
o (_1)"(x_”/4)2" ( ln 2n ( l)n—len—l

© Z; (2n)! )Zo 2( @2n)! @n-1t j -

21. f(x)= I funksiyani x=4 nuqta atroﬁdagl Teylor qatorining uchinchi
hadini yozmg

2 _3— — 2

A)_loo%/fé(x_ 4 B) 100die &Y
3 2 3 M
C)_10?’16(x_4) D) -255¢%=9

22. f(x)=¢*sinx funksiya Makloren qatorida a; va a; koeffitsientlarni
toping.

A) as=-1;a4~1/3 B) a;=-1/3; a,=1

C) as=1/3; as=1/4 D) a;=1/3; a;=-1/4

1 .. S .
23. f (x)_er—2 funksiyani x+1 darajalari bo‘yicha qatorga yoying,

uning yaqinlashish sohasini ko‘rsating,
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A) 3D G, (2:0) B) 31+ 1), (1;1)
=0 n=0

C) 31+, (-2;0) e D) Sy, (2,0)

1 - .- ‘
24, f(x) =T funksiyani x+1 darajalari bo‘yicha qatorga yoying

; (x+1) +1
w2 T (3 B)-3 o (3:D)
(x+]) .
[OPs2NER DPYEAL BERY
n=0
? AR
T B N e
Y i_m}‘\{_n ' B
'S
i
EX .
YA d
% A
I3 s
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IV-BOB. FURYE QATORI

1-§. Sodda trigonometrik funksiyalar sistemasi va ularning
ortogonalligi

Oldingi bobda darajali qatorlami o‘rgandik. Ushbu bobda ham
nazariy, ham tatbiqiy nuqtai nazardan muhim ahamiyatga ega bo‘lgan
trigonometrik qatorlarni (Furye qatorlarini) o‘rganamiz.

Trigonometrik qatorlar avvalom bor davriy jarayonlarni o‘rganishda
foydalaniladi. Davriy jarayon bilan bog‘liq bo‘lgan ixtiyoriy £r) kattalik T
vaqt o‘tishi bilan o‘zining dastlabki giymatiga gaytadi, ya’ni davri T ga
teng bo‘lgan funksiya bo‘ladi. Dastlab 7=27n bo‘lgan holni garaymiz.
Ma’lumki, davri 2n ga teng bo‘lgan funksiyalarga o‘zgarmas funksiya,
sinx, cosx, sin2x, cos2x, sin3x, cos3x, ... funksiyalar misol bo‘ladi.

Ushbu

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ..., cosnx, sinnx, ... (1)
funksiyalar sistemasini davri 2n ga teng bo‘lgan sodda trigonometrik
Sunksiyalar sistemasi deb ataymiz.

Sodda funksiyalarning ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi, ya’ni

ap+acosx+b sinx+a,cos2x+b,sin2x+ ... 2)
ko‘rinishdagi ixtiyoriy funksiyaning ham davri 2n ga teng bo‘ladi. Bu
tasdiq (2)_chekli sondagi hadlardan iborat yig‘indi yoki (2) funksional
qator bo‘lganda ham o*rinli.

Tabiiy holda quyidagi savol tug‘iladi: davri 2n ga teng bo‘lgan har
qanday funksiyani (2) ko‘rinishdagi qator yig‘indisi shaklida ifodalash
mumkinmi? Ushbu savolga javob berish trigonometrik qatorlar
nazariyasining bosh masalasi hisoblanadi.

Ta'rif. Agar [a;b] kesmada aniqlangan f{x) va g(x) funksiyalar uchun

]

[fxme@ac=0 ®)

bo‘lsa, u holda bu funksiyalar shu kesmada o zaro ortogonal deyiladi.

Izoh. Bu yerda aniglangan ortogonallik tushunchasi vektorlarming
ortogonalligi tushunchasining umumlashmasidan iborat.

Teorema. Sodda trigonometrik funksiyalar sistemasidan olingan
ixtiyoriy ikkita funksiya [0;2n] kesmada o‘zaro ortogonal bo‘ladi.

Isboti. Agar 1=cosOx ekanligini e’tiborga olsak, u holda quyidagi

2x
_[cosmxcosnxdx:O (mn=0,1,2, .;m#n) 4
[}
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2%

Isinmxsinnxdx:O (mn=12,.:m=n), . )
o

2=

[cosmxsinnxdr=0 (m=0,1,2,.5n=1,2,..;) (6)

0
tengliklarning o‘rinli ekanligini tekshirish lozim. Shu maqsadda ushbu
trigonometrik formulalardan foydalanamiz:

COSMXCOS X = —;—(cos(m +n)x + cos(m — n)x),
sinmxsinrnx = %(cos(m —n)x—cos(m + n)x),
cos mxsinnx = %(sin(m +n)x +sin(m— n)x).

2x 2x
Shu sababli (4)-(6) tengliklarni tekshirish uchun fcoskxdr, [siniudr,
0 0

bu yerda k, / butun sonlar va k#0, integrallarning har birining nolga
tengligiga ishonch hosil gilish yetarli. So‘ngi integrallarning nolga
tengligini isbotlashni o‘quvchilarga mustaqil bajarishni tavsiya etamiz.

2-§. Trigonometrik qatorlar. Furye koeffitsientlari va berilgan
funksiyaning Furye qatori o
Ta’rif Ushbu

%+(a,cosx+b,sinx)+(azc052x+b2sin2x)+.., ¢y

funksional qator trigonometrik qatof deyiladi, ao, ay, by, a3, ba, ...
o‘zgarmas sonlar shu qatorning koeffitsientlari deyiladi.

Qisqa yozish magsadida (1) qator

ﬁ+i(a"cosnx+bnsinnx)

ko‘rinishda ham yoziladi. Bunda qatorning boshlang‘ich hadi qo‘laylik
uchun a—z" deb olingan.

Endi berilgan f{x) funksiyani (1) qatorga yoyish masalasini qaraymiz.
Aytaylik, fix) funksiyaning davri 2% ga teng va ixtiyoriy x uchun ushbu
yoyilma

Ax)= 921 + i(a" cosmx + b, sinnx) .(2)
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o‘rinli bo‘lsin. U holda ay, ay, by, ay, by, ... koeffitsientlami qanday topish
mumkin?

I-teorema. Agar ixtiyoriy x uchun (2) tenglik o‘rinli va bu
tenglikning o‘ng tomonidagi funksional gator tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa,
u holda quyidagi formulalar o‘rinli bo‘ladi:

a, =—If(x)cosnxdx n=0,1,2,..) 3)

b"=—jf(x)sinmdx n=1,2,3,..) Q)
T o

Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, (3) formula #=0 da ham o‘rinli
bo*lishi uchun boshlang‘ich hadi % deb olingan.

Isboti. Ma’lumki, tekis yagqinlashuvchi qatorni hadma-had
integrallash mumkin. Bundan

j fx)de=2 j’ dx+ Z( j cos roxdx + b,zfsin nxdx]=ao7t, demak

n=}
a, = ; j f(x)dx. Bu (3) formulada n=0 holiga to‘g‘ri keladi.

Endi (2) tenglikning ikkala tomonini coskx ga ko‘paytitib, quyidagi
tenglikni hosil qilamiz:

Ax)coskx= —coskx+Z(a cosnxcoskx + b, sinnxcos kx).

n=l
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi funksional qator tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi. Chunki uning har bir hadi (2) qatorning mos
hadidan moduli birdan kichik bo‘lgan coskx ko‘paytuvchisi bilan farq
qiladi. Shu sababli bu qatorni hadma-had integrallash mumkin:

2x 2x P’y 1x 2x
If(x)coslcxdx = % !coslcxdx + Z(an jcosnxcos loedx + b, Isinnxcos kxdx).
0 0 LS [ [3

1-§ dagi (4) va (6) formulalarga ko‘ra so‘ngi tenglikning o‘ng

tomonidagi qo‘shiluvchilardan faqat bittasi noldan farqli bo* ladi
2=

a, Icoskxcoslocdx a, Icos kxdx = ma,. Shunday qilib, na= I JS(x)cos kodx,
bundan (3) tenglik kelib chigadi. (4) tenglikni lsbotlash uchun (2)

yoyilmaning ikkala tomonini sinkx ga (=1, 2, ...) ko‘paytirish va [0;2n]
kesma bo‘yicha integrallash yetarli.
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Ta'rif. Faraz qilaylik Ax) funksiya {0;2n] kesmada aniglangan
bo‘lsin. Mos ravishda (3) va (4) formulalar bilan aniglangan a, (n=0, 1, 2,
...) va b, (n=1, 2, ...) sonlar fx) funksiyaning Furye koeffitsientlari,

koeffitsientlari shu sonlarga teng bo‘lgan %+i(an cosnx + b, sin nx)
n=l

trigonometrik gator fx) funksiyaning Furye gatori deyiladi.

Yugorida aytilganlamni €’tiborga olib, teoremani quyidagicha aytish
mumkin:

2-teorema. Agar fix) funksiya tekis yaqinlashuvchi trigonometrik
qatorga yoyilsa, u holda bu qator funksiyaning Furye gatori bo‘ladi.

3-§. Funksiyalarni trigonometrik qatorlarga yoyish

Endi ushbu savolga javob izlaymiz: berilgan fx) funksiyaga ko‘ra
tuzilgan Furye qatori yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi shu funksiyaga
teng bo‘lishi uchun f{x) funksiya qanday xossalarga ega bo‘lishi kerak? Bu
savolning javobini oydinlashtirishda trigonometrik va darajali qatorlar
orasidagi keskin farqni ko‘rish mumkin. Biz bilamizki, darajali qatorga
barcha tartibli hosilalarga ega bo‘lgan funksiyalami yoyish mumkin,
trigonometrik qatorga esa deyarli istalgan funksiyani yoyish mumkin.

3.1. Bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiya tushunchasi. Dirixle
teoremasi.

Agar [a;b] kesmani chekli sondagi xy, x,, .., x,.; nuqtalar yordamida
[xox1), [x1;x2), [¥2%3), ..., [xmis%s] (bu yerda xo=a, x,=b) kesmalarga
ajratish mumkin bo‘lib, bu kesmalarga mos intervallarda fx) funksiya
differensiallanuvchi hamda x=x; (k&=0, 1, 2, ..., n-1) nuqtalarda chekli o‘ng
fi(x,) va chap f'(x,) (=1, 2, ..., n) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda fx)
funksiya [a;b] kesmada bo ‘lakli-differensiallanuvchi deyiladi.

Izoh. x=x; (k=0, 1, 2, ..., n-1) nuqtalarda o‘ng f/(x,) hosilani
hisoblaganda  funksiyaning  x=x,  nuqtadagi  qiymati deb
flx, +0)=,E§“+o S(x) gabul qgilinadi. Shunga o‘xshash, x=x; (k=1, 2, ..., n)

nuqtalarda chap f'(x,) hosilani hisoblaganda funksiyaning x=x;, nuqtadagi
qiymati deb f(x, -0)= lim f(x) qabul qilinadi.
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J\y

0 x
a=xy X3 X3 Xy th Xn-1 x’.;
L1
4-rasm

4-rasmda bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiyaga misol keltirilgan.
Yugqoridagi izohdan ko‘rinadiki, funksiyaning xi, x3, .., X, nuqtalardagi
qiymatlari funksiyaning shu nuqtalar atroﬁdag1 qiymatlari bilan bog‘lig
bo‘lishi shart emas.

Agar fix) funksiya bo‘ lakh-dlfferensmllanuvchx funksiya bo‘lsa, u
holda bu funksiya va uning hosilasi faqgat x,, x5, .., x,., nugtalarda birinchi
tur uzilishga ega bo‘lishi mumkin.
2x%, agar 0<x<],

funksiya bo‘lakli-
3-x,agar 1ISx<2

1-misol. Ushbu f(x)={
differensiallanuvchi bo‘ladimi?

Yechish. Funksiya [0;2] kesmada aniglangan. Bu kesmani [0;1] va
[1,2] kesmalarga ajratamiz. Bu kesmalarga mos intervallarda funksiya
differensiallanuvchi. 0 va 1 nuqtada o‘ng hosila (f/(0)=0, f/()=-1), 1 va
2 nugqtalarda chap hosila (f/(1)=4, f'(2)=-1) mavjud. Demak, berilgan
funksiya bo‘lakli-differensiallanuvchi.

2
2-misol. Ushbu f (x)={2x ragar 0<x<l, funksiya bo‘lakli-
4-x, agar 1<x<2 .

differensiallanuvchi bo‘ladimi?

Yechish. Funksiya [0;2] kesmada aniglangan. Bu kesmam [0;1] va
{1;2] kesmalarga ajratamiz. Bu kesmalarga mos intervallarda funksiya
differensiallanuvchi. Yuqoridagi kabi funksiyaning 0 va 1 nuqtadagi o‘ng
hosilalarini, 2 nuqtadagi chap hosilasini hisoblash muammo emas. Bu
funksiyaning 1 nuqtadagi chap hosilasini hisoblashda, izohga ko‘ra, f(1)
deb f(1-0)=2 ni qabul qilishimiz lozim. Bu holda f(1)=4 bo*ladi.
Shunday qilib, bu funksiya ham bo‘lakli-differensiallanuvchi ekan.
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2
3-misol. Ushbu f(x)={§’

1-x%, agar 0Sx<2

agar ~1Sx<0. ginksiya  boclakli-

differensiallanuvchi bo‘ladimi?

Yechish. Funksiya [-1;2] kesmada aniqlangan. Bu kesmani {-1;0] va
[0;2] kesmalarga ajratamiz. Bu kesmalarga mos intervallarda funksiya
differensiallanuvchi. Ammo, 0 nuqtada funksiyaning chap hosilasi mavjud
emas (f(0-)=—). Demak, berilgan funksiya bo‘lakli-differensiallanuvchi
emas.

Biz yuqorida kesmada bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiya
tushunchasini  ko‘rdik. Bu tushunchani (-c0;+0) oraliq uchun
umumlashtiramiz.

Agar f(x) funksiya (-c0;+0) oraliqda berilgan bo‘lib, uning istalgan
[a;b] gismida bo‘lakli-differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda f{x) funksiya (-
o0;+00) oraliqda bo‘lakli-differensiallanuvchi deyiladi.

Quyidagi teorema f{x) funksiyaning Furye qatoriga yoyilishining
yetarli shartini beradi. )

Teorema (Dirixle). Agar davri 27 ga teng bo‘lgan fx) funksiya
[0:27] kesmada bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda bu
funksiya uchun tuzilgan Furye qatori barcha nuqtalarda yaqinlashuvchi va
uning yig‘indisi F(x)= &;())—;M bo‘ladi.

Isboti. ([2], 406-408 b.)

Dirixle teoremasidan Furye qatoriga yoyiladigan funksiyalar
sinfining keng ekanligi ko‘rsatadi. Shu sababli ham Furye qatorlari fanning
turli tarmoglarida, amaliyotda, aynigsa matematik fizikada keng tatbiqqa
ega.

3.2. Funksiyalarni trigonometrik qatorga yoyishga doir misollar.
Endi funksiyalarni trigonometrik qatorlarga yoyishga doir misollar
ko‘ramiz. Avval ushbu tasdigni isbotlaymiz.

Lemma. Agar fix) funksiyaning davri 2n ga teng bo‘lsa, u holda bu
funksiyaning uzunligi 27 ga teng bo‘lgan ixtiyoriy kesma bo‘yicha olingan
integrali aynan bitta songa teng bo‘ladi, ya’ni

a+2x 2x
[ rds= [ fxax
a [
tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda a ixtiyoriy son.
Isboti. Aniq integralning additivlik xossasiga ko‘ra
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a+2x a+lx

[ fxa= °If(x)dx+ sz(xmx + | fax ey

2%
tenglik o‘rinli. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi uchinchi integralda x=2n+¢

almashtirish bajaramiz. U holda bu integral _[ f(27r+t)a't=jf(t)dt
0 [

ko‘rinishga keladi. Bundan esa (1) tenglikning 0‘ng tomonidagi birinchi va
uchinchi integrallar yig‘indisi nolga tengligi kelib chigadi.

4-misol. Davri 2n ga teng bo‘lgan funksiya [0,21) yarim intervalda
ushbu formula bilan berilgan:

f(x)={ 1, agar 0<x<n,

(5-rasm). f{x) funksiyani trigonometrik qatorga (Furye qatoriga) yoying.

Yechish. Furye koeffitsientlarini hisoblaymiz. Yuqorida isbotlangan
tasdiqqa ko‘ra [0;27] kesma bo‘yicha integralni [-m;n] kesma bo‘yicha
olingan

-lagar 7<x<2x

y4A

Hy

A1

5-rasm

integralga almashtirish mumkin. U holda 4, -1 f S(x)dx bo‘ladi. Integral
”‘l‘

ostidagi funksiyaning 0 nuqtadagi qiymatini e’tiborga olmasak, u tog
funksiya bo‘ladi. Shu  sababli a=0 bo‘ladi. Shuningdek,

a,,=l J' Sf(x)cosmxdx (n=1,2,.) integrallarda ham integral ostida toq
n

funksiyalar bo‘lganligi sababli, a,=0 bo‘ladi. Endi b, koeffitsientlarni
hisoblaymiz:
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b, = 1 ]f(x)sin nxdx =—l{ ‘](-l)sin nxdx + ]sin nxdx] =
T, T\ % 0

_ Ifcosmx _cosmx
. on |, n |
0, agar » juft bo'lsa,

bundan b,=¢ 4 kelib chigadi. Shunday qilib Ax)
g agar n toq bolsa

x

) = l(coso ~ COSNTT)
n

funksiyaning Furye qatori quyidagi ko‘rinishda bo*ladi:
sinx sin3x  sin5x
+ + ) )

4
f"‘)=;(—r* 3 s

Xususan, x=—7-2'— da £=l—l+%——_l;+... bo‘ladi.

4 3
y
1
. 2n
2r - e x
n
-1

6-rasm

6-rasmda (2) qatorning bir nechta xususiy yig‘indilari grafiklari keltirilgan.
Bu grafiklardan xususiy yig‘indi nomeri ortishi bilan uning berilgan
funksiyani aniqroq tavsiflashi ko‘rinib turibdi.

5-misol. fix) funksiya [-n;n] kesmada f{x) =}x| formula bilan berilgan,
x ning boshqa qiymatlariga davriy davom ettirilgan (7-rasm). Funksiyani
Furye qatoriga yoying.

Yechish. f(x)=|x| funksiva [-m;x] kesmada Dirixle teoremasi
shartlarini qanoatlantiradi. Furye koeffitsientlarini topamiz:

a, = ;‘[- T = %( [+ [ () = %( [(xpax+ [xa) =~

2%
2

° 2

~%
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3 2n o o X 2 . 3;
7-rasm

a = =1 ]'f(x)cosnxdx_—( jf(x)cosnxdx+ If(x)cosnxdx)
”“ -

] U=Xx,du=
— j(—xcosnxdx)+ j‘xcosnxdx— dv = cos nxdx| =

-‘-1

1.
v = —sinnx
n

—

T\n n\n

1(1 P
—={ —SI1n nx

0 £ x
—-~l~ sinn.xdx): - iC—sinmrL —l Isinnxdx) =
-x -x n 0

0 x

1
+—cosmx| =
n L, 7n

n

-%
0, agar n=2k,

-D=1 4
-—, agar n=2k+l’
n

u = x,du=dx
b, -—( f(—xsmnxdx)+jxsmnxdx) dv = sinnxdx { =

1
v =——cosnx
n

0
_x
=_—| ~cosnx|
0

- Icosm’dx)]-kl(——cosnx +— Icosnxdx]
Tin . N

1 1 ¥
=—CosSnm ——sinnx
n n

L3
1 |
——cosnr +—sinnx| =0
. n n

Topilgan Furye koeffitsientlarini (2) ga qo‘ysak, quyidagiga ega
bo‘lamiz:
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i 1 n 4(cosx cos3x cos(2n-1)x
- 2n-Dx==—~— e -
I)= 2 Z(Zn 1)’003(" » 2 ;r[ TR 2n-1) * )

Hosil bo‘lgan qator qaralayotgan oraligning barcha nuqtalarida berilgan

funksiyaga yaginlashadi. 8-rasmda sm=£_i( l”+°°3s,3"+°°;5")
K4

7T

xususiy yig‘indining grafigi berilgan.
3
y

-3n 2rn N 0

8-rasm.

4-§. Juft va toq funksiyalarni Furye qatoriga yoyish. [0;7] kesmada
berilgan funksiyani Furye qatoriga yoyish

Yuqgorida qaralgan misollarni tahlil qilish natijasida quyidagilarni
kuzatish mumkin: birinchi misoldagi funksiyaning yoyilmasida fagat
bysinnx qo‘shiluvchilar, ikkinchi misoldagi funksiya yoyilmasiga faqat
a,cosnx ko‘rinishdagi qo‘shiluvchilar gatnashadi. Yoyilmalaming ushbu
xususiyati nimaga bog‘liq? Bu savolga quyidagi teorema javob beradi:

Teorema. Agar fx) funksiya juft bo‘lsa, u holda uning Furye
qatoridagi barcha b, koeffitsientlari nolga teng bo‘ladi.

Agar fix) funksiya toq bo‘lsa, u holda umng Furye qatoridagi barcha
a, koeffitsientlari nolga teng bo‘ladi.

Isbori. Agar f(x) funksiya juft bo‘lsa, u holda f{x)sinnx funksiya toq,
demak b,=0 bo‘ladi. fix)cosnx juft funksiya bo‘lib, uning -n dan n gacha
bo‘lgan integralini 0 dan 7 gacha bo‘lgan integralning ikkilangani bilan
almashtirish mumkin:

a, =i—]f(x)cosnxdx. ey

Agar fx) toq funksiya bo‘lsa, u holda fix)cosnx toq funksiya, demak
a,=0 bo‘ladi. flx)sinnx juft funksiya bo‘ladi va yuqoridagi kabi uning -n
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dan m gacha bo‘lgan integralini 0 dan n gacha bo‘ lgan integralning
ikkilangani bilan almashtmsh mumkin:

b, == j £ (x)sin nxdx . )
a 0

2-§ dagi 2-teoremaga ko‘ra davri 21 ga teng bo‘lgan f{x) funksiya
uchun shu funksiyaga tekis yaqinlashuvchi ko‘pi bilan bitta trigonometrik
qator mavjud. Bu uning Furye qatoridir.

Ammo, agar f{x) funksiya dastlab sonlar o‘qida emas, balki uzunligi
2n dan kichik bo‘lgan biror oraliqda berilgan bo‘lsa, u holda bu funksiyani
cheksiz ko‘p usulda trigonometrik qatorga yoyish mumkin.

by

2’ an'

9-rasm

Haqiqatan ham, fix) funksiya (0;a) intervalda berilgan bo‘lsin, bu
yerda a<2n. f{x) funksnyam ixtiyoriy ravishda [0;27) oraliqqa, keyin esa 27
davr bilan sonlar o‘qiga davom ettiramiz (9-rasm). Bunday davom ettirish
natijasida  hosil bo‘lgan funksiyani f(x) orqali belgilaymiz. 7(x)
funksiyaning davri 2n ga teng, uni Furye qatoriga yoyish mumkin, bu
Furye qatori (0;a) oraliqda (fx) funksiya uzluksiz bo‘lgan - barcha
nuqtalarda) fix) funksiyaga yaqinlashadi. Berilgan f{x) funksiyaning f(x)
davomi cheksiz ko‘p usulda tanlanishi mumkinligi sababli, (0;a) intervalda
Six) funksiyaga yaqinlashadigan trigonometrik qatorlar ham cheksiz ko‘p
bo‘ladi.

Shunday gilib, uzunligi 2n dan kichik bo‘lgan oraliqda berilgan fx)
funksiyani trigonometrik qatorga turlicha yoyish mumkin ekan.
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B SRR | o | 21| |
10-rasm

Bu xossa (0;n) intervalda (umuman olganda, uzunligi n ga teng
oraliqda) berilgan fx) funksiyalar uchun alohida ahamiyatga ega. Bu
holda fx) funksiyaning turli davomlari ichida ikkita maxsus - J(x) va f(x)
davomlari mavjud, bu yerda f(x) -juft, f(x) - toq funksiyalar. f(x)
funksiyani hosil gilish uchun avval fx) funksiyani (-x;0) intervalga juft
tarzda, keyin esa hosil bo‘lgan funksiyani 2n davr bilan butun sonla o‘giga
davom ettiramiz (10-rasm).

Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyani hosil qilamiz: avval fx)
funksiyani (-m;0) intervalga toq tarzda, keyin esa hosil bo‘lgan
funksiyani 27 davr bilan butun sonlar o‘qiga davom ettiramiz (11-rasm).

J{x) juft funksiya bo‘lganligi sababli uning Furye qatori fagat
ancosnx qo‘shiluvchilardan tashkil topadi. Bu qator f{x) funksiyaning (0;m)
intervaldagi kosinuslar bo ‘yicha trigonometrik qatori deyiladi.

ry
-21 0 2 x
37 - L 3nf
11-rasm

Shunga o‘xshash, f{(x) toq funksiya bo‘lganligi sababli uning Furye
qatori faqat b,sinnx qo‘shiluvchilardan tashkil topadi. Bu qator fx)
funksiyaning (O;n) intervaldagi sinuslar bo'yicha trigonometrik qatori
deyiladi.

Shunday qilib, uzunligi © ga teng bo‘lgan oraligda berilgan
funksiyani faqat kosinuslar yoki faqat sinuslar bo‘yicha Furye qatoriga
yoyish mumkin ekan.
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1-misol. fx)=x funksiya (O;n) intervalda berilgan. Uni sinuslar
bo‘yicha Furye qatoriga yoying.

Yechish. Berilgan fix)=x funksiyani (-n;0) intervalga toq tarzda
davom ettiramiz. Hosil bo‘lgan funksiyani 2n davr bilan sonlar o‘qiga
davom ettirib f(x) toq funksiyaga ega bo‘lamiz (f(r) qiymatni ixtiyoriy,
masalan f{mn)=0, tanlash mumkin). f{x) funksiyaning Furye qatori fagat
bpsinnx  hadlardan  tashkil  topadi. (2) formulaga  ko‘ra

b, =2 fxsinnxds (n=1,2,..) formula bilan aniqlanadi. Bu formulaning o‘ng
’ ” 0 v . 4

tomonidagi integralni bo‘laklab integrallaymiz:

cosnx cosnmw cosnw

x * x z
. 1 1.
jxsmnxdx:-—x- L+—Icosnxdx=—7t +—2$mnxl:'=—7r
n n
(1] R ]

n n

2 —z, agar n juft bo'lsa,
Demak, b, =-=cosnr={ " .
" * | =, agar ntoq bo'lsa
n

. Shunday qilib, 0<x<r da ushbu yoyilma o‘rinli:
. z(sinx _sin2x sin3x sindx )

1 2 3 4

2-misol. f{x)=sinx funksiya (0;r) intervalda berilgan. Uni kosinuslar
bo‘yicha Furye qatoriga yoying. Hosil gilingan yoyilmadan foydalanib,
quyidagi

1 1 1
—t— b —————— 4.
1.3 3.5 @2n-1)2n+1)
qator yig‘indisini toping.

Yechish. Berilgan flx)=sinx funksiyani (-n;0) intervalga juft tarzda
davom ettiramiz. Hosil bo‘lgan funksiyani 2n davr bilan sonlar o‘qiga
davom ettirib f(x) juft funksiyaga ega bo‘lamiz (f(n) qiymatni ixtiyoriy,
masalan f(n)=0, tanlash mumkin). f(x) funksiyaning Furye qatori faqat
acosnx  hadlardan  tashkil  topadi. (1) .formulaga ko‘ra

a,= 2 Isin xcosmxdx (n=0,1,2,..) formula bilan aniglanadi. Integralni
T ]

hisoblaymiz:

= td

J-sin(l +n)x +sin(l - n)x e l(_ cos(1+m)x _ cos(l - n)xj
o 2 2 I+n I-n

L 3
_‘.sinxcosnxdx =
H .

0
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=l(_cos(l+n)lr+ 1 _cosi-mr 1
2 1+n 1+n l-n 1-n)
l(l—cos(l+n)7r+l—cos(l—n)7r
2 l+n 1-n )
1{1- - _
Demak, 4, =_(1 cos(l+n)7r+l cos(l— )z
P 2 1+n 1-n
Agar n-juft (n=2k) bo‘lsa, cos(tmr=-1, va
( ) 4 4
a = e o e | = = Iy
" a\l+n 1-n z(i*=1) 722k -1}2k +1)

) hosil bo‘ladi.

(n=2k)

bo‘ladi.
Agar n-toq (n#1) bo‘lsa, a,=0 bo‘ladi, (»=3,5,7,...). n=1 bo‘lganda
esa

K3

e 2
2sin‘x =0.
0

2 x
a =— jsinxcosxdx: —
T

T 2

4
2k -1)(2k +1)
Furye koeffitsientlarining qiymatiarini qatorga qo‘ysak, berilgan
funksiya uchun tuziligan Furye qatori quyidagi
. 2 4fcos2x cosdx cos 2kx
[sinx|==-— + Fot +.
x =\ 1-3 3.5 (2k-1)2k +1)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglik [-7,7] kesmaning barcha nuqtalarida
o‘rinki.
x=0da, 0 =~2-—i(—l—+—l—+...+——-—]—
r 713 3.5 (2k-1)(2k +1)

=—]—+L+...+——l——+... hosil bo‘ladi.
1.3 3.5 2k -1)2k +1)

Shunday qilib, a,, =- a,.,=0, (k=0,12,.)

+...), bundan,

5-§. Davri 2L bo‘lgan funksiyalar uchun Furye qatori
Biz yuqorida davri 7=2n ga teng bo‘lgan ffx) funksiyani Furye
qatoriga yoyish masalasini o‘rgandik. Shu masalani davri -ixtiyoriy,
masalan 7=2L ga teng bo‘lgan funksiya uchun o‘rganamiz. Buning uchun

x=ly 1%y . )
7 L

almashtirishlardan foydalanamiz. Ravshanki, ﬂx)# f (ét)=¢(t) funksiya

2n davrli davriy funksiya bo‘ladi. Hagigatan ham,
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ot +27)= f(i(t + 27:)) = f[!“-t +2L)= f(irJ =p(1).
P 4 n
Demak, ¢(r) funksiyani Furye qatoriga yoyish mumkin:

o) = 2" + Z(a cosnt +b,sinnt), ¥))
bu yerda a, va b koefﬁtswntlar quyidagi formulalardan topiladi:
a,=— j @()cosntdt  (n=0,1,2,...) 3)
7 0
2x
b, =1 j p(O)sinntdt  (n=1,2,..) 0))
r 0

(1) formuladan foydalanib (2) formulada x o‘zgaruvchiga qaytamiz, u
holda

a, <« V3 . T
f(x)=—21+2(a cosn-Zx+b smn-zx] (%)
hosil bo‘ladi. Bu holda (3) va (4) formulalar quyidagicha yoziladi:
=— j f(x)cosn-—xdx (n=01,2".) ©)
b=1 oj F(x)sin n%xdx (n=12..) 0

Yugqoridagi (5), (6), (7) formulalar davri 2L bo‘lgan f{x) funksiyani
Furye qatoriga yoyish masalasi yechimini beradi.

Izoh. davri 2L bo‘lgan sodda funksiyalar sistemasi ushbu
funksiyalardan tashkil topgan: 1, cosox, sinwx, cos2ex, sin2wx,..., bu
yerda w=mw/L.

Xususiy holda agar f{x) funksiya juft funksiya bo‘lsa, Furye qatori
quyidagi

f(x)- +Za cosn%x (8)

n=t

sodda ko rmlshga keladl Furye koeffitsientlari esa quyidagi formulalar
yordamida topiladi:

q =3Ljf(x)cosn-’5x¢c, (n=0,1,2,...) .
"TL) L

Ravshanki, bunda b,=0 (n=1, 2, ...) bo‘ladi.

Xuddi shuningdek, agar f{x) funksiya toq funksiya bo‘lsa, Furye
qatori
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f(x)= ib,, sin n%x '¢2]
»=1
ko‘rishga keladi, bundagi b, Furye koeffitsienti
L
b,= % oj f(x)sin nZL'-xdx
formula orqali topiladi.
1-misol. Davri 4 ga teng bo‘Igan f{x) funksiya (-2;2) intervalda ushbu
0,agar -2<x<-l,
f(x)=1{x,agar —-1<x<],
0,agar l<x<2
fonnula yordamida berilgan. Bu funksiyani Furye qatoriga yoying.

Yechish. Berilgan funksiya uchun L=2 bo‘lib, u toq funksiyadir. Shu
sababli a,=0 (n=0, 1, 2,...). b, koeffitsientlarni hisoblaymiz:

2 1 2 1
b= % oj f(x)sin””Txdx= oj fGysin™2E s + ‘j f(x)sin%xdx: 6{xsin"’z’—"azx -

u=x,du=dx
2x nr | 2} nr
=ldv= sm————dx =—~—"—cos— +—Icos—xdx=
2 nrw o 2
2 nmx
v =-—-—-cos——
nw 2
2 n 4 nr 2 nx 4
=-—C0s— +——sin—zx| =———cos—+—5— sin’Z, bundan
nr 2 n 2§, nm 2 n'm 2
R
) , agar n=2k,
_ km
n = R4
—(—1)—24—2, agar n=2k+1
Ck+1)'n
Bu holda berilgan funksiya uchun Furye qatori (9) ga asosan
f(x)—isin£x+ ! in 37
2 )

Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye qatorining birinchi
oltita hadi yig‘indisining grafiklari quyidagicha bo‘ladi (12-rasm):
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12-rasm

2-misol. Davri 2L ga teng bo‘lgan fix) funksiya (-L;L) intervalda
f(x)=|x| formula bilan berilgan. Bu funksiyani Furye qatoriga yoying.

Yechish. Berilan f{x)=|x| funksiya 2L davrli davriy funksiya bo‘lib,
bu funksiya juft funksiyadir. Bu holda 4,=0 (n=1, 2, ...) va

1t 2% 25 2 4
a, =— L&:—- (ix:— ¢=__.__, :L,
) L_,Lff(x) Lojf(x) - ojx =5
u=x, du=dx
L L
a, =3jxcosn—”-xdx= v = cos 7% xdx| = 2 £x~sinﬂx[l —ijsinﬂxdx =
L, L L Linem L |, axy L
L nw
v =——C0os—x
nx L
2 Lco ot L=— 0, ° agar n=2k,
nrx nx L T agar n=2k+1

Demak berilgan funksiya uchun Furye qatori quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:

1
f(x)=|x[=£-—% —lz~cosf£+—zcos3ﬁ+...+ ! 2cos(ZIH-l)”x-k... .
2 2 L 3 L 2k +1) L

3-misol. Ushbu f(x)=x-[x] funksiyani Furye qatoriga yoying.

Yechish. Berilgan f(x)=x-[x] funksiya 2L=1 (L=1/2) davrli funksiya
bo‘lib, [0,1] kesmada f{x)=x funksiyadan iborat.

Furye koeffitsientlarini hisoblaymiz.

2

—lzj;f(x)d::—2|_[xd:r—x2|l =l a ——l-ZJL'f(x)cos-'L”—{xdx—le s 2% xdx =
aolo —o _0_,"_[‘0 L —oxcolx—
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. u=x, du=dx .
=2 |xcos2nzxdx = |dv = cos2nmxdx | =2 —smzmrx ——Ism2n7rxdx
2nrx 2nx

1
v =——sin2ns.
2nn

21 2cos2mr:r|0 0.
u=x, du=dx

’ 1
b,=2 j f(x)sin iL’ixdx =2 [xsin2mxdx =
[} [1]

1
V= ————cos 2nrx
2nz

1
=2{ - cos 2n7rx|o b Icos2n7rxdx =1, Ssin 2n7tx|:) = —L,
. 2nm 2nm § nm 2n'w nx

b =-1.

nm

Demak, Furye qatori quyidagicha bo‘ladi:

1 1 &sin2nm
f(x) - 2 P E n 1)

x=0 va x=1 da f{x)=x-[x] funksiya uzilishga ega. Bu nuqtalarda gator

yig‘indisi Dirixle teoremaga ko‘ra F(x)=f (x—0)~2rf (=+0) ga teng,

haqiqatan ham F(1)=F(0) =%.
Agar [0,L] kesmada bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiya berilgan

~ bo‘lsa, u holda bu funksiyani yoki faqat sinuslar, yoki fagat kosinuslar,

yoki ham sinuslar, ham kosinuslar bo‘yicha Furye qatoriga yoyish

* mumkin.

Jtx) funksiyani kosinuslar bo‘yicha qatorga yoyish uchun uni [-,0]
kesmaga juft tarzda davom ettiriladi, ya’ni

ox )_{f}((xx)), X:E[[OLE]] yordamchi funksiya tuziladi va bu
funksiyani sonlar o‘qiga davriy davom ettiriladi. Bu holda f{x) funksiya
uchun Furye qatori quyldaglcha bo‘ladi:

f)=2 + Za cosde (10)

bu yerda

L
a, %j (x)cosﬂabc (n=0,1,2,...) (1)
0
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S(x) funksiyani sinuslar bo‘yicha qatorga yoyish uchun uni [-L,0]
kesmaga toq tarzda davom ettiriladi, ya’ni
[~ Sf(=x), xe[-L)0],
‘”(x)—{ S, xeloL)
funksiyani sonlar o‘qiga davriy davom ettiriladi. Bu holda f{x) funksiya
uchun Furye qatori quyidagicha bo‘ladi:

yordamchi funksiya tuziladi va bu

f(x)=ib" sin%dx, (12)
n=t v
bu yerda
L .
b, =%Oj f(x)sin%x—dx (n=1,2,..) (13)
4-misol. f(x)={_0(’3;, ?/Szxjxls/? funksiyani gqaralayotgan [0;1]
kesmada a) faqat kosinuslar bo‘yicha va b) fagat sinuslar bo‘yicha

Furye qatoriga yoying.
0,3, 0<x<1/2
Y h. h. - »ry
echish. a) f(x) {_0,3, 1/2<x<1

tarzda davom ettiramiz va yuqoridagi kabi Furye koeffitsientlarini
hisoblaymiz, bunda L=1:

H
funksiyani  [-1,0] kesmaga juft

a, _zjf(x)dx 2jf(x)dx+[ f(x)dx= 2josdx+ j(-ozdx) 2(0.3x) " -0.3x],, =

12
0,
=2 03+-=2=1=0, =0
(2 ) %

a,= Z}f(x)cosmrxdx = 2]‘f(x)cosmrxdx+ ljf(x)cosmrxdx:

2

2~

N

1
F) 1 1

=2 j0,3 cos nzxdx —2 !0,3 cosnaxdx = 0,6 L[sin nzxf2 - sin nﬂxrg ) =
0 i nr 2

2

0, n=2k,
=9—6—(sm—-—+ sin —) 1—2 m”_ £t
nx 2 27 nm (-1 (2k 1) n=2k-1,keN.

Bu holda faqat kosinuslarni o‘z ichiga oluvchi Furye qatori
quyidagi ko‘rinishga keladi:
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_L2(cosm cos3m cosSmx . u, cos(2k —1)mx
f(x)— 7[( 1 3 + 1 ...+( 1) —E,—c———+...)
Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye qatorining dastlabki
oltita hadi yig‘indisi grafiklari quyidagicha bo*ladi (13-rasm):

13-rasm
Berilgan funksiyaning faqat sinuslar gqatnashgan Furye qatorini
yozish uchun bu funksiyani [-1;0] kesmaga toq tarzda davom
ettiramiz va (12) formuladan foydalanamiz:

b, =2 [f(x)sinnmxdx = 2('}20,3 f(x)sinnmxde~ | 0,3 f(x)sinmrxdx)—

172 ]
COSNTX cosnmx 0,6 nn
I +0,6 | =——(cosnm —2cos— +1),
nr L, nx |,,2 nmr 2

Bundan n-toq bo‘lsa, b,=0 va n-juft n=2k bo‘lsa
{ 0, k=2m,

=-0,6

2nm,  0,6(1-coskrn) _

0,6
b,, =——(2-2cos=— meN
2k 2k”_( cos 2) o ,2 ( )

l—, k=2m-1

kx
ekanligi kelib chigadi.

(13) ga asosan funksiyaning Furye qatori quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:
f@)= E(sin 2mx + sin 6 - sin2(2m —1)7mx +.)

b4 1 3 2m-1

Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye qatorining dastlabki

oltita hadi yig‘indisi grafiklari quyidagicha bo‘ladi (14-rasm):
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O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
Sodda funksiyalar sistemasi deb ganday sistemaga aytiladi?
Funksiyalarning o‘zaro ortogonalligi ganday aniqlanadi?
Trigonometrik qator deb qanday qatorga aytiladi?
Funksiyaning Furye qatori deb qanday qatorga aytiladi?
Furye koefTitsientlari ganday hisoblanadi?
Qanday funksiya bo‘lakli-differensiallanuvchi deyiladi?
Dirixle teoremasining mazmuni nimadan iborat?
“Funksiyani davriy davom ettirish” deganda nimani tushunasiz?
. Juft va toq funksiyalaming Furye gatorlari ganday xususiyatga ega?
10. [0,7] kesmada berilgan funksiya kosinuslar bo‘yicha Furye qatoriga
ganday yoyiladi?
11. [0,7] kesmada berilgan funksiya sinuslar bo‘yicha Furye qatoriga
ganday yoyiladi?
12. Davri 2L (L>0) bo‘lgan funksiyaning Furye koeffitsientlari qanday
hisoblanadi?
13. [0;2L] kesmada berilgan funksiyani qanday qilib Furye qatoriga
yoyish mumkin?

0 HNA YR W

Mustagqil yechish uchun misol va masalalar
1. {-7,7) kesmada berilgan
x, agar —7<x<0,
f(x)=A11, agar x=0,
0, agar O<x<mw
funksiyani Furye qatoriga yoying, qator yig‘indisining x=0 dagi giymati
nimaga teng?
2. [-#,7) oraliqda berilgan

f (x){

funksiyani Furye gatoriga yoying. Furye qatori yig‘indisi 0, 7 va -x da
nimaga teng?

-

-1, agar —7<x<0,
1, agar O<x<rm

3. f (x)=%x funksiya [-3,3] kesmada berilgan. Bu funksiyani Furye
gatoriga yoying.
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4, sinx sin3x, sinSx, ..., sin(2n-1)x,... funksiyalar sustemasn [o, —] da
ortogonal s1stema ekanligini ko* rsatmg Shu sistemaga msbatan Ax)
funksiyaning Furye koeffitsientlarini yozing.

5. [0,7] da berilgan flx)=cosx funksiyani sinuslar bo‘yicha Furye
gatoriga yoying.

6. (-1; 1) da berilgan fix)=¢" funksiyani Furye qatoriga yoying.

1y _1yH
Javoblar: 1. f(x)——z+2(( b 2+lvosn.x+( Ll sinnx),f(O):O;
n n

n=|

2. fm=4 Zw 04 x|<, f(0)= f(x)= f(~7)=0;

/gyt 2n+1
. 3. f(x)=6-i(~l)~ sin™2%; 5. f()= Z (42 2
6. shl+2shi- ZM z shi- ZM

n=t A=l n

- ]
IV-bobni takrorlash uchun test savollari

1. Bo‘lakli-differensiallanuvchi bo‘lmagan funksiyani ko‘rsating.

I-x, 0<x<2 1-4x, 0<x<l1
A F()=13_ 5 i<a BYf(x)=3 3 1cxs3
x-2 X —
C) fix)y=cosx, 1<x<n D) Ax)=[x], —1<x<3

2. Trigonometrik qatorni ko‘rsating.

o« 2
A) 2251;1" nx B) Zstnx C) ZZ sinx D) Zsmn\/—
n=0 n=0 n=0

3. Trigonometrik gatorni ko‘rsating,.

A) ZZcosnx B) ZZcosx C) in;::)sx D). zcosnx
n=0 n=0

n=0 n=0

O<x<nm

. . L
4. Davri 27 ga teng bo‘lgan f(x) —{0’ r<x<0 funksnya uchun g Furye
koeffitsientini toping.
A) 0,5 B) 1 C)-0,5 D) 2
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5. fixy=signx, —n<x<n funksiya uchun a5 va b4 lami toping.

A) a5=b6=0 B) a5=0, b6"—"0,8/ T

C) as=0, bg=2/37, D) as=0,8/xn, b¢=0,8/n ‘

6. Davri 2m ga teng bo‘lgan f(x)= {l' O<x<x funksiya Furye
00, —m<x<0

qatorining xususiy yig‘indisi Si(x) ni toping.
A) —l-+£sinx B) —l--zsinx (6)) Esinx D) l+—2-cosx
2 7 2 T 2 =

O<x<nm

L,
RN
va x=7x nuqtalardagi qiymatlarini toping.

A) S(-n)=0, S(n)=0,5 B) S(-—n)=S(n)=0,5
_C) S(-m)=S(x)=-0,5 D) 8(-m)=S(n)=0

r<x<0 funksiya Furye qatori yig @dxsn S(x) ning x=—=x

8. Davri 2 ga teng bo‘lgan fix)=|x|, —-1<x<1, funksiya uchun b,, b, Furye
koeffitsientlarini toping.
A)b=b,=0 B)b=1;b,=0 C) b=0;b,=1 D) b;=b,=1

9. Davri 2 ga teng bo‘lgan flx)=|x|, —1<x<1, funksiya Furye qatorining
Xususiy yig‘indisi S;(x) ni toping.

1 4 1 4 1 4 1 4
A) 3~ T eos X B) 5T Teosx C) -2—+70057tx D) 5+700$x

10. (0;1) intervalda berilgan Ax)=x funksiyani kosinuslar bo‘yicha Furye
qatoriga yoying.

2 1 l 4 &
A) > (D" =cosk —— —————cos(Zk —Dxx
) ﬂg( ) kcos il 2 re o~ (2k 1) ( )
4 )

C) zi(—l)“ lcosk:tx cos(2k ~Drx
b e k

7r2 o (2k
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Test savollarining javoblari

I-bob

1 2 3 4 5 6 7 18 |9 10 11 {12 |13
A |ID [B |[A |C |C |D (D |C C (D (B

14 |15 |16 |17 |18 |19 [20 {21 |22 |23 |24 |25 |26
D |A |D D |[C IB |A |D I!D {C |D |C |A
II-bob

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A D D C A A C D D

11 12 |13 14 |15 116 {17 {18 |19 |20

A C D B B B D C D
I1I-bob

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 12
A |B D |C |C B D {D (B [D |A
13 14 15 16 |17 18 |19 120 |21 |22 (23 |24
B C D |B |D |A B |[A |[A |A |B
IV-bob

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A B A A A B B A A B
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