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Ushbu darslik pedagogika oliy ta’lim muassasalaridia «Matematika 
va informatika» bakalavriat ta’lim yo‘nalishida tahsil olayotgan 
talabalarga mo‘ljallangan bo‘lib, u «Matematik tahlil» fani dasturining 
«Qatorlar nazariyasi» bo‘limiga bag‘ishlangan. Qatorlar nazariyasi 
«Matematik tahlil» fanining «Analizga kirish», «Bir o ‘zgaruvchili 
funksiyaning differensial hisobi», «Bir o‘zgaruvchili funksiyaning integral 
hisobi» bo‘limlari bilan uzviy bog‘langan.

Umumiy o‘rta maktab, kasb-hunar kolleji va akademik litsey 
matematika kurslarida odatda qo‘shiluvchilari soni chekli bo‘lgan 
yig‘indilar, qo^hiluvchilari soni cheksiz bo‘lgan yig‘indilardan faqat 
cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi qaraladi. Matematik 
analiz kursida qo‘shiluvchilari soni cheksiz bo‘lgan yig‘indilar qaralib, 
ular cheksiz qatorlar yoki qatorlar deb ataladi. Qatorlar nazariy jihatdan 
funksiyalarni o‘rganishning muhim vositasi, amaliy jihatdan taqribiy 
hisoblash (funksiyaning qiymatini, integralning qiymatini va boshq.) 
apparati bo‘lib xizmat qiladi. Shuningdek u ko‘pgina tatbiqiy masalalami 
yechishda qo‘llaniladi.

Dastlab, matematiklar qatorlaming xossalari chekli yig‘indilaming 
xossalariga o‘xshash deb hisoblashgan. Buning natijasida qatorlar 
hadlarining o‘rinlarini istagancha almashtirishgan, hadlari funksiyalardan 
iborat qatorlami hadma-had differensiallagan, integral lagan, bir qatomi 
ikkinchi qatorga ko‘paytirishgan. Lekin, keyinchalik qatorlar ustida 
bajarilgan bunday amallar noto‘g‘ri natijalarga olib kelishi ma’lum bo‘ldi. 
Shu sababli qatorlar nazariyasini qurish ehtiyoji tug‘ildi. Bu nazariyaning 
asosiy masalalariga quyidagilar kiradi:

1) cheksiz qo‘shiluvchilaming yig‘indisi tushunchasini aniqlash;
2) berilgan qator yig‘indisi mavjudligini aniqlash alomatlarini topish;
3) chekli yig‘indilar kabi xossaga (masalan, qator hadlarini o‘rinlarini 

almashtirish, hadma-had differensiallash va integrallash va boshq.) 
ega bo‘lgan qatorlar sinfini ajratib olish;

4) berilgan funksiyalarni sodda funksiyalaming cheksiz qatori 
ko‘rinishda tasvirlashga imkon beradigan formulalami keltirib 
chiqarish.
Mazkur darslikning birinchi bobi sonli qatorlar sinfida yuqoridagi 

birinchi, ikkinchi va uchinchi masalalami o‘rganishga bag‘ishlangan.

з



Ikkinchi bobi hadlari funksional ketma-ketlik va funksional 
qatorlaming umumiy nazariyasiga bag‘ishlangan. Bunda ham yuqorida 
aytilgan uchta masala funksional qatorlar uchun qaraladi.

Uchinchi bobda funksional qatorlaming xususiy, lekin muhim sinfi 
boMgan darajali qatorlar o‘rganiladi. Bu qatorlar uchun yuqorida aytilgan 
to ‘rtta masala qaraladi. Bunda asosiy elementar funksiyatkmi Teylor 
qatoriga yoyish masalasi, darajali qatorlaming ba’zi tatbiqlari keltirilgan.

Darslikning to‘rtinchi bobi Furye qatorlari haqidagi dastlabki 
m a’lumotlami o‘rganishga bag‘ishlangan bo‘lib, bunda funksiyani 
trigonometrik qatorga yoyish masalasi o‘rganiladi. Trigonometrik 
qatorlaming ba’zi tatbiqlari qaraladi. Furye qatorlari nazariyasining asosiy 
teoremasi (Dirixle teoremasi) isbotsiz keltirilgan.

Darslik boblarga, paragraflarga va punktlarga ajratilgan bo‘lib, 
misollar, teoremalami nomerlash har bir paragraf ichida alohida bajarilgan. 
Darslikning deyarli har bir paragrafida o‘z-o‘zini tekshirish uchun 
savollar, mustaqil yechish uchun misol va masalalar berilgan. Har bir bob 
so‘ngida bobni takrorlash uchun test sa\*)llari keltirilgan. Bu savollar, 
misol va masalalar nazariy materiallami puxta o‘zlashtiriga yordam beradi.

M uallif qoMyozmani diqqat bilan o‘qib chiqib, o‘zining qimmatli 
maslahatlarini bergan dotsent M.Xushvaqtovga, 0 ‘zR FA Matematika 
instituti katta ilmiy hodimi J.B.Azimovga o‘z minnatdorchiligini bildiradi.



I-BOB. SONLI QATORLAR

l-§. Sonli qator va uning yig‘indisi

1.1. Umumiy tushunchalar. Faraz qilaylik, sonlarning biror cheksiz 
ketma-ketligi berilgan bo‘lsin: ax, a2, ..., a„, ...

Bu sonlardan tuzilgan ushbu
ax + a2 + ai +...+an+... (1)

ifodaga cheksiz qator ( qisqacha -  qator ) deyiladi.
{an} ketma-ketlik hadlari qatoming hadlari deyiladi. (1) ifodada +

00 ^
belgisi qatnashganligi sababli qatomi ko‘rinishda ham yoziladi.

Я=1

Agar n tayinlangan bo‘lsa, a„- qatoming «-hadi deyiladi, agar n umumiy 
holda berilsa, an- qatoming umumiy hadi deyiladi. Umumiy had 
yordamida berilgan qatoming ixtiyoriy hadini yozib olish mumkin.

Masalan, agar a„ = bo‘lsa, u holda qator

1 1 1  1 . • ^  1 — +... yoki > —
2 4 8 2" £f2"

1 •
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar ая= (-1 Г ‘-  bo‘lsa, u holda quyidagi

n
ko‘rinishdagi qatorga ega boiam iz:

,_ 1  + 1 . 1  + ... + ( _ , yoki  J t i n .
2 3 4 n и  « •

Algebrada qo‘shiluvchilari soni chekli bo‘lgan yig‘indilar qaraladi. 
Qatorda esa “qo‘shiluvchiIar” (hadlar) cheksiz ko‘p va cheksiz sondagi 
sonlami qo‘shishni qanday bajarish kerakligi aniqlanmagan, shuning 
uchun cheksiz qatoming yig‘indisi deganda nimani tushunish kerakligini 
kelishib olish lozim. Shu maqsadda (1) qatoming birinchi n ta hadi 
yig‘indisini qaraymiz va uni S„ orqali belgilaymiz:

S„=ax+a2 + ay + ... + an (2)
Bu yig‘indini (1) qatoming n- xususiy yig  ‘indisi deyiladi. Bunda Sj 

deganda aj ni qarashga kelishamiz.
(2) da n ga 1, 2, 3, ... qiymatlar berib, quyidagi xususiy yig‘indilar 

ketma-ketligiga ega bo‘lamiz:
Sx -  ax> S2 = ax + a2, S3 = ax + ̂  + a3,..., Sn = ax + a2 + аг + ...+ani.... 
Yuqoridagi {Sn} ketma-ketlik yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 

bo‘lishi mumkin.



T a ’rif. Agar (1) qatoming {S„} xususiy yigMndilari ketma-ketligi 
chekli limitga ega boMsa, ya’ni limS„ mavjud boMsa, u holda bu qatorЛ-ЮО *
yaqinlashuvchi qator deyiladi. { }  ketma-ketlik limiti

S = lim S  (2)
л - ю о   ̂ v  '

qatoming у ig ‘indisi deyiladi.
Bu holda

oo
S - a x +a2 + a3 +-*- + a„ + ••• yoki 5 = kabi yoziladi.

77=1

Agar (1) qatoming xususiy yigMndilar ketma-ketligi chekli limitga 
ega boMmasa, u holda uzoqlashuvchi qator deyiladi.

oo
Agar lim Sn =oo boMsa, u holda = o° yoki S = <x> kabi yozishga

n**l
kelishamiz.

Shunday qilib, qator yigMndisi ikkita amal (qo‘shish va limitga 
o ‘tish) natijasida hosil qilinadi. Qo‘shish amali xususiy yigMndilami, 
ikkinchi amal esa ulaming limitini topish uchun kerak boMadi.

Yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi qatorlarga misollar ko‘ramiz.
1 -misol. Ushbu qatomi yaqinlashishga tekshiring:
1 1 1  1— +---- + — +••• + ----------+...

1-3 2-4 3*5 n(n + 2)
Yechish. Berilgan qatoming w-xususiy yigMndisi

Sn"T^3 + 2T4 + T 5 +'" + n(n + 2 ) ' BU yig< indini s°ddalashtirish

maqsadida qatoming w-hadini quyidagi — !—  = - [ - ---- !—1 ko‘rinishda
n(n + 2) 2{n n + 2J

yozib olamiz. U holda

~ l ( l + i _ n+7_ 7 f 2 )  bo‘ladi- Ravshanki, {S„} ketma-ketlik limiti 

mavjud va |  ga teng. Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi boMib, uni

! =Т^+̂ Г Г ?+--+; ^ + -’ y°ki kabi yozish
mumkin ekan.



I 1 i,.? ! '■ * CT • f I ' «>• * »ГШ*1
1 1 1 12-misol. Ushbu qatomi 1+- щ + + . . .  + . - ^ +• • • yaqinlashishga

tekshiring. _ ^ , r ; . • - ‘ ■ ^
Yechish. Bu * qatoming ' w-xususiy yigMndisi

o , l l l  1 _ 1 1 1 1 зГТS =1h—7=-н— —pr + • • • н—=r va S > — -i—=■ + ••• + —•==■ — —

я - t *

boMganligi sababli, limS =-*» boMadi. Demak, berilgan qatorЛ-КО
uzoqlashuvchi.

3-misol. Umumiy hadi an=(-\y~l boMgan qatomi yaqinlashishga 
tekshiring.

Yechish. Bu qatoming л-xususiy yig‘indisi 5я =1-1 + 1-1+-- + (-I)"'1 
ga teng. Xususiy yigMndilar ketma-ketligi quyidagi ko‘rinishda boMadi: 

1,0, 1 ,0 ,...
MaMumki, bu ketma-ketlik chekli limitga ega emas. Demak,

oo
X (“ l)"1 qator uzoqlashuvchi ekan.
И

1.2. Geometrik qator. Qatorga eng sodda misol sifatida geometrik 
progressiya barcha hadlarining yigMndisini olishimiz mumkin:

a + aq + aq2 + ... + aqn~l + ... (3)
bunda a*0. Bu qator geometrik qator deyiladi. Geometrik qator q ning 
qanday qiymatlarida yaqinlashuvchi boMishini aniqlaymiz. Buning uchun 
uning л-xususiy yigMndisini qaraymiz. Geometrik progressiya birinchi n 
ta hadi yigMndisining formulasiga ko‘ra (q* \)

_ a - aqn _ a__qn
" 1 - q  1 - q  1 -q  

o‘rinli. Agar |#|<1 boMsa, u holda l im^sO boMib, Нт5л mavjud va

limS,, = lim
л—ко л-юо

f L .  *JL
{ 1-q  1- q )

——  boMadi. Demak, |^|<1 boMganda (3) qator
1 - q

yaqinlashuvchi va uning yigMndisi — boMadi.
1 - q

Agar Ы>1 boMsa, u holda lima" = »  va limS =oo boMadi. Demak, bu
1 .  t n - ta o  n - * c о

holda geometrik qator uzoqlashuvchi boMadi. Agar q=-\ boMsa, qatoming 

xususiy yigMndisi S„ = ̂ (1+(-1)л) boMadi. Ravshanki (qarang, 3-misol) bu 

holda xususiy yigMndilar ketma-ketligi uzoqlashuvchi, demak (3) qator



ham uzoqlashuvchi bo‘ladi. Agar q= 1 bo‘lsa, qatoming xususiy yig‘indisi 
S„=a+a+...a=na va lim S =00 bo‘ladi.Л-*О0

Shunday qilib, geometrik qator | r̂|<l boMganda yaqinlashuvchi, |#|>1
bo‘lganda uzoqlashuvchi bo‘ladi. Yaqinlashuvchi bo‘lgan holda cheksiz
kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisining formulasi hosil bo‘ladi:

a 7— =a + aq + aql +... + ддггЧ + ...

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Qator deb nimaga aytiladi?
2. Qatoming xususiy yig‘indisi nima?
3. Qator xususiy yig‘indilari ketma-ketligi qanday aniqlanadi?
4. Qanday qator yaqinlashuvchi deyiladi?
5. Qanday qator uzoqlashuvchi deyiladi?
6. Qatoming yig‘indisi deb nimaga aytiladi?
7. Ta’rif bo‘yicha qatomi yaqinlashishga qanday tekshirasiz?
8. Geometrik qatomi yozing. »
9. Geometrik qator qachon yaqinlashuvchi, qachon uzoqlashuvchi bo‘ladi?
10. Geometrik qatomi yaqinlashishga tekshiring. •

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
n2

1. Qatoming an -  -— — umumiy hadi berilgan. Shu qatoming dastlabki
(/1 + 2)!

to‘rtta hadini yozing.
2. Tomoni a ga teng bo‘lgan muntazam uchburchakning tomonlari 
o ‘rtaIarini tutashtirib, yangi uchburchak ichki chizilgan. Shu uchburchakka 
yuqoridagi usulda yana ichki uchburchak chizilgan va hokazo. Bu 
uchburchaklaming perimetrlari va yuzalarini mos qatorlar hadlari deb 
qarab, hosil bo‘lgan qatorlaming yig‘indilarini toping.
3. Radiusi a ga teng bo‘lgan doiraga kvadrat ichki chizilgan, kvadratga 
doira ichki chizilgan. Bu doiraga ikkinchi kvadrat ichki chizilgan va 
hokazo. Doira va kvadrat yuzlarini ikkita qator hadlari deb qarab, shu 
qatorlaming yig‘indilarini toping.

3 + 4"4. Qatoming -  xususiy yig‘indisi ma’lum. Uning umumiy hadini 

va yig‘indisini toping?
5. Ushbu qatoming w-xususiy yig‘indisi uchun ifoda toping va 
yaqinlashishga tekshiring:



4V- 2 * , Ч^ 2 " + 3 Л *
S  (2n  -  l ) (2 n +1) ’ I f  . 5" . ;

i  u. i 1 1  -3 1 о  ,  -J3 2 Javoblar: 1. a, = - ;a 2 = - ;o , = — ;a4 =— ; 2. 6a;—  a ;

3. 2na*;4a2; 4. а ,=^;о„ = ~ ( /> ^ 2 ) ,  S = l;
4 4

1 13 7n+l "̂+I
5. a) S„ = 1 -———, 5 = 1; b )S w= H - f -

2 n + \ :  " 6 3*5" 2.5я

2-§. Yaqinlashuvchi qatorlaming asosiy xossalari 

, Bizga ushbu
ax + a2 + 0 3  + ...+ ая + ... ( 1 )

va
b{ + b2+b3+... + bn+... (2) 

qatorlar berilgan va с ixtiyoriy o ‘zgarmas son bo‘lsin.
Ushbu

caj + ca2 + CO} +... + can +... (3)
qator (1) qatomi с o‘zgarmas songa ko‘paytirish natijasida hosil qilingan 
deyiladi.

. (a}+bx) H ‘h+b2)H a 3+bi) + ...+(an+bn) + ... (4)
(a]-b l)+(<*2-b 2) + {ch -b ,) + ...+(an-b n) + ... (5)

qatorlar esa, mos ravishda (1) va (2) qatorlaming yig‘indisi va ayirmasi 
deb ataladi.

1 -teorema. Agar (1) qator yaqinlashuvchi, yig‘indisi S  ga teng bo‘lsa, 
u holda (3) qator ham yaqinlashuvchi boMib, yig‘indisi cS  ga teng bo‘ladi.

Isboti. (3) qatoming w-xususiy yig4indisini yozib olamiz: 
an = cax +ca2+ саъ +...+can. Buni quyidagicha yozish mumkin: 
an = c(ax + a2+a3+...+an) = cSn, bu yerda Sn (1) qatoming «-xususiy 
yig‘indisi. Teorema shartiga ko‘ra limS =S, u holda limcrn limit mavjud, n -* * c  я - м о

bo‘ladi: limcr = limcS = climS„ = cS .
Г.-К» " /.-X» " n-w  "

Shunday qilib, yaqinlashuvchi qatomi o ‘zgarmas songa ko‘paytirish 
natijasida yana yaqinlashuvchi qator hosil bo‘ladi va uning yig‘indisini 
topish uchun berilgan qator yig‘indisini shu songa ko‘paytirish kifoya.

2-teorema. Agar (1) va (2) qatorlar yaqinlashuvchi va yig‘indilari 
mos ravishda S  va S ’ bo‘lsa, u holda (4) va (5) qatorlar ham



yaqinlashuvchi bo‘lib, ulaming yig‘indilari mos ravishda S+ S’ va S-S’ ga 
teng boMadi.

Isboti. (4) qatoming yaqinlashuvchi ekanligini isbotlaymiz. Buning 
uchun qatoming «-xususiy yig‘indisini yozib olamiz:

<г. = (в |+М  + (о2+^) + (о,+*,) + ...+(<*„ + *„)•
Bu tenglikni quyidagicha yozib olish ham mumkin:

(al +a2+ a ,+ -  + an) + (bl +b2+b3+... + bn) = S„ + Sn\  
bu yerda S„ va Sn’ mos ravishda (1) va (2) qatoming xususiy yig‘indilari. 
Teorema shartiga ko‘ra lim5n=5 va \imSn' = S '. Shu sababli crn = Sn + Sll'

n-KP tt-KX)
tenglikda limitga o ‘tish mumkin:

limcr = lim(5„ + S„r) = limS + lim S '  = S + S'.И-ИЮ " " " Л-+СО " /,->00 "
Demak, (4) qator yaqinlashuvchi va yig‘indisi S+ S’ ga teng ekan. 
Yuqoridagi kabi isbotni (5) qator uchun ham bajarish mumkin. Buni 

o ‘quvchilarga havola qilamiz.
Shunday qilib, yaqinlashuvchi qatorlami chekli yig‘indilar kabi 

qo‘shish va ayirish mumkin ekan. Bu natijani yaqinlashuvchi qatorlaming 
algebraik yig‘indilari uchun ham umumlashtirish mumkin.

Quyidagi teoremani o ‘quvchilarga mashq sifatida isbotlashni taklif 
qilamiz:

Ъ-teorema. Yaqinlashuvchi qatorda hadlaming joylashish tartibini 
o ‘zgartirmasdan ixtiyoriy guruhlash natijasida hosil bo‘lgan yangi qator 
yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi awalgi qator yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Ko'rsatma. Berilgan yaqinlashuvchi qator va bu qatordan uning 
hadlarining joylashish tartibini o‘zgartirmasdan ixtiyoriy guruhlash 
natijasida hosil bo‘lgan qator xususiy yigMndilarining tengligini ko‘rsating.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Ikkita qatoming yigcindisi qanday aniqlanadi?
2. Qatoming songa ko‘paytmasi qanday aniqlanadi?
3. Yaqinlashuvchi qatorlaming yig‘indisi haqida nima dey olasiz?
4. Uzoqlashuvchi qatorlaming yig‘indisi haqida nima dey olasiz?
5. Qatomi songa ko‘paytirish amali qator yaqinlashuvchiligi yoki 

uzoqlashuvchiligiga ta’sir qiladimi? Javobni asoslang.
6. Yaqinlashuvchi qatoming bir necha hadini tashlash yoki yangi bir 

necha hadlar qo‘shish uning yaqinlashuvchiligiga qanday ta’sir 
qiladi?



7. Uzoqlashuvchi qatoming bir necha hadini tashlash yoki yangi bir 
necha hadlar qo‘shish uning yaqinlashuvchiligiga qanday ta’sir{ 
qiladi? i ■ •

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. Yaqinlashuvchi qatorlarning ayirmasi yaqinlashuvchi qator 

ekanligini isbotlang.
2. Agar ikkita qatoming yig‘indisi yaqinlashuvchi boMsa, ulaming har 

biri yaqinlashuvchi bo‘ladimi? Javobingizni asoslang.

3. Agar £ an qator yaqinlashuvchi, £ К 4ator uzoqlashuvchi bo‘lsa, u
л=1

holda +bn) qatoming uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang. Misol 

keltiring.

4. Ushbu j r ? ~l~ — yaqinlashuvchi qatomi ikkita uzoqlashuvchi qator
n = i 7

ayirmasi ko‘rinishida ifodalang.

3-§. Qatorning qoldig‘i

Ushbu
ax + a2 +(% + ... + an +... (1)

qator berilgan bo‘lsin. Uning dastlabki n ta (tayin son) hadini tashlab 
yuborish natijasida yangi qator hosil bo‘ladi:

an+l + an+2 + an+3 + — + *.*+-• (2>
(2) qator (1) qatorning n-qoldig‘i deyiladi. (2) qatoming yig‘indisini .

r„ orqali belgilaymiz. Demak, rn = £ я л+*. Qator va uning qoldig‘i orasida
*=i

quyidagi munosabat o‘rinli:
Teorema. Qator va uning qoldig‘i bir vaqtda yo yaqinlashadi yoki 

uzoqlashadi.
Isboti. Berilgan (1) qatoming dastlabki n ta hadi yig‘indisi S„, qator 

qoldig‘ining, ya’ni (2) qatoming dastlabki к  ta hadining yig‘indisi Skf 
bo‘lsin. U holda, ravshanki,
*V = an+> + arl+2+-~ + an+k =(al + a2+— + a„+a„,l +... + a„+k) - (a l +a2+ — + an),
yoki



bundan esa
S ^ = s „ + s /  (4)

hosil bo‘ladi.
Faraz qilaylik (1) qator yaqinlashuvchi va lim5n - S  bo‘lsin. U holda

/1—wo

{Sn} ketma-ketlikning qism ketma-ketligi {Sn+k} ham yaqinlashuvchi va 
1“2 5я+*= 5  bo‘ladi. Bu esa (3) tenglikning o‘ng tomonining limiti va,

demak, chap tomonining ham limiti mavjudligini ta’minlaydi. Shunday 
qilib,

limSk' = lim(Sn̂  - Sn) = limSn+k -  limS = S -S „ .
к—юс * it_H»v n+* n > *_*c "+* " »

Bu degani qatoming qoldig‘i yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi 
rn=S-Sn ga teng ekanligini bildiradi.

Endi (2) qator yaqinlashuvchi va lim5t ' = r„ bo‘lsin, bu yerda n tayin

son ekanligini eslatib o‘tamiz. U holda (4) tenglikdan quyidagiga ega 
bo‘lamiz:

= +Sk') = 1“п5я + limS*' = S„ + , ya’ni (1) qator xususiy
yig‘indilar ketma-ketligi {Snik} yaqinlashuvchi va limiti Sn+rn ga teng. 
Demak, (1) qator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi S„+rn ga teng.

1 -natija. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (2) qatoming 
yig'indisi « -»oo da nolga intiladi, ya’ni limr =0 bo‘ladi.

л-wo

Isboti. Haqiqatan ham, rn=S-Sn tenglik o‘rinli. Bundan 
limr = lim(5 - S n) - S - S -  0.«-►CO " n/

OO |
Misol. — — qator uchun rn ni toping va barcha ri>N larda n(n + 2)

|r„|<0,0001 tengsizlik bajariladigan N n i ko‘rsating.

Yechish. l-§ ning 1-misolida S „ = - f -— ?------- — 1 va S = ~
2 \2  n + 1 n + 2J 4

ekanligini ko‘rsatgan edik. rn=S-Sn formulaga ko‘ra r„ = -f—L  + —L -)
2 U  + 1 n + 2)

bo‘ladi. Ravshanki, Demak, |rJ<0,0001
2^w+l n+2) n + 1

tengsizlik bajarilishi uchun -i-y  <0,0001 bajarilishi yetarli. Bundan

«+1>10000 yoki «>9999 munosabatga ega boMamiz. Shunday qilib, 
N=9999 dan boshlab barcha « lar uchun |r„|<0,0001 tengsizlik o‘rinli 
bo‘ladi.



2-natija. Agar
ax +a2 +Oj +...+a„ + ... (5)

va
b ,+ i2t  b3 +...+ £„ +... (6) 

qatorlar bir-biridan faqat chekli sondagi hadlari bilan farq qilsa, u holda bu 
qatorlar bir vaqtda yaqinlashadi, yoki bir vaqtda uzoqlashadi.

Isboti. Haqiqatan, ham (5) va (6) qatorlar faqat chekli sondagi hadlari 
bilan farq qilsa, u holda biror к  dan boshlab, ya’ni barcha n>k da a„=b„ 
boMadi, demak, ulaming qoldiqlari aynan bitta

Д-+1 + a„+2 + д»+з + -'+  a»+k + -  (7) 
qatordan iborat. Shu sababli (5) va (6) qatorlar (7) qator yaqinlashuvchi 
bo‘lsa, yaqinlashadi, uzoqlashuvchi bo‘lsa, uzoqlashadi.

3-natija. Berilgan qatorning chekli sondagi hadlarini tashlab yuborish 
(yoki chekli sondagi yangi hadlami qo‘shish) natijasida hosil boMgan qator 
berilgan qator bilan bir vaqtda yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Boshqacha aytganda, berilgan qatoming chekli sondagi hadlarini 
tashlab yuborish, yoki qatorga chekli sondagi yangi hadlami qo‘shish 
qatoming yaqinlashish xarakteriga ta’sir etmaydi.

Shu sababli, qatomi yaqinlashishga tekshirganda uning chekli 
sondagi hadlarini o‘zgartirish mumkin.

4-§. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti

Biz yuqorida ko‘rdikki, yaqinlashuvchi qator biror sonni ifodalar 
ekan. Shu sababli qatorlarga oid asosiy masalalardan biri berilgan qator 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini aniqlashdan iborat. l-§ da 
misollar. yechishda bu masalani qator yaqinlashishi yoki uzoqlashishining 
ta’rifidan foydalandik. Ammo amalda berilgan qator xususiy yig‘indisi Sn 
ni n orqali ifodalash, bu ifodaning limitini topish murakkab masalaga 
aylanadi.

Shu sababli qator yaqinlashishi (uzoqlashishi) alomatlarini bilish 
muhim hisoblanadi. Shuni ta’kidlash kerakki bunday alomatlar ko‘p 
bo‘lib, ulardan birini foydalanish qulay bo‘lgan holda ikkinchisi natija 
bermasligi ham mumkin.

Quyida qator yaqinlashishining zaruriy shartini keltiramiz.
Teorema. Agar

a, + ̂ 2 +... + an +... (1)



qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning an umumiy hadi n cheksizga 
intilganda nolga intiladi, ya’ni lima = 0 bo‘ladi.n-*QD

Isboti. Faraz qilaylik, (1) qator yaqinlashuvchi va yig‘indisi S  ga 
ya’ni lim5„=5bo‘lsin. U holda {£„} ketma-ketlikning qism ketma-ketligi
{£„_,} 2) ham yaqinlashuvchi va limSm, =S bo‘ladi.

n-*x> n 1

Ravshanki. an = Sn -  bundan lima,, mavjud va

= = Shunday Я^Ь, (1) qator
yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning umumiy hadi nolga intilishi zarur 
ekan.

Yuqoridagi teoremadan qator uzoqlashishining yetarli sharti kelib 
chiqadi.

Natija. Agar (1) qatoming a„ umumiy hadi n cheksizga intilganda 
noldan farqli chekli limitga ega bo‘lsa, yoki limitga ega bo‘lmasa, u holda 
bu qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Bu natija ba’zi qatorlaming uzoqlashuvchi ekanligiga oson ishonch 
hosil qilishga yordam beradi.

1 -misol. Ushbu i + ^  + ̂  + ... + _IL_+_ qatomi yaqinlashishga

tekshiring.

Yechish. Qatoming umumiy hadi an = —~  ga teng va

* 1 ^ 2 = = 1 * ° demak, yuqoridagi natijaga ko‘ra qator

uzoqlashuvchi.
oc

2-misol. Ushbu ^ (-1 )"  ‘w2 qatomi yaqinlashishiga tekshiring.
w=I

Yechish. Bu qatoming umumiy hadi я/=(-1)л",л2 va lima = oo.
л-*» n

Demak, berilgan qator uzoqlashuvchi.
00

3-misol. Ushbu £ c o s —  qatomi yaqinlashishiga tekshiring.
n=1 3

Yechish. Bu qatoming an = cos—  umumiy hadi n ->■ oo da limitga ega 

emas. Demak, qator uzoqlashuvchi.



Yuqorida isbotlangan teoremaning teskarisi, ya’ni lima,, =0 shartdan p
-  h..iy> /ьЫ  I'&t- 

a„ qatorning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqavermaydi. , . .
n=l

Bunga misol sifatida garmonik qator deb ataluvchi ushbu qatomi 
qaraymiz:

1+ I+ I+ . . .+ I+ . . .  (2)
2 3 n

Garmonik qatoming uzoqlashuvchi ekanliligini ko‘rsatamiz. Buning 
uchun teskaridan, ya’ni garmonik qator yaqinlashuvchi deb faraz qilamiz.

U holda uning S„ = 1 + -+ -+ .. .+ -  xususiy yigMndisi chekli S  limitga ega
2 3 n

bo‘ladi. Ravshanki, qatoming S2„ = 1+^  + 5 ‘к " + й + л П + '“+ 2л^Т+ 2«

xususiy yig‘indisi ham shu limitga ega boiadi.
Bu holda

lim(Sb  -  S J  = \imS2„ -  HmS„ = 5 - 5  = 0.
n —w o  n —*CO я - * »

Ammo v
1 1  1 1 1 1  1 1  1 1  

S2" ~ S”~ n + \ + n + 2 +'"+ 2 n -\ + 2n* 2n + 2n+'“* 2n* 2n " 2 n 2 ’

ya’ni S2n-S „ > ^ 9 bundan {S2„-S„} ketma-ketlikning «-> oo da nolga

intilmasligi kelib chiqadi. Bu esa garmonik qator yaqinlashuvchi degan 
farazimizga zid. Demak, garmonik qator uzoqlashuvchi ekan.

b o h  (2) qatoming ikkinchi hadidan boshlab har bir hadi u bilan 
qo‘shni bo‘lgan hadlaming o‘rta garmonigiga teng (ikkita musbat a va b

sonlaming o‘rta garmonigi deb -j— ^ songa aytiladi). Shu sababli bu qator
-  + -  
a b

garmonik qator deyiladi.

5-§. Qator yaqinlashishining Koshi kriteriyasi

Berilgan qator yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti Koshi 
kriteriyasi orqali beriladi:

Teorema. Ushbu
ciy +a2 +СЦ +... + an +... G )



qator yaqinlashuvchi boMishi uchun ixtiyoriy e  musbat son olinganda ham 
shunday щ  natural sonni ko‘rsatish mumkin bo‘lib, barcha п>щ  va 
istalgan natural p  sonda |s„+/, -5„| <e, boshqacha aytganda

K +i +a»+2+ - + ^ | < e  (2)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. (1) qator yaqinlashuvchi, ya’ni lim5 =S bo‘lsin.
Л-ЮО

U holda ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lishining Koshi kriteriyasiga 
ko‘ra ixtiyoriy s  musbat son uchun shunday щ  natural son topilib, barcha 
m> n0 va ri> n0 larda

'_ l s . - s . l - c e  (3)
tengsizlik bajariladi. m=n+p deb olib, (3) dan (2) ni hosil qilamiz.

Yetarliligi. Teorema qator xususiy yig‘indilar ketma-ketligi {Sn} ning 
yaqinlashuvchi ekanligini bildiradi. Demak, ta’rif bo‘yicha (1) qator 
yaqinlashuvchi.

Misol. Koshi kriteriyasidan foydalanib,
. i l l
+ 22 + 32 + '“ + w2+’"

qatoming yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.
Yechish. Ixtiyoriy s  musbat soni uchun shunday щ  natural son 

topilib, n>n0 va istalgan r natural sonda \sn+p - 5 Я|<£ bajarilishini 
ko‘rsatamiz.

Ravshanki,
1 ^ 1 . 1 . 1 1 i 

(n + \ f  n(n + \)’ (w + l)2 (n + \){n + 2 )" " \n  + p)2< {n + p - \ \ n  + p )' 
Bulardan

I'S’n+n — 5И| = “----ГГТ + ----- —r + ... + •й+'  -I (Al + l)2 („ + 1)2 ~  (n + p f  

1 ■ 1 + ...+ 1
n{n +1) (n + \)(n + 2) {n + p-Vfai + p)

= ( - — =Ц-) + ( -Ц ----- Ц ) + ».+ (---- T + -J —) = ̂ -------- —  < -n n + 1 n + 1 n + 2 n + p - 1 n + p n n + p n

ya’ni tengsizlikning istalgan n da o‘rinli ekanligi kelibn
chiqadi. Demak, n> \le  da \sn+p tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shunday
qilib, ixtiyoriy s>0 son uchun wo=[l/f] deb olsak, ri> no va istalgan n



natural son uchun |5я+я-5„|<8 tengsizlikning o ‘rinli ekanligi kelib

chiqadi. Demak, qator yaqinlashuvchi.
Koshi kriteriyasi nazariy tadqiqotlarda muhim ahamiyatga ega. 

Uning yordamida qatorlar haqidagi teoremalar isbotlanadi. Amalda, ya’ni 
berilgan qatoming yaqinlashishi yoki uzoqlashishini aniqlashda (2) 
tengsizlikning bajarilishini tekshirish ancha noqulay. Shu sababli 
amaliyotda boshqa alomatlardan foydalaniladi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Qatoming qoldig‘i nima?
2. Yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) qatoming qoldig‘i haqida nima dey 

olasiz?
3. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti nimadan iborat?
4. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti qanday isbotlanadi?

. 5. Qator uzoqlashishining yetarli shartini ayting, bu shartdan qatorlami 
yaqinlashishga tekshirganda qanday foydalanish mumkin?

6. Garmonik qatomi yozing. U yaqinlashuvchimi?
7. Garmonik qatoming uzoqlashuvchi ekanligi qanday isbotlanadi?
8. Qator yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat?
9. Koshi kriteriyasi yordamida qatomi yaqinlashishga qanday 

■ tekshiramiz?
10. Koshi kriteriyasining inkorini (qator uzoqlashuvchi bo‘lishining 

, ■ zaruriy va yetarli shartini) ayting va uni garmonik qatorga qanday
tatbiq qilish mumkin?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1. Quyida berilgan qatorlaming r„ qoldig‘i uchun ifoda toping, barcha n>n0 
larda |r„|<s tengsizlik bajariladigan n0 ni ko‘rsating:

* i * 9" x 4"
а) У --------!-------- , s  = 2 \0~A; b ) £ ^ - ,  * = 10^.

} tf (2 /i- lX 2 n  + l) tT 5
2. Ushbu qatorlaming uzoqlashuvchi ekanligini asoslang:

3. Koshi kriteriyasidan foydalanib ushbu qatorlaming yaqinlashuvchi 
ekanligini isbotlang:



• ) i £ ;  ь  j ± ™
»=i z #f—i

3. Koshi kriteriyasidan. foydalanib ushbu qatorlarning uzoqlashuvchi 
ekanligini isbotlang:

a) b)l>f1+i]-£ f2 n  + l Z! \  "J
1 2"+l Javoblar: 1. a) r„ = «„ = 1250; b) r. = — , n, =

6-§. Musbat qatorlar

lg2,5
=10

6.1. M usbat qatorlarn ing  yaqinlashish sharti. Agar berilgan 
ax +a2 +a3 +... + an + ... qatoming hadlari nomanfiy, ya’ni an>0, «eN ,  
bo‘lsa, bu qator musbat qator (yoki musbat hadli qator) deyiladi. 
Ravshanki, musbat qatorlarning xususiy yig‘indilari ketma-ketligi 
kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘ladi, chunki Sn+]=Sn+an+], bundan Sn < 
Sn+j. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan musbat 
qatorlar uchun quyidagi yaqinlashish sharti kelib chiqadi:

\-teorema. Musbat qator yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning 
xususiy yig‘indilaridan tuzilgan ketma-ketlikning yuqoridan 
chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremadan ko‘rinadiki, musbat qatorlami yaqinlashishga 
tekshirish uchun uning xususiy yig‘indilaridan tuzilgan {Sn} ketma- 
ketlikning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatish yetarli ekan. Quyida 
isbotlari shu teoremaga asoslangan musbat qator yaqinlashishining bir
nechta yetarli shartlarini ko‘rib chiqamiz.

® • 2
1 -misol. У ---------qatomi yaqinlashishga tekshiring.

Я=1 n(n + \)
Yechish. Qatoming n-x ususiy yig‘indisini yozib olamiz:

0 ^  sin2A sin2 A: ^ 1 1 1 u ti i* • l Li-S = y  ---------. --------- < ----------= ---------- bo lganligi sababli
" t l K k  +1) *(* + 1) *(А + 1) к k +1 5 5

т — — l = l — — <1 munosabatlar o‘rinli. Demak, barcha
& * ( *  + 1 )  f c f U  * + U  /7 +  1

n lar uchun S„<1, ya’ni qatoming xususiy yig‘indilari ketma-ketligi
yuqoridan chegaralangan. 1-teoremaga ko‘ra berilgan musbat qator 
yaqinlashuvchi boMadi.



6.2. Taqqoslash alomatlari < 1. \ ^
2-teorema. Aytaylik, i - 4 ^■■

а ,+ а 2+Оз+... + а„+,..  ̂ О )
Ьх +Ь2 +63 + — + ̂„ + ••• ' (2) :V

musbat qatorlar berilgan boMsin. Biror n0 nomerdan boshlab an& n 
munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda

a) (2 ) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, ( 1 ) qator yaqinlashuvchi bo‘ladi;
b) ( 1 ) qatoming uzoqlashuvchi bo‘Isa, (2 ) qatoming ham 

uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, Sn = ^ a k, Sn' = f^bk boMsin. Shartga ko‘ra an<bn
k = Г k = 1

munosabat o‘rinli, bundan Sn tengsizlik kelib chiqadi.
a) Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda {5"л} ketma-ketlik 

yuqoridan chegaralangan. Demak, (1) qator xususiy yig‘indilaridan 
tuzilgan {Sn} ketma-ketlik ham yuqoridan chegaralangan. Bundan (1) 
qator yaqinlashuvchidir.

b) ( 1 ) qator uzoqlashuvchi bo‘lsin, u holda {S„} ketma-ketlik 
yuqoridan chegaralanmagan. Demak, {£’„} ham yuqoridan 
chegaralanmagan. Bundan limSH'=<x> va qator uzoqlashuvchi. ,

2-misol. Birinchi taqqoslash alomatidan foydalanib,
2 \ (  2 '2
3 + 213 +

I ^ | j  +... qatomi yaqinlashishga tekshiring

Yechish. Ushbu qatomi qaraymiz: +(f) + 2 j +

Ravshanki,, = ^ [ f ]  s ( f )  =*»' MahraJ' 9 = §  boMgan

geometrik qator yaqinlashuvchi, demak 1-teoremaga ko‘ra berilgan
00 1 / 2y

Y -  • -  qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

3-misol. Birinchi taqqoslash alomatidan foydalanib

1 + - L  + 4 =+... + 4 = + -  qatoming uzoqlashuvchi ekanligini asoslang. 
v2 v3 4n

Yechish. Berilgan qatoming hadlari, ikkinchi hadidan boshlab

1+ I  + I  + I +  + I+ ... garmonik qatoming mos hadlaridan katta, garmonik 
2 3 4 n



qator esa uzoqlashuvchi. Demak, birinchi taqqoslash alomatiga ko‘ra 
berilgan qator uzoqlashuvchi.

Yuqorida isbotlangan teoremadan bir nechta foydali natijalar kelib 
chiqadi. Bunda biz (2) qator hadlarini musbat, (1) qator hadlarini nomanfiy 
deb qaraymiz.

1 -natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun lim— = k (k<oo) mavjud
n^obn

bo‘lsa, u holda (2) qatoming yaqinlashuvchi ekanligidan (1) qatoming 
yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Isboti. Haqiqatan ham, agar lim^- = * mavjud boMsa, u holda
-*■4

limitning ta’rifiga ko‘ra har qanday s  musbat son (masalan, ^=1) olmaylik,

shunday n0 nomer topilib, ri> n0 larda к <1 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bundan esa ^-< k  + 1 tengsizlik hosil bo‘ladi. Shartga ko‘ra b^>0
К

bo‘lganligi sababli, so‘ngi tengsizlikni an<(k+l)bn ko‘rinishda yozib olish 
mumkin. Endi, (2) qator yaqinlashuvchi, demak, 2-§ da isbotlangan 1- 
teoremaga ko‘ra umumiy hadi (Ж )6 „  boclgan qator ham yaqinlashuvchi 
bo‘ladi. U holda yuqorida isbotlangan taqqoslash alomatiga ko‘ra (1) qator 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Izoh. an>0, £„>0 boMganligi sababli £>0 bo‘ladi. Natija xulosasi k=0 
da ham o‘rinli ekanligi ravshan.

2-natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun lim^- = A (0<£<oo) mavjud.П-+СО
boMsa, u holda (2) qatoming uzoqlashuvchi ekanligidan (1) qatoming 
uzoqlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Isboti. Agar (1) qator yaqinlashuvchi boMganda edi, u holda

lim— = -J- (0<-|-<+oo) munosabat va 1-natijaga ko‘ra (2) qator 
an к к ^

yaqinlashuvchi bo‘lar edi. Bu esa shartga zid. Shuningdek, A = lim ^  = +ooЛ->00 fywn

bo‘lganda ham lim— = 0 bo‘lib, yuqoridagi natijaga ko‘ra ziddiyatga 

kelamiz.
Yuqoridagi ikkita natijadan quyidagi natija kelib chiqadi:



Ъ-natija. Agar (1) va (2) qatorlar uchun lim— = k (0<k<co) mavjud
™b„

bo‘lsa, u holda (1) va (2) qatorlar bir vaqtda yaqinlashuvchi, yoki bir 
vaqtda uzoqlashuvchi bo‘ladi.

4-misol. sinl + sin—+...+sin—+... qatomi l + i + i  + i  + ...+ —+... qator
2 ‘ n 2 3 4 n

. 1  . 1sin— s in -
bilan taqqoslaymiz. — = —~  nisbatni ko‘ramiz. M a’lumki, lim— ^ - - \ .

bn 1 * "-**> J_
n n

00 J

Demak, berilgan У  sin - qator uzoqlashuvchi. 
t i  n

5-misol. sin^'+sin^- + ... + s in ^+ ... qatomi 2 + 2r + 2*+"'+ 2 "+'“ 

qator bilan taqqoslaymiz. Berilgan ikkinchi qator yaqinlashuvchi, chunki 

<7 = i  bo‘lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya hadlari

yig‘indisidan iborat.
. 1 . 1  

Sin—  Sin~  * 1
= — 2 - va lim— — = 1. Shunday qilib, У  sin— qator yaqinlashuvchi. 

bn J_  "-»« J  2
2"  2"

Taqqoslash alomatidan foydalanib biror qatoming yaqinlashuvchi 
yoki uzoqlashuvchi ekanligi haqida xulosa chiqarish har doim ham oson 
masala emas. Chunki bunday xulosa chiqarish uchun tadqiq etilayotgan 
qator bilan taqqoslanadigan yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi qatomi 
topishning umumiy usuli yo‘q. Shu sababli qatomi yaqinlashishga 
tekshirishda yordamchi qatordan foydalanilmaydigan alomatlami topish 
zaruriyati tug‘iladi. Quyida shunday alomatlami ko‘rib o ‘tamiz.

6.3. Dalamber alomati
3-teorema. Agar

ax +a2 + a3 +... + an +... (3)
musbat qatoming (w+l)-hadining w-hadiga nisbati w-> qo da chekli limitga 
ega, ya’ni

lim3*L = / (4)

bo‘lsa, u holda
1) / < 1 da qator yaqinlashadi;



2) / > 1 da qator uzoqlashadi.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra (4) tenglik o‘rinli. Limitning ta’rifiga 

ko‘ra ixtiyoriy e>0 son uchun shunday n0 natural son topilib, barcha п>щ 
larda quyidagi munosabat o ‘rinli bo‘ladi:

1 -£ < a n+l/an <\+e (5 )
1) Agar /<1 bo‘lsa, u holda shunday s>0 son topilib, q=l+e<l 

bo ladi. U holda shu £>0 songa mos щ  natural son topilib, barcha п>щ 
larda an^xlan < q tengsizlik o‘rinli bo‘Iadi. Bundan

<a»*Q> <<Vi9< % q2, <alh+k,lq<aKoqkf...

Endi, \q\<\ da qator yaqinlashishidan £ X +* = £ an
*=1 k =  1 « = „ .4 .1

2) Agar />1 bo‘lsa, u holda shunday £->0 topilib, q =1 -s>  1 bo‘ladi.
(3) munosabatdan barcha n>n0 larda an+l/an > q tengsizlik, yoki a ^ a ^ q  
tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa biror haddan boshlab qator hadlari
о suvchi ekanligini anglatadi. Demak, qator yaqinlashishining zaruriy 
sharti bajarilmaydi. Qator uzoqlashuvchi.

1=1 bo‘lgan holda bu alomat qatoming yaqinlashuvchi bo‘Iish- 
bo‘lmasligini aniqlash imkonini bermaydi.

6-misol. Qatomi yaqinlashishga tekshiring:

qatoming, demak, an qatoming yaqinlashishi kelib chiqadi.

2 22 2"

7Г + ГГ -Г ++ ...

Yechish. Ravshanki, (4) formuladan
n (n +1 /

quyidagini topamiz:

Demak, qator uzoqlashuvchi.
1-misol. Berilgan qatomi yaqinlashishga tekshiring:

Yechish. Ravshanki, an = 2я + 1
. (4) formulaga ko‘ra



-  . .. И Г '  1 ,._2» + l 1 ,lim -2±L = lim -r------7- = -T^lim -— -=  —f =  < 1.
Л-ЮО Q  n - K B  2 / 1  - I  y j 2 .  n ~*‘X> 2 / 7  —  1 y/2

Щ
Demak, qator yaqinlashuvchi.
8-misol. Qatomi yaqinlashishga tekshiring:

1+W +W +A +'"+ W +"" 1

Yechish. Qatoming n- va л+1-hadlarini yozib olamiz: a„=-^=,yjn
1

a . = , *- ■-. (2 )  formulaga ko‘ra lim = lim - -  lim \ =  I .
”+ Vw + 1 "■** л“"°" _L  я~кол ’ w

3Jn
Qatoming yaqinlashishi to‘g‘risida Dalamber alomati asosida xulosa 

chiqarish mumkin emas. Taqqoslash alomatiga ko‘ra (masalan, garmonik 
qator bilan taqqoslang), qatoming uzoqlashuvchi ekanligini ko‘rish 
mumkin.

6.4. Koshining radikal alomati.
4-teorema. Agar
ax +a2 + a3 +... + an + ... (6)

musbat hadli qator uchun 
lim !$ап =р
x-+co

chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda p< 1 da berilgan qator yaqinlashuvchi, 
p> 1 da esa uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. Aytaylik p< 1 boMsin. Ushbu p<q< 1 tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi biror q sonni tanlaymiz. U holda limф ^= р < ч

boMganligi sababli n=k nomerdan boshlab, yja^<q yoki an<q" (n>k) 
tengsizlik o‘rinli boMadi. Bundan esa

ak<qk,a k̂ < qk*\ ak+2 < qk+2,... O)
munosabatlar o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

0<*/<l boMganligi sababli,
q + q2 +q3 +... + qk + qk+} + qk*2 +... (8)

geometrik qator yaqinlashuvchi boMadi. Qaralayotgan (6) qatoming k- 
hadidan boshlab barcha hadlari ((7) munosabatga ko‘ra) (8) qatoming mos



had lari dan kichik. Demak taqqoslash alomatiga ko‘ra (6) qator 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Endi p>\ bo‘lsin. U holda Iim^z^ = p > l bo‘lganligi sababli, biror 

n=k  nomerdan boshlab f a > \  bo‘ladi. Bundan an> 1 (n>k). Demak (6)
qatorning umumiy hadi n —»+co da nolga intilmaydi, ya’ni (6) qator 
uzoqlashuvchi bo‘ladi.

1 -izoh. Agar lim^/^ = +oo boMsa, (6) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi,

chunki bu holda ham biror к  nomerdan boshlab f a  > 1 bo‘ladi.
2-izoh. lim ^T  mavjud bo‘lmagan yoki mavjud va 1 ga teng bo‘lgan

holda, Koshi alomati qatoming yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligi 
haqidagi masalaga javob bermaydi.

°° 1Haqiqatdan ham, masalan qator yaqinlashuvchi, lekin
» = !  П

1+1+ 1+...+1... qator uzoqlashuvchi, lekin bu qator uchun 
limW/Г = lim%/l =1.
л - x »  v  Л -Н В

9-misol. Berilgan qatomi yaqinlashishga tekshiring:
1 1 1— + —•?—+ ...+ -------------+

ln2 In 3 ln”(n + \)

Yechish. limr/a~ = limJ -----------= — !—  = o<l
' "-"°\1п"(л + 1) ln(/7 +1)

Demak, qator yaqinlashuvchi.

10-misol. +_ qatomi yaqinlashishga 

tekshiring.

r e c /i is / t .U m ^  = lim Jf— 1 = lim f — 1 = e >\Я-И» n~*cc\j\̂  n J n J
Qator uzoqlashuvchi.

6.5. Koshining integral alomati
5-teorema. Agar f ( x ) funksiya [l;oo) oraliqda nomanfiy, 

integrallanuvchi, monoton kamayuvchi hamda £ a„ qator hadlari uchun



/(1) = л„ /(2 )  = л2,..., /(л ) = tengliklar o ‘rinli bo‘lsa, u holda
00

qator va \f(x )d x  xosmas integrallar bir vaqtda yaqinlashuvchi yoki bir 
i

vaqtda uzoqlashuvchi bo‘ladi; yaqinlashuvchi bo‘lgan holda

*\f(x)dx <> £ a „  ^  *\f(x)dx +a\ (9)
i "=i i 

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. f{x) funksiya monoton kamayuvchi, demak k<x<k+\ 

tengsizliklardan f(k) > f(x) > f(k+ l) kelib chiqadi. Bu qo‘sh tengsizlikni к
dan k+\ gacha integrallab,

*+l £+1 k+1
\f(k )d x  > \f(x )d x  > j f ( k  + \)dx, yoki f(k)= ak bo‘lganligi uchun
к 

A+lA+l
ak ^  \f(x )d x  > ak+1 qo‘sh tengsizliklarga erishamiz. So‘ngi 

к

tengsizliklami к= 1, 2 , . . . ,  n uchun yozamiz:

a x > \f(x )d x  > a2, 
i
3

a2 > \f(x )d x

an> \f(x )d x  > an+x.
n

Bularni hadma-had qo‘shib, quyidagiga ega boMamiz:
n+l

S„> j f  (x)dx > S ^ -a \  (10)
1

Quyidagi hollami qaraymiz.
oo »+*

1) \f(x )d x  integral yaqinlashuvchi va /  ga teng. U holda jf(x)dx< J  
Г |

va S„+\< I+a\ tengsizlik barcha natural n larda o ‘rinli. Demak, {S',,} ketma-
oo

ketlik yuqoridan chegaralangan, bundan musbat qator
л=1

yaqinlashuvchi.



Va aksincha, agar £ an qator yaqinlashuvchi boMsa, u holda {Sn}
n=l

n+\

ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan, demak umumiy hadi I ^ x= jf(x )d x
i

boMgan monoton o‘suvchi ketma-ketlik yaqinlashuvchi boMadi, ya’ni
ao

\ f (x )d x  integral yaqinlashuvchi boMadi.
i

n + l

2) J f(x )d x  integral uzoqlashuvchi boMsin. U holda S„ > . \f(x )d x  

tengsizlikdan {Sn} ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan, bundan £ an
л*1

qator uzoqlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Agar J an qator
ir»l

uzoqlashuvchi boMsa, u holda uning xususiy yigMndilaridan iborat {5n} 
ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan, demak, umumiy hadi

Лги~ \ f(x )d x  boMgan ketma-ketlik ham chegaralanmagan. Bundan
1

oo

\ f ( x )d x  in tegrating  uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.

Qator yaqinlashuvchi boMgan holda (10) qo‘sh tengsizlikda n—>oo 
limitga o ‘tib,

oo

S  ^  J f(x )d x  > S-ax munosabatga, bundan (9) ga ega boMamiz.

11 -misoL Umumlashgan garmonik qator deb ataluvchi ushbu
, 1 1 1  11  1----- 1----- i-...н----- к..

2P 3P 4P np
qatomi yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. a, = /( l )  = l, a, = /(2 ) = ̂ .... ^  = /(« ) = -L ,... va f ( x )  = ~
2 nP XP

ekanligi ravshan, bu yerdap-haqiqiy son.
Ushbu

* 1 " 1 1 1\— dx = lim j~ d x  = ------lim x~p"[ = ------lim ^1"' -1) (p * 1)j xp n-^JxP ii ^  7
xosmas integralni hisoblaymiz.

00 i i
Agar/?>1 boMsa, u holda limnl~p =0 va j— dx =---- - yaqinlashuvchi;



Agarp< 1 bo‘lsa, u holda limw1_A> =00 va f— dx uzoqlashuvchi; f
Я-K D  j  Д 1̂

®  J "‘ i  '

Agar /7=1 bo‘lsa, u holda = lnx\* = 00 uzoqlashuvchi.
>x

Shunday qilib, umumlashgan garmonik qator p> 1 bo‘lsa 
yaqinlashuvchi, p<\ bo‘Isa uzoqlashuvchi bo‘ladi.

6.6. Raabe alomati

6-teorema. (1) qatoming hadlari musbat va lim и -^=--1 = r  bo‘lsin.
J

U holda
1) agar r > 1 bo‘lsa, (1) qator yaqinlashuvchi;
2) agar r < 1 bo‘Isa, (1) qator uzoqlashuvchi 

boMadi.
Isboti. ([1], 397-398 b. )

\2-misol. 1 + У ( 2 я — !— qatomi yaqinlashishga tekshiring, bu 
£ / (2/i)!! 2w + l

yerda (2n)!! orqali 2n gacha bo‘lgan barcha juft sonlaming, (2n-l)!! orqali 
esa 2n-l gacha bo‘lgan barcha toq sonlaming ko‘paytmasi belgilangan.

Yechish. Bu qator uchun Dalamber alomati natija bermaydi, chunki

lim = 1. Raabe alomatini tatbiq etamiz:
2/7(2/7 +  l)

(2*- l ) 2
*-** 2(2« + 1) 2

lim/7
*1—►со I

uchun qator yaqinlashuvchi

.• n  (2w-l)2 1r=lim/7 1—------- —
2л(2/г +1) J

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Qanday qatorga musbat qator deyiladi?
2. Musbat qatorlarning xususiy yig‘indilar ketma-ketligi haqida nimalar 

deyish mumkin?
3. Musbat qator yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini nimadan 

iborat?
4. Musbat qator yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini isbotlang.
5. Musbat qatorlami taqqoslash deganda nimani tushunasiz?
6. Musbat qatorlami yaqinlashishga tekshirganda taqqoslashdan qanday 

foydalaniladi? Misolda tushuntiring.
7. Taqqoslash teoremalarining isbotida qaysi teoremadan foydalaniladi?
8. Dalamber alomatini ayting.



9. Dalamber alomatini isbotlashda qanday qatordan foydalaniladi?
10. Dalamber alomati bo‘yicha qatomi yaqinlashishga tekshirganda 

nima ishlar bajariladi?
11. Koshining radikal alomatini ayting.
12. Koshining radikal alomati bo‘yicha qatomi yaqinlashishga 

tekshirganda nima ishlar bajariladi?
13. Koshining radikal alomatidan foydalanib geometrik qatomi 

yaqinlashishga tekshiring.
14. Koshining integral alomati yordamida qatomi yaqinlashishga 

qanday tekshiriladi?
15. Koshining integral alomati yordamida garmonik qatomi 

yaqinlashishga tekshiring.
16. Koshining integral alomatini ayting.
17. Koshining integral alomatini isbotlang.
18. Umumlashgan garmonik qatomi yozing.
19. Umumlashgan garmonik qatomi Koshining integral alomati 

yordamida yaqinlashishga tekshiring.
20. Qanday qatorlami Koshining integral alomati yordamida 

tekshirish mumkin?
21. Raabe alomati yordamida qatomi yaqinlashishga qanday 

tekshiriladi?
22. Dalamber, Koshi, Raabe alomatlarining taqqoslash 

alomatlaridan afzalliklari nimada?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. Umumiy hadi a„ bo‘lgan qator xususiy yig‘indilari ketma- 

• • • ®
ketligining yuqoridan chegaralanganligidan foydalanib, qatoming

n = l

yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang:

a) «. = - C0S<3n ; ' Ъ ) а = * Щ
(л+1Хп + 2) '  ” n -3"+4

2. Taqqoslash teoremalaridan foydalanib, qatomi yaqinlashishga 
tekshiring.

г; .
^  n=l 4



oo 1

3. an qator hadlari 100-chi hadidan boshlab, musbat va an<—

go ?>

bo‘lsa, £ an yaqinlashuvchi bo‘ladimi?
л=1

4. Dalamber yoki Koshi alomatlari yordamida qatorlami 
yaqinlashishga tekshiring.

ч 6"n\ t i4 vp 1 , v 'sr'f 2л+ 1  ̂ _ j \
a I f  nn %in"(n+5)9 1 я л + 2 ;  ’

£,10”+2
„=> n

5. Koshining integral alomatidan foydalanib qatomi yaqinlashishga 
tekshiring.

a)Z ^T T 7» Х т Г Г т ^ Т И п ’ c)
n=  I л2+ Г  “ 7(л + 1)1п2(л + 1)’ (л + \)y]\n(n +1)

Javoblar: 2. a) yaqinlashuvchi, b) uzoqlashuvchi, c) yaqinlashuvchi, 
d) yaqinlashuvchi. 3. Ha, yaqinlashuvchi bo ladi. 4. a) uzoqlashuvchi, b) 
yaqinlashuvchi, c) uzoqlashuvchi, d) yaqinlashuvchi. 5. a) uzoqlashuvchi, 
b) yaqinlashuvchi, c) uzoqlashuvchi.

7-§. Ixtiyoriy hadli qatorlar. Absolyut yaqinlashuvchi va shartli 
yaqinlashuvchi qatorlar

Biz oldingi paragraflarda musbat hadli, ya’ni hadlarining ishoralari 
bir xil bo‘lgan (nolga teng hadlarini hisobga olmaganda) qatorlami 
ko‘rdik. Agarda qator hadlarining ishoralari biror nomerdan boshlab 
musbat boMadigan bo‘lsa, bunday qatorlami yaqinlashishga tekshirish 
qiyinchilik tug‘dirmaydi. Chunki, qatoming chekli sondagi hadlarini 
tashlab yuborish uning yaqinlashish xarakteriga ta’sir etmaydi. Ammo 
qatorda cheksiz ko‘p musbat va cheksiz ko‘p manfiy hadlar qatnashsa, 
bunday qatomi yaqinlashishga tekshirish muhim masalaga aylanadi. 
Odatda, bunday qatorlar ixtiyoriy hadli qatorlar deb yuritiladi.

7.1. Ishoralari navbatlashuvchi qatorlar
1 -ta ’rif. Ushbu

w,- u 2 +u3-m4 + ...+ (-\)nun = (1)



bu yerda w„ u2, u3 
qator deyiladi.

... musbat sonlar, qator ishoralari navbatlashuvchi

qatorda

Ishoralari navbatlashuvchi qatorlar uchun quyidagi teorema o‘rinli: 
\-teorema (Leybnits teoremasi). Agar ishoralari navbatlashuvchi

и, - u 2 +Щ -M4 + +

bo‘lsa,

1) qator hadlarining absolyut qiymatlari kamayuvchi, ya’ni 
щ >u2 >u3>u4 >... (2)

2) qatoming un umumiy hadi л->оо da nolga intilsa:

(3)
u holda (1) qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. n = 2m, ya’ni juft bo‘lsin. U holda S^  ni quyidagicha yozib 
olamiz: S2m =(ul - u 2)+ (ui - u 4) + ... + (u2m_l - u 2m).  (2) shartga ko‘ra u ^ r  
u2m>0 (m= 1,2,...), demak S2m> 0 va xususiy yig‘indilar ketma-ketligi 
{S2m} o ‘suvchi bo‘ladi.

ЕП(** S2m xususiy yig‘indini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
= w, -  (Щ -  w3 / -... ■- (u2m_2 -  u2m_x ) - u 2m.

Yana (2) shartga ko‘ra ux > S2m tengsizlikni hosil qilamiz.
Shunday qilib, {S2m} xususiy yig‘indilar ketma-ketligi o‘suvchi va 

yuqoridan chegaralangan. Demak, lirnS2m =S , shu bilan birgalikda 
m, > S > 0.

Endi toq mdeksli {S ^ ,}  xususiy yig‘indilar ketma-ketligi ham S  
limitga intilishini ko‘rsatamiz.

Haqiqatan ham,

2̂*+l S2m +M2m+!
bo‘lgani uchun m-юо da

ga ega bo‘lamiz, bunda (3) shartga ko‘ra

Demak, limS„ = 5 , qator yaqinlashuvchi.

limi^ ,= 0

tekshiring.



Yechish. \ > \ > \ >  -> , V t2 > • va lmrn„ = lim 1 i- = 0 .
2 32 4 (и + U *-*•(« + 1)2

Demak, yuqoridagi teoremaga asosan qator yaqinlashuvchi.
7.2. Absolyut yaqinlashuvchi va shartli yaqinlashuvchi qatorlar

Endi ixtiyoriy hadli qatorlami qaraylik.
2-teorema. Agar ixtiyoriy hadli

mi + ii2+ i/3+ i/4+ . (4) 
qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan

К 1 + К 1 + 1 мз | + К 1 + - + к 1 + -  ( 5 )

qator yaqinlashsa, u holda berilgan qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Isboti. S„ va Sn' mos ravishda (4) va (5) qatorlaming w-xususiy 

yig‘indilari bo‘lsin. Sn+ bilan barcha musbat va S~  bilan S„ xususiy 
yig‘indidagi barcha manfiy ishorali hadlar absolyut qiymatlari yig‘indisini 
belgilaymiz. U holda Sn= Sn+-S ~ , 5 /= 5 я++5л" bo‘ladi.

Shartga ko‘ra, (5) qator yaqinlashuvchi, shu sababli {£„'} xususiy , 
yig‘indilar ketma-ketligi S limitga ega.

{S /}  va {S„~} âr esa musbat va o‘suvchi, shu bilan birgalikda
Sn+ < Sn'<S va S~<Sn'<S (chegaralangan), demak, ular ham limitga ega: 

l im 5 /= 5 +, WmSn-=S-
Л-КЮ П-+СС

Sn= S„*-Sn~ munosabatdan {Sn} ham limitga egaligi kelib chiqadi: 
lim 5 = Iim5n+-lim5„_ = 5 + -5 " .
Л-+00 Л-НО П-+СС

2-ta ’rif. Ixtiyoriy hadli
м, +u2 +м3 + uA +... + un +... (4)

qator hadlari absolyut qiymatlaridan tuzilgan
h i +W + h l + Ы +•••+ K I+••• (5)

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (4) qator absolyut yaqinlashuvchi qator 
deyiladi.

3-ta ’rif. Agar ixtiyoriy hadli (4) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, bu qator 
hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan (5) qator uzoqlashuvchi 
bo‘ Isa, u holda (4) qator shartli yaqinlashuvchi deyiladi.

2-misol. Quyidagi qatomi qaraylik :
, 1 1 1  ✓ , 11 -  -  + ------+ ... + ( - \ )  -  + ...

2 3 4 n



Leybnits alomatiga ko‘ra bu qator yaqinlashuvchi, lekin qator

hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan 1 + 1  + I  + 1  + . q a t o r
2 3 4 n

uzoqlashuvchi. Demak, qator shartli yaqinlashuvchi.

3-misoL Quyidagi qatomi yaqinlashishga tekshiring:

1 _L + i_ _ _ L + +t l l
2J 3J 42

Yechish. Berilgan qatoming absolyut qiymatlaridan tuzilgan
n=l Л

qator umumlashgan garmonik qator (r=2>l) bo‘lib, yaqinlashuvchi. 
Demak, berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi.

Shu paragrafning birinchi punktida ishora navbatlashuvchi qator 
yaqinlashishining yetarli sharti isbotlandi. Ixtiyoriy hadli qatorlar uchun 
bunday sodda yaqinlashish alomati mavjud emas. Lekin ixtiyoriy hadli 
qatomi absolyut yaqinlashishga tekshirganda musbat qatorlar uchun 
isbotlangan taqqoslash, Dalamber, Koshi alomatlaridan foydalanish 
mumkin.

4-misol. Ushbu
sin a  sin2a sinna 
--- —  + -----:----+ ... + ------—  +... (7)1 T

qatomi yaqinlashishga tekshiring, bu yerda a-ixtiyoriy haqiqiy son. 
Yechish. Berilgan qator bilan birga

sin a sin2a
4 -  _L

sinna
l2 22

v  . . .  T*

n1 (8)

qatomi qaraymiz. Bu qatomi ushbu yaqinlashuvchi
1. 1 1 1

l4" v + ^T + 7T + - '2 32 4 \ n- 
qator bilan taqqoslaymiz.

Ravshanki, sinna
n - 1,2,... Shu sababli taqqoslash alomatiga

ko‘ra (8) qator yaqinlashuvchi. U holda 2-ta’rifga ko‘ra berilgan (7) qator 
absolyut yaqinlashuvchi.

5-misol. Ushbu
sin — 22 sin
----4 +------

1! 2 !
4- +

• 5л- 3 sin —

3!

2 . {2n-\)n  n sin-------—

n\ (9)
qatomi yaqinlashishga tekshiring.



Yechish. Berilgan qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan
ushbu

2 . (2n-\)n  л s in - - -
________4___ (10)

qatomi qaraymiz. Bu'qatomi Dalamber alomati yordamida tekshiramiz. U 
holda

lim
л —*>o

(n + l)!«'sin<2n+i ^

/  1 4 , 2 • {2 n -\)7 t(w + l)!/i s in - ------ —
4

= lim
Л-ЮО

IN
V

I  2 J

0<1. Dalamber alomatiga ko‘ra

(10) qator yaqinlashuvchi. Demak, (9) qator absolyut yaqinlashadi.
6-misol. Ushbu

( 11)

qatomi yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan musbat

hadli y f  — ) qatorga Koshining radikal alomatini tatbiq etamiz:

lim J f  —-—1 =lim—-— = —<1. Koshi alomatiga ko‘ra qator
»-»*y|v3n + lJ  "-*=°Зл + 1 3 «=ЛЗ« + 1у

yaqinlashuvchi, demak, berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

8-§. Qator hadlari o‘rinlarini almashtirish bilan bog‘liq xossalar

Chekli yig‘indining muhim xossalaridan biri o‘rin almashtirish 
xossasidir, ya’ni yig‘indi qo‘shiluvchilar tartibiga bog‘liq emasligidir. Bu 
xossa qatorlar uchun o‘rinlimi? degan savolni qarash tabiiydir, ya’ni 
yaqinlashuvchi qator hadlarini istalgancha o‘rinlarini almashtirish 
natijasida qator yig‘indisi o‘zgarmaydimi (yaqinlashuvchi bo‘lib 
qoladimi)?

8.1. Absolyut yaqinlashuvchi qatorlarning o‘rin almashtirish
xossasi

1 -teorema. Agar absolyut yaqinlashuvchi qatorda hadlarini istalgan 
tartibda o‘zgartirsak yana absolyut yaqinlashuvchi qator hosil bo4lib, uning 
yig‘indisi avvalgi qator yig‘indisiga teng boMadi.



Isboti. Bu teoremani, avval musbat qator uchun isbotlaymiz.
Aytaylik

al +a2+a2+...+an+... - (1)
musbat qator va uning yig‘ indisi S  boMsin.

Bu qator hadlarini biror usulda o‘rinlarini almashtirib, yangi
by + b2 + by +... + bH +...

qatomi hosil qilamiz. Bu qator hadlarini eski belgilash orqali yozib 
chiqamiz:

= ak(о» 2̂ = ац2)» = ak{3)»—»bn = ak{ri),....
U holda qator cjuyidagi ko‘rinishda yoziladi:

°*(1) + °k (  2) + f l *(3) +  — +  a k(n) +  — ( 2 )

Ravshanki, (1) qatoming har bir hadi (2) qatoming ham hadi va 
aksincha boMadi. (2) qatoming crn xususiy yig‘indisini tuzamiz:

CFn =  a k(\) +  a k(2) +  a *(3) +  ••• +  а Цп)

va A^l), A(2),...,k(ri) sonlardan kattasini tanlaymiz va uni m bilan 
belgilaymiz.

U holda (1) qatoming Sm xususiy yig‘indisi hadlari ichida crn yig‘indi 
had lari mavjud. Shu sababli crn < Sm (bu yerda n ixtiyoriy, m esa n ga 
bog‘liq tanlangan) tengsizlik o‘rinli.

(1) musbat qator yaqinlashuvchi va yig‘indisi S  ga teng bo‘lganligi 
sababli istalgan m uchun Sm <S tengsizlik o‘rinli. U holda <r„<S albatta 
bajariladi. So‘ngi tengsizlik (2) musbat qatoming xususiy yig‘indilari 
yuqoridan chegaralanganligini anglatadi.

Demak, (2) qator yaqinlashuvchi va uning a  yig‘indisi (1) qator 
у ig‘indisi S  dan katta emas: cr < S .

Shunday qilib, qator hadlarini o ‘rinlarini almashtirish natijasida qator 
yaqinlashishi saqlanadi.

Ikkinchi tomondan (1) qator (2) qator hadlari o‘rinlarini almashtirish 
natijasida hosil qilinishi mumkin. Shu sababli ham (1) qator yig‘indisi (2) 
qatoryig‘indisidan katta emas, ya’ni S < a .

a  < S va S <cr tengsizliklardan a  = S kelib chiqadi.
Shunday qilib, musbat qator uchun teorema isbot bo‘ldi.
Endi (1) ixtiyoriy absolyut yaqinlashuvchi qator va uning yig‘indisi 

5' boMsin. 7-§ dagi 2-teoremaga ko‘ra 5' = 5+-S ", bu yerda £ + (1) 
qatoming musbat hadlari yigMndisi, S ' esa (1) qatoming manfiy hadlari 
absolyut qiymatlari yigMndisi. Berilgan qator hadlari o‘rinlarini 
almashtirishda uning musbat va manfiy hadlar o‘rinlari almashadi.



Yuqorida isbotlaganimizga ko‘ra S+ va S', demak, ulaming ayirmasi S’ 
h a m  o‘zgarmaydi. Teorema to‘liq isbot bo‘ldi. , . .

8.2. Shartli yaqinlashuvchi qator hadlari о‘nnlarini almashtirish.
Shartli yaqinlashuvchi qatorlar o‘rin almashtirish xossasiga ega 

emas. Bunga quyidagi misolda iqror bo‘lamiz. Ushbu

1_ i + I - I  + I . I + _ +(. , r I + _  (3)
2 3 4 5 6 и

qatomi qaraymiz. Bu qatoming shartli yaqinlashuvchi ekanligini 
ko‘rsatgan edik (7-§x2-misol). Uning yig‘indisini S  bilan belgilaymiz.

(3) qator hadlari o‘rinlarini quyidagicha almashtiramiz: birinchi 
musbat haddan so‘ng ikkita manfiy hadlarini aw algi qatorda kelish 
tartibida yozamiz, keyin ikkinchi musbat haddan so‘ng ikkita manfiy hadni 
(3) qatorda kelish tartibida yozamiz va hakozo.

Natijada
1- I _ I + i _ I - I + . . . + _ i ---------!-----■ (4)

2 4 3 6 8 2л-1  4л- 2  An • 
qatorga ega bo‘lamiz.

(4) qator yaqinlashuvchi, uning yig‘indisi (3) qator yig‘indisining 
yarimiga teng ekanligini ko‘rsatamiz: (3) va (4) qatorlar xususiy 
yig‘indilarini mos ravishda SH va Sj bilan belgilaymiz. (4) qatoming S3n 
xususiy yig‘indisini yozib olamiz va uni shakl almashtiramiz:

A  1 1 1 ч V r _ J _____L ) - I y r _ J _____L)
3" " tT  2A-1 4A -2 4k} h  4k-2 *k} 2 fc f2 A -l 2k

ya’ni s ; „ = i s 2/I, bu yerda S*, orqali (4) qatoming dastlabki In  ta hadlari 

yig‘indisi lim S2„=S  bo‘lganligi sababli,

lims3'„ = lim(is,2j  = i s .
И-ХЮ J n-*X> 2  2

Shunday qilib, (4) qatoming nomerlari uchga karrali xususiy

yig‘indilari ketma-ketliklari ga yaqinlashadi. Ammo (2) qatoming

nomerlari uchga karrali bo‘lmagan xususiy yig‘indilari ketma-ketliklari 
ham shu songa yaqinlashadi. Haqiqatdan ham,

lim S ,.., = + — !— ) =
я - » ®  л - х »  2 w  +  1 2

limS' = lim (4  + — -  — Ц ) =
n-*a, > n-*o 2n + l 4n + 2 2



Bundan, lim S ' = - is  degan xulosaga kelamiz, bu esa (2) qator

yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi dastlabki (1) qator yig‘indisi yarmiga 
tengligini ko‘rsatadi. Qarab o ‘tgan misol, shartli yaqinlashuvchi qator 
hadlari o ‘rinlarini almashtirish natijasida uning yig‘indisi o‘zgarishiga olib 
kelishi mumkinligini ko‘rsatadi. Umuman olganda, shartli yaqinlashuvchi 
qatorlar uchun ushbu teorema o ‘rinli.

2-teorema (Riman). Istalgan shartli yaqinlashuvchi qatorda qator 
hadlari o ‘rinlarini shunday almashtirish mumkinki, hosil bo‘lgan qator 
yig‘indisi avvaldan berilgan songa teng bo‘ladi. Bundan tashqari, qator 
hadlari o ‘rinIarini shunday almashtirish mumkinki, hosil bo‘lgan qator 
uzoqlashuvchi boMadi.

Shunday qilib, Riman teoremasi shartli yaqinlashuvchi qatorlar o‘rin 
almashtirish xossasiga ega emasligini ta’kidlaydi. Biz bu teoremani 
isbotsiz qoldiramiz.

9-§. Absolyut yaqinlashuvchi qatorlami ko‘paytirish

2-§ da ikkita yaqinlashuvchi qatomi qo‘shish, ayirish va qatomi 
hadma-had songa ko‘paytirish amallarini ko‘rib o ‘tdik. Bu paragrafda 
qatomi qatorga ko‘paytirishni o‘rganamiz.

Aytaylik
al +a2+a2+... + a„+... (1)

va
bl ^b2+b3+... + bn+... (2) 

yaqinlashuvchi qatorlar berilgan bo‘lsin.
(1) va (2) qatorlar hadlaridan tuzilgan barcha ajbk (/Д = 1,2,...) 

ko‘paytmalami tuzib chiqamiz. a,bk (i, k= l,2 ... )  ko‘paytmalami biror 
tartibda nomerlab, cu c2, ..., c„, ... ko‘rinishda yozib olamiz va quyidagi 
qatomi qaraymiz:

ci+c2+c3+...+c„+... (3)
Absolyut yaqinlashuvchi qatorlar uchun quyidagi teorema o‘rinli.
Teorema. (qatorlami hadma-had ko‘paytirish haqida). Agar (1) va (2) 

qatorlar absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda birinchi qator hadlarini 
ikkinchi qator hadlariga ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan а,Ьк (i, k=J,2... )  
ko‘paytmalardan (va istalgan tartibda joylashtirilgan) tuzilgan (3) qator 
absolyut yaqinlashuvchi bo‘lib, uning S yig‘indisi (1) va (2) qator 
yig‘indilari A va В laming ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.



Isboti. Teorema shartiga ko‘ra (1) va (2) absolyut yaqinlashuvchi, 
shu sababli
va N + h l + H + - + k l + -  (4)

W + N + W + - + W + -  <5)
qatorlar yaqinlashuvchi boMadi. Bu holda

W + N + N + - +KI+-  (6)
qator yaqinlashuvchi boMishini ko‘rsatamiz.

.C' shu qatoming «-xususiy yigMndisi boMsin. U \ajbk\ ko‘rinishdagi 
hadlardan tuzilgan. C'n yig‘indiga kiruvchi hadlaming / va к indekslari 
ichida eng kattasi mavjud va uni m bilan belgilaymiz. Endi

A'm = К  | + \a21 + К  | + -  + \am I» К  = |*1| + W  + N  + + |К  |
chekli yigMndilami ko‘paytirib chiqsak, C' ko‘paytmaning barcha a-t bk 
hadlari yangi hosil qilingan kocpaytma hadlari ichida boMadi. (4) va (5) 
qatorlaming musbat ekanligini e’tiborga olsak.

С'Я<А'ЯВ: (7)
hosil boMadi.

(7) tengsizlikning o ‘ng tomonida (4) va (5) musbat qatorlaming m-ta 
xususiy yigMndilarining ko‘paytmasi turibdi. Bu qatorlar yaqinlashuvchi 
boMganligi sababli, Am va B'm xususiy yigMndilar yuqoridan 
chegaralangan, demak, (7) tengsizlikka ko‘ra C'„ xususiy yigMndi ham 
yuqoridan chegaralangan. Bundan (6) musbat qatoming, undan esa (3) 
qatoming absolyut yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.

Endi (3) qatoming S  yigMndisi (1) va (2) qatorlar yigMndilari A va В  
ko‘paytmasiga teng ekanligini ko‘rsatamiz.

(3) qator absolyut yaqinlashuvchi boMganligi sababli uning yigMndisi
S  djbk hadlar o ‘rinlari tartibiga (joylashuvchiga) bogMiq emas. Shu 
xossadan va 2-§ dagi 3- teoremadan foydalanamiz.

afo + (axb2 + a2b2 + b2bx) + (ахЬг + a2b3 + аъЬ2 + Oybx) +... (8)
Bunda avval a\b\ ((1) va (2) qator hadlarining eng katta indeksi 1 ga teng 
boMgan) hadi, keyin esa bu qatorlar hadlari eng katta indeks 2 ga teng 
boMgan hadlari ko‘paytmasi yozilgan (bunday hadlar soni 3 ta) keyin esa 
eng katta indeksi 3 ga teng boMgan (1) va (2) qator hadlari ko‘paytmasi 
yozilgan va hokazo.

Agar (8) qator yigMndisini topa olsak, u holda (3) qator yigMndisini 
topgan boMamiz. Sn orqali (8) qatoming eng katta indeksi n boMgan 
yigMndilar guruhi bilan tugaydigan xususiy yig‘indisini belgilaymiz.



(1) va (2) qatorlarning w-xususiy yig‘indilarini A„ va B„ bilan 
belgilaymiz. U holda ravshanki C„ = А„’ВЯ boMadi.

lim Д, = A, lim Bn = В bo ‘lganligi sababli, ko‘paytmaning limiti 

haqidagi teorem aga ko ‘ra, limC„ = A В bo‘ladi.
л - w o

Shunday qilib, (3) qator yig‘indisi uchun C - A - B  tenglik o‘rinli.
00 * 00

va qatorlar hadlarining mumkin bo‘lgan barcha
»»=I Л>| - ' 1

ko‘paytmalaridan tuzilgan qator berilgan qatorlarning ko ‘paytmasi 
deyiladi.

Amalda qatorlar ko‘paytmasini quyidagicha yozish qulay:
oo oo

AB = T*a» 'H b»= aA  + (aib2 +<hbi) + (aA  + <hh2 + афх) +...
n = l n = l • ,

H a lb„+aJ>m_l+... + aJbi) + ...

Shunday qilib, absolyut yaqinlashuvchi qatorlar chekli 
yig‘indilaming barcha asosiy xossalariga ega. Shartli yaqinlashuvchi 
qatorlar esa bu xossalaming ba’zi birlariga ega emas.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Ixtiyoriy hadli qator deganda qanday qatomi tushunasiz?
2. Qanday qator ishoralari navbatlashuvchi qator deyiladi?
3. Leybnits teoremasini ayting.
4. Leybnits teoremasi shartlari bajarilganda ishoralari navbatlashuvchi 

qatoming xususiy yig‘indilari ketma-ketligi {Sn} qanday xossalarga 
ega?

5. Leybnits teoremasi shartlari bajarilganda ishoralari navbatlashuvchi 
qatoming xususiy yig‘indilari ketma-ketligining {S2n} va {S2n-i} 
qismiy ketma-ketliklari hadlari ichma-ich joylashgan kesmalar 
ketma-ketliklarining uchlari boMishini ko‘rsating.

6. Ichma-ich joylashgan kesmalar ketma-ketligi prinsipidan foydalanib * 
Leybnits teoremasini isbotlang.

7. Berilgan qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan qator 
yaqinlashuvchiligidan berilgan qatoming yaqinlashuvchi boMishini 
isbotlang.

8. Qanday qator absolyut yaqinlashuvchi deyiladi?
9. Qanday qator shartli yaqinlashuvchi deyiladi?
10. Absolyut va shartli yaqinlashuvchi qatorlarga misollar keltiring.
11. Absolyut yaqinlashuvchi qatoming qanday xossalarini bilasiz? .



12. Shartli yaqinlashuvchi qatoming qanday xossalarini bilasiz?
13. Ixtiyoriy hadli qatomi yaqinlashishga tekshirganda nima ishlar 

bajariladi?
14. Ikki qatoming ko‘paytmasi deganda qanday qatomi tushunasiz?

teoremani ayting.
16. Yaqinlashuvchi qatorlar va chekli yig‘indilar qanday umumiy 

xossalarga ega?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. Quyidagi ishoralari navbatlashuvchi qatorlami yaqinlashishga 

tekshiring.

3. Ikkita absolyut yaqinlashuvchi qatorlaming yig‘indisi absolyut 
yaqinlashuvchi qator ekanligini isbotlang. Ikkita absolyut yaqinlashuvchi 
qatorlaming ayirmasi haqida nima deyish mumkin?

ko'paytiring.
Javoblar: 1. a) absolyut yaqinlashuvchi, b) uzoqla^w ^hi, c) 

absolyut yaqinlashuvchi, d) shartli yaqinlashuvchi e) absolyut

15. Ko‘paytma qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lishligi haqidagi

. n  sin —
__n_

2. Quyidagi qatorlami yaqinlashishga tekshiring:

b)

yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang va hosil bo‘lgan qator yig‘indisini 
toping.



yaqinlashuvchi, f) absolyut yaqinlashuvchi. 2. a) uzoqlashuvchi, b) shartli
о

yaqinlashuvchi. 4. - .

5 \ | a + b | (a + b>2 , , (a * * )"-1
I? 2! *“ (л-1)! "

I-bobni takrorlash uchun test savollari.

1. £1п[ 1 + - ]  qatoming xususiy yig‘indisini toping.
»»=i v n J

А) ln(/H-l) В) Inn-1 С) ln(w+l)-ln2 D) -1п(и+1)

°o j

2 ‘ n + \)(n + 2) qat° r UChUn Se nimaga ten8?
A) 5/7 B) 3/4 C) 2/3 D)3/8

3-Agar bo‘lsa, qatoming umumiy hadini toping.

A) — B) — 1—  C ) -------?-------  D) — !___
n ( n - l )  n(n + \) '  (n + l)(n  + 2) n(n + 2)-

2я —1
4. Agar Sn s=-jj-p bo‘lsa, qatoming uchinchi hadini toping.

A) 1/4 B) 3/4 C) 1/8 D) 3/8

5.Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Agar qatoming biror qoldig‘i yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning o‘zi 
ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
B) Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning har qanday qoldig‘i 
ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
C) Agar qatoming umumiy hadi nolga intilsa, u holda qator 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.
D) Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning xususiy yig‘indilaridan 
iborat ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.

6. Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Agar qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning л-hadi nolga intiladi.



B) Agar qator yaqinlashuvchi boMsa, u holda uning har qanday qoldig‘i 
ham yaqinlashuvchi boMadi. > . •
C) Agar qatoming xususiy yigMndilaridan iborat ketma-ketlik 
chegaralangan boMsa, u holda qator yaqinlashuvchi boMadi.
D) Agar qator yaqinlashuvchi boMsa, u holda uning xususiy yigMndilaridan 
iborat ketma-ketlik chegaralangan boMadi.

7. Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Chekli sondagi yaqinlashuvchi qatorlaming yigMndisi yaqinlashuvchi 
qator boMadi.
B) Yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi qatorlaming yigMndisi uzoqlashuvchi 
qator boMadi.
C) Yaqinlashuvchi qatoming songa ko‘paytmasi yaqinlashuvchi qator 
boMadi.
D) Ikkita uzoqlashuvchi qatoming ayirmasi uzoqlashuvchi qator boMadi.

8. Quyidagi jumlalardan qaysi biri to‘g‘ri?
A) uzoqlashuvchi qatomi songa ko‘paytirsa, yana uzoqlashuvchi qator 
boMadi.
B) Ikkita uzoqlashuvchi qatoming ayirmasi yaqinlashuvchi qator boMadi.
C) Ikkita uzoqlashuvchi qatoming ayirmasi uzoqlashuvchi qator boMadi.
D) Ikkita yaqinlashuvchi qatorlaming ayirmasi yaqinlashuvchi qator 
boMadi.

9. Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) Yaqinlashuvchi qatorga chekli sondagi yangi hadlami qo‘shish 
natijasida hosil boMgan qator yaqinlashuvchi boMadi.
B) Yaqinlashuvchi qatoming chekli sondagi hadlarini o ‘mini almashtirish 
natijasida hosil boMgan qatoming yigMndisi avvalgi qator yigMndisiga teng 
boMadi.
C) Yaqinlashuvchi qatordan uning chekli sondagi hadlami tashlash 
natijasida qator yigMndisi o ‘zgarmaydi.
D) Uzoqlashuvchi qatorga chekli sondagi yangi hadlami qo‘shish 
natijasida hosil boMgan qator uzoqlashuvchi boMadi.

10. Quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?



A) Musbat hadli qatorning xususiy yig‘indilari ketma-ketligi 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.
B) Yaqinlashuvchi musbat hadli qator hadlari cheksiz kamayuvchi ketma- 
ketlik bo‘ladi.

C) Yaqinlashuvchi musbat hadli qator xususiy yig‘indilari ketma-ketligi 
chegaralangan bo‘ladi.
D) Musbat hadli qator xususiy yig‘indilari kamaymaydigan ketma-ketlik 
tashkil qiladi.

11. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.

A) Agar biror n nomerdan boshlab 0<a„<bn bo‘lsa, u holda £ an
% rt=l

oo

qatoming uzoqlashishidan bn qatoming uzoqlashishi kelib chiqadi.
л=* 1

B) Agar biror n nomerdan boshlab 0<an<b„ bo‘lsa, u holda ^b„  qatoming
л *  1

oo

yaqinlashishidan qatoming yaqinlashishi kelib chiqadi.
n=l

C) Agar cheksiz ko‘p n lar uchun 0<an<bn bo‘lsa, u holda qatoming
л=1

yaqinlashishidan qatoming yaqinlashishi kelib chiqadi.
n=  1

D) Agar barcha n lar uchun 0<a„<b„ bo‘lsa, u holda qatoming
л=1

00 1 

uzoqlashishidan qatoming uzoqlashishi kelib chiqadi. 
i?=l

12. To‘g‘ri jumlani ko‘rsating.

A) Agar biror n nomerdan boshlab a„<b„ bo‘lsa, u holda £ an qatoming
л-1

00

uzoqlashishidan ^ b n qatoming uzoqlashishi kelib chiqadi.
л = 1

B) Agar biror n nomerdan boshlab a„<b„ bo‘lsa, u holda J bn qatoming
л=1

00

yaqinlashishidan £ an qatoming yaqinlashishi kelib chiqadi.



C) Agar cheksiz ko‘p n lar uchun a ^ b n bo‘lsa, u holda £ b„ qatoming
• я=1

op t
yaqinlashishidan £ an qatoming yaqinlashishi kelib chiqadi.

/1=1 00
D) Agar barcha n lar uchun 0<а^Ьп bo‘lsa, u holda qatoming

00
uzoqlashishidan qatoming uzoqlashishi kelib chiqadi.

/j=l

13.To‘g‘ri jumlani ko‘rsating.
oo ^

A) Agar lim— = 0, u holda Y  an musbat qatoming uzoqlashishidan 2^b„
Ьп n=l »=*

musbat qatoming uzoqlashishi kelib chiqadi.
oo

B) Agar lim— = 0 bo‘lsa, u holda £ bn musbat qatoming yaqinlashishidan
bn „=i

oo

^ an musbat qatoming yaqinlashishi kelib chiqadi.
n - 1 00
C) Agar lim— = <*> bo‘lsa, u holda musbat qatoming

»-** bn »=i

yaqinlashishidan musbat qatoming yaqinlashishi kelib chiqadi.

°o ®

D) Agar lim— = oo, u holda Ya„  musbat qatoming uzoqlashishidan 2 Л
n-»»b„ ^  »=i

musbat qatoming uzoqlashishi kelib chiqadi.

14.Quyidagi qatorlardan qaysi biri uzoqlashuvchi?
00 1 00 1 00 1 I ® 1

„*1 5 n=i Vw + 5 n=i n "=i Vя

15. Quyidagi qatorlardan qaysi biri yaqinlashuvchi?
oo 00 и  oo 1 00 1

«  §rlr b>s ^ cii : ^ d,§ ^
16.Quyidagi qatorlardan qaysi biri yaqinlashuvchi?

A) В)Ш cŷ  D)AvaCл>1 \ 3w + 1 / n=l 3 л=1 /*•



17.Quyidagi qatorlardan qaysi biri uzoqlashuvchi?

Л>5ЙТ " Ш 1 °>§F
18.Musbat qator uchun quyidagi jumlalardan qaysi biri noto‘g‘ri?

Q 00
A) Iim-2±L<1 boMsa, Y a n qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

а» пш .

B) limrfan <\ bo‘Isa, qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
и=1

Cl 00
C) limw(-5i!- - l ) > l  bo‘lsa, qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

и=|
Cl °°

D) lim/i(—2— 1)>1 bo‘lsa, qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
an+\ n=l

19.To‘g‘ri jumlani ko‘rsating.
oo

A) Ishoralari navbatlashuvchi K > 0 )  qator hadlarining
n=\

absolyut qiymatlari kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma- 
ketligining {S^} qism ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo‘ladi.
B) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari 
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligi chegaralangan 
bo‘ladi.
C) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari 
kamayuvchi boMsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining
qism ketma-ketligi o ‘cuvchi bo‘ladi.
D) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari 
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining {S^} qism 
ketma-ketligi kamayuvchi bo‘ladi.

20. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating. .
A) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari 
kamayuvchi boMsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining } 
qism ketma-ketligi o ‘cuvchi bo‘ladi.
B) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari 
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining {S^i}  
qism ketma-ketligi kamayuvchi bo‘ladi.



C) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari 
kamayuvchi bo‘lsa, u holda S\4<Si bo‘ladi.
D) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlari 
kamayuvchi bo‘lsa, uning xususiy yig‘indilar ketma-ketligining qismi 
№n+i} chegaralangan bo‘ladi.

21. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.
A) Ishoralari navbatlashuvchi qator umumiy hadi nolga intilishi qatoming 
yaqinlashishi uchun yetarli.
B) Ishoralari navbatlashuvchi qator umumiy hadi nolga intilishi qatoming 
yaqinlashishi uchun zaruriy.
C) Agar ishoralari navbatlashuvchi qator yaqinlashuvchi boMsa, u holda 
uning chekli hadlarini almashtirish natijasida hosil bo‘lgan qator 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.
D) Ishoralari navbatlashuvchi qator hadlarining absolyut qiymatlaridan 
tuzilgan ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu qator yaqinlashadi.

22. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating
A) Agar qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning yig‘indisi 
qator hadlarining o‘mini almashtirishga bog‘liq bo‘lmaydi.
B) Agar qator shartli yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda uning hadlarini 
almashtirish natijasida uzoqlashuvchi qator hosil qilish mumkin.
C) Absolyut yaqinlashuvchi qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
D) Yaqinlashuvchi qator absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

23. Uzoqlashuvchi qatomi ko‘rsating. 

V —
4=1 Г1A) t ^ P -  B ) №  D ) ^

“  П  + 1  *i=i « т  I  я=| J

oo 2"

24. — qator yig‘indisini toping.

A) 5/3 B) -5/3 C) 2/7 D )-2/7

25. Shartli yaqinlashuvchi qatomi ko‘rsating.

в) t™  B)i$ ?r  с)1 Н"х^т D> £ ^n-1 П + 1  V я  +  I И-1 -»



2 п оо у

26‘ va § 5 "  qa,orlar ko'paytmasining yig'indisini toping.
A) 3/2 B) -3/2 C) 2/3 D) 3/8



П-ВОВ. FUNKSIONAL KETMA-KETLIKLAR VA QATORllAR
‘ - ' < . ‘ . •- ‘ { > ' '«.I ;t

l-§. Funksional ketma-ketlik va uning limiti

Natural sonlar to‘plami N va birorX to‘plamda (X cR ) aniqlangan F  
funksiyalar to‘plami berilgan boMsin. Har bir natural neN  songa F  
to‘plamdagi bitta funksiyani mos qo‘yish n\->un(x) natijasida hosil 
boMgan

Ui(x), u2(x), и„(х) , ... (1)
ketma-ketlik funksional ketma-ketlik deyiladi va {un(x)} kabi belgilanadi. 
un(x) funksiya ( 1) funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.

Faraz qilaylik, X to‘plamda (ATcR) biror
ui(x), u2(x), ..., un(x), ... 

funksional ketma-ketlik berilgan boMsin. X  to‘plamda x0 nuqtani olib, 
berilgan funksional ketma-ketlikning har bir hadining shu nuqtadagi 
qiymatlarini qaraylik. Ular

Uj(Xq), U2(Xq), ..., u„(xQ), ... (2) 
sonlar ketma-ketligini tashkil etadi.

Ta Yif. Agar (2) sonlar ketma-ketligi yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) 
boMsa, u holda {un(x)} funksional ketma-ketlik x0 nuqtada yaqinlashuvchi 
(uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi 
deyiladi.

{un(x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish 
(uzoqlashish) nuqtalaridan iborat to‘plam, uning yaqinlashish 
(uzoqlashish) sohasi deyiladi.

Aytaylik, D (Z)cR) to‘plam {u„(x)} funksional ketma-ketlikning 
yaqinlashish sohasi boMsin. U holda D to‘plamdan olingan har bir x  
nuqtada funksional ketma-ketlik sonli ketma-ketlikga aylanib, u 
yaqinlashuvchi, ya’ni chekli limit. lim u„(x) ga ega boMadi. D to‘plamdan

olingan har bir x ga unga mos keladigan sonli ketma-ketlikning chekli 
limitini mos qo‘ysak, unda funksiyaga ega boMamiz. Uni {un(x)} 
funksional ketma-ketlikning limitfunksiyasi deyiladi: lim un(x)-f(x).

Bu holda {un(x)} funksional ketma-ketlik D sohada (D sohaning har 
bir nuqtasida) f(x) funksiyaga yaqinlashadi va bu funksiya (1) funksional 
ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi.

{un(x)} funksional ketma-ketlik D sohaning har bir nuqtasida f(x) 
funksiyaga yaqinlashadi, degan jumlani, boshqacha, quyidagicha aytish



mumkin: ixtiyoriy £>0 son va ixtiyoriy xeD  uchun shunday по=щ(£,х) 
topilib, barcha n>n0 larda \un(x)-f(x)\<etengsizlik bajariladi. 

I l l  1\-misol. funksional ketma-1+jc1 ' 2 + jc 3 + jc ’ n + x2 
ketlikning aniqlanish sohasi, yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini 
toping.

Yechish. Berilgan funksional ketma-ketlikning umumiy hadi un(x)~ 

— !—j  bo‘lib, aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat.

Bu funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi ham barcha haqiqiy 
sonlar to‘plamidan iborat ekanligini ko‘rish qiyin emas. Funksional ketma- 
ketlikning limit funksiyasi f(x)=0
bo‘ladi, chunki lim —^ - = 0 .

"-**> n + x
1-rasmda bu ketma-ketlikning 

bir nechta hadlari va limit 
funksiyasining grafiklari keltirilgan.

1-rasm
2-misol. sin*, 2sin^, 3sin^, ..., wsin-, ... funksional ketma-

2 3 n
ketlikning aniqlanish sohasi, yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini 
toping.

Yechish. Funksional ketma-ketlikning umumiy hadi un(x)=nsm-
n

bo‘lib, aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan iborat. Bu 
ketma-ketlik haqiqiy sonlar to‘plamida/(*)=* funksiyaga yaqinlashadi. 
Haqiqatdan ham, haqiqiy sonlar to‘plamidan olingan ixtiyoriy x  da ushbu 
munosabat o‘rinli:

.  j c  .  JCsin— s i n -
lim nsin-=  l im— = jc-lim----tL = x . \ - x
n-*oо n  Л-» 00 JC п-*х> X

n n
3-misol. Umumiy hadi u„(x)=nx2 boMgan funksional ketma- 

ketlikning aniqlanish sohasi, yaqinlashish sohasi va limit funksiyasini 
toping.



Yechish. Bu funksional ketma-ketlikning aniqlanish sohasi (-oo;+oo) 
dan iborat. Agar j^O bo‘lsa, lim/zx2 =co bo‘ladi. Agar*=0 bo‘lsa, ravshanki

n-*ao

limit 0 ga teng boMadi. Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning 
yaqinlashish sohasi {0 } to‘plamdan, bu to‘plamda limit funksiya 
dan iborat.

4-misol. Ushbu j funksional ketma-ketlikni yaqinlashishga 

tekshiring.
Yechish. Bu ketma-ketlikning aniqlanish sohasi barcha haqiqiy sonlar 

to‘plamidan iborat. Lekin x  ning istalgan qiymatida ketma-ketlik
Tl\uzoqlashuvchi boMadi, chunki lim ’ =oo. Demak, bu ketma-ketlikning

"-**x +n
yaqinlashish sohasi bo‘sh to‘plamdan iborat, u hech qanday funksiyaga 
yaqinlashmaydi.

5-misol. Ushbu {*" j ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Ketma-ketlik hadlari (-oo;+oo) da aniqlangan. Agar, masalan, 

x= i  boMsa, u holda j-^-J ketma-ketlik yaqinlashuvchi va limiti nolga teng

boMadi. demak, ketma-ketlikning yaqinlashish sohasiga tegishli.

Shunga o‘xshash, agar x=3 boMsa, u holda |з ”} ketma-ketlik
uzoqlashuvchi boMadi. Demak, x=3 ketma-ketlikning yaqinlashish 
sohasiga tegishli emas.

Umuman olganda, agar |jc|<1 boMsa, {jc"} ketma-ketlik
yaqinlashuvchi va limiti 0 ga teng boMadi. Shuningdek, {jc"} ketma-ketlik 
jc=1 nuqtada ham yaqinlashuvchi, lekin bu nuqtada limit 1 ga teng boMadi. 
Agar x=-\ boMsa, u holda {(-1)"} ketma-ketlik uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Shuningdek, agar |jc |>1 boMsa, {*"} ketma-ketlik uzoqlashuvchi boMadi.
Shunday qilib, ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi (-1; 1 ] oraliqdan iborat 
boMib, bunda u

agar - 1 < x < 1 bo’lsa, 
agar x = 1 bo’lsa 

funksiyaga yaqinlashadi.



2-rasm

2-rasmda {x"J ketma-ketlikning [0,1] kesmadagi dastlabki bir nechta 
hadlarining va limit funksiyasining grafiklari keltirilgan.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Funksional ketma-ketlik deb nimaga aytiladi? Misol keltiring.
2 . Funksional ketma-ketlikning aniqlanish sohasi deganda nimani 

tushunasiz?
3. Qanday nuqta funksional ketma-ketlikning yaqinlashish nuqtasi 

deyiladi?
4. Funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi deb qanday 

to‘plamga aytiladi?
5. Funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi qanday topiladi?
6 . Limit funksiya qanday amqlariadi?
7. Limit funksiyaga «е» tilidagi ta’rifini bering.



Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1 ’ ‘1. Umumiy hadi un(x) = - - - - - bo‘lgan funksional ketma-ketlikning

aniqlanish sohasini, yaqinlashish sohasini, limit funksiyasini toping.
4"2. Umumiy hadi u„(x) = — bo‘lgan funksional ketma-ketlikning

aniqlanish sohasini, yaqinlashish sohasini, limit funksiyasini toping.
3. Umumiy hadi ип(х) = л1\+х” bo‘lgan funksional ketma-ketlikning 

D=[0;2] to4plamdagi limit funksiyasini toping.
4. Umumiy hadi un(x) = narcctgnx2 boMgan funksional ketma- 

ketlikning D=(0;+ao) to‘plamdagi limit funksiyasini toping.
0, agar | * |> 1,

Javob lar: l.(-co;+oo); (-co;+co); /(jc) = «jo,5, agar | jc|= 1,
1, agar | л: |< 1.

0 , agar | x\>\,2. (-oo;0)u (0 ;+oo); (-oo;-4)u[4;+oo); / ( x) =
1, agar x = 1.

3 . / ( , ) - f 1’ ,e w 0S* < l  4.\.x, agar 1 < j c  < 2. /w = -V -x

2-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik

Aytaylik, {un(x)j funksional ketma-ketlik D to‘plamda biror f(x) 
funksiyaga yaqinlashsin. Ya’ni, D to‘plamdan olingan ixtiyoriy x0 son 
uchun {u„(xq)} sonli ketma-ketlik J(xq) ga yaqinlashsin. Yaqinlashuvchi 
sonli ketma-ketlikning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy £>0 son uchun shunday n0 
natural son topilib, barcha n>n0 larda \u„(xq)-/(xq)\<£ tengsizlik bajariladi. 
Bu yerda n0 son {ип(хц}} ketma-ketlik uchun faqat ega  bogMiq. Agarda x0 
o‘miga D ga tegishli bo‘lgan boshqa x0’ nuqtani olsak va {un(x0’)} ketma- 
ketlik uchun n0 ni awalgidek qoldirsak, |u„(xo)-f(xo)\<e tengsizlik 
bajarilishi ham, bajarilmasligi ham mumkin. (Albatta, bu tengsizlik 
bajariladigan boshqa щ  * topiladi).

Demak, biror D to‘plamda yaqinlashuvchi funksional ketma- 
ketliklami ikki sinfga ajratib o‘rganish mumkin ekan.

1 -ta’rif. Agar ixtiyoriy e>0 son olinganda ham, faqat e ga bog‘liq n0 
natural son topilib, ixtiyoriy xeD  va barcha ri>n0 larda \un(x)-f(x)\<s



tengsizlik bajarilsa, {un(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda fix) 
funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi.

Agar yaqinlashuvchi 
{u„(x)} funksional ketma-ketlik 
D  to‘plamda tekis
yaqinlashmasa, u holda bu 
ketma-ketlik D to‘plamda 
notekis yaqinlashadi deyiladi.
Buni quyidagicha ta’riflash 
mumkin: shunday s  musbat son 
topilib, barcha m natural sonlar ,
uchun shunday ri>m natural son —-------V----------------------- J -------
va shunday xneD  topilib,

tengsizlik o‘rinli 
bo‘ladi. 3-rasm

Yuqoridagi tushunchalarga geometrik talqin beramiz.
Aytaylik, {un(x)} funksional ketma-ketlik biror D to‘plamda /* )  

funksiyaga tekis yaqinlashsin. U holda ixtiyoriy s>0 son uchun shunday n0 
nomer ko‘rsatish mumkinki, barcha n>n0 va barcha xeD  uchun \un(x)~ 

tengsizlik, ya’ni y(x)-8<w„(x)</jc)+s tengsizliklar bajariladi. 
Geometrik nuqtai nazardan bu tengsizliklar y=u„(x) funksiyaning graflgi 
y=j(x)-z, у=Лх)+е funksiya grafiklari bilan chegaralangan yoMakda 
yotishini anglatadi. Demak, {un(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda 
fix )  funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda yo4akning eni qanchalik kichik 
bo‘lmasin, biror n0 nomerdan boshlab {un(x)} ketma-ketlik hadlari 
grafiklari to‘lig‘icha shu yo‘lakda yotadi (3-rasm).

Agarda {u„(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plam da/x) funksiyaga 
notekis yaqinlashsa, u holda shunday yo‘lak mavjudki, har qanday щ 
nomer uchun n>n0 bo‘lgan un(x) funksiya topilib, uning grafigi qisman 
boMsa ham yoMakning tashqarisida yotadi.

Endi quyidagi belgilashni kiritamiz: d„=sup\u„(x)-fix)\.
xcD

\-teorema. {un(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda fix) 
funksiyaga tekis yaqinlashishi uchun Нтс/Л = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. D to‘plamda {u„(x)} funksional ketma-ketlik fix) 
funksiyaga tekis yaqinlashsin. Ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy £>0 son olinganda 
ham, shunday no nomer topiladiki, п>щ boMganda D to‘plamning barcha x



nuqtalari uchun |m ĵc)-Xx)|<8 boMadi. Bundan esa ixtiyoriy п>щ uchun 
<̂ „=sup \un(x)-f(x)\<z boMishi kelib chiqadi. Demak, limd = 0 .

xeD  '  • »-**>

Yetarliligi. D to‘plamda {u„(x)} funksional ketma-ketlik fix )  limit 
funksiyaga ega bo‘lib, limJ„=lim sup\ub(x)-f(x)\=0 boMsin. Demak,

ixtiyoriy 8>0 son olinganda ham, shunday n0 nomer topilib, barcha n>no da 
sup\un(x)-f(x)\<z boMadi. Agar |un(x)-f(x)\<sup |un(x)-f(x)\<z munosabatni

xeZ)

e’tiborga,olsak, u holda ixtiyoriy xeD  uchun \un(x)-f(x)\<z boMishi kelib 
chiqadi. Bu esa {un(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda fix )  limit 
funksiyaga tekis yaqinlashishini bildiradi.

Bu teorema 1-ta’rifiii unga teng kuchli va amaliyotda ishlatish oson 
boMgan quyidagi ta’rif bilan almashtirishga imkon beradi:

2-ta’rif. Agar umumiy hadi dn=sup\un(x)-f(x)\ boMgan ketma-
xeD

ketlikning limiti lim */„=() boMsa, u holda {un(x)} funksional ketma-ketlik D
л -х а о

to‘plamda f(x) funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi.
Ravshanki, {un(x)} funksional ketma-ketlikning D to‘plamda f(x) 

funksiyaga tekis yaqinlashishidan bu ketma-ketlikning f(x) funksiyaga D  
to‘plamning har bir nuqtasida yaqinlashishi kelib chiqadi.

1-тnisol. 1) — -̂=-, —l-^r, — —5-т,  ... funksional ketma-
J \ + x2 2 + x 3 + x и + х2

ketlik D= R da f(x)^0  funksiyaga tekis yaqinlashadi. Isbotlang.
Yechish. Ikkinchi ta’rifdan foydalanamiz.

va lim*/„=lim —=0. Demak, j ——Д  
■f* n "-*00 n~*<K n [/? + X J

funksional ketma-ketlik f(x)=0 funksiyaga tekis yaqinlashadi.
2-misol. Umumiy hadi u„(x)-xn boMgan. funksional ketma-ketlikni 

Z>=[0;1] to‘plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi (l-§, 5- 

misol)
fO, agar хе[0;1), „ ,f(x )= \ \ 2id n=sup\x-f(x)\= sup \x-0 \ = \,
[1, agar X -1 xeM xe[0:l)

bundan berilgan funksional ketma-ketlik Z>=[0;1] to‘plamda limit 
funksiyaga tekis yaqinlashmasligi kelib chiqadi.

Shu funksional ketma-ketlikning Z>=[0;0,5] to‘plamda f(x)=0 
funksiyaga tekis yaqinlashishini tekshirib ko‘rishni o‘quvchiIarga havola 
qilamiz.

*4=sup 1 - mn + x
sup
xeR



2-teorema. (Koshi) {un(x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda 
limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun ixtiyoriy 
£>0 son uchun shunday л0е  N son mavjud bo‘lib, barcha п> щ ,т > по  va 
ixtiyoriy x g D  nuqtalar uchun *

\un{x)-um{x)\<z (1)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. D to‘plamda {un(x) } funksional ketma-ketlik f(x) 
limit funksiyaga ega bo‘lib, unga tekis yaqinlashsin. Tekis 
yaqinlashishning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy e>0 son olinganda ham s/2 uchun 
shunday n0 natural son topilib, n > n0 bo‘lganda barcha xeD  nuqtalar 
uchun

M*)-X*)| < e/2,
shuningdek, m > n0 bo‘lganda barcha xeD  nuqtalar uchun

\um(x)-fix)| < e/2
bo‘ladi. U holda barcha n > n 0,m > n 0 va ixtiyoriy x eZ) nuqtalar uchun

Wn(x)-um(x)\ < |мя(х)-.Д*)|+ \um(x)-fix)\ < s 
tengsizlik o‘rinli. Bu esa barcha n > no, m> n0 va ixtiyoriy xeD  nuqtalar 
uchun ( 1) tengsizlikning bajarilishini bildiradi.

Etarliligi. {un(x)} funksional ketma-ketlik uchun D to‘plamda (1) 
tengsizlik o‘rinli boMsin. D to‘plamdan olingan har bir x0 da {u„(x)} 
funksional ketma-ketlik {un(xa)} sonli ketma-ketlikga aylanadi va bu 
nuqtada ( 1) tengsizlikning bajarilishi uning fundamental ketma-ketlik 
ekanini ko‘rsatadi, bundan uning yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. 
Demak, D to‘plamning har bir nuqtasida {u„(xq)} sonli ketma-ketlik 
yaqinlashuvchi. {un(x) } funksional ketma-ketlikning limit funksiyasini fix) 
deylik: lim w„(jc)=/(jc).

Л-*oo

Endi (1) tengsiziikda m->oo da (bunda n va x lami tayinlab) limitga 
o‘tib quyidagini topamiz:

\un{x)-fix)\ < 8
Bundan esa {un{x)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda fix) 

funksiyaga tekis yaqinlashishi kelib chiqadi.

3-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklarning 
xossalari

I-teorema. Agar {un(x)} funksional ketma-ketlikning har bir u^x) 
(w=l, 2, ...) hadi D to‘plamda uzluksiz bo‘lib, bu funksional ketma-ketlik



D da tekis yaqinlashuvchi boMsa, u holda fix )  limit funksiya ham D 
to‘plamda uzluksiz boMadi. ' *■ - * ' .,. :

Isboti. Aytaylik jco nuqta D to‘plamdan1 olingan ixtiyoriy riuqta* 
boMsin. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishidan ixtiyoriy e>0 
son olinganda ham, shunday щеЫ  topiladiki, ri>rto va D to‘plamning 
barcha x nuqtalari uchun

|w„(*h/W| < e/3, ( 1)
jumladan

\un(Xo)-fixo)\<d3 (2 )
tengsizlik bajariladi.

Funksional ketma-ketlik har bir hadining D  to‘plamda 
uzluksizligidan un(x) funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligi kelib chiqadi. 
Demak, yuqoridagi s>0 olinganda ham, e/3 ga ko‘ra shunday 8>0 
topiladiki, |x-x0|<5 boMganda

K(x}-un(xo)\ < s/3 * (3)
boMadi.

Endi (1), (2) va (3) tengsizliklardan foydalanib, quyidagini topamiz:

|Я*ЬХ*<>)| ^ 1Д*)-Ы„(*)|+ |wn(x)~wrt(*o)|+ § + § + § =s

Demak, ixtiyoriy e>0 olinganda ham, shunday 8>0 topiladiki |x-.xo|<£ 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi x  lar uchun |Дх)-^(хо)| < 8 tengsizlik o‘rinli. 
Bu esa^jc) funksiyaning x0 nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi. *o nuqta 
D to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi boMganligi sababli, fix )  funksiya D 
to‘plamda uzluksiz boMadi.

Bu teorema shartlari bajarilganda ushbu
fix)= lim (lim un(t))= lim ( lim u„(t))

t-*X Я—НЮ Л-МО t-* x

munosabat o‘rinli boMadi ekan.
Aytaylik [a,b] kesmada

Щ(*). Щ(х), «„(*)> ••• 
yaqinlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi berilgan boMib,X*) bu 
ketma-ketlikning limiti boMsin. Qanday shartlar bajarilganda integral 
ostida limitga o‘tish mumkinligini, ya’ni

lim f/„(x)dx = flim f„(x)dx = \f(x)dx (4)J J Л-КО J
a a a

shart bajarilishini aniqlaylik.
Umuman aytganda, agar . fix) funksiya (limit funksiya) 

integrallanmaydigan boMsa, (4) tenglik ma’noga ega emasligi ravshan.



A m m o,/* ) funksiya integral lanuvchi, xatto uzluksiz boMgan holda ham 
(4) tenglik bajarilmasligi mumkin. Masalan, umumiy hadi w„(x) = л2*"(1-л;) 
boMgan funksional ketma-ketlikning [0,1] kesmada qaraylik. Bu ketma- 
ketlik *=0 vajc=l d a /x )  =0 boMadi. 0<x<l boMganda

lim  f n (x )  =  lim (n  V  (1 -  x ) )  =  (1 -  x) lim  =
_  _  ^

=  (1 -  * ) l im — P ------=  l im — - 1 x) =  0

~ K H  " G M
boMadi. Ikkinchi tomondan,

lim  f n V ( l  - x)dx =  l im {n2{ — ----------— Y l =  Hm ------------------- = I .
”- " o  U  +  l  n + 2)J  (и  +  1)(п +  2)

Г 1 1Demak, Jliivun(x)dx= jb<fc = 0 *l = lim\un(x)dx.
о 0 ""+0° 0

Izoh. Tekis yaqinlashish sharti (4) tenglik bajarilishi uchun zaruriy 
shart emas. Haqiqatdan ham, {.xn} ketma-ketlik [0 ,1] kesmada 

/« - { ? ■  *•*;
[ 1 ,  X - \

I I 1
funksiyaga notekis yaqinlashadi. Ammo lim |дглдЬс = Нт—— = 0 = jf(x)dx,

"~~o W + 1 0
ya’ni (4) tenglik o‘rinli.

2-teorema. Agar {un(x)} funksional ketma-ketlikning har bir u^x) 
(«= 1, 2, ...) hadi [a;b] kesmada uzluksiz boMib, bu funksional ketma- 
ketlik [a;b] da tekis yaqinlashuvchi boMsa, u holda

b b ь
\ux(x)dx, \u2(x)dx, \un{x)cbcy ...
a a a

b
ketma-ketlik yaqinlashuvchi boMadi, uning limiti esa \f(x )d x  ga teng

a

boMadi, ya’ni
b b .

Jim = j f ( x ) d x . (5)
П~**> a a

Isboti. Berilgan {un(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi 
\a;b] kesmada uzluksiz va bu funksional ketma-ketlik [,a;b] da tekis 
yaqinlashuvchi boMganligi sababli, yuqoridagi teoremaga asosan uning/*)



limit fimksiyasi [a;b] kesmada uzluksiz, demak [a;b] kesmada 
integrallanuvchi bo‘ladi. Endi (5) tenglikni isbotlaymiz.

fun(x)dx- ff(x)dx й J| un( x ) - f  (x)\dx< sup
а а а « f a * /

tengsiziikda' oo da limitga o‘tsak, u holda teorema shartiga ko‘ra

ju„(x)dx- jf(x)dxdn= sup |m„(x)-Xjc)|->0, bundan esa

tenglik kelib chiqadi.
Bu teoremadagi (5) munosabatni quyidagicha

->0, ya’ni (5)

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
3-teorema. Faraz qilaylik, [a;b\ kesmada yaqinlashuvchi {w„(x)} 

funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lib, uning limit funksiyasiy(x) bo‘lsin.
Agar {w„(jc)} funksional ketma-ketlikning har bir u^x) (w=l, 2, ...) 

hadi [a;b\ kesmada uzluksiz u„(x) (n=l, 2 , ...) hosilaga ega bo‘lib, bu 
hosilalardan tuzilgan

u[(x), u \(x), ..., u„(x), ... (6)
funksional ketma-ketlik [a;b] da tekis yaqinlashuvchi boMsa, u holda fix )  
limit funksiya shu [a;b] kesmada /(* )  hosilaga ega bo‘lib, { u jx ) }  
ketma-ketlikning limiti f \ x ) gateng bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra (6) ketma-ketlik [a;b] da tekis yaqinlashuvchi, 
uning limit funksiyasini g(x) bilan belgilaylik: lim u„(x)=g(x). U holda 2-

teoremaga asosan g(jc) funksiya [a;b] da uzluksiz, demak integrallanuvchi 
ham bo‘ladi. Bu funksional ketma-ketlikni [a;jc]  (a<x<b) oraliqda hadma- 
had integrallab, quyidagini topamiz:

\g(x)dx = lim X\un(x)dx = lim(u^x}-u„(a)) =ЛхУ~Ла) (7)J * Л-ЮО * я-ко
a о

: x

g(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lganligi sababli, \g(t)dt
a

funksiya differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi

bo‘ladi.
Ikkinchi tomondan (7) tenglikka asosan



dx
ya’ni f(x)=g(x) bo‘Iishini topamiz. Bu esa {u„(x)} funksional ketma- 
ketlik limit funksiyasining [a;b] kesmada differensiallanuvchi ekanligini, 
shu bilan birga lim un( x ) - f \ x ) tenglik o‘rinli ekanligini bildiradi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Funksional ketma-ketlik M to‘plamda biror funksiyaga «tekis 

yaqinlashadi» degani nimani bildiradi?
2. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishini ta’riflang.
3. Funksional ketma-ketlik tekis'yaqinlashishining zaruriy va yetarli 

shartini ayting. (Zaruriy sharti nimadan iborat? Etarli sharti nimadan 
iborat?)

4. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli 
shartini isbotlang.

5. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli 
shartini (Koshi) ayting.

6 . Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli 
shartini (Koshi) isbotlang.

7. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli 
shartida (Koshi) limit funksiyaning mavjudligi qanday ko‘rsatiladi?

8. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni limit funksiyasining 
uzluksizligi haqidagi teoremani ayting.

9. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni limit funksiyasining 
uzluksizligi haqidagi teoremani isbotlang.

10. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni hadma-had 
integrallash haqidagi teoremani ayting.

11. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni hadma-had 
integrallash haqidagi teoremani isbotlang.

12. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni- hadma-had 
differensiallash haqidagi teoremani ayting.

13. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni hadma-had 
differensiallash haqidagi teoremani isbotlang.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. Umumiy hadi un(x) = — bo‘lgan funksional ketma-ketlikning 

1 + n x
limit funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga tekshiring.



2 Umumiy hadi u ( jc) = —-— bo'lgan funksional ketriia-ketlikning 
n x + n .

D=[0;5] kesmadagi limit funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga 
tekshiring.

3. Umumiy hadi m„(*) = 1- x 2 +*4 +... + ( - i r ,x2("4) bo‘lgan funksional 
ketma-ketlikning limit funksiyasini toping va uni tekis yaqinlashishga 
tekshiring.

4. Agar {/„(*)} va funksional ketma-ketliklar D to‘plamda 
mos ravishda /(jc)va g(x) funksiyalarga tekis yaqinlashsa, u holda 
ixtiyoriy a  va P haqiqiy sonlar uchun {af„(x) + /3gn(x)} ketma-ketlik 
a /(*)+ Pg{x) funksiyaga tekis yaqinlashishini ko‘rsating.

5. Agar {/„(*)} funksional ketma-ketlik D to‘plamda /(*) funksiyaga 
tekis yaqinlashsa, g(x) funksiya D to‘plamda chegaralangan bo‘lsa, u 
holda {g(x)/„(*)} ketma-ketlik g(x)f(x) funksiyaga tekis yaqinlashishini 
isbotlang.

6 . Umumiy hadi un(x) = nxe~wc2 boMgan funksional ketma-ketlikning 

D=[0;1] kesmada yaqinlashuvchi, ammo
о " 0

ekanligini ko‘rsating.
7. Umumiy hadi un(x ) - —arctgx" bo4lgan funksional ketma-ketlik R

Yl

da tekis yaqinlashuvchi, lekin x=l nuqtada ekanligini

ko‘rsating.
Javoblar: 1. /*>=0, notekis yaqinlashadi; 2. X*)=0, tekis 

yaqinlashadi;
3. /(*) = —Ц-, M<1 da tekis yaqinlashadi.

\ + x

4-§. Funksional qatorlar

Hadlari funksiyalardan iborat boMgan qatorlami qaraymiz:
их(х) + иг(х ) + ... + ип(х) + ... ( 1 )

Bunday qatorlar funksional qatorlar deyiladi, bu yerda
и,(х),м2(х),...,мя(^),... funksiyalaming hammasi biror chekli yoki cheksiz
oraliqda aniqlangan va uzluksiz funksiyalar.



( 1) qatoming dastlabki n ta hadi yig‘ indisi 
Sm(x) = ul(x) + u2(x) + ...+u„(x) { n -2,3,...) va \S,(jc) = m,(x) funksiyani (1) 
qatoming xususiy yigMndilari deb ataymiz.

Xususiy yigMndilar {£„(*)} ketma-ketligini qaraymiz.
Ta’rif. Agar aniqlanish sohasi G to‘plamdan iborat {Sn(x)} 

funksional ketma-ketlik D yaqinlashish sohasiga ega boMib, bu sohada 
biror S(x) funksiyaga yaqinlashsa, ya’ni

5(x) = lim5'lf(x)
boMsa, (1) qator D to ‘plamda yaqinlashuvchi (har bir nuqtasida), S(x) esa
( 1) qatoming yig ‘indisi deyiladi.

Bu holda
S (*) = w, (x) + u2 (x) +... + uH(x) +...

deb yoziladi.
00 J

l-misol. Y ------ ----------- qator yaqinlashish sohasi va yigMndisinit( (n  + x)(n + x +1) n J &
toping.

Yechish. un(x) = ------ —?-------— (n = 1,2,...) funksiyalar x=-n va x=-
(л+х)(л + л: + 1)

(«+1) nuqtalarda aniqlanmagan. Shu sababli bu qatomi х Ф - к  (*€N) 
boMgan nuqtalarda tekshiramiz. Qatoming umumiy hadini

**»(*) = ------------ -—г deb yozib olish mumkin. Shu sababli
n + X  П + Х + 1 

Sn(*) = T.----^ Г - 7  + ТГ- ' 1.- . + ■■■ + 1(l + *X2 + x) (2 + x)(3 + x) (л + *Хл + х + 1)

(т~г “ ) +( ~ —  ~ —)+ —+(—-----------—~) = 1 1l + x 2 + x 2 + x 3 + * n + x w + x + l l + x n + x + \
Bundan

lim Sn(x) = lim(—--------------) = ——./»-+« „-ко 1+дг /7 + jc + l l+jc
Demak, berilgan qator хФ-к (k e N) nuqtalarda yaqinlashuvchi

boMadi va uning yigMndisi — ga teng.
1 + jt

Funksional qatorlar uchun sonli qatorlaming asosiy xossalaridan 
kelib chiqadigan quyidagi xossalar o‘rinli:

1) Agar ( 1) qatoming har bir hadini noldan farqli songa yoki ( 1) 
qatoming yaqinlashish sohasida noldan farqli qiymat qabul qiladigan 
funksiyaga ko‘paytirsak, qatoming.yaqinlashish sohasi o‘zgarmaydi.



2) ( 1) funksional qatoming bir nechta hadlarini olib tashlash yoki
( 1) qatorga chekli sondagi yangi hadlami qo‘shish ((1) qator yaqinlashish 
sohasida aniqlangan) natijasida qatoming yaqinlashish sohasi 
o‘zgarmaydi.

oo

Agar ^Tun(x0) qator absolyut yaqinlashsa, u holda (1) qator x0
n=I

nuqtada absolyut yaqinlashuvchi deyiladi. Agar (1) qat^r to‘plamining har 
bir nuqtasida absolyut yaqinlashsa, u holda qator shu to ‘plamda absolyut 
yaqinlashuvchi deyiladi.

00  ̂ y .

2-misol. У —cos* qatoming yaqinlashish sohasini toping, 
t?  n\

Yechish. x argument qiymatini tayinlab olamiz va umumiy hadi
r"vnO) = — bo‘lgan yordamchi qatomi qaraymiz. Dalamber alomatiga ko‘ra

x  ning har bir qiymatida

lim
Й+1

: lim(—----—) = lim-S-= 0  bo‘ladi, va bundan У :
я-*°° (n + 1)! n\ «-^/j + l n=i

qatoming absolyut yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Ixtiyoriy x uchun x
------- C O S J C

n\
bo‘lganligi sababli, taqqoslash

n\
teoremasiga ko‘ra berilgan qator* ning ixtiyoriy qiymatida yaqinlashuvchi 
bo‘ladi. Shunday qilib, qatoming yaqinlashish sohasi ( - q o ; + o o )  oraliqdan 
iborat.

3-misol. Umumiy hadi un{x)=nx2 bo‘lgan qatoming yaqinlashish 
sohasini toping.

Yechish. x ni tayinlab olamiz, natijada umumiy hadi и„=пъх2 bo‘lgan 
sonli qatorga ega bo‘lamiz. Agar x± 0  bo‘lsa, u holda 
lima =lim(/7V )  = xlimw3=oo boMadi. Demak, x* 0  bo‘lganda qator
Л -*ао  л - ю о  я - ю о

yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi va qator uzoqlashuvchi 
boMadi. Agar*=0 bo‘lsa, u holda m„(0)=0 (w=l,2...), S„(0) = 0 bo‘lib, qator 
yig‘indisi 5 (0) = limSM(0) = lim0 = 0 ga teng bo‘ladi. Shunday qilib,

л-»ос Л-»се

qatoming yaqinlashish sohasi faqat bitta, *=0 nuqtadan iborat.
Agar yuqoridagi qatorda x o‘miga x2+4 ni qo‘ysak, u holda umumiy 

hadi u„(x)=n\x2+4) qatorga ega bo‘lar edik. Bu qator esa hech bir nuqtada 
yaqinlashuvchi emas. Uning yaqinlashishi sohasi bo‘sh to‘plamdan iborat.



00 (— — JtY*4-misol. Ushbu —}—\ -—  funksional qatorning yaqinlashish 
Я=1 Зл- l vl +xj .

sohasini toping.
Yechish: x  ning (* * - 1) har bir qiymatida sonli qator hosil boMadi. 

Bunga Dalamber alomatini tatbiq qilamiz (absolyut yaqinlashishga 
tekshirishdagi kabi):

<-»r riz*r UM.&:.fii£T
{1 + xJ Зи-1 {l + x j3/7 + 2

VU holda /(jc) = lim i(*)l
k (* )|

lim-3 /7 - 1 1 -  JC 1-JC

'3/7 +  2 1 +  JC 1 +  x

1 — JC

1 +  JC
<1 shartni qanoatlantiruvchi x  larda berilgan qator absolyut

yaqinlashadi. /(дг)>1 shartni qanoatlantiruvchi x  larda qator uzoqlashadi. 
/(*) = 1 shartni qanoatlantiradigan x  larda va l(x) aniqlanmagan nuqtalarda 
qatomi qo‘shimcha tekshirish lozim. Bu misolda jc = ±1 boMib, x=-\ da 
qator aniqlanmagan, x=\ da esa qator faqat 0 dan iborat boMadi, absolyut 
yaqinlashadi. /(*)< 1 tengsizlikni yechib, jc > 0  ni hosil qilamiz. Demak, 
qator (0,+oo) da yaqinlashadi. x=0 nuqtani alohida tekshirish lozim. jc=0

+ ... boMib, bu qator shartli yaqinlashadi.

Shunday qilib, berilgan qator [0;-и») da yaqinlashadi.
Yuqoridagi misolni yechishda Koshining radikal alomatidan ham 

foydalanish mumkin edi.
oo y .

5-misol. J]-— — qatoming yaqinlashish sohasini toping. я=, 1 + x
Yechish. Dalamber alomatidan foydalanamiz:

. i l l  ( -1 )лda —  + ------+ ...+-——
2  5  7  3 / i - l

/(jc) = linv ,w|_
k w |

lim

, .  i+*j”

j f d . j f L 4
J

1*1, агар |x|<l, 
1, агар |x| = 1,

J j, агар |jc|>1

l(x) uchun hosil qilingan ifodalardan |*|<1 va |jc|>1 da berilgan qatoming 
yaqinlashishi kelib chiqadi. x=0 boMganda Dalamber alomatidan



foydalanib boMmaydi. Ammo bu holda qatoming barcha hadlari 0 dan 
iborat, qatoming yaqinlashishi o‘z-o‘zidan ravshan. /(x) = l, ya’ni x = ±l 
boMganda qator umumiy hadining absolyut qiymati 0,5 ga teng, demak, 
qator uzoqlashuvchi boMadi. Shunday qilib, berilgan qator |*|<1, 
shartlami qanoatlantiruvchi nuqtalarda absolyut yaqinlashuvchi boMadi.

l(x)< 1 da, ya’ni \tgx\ < 1 da qator absolyut yaqinlashadi. Bu tengsizlik

1. Funksional qator deb nimaga aytiladi?
2. Funksional qatoming aniqlanish sohasi deb nimaga aytiladi?
3. Funksional qatoming xususiy yigMndilari qanday aniqlanadi?
4. Funksional qatoming yigMndisi qanday aniqlanadi?
5. Funksional qatoming yaqinlashish sohasi deb nimaga aytiladi?
6 . Funksional qatoming yaqinlashish sohasini qanday topish mumkin?
7. Funksional qatoming qoldigM deb nimaga aytiladi?
8 . Qanday funksional qator yaqinlashuvchi deyiladi?

mumkin?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
Ushbu funksional qatoming yaqinlashish (absolyut va shartli) 

sohasini toping.

*  t z "  X6-misol. Qatomi Y —— yaqinlashishga tekshiring.
~  n

Yechish: Koshining radikal alomatidan foydalanamiz:

yechimi ( - — + л-л, — + ят?), ne  Z. Bu intervallaming chap uchlarida 
4 4 ;

berilgan qator shartli yaqinlashuvchi, o‘ng uchlarida uzoqlashuvchi 
boMishini tekshirish qiyin emas. < •

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

9. Yaqinlashuvchi funksional qatoming qoldigM haqida nima deyish



Javoblar: a) (-qo;-1)vj(1;+oo), absolut yaqinlashadi; b) (-oo;-l)u(- 
l/3;+oo), absolut yaqinlashadi: c) (-1;1), absolut yaqinlashadi; d)

у |^ - ^  + л * ;^  + я-^, * e Z ,  absolut yaqinlashadi; e) (-оо;-1/3)и(1/3;+оо),

absolut yaqinlashadi; f) (-1;1], absolut yaqinlashadi; g) (-1;1), absolut 
yaqinlashadi; h) (-oo;+oo), absolut yaqinlashadi.

5-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional qator
Aytaylik,

ul(x) + u2(x) + ... + un(x) + ... (1)
funksional qator D  to ‘plamda yaqinlashuvchi va S(x) uning yig‘indisi 
bo‘lsin.

Ta’rif. Agar (1) qatoming xususiy yig‘indilaridan iborat {£„(*)} 
ketma-ketlik D to‘plamda S(x) funksiyaga tekis yaqinlashsa, u holda (1) 
qator D  to ‘plamda tekis yaqinlashuvchi deyiladi.

Ushbu rn(x) = S(x)~Sn(x) belgilash kiritamiz. Bunda 
rn(x )=u„+l(x) + un+2(x) + ... bo‘lib, (1) qatoming qoldig‘i deyiladi.

2-§ dagi 1-teoremadan quyidagi teoremaning o‘rinli ekanligi kelib 
chiqadi.

1 -teorema. (1) qator D to‘pIamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun 
limsup| /;(jc)|=0 tenglikning bajarilishi zarurva yetarli.

xeD

1 -misol. ----- —!------- -- nuqtalami *>-1 da tekis yaqinlashishga
n-l (W +  +  X  +  1)

tekshiring.
Yechish. Berilgan qator *>-1 da yaqinlashadi. Bu qator uchun 

S(x) = — —, sn(x) = —!--------- -— - ekanligini yuqorida (4-§b 1-misol)
I  • X  1 *4* X  Y\ +  X  ^  I

ko‘rdik. Demak /;(*) = — l-— - va masala shartiga ko‘ra x f  1>0, shu sababli 
n + x + \

|r„(*)|<- tengsizlik o‘rinli. Bundan lim sup | r (*)|=0 kelib chiqadi.

Demak, berilgan qator*>-Ida tekis yaqinlashar ekan.
2-teorema (Veyershtrass alomati). Agar

ui(x) + u2{x) + ... + un(x) +... 
funksional qatoming hadlari D to‘plamda absolyut qiymati bo‘yicha biror 
yaqinlashuvchi

c,+c2+ (2)



musbat qatoming mos hadlaridan katta boMmasa, ya’ni
■ \u„(x^c„ (n = 1,2,3,...) (3)

' boMsa, u holda berilgan funksional qator D  to‘plamda tekis 
yaqinlashuvchi boMadi.,

Isbot. (2) qator yig‘indisini a  bilan belgilaymiz: a =c, +c2 +...+c„ +... 
U holda 7* i

bu yerda crn - л-xususiy yig‘indi, en esa bu qatoming w-qoldigM, ya’ni
(4>

(2) qator yaqinlashuvchi boMganligi uchun lim cr„=cr, demak,

. l im  £ n —0 .

Endi (1) funksional qatoming qoldigM rjx)=u„+x(x)+u„+2(x) + ... ni 
baholaymiz.

(3) shartdan \unj x j \< c ^ ,  \un+2(xj\zcn+2, ... va shu sababli (4) ga 
asosan qaralayotgan D to‘plamdan olingan barcha x  lar uchun \r„(xj\<e„ 
tengsizlik bajariladi. Bundan esa, limsup|rn(*)|=0 kelib chiqadi. Demak,

" - + *  X 6D

(1) qator D to‘plamda tekis yaqinlashuvchi boMadi.
(2) qator berilgan (1) funksional qator uchun majorant qator 

deyiladi.
2-misol Ushbu

sin2 x sin2 2x sin2 nx 
l3 + 23 +”' w3 

funksional qatomi tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechish. x  ning barcha haqiqiy qiymatlari uchun 

- sin1 nx

tengsizlik 0 ‘rinli. 4 -+ -Т + -+ Л +  • qator esa yaqinlashuvchi. Demak, 
I3 2 n

Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan qator ( -o o ;+ o o ) da tekis yaqinlashadi. • 

Izoh: 2-teoremaning shartlari tekis yaqinlashishning yetarli shartlari 
boMib, ular zaruriy shart boMa olmaydi. Buni biz quyidagi misolda 
ko‘rsatamiz.

3-misol. Y - - — qatomi [0;+oo) da tekis yaqinlashishga tekshiring.
Tfx n + x



Yechish. xZO da ]T-—-— qator shartli yaqinlashuvchi ekanligini
n = l  П-\- X

ko‘rish qiyin emas. Bu qator uchun majorant qator yo‘q. Berilgan qatomi 
tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatish uchun ta’rifning bajarilishini 
ko‘rsatishimiz lozim. Buning uchun Leybnits teoremasidan foydalanamiz. 
Qatoming hadlari x >0  da absolyut qiymatlari bo‘yidia monoton 
kamayuvchi va л-hadi n—>00 da nolga intiladi. Shu sababli, qator [0,a>)

yarim o‘qda yaqinlashuvchi va qator qoldigM uchun Irn( x i <— l-—
n + l + x

tengsizlik o‘rinli. *>0 da \r jx ^ < —— ga ega boMamiz, bundan [0,«)
n + \

oraliqdan olingan ixtiyoriy x  uchun Нтгя(* ;=0  shartning bajarilishi kelib
я - к »

chiqadi. Demak, qator tekis yaqinlashuvchi boMadi.

6-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlaming xossalari

Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlar uchun funksiyalaming 
chekli уig‘indisi xossalarini tatbiq qilish mumkin.

1 -teorema. Agar
ul(x) + u2(x) + ... + u„(x) + ... 

funksional qatoming har bir hadi \a,b\ kesmada uzluksiz boMib, bu 
funksional qator [a,b] kesmada tekis yaqinlashuvchi boMsa, u holda bu 
qatoming yigMndisi S(x) ham shu kesmada uzluksiz boMadi.

Bu teoremaning isboti umumiy hadi S Jx ) = ̂ u m(x) boMgan
m=l

funksional ketma-ketlikga 3-§ dagi 1-teoremani tatbiq qilishdan kelib 
chiqadi.

1 -misol. Ushbu jf j  *2 + -  ] qatoming yaqinlashish sohasini toping va 
««Л n)

yigMndisini uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Berilgan funksional qatoming yaqinlashish sohasini Koshi

alomatidan foydalanib topamiz.

* *+ -)” = //ii* 2+ - W .n) n)



Bundan jc2 <1 bo‘lganda qator yaqinlashuvchi va x2 >1 bo‘lganda 
uzoqlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. x = ±\ nuqtalarda uzoqlashuvchi, 
chunki

//m[l + i |  = e * 0 ,  
n)

ya’ni qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.
Qator yig‘indisi S(x) ni (-1,1) da uzluksizlikka tekshiramiz. Buning 

uchun qatomi ixtiyoriy [-a,a] (0 < a < 1) kesmada tekis yaqinlashuvchi 
ekanligini ko‘rsatamiz.

0<a<b<l shartni qanoatlantimvchi biror b sonni tanlab olamiz. Bu

son uchun shunday n0 topiladiki, barcha n>t% da a + -\=<b tengsizlik
vw

o‘rinli bo‘ladi. U holda \x\ < a lar uchun

tengsizlik bajariladi.
Ravshanki, bl +b4 +b6 + ...+b2m +... qator yaqinlashuvchi (chunki bu 

qator mahraji b2 < 1 bo‘lgan geometrik progressiya), shu sababli 
Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan qator [- a , a \  da tekis 
yaqinlashuvchi. Demak, S(x) funksiya \-a, a\ kesmada uzluksiz. 
Tanlashimizga ko‘ra a (0  < a < 1) ixtiyoriy, demak, S(x) funksiya ( - l , l )d a  
uzluksiz.

2-misol. Ushbu qator yig‘indisi [0;1] kesmada uzluksiz
w=l

ekanligini isbotlang va bu yig‘indini toping.
Yechish. Qator hadlari uzluksiz funksiyalardan iborat, uning umumiy 

hadi un(x) = x2e~nx, x>0 da un(x)>0 va 0)=0. Berilgan qatomi [0;1] 
kesmada tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Ravshanki,

h' (jc) = e~m ( 2 x  -  n x 2) hosila (0;1) intervalda yagona x  = x n = ^  ildizga ega. 

Bunda xg(0;x„) da < (*)> 0 , *e(*n;l) da «;(x)<0 bo‘lib, ыл(х) = х2е~яг 

funksiya х = nuqtada maksimum qiymatga erishadi. Shuningdek

шахм = u (x ) = — e~2 ekanligi ravshan. Demak, [0;1] kesmadan olingan
x * 0 :l ]  "  "  "  П2

4
ixtiyoriy x  va ixtiyoriy n natural son uchun 0 йип{х )^— е'2 tengsizlik



o‘rinli. Umumiy hadi ~ e  2 boMgan sonli qator yaqinlashuvchi, bundan fl
oo

Veyershtrass alomatiga ko‘ra JV e"*  qator [0;1] kesmada tekis
I

yaqinlashadi. Demak, yuqorida isbotlangan 1-teoremaga ko‘ra bu 
qatoming yigMndisi uzluksiz boMadi.

Endi bu qatoming yigMndisini topamiz, buning uchun jc>0 da cheksiz 
kamayuvchi geometrik progressiya yigMndisi formiilasidan foydalanamiz:

x26~x x2S(x) = — — = -■ ^. x=0 da qator hadlari nolga teng, shu sababli £(0)=0 .

2-teorema. (Qatorlami hadlab integrallash) Agar
щ(х) + и2(х) + ... + ип(х) + ... 

funksional qatoming har bir hadi [a,b\ kesmada uzluksiz boMib, bu 
funksional qator [a, b\ kesmada tekis yaqinlashuvchi boMsa, u holda

* 6 6  Ь

р(х)сЬс = \щ(х)с1х + \и2(х)с1х + ...+\ип(х)(1х+...
a a a a

boMadi.
Isboti umumiy hadi S„(x) boMgan funksional ketma-ketlikga 3-§ 

dagi 2-teoremani tatbiq qilishdan kelib chiqadi.
3-misol |*| <1 da

X 3 X 5 r 2n+l

arctgx = x - -  + - - . . .  + ( -1 )" ~ -7  + ... (1)3 5 2/7 + 1
formulaning osrinli ekanligini isbotlang.

Yechish. MaMumki, \ - x 2 + x4-... + (- 1)V" +... (2) funksional qator

H < 1 da tekis yaqinlashuvchi va uning yigMndisi S(x) = ——  ga teng (3-§
1 + д:2

so‘ngidagi 3-misolni qarang). Berilgan (2) qatomi 0 dan x gacha (x<l) 
hadlab integral lay miz va quyidagi qatorga ega boMamiz:

X3 Jt5 r2"+l
3 5 2/7 +1

Bu qator |x|<l da tekis yaqinlashadi va uning yigMndisi quyidagiga
teng:

X X ^  *

Js(x)<fr = J-----Y = arctgx | = arctgx
0 0 1 + * о

Shunday qilib, \x\ <1 da (1) formula o‘rinli ekan.
3-teorema. (Qatorlami hadlab differensiallash ) Agar



ul(x) + u2(x) + ... + un(x) + ... 
funksional qatorning har bir hadi [a,b] kesmada uzluksiz hosilalarga ega 
bo‘lib, bu hosilalardan tuzilgan

ul,(x) + u2'(x) + ... + uH'(  x) + ... 
qator [a,b] kesmada tekis yaqinlashuvchi boMsa, u holda berilgan 
funksional qatoming S(x)  yig‘indisi shu [a,b\ kesmada S'(x)  hosilaga ega

va St(x)='f^u„(x) bo‘ladi.
n~ 1

Isboti umumiy hadi S J x )  bo‘lgan funksional ketma-ketlikga 3-§ 
dagi 3-teoremani tatbiq qilishdan kelib chiqadi.

4-misol. Yuqorida (-1,1) intervalda (1) tenglikning o‘rinli ekanligini 
ko‘rsatgan edik (3- misol). U holda yaqinlashuvchi funksional qatorlarning 
xossalariga ko‘ra (-1,1) intervalda

„4  6 T 2n+2

xarctgx = x2 -  — + - — ... + ( - \ ) n
3 5 2/1 + 1

tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi qatomi hadlab 
differensiallab, quyidagini topamiz:

2, _ ^ + ^ _ . . . +(_i r e « ± 2) ^
3 5 2n + l

Bu qatomi yaqinlashishga tekshiramiz. Dalamber alomatiga ko‘ra
2n + 2 2n+\ 
2/z + l

(2/» + l)2n 
2/1-1

Bundan (3) qator |jc| < 1 da absolyut yaqinlashuvchi, demak tekis 
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Shunday qilib, (3) qator berilgan xarctgx funksiyaning hosilasiga 
yaqinlashadi:

* „ 4x3 6jc5 , 1Л„(2п + 2)х2пН
arctgx + ------ = 2дс- — + — - .. .  + (-1 )я v -- -----+ ....

1 + x 3 5 2/7 + 1

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Qanday funksional qator tekis yaqinlashuvchi deyiladi?
2. Qator tekis yaqinlashadi. Bu qator absolyut yaqinlashuvchi 

bo‘ladimi?
3. Qator hadlari ham, yig‘indisi ham kesmada uzluksiz funksiyalar 

bo‘lsa, qator shu kesmada tekis yaqinlashadi, deyish mumkinmi?



4. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini 
ayting.

5. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini 
isbotlang.

6 . Funksional qator tekis yaqinlashishining Veyershtrass alomatini 
ayting.

7. Funksional qator tekis yaqinlashishining yetarli shartini isbotlang.
8 . Tekis yaqinlashuvchi funksional qator xossalarini ayting.
9. Tekis yaqinlashuvchi funksional qator yig‘indisining uzluksizligi 

qanday isbotlanadi?
10. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatomi hadma-had integrallash 

haqidagi teorema qanday isbotlanadi?
11. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatomi hadma-had 

differensiallash haqidagi teorema qanday isbotlanadi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
4 00 x2 + n1. Ushbu Y (-l)"— j— qator ixtiyoriy kesmada tekis yaqinlashuvchi,

и  ft
ammo jc ning hech bir qiymatida absolyut yaqinlashmasligini isbotlang.

2. Veyershtrass alomatidan foydalanib, ko‘rsatilgan oraliqda 
funksional qatoming tekis yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

4 sin fix , \ u\ XT' Vl ~x2na) X — 2~ * (-00»-*30) b ) £ —- — , (—1;1) .
л=1 ft  я=1 *•

3. ]Г(х" -х"-') qatomi a) [0;0,5]; b) [0;1] kesmalarda tekis
Л=1

yaqinlashishga tekshiring.

4. 1 + x2 + x4 +...+x2"-2 +... = ~ - y  (|x| < 1) tenglikdan foydalanib,
oo

£ ( 2w -2)x2" 3 qatoryig‘indisini toping.
/1=1

r2
5. x2 + x5 +...+x3" 1 +... = -----r (lx! < 1) tenglikdan foydalanib,

1-x
x3 x5 x3"— +— +...+— +... qator yig‘indisini toping.
3 5 3/7

6- qator sonlar o‘qida tekis yaqinlashishini ko‘rsating. Bu
n=i 2Л

qatomi hadma-had differensiallash mumkinmi? Javobingizni asoslang.



7 . £ е ~(г~")1 qator [0 ;1] kesmada tekis yaqinlashishini va uni hadma-
/i=l

had differensiallash mumkin ligini isbotlang.

Javob lar: 3. a) £(*)=-1, tekis yaqinlashadi; b) S(x) = { agar 9 ” * ̂
[ 0, agar x = l ,

• ?  T 1notekis yaqinlashadi; 4. S(x) = —— 5. S(x) = — In 11 -  x31.
(1 x ) 3

Il-bobni takrorlash uchun test savollari

1. Umumiy hadi un(xy=\+x+x2+...+xn boMgan funksional ketma-ketlikning 
aniqlanish va yaqinlashish sohalarini ko‘rsating.
A) (-oo;®); (-1;1) В) (0;oo); (0;1) С) (-«>;«>); (-1;1] D) [0 ;oo); [ - 1;1]

2. Umumiy hadi un(x)=l+xn boMgan funksional ketma-ketlikning j(x) limit 
funksiyasini toping.
A)X*)=1, xg(-1;1) B ) /x )= l ,  * e (- l;l]  C) J{x)=l, agar * e ( - l ; l )  va 
/ 1)=2
D)X*)=1, agar*e(0;l) v a /l)= 2

3. Umumiy hadi un(x)=xn boMgan funksional ketma-ketlik qaysi to‘plamda 
tekis yaqinlashuvchi boMadi?
A) (—1; 1) B) [0; 1) C)[0;1] D)[-0,3;0,9]

4. Quyidagi jumlalaming qaysi biri to‘g‘ri?
A) Agar {u^x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi M  to‘plamda 
uzluksiz boMsa, u holda limit funksiya M to‘plamda uzluksiz boMadi.
B) Agar {un(x)} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi M to‘plamda 
uzluksiz boMsa, u holda {w„(x)}funksional ketma-ketlikning har bir hadi M  
to‘plamda uzluksiz boMadi.
C) Har bir hadi M to ‘plamda uzluksiz boMgan {*/„(*)} funksional ketma- 
ketlikning limit funksiyasi M to‘plamda uzluksiz boMishi uchun bu ketma- 
ketlikning A/to‘plamda tekis yaqinlashishi zarur.
D) Har bir hadi M  to‘plamda uzluksiz boMgan {*/„(*)} funksional ketma- 
ketlikning limit funksiyasi M to‘plamda uzluksiz boMishi uchun bu ketma- 
ketlikning M to‘plamda tekis yaqinlashishi yetarli.

5. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.



A) Agar {н„(х)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi (a;b) intervalda 
uzluksiz va u shu intervalda tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda limit 
funksiya (a;b) intervalda uzluksiz bo‘ladi.
B) Agar {u„(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a;b] kesmada 
uzluksiz va u shu kesmada tekis yaqinlashuvchi bo4Isa, u holda bu 
funksional ketma-ketlikni \a;b\ kesmada hadma-had integrallash mumkin.
C) Agar {urfcx)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a;b\ kesmada 
uzluksiz va u shu kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda bu 
funksional ketma-ketlikni [a;b] kesmada hadma-had differensiallash 
mumkin.
D) Agar {w„(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a;b] kesmada 
uzluksiz u ’rlx) hosilaga ega Ьо‘НЬ,{г/’„(;с)} ketma-ketlik shu kesmada tekis 
yaqinlashuvchi bo‘Isa, u holda bu funksional ketma-ketlikni [a;b] kesmada 
hadma-had differensiallash mumkin.

6. Aniqlanish sohasida tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikni 
ko‘rsating.

A )({ ^ 7 ? } ) B){Jc2"} C) {1+*+...+*"} D) {2+д:"}

7. Umumiy hadi un(x)r=xn boMgan funksional qatoming aniqlanish va 
yaqinlashish sohalarini ko‘rsating.
A) (-oo;oo); B) (0;oo); (0;1) C) (-<x>;ao); (-1;1] D) [0;oo); [-1;1]

8. Umumiy hadi ип(х)=хп-хпЛ bo‘Igan funksional qatoming S(x) limit 
funksiyasini toping.
A) S fc ^ - l , x e ( - l ; 1) В) 1, j te ( - l ; 1 ]
C) S(x)=-1, agar * € ( - l ; l )  va S( 1)=0 D) S(*)=0, agar *e(0;l) va
s(\y= i

9. Umumiy hadi un(x)=x2n-x 2(n~l) bo‘lgan funksional qator qaysi to‘plamda 
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi?
A) (—1;1) B)[0;1) C)[0;1] D)[-€,3;0,9]

10. Umumiy hadi u„(x)=xn+i-xn bo‘lgan funksional qator uchun S3(x) va 
£(0,1) lami toping.
A)S3(x)=xW , S(0,1)=0 В)S}(x)=x4-x3, S(0,1)=0,00I 
С) S fr^-x ,  5(0,1 )=-0,9999 D) S3(x)= x4-x, 5(0,1 )=-0,0999



11. £ ( * ” -* ”"1) funksional qatoming S^x) umumiy yig‘indisini toping.

А) S^x)=x"-1 В) Л'Ддг)=дг"
C )S£c)= xn-x D)S„(x)=xn*'-x

00

12. £ x2" funksional qatoming yaqinlashish sohasini toping.

A) (^oo;+oo) B )(- l; l]  C )( - l; l )  D) [-1;1] “

00 ^

13. '*Tx2~nx funksional qatoming yaqinlashish sohasini toping.
л=1

A) (-oo;+oo) B)(-oo;0] C)(0;+oo) D) [0;+oo)

00

14. ]Г(-1у,х2Зих funksional qatoming yaqinlashish sohasini toping.
Я=1

A) (-oo;+oo) B)(-°o;0] C)(0;+oo) D) [0;+oo)

ao

15. funksional qatoming yaqinlashish sohasini toping.
n=I

A) (-oo;0] В) (-oo;0) C) (0;+oo) D) [0;+°o)

00

16. Y jx2~m funksional qatoming yig‘indisini toping.

A)! ^  B)r^  C)??T D)#TI

17. ^ (- l)" * ^ "  funksional qatoming yig‘indisini toping.

r 2 r 2 r 2V  X 2 3 x

a > -T T F  b > F m  С ) - й т  D ) f t t

18 funksional qatoming yaqinlashish sohasini toping.
Л=1 Я

A) (1/e; e) B )(l/e;e] C )(l/e;e] ' D )[ l/e ;e ]



00 (—IV
19. ]Г—----qator haqidagi fikrlardan qaysi biri noto‘g‘ri?„=■ x +n
A) qatoming yaqinlashish sohasi (-oo;+oo)
B) qator (-ao;+oo) da tekis yaqinlashadi
C) qator (-oo;+oo) da absolyut yaqinlashadi
D) qator yig‘indisi uzluksiz fiinksiya

® /_1\n
20- S i — 2 4ator haqidagi fikrlardan qaysi biri noto‘g‘ri? x +n
A) qatoming yaqinlashish sohasi (-oo;+oo)
B) qator (-co;+oo) da tekis yaqinlashadi
C) qator (-oo;+oo) da absolyut yaqinlashadi
D) barchasi to‘g‘ri



Ш-ВОВ. DARAJALI QATORLAR. TEYLOR QATORI

l-§. Darajali qator tushunchasi. Abel teoremasi

1.1. Darajali qator tushunchasi. Funksional qatorlar orasida, 
ulaming xususiy holi bo‘lgan ushbu

jЬа„х” = aQ + axx + a2x2 +... + a„xn +... ' (1)
n=0

yoki, umumiyroq, - ;,
oo

£ а „ (х -х 0)я =aQ + al( x - x 0) + a2(x — x0)2 +... + an( x - x 0)n + ... (2)
n=0

qatorlar (bunda a0,alta2,...,an,...,x0 o‘zgarmas haqiqiy sonlar) 
matematikada va uning tatbiqlarida muhim rol o‘ynaydi. Bu yerda 
funksional qatoming umumiy hadi sifatida uf̂ x)=anxn (yoki w^x)=(x-xo)”), 
ya’ni x  (yoki (jc-jco)) darajalari qaralayapti, shu sababli (1) va (2) qatorlar 
darajali qatorlar deb ataladi.

Agar (2) qatorda x - x q =t deb olinsa, u holda bu qator t o‘zgaruvchiga 
nisbatan (1) qator ko‘rinishga keladi. Demak, (1) ko‘rinishdagi qatorlami 
o‘rganish yetarli.

(1) ifodadagi a0,a{,a2,...,an,... haqiqiy sonlar darajali qatorning 
koeffitsientlari deb ataladi.

Darajali qatorlar bir-biridan faqat koeffitsientlari bilangina farq 
qiladi. Demak, darajali qator berilgan deganda uning koeffitsientlari 
berilganligini tushunamiz.

Ixtiyoriy (1) darajali qator jc=0 nuqtada yaqinlashuvchi bo‘ladi.
1.2. Abel teoremasi. Darajali qatoming yaqinlashish sohasini 

aniqlashda quyidagi Abel teoremasi muhim rol o‘ynaydi.
\-teorema. (Abel) Agar (1) qator x  ning x =Xq (*o*0) qiymatida 

yaqinlashuvchi bo‘lsa, * ning
l*l<l*ol _ (3)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (1) darajali qator 
absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. Shartga ko‘ra
oo

+<hxo+ +  - + ч Х  + -
n=0

sonli qator yaqinlashuvchi. U holda qator yaqinlashishining zaruriy 
shartiga ko‘ra lim anxn0=0 bo‘ladi. Demak, {anxn0} ketma-ketlik



chegaralangan bo‘ladi, ya’ni shunday M>0 con topilib, barcha ne N uchun 
\апхя0\<М tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikni e’tiborga olib 
quyidagini topamiz:

<M

Endi ushbu
CO

Z l a„x" H a01 +1 | +1 a2x21 +...+1 a„xn | +...
n=0

qator bilan birga quyidagi
x

2 > M + M + M + --- + А/

(4)

(5)

qatorni qaraylik. Bunda, birinchidan <1 bo‘lganligi sababli, (5) qator

yaqinlashuvchi, ikkinchidan (4) qatoming har bir hadi (5) qatoming har bir 
hadidan katta emas. U holda sonli qatorlami taqqoslash teoremasiga ko‘ra
(4) qator yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, (1) darajali qator absolyut 
yaqinlashuvchi.

Natija. Agar (1) qator x  ning x=x\ (*i*0) qiymatida uzoqlashuvchi 
bo‘lsa, u holda (1) qator x ning |jc|>|jci| tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
barcha qiymatlarida uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik (1) qator |jc|>|^i| tengsizlikni qanoatlantiruvchi x 
nuqtada yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda Abel teoremasiga ko‘ra (1) qator 
x=xi nuqtada ham yaqinlashuvchi boMadi. Bu ziddiyat natijaning o‘rinli 
ekanligini isbotlaydi.

13. Darajali qatorning yaqinlashish sohasi, yaqinlashish radiusi
2-teorema. Agar (1) darajali qator jc ning (x?tO) ba’zi qiymatlarida 

yaqinlashuvchi, ba’zi qiymatlarida uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda shunday 
yagona r>0 son topilib, (1) darajali qator x ning \x\<r tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, \x\>r tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi qiymatlarida uzoqlashuvchi boMadi.

Isboti. {|x’|}, bu yerda*’ yaqinlashish nuqtalari, to‘plamni qaraylik. 
Bu to‘plam yuqoridan chegaralangan yoki chegaralanmagan boMishi 
mumkin. Faraz qilaylik to‘plam yuqoridan chegaralangan va uning
aniq yuqori chegarasi r  boMsin. Agar |jc|>/* boMsa, x  barcha x ’ lardan farq 
qiladi, demak bu x nuqtada qator uzoqlashuvchi boMadi. Agar |*|<r bo‘lsa, 
u holda aniq yuqori chegaraning ta’rifiga ko‘ra shunday д:’ topiladiki 
|*|<|*’|<r bo‘Iadi. Bundan Abel teoremasiga ko‘ra berilgan qator x ning



|*|<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi 
bo‘ladi.

Yuqoridagi teoremada topilgan r soni (1) darajali qatoming 
yaqinlashish radiusi, (-r;r) interval darajali qatoming yaqinlashish 
intervali deyiladi.

Agar darajali qator faqat jc=0 nuqtadagina yaqinlashuvchi boMsa, u 
holda r=0; agar darajali qator ixtiyoriy jc haqiqiy qiymatida yaqinlashuvchi 
bo‘lsa, u holda r=+oo deb qabul qilamiz.

r chekli bo‘lgan holda x=±r nuqtalarda qatoming yaqinlashish 
masalasini hal qilish uchun darajali qatomi shu nuqtalarda alohida 
tekshirish kerak.

Darajali qatoming yaqinlashish radiusini topish uchun Koshining 
radikal yoki Dalamber alomatlaridan foydalanish mumkin.

Teorema. Agar (1) qatorda
l i m ^ J = /
n—tcc

limit mavjud bo‘lib, / *0 bo‘lsa, u holda bu qatoming yaqinlashish radiusi

r= i bo‘ladi.
/

Isboti. Aytaylik, lim d\ an | =/, / *0 bo‘lsin. Bu tenglikdan foydalanib,
я-ю о

\imd\anx" |=lim*J\aJ-\x\= /-|x| ekanligini topamiz. Bundan Koshi alomatiga
Л-+ОС Л-+СО

1 *ko‘ra l-\x\<\ y°ki \x\<- bo‘lganda qator yaqinlashuvchi, /фс|>1 yoki
/ n=0

pc|>y boMganda esa qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish radiusi r=̂ ~ bo‘lar

ekan.
Shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi:
Teorema. Agar (1) qatorda

lim !3el! = /
| a„\

limit mavjud bo‘lib, / bo‘lsa, u holda bu qatoming yaqinlashish radiusi 

r=y bo‘ladi.

Xulosa qilib aytganda darajali qatoming yaqinlashish radiusi uning 
koeffitsientlari bilan to‘liq aniqlanadi.



1 -misol. ]Г—— qatoming yaqinlashish radiusi, yaqinlashish
n=0 лЗ

intervali va yaqinlashish sohasini toping.
Yechish. Berilgan qator uchun an=—Lr . lim an | - /  ni 

____ лЗ"+ "-*00

hisoblaymiz: / = i ,  demak, qatoming yaqinlashish

radiusi r=3, yaqinlashish intervali (—3;3). Berilgan qatomi yaqinlashish
oo О Я -I 00 1

intervali uchlarida yaqinlashishga tekshiramiz: ;t=3 da £ — Bu
n=0w3"+ 3 „=оП

esa garmonik qator, demak berilgan qator jc=3 nuqtada uzoqlashuvchi.
00 кЯ |  oo /  |

x= -3 da = -  * X — * Bu Leybnits qatori, yaqinlashuvchi.n=o w3 3 «=0 n
Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi [—3;3)

to‘plamdan iborat.
00

2-misol. Yun!x" qatoming yaqinlashish radiusi, yaqinlashish intervali
№=0

va sohasini toping.

Yechish. Ushbu misolda a„=n\ va a,^\={n+\)\. Bunda lim =̂/ va
*-»• |a j

^ 7  formulalardan, yoki r=lim  ̂ formuladan foydalanamiz. U holda 
/ ~ l e . i l

zj/ ]
r=lim-— —-=lim-----=0, bundan berilgan darajali qator faqat x=0"-*~(n + \)! »-**>n + \
nuqtadagina yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi teoremalar darajali qator yaqinlashish radiusini
topishning yetarli shartlarini beradi. Ba’zi hollarda darajali qatoming
yaqinlashish radiusini topish uchun yuqoridagi teoremalami bevosita

00

qo‘llab bo‘lmaydi. Masalan, ushbu 4ator uchun
n=0

bo‘lib, j= lim -^— formuladan foydalanib [0, agar n toq bo Isa "-**> | ая+1 |
boMmaydi.

Darajali qatoming yaqinlashish radiusini topishning umumiy 
formulasi mavjud bo‘lib, u Koshi-Adamar formulasi deb yuritiladi.



2-§. Koshi-Adamar formulas!

Ushbu '£anxn darajali qator berilgan boMsin. Quyidagi belgilashlami
n=1

kiritamiz:
/7 = lim /̂jaJ, 0<p<+oo . (1)

0, agar p = +oc,

1 , agar 0<p<oo, (2)
P
+oo, agar p -  0

oo ,
Teorema. Faraz qilaylik JX * "  (3) darajali qator, p  va r sonlar (1)

/1=1
va (2) formulalar bilan aniqlangan boMsin.

U holda
a) r= 0 da (3) qator ixtiyoriy *eR  da (x ф0) uzoqlashuvchi bo‘ladi;
b) r = +ooda (3) qator barcha jceR da absolyut yaqinlashuvchi 

bo‘ladi;
c) 0<r<oo (3) qator |*|<r da absolyut yaqinlashuvchi, \x\>r da 

uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Isboti. a) r=0 bo‘lsin. U holda p = lim^|^] = +oo bo‘ladi. Demak {an}

ketma-ketlikning shunday {a^k)} qism ketma-ketligi mavjudki, 
= +oo bo‘ladi.

Faraz qilaylik, jc (x*0) ixtiyoriy tayin son boMsin. U holda shunday

ко nomer topilib, barcha k>k0 larda n(kj]\an{k)\ > A  tengsizlik bajariladi.
rl

Bundan |дп(4).лс,,(*)|>1 tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu umumiy hadi a^cn
oo

bo‘lgan ketma-ketlik nolga intilmasligini, ya’ni ]Tanxn qator
77=0

yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmasligini bildiradi. Demak, x * 0 da
(3) qator uzoqlashuvchi ekan.

b) r = +oo bo‘lsin. Bundan p -  limr/Ej = 0. Demak, limp/joj==o
Я -+00 * 1 1 П- * 00 v  1 1

boMadi. Faraz qilaylik **0 bo‘lsin. U holda shunday щ  nomer topilib

barcha n>nQ larda $j\an|< -гт  tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. So‘ngi
2\x\



tengsizlikdan* |a„x”\<-^ hosii bo‘ladi. Taqqoslash teoremasiga ko‘ra (3)

qatoming absolyut yaqinlashishi kelib chiqadi.
с) 0 <r < +00, ya’ni 0 < p -  < +oo bo‘lsin. Faraz qilaylik x ushbu

|*| > r tengsizlikni, ya’ni tengsizlikni qanoatlantiradi. U holda

shunday qism ketma-ketlik {am } topiladiki, barcha k>\ da
rl

bo‘ladi. Bund an |an(t)x"(t)|> i tengsizlik, bundan esa {a„*”} ketma-ketlik
oo da 0 ga intilmasligi, ya’ni (3) qatoming uzoqlashuvchi ekanligi 

kelib chiqadi.
Endi x*0  va |*|<r bo‘lsin. So‘ngi tengsizlikni |x|p<l deb yozib 

olish mumkin. Haqiqiy sonlaming zichlik xossasiga ko‘ra shunday a son

mavjudki, \x\p<a<\ bo‘ladi. Bundan p<?-s tengsizlikni yozib olish
M

mumkin.

p  = l i m ^ j < g  boMganligi sababli, shunday n0 nomer topilib barcha 

n>n0 larda \ /Ы <щ  tengsizlik, demak |ая*л|< а л tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
oo

(0 < a  < 1) yaqinlashuvchi qator, va taqqoslash teoremasidan (3)
n=0
qatoming absolyut yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

oc

1 -misol. ]Г4ллг3п qatoming yaqinlashish radiusini toping.
Л=1

Yechish. (1) formuladan foydalanamiz: p = HmWial = lim>/4" =^4.
л - ю о »  1 n 1 Л—>00

Demak, berilgan qatoming yaqinlashish radiusi r = -^~ga teng.

Bu misolni quyidagicha ham yechish mumkin. z -4 x 3 belgilash
oo

kiritamiz. U holda berilgan qator ko‘rinishga keladi. Bu qator |z|<l
л=1

da yaqinlashuvchi, |z|>l da uzoqlashuvchi. Demak, berilgan qator |*|<-!=
л/4



da yaqinlashuvchi, da uzoqlashuvchi bo‘ladi. Bundan qatoming

yaqinlashish radiusi г = щ  ekanligi kelib chiqadi.

2-misol. Z ( 2 + sin^ -) 'V  qatoming yaqinlashish radiusini toping.
4

Yechish. p = limr/bl = lim"
я ->oo y  1 1 n —КС у

0 , . nn 2 +sin—
Л

= lim * . nn 2+sin—
4 «-►oc 4

= 3, bundan

1r = —.
3

Odatda, r = formulaga Koshi-Adamar formulasi deyiladi.
limr/lal

3-§. Darajali qatorlarning xossalari

Quyida darajali qatorlarning xossalarini ko‘rib o‘tamiz. Darajali 
qatorlar funksional qatorlarning xususiy ko‘rinishlaridan biri bo‘lganligi 
sababli, funksional qatorlarning xossalari darajali qatorlar uchun ham 
o‘rinli bo‘ladi.

Bizga
qo „ .

^ a nx" =a0 +alx + a2x2 + ... + a„x" +... (1)
я=0

darajali qator berilgan boMsin.
1-jcossa. Agar (1) qatoming yaqinlashish radiusi r (r>0) bo‘lsa, u 

holda bu qator [~c;c\ (0<c<r) kesmada tekis yaqinlashuvchi boMadi.
Isboti. (1) darajali qatoming yaqinlashish radiusi r bo‘lganligi 

sababli, u (-r;r) intervalda absolyut yaqinlashuvchi, xususan c<r da ham 
(1) absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Demak,
'E la jc "  =\a0\ + \ax\c+\a2\c2 +...+ \a„\cn + . . .  ( 2 )
/7=0

qator yaqinlashuvchi.
Ixtiyoriy xe[-c;c] uchun har doim \агрп\<\ап\сп boMganligidan (2) 

qator quyidagi qator uchun majorant qator bo‘ladi:

S i а»хП H a01 +1 *1* I+1 a2X21 +...+1 anxn I +....



U holda Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, qator [-c;c]
n=0

kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Shuni ham aytib o*tish kerakki, teoremadagi с son ini r ga yetarlicha 

yaqin qilib olish mumkin, lekin (~r;r) intervalda darajali qator tekis 
yaqinlashishi shart emas. Masalan

oo

£дгя =1 + x + x2 + + ...
n=0

darajali qator (—1; 1) oraliqda yaqinlashuvchi (r=l), lekin u bu oraliqda 
tekis yaqinlashuvchi emas.

oo

2-xossa. Agar ^ a nx" darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0
4 n=0

00

bo‘lsa, u holda bu qatoming S(x)f= £ anx" yig‘indisi (—r\r) intervalda
n=0

uzluksiz ftmksiya boMadi.
00

Isboti. anxn darajali qatoming yaqinlashish intervali (~r\r) dan
n=0

ixtiyoriy x  nuqtani olaylik. Ravshanki, \x\<r. Ushbu \x\<c<r tengsizlikni 
qanoatlantimvchi с sonini olaylik. Darajali qatoming 1-xossasiga ko‘ra u 
[-c;c] kesmada tekis uzluksiz, bundan berilgan qatoming yig‘indisi shu 
kesmada, demak, x nuqtada ham, uzluksiz bo‘ladi. x  ning ixtiyoriyligidan 
darajali qatoming S(x) yig‘indisi (~r;r) intervalda uzluksiz ftmksiya 
bo‘ladi.

3-xossa. Agar jjTanxn darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0
n=0

boMsa, u holda bu qatomi [a;b] i[a;b]c{-r;r) ) kesmada hadma-had 
integral lash mumkin.

Isboti. Shunday с (0<c<r) topish mumkinki [a;b]a[-c;c]c:{~r;r) 
boMadi. Berilgan qator [-c;c] da, demak, [a;b] da ham, tekis 
yaqinlashuvchi bo‘ladi. Tekis yaqinlashuvchi ftinksional qatoming 
xossalariga ko‘ra bu qator yig‘indisi [a;b] da uzluksiz bo‘ladi. U holda bu 
qatomi shu kesmada hadma-had integrallash mumkin:

* * 00 00 b go » Я+1
jS (x)d x=  j ^ a ^ x 'd x  = \x"dx = jГа„

a ir=0 Л + 1

Xususan, a=0, b=x (M<r) boMganda ($(*)<&=Y-f*-*'"1 bo‘ladi. Bu
о п?оП  +  1

qatoming yaqinlashish radiusi ham r ga teng boMadi. Haqiqatan ham, 
Koshi-Adamar formulasidan foydalanib quyidagini topamiz:



1 -_= _ _ 1—=  ̂= =-L=L»limVH + l = r-l = r .
lim^/|a„\ lim^/laj lim ^ e j
«3*0° v  Я->°Р Я -» »

Нтл/л + Г lim ^ T T
l i m J S -

w + l

4-xossa. Agar ^ a nx" darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0
, n= 0

bo‘Isa, u holda bu qatomi (-r;r) da hadma-had differensiallash mumkin. 
Isboti. Teoremani isbotlash uchun II-bob 6-§ dagi 3-teoremadan

oo

foydalanamiz. Buning uchun dastlab qatomi hadma-had
n=0

differensiallashdan hosil bo‘lgan quyidagi

£  nax”~{ = ax + 2a2x + 3ojX2 +... + nanxT~x +... (3 )
I

qatoming |x0|<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x0 nuqtada 
yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ushbu \xq\<c<r tengsizlikni

qanoatlantiruvchi с sonni olamiz. U holda —-|лг0| = ̂  < 1 bo‘lib, 

\nanxn~'\ = nq"-' --\ancn\ bo‘ladi. Umumiy hadi n q^x bo‘lgan musbat qatorgai n I c \ " i
Dalamber alomatini tatbiq etib, uning yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatish 
qiyin emas. Bundan Нтл^"_,=0 kelib chiqadi. Demak, limitning ta’rifiga

n—к о

ko‘ra c>0 uchun shunday щ  topilib, barcha ri>n0 da \nqnA\<c tengsizlik 
bajariladi. Natijada barcha n>n0 da

tengsizlikka kelamiz.
op i

£ a nc” qator absolyut yaqinlashuvchi, chunki tanlashimizga ko‘ra
n=0

ce(-r,r). (4) tengsizlikni e’tiborga olsak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra (3) 
qatoming (-/%/*) da yaqinlashuvchi boMishi kelib chiqadi. Demak, bu qator 
[-r,r] da tekis yaqinlashadi.

Shunday qilib, II-bob 6-§ dagi 3-teorema shartlari bajariladi va bu 
teoremaga ko‘ra

V n=0 J я-Ю Я-1

bo‘ladi.
Differensiallash natijasida hosil bo‘lgan darajali qatoming 

yaqinlashish radiusi r ga teng bo‘lishini Koshi-Adamar formulasidan



foydalanib ko‘rsatish mumkin. Buni o‘quvchilarga mashq sifatida havola 
qilamiz.

Yuqorida isbotlangan xossadan quyidagi natija kelib chiqadi:
oo

Natija. Agar XX*" darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0
n=0

bo‘lsa, u holda bu qatomi (~r;r) da istalgan marta hadma-had 
differensiallash mumkin va hosil boMgan qatorlarning yaqinlashish radiusi 
r ga teng boMadi.

1 -misol. Quyidagi darajali qatorlarning yaqinlashish sohalarini 
toping:

y n
a) \ + x +— +— +...+-------- +...;

1-2 2*3 n(n +1) ’
, 4  .  x2 X3 j c "b) 1+* + — + — + ...+— + ...;

2 3 n
c) \+x+x2+x3+...+xn+... .
Yechish. b) qator a) qatomi hadma-had differensiallashdan, c) qator 

b) qatomi hadma-had differensiallashdan hosil bo‘lgan. Demak, bu 
qatorlarning yaqinlashish radiuslari teng. c) qator mahraji x ga teng 
bo‘lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyadir, bu qator |x|<l da 
yaqinlashuvchi va |лг|>1 da uzoqlashuvchidir. Demak, r= 1.

Berilgan qatorlami yaqinleishish intervali uchlarida yaqinlashishga 
tekshiramiz.

|x|=l bo‘lganda a) qator absolyut yaqinlashuvchi boMadi (mustaqil 
tekshiring), demak a) qatoming yaqinlashish sohasi [—1;1] kesmadan 
iborat.

b) qator jc= -1 da shartli yaqinlashuvchi, x=l da uzoqlashuvchi, 
demak b) qatoming yaqinlashish sohasi [-1 ;1) to‘plamdan iborat.

c) qator |*|=1 da uzoqlashuvchi, demak c) qatoming yaqinlashish 
sohasi (-1;1) intervaldan iborat.

Bu misol berilgan darajali qatomi hadma-had differensiallash 
natijasida hosil bo‘lgan qatoming yaqinlashish radiusi o‘zgarmasa ham, 
lekin uning yaqinlashish sohasi berilgan darajali qatomining yaqinlashish
sohasidan farq qilishi mumkinligini ko‘rsatadi.

00

2-misol. Z nx" qator уig‘indisini toping.



Yechish. Ushbu ]£V qatomi qaraymiz. Bu qator |x|<l boMganda
n=l

• • •  X  уyaqinlashadi va uning yig‘indisi ----- ga teng, ya’ni Y V = ----- . Qatomi
1-* 1-*

ao 1
hadma-had differensiallab, quyidagini hosil qilamiz: — y -

00 XBundan = n— чГ tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik |дг|<1 da 
n=i (1—

o‘rinli.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.
1. Darajali qator deb qanday qatorga aytiladi?
2. Darajali qatoming umumiy ko‘rinishini yozing.
3. Darajali qatoming aniqlanish sohasi qanday to‘plamdan iborat?
4. Darajali qatoming yaqinlashish sohasi bo‘sh to4plam bo‘lishi 

mumkinmi?
5. Abel teoremasini isbotlang.
6. Darajali qatoming yaqinlashish radiusi nima?
7. Agar darajali qatoming yaqinlashish radiusi 0, R, +oo bo‘lsa, 

darajali qator yaqinlashish sohasi qanday bo‘ladi?
8. Darajali qator yaqinlashish radiusi qanday formulalar bilan 

hisoblanadi?
9. Darajali qatoming yaqinlashish intervali nima?
10. Darajali qatoming yaqinlashish sohasi nima?
11. Darajali qatoming yaqinlashish sohasini topish uchun nima 

ishlar bajariladi?
12. Darajali qatoming qanday xossalarini bilasiz?
13. Darajali qatoming yig‘indisi yaqinlashish sohasida 

chegaralangan bo‘ladimi?
14. Darajali qatoming yig‘indisi yaqinlashish sohasida tekis 

uzluksiz bo‘ladimi?
15. Darajali qatomi hadma-had integrallash natijasida hosil bo‘lgan 

qatoming yaqinlashish radiusi haqida nima deyish mumkin? 
Javobingizni asoslang.'

16. Darajali qatomi hadma-had differensiallash natijasida hosil 
bo‘lgan qatoming yaqinlashish radiusi haqida nima deyish mumkin? 
Javobingizni asoslang.



Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. Quyidagi darajali qatorlaming yaqinlashish sohalarini toping:
a) 1 — 3>/2дг +...+(-3)”_I y/nx"~l +...;
.4 , 6* 36x2 6nx"b) 1+ •> /ц-+ , < ■ +  ...H------------p= + ...;

3V5 542S  (2 n -\? J F
C )  ( i ^ )  +  ( £ z | l  +  . . . +  ( £ z 2 r  +

2-3 4-3 2/1-3"
A \  X X3 * 2"~‘d) -  +— + ...+---------+....

1! 3! (2/1-1)!
2. Quyidagi darajali qatorlaming yaqinlashish sohalarini toping:

- i n t t  n-A
c) ^ ( 3 + H n i (jc + i r ;  d) | - ( 1 + 2соз(Ди/4)Г

Yt ъл*-n t i  n2
3. Quyidagi darajali qatorlaming yaqinlashish intervali va 

yig‘indisini toping:

a ) Z — ; b ) f >  + l)*"; с ) | ] ( - 1Г '( 2П- 1)х!"-г; d) Y (n + iXn + 2)x’ .
»»=I П я=0 n-l 2

OP 00

4. Agar va darajali qatorlaming yaqinlashish
л=0 л=0

radiuslari mos ravishda R, va R2 bo‘lsa, a) Y^{an+bn)x \ Ь )^ а пЬ„хп
n=0 л=0

qatorlaming yaqinlashish radiuslari qanday bo‘ladi?

Javoblar: 1. a)-l/3<*<l/3; b) ; c) -l<x<5; d) (-oo;+oo);
6 6

2. a) -3-e<x<-3+e; b) \<x<9; с) -l,25<^<-0,75; d) 2/3<jc<4/3

4-§. Funksiyani darajali qatorga yoyish. Yoyilmaning yagonaligi

Yuqoridagi paragrafda isbotlangan ikkinchi va to'rtinchi xossalardan 
har qanday

qc

I V я = a0 + axx + a2x2 +... + anx" +...
n=0

darajali qator o‘zining yaqinlashish intervali (-r;r) da uzluksiz S(x) 
funksiyani (darajali qator yig‘indisini) ifodalab, bu funksiya shu oraliqda 
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lishi kelib chiqadi.



Endi biror oraliqda istalgan tartibli hosilaga ega bo‘lgany(*) funksiya 
uchun yig‘indisi shu funksiyaga teng bo‘ladigan (o‘z yaqinlashish 
oralig‘ida) darajali qatomi topish masalasi bilan shug‘ullanamiz.

Ta'rifi Biror L oraliqda fix) funksiya berilgan boMsin. Agar L
'* 00

oraliqda yaqinlashuvchi ]Tan{x -a )" (bu yerda a, aXy ... biror haqiqiy
n=0

sonlar) qator mavjud b'o‘lib, uning yig‘indisi fix)  funksiyaga teng, ya’ni 
ixtiyoriy x sL  uchun

/(*) = flo + a,{x-  a) + a2 (x -  a)2 +... + an (x -  a)n +... ( 1 )
bo‘lsa, u holda fix)  funksiya L oraliqda darajali qatorga yoyilgan 
deyiladi.

Bu holda fix) funksiya L oraliqda x-a ayirmaning darajalari bo‘yicha 
darajali qatorga yoyilgan, deb ham aytiladi. (1) tenglikning o‘ng 
tomonidagi qatomi fix)  funksiyaning x-a ayirma darajalari bo‘yicha 
yoyilmasi deyiladi. Odatda, L oraliq sifatida markazi a nuqtada bo‘lgan (a- 
r; a+r) (rtO) interval qaraladi.

Berilgan fix) funksiyani x-a ayirmaning darajalari bo‘yicha darajali 
qatorga yoyishdan oldin bunday yoyilma nechta?- degan savolga javob 
berish lozim. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

Teorema. fix )  funksiya a nuqtani o‘z ichida saqlaydigan biror 
intervalda x-a ayirmaning darajalari bo‘yicha darajali qatorga yoyilgan 
boMsa, u holda bunday yoyilma yagona bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, (a-r; a+r) {r t0) intervalda (1) tenglik o‘rinli 
bo‘lsin, bunda a& au a2,... lar hozircha noma’lum koeffitsientlar deb 
qaraladi. Bu koeffitsientlami topish uchun darajali qatorlami hadma-had 
differensiallash mumkinligidan va fix )  funksiya hamda uning 
hosilalarining a nuqtadagi qiymatlaridan foydalanamiz. fix )  fimksiya (a-r; 
a+r) (г*Ю) intervalda darajali qator yig‘indisi bo‘lganligi sababli, u 
istalgan tartibli hosilaga ega va bu hosilalami (1) ni hadma-had 
differensiallash natijasida topish mumkin:

/Xx)=l -ai+2a2(x-a)+3ai(x-a)2+.. .+na„(x-a)n~l+ .. . ,  
f  ’(^)= 1 -2a2+2-3a3(x-a)+.. .+(w-1 ) narj(x-a)rt~2+ .. . ,  
f ' \х)=\-2-За3+...Ц п-2Н п-\) па„(х-аГг+ ..- ,

/ п\х)=1-2-3-...-(п-\)пая+ ...,

(1) va yuqoridagi ayniyatlarda x=a deb olib, quyidagilami hosil qilamiz:



Да)=а0,/(а )= 1 -а ь /’’(а)=2!а2, .. ' . J n\ ayn \a„ ,....
Bundan

v / м .  + - £ & ....a )1! 2! n!
Shunday qilib, berilgan intervalda yig‘indisi fix) funksiyaga teng 

bo‘lgan darajali qatoming a0, au a i . . .  koeffitsientlari fix) funksiya va a 
nuqta orqali (2) formulalar yordamida bir qiymatli topiladi. Bu esa 
berilgan intervalda fix)  funksiya yoyilmasining yagonaligini isbotlaydi.

5-§. Teylor qatori

5.1. Teylor qatori tushunchasi. Aytaylik fix) funksiya x=a 
nuqtaning atrofida berilgan bo‘lib, shu atrofda istalgan tartibli hosilaga ega 
bo‘lsin. Bu holda 3-§ dagi (2) formulalar yordamida an (w=l, 2, 3...) 
koeffitsientlami hisoblash mumkin.

Та ’rif. Ushbu

/ ( а) + ̂ ( 1 - а) + / М ( х - й)2 +.. .+ /^ М ( х - 0)”+... ( 1 )
1! 2! n\

ko‘rinishdagi qator fix )  funksiyaning a nuqta atrofidagi Teylor qatori 
deyiladi.

Izoh. (1) qator yig‘indisi fix) funksiyaga teng bo‘lishi shart emas.
Agar a=0 bo‘lsa, u holda Teylor qatori quyidagi ko‘rinishga keladi:
/(0  (2)

1! 2 ! n\

Teylor qatorining xususiy holi bo‘lgan bu qator Makloren qatori deb 
yuritiladi.

Yuqoridagi ta’rifhi e’tiborga olgan holda 4-§ da isbotlangan 
teoremani quyidagicha aytish mumkin:

Agar fix) funksiya a nuqtaning biror atrofida (x-a) ayirmaning 
darajalari bo‘yicha darajali qatorga yoyilsa, u holda bu qator funksiyaning 
a nuqta atrofidagi Teylor qatori bo‘ladi.

Bu natija berilgan funksiyani darajali qatorga yoyish haqidagi 
masalani yechishga oydinlik kiritadi. Chunki biz darajali qator 
koeffitsientlarining koVinishini bilamiz. Bundan e s a ^ )  funksiyani {x-a) 
ayirmaning darajalari bo‘yicha qatorga yoyish masalasini a nuqtada 
cheksiz marta differensiallanuvchi fix)  funksiyaga nisbatan aytish 
mumkinligi kelib chiqadi. Ammo bu shart fix) funksiyani Teylor qatoriga



yoyishning zaruriy sharti bo‘lib, yetarli emas. Fikrimizning dalili sifatida 
quyidagi funksiyani qaraymiz:

/(x) = | e а8аг
[ 0, agar x = 0 .

Bu funksiya (-co;+oo) oraliqda cheksiz marta differensiallanuvchi. 

Haqiqatan ham, agarx^O bo‘lsa, u holda f \ x )  = — e x* =P3\ - \ e

/ 4 *) = -^ - 7 +-7 ^  12 = umuman olganda matematik induksiya

metodi yordamida w-tartibli hosila uchun ** formulaning

o‘rinli ekanligini isbotlash mumkin, buyerda pA —1 orqali — ga nisbatan
w  *

3n darajali biror ko‘phad belgilangan.
Bu funksiyaning *=0 nuqtada ham cheksiz marta differensiallanuvchi

1 -1>ekanligini isbotlaymiz. Awal liml — e ** limitni hisoblaymiz, bu yerda m 

natural son. Buning uchun \  = y  belgilash kiritamiz. U holda *-»0 da

>>-»co bo‘ladi va lim = lim
m

У2
x" ey

= lim —  = 0 bo‘ladi. Bunda so‘ngi
J--+-WO £ y

limitning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish uchun Lopital qoidasidan 
foydalanish yetarli. So‘ngi tenglikdan

lim
x-*0

=0 (3)

ekanligi kelib chiqadi. Bundan esa ixtiyoriy = + a,i+ ...+a*-i-

ko‘phad uchun

lim
x-»0 X

=  0

kelib chiqadi.
Endi funksiya hosilasining ta’rifi va (3) tenglikdan foydalanib, 

funksiyaning 0 nuqtadagi hosilasini hisoblaymiz:



/'(0) = нт Л Й _Л ® ) = limf- е ' ? ] = 0.г-*> х J
Faraz qilaylik, biror n uchun /*”\0) = 0 bo‘lsin. U holda n+1 tartibli 

hosilaning ta’rifi va (4) munosabatdan

x-*0 x  *-*> X

^ ( I V ?  ,

= ‘"2 * —

demak, matematik induksiya prinsipiga ko‘ra / (л)(0) = 0 tenglik barcha 
natural m larda o‘rinli bo‘ladi.

Shunday qilib, fix)  funksiyaning jc=0 nuqtadagi barcha Teylor 
koeffitsientlari 0 ga teng va bu funksiyaning mos Teylor qatori quyidagi 
ko‘rinishda bo‘ladi: 0+Ox+Qx2+...+Qxn+.... Bu qator* ravshanki, (-oo;+oo) 
da yaqinlashuvchi bo‘lib, yig‘indisi 0 ga teng. Ammo qaralayotgan fix) 
funksiya aynan O’ ga teng emas. Qaralayotgan fix) funksiya va uning 
Teylor qatori qiymatlari faqat x=0 nuqtada teng bo‘ladi.

Bu misoldan ikkita har xil funksiyalar aynan bitta oraliqda bir xil 
Teylor qatoriga ega bo‘lishi mumkinligi kelib chiqadi. Masalan, agar

oo

<P(x) = ' £ a n( x - a ) n bo‘lsa, u holda <p(x) + f ( x ) ,  bu yerda
л=0

/(* ) = j* {x a) , agar хФа,9 funksiya ham x=a nuqtada £ an(x-a)n Teylor 
[ 0, agar x = a : n=Q

qatoriga ega boMadi.

Endi ushbu y/(x) = ■ У- 2 funksiyani qaraymiz. Bu funksiya (-oo;+oo)

oraliqda cheksiz marta difFerensiallanuvchi, uning *=0 nuqta atrofidagi 
Teylor qatori 1-*2+*4-дг6+... bo‘ladi. Ammo bu qator (-oo;+oo) oraliqda 
emas, balki (-1; 1) intervalda yaqinlashuvchi. Demak, y/(x) funksiya va 
uning Teylor qatori yig‘indisi faqat (-1 ;1) intervalda ustma-ust tushadi.

5.2. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish sharti Aytaylik, fix) 
funksiyaning biror (a-r, a+r) intervalda cheksiz marta differensiallanuvchi 
boMsin. Bu funksiya va uning hosilalarining x=a nuqtadagi qiymatlarini 
hisoblab, Teylor qatorini yozib olamiz:

/(a )  + -  a) + -  a f  + . . . + ~ a)" +... (5)



Ushbu savolga javob izlaymiz: qachon tuzilgan qator (a-r, a+r) 
intervaldaДх) funksiyaga yaqinlashadi?.

Berilgan fix) funksiya (a-r, a+r) intervalda cheksiz marta 
differensiallanuvchi bo‘lganligi sababli, shu intervaldan olingan ixtiyoriy x 
va istalgan n uchun Teylor formulasi o‘rinli bo‘ladi:

f{x) = f(a) + -  *) + £ £ >  (*-a)1+-  + -  a)"-' + R„(x), (6)
4 1! 2! (/7 — 1)!

bu yerda R„(x) bu formulaning qoldiq hadi. Shu formula yordamida
yuqorida berilgan savolga javob berish mumkin.

1 -teorema. fix) funksiyaning (5) Teylor qatori biror (a-r;a+r)
intervalda fix) funksiyaga yaqinlashishi uchun Дх) funksiya Teylor
formulasining Rn(x) qoldiq hadi (a-r;a+r) intervaldan olingan barcha x lar
uchun n cheksiz kattalashganda nolga intilishi zarur va yetarli.

Isboti. Zaruriyligi. (5) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
fix) ga teng bo‘lsin. U holda bu qatoming л-xususiy yig‘indisi

s„(*)= f (a)+ °)+ ~a? + -  + 1

uchun (a-r;a+r) intervaldan olingan ixtiyoriy x da
lim&(jr)=^x)
«-♦oo

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa (a~r;a+r) intervaldan olingan ixtiyoriy 
x uchun

lim (fix}-Sn(x))= \imRn(x)=0
n-VOD H -*00

bo‘lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. (a-r;a+r) intervaldan olingan ixtiyoriy x da НтЛи(;с)=0

Я-ХЮ

bo‘lsin. U holda Нт(/(г)-1УДх)) bo‘lib, bundan Нт£я(дс:)=̂ Дх) boMishi kelib
П~*СО И-ХХ5

chiqadi. Bu esa (5) qator (a-r;a+r) da yaqinlashuvchi bo‘lib, uning 
yig‘indisi/jc) ga teng ekanligini bildiradi.

Quyida funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishining yetarli shartini 
ifodalovchi teoremani keltiramiz.

2-teorema. Aytaylik, fix) funksiya (a-r;a+r) intervalda istalgan 
tartibdagi hosilaga ega bo‘lsin. Agar shunday o‘zgarmas M  soni mavjud 
bo‘lsaki, barcha xs(a-r;a+r), hamda barcha «=0, 1 ,2 ,... uchun

tengsizlik bajarilsa, u holda (a-r;a+r) intervalda fix) funksiya Teylor 
qatoriga yoyiladi.



Isboti. j{x) funksiya uchuri Teylor formulasi (6) ni yozib, uning 
Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadini

olaylik. U holda
Г \ а  + в{х-а))

{ x - d f rn< M— (xe(a-r;a+r)) nl
rn

boMadi. Agar lim—=0 bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda (a-r;a+r) dan 

olingan ixtiyoriy л: uchun lim7?„(jc)=0 ekanligini aniqlaymiz. Bu esa (5) 
munosabatning o‘rinli bo‘lishini bildiradi.

6-§. Ba’zi funksiyalarning Teylor qatorlari

6.1. Axy=ex funksiyaning Teylor qatori. Ma’lumki, ftx)rex 
funksiyaning (ixtiyoriy chekli [~a;a] (я>0) kesmadagi) Teylor formulasi

K . X X 2 X '  _  . .
e - \  + — +  — + . . . + — +  £ , ( * )

1! 2! n\
bo‘lib, uning qoldiq hadi esa Lagranj ko‘rinishida quyidagicha boMadi:

RA*) = - ^ — xn+l (O<0<1)
(л + l)! v '

Har b irxE:[-a;a\ da e8*<ea bo‘lishini e’tiborga olsak,
cTx

Л„(*)1̂ —----" (я+1)!
ekanligi kelib chiqadi va w->oо da u nolga intiladi. Demak, 3-§ dagi 1- 
teoremaga ko‘ra ixtiyoriy chekli x da

® V я  %• V 2
X V ' *  1 *  X  X  . . .e => — =1 + — +— + ...+— + ... m

h n \  1! 2! n\
formula o‘rinli bo‘ladi.

6.2. y(x)=sinj£: funksiyaning Teylor qatori. Ma’lumki, X*>=sinx
funksiyaning ixtiyoriy chekli [~a;a\ (я>0) kesmadagi Teylor formulasi

X 3 JC5 x 2n~lsmx = x ----- * - ------- + — -------+ R (X)
3! 5! V (2w-l)! 2"



boMadi. Bu formula qoldiq hadining Lagranj ko‘rinishidan foydalanib, [—
q 2 h + \

a;a] dan olingan ixtiyoriy jc uchun |/^(*)|<— -—  bo‘lishini topamiz. 

Undan \imRn(x}=0 ekanligi kelib chiqadi. Demak, ixtiyoriy x uchun
Л-ЮО

oo y ^ n - l  3 5 „ 2 л - 1

sin X = У  ( -1 Г 1 ——— —- = X -  = - (-1)"-' — ------+... (2)
£ v (2/1—1)! 3! 5! (2n—1)!

bo‘ladi.
63. Дл:)=со&х funksiyaning Teylor qatori. Bunda cosjc=(sinx)’ 

ekanligi va darajali qatomi hadma-had differensiallash xossasidan 
foydalanamiz. U holda ixtiyoriy x uchun

v 2 „ 4  In  oo „ 2 л

cosx = l - — +— -...+(-1)'-^— +... = £ (-1 )”^ — (3)
2! 4! (2л)! t f  (2n)!

ekanligini topamiz.
6.4. Дх)=1п(1+.х:) funksiyaning Teylor qatori. Ma’lumki, jce (-l;l)

da l-x+Jc2-Jc3+ ...+ (-l)rtjc"+...=— . Bu qatomi hadma-had
1 + *

integrallab quyidagiga ega bo‘lamiz:
* J# Х/  Ф \  00 „Я+1

'"(!+-)= I  Z n r  - Е н г  f i r .ol+^ oU=0 J «=0. n +1
yoki

ln(l+x) = x - — +. . . +НГ' — (4) .2 3 4 n
Bu qatoming yaqinlashish sohasi (—1;1] to‘plamdan iborat.
6.5. Ддс)=(1+л:)а, (aeN ) funksiyani Teylor qatoriga yoyish. Bu 

funksiyaning Teylor formulasi
(1+xJ- . l + ^  + a ( a ~ 1)^  + .„ + g <g - ' M a - "  + 1) x. +R (X) 
v '  1! 2! n!
Teylor formulasidagi qoldiq hadni Koshi ko‘rinishida olamiz:

«„(x)=g(«-»)-•(<*-")(,+вху-"-'{i -  в)"х"", (o<e<i).
л!

Uni ushbu

= {a -  IX« -  2).,.((« -l)-(n -Q ) x.ax(1 +вх)., Г i z l T
nl \ \+вх)  .

ko‘rinishda yozib olamiz.



Agar —1<&<1 bo‘lganda: birinchidan Dalamber alomatidan 

foydalanib 1 + J  —— n + X̂x" qatoming yaqinlashishini, bundap
n-1 я!

esa Iim -L (a-lX a-2)...((or-l)-(«-l))jc" =0;Л—►00 fl\
ikkinchidan, |occ|( l-M )a4<ou( 1 +0*)^' < M ( 1 +M)a~', va nihoyat,

uchinchidan 1 -0

1+ в х
\ - e

\ + 9 x
<1 bo‘lganligidan limJ?„(x)=0 ekanligi kelib

» . V  л  ж , v  л  Л-К»

chiqadi.
Demak, \x\<\ da

1! 2! n!
boMadi.

6.6. Teylor qatoriga yoyishga doir misollar. Uchinchi paragrafda 
isbotlangan 1-teorema berilgan Д*) funksiyani x=a nuqta atrofida Teylor 
qatoriga yoyishni quyidagi tartibda bajarishga imkon beradi:

1 )Дл:) funksiyaning hosilalarini topish;
2).Дд) va f n\a)  lami hisoblash;
3)Дх) funksiyaga mos bo‘lgan Teylor qatorini yozish:
Яа)+т х . а)+ш (х_ а ? ^ +г м {х_аГ+

1! 2! n\
4) yozilgan qatoming (a-r;a+r) yaqinlashish intervalini topish;
5 ) /x )  funksiya Teylor formulasining ^(x) qoldiq hadini yozish;
6) (a-r;a+r) intervalga tegishli va lim/^(x) = 0 boMadigan л: lar

to‘plamini aniqlash.
lim ЯД*) = 0 shartni qanoatlantiruvchi x lar uchun

Л х )= / ( а) + “  °) + ̂ ~ ~ i x  ~ <*? + -  +— )(<a\ x  -  a)n +...1! 2! n\
tenglikni yozishimiz mumkin.

1 -misol. /(*) = -  funksiyani x=A nuqtaning atrofida Teylor qatoriga 

yoying.
Yechish. Yuqorida keltirilgan tartibda ish bajaramiz:

i) / '(* )= -A -  / Ww = ( - i r 4 r . - ;X X x



2) /(4) = i .  / '( 4 ) = - ^ ,  /-(4) = r> (4 ) = (-1)" ...;

3) i - ^ - 4 ) ^ ( * - 4 ) 2- ...+( - l ) " ^ ( ^ - 4 ) '+...;

4) tuzilgan qatoming yaqinlashish radiusi r=4, yaqinlashish intervali 
(0;8) dan iborat; . <

5) * (y) = f n+̂ a + ̂ x - ^ \ x. a r = И Г 1” ! (x 1Г -  
 ̂ Л (« + 1)! 1 } (/i +1)!* 4" • (4 + в(х — 4))" }
(-1 Г 1 (дг-4)” '

(w +1) • (4 + 0(x -  4))" 4"
6) (0;8) dan olingan ixtiyoriy x uchun 

(-1Г* (* -4 )lim
Л-ИО (л +1) • (4 + 6(x -  4))" 4"

= 0, bundan НшЛ (jc) = 0, demak,

formulaning o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Odatda, funksiyani Teylor qatoriga yoyishda (l)-(5) yoki cheksiz 

kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi

r b = I ( - 1 >”*"> H < b  (6)
1 +  n= 0

kabi tayyor formulalardan foydalaniladi.
1-misoldagi funksiyani (6) formuladan foydalanib, quyidagicha

Teylor qatoriga yoyish mumkin. Avval berilgan funksiyani - shaklida 

yozib olishga harakat qilamiz: — =----- - 1 1 U--4
jc 4 + (jc -  4) 4 ( , * “ 41 I 4

<1

shartda (6) formula o‘rinli, ya’ni ■■. = ^ ( - 1)'’^ -- ^  . Bulami

+ -  •
hisobga olsak

x 4 Я=Л н  n=0 4

tenglikka ega boMamiz. Bu tenglik 

o‘rinli.

n=0
x - 4 <1 shartda, ya’ni xe(0;8) da



2-misol. Ushbu f(x) = ——!----- funksiyaning x ning darajalari
x l +5x + 6

bo‘yicha qatorga yoying.

Yechish: ratsional funksiyani sodda kasrlarga ajratamiz:

x2~ + 5jc + 6 = ̂ 7 2  ~ 7+3 ’ *1ЯГ so^ a ^asmix n*ng darajalari bo‘yicha 
qatorga yoyamiz. Bu holda ham (6) formuladan foydalanamiz.

1 1 1 1  00 » "  oo /  i y»- l

2

з - ^ Т = 5 § — = 1 ^ ^  ’ bundaM<3-
3

Demak, |лг|<2 da ——^— -  = j r f O ---- o‘rinli bo‘ladi.
x 2+Sx + 6 X  Г  J

3-misol. /(*) = ——i— - funksiyani (x+3) ning darajalari bo‘yichax + 6jc — 3
qatorga yoying.

Yechish: (6) formuladan foydalanamiz.

------ !------ = - J ______ L _ _ = _ J _ .y (_ n ”-i.f_ (£±2 l) _ y  1 f r +зу»
(* + 3)2-1 2  12 J_(x  + 3)1 12 ik { 12 J t;i2"* ' ' ’ ’ 

12
bu yoyilma 
(.x + 3? 1 da, ya’ni |*+3|<2>/з dao ‘rinIi bo‘ladi.

4-misol. f(x)=lnx funksiyani x-\ ning darajalari bo‘yicha qatorga 
yoying.

Yechish: Berilgan funksiyani /(jt)=lnx = In(l +(x-l)) ko‘rinishda 
yozib olamiz va (5) formuladan foydalanamiz. U holda |x -l|< l shartda

f(x)  = In* = У(-1Г* yoyilma o‘rinli bo‘ladi.
*=i rt

5-misol. / ( x) = 2* ni x+2 ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying. 
Yechish: f(x) = 2x funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

21 = 2*+2 2 = — e^r = l e(jf+2>ta2 va formuladan foydalanib, quyidagiga ega 

boMamiz:



2х =I e(x+2)|°2 = i j r  l̂n (* + 2)% bu formula *€(-<»;-к») da o‘rinli.
4 4^o nl

6-misol. /(*) = sin2 x nix  ning darjalari bo6yicha qatorga yoying. 

Yechish: sin2x = ̂ -^cos2jc formuladan va (3) dan foydalanamiz. U

holda 2 2 2 ^  21 4! (2")! Jn 2 v 2 04  4 <}2/. 2n «, «2/1-1

=I f L  _ ±2L+...+(-1)-1 i_ JL _ +...=у  (_1Г * 2 _ д ^
2*2! 2*4! 2'(2л)! (2л)!

Bu formula х е (-оо;оо) da o‘rinli.

1-misol. /(*) = -)= funksiyani *-9 ning darajalari bo‘yicha qatorga
у/ X

yoying.
_i

Yechish'. —p*- >  ̂ —  = - f l + - ——1 Endi (5) formuladan 
y/x-9 + 9 3V 9 J

1 • x — 9foydalanamiz bunda a = -~ , x o‘miga ——  qo‘yamiz. U holda

' / M . ,  ■ ( - ¥ ) < ,-» ,- '
/ W  Л ‘ 3 З й  ni 9"

Л  + У ( - 1у 1-3- # Я- - ^ - 9 Г .
3 t t  3 • 2 • и!Л=1

Bu yoyilma х - 9 1 shartda, ya’ni [х—9| < 9 da o‘rinli bo‘ladi.
9

7-§. Darajali qatorlaming ba’zi bir tatbiqlari

7.1. Darajali qatorlar yordamida taqribiy hisoblash. Darajali 
qatorlar kuchli (taqribiy) hisoblash vositasi bo‘lib xizmat qiladi. Ular 
yordamida funksiyalar qiymatlarini taqribiy hisoblash mumkin.

1 -misol. In 1,2 ni 0,0001 aniqlikda hisoblang.
Yechish. ln(l-hx) funksiyani x ning darajalari bo‘yicha yoyamiz:

ln(l+*) = * -  — +— - .. .+ ( - i r ' — +..., bu qator (-1;1] sohada
2 3 *  n

yaqinlashadi. Ushbu qatorda x=0,2 deb olib, In 1,2 ni hisoblash uchun



ы ,2= о, 2 - ^ + ^ - . . . + Н Г '» д : +...
2 3 п

ishora navbatlashuvchi qatorga ega bo‘lamiz.
Bu qatoming birinchi k ta hadini yig‘indisini lnl,2 ning taqribiy 

qiymati deb olsak, u holda xatolikning absolyut qiymati AH-1 chi hadning 
absolyut qiymatidan kichik bo‘ladi. Qator beshinchi hadining absolyut 
qiymati 0,000064 ga teng ya’ni 0,0001 dan kichik. Shu sababli hisoblash 
uchun birinchi to‘rtta hadini olish yetarli:

1п1,2,0 ,2 - М 1 +М ^ - М 0 Ц * 0 , .8228.
2 4 4

2-misol. V20 ni 0,001 aniqlikda taqribiy hisoblang.
Yechish. Binomial qatordan foydalanamiz. Uning uchun berilgan 

ildizni quyidagicha ifodalab olamiz:

Н У
I  1 I

soni (1 + x)4 binomining x = -  dagi qiymatiga teng. /(*) = (1 + x)4 

funksiya uchun quyidagi yoyilma o‘rinli:

i 1
(l-t-jc)- =l+±x-i-^—d---- *! +-4-4----- i -----x3+...=

4 2! 3!
, , 1 1-3 2 1-3-7 з 1-3-7-11 41 +----- * -  ----* ----г----X ----- ------ x4 + . ..

4 -1 ! 4 -2! 4 -3! 44 4! 

x = i  da ishora navbatlashuvchi ushbu qatomi hosil qilamiz:

a + i ) i = i +- J — - i ± T + 4 ± z 7. i ± i i i +
4 4-1!-4 4 -2!-4 43 - 3!- 43 44-4!44 

Ishora navbatlashuvchi qatoming xossasiga ko‘ra, berilgan ildiz qiymatini 
0,001 aniqlikda hisoblash uchun so‘ngi qatoming dastlabki to‘rtta hadini 
olish yetarli, chunki beshinchi hadi absolyut qiymati bo‘yicha 0,001 dan 
kichik.

2-1-3-7-11 2 -3 -7 -1 1 1 1 ЛЛЛ1—г------г— = -------------------7 <----г <----- < 0,001
4 -4!-4 2 -3 -4 -8 -2 -16-4  2-45 2568 

hisoblashni bajaramiz:

V20 = 2-(lH---- -------- T-^~2+-r 3 73) =4-1I-4 4 -2!4 4 -3!-4
= 2,000 + 0,0625 -  0,0059 + 0,0009 * 2,0575



3-misol. e0,2 ni 0,0001 aniqlikda hisoblang. , -ч
Yechish. e funksiyaning Teylorformulasiga ko‘ra
02 , 0,2 0,22 0,2" ’ . .  , , e -1 + —  + —— +•••+—— +••• . rA m baholaymiz:

1! 2! n\ J

4! 5! 6! 4! 5 5-6

.  < 0 , M 0 1 ,  ;  ,

5

Demak, 0,0001 aniqlikda e0,2=l + « 1,2213.

7.2. Tenglamalarni yechish.
1 -misol. ex-ey=xy (1) tenglamani x ga nisbatan yeching (y ning x 

darajalari bo‘yicha yoyilmasining dastlabki uchta hadini toping).
Yechish. (1) tenglama у  ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida 

aniqlaydi. Bu funksiya istalgan tartibli hosilaga ega. Bunda у  ni x orqali 
aniq ifodalash mumkin emas. Shu sababli yechimni darajali qator 
ko‘rinishda izlaymiz.

Bunda ikki usuldan foydalanish mumkin:
a) Noma’lum koeffitsientlar metodi.
Ma’lumki,

x . x x1 xnex = I+ — + — + ... + — + ... (2 )
1! 2! n\ 

qator (-oo;+oo) da yaqinlashuvchi. Shunga o‘xshash

, ,  = 1+Z +^ +...+ / +... (2’)
1! 2! n\ 

qator ham (-оо;-юо) da yaqinlashuvchi.
(2) va (2') qatorlami (1) tenglamaga qo‘yamiz:

i +£ +£ l +...+£ l +..._(I+Z +^ + ...+ 4 +...)= ^ .  (3)
1! 2! n! 1! 2! n\

у  funksiyani
y = a0+alx + a2x2+... + anxn+... (4)

qator ko‘rinishda izlaymiz. (3) tenglamadagi у  o‘miga (4) qatomi 
qo‘yamiz:
. x  x2 x4 /  2i i â<L+_atx+..._i (a0+alx+...)j



Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsentlami tenglashtiramiz.
Avval x oldidagi, ya’ni ozod hadni topamiz. Bunda

2

l - l - ( a 0 + - -̂ +...) = 0, bundan a0=0. 

x ning oldidagi koeffitsientlami tenglashtiramiz:
1 -  a{ - a 0(o« + ...) = a0. a0 = 0 ekanligini e’tiborga olib, l -д^О yoki a\=\ 
ekanligini topamiz. x2 oldidagi koeffitsientlami tenglashtirib, ai=-l, x3 
oldidagi koeffitsientlami tenglashtirib af= 2 ekanligini topamiz. Shunday 
qilib, у  ning taqribiy formulasini y * x -  jc2 + 2jc3 ni topamiz.

b) Hosiladan foydalanish metodi. Bu metod у  funksiyaning 0 
nuqtadagi xosilalarini ketma-ket topishga asoslangan.

(1) tenglamani у  ni x ning differensiallanuvchi funksiyasi deb qarab, 
x bo‘yicha differensiallaymiz:

ex-e*-У = y + xy' (6)
x=0 da e° -  ey(0) • /(0) = j>(0) + 0 • / (0 ) , bu yerda ><0)=0 ekanligini e’tiborga 
olsak, /(0 )  = 1 xosil bo‘ladi. Endi /*(0) ni izlaymiz. Shu maqsadda (6) 
tenglamani x bo‘yicha differensiallaymiz:

~ ey( /)2 ~ ey • /  = /  + /  + x f  (7)
(7) da x=0 va >>(0) = 0, /(0 ) = 1 ekanligini hisobga olib, / ( 0) = -2 
ekanligini topamiz. /*(0) ni topish uchun (7) ni differensiallaymiz: 

ex - e y - У3 -  Зе» • у ’ • /  -  eyy m = 3у" + хут (8)
У(0), У(0), /(0 )  ning qiymatlarini hisobga olib y*(0) = 12 ekanligini 
topamiz.

у я т + т х+т ^ +т ^ +ш
1! 2! 3!

formulaga / ( 0), /(0), / 4 0 ) ni qo‘yib
2 2 12 3 2 о  3 У&Х-—Х + —x — x—x + 2x

ni hosil qilamiz. Ravshanki, ikkinchi usulda yechish osondir.
7.3. Darajali qatorlar yordamida integrallarni taqribiy hisoblash.

0.5 .

Misol. 0,0001 aniqlikda \^^-dx  integralni hisoblang.
oJ *

Yechish. sin* funksiyani uning darajali qatori bilan almashtiramiz va 
hosil boMgan qatomi hadma-had integrallab quyidagiga erishamiz:



j x Д  3! 5! f  (  3-3! 5-5! )o  18 600
... . Natijada, ishora navbatlashuvchi qator hosil bo‘ldi. Bunda
0,03125 <0,0001 bo‘lganligi sababli, talab qilingan aniqlikda hisoblash 

600
uchun bu qatoming avvalgi ikkita hadi yig‘indisi bilan chegaralanish

kifoya. Shunday qilib, j^^-dx  * 0,5-^i?^ » 0,4931.
q x  18

Bundan tashqari darajali qatorlar yordamida ba’zi limitlami, qator
yig‘indilarini hisoblash hamda differensial tenglamalami yechish mumkin.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Butun ratsional funksiyaning Teylor qatorini yozing.
2. Berilgan fix) funksiyaning x0 nuqta atrofidagi Teylor qatorini yozing.
3. Darajali qator o‘z yig‘indisining Teylor qatori ekanligi haqidagi 

teoremani isbotlang.
4. «Funksiya Teylor qatoriga yoyilgan» degan jumlani qanday 

tushunasiz?
5. Funksiyani Teylor q&toriga yoyish mumkinligining zaruriy va yetarli 

sharti nimadan iborat?
6. Funksiya Teylor formulasi qoldig‘i va shu funksiya Teylor qatori 

qoldig‘i orasidagi farq nimadan iborat?
7. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish mumkinligining yetarli sharti 

nimadan iborat?
8. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish mumkinligining yetarli sharti 

qanday isbotlanadi?
9. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish uchun nima ishlar qilinadi?
10. Asosiy elementar funksiyalaming yoyilmasidan foydalanib 

funksiyani qatorga yoyishda nima ishlar bajariladi?
11. Darajali qatoming qanday tatbiqlarini bilasiz?
12. Qatomi uning xususiy yig‘indisi bilan almashtirsak absolyut 

xatolik nimaga teng bo‘ladi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. Quyidagi funksiyalami x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying: 
a).A*)=shx; b)/*)=ch*; cX/frHl-*)"1; d)/*)=ln(l-x).



2. Ushbu /(*) = . * funksiyani 6-§ dagi (5) formuladan
л/ l- x 2

foydalanib x ning darajalari bo‘yicha qatorga yoying va qatomi hadma-had 
integrallash yordamida

f,(2w-l)!! *2я+1 arcsin x = x + > ------------------,
t ?  (2ft)!! 2 л + 1

tenglikni isbotlang.
3. f(x) = ln|x + ylx2+ lj funksiyani Makloren qatoriga yoying,

yaqinlashish radiusini toping.
Ко *rsatma. Avval funksiyani differensiallang.
4. Quyidagi funksiyalaming x ning darajalari bo‘yicha qatorga 

yoygandagi noldan farqli dastlabki uchta hadini yozing:
a)X*)=tg*; b)J{x)=\n( 1 +sinx).

5. Quyidagi funksiyalami jc-xo ning darajalari bo‘yicha Teylor 
qatoriga yoying, yaqinlashish intervalini ko‘rsating:

a)/* )= > £ , x0=4; b)J{xy=ex+\xo=-2;
с) fix )  = ~2— + 6, x0=\; d ) /(*) = -!-, *0= -l;

e) f ix)  = ix +1) cos2 x, x = -\;  f)y(x)=ln( 12-x-x2), xo=0.
6. ^130 ni 0,0001 aniqlikda hisoblang.

1/5 ______

7. jyl\ + x3dx integralni 0,0001 aniqlikda hisoblang.
0

8. y3+xy= 1 tenglamani yeching (yoyilmaning dastlabki uchta hadini 
toping).

OO 2n - l  oo In  00 oc n

Javoblar: 1. a) b) ; c) f V ;  d) •
„=1 (2я-1)! tt>i2n)\ Й  t f  n

„I (2n)!!(2n + l) 3 15 2! 3!

n=i (//»;!! I  язв Л! .

с) Х (1 -2 '(,”'’Х*-1)".й=П d) |>+1Х*+1)", Л=1;
и=0 „=о

2 ■ ■ t?  (2я)! Я  (2л +1)!

f) 1п12 + У ^ |)" 4 '’~3 V , Я = 3. 6. 5,0658. 7.0,2002. 8. 1 - -+  — 
п 3 81



Ш-bobni takrorlash uchun test savollari
oo

1. Y -----darajali qator uchun a5, я 10 lami toping.

A) a5= 1/6; aio= l/l 1 B) 435=1/5; яю=1/10 
C )a 5=0; дю=1/10 D) a5=0; <*ю=1/6

oo ^ 2 л

2. — darajali qatoming yaqinlashish radiusi va sohasini toping.
n=0 П + 1

A)r=oo;(-oo;oo) B ) r = l ; ( - l ; l )  C ) r = l ; [ - l ; l )  D ) r = l ; [ - l ; l ]  

• xn
3. darajali qatoming yaqinlashish radiusi va sohasini toping. 

n=o2 n
A) r=2; (-2;2) B) r  =1/2; ( - l/2 ;l/2 )  
C) r  =1/2; [-1/2; 1/2) D) r  =2; [-2;2)

4. ^ (3—(—1)")"(jc — 1)" darajali qatoming yaqinlashish radiusi va intervalini
n=0

toping.
A) r=l/4; (-0,25; 0,25) B) r =1/2; (-0,5;0,5)
C) r  =1/4; (0,75; 1,25) D) r  =4; (3; 5)

00̂ T̂/l
5. Y (l + cos— )"(* + !)" darajali qatoming yaqinlashish radiusi va

4
intervalini toping.
A) r= 2; (-2;2) B) r =1/2; (—l/2;l/2)
C) r =1/2; (-1,5; -0,5) D) r  =1/2; (0,5; 1,5)

6. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.
00

A) Agar Yaanx” darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0 bo‘lsa, u holda
w=0

bu qator (-r; r) intervalda absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.
oo

B) Agar ]Tanxn darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0 bo‘lsa, u holda
n=0

bu qator [-r;r] kesmada tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
oo

C) Agar Z anxn darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0 bo‘lsa, u holda
n=0

bu qatoming yig‘indisi (-r; r) intervalda uzluksiz bo‘ladi:



D) Agar darajali qatoming yaqinlashish radiusi r>0 boMsa, u holda
/1=0

bu qatoming yig‘indisini (-r;r) intervalda istalgan marta hadma-had 
differensiallash mumkin.

7. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.
A) Darajali qatoming yaqinlashish radiusi uni hadma-had differensiallash 
natijasida hosil bo‘lgan qatoming yaqinlashish radiusiga teng boMadi.
B) Darajali qatoming yaqinlashish intervali uni hadma-had differensiallash 
natijasida hosil bo‘lgan qatoming yaqinlashish intervaliga teng bo‘ladi.
C) Darajali qatoming yaqinlashish sohasi uni hadma-had differensiallash 
natijasida hosil bo‘lgan qatoming yaqinlashish sohasiga teng bo‘ladi.
D) Darajali qatomi hadma-had differensiallash natijasida hosil bo‘Igan 
qatoming yig‘indisi yaqinlashish intervalida uzluksiz funksiya bo‘ladi.

00 '

8. — Г7 4ator va uni hadma-had differensiallash natijasida hosilп=оЩП + 1)
bo'lgan qatoming yaqinlashish sohalarini toping.
A ) ( - l ; l ) , ( - l ; l ]  B ) [ - l ; l ] ,( - l ; l ]
C) (—1;1], (—I; 1 ] D ) [ - l ; l ] ,[ - l ; l )

°c ^ n

9. — 7 qator va uni hadma-had integrallash natijasida hosil bo‘lgan
n=0 /7 + 1

qatoming yaqinlashish sohalarini toping.
A) (—1;1), (—1; 1 ] B) (—1 ;1], [- l;l]
C) (—1; 1 ], (—1 ;1) D ) [ - l ; l ) ,[ - l ; l]

10. T o ^ r i  jumlani ko‘rsating.
A) x0 nuqtaning biror atrofida cheksiz marta differensiallanuvchi 
funksiyani shu nuqta atrofida Teylor qatoriga yoyish mumkin.
B) Har qanday darajali qatoming yaqinlashish sohasi bo‘sh to‘plam emas.
C) Funksiyaning aniqlanish sohasi bilan uning Teylor qatori aniqlanish 
sohasi har doim teng boMadi.
D) Funksiyaning aniqlanish sohasi bilan uning Teylor qatori yaqinlashish 
sohasi har doim teng boMadi.

11. Noto‘g‘ri formulani ko‘rsating.



1-*  t*0
12. Noto‘g‘ri formulani ko‘rsating.

D ) ln ( l+ * )= |: r -U " -
Л-1 n

13. Noto‘g‘ri formulani ko‘rsating.

D) - ! ---- £ (-1 )”*"1 4- Y .

14. Noto‘g‘ri jumlani ko‘rsating.
A) Toq funksiyaning Makloren qatorida noma’lumning faqat toq darajalari 
qatnashadi.
B) Juft funksiyaning Makloren qatorida noma’lumning faqat juft darajalari 
qatnashadi.
C) (1+*)° (a*0,ag N) darajali funksiya Makloren qatorining yaqinlashish 
sohasi (-1,1] oraliqdan iborat.
D) J{x) funksiyaning (-r;r) oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga ega, 
funksiya va uning hosilalari birgalikda chegaralangan bo‘lishi J(x) 
funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishi uchun yetarli.

X15. ]T— qatoryig‘indisini toping.
Л=1 П

A) lnx B) \n(l+x) C)ln(l-jc) D) -ln(l-jc)

16. ]£(л + 1);с" qator уig‘indisini toping.



17. Z ( w + 1)*" qator yig‘indisini toping.

a>0^f B)oi? C)(T ^ D)S ?
00

18. ]Г(л + 1)(-1)"хя qator уig‘indisini toping.
n=0

A> 7Г. B> Т гЧ г  С) — i — D)(1 + x Y  (1 - x Y  ( \ - x ) 2 '  (1+x)2

00

19. Z w(w + 1)^"'‘ qator yig‘indisini toping.
Я=1

А> Т Г ^  в ) т г ^ т  С) - ~ —т D) *2(1+х)3 (1-х)3 (1-х)3 (1-х)2

20. j*(x)=cosjc funksiyani х=ж/4 nuqta atrofida Teylor qatoriga yoying.
A ^ ( - l T x ^  ^ ■ j 2 U-\)"x‘" ( - i r 'x ^ M

S  (2«)! £  2 [ (2«)! (2n-l)! J
^ ( - 1 ) ”(х-л-/4)!" ^  ^ 4 i ( ( - l)V ” , ( - i r ‘x2” l 'l

L) h  D) .

21. f(x) = tfx’ funksiyani x=4 nuqta atrofidagi Teylor qatorining uchinchi 
hadini yozing.

A ) ш !Ш ,“  11 B | T ix u T f,"  41

22. f(x) = e~x sin* funksiya Makloren qatorida a3 va a4 koefFitsientlarni 
toping.
А) я3=-1; a4= 1/3 В) д3=-1/3; a4= 1
С) яз=1/3; 04= 1/4 D) a3= 1/3; a4=-l/4

23. /(*) = — + 2 и̂п^ У а т  JC+1 darajalari bo‘yicha qatorga yoying, 

uning yaqinlashish sohasini ko‘rsating.



А) Х(-1)я(^ + 1)2л, (-2;0) В) ^C-ir'Cjc + l)2", (-1; 1)
"=° п=0

с ) £ Н ) ’(* + 1)г' ,  (-2;0) ■ D) £ (-1 )’(;с + 1)", (-2;0)
n=l , л=0

24. /(*) = —  funksiyani х+1 darajalari bo‘yicha qatorga yoying 

C ) i ^ . ( - W )  D,

h:._:
. J A  

: l. > ■ '

■j‘-. *% * < < 
>0.'

■уд»;



IV-BOB. FURYE QATORI

l-§. Sodda trigonometrik funksiyalar sistemasi va ularning 
ortogonalligi

Oldingi bobda darajali qatorlami o‘rgandik. Ushbu bobda ham 
nazariy, ham tatbiqiy nuqtai nazardan muhim ahamiyatga ega bo‘lgan 
trigonometrik qatorlami (Furye qatorlarini) o‘rganamiz.

Trigonometrik qatorlar avvalom bor davriy jarayonlami o‘rganishda 
foydalaniladi. Davriy jarayon bilan bogliq bo‘lgan ixtiyoriy//) kattalik T 
vaqt o ‘tishi bilan o‘zining dastlabki qiymatiga qaytadi, ya’ni davri T ga 
teng bo‘lgan funksiya bo‘ladi. Dastlab T-2n bo‘lgan holni qaraymiz. 
Ma’lumki, davri 2n ga teng bo‘lgan funksiyalarga o‘zgarmas fimksiya, 
sinx, cosx, sin2x, cos2x, sin3jc, cos3x,... funksiyalar misol bo‘ladi.

Ushbu
1, cosx, sinx, cos2x, sin2x,..., соsnx, sinnx, ... (1) 

funksiyalar sistemasini davri 2n ga teng bo‘lgan sodda trigonometrik 
funksiyalar sistemasi deb ataymiz.

Sodda fimksiyalaming ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi, ya’ni 
«0+fliCosji(H-̂ 1sinx+a2Cos2x+62sin2AH-... (2)

ko‘rinishdagi ixtiyoriy funksiyaning ham davri 2% ga teng bo‘ladi. Bu 
tasdiq (2)_chekli sondagi hadlardan iborat yig‘indi yoki (2) funksional 
qator bo‘lganda ham o‘rinli.

Tabiiy holda quyidagi savol tug‘iladi: davri 2я ga teng bo‘lgan har 
qanday funksiyani (2) ko‘rinishdagi qator yig‘indisi shaklida ifodalash 
mumkinmi? Ushbu savolga javob berish trigonometrik qatorlar 
nazariyasining bosh masalasi hisoblanadi.

Та ’rif. Agar [a;b] kesmada aniqlangan/x) va g(x) funksiyalar uchun
b

\f(x)g(x)dx = 0 (3)
a

boMsa, u holda bu funksiyalar shu kesmada о ‘zaro ortogonal deyiladi.
Izoh. Bu yerda aniqlangan ortogonallik tushunchasi vektorlaming 

ortogonalligi tushunchasining umumlashmasidan iborat.
Teorema. Sodda trigonometrik funksiyalar sistemasidan olingan 

ixtiyoriy ikkita funksiya [0;2я] kesmada o‘zaro ortogonal boMadi.
Isboti. Agar l=cosOx ekanligini e’tiborga olsak, u holda quyidagi 

2*
Jcosmxcosrvcdx = 0 (m,w = 0, 1, 2 , ( 4 )



Jsin /nxsin nxdx = 0 (m,w = 1 , 2 , тФп)\ (5)
0
2<r
J cosmxsinnxdx =  0  (m  =  0 , 1,2 , . . . ;л  =  1 , 2 , . . . ; )  ( 6 )
0

tengliklaming o‘rinli ekanligini tekshirish lozim. Shu maqsadda ushbu 
trigonometrik formulalardan foydalanamiz:

cos mxcos nx = ̂ (cos(m + n)x + cos(w -  w)x), 

sin mxsin nx =  ^ ( c o s ( / h  -  n)x -  cos(m +  ri)x), 

cos mxsin nx = i(sin(m + n)x + sin(/w -  n) x).
2* 2ж

Shu sababli (4)-(6) tengliklami tekshirish uchun Jcosfcrcfr, Jsin/xak,
о 0

bu yerda к, I butun sonlar va k t0, integrallaming har birining nolga 
tengligiga ishonch hosil qilish yetarli. So‘ngi integrallaming nolga 
tengligini isbotlashni o‘quvchilarga mustaqil bajarishni tavsiya etamiz.

2-§. Trigonometrik qatorlar. Furye koeffitsientlari va berilgan 
funksiyaning Furye qatori

Ta’rif. Ushbu

—■ + (д, cos x + bx sin x) + (a2 cos 2x+b2 sin 2x) +... (1)

funksional qator trigonometrik qator deyiladi, a0, a b b\, a2, b2, . . .  

o‘zgarmas sonlar shu qatoming koeffitsientlari deyiladi.
Qisqa yozish maqsadida (1) qator

n  oo

— + ])T(an cosnx + bn sin nx)
2 n=i

ko‘rinishda ham yoziladi. Bunda qatoming boshlang‘ich hadi qo‘laylik 

uchun ^  deb olingan.

Endi berilgan fix) funksiyani (1) qatorga yoyish masalasini qaraymiz. 
Aytaylik, fix) funksiyaning davri 2n ga teng va ixtiyoriy x uchun ushbu 
yoyilma

fix)= ^  + ̂ ( a rtcosnx+b„smnx) . ( 2 )



o‘rinli bo‘lsin. U holda a0, al9 b\, a2, b2, ... koeffitsientlami qanday topish 
mumkin?

1 -teorema. Agar ixtiyoriy jc uchun (2) tenglik o‘rinli va bu 
tenglikning o‘ng tomonidagi funksional qator tekis yaqinlashuvchi bo‘lsa, 
u holda quyidagi formulalar o‘rinli bo‘ladi:

12*an= -  jf(x)cosrvcdx (n=0,1, 2,...) (3)

bn = -  }/(x)sin>m& («=1, 2, 3, ...) (4)
п 0

Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, (3) formula w=0 da ham o‘rinli 

bo‘lishi uchun boshlang‘ich hadi ^  deb olingan.

Isboti. Ma’lumki, tekis yaqinlashuvchi qatomi hadma-had 
integrallash mumkin. Bundan

2r a 2* 00 ( 2* 2k ^
J f(x)dx = -± Jofr + J j  a„ Jcosnxdx + bn Jsinnxdbc =Яо7С, demak
о ^  о "=i v о о J

1 2*a0=— ff(x)dx. Bu (3) formulada n=0 holiga toV ri keladi.
71 0
Endi (2) tenglikning ikkala tomonini cosfo; ga ko‘paytirib, quyidagi 

tenglikni hosil qilamiz:
a 00/x)cosAx= ~  cos kx + (an cos nx cos kx + bn sin nx cos kx).
2 Я=1

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi funksional qator tekis 
yaqinlashuvchi bo‘ladi. Chunki uning har bir hadi (2) qatoming mos 
hadidan moduli birdan kichik bo‘lgan cos&x ko‘paytuvchisi bilan farq 
qiladi. Shu sababli bu qatomi hadma-had integrallash mumkin:

2* 2* да / 2* 2* \
J f(x)coskxdx =j cos f odf r  + £  an Jcos/rtcosfa*& + 6„ Jsin/zxcosibrdt . 
о ^  0 n=1^ Q 0 J

l-§ dagi (4) va (6) formulalarga ko‘ra so‘ngi tenglikning o‘ng 
tomonidagi qo‘shiluvchilardan faqat bittasi noldan farqli bo‘ladi:

2ж 2* 2к
ak J cos kx cos kxdx = ak J cos2 kxdx = nak. Shunday qilib, ля*= J /  (x)cos kxdx,

О о 0

bundan (3) tenglik kelib chiqadi. (4) tenglikni isbotlash uchun (2) 
yoyilmaning ikkala tomonini sin&x ga (k= 1, 2, ...) ko‘paytirish va [0;2л] 
kesma bo‘yicha integrallash yetarli.



Ta’rif. Faraz qilaylik fix) funksiya [0;2л] kesmada aniqlangan 
bo‘lsin. Mos ravishda (3) va (4) formulalar bilan aniqlangan а» (л=0, 1, 2,
...) va bn (w=l, 2, ...) sonlar fix) funksiyaning Furye koeffitsientlari,

00

koeffitsientlari shu sonlarga teng bo‘lgan — + £  (я„ cos nx + bn sin nx)

trigonometrik qator^jc) funksiyaning Furye qatori deyiladi.
Yuqorida aytilganlami e’tiborga olib, teoremani quyidagicha aytish 

mumkin:
2-teorema. Agar fix) funksiya tekis yaqinlashuvchi trigonometrik 

qatorga yoyilsa, u holda bu qator funksiyaning Furye qatori bo‘ladi.

3-§. Funksiyalarni trigonometrik qatorlarga yoyish
Endi ushbu savolga javob izlaymiz: berilgan fix) funksiyaga ko‘ra 

tuzilgan Furye qatori yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi shu funksiyaga 
teng bo‘lishi uchunX*) funksiya qanday xossalarga ega boMishi kerak? Bu 
savolning javobini oydinlashtirishda trigonometrik va darajali qatorlar 
orasidagi keskin farqni ko‘rish mumkin. Biz bilamizki, darajali qatorga 
barcha tartibli hosilalarga ega bo‘lgan funksiyalarni yoyish mumkin, 
trigonometrik qatorga esa deyarli istalgan funksiyani yoyish mumkin.

3.1. Bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiya tushunchasi. Dirixle 
teoremasi.

Agar [a;b] kesmani chekli sondagi x\9 *2, .., xn.\ nuqtalar yordamida 
[xopri], [xj^ 2]5 [-̂ 2г̂ з]> •••» [̂ л*1р̂ я] (bu yerda xq af xn b) kesmalarga 
ajratish mumkin bo‘lib, bu kesmalarga mos intervallarda fix) funksiya 
differensiallanuvchi hamdax=xk (Af=0, 1, 2 ,..., л-l)  nuqtalarda chekli o‘ng 
fl(xk) va chap /_'(**) (fc= 1, 2, ..., rt) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda fix) 
funksiya [a;b] kesmada bo *lakli-dijferensiallanuvchi deyiladi.

Izoh. x=xk (&=0, 1, 2, ..., /7-1) nuqtalarda o‘ng fl(xk) hosilani 
hisoblaganda funksiyaning x=xk nuqtadagi qiymati deb 
f(xk + 0) = Jimo/(jt) qabul qilinadi. Shunga o‘xshash, x=xk (A=l, 2, ..., n)

nuqtalarda chap f_(xk) hosilani hisoblaganda funksiyaning x=xk nuqtadagi 
qiymati deb f (xk -0)=  lim f(x) qabul qilinadi.

x-*xk -0



4-rasm
4-rasmda boMakli-differensiallanuvchi funksiyaga misol keltirilgan. 

Yuqoridagi izohdan ko‘rinadiki, funksiyaning x \, jc2, xn.\ nuqtalardagi 
qiymatlari funksiyaning shu nuqtalar atrofidagi qiymatlari bilan bogMiq 
bo‘lishi shart emas.

A gar^x) funksiya bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u 
holda bu funksiya va uning hosilasi faqat xu *2, *п-\ nuqtalarda birinchi 
tur uzilishga ega bo‘lishi mumkin.

1 -misol. Ushbu /(*) = j 2* ’agar funksiya bo‘lakli-
[3 - x , agar \<x<2

differensiallanuvchi bo‘ladimi?
Yechish. Funksiya [0;2] kesmada aniqlangan. Bu kesmani [0; 1 ] va 

[1,2] kesmalarga ajratamiz. Bu kesmalarga mos intervallarda funksiya 
differensiallanuvchi. 0 va 1 nuqtada o‘ng hosila ( /+'(0) = 0, / +'(1) = -1), 1 va
2 nuqtalarda chap hosila (/_'(1) = 4, /_'(2) = -l) mavjud. Demak, berilgan 
funksiya bo‘lakli-differensiallanuvchi.

2-misol. Ushbu f(x) = \ 2x ’agar funksiya boMakli-
[4 -  x, agar 1 < x < 2

differensiallanuvchi bo‘ladimi?
Yechish. Funksiya [0;2] kesmada aniqlangan. Bu kesmani [0; 1 ] va 

[1;2] kesmalarga ajratamiz. Bu kesmalarga mos intervallarda funksiya 
differensiallanuvchi. Yuqoridagi kabi funksiyaning 0 va 1 nuqtadagi o‘ng 
hosilalarini, 2 nuqtadagi chap hosilasini hisoblash muammo emas. Bu 
funksiyaning 1 nuqtadagi chap hosilasini hisoblashda, izohga ko‘ra, f(l) 
deb f(l-0)=2 ni qabul qilishimiz lozim. Bu holda /!(1) = 4 bo‘ladi. 
Shunday qilib, bu funksiya ham bo‘lakli-differensiallanuvchi ekan.



3-misol. Ushbu f(x ) = j * ’ ^  1 ̂  * < °’ funksiya boMakli- .
[l-jc2, agar 0 < x < 2

differensiallanuvchi bo‘ladimi?
Yechish. Funksiya [-1;2] kesmada aniqlangan. Bu kesmani [-1 ;0] va 

[0;2] kesmalarga ajratamiz. Bu kesmalarga mos intervallarda funksiya 
differensiallanuvchi. Ammo, 0 nuqtada funksiyaning chap hosilasi mavjud 
emas (/(0-) = -oo). Demak, berilgan funksiya bo‘lakli-differensiallanuvchi 
emas.

Biz yuqorida kesmada bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiya 
tushunchasini ko‘rdik. Bu tushunchani (-oo;+oo) oraliq uchun 
umumlashtiramiz.

Agar fix) funksiya (-oo;+oo) oraliqda berilgan boc lib, uning istalgan 
[a;b] qismida bo‘lakli-differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda fix) funksiya (- 
oo;+oo) oraliqda bo‘lakli-differensiallanuvchi deyiladi.

Quyidagi teorema fix) funksiyaning Furye qatoriga yoyilishining 
yetarli shartini beradi.

Teorema (Dirixle). Agar davri 2% ga teng bo‘lgan fix) funksiya 
[0;27i] kesmada bo‘lakli-differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u holda bu 
funksiya uchun tuzilgan Furye qatori barcha nuqtalarda yaqinlashuvchi va

uning уig‘ indisi F(x) -  + bo‘ ladi.

Isboti. ([2], 406-408 b.)
Dirixle teoremasidan Furye qatoriga yoyiladigan funksiyalar 

sinfining keng ekanligi ko‘rsatadi. Shu sababli ham Furye qatorlari fanning 
turli tarmoqlarida, amaliyotda, ayniqsa matematik fizikada keng tatbiqqa 
ega.

3.2. Funksiyalarni trigonometrik qatorga yoyishga doir misollar.
Endi funksiyalarni trigonometrik qatorlarga yoyishga doir misollar 
ko‘ramiz. Avval ushbu tasdiqni isbotlaymiz.

Lemma. Agar funksiyaning davri 2n ga teng bo‘lsa, u holda bu 
funksiyaning uzunligi 2n ga teng bo‘lgan ixtiyoriy kesma bo‘yicha olingan 
integrali aynan bitta songa teng bo‘ ladi, ya’ni

o + 2 ж 2ж

J f{x)dx  = \f{x )d x
a 0

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda a ixtiyoriy son.
Isboti. Aniq integrating additivlik xossasiga ko‘ra



w l m  a + i*

J f(x)dx  = J/(x)dfr + J/(x)dfc + J f(x)dx  (1)
a a 0  2 *

tenglik o‘rinli. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi uchinchi integralda x=2n+t
a a

almashtirish bajaramiz. U holda bu integral J/(2*+/)df= jf(t)d t
о 0

ko‘rinishga keladi. Bundan esa (1) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi va 
uchinchi integrallar yig‘indisi nolga tengligi kelib chiqadi.

4-misol. Davri 2n ga teng bo‘lgan funksiya [0,2я) yarim intervalda 
ushbu formula bilan berilgan:

/(*>={ 1>agar ° - x5;r'
[-1,agar n<x<2n

(5-rasm).X*) funksiyani trigonometrik qatorga (Furye qatoriga) yoying.
Yechish. Furye koeffitsientlarini hisoblaymiz. Yuqorida isbotlangan 

tasdiqqa ko‘ra [0;2rc] kesma bo‘yicha integralni [-я;л] kesma bo‘yicha 
olingan

7
1

0

-1

2k

5-rasm
i *

integralga almashtirish mumkin. U holda ^  =— \f(x)dx bo‘ladi. Integral

ostidagi funksiyaning 0 nuqtadagi qiymatini e’tiborga olmasak, u toq 
funksiya bo‘ladi. Shu sababli ao=0 bo‘ladi. Shuningdek,

1 *an=— ^f(x)Gosnxdx (n = l,2,...) integrallarda ham integral ostida toq

funksiyalar bo‘lganligi sababli, an=0 boMadi. Endi b„ koeffitsientlami 
hisoblaymiz:



i * i Г0 * 'bn~ — ^ f{x)smnxdx-— J(-l)sin/m& + Jsinnttfr

_ 11 cosnx° COSJ 

ЯЧ n -x n

{0, agar n juft bolsa,
4 kelib chiqadi. Shunday qilib fix)

— , agar n toq bolsa nn

— (cosO-coswr) 
nn

funksiyaning Fuiye qatori quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

•••) (2)
. 4 /sin* sin3x sin5jc

/ ( * )  =  — ------------+ ----------------+ --------------- +  .

J 1 3 5

Xususan, X - —  da — = \- -+ - - -+ .. .  bo‘ladi. 
2 4 3 5 7

6-rasm
6-rasmda (2) qatoming bir nechta xususiy yig‘indilari grafiklari keltirilgan. 
Bu grafiklardan xususiy yig‘indi nomeri ortishi bilan uning berilgan 
funksiyani aniqroq tavsiflashi ko‘rinib turibdi.

5-misol.fix) funksiya [-я;7и] kesmada fix)  =(jc| formula bilan berilgan, 
x ning boshqa qiymatlariga davriy davom ettirilgan (7-rasm). Funksiyani 
Fuiye qatoriga yoying.

Yechish. f(x)=\x\ funksiya [-7t;7i] kesmada Dirixle teoremasi 
shartlarini qanoatlantiradi. Furye koeffitsientlarini topamiz:

a0 =  -  *\f{.x)dx =  - (  \f{x)dx  +  *\f{x)dx) =  - (  \{-x)dx + *\xdx) =
* Л

2



7-rasm

^  j/(*)cos/ixA  = - ^  J f ( x )cosnxdx + jl /(* )cosnxdx^ =

1 °f i *
= — J(-.xcos/m&) + — [xcosnxdx =

*-• *0

u~x,du = dx 
dv = cosnxdx

v = —s in /m &  
n

1 1 *— —sin/zx 
я  I n

0 0
~ ~  Jsin/mfr | = — j — sin/ix -  — Jsin/mftГг

71П
- COS/XX + — 7 cos nx 

7 tn
=  - —-(cos П Л  — 1 - 1  +  COS П7Г) =  ЯП

- (COS П7Г -  1)

f0 , agar n -  2k, 

y, agar n -2 k + l
nn

1 r *
К -  — ( J (-xsin nxdx) + Jxsin nxdx) =

и -  x,du = dx 
dv -  sin nxdx

1
v =  — co s  nx 

n

- 1 [ x ——  — c o s  nx 
л  1 n

0 1 0
—  J c o s / m f r ) -cos nr 1 *

•— f c o s /m ic
и  J

1 1 .
—c o s w r — -smnx
И

1 .■ — cos rrn + — sin nx 
n n =  0

Topilgan Furye koeffitsientlarini (2) ga qo‘ysak, quyidagiga 
boMamiz:



-cos(2«-l)jc = — cosx cos3x cos(2/i -1)x-----+— ——------f -  +
1 32 (2/1-1)

ft \ — n 4 ^  1
2 * |f (2 n - l) ‘ - ■ 2 я 

Hosil bo‘lgan qator qaralayotgan oraliqning barcha nuqtalarida berilgan 
funksiyaga yaqinlashadi. 8-rasmda

xususiy у ig‘indining grafigi berilgan.

c / 4 n 4 ('cosx cos3x соьбхЛS5(x) = --------------+----=—+ --- —
2 Д  1 32 5 J

4-§. Juft va toq funksiyalarni Furye qatoriga yoyish. [0;7c] kesmada 
berilgan funksiyani Furye qatoriga yoyish

Yuqorida qaralgan misollami tahlil qilish natijasida quyidagilami 
kuzatish mumkin: birinchi misoldagi funksiyaning yoyilmasida faqat 
&„sinw* qo‘shiluvchilar, ikkinchi misoldagi funksiya yoyilmasiga faqat 
a„cosnx ko‘rinishdagi qo‘shiluvchilar qatnashadi. Yoyilmalaming ushbu 
xususiyati nimaga bog‘liq? Bu savolga quyidagi teorema javob beradi:

Teorema. Agar fix) funksiya juft bo‘lsa, u holda uning Furye 
qatoridagi barcha bn koeffitsientlari nolga teng bo‘ladi.

Agar^fa) funksiya toq bo‘lsa, u holda uning Fuiye qatoridagi barcha 
an koeffitsientlari nolga teng bo‘ladi.

Isboti. Agzr fix) funksiya juft bo‘Isa, u holda y(*)sin«x funksiya toq, 
demak b„=0 bo‘ladi. y(*)cosHX juft funksiya bo‘lib, uning -я dan n gacha 
bo‘lgan integralini 0 dan n gacha bo‘lgan integrating ikkilangani bilan 
almashtirish mumkin:

2 *<*„ = — f/(x)cosraK&. (1)
^  о

Agar Дд:) toq funksiya bo‘Isa, u holda^(x)cos7ix toq funksiya, demak 
an=0 bo‘ladi.y(*)simu: juft funksiya bo‘ladi va yuqoridagi kabi uning -я



dan n gacha bo‘lgan integralini 0 dan n gacha bo‘lgan integrating 
ikkilangani bilan almashtirish mumkin:

bH=^f{x)smnxdx.  (2)

2-§ dagi 2-teoremaga ko‘ra davri 2n ga teng boMgan/x) funksiya 
uchun shu funksiyaga tekis yaqinlashuvchi ko‘pi bilan bitta trigonometrik 
qator mavjud. Bu uning Furye qatoridir.

Ammo, agar^(x) funksiya dastlab sonlar o‘qida emas, balki uzunligi 
2n dan kichik bo‘lgan biror oraliqda berilgan boMsa, u holda bu funksiyani 
cheksiz ko‘p usulda trigonometrik qatorga yoyish mumkin.

9-rasm
Haqiqatan ham, fix) funksiya (0;д) intervalda berilgan boMsin, bu 

yerda a<2n.fix) funksiyani ixtiyoriy ravish'da [0;2я) oraliqqa, keyin esa 2n 
davr bilan sonlar o‘qiga davom ettiramiz (9-rasm). Bunday davom ettirish 
natijasida hosil bo‘lgan funksiyani f(x) orqali belgilaymiz. f(x) 
funksiyaning davri 2n ga teng, uni Furye qatoriga yoyish mumkin, bu 
Furye qatori (0;я) oraliqda (fix) funksiya uzluksiz bo‘lgan ' barcha 
nuqtalarda) fix) funksiyaga yaqinlashadi. Berilgan fix) funksiyaning f(x) 
davomi cheksiz ko‘p usulda tanlanishi mumkinligi sababli, (0;a) intervalda 
fix) funksiyaga yaqinlashadigan trigonometrik qatorlar ham cheksiz ko‘p 
bo‘ladi. -

Shunday qilib, uzunligi 2л dan kichik bo‘lgan oraliqda berilgan fix) 
funksiyani trigonometrik qatorga turlicha yoyish mumkin ekan.



10-rasm
Bu xossa (0;я) intervalda (umuman olganda, uzunligi n ga teng 

oraliqda) berilgan fix) funksiyalar uchun alohida ahamiyatga ega. Bu 
holda fix) funksiyaning turli davomlari ichida ikkita maxsus - fpc) va /Л »  
davomlari mavjud, bu yerda fj(x) -juft, f(x)  - toq funksiyalar. fj(x) 
funksiyani hosil qilish uchun avvalX*) funksiyani (-7i;0 ) intervalga juft 
tarzda, keyin esa hosil bo‘lgan funksiyani 2тс davr bilan butun sonla o‘qiga 
davom ettiramiz (10-rasm).

Xuddi shunga o‘xshash J(x) funksiyani hosil qilamiz: avval fix) 
funksiyani (-я;0) intervalga toq tarzda, keyin esa hosil bo‘lgan
funksiyani 2n davr bilan butun sonlar o‘qiga davom ettiramiz (11-rasm).

fj{x) juft funksiya boiganligi sababli uning Fuiye qatori faqat 
a„cosnx qo‘shiluvchilardan tashkil topadi. Bu qatorX*) funksiyaning (0;л) 
intervaldagi kosinuslar bo ‘yicha trigonometrik qatori deyiladi.

-2 n 0

ly

2 n X
-Зтс -n n Зл

11-rasm
Shunga o4xshash, ffcx) toq funksiya boMganligi sababli uning Fuiye 

qatori faqat ^„sinw* qo‘shiluvchilardan tashkil topadi. Bu qator fix) 
funksiyaning (0;л) intervaldagi sinuslar bo‘yicha trigonometrik qatori 
deyiladi.

Shunday qilib, uzunligi n ga teng bo‘lgan oraliqda berilgan 
funksiyani faqat kosinuslar yoki faqat sinuslar bo‘yicha Furye qatoriga 
yoyish mumkin ekan.



1 -misol. fix)r=x funksiya (0;я) intervalda berilgan. Uni sinuslar 
bo‘yicha Fuiye qatoriga yoying.

Yechish. Berilgan _Д*)=;с funksiyani (-я;0) intervalga toq tarzda 
davom ettiramiz. Hosil bo‘lgan funksiyani 2я davr bilan sonlar o‘qiga 
davom ettirib Д х) toq funksiyaga ega bo‘lamiz (f,(n) qiymatni ixtiyoriy, 
masalan /(я)=0, tanlash mumkin). fix)  funksiyaning Furye qatori faqat 
b„smnx hadlardan tashkil topadi. (2) formulaga ko‘ra

2 ^bn = — Jxsinnxdx (n - 1,2,...) formula bilan aniqlanadi. Bu formulaning o‘ng 
n 0

tomonidagi integralni bo‘laklab integrallaymiz:

2-misol. f(x)= sinx funksiya (0;я) intervalda berilgan. Uni kosinuslar 
bo‘yicha Furye qatoriga yoying. Hosil qilingan yoyilmadan foydalanib, 
quyidagi

qator yig‘indisini toping.
Yechish. Berilgan /x)=sinx funksiyani (-я;0) intervalga juft tarzda 

davom ettiramiz. Hosil bo‘lgan funksiyani 2я davr bilan sonlar o‘qiga 
davom ettirib fj(x) juft funksiyaga ega bo‘lamiz (£(я) qiymatni ixtiyoriy, 
masalan Дя)=0, tanlash mumkin). fj(x) funksiyaning Fuiye qatori faqat 
ajzosnx hadlardan tashkil topadi. (1) . formulaga ko‘ra

2 *an = — Jsinxcosnxdc (n = 0,l,2,...) formula bilan aniqlanadi. Integralni 
710

hisoblaymiz:

n —, agar n toq bo'lsa 
n

Shunday qilib, 0<x<n da ushbu yoyilma o‘rinli:
sin3x sin4xэиил дШЧЛ V 

Л =  Z - I------------------------1--------------------------h ... .
{ \ 2 3 4 J

1-3 + 3*5 + " + (2w-1X2/j + 1)

_ 1 ( cos(l +'ri)x со5(1-/ф Л  *
2 v 1 + n 1 - n



_ 1 f  cos(l + ri)7l _1__ cos(l -  n )7 T  1 ^  _
2\ 1 + w 1-fw 1 -n  1 -n ]

\_( 1 -  cos(l + n)n 1 -  cos(l -  ri)n ̂
2V 1 + n + \^~n У

Demak, = I f  + hosi l  bo'ladi.
Я \  \  + n  1 - n  )

Agar л-juft (п=2к) bo‘Isa, cos(l ± п)ж = -1, va
U  2 2 } 4 4 , oua =—I------1------=--------r---- =---------------------, (n = 2k)

" n U + w 1 -n )  тг(п2-1) x(2k-\)(2k + \)
bo‘ladi.

Agar я-toq (я*1) bo‘lsa, a„=0 bo‘ladi, (/7=3,5,7,...)* W=1 bo‘lganda
esa

2 *r. , 2  sin2 xa , -  — fsin;tcos*££c =
‘7T Jn I n 2

я
=  0.

0
4

Shunday qilib, a2k =--------------------, alk , = 0, ( k -  0,1,2,...)
2* л(2к-1)(2к+\) u~l v J

Furye koeffitsientlarining qiymatlarini qatorga qo‘ysak, berilgan
funksiya uchun tuzilgan Furye qatori quyidagi

. . I 2 4\ cos2x cos4x cos2Азеsin JC =------ -------- +------- + ... + ----------------- + ...
1 тг я{  1-3 3-5 (2A-1X2* + 1)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglik [-/г,яг] kesmaning barcha nuqtalarida
o‘rinli.

x=0 da, o = — (— + — +...+------- !--------+...), bundan,
n ж 1-3 3*5 (2k -  \)(2k + 1)

— = —  + — +... +------- !------- +... hosil bo‘ladi.
2 1-3 3-5 (2*-l)(2* + l)

5-§. Davri 2L  bo‘lgan funksiyalar uchun Furye qatori
Biz yuqorida davri T=2n ga teng bo‘lgan f(x) funksiyani Fuiye 

qatoriga yoyish masalasini o‘rgandik. Shu masalani davri • ixtiyoriy, 
masalan T=2L ga teng bo‘lgan funksiya uchun o‘rganamiz. Buning uchun

L  71 / i \x = —t, t = —x ( 1)
71 L

almashtirishlardan foydalanamiz. Ravshanki, fix)= f^j-t^=(p{t) funksiya 

2% davrli davriy funksiya boMadi. Haqiqatan ham,



<p(t +  2Л -) =  f \ ± { t  +  2n) j =  +  2L j  =  f ^ t  j =  4>(t).

Demak, <p(t) funksiyani Furye qatoriga yoyish mumkin:

p(0 = ̂  + Z K  COS nt + sin nt), (2)
z /1=1

bu yerda va bn koeffitsientlar quyidagi formulalardan topiladi:
1

a n = —  JfKOcos/i&ir (л = 0 , 1, 2,...) (3)
n 0
1 2)r

^  = — \(pit)^ntdt (#1=1,2,...) (4)
n  0

(1) formuladan foydalanib (2) formulada x o‘zgaruvchiga qaytamiz, u 
holda

f(x)  = ̂  + cos n j x  + bn sinw~ * j (5)

hosil bo‘ladi. Bu holda (3) va (4) formulalar quyidagicha yoziladi:
121

fl- = 7  J/(x)cos/iyXfl&c (w = 0,l,2,:...) (6)
о L

1 21
\f(x)smn?-xdx (л = 1Д...) (7)

L  о L

Yuqoridagi (5), (6), (7) formulalar davri 2L bo‘lgan fix) funksiyani 
Furye qatoriga yoyish masalasi yechimini beradi.

Izoh. davri 2 L bo‘lgan sodda funksiyalar sistemasi ushbu 
funksiyalardan tashkil topgan: 1, coscox, sincox, cos2cox, sin2cox,..., bu 
yerda ю=л/Ь.

Xususiy holda agar f(x) funksiya juft funksiya bo‘Isa, Furye qatori 
quyidagi

/W  = ̂ L + Z a»<»SrtyAr (8)
*• и=1

sodda ko‘rinishga keladi. Fuiye koeffitsientlari esa quyidagi formulalar 
yordamida topiladi:

2  ̂ _ 
a" =7 IfiP^QO&n-jxdx, (/* = 0,1,2,...) .

L  о L

Ravshanki, bunda b„=0 (n= 1, 2 ,...)  boMadi.
Xuddi shuningdek, agar fix) funksiya toq funksiya bo‘Isa, Furye 

qatori



/(*) = S 6»sinwT*
»=i L

ko‘rishga keladi, bundagi bn Furye koeffitsienti

bn=y\f(x)smn?-xdx
L  о  L

formula orqali topiladi.
1 -misol. Davri 4 ga teng boMgan/*) funksiya (-2;2) intervalda ushbu

0 , agar —2 < jc < —1, 
f (x )  = * xt agar —1 < jc < 1,

0 , agar \<x<2
formula yordamida berilgan. Bu funksiyani Furye qatoriga yoying.

Yechish. Berilgan funksiya uchun L-2 bo‘lib, u toq fimksiyadir. Shu 
sababli a„=0 (л=0, 1 , 2 bn koeffitsientlarni hisoblaymiz:

K = ^ \ f ( x ) s m ^ - d x =  \ f ( x ) s m ^ d x  +^f{x)sm^-xdx = Jxsin ̂ d x  =^ л L a L . JL л Z

2x nn — cos— x\
ПП 2

и = x,du = dx
, . П Л Х ,dv = sin-----dx

2 П7ГХ v = -----cos-----ПП 2
2 nn 4 . nn

------- cos— +  —■ ■ sin----- X
nn 2 n2n 2 2

2 r nn ,+ —  cos— xdx -
П ЧГ  J  0

2 nn 4 . nn . ,= -----cos—  + -r-Tsm— , bundan
nn 2 n n  2

b =

(-D
*+i

kn
(-0*4

n = 2k,

agar n = 2k +1
(2* + l ) V ’
Bu holda berilgan funksiya uchun Furye qatori (9) ga asosan

xv ч 4 . n 1 . 4 . 3  n 1 . _/  (*) = —rsm—x + — sin nx -  -ГГТ sin— x ----- sin 2nx+...n 2 n Ъ n 2 2 n
Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye qatorining birinchi

oltita hadi yig‘indisining grafiklari quyidagicha bo‘ladi (12-rasm):



12-rasm
2-misol. Davri 2L ga teng boMgan fix) flinksiya (-L;L) intervalda 

f(x)  = |дг| formula bilan berilgan. Bu funksiyani Furye qatoriga yoying.
Yechish. Berilan f(x)=\x\ funksiya 2 L davrli davriy funksiya bo‘lib, 

bu funksiya juft funksiyadir. Bu holda bn=0 (n=l, 2 ,...)  va
1 2 Lra« = 7 \f{*)dx = j\f(x)< b = \)xd x  = ± -X-  

" o L 0 L Z

u = x, du-dx
L2 r rm , aH=— Ucos— xdx =

L i L

= L,

Lx . rm
— s i n — JC
rm L

2 L п7гх-------- cos-----
rm rm L

I  LL г . пж----sm—
rm I L

xdx\=

bo‘ladi:
Demak berilgan funksiya uchun Furye qatori quyidagi ko‘rinishda

/ w = H = | - ^L 7t
1 nx 1 Ълх 1

-r-C O S ------+  — COS-------- +  . . . + -----------------
1! L 32 I  (2k. +1)

COS
{2k + \)nx | j

Ъ-misol. Ushbu /(jc) = jc-[jc] funksiyani Fuiye qatoriga yoying. 
Yechish. Ben\gznf(x)=x-[x\ funksiya 2L=\ (1=1/2) davrli funksiya 

bo‘lib, [0,1] kesmada f(x)=x funksiyadan iborat.
Furye koeffitsientlarini hisoblaymiz.

°o = 7  \f(*)dx  = 2  |д:dx = x2[ = 1, aH= j  j f ( x ) c o s ^ x d x  = 2 lx cos— xdx = 
о о о L  o !

2



= 2 Jjc cos 2nnxdx -
u - x ,  du = dx 
dv = cos 2 nnxdx

v = — sin2/wrx 2rm

=  2
2 nn

sin2wrx 1 1 1 ' ------- [smlwvxdx
0 2nn 0

2 nln
—jCOS2nnx  ̂=0.

b„= 2 j  f (x)  sin — xdx = 2 Jxsin 2nxdx =
и = x, d u -d x  

1
2nn

-cos 2 плх

=  2 cos2wrx[ +-J— [cos2n̂ xflbc =——+—}-r-sin2rorx£ = ——,
2nn 10 2nn * j /ет 2л V  10 юг

Demak, Fuiye qatori quyidagicha boiadi:
ч 1 1 Л  sin 2nnx

/(*) = - “ Z ---------;2 n  я_| /7
x=0 va x=l da f(x)=x-[x\ funksiya uzilishga ega. Bu nuqtalarda qator 
yig‘indisi Dirixle teoremaga ko‘ra F(x) = ~ 0) * + 0) ga teng,

haqiqatan ham F( 1 )= F(0) = i .

Agar [0,1] kesmada bo‘lakli-differensiallanuvchi ftmksiya berilgan 
bo‘lsa, u holda bu funksiyani yoki faqat sinuslar, yoki faqat kosinuslar, 
yoki ham sinuslar, ham kosinuslar bo‘yicha Fuiye qatoriga yoyish 
mumkin.

f(x) funksiyani kosinuslar bo‘yicha qatorga yoyish uchun uni [-Z,0] 
kesmaga juft tarzda davom ettiriladi, ya’ni

yordamchi funksiya tuziladi va bu[/(x ), хе[0Д]
funksiyani sonlar o‘qiga davriy davom ettiriladi. Bu holda f(x) funksiya 
uchun Fuiye qatori quyidagicha bo‘ladi:

bu yerda
2 Lt

an = j j f ( x ) c o s ^ - d x  (n = 0,1,2,...) (11)L n L



f(x) funksiyani sinuslar bo‘yicha qatorga yoyish uchun uni [-Z,,0] 
kesmaga toq tarzda davom ettiriladi, ya’ni

(р(х)=\ yordamchi funksiya tuziladi va bu[ f(x ), Jf€[0,I]
funksiyani sonlar o‘qiga davriy davom ettiriladi. Bu holda f(x) funksiya 
uchun Furye qatori quyidagicha bo‘ladi:

/W  = L * „ s in ^ f c ,  (12)
/1=1 L

buyerda

K = j \ f { x ) s m ^ d x  (я = 1,2,...) (13)
L n  L

Л - I /у > f 0,3, 0<jc<1/2  ̂ ,
4-misol. f(x) = |   ̂^ \i2< <1 ûn^siyani qaralayotgan [0; 1]

kesmada a) faqat kosinuslar bo‘yicha va b) faqat sinuslar bo‘yicha 
Furye qatoriga yoying.

Yechish. a)f(x) = j \^2<х<\ ûn^s*yan  ̂ [-1,0] kesmaga juft

tarzda davom ettiramiz va yuqoridagi kabi Furye koeffitsientlarini
hisoblaymiz, bunda L= 1:

i
1 2 1 1/2 1

a. = 2 \ f (x )d x  = 2\f(x)dx+ \f(x)dx = 2 }о,ЗЛ+ |(-0 .3А ) = 2(<Ш)[': -0,3*|'|(2 =
О 0 I  О 1/2

I
1 2 I

an = 2]f(x)cosrmxdx = 2^f(x)cosrmxdx+  J f(x)cosnnxdx~
o 0 i

2

2 I j f j \
= 2  Jo,3 cos nnxdx - 2  Jo,3 cos rrnxdx = 0 ,6  —  sin nnx\* -  sin rmx\\ =

0 ,6  . nn . nn. 1,2 . nn----(sin —  + sin — ) = — sin —  =
nn 2 2 nn 2

n n \

0, n — 2k,

Bu holda faqat kosinuslami o‘z ichiga oluvchi Furye qatori 
quyidagi ko‘rinishga keladi:



/ М = ^
1,2 ( СО S7IX COS37DC COS 5 7DC
П I 1

>5лх  ̂ / v*., cos(2к -  1)яу ^
I V '  2*-1 "V

Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye qatorining dastlabki 
oltita hadi yig‘indisi grafiklari quyidagicha bo‘ladi (13-rasm):

13-rasm
Berilgan funksiyaning faqat sinuslar qatnashgan Furye qatorini 

yozish uchun bu funksiyani [-1;0] kesmaga toq tarzda davom 
ettiramiz va (12) formuladan foydalanamiz:

b. = 2 \ f (  x)s\nnnxdx = 2 | J 0,3f{x)smrmxdx-j 0,3/(jt)sinw;na&l =
0 VO 1/2 J

=  - 0,6 cos nnx
V о

cos nnx1/2

+ 0,6 
о ля

0,6, nn 14= — (cos П71 -  2 COS----+ 1),
rm 2

Bundan «-toq bo'lsa, £>,,=0 va л-juft w=2&bo‘lsa

a 0̂ 6 2 rm 0,6(1-costor) I * 2m’
b2t= —  <2-2cos— ) = _ L _ ^ = b i i  = 2m_, (* € N )

I for
ekanligi kelib chiqadi.

(13) ga asosan funksiyaning Fuiye qatori quyidagi ko‘rinishda 
bo‘ladi:

,, . _ 1,2 sin2ra sin6^y sin2(2m-  \)tdc 
n 1 3 2m — 1

Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye qatorining dastlabki 
oltita hadi yig‘indisi grafiklari quyidagicha bo‘ladi (14-rasm):



14-rasm



0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1. Sodda funksiyalar sistemasi deb qanday sistemaga aytiladi?
2. Funksiyalaming o‘zaro ortogonalligi qanday aniqlanadi?
3. Trigonometrik qator deb qanday qatorga aytiladi?
4. Funksiyaning Furye qatori deb qanday qatorga aytiladi?
5. Furye koeffitsientlari qanday hisoblanadi?
6. Qanday ftmksiya bo‘lakli-differensiallanuvchi deyiladi?
7. Dirixle teoremasining mazmuni nimadan iborat?
8. “Funksiyani davriy davom ettirish” deganda nimani tushunasiz?
9. Juft va toq funksiyalaming Furye qatorlari qanday xususiyatga ega?
10. [0,tt] kesmada berilgan funksiya kosinuslar bo‘yicha Furye qatoriga 
qanday yoyiladi?
11. [0,л-] kesmada berilgan funksiya sinuslar bo‘yicha Furye qatoriga 
qanday yoyiladi?
12. Davri 2L (L>0) bo‘lgan funksiyaning Furye koeffitsientlari qanday 
hisoblanadi?
13. [0;2L] kesmada berilgan funksiyani qanday qilib Fuiye qatoriga 
yoyish mumkin?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1. [—7Г, л-) kesmada berilgan

x, agar -n<x<  0, 
f(x) = 1, agar x = 0,

0, agar 0 <x<7t
funksiyani Furye qatoriga yoying, qator yig‘indisining jc=0 dagi qiymati 
nimaga teng?

2. [-я,7г) oraliqda berilgan 
Г—1, agar -/r<x<0,

■ t 1' agar 0 < x < 7Г
funksiyani Furye qatoriga yoying. Furye qatori yig‘indisi 0, л- va -л- da 
nimaga teng?

3. f(x) = ~x funksiya [-3,3] kesmada berilgan. Bu funksiyani Furye 

qatoriga yoying.



4. sin*, sin3x, sin5x, ..., sin(2/i-7Jjr,... funksiyalar sistemasi [0,^] da

ortogonal sistema ekanligini ko‘rsating. Shu sistemaga nisbatan J{x) 
funksiyaning Furye koeffitsientlarini yozing.

5. [0,л-] da berilgan j{x)=cosx funksiyani sinuslar bo‘yicha Furye 
qatoriga yoying.

6. (-1; 1) da berilgan J(x)=ex funksiyani Furye qatoriga yoying.
' ( - 1 Г Ч 1  (-1 r l:cosnx + -—-—sinnx , / ( 0) = 0 ;

2 . / « = - £ sm(2” +l)jc, o <1X |< It, m = / 0 0 = / Н О = 0 ;7t n-\ Zn + 1
<5 г/ \ c. (~1)"+1 • пях c r / \  v 1 . _
3- / w = 6 ' S ^ r sm— ; 5- / w = 5 ^ ^ sin2,“ ;

6. , и +2^1 - f  (- y  +£ , M . f (~i r ' ' " T ™
t?  1 + n V  2 b  1+nV

I
IV-bobni takrorlash uchun test savollari

1. Bo‘lakli-differensiallanuvchi bo‘lmagan funksiyani ko‘rsating.
\ - x ,  0<x<2  fl-4* , 0<x<l

A) f ( x )  =

C)fix)=cosx, l<x<7r D)y(jc)=M,-l<x<3

- i -  2< *S4 B ) / W -  _3_  , <JtS3
x - 2  U - 5

2. Trigonometrik qatomi ko‘rsating.
A) ^ 2sin2/zy 3  ̂ j ^ sin2nx q  j^ rs in x  ^  ^sinnyfx

3"

3. Trigonometrik qatomi ko‘rsating.
j ^ 2 cosnx jj^ 2 cosx q  j p 2xcosx ^  j p cosnx2 

*»=0 3 ц=0 3 л=0 3 я=0 3

4. Davri 2л ga teng bo‘lgan f ( x )  = j l’ ° < * < * funksiya uchun oq Furye
[0 , -  it < x < 0

koeffitsientini toping.
A) 0,5 B)1 C) -0,5 D) 2



5.y(x)=sign*, -n<x<n funksiya uchun a5 va b6 lami toping.
A) a5=b6=0 B) a5=0, b6=0,8/n
C) a5=0, Z>6=2/3tc, D) я5=0,8/я, b6=0£/n

6. Davri 271 ga teng bo‘lgan f (x )  = \ 1, ®<x<n funksiya Fuiye
|0, - ж д г < 0

qatorining xususiy yig‘indisl «Si(x) ni toping.
a \ 1 2 . D4 i 2 . ox 2 . 1 2A) — + —smx B ) ------ sin* C) —smx D) — н— cos*

2 я 2 л я 2 я

7 - f (x)  = ° X Пл funksiya Fuiye qatori yig‘indisi S(x) ning x= -n  [О, — я < x < 0
vax=;rnuqtalardagi qiymatlarini toping.
А) S(-7t)=0, S(n)=0,5 B) S(-n)=S(n)=0,5
C) S(-n)=S(n)=-0,5 D) S(-ny=S(n)=0

8. Davri 2 ga teng bo‘lgan Дх)=|х|, - l< r< l, funksiya uchun bi, b2 Furye 
koeffitsientlarini toping.
A)b,=b2=0 B )b ,= l;b 2=0 0 ) ^ = 0 ^ = !  D )b ,=b2=l

9. Davri 2 ga teng bo‘lgan ^(x)=|jc|, -1<*<1, funksiya Fuiye qatorining 
xususiy yig‘indisi Si(x) ni toping.
* \ 1 4 1 4 ^  1 4 тлч 1 4A) ---------- -cosя д :  В ) -----------— cosat С) — + — собях D) — + — cosx

2 я 2 2 я 2 2 я 2 2 я 2

10. (0;1) intervalda berilgan J(x)=x funksiyani kosinuslar bo‘yicha Furye 
' qatoriga yoying.

1 A) f  S (- , r  \ ™ knx B )r v i , W W C0Si2k- m x  

' C)f ! H)r ostoc



Test savollarining javoblari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
A D В A С С D D С A С D в
14 V5 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
D A D D С В А D D С D С A

II-bob
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A С D D С A A С D D
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
A С D В В В С D С D

III-bob
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A В D С С В С D D В D А
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
В С D В D А С В А А А В

IV-bob
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
А В А А А В В А А В
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