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To‘ra, Aziz va Otaqul bobolarning
xotirasiga bag ‘ishlaymiz

SO‘ZBOSHI

Biz, ko‘pincha, narsa va hodisalarning xossalarini o‘rganish
jarayonida o‘rganilayotgan obyekt elementlarini bir-birlari bilan
tagqoslaymiz, ularni birgalikda garab yoki elementlarni bo‘laklarga
ajratib, turli xulosalar qilishga harakat gilamiz. Kombinatorikada
chekli to‘plamni gismlarga ajratish, ularni o‘rinlash va o‘zaro
joylash bilan bog‘liq muammolar o‘rganiladi. Graflar nazariyasi
esa, boshqotirmalar va giziqarli o‘yinlarni o‘rganish jarayonida
paydo bo‘lib, hozirgi vaqtda graf tushunchasi yordamida yo‘llar,
elektrik, informatsion va boshga tarmogqlar, geografik xaritalar,
kimyoviy birlashmalar, odamlar va jamiyatlar orasidagi
munosabatlar bilan bog‘lig hamda boshga ko‘plab masalalarni hal
gilish mumkin. Graflar nazariyasi informatsion texnologiyalar
rivojida muhim ahamiyatga ega bo‘lgan diskret matematikaning bir
turidir.

O‘quv go‘llanmaning asosi sifatida mualliflar tomonidan
1973-yildan boshlab, Alisher Navoiy nomli Samargand davlat
universitetida «Diskret matematika va matematik mantig»,
«Kombinatorika va graflar nazariyasi» fanlari bo‘yicha o‘qilayotgan
ma’ruzalar olingan bo‘lib, u to‘rt bobdan iborat.

Birinchi bobda to‘plamlar nazariyasining paydo bo‘lishi hagidagi
ayrim tarixiy ma’lumotlar, to‘plamlarning aksiomatik nazariyasi
haqida tushunchalar, to‘plamlarning birlashmasi, kesishmasi,
ayirmasi, to‘ldiruvchi to‘plam, to‘plamlar algebrasining asosiy
gonunlari, kortej haqgida tushuncha, Dekart ko‘paytmasi va u
bilan bog‘liq ba’zi tushunchalar bayon etiladi.

Ikkinchi bob kombinatorika predmetiga bag‘ishlangan bo‘lib,
unda kombinatorika paydo bo‘lishining gisqacha tarixi, kombina-
torikada ko‘p qo‘llaniladigan usul va qoidalar hamda betakror va
takrorli o‘rin almashtirish, o‘rinlashtirish, guruhlash kabi kom-
binatsiyalarga oid ma’lumotlar keltiriladi. Paskal uchburchagi,
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Nyuton binomi, binomial koeffitsiyentlarning xossalari, ko‘phad
formulasi, Fibonachchi sonlari va ularning sodda xossalari,
bo‘laklashlar va ularning ba’zi xususiyatlari, Ferrers diagrammasi,
hosil giluvchi funksiyalarning xossalari va ularning kombinatorikada
qo‘llanilishi ham shu bobda bayon gilinadi.

Uchinchi bobda graflar nazariyasi elementlari qaraladi. Dastlab
graflar haqgida gisqacha tarixiy ma’lumotlar, grafning abstrakt ta’rifi
va u bilan bog‘lig boshlang‘ich tushunchalar hamda graflarning
geometrik ravishda, maxsus turdagi ko‘phad yordamida, qo‘shnilik
va insidentlik matritsalari vositasida berilishi yoritiladi. Grafning
elementlari ustida sodda amallar, graflarni birlashtirish, biriktirish
va ko‘paytirish amallari, marshrutlar va zanjirlar, grafning
bog‘lamliligi, Eyler va Gamilton graflari, grafda masofa tushun-
chasi, minimal uzunlikka ega yo‘l hagidagi masala, daraxt va unga
ekvivalent tushunchalar, grafning siklomatik soni ushbu bobda
bayon qilinadi. Shu bobda tarmoq tushunchasi, maksimal oqim
haqgidagi masala va uni hal qilish uchun Ford algoritmi ham
keltirilgan.

To ‘rtinchi bobda kombinatorika masalalarining algoritmi va
dasturi bayon etilgan.

Nazariy masalalarni bayon etishda misollardan keng. foyda-
lanilgan, har bir paragrafning oxirida muammoli masala va
topshiriglar hamda mustaqil ishlash uchun savollar berilgan.

O‘quv go‘llanmani tayyorlashda L. Eyler, S. V. Yablonskiy,
N.Y. Vilenkin, N. N. Vorobyov, A. Kofman, V. Lipskiy, V. A. Yeme-
lichev, O. 1. Melnikov, V. L. Sarvanov, R. 1. Tishkevich, D. Knut,
R. Uilson, O. Ore, A. A. Zikov, A. Soleyev, F. Xarari, Y. M. Yerusa-
limskiy, S. K. Lando kabi xorijiy va o‘zbekistonlik olimlarning
darslik, o‘quv qo‘llanma va ilmiy maqolalaridan foydalanildi.

Talabalarga tavsiya etilayotgan ushbu o‘quv qo‘llanma «Diskret
matematika va matematik mantiq», «Kombinatorika va graflar
nazariyasi» fanlari bo‘yicha Davlat ta’lim standartida ko‘rsatilgan
o‘quv dasturlariga va uzluksiz ta’lim tizimi uchun o‘quv adabiyot-
larining yangi avlodini yaratish konsepsiyasiga to‘liq javob beradi.

Kombinatorika va graflar nazariyasi bo‘yicha ushbu o‘quv
go‘llanma birinchi marta o‘zbek tilida yozilganligi uchun, tabiiyki,
u kamchiliklardan xoli emas. Mualliflar o‘quv qo‘llanma haqidagi
tangidiy fikr va mulohazalarni minnatdorchilik bilan gabul gilib,
oldindan tashakkur izhor etishadi.
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O‘quv go‘llanmaning birinchi bobidagi [—3-paragraflar
H. To‘rayev va 1. Azizovlar, ikkinchi bobidagi 6—7-paragraflar va
uchinchi bobidagi 8-paragraf 1. Azizov va S. Otaqulovlar, golgan
barcha paragraflar 1. Azizov tomonidan yozilgan.

O‘quv qo‘llanmaning qo‘lyozmasi bilan mufassal tanishib,
uni yaxshilash bo‘yicha foydali maslahatlarini bergan taqrizchi-
lar O‘zR FA akademigi M.M. Komilov, O‘zR FA akademigi
Sh. Farmonov, professor A. Soleyev hamda mas’ul muharrir,
dotsent A. M. Musayevga o‘z minnatdorchiligimizni bildiramiz.

Mualliflar



1 bob. UMUMIY TUSHUNCHALAR

Ushbu bobda to‘plamlar nazariyasining paydo bo‘lishi hagidagi
ayrim tarixiy ma’lumotlar, to‘plamlarning aksiomatik nazariyasi
haqgida tushunchalar, to‘plamlarning birlashmasi, kesishmasi,
ayirmasi, to‘ldiruvchi to‘plam, to‘plamlar algebrasining asosiy
qonunlari, kortej hagida tushuncha, Dekart ko‘paytmasi va u
bilan bog‘liq ba’zi amallar bayon etiladi.

1-§. To‘plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari

To ‘plam, to plamning elementlari, chekli to‘plam, cheksiz to ‘p-
lam, to‘plamlarning tengligi, gism to ‘plam, xos qism to ‘plam,
refleksiviik, bo‘sh to plam, to‘plamning quvvati, paradoks, aksio-
ma, aksiomatik nazariya, tanlash aksiomasi, hajmiylik aksio-
masi, bo‘sh to‘plam aksiomasi, juftlik aksiomasi, Sermelo-
Frenkel aksiomalari tizimi, tartiblanmagan juftlik, tranzitiviik,
o ‘zaro ekvivalent tasdiglar.

1.1. To‘plamlar nazariyasining paydo bo lishi. Matematikada,
shu jumladan, kombinatorika va graflar nazariyasida ham, turli
to ‘plamlar bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Masalan, kutubxonadagi
barcha kitoblar to‘plami, to‘g‘ri burchakli uchburchaklar
to‘plami, suvda hayot kechiruvchi tirik organizmlar to‘plami,
natural sonlar to‘plami, koinotdagi yulduzlar to‘plami, to‘g‘ri
chizigda yotuvchi nuqtalar to‘plami va hokazo.

To‘plamlar nazariyasiga fan sifatida XIX asrning oxirida
matematikani standartlashtirish bo‘yicha o‘z dasturini taklif et-
gan Kantor' tomonidan asos solingan, deb hisoblansa-da,
to‘plamlar bilan Kantordan oldinroq Bolsano? shug‘ullangan.

! Kantor (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845 (Sankt-Peter-
burg)— 1918) — olmon matematigi.
2 Bolsano (Bernard Bolzano, 1781—1848) — chex matematigi va faylasufi.
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Kantorning fikricha, istalgan matematik
obyekt (shu jumladan, to‘plamning o‘zi ham)
gandaydir to‘plamga tegishli bo‘lishi shart.
Berilgan xossaga ega bo‘lgan barcha obyektlar
majmuasi uchun umumiy nomni Kantor
to‘plam, deb tushungan edi. Umuman olganda,
to‘plam tushunchasiga gat’iy ta’rif berilmaydi,
chunki uni boshqga soddaroq tushuncha orqali
ifodalab bo‘lmaydi. Masalan, to‘plamni
matematik ibora sifatida tushuntirishda Kantor
ham to‘plam so‘ziga sinonim bo‘lgan «majmua»
so‘zidan foydalangan. Georg Kantor

Umuman olganda, to‘plam so‘zining
lug‘aviy ma’nosiga ko‘ra, uni tashkil etuvchilarni bir joyga to‘plash
(vig‘ish, jamlash) tushunilsa-da, matematikada to‘plam deganda,
bunday yig‘ish talab etilmaydi, balki bu tashkil etuvchilarni
birgalikda to‘plam sifatida qarash uchun ularning barchasiga tegishli
gandaydir umumiy xossa (belgi)ning mavjudligi yetarlidir.

To‘plamni tashkil etuvchilar shu to plamning elementlari, deb
ataladi. To‘plamlar nazariyasida to‘plamning elementlari bir-biridan
farqli, deb hisoblanadi, ya’ni muayyan bir fo plamning elementlari
takrorlanmaydi.

To‘plamni tashkil etuvchi elementlar soni chekli yoki cheksiz
bo‘lishi mumkin. Birinchi holda chekli to ‘plamga, ikkinchi holda
esa cheksiz to plamga ega bo‘lamiz.

To‘plamlarni belgilashda, odatda, lotin yoki yunon alifbosining
bosh harflari, uning elementlari uchun esa kichik harflari qo‘lla-
niladi. To‘plamni tashkil etuvchi elementlar figurali qavslar orasiga
olinib ifodalanishi mumkin. Masalan, 4 to‘plamning a,b,c,d,..., 2
elementlardan tuzilganligini A={a,b,c,d,..., 7} ko‘rinishda yozish
mumkin. Ko‘pincha (masalan, cheksiz to‘plam yoki to‘plamning
elementlari juda ko‘p bo‘lgan holda) to‘plamni belgilashda figurali
qavslar orasida, avvalo, to‘plamni tashkil etuvchi elementning
umumiy belgisi yozilib, undan so‘ng «» yoki «» belgisi qo‘yiladi,
keyin esa, ifodalanayotgan to‘plamning barcha elementlariga xos
shartlar yoziladi. Bunda, yozuvni murakkablashtirmaslik magsa-
dida, ba’zi gisqartirishlarga yoki tushuntiruvchi so‘zlarning gavs-
lardan tashqarida yozilishiga yo‘l qo‘yiladi. Masalan, toq natural
sonlar to‘plamini B, deb belgilasak, uni B = {mlm=2n—1}, bunda
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n — natural son yoki B= {m|lm=2n—1, ne N}' ko‘rinishda yozish
mumkin.

1.2. To ‘plamlarning aksiomatik nazariyasi haqida tushunchalar.
XX asrning boshiga kelib, Kantorning matematikani standart-
lashtirish bo‘yicha dasturining asosi bo‘lgan va «to‘plamlarning
sodda nazariyasi» deb ham ataluvchi to‘plamlar nazariyasi mukam-
mal emasligi ma’lum bo‘ldi. To‘plamlarning sodda nazariyasini
o‘rganish jarayonida Rassel?> paradoksga’® kelib qoldi. Kantorning
to‘plamlar nazariyasi ichki ziddiyatga ega ekanligi Rassel paradoksi
sifatida ifodalangan.

Rassel paradoksi. Faraz qilaylik, K — o‘zini element sifatida
o‘zida saglamagan barcha to‘plamlar to‘plami bo‘lsin. U holda,
K — o‘zini element sifatida saglaydimi? Agar bu savolga «ha» deb
javob berilsa, Kto‘plamning aniglanishiga ko‘ra, u K ning elementi
bo‘lmasligi kerak — ziddiyat. Agar «yo‘q» deb javob berilsa, yana
K to‘plamning aniglanishiga ko‘ra, u to‘plam sifatida K ning ele-
menti bo‘lishi kerak — yana ziddiyat.

Hozirgi zamon to‘plamlar nazariyasi aksiomalar tizimiga asos-
langandir. Qandaydir aksiomalarga asoslangan nazariya aksiomatik
nazariya, deb yuritiladi. To‘plamlarning aksiomatik nazariyasida
bunday aksiomalar tizimi sifatida standart tizim hisoblangan
Sermelo’-Frenkel® aksiomalari tizimini Keltirish mumkin. To‘p-
lamlar nazariyasida, ko‘pincha, bu tizimga fanlash aksiomasi, deb
ataluvchi aksiomani ham qo‘shib olib, tanlash aksiomasi qatnashgan
Sermelo-Frenkel aksiomalari tizimi bilan ish ko‘riladi. Bu aksiomalar
tizimidan tashqari boshqga aksiomalar tizimlaridan ham foydalaniladi.
Masalan, fon Neyman’-Berneys®-Gyodel® tizimi.

! N — natural sonlar to‘plami (kitobning oxiridagi asosiy belgilashlarga qgarang).

2 Rassel (Bertrand Arthur William Russell, 1872—1970) — mashhur ingliz
faylasufi, 1950-yilda adabiyot sohasida Nobel mukofotiga sazovar bo‘lgan.

3 Paradoks (yunoncha rapadofol so‘zi kutilmagan, tushunarsiz, g‘ayrioddiy,
taajjubli ma’nolarini beradi) — mantiqiy nuqtayi nazardan formal ravishda
to‘g‘ri fikrlab, bir-biriga zid bo‘lgan natijalarni hosil qilish.

* Aksioma — isbotsiz gabul qilinadigan tasdiq.

5 Sermelo (Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, 1871—1953) — olmon mate-
matigi.

¢ Frenkel (Adolf Abraham Halevi Fraenkel, sprw (o) s amax, 1891—1965) —
olmon va isroil matematigi.

7 Fon Neyman (John von Neyman, 1903 (Budapesht) — 1957) — AQSH
matematigi, igtisodchisi.

8 Berneys (Paul Isaak Bernays, 1888 (London) — 1977) — Shveysariya mate-
matigi.

9 Gyodel (Kurt Godel, 1906 (Brno) — 1978) — AQSH matematigi.
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Quyida tanlash aksiomasi gatnashgan Sermelo-Frenkel
aksiomalari tizimiga kiruvchi ba’zi aksiomalarni keltiramiz.

Hajmiylik aksiomasi. Ikki to‘plam fagat va fagat aynan bir xil
elementlardan iborat bo‘lsagina teng bo‘ladi.

Bo ‘sh to ‘plam aksiomasi. Bironta ham elementga ega bo‘lmagan
to‘plam, ya’ni bo sh to plam mavjud. Bo‘sh to‘plam uchun & belgisi
go‘llaniladi.

Juftlik aksiomasi. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun shunday
C to‘plam mavjudki, bu to‘plam elementlari fagat A va B to‘p-
lamlardan iboratdir (ya’ni A va B to‘plamlar C ning yagona
elementlaridir). C to‘plam {4, B} ko‘rinishda belgilanadi. Ushbu
{A, B} ifoda A va B ning tartiblanmagan jufiligi, deb ataladi. Agar
Ava B vato‘plamlar teng bo‘lsa, u holda Chbitta elementdan iboratdir.

Tanlash aksiomasi. Bo‘sh bo‘lmagan va o‘zaro kesishmaydigan
to‘plamlar majmuasidagi har bir to‘plamdan bittadan «vakil» —
element tanlab, shu elementlar to‘plami Cni tuzish mumkin.
Xto‘plam shu majmuaning ganday elementi bo‘lishidan qat’i nazar
Xva Cto‘plamlar fagatgina bitta umumiy elementga ega bo‘ladi.

Albatta, bu aksiomalar (xuddi shuningdek, tanlash aksiomasi
gatnashgan Sermelo-Frenkel aksiomalari tizimining boshqa
aksiomalari ham) bizga o‘z-o‘zidan oydin bo‘lgan tasdiglarga
o‘xshab tuyiladi, chunki bizning tafakkurimiz to‘plamlar maj-
muasini chekli deb tasavvur qilishga o‘rgangan. To‘plamliar
majmuasi chekli bo‘lgan holda, masalan, tanlash aksiomasini
tushunish giyin emas. Tanlash aksiomasi cheksiz to‘plamlar uchun
go‘llansa, ba’zan, tortishuvlarga sabab bo‘luvchi juda qiziq tasdiglar
vujudga keladi. Bu fikrni tasdiglash magsadida Banax!-Tarskiy?
paradoksi (sharning ikkilanishi) va Xausdorf> paradoksi mavjud-
ligini ta’kidlaymiz.

Yuqorida keltirilgan aksiomalardan, jumladan, hajmiylik
aksiomasidan, to‘plamlar bo‘yicha ko‘plab tasdiglarni isbotlashda
foydalanamiz. Hajmiylik aksiomasini boshgacha ifodalash ham
mumkin. A to‘plamning har bir elementi B to‘plamda ham mavjud
va, aksincha, B to‘plamning har bir elementi A to‘plamda ham

! Banax (Banach Stefan, banax Credan, 1892—1945) — Polsha va Ukraina
matematigi.

2 Tarskiy (Tarski Alfred, 1902—1983) — Polsha va AQSH mantiqchisi, mate-
matigi.

3 Xausdorf (Felix Hausdorff, 1868—1942) — olmon matematigi.
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mavjud bo‘lsa, u holda 4 va B to‘plamlar tengdir. Ava B to plam-
larning tengligini A=Byoki B=A ko‘rinishda ifodalaymiz. Aslida,
A=B bo‘lsa, u holda 4 va B to‘plamlar aynan bitta to‘plamning
har xil belgilanishidir. Masalan, o‘nlik sanoq tizimidagi yozuvining
oxirgi ragami 1, 3, 5, 7 yoki 9 ragamlaridan biri bo‘lgan natural
sonlar to‘plamini A bilan, birni qo‘shganda ikkiga qoldigsiz
bo‘linadigan natural sonlar to‘plamini esa B bilan belgilasak, u
holda A=Bbo‘ladi. A=B yozuv to‘plamlardagi elementlarning gaysi
tartibda joylashishiga bog‘liq emas. Albatta, to‘plamdagi elementlamni
gaysi tartibda qo‘yish masalasi ham dolzarbdir.

A va B to‘plamlar teng bo‘lmasa, u holda bu holat A#B yoki
B#A ko‘rinishda ifodalanadi.

To‘plamlar nazariyasida quvvat eng muhim tushunchalardan
biri bo‘lib, u to‘plamlarni taqqoslashda katta ahamiyatga egadir.
To‘plamning quvvati tushunchasi, uning chekli yoki cheksiz
bo‘lishiga qarab ta’riflanadi. Quvvat tushunchasi to‘g risida batafsil
ma’lumotni to‘plamlar nazariyasiga bag‘ishlangan manbalardan
topish mumkin (masalan, [30—33]). Kombinatorika va graflar
nazariyasida, asosan, chekli to‘plamlar bilan ish ko‘riladi. Shu
sababli, to‘plamning quvvati tushunchasini fagat chekli to‘plamlar
uchun keltirish bilan chegaralanamiz.

Chekli to‘plamning elementlari soniga shu fo ‘plamning quvvati
deyiladi. Berilgan A4 to‘plamning quvvati |4 ko‘rinishda belgilanadi.

1-misol. Ushbu to‘plamlar berilgan bo‘lsin: A= {a}, B= {a,b},
C= {ab,c,de}, D= {1,2,3,.., n}, E={mm=2z, F=1{2335,7,
...y D,...}, bu yerda, n — natural son, z— butun son, p — tub son.
Berilgan oltita to‘plamdan to‘rttasi — A, B, C va D to‘plamlar
chekli, E'va F to‘plamlar esa cheksiz to‘plamlardir. Bundan tashqari,
[A=1, [B|=2, |C|=5 va |Dj=n. ®

Berilgan A to‘plamga a element tegishliligi ac A yoki A>a
ko‘rinishda belgilanadi va «a tegishli A» deb o‘giladi. «Tegishli»
iborasining o‘rniga, ba’zan, «qarashli» yoki «taallugli» iborasi ham
qo‘llaniladi. Qandaydir b ning A to‘plamga tegishli emasligi, ya'ni
bning A to‘plam elementi bo‘lmasligi b€ A, b& A yoki A > b,
ko‘rinishda yoziladi. Masalan, A={2, 4, 6, 8, 10} to‘plam uchun
4e A, 6 Ava 10e A (bularni umumlashtirib, 4, 6, 10e A ko‘rinishda
yozish ham mumkin), lekin 12¢ 4 va 1424 (ya’ni 12, 14¢A4).

Tabiiyki, turli to‘plamlar uchun umumiy elementlar mavjud
bo‘lishi mumkin. Masalan, A={2, 4, 6, 8, 10} va B={l1, 2, 3,

10



4, 5, 6, 7, 8} to‘plamlarda 2, 4, 6, 8 elementlar har ikki
to‘plamda ham mavjuddir.

Agar B to‘plamning har bir elementi A to‘plamda ham bor
bo‘lsa, u holda Bto‘plam A to‘plamning gism fo plami, deb aytiladi.
Bto‘plam A to‘plamning gism to‘plami ekanligi Bc Ayoki Ao B
ko‘rinishda belgilanadi. Tabiiyki, bu belgilashlar 4 va B
to‘plamlarning teng bo‘lgan holini ham nazarda tutadi. Ac B va
B c A bo‘lishidan A=B kelib chigadi. Bu tenglik to‘plamning o‘zi
o‘zining gism to‘plami bo‘la olishi mumkinligini ko‘rsatadi, ya’ni
Ac A (yoki Ao A) ko‘rinishdagi yozuv ham ma’noga egadir.
Har ganday to‘plamning o0‘zi o‘zining gism to‘plami bo‘la olishi
to‘plamlarning refleksiviik xossasi, deb ataladi.

B to‘plamning hamma elementlari 4 to‘plamda bor bo‘lib, shu
bilan birga, 4 to‘plamda B ga kirmagan element(lar) ham topilsa, u
holda B to‘plam A to‘plamning xos gism to ‘plami deyiladi. Bto‘plam
A to‘plamning xos qism to‘plami bo‘lishi Bc A yoki A>B
ko‘rinishda belgilanadi.

Ta’kidlash kerakki, A < 4 yoki A>A deb yozish mumkin emas
(qiyoslang: a haqigiy son bo‘lsa, u holda a<a yoki a>a yozuv
noto‘g‘ri). Shuning uchun, bu holatni ifodalash maqsadida, har
ganday to‘plam «0‘zi o‘zining xosmas qismi» degan iboradan
foydalaniladi.

To‘plamlar nazariyasida bo‘sh to‘plam har ganday bo‘sh
bo‘lmagan A to‘plamning gism to‘plami, deb garaladi, ya’'ni & c A.
Tabiiyki, bo‘sh to‘plamning quvvati nolga teng, ammo bo‘sh
to‘plamning yagona element sifatida saglovchi to‘plamning quvvati
birga tengdir, ya’ni |@|=0, lekin {D}=1.

Qandaydir a tasdigning o‘rinli bo‘lishidan boshqa b tasdigning
o‘rinli bo‘lishi kelib chigsa, bu holat a=b, deb belgilanadi. Masalan,
(Ac Bva Bc A) = A=B. Agar a va b tasdiglar uchun a=b va
b=a bo‘lsa, bu tasdiqlar o Zaro ekvivalent tasdiglar, deb ataladi. a
va b tasdiglarning o‘zaro ekvivalentligi a<b deb belgilanadi
(masalan, [14] kitobning mulohazalar algebrasi qismiga qarang).

2-misol. N natural sonlar to‘plami R haqiqiy sonlar to‘pla-
mining gism to‘plamini tashkil etadi: Nc R. B

3-misol. Nukus shahridagi barcha talabalar to‘plami
O‘zbekistondagi barcha talabalar to‘plamining gism to‘plamidir. B

4-misol. O‘nli sanoq tizimidagi yozuvining oxirgi ragami 0, 2,
4, 6 yoki 8 ragamlaridan biri bo‘lgan natural sonlar to‘plami
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ikkiga qoldigsiz bo‘linadigan natural sonlar to‘plamining gism
to‘plamidir. ®

S-misol. A= {a, b, ¢, d, e} to‘plam uchun B = {a}, C = {a, b}
to‘plamlarning har biri xos gism to‘plamdir. m

Muammoli masala va topshiriglar

1. Juft sonlar to‘plamini ifodalashning Siz bilgan usullarini
keltiring.

2.{a,b} € {{a,b,c}, {b,d}, a,b {b,c}} tasdigning to‘g‘ri yoki
noto‘g‘riligini tekshiring va javobingizni izohlang.

3. {{a,b}, {b,c}} # {a,b,c} munosabatni isbotlang.

4. x> —~10x+21 =0 kvadrat tenglamaning ildizlari to‘plamini
Abilan va B= {3, 7} deb belgilasak, A4=B bo‘lishini ko‘rsating.

5. @={J} va & # {J} munosabatlardan to‘g‘risini ko‘rsating.

6. Ac @ = A= munosabatni isbotlang.

7. Bironta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam yagona
ekanligini isbotlang.

8. Bir vaqtning o‘zida Ae B, Be C va Ag C xususiyatlarga ega
bo‘lgan 4, B va Cto‘plamlarga misol keltiring.

9. Quyida keltirilgan to‘plamlarning har birini so‘zlar vositasida
ifodalang:

a) {xe N|x 3 gava 5 ga qoldigsiz bo‘linadi};

b) {xeZ | 0<x<9};

d) {x:x=x yoki x=x, yoki x=x, yoki x=x,};

€) {\/; : x — tub son};

) {(x, »|x, yeR, ¥+y<l};

g) B={xe A : x — yoshi yigirma birdan oshmagan talaba}, bunda
A —Toshkent shahridagi talabalar to‘plami.

10. Sonlarning kerakli xossalarini qo‘llab, quyida keltirilgan
tasdiglarni isbotlang:

a) {xe N | qandaydir y uchun x=15y}=
= {xe N | qandaydir n va m uchun x=3n va x=5m};

b) {xe R| qandaydir ye R uchun x=y*}={xe R | x>0}.

11. Ixtiyoriy A, B va C to‘plamlar uchun quyidagi tasdiglarni
isbotlang:

a) agar AcB va BcC bo‘lsa, u holda AcC munosabat
o‘rinlidir (bu munosabat to‘plamlarning tranzitiviik xossasi,
deb ataladi);
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b) agar AcB va BcC bo‘lsa, u holda A< C munosabat
o‘rinlidir;

d) agar Ac B va Bc C bo‘lsa, u holda A< C munosabat
o‘rinlidir;

e) agar Ac B va BcC bo‘lsa, u holda Ac C munosabat
o‘rinlidir.

12. Ixtiyoriy A, A,, ..., A to‘plamlar uchun quyidagini
isbotlang:

A=A4=..=A, A cAC ... cACA,.

13. «Paradoksiya» mamlakatida shunday farmon e’lon qilindi:
«Mamlakatdagi barcha shaharlar hokimlari o‘zlari hokimlik
gilayotgan shaharlarda yashashlari taqiglanadi, ular maxsus
hokimlar shahrida yashashlari shart». Shu farmonga ko‘ra,
shaharning hokimi qayerda yashashi lozim? Bu savolga javob
berishga urinib ko‘ring.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Kimlar to‘plamlar nazariyasining asoschilari hisoblanadi?
2. Nega to‘plam tushunchasiga ta’rif berilmaydi?
3. Chekli va cheksiz to‘plamlar bir-biridan gqanday farglanadi?
4. To‘plamlarni belgilashda gaysi usullardan foydalaniladi?
5. Rassel paradoksini bilasizmi?
6. To‘plamlar aksiomatik nazariyasining mohiyati nimadan
iborat? '
7. Hajmiylik aksiomasi nimadan iborat?
8. Bo‘sh to‘plam aksiomasi qanday ifodalanadi?
9. Juftlik aksiomasi nimani bildiradi?
10. Tanlash aksiomasi ganday ifodalanadi?
11. Hajmiylik aksiomasini ganday tatbiq qilish mumkin?
12. Qaysi holda ikkita to‘plam teng bo‘ladi?
13..Chekli to‘plamning quvvati deganda nima tushuniladi?
14. Xos va xosmas gism to‘plamlarning bir-biridan farqi nimada?
15. O‘zaro ekvivalent tasdiglar deganda nimani tushunasiz?

2-§. To‘plamlar ustida amallar

To ‘plam, element, to ‘plamlarning birlashmasi, kesishmasi va
ayirmasi, to ‘ldiruvchi va universal to‘plam, o Zaro kesishadigan
va kesishmaydigan to‘plamlar, universum, bulean.
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2.1. To'plamlar birlashmasi. Har ganday ikkita to‘plamning
barcha elementlaridan, ularni takrorlamasdan tuzilgan to‘plamga
shu to ‘plamlarning birlashmasi (yoki yig ‘indisi), deb aytiladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, to‘plamlarning umumiy
elementlari shu to‘plamlar birlashmasiga fagat bir martadan

kiritiladi. Berilgan to‘plamlar birlashmasidagi
AUB har ganday element shu to‘plamlarning hech
bo‘lmaganda bittasiga tegishlidir. Ava Bto‘p-
lamlarning birlashmasi 4 |J B kabi belgilanadi.
Bu yerda, «4 va B to‘plamlarga birlashma
] amalini qo‘llab (yoki 4 va B to‘plamlar ustida
1-shakl. birlashma amali bajarilib), A |J B to‘plam hosil
qilindi» deyish mumkin. 1-shaklda A va B
to‘plamlar doira ko‘rinishida, 4|y B to‘plam esa bo‘yab tas-
virlangan.

I-misol. A= {a,b}, B= {a,b,c} va C= {e,f,k} bo‘lsin. U holda
E=AUB=1{a, b, ¢}, EUC ={a,bcefk}, CUB={ab,c,e,
Lk, AUC ={a,b,e, f,k} bo‘ladi. ®

2-misol. O‘zbekiston Respublikasining 16 dan 25 yoshgacha
bo‘lgan fuqgarolari to‘plamini A bilan, yoshi 21 dan 30 gacha
bo‘lgan fuqarolari to‘plamini esa B bilan belgilasak, 4 va B
to‘plamlarning A |J B birlashmasi O‘zbekiston Respublikasining
16 dan 30 yoshgacha bo‘lgan fugarolari to‘plamini tashkil etadi. ®

3-misol. NUR=R ™

Shuni ta’kidlash kerakki, to‘plamlar bilan bog‘liq tushun-
chalar va ular ustidagi amallar, mos ravishda, sonlar bilan bog‘liq
tushunchalar va oddiy arifmetik amallar bilan giyoslanadi.
Jumladan, to‘plamlar yig‘indisi (birlashmasi)ni topish sonlarni
qo‘shish bilan giyoslanadi. Bunday qiyoslashlar, ko‘pincha, bir-
biriga o‘xshash natijalarning mavjudligini ko‘rsatadi, ba’zan esa
ular to‘plamlarning farqli xususiyatlarga egaligini namoyon etadi.
Masalan, ixtiyoriy 4 va B to‘plamlar uchun A ¢ B bo‘lsa, u holda
AU B =B va BUA =B bo‘ladi, lekin ixtiyoriy ¢ va b sonlar
uchun a < bbo‘lgan holda a+b=b va b+a=b tengliklar bajarilmasligi
mumkin, ular fagat a=0 bo‘lsagina o‘rinlidir.

2.2. To‘plamlar kesishmasi. Har ganday ikkita to‘plamning
barcha umumiy elementlaridan tuzilgan to‘plamga to plamlarning
kesishmasi (yoki ko ‘paytmasi) deyiladi.
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Berilgan Ava B to‘plamlarning kesishmasi AN B
A B kabi belgilanadi. Bu yerda «4 va B

to‘plamlarga kesishma amalini qo‘llab, 4 N B
to‘plam hosil qilindi» deyish mumkin. 2- .
shakida Ava B to‘plamlar doira ko‘rinishida,

AN B to‘plam esa bo‘yab tasvirlangan. 2-shakl.

To‘plamlar ustidagi amallarning yuqorida ta’kidlangan o‘ziga xos
xususiyatlari to‘plamlar ko‘paytmasi (kesishmasi)ni topishda ham

namoyon bo‘ladi. Masalan, A< B bo‘lsa, u holda 4 N B=A4 va

B N A=A bo‘ladi.

Bitta ham umumiy elementga ega bo‘lmagan ikkita to‘plamning
kesishmasi bo‘sh to‘plam bo‘lishi tabiiydir. Kesishmasi bo‘sh
bo‘lgan to‘plamlar o Zaro kesishmaydigan, kesishmasi bo‘sh
bo‘lmagan to‘plamlar esa o ‘zaro kesishadigan to‘plamlar, deb
ataladi.

4-misol. A= {a,b,c}, B= {a,b,c,d} va C= {ef,k} bolsa, u

holda D= ANB={a,b,c}, DNC=3,ANC=3, BNC =0,

DN B={a,b,c} boladi m

5-misol. 2-misolda aniglangan A va B to‘plamlarga kesishma
amalini qo‘llasak, O‘zbekiston Respublikasining 21 dan 25 yosh-
gacha bo‘lgan fuqarolari to‘plami (A ) Bto‘plam) hosil bo‘ladi.
Bu yerda A va B to‘plamlar o‘zaro kesishadigan to‘plamlardir. ®

6-misol. NN R=N. 1

7-misol. Dunyo bo‘yicha 2005-yilda tug‘ilgan bolalar to‘plamini
T; bilan, 2006-yilda tug‘ilgan bolalar to‘plamini esa 7, bilan
belgilasak, u holda 7 N Ty = & bo‘ladi. Demak, 7 va T to‘plam-
lar o‘zaro kesishmaydigan to‘plamlardir. ®

2.3. To ‘plamlar ayirmasi. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar berilgan
bo‘lsin. A to‘plamning B to‘plamda bo‘lmagan barcha element-
laridan tuziladigan to‘plamni hosil gilish A fo plamdan B to ‘plamni
ayirish deb, tuzilgan to‘plam esa shu A va B o plamlarning ayirmasi,
deb ataladi.

A to‘plamdan B to‘plamni ayirish natijasida hosil bo‘lgan
to‘plam, ya’ni A va B to‘plamlarning ayirmasi 4A\B yoki A—B
ko‘rinishida belgilanadi. Bu yerda «4 to‘plamdan B to‘plamni
ayirish amalini go‘llab, A\B to‘plam hosil qilindi» deyish
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mumkin. 3-shaklda va Ava Bto‘plamlar doira
ko‘rinishida, A\B to‘plam esa bo‘yab tas-
virlangan.

Ixtiyoriy Ava B to‘plamlaruchun A N B = &
bo‘lsa, u holda A\B=0 va B\A=Q bo‘lishi
ta’rifdan bevosita kelib chigadi.

8-misol. 1-misoldagidek, A= {a,b}, B=
{a, b, ¢} va C={e, f, k} bo‘lsa, u holda A\ B=3, B\A={c}, B\C=C
bo‘ladi. m

9-misol. A va B to‘plamlar 2-misoldagidek aniglangan bo‘lsin.
U holda, A4 to‘plamdan B to‘plamning ayirmasi A\ B. O‘zbekiston
Respublikasidagi yoshi 16 dan 21 yoshgacha bo‘lgan fuqarolari
to‘plamini, B to‘plamdan A to‘plamning ayirmasi B\A esa
O‘zbekiston Respublikasining 25 dan 30 yoshgacha bo‘lgan fuqa-
rolari to‘plamini anglatadi. B

10-misol. R\N ayirma tarkibida natural sonlar qatnashmagan
barcha hagqiqiy sonlar to‘plamidan iboratdir va M\ R=Q. &

2.4. To‘ldiruvchi to‘plam. Faraz qilaylik, A va B to‘plamlar

— berilgan va A ¢ B bo‘lsin. Bu holda B to‘plamning
Ap Ato‘plamga kirmagan barcha elementlaridan tashkil
topgan B\A to‘piam A to ‘plamning B to ‘plamgacha

to ‘ldiruvchi to ‘plami, deb ataladi.

A to‘plamning B to‘plamgacha to‘ldiruvchi
to‘plami, odatda, ZB ko‘rinishda belgilanadi. Bu

o

4-shakl.

yerda « /IB to‘plam A to‘plamni B to‘plamgacha
to‘ldiradi» yoki «4 to‘plamni B to‘plamgacha to‘ldirish amalini

qo‘llab, /IB to‘plam hosil qilindi», deyish mumkin. 4-shaklda

A to‘plam kichik doira, B to‘plam katta doira ko‘rinishida, /IB

to‘plam esa bo‘yab tasvirlangan.
To‘plamlar ustidagi yuqorida keltirilgan birlashma, kesishma va
to‘ldiruvchi to‘plam tushunchalari ta’riflarini bevosita qo‘llab,

AU;IB =B,AUA—B=@, A\;l;:A va A—B\AZA_B tenglik-
larni hosil qilish qiyin emas.
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11-misol. Barcha juft sonlar to‘plamini A={2,4,...,2n,...} (ne N)
deb belgilasak, A to‘plamni N to‘plamgacha to‘ldirish amalini

go‘llab 4, =1{1,3,...,2n-1,...} to‘plamni, ya’ni barcha toq sonlar
to‘plamini hosil gilamiz. Demak, jami toq sonlar to‘plami barcha
juft sonlar to‘plamini natural sonlar to‘plamigacha to‘ldiradi. Xuddi
shunga o‘xshash, barcha toq sonlar to‘plamini natural sonlar
to‘plamigacha to‘ldirish amalini qo‘llab, barcha juft sonlar
to‘plamini hosil gilish mumkin. ®

2.5. Universal to‘plam va bulean’ tushunchalari. To‘plamlar
nazariyasida, odatda, to‘plamlar orasidagi turli munosabatlarni
hisobga olishga to‘g‘ri keladi. Masalan, qaralayotgan to‘plamlarning
barchasi gandaydir boshqga bir to‘plamning gism to‘plami bo‘lishi
mumkin. Bu holda garalayotgan barcha to‘plamlarni o‘zida qism
to‘plam sifatida saglovchi to‘plamga universal to ‘plam, deb aytiladi.

Universal to‘plam, odatda, U deb belgilanadi. Universal
to‘plamni universum, deb ham atashadi.

Shuni ta’kidlash kerakki, universal to‘plam tushunchasi nisbiy
tushunchadir. Masalan, O‘zbekiston sharoitida aholi bilan bog‘liq
gandaydir masala garalayotgan bo‘lsa, u holda O‘zbekiston aholisi
to‘plamini universal to‘plam, deb qarash mumkin. O‘z navbatida,
O‘zbekiston aholisi to‘plami dunyo aholisi to‘plamining gism
to‘plamidir.

Universal to‘plamnring ta’rifiga binoan, uning hamma qism
to‘plamlari orasida ikkita xosmas qismi bor: bittasi universal
to‘plamning o‘zi, ikkinchisi esa bo‘sh to‘plam. Tabiiyki, universal
to‘plamning qolgan barcha qism to‘plamlari xos gism to‘plamlaridir.

Ko‘pincha, berilgan «A to‘plamning universal to‘plamgacha
to‘ldiruvchisi» deyish o‘rniga, gisqa qilib, berilgan «4 to‘plamning

to‘ldiruvchisi», deb aytiladi va A ko‘rinishda belgilanadi. Bu yerda

«A to‘plam A to‘plamni to‘ldiradi» yoki « A to‘plam A to‘plamdan

to‘ldirish amalini qo‘llab hosil qilindi», deyish mumkin.
To‘plamlar nazariyasida bulean tushunchasi kiritilgan bo‘lib,
u muhim tushunchalardan biri hisoblanadi. Berilgan A to‘plamning

' Bu ibora ingliz matematigi va mantiqchisi Jorj Bul (George Boole, 1815—
1864) sharafiga shunday nomlangan.
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barcha qism to‘plamlaridan tuzilgan to‘plam A to ‘plamning buleani
(A to‘plam uchun bulean), deb ataladi.

A to‘plamning buleani 24 ko‘rinishda belgilanadi'.

12-misol. To‘rtta elementga ega A={a,b,c,d} to‘plam uchun
24 bulean o‘n oltita element-to‘plamlardan iborat bo‘ladi:

2={@,{a} (b} {c}.{d},{a,b} {a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d},
{a,b,c},{a,b,d} {a,c,d},{b,c,d} {a,b,c,d}}.

Ravshanki, |4=4 va [24=16. m

Muammoli masala va topshiriglar

1. A={a,b,c}, B={d,ef,g} va C={a,f,gk,c} to‘plamlardan har
ikkitasining kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini toping.
2. Markazlari bitta nuqtada joylashgan hamda radiuslari 1 va 3 ga
teng doiralar nuqtalaridan iborat to‘plamlarning kesishmasi,
birlashmasi va ayirmalarini toping.
3. To‘plamlarning ayirmasi bilan bog‘liqg masala o‘ylab toping
va uni hal qiling.
4. Ushbu amallar natijalarini aniglang: @& N {J}, {&} N {T},
@} U {3}, 10,{2}) - {2}, {9,191} - 9, 12,{a}} - {91}
5. Ixtiyoriy A to‘plam uchun AU, AND, A-D, A~ A,

@ — A to‘plamlarni aniglang.

6. A—B=B—A tenglik o‘rinli bo‘ladigan A va B to‘plamlarga
misollar keltiring.

7. O‘zaro kesishmaydigan to‘plamlar bilan bog‘liq masala o‘ylab
toping va uni hal qiling.

8. O‘zaro kesishadigan to‘plamiar bilan bog‘liq masala o‘ylab
toping va uni hal giling.

9. Ixtiyoriy A to‘plam uchun 4 U A=A UA=U Dbolishini

ko‘rsating.
10. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun quyidagi tasdiglarning
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsating:

! Bunday belgilashni izohlovchi ma’lumotlar I bobning 1-paragrafida kel-
tiriladi.
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a) A\B=O = Ac B,

b) AcB=A\ B= — a) banddagi tasdiqqa teskari tasdiq;
d) A\ B=B\U=J = A =B;

e) A=B=A\ B=B\A=J — d) banddagi tasdiqqa teskari tasdigq;

f) A\ B=ANB, yani ayirish amali kesishma va to‘ldirish
amallari yordamida ifodalanishi mumkin;
g) 3c ANBc AUB.
11.Chekli 4 va B to‘plamlar uchun |A|,| B|,] AUB|va
| AN B | va sonlar orasidagi bog‘lanishni toping.

12. Ixtiyoriy A, Bva C to‘plamlar uchun quyidagi tasdiglarni
isbotlang:

a) AUBcC=(AcCvaBcC()

b) (AcCvaBcC)= AJBcC — a) banddagi tasdiqgqa
teskari tasdiq;

d) AcBNC=AcBvaAc()

e) (AcBvaAcC(C)= Ac BNC — d) banddagi tasdiqga
teskari tasdiq;

f) AcB=AUCc BUC;

g) AcB=ANCc BNC;

h) Ac B= A\Cc B\C;

i) AcB=C\BcC\A

13. 12-topshirigning f), g), h) va i) bandlaridagi tasdiglarga
teskari tasdiqlarni tahlil giling va ular bajarilmaydigan hollarda
A, Bva Cto‘plamlarga misol keltiring.

14. Ixtiyoriy a, b va ¢ sonlar uchun to‘g‘ri bo‘lgan

a<bo ate<bte, a<boa—c<b—cvaasboc—b<c—a
munosabatlardagi a, b va ¢ sonlarni A4, Bva C to‘plamlar

bilan, « <», «+» va «—» belgilarni «c», 4> va «\» belgilar
bilan mos ravishda almashtirib, hosil bo‘lgan munosabat-
larning to‘g‘riligini tahlil qiling.

15. B={xe N x 3 ga bo‘linadi} bolsin. N to‘plamni universal

to‘plam, deb hisoblab, B to‘plamni toping.

19



16. Natural, butun, hagiqiy va irratsional sonlar to‘plamlari
bilan bog‘liq universal to‘plamlarga misollar keltiring.

17. A= {a,b,c,d,e} to‘plam uchun 24 buleanni aniglang.

18. Bir uyda yashovchi oilada ota (7), ona (n) va to‘rt farzand
(1,2,3,4 ) bo‘lsa, oila a’zolarining uyda bo‘lishlari vaziyatlariga
mos barcha imkoniyatlarni to‘plamlar ko‘rinishida yozing va
bu imkoniyatlar to‘plamlari to‘plamining quvvatini aniglang.

19. Universal to‘plam tushunchasi bilan bog‘liq masala o‘ylab
toping va uni hal qiling.

20. Bulean tushunchasi bilan bog‘liq masala o‘ylab toping va
uni hal qiling.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. To‘plamlarning birlashmasi ganday amalga oshiriladi?

2. Qanday to‘plamga to‘plamlarning kesishmasi deb aytiladi?

3. O‘zaro kesishmaydigan to‘plamlar deganda nimani
tushunasiz?

4. Qanday to‘plamlarga o‘zaro kesishadigan to‘plamlar deb
aytiladi?

5. To‘plamlarning ayirmasi nima?

6. A to‘plamni B to‘plamgacha to‘ldiruvchi to‘plam deganda
nimani tushunasiz?

7. Qanday to‘plamga universal to‘plam deb aytiladi?

8. Bulean deganda nimani tushunasiz?

3-§. To‘plamlar algebrasi

Idempotentlik, kommutativiik, assotsiativlik, distributivlik, de-
Morgan va yutilish qonunlari, to‘plam, element, algebra, ikki
taraflama tenglik, o ‘zaro ikki taraflama tengliklar.

3.1. Asosiy qonunlar. To‘plamlar algebrasida, umuman olgan-
da, sonlar algebrasidagi munosabatlarga o‘xshash munosabatlar
qaraladi. To‘plamlar algebrasidagi munosabatlar universal to‘plam
va uning xos gism to‘plamlarining ganday bo‘lishidan qat’i nazar,
o‘z kuchini saglaydi. Bu yerda, asosan, birlashma, kesishma,
ayirma va to‘ldirish amallari o‘rtasidagi o‘zaro munosabatlar
muhim hisoblanadi.

To‘plamlar nazariyasidagi munosabatlar, ko‘pincha, tengliklar
ko‘rinishida namoyon bo‘ladi. Bu yerda tengliklarni isbotlashda
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hajmiylik aksiomasidan foydalangan holda quyidagicha mulohaza
yuritish usuli ko‘p qo‘llaniladi. Agar tenglikning chap tomoni-
dagi to‘plamga tegishli ixtiyoriy element uning o‘ng tomonidagi
to‘plamda ham topilib va, aksincha, tenglikning o‘ng tomonidagi
to‘plamga tegishli ixtiyoriy element uning chap tomonidagi
to‘plamda ham bor bo‘lsa, u holda bu tenglik to‘g‘ridir. Boshqacha
aytganda, ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun tenglikni isbotlash
AcB va BcA munosabatlarning to‘griligini ko‘rsatishga teng-
kuchlidir.

Odatda, to‘plamlar algebrasidagi «U», € va «\» belgilar bilan
ifodalanuvchi birlashma, kesishma va ayirma amallari, bo‘sh (& )
va universal (U) top‘lamlar hamda xos (<) va xosmas (c) gism
to‘plamlar, mos ravishda, sonlar algebrasidagi «t+», «x» va «—»
belgilar bilan ifodalanuvchi qo‘shish, ko‘paytirish va ayirish
amallari, nol (0) va bir (1) sonlar hamda katta emas (<) va kichik
(<) munosabatlari bilan giyoslanadi.

To‘plamlar ustida munosabatlarni ifodalovchi asosiy tengliklarni
garab chigamiz.

I-teorema. Universal to‘plam U va uning ixtiyoriy gism to‘plami
A uchun quyidagi tengliklar o‘rinlidir:

1. (Nolning xossalari). AUD =A, UA=A4, AND =0,

dNA=4.

2. (Birning xossalari). ANU =4, UNA=A4, AUU =U,

UUA=U.

3. (Idempotentlik! qonuni). AUA=A4, ANA=A.

4. (Nol va birning bog ‘ligligi xossasi). @ =U,U = @.

S. (Involyutivilik qonuni ?). A=A.

Isboti. Butengliklarni isbotlash uchun, yuqorida ta’kidlaga-
nimizdek, hajmiylik aksiomasidan foydalanamiz. Shuni e’tiborga
olsak, isbotlanishi kerak bo‘lgan barcha tengliklar to‘plamlarning
birlashmasi, kesishmasi va to‘ldiruvchisi ta’riflaridan bevosita kelib

! «Idempotens» so‘zi lotinchadan olingan bo‘lib, «idem» — shunday, «po-
tens» — kuchli, ya’ni «o‘sha kuchga ega» yoki «o‘sha darajani saqlovchi» ma’nosini
beradi.

2 Bu qonunni falsafadagi «inkorni inkor qilish qonuni» bilan giyoslash
mumkin.
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chigadi. Bu yerda faqat oxirgi tenglikning isbotini to‘liq keltirish
bilan chegaralanamiz.
A to‘plam U universal to‘plamning ixtiyoriy gism to‘plami va

A to‘plam A to‘plamning to‘ldiruvchisi bo‘lgani uchun, A to‘p-

lamning hech qaysi elementi 4 to‘plamga tegishli emas. Demak,

A to‘plamning barcha elementlari 4 to‘plamga tegishlidir, ya’ni
A c A. Aksincha, A to‘plamning hech gaysi elementi 4 to‘plamga
tegishli emas, demak, A to‘plamning barcha elementlari A

to‘plamga tegishlidir, ya'ni 4 < A . Shuning uchun, 4 = 4. =

2-teorema (birlashmaga nisbatan kommutativlik qonuni). Ixtiyoriy
A va B to‘plamlar uchun A\) B = BU A tenglik! o ‘rinlidir.

Isboti. To‘plamlarning birlashmasiga berilgan ta’rifga ko‘ra,
AU B to‘plamning har bir elementi yo A4 to‘plamda, yoki B to‘p-
lamda topiladi, chunki 4 | Bto‘plam Ava B to‘plamning barcha
elementlarida takrorlanmasdan tuzilgan. Yana o‘sha ta’rifga ko‘ra,
B U Ato‘plam ham A va B to‘plamlarning barcha elementlaridan
takrorlanmasdan tuzilganligi uchun A (J B to‘plamning har bir
elementi BJ A to‘plamga ham tegishli bo‘ladi. Xuddi shunday
mulohazalarni B A to‘plam uchun yuritib, uning har bir ele-
menti AU B to‘plamda ham bor bo‘lishini aniglaymiz. Demak,
AUB=BUA. &

3-teorema (birlashmaga nisbatan assotsiativlik qonuni). Ixtiyoriy
A, Bva C toplamlar uchun (A B)UC = AU(BUC) tenglik?
o ‘rinlidir.

Isboti. (AU B)U C to‘plamning ixtiyoriy elementi x bo‘Isin.
Birlashmaning ta’rifini qo‘llasak, quyidagilarga ega bo‘lamiz:
x e (AU B) yokixe C. x € (AU B) munosabatdan xe A yoki xe B

1 Bu tenglik o‘rin almashtirish qonuni deb ham ataladi.
2 Bu tenglik guruhlash qonuni deb ham ataladi.
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ekanligi kelib chigadi. Demak, xe A yoki x € (B U C). Shuning
uchun xe AUBUC). Xuddi shunday mulohaza yuritib,
AU (B U C) to‘plamning ixtiyoriy elementi (AU B) UC to‘plam-
ning ham elementi bo‘lishini aniglaymiz. Demak, (AU B)UC =

=AUMBUC). n

Birlashmaga nisbatan assotsiativlik gonuniga ko‘ra A, Bva C
to‘plamlarga birlashma amalini ganday tartibda qo‘llashning
ahamiyati yo‘q. Shuning uchun A, Bva C to‘plamlarga birlashma

amalini qo‘llash natijasida hosil bo‘lgan to‘plamni A U BU C, deb
belgilash ham mumkin.

Ikkita to‘plamning birlashmasi amaliga berilgan ta’rif ixtiyoriy
chekli sondagi to‘plamlarning birlashmasi uchun ham qo‘llanilishi
mumkin': har qanday chekli sondagi to‘plamlarning barcha ele-
mentlaridan takrorlanmasdan tuzilgan to‘plamga shu to‘plamlarning
birlashmasi, deb aytiladi. A, 4,,..., 4, to‘plamlarning birlashmasini

A UA,U...UA, yoki illeAl ko‘rinishda belgilash gabul gilingan.

Birlashmaga nisbatan kommutativlik gonuniga ko‘ra, l_L_Jl A, birlashma

to‘plamni quyidagi usul bilan ham tashkil etish mumkin. Oldin
berilgan A, A,,..., A to‘plamlardan ixtiyoriy ikkitasining, masalan,

A; va A, to‘plamlarning birlashmasini tuzish, keyin A4, U4,
to‘plam bilan 4, va A, to‘plamlardan boshqa ixtiyoriy to‘plamning

birlashmasini tuzish va hokazo, ketma-ket birlashma to‘plamlarni

tuzish natijasida 4, A4,,..., A, to‘plamlarning ,-_L—JlA’ birlashmasini
hosil gilish mumkin.

Har biri chekli bo‘lgan A4, A,,..., 4, to‘plamlar uchun
‘Ul 4‘ < Z" 4| munosabat o‘rinlidir. Bu munosabat berilgan
to‘plamlarning hech bo‘lmaganda ikkitasi umumiy eiementga ega

'Umuman olganda, birlashma va kesishma amallari binar (ikki o‘rinli) amal-
lar hisoblanadi.
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bo‘lsagina qat’iy tengsizlik ko‘rinishda va berilgan to‘plamlaring barcha
mumkin bo‘lgan juftlari umumiy elementga ega bo‘lmasagina tenglik
ko‘rinishda bajariladi. Bu tasdiglar kombinatorikaga bag‘ishlangan
IT bobning 1-paragrafidagi 5-teoremadan kelib chigadi.

I-misol. A={a,b}, B={a,b,c}, C={e,f,k} va D={i, j} bo‘lsin. U
holda £ = BUCU D ={a,b,c,e, f,k,i,j}va F=AUBUCUD=
{a,b,c,e, f,k,i, j} bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, F=F. Bu yerdagi
barcha to‘plamlarning quvvatlarini aniglaymiz: |4=2, | B|=3, | C|=3,
(D=2, |E|=8 va |F|=8. Ular uchun |E|=8<|4}+|B|+|C|+|D|=10
(Ava B to‘plamlarda ikkita umumiy a va b elementlar bor) va
|I=8=|B|+C|+|D| (B bilan C, C bilan D va B bilan D juftliklar
umumiy elementga ega emas). &

4-teorema (kesishmaga nisbatan kommutativlik qonuni).

Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun A\ B = B\ A tenglik o ‘rinlidir.
Isboti. To‘plamlarning kesishmasi ta’rifiga ko‘ra, AN B
to‘plamning har bir elementi A va B to‘plamlarning ikkalasiga ham
tegishli. Xuddi shuningdek, B N A to‘plam A4 va B to‘plamlarning
umumiy elementlaridan tuzilganligi uchun 4 N B to‘plamning har
bir elementi B (| A to‘plamda ham topiladi. Shu kabi mulohazalar
asosida B () A to‘plamning har bir elementi 4 (1 B to‘plamda ham
bor bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Demak, AN B=BN A4 N

S-teorema (kesishmaga nisbatan assotsiativlik qonuni). Ixtiyoriy
A, B va C to‘plamlar uchun (AN BYNC = AN(BNC) ftenglik
o ‘rinlidir.

Isboti. (A N B) N C to‘plamning ixtiyoriy x elementini garaymiz.
To‘plamlar kesishmasining ta’rifiga asosan, x € (4 N B) va xe C.
Bu yerdan xeA, xe B va xe C ekanligi kelib chigadi. Shuning
uchun xeA va xe (BNC) boladi. Demak, xe AN(BNC).
Xuddi shunga o‘xshash mulohaza yuritib, A N (BN C) to‘plamning
ixtiyoriy elementi (4 N B) N C to‘plamning ham elementi bo‘lishi-
ni ko‘rsatish giyin emas. Demak, (ANBNC =ANBNC). &

Kesishmaga nisbatan assotsiativlik qonuniga ko‘ra 4, Bva C
to‘plamlarga kesishma amalini ganday tartibda qo‘llashning

24



ahamiyati yo‘q. Shuning uchun 4, Bva C to‘plamlarning kesish-
masini 4 N B C, deb belgilash ham mumkin.

Ikkita to‘plamning kesishmasi tushunchasiga berilgan ta’rif ixtiyoriy
chekli sondagi to‘plamlarning kesishmasi uchun ham qo‘llanilishi
mumkin: har ganday chekli sondagi to‘plamlarning barcha umumiy
elementlaridan tuzilgan to‘plamga shu to‘plamlaring kesishmasi,
deb aytiladi. A4, A,,..., A to‘plamlarning kesishmasi uchun

A N A N...N A, yoki Dl 4; ko‘rinishdagi belgilash qabul qgilingan.
Kesishmaga nisbatan kommutativlik qonuniga ko‘ra, 4, A4,,..., 4,

to‘plamlarning Dl A, kesishmasini ikkita to‘plam kesishmasi amalini

istalgan tartibda ketma-ket qo‘llab hosil qgilish mumkin: dastlab
berilgan A, A,,..., A,  to‘plamlardan ixtiyoriy ikkitasining,

masalan, 4, va 4, to‘plamlarning kesishmasini tuzish, keyin
A, N A, to'plam bilan 4, va 4, to‘plamlardan boshqa ixtiyoriy
to‘plamning kesishmasini tuzish va hokazo, shunday davom etib,
A, A,..., A to‘plamlarning kesishmasini hosil gilish mumkin.
Chekli A, A,,..., A, to‘plamlar uchun 'ﬂl 4’ <min| 4|

munosabat o‘rinlidir. Berilgan to‘plamlardan birontasi qolgan barcha
to‘plamlarning gism to‘plami bo‘lsagina, bu munosabatda tenglik

o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, Dl 4, to‘plam berilgan barcha A,,

A,,..., A to‘plamlarning xos gism to‘plami bo‘lsagina, yuqoridagi
munosabat qat’iy tengsizlik ko‘rinishida bajariladi. Kombinatorikaga

oid tushunchalar yordamida ié A, to‘plamning quvvatini hisoblash
formulasi II bobning 1-paragrafidagi 7-teoremada keltiriladi.

2-misol. A={a,b,c}, B={a,b,c,d}, C={e,f,k} bo‘lsa, u holda
ANB={a,bc}, ANBNC=3,ANC =T, BNC =g bo'ladi.
Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, | AN B =3 =min{| 4|,| B},
chunki|4[=3, |B=4 va Ac B. Bundan tashqar, | ANBNC = D=0 <
<min{{ 4 ;| B|,|]C[}=3. ®
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3-misol. Eramizning i-yilida butun dunyoda tug‘ilgan bolalar

to‘plamini 7, bilan va » bilan n> 2 shartni qanoatlantiruvchi natural
2000+n

sonni belgilasak, u holda izggm T, =3 bo‘ladi. m

6-teorema (birlashmaga nisbatan distributivlik qonuni). Ixtiyoriy
A, B va C toplamlar uchun AUBNC)=AUBNMAUC)
tenglik! o ‘rinlidir.

Isboti. A\J(BNC) to‘plamning ixtiyoriy x elementini garay-
miz. Birlashmaning ta’rifiga ko‘ra, xe 4 yoki x e (BN C)bo‘ladi.

Kesishmaning ta’rifiga ko‘ra, x e (B C) munosabatdan xe B va

xe C ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun xe A yoki xe B va (shu
bilan birga) xe A yoki xe C. Birlashmaning ta’rifiga asosan,

xe (AU B) va x € (4 U C) . Demak, kesishmaning ta’rifiga ko‘ra,
xe (AU B) N (4 U C) bo‘lishi kelib chigadi.
Endi (4 U B)N (AU C) to‘plamning ixtiyoriy x elementini

qaraymiz. Kesishmaning ta’rifiga ko‘ra, xe (AU B) va xe (AU )
bo‘ladi. U holda, birlashmaning ta’rifiga asosan, xe 4 yoki xe B va
(shu bilan birga) xe 4 yoki xe C bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
xe Ayoki x element Bva C to‘plamlarga tegishlidir. Shuning uchun,

kesishmaning ta’rifiga ko‘ra, xe A yoki x € (B N C). Birlashmaning
ta’rifiga asosan, xe AU (B UC) bo‘ladi. m

Zarur mulohazalar yuritib, birlashmaga nisbatan distributivlik
qonunini quyidagicha umumlashtirish mumkin.

Ixtiyoriy A, B,, B,...,B, to‘plamlar uchun:

AUBNBN..NB)=(AUB)NAUB)N..N(AUB)
tenglik o ‘rinlidir.

7-teorema (kesishmaga nisbatan distributivlik qonuni). Ixtiyoriy
A, B va C toplamlar uchun ANBUC)=(ANBUMNC)
tenglik? o ‘rinlidir.

Isboti. AN (B U C)to‘plamning ixtiyoriy elementi x bo‘lsin. U
holda, kesishmaning ta’rifiga asosan, xe 4 va x e (BN C) bo‘ladi.

1 Bu tenglik birlashmaga nisbatan tagsimot qonuni deb ham ataladi.
2 Bu tenglik kesishmaga nisbatan tagsimot qonuni deb ham ataladi.
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Birlashmaning ta’rifiga ko‘ra, x e (8 C) munosabatdan xe B
yoki xe C ekanligi kelib chigadi. Demak, xe A va xe B yoki xe A
va xe C. Buyerdan esa x € (AN B) yoki x € (AN C) ekanligi ke-
lib chigadi. Birlashmaning ta’rifiga ko‘ra, oxirgi mulohazadan
xe (AN B)U (4N C) bolishini aniglaymiz.

Endi ANBYUANC) to‘plamning ixtiyoriy elementi x
bo‘lsin, Birlashmaning ta’rifiga ko‘ra, x e (4N B) yoki xe (AN C)
bo‘ladi. Bu yerdan, kesishmaning ta’rifiga asosan, xeA va xe B

yoki xeA va xe C bo‘lishi kelib chigadi. Demak, xe A4 va (shu
bilan birga) xe B yoki xe C. Shuning uchun, xe A va (birlashmaning

ta’rifiga ko‘ra) x e (BUC). Bu yerdan, kesishmaning ta’rifiga
asosan, xe AN(BUC). M

Zarur mulohazalar yuritib kesishmaga nisbatan distributivlik
gonunini quyidagicha umumlashtirish mumkin.

Ixtiyoriy A, B,, B,,...,B, to'plamlar uchun:

ANBUBU..UB)=(ANB)UAUB)U..UMANB)
tenglik o ‘rinlidir.

8-teorema. Uuniversal to‘plamning ixtiyoriy 4 va B gism to‘p-
lamlari uchun 4 B= 4B tenglik o‘rinlidir.

Isboti. Ava B to‘plamlar U universal to‘plamning ixtiyoriy
gism to‘plamlari bo‘lsin. Teoremani isbotlashda 5-shakldan
foydalanamiz. Shaklda U universal to‘plam to‘g‘ri to‘rtburchak
ko‘rinishda, 4va B to‘plamlar esa doiralar sifatida tasvirlangan.
5-a shakldagi Uto‘plamning bo‘yalmagan gismi 4 () B to‘plamga,

bo‘yalgan gismi esa A 07B to‘plamga mos keladi.

AN B to‘plamning ixtiyoriy elementini x bilan belgilaymiz.
To‘ldiruvchi to‘plamning ta’rifiga ko‘ra, xe U va x ¢ A B, ya’ni
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U to‘plamning x elementi, bir vaqtning o‘zida, ham 4 to‘plam-
ning, ham B to‘plamning elementi bo‘la olmaydi. Bu yerda uchta
hol bor:

1) x¢ A (5-b shaklga garang);

2) x¢ B (5-d shaklga qarang);

3) x¢ Ava x¢ B (5-e shaklga garang).

1)holda xe 4,2)holda xe B,3)holdaesa xe A va xe B
bo‘lishini topamiz. Shuning uchun birlashmaning ta’rifiga ko‘ra,

x e AU B bo‘ladi.
Endi 4 U B to‘plamning ixtiyoriy elementi x bo‘lsin. Bu holda

xe A yoki xe B. Bu natijadan x¢ A yoki xe B bo‘lishi kelib

chigadi. Shuninguchunxg U va x ¢ A B. Demak, x€ A1 B. m
9-teorema. U universal to ‘plamning ixtiyoriy A va B gism to ‘p-

lamlari uchun AN B = n N B tenglik o ‘rinlidir.

Isboti. Ava B to‘plamlar U universal to‘plamning ixtiyoriy
gism to‘plamlari bo‘lsin. AUB to‘plamning ixtiyoriy elementini x
bilan belgilaymiz. x element 5-e shaklda to‘g‘ri to‘rtburchakning
bo‘yalgan gismida yotadi. xe AU B munosabatdan xe U va

x ¢ AU B bo‘lishi kelib chigadi. x ¢ 4 U B munosabat va birlash-
maning ta’rifiga asosan, x element A to‘plamga ham (5-5 shaklga
garang), B to‘plamga ham (5-d shaklga qarang) tegishli emas,

ya’nixe Uy x¢e Avaxe B. Buyerdan xe A va xe B munosabatlar
o‘rinliligini topamiz. Shunday qilib, kesishmaning ta’rifiga asosan,

xe ANB.
Endi 41 B to‘plamning ixtiyoriy elementi x bo‘lsin. Bu holda,

kesishmaning ta’rifiga binoan, x € A va x € B bo‘ladi. Bu yerdan,
to‘ldiruvchi to‘plamning ta’rifiga ko‘ra, x¢ A va xg B bo‘lishini
topamiz. Demak, qaralayotgan x element bir vaqtning o‘zida 4
to‘plamga ham, B to‘plamga ham tegishli emas. Shuning uchun,

birlashmaning ta’rifiga ko‘ra, x ¢ A|J Bbo‘ladi. Shunday qilib,

to‘ldiruvchi to‘plamning ta’rifiga asosan, x€ A B. &
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Yugqorida isbotlangan 8- va 9-teoremalardagi AN B =AU B

va AU B = A N B c tengliklar de-Morgan' qonunlari, deb ataladi.
10-teorema. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun
AU = (AN B)= A tenglik o'rinlidir.

Isboti. Ixtiyoriy Ava B to‘plamlar U universal to‘plamning
gism to‘plamlari bo‘lsin. ANU = 4 bo‘lgani uchun 1-teoremaga
(1-bandiga qarang) asosan, AU=(ANB)=ANU)YUAN B)
munosabat o‘rinlidir. Oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi
ifoda uchun kesishmaga nisbatan distributivlik gonunini qo‘llab,
uni AUMANB)= ANU U B) ko‘rinishga keltiramiz. Endi
UUB=U vaANU=A tengliklarni ¢’tiborga olsak, AU =
=(ANB)=ANU = A kelibchigadi. ®

11-teorema. Ixtiyoriy A va B to plamlar uchun AN(ANB)=A
tenglik o ‘rinlidir.

Isboti. Avvalo, kesishmaga nisbatan distributivlik gonunini,

keyin esa idempotentlik qonunini qo‘llasak, isbotlanishi kerak
bo‘lgan tenglikning chap tomoni uchun:
ANMAUB)=(ANAUMANB)=A4U(4N B)

munosabatlar o‘rinli bo‘lishini aniglaymiz. 10-teoremaga asosan,
ANAUB)=AU(ANB) =41

10- va l1-teoremalarda isbotlangan AU(ANB)=A4 va
AN(AU B) = A tengliklar yutilish qonunlari, deb ataladi.

Yugorida isbotlangan teoremalarda keltirilgan tengliklar tahlil
gilinganda, ularning ba’zi xususiyatlarini paygash mumkin.
Masalan, 6- va 7-, 8- va 9- hamda 10- va 11-teoremalardagi
tengliklarning biri ikkinchisidan |J va N va belgilarni o‘zaro almash-
tirish yordamida hosil qilinishi mumkin. Xuddi shunday, nolning
xossalari bilan birning xossalari to‘g‘risida ham quyidagilarni aytish
mumkin: bu xossalarni ifodalovchi tengliklarning biri ikkinchisidan
U va{) belgilarni o‘zaro almashtirish hamda @ va U belgilarni
o‘zaro almashtirish natijasida kelib chigadi.

! De-Morgan (Augustus de-Morgan, 1806 (Hindiston) — 1871) — ingliz
matematigi.
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To‘plamlar algebrasida agar biron tenglikdan shu tenglikdagi
(bor bo‘lsa) U belgisini N belgisiga, Nni U ga,@ni Uga,Uni @ga
birdaniga almashtirish natijasida boshqa tenglikni hosil gilish
mumkin bo‘lsa, u holda hosil gilingan tenglik dastlabki tenglikka
ikki taraflama (qo‘shma) tenglik, deb ataladi.

Ravshanki, biron tenglikka ikki taraflama hisoblangan tenglik
uchun ikki taraflama tenglik dastlabki tenglik bilan bir xil bo‘ladi.
Shuning uchun bu tengliklar o‘zaro ikki taraflama (qo‘shma)
tengliklar, deb ataladi. Masalan, nolning xossasini ifodalovchi

A U@ = A vabirning xossasini ifodalovchi 4 NU = A tengliklar

o‘zaro ikki taraflama (qo‘shma) tengliklardir.
3.2. Ekvivalent tasdiglar. To‘plamlar algebrasining asosiy
gonunlariga qo‘shimcha quyidagi teoremani keltiramiz.
12-teorema. Ixtiyoriy A va B to plamlar uchun quyidagi tasdiglar
ekvivalentdir:

1) AcB; 2) ANB=A4;3) AUB=8.

Isboti. 1. Teoremaning 1) tasdig‘i o‘rinli bo‘lsin. U holda
AN B =4 munosabat to‘g‘rligini isbotlaymiz. Avvalo, to‘plam-
larning kesishmasi ta’rifiga ko‘ra, A 1 B c 4 bo‘ladi. Endi Ato‘p-

lamning ixtiyoriy elementini x bilan belgilaymiz. U holda
Ac B= xe B. Demak, to‘plamlarning kesishmasi ta’rifiga ko‘ra,

xe AN B,ya’ni A c AN B. Shunday qilib, AN B c A4 va
" Ac AN B bolganidan AN B = A ofrinlidir.

2. AN B=A= AU B = B bolishini isbotlash uchun, avvalo,
AU B ifodadagi A to‘plamning o‘rniga unga teng bo‘lgan 4 N B
to‘plamni qo‘yib, (4N B) U B ifodani hosil gilamiz. So‘ngra, bu
ifodaga birlashmaga nisbatan distributivlik qonunini qo‘llab,
(AU B)N (B U B) ifodani hosil gilamiz. Idempotentlik qonuniga
asosan, B = B U B ofrinlidir. Shuning uchun (4 U B)N (B U B)
ifodani (AU B)N B ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgi ifoda
yutilish gonuniga asosan, Bgateng. Demak, A B = B.

3. AU B = B = A c B munosabatni tekshiramiz. Teskarisini
faraz gilamiz, ya’'ni A U B = B tenglik o‘rinli bo‘lsa-da, A to‘plam
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B to‘plamning gism to‘plami bo‘lmasin. U holda A to‘plam tarkibida
B to‘plamga tegishli bo‘lmagan hech bo‘lmasa bitta x element topiladi,
ya’ni xe A va x¢ B. To‘plamlaming birlashmasi ta’rifiga asosan, xeA4
bo‘lganidan x € A J B munosabat o‘rinlidir. 4 J B = B tenglikdan
xe B kelib chigadi. Hosil bo‘lgan ziddiyat, ya’ni ham x¢ B, ham
xe Bbo‘lishi gilgan farazimizning noto‘g‘riligini isbotlaydi. Demak,
AU B = B tenglikdan Ac B munosabat kelib chigadi. ®

Muammoli masala va topshiriglar

1. Yugorida isbotlangan teoremalardan mumkin qadar kam
foydalangan holda quyidagi tengliklarni isbot qiling:

a) (ANBNC)UMANBNC)UBUC =U;

b) UNBNCNX)UANC)UBNC)UCNX)=C.

2. U universal to‘plamning A va B qism to‘plamlari bo‘lsin.
Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

a) ixtiyoriy A to‘plam uchun 4UB =4 = B =,

b) ixtiyoriy A to‘plam uchun ANB=A4A = B=U;

d)agar AUB=U va ANB = bo'lsa, uholda B=A va

A = B bo‘ladi.
3. Quyidagi tengliklarni isbot giling:

A\ (BUC)=(A\ BN(A\C);
b) AN(BNC)=(A\B)UMU\C);
d) A\ B = A\ (AN B);
e) A\(4\ B)=ANB;
f) ANB=AU(B\ A);
g (A\B\C=(A\NO\(B\O);
h) ANB\CO)=ANB\MANC);
1) AN(B\C)=(ANB)\C;
i) ANB\ A) =3,
k) ANBUCO)=(4\B)\(;
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D ANB\C)=(4\ BHUMANC);
m)(AU B)\ C) = (A\ O)U(BNC);

) AN BUB-= AU B.

4. Ixtiyoriy A va B to‘plamlar uchun quyidagi tasdiglarning
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsating:

a) (A\B)UB=A4A= Bc 4;

b) Bc A= (A\ B)UB = A — a) banddagi tasdigga teskari
tasdiq;

d) ANBUC=ANBUC)=Cc A

5. Ushbu paragrafda isbotlangan teoremalardagi tengliklarni
tahlil qiling va o‘zaro ikki taraflama (qo‘shma) bo‘ladigan
tengliklarni aniglang.

6. |Al=n, |Bj=k, Ac Cc Bva Ac Dc Bbo‘lsa, n, k, |C| va|D|
sonlarni solishtiring.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Idempotentlik gonuni qanday ifodalanadi?
2. Involutivlik gonuni nimani anglatadi?
3. Birlashmaga nisbatan kommutativlik gonunini ganday tushu-
nasiz?
4. Birlashmaga nisbatan assotsiativlik qonuni deganda nimani
tushunasiz?
5. Kesishmaga nisbatan kommutativlik gonuni bilan assotsiativlik
gonuni bir-biridan nima bilan farq giladi?
6. Birlashmaga nisbatan distributivlik qonuni bilan kesishmaga
nisbatan distributivlik qonunining qanday o‘xshashligi bor?
7. De-Morgan gonunlarini bilasizmi?
8. Yutilish gonunlarida nima «yutiladi»?
9. Bir-biriga o‘xshash tengliklar deganda nimani tushunasiz?
10. IkkKi taraflama (qo‘shma) tengliklar deb qanday tengliklarga
aytiladi?
11. Qanday tengliklarga o‘zaro ikKki taraflama (qo‘shma) tengliklar
deymiz?
12. Ekvivalent tasdiglar deganda nimani tushunasiz?
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4-§. Kortejlar!

To ‘plam, element, elementar kortej, kortej, kortejning uzunligi,
vektor, juftlik, uchlik, to'rtlik, n-lik, komponenta, koordinata,
Dekart ko ‘paytmasi, to‘plamlarning to‘g‘ri ko ‘paytmasi,
to ‘plamning darajasi, Dekart ko ‘paytmalarining kesishmasi va
birlashmasi, bo‘sh Dekart ko ‘paytmasi, n-darajali munosabat,
n-ar munosabat, Morze alifbosi.

4.1. Kortej tushunchasi. Matemetikada, jumladan, kombina-
torika va graflar nazariyasida, to‘plam tushunchasi bilan bir qatorda,
kortej tushunchasi alohida o‘rin tutadi. Turli xossalarga ega bo‘lgan
obyektlar bilan ish ko‘rganda, kortej tushunchasidan foydalanish
mumkin. Kortej tushunchasi yordamida kombinatorikaning ko‘plab
tushunchalari tabiiy ravishda oson anglanadi. Kortej tushunchasini
o‘rganishdan oldin to‘plamning elementlari takrorlanmasligini
eslatib o‘tamiz.

Ixtiyoriy A,, A,,...A, to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Bu to‘plam-

larning ixtiyoriy biridan, masalan, Ai‘ to‘plamdan gandaydir a;
elementni, Ail to‘plamdan boshga istalgan Al-2 to‘plamning gan-
daydir ¢; elementini va hokazo, oxirgi Ain to‘plamdan gandaydir

a; elementni olamiz. Bu elementlarni ularning berilgan to‘p-

lamlardan olinishi tartibida joylashtirib < d;,a; ,...,4; > tuzilmaga

ega bo‘lamiz. Bu tuzilmada har bir element o‘zining gat’iy joyla-
shish o‘rniga ega. Shunday usul bilan boshqa tuzilmalarni ham
hosil gilish mumkin. Bu tuzilmalarning har biri elementar kortej
(qisqacha, kortej), deb ataladi. Kortejni boshqa usullar yordamida
ham tashkil qilish mumkin. Masalan, faqat bitta to‘plam
elementlaridan (hattoki, bu to‘plam yagona elementli bo‘lsa ham)
foydalanib, tarkibida elementlari ko‘p bo‘lgan kortej tuzish
mumkin. Kortejlarni belgilashda, ko‘pincha, lotin yoki yunon
alifbosining bosh harflaridan foydalaniladi.

A, A,,..., A to‘plamlar ixtiyoriy bo‘lgani uchun bu to‘plamlar
umumiy elementlarga ega bo‘lishi ehtimoldan xoli emas. Demak,

! Kortej (cortége) — fransuzcha so‘z bo‘lib, tantanali yurish ma’nosini beradi.
4] g
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umuman olganda, K =< a;,4;,---»4; >Kortej tarkibidagi element-
lar takrorlanishi mumkin. Berilgan K kortejga a element tegishliligi

ac K yoki K > a ko‘rinishda belgilanadi.

Ba’zi hollarda kortej iborasining o‘rniga vektor yoki uning
uzunligini e’tiborga olgan holda juftlik (uzunligi ikkiga teng kortej),
uchlik, to ‘rilik va hokazo n-lik (uzunligi » ga teng kortej) iboralari
ham ishlatiladi. Uzunligi n bo‘lgan kortej n o *inli kortej, deb ham
ataladi. Kortejni tashkil etuvchi elementlar soni, ya’ni kortejning
uzunligi shu kortejning quvvati, deb ataladi. Berilgan K kortejning
uzunligi (quvvati) |K| ko‘rinishda belgilanadi.

Kortej tarkibidagi elementlar takrorlanishi mumkinligidan,
ularning kortejda tutgan o ‘#inlari muhim hisoblanadi. Shuning
uchun kortejning muayyan elementi nazarda tutilganda, uning
o‘rnini aniglovchi ragam hisobga olinishi kerak.

Uzunliklari teng bo‘lgan ikkita kortejning mos o‘rinlaridagi
elementlari aynan bir xil bo‘lsagina, bu kortejlar teng, deb ataladi.
Kortejni tashkil giluvchi elementlar, uning komponentalari yoki
koordinatalari, deb ataladi. Ba’zan, kortejni tashkil giluvchi
elementlar uchun, qisqacha qilib, kortejning elementlari iborasi
ham go‘llaniladi.

Tabiiyki, uzunliklari teng bo‘lmagan kortejlar teng emas.
Kortejlar teng bo‘lishi uchun ularning mos komponentalari o‘zaro
bir xil bo‘lishi shart. Masalan, to‘rt komponentali <1,{a,b},
¢,{2,5,4}> va <1,{b,a}, c,{5,2,4}> kortejlar o‘zaro tengdir, chunki
ularning toq o‘rinlaridagi komponentalari aynan bir xil va juft
o‘rinlarida turgan komponentalari esa to‘plamlar sifatida bir-biriga
teng bo‘lgani uchun aynan bir xildir.

I-misol. X={a,b}, Y={b,c,d} va Z={e} to‘plamlar uchun ular-
ning berilish tartibiga (X,Y,Z) mos keluvchi hamda har bir
to‘plamdan fagat bittadan element olish sharti bilan tuzilgan barcha
elementar kortejlar quyidagilardir: <a,b,e>, <a,c,e>, <a,d,e>,
<b,b,e>, <b,c.e>, <b,d,e>. ®

2-misol. To‘g’ri burchakli xOy Dekart
koordinatalari sistemasining abssissalar va
ordinatalar o‘qlariga ikkita [a,b] va [c,d]
kesmalar 6-shakldagidek joylashtirilgan
bo‘lsin. U holda shakldagi bo‘yalgan to‘g‘ri
to‘rtburchak va uning chegaralaridagi barcha
6-shakl. nuqtalarning koordinatalariga mos qilib
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tuzilgan (x,y) juftliklar kortejlardan iborat bo‘ladi. Ta’kidlaymizki,
bu yerda kortejlar cheksiz ko‘pdir. B

3-misol. 1835-yilda S. Morze! tomonidan yaratilgan matnli ma’lu-
motni kodlash sistemasi (Morze alifbosi) bir asrdan ko‘p davr
mobaynida ma’lumot uzatishda asosiy sistema bo‘lib keldi. Bu
sistemada faqat ikkita bir-biridan farqli elementlar — nuqta «e»
(gisqa signal) va tire «—» (uzun signal) bo‘lib, ular yordamida
matndagi belgilar (harflar, ragamlar va boshq.) kodlanadi. Bunday
usulda tuzilgan har bir kodni kortej, deb hisoblash mumkin. Morze
alifbosida uzunliklari birdan oltigacha bo‘lgan kortejlar bor. B

4-misol. O‘zbekiston Respublikasida shaxsiy
avtomobillarni davlat ro‘yxatiga olishda yetti o‘rinli [13¢2993
kortejlardan foydalaniladi. Har bir kortejdagi dastlabki
ikki o‘ringa 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 ragamlar, :
uchinchi o‘ringa lotin alifbosining 26 harfidan bittasi va qolgan
to‘rt o‘ringa ragamlar joylashtiriladi. Bunday usulda tuzilgan har
bir ro‘yxatga olish belgisini kortej, deb hisoblash mumkin.
Tabiiyki, bu yerda raqamlar takrorlanishlari mumkin. Masalan,
2-shaklda tasvirlangan ro‘yxatga olish belgisiga mos keluvchi
<1,4,C,2,9,9,3> kortejda 9 ragami ikki marta yozilgan. &

5-misol. Microsoft (MS) Office tarkibiga kiruvchi MS Excel
sistemasida ma’lumotlar elektron jadvallardagi kataklarga
joylashtiriladi. Foydalanuvchi bu jadvallarni turli nomlar bilan
belgilab, ma’lumotlarni fayl shaklida kompyuter xotirasida saglashi
mumkin. Har bir elektron jadval ustunlar va satrlarga ega. MS
Excel sistemasida ustunlar (jami 256 ta) lotin alifbosi tartibida
oldin «A» dan «Z»gacha bitta harf bilan, keyin «<AA» dan «IV»
gacha ikkita harflar bilan, satrlar esa 1dan 65536 gacha sonlar
bilan belgilanadi. Bu yerda, jadvallar nomlari,uning ustunlari va
satrlari to‘plamlaridan bittadan elementni tartib bilan olib uch
o‘rinli kortej tuzish mumkin. Bunday usul vositasida tuzilgan uch
o‘rinli barcha kortejlar soni k=" jadvallar soni”x65536x256 bo‘ladi.
MS Excel sistemasida bu kortejlardan elektron jadvallardagi katak-
larning adreslari sifatida foydalaniladi. Masalan, nomi Jadval
bo‘lgan elektron jadvalning G harfi bilan belgilangan ustuni va 7
ragami bilan belgilangan satri kesishgan joyidagi katakka <Jadval,
G, 7>ko‘rinishdagi kortej mos keladi. Bu katakning MS Excel

' Semyuel Finli Briz Morze (Samuel Finley Breese Morse, 1791—1872)—AQSH
kashfiyotchisi va rassomi.
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sistemasidagi adresi Jadval1!/G7 ko‘rinishga ega bo‘lib, unga Kitob.xls
nomli faylning Jadval? elektron jadvalidan murojaat qilish
8-shaklda tasvirlangan. |

71 Microsoft Excel - Kitob1.xls V3 A . Tml
() @afin [pasa Dia Beropxa  Dopwar Cope  Jawmwe PROMT Qo Cnpaewa -8 x
(DBERASBLTBLE DB S I o RN @O -w]
ffaacr no XK U EEBE G 08 FEE O A
! A2 i g"—'dadvaﬂl(;? ) T e s
z B T 5 E_TE|
Hozir Jadvalning A2 adresli katagi faol =

1
E adval2dan Jadvalldag: G7 adresli katakka muroiaat gilamiz

8-shakl.

4.2. To'‘plamlarning Dekart’ ko ‘paytmasi va u bilan boglig
ba’zi amallar. Yuqorida turli tabiatli to‘plamlar yordamida
aniglanuvchi kortej tushunchasi bilan tanishdik. O‘z navbatida,
bu tushunchadan foydalanib, to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi
tushunchasini kiritish mumkin.

Tartiblangan A,,A4,,...,A, to‘plamlar elementlaridan tuzilgan
n o‘rinli barcha kortejlar to‘plamiga shu fo ‘plamlarning Dekart
ko ‘paytmasi (qisqacha, Dekart ko ‘paytmasi), deb ataladi.

Ba’zan to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi iborasi o‘rniga
to ‘plamlarning to‘gri ko ‘paytmasi iborasidan ham foydalaniladi.
Tartiblangan A,4,,...,4, to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi

AxAx..xA, yoki HA'i ko‘rinishda belgilanadi, ya’ni
i=l

AIXA2X...XAn=HAi ={<a,,4,,...4, >| a,€A,l :L—n}

i=1

To‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi tushunchasining anigla-
nishida bu ko‘paytmada gatnashuvchi to‘plamlarning soni ham
muhim hisoblanadi. Zarur bo‘lganda, »n ta to‘plamlarning Dekart

! Rene Dekart (René Descartes, 1596—1650) — fransuz matematigi va fayla-
sufi.
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ko‘paytmasi iborasi o‘rniga n o‘rinli Dekart ko‘paytmasi iborasi
ham go‘llaniladi.

Tabiiyki, agar A,A4,,...A, to‘plamlarning birortasi bo‘sh
to‘plam bo‘lsa, u holda ulardan foydalanib birorta ham kortej tuzish
imkoniyati yo‘q. Demak, tarkibida hech bo‘Imasa, bitta bo‘sh to‘plam
gatnashgan A ,A4,,...4, to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi ham
bo‘sh to‘plamdir, ya’'ni A xAx...x4 =J.

Dekart ko‘paytmasidan to‘plamlar bilan bog‘liq murakkab
tuzilmalarni hosil gilishda va ularda ko‘paytma tushunchasini aniqg-
lashda foydalaniladi. Ammo bunday hollarda aniglangan ko‘paytirish
amali Dekart ko‘paytmasining xossalaridan fargli xossalarga ham
ega bo‘lishi mumkin. Jumladan, tuzilmalardan birontasi bo‘sh
to‘plam bo‘lsa-da, ularning ko‘paytmasi bo‘sh bo‘lmagan hollar
bor. Masalan, III bobning 3-paragrafida keltirilgan graflarni
ko‘paytirish amali shunday xususiyatga ega.

To‘plamlarning to‘g‘ri ko‘paytmasi tushunchasidan foydalanib,

to ‘plamning darajasi tushunchasi A" = AxAx...x A formula
n marta

asosida kiritiladi. Masalan, A'=A4, A*=Ax A. Umuman olganda,

A=A x A™.

n o‘rinli A=A xAx..xA, va B=Bx Bx..xB, Dekart
ko‘paytmalari berilgan bo‘lsin. Agar A,c B, A,cB,,..., A cB,
munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda 4 Dekart ko‘paytmasi B Dekart
ko ‘paytmasining qismi deyiladi va Ac B kabi belgilanadi.

To‘plamlarning » o‘rinli Dekart ko‘paytmasi ta’rifidan
foydalanib va II bobning 1-paragrafida keltirilgan umumlashgan
[14
i=l
ko‘rsatish qiyin emas. Bu munosabatdan, xususiy holda, ixtiyoriy
n natural son va chekli 4 to‘plam uchun |A47=|A]" tenglikning
o‘rinli ekanligi kelib chigadi (II bobning 1-paragrafidagi 7-muam-
moli topshirigga qarang).

6-misol. Ma’lumotlar bazalarini boshqarish tizimlarida
(MBBTda) n-darajali munosabat (n-ar munosabat) deganda,
A=A x Ax..xA Dekart ko‘paytmasining biror gismi tushuniladi.
Ma’lumotlar bazalarini boshqarishning relatsion! nazariyasi

=TI A | tenglik o*rinli bolishini

i=1

ko‘paytirish qoidasi asosida

! Bu so‘z ingliz tilidagi «relation» so‘zidan olingan bo‘lib, munosabat
ma’nosini anglatadi.
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negizida yotuvchi munosabat tushunchasidan foydalanish g‘oyasini
1970-yilda E. Kodd! taklif gilgan edi. Umuman olganda, MBBTdagi
munosabat tushunchasi biz, odatda, jadval deb yuritadigan ma’lu-
motlar to‘plamiga mos keladi. Har bir jadval nomga, sarlavhaga va
asosiy qismga (tanaga) ega, deb hisoblanadi. Bu yerda, jadvalning
sarlavhasi va uning tanasidan o‘rin olgan har bir satridagi ma’lu-
motlarni kortejlar, deb qarash mumkin. Jadvaldagi har bir satrning
biror ustun bilan kesishgan joyi (katagi) ma’lumot tashuvchi
sifatida shu satrga mos kortejning komponentalaridan biridir.
MBBTda kortejlar deganda, jadvalning tanasidagi satrlar tushuniladi.

Xuddi odatdagi jadvaldagidek, MBBTda ham munosabat
(jadval)ning har bir ustuniga nom beriladi va bu nomlar jadvalning
sarlavhasini tashkil etishadi. Masalan, 1-jadvaldagi «TALABA»
nomli munosabat «Tartib ragami», «Familiyasi», «Ismi», «Jinsi»,
«Tug‘ilgan yili» va «O‘qishga kirgan yili» kabi komponentalari
bo‘lgan kortej bilan aniqlanuvchi sarlavhaga ega. Bu munosa-
batda MBBT ma’nosida to‘rtta kortej bor. Shu kortejlardan biri
<1, Rahimova, Dilafruz, Ayol, 1982, 2005> ko‘rinishga ega. &

1-jadval
TALABA

Tartib T . .. | Tuglilgan | O‘qishga
ragami Familiyasi Ismi Jinsi yili kirgan yili

1 Rahimova Dulafruz Ayol 1982 2005

2 Islomov Rustam Erkak 1985 2006

3 Isroilova Gulsara Ayol 1985 2005

4 QOqilova Robiya Ayol 1987 2006

Dekart ko‘paytmasi berilgan to‘plamlardan foydalanib tuziluv-
chi gandaydir to‘plamni aniqlagani sababli to‘plamlar ustidagi
amallar Dekart ko‘paytmalari uchun ham qo‘llanilishi mumkin.
Bu yerda, odatda, Dekart ko‘paytmasining tuzilishidagi o‘ziga
xoslikni hisobga olishga to‘g‘ri keladi.

Ofrinlari soni teng bo‘lgan A= H A vaB= H B, Dekart
i=1

i=1

ko‘paytmalarning 4 U B birlashmasini qandaydir top‘lamlarning

! Kodd (Edgar Frank «Ted» Codd, 1923—2003)— ingliz informatigi.
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Dekart ko‘paytmasi, deb garash mumkinmi, savoli tug‘iladi.
Tushunarliki, agar bu Dekart ko‘paytmasini tashkil giluvchi to‘p-
lamlarni birlashtirilayotgan Dekart ko‘paytmalar mos o‘rinlaridagi
to‘plamlarning birlashmalari sifatida aniglash mumkin bo‘lsa, u
holda yuqoridagi savolga ijobiy javob berilgan bo‘ladi. Ammo,
umumiy holda A4, va B, to‘plamlarni birlashtirib hosil gilingan Dekart
ko‘paytmasining tarkibiga birlashtirilayotgan A va B Dekart
ko‘paytmalarning ikkalasida ham mavjud bo‘lmagan elementar

kortejlar ham kirib golishi mumkin. Shuning uchun A= H A va

i=1

B =HBl. Dekart ko‘paytmalarining birlashmasi 4 U B uchun

i=1

H AU H B c H (A, U B,) munosabat o‘rinlidir. Albatta, bu mu-
i=l i=1 i=1
nosabat tenglik sifatida namoyon bo‘ladigan hollar ham bor.
Masalan, ikkita A4 va B Dekart ko‘paytmalari uchun A c B bo‘lsa,
uholda AU B = B bo‘ladi.
7-misol. Ikkita A={a,c,1,®}x{1,A}x{®,A} va B={b,c,1}x
x{2,a,A}x{®} Dekart ko‘paytmalari berilgan bo‘lsin. U holda

A={<a,1,&> <a,1,A><a,A,®>,<a,AA>,
<e,1,8>,<c,1,A>,<e,A®>,<c,A,A>,
<1,1,8>,<1,1,A>,<1,A®>,<1,A,A>,

<®,1,0>,<®,1,A> <®,A0>,<®,A,A>},
B={<b,2,®>,<b,a,®>,<bh,A®>,
<¢,2,8>,<c,a,®>,<c,A,®>,
<1,2,8>,<1,a,®>,<1,A,®>}

bo‘lgani uchun A4 U B to‘plamda 23 ta kortej bo‘lib, bu kortejlar

({a,c, 1,8} U {b,c,1}) x ({1, A}) U {2,a,A}) x (1&,A} U {®})
Dekart ko‘paytmasi tarkibida qatnashadi. Lekin bu Dekart
ko‘paytmasini {a,b,c,1,®}x{a,1,2,A}x{®,A} ko‘rinishida yozsak,
uning tarkibida 40 ta kortej bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Demak,
AUB c{a,b,c1,®) x{a,1,2,A} x{®,A}.
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&-misol. Dekart ko‘paytmalarning birlashmasi amaliga o‘xshash
amalga misol qilib MBBTda (6-misolga qarang) standart til sifatida
gabul gilingan SQL (Structured Query Language) tilida sarlavhalari
mos keluvchi ikkita 4 va B munosabatlarni (jadvallarni) birlash-
tirishda qo‘llaniladigan «4 UNION B» operatori bajaradigan amalni
keltirish mumkin. SQL tilida sarlavhalari mos keluvchi 4 va B
munosabatlarga A UNION B birlashtirish operatorini qo‘llash na-

2-jadval
Y munosabati
EZZEE Familiyasi Ismi Ish haqi
1 Abdullayeva Nazokat 100000
2 Hojiyev Tolib 120000
3 O‘rinboyev Erkin 93000
4 Islomov Davronqul 132000

tijasida sarlavhasi 4 va B munosabatlardagidek bo‘lgan yangi
munosabat hosil bo‘ladi. Bu munosabatning asosiy gismi berilgan
A va B munosabatlardagi kortejlar to‘plamlarining birlashma-
sidan iborat. Masalan, 2-jadvaldagi ¥ nomli va 3-jadvaldagi Z
nomli munosabatlarga birlastirish operatorini ¥ UNION Z
ko‘rinishda qo‘llab, 4-jadvaldagi YUZ nomli munosabatga ega bo‘-
lamiz. ®

3-jadval
Z munosabati

Bo'lim Familiyasi Ismi Ish hagi
ragami

1 Abdullayeva Nazokat 100000

2 Shodiyev Usmon 125000

3 O‘rinboyev Erkin 93000

4 Mo‘minov Muhiddin 127000
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n o‘rinli ikkita A=]]A va B=[]B Dekart ko‘paytmalar

i=1 i=1

berilgan bo‘lsin. Bu A va B Dekart ko paytmalarining A (\ B kesishmasi

ANB=]](ANB,) formula yordamida aniglanadi.

i=1
9-misol. 1kkita {1,3,4}x{2,3}x{2,3,5} va{1,2,3,4}x{1,3,4}x{2,3,4}

Dekart ko‘paytmalari berilgan bo‘lsin. U holda Dekart ko‘payt-
malarning kesishmasini aniqlash formulasiga asosan:

({1,3,4}x{2,3}x{2,3,5} N ({1,2,3,4} x{1,3,4} x {2,3,4})=
=({1,3,4}N{1,2,3,4) x ({2,3} N {1,3,4}) x ({2,3,5} x{2,3,4})=
= {1,3,4} x {3} x{2,3}.

Hosil bo‘lgan Dekart ko‘paytmasi quyidagi oltita elementar
kortejlardan tashkil topishi ravshandir: <1,3,2>, <I,3,3>,
<3,3,2>,<3,3,3>, <4,3,2>, <4,3,3>. Albatta, bu natijani har
bir Dekart ko‘paytmasidagi elementar kortejlarni yozib
(birinchisida 18 ta, ikkinchisida esa 36 ta elementar kortej mavjud),
keyin bu kortejlardan ikkala Dekart ko‘paytmasida ham bor
bo‘lganlarini olish usuli bilan ham hosil gilish mumkin. Lekin,
bu usul ancha ko‘p ish bajarishni talab qiladi. &

4-jadval
YUZ munosabati
g‘;éigl‘ Familiyasi Ismi Ish hagi
1 Abdullayeva Nazokat 100000
2 Hojiyev Tolib 120000
3 O‘rinboyev Erkin 93000
4 Islomov Davronqul 132000
2 Shodiyev Usmon 125000
4 O‘rinboyev Erkin 93000
5 Mo‘minov Muhiddin 127000
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10-misol. Dekart ko‘paytmalar kesishmasini aniglash formu-
lasidan foydalanish bu kesishmaning bo‘sh to‘plam bo‘lib
goladigan hollar uchun yanada ahamiyatlidir. Masalan,

(a,c,d} x {b,c} x {b,c.e}) N ({a,b,d} x {a,d} x {b,c,d})=
={a,d} x D x{b,c}=0. m

Muammoli masala va topshiriglar

1. <{a,b},c,d>=<{b,a},c,d> tenglik o‘rinli bo‘lishini izohlang.

2. <a,<b,c>,d> va <a,<c,b>,d> kortejlarni solishtiring.

3. Universitetning xazinasidan oylik maoshini olish magsadida
navbatda turgan olti kishidan uch nafari assistent (a), ikki
nafari dotsent (d) va biri professor (p) bo‘lsa, bu kishilar
navbatda turishining mumkin bo‘lgan barcha imkoniyatlarini
aniqglang va bu imkoniyatlarga mos kortejlarni yozing.

4. Morze alifbosida qo‘llaniladigan nugta va tire belgilaridan
foydalanib, 1, 2, 3 va 4 ofrinli barcha kortejlarni tuzing.

5. Dekart ko‘paytmalarining birlashmasi va kesishmasi amal-
larining qo‘llanilishiga doir amaliy misollar keltiring.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Kortej tushunchasining mohiyati nimadan iborat?

2. To‘plam va kortej tushunchalari bir-biridan nima bilan farq
qiladi?

3. Kortejning uzunligi deganda nimani tushunasiz?

4. Qanday kortejlar teng deb ataladi?

5. Kortejning koordinatalari nima?

6. Kortejning koordinatasi kortej bo‘lishi mumkinmi?

7. Dekart ko‘paytmasi deganda nimani tushunasiz?

8. Dekart ko‘paytmasining gismi nima?

9. To‘plamning darajasi tushunchasi ganday aniglanadi?

10. Dekart ko‘paytmalarining birlashmasi tushunchasi uchun
ganday munosabatni yozish mumkin?

11. Dekart ko‘paytmalarining kesishmasi ganday formula yor-
damida aniglanadi?
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5-§. Fazzi to‘plamlar

To plam. FElement. Universal to'plam. Fazzi to ‘plam. A’zolik
funksiyasi. O‘tish nuqtasi. Fazzi to‘plamning balandligi. Bo ‘sh,
gism, normal, subnormal, unimodal, bir-birini to ‘ldiruvchi fazzi
to ‘plamlar. To ‘ldirish, birlashma, kesishma va ayirma amallari.

5.1. Asosiy tushuncha va ta’riflar. To‘plamlar nazariyasini
o‘rganishda davom etib quyidagi misolni qarab chiqamiz.

1-misol. 10, 8] segmentda joylashgan haqigiy sonlardan tashkil
topgan to‘plam U universal to‘plam sifatida qabul qilinsa, A=[2, 5]
to‘plam uchun A cU bo‘lishi ravshandir. 1-shaklda Oxy Dekart

y

1 o *

0 1 I} } L | I— & [ -
0 2 5 8 x

1-shakl.

koordinatalari sistemasi tasvirlangan bo‘lib, Ox sonlar o‘qining
[0, 8] segmentida joylashgan [0, 2) va [5, 8] to‘plamlarning har
bir x nuqgtasiga Oy sonlar o‘qining 0 hamda [2, 5] to‘plamning
har bir x nuqgtasiga 1 giymati mos qo‘yilgan, ya’ni

_|LxeU ,xe A bo‘lganda,
= 0,xeU ,xe A bo‘lganda.

Agar yni x ning U to‘plamda aniglangan y =y (x) funksiyasi
deb hisoblasak, u holda y(x) funksiya xe U elementning A to‘plamga
tegishli bo‘lish-bo‘lmasligi xossasini (xususiyatini, xarakterini,
xarakteristikasini) ifodalaydi.

Endi O°‘zbekiston Respublikasining o‘rta yoshli fuqgarolari
to‘plamini garaymiz. Agar, shartli ravishda, yoshi 25 dan 45 gacha
bo‘lgan fuqarolarni o‘rta yoshli deb hisoblasak, bu yerda ham
Dekart koordinatalari sistemasidan foydalanib, O‘zbekiston Res-
publikasi fuqgarolarining tug‘ilgan kunlariga qarab, bugungi kun
uchun ularning yoshlarini aniglash va 1-shaklda tasvirlangan
grafikka o‘xshash grafik hosil gilish mumkin. Lekin bu o‘rinda
qiziq savol paydo bo‘ladi: «Bugun 25 yoshga to‘lgan fugaro kecha
yosh edi, endi o‘rta yoshli yoki bugun 45 yoshini nishonlagan
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o‘rta yoshli fugaro ertaga gari bo‘lib qoladimi?» Bu savolga matematik
nuqtayi nazardan gat’iy javob beriladigan bo‘lsa (masalan, statistik
ma’lumotlar uchun), «albatta, ha», ammo unga hayotiy nuqtayi
nazardan yondashilsa, «albatta, yo‘q» javobi berilishi tabiiydir. ®

Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, ba’zan, to‘plam elementlarining
shu to‘plamga tegishliligini aniglaganda vaziyatni gandaydir ma’noda
«yumshatuvchi» usuldan foydalanish maqsadga muvofiqdir. Ya’ni
to‘plam elementlarining shu to‘plamga tegishliligini emas, tegishlilik
darajasini aniqglash ko‘p vaziyatlarda to‘g‘ri qarorlar gabul gilish
uchun ma’qul hisoblanadi. Boshgacha aytganda, «Qandaydir
narsa, predmet va shunga o‘xshashlar biror to‘plamga tegishlimi?»
degan savolga ma’nosi nuqtayi nazardan bir-biriga zid bo‘lgan ikkita
«tegishli» yoki «tegishli emas» javoblardan biri o‘rniga bu narsaning
o‘sha to‘plamga tegishliligi darajasini ifodalovchi giymat o‘zida
ko‘prog ma’lumotni saqlashi ravshandir.

1965-yilda Lutfi Ali-Asqar Zoda! «Information and Control»
jurnalida «Fuzzy sets» nomli maqolasini €¢’lon qilgandan so‘ng
yuqoridagiga o‘xshash ko‘plab savollarga javob topildi. Bundan
tashqari, bu ilmiy ish nafagat to‘plamlar nazariyasida, shuning-
dek, matematikaning boshqa sohalarida
ham, hozirgi davrda «Informatika», deb
yuritiluvchi fan sohasida ham burilish yasa-
lishiga sabab bo‘ldi. Lutfi Zodaning yuqorida
zikr etilgan maqolasi va uning o‘sha mavzuga
bag‘ishlangan keyingi ilmiy ishlari dunyo-
ning turli mamlakatlari tillariga tarjima qilindi
va o‘rganildi. Dastlabki yillarda bu ilmiy ishlar
«hagiqatga zid», «<hech ganday ilmiy asosga
ega emas» deganlar ham bo‘ldi. Hozirgi davrda
asosida Lutfi Zoda g‘oyalari yotuvchi turli
yo‘nalishlar bo‘yicha muvaffaqgiyatli ilmiy
va amaliy ishlar olib borilmoqda.

I-ta’rif. (1(x),x) ko 'rinishdagi juftliklar to‘plami berilgan X
universal to ‘plamda aniqlangan A fazzi to‘plam deb ataladi, bunda
xe X va (1 (x) — giymatlari sohasi [0, 1] bolgan, a’2olik funksiyasi,
deb ataluvchi funksiya.

Lutfi Zoda

1 Bu AQSH matematigi va informatigining ism-sharifi inglizcha Lotfi Asker
Zadeh (gisqacha Lotfi Zadeh), forscha s sue e Lt shaklda yoziladi. U 1921-
yilda Bokuda tug‘ilgan. Otasi eronlik ozarbayjon, onasi rus. Oilasi bilan 1932-
yilda Eronga, 1944-yilda esa AQSHga ko‘chib borgan.
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Bu ta’rifda «fazzi to‘plam» iborasi ingliz tilidagi «fuzzy set» iborasi
tarkibiga kiruvchi «fuzzy» so‘zini o‘zbek tiliga tarjima gilmasdan berildi.
Buning sababi shuki, ingliz tilining «fuzzy» so‘zi juda ko‘p, jumladan,
yumshoq, mayin, momiqday, tivitli, parli, ochig-oydin emas, aniq emas,
noaniq, sof emas, tiniq emas, yorqgin emas, oydun emas, g‘ayrioddiy,
xira, mujmal, oshkor emas, g‘ira-shira, cho‘ziluvchan, qarovsiz qoldi-
rilgan, tashlab qo‘yilgan, xarob, tashlandiq, o‘tkazib yuborilgan, kabi
ma’nolarda ishlatiladi. Albatta, sanab o‘tilganlarning har birini ingliz tilidagi
«fuzzy» so‘zining o‘rniga qo‘yib atama yasash mumkin. Lekin, bizning
fikrimizcha, bunday atamalarning hech qaysisi «fuzzy set» atamasining
asl ma’nosini bermaydi. Ozarbayjon tiliga ingliz tilidagi «fuzzy» so‘zi «qeyri-
solis» shaklda tarjima qilingan. Fors tilida «fuzzy set» atamasi bilan bog‘liq
ishlarda « s\ ¢ sanse » («majmuayi fazzi») shakli ko‘p qo‘llaniladi. Rus
tilida yozilgan ishlarga murojaat giladigan bo‘Isak, «fuzzy set» iborasi dastlab
«pacTuipiBuaTOe MHOXecTBO» shaklda ishlatilgan bo‘lsa, keyinchalik
«HeyeTKoe MHOXeCcTBO» iborasidan foydalanish odat tusiga kirdi.

1-ta’rifga ko‘ra berilgan X universal to‘plamda aniglangan fazzi
to‘plam uchun «X to‘plamning x elementi shu fazzi to‘plamga
tegishlimi?» degan savolga bir giymatli «ha» yoki «yo‘gq» javobi
berilmaydi. Fazzi to‘plam ta’rifida keltirilgan a’zolik funksiyasi x
elementning shu fazzi to‘plamga a’zolik (tegishlilik, taalluqglilik)
xususiyatini (xarakteristikasini) gandaydir ma’noda yumshatuvchi
vosita hisoblanadi. Bu yerda a’zolik funksiyasi iborasi o‘rniga
xarakteristik funksiyasi, tegishlilik funksiyasi yoki taalluqlilik
JSunksiyasi  iborasidan ham foydalanish mumkin. A’zolik u (x)
funksiyasining universal to‘plamdagi muayyan x element uchun
aniglangan giymati x ning A fazzi to‘plamga azolik (tegishlilik,
taalluqlilik) darajasini ifodalaydi.

Agar universal to‘plamning gandaydir x elementi uchun  (z,(x)
funksiya 0 giymat gabul qilsa, shu x berilgan A fazzi to‘plamga
so‘zsiz (shubhasiz, mutlago) a’zo emas (tegishli emas, taallugli
emas), 0 giymat gabul gilganda esa, u A to‘plamning so‘zsiz
a’zosi deb hisoblanadi.

1-ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, biz ilgari o‘rganib kelgan «oddiy»
to‘plamlar sinfi fazzi to‘plamlar sinfining bir qismidir. Haqgiqatan
ham, agar B qandaydir X universal to‘plamda berilgan oddiy
to‘plam (Bc X) bo‘lsa, u holda

1,agar xe X va xe B bo‘lsa,
pp (x)= .
0,agar xe X va x¢ B bo‘lsa,
funksiya B to‘plamning a’zolik funksiyasi bo‘ladi.
45



2-ta’rif. Agar berilgan X universal to plamda p (x) a zolik funksiyasi
bilan aniqlangan A fazzi to plam barcha xe X elementlar uchun p (x)=0
sharti qanoatlantirsa, u holda A bo‘sh fazzi to ‘plam, deb ataladi.

Bo‘sh fazzi to‘plamni belgilashda odatdagi & belgi qo‘llaniladi.

Fazzi to‘plamning berilishi ko‘p jihatdan a’zolik funksiyasining
aniqlanishiga bog‘liq bo‘lgani uchun bu o‘rinda subyektiv fikr 0z
ta’sirini o‘tkazishi tabiiydir. Odatda, fazzi to‘plamlarni aniqlashda
soddaroq a’zolik funksiyalari bilan ish ko‘rishga harakat qilinadi.

Fazzi to‘plamlarni ifodalashda turli usullar uchraydi, jumladan,
Lutfi Zodaning fazzi to‘plamiarga oid ilmiy ishlarida quyidagi
atamalar va belgilashlar go‘llanilgan.

Agar u,:X—[0,1] a’zolik funksiyasi X universal to‘plamning
har bir x elementiga [0,1] oraligdan olingan gandaydir u (x)
giymat mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda X to‘plamda A fazzi qism
fo plam berilgan, deb hisoblanadi. X to‘plamning x (x)>0 bo‘lgan
barcha x elementlari to‘plami A4 fazzi qism to‘plamning tashuvchisi,
deb ataladi. Tashuvchisi faqat bir nugtadan iborat fazzi to‘plam
bir nugtali fazzi to ‘plam, deb ataladi. Agar A — tashuvchisi x nuqta
bo‘lgan bir nuqtali fazzi to‘plam bo‘lsa, u holda bu to‘plam 4= u/x
ko‘rinishda belgilanadi, bu yerda u — x ning A ga a’zolik darajasi.
U holda bitta x elementdan tashkil topgan oddiy to‘plamni 1/x deb
yozish mumkin.

Xto‘plamning u, (x)= 0,5 shartni qanoatlantiruvchi x elementi
A ning o ‘tish nugtasi, deb ataladi.

Berilgan X universal to‘plamda p (x) a’zolik funsiyasi bilan
aniglangan A fazzi to‘plamni uning bir nuqtali fazzi to‘plamlari
birlashmasi sifatida

A=[p, (x)/x
U

shaklda ifodalash mumkin, bu yerda integral belgisi u (x)/x
ko‘rinishdagi bir nuqtali fazzi to‘plamlari birlashmasi amalini
(birgalikda deb hisoblashni) anglatadi. Agar A ning tashuvchisi
chekli sondagi elementlardan iborat bo‘lsa, u holda yuqoridagi
integral belgisi o‘rniga yig‘indi belgisini qo‘yish mumkin:

A=p, /% +1y /X, +..+ 1, /X, yOki A=2/,Ll /%,
=1
bu yerda ham yig‘indi belgisi qo‘shish amalini emas, bir nugtali
fazzi to‘plamlar birlashmasi amalini anglatadi, y, (i= 1,2,...,n) —x,
elementning A4 to‘plamga a’zolik darajasi. Berilgan A fazzi to‘plamni
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ko‘rinishda ham belgilash mumkin. Oxirgi belgilash ehtimollar
nazariyasidagi tasodifiy miqdorni belgilashni eslatsa-da, fazzi
to‘plam tushunchasini tasodifiy miqdor tushunchasi bilan teng-
lashtirib bo‘lmaydi.

2-misol. Universal to‘plam sifatida {x,, x,, x,, x,, x,} to‘plam
berilgan va unda A fazzi to‘plamning u(x) a’zolik funksiyasi
p(x)= 04, n(x)=1, p(x)=0, p(x)=0,9, p(x)=0,5 tengliklar
vositasida aniglangan bo‘lsin. Berilgan A4 fazzi to‘plamni quyidagi
shakllarda ifodalash mumkin:

s | x| x| x| x
1 0

A= {0,4/x; 1/x,; 0/x;; 0,9/x,; 0,5/x.},
A= {0,4/x+ 1/x+ 0/x,+0,9/x,+0,5/x}. W

3-ta’rif. supu, (x) Kkattalik berilgan X universal to plamda
xe X

1L(x) a’zolik funsiyasi bilan aniglangan A fazzi to‘plamning
balandligi, deb ataladi.

4-ta’rif. Balandligi Iga teng fazzi to ‘plam normal, balandligi
ldan kichik fazzi to ‘plam esa subnormal fazzi to ‘plam, deb ataladi.

5-ta’rif. Agar berilgan X universal to‘plamda p(x) a’zolik
funsiyasi bilan aniglangan A fazzi to ‘plam uchun faqat bitta xe X
elementda 11(x)=1 bo‘lsa, u holda A unimodal fazzi to‘plam, deb
ataladi.

Berilgan X universal to‘plamda p,(x) a’zolik funsiyasi bilan
aniqlangan bo‘sh bo‘lmagan ixtiyoriy 4 subnormal fazzi to‘plamni

Py (x)
My (x): =—2-"" formuladan foydalanib normal fazzi to‘plam
su);() w, (x)

qilib ifodalash imkoniyati bor.
X universal to‘plamda, mos ravishda, u(x) va p,(x) a’zolik
funsiyalari bilan aniglangan A va B fazzi to‘plamlar berilgan bo‘Isin.
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6-ta’rif. Agar barcha xe X elementlar uchun p(x)=,(x) tenglik
bajarilsa, u holda A va B fazzi to ‘plamlar o zaro teng, deb ataladi.

Fazzi to‘plamlarning o‘zaro tengligi iborasi o‘rniga, ba’zan,
ekvivalentligi iborasi ham qo‘llaniladi. A va B fazzi to‘plamlarning
o‘zaro tengligi, odatdagidek, 4 = B, ekvivalentligi esa A ~ B shaklda
belgilanadi.

7-ta’rif. Agar barcha xe X elementlar uchun p(x)<uz(x)
tengsizlik bajarilsa, A fazzi to ‘plam B fazzi to ‘plamning qism to ‘plami
deb ataladi.

Agar A fazzi to‘plam B fazzi to‘plamning gism to‘plami bo‘lsa,
u holda Ac B deb yoziladi va A (fazzi to‘plam) B da (fazzi
to‘plamda) yotadi yoki B A ni o7 ichiga oladi (qamraydi), deb
o‘qgiladi. Masalan, «juda katta sonlar» fazzi to‘plami «katta sonlar»
fazzi to‘plamini o°z ichiga oladi.

8-ta’rif. Agar barcha xeX elementlar uchun p(x) =1— p,(x)
tenglik bajarilsa, u holda A va B fazzi to ‘plamlar bir-birini to ‘Idiradi,
deb ataladi.

Bir-birini to‘ldiruvchi 4 va B fazzi to‘plamlar uchun B=4 yoki
A=B belgilashlardan foydalanish mumkin.

3-misol. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} universal to‘plam bo‘lsin. Bu
to‘plamda A=«Bir nechta» fazzi to‘plami quyidagicha aniqlanishi
va ifodalanishi mumkin:

A= 0,5/3+0,8/4+1/5+1/6+0,8/7+0,5/8. m

4-misol. {0,1,2,3,...,n,...} universal to‘plam berilgan bo‘lsin. Bu

to‘plamda aniglangan «Oz» fazzi to‘plami uchun a’zolik funksiyasini,
1

masalan, H«oz» (”):W ko‘rinishda ifodalash mumkin. ®

S-misol. 1-misoldagi vaziyatga qaytib, universal to‘plam sifatida
[0, 70] segmentni garaymiz. O‘zbekiston Respublikasining o‘rta
yoshli fugarolari to‘plamini o‘rganish uchun «O‘rta yosh» fazzi to‘p-
lamini aniglash mumkin. Bu yerda a’zolik funksiyasi sifatida, masa-
lan, grafigi 2- shaklda tasvirlangan quyidagi funksiyani keltirsa bo‘ladi:

0, agar 0<x<20 yoki 50<x<70 bo‘lsa,,
~0,005(x-20 )? ,agar 20<x<30 bo‘lsa,
1/(1+((x-35)/5)* ), agar 30<x<40 bo‘lsa,

0,005(x-50)? ,agar 40<x<50 bo‘lsa.
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«O‘rta yosh» uchun a’zolik funksiyasi grafigi

1 -y
0,8
0,6-
]
0,4-
0,27

0TIII||lllrllll LS B I TI'I'III"II'I'

10 20 30 40 50 60 70

Yosh

2-shakl.

«O*rta yosh» fazzi to‘plamining tashuvchisi (20, 50) to‘p-
lamdir. Uning ikkita x,=30 va x,=40 o‘tish nuqtalari bor.
supp x& [0, 701 4., yost, ()= Koo nayosh»(35)=1 bo‘lgani uchun «O‘rta
yosh» fazzi to‘plamining balandligi
1 ga teng, ya’ni u normal fazzi to‘p-
lamdir. Bu to‘plam unimodal fazzi
to‘plamdir, chunki uning 4’zolik funk-
siyasi faqat bitta x=35 nugqtada 1 qiy-
mat gabul qgiladi. ®

Fazzi to‘plamning mohiyatini
yaxshiroq anglash magsadida, uni,
odatda, shartli ravishda, 3-shakldagiga oxshash tasvirlashadi. Bu
shaklda to‘g‘ri to‘rtburchak universal to‘plamga, egri chiziq A faz-
zi to‘plam uchun a’zolik funksiyasiga mos keladi, fazzi to‘plamning
0°zi esa bo‘yab tasvirlangan.

5.2. Fazzi to'‘plamlar ustida amallar. Fazzi to‘plamlar ustida
turli amallar bajarish mumkin. Bu amallar odatdagi so‘zlashuv
tilida uchraydigan ayrim iboralar bilan bog‘liqgdir. Bunday iboralar
jumlasiga «emas», «va», «yoki», «ancha», «sal», «sal-pal», «o‘ta»,
«juda», «uncha-muncha», «sezilarli (darajada)», «<ko‘plab», «ko‘p-
rog», «ozgina», «g‘ira-shira», «yaxshi», «yaxshirog», «yomony»,

3-shakl.
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«yomonrog», «o‘xshash», «qariyb» va boshqalar kiradi. Bu
iboralarning ba’zilari vaziyatni yetarli darajada aniq ifodalaydi,
masalan, «emas» so‘zi o‘zidan oldin kelgan so‘zni inkor giladi.
Lekin, bu iboralarning ko‘pchlilgi u bilan bog‘liq so‘zni (sifatni,
xossani) qay darajada kuchaytirishi yoki susaytirishini anglash
uchun vaziyatni e’tiborga olish kerak bo‘ladi.

Quyida fazzi to‘plamlar ustida bajarish mumkin bo‘lgan ba’zi
amallar keltiriladi. Albatta, bu amallar ma’noga ega bo‘lishlari uchun
muayyan shartlar bajarilishi kerak, masalan, garalayotgan fazzi
to‘plamlar bitta universal to‘plamda aniglangan bo‘lishi kerak.
Bundan buyon fazzi to‘plamlar bilan ish ko‘rganda, zarur
bo‘lmasa, universal to‘plamning berilishiga to‘xtalmaymiz.

Ava B fazzi to‘plamlar, mos ravishda, p,(x) va p,(x) a’zolik
funksiyalari bilan berilgan bo‘Isin.

9-ta’rif. Agar B=A bo‘lsa, u holda B fazzi to‘plam A fazzi
to ‘plamdan to ldirish amalini qo ‘llash natijasida hosil qgilindi, deb
aytiladi.

To‘ldirish amaliga «emas» bog‘lovchisini mos qo‘yish mumkin.
9-ta’rifga ko‘ra agar berilgan A fazzi to‘plamdan to‘ldirish amalini

qgo‘llash natijasida A fazzi to‘plam hosil gilingan bo‘lsa, u holda
Uy (x)=l-p, (x) bo‘ladi. 3-shaklda
keltirilgan A fazzi to‘plamdan to‘ldirish
amalini qo‘llash natijasida hosil gilingan
A fazzi to‘plam 4-shaklda tasvirlangan.
10-ta’rif. A’zolik funksiyasi
4-shakl. Mgy =max(p, (x),up (x)) bo‘lgan
AU B fazzi to'plam berilgan A va
B fazzi to‘plamlarning birlashmasi,
_ deb ataladi.
AU A Odatda, «berilgan A va B fazzi
to‘plamlarga birlashma amalini qo‘l-
lab 4 U B fazzi to‘plam hosil gilindi»,
5_shakl. deb yuritiladi. Birlashma amaliga
«yoki» bog‘lovchisini mos qo‘yish
mumkin. 3- va 4- shakllarda keltirilgan A va 4 fazzi to‘plamlarning
AU A birlashmasi 5-shaklda tasvirlangan.
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11-ta’rif. A’zolik funksiyasi
Mg =max(p, (x),ug (x))

bo‘lgan AN B fazzi to‘plam berilgan A va B fazzi to ‘plamlarning
kesishmasi, deb ataladi.
11-ta’rifdan ko‘rinib turibdiki,
berilgan A va B fazzi to‘plamlarning
kesishmasini belgilashda ham yangilik ANA

yo‘q, bu yerda odatdagi 4 N B ifoda

qo‘llaniladi. A N B yozuv «A4 va B X
fazzi to‘plamlarga kesishma amalini 6-shakl.
qgo‘llab A N B fazzi to‘plam hosil qilindi», deb o‘qiladi. Kesishma
amaliga «va» bog‘lovchisini mos go‘yish mumkin. 6-shaklda
tasvirlangan fazzi to‘plam 3- va 4-shakllarda keltirilgan A va B fazzi
to‘plamlarning 4 N A4 kesishmasidir.

6-misol. 4-misolda keltirilgan «Oz» fazzi to‘plamga to‘ldirish
amalini qo‘llab {0,1,2,3,...,n,...} universal to‘plamda aniglangan
«Oz emas» fazzi to‘plamni hosil gilish mumkin. U holda «Oz
emas» fazzi to‘plamining a’zolik funksiyasi quyidagicha bo‘ladi:

1 (0,1n)?

= N

1+(0,1n)*>  1+(0,1n)?

K. oz emas » ( n )=1—/“t« Oz7» ( n ):1 -
12-ta’rif. A’zolik funksiyasi

Lo (x)= 1y (X)-g (x),agar p, (x)2py (x)>0 bo‘lsa,
A8 0,aks holda,

bo‘lgan A\B fazzi to ‘plam berilgan A va B fazzi to ‘plamlarning

ayirmasi deb ataladi.

Fazzi to‘plamlar ustida yugorida bayon qilingan amallardan
tashqari, kuchli birlashma, algebraik yig‘indi, kuchli kesishma,
algebraik ko ‘paytma, Dekart ko ‘paytma, kosentrlash (jipslash),
cho Zish, songa ko ‘paytirish va boshqga turli amallar ham Kiritilgan.

5.3. Fazzi to ‘plamlarning asosiy xossalari. Berilgan X universal
to‘plamda aniglangan ixtiyoriy A, B va C fazzi to‘plamlar uchun
quyidagi xossalar o‘rinlidir.

1. Kommutativlik.

AUB=BUA, ANB=BNA.
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2. Assotsiativlik.
(AUBUC=4UBUC), (ANBNC=A4NBNC).
3. Idempotentlik.
AUA=A4A,ANA= A
4. Distributivlik.
ANBUC) =(ANBYUMNC),
AUBNC) =(AUBNAUC).
5. Nolning xossalari.
AU =A,8UA=A4, AND=0, TNA=02.
6. Birning xossalari.
ANX=A4, XNA=A4, AUX=X, XUA4A=1X.
7. De-Morgan gonuniari.

8. Involutivlik gonuni.

A=A.

Tabiiyki, bu xossalarning har birini gat’iy isbotlash mumkin.
Distributivlik xossasini ifodalovchi tengliklardan fagat birinchi-
sining, ya’ni AN(BUC )=( ANB)YJ(ANC) tenglikning ishotini kel-
tiramiz. Qolgan barcha tengliklarning isbotini o‘quvchiga topshiriq
sifatida havola gilamiz.

Fazzi to‘plamlarning tengligi, birlashmasi va kesishmasi ta’rif-
lariga ko‘ra ixtiyoriy x € X uchun

min{u,(x), max{u,x), u0))=
= max{min{,(x),1,(0)}, min{p,(x),1, ()}

tenglik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish zarur.
Faraz qilaylik, a= p(x), b = p(x), ¢ = px) bolsin. a, b va
¢ sonlar uchun quyidagi 15 holdan biri ro‘y berishi mugarrardir:

1) a>b>c; 2) a>b=c; 3) a=b>c;
4) a=b=c; 5) a>c>b; 6) a>c=b;
7) a=c>b; 8) b>a>c; 9) b>a=c;
10) b>c>a; 11) b>c=a; 12) b=c>a;
13) c>a>b; 14) c>a=b; 15) ¢>b>a.
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Har bir hol uchun yuqgoridagi tenglik o‘rinlidir:

1) min{a,max{b,c}}= min{a,b} =
max{min{a,b}, min{a,c}}= max{b,c}=b;

2) min{a,max{b,c}}= min{a,b}=b=c,
max{min{a,b}, min{a,c}}= max{b,c}=b=c;

3) min{a,max{b,c}}= min{a,b} =b=a,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{b,c}=b= q;

4) min{a,max{b,c}}= min{a,b} =a=b=c,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{a,a}=a= b=c;

5) min{a,max{b,c}}= min{a,b} =a,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{a,c}=a;

6) min{a,max{b,c}}= min{a,b} = a,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{a,a}=a;

7) min{a,max{b,c}}= min{a,c} =c,
max{min{a,b}, min{a,c}} =max{b,c}—c'

8) min{a,max{b,c}}= min{a,b} = b=c,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{b,c}=b=c;

9) min{a,max{b,c}}= min{a,c} =a=c,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{b, a}=a
10) min{a,max{b,c}}= min{a,b} =

max{min{a,b}, min{a,c}} =max{a,a}=a;
11) min{a,max{b,c}}= min{a,b} = a=c,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{a,a}= a=c;
12) min{a,max{b,c}}= min{a,b} = a,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{a,a}=a;
13) min{a,max{b,c}}= min{a,c} = a,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{b,a}=a;
14) min{a,max{b,c}}= min{a,c} = a=b,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{a,a}=a=b;
15) min{a,max{b,c}}= min{a,c} = a,
max{min{a,b}, min{a,c}} = max{a,a}=a. &

c,

Ta’kidlaymizki, oddiy to‘plamlardan fargli o‘laroq, fazzi to‘p-
lamlar uchun, umumiy holda, AUA#X, ANA=@ (5- va 6-shakl-

larga qarang).

Muammoli masala va topshiriglar

1. Universal to‘plam {x,,x,,x,,x,,x,,x;} shaklda berilgan va unda
A fazzi to‘plamning u (x) a’zolik funksiyasi u(x,)=0,3,
1, (x,)=0, u(x,)=0,5, p,(x)=0,9, u(x)=1, p,(x)=0,8
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tengliklar vositasida aniglangan bo‘lsin. Yuqorida bayon
qgilingan belgilashlardan foydalanib berilgan A fazzi to‘plamni
ifodalang. A fazzi to‘plam misolida fazzi to‘plam tashuvchisi,
o‘tish nuqtasi, balandligi va unimodal fazzi to‘plam kabi
tushunchalarni o‘rganing. A fazzi to‘plamning normal yoki

subnormal bo‘lishini tekshiring. 4 to‘ldiruvchi fazzi toplamni
aniglang.
2. Universal to‘plam {x,,x,,x,,x,} shaklda berilgan va unda

A=0,4/x,+0,2/x,+0/x,+1/x,
B=0,7/x,+0,9/x,+0,1/x,+1/x,
C= 0,1/x,+1/x,+0,2/x,+0,9/x,

fazzi toplamlar aniglangan bo‘lsin.

a) Bu fazzi to‘plamlarning barcha juftlari uchun orasiga « ¢ »
belgisini qo‘yish mumkin bo‘lganlarini aniglang.

b) Bu fazzi to‘plamlarning har biri uchun to‘ldiruvchi fazzi
toplamni aniqglang.

d) Bu fazzi to‘plamlarning barcha juftlari uchun birlashma,
kesishma va ayirma amallarini qo‘llash natijasida hosil bo‘lgan
fazzi to‘plamlarni toping.

3. X=(50, 100) universal to‘plamda aniqlangan A=«Qari» fazzi
to‘plamning a’zolik funksiyasi

M garis () =(1H((x—50)/5)72) 7"
ko‘rinishga ega bo‘lsin.

a) A fazzi to‘plamning balandligini topib uning normal fazzi
to‘plam emasligini ko‘rsating.

b) A fazzi to‘plam uchun o‘tish nuqgtasini toping.

d) A ning unimodal fazzi to‘plam bo‘lish-bo‘Imasligini tekshiring.

4. «1 ga yaqgin migdor» va «1 ga juda yaqin miqdor» fazzi to‘p-
lamlarini aniglang va ulardan foydalanib nazariy ma’lumot-
larni talgin qiling.

5. Fazzi to‘plamlarning asosiy xossalarini isbotlang.

Mustagqil ishlash uchun savollar
1. Qaysi magola fazzi to‘plamlar bilan bog‘liq ilmiy ishlarning
paydo bo‘lishiga asos bo‘ldi?

2. Fazzi to‘plam nima?
3. A’zolik funksiyasi deganda nimani tushunasiz?
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4. Fazzi gism to‘plamning tashuvchisi nima?
5. Fazzi to‘plamning o‘tish nuqtasi qanday aniglanadi?
6. Fazzi to‘plamlarni ifodalashning qanday usullarini bilasiz?
7. Fazzi to‘plamning balandligi deganda nimani tushunasiz?
8. Bo‘sh fazzi to‘plam qanday aniglanadi?
9. Normal va subnormal fazzi to‘plamlar bir-biridan ganday
farglanadi?
10. Unimodal fazzi to‘plam bo‘sh fazzi to‘plam bo‘lishi mum-
kinmi?
11. Qanday shartlar bajarilsa, berilgan fazzi to‘plamlar o‘zaro
teng deb hisoblanadi?
12. Qism fazzi to‘plam tushunchasi ganday aniglanadi?
13. Bir-birini to‘ldiruvchi fazzi to‘plamlar uchun a’zolik funksi-
yalari o‘zaro ganday munosabatda bo‘ladi?
14. Berilgan fazzi to‘plamlar birlashmasi bilan ularning kesish-
masi bir-biridan ganday farglanadi?
15. Fazzi to‘plamlarning ganday xossalarini bilasiz?
16. Oddiy to‘plamlar uchun o‘rinli, lekin fazzi to‘plamlar uchun
o‘rinli bo‘lmagan tenglik topa olasizmi?

6-§. Munosabatlar

Munosabat. Tartiblangan juftlik. Unar, binar va n-ar munosa-
batlar. Aniglanish va giymatlar sohalari. Refleksiv, simmetrik va
tranzitiv munosabatlar. Ekvivalentlik sinfi. Funksiya. Funk-
siyalar tengligi. Bir qiymatli va teskari funksiyalar. Superpozit-
siya. Funksiyalarning funksiyasi. Antisimmetrik va irrefleksiv
munosabatlar. Tartiblash, gisman tartiblash va chiziqli tartib-
lash munosabatlari. Qisman tartiblangan to plam.

6.1. Binar munosabat. Diskret matematikada fundamental
tushunchalardan biri bo‘lgan munosabat tushunchasi predmetlar
(narsalar) va tushunchalar orasidagi alogani ifodalaydi. Quyidagi
to‘ligsiz gaplar munosabatlarga misol bo‘la oladi:

... kichik ... dan, ... teng ... ga, ... bo‘linadi ... ga va hokazo.

Odatda, munosabat tushunchasi to‘plamlar nazariyasi nuqtayi
nazaridan turib o‘rganiladi. Munosabat tushunchasiga aniqlik
kiritish uchun tartiblangan juftlik tushunchasini o‘rganamiz.

I-ta’rif. Ma’lum tartibda joylashgan ikki predmetdan tuzilgan
kortej tartiblangan juftlik, deb ataladi.

Odatda, tartiblangan juftlik quyidagi xususiyatlarga ega, deb
faraz gilinadi:
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1) ixtiyoriy x va y predmetlar uchun < x,y > kabi belgilanadigan
muayyan obyekt mavjud bo‘lib, har bir x va y predmetlarga yagona
tartiblangan < x,y > juftlik mos keladi (< x,y > yozuv «x va y ning
tartiblangan juftligi» deb o‘qiladi);

2) agar ikkita < x,y > va <u,v> tartiblangan juftlik uchun
x=uva y=vy bo‘lsa, u holda < x,y >=<y,v> bo‘ladi.

<x,y> tartiblangan juftlik <x,y>={{x},{x, y}} ko‘rinishdagi
to‘plamdir, ya’ni u shunday ikki elementli to‘plamki, uning bir
elementi {x, y} tartibsiz juftlikdan iborat, boshqa {x} elementi
esa, shu tartibsiz juftlikning qaysi hadi birinchi hisoblanishi
kerakligini ko‘rsatadi.

Tartiblangan juftliklardan birgalikda tartiblangan juftliklar
to ‘plamini tashkil etishadi.

2-ta’rif. <x,y> tartiblangan juftlikdagi x uning birinchi
koordinatasi, y esa ikkinchi koordinatasi, deb ataladi.

Tartiblangan juftliklar atamasi asosida fartiblangan n -liklarni
aniglash mumkin. x, y va z predmetlarning tartiblangan uchligi
< x,y,7> quyidagi tartiblangan juftliklar shaklida aniglanadi:
<<x, y>,z>. Xuddi shu kabi x, x,,...,.x, predmetlarning tartiblan-
gan n-ligi <x, x,,...x >, ta’rifga asosan, <<Xx,, x,...x _ >, x >
tarzda aniglanadi.

Matematik mantiqda n-ar munosabat tartiblangan n-liklar
to‘plami sifatida aniglanadi. Ba’zan n-ar munosabat iborasi o‘rniga
n o ‘rinli munosabat iborasi qo‘llaniladi. Agar munosabat bir o‘rinli
bo‘lsa, u holda u unar munosabat, ikki o‘rinli bo‘lganda esa binar
munosabat, deb ataladi. Unar munosabat xossa (xususiyaf) deb
ham yuritiladi. Adabiyotda, ko‘pincha, 3-ar munosabat ternar
munosabat, deb nomlanadi.

I-misol. {<2,4>,<5,6>,<7,6>,<8,8>} tartiblangan juftliklar
to‘plami binar munosabatdir. B

2-misol. Agar p ayniyat munosabatini bildirsa, u holda
<x,y>e p yozuv x=y ayniyatni bildiradi. ®

3-misol. Agar p onalik munosabatini bildirsa, u holda
<Xurshida, Iroda>e p yozuv Xurshida Irodaning onasi ekanligini
bildiradi. ®

4-misol. Ternar munosabatga butun sonlar to‘plamida
aniglangan qo‘shish amalini misol qilib keltirsa bo‘ladi. ™

Bundan keyin binar munosabat atamasi o‘rnida, gisqalik uchun,
munosabat atamasini ishlatamiz.
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3-ta’rif. Agar p biror munosabatni ifodalasa, u holda <x, y >€ p
va xpy ifodalar o zaro almashuvchi ifodalar deb ataladi.

xpy ifoda (yozuv) «infiks yozuvi» deb yuritiladi va x (predmet)
y (predmet)ga nisbatan p munosabatda, deb o‘qiladi. Odatdagi
x=y, x<y, x=y belgilashlar (yozuvlar) xpy ifodadan kelib chig-
gan deb hisoblash mumkin.

{x/x € A} yozuvni, to‘plamlar nazariyasidagi kabi, «shunday
x lar to‘plamiki, x € A» deb tushunamiz.

4-ta’rif. {x /ayrim y uchun <x, y>e p} to ‘plam p munosabatning
aniglanish sohasi deb ataladi va D, kabi belgilanadi.

S-ta’rif. {y /ayrim x uchun <x, y>e p } to‘plam p munosabat-
ning qiymatlar sohasi, deb ataladi va R kabi belgilanadi.

Boshgacha qilib aytganda, p munosabatnmg aniglanish sohasi
shu p munosabatning birinchi koordinatalaridan tashkil topgan
to‘plamdir, ikkinchi koordinatalaridan tuzilgan to‘plam esa, uning
giymatlar sohasidir.

5-misol. {<2,4>, <3,3>, <6,7>} ko‘rinishdagi p munosabat
berilgan bo‘lsin. U holda D ={2, 3,6, R=1{4,3,7};. m

Tartiblangan juftlikiar to‘plami tushunchasidan foydalanib,
Dekart ko‘paytmasini (ushbu bobning 4-paragrafiga garang)
boshgacha ham aniqlash mumkin. Agar x biror X to‘plamning
elementi, y esa Y to‘plamning elementi bo‘lsa, u holda tartiblangan
<x, y> juftliklar Cto‘plami X va Yto‘plamlarning Dekart ko‘payt-
masi deyiladi:

C=XxY={<x, y>/xe X, yet}.

Har bir p munosabat XxY to‘g‘ri ko‘paytmaning gism
to‘plami bo‘ladi va X D Yo R

6-ta’rif. Agar p c:XxY bo‘lsa u holda p shu X dan Y ga
bo ‘lgan munosabat, deb ataladi.

7-ta’rif. Agar p cXxY va Z2XUY bo¥sa, u holda p dan
Z ga bo‘lgan munosabat, deb ataladi.

§-ta’rif. Z dan Z ga bo ‘lgan munosabat Z ichidagi munosabat,
deb ataladi.

9-ta’rif. X to ‘plam ichidagi X x X munosabat X ichidagi universal
munosabat, deb ataladi.

10-ta’rif. {<x,x>/ xe X} munosabat X ichidagi ayniyat munosa-
bati, deb ataladi va i_yoki i simvolj bilan belgilanadi.

Ixtiyoriy X' to‘plamining x va y elementlari uchun xi y ifoda
x =y bilan teng kuchlidir.
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A to‘plam va p munosabat berilgan bo‘lsin. U holda p {4}=
{y/A ning ayrim x lari uchun xpy} bo‘ladi.

11-ta’rif. p{A} to‘plam A to‘plam elementlarining p-obrazlari
to ‘plami, deb ataladi.

6-misol. y=2x+1 tenglama bilan aniglangan to‘g‘ri chizigni
{<x,y>e RxR/y=2x+1}, ushbu y<x tengsizlikni esa {<x,y>e RxR/
y <x} shaklda ifodalash mumkin. ®

6.2. Ekvivalentlik munosabati. Munosabatlar turli xossalarga
ega bo‘lishi mumkin. Matematikada quyidagi 12- ta’rifda ko‘rsatilgan
uchta xossaga ega bo‘lgan munosabatlar ko‘p uchragani uchun
ularga maxsus nom berilgan.

12-ta’rif. X to‘plamning ixtiyoriy x elementi uchun:

agar xpx bo‘Isa, u holda p munosabat X to ‘plamidagi refleksiv
munosabat;

agarx py dany p x kelib chigsa, u holda p munosabat simmet-
rik munosabat;

agar xpy vaypzdan xpz kelib chigsa, u holda p munosa-
bat tranzitiv munosabat, deb ataladi.

13-ta’rif. Agar biror to ‘plamdagi munosabat refleksiv, simmetrik
va tranzitivlik xossalariga ega bo‘lsa, u holda bunday munosabat
shu to ‘plamdagi ekvivalentlik munosabati, deb ataladi.

Agar p munosabat X to‘plamdagi ekvivalentlik munosabati
bo‘lsa, u holda D, =X bo‘lishi ravshandir.

7-misol. Quy1dag1 har bir munosabat muayyan to‘plamdagi
ekvivalentlik munosabatiga misol bo‘la oladi.

1. Istalgan to‘plamdagi tenglik munosabati.

2. Tekislikda joylashgan barcha uchburchaklar to‘plamidagi
o‘xshashlik munosabati.

3. Butun sonlar to‘plamidagi #» modul bo‘yicha tagqoslash
munosabati.

4. O‘zbekiston Respublikasida yashovchi odamlar to‘plamidagi
«bir uyda yashovchilar» munosabati. &

Ekvivalentlik munosabati ushbu asosiy xususiyatga ega: u
to‘plamni kesishmaydigan qism to‘plamlarga bo‘ladi. Masalan,
7-misolning 4-bandidagi «bir uyda yashovchilar» munosabati
O‘zbekiston Respublikasida yashovchi odamlar to‘plamini bir-
biri bilan kesishmaydigan «bir uyda yashovchilar» va «qolganlar»
gism to‘plamlariga bo‘ladi. Bu aytilganlarni quyidagicha umum-
lashtirish mumkin.
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14-ta’rif. p biror X to ‘plamdagi ekvivalentlik munosabati bo ‘Isin.
Agar X to‘plamning A gqism to ‘plamida shunday x element topilib,
A= {y/xpy} bo'lsa, u holda A qism to‘plam ekvivalentlik sinfi
yoki ekvivalentlik p -sinfi deb ataladi.

Keltirilgan ta’rifga asosan, X to‘plamning A gism to‘plami
ekvivalentlik sinfi bo‘lishi uchun X to‘plamning A=p [{x}] teng-
likni qanoatlantiruvchi x elementi mavjud bo‘lishi yetarli va zarurdir.
Agar p munosabat to‘g‘risida hech ganday shubha tug‘ilmaydigan
bolsa, u holda X to‘plamdagi x elementlarning p -obrazlari
to‘plami [x] shaklida belgilanadi (ya’ni p [{x}]=[x]) va bu to‘plam
x yuzaga keltirgan ekvivalentlik sinfi, deb ataladi. Ekvivalentlik sinfi
quyidagi ikki xususiyatga ega:

1) xe[x] — bir sinfning hamma elementlari o‘zaro ek-
vivalentdir;

2) agar xpy bo‘lsa, u holda [x]=[y].

1-xossa ekvivalentlik munosabatining refleksivlik xususiyatidan
kelib chigadi.

2-xossani isbotlaymiaz. x py bo‘lsin, ya'ni x element y ele-
mentga ekvivalent bo‘Isin, u holda [y] ¢ [x]. Haqiqatan ham, z [y |
(va’ni yp z ) munosabatdan va x p y bo‘lganligi uchun p muno-
sabatining tranzitiv xususiyatiga asosan, x pz kelib chiqadi,
ya’ni z € [x]. Ekvivalentlik munosabatining simmetriklik xossa-
sidan foydalanib [x] < [y] bo‘lishini isbot gilish mumkin. Demak,
[x] = [yl

6.3. Funksiya tushunchasi. Funksiyalar superpozitsiyasi. Funksiya
tushunchasini yuqorida o‘rganilgan atamalar orqali aniglaymiz.
Funksiya shunday munosabatki, uning turli elementlarining (juft-
liklarining) birinchi koordinatalari hech gachon o‘zaro teng bo‘l-
maydi. Funksiyaning grafigi tartiblangan juftliklar to‘plamidan iborat.
Funksiya bilan uning grafigi orasida hech ganday farq yo‘q.

Shunday qilib, fmunosabat quyidagi talablarni ganoatlantirgan-
dagina funksiya bo‘la oladi:

1) f ning elementlari fagat tartiblangan juftliklardan iborat;

2) agar <x,y> va <x,z7> elementlar f ning elementlari bo‘lsa,
u holda y =z bo‘ladi.

§-misol. {<1,2>, <2,2>, <3,4>} shakida berilgan s munosabat
funksiyadir va D= {1,2,3}, R={2,4}. &

9-misol. {<3,4>, <3,5>, <4,6>} munosabat funksiya bo‘la
olmaydi, chunki <3,4> va <3,5> elementlarining birinchi
koordinatalari o‘zaro teng. ®
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10-misol. {<x,x*+x+1>/xe R} funksiyadir, chunki agar x=u
bo‘lsa, u holda x*+x+1=w*+u+1. m

11-misol. {<x?, x>/x< R} munosabat funksiya bo‘la olmaydi,
chunki uning birinchi koordinatalari o‘zaro teng bo‘lgan
elementlari (masalan,<1,1> va <1,—1>) mavjud. ®

15-ta’rif. Agar f funksiya va <x,y > f (ya’ni xfy) bo‘lsa, u
holda x berilgan f funksiyaning argumenti, y esa shu funksiyaning
x argumentdagi qiymati yoki x elementining obrazi, deb ataladi.

x argumentning f funksiyasini belgilash uchun xf, f(x), fx
yoki x/ yozuvlardan foydalaniladi. f(x) yozuvni f(x)=f[{x}] deb,
ya’ni x elementning f -obrazlari to‘plami, deb qarash mumkin.

Berilgan fva g funksiyalar bir xil elementlardan tuzilgan bo‘lsa,
bunday funksiyalar teng bo‘ladi (f=g), ya’ni boshgacha qilib
aytganda, D, D va barcha x argumentlar uchun f(x)=g(x) bo‘l-
sagina, f= g boladi.

Shunday qilib, funksiya berilgan bo‘lishi uchun uning
aniglanish sohasi va shu sohaning har bir elementi uchun funk-
siyaning giymati berilishi kerak.

12-misol. Berilgan f funksiya uchun {<x,x*+x+1>/xe R} dan
f(x)=x**+x+1 kelib chigadi. ®

Agar f funksiyaning aniqglanish sohasi Re Y bo‘lsa, u holda
funksiyaning o‘zgarish sohasi Y to‘plami ichida bo‘ladi, deb yuri-
tiladi va quyidagicha belgilanadi:

f: XY yoki X Ly

Yugorida ko‘rsatilgan hamma f to‘plam X'xY to‘plamning gism
to‘plami bo‘ladi, uni Y* deb belgilaymiz.

Agar X=0 bo‘lsa, u holda Y* faqatgina bir elementdan iborat
bo‘ladi va u XxY to‘plamning bo‘sh gism to‘plamidir. Agar Y=
va bo‘lsa, uholda Y*=0 .

16-ta’rif. Agar f funksiya uchun x,# x, bolishidan f (x )= f (x,)
kelib chigsa, u holda f bir giymatli funksiya deb ataladi.

17-ta’rif. Berilgan f va g funksiyalarning superpozitsiyasi deb
gof = {<x, 7> / shunday y borki, xfy va ygz} to ‘plamga aytiladi.

Berilgan f va g funksiyalarning geof superpozitsiyasi ham
funksiya bo‘ladi. fva g funksiyalarning z=gef superpozitsiyasini
z= g (f(x)) ko‘rinishda yozish mumkin. Superpozitsiyaga berilgan
funksiyalar ustida bajarilayotgan amal, deb qarasa bo‘ladi. Funk-
sivalarning superpozitsiyasi funksiyalarning funksiyasi deb ham
ataladi.
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13-misol. y =sin x va z=Iny bo‘lsin, u holda z=1nsin x funksiya
sin x va Iny funksiyalarning superpozitsiyasidir. ®

Superpozitsiya amali assotsiativlik qonuniga bo‘ysunadi, ya’ni
ixtiyoriy g, f va h funksiyalar uchun quyidagi tenglik o‘rinlidir:

&S foh)=(g°f)h.

Agar f:X »>Y va g:Y - Z boflsa, u holda gef:X—Z va
(g°f) :(x)=g (f(x)) boladi.

18-ta rif. Agar f bir qgiymatli funksiya bo ‘Isa, u holda f funksiyadan
koordinatalarining o ‘rinlarini almashtirish natijasida hosil bo ‘ladigan
funksiya [ funksiyasiga teskari funksiya, deb ataladi va f~' kabi
belgilanadi.

Faqatgina bir giymatli funksiyalar uchun bajariladigan f~!
amaliga qaytarish amali deyiladi.

f~! funksiyaning aniglanish sohasi uchun Df_1=Rf, o‘zgarish
sohasi uchun esa R._ =D, o‘rinlidir.

6.4. Tartiblash munosabati. Endi tartiblash munosabatini
o‘rganamiz.

19-ta’rif. Berilgan X to‘plamdagi x va y elementlar uchun y p x
munosabat o‘rniga x py munosabat o‘rinli bo lishini ko ‘rsatuvchi
munosabat tartiblash munosabati, deb ataladi.

Tartiblash munosabati yordamida elementlarni ganday tartibda
qo‘yish masalasini hal etish mumkin. Haqiqiy sonlar to‘plami uchun
<, <, >,> munosabatlar tartiblash munosabatlariga misol bo‘la
oladi. To‘plamlar sistemasi uchun xuddi shunga o‘xshash vazifani
<, < munosabatlar o‘ynaydi (ushbu bobning 3-paragrafiga garang).

20-ta’rif. Agar X to ‘plamining ixtiyoriy x va y elementlari uchun
birvagtda xpy vay px bajarilishidan x =y bo lishi kelib chigsa,
u holda bunday p munosabat antisimmetrik munosabat, deb ataladi.

21-ta’rif. X to‘plam ichida refleksivlik, antisimmetrik va
tranzitivlik xossalariga ega bo‘lgan p munosabat X to ‘plamdagi
qisman tartiblash munosabati, deb ataladi. Har qanday refleksiv
va tranzitiv munosabat tartiblash munosabati, deb ataladi.

Qisman tartiblash munosabati odatdagi «<» simvol bilan
belgilanadi. Agar < munosabati X to‘plamni qisman tartiblasa, u
holda X to‘plamning istalgan x va y elementlari uchun x< y
munosabat bajarilishi ham, bajarilmasligi ham mumkin. Agar
x<yvax=#ybolsa, u holda x <y deb yoziladi va «x (element) y
(element)dan kichik» yoki «x (element) y (element)dan oldin
keladi», deb o‘qgiladi.
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22-ta’rif. X to‘plamning har qanday x elementi uchun xp x
munosabat bajarilmasa, u holda p shu X to‘plamdagi irrefleksiv
munosabat, deb ataladi.

Agar < munosabat X to‘plamdagi gisman tartiblash muno-
sabati bo‘lsa, u holda < munosabat X to‘plamidagi irrefleksiv va
tranzitiv munosabat bo‘ladi.

23-ta’rif. Qisman tartiblash p  munosabaing (o %garish sohasi
bilan ustma-ust tushuvchi) aniglanish sohasiga qarashli ixtiyoriy turli
x vay elementlari uchun yo xpy, yoki ypx o'rinli bosa,
bunday munosabat chizigli (oddiy) tartiblash munosabati, deb ataladi.

Hagqiqiy sonlarni giymatlariga qarab tartiblash chizigli tartiblash
munosabatiga misol bo‘la oladi.

24-ta’rif. Agar biror X to ‘plamda qgismar tartiblash munosabati
< berilgan bo‘lsa, u holda bu to ‘plam qgisman tartiblangan to ‘plam,
deb ataladi va u <X, < > tartiblangan juftlikdan iborat bo ‘ladi.

25-ta’rif. Agar biror X to‘plamda chizigli (oddiy) tartiblash
munosabati < berilgan bo‘lsa, u holda bu to‘plam chizigli (oddiy)
tartiblangan to‘plam, deb ataladi va u < X, < > tartiblangan
Jjuftlikdan iborat bo ‘ladi.

Masalan, agar f to‘plamlar sistemasi bo‘lsa, u holda < f,c >
gisman tartiblangan to‘plam bo‘ladi.

X to‘plamining < tartiblash munosabati va X’ to‘plamining
<’ tartiblash munosabati berilgan bo‘lsin. Agar f:X —X” funksiya
uchun x <y dan f(x) <’f(y) kelib chigsa, u holda bu funksiya
X to‘plamining < tartiblash munosabatiga va X” to‘plamining <’ tartib-
lash munosabatiga nisbatan tartibini saqlaydi, deb hisoblanadi. Agar
X va X” to‘plamlar orasida shunday o‘zaro bir giymatli moslik
topilsaki, uning o‘zi ham, teskarisi ham tartibni saqlasa, u holda
bu o‘zaro bir giymatli moslik gisman tartiblangan <X, < > va
<X, < > to‘plamlar orasidagi izomorfizmdir.

Endi gisman tartiblangan to‘plamlar bilan bog‘liq bir necha
tushunchalarni o‘rganamiz. Agar X to‘plamning barcha x
elementlari uchun y < x bo‘lsa, u holda uning y elementi X to‘p-
lamning < qisman tartiblash munosabatiga nisbatan eng kichik
elementi, deb ataladi. Agar shunday element mavjud bo‘lsa, u
holda u yagonadir. Agar X to‘plamning hech qaysi x elementi
uchun x <y munosabat bajarilmasa, u holda uning y elementi X" to‘p-
lamning € qisman tartiblash munosabatiga nisbatan minimal
elementi, deb ataladi. Ravshanki, berilgan to‘plamda minimal
element yagona bo‘lmasligi ham mumkin.
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Agar har ganday xe X uchun x<y bo‘lsa, u holda X to‘p-
Jamning y elementi shu to‘plamning < munosabatiga nisbatan
eng katta elementi, deb aytiladi. Agar shunday element mavjud
bo‘lsa, u yagonadir. X to‘plamning hech qaysi x elementi uchun
x> y munosabat bajarilmasa, u holda X to‘plamning y elementi
shu to‘plamning < munosabatiga nisbatan maksimal elementi,
deb ataladi.

Agar X to‘plamning bo‘sh bo‘lmagan ixtiyoriy gism to‘plami
eng kichik elementga ega bo‘lsa, u holda < X, < > gisman tartib-
langan to‘plam toliq tartiblangan fo‘plam, deb ataladi. Odatdagi
tartibga ega {0; 1, 2,...} (manfiymas butun sonlar) to‘plam to‘liq
tartiblangan to‘plamga misol bo‘la oladi.

<X, < > gisman tartiblangan va A < X bo‘lsin. Agar istalgan
ae X uchun a <x bajarilsa, u holda X to‘plamning x elementi
A to‘plamning yugqori chegarasi, deb ataladi. Xuddi shu kabi, agar
istalgan a e A uchun x < abajarilsa, u holda Xto‘plamning x ele-
menti A to‘plamning quyi chegarasi, deb ataladi.

Agar M tartiblangan to‘plam bo‘lsa, u holda uning M' gism
to‘plami ham tartiblangan bo‘ladi. Agar bu tartiblangan to‘plam
chizigli bo‘lsa, u holda M' gism to‘plam M to‘plamning zanjiri
deyiladi. /= |M'|—1 ifoda zanjirning uzunligi deb ataladi, bu yerda
|M'| — chiziqli tartiblangan M' gism to‘plamning quvvati. [ uzun-
likdagi har bir zanjir 1,2,...,/+1 butun sonli zanjirga izomorfdir.

M to‘plamning eng katta elementini m, bilan va eng kichik
elementini m, bilan belgilaymiz.

M tartiblangan to‘plam m, elementining balandligi d(m) deb
my<m <m,<...m, (M to‘plamning) zanjirlar uzunligining
maksimumiga (/__) aytiladi. M tartiblangan to‘plam uzunligi d(M)
deb M to‘plamdagi zanjirlar uzunligining maksimumiga aytiladi,
ya’ni tartiblangan M to‘plamning uzunligi d(M) uning elementlari
balandligi d(m,) ning maksimumiga teng: d(M)=max d(m,), me M.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Tenglamasi y=2x+1 ko‘rinishda bo‘lgan to‘g‘ri chizigni
{<x,y>e R x R/y=2x+1} va y<x munosabatini {<x,y>e
€ R x R/y < x} shakllarda yozish mumkinligini tushuntiring.

2. {<2,4>, <5,6>, <7,6>, <8,8>}} tartiblangan juftliklar
to‘plami binar munosabati bo‘lishi yoki bo‘lmasligini tek-
shiring.
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3. {<1,2>, <2,2>, <3,4>} funksiyaning aniglanish va qiy-
matlar sohasini toping.

4.{<3,4>, <3,5>, <4,6>} munosabat funksiya bo‘lishi yoki
bo‘lmasligini tekshiring.

5. {<x, ¥ +x+1>/xe R} funksiya bo‘lishini isbotlang.

6. {<x?, x >/x e R} funksiya bo‘la olmasligini isbotlang.

7. Bul algebrasining Kantor algebrasiga izomorf ekanligini
isbotlang.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Munosabatlar tushunchasi nimani ifodalaydi?

2. Binar munosabat deb nimaga aytiladi?

3. Ekvivalentlik munosabati nima?

4. Qanday munosabatlar refleksiv, simmetrik va tranzitiv mu-
nosabatlar deb ataladi?

5. Funksiya tushunchasini bilasizmi?

6. Funksiyalar superpozitsiyasi deganda nimani tushunasiz?

7. Tartiblash munosabatini qanday tushunasiz?

7-§. Fazzi munosabatlar

To‘plam. Element. Dekart ko ‘paytmasi. Munosabat. Fazzi
to‘plam. Fazzi munosabat. Fazzi munosabatning gismi,
to ‘ldiruvchisi. Fazzi munosabatlarning birlashmasi, kesishmasi,
algebraik ko ‘paytmasi, algebraik yig‘indisi, kompozitsiyasi.

7.1. Fazzi munosabat tushunchasi. 1 bobning 5-paragrafida fazzi
to‘plam tushunchasi o‘rganilgan edi. Endi fazzi munosabat
tushunchasini kiritamiz. Berilgan X, X,,..., X universal to‘p-
lamlarning Dekart ko‘paytmasi X= X, x X, x..x X bo‘lsin.

I-ta’rif. X Dekart ko paytmasining fazzi gism to plami X, X,,..., X,
to ‘plamlarda aniqlangan n-ar fazzi munosabat deb ataladi.

Ko‘pincha «n-ar fazzi munosabat» iborasidagi «n-ar» tushirib
goldiriladi. Fazzi munosabatlarni belgilashda turli usullardan
foydalaniladi. Fazzi to‘plam tushunchasi ta’rifiga ko‘ra, R: (X,
X,,...,.X) — [0,1] fazzi munosabatni aniglovchi fazzi to‘plamning
Mg (X, X,5eey Xx,) @'zOlik funksiyasi qiymati (x,, x,,..., X,) (x,€ X,

i=1,n ) elementlar orasidagi n-ar R fazzi munosabatning bajarilish
darajasini ifodalaydi.
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n=72bo‘lgan holda Xva Yto‘plamlarda aniglangan R: Xx ¥ —
— [0,1] fazzi munosabat X x Y Dekart ko‘paytmasining har bir
(x, y) elementiga u,(x, y)e[0,1] kattalikni mos qo‘yadi. X=Y
bo‘lganda, R: Xx X — [0,1] fazzi munosabat X to‘plamda aniglan-
gan, deb yuritiladi.

I-misol. 1. X= {x, x,, x;} va Y={y,y, Vs y4} to‘plamlarda
aniglangan XMY fazzi munosabat (anigrog'i, uni aniglovch fazzi
to‘plam a’zolik funksiyasi), masalan, 1-jadvaldagidek berilishi
mumkin.

1-jadval

MYy vy | v | ¥ | o
X, 1 ]05]01]0,3
x, 0 |08] 1|07
x| 0 0 o6 1

2. X=1{0,1,2,3} to‘plamda aniqlangan «x =y» («xtagribany ga
teng») fazzi munosabatni, masalan, gqiymatlari quyidagi matritsada
berilgan u,,_,(x, y) a’zolik funksiyasi vositasida ifodalash mumkin.

01 2 3¢ yxi

1 0502 01) ¢
051 06 03] |

K ( X,y )=
» 0206 1 08| 2

0103081 3

3. Agar universal to‘plam X'= [0, 3] ko‘rinishda berilgan bo‘lsa,
u holda «x = y» fazzi munosabat uchun a’zolik funksiyasi sifatida,
masalan, g, (x, y) = e %**? funksiya olinishi mumkin. ®

A’zolik funksiyasi ,(x, y) bo‘lgan R fazzi munosabat berilgan
bo‘lsa, a’zolik funksiyasi quyidagicha aniglangan munosabat fazzi
munosabatga yaqin oddiy munosabat (uni R deb belgilaymiz)
sifatida qaralishi mumkin:

0,uz (x,y)<0,5bo‘lganda,
ug (x,y)=31,up (x,y)>05 bo‘lganda,
0 yoki 1, 1, (x,y)=0,5bo‘lganda.
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Ko‘pchilik hollarda p,(x, y)=0,5 bo‘lganda, p,(x, y) = 0 deb
olinadi.

XvaY to plamlarda aniglangan hamda p,(x,y) a’zolik funk-
siyasi bilan ifodalanuvchi XRY fazzi munosabat berilgan bo‘lsin.

2-ta’rif. Xx Y Dekart ko ‘paytmasining i, (x, y)> 0 shartni
qanoatlantiruvchi barcha (x, y) elementlaridan tashkil topgan S(R)
to ‘plam XRY fazzi munosabatning tashuvchisi, deb ataladi.

3-ta’rif. A’%olik funksiyasi 1— p(x,y) bo‘lgan R fazzi muno-
sabat R fazzi munosabatning to ‘ldiruvchisi, deb ataladi.
2-misol. [0, 5] to‘plamda aniglangan va

e |x—y|<2 bo‘lganda,
#«x:y» (xsy)= I yl g

0, aks holda,
a’zolik funksiyasi bilan ifodalanuvchi «x=y» («x tagriban y ga teng»)
fazzi munosabatni M bilan belgilaymiz. U holda M fazzi
munosabatning tashuvchisi

S(My= {(x, ):0<x<5, 0<y<5, x—)<2}

to‘plam bo‘ladi. M fazzi munosabatning to‘ldiruvchisi M fazzi
munosabat « x tagriban y ga teng emas», deb ifodalanishi mumkin.

3-ta’rifga ko‘ra, M fazzi munosabatning a’zolik funksiyasi
1-e37” |x-y|<2 bo‘lganda,

J— x s —3
o (X,7) {1, aks holda,
va 2-ta’rifga ko‘ra, § (M )={(x,y):0sx<5, 0<y<5, x=y} bo‘ladi. B

4-ta’rif. Agar Xx Y Dekart ko ‘paytmasining barcha (x, y) ele-
mentlari uchun Uy, x,y)= uRz(x y) tenglik bajarilsa, u holda
XR Yva XR)Y fazzl munosabatiar o Zaro ekvivalent deb ataladi.

Benlgan R, va R, fazzi munosabatning o‘zaro ekvivalentligi
R=R, (ba’zan R R)) shaklda belgilanadi va «ekvivalent» iborasi
o rmda «teng» 1bora51 ham qo‘llanilishi mumkin.

S-ta’rif. Agar Xx Y Dekart ko 'paytmasining barcha (x, y)
elementlari uchun Hg, x,y)= “Rz(x y) tengsizlik bajarilsa, u holda

XR, Y fazzi munosabat XR,Y fazzi munosabatning qismi, deb ataladi.
R, fazzi munosabat R, fazzi munosabatning gismi bo‘lishi
R, c R, ko‘rinishda yoziladi va «R, fazzi munosabat R, fazzi
munosabatda yotadi» yoki «R, (fazzi munosabat) R, ni (fazzi
munosabatni) o‘z ichiga oladi (qgamraydi)», deb o‘giladi.
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3-misol. [0, ~] to‘plamda aniglangan hamda mos ravishda

0, x>y bo‘lganda,
pg (x,y)=

1-e 4 7 3>5 bo‘lganda,

( 0, x>y bo‘lganda,
H )=
f l1-e% 7 3> bo‘lganda,

a’zolik funksiyalari bilan ifodalanuvchi y >>x («y son x sondan
juda katta») tipidagi ikkita R va R, fazzi munosabatlar berilgan
bo‘Isin. Ravshanki, agar k,> k, bo‘lsa, u holda R, fazzi munosabat
R, fazzi munosabatning qgismi bo‘ladi. ®

7.2. Fazzi munosabatlar ustida amallar. Fazzi munosabatlar
ustida turli amallar bajarish mumkin. Bu yerda bunday amallardan
ba’zilari bilan tanishamiz.

X'va Y to‘plamlarda aniqlangan, mos ravishda, ,uR (x,y) va

uRz(x y) va a’zolik funksiyalari bilan 1foda1anuvch1 ikkita R
va R, fazzi munosabatlar berilgan bo‘lsin.

6-ta’rif. A’zolik funksiyasi max{uR1 (x,y), uRz(x, v)} bo‘lgan
R1 UR2 Jazzi munosabat R, va R, fazzi munosabatlarning birlash-
masi, deb ataladi.

7-ta’rif. A’zolik funksiyasi min{uR1 x, ), uRz(x, y)} bo‘lgan
R, NR, fazzi munosabat R, va R, fazzi munosabatlarning kesishmasi,

deb ataladi.
4-misol. X = {x,, x,} va Y= {y,, »,, y;} to‘plamlarda aniqlangan
XM, Y va XM, Y fazzi munosabatlar p ", (x,y)va u M, (x,y) a’zolik

funksiyalari, mos ravishda, 1- va 2-jadvallarda berilgan:

1- jadval 2-jadval
,UMl(x:.V) Y Y, Vs ﬂMz(x:y) | » Y, Y3
X, 0,2 | 0,1 0,8 X, 0,71 09 { 0,8
X, 1 0,7 1 0,2 X, 031 06 | 0,5

Berilgan fazzi munosabatlar B=M, UM, birlashmasi va

K=M,NM, kesishmasining x,(x, y ) va g1, (x, y ) a’zolik funksiya-
larini, mos ravishda, 3- va 4-jadvallardagidek ifodalash mumkin. ®
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3-jadval 4-jadval
Hy(x,) Y, Y, VA He(x,Y) » Y, ¥,
X, 07 | 09 ] 08 X, 02 ] 011 08
X, 1 0,7 0,5 X, 0,3 0,6 0,2

8-ta’rif. A%olik funksiyasi Iy, (x,y) va p, (x,y) bo’lgan R'R,
Jazzi munosabat R, va R, fazzi munosabatlamlﬁg algebraik ko payt—
masi, deb ataladl

9-ta’rif. A’zolik funksiyasi

'uRl (X, y) + I~lR2 (x’ Yy )_'uRl (xs y ),LLR2 (x9 y)

bogan R +R, fazzi munosabat R, va R, fazzi munosabatlarning
algebraik yig‘indisi, deb ataladi.

5-misol. 4-misolda berilgan M, va M, fazzi munosabatlarning
algebraik ko‘paytmasi A=M, - M, va algebraik yig‘indisi bo‘lgan
C=M, +M, fazzi munosabatlar 11,(x,) va tc(x.y) a’zolik funk-
siyalari, mos ravishda, 5- va 6-jadvallarda berilgan. ®

S-jadval 6-jadval
,U.A (x)y) yl y2 y3 :uc (X,}’) J’, y2 y3
X, 0,14 | 0,09 | 0,64 X, 0,76 | 0,91 | 0,96
x, 0,3 1042 0,1 X, 1 0,881 0,6

Fazzi munosabatlar ustida yuqorida kiritilgan amallar distribu-
tivlik xossalariga ega, ya’ni X va Y to‘plamlarda aniglangan ixtiyoriy
A, Bva C fazzi munosabatlar uchun quyidagilar o‘rinlidir:

1. AN(BUC )=(ANB)J(ANC).
2. AU(BUC )=(AUB)N( AUC).
3. A(BUC)=(A4-B)U(AC).
4. A(BNC)=(A-B)(AC).
5. A+( BUC)=( A+B)U( A+C).
6. A+( BNC)=(A+B)N(A+C).

Bu xossalardan fagat 1-sini isbotlash bilan kifoyalanamiz.
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1-xossaning isboti. Xx Y Dekart ko‘paytmasining barcha ele-
mentlari uchun

min{u (x, y), max{uyx, ), px, )=

= max{min{p(x, y), py(x, y)imin{y (x, y),u(x, »}}

tenglik bajarilishini ko‘rsatish kerak. (x,y) — Dekart ko‘paytma-
sining ixtiyoriy elementi hamda a = u (x, y), b = p,x, y) va
¢=px, y) bo‘lsin. Ushbu bobning 5-paragrafidagi fazzi
to‘plamlar uchun distributivlik xossasini ifodalovchi AN( BUC )=

=(ANB)U(ANC) tenglikni isbot gilishdagidek bu yerda ham mum-

kin bo‘lgan 15 holdan biri ro‘y berishi mumkin. Mumkin bo‘lgan

barcha 15 holda ham isbotlanishi kerak bo‘lgan tenglik to‘g‘ri. ®
Qolgan xossalarining isboti o‘quvchiga havola gilinadi.
10-ta’rif. Xva Z to‘plamlarda aniqlangan, a’zolik funksiyasi

max min{y, (x, y), K (%, 2)}

bo‘lgan R R, fazzi munosabat X va Y fo‘plamlarda aniqlangan
R, hamda X va Y to‘plamlarda aniglangan R, fazzi munosabat-
larning kompoZitsiyasi, deb ataladi.

5-misol. X= {xla xz}a Y= {yp yga y3} va Z= {Zv ZZ’ Z3, Z4}
to‘plamlar berilgan bo‘lsin. A’zolik funksiyalari, mos ravishda,
7-, 8-jadvallarda ifodalangan X va Y to‘plamlarda aniglangan XF, Y
hamda Yva Z to‘plamlarda aniglangan XF,Y fazzi munosabatlarning
K=F,~F, kompozitsiyasini (X va Z to‘plamlarda aniglangan XKZ
fazzi munosabatni) topamiz:

7-jadval &-jadval
B, x,y) ¥, ¥, ¥, Hr, x| % zZ, zZ, zZ,
X, 0,1 { 0,7 ] 08 Y 0 l05})01]0,8
X, 0,5 0 0,2 Y, 031020671 0,5
¥, 1 0 105] 0,1

1) pylx;, 7)) = maximin{p, Ce, y)stty, (015 21
min{u, (X, ¥,),1, 0> 1)}, min{p, (x,, y,),4, (v, )=
= max{min{0,1;0}, min{0,7;0,3}, min{0,8;1}}=
= max{0;0,3,0,8}=0,8;
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2) pp(x,, z,) = max{min{0,1;0,5}, min{0,7;0,2}, min{0,8;0}}=
=max{0,1;0,2;0}=0,2;

3) pe(x, ) =0,6; 4) p(x,,2)=0,5; 5) p(x,z)=02;
6) 1e(x, 2) =0,5; 7) pe(x,, ;) =0,2; 8) p,(x,,z,) =0,5.
Bu giymatlarni 9-jadvalga joylashtiramiz. ®m

9-jadval

/.l K (x:y ) z1 z2 z3 ZA

X 0,81 021] 0,6/ 0,5
) 021051021]0,5

Kompozitsiya amalining xossalari sifatida quyidagilarni kelti-
ramiz. Ixtiyoriy A, B va C fazzi munosabatlar uchun quyidagilar
o‘rinlidir.

1. Assotsiativlik: (Ao B)oC=Ao(B-C).

2. Birlashmaga nisbatan distributivlik:

Ao(BUC)=(AB)J(A-C).
3. Agar Ac B bo‘lsa, u holda R° A< R° B bo‘ladi.

Ta’kidlaymizki, kompozitsiya amali uchun kesishmaga nisbatan
distributivlik xossasi o‘rinli emas, ya’ni, umuman olganda,
Ao(BNC)va(A-B)N(A-C) va fazzi munosabatlar o‘zaro ekvi-
valent emas.

10-ta’rifdagi a’zolik funksiya ko‘rinishiga asoslanib, uni
(max,min)-kompozitsiya, deb ham atashadi. Agar 10-ta’rifdagi a’zolik
funksiyasi boshqacha, masalan, max{ /le(x, V)t (x,y)} ko‘ri-
nishda ifodalansa, u holda (max,*)-kompozitsiya tushunchasi hosil
bo‘ladi.

Fazzi to‘plam va fazzi munosabat bilan bog‘liq matematik
nazariya matematikaga bir gator tushunchalarning kirib kelishiga
asos bo‘lib xizmat qildi. Fazzi xulosalar, fazzi giymatlar va ular
ustida amallar, yumshoq hisoblashlar (soft computing), lingvistik
o0 7garuvchilar, fazzi mantiq va hokazolar shunday tushunchalar
jumlasidandir.
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Muammoli masala va topshiriqlar

1. Fazzi munosabatlar ustida amallarning distributivligini
ifodalovchi 2—6-xossalarni isbotlang.

2. Fazzi munosabatlar uchun de-Morgan qonunlarini tekshirib
ko‘ring.

3. Ixtiyoriy A, Bva C fazzi munosabatlar uchun A4-( B :LC )=
=(A-B)+(A-C) ofrinli bo‘lish shartini toping.

4. Ixtiyoriy A, B va C fazzi munosabatlar uchun (A:rB ):LC =

=A+(B+C) ofrinli bo‘lishini isbotlang.
5. Kompozitsiya amalining xossalari isbotlang.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. n-ar fazzi munosabat nima?

2. Fazzi munosabatning bajarilish darajasi deganda nimani tu-
shunasiz?

3. Fazzi munosabatga yaqin oddiy munosabat ganday aniqla-
nadi?

4. Fazzi munosabatning tashuvchisi ganday to‘plam?

5. Fazzi munosabatning to‘ldiruvchisi nima?

6. Fazzi munosabatlarning birlashmasi va kesishmasi ganday
aniglanadi?

7. Fazzi munosabatlar algebraik ko‘paytmasi, yig‘indisi uchun
a’zolik funksiyalari ko‘rinishini bilasizmi?

8. Fazzi munosabatlar ustida bajariladigan amallarning dis-
tributivlik bilan bog‘liq ganday xossalari bor?

9. Fazzi munosabatlar kompozitsiyasini topish uchun a’zolik
funksiyalari giymatlari ustida ganday amallar bajariladi?
10. Fazzi munosabatlar kompozitsiyasi uchun kesishmaga nis-

batan distributivlik xossasi o‘rinli emasligining sababi nimada?
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11 bob. KOMBINATORIKA

Ushbu bobda kombinatorikaning paydo bo‘lishi haqgidagi
qisqacha tarixiy ma’lumotlar, kombinatorikada qo‘llaniladigan usul
va qoidalar hamda kombinatsiyalar, jumladan, takrorlanuvchi
elementlari bo‘lmagan (betakror) va takrorli o‘rin almashtirishlar,
o‘rinlashtirishlar, guruhlashlarga oid ma’lumotlar keltiriladi. Paskal
uchburchagi, Nyuton binomi, binomial koeffitsiyentlarning
xossalari, ko‘phad formulasi, Fibonachchi sonlari va ularning sodda
xossalari, bo‘laklashlar va ularning ba’zi xususiyatlari, Ferrers
diagrammasi, hosil giluvchi funksiyalarning xossalari va ularning
kombinatorikada qo‘llanilishi ham bayon qilinadi.

1-§. Kombinatorika hagida umumiy tushunchalar

Kombinatorika, to‘plam, element, tartiblash, kombinatsiya',
kombinatorik tuzilma, birlashma, kesishma, kortej, figurali
sonlar, matematik induksiya usuli, qo ‘shish va ko ‘paytirish

qoidalari, kiritish va chigarish qoidasi, umumlashgan qo ‘shish,
ko ‘paytirish hamda kiritish va chiqarish qoidalari, bulean.

1. 1. Kombinatorika predmeti va paydo bo lish tarixi. Matema-
tikaning kombinatorik tahlil, kombinatorik matematika, birlash-
malar nazariyasi, gisqacha, kombinatorika, deb ataluvchi bo‘li-
mida chekli yoki muayyan ma’noda cheklilik shartini ganoatlan-
tiruvchi to‘plamni (bu to‘plamning elementlari ganday bo‘lishining
ahamiyati yo‘q: harflar, sonlar, hodisalar, gandaydir predmetlar
va boshq.) gismlarga ajratish, ularni o‘rinlash va o‘zaro joylash,
ya’ni kombinatsiyalar, kombinatorik tuzilmalar bilan bog‘liq masa-
lalar o‘rganiladi. Hozirgi vaqtda kombinatorikaga oid ma’lumotlar

! Bu so‘z lotincha «combinatio» so‘zidan olingan bo‘lib, birikma, birlash-
ma, tuzilma, tutashma ma’nolarini anglatadi.
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inson faoliyatining turli sohalarida qo‘llanil-
moqda. Jumladan, matematika, kimyo, fizi-
ka, biologiya, lingvistika, axborot texnolo-
giyalari va boshga sohalar bilan ish ko‘ruvchi
mutaxassislar kombinatorikaning xilma-xil
masalalariga duch keladilar.

To‘plamlar nazariyasi iboralari bilan ayt-
ganda, kombinatorikada kortejlar va to‘plam-
lar, ularning birlashmalari va kesishmalari
hamda kortejlar va gism to‘plamlarni turli
usullar bilan tartiblash masalalari qaraladi. Blez Paskal
To‘plam yoki kortej elementlarining berilgan
xossaga ega konfiguratsiyasi bor yoki yo‘qligini tekshirish, bor
bo‘lsa, ularni tuzish va sonini topish usullarini o‘rganish hamda
bu usullarni biror parametr bo‘yicha takomillashtirish kom-
binatorikaning asosiy masalalari hisoblanadi.

Kombinatorikaning ba’zi elementlari eramizdan oldingi 11 asrda
hindistonliklarga ma’lum edi. Ular hozirgi vaqtda guruhlashlar,
deb ataluvchi kombinatorik tushunchadan foydalanishgan. Eramiz-
ning XII asrida Bxaskara Acharya! o‘zining ilmiy tadgiqotlarida
guruhlash va o‘rin almashtirishlarni qo‘llagan. Tarixiy ma’lumotlarga
ko‘ra, hindistonlik olimlar kombinatorika elementlaridan, jumla-
dan, birlashmalardan foydalanib, she’riy asarlar tarkibiy tuzilishi-
ning mukammalligini tahlil gilishga uringanlar. O‘rta Osiyo va G*arbiy
Yevropada yashab ijod gilgan olimlarning kombinatorikaga oid
ishlari hagida ushbu bobning 3-paragrafida ma’lumot keltirilgan.

Umuman olganda, kombinatorikaning dastlabki rivoji gimor
o‘yinlarini tahlil qilish bilan bog‘lig. Ba’zi atogli matematiklar,
masalan, B. Paskal? , Yakob Bernulli® , L. Eyler*, P. L. Chebishev’
turli o‘yinlarda (tanga tashlash, soqqa tashlash, garta o‘yinlari va
shu kabilarda) ilmiy jihatdan asoslangan qaror gabul qilishda
kombinatorikani qo‘llashgan.

! Bxaskara Acharya (1114—1178-yildan keyin) — hindistonlik matematik va
astronom.

2 Paskal (Pascal Blez, 1623—1662) — fransuz faylasufi, yozuvchisi, mate-
matigi va fizigi.

3 Bernulli Yakob (1654—1705) — Shveysariya matematigi.

4 Eyler (Euler Leonard, 1707—1783) — mashhur matematik, mexanik va
fizik.

3 Chebishev (Ye6pnueB INaduyTuii JIpBoBiY, 1821—1894) — rus matemati-
gi va mexanigi.
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XVII asrda kombinatorika matemati-
kaning alohida bir ilmiy yo‘nalishi sifatida
shakllana boshladi. B. Paskal o‘zining «Arif-
metik uchburchak hagida traktat» va «Sonli
tartiblar haqida traktat» (1665-y.) nomli
asarlarida hozirgi vaqtda binomial koef-
fitsiyentlar, deb ataluvchi sonlar hagidagi
ma’lumotlarni keltirgan. P. Ferma! esa figu-
rali sonlar bilan birlashmalar nazariyasi SR
orasida bog‘lanish borligini bilgan. Leonard Eyler

Figurali sonlar quyidagicha aniglanadi. Birinchi tartibli figurali
sonlar: 1, 2, 3, 4, 5, ... (ya’ni natural sonlar); ikkinchi tartibli
figurali sonlar: 1-si 1ga teng, 2-si dastlabki
ikkita natural sonlar yig‘indisi (3), 3-si dast-
labki uchta natural sonlar yig‘indisi (6) va
hokazo (1, 3, 6, 10, 15, ...); uchinchi tartibli
figurali sonlar: 1-si 1ga teng, 2-si birinchi
ikkita ikkinchi tartibli figurali sonlar yig‘in-
disi (4), 3-si birinchi uchta ikkinchi tartibli
figurali sonlar yig‘indisi (10) va hokazo (1, 4,
10, 20, 35, ...); va hokazo.

I-misol. Tekislikda radiuslari o‘zaro teng bo‘lgan aylanalar bir-
biriga uringan holda yuqoridan 1-qatorda bitta, 2-qgatorda ikkita,
3-qatorda uchta va hokazo, joylashtirilgan bo‘lsin. Masalan, ayla-
nalar bunday joylashuvining dastlabki to‘rt gatori 1-shaklda tasvir-
langan. Bu yerda, qatorlardagi aylanalar
sonlari ketma-ketligi birinchi tartibli figurali
sonlarni tashkil giladi. Bu tuzilmadan foy-
dalanib ikkinchi tartibli figurali sonlarni quyi-
dagicha hosil gilish mumkin. Dastlab 1-qa-
tordagi aylanalar soni (1), keyin dastlabki
ikkita gatordagi aylanalar soni (3), undan
keyin dastlabki uchta qatordagi aylanalar so-
ni (6) va hokazo. m
- «Kombinatorika» iborasi G. Leybnisning?
Gotfrid Leybnis «Kombinatorik san’at hagidagi mulohazalar»

9-shakl.

! Ferma (Fermat Pyer, 1601—1665) — fransuz matematigi va huqugshunosi.
2 Leybnis (Leibniz Gotfrid Vilgelm, 1646-—1716) — olmon faylasufi, mate-
matigi, fizigi, kashfiyotchisi, huqugshunosi, tarixchisi va tilchisi.
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nomli asarida birinchi bor 1665-yilda keltirilgan. Bu asarda
birlashmalar nazariyasi ilmiy jihatdan ilk bor asoslangan.
Of‘rinlashtirishlarni o‘rganish bilan birinchi bo‘lib Yakob Bernulli
shug‘ullangan va bu haqdagi ma’lumotlarni 1713-yilda bosilib
chiqqan «Ars conjectandi» (Bashorat qilish san’ati) nomli
kitobining ikkinchi qismida bayon qilgan. Hozirgi vaqtda
kombinatorikada qo‘llanilayotgan belgilashlar XIX asrga kelib
shakllandi.

Kombinatsiya — bu kombinatorikaning asosiy tushunchasi.
Bu tushuncha yordamida ixtiyoriy to‘plamning qandaydir sonda-
gi elementlaridan tashkil topgan tuzilmalar ifodalanadi. Kombinato-
rikada bunday tuzilmalarning o ¥in almashtirishlar, o ‘rinlashtirishlar
va guruhlashlar, deb ataluvchi asosiy ko‘rinishlari o‘rganiladi.

1.2. Kombinatorikada ko‘p qo llaniladigan usul va qoidalar.
Kombinatorika va graflar nazariyasida tasdiglarni isbotlashning
samarali usullaridan biri bo‘lgan matematik induksiya usuli ko‘p
go‘laniladi. Bu usulning ketma-ket bajariladigan ikkita gismi bo‘lib,
ular quyidagi umumiy g‘oyaga asoslanadi.

Faraz qilaylik, isbotlanishi kerak bo‘lgan tasdiq birorta xususiy
n=n,qiymat (masalan, n,=1) uchun to‘g‘ri bo‘lsin (usulning bu
gismi baza yoki asos, deb ataladi). Agar bu tasdigning istalgan
n=k>n,uchun to‘g‘riligidan uning n=k+1 uchun to‘g‘riligi kelib
chigsa, u holda tasdiq istalgan natural »>n, son uchun to‘g‘ri
bo‘ladi (induksion o ‘tish).

2-misol. Ixtiyoriy n natural son uchun
nn+1)(2n+1)

6
tenglikning o‘rinli bo‘lishini matematik induksiya usuli yordamida
isbotlaymiz.

Baza: n=1 bo‘lsin, u holda yuqoridagi tenglik to‘g‘ri ekanligi
I-+1)-(2-1+1)

6 .

Induksion o‘tish: isbotlanish kerak bo‘lgan tenglik n=k>1
uchun to‘g‘ri, ya’ni

P+22+..+n=

ravshan: 12=

k(k+1)(2k+1)

6
tenglik o‘rinli bo‘lsin. Bu tenglikning chap va o‘ng tomonlariga
(k+1)? ifodani qo‘shib, uni

122+, + k2=
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k(k +1)(2k +1)
6

1222 4.+ KH(k+1)2= +(k+1)?

ko‘rinishda yozamiz. Oxirgi tenglikning o‘ng tomonida quyidagicha
o‘zgartirishlarni bajaramiz:

HEZDOEED 4 (ke + 1y =(k+1)[1‘(2%1—)+(k+1)]=

(kDK +Th+6)  (k+ 1)K + 4k +3k+6)
= - = - =

(K DREK+2) +3k+2)] _ (k+ DIk + D+ 12k +1)+1]
- 6 - 6 '

Demak,

k+D[k+1)+1][2k +1)+1]
6 .

Oxirgi munosabat isbotlanishi kerak bo‘lgan tenglikning
bo‘lgan holidir. m

Shuni ta’kidlash kerakki, biron tasdigni isbotlash uchun mate-
matik induksiya usuli qo‘llanilganda, bu usulning ikkala qismini
ham tekshirib ko‘rish muhimdir, ya’ni baza va induksion o‘tish,
albatta, tekshirilishi shart. Ulardan biri tekshirilmasa noto‘g‘ri natija-
lar hosil bo‘lishi ham mumkin. Bundan tashqari, baza birorta xususiy
giymatdan boshqga ko‘p, hattoki, juda ko‘p xususiy hollar uchun
tekshirilib, ijobiy natija olinganda ham, bu hollarni umumlash-
tiruvchi natijaviy tasdiq noto‘g‘ri bo‘lib chigishi mumkin. Bu mulo-
hazalarning o‘rinli ekanligini quyida keltirilgan misollar ko‘rsatadi.

3-misol. «Ixtiyoriy n natural son uchun 2n~1 son 2 ga qoldigsiz
bo‘linadi», degan tasdigni tekshirishda matematik induksiya usulining
baza gismi talabini bajarmasdan fagat induksion o‘tishni tekshi-
ramiz.

Bu tasdiq #=k>1 uchun to‘g‘ri bo‘lsin, ya’ni 2k—1 son 2 ga
goldigsiz bo‘linsin, deb faraz gilamiz. U holda (2k—1)+2 son ham,
go‘shiluvchilarining har biri 2 ga qoldigsiz bo‘linganligi sababli,
2 ga qoldigsiz bo‘linadi. Shuning uchun (2k—1)+2=2(k+1)—1
tenglik asosida (2k+1)—1 son 2 ga goldigsiz bo‘linadi, degan xulosa
kelib chigadi. Demak, yuqoridagi tasdiq #=k+1 uchun to‘gri,
ya'ni induksion o‘tish bajarildi, deb hisoblash mumkin.
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Shunday qilib, matematik induksiya usulining baza gismini
tekshirmasdan «ixtiyoriy natural » son uchun 2x—1 son 2 ga
goldigsiz bo‘linadi», deb xulosa qilish noto‘g‘ridir, chunki ixtiyoriy
n natural son uchun 2r»—1 sonni 2 ga bo‘lganda 1 qoldiq goladi. &

4-misol. «Ixtiyoriy » natural son uchun rn*+n+17 ifodaning
giymati tub sondir», degan tasdigni tekshirish magsadida matematik
induksiya usulining fagat baza gismi talabini dastlabki 15 ta natural
sonlar uchun bajaramiz.

n=1 bo‘lganda n*+n+17=12+1+17=19 tub son hosil bo‘ladi.

n =215 bo‘lganda ham n*+n+17 ifodaning giymati sifatida 23,
29, 37, 47, 59, 73, 89, 107, 127, 149, 173, 199, 227 va 257
tub sonlarni hosil gilamiz.

Induksion o‘tishni tekshirmasdan «ixtiyoriy natural # son uchun
n*+n+17 ifodaning giymati tub sondir», degan xulosa qilish no-
to‘g‘ridir, chunki, masalan, agar n=16 bo‘lsa, u holda bu ifodaning
giymati murakkab sondir: n*+n+17 =16>+16+17=289+17-17. m

S-misol. Biror n natural son uchun 991#%+1 son butun sonning
kvadrati bo‘ladimi? Bu savolga javob berish uchun, » ning dastlabki
o‘n, yuz, ming, million, milliard, hattoki, trillionta giymatlari
uchun 991#2+1 ifoda tekshirilganda, uning giymatlaridan birortasi
ham butun son kvadrati bo‘lmasligi gayd etilgan. Shunday bo‘lishiga
garamasdan bu tasdiq asosida, induksion o‘tishni bajarmasdan,
«ixtiyoriy natural » son uchun 991#°+1 ifodaning giymati butun
sonning kvadrati bo‘lmaydi», deb xulosa gilish mumkin emas.
991n2+1 ifodaning giymati butun sonning kvadrati bo‘ladigan n
natural sonning borligi va bunday sonning eng kichigini o‘nli sanoq
sistemasida yozganda 29 ta (!) ragam bilan ifodalanishi kompyuter
yordamida aniqlangan ([ 34|ga garang). ®

Matematik induksiya usulining tatbigiga yana bir misol sifatida
quyidagi teoremani isbotlaymiz.

I-teorema. Ixtiyoriy chekli A to‘plam uchun [24|=2" tenglik
o ‘rinlidir.

Isboti. Matematik induksiya usulini berilgan to‘plamning
quvvati bo‘yicha qo‘llaymiz.

Baza. Dastlab A to‘plamning elementlari soni nolga teng, ya’ni
|4=0 bo‘lganda teoremaning tasdig‘i bajarilishini ko‘rsatamiz.
A, =@ bo‘lsin. U holda A=A, uchun |4|=0, 24=22={@} va
29=[{@}|=1=2°=22 bo‘ladi. Demak, teoremaning tasdig‘i |4=0
bo‘lgan hol uchun to‘g‘ridir.
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Induksion o ‘tish. Chekli k elementli ixtiyoriy 4, to‘plam uchun
teoremaning tasdig‘i to‘g‘ri bo‘lsin, ya’ni 4=4, bo‘lganda [24|=24
tenglik bajarilsin. k+1 elementli 4,,, to‘plamni garaymiz. Ravshanki,
A=A, uchun |4|=k+1bo‘ladi. Qaralayotgan A to‘plamning
ixtiyoriy aelementi uchun 24 bulean to‘plamni o‘zaro kesish-

maydigan ikkita B, = {X | X c 2", ae X} va B, = {X | X < 2,
a € X} to‘plamlar birlashmasi sifatida yozish mumkin. Demak,
|2 H B |+ B .

Tuzilishiga ko‘ra, B, to‘plam k elementli to‘plamning bulea-
nidan iborat. Shuning uchun, induksion o‘tish faraziga ko‘ra,
| B, | 2% bo‘ladi. B; to‘plamesa B to‘plamning har bir element-
to‘plamiga a elementni kiritish yordamida hosil gilingan. Bundan
| B, H B, E 2% kelib chigadi. Demak, |[4]=k+1 bo‘lgan hol uchun

|2 5 B |+|B E2+2"=2.2F =2 =) m

Ushbu bobning 3-paragrafida 1-teoremaning kombinatorik
tushunchalarga asoslangan boshga isboti keltiriladi.

Berilgan chekli 4 to‘plamning buleani uning barcha gism
to‘plamlaridan tuzilgan toplam bo‘lgani sababli 1-teoremada
isbotlangan [24=2" tenglik A to‘plamning buleanini 24 ko‘rinishda
belgilashga asos bo‘la oladi.

Kombinatorikada sodda, o‘z-o‘zidan ravshan bo‘lgan, ammo
muhim goidalar bor. Bunday qoidalar sifatida qo‘shish, ko‘paytirish
hamda kiritish va chiqarish qoidalari, deb ataluvchi qoidalarni
ko‘rsatish mumkin.

mta elementli A to‘plam va n ta elementli B to‘plamlar berilgan
bo‘lib, ular kesishmasin. Qo‘shish qoidasiga ko‘ra, A yoki B
to‘plamga tegishli bo‘ladigan birorta elementni tanlash imkoniyatlari
soni (m+n)ga tengdir. «Yoki» qoidasi deb ham ataluvchi bu qoida
mazmunini quyidagi teorema orqali ham ifodalash mumkin.

2-teorema. Agar ixtiyoriy chekli A va B to‘plamlar uchun
ANB=QD bo'sa, u holda | AUB|=[A|+|B| boladi.

Isboti o°‘quvchiga havola gilinadi. B

Demak, go‘shish qoidasiga ko‘ra, kesishmaydigan ikkita to‘plam
birlashmasining quvvati shu to‘plamlar quvvatlarining yig‘indisiga
tengdir.
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Ko*paytirish qoidasiga asosan, mta elementli A va »ta elementli
B to‘plamlarning elementlaridan tuzish mumkin bo‘lgan barcha
<a,b> (ac A, be B) kortejlar (juftliklar) soni mn ga teng. Bu qoida
«va» qoidasi deb ham ataladi. Uni quyidagi teorema ko‘rinishida
ifodalash ham mumkin.

3-teorema. Ixtiyoriy chekli A va B to ‘plamlar uchun |AxB|=|A| - | B
tenglik o ‘rinlidir.

Isboti o‘quvchiga havola gilinadi. ®

Demak, ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra, ixtiyoriy ikkita chekli
to‘plam Dekart ko‘paytmasining quvvati shu to‘plamlar
quvvatlarining ko‘paytmasiga tengdir.

Umumiy holda, agar chekli A va B to‘plamlar hech bo‘lma-
ganda bitta umumiy elementga ega bo‘lsa, u holda |4+|B| yig‘indining
qiymatini aniglashda 4 U B to‘plamning ba’zi elementlarini, aniq-
rog‘i, AN Bto‘plamning elementlarini ikki marta hisobga olishga
to‘g‘ri keladi. Bu mulohaza asosida quyidagi tasdigga kelamiz.

4-teorema. Ixtiyoriy chekli A va B to‘plamlar uchun

|AUBHA|+|B|-| AN B| tenglik o ‘rinlidir.
Isboti. Osonlik bilan ko‘rish mumkinki:
a) AUB=AU(B\ A va AN(B\ 4) =2,

b) B=(ANBUB\ A va(ANBN\B\ A =4.
Bu munosabatlarga 2-teoremani qo‘llasak, mos ravishda,

|AUBHA|+|B\A|va|BE|ANB|+|B\ A| tengliklarni
hosil gilamiz. Bu tengliklardan isbotlanishi kerak bo‘lgan tenglikni
hosil gilish giyin emas. B

4-teoremaning tasdig‘ini umumiy holda ikkita chekli to‘plamlar
birlashmasining quvvatini hisoblash qoidasi deyish mumkin. Bu
qoidaning ma’nosidan kelib chiqqan holda, uni kiritish va chiqarish
goidasi, deb atash qgabul qgilingan.

Ravshanki, 4-teoremada keltirilgan tenglikdan foydalanib |A|,

B|, | AU B| va| AN B| migdorlaring ixtiyoriy uchtasi ma’lum
bo‘lganda to‘rtinchisini hisoblash formulasini hosil gilish mumkin.
Yuqgorida bayon qilingan ikkita to‘plam uchun qo‘shish,
ko‘paytirish hamda kiritish va chigarish qoidalarini chekli sondagi
istalgan chekli to‘plamlar uchun umumlashtirish mumkin.
Avvalo, kiritish va chiqarish qoidasining umumlashmasi sifatida
quyidagi teoremani keltiramiz:
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5-teorema (umumlashgan kiritish va chiqarish qoidasi). Ixtiyoriy
chekli A,A,A,,...,A fo'plamlar uchun

| AUAUA4U. U4 HA |+ A+ 4]+ 04, —
—ANA =1 ANA4 |~ — 4 N4, |+
+ANANA|+ANALNA | +.4]4,,04, N4, |~
— T ANA4N..NA4,].
munosabat o‘rinlidir.
Isboti. Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulini
go‘llaymiz. k=1 bo‘lgan hol uchun teoremaning tasdig‘i trivialdir.
Induksiya usulining bazasi sifatida k=2 bo‘lgan holni qaraymiz.

Bu holda teoremaning tasdig‘i 3-teoremaga asosan to‘g‘ri.
Induksion o‘tish: teoremaning tasdig‘i 7=k uchun to‘g‘ri, ya’ni

lAUAUAU.UA HA |+ 4|+t 4 |-
—|A10A2|_|A1nA3|—---—lAk—1nAk|+
+ANANA |+ ANANA |+ 4|4, NANA |-

—t D ANA4N N A

tenglik o‘rinli bo‘lsin. Tasdigning »=k+1 bo‘lgan holda to‘g‘ri
ekanligini ko‘rsatamiz. Awvalo, A4, 4,, 4,,..., 4, A, to‘plamlamning

AUAUAU...UA4 UAL, birlashmasini (4U4UA4U..

..UA4)U A, ko‘rinishda ifodalaymiz. So‘ngra 3-teoremani va
kesishmaga nisbatan umumlashgan distributivlik qonunini qo‘llab
hamda teorema tasdig‘ining n=k uchun to‘g‘riligini hisobga olib,
quyidagilarga ega bo‘lamiz:

(A UAUAU.UA)UA, HAUALUA4LU..UA, |+
+|Ak+1I_l(AlﬂA2uA3U"'UAk)nAk+1 |:

=|A |+ |4 |+ A -1ANA4|-14N4]-.
e A NA |+ ANANA |+ ANA4NA|+.
A AL NA NA | -+ D 4N 4N
A+ Ay | =1 (4 N A) U (40 4, ) U

(4N A4,)U..U4N A1) I .
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Bu ifodadagi oxirgi ayriluvchi 4 N4y (i=1,2,3,...k)
ko‘rinishdagi k ta to‘plamlar birlashmasining quvvatini ifodalaydi.
Shuning uchun, induksiya faraziga ko‘ra, bu ayriluvchini
quyidagicha yozish mumkin:

| (4 N Ak+1) U4, N4.)U (As N Ak+1) U..UNA) =
=|ANA 1+ ANA, [+ ANA, |+ .+ A4NA4, |-
~ (A NADN AN A | =14 N4 )N (AN AL) -
— o [ (A N A DN AN A [+
+[ (A NADNABN A )N AN A |+
+| (4 NA) N AN A) N AN AL [+ +
+ AL NADNALNADNANA) ] -
et DT ANADNANAD N NAE N4 E
S ANAL |+ N4+ ANA) |+ 4 A NA, |-
—[ANAN A [ -1ANANA) |-~ ANAN A, |+
+ANANANAL |+ ANANANA) |+ +
AN ANAN A |+t D | 4N AN N A,
Bu ifodani o‘z o‘rniga qo‘yib
|4UAUAU.UAU A=A+ A |+ 4 |+t A+ A |-
~lANA4 | -[4N4]|~.~|4NA4, |+
HANANA|+ [ANANA |+ A+ A4 NANA, |-
et (D)*|4NAN..NANA,|
tenglikni hosil gilamiz. ®

6-teorema (umumlashgan qo‘shish qoidasi). Juft-jufti bilan
kesishmaydigan ixtiyoriy chekli A, A,,..., A, to‘plamlar uchun

|4 UAU...UA | = |A4|+|4|+.+|A4,]
tenglik o‘rinlidir.
Isboti. Teorema shartigako'ra, barcha j, j=1,n, i j, indekslar
uchun 4;A4;=9 bo‘lgani sababli 5-teorema asosida kerakli

tenglikni hosil qilamiz. ®
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7-teorema. Ixtiyoriy chekli A, A,,A,,..., A, to‘plamlar uchun
|ANANAN..NA,| = |4 |+ 4|+ 4]+ +|4,]-
—[A4U4 |- [4U4]|-.~]4,,UA4,]+
+HAUA4LUA [+ [4U4UA, |+ 4]4,,U4, U4, |-

et (1) A4 UA4,U...UA |

munosabat o‘rinlidir.

Isboti o°quvchiga havola gilinadi. m

§-teorema (umumlashgan ko‘paytirish qoidasi). Elementlari soni,
mos ravishda, n,, n,,n.,..., n, bo‘lgan A, A ,A,,..., A, to plamlardan
faqat bittadan element olib tuzilgan k uzunlikka ega kortejlar soni
ny, Ny,Ns,..., 0, ga tengdir.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulini
go‘llaymiz. k=1 bo‘lgan hol uchun teoremaning tasdig‘i trivialdir.

Induksiya usulining bazasi sifatida k=2 bo‘lgan holni qaraymiz.
Bu holda teoremaning tasdig‘i yuqorida keltirilgan ikkita to‘plam
uchun ko‘paytirish qoidasidan kelib chiqgadi. .

Induksion o‘tish: teoremaning tasdig‘i k&=s (s=1Lk-1) uchun
to‘g‘ri bo‘lsin, ya’ni A4, A,,..., A_ to‘plamlardan faqat bittadan
element olib tuzilgan s uzunlikdagi kortejlar soni # n,...n_bo‘lsin,
deb faraz gilamiz. Teorema tasdig‘ining k=s+1 uchun ham to‘g‘ri
ekanligini ko‘rsatamiz.
A, A,A,..., A to‘plamlardan fagat bittadan element olib,
uzunligi (s+1) ga teng bo‘lgan kortejlar sonini aniglash uchun
turlicha usullardan foydalanish mumkin. Bu yerda quyidagi usul
bilan kerakli natijani olsa bo‘ladi. Dastlab uzunligi birga teng bo‘lgan
kortejlarni tuzamiz. Uzunligi birga teng bo‘lgan kortejlar berilgan
to‘plamlarning ixtiyoriy biridan fagat bitta elementni tanlash
yordamida tuzilishi ravshan. Tabiiyki, agar uzunligi birga teng

kortejlar A1={a”,a12,...,a1nl} to‘plamning elementlaridan tuzilsa,

bunday kortejlar soni n, ga tengdir.

Uzunligi birga teng kortejlardan ixtiyoriy birini, masalan, @ ni
olib, uning o‘ng tomoniga A, to‘plamdan boshqa biror to‘plamning,
masalan, A2={a21,a22,...,a2n2} to‘plamning elementlaridan birini
joylashtirib, birinchi koordinatasi a,, bo‘lgan uzunligi ikkiga teng
n,ta kortejlar hosil gilamiz. Uzunligi birga teng kortej sifatida », ta
kortejlardan ixtiyoriy birini olish mumkinligini hisobga olib,
hammasi bo‘lib uzunligi ikkiga teng n n, ta kortejlarga ega bo‘lamiz.
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Uzunligi ikkiga teng kortejlarning har biriga o‘ng tomondan
A, va A, to‘plamlardan boshqa biror to‘plamning, masalan,
A ={a,,, 32,...,a3n3} to‘plamning n,ta elementlaridan birini joylash-
tirib, uzunligi uchga teng n,ta kortejlar hosil gilamiz. Bu yerda
uzunligi ikkiga teng kortej sifatida n,n, ta kortejlardan ixtiyoriy
birini olish mumkinligini e’tiborga olib, uzunligi uchga teng n n,n,
ta kortejlarni hosil gilamiz.

Kortejlar hosil qilish jarayonini yugoridagiga o‘xshash muloha-
zalar bilan davom ettirib, bu kortejlarning har biriga o‘ng tomon-

dan 4,, A,,..., A, to‘plamlardanboshqa 4. =1a,, (s+1)2’“"a(5+1)n5}

to‘plamning n_ ta elementlaridan bmnl joylashtirib, uzunligi
(st+1)ga teng bo‘lgan n, ta kortejlar hosil gilamiz. Bu yerda ham
uzunligi sga teng kortej sifatida n n,...n_ta kortejlardan ixtiyoriy
birini olish mumkinligini e’tiborga olamiz. Shunday qilib,
nn,..nmarta n_, takortej hosil bo‘ldi. Demak, uzunligi (s+1) ga
teng bo‘lgan kortejlar n n,..nn_ tadir. ®

Muammoli masala va topshiriglar

1. Uchinchi tartibli figurali sonlar gatnashgan amaliy misol
keltiring.

2.1, 3, 6 va 8 ragamlaridan foydalanib, o‘nli sanoq tizimida
bir, ikki, uch, to‘rt xonali barcha sonlarni yozing.

3. Matematik induks:ya usuli yordamida arifmetik va geometrik
progressiyalarning umumiy hadlari hamda dastlabki »ta
hadlari yig‘indisini topish formulalarini isbotlang.

4, Matematik induksiya usulini qo‘llab, quyidagi formulalarni

isbotlang:
)1_l+1_l+ +;__1_—L+L+ +_1_
A I T A P R PN L, R ML
il 12 i
b) sinx+sin(x+h)+...+sin(x+nh)=

sin h ’
2
bu yerda, h#2nk, ke Z.
5. Matematik induksiya usulidan foydalanib, quyidagi tasdiglarni
isbotlang:
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a) ixtiyoriy ne N uchun 1172 +12?»*! son 133 ga qoldigsiz
bo‘linadi;
b) 11a>—14a+3 >0 (a—butun son) tengsizlik o‘rinlidir;

I 1 1 e,
d) 1+ﬁ+f+”'ﬁ>2(\m+l_l) tengsizlik o‘rinlidir, bu yerda

ne Nva n>2.

6. 2">n? tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan barcha natural n sonlarni
toping.

7. Ixtiyoriy n natural son va chekli A to‘plam uchun |A"=|A]"
tenglikning o‘rinli bo‘lishini matematik induksiya usuli
yordamida isbotlang.

8. Yetti so‘mdan ortig butun son bilan ifodalanuvchi pul to‘-
lovini fagat 3 so‘mlik va 5 so‘mliklar bilan amalga oshirish
mumkinligini isbotlang.

9. «Kombinatorika» so‘zidan bitta unli yoki undosh harf tanlash
imkoniyatlari sonini aniglang.

10. 13 nafar qiz va 12 nafar o‘g‘il boladan tashkil topgan talabalar
guruhidan bir nafar talaba tanlash imkoniyatlari sonini
aniglang.

11. Qiroatxonada har biri ikki o‘rinli stollar to‘rt gatorga sakkiz-
tadan joylashtirilgan. Haftaning yakshanba kunidan tashqgari
har kuni giroatxona o‘quvchilarga sakkiz soat xizmat ko‘r-
satadi. Qiroatxonaning bir haftada o‘quvchilarga mumkin
bo‘lgan eng ko‘p xizmat ko‘rsatish vaqtini (o‘rinxsoat bir-
ligida) toping.

12. Agar A va B shaharlarni to‘rtta yo‘l, B va C shaharlarni esa
uchta yo‘l bog‘lasa, u holda A shahardan B shahar orqali C
shaharga borish imkoniyatlari sonini aniqlang.

13. Shaxmat taxtasiga oq va qora shohlarni bir-biriga hujum
gilmaydigan holda joylashtirish imkoniyatlari sonini toping.

14. Shaxmat taxtasiga oq va qora ruxlarni bir-biriga hujum
gilmaydigan holda joylashtirish imkoniyatlari sonini toping.

15. Yakkamualliflikda yozilgan Ahmedovning n, ta, Botirovning
n,tava Davronovning »n,ta kitoblardan:

a) bitta kitobni, b) turli mualliflarning ikkita kitobini;

d) turli mualliflarning uchta kitobini tanlash imkoniyatlari sonini
aniglang.
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16. Agar tarkibida » ta savoli bo‘lgan so‘rovnomaning har bir
savoliga

a) «ha» yoki «yo‘g», b) «ha», «yo‘q», «bilmayman» degan
javobni yozish mumkin bo‘lsa, u holda so‘rovnomaning
savollariga berish mumkin bo‘lgan barcha javoblar imko-
niyatlari sonini aniglang.

17. Universitetning «Matematik modellashtirish» kafedrasida 12
nafar professor-o‘qgituvchi bo‘lib, ularning har biri o‘zbek
va rus tillaridan tashqari, yana hech bo‘lmasa bitta chet tilini
biladi. Professor-o‘gituvchilarning 10 nafari tojik, 7 nafari
ingliz, 6 nafari esa olmon tilini biladi. Agar professor-
o‘gituvchilarning 5 nafari tojik va ingliz, 4 nafari tojik va
olmon hamda 3 nafari ingliz va olmon tillarini bilsa, u holda
o‘zbek va rus tillaridan tashqari: a) uchala chet tilini; b) ik-
kita chet tilini; d) fagat ingliz tilini biladigan professor-
o‘qituvchilar sonini aniqglang.

18. Quyidagi formulani isbotlang:

max(a,,...,a )=a+t...ta —min(a,,a,)—...—min(a, ,a )+

n-1>"n

+min(a,,a,,a,)+...tmin(a, ,,a,_,a)—..H(—=1)*'min(a,,...,a ).

n-1>""n

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Kombinatorika predmeti nima?

2. Kombinatorika s~hasida ilmiy tadqgiqotlar olib borgan qaysi
olimlarni bilasiz?

3. Kombinatorika matematikaning alohida ilmiy yo‘nalishi
sifatida gqachon shakllandi?

4. Figurali sonlar deganda nimani tushunasiz?

5. «Kombinatorika» iborasi kim tomonidan gachon kiritilgan?

6. Matematik induksiya usulidan foydalanib, tasdiq ganday
isbotlanadi?

7. Qo‘shish va ko‘paytirish qoidalari qanday ifodalanadi?

8. Umumlashgan qo‘shish va ko‘paytirish qoidalarini bilasizmi?

2-§. Asosiy kombinatsiyalar

To‘plam, element, kombinatsiya, o ‘rin almashtirish, betakror
o'‘rin almashtirish, o‘rin almashtirishlar soni, o ‘rinlashtirish,
o ‘rinlashtirishlar soni, gruppalash, gruppalashlar soni,
ko ‘paytirish qoidasi, matematik induksiya usuli, faktorial.
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2.1. O'rin almashtirishlar. Elementlari a,a,,a,,...,a, bo‘lgan
to‘plamni garaymiz. Bu to‘plam elementlarini har xil tartibda
joylashtirib (yozib), tuzilmalar (kombinatsiyalar) hosil qilish
mumkin, masalan,

a,,4,,a;,...,4,; 4),4,,a,,...,4,; 4,,a,,d,,...,4

Bu tuzilmalarning har birida berilgan to‘plamning barcha ele-
mentlari ishtirok etgan holda ular bir-biridan fagat elementlarning
joylashish o‘rinlari bilan farq giladilar. Shu usul yordamida hosil
gilingan kombinatsiyalarning har biri berilgan {a,,a,,a,,...,a} to‘p-
lam elementlarining o ‘rin almashtirishi, deb ataladi.

Aslida «o‘rin almashtirish» iborasi to‘plam elementlarining
o‘rinlarini o‘zgartirish harakatini anglatsa-da, bu yerda uni shu
harakat natijasidagi hosil bo‘lgan tuzilma sifatida qo‘llaymiz. Bu
iboradan uning asl ma’nosida ham foydalanamiz.

O‘rin almashtirishni ifodalashda uning elementlarini ajratuvchi
belgi sifatida yuqorida «,» (vergul) belgisidan foydalanildi. Ammo
bu muhim emas, bu yerda boshga belgidan ham foydalanish,
hattoki, yozuvning ixchamligi magqsadida, elementlar orasidagi
ajratuvchi belgilarni tushirib qoldirish ham mumkin. Bu eslatma
bundan keyin bayon etiladigan boshqa kombinatorik tuzilmalar
uchun ham o‘rinlidir.

To‘plam tushunchasiga asoslanib, bu yerda garalayotgan o‘rin
almashtirishlar tarkibida elementlarning takrorlanmasligini eslatib
o‘tamiz. Shu sababli bunday o‘rin almashtirishlarni betakror
(takrorli emas) o‘rin almashtirishlar, deb ham atash mumkin.
Ushbu bobning 4-paragrafida takrorli o‘rin almashtirishlar ko‘riladi.

Berilgan » ta elementli to‘plam uchun barcha o‘rin almash-
tirishlar sonini P, bilan belgilash gabul qilingan'.

Bitta elementli {a} to‘plam uchun faqat bitta a ko‘rinishdagi
o‘rin almashtirish borligi ravshandir: P=1.

Ikkita elementli {a,b} to‘plam elementlaridan o‘rin almashti-
rishlarni bitta elementli {a@} to‘plam uchun ¢ o‘rin almashtirishidan
foydalanib, quyidagini tashkil gilamiz: b element a elementdan
keyin yozilsa, ab o‘rin almashtirishga, oldin yozilsa esa ba o‘rin
‘almashtirishga ega bo‘lamiz. Demak, ko‘paytirish qoidasiga (ushbu
bobning 1-paragrafiga qarang) binoan, ikkita o‘rin almashtirish
bor: P=2=1-2.

! Fransuzcha «permution» so‘zi o‘rin almashtirish ma’nosini bildiradi.
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Uchta elementli {a,b,c} to‘plam uchun o‘rin almashtirishlar
tashkil gilishda ikkita elementli {a,b} to‘plam uchun tuzilgan ab va
ba o‘rin almashtirishlardan foydalanish mumkin. Berilgan to‘p-
lamning ¢ elementini ab va ba o‘rin almashtirishning har biriga
uch xil usul bilan joylashtirish mumkin: ularning elementlaridan
keyin, elementlarining orasiga va elementlaridan oldin. Ko‘paytirish
goidasini go‘llasak, uchta elementli {a,b,c} to‘plam uchun oltita
(P=6=1-2-3) har xil o‘rin almashtirishlar hosil bo‘lishini anig-
laymiz. Ular quyidagilardir:

abc, acb, cab, bac, bca, cha.

To‘rtta elementli {a,b,c,d} to‘plamni garab, uchta elementli
{a,b,c} to‘plam uchun tuzilgan oltita o‘rin almashtirishlarning har
biriga d elementni to‘rt xil usul bilan joylashtirish imkoniyati
borligini ¢’tiborga olsak, ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra, P,=24=1-2-3-4
bo‘lishini topamiz. Bu yerda barcha o‘rin almashtirishlar quyida-
gilardir:

abcd, abdc, adbc, dabc,
acbd, acdb, adch, dach,
cabd, cadb, cdab, dcab,
bacd, badc, bdac, dbac,
bcad, bcda, bdca, dbca,
chad, cbda, cdba, dcba.

Shu tarzda davom etib «#nta elementli to‘plam uchun barcha
o‘rin almashtirishlar soni birdan » gacha bo‘lgan barcha natural
sonlarning ko‘paytmasiga teng» deb faraz qilish mumkin:
P=1-2-...-(n—1)n. Bu farazning to‘g‘riligi quyidagi 1-teoremada
isbot gilinadi.

Dastlabki #ta natural sonlar ko‘paytmasini n! ko‘rinishida!
belgilash gabul gilingan, ya’ni 1-2-3-...-n=n!. n! belgisidan bunday
ma’noda birinchi bo‘lib K. Kramp? 1808-yilda nashr etilgan algebra
bo‘yicha qo‘llanmada foydalangan.

1-2-3-...-n ifodada n=1 bo‘lganda fagat 1 soni ishtirok etadi,
shuning uchun, ta’rif sifatida 1!=1 deb hisoblash gabul gilingan.
Bundan tashqgari, »=0 bo‘lganda esa »! ifoda umuman ma’nosini
yo‘gotadi. Lekin, ta’rif sifatida 0!=1 deb gabul qilinadi.

U«En faktoriab deb o‘qiladi; faktorial so‘zi lotincha «facfor» so‘zidan olingan
bo‘lib, ko‘paytuvchi ma’nosini anglatadi.

? Kristian Kramp (Chiristian, 1760—1826) — olmon matematigi. Asosiy
ishlari kombinatorika, geometriya va algebraga bag‘ishlangan.
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I-teorema. Elementlari soni n ta bo‘lgan to ‘plam uchun o ‘rin
almashtirishlar soni n! ga teng, ya’ni P,=n!

Isboti. Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulidan
foydalanamiz. Asos to‘g‘riligini, ya'ni teoremaning tasdig‘i n=1
uchun to‘g‘riligini yuqorida ko‘rdik. Induksion o‘tish uchun teore-
maning tasdig‘i biron natural ~=k uchun to‘g‘ri bo‘lsin, deb
faraz qilamiz, ya’ni P,=k! bo‘lsin. Ravshanki, (k+1) ta elementli
to‘plamni & ta elementli to‘plamga yangi (k+1) — elementni Kiritish
yordamida hosil gilish mumkin. Bu (k+1) — elementni k elementli
to‘plam uchun barcha k! ta o‘rin almashtirishlarning har biriga
quyidagicha (k+1) xil usul bilan kiritish mumkin:

1-elementdan oldin;

1- va 2-elementlar orasiga;

2- va 3-elementlar orasiga;

(k—1)- va k — elementlar orasiga;

k — elementdan keyin.

Shunday qilib, ko‘paytirish qoidasiga binoan, (k+1) ta
elementli to‘plam uchun jami k!(k+1)=(k+1)! ta o‘rin
almashtirishlar hosil bo‘ladi, ya’ni P, =(k+1)! ®

1-misol. Besh tomoshabinning besh o‘rinni egallash imko-
niyatlari (variantlari) sonini toping.

Agar tomoshabinlarni a,b,c,d,e harflar bilan belgilasak, u holda
T={a,b,c,d,e } tomoshabinlar to‘plamiga ega bo‘lamiz. Tomosha-
binlarni o‘rinlarga joylashtirish imkoniyatlarining (variantlarining)
har biriga tomoshabinlar 7 to‘plami elementlarining gandaydir
o‘rin almashtirishi mos keladi. 7'to‘plam beshta elementli bo‘lgani
uchun, 1-teoremaga asosan, P,=1-2:3-4-5=120 bo‘ladi. Demak,
besh tomoshabinning besh o‘rinni egallash imkoniyatlari soni
120 gateng. ®

2-misol. Shaxmat bo‘yicha musobagada har birining tarkibida
to‘rt o‘yinchi bo‘lgan ikki jamoa ishtirok etmoqda. Har bir jamoa
rahbariga to‘rt shaxmat taxtasida o‘yinlar o‘tkazish uchun o‘yinchi-
larni ixtiyoriy ravishda tartiblash imkoniyati berilgan. Musobaga
gatnashchilarining shaxmat taxtalarini egallash imkoniyatlari
(variantlari) sonini toping.

Har bir jamoa a’zolari uchun shaxmat taxtalarini egallash
imkoniyatlarini P,=n! formula yordamida hisoblash mumkin:
P~=4=24. Jamoalardagi o‘yinchilarni ixtiyoriy ravishda tartiblash
mumkin bo‘lganligidan, ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra, musobaqa
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gatnashchilarining shaxmat taxtalarini egallash imkoniyatlari
(variantlari) soni 24-24=576 bo‘ladi. ®

2.2. Ofrinlashtirishlar. n ta elementli {a,,a,,a,,...a,} to‘plam
berilgan bo‘lsin. Shu to‘plamning ixtiyoriy m ta elementidan hosil
qgilingan tartiblangan {ail,aiz,...aim} tuzilmaga (kombinatsiyaga) n
ta elementdan m tadan o‘rinlashtirish, deb ataladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinib turibdiki, elementlari soni bir xil bo‘lgan
ikkita har xil o‘rinlashtirishlar bir-biridan elementlari bilan yoki
bu elementlarning joylashish tartibi bilan farq giladilar. Bundan
tashqari, ntaelementdan m tadan o‘rinlashtirishlar uchun m<n
bo‘lishi ham ravshan. Bu yerda qaralayotgan o‘rinlashtirishlar
tarkibidagi elementlarning takrorlanmasligini eslatib o‘tamiz. Shu
sababli bunday o‘rinlashtirishlarni betakror (takrorli emas) o ‘rin-
lashtirishlar, deb ham atash mumkin. Ushbu bobning 4-paragrafida
takrorli o‘rinlashtirishlar ko‘riladi.

Berilgan » ta elementdan m tadan o‘rinlashtirishlar soni, odatda,

A" bilan belgilanadi'.
Ravshanki, berilgan nta a,,a,,a,,..., a, elementlardan bittadan

o‘rinlashtirishlar » ta bo‘ladi (bular: a,; a,; va hokazo, a ), ya’ni
1

A,=n..

nta elementdan bittadan o‘rinlashtirishlar yordamida »ta
elementdan ikkitadan o‘rinlashtirishlarni quyidagicha tuzish
mumkin. # ta elementdan bittadan o‘rinlashtirishlarning har biridagi
elementdan keyin yoki oldin golgan (r—1)ta elementlardan
ixtiyoriy bittasini joylashtirsa bo‘ladi. Natijada, ko‘paytirish
goidasiga binoan, jami soni Aj =n(n—1) tabo‘lgan n ta elementdan
ikkitadan o‘rinlashtirishlarni hosil gilamiz.

Shu kabi, nta elementdan uchtadan o‘rinlashtirishlarni hosil
qilish uchun 7 ta elementdan ikkitadan o‘rinlashtirishlarga murojaat
qgilish mumkin. Bu yerda # ta elementdan ikkitadan o‘rinlashtirish-
larning har biri uchun uni tashkil etuvchi ikkita elementlardan
oldin, elementlar orasiga yoki elementlardan keyin qolgan (n—2)
ta elementlardan ixtiyoriy bittasini joylashtirish imkoni bor. Ko‘pay-

tirish qoidasiga ko‘ra, natijada jami soni A;:’ =n(n—1)(n—2) ta
bo‘lgan nta elementdan uchtadan o‘rinlashtirishlarni hosil gilamiz.

! Fransuzcha «arrangements> so‘zi o‘rinlashtirish ma’nosini beradi.
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Shunga o‘xshash mulohaza yuritib, nta elementdan to‘rttadan,
beshtadan va hokazo o‘rinlashtirishlar soni uchun mos ifodalarni
aniglash giyin emas.

2-teorema. nta elementdan m tadan o ‘rinlashtirishlar soni
eng kattasi nga teng bo‘lgan mta ketma-ket natural sonlarning

ko ‘paytmasiga tengdir, ya'ni A, =n(n—1)...(n—m+1)

Isboti. n — ixtiyoriy natural son bo‘lsin. Teoremani isbotlash
uchun matematik induksiya usulini qo‘llab, teorema tasdig‘ining
n dan oshmaydigan ixtiyoriy m natural son uchun to‘g‘riligini
ko‘rsatamiz (ya’ni induksiyani m bo‘yicha bajaramiz).

) 1 S . .
Baza: yuqorida A4,=n ekanligi aniglangan edi, ya’ni teorema
tasdig‘i m=1 uchun to‘g‘ridir.

Induksion otish: A, =n(n—1)..(n—m+1) formula m=k<n
uchun to‘g‘ri bo‘lsin, deb faraz gilamiz va uning m=k+ 1 uchun
ham to‘g‘ri ekanligini ko‘rsatamiz. nta elementdan (k+1) tadan
o‘rinlashtirishlarning ixtiyoriy bittasini quyidagicha hosil qilish
mumkin. Bunday o‘rinlashtirishning birinchi elementi sifatida
berilgan {a,,a,,q,,...,a,} to‘plamning istalgan elementini, masalan,
ani tuzilayotgan ofrinlashtirishga joylashtiramiz. Undan keyin

. .k
umumiy soni 4, ga teng bo‘lgan (n—1) ta elementdan k tadan
o‘rinlashtirishlarning ixtiyoriy biridagi barcha elementlarni
joylashtiramiz. Birinchi elementi g, dan iborat bo‘lgan barcha » ta

elementdan (k+1) tadan o‘rinlashtirishlarning soni A,f_l ga tengdir.
Bunday o‘rinlashtirishlarning birinchi elementi sifatida {a,,a,,a,,...,a,}
to‘plamning ixtiyoriy elementini tanlash mumkinligini e’tiborga
olsak, ko‘paytirish goidasiga binoan, berilgan nta elementdan
(k+1) tadan o‘rinlashtirishlar soni quyidagicha aniglanishi kelib
chigadi:
A =nAE =n(n-1)(n=2)..((n-1)-k+1)=
=n(n-1)...(n—-(k+1)+1).

Bu munosabat isbotlanayotgan formulaning m=k+1 uchun
to‘g‘riligini ko‘rsatadi. @

3-misol. Guruh 25 talabadan tashkil topgan bo‘lsin. Bu guruhda

guruh sardori, guruh sardorining yordamchisi va kasaba
uyushmasining guruh bo‘yicha vakilini saylash zarur. Har bir
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talaba bu vazifalardan faqgat bittasini bajaradi deb hisoblansa, saylov
natijalari uchun gancha imkoniyat mavjud?

Bu yerda 25 ta elementli talabalar to‘plamining tartiblangan
uchta elementli (guruh sardori, guruh sardorining yordamchisi
va kasaba uyushmasining guruh bo‘yicha vakili) gism to‘plamlari
sonini aniglash zarur. Bu esa 25 ta elementdan uchtadan o‘rinlash-
tirishlar sonini topish demakdir. Qo‘yilgan savolga javob topish
magsadida 2-teoremadagi isbotlangan formulani »=25 va m=3

bo‘lgan holda qo‘llab, A235 =25-24-23=13800 ekanligini aniglaymiz.

Demak, guruhdagi saylov natijalari uchun 13800 ta imkoniyat
mavjud. ®

. gm__ 1! o
A" =n(n—1)...(n—m+1) formulani 4, =) ko‘rinishda
ham yozish mumkin. Hagigatan ham,

n(n—1)..(n—m+1)(n-m)! _ n!

A =n(n—1)..(n—m+1)= (=) = (rem)!"

Yugorida ta’kidlanganidek, # ta elementdan m tadan o‘rinlashti-
rishlar # elementli to‘plamning bir-biridan tarkibi bilan ham,
elementlarining joylashishi bilan ham farglanadigan gism to‘plam-
laridan iboratdir. Agar bu o‘rinlashtirishlarda »nta elementli
to‘plamning barcha elementlari qatnashsa (ya’ni m=n bo‘lsa), nta
elementli to‘plam uchun barcha o‘rin almashtirishlar hosil bo‘lishi
tabiiydir. Shu tufayli, o‘rin almashtirishlarning oldin keltirilgan
ta’rifiga ekvivalent quyidagi ta’rifni ham berish mumkin.

nta elementli to‘plam uchun o‘rin almashtirishlar, deb nta
elementdan ntadan o‘rinlashtirishlarga aytiladi. Bunda har bir
element faqat bir marta qatnashadi va ular bir-biridan fagat o‘zaro
joylashishlari bilan farq giladilar.

O‘rin almashtirishlarning bu ta’rifiga asoslanib, 7 ta elementli
to‘plam uchun o‘rin almashtirishlar soni formulasini o‘rinlash-
tirishlar soni formulasi yordamida hosil gilish mumkin. Haqgigatan
ham,

P =A"=n(n—1)....(n—(n-1))=n(n—1)...2-1=n!

n! n! n!
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2.3. Gruppalashlar. {a,,a,,a,,...,a,} to‘plam berilgan bo‘lsin. Bu
n elementli to‘plamning elementlaridan m ta elementga ega gism to‘p-
lamlarni shunday tashkil etamizki, ular bir-biridan elementlarining
joylashish tartibi bilan emas, faqat tarkibi bilan farq qilsinlar.
Bunday mta elementli qism to‘plamlarning har biriga » ta ele-
mentdan m tadan gruppalash, deb ataladi.

nta elementdan mtadan gruppalashlar sonini C,,m bilan bel-
gilaymiz!.

Gruppalashlar sonini (g ) yoki (',;) shaklda belgilashlar ham

uchraydi. Gruppalash ta’rifidan 1<m<n ekanligi va agar biror
gruppalashda gandaydir usul bilan elementlar o‘rinlari almash-
tirilsa, u (gruppalash sifatida) o‘zgarmasligi kelib chigadi. Bu yerda
qaralayotgan gruppalash tarkibida elementlarning takrorlanmasligini
eslatib o‘tamiz. Shu sababli bunday gruppalashni betakror (takrorli
emas) gruppalash, deb ham atash mumkin. Ushbu bobning 4-para-
grafida takrorli gruppalashlar o‘rganiladi.

Bir (n=1) elementli {a} to‘plam uchun faqgat bitta gruppalash

mavjud, u ham bo‘lsa, bir (m=1) elementlidir: a. Demak, Cll =1
Ikki (n=2) elementli {a,b} to‘plam uchun bittadan (m=1)
gruppalashlar ikkita (a va b), ikkitadan (m=2) gruppalashlar esa

faqat bitta (ab). Demak, C,=2, C22 =1.

Uch (n=3) elementli {a,b,c} to‘plam uchun gruppalashlar:
bittadan (m=1)— a,b va ¢ (uchta); ikkitadan (m=2 )—ab,ac,bc
(uchta); uchtadan (m=3) — abc (faqat bitta). Demak,
Cy=3,C.=3,C;=1.

To‘rtta (n=4) elementdan tashkil topgan {a,b,c,d} to‘plam
elementlaridan tuzilgan gruppalashlar: bittadan — a,b,c va d
(to‘rtta); ikkitadan — ab, ac, ad, bc, bd, cd (oltita); uchtadan —
abc, abd, acd, bcd (to‘rtta); to‘rttadan abed (fagat bitta). Demak,
C,=4,C.=6,C,=4,C, =1.

Yugoridagi mulohazalar gruppalashlar sonini hisoblash for-

mulasi ganday bo‘lishiga to‘liq oydinlik kiritmasa-da, dastlabki tahlil
uchun muhimdir. Masalan, # ta elementdan barcha elementlarni

I Fransuzcha «combinatsion» so‘zi gruppalash ma’nosini beradi.
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o‘z ichiga oladigan faqat bitta gruppalash tashkil etish mumkin,
degan yoki nta elementdan bittadan »ta gruppalash bor, degan
xulosalar ustida o‘ylab ko‘rish mumkin.

C,:" sonni hisoblash uchun formula topish magsadida quyida-
gicha mulohaza yuritamiz. Ravshanki, agar # ta elementdan m tadan
barcha gruppalashlarning har birida elementlarning o‘rinlari imkoniyat
boricha almashtirilsa, natijada nta elementdan mtadan barcha
o‘rinlashtirishlar hosil bo‘ladi. Bu yerda nta elementdan m tadan

tuzilgan C, ta gruppalashning har biridagi m ta elementdan P =mita
o‘rin almashtirishlar hosil gilish mumkin bo‘lganligi tufayli,

ko‘paytirish qoidasiga asosan, P,C, =A) tenglik to‘g‘ridir. Demak,
o AT n(n=1)..(n-m+1)

n P 1.2-....m

m

formula o‘rinlidir. Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.
3-teorema. nta elementdan m tadan gruppalashlar soni eng

kattasi nga teng bo‘lgan m ta ketma-ket natural sonlar ko ‘payt-

masining dastlabki m ta natural sonlar ko ‘paytmasiga nisbati

m hn-1)..(n-m+1
kabid: =2 1)2(m 3

4-misol. Qurilish tashkilotining duradgorlar bo‘limida 15 ishchi
bor. Ko‘p qavatli uyning eshiklarini ta’mirlash uchun 3 duradgorni
tanlash zarur. Agar bo‘limdagi har bir duradgor bu topshirigni
bajarishga layoqatli bo‘lsa, bunday tanlash imkoniyatlari (variant-
lari) qancha?

Bo‘limdagi har bir duradgor ta’mirlash ishini bajarishga
layoqatli bo‘lgani uchun, bu masalani hal gilishda gruppalashlar
sonini topish formulasidan foydalanish mumkin. Bu yerda, n=15,

; 151413

=3 - -
A X

rini tanlash imKoniyatlari soni 455 ekan. B

=455. Demak, 15 duradgor orasidan 3 nafa-

Agar ta’rif sifatida Cf:l gabul qilinsa, nta elementdan
mtadan gruppalashlar soni uchun yuqorida keltirilgan formula

|
m=0 bo‘lgan holda ham to‘g‘ri boladi: C,‘,’=OT”"1—,:1. Tabiiyki,
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n ta elementdan barcha elementlarni o‘z ichiga oladigan faqat bitta

!
gruppalash tashkil etish mumkin: C, = "10' 1.

n!

Gruppalashlar sonini hisoblash uchun C, =m,

Cm_n(n—l)...(m+1) . )
" T2 nem) ko‘rinishdagi formulalardan ham foydala-

nish mumkin. Bu formulalar quyidagi tengliklardan kelib chiqadi:

n! n!
A _(i=m)!__ n! m!

P m!  m!(n-m)! (n- m)'

m

cr=2a

n'
_(n=(r=-m))! _A" _n(n-1)..(m+1)
(n—m)! _P m_ 1-2-.(n-m) ’

n—,

Ixtiyoriy natural » soni uchun gruppalashlar soni bir gator
xossalarga ega, masalan,

Cr=C"" (m=0,1,2,...,n),
CreCcm=cit (m=0,1,2,...,n-1).

n+l
Haqgigatan ham,

m n! n! _nm
" mln-m)! (n—m)W(n—(n-m))! "’

n! n!

m+1 _
G = ot D A=D1~

_ n! 1 N 1 )
" mi(n-m-D'\ n-m m+1]
nl(n+1)

“mWm+D)(n-m=-1)n—m)

(n+1)' Cm+1
(m+1) (n+)—(m+yt "
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Muammoli masala va topshiriglar

1. Shaxmat taxtasiga 8 ta ruxni bir-biriga hujum gilmaydigan
qilib necha xil usul bilan joylashtirish mumkin?

2. Ma’noga ega bo‘lmaganlarini ham e’tiborga olgan holda a, i,
t, r harflaridan 4 harfli nechta so‘z tuzish mumkin?

3.9 nafar kishining rais, rais o‘rinbosari, kotib va ish yuri-
tuvchi vazifalariga tayinlanish imkoniyatlarini toping.

4. Turli 5 rangdagi bo‘yoqlardan 3 xil rangli bo‘yoq tanlash
imkoniyatlari sonini aniglang.

5. Musobagada 10 jamoa ishtirok etayotgan bo‘lsa, ulardan
uchtasi oltin, kumush va bronza medallarini olish imko-
niyatlari sonini aniglang.

6. Kutubxonada 6 tilning har biridan boshgalariga bevosita
tarjima qilish uchun yetarli lug‘atlar mavjud. Tillar soni 10 ta
bo‘lganda, kutubxonaga yana gancha lug‘at kerak?

7. Do‘konda 10 xil qo‘g‘irchoqlar sotilayotgan bo‘lsin. 8 dona
turli go‘g‘irchoqni sotib olish imkoniyatlari sonini aniglang.

8. Barcha ragamlari turlicha bo‘lgan 7 sonli telefon ragamlari
sonini toping.

9. Har bir yigit fagat bitta gizni o‘yinga taklif qilish sharti
bilan 4 yigit 6 qgizni taklif etayotgan bo‘lsa, bunday takliflar
sonini toping.

10. Bir kishida 7 ta, boshgasida esa 9 ta kitob bor. Ular bir-biri
bilan ikkitadan kitob almashishmoqchi. Kitob almashishlar
sonini aniglang.

11. 28 dona domino sogqgalarini 4 o‘yinchiga teng tagsimlash
imkoniyatlari sonini toping.

12. Temiryo‘l vagoni kupesida bir-biriga garama-qarshi o‘tirishga
mo‘ljallangan va har birida 5 ta o‘rin bo‘lgan 2 ta o‘rindiq bor.
10 nafar yo‘lovchilardan 4 tasi poyezdning yurishi yo‘na-
lishiga garab, boshqa 3 tasi teskari yo‘nalishga qarab o‘tirishni
xohlaydi, qolgan 3 tasi uchun esa gaysi yo‘nalishga garab
o‘tirishning farqi yo‘q. Yo‘lovchilarni o‘rindiglarga joylash-
tirishlar imkoniyatlari sonini aniglang.

13. Beshta har xil bayrogchani istalgan son va tartibda ko‘tarib
hosil gilish mumkin bo‘lgan turli signallar sonini aniglang.

14. Qavariq o‘nburchak diagonallari sonini aniqlang.

15. Tekislikda har uchtasi bir to‘g‘ri chizigda yotmagan to‘qqgizta
nugqta berilgan. Agar bu nuqtalarning har uchtasidan birgina
aylana o‘tkazish mumkin bo‘lsa, berilgan nuqtalardan nechta
aylana o‘tkazish mumkinligini aniglang.
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16. Quyidagi ayniyatlarni isbot qiling:
a) Ch+Cilicil=ct . b) Cic"=Cr+CT

m+1

d) A =m+1A:; e i

CiP,

) A=A +2kA + k(k-1)4".

m+2 T

17. Quyidagi tenglamalarni hal qiling:

X X— 3 X=. X
8) Cr=Cy’; b) Ai+AL=5 AL &) 2005 =77C5, p;

A p . e
) Pprt=ad ) CI-g B=CF; ¢) 8CL =34

x-2
Mustagqil ishlash uchun savollar

1. O‘rin almashtirishlar sonini qanday hisoblash mumkin?

2. O‘rinlashtirishlar soni formulasini isbotlay olasizmi?

3. O‘rin almashtirish va o‘rinlashtirish orasida qanday farq
bor?

4. Gruppalashlar tushunchasi va gruppalashlar soni formulasi.

5. Gruppalashlar sonining ganday xossalari bor?

6. O‘rin almashtirishlar, o‘rinlashtirishlar va gruppalashlar
sonlari orasida qanday munosabatlarni bilasiz?

3-§. Paskal uchburchagi. Nyuton binomi’

Gruppalash, gruppalashlar soni, Paskal uchburchagi, arifmetik

uchburchak, ikkita son yig‘indisining natural darajasi, butun

sonning istalgan natural ko ‘rsatkichli ildizi, qgisqa ko ‘paytirish
Jormulalari, yig‘indining bikvadrati, matematik induksiya,
Nyuton binomi, binomial koeffitsiyentlar, Koshi ayniyati.

3.1. Paskal uchburchagi hagida umumiy ma’lumotlar. Berilgan

nta elementdan m tadan gruppalashlar soni C,:n uchun bir necha
gatorlarni 1-jadvaldagidek yozamiz:

L «Binom» so‘zi ikkihad ma’nosini anglatadi.
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1-jadval

n Gruppalashlar soni C"l"(m=0,_n)

1 |-, ¢ =1

Bu jadvalda gruppalashlar sonining quyidagi xossalarini kuza-
tish mumkin:

— har bir gatorning chetlarida birlar joylashgan (bu tasdiq
C}? - C,? =1 formula bilan ifodalanadi, ushbu bobning 2-paragrafiga
garang);

— har bir qatordagi C;" sonlar gatorning teng o‘rtasiga nisba-
tan simmetrik joylashgan, ya’ni qatorning boshidan va oxiridan
baravar uzoglikda turgan sonlar o‘zaro teng (C,'=C. " );

— ikkinchi gatordan boshlab har bir qatordagi birlardan
tashqari ixtiyoriy son bu gatordan yuqorida joylashgan gatordagi
biri shu son ustida, ikkinchisi esa undan chapda joylashgan ikkita

gruppalashlar sonining yig‘indisiga teng (C™' =C"+=C"");

— har bir gatordagi C” sonlar shu qator teng o‘rtasigacha
o‘sib, so‘ng kamayadi (3.3-band, 5-xossaga garang).

Ta'rif sifatida Cg =1 deb qabul qilinsa va bu son yuqoridagi
jadvalning n=1 ragamli qatoridan oldin n=0 ragamli qatori sifatida
joylashtirilsa, uchburchak figurasiga o‘xshash 1-shakldagi sonlar
jadvalini hosil qgilish mumkin.

1-shakldagi sonlar jadvali Paskal uchburchagi, deb ataladi.
Bu jadval arifmetik uchburchak nomi bilan ham yuritiladi. Uning
Paskal nomi bilan atalishiga qaramasdan, bunday sonlar jadvali
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juda qadimdan dunyoning turli mintaqa- 1

larida, jumladan, Sharq mamlakatlarida 11
ham ma’lum bo‘lgan. Masalan, Erondagi 121
Tus shahrida (hozirgi Mashhadda) yashab 1331
ijjod gilgan Nosir at-Tusiy' XIII asrda bu 1 ; ‘1‘0613 ; 1

jadvaldan foydalanib, berilgan ikkita son 161520156 1
yig‘indisining natural darajasini hisoblash 172135352171
usulini o‘zining ilmiy ishlarida keltirgan
bo‘lsa, g‘arbda Al-Koshiy nomi bilan mash-
hur samarqandlik olim Ali Qushchi? butun sonning istalgan natural
ko‘rsatkichli arifmetik ildizi giymatini taqribiy hisoblashda bu
jadvaldan foydalana bilganligi haqida ma’lumotlar bor. Keyinchalik
G‘arbiy Yevropada bu sonlar uchburchagi hagida M. Shtifel?
arifmetika bo‘yicha qo‘llanmalarida yozgan va u ham butun sondan
istalgan natural ko‘rsatkichli arifmetik ildizning taqribiy giymatini
hisoblashda bu uchburchakdan foydalana bilgan. 1556-yilda bu sonlar
jadvali bilan N. Tartalya*, keyinroq logarifmik lineyka ijodkori
U. Otred® (1631-yil) ham shug‘ullangan. 1654-yilga kelib, B. Paskal
o‘zining «Arifmetik uchburchak haqgidagi traktat» nomli asarida bu
sonlar jadvali haqidagi ma’lumotlarni ¢’lon qildi.

Paskal uchburchagidagi qatorlar istalgancha davom ettirilishi
mumkin. Shunisi gizigki, Paskal uchburchagi yordamida istalgan
n ta elementdan m tadan gruppalashlar sonini fagat qo‘shish amali
yordamida hosil qilish mumkin (ushbu bobning 2-paragraf-

n! o n=1)...(m+1)
ml(n-m)!” =0 =T (hm)l

10-shakl.

dagi C, sonni hisoblash CI" =

va C,,,_n(n—l)...(n—m+1)

= formulalariga qarang). Bu amal
" 12..m

Cl=Cr'+C", formulaga asoslanadi.

! At-Tusiy (Nosir ad-Din-Muhammad ibn Muhammad ibn-al-Hasan, 1201—
1274) — Eron astronomi va matematigi.

2 Ali Qushchi (Jamshid ibn Ma’sud, tug‘ilgan yili noma’lum—taxminan 1436
yoki 1437-yilda vafot etgan)—o‘zbek matematigi va astronomi, 1420—1430-yil-
larda Samarqandda Mirzo Ulug‘bek rasadxonasida yashagan.

3 Shtifel Mixel (Michel, 1487—1567) — olmon matematigi.

4 Tartalya Nikkolo (Tartalia Nic-colo, 1499-yil atrofida tug‘ilgan — 1557) —
italyan matematigi va mexanigi.

5 Otred Uilyam (Outred William, 1574—1660) — ingliz matematigi.
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Paskal uchburchagi ko‘plab ajoyib xossalarga ega. B. Paskal
yuqgorida zikr etilgan traktatda: «Bu xossalarning hagigatan ham
bitmas-tuganmasligi naqadar ajoyibdir» deb yozgan edi. Ushbu
paragrafning 3.3-bandida Paskal uchburchagining ba’zi xossalari
keltirilgan.

3.2. Nyuton binomi hagida umumiy ma’lumotlar. O‘rta maktab
matematikasi kursidan quyidagi ikkita gisqa ko‘paytirish formula-
larini eslaylik:

(atby*=a*+2ab+b — yigindining kvadrati;

(at+by’=a*+3a*b+3ab* +b* — yigindining kubi.

Yig‘indining navbatdagi ikkita, ya’ni 4- va 5-darajalarini
hisoblaymiz:

(at+b)*=(a+b)(a+tb)’=(a+b)(a’*+3a’bt+3ab*+b*)=
= a*+4a’b+6a’b*+4ab’+b
(a+b)y’=(a+b)(a+b)*=a’+5a*b+10a°b*+10a2b*+5ab*+b>.
Shunday qilib, yig ‘indining bikvadrati (ya’ni to‘rtinchi darajasi)
(atb)* = a*+4a’b+6a*>+4ab>+b*
va yig‘indining beshinchi darajasi
(a+b)’=a’+5a*b+10a*b*+10a%b>+ 5ab*+ b’

formulalariga ega bo‘lamiz.

Yugorida keltirilgan yig‘indining kvadrati, kubi, bikvadrati va
beshinchi darajasi formulalari o‘ng tomonlaridagi ko‘phad
koeffitsiyentlari Paskal uchburchagining mos qatorlaridagi C,:”
(n=2,3,4,5) sonlar ekanligini payqash qiyin emas.

I-teorema. Barcha haqiqiy a va b hamda natural n sonlar uchun
(a+b)"=a"+C,a" b+C,a""b’ +..4+C, ab" +b"
Sormula o ‘rinlidir.
Isboti. Matematik induksiya usulini go‘llaymiz.
Baza: n=1 bo‘lganda formula to‘g‘ri: (a+b)'=a+b.

Induksion o ‘tish: isbotlanishi kerak bo‘lgan formula n=k uchun
to‘g‘ri bo‘lsin, ya’ni

(@+b) =a* +Cla"'b+Cia" 0 +..+C ab 45",
Formula n=k+1 bo‘lganda ham to‘g‘ri ekanligini isbotlaymiz.

Hagigatan ham, ¢™' =

n+l

Cr+C™ formuladan foydalanib, quyida-
gilarni hosil gilamiz:
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(a+b)'=(a+b)(a+b)<=
=(a+b)(a" +Cpd" ' b+Cla"0 +..+C lab T +05) =
D =d" 4+ b+ Cld T A Clab  +
=Cod*b+Cd* ' +.. +C ab + " =
=d" H(C+C)A b+ (C +CH T + 87 ..
(G HCab + b =
=d"'+Cpd b+ Cl a0 L ab + 6

Ixtiyoriy a va b haqiqiy sonlar hamda » natural son uchun
(a+b)" ifodaning ko‘phad shaklidagi yoyilmasi (tasvirlanishi)
Nyuton’ binomi, deb ataladi. Umuman olganda, «Nyuton binomi»
iborasiga tangidiy nuqtayi nazardan yondashilsa, undagi har ikki
so‘zga nisbatan ham shubha tug‘iladi: birinchidan, (a+b)" ifoda
birdan katta natural # sonlar uchun binom (ya’ni ikkihad) emas;
ikkinchidan, natural sonlar uchun bu ifodaning yoyilmasi Nyuton-
gacha ma’lum edi?.

Greklar (a+b)" ifodaning qatorga yoyilmasini » ning fagat »#=2
bo‘lgan holida (ya’ni yig‘indi kvadratining formulasini) bilar edilar.
Umar Xayyom?® va Ali Qushchi (a¢+b)* ifodani »n>2 bo‘lgan
natural sonlar uchun ham qatorga yoya bilganlar. Nyuton esa 1767-yil-
da yoyilma formulasini isbotsiz manfiy va kasr # sonlar uchun ham
qo‘llagan. L. Eyler 1774-yilda Nyuton binomi formulasini kasr
n sonlar uchun isbotladi, K. Makloren* esa bu formulani dara-
janing ratsional ko‘rsatkichlari uchun qo‘lladi. Nihoyat, 1825-yilda
N. Abel’ daraja ko‘rsatkichining istalgan kompleks giymatlari uchun
binom haqgidagi teoremani isbotladi.

C" sonlarni binomial koeffitsiventlar, deb ham atashadi. Bunday
ta’rif bu koeffitsiyentlarning Nyuton binomi formulasida tutgan

o‘rniga qarab berilgan bo‘lib, C" son

! Isaak Nyuton (Newton, 1643—1727) — ingliz fizigi, mexanigi va matematigi.

2 Ushbu paragrafning 3.1-bandidagi xronologik ma’lumotlarga garang.

3 Umar Xayyom (G'iyosiddin Abulfath Umar ibn Ibrohim Xayyom Nishopuriy,
g e, 1048 — Nishopur —1131)— fors shoiri, matematigi va faylasufi.

4 Makloren Kolin (Maclaurin Colin, 1698—1746) — Shotlandiya matematigi.

S Abel Nils Xenrik (Niels Henric, 1802—1829) — Norvegiya matematigi.
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(a+b)"=) Cra""b"
m=0

yoyilmadagi a""b™ ifodaning koeffitsiyentidir.
2-teorema. Barcha haqiqiy a va b hamda natural n sonlar uchun

(a-b)"=) (-1)"Cla""b"

Sformula o ‘rinlidir.

Isboti. Nyuton binomi formulasida b ni (—b) ga almashtirsak,
kerakli formulani hosil qilamiz. &

I-misol. Oxirgi formuladan xususiy holda quyidagi gisqa
ko‘paytirish formulalari kelib chiqadi:

n=2 bo‘lganda ayirmaning kvadrati formulasi

(a—b)’=a*—2ab+b?
n=3 bo‘lganda ayirmaning kubi formulasi
(a—b)’*=a*—3a’b+3ab*+bh’. m
Nyuton binomi formulasini kombinatorik amallar yordamida
ham hosil gilish mumkin.
Hagqigatan ham, ixtiyoriy a,b,b,,...,b, sonlar uchun
(atb)(atbh,)...(ath) ifodani
(atb)(atbh,)...(ath)=a+a'(b+b,*..+b )+
+a=%(bb,+b b, +...+b b))+
+a3(bb,b, .. +b b b)+..+bb,. . .b.
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglikning o‘ng tomonida joylash-
gan a" oldidagi koeffitsiyent birga (1=C,(,) ) teng. Birinchi gavslar
ichidagi qo‘shiluvchilar soni nga (#=C ,1, ) tengligi yaqqgol ko‘rinib
turibdi. Ikkinchi qavslar ichidagi go‘shiluvchilar b,,b,,...,b (nta)
elementlardan ikkitadan ko‘paytmalar (soni C: ga teng grup-
palashlar) ekanligini ham payqash qiyin emas. Uchinchi qavslar
ichidagi qo‘shiluvchilar esa o‘sha nta elementlardan uchtadan
ko‘paytmalar bo‘lib, ularning soni Cj ga teng va hokazo. Oxirgi

qo‘shiluvchi oldidagi koeffitsiyent birga (1=C: ) teng. Yuqoridagi
tenglikda b,=b,=...=b,=b deb olsak, Nyuton binomi formulasini
hosil gilamiz.
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3.3. Binomial koeffitsiyentlarning xossalari. Binomial koef-
fitsiyentlarning ba’zi xossalarini keltiramiz. Bu xossalar bevosita
gruppalashlarga oid bo‘lib, tabiiyki, ular Paskal uchburchagining
xossalarini ham ifodalaydi.

m+l
n_n—m _ _ . e qe g
I-x0ssa. o el (m=0,1,2,...,n-1) tenglik o ‘rinlidir.

n

Haqiqatan ham,

n!
_(m+)(n-m-1)! __ ml(n-m)!
C,;" n! T mD)(n—m-1)!
m!l(n—-m)!

_m!ln-m-1)(n-m) (n—m)
T mlm+)\(n-m-1)!" m+l "

Bu xossa binomial koeffitsiyentlar gatoridagi istalgan ketma-
ket ikki elementning biri ma’lum bo‘lsa, boshqgasini osonlik bilan
hisoblash mumkinligini ko‘rsatadi:

m+l m+m m+l
C
G, +1 T n-m "
bu yerda, m=0,1,2,...,n—1.

2-xossa. Ixtiyoriy natural n son uchun barcha C, (m=0,_n)
binomial koeffitsiyentlar yig ‘indisi 2" ga teng, ya’ni

0 1 2 -1
C,+C,+C, +..+C. " +C, =2".

Bu tenglik Nyuton binomi formulasida ¢=b=1 deb olganda
hosil bo‘ladi.

3-xossa. Toq o ‘rinlarda turgan binomial koeffitsiyentlar yig ‘indisi
Jjuft orinlarda turgan binomial koeffitsiyentlar yig ‘indisiga teng.

Haqigatan ham, Nyuton binomi formulasida ¢=1va b= —1
deb olganda,

0=Cy—Ci+C2=C +..+(-1)"+C"

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikdan xossadagi tasdigning to‘g‘riligi
kelib chigadi. ®
2- va 3-xossalar asosida quyidagi xossani hosil gilamiz.
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4-xossa. n natural sondan oshmaydigan eng katta toqg m son

uchun C\+C’ +...+C"'=2"" tenglik hamda n sondan oshmaydigan

eng katta juft m son uchun C' +Co 4. +C=2"" tenglik o rinlidir.

S-xossa. Toq n son uchun

nd - iy L

0_ Al 7 _po ) 2 n
C,<C,<.<Cs”=C~ , C° >C,S° >.>C,
Jjuft n son uchun esa
0 _ Al 7 7t
T I 2 n
Cn<Cn§...<Cn, c,>C, >.>C,
munosabatlar o ‘rinlidir.

n-1 C
Hagigatan ham, m<—- shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

n—m
natural # va m sonlar uchun oy

>1 tengsizlik orinlidir, m>'%

n-m
bo‘lganda esa mal <l  tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu yerda,

o ’;n_+n11>C;" formulani (1-xossaga qarang) qo‘llab, xossadagi

barcha tengsizliklarni hosil gilamiz.
n-m

. n-1 .
Agar n toq son bo‘lsa, m—T butun son bo‘lib, poe)

n-1
n__

2 :2”"’”1:”“:1 munosabat o‘rinlidir. Demak,
n-1 n-1+2 n+l
——+1

— m _1 n-1
1. an formuladan m=n—2—— bo‘lganda an =C,

n-1 n-1

G = m+1

tenglik kelib chigadi. ®
Binomial koeffitsiyentlarning 5-xossasi Paskal uchburchagining

yuqorida keltirilgan xossalari tasdig‘i bo‘lib, unga ko‘ra binomial

n

koeffitsiyentlar oldin ¢°=] dan H gacha! o‘sadi, keyin esa
n C,

1{a] yozuvi a sonning butun gismini anglatadi.
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C, =1 gacha kamayadi hamda n toq bo‘lganda, binomial koef-
fitsiyentlar qatorining o‘rtasidagi ikkita hadi tengdir va n juft bo‘l-
ganda, uning o‘rtadagisi hadi eng katta va yagonadir.

Quyidagi 6—8-xossalar o‘rinlidir:

6-xossa. C!+C)+...+C, =c™

n nt+k n+k+l"
7-x0ssa. (C,?)2 +(C,1,)2 +ot (C,:')2 =C,,.

&-xossa. C,?C,ﬁ +C,1,C,i—1 +...+C,I,c C,(,), =C:+m.
Oxirgi tenglik Koshi’ ayniyati, deb aytiladi.
Endi bu uchta xossalarni isbotlaymiz. Dastlab 6-xossaning
isbotini keltiramiz. Birinchidan,
s=(1+x)"+(1+x)y1+. +(1+x)"*
ko‘phad uchun Nyuton binomi formulasini qo‘llab, quyidagi
tenglikni hosil qilamiz:

n n+l n+k
5= Crx"+Y Crx"+..+ Y Cryx™.
m=(0 m=0 m=0
Bu yerdan, s ko‘phaddagi x" ifodaning koeffitsiyenti

n n n
C,+C, +..4C,,

yig‘indiga tengligini aniglash mumkin.

Ikkinchidan, s =(1+x)*(1+(1+x)+...+(1+x)*) ifodani geomet-
rik progressiya hadlari yig‘indisi formulasiga binoan, quyidagicha
ham yozish mumkin:

o L+ x) -1
I+x-1 _
Bu yerda ham Nyuton binomi formulasini go‘llab, hosil bo‘lgan

n+l

ko‘phadning x" daraja gatnashgan hadi koeffitsiyenti Cropnt

ligini ko‘rish mumkin. Keltirilgan bu mulohazalar asosida 6-xos-
sadagi tenglikka ega bo‘lamiz. ®

s=(1+x)

:% (1+x)n+k+1_(1_x)n).

ekan-

Ravshanki, C" =C,f_'" formula e’tiborga olinsa, 7-xossa 8- xo0s-
sadan m =k =n bo‘lganda xususiy hol sifatida kelib chigadi. Shuning

! Koshi (Cauchy Ogyusten Lui, 1789—1857) — fransuz matematigi.
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uchun fagat 8-xossaning isbotini keltirish bilan chegaralanamiz.
Birinchidan, Nyuton binomi formulasiga ko‘ra,

n+m

(+x)" = 2 Cx’, (1+x)" = z Cix', 1+x)""= z ch x’
=0 =0 p=0

tengliklarga, bulardan esa (1+x)"(1+x)"=(1+x)"*™ bo‘lgani uchun

< s L t t
§ Cyx ; C,x' = ZO, Cr.x” tenglikka ega bo‘lamiz. Oxirgi tenglik-
. s= 1= p=

ning har ikki tomonidagi x* (k=0,1,...,min(m,n)) daraja koef-
fitsiventlarini bir-biriga tenglashtirsak, isbotlanishi kerak bo‘lgan
- formulani hosil gilamiz. ®

Albatta, yuqgoridagi uch xossa boshqa usullar bilan ham isbot-
lanishi mumkin. Quyida 8-xossaning kombinatorik tahlilga
-asoslangan isboti keltirilgan.

2-misol. Koshi ayniyatini kombinatorik tahlilga asoslangan holda
isbotlaymiz. n nafar o‘g‘il va m qiz boladan tashkil topgan talabalar
guruhidan k (k=0,1,...,min(m,n)) talaba tanlash zarur bo‘lsin.
n+m talabalardan k talabani % xil usul bilan tanlash mumkinligi
ravshan.

Boshga tomondan olib qaraganda, n+m talabalardan iborat
to‘plamdan tanlanadigan barcha k elementli qism to‘plamlarni
ularning tarkibidagi o°‘g‘il bolalar soniga garab, sinflarga ajratishning
quyidagicha imkoniyati bor. Tarkibida s (0<s<k ) o‘g‘il bola

bo‘lgan k elementli gism to‘plamni oldin C ~ xil usul bilan tanlab,

keyin (k—s) gizlarni C ,I,C,—s xil usullardan birontasi yordamida tan-
lash mumkin. Demak, tarkibida s o‘g‘il bola bo‘lgan k talabadan

iborat qism to‘plamlar soni, ko‘paytirish goidasiga asosan, C,C ,If,—s
songa tengdir. Noldan & gacha bo‘lgan barcha butun s sonlar uchun
barcha kombinatsiyalar hosil gilgan holda bu kombinatsiyalarga
mos ko‘paytmalarni yig‘ib, Koshi ayniyatining chap tomonini
hosil gilamiz. &

Binomial koeffitsiyentlarning yuqorida keltirilgan xossalarini
tahlil qgilish natijasida ularning turli sohalardagi tadbiglari doira-
sining kengligini payqash mumkin. Misol sifatida to‘plamlar naza-
riyasiga tatbiqini garaymiz.
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3-misol. Chekli A to‘plam 24 buleanining elementlari va bu
elementlar soni bilan binomial koeffitsiyentlarning uzviy bog‘lanishi
bor. Bu bog‘lanishni quyidagicha ifodalash mumkin. Chekli 4 to‘p-
lam 24buleani tarkibidagi elementlar 4 to‘plamning gism to‘p-
lamlaridan iborat bo‘lgani uchun, shu qism to‘plamlarni quvvatlari
bo‘yicha (|[4+1) ta guruhga ajratish mumkin. Tushunarliki, bu

yerda k ragamli guruh (k =0,| A|) quvvati & ga teng bo‘lgan
barcha gism to‘plamlardan tashkil topadi va undagi gism to‘plamlar
soni C* ga teng. Bu mulohazani hisobga olgan holda 2-xossa

yordamida ushbu bobning 1-paragrafidagi 1-teoremaning boshga
bir isbotiga ega bo‘lamiz. B

Binomial koeffitsiyentlarning yana bir xossasi ushbu bobning
7-paragrafida isbotlanadi.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Binomial koeffitsiyentlarning xossalaridan foydalanib, quyi-
dagi formulalarni isbotlang:
2 m(m+1)(2m+1) |

2 2
a) I'+2° +..+m = 6 ;

2 2
3 A3 3 m (m+1)
b) I'+2'+otm =——.

2. n dona bir xil sharlar orasidan toq sondagi, n>2 bo‘lganda
esa juft sondagi sharlarni tanlash imkoniyati sonlarini aniglang.
3. Binomial koeffitsiyentlarning quyidagi xossalarini isbotlang:

a) 2,6 =Cs
r=k

b) 2 kCy=m2"";
k=l

d) Y k-DCy=0;

k=1
e) nl=n"-Cy(n-1)"+C:(n-2)"-C)(n-3)" +...+
+Hn-1)"C) 2" +(-)™'Cy (ne N);

) n"=Cin-1)"-Ci(n-2)" +...+
106



H-D"C2"+ (=) C, m<n, (m,ne N).

4. Quyidagi yig‘indilarni hisoblang:
a) Ch+2C,+3C, +...+(n+1)Co;
b) C2+2C2.3C, +..+(n-1)Cr;

d) CY+3C,+5C: +...+2n+1)C,.

5. Binomial koeffitsiyentlarning yuqorida keltirilgan xossalaridan
farqli bironta xossasini topishga harakat qiling.

6. Ixtiyoriy A4 chekli to‘plamning juft quvvatli gism to‘plamlari
to‘plamining quvvati shu A4 to‘plamning toq quvvatli gism
to‘plamlari to‘plamining quvvatiga tengligini isbotlang.

7. Quvvati 100 ga teng bo‘lgan to‘plamning 40 elementli gism
to‘plamlari soni bilan shu to‘plamning 60 elementli gism
to‘plamlari sonini solishtiring.

8. Figurali sonlarning Paskal uchburchagidagi o‘rnini aniglang.

9. Paskal uchburchagi yordamida ixtiyoriy k-tartibli figurali
sonlarning dastlabki # tasi yig‘indisini hisoblash formulasini
toping va bu formulani matematik induksiya usuli yordamida
isbot qiling.

10. Paskal uchburchagidan foydalanib 11 (ne N) ifodaning
giymatini hisoblash formulasini keltirib chigaring va bu
formulani isbot giling.

11. Paskal uchburchagining ixtiyoriy n-satridan yuqorida joy-
lashgan elementlari yig‘indisini hisoblash formulasini ifoda-
lang va bu formulani isbot qiling.

12. Paskal uchburchagining bir necha o‘n qatorini yozib, undagi
ikkiga, uchga, beshga goldigsiz bo‘linadiganlarini ajrating.

13. Paskal uchburchagining 256-qatorida qancha toq son borligini
aniqglang.

14. Paskal uchburchagidan foydalanib, sin nx va cos nx ifodalarni
sin x va cos x orqali ifodalash formulalarini keltirib chigaring.

15. Paskal uchburchagini sinchkovlik bilan tekshirib, undagi
sonlarning dastlabki bir necha tub sonlarga (masalan, 2, 3,
5, 7, 11) bo‘linadiganlarining o‘rinlarini aniqglang.

16. Paskal uchburchagidagi juft va toq sonlarning joylashuvini
tekshiring.

17. Paskal uchburchagining kitobda bayon gilinmagan xossalarini
topishga urinib ko‘ring.
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Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Paskal uchburchagi deganda nimani tushunasiz?

2. Paskal uchburchagining qanday xossalarini bilasiz?

3. B. Paskalgacha Paskal uchburchagidan foydalangan sharq
va g‘arb olimlaridan kimlarni bilasiz?

4. Nyuton binomi formulasini ganday qo‘llash mumkin?

5. Nyuton binomi formulasini Isaak Nyutondan oldin kimlar
go‘llagan?

6. Nima uchun binomial koeffitsiyentlarning xossalari Paskal
uchburchagining xossalari ham hisoblanadi?

7. Nyuton binomi formulasini kombinatorik tahlil yordamida
isbot qgilganda qanday tushunchalar go‘llaniladi?

8. Koshi ayniyatining kombinatorik tushunchalarga asoslangan
isbotini bilasizmi?

9. Nima uchun gruppalashlar sonlarini binomial koeffitsiyentlar
deb ham atashadi?

10. Nima uchun 7-xossa 8-xossaning xususiy holi bo‘ladi?

11. Binomial koeffitsiyentlarning ushbu o‘quv qo‘llanmada
bayon etilmagan yana qanday xossalarini bilasiz?

4-§. Takrorli kombinatsiyalar

Kombinatsiya, takrorlanish, birlashmalar, takrorli o ‘rin
almashtirish, o ‘rinlashtirish va gruppalashlar, ko ‘phad formulasi,
ko ‘phadiy koeffitsiyentlar, umumlashgan Nyuton binomi.

4.1. Takrorli o‘rin almashtirishlar. Kombinatorikada oldin
garalgan birlashmalardan tashqari, tarkibidagi elementlari takror-
lanishi mumkin bo‘lgan boshga birlashmalar ham o‘rganiladi. Masa-
lan, takrorlanuvchi elementlar qatnashgan o‘rin almashtirishlar,
o‘rinlashtirishlar va gruppalashlar.

Avval o‘rganilgan o‘rin almashtirishlar shunday tuzilmalar ediki,
ular tarkibidagi elementlar bir-biridan farq gilardi. Endi o‘rin
almashtirishlar tarkibidagi elementlar takrorlanishi mumkin bo‘l-
gan holni garaymiz. Tabiiyki, aynan bir xil elementlar o‘rinlari
almashtirilishi natijasida yangi o‘rin almashtirish hosil bo‘Imaydi.
Shuning uchun tarkibidagi elementlari soni o‘zgarmaganda ele-
mentlari takrorlanishi mumkin bo‘lgan o‘rin almashtirishlar soni
turli elementlardan tashkil topgan o‘rin almashtirishlar soniga
garaganda kichik bo‘ladi.
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Faraz qilaylik, gandaydir kortejning » ta elementlari orasida bir
xil (aynan bir xil) », ta birinchi tur, bir xil #,ta ikkinchi tur va
hokazo, bir xil n,ta k-tur elementlar bo‘lsin, bu yerda, n,, n,,
...n, — hech bo‘lmaganda bittasi 1 dan farqli natural sonlar. Bu n
ta elementlarning o‘rinlarini imkoniyati boricha almashtirishlar
natijasida hosil bo‘lgan kortejlar (kombinatsiyalar) takrorlanuvchi
elementlar qatnashgan o'‘rin almashtirishlar (qisqacha, fakrorli
o '‘rin almashtirishlar), deb ataladi.

nta elementlari orasida n, ta birinchi tur, »,ta ikkinchi tur va
hokazo, n, ta k-tur bir xil elementlar bo‘lgan takrorli o‘rin almash-
tirishlar sonini Cu(n,, n,,...,n,) bilan belgilaymiz.

1-teorema. Takrorli o‘rin almashtirishlar soni uchun

n!

mlyn!,..n!

Sformula o'rinlidir, bu yerda n,tn,+..+ n,= n — elementlar soni,
k— turlar soni.

Isboti. Har bir orin almashtirishdagi elementlar soni n+
+nt ...+n=nga teng. Bu nta elementlarni quyidagi tartibda
joylashtirib, o‘rin almashtirishlardan birini garaymiz: birinchi
bo‘lib barcha n, ta birinchi tur, ulardan keyin barcha n,ta ikkinchi
tur va hokazo, oxirida barcha nta k-tur elementlar joylashgan
bo‘lsin. Qaralayotgan takrorli o‘rin almashtirishda birinchi tur
elementlar soni 7, ga teng bo‘lgani uchun ularning mumkin bo‘lgan
hamma o‘rin almashtirishlari soni ! ga teng. Ammo bu elementlar
bir-biridan farq gilmaganligi sababli, ularning o‘rinlarini almash-
tirish natijasida, yangi takrorli o‘rin almashtirish hosil bo‘Imaydi.

Qaralayotgan takrorli o‘rin almashtirishda ikkinchi tur element-
larning o‘rinlarini almashtirishlar soni n,! bo‘lib, bu yerda ham
bir-biridan farq gilmagan elementlar o‘rinlarini almashtirishlar
jarayonida yangi takrorli o‘rin almashtirish hosil gilinmaydi. Ikkinchi
tur elementlarning o‘rinlarini almashtirishlar birinchi tur element-
larning o‘rin almashtirishlariga bog‘liqsiz ravishda amalga oshirilishi
mumkinligini ta’kidlaymiz.

Uchinchi tur elementlarning o‘rinlarini almashtirishlar soni
n,! bo‘lib, ularning ham hech qaysi biri yangi takrorli o‘rin almash-
tirish hosil gilmaydi. Bu ofrin almashtirishlar »!ta birinchi tur
elementlarning o‘rinlarini almashtirishlarga va n,!ta ikkinchi tur
elementlarning o‘rinlarini almashtirishlarga, jami, ko‘paytirish
qoidasiga asosan, n ! n,!ta o‘rin almashtirishlarga bog‘ligsiz ravishda
amalga oshirilishi mumkin.

C (s nyy..yny)=
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Shunday davom etib, garalayotgan takrorli o‘rin almashtirishda
oxirgi k- tur elementlar o‘rinlarini almashtiramiz. Bunday o‘rin
almashtirishlar soni n,!ga teng bo‘lib, bu o‘rin almashtirishlar
ham yangi takrorli o‘rin almashtirishni hosil gilmaydi. Bu o‘rin
almashtirishlarni birinchi tur, ikkinchi tur va hokazo (k—1) tur
elementlarning jami soni, umumlashgan ko‘paytirish qoidasiga
asosan, n,! n,!...n,_ ! bo‘lgan o‘rin almashtirishlariga bog‘ligsiz ra-
vishda bajarish mumkin.

Shunday qilib, #,! ta o‘rin almashtirishlarni har birida n,! n,!...n,!
tadan bir xil o‘rin almashtirishlar bo‘lgan gismlarga ajratildi, deb
hisoblash mumkin. Demak, biz izlagan takrorli o‘rin almashtirish-

. n! -
lar soni Cn(”p’b’---,"k)=m bo‘ladi, bunda n,+ n,+...+
tn=nu

1-misol. IKkkita a, bitta b va ikkita ¢ harflardan tashkil topgan
kortej uchun barcha takrorli o‘rin almashtirishlarni tuzing.

Bu misolda uch turdagi (k=3) harflar soni beshga teng (n=5)
bo‘lib, n,=2 (ikkita a), n,=1 (bitta b) va n,=2 (ikkita c). Dastlabki
ikki harfning (xuddi shuningdek, oxirgi ikki harfning ham) o‘r-
nini o‘zaro almashtirsak, yangi o‘rin almashtirishlar hosil bo‘Imay-
di. Barcha takrorli o‘rin almashtirishlar soni

5t 1.2.3.45
211121 1.2.1:1.2
tirishlarning hammasi quyida keltirilgan:

C,(2,1,2)= =30 bo‘ladi. Bu o‘ttizta o‘rin almash-

aabce, aacbe, aaccb,abacc,abcac,abcca,
acabc,acach,acbac,acbca,accab,accha,
baacc,bacac,bacca,bcaac,bcaca,bccaa,
caabc,caach,cabac,cabca,cacab,cacha,
cbaac,cbaca,cbcaa,ccaab,ccaba,cchaa. ®

4.2. Takrorli o rinlashtirishlar. n ta elementlardan tashkil topgan
to‘plam berilgan bo‘lsin. Bu elementlardan foydalanib, mta
elementdan tashkil topgan kortejlarni shunday tuzamizki, bu
kortejlarga har bir element xohlagancha marta (albatta m dan
oshmagan miqdorda) kirishi mumkin bo‘lsin va bu kortejlar bir-
biridan ularni tashkil etuvchi elementlar turlari bilan yoki bu
elementlarning joylashishlari bilan farq qilishsin. Shunday usul
bilan tuzilgan kortejlarning har biri nta turli elementlardan
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takrorlanuvchi elementlar gatnashgan m tadan o ‘rinlashtirish
(qisqacha, takrorli o ‘rinlashtirish), deb ataladi.
n ta turli elementlardan m tadan takrorli o‘rinlashtirishlar sonini

A, bilan belgilaymiz.
2-teorema. n ta turli elementlardan m tadan takrorli o ‘rinlashti-

m

rishlar soni n™ ga teng, ya'ni A, =n".

Isboti. Berilgan n uchun takrorli o‘rinlashtirishdagi elementlar
soni m bo‘yicha matematik induksiya usulini qo‘llaymiz. Baza:
takrorli o‘rinlashtirishlar m=1 bo‘lganda, bitta elementdan tuzilishi
ravshan. Tabiiyki, bunda hech ganaqa takrorlanish hagida gap
bo‘lishi mumkin emas. Bu holda elementlar soni #» bo‘lgani uchun

takrorli o‘rinlashtirishlar soni ham » ga teng: E. =n=n
Induksion o‘tish: teoremaning tasdig‘i m=k bo‘lganda to‘g‘ri,

ya'ni Aﬁ:nk bo‘lsin. Bu tasdiq m=k+1 bo‘lganda ham to‘g‘ri
bo‘lishini isbotlaymiz. Buning uchun # ta turli elementlardan & tadan
takrorli o‘rinlashtirishning istalgan birini olib, unga » elementli
to‘plamning ixtiyoriy bitta elementini (k+1)-element sifatida
kiritamiz. Natijada qandaydir (k+1) tadan takrorli o‘rinlashtirishni
paydo gilamiz. Tabiiyki, garalayotgan k tadan o‘rinlashtirishlarning
har biridan yangi » ta (k+1)tadan takrorli o‘rinlashtirishlar hosil
gilish mumkin. Shunday usul bilan ishni davom ettirsak, barcha
mumkin bo‘lgan (k+1) tadan takrorli o‘rinlashtirishlarni hosil
gilamiz, bu yerda bironta ham (k+1) tadan takrorli o‘rinlash-
tirishlar qolib ketmaydi va hech qaysi ilgari ko‘rilgan (k+1) tadan
takrorli o‘rinlashtirish gaytadan paydo bo‘lmaydi. Ko‘paytirish
qoidasiga asosan, nta turli elementlardan (k+1) tadan takrorli
o‘rinlashtirishlar soni ktadan takrorli o‘rinlashtirishlar soniga
. . C—kl K kK kil

nisbatan » marta ortiqdir, ya’ni A» =nA,=nn =n .

2-misol. QOila a’zolari besh kishidan iborat bo‘lib, ular ikki
ishni bajarishlari zarur (masalan, non sotib olish va uni bo‘lak-
lash), bunda oilaning har bir a’zosi har ikki ishni ham bajarish
imkoniyatiga ega. Oila a‘zolariga bu ishni tagsimlashda mumkin
bo‘lgan imkoniyatlar soni aniqlansin.

Bu masalani hal qilish uchun oila a’zolarini a, b, ¢, d va e
harflari bilan belgilab, ishlar ikkita bo‘lgani uchun beshta turli
elementlardan ikkitadan barcha takrorli o‘rinlashtirishlarni tuzamiz:
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aa,ab,ac,ad,ae,ba,bb,bc,bd,be,ca,cb,cc,
cd,ce,da,db,dc,dd,de,ea,eb,ec,ed,ee.

Hammasi bo‘lib 25 ta (Z§ =57=25 ) takrorli o‘rinlashtirishlar
tuzildi. Demak, besh kishidan iborat oila a’zolariga ikki ishni
tagsimlashda mumkin bo‘lgan imkoniyatlar soni 25 dir. ®

3-misol. O‘zbekiston Respublikasi fugarosi pasportining ragami
ikki gismdan iborat: lotin alifbosining ikkita harfi va yetti xonali
son. O‘zbekiston Respublikasi fugarosi pasportining barcha mumkin
bo‘lgan ragamlari sonini aniqlang.

Lotin alifbosidagi yigirma oltita turli harflar yordamida 676 ta

(Z§s=262=676) ikkitadan takrorli o‘rinlashtirishlar tashkil etish
mumkin. O‘nta 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 va 9 ragamlardan esa

10.000.000 ta ( Ao=10" =10000000 ) turli yetti xonali raqamlarni
(bu ragamlarda dastlabki nollar tashlab yuborilmaydi) hosil gilish
mumkin. Shunday qilib, O‘zbekiston Respublikasi fugarosi

pasportining ragamlari soni 6.760.000.000 ga ( A Ao =6760000000 )
teng. B

4.3. Takrorli gruppalashlar. Har bir elementi birlashmaga
istalgancha marta kiritiladigan va turli » ta elementlardan m tadan
olinadigan hamda elementlar tartibi e’tiborga olinmaydigan
birlashmalarni (kortejlarni) garaymiz. Bunaqa birlashmalar # 7a
turli elementlardan m tadan takrorlanuvchi elementlar qatnashgan
gruppalashlar (qisqacha, takrorli gruppalashlar), deb ataladi.

nta elementlardan m tadan takrorlanuvchi elementlar gatnash-
gan gruppalashlar ta’rifidan ko‘rinib turibdiki, turli kombinat-
siyalar bir-biridan hech bo‘lmasa, bitta elementi bilan farq qiladi.

nta elementdan m tadan takrorli gruppalashlar sonini C.™ deb

belgilaymiz.

3-teorema. n ta elementdan m tadan takrorli gruppalashlar soni
Cr . ga teng, ya'ni E,T:C’Zm_l,

Isboti. {a,, a,, ..., a} to‘plam uchun # ta elementdan m tadan
takrorli gruppalashlar sonini aniqlash zarur. Har bir takrorli
gruppalashdagi elementlarni »nta gismga shunday bo‘lish mum-
kinki, har bir i-bo‘lakda g, element ganchadir marta gatnashadi
yoki biron marta ham qatnashmaydi. Har bir shunday gruppalashni
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nol va birlardan iborat kod yordamida quyidagicha shifrlaymiz: har
bir a, element o‘rniga bu element |/ - bo‘lakda necha marta gatnashsa,
shuncha birlar yozamiz (tabiiyki, bu element biron marta ham
gatnashmasligi mumkin, u holda hech narsa yozilmaydi); turli
bo‘lak elementlarini bir-biridan nollar bilan ajratamiz (bu yerda
yonma-yon joylashgan nollar hosil bo‘lishi mumkin — bu nollar
mos elementlarning gruppalashda gatnashmaganligini anglatadi).
Masalan, {a,b,c,d,e,f} to‘plam elementlaridan tuzilgan 6 ta ele-
mentdan 9 tadan takrorli bbbeddddf gruppalashga 01110101111001
shifr, 6 ta elementdan 12 tadan takrorli aaaabeeeeeff gruppalashga
esa 1111010011111011 shifr, aksincha, 10100011110 shifrga 6 ta
elementdan 6 tadan takrorli abeeee gruppalash mos keladi.

Shunday qilib, » ta elementdan m tadan har bir takrorli grup-
palash uchun gandaydir m ta birlar va (n—1) ta nollardan iborat
ketma-ketlikni va, aksincha, mta birlar va (n—1) ta nollardan
tashkil topgan har bir ketma-ketlik uchun # ta elementdan m tadan
biror takrorli gruppalashni mos qo‘ygan bo‘lamiz (bir giymatli
moslik o‘rnatildi). Binobarin, nta elementdan m tadan takrorli
gruppalashlar soni (n—1) ta nol va mta birlardan tashkil topgan
kortej elementlaridan tuzilgan takrorli o‘rin almashtirishlar soniga,
yani C_ _ (m, n—I)gatengdir. Demak,

(n+m-D!

Cr=C,ppi(m,n-1)= “minol) =Crim1-

4-misol. Har birining yoqlariga 1, 2, 3, 4, 5 va 6 soni yozilgan
kub shaklidagi ikkita soqqgani tashlaganda, jami nechta sonlar
juftligini hosil gilish mumkin?
Soqqalarni tashlaganda jami quyidagi 21 imKoniyatlardan biri
ro‘y beradi:
<1,1>,<1,2>,<1,3>,<1,4>,<1,5>,<1,6>,<2,2>,
<2,3>,<2,4>,<2,5>,<2,6>,<3,3>,<3,4> ,<3,5>,
<3,6>,<4,4> <4,5> <4,6>,<5,5>,<5,6>,<6,6>.

Bu juftliklar oltita elementdan ikkitadan takrorli gruppalashlarni

tashkil etadi. Ularning soni 3-teoremaga asosan, E?, = C62+2_1 = C72 =21

bo‘ladi. m
4.4. Ko ‘phad formulasi. Takrorli kombinatsiyalar vosita-
sida Nyuton binomi tushunchasini umumlashtiramiz, ya’ni
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(a,*a,*...+a )" ifodaning yoyilmasini topish muammosini garab
chigamiz. Buning uchun ifodani » ta bir xil ifodalar ko‘paytmasi,
ya’'ni

(@ +a,+..+a,)a+a,+..+a,).(a,+a,+...+a,)

T
m ta ko‘paytuvchi

shaklida yozib, qavslarni ochamiz va o‘xshash hadlarni ixcham-
laymiz. Natijada, (a,*a,+...+a )" ifodaning yoyilmasi hosil bo‘ladi.
Yoyilmaning tarkibidagi go‘shiluvchilarning har birida a,,a,+,...,a,
elementlardan tashkil topgan takrorli o‘rin almashtirishlar bor,
bu yerda har bir qo‘shiluvchi qandaydir koeffitsiyent va nta

elementlarning aln ‘af ...a,':,’" ko‘rinishdagi ko‘paytmasidan iboratdir.

Yoyilmadagi a laélz...a:,'" ko‘paytmaning koeffitsiyentini aniglash
uchun nta (n=n+n,+...+n ) elementli takrorli o‘rin almashtirishlar
sonini topish kerak, ya’ni C(n,, n,...,n ) sonni hisoblash kerak.
Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.

4-teorema. Ixtiyoriy haqiqiy a,, a,,...,a, va natural n sonlar uchun

(q+a+.4a,)'= > C,n,..,n)a'a..a"

m
L A=

formula o‘rinlidir, bu formulaning o‘ng tomonidagi yig‘indi
n,+tn,+...+n = n shartni ganoatlantiruvchi barcha manfiymas butun
n,n,,...,n sonlar uchun amalga oshiriladi.

Isbotlangan oxirgi tenglik ko ‘phad formulasi yoki umumlashgan
Nyuton binomi formulasi, deb ataladi. C (n,+n,,...,n ) sonlarni
ko ‘phadiy koeffitsiyentlar, deb ataymiz.

C,’f binomial koeffitsiyent C (n,,n,,...,n,) ko‘phadiy koeffit-
siventning m=2 bo‘lgandagi xususiy holidir. Haqigatan ham,
n+n,=n tenglikda n=k deb olsak, u holda n=n—n=n—k va

n! n! k

G 1) = T T~ =BT~ <" bo'ladi.

5-misol. (a+b+tc)® ifodaning yoyilmasini toping. Avvalo, 3 sonini
bo‘laklaymiz, ya’ni 3 ni mumkin bo‘lgan barcha imkoniyatlar
bilan manfiymas butun sonlar yig‘indisi shaklida yozamiz:

3=3+0+0, 3=2+1+0, 3=2+0+1, 3=1+2+0, 3=1+1+1,

3=1+2+0, 3=0+3+0, 3=0+2+1, 3=0+1+2, 3=0+0+3.
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Demak, ko‘phad formulasiga ko‘ra,
(a+btc)’=C(3,0,0)a*+ C,(2,1,0)a*b+ C,(2,0,1)a’c+
+C,(1,2,0)ab?+ C(1,1,1)abc+ C(1,0,2)ac*+ C(0,3,0) b+
+C(0,2,1)bct Cy(0,1,2) b+ C(0,0,3)C.

. . . . ‘
Takrorli o‘rin almashtirishlar soni Cu(n,, n,, ..., 1,) =_'_L"_‘
m'im!.n!

formulasini qo‘llab, quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

(atbtey=
=a*+3a2b+3a’c+3ab*+6abct3act+ b +3bc+3bA+cE. B

Ko‘phad yoyilmasining hadlarini yozganda, shunga e’tibor
berish kerakki, agar n,n,,...,n_(n+tn,*...tn_=n) sonlar
k.k,,....k, (k+k*t..+tk =n) sonlarning o‘rin almashtirishlari

yordamida hosil gilinishi mumkin bo‘lsa, u holda alnl 02'12...0,’:,'" va
k Ko . . . . .

a, g -, hadlarning koeffitsiyentlari o‘zaro teng bo‘ladi. Shuning
uchun » sonining n=n+n,*...+n_ ko‘rinishda ifodalanishlaridan
gandaydir shartni bajaradigan birortasini, masalan, n>n2>...>n_
(yoki n<n<..<n ) shartni ganoatlantiradiganini topib, unga mos

aln ‘ a§2...a,7,” ifodada daraja ko‘rsatkichlarini mumkin bo‘lgan barcha
usullar bilan almashtiri=» kerak bo‘ladi.

Masalan, 5-misoldagi ab, a*c, ab?, ac?, bc va bc*> hadlarning
ko‘phadiy koeffitsiyentlari o‘zaro tengdir. Yuqorida ko‘rsatilgan
shart asosida 3 sonini manfiymas butun sonlar yigindisi ko‘rinishida
bo‘laklashning 3 imkoniyati bor: 3=3+0+0, 3=2+1+0, 3=1+1+1.
Shuning uchun, (at+b+c)® ifodaning yoyilmasida uch xil turli
koeffitsiyentlarga egamiz: C,(3,0,0)=1, C;(2,1,0)=3 va C,(1,1,1)=6.
Demak,

(at+b+c)y=a*+b+c+
+3(a*b+a*ctab*+ac*+b*c+bc?)+6abc.

Ko‘phad formulasi yordamida ko‘phadiy koeffitsiyentlarning,
ya’ni C(n,n,,...,n, ) sonlarning ba’zi xossalarini osonlik bilan
isbotlash mumkin. Masalan,

ZCA(nl,nz,...,nm):m",

n=ntyt.. 0y,
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bu yerda, yig‘indi n,tn,*...+n =n shartni qanoatlantiruvchi
barcha manfiymas butun n,,n,,...,n, sonlar uchun amalga oshi-
riladi va qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinadi.

Haqiqatan ham, agar ko‘phad formulasida a=a,=..=a =1 deb
olsak, kerakli tenglikni hosil gilamiz.

L.

2.

3.

4.

5.
6.
7.

9.
10.

11.

Muammoli masala va topshiriglar

To‘la oyin qartalari (13x4=52 ta) orasidan turli bo‘lgan va
bir-biridan farq giluvchi 4 ta qartani tanlash imkoniyatlari
sonini aniglang.

Matematika so‘zidagi harflar o‘rinlarini almashtirib, ma’noga
ega bo‘lmaganlarini ham e’tiborga olganda, tuzish mumkin
bo‘lgan barcha so‘zlar sonini toping.

Shaxmat taxtasining bir qatoriga shoh, farzin, 2 dona rux,
2 dona fil va 2 dona otni joylashtirishlar sonini aniglang.

0 ragami birinchi ragam sifatida kelganda, uni tashlab
yuborilish goidasiga amal qilib 0, 1, 2, 3, 4, 5 ragamlaridan
tuzish mumkin bo‘lgan barcha olti xonali sonlar gqancha?
1, 2, 3, 4, 5 sonlaridan tuzish mumkin bo‘lgan barcha
uch xonali sonlar qancha?

Shirinlik sotiladigan do‘konda 4 xil shirinlik bo‘lsa, 7 dona
shirinlikni sotib olish imkoniyatlari sonini aniglang.
Beshta turli o‘rindiglar va yettita turli rangdagi materiallar
bor. Har bir o‘rindigni faqat bir xil rangdagi material bilan
goplash sharti bilan o‘rindiglarga material qoplash imko-
niyatlari sonini toping.

. Homiylar teleshouda gatnashayotgan o‘yinchilarga gahva

qaynatgichlar, dazmollar, uyali telefon apparatlari va duxilar
sovg‘a qilishmoqgchi. 9 o‘yinchiga bittadan sovg‘a berish
imkoniyatlari sonini toping.
Turli 5 ta qalam va 6 ta ruchkadan 2 ta galam va 4 ta ruchkani
tanlash imkoniyatlari sonini aniglang.
36 ta o‘yin qartasini 4 o‘yinchiga teng bo‘lib berganda, mumkin
bo‘lgan barcha imkoniyatlar sonini hisoblang.
Fermada 20 bosh qo‘y va 24 bosh sigir bor. Bir boshdan
go‘y va sigir tanlash imkoniyatlari soni bilan bir boshdan
go‘y va sigir tanlangandan so‘ng qolgan hayvonlar orasidan
yana bir boshdan qo‘y va sigir tanlash imkoniyatlari sonini
solishtiring.
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12. Toq ragamdan boshlanuvchi juft besh xonali sonlar nechta?

13. Qirra uzunliklari 1 dan 10 gacha sonlar bilan ifodalanadigan
turli to‘g‘ri burchakli parallelepipedlar sonini hisoblang.

14. Yetti talabani yotogxonadagi bir, ikki va to‘rt o‘rinli xonalarga
joylashtirish imkoniyatlari sonini aniglang.

15. Agar to‘qqiz qavatli binoning birinchi gavatida turgan liftda
uch yo‘lovchi yuqoriga ko‘tarilayotgan va yo‘lovchilarning
ixtiyoriysi binoning birinchidan yuqoridagi ixtiyoriy qavatida
liftdan tushib qolishi mumkin bo‘lsa, u holda liftning yo‘-
lovchilardan bo‘shab golish imkoniyatlari sonini aniglang.

16. (a+b+c+d)* ifodaning yoyilmasini toping.

17. (1+x+y)® ifoda yoyilmasidagi x*y* gatnashgan had koef-
fitsiyentini aniglang.

18. O‘nli sanoq tizimida yozilgan olti xonali sonlar orasida:

a) bir xil ragamlari borlari,

b) ragamlari gat’iy o‘sish tartibida joylashganlari,

d) rosa uchta juft ragamga egalari,

e¢) ikkitadan kam bo‘lmagan juft raqamga egalari,

f) ragamlari yig‘indisi juft son bo‘lganlari sonini aniglang.

19. xtx,*...+x =n (m, ne N, m<n) tenglamaning:

a) manfiymas butun; b) natural yechimlarini topish
masalasini tahlil qiling.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Takrorlanuvchi elementlar gatnashgan o‘rin almashtirishlar
takrorlanishi bo‘lmagan o‘rin almashtirishlardan nimasi bilan
farq qiladi?

2. Takrorli o‘rin almashtirishlar soni formulasidan foydalanib,
takrorlanishi bo‘lmagan o‘rin almashtirishlar sonini hisob-
lash mumkinmi?

3. Takrorlanuvchi elementlar gatnashgan o‘rinlashtirishlar
takrorlanishi bo‘lmagan o‘rinlashtirishlardan nimasi bilan
farq giladi?

4. Takrorli o‘rinlashtirishlar soni formulasidan foydalanib,
takrorlanishi bo‘lmagan o‘rinlashtirishlar sonini hisoblash
mumKkinmi?

5. Takrorlanuvchi elementlar qatnashgan gruppalashlar tak-
rorlanishi bo‘lmagan gruppalashlardan nimasi bilan farq
giladi?
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6. Takrorli gruppalashlar soni formulasini isbotlashda qanday
usuldan foydalanilgan?

7. Takrorli o‘rin almashtirishlar soni formulasidan foydalanib,
takrorlanishi bo‘lmagan gruppalashlar sonini hisoblash
mumkinmi?

8. Ko‘phad formulasining Nyuton binomi formulasidan ganday
farqi bor?

9. Ko‘phadiy koeffitsiyentlarning ganday xossalarini bilasiz?

5-§. Fibonachchi sonlari

Sonli ketma-ketlik, rekurrent tenglik, Fibonachchi gatori,
Fibonachchi sonlari, umumlashgan Fibonachchi qatori, binomial
koeffitsiyentlar, Paskal uchburchagi, matematik induksiya usuli,

Bine formulasi, oltin kesim, logarifmik spiral.

5.1. Fibonachchi' sonlarining ta’rifi. Elementlari haqiqiy son-
lardan iborat bo‘lgan

Uty Uy U,

ketma-ketlikni qaraymiz. Bu ketma-ketlikdagi elementlarning
uchinchisidan boshlab, har biri o‘zidan oldingi ikkita elementning
yig‘indisiga teng, ya’ni ¥ =u_,+u_, (n=3) bo‘lsin. Ravshanki,
bu ketma-ketlikni tashkil gilishda uning dastlabki ikkita hadi muhim
bo‘lib, keyingi barcha hadlari rekurrent? tenglik vositasida aniglanadi.

u,=u,=1 bo‘lganda yuqorida keltirilgan ketma-ketlik Fibonachchi
qatori, uning hadlari esa Fibonachchi sonlari, deb ataladi.

Tabiiyki, Fibonachchi qatoridagi Fibonachchi sonlarini aniq-
lash jarayoni cheksizdir. Fibonachchi sonlarining dastlabki 24 tasi
quyida keltirilgan:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610,
987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368.

«Fibonachchi sonlari» iborasi birinchi bo‘lib, XIX asrda Eduard
Lyuka® tomonidan qizigarli matematikaga bag‘ishlab yozilgan

! Fibonachchi Pizanskiy (Fibonacci Leonardo Pisano, 1180—1240) — italyan
matematigi.

2 «(Recurrens» lotincha so‘z bo‘lib, o‘ziga qaytaruvchi ma’nosini beradi.

3 Lyuka yoki Lukas (Lucas Frangois Edouard Anatole, 1842—1891) — fransuz
matematigi.
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asarda go‘llanilgan. Fibonachchi (bu italyancha «filius Bonacci»
so‘zlaridan qisqartirilib tuzilgan bo‘lib, Bonachchining o‘g‘li
ma’nosini anglatadi) Italiyadagi Piza shahrida XII—XIII asrlarda
yashagan Leonardo Pizanskiyning boshqacha ismidir (lagabidir).
Bonachchi Italiya va Jazoirda savdo-sotiq bilan shug‘ullangan.
Leonardo boshlang‘ich ma’lumotni Jazoirda olgan bo‘lib, u
o‘zining arab o‘qituvchilaridan hind pozitsion o‘nlik sanoq tizimi'
va nolni o‘rgangan edi. Fibonachchi «Liber abaci» («Abak haqidagi
kitob» — 1202-yilda yozilgan bo‘lib, 1228-yildagi go‘lyozma nusxasi
saglangan) nomli kitobida arifmetika va algebra bo‘yicha o‘z davrining
deyarli barcha ma’lumotlarini bayon gilgan. Xususan, o‘sha kitobda
hozir butun dunyoda ommabop hisoblangan «arab» ragamlari
bayon gilingan. Qo‘lyozmaning (1228-yil) 123—124-sahifalarida
uy quyonlarining ko‘payishi haqidagi quyidagi masala bayon gilingan.

«Bir kishi bir juft quyonni ko‘paytirish magsadida saglagan
bo‘lsin. Quyonning tabiati shundayki, har bir juft quyon bir oyda
boshga bir juft quyonni dunyoga keltiradi va yangi paydo bo‘lgan
juft quyonlar ikkinchi oydan boshlab nasl bera boshlaydilar. Bir
yildan so‘ng dastlabki juft quyonlarning ko‘payishi natijasida necha
juft quyon vujudga keladi?»

Bu masalani yechish jarayonida Fibonachchi dastlabki yilning
har bir oyi uchun quyonlar juftlari sonini aniglagan. Bu sonlar
1-jadvalda keltirilgan. «Liber abaci»dan bu masala yechimi bayoni-
ning so‘nggi satrlarini keltiramiz: «...Oxirgi oyda tug‘ilgan yangi
144 juft quyonlar qo‘skilsa 377 juft quyon hosil bo‘ladi. Shuncha
juft quyon bir yil davomida bir juft quyondan ko‘payar ekan».
Quyonlar haqidagi masalada uchragan sonlar Fibonachchi
qatorining dastlabki sonlari ekanligi yagqol ko‘rinib turibdi.

Fibonachchining o‘zi Fibonachchi gatorining xossalarini
o‘rganish bilan shug‘ullanmagan deb hisoblashadi (har ehtimolga
garshi, bizgacha yetib kelgan bunday izlanishlar hagida ma’lu-
motlar yo‘qligini ta’kidlaymiz). XIX asr boshlarida Fibonachchi
qatorining turli xossalariga bag‘ishlangan ilmiy ishlar soni
«Fibonachchi quyonlari sonidek o‘sgan».

Eduard Lyuka ixtiyoriy #, va u, sonlardan boshlanuvchi hamda
u=u,_ tu_, (nx3) rekurrent tenglik bilan aniglanuvchi sonlar
qatorini umumlashgan Fibonachchi qatori, deb nomlagan.

1 Bu tizim haqidagi ma’lumot G‘arbga arablar orqali o‘tganligi sababli uni,
ba’zan yanglish ravishda «arab pozitsion o‘nlik sanoq tizimi» deyishadi.
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1-jadval

O‘tgan oylar soni Tug‘ilgan juft quyonlar Jami juftlar

0 0 1

1 1 2

2 1 3

3 2 5
4 3 8

5 5 13
6 8 21
7 13 34
8 21 55
9 34 89
10 55 144
11 89 233
12 144 377

5.2. Fibonachchi sonlarining oddiy xossalari. Fibonachchi sonlari
juda ko‘plab giziqarli xossalarga ega. Quyida bu xossalardan ba’zilarini
keltiramiz.

I-xossa. Dastlabki nta Fibonachchi sonlarining yig ‘indisi (u_ ,—1)

ga teng, ya’'ni
utut. tu —1.
Haqgigatan ham, Fibonachchi sonlarining ta’rifiga ko‘ra
u1+u2+"'+un=(u3_u2)+(u4~u3)+“'+(un+1—un)+(un+2_un+l)=

= U, .
2-xossa. Toq ragamli dastlabki nta Fibonachchi sonlarining
yigindisi u, ga teng, ya'ni

u1+u3+u5+"'+u2n—l=u2n'

Ravshanki,

ututut.tu, =
= u, Hu,—u,) Hu,—u D)t u,—u, )=u,. B

3-xossa. Juft ragamli dastlabki nta Fibonachchi sonlarining
yig ‘indisi (u,_,—1 ) ga teng, ya'ni

”z+”4+”6+---+”2n=”2n+1_1-
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Bu xossani isbotlash uchun, 1-xossaga ko‘ra,
u1+u2+...+u2n=u2n+2—1
tenglik o‘rinli ekanligini va 2-xossani hisobga olish kifoya:
wtutuct.tu, =(utu,rut tu, )—

——(u1+u3+u5+...+u2”_1)=

= Uy 1 U T Uy Uy 1 Uy 1. =

Yugorida isbotlangan 1- va 2-xossalardan foydalanib, Fibo-
nachchi sonlarining ishorasi almashuvchi gatori yig‘indisi hagidagi
quyidagi xossasini ham isbotlash mumkin.

4-xossa. Dastlabki n ta Fibonachchi sonlari uchun

u—utu—u b (=)™ =(—1)" My, +1
tenglik o ‘rinlidir.

5-xossa. Dastlabki nta Fibonachchi sonlari kvadratlarining
yigindisi » u ., ga teng, ya’ni

2 2 2
U+, +...tu,=u,u,,,.

. ) . .. . 2
Hagigatan ham, Fibbonachi qatorining ta’rifiga ko‘ra, ¥ =4,
bo‘ladi va birdan katta ixtiyoriy natural » son uchun
2 — — —
u,=uu,=u, (un+l - un—l) =UUy— Ul
tenglik o‘rinlidir. Shuning uchun
2 2 2
U, =uy +...+u, = U, + il — Ui, +
+...+ llnLl’H_l - lln_llln = llnllm_l . .

6-xossa. Ixtiyoriy u, Fibonachchi sonining kvadrati bilan
u, u,., ko'paytma orasidagi farq birga teng, ya'ni

2 n+l
U, =y Upn = (— 1) .

Bu xossani matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Baza: n=2 uchun

u22 — U= 1>~1.2=-1 :(—1)2+1 — tasdiq to‘g'ri.

Induksion o‘tish: bu xossa n=k=>2 uchun to‘g‘ri, ya’ni

2 L2 ) . .
U, =ty =(=1)" yoki u =t +(=1)"" bo‘lsin. Oxirgi teng-

likning har ikki tomoniga w,u,,, ifodani qo‘shsak,
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2 k+t
Uy =gty g =ty Uy Hilly, +(=1)

tenglik va bu tenglikdan
uluFu, )= uk+1(uk—l+uk)+(—1)kﬂ

kelib chiqgadi. Fibonachchi qatorining aniqlanishidan foydalanib,
quyidagilarga ega bo‘lamiz:

k+l
ukuk+2 k+1 k+1+( l)
k+1

”k+1 +uly,=(-1)

Oxirgi tenglikning ikkala tomonini (—1) ga ko‘paytirsak,

2 (k)™ . . .
Up i = Uy ¥y = -1 tenglik hosil bo‘ladi. m
Matematik induksiya usulini go‘llab u,,u,,... Fibonachchi son-
larining quyidagi 7—10-xossalarini ham isbotlash mumkin:

2
7—-x0SSd. u1u2 +u2u3 +u3ll4 +...+u2"_1u2" = lh’l'

8-xossa. Wi+l il t. i, = ”22n+1 -1

9-xossa. nu+(n—Duy+(n—-uy+...+2u, ,+u, =u, ,—(n+3).

10-xo0ssa. uwt2ut3u+..+nu= nu  —u +2.

Endi Fibonachchi sonlarining binomial koeffitsiyentlar (Paskal
uchburchagi) bilan bog‘lanishini ifodalovchi xossani o‘rganamiz.

n-1

2
11-xossa. Fibonachchi soni u, (neN ) uchun u,= Ck_k_1

n

tenglik o ‘rinlidir.

Bu xossani isbotlash uchun u,  (n=1,2,...) sonlardan tuzilgan
U,u,,....u,,... ketma-ketlikning Fibonachchi qatori bo‘lishini ko‘r-
satish kifoya. Buning uchun esa

-
W= Clia= 2 =G =1,
p= =

21
T] k & ok 0
=2, C = ; Cre=Cr =1
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ekanligini ta’kidlab, u,u,,...,u,,... ketma-ketlik uchun u , =u tu,_,
(n22) rekurrent tenghkmng bajarlhshlm ko* rsatanuz
Agar n juft son (n=2s, se N) bo‘lsa, u holda

A b S
Upn = Cn—k = z Cn—k ’
k=0 k=0
Ll]
2 s-1

2 i s—1 X
U=, Cin= 2 Cria
=0 =0

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklardan foydalanib,

s—1

u,+u, —EC,,“+Z k2—1+ZCH1+2C,{’_IL1—

s-1

_ -1 s—l
—1+k21 n-k: 1+2Cn~p—l n-s-1—

s—1

=1+ 2 (C:—k—l + C::I:—l) +Cy,
=

n—s-1

munosabatlarni hosil qilamiz. Binomial koeffitsiyentlarning

k k-1 k
Coia+Cii=C,« xossasiga binoan

s~1 s—1

u,+u, ‘1+2an+CH —1+2an+ c

25-s-1 =

51

_1+2CH+C;"11— nk+2 K +C=

s-1 s
k ) k
= ; Cn—k +Cn—s - ; Cn—k - un+1
k

tengliklarga ega bo‘lamiz.
n toq son bo‘lganda ham, yuqoridagidek mulohazalar yuritib,
u,,= u+u_, (n>2) tenglikning to‘g‘riligini ko‘rsatish mumkin.
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Demak, Fibonachchi qatorining ta’rifiga asosan, u,u,,...,u,...
ketma-ketligi Fibonachchi gatoridir. ®

n-1

2
Yugorida ta’kidlanganidek, u, = C:_k_l tenglik Fibonachchi

sonlari bilan Paskal uchburchagi orasida bog‘lanishni ifodalaydi.
1-shaklda tasvirlangan Paskal uchburchagidagi shtrixli chiziglar
bo‘ylab joylashgan sonlar yig‘indisi Fibonachchi sonlarini tashkil
etadi.

12-xossa. Fibonachchi soniu, (ne N) uchun

1 (145 (1445
u”_7_5— > |12 tenglik o ‘rinlidir.

Bu xossani isbotlash magsadida, avvalo, oo haqiqiy son uchun
o=1+a tenglik o‘rinli bo‘lsin, deb faraz qilib, o3, o, &, o® va
hokazo darajalarni o orqali ifodalaymiz:

o*=ao’=a(l+o)=1+2aq,
of=ao’=o(1+20)=2+30q,
o’=oo*=0(2+30)=3+50q,

ob=ao’=0(3+50)=5+8c va hokazo.

Bu ifodalardan ko‘rinib turibdiki, ulardagi ozod hadlar ham,
o ning koeffitsiyentlari ham Fibonachchi sonlaridan iboratdir.

Matematik induksiya usulidan foydalanib, agar 4, Fibonachchi
soni bo‘lsa, u holda ixtiyoriy #>2 natural sonlar uchun o"=u_ +u o
formulaning to‘g‘riligini ko‘rsatamiz.

Hagiqatan ham, n=2 bo‘lganda o’=u +u,0 =1+o tenglikka
ega bo‘lamiz, ya’ni baza bajarildi (1-shakl).

Induksion o‘tish: ~=k bo‘lgan hol uchun o=y, +u,0 formula
to‘g‘ri bo‘lsin. U holda n=k+1 bo‘lganda, quyidagi tengliklarni
hosil gilamiz:

o =aot=o(u,_ Tu,0)=u, oty o=

1

= uk_loc+uk(1+oc)=uk_1(x+uk+uka =

= u,t(u,_+u)o =u U, o

k+1—=
Demak, o utu,, C.

124



J—— — —ul 1
u=1

///_ T i1+
= — _H4=1+2+3
n=0 }/// T uE143+1=5
n=1 1 /1'///— T u=1+4+3=8
n=2 1/)/1/ /T usl+5+6+1=13

7 —u=1+6+10+4=21
n=3 V3307~ Uit =
n=4 1//146;4//1///—
n= 1510105 1
n= 1/;{5;/20 156 1
n=7 14573535217 1
n=8 1478567056288 1
.................... L e

1-shakl

Shunday qilib, o>=1+0o va ixtiyoriy # = 2 natural sonlar uchun
u, Fibonachchi soni bolsa, u holda o"=u, +u o formula to‘g‘ri
ekanligi isbotlandi.

Endi o?=1+a tenglikni kvadrat tenglama sifatida garab, uning

‘ . ‘ o 1+5 1-5
biri musbat, ikkinchisi manfiy ikkita % = —5— V& & = —5—

ildizlarini topamiz. o"=u,_,+u o formulaga ko‘ra,

of =u,  +u,o
0y = U, |+ U,

Bu tengliklarni #,_, va ¥, noma’lumlarga nisbatan tenglamalar
sistemasi deb qaraymiz va uni hal qilib, 12-xossaning isbotiga ega
bo‘lamiz. ®

Shunisi ajoyibki, 12-xossaga binoan, butun giymatli # son
irratsional sonlardan iborat bo‘lgan kvadrat ildizlar orqgali
ifodalanmogda. 12-xossani ifodalovchi tenglik Bine' formulasi, deb
ataladi.

Kesmani bo‘laklarga bo‘lishda oltin kesim tushunchasini eslaylik.
Berilgan kesmaning oltin kesimi deb uni shunday ikki gismga
ajratish tushuniladiki, bu yerda butun kesma uzunligining katta
gism uzunligiga nisbati va katta gism uzunligining kichik qism

! Bine (Binet Jak-Filipp, 1786—1857) — fransuz matematigi va astronomi.
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uzunligiga nisbati o‘zaro tengdir. Bu nisbatning giymati « ga teng
bo‘lishini aniglash giyin emas. «Oltin kesim» iborasining mazmuni
shu bilan ham tasdiglanadiki, masalan, tomonlari uzunliklarining

1++/5

2
chak inson ko‘ziga yogimli bo‘lib ko‘rinishi gadim zamonlarda-

nisbati o, = ~ 1,618 songa yaqin bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtbur-

s ¢ . . . . .. lim _ui*i =q
yoq ma’lum bo‘lgan. Yana shunisi ham qiziqarliki, n5e u, L
u

n \/—5__1_

e

Hayratlanarlisi shuki, Fibonachchi sonlari tabiatning turli narsa
va hodisalarida kutilmaganda namoyon bo‘lishadi. Masalan, ular
kungabogarning urug‘lari joylashgan «savat»ida osonlik bilan sanab
aniglash mumkin bo‘lgan spirallar (aniqrog‘i spirallar yoylari)
sonlari sifatida paydo bo‘ladi (2-shaklga qarang). Kungaboqarning
urug‘lari joylashgan savatida logarifmik spirallarning! ikki oilasini
kuzatish mumkin. Bu oilalardan birining spirallari aylanishi soat
millari yo‘nalishida, ikkinchisiniki esa teskari yo‘nalishda bo‘ladi.

Botanikada spirallar oilalarining bunday joylashishini fillotaksis?,
deb atashadi. Oilalardagi spirallar sonlari Fibonachchi qatorida
ketma-ket joylashgan ikkita Fibonachchi sonlaridan iborat bo‘li-
shadi. Ular kungabogar savati-
ning kattaligiga garab, 34 va 55
yoki 55 va 89, yoki 89 va 144
bo‘lgan Fibonachchi sonlari
juftliklarini tashkil etishadi. Ta-
biatda, hattoki, spirallar sonlari
144 va 233 bo‘lgan ulkan kun-
gaboqar savati ham uchraydi!
Kungabogqar fillotaksisi va Fibo-
nachchi sonlari orasidagi bu
aloqgani birinchi bo‘lib E. Lyuka
2-shakl. e’lon qilgan edi.

n+l

! Logarifmik spiral, bu qutb koordinatalar tizimidagi tenglamasi p =get?
bo‘lgan egri chizigdir, bunda a>0, —e<@<+e, Bu egri chiziq koordinatalar
boshidan chiquvchi barcha nurlarni o‘zgarmas o burchak ostida kesib o‘tadi va
k=c1go. bo‘ladi.

2Yunon tilida bu so‘z bargning tuzilishi ma’nosini beradi.
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I-misol. Elementlari 0 va 1 ragamlaridan iborat bo‘lib, ikkita
1 ragami yonma-yon joylashmaydigan kortejlarni garaymiz.
Shunday tartibda tuziladigan » uzunlikka ega barcha kortejlar soni
¢, Fibonachchi qatorining (n+2 )- hadiga tengligini, ya’ni ¢ =u,,,
tenglik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Buning uchun matematik induksiya usulidan foydalanamiz.
Matematik induksiya usulining bazasi sifatida »=1 bo‘lgan holni
garaymiz. Bu holda misol shartlarini ganoatlantiruvchi ikkita (<0>
va <1> ) kortejlar tuzish mumkin, ya’ni ¢,=2. Fibonachchi
gatorining tuzilishiga asosan, n=1 bo‘lgan hol uchun u ,, =u
=u,=2. Demak, n=1 bo‘lganda ¢ =u ., tasdiq to‘g‘ri.

Induksion o‘tish: #=k bo‘lganda misol shartlarini ganoatlan-
tiruvchi kortejlar soni uchun isbotlanayotgan tenglik o‘rinli
bo‘lsin, ya’ni ¢,=u,_,. Bu tenglikning n=k+1 uchun ham to‘g‘ri-
ligini ko‘rsatamiz. Ravshanki, uzunligi n=k+1 bo‘lgan barcha
kortejlarni, tuzilishiga. ko‘ra, ikki guruhga quyidagicha ajratish
mumkKin.

Birinchi guruhga talab qilingan shartlar asosida tuzilgan va uzun-
ligi k ga teng kortejlarning har biriga o‘ng tomondan 0 ragamini
joylashtirish usuli bilan hosil gilingan kortejlarni kiritamiz. Shuning
uchun, birinchi guruhdagi kortejlar soni uzunligi & ga teng kor-
tejlar soniga teng. Bu yerda induksiya farazini hisobga olsak, birinchi
guruhda u,, ta kortejlar bor degan xulosaga kelamiz.

Ikkinchi guruhga oxirgi elementi 1 ragamidan iborat bo‘lgan
kortejlarni kiritamiz. Kortejlarni tuzishning misolda talab qilinayot-
gan shartiga ko‘ra, ikkinchi guruhdagi har bir kortejda oxirgi 1
ragamidan oldin fagat 0 ragami joylashishi mumkinligi kelib
chigadi. Shuning uchun, ikkinchi guruhdagi kortejlarni uzunligi
(k—1) ga teng bo‘lgan va talab gilingan shartlar asosida tuzilgan
kortejlarning har biriga o‘ng tomondan 0, 1 ragamlarini (aynan
shu tartibda) joylashtirib hosil gilish mumkin. Demak, induksion
farazni hisobga olsak, ikkinchi guruhdagi kortejlar soni «,,,
bo‘ladi.

Shunday qilib, k+1 uzunlikka ega barcha kortejlar soni
€y =Y tU,,,. Fibonachchi qatorining aniglanishiga ko‘ra,

uk+1+uk+2=uk+3' Bu yerdan ck+1=uk+3=u(k+1)+2‘ .

2-misol. Oltin kesim juda qadimdan ma’lum bo‘lgan. Bu
tushunchadan gadimgi yunonlar haykaltaroshlikda, suv saglashga
mo‘ljallangan xum idishlami yasashda foydalana bilishgan. 1854-yilda

1+2
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A. Seyzing' oltin kesim tushunchasini gayta «ochib», bu tushun-
chani absolutlashtirishga uringan. U o°z asarlaridan birida «oltin
kesim tabiatning barcha hodisalarida va san’atda universal kesimdir»,
deb e’lon gilgan. Bunday xulosaga A. Seyzing tabiatda uchraydigan
turli hodisa va jarayonlarni tahlil qilish asosida, jumladan, qush-
larning tuxumlari, o‘simliklar, hayvonlar, turli tovushlar, insonlar
tomonidan yaratilgan binolar, idishlar, she’riy-musiqiy asarlar va
boshqalami kuzatish hamda zarur hisoblashlarni bajarish asosida
kelgan.

A. Seyzing ikki mingga yaqin odamning badan o‘lchovlarini
olib, bu giymatlar asosida o‘rtacha statistik qiymatlarni hisoblagan.
Qilingan hisoblashlarga ko‘ra, erkak kishining badanidagi katta
o‘lchovning kichik o‘lchovga nisbati (3-shaklda o‘lchovlar butundan
foiz miqdorda berilgan) 13:5=1,625, ayollar uchun bu ko‘rsatkich
8:5=1,6, chagaloglar uchun esa 1:1 kabi bo‘lishi aniglangan. Inson
bolasi 13 yoshga kelganda bu nisbat 1,6 bo‘lishi, 21 yoshda esa
proporsiya insonning jinsiga qarab yuqgorida ta’kidlangan nisbatga
yagin bo‘lar ekan. Bu yerdagi nisbatlarda gatnashayotgan sonlar
va insonning yoshlari (13 va 21) Fibonachchi qgatori sonlaridir. B

3-misol. Tomoni 8 birlik kvadratni (yuzasi 64 kv. birlik) 4-shaklda
ko‘rsatilgandek 4 bo‘lakka (A, B, Cva D) ajratib, bu 4 bo‘laklardan

0]141 24

L
)

3-shakl.

! Seyzing (Zeising) Adolf — olmon shoiri va faylasufi (1810—1876).
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shaklning o‘ng tomonidagi figurani j; n ,A\
yasash mumkin. Yasalgan figurani

uchburchak deb hisoblab, uning < \
yuzasi hisoblansa 65 kv. birlik (dast- \ TR
labki yuzaga qaraganda 1 kv. birlik
ortiq!) javob hosil bo‘lishi tabiiydir. / a
Tomoni 13 kv. birlik bilan ham xuddi A A
shunga o‘xshash ishlarni bajarib,

169 kv. birlik yuzadan 168 kv. birlik 4-shakl.
(dastlabki yuzaga garaganda 1 kv. birlik kam!) yuzani «hosil gilish»
mumkin. Bu yerdagi xatoni aniglash o‘quvchiga havola qgilinadi!.
Shunisi qizigki, bo‘laklanayotgan kvadrat tomoni va bo‘laklashda
gatnashayotgan sonlar uchta ketma-ket Fibonachchi sonlaridan
iboratdir. Tabiiyki, yoqoridagi usul yordamida istalgan uchta ketma-
ket Fibonachchi sonlaridan foydalanib yuqoridagiga o‘xshash
istalgancha jumboglar tuzish mumkin. ®

Muammoli masala va topshiriglar

1. u,u,,...,u ,... Fibonachchi sonlarining quyidagi xossalarini isbot

qiling:
a) u, ~u utuu . b) Uiy = Uy = Uyl
L) (w u,) t (1 1Yt )
Dl1o)” w, u,_, | ©) u A1 ON\u, |
1 1 0 ... 0 1 i 0 0
-11 1 " : i 1 i
f) u,=l0 -1 1 o, ® u,=l0 i 1 . 0f,
R | T R
0.. 0 -1 1 0 .. 0 i 1

bu yerda determinantning o‘lchovi nxn, i — kompleks sonni
ifodalashda ishlatiladigan mavhum birlik (; = V=1).

! Fibonachchi sonlarining 6-xossasiga e’tibor bering.
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2. Qurilishda uzunligi enidan ikki baravar katta bo‘lgan g‘isht
ko‘p qo‘llaniladi. Bunday g‘ishtlardan bir g‘isht kengligiga
ega devor qurish imkoniyatlari g‘ishtlar soni 1, 2, 3 va 4
bo‘lgan hollar uchun 5-shaklda keltirilgan. » ta g‘ishtlardan
bir g‘isht kengligiga ega devor qurish imkoniyatlari sonini
aniglang.

-

L

5-shakl.

3. Xonada o‘tirishga mo‘ljallangan » ta o‘rin bor. Bu o‘rinlarda
o‘tirishi kerak bo‘lgan kishilarni ikki guruhga ajratish mum-
kin: do‘stlar (1) va dushmanlar (0). Agar »=1 bo‘lsa, u
holda bitta o‘ringa bir kishini o‘tqazish imkoniyatlari soni
ikkiga tengligi ravshan (bu o‘ringa yo do‘stlar, yo dushmanlar
guruhiga tegishli bir kishi o‘tiradi). » kishini hech qgaysi ikki
dushman yonma-yon o‘tirmaslik sharti bilan o‘rinlarga o‘tka-
zish imKoniyatlari sonini aniglang.

4. Asalari 1 yoki 2 ragamli
xonachadan harakatla- g}j

nishni boshlagan bo‘lsin “‘
(6-shakl). Asalari faqat .

o‘ng tomondagi qo‘shni

xonachaga o‘tishi mumkin ““
bo‘lsa, uning » raqamli

xonachaga kelishi imko-

niyatlari sonini aniglang'. 6-shakl.

'1 raqamli xonachaga borishning fagat bir imkoniyati bor. 2 ragamli Xxona-
chaga borishda ikki imkoniyatdan foydalanish mumkin: bevosita o‘sha xonacha-
ning o‘ziga yoki 1—2 yo‘l bilan. 3 xonachaga borish yo‘llari esa uchta: 1—2—3,
1—3va2-3.
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Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Fibonachchi sonlari haqidagi dastlabki ma’lumotni Leonardo
Pizanskiy qaysi asarida keltirgan?

2. Tarkibida dastlabki » ta Fibonachchi sonlari ishtirok etgan
ganday formulalarni bilasiz?

3. Juft raqamli dastlabki # ta Fibonachchi sonlarining yig‘indisi
formulasi ganday keltirib chiqariladi?

4. Toq ragamli dastlabki » ta Fibonachchi sonlarining yig‘indisi
formulasini isbotlay olasizmi?

5. Bir-biriga qo‘shni bo‘lgan uchta Fibonachchi sonlarining
ganday xossalarni bilasiz?

6. Fibonachchi sonlarining Paskal uchburchagi bilan bog‘lani-
shini ifodalovchi formula ganday isbotlanadi?

7. Bine formulasining tarkibida qanday irratsional son bor?

8. Siz tabiatda Fibonachchi sonlarining uchrashiga kitobda bayon
gilinmagan misol keltira olasizmi?

6-§. Bo‘laklashlar kombinatorikasi

Bo‘laklash, ko ‘phad formulasi, natural son, yig‘indi,
qo ‘shiluvchi, qo ‘shiluvchilar tartibi, diagrammali usul, Ferrers
diagrammasi, normal Ferrers diagrammasi, diagrammaning
transpozitsiyasi, ikki yoqlama diagrammalar, qo‘shma
diagrammalar, qo‘shma bo ‘laklashlar.

6.1. Bolaklashlar ta rifi. Kombinatorikada o‘rin almashtirishlar,
o‘rinlashtirishlar va gruppalashlar tushunchalari yordamida
yechiladigan masalalar bilan bir qatorda, bo ‘laklashlarga doir
masalalar ham qaraladi. Bunday masalalar turli vaziyatlarda paydo
bo‘lishlari mumkin. Masalan, qutiga predmetlarni joylashda,
axborotni uzatishda, pulni maydalashda, ko‘phad formulasidan
foydalanish uchun daraja ko‘rsatkichini bo‘laklashda va hokazo.

Bo‘laklashlarga doir masalalar orasida natural sonlarni natural
yoki manfiymas butun go‘shiluvchilar yig‘indisi sifatida tasvirlash
masalasi alohida o‘rin tutadi. Bu masalaning mohiyati quyidagidan
iborat.

Berilgan natural #sonni a,,a,,...,a, natural sonlar yig‘indisi
ko‘rinishda ifodalash imkoniyatlari gancha? Bu masala turli
shartlarda garalishi mumkin. Masalan:
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— qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinishi yoki olinmasligi
mumkin;

— bo‘laklashlarda fagat juft yoki toq sondagi qo‘shiluvchilar
gatnashish sharti qo‘yilishi mumkin;

— qo‘shiluvchilar bir-biridan fargli yoki ixtiyoriy deb hisob-
lanishi mumkin va hokazo.

Tabiiyki, bo‘laklashlarga doir kombinatorik masalalarni
yechishda, bo‘laklanayotgan son o‘rniga undan kichikroq son(lar)ni
bo‘laklash yoki garalayotgan bo‘laklashni kamroq sondagi
go‘shiluvchilari bo‘lgan bo‘laklashga keltirish usuli go‘llanilishi
magsadga muvofiqdir.

Natural # sonni ixtiyoriy & ta (k — natural son, K < n) a,,4,,...,a,
natural sonlar yig‘indisi, ya’ni »= a +a,+...+a, ko‘rinishda
tasvirlashga n sonni k ta qo‘shiluvchilarga bo ‘laklash (qisqacha,
bo ‘laklash), deb ataladi.

Yugqorida ta’kidlaganimizdek, bo‘laklash masalasini ikki
vaziyatda, ya’ni qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan yoki olin-
magan hollarda garash mumkin. Kombinatorik nuqtayi nazardan
olganda har ikki hol ham qiziqarlidir.

Bo‘laklash masalasini, avvalo, qo ‘shiluvchilar tartibi
e tiborga olingan holda qaraymiz. Bu holda natural » sonning & ta
go‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari sonini B(n, k) bilan va shu
sonning barcha bo‘laklanishlari sonini B(n) bilan belgilasak,

ravshanki, B(n) = i B(n, k) tenglik o‘rinli bo‘ladi.
k=1

1-misol. Faqat bir yo‘nalishda harakatlanganda besh pog‘onali
zinapoyani hatlab o‘tish imkoniyatlari sonini aniglash talab etilgan
bo‘lsin.

Tabiiyki, har bir gadamda faqat bittadan pog‘onani bosib o‘tib,
zinapoyani 5 gadamda hatlab o‘tish mumkin. Bu harakatni 5 sonning
5=1+1+1+1+1 ko‘rinishda bo‘laklanishi kabi ifodalab, B(5,5)=1
ekanligini qayd etamiz. Zinapoyani 4 qadamda ham hatlab o‘tish
mumkin, bu ishning B(5,4)=4 imkoniyati bor: 5=2+1+1+1,
5=142+1+1, 5=1+1+2+1 va 5=1+1+1+2. Shu usulda davom etib,
3 gqadam uchun B(5,3)=6 ta — 5=3+1+1, 5=14+3+1, 5=1+1+3,
5=2+2+1, 5=2+1+2, 5=1+2+2 hamda 2 gadam uchun B(5,2)=4
ta — 5=4+1, 5=3+2, 5=2+3, 5=1+4 tengliklarni yozamiz. Endi
barcha pog‘onalarni bir qadamda hatlab o‘tishga B(5,1)=1
imkoniyat va 5=5 tenglik mos kelishini e’tiborga olsak, mumkin
bo‘lgan barcha imkoniyatlarni bayon gilgan bo‘lamiz.
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Shunday qilib, fagat bir yo‘nalishda harakatlanganda besh
pog‘onali zinapoyani hatlab o‘tish imkoniyatlari soni

B(5)=B(5,1)+ B(5,2)+B(5,3)+B(5,4)+B(5,5)=16

bo‘ladi. m

Endi B(n,k) va B(n) migdorlarni hisoblash formulalarini topish
bilan shug‘ullanamiz.

Dastlab n=1 bo‘lgan holni garaymiz. Tabiiyki, birni natural
sonlar yig‘indisi gilib bo‘laklash haqida gap bo‘lishi mumkin emas.
Shunday bo‘lishiga qaramasdan, birni fagat bitta qo‘shiluvchidan
iborat deb garab, yuqorida berilgan ta’rifga mos keluvchi

B,1) =1=C =C?, = C?, tabo‘laklashga ega bo‘lamiz. Jami bo*-
laklashlar soni B(1) = B(1,1) = C, , = 2" bo‘ladi’ .

n=2bo‘lgan holda k=2 qo‘shiluvchili B2,1)=1=C} =C;, =
= C?, ta(2=2) va k=2 qo'shiluvchili B(2,2) =1=C] = Cy, = Cl,

ta (2=1+1) bo‘laklashlarga ega bo‘lamiz. Bu hol uchun jami bo‘lak-
lashlar soni

BQ2)=BQ2,1)+B2,2)=C’, +C! =2,

Agar n=3 bo'lsa, u holda k=1 qo‘shiluvchili B3,1)=1=C) =
=Y, =C°, ta(3=3), k=1 go‘shiluvchili B(3,2)=2=C} =C}, =
= C! ta(3=2+1=1+2)vak=3 qo'shiluvchili B(3,3)=1=C}=C;, =
= C2, ta(3=1+1+1) bo‘laklashlar bor. Bu holda jami bo‘laklash-
lar soni uchun

BQ3) = B3, 1)+ B(3,2) + B(3,3)=C’  +C', +C%, =2""
tenglik o‘rinlidir.

Shunday davom etib, «istalgan # natural sonning & ta qo‘shiluv-
chilarga bo‘laklanishlari soni (n—1 ) ta elementdan (k—1) talab

gruppalashlar soniga teng, ya'ni B(n k) = C*}'» degan farazga

! Bu yerda va bundan keyin binomial koeffitsiyentlarning ixtiyoriy natural »

uchun kf—"o C,]f =2" bo‘lishi haqidagi xossasidan foydalanamiz.
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kelish mumkin. Agar bu faraz tasdiglansa, binomial koeffitsiyentlar-

ning yig‘indisi hagidagi xossasiga ko‘ra, B(”)g Crl;—l =2 bo‘ladi.
i=0

1-teorema. Qo ‘shiluvchilar tartibini e tiborga olgan holda istalgan
n natural sonning k ta qo‘shiluvchilarga bo ‘laklanishlari soni
(n—1) ta elementdan (k— 1) talab gruppalashlar soniga teng, ya ni
B(n,k) = CX].

Isboti o‘quvchiga havola gilinadi.

Yugorida bayon etilgan mulohazalar yordamida va 1-teoremaga
tayangan holda isbotlash osonligini ta’kidlab, quyidagi teoremani
boshga usul bilan isbotlaymiz.

2-teorema. Qo ‘shiluvchilar tartibini e’tiborga olgan holda
ixtiyoriy n natural sonning barcha bo ‘laklanishlari soni 2"~ ga
teng, ya'ni B(n)=2""1.

Isboti. Natural n sonning barcha bo‘laklanishlari to‘plamini
S(n) deb, shu n sonning birinchi qo‘shiluvchisi iga (i=1,2,...,n)
teng bo‘lgan bo‘laklanishlari to‘plamini esa S,(») bilan belgilaymiz.

Tushunarliki, S(n) = OS,.(n) ‘bo‘ladi. Agar S, (n) to‘plam ele-
i=1

mentlari sonini Q,(n) deb belgilasak, yuqoridagi tenglikka asosan,

B(n) = iQi(n) bo‘ladi. Endi Q.(n)=B(n—i) (=1,2,...,n—1) va
tengliklarni hisobga olib,

Q,(n) = 1B(n) = E B(n-i)+1=1 +§ B(i)
i=1 i=1

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik ixtiyoriy »# natural son uchun
to‘g‘ri. Shuning uchun, bu tenglikdagi » ni (n+1) ga almashtirib,

Bn+1)=1+ g B(i) + B(n) = B(n) +B(n) = 2B(n),
i=]

ya’ni B(n+1)=2B(n) (n=1,2,...) ko‘rinishdagi rekurrent munosa-
batni hosil gilamiz. Bu rekurrent munosabat ketma-ket qo‘llanilsa,
B(n)=2—'kelib chiqadi. ®

2-misol. To‘qqgiz gavatli binoning birinchi qavatidan sakkiz kishi
liftda yuqoriga ko‘tarilayotgan bo‘lsin. Agar to‘qqizinchi qavatga
liftdagilarning faqat bittasi chiqishi shart bo‘lsa, lift yo‘lovchila-
rining bino gavatlariga chiqish imkoniyatlari sonini aniglang.
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Masalaning shartiga binoan, liftdagi sakkiz kishidan fagat bir
kishi to‘qqizinchi gavatga chiqgishi shart bo‘lgani uchun, golgan
yetti kishining ikkinchi gavatdan sakkizinchi gavatgacha chiqi-
shining ko‘p imkoniyatlari bor. Bu imkoniyatlar soni liftning
birinchi va to‘qqgizinchi gavatlar orasidagi to‘xtashlar soniga bog‘liq
bo‘lib, yettining barcha bo‘laklanishlari yordamida ifodalanishi
mumkin. Masalan, lift binoning ikkinchi qavatidan sakkizinchi
qavatigacha fagat bir marta to‘xtab, liftdagi yetti kishi tushib qgolgan
bo‘lsa, u holda bu hodisa 7=7 ko‘rinishdagi bo‘laklash vositasida
ifodalanadi; agar to‘qqizinchi qavatgacha lift ikki marta to‘xtab,
oldin uch kishi, keyin to‘rt kishi tushib qolgan bo‘lsa, bu holatga
7=3+4 Kko‘rinishdagi bo‘laklash mos keladi va hokazo.

2-teoremadan foydalanib, yettining barcha bo‘laklanishlari soni
27-1=26=64 ekanligini topamiz. Demak, agar to‘qqizinchi qavatga
faqat bir kishi chigishi shart bo‘lsa, u holda lift yo‘lovchilarining
bino qavatlariga chiqgish imkoniyatlari soni 64 ga tengdir. Agar hal
gilingan masalada to‘qqizinchi qavatga faqat bir kishining chiqishi
sharti bo‘Imasa edi, u holda sakkizning barcha bo‘laklanishlari sonini
topishga to‘g‘ri kelar edi. ®

Endi natural sonlarni qo ‘shiluvchilar tartibi e tiborga olinmagan
vaziyatda bo‘laklash masalasi bilan shug‘ullanamiz.

Odatda, natural » sonning ixtiyoriy k£ ta (k — natural son,
k<n) a,,a,,...,a, qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishini gandaydir shart-
larga, masalan, a>a,>..>a, yoki a<a,<..<a, tengsizliklarga
bo‘ysunadigan qilib olish qulay bo‘ladi.

Qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural »
sonning k ta gqo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari sonini R(n,k) bilan,
uning barcha bo‘laklanishlari sonini esa R(#) bilan belgilaymiz.

Bundan keyin, bo‘laklash deganda qo‘shiluvchilar tartibi
e’tiborga olinmagan holdagi bo‘laklashni nazarda tutamiz.

Tabiiyki, quyidagi tenglik o‘rinlidir:

R(n) = ZR(n, k).

Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, R(1)=1, R(2)=2, R(3)=3,
R(4)=5, R(5)=7, R(6)=11, R(7)=15.

3-misol. 8 uchun barcha bo‘laklashlar 1-jadvalda ifodalangan.
Jadvaldan ko‘rinib turibdiki, 8 uchun, hammasi bo‘lib, 22 bo‘laklash
imkoniyati bor:
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R(8)=iR(S,k)=1+4+5+5+3+2+1+1=22. n
k=1

1-jadval
(:Qh?liulsl(l)\rll—i Bo‘laklanishlar Bo‘laklanishlar soni

1 8=8 R(@8, 1)=1

2 8=7+1=6+2=5+3=4+4 R(8, 2)=4
8=6+1+1=5+2+1=4+3+1= _

3 =4+2+2=3+3+2 R@, 3=3
8=5+1+1+1=4+2+1+1=3+3+1+1= _

4 =34242+1=2+242+2 R, 4)=5
8=4+1+1+1+1=34+2+1+1+1= _

> =2+2+2+1+1 R@®, 5)=3

6 8=3+1+1+1+1+1=2+2+1+1+1+1 R(8, 6)=2
8=2+1+1+1+1+1+1 R(8, 7)=1

8 8=1+1+1+1+1+1+1+1 R(8, 8)=1

Albatta, yuqorida keltirilgan formula yordamida ixtiyory natural
n uchun uning barcha bo‘laklanishlari sonini aniglash mumkin.
Lekin n yetarlicha katta giymatga ega bo‘lganda, bu formuladan
foydalanish juda ko‘p hisoblashlar bajarishni tagozo qgiladi. Ushbu
bobning navbatdagi 7-paragrafida R(n) ning giymatini hisoblash
uchun boshgacha yo‘l borligi ko‘rsatilgan.

6.2. Ferrers' diagrammasi. Natural n sonni kta a,,a,,...,a, natural
go‘shiluvchilarning yig‘indisi qilib bo‘laklashga mos Ferrers
diagrammasi k ta qatordan tashkil topgan bo‘lib, uning (yuqoridan
pastga garab hisoblaganda) i-qgatorida g, ta nuqta mavjud bo‘ladi.

Ferrers diagrammasi tushunchasiga asoslangan diagrammali
usul, deb ataluvchi usul sonlarni qo‘shiluvchilar yig‘indisi qilib
bo‘laklash masalalarini tahlil gilishda keng qo‘llaniladi.

Bo‘laklashda qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmaganligi sababli
Ferrers diagrammasini tuzishda, odatda, uning qatorlaridagi nuqta-
lar soni yugoridan pastga garab o‘shmaydigan, ya’'ni a¢32a,>..>a,

shart bajariladigan (yoki kamaymaydigan, ya’ni ¢,<a,<..<a, shart

1 Ferrers (Norman Makleod, 1829 — taxminan 1894-yildan so‘ng vafot et-
gan) — ingliz matematigi.
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® @ ® ® @ |bajariladigan) tartibga rioya gilinadi. Bundan
'Y X tashqari, qatorlardagi nuqtalar diagrammaning
o0 vertikal ustunlarini tashkil etadigan qilib tuziladi.
Shunday tartibda tuzilgan diagramma normal

e Ferrers diagrammasi, deb ataladi.

g 4-misol. 14=5+3+2+2+1+1 bo‘laklashga

® 1-shaklda tasvirlangan Ferrers diagrammasi mos
J-shakl. keladi. Bu diagramma normal Ferrers diagram-

masidir. B

Ixtivoriy bo‘laklashga mos keluvchi normal Ferrers diagram-
masining gatorlarini ustun, ustunlarini esa gator qilib o‘zgartirilsa
(va’ni diagramma transponirlansa), tabiiyki, yana normal Ferrers
diagrammasi hosil bo‘ladi. Bu hosil bo‘lgan diagrammaga dastlabki
diagrammaning transpoZitsiyasi (yoki ikkilanma diagrammasi), deb
ataladi.

Norman Ferrers diagrammasining transpozitsiyasi natijasida hosil
bo‘lgan ikkilanma diagramma transponirlansa, dastlabki diagramma
hosil bo‘lishi ravshandir. Demak, istalgan son uchun tuzilgan barcha
diagrammalarni o‘zaro ikkilanma bo‘lgan diagrammalar juftlariga
ajratish mumkin. Shuni e’tiborga olish kerakki, ba’zi diagrammalar
o‘z-o‘ziga ikkilanma bo‘ladi, shuning uchun ular ikki bir xil
diagrammalar juftini tashkil etadi, deb hisoblash mumkin.

Ikkilanma diagrammalarni go shma diagrammalar deb, ularga mos
keluvchi bo‘laklashlarni esa go shma bo laklashlar, deb ham ataydilar.

S-misol. 4-misolda garalgan 14=5+3+2+2+1+1 bo‘laklashga mos

Ferrers diagrammasiga qo‘shma diagrammani
®0® 00800 ) hidagidek tasvidash mumkin. Mos go‘shma

o000 bo‘laklash esa: 14=6+4+2+1+1. ®

L 6.3. Bo‘laklashlarning xossalari. Quyidagi
L uchta 3-5-teoremalar bo‘laklashlarning ba’zi
® xossalarini ifodalaydi.

3-teorema. Ixtiyoriy n natural sonning har
xil natural qo ‘shiluvchilarga bo ‘laklanishlari
soni shu sonning toq qo ‘shiluvchlarga bo ‘lak-
lanishlari soniga teng.

Isboti. n natural sonning bl,bz,...,bp toq qo‘shiluvchilarga
bo‘laklanishlaridan ixtiyoriy birini garaymiz:

2-shakl.

n=b+b+. . +h+b+b+. . +bh+..+h+b+..+0b,
—_— v -
iy

i n
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bu yerda har bir b, (j = 1, p) go‘shiluvchi bo‘laklanishda r, (1<rgn)
marta gatnashadi. r, sonning ikkilik sanoq sistemasidagi
r,=2% 4% 4 4 2% tasvirlanishini yozamiz, bunda g,>g,>...
...>¢,20 gandaydir (sta) butun sonlar.

Qaralayotgan » sonning yuqoridagi bo‘laklanishida , ta b, qo‘-
shiluvchilarni bir-biridan farqli 2% p2% . . p2% qo‘shiluvchi-
larga almashtiramiz. Tabiiyki, bunday almashtirish 7, ta b, qo‘shi-
luvchilar yig‘indisining giymatini o‘zgartirmaydi. Shu jarayonni
barchai=1,2,...,p qiymatlar uchun takrorlab va qo‘shiluvchilarning
mos qiymatlarini yozib, » sonning har xil qo‘shiluvchilarga bo‘lak-
lanishlaridan birini hosil qilamiz, chunki b, b, sonlarning togligi
tufayli 52% # b,2% bo‘ladi.

Shunday qilib, » sonning toq qo‘shiluvchilarga bo‘laklanish-
laridan har biriga shu sonning har xil go‘shiluvchilarga bo‘laklanish-
laridan biri mos kelishi isbotlandi. Bu tasdigning teskarisini ham
isbotlash mumkin. ®

6-misol. 3-misolda 8 ning barcha bo‘laklashlari keltirilgan va bu
bo‘laklashlar soni 22 ga tengligi ko‘rsatilgan edi. 22 ta bo‘laklashlar-
dan oltitasi har xil qo‘shiluvchilardan tuzilgan. Xuddi shuncha
toq go‘shiluvchili bo‘laklashlar mavjud. 3-teoremaning isbotidagidek
mulohaza yuritib, 8 ning har xil go‘shiluvchili va toq qo‘shiluvchili
barcha bo‘laklanishlari orasidagi bir qiymatli moslikni ko‘rsatish
mumkin.

Haqigatan ham,

8=T+1=T-1+1-1=7-20+1-2=7+1,
8=5+3=51+31=5-20+3-20=5+3,
8=5+1+1+1=5"1+1-3=520+1-(21420)"
=5204+1-21+1-20=542+1,
8=3+3+1+1=3-2+12=321+1-21=6+2,
8=3+1+1+1+1+1=3-1+1-5=3-204+1-(22+2%)=
=32041-2241-20=3+4+1,
8=1+1+1+1+1+1+1+1=1-8=1-2’=8. m
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Diagrammali usul yordamida bo‘laklashlarning turli xossalarini
osonlik bilan isbotlash mumkin. Quyida shunday xossalardan
ikkitasini ifodalovchi 4- va 5-teoremani keltiramiz.

4-teorema. Ixtiyoriy n natural sonni k ta natural qo ‘shiluvchilarga
bo ‘laklashlar soni shu n sonning eng katta qo ‘shiluvchisi k ga teng
bo‘lgan bo ‘laklanishlari soniga teng.

Isboti. Ferrers diagrammasining transpozitsiyasi tushunchasi
yordamida natural » sonning k ta natural qo‘shiluvchilarga bo‘lak-
lanishlari va shu sonning eng katta qo‘shiluvchisi £ ga teng bo‘lgan
bo‘laklanishlari orasida bir qiymatli moslik o‘rnatish mumkin. Bu
bir giymatli moslikka ko‘ra, teoremaning tasdig‘i to‘g‘ridir. ™

7-misol. 3-misoldan ma’lumki, 8 uchun uchta qo‘shiluvchili
beshta bo‘laklash mavjud, bu son uchun qo‘shiluvchilarning eng
kattasi uchga teng bo‘lgan bo‘laklashlar ham beshtadir. 2-jadvalda
bu bo‘laklashlar bir-biriga mos ravishda ikki ustun qilib keltirilgan.

!

2-jadval
8 sonining 3 ta qo‘shiluvchili 8 sonining eng katta go‘shiluvchisi
bo‘laklanishlari 3 ga teng bo‘laklanishlari
6+1+1 3+1+1+1+1+1
5+2+1 3+2+1+1+1
4+3+1 3+2+2+1
4+2+2 3+3+1+1
34342 3+3+2

S-teorema. Ixtiyoriy n natural sonning hech bir qo ‘shiluvchisi
k dan oshmaydigan bo‘laklanishlari soni (n+k) sonining k ta
qo ‘shiluvchilarga bo ‘laklanishlar soniga teng.

Ishoti. Birinchidan, shuni ta’kidlash lozimki, Ferrers diagram-
masining transpozitsiyasi # sonning hech bir qo‘shiluvchisi k& dan
oshmaydigan bo‘laklanishlari bilan shu sonning & tadan oshmaydigan
qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari orasida o°zaro bir giymatli moslik
o‘rnatadi. Bu bir giymatli moslik asosida » sonning hech bir qo‘shi-
luvchisi k¥ dan oshmaydigan barcha bo‘laklanishlari soni shu »
sonning ktadan oshmaydigan qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari
soniga teng, deb xulosa gilish mumkin.

Ikkinchi tomondan, » sonning & tadan oshmaydigan qo‘shiluv-
chilarga bo‘laklanishiga mos Ferrers diagrammasi » ta nuqtadan
tashkil topgan bo‘lib, ular k tadan oshmaydigan gatorlarda joy-
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lashgan bo‘ladi. Bunday diagrammalaring har biriga & ta nugtadan
tuzilgan ustunni chap tomondan joylashtirsak, k& ta gatorga va
(n+k) ta nuqtali diagrammaga ega bo‘lamiz. Aksincha, (n+k) ta
nugqtali har bir Ferrers diagrammasidan k ta qatorga ega birinchi
ustunni olib tashlasak, » ta nuqtadan tashkil topgan va qatorlari
soni k tadan ko‘p bo‘lmagan diagrammani hosil gilamiz.

Ko‘rsatilgan bu ikki turdagi diagrammalar orasidagi o‘zaro bir
qiymatli moslik » sonni qo‘shiluvchilari £ tadan oshmaydigan bo‘lak-
lashlar soni R(n+k, k) ifodaga tengligini tasdiglaydi. ®

Muammoli masala va topshiriglar

1. Qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda 6, 7 va 8 ni
natural sonlar yig‘indisi ko‘rinishida ifodalang hamda B(6),
B(7) va B(8) larning giymatlarini aniglang.

2. Qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda 9 ning
barcha bo‘laklanishlarini yozing va R(9) ni hisoblang.

3. Bozorda dehqon 15 qovunni 7 xaridorga donabay sotdi. Agar
navbatdagi har bir savdoda dehqonning sotgan qovunlari
soni oldingi savdodagiga garaganda kamaymagan bo‘lsa, u
holda barcha savdolarda sotilishi mumkin bo‘lgan gqovun
sonlarining barcha imkoniyatlarini toping.

4. Odatda, biron qarorni ko‘pchilik bo‘lib gabul gilish magsa-
dida ovoz berganda, «tarafdor» va «qarshi» ovozlar sonlari o‘zaro
teng bo‘Imasligi uchun a’zolari 3 nafardan kam bo‘Imagan toq
sondagi ekspertlar komissiyasi tuziladi. Bu shartni ganoatlan-
tiruvchi 17 ekspertdan tashkil qilinishi mumkin bo‘lgan
komissiyalar sonini hisoblang.

5. Kichik bir gishlogda hammasi bo‘lib 22 bosh qoramol bor
va har bir oilada hech bo‘lmasa bir bosh qoramol topiladi.
Bu qishlogning hech qaysi oilasida uch boshdan ko‘p qora-
mol bo‘lmasa, gishlogdagi qoramollarning oilalar orasida
tagsimlanishining barcha imkoniyatlarini (variantlarini)
aniglang.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Natural sonlarni natural yoki manfiymas butun qo‘shiluv-
chilar yig‘indisi sifatida tasvirlash masalasining mohiyati
nimadan iborat?
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2. Natural sonlarni natural yoki manfiymas butun qo‘shiluv-
chilar yig‘indisi sifatida tasvirlash masalasi qanday shartlarda
qaralishi mumkin?

3. Qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda natural # son-
ning k ta gqo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari soni B(n,k) bilan
shu sonning barcha bo‘laklanishlari soni B(n) orasida qanday
munosabat bor?

4. Qo‘shiluvchilar tartibini e’tiborga olgan holda istalgan n
natural sonning k ta qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari sonini
hisoblash formulasini bilasizmi?

5. Qo‘shiluvchilar tartibini e’tiborga olgan holda istalgan » na-
tural sonning barcha bo‘laklanishlari sonini ganday hisoblash
mumkin?

6. Qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural
n sonning k ta qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari soni R(n,k)
bilan, uning barcha bo‘laklanishlari soni R(n) orasida ganday
munosabat bor?

7. Ferrers diagrammasi nima?

8. Diagrammali usul deganda nimani tushunasiz?

9. Normal Ferrers diagrammasi nima?

10. Ikkilanma Ferrers diagrammasi gqanday tuziladi?

11. Qo‘shma bo‘laklash nima?

12. Ixtiyoriy n natural sonning har xil natural qo‘shiluvchilarga
bo‘laklanishlari soni bilan shu sonning toq qo‘shiluvchlarga
bo‘laklanishlari soni orasida ganday bog‘lanish bor?

13. Ixtiyoriy # natural sonni £ ta natural qo‘shiluvchilarga bo‘lak-
lashlar soni bilan shu #» sonning eng katta qo‘shiluvchisi
k ga teng bo‘lgan bo‘laklanishlari soni orasidagi bog‘lanish
ganday ifodalanadi?

14. Ixtiyoriy » natural sonning hech bir qo‘shiluvchisi £ dan
oshmaydigan bo‘laklanishlari soni bilan (n+k) sonining k ta
qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlar soni orasida ganday bog‘la-
nish bor?

7-§. Hosil qiluvchi funksiyalar

Sonlar ketma-ketligi, qator, qatorning yaqinlashishi, xususiy
yig‘indi, yaginlashuvchi qatorning yig‘indisi, funksional qator,
darajali qator, kombinatorik obyekt, funksiya, hosil giluvchi
Junksiya, binomial koeffitsiyent, Nyuton binomi, Fibonachchi

sonlari, Bine formulasi, Eyler ayniyati.
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7.1. Hosil qiluvchi funksiyalarning ta’rifi. Hosil qiluvchi
funksiyalarning ta’rifi uchun zarur bo‘lgan ayrim tushunchalarni
matematik analiz kursidan keltiramiz. Quyidagi chekli sonlarning
cheksiz ketma-ketligi berilgan bo‘lsin:

Upslyyeoyll e
Shu ketma-ketlik yordamida tuzilgan

U, +u2+...+un+...=2uk
k=1

ifoda sonli cheksiz gator yoki, gisqacha, qator deb, u,,u,,...,u,...
chekli sonlar esa qatorning hadlari, deb ataladi. s = u +tu,*.. u,
yig‘indiga qatorning xususiy yig ‘indisi deyiladi.

Agar qatorning xususiy yig‘indilaridan tuzilgan s,s,,...,s,...
ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u holda gator yaginlashuvchi
va bu limitning qiymati yaqginlashuvchi gator yig ‘indisi, deb ataladi.

Agar xususiy yig‘indilar ketma-ketligi chekli limitga ega
bo‘lmasa, u holda gator uzoglashuvchi deyiladi.

Yugqorida keltirilgan sonli cheksiz qator tushunchasida gatorning
U,Uy,...,u ... hadlari sonlar emas, balki gandaydir x o‘zgaruvchiga
bogliq chekli giymatlar gabul qiluvchi u, (x),u,(x),...,u,(x),...
funksiyalardan iborat bo‘lsa, u holda bu funksiyalarning cheksiz
yig‘indisini ifodalovchi

() + 1y (X) + oot U (X) + . = Zuk(x)

funksional gator tushunchasiga ega bo‘lamiz.
Amaliy masalalarni hal gilishda funksional qatorlar sinfiga tegishli
bo‘lgan darajali qatorlar muhim ahamiyatga ega. Darajali gator

2 n _ N k
a, +ax+ax’ +..+ax +...—;akx

ko‘rinishga ega bo‘lgan funksional qatordan iboratdir, bu yerda,
a,,a,,a,,...,a,,... berilgan chekli o‘zgarmas koeffitsiyentlarni, x esa
gator o‘zgaruvchisini ifodalaydi.

Tushunarliki, o‘zgaruvchisi nolga teng bo‘lgan har ganday dara-
jali gator yaqginlashuvchidir. Odatda, darajali gator o‘zgaruvchining
ba’zi giymatlarida yaginlashuvchi, boshqalarida esa uzoglashuvchi
bo‘ladi. Ammo, shunday darajali gatorlar borki, ular o‘zgaruvchi
ganday giymatga ega bo‘lishidan qat’i nazar, yaqinlashuvchi yoki
o‘zgaruvchining noldan boshqga barcha giymatlarida uzoglashuvchi
bo‘ladi.
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Kombinatorikada qator tushunchasi kombinatorik obyektlar
tufayli vujudga kelgan ketma-Kketliklar bilan ishlash uchun kerakli
qurol sifatida qo‘llaniladi. Masalan, agar bo‘laklash masalasi
garalayotgan bo‘lsa, bunday sonlar ketma-ketligining elementlari
qilib, n natural sonni go‘shiluvchilar yig‘indisi sifatida bo‘laklashlar
soni R(n) ni olish mumkin.

Agar darajali gator vositasida chekli sonlarning a,4,,4,,...,4,,...
cheksiz ketma-ketligiga haqiqiy yoki kompleks o‘zgaruvchili
gandaydir funksiya mos qo‘yilishi mumkin bo‘lsa, u holda ketma-
ketliklar ustida bajariladigan ba’zi amallarni ularga mos funksiyalar
ustida bajarish imkoniyati paydo bo‘ladi.

Darajali gator yig‘indisini ifodalovchi

fx) = 2 axt

funksiya a,,a,,a,,...,a,,... ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi,
deb ataladi.

Bu yerda, fix) funksiyani aniglovchi qatorning yaginlashuvchi
bo‘lishi uchun x o‘zgaruvchining hagqiqiy yoki kompleks giymatli
bo‘lishi muhim ahamiyatga ega emas.

Matematik tahlil kursidan ma’lumki, agar Jf(X)= zakxk
k=0

darajali qator x=0 nuqtaning qandaydir atrofida yaqinlashuvchi

‘ £®(0) et
bo‘lsa, uholda a, = A (k=0,1,2,...) formula o‘rinli bo‘ladi,

bu yerda, f@(0) ifoda fix) funksiyadan olingan k-tartibli hosila-
sining x=0 nuqtadagi qiymatidir.

I-misol. Hadlari fagat birlardan iborat bo‘lgan 1,1,...,1,..
1
1-x

. sonlar

ketma-ketligining hosil giluvchi funksiyasi f(x) = ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi.
Hagqigatan ham, 1,1,...,1,... sonlar ketma-ketligiga
T+x+x2+..+x+...
darajali qator mos keladi va bu darajali gatorning hadlari maxraji
x ga teng bo‘lgan
1,x,x%,....x",...

ko‘rinishdagi geometrik progressiyadan iboratdir. Elementar
matematika kursidan ma’lumki, bu progressiya |x|<1 bo‘lganda,
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cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya bo‘ladi va uning barcha
hadlari yig‘indisi
I+x+x*+..+x" e
formula bilan ifodalanadi. ®
2-misol. 1-misoldagidek mulohaza yuritib, har qanday chekli
a songa mos keluvchi 1,a,d%,...,an,... sonlar ketma-Kketligining hosil

qiluvchi funksiyasi f(x) = T—a ko‘rinishda bo‘lishini aniqglash

mumkin. B

7.2. Hosil giluvchi funksiyalarning oddiy xossalari. Hosil gituvchi
funksiyalar bir qator xossalarga ega. Biz quyida shunday
xossalardan ba’zilarini oddiy xossalar sifatida keltiramiz. Ular hosil
giluvchi funksiyalarni tuzish hamda ulardan amaliy masalalarni
hal etishda ko‘mak berishadi.

1-xossa. Agar aja,a,...,a,... ketma-ketlikning hosil giluvchi
funksiyasi f(x) va b,b,b,,..., b ,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi
Junksiyasi f,(x) bo‘lsa, u holda

a/th, atb, atb,, ..., ath, ..

ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi fx)=f(x) £f,(x) bo ladi.

Hagiqgatan ham, S.(x) = ;akxk va Jy(%) = kzobkxk bo‘lgani
uchun, darajali qatorlarni hadlab qo‘shib (ayirib),
f(x) = Z(Gk + b )x = zakxk t kzobkxk = f,(x) £ f,(x)
k=0 k=0 =

munosabatni hosil gilamiz. &
2-xossa. Agar a,, a,,a,,...,4,,... ketma-ketlikning hosil giluvchi
funksiyasi f(x) va byb,b,,..., b, ,... ketma-ketlikning hosil giluvchi

funksiyasi f,(x) bo‘lsa, u holda elementlari d, :g,aibn_x

(n=0,1,2,...) sonlardan iborat bo‘lgan d,d ,d,....d ,... ketma-ket-
likning hosil qiluvchi funksiyasi f(x)= f(x)f(x) bo ladi.

Haqiqatan ham, ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi
ta’rifiga ko‘ra,

N, ok T k
£ =3 apx —lnl_rg;akx,
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£, =3 bx* =1im bx*
k=0 =y

bo‘lgani uchun quyidagi tengliklar ketma-ketligi o‘rinlidir:

LA = (lgn 3 gt ](u,n 3 bt ) _ hgn[i a3 bt ) -
k=0 k=0 k=0 k=0
- L@zi(ﬁ"f”k-f}‘k =lim Y dxt = 3 dor = £(6). m
k=0 k=0 k=0

i=0

Ayrim ketma-ketliklarning hosil giluvchi funksiyalarini avval-
dan ma’lum bo‘lgan hosil giluvchi funksiyalarga mos darajali gatorni
hadlab differensiallash amali yordamida topish mumkin.

3-misol. Ushbu 0,1,2,3,... ketma-ketlikning hosil giluvchi

1
(Y bo‘ladi.

Hagigatan ham, qaralayotgan ketma-ketlikka 2 kx* ko*rinish-
k=0

funksiyasi fx) =

dagi darajali qator mos keladi. Darajali gatorni hadlab, differen-

siallash amalini k26 x* gatorga qgo‘llab va |¥<1 bo‘lgan hol uchun

o‘rinli dek “1-x tenglikni hisobga olib, quyidagi tengliklar
k=l

ketma-ketligini yozamiz:

LA dfl 1Y x
7Y i Rl Tl
Umuman olganda, hosil giluvchi funksiyalarni tuzishda darajali
gatorni hadlab, differensiallash amalidan foydalanish quyidagi
xo0ssaga tayanadi.
3-xossa. Agar a,,a,,a,,...,a,,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi
Junksiyasi f (x) bo‘lsa, u holda elementlari b,=(n+1)a,,,
(n=0,1,2,...) sonlardan iborat b,b,b,,....b ,... ketma-ketlikning
%
dx

hosil giluvchi funksiyasi f,(x) = o ‘ladi.
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Hagigatan ham, hosil qiluvchi funksiyaning ta’rifidan va
darajali gatorni hadlab, differensiallash hagidagi xossaga ko‘ra,

£ = 3 bt =3 (k + Da_x* =

= Y d .
= ,;Ec'(akuxk 1) —;E(asx )

tengliklar o‘rinlidir. a, o‘zgarmasning hosilasi nolga teng ekanligini
e’tiborga olib,

& d = d d < d
i =5 lax) = @ S e = g St =T

munosabatni hosil gilamiz. =

4-misol. 1,2,3,4,... ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasini
topish talab etilsin.

Hosil qiluvchi funksiya ta’rifiga ko‘ra, izlanayotgan funksiya

oo

Z(l + k)x* darajali qatorning yigtindisidan iboratdir. 1-xossaga
=

ko‘ra, garalayotgan ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi
1,1,...,1,... va 0,1,2,3,... ketma-ketliklarning hosil giluvchi funk-
siyalari yig‘indisidan iboratdir. 1- va 3-misollar natijalaridan
foydalanib, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

= R R P 1 X _l—x+x_ X
;(l+k)x _gdx +;k.x _1_x+(1_x)2_ T~

Demak, 1,2,3,4,... ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi

bo‘ladi. ®

1
f(x)=(1—_'x—)2

7.3. Hosil qiluvchi funksiyalarning kombinatorikaga tatbigi.
Hosil qgiluvchi funksiyaning ta’rifi va xossalaridan ko‘rinadiki,
ketma-ketliklar bilan bog‘liq bo‘lgan xilma-xil masalalarni o‘r-
ganish va ularni hal gilishda bu funksiyalardan foydalanish mum-
kin. Bu o‘rinda, aynigsa, kombinatorik amallar bilan bog‘liq
ketma-ketliklarning hosil qgiluvchi funksiyalari alohida qizigish
uyg‘otishini ta’kidlaymiz. Hosil giluvchi funksiyalarning kombi-
natorikaga tatbiqini ko‘rsatish magsadida, avvalo, quyidagi misolni
garaymiz:
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5S-misol. Berilgan chekli, butun va manfiymas s son uchun

n
¢!, 0<n<sy,

hadlari @ ={ formula asosida aniqlangan

0, s<n,
ay,a,,4,,...,a,,... sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin, bu yerda,
n s! . . )
C/ = m — binomial koeffitsiyentlar. Bu sonlar ketma-

ketligining hosil giluvchi funksiyasini topish talab etilsin.
Nyuton binomi formulasiga ko‘ra,
Zanx" = XCS"x" =01+x)°
n=0 n=0
munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Demak, berilgan butun s>0 son uchun C° C!,C?,...,C?,

0,0,...,0,...ko‘rinishdagi sonlar ketma-ketligining hosil giluvchi
funksiyasi fix)=(1+x)* ko‘rinishga egadir. ®
Yugorida, aniqrog‘i, ushbu bobning 3-paragrafida binomial
koeffitsiyentlarning xossalari ko‘rilgan edi. Quyidagi teorema ular-
ning xossalaridan yana birini ifodalaydi.
I-teorema. Ixtiyoriy natural m, n va k<m+n sonlar uchun
quyidagi tenglik o ‘rinlidir:
min(k,n)
CickHl =k |
i=max(0,k—r'r’t) " e
Isboti. Elementlari, mos ravishda, quyidagi tengliklar bilan
aniglangan a,,a,,a,,... va b,,b,,b,,... ketma-ketliklarni garaymiz:

C,, 0<i<n, C:, 0<i<m,
an: . bi: .
0, i>n, 0, i>m

5-misolni hisobga olsak, bu ketma-ketlikning hosil giluv-
chi funksiyalari, mos ravishda, f,(x)=(1+x)" va f,(x)=(1+x)" ko‘ri-
nishda bo‘ladi. Hosil giluvchi funksiyalarning 2-xossasiga ko‘ra,

£0f,(x) = 3 dx* bo'ladi, bunda d, =¥ ap,, (s=0,1.2,..).
s=0 i=0

Ushbu k<m+n shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy k natural
sonni olamiz. Qaralayotgan a,,a,,a,,... va b,b,,b,,... ketma-ketlikning
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aniqlanishiga ko‘ra, / >n shart bajarilganda @ =0 va k—i>m shart
bajarilganda esa b, =0 bo‘lgani uchun

min (k,n) min (k,n) kel
d, = ﬁa b= Saba= Y CCE
i=max (Ok m) i=max (0,k—m)
munosabat o‘rinlidir.
Boshga tomondan olib garaganda,

L5, = A+ 2" A+ X)" = (L+ x)"™" = fmeA

C..., 0<i<n+m, ,
Agar ¥, = ] deb olsak, u holda yugorida
0, i>n+m,

mM@mmLWMﬂémew@mdﬁmm Z%

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu, o‘z navbatida, f(x)f,(x) funk51ya
Y Yy Y-+~ KE€tma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi ekanligini ko‘r-
satadi.

Hosil qiluvchi funksiyalarning 2-xossasiga ko‘ra, f (x)f,(x)

min(k,n)
funksiya hadlari k<n+m bo‘lganda d, = Z CiC*! tenglik bilan,
i=max(0,k~m)

k>n+m bo‘lganda esa nollardan iborat ketma-ketlikning hosil
giluvchi funksiyasi ekanligi yuqorida ko‘rsatilgan edi.

Shunday qilib,

min (k,n)
S’ Ck x i‘ Y CiClx*.
k=0 s=max (0,k— m)

Bu tenglik x o‘zgaruvchining barcha giymatlarida to‘g‘ri bo‘lgan-
ligidan, isbotlanishi kerak bo‘lgan tenglikni hosil gilamiz. ®

Fibonachchi gatoridagi birinchi haddan oldin #,=0 sonni
qo‘yib’,

u0=0’ u1=1’ unzun—2+un—l’ hz 2’

ketma-ketlikning (umumlashgan Fibonachchi sonlari ketma-
ketligining) u(x) hosil giluvchi funksiyani topamiz.

! Fibonachchi qatorini chap tomonga ham istagancha davom ettirish mum-
kin. Tabiiyki, bunday ish ko‘rilganda, har qadamda hosil bo‘lgan ketma-ketlik
gandaydir bir umumlashgan Fibonachchi qatori bo‘laveradi.
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Buning uchun, dastlab, quyidagi tengliklar ketma-ketligini
yozamiz:

u(x) = ;ukx —x+2ukx —x+2(uk2+uk JxF =
3

=X+ ; U,_,x* + guk_lx" =x+ ng uxs + x; Ux’ =

= x + x2u(x) + xu(x).
Endi hosil bo‘lgan u(x)=x+x*u(x)+xu(x) tenglikni u(x) funk-
siyaga nisbatan tenglama deb qarab,

u=0, u=1, u=u, ,tu n>2,

n—12

ketma-ketlikni u#(x) = I——XF hosil qiluvchi funksiyaga ega

bo‘lamiz.

II bobning 5-paragrafida isbotlangan (Fibonachchi sonlarini
hisoblashga mo‘ljallangan) Bine formulasini n=0,1,2,... hol uchun
umumlashgan Fibonachchi sonlari ketma-ketligining hosil giluvchi
funksiyasidan foydalanib, yana bir marta isbotlaymiz.

2-teorema. Fibonachchi soni u, (n=0,1,2,...) uchun

1(1+5Y) (1-v3Y
u, = B2 |7 T2 tenglik o ‘rinlidir.

Isboti. Avvalo, noma’lum koeffitsiyentlar usulini qo‘llab va

X
u(x) = - funksiyaning kasr ko‘rinishda ekanligini e’tiborga
olib, uni ikkita kasr yig‘indisi qilib tasvirlaymiz. Bu ishni amalga
oshirish uchun, oldin, 1—x—x*=0 kvadrat tenglamaning x, va x,
-1-5 -1+ f

7 T

Agar o =-x + 3 va i =-x, = 1- \/_ deb belgilasak, u

holda a+f=1 va o =—1 bo'lishi ravshandlr Endi 1—x—x* kvadrat
uchhadni ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

l—x—x* =—(xto)(x+p)= apf(x+o)(xtp)=
= (Bxt+ap)(oxtaf)= (fx—1)(ox—1)= (1—ox)(1—px).
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Shunday qilib,
x A B

(-ax0)(-Bx) 1-ox 1-px’

u(x) =

bu yerda, 4 va B noma’lum koeffitsiyentlardir. Kasrlarni qo‘shish
amalini bajarib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
X _A+B-(AB + Bo)x
l-x-x> (-ax)(1-Bx)
Bu yerdan 1-—x—x? kvadrat uchhadning noldan farqli barcha
giymatlarida

x=A+B—(Ap+Bo)x
bo‘lishi kelib chigadi. Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomonlaridagi
x o‘zgaruvchining mos darajalari koeffitsiyentlarni tenglashtirsak,
A va B noma’lumlarga nisbatan quyidagi tenglamalar sistemasini
hosil gilamiz:
A+B=40,
{A B+ Bo =-1.

Bu sistemani yechib, 4=

ekanligini topamiz.
Demak,
1 1
xS, B (1
u(x)_l—x—x2_l—ax+1—ﬁx_\/§(1—ax 1-Bx |

2-misol asosida

u(x)=%(1_lax — [,x) (wa)" Z(ﬁX)”]
Tlf's’;(“”_ By _zfl(nzf] (1—2J§”x,.

munosabatga ega bo‘lamiz. Endi ux) = Z u,x" ekanligini eslasak,

n=0

u,=0 va u,=1 shartlar bilan aniqlanuvchi u,, »=0,1,2,..., umum-
lashgan Fibonachchi sonlari uchun Bine formulasi o‘rinli bolishi
tasdiglanadi. ®m
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Endi qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural
n sonning natural qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari sonlaridan
tashkil topgan!
R(0), R(1), R(2), R(3),..., R(n),...

ketma-Kketlikning hosil qiluvchi funksiyasi hisoblangan
rx) = iR(n)x" =1+x+2x2 +3x2 + 5x* +7x° + 12x° + ...
=0

darajali gatorni garaymiz.
L. Eyler (1—x)(1—x*)(1—x?)...(1—x") ko‘rinishdagi ko‘payt-
malarni natural » uchun tekshirib, 1748-yilda

3mP-m 3mt+m

o0 =[Ja-xn =1+ D" [xT +x“7“J
n=1 m=1

formulani isbotlagan edi. Bu formula Eyler ayniyati, deb ataladi.
3-teorema. ¢(x) r(x)=1.

1
Isboti. 1+x+x +...+x”+...=Tx tenglikdan foydalanib (1-mi-

solga garang),
11 11
(p(x)_l_x 1_x2 ase l_xk e

=(l+x+x2+ X3+ )A+x2+xt x5+ ).

Xk xRy )

munosobatga ega bo‘lamiz. Oxirgi ko‘paytmadagi qavslarni
ochganda, mumkin bo‘lgan barcha x%x2%. . x*% =xa+a+-+ka
ko‘rinishdagi ifodalar yig‘indisi hosil bo‘ladi, bu yerda, a,,4,,....a, —
butun manfiymas sonlar. Shuning uchun, » sonni a,+2a,*...+ka,
ko‘rinishda ifodalash imkoniyatlari soni gancha bo‘lsa, o‘shancha
marta bu yig‘indida x* qatnashadi.
a+2a,+..+kay=1+.. 4142+ +2+4 . +k+...+k
a; marta a, marta a, marta

yozuvdan ko‘rinib turibdiki, # sonni a,+2a,*t...tka, Xko‘rinishda
ifodalash imkoniyatlari soni shu sonning qo‘shiluvchilar tartibi

1Bu yerda yozuvning ixchamligi nuqgtayi nazaridan (0 natural sonlar to‘plamiga
tegishli bo‘lmagani uchun R(0) yozuv ma’noga ega bo‘lmasa-da) R(0)=1 qabul
qilindi.
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e’tiborga olinmagan holda barcha bo‘laklanishlari soniga, ya’ni R(n)

|
ga tengdir. Bu tasdiq PON r(x) tenglikning to‘g‘riligini isbotlaydi. m
Eyler ayniyatini e’tiborga olgan holda ¢(x)r(x)=1 tenglikni

(1—=x—x2+x3+x"—x2—xB+,.)x
X (R(0)+R(1)x+R(2)x*+ R(3)x*+...+R(nm)x*+...)=1
ko‘rinishda yozamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi gavslarni

ochib va x, x%, X3,...,x" ifodalarning koeffitsiyentlarini nolga teng-
lashtirib, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

R(1)—R(0)=0,
R(2)—R(1)—R(0)=0,
R(3)—R(2)—R(1)=0,

......................................

R(n)—R(n—1)—R(n—2)+R(n—5)+ R(n—T)+...

...+(—1)'"R(n_3’”22"” )»(—1)'"R[n—3’"22+’” J+...=0,

bu yerda barcha s<0 uchun R(c)=0 .

Demak, qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural
n sonning natural go‘shiluvchilarga barcha bo‘laklanishlari soni
R(n) uchun

R(n)=R(n—1)+R(n—2)—R(n—5)—R(n—T)+...

2 2
...+(—1)'"+1R[n—3m2 e }(-1)'"+‘R[n-3’”2+’” J+

formulaga ega bo‘ldik. Topilgan formula yordamida R(1)=1, R(2)=2,
R(3)=3, R(4)=5, R(5)=17, R(6)=11, R(7)=15, R(8)=22 bo‘lishini
osongina hisoblab, bu formulani qo‘llash natural »# sonning barcha
bo‘laklanishlari soni uchun ushbu bobning 6-paragrafida keltirilgan

R(n)= ZR('I k) formulani qo‘llash bilan tagqoslanganda, hisob-

lash 1sh1ar1mng keskin kamayganiga guvoh bo‘lamiz.
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Muammoli masala va topshiriqlar

1. Quyidagi ketma-ketliklarning hosil giluvchi funksiyalarini
toping:

111

. . . . 272172 42 . - -

a) 1-2, 2-3, 3-4,...; b) 12,223242.; d) 1, 3916
1 11 1 1

C) 1,0,1,0,1,0,..., D 1,5,5,2,..., g) 1,0,—5,0'5—!,....

2. Har qanday chekli a songa mos keluvchi 1,a,a?,...,a",... va
1,1,...,1,... ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyalardan
foydalanib, 0,a—1,a>—1,...,a"—1,... ketma-ketlikning hosil
qiluvchi funksiyasini toping.

3. a,,a,,a,,a,,... ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasi f(x)
bo‘lsin. Quyidagi ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiya-
larini aniglang:

a) a,*a,ata,a,ta,..; b) a,ata,atata,..;

d) aya,.a,a,..; €) a,ababap,.., b — ixtiyory chekli son.

4. Hosil giluvchi funksiyalarning oddiy xossalarini qo‘llab, bir
necha sonlar ketma-ketligining hosil qiluvchi funksiyalarini
toping.

5. Quyidagi rekurrent formulalar bilan berilgan ketma-ketlik-
ning hosil qiluvchi funksiyalarini va ketma-ketlik element-
larining aniq ifodalarini toping:

a) a,,=4a,,—4a, a=a=1;

b) a,.,=—3a,,,—3a,, —a, a=1, a,=a=0;

3 1
d) an+3:—§an+2_—2_an’ 00:03 al:1 a’2:2

6. Bine formulasidan foydalanib, Fibonachchi gatoridagi o‘n
ikkinchi elementni aniglang.

7. Fibonachchi sonlarining ushbu bobdagi 5-paragrafda
keltirilgan 1-, 2-, 3- va 5-xossalarini #,=0, u =1,
u=u_,tu _ (nx2) ketma-ketlikining hosil giluvchi funk-

siyasidan foydalangan holda isbotlang.
8. Isbotlang: a) R(20)=627; b) R(21)=792; d) R(22)=1002.
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Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Sonli cheksiz gator deganda nimani tushunasiz?

2. Qatorning xususiy yig‘indisi qanday tuziladi?

3. Qanday qator yaginlashuvchi deb ataladi?

4. Qator uzoglashuvchi bo‘lishi uchun ganday shart bajarilishi
kerak?

5. Funksional qator sonli qatordan nima bilan farq giladi?

6. Darajali gator ganday ko‘rinishga ega?

7. Ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi deganda nimani
tushunasiz?

8. Hosil giluvchi funksiyalarning xossalaridan qaysilarni bilasiz?

9. Berilgan chekli va butun s> 0 son uchun

C C; C2,...,C: 0,0,...,0.... ko‘rinishdagi sonlar ketma-ket-

ligining hosil giluvchi funksiyasi ganday ko‘rinishga ega?

10. Hosil giluvchi funksiyalarning xossalaridan foydalanib, bino-
mial koeffitsiyentlarning xossalarini o‘rganish mumkinmi?

11. Fibonachchi qatoriga mos ketma-ketlikning hosil giluvchi
funksiyasini topa olasizmi?

12. Fibonachchi sonlarini hisoblashga mo‘ljallangan Bine for-
mulasini Fibonachchi sonlari ketma-ketligining hosil giluvchi
funksiyasidan foydalanib isbotlash mumkinmi?

13. Eyler ayniyati gaysi formula bilan ifodalanadi?

14. Qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural »
sonning natural qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari sonini
hisoblashning ganday formulalarini bilasiz?
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IIT bob. GRAFLAR NAZARIYASI

Ushbu bobda graflar nazariyasi elementlari qaraladi. Dastlab
graflar hagida gisgacha tarixiy ma’lumotlar, grafning abstrakt
matematik tushuncha sifatidagi ta’rifi va u bilan bog‘liq boshlang‘ich
tushunchalar, graflarning geometrik ravishda, maxsus turdagi
ko‘phad yordamida, go‘shnilik va insidentlik matritsalari vositasida
berilishi yoritiladi. So‘ngra grafning elementlari ustida sodda amallar,
graflarni birlashtirish, biriktirish va ko‘paytirish amallari, mar-
shrutlar va zanjirlar, grafning bog‘lamliligi tushunchasi, Eyler va
Gamilton graflari, graflarda masofa tushunchasi, minimal masofali
yo‘l haqgidagi masala, daraxt va unga ekvivalent tushunchalar,
grafning siklomatik soni bayon qilinadi. Tarmoq tushunchasi, tar-
moqdagi ogimlar, maksimal oqim haqidagi masala va bu masalalarni
hal gilish uchun Ford algoritmi ham ushbu bobda keltiriladi.

1-§. Graflar nazariyasining boshlang‘ich ma’lumotlari

Graf, uch, girra, yoy, yo‘nalish, orgraf, qo'shni uchlar,
yakkalangan uch, karrali girralar, multigraf, psevdograf, nolgraf,
to‘la, belgilangan va izomorf graflar, grafning geometrik
ifodalanishi, uchlar, girralar va yoylar insidentligi.

1.1. Graflar nazariyasi hagida umumiy ma’lumotlar. 1736-yilda
L. Eyler tomonidan o‘sha davrda qizigarli amaliy masalalardan biri
hisoblangan Kyonigsberg! ko‘priklari hagidagi masalaning qo‘yi-
lishi va yechilishi graflar nazariyasining paydo bo‘lishiga asos bo‘ldi.
Kyonigsberg shahridagi Pregel daryosi ustida qurilgan yetti
ko‘prikning joylashuvi 1-shakldagi qadimiy xaritada tasvirlangan

1 Kyonisberg (Konigsberg) — bu shahar 1255-yilda asoslangan bo‘lib, Shargiy
Prussiyadagi Pregel daryosi girg‘oqglarida joylashgan. 1946-yildan boshlab, Ka-
liningrad, hozir Rossiya Federatsiyasi tarkibida.
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va qurilishi tartibida
1,2,3,4,5 6va7
ragamlar bilan belgi-
langan. Pregel daryosi
Kyonigsberg shahri-
ni o‘sha davrda to‘rt —
A, B, Cva D gismga bo‘l-
gan. Shaharning ixtiyo-
riy gismida joylashgan
uydan chiqib, yetti ko‘p-
rikdan fagat bir mar-
tadan o‘tib, yana o‘sha
uyga gaytib kelish mum-
kinmi? Kyonigsberg
ko‘priklari haqidagi bu masa-
lani hal qilish jarayonida graf-
larda maxsus marshrut (hozirgi
vaqtda graflar nazariyasida bu
marshrut Eyler sikli nomi bi-
lan yuritiladi, ushbu bobning
5-paragrafiga qarang) mavjud-
ligi shartlari ham topildi. Bu nati-
jalar e’lon qilingan tarixiy il-
miy ishning birinchi sahifasi
2-shaklda keltirilgan. L. Eylerning
bu magqolasi yuz yildan ko‘p
vaqt mobaynida graflar naza-
riyasi bo‘yicha yagona ilmiy ish
bo‘lib keldi.

XIX asrning o‘rtalarida graf-
lar nazariyasi bilan bog‘liq tad-
qigotlar G. Kirxgof! va A. Keli?

T

{18

a¥3

1-shakl.

SOLVTIO PROBLEMATIS
SOLVTIO PROBLEMATIS
GEOMETRIAM SITVS
PERTINENTIS.

AVCTORE

Leonb. Eulero.
§. 1.

128

Tabala vm,PRntcr lam Geometriae pastem, quac cirea gwip-

titates verfatur, ¢t omoi tempore fumme Sudio

eft cxculer, alterims partis etismunum admodum
ignote primus mentionem fecit Leibnitzins, quam Geo-
yaetrigmn Grus vocsnit. Ifta pars sb iplo in folo fini
determinando, fitusque proprietatibus eruendis occupam
effe futiter; ip quo megutio neque ad quantimtes re~
{piciendum, neque calcolo quantitatum  vrendum  fit.
Cuiusmodi autem problemats 2d baoc firns Geometriam

"

perti , ¢t guali methodo in iis is vti opor-
teat, non fatis eft definitom.  Quamobrem, cum naper
problematis cuisdam mentio effet.facta, quod quidem
ad .g perdinere videbatur, ot ita erat com-
paratum , vt neque determinstionem quantitatum requi-
Terer, aeque folmionem calculi quantitatum epe admic
teret, id -ad geometriam fims referre haud dubitani:
pracfertim qeod in civs folutione (olus fitus in confide~
rationem vemar, calkulus vero vojlius prorfis fic whis,
Methodum ergo meam quam sd huius generis proble-

mats

2-shakl.

ishlarida paydo bo‘ldi. «Graf> iborasi D. Kyonig® tomonidan 1936-
yilda graflar nazariyasiga bag‘ishlangan dastlabki darslikda*

uchraydi.

! Kirxgof (Kirchhoff Gustav Robert, 1824—1887) — olmon faylasufi, fizigi.
2 Keli yoki Keyli (Cayley Artur, 1821—1895) — ingliz matematigi.
3 Kyonig (Dénes Konig, 1884—1944) — venger matematigi.

4 Bu darslik olmon tilida yozilgan.
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Graflar nazariyasi bo‘yicha tadqiqotlar
natijalari inson faoliyatining turli sohalarida
go‘llaniladi. Ulardan ba’zilari quyidagilardir:
boshqotirmalarni hal qilish; gizigarli o‘yin-
lar; yo‘llar, elektr zanjirlari, integral sxe-
malari va boshqgarish sistemalarini loyiha-
lashtirish; avtomatliar, blok-sxemalar va
kompyuter uchun programmalarni tadqiq
qilish va hokazo.

. 1.2. Grafning abstrakt ta’rifi va u bilan

Denes Kyonig bog lig boshlang ‘ich tushunchalar. Avvalo,
grafning abstrakt matematik tushuncha sifatidagi ta’rifini va boshqga
ba’zi sodda tushunchalarni keltiramiz. V gandaydir bo‘shmas to‘plam
bo‘lsin. Uning veV va veV elementlaridan tuzilgan <v,v,>
ko‘rinishdagi barcha juftliklar (kortejlar) to‘plamini (¥ to‘plamning
0‘z-o‘ziga Dekart ko‘paytmasini) ViV bilan belgilaymiz.

Graf deb shunday <V, U> jufilikka aytiladiki, bu yerda VD
va U —<v,v,> (veV, ve V) ko'rinishdagi juftliklar korteji'
bo‘lib, VxV to‘plamning elementlaridan tuzilgandir.

Bundan buyon grafni belgilashda <V, U> yozuv o‘miga (¥, U)
yozuvdan foydalanamiz. Grafning tashkil etuvchilarini ko‘rsatish
muhim bo‘lmasa, u holda uni lotin alifbosining bitta harfi bilan
belgilaymiz.

G=(V, U) graf berilgan bo‘lsin. V to‘plamning elementlariga
G grafning uchlari, V to‘plamning o‘ziga esa, graf uchlari to‘plami
deyiladi.

Graflar nazariyasida «uch» iborasi o‘rniga, ba’zan, tugun yoki
nugta iborasi ham go‘llaniladi. Umuman olganda, hanuzgacha
graflar nazariyasining ba’zi iboralari bo‘yicha umumiy kelishuv
garor topmagan. Shuning uchun, bundan keyingi ta’riflarda,
imkoniyat boricha, muqobil (alternativ) iboralarni ham keltirishga
harakat gilamiz.

G=(V, U) grafning ta’rifiga ko‘ra, U bo‘sh kortej bo‘lishi
ham mumkin. Agar U bo‘sh bo‘lmasa, u holda bu kortej (a,b)
(aeV, be V) ko‘rinishdagi juftliklardan? tashkil topadi, bunda

! Bundan keyin «juftliklar korteji» iborasi o‘rniga, gisqacha kortej iborasini
go‘llaymiz.

2 Bu yerda ham juftlik (kortej)ning odatdagi <a, b> yozuvi o‘riga (a,b)
yozuvidan foydalanamiz.
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a=b bo‘lishi hamda ixtiyoriy (a,b ) juftlik U kortejda istalgancha
marta qatnashishi mumkin.

(a,b)e U juftlikni tashkil etuvchi ¢ va b uchlarning joylashish
tartibidan bog‘liq holda, ya’ni yo‘nalishning borligi yoki yo‘qligiga
qarab, uni turlicha atash mumkin. Agar (a,b) juftlik uchun uni
tashkil etuvchilarning joylashish tartibi ahamiyatsiz, ya'ni (a,b)=
=(b,a) bo‘lsa, (a,b) juftlikka yo ‘naltiriimagan (oriyentirlanmagan)
girra (yoki, qisqacha, girra) deyiladi. Agar bu tartib muhim,
ya’ni (a,b)#(b, a) bo‘lsa, u holda (a,b) juftlikka yoy yoki yo ‘nal-
tirilgan (oriyentirlangan) girra deyiladi.

U kortejning tarkibiga qarab, uni yo grafning qirralari korteji
yo yoylari korteji, yoki girralari va yoylari korteji, deb ataymiz.

Grafning uchlari va girra (yoy)lari uning elementlari, deb ataladi.
G=(V, U) graf elementlarining soni (|V|+|U])ga tengdir, bu yerda
G grafning uchlari soni |V]#0 va |U bilan uning girralari (yoylari)
soni belgilangan.

Grafning qirrasi (yoyi), odatda, uni tashkil etuvchi uchlar
yordamida (a,b) yoki ab, yoki (a; b) ko‘rinishda belgilanadi. Boshga

belgilashlar ham ishlatiladi: masalan, yoy uchun (a,5) yoki (a,b),

girra uchun (a,b), yoy yoki girra uchun # (ya’ni uchlari ko‘rsa-
tilmasdan bitta harf vositasida) ko‘rinishda.

Graf yoyi uchun uning chetki uchlarini ko‘rsatish tartibi
muhim ekanligini ta’kidlaymiz, ya’ni (a,b) va (b,a) yozuvlar bir-
biridan farq qiluvchi yoylarni ifodalaydi. Agar yoy (a,b) ko‘rinishda
ifodalangan bo‘lsa, u holda a uning boshlang ‘ich uchi, b esa oxirgi
uchi, deb ataladi. Bundan tashqari, yoy (a,b) ko‘rinishda yozilsa,
u haqida a uchdan chigquvchi (boshlanuvchi) va b uchga kiruvchi
(uchda tugovchi) yoy, deb aytish ham odat tusiga kirgan.

Qirra uchun uning (a,b) yozuvidagi harflar joylashish tartibi
muhim rol o‘ynamaydi va a va b elementlar girraning uchlari yoki
chetlari, deb ataladi.

Agar grafda yo (a,b) qirra, yo (a,b) yoy, yoki (b,a) yoy
topilsa, u holda a va b uchlar tutashtirilgan deyiladi. Agar grafning
ikki uchini tutashtiruvchi girra yoki yoy bor bo‘lsa, u holda ular
qo ‘shni uchlar deb, aks holda esa, qo shni bo‘Imagan uchlar, deb
aytiladi.

Grafning ikki uchi qo‘shni bo‘lsa, ular shu uchlamni tutash-
tiruvchi girraga (yoyga) insident, oz navbatida, girra yoki yoy bu

158



uchlarga insident deyiladi. Grafda ikki qgirra (yoy) umumiy chetga
ega bo‘lsa, ular qo ‘shni girralar (yoylar) deyiladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, qo‘shnilik tushunchasi grafning bir
jinsli, insidentlik tushunchasi esa uning turli jinsli elementlari
orasidagi munosabatni ifodalaydi. Ba’zan graf undagi elementlar
soniga qarab, ya’ni uchlar soni m va girralar (yoylar) soni nga
qarab belgilanadi va bu holda grafni (m, n) -graf, deb ataydilar.

Agar G=(V,U) grafda U kortej faqat girralardan iborat bo‘lsa,
u holda yo ‘naltirilmagan (oriyentirlanmagan) va faqat yo‘naltirilgan
(oriyentirlangan) qirralardan (ya’ni yoylardan) tashkil topgan
bo‘lsa, u holda u yo ‘naltirilgan (oriyentirlangan) graf, deb ataladi.
Oriyentirlangan graf, gisqacha, orgraf, deb ham ataladi.

Qator hollarda oriyentirlanmagan girralari ham, oriyentirlangan
girralari ham bo‘lgan graflar bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi.
Bunday graflar aralasilz graflar, deb ataladi.

Agar G=(V,U) graf (orgraf)ning U korteji tarkibida WV
to‘plamdan olingan takrorlanuvchi elementlar bo‘lsa, u holda ular
karrali yoki parallel girralar (yoylar), deb ataladi. Karrali girralari
yoki yoylari bo‘lgan graf multigraf deyiladi.

Ikkala chetki (boshlang‘ich va oxirgi) uchlari ustma-ust tushgan
qirra (yoy), ya’'ni grafning (a, a)e U elementi sirtmoq, deb ataladi.
Sirtmoq, odatda, yo‘naltiriimagan deb hisoblanadi. Qirralari
(yoylari) orasida sirtmoglari bo‘lgan graf psevdograf deyiladi.

Umumiy holda uchlar to‘plami V va (yoki) girralar (yoylar,
qgirra va yoylar) korteji U cheksiz ko‘p elementli bo‘lishi mumkin.
Bundan keyin V to‘plam va U kortej fagat chekli bo‘lgan G=(V,U)
graflarni qaraymiz. Bunday graflar chekli graflar, deb ataladi.

Hech ganaga qirra (yoy) bilan bog‘lanmagan uch yakkalangan
(ajralgan, xolis, yalang‘och) uch, deb ataladi.

Faqat yakkalangan uchlardan tashkil topgan graf (ya’ni grafda
girralar va yoylar bo‘lmasa) nolgraf yoki bo‘sh graf, deb ataladi.
Uchlari soni mga teng bo‘lgan bo‘sh grafni O, yoki N _ kabi
belgilash gabul gilingan.

Istalgan ikki uchi qo‘shni bo‘lgan sirtmoqsiz va karrali girralarsiz
oriyentirlanmagan graf fo la graf, deb ataladi. Uchlari soni m ga
teng bo‘lgan to‘la graf K bilan belgilanadi. Ravshanki, K grafning

m(m-1)

3 bo‘ladi.

. . 2 _
girralar soni C, =
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Agar orgrafning istalgan ikki uchini har bir yo‘nalishda tutash-
tiruvchi faqat bittadan yoy mavjud bo‘lsa, u holda unga o ‘la orgraf,
deb ataladi. Ravshanki, to‘la grafdagi qirralarning har birini ikki
(yo‘nalishlari bir-biriga qarama-qarshi bo‘lgan) yoyga almashtirilsa,
natijada to‘la orgraf hosil bo‘ladi. Shuning uchun, to‘la orgrafdagi
yoylar soni oriyentirlanmagan to‘la grafdagi girralar sonidan ikki
baravar ko‘pdir, ya’ni uchlari m ta bo‘lgan to‘la orgrafdagi yoylar
soni 2C2 =m(m-1) bo‘ladi.

Agar grafning uchlariga qandaydir belgilar, masalan, 1,2,...,m
sonlari mos qo‘yilgan bo‘lsa, u belgilangan graf, deb ataladi.

Agar G=(V,U) va G'=(V’, U’) graflarning uchlari to‘plamlari,
ya’ni ¥V va V” to‘plamlar orasida uchlarning qo‘shnilik munosabatini
saglaydigan o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin bo‘lsa,
u holda G va G’ graflar izomorf graflar, deb ataladi. Bu ta’rifni
quyidagicha ham ifodalash mumkin: agar Vx, yeV va ularga mos
bo‘lgan x’,ye V' (xy, x—y’) uchun xy-xy’ (xye U, xye U’)
bo‘lsa, u holda G va G” graflar izomorfdir. Agar izomorf graflardan
biri oriyentirlangan bo‘lsa, u holda ikkinchisi ham, albatta,
oriyentirlangan bo‘lishi va ulardagi mos yoylarning yo‘nalishlari
~ ham bir-birlariga mos bo‘lishi shart.

Graf uchiga insident qirralar soni shu uchning lokal darajasi
yoki qisqacha darajasi yoki valentligi, deb ataladi. Grafdagi a
uchning darajasini p(a) bilan belgilaymiz.

Sirtmoqga insident bo‘lgan uchning darajasini aniglashda shuni
e’tiborga olish kerakki, qaralayotgan masalaga bog‘liq holda
sirtmoqni bitta girra deb ham, ikkita qirra deb ham hisoblash
mumkin. Ravshanki, ajralgan uchning darajasi nolga teng. Darajasi
birga teng uch chetki (yoki osilgan) uch, deb ataladi. Chetki
(osilgan) uchga insident qirra ham cherki (yoki osilgan) girra,
deb ataladi.

Agar grafning barcha uchlari bir xil r darajaga ega bo‘lsa, u
holda bunday graf r darajali regular graf, deb ataladi. Uch darajali
regular graf kubik (yoki uch valentli) graf, deb ataladi. O, graf
nol darajali regular graf ekanligini, K esa (m—1) darajali regu-
lar graf ekanligini ta’kidlaymiz.

Ko‘rinib turibdiki, oriyentirlanmagan grafda barcha uchlar
darajalarining yig‘indisi qgirralar sonining ikki baravariga teng juft
son bo‘ladi, chunki girralarni sanaganda har bir girra hisobda ikki
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marta qatnashadi. Shunday qilib, XVIII asrdayoq L. Eyler
tomonidan isbotlangan quyidagi tasdiq o‘rinlidir.

I-lemma (<ko ‘rishishlar» hagida). Ixtiyoriy oriyentirlanmagan
grafda barcha uchlar darajalari yig‘indisi qirralar sonining ikki
baravariga teng.

Agar grafning uchlar to‘plamini o‘zaro kesishmaydigan
shunday ikki gism to‘plamlar (bo‘laklar)ga ajratish mumkin
bo‘lsaki, grafning ixtiyoriy girrasi bu to‘plamlarning biridan olingan
gandaydir uchni ikkinchi to‘plamdan olingan biron uch bilan
tutashtiradigan bo‘lsa, u holda bunday graf ikki bo ‘lakli graf
(bixromatik yoki Kyonig grafi), deb ataladi. Ta’rifdan ko‘rinib
turibdiki, ikki bo‘lakli grafning har bir bo‘lagidagi ixtiyoriy ikki
uch qo‘shni bo‘la olmaydi. Biron bo‘lagida fagat bir uch bo‘lgan
to‘la ikki bo‘lakli graf yulduz, deb ataladi.

Agar ikki bo‘lakli grafning turli bo‘laklariga tegishli istalgan ikki
uchi qo‘shni bo‘lsa, u holda bu graf 0 la ikki bolakli graf, deb
ataladi. To‘la ikki bo‘lakli grafni K bilan belgilaymiz, bu yerda,
m va n bilan grafning bo‘laklarldagl uchlar sonlari belgilangan.

= (V,U) graf uchun |V|=m+n va |U=mn bo‘lishi ravshan, bu
yerda V| =K grafning uchlari soni, |I] — uning qirralari soni.

Grafning ikki bo‘lakli graf bo* llShl haqidagi ba’zi qo‘shimcha
ma’lumotlar (Kyonig teoremasi) ushbu bobning 4-paragrafida
keltirilgan. Ikkidan katta ixtiyoriy natural £k son uchun k& bo lakli
graf tushunchasini ham kiritish mumkin.

I-misol. O‘zbekist~n Respublikasi hududidagi aeroportlar
to‘plamini Vbilan, shaharlar orasida belgilangan vaqt mobaynida
amalga oshirilayotgan samolyotlarning uchib-qo‘nish hodisalari
kortejini U bilan belgilaymiz. U holda (V,U) juftlikni graf, deb
garash mumkin. Bu yerda grafning uchlariga aeroportlar, yoylariga
esa samolyotlarning uchib-qo‘nish hodisalari mos keladi. Tabiiyki,
(V,U) grafda karrali yoylar bo‘lishi mumkin, agar qandaydir
sababga ko‘ra, samolyot uchgan aeroportga qaytib qo‘nsa, u holda
bu hodisaga qaralayotgan grafdagi sirtmoq mos keladi. m

2-misol. Qadimgi boshqotirma masalalar qatoriga kiruvchi
quyidagi masalani qaraymiz. Biron idishdagi hajmi 8 birlik
suyuqlikni faqat o‘sha idish hamda 5 va 3 birlik hajmli idishlar
vositasida teng ikki gismga bo‘ling' . 8, 5 va 3 birlik hajmli idishlardagi

' Bu masalani fransuz shoiri va yozuvchisi Bashe de Mezeriakning (1587—
1638) matematikaga bag‘ishlangan asarlarida topish mumkin.
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suyuqlik hajmini, mos ravishda, @, b va ¢ bilan belgilab, muayyan
bir vaqt uchun idishlardagi suyuqlikning hajmlari asosida
garalayotgan sistemaning holatini ifodalovchi <a,b,c> uchliklarni
tuzamiz. Masalaning shartiga ko‘ra, a, b va ¢ o‘zgaruvchilar butun
giymatlar gabul qilgan holda 0<a<8, 0<bh<5 va 0<c<3
shartlarni ganoatlantirishlari kerak. Bu shartlarni ganoatlantiruvchi
holatlar quyidagilardir:

<8,0,0>, <7,1,0>, <7,0,1>, <6,2,0>, <6,1,1>, <6,0,2>,
<5,3,0>, <5,2,1>, <5,1,2>, <5,0.3>, <4.4,0>, <4,3,1>,
<4205, <4,1,3>, <3.5,0>, <3,.4.1>, <3.3,2>, <3,2,3>,
<2,5,1>, <2,4.2>, <2,3,3>, <1,5.2>, <1,4,3>, <0,5,3>.

Holatlar to‘plamini ¥ bilan belgilaymiz. Suyuglikni (yoki uning
bir gismini) idishlarning biridan boshga birontasiga quyish natija-
sida sistema bir holatdan boshqga holatga o‘tishi mumkin. Ta’kidlash
kerakki, yugoridagi holatlarning ixtiyoriysidan boshqa birontasiga
bevosita yoki bilvosita o‘tish imkoniyati mavjud bo‘lmasligi ham
mumkin. Sistemaning bir holatdan boshqa holatga bevosita o‘tishlari
to‘plamini U bilan belgilaymiz. Natijada hosil bo‘lgan (V,0)
juftlikni graf, deb garash mumkin. Bu grafning uchlari sistema
holatlariga, yoylari (qgirralari) esa, bevosita o‘tishlarga mos keladi.

Berilgan masalani hal gilish uchun (¥,U) grafning yoylaridan
tashkil topgan shunday ketma-ketlik tuzish kerakki, bu ketma-
ketlikning birinchi hadi <8,0,0>, oxirgi hadi esa <4,4,0> bo‘lsin.
Bunday ketma-ketliklardan biri quyida keltirilgan:

<8,0,0>, <5,0,3>, <5,3,0>, <2,3,3>, <2,5,1>,
<7,0,1>, <7,1,0>, <4,1,3>, <4,4,0>. =

Muammoli masala va topshiriglar

1. Graf tushunchasini go‘llash mumkin bo‘lgan amaliy misol
keltiring va qgaralayotgan grafni tahlil giling.

2. To‘la graf bilan bog‘liq biror misol keltiring.

3. Biron idishdagi hajmi 8 birlik suyuqlikni fagat o‘sha idish
hamda 5 va 3 birlik hajmga ega idishlar vositasida teng ikki
gismga bo‘lish hagidagi boshqotirma masalani hal gilish uchun
tuzilgan graf elementlarini tahlil giling va bu masalaning
mumkin qadar gisqa yechimini toping.

4. Ko‘rishishlar hagidagi lemmaning go‘Hanilishiga doir amaliy
misol keltiring.
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5. Kubik graf bilan bog‘liq amaliy misollar keltiring.

6. Qadimgi boshqotirma masala: biron idishdagi hajmi 12 birlik
suyuqlikni fagat o‘sha idish hamda 8 va 5 birlik hajmli idishlar
yordamida teng ikki qismga ajrating’. Bu boshqotirma masalani
hal qilish maqgsadida graf tuzib uning elementlarini tahlil
qiling. Tuzilgan graf yordamida masalani hal qiling.

7. Qadimgi boshqotirma masala: yo‘lovchi daryodan bo‘ri, go‘y
va bir bog‘ pichanni olib o‘tishi kerak, lekin u gayigda o‘zi
bilan faqat bitta narsani olib o‘tish imkoniyatiga ega. Agar
sohilda bo‘ri va qo‘y birga qolsa, bo‘ri qo‘yni, qo‘y va pichan
birga qolganda esa, qo‘y pichanni yeb qo‘yadi. Yo‘lovchi
narsalarni daryoning bir sohilidan ikkinchi sohiliga olib
o‘tishni ularning butunligini saglagan holda amalga oshirishi
kerak. Bu boshqotirma masalani hal gilish magsadida graf
tuzib, uning elementlarini tahlil qiling. Tuzilgan graf yorda-
mida masalani hal giling.

8. Barcha belgilangan (m, n) graflar sonini aniglang.

9. O‘zaro izomorf bo‘lmagan: a) uchta, b) to‘rtta, d) beshta
uchga ega barcha belgilangan G=(V,U) graflar uchun V
to‘plam va U kortejlarni aniglang.

10. Shaxmat o‘yinida donalarning taxtada joylashuvi va o‘yin navbati
birgalikda vaziyatni tashkil etadi. Barcha vaziyatlar to‘plamini
graf uchlari to‘plami deb qarasak, vaziyatlarning biridan bosh-
qasiga mumkin bo‘lgan o‘tishlar (yurishlar) grafning qirralari
yoki yoylariga mos keladi, deb hisoblash mumkin. Shaxmat
o‘yinining goidalariga rioya qilgan holda yuqgorida bayon qilin-
gan grafning shaxmat o‘yinidagi dastlabki vaziyatni ham o‘z
ichiga oluvchi qandaydir oltita vaziyatlariga mos uchlari va bu
uchlarni bog‘lovchi girra hamda yoylarini aniglang.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Qanday masalaning qo‘yilishi va yechilishi graflar nazariya-
sining paydo bo‘lishiga asos bo‘ldi?

2. «Graf» iborasi birinchi bo‘lib kim tomonidan va gachon
kiritilgan?

3. Grafning abstrakt matematik tushuncha sifatidagi ta’rifini
bilasizmi?

! Bu masalani fransuz matematigi va fizigi S. Puasson (1781—1840) ishlarida
topish mumkin.
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4. Grafning abstrakt ta’rifidagi juftlikni tashkil etuvchilar bir-

biridan nima bilan farq giladi?

5. Grafning uchi deganda nimani tushunasiz?

6. Grafning qirrasi nima?

7. Grafning elementlari deganda nimani tushunasiz?

8. Grafdagi yoy bilan qirra bir-biridan nima bilan farq qiladi?

9. Qanday holda uchlar tutashtirilgan deyiladi?

0. Qo‘shni uchlarning qo‘shni bo‘lmagan uchlardan ganday
farqi bor?

11. Insidentlik tushunchasini bilasizmi?

12. Yo‘naltirilmagan graf va orgraf bir-biridan nima bilan farq

giladi?

13. Karrali yoki parallel qgirralar (yoylar) deganda nimani

tushunasiz?

14. Multigraf, psevdograf, nolgraf, to‘la, aralash va belgilangan
graflar bir-biridan nima bilan farq qiladi?

15. Sirtmoq deganda grafning qanday elementi tushuniladi?

16. Grafning qanday elementi yakkalangan (ajralgan, xolis,
yalang‘och) uch, deb ataladi?

17. Izomorf graflar deganda nimani tushunasiz?

18. Grafdagi uchning lokal darajasi (darajasi, valentligi) ganday
aniqglanadi?

19. Qanday holda r darajali regular graf kubik graf bo‘ladi?

20. Ixtiyoriy oriyentirlanmagan grafda barcha uchlar darajalari
yig‘indisi bilan uning girralari soni orasida ganday bog‘lanish
bor?

21. Qanday holda Kyonig grafi yulduz, deb ataladi?

22. To‘la ikki bo‘lakli grafning uchlari va qgirralari sonlarini ganday
hisoblab topish mumkin?

23. k bo‘lakli graf nima?

2-§. Graflarning berilish usullari

Graf, orgraf, uch, qirra, yoy, sirtmoq, karrali girralar, uchning
lokal darajasi, multigraf, ko ‘phad, grafning uchlari qo ‘shniligi
matritsasi, oriyentirlanmagan multigrafning uchlari qo ‘shniligi
matritsasi, oriyentirlangan grafning uchlari qo ‘shniligi matritsasi,
sirtmogqsiz orgraf uchlari qo ‘shniligi matritsasi, grafning girralari
qo ‘shniligi matritsasi, insidentlik matritsasi.
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2.1. Grafning geometrik ifodalanishi. Graflarning turlicha
berilish usullari mavjud. Grafning abstrakt matematik ta’rifi uning
berilish usullaridan biridir. Grafning abstrakt matematik ta’rifi
uni tasavvur qilish, anglash, uning xossalarini o‘rganish va bu
xossalarni amalda qo‘llash jarayonida ba’zi qiyinchiliklar tug‘dirishi
tabiiydir. Shuning uchun grafning boshqa berilish usullaridan ham
foydalaniladi. Masalan, grafning elementlarini, ya’ni uchlari va
girralarini (yoylarini) yozish yoki aytish grafning berilish usuli
sifatida garalishi mumkin. Albatta, grafning yana boshqa berilish
usullari ham mavjud. Quyida bu usullarning bir nechasi bilan
tanishamiz.

Grafning uchlarini tekislikda yoki fazoda nuqtalar bilan, qirra-
larini (yoylarini) esa mos uchlarni tutashtiruvchi uzluksiz chiziglar
bilan ifodalab, gandaydir diagrammaga — grafning ko ‘rgazmali
tasviriga ega bo‘lamiz. Agar uchlar to‘plami va bu uchlarning
tutashishlarini ko‘rgazmali qilib taqdim qilish kerak bo‘lsa, grafning
geometrik tasvirlanishiga mos shaklni qog‘ozda chizib grafni
tasvirlash mumkin.

Shuni ta’kidlaymizki, ba’zi hollarda diagrammada graf uchlari
doirachalar yordamida yoki gandaydir boshqga usulda ifodalanadi.
Grafning qirralariga (yoylariga) mos chiziglarning to‘g‘ri yoki
egri bo‘lishi va ularning uzunligi ahamiyatga ega emas. Muhimi,
bu chiziglar uzluksiz bo‘lib, grafning gqandaydir ikkita uchlarini
tutashtirishi lozim. Agar qirra yo‘nalishga ega bo‘lsa (ya’ni u yoy
bo‘lsa), u holda bunday girrani ifodalovchi chizigda yo‘nalish biron
usul bilan, masalan, strelka bilan ko‘rsatiladi.

Ixtiyoriy graf uchun bunday diagrammalarni istalgancha tuzish
mukinligi ravshan. Agar biron diagrammada grafning uchlariga mos
keluvchi nugtalar ustma-ust tushmasa, girralarga mos keluvchi
chiziglar, chetki nuqtalarni hisobga olmaganda, umumiy nugqtalarga
ega bo‘lmasa, bunday diagramma grafning geometrik ifodalanishi
deyiladi. Shuni ta’kidlash kerakki, bitta graf turlicha geometrik
ifodalanishi mumkin.

Graflar izomorfligining ta’rifi va grafni geometrik ifodalashning
mohiyatidan kelib chiqadiki, abstrakt ta’rif yordamida ifodalangan
graf va uning geometrik ifodalanishi o‘zaro izomorf bo‘ladi. Tabiiyki,
izomorf graflar turlicha geometrik ifodalanishlari mumkin.
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1-teorema. Har qanday chekli grafni 3 o ‘Ichovli Evklid' fazosida’
geometrik ifodalash mumkin.

Isboti. Teoremaning quyidagi konstruktiv isbotini keltiramiz.
Grafning abstrakt ta’rifiga binoan, uning hech bo‘lmasa, bitta
uchi mavjud. Agar grafda faqat bitta uch bo‘lsa, u holda uni 3 o‘Ichovli
Evklid fazosining biron nuqtasi sifatida ifodalaymiz. Agar grafda
uchlar bittadan ko‘p bo‘lsa, u holda ularni uch o‘lchovli Evklid
fazosidagi biror to‘g‘ri chizigning (hech qaysi ikkitasi ustma-ust
tushmaydigan) nuqtalariga mos keladi deb hisoblaymiz. Shu to‘g‘ri
chizigdan qirralarning (yoylarning) har biriga mos keluvchi turli
yarimtekisliklarni o‘tkazamiz (graf chekli bo‘lgani uchun buning
imkoniyati bor). Har bir qirrani (yoyni) unga mos yarim-
tekislikda, chetlari mos uchlarni ifodalovchi nugtalarda bo‘lgan
hamda bu to‘g‘ri chiziq bilan boshqa umumiy nuqtasi bo‘lmagan
gandaydir chiziq vositasida ifodalaymiz. Yarimtekisliklarning
tuzilishiga ko‘ra, bu chiziglar, chetki nuqtalarni hisobga olmaganda,
umumiy nugtalarga ega emas. &

Shuni ham ta’kidlash kerakki, 1-teoremadagi 3 ni 2 ga almash-
tirib bo‘lmaydi, chunki tekislikda girralari (yoylari)ni ifodalovchi
kesishmaydigan (aniqrog‘i, chetki nugqtalaridan boshga umumiy
nuqtalari bo‘lmagan) chiziglar yordamida tasvirlash imkoniyati
fagat ba’zi graflargagina xos, ya’ni har ganday grafning 2 o‘lchovli
Evklid fazosida (tekislikda) geometrik ifodalanishi mavjud bo‘la-
vermaydi.

Graflarning geometrik ifodala-
nishiga doir misollar keltiramiz.

1-misol. 1-shaklda tasvirlangan
grafni G= (V,U) deb belgilaymiz.
Berilgan G graf belgilangan graf
bo‘lib, 4 ta uch va 6 ta girraga ega.
Demak, u (4,6)-grafdir. Bu graf
uchun: V= {1,2,3,4}, U = <u,
Uy, Uy, Uy, Ug, >, U =(1,2), I-shakl.

! Evklid (Evkheldn(, eramizdan oldingi 1II asrda yashagan) — gadimgi yunon
olimi.
2 n olchovli Evklid fazosida ikkita x =(x,,x,,...,x ) R va y =(¥,,¥,,...,¥,)e R"
1/2
2
vektor orasidagi masofa (metrika) d(x,y)= (i (xk -y k) ) formula bo‘yicha
k=1

aniqlanadi.
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w=u=(1,3), u=2,3), u=@3,4), u=(2,2). G grafning barcha

u, (i=1,6) qirralari oriyentirlanmagan (chunki uchlarini tutashti-
ruvchi chiziglarda yo‘nalish ko‘rsatilmagan) bo‘lgani uchun
G oriyentirlanmagan grafdir. Grafning girralaridan biri, aniqrog'i,
ugsirtmoqdir, u, va u, esa karrali girralardir. Bu grafda, masalan,
1 va 2 uchlar qo‘shni, 1 va 4 uchlar esa qo‘shni emas. Undagi 2 va 3
uchlar u, qirraga insident va, aksincha, u, qirra 2 va 3 uchlarga insi-
dentdir. Bu yerda, u, va u, girralar qo‘shni qirralardir, chunki ular
umumiy uchga (3 uch) ega, ¥, va u; girralar esa go‘shni emas. B
2-misol. Geometrik ifodalanishi 2-shakldagi ko‘rinishda bo‘lgan
oriyentirlangan grafni qaraymiz. Bu grafda o‘n bitta element bor:

5 tauch va 6 ta yoy, ya’ni shaklda
5 (5,6)-orgraf berilgan. Bu grafni
G=(V,U) bilan belgilaymiz, bu
yerda V={1,2,3,4,5}, U= <(1,2),
(1,3), (5,2), (4,1), (4,5), (5,4)>
yoki U= <u,u,,uu, u,u>.
Berilgan G orgrafda sirtmoq ham,
karrali yoylar ham yo‘q. Bu graf-
ning (1,3) yoyi uchun 1 boshlan-

2shakl. gfich, 3 uch esa oxirgi uchdir. m
3-misol. XVIII asrda Kyonig-
sberg ko‘priklari haqgidagi masalaning qo‘yilishi va L. Eyler tomo-
nidan yechlishi graflarning matematik nazariyasi paydo bo‘lishiga
xizmat qilganligi yuqorida ta’kidlangan edi.

Kyonigsberg shahridagi Pregel daryosi ustida qurilgan yettita
ko‘priklar joylashuvi 3-shaklda tasvirlangan (bu shakl L. Eylerning
birinchi sahifasi ushbu bobning 1-paragrafda keltirilgan ilmiy
ishidan olindi).

3-shakl.



Kyonigsberg ko‘priklari ha- €
qidagi masalada quyidagi savolga 5
javob berish so‘raladi: «Sha- 1
harning to‘rt A, B, C va D qis-
midan birida joylashgan uydan 4 D
chiqib, yetti ko‘prikning har
biridan fagat bir marta o‘tgan 2
holda yana o‘sha uyga gaytib 6
kelish mumkinmi?» B

Bu savolga javob izlash
magsadida ko‘priklardan o‘tish-
lar muhimligini e’tiborga olgan holda qo‘yilgan masalani tahlil
qgilish uchun 4-shaklda tasvirlangan grafni qaraymiz. Bu grafning
uchlari shaharning A, B, Cva D qgismlariga, girralari esa ko‘priklarga
mos keladi. Qaralayotgan graf oriyentirlanmagan graf bo‘lib, 4 ta
uch va 7 ta girradan tashkil topgan. Uning qgirralari orasida karralilari
bor, lekin sirtmoglar yo‘q.

Kyonigsberg shahridagi ko‘priklardan fagat bir marta o‘tgan
holda yurish boshlangan joyga gaytib kelish muammosi, 4-shakl-
dagi grafdan foydalangan holda ushbu bobning 5-paragrafida hal
gilinadi. ®

4-misol. 5-shaklda tasvirlangan graflar bir-biriga izomorfdir. ®

5-misol. 6-shaklda tasvirlangan graflarning har biri olti uch va
yetti girraga ega bo‘lib, ular izomorf emas. ®

>3

Hammasi bo‘lib, beshta gavariq muntazam ko pyoqli mavjudligi
gadimdan ma’lum (Evklid isbotlagan): fetraedr, kub, oktaedr,
dodekaedr va ikosaedr. Bu ko‘pyoqlilarning umumiy nomi ham
bor — Platon' jismlari. Shunisi qizigki, barcha Platon jismlariga

4-shakl.

5-shakl. 6-shakl.

! Platon (TTA4&tmv, eramizdan oldingi 428 yoki 427-yil — eramizdan oldingi
348 yoki 347-yil) — yunon faylasufi.
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mos graflar tekislikda geometrik ifodalanadi. Masalan, tetraedr va
kubga mos graflarning geometrik ifodalanishi 7-shaklda tasvirlangan.
Darvoge, Platon jismlaridan tetraedr, kub va dodekaedr kubik
grafga misol bo‘ladi.
Petersen' grafi* deb ataluvchi 8-shaklda tasvirlangan graf ham
kubik grafdir.

7-shakl. S-shakl.

Agar graf tekislikda geometrik ifodalanishga ega bo‘lsa, u holda
bunday graf fekis (yassi) graf, deb ataladi. Bunday graf tekislikda
yotuvchi graf deb ham atalishi mumkin.

Boshgacha aytganda, tekis grafning barcha uchlari bir tekislikda
yotadi hamda barcha qirralari (yoylari) o‘sha tekislikda yotuvchi
o‘zaro kesishmaydigan uzluksiz chiziglar bo‘lib, ular fagat o‘zlari
insident bo‘lgan uchlardagina umumiy nuqtalarga ega.

Platon jismlariga mos barcha graflar tekis graflardir. Tekis grafga
izomorf graf planar graf, deb ataladi.

Tekis bo‘lmagan grafga ajoyib misol uch uy va uch quduq
hagqidagi boshgotirma masalaga mos grafdir. Uchta u ,u,,u, uy va
uchta ¢,,4,,4, quduq bor. Har bir uydan har bir qudugga ixtiyo-
riy ikkitasi kesishmaydigan qilib uzluksiz yo‘lakchalar o‘tkazish
mumkinmi?

Qog‘ozda masala
shartini ganoatlantira-
digan grafni chizishga

! urinishlar muvaffaqgiyat-

siz tugaydi. Shunday uri-

q, nishlardan biri 9-shakl-
9-shakl. da keltirilgan.

1 Petersen (Julius Peter Christian, 1839—1910) — Daniya matematigi.
2 Bu graf hagidagi dastlabki ma’lumot 1891-yilda e’lon qilingan. J. Petersen,
Die Theorie der reguliren graphs, Acta Math. 15 (1891) 193—220.
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Darvoge, uch uy va uch quduq hagqi-
dagi boshqotirma masalaga mos graf har
bir bo‘lagida uchtadan uchi bo‘lgan ikki

bo‘lakli to‘la grafga misol bo‘la oladi.
Tekis bo‘lmagan grafga yana bir misol
beshta uchga ega bo‘lgan to‘la graf — K

grafdir. Bu grafning o‘nta qirralari borligi

ravshan. Bu yerda ham K| grafni hech 10-shakl.

qaysi ikkita qirralari kesishmaydigan qilib

tekislikda chizish muvaffaqiyatsiz tugaydi. 10-shakida K, grafning

to‘qqizta girrasi kesishmaydigan uzluksiz chiziglar qilib chizilgan,

lekin o‘ninchi chizig esa uzilishlarga ega, unga tekislikda «joy yo‘g»!
2.2. Grafning maxsus turdagi ko phad yordamida berilishi. Grafni

maxsus turdagi ko‘phad yordamida ham berish mumkinligini

ta’kidlaymiz. Uchlari to‘plami V= {v,v,, ..., v } bo‘lgan G graf

berilgan bo‘lsin. G grafning yakkalangan uchlari yo‘q deb faraz

gilamiz. Bu graf mta x ,x,,...x o‘zgaruvchilarga bog‘liq

F@=xxr.xr [ (x;=x,)"
i<

ko‘rinishdagi ko‘phad yordamida tasvirlash mumkin, bu yerda
ko‘paytma i<j shartni qanoatlantiruvchi barcha (i, j) juftlar bo‘yicha
amalga oshiriladi, x, o‘zgaruvchi vie V' uchga mos keladi, o, — v,
va v, uchlarni tutashtiruvchi girralar soni, o, — v, uchdagi sirt-
mogqlar soni.

AG) ko‘phad G grafga izomorflik anigligida mos kelishini
isbotlash mumkin.

6-misol. 11-shaklda tasvirlan-
gan G grafga mos ko‘phadni aniq-
laymiz. Berilgan oriyentirlanma-
gan grafda yettita uch va sakkizta
girra bor. Uning har bir uchiga
bitta x, (i =1,2,...,7) o‘zgaruvchini
mos qilib go‘yamiz. G grafda kar- 11-shakl.
rali girralari yo‘q, uning uchta qgirrasi sirtmoglardan iborat bo‘lib,
ulardan ikkitasi 3 uchga, biri esa 5 uchga insidentdir. Shuning uchun
0,=0,=0,=0~0,~0, 0,=2, o~1; o ~a,,~a,~a,~o,= 1,qol-
gan barcha ;=0 bo‘ladi. Berilgan G grafga mos ko‘phad

S(G)=x3x5(x5—2,)(x; = %) (%, ~X3) (X5 — X, ) (%7 = X5)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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7-misol. . f(G)=x(x,~%,) (%3~ %)’ (= x,)(x,~x;) ko‘phadga
mos keluvchi grafning geometrik tasvirini topamiz. Bu ko‘phadning
tarkibiga ko‘ra, unga mos keluvchi oriyentirlanmagan grafda 4 ta
uch va 6 ta girra bo‘lib, bu qirralardan ikkitasi karrali (o;,=2) va
bittasi sirtmoq (o,=1) ekanligini ta’kidlaymiz. Berilgan grafning
geometrik tasvirlanishlaridan biri 1-shaklda keltirilgan. ®

2.3. Qo 'shnilik matritsalari. Endi grafning boshqa bir berilish
usuli negizida yotuvchi graf uchlari qo‘shniligi matritsasi
tushunchasini garab chigamiz.

G = (V,U) — uchlari soni m ga teng bo‘lgan belgilangan, sirt-
mogsiz va karrali qirralarsiz graf bo‘Isin.

Elementlari

a

1, agar i va j uchlar qo‘shni bo‘lsa,
0, aks holda

ko‘rinishda aniqlangan A=(al.j) (i=1,2,...,m; j=1,2,...,m) mat-
ritsani grafning uchlari qo‘shniligi matritsasi, deb ataymiz.

Bu ta’rifdan sirtmogsiz va karrali girralari bo‘lmagan graf uchlari
go‘shniligi matritsasining bosh diagonalida fagat nollar bo‘lishi,
satrlaridagi birlar soni esa mos uchlarning darajalariga tengligi kelib
chigadi.

&-misol. 12-shaklda tasvirlangan grafgning uchlari qo‘shniligi
matritsasi

A=

0
1
1

_—0 O
Lo e R
[ R i e

12-shakl.

ko‘rinishda bo‘ladi. ®

Uchlari soni mga teng bo‘lgan belgilangan oriyentirlangan
G=(V,U) grafning uchlari qo‘shniligi mxm-matritsasi, deb
elementlari
1, agar (i, j)e U bo‘lsa,
"0, aks holda,

ko‘rinishda aniglangan A=(alj) (i=12,...,m, j=1,2,...,m) matritsaga
aytiladi.

i
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9-misol. 12-shaklda tasvirlangan orgrafning uchlari qo‘shniligi
matritsasi quyidagicha bo‘ladi:

01100
0000 0
A=[0 0 0 0 0] g
10001
01010

Endi Guchlari 1,2,...,m bo‘lgan belgilangan oriyentirlanmagan
multigraf bo‘lsin. a, elementlan G grafning i va j uchlarini
tutashtiruvchi analar soniga teng bo‘lgan A—(a ) (i, j=1,2,..., m)
matritsa oriyentirlanmagan multigrafning uchlari qo ‘shniligi
matritsasi, deb ataladi.

10-misol. 12-shaklda tasvirlangan oriyentirlanmagan multigraf
uchlari qo‘shniligi matritsasi quyidagicha bo‘ladi:

0120
Jur1 1o
1210 1"
0010

Karrali yoylari bo‘lgan sirtmogsiz orgraf uchlari qo ‘shniligi
matritsasi tushunchasini ham yuqoridagiga o‘xshash ta’riflash mumkin.

2-teorema. Graflar faqat va faqat uchlari qo ‘shniligi matritsalari
bir-birlaridan satrlarining o ‘rinlarini va ustunlarining o ‘rinlarini
mos almashtirishlar yordamida hosil bo ‘Isagina izomorf bo ‘lishadi.

Isboti. Abstrakt grafga, uning uchlarini belgilashga (ragam-
lashga) bog‘liq ravishda, turlicha qo‘shnilik matritsalari mos kelishi
tabiiydir. Bu matritsalarni solishtirish magsadida har birining m ta
uchlari bo‘lgan ixtiyoriy ikkita belgilangan, o‘zaro izomorf G va
H graflarni qaraymiz. G va H graflar uchlariga mos qo‘yilgan belgilar
turlicha va ulardan biri boshqgasidan uchlarning qo‘shniligini
saglovchi gandaydir f qoidani qo‘llab hosil gilingan bo‘lsin, ya’ni
H grafdagi flu) va f(u) uchlar faqat va fagat G grafning u, va U
uchlari qo ‘shni bo* lsagma go‘shni bo‘lsin. G grafning uchlari
qo‘shniligi matritsasini A=(a; ) (i, j=1,2,..., m) bilan H grafning
uchlari go‘shniligi matritsasini esa B= =(b;) (G, j= =1,2,..., m) bilan

belgilasak, bﬂw a; o ‘rinli bo‘ladi. ™
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Shunday qilib, manfiymas butun sonlardan tashkil topgan va
graf uchun uchlari qo‘shniligi matritsasi bo‘lgan kvadrat matritsa
bilan graf orasida bir gqiymatli moslik (izomorflik anigligida) bor
degan xulosa va bundan, graflar nazariyasi bo‘yicha izlanishlar
maxsus shartlarni ganoatlantiruvchi matritsalarni tadqiq qilishga
keltirilishi mumkinligi kelib chiqadi.

U,Uy,...,u, (n21) qirralarga ega yakkalangan uchlari, sirtmoq
va karrali girralari bo‘lmagan graf uchun elementlari

{1, agar 4, va u; girralar umumiy uchga ega bo‘lsa,
Cl.. =
y

0, agar 4, =u; bo‘lsa yoki ularning umumiy uchi bo‘lmasa,

quyidagicha aniglangan C=(cij) (i=1,2,...,n, j=1,2,...,n) nxn-mat-
ritsa grafning qirralari qo ‘shniligi matritsasi, deb ataladi.

11-misol. 12-shaklda tasvirlangan grafda 5 ta qirra bo‘lib, uning
qgirralari qo‘shniligi matritsasi

01101
1 0111
c={1 1 01 0
01101
1101 0

ko‘rinishga egadir. ®

Ravshanki, sirtmogsiz va karrali qirralarsiz graf qirralari
go‘shniligi matritsasi bosh diagonalga nisbatan simmetrik kvadrat
matritsadir va uning bosh diagonali nollardan iborat.

2.4. Insidentlik matritsalari. Uchlari 1,2,...,m va qirralari
u,u,,....u, (n=1) bo‘lgan belgilangan graf berilgan bo‘lsin. Bu
grafning uchlariga satrlari, girralariga esa ustunlari mos keluvchi va
elementlari

{l, agar [ uch u . qirraga insident bo‘lsa,
g. =

0, agar i uch u ; qirraga insident bo‘lmasa,

ko‘rinishda aniglangan B=(b,) (i=1,2,..., m, j=1,2,...,n) matritsa
grafning insidentlik matritsasi, deb ataladi.
12-misol. 12-shaklda tasvirlangan grafning insidentlik matritsasi
quyidagicha bo‘ladi:
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11100 0
100101
B= ‘-
011110
000010

Endi uchlari 1,2,...,m va qirralari u ,u,,...,u (n21) bo‘lgan belgi-
langan sirtmogsiz orgrafni qaraymiz. Elementlari

1, agar 7 uch u; yoyning boshlang‘ich uchi bo‘lsa,

b;=4~1 agar i uch u; yoyning oxirgi uchi bo‘lsa,

0, agar i uch va u; yoy insident bo‘lmasa,

ko‘rinishda aniglangan B=(b,.j) (i=1,2,..., m, j=12,..., n) mat-
ritsaga grafning insidentlik matritsasi, deb ataladi.

13-misol. 13-shaklda tasvirlangan grafning insidentlik matritsasi
quyidagicha bo‘ladi:

3-teorema. Graflar (orgraflar) 1 4 2
faqat va faqat insidentlik matritsalari
bir-birlaridan satrlarining o ‘rinlarini
va ustunlarining o‘rinlarini mos

almashtirishlar yordamida hosil ? u,
bo ‘Isagina izomorf bo ‘ladi.
Isboti. 2-teoremaning isbotiga 3

o‘xshash bajariladi. ®
13-shakl.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Grafning abstrakt ta’rifi yordamida biron grafni ifodalang va
unga izomorf grafni qog‘ozda tasvirlang.

2. Graflarning geometrik ifodalanishiga doir misollar keltiring.

3. Har qanday chekli grafni 3 o‘lchovli Evklid fazosida qgirralariga
to‘gri chiziq kesmalari mos keladigan qilib geometrik
ifodalash mumkinligini isbotlang.
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4. Kyonigsberg shahridagi Pregel daryosi ustida mavjud yetti
ko‘prikdan (3-shakl) tashqari, shaharning Bva C gismlarini
bevosita tutashtiruvchi sakkizinchi ko‘prik ham bor deb
hisoblab, bunday qo‘shimcha shartga ega Kyonigsberg
ko‘priklari haqidagi masalaga mos graf tuzing, uni geometrik
ifodalang va tahlil giling.

5. Uchlari va qgirralari sonlari mos ravishda teng bo‘lib, o‘zaro
izomorf bo‘lmagan graflarga misollar keltiring.

6. Barcha Platon jismlariga mos tekis graflarni geometrik
ifodalang.

7. Biron idishdagi hajmi 8 birlik suyuqlikni faqat o‘sha idish hamda
5 va 3 birlik hajmli idishlar vositasida teng ikki gismga bo‘lish
haqidagi boshgotirma masalani hal qilish magqsadida ushbu
bobning 1-paragrafida tuzilgan grafni geometrik ifodalang.

8. Uchlari va girralari sonlari turlicha bo‘lgan va tarkibida sirtmog-
lari va karrali qirralari bor graflarni geometrik ifodalang,
ularning har biriga mos maxsus ko‘phadlarni, uchlari go‘sh-
niligi, girralari qo‘shniligi va insidentlik matritsalarni yozing.

9. 14-shaklda tasvirlangan G, va G, graflarning izomorfligini
isbotlang.

1

14-shakl.

10. Uchlari qo‘shniligi matritsalari quyida berilgan graflarni
geometrik ifodalang, ularga mos maxsus ko‘phad, girralar
qo‘shniligi va insidentlik matritsalarni yozing:

0

01 111 1 110

0 0 11
1 01 01 1 0 0 11 00 1 1
11000;b10011;d1101
1 0 0 01 I 1101

1 110
1 1010 01110
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11. To‘la grafga mos keluvchi uchlar qo‘shniligi matritsasini tahlil
qiling.

12. Kyonigsberg ko‘priklari hagidagi masalaga mos grafning
uchlari qo‘shniligi matritsasini tuzing.

13. K, K,, va K, , graflarga mos uchlari qo‘shniligi, girralari
go‘shniligi va insidentlik matritsalarni yozing.

14. Siz yashayotgan aholi punkti yoki uning bir qismida joylash-
gan yo‘llar va chorrahalar bilan bog‘liq biron masalani graflar
yordamida hal qgiling.

15. Uchlari soni yettidan oshmagan barcha kubik graflarning
geometrik ifodalanishi yordamida ularga mos uchlar qo‘shniligi
matritsalarini tuzing.

16. To‘qqgizta uchga ega bo‘lgan barcha ikki, uch va to‘rt bo‘lakli
to‘la graflarga mos uchlar qo‘shniligi matritsalarini tuzing.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Grafning ko‘rgazmali tasviri deganda nimani tushunasiz?
2. Nima uchun izomorf graflar turlicha geometrik ifodalanishlari
mumkin?
3. Qanday grafni 3 o‘Ichovli Evklid fazosida geometrik ifodalash
mumkin?
4. Har ganday chekli grafni 2 o‘Ichovli Evklid fazosida geometrik
ifodalash mumkinmi?
5. Petersen grafi qanday geometrik ifodalanishga ega?
6. Grafning maxsus turdagi ko‘phad yordamida berilishini bilasizmi?
7. Grafning uchlari qo‘shniligi matritsasi ganday tuziladi?
8. Grafning qirralari qo‘shniligi matritsasi ganday tuziladi?
9. Grafning insidentlik matritsasi deganda nimani tushunasiz?
10. Graflar izomorfligining ganday zarur va yetarli shartlarini
bilasiz?
11. O‘zaro izomorf bo‘lmagan sakkizta uchga ega barcha kubik
graflarning geometrik ifodalanishini aniglang.

3-§. Graflar ustida amallar

Graf, uch, qirra, graflarni birlashtirish, grafdan uchni, girrani,
yoyni olib tashlash, qism graf, to‘ldiruvchi graf, grafga uchni,
girrani, yoyni qo ‘shish, qirrani ikkiga bo ‘lish, izomorf va
gomeomorf graflar, bolinish grafi, graflarning birlashmasi,
dizyunkt birlashma, graflarning birikmasi, graflarning

ko ‘paytmasi, n o‘lchovli kub.
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3.1. Graflar ustida sodda amallar. Graflar ustida turli amallar
bajarish mumkin, masalan, graflarni birlashtirish, biriktirish,
ko‘paytirish, grafni gismlarga ajratish va hokazo.

Eng sodda amallardan biri sifatida grafdan uchni olib tashlash
amalini keltirsa bo‘ladi. Bu amalni qo‘llash berilgan grafning uchlari
to‘plamidan biron element yo‘qotish (olib tashlash)ni anglatadi.
Natijada uchlari soni bittaga kamaygan yangi graf hosil bo‘ladi.
Albatta, bu amalni uchlari soni ikkitadan kam bo‘lmagan graflar
uchun qo‘llash mumkin bo‘lib, uni bajarish jarayonida olib
tashlanayotgan uch bilan birgalikda shu uchga insident bo‘lgan
barcha qirralar (yoylar) ham olib tashlanadi.

Eng sodda amallar qatoriga grafdan girrani (yoyni) olib tashlash
amalini ham kiritish mumkin. Bu amalga ko‘ra, berilgan grafning
qgirralari (yoylari) to‘plamidan birorta element yo‘qotiladi (olib
tashlanadi). Berilgan grafdan girrani (yoyni) olib tashlayotganda
shu qirraga (yoyga) insident uchlarni grafda goldirish ham,
yo‘qotish ham mumkin. Bu yerda vaziyatga qarab ish yuritiladi.

G=(V,U) va G'=(V,U’) graflar berilgan bo‘lsin. Agar VcV’
va G grafning barcha qirralari (yoylari) G” grafning ham qirralari
(yoylari), ya’ni UcU” bo‘lsa, u holda G graf G’ grafning gism
grafi, deb ataladi.

1-misol. 1-shaklda Petersen grafining (ushbu bobning 2-para-
grafidagi 8-shaklga qarang) qism graflaridan biri tasvirlangan. ®

Agar G graf karrali qgirralarga ega
bo‘lmasa, u holda uchlari G grafning
barcha uchlaridan iborat bo‘lgan shunday

yagona G graf mavjudki, G grafdagi
barcha juft uchlar fagat va fagat G grafda
go‘shni bo‘lmagandagina qo‘shnidir.

Bunday G graf berilgan G grafning fo /di-
ruvchi grafi, deb ataladi.
1-shakl. Berilgan graf uchun to‘ldiruvchi graf-
ni qurish jarayonini ham graflar ustida
bajariladigan amallar qatoriga kiritish mumkin. G graf uchun

to ‘ldiruvchi grafni qurish amalini qo‘llash natijasida G graf hosil

bo‘ladi. Isbotlash mumkinki, E:G munosabat o‘rinlidir.
2-misol. 2-shaklda tasvirlangan graf 1-shakida ifodalangan graf
uchun to‘ldiruvchi grafdir.

177



Graflar ustida shunday amallarni
bajarish mumkinki, ular elementlari
soni berilgan grafdagidan ko‘proq
bo‘lgan boshqga graflarning hosil
bo‘lishiga olib keladi. Bunday amallar
qatoriga uchni qo‘shish amali yoki
girrani (yoyni) qo‘shish amalini Kiri-
tish mumkin.

Grafga yangi uchni qo‘shish turli- 2-shakl.
cha usul bilan amalga oshirilishi mum-
kin. Masalan, yangi v uchni berilgan grafga qo‘shish shu grafning
v, va v, uchlariga insident bo‘lgan qandaydir u girrasiga qo‘shish
orqali quyidagicha ikki bosqichda bajarilishi mumkKin:

1) u qgirra berilgan grafdan olib tashlanadi;

2) hosil bo‘lgan grafga ikkita yangi girralar: v va v, uchlarga
insident u, qirra hamda v va v, uchlarga insident u, qirra qo‘shiladi.

Bu jarayon grafda girraga darajasi 2 bo ‘lgan yangi uchni qo ‘shish
(kiritish) yoki girrani ikkiga bo‘lish amali, deb ataladi.

Agar G graf G’ grafdan qirrani ikkiga bo‘lish amalini chekli
marta ketma-ket qgo‘llash vositasida hosil gilingan bo‘lsa, u holda
G graf G’ grafning bo linish grafi, deb ataladi. Bo‘linish graflari
izomorf bo‘lgan graflar gomeomorf graflar, deb ataladi.

3-shaklda tasvirlangan graflar izomorf emas, lekin ular gomeo-
morf, chunki bu graflarning har biri 4-shaklda tasvirlangan bo‘li-
nish grafiga ega.

3-shakl.

——
4-shakl.
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3.2. Graflarni birlashtirish. G, =(V,,U) va G,=(V,,U,) graflar
berilgan bo‘lsin. Uchlari to‘plami V' =V, UV, va qirralari (yoylari)
korteji U=U,UU, kabi aniglangan' G=(V,U) graf G, va G, graf-
larning birlashmasi (uyushmasi) deb ataladi va G=G,UG,

ko‘rinishda belgilanadi.
3-misol. 5-shaklda uchlari to‘plamlari kesishmaydigan K, va K,
graflarning birlashmasi amali tasvirlangan.

1 4 1 4
3
2 5 2 5
K, K, KUK,
5-shakl.

4-misol. Uchlari to‘plamlari kesishadigan graflarning birlash-
masi amali 6-shaklda tasvirlangan.

4
1 4 1 4
3
U —
2 5 2 5
6-shakl.

Agar birlashtirilayotgan graflarning uchlari to‘plamlari kesish-
masa, u holda bu graflarning birlashmasi dizyunkt birlashma, deb
ataladi. Masalan, 5-shaklda tasvirlangan birlashma dizyunkt,
6-shakldagi birlashma esa dizyunkt emas.

3.3. Graflarni biriktirish. G=(V,,U) va G,=(V,,U,)) graflar
berilgan bo‘lsin. G, va G, graflar birlashtirilishi hamda G, grafning
har bir uchi G, grafning har bir uchi bilan girra vositasida
tutashtirilishi natijasida hosil bo‘lgan G=(V,U) graf G, va G, graf-

1 Bu yerda birlashma «U » amali ¥ ning to‘plam, U ning esa kortej ekanligini
¢’tiborga olgan holda amalga oshiriladi.
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larning birikmasi (tutashmasi) deb ataladi va G=G,+ G, ko‘rinishda
belgilanadi.
5-misol. Uch uy va uch quduq haqidagi boshqotirma masalaga
mos graf (ushbu bobning 2-paragrafidagi 9-shaklga qarang) uchlari
to‘plamlari kesishmaydigan ikkita (0,) nolgraflarning birikmasidir. ®
6-misol. 7-shaklda uchlari to‘plamlari kesishmaydigan X, va K,
graflarning birikmasi amali tasvirlangan. ®

1 4 1 4

+ — |

7-shakl.

Agar uchlari to‘plamlari kesishmasi bo‘sh bo‘lmagan graflarni
biriktirish zarur bo‘lsa, u holda hal qgilinayotgan masala xossalarini
e’tiborga olib ish ko‘rish kerakligini ta’kidlaymiz.

3.4. Graflarni ko ‘paytirish. G,=(V,,U)) va G,=(V,,U,) graflar
berilgan bo‘lsin. Uchlari to‘plami V=V xV, bo‘lgan G=(V,U)
grafning qirralari (yoylari) kortejini quyidagicha aniqlaymiz: agar

v'=v,"va,,v,")el, yokiv,"=v," va (v,",v,")e U, bo‘lsa, u
holda (v',v")eU bo‘ladi, bu yerda V, VeV, v el
v'=(y,",v,)eV va v"=(y",v,")e V. Shunday usul bilan hosil
qilingan G=(V,U) graf G, va G, graflarning ko ‘paytmasi deb ataladi

va G=G xG, kabi belgilanadi.

Graflarning ko‘paytmasi ta’rifiga asosan, berilgan G,=(V,,U))
va G,=(V,,U,) graflarning ko‘paytmasi hisoblangan G grafdagi:

— uchlar (v, v,) yoki (v,, v,) ko‘rinishdagi juftliklardan ibo-
ratdir, bu yerda veV,, vel,;

— v'=(v,,»,)eV vav"'=(v,",v,")eV uchlar faqat va fagat
shu holda go‘shni bo‘ladilarki, gachonki bu uchlarni (juftliklarni)
tashkil giluvchi elementlarning biri unga mos element bilan ustma-
ust tushgan holda boshqa elementlar o‘z grafida qo‘shni bo‘lishsa,

buyerda v,v,"e W, v, v, "ely;
— |Vl=m,, [V)=m,, |U|=n, va |U2|=n2 munosabatlardan
|W=m,m, va|U=mn,+mypn, bolishi kelib chigadi.
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7-misol. 8-shaklda uchlari to‘plamlari kesishmaydigan K, va K,
graflarning ko‘paytmasi amali tasvirlangan. B

(1, v,)

L)
1 v, b (L, v)

2, v)

2 (2, v)
(2) Vz)
8-shakl.

I bobning 4-paragrafida ta’kidlanganidek, Dekart ko‘paytmalar
bilan bog‘liq tuzilmalar ustida bajariladigan amallar boshgalaridan
o‘ziga xosligi bilan ajralib turadi. Bu o‘ziga xoslik graflarni
ko‘paytirish amalida namoyon bo‘ladi. Aniqrog‘i, graflar
ko‘paytmasida qatnashgan bironta grafning girralari korteji bo‘sh
bo‘lsa-da, ko‘paytirish amalini qo‘llash natijasida hosil bo‘lgan
grafning qirralari korteji bo‘sh bo‘Imasligi ham mumkin. Hagiqatan
ham, yuqorida keltirilgan graflarning ko‘paytmasi ta’rifidan kelib
chiqadiki, agar G=(V,U)graf G=(V,,U)) va G,=(V,,U,)
graflarning ko‘paytmasi, ya’ni G=GxG, bo‘lsa, u holda V=V xV,
bo‘ladi va U kortej elementlari bilan (V xU)(UxV)) birlash-
ma elementlari orasida o‘zaro bir giymatli moslik mavjud.
Shuning uchun, agar, masalan, U=0, U= bo‘lsa, u holda
i xU)UU,xV,)=V,xU,=@ bo‘ladi, chunki grafning ta’rifiga
ko‘ra, V0. Demak, U#d, ya’ni G, bo‘sh graf bo‘lsa-da,
G=GxG, bo‘sh bo‘lmagan grafdir.

Graflarni ko‘paytirish amalini takror qo‘llash usuli bilan graf-
lar nazariyasining muhim sinfini tashkil etuvchi »n o‘lchovli
kublarni aniglash mumkin. n o Ichovli kub (Q ) uchlari soni ikkiga
teng bo‘lgan to‘la graf K, yordamida quyidagi rekurrent formula
bilan aniglanadi:

Q1=K2’ Qr1=I(2>< Qn—l ’

Yugqorida graflar ustidagi ba’zi amallar haqgida gisqacha ma’lumot
berildi. Shuni ta’kidlash lozimki, graflar ustida bundan boshga
bir gator amallar ham bor.
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Muammoli masala va topshiriglar

1.9- va 10-shakllarda tasvirlangan sakkizta graflar orasidan
o‘zaro izomorf bo‘lgan graflar juftlarini aniglang.

9-shakl. 10-shakl.

2.9-shaklda tasvirlangan to‘rt grafning har biri uchun uchni
olib tashlash va qirrani olib tashlash amallarini qo‘llang.

3. 10-shaklda tasvirlangan to‘rt grafning har biri uchun uchta-
dan gism graf va to‘ldiruvchi grafni tuzing.

4. Gomeomorf va gomeomorf bo‘lmagan graflarga misollar
keltiring.

5.K, va K, graflarning birlashmasini toping (bunda graflar
uchlari to‘plamlari kesishadigan va kesishmaydigan hollarni
alohida garang).

6. Ikkita K, graflarning birikmasini toping (bunda graflar uchlari
to‘plamlari kesishadigan va kesishmaydigan hollarni alohida
garang).

7. Graflarni ko‘paytirish amalini qo‘llab, 0,x0,, OxK,,
O xK, va K;xK, graflarni toping.

8. K ,va K, graﬂammg geometrik ifodalanishidan foydalanib
ular ustlda b1r1ashma birikma va ko‘paytma amallarini bajaring
(bunda graflar uchlari to‘plamlari kesishadigan va kesish-
maydigan hollarni alohida garang).

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Grafdan uchni olib tashlash amali ganday bajariladi?
2. Grafdan girra (yoy)ni olib tashlash amali ganday bajariladi?
3. Qism graf deganda nima tushuniladi?
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4. To‘ldiruvchi graf deb qanday grafga aytiladi?

5. Grafga yangi uchni go‘shish amalini bajarishning ganday
usullarini bilasiz?

6. Berilgan grafning bo‘linish grafi ganday tuziladi?

7. Qanday graflar gomeomorf graflar deb ataladi?

8. Berilgan graflarning birlashmasi (uyushmasi) ganday hosil
qilinadi?

9. Berilgan graflarning dizyunkt birlashmasi natijasida hosil
bo‘lgan graf uchlarining soni haqida nima deyish mumkin?

10. Graflarning birlashmasi (uyushmasi) amali bilan ularning
birikmasi (tutashmasi) amali orasida ganday o‘xshashlik va
farglar bor?

11. Berilgan ikki grafning ko‘paytmasi ganday hosil gilinadi?

12. Berilgan graf bilan nol graf ko‘paytmasi hagida nima deyish
mumkin?

13. Graflar ko‘paytmasida gatnashgan bironta grafning girralari
korteji bo‘sh bo‘lsa-da, ko‘paytirish amalini qo‘llash natija-
sida hosil bo‘lgan grafning girralari korteji bo‘sh bo‘lmasligi
mumkinmi?

4-§. Marshrutlar va zanjirlar

Graf, uch, girra, marshrut, boshlang‘ich uch, oxirgi uch, ichki
uch, oraliq uch, ikki tomonlama cheksiz marshrut, bir
tomonlama cheksiz marshrut, notrivial marshrut, nol marshrut,
marshrutning uzunligi, zanjir, oddiy zanjir, yopiq zanjir, sikl,
oriyentirlangan marshrut, yo‘l, kontur, bog‘langan uchlar,
uchlarni bog ‘lovchi marshrut, boglamli graf, bog lamlilik
komponentalari, ekvivalentlik munosabati, dizyunktiv birlashma,
ajratuvchi girralar, kesim, ko ‘prik, ko ‘ndalangiga izlash.

4.1. Marshrutlar va zanjirlar haqgida umumiy ma’lumotlar.
Uchlari to‘plami V={v,,v,,...,v } va qirralar korteji U={u,,u,,...,u}
bo‘lgan oriyentirlanmagan G=(¥,U) graf berilgan bo‘lsin. Bu G
grafdagi uchlar va qirralarning har ikki qo‘shni girralari umumiy
chetki uchga ega

( >V, ull’v’Z u!z’vls )

ko‘rinishdagi chekli yoki cheksiz ketma-ketligi marshrut, deb
ataladi. Marshrutni uning uchlari ketma-ketligi (..., VisVis ...) yoki
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qgirralari ketma-Ketligini (.. ...) ko‘rinishda ham belgilash

h j ? 12
mumkin,

Agar marshrutda gandaydir uchdan oldin uchlar bo‘lmasa,
bu uchni marshrutning boshlang ‘ich uchi deb, shu uchdan keyin
marshrutga tegishli uchlar bo‘lmaganda esa, uni marshrutning
oxirgi uchi, deb ataydilar.

Agar marshrutning boshlang‘ich uchi v, va oxirgi uchi v
bo‘lsa, u holda uni v uchdan v, uchga yo‘nalgan marshrut yoki
chetlari v, vav, bo ‘Igan marshrut, deb ataladi.

Marshrutdagi ikki qo‘shni qgirraga tegishli uch ichki uch yoki
oraliq uch, deb ataladi.

Marshrutda qirralar va uchlar takrorlanishi mumkin bo‘lgani
uchun marshrutning ichki uchi, bir vaqtning o‘zida, uning
boshlang‘ich va (yoki) oxirgi uchi bo‘lishi ham mumkin va
teskarisi, marshrutning boshlang‘ich va (yoki) oxirgi uchi uning
ichki uchi bo‘lishi ham mumkin.

Tabiiyki, marshrut:

— boshlang‘ich uchga ham, oxirgi uchga ham ega bo‘lmasligi
mumkin (bunday marshrut ikki tomonlama cheksiz marshrut,
deb ataladi);

— boshlang‘ich uchga ega bo‘lib, oxirgi uchga ega bo‘lmasligi
mumkin yoki, aksincha, oxirgi uchga ega bo‘lib, boshlang‘ich uchga
ega bo‘lmasligi mumkin (bir tomonlama cheksiz marshrut);

— yagona qirradan iborat bo‘lishi mumkin (rotrivial marshrut);

— bironta ham qirraga ega bo‘lmasligi mumkin (nol marshrut
yoki trivial marshrut).

Marshrutning uzunligi deb undagi qgirralar soniga aytiladi. Turli
girralardan tashkil topgan marshrutga zanjir, deb ataladi. Agar
zanjirning chetlaridan tashqari barcha uchlari turlicha bo‘lsa, u
holda uni oddiy zanjir, deb ataydilar.

Berilgan (v,,,,..., v)  zanjir yoki oddiy zanjir uchun v=v,
bo‘lsa, u yopiq zanjir, deb ataladi. Hech bo‘lmaganda bitta girraga
ega yopiq oddiy zanjir sikl, deb ataladi. Sirtmoq yoki bir juft
karrali qgirralar sikl tashkil etishi ravshandir. Tushunarliki, grafdagi
zanjir grafning gism grafi deb qaralishi mumkin.

1-misol. Ushbu bobning 2-paragrafidagi 1-shaklda tasvirlangan
graf uchun

,uy,2,u,1,u,,2,u,2,u,,3,u,4)

sy
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ketma-ketlik 3 belgili uchdan 4 belgili uchga yo‘nalgan marshrutdir,
bunda 3 — boshlang‘ich uch, 4 — oxirgi uchdir. Bu marshrutda
1, 2 va 3 belgili uchlar oraliq uchlar hisoblanadi. Qaralayotgan
marshrutning uzunligi 6a teng bo‘lib, u zanjir bo‘la olmaydi,
chunki unda 1 belgili uch 2 marta (bir marta oraliq uch sifatida,
ikkinchi marta esa oxirgi uch sifatida) gatnashmoqda.

Yana o‘sha graf uchun (3,2,1,3) zanjirning oxirgi bo‘g‘ini sifatida
u, yoki u, girralardan qaysisi olinishiga bog‘ligsiz ravishda, u yopiq
zanjir va sikldir. ®

Oriyentirlangan graflar uchun ham undagi yoylarning yo‘na-
lishi (oriyentatsiyasi)ni inobatga olmasdan oriyentirlanmagan
marshrut, zanjir va oddiy zanjir tushunchalarini kiritish mumkin.
Lekin oriyentirlangan graflar uchun oriyentirlangan marshrut
tushunchasini kiritish tabiiydir.

Yoylaming oriyentatsiyalari hisobga olingan yoylar va uchlar
ketma-ketligi oriyentirlangan marshrut, deb ataladi. Oriyentirlangan
marshrut uchun zanjir tushunchasiga o‘xshash yo‘/ (yoki
oriyentirlangan zanjir) tushunchasini ham kiritish mumkin.
Boshlang‘ich va oxirgi uchlari ustma-ust tushadigan oriyentirlangan
zanjir kontur, deb ataladi.

2-misol. Ushbu bobning 2-paragrafidagi 2-shaklda tasvirlangan
grafni qaraymiz. Uning uch va girralaridan tuzilgan

3,uy,1,u,4,u,,5,u,,2,u,,1)

sH39 L5y
ketma-ketlik oriyentirlanmagan marshrut va zanjirdir, lekin u oddiy
zanjir bo‘la olmaydi. Bu ketma-ketlik oriyentirlangan marshrut
ham bo‘la olmaydi, chunki unda marshrut yo‘nalishiga teskari
yo‘nalishga ega yoylar bor (u,,u,,u,).

Qaralayotgan graf uchun (u,u,u,) ketma-ketlik oriyentir-
langan marshrutni tashkil etadi. Bu marshrut yo‘ldir, lekin u
kontur emas. Berilgan grafda fagat bitta kontur bo‘lib, bu konturni
(4,u5,5,u,4) yoki (5,u,4,u,,5) ko‘rinishda ifodalash mumkin.

1-teorema. Agar grafdagi har bir uchning lokal darajasi ikkidan
kichik bo‘lmasa, u holda bu graf sikiga ega.

Isboti. Agar grafda sirtmogqlar yoki karrali girralar bo‘lsa,
teoremaning tasdig‘i to‘g‘riligi ravshandir. Shuning uchun teorema
tasdig‘ini graf sirtmoqsiz va karrali girralari bo‘lmagan holda
isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, ve V berilgan sirtmoqsiz va karrali qirralari
bo‘lmagan G=(V,U) grafning ixtiyoriy uchi bo‘lsin. Qaralayotgan
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vuchga qo‘shni v, uchni va bu uchga v dan fargli boshqa qo‘shni v,
uchni, v,uchga esa v, dan farqli boshqa go‘shni v, uchni va hokazo, v,
uchga v, | dan farqli boshqa qo‘shni v, uchni va hokazo, tanlab,

((v,v), (v,v,), V), (v ,v), (Vs Viyy)seer)
girralar ketma-ketligini tuzamiz. Teoremaning shartlariga ko‘ra,
yugoridagi jarayonni amalga oshirish va talab etilgan xossaga ega
v,,, uchni topish mumkinligini ta’kidlaymiz.

Grafning uchlari to‘plami V chekli to‘plam bo‘lganligidan,
yugorida bayon etilgan uchlar ketma-ketligini qurish jarayonida
chekli gadamdan so‘ng, albatta, oldin uchragan uchlardan birini
tanlashga majbur bo‘lamiz. Agar v, uch ketma-ketlikda ikki marta
uchragan dastlabki uch bo‘lsa, ketma-ketlikka qirralar go‘shish
jarayonini to‘xtatamiz, chunki tuzilgan girralar ketma-ketligining
v, uch ikki marta gatnashgan gismi biz izlayotgan sikldir. ®

4.2. Grafning bog ‘lamliligi tushunchasi. Agar oriyentirlanmagan
grafda chetlari a va b uchlardan iborat marshrut topilsa, bu a va b
uchlar bog‘langan deb, marshrutning o‘zi esa a va b uchlarni
bog ‘lovchi marshrut, deb ataladi.

Tabiiyki, agar qandaydir uchlarni bog‘lovchi marshrut biron
a, uchdan bir necha marta o‘tsa, u holda marshrutning siklik gismini
olib tashlab (bunda siklik gismning o‘rniga marshrutda faqat a, uch
goldiriladi) yana o‘sha uchlarni bog‘lovchi oddiy zanjir
ko‘rinishdagi marshrutni hosil qilish mumkin. Shuning uchun,
marshrut bilan bog‘langan uchlar doimo oddiy zanjir bilan ham
bo‘glangan bo‘ladi, degan xulosaga kelamiz.

Bir-biri bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy ikki uchi
bog‘langan graf bog lamli graf, deb ataladi.

Agar grafdagi ikki uchni biron oddiy zanjir bilan tutashtirish
mumkin bo‘lsa, u holda bu ikki uch ekvivalent (bog‘langan)
deyiladi. Bunday uchlar to‘plami grafda ekvivalentlik munosabati
bilan aniglangan, deb hisoblanadi. Uchlar to‘plami bo‘yicha
ekvivalentlik munosabatini inobatga olgan holda berilgan grafni
bog ‘lamlilik komponentalari (qisqacha, komponentalari) deb
ataluvchi bog‘lamli gismlarning birlashmasi deb garash mumkin.
Bu yerda berilgan graf bog‘lamlilik komponentalariga bo‘laklandi
(ajratildi) deb aytish mumkin. Isbotlash mumkinki, har ganday
graf o‘zining bog‘lamlilik komponentalarining dizyunktiv birlash-
masi sifatida ifodalanishi mumkin, bunda grafning bog‘lamlilik
komponentalariga bo‘laklanishi bir qiymatli aniglanadi.
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Keyingi ma’lumotiarni bayon etish uchun yoq tushunchasi
zarur bo‘ladi. Tekislikda geometrik ifodalanuvchi grafni qaraymiz.
Bu grafga tegishli bo‘lmagan (ya’ni grafning hech gaysi uchi bilan
ustma-ust tushmaydigan va uning hech qaysi girrasida yotmay-
digan) biron A nuqtani hech gaysi nugtasi grafga tegishli bo‘lmagan
uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin bo‘lgan barcha nuqtalar
to‘plami grafning A nuqtani o‘zida saqlovchi yog %, deb ataladi.

Yoq tushunchasiga berilgan ta’rifga ko‘ra, yoq grafning geomet-
rik ifodalanishi yordamida tekislikning «qirqib» olinadigan gismidan
iboratdir. Tekislikda geometrik ifodalanuvchi ixtiyoriy grafning hech
bo‘lmaganda bitta yog‘i bo‘lishi va uning bitta yog‘i chegaraga ega
emasligi (cheksizligi) o‘z-o‘zidan ravshandir.

2-teorema (Eyler, 1752). Tekis va bog ‘lamli G=(V,U) graf uchun
m~+r=2+n tenglik o ¥inlidir, bu yerda m=|V\, n=|U|, r — yoqlar soni.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulini
grafdagi qirralar soni n bo‘yicha qo‘llaymiz. Induksiya usulining
bazasi sifatida #=0 bo‘lgan holni qaraymiz. Bu holda teoremaning
tasdig‘iga ko‘ra m+r=2 bo‘lishi kerak. Haqgigatan ham, G tekis va
bog‘lamli graf bo‘lgani uchun, u yagona uchdan tashkil topadi va
bu uch yagona (cheksiz) yogda yotadi, ya’ni m=1 va r=1. Demak,
bu holda teoremaning tasdig‘i to‘g ridir.

Induksion o‘tish: teoremaning tasdig‘i n=kuchun to‘g‘ri
bo‘Isin, deb faraz qilib, uning n=k+1 uchun ham to‘g‘ri ekanligini
ko‘rsatamiz. Farazimizga ko‘ra, m+r=2+k tenglik o‘rinlidir. kta
qgirraga ega G tekis va bog‘lamli grafga (k+1)- girrani (uni e bilan
belgilaymiz) shunday qo‘shish kerakki, bunda e girra G graf
joylashgan tekislikda yotsin va hosil bo‘lgan graf ham bog‘lamli
bo‘lsin. Bu amalni bajarganda quyidagi uchta holdan biri ro‘y beradi:

1) go‘shilayotgan girra sirtmoqdir — bu holda e girra, albatta,
G grafdagi uchlardan biriga insident bo‘lib, yoglardan birida yotadi
va bu yoqni ikkiga (sirtmoq yotgan yoqning sirtmoq chizig‘i bilan
chegaralangan ichki va tashqi qismlari) ajratadi, ya’ni uchlar
soni o‘zgarmaydi, yoglar soni esa birga oshadi: m+r+1=2+k+1;

2) qo‘shilayotgan qirra G grafda bor bo‘lgan ikki uchni
tutashtiradi — bu holda ham grafning biron (e girra yotgan) yog‘i
ikkiga ajraladi, uchlari soni esa o‘zgarmaydi: m+r+1=2+k+1;

3) qo‘shilayotgan qirra sirtmoq emas va u G grafdagi uchlardan
faqat bittasiga insidentdir — bu holda grafning biron yog‘ida e qirraga
insident bo‘lgan bitta boshqa uch yasaladi (grafning uchlari soni
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bittaga oshadi) va e gqirra joylashgan yoq yaxlitlikni saqlagan
holda e qirrani o‘z ichiga oladi (yoqlar soni o‘zgarmaydi):
mtl+r=2+k+1. m

2-teoremaning tasdig‘idagi m+r=2+n tenglik Eyler formulasi,
deb ataladi.

Eyler formulasi stereometriyada ham qo‘llaniladi: uchlari m ta,
yoglari rta va girralari » ta ixtiyoriy ko‘pyoqli uchun Eyler formulasi
o‘rinlidir. Bu tasdigning negizida isboti o‘quvchiga havola gilinayotgan
quyidagi tasdiq yotadi: stereometriyada berilgan ta’rifga ko 'ra,
aniglangan ixtiyoriy ko ‘pyoqliga mos tekis izomorf graf mavjuddir.

Eyler teoremasidan bir qator natijalar kelib chiqadi. Masalan,
bu teoremadan foydalanib, uni osonlik bilan bog‘lamli bo‘Imagan
graflar uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin.

I-natija. Tekis G=(V,U) graf uchun m+r=I1+n+k tenglik
o ‘rinlidir, bunda m= |V|, n=|U|, r — yoqlar soni, k — bog lamlilik
komponentalar soni.

Ishoti o‘quvchiga havola gilinadi ®.

2-natija. Karrali qirralari bo ‘Imagan sirtmogsiz tekis (m,n) -graf
uchun n<3m—=6 tengsizlik o ‘rinlidir.

Isboti. Haqgigatan ham, har bir yoq hech bo‘lmaganda uchta
girra bilan chegaralanganligi va yoglarni chegaralovchi girralarni
sanaganda har bir qgirra ikki marta hisobda gatnashganligi uchun
3r<2n tengsizlik o‘rinlidir (ta’kidlaymizki, agar grafda uchta uch
va ikkita girra bo‘lsa, u holda n<3m—6 tengsizlik bajariladi). 3r<2n
tengsizlikdan Eyler formulasini =2+#n—m ko‘rinishda go‘llab,
n<3m—~6 tengsizlikni hosil gilamiz. ®

Ushbu bobning 2-paragrafida K, va K,, graflarning planar
emasligi ta’kidlangan (isbotsiz keltmlgan) ed1 Endi bu tasdiglarni
gat’iy isbotlash mumkin.

3-teorema. K, graf planar emas.

Isboti. K, planar graf bolsin, deb faraz qilamiz. Planar graf
uchun n<3m—6 tengsizlik o‘rinlidir. K; graf uchun m=5 va n=10
bo‘lganligidan bu tengsizlik 10<9 ko‘rinishdagi noto‘g‘ri munosa-
batga olib keladi. Demak, K| graf planar emas.

4-teorema. K, , graf planar emas.

Isboti. K, planar graf bo‘lsin, deb faraz gilamiz. Bu grafda 6 ta
uch (m=6) va 9 ta girra (#=9) bo‘lgani uchun, Eyler teoremasiga
ko‘ra, unda 5 ta (+=2+n—m=2+9—6=5) yoq bo‘lishi kerak. K, ,
grafning har bir yog‘i kamida to‘rtta girra bilan chegaralanganligi
sababli bu graf uchun 4r < 2n tengsizlik o‘rinlidir. Lekin bu tengsizlik
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K, , graf uchun 20<18 ko‘rinishdagi noto‘g‘ri munosabatga olib
keladi. Demak, 1(3,3 graf planar emas. ®

Isbotlash mumkinki, quyidagi tasdiq o‘rinlidir.

S-teorema. Agar biron graf K, yoki K, , grafga gomeomorf bo ‘lgan
gism grafga ega bo ‘Isa, u holda bu graf tekislikda yotuvchi bo Imaydi.

1930-yilda K. Kuratovskiy! bu tasdigqa teskari tasdigni isbot
qildi: agar graf tekislikda yotuvchi bo‘Imasa, u holda u K, yoki
K, ; grafga gomeomorf bo‘lgan gism grafga ega boladi. Umuman
olganda, graflarning planarligi haqidagi bu asosiy natija K. Kura-
tovskiydan oldin 1922-yilda L.S.Pontryagin? tomonidan isbot-
langan, lekin bu natija o‘sha vaqtda matbuotda e’lon gilinmagan
edi.

6-teorema ( Pontryagin-Kuratovskiy). Graf planar bo lishi uchun
u K yoki K, , grafga gomeomorf qism graflarga ega bolishi zarur
va yetarlidir.

Isboti topshiriq sifatida o‘quvchiga havola gilinadi. ®

7-teorema. Agar karrali girralari bo‘lmagan sirtmogsiz grafda
m ta uch, n ta girrali va k ta bog‘lamlilik komponentalari bo Isa, u
holda quyidagi munosabat o ‘rinlidir:

(m—k)(m—k+1)
2

Isboti. Avval qgirralar soni n bo‘yicha matematik induksiya
usulini go‘llab, m—k < n tengsizlikni isbotlaymiz. Agar grafda
girralar bo‘lmasa (ya’ni matematik induksiya usulining bazasi
sifatida n=0 deb olinsa), u holda grafdagi uchlar soni uning bog‘-
lamlilik komponentalari soniga tengdir: k=m. Demak, n=0
bo‘lganda, m—k <n munosabat to‘g‘ridir.

Induksion o ‘tish. Grafdagi girralar sonini n, bilan belgilab, bu
son minimal bo‘lsin, ya’ni grafdan istalgan qirrani olib tashlash
amali bog‘lamlilik komponentalari soni o‘zgargan graf hosil qilsin,
deb faraz qilamiz. Bundan tashqari, matematik induksiya usuli
talabiga binoan n=n, uchun isbotlanishi kerak bo‘lgan tengsizlik
o‘rinli bo‘Isin, deb faraz qilamiz. Tabiiyki, bu holda grafdan istalgan
girrani olib tashlasak (bunda olib tashlangan girraning chetlaridagi
uchlar grafga tegishli bo‘lib qolaveradi), hosil bo‘lgan grafning

m-k<n<

! Kuratovskiy (Kuratowski Kazimej, 1896—1980) — polyak matematigi.
2 Pontryagin Lev Semyonovich (Iloutpsirun Jles CemeHoBuu, 1908—
1988) — rus matematigi, akademik.
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uchlari soni m ga, qirralari soni (n,—1 )ga, bog‘lamlilik kompo-
nentalari soni esa (k+1 )ga teng bo‘ladi.

Induksiya faraziga binoan m—(k+1)<n—1 tengsizlik o‘rinlidir.
Bu tengsizlikdan m—k < n, kelib chigadi. Shunday qilib, m—k<n
tengsizlik isbotlandi.

(m—-k)Y(m-k+1)
2
uchun grafning har bir bog‘lamlilik komponentasi to‘la graf bo‘lsin
deb faraz gilamiz. Berilgan grafning uchlari soni, mos ravishda, m,
va m, bo‘lgan ikkita bog‘lamlilik komponentalari D, va D, graﬂardan
1b0rat bo‘lsin, bu yerda, m > mj>1 Tushunar11k1 D, va D
graflarning uchlarl umumiy soni (m+m) ga tengdir. Bu D va D
graflarni uchlari sonlari, mos rav1shda (m +1) va (m—l) bo lgan
to‘la graflar bilan almashtirsak, uchlar umumiy soni o ‘zgarmaydi,

Endi n<

tengsizlikni isbotlaymiz. Buning

2 2 . 2 2
lekin girralarning umumiy soni (C,, +C;, )—(C;, +C; ) migdorga

o‘zgaradi. Oxirgi ifodaning ko‘rinishini quyidagicha o‘zgartiramiz:
(C,f,i+1 +C,f,j_l)—(C3,7_ +CZ,]_)=
1
=5 [ (my+ Dy, +(m; = 1) (m, = 2) -, (m, =)= m,(m, 1) | =

1. 5 2 2 2
=§(mi +my+m;—m;—2m;+2—mi +m,—m;+m )=
=m;—m;+1>0.

Shunday qilib, uchlari soni m va bog‘lamlilik komponentalari
soni k bo‘lgan grafda maksimal sondagi qgirralar bo‘lishi uchun u
(k—1) ta yakkalangan uchlar va (m—k+1) ta uchga ega to‘la graf
birlashmasidan tashkil topishi kerak ekan. Bu yerdan isbotlanishi
kerak bo‘lgan tengsizlik kelib chigadi. ®

7-teoremaning tatbiqi sifatida quyidagi tasdigni keltiramiz.

3-natija. m ta uchga ega, girralari soni (ﬂ-%n—i—z) dan katta,
karrali qirralari bo ‘lmagan sirtmogsiz graf bog‘lamlidir.

Isboti. Birinchidan, agar sirtmoqsiz va Karrali qgirralari bo‘l-
magan grafning bog‘lamlilik komponentalari soni k ga teng bo‘lsa
(ke N), u holda, 7-teoremaga binoan, bunday grafning girralari
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. (m=K)(m—k+D)

SO D)

dan katta emas. Ikkinchidan,
(m-1)(m=-2) (m-k)(m—k+1)
<
2 2
tengsizlik fagat k=1 bo‘lsagina to‘g‘ridir. m

Tabiiyki, bog‘lamli grafdan qirrani yoki bir necha girralarni
olib tashlash natijasida hosil bo‘lgan graf bog‘lamli bo‘lishi ham,
bo‘lmasligi ham mumkin. Agar bog‘lamli grafdan girrani olib
tashlash amali grafning bog‘lamlilik xususiyatini buzsa, u holda
bunday qirrani ajratuvchi girra, deb ataymiz.

Ravshanki, berilgan bog‘lamli grafda ajratuvchi girralar ko‘p
bo‘lishlari mumkin. Ajratuvchi girralar to‘plamining hech qaysi
gism to‘plami elementlari ajratuvchi girralar bo‘lmasa, bu qirralar
to‘plamini kesim deb ataymiz. Grafdan kesimga tegishli girralar
olib tashlansa, natijada'ikki bog‘lamli komponentalari bo‘lgan graf
hosil bo‘lishi ravshandir. Agar kesim yagona qirradan iborat bo‘lsa,
u holda bu qirra ko ‘prik, deb ataladi.

3-misol. 1-shaklda tasvirlangan (15,14)-grafni G bilan belgi-
laymiz.

8 9
10 11
6 [
r B
4 15
1-shakl.

Bu graf bog‘lamli graf emas, uning to‘rtta bog‘lamli kompo-
nentalari bor: G=G,UG,UG,UG,,bu yerda G, — uchlari to‘plami
{1,2,3,4,5,6} bo‘lgan oriyentirlanmagan (6,7)-graf, G, — bitta
7 belgili uchga ega oriyentirlanmagan (1,0)-graf, G, ham bitta
10 belgili uchga ega oriyentirlanmagan (1,0)-graf, G, esa uchlari
to‘plami {8,9,10,11,12,13,14,15} bo‘lgan oriyentirlanmagan
(7,7)-grafdir. Agar G grafning G, bog‘lamli komponentasini alohida
graf deb qarasak, bu grafda {(8,9), (14,15)} ko‘rinishdagi ajratuvchi
qgirralar to‘plamini ko‘rsatish mumkin. Bu qirralar kesimni tashkil
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etadi. G grafning G, va G, bog‘lamli komponentalari ko‘priklarga
egadir. Masalan, (2,5) va (5,6) qgirralar G, graf uchun ko‘prik-
lardir. m

Endi D. Kyonig tomonidan 1936-yilda isbotlangan ushbu
teoremani grafning ikki bo‘lakli bo‘lishi yoki bo‘lmasligini
tekshirish alomati (mezoni) sifatida keltiramiz.

&-teorema (D. Kyonig). Grafning ikki bo‘lakli bo ‘lishi uchun
uning tarkibida uzunligi toq son bilan ifodalanuvchi sikl bo ‘Imasligi
zarur va yetarlidir.

Isboti o‘quvchiga havola qgilinadi. m

Berilgan G=(V, U) grafning ikki bo‘lakliligini aniqlashning sodda
usuli bor. Bu usul ko ‘ndalangiga izlash, deb ataluvchi soddagina
izlash g‘oyasiga asoslangan.

Ko‘ndalangiga izlash usuliga ko‘ra, grafning uchlari 0,1,2,3,...
ragamlar bilan quyidagi qoida bo‘yicha belgilanadi. Dastlab grafning
ixtiyoriy uchi 0 ragami bilan belgilab olinadi. Shu 0 belgili uchga
go‘shni barcha uchlarga 1 belgisi qo‘yiladi. Endi 1 belgili har bir
uchga go‘shni uchlarni aniqlab, ular orasidagi belgisi yo‘q uchlarga
2 belgisini qo‘aymiz. Keyin 2 belgisiga ega barcha uchlarni aniglab,
ular uchun ham yuqoridagiga o‘xshash ish yuritamiz. Bu jarayonni
mumkin bo‘lgan gadar davom ettiramiz. Tushunarliki, agar G graf
bog‘lamli bo‘lsa, u holda ko‘ndalangiga izlash usuli grafning barcha
uchlarini ragamlab chiqgish imkonini beradi.

Bog‘lamli graf uchlarini belgilash jarayoni tugagandan so‘ng,
uning uchlari to‘plami V'ni ikkita Vj va V to‘plamga quyidagicha
ajratamiz: juft raqamli uchlarni V, to plamga golgan uchlarni esa
V to‘plamga kiritamiz (0 raqamh uch ¥, to‘plamga Kiritiladi).

grafning ikkala uchi ham ¥, to‘plamga teglshh barcha qirralari
kortejini U, bilan, uning ikkala uchi ham V, to‘plamga tegishli
barcha q1rra1ar1 kortejini esa U bilan belgilaymiz. Agar U va U
kortejlar bo‘sh bo‘lsa, u holda benlgan G graf ikki bo* lakhdlr aks
holda, u ikki bo‘lakli emas.

Hozirgacha k>2 bo‘lgan hol uchun grafning k bo‘lakliligini
aniqglash bo‘yicha oddiy usul topilmagan.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Elementlari siz yashayotgan aholi punktidagi chorraha va
yo‘llarga mos keluvchi grafni geometrik ifodalab, bu grafda
marshrutlar, zanjirlar, oddiy zanjirlar va sikllarni aniglang.
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2. Ixtiyoriy graf uchun yo shu grafning o‘zi, yoki uning
to‘ldiruvchi grafi bo‘g‘lamli bo‘lishini isbotlang.

3. Agar G bog‘lamli graf va uning gandaydir sikliga tegishli
qirrasi u bo‘lsa, u holda G grafdan u girrani olib tashlash
natijasida hosil bo‘lgan graf bog‘lamli bo‘lishini isbotlang.

4., 2-shaklda tasvirlangan graf uchun uchlar, girralar va yoqlar
sonini aniqlang hamda Eyler formulasi va Eyler teore-
masining 2-natijasidagi tengsizlik o‘rinliligini tekshiring.

2-shakl.

5. Eyler teoremasining 1-natijasida ifodalangan tengsizlikni
1-shaklda tasvirlangan graf uchun tekshirib ko‘ring.

6. Pontryagin-Kuratovskiy tecremasini isbotini o‘rganing.

7. Agar 1-topshiriqni bajarish natijasida hosil bo‘lgan grafda
ajratuvchi girra(lar), kesim(lar) va ko‘prik(lar):
a) topilsa, u holda ularni aniqglang;
b) topilmasa, u holda bu grafga yangi elementlarni shunday
go‘shingki, natijada ajratuvchi qirra(lari), kesim(lari) va
ko‘prik(lari) topiladigan graf hosil bo‘lsin.

Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Graflarda marshrut deganda nimani tushunasiz?

2. Marshrutdagi boshlang‘ich, oraliq va oxirgi uchlarning bir-
biridan ganday farglari bor?

3. Qanday marshrutlar cheksiz marshrutlar deb ataladi?

4. Notrivial marshrut bilan nol marshrutning bir-biridan farqi
nimada?

5. Marshrutning uzunligi deganda nimani tushunasiz?

6. Zanjir nima?

7. Oddiy va yopiq zanjirlarning bir-biridan farqi nimada?

8.Yo‘l, kontur deganda nimani tushunasiz?

9. Qanday zanjir sikl deb ataladi va ganday graf siklga ega?
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10. Qanday uchlar bog‘langan deb ataladi?

11. Bog‘lamli graf deganda nimani tushunasiz?

12. Bog‘lamlilik komponentasi grafning ganday xususiyat(lar)ini
ifodalaydi?

13. Grafning yog‘i deganda nimani tushunasiz?

14. Eyler formulasi grafning ganday xossasini ifodalaydi?

15. Eyler formulasi bog‘lamli bo‘lmagan graflar uchun ganday
umumlashtiriladi?

16. Nima uchun X va K, , graflar planar emas?

17. Pontryagin-Kuratovskiy teoremasi nimani ifodalaydi?

18. Karrali girralari bo‘lmagan sirtmogsiz grafda uchlar, girralar
va bog‘lamlilik komponentalari orasida tengsizliklar bilan
ifodalanuvchi ganday munosabat o‘rinli?

19. Sirtmogsiz va karrali girralari bo‘lmagan grafning bog‘lamlilik
sharti nimadan iborat?

20. Grafdagi qanday qirralar ajratuvchi girralar deb ataladi?

21. Kesim va ko‘prik tushunchalarining fargi nimada?

22. Ko‘ndalangiga izlash usuli ganday amalga oshiriladi?

5-§. Eyler va Gamilton graflari

Graf, uch, qirra, sikl, Eyler zanjiri, Eyler sikli, Eyler grafi,
yarim Eyler grafi, oriyentirlangan Eyler yo'li, oriyentirlangan
Eyler grafi, Flyori algoritmi, Gamilton zanjiri, Gamilton sikli,
Gamilton grafi, yarim Gamilton grafi, kommivoyajer masalasi.

5.1. Eyler graflari. Graflar nazariyasining shakllanishi Kyonig-
sberg ko‘priklari haqidagi masala bilan bogliq ekanligi yaxshi
ma’lum. L. Eyler 1736-yilda bu masalaning yechimga ega emasligini
isbotladi. U graflar nazariyasining ancha umumiy hisoblangan
quyidagi savoliga ham javob topdi: qanday shartlar bajarilganda,
bog‘lamli grafda barcha girralardan fagat bir marta o‘tadigan sikl
mavjud bo‘ladi?

Grafning har bir girrasidan fagat bir marta o‘tadigan zanjir
Eyler zanjiri, deb ataladi. Yopiq Eyler zanjiriga (ya’ni Eyler sik-
liga) ega graf Eyler grafi, deb ataladi. Agar grafda yopiq bo‘lmagan
Eyler zanjiri topilsa, u holda bunday graf yarim Eyler grafi, deb
ataladi.

I-teorema. Bog‘lamli graf Eyler grafi bo‘lishi uchun undagi
barcha uchlarning darajalari juft bo lishi zarur va yetarlidir.
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Isboti. Zarurligi. G Eyler grafida C — Eyler sikli bo‘lsin.
U holda C sikl bo‘ylab harakatlanganda grafning har bir uchidan
o‘tish uchun bir juft girradan foydalaniladi — bu girralardan
biri uchga kirish uchun, ikkinchisi esa uchdan chigish uchun
zarur bo‘ladi. Bu yerda har bir uch darajasining juftligi C sikldagi
har bir girraning bir marta uchrashi mumkinligidan kelib chigadi.

Yetarliligi. Endi G grafning har bir uchi darajasi juft bo‘lsin,
deb faraz gilamiz. G graf bog‘lamli bo‘lgani uchun undagi har
bir uchning darajasi ikkidan kichik emas. Ma’lumki, agar grafda
har bir uchning darajasi ikkidan kichik bo‘lmasa, u holda bunday
graf tarkibida sikl mavjud (ushbu bobning 4-paragrafidagi 1-teore-
maga qarang).

Demak, G grafning qirralaridan tashkil etilgan qandaydir
C, sikl bor. Bu siklni uning ixtiyoriy v, uchidan boshlab quramiz.
Dastlab v, uchga insident bo‘lgan ixtiyoriy bir girrani tanlab, bu
girra bo‘ylab harakatlanamiz va uning boshga uchiga o‘tamiz. Har
safar, imkoniyati boricha, yangi qirra tanlab va bu girradan o‘tib,
uning boshga uchiga boramiz. Shuni ta’kidlash zarurki, bunday
o‘tishlar jarayonida fagat qirraning yangisini tanlashga harakat
gilinadi, uchlar esa istalgancha takrorlanishi mumkin.

Har bir uchga insident qirralar soni juft bo‘lgani uchun C, siklni
qurish jarayoni faqat v, uchga borgandagina tugaydi. Bu yerda ikki
hol bo‘lishi mumkin:

1) C, sikl G grafning barcha qirralaridan o‘tadi yoki

2) C, sikl G grafning barcha girralaridan o‘tmaydi.

Birinchi holda teorema isbotlandi deyish mumkin. Ikkinchi holda
G grafdan C| siklga tegishli barcha girralarni olib tashlaymiz va
natijada hosil bo‘lgan grafni C| deb belgilaymiz. Bu yerda yakkalanib
golgan uchlarni olib tashlash yoki olib tashlamaslik muhim emas.
Agar yakkalanib qolgan uchlar olib tashlanmasa, natijada bog‘lamli
bo‘lmagan G, grafni hosil qilishimiz ham mumkin. Grafdan
girralarni bunday olib tashlash amali, tabiiyki, grafning girralari
sonini kamaytiradi, lekin grafdagi uchlarning darajalari juftligi
xossasini o‘zgartirmaydi.

G grafning bog‘lamliligiga ko‘ra, C,siklva G, graf hech bo‘Imasa,
bitta umumiy uchga ega bo‘lishlari kerak. Shu sababli, C, siklda
G, grafning qirralariga ham insident bo‘lgan gandaydir v, uch bor.
Bu v, uchdan boshlab fagat G, grafning qirralaridan tashkil topgan
yangi C” siklni qurish mumkin. C” siklni qurish jarayoni fagat v,
uchga kelib tugashi mumkin.
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Oldin qurilgan C, sikIni ikki gismga ajratamiz:

1) C, siklning v, uchidan boshlanib v, uchida tugovchi gismi
(bu oddiy zanjirni C,(v,,v,) bilan belgilaymiz) va

2) C, siklning v, uchidan boshlanib, v, uchida tugovchi golgan
gismi (Cy(v,,v)).

U holda v, uchdan boshlab C,(v,,v,) zanjirning girralari bo‘ylab
v, uchga boruvchi, keyin C’ siklning barcha girralaridan o‘tuvchi
va, nihoyat, C\(v,,v,) zanjirning girralari bo‘ylab v, uchga gaytib
keluvchi yangi

C, =C (v, »,)UCUC,(v,, )

siklni hosil gilish mumkin.

Agar C, sikl Eyler sikli bo‘lsa, teoremaning tasdig'i isbotlandi
desa bo‘ladi. Aks holda yuqorida bayon etilgan jarayonni
takrorlaymiz.

Berilgan G grafdagi qirralar soni chekli bo‘lganligidan, bu
jarayon chekli jarayondir. Bu jarayonni yetarlicha takrorlagandan
so‘ng, albatta, u Eyler siklini qurish bilan yakunlanadi. ®

I-natija. Bog ‘lamli graf yarim Eyler grafi bo ‘lishi uchun undagi
ikkitadan ko‘p bo‘lmagan uchning darajalari toq bo ‘lishi zarur va
yetarlidir.

Ishoti 1-teoremaning isbotidan ba’zi o‘zgartirishlar natijasida
hosil qgilinishi mumkin. ®

1-teorema asosida Kyonigsberg ko‘priklari hagidagi masalaning
(ushbu bobning 1-paragrafiga qarang) yechimi mavjud emas,
degan xulosaga kelamiz, ya’ni Kyonigsberg shahrining ixtiyoriy
gismida joylashgan uydan chiqib, Pregel daryosi ustiga qurilgan
yetti ko‘prikdan faqat bir martadan o‘tgan holda yana o‘sha uyga
gaytib kelish mumkin emas.

Oriyentirlangan graflarda oriyentirlangan Eyler yo‘lini izlash
bilan shug‘ullanish mumkin. Har bir yoydan faqat bir marta
o‘tadigan yo‘l oriyentirlangan Eyler yo‘li, deb ataladi. Tarkibida
oriyentirlangan Eyler yo‘li bor bo‘lgan oriyentirlangan graf oriyen-
tirlangan Eyler grafi, deb ataladi.

Endi qirralari soni #nga teng bo‘lgan berilgan Eyler grafida
Eyler zanjirini tuzishning Flyori algoritmini! keltiramiz. Bu

! Bu algoritm E. Lyuka tomonidan e’lon qilingan. (Lucas, E. Récréations
Mathématiqques. Paris: Gautheir-Villas, 1891).
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algoritmga ko‘ra, grafning qirralari Eyler siklida uchrashi tartibi
bo‘yicha 1 dan # gacha ragamlab chiqiladi.

Berilgan Eyler grafi uchun Flyori algoritmiga binoan quyidagi
ikkita qoida asosida ishlar ketma-ket bajariladi:

1. Grafning ixtiyoriy v uchidan boshlab, bu uchga insident
bo‘lgan istalgan qgirraga (masalan,»w qirraga) 1 ragami beriladi.
Bu qirra grafdan olib tashlanadi va v uchdan v uchga (ya’ni olib
tashlangan girraga insident uchga) o‘tiladi.

2. Oxirgi o‘tishdan oldingi o‘tish natijasida hosil bolgan uch w
bo‘lsin va oxirgi o‘tishda biror qgirraga k ragami berilgan deylik.
w uchga insident istalgan girra imkoniyati boricha shunday
tanlanadiki, bu qirrani olib tashlash grafdagi bog‘lamlilikni
buzmasin. Tanlangan qirraga navbatdagi (k+1) raqami beriladi va
bu qirra grafdan olib tashlanadi. &

Flyori algoritmiga ko‘ra, ish yuritish Eyler grafi uchun doimo
chekli jarayon ekanligi va bu jarayon doimo grafdan barcha
girralarning olib tashlanishi, ya’ni Eyler zanjirini tuzish bilan
tugashi isbotlangan. Shuni ham ta’kidlash kerakki, Flyori
algoritmini qo‘llash jarayonida qirralarni tanlash imkoniyatlari
ko‘p bo‘lgani uchun, bunday vaziyatlarda, algoritmni go‘llash
mavjud Eyler sikllaridan birini topish bilan cheklanadi. Tushu-
narliki, Flyori algoritmini takror qo‘llab (bunda qirralarni tanlash
jaroyoni algoritmini avvalgi qo‘llashlardagidek aynan takror-
lanmasligi kerak) grafda mavjud bo‘lgan barcha Eyler sikllarini
topish mumkin.

I-misol. 1-shaklda tasvirlangan grafni qaraymiz. Avvalo, bu
grafning Eyler grafi bo‘lishi shartini, ya’ni 1-teorema shartlarining
bajarilishini tekshiramiz.

Berilgan grafda to‘qqgizta uch bo‘lib, 1, 3, 7, 9 belgili uch-
larning darajasi ikkiga, 2, 4, 6, 8 belgili uchlarning darajasi to‘rtga,
5 belgili uchning darajasi esa oltiga
teng. Xullas, bu grafdagi barcha 3 7
uchlarning darajalari juftdir. Shu-
ning uchun, 1-teoremaga ko‘ra, 2 J 8
1-shaklda tasvirlangan graf Eyler
grafidir va uning tarkibida Eyler
sikli mavjud.

Berilgan grafga flyori algo-
ritmini qo‘llab, mavjud Eyler sikl- 4 6 9
laridan birini aniglaymiz. Dast- 1-shakl.
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labki uch sifatida grafdagi 1 belgili uch olingan bo‘lsin. Bu uchdan
ikki yo‘nalishda: (1;2) girra bo‘ylab yoki (1;4) girra bo‘ylab
harakatlanish mumkin. Masalan, (1;2) qirra bo‘ylab harakatlanib
2 belgili uchga o‘tamiz. Endi harakatni 3 yo‘nalishda: yo (2;3)
girra bo‘ylab, yo (2;4) girra bo‘ylab, yoki (2;5) qgirra bo‘ylab
davom ettirish mumkin. Aytaylik, (2;3) qgirra bo‘ylab harakatlanib
3 belgili uchga o‘tgan bo‘laylik. Shu usulda davom etish mumkin
bo‘lgan Eyler sikllaridan birini, masalan, quyidagi siklni hosil
gilamiz:

((1,2), (2,3),(3,5), (5,4), (4,6), (6,9), (9.8), (3.6,
(6,5),(5,8), (8,7, (7.5), (52), 2,4),(41)). =

5.2. Gamilton' graflari. Graflar nazariyasining natijalari muayyan
shartlarni qanoatlantiruvchi marshrutlarni topish masalasiga kelti-
riluvchi bir gator muammolarni hal etishda qo‘llanilishi mumkin.
Shunday muammolardan biri sifatida Uilyam Gamilton nomi bilan
bog‘lig masalani keltiramiz. U. Gamilton dodekaedmi tekshirib,
uning har bir uchidan fagat bir marta o‘tadigan siklni izlab topgan
va shu asosda 1859-yilda «Olam bo‘ylab sayohat» nomli o‘yinni
topgan.

Grafning har bir uchidan faqat bir marta o‘tadigan zanjir
Gamilton zanjiri, deb ataladi. Yopiq Gamilton zanjiriga (ya’ni
Gamilton sikliga) ega graf Gamilton grafi, deb ataladi. Agar grafda
yopiq bo‘lmagan Gamilton zanjiri to-
pilsa, u holda bunday graf yarim Gamilton
grafi, deb ataladi.

Oriyentirlangan graflarda ham graf-
ning har bir uchidan fagat bir marta
o‘tuvchi oriyentirlangan sikllarni garash
mumkin.

Eyler va Gamilton graflari bir-birlariga
o‘xshash ta’riflansa-da, grafning Gamil-
ton grafi ekanligini tasdiglaydigan alomat
(mezon) topish masalasi ancha murak-

: kab hisoblanadi. Hozirgi vaqtgacha graflar
Uilyam Gamilton nazariyasida grafning Gamilton grafi ekan-

! Gamilton (William Rowan Hamilton, 1805—1865) — Irlandiya matematigi,
fizigi va astronomi.
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ligini tasdiglovchi shartlarni o‘rganish bo‘yicha izlanishlar davom
etib, bu sohadagi ishlar hanuzgacha dolzarbligini yo‘qotmasdan
kelmoqda.

Qandaydir shartlarga bo‘ysunuvchi graflarda Gamilton sikli
mavjudligi hagida bir necha tasdiglar mavjud. Qator hollarda bu
tasdiglarning isbotlari konstruktiv bo‘lganligidan, Gamilton siklini
tuzishga doir samarali algoritmlar ham yaratilgan. 1952-yilda
G. E. Dirak! quyidagi teoremani isbotladi.

2-teorema (Dirak). Uchlari soni uchtadan kam bo ‘Imagan
grafdagi istalgan uchning darajasi uchlar sonining yarmidan kam
bo ‘Imasa, bu graf Gamilton grafi bo‘ladi.

Isboti 2. Uchlari soni m>3 bo‘lgan graf berilgan bo‘lsin. Bu
m
2
Gamilton grafi bo‘lmasin, deb faraz gilamiz.

Tabiiyki, istalgan grafga yetarlicha sondagi yangi uchlarni
go‘shib olib, bu uchlarning har birini grafdagi har bir uch bilan
qgirra orqali tutashtirsak, berilgan grafdan Gamilton grafini hosil
qilish mumkin. Bu usul bilan berilgan grafdan Gamilton grafini
hosil qgilish uchun go‘shilayotgan zarur uchlarning minimal sonini
k > 0 bilan belgilaymiz.

Yugorida bayon gilingan usulni go‘llash natijasida hosil bo‘lgan
grafdagi uchlardan tashkil topgan (v,,w,v,,...,v,) ketma-ketlik biron
Gamilton sikli bo‘lsin, bunda v,v, — berilgan grafning uchlari,
w esa qo‘shib olingan uchlardan biri. Tushunarliki, v, uch v, uchga
qo‘shni emas, aks holda siklni tuzishda w uchni ishlatmasligimiz
mumkin bo‘lar edi. Bu esa k sonining minimalligiga ziddir.

grafning istalgan v uchi uchun p(v)=—= shart bajarilsa-da, u

Agar grafdagi vl' uch v, uch bilan qo‘shni, vz, uch esa v,
uch bilan qo‘shni bo‘lsa, vz' uch siklda vl' uchdan bevosita keyingi
uch bo‘la olmaydi, chunki bu holda (v;,w,v,,..., vl’, vzl,..., v,) siklni

(vl,vll,...,vz,v;,...,vl) siklga almashtirish mumkin. Natijada hosil
bo‘lgan grafning v, uchga go‘shni bo‘lmagan uchlari soni v, uchga
go‘shni uchlari sonidan kichik emasligi (va’ni bu son kamida

! Dirak (Dirac Gabriel Andrew, 1925-~1984) — Daniya matematigi.
? Dirak teoremasining bu isboti D.J. Nyuman tomonidan keltirilgan.
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m
(7”‘) ga teng ekanligi) ravshan. Boshqa tomondan esa hosil

m
bo‘lgan grafning v, uchga qo‘shni uchlari soni kamida 7+k ga

tengligi ko‘rinib turibdi. Hosil bo‘lgan grafning har bir uchi bir
vaqtning o‘zida v, uchga go‘shni ham, qo‘shnimas ham bo‘lishi
mumkin emasligidan hosil bo‘lgan graf uchlarining umumiy soni
m
(m+k) ushbu 2|5
m+k>m +2k . Oxirgi tengsizlik fagat k=0 bo‘lgandagina to‘g‘ridir.
Bu esa k>0 shartiga ziddir. m

Dirak teoremasi shartlari berilgan
] 2 3 ¢4 grafning Gamilton grafi bo‘lishi uchun
< yetarli, lekin ular zaruriy emas. Bu tasdiq
to‘g‘ri ekanligini 2-shaklda tasvirlangan
graf misolida ko‘ramiz. Bu grafda sakkizta
» uch bo‘lib (m=8 =3), har bir v (v=1,8)

6 5 . . .
8 7 uchning darajasi 3 ga teng: p (v)=3. Dirak
2-shakl.

+k |= m+2k sondan kichik emas, ya’ni

m
teoremasidagi p(v)27 shart grafdagi

hech gaysi uch uchun bajarilmasa ham, bu grafda (1,2,3,4,5,6,
7,8,1) ko‘rinishdagi Gamilton sikli bor bo‘lgani uchun u Gamilton
grafidir.

1960-yilda O. Ore' quyidagi teoremani isbotladi.

3-teorema (Ore). Agar uchlari soni mga (m>2) teng bo‘lgan
grafdagi qo‘shni bo ‘Imagan ixtiyoriy uchlar darajalari yig‘ndisi
m dan kam bo ‘Imasa, u holda bu graf Gamilton grafi bo ‘ladi.

Isboti o‘quvchiga topshiriq sifatida beriladi.

2-misol. 3-shaklda tasvirlangan

graflar Gamilton graflariga misol
' bo‘la oladilar. Bir garashdayoq se-

zish mumkinki, bu graflarning har
birida bir nechtadan Gamilton
sikllari mavjud. Mumkin bo‘lgan
ba’zi Gamilton sikllari shaklda qa-
lin chiziglar bilan ifodalangan. ®

3-shakl.

! Ore (Oysten, 1899—1968) — Norvegiya matematigi.
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3-misol. Shaxmat o‘yinidagi otning yurishi hagidagi Eyler ma-
salasi deb ataluvchi quyidagi masalani garaymiz. Shaxmat taxtasidagi
istalgan katakda turgan shaxmat oti uchun yurishlarning shunday
ketma-ketligini tuzingki, u barcha kataklardan fagat bir martadan
o‘tsin va yurish boshlangan katakka gaytib kelsin. Bu masalani hal
gilish magsadida tuzilgan graf (shaxmat taxtasidagi kataklarga
grafning uchlari, otning yurishlariga esa uning girralari mos
go‘yilishi nazarda tutilmogda) ham Gamilton grafiga misol bo‘la
oladi. Bu masalaning yechimlaridan biri 4-shaklda keltirilgan. ®

4-misol. 5- shaklda tasvir-
langan grafda Gamilton

zanjiri mavjud emas. Beril- p . S5 ' 59 ] .
gan grafda Gamilton zanji- o

rining mavjudligi shartlarni 6| 5, WKy 49 53 61
o‘rganish bo‘yicha izlanish- : '
lar davom etayotganligi va bu ] m 43 ZE 31 37

sohadagi ishlar bugungi B s B, M
e 13
kunda ham dolzarbligini > - .

yo‘qotmaganligi yuqorida 29 21 17 »25
qayd etilgan edi. Grafdagi 19 57 n 23, .

uchlar soni m ning qiyma-
tiga nisbatan ko‘phad bilan
chegaralangan sondagi qa-
dam ishlatib istalgan grafda
Gamilton zanjiri mavjud-
ligini tekshiradigan algoritm hozirgacha topilmagan. Shuning uchun
ham Gamilton zanjirini topish masalasi graflar nazariyasida mar-
kaziy masalalardan biri bo‘lib qolmoqda, Albatta, grafdagi mta
uchlarning m!ta turli ketma-ketliklarini (aniqrog‘i, takrorlan-
maydigan o‘rin almashtirishlarini) tuzib grafda Gamilton zanjiri
mavjudligi masalasini hal qilish mumkin. Shunday bo‘lishiga
garamasdan, barcha m! ta o‘rin almash-

tirishlarini bajarmasdan qadamlar
sonini jiddiy gisqartiradigan umumiy .

A B C D E F G H
4-shakl.

algoritm bor.

Grafda Gamilton zanjirini topish
masalasi quyidagi kommivoyajer' ma-
salasi deb ataluvchi masalada oshkora S-shakl.

! Kommiovoyajer — sayohatchi reklamachi, gumashta.
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namoyon bo‘ladi. Bir-birlari bilan yo‘llar (graf qirralari) vositasida
bog‘langan shaharlar (graf uchlari) tarmog‘i berilgan bo‘lib,
shaharlaring har bir (a,b) jufti uchun masofa (uni u(a,b) bilan
belgilaymiz) mos qo‘yilgan hamda o‘zaro bog‘lanmagan shaharlar
orasidagi masofa cheksiz katta deb hisoblaymiz. Kommivoyajer

n-1
uchun shunday Gamilton sikli topish kerakki, ;# (a;,a;,))
ifodaning giymati minimal bo‘lsin, bu yerda g, —ltarmoqdagi
i = shahar (i=0, 7). Boshqacha aytganda, kommivoyajerning biron
shahardan chiqib va qolgan barcha shaharlardan fagat bir martadan
o‘tib, yana dastlabki shaharga gaytishi imkonini beruvchi eng kichik
umumiy uzunlikka ega bolgan yo‘lni topish kerak.

Muammoli masala va topshiriglar

1. Yarim Eyler grafi bo‘lib, Eyler grafi bo‘la olmaydigan grafga
misol keltiring. Sababini tushuntiring.

2. 6-shaklda tasvirlangan uchta grafni (bu graflarda qirralarga
kesmalar, kesmalarning kesishish nuqtalariga esa uchlar mos
go‘yilgan deb hisoblanadi) tekshirib, ularning Eyler grafi
bo‘lish yoki bo‘Imasligini aniglang. Eyler grafi bo‘lganlarining
har biridagi Eyler sikllaridan bir nechasini toping. Eyler
grafi bo‘lmaganlarining yarim Eyler grafi bo‘lishi yoki bo‘l-
masligini tekshiring.

6-shakl.

3. 3-, 5- va 6-shaklda tasvirlangan graflar orasida
galamni gog‘ozdan ko‘tarmasdan har bir kesmani fagat
bir marta chizib (kesmalarning uchlari bundan
mustasno) chigish mumkin bo‘lganlarini aniglang.

4.  Lotin alifbosi bosma harflarning har biriga graf
sifatida garab (masalan, A harfiga mos graf 7-shaklda
tasvirlangan), ular orasidan Eyler grafi bo‘la olmay-

7-shakl.  diganlarini aniglang.
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5. K grafning Eyler grafi bo‘lishi shartlarini toping.

6. Berilgan » ta elementli to‘plam uchun tuzilgan barcha n! ta
o‘rin almashtirishlarning har biriga grafning uchi mos qo‘yil-
gan bo‘lsin. Agar biron o‘rin almashtirishdan undagi ikkita
elementning o‘rinlarini almashtirib, boshga o‘rin almashti-
rishni hosil gilish mumkin bo‘lsa, u holda bu harakatga
grafning girrasini mos qo‘yamiz. Shunday usul bilan tuzilgan
graf Gamilton grafi bo‘lishini isbotlang.

7. K grafning Gamilton grafi bolishi shartlarini aniglang.

8. 8-shaklda tasvirlangan to‘rt grafning har biri Eyler grafi
bo‘lishi yoki bo‘lmasligini tekshiring.

9. 8-shaklda tasvirlangan to‘rt grafning har biri Gamilton grafi
bo‘lishi yoki bo‘lmasligini tekshiring.

8-shakl.

10. Dirak teoremasini qo‘llab 1(3,3 grafning Gamilton grafi
bo‘lishini isbotlang.

11. Ore teoremasining isbotini o‘rganing (masalan, [9] kitobga
garang).

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Eyler zanjiri deb nimaga aytiladi?
2. Yarim Eyler grafi Eyler grafidan nimasi bilan farqi giladi?
3. Berilgan graf Eyler grafi bo‘lishligining zaruriy va yetarli
sharti ganday ifodalanadi?
4. Berilgan graf yarim Eyler grafi bo‘lishligining zaruriy va
yetarli sharti ganday ifodalanadi?
5. Oriyentirlangan Eyler grafi qanday aniqlanadi?
6. Berilgan Eyler grafi uchun Flyori algoritmiga ko‘ra qanday
goida bo‘yicha ishlar ketma-ket bajariladi?
7. Gamilton zanjiri deb nimaga aytiladi?
8. Qanday grafga Gamilton grafi deb aytiladi?
9. Eyler va Gamilton graflarining o‘xshashligi va farqi bormi?
10. Berilgan graf Gamilton grafi bo‘lishining yetarli shartlari
haqgidagi Dirak teoremasi ganday ifodalanadi?
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11. Ore teoremasida berilgan graf Gamilton grafi bo‘lishining
ganday vetarli shartlari keltirilgan?

12. Eyler va Gamilton graflari qo‘llanilib hal qilinadigan ganday
amaliy masalalarga misol keltira olasiz?

13. Kubik graf Eyler grafi bo‘la oladimi?

6-§. Grafning metrik xarakteristikalari

Graf, uch, qirra, uchlar orasidagi masofa, zanjir, oddiy zanjir,
metrika aksiomalari, uchburchak tengsizligi, uchning
ekssentrisiteti, grafning diametri, diametral zanjir, grafning
radiusi, grafning markazi, markaziy uch, radial oddiy zanjir,
girraning (yoyning) uzunligi, additivlik, zanjirning (yo ‘lning)
uzunligi, minimal uzunlikka ega yo‘l, Deykstra algoritmi.

6.1. Graflarda masofa tushunchasi. Bog‘lamli G=(V,U) graf
berilgan bo‘lsin. Bu grafda har qanday ikkita v, va v, uchlar bog‘lan-
gan bo‘lgani uchun chetlari v, va v,uchlardan iborat bo‘lgan hech
bo‘Imasa bir marshrut bor. v, va v, uchlarni bog‘lovchi eng gisqa
(v,,v, ) marshrutning uzunligi v, va v, uchlar orasidagi masofa,
deb ataladi va u d(v,,v, ) bilan belgilanadi. Ravshanki, eng gisqa
marshrut oddiy zanjirdir. Tabiiy ravishda d(v,v) =0 deb gabul
gilamiz.

Shuni ta’kidlash kerakki, graflarda masofa tushunchasini boshga
usul bilan ham aniglash mumkin.

Yugqoridagi usul bilan aniglangan masofa metrika aksiomalari
deb ataluvchi quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

1) d(v,,v)20;

2) v,=v, bo‘lgandagina d(v,,v,)=0 bo‘ladi;

3) d(vl,v2)=a'(v2,vl);

4) d(v,v,)=d(v,,v,)= d(v,,v,).

Oxirgi aksioma uchburchak tengsizligi, deb ataladi.
Bog‘lamli G =(V,U) graf berilgan bo‘lsin. G grafning ixtiyoriy
ve V uchi uchun aniglangan

e(v)=mz%/xd(v,w)
miqdor shu v uchning ekssentrisiteti, deb ataladi.

Bog‘lamli G graf barcha uchlarining ekssentrisitetlari orasidagi
qiymati eng kattasi (maksimali) shu grafning diametri, deb ataladi.
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G grafning diametri, odatda, d(G) bilan belgilanadi:

d(G):ma;(e(v)_
Diametr bu grafning istalgan ikki uchi orasidagi mumkin
bo‘lgan eng katta masofadir, ya’ni d(G )= max d(v,v,).
v V2€
Uzunligi d (G) ga teng bo‘lgan oddiy zanjir diametral zanjir,
deb ataladi. Tabiiyki, grafda diametral zanjir yagona bo‘lmasligi
mumkin.
Bog‘lamli G graf barcha uchlarining ekssentrisitetlari orasidagi
giymati eng kichigi (minimali) shu grafhing radiusi, deb ataladi.
G grafning radiusi, odatda, r(G) bilan belgilanadi:
r(G)= mme(v) Ravshanki, r(G)= mllf}maXd(Vli v,).
NEY el
Bog‘lamli G grafdagi ekssentrisiteti radiusga teng v, uch graf-
ning markazi (markaziy uchi), deb ataladi.
Agar v, uch G grafning markazi bo‘lsa, u holda

e(v,) :miVne(v) bo‘ladi, ya’ni grafning markaziy uchi minimal

ekssentrisitetga egadir.

Agar grafning markazidan boshga biron uchigacha bo‘lgan
oddiy zanjir eng uzun masofaga ega bo‘lsa, u holda bu zanjir
radial oddiy zanjir, deb ataladi.

Tabiiyki, grafning radiusi uning diametridan katta emas va graf
bittadan ko‘p markazga ega bo‘lishi ham mumkin. Bundan tashqari,
grafning barcha uchlari uning markaziy uchlari bo‘lishi ham mumkin.

Grafning markaziy uchlarini topish bilan bog‘liq masalalar
aholiga xizmat ko‘rsatadigan gandaydir obyektning (kasalxona,
maktab va shu Kabilarning) joylashish o‘rnini aniglash bilan bog*-
lig muammolarni hal gilishda go‘llanilishi mumkin. Ta’kidlash ke-
rakki, muayyan vaziyatlarda, ko‘pincha, boshqga holatlarni, jum-
ladan, obyektgacha borish vaqti, punktlar orasidagi masofa va shu
kabilarni hisobga olishga to‘g‘ri keladi. 3
Bunday vaziyatlarda joylashtirishning ;| _—" ~~_ s
minimaks masalalari, deb ataluvchi masa-

lalar vujudga keladi. 7
1-misol. 1-shaklda tasvirlangan grafni

qaraymiz. Bu grafda d (1,6)=2,d (2,7)=3, 4

d(G)=3; (1,4,6,7) va (1,5,6,7) zanjirlar J-shakl.
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diametral zanjirlardir, (1,3) va (1,3,5,6,7) zanjirlar esa diametral
zanjirlar bo‘la olmaydi. Berilgan grafda 4, 5 va 6 belgili uchlar
markazlar bo ‘lib, »(G)=2 hamda (6,7) va (6,4,1) radial oddiy
zanjirlardir, m

6.2. Minimal uzunlikka ega yol haqidagi masala. Berilgan
bog‘lamli grafning har bir qirrasiga (agar berilgan graf oriyentir-
langan bo‘lsa — yoyiga) qandaydir haqiqiy son mos qo‘yib, bu
sonni girraning (yoyning) uzunligi, deb ataymiz. Qirraning (yoy-
ning) uzunligi additiviik xossasiga ega deb faraz gilamiz, ya’ni
girralar (yoylar) yordamida tuzilgan zanjirning (yo ‘Ining) uzunligi
shu zanjirni (yo‘lni) tashkil etuvchi girralar (yoylar) uzunliklari
yig‘indisiga tengdir.

Tabiiyki, qirraning yoki yoyning uzunligi tushunchasi yechila-
yotgan masalaning mohiyatiga qarab, muayyan bir ma’noga ega
bo‘lishi mumkin. Masalan, ikki shahar orasidagi masofa, gan-
daydir operatsiyani bajarish uchun zarur mablag® (xarajatlar) yoki
vaqt va boshqalar. Shu nuqtayi nazardan, umuman olganda, bu
yerda manfiy uzunlikka ega yoki uzunligi nolga teng girra (yoy)
ham ma’noga ega deb hisoblanadi.

Amaliyotda uchraydigan ko‘plab masalalarda marshrut uzunligi
maksimallashtirilishi yoki minimallashtirilishi talab etiladi. Shunday
masalalardan biriga, anigrog‘i, kommivoyajer masalasiga Gamilton
graflari bilan shug‘ullanganda duch kelgan edik (ushbu bobning
5-paragrafiga qarang).

G=(V,U) oriyentirlangan graf berilgan bo‘lsin, bu yerda
V={1,2,...,m}. G grafning biron se V uchidan boshqa e V uchiga
boruvchi yo‘llar orasida uzunligi eng kichik bo‘lganini topish
masalasi bilan shug‘ullanamiz. Bu masalani minimal uzunlikka
ega yo‘l haqidagi masala, deb ataymiz. Quyida bu masalaning
umumlashmasi hisoblangan masalani garab, uni ham o‘sha nom
bilan ataymiz.

Grafdagi (i,j) yoyning uzunligini c, bilan belgilab, &(cﬁ),

i,j=1,m, matritsa berilgan deb hisoblaymiz. Yuqorida ta’kidlagan-

larimizga ko‘ra, C matritsaning ¢, elementlari orasida manfiylari
yoki nolga tenglari ham bo‘lishi mumkm Agar grafda biron i uchdan
chiqib, j uchga kiruvchi yoy mavjud bo‘lmasa, u holda bu yoyning
uzunligini cheksiz katta deb gabul gilamiz (c,=-). Bundan tash-
qari, G grafda umumiy uzunligi manfiy bo‘lgan sikl mavjud emas,
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deb hisoblaymiz, chunki aks holda uzunligi eng kichik bo‘lgan
yo‘l mavjud emas!.

Minimal uzunlikka ega yo‘l haqgidagi masalani hal etish usullari
orasida Deykstra? tomonidan taklif etilgan algoritm ko‘p go‘llaniladi.
Quyida grafning 1 belgili uchidan chiqgib (bu uchni manba deb
gabul gilamiz), grafdagi ixtiyoriy & uchgacha (bu uchni oxirgi
uch deb hisoblaymiz) eng gisqa uzunlikka ega yo‘Ini topish imkonini
beruvchi Deykstra algoritmi keltirilgan.

Dastlabki gadam. Manbaga (1 belgili uchga) £=0 giymatni
mos qo‘yib, bu uchni dastlab R0 deb gabul gilingan R to‘plamga
kiritamiz: R={1}. R=y\ R deb olamiz.

Umumiy qadam. Boshlang‘ich uchi R to‘plamga, oxirgi uchi

esa R to‘plamga tegishli bo‘lgan barcha yoylar to‘plami (R,R)
bo‘lsin. Har bir (i, j)e ( R,E) yoy uchun hij=£i+cij migdorni
aniglaymiz, bu yerda, ¢, deb ie R uchga mos qo‘yilgan giymat
(grafning 1 belgili uchidan chigib i belgili uchigacha eng gisqa yo‘l
uzunligi) belgilangan.

570 jn):(igﬁ)h"" giymatni aniglaymiz. (R,R) to‘plamning

oxirgi tenglikda minimum giymat beruvchi barcha elementlarini,
ya’ni (i, j) yoylarni ajratamiz. Ajratilgan yoylarning har biridagi
Je R belgili uchga g giymatni mos qo‘yamiz. g giymat mos qo‘yil-
gan barcha j uchlarni R to‘plamdan chiqgarib, R to‘plamga kiri-
tamiz.

Ikkala uchi ham R to‘plamga tegishli bo‘lgan barcha (i, j) yoylar
uchun ¢ +c,2¢, tengsizlikning bajarilishini tekshiramiz. Tekshi-

rilayotgan tengsizlik o‘rinli bo‘lmagan (ya’ni €; >¢; +¢; bo‘lgan)
barcha j, belgili uchlarning har biriga mos qo‘yilgan eski £; giymat

o‘rniga yangi €;+c; qiymatni mos qo‘yamiz va (i, ) yoyni

! Agar grafda umumiy uzunligi manfiy bo‘lgan sikl mavjud bo‘lsa, u holda
grafning qandaydir s uchidan shu siklning biron i uchiga o‘tib, keyin esa sikl
bo‘ylab harakatlanib, i uchga istagancha marta qaytish mumkin bo‘lganligidan,
istagancha kichik uzunlikka ega yo‘l tuzish mumkin.

* Deykstra Edsger Vayb (Dijkstra Wybe, 1930—2002) — golland matematigi.
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ajratamiz. Bunda eski €; giymat aniglangan paytda ajratilgan yoyni
ajratilmagan deb hisoblaymiz.

Uchlarga giymat mos qo‘yish jarayonini oxirgi (k belgili) uchga
giymat mos qo‘yilguncha davom ettiramiz. Grafning 1 belgili
uchidan (manbadan) chiqib, uning ixtiyoriy k£ uchigacha (oxirgi
uchigacha) eng gisga yo‘l uzunligi £, bo‘ladi.

Oxirgi qadam. Grafning oxirgi uchidan boshlab, ajratilgan
yoylar yo‘nalishiga garama-qarshi yo‘nalishda uning 1 belgili uchiga
kelguncha harakatlanib, natijada grafdagi 1 belgili uchdan ixtiyoriy
k uchgacha eng qisqa uzunlikka ega yo‘l(lar)ni topamiz. ®

2-misol. 2-shaklda tasvirlangan orgrafda oltita uch
(V={1,2,3,4,5,6}) va o‘n bitta yoy bo‘lib, har bir yoy uzunligi uning
yoniga yozilgan. Ko‘rinib turibdiki, berilgan grafda manfiy uzunlikka
ega (5,3) yoy ham bor. Isbotlash mumkinki, bu grafda umumiy
uzunligi manfiy bo‘lgan sikl mavjud emas.

2-shakl.

Yugorida bayon gilingan Deykstra algoritmini berilgan grafga
qo‘llab, eng gisqa uzunlikka ega yo‘lni topish bilan shug‘ullanamiz.
Dastlabki qadam. Manbaga (1 belgili uchga) ¢=0 giymatni
mos qo‘yamiz va R={1} to‘plamga ega bo‘lamiz. Shuning uchun,

R=V\R={2,3,4,5,6} boladi.

Umumiy gadam. I-iteratsiya. R={1} va 7(:{2,3 4,56} bo‘lgani
uchun boshlang‘ich uchi R to‘plamga tegishli, oxirgi uchi esa R
to‘plam elementi bo‘lgan barcha yoylar to‘plami (R ,E)z{ (1,2),

(1,3),(1,4)} gaegabo‘lamiz. (R,R) to‘plamga tegishli bo‘lgan har
bir yoy uchun h,-,- ning giymatlarini topamiz:
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(1,2) yoy uchun h,=¢+c,=0+2=2;

(1,3) yoy uchun h,=¢+c,,=0+10=10;

(1,4) yoy uchun h,=¢+c =0+13=13.

Bu 4,,, h, va h,, miqdorlar orasida eng kichigi 4, bo‘lgani
uchun (1,2) yoyni ajratamiz (3-shaklda bu yoy galin chiziq bilan
belgilangan) va 2 belgili uchga &=2 qiymatni mos qgo‘yamiz.
Algoritmga ko‘ra 2 uchni R to‘plamdan chigarib, R to‘plamga

kiritamiz. Natijada' R={1,2} va R={3,4,5,6} to‘plamlarga ega
bo‘lamiz.

Ikkala uchi ham R to‘plamga tegishli bo‘lgan bitta (1,2) yoy
bo‘lgani uchun faqat bitta ¢,+c,>¢, tengsizlikning bajarilishini
tekshirish kifoya. Bu tengsizlik 0+2 > 2 ko‘rinishdagi to‘g‘ri muno-
sabatdan iborat bo‘lgani uchun 2-iteratsiyaga o‘tamiz.

2-iteratsiya. (R,R)={(1,3),(1,4),(2,3),(2,5)} bo‘lgani sababli
h,=10, h, =13, h,,.=7 va h, =11 giymatlarni va min {,,,h,,.h,,,h,.}=
=h,,=7 ekanligini aniqlaymiz. Bu yerda eng kichik giymat (2,3)
yoyga mos keladi. Shuning uchun, (2,3) yoyni ajratamiz va &,=7
giymatni 3 belgili uchga mos qo‘yamiz. 3 belgili uchni R to‘p-
lamdan chiqarib, R to‘plamga kiritgandan so‘ng R={1,2,3} va

R={4,5,6} to‘plamlar hosil boladi.

Ikkala uchi ham R to‘plamga tegishli bo‘lgan uchta (1,2), (1,3)
va (2,3) yoylardan birinchisi uchun g+c,> ¢, tengsizlikning
bajarilishi 1-iteratsiyada tekshirilganligi va ¢, g, qiymatlarning
o‘zgarmaganligi sababli fagat ikkinchi va uchinchi yoylarga mos
gte,2¢e va gtc,> e munosabatlarni tekshirish kifoya. Bu
munosabatlar 0+10 > 7 va 2+5 > 7 ko‘rinishda bajariladi. Shuning
uchun 3-iteratsiyaga o‘tamiz.

3-iteratsiya. Boshlang‘ich uchi R={1,2,3} to‘plamga tegishli,
oxiri esa R={4,5,6} to‘plamga tegishli bo‘lgan yoylar to‘rtta: (1,4),
(2,5), (3,4) va (3,5). Shu yoylarga mos h,]. ning giymatlari 4 ,=13,
h,=11, h,=15, h,;=13 va, shuning uchun, min {h,,.h,,h,.h.}=
=h,=11 bo‘ladi. Demak, bu iteratsiyada (2,5) yoyni ajratamiz va
£,=11 deb olamiz. Endi, algoritmga ko‘ra, R={1,2,3,5} va R={4 6}
to‘plamlarni hosil gilamiz.

' Yozuvning ixchamligi nugqtayi nazaridan bu yerda va bundan keyin hosil
bo‘lgan to‘plamlar uchun R va R belgilar goldiriladi.
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Ikkala uchi ham R to‘plamga tegishli bo‘lgan yoylar oltita: (1,2),
(2,3), (1,3), (2,5), (3,5) va (5,3). Bu yoylarning har biri uchun
g1c;2 g tengsizlikning bajarilishini tekshirishimiz kerak. Lekin,
1- va 2- -iteratsiyalarda (1,2), (2,3) va (1,3) yoylar uchun bu ish
bajarilganligi sababli tekshirishni tarkibida 5 belgili uch qatnashgan
(2,5), (3,5) va (5,3) yoylar uchun amalga oshirib, quyidagilarga
ega bo‘lamiz: (2,5) yoy uchun g,+c,> e, munosabat to‘g‘ri
(2+9211), (3,5) yoy uchun g+c,.> e, munosabat to‘g‘ri
(7+6 > 11), lekin (5,3) yoy uchun &t c,> &, munosabat noto‘g‘ri
(11+(—6)=5<7). Oxirgi munosabatni hlsobga olib, algoritmga ko‘ra,
&=7 o‘rniga &=5 deb olamiz va (5,3) yoyni ajratilgan deb, ilgari
ajratilgan (2,3) yoyni esa ajratilmagan deb hisoblaymiz (3-shaklda
£,=7 yozuvning va (2,3) yoyning qalin chiziq‘i ustiga ajratilganlikni
inkor giluvchi x belgisi qo‘yilgan).

3-shakl.

4-jteratsiya. R={1,2,3,5}, 7{:{4,6} bo‘lgani uchun
(R,R)={(1,4),(3,4),(3,6),(5,6)} va h, =13, h,=13, h, =17,
h,=18 hamda min{h,,, h,,, h,, h} bo‘lad1 Demak (1,4 va(3,4)
yoylarni ajratamiz hamda 4 belgili uchga e,=13 giymatni mos
go‘yamiz. Natijada R={1,2,3,5,4}, R _={ 6} to‘plamlarga ega bo‘lamiz.

g+c,2 e munosabatning to‘g riligi (1,3), (1,4), (2,3), (3,5),
(5,3) va (3,4) yoylar uchun tekshmhb ko‘rilganda, uning barcha
yoylar uchun bajarilishi ma’lum bo‘ladi.

S-iteratsiya. Endi (R,R)={(3,6),(4,6),(5,6)} bo‘lgani uchun
h,=17, h,=14, h, =18 va min{h,,h, h. }=h, =14 bo‘ladi. Bu
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yerda minimum (4,6) yoyda erishilgani uchun uni ajratib,
orgrafning oxirgi 6 belgili uchiga =14 qiymatni mos go‘yamiz.
Oxirgi gadam. Berilgan orgrafda 1 belgili uchdan 6 belgili
uchgacha eng gisqga uzunlikka ega yo‘l(lar)ni topish magsadida,
algoritmga asosan, grafning oxirgi 6 belgili uchidan boshlab ajra-
tilgan yoylar yo‘nalishiga qarama-qarshi yo‘nalishda harakatlanib,
uning 1 belgili uchiga kelishimiz kerak. 6 belgili uchga kiruvchi
uch yoydan fagat bittasi ((4,6) yoy) ajratilgan bo‘lgani uchun
(4,6) yoy yo‘nalishiga qarama-qarshi yo‘nalishda harakat qilib,
6 belgili uchdan 4 belgili uchga kelamiz. 4 belgili uchga kiruvchi
ikkala ((1,4) va (3,4)) yoylar ham ajratilgan bo‘lgani uchun biz
tuzmoqchi bo‘lgan eng qisqa uzunlikka ega yo‘l yagona emas.
Agar harakatni (1,4) yoy yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda davom
ettirsak, u holda 4 belgili uchdan 1 belgili uchga kelib, eng qisqa
uzunlikka ega yo‘llardan biri bo‘lgan ¢, =(1,4,6) marshrutni topamiz.
Agarda harakatni (3,4) yoy yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda
davom ettirsak, u holda 4 belgili uchdan 3 belgili uchga kelamiz.
3 belgili uchga kiruvchi ikkita yoydan faqat bittasi ((5,3) yoy)
ajratilgan bo‘lgani uchun 3 belgili uchdan 5 belgili uchga kelamiz.
Shu usulda davom etsak, oldin 2 belgili, keyin esa 1 belgili uchga
o‘tib, mumkin bo‘lgan eng qisga uzunlikka ega bo‘lgan yo‘llardan
ikkinchisini, ya'ni p,=(1,2,5,3,4,6) marshrutni aniglaymiz.
Shunday qilib, 2-shaklda tasvirlangan grafda eng qisqa uzunlikka
ega u, va u, yo'llar borligini anigladik. Bu yo‘llarning har biri
minimal £=14 uzunlikka ega. ™

Muammoli masala va topshiriglar

1. 4-shaklda tasvirlangan grafning diametri, radiusi va markaz-
(lar)ini toping.

2. Petersen grafining markazini toping.

3. Kyonigsberg ko‘priklari hagidagi ma-
salaga mos grafning diametri va mar-

1 3 5 o . .
kazini toping.

4. Uch uy va uch quduq haqgidagi masa-
laga mos grafning diametri va radiusini
toping.

2 4 ’5 5. Insidentlik matritsasi quyida berilgan

grafning diametri, radiusi va mar-
4-shakl. kaz(lar)ini aniglang:
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1111000
1 0 0 01 01
01 0 0 0 0 1}
001 0010
0001110

6. Uchlari to‘plamlari kesishmaydigan K, va O, graflarga birikma
amalini qo‘llash natijasida hosil bo‘lgan grafning diametri va
radiusini aniglang.

7. Qirralari qo‘shniligi matritsasi quyida berilgan graflarning
radiuslarini aniglang:

0111101
01101 1011001
10111 1101010
a) b)
1101 08y 1 1 011 o0
01101 1001011
11010 0011100
1100100

8. Deykstra algoritmini 5-shaklda tasvirlangan grafga qo‘llab,
eng qisqa uzunlikka ega yo‘Ini toping.

S-shakl.

9. Siz yashayotgan hududda har bir aholi punktidan boshgasiga
bevosita borish mumkin bo‘lgan yo‘llarni va ularning
uzunliklarini aniglang. Bu ma’lumotlarga mos keluvchi graf
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tuzing va Deykstra algoritmini qo‘llab, o‘zingiz yashayotgan
aholi punktidan boshqga aholi punktiga borish mumkin bo‘lgan
yo‘llarning eng gisqa uzunlikka ega bo‘lganlarini toping.

Mustagil ishlash uchun savollar

1. Graf uchlari orasidagi masofa deb nimaga aytiladi?

2. Graf uchlari orasidagi masofa metrikaning qanday aksio-
malarini ganoatlantiradi?

3. Metrika aksiomalarining qaysi biri uchburchak tengsizligi
aksiomasi, deb ataladi?

4. Graf uchining ekssentrisiteti deganda nimani tushunasiz?

5. Grafning diametri deb nimaga aytiladi?

6. Diametral zanjir nima?

7. Grafning radiusi ganday aniglanadi?

8. Grafning markazi yagona uchdan iborat bo‘lmasligi
mumkinmi?

9. Grafning radial oddiy zanjiri ganday topiladi?

10. Graf girrasining (yoyining) uzunligi deganda nimani tushu-
nasiz?

11. Additivlik xossasini ganday tushunasiz?

12. Grafdagi zanjir (yo‘l)ning uzunligi qanday aniglanadi?

13. Qanday masalaga minimal uzunlikka ega yo‘l hagidagi masala
deb aytiladi?

14. Agar grafda umumiy uzunligi manfiy bo‘lgan sikl bor bo‘lsa,
u holda Deykstra algoritmini qo‘llab minimal uzunlikka ega
yo‘lni topish mumkinmi?

15. Deykstra algoritmining umumiy qadamida qanday ishlar
amalga oshiriladi?

7-§. Daraxtlar

Graf, uch, girra, daraxt, o ‘rmon, asiklik graf, marshrut, sikl,
zanjir, oddiy zanjir, ko ‘prik, grafning sinch daraxti, grafning
sinch o‘rmoni, grafning siklomatik soni.

7.1. Daraxt va unga ekvivalent tushunchalar. Siklga ega bo‘lmagan
oriyentirlanmagan bog‘lamli graf daraxt, deb ataladi'. Ta’rifga ko‘ra,
daraxt sirtmoqlar va karrali girralarga ega emas. Siklga ega bo‘Imagan
oriyentirlanmagan graf o ‘rmon (asiklik graf), deb ataladi.

! Oriyentirlangan daraxt tushunchasini ham kiritish mumkin.
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I-misol. 1-shaklda bog‘lamli komponentali soni beshga teng
bo‘lgan graf tasvirlangan bo‘lib, u o‘rmondir. Bu grafdagi bog‘lamli
komponentalarning har biri daraxtdir. ®

2-misol. 2-shaklda to‘rtta uchga ega bir-biriga izomorf bo‘Imagan
barcha (ular bor-yog‘i ikkita) daraxtlarning geometrik ifodalanishi
tasvirlangan. ®

VAT A NA

1-shakl. 2-shakl.

Beshta uchga ega bir-biriga izomorf bo‘Imagan barcha daraxtlar
uchta, oltita uchga ega bunday barcha daraxtlar esa oltita ekanligini
ko‘rsatish giyin emas.

Daraxt tushunchasiga boshgacha ham ta’rif berish mumkin.
Umuman olganda, G(m,n)-graf uchun daraxtlar haqidagi asosiy
teorema, deb ataluvchi quyidagi teorema o‘rinlidir.

1-teorema. Uchlari soni m va girralari soni n bo‘lgan G graf
uchun quyidagi tasdiglar ekvivalentdir:

1) G daraxtdir;

2) G asiklikdir va n=m—1;

3) G boglamlidir va n=m—1,

4) G bog ‘lamlidir va undan istalgan girrani olib tashlash amalini
go llash natijasida bog‘lamli bo‘lmagan graf hosil bo‘ladi, ya’ni
G ning har bir qgirrasi ko ‘prikdir;

5) G grafning o Zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita
uchi fagat bitta oddiy zanjir bilan tutashftiriladi;

6) G asiklik bo‘lib, uning qo‘shni bo ‘Imagan ikki uchini girra
bilan tutashtirish amalini qo llash natijasida faqat bir siklga ega
bo ‘Igan graf hosil boladi.

Isboti. Teoremaning 1) tasdig‘idan uning 2) tasdig‘i kelib
chigishini isbotlaymiz. G graf daraxt bo‘lsin. Daraxtning ta’rifiga
ko‘ra, u asiklik bo‘lishini ta’kidlab, m bo‘yicha matematik induksiya
usulini go‘llaymiz.

Matematik induksiya usulining bazasi: agar m=1 bo‘lsa, u
holda G daraxt fagat bitta uchdan tashkil topgan bo‘ladi. Tabiiyki,
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agar bitta uchga ega bo‘lgan grafda sikl bo‘lmasa, u holda unda
birorta ham girra yo‘q, ya’ni »=0. Demak, bu holda tasdiq to‘gridir.

Induksion o‘tish: G daraxt uchun k£>2 va m=k bo‘lganda,
2) tasdiq o‘rinli bo‘lsin deb faraz gilamiz. Endi uchlari soni m=k+1
va girralari soni n bo‘lgan daraxtni garaymiz. Bu daraxtning ixtiyoriy
qirrasini (v, v,) bilan belgilab, undan bu qgirrani olib tashlasak,
v, uchdan v, uchgacha marshruti (anigrog‘i, zanjiri) mavjud
bo‘lmagan grafni hosil gilamiz, chunki agar hosil bo‘lgan grafda
bunday zanjir bor bo‘lsa edi, u holda G daraxtda sikl topilar edi.
Bunday bo‘lishi esa mumkin emas.

Hosil bo‘lgan graf ikkita G, va G, bog‘lamli komponentalardan
iborat bo‘lib, bu komponentalarning har biri daraxtdir. Yana shuni
ham e’tiborga olish kerakki, G, va G, daraxtlarning har biridagi
uchlar soni kdan oshmaydi.

Matematik induksiya usuliga ko‘ra, bu daraxtlarning har birida
girralar soni uning uchlari sonidan bitta kam bo‘lishini
ta’kidlaymiz, ya’ni G, graf (m, n)-graf bo‘lsa, quyidagi tengliklar
o‘rinlidir: n=ntn+1, k+1=m+m,va n=m—1 (i=1,2). Bu
tengliklardan

n=ntnt1=m—1+m,—1+1= (m+m)—1= (k+1)—1

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, m=k+1 bo‘lganda ham n=m—1
tenglik o‘rinlidir. Bu esa, matematik induksiya usuliga ko‘ra, kerakli
tasdigning isbotlanganligini anglatadi.

Endi daraxtlar haqidagi asosiy teoremaning 2) tasdig‘idan
uning 3) tasdig‘i kelib chiqishini isbotlaymiz. G graf asiklik, ya’ni
u siklga ega bo‘lmagan graf va n=m—1 bo‘lsin. G grafning bog‘lamli
bo‘lishini isbotlash kerak.

Agar G graf bog‘lamli bo‘lmasa, u holda uni har bir bog‘lamli
komponentasi siklsiz graf G, (ya’ni daraxt) bo‘lgan gandaydir

k
kta (k>1) graflar dizyunktiv birlashmasi sifatida G= U G; tenglik
i=1

bilan ifodalash mumkin. Har bir i :I,—k uchun G, graf daraxt
bo‘lgani uchun, yuqorida isbotlangan tasdiqqa ko‘ra, agar unda m,
ta uch va n ta qirra bo‘lsa, u holda G, asiklikdir va n=m—1 tenglik

k K
o‘rinlidir. Tushunarliki, m=) m, van=> n, . Demak,
i=] =1
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nzi n,= Ek; (m; -1 )=i m; —k=m-k,
i=1

i=1 i=1

ya’ni G graf uchlarining umumiy soni undagi girralar umumiy
sonidan & ta ortigdir. Bu esa, £>1 bo‘lgani uchun, n=m—1 tenglikka
ziddir. Zarur tasdiq isbotlandi.

Teoremaning 3) tasdig‘idan uning 4) tasdig‘i kelib chiqishini
isbotlaymiz. G — bog‘lamli graf va n=m—1 bo‘lsin. Avvalo, k ta
bog‘lamlilik komponentalariga ega karrali girralari bo‘lmagan
sirtmogsiz (m,n)-graf uchun

mk<n< (m-k)(m-k+1)

munosabat o‘rinli bo‘lishini eslatamiz (ushbu bobning 4-para-
grafidagi 7-teoremaga garang).

n=m—1 bo‘lgani sababli G bog‘lamli grafdan istalgan girra
olib tashlansa, natijada m ta uch va (m—2) ta qirralari bo‘lgan graf
hosil bo‘ladiki, bunday graf m—k<n shartga binoan bog‘lamli
bo‘la olmaydi. Kerakli tasdiq isbotlandi.

Daraxtlar haqidagi asosiy teoremaning 4) tasdig‘idan uning
5) tasdig‘i kelib chiqishini isbotlaymiz. G bog‘lamli graf va uning
har bir girrasi ko‘prik bo‘lsin, deb faraz qilib, bu grafninng o‘zaro
ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uchi fagat bitta oddiy zanjir
bilan tutashtirilishi mumkinligini ko‘rsatamiz. G bog‘lamli graf
bo‘lgani uchun, uning istalgan ikki uchi hech bo‘lmasa, bitta
oddiy zanjir vositasida tutashtiriladi.

Agar qandaydir ikki uch bittadan ko‘p, masalan, ikkita turli
oddiy zanjir vositasida tutashtirilishi imkoniyati bo‘lsa, u holda
bu uchlarning biridan zanjirlarning birontasi bo‘ylab harakatlanib
ikkinchi uchga, keyin bu uchdan ikkinchi zanjir bo‘ylab
harakatlanib dastlabki uchga qaytish imkoniyati bor bo‘lar edi.
Ya’ni garalayotgan grafda sikl topilar edi. .

Tabiiyki, tarkibida sikl mavjud bo‘lgan grafning siklga tegishli
istalgan bitta girrasini olib tashlash uning bog‘lamliligi xossasini
o‘zgartirmaydi, ya’ni bu holda grafning siklga tegishli istalgan girrasi
ko‘prik bo‘lmaydi. Bu esa qilingan farazga ziddir. Teoremaning
4) tasdig‘idan uning 5) tasdig‘i kelib chigishi isbotlandi.

Endi teoremaning 5) tasdig‘idan uning 6) tasdig‘i kelib chiqi-
shini ko‘rsatamiz. Berilgan G grafning o‘zaro ustma-ust tush-
maydigan istalgan ikki uchi fagat bitta oddiy zanjir bilan
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tutashtirilishi mumkin bo‘lsin. Teskarisini, ya’ni G graf asiklik
emas, deb faraz gilamiz. Bu holda, G da sikl topiladi va undagi
ixtiyoriy siklga tegishli istalgan turli ikkita uchni kamida ikkita oddiy
zanjir vositasida tutashtirish imkoniyati bor. Bu esa G grafning
o‘zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikki uchi fagat bitta oddiy
zanjir bilan tutashtirilishi shartiga ziddir.

G grafninng qo‘shni bo‘lmagan v, va v, uchlarini girra bilan
tutashtirish amalini qo‘llash natijasida fagat bitta siklga ega bo‘lgan
graf hosil bo‘lishini ko‘rsatamiz. Shartga binoan, qaralayotgan v, va
v, uchlarni fagat bitta oddiy zanjir bilan tutashtirish mumkin. Oddiy
zanjir ta’rifiga ko‘ra esa, bu zanjir tarkibida sikl yo‘q. Shuning
uchun v, va v, uchlarni G grafning tarkibida bo‘lmagan (v,, v,)
girra bilan tutashtirish, albatta, tarkibida sikl topiladigan va bu sikl
yagona bo‘lgan grafni hosil giladi. Teoremaning 5) tasdig‘idan
uning 6) tasdig‘i kelib chiqishi ham isbotlandi.

Nihoyat, 1-teoremaning 6) tasdig‘idagi shartlar bajarilsa, G graf-
ning daraxt bo‘lishini, ya’ni teoremaning 1) tasdig‘i kelib chiqi-
shini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, asiklik G graf bog‘lamli bo‘lmasin.
- U holda bu grafning ixtiyoriy bog‘lamli komponentasidagi ixtiyoriy
uchni uning boshga bog‘lamli komponentasidagi ixtiyoriy uch
bilan qirra vositasida tutashtirish amalini qo‘llash natijasida tarkibida
sikl bo‘lgan graf hosil bo‘lmaydi. Bu esa 6) tasdigning ikkinchi
gismiga ziddir. B

I-natija. Bittadan ko‘p uchga ega bo‘lgan istalgan daraxtda
hech bo‘lmasa, ikkita darajasi birga teng uchlar mavjud.

Isboti. Hagigatan ham, agar v, v,,...,v, berilgan daraxt-

.
ning uchlari bo‘lsa, «ko‘rishishlar» haqgidagi lemmaga binoan

m

z p (v, )=2(m-1) tenglik o‘rinlidir. Daraxtning ta’rifiga ko‘ra, u
i=1

bog‘lamlidir, shuning uchun p (v )21 (i=1,m ). Bundan yuqoridagi
tenglik o‘rinli bo‘lishi uchun p (v)),p(v,),....p (v,) ketma-ketlikdagi
hech bo‘lmaganda, ikkita son birga teng bo‘lishi kelib chigadi. ®

2-natija. m ta uch va k ta bog‘lamli komponentali o ‘rmondagi
girralar soni (m—k) ga tengdir.

Isboti. 1-teorema isbotining 2) tasdigdan 3) tasdiq kelib
chigishiga bag‘ishlangan qismiga qarang. ®

2-teorema. Istalgan daraxtning markazi uning bitta uchidan yoki
ikkita qo‘shni uchlaridan iborat boladi.
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Isboti. Agar daraxt bitta uch yoki ikkita qo‘shni uch va ularni
turashtiruvch girradan tashkil topgan bo‘lsa, teorema tasdig‘i
to‘g‘riligi oydindir.

G daraxt tarkibida ikkitadan ko‘p uch bor, deb faraz gilamiz.
G daraxtdagi darajalari birga teng barcha uchlarni (ya’ni daraxtning
barcha chetki uchlarini) bu uchlarga insident barcha girralar (ya’ni
daraxtning barcha chetki qirralari) bilan birgalikda G daraxtdan
olib tashlaymiz. Natijada uchlari va qirralari soni berilgan G daraxt-
dagi uchlar va girralar sonidan kam bo‘lgan gandaydir G'daraxtni
hosil gilamiz. G’ daraxtdagi har bir uch ekssentritsiteti G daraxt-
dagi mos uch ekssentritsitetidan bitta kam bo‘lishi va bu
daraxtlarning markazlari ustma-ust tushishi ravshandir.

Berilgan graf chekli bo‘lgani uchun, yuqoridagi bayon etilgan
jarayonni yetarlicha marta takrorlash natijasida bitta uch yoki ikkita
go‘shni uch va ularni tutashtiruvch girradan tashkil topgan
gandaydir daraxtni hosil gilamiz. ®

Uchlari soni ma’lum, o‘zaro izomorf bo‘lmagan va gandaydir
shartlarni qanoatlantiruvchi daraxtlar sonini aniglash masalasi
daraxtlarni o‘rganishda muhim masala hisoblanadi. Yuqorida 4, 5 va
6 ta uchlarga ega o‘zaro izomorf bo‘lmagan daraxtlar, mos ravishda,
2, 3 va 6 ta ekanligi ta’kidlangan edi. A. Keli uglerod atomlari soni
berilgan va C H, ., ko‘rinishdagi kimyoviy formula bilan
ifodalanuvchi to‘yingan uglevodorodlar sonini topish masalasini
har bir uchining darajasi bir yoki to‘rt bo‘lgan daraxtlar sonini
topish masalasiga keltirib hal gilgan. Quyidagi teorema Keli nomi
bilan yuritiladi.

3-teorema (Keli). Uchlari soni m bo ‘lgan belgilangan daraxtlar
soni m™? ga teng.

Isboti o‘quvchiga havola qilinadi.

7.2. Grafning siklomatik soni. Faraz qilaylik, G sirtmogsiz va
karrali girralari bo‘lmagan gandaydir bog‘lamli graf bo‘lsin. Bu
grafdan uning biron sikliga tegishli bitta qgirrasini olib tashlash
natijasida hosil bo‘lgan graf bog‘lamli graf bo‘lishi ravshandir.
Grafdan uning biron sikliga tegishli bitta qgirrasini olib tashlash
amalini hosil bo‘lgan graflarga, imkoni boricha, ketma-ket qo‘llash
natijasida G grafning barcha uchlarini bog‘lovchi graf-daraxtni
hosil qilish mumkin. Bunday daraxt G grafning sinch daraxti
(sinchi, karkasi, qovurg‘asi), deb ataladi.

Tabiiyki, bitta grafning bir necha sinch daraxtlari mavjud
bo‘lishi mumkin.
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2-misol. 3-shaklda tasvirlangan graf
sinchlaridan birining qirralari berilgan
grafning boshqa girralariga qaraganda
qalinroq chiziqglar vositasida ifodalan-
gan. &

Endi G'sirtmogsiz va karrali girra- 2_shakl.
lari bo‘lmagan m ta uch, n ta girra va
k ta bog‘lamli komponentalardan tashkil topgan graf bo‘lsin. Agar
yuqorida tavsiflangan usul yordamida G grafdan girralarni ketma-
ket olib tashlash amalini qo‘llash natijasida uning har bir
komponentasi bog‘lamliligi buzilmasa, u holda berilgan G grafning
sinch o ‘rmoni deb ataluvchi grafni hosil gilish mumkin.

Berilgan G grafdan uning sinch o‘rmonini hosil gilish magsa-
dida olib tashlanishi kerak bo‘lgan girralar soni A=A4 (G) bu qirra-
larni olib tashlash tartibiga bog‘liq emasligi va A=n—m+k bo‘lishi
ravshandir. Qaralayotgan G graf uchun m—k<n tengsizlik o‘rinli
bo‘lganligidan, 4 (G)=0 bo‘ladi. A (G) sonni G grafning siklo-
matik soni (siklik rangi), deb ataymiz.

Grafning siklomatik soni tushunchasi, gqandaydir ma’noda,
grafning bog‘lamlilik darajasini aniglovchi vositadir. Ravshanki,
daraxt uchun A=0 bo‘ladi (1-teoremaga qarang).

Grafning o‘rmon bo‘lishi uchun uning siklomatik soni nolga
teng bo‘lishi zarur va yetarlidir (2-natijaga qarang).

Grafning yagona siklga ega bo‘lishi uchun uning siklomatik soni
birga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. Qirralari soni uchlari sonidan
kichik bo‘lmagan graf siklga egadir. Bu tasdiglar ham 1-teoremaning
natijalaridir.

3-misol. 3-shaklda tasvirlangan graf (6,9)-graf bo‘lib, uning
bog‘lamlilik komponentalari soni birga teng. Bu grafning siklomatik
sonini aniglasak, A=9—6+1=4 bo‘ladi. Olib tashlangan girralar
3-shaklda ingichka chiziglar bilan ifodalangan. &

Muammoli masala va topshiriglar

1. Bir-biriga izomorf bo‘lmagan:

a) oltita, b) yettita, d) sakkizta, e) to‘qqizta uchga ega barcha
daraxtlarni geometrik ifodalang.

2. 1-shaklda tasvirlangan o‘rmondagi daraxtlarning har biri
uchun markaz(lar) bo‘luvchi uchlarni toping.

3. Keli teoremasining isbotini o‘rganing (masalan, [ 10] kitobga
garang).
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4. Uchlari uchta va to‘rtta bo‘lgan barcha belgilangan daraxtlarni
geometrik ifodalang.

5. Petersen grafining sinch daraxtlaridan birini aniglang.

6. K, ; grafning sinch daraxtlaridan bir nechasini toping.

7. 12 ta uchi, 10 ta qgirrasi va 3 ta bog‘lamli komponentasi bo‘l-
gan, sirtmogqsiz, karrali girralari bo‘lmagan grafning sinch
o‘rmonini hosil gilish uchun uning nechta qirrasini olib
tashlash kerakligini aniglang.

8. Insidentlik matritsalari quyida berilgan graflarning siklomatik
sonlarini toping:

1100000 1110
0111000 1000
1010100 0001

Vlooor1111 [ P0010
0000010 0100
000000 0001

9. Uchlari qo‘shniligi matritsalari quyida berilgan graflarning
sinch daraxtlaridan bir nechasini toping:

> b)

— e
—_ 0 O e
- o o -
[ =)
—_ = O O

11
01
01
10
11

O = e O

1
1
1
0

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Qanday grafga daraxt deyiladi?

2. O‘rmon deb nimaga aytiladi?

3. O‘rmon bilan daraxt bir-biridan nimasi bilan farq qiladi?

4. Daraxtning uchlari va qirralari sonlari orasida ganday
bog‘lanish bor?

5. Daraxtdan biron qirra olib tashlansa, natijada qanday xossa-
larga ega bo‘lgan graf hosil bo‘ladi?

6. Daraxtning har bir girrasi haqgida nima deyish mumkin?
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7. Daraxtdagi o‘zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita
uchini nechta oddiy zanjir bilan tutashtirish mumkin?

8. O‘rmondagi o‘zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita
uch oddiy zanjir bilan tutashtirilsa, natijada qanday graf hosil
bo‘lishi mumkin?

9. Daraxtning qo‘shni bo‘lmagan ikki uchini girra bilan tutash-
tirilsa, natijada ganday graf hosil bo‘ladi?

10. O‘rmondagi qo‘shni bo‘lmagan ikki uchni girra bilan
tutashtirilsa, natijada gqanday graf hosil bo‘ladi?

11. Bittadan ko‘p uchga ega bo‘lgan istalgan daraxtda gancha
darajasi birga teng uchlar bor?

12. mta uch va k ta bog‘lamli komponentasi bo‘lgan o‘rmonda
gancha girra bor?

13. Istalgan daraxtning markazi hagida nima deyish mumkin?

14. Grafning sinch daraxti deganda nimani tushunasiz?

15. Petersen grafidan bog‘lamlilikni buzmasdan nechta girrani
olib tashlash mumkin?

16. Oktaedrga mos grafdan bog‘lamlilikni buzmasdan nechta
qirrani olib tashlash mumkin?

17. Grafning siklomatik soni ganday aniglanadi?

18. Berilgan graf o‘rmon bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti
siklomatik son orqali ganday ifodalanadi?

19. Graf yagona siklga ega bo‘lishining siklomatik son tushunchasi
yordamida ifodalanuvchi qanday zaruriy va yetarli shartini
bilasiz?

8-§. Tarmoglar

Graf, uch, qirra, orgraf, yoy, tarmoq, to ‘plam, blok-sxema,
gipergraf, boglamli tarmoq, sirtmoq, yoyning o ‘tkazish
qgobiliyati, uchning chiqish va kirish yarimdarajalari, manba,
o ‘pgon, tarmogdagi ogim, yoy bo‘ylab ogim, tarmogdagi ogim
miqdori, maksimal ogim, to yingan, to‘yinmagan, to'g‘ri va
teskari yoylar, zanjir, tarmogning <«tor joyi», kesim, manbani
o ‘pgondan ajratuvchi kesim, kesimning o ‘tkazish qobiliyati,
minimal kesim.

8.1. Tarmogq tushunchasi. Graflar nazariyasida hozirgacha ba’zi
iboralar bo‘yicha umumiy kelishuv garor topmaganligini qayd
qilgan edik. Bu fikr graflar nazariyasining farmogq va tarmoqqa oid
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tushunchalari bilan ish ko‘rganda yaqqol namoyan bo‘ladi. Ba’zan,
«tarmogy» iborasi o‘rniga «to‘r» iborasini ham qo‘llaydilar. Masalan,
S.V. Yablonskiyning 1986-yilda bosilib chiggan «Bsenenue B
JUCKPETHYI0 MaTeMaTuKy» («Diskret matematikaga kirish») nomli
o‘quv qo‘llanmasida ([1]da) graf tushunchasi umumlashtirilib,
tarmogning quyidagi ta’rifi berilgan va «tarmog» tushunchasi
xususida fikrlar ham bayon qilingan.

«Berilgan M = {a,, a,,...} to‘plam va har bir E, elementi
M dan olingan R={E E,, E,...} 'majmuani (naborni) tarmogq,
deb ataymiz va M (E; E, E,...) bilan belgilaymiz, bu yerda
E. =( a, (iy >, (iy »--)- M to‘plamning obyektlari tarmoq uchlari
deb, E, majmuadagi obyektlar esa farmog qutblari, deb ataladi».

Yugorida eslatilgan kitobda ta’kidlanishicha: «Adabiyotda tarmoq
tushunchasiga yaqin tushunchalar ham uchraydi, masalan, «blok-
sxema» tushunchasi, «gipergraf> tushunchasi. Blok-sxema tushun-
chasi tarmoq tushunchasidan oldin paydo bo‘lgan, gipergraf
tushunchasi esa keyinrogy.

Gipergraf tushunchasi — bu graf tushunchasining shunday
umumlashmasiki, bunda qirralar nafagat ikki elementli bo‘lishi,
ular uchlar to‘plamining istalgan qism to‘plamlari bo‘lishi ham
mumkin.

Graf tushunchasining turli umumlashmalarini ma’qullagan
hamda bunday umumlashmalar turli masalalarni hal etishda zarur
qurol sifatida ishlatilishini ta’kidlagan holda [10] kitobdagi tarmoq
tushunchasining bir-biriga ekvivalent bo‘lgan quyidagi ikki ta’rifini
keltiramiz:

1) har bir a yoyiga v (a) manfiymas haqiqiy son mos qo‘yilgan
N orgraf tarmog, deb ataladi;

2) tarmoq deb shunday (D,y) juftlikka aytiladiki, bunda
D=(V,U) — orgraf, v esa D orgrafning yoylari to‘plamini
manfiymas hagqiqiy sonlar to‘plamiga akslantiruvchi funksiya.

8.2. Tarmogdagi ogimlar. Graflar (orgraflar) bilan bog‘liq
ko‘plab tushunchalarni osonlik bilan tarmoqlar uchun ko‘chirish
mumkin.

T=(G, b) tarmoq berilgan bo‘lsin, bu yerda, G=(V, U) —
bog‘lamli graf (yoki orgraf, yo bo‘lmasa, aralash graf), b esa G
grafning yoylarini manfiymas b, (v, v, e ¥) haqiqiy sonlar to‘plamiga
akslantiruvchi funksiya. G grafda sirtmoq va karrali girra va/yoki
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yoylar bo‘lmasin deb faraz gilamiz. Ikkita v, va E.uchlarni tutashtiruvchi
oriyentirlanmagan yoyni (qgirrani) ikkita oriyentirlangan yoylarga
almashtirish mumkin, deb hisoblaymiz. Shuning uchun bundan
buyon G grafni orgraf, deb hisoblash mumkin.

Ta’kidlaymizki, «tarmoqg» tushunchasi har bir yoyga bir necha
sonlarni mos qo‘yish imkoniyatini beradi, graf (orgraf)da esa yoy
faqatgina mos uchlarning tutashtirilgan yoki tutashtirilmaganligini
aniglaydi, xolos. Har bir (v, v) yoyga manfiymas b, sonni mos
qo‘yib, bu sonni yoyning o ‘tkazish qobiliyati, deb ataymiz.
Tarmogning har bir ve V uchi uchun quyidagi tushunchalarni
kiritamiz: v uchning chiqish yarimdarajasi p(v) — bu v uchdan
chiquvchi barcha yoylar o‘tkazish qobiliyatlari yig‘indisi, v uchning
kirish yarimdarajasi p(v) — bu v uchga kiruvchi barcha yoylar
o‘tkazish qobiliyatlari yig‘indisi.

«Ko‘rishishlar» hagidagi lemma bu yerda quyidagicha ifodalanadi:
tarmogning barcha uchlari chiqish yarimdarajalari yig ‘indisi ular-
ning kirish yarimdarajalari yig‘indisiga tengdir.

Grafning uchlari orasida kirish yarimdarajalari nolga teng
bo‘lganlari guruhini ajratamiz. Bu guruhga tegishli uchlarning har
biri manba, deb ataladi. Shunga o‘xshash, orgrafning chiqgish
yarimdarajalari nolga teng bo‘lgan uchlari guruhini ham ajratish
mumkin. Bu guguhga tegishli har bir uch o ‘pgon, deb ataladi.

Faraz qilaylik, G orgraf faqat bitta v. manbaga va fagat bitta
v,0‘pgonga ega bolsin. Bir necha manba va/yoki o‘pqonga ega bo‘lgan
tarmoqgning orgrafiga yangi elementlar qo‘shib olish yo‘li bilan
yuqoridagi xususiy holga osonlik bilan keltiriladi'.

G orgrafning har bir (v, V) yoyiga manfiymas x, sonlar mos
go‘yilgan bo‘lib, biron p >0 uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

— p,agar k=s bo‘lsa,
1 Y x,— Y, x,=10,agark#svak=t bolsa,

(v v U v vy U p, agar k=t bo‘lsa,

2) G orgrafda mavjud barcha (v, vj) yoylar uchun 0 <x,< bij'

I Masalan, agar manbalar bittadan ko‘p bo‘lsa, u holda yangi (qalbaki)
manba tarmoqqa kiritiladi va grafning qgalbaki manbaga mos yangi uchi uning
haqiqgiy manbalariga mos uchlari bilan yoylar vositasida tutashtiriladi. O‘pgonlar
ko‘p bo‘lganda ham shunga o‘xshash ish amaiga oshiriladi.
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Bu shartlar bajanlganda X={x; | (v, v) e U} to'plamga T tarmog-
dagi v, manbadan v, o‘pgonga yo nalgan ogim deb, p miqdorga
esa, bu X oqimning miqdori, deb ataladi. 1) va 2) shartlarni
qanoatlant1ruvch1 har bir x; songa (v, v) yoy bo Ylab ogim yoki
yoy ogimi deyiladi.

Yugoridagi 1) shartga ko‘ra, manba va o‘pgondan farqli istalgan
uchga «kiruvchi» ogim shu uchdan «chiquvchi» ogimga tengdir,
2) shartga ko‘ra esa, istalgan yoy bo‘ylab oqim miqdori shu yoyning
o‘tkazish qobiliyatidan oshmaydi. 1) shartdan ko‘rinib turibdiki,
manbaga insident yoylar bo‘yicha ogimlar yig‘indisi o‘pgqonga
insident yoylar bo‘yicha oqimlar yig‘indisiga tengdir:

Xg= D, X%=D.
(v v, U (v v U

I-misol. 1-shaklda manbasi v, va o‘pqoni v, bo‘lgan T=(G,b)
tarmoq tasvirlangan bo‘lib, uning yoylari yoniga mos of‘tkazish
gobiliyatlari yozilgan, bunda G=(V,U),

V={v4, V1505, V55V, Vi),

U={(vo M )a(vo %) ),(vl %) )9(v1 »V3 )s(vz sV3 )s
(Vz V3 )V, v, )a(v3 Vs )(Vs 505 (v, Vs )}

Bu tarmoq uchun b,=7, b,=3, b,,=2, b,=5, b, =2, b,=4,
b,=1, b, =5, b,,=3, b —2 b 2 b,,=2, b,=4 ekanligi
shakldan ko‘rinib turibdi.

Tarmogning har bir uchi uchun chiqish yarimdarajalari va kirish

yarimdarajalarini aniqlaymiz: ﬁ(vo )= 10, ﬁ(vl )=1, ﬁ(vz =1,

1-shakl.
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p(v;)=12,p(v, )=6, p(v5)=0, p (v, )=0, p (v, )=14,
p(v,)=8, p(v;)=11, p(v, )=3,p (vs )=6.

Berilgan T’ tarmoq orqali v, manbadan v, 0‘pgonga 4 kattalikka
ega bo‘lgan X' ogimni quyidagi sonlar to‘plami bilan ifodalash
mumkin: x,=2, x,=2, x,=0, x,=2, x,=0, x,=1, x,=1,
x,=0, x,=0, x,=2, x~1, x,=0, x,=3. Qaralayotgan X' oqim-
ning migdori p,=x+x,=x,;+x,,~4. &

Tarmoq bo‘ylab o‘tkazish mumkin bo‘lgan ogimlar orasida
miqdori eng katta (maksimal) ogimni topish amaliyot nuqtayi
nazaridan katta ahamiyatga egadir. Bunday oqimlar maksimal
ogimlar, deb ataladi. 1-misolda keltirilgan ogim maksimal ogim
emas, chunki berilgan tarmoq uchun miqdori 5 bo‘lgan oqim
bor (ushbu paragrafning oxiriga qarang). Albatta, umumiy holda
tarmoqda bir necha turli maksimal ogimlar bo‘lishi mumkin.

Maksimal ogimni o‘rganishda quyidagi tushunchalarni kiritish
magqgsadga muvofiqdir. 7o ‘yingan yoy — bu yoy bo‘ylab ogim
miqgdori uning o‘tkazish qobiliyatiga teng, fo yinmagan yoy — bu
yoy bo‘ylab ogim miqdori uning o‘tkazish qobiliyatidan kichik.

2-misol. 1-misolda garalgan tarmoq uchun aniglangan X' ogimda
Xy, =2<b,=7 va x,;=1=b,, bo‘lgani uchun (v,, v,) to‘yinmagan,
(v), v,) esato‘yingan yoylardir. ®

Tarmoqdagi ogimlarni o‘rganishda, zanjir tushunchasi muhim
rol o‘ynaydi. Bu yerda zanjir deganda tarmoqdagi yo‘nalishi e’tiborga
olinmasdan bir-biriga ulangan yoylar ketma-Kketligini tushunamiz.
Biron zanjirga tegishli yoyning yo‘nalishi zanjirdagi uchlar ketma-
ketligini o‘tish yo‘nalishiga mos tushsa, bu yoyni 7o g %/ yoy deb,
aks holda esa, uni teskari yoy deb ataymiz.

Tarmoqdagi ogimlarni tadqiq gilganda kesim tushunchasi
ham muhim hisoblanadi. T tarmoqgning G orgrafi uchlari to‘plami
V ni o‘zaro kesishmaydigan hamda har biri bo‘sh bo‘lmagan ikkita

Rva R qism to‘plamlarga ajratamiz, ya'ni ¥ = RUR, RN R = @,
R+@vaR#0D.

Boshlang‘ich uchi R to‘plamga, oxirgi uchi esa R to‘plamga
tegishli bo‘lgan barcha yoylar to‘plamini kesim deb ataymiz. Kesimni

(R, R) bilan belgilaymiz.
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Agar (R, E) kesim bo‘lib, v, manba R to‘plamga, v, o‘pqon esa
R to‘plamga tegishli bo‘lsa, u holda (R, R) ga v, manbani v, o'p-
gondan ajratuvchi (yoki ayiruvchi) kesim, deb ataladi.

Har bir kesimga giymati kesimni tashkil etuvchi barcha yoylar
o‘tkazish qobiliyatlari yig‘indisiga teng bo‘lgan va kesimning
0 ‘tkazish qobiliyati (yoki migdori) deb ataluvchi b (R, -ﬁ) son mos
go‘yilishi mumkin:

BRRY = Y b
vEeRveR

Barcha mumkin bo‘lgan kesimlar ichida o‘tkazish qobiliyati
eng kichik bo‘lganini minimal kesim, deb ataymiz.

Tarmoqda bir necha turli maksimal ogimlar bo‘lishi mumkin
ekanligini yuqorida ta’kidlagan edik. Xuddi shunga o‘xshash,
tarmoqda bir necha turli minimal kesimlar bo‘lishi ham mumkin.

Ravshanki, agar tarmoq boshlang‘ich uchi v, manbada va oxirgi
uchi v, o°pqonda bo‘lgan zanjirdangina iborat bo‘lsa, bu tarmoq
bo‘ylab o‘tkazish mumkin bo‘lgan maksimal oqim giymati shu
zanjirni tashkil etuvchi yoylarning o‘tkazish qobiliyatlarining
minimal qiymati bilan chegaralangan bo‘ladi. Shu tufayli, bu
yerda, minimal o‘tkazish qobiliyatiga ega bo‘lgan yoy tarmogning
(zanjirning) «tor joyi» deb atalishi joyizdir.

Tarmoqdagi v, manbani v, o‘pqondan ajratuvchi (R, ﬁ) kesim
iborasi istalgan tarmoqda «tor joy» iborasining o‘xshashi sifatida
garalishi mumkin.

Faraz qilaylik, X={x;, (v, v)ev} — T tarmoqdagi gandaydir
ogim bo‘Isin. Bu tarmoqdagi v, uchdan v, uchga yo‘nalgan biron p
yo‘l bo‘ylab ogim shu yo‘l yoylaridagi ogimlarning eng kichik
giymati sifatida aniglanadi:

oy, X) = Qi ;-

p/

Tabiiyki, tarmoqdagi X ogimning miqdori p(X) uchun
pX) =Y pu,X)

peM

tenglik o‘rinlidir, bu yerda, M—G— orgrafdagi v, uchdan v, uchga
yo‘nalgan barcha yo‘llar to‘plamidan iborat.
Kesimning ta’rifidan ko‘rinib turibdiki, v, uchdan v, uchga
olib boruvchi ixtiyoriy u yol shu v, va v, uchlarni ajratuvchi har
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ganday (R, ﬁ) kesimning hech bo‘lmaganda bitta yoyini o‘zida

saglaydi. Shuning uchun, agar ixtiyoriy (R, ﬁ) kesimning barcha
yoylarini tarmoqdan olib tashlasak, u holda G orgrafda v, uchdan
v, uchga boradigan bironta ham yo‘l (va, demak, oqim ham)
mavjud bo‘lmaydi.

Demak, yuqorida aytilganlarni hisobga olib tarmoqdagi ogim

miqdori p(X) bilan ixtiyoriy (R, R) kesimning o‘tkazish gobiliyati

b(R,ﬁ) uzviy bog‘langan, degan xulosaga kelish mumkin. Bu
bogflanish quyidagi teoremada o‘zining aniq ifodasini topgan.
1-teorema. T=(G, b) tarmoqdagi ixtiyoriy X ogim miqdori
p(X) shu tarmogdagi v, manba va v, o‘pqonni ajratuvchi har
ganday (R, 1—{) kesimning o‘tkazish qobiliyatidan oshmaydi, ya’ni

p(X) < b(R, R).
Isboti. T=(G, b) tarmoqdagi X oqim ta’rifidan bevosita quyi-
dagi tengliklar kelib chigadi:
p(X)= Y x,,0= > x,- > x, weR.

(v, ;U (v wOEU (v U

Bu tengliklarning mos tomonlaridagi ifodalarni qo‘shib va
o‘xshash hadlarini ixchamlab,

p(X)= X7 2%
(v ) )e(R.R)  vjeRyeR

tenglikni olamiz. 2) shartni va zxj,2 0 ekanligini hisobga olsak,

v;eR v;eR

oxirgi tenglikdan P(X)< Y, b, =b(R,R) munosabat kelib

chigadi. ® (o Xn

1955-yilda L. R. Ford' va D. R. Falkerson? tomonidan maksimal
ogim va minimal kesim haqidagi teorema, deb ataluvchi quyidagi
teorema isbotlangan.

1Bu yerda bir xil Lester Randolph Ford ism-sharifga ega AQSH matematiklari
ota-bola L.R. Fordlarning kichigi (1927-yilda tug‘ilgan) nazarda tutilgan.
2 D.R. Falkerson (Detbert Ray Fulkerson, 1924—1976) — matematik.
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2-teorema (Ford-Falkerson). Istalgan tarmoqda manbadan
o‘pgonga maksimal ogimning miqdori manbani o‘pqondan
ajratuvchi minimal kesimning o‘tkazish qobiliyatiga teng.

Isboti. T=(G, b) tarmoq, G=(¥,U) orgraf, ve ¥ manba, ve V'
o‘pgon va berilgan tarmogdagi maksimal oqimning migdori bo‘Isin.

(v;,v;)eU} oqim topilsaki,

Agar tarmoqda shunday X™={x;

uning p*=p(X*) miqdori biror (R ,IE' ) kesimning o‘tkazish
qobiliyatiga teng bo‘lsa, 1-teoremadan shu X° maksimal oqim,

(R ,13' ) esa minimal kesim bo‘lishi kelib chigadi. Demak, teorema
isbotiga ega bo‘lish uchun 2" =b(R ,R") tenglik o‘rinli bo‘ladigan

(R ,Ig' ) kesimni qurish mumkinligini ko‘rsatish yetarli.
Bunday kesimni qurish magsadida tarkibida, albatta, v, uch
bor bo‘lgan, lekin v, uchni saglamaydigan R’ to‘plamni aniqlash
zarur. Bu R’ to‘plam v, uchdan chiquvchi zanjir bilan tutashtirish
mumkin bo‘lgan uchlar to‘plamidan iborat bo‘ladi. V' to‘plamning

golgan uchlari R* to‘plamni tashkil etadi.
X" ={x;

Shu ogimga mos R" to‘plamning elementlarini ketma-ket ravishda
quyidagi goida bo‘yicha aniglaymiz:

(v, ,v; )eU } maksimal ogim bo‘lsin, deb faraz qilamiz.

—Vve R,
— agar ve R va Xx; <b; bo‘lsa, u holda ve R’;

— agar ve R va xj; >0 bo‘lsa, u holda ve R".

Agar R to‘plamni aniqlash jarayonida v,uchni R* to‘plamga
kiritish imkoniyati topilmasa, ya’ni v R" bo‘lsa, u holda izlana-
yotgan (R’ ,R~' ) kesimni qurish mumkin bo‘ladi.

Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni ve R’ bo‘lsin. U holda R
to‘plamning aniglanish qoidasiga asoslanib, shunday u=(v, v, ,

hyseees Vi ,v) zanjirni qurish mumkinki, uning barcha to‘g‘ri
yoylari oquga to‘yinmagan, teskari yoylarida esa oqim musbat
bo‘ladi. u zanjirning barcha to‘g‘ri yoylari to‘plamini U, (i), teskari
yoylari to‘plamini esa U_(u) deb belgilaymiz.
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Quyidagi migdorlarni garaymiz: €= (b;~x ),

(iV)EU(u)

—

8—(v vrr)lellrjl o X; - Tushunarliki, €= mln(e 8)>0 bo‘ladi. Agar u

yo‘lning barcha to‘g‘ri yoylarida oqim £ miqdorga oshirilib, uning
barcha teskari yoylarida esa € migdorga kamaytirilsa, u holda
tarmoqdagi oqim miqdori € ga ortadi. Bu esa x* ogimning maksimal
ogim ekanligiga ziddir. Olingan gqarama-qarshilik ve R" ekanligini
ko‘rsatadi.

Endi yuqorida bayon qilingan goidani ketma-ket qo‘llab, hosil
gilingan R to‘plam uchun R"=F\R" deb olsak, G orgrafning R"
to‘plamga tegishli uchlarning biridan chigib R* to‘plamga tegishli

uchlarning biriga kiruvchi barcha yoylari to‘plami ( R’ ,IE‘ ) kesimni
tashkil etadi. ~

R’ to‘plamning aniglanishiga asosan, barcha (Vi »V; ) (R ,R")
yoylar ogimga to‘yingan (X} =b; ), R to‘plamga tegishli uchlardan
chigib, R" to‘plamga tegishli uchlarga kiruvchi barcha (vj, veU
yoylarda esa ogim nolga teng (x;- =0 ) bo‘ladi. Shuning uchun,
1-teoremaning isbotida hosil gilingan

)= X x- > x

i E(RR), veRveR
formulaga ko‘ra,

P=prX= Y x; = Y b=HK,R)

iV E(R,R) (Vv )e(R,R)
munosabatni olamiz. Demak, qurilgan (R",R") kesim uchun

p' =b (R ,R") tenglik bajariladi. Bu yerdan, yuqoridagi eslatilgan

mulohazalarga ko‘ra, teorema isbotiga ega bo‘lamiz. ®
8.3. Ford algoritmi. T=(G, b) tarmogni garaymiz, bu yerda,
= (V, U) — orgraf, b esa G orgrafning yoylarini manfiymas
( v,ve V) haqiqiy sonlar to‘plamiga akslantiruvchi funksiya.
G orgraf faqat bitta manbaga va fagat bitta o‘pqonga ega bo‘Isin,
deb faraz gilamiz. Maksimal ogim va minimal kesim hagidagi Ford-
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Falkerson teoremasining yuqorida keltirilgan isboti tarmoqdagi
maksimal oqgimni topish algoritmini tuzish nuqtayi nazaridan
konstruktivdir.

T tarmogning uchlariga, ya’ni V to‘plam elementlariga
0,1,2,...,m raqamlarni mos qo‘yib, tarmogning manbayi 0 uch,
o‘pgoni esa m uch bo‘lsin, deb hisoblaymiz. Bu tarmoqda Ford
tomonidan taklif etilgan maksimal ogimni topish algoritmi bilan
tanishamiz. Ford algoritmining jadvallar bilan ish ko‘riladigan
jarayoni dastlabki, umumiy (takrorlanuvchi) va yakuniy
gadamlardan iborat bo‘lib, u quyida keltirilgan.

Dastlabki qadam. O‘lchamlari (m+1)x(m+1) bo‘lgan jadvalni
quyidagicha tuzamiz. Agar (i) yoyning o‘tkazish qobiliyati b.
noldan katta va unga simmetrik (i.) yoyining o‘tkazish qob111yat1
b nolga teng bo‘lsa, u holda jadvalning (i, j) katagiga b, sonni,
umng asosiy diagonaliga nisbatan simmetrik (1 ) katagiga esa nolni
yozamiz. Agar b,=b=0 bo‘lsa, u holda jadvalmng (G, Hva(,i
kataklari bo‘sh qoldlrlladl

Umumiy qadam. 1. Tarmoqning manbayidan o‘pqoniga o‘tkazish
xususiyati noldan katta bo‘lgan yo‘l izlaymiz. Buning uchun
jadvalning tarmoqdagi 0 uchga mos keluvchi ustuniga «*» belgisini

qo‘yamiz. Jadvalning 0 uchga mos satridan 5,>0 (j=1,m) ele-

mentlarni topib, bu elementlar joylashgan ustunlarni 0 raqami
bilan belgilaymiz.

Natijada tarmogning musbat o‘tkazish xususiyatiga ega bo‘lgan
barcha (0, j) yoylari aniglanadi. Bu yoylar manbadan o‘pgonga
boruvchi yo‘lning dastlabki yoylaridir.

Belgiga ega ustunlar ragamlari bilan bir xil ragamli satrlarning
har birini ketma-ket tekshirib chigamiz. Tekshirish jarayonida
har bir shunday satrda, masalan, jadvalning uchga mos satrida
belgiga ega bo‘lmagan ustunlarda 5 >0 elementlarni izlaymiz va
shunday element(lar) topilsa bu element(lar) joylashgan ustun(lar)ni
tekshirilayotgan satr raqami (ya’ni i) bilan belgilaymiz.

Shu tarzda davom ettirilsa, natijada manbadan o‘pqonga boruv-
chi musbat o‘tkazish xususiyatli izlangan yo‘lning navbatdagi yoylari
bo‘lib xizmat gilishi mumkin bo‘lgan yoylar topilgan bo‘ladi.
Jadvaldagi belgiga ega ustunlar raqamlariga mos ragamli tarmogning
uchlariga to‘gri keluvchi satrlarni tekshirish jarayonini quyidagi
mumkin bo‘lgan hollardan biri amalga oshguncha davom ettiramiz:

a) jadvalning o‘pgonga mos ustuni belgilandi,
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b) jadvalning yangi ustunlarini (shu jumladan, o‘pgonga mos
ustunini ham) belgilash imkoniyati yo‘q.

Agar a) hol ro‘y bersa, u holda tarmoqda manbadan o‘pgonga
boruvchi musbat o‘tkazish xususiyatiga ega bo‘lgan biron u yo‘l
bor. Bu yo‘l quyidagicha aniqglanadi.

Jadvalning o‘pqonga mos m ustunining belgisi £ bo‘lsin deb
faraz gilaylik. Demak, p yo‘lda m uchdan oldingi uch k£ uchdir.
Jadvalning k& uchga mos satri va m uchga mos ustuni kesishgan (k, m)

katagidagi b,, elementiga «—» belgisi (4_ ), shu katakka asosiy
diagonalga nisbatan simmetrik hisoblangan (m, k) katakdagi b, ele-
mentga esa «+» belgisi (5, ) qo‘yamiz.

Endi jadvalning k uchga mos ustuni belgisi 7 raqami bo‘lsin,
deb faraz qgilamiz. Jadvaldagi b, elementdan jadvalning £ uchga
mos ustuni bo‘ylab harakatlanib, uning » uchga mos satriga o‘tamiz
va b, elementga «—» belgi, asosiy diagonalga nisbatan simmetrik
b, elementga esa «+» belgi qo‘yamiz. «+» va «—» belgilar qo‘yish
jarayonini manbaga mos 0 satrga kelib undagi mos elementga «—»
belgi, simmetrik elementga esa «+» belgi gqo‘yguncha davom ettiramiz.
Umumiy gadamning 2-bandiga o‘tamiz.

Agar b) hol bajarilsa, bu holda manbadan o pqonga boruvchi
musbat o‘tkazish xususiyatiga ega bo‘lgan boshqga yo‘l yo‘q. Shumng

uchun umumiy qadamni bajarish jarayoni tugaydi.

Jadvalning belgilangai: ustunlariga mos orgrafning uchlari mini-

mal o‘tkazish qobiliyatiga ega bo‘lgan (R, ;g—*) kesim uchun R to‘p-
lamni tashkil etadi, orgrafning qolgan uchlari esa R to‘plamga

tegishlidir. ie R uchdan chiquvchi va j€ R uchga kiruvchi barcha
(i, j) yoylar to‘plami berilgan tarmoq uchun minimal kesimdir.
Yakuniy qadamga o‘tamiz.

2. Topilgan u yo‘l o‘tkazish xususiyatining 6 giymatini topamiz.
Tabiiyki, 6 son u yo‘lni tashkil etuvchi yoylar o‘tkazish xusu-
siyatlarining eng kichigiga teng bo‘ladi, ya’ni

@=min b, .
Geun ¥

Umumiy gadamning 3-bandiga o‘tamiz.

3. Topilgan pu yo‘lga tegishli yoylarning va ularga simmetrik
yoylarning qolgan o‘tkazish xususiyatlarini aniglaymiz. Buning

uchun jadvalning «—» belgisi bo‘lgan b,.j_ elementlaridan 6 sonni
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ayirib, «+» belgili b;-_ elementlariga esa 6 sonni qo‘shib, natijalarni
jadvaldagi mos o‘rinlariga yozamiz. Jadvalning «—» yoki «+» belgisi
bo‘lmagan elementlari o‘zgarmaydi. Jadvaldagi barcha belgilarni
olib tashlaymiz. Natijada o‘tkazish xususiyatlari o‘zgargan tarmoqqga
mos va dastlabki jadvalga o‘xshash bo‘lgan yangi jadvalni hosil
qilamiz. Umumiy qadamning 1-bandiga o‘tamiz.

Yakuniy gadam. Dastlabki jadvalning elementlaridan oxirgi
gqadamda hosil bo‘lgan jadvalning mos elementlarini ayiramiz.
Natijada musbat elementlari (i, j) yoyning mos x,; 0qim migdor-
lariga teng bo‘lgan, elementlari esa asosiy dlagonahga nisbatan
simmetrik joylashgan oxirgi jadvalni hosil gilamiz. Tarmoqdagi
maksimal ogim miqdori p oxirgi jadvalning manbaga mos satri
yoki o‘pgonga mos ustuni elementlari yig‘indisiga, ya’ni

m m-1
p=;x0j=;xim‘

Bu maksimal ogqim giymatini umumiy gadamni bajarish
jarayonlarida aniglangan barcha 6 sonlarni qo‘shib ham hosil gilish
mumkKin. B

3-misol. 1-misolda qaralgan tarmoq uchun v, manbadan v,
o‘pgonga maksimal ogimni topish uchun Ford algoritmini qo‘l-
laymiz. Ford algoritmining dastlabki qgadami va umumiy gadamining
1-bandini bajarib, 1-jadvalni hosil gilamiz.

Umumiy qadamning 2-bandini bajarsak, 6, =min{7, 5, 2}=2
giymatni topamiz. Endi umumiy gadamning 3-bandini bajarib
2-jadvalni va algoritmni qo‘llashda davom etib, 3- va 4-jadvallarni
navbatma-navbat tuzamiz:

— 2-jadval uchun 6,=min{3, 1, 4}=1;

— 3-jadval uchun 6,=min{5, 3, 2, 3}=2.

1-jadval
*) 0) (0) (1) (2) (3)
0 1 2 3 4 5
0 7= 3
1 0+ 2 5-
2 0 2 4 1
3 5* 3 2 2~
4 0 2 4
5 0* 0
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2-jadval

@

2)

)

©)

©)

*)

0+

0+

0+

3-jadval

“)

3

@

©)

©

*)

1+

2+

7+

2+

4-jadval

)

©

)

™

S-jadval
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Demak, garalayotgan tarmogda quyida aniglanuvchi 5 kattalikka
ega ogim maksimal ogimdir: x, =4, x,=1, x,=0, x,=4, x, =0,
x23=0’ x24=1’ x31=0’ x32=0’ x34=2’ x35=2’ x43=0’ x45:3'

Minimal kesim sifatida tarkibidagi R va R qism to‘plamlari
R={0, 1, 2, 3} va R={4,5} ko‘rinishda aniqlangan (R, R) kesimni
ko‘rsatish mumkin. Bu kesim (2, 4), (3, 4) va (3, 5) yoylardan
tashkil topishi ravshan. ®

Muammoli masala va topshiriglar

1. 2-shaklda tasvirlangan tarmoqda v uchni manba, w uchni
esa o‘pgon deb hisoblab, undagi bir necha oqimni aniglang.

2-shakl. 3-shakl.

2. Ford algoritmni qo‘llab 3-shaklda tasvirlangan tarmoq uchun
v,dan v, ga maksimal ogimni aniglang.

3. Ford algoritmni qo‘llab 2-shaklda tasvirlangan tarmoq uchun
v dan w ga maksimal ogimni aniglang.

4. T=(G, b) tarmoqda =V, U), V={a, a,,.., a}, U— yoy-

lar korteji, b, — (a, a) yoyning o ‘tkazish xususiyati,
X= {x (a, a)e U} esa maks1ma1 oqgim bo‘lsin. U vaqtda hech
bo° 1maganda bitta (a, a)e U yoy topilib, shu yoy uchun
x,= b, tenglik bajanhshlm ko‘rsating.
5. T=(G. b) tarmogda G=(V, V), V=(a,, a,,... 4}, a,—
manba, a, — o‘pqon, U —yoylar kOI‘tQ]I b — (a’, a)
yoyning o tkazish xususiyati va X= {x (a, a)e U} biror
ogim bo‘lsin. Agar g,va a, ni bog’ lovch1 zanjlmmg barcha
(a, a) to'g‘ri yoylanda X, < b va barcha teskari yoylarda esa
X, > bo‘lsa, u holda bu’ zanjlrga X oqimni orttiruvchi yo'l
deyrmz Berilgan X ogimning maksimal ogim bo‘lishi uchun
uni orttiruvchi yo‘lning topilmasligi zarur va yetarli ekanligini
ko‘rsating.
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Mustagqil ishlash uchun savollar

1. Graf tushunchasi qanday umumlashtirilishi mumkin?
2. Tarmoqdagi ogim deganda nimani tushunasiz?
3. Yoyning o‘tkazish xususiyati nima?
4. Graf uchlarining chiqish va kirish yarimdarajalari deb nimaga
aytiladi?
5. Tarmogda manba va o‘pgon deganda nimani tushunasiz?
6. Yoy bo‘ylab oqim nima?
7. Tarmogdagi ogim miqdori qanday aniglanadi?
8. Tarmoqdagi maksimal ogim deganda nimani tushunasiz?
9. To‘yingan yoy bilan to‘yinmagan yoy bir-biridan nimasi
bilan farq qiladi?
10. To‘g‘ri yoy bilan teskari yoy orasida ganday farq bor?
11. Tarmogdagi manbani o‘pgondan ajratuvchi kesim ganday
aniglanadi?
12. Tarmogdagi minimal kesim deganda nimani tushunasiz?
13. Ford-Falkerson teoremasiga ko‘ra, istalgan tarmoqda man-
badan o‘pgonga maksimal ogimning miqdori nimaga teng?
14. Tarmoqdagi maksimal ogimni topishga mo‘ljallangan Ford
algoritmning jadvallar bilan ish ko‘radigan jarayoni ganday
gadamlardan iborat?
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1V bob. KOMBINATORIKA MASALALARINING
ALGORITMI VA DASTURI

Ushbu bobda kombinatorika masalalaridan takrorlanmaydigan
hamda takrorli o‘rinlashtirish, o‘rin almashtirish amallarini tahlil
qilish, o‘rinlashtirish va o‘rin almashtirishni taqqoslashlarning
xossalarini namoyish qiluvchi algoritmlar va ushbu masalalarga
tuzilgan dasturlar keltirilgan. Bundan tashqari, Maple tizimida
kombinatorika masalalarini yechish jarayoni Fibonachchi sonla-
rining oddiy xossalari misolida keltirilgan.

1-§. Takrorli o‘rinlashtirish amalini tahlil gilish
algoritmi va dasturi

Kombinatorika chekli to‘plamlarning oldindan berilgan ba’zi
xususiyatlariga ega bo‘lgan elementlarini gayta hisoblash va sanab
o‘tishni amalga oshiradi. Qayta hisoblash bilan sanab o‘tishning
fargini quyidagi misoldan ko‘rish mumkin. Milliondan ortiq aholisi
bo‘lgan shaharlarni bir mamalakat migyosida hisoblab chigish —
bu biron sonni aytish demakdir, bunday shaharlarni sanab o‘tish
esa, bu shaharlarning ro‘yxatini aniglashdir. Kombinatorikaning
algoritmlari to‘plamlar elementlarini sanab o‘tish masalasini tez
hal gilishga imkon beradi. Sanash masalalarining ba’zilari EHMsiz
hosil giluvchi funksiyasi yordamida hal etiladi (3numerator yorda-
mida), lekin hammasi ham emas. Bundan tashqari, hosil giluvchi
funksiyasidan foydalanish, algoritm va dastur, uni tahrir qgilishdan
ko‘ra ko‘proq vaqt oladi. Kerak bo‘lganda qayta hisoblash masalalari
ham kombinatorikaning algoritmlari yordamida yechilishi mumkin,
vaholanki, gayta hisoblashning masalalari, asosan, EHMsiz hal
etiladi. Shuni unutmaslik kerakki, algoritmlar gayta hisoblashning
muayyan masalasi uchun javobni sonlarda beradi, nazariya bo‘lsa,
gayta hisoblash masalalari guruhlarini birlashtiruvchi formulalarda
beradi.
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n ta elementdan iborat chekli to‘plamning r ta elementlarini
tanlash ((n, r)-yozuv bilan belgilanadi) masalasini ko‘rib chigamiz.
Tartiblangan to‘plamdan (n,r)- tanlash, » ta elementdan r tadan
o‘rinlashtirish deyiladi, tartiblanmagan to‘plamdan (n,r)- tanlash
nta elementdan r bo‘yicha gruppalash deyiladi. Tabiiyki, aynan o‘sha
n elementlardan r bo‘yicha gruppalashga garaganda, o‘rinlashtirish
ko‘proq bo‘ladi. Bundan tashqari, (n,r)-tanlashda elementlar
takrorlangani va takrorlanmagani bo‘lishi mumkin. (n,r)-tanlashda

takrorli o‘rinlashtirishlarning soni A_; orqali belgilanadi va u nr ga

teng, ya'ni A, =nr (Il bobdagi 4-paragrafning 2-bandiga qarang).
(n,r)_o ‘rin dasturi barcha »" takrorli o‘rinlashtirishlarni hosil
qgilib beradi:
program (n,r)_o rin;
const n=5; r=3;
var i,j,k,a:integer;
begin
a:=n;for i:=2 to r do a:=a*i;
fori:=1toado
begin
k:=i-1;
forj;=1tordo
begin
write((k mod n)+1); k:=k div n;
end;
write(‘ );
end;
writeln;
end.

Bu yerda a o‘zgaruvchining giymati takrorli o‘rinlashtirishlarning
n" soniga teng. Bu yerda # ta butun sonlardan iborat to‘plamdan
1 dan »n gacha bo‘lgan sonlar tanlanadi. Agar to‘plam b [1] dan
b [n] gacha bo‘lgan n ta elementdan iborat bo‘lsa, u holda dastur
quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
program (n,r)_o rin2;
const n=95; r=3;
var i,j,ak:integer;b:array[1..n] of integer;
begin
a:=n,; for i:=2 to r do a:=a*n;
for i:=1 to n do read(b[i]); readln;
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fori:=1to ado
begin
k:=i-1;
for j:==1to r do
begin
write(b[(k mod n)+1]:1); k:=k div n;
end;
write(‘ °);
end;
writeln;
end.

Bu yerda massiv b butun sonlar to‘plamidan iborat, biroq u
haqiqiy, mantiqiy, simvolli, harfli va h.k. o‘zgaruvchilar to‘plami
ham bo‘lishi mumkin. b to‘plamning har bir elementi va uning
0‘zi ham massiv, to‘plam, satr va h.k. bo‘lishi mumkin. Ko‘rinib
turibdiki, (n,r)_o‘rin2 dasturida (n,7) o ‘rin dasturiga qaraganda,
faqat b massivning kiritilishi go‘shimcha bo‘ldi va ekranda ularni
joylashtirish o‘zgardi. Bu kabi o‘zgarishlarni istalgan dasturga
kiritish giyin emas. Shuning uchun ish davomida qulaylik bo‘lishi
uchun, fagat 1 dan » gacha butun sonlar to‘plamidan (n,r)-
tanlash bajariladi.

(n,r)_o'rin dasturining ishlashi natijasida n-lik sanoq siste-
masidagi hamma r-xonali sonlar hosil gilinadi, bunda xonadagi

qiymatlar bir birlikka kattalashtirilgan boladi. Masalan, 4 3 uchun

natija quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 111 211 311 411 511 121 ...
521 131... 551 112 ... 555. Bu yerda hammasi bo‘lib 125 (5°) ta uch
xonali sonlar hosil gilinadi. Har bir xonada giymatlar 1 dan 5
gacha o‘zgaradi. Bunday ketma-ketlik EHMsiz oson tuziladi va
(n,r)_o‘rin dasturi bu magsadda tuzilmadi. Dasturning barcha
takrorli »" o‘rinlashtirishlarni chigarmasdan, balki muayyan
xususiyatga ega bo‘lganlarini chigaradigan qilib tuzish giyin emas.
Masalan, xonadagi giymatlar yig‘indisi muayyan songa teng
(katta, kichik) bo‘lgan takrorli o‘rinlashtirishlarni aniglaydigan
dasturni tuzish mumkin.

A 3uchun xonalardagi giymatlar yig‘indisi 8 ga teng bo‘lgan
takrorli o‘rinlashtirishlarni chigaruvchi dastur quyidagi ko‘rinishga
ega bo‘ladi:

program (n,r)_o rin3;
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const n=5; r=3;
var 1,j,a,k,s,p:integer;
begin
a:=n; for i:=2 to r do a:=a*n,
fori:=1toado
begin
k:=i-1;8:=0;
forj;=1tordo
begin
s:=s+(k mod n)+1; k:=k div n;
end;
if s=8 then
begin
k:=i-1;forj;=1tordo
begin
write(((k mod n)+1):1); k:=k div n;
end;
write(‘ ©);
end;
end;
writeln;
end.

Bu yerda s o‘zgaruvchi — xonalardagi giymatlar yig‘indisi.
(n,n-o‘rinlashtirishda xonalardagi giymatlariga qo‘yiladigan shartlar
turlicha bo‘lishi mumkin. »>rbo‘lganda takrorli o‘rinlashtirishlarga
yana bir misol keltiramiz: o‘z xonalarida to‘plamning hamma
n elementlari qatnashadigan takrorli o‘rinlashtirishlarni chigarish

kerak bolsin. A 3 uchun dastur quyidagicha bo‘ladi:
program (n,r)_o rin4,
const n=3; r=5;
var i,j,a,k,s:integer;d:array{1..n] of integer;
begin
a:=n; for i:=2 to r do a:=a*n;
fori:=1toado

begin
k:=i-1;for j:=1 to n do d[j]:=0;for j;=1 to r do
begin
d[(k mod n)+1]:=1; k:=k div n;
end;

239



s:=d[1]; for j;=2 to n do s:=s*d[j];
if s=1 then

begin
k:=i-1;forj:=1tor do
begin

write(((k mod n)+1):1); k:==k div n;
end;
write(‘ °);
end;
end;
writeln;
end.

Bu yerda d-yordamchi massiv bo‘lib, agar to‘plamning i elementi
tanlashda ishtirok etsa, u holda d[i]=1, aks holda d[i]=0 bo‘ladi.
(n,r)-o‘rinlashtirishdagi xonalar giymatlariga qo‘yiladigan shartlar
to‘g‘ri (korrektli) bo‘lishi kerak, ya’ni bunaqga o‘rinlashtirish mav-
jud bo‘lmagan holat uchramasligi kerak. Masalan, (5,3)-0‘rin-
lashtirishda xonalar giymati yig‘indisi 15 dan katta bo‘lgan takrorli
(5,3) ofrinlashtirish mavjud emas.

(5,3) takrorli o‘rinlashtirish misolida gqayta hisoblash masalasini
ko‘rib chigamiz. Navbatdagi dastur o‘rinlashtirishdagi xonalar
giymatining yig‘indisi 8 ga teng bo‘lgan o‘rinlashtirishlar gancha-
ligini aniglaydi.

program (n,r)_o rin4;

const n=5; r=3;

var i,j,a,k,s,p:integer;

begin

p:=0;a:=n; for i:=2 to r do a;=a*n;
for i:=1to a do

begin
k:=i-1;5:=0;
forj:==1tordo
begin
s:=s+(k mod n)+1; k:=k div n;
end;
if s=8 then p:=p+1;
end;
writeln(‘p=*,p:8);
end.
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Bu yerda s xonalardagi giymatlar yig‘indisi, p berilgan shartni
ganoatlantiruvchi o‘rinlashtirishlar soni. Hosil giluvchi funksiyasi
yordamida berish mumkin bo‘lgan shartlarning hammasini dasturda
berish mumkin, biroq buning aksini iloji yo‘q.

Enumerator va denumeratorlar (hosil giluvchi funksiyalar)
tanlashda to‘plam elementlarining mavjud yoki mavjud emasligini
istalgan to‘g‘ri shartlarning kombinatsiyasi mavjudligini hisobga
olish imkonini beradi. Shunday qilib, tanlashda xonalar giymatlari
yig‘indisiga qo‘yiladigan shartlarni hosil giluvchi funksiyasi
yordamida hisobga olib yechishning iloji yo‘q. O‘rinlashtirishlar
uchun enumeratorlar mavjud emas, gruppalash uchun esa bor.

Qayta hisoblash uchun hosil giluvchi funksiyalari (denume-
ratorlar) o‘rinlashtirishlar uchun ham, gruppalash uchun ham
mavjud.

Endi o‘rinlashtirishlarda to‘plam elementlarining takrorlanishsiz
joylashishini ko‘rib chiqamiz. Takrorlanmaydigan (#,7)-o‘rinlash-
tirishlar soni A4’ bilan belgilanadi va n!/(n-r)! ga teng, ya’ni
A= n!/(n-n! (Il bobdagi 2-paragrafning 2.2-bandiga qarang). Bu
yerda r qat’iy ravishda n dan katta emas, lekin takrorli o‘rinlash-
tirishlarda n va r istalgan butun sonlar bo‘lishi mumkin.

(n,r)_o rin5 dasturi barcha takrorlanmaydigan (n,r)-o‘rinlash-
tirishlarni hosil giladi:

program (n,r) o ¥in5;,

const n=35; r=3;

var i,j,k,l,a,fiinteger; m:array[1..n] of integer;

begin

a:=1;for i:=n-r+1 to n do a:=a*i;
fori:=1to ado
begin
k:=i-1; for j:==1 to n do m[j]:=j;
forj:=1tordo
begin
I:=k mod (n-j*+1)+1; k:=k div (n-j+1);
write(m[l1]:1); for f:=1to n-j do m[f]:=m[f+1];
end;
write(‘_ ©);
end;
writeln;
end.
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Bu yerda a, xuddi avvalgidek o‘rinlashtirishlarning umumiy
soni. O‘rinlashtirishning i nomeri bo‘yicha uning ko‘rinishi hosil
gilinadi. M[1...n]- yordamchi massiv bo‘lib, o‘rinlashtirishda
xonalardagi giymatlar takrorlanmasligi uchun kerak. (n,r)_o ¥in
dasturi »” formulaga asoslangani kabi, (n,r)_o #in5 dasturi n!/(n-r)!
formulaga asoslangan. Bu yerda 1 dan r gacha o‘zgaradiganj bo‘yicha
sikldagi 1 o‘zgaruvchi 1 dan (n-j+1) gacha o‘zgaradi, (n,r)_o ‘rin
dasturida esa, bu o‘zgarish j ga bog‘lig emas edi va 1 o‘zgaruvchi
1 dan »n gacha o‘zgarar edi.

Of‘rinlashtirishda xonalar giymatining takrorlanishidan qochish
uchun j bo‘yicha 2 dan r gacha siklning har bir navbatdagi qadamida
xonalar qiymatini hosil giluvchi oldingi gadamdagi giymatni olish
uchun berilgan elementlar sonidan bitta kam bo‘lgan, to‘plam
elementlari sonidan olinadi. Birinchi gadamda birinchi xona
giymatlari barcha n- elementli to‘plamdan olinadi, ikkinchi
gadamda- (n-1) elementlardan olinadi, ..., - gqadamda (n-r+1)
elementlar to‘plamidan olinadi.

j-xonaga to‘plamning 1-qiymati gabul qildirilgandan keyin,
to‘plamning (1+1)-dan (n-j) gacha barcha elementlari bir ele-
ment oldinga siljiydi.

Navbatdagi (j+1)-xona aniglashda M[1]=m[1+1],...,m[n-j +1].
(n-j)-element oxirida joylashadi. Shunday qilib, to‘plamning
1-elementi yo‘q qilinadi, keyingi xonalar qiymatlarini aniglashda
u ko‘rib chigilmaydi. To‘plam elementlari giymatlarini yo‘qotish
orqgali amalga oshiriladigan bunday siljish dastur ishlashining vaqtini
ko‘paytiradi.

Dasturni to‘plam elementlariga qo‘yiladigan shartlar asosida
murakkablashtirish mumkin. Takrorli o‘rinlashtirishlar xonalariga
givmatlar yig‘indisi tengligiga qo‘yiladigan shartlar to‘g‘ri bo‘lishi
mumkin, takrorlanmaydigan o‘rinlashtirishlarning < n bo‘lgan-
dagi barcha #n elementlariga qo‘yiladigan shartlar mavjud emas.

2-§. Gruppalash amalini tahlil gilish algoritmi va dasturi

Endi takrorlanmaydigan gruppalash amalini tahlil qgilish algo-
ritmi va dasturini ko‘rib o‘tamiz. Takrorlanmaydigan (n,r)- grup-
palashlar soni C" orqali belgilanadi va u n!/((n-r)!r) ga teng
bo‘ladi, ya’ni C/ — n!/((n-r)!r) (II bobdagi 2-paragrafning
2.3-bandiga garang). Bizning magsadimiz, oldingidek I grup-
palashlar nomeri bo‘yicha gruppalashga kiruvchi barcha giymatlarni
olish mumkin. Masalan, barcha takrorlanmaydigan (5,3) grup-
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palashlarni sanab o‘tamiz : 123, 124, 125, 134, 135, 145, 234,
235, 245, 345. Bunday gruppalashlar 10 ta 10=5!/(3120)=C3..

Sezamizki, j-xonada (j=1,2,3) qiymat (n-r+j) dan katta emas.
Takrorlanmaydigan (5,3) gruppalash uchun j=3 bo‘lganda (oxirgi
xona) giymat beshdan katta emas, j=2 da to‘rtdan katta emas,
Jj=1 bo‘lganda uchdan katta emas. Dastur navbatdagi gruppalashni
oldingisidan tuzadi, birinchisi bo‘lsa (1,2,...,r) beriladi.

Dastur gruppalashdan eng oxirgi - xonadan boshlab, xonadagi
barcha giymatlarni ko‘rib chiqadi. m[j] qiymati (n+j-r) dan kichik
bo‘lgan j xona barcha takrorlanishsiz gruppalashlar uchun (oxirgisi-
dan tashgari) doim mavjud bo‘ladi.

Ayni misoldagi oxirgi gruppalash bizni giziqtirmaydi, negaki,
undan so‘ng gruppalash yo‘q. Gruppalashlar oxiridan boshlab,
bunday j xonani topganimizdan keyin, undagi m[j] giymat bir
giymatga ko‘payadi, navbatdagi (j+1) xonadagi qiymat esa yangi
m [j] dan bir giymatga ko‘p bo‘ladi. Oxirgi r-xona giymati yangi
m [j] qiymatdan (r-j) ga ko‘p bo‘ladi. Soch dasturi takrorlan-
maydigan barcha (n,r) gruppalashlarni sanab chigadi:

program soch,;

const n=5; r=3;

var i,j,1,c,fiinteger; m:array[l..n] of integer;

begin

c:=r+1; for i:=r+2 to n do c:=c*i;
fi=1;for i:=2 to n-r do f:i=f*i;c:=c div f
for i:=1 to n do

begin
m[i]:=i; if i<=r then write(m[i]:1);
end;
write(‘ ¢); for i:=2 to ¢ do
begin

f:=0; j:=r; repeat
if m[j]<(n-r+j) then
begin
mlj]:=m[j]+1; for l:=j+1 to r do
mll]:=m[j]+1-j; £:=1;

end;

=il

until f=1; for j:=1 to r do write(m[j}:1); write(* °);

end;
writeln;
end.
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Bu yerda, ¢ — gruppalashlarning umumiy soni, m [1...n]-
xonadagi qiymatlar massivi, 1-gruppalashdagi kerakli xonasini
topishni bildiradigan bayroq. Bu masala rekursiv nab protsedurasi
yordamida yechilishi mumkin:
program sochl;
const n=5; r=3;
var i,,c,flinteger; m:array[l..n] of integer;
protcedure nab(p:integer);
begin
m[p]:=m[p]+1; if m[p]>n-r+p then
begin
f:=p-1;nab(f),

end;

end;

begin
c:=r+1; for i:=r+2 to n do c:=c*j;
f:=1;for i:=2 to n-r do fi=f*i;c:=c div f;
for i:=1 to n do

begin
m[i]:=i; if i<=r then write(m[i]:1);
end;
write(‘ ¢); for i:=2 to c do
begin

f:=r; nab(f); for j:=f+1 to r do m[j]:=m]j-1]+1;
for j:==1 to r do write(m{[j]:1); write(* °);
end;
writeln;
end.
Bu yerda, f~gruppalashdagi kerakli xona nomeri. Soch va soch
1 dasturlaridagi algoritm bir xil, lekin natija (realizatsiya) turlicha.

Barcha takrorli gruppalashlarni hisoblab o‘tish uchun C,=C.,,

formuladan foydalanamiz (II bobdagi 2-paragrafning 2.3-bandiga
garang). Buning uchun butun sonlarni # elementli to‘plamini (n+1)
dan (n+r-1) gacha giymat oladigan (r—1) ga ko‘paytiramiz. Takrorli
gruppalashdagi ko‘paytirilgan to‘plamdan (n+1) ga teng elementga
yigish, gruppalashdagi birinchi xona joylashgan elementni ikkilan-
ganligini (dubshravakie elementa) bildiradi. Takrorli gruppalashlarning
ko‘paytirilgan to‘plamidan (n+j) ga teng element, gruppalashda
Jj-xonada joylashgan elementni ikkilantirilganligini (myGiupaBakue)
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bildiradi. Agar oxirgi xonadagi element ( n+r—1) ga teng bo‘lsa, u
holda oxirgi r-xonada undan oldin ganday element bo‘lgan bo‘lsa,
shu element bo‘lishi kerak. Gruppalashdagi birinchi xona giymatlari
(n —r—1)—r+1=ndan katta emas, ya’ni kattalashtirilgan to‘plamdagi
ikkilangan elementlar hech gachon birinchi xonada joylashmaydi.
Ikkinchi xonada (n+1) ga teng bo‘lgan ikkilangan birinchi element
joylashishi mumkin. Gruppalashdagi uchinchi xonada ikkilantirish-
ning (n+1) va (n+2) ga teng ikki elementi joylashishi mumkin. Agar
gruppalashning birinchi Xonasida son, boshqa xonalarga ikkilan-
tirishning elementlari bo‘lsa, u holda gruppalash birinchi xonasidagi
giymatlarga teng bir xil r giymatlardan iborat bo‘ladi. Sochp dasturi
takrorli barcha (n,r) gruppalashlarni sanab o‘tadi:
program sochp;
const n=5; r=3;
var i,j,l,c,fiinteger; m:array[l..(n+r-1)] of integer;
mp:array[l..r] of integer;
begin
c:=r+1; for i:=r+2 to n+r-1 do c:=c*i;
f:=1;for i:=2 to n-1 do fi=f*i;c:=c div f}
for i:=1 to n+r-1 do

begin
mi]:=i; if i<=r then write(m[i]:1);
end;
write(‘ ‘); for i:=2 to ¢ do
begin

f:=0; j:=r; repeat
if m{j}<(n-1+j) then
begin
mfj]:=ml[j]+1; for I:=j+1 to r do
m[l]:=m[j}+1-j; £=1;
end;
i=i-L
until f=1; for j;=1tor do
begin
mplj}:=ml[j}; if m[j]>n then
mp[j]:=mp[m][j]-n];write(mp[j]:1);
end;
write(‘ °);
end;
writeln;
end.
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C, =C,.,, formulani chigarish usuliga asoslangan algoritmni
ham taklif gilish mumkin. Bu yerda har bir (n,r)—takrorli grup-
palashga mos ravishda r-nollar va (n—1) birlardan tashkil topgan
(n+r—1) uzunlikning ikkilik vektori qo‘yiladi. Birinchi birdan
oldin turadigan nollar soni (n,r)—takrorli gruppalashga kiruvchi
n giymatlar soniga teng. M/n: n=5, r=3 bo‘lganda (5,3)-takrorli
gruppalash {2,2,4} ko‘rinishda bo‘ladi, bu holda 7 uzunlikning
ikkilik vektori 1001101 bo‘ladi; {1,5,5} uchun — 0111100 bo‘ladi.
(n,r) — takrorli gruppalashlar va (n—1) gruppalashdagi hamda
r- nollarga ega ikkilik vektorlar o‘rtasidagi mutanosiblik o‘zaro bir
xil ahamiyatli.

Boshga tomondan, r-nollar va (n—1) birliklarga ega ikkilik
vektorlar soni ((nt+r—1),r)—takrorlanmaydigan gruppalashlar
(n+r—1) ikkilik vektor uzunligidagi nolli xona nomerlaridan iborat
bo‘ladi. 1001101 ikkilik vektor uchun yuqorida keltirilgan misollar
uchun (7,3)—takrorlanmaydigan gruppalash {2,3,6} ko‘rinishda
bo‘ladi, 01111000 uchun esa {1,6,7} bo‘ladi. Bundan chiqadiki
dastur {2,3,6} ni {2,2,4} ga, {1.6.6} ni {1,5,5} ga o‘girishi kerak.
Sochpl dasturi ((n+r—1),r)—takrorlanmaydigan gruppalashni
(n,p—takrorli gruppalashga o‘giradi.

program sochpl;

const n=5; r=3;

var i,j,1,c.fiinteger; m:array[l..r] of integer;

begin

c:=r+1; for i:=r+2 to n+r-1 do c:=c*i;
f:=1;for i:=2 to n-1 do fi=f*i;c:=c div f;
for i:=1 to n do

begin
m[i]:=i; if i<=r then write((m[i]-1+1):1);
end;
write(‘ ¢); for i:=2 to ¢ do
begin

f:=0; j:=r; repeat
if m[j]<(n-1+j) then
begin
mfjl:=m[j]+1; for l:=j+1 to r do
m[l}:=mlj]+lj; £=1;
end;
=i-1
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until f=1; for j:==1 to r do write((m[j]-j+1):1); write(* °);
end;
writeln;
end.

Bu yerda soch dasturiga qaraganda, ekranga chiqarish o‘zgar-
tirilgan va n o‘rniga n+r—1 qo‘yilgan. Ekranga chigarishda m[i] (i=1...»)
o‘rniga soch dasturida (m[i]—i+1) chiqariladi. Birinchi (i=1)
xonalardagi qiymatlar (n,r)—takrorli gruppalash va ((ntr—1)—
takrorlanmaydigan gruppalashlar uchun bir xil bo‘ladi, ammo
ixtiyoriy i uchun esa bu gruppalashlarning i-xonasidagi giymatlar
farq qiladi va u i ga teng. Sochp va sochp1 dastrulari ham ekranga
chiqishi bilan farglanadi va ularning tezligi bir xil. Biroq kimga bir
algoritm tushunarli bo‘lsa, kimgadir ikkinchisi.
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ASOSIY BELGILASHLAR
Kitobda quyidagi asosiy belgilashlar qabul gilingan

N — natural sonlar to‘plami.
Z — butun sonlar to‘plami.
R — haqiqiy sonlar to‘plami.
& — bo‘sh to‘plam.

U — universal to‘plam.

|A — A to‘plamning quvvati.

|J — birlashma belgisi.

() — kesishma belgisi.
A\B — A to‘plamdan B to‘plamni ayirish natijasida hosil bo‘lgan to‘plam.

Ap — A to‘plamni B to‘plamgacha to‘ldiruvchi to‘plam.

Z — A to‘plamni U universal to‘plamgacha to‘ldiruvchi to‘plam.
24 — A to‘plam uchun bulean.
P — n ta elementli to‘plam uchun o‘rin almashtirishlar soni.

A,:" — nta elementdan m tadan o‘rinlashtirishlar soni.

C;" — n ta elementdan m tadan gruppalashlar soni.

C,n, n,,...,n) — n ta komponentali kortej uchun takrorli o‘rin almash-
tirishlar soni (n,*n,+..+n=n).

Z:,"— n ta turli elementlardan m tadan takrorli o‘rinlashtirishlar

soni.

5;” — n ta elementdan m tadan takrorli gruppalashlar soni.

B(n, k) — qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda natural » sonning
k ta qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari soni.
B(n) — qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olingan holda natural # sonning & ta
go‘shiluvchilarga barcha bo‘laklanishlari soni.
R(n,k) — qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural
n sonning k ta qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari soni.
R(n) — qo‘shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda natural n sonning
barcha bo‘laklanishiari soni.
B — teorema, natija, lemma, xossaning isboti yoki misol, algoritm tugagantigi.
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