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S O ‘Z B O S H I

Nazariy va amaliyjihatdan muhim ahamiyatga cga boMgan 
fizika, mexanika, texnika va boshqa sohalar masalalari intégral 
tenglamalar usuli bilan ycchiladi. Ayniqsa, matematik fizikada 
tckshiriladigan masalalarni ycchishda intcgral tenglamalaming 
ahamiyati kaltadir.

Bu kitob muallifning Mirzo Ulug'bck nomidagi 0 ‘zbe- 
kiston Milliy universitctining mexanika-matematika fakultetida 
o'qigan ma’ruzalarining kengaytirilgan bayonidan iboratdir.

Kitobni yozishda muallif intcgral tenglamalar bo'yicha 
rus tilidagi va rus tiliga tarjima qilingan boshqa adabiyotlardan 
kcng foydalangan.

O'quv qoMlanmada intégral tenglamalaming klassik 
nazariyasi bir oTchovIi Fredgolm tcnglamalari uchun uzluksiz 
funksiyalar sinfida bayon qilingan. So'ngra, bu nazariya kokp 
o'ichovli intégral tenglamalar, intégral tenglamalar sistemasi 
va kvadrati bilan jamlanuvchi yadroli tenglamalar uchun ham 
o'rinli boMishi ko‘rsatib o‘tilgan. Bolterraning intégral 
tenglamalari alohida bobda bayon qilingan.

Ko'p tatbiqlar uchun muhim ahamiyat kasb etgan kuchsiz 
maxsuslikka ega bolgan intégral tenglamalar ko'p oMchovli 
fazoda batafsil tadqiq qilingan. To'la uzluksiz opcratorlarni 
o‘z ichiga olgan tenglamalarga, ya'ni Riss—Shaudcr teng- 
lamalariga alohida bob bagfcishlangan. To'la uzluksiz operatorni 
kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar sinfida aynigan 
operator va normasi bo'yicha yctarli kichik operatorning 
yig indisi sifatida tasvirlash mumkin bo‘lgani uchun Fredgolm 
nazariyasi Riss—Shaudcr tenglamalari uchun deyarli avtomatik 
ravishda ko'chiriladi. Bundan kvadrati bilan jamlanuvchi yadroli



Iredgolm tenglamalari va kuchsi/ maxsuslikka cga bo'lgan 
tcnglamalar xususiy holda kclib chiqadi.

Simmetrik yadroli integral tenglamalarga maxsus bob 
bag'ishlangan boMib, bunda xos sonlarning mayjudligi va xos 
sonlar, xos funksiyalarning bir qator xossalari bayon qilingan.

Kilobning so'nggi qisini singuiyai inicgial IcngiumaSnrga 
bag'ishlangan. Bu tcnglamalar ko‘p sonli va saniarali tatbiqqa 
cga boMgani uchun, avniqsa bu/iladigan va aralash tipdagi 
xususiy hosilali tenglamalarga keladigan masalalarning ko p 
qismi singulyar integral tenglamalarga kcltirib yechilgani 
sababli bu tcnglamalar na/ariyasining asosini qisqacha bayon 
qilishni lo/im deb topdik.

Qo'lyozmani ko'rib cliiqib, o'z iikr-muloha/alarini bildir- 
gan akademik Sb. Alimov, fizika-matematika fanlari dok- 
torlari B. Islomov, O. Xolmuxamcdov, kitobning ilmiy muharriri 
fizika-matematika fanlari doktori A. O'ripov hamda qo'l- 
yozmani nashrga tayyorlashda katta yordam bergan li/ika- 
matematika fanlari nom/odlari O. Zikirov va Z. Sobirovlarga 
minnatdorchilik bildiranii/..



I BOB. IN TEGRAL TEN GLAM ALARN IN G  T A SN IF I 
VA IN TEG RAL TENGLAM ALARGA KELADIGAN  

T IP IK  M ASALALAR

1- §. Asosiy tushunchalar. 
Integral tenglamalarning turlari

Integral tenglamalar deb, odaida, nom'lum funksiya integral 
ishorasi ostida bo'lgan tcnglamalarga aytiladi.

Bi/ hu kitobda noma'lum funksiya chi/iqli ishtirok etgan 
tenglamalarni, ya'ni ushbu

h
< P { X )  /  J a  |A . !•)(.»( r ) , / r  / h !  U )

a
ko'rinishdagi chi/iqli integral tenglamalarni tekshirami/. Bu yerda 
(p (X )  -  noma'lum funksiya, K  (x, y )  va f  (x) funksyalar mos 
ravishda {a < _r < bj kvadralda va a < x < h oraliqda aniqlangan 
lunksiyalar {a, b o'/garmas sonlar). Bu kvadrat va oraliqni asosiy 
kvadrat va asosiy oraliq deb yuritiladi.

/  (x) funksiya (1) integral tcnglamaning ozod hadi, K  (x, y ) 
lining yadrosi, /isonli ko'payluvchi tcnglamaning parametri deyiladi.

Qayd qilib oktami/ki, ( I )  bitta integral tenglama bolmay, balki 
sonli A parametrga bog'Iiq bo'lgan integral tenglamalar oilasidir. Agar 
ÄK (x, y ) ko'paytmani K, (x, y ) bilan belgilab, K, (x, y ) ni yangi 
yadro deb qarasak. u holda tcnglamaning parametri I ga teng bo'lib 
qoladi. Lekin, A parametmi kiritish integral tenglamalarni o'rganishda 
foydali bolishiga keyindialik bi/ ishonch hosil qilamiz. ( 1) integral 
tenglama ikkinchi tur chiziqli integral tenglama yoki bunday teng- 
lamalami birinchi bo'lib o'rgangan matcmatik nomi bilan Fredgolm' 
integral tenglamasi deyiladi.

Agar / (.y ) = 0 bo'lsa, ya'ni
b
jV ( .v ,  v )^ (  0 (2)
,t

tenglama ( I )  ga mos bo'lgan b irjin s li integral tenglama deyiladi.
Bir jinsli i,

y/(.v)-/tjK ( v, ,v)tff(y)tiy=  0 (3)



tcnglama (2) bir jinsli lenglamaga qo 'simia integral tenglama deyikidi. 
Fredgolmning birinchi tur íenglamasi dcb,

h
\ n { x , y ) t p ( y ) d y = f \ x )  (4)

,¡

ko'rinishdagi inlcgral tenglamaga aytiladi.
Fredgolm tenglamalarida yadro va o/.od had mos ravishda asosiy 

kvadrat va asosiy oraliqda uzluksiz, yoki ushbu
/> /> ^

a ah
|  [/ (.v )]'íA-< + oo (6)

shartlarni qanoatlantiradi, dcb hisoblanadi. Ravshanki, K  (x, y) yadro 
{(x.v) : a < x < b, a < x < bj kvadratda u/!uks¡/ bolsa, (5) shan 
bajariladi. (5) shartni qanoatlanliruvchi yadrolar Fredgolm yadrosi dcb 
ataladi.

Agar ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasining umumiy yechimi 
(x) mavjud bo 'Isa, u

<.[>{x) = <p"(x) + (p(x)
ko‘rinishga ega bo‘lishini tekshirib ko'rish qiyin emas, bunda j  " (x) ( 2) 
tenglamaning umumiy yechimi, j  (x) esa ( ! )  tenglamaning xususiy 
vechimidir.

Haqiqatan ham, agar 4> (x) va <p (x ) mos ravishda bir jinsli 
bo'lmagan ( I )  tenglamaning umumiy va xususiy ycchimlari bolsa, 
ulaming ayirmasi <p° (x ) = <J> (x) -  (p (x ) (2) tenglamaning yechimi 
bo'ladi. Bundan darhol yuqoridagi tenglik kclib chiqadi.

Agar ( I )  tcnglamada integral chegaralaridan bitiasi, masalan. 
yuqori chegarasi o'zgaruvchi bolsa, va'ni 

\
<p(x) - A |a (.y , r)<?( y)d }' = f (x ) ,  x>a O)

ko'rinishdagi tenglama Volternming! ikkinchi tur integral tenglamasi,

Ja: {x*y)(p(y)d y = f (x )  (8)
tenglama esa, Volterraning birinchi tur integral tenglamasi deyiladi.



Volterra tenglamasini ayrim shartlar bajarilganda Fredgolm 
tcnglamasining xususiy holi deb qarash mumkin.

(7) tenglamada K  (x , y ) yadro masalaning ma'nosi bo'yicha 
a < y < x  oraliqda aniqlangan. Uni y > x  bolganda

deb hisoblab, qo'shimcha aniqlaymiz. U holda (7) tenglamaning 
yadrosini

tenglamasi aynan Volterraning (7) tenglamasidan iborat bo'ladi. 
Bundan, Fredgolm tenglamasi uchun olingan natijalarni uning xususiy 
holi deb qaralgan Volterra tenglamasi uchun ham o‘tkazish mum- 
kinligi kelib chiqadi. Ammo Volterra tenglamalari o ‘ziga xos bolgan, 
Fredgolm tenglamalari ega boMmagan xususiyatlarga ham egadir.

tenglama uchinchi tur integral tenglama deyiladi.
Agar a  < x < b oraliqda ¿/(jt)= 0 bo'lsa, (9) dan (4) tenglama, 

« ( .v)=1 bo‘lsa, (1) tenglama kelib chiqadi. Lekin bu oraliqning ayrim 
nuqtalarida ¿/ (x ) funksiya nolga teng bo‘lib, qolgan nuqtalarda esa 
noldan farqli boMishi mumkin. Bu holda (9) tenglamani maxsus 
tekshirishga to‘g‘ri keladi. Biz bu kitobda bunday tenglamalarni 
o'rganmaymiz.

Noma lum funksiya integral ishorasi ostida chiziqsiz ishtirok etsa, 
bunday tenglamalarni chiziqli bo ‘Imagan integral tenglamalar deyiladi.

K (x ^ y ) = Q, x<y<b

tenglik bilan aniqlangan Fredgolm 
tcnglamasining xususiy holi deb qarash 
mumkin (I-  chizma). Kvadratning 
shtrixlangan yarmida K  (x, y ) yadro K  
(x, y ) yadro bilan ustma-ust tushadi, 
ikkinchi yarmida esa aynan nolga teng, 
K (x, y) yadro bunday aniqlanganda 
Fredgolmning

y  ' (a.b)

O

(a,a)

1- chizma.

(b.u)

(b.b)

\

/)
(p (x )- ? if  K (x ,y )(p (y )d y  = f ( x )

a

Ushbu

a ( * )  q> ( x ) - X j  K (x ,y ) (p  { v )d y =  / ( * )  (9)
a



Masalan. noiua'lum lunksiya n- darajasi bilan intégral tenglamaga 
kirishi mumkin. va’ni /.

<p{x)-A J/î(.y, r) cp" ( v’) cly — ./ (-V)
<;

Noma’lum lunksiya intégral tenglamada umiimiyroq holda ham 
qatnashishi mumkin, masalan

h
(p(x)^ ^K(x,y,<p(y))i/y

(I
Bu tenglamani Urison ¡enghimasi deyiladi.

Urison tenglamasining nuihini xnsusiy holi bo'lgan ushbu
h

./
tenglamani (¡ammershteyn tcnglumasi dcb ataladi. bu ycrda A (x, y) - 
Frcdgolm yadrosi. IJshbu

■ ’ I '  I j/  ( V.
</

tenglama Volterraning chi/iqli bo'lmagan intégral lenglamasidan iboral. 
bu ycrda /•' (x, v, (p (y )) ,  a < x, y  < h - M  < (/> < M  sohada .y, y, (p 
argumcntlarning u/luksi/ funksiyasidir.

Amaliy niasalalarda te/.-te/ sluinday intégral tenglamalarni veehishga 
lo'g'ri kclatliki, ularda noma'lum funksiya ko‘p argumenlli bo'ladi.

Yevklid la/osidagi chegaralangan sohani ZJorqali, bu sohaga
tegishli nuqlalarni .v = (x,......xu), .f — (y r y j  orqali bclgilab
olami/. (p (x ) = (/) (x ,....... v„; noma’lum, f (x )  - f (x /......v J. k (x ,y )
—  K (xt......  xti, y i ....  y j  berilgan funksiyalar. X -  berilgan sonü
parametr bolsin. Bu holda Fredgolmning ko'p o'ichovli ikkinchi lui 
intégral tenglamasi

<p ( * ) - À (.'')</>■ --f(x )
/>

ko'rinishda yo/iladi. blinda dy dyr ..tlyn. Qisqalik uchun I) solia 
bo'yieha olingan integralni bit la intégral bilan belgilasak, avvalgi 
tenglama quyidagicha yo/.iladi:

cp(.v)-A J K (.Y, v) (p ( r) (ly = f  ( y).
/)

s



Bu integral tenglamada integral D sohani chegaralab lurgan S  
sirt bo'yieha ham olinishi mumkin. Bunday integral lenglainalarni 
tekshirishda ( I )  tenglamaga nisbatan katla qiyinchiliklar kelib chiq- 
niaydi. Shu sababli. biz c'liboriini/.ni ko'proq ( 1) tenglamani o*r- 
ganishga qaratamiz.

2- §. Integral tenglamalarga keladigan ayrim masalalar

Imegral tenglanialarni sistemali o’rganish X IX  asr oxirlaridan 
boshlangan bo‘lib, bungacha integral tenglanialar boLyicha ishlar 
tasodilly xarakterga ega bo'lgan. Integral tenglamalar hilan bog’lash 
mumkin bo’lgan masalalardan biri, agar birinchi bo’lmasa, bu

■U A |  ^/2,7 ! * ' "  / ,V l< A  
tenglikdan berilgan g (x) funksiyaga asosan f  (y ) fimksiyani topishdan 
iboratdir. Bu masalaning ycchimini 1X11- yilda F'urye1

/ ' ( r )  = - 7=  ] e  ' " ' g { . x ) d x

ko'rinishda topgan.
Oxirgi formula avvalgi integral tenglamaning yechimidan iborat 

va aksincha, deb hisobiash muinkin. M a'lum ki, bu formulalar 
I'urening almashtirish formulalari deb ataladi.

Miso!. Ushbu
^(p(y)e d y - ^ lñ e  ^

tenglamani qaraymi/. bunda (p (y )  — noma'lum funksiva.

Bu tenglamaning chap tomonini <p(y) funksiyaning Kuryc 
almashtirishi deb qarash mumkin. IJ  holda yuqoridagi almashtirishga 
asosan

<p{ v )  = \ c  1,1 e " ' d x = - ^ -  .
I +y~

2
<p( v ) =---- r funksiva berilgan tenglamaning yechimidan iborat.

1 + y



Boshqa intégral tenglama Abel1 tomonidan hosil qilingan.
I. Abel masalasi (moddiy nuqtaning og'irlik kuchi ta'siridagi 

harakati). Mcxanikaning hir masalasini tekshirish natijasida Abel bu 
masalani birinchi marta iniegral tenglamani tekshirishga olib keigan. 
Bu masala shu jihatidan ham qiziqki, fi/ika va mcxanikaning boshqa 
masilalari singari 11 diiTerensial tcnglamalar orqali ifodalanmaydi, 
balki to'g'ridan-to'g'ri intégral tenglamani o'rganishga olib keladi.

Abeln ing masalasi quyidagidan iborat: Dekart ortogonal 
koordinatalari a\ y  bo'lgan verlikal lekislikda moddiy M  (x , y) 
nuqta og'irlik (yerga tortilish) kuchi ta’sirida ( £  ?/), //>0 holatdan 
( Ç r 0 ), Ç > Ç holatga harakat qilayotgan bo’lib, yoldagi l vaqt 
balandlik o'Iehovi // koordinataning funksiyasi bolsin, ya’ni i — t (t]) 
M  (x, y ) nuqta harakatining traektoriyasini topish talab qilinadi.

Abel masalasi tauloxron-’ to'g'risidagi masalaning umumlashganidan

-fdx  dv)
iboratdir. Ma'lumki, M  (x, v) nuqtaning tezlik vektori V  —\dt dî )
modulining kvadrati uchun

*9 ()<>*</; 00)

tenglik o'rinlidir, bu yerda g — og'irlik kuchi lezlanishi.
Hozircha noma’lum bo'lgan egri chiziqning tenglamasi x ■■=(// ( y )  

bo'lsin. Egri chiziq yoyning elementi cis, ma’lumki, ushbu

ds^yjdx2 + dv1 =<J\+(yf'(y)Ÿdy - (p{y)d\\ <p(y)^iJl + (yf'(y)Y  ( I I )

tenglik bilan aniqlanadi (2- ehizma). Shu bilan birga

ds
i9=^ r -  (l2)

(10) formulaga asosan (11), (12) dan

j t -  ~ ds 1 ~ < p {y )d y

1 Abel Nils (1802 - 1829) - norvegiyalik matematik.
: Tautoxron (ayrim  kitoblarda tavtoxron deb ham yuritiladi) to'g'risidagi masala. 
Shunday tautoxron deb ataluvchi egri chiziq topilsinki, moddiy nuqta og'irlik 
kuchi la'sirida bu egri chiziq bo'ylab harakat qilganda boslilang'ich holatiga bogliq 
bo'lmay, eng quyi holatiga bir vaqtning o'zida tushsin, ya ni t~const. Ma lumki, 
bu holda tauloxron sikloidadan iborat bo'ladi.



lvn>

t vaqtning o'sishi hilan y  balandlik 
kamayib borgani uchun biz «—» 
ishorasini oldik. ( c  q) nuqtadan (£
, 0 ) nuqtagacha lushish vaqti y 
ning r¡ dan 0 gacha o'zgarishiga 
to'g'ri keladi. Shuning uchun ham

X

2- chizma. yoki

(13)

lenglamani hosil qilamiz, hunda = / (7 ) .
Agar bu tenglamadan noma’lum funksiya tp( y )  ni topa olsak, u

holda iziangan egri chiziqning tenglamasi ( I I )  ga asosan oddiy 
kvadratura yordamida aniqlanadi.

(13) tenglama Abel nomi hilan yuritiladigan ushbu

integral tenglamaning xususiy holidir.
2. Ipning tebranishi. Uzunligi / ga teng bo'lgan o ‘z shaklini 

qarshiliksiz yengil o'zgartiradigan i pni tekshiramiz. Bu i pning uzunligini 
A l  ga cho‘zish uchun a  A l  kuch kerak bo'ladi. Bunda, a — biror 
o'zgarmas (Guk qonuni).

Ipning ikki cheti x o'qining /4(0,0) va B ( b , 0 ) nuqtalarida 
bog'Iab qo'yilgan bo‘lsin. Ip, boshqa tekshiriladigan kuchlarga nisbatan 
yetarli katta bo'lgan gorizontal cho'zib turadigan T{) kuch ta’sirida 
harakatda bo'lmaganda. uning holati gorizontal bo'ladi, ya'ni Ox o'q 
bilan uslma-ust lushadi. Faraz qilaylik, C „(£  0 ) nuqtada ipga P  
kuch ta’sir qilsin. Bu kuch ta’sirida ip ACB  siniq chiziq shakliga 
keladi (3- chizmaga qarang). AC0 va C0 B  larga nisbatan CCü=c>'ni 
yetarli kichik deb hisoblaymiz ( T0ga nisbatan A»ning kichikligi natijasi). 
/ ga nisbatan <>' ning kvadratini hisobga olmasak, fkuehning ta'sirida 
ipning taranglik kuchi Tn ga tengligicha qoladi deb hisoblashimiz 
mumkin.C nuqtadagi ipning taranglik kuchini va P  kuchning vertikal 
chiziqqa proyeksiyasini lushirib, muvozanatlik shartiga asosan



I ; I
7 T 7^siiu/ + 7̂  siu f1 = P  (14)

tcnglikni hosil qilami/. d kichik 
bo'luani ueluin

d' . rVk'lll и > -----....Г /

3- chi/ma.
niunosaballarga asosan, (14) ni 
quvidagi ko’rinislula yo/ishiini/ 
mumkin:

tA p

Blindan

<Ч£)

/ - í  

t i

Abssissasi X ga teng bo'lgan A, (x, 0) miqlada i piling cgilishini
V (x) orqali bclgilab olsak.

boladi, bu ycrda

X

T J

T J

, 0<v<£;

u < X < l .

(15)

Haqiqalan ham, л • Jrbo'lsiii. AC0C va A A f ,  uchburchaklarning 
o'xshashligidan

1 ' ( л ) л / \ ^ )Л-  yoki v (л  ) = à ( q )  — - f  ------
¿ ( í ) T  I

1  о 1

Agar л- > ц bo'lsa, A ¡ ( x,  0)  nuqla C0 В  kcsmada, ( ]  esa C B  

kcsmada yoladi. B C J 1 va /?Л,Г, uchburchaklarning o'xshasliligidan



<>'(£) I - £  •' v" / ” / - i  T„l
(15) formulalardan foydalanib,

G ( x , í ) ^ a ( ^ x )
tcnglik o'rinli ckanligini ickshirib ko'rish qiyin emas.

Agar ipga chi/iqli /ichiigi p (£ ) bo'lgan u/luksi/ taqsimlangan 
kuch ta'sir qilayotgan bo'lsa, u holda £ va ¿  -h\£ nuqtalar orasidagi 
ipning qismiga laxminan p ( ¿ M ^ g a  leng bo'lgan kuch la'sir qiladi. 
Hu kuch ( i (x, £ ) p siljishga sabab bo'ladi.

p (C ) elementar kuchlar lufayli hosil bo'lgan siljishlar 
jamlanganligi uchun (superpozitsiyaprinsipi), barcha kuchlar la'siridagi 
siljish y (x) laxminan

Z C ( v , í ) / ;( í )  A i
(-)

ga teng bo'ladi. Bundan A^ —>0 da
/

r ( . v ) = /<;(* ,<?)/ ,(£)</£ (l6)
0

hosil bo'ladi.
Quyidagi ikki masalani ko'rami/.
I 1.Bi/ tekshirayotgan ip taqsimlanish /ichiigi p (£ ) bo'lgan kuch 

la sirida berilgany = shaklga kelgan bolsín. Shu kuch laqsimlanish 
/ichiigi p ( ¿ )  ni i/laymi/.

Bu holda i/lanayolgan p (<!;) limksiyaga nisbatan 1- lurdagi
/

I)
Fredgolm inicgral tenglamasiga kelami/

2°. Ipga t vaqt o‘tishi bilan o'/garadigan, £ miqtadagi /ichiigi

/;(¿')sin<^/ (w>0)
bo'lgan kuch ta'sir qilayotgan bo'lsin. Natijada ip harakatga kcladi. Ip
ning harakalida nning har bir nuqtasining abssissasi o'zgarmaydi va ip 
y - y  (x) tenglama bilan ifixialanadigan davriy tebranishda deb hisoblaymiz. 
!p niassasining c  nuqladagi zichligini ^ ( s )  orqali belgilab olamiz.

U holda ipning £ va £ + a £  nuqtalari orasidagi qismiga / vaqtda 
P (£ ) sinmt Al? kuchdan tashqari yana



-  p  ( £ ) Д £  d~ r = P  ( Í  ) У ( Í )  «>2 s in rrf A i  
dt"

incrsiya kuehi ta'sir qiladi.
Shu sababli (16) icnglik quyidagi ko'rinishda yoziladi:

v ( x ) s i n ^ / =  Jg(.y, £ ) [ /? (£  )sinrttf+£>(£ ) v{ç)(û s inw/Ji /ç  
и

Ru tcnglikni s in 0)t ga qisqartirib,

\ G (x ,£ )p {â )d ^ j (x ) ,  C,(x,Ç)v{£,)=K{x,t). or=À
II

bclgilashlarni kiritib, ushbu

y { x ) - X ^ K { x ^ ) y ( Ç ) d Ç ^ f { x )  (17)
il

tenglamaga ega bo'lami/..
p ( ф  funksiyani va dcmak. f  (x) ni berilgan deb hisoblab, bi/ y 

(x) funksiyani aniqlash uchun Fredgolmning 2- tur integral tenglamasini 
hosil qildik.

f  (x) funksiyaning aniqlanishiga ko’ra

./■(0 ) - / ( / ) = 0  <lx>
sharlga ega bolami/..

Agar /.ichlik o'/.garmas, f  (x) funksiya esa, ikki marta
uzluksiz differensiallanuvehi bo'lsa, (17) integra! tcnglamani yechish 
katta qiyincliilik tug'dirmaydi.

Haqiqalan ham, avvalo ^ (x) funksiya (17) tenglamamng yechimi 
bo'lsin. К  (x, ф  ga d (x, ф  ning (15) formulalar bilan aniqlangan 
ifodalarini qo'yami/. U holda

, m i  " " ' 1/ д t f- • ( Z ) d { Æ . v  j(/  - ç ) y ( 4 ) d t +/ ( x ) ,
' !» »

bu yerda

c=—
T°

Bu tenglikning har ikki tomonini xbo'yicha ikki marta differensiallab, 
ushbu

r" f  (o' c r(.v)- / f( v ) <l9>
oddiy differensial tcnglamani hosil qilamiz.



Ikkinchi lomondan (19) differcnsial tenglamaning x = 0 va .y = 
= / da nolga aylanadigan har qanday yech im i (17) integral 
tenglamaning ham yechimi bo'lishini ko‘rsatish qiyin emas.

Buning uchun (19) tenglikning har ikki tomonini -7 ¡,G (.y ,£ ) 
ga ko’paytirib «Jbo'yicha 0 dan / gacha integrallaymiz, natijada

L  J g ( .y,4 ) y ( ¿ ) d 4 - tu(o2 c f c ( x ¿ ) y ( % ) d 4 =--- tq j a ( x,£) f  ( 4 )d 4
I) 0 (I

hosil bo'ladi. Tenglikning chap tomonidagi integralni (15) ga asosan ushbu

- T ¿ l < ; ( x , z y ( 4 ) j z = - ^ ) 4 y \ e ) d z - ± ) ( i - z ) y ( e ) d í
o ' o  ' o

ko'rínishda yo/ib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarni 
bo'laklab integrallab, y (0)  — y  (!) = 0  shartlarni e ’tiborga olsak,

i

~ T ^ G {x ,4 )y  { 4 )d 4= y (x )
ckanligi kelib chiqadi. 0

Xuddi shunga o‘xshash (18) shartlarga asosan
/

-T0j G ( x , 4 ) f ( 4 ) d Z  = f ( x )
0

Bulardan, <' ' = — bo'lgani uchun (17) tenglama kclib chiqadi.
(i

M a’lumki. (19) bir jinsli bo'lmagan diff'erensial tenglamaning 
umuniiy yechimi bu tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy 
yechimi va (19) tenglama xususiy yechimining yig'indisidan iborat. 

(19) ga mos bir jinsli tenglamaning umuniiy yechimi

V0(.V) = C, sin fj. x + C\ eos(j. x
dan iborat, bu yerda Cr C2 ixtiyoriy o‘zgarmaslar, /j= a)-4c.

(19) tenglamaning xususiy yechimini o‘zgarmaslarni variatsiyalash 
usulidan foydalanib topamiz:

y, ( x ) = — f f ' ( £  ) sin M x
M  o

Shunday qilib, (19) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi 
ko'rinishda yoziladi:

y (x )  = C\ sin /ix + C2 eos ¡ jx  + — J/  (^)sin //(x -
/ / o



( I.*)). ( I 7) va (18) lengliklarga asosan y ((» -  y (!) "0. Bu shan lar 
vordamida (  , va C , ni lopami/;

I /
í\= 0 . ( ]  ---------- [/ '" ( í )s in //(/ £)cl£

/ / S I

Natijada, agar sm///VÜ bolsa, (i7 j iciigiamaiimg uslibu

r(-v) = - —  Sm// | [/  "(^ )sin//(/ - c )  + - J ./ '" (c )s in / / ( .v - ^ - ) í/ í 
// sin/// J //(J

yechimiga cga bo’lanii/.
Bu liolda (17) integral lenglama ikki marta u/.luksi/ dilíe- 

rensiallanuvchi va f  ( 0) - f ( l )  shartni qanoailanliruvchi ixliyoiiy 
/ ( v ) Lichun yagona yeehimga cga bo'ladi.

Bi/. kcyinchalik (17) tcnglamaning yeehimi mavjud bolishi iicliun 
s in ///^0 sharl bajarilganda / (.v) funksiyaning u/luksi/ bolishi kitoya 
ekanligini ko’rsatami/.

3- §. Voltcrraning integral lenglamalarí va differensial 
tcnglamalar orasidagi bog‘lanish

Avvalo matemalik anali/ kursidan ma'lum bo'lgan koyinchalik 
bi/ Ibydalanadigan bir formulani kellirami/..

1. Dirixle formulasi. Tara/ qilaylik, / ( \\y) liinksiya lomonlari 
v - \\ .v -  a, x = h lo'g'ri chi/iqlardan iboral bo'lgan leng yonli A 
uchburchakda ( 1- chi/mada shtrixlanmagan uchburehak) u/.luksi/. 
boisin. Bu holda A ueliburehak boLyieha olmgan

■ / =  JJ /  (  A  .  V  ) í / . V í / r

\

inlegralni ikki usul hilan hisoblash mumkin.
Avval v o ’/.garuvehi bo'yicha a dan y gacha, kevin y bo'vicha a 

dan b gacha integrallash mumkin. ya'ni
h i

J  = y  J / (a\y)dx.
>1 ii

So'ngra, y bo’yicha .v dan b gacha, .v bo'yicha esa a dan b gacha 
inlegrallash mumkin. ya'ni

h b 
J  = v J  / (A, r)¿A .



/) г h h
J dv J f  (v, y  ) dx = J (ix J /' ( -V, y  ) ci y ( 20)

lenglik kclib chiqadi. Bu lenglik Dirixleformuíasi dcyiladi.
2. Tcnglamalar chi/iqli boMmagan hol. Uslihu

(21)

tonglamaning

Г (-*..)= V„ (2 2 )

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini lopish masalasi, ya'ni 
(21), (22) Koshi masalasi Voltcrraning chi/iqli bo'lmagan integral 
lenglainasiga keladi. Haqiqatan ham r=  v(.v ) funksiya (21). (22) 
Koshi masalasining ycchimidan iboral bo’lsin. Bu yechimni (21) ga 
qo'yib ayniyat hosil qilami/, bu ayniyatda дг ni t bilan almashtirib, 
so'ngra t bo'yicha x„dan .y gacha intcgrullasuk,

lenglikka ega bo’lamiz, va’ni y(x )  funksiya (23) integral tenglamani 
qanoatlanliradi. Aksincha v (.v ) funksiya (23) tenglamaning yechimi 
bo'lsin. ya'ni bu shunday funksiyaki, uni (23) tenglamaga qo'vsak, 
bu lenglama ayniyatga aylanadi.

Bu ayniyatni differensiallab.

ga ega bolami/., ya’ni r (  v) funksiya (21) tenglamaning yechimidan 
iborat. shu bilan birga (23) ga usosan v ( x n)=_V().

Shunday qilib. (23) integral tenglamani yechish (21). (22) Koshi 
masalasini yechishga ekvivalentdir.

Xuddi shunga o'xshash ikkinchi tartibli

lang'ich sharllarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi

(23)

dv

oddiy differensial tenglamaning г ( л*0 ) = l ’ ( .X",, ) ~  \’() bosli



I s

>• ( x ) = jds J /  [/, y  (/) ]  di + y„ + .1 (x - x„)
'|i 'll

chiziqli bo'lmagan integral tenglamani yechishga keladi.
(20) Dirixle formulasidan foydalanib, oldingi integral tenglamani

V

r ( x) = J (x  - / )/ [/ ,  y ( t ) }d t+  r„ + y  ;,(x - x „)
\ If

ko’rinishda yozishimi/ inumkin.
3. Tcnglamalar chiziqli bo'lgan hol.
Koeffitsientlari va o/od hadi uziuksi/ bo’lgan ushbu

d nv (  , c ¡ "  1 v t \ d y  / x  „ /  x
~ d P  +  ° ' +  -  +  ü ü” W - V= W  (24)

n  - tartibli chiziqli differensial tenglamaning

v ( .v 0)  = C „, y ( j r 0)  = C ,. . . . ,y {" l|( x „ )  = C „ , (25)

boshlang'ieh shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi

V

í» ( .v )+  Já’ (xj)<p[i )d t= f (x )  (26)
\„

ko'rinishtlagi Voherraning ¡kkinchi tur chi/iqli integral tenglamasini 
yechishga olib kelish rnumkin. Haqiqatan ham,

D "v= -^-= (p (.v )
' d x R V }

deb hisoblasak,
V

bo’ladi. So'ngra
i \

D  \v =D ' { D  'y )=  Jí/v \<p{t)dt
*1) '(I

bo*lib, Dirixle fomnilasiga asosan



V

D~2 y  = j(x-t)<p(t)dt.

Bu jarayonni davom ettirib,

D

tcnglikni hosil qilamiz.
(25) boshlang'ich shartlarni e'tiborga olsak.

d"v d
dx" dx

J "  1

<P- —̂—=C . + D ' <p, 
dx"' V

= C» i (■* "  ̂ )•+ C„-2 + D >,dx
(27)

d y ^ C
dx (n-  2)! (/1-3)!

■ + . . .  + C. + 0 ' ’V

i ’ =  C
,  (*-*< i)" ' | { x - x j  '

'n-\ i  | \ I / /-s \ »
(#7- 1)!

-- a-jrr +.... + C]{x-x0)+Cn+D  « cp

tcngliklarga cga bo'lamiz. Bularni (24) tenglamaga qo'yib,

« ( x — f V 1
K ( x . t ) = Y , a A x ) > (28)

f ( x )  = F (x )- C „  ,«,(-v)-[C„ ,(-v-.v0)4 C „ , > 2(af)-...-

( t - v fc
( » - ! ) !

+ .... + C ,(x - .r0)+CIJ a „ ( x )  (29)

bclgilashlarni kiritsak, (26) integral tenglamaga cga bo'lamiz.



Aksincha, yac! rosi va o/od had i (28). (29) lormulalar bilan 
anit|!angan (26) inlegral lenglamani vecliib, </?(.v) vccliim uchiin 
olingan ilbdani (27) (engliklarning oxirgisiga qo'yib. (24) longlamaning 
(25) boshlang'ich sharllarmi qanoallaniiruvchi yagona ycchimiga cga 
bo'lami/.

Agar (24) tcnglamada cng katta liosila oldidagi koelïilsicnt I 
bo'lmay, <■/,,(.v) ho'Isa, (26) inlegral lenglama

i/n(.v)^(.v)+ v)(p(y)dv + / (.v ) (30)

ko'rinishga cga bo'ladi. bu yerda ham K ( \ \ y )  va / (.v ) funksiyalar
(28) va (29) Ibrmulalar bilan aniqlanadi.

Agar tekshirilayotgan oraliqda i/n(.v )^ () boisa, hamma avvalgi 
nalijalar o7  kuchini saqlab qoladi. agar <7„(.v ) fmiksiya biror miqlada 
nolga aylansa, (30) tenglama nchinchi turdagi maxsus inlegral 
lenglamadan iborai bo'lib. uni alohida Ickshinshga to'g'ri keladi.

M isol. Ushbu

ci2 Г . dv / ч . , v
— - ? -  + 6 r  =  0, г 0 = 0 . v  0 =1 
dx~ dx

Koshi masalasi inlegral Icnglamaga kellirilsin.
Yechish.

desak.

dx
t ) d t  y -  v+J(.v t ) (p ( i ) d t

i»

bo'ladi. Bu ilbdalarni berilgan lenglamaga qo'yib. ço(.v) ga nisbatan
\

i  6 . v  I | ( - 6 . V  f 6 1 \ 5 ) ( p ( / ) d l  

il
integral tcnglamani hosil qilamiz.Mashqlar. Quyidagi differcnsial lenglamalar va boshlang’ich 
shar(larga mos bo'lgan inlegral lenglamalar U i / i l s i n :



1- ) =0. v (0 ) = l ;
ax

\

Javob. i
0

2. -г- + r ( . v )=  cos.v, v ( 0 ) - l ,  i ,,( 0 )  = - l ;  
dx ' '

\

Javob. ^ (.v)=cos.y-.v+  J(/  -x ) (p ( i )d l .
о

3. -^-^-+(l +.v’ )v (.y )- co s .y , r ( 0 ) “ 0, v '(0 )  = 2; 
d\~

\

Javob. 0?(.v) _ | ( l - / )^ (/ )i//  + cos.v ~ 2 .y (| +- .y2).
II

d X V л d~ v . d v4. — г - 3 —^  - 6 —  + 8 у - 0, v’(0) = v’(0) = v"(0) - 1;
а  л ax ax

\

Javob. < (̂.y) Î 2.Y-4.V2 4- jj 3 f  6(.v /) -  4{x - 1)2 ~^<p(t)dt.
il



I I  BOB. FR ED G O LM  TEN G IAM ALAR I

1- §. Kctma-kct yaqinlashish usuli

Hi^ bn hnh(l;i, ;|чоч;и1 Frodgolinning ikkinchi turdagi
b

<p(x) -  - Л Ja'(x,y )(p ( \ )c/v- f { x )  (i) 
ll

integral tcnglamasini tekshiramiz. ( 1) lenglamada K ( x , y )  yadroni va 
/ (л )  funksiyani u/luksi/ funksivalar deb hisoblavmiz, shuning ucluin

ъ
П K ( x ,  у )  I d y  < Af, a < x < h , m ax|/(.v)|=w (2)J i 'Ъ \ >h
. ¡

bo’ladi.
Tabiiyki, bu holda ( I )  lenglamaning yeehimini ham uzluksi/ 

funksiyalar sinfidan i/.laymiz.
Teorema. Agar ( I )  tengiamaning parametn

\Л\<—  0)
'  M

shartni qanoatlantirsa, и holda hit tengiamaning yagona (p{x) yechimi 
m avjiui bo'lib, uni keitna-kei yaqinlashish usuli bilan lopish mumkin.

Isbot. Nolinchi yaqinlashish sifatida {1 ) tengiamaning ozod hadini 
qabul qilamiz, ya’ni

Birinchi yaqinlashishni
b

<p{{ x )  -  f ( x )  -\ Л y ) f ( y ) d y
a

munosabat bilan aniqlaym i/. Bu jarayonni davom cttirib, n- 
yaqinlashishni

b
<p„(.v) = f ( x )  + Я  J ЛГ (x,  y)<p„ , ( } ')ф \  n =  1. 2,. . .  (4)

(I

formula bilan aniqlaymi/.
Shunday qilib, (4) rekurrent munosabatlarni qanoallanliruvelii

(p Jx ).< p t(x ),K ,< p „(x ),... (5)



funksiyalar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Matematik analizdan 
ma'lumki, (5) ketnia-ketlikning yaqinlashishi

X

<PAX) + Y . [ (P,XX) - (Pn , ( * ) ]  (6)
I

qatorning yaqinlashishiga teng kuchlidir. (4) formulani
b

<pA x )=f { x )+À \к {х'У)[<Рп i { y )- V „-i{y)+<P„ 2(y )]dy=
a

b b 

= 1 {х) + ^ \ к (х ’У )У »~ 7 [> ¥ у+ )1\ к {х ' У ) \ % Л у ) - 1Р п Л у )\ 1>' =
a <t

h
= <P„-I (x )+ ? i jК (x, v)[«p„_, ( y ) - ç „ _ 2 (> ')]л , П = 2,3,...(7)

a
ko'rinishda yozib olamiz. (2) munosabatlarga asosan (7) dan darhol 
quyidagi tengsizliklar kelib chiqadi:

\(P7{x) - (P\{x )\^m X 2

\<Рп{х)-<Р»Лх )\^т Г  M *-

Shunday qilib, (6) qatorning har bir hadi musbat hadli

X^‘ M n (8)
я-0

qatorning mos hadidan katta emas. ( 8) qator esa, (3) tengsizlikka 
asosan yaqinlashuvchidir. Demak, ( 6) qator, natijada uzluksiz 
l'unksiyalarning (5) ketma-ketligi uzluksiz (p{;c) funksiyaga absolyul 
va tekis yaqinlashadi. (4) tenglikda n —>oo da limitga o‘tib,

h
<P{x) = f { x ) + x  J к { Х,У)<Р{УУ1У

a
tenglikni hosil qilamiz, bu esa (p (x ) funksiya ( I)  tenglamaning yechimi 
ekanligini ko‘rsatadi.



Flndi ( I )  lenglamaning </?( x ) d¿m boshqa yeehimi yo'qligini 
ko'rsatish qiyin cmas. Himing uclnm aksineha, ya'ni ( I )  lenglamaning 
</>( v) dan boshqa yana bitla f//(.v) yeehimi bor deb. Гага/, qilaini/. 
I ! holda bit yech im larn ing  ayirmasi <v;(.v)--</?(.v )-y/ (.v ) ( 1) 
lenglamaga mos bolgan bir jinsli tcnglamaning yechimidan iborat 
bo'ladi. ya'ni

/■

со(л)= A j  A'(.V, r ) w ( y)dy.
it

o>n --ma\|r^(.v)| deb belgilab oknk, o\irgi lenglikdan 

< Щ М (0а 
lengsi/likka ega bo'lami/. Agar o)0 * 0 bolsa, oxirgi tengsi/lik (3) 
lengsi/.likka qarama-qarshidir. Demak, o)tl 0, blindan w (.v ) = 0, ya'ni 

= y/(.v') ekanligi kelib ehiqadi.

2- §. Iteratsiyalangan yadrolar. Rezolventa

1. Itcratsiyalangan yadrolar. Avvalgi puragrafda (3) tengsi/lik 
bajarilganda (5) funksiyalar ketma-kclligi ( I )  tcnglamaning </>(v) 
vcchiniiga yaqinlasbishi isbollangan edi. Fndi slui ketma-kellik 
yaqinlashishi strukturasini balai'sil o'rganami/. Ma'lnmki,

h
<PÁx ) = f { x ) 1 À |А '(л ',.г)/(у)< /v.

i I

so'i ig га h

^ : ( . v )= / ( . v )  i A jh:(x.t)<pl (t )c it  =
a

/> /> b
- / ( v)+ Я J К  (л,/) f  (t )d  t+ Я :|а '(  v,/)í//| A' (/, v) / (

,t > i i/

Takroriy integralda integiallash lailibini o'/gartirib, so'ngra
h

К  ( u r )  J A ’ ( x , t ) K  ( m ) í /  1
i i

deb belgilab olib, 
/■ /> 

ф : (.г )=  / ( v )+ A  j* A’ (-V, v )  / ( i ')  i/ г + A J A , (л ,  v )  / ( i ') í A ’



К  ( u v ) / ( ; ,  ) . /г (9)
'-I

lenglikka ega bo'lamiz. Blinda Ä.”; ( .v ,v )  lar

K [(x ,y )  = K (x , r ) ,
h

K ,(x , v)= ,(/, v / - 2,3,... ( 10)

rekurrent munosabatlar bilan aniqlanadi. А ( л \ г )  funksiya lar 
iterasiyalangan (takroríangan) yadrolar deb alaladi.

Ilerasiyalangan yadrolarni ( 10) ga nisbalan unuimiyroq

( I I )

formula bilan ifodalash niumkin. Haqiqalan ham, (10) da ,(/ , v ) 
yadroni yana shu ( 10) formula yordamida Á ( , bilan ifodalab,

h Г л
A ;(.v ,v )- {^ (.v ,/ ,)  ¡ K ( l {j : ) K i 2 (t2, y ) d t 2 t i l ,  -

л h
= \\K {x .l í ) K { t ij 2) K i : ( l „ y ) ü t i i l t 2

• i a

tcnglikni hosil qilami/.. К  yadroni A  . yadro orqali ifodalash
niumkin va h. k. Bu jarayonni davom ettirib, oxirida

h b
ÄT, (.v ,.v )=  / - • - (-V,/, )Ä T (/ ,,/2 )...АГ(/, , , r ) í / / , . ..<//, ,(12)

,t il

formulaga kelami/. tr o7.garuvch i bo'yicha inlegralni ajratib, oxirgi 
formulani

h í b b
K ,(x ,y )=  ¡di, ¡ . . . ¡ K (x j l ) K ( t ¡,t2)...K(tr v tr )d lv ..dtr , X

</ t (/ a
h h

r - dll I)



ktVrinishda yo/ib olamiz. ( 12) formulaga asosan, fígurali qavs ichidagi 
birinchi integral K r [ x J t ) ga, ¡kkinchi integral esa K t ga
teng.

Shunday qilib,
h

K . (x ,v )=  \Kr (x,tr )K i , ( t r, y )d t r.
il

Bunda / ni ¡ ga almashtirib ( I I )  formulaga kelami/
2. Rezolvcnta. (6 ) qatorning yaqinlashishini isbotlagandagi 

mulohazalami qaytarib, (3) shart bajarilganda ushbu

y ) (13)
/-i

qatorning ü < y  < b j  kvadratda tekis yaqinlashishiga
ishoneh hosil qilish qiyin emas. Haqiqatan ham, A yopiq sohada
uzluksiz bo 'lganligi uchun ( 2) tengsizlikka asosan quyidagi 
tengsi/liklarga ega bo'lamiz:

K ^ ,y ) \ < M  „

a
h

K ,{x ,y )<  ^ K x(x,l)\\K,{Ky)\dl<M,M\

Dem ak, (13) qatorning har bir hadi (3 ) shartga asosan 
yaqinlashuvchi

m
1 1 IM

/-I

sonli qatorning mos hadidan katta emas, u holda (13) qator absolut 
va tekis yaqinlashuvchi boladi. Bu qatorning yig‘indisi R (x , v , / 1) ni 
K ( x ,  v )  yadroning yoki ( l )  integral tenglamaning rezolventasi yoki 
hat qiíuvchi yadrosi deyiladi.



(13) qator X  ga nisbatan darajali qator bo'lgani uchun uning 
yig'indisi, ya’ni /?(.r, ;̂>l) rezolventa, agar A kompleks son bo‘lsa,

l/lc— yaqinlashish doirasida, agar X haqiqiy son bo'lsa, ! —t  t t i' ’i m  j I M m  j
yaqinlashish intervalida X ning analitik funksiyasidan iborat boMadi. 

(9) da n —> oo da limitga o‘tib, ( I ) tenglamaning ycchimini ushbu

<p{x) = j \ x ) +  ' K : ( x , y ) f ( y ) d v  ( , 4)
« /-I

qator ko'rinishida hosil qilamiz. Bu qator Neyman qctori deyiladi.
(14) yechim rezolvenla yordamida

h
<p(x)= / ( x ) + R ( x ,  v ; X )  f ( y ) d y  (15)

ii
kokrinishda yoziladi.

(13) qatorning har bir hadi uzluksiz va qator tekis yaqinlashuvchi 
bo'lganligi sababli R ( x , y \ X )  rezolventa ham [ a < x < b ,  a < y < b \  
kvadratda uzluksiz boladi. Shu sababli, avvalgi formulalardan f ( x )  
uzluksiz funksiya boMganligi uchun ( 1) tenglamaning <p(x) yeehimi 
uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Rezolventa o'ziningbirinchi yoki ikkinchi argumentining funksiyasi 
sifatida quyidagi ikkita integral lenglamani qatoatlantirishni tckshirib 
ko'rish qiyin emas:

b
R ( x , y \ X ) -  K(Kx , y ) +  A ^ K ( x , t ) R ( l , y \ A ) d t ,

a
b

R { x , y \ A )  = K ( x ,  v )  + A  j V ( t , y ) R ( x J \ X ) d  L (16)
a

Bu tenglamalardan, masalan, ikkinchisini tckshirib ko'rish uchun

R ( x , y \ l ) = ' ^ X r ' K t ( x , y )  (i7)
/-I

tenglikning har ikki tomonini A'( >v?) ga ko'paytirib, y  bo'yicha
integrallaymiz:

b , b
J/? (x ,  y ; /1) /C( y , s ) dy  = jAT( ( x ,y ) A : ( y , s ) i 7 v
a ' 1 a

yoki ( 10) tenglikka asosan



Buni Л ga ko’paytirib, (17) da / -1 = / dcb, hosil bo'lgan ifodani 
e'tiborga olsak. oldingi lenglik quyidagieha yoziladi:

h
Л J/ í( .V, г ;Л ) К  ( r ,s)dy = R ( v,л л\s )

voki
a

Я(л\л;Л )=  К  (,y,.v)+A j* К  ( r , .v )/ ? ( .v ,r; A )i/ r

Bu csa o'/gamvchilarni boshqacha bdgilashdagi ( 16) ning ikkinchi 
teiiglamasidau iboraldir. (16) ning bimichisini liant xuddi slumday 
tckshirib ko'rish mumkin.

Indi (16) lenglamalar o'rinli bo’lganda (15) formula bilan aniq- 
laiigan çp(.\‘) funksiyaniiig ( 1 ) tenglarnani qanoatlanlirishini ko'rsatish 
qiyin cmas. Shu maqsadda (15) formulani (1) tcnglamaga olib borih 
qo'yami/; h ft

/ ( v) +A J  /^(л, v ;Я ) / ( r )c / r - A jК  (л,/)х

X

yoki

п  f

(л%у;А )/ ( y ) í iy - Ja '(.v , г ) J\ y )íiy

h h
л ¡ ¡ к  i x ,t)R (l,y ;À )/ (y )d tc ly  О-

I /  С Í

Oxirgi tcnglikni quyidagi ko'rinishda yo/ib olami/.
>> f* 

j  R ( x , y \ Á ) - K (  v, v ) - Á  \ K ( x j ) l i ( i , y U ) í í l f ( y ) ‘b ’ =(>.

Bu tcnglik haqiqatan o'rinli bo'laili, cluinki kvadrat qavs ich ida
(16) icnglamalarning birinchisiga asesan, aynan nol luribdi.

Misol. Ushbu inlcgral lenglama yechilsin:



Iïli yorda K(.\\ v ) г, Я =— .о
Iteratsiyalangan yadrolarni hisoblaymi/: 

i
А ',(л \г )-  J/ y  ci { — —,

(I о “
i i 

K , (x ,y )^  jK (x j )K , ( / ,  v ) i//=j-J/i// = j T,

I

K,{*•>') = jM-'-'K A'-y)cl1 = ^ \ '  cIi= t̂t-
о  ̂ I) ^

(17) forimilaga asosan berilgan icnglamaning rc/.olvcntasini 
hisoblaymi/

/
R л - . г ; - Ч  =  У - Ч ^ т = г У  - ^ т =  V  

л  -y 1 - Г  I • ^  /1' 1
2 )  ~  2 ; 1 2'  1 • f Y  4'  1 • , 1  3  ’

4

(15) formulaga asosan tcnglam aning yechim ini quyidagi 
ko'rinishda topami/:

, \  , 1 1 г 4 v (  3  1 П  .(p[x) = c -- x e --- h— —— — e -- r c ' --- \dv =
2 2 J 3 v 2 2 ‘ 2 * '

= - ( Ъ - Ху + - ( 3 - е ) .

Yuqorida bayon qilinganlardan ko'rinayaptiki, ( I )  tcnglamaning 
yechimini kctma-kel yaqinlashish usuli bilan topishda \à \ ning --- 
dan kichik bo'lgani muhim shart ckan. Tabiiy savol to'g'iladi: ketma- 
kctliklarning A ning barcha qiymatlarida yoki hcch bolmasa marka/i
À - 0  nuqtada va radiusi — dan katta bolgan doirada (kcsmada) 
yaqinlashishini ko'rsatish nnimkinmi? Runday bo’lmas ckan. tavakkal



qilib olingan Fredgolm integral tcnglamasi uchun ketma-ketliklar 
|A| > bo'lganda u/oqlashishi nuimkin, ammo shunday lenglamalar/V/
sinП mavjudki (masalan, Volterra tcnglamalari, hi/ ularni keying! 
bobda o'rganamiz), ketma-ketliklar Я ning ixliyoriy chekli qiymatida 
yaqinlashuvchi bo'ladi.

Miso!. I ishbn
i

(Р ( л' ) - Я 1 (К . , 'И ' '  = 1 (18)
il

tenglama bcrilgan bo'lsin. Bu ycrda a - 0, b = /, К  (x, y) =/, M  - / 
bo'lib, yuqorida isbotlanganiga asosan (18) tenglama uchun (5) 
ketma-kellik |A| < 1 bo'lganda yaqinlashuvchi bo'ladi. Lckin bu 
tcnglamani kctma-kct yaqinlashish usulidan foydalanmav ham osongina
yeehish mumkin. Shu maqsadda

i
J< p (r ) i/ V
0

integral biror noma’lum o ‘/garmasdan iborat ekanligini e'liborga olib, 
uni С orqali belgilab olami/. Li holda (18) lenglamaga asosan

( p ( x ) - \ + À C

Bu ifodani (18) lenglamaga qo'yib,

( I ~ À ) C - \  (19)
lenglamani hosil qilami/. Я = 1 bo'lganda bu tenglama yeehilmavdi, 
demak. Я = 1 da (18) integral tenglama yeehimga ega emas. Bundan. 
radiusi birdan katta bo'lgan doirada (18) tenglama uchun ketma- 
ketliklar yaqinlashishi mumkin emasligi kelib chiqadi. Shunga qaramay 
qi/.ig'i slumdaki, (18) tenglama laqat Я *4 bo’lgan barcha Я lar

uchun yeehimga ega. Haqiqatan ham, (19) dan ( ' —— , demak,
I 1 _ ̂

И-*)-— Buni (18) lenglamaga qo’yib, uni qanoatlantirishiga
I — A

ishonch hosil qilish qiyin emas.
Endi (18) tenglamadan farqli, o/od hadi (0, 1) oraliqda ixtiyoriy 

uzluksiz / ( .v) funksiya bo'lgan
i

( p ( x ) - X \ ( p ( y ) d y  = f ( x )  (20)
(I

lenglamani tekshiramiz. Avvalgiday



deb belgilab,

<p{*) = f { x) + A C
tenglikni hosil qilamiz. Buni 0 dan I gacha integrallab, C ni topish 
uchun

i
( \ - X )C  = \ f {x )d x  (2|)

0
tenglamaga ega bo'lamiz. Agar A * \  bolsa,

C = - A j J / ( x ) d x ,
I A  ()

<p(x)=f{x)+-^— '[ f (x )d x .
A  ()

Bu funksiyani (20) tenglamaga qokyib, uni qanoatlantirishiga 
ishonch hosil qilamiz, demak. (20) tenglama A *  1 bo'lganda yechiladi 
va yagona yechimga ega bo'ladi.

Endi A -  1 bolsin. Bu holda (21) tenglama
i
f / ( x )d x  = 0 (22)
0

ko‘rinishga ega boladi. Agar / ( . r )  shunday funksiya bo'lsaki, (22) 
tenglik o'rinli bo’lmasa, (20) tenglama yechimga ega bolmaydi, xuddi 
shunday bolishini / (x )= l da ham ko‘rgan edik. Agar (22) tenglik 
bajarilsa, u holda C aniqlanmay qoladi, bu holda (20) tenglama

<p(x) = f ( x )  + C
(C  — ixtiyoriy o'zgarmas) ko'rinishdagi eheksiz ko'p yechimlarga 
ega bo'ladi.

Mashqlar. Rezolventa yordamida ushbu integral tenglamalarning 
yeehimi topilsin.

1 ' 5
1- <p{x)-- f -V.f <p{y)dy=jx.

3 f, 6



Javoh: <p{.\ ) — .v.
M ' 16

Javoir </?( .V ) c’ ' .

1 f V
3. < p (.v )-- J.v .r (p{v)cly=  s in .v - - .

, . . 24 , I 1 . 1Javoh: ш v —sin .v---- (I » — cos--- s in —) .
‘ 95 2 2 2

3- §. Fredgolm teorernalari

I. Chi/iqli algebraik tenglanialar sistemasi. Chi/iqli integral 
tcnglamalar na/.ariyasida algchradan ma'lum bo'lgan chi/iqli algchraik 
tcnglamalar sislcmalarini vcchishga doir tcorcmalar muhim rol o‘y- 
naydi.

Hi/ bu handda kcyinchalik bi/ga kcrak bo'ladigan, chi/.iqli algchraik 
tcnglamalar sistcmalariga taalluqli icorcmalarni, asosan isbolsi/ 
kcltirami/. 

Tcnglamalar soni noma'lumlar soniga tcng bo’lgan

/ = l' 2.....11 <23)

ko'rmishdagi sistcniani tckshirami/.. 
A'p.v, .V(( va sonlarni .v va /; vektor- ustunlarning 

koordinatalari deb, ya'ni

■vl /j,
• V, h:

v = , /)=

,Vf. hn



í/-> I £/->-) ... ¿i-,

a a ~>i¿ a

kvadral matritsaning elementlari deb talqin qilamiz. U holda (23) 
sistemani bitta

A x = h
vcktor lenglama ko'rinishida yozish mumkin. Ma'lumki, A malritsa 
berilgan bolsa, Lining salrlarini ustunlariga almashlirish natijasida hosil 
bo’lgan matritsani A bifan transponiriangan matritsa deyiladi.

Agar A matritsaning a it elementlari kompleks sonlardan iborat 
bo'lsa. transponiriangan matritsa elementiarini qo'shma kompleks a  / 
elcmcntlar biIan almashtirish natijasida A matritsaga qo’shma A' 
matritsa hosil boladi.

Shunday qilib, agar A -  
elcmcntlar haqiqiy sonlar bo'

a bo’lsa, A = boladi. a
sa, A matritsaga qo’shma bo’lgan A'

matritsa transponiriangan matritsaning o ’zidan iborat boladi. 
Ushbu

A v  =  c
yoki, voyib yozganda

u __

/ I

tcnglamalar sistemasi (23) sistemaga qo'shma sistema deyiladi.
Qo'shma sistcmaning o‘ng tomonidagi vektor ixtiyoriy bo'lishi 

mumkin. Kocffitsicntlari a lf haqiqiy sonlardan iborat sistemaga 
qo'shma sistema

I
/-I

a v —cn ■ / I

ko rinishga ega bo'ladi. Biz q liy ida keltiradigan tushuncha va 
teoremalarda sistemaning kocffitsicntlari haqiqiy yoki kompleks sonlar 
bo'lishining farqi yo’q.



O'zaro qo'shma malritsalarning deierminanllari bir vaqlda nolga 
long yoki teng bo'lmaydi; qo'slinia malritsalar bir xil rangga cga bo ladi.

/- teorema. Agar algebraik tenglamalar sistemasining ilelerminanti 
noldan farqli bo'Isa, u halda berilgan sistema ham va unga qo'shma 
bo'lgan sistema ham ixtiyoriv ozod hadlarda vechiladi, u va bu 
.̂ ¡ML'maning yechimlar: yagonn bo'ladi. Pu boUln bir jinsli sistema 
faqat trivial (nolga teng) yechimga ega bo ‘ladi.

2- teorema. Agar algebraik tenglamalar sistemasining determinanti 
nolga teng bo‘Isa, u halda b irjinsli A x  = 0 va A r - 0  sistemalar bir 
xilsondagi p = // - r  chiziqli bog'iiq bo'Imagan yechimlarga ega bo'ladi, 
bu y e r d a g i r - A  matritsaning rangi.

Shuni ta'kidlab o 'lam izki, agar a " ,a i_ v ! va y <n, y  ' '......
V lar A A = () va A ’ v  = 0 sislcinalarning chiziqli bog’iiq bo'lmagan 
yeehimlari bo'lsa, u holda bu sistcmalarning unuimiy ycchinii

y = t r , y {,)
/i /i

ko'rinishga ega bo'ladi, bundagi y t va y , lar ixliyoriy o'zgarmaslar.
3- teorema. B ir jinsli bo'lmagan (23) sistemaning yechimga ega 

bo'lishi uchun A matritsaning rangi, bu matritsaga ozod hadlar ustunini 
qo'shimcha qilishdan hosil bo'lgan kengaytirilgan matritsaning rangiga 
teng bo'lishi z.arur va yetarlidir.

Agar (23) sislemaning determinanti nolga teng bo'lib, sistema 
yechtladigan bo'lsa, u cheksi/ ko'p yechimlarga ega bo'ladi: (23) 
sislemaning biror yechimiga unga mos bir jinsli sistemaning ixtiyoiiy 
yechimini qo'shib, yana (23) sistemaning yeeliimini hosil qilami/. Bu 
holda agar A malritsaning rangi r ga teng bo'lsa, (23) sislenianng 
unuimiy yechimi

/ I
ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerdagi a 1"’ sislemaning xususiy yechimi,
xK,\ / =1,2..... ,p  lar esa, bir jinsli A x - 0  sislemaning chiziqli
bog'iiq bo'lmagan ycchimlaridir.

3- teoremani unga ekvivalent bo'lgan va keyinchalik biz 
Ibydalanadigan teorema bilan almashtirish mumkin.

4~ teorema. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi (23) yechimga 
ega bo'lishi uchun bu sistema ozod hadlari vektorining qo'shma bir 
jinsli sistema barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi z.arur va yetarlidir.



Bu teorcmaning isbotini keltiramiz. Eslatib o'tamiz. agar

bolsa, x va y  vektorlar ortogonal dcyiladi.
A matritsaning i- ustunidan tashkil topgan vcktorni Ai orqali 

belgilab olamiz, ya’ni

4 =

au
ü 2 i

a ..

/ = 1,2,...,a?

(23) sistcmani

2 > ,4 = *

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yozuv shuni ko'rsatadiki, b 
vcklor A.t veklorlarning chiziqli kombinatsiyasi bolgan holda va faqat 
shu holdagina (23) sistema yechimga cga bo'ladi. Buning uchun h 
vcklorning bareha At vektorlarga ortogonal bolgan har bir vektorga 
ortogonal bolishi zarur va yctarlidir.

Shunday vektor y  bo‘Iib, uning komponentlari v,, v,,..., v„ 
bolsín. (v ,/ l,) = 0, / - 1,2,..,/; shan

/-I
tenglikka ckvivalentdir. Bu esa, y  (23) sisteniaga qo'shma bir jinsli 
sistemaning yeehimi ekanligini bildiradi.

Demak, (23) sistemaning yechimga cga bo lish i uchun h 
vektorning qo'shma bir jinsli sistemaning ixtiyoriy yechimiga ortogonal 
bolishi zarur va yetarlidir. Shu bilan teorema isbot bo'ldi.

2. Aynigan yadroli Fredgolm integral tenglamalari. Fredgolmning 
ikkinchi tur ( I )  tenglaniasidagi /Cf.v, v )  yadro

a" ( x ' > ) = Z a  W ' / . W/=i
(24)



ko'rinishga ega bolsa, у aynigiin (buzilgan) yadro deb ataladi. Bundagi 
l> (.v) va í/( ( v) fmiksiyalarni asosiy (</,/>) oraliqda n/luksi/. lunksiyalar 
deb hisoblaymi/.. U holda K(.\,v)  yadro asosiy kvadrakla u/.luksiz 
lunksiya bo'ladi. Ayrim  adabiyollarda (24) ko'rinishdagi yadroni 
Pinkerle-CJursa yadrosi, qisqacha /ЧУ-yadro deb ham yuriiiladi.

(j¡ ( r )  funksiyalarni ham o ’/aro chiziqli bog'liq emas deb hisoblaymi/. 
Aks holda chiziqli boqliqlarini boshqalari orqali chiziqli ifodalab.
(24) yig'indida qoLshiluvchilarsonini kamaytirish mumkin. (24) ilbdani 
( ! )  integral tcnglamaga qo’yib.

ko'rinishda yozib olamiz. bu yerda с - nomal uni sonlar. г 
oV.garmaslarni aniqlash nchunoxirgi formuladan </?(-v) ning qiynialini 
(25) tcnglamaga olib borib qo’yami/:

hundan p , ( x ) lunksiyalar chi/iqli bogliq bo'ltnagani uchun

I ’mumiylikk.H /ivon vcika/mav. p (.v) barcha kmksiyalami ham.

■?(-') ^  J /Л ( a )í/, ( .1-)^ (- '')^Л '=  / ( v ) (2?)
/ 1 „

icnglamani hosil qilami/.. Ushbu
h

С, = jV ,(> ’M r W v (26)

belgilashlarni kiritib, (25) integral tenglamani
a

<p(x)+ ; i ¿ í ' , / ' , ( r ) ^ ;i- ¿ j / ' . ( ' r ) í/ - ( r ) l  ■!< r )  +

+ / М .1') с1У = / ( х )

voki

tcnglik kelib chiqadi. Quyidagi belgilarni kiritib.



" n
7 ,  =  j ‘/ , { y ) f ( y ) eJy ,  =  J / ; , ( > ’)</, ( ,v ) i /> ’ (28)

avvalgi tcnglikni

(29)

ko'rinishda yo/.ih olain/. Slntnday qilib, r  oV.garmaslarni aniqlash 
uchun (29) chi/iqli algcbraik tenglamalar sistemasini hosil qildik. (25) 
integral tenglama va (29) sistcmaning ekvivalentligini ko'rsatish qiyin 
cmas. Haqiqalan ham, agar ( p ( x )^ C [a J i \  funksiya (25) tcnglamaning
yeehimi bo'lsa, u holda (26) tenglik bilan aniqlangan c ,  / = 1___ _/?
sonlar (29) sistcmani qanoatlantirishini ho/irgina ko'rsaldik. Aksincha,
agar cr  /'= 1.....,/? sonlar (29) sistcmaning ycchimlaridan iborat
bolsa, (27) formula bilan aniqlangan ^>(x) funksiya a<x<b  oraliqda 
u/luksiz bo'lib, (28) ga asosan (25) lenglamani qanoatlantiradi:

^  ^  Z  /’, ( )  f / ,  ( . ' X  .V ) -

» >1 I'

W (.'’) [ / ( (-r)' 1 ' 1 I I

c - l t c ' . 'C - y , =  0 .

Avvalgi bandda, (25) tenglamalar sistcmasi nazariyasida

1 -  A  a u - A o c I2

M {  A ) =
- A  a ,. 1 - A a 22 .. ■ - ^ « 2,,

- A a „ - A  a „ 2 .. . 1 ~ X a II n

mairitsa muhim rol o‘ynashini ko'rdik. Bu matritsaning dclcrminantini 
orqali belgilab olamiz, ya'ni



D {Ä )

1 - A a n Ä (X1 2  

—Ä ( X - , , \ - A a „

a
[ ) ( /1) dctcrminani A ga nisbatan «-damjali ko'phaddan iboratdir; 
hu kophad

bo’ lsa. (29) sistema ixtiyoriy y ¡ o'ng tomonlar uchun yagotia 
vechimga ega bo'lishini va hu yechim Kramer formulalari hilan aniq- 
lanishi hi/ga ma'lum. (30) shart [ ) ( / 1) ko’phadning ildi/.lari bolgan 
A ning chekii sondagi Ä r A,,....A iu<n qiymailari uchun bu/iladi. 
/1 ning bu qiymatlari A.'(.v,v) yadroning yoki (25) tenglamaning a ya y  

(xarakieristik) sonlari deyiladi.
Shunday qilih, A ning A ,, A - , m lardan larqli bolgan har 

bir chekii qiymatida (29) sistema yagon;i r, yechimga ega bo'ladi.
Bu ycchimni (27) tenglikning o'ng tomoniga qo‘yib. (25) integral 
tenglamaning <p(v) yechimiga ega bolamiz.

Natijada quyidagi teoremani isbotladik.
Fredgolmning birinchi teoremasi. Agar A parameir K ( x , v )  

yadroning xos soni ho ‘Im asa, ixtiyoriy uzJuksiz / (.v) oz.od had uchun 
(25) integral tenglama yechimga ega, shu hilan hirga hu yechim yagona 
ho <ladi.

(25) integral tengkunaga mos bir jinsli

I 0 ... 0
0 1 ... 0

0 0
bo'lgani uchun aynan noldan farqli. Agar

D { X ) / 0 (30)

tenglama (29) sistemaga mos bolgan ushbu



c  X ' ^ a i ! c ¡ -  O (32)
/ I

bir jinsli chiziqli algebraik sistcmaga keladi. (31) tenglamaga qo'shma 
bo'lgan bir jinsli tenglaina

h->’ '

j 2 > ,  { y h  d y  = 0 (33)

ko'rinishga ega. (33) tenglama esa (32) ga qo'shma bo'lgan
n

d , - A ^ V ,  d  =0  (34)
/ -1

bir jinsli sistemaga tcng kuchlidir. hunda
b

d¡ = \ P i { y ) v { y ) d y *  ‘ = 1 2 , . . . ,«
, ¡

Agar A = A k,k — 1,...,m bo‘lib, M { X )  niairitsaning rangi r  ga 
teng bolsa, l-banddagi 2-teoremadan ma’lumki, bir jinsli (32) sistema 
ham va unga qo'shma bo'lgan (34) sistema ham n - r  ta

d ! .... 2 ....................... , n - r
chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarga ega bo'ladi. Bu yechimlami 
(31) va (33) dan hosil boMgan ushbu

<P,(x ) = ‘l ' t lc, 'P , (x )- </,(*)• ./' = 1,2......,«-/-(35)
<1 ( I

formularning o‘ng tomonlariga qo‘yib, (31) va (33) bir jinsli integral 
tenglamalarning n - r  tadan chiziqli erkli yechimlarini hosil qilamiz.

Fredgolmning íkkinchi teoremasi. B ir jinsli (31) tenglama va unga 
qo'shma bo'lgan (33) tenglama bir x il n - r tadan chiziqli bogiiq 
bo ‘Imagan yechimlarga ega bo iadi.

B ir jinsli (31) tenglamaning nalga teng boimagan (p (x ), j  — I, 
.... n ~  r  yechim lari (25) tenglamaning yoki yadroning
X k, k = 1 xos sonlariga mos bo igan xos funksiyalari deyiladi.

Avvalgi banddagi 4-teoremadan ma’lumki, X - X k bo'lganda
(29) sistema ixtiyoriy o‘ng tomonlar uchun yechimga ega bolavcrmaydi. 
Bu sistemaning yechimga ega bo'lishi uchun y  i = \,..,n sonlar

n
= 0 , j  = 1, 2 ,. . . ,«  - r  (36)



sluirtlarni qanoatlantirishi /arur va yetarlidir. Bu shartlarda / ,  o'rniga 
uning qiymalini qo'yib. (36) ga teng knchli bo'lgan quyidagi tengliklar 
sistcmasiga cga bo'lami/:

¿  É  7, A ¿  «V j </, (■')/(■'■)'dx =
- I i I

Blindan (35) ga asosan
/>

.v W y  = 0 , / = 1, 2 ,...,// -  r

tengliklar hosil boladi.
Biror D  mohada, xususan ( í i , b)  oraliqda. ikkita funksiyaning 

ko'paytmasidon olingan integral nalga teng bo'lsa. bu funksiyalar 
ortogonal deb alaladi.

Shunday qilib bi/ quyidagi teoremani isbot qildik.
Fredgolmning uchinchi teoremasi. Á — Á k , k 1, tn holgan

do (25) integral tenglamaning yechitnga ega bo'Ushi uchun uning ozod 
hodi / ( v )  funksiyaning qo'sfuna hir jinsli (.1.1) integra! tenglamaning
hareha y/ ( .r ) ,  / I..... // — /* yeehimlariga ortogonal ho'lishi zarur
va yetarlidir.

Bu holda (25) tcnglama cheksi/ ko‘p yechimlarga ega va bu 
yechiinlar ushbu ko'rini'- la bo'ladi:

<p ( x ) = ( p ( . \ ) + Y P

bu yerda <p(.v) (25) tenglamaning xususiy yechimi. yig'indi esa (31) 
bir jinsli tenglamaning umumiy ycchinii.

Misol. Ushbu
K

(p (x )-X  J (.veosy + y 2 sin .v + eos.vsin y)íp (y)í/v = .v
K

integral tcnglama ycchilsin.
Tenglamaning chap lomonidagi mtegralni uchtaga ajralib,

rt

|  ( veos r + r ' sin v + eos.vsin y)<p(y)<A’ =



n n
= .v jcosy(p{ v)¿A’ + sin.r J  v 'V (  v )íA ’ + c o s .v J s in y<p( v)dv

■7 x  n

so'ngra
•T -T  *

£'i = J^ (/)cos_v¿A ’, r : = J v (p(v)d\\ = J ^ (  v)sin  ydy
n n n

bclgilashlarni kiritami/. U holda nonia'lum funksiya

í^ (-v )  = f 1 X .X  +  C ,  X sin .Y + ÍV, A c o s . y - k y

ko'rinishda yo/iladi. Noma'lum funksiyaning mana shu ifodasidan 
loydalanib, r p c\ va c. ni hisoblaymiz:

n

c\ = |  (f, A r+c-, Xsiny+c^ A eos v+v)cos yd\\
-n

iz
c: ~ |  (í-, Xy+ c2 Asin y+t\ Acosy + y )y 2dy\

K
K

— J (t\k v+c2 Asin _v + c‘3 Acos_v+_y)sin vd\\
K

yoki

f *r 1 * ,Tc\ I X Jvcosví/v ~c: X Jsin veosydy-c\X Jcos\v¿/v =
V  -t  J  - n

K
- J  y  eos ydy,

K

Tf 1 f  )  'T -C\X J  y  dy + c? I X j V  sin ydy —c\X j  y~ cosv¿A ’= j* v* dv
* V -,t ) ,T -n

f r (  n \ *-c\X J  /sinydy—c2X |  sin-víA’+tj 1 - X J" eos y  sinydy - J  y sin vdv.
71 * V 7r J  n

lili tenglamalarga kirgan integrallarni hisoblab, r p c\ va t*_, noma’- 
lumlami topish uchun quyidagi chiziqli algebraik tcnglamalar siste- 
masiga cga bolamiz:



C¡ - À7tc\= 0.

с  -, + 4 А л т , = 0 ,  

-2Лтгс\ - Я л-с'л с3 = 2л\

Bu sislemanmg dclcrnii nam i

1 0 -тгЯ 

D(k )=  О 1 4 я Я
- 2 Я 7 Г  —Я  7Г 1 

Dcmak, avvalgi sistema yagona yeehimga ega boladi:

2А7Г 8 А/г 2к

— 14-2 Я 2 тг2* 0 .

с, =
1+ 2А ? /г 1+ 2 А : /г

Bularni izlanayotgan noma'lum funksiyaning ilbdasiga qo‘yib, hcrilgan 
tenglamaning yechimini

9 2 7Г
ф ( д - )  = ----------- ;— — (  /1 Я” A"— 4  А 7Гs i n  .Y +  COS.Y )  +  .Y

1 + 2 A~ n '

ko'rinishda topamiz.
Mashqlar. Aynigan yadroli quyidagi integral tonglamalar yechilsin.

i
1. ( p ( x ) - X  J(1 + .v y )^ (у)£/у-Л‘'

0

Javoh: Я ” — 1 6 A + 1 2 ^ 0  bo'lganda.

Я 2 — 16 Я  + 12 6 (A --1 6 A + 1 2 )
л

2. ^(.v)- |cos(.v V>’)#?(у ) cly = \.
I)

4
Javo  b: ^ ( .v )  = l ------- sin.v.

2 + 71



/ *>
3. (p {x ) ~ 4 J s in  1x ( p { y ) d y  = 2 x - 7 t .

(i
n

JtíVüb; (p {x )  = ---- S Ín2X + 2 x - 7 T .
7t- 1

4. ( p ( x ) - Á  J t g y i p { y ) d y = c t g x .

■Va

Juvob: (p(x)~~l+ctgx.
I

). (p [x )- /1  J c o s ( í / i n y ) i p ( y j c / y ^ ¡ .

Javob: (p ( A') — — ---.
1 + tj — Á

3. Uzluksiz yadroli Frcdgolmning ikkinchí tur integral tenglamasi.
Endi (1) tenglamaning yadrosi (24) ko'rinishda bo'lmagan holni 
leksliiraylik. Agar Á.'(x, y )  funksiya asosiy kvadratda uzluksi/ bolsa, 
matemalik analiz kursida isbotlanadigan Vcycrshtrass teorcmasiga 
asosan, har bir /;>() uctiun .v va y  ga nisbatan yetarli yuqori darajada 
shunday Á.'(l(.v, r )  ko'phad mavjud bo'ladiki, asosiy kvadratda

|a:(.v, y ) - K lt(x, y)\<£

lengsizlik o’rinli bo'ladi. Ravshanki, K t)(x,  y )  ko'phadning har bir 
liadini bittasi x ga, ikkinchisi y  ga bogMiq bo'lgan ikkita funksiyaning 
ko‘paytmasi sifatida ifodalash rnumkin. Shu sababli K ( x ,  v ) yadroni

n
K(x’ y) = 'EP‘(x)‘/;(y) + Kl (x, y) (37)

/- I
ko'rinishda yozib olishimiz munikin. Bundagi K }(x,  y ) ifbda 
j a  < x ,y  < h\ kvadratda

h
\ \ K (.X,y)\dy<£ (38)
(i

sliartni qanoatlanliruvchi uzluksiz funksiyadir.



0 7 )  tcnglik K (.\ \  r )  yadrouing kichik va aynigan yadrolar 
yig’indisiga ajratilganligini ifodalovclii íormuladir.

Ixliyoriy /í> 0 sonni bclgilah olib, (1) lenglamani X paramelr- 
ning qiymatlari faqat |/Í.|íí/? doirada yotgandagina tckshiiami/. ¿  > O 

Síinni sliundav kichik qilib tanlaymi/ki, bo'lsin. (37) tenglikka
asosan ( I )  inlcgral tcnglamani

/>
<p(x) A J AT, ( a ,  >’)(/)( r)í7v'= (39)

//
ko'rinishda yo/ib olami/. bu ycrda

„ !’
F ( x ) =  . / ( - v ) + A ^ J / ) , ( A ' ) í / ( ( .r ) (p (r ) í/ i- . (40)

Shunday qilib, paramctri j/l|¿'<! Icnglikni qanoallaiiliruvchi 
tcnglamani hosil qildik. I- § dan ma'lumki, bunday inlcgral longlama 
yagona ycchimga cga bo'ladi. A ', ( .v ,r )  yadrouing re/olvcnlasini 

\\X) orqali bclgilah, (39) lenglamam

<p(-v)= /-' (-v)-h A j f l ,  (.V, r ;  A )/ * '(  v ) d y  (41)
, i

kolrinishda yo/ib olamiz. (41) icnglikdagi F(.\ ) o'rniga uning (40)
dagi qivmatini olib borib qo'yami/:

b
<p (■'■)= / ( - 0 + A X  J a  (■'■)</-(■'•)<p ( r ) í/»’+

i i ,

h
d i .

IJshbu
h

^ ( . v ) ^ / ( a - ) 4  /1 J/'í, ( t  ) d í ,

/; (.V, A ) =  /7, (_ v )+  A J  /f, (-V,/ ;  A ) /7, ( /  ) í / v
</

belgilashlami kirilib.



<K-V) -  ^ \ ' % , ri { x i h ) q i ( y ) < p { y ) d y  = g { x )  (42)

tenglamani hosil qilamiz.

Izoh. R t(.\\y:/1) rezolventa 14' ~ doirada X ga nisbatan darajali 
qatorning yig‘indisi bolgani uchun bu doirada u analilik funksiya bo'ladi.

Ammo ho'lgani uchun rezolventa |i|<2/i! doirada, ayniqsa

| |̂ — R  y°piq doirada analitik lunksiya bo'ladi. Bundan shu yopiq doirada 
/;(.v,A) funksiyalarning /1 ga nisbaian analitik funksiya ckanligi kelib 
chiqadi. Rndi (42) tenglamani (26) belgilashlardan foydalanib,

/?
< p (x )= g (x )+ A Y dcir ,(x ,A )  (43)

i I
ko'rinishda yozib olamiz. c ,  / = I,...,/;, o'zgarrnas sonlarni shunday 
tanlaymizki, natijada (43) formula bilan aniqlangan ^ (.v ) funksiya 
(42) integral tcnglamaning yechimi bolsin.

(43) ifodani (42) tcnglamaning chap lomoniga olib borib qo‘vib/’ h
V, / , = \ q i { y ) g { y ) d y

'* ci
bcigilashlarni kirilib, 2-banddagi mulohazalarni qaytarsak, (42) 

integral tcnglamaga ckvivalent bolgan
n

Ci - X Y a . i c , = Y , '  / = l -2..... "  (44)>1
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.

Bu sistemaning a t> koeffitsientlari funksiyalar orqali
aniqlanganligi uchun, /1 parametrning funksiyalari bo'lib, |i|</? yopiq 
doirada analitikdir. Shunday qilib, X ning ixtiyoriy chekli tayin qiymati 
uchun ( I )  tenglama aynigan yadroli (42) tcnglamaga ekvivalcnt bo lib , 
(42) tenglama uchun 2- bandda isbotlangan Fredgolm teoremalari 
o'rinli bolganligi sababli ( I )  integral tenglama, unga mos bir jinsli

h
< p(.v)-A  J k ( a \  y ) ( p (  y ) c ( v =  0 (45)

ll
va qo'shma bir jinsli



X  J  K  (y ,x )l/ / (y )£ / v  = 0 (46)

tenglamalar ucliun liam o*/, kuchini saqlab qoladi. Bu teoremalarni 
bitta alternativa sifatida bayon qilamiz.

Fredgolm alternativasi. Agar ( I) tenglamaga mos hir jinsii < 4j ) 
tenglama X ning har hir tayin qiymati uchun noldan farqli ye chimba 
ega ho'lmasa, ( ! )  tenglama ixtiyoriy ozod had / (.v ) uchun / ( v ) 
vagona vechimga ega ho'ladi; agar (45) hirjinsli tenglama noldan farqli 
vcchimlarga ega ho'lsa, (45) tenglama ham va unga qo'shma (46) hir 
jinsli tenglama ham hir x il chekli sotidagi chiziqli hog'liq hoimagan 
yechimiarga ega ho'ladi: u holda ( i )  tenglama ixtiyoriy / ( .* }  uchun 
vechimga ega ho'favermaydi. ( I )  tenglamaning vechimga ega ho'lishi 
uchun uning ozod hadi / (  \ ) qo'shma (46) h irjin s li tenglamaning

hunda t// ( .v) funksiyalar (46) tenglamaning harcha chiziqli hog'liq 
bo 'Imagan vechimlari.

(44) algebraik sistemaning dcterminanti

(X ( t koefTitsientlar X ga nisbatan analitikdir. I ) R (0 )  ~ I bo'lgani uchun 
DH(X) funksiya noldan farqli. Blindan analitik funksiyalarning yagonalik 
xossasiga asosan determinan! |/lj</^ doirada laqat chckli
sondagi nollarga ega degan xulosaga kelamiz.

Aynan nolga teng bo'lgan funksiya ravshanki, bir jinsli (45) teng
lamaning va unga qo'shma bo'lgan (46) bir jinsli tenglamaning yechimi 
ho'ladi. Bundan keyin bir jinsli (yoki unga qo'shma) tenglamaning 
yechimi deganda aynan noldan farqli yechimni tushunami/.

Hndi I- banddagiday quyidagi ta'rillarni kiritishimiz mumkin.
Bir jinsli (45) tenglama ^ , (v ) ,  i - l,...,Á , yechimlarga ega ho'lgan

harcha vechimlariga ortogonal ho'lishi z.urur va yetarlidir, ya'ni
h
j 7 ( - Y y , ( Y ) </Y=0' h~ 1 2 ......k -

i ~ A a n - A a i: 
-Aa,,, \ - Á a 2

- A a  , -A an I • A a

funksivasidir. chunki bu doirada



A parametrning qiymatini A.'(.v, v ) yadroning yoki ( I )  iengkmuming 
xos soni, (pi ( x )  funksiyalarni esa shu yadro yoki tenglamaning A xos 
songa mos bo'igan xos fm ksiyalari deyiladi.

Shunday qilih, |^|</? doirada joylashgan xos sonlar, shu doirada 
joylashgan D /{(/1) determinant ildizlari bilan ustma-ust tushadi.

Yuqorida bayon qilganlarga asosan, yana bir bor ta’kidlab o'ta- 
mizki, bcrilgan xos songa mos chiziqli bog'liq bo'lmagan xos funk- 
siyalarning soni cheklidir.

K  ( .v, y  ) yadroning harcha xos sonlari to \plami hu yadroning spektri 
deb ataladi.

Fredgolm teoremalaridan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
Fredgolm integral tenglamasi xos sonlarining to'pkuni ko‘pi bilan 

sanoqli bo'ladi va ular chekli limit nuqtalarga ega bo'lmavdi.
Haqiqatan ham, kompleks À tekislikda umumiy markazi koor- 

dinata boshida va radiuslari I, 2, 3, ... bo'igan aylanalar o'tkazaniiz. 
Bu aylanalar A tekislikni sohalarning sanoqli to'plamiga ajratadi. Biz 
ko'rdikki, radiusi n ga teng bo'igan ixtiyoriy doirada faqat chekli 
sondagi xos sonlar bor. U holda ravshanki, har bir n<\A\<n+\ 
halqada ham chekli sondagi xos sonlar yotadi; barcha xos sonlarning 
to'plami sanoqli sondagi chekli to'plamlar yig'indisidan iborat, bunday 
yig'indi esa ma'lumki, yoki chekli, yoki sanoqli.

Xos sonlarning limit nuqtasi koordinat boshidan chekli masofada 
yotishi nuimkin emas, aks holda A - tekislikda shunday doira topilgan 
boiar ediki, unda xos sonlarning clieksiz to'plami joylashgan bo'lar 
edi. Bunday bo‘Iishi mumkin emas.

So'ngra, Fredgolmning ikkinchi teorcmasidan, har bir xos 
sonning karralikligi chekli bo'lishi kelib chiqadi.

Dcmak, A '( . r ,y )  yadroning barcha xos sonlarini ular modul- 
larining o'sish tartibi bo'yicha qaytadan nomerlash mumkin

|a ,|<|í 2| < ......

bunda A k ning karraliklari qancha bo'lsa, shuncha marta takrorlanadi.
¡zoh. Ko'pincha A (.v , v ) yadro va / (x )  lunksiya .v va y  haqiqiy 

o'zgaruvchilarning kompleks funksiyalari boMadi. Bu holda ( I )  
tcnglamaning ^ (  v ) yechimlari ham, umuman aytganda, x haqiqiy 
o’zgaruvchining kompleks funksiyalari bo'ladi. Shu bilan birga yuqorida 
isbot qilingan barcha teoremalar o’z kuchini saqlab qoladi.

Eslatib o'tamiz, agar



^(•v) = W (-v) + '>  :(■'■)
bolsa, bunda í/?,(.v ) va haqiqiy o'zgaruvchining liaqiqiy
funksiyalari, u liolda

h h h 
| <p(x)tix = J<p , (x )d  x +1  _[</>, (x )Jx
.1 ./ >'

bo'ladi.
I-inisol. Ushbu integral tenglaina yechilsin:

n
<p(.v)-A, Jcos(-Y+ v)(p( r)¿/y = cos3.v.

(I
Bu tcnglamani quyidagi ko'rinishda yo/ib olami/:

K
( p { x ) - Á  J(C0S.YC0S V sinxsin !•)(/?( v ) í / y  = cos3.v.

I)
Bundan,

n n
c'i -  J V (  r ) e o s yd \\  c 2 = jV>( v ) s i n y d v  <47)

o "
bclgilashlarni kiritib,

^ (.v )= í* , A cos .v-c ', A sin ,v+ cos3.v (4S)

tenglikni hosi! qilumiz. (48) ni (47) ga qo'yami/:
n

C] - |(r, A c a s y - t \  / .s in y  i-cos3y)cosy d y ,
o

c\ - ( c ,  A c o s y - c * : / is in y  + e o s 3 r ) s in y d y
yoki

( 7  ̂ ,T V
(• I - A Jco s2 vdv a Jsin reos ydy- Jeos3 reos yd\\

v u )  o <»
,7 / * \ -7

-c, /1 Jeos rsin w/r + c\ I Jsin ydy ~ Jcos3ysinyc(v.
o \ o J n

Bu tenglikdagi integrallarni hisoblagandan so'ng, ushbu sistemaga ega 
bo'lami/.



D ( ¿ )  =
- X  —  

2

O

O

.  o  7 1I + A.—  
2

= 1- —  Á2. 
4

Bir neehla holni tckshiramiz.
21) Agar A -t + — ( A )(A )*0 ) b o lsa , (49 ) sistem a yagona
71

c =0, c, =0 yeehimga ega bo'ladi. Demak berilgan inlcgral tenglama 
birdan-bir <p(.v) cos3a yeehimga ega bo'ladi. ünga mos bir jinsli

K
(p ( -Y ) -  k  |  eo s  ( x  + y )  (p ( y ) d y  — 0 (50)

o
tenglama esa, faqat <p(.v)-() yeehimga ega bo’ladi.

2
2) Agar A - — bo'lsa, (49) sistema

71
<v 0=0, 

c’2 • 2 - 0
ko'rinishga ega bo’ladi. Hundan, c\ - 0, c\ - c , c — ixtiyoriy o’/gar- 
mas bo’lishi kelib ehiqadi.

Berilgan integral tenglama

( p ( x ) = c c o s x  + co s3x ,  c ——
71

formula bilan aniqlanadigan eheksiz ko’p yeehimiarga ega va unga 
mos bir jinsli (50) tenglama ham eheksiz ko'p

( p ( x ) ~ c  eos x
yeehimiarga ega bo'ladi.

2
3) Agar A = —  bo'lsa. (49) sistema



ko*rinishga kcladi. bundan c, =0, c 2 =c\ с — ixtiyoriy o7.garmas. 
U holda bcrilgan tenglama

ko'rinishdagi umumiy yechimga ega bo'ladi.
Tckshirilayotgan niisolda lenglamaning yadrosi К  (x, у) ~ cos (x+ 

+ y)  boMib. unga mos qo\shma bir jinsli tenglamaning yadrosi ham 
xuddi shu funksiyadan iborat bo'ladi. Tenglamaning o*ng tomoni 
/ ( a )= c o s 3 a  funksiya sin .y , c o s a  funksiyalarga ortogonaldir. 
Dcmak, Fredgolm alternativasidagi lenglamaning yechimga ega boMishi 
uchun zarur va yetarli bo'lgan ortogonallik sharti [ 0,/r] oraliqda 
bajariladi.

2- misol. Quyidagi integral tcnglama ycchilsin:

tenglikni hosil qilamiz. <p(x} funksiyaning ushbu ifodasini tcnglamaga 
qo'yib

(p{x) =c sin a + c o s 3 a

n 1
Agar bcrilgan tenglamada c = v )d y  desak. u holda

a )  = C /1 sin In A + 2 A

tenglikni hosil qilamiz. Bundan

Agar Л * - 2 bo'lsa, с 
yagona

----  boladi. U holda bcrilgan tenglania
2 + A

X  ) -------- sin In X  + 2 A
1 2 + A

yechimga ega boladi. Bcrilgan tenglamaga mos bir jinsli



(р(х)-Я Jsin ln Л"<р(/)с// = 0
0

tenglama faqat <p(.r) = 0 yechimga ega bo'ladi.
Agar À - - 2  bolsa, bir jinsli tenglamadan с ni aniqlash uchun

().( =0 tenglik hosil bo'ladi, bundan с ning ixtiyoriy o'zgannas son
ckanligi kelib chiqadi.

Dcmak. bu holda bir jinsli integral tenglama cheksi/. ko‘p

yechimlarga ega bo'ladi.
Bir jinsli tenglamaga qo'shma bo'lgan bir jinsli tenglama xuddi 

shu lenglamaning o'zidan iborat bo'ladi.
Berilgan tcnglamaning / ( jt )  = 2.v ozod hadi sin ln.v lunksiyaga 

ortogonal bo'lmagani ueliun À — — 2 da tekshirilayotgan bir jinsli 
bo'lmagan tenglama yechimlarga ega bo'lmavdi.

3- misol. Ushbu

о
tenglama a  va ß  parametrlarning qaysi qiymatlarida yechimga ega 
bo'lishi topilsin. Bu tenglamaga mos bir jinsli

belgilashni kiritib. (p (x )=cAx  tenglikni hosil qilamiz.
çï(.y ) funksiyaning bu ifodasini bir jinsli tenglamaga qo‘ysak.

tenglainaga kelamiz. Agar Я ^ 4  bo'lsa, £'=0, dcmak bir jinsli tenglama 
faqat nolga teng yechimga ega. B ir jinsli bolmagan tenglama ixtiyoriy 
chekli a  va ß  paramctrlarda yagona yechimga ega bo'ladi.

Я = 4 son K ( x yv ) = x v 2 yadroning xos sonidan iborat boladi. 
Bit xos songa mos xos funksiya o ‘/garmas son aniqligida (p (x )~ x  
bo'ladi. Ushbu

0
tenglamada



W { x ) ~  ^  \  y  X 2 ( p ( y ) í f y  = O
o

tcnglamu hir jinsli tenglamaga qo'shma tenglamadir. // = 4 bu 
tcnglamaning xos sonidan iborat bo'ladi. Bu xos songa mos qo’shma 
bir jinsli tcnglamaning ycchimi i//(x) = x2. Shu sababli bcrilgan bir 
jinsli bo'lmagan tcnglama

| ( « A  +  / 3 ).v : i/.v =  0  yoki 3 a  + 4/? =  0
0

shart bajarilgan holda va faqat shu hoidagina ycchimga cga bo'ladi.
Masalan. 3-misoldagi lenglamaning o'ng tomoni v + l.  ya'ni 

a - 1. ß ~  \ bo’lsa, yuqoridagi shart bajarilmaydi va demak tcnglama 
bu holda ycchimga cga bo'lmaydi.

Agar tcnglamaning o'ng tomoni a - - , va'ni a  = L ß -  -  bolsa
4  '  4

tcnglamaning cchilish sharti bajariladi va tcnglamaning ycchimi

^ (x) = t i x ~  bo'ladi, bunda C] — ixtiyoriy o'zgarmas.

Dcmak. bu holda tcnglamaning yechimi yagona bo'lmaydi. 
Mashqlar. Ushbu integral tenglamalaming A parametrning turli 

qiymatlarida echilishi tekshirilsin.
i

\ ( p { x ) ~ A  j x e  1 < p (y )d y  = x

Javob: Agar A ^ — bo'Isa, </>(■*)
2 v 7 e~2A

e
Agar A - — bo'lsa, yechimga ega emas.

i
2. ( p ( x ) - A  J(.v2-2x

i

Javob: t
, L i  < 3 4A  + 5 

at*ar A * —  bo'lsa, .r —  ------x:
4 5 4 A+3

(P(-v)=
 ̂ 3 / ■/  ̂ 11 ^  ’ ag ar A - — no Isa , x --- v+ t x" .

2 15



Agar Л - - — bolsa, tcnglania ycchimga cga cmas.
4

n
3. (p(.x)-A  f( — cos.vcos i’H— s in 2 vs in 2 y

l n
Javoh:

<p M =

d  v = sin.v.

a g a rA ^ I bo 'lsa, sin.v; 

ацагЛ=1 bo 'lsa, c, cos.v+t*, s in2 .v+ sinx.

Quyidagi integra] tcnglamalar pammctrlarning qaysi qiymatlarida 
yeehimga ega bo'lishi topilsin.

i
l. (p {x )- Á  ^ x y ( p [ y )d y  = a x ? + /íx+  y .

Javoh: — bo'lganda (x , /Л /  parametrlar ixtiyoriy chekli

sonlar bo'lishi mumkin: da /?- (), a , y  ixtiyoriy bo’lganda

tenglama echiladi.

5. (p {x )- Á  J ( x  + y )^ ( .r ) í/ > ’ = a r ' '  + ß  x.
o

Javoh: Я ^ - 6 ± 4 ^ 3  da (X va / / -  ixtiyoriy sonlar; Л -  — 0 > - \- 4 ^ Í3

/ I  7 Лda tenglama + yß  - l j a  +
2 3

/j = () shart bajarilganda yeehiladi;

' i  7 Л
2 3

/3=0 shart baja-л--6-4-\/з bo'lganda ^ - \ / 3 - l j«  + 

rilganda tenglama yeehiladi.

4- §. Skalyar ko‘paytma va norma. Ortogonal funksiyalar

Hi/ bu paragrafda keyinclialik bayon qilinadigan materiallarni 
o'qish qulay bo'lishi uchun haqiqiy o '/garuvehili funksiyalar



na/ariyasidan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar va Fure qalorlariga 
doir ayrim tushunchalami qisqaeha kclliramiz.

I. Kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar. / ( x )  funksiya [</,/>] 
scgmcntda aniqlangan bo'lsin. Agar ushbu

[ f {x )d .\
l<

integra! mavjud (chekli) bo isa, f ( x )  funksiya [a , /)] segmentdu 
integralianuvchi yoki jam lanuvchi deviladi.

Bunday funksiyalar sinfi / orqali belgilanadi. !V 
funksiyaning jam lanuvchi bo'lishi uchun, |/ (.v ) 
jamlanuvchi bo'lishi zarur va yctarlidir. 

Funksiyalarning L , sinfi deb, ushbu

J / 2 ( x y

a'Iumki, f ( x )  
fu nksiyaning

tx

integra! mavjud bo'lgan f  (x )  funksiyalar to'plamini aytiladi.
Endi ikki 0‘zgaruvchili F ( x , y )  funksiya a<x<b c< v< d  to‘g‘ri 

to'rtburchakda aniqlangan bo'lsin.
Agar

b d

J J f  : (x , y )d  xdy= M 2< +  OO

short bajarilsa. F (x ,  v) funksiya l . , sinfga tegishli deyiladi.
Fubini teoremasi. F { x , y )  funksiya {a< x< b, c < y < d \  to'g'ri 

to'rtburchakda jamlanuvchi bo'tsin. Il  holda:
1) agar bu funksiyada y  ni tanlab olib, x ning funksiyasi deb 

qarasak, deyarli har bir y  uchun F ( x a ') funksiya x ning jamlanuvchi 
funksiyasidir;

2) ushbu

intégral c < y < d  segmentdu y  ning jamlanuvchi funksiyasidir; 
3) ushbu

h d d h

j ^ F { x , y ) d x  d y  = j- J  F {x , y ) d x
a  c c f  a

tenglik o 'rinlidir.

dy



Agar X va y laming o'rin larin i almashtirsak, ushhu 
b Г,/ ' b ,1
U ^ F { x , y ) d y \ d x  - i l  F ( x , v )d x d y

formula o ’rinli bo'ladi.
Agar / ( x )  va g ( x )  funksiyalar L,sinfga tegishli bo'lsa. / g & L  

bo'ladi. Bu fikrning to'g'riligi

\ f ( x ) g ( x ) \ < - [ f 2( x )  + g 2( x )  

munosabatdan darhol kelib chiqadi. Ushbu

/ ( x ) + g ( x ) ] 2 = / 2 ( x ) + 2 f ( x ) g ( x  )  + g  2 (.y )

tenglikdan [ / (-v) + ̂ ( .v ) ]  “ funksiyaning jam lanuvehilig i, ya’ni

f [ x )  + g ( x )  ning ¿.,siníga tegishli ckanügi kelib chiqadi.
Endi ayrim tengsizliklami keltirib chiqaramiz.
Bunyakovskiy — Shvars tengsizligi.
Agar / ( . v ) ,# (.y ) € ¿  2 bo'lsa,

b 1 2 b h 
\ . f { x ) g { x ) d x  < j./  2{ x ) d x - ^ g 2{ x ) d x  (51,
. i  J  ( J  ■ /

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Bu tengsizlikni isbotlash uehun quyidagi tengsizlikka murojaat 

qilamiz:

h 2 h h
J [ ¿ / (x ) + g (x )] dx = À 2 J / J (-V )d x + lÀ  J/(x)g(.v)¿/.v f

Я

4 j i i 2( x ) A  =  A À ! + 2 B À + C > ( ) ,

a
bu yerda À parametr ~oo dan +oo gacha barcha qiymatlami qabul 
qilishi niumkin,

h b b
A = ^ f 2(x)dx, B =  ^ f\ x )g (x )d x ,  C = ^ g 2(x)dx



M u 'lum ki, koeffitsientiari A. B , C haqiqiy va A >  0 bo’lgan 
AX "+ 2 B A  + C  kvadrat uchhad barcha A uchun manfiy cnias, u 
holda lining diskriniinanti musbal emus, ya'ni

B 2 < A C .

Bundan csa (51) tcngsizlik bevosita kclib chiqadi.
Koshi tengsizligi. Agar / ( . r ) e  L 2 va g ( . v ) e L ,  bo'lsa, u holda

J[ /  (-v) ■+ g ( * ) ] " dx - J \ f 2 ( x )d v + J ’ig 2(x ) dx

icngsi/.lik o ‘rinli bo'ladi.
Bu lengsi/.likni isbotlash uchun (51) lengsi/.likning liar ikki 

lomonidan ildiz chiqaramiz:

J / ( - vk  i x) dx ^ J j / 2^ ) ^  ^ ( x) dx-

Bu tcngsizlikni 2 ga ko‘paytirib, har ikki tomoniga
h h

ifodani qo‘shamiz. IJ  holda 

j [ / ( x ) + i r ( . v ) ] '< f c <

tcngsizlik hosil bo'ladi. Bundan darhol Koshi icngsi/ligi kclib chiqadi.
2. Norma. 0 ‘rta ma’noda yaqinlashish. /.J’a/.odan olingan ikkita

./ ( v ) va £(-v ) tunksiyalarning skalyar ko'paytmasi ushbu
h

(/<  <p)~ J 7 ( * H ' ( * ) i/x
(i

ifoda bilan aniqlanadi. Ushbu ,

W f h j i f j )  = )./%v)<Zv
_ cl

sonni / ( * )  funksiyaning normasi deyiladi.



Normaning quyidagi xossalarini qayd qilib o'tami/.:

1) | / (,v)||>0, shu hilan hirga y '(.v )= 0  bo'lgan holda va faqal 

shu holdagina ||/ (.v )|-0  bo’ladi.

2) ||í//’I- | í/|-||/j|, xususiy holda ||“ / || = |

3) |(/g)MI/INI4 
4> I IZ + íd M I/ H k l-
I) va 2) xossalar normaning ta’riíidan bcvosita kelib chiqadi:

3) xossa esa Bunyakovskiy—Shvars tengsi/ligidir. Nihoyat, 4) xossa 
Koshi tcngsizligidan iborat bo'lib, uni uchburchak lengsi/.ligi dcb ham 
ayliladi.

/ ( .y ) va /„( v ), /7=1,2,... funksiyalar [</,/>] scgmcnida 
kvadrati bilan jamlanuvchi bolsín.

Agar

| i m ./„ -?> = °n >/." "
bo'lsa, { ./ „ (* ) }  ketma-ketlik / (-v ) ga o'rta manada  yoki o'rtacha 
yaqinlashadi deyilad i.

Normaning ta'rifiga niuvoflq avvalgi limitni quyidagicha yo/ish 
mumkin:

h 2 

lim J t . A . M - . / 'M ]  dx=0
t i  > '  V  u  - 1

O'rta manada yaqinlashuvchi ketma-ketlik vagaría limifga ega 

ho'ladi. Haqiqatan ham, agar {./„(-*)} kctma-kctlik ikki turli / va 

X  lim itlarga ega dcb faraz qilsak, y a ’ ni lim / —/1=0,
n > ' ^

l¡m||/H-g||=0 bo'lsa, u holda

ll-/'-̂ ll=IK-/» -«)-(/, - /) p  U. -  f  11+11-/» - 4 ,~ t ° ,
hundan ||/-g||=(> yoki f ( x )  = g ( .v ) .

Quyidagi ma'lum teoremani ham cslatib o'tamiz.
Kvadrati hilan jamlanuvchi j f  u (.v)[ funksiyalarning ketma-ketligi 

o 'rta mu 'nodo yaqinlashishi uchun



bo'lishi zürur va yetarlidir.
Hadlari [c/,/)] segmentda kvadrati bilan jamlanuvchi

I X ( X )  (52)
H I

qatorning qismiy yig'indilaridan tashkil topgan kclma-ketlik kvadrati 
bilan jamlanuvchi ç?(.v) funksiyaga o'rta ma'noda yaqinlashsa, (52) 
qator ham shu funksiyaga o'rta ma'noda yaqinlashadi.

Qatorning o'rta ma’noda yaqinlashishi uchun

lim
/V -> -n .

iVtl

n - N  1

=  0

bo'lishi zarur va yetarlidir.
Agar qator o'rta ma'noda yaqinlashuvchi boisa, u holda bu 

qatorni avval ixtiyoriy kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyaga ko'paytirib, 
so'ngra hadlab intcgrallash munikin. Haqiqatan ham, (52) qator o'rta 
ma'noda yaqinlashuvchi va y/(.v) kvadrati bilan jamlanuvchi funksiya 
bo'lsin. Quyidagi ayirmani baholaymiz:

h v >’ h
\ip(x)y/(x)dx-Ÿi \cpn(x)ii/(x)dx=ty(x) £  <p„{>;)dx

II I
Bunyakovskiy— Shvars tengsi/.ligiga asosan

h ,

JV ( .r )  X  <P„{x ) dx
n - N  4 I

< y  •

n iVH

H-.V +1

O'rta ma'nodagi yaqinlashishning ta'riflga ko'ra, ixtiyoriy ¿'>0 son 
uchun shunday N(t;) topiladiki,

n=N+\

<t— iï, N > N { s )

tengsizlik bajariladi. Bundan, ixtiyoriy N > N ({;) uchun

h /V h
\<p{x)v{x)dx - Y,\<Pn{x )y (x )d x

n-1
<£

tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlik esa.



1 Z  <P„ ( *  ) V  ( -V ) dx = £  f<p„ ( ■-V ) (/ ( .Y ) dx
„ >1 I n- I „

tenglikka long kuchlidir. Bu tcnglikni ushbu
' 'y, \ J.

y  = Z ( ^ " ’ v ' )
V. n̂ l 7 »/-I

kcVrinishda yozib olamiz. Bundan shunday xulosa kelib chiqadi: o‘ria 
ma'noda yaqinlashuvehi qatorni kvadrati bilan jamlanuv;hi ixliyoriy 
funksiyaga hadlab skalyar ko'paytirish mumkin.

3. Ortogonal sistemalar. [a ,  /)] segmentda berilgan ikkila / ( . v )  
va tf(.v ) funksiyalarning skalyar ko'paytmasi nolga teng, ya’ni

(>

boisa, bu funksiyalar ortogonal deyiladi.
Agar segmentda berilgan ./(.v) uehun

tcnglik o'rinli bolsa, / ( .v )  funksiya normalangan (normallangan) 
deyiladi.

[ í/, /?] segmentda berilgan

(p,(x), <p2{x ) ,  (p,\x), ■■■ <53>
funksiyalar sistemasi uehun

hf , . , í 1, i = k ,
J „ , ( , ! « ( , ) * =  
íl <. 

tengliklar bajarilsa, bu sistema segmentda ortonormal sistema deyiladi.
Berilgan ortogonal funksiyalar sistemasida ortogonal va aynan 

noldan farqli bolgan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiya mavjud bolsa, 
sistema to’la bo'lmagan, aks holda to la  sistema deyiladi.

Ixtiyoriy chekli sonda olingan ortonormal funksiyalar ehi/.iqli 
bogliq bolmaydi. Haqiqaian ham, agar (p2( x ) ,  ..., (p ,\x )
funksiyalar ortonormal bo'lib,

«
~  0, a t ~  const



bolsa, u holda oxirgi tcnglikni ipk ( v) ga ko’paytirib, (p\ v) funksiya- 
ning ortonormalligini e'tiborga olsak. barcha ak kocíTitsicntlarning 
nolga tengligi kclib chiqadi.

Agar ^ |(.v ), funksiyalar ortonormal va
n

<P (A' ) = Z Í' , (P , ( V)- ",=const
/ 1

bo'lsa, u holda

M2=£k (54)
/-i

tenglikning o'rinli bo'lishiga ishonch hosil qilish qiyin emas.
Agar chi/iqli bog'liq bo'lmagan íunksiyalarning chekli yoki 

cheksi/

w ,(x ), ro„(x),...

ketma-kelligi berilgan bo'lsa, u holda shunday orlonornial ^ ,(.y ), 

ketma-kcllik tu/ish mumkinki, har bir (pu{x )  
funksiya ^ i ( v ) ,  ( . v ) , ..., ^y„(.v) orqali chi/iqli ifodalansin va 
aksincha. har bir (ún ( .y ) funksiya <^(-v), < „̂(-v) orqali
chi/iqli ifodalansin.

Funksiyalarning bunday ortonormal sistemasini tu/ish quyidagi:

^ i ( jc) = W | ( jt ) ,  ^ ,(- v )= ]T ^ 4 4 í
W \ \ x

ortogonallash jarayoni yordamida bajariladi deb hisoblaymiz; agar 
^ (  .v )......(pn , ( -V) funksiyalar lu/.ib bo'lingan bo'lsa.

v A x ) = (- * )- X K ’W )<p, (*)- <p„ ( x ) = t ^ t t
/-i

dcb hisoblaymi/. Bunda |y/J ga bo'lish hanima vaql mumkin; agar 

bollib qolsa, ham nolga leng bo‘ladi, u holda oldingi
tcnglikdan funksiya ^ ( . v ) ,  ..., (pn ( (.y) funksiyalarga, demak

( , v ) , .... (úh ,(.y ) funksiyalarga ham chi/iqli bog'liq bo'lib qoladi, 
bunday bo ’ lishi m um kin emas. Shunday q ilib . tu/ilgan 
ipx (.y ),</?, (.y ), .... tpn (.y ), ... ketma-ketlik ortonormal bo'ladi.



ÿ>,(.v) ning luzilishidan ko'rinayaptiki. bu funksiya 
o k ( y ), ft>H(.v)orqali chi/iqli ilodalanadi. Shu bilan birga rt>„(.v) 
ham <px (x )  orqali chi/iqli ilodalanadi. Haqiqalan ham,

( " „ ( - v b n M I H I  lcngükdan
II I

<°» i X) = Ik  h ,  ( -V ) ■+ Z  ( <°» <̂p) (pX x )
/ - 1

tcnglik kelib chiqadi.
sistema/., fa/.oda orionormal va /‘(.v) funksiya fa/odan 

olingan ixtiyoriy funksiya bo'lsin.
h

a (./ ) = \ i  ( Y ) ( v x ' Ä —1,2,.., sonni ./ (.v ) funk-
a '

siyaning {(pk ( X ) I sistemaga nisbalan l'urye koeffitsienti va Z  «<<р Л х ) 
qalorni / ( v ) funksiyaning h'uryc qatori deyiladi.

Rndi /.Ja/oda / (.v) funksiya Furye qatorining qismiy yig'indisi

■s'»(-v) = Z "* ^ (- v)
к i

funksiyaning oV.iga qanchalik yaqinligini tckshiramiz, ya‘ni ||./ — *V„|| 
miqdorni hisoblaymiz:

||/(-vbV„W |f = (О ]  dx = j ( / - -2fS„+ S;)c ix^
a a

h h h

= j s > - 2 j / s >  + j/ 4 fc ,
a a a

h h II 4 II II
-</v = Z " >  ) = Z i'».

„  i ,  A 1 /1 / . A l  *  I

h n n
j  / bndx - ^ jü k ( / *<pk ) = 51 chunki ( / , (pk ) - a k- 
„ к i ¿ i

Dcmak.



Bu formulani Bessel ayniyati dcyiladi.
(55) formulaning chap tonionidagi miqdor manfiy bo’lmagani uchun

t ^ i / l
k 1

Bu tcngsizlik n ning hamma natural qiymatlari uchun o'rinli, demak,

(56)*
Ä  —  I

(56) tengsizlik Bessel tengsizligi dcyiladi. 
Agar (56) da tenglik bolsa, ya'ni

(57)
k i

u holda bu tenglik yopiqlik formulasi yoki Parseval tengligi dcyiladi. 
Agar (57) tenglik i 2 dan olingan ixtiyoriy / (x )  funksiya uchun

bajarilsa. u holda {(pk ( x ) }  sistema L j l a  yopiq deyiladi.
(55) tenglikdan (57) tenglikka asosan

l im  I ! / - S  1 =  0

kelib chiqadi. Demak, yopiqlik formulasi bajarilganda S n(x )  yig'indi 
o'rta ma'noda / ( x )  ga yaqinlashar ekan.

Riss—Fisher teoreinasi. Agar { ^ ( x ) j  ortonormal sistema bo'lib,

(58)
k -i

sonli qatoryaqinlashuvchi boisa, u holda shunday f  ( x ) s L ,  Junksiya 
mavjudki, uning uchun

k -
qator (̂pk (-*)} sistemaga nisbatan Furye qatori bo iad i va yopiqlik 
formulasi bajariladi.

Isbot. (54) formulaga asosan

/Vt/’ /V+/’X
K--N \\ k -  / V  + 1



Bu tenglikning o‘ng lomoni yaqinlashuvchi (58) sonli qatorning qoldig'i 
no Igani uchun /V -> co da nolga intiiadi. Bu holda (59) qatoro* nacha 
yaqinlashadi. (59) qatorning yigMndisini f ( x )  orqali belgilaymiz. Bu
qatorni <^(.x) ga hadlab skalyar ko'paytirib, { % ( * ) }  sistemaning

ortonormalligini e’tiborga olsak, ak =(f.</>\ k=  1,2,..., ekanligi 
kelib chiqadi.

Shunday qilib, (59) qator Furye qaloridan iborat ekan. (59) 
qatorni / ( -V) ga skalyar ko’paytirib,

Ik í  = Í> * (« W ')  = 1>¿
*-l X=l

m hosil qilamiz. Bu esa (59) qatorning yig indisi uchun yopiqlik formulasi 
o rmli ekanini bildiradi.

Agar { ^ ( j c ) }  ortonormal sistemo to la bolsa, (59) qatorning 
f ( x )  dan boshqa yig'indisi bo'lmaydi, ya'n i f ( x )  yagona boladi. 

Hará/, qilaylik, (59) qatorning yana bir, # ( * )  yigindisi bolsin,
ya ni ( g , <pk }~  ak, y/( .y) = / (_ y ) — bolsin. U holda

(P* Vk ) = {f,<pk)-(g,<pk) = ak ~ ak ^0

tenglikka ega bolami/. Bundan y / (x ) ning to la sistemaning barcha 
ninksiyalariga ortogonalligi kelib chiqadi. To la  sistemaning ta'rifidan 
V ( x )  aynan nolga teng boladi. Bundan /Yx ) = e f x }

Demak, V K } ’

/ (-V) = ¿ ( . A
k i

Bu ifodam hadlab j  ( x ) ga skalyar ko‘paytirib,

i/ i r= É (/ > j
tcnglikni hosil qilamiz.

Shunday qilib, agar ortononmf sistem a to 'la bo 'isa, u holda kvadrati 
™ a”aj ° mlartuvchi teiyaríy funksya uchun yopiqlik form ulasi oYm li

Yuqonda aytilganiarning b irchasin i o ’zgarishsiz biror sohada 
kvadrati bilan jamlanuvchi ko'f oV .garuvch ili funksiyalarga ham 
o azisi mumkin. faqat oraliq b ^ y ich a  olingan integralni funksiya



aniqlangan solía bo'yicha olingan integral hilan almashtinsh kerak. 
Agar D ko'p o'lchovli soha ho'lib, P ( x )  = P ( x v .—, x n )  bu soiamng 
biror nuqtasi, dV  -  hajm elementi bo'lsa, D sohada kvadrali bilan 
jamlanuvchi ikkita / ( .v )  va # (.v )  funksiyalarningskalyar ko‘paytmasi

(/ .  g ) = [ n p ) g ( p ) dV
i)

integral hilan aniqlanadi. Bunga asosan avvalgi b a r c h a  teoremalar bayon 
qilinadi.

End i, keyinchalik foydalaniladigan {a < x \ y < b \  kvadratda 
ortonormal va lo'la ketma-ketliknmg maxsus tu/ilishim keltiramiz.

{<pk ( x ) }  sistema [ a ,  h ]  segmenida to la ortonormal bolsín. 

Ushbu

{ % , ( ' > » ( ' ■ ) }  m

sistema \a  < .Y,y < b\ kvadratda ortonormal va tola bo'ladi. Haqiqatan

ham, (60 ) sistem aning ik k ita  ^  ( -v) ̂  ( -v ) va 
lunksiyasini tekshirarniz. Bu funksiyalar m -  p< n =q bolganda o'zaro 
teng, aks holda turlicha bo’ladi. Bularning skalyar ko'paytmasim 
tuzamiz.

(<P„, ( ) <P„ ( V) - <Pp (*) ( V)) = í  (-v) <p« (-v) ̂  (-v) 'M  -v)A  <A '
>t (I

h h 
~ \<pm (  x )  <pr ( x ) dx , ( y ) %  ( V) dy .

B u k o ‘paytma m = ¡u  n -</ b o l g a n d a  b i r g a ,  boshqa hollarda nolga
teng, ya'ni (60) sistema \ a < x , y < h )  kvadratda ortonormal.

(60) sistemaning toMaligini ko'rsatish uchun aksincha taraz 
qilamiz, u to'la boMmasin, y a ’ ni shunday (o {x ,y )  lunksiya mavjud i, 
u (60) sistemaning barcha funtsiyalariga ortogonal

(cü (jC .v ), <P,„ W «P „ (>’)) =

= J}ffl (-T, v) <p,„ (*)<f„ {y)dxdy=0, m,n= 1,2,...
a a

yoki



h h
J  <P,„ ( x )d x ¡  (o(x,v)(pa ( v )d y  = 0.
a a

h
jv (x ,y )<p„(y )í(v  = M„(x)
a

desak.
h

¡ (0 „ ( * )  ' ? , „  ( v )  *  =  ° -  «7  =  1 , 2 , . . .
(/

bo'ladi. Bu tenglik esa, ftíw(.v) funksiyaning [ a j ? ]  segmenlda { (pk ( a ) }  
to'la sistemaning barcha funksiyalarga ortogonal ekanligini ko^rsatadi.
Demak, fOn(x )  aynan nolga teng, ya’ni

h
¡<o(x,y)<ptj(y)d\’ = Q, «=1,2,... .
t/

a  ni ¡xtiyoriy belgilab olarniz. Oxirgi tenglik shuni ko'rsatadiki. 
w (a , r )  ga teng bolgan y ning funksiyasi {^ „ ( . v ) }  to'la sistemaning 
barcha funksiyalariga ortogonal. Blindan farazimizning to'g'ri emasligi, 
ya ni íw (.v ,r) = 0 ekanligi va (60) sistemaning to'la sistemaligi kelib 
chiqadi.

Yuqorida bayon qilingan tushunchalar o'zgaruvchilar soni ko‘p 
bo'lgan holda ham o'z kuchini saqlab qoladi, ya’ni agar

x — ( a p k — 1,2,...— biror /) sobada to'la ortonormal sistema

bo lsa, (60) sistema a g í ) ,  y  e / J  bo'lganda ortonormal va to'la 
bo'ladi.

To'la ortonormal sistemalarga ayrim misollar keltiramiz. /z\;r) 
oraliqda iishbu

1 COSA sin A COSÁLY SÍn£v

Irigonometrik funksiyalar sisteniasi to'la ortonormal sistemadan iborat 
bo'ladi.

M a’lumki, sin  ̂ , k -  1,2,.. funksiyalar sistemasi (0,/r) ora

liqda ortogonal (lekin normalangan emas) va to'ladir. t ——
h a



almashtiñsh yordamida (0 ,/r) oraliq (a ,b )  oraliqqa o'tadi. Yangi 
oraliqda

s ¡n í i f c l l ,  * , , . 2 . . . .
b - a

funksiyalar sistemasi ortogonal va to la  boladi.
Bu sistemani normalash uchun sistemaning har bir funksiyasini 

uning normasiga boMish kifoya, normaning kvadrati esa,
o

f
^ k n (x - a )  , b - a  

sin“ --- ------- ax------
b - a  2

a

songa teng. Shunday qilib,

2 . k 7 i{x - a )
s in --- ----- k= 1,2,...

b - a  b - a
funksiyalar ( a ,b )  oraliqda to la  ortonormal sistemani tashkil qiladi.

(0, /r) oraliqda

f—  s in k t ,  k =1,2,... 
n

sistema ortonormal va toMadir, shuning uchun
} 2  . . , |0 , P * q ,

—  sin pt$\r\qt d t - \  (61)
\\, p = q.o

n x  , , • í\0 <t<n oraliq l ~ --- :  almashtirish natijasida cheksiz U<x<co
x + \

oraliqqa o'tadi, (61) formula esa

p n x  . qnx  , 0, p *  q, 
sin ----- s in ----  ax = {J;(x  + 1)2 x + \ x + 1 [1, p = q

ko'rinishda yoziladi. Bu esa

W (jc) = —  s in — , * = 1,2,... (62)
'  x + 1 x + 1

funksiyalarning (0,co) oraliqda ortonormalligini ko'rsatadi.



Endi berilgan sistemaning (0,oo) oraiiqda to 'la  ekanligini 
ko'rsatamiz.

Faraz qilaylik, kvadrati bilan jamlanuvchi / ( * )  funksiya barcha
(62) funksiyalarga ortogonal bolsin, ya’ni

7  .. / v . k 71 x  dx 
\ .f {x ) Sin-- r -- r=0, k =  1,2,...
0

71X
t —----  almashtirish yordamida avvalgi lenglik

x+  I

,J  7t - t
sin/: / d (=  0 (63)

ko'rinishda yoziladi. 71 — t f
7t ~ t funksiya (0 ,;r )  oraiiqda kvadrati

bilan jamlanuvchi bo'ladi, chunki

1

{ n - t )
f -----I dt  = — ï  f 2 (x )  d x < oo.

n - t  I n i

(63) tenglik esa, bu funksiyaning to’la {s in A'a } sistemaga orto- 
gonalligini ko'rsatadi, shu sababli u nolga teng. U holda / '(.r ) = 0, 
deniak (62) sistema to'la.

Ushbu

Ô  H  n{x)

funksiyalar, bunda H n (x ) — Ermit ko'phadlari, ya’ni

"  =  0 , 1,2......

( - 00,00) oraiiqda to la  ortonormal sistemani tashkil qiladi.

5- §. Olingan natijalami umumlashtirish

Biz 1-paragrafda Fredgolmning ikkinchi turdagi integral teng- 
Iamasini tekshirganimizda, uning & '( j t ,y )  yadrosi va f { x )  ozod 
hadi uzluksiz funksiyalar deb, hisoblagan edik. Bu tenglamada yadro



va ozod had uzluksiz funksiyalar sinfidan ko'ra kengroq sinflarga 
tcgishli bo'lganda ham yuqorida olingan nat¡jalar, shu jumladan 
Fredgolm teoremalari ham o'z kuchini saqlab qoladi.

I . L 2- yadroli integral tenglamalar. Biz tekshirayotgan ( I)  
tenglamaning K  (,\\ r )  yadrosi ¡a  < x ,y  < b\ kvadraída, f ( x )  ozod 
hadi esa, a < x < b  oraliqda kvadrati hilan jamlanuvchi, ya'ni i , 
sinfga tegishli funksiyalar ho'lsin. Bu sinfning ta'rifiga asosan

h h h

(.v ,y )d x d y  -  M  ’ < co, J  / 2(.*■)£& < co (64)
a a u

shardar hajariladi. Bunday K ( x , v )  yadroni yadro deh ham yuri- 
tiladi.

Fubini teoremasiga binoan deyarli barcha x e \ a , b ]  lar uchun 
h L J

a
integral mavjud va [a ,b\  da jamlanuvchi boladi; xuddi shunga 
0‘xshash deyarli barcha y  e [a ,  b] lar uchun [a, b] segmemda

b
\ k  2( x ,  y ) d x
a

integral jamlanuvchi boladi.
Ayrim hollarda K ( x , y )  yadroga qo'shimcha

b
j K 2( x , y ) d y  < N  (65)
</

shart qo'yiladi, bu yerda N  — oV.garmas son.
Agar [a , /)] oraliq chckli bolsa, (65) shartdan (64) shart kelib 

chiqadi; bu holda M  va N  o‘/.garmaslar

M 1 < N ( b - a )
munosabat bilan bog'langan bo'ladi. Oraliq cheksiz bolgan holda (64) 
va (65) shartlar o'zaro bogMiq bo'lmaydi. ( I )  integral tenglamaning 
yadrosi va ozod hadi i 2 sinfga tcgishli bolgani uchun uning yechim- 
larini ham shu sinfdan izlaymiz, ya’ni shunday yechimlarni qaraymizki. 
bular uchun h

j ’tp2(x )dx
t;

integral chekli qiymatga ega bolsin.



h
LJshbu K<p = j  K ( x , y ) ( p (  v )d y  (66)

a

bclgilashni kiritami/..
(66) integral [«,/>] oraliqda kvadrati bilan jam lanuvch i 

funksiyadan iboral bo'lishini ko’rsatish qiyin emas. Haqiqatan ham, 
ko'rinib turgan

K-(x,y)<p{y)\<^K2(x , y )  + ̂ <p1{y )

tcngsj/lik o'rinlidir. Bu lengsizlikning o'ng tomonidagi b irinchi 
qo’shiluvchi deyarli barcha .vg[c/,/>] lar uchun v boly ich a  
jamlanuvchi, ikkinchisi esa, [«,/>] da y bo'yicha jamlanuvchi. Bundan 
(65) inlegral oslidagi funksiyaning deyarli barcha .r e [¿/, /?] lar uchun 
[ a ,b ]  oraliqda jamlanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Demak, (65) 
integral deyarli barcha [«,/?] da aniqlangan .v ning funksiyasidir. 
K (-*•■> A’) yadro va (p ( y )  funksiya kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lgani 
uchun Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan

[K<pf =
<’ b b
J/v (x,y)<p{y)dy < jV2 ( x  y )d y  j(p 2 {y )d y
« J a n

h
2 J a 2 (x ,y)dy yoki \\K (p\ < M

tengsi/likni olaniiz. Bundan K (p  funksiya ham kvadrati b ilan 
jamlanuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi yuqoridagi kabi operatorning KK<p ko 'paytm asi 
{ a  < .v, y  < 6} sohada kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lishini ko'rsatish 
qiyin emas. Bizning (66) bclgilashimizga asosan 

t> b b
KK(p= J a ( x ,  i)K<pdt = j*A(x, t)dt  j*A {t,y)<p{y)dy (68)

a a a
(68) dagi ichki integral t ning kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyasi 
bo'lgani uchun uning kvadrati bilan jamlanuvchi K ( x j )  funksiyaga 
ko'paytmasi deyarli barcha x lar uchun jamlanuvchi boladi, demak, 
(68) integral mavjud. Bu in teg ra ln ing  m avjud lig idan  
K { x j ) K ( t , y ) < p ( y )  funk siyan ing </, y  < /?} kvadratda



jamlanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Fubini tcoremasiga asosan (68) 
integralda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin, ya’ni 

h b
KK(p = j (p (y )d y jK (x ,  f) K (t ,y )d t.

Ushbu b
K 2(x , y )= \ K (x , t )K ( t , y )d t

U
belgilash bizga ma’lum. B ir xil ikkita K  operatoming ko’paytmasini 
uning kvadrati, n tasining ko'paytmasini esa, uning n- darajasi deyiladi 
va A"'orqali belgilanadi. Shunday qilib,

b
K 2(p = KK(p  = ^K2{x,\>)(p(y)dy.

a
Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga binoan

[  K 2{x ,yy [  < ^ K 2{ x j ) d l ^ K 2{t,y)dt.
u U

Bu tengsizlikni [ a  < x, v < b) kvadrat bo'yicha integrallab, 

J | a :22(x , v)dxdy < ' ^ K 1(x,t)dxdt ’̂ K ' 1( l,y )d td y< M *
a <i ou 11 ü
tengsizlikni hosil qilamiz.

Shunday qilib, K2 operatoming yadrosi K 2(x, y )  asosiy kvadratda 
kvadrati bilan jamlanuvchi ekan. Bu jarayonni davom ettirib,

b
K " < P = \ ü „ { x ^ ) (p { y ) d y ,

a

K n(x , y )  ning { a  < .v, y  < b} kvadratda 
b b
|  J K l(x ,y )d x d y < M 2H
et a

tengsizlikni qanoatlantirishiga, ya’ni kvadrati bilan jamlanuvchi ekan- 
ligiga ishonch hosil qilamiz. (67) ga asosan

| K > | < A r | | < p |  (69)
tengsizlik kelib chiqadi.



( I )  tenglamani yechishga I bob l-§ da qoMlanilgan ketma-ket 
yaqinlashish usulidagi mulohazalarni qaytarib, nolinchi yaqinlashish 
uchun (p {)( x )~  f  ( x )  ni qabul qilib,

<p „ { x )= JX x )+AK(p „ , <7°)
yoki

tp ri(x)= f (x )+ X K  f  +A2 K 2/+... +A ” K "  /  = Z  X' K l f

tenglikka ega bolamiz. funksiyani
OtJ

Z ^ ' * 7

i=o

/-o
Neyman qatorining qismiy yig'indisi deb qarash mumkin.

Agar integral tenglamaning yadrosi kvadrati bilan jamlanuvchi
bo Tib, | < —  shart bajarilsa, bunda

h b
M 2~ j j K 2{x,y)dxdy,

u holda Neyman qatori (1) tenglamaning kvadrati bilan jamlanuvchi 
yechimiga o ‘rtacha yaqinlashadi va bu yechim yagona bo ‘ladi.

Bu fikrning to'g'riligiga ishonch hosil qilish uchun ushbu
N +  P

Z  r K ' f
i-/V +1

miqdomi baholaymiz.
Normaning uchburchak tengsizligini va (69) tengsizlikni qoMlab, 

ushbu
N + P

Z  x 'K ‘f
i-jV + 1

N + P /V  +  />

< X  \X\‘ A ' ./ < II./ II 2  (|A |M ) '<
<- A’t i - A' + I 

jV +!
<

i * J

Z ( W = I I . / 1 - U \M

tengsizlikka ega boMamiz. /V yetarlicha katta bo‘lganda oxirgi miqdomi 
istalgancha kichik qilish mumkin. Bundan Neyman qatorining biror 
kvadrati bilan jamlanuvchi (p (x ) funksiyaga o lrtacha yaqinlashishi
kelib chiqadi, shunday bo'lgach, n —>oo da <Pn -<P 0 bo'ladi.



(p (x )  funksiyaning ( I ) tenglamani qanoatlantirishini ko'rsatamiz. 
(70) formulada n —> co da limitga o'iamiz. Uning chap tomonining 
limiti #>(*) dan iborat, o'rtacha K(pn ¡ —>K<p ckanligini ko'rsatish 
kifoyadir. (67) tengsi/likka asosan

->0.<P„ \ ~ V
Shunday qilib, ip ( x ) funksiya ( I )  tenglamaning yechimidan 

iborat. Endi bu ycchimning yagonaligini isbotlash qiyin emas. Faraz 
qilaylik, ( I )  integral tenglama ikkila kvadrati bilan jamlanuvchi (p x (x )  
va (p 2(x )  yechimga cga bolsin, ya’ni

<p¡{x) — (p-> (x )  = ̂ ¿/(.\') dcb bclgilab olsak, K  operator chiziqli bolgani 
uchun y/{x )  funksiya

y/(x)-k K  y/ = 0

bir jinsli tenglamani qanoatlantiradi. y / ( x ) —k Ky/  tenglikdan. 
| ^ (x )|= | k  II/C x¡/ || tenglik hosil bo'ladi. (67) tengsi/likka asosan,

^ ( . v ) |  < |/l|yV/||^||, yoki ( l  ~\A  | M  )||y/| < 0.

\k\M < \  shartga ko‘ra qavs ichidagi ifoda musbat, shuning 
uchun bo'lishi /arurligi kclib chiqadi. Bundan ^ (x )= 0 ,
ya’ni ^ , ( . y ) - ^ : ( x ). ^

Demak, ( l ) tenglama U  |<—  shart bajarilganda yagona yechimga
M

ega bolib, bu yechim ushbu

v { x ) = Y ¿ A 'K ' . f
: I)

Neyman qatori bilan aniqlanadi. Bu yeehimni toklaroq

< p(x)= /(x) + ¿ i '  ’̂ Kl ( x , y ) f ( y )d y  
i-l „

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu ifodadagi yig‘indi bilan integrallash 
tartibini almashtirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Bu amalni formal 
bajarsak, u



n w

<p(.v)= /'(x)+A.J]T A ' ]K i (x ,y )f (y )d y

ko'rinishga keladi. M b —  bolganda

qator, xuddi oldingidck

/=.v.|

Z ^ - 1 K X x ^y)

Â NM X "<■
I ~ U \ M X  >> ->0

bo'lgani uchun asosiy kvadratda o‘rtacha yaqinlashadi. Bu qatorning 
yig'indisini yadro uzluksiz bo'lgan holdagidek, K ( j c , y )  yadroning 
yoki ( I )  tenglamaning rezolventasi deyiladi va /?(.v, v ;/ l)  orqali 
bclgilanadi, ya'ni

(71)
;-l

Rezolventa o’rtacha yaqinlashuvchi qatorning yig'indisi bo'lgani 
uchun asosiy kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi.

Endi (71) qatorni avval ixliyoriy kvadrati bilan jamlanuvchi 
./ (.r ) funksiyaga ko'paylirib, sokngra y  bo‘yicha hadlab integrailash 
mumkinligini ko'rsatami/, boshqacha aytganda

j/?(.r,y;/l)y(y)i/r = ^ / l '  1 JaT, (.r, y)/(y)< /y ¿ / i  ’ 1 K ' f
a t I i l

tenglikning o’rinli bo'lishini isbotlaymiz.
Buning uchun bu tenglikning chap va o‘ng tomonining qismiy 

yig'indisi ayirmasining normasini baholash kifoyadir:

\ R { x , y \ A ) j  ( y ) d y - ^ A '  1 ^K l ( x , y ) f ( y ) d y
/ I

"  no

J Z  k *x- 1 /1 !<A
h h

i J Z  x" KXx^y)f{y)iJy dx

Bu yerdagi ichki integralga Bunyakovskiy—Shvars tengsizligini, so'ngra 
uchburchak tengsizligini qollasak, (69) tengsizlikka asosan quyidagi 
tengsizlik hosil bo'ladi:



b b

. I - • II11 
b ( b

dx<

<J j (*■>’) d y j f 2( y ) d
i-n+1

dx =

i= n  +  ]

d.xdv=

CO

Z  * ,- (* ,  j O
i=n+l

<
00

X I*  t v
I - n + I

2«-2
M 2"

->0
(1-|A|W)

Shunday qilib, (71) qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi funk- 
siyaga ko'paytirgandan so‘ng hadlab integrallash mumkinligi isbotlandi. 
Demak, (1) tenglamaning yechimini ushbu

b
(p (x )= f (x )+ X  | R (x ,y ,X ) f { y ) d y

a
ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

Bu yerda rezolventaning parametrga bogliqlik xususiyati to‘g‘- 
risidagi ayrim mulohazalarga tokxtab o'tamiz. (71) qator rezolventani
x va y  ning barcha qiymatlari uchun X  kompleks tekislikdagi 
doirada aniqlaydi. Rezolventa darajali qator bilan ifodalangan bo‘lsa 
ham, uni ko‘rsatilgan doirada X  ning analitik funksiyasi deb hisoblash 
mumkin emas, chunki x va y  ning ayrim qiymatlarida (71) qator 
uzoqlashuvchi bolishi ham mumkin. Ammo, agar ixtiyoriy f (x )  va g 
(x) funksiyalar [a, b) oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi boisa, u 
holda

\ R {x ,y \ X ) f ( y )d y ,g {x )  M W -  y \ i ) f {y )g {x )d y d x
a J  a a



integral doirada A ning unaiitik funksiyasi bolishini ko'rsatish
qiyin emas.

Haqiqatan ham, bizga ma'lumki, (71) qatorni ixtiyoriy kvadrati 
bilan jamlamivchi j  (y) funksiyaga ko'paytirgandan so‘ng uni hadlab 
integrallash mumkin; natijada hosil bolgan ushbu

' ¿ A '  1 j K , ( x , y ) / ( . v ) ^ = ¿ A '  'K ‘f =  W y ; ¿ ) / ( y ) d V  r )

qator tengsizlik bajarilganda x  bo'yicha o'rtacha yaqinlashadi.
Endi

/ /> \ h h

h Х  + Р 2
<• J I  X-'K'f dx ►

a !— N+\

у ;Л  ) f ( y ) d y ,  g ( x )  = \ \ R { x i y \ l ) f { y ) g { x ) d x d y  =
)  a a

= J ¿ A ' ' K ' f  g(x)dx,
a ' = !

bu yerdagi g (x ) — kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya. Oldingi 
qatorni hadlab integrallash mumkinligini ko'rsatamiz. Bunyakovskiy— 
Shvars tengsizligiga asosan

л r 1,/2

J  X  ,f ■ g(x)dx
a ,=N +1

(*) qator okrtacha yaqinlashuvchi bolgani uchun oxirgi ifoda /V —>oo 
da nolga intiladi.

Shunday qilib, ushbu

¡ jR (x ,y ,A )f (y )g (x )d x d y  = ̂ A i- '(K ,f , g )
a a '=1

qator hosil boladi. Bu qator sonli koeffitsientli darajali qatordan 
iborat bo’lib, W<—  doirada yaqinlashadi va uning yig'indisi shu 
doirada Л ning analitik funksiyasi boladi.

Shu ma’noda rezolventa |Л |<~ doirada Л ning analitik funksiyasi 
deyiladi

Agar К  (x, y ) yadro aynigan, ya’ni



n 

k -i
ktVrinishga cga boisa, pk(x ) va qk(x) funksiyalarni \a,b\ oraliqda 
kvadrati bilan jamlanuvchi dcb hisoblasak, K  (x, y ) yadro ham asosiy 
kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi boladi. Bu holda 3- § ning 2- 
bandidagi mulohazalarni so‘zma-so‘z takrorlab, Fredgolmning barcha 
tcoremalari o'rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

Endi umumiy holni, ya'n i ( I )  tenglamaning yadrosi kvadrati 
jam lanuvchi bolgan holni tekshiramiz.

¡¥>,(.v)¡, k = 1,2,... [</, b ] oraliqda to la va ortonormal sistema 
bolsin. 4- § ning 3- bandidan bizga ma'lumki,

{<P Á x)<PÁy))' 'M,ff =  l , 2, . . .  (72)

sistema { a< x ,y< b ]  kvadratda ortonormal va to la  boladi. Shu 
kvadratda K (x, y) yadro kvadrati bilan jamlanuvchi bolgani uchun 
( 12) funksiyalar bo'yicha o ‘rtacha yaqinlashuvchi

K ix’y)= Z  A„,„<p,Ax)<p«{y) <73)
m . n  -  I

Furye qatoriga yoyiladi. (72) sistema tola bolgani uchun K (x, y) ga 
nisbatan qollanilgan yopiqlik formulasi, ya’ni

oo

X  (74)
m, n — I

tcnglik o‘rinli boladi.
Ixtiyoriy R > 0 sonni olib, ( l ) tenglaniani À ning \ A\ < R doirada 

yotadigan qiymatlari uchun tckshirainiz.
(73) qatorning qismiy

K

KA x-y)= Z  A„» <pAx)<pAy)
m . n  - 1

yiglndisini ajratib olamiz. K0 (x, y) aynigan yadrodan iboratligi ravshan.

K (x ,y )- K 0(x,y)=Ki(x,y) (75)

dcb bclgilab olamiz.



K ¡ (x, y)  funksiyaning Furye qatori К  (x , y )  funksiya Furye 
qatorining qoldig'idan iborat.

K i(x '-X) -  X  ^ mn(pm (x)(pí( ( y ) ,  J\¡ ~ - f [ K 2Ax,v )c l\dy
>n >k , n к J  J  4 ’ !

<¡ <;

belgilashni kiritib, yopiqliq formulasiga asosan

N  = 2  A mn (76)
tu >k. n> к

tcnglikni hosil qilami/. (76) qalor yaqinlashuvchi (74) qatorning 
qoldig'idan iborat bo'lgani uchun uning yig'indisi yetarli katta к uchun
istalgancha kichik bo'ladi. к ni shundav tanlab olami/ki, Л'<—  bolsin

i i 1 ’ 2R ’
U holda \Á\N<- bo'ladi. Shunday qilib, (75) tcnglikka asosan
К  (x, y )  yadro Tkkita yadroning yigMndisidan iboral bo'lib: 

A :(.v ,y ) =A:n(.v ,y ) + A'l (.Y, v ) ,
ulardan biltasi kichik yadro, ikkinchisi esa aynigan yadrodan iborat.

Bu mulohazalardan uzluksiz yadro uchun isbotlangan hatnma 
tikrlar. jum ladan Fredgolm alternativasi ham kvadrati bilan 
jarnlanuvchi yadro uchun to'g'riligi kelib chiqadi.

2. Erkli o'zgaruvchilar soni ko*p bolgan hol. Birqancha hollarda, 
ayniqsa tatbiqda noma’lum funksiya kokp o'zgaruvchüarga bogliq 
bolgan integral tcnglamalarni yechishga to 'g 'ri keladi. Bunday 
tenglamalar uchun ham Fredgolm nazariyasi o ‘z kuchini saqlab qoladi. 
Ushbu

(p (x )~Á  j . . jK (x ,y ) (p  ( y )d y  = f {x )
/>

tenglamani tekshiramiz, bu yerda DczR"  soha, ,v = ( x ....x ), v =
~(Уг---}'J  sohaning nuqtalari, dy — dyr ..dyn — hajm elemenli.

Avvalgidek X  sonli parametr, К  (x, y ) -  К  (xr ..,, x t; vr . . .v j  —
yadro. f(x ) = f(x r ... x j  — berilgan funksiya, .....■*"„) —
noma lum funksiya. Qisqalik uchun /) soha bo’yicha integrallashni 
bitta integral bilan belgilab, qaralayotgan integral tenglamani

<p(x)-yl ¡K (x ,y )< p(y )c iy=  f ( x )  (77)
I)

ko'rinishda yozib olamiz.



Agar K  (x, y ) yadro uziuksiz, yoki hech bo ‘Imaganda kvadrati 
bilan jamlanuvchi, ya 'ni

J  J  AT 2(x ,y  ) d x d y - M 2<cc
D  D

bo ‘Isa. (77) tenglama Fredgolm tipidagi tengiama deyiladi.
Bu tenglama uchun yuqorida bayon qilingan barcha mulohazalar

o'rinlidir. Masalan, \A\<^  shart bajarilsa, (77) tenglama ketma-ket 
yaqinlashish usuli bilan yechiladi va bu yechim yagona bo‘ladi. Agar 
tenglama aynigan yadroli bo‘lsa, ya'ni yadro

K ( x i y ) = ^ j P k { x ) Q k { y ) '  * = (* i 
k = \

ko‘rinishda bo‘lsa, tenglama ekvivalent chiziqli algebraik sistemaga 
keladi; umumiy holda yadroni aynigan va kichik yadrolarga ajratib, 
tenglamani aynigan yadroli tenglamaga keltirib, Fredgolm barcha 
teoremalarining o‘rinli ekanligini ko'rsatish mumkin. Bu fikrlarning 
isboti, avvalgi paragraflarda keltirilgan mulohazalarning isbotlaridan 
kelib chiqadi. Buni biz o‘quvchiga havola qilamiz.

Ko'p hollarda

<p (x ) - X ^ K {x , y  )<p(y)dy=f(x )
S

ko'rinishdagi integral tenglamalarni tekshirishga to‘g‘ri keladi, bu yerda
S  — biror sirt.

Bu tenglama soddagina (77) tenglamaga keltiriladi. Buning uchun 
5sirtning parametrik tenglamasini kiritib, so'ngra erkli o‘zgaruvchilar 
va integrallash o'zgaruvchilari sifatida x va y  nuqtalarning o‘rnini 
aniqlovchi parametrlarni kiritish kifoya.

3. Integral tenglamalar sistemasi. Bitta erkli o'zgaruvchiga ega 
boMgan Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamalar sistemasi 

n ^
<pi {x) ~ x ' L )  K u ( x’y ) (P i ( y )dy =J ' M '  (78>

/ = ' a
ko'rinishga ega bo'ladi. Ktj (x} y) yadrolar { a < x ,  y  < b} kvadratda, 
f  (x) ozod hadlar a < x < b  oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi 
funksiyalar bo'lsin. Tabiiy, noma'lum / = 1,2,...,« funksiyalar
ham shu sinfda izlanadi. (78) sistema uchun yuqorida bitta Fredgolm



tenglamasi uchun bayon qilingan nazariya tolaligicha o ‘rinli bo'ladi. 
Masalan, X parametr

I A | c  —

1 1 M
tengsizlikni qanoatlantirsa, bunda

m2=¿  \ \ K 2¡A x ^ y ) d x d y-
1 ' = I a a

(78) sistema uchun kctma-ket yaqinlashishlar bu sistemaning yechimiga 
o'rtacha yaqinlashadi. (78) sistemaga qo‘shma bo'lgan sistema quyi- 
dagicha yoziladi:

" h M

v X x ) - a Y ,  j K , i { y - x )'t/ i ( y ) dy = q < {x ) ,
/-I el

bu yerda q(x )  ixtiyoriy funksiyalar. Agar

(/> ‘i  ) = S  ( xk  ( x) dx= 0 
'-i «

bolsa, / ( x ) ,  </,(•*)> / = 1,2,..., n funksiyalar sislemasi yoki ikki

/(•X) = {/l(-V)'/2(-r)---/»(JC) } ’ ti ( X) = { ‘í l(X)' <7 
vektor-funksiyalar ortogonal deyiladi.

son /  (x) va q (x) vektor-funksiyalarning skalyar ko ‘paytmasi< 
II í  II “ V ( / ’/ )  son esa> I ( x)  vektor-funksiyasining normasi deb ataladi.

Yuqorida aytilganlaming barchasi erkli o‘zgaruvchilar soni ixtiyoriy 
boMganda ham o‘rinli bo'ladi. Fredgolmning barcha teoremalari (78) 
sistema uchun o‘z kuchini saqlab qoladi.

Biz Fredgolm nazariyasini (78) sistema uchun asoslanishiga 
to'xtalmasdan, bunday sistemani Fredgolm tipidagi bitta integral 
tenglamaga keltirish mumkinligini ko‘rsatib o ‘tamiz.

x, y  argumentlar uzunligi (a, b) oraliqdan n marta katta bo‘lgan 
(a, nb — (n~\)a)  oraliqda o ‘zgarsin. Bu oraliqda O  (x) va F  (x) 
funksiyalarni quyidagicha aniqlaymiz.



Agar ( / - ! ) / ? - ( \-2  ) a  < x <//)-- (/-1) a bo'lsa, 

(D (x )= ^ l ( j r - (/ - |) (/ )- a ) ) ,  F {x )= f {x - { i - \ ) (h - a ) ) .

Xuddi shunga o'xshash, K (x, y )  yadroni a < x< n h - ( n - ] ) a , 
o < y <nk ~  (n — I)a  kvadratda

(/- l)/> - (/-2 ) a < x < i h - ( i - \ ) a , 

(j-\)b-{.j-2)a < y < jb
bo‘lganda

K (x , y )  = K u {x- (¡- \ )(b -a ),  y - ( j  - \ ) (h - a ) )  

dcb aniqlab olamiz. Ushbu

n b - (n  I)« /, 2b ti 3b l a  ni’ {n  I

í  =í+ í  + 1 + -+ í
a a h 2h- íi (/? I )/> (/i 2)í/

tenglikni e'tiborga olsak, (78) sistema Fredgolmning bitta
uh-{ >i- l )n

® (x )- A  |  K(x,y)<l>(y)dy = F (x )
a

tenglamasi ko'rinishida yo/iladi.
(78) sistemaning K  (x, y ) yadrolari asosiy kvadratda, /' (x) o/od 

hadlar |a, b] oraliqda ¡,2 sinfga tegishli bo'lgani uchun b¡/. luzgan K 
(x, y ) yadro yangi

a < x < nb - (n — 1 )a , a < y  < nb - (n-\)a
kvadratda, F  (x ) ozod had esa a  < x < nb - {n - l)c/ oraliqda /, , 
sinfga tegishli bo'ladi. Haqiqatan ham,

nb ( n !)</ nb (n l)c/

J  J  K 2(x,y)dxdy =
a a

n ih (/-I)íí ib - ( i  !)(/

= X  J  í  K 2(x,y)dxdy =
\ )b - (i- 2 )a  (/-!)/>-(/ 2)a  

80



Z J Í  K 2 (x  + (/' - ])(/? y  + (/' - 1)(6 — a))dxdy -

= ^  j* J K 2 (x, y)dxdy =M 2 < CO
‘■i--1 „ £,

Xuddi shunga o‘xshash
nb-{ «-I )<j

|  F 2( x )ü x  = Y j [ f 2( x ) d x < w

bo'ladi.

6- §. Kuchsiz maxsuslikka ega boigan 
integral tcnglamalar

Agar ( I )  integral tenglamaning yadrosi

0 < a  < 1
\x-y\a

ko'rinishga ega bolsa, bunda H  (x, y) chcgaralangan funksiya, u holda 
( I )  tenglama kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan integral tenglama deyiladi.

Agar integral n o'lchovli fazoning chcgaralangan Dsohasi bo‘yicha 
olinayotgan bolsa, (1) inlcgral tenglamaning yadrosi

, x H (x , y )  
K (x ,y )=  v y ’ , 0 < a < n  (79)

ko‘rinishda boladi, bu yerda x — (x r ...x j , y — (y r ■ ■■yj— O sohaning 
nuqtalari, r esa bu ikki nuqia orasidagi m asofa, y a ’ni

'■ = | x ~v ( A- “  -v<) ' H (x, y) xuddi yuqoridagidek D sobada

chegaralangan funksiya. Amaliyotda uchraydigan masalalarning aksariyat 
qisnii ko*p o'lchovli integral tenglamaga keladi. Shuning uehun liam 
biz bu paragrafda umumiy holni, ya'ni

<p(x)-/i j K ( x , y ) < p ( y ) d y = f ( x )  (80)

inlcgral icnglamani téishiram iz. Bu holda ham (80) integral



tenglamaning yadrosi (79) ko'rinishga ega bo'lsa, (80) tenglamani va 
undagi integral operatorni mos ravishda kuchsiz maxsuslikka ega bo ‘Igan 
tenglama va operator deyiladi.

1. Sferik koordinatalar. E " fazoda x -  (xp ...xj va y = (yv ...yj 
o‘zgaruvchi nuqtalar bolib, r  ular orasidagi masofa bo'lsin. Markazi x 
nuqtada boMgan sferik koordinatalar quyidagi formulalar bilan aniqlanadi:

y  | = x  ! +  r COS 0 , ,

y  2= X  2+ r  S ' n &  I C0S &  2 ’

y „ _ l=xa_]+rsin # ,s in # 2....sin 0 n_2 cos 0 n A , 

y „= x  n+r s in # , sin# 2.... sin 0 n_2 sin 0 n_x .
Bu yerdagi 0 X >■■■,&burchaklar [0, r̂] oraliqda, 0 nA burchak esa 
[0, 2/r] oraliqda o‘zgaradi. Endi hajmning dy elementini va radiusi r 
ga teng bo'lgan sfera sirti yuzasining dSt elementini sferik koordinatlarda 
topamiz.

M a ’lumki,

dy-dyv ..dyn- — i— drdOr ..d6n_r 
' D { r , 0 ^ d n_ )

Bu tenglikdagi yakobianni hisoblaymiz:

J  =■

£21
dr 30,

£ > M .... 0„ ,)

dr 36, I

cosfl, —r sin (9, 0
.vin#, cos02 r COS#, COS0, —r  sin 0, sin#,

<t>cos0„_, r O ctg0, cos0 n , rQctg 82 cosBn 
<l>sin0„ , r<t>ctgB] sin0n , r0e/£02sin0„_

bu yerda <t> = sin#, sintf2...sin#,;_2 .

0
0

-r<l>sin0„ 

. rOcos0_

(81)



— —- o ekanini tekshirib ko'rish qiyin emas. Shuning uchun
?Q„ ,

ham J  determinantni hisoblash uchun 9„ , =0 deb olish mumkin. Bun
eSa, J „ = f  sin0r .. sin0n 2J „  , rekurren! formulaga olib kcladi. Bu 

tcnglikda n ni n—I, n —2, ... larga almashtirib,

J n - r n' 's in " '2 0 ] s in "-3 02... sin 0n_2
tcnglikni hosil qilamiz. Shunday qilib, hajm dementi quyidagicha 
aniqlanadi:

dy= r sin "~2ex sin ”-30? ...sin0„ .2drd0, ...d0„ , . (82)
Radiusi r ga teng, markazi sferik koordinatlar markazi bilan 

ustma-ust tushgan S  sfera sirti yu/.ining dSr elcmentini topamiz. 
Differensial geometriya kursidan ma’lumki, ixtiyoriy S  sirt uchun

d\\...dy„_A
dS =

cos (r ,.v „)|
bunda y-  S  sirtga oktkazilgan normal. Sr sfera uchun

I V„ - X  

I

Sr sferada r o‘zgarmas boMgani uchun

^ (.V i ’ 3 ; n -1)

cos ( y , y „ ) I = |cos ( r , y „ ) I = i l sin  °>-
k-1

d\\dy2...dyn
0 ( 0 ,,a ,,...,<?„.,)

d0ld02 ...d()n

bo'ladi. Bu tenglikdagi yakobianni (81) determinantdan birinchi uslunni 
va oxirgi yo' Ini chizib tashlash natijasida hosil qilish mumkin. Hosil 
bo'lgan determinantning bosh diagonalidan o'ng tomonidagi barcha 
elementlar nolga tcng bo'ladi. Shuning uchun ham bu determinant 
bosh diagonal elementlarining ko'paytmasiga teng boMadi. Bundan 
biz izlagan

d S  =rn ' x s\nn~2 Q,s\\\n~y 0^...s\n0n_7d9,d0,...d0n
formula kelib chiqadi. (83) formuladan

. n  Id S = r ” 1dSv

(83)

(84)



(82) dan esa dy  —d r d S r = r "  ] d r d S { tengliklar hosil ho'Iadi. (84) 
tenglikni integrallab, yana bir

formulani hosil qilanii/, bu yerda |A’r|—Sr sfcra sirlining yu/.i, |5J esa 
birlik S, sfera sirtining yuzasidir.

|S,| yuzani hisoblash qiyin emas. Haqiqatan ham, (83) formiilada 
r  = I deb, barcha 0X oV.garuvchilar bo'yicha integrallaymi/:

71 /T 2/T

|S,|= J...J Js in  ~ 20, ...sin 0:i_2dOr ..dO„_2c/O„ , =
0 0 0

71 n-2 Yl
= 2 « n js in * f t / 0  = 2 » n 2 j  sink6dd.

0 £-1 |)

Bu ycrda s in ' 0 —t almashtirishni bajarib,
7T /

I k I

2 js in kQd() = jt 2 (1-/)2£// = b

l ~ r (  *  ^ 71 Tr * + n
• j  
k + 2

k +1 \_
v 2 ’ ~2 j

\

v 2 / _ 2

r

tenglikni e ’tiborga olsak,

( k  + 2
V - /

M =
2 k

r
r

\ J
formulaga ega bolamiz. Bu yerda B v a T -  birinchi va ikkinchi tur 
Ey ler integrallari. Bundan n = 2 da birlik aylananing uzunligi 
|»S, 1| = 27r, n = 3 bo'lganda esa, uch o'lchovli fazoda birlik sfera 
sirtining \S ,|=4;r yuzi kelib chiqadi.

2. Kuchsiz maxsuslikka ega bolgan operatorlar. (80) integral 
tenglamaning yadrosi (79) ko'rinishga ega bo'lsin. Agar a<~ bolsa, 
kuchsiz maxsuslikka ega bo’lgan operator yadrosi



J ä T 2 ( x , v ) < J  y < N (85)
о

shartni qanoatlanliruvchi Fredgolm opcraloridan iboml boladi. 

Haqiqatan ham, |H(,v, v’)|<C’=const bo'lsin, u holda

Marka/.i x = (xr ...x) nuqtada bo'lgan sfcrik koordinatalarni 
kiritamiz. Bunda ma’lumki, dy = r " 'drds bo‘lad¡. Bu yerda ds — 
radiusi birga tcng bo'lgan sfera yu/íning elemcnti. /) sohaning 
diametrini. ya’ni ikkita nuqtasi orasidagi eng katta masofani d orqali 
bclgilab olamiz. Bundan

lengsizlik kelib chiqadi. Demak, К  (x, y ) yadro (85) shartni qano- 
allanliradi. D soha chckli bolgani uchun bu yadro kvadrati bilan 
jamlanuvchi ham boMadi. Shunday qilib, la ’rifga asosan

shartlarni qanoatlantirsin, bu yerda C r C — musbat o'zgarmaslar,
( )< a < n , 0 < ß < n  . U holda

yoki

и

JaT(.v, y)<p(y)dy
I)

operator Fredgolm opcratoridan iborat.
Teorema. Ikkita К  (x, y ) va I. (x, y )  yadrolar

М (х ,у )=  I K (x , t ) L ( t , y )d t
I)

yadro uchun



<)
C. a  + fSoi,
( '  In /■ + A, a  + fi-n,

— — , a  + fi>nCU // » ’ r

(86)

lU..ü)
ir.0... 0)

baho o'rinli bo'ladi. bu yerda C va A — musbat o’zgarmaslar.
Isbot. D  sohaning diametrini d orqali, x -  (x r  ...xJ, t = (tr  

. . . í j  va t = ( t r . . .t j ,  y=  (y r  . . .y j  nuqtalar orasidagi masofalarni 
mos ravishda r0 va r, orqali bclgilab olamiz. Bu holda

|M(.,,,.)|SCA  J-^SC.C, J
D  #0 ' ]  r0 s J  ' o  '\

bu yerda C, va C 2 — musbat o'/garmaslar.
Hisoblashlarni soddalashtirish maq- 

sadida, umumiylikka ziyon etkazmay, 
koordinat boshini x nuqtaga joylash- 
tiramizvax, o‘q n ¡y  nuqtadan shunday 
o‘tkazmizki, jc dan y  ga bolgan yo‘nalish 
musbat bo‘lsin. U holda x va v nuqtalar- 
ning koordinatalari (0, 0, ...,0) va (r,
0..... 0) bo'ladi. ( nuqtaning koordinata

lari esa tr  ...tn lardan iborat (4- chizma). Bu belgilashlarga asosan

k=\ k~2 
(87) integralda tk - r ^k , Ar = l,2,...,w almashtirish bajaramiz.

p 2= £ í ;
■> , o *=ldeb,

r 2= r ( ^ - \ ) 2+ r 2^ ¡ = r 2{ p 2- 2 ^ \ )  
k=2

tengliklami va r0 = r p < d  tengsizlikni e’tiborga olsak,

(t|... Ir)
4- chizma.

| M ( x , y )
v > '(w 3 2 c , I ) %

(88)



tengsizlik hosil bo'ladi. Bu tengsizlikni baholaymiz. M a ’lumki,

'dpdS.
So’ngra, p 2-2£, + l > ( p - l ) 2 tengsizlik ham o “z-o‘zidan ravshan.

t' )>2 bo‘lganda ( p - l ) 2>“ P 2 tengsizlikning o ‘rinli bo'lishini ko'r- 

satish qiyin emas. Haqiqatan,

( p - l ) 2—  (p2=^{3p2-(>p-2p+4)=^(3p-2)(p-2), 

bu tenglik esa, *.;>2 bo'lganda musbat bo'ladi. Bunga asosan 

C ,C \  ,

2 Í  + I,)

boladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi birinchi integral o‘zgarmas 
sondan iborat, biz uni a orqali belgilab olamiz. a  + P < n  bo'lganda 
ikkinchi integralni hisoblavmiz:

f P " '  “ c/pd^ -+2 /' |  fp"''-“ -f d p d S
1 1 ~ ~ 1 \ /I. ,!

7 r

2 ft J  p" '-«■i,d p d S  = 2,,\dS J p " fldp =
2 < V < -

= 2 ;i|s| 1

n-a~P

r j  \ ”-a - P

V r
-2 n-a-.O < 2 13 |S|

' d \

[ r  J

demak.

M ( * , y ) < C , C 2|S n a ,a r  +

< C ] C 2d " - a -/t\s\ a +

2 p d "  a ' p 

n - a - p
<

n - a - p
Agar a + P-n  bolsa, u holda



M ( x , y )  \< c , c 2|s|
a  t n

a  + 2 11 f -  
J  o

<
c , c 2|s|

a+fi-n a + 2 'f J
d p

P
(1+IÍ +1 n

2 í  

C, C  |s|
a + ft-n

d p
a \ l< 11 /; <

É/ +
a+¡3-n

Shunday qi 1 ib,(86) baho barcha hollarda isbotlandi.
Natija. Agü r y  adro kuchsiz maxsuslikka ega bolsa, u holda barcha 

iterasiyalangan yadrolar birortasidan boshlab chegaralangan bo'ladi. 
Haqiqatan, bizga tna'lumki ikkinchi iterasiyalangan yadro

K 2( x , y ) = j K ( x j ) K ( t , y ) d l
I)

formula bilan aniqlanadi. Agar K (x, y ) yadro (79) ko'rinishga ega 
bolsa, ho/irgina isbot qilingan teorcmaga asosan

AK 2 (-V,y) <
2a- n , A, = const

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu jarayonni davom cttirib, matcmatik induksiya 
usuli bilan m iteratsiyalangan yadro uchun ham bahoni olish niumkin. 
Faraz qilaylik, tn — I  iterasiyalangan yadro uchun yuqoridagidek baho 
o’rinli bolsin.

A 
K 2 4 = c o n s t

m — iteratsiyalangan yadro

K A x ^ y ) = \ K { ^ t ) K ,„ Á ^ y ) d t  
/>

ko'rinishda,

j3=(w —l)a-(w-2)w, a + /3-/7-a+(w-l) x 
x a —(m -2 )n-n  = m a-{tn-\)n

bolgani uchun yuqoridagi teorcmaga asosan ushbu



A.
m a  in

ma —{m — 1) w>0

A m , ma-(m-\)n<()  
bahoga ega bo'lamiz, bunda A — biror o'zgarnias. Shunday qilib, agar

m  >
n

n - a
(89)

bo‘lsa, Km (x, y) iteraisiyalangan yadro chegaralangan boMadi.
3. Iteratsiyalangan yadroli integral tenglama. Endi (80) integral 

lenglamani qaraymiz. Bu tenglamadagi integral operatorni K<p orqali 
belgilab olamiz. Shu bilan birga lcp= (p(x ) munosabat biIan 
aniqlanadigan birlik operator / ni kiritamiz. Bularga asosan (80) 
tenglama

( ¡ - A K ) < p  = J ' ( x )  (90)
ko’rinishda yoziladi. I ~ A K  ifodani K  ga nisbatan birinchi darajali 
ko'phad deb qarash munikin. K  ga nisbatan yuqori darajali ko'phadlarni 
ham tu/ish munikin: agar / ni bir kabi qaralsa, bunday ko’phadlarni 
oddiy ko'phadlar kabi qo'shish va ko'paytirish mumkin. Bularni amalga 
oshirish maqsadida kompleks sonlar nazariyasidan bitta tushunchani 
eslatib o'tamiz. Agar z biror kompleks son bo'lsa, lining trigonometrik 
shakli z - r  (cos 0+ i  s in # ) ko’rinishda bo’ladi. Bu sonning n- da
rajali ildizi

Z  - y j r
G+2kn . ()+2k n  N cos---------h / sin------- k =0,1,... , / 7 - 1

n n
formula bilan aniqlanadi.

Ma’lumki, I=cos0+/sin0. Bungaavvalgi formulani tatbiq qilinsa, 
ushbu

2 kn  . . 2kn  ^  ,
----+/sin---- - e  " , ¿  = 0,1.....n(Ok=yJ\ = ̂ cos0+/sin0 = cos

n n

natija hosil boMadi. Bundan
2k

ft), = e  " , 0)k = (o\.



(89) shartni qanoatlantiruvchi m sonni olib, Ф  ning boshlang'ich2л .
—  i

ildizini с  orqali belgilaymiz, ya’ni c= e m . Ushbu

( i - à k ) ( i ~ £ à k ) ( i - c - 2à k) . . . ( i -£" ‘- ' â k ) = ( i - à ’"k"')

tenglik o'rinlidir. Bu tenglikning to‘g‘riligi

( a m - b m) = ( a - b ) (a - £ b ) (a -  E2 b ) . . . (a -em 1 h)
algebraik ayniyatdan kelib chiqadi.

(90) tenglamaning har ikki tomoniga

( I - e X K ) [ l - £ 2 Я А " ) . X K ) =

= I  + À K + À 2 К 2+...+Лт-' K m-'
operatorni qoMlaymiz. Natijada quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

( l - A ”K")<p=fm{x)
yoki

<p(x)-Àm j K m( x ,y)<p(y)dy=fm( x ) ,  (91)
D

bu yerda

f m(x )  = f ( x )  + Ä K f  + Ä 2K 2f  + .. + Ä ” l K " " f .
Itcratsiyalangan yadroli (91) tenglamaning yadrosi (89) shartga 

binoan chegaralangan va D soha chekli boMgani uchun (91) tenglama 
Fredgolm tipidagi integral tenglama boladi.

Ravshank i, (80) tenglamaning har qanday yechim i (91) 
tenglamani ham qanoatlantiradi; teskari fikr, umuman aytganda, 
har bir m uchun ham tokglri boMmaydi.

4. Berilgan va iteratsiyalangan yadroli tenglamalarning teng 
kuchliligi. Endi m sonni shunday tanlash mumkinki, u (89) tengsizlikni 
qanoatlantirib, (91) tenglamaning har bir yechimi (80) tenglamani 
ham qanoatlantirishini, ya’ni bu tenglamalarning teng kuchli bolishini 
isbotlaymiz. A w alo  m sonni (89) tengsizlikni qanoatlantiradigan qilib

1m
tanlash mumkinligini va е Л , с 2 Я , Я ,  bunda е=е т sonlardan 
birortasi ham К  (x, у ) yadro uchun xarakteristik son bolmasligini



ko'rsatami/.. Faraz qilaylik, bu mumkin emas. p., p2, ... orqali ----
n -a

dan kalta bo'lgan tub sonlami bclgilab olamiz va c ¡ =e Pl bo lsín .
Bizning farazimizga asosan, har bir j  uchun shunday 

k , I < k) < p / ko‘rsatkich topiladiki, bcrilgan X uchun c ) '  X  son 
K (x , y) yadro uchun xos son bo‘ladi. pi sonlar tub boklgani uchun

2 nk.

£k} J =e r>
sonlar orasida bir-biriga teng son bo'Imaydi. Lekin bu holda markazi 
koordinat boshida va radiusi X  ga teng bolgan aylanada K  (x, y) 
yadroning cheksiz ko‘p

2nk,

c ) ' X  = e p>
xos sonlari bolib qoladi, bu esa, chekli sohada yadroning xos sonlari 
chekli sonda boMishiga qarama-qarshidir.

n
Shuning uchun ham shunday p  >-----  tub son mavjudki,

n —a
bunga mos bolgan barcha

E,k, e )A, 'A
sonlar xos sonlar bolmaydi.

m = p deb qabul qilamiz. (9 !)  tenglamani ushbu

(.I - c A K  ) ( I - £ 2AK)...(I-¿- m 1 A K )(l-A K )< p  = 

= ( I- s A K )(!- ¿-2 A K ) . ' A K ) f
ko'rínishda yozib olish mumkin. Bu tenglamada ozod hadni tenglikning 
chap tomoniga o‘tkazib, quyidagini hosil qilamiz:

m I
-AK)fp-fY0 .

1=1
( I - X K  )(p - f= co  deb belgilab, oxirgi tenglamani

m-1
AK)co=() (92)

/=1
ko'rinishga keltiramiz. So'ngra



m 1
C0X - c  a K ^ co

i-2
belgilashni kiritib, (92) tenglamani

(1 - c A K  )<y, = 0
ko'rinishda yozib olamiz. ¿ 'A  son K (x, y ) yadroning xos soni 
bo'lmagani uchun 0), = 0, ya’ni,

w-l
Y \ { l - c 'X K ) ( o =  0.
i-2

Bundan kcyin
m I
Y \  ( /  - ¿ 'A  K ^ (o -  (o2
/-3

deb,

{^I-t:2AK
lenglamaga cga bolamiz. ¿ '2 A son xos son emasligidan fw,=0 bolishi 
kelib chiqadi. Bu jarayonni davom ettirib, oxirida ¿y=0 bo'lishiga, 
ya ’ni

( l-AK )< p= f
ckanligiga ishonch hosil qiamiz.

Shunday qilib, (91) tenglamaning har bir yechimi (SO) tcng
lamani ham qanoatlantiradi. Bu csa, ko‘rsatilgan tenglamalarning teng 
kuchli ekanligini, boshqacha qilib aytganda ckvivalentligini ko‘rsatadi.

Natijada. (80) tenglama uchun Frcdgolmning barcha teoremalari 
o 'rinli dcgan xulosaga kelamiz.

Agar f =0 desak, (80) va (91) tenglamalarga mos bir jinsli 
tenglamalarning ekvivalentligi xususan, ular bir xii sonda chiziqli 
bog’liq bo'lmagan yechimlarga ega bo'lishi kelib chiqadi.

fzoh. Kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan yadro uchun Fredgolm 
nazariyasi o 'rin li bo‘lish ini isbotlaganimizda, biz faqat uning 
itcratsiyalangan yadrolari birortasidan boshlab chegaralanganligidan 
foydalandik. Bu yerda yadroning (79) ko‘rinishga ega bo lishi 
hech qanday rol o ‘ynamaydi. Agar ixtiyoriy integral tenglamaning 
iteratsiyalangan yadrolari birortasidan boshlab chegaralangan 
bo ‘lsa, u holda bunday tenglamalar uchun Fredgolm tcorcmalari 
o 'rin li bolaveradi.



I l l  BO B. VOLTERKA IN T EG R A L TEN G LA M A LAR I

Volterraning ikkinchi lurdagi ushhu

cp(x)-A. J V (x,y)<p{y)d y = f { x )  (I)

integral tenglamasini tekshiramiz. Biz I bobning 1- § ida, agar y  > x 
bo'lganda

K(x,  y )  = 0, x<y<b
deb hisoblansa, (1) tenglaina Fredgolmning ikkinchi turdagi integral 
tenglamasining xususiy holidan iborat bo'lib qoladi, deb aytib o'tdik. 
Lckin bu tenglama Frcdgolm tenglamasiga nisbatan ancha sodda 
bo'lib, yadroga ma’lum shartlar qo'yilganda hamma vaqt yagona 
yechimga ega boMadi.

1- §. Kctma-ket yaqinlashish usuli

Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi ketma-ket yaqin
lashish usuli bilan osonlikeha yechiladi.

1. Yadro chegaralangan hoi. ( I ) tenglamaning yadrosi biror |a, b\ 
chekli oraliqda chegaralangan bolsín, ya'ni

|AT(.v, v)|< A/. a< x< h.
Agar ( ! )  tenglamaning ozod hadi /a , bj oraliqda jam lanuvehi 

bo 'Isa, u holda bu tenglama shu oraliqda yagona jamlanuvehi yechimga 
ega bojadi va bu yechimni Ä ning ixfiyoriy chekli qiymatida ketma- 
ket yaqinlashish usuli bilan tuzish mumkin.

Nolinchi yaqinlashish uchun f  (x) ni qabul qilamiz, ya'ni

<p„(x)=f(x),
^ (.v ) ni esa (

<p,(.v) = /  (x ) + A J a :  (X , y ) f ( y ) d v  
munosabat bilan aniqlaymiz. Bu jarayonni davoni ettirib,

<pXv)=/(-v) + a J a : (-v’ .v)<P„ ,(y)dy (2)
li

rekurrent fornuilalarni qanoatlantiruvchi



funksiyalarning cheksiz ketma-kctligini hosil qilamiz.
Ikkinchi yaqinlashish

V

<p2( x ) ~ f { x }  + X  ( t ) d t
a

formula bilan aniqlanganligi uchun, (p (/) ning o'rniga uning qiymatini 
qo'yib, Dirixle formulasidan foydalansak,

X  I

<P2{x ) = f { x ) + Á¡K (x̂ ) .f{‘)+'í jK {t>y)f{y) d t  -

A *

= /(*) + A j K  ( x , y ) f ( y ) d y  + k 2^ K 2( x , y ) f { y ) d y
a  a

tenglik hosil boMadi, bu yerda
X

K 2 {x>y) = J K ix,t)K {hy)dt-
Y

Xuddi shu yo‘l bilan <Pn{x )  uchun

A' ( v . r )<p A x) = f i x ) + ^ ¡
a

formulani hosil qilamiz, bunda
X

K ,(x’y)=jK (x’í)K, i {^y)dt-

f { } ’)dy Q)

(4 )

Shuni aytib o‘tish kerakki, t >jcboklganda K  (x, t) = 0 bolgani 
uchun y > x da K (x , y )  = 0 boladi. Ushbu

r  \

K  f = ¡ K ( x , y ) f ( y ) d y ,  ..., K ' f = ^ K i ( x , y ) f ( y ) d y
a a

belgilashlardan foydalansak, (3) lenglik



ko'rinishda yoziladi. Bu tenglikdan ko'rinadiki, agar biz hosil qilgan 
funksiyalar ketma-ketligining limiti mavjud bo'lsa, bu limit 

Neyman qatori deb ataladigan

f ( x )  + ̂ A K lf (5)
/-i

qatoming yig'indisi bilan ustma-ust tushadi.
Endi (5) qatorning yaqinlashuvchi bolishini kokrsatamiz. K  (x, y ) 

yadro chegaralangan: (x ,y )|<  A/, a< x  < b . Endi y  < x bo'lganda

K , { ^ y ) <
y )

~ T - 0 i
(6)

tengsi/Iikningokrinli bo'lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun induksiya usulidan 
fovdalanamiz, /' — 1 bo'lganda (6) tengsizlik to'g'ri bo'lsin, ya'ni

K ,

(4) formulaga asosan

<
M ' ' ( x - y )' 

( ' - 2 ) !

i-l

( / - 2 ) !  "■ ( i - 1)!
Shunday qilib, (6) tengsizlik ixtiyoriy natural i uchun ham o‘rinlidir.

(6) tengsizlikda x —y  ayirmani uning eng katta qiymati b — a bilan 
almashtiramiz. U  holda

\K , (x ’ y )  |<
M ' ( b - a ) i-1

( / - 1 ) !
(5) qatorning umumiy hadini baholaymiz.

\A' K ' f\<\X'\ jit , ( x , y ) f ( y ) d y
0 - 1 )!

n

\ f { y )d y (7)

f i x )  funksiya jamlanuvchi bo'lgani uchun oxirgi tengsizlikdagi 
integral chekli miqdordir. (7) tengsizlikdan (5) qatorning umumiy 
hadi yaqinlashuvchi darajali qatorning umumiy hadidan katta emasligi 
kelib chiqadi. Demak, (5) qator A ning ixtiyoriy chekli qiymatida x 
bo‘yicha absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo'Iadi. (5) qatorning



yig'indisini ^ (.v ) orqali belgilab olamiz. Yuqorida ko'rsatganiniizga 
asosan /7->oo da (p ii(x  )->(p{x) ga tekis intiladi. K  (x, y) yadro 
chegaralangan bo'lgani uchun uslibu

AT(jc,
intilish ham x ga nisbatan tekis bo'ladi. Bunga asosan, (2) formulada 
integral ostida limitga o’tish mumkin. Bu anialni bajarib,

(p (x )= f ( x )+ l jK ( x , y ) ( p ( y ) d y
a

tenglikni hosil qilamiz, ya'ni (5) qatorning yig'indisi Volterra integral 
tenglamasining yeehimi ekan. Buyechimni aniqlaydigan (5) tenglikdagi

I ' i ' K ' /  (8)
/-I

qatorning yig'indisi chegaralangan funksiya bo'ladi. Haqiqatan ham,
(7) tengsizlikka asosan:

<=i i=1
I)

Demak, (p (x ) yechini jamlanuvchi f  (x) funksiya va che
garalangan funksiyaning yig'indisidan iborat bo'lgani uchun jamlanuvchi 
bo'ladi. Agar ( I )  tenglamaning ozod hadi f  (x) uzluksiz funksiya b o l
sa, (8) qator tekis yaqinlashuvchi bo'lgani uchun Lining yigkindisi 
ham uzluksiz funksiya bo'ladi. Bu xolda (1) tenglamaning yeehimi 
ham uzluksiz funksiyadan iborat boladi. Ushbu

I-1
qator (6) tengsizlikka asosan yaqinlashuvchi bo'lgani uchun uning 
yig'indisini orqali belgilab olamiz. Buni K(x ,y )  yadroning
yoki ( 1) tenglamaning rezolventasi deyiladi.

( 3) formulada n—>co limitga oMib, ( I ) tenglamaning yechimini 
rezolventa orqali



jamlanuvchi ycchimlarga ega bo lsín. Bularning ayirmasi r^(x) = 
= ̂ ( .v )- ^ ( .v )  birjinsli

C ú [x )= / ÍK a )  (10)
tenglamani qanoatlantiradi. Iteratsiya usulidan foydalanib, (10) 
tenglamaning o‘ng tomoni CO ning o'rniga Á K (0 ni qo'yib,

(o[x) = X 1 K~(ü
tenglamaga ega boMamiz. Bu tenglamaning o*ng tomonidagi (O ni 
vana A K  (O hilan almashlirib, (o {x ) — A 3 K y(o tenglamani hosil 
qilamiz. Bu jaravonni i marta bajarganimizdan so‘ng

fo (x )=Á 'K 'ú )  yoki c t ) (x )= A ' y )co (y )  dy
tenglamaga kelamiz. .y ) ikkita jamlanuvchi funksiyaning ayirmasi 
bo'lgani uchun jamlanuvchi boladi va (6) lengsizlikka asosan ixtiyoriy
i uchun

, . U |‘ M ‘( b - a ) ‘ 1 "r , ,
K x)|- ( / - 1 ) !--  J\cú( x )\dx

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan i —>oo da |<y(-*)| ^ 0  yoki 
<v(a')s 0 kelib chiqadi.

Shunday qilib, Volterra integral tenglamasi yadrosining spektri 
bo'sh to'plamdan iborat ekan.

0 ‘zining mana shu muhim xususiyali hilan Volterraning ikkinchi 
tur integral tenglamasi Fredgolmning ikkinchi tur integral tengla- 
masidan ajralib turadi.

Vuqorida isbot qilingan yagonalik teoremasi jamlanuvchi funksiyalar 
sinfida okrin 1 i edi. Agar yechimning jamlanuvchi boMish shartidan voz 
kechilsa ham yechim yagona bo'ladimi degan tabiiy savol tug'iladi. Bu 
savolga javob berish uchun 0 < v < .y < I bo‘lganda yadrosi ushbu

K ( * . r )  =

—  I
y e '  . 0< v<xe

i —

i-—
x, xe ' < v<.Y. 

0, v>x

tenglik bilan aniqlanadigan Volterraning bir jinsli



\

<P(-V) = /(•'■)+ ^  j  R  (-v >-v (9)
I I

ko'rinishda yozish murnkin.
Xuddi Frcdgolm tenglamasidek, R(.\\v,A) re/olventa o‘zining 

hirinchi va ikkinchi argumcmlariga nisbatan quyidagi integral 
lenglanialarni qanoatlantiradi:

R (x ,y ;A )- A  J K (x j )R { t , y ;A )d t  = K (x ,y ),
v

R (x ,y ;A )-A  Ja t (t,y)R(x,t\A,)dt = K (x ,y ).  
i

Bu tcnglamalarni tckshirib ko’rish Frcdgolm tenglamalaridek ba- 
jariladi. Bularga asosan (9) formula bilan aniqlangan yechim ( I )  
lenglamani qanoatlantirishini ko'rsalish qiyin emas. Haqiqatan, (9) 
ni ( I )  ga qo’yami/:

<p(x)-X\ k  (x j) (p (t )c lt=  f ( x )  + A J/?(.Y, v ;A ) / (  V )dy-
‘i (i

V I
- ¿ \ k ( x J )  f { , )  + X \ R ( l ,y - ? . ) f {y )c lv

a L o
\

= f { x )  + A J[-A'(.v,_\’)+ y ? (x ,v ;/ ! ) ] / (y )-

\ \

: \f{y )dy  \ K {x j )R ( t ,y \ A )d t  =

dt

-  / a X-A.'(.v, v )  + R ( x , r ; A ) - A  j K (x , t )R ( t ,  v ;X )d t
\

' x JX y )d y  = f (  a ).

Endi ( I )  tenglama yechimining ixtiyoriy chekli A uchun 
yagonaligini ko'rsatami/. ( I )  tenglama ikkita ^ ( a )  va V/ ( v )



(p(x)= j  K  (x,y)<p(y)dy
0

tenglamasini tekshiramiz.
Asosiy {()< .v< l, ()<y<I|- kvadratda K  (x, y) yadro chegara- 

langan, chunki

0 < K (x, y ) < x < 1.
Bu tenglama bo'lgan jamlanuvchi yechimga ega, isbot-
langaniga asosan boshqa jamlanuvchi yechimlari yo‘q. Shu bilan birga 
bu tenglama [ 0, IJ oraliqda cheksi/. ko’p

<p{x) = -  
x

ko'rinishdagi jamlanuvchi bolmagan yechimlarga ega, bunda c — 
ixtiyoriv o'zgarmas. Haqiqatan ham,

i1 —-
v vt J_  |
j  K(x,y)<p(y)dy = J  y e '2 —d v  +
0 0 y

•' I
f  C  ;  C

+ x — d y ~  c x —c x lne x" =—.
;__l y  x

xe '*

Demak, ^ (,r )= — funksiya |0, 1] oraliqda jamlanuvchi boM- 
v

magan yechim ekan.
2. Yadro kuchsiz maxsuslikka ega boMgan hol. Volterra (1) 

tenglamasining yadrosi chegaralangan bolmay, kuchsiz maxsuslikka 
ega boisa ham bu tenglamaning yechimini ixtiyoriy chekli A uchun 
ketma-ket vaqinlashish usuli bilan topish mumkin.

Ushbu

(p (x )- k j  <p(y)dy= f(x ),  0 < a < l ,  (11)
« ix - y)

intégral tenglamani tekshiramiz, bunda |H (x, y)\ < M. M  — o ‘zgarmas. 
Demak.



Iteratsiyalangan yadrolami

H (- v ,.v ) 

Í-V v )"
laholaymi/:

M

(■ v - v y

\

K ? (x, i')=  J ä ' (* ,/ )£ (/ ,y )d t  ч

(12) ga asosan
\

K z{x ,y )\<M: j d i

- ' ( v  / I I -  v f  ■
Oxirgi intcgralda t -  v + (x. y )  s al mashti rish ni bajara miz.

U holda

h — г , — • ( ' - * ) " * • -Г -v-/ ( / - г )  п

, Г - ( 1 - а )  

Г ( 2 - 2  а )
ifodani olamiz. Shunday qiiib,

M ? (-V - у)' ~“ Г-(1 - а )  
Г ( 2 2а)

bu ycrdagi В (a, h) va Г (д) — Eyler integrallari.
Faraz qiiayük, i - itcratsiyalangan yadro ucliun bimday balio 

to‘g‘ri boMsin. va’ni

/ -1 i a
(13)

(/' ■+ !) — iterasiyalangan yadro ucliun ham bu bahoning to‘g‘ri 
bo’lishini ko'rsatamiz:

\

y )d t <



<

ushbu
Bu intcgralda f — y + (x, y) s almashtirishni bajarish natijasida

i и - и«

Г (/  + I - ( /  -  l ) a )

tengsi/likni hosil qilami/.
Shunday qilib, (13) baho i = I va ixtiyoriy natural (/' \ I)  da 

to'g'ri bo'lgani uchun, lining uniuman to'g'riligi kclib chiqadi. / 
yctarli katla bolganda (x — y) ning darajasi musbat bo'ladi.

Shuning uchun ham x -  y  ni lindan katla h ~ a miqdor bilan 
almashtirish munikin. Bu holda (5) qatorning umumiy hadi uchun 
ushbu baho

\ ( b - a ) '  ' ia Г  ( \ - a )
A '  A "  f < r Ы  cix

Г ( /  —i a )
o'rinli bo'ladi. Bu icngsi/likning o'ng lomonidagi miqdorni С  orqaii 
bclgilab olamiz. Umumiy hadi С  dan iborat bo’lgan qatorning 
yaqinlashuvchi bo'lishini ko‘rsatami/. Bulling uchun quyidagi:

r(p)=Jf Pf
/ч 0

l2/\  o<e<i, />>o.
Stirling formulasidan foydalanamiz. Koshi alomatiga asosan ushbu

</*>
l \ M ( h -  a )  . r ( l  Cf )  /(1 - a

2 л  \ 1 /( 1 -  a )

miqdor /—>oo da nolga intilgani uchun umumiy hadi С bo'lgan 
qator yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, (5) qator ixtiyoriy chckli X  
uchun absolyut va tekis vaqinlashadi.

Shunday qilib, yadrosi kuchsiz maxsuslikka cga bo'lgan 
Voltcrraning ikkinchi tur integral tenglamasi uchun keima-kct yaqin- 
lashishlar ixtiyoriy X  uchun, chegaralangan yadro bo'lgan holga 
nisbatan sekinroq bo'lsa ham, yaqinlashadi.



(p{x)-yI \ey~v(p (y )d y= f{x )
a

integral tenglama ketma-kct yaqinlashish usuli bilan yechilsin. 
Iteratsiyalangan vadrolarni va rezolventani tuzamiz:

X  ‘

K 2( x ,y ) = e' ' d l=  <ry \d t=<T-' (jc- .v ),
i '

K , {x,y)=  j ex~'e'~'' {t - y )d t= e '-v\ (? -  y )d t  =et-  ^  ^  ■.
v

Umuman

( / - ! ) !  •

Endi R {x ,y \X )  rezolventani tuzamiz.

(9) formulaga asosan berilgan tenglamaning yechimi

(p(x)= f ( x ) +  f ( y ) d y
a

ko‘rinishda bo'ladi. Yechimning bunday sodda topilishining sababi yadro 
faqat x ~ y  ayirmaga bog‘liqiigidir. Agar ( I )  tenglamaning yadrosi

/ \ ^ (x )

ko‘rinishda bolsa ham tenglama osongina yechiladi.
Haqiqatan ham,

A (x ) A (x)
belgilashlarni kiritib, ( I )  tenglamani



<p A x)-  x \v A y )d y= f\ (x )
ч

ko'rinishda yozib olamiz. Agar bu tenglamada
x

< M * ) = j <P i (> ’ ) £/.v
a

belgilash kiritsak, u holda ushbu

d<P̂ X )- X V l {x )= fA x )  
ax

oddiy differcnsial tenglamaga cga bo'lamiz. (p-,{a) ~ 0 tenglikni 
c'tiborga olib, difTcrensial tenglamaning yechimini

V

<p2(x )  = e A‘ J e - A7 l ( v ) i/v
il

ko'rinishda topamiz. Bundan

(pM=-^~-=/i {x)+x j V (,~v) /; (y)dy,
a x  Jii

yoki
д

<p(x) = A (x)<pt (x ) = f ( x ) + l j e  (x , y ) f ( y ) d y
il

Bu formulani yuqorida bayon qilingan ketnia-ket yaqinlashish 
usuli bilan ham keltirib chiqarish mumkin.

Mashqlar. Quyidagi integral tenglamalar rezolventa yordamida 
yechilsin.

1. ф (х) = sinx + £x~v(p(y)dy .
0

. л 1 1 2 .
Javob: (p (x) = — t ----COS .Г H----S in x .

w  5 5 5

/ \ „r • f 2 + cos л: / x , 
2. (p(x) = t  sin .y +  (p i v ) d v  ■ 

* 2 + cos у



) Г  l n ---- —
2 + cos2 + cos .V

о
Javob: (p (.v) = V  (l +x ■

2- §. Volterraning birinchi tur integral tenglamasi

Bizga ma'lumki, Volterraning birinchi tur tenglamasi deb.

| к ( . г л ' ) ф ( г ) ф  = / ( . г ) (14)

ko‘rinishdagi lenglamaga avtiladi.
Faraz qilaylik, (14) tenglamaning yadrosi va ozod hadi quyidagi 

sharllarni qanoatlantirsin:
1) A \ (.v ,v ),  / ( -V) lar mavjud va nzlnksiz funksiyalar,
2) К  {x, x) hech qaerda nolga aylanniaydi.
Bu holda (14) tenglamani x bo'yicha differensiallab. Voller- 

raning ikkinchi tur integral lenglamasiga olib kclamiz:

Agar K y (x , v )  hosila mavjud va uzluksiz bo'lsa, (14) tenglamani 
bo'laklab integrallashga asoslangan ikkinchi usul bilan ham ikkinchi 
lurdagi integral tenglamaga kellirish mumkin.

Shu maqsadda

A'(.V, Л 'М - Ф  J a  • ч. •)._>[ : U/ ï- M O  (15)

vo к i

<Р ( v ) + J a ‘ '(.y , v ) ^ ( v ) í / . r - / ‘ (.v),

blinda



belgilash k irilib , (14) tenglamadagi integralda K {  \\ y )  = u, 
( p ( y ) J y = c / u  dcsak.

í ; i

/ ( x ) = [ k ( * , y ) u (  v ) ] | . K v M y ) d y
(I

voki

tenglamani hosil qilami/.

K  (-v,v )
Agar ------ —  vadroning rc/.olvcntasini R (.v, r ; l )  orqali

K ( . v ,  . v )

belgilasak, (16) tenglainaning ycchimini 

,' 1' 1

ko'rinishda lopamiz.
Bir qarashda ikkinchi usulni qo'llash uchun f  (x) funksiyaning 

dilTcrensiallaniivchi ho'lishi shan ernasdek luyuladi. Animo, ^>(.v) 
lunksiyani lopish uchun bi/. (17) formula hilan aniqlangan />(.v) 
lunksiyani d i f fe re n s i a 11 as h ¡ m i / kerak. huning uchun esa, f  (x) 
funksiyani differensiallash zarurdir.

Yuqorida keltirilgan shartlardan eng muhinii, K (x , x) ning 
nolga aylanmaslik shartidir, ehunki .v ning biror qiymalida K (x, x) 
nolga leng bo lib  qolsa, Volterraning birinchi tur integral lengla- 
masini lekshirishda katta qiyinchiliklarga duch kelami/. Bu holda 
(15) va (16) tenglamalar uchinchi turdagi integral tenglamalardan 
iboral bo'ladi. Lekin ayrim xususiy hollarda bunday tenglamalarning 
vechimlarini hatto kvadraturada yozib olish mumkin bo'ladi.

Bunga Abelning integral tenglamasi misol bo'ladi.

3- §. Abel integral tenglamasi

Abelning

= » < „< 1
■' ( x ~ y )



integral tenglamasini tekshiramiz. Bu tenglamaning ycchimi mavjud 
deb faraz qilib, uni

i  i‘ -y) 1
ko'rinishda yozib olamiz. Tenglikning har ikki tomonini ga
kokpaytirib, bo‘yicha a dan a : gacha integrallaymiz. Natijada

V dt 'r(p (y )d y  V f ( t ) d t
/ \ i -n i / \ a i / \ i- a
( a  - / )  i  ( / - v )  « ( * - * )  

ifoda hosil bo'ladi. Bu tenglikdagi takroriy integralga Dirixle formulasini 
qo'llab,

f dt \<p{y)dy _ V  , x , V dt

i ( x - t r i ( t - y ) a r ' ,~-'i{x-t)'a{t-y)a
ifodani olamiz. Oxirgi integral / = v + (x - v ).v  almashtirish yordamida

V

J
d t d s

\ { x - , r ( t - y ) a  i ( l - S ) a s
\ - a

B (a , l  - a )=

n
= r ( a ) r ( l  - a ) = —

sin/ra
ko‘rinishga keladi. Shunday qilib,

n  'V / \ , v ./ (0 ^ *
sin 7i a

\(p{y)d y= J-
yoki

<p(x) =

J  / V -c
u ( x - t )  

s in ;ra  d V f { t )d t
1 J/  v-« (,9)n d x i (x - t )

Agar f  (x) uzluksiz differensiallanuvchi funksiya bolsa. oxirgi 
formulaning o‘ng tomonida avval boMaklab integrallab, so'ngra difle- 
rensiallash amalini bajarsak.

<p(x) =
sin 7ca

71 ( x - a )  "  u { x - t )

formulaga ega boMamiz.



Demak. Abel integral tenglamasining yechimi mavjud bolsa, bu 
yechim (19) formula bilan aniqlanishi zarur ekan. Bundan yo'l-yo'lakay
(18) tenglama yechimining yagonaligi kelib chiqadi.

Endi (19) funksiyaning haqiqatan ham (18) tenglamani qanoat- 
lantirishini ko'rsatamiz.

(19) formuladagi integralni F  (x) orqali belgilab olamiz, ya’ni 

 ̂ <20>
(19) formula bilan aniqlangan ^(.v) funksiyani (18) tenglamaning 
ehap tomoniga qo‘yamiz va

sin a  V F  ( y) , / \  j— A-Tá d y  = g (x )  (21)

bolsin deb. faraz qilamiz. £ (x) = f  (x) boMishini isbotlash yetarlidir. 
(21) tenglikni F ( .t )  ga nisbatan Abclning integral tenglamasi deb 
qarab. yuqorida bayon qilingan usulni qollasak,

j F ( v ) J y  = F ( x ) - F ( a ) = f /. ^ -̂ „  (22)
„ (  JC — /)

tenglikni hosil qilamiz. (20) integralda i = a+(x~a)y  almashtirishni 
bajaramiz. U holda

, xr f [ a  + (x  — a ) v'] 
F (x )  = (x - a ) ' J - L   _g ‘

.i ( 1 - v )
bundan F  (a) = 0 va (22) tcnglik

F U I - ' í - t i l t í l .

. . . .  (;v:  >1 .ko'rinishda yoziladi. (20) tenglíkdan (23) ni ayirib,

f r - — ^ =()- íy ( í ) = / ( 0 - g ( 0

tenglamaga ega bolamiz. Bu tenglama noma'luniga nisbatan Abclning 
bir jinsli tenglamasidir. Yuqorida isbotlanganga asosan u vagona 
/y(.r)s () ycchimga cga bo'ladi. Demak, g (x) = / (x) ekan.



XusLisiy holda, agar «-0, a ^  bo'lsa, (19) yechimdan 1 bobda
o'rganilgan tautoxron to'g'risidagi masalada hosil bo'lgan integral 
tenglamaning quyidagi

9 (х )Л Ц 1 Ш
к  dx I  yjx -  t

yechimini hosil qilamiz.

4- §. Volterraning chiziqli bolmagan tcnglamalari

Oddiy dilTerensial lenglamalar kursidan ma'lumki,

<̂ - = F ( x , y ) ,  y (- 'ro )= v „
Cl X

Koshi masalasini Volterraning chi/iqli bo'lmagan

integral tenglamasi bilan almasluirib, bu tenglamaning yechimini 
ketnia-ket yaqinlashish

\

у Л х )=-у « + M ) d <

usuli bilan lopilgan edi.
Mana shu usul bilan yuqoridagi tenglamaga qaragand;i unuimiyroq 

bo'lgan

cp(x)= f  ( . v ) + J f [ x ,  r ;  (p (y )]dy  (24)

ko‘rinishdagi Volterraning chiziqli bo'lmagan integral tenglamasini 
ham yechish nuimkin. f (x, y; t) funksiya ixtiyoriy tr /, uchun

-  /•'(.*, г ;/2)|< Л (.г,> ')|/,-/,| (25)

shartni va bundan lashqari

\ F [x ,y - f { y ) ]d y < (26)



sliartni qanoatlantirsin deb Гага/ qilami/, bu yerda h (x,y) va g (x) 
funksiyalar /., sinfga tcgishli berilgan funksiyalar, ya'ni shunday 
funksiyalarki, \a< r<.v</)[ sohada ushbu

' /> \
jg “ (x)í/.r<Af2, Jî/.y J/72 (x, г)с/y < A 2 (27)

• I </

lengsi/liklarni qanoatlanliradi, bundagi /V- va A- — musbat 
o’/garmaslar.

J / ï 2(.v ,y )< / v = / / 2 ( x )

deb bclgilab. (27) shanlardan ikkinchisini

h
x < A (28)

< t

ko'rinishda yo/ib olishimi/ mumkiii. Xuddi chi/iqli holda bolganidek. 
(24) tenglamatiing yechimini birinchi hadi / ( л ) bo'lgan,
boshqa hadlari csa

(29)

rekurrent formula bilan aniqlanadigan kelma-kellikning limili
sifatida aniqlashga harakat qilami/..

Avvalo ushbu

< el.vx v: / ( r  ) î /
r I

tengsizlik iVrinlidir. Um um iy holda
\

. I ( - v ) - <Î»„ ( -V ) I <  j ] /•’ [ -T,  л• ; ( . v ) ] - ^ [ -v , Л ■ ; cl >•<

^ {ф п ’)|«0„(.г)-  ̂ и = 1,2,3,...
i l

Bunyakovskiy— Shvars tengsi/.ligiga asosan:



.V V

[<Р„+1 W-<P X * )]2 á J hl ( v)-<p„_, (,)]- 4v =
ч a

= Я 2( х ) 1 [ < р „ ( у ) - ( р „ _ , ( у ) ] > .

Shunday qilib, biz quyidagi tengsizliklarga ega boldik: 

[ ^ ( x ) - % ( x ) ] 2< g 2(x ) ,

[_<pA x )-<p  i ( v)]2 -я2 ( v) JV  {>’)dy ^ Nl n 2{x)'
a

V

L^ ( x )-<p2 (x)~\" < N 2H 2 ( x )  J7 / : ( v )cfy

Ushbu
V V

ß , ( .v )=  j 7 / : ( . v K v .  В 2( л - ) = | я 2( г ) й , ( у ) А ' , . . . ,
(/ tí 

ï

B„(x)=lH l (y )B „A y )dy
ti

bclgilashlarni kiritamiz. U holda

[_4>i (X)-<P2 ( Y)]' á N lH l (*) Bi (-v)> 

(V 4(x )- ^ (x ) ] "  < N 2H 2( x ) B 2( x ) ,

< Р „ Л Х ) ~ < Р Л Х ) 1  ï N 2H 2 { x ) B n( x )

tengsizliklarga ega bo'lamiz. 
Endi

1
B „ { X ) = —, B " ( X ) ' n = X -2 ’ -n\



tenglikning to'g’ri ekanligiga induksiya usulidan foydalanib ishonch 
hosil qilish qiyin emas. Bu formula n = I bo'lganda o'rinli ekani 
ravshan, n — 1 da to'g'ri deb, n uchun uning tokg*rligini ko'rsatamiz.

вп{х) = \н2{у )в„ I [y )dy=, * 4 ,  '\H l {y )B"~'{y)dy>
a /" a

a  x
bo’lgani uchun

' Ь ' ) Щ у ) =

- в : ( у ) = > Г ( 4n\( n - l ) !

(28) shartdan darhol
b

0 < S , ( .v )<  ]7 / 2( л : ) А < Л 2
a

tengsizlik kelib chiqadi. Demak,

<р „>7(х У< р  , , A X ) ] ^ N  н ( х ) ^ . -
V « !

Agar H  (x) funksiya chckli bo’lsa, n qismiy yig'indisi ga
teng bo'lgan

(p {x )  = (pi { x )  + [ (p 1 { x )- (p [ { x ) \  + [ v A x ) - (P 7 { x )\  + -  (3D
qator uchun buning birinchi hadini tashlab yuborsak, hamrna vaqt 
yaqinlashuvchi ushbu qator

« '  A H

N H ( x ) Z
*-o V '71

majorant qator bo'Iadi. Demak, bu holda (31) qator absolyut va 
tekis yaqinlashuvchi bo'Iadi, shuning uchun ham



bo’ladi. Agar // (x) funksiya (a, b) oraliqning o’lchovi nolga tcng 
bolgan biror qismida chcksi/likka aylansa, (31) qatorning harnrna 
joyda absolyut va tckis yaqinlashishini ta'minlab bo'lmaydi, ammo 
qatorning deyarli liamma joyda yaqinlashishini kafolatlash munikin. 
Bunday holda qator deyarli tekis yaqinlashadi deyiladi.

Endi limit funksiya v?(.v) n>në tekshirilayotgan tenglamani qano- 
atlantirishini isbollaymi/.

Bu funksiyani

ko'rinishda yo/.ib olamiz, bu yerdagi R/x) (31) qatorning qoldiq 
hadi bolib. /..sinfga tegishlidir. Shu hilan birga

RÁ X) (32)

A

bo'lgani ucliuii

lim f ( л ) ¿/л — О 
и > / J  '

bo'ladi. (29) va (32) tcngliklarga asosan
i

j/-' [ л г ,  г  ; <p( y )] dy =  f  (  .V >t- J/-'[ .V. г ; t p n , (  г ) ]  dy +

i li l

F  (x, y ; t) funksiyaga qo'yilgan shariga asosan

/•'[*• i v)J|-h(x' y)h» i_(p

Blindan 2 \ a ß \ < a '+ / i  icngsi/likka asosan



f 2  | / ; ( a- , v ) | « „  , ( r ) | i / r

tcngsi/likni hosil qihinii/. Bunyakovskiy—Shvars tengsi/.ligiga asosan 
avvalgi tcngsi/likni ushbu

ko'rinishda yo/.ib olanii/. o imilganda liniitga o‘isak, avvalgi
tcngsi/likning chap tomonidagi intcgralning hanima joyda nolga tcngligi 
kclib chiqadi. Dcmak. bundan // (x) funksiya chckli, ya’ni ^ (.v ) 
i'unksiya (24) tcnglamani deyarli hamtna joyda qanoatlantiradi.

Bundan tashqari, agar /  (x) I'unksiya /..sinfga tcgishli bo'lsa. 
</?„(a ) I'unksiya ham /., sinfga tcgishli va (31) qalor dcvarli lekis 
yaqinlashuvchi bo’lgani uchun </?(.v) yeehim ham shu sinfga legishli 
bo'ladi.

Nihoyal, 0?(.v) I'unksiya (24) tcnglamaning /., sinfga tcgishli 
bo'lgan yagona yeehimi ekanligini ko'rsatami/.

Fara/. qilaylik. (24) tcnglamaning /.,ga tcgishli ikkinchi (//( v) 
yeehimi ham mavjud bo'lsin, u holda <p{ .v) - y/(.v) uchun

ifoda hosil bo lad i. Bundan, yuqorida bayon qilingan usuldan 
foydalanib. quyidagi tcngsi/liklarni hosil qilamiz:

[W - ' W / (  v )T  K \ | a ’ [ a ,  r )]-/• '[  v, r;i//( v )]| i/ i‘ <

r ) |< / ? ( y )  ^ ( . r ) | i / v i  <  j V  ( . Y ,  v ) i / v j j y > ( ( i ’ ) J  c i >



yoki

[v> (.r)-y/(.r)]' < //’ (-v) j [ ^ ( y ) - v / ( y ) ] 'A ' .  (33)
fl

Qisqalik uchun
/.

dy = P-

deb belgilab, iteratsiya (ya'n i (33) tengsizlikda kctma-kct o'rniga 
qo’yish) usulidan foydalansak, xuddi vuqoridagi kabi ushbu

\<p(x)-y/{x)Y<P'H ;(.v), 

[ í ¡>(.v- ) - ! í/ ( . v ) ] 2< P ;  H  ’ ( a  ) jÿ, ( _ v ) ,

[<p(x)-y/{x)~] <P2H 2(x )B jx )  

tengsizliklarni olamiz. (30) formuiaga asosan

i

tengsizlikka ega bo'lami/. Bunda n-+xi da limitga o‘tib,

tengsizlikni olamiz. Oxirgi tengsi/likdan (24) tenglama yechimining 
yagonaligi haqidagi fikrning to'g'riligiga ishonch hosil qilamiz.

Shunday qilib, (24) tenglama (25), (26) va (27) shartlar bajaril- 
ganda L : sinfda, deyarli hamma joyda nolga teng bo’lgan funksiyalar 
aniqligida, yagona yechimga ega ekan.

(24) lenglamaga nisbatan olingan natija amaliyotda muhim 
ahamiyatga egadir.

Masalan, mcxanikaning chiziqli bolmagan juda ko‘p masalalari 
ushbu

y  (x) + (úi y { x )  = n  f (x .y , y  ) (34)

ko'rinishdagi oddiv differensiai lenglamaga keladi, bu yerda p odatda 
(lekin harnma vaqt hani emas) kichik parameirm ifodalaydi.



Bu tenglamani o'zgarmaslarni variasiyalash usuli bilan integral 
tenglamaga keltirish mumkin.

Haqiqatan ham, (34) tenglamaga nios bo'lgan bir jinsli 
tenglamaning umumiy yechimi

y  (x ) = C, eos cox + C 2 sin (ú x  (35)

ko'rinishda bo'ladi. C, va C\ larni x ning funksiyasi deb faraz qilib, 
0 ‘zgarmaslarni variatsivalash usuliga asosan C, (x ) va C 2 (x ) 
funksiyalarni shunday taniash kerakki,

C lcos<y.Y + C\(x)sin<y.r = 0 (36)

munosabat bajarilsin. (35) funksiyani va uning ikkinchi tartibli hosilasini 
(34) tenglamaga qo‘yib, (36) tenglikni e’tiborga olsak, ushbu

- C l (.v)siníi>.r+C2(A ')cos('íJX= — /'(x , v ,y  ) (37)

tenglik hosil boladi. (36) va (37) tenglamalardan taslikil topgan sistemani 
C,(.v) va C\ ( jr) ga nisbatan yechib, C t (x) va C, (x) larni topamiz. 
Bularni (35) ga qo'yib, (34) oddiy differensial tenglamani ushbu

v ( x ) ~ —  f /1 1 , v (/ ), v ( t )  |sinCü(j£,-/)üf/ =
í0 (38)

= 7 , eos O) y + 7 , sin co.v

chiziqli bolmagan integro-differensial tenglamaga keltiramiz, bu yerda 
Y ¡, 7 -, — ¡xtiyoriy o‘zgarmaslar.

Bu tenglamani integro-difíerensial tenglama deb atashning sababi 
shundaki, tenglamada noma’lum y  (x) funksiyadan tashqari uning 
hosilasi ham qatnashyapti. (38) tenglamani (24) tenglamani tek- 
shirgandagi usul bilan o'rganish nuunkin.

Agar /  funksiya y '  ga bogMiq bo'lmasa, (38) tenglamada quyidagi 
belgilashlarni kiritsak.

f ( x )  =  y  ¡COS CÜX +  y^ S\n(OX , 
u holda (24) ko'riiiishdagi tenglamani hosil qilamiz.



IV  BOB. TCVLA U Z LU K S IZ  O PERATO RLAR 
VA R IS S - S H A U D E R  TENGLAM ALARI

To'la u/luksi/. operator lusliunchasi integral operalorlami o’rga- 
nish nalijasida kelih chiqqan bolib, bunday operatorli lenglamalar 
Fredgolm tcnglamalariga nisbatan kcngroq sinlni tashkil qiladi. F. Riss 
va Yu.S. Shauder shu sinf tcnglanialari ucluin Fredgolm na/.ariyasini 
ya raigan.

Bi/ bu bobda. asosan kvadrati bitan jamlanuvchi funksiyalar 
sinilga ta'sir qilnvchi lo'la u/.luksiz opcratorlarni tekshirami/.

I- §. Opcratorlar to"gfcrisida asosiy tushunchalar

C'hekli voki cheksiz (a , b) oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi 
funksiyalar to'plamini, ya*ni (a, b) to’plamni tekshirami/..

Agar bar bir (p(.\)€L-, (d j> )  funksiyaga biror qommga ko’ra 
billa va faqat bitta y / ( x ) —A(p funksiya mos qo'yilgan bo'lib, 
y / ( x ) e ¿ : (£/,/?) bolsa, L 2 {a, h) da A operator aniqlangan deyiladi.

A operator ^ (.v ) funksiyani y/(.v) lunksiyaga o'tkazadi yoki 
almashtiradi deb aytiladi.

Ikkita operatorning A + B  yig'indisi va AH ko'paytmasi

formulalar bilan aniqlanadi.
Agar ixtiyoriy ikkita kvadrati bilan jamlanuvchi <p(v) va y/ (v ) 

funksiyalar va ixtiyoriy a va b o'/garmas sonlar uchun

ayniyat o'rinli bo'lsa, A operator chizigli operator deyiladi.
Induksiva usuli bilan osongina isbollash mumkinki. ehi/iqli 

operalor umumiyroq

(A  + B)(p = A(p+ B(p, A B (p -A [B (p )
munosabatlar bilan aniqlanadi.

A operatorning darajalari ushbu

A '= A ,  A " = A A " '

A(a(p + bt// ) = a A(p + b At// ( I )

A „

V »-i ) i-1



avnivatni qanoatlanliradi. bu ycrda n — chokli natural son, ai 
(/' = !,//) — o'zgarmas sonlar va ^ \ ( v ) (/ = !,//) kvadrati bilan 
jamlanuvchi funksiyalar.

(I)ayn iyatda A —Odcsak, A [a (p ) = aA(p lenglik hosil boladi; 
a = 0 bo'lganda AO -  0 ga ega bo'lamiz, ya’ni chi/iqli operator 
aynan nolga teng bo'lgan funksiyani shu funksiyaning o ‘/iga 
almasliliradi.

Agar shunday o'zgarmas C  niavjud bo'lsaki, liar qanday kvadrati 
bilan jamlanuvchi < (̂.v) funksiya ucliun

(2)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u liolda chi/iqli operator chegaralangan ope- 
rator deyiladi.

Ravshanki, C  o'zgarmaslar manlly emas va sluuiing uchun ham 
ularning to'plami chegaralangan va aniq quyi chegaraga ega. (2) leng- 
sizlikdagi Co'zgarmaslarning aniq quyi chegarasi operatorning norniasi 
deyiladi va ||/f|| orqali bclgilanadi:

m h n m h m i - <■■*>
Yadrosi

h h
J J a '  2 { x , y ) d x d y < B 2 < co 
if ,/

shartni qanoallanliruvchi Frcdgolm operatori
/»

K  <p = J  K  (x ,y )(p (y )d y
</

chegaralangan operalorlar uchun muhim niisol bo'ladi. Bu operatorning 
chiziqliligi ravshan, chcgaralanganligi csa II bob 5- § dagi (67) 
tcngsi/likdan kelib chiqadi, yana shu tcngsi/likka asosan

| a: | <b .
Birlik / operator ham chegaralangan boladi. Haqiqatan, u chiziqli 
va I(p=(f>{x\ bo'lgani uchun

I I M H k l l
bo’ladi va bundan || /|| = l .

Agar <pn{x ) — da A(ptt A<p bo'lsa, chegaralangan A 
operator uzluksiz deyiladi; bu yerda va keyinchalik ham yaqinlashish 
deganda biz okrtacha yaqinlashishni lushunamiz.



Chegaralangan operatorning uzluksizligi juda oson isbotlanadi:

I A <P„ -  -4 <P I = I  A  ( <p „ -  (p )||:<\\A 1 ■■ \<p „ - <p\— ° .

Chiziqli opcralorlarning chegaralanganligi va uzluksizligi orasida 
uzviy bog'lanish bor. bu boglanish quyidagi teorema bilan ifodalanadi.

Teorema. Chiziqli operatorning uzluksiz bo'lishi uchun uning 
chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetadidir.

Agar A va B  chegaralangan operatorlar bolsa, u holda A + B  
va A B  ham chegaralangan boladi, shu hilan birga

||^ + S||<||/1||+||5|, |y45||<||/4||-|s||. (4)
Haqiqatan ham. uchburchak tengsizligiga asosan

xuddi shunga 0‘xshash

||/15p ||< ||4 ||/^ ||< |
(4) lengsizlikdan B  — A bo'lganda, operator darajasining normasi 

uchun

A '

tengsizlik kelib chiqadi. Induksiya usuii bilan ixtiyoriy natural n son 
uchun ushbu

Ik lM M r
tengsizlikning to‘gkri ekanligi kelib chiqadi.

Biz asosan, chiziqli chegaralangan operatorlarni qaraymiz.
Agar kvadrati bilan jamlanuvchi ikkita ixtiyoriy (pi^x) va y/(x ) 

funksiyalar uchun

{A tp ,y /  )=(<p, A't// )  (5)

tenglik o'rinli bolsa. A* opcratotni A operatorga qo‘shma operator 
deyiladi. h

Masalan. K(p = ^K{x,y)<p[y)dy Frcdgolm operator uchun
b

K*(p= ^K {y,x )[p (y )dy
t/

operator qo‘shma bo'ladi.



Agar K  (x, y) yadro kompleks qiymatlarni qabul qilsa,
h

K*q>- |  A '( v,.r)^(v)c/v
a

operator K<p ga qo'shma operator bo'ladi.
Operator bittadan ortiq qo'shma operatorga ega bolishi mumkiti 

emas. Haqiqatan, agar A operator ikkita A,' va A '  qo'shma ope
ratorga ega boMsa, u holda ikkita <p{ x ) ^ L 2 ( a ,b )  va 
y/ (x )e  L 2 (a ,b )  funksiyalar uchun

(A<p, y/) = [tp , / ! ,> ) = ((£>, .<(//)

tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan

(<p, A  *y/ — A^y/^ — O.

Bu tenglik ixtiyoriy ^ ( . v ) e l : («,/>) funksiya uchun to'g’ri bo'lgani 
uc h LI n

( p ~ A \ y / - A \ y /  
deb belgilab olami/. Bunga asosan ushbu

^ i V _ ^ 2 V ) - | | ^ i V '_ ^*2¥
tenglik kelib chiqadi, demak,

A \ y / - A ^ y / .
Qo'shma operator chiziqti bo'ladi. Haqiqatan ham, agar a va b 

o'/garmas sonlar bo'lsa,

{A (p ,  ay/ + b c o )= { (p i  A*  [ayz  + b c o ) }

tenglik o'rinli bo'ladi. Ikkinchi tomondan

( A (p ,ay/ + b (o ) - a {A (p , y /  ) + b (A (p ,  ( i ) ) -

= ¿7(9 , /i V ) + b[(p, A* co)=(</),« A'if/ + b A* co).
Hozirgina isbotlangan qo'shma operatorning yagonaligiga asosan

A * (a y /  + b a ) )  = a  A  *y/ + bA*co.
Bu tenglik esa, A*  qo'shma operatorning chiziqli operator ekanligini 
bildiradi.

Qo'shma operatorning ta'rifiga asosan quyidagi



= A ] + A l  { a xA^)=A\_AI ( IA ) '= XA*
teng lik larn ing  ( A - o '/garm as), xususan i- i " )  “ ( ^ * )  n>n£ 
to'g'riligini koTsatish qiyin emas. Ravshanki, A*^ -- A.

Qo ‘shnia oneraiorning normasi berilgan operatoming nortnasiga feng
bo ‘ladi, ya 'ni A

Haqiqatan ham, (5) tenglikda (p=A y/ deb olamiz:

(A A *y / ,  i//)-(A*t//, / i y ) - | | / l V  2-

Bu tenglikning chap tomonini Bunyakovskiy—Shvars tcngsi/ligiga 
asosan baholaymi/:

A *y/
Bundan

< A A \ /

A*y/

< A V W

<

tcngsizlik kelib chiqadi, shuning uchun ham 
tenglikda y/ = A(p deb olsak, lU l k
ikki tengsizlikdan 

Bu paragrafc

A < F.ndi (5)
A | tengsi/lik nosil bo'ladi. Bu 

m ega bolami/.|A ||=||,4|| tenglik
a bayon qilingan fikrlar tekshirilayotgan funksiyalar 

bir o'zgaruvchiga bog'liq bolrnay, balki bir nechta erkli o'/garuv- 
chilarning funksiyasi bo'lib, biror sohada kvadrati bilan jamlanuvchi 
bolganda ham o'zgarishsiz o'rinli bo'ladi.

2- §. Chcgaralangan opcratorli tenglamalarni ketma-kct 
yaqinlashish usuli bilan yechish

A chiziqli va chcgaralangan operator bo'lsin. Ushbu 

(p (x )-A  A<p = / ( * ) ,  / ( x ) g L 2 (a, h) (6)
tenglamani tekshiramiz. Avvalo tcskari operator tushunchasini eslatib 
o'taylik.

Agar BA — I  bo'Isa, B  operator A operatorga chapdan teskari 
operatordeyiladi. Xuddi shunga o‘xshash, AC = / bo'lsa, C operator 
A operatorga o'ngdan teskari operator deb alaladi.

Agar A operator chapdan teskari B  operatorga va o'ngdan teskari 
C  operatorga ega bo'lsa, u holda B  =C bo'ladi.

Haqiqatan ham,
B  - B l  = B (A C ) = (B A )C  = 1C = C.



Æ “ C operator A ' bilan belgilanadi va A opcratorga teskari 
operator deyiladi.

Shunday qilib, agar A 1 mavjud bo'lsa, u holda
A A 1 = A 1 A -  I

tenglik o’rinli bo'ladi.
Teskari operator tushunchasi bilan ushbu

A x = f  (7 )
koTinishdagi operator tenglamalar yechimining mavjudlik va yagonalik 
masalalari bog'liqdir. (7) ko'rinishdagi tenglanialarga chi/iqli algebraik 
tenglamalar sistcmasi, chi/iqli differensial va integral tenglamalar 
hamda boshqa chi/iqli tenglamalar kiradi.

Agar A operator A ' teskari opcratorga ega bo'lsa. u holda (7) 
tenglamaning yechimi

A ' f
ko’rinishda topiladi. Bn yechimning yagona bolishini ham ko‘rsatish 
qiyin enias.

Endi (6) tenglamaga qaytami/.
Agar \A\<\\A\\ ' bo 'lsa, u holda (6 ) tenglama yagona 

(p[x)€i.,[a,h) yechiniga ega boladi. Bu ycchimni (p(x) ga o'rtacha 
yaqinlashuvchi ketma-ketlikning timili sifatida hosil qilish mumkin.

Boshlang'ich yaqinlashish uchun o/od had f ( x )  ni qahul qilami/., 
ya’ni </>(I(-y) - / (.v ). Agar tp„ ,(.v) yaqinlashish tu/ilgan bo’lsa, ^ „(.v ) 
yaqinlashishni

<p,Xx ) = . f { x ) + X A v „  i («)
formula bilan aniqlaymi/. yoki

/Uu
{?>„(*)} ketma-ketlikning biror limitga o'rtacha yaqinlashisliini 

ko'rsatamiz. Buning uchun ,(.t ) ayirmani baholaymiz:

<p A x )-<p » 2 )
(3) formulaga asosan

Demak,

I k - ^ . N ^ M M I I I k  r < p „ l



Bu bahoni (p - (p 2 ¿lyirmaga qo'llaymiz:

< <Pn-2-<P»-S
Bu jarayonni davom ettirib. natijada ushbu

< ( U  A 0
tcngsiziikka ega bolamiz.

Endi <p n-(p ayirmani baholaymiz. Aniqiik uchun n>m deb 
hisoblaymiz. U holda

nZ  i)
-nt • I

 ̂Z |k-p*
(10) tengsizlikka asosan

<1 boMgani uchun

lim
n.m—» X '

= 0,

bu esa

liniitning mavjudligini bildiradi. 
(9) formuladan

p ( x )  = ' £ A mA mf

( 11)

( 12)

qator o'zining i£>(*) yig"indisiga o'rtacha yaqinlashishi kelib chiqadi.
(11) formula bilan aniqlangan (p (x ) funksiyaning (6) tenglamani 

qanoatlantirishini ko'rsatish qiyin cmas. Haqiqatan ham (8) 
munosabatda go da limitga o'tamiz. Uning chap qismi (p{x ) ga 
yaqinlashadi, o‘ng qismi esa, A operator chegaralangan, demak uzluksiz 
bolgani uchun f ( x )  + A A (p  ga yaqinlashadi.

Endi (12) formula bilan aniqlangan ^?(x) funksiyaning (6) 
tenglamaning yagona yechimi ekanligini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, 
(6) tenglama yana bitta y/(x )  yechimga ega bolsin. U holda

( p ( x )= j \ x )  + AA<p, ¥ { * ) =  f  (x)-¥ A Ay/.



co =0 bo ‘ lishi zanT , demak.

Bu tengliklarning biridan ikkinchisini ayirib,

ro{x) = AAo), co ( x ) = cp ( x ) -  y/ ( x ) 
tengiikni hosil qilamiz. Bundan

yoki
1 4 (1  - |a  lU l lk o .

U ||4 < 1  bo’ lgani uchun 
Vy (x )  = <p(x).

(12) formula . / ( * )  ga ta sir qilayotgan qandayoir operatoming 
cp(x) qiymatini beradi, demak. u berilgan ( ¡ - A  A )  operatorga teskari 
operatordir. Biz bu operatorni ushbu

<p(*)=/(.v)+A^./. Rx /  = Z  A m~' A"' f
m= I

ko'rinishda yozib olamiz.
Agar |/l |<|| ,4||' 1 shart bajarilsa, R A operator chegaralangan 

bo'ladi. Haqiqatan ham. uchburehak tengsizligiga asosan
i m -1

Yig'indi ostidagi ifodaga (3) tengsizlikni qo'llab,

A m f <

lengsizikka ega bo'lamiz. Bunga asosan

<

Bu tengsizlik R } operatoming chegaralanganligini ko‘rsatadi, 
shu bilan birga

R <■

Ushbu

i / / ( x ) - A A ' i / / = g ( x )  

tenglama (6) tenglamaga qo'shma tenglama deyiladi.

bajari
A bo'lgani uchun (13) tenglama ham U  < !l -1

(13)

shart
ganda ketma-ket yaqinlashish usuli bilan yechiladi va bu yechim



HI  I )

ko'rinishga cga bo'ladi va uni quyidagicha ifodalash mumkin

X  metrik lazodagi M  to'plam clcmcnliaridan tu/ilgan ixtiyoriy 
ketma-kctlikdan yaqinlashuvchi qism kctina-ketlik ajratib olish mumkin 
bo'Isa. M  to'plam X  fazoda kompakt dcyiladi. Agar, bundan tashqari 
M  yopiq to'plam bo'Isa. ya’ni avtib o‘lilgan kclma-kctliklarning limit j 
M  ga tegishli bo'Isa, A/ to'plam o'zi-o'zida kompakt deyiladi.

Agar X  metrik fazoning liar hir cheksiz qismi X  ning biror 
elemcntiga yaqinlashuvchi kctma-kctlikka ega bo'Isa, u holda X  fa/o 
kompakt dcyiladi.

Misol uchun A/ = [(), \ ]e R '  bo'lsin. Bolsano—Vcycrshtrass 
teoremasiga asosan o'zi-o'zida kompakt bo'ladi. (0. I) interval esa 
R 1 da kompakt bo'lib, o'zi-o'zida kompakt emas.

Umunian n o'lchovli Ycvklid ta/osidagi harqanday ehegaralangan 
to'plani kompakt bo'ladi.

C  [a, b\ fazodagi kompaktlik belgisi. Bu belgi quyidagi ikki 
tushunchaga asoslangan. fazoga tegishli bo'lgan C \a, b\ 
funksiyalarning to'plami /) bo'lsin.

Agar ixtiyoriy .vg [« J)]  va barcha uchun |^(.v)|<A/
tcngsizlikni qanoatlantiruvchi o’/.garmas M  > 0 son mavjud bo'Isa. I) 
to'plam tekis ehegaralangan deyiladi.

Agar ixtiyoriy /;>() uchun shunday S  >0 son mavjud bo'lsaki.

tcngsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ikkita x r v,e[^,/>] va I) ga 
tegishli ixtiyoriy f ( x )  funksiya uchun

tengsizlik o'ritili bo'Isa, D to'plam tekis da raj ad a ttz.luksiz deyiladi.
Arsela tcoremasi. C fa, bf fazoga tegishli bo'lgan (p{x) 

funksiyalarning I)  to'plami kompakt bo'lishi uchun bu to'plamning 
tekis ehegaralangan va tekis darajada uzJuksiz bo *lishi z.arur va vetarlidir.

y/ {x )= g (x )+ A (R Ä) g.

3- §. Kompakt tofcplamlar

x , - X  J < £



fazodagi kompaktlik belgisi. [</,/)] bolsín,
funksiyani\a, b\ scgmcntdan lashqariga nolga tcng qilib davom 

ctlinimi/. U holda sonlar o'qining ixtiyoriy \A, H\ kcsmasida quyidagi

J|<p(jr)|c/.V, /|<p(-v)jy t/v
.1 A

integrallar ma'noga cga bo'ladi.
M. Riss tcorcmasi. LP¡a . bf faz.oga tegishli bo'lgan funk- 

siyaiarning I)  oi/asi kompakt boTtshi uchun a oikming norma bo ’yicha 
chegaralangan va o'rtacha tekis darajada uzhtksiz bo'lishi, ya 'n i

h
1) jVf-*")!

ti ■% / \2 ) 0 < h< (> [¿ ')  bo '¡ganda oifaning barcha funks iva la r i  
birdaniga

/■
j|<f>(.Y+/f)-</>(.v)|' (I.X < £ '■
,1

shartlarning bajariiishi zarur va yetariidir.
Arscla va M. Riss tcorcmalarining isboli tunksional anali/ kursida 

bayon qilingan.

4- §. Tola uzluksiz opcratorlar

(  hi/iqli normalangan X  fa/oda aniqlangan, qiyniallari chiziqli 
normalangan Y ta/oda bo'lgan chi/iqli A operator X  fa/odagi liar 
qanday chegaralangan lo'planini Y fa/odagi kompakt lo ’plamga 
akslantirsa, A operator to 'la uzhtksiz operator deyiladi.

Punksional anali/. kursida to'la u/.luksi/ operatorni ikkita ope- 
ralorning yig'indisi sifatida ifodalanishi, ulardan bittasi chekli o ‘lchovli 
operator, ikkinehisining normasi avvaldan berilgan har qanday k ichik 
sondan katta bo’lmasligi isbollangan.

Bu llkrlarni kvadrati bilan jamlanuvehi funksivalar sinfida 
qisqaeha bayon qilami/.

Agar A opcraiomi ushbu

A (p= Y[(p , bk) a k(x)
I -I

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, A operator avnigan yoki chekli 
o'lchovli operator deyiladi. bu ycrda n--chekli nalural son. ak (x ), 
bk(x) funksivalar (a. b) da berilgan kvadrali bilan jamlanuvehi funksivalar.



Shuni aytish kerakki, aynigan operator
h

A(p = j  K  (.v, v )p ( r)i/v

aynigan yadroli integral operatordan iboratdir, bunda

k ■-1
Agar operatorni ixtiyoriy oldindan berilgan ¿'>0 uehun

A <p=A $>+ A ^p (14)
ko'rinishda tasvirlash mumkin bo'lsa, A operator to'la uzluksiz operator

T o la  uzluksi/ operatorning bu ta’rifi oldingi ta’rifga teng kuchlidir. 
buning isbotiga biz to'xtalmaymiz.

T o la  uzluksiz operator uehun ikkita niuhim misolni keltiramiz.
1. Fredgolm operatori to la  uzluksiz operatordir. Bu fikrning 

to'g'riligi II bob 5- § da ko'rsatilgan.
Fredgolm operatori yadrosini aynigan yadro va kichik yadroning 

yig'indisi sifatida ifodalash mumkinligidan va shu bobning l-§ da 
isbotlangan Fredgolm operatorining chegaralanganligidan kelib chiqadi.

2. Agar D chekli soha bo'lsa, kuchsiz maxsuslikka ega bo'igan 
yadroli Fredgolm operatori

deyiladi, bu yerda A {(p aynigan operator va ||/1-1||<£\

i)
to'la uzluksiz operator bo‘ladi, bu yerda

r
n- o'zgarmas D sohaning o'lehovi,

//(.x, v)|^C  =const.
Shunday //>() sonni olib,

K (x ,  .V ) = £ (* . v)+A/(.r, v )
deb belgilab olamiz, bu yerda



\ I r - rh
f< } ] .

I  va M  orqali yadrolari L ( x , y )  va /V / (x ,r) bo'lgan ope- 
ratorlarni belgilab olamiz. U holda K  = L+ M  bo'ladi.

;; yetarli kichik bo'lganda bo'ladi, bunda t: — ixtiyoriy
oldindan berilgan musbat son. Haqiqatan ham

\M<p\2 ~

So'nggi intcgralni baholaymiz:

s m Jy
J  y

k (y ) |  dy I  <f \vyy .
J %-<n r  r

< r <P 2 Q'M' f dy_
J r  a J r  a

r< rj r<J]
Oxirgi integral soddagina hisoblanadi. Markazi x nuqtada bo'lgan 

sferik koordinataiarni kiritib, S { orqali n o lchovli fazodagi birlik sferani 
va |*V,| orqali uning sir! vuzasini belgilab olamiz. U holda

f d y  f ’r „ , . a /  15 , k " ' "

r<rj .V, 0
Endi

n - a

" J  r  C : |S . I ? "  "  f¿± y± dv
n - a n - a J-

-dy.
r■>t "  n

Bu tcngsizlikni I)  soha bo’yicha integrallaymiz va natijada quyidagi

a

11 " j  ti
tengsizlikni olamiz yoki II bobning 6- § dagi ushbu

f i ^ <  
,J  r a

S

n - a
tengsizlikka asosan



c s,

n - a

Bundan

n - a

Agar }] yctarli kichik bolsa. ||A/||<̂  bo'ladi. /.(.\\r) yadro 
chegaralangan, bulling ustiga kvadrali hilan jamlanuvchi, I. operator 
Fredgolm operaioridan iboral va isbotianganiga asosan tola u/luksi/
operator bo'ladi. Uni aynigan K l va ¿ l.||Al||<-̂  operatorlarning

yig’indisi ko'rinishida ifodalash mumkin, /,, 4 m ~k  , deb belgilab olami/.. 
U holda K = K i + A.',. shu bilan birga K  - aynigan operator va

| at ,||= l , + a/||<||l  i ||+||A'/||<

Shunday qilib. K  operator to'la u/luksi/. operator ekan.
To'la u/.luksiz operatorlarning ayrini xossalarini eslatib o’taini/:
1. To ia  tizhtksiz operator chegaralangamlir.

Faraz qilaylik, A , < p h k)</,(.v) va ||/f,||</; bo'lsin. 

IJ holda

k 1
bo'ladi.

Bu tcngsi/likdan. Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan ushbu
r i

I Ik 1
\a \ +  i :

tengsi/lik kelib chiqadi. Bu tengsi/lik esa, A operatorning chega- 
ralanganligini bildiradi va

• !

*11
k I

a \ +  £

Amnio liar qanday chegaralangan operator to’la u/.luksiz ope
rator bo'lavermavdi. Masalan. eheksi/o'lchovli /, Gilbert fazosida 
/ ip=(p hirlik operator to'la u/luksi/ operator bo'Imaydi. Haqiqatan



ham, / operator yopiq hirlik .V ^ .S 'fO J)  sharni o‘zini-o‘/iga aks 
ettiradi, S  to'plam esa kompakl cmas. Buni isboilash uchun .S’ 
to'plamdan

/ ,-= {1 ,0 .0 ,...}, / ,](), 1 ,0 ,.. . } ,  ... 
nuqtalar kettna-kelligini olami/.. Ravshanki, /V / bo 'lganda 
/ ,- /  J | - V 2 ,  dcmak j/ ( | ketma-ketlik va Lining ixtiyoriy qisniiy 

ketma-ketligi yaqinlasluivchi ho'lmaydi. va'ni .S'—kompakl tokplam 
cmas. Shunday qilib, chcksi/. o'lchamii faxoda / to'la u/luksi/. operator 
cmas.

2. Aynigan operator to ‘la uz./uksiz. bo ‘lac/i.
Haqiqalan, aynigan operalorni (14) ko'rinishda ifodalash mumkin, 

buning uchun A , =0 deb hisoblasli kifoyadir.
To 'la uzluksiz operatoria qo 'shma operator ham to 'la uzluksiz 

bo'ladi. Haqiqatan, agar
it h

A (P  = Y ^ (P- hk M  ( A' ) + ^2 <P= (■'% . » ' M ' M 1' + A 2<P
A -1 u

bolsa, bu yerda /í J< ¿ ' va

u holda

Bu tenglikda
/.

r ) = Z M - v ) /’
i -1

n

A* (p-^K  ( v, .v )^ ( v ) d v + A * <p _

|a - ( V, A> (  r ) c l  v = X ( ^ -  "  * ) M - V)
' I

bolgani uchun birinchi qo'shiiuvchi aynigan operator bo'ladi va l-§
da isbotlanganiga asosan | A  ̂ = \\A

4. Chekli sondagi to'la uzlaksiz. operatorlarning yig'indisi ham 
to 'la uzluksiz. operator ho 'ladi.

5. To'la uzluksiz va chegaralangan operatorlarning ko'pavttnasi 
to ‘la uzluksiz. operator ho 'ladi.

A lo la  u/luksi/ operator, H esa chcgaralangan operator bolsin. 
AB  va BA operatorlarning to'la u/luksi/ligini ko'rsatami/. Ixtiyoriy 
musbal c  sonni belgilab olib. A(p  ni ushbu



A<P = Z ( ^  h * ) "  * (•'■) + A 2<P- \A -II < 7
k-I "

ko'rinishda ifodalab olami/.. U holda

A B < p ^ ( B t p ,  b k) a t( x )  + A 2 B< p^ [< p , B 'b  k)a  t (x )  + A 2 B<p
k - I * 1

Bu yerda kvadrati bilan jamlanuvchi to la  aniqlangan funk-
siyalardir, yig'indi esa aynigan operatordir:

\\A : B \< A , • \\<c.
Bulardan A B  opcratorning to'la uzluksi/.ligi kclib chiqadi.

Xuddi shunga o'xshash

B A c p ^ Y J^ c p , b li) B a k + B A 2<p 
k i

ifodadan BA opcratorning to'la uzluksi/.ligini ko'rsatish mumkin.

5- §. Riss—Shaudcr tcngtamalari

Ushbu

q > ( x ) - A A ( p = f ( . x )  (15)
ko'rinishdagi tenglanialarga Riss—Shauder tenglamalari deb aytiladi, 
bu ycrda A — to'la u/luksiz operator.

Shu bobning avvalgi paragraflaridagidek / ( . v ) e /, 2[c/,/)] va 
(p (x )e  L  -< »< a< b<  + oo deb hisoblaymiz.

Riss— Shauder tenglamalarini 11 bob 5-§ ning 1- banddida ay- 
nimagan yadroli rredgolm tcnglamasiga qollanilgan usul bilan ycchish 
mumkin.

Ixtiyoriy R>0  sonni olib, ( 15) tenglamani A ning faqat 
doirada yotadigan qiyniatlari uchun ickshiramiz.

A operatorni A - A } + A , ko'rinishda yozib olamiz, bunda

|| î||<~  va aynigan operator

h * ) a i‘( x )
A* 1

bo'lsin. U holda (15) tenglama

(p {x\-X A x(p-XA .(p-f^x ) (16)
koTinishga keladi.



Agar
y / {x )  = f ( x )  + A A í (p 

deb belgilasak, (16) tenglama

< p (x )- X A  2(p = y / {x )  (17)
kcVrinishda yoziladi. Bu tenglamaning o‘ng tomonini vaqtincha ma’lum
deb. bo'lgani uchun 2- § dagi usul hilan (17)
tenglamani yechishimiz mumkin va uning yechimi

V>{x) = j\ x )  + A t<pl A R  ,. (/ +  A , (p)
ko’rinishga ega boladi, bu yerda

R 2 ; V/ = J^ A 1' ' A2V .
k--\

Oxirgi lenglamadan <p(.v) ni aniqlash uchun

tp (x ) -A (A ] + A R 1 . A l)<p=f(x) + A R 2if  ( I8)
tenglama hosil boladi. Bu tenglamada A , +Á R ^  /Í, operator aynigan 
operatordir. Haqiqatan ham

n I!
R . I o R Y l o .  b k) a k=YX<P, b k )R 2 . a k,

k-1 A I
n n

A t f + A R 2.A t f= Y J,< P , b k ) a k +AYX<P^  ¿
k =1 A —I

k . I
Ushbu

t? * ( * )  = “ * ( X ) + A R 2 ¿ ‘/ t
belgini kiritsak,

n
( a ,(p+R 2, A,tp)=Y,{<P, M - M O

k -1
tenglik hosil boladi.

Shunday qilib, (18) tenglama quyidagi

<p(x)-A j< p (y )^ gk(x )b  k( y ) d  y = f (x )^  A R 2/ f
a b ~'

avnigan yadroli integral tenglaniadir. Bunday tenglamani yechishni 
bilamiz. Bizga A operator to*la uzluksiz bo*Isa, unga qo'shma A ‘

a k+ A R 2?ak



operator ham to la  u/.luksi/. bolishi ma'lum. Bunga asosan (15) 
tcnglamaga qo’shma ho'lgan

(/ / ( .v )- A / )> / = g (,v )  (14)

lenglama ham aynigan yadroli integral tenglama bo’ladi.
Riss—Shauder tenglamalari uchun Fredgolmning bareha leore- 

malari o'rinlidir. Bi/. bu teoremalarning isbotiga to'xtalmaymi/, chunki 
bularning isboti II bobdagi niuloha/alarni so'/ma-so“/ takrorlashdan 
iborat bo'lib qoladi.

Faqat biz quyida eslatib o'tilgan nuilohazalarga asoslangan 
laktlarni kcltiramiz:

1. |л|<||л|| doirada ( 15) tenglamaning yechimi ning analitik 
lunksiyasidan iborat bo'ladi.

2. Ixtiyoriy À. uchun ( 15) tenglamani ekvivalent algebraik sistemaga 
keltirish mumkin.

3. Qo'shma (15) va (19) tcnglamalarni qo'shma algebraik 
sistemalarga keltirish mumkin.



V BOB. S IM M ET R IK  YA D RO LI IN TEGRAL 
TENG LAM  ALAR

1- §. S im m ctrik  yad ro lar

Agar haqiqiy K (\ \ v )  yadro bcrilgan sohada x va y ning barcha 
qiymatlari uchun

A [ \ . ; )  K \ v . \ )
Icnglikni qanoatlanlirsa, bu yadro simmctrik yadro deyiladi.

Agar K{.\\ v ) yadro komplcks funksiya bo'lsa,

K  (.v, \') — K* ( v, v) = K  ( .v, V’) 
tenglik bajarilganda simmethk yadro deb ataladi.

Demak. liar ikki holda ham yadro o'zining qo’slimasiga leng 
bo’lsa. simnietrik yadro deb aylilar ekan.

Simmctrik yadroli
h

K<p=■ Ja"(.v,
i t

Fredgolm operatori simmethk operator deviladi.
Agar K  operator simnietrik bo'lsa, ravshanki, K  = K ‘ bo'ladi. 
Qo'shnia operatorning ta'rifiga asosan, simnietrik operator uchun

(K(p,t//) = (tp, Kt//) (I)
tenglik o'rinli bolishi ravshan.

Agar integral tenglamaning yadrosi simmctrik bo Isa, simmctrik yadroli 
integral tenglama, yoki qisqacha simmctrik integral tenglama deb ataladi.

Bi/ bu bobda asosan, kvadrati bilan jamlanuvchi haqiqiy yad- 
rolarni tekshiramiz. Haqiqiy qiymatlar qabul qiladigan yadrolarni 
tekshirsak ham keyingi muloha/alarmizning ko'p qismi komplcks 
qiymatlar qabul qiluvchi yadrolar uchun ham o'rinli bo'ladi.

Agar A'(.v, r )  simnietrik yadro bo'lsa, iteralsiyalangan K H(x * y )  
yadrolar ham simmcirik bo'ladi. Haqiqatan ham II bob 2- § dan bizga 
ma'lumki,

h h

K ,AX’>’)=  ) a t , , v ) i / v . A  i .
i t  i t

Bundan . .h b

K „ (>’’ -*) = /•■•{a' ( m K {<„ P - '^ V - A - r



K ( x ,  y ) yadro simmctrik bolgani uchun oldingi tenglikni ushbu

i )...K{t1,t]) K ( t i,y )d tv..dtn_A
a a

ko'rinishda yozib olamiz. Endi larni tn_],...,t[ orqali belgilab
olsak, K il(\ \ x )=  K n( x , v )  tenglik kelib chiqadi.

Ushbu
b

K " v =
a

simmctrik operator uchun ( ! )  ayniyat o‘rinIi bo'ladi, bu holda ayniyat 
quyidagi ko'rinishda yoziladi

( a : > ,  \f/) = {(p, A '> ) ;  n=-1,2,.... (2)

Teorema. Agar c/?, ( x ) va (p2 (x ) funksiyalar K ( x , v )  simmetrik 
yadroning bir-biridan farq li bo'lgan Á, va A, xos sonlarga mos xos 
Junksiyalari bo Isa, u holda bu funksiyalar o 'zaro ortogonal bo iadi, ya 'ni

b
J<P,M <p2(x)í¿v = 0
( I

Xos funksiyalarning ta’rifiga asosan
b

<¡9,(jf) = A, J a: ( x ,.v )^|(>')í/v .
a
h

<p2 ( x)  = (x. y)tp2 {y)dy.
a

Bularni e'tiborga olib, quyidagi tenglikni hosil qilamiz:
b h b 

((p\,(p2) = j'(p\x)tp2(x)dx = X[ (̂p2{x)dx^K{x,yypx{y)dy =
a a a

b b

AT(x,y )  = K ( j\ .v ) bolgani uchun
h b | 
j V  {x ,y )p1(x)dx  = Ja : ( y,x)cp2 (x)dx  = — <p2 (y ).
a cl
Demak,



ЛЛ  ̂ А-, у
Blindan Я, * Я ,  bo'lgani sababli

A, í /L i
(Vp ^  ) “  ~7~{.<P\ ’ ) yoki  ̂ (^1 ' ^ 2  ) ~ ^

( «V ^ )  = °-
Bu teoremadan o‘z navbatida simmetrik yadroning xos son/ari 

haqiqiy sonlardan iborat bo'lishi kelib chiqadi.

Bundan <p(x) funksiyaning aynan nolga teng ckanligi kelib chiqadi, 
xos funksiyaning ta’rifiga asosan bunday bo’lishi mumkin emas. Dcmak, 
Л, -  0 , ya’ni Я — haqiqiy son.

Xos funksiyalami normalangan qilib olish mumkin, buning uchun 
ulaniing har birini o'zining normasiga bo'lish kifoyadir. Agar bitta 
xos songa bir nechta xos funksiyalar mos kelsa, ularni orlogo- 
nallashtirish jarayonini qoMlab, o'zaro ortogonal va normalangan qilib 
olish mumkin.

Turli xos soniarga mos keluvchi xos funksiyalar isbotlanganiga 
asosan ortogonal bo‘Iadi. Bundan muhim xulosa kelib chiqadi.

Simmetrik yadro xos funksiyalarining ketma-keíligini ortonormal 
qilib o/ish mumkin.

Xos sonlar ketnia-ketligini yozib olganimizda ularning har biriga 
bir nechta chiziqli bogkliq bolmagan xos funksiyalar mos kelsa, 
ularning har biri shuncha marta qavtariladi deb shartlashib olamiz. U

Faraz qilaylik, Л xos son va unga mos bolgan #>(v) xos funksiya 
kompleks bolsin:

Я - Я , + /X,, — <p, ( jc) + /ср. (_v),
h

Bu tenglikda qo'shma miqdorlarga o’tib,
ь

tenglikni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikdan darhol Я  xos son, unga 
mos <p(x) xos funksiya ekanligi kelib chiqadi.

Agar Я2 Ф 0 bolsa, isbotlanganga asosan
h h
J<p(.x)<p(x)í/\- = J[<p,: (,v) + (p; (.v)]í/v = 0.
tt <1



holda, har bir xos songa bitia xos funksiya mos keladi deb hisoblashimiz 
mumkin. Shu bilan birga xos sonlar orasida o'zaro tenglari ham bo'lishi 
munikin. Xos sonlarni ular absolyut qiymatlarining o'sishi bo'vicha 
nonierlab olamiz. Shunday qilib, agar

biror simmetrik yadroning xos sonlar kelma-kelligi bo'lib, ularga mos 
xos funksiyalar ketma-ketligi

Agar xos sonlar cheksiz boisa, bizga ma'lumki, lini/i./f= x  
bo'ladi.

2- §. Simmetrik yadro xos sonining mavjudligi

Lemma, fkkinchi iferatsiyalangan yadro xos sotdarining to'plami 
bihnchi yadro xos sonlari kvadraflarining to'plami bilan ustma-ust 
tushadi.

K ( x * v )  yadroning xos soni Au va bunga mos xos funksiyasi

Bu tenglikning o'ng tomonidagi (p{) o'rniga unga long bo'lgan A{)K.(py) 
ni qo‘yaniiz:

<pAx )<<pAx)...
va’ni

boisa, u holda

va

bo'ladi.

bo'lsin. ya’ni

<ptt( x )  = ^K< pu.

% ( x )  = ,
voki />



Bu tcnglikdan A~ son /v-,(.v, r )  yadroning xos soni, <p0(-v) csa 
unga mos xos funksiya ckanligi kclib chiqadi.

Endi //() son ikkinchi iteratsiyalangan A\(.v, v ) yadroning xos 
soni. ^ „( v) funksiya unga mos xos funksiyasi bo'lsin. IJ holda

<Pa{ x) = /'o^V„-
yoki

(/  - f ‘» K 2 )<pa = 0 . (3)

Bi/ga ma'lumki. Ä’ opcratorni oddiy qoidaga binoan qo'shish va 
ko'paytirish mumkin, shuning uchun ham (3) lenglikni

(/  + ^ ) ( / - V ^ ^ ) n = °  (4)

ko'rinishda yo/ishimi/ mumkin.

=V/ (-v) (5)

dcb bclgilab olamiz.
Agar (//(.v) = 0 bo‘ lsa, (5) icnglikdan son /v(.\\ r )

yadroning xos soni. $0„ ( .y ) esa bu songa mos xos funksiyasi boiadi. 
Bu holda lemma isbotlandi. Agar bolsa, (4) tenglama

( ! + y[Ü lK )v/ = °
ko'rinishda yo/iladi. Blindan ning Ä '( .v ,y )  yadroning xos soni,
y/(x)  csa unga mos xos funksiyasi ckanligi kclib chiqadi. Bu holda 
ham lemma isbot bo'ldi. Isbotlangan lemma simmctrik bo'hnagati yadro 
ucluin ham o'rinli bo'ladi.

Izoh. lxliyoriy n uchun n- itcralsiyalangan yadro xos sonlarining 
to'plami birinchi yadro xos sonlari n- darajalari to'plami bilan uslma- 
usl tushishini isbollash qiyin cmas.

I.cmmadan quyidagi natija kclib chiqadi:
Agar K ( x , y )  yadro simmctrik bo'lsa, ikkinchi iteratsiyalangan 

yadro xos sonlari musbat bo'ladi. Bu natijaning to'g'riligi simmctrik yadro 
xos sonlarining haqiqiy ckanligidan va lemmadan darhol kelib chiqadi.

Xos sonning mavjudligi haqidagi teorema. Ay nan nolga /eng 
bo ‘Imagan har hir simmelrik yadro kamida bitta xos songa ega bo ‘ladi.

Bi/ Ä \ (.v ,r )  yadroning kamida bitta xos songa ega bo’lishini 
isbotlaymiz, u holda lemmaga asosan /v(.\\ r )  yadro ham xos songa



ega bo'ladi. A tekislikda ixtiyoriy musbat // sonni olamiz, bu son 
shunday xossaga ega bo'lsinki, |A|</v doirada A \ (.v ,v ) yadroning 
xos sonlari bo'lmasin. Ixtiyoriy ^>(.y)^0 funksiyani olamiz va yangi

/.
f ( x )  = <p(x)-//K2(p = <p(x)-/.i y  )(p{y)(Jy  (6)

funksiyani tu/amiz. /(.**) * 0  bo'ladi, aks holda // son A \ (.v ,v ) 
yadroning xos soni bo'lib qoladi. / ( x )  ni ma’luin funksiya deb 
hisoblab. (6) lenglamani (p(x) funksiyaga nisbatan integral tenglama 
deb qarashimiz mumkin.

A'-,(.v,v) yadroning rezolventasini R^ (x ,y , ju )  orqali belgilab. 
bu tenglamaning yechimini quyidagi ko'rinishda topamiz:

h

V ( ■X ) = /  ( ■* ) + // J«2 ( ■X, v;fi )./ I У ) ‘fy ■
Bu tenglikni / ( .v) ga skalyar ko'paytiramiz:

b h

(<p, / )  = | / f  + / / ^ R 2 ( x , y \ n )  f ( y )  f ( x ) d x d y .  (7)
a a

F.ndi (7) formulaning o'ng tomonidagi integrating manfiy 
emasligini ko'rsatamiz. Shu maqsadda avvalo, AT? ( .v, v ) yadroning 
|Л| < f.t doirada xos sonlarining yo'qligini e’tiborga olsak. shu doirada 
R , (x ,  г :Я )  rezolventa II bob 5- § da aytilgan ma'noda A ning 
analitik funksiyasi bo'ladi, ya’ni kvadrati bilan jainlanuvchi ixtiyoriy 
/ ( x )  va g (x )  funksiyalar uchun ikki karrali 

b b

J  J R z { x , y \ À )  f { y ) g ( x ) dxdy
a a

integral |Л|< // doirada analitik bo'ladi. Xususiy holda,
b b
^ R 2 { x , y \ X ) f ( y ) f ( x ) d x d y
a  и

integral ham aytib o'tilgan doirada analitik bo'ladi, demak u A 
bo'yicha darajali qatorga yoyiladi.

^ R 2(x ,y \Á )f(y )f {x )d x d y  = Y j a ¡A'~\ (8)



Bu yerda A = // dcsak.
b b

JJ/?2(x,y\/i)f(y)f(x )ckdy = Y ja,Ml ' (9)
<i a 1 -1

tenglik hosil bo’ladi. (8) tenglikdagi integralning manfiy emasligini 
ko’rsatish uchun a n > 0 tengsi/.likni isbotlash yetarlidir.

(8) yoki (9) qatorning a t koeiTitsicntlarini lopish qiyin emas. 
Moduli bo’yieha kiehik X larda R-, ( v, v\A) re/.olventa iteratsiyalangan 
yadrolar bo’vicha qatorga yoyiladi. A.’, ( x, v )  yadroning iteratsiyalangan 
yadrosi K-l/ (x , v )  bo'lgani uchun

( x ,y\ A ) = ^  A1' ]K 2j ( X, y  ) . (10)
i i

A ning kichik qiymatlarida (10) qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi 
/ (  r )  funksiyaga ko'paytirib, hadlab integrallash mumkin, ya’ni

h oo h
J R2 (x,y-X) f ( y )d y  = j K 2i(x ,y )f(y )d y .
a 1 I a

Bu tcnglikni ./'( v ) funksiyaga skalyar ko’paytiramiz:
h h
I j V ,  (X, y ;A) f (  V) / ( X ) dxdy -
a <i

= X  1J 1 K y ( f ( ' )d\dy.
1 ' 1I <1

Bundan darhol (8) qator bilan solishtirib, a t koefTltsientlarning 
qiymatlarini topanii/:

h h

Ushbu

a , = J / ^ '2, (  v )/ (- v )£ /v t/v  .

</ a
b

K hf =  Ja \ ,(x , y ) / ( y )d y

bclgilashga asosan, a  quvidagi ko’rinishda yo/iladi:

a  ( A / . / )  ( k  ( K  / ) . / ) .

(2) forinulaga asosan,

= ( r / , r / )  = | j r /  2 >o.a



/ - /* \ II /'11“ / is / /*

, i
ko'rinishga keladi. ( I I )  formuladan ((p, f ) >  0 tcngsizlik kclib chiqadi.

(6) tenglamaga qaytib, uning liar ikki tomonini chapdan 
ga skalyar ko'paytirami/:

(<p, f )  = (ip,(p)- 
( I )  ayniyatga ko‘ra

((p ,K 2<p) = ((p ,K { Kq>))  = {K<p, K(p) = \\Ktp\\'
Demak.

( ^ / ) = w r  (l2)
(#>,./ )> 0  bo’lgani uchun (12) ¡Toda musbat bo'ladi. Blindan, ixtiyoriy 
kvadrati hilan janilanuvchi </?(.v) funksiya uchun

IM I^ IM I  ( n )

tcngsi/lik hosil bo'ladi.
Eslatib o'tamiz, (13) tengsi/likda // shunday sonki, |̂ ,| < // 

doirada /v2(x ,y )  yadroning xos sonlari yo‘q.
[Indi faraz qilamíz, AT-, ) yadroning birorta ham xos so ni 

bo'lmasin. Bu holda // sonni yetar!i katta qilib olish imimkin; uning 
ustiga //—>oc deb hisoblash niumkin. (13) lengsizlikda //—>oo da 
limitga o'tib, ||Á'<p||<0 tengsi/likka ega bo’lamiz. Bundan K(p = 0, 
ya'ni

/>
J k ( a% v )<p ( v ) 4 -  =  0. , l 4)
a

Bu holda K ( x . y )  = 0 ho'lishini ko'rsatish qiyin cmas. Haqiqatan ham,
x sonni ixtiyoriy ravishda shunday bclgilab olami/ki, x ning bu qiymatida

h
J* A "  I \ .  \ Uy

integral mavjud bo'lsin. .y nuqta bclgilab olinganligi sababli K (y, x) 
yadro faqat y  ning funksiyasi bo'ladi. funksiya sifatida Á (y, x) =
~ K  (x, y) ni olamiz. Bu funksiya x nuqtaning lanlanganligi lufayli 
kvadrati hilan jamlanuvchi bo'ladi. U holda (14) lenglikdan deyarli 
barclia x e ( a , h )  lar uchun



|a:2(.v. v>/v = o
bo'ladi, demak, A '( .v , i )  = 0.

Slumday qilib, agar A'2(.y , v ) yadro birorta ham xos songa ega 
bolmasa, u holda A '( v .v )  yadro aynan nolga tcng bo'lar ckan. 
Dcmak. A’ ( w r )  yadro aynan nolga tcng bolmasa, A \ ( .v , r )  yadro 
kamida bitta xos songa cga bo'ladi. U holda iemmaga asosan A (.\ \ r )  
yadro ham kamida bitta xos songa cga bo'ladi. Shu hilan teorema 
isbol bo'ldi.

Rndi ( 13) tcngsi/likka qaylami/. Agar A \ (.v ,r )  vadroning doi- 
rada |i| < // xos sonlari bo’lmasa. boshqacha aytganda, agar // bu 
yadronmg eng kichik xos sonidan kichik bolsa. (13) tengsi/lik o'rinli 
bo'ladi. A '( .r ,y ) yadroning moduli bo’yicha eng kichik xos soui A. 
bolsín, u holda A ',( .v ,r )  yadroning eng kichik xos soni J ,2 bo’ladi. 
Agar //< /l,‘ bolsa, (13) tengsi/lik o ’rinli bo’ladi. Bu tengsi/.likda 
// A]' da limitga o'tib, muhim

M ^ I M I  (15)
I 11

tcngsi/likka ega bo’lami/. Bu tengsi/likda tenglikka ham erishiladi. 
Buning uchun Ar(.v, r )  yadroning A{ xos soniga mos xos I'unksiyasi
<p,(.v) bolsa, ^ (.v ) - (.v ) deb olish kifoyadir. Haqiqatan ham. bu

holda <pl (x )  = A]K(p} , hundan A > ,- —  ̂ (.v ) va ||A>,|| = rrrll^,||.
A, K-i I

Yuqorida aytilganlardan, Frcdgolm operatorining moduli bo’yicha

eng kichik xos soni A} bolsa, bu opcratorning normasi M  = j^j ekanligi

kelib chiqadi.

3- §. Gilbert—Shmidt teoremasi

Simmetrik K (.\\v )  yadroni tekshirami/. Bu yadroning bitta A, 
xos soni va unga mos bitta chi/iqli bog'liq bo’lmagan normalangan 
<P:( .v) xos funksiyasi bo’lsin. U holda

(i6)

bo'ladi. Haqiqatan ham. ushbu



K ( l ) K v )  =  K ( . V , y ) - — <p{ ( * )$!>,  ( v )

simmctrik yadroni qaraymiz va bu yadroning noldan farqli bo'lgan 
birorta ham xos soni yo'qligini, shu sababli A*1* (x , y )  = 0 ckanligini 
ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz. A (11(x,_y) yadroning xos funksiyasi 
<p(x) ^ 0  bo'lsin. 11 holda

h
<p(x) = A j K w (x,y)/p(y)dy =

A b
= /. f/v'(.x,y)fp(y)dy - — <p, (.v) jV (  v>, (y )d y  (17)

a   ̂ a

(17) tenglikning har ikki tomonini </>,(x) funksiyaga ko‘paytirib, x
bo‘yieha a dan ¿gaeha integrallaymiz:

b h h
t y (x y p x{x )dx  = J  iP\ (.y)c/y —

A
n I D

\<p{y)<pAy)dy I \ tf{x )d x . (18)
a J  ll

£ ( x , v )  yadroning simmetrik yadro ekaniigini va <p,(x) funksiya bu
yadroning xos funksiyasi boMgani uchun

h .
J a % y , v > , ( v ) J v  = —  (P\(x )

4a  1

tenglik o'rinli bolishini e'tiborga olib, (18) tenglikning o*ng tomonidagi 
birinchi qo'shiluvehini quyidagi ko'rinishda yozishimiz mumkin:

h h h h
| J a’(.v,v)^ (v)<A' <pi (x )d x =  J  jA r(.v,v)iff,(.v)i/> <p{y)dy =

h b
= J  ^K(y.x)<p,(x)dx (p{y)dy = — fy(y)<p{y)d\\ 

u\_a J  ^
h Bunga asosan, 0>,(x) ning normalangan xos funksiya, ya'ni 
jV "  ( x ) dx -  1 ekanligi sababli, ( IS )  tenglikdan
a h

J<^(.v)«7,(.v)rfv = 0 ( 19)

tenglik kelib chiqadi. U holda (17) tenglikdan



I)

<p{x) — я  Ja : {x ,y )[p (y )dy

Shunday qilib, <p(x) funksiya A ' ( r , v )  yadroning xos funksiyasi 
bo'lib cliiqdi, lekin yagona xos funksiya bo'lgani uchun
funksiya <p{ (.r ) ga proporsional bo'ladi, bu esa, (19) icnglikka qarama- 
qarshidir. Demak, bizning farazimiz noto‘g‘ri va (л*, v ) = 0.

Endi K ( x , y )  simmetrik yadroning
ЛГ Л2, . . . ,Л//Г... (20)

xos sonlari va

<pl (x),<p2(x ),...,çm(x),... (21)
xos funksiyalarining sistemasi ma'lum bo‘lsin.

Xos funksiyalarni ortonormal, xos sonlarni esa, absolyut qiymat- 
larining o'sishi bo‘yicha joylashgan deb hisoblaymiz, ya’ni

Yangi

(22)
К

yadroni tuzamiz. Ravshanki, bu yadro simmetrik.
Ushbu . .

Л? + 1 ’ I 2 1 * * *

ketma-ketliklar A '1" 1 ( x, y ) yadroning xos sonlari va buiarga /nos Am 
xos funksiyalarining sistemasini iashkil qiladi.

Haqiqatan ham, (20) va (21) ketma-kellikiardan bir-biriga mos 
A va <pm{x )  ni olib, m > n  deb hisoblab,

¿'(■v )  = <Pm( x )  -  A „  {x*y)<P„, { y ) dy  (23)
(V

ifodani tuzamiz. (23) da K*"1 (x, y) o'rniga uning (22) qiymalini qo’yamiz: 

¿>(.v)= (D .A x\ -/ l . „\ t i {X .V \< D A V \i tV  +v „ {- x) - K \ K { x ^ y ) v m{ y ) dy  
</

( v )4 -



Am va <p,„(.v) lar A '( .v ,y )  yadroning xos soni va xos funksjyasi 
bolgani sababli avvalgi tenglikdagi kvadral qavs ichidagi ifoda nolga
tcng bo'ladi. Xos funksiyalarning ortogonalligidan

/>

\v ,„ ( y)<p, ( > ’ M V = ( (p ^<p , ) ^  m * '
“ '/ tenglik kclib chiqadi. Demak, c>(.\*) = 0, yoki

h

Shunday qilib, in > n bolganda Xm va lar K (n](x,y)
yadroning xos sonlari va xos funksivalaridan iborat ekan.

Hndi teskarisini isbotlaynii/, agar K {"](x,y) yadroning xos soni 
va unga mos xos funksiyasini olsak, m > n bo’lganda ular (20) va 
(21) ketma-ketliklar orasidan topiladi.

i ’) yadroning bir-biriga mos xos soni va xos funksivasi
// va y/(.v) holsin. I J  holda

b
\j/(x) -  } j j K (n)(x,y)\}/(y)cfy = 0.

A '|N|(.v, v ) o'rniga uning (22) it'odasini qo'yamiz:

¥  (■'*)- ̂  fK (x’ y  V (>’) 1dy f /'S jV (y  V, ( v) d>' = 0
' I ^  „
(w ,(p  ) , ,

yoki V / ( .y )- il/^l// + ^ 2 ,  , <P,(*) = °- (24)
< i

Bu tenglikning har ikki tomonini ^ ( . v )  (1<A </;) ga skalyar 
ko'paytirami/:

[ v - v , ) - )  = 0. (25)
- 1 4

( I )  ayniyaiga va

n { x ) ~ AKK (pt
tenglikka asosan

(  1 1 
(K y/ ,  <pt )  = {yf. K<pk)=  = — ((// ,% .).

K
(p\x ) funksiyalar orlogonal va nornialangan bolgani uchun



/-I \  \
Shunday qilib, (25) tenglamadagi ikkinchi va uchinchi qo'shi- 

luvchilar o'zaro qisqarib ketadi va natijada
(y/, (pk ) - i ) ,  k -  1,2,...,/7 (26)

tenglik hosil bo'ladi. Bunga asosan, (24) tenglama
y/( v ) -  ¿ iK y /  = 0

ko'riuishda yo/iladi. Bu tenglikdan // va y / (v )  âr ^  (X  W yadroning 
xos soni va xos funksiyasi ekanligi kelib chiqadi, shunday ekan ular
(20) va (21) ketma-kelliklarning iehida bor bo'ladi. Lekin (26) tcnglikka 
asosan y/(.v) funksiya barcha /-1.2,...,// funksiyalarga
ortogonal, bu liolda esa, y/(.v) funksiya (21) ketma-ketlikning indeksi 
m > n  bo'lgan biror funksiyasi hilan ustma-usl tushadi.

Yuqorida bayon qilinganlarga asosan quyidagi xulosa kelib chiqadi.
Agar K (x, y ) yadro n dan ko'p xos sonlatga ega bolsa, 

yadroning moduli bo 'vicha eng kichik .vav son i An¡, bo'ladi.
Ktidi berilgan yadroning xos sonlari chekli bo'lgan

xususiy holni tekshiramiz. Bu holda K {" ] ( x , y )  yadro birorta ham xos 
songa ega bo'lmaydi. Xos son mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, 
yoki K ’’ ( v. r )  0.

t * 1
(27) formula K (xt y) yadroning aynigan yadro ekanligini ko'rsatadi. 

Bizga ma'lumki, har qanday aynigan yadro faqal chekli sondagi xos sonlarga 
ega bo’ladi. Deinak, kvadrati hilan jam lanimhi simmetrik yadro xos sonlari 
va xos funksiyalari sistemasi chekli bolishi uchim hit yadnming aynigan yadro 
bolishi xmtrvayetarlidir. Bu holda yadroni (27) ko'riuishda ifodakish mumkin. 
Biz haqiqiy simmetrik yadrolarni tekshiryapmiz, agar yadro kompleks 
qiyrnallami qabul qilsa, (27) formula quyidagi ko'rinishda yoziladi:

K (x , y )  = b w A y )
A.

Yana bir muhim xulosani aytib o‘tamiz. Kvadrati hilan janilanuvchi 
<p(.v) funksiya qanday bo'lmasin

lim
/; >'

munosabat orin li bo’ladi.

= 0  (28)



Agar K  (x, y )  aynigan yadro bolsa, yetarli katta n uchun 
k u,](x. v) = 0 va A'(" V  = 0 bo’ladi. Demak. bu hotda (28) tenglikning 
bajarilishi ravshan. Agar K  (x, y) aynigan yadro bo’lmasa, Allt] son 
A.'1" ( .r .y )  yadroning moduli bo'yieha eng kichik xos soni bo'ladi. 
(15) tengsi/likka asosan,

I^ N p q iM i-

Bundan « —> g o  da --■>() bo'lgani uchun ||/rf"V|| > 0.
■̂u i

Gilbert—Shmidt tcoremasi. K ( x , r )  simmetrik yadro va h (x )  
asosiy b] oraliqda kvadrati hilan jamlanuvchi ixUyoriy funksiya 
bolsín. U holda

h
/(.v) = Kh - JáT( v,y )h (y )d y  (29)

•» / °  
funksiya A ( a, y7) yadro xos funksiya lari bo'yieha o'rtaeha yaqin-
lashuvchi Furye qatoriga yoyiladi.

(29) formula bilan ifodalangan funksiyalarni ko'pincha yadro
orqali ifodalanuvchi funksiyalar deyiladi. Aslini olganda bunday
funksiyalar K  operatorning qiymailaridan iboratdir.

Esialib o'tamiz, simmetrik yadroning xos funksiyalarini hammavaqt
ortonormal qilib olish mumkin. Shuning uchun ham teoremadagi qator
ortonormal xos funksiyalar bo’yieha Furye qatoridan iborat bo'ladi.

Teoremani isbotlash uchun K ( x , y )  yadro xos funksiyalarining
kelma-kctligi bo'yieha //(>’) funksiyaning Furye qatorini tuzami/:

n I
Bessel tengsizligiga asosan

m
n-1

qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi ma’lum.
Endi f  (.v) funksiyaning Furye qatorini tuzami/:

/ ( * ) - £ . / > „ ( * )  (30)
n~\

va lining koefTitsientlarini hisoblaymiz. f n - (  /', (pt¡) tenglikka eganiiz. 
Lekin. f ( x ) - K I ¡  bo'lgani uchun



, J„--{Klu<p„)=-{h. K<p„).
K(ptl - — <P„(-V) tenglikka asosan

/L" ” 1 h

Shunday qilib, (30) qator

Y jy < P Á x )  (31)
«-I

ko'riuishda yoziladi.
//(.y ) funksiya asosiyoraliqda kvadrati bilan janilanuvchi bo'lgani 

uchun bizga II bob 5- § dan ma'lumki, shu oraliqda / (.v) funksiya 
ham kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi. Bu holda uning Furye qatori 
o'rtacha yaqinlashadi. Bu qatorning yig'indisi / ( .v) ga teng bo’lishini 
ko'rsatamiz. Ushbu

v A x )= 1 L t v á -x)
A I k

bclgilashni kiritamiz. U holda

/‘(.y) -  co „(x )  = ¡ K ( .Y ,y )  h ( y ) d y  -  ¿  J -  { x ) .  (32)
* = l A k

hk koeffitsienlning

qiymatini c ’tiborga olsak. (32) tcnglik quyidagicha yo/iladi:

/ (x )  -  co„ (x )  = j K (.V, v ) h ( y ) í l y  -  /;( v ) { y ) dy.
k~\ Ak „

^ „ (x )  yig'indi chekli bo'lgani uchun yig'indi va integral tartibini 
almashtirish mumkin. Shu sababli va (22) ga asosan, avvalgi tenglik 
ushbu

f ( x ) - My x ) = ) K " ( x , y ) h ( y ) c / y ^ K ^ h
u

ko'rinishda yoziladi. (28) tenglikka ko'ra



/(■v) = X > » (- v )-
/1 1 A'll

Gilbert—Shmidt teoremasi isbot bo'ldi.
Shunday qilib, bu teoremaga asosan simmetrik yadro orqali 

ifodalangan ixtivoriy funksiya bu yadroning xos funksiyalari orqali Furye 
qatoriga yoviladi. shu hilan birga umumiy holda hosil bo'lgan qator 
o'rtaeha yaqinlashadi.

Tabiiy savol tug'iladi. qanday shartlar bajarilganda (31) qator 
faqat o'rtaeha yaqinlashuvchi bolinay, balki absolyut va tekis 
yaqinlashuvchi bo'ladi? Bu savolga javob berishdan avval quyidagi 
tengsizlikni isbotlaymi/.

Simmefnk A (,v, r )  yadro // bobdagi (65) shartni qanoatlantirsin, 
K  aa n = 1,2,... bu yadroning xos sonlari va bularga mos
ortonormal xos funksiyalari bolsín, i 1 holda ushbu

Y (f± í i U / Vl u  (33)
» i K

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
K (\ \  v )  yadro tayin x da v ning kvadrati hilan jamlanuvchi 

funksiyasi bo'ladi. Bu íunksiyaga {^ „ (.v ) }  ortonormal sistema bo'yicha 
uning Furye qatorini mos qilib qo'yamiz:

K ( ^ y ) ~ ' Z a A x )<p„(y).
>: 1

Bu qatorning koel'nisientlarini hisoblaymiz:

« „  ( v = y -  <p„ ( v ).
r “ í  "

Shunday qilib, Ar ( .v ,y J  yadroga uning xos funksiyalari bo'yieha 
Furye qatori mos qilib qo'yiladi:

» 1
(34) qator A (.v, v ) yadroning bichiziqii qatori deyiladi.

F.ndi Bessel tengsizligiga asosan

A•• • t
tengsizlikni hosil qilamiz.



Izoh. (33) qatorning hadlari niusbai, uni hadlab integrallash 
mumkin. (33) icngsizlikni a dan b gacha integrallaymiz va 
tunksiyalarning normalanganligini hanida ¡U ' = N ( h - a )  tenglikni 
c'tiborga olib.

Z
n-1 A:

M (35)

tengsizlikka cga bo'lamiz.
Biz keyinchalik (35) forniulada lianima vaql lenglik belgisi bo'li- 

shini ko’rsalamiz. Yana shu narsani la ’kidlab o‘iami/.ki, agar yadro 
simmelrik bo'lmasa, u holda

I - < M
- i  \ A .

tengsizlik o‘rinli boladi. Bu lengsizlik /. Shur tengsizligi deb alaladi. 
Endi quyidagi leoremani isbotlash qiyin enias.
Teorema. Agar simmetrik yadro /1 hobdagi (65) shartni qanoat- 

lantirsa, ( J I )  Gilbert—Shmidt qatori absolyui va tekis yaqinlashadi. 
(31) qaiorning qoldig'ini baholaymiz. Buuing uchun ushbu

I Z ^ a I’ - Z k t Z M
Koshi lengsizligidan lbydalanamiz. Bu tengsizlik

kvadrat uchhad haqiqiy oV.garuvchi A ning ixliyoriy qiymatida manfiy 
emasligidan kelib chiqadi.

M x )
fh = A,

deb belgilab olsak, quyidagi tengsizlikka ega bo'lamiz: 

% (- v )
A,

n- p
< Z N :

k /cl k II I I k---\ A;

(33) tengsizlikka asosan
HI/»Z

k /hi k /Ml

Bu tengsizlikning o‘ng tomonida yaqinlashuvchi sonli qatorning 
qoldig'i turipti. shuning uchun ham yetarli katta n uchun chap to-



mondagi yig'indi x ga bogliq bolmagan holda yetarlicha kichik bo‘- 
ladi. Bundan Gilbert— Shmidt qatorining absolyut va tekis yaqinlashishi 
kelib chiqadi.

4- §. Bichiziqli qator

1. Simmetrik yadro uchun bichiziqli qator. Bichiziqli

l u  2 (36)

qator avvalgi paragrafda kiritilgan bolib, bundagi {An\ va {^ w(.v )j 
ketma-ketliklar K ( x \ v )  simmetrik yadroning xos sonlari va xos 
funksiyalarining sistemusi edi.

Eslatib o‘tami/, bichiziqli qator A '(a\ i ’) yadroning 
ortonormal sistemalar bo‘yicha Furye qatori sifatida hosil qilingan edi.

Bichiziqli (36) qator asosiy kvadratda o‘rtacha yaqinlashadi va 
lining yig’indisi berilgan K ( x , y )  simmetrik yadroga teng bo'ladi. 

Bizga ma’iumki,

9 k (x ) (p k ( y ) ,  k  = 1,2,... (37)
funksiyalar sistemasi asosiy kvadratda ortonormal boladi. K (x ,  v ) 
yadroga (37) funksiyalar bo'yieha uning Furye qatorini nios qilib 
qo'va miz:

K ( x ' y ) ~ Y l K < p A x )< pA y ).
n i

Bu qatorning koeffitsientlarini hisoblaymi/.:
h h

A „ { K { x , y ) ’ <pAx )< p»{y ))   ̂ J ¡ K { x ’y)<Pn{x )fpAy)<lxdy  =
a n

b h 
= \<P„ (■*) ■dx { K  ( y  K  ( y ) d y

a a
(p„(x ) funksiya K ( x , y )  yadroning xos ftinksiyasi bolgani uchun 
avvalgi tenglikdagi ichki integral J - ^ ( x)ga teng bo’ladi. Bunga asosan

L



Bichiziqli qaior A (x , v )  yadroning (37) funksiyalar bo'yicha 
Furye qatoridan iborat ekanligi kclih chiqdi. Har qanday Furyc qatori 
mos sohada o'rtacha yaqiniashuvchi bo'lgani sababli. tckslurilayotgan 
holda asosiy kvadralda o'rtacha yaqiniashuvchi va uning yig'indisi shu 
kvadratda kvadrali bilan jamlanuvehi boladi.

Endi ushbu

L { x , y )  = K { x , y ) - Y j ^ ^
"-I Si

yadroni tuzamiz. Ravshanki, bu yadro asosiy kvadratda kvadrali bilan 
jamlanuvehi bo'ladi. ¿ ( x , y )  yadro xos sonlarga ega cmasligini 
ko’rsatamiz. Slui maqsadda bir jinsli

h
y / ( x ) - X  J l ( a \ y ) y / ( y ) d y  ~ 0 , (38)

yoki

y t ( x ) -  X K y/  + X  ^  ()
a " 1

integral tcnglamani tekshiramiz. (39) tcnglikdagi qaiorni hadlab 
intcgrallash mumkinligini isbotlash qiyin emas. Haqiqatan ham, deyarli 
barcha x e { a , b )  lar uchun

b
^ K 2 ( x , y ) d y
a

integral mavjud va bu x lar uchun (33) tengsizlikni isbollaganda (36) 
qator y  ning funksiyasi sifatida qaralgan A '(x ,v )  yadroning { V „ ( v ) }  
funksiyalar bo'vicha Furye qatoridan iboratligini ko'rsaidik. Bunday 
qator y  bo'yicha o'rtacha yaqinlashadi va bizga ma'lumki, bu qatorni 
avval kvadrati bilan jamlanuvehi ixlivoriy funksiyaga ko'paytirgandan 
so'ng hadlab intcgrallash mumkin. Biz tekshirayotgan holda bunday 
funksiya y / {y )  dan iborat.

(39) tenglamada hadlab intcgrallashni bajarib,

)// ( x )  -  XKtf/ + V „ (-*) = 0 (40)
n I An

tenglamani hosil qilamiz. Gilbert— Shmidt teoremasiga asosan



(40) tenglamadan durhol í//(.v) = 0 ekanligi kelib chiqadi. Shunday 
qilib. (38) tcngiama ixtiyoriy A uchun faqat trivial yechimga ega 
bo'ladi, bu degan so‘z L ( x ,  v )  yadro xos sonlarga ega cmas. Xos 
sonning mavjudligi haqidagi teorcmaga asosan L ( .\\y )  = 0 va, demak.

}  (41" i
Shu bilan yuqorida bayon qilingan fikr isbol bo'ldi. (41) tenglikni 

A '(.x\v) ga ko'paytirib asosiy kvadrat bo'yicha integrallasak, ushbu

¿ = J J a '  '  ( .v, y)dxdy  = M 1 (42)
" “ I / l >i  , t  „

formula hosil bo'ladi.
Endi quyidagi leoremani isbotlaymi/.
Teorema. — orionormal funksiyalar sistemasi va ■{ An j

shunday haqiqiy sonlar ketma-ketligi bo'lsinki,

I
»-i /t:

qator yaqinlashsin. V  holda (36) qator asosiy kvadralda o'rtacha 
vaqinlashadi va uning yig'indisi simmetrik yadroga teng ho‘lib. Ati 
sonlar va iP„(.Y) funksiya lar bu yadro uchun xos sonlar va xos 
funksiyalar sistemasini tashkil qiladi.

(36) qalorning yaqinlashuvehiligi Riss— Fisher teoremasidan 
darhol kelib chiqadi. Endi

2 - ------;------  ~ K { X - ' )  (43)
»-I An

deb hisoblaymi/. (43) qatorning kvadrati bilan jamlanuvchiligi va 
simmetrik ekanligi ravshan. (43) tenglikni Am<pm{ r )  ga ko'paytirib, y 
bo‘yicha a dan b gacha integrallaymi/. Biz yuqorida hadlab integrallash 
mumkinligini aniqlagan edik, bu amalni bajarib, natijada

<p,Ax) = K j K {x<y)pm{ y H ’
tenglikni hosil qilami/. Bundan Am va (43) yadroning xos
soni va unga mos xos funksiyasi ekanligi kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, bu yadro funksiyalarga ortogonal bo'lgan
yana bitta ^ (.v ) xos funksiyaga ega bo'lib, A unga mos xos son 
bo‘lsin, ya'ni



cp (x ) = ¿  j V ( A \ i > ( . v ) í / v .
<1

À’ (.v, v ) yadroni uning (43) ifodasi bilan almashtirib va hadlab 
¡ntcgrnllab, nali.jada

( * )  = <)

" ' /L" 1 , 1 -  tcnglikka cga bo'lamiz. Bundan darhol lunksiyalar (43)
yadroning xos funksiyalari sistemasini tashkil qilishi kclib chiqadi. Slui
bilan teorema isbol bo’ldi.

2. Iteratsiyalangan yadrolar uchun bichi/.iqli qatorlar. C i ilben—
Shmidt formulasini ushbu

f (x )= '\ K (x , t )h ( i ) J l- - '¿ i ^ > l,{x )  (44) 
J  .1-1 /Í- 
" " ko'rinishda yo/ib olami/. K ( t <y )  yadro tayin y  da I bo'yicha barcha 

y lar uchun kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi. Shuning uchun ham 
h{ / ) = K ( L  v)  deb liisoblaymi/. U holda //(/) funksiya Furve 
qatorining koclTitsicntlari

h
k,-= ¡K{t,y)<P„{t)cit

iI
formula bilan aniqlanadi. K ( .x ,y )  yadro simmetrik va bu
yadroning xos funksiyasi bo'lgani uchun avvalgi formuladan

hn= ’\K(l.y)<p„{l)cil=  ¡K (yj)< pn(l)t it= Y < p „(y )
ii a "

tcnglikni hosil qilamiz. (44) Gilbert—Shmidt formulasiga asosan

> . . " ' •" formulaga ega bo‘lami/.. G ilbert—Shmidt teoremasiga binoan (45)
qator dcyarli barcha y  lar uchun a bo'yicha o'rtacha yaqinlashadi.

Qator simmetrik bo'lgani uchun dcyarli barcha tayin .v larda y bo'yicha
ham o'rtacha yaqinlashadi. Bundan tasliqari, (42) formulaga asosan

Y  —¿-U 1 4
'1-1 An

qator yaqinlashuvchi bo'lgani uchun (45) qator asosiy kvadratda 
o’rtacha yaqinlashuvchi bo’ladi.



Agar (44) formulada h ( f ) ~  (/,>’) desak, xuddi shu yo'l hilan

A-3( x , , v ) = ^ ( . v , , K 2( / , v ) ^ - Z ^ (A)3f " ( -V)
« H=l \

biehiziqli qatorni hosil qilamiz. Induksiya usuli bilan
b

K „ , {^ y )=  \ K { x j ) K m 

lengtikda h ( t ) ~  K „ .\ (t ,y )  deb hisoblasak. umumiy

A  m { X - y  )  -  T7n (46)
/7=1 A,

formulani hosil qilamiz. (46) qator asosiy kvadratda o‘rtacha yaqin- 
lashadi, shu bilan birga bu qatorning o'zgaruvchilaridan bittasining 
deyarli barcha tayin qiymatlarida ikkinchi o‘zgaruvchi bo‘yicha o'rtacha 
yaqinlashuvchi bo'lishi Gilbert—Shmidt tcoremasidan kelib ehiqadi.

(46) formula v) yadroning <p„{y) funksiyalar bo'yicha
Furye qatoriga yoyilishini ko'rsatadi. Bu holda ushbu 

" 1 "
yopiqlik tenglamasi o'rinli bo'ladi. Bu yerda yozilgan qatorning hadlari 
musbal va uni hadiab integrallash mumkin. Xos funksiyalarning nor-
inalangan ckauligini e'tiborga olsak, quyidagi formulaga ega bolamiz:

b h
S t ^  = H K m( x ’y ) dxiJy-
W=l /, „

Bu formula simmetrik yadro xos sonlarini ayrim taqribiy hisoblash 
usullarining asosini tashkil qiladi.

I banddagi teoremadan (46) formula, iterasiyalangan yadrolarning 
biehi/iqli qatorlarga yoyilmasi ekanligi kelib chiqdi.

Agar K (x, v ) simmetrik yadro bo‘lib, I I  bobdagi (65) shartni 
qanoatlantirsa, (46) qator m > 3 bo Uganda asosiy kvadratda absolyut 
va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Haqiqaian ham, Xn sonlar absolyut qiymatlarining o‘sish tartibi 
bo'yicha joylashgan bolgani uchun

X¿ /Ml
k  W|- v , {y ) i

m < 1

K ,
- Ik /7 + 1 k,

<Pk{y)

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Koshi tengsizligi va (33) tengsizlikka asosan
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/M /1; IA- I 4i
< /v

K . ,
->00 uchun yuqoridagi fikrning to‘g‘ri

K ..
Bii tengsizlikdan ah+1 
ekanligi kelib chiqadi.

Bizga II bobdan ma'lumki, agar yadro, xususiy holda simmetrik 
yadro asosiy kvadratda uzluksiz bo'lsa, ^ „ (x )  xos funksiyalar ham 
asosiy oraliqda uzluksiz boladi. Demak, (46) qalor tekis yaqinlashuvchi 
bo'lgani uchun iteratsiyalangan yadrolar uchinchisidan boshlab asosiy 
kvadratda uzluksiz bo'laiii.

5- §. Simmetrik integral tenglamalarni yechish

Simmetrik integral lenglama Fredgolm umumiy tenglamasining 
xususiy holi bo'lgani uchun bu lenglamani yechish uchun II bobda 
bayon qilingan umumiy usullardan foydalanish mumkin. Biz bu yerda 
masalani boshqacharoq qo'yamiz: simmetrik integral lenglamaning xos 
sonlari va xos funksiyalari malum bo'lganda uning ycchimi topilsin. 

Simmetrik
h

<p(.v) -  à Ja  ( a , v) (p(y)dy = f ( x )  (47)

integral tenglama berilgan bolib. uning ozod hadi [#,/>] oraliqda 
kvadrati bilan jamlanuvchi boMsin. Odatdagidck, A],A-,,...,An,..., va

orqali K (x ,y )  yadroning xos sonlari va 
xos funksiyalari sistemasini belgilab olamiz. Tcnglamaning yechimini 
ham, tabiiy /̂  [«,/)] sinfda izlaymiz.

Avval A xos son bolmagan holni qaraymiz. U holda (47) tenglama

kvadrati bilan jamlanuvchi q>(x) yechimga cga boMadi,
integral yadro orqali ifodalanuvchi funksiyadan iborat. Bu funksiya 
uchun Gilbert—Shmidt teorcmasi o’rinlidir; agar ÿ?(-v) funksiyaga

h
p M - I / ' A W ’ <’„ = \*P(x)<Pa(x )d x



Furyc qalori nios bo'lsa, ( iilbeil—Shmidt tcoremasiga asosan

j V (  V . r M  .I)./'. _  (-v). (48)
»-I 4,

Bu intcgralning qiymatini (47) tenglamaga qo'yami/.:

H * )  /LX y W , ( v ) = ■/ ( * ) .  (49)
•I I A,

Agar c n koeffitsienllarni hisoblashimi/ mumkin bo'lsa, (49) 
tenglama, tabiiy izlanayolgan yechimni aniqlaydi. (49) tenglamani 
^ ,(-v ) 8a ko'paytirib, ^ „(.v) funksiyalarning ortonormalligidan 
foydalansak, ushbu

c
A i

- a = }/ (■ '> ,„(-v W y (50)

tcnglikka cga bo'lamiz. A. - xos son bo'lmagani uchun —- 1*0 

bo'ladi va

c „, = ---------

Buni (49) tenglainaga qo'yib, (47) tenglamaning ycchimini quyidagi 
ko’rinishda hosil qilami/:

<p(x) = f ( x ) +  A Y ,—~ < P „ ( x )
A

yoki aH o’rniga uning ifodasini qo‘ysak.

^<x ) - /(-v) + Y "  ^  \f { y ) dy ■ (5|>
I» i A, A.a n

Fndi (51) formulada yigindi va intcgrallash tartibini o‘/gartirish 
mumkinligini ko'rsatamiz. Quyidagi

v  w A ^ V i A y )
2~u i  ̂ (^2)
«-I \  A.

qatorni tekshiramiz. n - 1,2,... funksiyalar asosiy
kvadratda ortonormallangan. Ushbu



S n H x r' * -1  l f l  I

qator esa yaqinlashuvehi boladi. Haqiqatan liani An —> x  bo'lgani 

uehun yctarli katta n da |/lj(|>2|^| bo’ladi. Bundan,

l i  I 1 2
\A„ - va ~ J'\< \/ ¡- ^IK'' (53) qatorning yaqinlashuvehi

‘ 1
bo'lishi 3- § da isbollangan > — r qatorning yaqinlastmvchi okanidan

- i *  ‘
kclib chiqadi.

Riss—Fisher tcoremasidan A ning ixliyoriy xos son bo'lmagan 
qiymati nchiui (52) qatorning yaqinlashuvehiligi kclib chiqadi. 4- § 
dagi muloha/alarni qaytarib, (52) qatorni avval y  ning ixtiyoriy kvadrati 
bilan jamlanuvchi funksiyasiga ko'paytirib, uni hadlab intcgrallash 
niumkinligini topami/.. Bu csa (51) Ibrmuladagi yig'indi bilan integral 
o'rnini almashtirish niumkinligini bildiradi, ya'ni

II I
Bu Ibrnuilani II bobdagi (15) formula bilan laqqoslab, (52) qalorning 
yig’indisi K ( .v, v ) simmetrik yadroning rc/.olvcntasi ekanligiga ishonch 
hosil qilamiz, ya'ni

A’i v. ; : /. ) V ‘-’ ,A >0 ‘
i l  1 À

Bu fornuiladan simmetrik yadroning rc/olvcntasi faqat oddiy qutblarga 
ega ckanligi kelib chiqadi.

Endi À xos son bo'lgan holni tekshirami/.. A — Ap — A/tl, =... = Atf 
bo'lsin. Shunga qaramasdan (47) tcnglama cchiladigan deb hisoblasak, 
hi/ yana (50) munosabatga kelami/. Agar m son 4 I.....q

sonlarning birortasi bilan ustmu-ust lushmasa, 1 — *0  bo'ladi va
K

avvalgidck <• = ■ . Agar m son p, p 4 /....q sonlarning birorlasiga
A,„

teng boisa. (50) munosabatga asosan a - 0 bo'ladi, yoki



b
^f{x)(pm{x)dx = O, m = p, p + 1, (54)
ti

Shunday qil¡h, agar A xos son bolsa, integral tenglania yechimga 
ega bolishi uehun uning o/od liad i berilgan xos songa mos yadroning 
xos funksiyalariga ortogonal bolishi zarur.

Agar (54) sharllar bajarilsa, m -  /;, p  + 1,..., q qiymatlarda (50) 
tenglama ayniyatga aylanadi. Bu holda, (47) lenglama cheksiz ko‘p 
ycchimlarga ega boladi va ular ushbu

<p(x) = f ( x ) + ( v) +É f  a  ( v) (55)
// i \  A  n̂ p

formula hilan aniqlanadi. Bu fornuilaning birinehi yig'indisidagi shtrix 
n ~ P ' P  + U--.,q nomcrli hadlarni lushirib qoldirish kerakligini 
bildiradi. bu qiymatlarda an surat va An - A  maxraj nolga aylanadi; 
ikkinchi yig‘indidagi cu koefTilsientlar ixtiyoriy oV.garmaslardir, 

Shunday qil ib, biz quyidagi natijaga keldik: agar A ning qiymati 
xos son bo'lib. bu xos songa mos

<P„(x ) ' <Pp-i (x ) '  —  <P A x )
xos funksiyalar bo‘/sa, (47) tenglamaning yechimga ega bolishi uchun 
uning ozod hadi yadroning mos xos funksiyalariga ortogonal bo'lishi 
zarur va yetarlidir.

Bu natija !1 bobda isbotlangan Fredgolmning uchinehi teoremasiga 
to'la mos keladi, chunki bu holda bir jinsli qo'shnia integral teng- 
lamalar ustma-ust tushadi.

Misol. Ushbu
i

<p(x) -  A J á '  ( j r ,  y y p ( y ) l f y  ~  COS 7ZX
o

tenglama yechilsin. bu yerda

V ' | (1  + v ) a-, v  <  .V <  1 .

Bu tenglamaning xos sonlari

= An ' = - i r n \  n = 1,2,...
sonlardan, bularga mos xos funksiyalari

«/)0(.y) ~ c \  (pn (.y) = sin^-.v + nir cos ttx, n = 1,2,... 
funksivalardan iborat.



Agar Я Ф I va Л ф  —п~к bo'lsa, bcrilgan tenglamaning yechimi

<p(x) = cos^a - Я
a t£

у 4----— —(sin tt/ГА' + ///Г COS И7ТХ)
Л - 1 T Í Я + П~7Г~

formula bilan aniqlanadi. an va a koeffitsientlarni (50) formulaga 
asosan hisoblaymi/:

i
aü - j V  cos к XciX

I

aH - |cos7T.v(sin nnx + птгса$п7гх)йх =
0, п Ф \ ,  

n - 1 .

Dcmak. vechim

к

VI

ç?(.v) = cos^.r +
+ e с к

I + /г2 Я -  1 2^Я + л'2)
T r ( s i n  ЛГА' + TTCOSTTa )

ko'rinishga ega bo'ladi.
Я = I va Я = —к ' (/? — !) bo‘lganda tenglamaning o/od hadi. 

ya’ni cos и  X funksiya mos ^()(.v) = e \  (ps ( .v) = sin тгх + ;rcos тгх 
xos funksiyalarga ortogonal bo'lmagani uchun tcnglama yechimga ega 
bolmaydi.

Agar A = - n 27T~ bo'lsa, bunda /7-2,3,..., bcrilgan integral 
tenglama cheksi/ ko'p yechimlarga ega bo'ladi va yechimlar (55) ga 
asosan quyidagi formula bilan ifodalanadi:

^ ( . v )  = COS7TV + Я I + e e x 7Г

1 + ti~ А - I 2(я + /г2)
TT- ( s i l l  7ГХ ■+■ 71 COS 71X  ) +

+ C (s in  И7ТХ + И7Г COS И7ГХ  ) , 

bu yerda С  — ixtiyoriy o'zgarnias.

6- §. Simmetrik yadrolar klassifikatsiyasi (tasnifi). 
Merser teoremasi

/f(.Y ,r) — simmetrik yadro va h (x ) , c / (x ) - [ a ,b ]  oraliqda 
kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar bo'lsin. Bichiziqli



K = « J
/.A -I

( î/(<— haqiqiy sonlar) formulaga o'xshash
/1 h

J ( lhil ) "  J  J A' ( v’-r)/?( r ) /̂( > ' ) (56)
. / i l

bichiziqli tunksionalni tckshirami/. Ciilberl—Shinidt tcorcmasini qollab.
/>

(x,y)h(.x)cix = ( y )  (57)
A- -I K

tenglikni hosil qilami/, bu vcrda/>

h ( \ )  funksiyaning K ( .\ \ y )  yadro xos lunksiyalari sistcmasi
bo'yicha Furyc kocffitsicntlari.

(57) tcnglikning har ikki tomonini ( f i y )  ga ko'paylirib, y bo'yi- 
cha a dan b gâcha inlcgrallaymiz va ¿/(.v) funksiya Furyc qalorining 
koeffitsicntlarini qk orqali belgilab olsak, ushbu

j j A' {x,_v)h(x)ci(y)th-cfy = (58)
< l < l  A -  I

tenglikni hosil qilami/.. f i (x)  = q ( x )  bo'lganda kvadratik formaga 
o'xshash

 ̂  ̂ ' h ~
./(/;./?) = ï  ¡K  (x,y)h(x)h(y)c/xciy (59)

11 1  A -1 A/.
formulaga ega bô'Îamiz. Bu formulaga asosan simmetrik yadrolar 
tusniflanadi.

Simmetrik yadro barcha xos sonlarining mushat ho'lishi uclum 
barcha h (x )  kvadrali bilan jamlanuvchi funksiyalar uclum J ( h j i )  > 0 
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Haqiqatan hani, agar barcha Ak >0 boisa, (59) lenglikdan 
J  (/7,/7) > 0 bolishi kclib chiqadi. Endi xos sonlardan bittasi, masalan 
A, <0 bolsin. /7( v ) = (px (.v) dcbolamiz. Xos funksiyalar orlonormal 
bo'lgani uchun /7,-1. boshqalari csa, hk = 0 (£ > l)  bo'ladi. Bu

holda (59) ifoda ga teng bolib, ./(/?,//)<() bo'ladi.
Agar ./(/;,/?)>() ( h e A, ) bo ' lsa , K (x , v )  yadro musbal , 

./(/?,//)>() bo'lsa, yadro aniq mushat deyiladi.



Xuddi shunga o'xshash yadroning manfiy va aniq manfiyligi 
la'rillanadi.

Merser teoremasi. Agar sinnnetrik yaciro asosiy kvadratda uzluksiz. 
bo'lib, uning xos son lari musbat bo'isa, bu yadroning bichiziqli qatori 
absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Avvalo (36) bichi/.iqli qatorning absolyut va tekis yaqinlashuvchi 
bo’Iishini ko'rsatamiz. Shu maqsadda K ( x ,  x )> () lengsi/Iikni, ya'ni 
Icorcmadagi shartlarni qanoatlantiruvchi yadro x = v diagonalda 
manfiy emasligini isbotlaynii/.. Teskarisini faraz qilami/. ya'ni 
diagonalning biror ( a h, a (I) nuqtasida A (.v, r )  yadro manfiy bo'Isin. 
IJ holda yadro u/luksiz bo'lgani uehun bu nuqtaning biror 

: .v(1 - c  < x <  xn 4-¿\ .v(l - v  < y  < x() + v  atrofida ham manfiy 
boladi. Uzluksi/. /7(a*) lunksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

st.
Bu tengsizlik A '(a , t ) ning musbat yadro ckanligiga qarama- 

qarshidir. Ushbu

ayirmani tekshiramiz. A (a , v) yadro siinmetrik va uzluksiz bo’lgani 
uchun bu ayirma ham simmetrik va ixtiyoriy m uchun uzluksiz bo'ladi.

(60) ifodani yadro deb qarasak. u uzluksiz, simmetrik va barcha xos 
sonlari musbat bo'ladi. Shuning uchun ham, isbot qilganimiz.ga asosan

bo'ladi. Bu tengsizlik har qanday m da o'rinli bo’lgani uchun, hamnia 
hadlari musbat bo'lgan

qalor ixtiyoriy a , a < x < b  uchun yaqinlashuvchi bo'ladi. Ixtiyoriy 
musbat n, p sonlar jufli uchun Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan

I holda
J  (/;, /;) = JJ K  (.v, y)i/xi/v < 0

(60)

K~ (.v, .v) > 0 yoki < K ( x ,  .v)
i_ I A,A -I

(61)



п>р

X
А ' Л -t I

<Pk(x )<Pk(y)
Я, 2 .  - 7 —  L  т -  (62)

А -и И А'к к=п 1 1 •'Ч

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bunga asosan tayin у  uchun

<h i x ) v A y )
I à ,A-l '4

qator X ga nisbatan absolyut va tekis yaqinlashadi, tayin x da esa, y 
ga nisbatan absolyut va tekis yaqinlashuvchi boMadi. Bu qatorning 
yig‘indisini S(jc,.y) orqali belgilab olamiz. £ (x ,y )  tayin x uchun y 
ga nisbatan uzluksiz va aksincha bo'ladi.

Endi S ( x  v) = Al(x, y )  bolishini ko'rsatamiz. Yuqorida yozilgan 
qator yaqinlashuvchi bolgani uchun ixtiyoriy musbat С uchun shunday 
musbat A7(l son topiladiki, n > nK) bo'lganda

h b 

Я
а чbo‘ladi. (63) ga asosan

h b

<pt (x)<pAy)
A -n-» I A

dxdx < 8 (63)

JJ[s(jc,.y) - Ф„ (*, v)] dxdy <
а а

tengsizlik 0‘rinli bo'ladi, bu yerda

A = 1
Ikkinchi tomondan (41) formulaga asosan, yetarli katta /7* dan katia 
bo'lgan barcha n lar uchun

h b
J  J [ К  (x ,y )  -  Ф „  (x,y)]'dxdy < С

tengsizlik bajariladi. 
Agar

bo* Isa, u holda
b h

n > max

b b

| ] [ 5 (х , . у ) - ф #, (х , у ) -



( K  ( - (1\,(*.y))]~  dxdy < 2 J j[s (.v , c ) - <I>„ ( x , y ) ] d x d v  +

h b
+ 21J[K [ j,y ) - ̂ >„{x,y)^dxdy < 4t:

Shunday qilib, deyarli barcha {u < x , r< /)[ kvadratda

Shu bilan birga, bu qatorning absolyut va .v, y  o'zgaruvchilarning 
har biriga nisbatan tckis yaqinlashuvchi bolishi isbotlandi.

Endi (64) qatorning har ikki o'zgaruvchilarga nisbatan bir vaqtda 
tckis yaqinlashuvchi bo'lishini ko’rsatish qoldi. Buning uchun (62) 
tcngsizlikka asosan (61) qatorning tckis yaqinlashishini ko'rsatish 
yctarlidir. Hozirgina isbotlanganiga muvofiq

va K  (x, .v) funksiya uzluksiz.
Matematik analizdan nia’luin bo'lgan Dini teorcmasiga asosan, 

agar qatorning hadlari musbat funksiyalardan iborat bo'lib, qatorning 
yig'indisi uzluksiz funksiya bo'lsa, u holda bu qator tekis yaqinlashuvchi 
boladi. Shu bilan Mcrscr teoremasi tola isbotlandi.

l/.oh. Agar simnictrik yadroning chckli sonda manfiy xos sonlari 
bo‘Isa, (64) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishini oVgartirmaydi, chunki

manfiv xos sonlarga mos ( v.j hadlarni chiqarib tashlangandan

so'ng, yadro musbat bo'lib qoladi.
Shunday qilib, simmetrik yadro chekli sonda manfiy xos 

sonlarga ega bo'lsa ham, Merser teoremasi o‘rinli boladi.

Agar h ( y )  funksiya [<:/,/?] oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi 
bolsa. Gilbert—Shmidt teorcmasiga asosan

7- §. Xos sonlar va xos funksiyalarning 
ekstremal xossalari



К  h — \ к  (.V, у  ) /? ( Г У(у -  ¿   ̂ V a ( -v ).
;  a -i Л

Bu tenglikning har ikki tomonini //(.v) ga skalyar ko'payliramiz. Bu 
ycrdagi qator o'rtacha yaqinlashuvclii bo'lgani uclum. skalyar 
ko’paytmani hadlab bajarish mumkin:

( K b h y - t l ^ n . h
k -1

O'zgarmas ) ko'paytuvchini skalyar ko'paylma bclgisidan

tashqariga chiqarib,’

(K h ,h )  = ± я, m
A - I  ''■k

tenglikni hosil qilamiz. Odatdagidck, Ak sonlar absolyut qiymatlarining 
o'sishi bo'yicha jovlashgan bo'lsin, shu sababli, eng kiehik absolyut 
qiymatga À, son ega bo'ladi. Bu holda (65) lornuiladan

( K h J i ) <

tengsizlik kelib chiqadi. (fu(pk

n i l
A-

sonlar //(.v) funksiyaning {#>*(-*)} 
sistema bo'yicha Fu rye koeffitsientlari bolgani ueliun II bobda 
kellirilgan Bessel tengsizligiga asosan

\ ( K h , h ) <

Normalangan ( v ) funksiyalar uchun bu tengsizlik

\ ( K h . h ) < 11 - (66)

ko'rinishga ega bo'ladi. /;(л) = ^ ( л )  bolganda (66) tcngsizlikda 
tenglikka erishiladi. Haqiqatan ham, funksiya А (л \ г )
yadroning Я, xos soniga mos kclgan normalangan xos iunksiyasi bolgani 
uchun

<p,(.v) = A,A>,
bo'ladi. Oxirgi ifodani (p] ( \ ) ga skalyar ko'paytirib, quyidagi tenglikka ega 
boMamiz:



(K<p,
Á\ Á,

Shunday qilib, quyidagi xulosaga keldik. Normalangan funksiyalar 
to'plamida |(K/k h)\ miqdor ga íeng bo'lgan maksimumga ega

1 r-'l
bo'iaili. Bu maksimumga h ( x )  = <p¡ (.v) bo'lganda erishiladi.

Rndi birinchi m-1 xos funksivalarga ortogonal bo’lgan normalangan 
h (.v) funksiyalar lo'plamini lekshirami/:

I H h 1’ ( h ’ <p i ) = ( h ’ <p i ) = - = ( h ’ <p„, i )  = °-
Bu holda ,

»  = 1 ^ ( 4
k  I I I  A k

Yuqorida bayon qilingan nuiloha/alarni takrorlab, ushbu xulosaga 
kclami/. Normalangan va A’ (.\\r) yadroning birinchi m -  1 laxos  
funksiyalariga ortogonal bo'lgan funksiyalar lo'pía mida |( KhJÍ)\ miqdor.

j-j-j ga teng bo'lgan maksimumga ega bo'ladi. Bu maksimumga

h (-v) - (pm ( .v) bo '/ganda erishiladi.
Kcltirilgan xulosalar sininiclrik yadroning xos sonlari va xos 

timksiyalarini hisoblashda variatsion hisoblash usullarini qollashda katta 
ahamiyatga ega.

8- §. Simmetrik integral tenglamalarga keladigan 
integral tenglamalar

Simmetrik yadroli í:redgolm integral tcnglamalaríning ajoyib xossalari 
berilgan integral tenglamani iloji boricha simmetrik yadroli integral 
tenglamaga keltirish maqsadga muvofiqligini ko'rsatadi. Avrim hollarda 
bunday keltirishni sodda usullar bilan amalga oshirish imkoni bo’ladi.

I. Fredgolmning ikkinchi tur integral lenglamalari. llshbu 
h

< p (x )- A jK (x ,y )p (y )p (  y )dy  = f ( x )  (67)

integral tenglamani tekshiramiz, bu yerda K ( x , y )  -haqiqiy simmetrik 
yadro va /;(.v)>0 bo’lgan [a,  /?] oraliqda aniqlangan funksiya. (67)

lenglamaning liar ikki tomonini J p W ) ga ko'paylirib, yangi



y/(.v) - ^ p ( x )  (p (x ) nonia’lum funksiya kiritsak, (67) integral 
tenglama b

v) 4/(y)dy = y¡p(x) f ( x )
a

ko'rinishga keladi, bundagi

L (x ,y )  = K ( x , y ) J p ( x ) p ( y )
yadro simmcirik yadrodir.

/ .(x ,v ) yadroning xos sonlari Xk va xos funksiyalari (//*(*) 
bolsin. ^ A(-v) funksiyalarni ortonormal deb hisoblaymiz, ya’ni

) W \ x ) W ,{x )dx ^  l ~ J'.

i//k ( x )  = {pk( x )^ ] p ( x )  tenglikni e'tiborga olsak, A (x ,y )/ ? (v )
yadroning xos funksiyalari p ( x ) vazn bilan ortonormal bo'ladi:

h 1 / — / 
\p(x)q>l {x)<p! {x)dx=  0 . .
a L ’ J '

Mexanikaning bir qator masalalari, masalan, aylanuvchi valning 
kritik tezligi, to'sin (balka)ning ko'ndalang tcbranishi va boshqalar 
(67) ko‘rinishdagi integral tenglamaga keladi.

Umumiyroq holda, ya'ni yadrosi simmetrik bolmagan
b

<p(x) -  A Jä T ( x , v )  < p (y )¿/v  =  / ( x )  (68)

integral tenglama berilgan boMsin. Uni A (x ,:i) ga ko'paytirib, x
bo‘yicha a dan b gacha integrallaymiz, natijada ushbu

h b b
I К (x ,z )p (x ) í¿ c  -  a J К  (x ,z )  í/x JК (x ,y )  < p(y)dy =

b a
-  JA ' ( x , z ) / ( x )¿/x

a
tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglamaning birinchi qo‘shiluvchisida va 
okng tomonida x ni y  ga, z ni x ga, ikkinchi qolshiluvchida esa, x ni z 
ga, z ni .vga almashtirib, uni

/) />
JI^AT(>’,x ) - Á K L ( x , v ) l f p ( y ) d y  = jA (y ,x )/ ( . y ) ¿ v  (69)
a a

kokrinishda yozish munikin, bu yerda



h
K¡ (x ,y )  = I К  (z ,x )K (z, у ) dz.

ц
K L (x\y )  ni К (-V, v) yadroning chap iteratsiyalangan yadrosi 

deyiladi. Ravshanki bu yadro simmetrik. (69) lenglamani -Л ga 
ko‘paytiramiz, so‘ngra (68) tenglama bilan qo'shib, yangi Fredgolm 
integral tenglamasiga ega bolamiz: 

b
<р(х)-Л J [ /:(*,>>) + K { y , x ) - A K l (x, y )]^ (y)dy =

¡i
b

-  f { x ) - X ^ K { y >x)f{y)dy .
a

Bu tenglamaning yadrosi simmetrik bolib, yana A parametrga ham
bogliqdir. Xuddi shunga okxshash (68) tenglamaga qo'shma bolgan

h
y/(x) - я J a :  (y,x ) y { y )d y  = g (x )

а
tenglamaga asoslanib, simmetrik yadroli boshqa

b
y/(x) - À J[aT (д:,y )  + K (y ,x )  - X K R (x ,y ) f y ( y )d y  =

a
b

= g {x )-  x \ K {x , y )g ( y )d y
a

integral tenglamani hosil qilamiz, bundagi
b

К я{х^У) = \K(x,z)K(y,z)dz
a

yadro K (x > y )  yadroning o'ng iteratsiyalangan yadrosi deyiladi.
K L va K R simmetrik yadrolarni kiritish, simmetrik yadroli 

integral tenglamalar nazariyasining kokp natijalarini umumiy 
ko'rinishdagi tenglamalarga o‘tkazish imkonini beradi. Shuni yodda
tutish kerakki. har ikki K , va K R yadro musbat boladi, chunki

b b
, (x,y)(p(x)<p(y)dxdy =

a  чb b b
= \\\K(z,x)K(z,y)(p(x)<p{y)dxdydz =



\dz x)K(z,y)<p(x)(p(y)dxdy =
<1 a a

/) b

I  !« (*■  x}(p{x)dx dz > O,

xuddi shunga o‘xshash ¡foda K R (.v,y )  yadro uchun ham kclib chiqadi. 
K , va K R yadrolarning bir xil karrali bir xil sondagi niusbat xos 
sonlarga ega bolishini ko'rsaíish qiyin emas.

Blindan tashqari, agar K f {.\\y) yadroning A 2 xos soniga mos 
xos funksiyasini / (  v) orqali bclgilab olsak,

/>

/¿(x) = A ̂ K (x ,y ) r { y )d y (70)

fiinksiva r )  yadroning oMia A 2 xos soniga mos xos funksivasi
boladi. Aksincha, agar //(v ) funksiya K H(.\\y) yadroning A 2 xos 
songa mos xos funksiyasi bolsa.

n
Y (x )= k $ K (\ \ x )n (v )  dy (71)

funksiya K ¡  (x, v ) yadroning A' xos songa mos xos funksiyasi boladi. 
Haqiqatan ham, xos son va xos funksiyalarning la'rifiga asosan:

y(x) = X' j K,_(x,y)y(y)dy = A; dz\K{z,y) r(y)dy.
,i (l <1 

Agar (70) tcnglikni c’tiborga olsak, avvalgi tenglikdan
h

r ( x )  = Á ¡K {z ,x )ju (z )dz
,1

tcnglik kclib chiqadi. Bu ifodani (70) lenglikka qo'yamiz, u holda:

//(x) = i 2 Ja :(.v ,y)dy  j^ ( z ,  v)fi(z)dz =
¡i <¡ 

h h
= Á2 |// (z )Jz |A r(.v ,y )K (z ,y )d y -

, i ¡i 
b

= ' K R(x,z)(l(z ) dz.



Dcmak, //(.v) funksiya K k(.\\z) yadroning A1 xos songa mos 
xos (unksiyasi ckan. Tcskarisi ham xuddi shunday isbotlanadi.

Endi, AT/ va K R(\\y )  yadrolarning spcklri

sonlardan tashkil lopgan bo'lsin, shu hilan birga

o < ái < A  < A -
yadroning bu xos sonlarga mos ortonornial xos funksivalari

K i ( .v, v ) yadroning (71) formula yordamida hisoblangan xos funk- 
siyalari

bolsín. Bu oxirgi funksiyalar ham ortonornial sistcmani tashkil qiladi. 
Haqiqatan ham,
/. h h h
J/ , ( V) /, ( X ) í/-v -  /1,/1J  J  |A ' ( V , A )A ( r ,  X ) //, ( v ) //( ( r ) dxdydz =

</ (/ i!
h h

= ÁA ,\ \ Kr )/',(.>')/',(-)tlyd:.
/ \ I r /  ̂  ̂ \ 1 ,//; ( r )  funksiya v , : )  yadroning xos songa mos xos funksiyasi

bo'lgani uchunc h

/“ ,(>’) = /l,2 \KÁy-z)i-iX z)dz
tenglik o'rinli bo'ladi. Bunga asesan, oldingi ifoda quyidagicha yoziladi:

)r, (-v)r, (-v)í/v = 4- j//, (.)>, (y)dy = j ()’ ' *
Kf va KR yadrolar niusbat boigani uchun, ularni asosiy kvadratda 
u/luksiz deb hisoblasak. Mcrscr tcorcmasiga asosan absolut va tekis 
yaqinlashuvchi

t \ At , , /
bichi/iqli qatorlar hilan ifodalanadi.

2. Fredgolmning hirinchi tur integral tenglamalari. Frcdgolmning 
ikkinchi tur integral tenglamalari na/ariyasidan farqli ravishda, bi- 
rinchi tur



h
^ K (x ,y ) ip (y )d y = f (x )  (72)
a

integral tenglamalarini o'rganishda muhim qiyinchiliklar kelib chiqadi. 
Agar K  (x, y )  yadro simmetrik bolsa, uning Ak xos sonlari va (pk(x )  
xos funksiyalarini aniqlay olsak, ya’ni agar (72) tenglamaga mos 
ikkinchi tur

b
(p(x) - A j K  (x ,y ) <p{y)dy = f ( x )  

it
tenglamani to‘la o'zlashtirgan bo'lsak, bu holda Gilbert—Shmidt 
teoremasi (72) tenglamani L2 fazoda sodda va mukanimal tekshirish 
imkonini beradi. Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan (72) tenglamaning 
yechimga ega boMishi uchun f  (x) funksiya K (x, y)  yadroning 
{% (■ *)} xos funksiyalari bo'yicha

00 b

f ( x )  = Z a* % ( X ) '  a k = \ f { x )<Pk{x ) dx (73)
A-l a

Furye qatoriga yoyilishi zarur. Bu shart bajarilganda (72) tenglamaning 
#>(■*) yechimini

CO b

<p(x ) = Z C> *  ( X ) ’ C K = ( x ) j x  (74)
A-l

kokrinishda izlaymiz. (74) ifodani (72) ga qo'yib, <pk(x~) funksiyalar 
K  (X, y ) yadroning xos funksiyalari ekanligini. ya’ni

h
<Pk{x) = Xk\K{x,y)(pk{y )dy

u
tenglikni e’tiborga olsak,

C\ = a kXk (75)
tenglik kelib chiqadi. Demak, (74) yoyilmaning koefFitsientlari (75) 
formula bilan aniqlanadi. Riss—Fisher teoremasiga asosan (74) 
qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi ushbu

(76)
k = \

sonli qatorning yaqinlashishiga bogiiq.



Agar simmetrik K (x, y ) yadro xos funksiyalarining 
sistcmasi yopiq bolsa, K (x, y ) yopiq yadro deyiladi. / (x) funksiya 
L , (a ,  bj sinfga tegishli bo'lsin. Endi quyidagi teorcmani isbotlaymiz.

Teorema. (76) qator yaqinlashuvchi bo‘lgani holda va faqat shu 
holdagina yopiq yadroli birinchi turdagi (72) tengiama yechimga ega 
bo‘ladi va bu yechim i-, ¡a, b j sinfda yagona bo'ladi.

Isbot. (72) tenglamaning kvadrati bilan jamlanuvchi (p{x)  yechim 
mavjud boisin. U holda

a,
n n n

j f ( x)iPk(x) dx = n \K i x’y)<p{y)dy

o n  J

= J  j j K {x ŷ)<Pk ix)dx <p(.r)dy = y ¡ v* (>’)<p(.'')a'>’-
yoki

O

¡<p(y ) lP k ( y ) dy  = a k\- (77)

Bu tenglikdan akAk sonlar #>(.*) funksiyaning Furye koeflitsientlari 
ckanligi kclib chiqadi. Ma'lumki, bu koeffitsienilar kvadrallaridan 
tashkil topgan (76) qatorning yaqinlashuvchi boMishi zarur. Aksincha, 
(76) qalor yaqinlashuvchi bolsin. Bu holda Kiss—Fisher teoremasiga 
asosan. yagona <7>(/)e L [ a , b ]  funksiya mavjud bo'lib, bu funksiya uchun 
akÄk sonlar J^ (.v )} funksiyalar sistemasi bo‘yicha Furye 
koeffitsientlaridan iborat boMadi, ya’ni (77) tenglik barcha k (k = /,2,3,...) 
lar uchun bajariladi. Bu <p{x) funksiya berilgan (72) tenglamani 
qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, <p(x) funksiyaning tuzilishiga asosan
f  (x ) va }^ (.v ,j) (p(v)dy funksiyalar K (x, y )  yadro xos funksiya
larining tola {(0* (*,>’)} sistemasiga nisbatan bir xil Furye koeffitsi- 
entlariga ega. Demak, bu funksiyalar /., fazoda aynan bir-biriga teng. 
Shu bilan teorema isbot bo‘ldi. Agar K  (x, y)  yopiq yadro bolmasa, 
(72) tenglamaning yechimi yagona bolmaydi. 0 f (x) ......  0 k (x)
funksiyalar deyarli lianima joyda noldan farqli va barcha 
funksiyalarga ortogonal bolib, ^(.v) funksiya (72) tenglamaning 
yechimi bolsin. U holda



р ( * ) + £ < '- ф Л л‘)
/-I

funksiya ham (72) tenglamning ycchimi bo'tadi va aksincha, bu verda 
С — ixiiyoriy o'zgarmaslar.

Misol uchun (72) icnglamaning vadrosi ushbu

A ' ( . t , y )  =
(1 ~ x ) \ \  0 < y  < .Y < I, 

x (  1 -  у ) ,  0 < -Y < у  < 1

funksiyadan iborat bolsin, ya’ni tcnglama 
i
J a' ( .y, v )^ ( .v ) í/v = ./(-v)
I)

ko’rinishga ega boMsin. Bu icnglamaning yadrosi simmelrik va
Лк = (кл)~  sonlar (pk (.v)->/2sinA;;r.v, к = 1,2.... t'unksiyalar uniiig
xos sonlari va xos funksiyalaridan iboral bo'lishini lekshirib ko'rish 
qiyin emas. Bn lenglama

-  i
Z a A 2 =л_4Е ( а2" * )  - = >/2 J./ ’( -V) s in k n x d x
к-1 A-l 0

qator yaqinlashuvchi bo'lgan holda va faqai shu holdagina /., sinfda 
yagona yechimga cga boladi. Bu slum haqiqatan juda liam og*ir 
shartdir.

9- §. Oddiy differensial tenglama uchun chegaraviy 
masalani integral tenglamaga keltirish

n- tartibli kocfTitsientlari va ozod hadi u/luksiz bo'lgan ushbu

1У s  “ A  ■' )-7V  + ( v) - T tT  + ■■• + «„ I ( -v ) -Г + a„ ( -V) .Г = /• ( -V ) (78 ) их ax ax
chiziqli difterensial tcnglamaning

>’( " )  = ¿o- V (i/ ) = C i„.., v (" !)( a )  = c-„ ,
boshlangich shartlarni qanoatlamiruvchi ycchimini lopish masalasi
1 bobda Volterraning ikkinchi lur integral tenglamasini vcchishga 
kellirilgan edi. Bu tcnglama asosiy (a, h) oraliqning har ikki x — a va



.v = b chetida qo'shinicha shartlar bcrilganda, unmmaii aytganda, 
Fredgolm inlcgral tcnglamasiga keladi. Bunday qo'shinicha shartlarning 
juda ham umumiy sinllni 2  n ta

’’ ( « ) ;  y { k ) , y  "(/>)
miqdorning n ta chiziqli kombinatsivasi avvaldan herilgan qiymatlarini 
qabul qiladi deb hosil qilish mumkin, ya'ni

/ = 0, 1,. . „ « - I ,  (79)
;  I I : I I

bu vcrda a , b , c - bcrilgan o'zgarmaslar. Ravshanki, barcha a va
n  If '  c  °  ’ 1/

b biror / uchun nolga leng bo'lmasligi kcrak. Umumiylikka /iyon 
yetka/may, cn— cl = cn 0 deb hisoblab, bir jinsli

Z « „ V /l( « ) = Z ^ y ,l (*)-  '= 0-'.... <80>
/11 /11

chegaraviy shartlarni qarash mumkin. Haqiqatan ham. agar y (x) funksiya 
(78) tengiamaning (79) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yeehimi 
bo'lib, f ,  (x) funksiya n marta diflerensiallanuvchi va (79) shartlarni 
qanoatlantiruvchi ixliyoriy funksiya bo’lsa, y  (x) = f 0(x) + z (x) desak, 
C (x) funksiya (80) chegaraviy shartlarni va o'ng tomoni boshqa 
funksiyadan iborat bo’lgan (78) tcnglamani qanoatlamiradi. (78), (80) 
masala Fredgolm ikkinchi tur integral tcnglamasiga ekvivalent bo'ladi. 
Bu fikrning to'g'riligini ko’rsatish maqsadida qo’shma operator
tushunchasini kiritami/. ak (x), k= 0, 1 ......  n koeffitsientlar tckshi-
rilayotgan oraliqda n -  k tartibgacha hosilalarga ega bo'lsin.

I.y operatorga qo'shma operator deb, ushbu

operatorga aytiladi.
Agar l. = \ i bo'lsa. L operatorni o’/.i-o'/iga qo'shma operator 

deyiladi. Bundan keyin hi/ eng muhim n—2 hoi bilan ehegaralanamiz. 
n >2 bo'lgan hoi oddiy differensial tenglamalar darsliklarida bayon 
qilinadi. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tcnglamani hamma vaqt 
o'/.i-o'/iga qo'shma ko'rinishga keltirish mumkin. Buning uchun, 
labiiy bo'lgan shart bajariladi deb hisoblab, (78) teng-
lamani (n = 2) p (x) a jx )  funksiyaga ko'paytirami/, bunda



Birjinsli bo'Imagan chi/.iqli dilTerensial tenglamani kvadraturalarda 
bir jinsli tcnglamaga kcltirish mumkinligini c'tiborga olib, F ( x )  = Q 
deb hisoblashimiz mumkin Shunday qilib, o‘/i-o*ziga qo‘shma

L y { x )  =
d_
dx

p (x )
dy

dx
tenglamaga ega bo'lamiz, bu yerda:

q (x )= p {x )

+ q (x )y  = 0

a 2 ( x )

a , (x ) '

(81)

Quyidagi ayniyat o'rinlidir:

z (x )L y (x )- y (x ) L z (x )  =

d
~dx

p (x )
dy(x) >dz(x) 

X — V JE —
V } dx " V '  dx

(82)

Agar ushbu

A,[y (x)] = aM x) + any (x)<

B , [>’(-*)] = bi0y ( x ) + bny  (jc), / = 0,1
differensial operatorlarni va qisqacha

A< [-V(*<> )] s { A, b  (*)]} t t ’ B, [y (x0 )] = { B, [>'(*)
v  '  A — .1/1 V

belgilashlarni kiritsak, (80) chegaraviy shartlarni sodda

4  [> (< »)] = 5, [> (/> )], / = 0,1 (83)
kokrinishda yozib olish mumkin.

(81) tenglamaning (83) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini 
topish niasalasi, qisqacha, (81), (83) masala, umumiy holda faqat 
trivial y (x)  = 0 yechimga ega boMadi. Haqiqatan ham, agar y t (x) 
va v, (x) funsiyalar (81) tenglama yechimlarining fundamental 
sisteniasini tashkil qilsa, uning umumiy yechimi



=  0 .

>•(*) = C|>’ (x )  + C2y 2(* )
kcVrinishda yoziladi. C,va C,o‘zgamiaslarni (83) chegaraviy shartlarga 
asosan aniqlash masalasi ushbu

( i { 4 ,[ v, ( « ) ]  "  Ba[ v, (* ) ] }  + C2 {4 , [  v, (« ) ]  - B „[y2 (/>)]} = 0,

c i { A  [ y, ( " ) ]  -  ■», U  ( * ) ] }  + C 2 { A , [ y 2 ( a ) ]  -  fi, [ y  

bir jinsli algebraik sistemaga keladi. Umumiy holda

4, [.V, ( o ) ]  -  «,) [.V, (A ) ]  4 , [>”: ( « ) ] -  B o [.V; ( * ) ]

4  [v , ( " ) ]  "  7i> [•*'' ( A) ]  4  [-V2 ( " ) ]  "  B < [>’2 ( * ) ]
bo'lgani uchun bu sistema, umurnan aytganda, faqat C = C , =  0 
yechimga ega boladi.

Bundan keyingi mulohazalarimizda A * 0  deb hisoblaymiz. (81) 
tenglama o'rniga A paramctrni o‘z ichiga oigan ushbu

A = (84)

/,v(.v) + Ar(x) v(x) = —
dx

p(x) d_
dx

[ q ( x )  + A r(x )~ \y = Q (85)

tenglamani tekshiraniiz.
(85), (83) niasalani odatda Shturm— Liuvill masalasi deyiladi.
A ningqanday qiymutlari uchun (85), (83) Shturm— Liuvill masalasi 

trivial ho'lmagan yechimlarga ega boiacii? — degan savol tug'iladi.
Bu savolni o‘rganish matematik fizika, mexanika va boshqa soha- 

larda muhini ahaniiyatga ega bo‘lib, uni Fredgolmning ikkinchi turdagi 
integral tcnglamasini tekshirishga keltirish mumkin. Shu maqsadda (82) 
Grin formulasidan va (81), (83) masalaning Grin funksiyasidan 
foydalanamiz.

Bu masalaning C7(jc,£) Grin funksiyasi x o'zgaruvchining va 
< b) parametrning funksiyasi bo‘lib, quyidagi uchta sharlni 

qanoatlantiradi:
1. G (jc,£) Grin funksiyasi x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida 

x = $ nuqtadan tashqari (a, b) oraliqning barcha nuqtalarida (81) 
tenglamani qanoatlantiradi;

2. G ( a\ c ) funksiya har ikki (83) chegaraviy shartlarni qanoat
lantiradi;

3. (j(jc,£ ) funksiya barcha a < x < b  oraliqda uzluksiz, uning 
Gv(x,£ ) hosilasi esa, a < x < £  va < x < b  oraliqda uzluksiz bo'lib, 
x = £ nuqtada chekli uzilishga ega , ya'ni



c;(i+o,£)-i;;(£-o,i)= -
/> (£ ) '

m

Agar biz (81) lenglama ycchinilarining fundamental sistemasini 
topishni bilsak. u hoida Grin funksiyasini osongina lu/.ishimi/ niumkin. 
Blining uehiin

<-1 ( £ ) y, ( v) + C2{4 )y 2 (a-), a < x <

D, ( £ ) y, ( x) + D 2 ( 4 )  r, ( x ) , 4 <x< b ,

deb belgilash yetarli. bu yerdagi to’rtta ( \ (£ ), ( \ (£ ), 0 , (c )  va 
/)■>(<) noma’ium funksiyaiarni (83) chegaraviy sharllar.

+ 0,£) = G (£ - 0, J;) Lizluksi/lik sharli va (86) sliartdan foydalanib 
aniqlash kerak. Bu to'rtla munosabat quyidagi bir jinsli bo'lmagan 
chi/iqli algebraik sistemaga olib keladi:

C, ( 4 ) A0 [  v, ( a ) ]  + C\ ( 4 )  A t) [  v2 ( « ) ]  -  D, ( 4 )  B 0 [  v, (/>)] -

- A ( i ) f l 0[y , (/ » ) ]  = 0,

C, ( 4 )  A, [  v, ( « ) ]  + C 2 ( 4 )  A, [ y 2 ( « ) ]  -  D, ( 4 )  B, 0 ,  (/>)] -

v Jb )  =0,

-C, (4)y (4)-  C (4 )y, (4) + m ) y  (4) + A  (£ )*  ( i ) = <»•

- C l ( ^ ) v l ^ ) - C ( ^ ) v 2(^ ) + 

+ D ^ ) y ^ ) + D ^ ) v M )  =
¡ A ®

Bn sistcmaning deierniinami

. V , ( i )  y 2( ? )  

1 ( T ) r 2( s )
A

ga teng va (84) ga asosan u noidan farqli boladi. Shunday qilib. 
C ,(£ ), C ,(£ ). £>,(*) va (Jf ) koefTitsientlar birma-bir aniqlanadi. 
Endi z ( x )  = G (.\\£ ) deb olib. (82) ayniyatning har ikki tomonini



asosiy (a, b) oraliq bo'yicha intcgralluymi/. LG (.\ \£ ) = Q tenglikni 
e'tiborga olib.

|а (л ,с )/ л ’(л- )л  = p (x )
, ч  с\ ‘!у  t \cl(’ ( x^ )  
0 { х ^ - - у ( х ) - ^ -

dx

tenglikni hosil qilamiz. C, (л\с) funksiyaning u/ilishgaega ekanligini, 
ya’ni (86) formulani e’tiborga olsak, ushbu

}■ £ [ p {x  ) У ( V ) c,\ ( Л', 4 ) ]  dx - [  p ( ,  ) V ( X  ) G, ( -V, г ) \ -

- / ; ( ç ) y ( ç ) [ o - ; ( ç  + 0 , i ) - 0 ' ; ( i - 0 , ç ) ;

/;(л-)>’( .х ) ( ; ; (л - ,^ ) ] ( + y ( Ç )  

muiiosabalga ega bo'lami/. Bunga asosan

p H
^ d v  dG
G — -- V---

dx ' л-cx
~ У ( ь ) .  (87)

Bu formulani soddalashtirish mumkin. Shu niaqsadda (87) formulaning 
o'ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchini, O’(.v .i) vaqtineha z (x) 
o'rniga yo/.ib, quyidagi ko'rinishda yozib olishimiz mumkin:

, , i dv dz
!>(“ ) P ( l ’ ) .(SS)

.!•(«) : ( a )  
г (a ) z ( a

Determinantlami ko’paytirish qoidasiga asosan (bi/ yo'llarni ustunlarga 
ko'payliramiz) ushbu

r (h)  : ( h )  
y (/,) (h )

clm "oí z(c) A _y(a)_ 4 i [ ; ( " ) J

ll\4 «il v ( « ) z ' ( « ) A Л|[г(с/)]

hm h,n У(Л ) : (h ) B« [> '(* ) ] [=<*>]

hu y(b) z {h ) 3 X a)]
tcngliklar 0‘rinli bo'ladi.



Agar y (x) va z (x) funksiyalarning ikkulasi ham (83) chegaraviy 
shartlarni qanoatlantirsa, avvalgi tengliklarning cVng tomonidagi 
determinantlar bir-biriga teng boladi.

" o n a u\ -
¿ 0 0 ¿0 1?3II

" l O a \\ ¿1 0 ¿1 1

= b

deb belgilab, ushbu

a [ y ( a ) z  ( a )  -  y  ( a ) z ( a )  = b y ( b ) z  ( b )  -  y  ( / j )z (A ) ]

lenglikka ega bo‘lamiz.
Agar

a p ( b )  = b p ( a )  (89)
sharl bajariladi deb hisoblasak, odatda bu shartni o‘zi-o‘ziga qo'shma 
chegaraviy shart deyiladi, (88) il'oda nolga tcng boladi. Shu sababli, 
z (x) o'rniga yana G ( x ,^ )  yozsak, (87) tenglania sodda

b
^ G ( x , £ ) L y { x ) c i x  = - y ( % )  (90)
a

kokrinishga kcladi.
Shunday qilib, (90) lenglamada Ly (x) o'rniga (85) ga muvofiq 

- A r (x ) v (x ) ifodani qo'ysak, (85), (83) masala Fredgolmning qu- 
yidagi bir jinsli ikkinchi tur integral tenglamasiga keladi:

b
y ( i)- ^ Ja (x ,iy * (x ).v (j : )£ / A -  = 0 . (91)

a
Bu tenglamaning yadrosi simmetrik emas. Lekin Grin funksiyasi 

G'(x,£) simmetrik funksiyadir. Haqiqatan ham, (82) Grin formulasida

y ( x )  = G ( x , 4 ) ,  z ( x )  = G ( x , y ) (£ * / / )
desak, (87) formulani hosil qilgandagi mulohazalarni qaytarib, ushbu 

°  = [/ ;(.v ){G (.v .r))G ’; ( x , E , ) - G ( x ,£ )G [  (-*,*1)}]* +

+ G (€ ,r j)- G '( n,£)

tenglikka ega bo'Iamiz. Agar (89) shart bajarilsa, G (x ,£ ) ham, 
G (x ,?7) ham (83) chegaraviy shartni qanoatlantirgani uchun avvalgi 
lenglikning o‘ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi nolga teng boladi.



G{4,t]) = G {n ,£ ).
Bizga shu bobning 8- § idan ma’lumki, agar

r ( x )  > 0
(agar r (x)  < Abolsa, r (x)  ni - r fo jg a  va Á n i- A  ga almashtiramiz) 
bolsa, yangi

tcnglamaga ega bo'laniiz. Shunday qiiib biz quyidagi natijaga keldik: 
Agar p (x) > 0 bolib, (84), (89), (92) shartiar bajarilsa va (94) 

yadro kvadrati bilan jamlanuvchi bo'/sa, u holda (85), (83) Shturm- 
L iu v ill m asalasi Á parametrning faq at sanoqli sondagi haqiqiy 

qiymatlari, chunonchi, (94) simmetrik yadroningxos sonlari 
uchun trivial bo‘Imagan yechimiarga ega boiadi.

Har bir xos songa (85), (83) masalaning ko'pi bilan ikkita chiziqli 
bogiiq bo imagan yechimlari lo ‘g 'ri keladi, bu yeehimlar berilgan yadroning 
xos funksiyalari bilan (93) tenglik yordamida boglangan boiadi.

Bitta ikkinchi tartibli chiziqli differensial tcnglamaning ikkitadan 
ortiq chiziqli bogMiq txVlmagan yechimlarini topish mumkin bo'lmaganligi 
sababli, (94) yadro barcha xos sonlari ko'pi bilan ikki karrali bo'ladi.

Misol. Ushbu

chegaraviy masala yechilsin. Bu masalaning Grin funksiyasini luzamiz. 
Bir jinsli

(93)

funksiya kiritib, simmetrik

(94)

yadroli
h

(p(x)~ (.v ,y )^ (y )c/v  - 0
a

Ly {x )  = d ~  y ( x ) = /(■*■)’

y (0 )  = 0, v ( l )  = 0



tcnglama e' va e ' chi/.iqli bogliq bolmagan ycchimlarga cga. Shuning 
uchun lining umumiy yechinii

bcrilgan lenglamaning yechinii bo'lgani uchun uni quyidagi ko'rinishda 
ifodalaynii/.:

tengliklarni hosil qilami/. Grin funksiyasi bolganda ii/luksi/.
bo'lgani uchun

Yuqoridagi to’rlta munosabatdan noma'lum ( ] ( £ ) *  Ц (^ )
va /Л(<5) funksiyalariii aniqiasak, Grin funksiyasi ushbu

kcVrinishga cga bo'ladi.
Grin funksiyasi nia’lum bo'Igandan so‘ng, bcrilgan masalaning 

yechinii, darhol, (90) formula orqali topiladi.
Ayrim hollarda birjinsli bolmagan simmctrik integral lenglamani 

oddiy dilTcrcnsial tcnglama uchun bir jinsli bolmagan chcgaraviy 
masalaga kcltirish mumkin.

0  <  .Y < Í ,

£ < Д- < 1 .
(irin funksiyasining 2- shartiga muvofiq

G’(0 ,^ ) = 0, G ( U ) - 0
bolisiii kerak. Bunga asosan

c,(£) + c(i) = o. 
D ^ ) e + D ^ ) e  1 = 0

C ^ ) c -  + C \ { 4 ) e -  = 1Щ ) e '
va nihoyal, Grin funksiyasining 3- shartiga asosan

I), (ä )e '  - Д  (i)<? - - [C , (í) í '-  - C2 (£ )e

,  ( )< * < £ ,

sh 1



Integral tcnglamaning yadrosi Á (x, y ) hiror chiziqli diflerensial 
operatornmg CJrin funksiyasidan ¡borat bolgan holdagina bunday qilish 
mumkin. IJuni bir misolda ko'rsatami/.

Misol. Ushbu
i

<p(x)~  AJ*á.'(.y, v) (p(y)dy =  e' (95)
o

integral lenglama yechilsin, bu yerda:

K ( x . . v )

sh .y sh ( v -  1) 

sh 1

.v/n\s7?(.r-l)

sh\
Yechish. (95) tenglamani

ip(x) = y  + j.v/n-<p(,r) t/y + ̂ - f x / i ( y  - l)tp(x) c/y (% )
11 ‘ \ 

ko’rinishda yo/ib olami/. (96) tenglikni ikki marta difTerensiallaymi/:

<p'(x) = c + Ách( x *-j.v/M-y>(y ) í l y  + ^ - ^ - js h (y  - lV ( r )^ v ,  
sh I ft sh\ J

<p"(x) = c + /sh^  1 • j W f f O ' H 1' + J.s7i(,v - i >y(.r)t/v +

+ M , i< X ~ l \ shx (p {x )-— .sh(x - 1 )^ (.v). 
v/;l ' ’ xh\ K '

(96) va oxirgi lenglikdan

í/?M(.v ) = #?(-*-) + A  ( p { x )
tenglama hosil boiadi.

(96) da x — 0 va x — / desak, ^ ( ( ) ) - l ,  ( p ( \ ) - e  boiadi. 
Shunday qilib, izlanayotgan #>(.v) funksiya

< p " { x ) - ( Á  + l ) ^ ( x )  = 0, (97)



< (̂0) -1, <р(\) = е, (98)

chegaraviy masalaning yechimidan iboratdir.
Quyidagi hollarni tckshiramiz:
1) /1^1=0, ya'ni Я = -1. (97) tenglama = k ° ‘ri- 

nishga ega bo'lib, (p(x)= C p  + C2 funksiya lining umumiy yechimi 
bo‘ladi. (98) chegaraviy sharllarga muvofiq C, va C2 noma’Iumlarni 
aniqlash uchun

С2 ~  A 
C, + C2 = e,

sistemani hosil qilamiz, hundan Ct = e—I, C, = I .
Demak,

^(x)  = ( e - l ) x  + l.

2) Я + 1 > 0, ya’ni Я > - 1 (Я ^ 0 ). (97) tenglamaning umumiy 
yechimi

<p(x) = СлсИл[х + \ X + C2shy]X + 1 X

bo'ladi. (98) chegaraviy shartlarga asosan C/ va C2 noma’Iumlarni 
topa miz:

_ r  <• . W ,  •!
s h 4 X +1

Ma'lum bo'lgan

sh  ( X  -  y  ) = shx chy -  chx sh  v 
formulani e’tiborga olsak, noma'lum ÿ>(x) funksiya ushbu

c h \ X +  1 ( 1 -  x ) 4- e ■ shyfjC Ï-7 X

shy/Я  4-1 
formula bilan aniqlanadi.

3) Я 4 1 < 0, ya’ni Я< -1 . Я 4-1=— f i2 deb belgilab olsak, 
= C, cos /их 4 C2 sin /их funksiya (97) tenglamaning umumiy

yechimi boladi. (98) chegaraviy shartlarga asosan C, va C2 o'zgar- 
maslarni aniqlash uchun

. <p ( x )



C,=l ,  C, cos// +C\sin//= (99)

sistemaga ega bo'lamiz. Bu yerda o‘z navbatida:
a) jU son s in/y-0  tenglamaning ildi/.i bolmasin. U holda,

e -  eos fjC, = 1. C\ =
sin fJ 

e -  eos // ./ \ C VV/J t i
va natijada <P{X ) = COS//X 4---- ;-----Sin//X,

Sin fi

bu yerda ¡ i  = y f~ Á —I  .
b) u. son sin/y = 0 tenglamaning ildizi bo'lsin, ya'ni 

f j = aí^(« = 1,2,...). (99) sistema birgalikda boMmaydi, natijada beril- 
gan integral tcnglama yechimga ega boMmaydi. Bu holda mos

i
(p{x) + ( l + n2x 2} J K (x ,y ) (p {y )d y  = 0 (100)

o
bir jinsli tenglama trivial bolmagan yechimga ega bo'ladi, ya'ni 
kn — - (l + n'TT' ) sonlar (100) tenglam aning xos sonlari, 
(p„(x)  = s in ^ x  funksiyalar esa, xos funksiyalari boMadi.

Masbqlar. Quyidagi simmetrik integral tcnglamalar ycchilsin: 
i

1. q>(x)~ Á ^ K (x ,y )cp [y )d y  = xy 

bu yerda 0

x ( y - l ) ,  0 < x  < V, 
k ( x , v ) = \  y  :

V \ y {x - \ ) ,  y < x < \ .
Javob. An ■-= - n 2r f  - xos sonlar, <pn(x )  = sin 7T7rnx — xos 

funksiyalar. Agar X -*■ An bolsa,

M + l
sin A?nx.í  \ ^  NT ( 0

n x ) = x — - ¿ J - [ 7 7 2  2\
n = . \  fti A, + H 7T J

I
2. ( p { x ) ~  A ^ K ( x , y ) t p ( y ) d y  =  costtx,



bu verda:
( v + l ) v ,  ( )< x < r ,

(v  + l)x, y<x<  1.

Javob. A„ -  I, An = - r f n '  (// = 1.2,...) — xossonlar,

0>o(x ) = e ' , (pn ( V ) = sin nnx + плсотптгх (/ /- 1,2, . . )-  xos 
funksiyalar.

Agar A„ *  1, An Ф -rcn~  (/7 = 1,2,...) bolsa, u holda tcngla- 
maning ycchimi

#>(x) = eos 71X + A 

ko'rinishda bo'ladi.

71

! + 7Г2 A - I 2 [A  + / г )
Tr(sin /ГХ + /reos/rx)

3. ^ (a ')+  ^ K ( x , y ) c p { y ) d y  = x e \
o

bu yerda

s h x s h ( y -  1)

K(x*.v) =
sh\

s h r s h ( x  -1 )

sh  1

0 < jr < V, 

y  < X < 1 .

Javob. ( p { x ) — 2e '  — 2 + (2  — cJ ).v.

4. (p( .V) — 2 JäT ( л-, Vyp ( y  ) dy = eos 2.y,
o

bu yerda

sin.Y COS y, ()<.Y< V,

K { x * y )  = sin veosx, v < x< —.1



2 sin л/з (  7Г\
X -

Javoh. ^(-v) "  3cos2.V +
4

sin y ß n

4
i

5. ^(.v) - Jä '(a \  v)<^(v)í/v = sh\\

bu verda

K ( x . r )
-c \v/7A\ 0 < X < ) \  

-c \shw V < X < 1 ■

Javoh. </?(a‘ )
e -sii\¡2 X

+ V Z (



VI BO B. S IN G U LY A R  IN TEG RAL TENGLAM ALAR

1- §. Umumiy mulohozalar va misollar

Ushbu
n

v { x) ~ K (-  ̂v) (p{y)dv = f ( x )  ( I )
ti

integral tenglamani qaraymiz. Agar ( I ) lenglamaning yadrosi K (x, y)  
asosiy |a < x , y  < b\ (a, h chcksiz ham bo'lishi mumkin) kvadratda 
kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsa, ya’ni

h b
¡ ¡ K 2 (x, y j  dxdv < + °° ( 2 )

tengsizlik bajarilsa, u holda ( I )  lenglama uchun Fredgolmning teo- 
rcmalari o'rinli bo'ladi. Xususan, ( I )  tenglamaning spektri, ya’ni xos 
sonlarining to'plami diskret bo’lib, har bir xos songa chekli sondagi 
xos funksiyalar mos keladi (xos sonlar chekli karrali boladi).

Agar (2) shart bajarilmasa, (1) integral tenglamaning spektri 
uzluksiz bolishi mumkin, ya’ni xos sonlar butun oraliqni toldirishi 
mumkin va xos sonlar chcksiz karrali bolishi mumkin.

Bu aytganlarimizni misollarda ko'rsatamiz.
Quyidagi Lalesko— Pikar tenglamasini tckshiramiz:

rr

( p ( x ) - A j e 1' A(p(y)dy = f ( x ) .  (3)
—CO

Bu tenglamaning yadrosi K ( x ,  y) = e (2) shartni qanoat- 
lantirniaydi, u cheksiz normaga ega boladi. Haqiqatan ham.

<r. oc>

J  \e X̂ ^xdy = jdx je 2̂x~̂ dy =
—00 -00

OO X <Tj

= jd x  je~2xe2ydy + je 2xe 2vdy



Í H « " -  e : } * = ]* •

X «;
1 \ e y< p {y )d y  + e x je  y< p {y )d y =/W

ko'rinishda yozib olaniiz. Agar / (x) va <p(x) funksiyalar ikki maria 
uzluksiz diflerensiallanuvchi bo'lsa, berilgan tengiama

<P ( v) + {1 l- \ ) (p (x )  = f { x ) ~  f { x )

oddiy differensial tcnglaniaga ekvivalent boladi. Bu tenglamuning 

/ ( a ) = 0 bo'lgan holdagi umumiy yechimi

(p(x) = C xet,x +t\e (4)

ko'rinishga ega boladi, bunda // =y/\ - 2 A , C, ,C\ csa ixliyoriy 
o'zgarmaslar. (3) tcnglamaning chap tomonidagi inlegralning mavjud
bo'lishi uchun |Re/v| < 1 bo'lishi, haqiqiy A lar uchun A > 0 bo'lishi 
zarurdir.

Demak, haqiqiy sonlar sohasida (3) tenglamaning spektri 
0 < A < oo oraliqdan iboral. Bu oraliqning har bir nuqtasi (3) tengiama 
uchun ikki karrali xos son boladi, ya'ni har bir Ae((),oc) ga ikkila

chiziqli bog'liq bo'lniagan silliq e,,x va e 1 xos funksiyalar mos 
keladi. Ammo, ishonch hosil qilish qiyin emaski, bu xos funksiyalar

L , (-ao, + oo) sinfga tcgishli bolmaydi. A >— bo'lganda (4) ga asosan

sin-^2/1 -Tx, C0Sy¡2A- \x lar xos funksiyalar bo'ladi, A = — da 

tp(x) = t\ + c 2x ga ega bo'lamiz.



langan xos funksiyalar mavjud bo'ladi, Ickin ular t со) sinlga
tcgishli bo'lmaydi. Bu misoldan integral tcnglamaning yochimi qaysi 
sinfdan i/lanishi muhim ckanligi ko'rinayapti.

Yana bir misol ko'ramiz. ÿ>(.v) funksiya [0,oc) oraliqda absolyut
integrallanuvchi u/luksi/ bo'lib, O.v o'qning ixtiyoriy chckli oralig'ida 
chckli sonda maksimum va minimumlarga ega bo’lsin. Bu funksiya 
uchun Furvening kosinus-almashiirishini luzami/.:

longlikni hosil qilaniiz, ya’ni yuqoridagi shanlarni qanoatlantiruvchi 

^ (.v ) funksiya ixtiyoriy tanlanganda y/(.v) = #>(v) + (px (.v) funksiya.

integral tcnglamaning xos funksiyasidan iborat bo'ladi. Demak, (p(x)

ixtiyoriy funksiya bo’lgani uchun, Л ning ko'rsatilgan qiymatida (5) 
tenglama cheksi/ ko‘p chiziqli bog'liq bolniagan xos funksiyalarga 
ega bo'ladi.

Masalan, (р(х)  — е (c/>0) bo'lsin. Bu holda

i; holda

Bu ikki formulani qo‘shib.

<p(x) + <px(x) v) + ^ ( y )  cos xvcfy

a = xos qiymatga mos

и



V/ ( . v )  =  iO ( .v )  + W ( . v )  =  C' + Д  /  ;
V n a + a

y/(.v) lunksiyaning bu qiymatini (5) tenglamaga qo'yami/:

i/

/ г  a  +  -V

2
с  ' ' l cos.v r + J —

C l C O S  A T
- d  r

Bu lenglikning o'ng tomonidagi integrallarning qivmatlari ma'lum:

f  .M ; a  f  C O SA T  
\ C  C O S A T i/ V — — ;----- r ,  — ----- T "  V
J  a '  +- a“  ’  a '  +■ V

n

a

Demak, avvalgi tenglikdan

a

Л  С Г  +  А

f  I--- ----------- 4
К  ,м , О

С Н------;-------- :
1  а  + а'

tcnglik kelib chiqadi. Blindan, agar Я - J у  bo'lsa.

у / (л ) - с  ,m i
a

л  a  + x

funksiya (5) integral lenglamaning ycchimi ekanligiga ishonch hosil 

qilami/. Shunday qilib, Я = son (5) lenglamaning xos soni

bolib, V/ (-v ) íLinksiyn mos xos funksiya bo'ladi. a > 0 — ixtiyoriy



haqiqiy son bo'lgani uchun À = xos songa cheksiz ko‘p chiziqli

bog'liq bolmagan (6) xos funksiyalar to‘g*ri keladi.

2- §. Koshi tipidagi integral

1. Koshi tipidagi integral ta’rifi va misollar. Komplcks o’zgaruvchili 
Z tckisligida /. — silliq yopiq cgri chi/iq bo’lsin. Ma'lumki, silliq cgri 
chiziq yoki silliq kontur deganda, o*zi-o‘zi bilan kesishmaydigan, 
urinmasi uzluksiz o‘zgaradigan va qaytish nuqtalariga ega bo'lmagan 
yopiq yoki ochiq chiziq tushuniladi. I- cgri chiziq bilan chegaralangan 
sohani O'  orqali, /)’ + L ning barcha komplcks tckislikkacha 
lo'ldiruvchisini D orqali bclgilaymiz.

Agar f  (z) funksiya D' sohada analitik va D* + L da uzluksiz 
funksiya bo‘lsa, kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan 
ma'lum bo‘lgan Koshi formulasiga asosati:

Agar f  (z) funksiya/) sohada analitik, /; + L  da uzluksiz bo'lsa, 
u holda

Koshi formulasi, agar funksiyaning soha chcgarasidagi qiymati ma'lum 
bo'lsa, uni sohaning ixtiyoriy nuqtasidagi qiymatini hisoblashga imkon 
bcradi: qisqa qilib aytganda Koshi formulasi analitik funksiyalar uchun 
chegaraviy masalani hal qiladi. (7) va (8) formulalar chap tomonidagi 
integral Koshi integrali deyiladi.

F.ndi L  yopiq yoki ochiq silliq chiziq, T uning nuqtalarining
komplcks koordinati va <p( r )  bu chiziqdagi uzluksiz funksiya bolsin. 
U holda

(7)



integral Koshi tipidagi integral deyiladi, <p(v) funksiya uning zichli- 

1
gi, ----  esa, vadrosi deyiladi.

r - z
Ravslumki, ^ ( z )  funksiya L  egri chiziqning nuqtalaridan tash-

qari barcha kompleks tekislikda analilik funksiyadir, shu bilan birga
<D( oo) = () . Demak, L  chiziq ^ ( z )  funksiya uchun maxsus chiziq
boladi. Koshi tipidagi inlegralning z nuqta L  egri chiziqqa yaqin- 
lashganda va Linda yotgandagi holati to‘g‘risidagi muhim masalalarni 
keyinroq bayon qilamiz.

Agar /. — ochiq egri chiziq boMsa, O (z )  maxsus L  chiqiqqa 
ega bolgan barcha tekislikda analitik funksiya boladi. /- — endi yopiq 
egri chiziq bolsín. Bu holda O (z )  ikkila mustaqil funksiyaga ajraladi: 

D' sohada aniqlangan <í>4(z )v a / )  soha nuqtalari uchun aniqlangan

O (z ) .  Bu ikkita funksiya, umuman aytganda, biri ikkinchisining
analitik davomi bo'lmaydi.

Bir-birini tola tekislikka toidiruvchi £>", D  sohalarda ikkita

mustaqil O ’ (z ) ifodalarbilan aniqlanadigan ^ ( z )  analitik
funksiyani odatda boHak-boiak analitik funksiya deyiladi.

I- misol. L =ab yoy, <p(z) = 1 bolsín. Bu holda

1 r d r  \ b - z  \ z - b  
0 ( r )  =      In  =  In   

2 n i  { t - z  2 n i  a - z  2 n i  z - aah
bu yerda

. z - b  b - z
|n-----_  ln ------

z - a  a - z  
deb, ab yoy bo‘yicha kesilgan tekislikda analitik, cheksizlikda nolga 
aylanuvchi funksiya iushuniladí.

2- misol. /, —|z| = l birlik aylana, = bo'lsin. U

holda



[y  sohada

chcksi/likda nolga aylanadi. Sluining uchun ham avvalgi tenglikdagi

ikkinchi integral esa (8) formulaga binoan z s l )  uchun - ga 

long, z e / ) '  uchun esa nolga teng. Blindan

2. Koshi tipidagi integrating bosh qiymati (singulyar integral).
Matematik analiz kursidan ma’lumki. integral yig'indilarning limiti 
sifatida aniqlangan integral iaqat chegaralangan funksiyalar uchun 
ma'noga ega. Agar integral oslidagi f'unksiya chegaralanmagan bolsa, 
u holda xosmas integral tushunchasi kiritiladi. Buni eslatih o'tami/..

j  (x) funksiya a < x < h  kesmada aniqlangan bolih, bu kesmaning
c nuqlasi atrolida chegaralanniagan bolsin. Lekin musbal va

sonlar qanday kichik bo'lmasin /  (x) funksiya a  < v < c - ,

c  + ¿\ < x < h kcsmalarning liar birida integrallanuvchi bolsín. Ushbu

yig'indini lii/ami/. Agar bu yigLindi ¿) va ¿\ bir-biriga bog'liq bo'lmay
nolga intilganda limitga ega bolsa, bu limit / (x) funksiyaning xosmas 
integrali dcyiladi:

birinchi integral (7) formulaga asosan :  e D 4 uchun ---- ga teng,

h
( 10)



(10) yig'indi, ¿'| va ¿\ bir-biriga bog'liq bo’hnay nolga intilganda

limitga cga bo'lmasligi, lekin ¿', va biror niunosabat bilan bog'liq 
bo'lib nolga intilganda limiti mavjud bo'lishi nuimkin. Misol uchun

/ ( v ) =---- , a < c < h I'unksiyani tekshirami/. (10) yig'indini tu/ib.
x -c

r dx r dx , b - c  
 +  - I n   

J x -  c  J x -  c  c  -  a

b - c  s, 
+ In — ( ID

tenglikka cga bo'lami/. ( I I )  miqdor va ¿-, nolga intilganda limitga

-mtilmaydi, cluinki nisbat bu holda ixtiyoriy o'zgarishi mumkin.

Agar va ¿\ biri-biriga bog*Iiq bo'lsa, masalan = Av;,, bunda k — 
musbal o'zgarmas. u holda ( I I )  yig'indi limitga cga bo’lib, bu limit

1 h ~ c i t  In---- + In A' 
c - a

ga tcng bo'ladi. Xususiy holda dcsak.

lim
>0

r dx r dx
In

b - c

c  -  a

tcnglikni hosil qilamiz. Bu misoldan so’ng quyidagi ta'rifni kiriiamiz./YxJ 
lunksiya a < x < h  kesmada aniqlangan bo'lib, musbat son qanday

kiehik bo'lmasin bu funksiya a < X < C  - ¿: va ( -f/; < x  < /)

kcsmalarda intcgrallanuvchi bo'lsin.
Ushbu

lim
>0 j* ./ ( v)t/v

limit <agar mavjud bo 'isa )f(x ) funksiyadan a  < x < b oraliqda olingan 
integralning Koshi m a’nosidagi bosh qivmati dcyiladi.



"Integralning bosh qiymati” o'rniga ko'pincha singulyar (maxsus) 
integral deb aytiladi. Bosh qiymal tushunchasi va atamaning o‘zi ham 
Koshi tomonidan kiritilgan.

Biz singulyar integralni oddiy
/>
[ f { x ) d x
it

simvo! bilan belgilaymi/.. Singulyar integralni ifodalashda
h

v.p \  f { x ) dx- J / (x )
a a 11

simvollar ham ishlatiladi, bunda v va p iratisuzeha voleur principale 
so'zlarining birinchi harflari bo'lib, oV.bekcliada "bosh qiymal" ni 
bildiradi. Agar oddiy (xos yoki xosrnas) integral mavjud bo'lsa, 
singulyar integral bu oddiy integral bilan ustma-ust tushadi. ( I I )  
fomuladan ushbu

r A '
J x — c c - aCl

singulyar integralning mavjudligi kelib chiqadi. Bu ko'rilgan misoldan 
umumiyroq integralni tekshirish maqsadida (jyolder yoki N sinfga 
legishli funksiyalar tushunchasini eslatib oMamiz.

f  (x) tunksiya a  < x < b kesmada aniqlangan bo'lsin. Agar 
a < x < h  kesmarting ixtiyoriy ikkita x{ va x, nuqtasi uchun

| / ( ' ' ' i ) - / ( - v: ) h  ' 4 vi

short bajariisa, f  (x) funksiya a  < x < b  kesmada Gyolder (  N ) shartini 
qanoatlantiradi deyiladi, bundagi, a , A — musbat oV.garmas sonlar,
shu bilan birga 0 < a  < 1. A — Gyolder o'zgarmasi, a — Gyolder
ko’rsatkiehi deb yuritiladi.

Agar cx birdan katta bo'lsa, Gyolder shartidan / (x) ning (a,
b) oraliqda nolga tengligi kelib chiqadi va funksiya oV.garmasga avnan 
teng bo’lib qoladi. Agar a = 1 bo’lsa, u holda Gyolder sharti ma lu in 
l.ipshis sharti bilan ustma-ust tushadi.Bu ta'rifda/te) funksiyakesmada 
berilgan edi. Amnio funksiya biror oehiq yoki yopiq egri chiziqda 
berilishi ham mumkin.



I. — silliq egri chiziq bo'lib, (p(f) - bu egri chiziq nuqtalarining 
funksiyasi bolsin.

Agar I. egri chiziqning ixtiyoriy ikkita tj va /, nuqtalari uchun

- ^ r
short bajarilsa, cp [l) fimksiya I. egri chiziqda (¡voider shartini 
qanoatlantiradi deviladi, bu ycrda ham A va a —o'zgarmaslar,
0 < a  < 1.

/. egri ehi/iqda bcrilgan fimksiya ko'p o'zgaruvchili bo'lishi ham 
mumkin. Masalan, ikki o'zgaruvchili ( p ( t , T ) bo'lsin. Agar L  da 
yoiuvchi ikki juft (/n r,) va nuqtalar uchun

|<9(/|,r,)-«p(/; , r : ) |<  a : ( | / ,- I 2\ ‘ +|r, - r ; | ' |

lengsiziik o*rinli bolsa, (p{t ,r )  fimksiya L da (jyoldcr sharlini

qanoatlaniradi deb aytiladi, bunda — musbat o'zgarmaslar,
shu bilan // < 1. v  < \.

Agar fj  va v sonlaming eng kichigi a bo*lsa, shunday o’zgarmas 
C ni topish niumkinki,

|^ (/ ,,r ,)- i!> (f2, r 2) |< c ( | i ,  ~ t 7\‘ - jr , - r , | " )

tengsizlik bajariladi. Rndi

> ( v) 
VY -  C

dx  (13)

incgralni tekshiramiz, bunda (p(x) Gyolder sharlini qanoatlantiruvchi 
biror funksiya. Bu integral ni

tp(.x)dx _ \ < p ( x ) - < p ( c )  . \  dx\ n ± I ^ ^ n i r n i l dx + < p [ c ) (.
J  x -C  J X C J X - Ca a a

ko'rinishda yozib olamiz. Bu icnglikning o‘ng tomonidagi birinchi 
integral xosmas integral sifatida mavjud, chunki Gyolder shartiga 
asosan



x - c

ikkinchi integral csa (12) integral bilan uslma-ust tushadi, ya’ni u

singulyar integraldir. Shunday qilib, ^ ( v) funksiya Gyolder shartini
qanoatlantirsa, (13) integral Koshi bo'yieha bosh qiymat ma'nosida 
mavjud bo'lib, u quyidagiga teng bo'ludi:

r ’(A|,A f, ,h l  l l | l ' iA . o ( <|ln/:
J x c J .v - c c - a

<t i i

Singulyar integral tushunchasi egri ehiziqli integrallar uchun ham 
xuddi yuqoridagiday kiritiladi. /. — bo'laklari silliq vopiq yoki ochiq 
egri chi/.iq bo'lib, T j  — lining miqtalarining kompleks koordinatlari 
bo‘lsin. r  nuqlani markaz qilib yclarli kichik /; radiusli
aylana cliizami/. /  ̂ — yopiq |/ — doiradan lashqarida yotuvchi 
/. ning qismi bo'lsin. Ravshanki,

I ‘ ~ T

integral oddiy tiishunchada ma'noga ega. Agar

lim./ ( r )  = ./ (r )
/ >1)

limit mavjud bo‘lsa, u intcgralning Koshi ma'nosidagi bosh qiymati 
yoki singulyar integral deyiladi. Muni ham, xuddi yuqoridagidek, 
integralning oddiy simvoli bilan belgilaymiz:

J ( t \■y ( r ) - J _7 7 T "  (|4)

Bu holda ham, agar (p { l )  funksiya Gyolder shartini qanoatlantirsa,
(14) singulyar integral mavjud bo'ladi.

Endi kompleks o’zgaruvehili funksiyalar kursidan ma'lum bo'lgan 
Soxoskiv—Plemel formulalarini cslatib o'tami/.

A
A' -  C‘



/.—yopiq silliq egri chi/iq bolsin. Ф '(/ ) orqali z nuqla L ning 
ichidan turib /. dagi i nuqtaga intilgandagi (9) Koshi (ipidagi 
intégral bilan ilbdalangan Ф  (z) tunksiyaning limit qiymalini, Ф  ( t) 
orqali /. ning tashqarisidan intilgandagi limit qiymalini bclgilaymiz.
Agar (p{t) funksiya /. da Gvoldcr shartini qanoatlantirsa, li holda

formulalar o'rinli bo'ladi. bundagi inlcgrallar singulyar integrallardir.
(15) Îormulalarni bir-biridan ayirib va bir-biriga qo'shib, ularga tcng 
kuchli formulalrni hosil qilamiz:

( là) formulalar Soxoskiy -  Plemel formula/ari deb ataladi.
Bu formulalar to'g'risida ayrim fikrlarni aytib o'tamiz. L egri 

chi/iq bo'ylab soat ni il iga qarshi harakat qilinganida, bu bilan 
chcgaralangan soha chap lomonda qoladi deb l'araz qilami/. z nuqla 
/ ga intilishi to'g'risida gapirilganda. z nuqta harakati davomida 
chi/ilgan egri chi/iq L  egri chiziqqa urinmaydi deb hisoblaymiz, aks 
holda bu formulalar to'g'ri bolmasligi mumkin.

Agar /. yopiq egri chiziq bolmay, oddiy yoydan ihoral boisa, 
"sohaning ichidan" va "sohaning tashqarisidan" tushunchalari ma'noga 
ega bo'lmaydi, shunga qaramasdan (15) formulalar o'z kuehini saqlab 
qoladi. Bu holda L biror L  yoy bilan soat miliga qarshi aylanib 
oMiladigan yopiq egri chi/iqqacha loldiriladi. I )  — bu egri chiziq bilan 
chcgaralangan soha bo'lsin. U holda (15) formulalardagi " + " va " — " 
belgilarni mos ravishda /) sohaning ichidan yoki tashqarisidan (ya'ni /. 
egri chiziqning chapidan va o'ngidan) yo'nalish deb lushuniladi.

3. Singulyar integrallar kompo/itsiyasining formulasi. / — yopiq 
egri chiziq bo'lib,

2 2 /л ;  t - t (15)

K i*  T -  /



boisin. <p,(/) funksiyaning bcvosita ф I  orqali qanday ifodalanishini 
topamiz.Slui maqsadda Koshi tipidagi

integrallarni tekshiramiz. (15) formulalaming birinchisiga asosan:

Bulardan, (p \ t) va (p2 { t )  funksiyalaming aniqlanishiga ko'ra

w ( 0  = / ‘ ( / ) - | « !,( /) '  ^ ( 0  = ./1 '(, ) - ^ | ( /) <|7>

icngliklarni hosil qiiami/. (17) dan <£>,(/) ning qiymatini j \ ( z )  ga 
oüb borib qo'yami/:

(18) dagi birinchi intégrai Koshi integralidir, chunki uning ./ (г )
zichligi L  egri ehiziq ichida analitik / ( z) funksiyaning limil qiymati. 
Demak. bu integral /  (z) ga teng. (18) dagi ikkinchi integral esa,

ravshanki, —,/ ( 2 ) gateng.

Shunday qilib,

./ i(z )  = ^ / ( z ) va =

Rndi (17) tenglikdan



V l U  2ni\ c - t
kcVrinishda yozih olsak, singulyar intcgralning kompozitsiyasi boMgan 
ushbu

' f - í l t í í ) , ,
,T  T-t  C - r  *  4( I n i ) '  í T ~ t f ¿ ¡ -  '  " w  ( ' 9)

Puankare—Bertrán formulasini hosil qilamiz. ( 19) formulada ikki karrali 
singulyar integralda integral lash tartibini o‘zgartirish mumkin emas; 
agar integrallash tartibini o'/.gartirsak,

integral hosil bo‘ladi, bu integral esa nolga teng. Haqiqatan ham, 
agar bolsa.

f;
d r C d r  (* dr

: t - t r t - cCl ( C - T ) ( r - t )  £ - 1

(9) formulada <p( r )  = l bo'lsin. Agar z nuqta L  egri chiziqning 

ichida yotsa, d>(r) - 1 bo'ladi. Bu holda, (15) formulaning
birinchisidan

Xuddi shunday

Demak,

1 r d r  _  1 

2 / r i j r - t  2

í
d r 1

j

2n i  J T - C  2 

d r
= 0,



Agar </?(r,lT) funksiya /. da Ciyoldcr shartini qanoallantirsa, (19) ga 
nisbatan umumiyroq

= _ ^  I  J  y ) ( r ^  )

Puankarc— Ben ran formulasi lo“g‘ri boladi. Agar ( p ( r X )  funksiya 
Z ga bogliq bolmasa, avvalgi formuladan darhol (19) kclib chiqadi.

I
Ushbu--- - ifoda. bunda r va / —/, cgri chi/iqning nuqtalari,

<7 s
Koshi yadrosi, ctg—-— esa, Ciilbcrl yadrosi deb ataladi, bu yerda 

C  va s — [(),2n\ oraliqda o'/garadigan haqiqiy o'/garuvchilar.

3- §. Koshi yadroli singulyar integral tcnglamalar

I. Asosiy tushunchalar. Agar chi/.iqli

<p(t)+ Jä ' { i ,t )<p ( t )c! t = f ( t )
!.

integral tenglamaning yadrosi

, M (/ , r )  
K(t, r ) — V / , 0 < or < 1,

| r - f

ko'rinishga ega bolsa (bu yerda M (/ ,r )  uzluksi/ funksiya). bi/ga
ma'lumki, uni iteratsiya yordamida u/luksi/ yadroli integral tenglamaga 
kcltirish mumkin. Bunday tenglama Fredgolm tenglamasining barcha 
xossalariga ega bo'ladi.

Agar a = I bo‘lsa, u holda integral singulyar integraldan iborat 
bo'ladi va tenglamani Fredgolm integral lenglaniasiga keltirish usuli
okz kuehini yo'qotadi. Integral tenglamaning K ( l , r )  yadrosi T = t
bo'lganda cheksi/likka aylanib, integral Koshi bo'yicha bosh qiymat 
ma’nosida mavjud boisa, bunday integral tenglama singular integral 
tenglama deb yuritiladi. Koshi yadroli integral tenglama



K(p = a (t )(p {t) + —  \— - :— <р(т)йт= f ( í )  (20)
71 i  f  T - í

ko'rinishda yoziladi, bundagi /. — ochiq yoki yopiq silliq cgri chi/iq. 
K(p  opcratorni singulyar operator ócyiladi.

/. da berilgan c/(/), /'(/) va funksiyalarni üyoldcr
shartini qanoatlantiradi deb hisoblaymi/.. (20) tenglamaning yadrosini

A '(/ , r )  K [ t , r )  -  K ( l j )  K ( l j )

т - t  т - t  T - !
ko'rinishda yo/ib olamiz. Ushbu

K ( t j ) = i , ( t ) , ± а ^ - к ^ к к ( , , т )  (2 I)
Л7 T -  t

belgilashlarni kiritsak. (20) tcnglama

K<p = a (t)(p (t) + —Ц  --<Jr+ [к{1,т)(р(т)с1т = / '(/ ) (22) 
ni  f  T — f ’ 

ko'rinishda yoziladi. (21) formulalardan ko'rinayaptiki, funksiya barelia

/ da. K ( L T )  esa, T=i  nuqtadan lashqari hanima joyda Gyolder 
shan in i qanoatlantiradi va

< ----- r— , 0 < a  < Ii 11 (/
\t  -  /|

tengsi/.lik o'rinli bo'ladi. (22) lenglamani to la singular integral Vmglama 
deyiladi.

n i ; г - 1

ifodani lolla integral tenglamaning xarakteristik, |а (/,г)^(г)^г ifodani 

esa regular qismi dcb yuritiladi. Ushbu

K “<p = a(t)<p(t) + ̂  \<̂ X lT =  f ( t )  (23)
n i f T -  t

tcnglama (22) to’la tenglamaga mos xarakteristik tenglama deyiladi. 
Agar f [ t )  funksiya aynan nolga teng bo'lmasa, (22) tenglama bir 
jinsli bo'lmagan, aks holda bir jinsli tenglama deb ataladi.



Birjinsli K<p = 0 tenglamadan yadro o'zgaruvehilarining o’rnini 
almashtirish natijasida hosil btvlgan

K  y/ ee a { t ) y / { l )  -  —  [   ̂ W  + [ ¿ ( r , / W ( r ) i / r  = 0 
n i  f  T - t  f

tenglama K<p = 0 tenglamaga qo'shma tenglama deyiladi. Xususan.

K  y/ = a ( l ) y / ( t ) - — - (  ̂ ŷ / ( r ) d T  = 0
71 i  f  T  — t

tenglama (23) xarakteristik tenglamaga qo'shma tenglama boladi. Shu 
narsaga e'tiborni jalb qilamizki, xarakteristik K  operatorga qo'shma 
bo’lgan K  operator, umuman aytganda, K ’ operatorning xarak
teristik K  qismidan iborat bo'lmaydi, chunki K '  ning xarakteristik 
qismini ajratish uchun uning ifodasida

M M A dT=  fbM z m w {r )d T + h [l)  fr W L
f  T - t  l  T - t  (  T - t

almashtirishni bajarib, bundagi birinchi integralni uning regulyar 
qismiga qo'shib qo‘ysak, K '  operatorning xarakteristik qismi

n i  f  T - t
formula bilan aniqlanadi. Demak, K  va K  belgilashlarni bir biridan 
farq qilish kerak.

Quyidagi
= + />(/), d { t )  = a { t ) - b ( t )  (24) 

belgilashlarni kiritamiz va bu funksiyalarni L  da nolga aylanmaydi 
deb hisoblaymiz. Bu holda (20) yoki (22) tenglama normal tipdagi 
tenglama deb aytiladi.

Izoh. (20) tenglamani shunday ko'rinishda ifodalash mumkinki, 
bunda o‘zgaruvchilar haqiqiy miqdorlardan iborat boladi. Buni turli 
usullar bilan amalga oshirish mumkin. L— markazi koordinat boshida 
va radiusi I ga teng bolgan aylanadan iborat boisin. Ushbu

T = = 
belgilashlarni kiritamiz. L) holda



O * ít O <r
d t ie ’dO e '~r  ie ^ 'd O

_  . ti) /ir O \ cr O a  O <7T - t e -e  i-v  /—
e e - -  e ~

d - o  . .  O-o
COS -h /Sin , n  -

2 2 de = -c t x — - d e  + - d e .2 s.n 0_-a 2 2 2 
2

Bu ifodani (20) tenglamaga qo‘yib, uní (22) tcnglamaga kcltirishda 
qanday amallarni bajargan bo'lsak, xuddi shunday amallarni bajarib. 
quyidagi tenglaniaga kelamiz:

i / \ 2 jt s\ 2/r
a{o)i//((j) + a  fctg---~y/{0)cí0 + \ l{(jJ))d O  = g {o ),

2 71 n 2- „

blinda a { o ) ,  b ( o ), #(<t) — 2n  davrli // shartni qanoatlantiruvehi 
berilgan funksiyalar, /(<7,0) ham 2n  davrli kuchsiz maxsuslikka ega 
bolgan berilgan funksiya.

Agar L  birlik aylana bo’lmay, uzunligi 2n  ga leng bo lgan 
Lyapunov shanini qanoatlantiradigan yopiq egri chiziqdan iborat bolsa 
ham (20) tenglamani oxirgi ko’rinishdagi tcnglamaga keltirish mumkin
[10]. Aksincha, agar Gilbcrt yadroli oxirgi tenglama berilgan bolsa, 
uni yuqoridagi almashtirishlarga asosan Koshi yadroli (22) tcnglamaga 
keltirish qiyin emas.

2. Xarakteristik tenglama. Avvalo (23) xarakteristik tenglamada 
¿/(/) = 0, />(/)-I holni, ya'ni birinchi turdagi

7TI J  T - í

tenglamani tekshirami/.. /. •- silliq yopiq egri chiziq bolsín. (19) 
Puankare— Bertrán fornuilasiga asosan

(2 m)~  i r - 1  ]

bundan darhol

m

(26)



funksiya (25) tcnglumani qanoatlantirishi kclih chiqadi. Bu tcnglanianing 
ycchinii yagona ekanligiga ishonch hosil qitish qiyin cnius. Haqiqatan

ham, (25) tenglamaning liar ikki tomonini ga ko'paytirib.
ni t - C

t bo'yicha integrallaymiz. (26) formulani e'tiborga olsak, (27) ni 
hosil qilamiz. Qisqa qilib aytganda (25) va (27) formulalar (26) ga 
asosan, biri ikkinchisining natijasidir. F.ndi (23) tcnglamadagi a ( l )  va 
/;(/) koefntsienllar o'zgarmas bolsín. Bu tenglamaning har ikki 
tomoniga

M  y/ ( r ) = ay/ ( r  ) 

operatorni qo'llaymiz:

KÍ  f £ - T
d i (28)

a
ni  ;  l, /

JL f_L_ í/r^ / { l h ± f ¿ £ l d¿
7i i  , x — t n i  : l  -  x n i  : l  - t

Bundan darhol. (24) ifodalar noldan farqli bolganligi sababli, (26) 
formulaga asosan

= (29)
a  - b  fe/ - Ir  \ m  f  Q  - i

ni hosil qilamiz. (29) formula hilan aniqlangan ^ (/ ) funksiyaning
aiyf) va /)(/) lar o'zgarmas hoMganda (23) tcnglamani qanoal- 
lantirishiga ishonch hosil qilish qiyin cmas. Uinumiy (22) tenglama 
tekshirilganda (28) operatorni qollash nal ijasida (22) tenglama 
Fredgolm tenglamasiga keladi. Agar a, b o'zgarmas bolsa, hosil 
boMgan Fredgolm tenglamasi (22) tenglamaga ekvivalent bo’ladi. 
Umumiy holda qo’shimcha tadqiqotlarni olib borishga to'g’ri keladi. 
Shu maqsadda, singulyar integral tenglamalarni o‘rganishda muhim 
ahamiyatga ega bo'lgan analitik funksiyalar chegaraviy masalalari 
nazariyasidan Riman masalasini lekshirami/.



4- §. Riman masalasi

1. Masalaning qo'yilishi. /, komplcks o'/.garuvchining Ickisligini 
ichki D ’ va tashqi l) sohaga ajratib turuvchi silliq yopiq cgri chi/iq 
bo'lib. G (/) va g (/) — /. da berilgan (iyoldcr shartini qanoat- 
lantimvchi funksiyalar bolsin, slui bilan birga G ( t) nolga aylanmasin. 
Limit qiymatlari /. cgri chi/.iqda

(/ ) = (;(/)<!> ( / )  + i i ( / )  (30)

shartni qanoatlantiruvchi bo“lak-bo*lak analitik 0 ( 2 ) funksiya topilsin.
Eslatib o‘tami/, bir-birini lo ’la tckislikkaeha to'ldiruvchi D va 

D sohalarda ikkita muslaqil O ' (z), (z) ifodalar bilan aniqlanuvchi 
d> (,) analitik I11 nksiyani bo'lak-bo'lak analitik funksiya dcyiladi. Bu 

masala ulash masalasi yoki Gilbert masalasi harn deb yurililadi. G’( /)

fnnksiyani Riman masalasining koeffitsienti, ,!,’ (/ ) funksiyani csa uning 
ozod hadi dcyiladi.

Avval Riman masalasining xususiy holini ickshrami/. /. yopiq cgri
chi/iqda Gyolder shartini qanoatlantiruvchi ( f ( t )  funksiya berilgan 
bo'lsin. Chcksi/Jikda nolga aylanuvchi va /, cgri chi/.iqdan o'tishda 
(p(t) sakrashga ega bo’lgan, ya’ni

O  (/)  (D ( t )  = <p(t) (31)

shartni qanoatlantiruvchi bo'lak-bo'lak analitik <I>(")(< !> (-) - 
= (D ( r ) , : £ i J ' , ( | ) ( : )  = (I) ( : ) , : e / )  )  runksiya topilsin. Bu 
masalaning ycchimi (16) fonnulaga asosan, ushbu

(32)
lunksiyadan iborat bo'lishi ravshan. Bu ycchimning yagonaligini isbot 
qilish qiyin cinas. Haqiqatan hain, ikkita yechim bor deb hisoblab, 
ularning ayirmasini tckshirsak, /, bu ayirma uchun cgri chi/iqdagi 
sakrash nolga leng boladi.

Agar cl) (x>) = () qo‘shimcha shart olib tashlansa, masalaninig 
ycchimi

O( r )  = —— [ — + const
V ’ 2K i \  T - z



formula bilan aniqlanishini ko'rish qiyin emas. Riman masalasini 
yechishda

^ = ¿ [ arg (7( 0 ] ,  
formula bilan aniqlanadigan X  butun son niuhim ahamiyatga ega 
boladi. Bu ycrdagi [ ] / bolgi qavs ichidagi ifodaning A chiziq musbat 
yo‘nalishi bo‘yicha aylanishidagi orttirmasini bildiradi. Bu X  sonni 
G ( t )  funksiyaning indeksi yoki Riman masatasining indeksi deyiladi.

In G ( f )  = ln|G (/)| -i- / argO '(/) boLlgani uchun va 
funksiya chi/iqni aylanib chiqqandan so'ng o‘/ining boshlang'ich 
qiymatiga qaylib kclganligi sababli

|n G ( / ) ] i =/[argG '(/)];
boladi. demak.

x  = In d G (l)  = ~ [ \ n  G (/ ) ] ; = ~ [ a r g G ( / ) ] ; .
2 n

Masalaning sharllari oV.garmas bolganda indeksning qiymati L  ning 
musbat yo'nalishini tanlab olishga bog’liq emasligini, va'ni X  son 
masalaninig invariant ekanligini ko'rsatish qiyin emas.

Indeksni integral ko'rinishida ham yo/.ish mumkin:

x  = IndG ( t ) = ~  \d In O' (/) = fd arg G  (/).
l 7 t i  f  ¿ K  J

Indeks ta'rifidan bevosita quyidagi fikrlar kelib chiqadi:
1 \  Fu n ks iya la r ko ‘paytm asining indeksi ko ‘payuvchi lar  

indekslarining yig ‘indisiga teng. Kasrning indeksi bo 'linuvehi va bo ‘luvchi
indekslarining ayirmasiga teng. Endi C?(/) funksiya differensiallanuvehi 
bolib, L  chiziqning iehida yoki tashq;irisidagi analilik funksiyaning 
ehegaraviy qiymalidan iborat bo'lsin. U holda

x=JL \ dXn̂ l)=JL\ du
A 2n i [  y ’ 2m [  G( i )

ya’ni indeks 0(f)  funksiyaning logarifmik qoldig'iga teng.
Indeksning keyingi xossalarini bayon qilish uchun kompleks 

o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan argument prinsipini eslatib



o'tamiz. Yopiq L  cgri chiziq bilan chegaralangan D sohada / (z) funksiya 
chckli sondagi qutblardan boshqa hamma nuqtalarda analitik bo'lsin. Bu 
funksiyaning biror /„ nuqtaatrofidagi qatorga yoyilmasi quyidagicha boisin:

./ ¡(zo) = c „ * 0 -

/; sonni funksiyaning z{) nuqtadagi tartibi dcyiladi.
Agar /?>() boisa, funksiyaning tartibi uning noli tartibidan 

iborat. agar n > 0 boisa, u holda uning tartibi teskari ishorasi bilan 
qutb tartibidan iborat. Agar funksiyaning r 0 nuqtadagi tartibi nol 
boisa, bu nuqtada funksiva noldan farqli boigan chckli qiymat qabul

1
qiladi. Cheksiz u/.oqlashgan nuqta tckshirilganda z — zn binomni —
bilan almashlirish kerak. Funksiyaning sohadagi nol va qutblarining 
sonini mos ravishda N n va Pn orqnli bclgilab olami/.

Argument prinsipi. / ( r )  funksiyaning yopiq ¿cgri chiziq ichidagi 
nollari soni bilan qutblari sonining ayirmasi, z nuqta L ni musbat 
yoiialishda aylangandagi arg f ( z )  o‘zgarishining 2 k  ga nisbatiga 
teng. Argument prinsipidan indeksning quyidagi xossalari kelib chiqadi: 

2\ Agar O’ (/ ) funksiya yopiq cgri chiziq ichidagi yoki tashqarisidagi 
analitik funksiyaning chegaraviy qiyniali boisa, u holda uning indeksi 
chiziq ichidagi nollarining soniga tcng yoki chiziq tashqarisidagi minus 
ishora bilan olingan nollarining soniga tcng.

3 . Agar O’ (z )  funksiya yopiq cgri chiziq ichidagi chckli sondagi 
qutblardan tashqari hamma nuqtalarda analitik boisa, u holda nollar 
sonini nollar soni bilan qutblar soni ayirmasiga almashtirish kcrak.

Nollar va qutblarning kattaligi qancha boisa, ular shuncha marta 
hisoblanadi. Qo'shma komplcks funksiyalarning indekslari ishorasi bilan 
leskari boiishini qayd qilib o'tamiz.

Misol. Koordinatalar boshini o‘z ichiga olgan ixtiyoriy yopiq I.

cgri chiziq bo'yicha 0 ( f ) - t n funksiyaning indeksi hisoblansin.
i" funksiya cgri chiziq ichida tartibi n ga teng boigan bitta nolga 

ega z" funksiyaning chegaraviy qiymatidan iborat boigani uchun

%  -  l n d t n =■ n  boiadi.
Boshqacha usul bilan ham bu indeksni hisoblash mumkin. Agar / 

ning argumenti (p boisa, i" ning argumcnti tnp ga tcng boiadi. t



nuqta /. chi/iqni aylanih. boshlang'ich qivmatiga qavtib kclganda, 
<p argument orttirmaga ega bo'ladi. Demak, I n d i "  =/?.

2. Kanonik yechim. Bir jinsli masalaning yechilishi. Bir jinsli 
bo'lmagan (30) va bir jinsli

Ф * (/ )  = С (/ )Ф  ( 0  (33)

masalalarning umuniiy ycchimlari yordamchi tunksiya orqali ifodalanadi. 
Shu funksiyani topishdan boshlaymi/. Bir jinsli (33) masalaning xususiy 
yechimini egri chiziqda nolga aylanmaydigan funksiyalar sinfidan 
izlaymi/. Izlanayotgan funksiyalarning D  , D  sohalardagi nollarining 
soni mos ravishda /V, va /V bo’lsin. Indcksning 1 va 2 xossalariga 
asosan (33) tenglikning liar ikki lomonidan indcksni olsak, u

y V + / V  = f m i G { t )  = x  (34)

bo'ladi.
/ - 0  bo'lsin. Bushart bajarilganda In С/(/ ) birqiymatli funksiya 

bo'ladi. (34) icnglikdan /V, = N  =0 bo'lishi kclib chiqadi, ya’ni 
yechim barcha tekislikda nollarga ega cmas. Shu sababli 1 п Ф " (г )  
funksiyalar o7. sohalarida analitik bo'ladi, demak, o'/larining 
chegaraviy 1 п Ф  (/ ) qiymatlari bilan birga bir qiymatli bo'ladi. (33) 
shartni logarifmlab,

1пФ ( /) — In(|> (/) = ln C (/ )
lengliklarni hosil qilami/. ln G (/ )  uclum ixtiyoriy shohchani olish 
mumkin. Oxirgi natija shohchani tanlashga bog'liq emasligini lekshirib 
ko'rish qiyin emas.

Shunday qilib, bi/ /. da berilgan sakrash bo'yieha bo'lak-bo'lak
1 п Ф (г )  analitik funksiyani topish masalasiga keldik. Bu masalaning
yechimi 1пФ (oo) = 0 sliart bajarilganda



belgini kiritamiz. (33) chegaraviy masalaning <I> ( c o ) ^ l  shartni 
qanoallantiruvehi yeehimlari Soxoskiv— Plemel formulalariga asosan

0  { z )  = e u)

funksiyalardan iboral boladi. Agar qo'shimcha <I> ( « ) - l  shart 
bolmasa, u liolda (35) formulada ixtiyoriy In A o'zgarmas sonni 
qo shib qo'yish kerak va ycchim quyidagi ko'rinishga ega boladi

O t (z) = /)c'1 i;|, (z )= Ae '  {;). (36)

r  (oo )-O bolgani uchun A o'/garmas son (D ( r )  funksiyaning 
cheksizlikdagi qiymalidan iborat boladi. Shunday qilib. /  = 0 bolgan 
holda va ixtiyoriy ( x ) ^ 0  da ycchim ixtiyoriy o'zgarmasni o*z 
ichiga oladi, dcmak, bitta chiziqli bogliq bolmagan ycchiniga ega 
bolamiz. Agar O  ( r-) = 0 boisa. A -  0 boladi va masala faqat 
trivial ycchiniga ega boladi. bunday bolishi N  = 0 ga asosan labiiydir. 
Bu mulohazalardan muhim hulosa kelib chiqadi.

L chiziqda berilgan, Gelder shartini qanoatlaniimvchi va indeksi
nolga leng bo'lgan ixtiyoriy ( / ( / ) ^  0 funksiyani [ ) \  D  sohalanla

analitik va bu sohalanla noliarga ega bo'hnagan funksiyaning (h (/)

va <I> (/) chegaraviy qiymallarining nisbati ko'rinishida ifodalash 
mumkin. Bu funksivalar o'zgarmas ko'payitna aniqiigida topiladi va 
(36) formulalar bilan beriladi.

Flndi iimumiy, ya'ni 0 bolgan holni lekshirishga o'tamiz. 
Bir jinsli (33) shartni qanoatlantiruvclii va tailibi masalaning indeksiga 
teng bolgan bilta yolglz nuqtadan lashqari bareha tekislikda nolinchi 
tarlibga ega bolgan bolak-bolak analitik funksiyani izlaymiz. Yolg'iz 
nuqia sifatida tekislikning ixtiyoriy iniqtasini olish mumkin. Bundan 
keyin. teskarisi avtilgan bo'lm asa, yo lg lz  nuqta deb cheksiz 
uzoqlashgan nuqtani olamiz.

Kanonik X ( z )  yechim yoki funksiya deb, lartibi masalaning 
indeksiga leng bolgan cheksiz uzoqlashgan nuqtadan tashqari bareha 
lekislikda bolak-bolak analilik va (33) chegaraviy shartni qanoat- 
lamiruvchi funksiyani aytiladi. Bu funksiyani indcks nolga leng bolgan 
holga keltirish bilan tuzish mumkin. Chegaraviy shartni

< b ' ( t )  =  t x t  ( / )



ko'rinishda yozib olamiz. Nolinchi indeksga cga bo'lgan t xC ( t )  
funksiyani analitik funksivalar chegaraviy qiymatlarining nisbati sifatida 
tasvirlab.

i r  ( 0  \ 1 f ln f r 'rG’ ( r )

kanonik vechim uchun ushbu

d r
t  -  z

(37)

X ' ( z )  = e  ( r) , X - ( z )  = z V  {z) (38)

ifodani hosil qilamiz. X '  ( i )  = C/’ ( / )X  (/) tenglikdan Riman masala- 
sining koelTitsienlini kanonik yechimlarning nisbati sifatida ifodalash 
mumkinligi kelib chiqadi:

c ( , \  X (/)
( ) _ 3T77)- <39)

% > 0  bo'lganda, cheksizlikda x  tartibli nolga ega bo'lgan 
kanonik yechim, (33) masalaning xususiy yechinilaridan biri bo'ladi.
Z < 0  bo'lganda kanonik yechim cheksi/likda |/| tartibli qutbga ega 
bo'ladi va u endi yechim bo'lmavdi, lektn birjinsh bo'hnagan masalani 
yechishda undan yordamchi funksiya sifatida foydalaniladi. Endi bir 
jinsli masalani yechishga o'tami/.. /  = //7d G ( t )  ixtiyoriy butun son
bolsin. (/ (/ ) funksiyani (39) formula bilan ifodalab,(33) chegaraviy 
shartni

M ¿ 1  M O
X ' ( t )  X (0

ko'rinishda yozib olamiz. Bu icnglikning chap tomonida D l sohada 
analitik funksiyaning chegaraviy qiymati, o'ng tomonida esa cheksizlikda 
” /  dan kam bo'hnagan taitibga ega bo’lgan funksiyaning chegaraviy 
qiymati turibdi (la'rifga binoan X ( r )  ning tartibi X ) .  Shunday qilib,

funksiya bareha tekislikda analitik bo'lib, cheksizlikda chekli

tartibga ega, dcmak, / > 0  da bu funksiya koefTitsientlari ixtiyoriy 
bolgan X  darajali ko'phaddan iboratdir. Agar / < 0  bo1 Isa, bu 
funksiya oVgarmas sondar, iborat bo'ladi. Lekin cheksizlikda nolga



aylanguni uchun u aynan nolga teng boladi. Dcmak, /  < 0 bo'lganda 
bir jinsli masala laqat trivial yechimga ega boladi.

X  > 0  da ixtiyoriy koeffiisientli %  darajali ko'phadni P j ( r )  
orqali belgilab, bir jinsli masalaning yechimini quyidagi ko'rinishda 
hosil qilarni/:

( D ( r ) - P _ ? ( r ) X ( r )  yoki

fl>, ( 2 ) =  Pí ( z ) / ' |-',> <U (z)  =  Z "P';V'r (40)

bu ycrdagi r ( r )  (37) formula bilan aniqlanadi. Shundav qilib, quyidagi 
nalijaga kcldik.

Agar Riman chegaraviy masalasining X  indeksi tnanfiy boimasa, 
(33) bir jinsli masala w  chiziqli bog'liq bolmagan

<1>;(z) = z‘ <~1 <I>t ( z ) = 2* z C ' {:',k = 0,\...,z
vechimlarga ega boladi. Umumiy yechim 1 ¡a ixtiyoriy o'zgarmasni 
o'z ichiga olib, (40) formula bilan aniqlanadi. ¡ndeks manjiy bo'lganda
(33 ) masala trivial O ( z )  -() yechtmdan boshqa cheksizJikda nalga
aylanadigan yechimlarga ega bo 'Imaydi.

3. Bir jinsli boMmagan masalani yechish. (30) chegaraviy shartni 
(39) tenglikka asosan<&■(/) o (/) | g(/)

X - ( 0  x  ( / )  X ' (/ )  

g ( 0
ko'rinishda yo/ib olami/. funksiya Gyo ldcr  shartini

qanoatlantiradi. Bu funksiyani 1- bandda bayon qilganimizga asosan 
analilik funksiyalar chegaraviy qiymatlarining ayirniasi sifatida tasvirlash 
munikin, ya’ni

y  i  \  = ^  ( 0 ’ hunda
X  ( t )

 ̂ 1 f •1U T ) d T

Bu holda chegaraviy shartni



< l>  (Y )
ko*rm¡shdíi yozish niunikin. ^  > 0 bo'lganda funksiya

cheksi/likda x  lartibli qutbga, /  < 0 da esa, shu lanibli nolga ega 
bo'ladi. Bir jinsli masalani yeehganda qanday y o l migan bo'lsak, 
xuddi shunday mulohazalarni lakrorlab, quyidagi natijalarga kelamiz: 

I o. /  > 0 bolsín. I ) holda

X  (/) w  X  (/) w  / W
Bundan

® ( z )  = X ( z ) [ V ( z ) ^ ( z ) ]

yechimga ega bolami/., shu hilan birga X ( r ) , 4 ' ( r )  funksiyalar

(38) va (41) formulalar hilan ifodalanadi, esa kocíTilsienilari
ixiiyoriy bo'lgan %  darajali ko'phaddir. Oxirgi formula bir jinsli 
masalaning umumiy X ( r ) P ^ ( r )  yecliimini qo'shiluvchi sifatida o‘/ 
ichiga olgani uchun bir jinsli bo'lmagan masalaning umumiy yeehimi 
ekanligini ko'rish qiyin ciñas.

T . ^  < 0 bolsin. Bu holda J — funksiya chcksi/likda nolga 
teng bo'ladi va ^

X ■(/) U  X  (/) 1 j 
tenglik o'rinli bo'ladi. Rundan

< l> (z )= X (z )4 '(z )
lenglik kelib chiqadi. <i> (z )  funksiya ifodasidagi birinchi ko'paytuvehi 
(38) fornnilaga asosan cheksi/likda ~ x  lanibli quibga ega, ikkinchisi 
esa (41) Koshi li pidagi integral si finida umuman aylganda cheksi/likda
birinchi larlibli nolga ega. Dcmak. d) (z ) cheksi/likda lartibi - / - 1  
dan katla bo'lmagan quibga ega bo’ladi. Shunday qilib, agar / < ~ \  
bo'lsa. bir jinsli bo'lmagan masala, umuman aylganda. trivial 
yecliimdan boshqa yechimlarga ega bo'lmaydi. Bu masala uning o/od 
hadi ba’zi qo'shimcha sharilarni qanoatlanlirgandagina yechimga ega 
bo'ladi. Bu shanlarni hosil qilish uchun (41) Koshi t i pidagi inlegralni 
chcksi/. u/oqfashgan nuqia atrofida qatorga yoyamiz:



T  ( z )  = bu yerda

v r .
2/r/ • X  ( r )

<I> ( " )  funksiyaning cheksiz u/oqlashgan nuqta alroíida analilik

bo lishi uchun X\J ( r )  funksiya yoyilmasining birinchi - /  1

koelTilsientlari nolga aylanishi kerak. Bundan. indeks manfiy ( z  < ~ U  
bo’lgan holda bir jinsli boMniagan masalaning yechimga ega bolishi 
uchun quyidagi

V r  = ( U  = 1,2.... - z - l  (42)
,J X ' ( 0

sharlning bajarilishining zarur va yctarliligi kelib chiqadi. Nalijada 
quyidagi xulosaga kcldik.

Rimanning bir jinsli bojmagan masalasi %  > 0 bo'lgan holda 
ixlivoriy oz.od hadda yechimga ega bo'ladi va uning umumiy yechimi

<43)'.7 1 1  J  *  \ t  \  t  —  -7Jx ( r ) r - z

formula hilan aniqlanadi. Agar ■ —1 bo'lsa ham bir jinsli ho'Imagan 
masilla yechimga ega bo'ladi va yechim yagona bo'ladi.

B ir jinsli bo'lmagan masala / < —\ bo'lgan holda amainan 
a\¡ganda, yechimga ega bo'lmaydi. Uning yechimga ega bo'lishi uchun 
oz.od hadi - %  -  1 la (42) shartlarni qanoatlantirishi zarur va yeiarlidir. 
Bu shartlar bajarilganda yagona yechim (43) formula hilan aniqlanadi, 
fanal hunda P r ( r )  = 0 deh hisoblash kerak.

Bu masalaning chcksiz u/oqlashgan nuqta atrolida nolga teng 
boladigan ycchimi kevinchalik muhim latbiqqa cgadir. Bu holda x  
darajali ko’phad o'rniga /  — I darajali ko'phad olisli kerak. Indeks 
manfiy bo'lgan holda masalaning yechimga ega bo'lishi uchun c x 
koelTitsientning ham nolga teng bolishini talab qilish kerak.

Dcmak, tl> ( * ) - 0  shartda % > Q  bo'lganda yechim

(44)d>(z) = X ( r )  V (  = ) + P z ] ( = )



formula bilan aniqlanadi (%  ^  0 bo'lganda - 0  deb hisoblash

kerak). Agar /  > 0 bolsa, vechilishning f- ^ r * V r  = o, k = 1.2..... /
,J X ' ( r )

sharllari bajarilganda, yechim  avvalgiday (44) formula bilan
ilodalanadi, bunda P v l ( r ) “ 0 boladi.

4. Ko'p bog'lamli soha uchun Riman 
masalasi. Faraz qilaylik, L egri chiziq, m 
+ I ta o'zaro kesishmaydigan yopiq egri 
chi/iqlarning to'planiidan iboral bolsín,
ya'ni L  = L {) +- ¿ m,shu bilan
birga L(1 yopiq egri chi/iq qolgan hammasini 
o‘z ichiga oigan bo'lsin (5 - chizma). egri 
chiziqning ichida, I.r ... !.m egri chiziqlarning 
tashqarisida votuvchi (m+1) — bog'lamli 
sohani O ' orqal i , /)' + /. ni to' Ia 
tekisl ikkacha to4 Id i ruvch isi ni D orqali 

belgilaymiz. /„ egri chiziqni musbat aylanib chiqish deganda D' 
sohani chapda qoldiruvchi avlanish hisoblanadi ya'ni L 0 yopiq egri 
chi/iqni soat strelkasiga qarshi, I  r ... Lm yopiq egri ehiziqlarni esa, 
soal strelkasi bo'yieha aylanish kerak.

Sakrash KVg'risidagi

<I>4 (/ )-« !> (/ )  = g ( / )

masala, bir bog'lamli sohadek, ushbu

■ g { v ) d T

5- chizma.

O(z)
2 m ? v -z

fórmula bilan yeehiladi. Riman masalasi bir bog'lamli soha uchun 
qanday qo'yilgan bo'lsa, bu holda ham xuddi shunday qo'yiladi. Ushbu

X k = — [ ^ G { t ) \

bclgilashni kirilamiz. Masalaning indeksi deb,
m



miqdorni aytiladi. Agar ichki egri chi/iqlar uchun % l ( k = \ .....m)
lar nolga teng bolsa, masalaning yechimi bir bog’lamli sohada qanday 
ko'rinishga ega bolsa, bu holda ham shunday ko‘rinishda bo'lishini 
ko'rish qiyin emas.

Uinumiy holni sodda holga keltirish uchun

\Xk

í l ( '
A -1

funksiyani kiritami/, bundagi zk — ichki Lk yopiq egri chiziqlarda 

yotuvchi ba'zi nuqtalar. Agar k *  j  bo'lsa, | 'a rg (/ - r í ) ^  -- 0 va 

arg(^ - -  - 2 n  ekanligini e'liborga olib,

a r s  n  r  ¡2 71
---x , ,  j  = 1.2.....m

tenglikni hosil qilamiz. Blindan

arg
m

k I
= (), / -  1,2,...,m

m

boMishi kelib chiqadi. Endi ^nksiya argunientining
A I

egri chiziq bo'yicha 0 ‘zgarishini hisoblaymiz:

k*\
1 1 m 

= ^ [ « B C ( O l ^ - S [ Z i a rg (/- z t ) ]  =

m
= X „  + X  Xk = X-

k-

Koordinat boshi D' sohada yotganligi uchun

[a rg / ]^  = 0 , k  = [a rg / ] ; = 2 n

boladi. Shu sababli



- arg
k-\

= 0

tenglik kelib chiqadi.
IZndi bir jinsli masalani ycchishga o'tamiz. Chegaraviy

<i> ( 0  = c; (0 < d ( 0
sharlni

0 ‘ (/ O  (/) (45)

k I

ko’ rinishda yo/ib olami/. Har bir k = OJ,...,/77, yopiq cgri
m x

chi/iqda indcksi nolga teng bo'lgan ! ^ ( 0  funksiyani
k i

ushbu nisbat ko’rinishida ifodalash mumkin:

n i

k-1

J'*(o

X O  "

bunda

In r  / 0 ( r - “ i )/; ° ’( r )
k I

îh  ■ (46)
t - z

Masalaning kationik yeehimlari
m

X ‘ ( z ) - r i ( z “ z<) |r). x  ( - )  =  -  ze  (
k-1

formulalar bilan aniqlanadi. (45) chegaraviy shart

(t)
X-( f )  X (/)

ko’rinishda yo/iladi. 2 -banddagi rnuloha/alarni takrorlab.

(47)



k -I

yechimlarga cga bo'lami/. Bulardan ko'rinayaptiki, yechim  bir 

bog'lamli soha uchun olingan vcehimdan (l> (- )  funksiyadagi

Qo’shimcha O  ( x ) - ( )  shart qo’yilganda (48) formulalarda

P , ( - )  ko'phad olish kcrak. Keyinchalik  bi/ga kcrak bo'ladigan 
X  (/) kanonik yeehimningegri chi/iqdagi limit qiymatlarini hisoblaymi/. 
(46) formulada» Soxolskiy— Plcm cl formulalariga asosan limit 
qiymatlarini topamiz:

*-i
(49) tongliklarni c ’liborgíi olib, (47) formulalarda z —> t da limilga 
o'lsak.

formulalarni hosil qilami/. Bir jinsli bo'lmagan masalani tekshirganda 
xuddi 3- banddagidck chcgaraviy

n(-- - )  ko'paylma hilan farq qiladi.

hunda f ( / )  - (46) inlegralning bosli qiymati va

shan ni



ko'rinishda ifodalab olamiz. Bu ycrdagi 4^(j )  funksiya (41) formula 
bilan aniqlanadi. Bundnn umumiy

yechimni topamiz. Agar yechimga O  ( 00) = 0 sharl qo'yilsa, u

ko‘rinishga ega bo'ladi. %  < 0 bo’lgan holda bir jinsli boMmagan masala

shart bajarilgandagina yechimga cga bo’ladi, bu yerdagi k, agar yechim 
cheksizlikda chegaralangan bo'lsa, 1 dan ~ X ~ \  gacha, agar

(co) = 0 shart bajarilsa, I dan ~ X  gacha qiymallarni qabul 
qiladi. Bu shart bajarilganda ycchimni yuqoridagi formulalarda

Agar lashqi Lo yopiq egri chiziq bolmasa, D ' soha teshiklari 
bolgan barcha tekislikdan iborat boiadi. Bu holda cheksiz uzoqlashgan 
nuqta D sohaga enias, balki D* sohaga tegishli boMadi. Shuning
uchun ham cheksizlikda 0 ~ ( z )  funksiyani emas, (z )  funksiyaning 
holatini e’tiborga olish kerak. Bu holning avvalgi holdan muhim farqi

shundaki, barcha L k ( k  = yopiq egri chiziqlarga nisbatan

yechimini hosil qilish uchun bu ko‘paytmani tushirib qoldirib, avvalgi 
mulohazalarni qaytarish yetarlidir.

cD(z) = X ( z ) ^ ( z ) + P / (z )

c t (z )  = X ( z ) [ T ( z ) + P ^ , ( z )

P (z )  = 0 deb hisoblab, hosil qilish mumkin.

m

I K ' -  *) 0'(/) funksiyaning indeksi nolga teng boMadi va bu
k I

funksiyada t z ko‘paytma ishtirok etmaydi. Shu sababli masalaning



5. Ochiq egri ehi/iqlar uchun Riman masalasi. L egri chi/iq 
cheilaridan boshqa umumiy nuqtalarga ega bo'lmagan s illiq

L¡ ,  k - 1,2,..,p ,  ochiq yoylardan lashkil topgan boMsin. L  egri 
chi/iqning lugunlarini, ya'ni I. in tashkil qiluvchi yoylarning ehetki 
nuqtalarini k = 1 , 2 , orqali, yoki soddagina c deb belgilab 
olami/. i  ehiziqning lugunlaridan boshqa nuqtalarini oddiy nuqtalur 
deyiladi. L chi/iqning nuqtalarini o'z ichiga olmagan tekislikning har 
bir chekli sohasida analitik, L  ga ehapdan va o'ngdan u/luksiz 
davom etdiriladigan, tugunlar atrofida esa,

I ,  / \i const 
|0(z)|<- —, ( )< a  = const<1

\z-c\

shaitni qanoatlantiradigan <!>(-) funksiyani bo'lak-bolak analitik 
funksiya deb ataladi. C ( t) va g (!) funksiyalar I. da beriigan va 
Gyolder sharlini qanoallantiruvehi bo'lib, barcha L da G ( / ) ^ 0  
bo'lsin.

Riman masalasi quyidagicha qo'yilganda, cheksizlikda chekli 
tartibda, A chiziqqo ehapdan va o'ngdan yaq in lashganda
O  (/ ) ,cl> (/ ) cheguraviy qiymatiari

<!>■ (/ )  = <7(/)UJ ( / )  + # ( / )  (50)

cheguraviy shartni qanoatlantiruvchi bo'lak-bo'lak analitik
funksiya topilsin.

L ehi/iqda (50) chegaraviy shart bajariladi deganda, bu shart 
oddiy nuqtalarda bajarilishi lushuniladi. Xuddi yuqoridagidek, g (0= 0  
bolsa, ya’ni

<!>(/) = G’ ( / ) 0  ( / )  (51)

shart bajarilsa, masalani bir jinsli masala deb yuritamiz.
I

Agar nafaqat X  (z) funksiya, balki *un^s’ya ^am bo'lak-

bo'lak analitik bo'lsa, X (/.) ni (51) masalaning kanonikyechimideyiladi.
Bo'lak-bo'lak analitik funksiyaning ta'rifiga asosan c tugunlar 

yaqinida



X(z )|<
const

a  < I,
z — c
const < ------

shartlar bajarilishi kerak.

Kanonik ycchimni luzishga o'lamiz. In(7(/) deganda liar bir

.....L fi yoyda u/luksi/ o'/garuvchi aniq qiyniat tusliuniiadi.

Farazimizga asosan (/(/) funksiya Gyoldcr sharlini qanoallanlirgani 

uchun l n G (/ )  funksiya ham bu shartni qanoatlanliradi. /, chi/iqning 
tugunlarini orqali belgilab olarni/. Chctki nuqlasi (\ bolgan

A yoy bo'yicha / nuqia ck tugunga intilganda In (7(f)  funksiya aniq 

limitga intiladi, buni biz I n G ^ c * )  orqali belgilab olamiz, ya'ni

llinksiyani tekshiramiz. Soxotskiy—Plemel formulalariga asosan, z nuqta 
oddiy tn e L  nuqlaga chapdan va o'ngdan intilganda

ln G / (¿7 ) - litnln G’(/)

Fndi ushbu

yoki



raviy sharlni qanoatlantirisli¡ kelib ehiqadi. findi Г ( г )  funksiyaning
tugunlar yaqinida holalini aniqlash qoldi.

Ma'lumki 11()|, Koshi tipidagi integral ck tugun yaqinida quyidagi 
formula hilan aniqlanadi:

bu yerda yig’indi I. voylarning lugunda uchrashuvehi barcha j  
nomerlariga tarqaladi, slui bilan birga " belgi ck dan boshlanadigan. 
" + " esa, tugaydigan yoylarga mos keladi. Slumday qilib, ck tugun 
yaqinida

к i
formula bilan aniqlangan misional funksiya bo'lsin. hunda Лк

shartni qanoallantiruvchi butun sonlardan iborat. Endi Icksliirib ko'rish 
qiyin emaski, ushhu

tunksiya kanonik ycchim bo'ladi yoki, aniqroq, kanonik yeehimlardan 
hittasi bo'ladi. Haqiqatan ham. X  (/) funksiya /. chi/iqdan tashqari 
barcha tekislikda nolga aylanmavdi, (53) lengsi/likka asosan (52) 
sliartlar bajariladi.

a k butun sonlar bo'lgan с lugunlarni maxsus, qolganlarini esa, 
maxsus ho 7magan ¡uguníar deyiladi.

r ( r )  = ( a i + / f t ) l n f r - í i ) + r il(.-).

formulaga ega bo'lami/, hunda U ( r  ) - z —> ck da noldan farqli aniq 

limitga intiluvehi, ck yaqinida analitik funksiya. Endi П( " )  ushbu
и

I < a k Ák < I, к = 1,2,..,/; (53)

n
(54)

к I



Maxsus bo'lmagan tugunlar uchun Лк sonlar ± I qo'shiluvchi 

aniqligida topiladi.chunonchi Лк ni shunday lanlashimiz mumkinki. 

yoki а к +Лк <{)  yoki а к -\-Лк >0  tcngsi/lik bajarilsin. Maxsus 

tugunlar uchun a k + Л к = 0 bo'ladi. Yuqorida aytganlarimizga usosan

(51 ) masalaning ycchimlari tugunlar yaqinida chegaralanmagan bo'lishi 
niumkin deb hisobladik. Ayrim hollarda, avvaldan bcrilgan, ba'z.i

maxsus bo'lmagan tugunlar yaqinida i/lanayotgan yeehi- 

mning chegaralangan bo'lishini talab qilish maqsadga muvofiq bo'ladi. 

Bu shartni qanoatlantiruvchi Ф ( г )  yechimlarni / / ( r , ) sinf

ycchimlari deb aytiladi. q = 0 ga mos sin Ini h (0) yoki hn orqali 
belgilanadi.

.....f j  sinfning kanonik yechimi deb, (54) formula bilan

aniqlanadigan X  (/.) yechimni aytiladi, bundagi Лк butun sonlar

shunday tanlanadiki, c ]4c2,...,c tugunlar uchun а к + Л к >0  va

barcha qolgan maxsus bo'lmagan tugunlar uchun a k + Лк <0 bo'lsin. 
Ushbu

x - t ^к -1

formula bilan aniqlanadigan %  butun sonni bcrilgan / íj íp í1, .....t’J
sinfning indeksideyiladi.

Berilgan ) sinfning X ( a) kanonik yechimi bo'lsin.
Ravshanki.

Ф ( г ) = Х ( г ) Р ( г )  (55)

funksiya ham berilgan sinfning yechimidan iborat bo'ladi, bundagi 
P (z) — ixtivoriy ko'phad. Endi teskarisini isbotlaymiz. P (z) ko'phad 
mos tanlab olinganda berilgan sinfning liar bir yechimi (55) formula 
bilan aniqlanadi. Haqiqatan ham.



<D‘ (/)=G(r)<t> ( i ) , X ' ( / )  =  C ( / ) X  (/)

nuinosabatlardan L da

(D+(/ )  d> ( / )

xT< ) = M O

lenglik kelib chiqadi. Bu tcnglik shuni ko'rsatadiki, agar L chi/iqning

oddiy nuqtalarida x (^ )  fwksiyaga /‘irur qiymatlarni yo/ib qo‘yilsa,

u tugunlar va chcksiz uzoqlashgan nuqtadan lashqari barcha tekislikda 
analitik bo'ladi. Bu funksiya tugunlar yaqinida I dan kichik tartibda 
chcksizlikka aylanishi mumkin, dcmak, tugunlar qulilib bo'ladigan

maxsus nuqtalardan iborat boladi. (l> (r) funksiya shariga kokra

<t(2)
cheksizlikda chekli tartibga ega bo'lgani uchun ko'phaddan

iborat boladi. Shu bilan yuqoridagi tlkr isbol bo'ldi. Bir jinsli bo'lmagan
(SO)masalaning ycchimlarini ham / ? ( ( ' , , sinfdan izlaymiz. Bir

jinsli (51) masalaning shu sinfga tegishli bo'lgan kanonik yechimi X  ( r  ) 
bo'lsin. Bu funksiyani shu sinfdagi (50) masalaning kanonik fim ksiyasi

deyiladi. X f (/) = C/(/)X (/) tenglikni e’tiborga olib,(50) shartni

Q (0  ( 0  g (Q  
X ‘ (/) X (/) X'(/ )

ko'rinishda yozib olamiz. Shartga binoan (I> (i)  funksiya X ( r )  nolga

aylanadigan tugunlarda chegaralangan bo'lgani uchun,
bu lugunlar yaqinida

X (z )
const 

< ------- ¡7’ « < >



tengsi/lik o'rinli bo'ladi. Demak, ^  lunksiya bo'lak-bo'lak analílik

bo'lib, chcksi/likda chckli tartibga ega bo'ladi. Shuning ucluin xuddi 
avvalgidck

0 ( z )  = ^ ^  f— + X ( z ) P ( _ )  (56) 
’ 27TÍ / X  (/ ) (/ - - )  y 1 v ;

formulaga ega bo'lamiz, bundagi P (/) ixtiyoriy ko'phad.
Bu esa. berilgan sinfdagi (50) bir jinsli bolmagan masalaning 

uniuniiy ycchimidan iboraidir. (56) lormuladagi ikkinchi qo'shiluvehi 
berilgan sinfdagi mos bir jinsli masalaning umumiy yechimi, birinchisi 
esa, berilgan bir jinsli bolmagan masalaning biror xususiy yechimidir.

Talhiq nuqtai nazaridan (50) bir jinsli bolmagan masalaning 
cheksi/likda nolga aylanadigan yeehimlarini topish alohida ahamiyalga 
egadir. X (/) funksiyaning eheksizlikdagi tartibi aynan ( - / )  ga. 
ya*ni sinf indeksining teskari ishorasi hilan olinganiga
tengligini e'tiborga olib. (56) formulaga asosan quyidagi xulosaga 
kelamiz:

X  > 0 bo '¡ganda, cheksizlikda nolga aylanuvchi berilgan sinfdagi 
yechim lar

<l>(z) = ̂ / x ; (/()(/J---) + X(2)P^ l(2) <57>
formula bilan aniqlanadi, bundagi / , ( r )  darajasi X  I dan 

katia bo '¡mugan ko'phad ( /  -  0 <)a P , ( r ) -  0 ) ■ X  < 0 bo Vganda, 
cheksizlikda nolga aylanuvchi berilgan sinfdagi yechimlar d>(oc ) - 0 
ekanligini ifodalovchi

í
i  x (0

shartlar bajarilgan holda va faqat slui holdagina mavjud boladi. Bu 

shartlar bajarilganda yagona yechim P ¡ ( z )= 0  bolganda (57) 
formula bilan aniqlanadi.



5- §. Singular integral tcnglamalarni yechish

I. Xarakterislik tcnglamani yechish. Ushbu

к  =  =  f { t )  m
711 f  T ~ {  ’

xaraklcristik lenglamani tckshirami/, bu yerda /. ehi/mada ko'rsatilgan 
umumiy nuqtalarga cga bo'lmagan yopiq silliq egri chiziqlardan 
tashkil topgan chi/iq, £/(/), A ( /), / ( / ) lar Gyolder sinfiga togishli 
funksiyalar. Noma’lum (p(f) funksiyani ham shu sinfdan i/laymi/. 
Zichligi xarakteristik tcnglamaning i/.lanayolgan ycchimidan iborat 
bo'lgan Koshi lipidagi integral hilan bcrilgan bo'lak-bo'lak analilik 
lunksiya kiritami/:

Soxotskiy Píeme! formulalaiiga asesan quyidagi tengliklarga ega 
bo'lamiz:

Biilarni (58) tenglamaga qo‘yib, Ф ( г )  funksiyaning ushbu

Riman masalasining ycchimidan iborat bo'lishi kclib chiqadi, 
blinda

l/lanayotgan Ф ( - )  íunksiya Koshi tipidagi integral bilan 
ií'odalangani uchun

1 r<p{r)cir

ti Г T - Î
Ф ' Ц )  + Ф  (/)■ (59)



shartni qanoatlantirishi kcrak. (60) Riman masalasi +

koeffilsientining indeksini (58) integral tenglamaning indeksi deyiladi. 
(60) ehegaraviy masalani yechib, (59) formulaga asosan (58) 
tenglamaning yechimini topami/,. Tenglama bilan ehegaraviy masalaning 
teng kuchli ekanligini ko'rsatish uchun, teskarisini, ya’ni ehegaraviy 
masalani yechish natijasida (59) formulalarning birinchisidan topilgan 
(p{t )  funksiya (58) tenglamani qanoatlantirishini ko’rsatish kerak. Bu 
holda fI ) ( r )  funksiya (4- § 1- band) Koshi tipidagi integral bilan 
tasvirlanadi, demak, (59) formulalardan ikkinehisi ham o'rinli bo'ladi, 
bu esa, (p (t ) funksiyani berilgan (57) tenglamaning yechimi ekanligini 
ko'rsatadi. (60) Riman masalasiga mos xarakteristik funksiya X  {/) 
bolsin. U holda (60) masalaning eheksi/Jikda nolga aylanuvchi yechimi

(4- §) X  - 0 bo'lganda

C l.(r ) = ^ f r _________ ------------------ — X ( ; ) P  , ( r )  (61)
( ’ 2 n i  J [ í, ( / )  + A ( í ) ] X ' ( r ) ( r - r )  2

formula bilan aniqlanadi, bu yerda keyinchalik qulay bo'lishi uchun 

darajasi / - 1  dan katta bo'lmagan ixtiyoriy ko'phad x

ko'rinishda olinadi, shu bilan birga ^  = 0 bo'lganda P / l ( - )  = 0 

bo’ladi. x  <0 bo'lganda yechim faqat

f tk^ T ) % ------= 0, k = Q, \ , -  1
J [ a ( r )  + / ) ( r ) ] x , ( r )

shartlar bajarilgandagina niavjud bo'ladi; agar bu shartlar bajarilsa, 
u holda yagona yechim P^_, ( ; : )  = () bo'lgan (61) formula bilan 
aniqlanadi. Tekshirilayotgan (58) integral tenglamaning yechimini



<p(/) = O ' (/) - O  (/) forniulaga asosan lopamiz. Buning uchun 
0 4(/ )va  (1> (/) ehegaraviy qiymallarni Soxotskiy- Plemel formulasi 
hilan hisoblayniiz:

» ■ i , ) . . .  / ( '> * • ( '>
2|^a(/) + /> (/ ) JX 4' ( / )  2 n i

« , , ) _________ / i ' * x  (>)_____
' 2 [a (t )  + b ( t ) ] X l (t) 2 ni

( ' » p -

Demak.

<»(/) = cd‘ m  <i> m  x  ( 0  + x  ( 0 —  j-t -j
2U / )  + /,(/) X  ( , ) / U

X’(/)-X(0r f { y ) d  T
í2 n i  ] [ > ( t )  + / > ( t ) ] X +( t ) ( t - / )

I (62)

- - [x ' (0 - x  (/)Jp,_,(/).

Xarakterislik X  (z) funksiyaning aniqlanishiga asosan

X  ( 0  U  a ( t )  + b { / ) 

tcnglikka egamiz. Buni e'tiborga olib, quyidagi ifodalami hosil qilami/.:



2 H Q X  (/ )  2 /> (/ )[t;(/ ) + /> (/ )]x  [/] 

a { t ) - k ( t ) i r ( l ) - b ’(l)

Endi, ushbu

bclgilashlarni kiritib, (62) ycchimni

(p ( t )  = K ' f  + b - ( t ) Z ( l ) P / , ( / )  (63)

ko'rinishda yozishimiz mumkin. Bu ycrdagi 7 (0  funksiyani 4- § ning
4- handidagi X ' (r) va X  (/) funksiyalarning qiymallariga asosan 
osongina hisoblash mumkin. /  (/) funksiyani (58) tcnglamaga mos 
kanonik funksiya dcyiladi. (63) formula (58) integral icnglamaning 
/ > ( )  bo'lganda umumiy yechimini beradi.

Agar % < Q  bolsa, biz bilamizki. (60) Riman masalasi, demak, 
(58) tenglania ham. unuiman aylganda, yechimga ega bolmaydi. 
lining yechimga ega bolish shartlari



tengliklarnmg bajarilishidan iborai.
Agar ycchimga ega bo'lish sharilari bajarilsa, u holda (58) bir 

jinsli bo'lmagan tenglamaning yechimi p ( , v ) - 0  bo'lgan (63) 
formula bilan aniqlanadi.

Agar / (/ )  = 0 bo'lsa, ya'ni tenglama bir jinsli bo’lgan holda. 
oldingi natijalardan ko'rinadiki, % <  0 bo'lsa. bir jinsli tcnglama 
noldan larqli ycchimlarga ega bo'lmaydi, /  > 0  bolganda esa, roppa- 
rosa /  ehi/.iqli bog'liq bo’lmagan ycchimlarga cga bo‘lib, ularning 
to'plami

<p(t) = b ' ( t ) 7 ( t ) P / ,(/)

formula bilan aniqlanadi, bunda P { ( t ) — darajasi % - \  dan kalta 
bo’lmagan ixtiyoriy ko'phad. Shunday qilib. hi/, quyidagi nalijalarga 
keldik.

/. Agar %  > () bo'lsa, bir jinsli K  "(p-{) tenglama roppa-rosa 
X  chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarga ega bo'ladi.

2 . Agar %  <0 bo'lsa, bu tenglama noldan farqli ycchimlarga ega 
bo '/maydi.

Agar /  > 0 bo'lsa, bir jinsli bo'lmagan K."(p= / tenglama 
ixtiyoriy f  funksiya uchun yechimga ega bo'ladi va lining umumiy 
yechimi ta ixtiyoriy o ‘zgarmasga bog'liq bo'ladi.

4". Agar x  < 0 b<> ‘/.sw, bu tenglamaning o 'ng tomonidagi f  funksiya 
ushbu

/.
ko'rinishdagi — X  la shanlami qanoatlanlirgan holda va faqal shu

holdagina yechimga cga boladi, bu ycrdagi v k{t) — chi/iqli

bog'liq bo'lmagan funksiyalar.
Bu shanlar bajarilganda tenglama bitta va faqat bitta yechimga 

cga bo'ladi.
2. Xarakteristik tenglamaga qo shnia bo'lgan tenglamani yechish.

Endi K "<p- f  tenglamaga qo'shma bo'lgan



к > „ , , 64,
ni J T -  l

tcnglamani tekshiramiz. (64) tenglamani sodda usul bilan Riman 
masalasiga keltirish mumkin. Shu maqsadda cheksizlikda nolga 
aylanuvchi bo‘lak-bo*lak analitik

M< I М т ) ¥ (т)с1т
2ni  j  r - z

funksiyani kiritami/.. Ushbu

h (l)v/(t) = 'V  ( / ) - ^  (/), —  \h^ 4'^ Z\lT = 'V  [t) + 4' (/)
n i  : t  -1

formulalarga va (64) lenlamaga asosan

/>(/),/,(0  = 4" (z)-*? (0

yoki

( a  + />)i//(/) = 24J , (/ )  + g ( i ) ,  

( a - h )y / { t )  = 2lF (/) + J?(/)
(65)

tengliklarni hosil qilamiz. Bularga asosan quyidagi Riman masalasiga 
kelamiz:

ч , Ч / )  = « ( 0 + Ч 0 т  (<)+ М < Ы < ) .

(64) tenglamaga mos (66) masalaning koeffitsienti (58) teng- 
lamaga mos (60) niasala koeffitsientining teskarisiga teng bolgan 
miqdordan iborat.

Dcmak,



a ( í )  + b{t )  a í t ) - b ( l )
X  = Ы  ,  = ~ Ы  . ; ¡  = - Xa ( t ) - b ( t ) a ( l )  + b(t)

Bir jinsli Riman masalasi kanonik funksiyasini ifodalovehi (38) 
yoki (39) f'ornuilani csga olsak, (65), (60) masalalarning kanonik 
funksiyalari miqdori bo'yicha bir-biriga teskari bo'ladi, ya’ni (60) 
masataning kanonik funksivasi X  (/) bolsa, (66) masalaning kanonik

f'unksiyasi ^ X ( r ) J  bo'ladi. Shunga muvofiq, (66) masalaning chek- 
si/likda nolga aylanuvchi umumiy vechimi x > 0  (ya’ni ^ ^ 0  da) 
bolganda

ko'rinishda ifodalanadi, blinda P ,(/) — darajasi X  ~  1 dan kalla
bolmagan ixtiyoriy ko'phad ( x  = 0da  P = 0 boladi). Kcyinchalik

I x '
qulay bo'lishi uchun bu ko'phad oldiga - ko'payluvchi qo’ydik. /  < 0 
(ya’ni, ^  > 0 ) bolganda, agar masala yeehimga ega bolishining 
zarur va yetarli

; X '  ( l ) b ( l ) g ( t ) t l‘dtf , ,  , ; — =o, * = o,i,...,-*-i

shartlari bajarilsa, yechim P  . Д г )  = () bo'lgandagi yana o'sha (67) 
formula bilan aniqlanadi. Soxotskiy—Plemcl formulasiga asosan (67) 
dan 4/( (/ ) ni hisoblaymiz:

+

2 [ a ( l ) - b ( t )

X*( / ) ]  f X ' ( r ) A ( r ) g ( r ) á  | I r  o  i 

2k í j[u(r)-/>(r)](r-/) 2L ^ ^ ''



Rndi (65) formulalarning birinehisiga asosan (64) tenglamaning 
vecliiniini lopamiz:

, (0  
Z ( / )  '

(68)

bu yerda K* orqali avvalgi banddagi K* operatorga qo'shma bolgan 
operator hclgilandi, ya'ni

7T/Z ( / ) J  T ~ t

shu bilan birga a*{t), b* (/), Z (/) avvalgi banddagi belgilashlarning 
o'zidir. Agar (67) dan VF (/) ni hisoblab, (65) formulalarning ikkin- 
chisidan y ' ( l )  ni topsak ham vana (68) formula hosil boladi. Mir 
jinsli (g = 0) lenglamaning iinuiniiy yeehimi %  > 0 da

p , ( 0  

U  z (0

formula bilan aniqlanadi [)emak, X  >  ̂ bolganda bir jinsli tenglama 
roppa-rosa X  ehiziqli bogliq bo'lmagan yeehimlarga ega boladi; 
X  < 0 bolganda esa bir jinsli tenglama noldan farqli yeehimlarga 
ega bo'lmaydi.

Shunday qilib. k "<p = J  tenglama qanday xossalarga ega bo'lsa, 
K 'y /  = r̂ tenglama ham shunday xossalarga ega boladi. Rndi biz 
ko‘rayapmizki, K "<p = f  tenglamaning yeehimga ega bolishi uchun 
4"- xossadagi shartlarda qatnashgan V7* funksiyalar qo'shma bir jinsli 
K"y/ = 0 tenglamaning ehiziqli bog'hq bo'hiiagan yeehimlarining tola 
sistemasidan iborat ekan. Keyinchalik isbot qilinadigan nuihim umiimiv 
teoremaning xususiy lioli bo’lgan quyidagi fikrni qavd qilib o'tamiz: 
bir jinsli K  "(p -  0 tenglama ehiziqli bogliq bo'lmagan yeehimlarining 
soni k. qo'shm a bir jinsli K " y / - 0  tenglama ehiziqli bog liq  
bo'lmagan yeehimlarining soni k ga teng boisa, bu sonlartiing ayirmasi 
1C operatorning indeksiga teng bo'ladi. va'ni



Haqiqatan ham, / > 0  bo'lganda к = к = 0; %  < 0 da 
к -  0, к -  ~ х  bo'ladi.

3. Singulyar operatorlar kompozitsiyasi. К, va К , ushbu

711 f  T ~ t

K,t// = a . ( t ) i / / ( t )  + —  --- — ■■■ ’—
ni f  t  - t

formulalar bilan aniqlanadigan singulyar operalorlar bolsin. Ushbu

K >  = K , ( K 2(//)

formula bilan aniqlanadigan

K *  = K , K :

operatorni ko'rsatilgan tartibda K, va K, operatorlarning kompozitsiyasi 
yoki ko'paytmasi dcyiladi (operatorlarning ko'paytmasi, umuman 
aytganda. kommutativ bo'lmaydi, ya’ni K ,K ,  va K,K, bir-biridan 
farq qaladi). K* operator uchun ifodani topamiz:

Bu ifodaning xarakteristik qismini ajratib olami/. Buning uchun quyidagi 
almashtirishni bajaramiz:



fK .2( / , r V ( r ) ¿ r  K  ^  i-y y { i ) d T  |

}  Г - /  2 ' i  T - t

+ Í M Í1

r ~ !

№ ( r ) K . ( ' . r ) y (r)<fr„ , , ( , )K , ( u |  +

'  / T ~ ‘

,<,3(г )К , (/ ,г )- Д:(/ )1 С ,М  (69)

l : J K | ( , ’ T ) (/ T — J K : ( T— = K , ( / . / ) K , ( / , / ) v / ( / )  + 
f • T -  í K l J, T, -  T

1 f К , (лт) К , (т,т, )

+

л’/ /. ‘ /, 111

тг/{ ж/J

Oxirgi tenglikda biz (20) Puankare— Bertrán formulasidan 
foydalandik. (69) formulalar o ‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shi- 
luvchilardagi in tegra llarn ing  yadrosi t  — Î  nuqtada tartibi

|r - /| ( Я  < l) dan katta bolmagan maxsuslikka ega bolishini ko'rish

qiyin emas. Oxirgi takroriy integralda K ( / , r , r , ) = K, ( / , r ) K 2 ( r , r ,  ) 
belgilashni kiritib, quyidagi almashtirishni bajaramiz:

■K(/,r,r,) |-K(/,r,r, )С К ( ^ Г | )  d í  = _ l _

J ( r , - r ) ( r - / )  T , - t  )  r - t  }  T - T
CÍT 

I

г , - t
bu ycrda



*7.>l (y ,r ) ,  r , ) funksiyalar Gyolder sharlini qanoatlanliradi va 
hundan tashqari (0] ( t j )  = (0, { t j ) .  Shuning uchun oxirgi yadro ham 
T ~ í  bolganda |r  -  t\A ' dan katla bo'lmagan maxsuslikka ega boladi. 

3- § ning 1- bandidagidek

K ] ( , j )  = hl (t ).  K : ( / j )  = b: {t)
belgilashlardan foydalanih, K, va K, singulyar operatorlar K kompo- 
/iisiyasiining xarakteristik K “ operaiori ushbu

K i)/ = (K ,K  ,) y  = \al ( t )a2(t) + bl ( l )b 2( t ) ] y ( t )  +

, ^ (0 ^ 2  (0 + ^ 2  ( 0 ^ ( 0
ni \ T - t

formula hilan ifodalanishiga ishoneh hosil qilam iz. K, va K , 
operatorlarning xarakteristik qismini ajratib (22) ko'rinishda yo/ib 
olamiz:

K-iy’ = «i('M 0  + ~L̂  M T)dT + rk^t^tp^dT,
ni J  T — t J 

K,y/ S  CU (t)w {t)  + f +  \k2(hx)\ff(x)dx.
n i  * X - í  '

K u operatorning koeffilsientlarini a °  (t) va b° (t) orqaii belgilab 
olami/., ya'ni

ci°(t) = a l ( t )a2 (/) + />, ( l)b 2 (/), 

/>°(/) = a, (/)/>, (t) + a1( l )b l ( l) .  (70)

Bu formulalar k r k , rcgulyar yadrolami o’z ichiga olmaydi va 
ular I va 2 indekslarga nisbatan simmetrikdir. Shunday qilib.



ko'paytmadagi operatorlar tartibining o'/garishi, shuningdck ular regu- 
lvar qisniining oV.garishi operatorlar ko’paytmasining faqat regulyar 
qismiga ta‘sir qilib, uning xarakleristik qismiga ta’sir qilmaydi.

Agar

S - a . +h , D =a -  b , / - 1,2; S -  a +b J )  = a —h 
desak, (70) lenglikdan

5 = S {S 2J )  =D,D2
formulalarni hosil qilami/.. Bu forniiilaiardan indeksning ta'riflga asosan 

K" operatoming X  indeksi K ,K ,  operatorlar X  \ va X :  indeks-

larining yig‘indisi, ya’ni X  ~  X\ Xz ckanligi kelib ehiqadi. Agar 
singulyar K, operator shunday bolsaki, K ,K 2 operator Kredgolm 
operatoridan iborat bolsa, u holda K ( operator K,operatorni regu- 
lyarizatsiya/aydigan operatoryokiqisqacha, uning regulyarizaiorideyiladi.

fC operatoming Fredgolm operatori bolishi uchun b°=0 yoki 
S ' = IT  bolishi /.arur va yetarlidir. Shunday qilib, agar K, operator 
K 2 uchun regulyarizator bolsa,

= 0 (71)

yoki

s is 2 = i \ d 2

tenglik o'rinli boladi va teskarisi. Yuqoridagi muloha/alardan shu narsa 
kelib chiqadiki, agar K, operalor berilgan bolsa, uning regulyari/alori 
Kj operatorni cheksiz ko‘p usullar bilan tanlash munikin. Masalan, 
S  = D &  0 funksiyani ixtiyoriy berish mumkin, u holda .V, va /), 
lar ushbu

S 2 D ?

formulalar bilan aniqlanadi, xususiy holda .V = / )0 ~ I deb olish 
mumkin. Odatda, (71) shartni qanoatlanlirish uchun



a, = £/,, A, = —/>2
deb olish qulay boMadi.

Shunday qilib, regulyarizalsiyalaydigan operatorni tanla.sfula 
opcralorlarning xarakleristik qismigina ahamiyatga ega ekanligini 
ko‘ramiz.

Fredgolm operatorining indeksi nolga teng bo'lgani uchun, bir- 
birini regulyarizatsiyalaydigan K, va K , operatorlarning indeksi niiqdori 
bo'yieha long va ishoralari qarania-qarshidir.

Ixliyoriy ikkita singulyar operalorlar uchun

( k ,k , ) '  = k -k ;

teuglik va ixliyoriy ikkita (p va y/ iunksiyalar uchun

j l j / K ( p d f  =  J < p K  I¡ / d t  (72)

lenglik o’rinli bo'ladi. Bu xossalarning lo ‘g*riligiga bcvosila tekshirib 
ko'rish biIan ishonch hosil qilish mumkin. Ko'rsatish qiyin emaski, 
(72) xossa qo'shma operalorlar tushunchasi uchun xarakterli xossa 
hisoblanadi, ya'ni agar ikkita singulyar K va K  operatorlar uchun 
(72) tenglik bajarilsa, Gyolder sharlini qanoatlantiruvchi (p va y/ 
iunksiyalar qanday bolmasin, K va K  operatorlar boshlangMch 
la'rif nia'nosida qo'shma boladi.

(72) tenglikdan quyidagi fikr kelib chiqadi: agar K  (p -  f  
tengiama yechimga ega bo‘Isa, u holda

J./> <//-() (73)
I.

shunning bajarilishi zarurdir. bu ycrda y/ — qo'shma b ir jin s li

K y/ = 0 tenglamaning ixliyoriy yechim i.
Haqiqatan ham, agar (p lunksiya K  <p- f  tenglamaning yechimi 

bo'lsa. u holda

J / y  d t  = jy/ K (pd f ^  j< p K y/d t = 0
/. I. !.

boladi. I cskari fikr ham o‘rinli bo'ladi; uni bi/ kcyinroq isbotlaymi/.



4. Fredgolm tenglamasining rezolventasi to‘g‘risida. Bizga 
Frcdgolmning ikkinchi lurdagi

= ^n{t^Typ{r)dr = g { t )  (74)
i.

tcnglamasi berilgan bo lsin . II  bobdan bizga ma’lumki, agar bir 
jinsli

N</7 = 0 (75)

tenglama noldan farqli yechimlarga ega bo'lmasa, u holda ixtiyoriy 
g (t) o 'ng tomon uchun (74) tenglama yagona yechimga ega 
bo‘ladi va bu yechim

<p{t )  = R g  =  g ( i ) +  ¡ R { t , r ) g ( T ) d T  (76)
I.

formula bilan aniqlanadi, bu yerda R ( f ,T )  funksiya (74) tenlama- 
ning rezolventasi. Endi (75) bir jinsli tenglama noldan farqli yechimlarga 
ega bolgan holga murojaat qilamiz. Bizga ma’lumki. bu tenglama va 
unga qo'shma boigan

N y/ ~ 0 OD
tenglama bir xil chekli sondagi chiziqli bog'liq bolmagan yechimlarga 
ega bo'ladi. (75) va (77) tcnglamalarning chiziqli bogkliq bolmagan 
ycchim larining to’ la sistemasini mos ravishda (p^(p2 ,...,(pn va 
y/p y/2,...,y / ( orqali belgilab olamiz. B ir jinsli bolmagan (74) 
tenglama uning okng tomoni

= 0’ ./-12,...,« (78)
L

shartlarni qanoatlantirgan holda va faqat shu holdagina yechimga 
ega boladi. Tekshirilayotgan holda ham, (76) formulada qatna- 
shayotgan operator ko‘rinishidagi R operator mavjud bo'lishini 
ko'rsatamiz. Agar (78) shartlar bajarilsa, u holda

p ( 0  = /te = £(')-* \R { ‘^ ) g { T) dT
i.

funksiya (74) tenglamaning yechinii(aniqrog‘i, yechimlaridan biri)



boladi, bu yerdagi funksiya (74) tenglamaning umum-
lashgan rezo/veníasi deyiladi.

Biz qo'llaydigan usul tekshirilayolgan holni bir jinsli tenglama 
noldan farqli yechimlarga ega bo'lniagan holga keltirishdan iboratdir.

Shu maqsaddu <p,(t), <p2 ( t ) .....<pn{ t )  va y/l (/),.. (/ )
funksiyalar hilan ushbu

j ' ^ d i - = 8 t ¡ ,  ¿ ; =  r ' J ’  ( 7 9 )

/ i. I ^  J

munosabailar hilan bog'langan I I  sinfga tegishli bolgan ikkita 
<5, ( / ) ,£ ( / ) , . . . ,£ , ( / )  va /;, (/),//,(/),...,//„(/) funksiyalar sistemasini 
kiritamiz. Bunday c?( va /7 funksiyalarni cheksiz ko‘p usullar hilan 
hanima vaqi tuzish mumkin |I0|. (74) integral tenglama hilan bir 
qaíorda quyidagi Fredgolm integral lenglamasini tekshiramiz:

<p{T)í¡ T = g { 1) (80)

va uning har bir ycch im i, agar (78) shartlar bajarilsa, (74) 

tenglamaning ycchimi bolishini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, (p (t )
funksiya (80) tenglamaning biror yechimi (agar shunday yechim  
mavjud bo1sa)bo‘lsin. U holda shu tcnglamaga asosan

/i

n <p + Z ‘v / , (0  = £ ( ? ) (8 i)
<-i

tenglikka ega bo'lamiz, bundagi ai — o'zgarmaslar

a, = ¡< p {^ ,(T )d T  (82)
i.

formula hilan aniqlanadi. (81) tenglamani y/k ( t )  ga ko'pavtirib, /. 
bo'yicha integrallaymiz:

\y/k^<pdt + Y j a¡ ^/kn¡dt=  \g (t}¡/t (t)d t . (83)
L /. /.

(78) shartlarga asosan bu tenglikning o'ng tomoni nolga teng.
N(//; =0 bolgani uchun (72) formulaga asosan



jV AN (pdt -  y/kdt = 0
i .  i .

tcnglikka cga bo’lamiz va naiijada a = 0 bo iish i kclib chiqadi. 
Dcmak, (S3) tcnglikdagi barcha at = 0 va shuning uchun ham 
N$0 = # ( / ) ,  bu esa, talab qilingan narsaning isbotidir. Nihoyat, 
g ( t )=  0 bo ’ lganda (80 )  dan kelib ch iqadigan bir j insl i  
tenglamaning noldan farqli yechimlarga ega bo'lmasl igini  
ko’rsatami/. Haqiqatan ham, oxirga tenglamaninig ycchimi g ( l )~ 
=0 da (78) sharl bajarilgani uchun N^? = 0 Icnglamaning ham 
ycchimi bo’ladi. Dcmak, birinchidan, (p - b}(p} + h,tp, -f- ...,bn(pn, bu 
yerda b],b1 ,...,b ii — o'zgarmaslar, ikkinchidan at = 0 ekanligini 
eslasak, (82) dan

J ( v ,  + -  + h„(P„)Z,dt = 0, / = 1,2,...,/7
/.

tcnglik kclib chiqadi. Bundan, (79) ni e'tiborga olsak, barcha b = 0 
bo'ladi, dcmak. bir jinsli (80) lenglania noldan bosliqa ycchimlarga 
cga emas. Avvalgi aytganlarimizga asosan (80) (cnglama ixtiyoriy g (t) 
o ’ng qismi uchun yagona yechimga cga bo’ldi va bu yechimni cp=/?, 
ko’rinishda ifodalash mumkin. bundagi R — yuqorida ko’rsatilgan 
operator ko'rinishidagi opcratordir. (74) tenglamaning umumiy yechinii 
(78) shartlar bajarilgan, ushbu

<p=\'cp + c\(p, +i\(p1+... + ctlcpil 
ko’rinishda ifbdnlanadi.

R operator = tenglamaga nisbatan qanday rol o’ynasa, 
R  operatorga qo’shma bolgan R operator N^? = £ tenglamaga 
nisbatan xuddi shu rolni o’ynashini tekshirib ko’rish qiyin emas.

5. To'la singulyar integral tcnglamani regulyarizatsiyalash. Bi/
3- § ning 2- bandida, ayrirn sodda singulyar integral tenglamalarning 
yechimlarini aniq ko’rinishda yo/ib olish mumkin ekanini ko’rdik. 
Umumiy holda, singulyar integral tenglamalarni tekshirishning odatdagi 
iisuli uchun regulyarizatsiyalash, ya'ni Fredgolm tenglamasiga 
keltirishdan iboratdir.

Singulyar integral tenglania

K  <p = f  (84)
berilgan bo’lib, M — K  ni regulyari/atsiyalaydigan biror singulyar 
operator bo’ lsin. Avvalgi tenglamaning har ikki tomonida M 
operatsiyani bajarib.



N p  = M K p  = M /  (85)

Fredgolm icnglamasiga ega bo'lamiz. Bcrilgan tcnglamaning har bir 
ycchimi (85) Fredgolm lenglamasining ham yeehinii bo'lishi ravshan; 
teskari xulosa uinuman aylganda o’rinli bo'Imaydi; demak, (84) va 
(85) lenglamalar. umuman aylganda, ekvivalent emas. Animo (85) 
tcnglamaning barcha yeehimlarini topishni bilsak, berilgan (84) 
lenglmaning barcha yeehimlarini lopish mumkin bolishini ko'rish 
qiyin cnias. Bu lo'g’rida bi/ keyinehalik batafsil to'xtaymiz. Hozircha 
avvalgi fikrlardan kelib chiqadigan natijani kelliramiz. 

liir jinsli singulyar integra!

K<p =0
tenglamaning chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarining son i chekliiiir.

Haqiqaian ham, bu tcnglamaning barcha yechimlari bir vaqtda 
bir jinsli Fredgolm lenglamasining yechimlari bo'ladi; ma'lumki, oxirgi 
tenglama yechimlarining soni esa cheklidir. (85) Fredgolm lenglamasi 
yechimlari iehida (84) tenglamaning barcha yechimlari yolishini biz 
yuqorida aytib o'tdik. Endi (85) tenglamaning iimumiy yechimini bilgan 
liolda (84) tcnglamaning umumiy yechimini topishni maqsad qilib 
qo'yamiz. Avvalo (85) tenglamaning yechimga ega bolish sharllarini 
yozib olamaz. Bu shartlar

^ (ú N [fd t = 0, / -1 ,2 ,...,/ ?
i

ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerdagi (ot -  (85) tenglamaga 
qo'shma bolgan bir jinsli

N y/ = K  M l// - 0
Fredgolm lenglamasi chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarining to'la 
sislemasidir. (72) formulaga asosan. bu shartlarni

J /  M (üs -í/f-O, ./ = 1,2___n (86)

ko'rinishda yozib o^ishimiz mumkin. Bu holda (85) tenglamaning 
umumiy yechimi. 4- banddan bizga ma'lumki,

ío ( l ) = R M f ( l )  + Y J c , Z , { i ) (87)
; I

ko'rinishda yoziladi, bundagi R avvalgi bandda ko'rsalilgan aniq



operator, ^  (/ ) (/  = 1,2,...,/?) funksiyalar M K ^  = 0 tcnglama 
chi/.iqli bogliq bo'lmagan yechimlarining to'la sistemasi, ct — ixtiyoriy 
o’zgarmaslar.

Lekin (85) tcnglamaning bu yechimi (84) tcnglamaning ycchimi 
bo'lmasligi ham munikin. Haqiqatan ham, agar (p funksiya (85) 
tenglamaning, ya’ni

M ( K ^ - / ) = 0
tenglamaning biror yechimi bolsa, u holda

n
K f » - /  = X a.'i. (88), 1

bo'lishi ravshan, bu yerda ~Mc=( )  tcnglama chi/.iqli bogliq
bo'lmagan yechimlarining tola sistemasi, a t.....an — biror o'zgarmaslar.
Bu o'/garmaslar, agar (p funksiya bcrilgan bolsa, ya ’ni (87) 
formuladagi cr cn o'zgarmaslar berilgan bo'lsa, to*la aniqlanadi. 
(85) tenglamaning (87) yechimi (84) tenglamaning ham yechimi 
bo'lishi uchun barcha at — 0 bo'lishi zarur va yetarlidir. Bu shartni 
berilgan (p funksiya va c. o‘zgarmas!ar orqali ifodalaymiz. Buning 
uchun (88) formuladagi a. o'/garmaslarni c. lar orqali aniqlaymi/. 
Shu maqsadda L  egri chiziqda // sinfga tegishli bolgan shunday 
c ’ . 42* •••'£,’ ^niq funksiyalarni olami/ki, ushbu

{<£ ( t ) ? ,  (t)<& = A, =1 i -  U ~ 0, i *  j )  (89)
/

shartlar bajariIsin. Bunday funksiyalarni hamma vaqt tanlab olish 
mumkin 110].

Endi (88) tenglikning har ikki tomonini £*(/) ga ko'paytirami/ 
va L bo'ylab integrallaymi/. U holda (89) ni e'tiborga olsak, ushbu

a, = j£ (K p - / )< / r
/

tenglikka ega bo'lamiz. Bu tcnglikda (p{t) o'rniga uning (87) ifodasini 
qo‘yamiz va

feKRM fdt = J/M RKg'.ct/ 
i. /. 

formuladan foydalanib, quyidagi

./7 ( 0 = M R *  ? & ) - $ ,

= J  £ ( ' ) * , ( ' )  di,



. / - J /  W A  l ) ‘!l (90)
I

bclgilashlarini kiritsak.

a, = f, + Ya,<-,  (91)/ ' '
, |

formulani hosil qilamiz. Demak, (87) formula hilan aniqlangan <p{t) 
funksiya herilgan (84) tenglamaning ycchimi boMishi uchun r( 
o'zgarmaslar ushbu

n
X a /',. + = (92)
i i

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining ycchimi bo lishi zarur va 
yetarlidir. Agar bu sistema ycchimga cga bo‘lsa, u holda bcrilgan 
integral tenglama hani ycchimga ega bo'ladi va aksincha. (92) 
sistemaning ycchimga cga bo'lishi shartlari, bizga nía lumki, chckli 
sondagi (bu sonning hozircha bizga qandayligining ahamiyati yo'q)

! I
ko'rinishdagi munosaballar bilan aniqlanadi, bundagi Bt¡ — oVgarmas 
sonlar. O'zgarmas /  sonlar (90) ko'rinisliga cga ekanligini eslasak, 
avvalgi shartlarni

[ f  ( i ) w ] { l ) d l  = () <93)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin, bu yerdagi i//^/)-// sinfga 
tegishli/ ga bog'liq bo'lmagan aniq funksiyalardir. Shunday qilib biz 
quyidagi xulosaga kcldik.

Berilgan (84) integral tenglamaning yechimga ega bo'lishining 
zaruriy va yetarli shartlari chekli sondagi (93) ko'rinishdagi shartlar 
hilan ifodalanadi.

6. INyoter teoremalari. Fndi Fredgolm tcnglamalari uchun bizga 
nia'lum boMgan Fredgolm teoremalari qanday rol o ‘ynasa, singulyar 
integral tenglamalar nazariyasida ham xuddi shunday ahamiyatga ega 
bo'lgan, nemis matematigi F.Nyoterga tegishli uchta tcoremani 
isbollaymiz.

1 teorema. (X4) singulyar integral tenglama yechimlarining soni 
cheklidir. Bu teorcmaning isboti 5- banddagi mulohazalardan darhol 
kelib chiqadi. (84) tenglamaning liar bir yechimi (85) tenglamaning.



ya'ni M [ K i p - J  ) 0 bir jinsli tenglamaning ham ycchimidir. Demak, 
(84) tenglama yechimlarining soni (85) Fredgolm tenglamasi ycchimlari 
sonidan kalla cmas. Bundan teoremaning to'gkriligi kclib chiqadi.

2 teorema. (84) singulyar integral tenglamaning yechimga ega 
bo iishi uchun

= 0, / -  1,2,...,A- (94)
I.

shartlarning bajarilishi zarur va yetarli, bundagi <//,(/)....y/k (/)— qo'sh-
ma bir jinsli K (// - 0 tenglama chiziqli bog 7iq bo ‘Imagun yechimlarining 
to ‘la sistemasi.

Isbot. (94) shartlarning zarurligi (73) Ibrmuladan hevosita kclib 
chiqadi. Bu shartlarning yetarli ekanligini isbotlavmiz. Buning uchun 
(84) tenglamaning yechimga ega bo'lishi uchun yetarli bolgan (93) 
shartlar (94) shartlarning natijasi ekanligini ko'rsatish kiloyadir. g (t)- 
//sinfga tegishli bo'lgan ixtiyoriy funksiya bo'lsin.

Ushbu K(p = Kg  tenglama yechimga ega boladi, chunki uning 
yechimlaridan bitlasi (p ~ g  . Demak, (93) shartlarning zarurligidan

jy/Kiy//1 ~ K  y/dt = 0
i i

tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglik ixtiyoriy # funksiya uchun o'rinli 
boladi, u holda 0 bo'lishi kerak, ya’ni y/  funksiya bir jinsli
K v , - 0 tenglamaning ycchimidir .  Demak, y/' funksiya y/ 
lunksiyalarning chi/iqli kombinatsiyasidan iborat. Shuning uchun ham 
(93) shartlar (94) shartlarning natijasidir, shu bilan teorema isbotlandi.

3 teorema. Hir jinsli K<p ~ 0 tenglama chiziqli bog'liq bo'lmagan 
yechimlarining k soni va qo'shma bir jinsli K $/*-() tenglama chiziqli 
bog'liq bo ‘Imagan yechimlari k sonining ayirmasi K operatorning faqat 
xarakteristik qismiga bog'liq ho'ladi va bu ayirma shu operatorning 
indeksiga teng bo 'ladi, va ’ni

k ~ k  = % .
Isbot. M — K ni regulyari/atsiyalaydigan ixtiyoriy operator bo'lsin. 

Bir-biri bilan qo'shma bo'lgan bir jinsli

M K<^ = 0, K M ^ / = ( )  (95)
Fredgolm tcnglamalarini tekshiramiz. Bu tenglamalar bir xil sonda 
chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarga ega. Bu sonni ikki usul bilan



hisoblaymi/ va natijalarni laqqoslab. teorema birinehi qismining 
to'g’iriligiga ishonch hosil qilami/. Ushbu

K (// = <), M ^  = (), M « )  = 0
tenglamalarning chi/iqli bog'liq bo'lmagan yeehimlarining lo 'la 
sistemasini mos ravishda

<pl { j  = l . . . ,k ) , y/,(./ = l....k )•

1..... w , ( . / = l ' - ’ " ' )
orqali belgilab olami/. MK<p ~ 0 tenglamaning barcha yeehimlari

n¡

k  < p ^ Y .a ,x, m
! 1

lenglamani qanoallantiradi, bunda « — o'/.garmaslar. Bu oV.garmaslami 
shunday lanlash kerakki. natijada avvalgi tenglama yeehimga ega 
bo’lsin, ya'ni II teoremaga asosan

tu
£ a a = ° '  / = i’ 2.....k m

i
shartlar bajarilsin, bu yerda

A „  ^  \ v ,X  ,d t, i - l 2 , . . . , k \  j  -  1.2,..,;//’ .
/

[•'ara/ qilaylik Ia^I mairitsaning rangi r ga leng bolsín. U holda, 
ma'lumki. (97) sislemani qanoallantiruvehi a r a„... am o'zgar- 
maslardan m ~ r tasi ¡xtiyoriy bo'lib. qolgan r  lasi esa ularning 
chi/iqli kombinalsiyasidan iboral bo'ladi. Ixtiyoriy o'/garmaslarni br 
b„.. .binr orqali belgilab olami/. (96) tenglamaning o'ng tomoniga « 
lar o'rniga ularning b lar orqali ilodasini qo'yib, (96) tenglamani

m t
K<p= (98)

! I
koTinishda yo/ib olami/. bundagi £ - x, funksiyalaming biror chi/iqli 
kombinatsiyasi. c, funksiyalar chi/iqli bogliq emas. Haqiqalan ham, 
b o'/garmaslarning ba'zi bir qivmatlarida

№  = <>
: 1



tenglik o ’rinli bolsa, u holda bu yig'indi kelib chiqqan ushhu
/11

. i
vig'indi ham at la ro ‘rniga ularning ¿ orqali ifodalarini qo'yilgandan 
so'ng nolga tcng bo'ladi. Dcinak, X, lar chi/iqli bog'liq bo'hnagani 
uchun barcha a = 0 ho'ladi. Ammo bj lar ai laming ayirmalari bo'lgani 
uchun barcha b = 0 bo'ladi. (98) tcnglania har qanday b: lar uchun 
yechimga cga boladi, uni ycchib,

m  r k

<p= Z ' V / . + Z ^
t i i

tcnglikka cga bo'lamiz, bundagi c -- ixtivoriy o'/garmaslar, // lar
esa, K(p •-£(/- 1.2.... ///-/•) Icnglamalarning qandaydir ycchimlari.

funksiyalar chi/iqli bog'liq cmasligini ko’rish qiyin emas. 
Haqiqalan, agar b, cr laming qandaydir qivmatlarida

m i k

i ! ; !
tcnglikka cga bo'lsak, bu icnglikning har ikki tomoniga K operator 
hilan ta'sir qilib,

>n f

í> ,£ , =« 
i

tcnglikni liosil qilami/, hundan bt -  0. LI holda

=°-
/ i

bundan barcha ct = 0 ckanligi kelib chiqadi. Shunday qilib, (95) 
tenglanialardan birinchisi roppa-rosa m -  r + k chi/iqli bog'liq 
bo'lmagan yechimlarga cga bo'ladi. Endi (95) tcnglamalarning 
ikkinchisiga murojaat qilsak, xuddashunga o'xshash natijaga erishami/; 
faqat muloha/alarda M va K  ni mos ravishda K va M hilan va,
demak, X, va <P, lami mos ravishda y, va a), lar hilan almashtirish 
kerak bo'ladi. Shu munosabat hilan A o'zgarmaslar o'rniga

o'/garmaslarni hosil qilami/, shu sababli J|Aijr|| matritsaning rangi ham



avvalgi ¡A,,I matritsaning rangi r ga tengboMadi. Sliunday qilib. (95) 
tcnglamalar ikkinchisining chi/.iqli bog'liq bolmagan ycchimlarining 
soni k ' - r - m  ekanligini ko'rsatdik. Bu natijani avvalgisi hilan 
taqqoslab,

m - r + k -  m - r + k
yoki

k - k  ~  m -  m
lenglikka ega bolamiz. Xarakteristik qismlari bir xi! boMgan K(p = 0 
ko“rinishdagi tcnglamalar uchun xuddi o'sha regulyarizatsiyalaydigan 
M operatorni olish mumkin, shuning uchun m - m  son ham bir xil 
boMganligi sababli, (99) tcnglik tcorcmaning birinchi qismi to‘g‘riligini 
isbotlaydi.

Teorcmaning ikkinchi qisniini isbotlash uchun uning birinchi 
qismiga asosan k - k  ayirmani hisoblashda K opcratorning xaraktc- 
rislik qismini qoldirish yetarlidir. Bu holda K<p = () tcnglama bir jinsli 
xarakteristik tenglamaga aylanadi va teoremaning 2- bandi oxirida bayon 
qilingan fikrlardan darhol kclib chiqadi.

Izoh. Agar K(p= / tenglamada barcha ma'lum funksiyalar haqiqiy 
funksiyalar bolib, / o‘zgaruvchi haqiqiy o‘zgaruvchi bolsa, shu 
bilan birga noma’lum funksiyani ham haqiqiy o'zgaruvchili funksiyalar 
sinlida izlansa, yuqorida keltirilgan teoremalar ravshanki, o ‘z kuchini 
saqlab qoladi.

7 .1.N. Vekuaning ekvivalenUik teoremas!. Biz 5- bandda ko'rsalib 
o‘tgan singulyar integral lenglamani regulyarizatsiyalash usuli shunday 
muhim kamchilikka egaki, natijada hosil bo'lgan Fredgolm tenglamasi 
hamma vaqt ham berilgan tenglamaga ekvivalent bo'lmaydi. Amnio 
bu singulyar integral tenglamani ekvivalent Fredgolm tenglamasiga 
keltirib boMmaydi degani emas. Aksincha, quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema (l.N . Vekua). (84) singulyar integral tenglama, undan 
faqat kvadraiura yordamida hosil ho ‘ladigan biror Fredgolm tenglamasiga 
hamma vaqt ekvivalent bo'ladi.

Isbot. (84) tenglamaning indeksini X  orqali belgilab olamiz va 
bu indeks niusbat va manfty boMgan hollarni alohida-alohida 
tekshiramiz.

!. ^> 0 boMsin. Bu holda K  operatorni regulyarizatsiyalaydigan 
shunday M  operator mavjud boladiki, bir jinsli M w  = 0 tenglama 
noldan farqli yechimlarga ega boMmaydi. Bunday operator sifatida 
K operatorni, ya’ni K opcratorning xarakteristik qismiga qokshma



opcralorni, yoki K opcratorni, ya'ni K  operatorga qo'shma K 
opcratorning xarakteristik qismini olish mumkin. Bu operaiorlarning 
liar ikkisining indcksi ham -£<( )  ga teng ho'ladi va shuning uchun 
A/bunday lanlanganda Ma> = () tenglama faqat irivial w = () ycchimga 
ega boladi. Shu bilan birga M  ni regulyari/atsiyalavdigan operator 
bo'lishi (71) va K . K operatorlarni ifodalaydigan formulalardan kelib 
chiqadi.

M  — ko’rsatilgan xossalarga ega bo'lgan biror operator bolsin 
U holda

M K  (p = M/'
Fredgolm tenglamasi boshlang'ich tenglamaga ekvivalent boladi, 
chunki K(p = / tenglamaning bareha yechimlari, ravshanki, 
M K (p  = M / tenglamaning ham yechimlari boladi va aksineha, oxirgi 
tenglamaning liar bir yechimi dastlabki tenglamaning yechimi boladi. 
chunki avvalgi tenglamadan M (K< p-./') = () tenglik kelib chiqadi, 
va. demak, K (p -  f  = 0 boladi.

2. x < 0 bolsin. U holda shunday A/operator mavjud boladiki, 
operator K  uchun M  regulyarizatsiyalash operatori boMadi va shu 
bilan birga

M  \ff = g (100)
tenglama ixtiyoriy o'ng tomon uchun ycchimga ega boladi. M  sifatida. 
masalan, K  yoki K  operatordan bittasini olish mumkin. Bu safar 
ularning indcksi ~x > 0 bo'lgani uchun, ular talab qilingan xossalarga 
ega boladi; opcratorning bunday tanlanishi yana bir ustunlikka ega 
boladiki. (100) tenglama kvadratura yordamida (I-  va 2- bandlar) 
y  ga nisbatan aniq ko'rinishda yechiladi. Endi

<P= M»// (101)
almashtirishni bajarami/, bunda y/ — yangi noma’lum iunksiya. U 
holda (84) tenglama ushbu

K M  \j/ = f  (102)
Fredgolm tenglamasiga keladi. Bu tenglama boshlang'ich tenglamaga 
quyidagi ma'noda ekvivalent boladi; (84) va (102) tenglamalar bir 
vaqtda ycchimga ega boMadi yoki ega bolmaydi, va ycchimga ega 
bolgan holda bularning yechimlaridan bittasi bevosita ikkinchisining 
yechiniiga olib keladi, shu bilan birga. agar M  operator sifatida 
K  ,K  operatorlardan bittasi olinsa, bitta tenglamaning yeehimidan 
ikkinchisining yechimiga o'tish kvadratura yordamida amalga oshiriladi.



Haqiqatan ham, (102) tcnglamaning har hir \f/ yechimiga (84) 
tcnglamaning hitta (p ycchimi to'g'ri kcladi, (84) tcnglamaning har 
bir (p yechimiga esa, (102) lenglamaning (hcch bo'lmaganda bit(a) 
y  yechimi to'g'ri kcladi, bu yechimni (101) tenglamani y/ ëa 
nisbatan ycchib hosil qilamiz. Sliundav qilib, (84) va (102) tenglamalar 
bir vaqtda yechimga ega bo'ladi, yoki ega bo'lmaydi.

F.ndi bu tenglamalar yechimga ega bolsin. (102) tcnglamaning 
umumiy ycchimi

ni

I -I
formula bilan aniqlanadi, blinda if/o — biror xususiy yechim, 
\j/ (/ = I , — KMl// = 0 tcnglamaning chi/.iqli bog'liq bo'lmagan 
yechimlari. at - ixtiyoriy o’/.garmaslar. Yuqorida bayon qilinganlardan 
ko'rinadiki. berilgan tenglama yechimlarining barcha to'plami

ni

<P=MV'n + Z i '.M V/,
/-I

formula bilan aniqlanadi. Bu formuladan bir jinsli K<p = () tenglama 
chi/.iqli bogMiq boimagan yechimlariningg soni ni ga teng degan xnlosa 
ehiqarish mumkin cmas, chunki y/, funksiyalar chi/iqli bog'liq
bo'lmasa ham, M !//,(/ = I .....ni) funksiyalar orasida oVaro clii/.iqli
bog'liqlari bo'lishi mumkin. Xitddi shunga o'xshash, (84) tcnglamaning 
yechimlari bo'yicha (102) tcnglamaning umumiy ycchimi topiladi.

8. T. Karleman — I. N. Vekuaning regulyarizatsiyalash usuli.
Ushbu

i/(/)<p(/) + —  ̂ + jA (/ ,r )p(r) i/T  = /\i)  (1(W)
7T /  ̂ T / i 

singulyar intégral tenglama berilgan bo'lsin. Bu tenglama xarakteristik 
va regulvar qismlari ucliun quvidagi

k(p = jk(t,x)ip(T)dT  
i.

belgilashlardan foydalanib. tenglamani



K  (p = f ( t ) - k ( p  (104)

ko'rinishda yozih olamiz. Bu tcnglamaning okng tonionini vaqtincha 
ma'lum deb hisoblab, uni xarakteristik lenglama sifatida echamiz. (63) 
formulaga asosan yechim

( p { t ) = K tf - K ,k<p + b ' { t ) Z { t ) ? x_] { t )

yoki

< p { t ) + K 'k (p  = K \ f  + b ■(/)Z(/)Pz. l (f) (105)

ko'rinishda yoziladi, bunda

m Z ( t ) ( t - / )
P*_ i (0  esa darajasi £ - 1  dan katta bo'lmagan ko'phad ( ^ < 0  
bo'lganda P z., = 0).  Z (/), a (?), /)"(/) funksiyalar I- bandda 
ko‘rsalilgan formulalar bilan aniqlanadi. K*k operator, 3- bandda 
bayon qilinganlarga asosan birinchi turdagi Fredgolm operatori, ya'ni

K'A<p = J n (/,t )p ( t ) c/t
i.

ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin cmas, bunda

1- band natijalariga asosan, agar (103) tenglamaning indeksi *>()  
bo'lsa, berilgan (103) tenglama (105) tenglamaga ekvivalent bo'ladi, 
agar £<() bo’lsa, (105) tenglamaga (104) tenglamaning yechimga 
ega bolish shartlaridan kelib chiqadigan ushbu

r t kk(p(t)dt r t kf ( t )d t

.....x ~ '  , , m
tenglamalarni qo‘shib qokyish kerak, u holda berilgan (103) teng
lama (105) tenglamaga va (106) tenglamalar to'plamiga ekvivalent 
boladi. (105) tenglama ikkinchi turdagi Fredgolm tenglamasidan 
iboratdir.

Shunday qilib, berilgan tenglamani regulyarizatsiyalashga 
erishdik, shu bilan birga, eng niuhiini, ekvivalentlik ta’minlandi. 
T o ‘g‘risini aytganda, % < 0 boMgan holda biz ikkinchi turdagi Fredgolm 
tenglamasidan tashqari, qo’shimcha (106) tenglamalarga ega boidik,



animo bu muhim emas, chunki masala asosan (105) Fredgolm 
tcnglamasini ycchishga olib kclindi.

l/oh. Fredgolm teorcmalari hilan Nyoter teoremalarini solishtirsak, 
shu narsaga ishonch hosil qilami/ki. Frcdgolm teorcmalarining 
bittasidan tashqari qolgan ikkitasi singulyar integral tenglamalar uchun 
ham o'rinli bo'ladi. Fredgolm va singulyar tenglamalar orasidagi asosiy 
farq shundan iboratki, Frcdgolm tenglamalari uchun k ~ k  yoki 

= 0 tcnglik to ‘gkri boMsa, singulyar tenglamalar uchun 
f¿ — k ' — x  tcnglik o'rinli bo'ladi. Lekin, singulyar integral tenglamalar 
orasidan tcnglanialarning billa sinflni ajratih olish mum.<.inki, bular 
uchun Frcdgolnming barcha teorcmalari to'g'ri bo'laui. Bular indeksi 
nolga teng bo'lgan singulyar tcnglamalardir. Bu holda k = k \  agar 
bir jinsli K<p = 0 lenglama noldan larqli yechimlarga cga bo'lmasa, 
bir jinsli bo'lmagan K<p = /  tenglama // sinfga tcgishli bo'lgan 
ixtiyoriy 0 ‘ng tomon uchun ycchimga cga bo'ladi. Bunday tenglamalarni 
kvazjfredgolm tenglütnalür, ularga mos operalorlarni esa kvüzifri'(Jgo!m 
operatorlar deb ham ataladi.

9. Ochiq egri chiziqlar uchun singulyar integral tenglamalar. I. 
orqali bo'lakli silliq egri chiziqni bclgilaymiz. L  ni tashkil qiluvehi 
silliq yoylarni L r  k — 1,2, .... p. orqali, /. chi/iqning tugunlarini 
esa, ck, k = 1,2.......n orqali bclgilab olamiz.

Shu narsani la’kidlab o'tamizki, ( 107) tenglama L  chiziqning lugunlari 
hilan ustma-ust tushadigan nuqtalarda qanoatlantiriladi deb lalab 
qilmaymiz. Shu bilan birga, l  chiziqning tugunlari deganda uning 
taqat geometrik ma'nodagi tugunlari cmas, balki qaralayotgan 
funksiyalar, asosan a (t) va b (l) funksiyalar uzilishiga ega bo'lgan 
L  chiziqning boshqa nuqtalari ham tushuniladi. (107) tenglamani 
tckshirganda

(107)

i.



a ( r ) - h '  (t)=¡tO

shan bajarilsin, ya'ni tenglama normal lipdagi tenglama bolsin deb 
hisoblaymi/. K  (p = f  xarakteristik tenglamani ycchishda, xuddi I- 
banddagidek, chcksizlikda nolga aylanadigan bolak-bolak analilik

d>(z ) = J _ r ^ í ) f í l
v J 2k ¡ [  r - z  

funksiyani kiritib, Soxotskiy— Plemel formulalariga asosan ushbu

<?(/) = O ’ ( / )- < £  (/ ), — f £ M í í I  = d )* (/ )  + <D (/)
n i *  T - t  w

tcngliklardan foydalanib, xarakteristik tenglamani ycchishni unga 
ckvivalcnt bolgan

Riman masalasini yechishga olib kelarniz. Bu masalani biz 4- § 
ning 5- bandida to la  okrganganmiz. (108) masalaga mos maxsus

va maxsus bo'lmagan tugunlarni K<p -  f  tenglamaga mos maxsus 
va maxsus ho'lmagan tugunlar deyiladi.

K tp = f  tenglama berilgan h(i\ .....c(/) sinfining % ¡ndcksi
deb, slui sinfga tegishli (108) masalaning indeksini aytiladi. B li

tenglamaning sinfdagi yechimiga (108) tenglamaning

shu sinfdagi yechimi mos keladi. Sluining uchun ham tenglamaning 
shu sinfga tegishli harcha yechimlarini  topish uchun (108) 
masalaning shu sinfga tegishli, chcksizlikda nolga aylamivchi barcha 
yechimlarini topish yctarlidir. Bunday yechimlar 4- § ning 5- 
bandida topilgan. Xuddi shu usul hilan xarakteristik tenglamaga 
qo‘shrna boMgan tenglama yechiladi. (107) to la  singulyar integral

tenglama tekshirilganda, Ktp  = f  xarakteristik tenglama uchun
olingan nat i ja la r asosida 8- banddagidek juda sodda Fredgolm 
tenglamasiga olib kelinadi. labiiy, bu holda ham Nyoterning barcha 
teoremalari o 'z kuchini saqlab qoladi.
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