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SO‘ZBOSHI

Nazariy va amaliy jihatdan muhim ahamiyatga cga bo‘lgan
fizika, mexanika, texnika va boshga sohalar masalalari integral
tenglamalar usuli bilan yechiladi. Aynigsa, matematik fizikada
tekshiriladigan masalalarni yechishda integral tenglamalarming
ahamiyati kattadir.

Bu kitob muallifning Mirzo Ulug'bck nomidagi O‘zbe-
kiston Milliy universitetining mexanika-matematika fakultetida
o'gigan ma'ruzalarining Kengaytirilgan bayonidan iboratdir.

Kitobni yozishda muallif integral tenglamalar bo‘yicha
rus tilidagi va rus tiliga tarjima gilingan boshqa adabiyotlardan
keng foydalangan.

O*quv go‘llanmada integral tenglamalarning klassik
nazariyasi bir o‘lchovli Fredgolm tenglamalari uchun uzluksiz
funksiyalar sinfida bayon qilingan. So'ngra. bu nazariya ko‘p
o'lchovli integral tenglamalar, integral tenglamalar sistemasi
va kvadrati bilan jamlanuvchi yadroli tenglamalar uchun ham
o'rinli bo'lishi ko‘rsatib o‘tilgan. Bolterraning integral
tenglamalari alohida bobda bayon gilingan.

Ko'p tatbiglar uchun muhim ahamiyat kasb etgan kuchsiz
maxsuslikka ega bolgan integral tenglamalar ko'p o‘lchovli
fazoda batafsil tadqiq qgilingan. To'la uzluksiz opcratorlarni
0'z ichiga olgan tenglamalarga, ya'ni Riss—Shauder teng-
lamalariga alohida bob bag'ishlangan. To'la uzluksiz operatorni
kvadrati bilan jamlanuvchi funksivalar sinfida aynigan
operator va normasi bo‘yicha yetarli kichik operatorning
vig'indisi sifatida tasvirlash mumkin bo‘lgani uchun Fredgolm
nazariyasi Riss—Shauder tenglamalari uchun deyarli avtomatik
ravishda ko*chiriladi. Bundan kvadrati bilan Jamlanuvchi yadroli
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Fredgolm tenglamalari va kuchsiz maxsusiikka cga bo'lgan
tenglamalar xususiy holda kelib chigadi,

Simmetrik yadroli integral tenglamalarga maxsus bob
bag'ishlangan bo‘lib, bunda xos sonlarning mavjudligi va xos
sonlar. xos funksivalarning bir qator xossalari bayon gilingan.

Kitobning so’nggi qismi singuiyat inicgral icinglainatarga
bag'ishlangan. Bu tenglamalar ko'p sonli va samarali tatbigga
cga bo'lgani uchun, aynigsa buziladigan va aralash tipdagi
xususiy hosilali tenglamalarga keladigan masalalarning kop
gismi singulyar integral tenglamalarga keltirib yechilgani
sababli bu tenglamalar nazariyasining asosini gisqacha bayon
gilishni fozim deb topdik.

Qo' lyozmani ko'rib chiqib, o'z fikr-mulohazalarini bildir-
pan akademik Sh. Alimov, fizika-matematika fantari dok-
torlari B. Islomov. O. Xolmuxamedov, kitobning ilmiy muharriri
fizika-matematika fanlari doktori A. O'ripov hamda qol-
yozmani nashrga tayyorlashda katta yordam bergan fizika-
matematika fanlari nomzodiari O. Zikirov va 7. Sobirovlarga
minnatdorchilik bildiramiz.



I BOB. INTEGRAL TENGLAMALARNING TASNIFI
VA INTEGRAL TENGLAMALARGA KELADIGAN
TIPIK MASALALAR

I- §. Asosiy tushunchalar.
Integral tenglamalarning turlari

Integral tenglamalar deb, odatda, nom’lum funksiya integral
ishorasi ostida bo*lgan tenglamalarga aytiladi.

Biz bu kitobda noma’lum funksiya chizigli ishtirok cltgan
tenglamalarni, ya'ni ushbu

p(x) -4 j/\()* v)o(v)dy=71(x) (1)

ko'rimshdagi chizigli integral tenglamalarni tekshiramiz. Bu yerda
@ (x) — noma’lum funksiva, K (x, y) va f (x) funksyalar mos
ravishda o < x < b} kvadratda va ¢ < x < b oraligda aniglangan
funksivalar (¢, b — o'zgarmas sonlar). Bu kvadrat va oraligni asosiy
kvadrat va asosiy oraliq deb yuritiladi.

S (x) funksiya (1) integral tenglamaning ozod hadi, K (x, )
uning yadrosi, A sonli ko'paytuvchi tenglamaning paramerri deyiladi.

Qayd gilib o'tamizki, (1) bitta integral tenglama bo'Imay, balki
sonli A parametrga bog’lig bo'lgan integral tenglamalar oilasidir. Agar
AK (x, y) ko'paytmani K, (x, y) bilan belgilab, K, (x, y) ni yangi
yadro deb garasak, u holda tenglamaning parametri | ga teng bo'lib
goladi. Lekin, A parametrni Kiritish integral tenglamalarni o'rganishda
foydali bolishiga keyinchalik biz ishonch hosil qilamiz. (1) integral
tenglama ikkinchi tur chizigli integral tenglama yoki bunday teng-
lamalari birinchi bo'Tib o'rgangan matematik nomi bilan Fredgolm’
integral tenglamasi deyiladi.

Agar _/'(x)E() bo'lsa, ya'ni

h

p(x)-A J‘K(.\:y)(p(y)a_’v:() 2
tenglama (1) ga mos bo'lgan bir jinsli integral tenglama deviladi.
Bir jinsli b
l;/(.r)—/l_[K(_v, Ny (v)dv=0 (3)

" Fredgolm Lrik Ivar (1866 1927) - mashhur shved matematigi.
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tenglama (2) bir jinsli tenglamaga go 'shma integral tenglamu devyiladi.
Fredgolmning birinchi tur tenglamasi deb,

[K (v, v)o(3)dy=1 () o

ol
ko'rinishdagi integral tenglumaga aytiladi,
Fredgolm tenglamalarida yadro va ozod had mos ravishda asosiy
kvadrat va asosiy oraligda uzluksiz, yoki ushbu

bHoh

IJ [I\"(x, 1)1 dedv< +o (5)
h“ o

I [f(.\')]- dv<+ow ()

shartlarni ganoatiantiradi, deb hisoblanadi. Ravshanki, K (x, v) yadro
{xy) s a < x < hoa < x < b) kvadratda uzluksiz bo'lsa, (5) shart
bajariladi. (5) shartni ganoatlantiruvchi yadrolar Fredgolm yadrosi deb
ataladi.

Agar ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasining umumiy yechimi
D (x} mavjud bo'lsa, u

®(x)=¢" (x)+o(x)
ko‘rinishga ega bo ‘lishini tekshirib ko‘rish qivin emas, bunda j U (x)(2)
tenglamaning umumiyv yechimi. j (x) esa (1) tenglamaning xususiy
yechimidir.

Hagigatan ham, agar @ (x) va @ (X) mos ravishda bir jinsh
bo'lmagan (1) tenglamaning umumiy va xususiy yechimlari bolsa,
ularning ayirmasi @ (X) = ® (x) — @ (X) (2) tenglamaning yechimi
bo'ladi. Bundan darhol yugoridagi tenglik kelib chigadi.

Agar (1) tenglamada integral chegaralaridan bittasi, masalan,
yuqori chegarasi o' zgaruvchi bolsa, va'ni

o(x) 4 [K(v)o(r)dv=/(x). a0
ko rinishdagi tcnlglarﬁ’zi Volterraning' ikkinchi tur integral tenglamasi,
II\’ (x.y)o(y)d y=1(x) )

23

tenglama csa, Volterraning birinchi tur integral tenglamasi deyiladi.

! Volterra Vito (1860 1940) — mashhur italvan matematigi
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Volterra tenglamasini ayrim shartlar bajarilganda Fredgolm
tenglamasining xususiy holi deb garash mumkin.

(7) tenglamada K (x, ») vadro masalaning ma'nosi bo'yicha
a < y<x oraligda aniglangan. Uni y>x bo'lganda

K(x,y)=0, x<y<bh
deb hisoblab, go‘shimcha aniglaymiz. U holda (7) tenglamaning

vadrosini ,
— Kix,y), v<ux;
K(x,y)= (+.5)
0, y>x
tenglik bilan aniglangan Fredgolm  yA (ab) (b.b)

tenglamasining xususiy holi deb qarash
mumkin (I- chizma). Kvadratning
shtrixlangan yarmida K (x, y) yadro K

(x, y) yadro bilan ustma-ust tushadi, //

ikkinchi yarmida esa aynan nolga teng, (a.a) (b.a)
K (x, y) yadro bunday aniqlanganda —
Fredgolmning © 1- chizma. X

o)1 [ B(x.p)o(v)dy=7 ()

tenglamasi aynan Volterraning (7) tenglamasidan iborat bo'ladi.

Bundan, Fredgolm tenglamasi uchun olingan natijalarni uning xususiy

holi deb qaralgan Volterra tenglamasi uchun ham o‘tkazish mum-

kinligi kelib chigadi. Ammo Volterra tenglamalari o*ziga xos bo'lgan,

Fredgolm tenglamalari ega bo‘lmagan xususiyatlarga ham egadir.
Ushbu

a(x) o (x)_a’;; K (x.3)o ()dv= /() ©)

tenglama uchinchi tur integral tenglama deyiladi.

Agar a < x < b ornaligda a(x)E 0 bo‘lsa, (9) dan (4) tenglama,
a(.x‘)zl bo‘lsa, (1) tenglama kelib chigadi. Lekin bu oraligning ayrim
nuqtalarida a (x) funksiya nolga teng bo‘lib, qolgan nugtalarda esa
noldan fargli bo‘lishi mumkin. Bu holda (9) tenglamani maxsus
tekshirishga to'g'ri keladi. Biz bu kitobda bunday tenglamalarni
o‘rganmaymiz.

Noma lum funksiya integral ishorasi ostida chizigsiz ishtirok etsa,
bunday tenglamalarni chizigli bo‘Imagan integral tenglamalar deyiladi.
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Masalan. noma’Tum tunksiva #- darajasi bilan integral tenglamaga
kirishi mumkin. ya™ni

() K () () = /),

Noma'lum funksiva integral tenglamada umumivroq holda ham
gatnashishi mumkin, masalan

o e ot

Bu tenglamani Urison tenglamasi deyiladi.
Urison tenglamasining muhim xususiy holi bolgan ushbu

p(x)= :f/\ (.\',_V)l"(}&(/)()‘))c/y

o
tenglamani Gammershtevn tenglamasi deb ataladi, bu yerda K (x, y) -
Fredgolm yadrosi. Ushbu

)
@ (x)- II"(A‘,_\', ¥ (1)) dy
o
tenglama Volterraning chizigh bo'lmagan integral tenglamasidan iborat,
buyerda F(x, v, (), a<x.y <hb - M< <M sohadax, y, ¢
argumentlarning uzluksiz funksivasidir.

Amaliy masalalarda tez-tez shunday integral tenglamalarni yechishga
(o'g'ri keladiki, ularda noma’lum funksiya ko'p argumentli bo*ladi.

E 7 Yevklid fazosidagi chegaralangan sohani D orgali, bu sohaga
tegishli nugtalami x = (x,, ..., xu), ¥y = (¥, ... ¥) orgali belgilab
olamiz. @ (xX) = @ (X, ... x ) noma’lum, f(x) - flx, .x) Kx, y)
= K (X, ... X, V..., y,) berilgan funksivalar. A - berilgan sonli
parametr bo'lsin. Bu holda Fredgolmning ko'p o’lchovli ikkinchi tur
integral tenglamasi

0 (1) [ [K (x)o (v =/ (x)

ko'rinishda yoziladi. bunda dy = dy,...dv,. Qisqalik uchun D soha
bo'vicha olingan integralni bitta integral bilan belgilasak, avvalgi
tenglama quyidagicha yoziladi:

O(x)=A K (x.x) o () =/ ().

8



Bu integral tenglamada integral D sohani  chegaralab turgan S
sirt bo'yicha ham olinishi mumkin. Bunday integral tenglamalarni
tekshirishda (1) tenglamaga nisbatan katta giyinchiliklar kelib chig-
maydi. Shu sababli, biz ¢ tiborimizni ko'prog (1) tenglamani o'r-
ganishga garatamiz.

2- §. Integral tenglamalarga keladigan ayrim masalalar

Integral tenglamalarni sistemali o rganish XIX asr oxirlaridan
boshlangan bo‘lib, bungacha integral tenglamalar bo‘yicha ishlar
tasodifty xarakierga ega bo’lgan. Integral tenglamalar bilan bog'lash
mumkin bo’lgan masalalardan biri, agar birinchi bo'lmasa, bu

l ‘

s ()= [

f

tenglikdan berilgan g (x) funksiyaga asosan f(y) funksivani topishdan
iboratdir. Bu masalaning yechimini 1811- yilda Furye!
[

.,‘(}.):Jﬂ fo g (x)en

o

ko'rinishda topgan.

Oxirgi formula avvalgi integral tenglamaning yechimidan iborat
va aksincha, deb hisoblash mumkin. Ma'lumki, bu formulalar
Furcning almashtirish formulatari deb ataladi.

Misol. Ushbu

[o(y)e v dy=2zel
tenglamani garaymiz. bunda ¢{y) — noma’lum funksiya.

Bu tenglamaning chap tomonini (/)(y) funksiyaning Furye
almashtirishi deb qarash mumkin. U holda yugoridagi almashtirishga
asosan

I ‘ v 2
o) = fe o de=

’

I+)':

(/)(_1'):1 - funksiya berilgan tenglamaning yechimidan iborat.
+y

Furye Jin (1768 - 1830) — mashhur fransuz matematigi.
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Boshqa integral tenglama Abel'  tomonidan hosil gilingan.

1. Abel masalasi (moddiy nugtaning og’irlik kuchi ta’siridag
harakati). Mexanikaning bir masalasini tekshirish natijasida Abel bu
masalani birinchi marta integral tenglamani tekshirishga olib kelgan,
Bu masala shu jihatidan ham qizigki, fizika va mexanikaning boshga
masalalari singari u differensial tenglamalar orqali tfodalanmaydi,
balki to‘g'ridan-to*g'ri integral tenglamani o'rganishga olib keladi.

Abelning masalast quyidagidan iborat: Dekart ortogonal
koordinatalari x, v bo'lgan vertikal tekislikda moddiy M (x, y)
nuqla og'irlik (ycrg,.i tortilish) kuchi ta’sirida (&, 77). 77> 0 holatdan

0,5, > & holatga harakat gilayotgan bo'lib, yo‘]dagi 1 vaqt
bdldndllk 0 Ighovn 17 koordinataning funksiyasi bo'lsin, ya'ni 1 =1 (1))
M (x, y) nugta harakatining tracktoriyasini topish talab gilinadi.

Abel masalasi tautoxron’ to’g risidagi masalaning umumlashganidan

dv dy
iboratdir. Ma'lumki, M (x, y) nugtaning tezlik vektoni gl = =

dt - dt

modulining kvadrati uchun
3 =2g(n-vy), 0<y<y (10)

tenglik o'rinlidir, bu yerda g — og*irlik kuchi tezlanishi.
Hozircha noma’lum bo'lgan egri chizigning tenglamasi x =/ (1)
ho'lsin. Egri chiziq yoyning elementi ds, ma’lumki, ushbu

ds=Jdx’ + v’ o dy - e (v)d, @ (_n');-\fi+(w'(}‘))" (1)
tenglik bilan aniglanadi (2- chizma). Shu bilan birga

ds
= dr (12
(10) formulaga asosan (11), (12) dan

~ds 1 —p(y)dv

2em-r) 2 iy

" Abel Nils (1802 - 1829) - norvegiyalik matematik.

* Tautoxron (ayrim kitoblarda tavtoxron deb ham yuritiladi) to'g risidagi masala.
Shunday tautoxron deb ataluvchi cgri chiziq topilsinki, moddiy nuqta og'irlik
kuchi ta'sirida bu egri chiziq bo'ylab harakat gilganda boshlang*ich holatiga bog'lig
bo'imay. eng quyi holatiga bir vagtning o'zida tushsin, ya'ni t=const. Ma ' tumki,
bu holda tautoxren sikloidadan iborat bo'ladi.

dt =
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oA t vaqtning o'sishi bilan y balandlik
kamayib borgani uchun biz «—»
ishorasini oldik. (&, 77) nugtadan (éf)

, ) nugtagacha tushish vaqti y
nmg n dan 0 gacha o‘zgarishiga
to'g'ri keladi. Shuning uchun ham

&m

R ’zt(’7)=\/2g \/77—1’
0 .

yoki
j WD _ ) (13

r]~ v
tenglamani hosil gilamiz, bunda ‘/(7])2\/2—51 t(f]).

Agar bu tenglamadan noma'lum funksiya ¢ y) ni topa olsak. u
holda izlangan egri chizigning tenglamasi (1) ga asosan oddiy
kvadratura yordamida aniglanadi.

(13) tenglama Abel nomi bilan yuritiladigan ushbu

JqD v)dy

2- chizma.

11 ——f( )3 0<a<1, .\’>O

integral tenglanmnmg xususiy holidir.

2. Ipning tebranishi. Uzunligi / ga teng bo'lgan o'z shaklini
garshiliksiz yengil o*zgartiradigan i pni tekshiramiz. Bu i pning uzunligini
Al ga cho‘zish uchun ¢ A/l kuch kerak bo‘ladi. Bunda, a — biror
o'zgarmas (Guk gonuni).

Ipning ikki cheti x o'gining A(O,()) va B(b,O) nuqtalarida
bog'lab qoyilgan bo‘lsin. 1p, boshqa tekshiriladigan kuchlarga nisbatan
yetarli katta bo‘lgan gorizontal cho'zib turadigan 7 kuch ta’sirida
harakatda bo‘lmaganda. uning holati gorizontal bo‘ladi, ya'ni Ox 0’q
bilan ustma-ust tushadi. Faraz qilaylik, C (<&, 0) nuqtada ipga P
kuch ta’sir qilsin. Bu kuch ta’sirida ip ACB siniq chiziq shakliga
keladi (3- chizmaga qarang). AC, va C, B larga nisbatan CC,=0ni
yetarli kichik deb hisoblaymiz ( T, ga msbatan P ning kichikligi naluasn)
/ ga nisbatan ¢ ning kvadratini hlsobga olmasak, P kuchning ta’sirida
ipning taranglik kuchi 7, ga tengligicha qoladi deb hisoblashimiz
mumkin. C nuqtadagi ipning taranglik kuchini va P kuchning vertikal
chizigqa proyeksiyasini tushirib, muvozanatlik shartiga asosan
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i L . N . .
T } e Tsina+T, smfi= (4
tenglikm hosil gilamiz. O kichik
3 bo’lguni uchun
. . ) . o
' siner s -, sinfis
gy g /&
munosabatlarga asosan, (14) ni
3- chizma. quyidagi ko'rinishda yozishimiz
mumkin:
o .0
n,%47,- 1
& = .
< /_t-
Bundan
ol Wt
P(l-&)&

T,

Abssissasi x ga teng botlgan A, (x, () nugtada ipning cgilishini
v (x) orgali belgilab olsak,

bo'ladi. bu yerda

igfﬂ,osﬁa
7 c
G(x&)=q " -
(. (/-x)¢& E<s<l -
e

Hagqiqatan ham, x - & bo'lsin. AC Cva AA,C, uchburchaklarning
o xshashligidan

‘—(\—)=::: yoki V' (\)Zﬁ(é)é"‘ )Q;Tgl)\'

Agar x > £ bo'lsa. A, (x, 0) nugla € B kesmada, C esa CB
kesmada yotadi. BC,C va BA € uchburchaklarning o*xshashligidan
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o(&) 1-¢&

(15) formulalardan foydalanib,

(,i(.x,é‘):(}(é,x)
tenglik orinli ckanligini tekshirib ko'rish qiyin ¢mas.

Agar ipga chizigli zichligi p (&) bo‘lg,dn uzluksiz tagsimlangan
kuch ta’sir gilayotgan bo'lsa, u holda & va & + A& nugtalar orasidagi
tpning gismiga taxminan p (&) A& ga lcn;, bo']b(m kuch (a’sir giladi.
Bu kuch ' (x. &) p (S AE siljishga sabab bo'ladi.

p (&) As elementar kuchlar tufayli hosil bo'lgan siljishlar
Jamlanganligi uchun (superpozitsiya prinsi pi), barcha kuchlar ta'siridagi

siliish v (x) taxminan
2. G(n.E)p(E)A¢
(<)

ga teng bo'ladi. Bundan A& —)() da

J.(] \‘ /) gf)/ (16}

hosil bo'ladi.

Quyidagi ikki masalani ko' ramiz.

[°.Biz tekshirayotgan ip tagsimlanish zichligi p(&) botigan kuch
ta'sirida berilgan y =y (x) shaklga kelgan bo'lsin. Shu kuch tagsimlanish
sichligi p (&) ni izlaymiz.

Bu holda izlanayotgan p (&) lunksiyaga nisbatan 1- turdagi

J.(! \'.\., )({L.

Fredgolm integral tmglumumga kelamiz

2° Ipga £ vaqt o'tishi bilan o'zgaradigan, & nugtadagi zichligi

plE)sinwr (w>0)

bo'lgan kuch ta'sir gilayotgan bo'lsin. Natijada ip harakatga keladi, Ip-
ning harakatida uning har bir nuqtasining abssissasi 0*zgarmaydi va ip
¥ =y () tenglama bilan ifodalanadigan davriy tebranishda deb hisoblaymiz.
Ip massasining & nuqlud'igi /ichlig_,ini 5)( “) orgali belgilab olamiz.,

U holda ipning & va & +A& nuqtalari orasidagi gismiga  vaqtda
p (&) sinwl AE kuchdan tashgari yana
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d-y
—g;)(é) = d{

inersiva kuchi ta’sir giladi.
Shu sababli (16) tenglik quyidagi ko'rinishda yoziladi:

! - - |
v(x)sinwi= jG(.\".f)Lp(c_’f Jsinor +p(&) (&) sinwr |dg

Bu tenglikni sin@? ga qisqgartirib,

fG(re)p(e)de=r(x). G(xg)p(£)=K(r.8). @ =4

"
belgilashlarni kiritib, ushbu

- ]K(x,é),v(é)drfaf(x) (17)

tenglamaga ega bo'lamiz.,

p (&) funksiyani va demak. / (x) ni berilgan deb hisoblab, biz »
(x) funksiyani aniglash uchun Fredgolmning 2- tur integral tenglamasini
hosil gildik.

f(x) funksivaning aniglanishiga ko'ra

(0)=f(1)=0 (18)
shartga ega bo'lamiz.

Agar g.)(f) zichlik o'zgarmas, f (x) lunksiva esa, ikki marta
uzluksiz differensiallanuvehi bo'lsa, (17) integral tenglamani yechish
katta giyinchilik tug dirmaydi.

Hagigatan ham, avvalo y (x) funksiya (17) tenglamaning yechini
bolsin. K (x, & ga G (x, & ning (15) formulalar bilan aniglangan
ifodalarini qo“vami/ U holda

=0 (E)y (&) @ sinwt AL

i

V(1) % ((l*\}-[ (& )d‘_ij,m;('xj‘(/—j)y(‘:‘,’)dfff(x),

0 \

bu yerda

c=—
Bu tenglikning har ikki tomonini x bo‘vicha ikki marta differensiallab,
ushbu
Vit ey(x)=/(x) (19)
oddiy diflferensial tenglamani hosil gilamiz.
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Ikkinchi tomondan (19) differensial tenglamaning x = 0 va x =
=/ da nolga aylanadigan har ganday yechimi (17) integral
tenglamaning ham yechimi bo'lishini ko‘rsatish giyin emas.

Buning uchun (19) tenglikning har ikki tomonini -T(,G(x.ﬁ)
ga ko'paytirib &bo'yicha 0 dan / gacha integrallaymiz, natijada

i {
7, jc(x,(_f)y"(g)dg-- T c jG(_x,g : j(,(x E)f(8)dé
hosi] bo* ]ad1 Tenglikning chap tomomdagl integralni (15) ga asosan ushbu
-7, jo 5w ( )d«:——— [c, V(§)ds -5 - )y (£)de
0

]

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o'ng tomonidagi integrallarni
bo’laklab integrailab, y (0) = y (/) =0 shartlarni e’tiborga olsak,

l
T, JG(x.8) v (£)d = y(x)

ekanligi kelib chigadi.  °
Xuddi shunga o‘xshash (18) shartlarga asosan

-7, [G(x.8) £ (£)d E= 1 ()

J
Bulardan, c=F bo'lgani uchun (17) tenglama kelib chigadi.

Ma’lumki. (19) bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamaning
umumiy yechimi bu tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi va (19) tenglama xususiy yechimining yig'indisidan iborat.

(19} ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

Yo(x)=C sinux+C,cos pux
dan iborat, bu yerda C, C, ixtiyoriy o‘zgarmaslar, g = w \/;

(19) tenglamaning xususiy yechimini o‘zgarmaslarni variatsiyalash

usulidan foydalanib topamiz:

Mx)zﬁ 7(E)sinp(x - E)d &

Shunday gilib, (19) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
ko*rinishda yorziladi:

v(x)=Csinpux+C, cosyx+—J~/ &)sin p(x—&E)dé

0

15



(15). (17) va (18) tengliklarga asosan y ¢0) = v (/) 0. Bu shartlar
vordamida €, va C, ni lopami/

=0, C, - Nsinp(l E)dE

,usmy/ -[/

Natifada, agar sing/=0 botisa, (i7) wngianaing ustibi

r(v)=- 1 sinpy I/ E)sin g(/ —§)+Lj/'"(f)sin/1(.\‘—;')d;:
osind e I
yechimiga cga bo'lamiz.

Bu holda (17) integral tenglama ikki marta uzluksiz dilfe-
rensiallanuvehi va £ ¢0) = £ ¢1) 0 shartni ganoatlantiruvehi ixtiyoriy
‘/'(.r) uchun vagona yechimga cga bo‘ladi.

Biz keyinchalik (17) tenglamaning yechimi mavjud bo*lishi uchun
sin g1/ #0 shart bajarilganda ‘/'(.\') funksivaning uzluksiz bo'lishi kifoya
ckanligini ko rsatamiz.

3- §. Volterraning integral tenglamalari va differensial
tenglamalar orasidagi bog‘lanish

Avvalo  matematik analiz kursidan ma’lum bo'lgan keyinchalik
biz foydalanadigan bir formulani keltiramiz.

1. Dirixle formulasi. Faraz gilaylik, / (v, 1) funksiya tomonlari
v, x=a, v =0 togri chiziglardan iborat bo'lgan teng vonli A
uchburchakda (1- chizmada shtnixlanmagan uchburchak) uzluksiz
bo'lsin. Bu holda A uchburchak bo*yicha olingan

l-—”/ )dvdy

mtegralni ikki usul bilan |ll.\0b|.lhh mumkin.
Avval x o'zgaruvchi botyicha « dan y gacha, kevin v bo'yicha a
dan b gacha integrallash mumkin va'ni

J = jd vJ/ X, \ a’\

Songra, v borvicha x dan b gacha X botyicha esa « dan A gacha

itegrallash mumkin, ya'ni
Jd Ay I FAR c/\

16



Bu ikki tenghkdan darhol

jdl,jf(\ 1)a'\—jdtj/ d‘ (20)

tenglik kelib thqadl Bu tenghk [)Hnlcﬁmnuluw deyiladi.
2. Tenglamalar chizigli bo‘lmagan hol. Ushbu

a’1
e —f(xy) 2n

tenglamaning
¥y ('\.n ) =% (22)

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvehi yechimini topish masalasi, ya'ni
(21), (22) Koshi masalasi Volterraning chizigli bo*lmagan integral
tenglamasiga keladi. Hagigatan ham .1’2_1'(.\‘) funksiya  (21). (22)
Koshi masalasining yechimidan iborat bo'lsin. Bu yechinmi (21) ga
go'yib ayniyat hosil gilamiz, bu ayniyatda x ni ¢ bilan almashtirib,
so'ngra t bo'yicha x dan x &,acha integrallasak,

j/ !1 d/+1 23)

(englikka ega bo'lamiz, ya'ni y(. ) funksiya (23) integral tenglamani
ganoatlantiradi. Aksincha _1-’()() (unksiva (23) tenglamaning yechimi
bo'lsin, ya'ni bu shunday funksiyaki, uni (23) tenglamaga qo’ysak,
bu tenglama ayniyatga aylanadi.

Bu ayniyatni differensiallab,

L= ()

ga cga botlamiz, ya'ni 1( ) funksiya (21) tenglamaning yechimidan
iborat, shu bilan birga (23) ga asosan )’8, =V,

Shunday qilib, (23) integral tenglamani yechish (21). (22) Koshi
masalasini yechishga ckvivalentdir,

Xuddi shunga o xshash ikkinchi tartibli

d”y
dx’ 7=/ ()

oddiy differensial tenglamaning »\’(.1‘0)2_1'(, v (x“):y(, bosh-
lang'ich shartlarni ganoatlantiruvehi yechimini topish masalasi

REN Vi 17



= ]d_s‘ ]_/'[l,y(i)]dl + v+ ¥y (x = x,)

chizigli bo'lmagan intcgral tenglamani yechishga keladi.
(20) Dirixle formulasidan foydalanib, oldingi integral tenglamani

1():_[ x—1) [1 v )]dH_v“+}/';,(.x‘-.r,,)

ko'rinishda yonthnn/ mumkin.
3. Tenglamalar chizigli bo‘lgan hol.
Koeffitsientlari va ozod hadi uztuksiz bo'lgan ushbu

n gn 0
(), () g, (1) r=F(x) o

# - tartibli chizigli differensial tenglamaning

.V(xn) = (s }"‘ (X()) - C]“..,_V(" ])(-’C‘,) =C, | (25)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi vechimini topish masalasi

IK \[ (ilu_/( ) (26)

korinishdagi Volterraning ikkinchi tur chizigh integral tenglamasini
yechishga olib kelish mumkin, Hagigatan ham,

dﬂ"‘
D'y ="=g(x
: dx (p(\)
deb hisoblasak,
D 'v= [p(t)dr

boladi. So'ngra
D y=D"'(D'y) jds j(p
bo'lib, Dirixle formulasiga asosan
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N

D‘:yzj(x—z)cp(z)dz.

Ay

Bu jarayonni davom ettinb,

Ry

f(x=1) o(1)d1

D"y=D"'(D"" y)=

(n s
tenglikni hosil gilamiz.
(25) boshlang'ich shartiarni e tiborga olsak.,

d Ir—v ~ i dn~| v - d" 1 I
d.\"" d,\” dX o ’ a'x" T Cn I+ D o,

ln y . .
‘dr n ol :Cn 1(‘x ‘X())+ (’n- +D ¢
............... TSSO OO PR PTOPTRTRP PO (27)
n n 3
h _ ”l(\ ’C(.) (_“ ‘n) " +(I+D(n|n
d (n—2)! (n--3)!

+o 4 C(x—x,)+C+D " @

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bularni (24) tenglamaga qo'yib,

< (,\r—f)"l

K(x.)=> a(x) = 298)

il

f(x)=F(x)-C, a(x l_(.”, x-x,)+C, , ]a, .

n 1
. .‘:_.Y]) Rl
_ CHLWT——+....+C](x—x‘,)+((, a,(x) (29)

belgilashlarni kiritsak, (26) integral tenglamaga ega bo‘lamiz.
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Aksincha, yadrosi va ozod hadi (28). (29) formulalar bilan
aniglangan (26) integral tenglamani vechib, (,0(,\') vechim uchun
olingan ifodani (27) tengliklarning oxirgisiga qo'yib. (24) tenglamaning
(25) boshlang'ich shardarini ganoatantiruvehi yagona yechimiga ega
bolamiz.

Agar (24) tenglamada eng katta hosila oldidagi koeffitsient |
bo'lmay, u“(‘\‘) bo'lsa, (26) integral tenglama

ay(V)p(x)+ ].l\'(,\'.,1-’)(/)(,v)((1-‘+ S (x) (30)

ko'rinishga cga boladi. bu yerda ham /\'(.\’,Al‘) val ./’(,\‘) funksivalar
(28) va (29) formulalar bilan aniglanadi.

Agar tekshiritayotgan oraliqda a“(‘\');t() bolsa. hamma avvalgi
natijlar o'/ kuchini saglab goladi, agar u,,(_\‘) funksiva biror nugtada
nolga aylansa, (30) tenglama uchinchi turdagi maxsus integral
(englamadan iborat bo'lib, uni alohida tckshinshga totg ri keladi.

Misol. Ushbu

v dy .
T =3—+6x=0, v(0)=0, y(0)=]
dx” oy
Koshi masalasi integral (englamaga keltirlsin.
Yechish.
d v
—= (v
dx ()
desak,
dv ‘ | -
7—:—- I+ I(/)(f) dl\ V=t I(\ ~-I) ¢ (I)dl
ay (8] Y]

boladi. Bu itodalami berilgan tenglamaga govib., ¢(.v) ga nisbatan
1

p(x)==5106x1 I(--—().\* o1 15)p(1)d1

1]
imtegral tenglamani hosil gilamiz.
Mashqglar. Quyidagi differensial tenglamalar va boshlang'ich
shartlarga mos bo'lgan integral tenglamalar tuzilsin:
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L =0, v(0)=t:
dv

Javob. ¢(x)=11 jq) ()dr .

Iy
Y (x)=cosy, 1(0) =1L v(0)=—I:

dv -

2.

Javob. @(x)=cosx—x+ I(l -x)p(r)dt.

()

d v

3 S (1) v cos . #(0)=0. 1 (0)=2:

!

Javob. (X} - I(l + .rz)(x —1)p(t)dr+cosx -—2)((] + xz).

dy -

A I /
4.5 35T 6B 8y =0, p(0)= y(0) = y"(0) = I
dx’ dy dx

Javob. p(x)=1 2x-4x" + _ﬂb3+ 6(x -t)—4(.x‘—!)2]<p(1)di.
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I1 BOB. FREDGOLM TENGILAMALARI

I- §. Ketma-ket yaqinlashish usuli

Bis b hahda asosan Fredgolmnimg ikkinchi turdagi

b
P(x)-- AJK(x,y)q)(y)dv: f(x) (h

integral tenglamasini tekshiramiz. (1) englamada K (x, v) yadroni va
/(x) funksivani uzluksiz funksivalar deb hisoblaymiz, shuning uchun

h
J! Kx,v)|dv<M, a<x<h, max| f(X)|=m ()

asash

y
boladi.

Tabiiyki, bu holda (1} tenglamaning yechimini hany uzluksiz
funksiyalar sinfidan izlaymiz.

Teorema. Agar (1) tenglamuning  parametri

[,1;<% (3)

shartni ganoatlantirsa, u holda bu tenglamaning yagona ¢(x) yechimi
mavjud bo'lib, uni kemma-ket vaginlashish wsuli bilan topish mumkin.

Isbot. Nolinchi vagirlashish sifatida (1) tenghkimaning ozod hadini
gabul gilamiz, ya'ni

P,(x)= [(x).

Birinchi vaqginlashishni

h
P = ()1 A [K (e f ()

il
munosabat bilan aniglaymiz. Bu jarayonni davom cttirib, # -
yaqginiashishni

b
@, (x)= f(x)+ A.J.K(A\',y)(p" (Wdv, n=110... @)

formula bilan aniglaymiz.
Shunday qilib, (4) rekurrent munosabatlarni ganoatlantiruvchi

0,(x). 9, (x).K 9, (x).... 8
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funksiyalar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. Matematik analizdan
ma’lumki, (5) ketma-ketlikning yaginlashishi

+Z[¢,, @ )] (6)

gatorning yaqinlashishiga teng kuchlidir. (4) formulani

0, (=1 (x4 [K (20 00 (7)1 (750, 2 () -
= /‘(X)"‘Ajk (x.v)o,.(v)d y+Z,JK (x,y)[_(p"_l( V)=, ](ﬁ =

b
=<P,,_|(X)+;LJK(.x,,1’)[(P,,_I(y) 2 (3)]dv. n=2,3,..0)

ko‘rinishda yozib olamiz. (2) munosabatlarga asosan (7) dan darhol
quyidagi tengsizliklar kelib chigadi:

|(p| (X)—*(DO (X)ISI'H/?, M,
|<”z (x)-o (X)|Sm AT M3,

Shunday qilib, (6) qatorning har bir hadi musbat hadli
Zmlﬂln M" )
n=0

gatorming mos hadidan katta emas. (8) gator esa, (3) tengsizlikka
asosan yaginlashuvchidir. Demak, (6) qator, natijada uzluksiz
funksiyalaining (5) ketina-ketligi uzluksiz (p(x) funksiyaga absolyut
va tekis yaginlashadi. (4) tenglikda # — 00 da limitga o'tib,

P(3)=1(x)+2 [ K (x.0)0(»)d

tenglikni hosil gilamiz, bu esa go(x) funksiya (1) tenglamaning yechimi
ekanligini ko‘rsatadi.
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Eadi (1) tenglamaning (,r)(.\‘) dan boshga yechimi yogligini
ko*rsatish giyin cmas. Buning uchun aksincha, ya™ni (1) tenglamaning
@( v} dan boshga yana bitta 7 (x) vechimi bor deb. faraz gilamiz.
U holda bu yechimlarning ayirmasi o{x)=@(x)—y(x) (1)
tenglamaga mos bo'lgan bir jinsli tenglamaning yechimidan iborat
boladi, ya'ni

o )Lj Yo (r)dy.
), - maxlm(.\')} deb belgilab o]suk, oxirgi tenglikdan
m, < ‘/1 |M ,

tengsizlikka cga bo'lamiz. Agar ), 0 bo'lsa, oxirgi tengsizhik (3)
tengsizlikka garama-qarshidir. Demak, @, 0, bundan n)( )—(J yani
p{x) =y (x) ckanligi kelib chiqadi.
2- §. lteratsiyalangan yadrolar. Rezolventa
1. Ilteratsiyalangan yadrolar. Avvalgi paragrafda (3) tengsizlik
bajarilganda (5) funksivalar ketma-kettigi (1) tenglaimaning (/)(,\')

vechimiga yaqinlashishi isbotlangan edi. Endi shu ketma-ketlik
yaqinlashishi strukturasini batafsil o rgananuiz, Ma'lumki,

b

o ()= 1(x) ¢ 4 [K (vo) £ (¥)ed v
so ngra )
p.(x)=/(x) 1 A jl\’(.\‘.!)(/)l (r)dr=

) b b
= (A K () £(D)d 1+ 2[R () o[ K (1.3) 1(v)dv.
Takrory integralda integratlash tartibini 0" gartirib, songra
y )= I_J[I\’(.\-.f)l\"(/.y)df

deb belgilab olib,

0.(5)= 102K (o) PO+ TR ) (0
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tenglikni hosil gilamiz. Bu jarayonni davom cttirib,

h

@, (x)= +)LJZ/1"K w)f()dy o

g oi=1

tenglikka ega bo'lamiz. Bunda K, (x,y) lar
K (xov) =K (.0,
h
K (x.2)= [K(r0)K, (ta)dr i=2.3,.. (10)

rekurrent munosabatlar bilan aniglanadi. K {(x,v) funksivalar
iterasivalangan (takrorlangan) yadrolar deb ataladi.
[terasivalangan vadrolarni (10) ga nisbatan umumiyroq

II\ (x.0)K, (1.y)di (I

formula bilan ifodalash mumkm Hagiqatan ham, (10) da K ( 1)
vadroni yana shu (10) formula yordamida /\1 5 bilan lfoddldb

h b
K (x.y)= jK(.x-,zl) jK(/,,r:)k', At y)de, (dy =

hoh
- ”K(_r.z,)K(ll./:)K, Ano)didr

tenglikni hosil qlllmv K. .(t,.v) vadroni &, , yadro orqali ifodalash
mumkin va h. k. Bu ]am\onm davom cttirib, oxmdd

ho b
= J‘...J.K(x,ll)K(l,,lz ) K (1, 0)did a2

formulaga kelamiz. ¢ o'zgaruvehi bo'yicha integralni ajratib, oxirgi
formulani

b h

Ia’r j jk (x,0, ) K(1,,1,)..K(t, .1, )dt..dt,

H b
xj..._[K(""""l )K(il'ol’{rrl )K([, p}')d[“l di’ ]}
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ko'rinishda vozib olamiz. (12) formulaga asosan, figurali gavs ichidagi
birinchi integral K,_(..\‘,f,,) ga, ikkinchi integrat csa K| ,_(f,_,}‘) ga
teng.

Shunday qilib,
b

K (x,v)= J[K,,(x,r, VK (t.v)dt.

,,
o
Bunda 7 ni 7 ga almashtirib (11) formulaga kelamiz
2. Rezolventa. (6) gatorning yaginiashishini isbotlagandagi
mulohazalarni qaytanib, (3) shart bajarilganda ushbu

> AK (x,y) (13)

7=
gatorning 1a <x<h, a <y < ht kvadratda tekis yaginlashishiga
ishonch hosil gilish giyin emas. Haqigatan ham, K (.x‘,y) yopiq sohada
uzluksiz bo‘lganligi uchun (2) tengsizlikka asosan quyidagi
tengsizliklarga cga bo'lamiz:

|K|(x,y)|SM,,

L(xy) ﬂK ()& 1y )|de< MM,

K (x,0)< ﬂK. (xt)||K, (1. p)|dr< MM,

el
|K,.(x,y)|S _ﬂK, (’x,t)’ ‘K{. I(t,y)'dtéM,M’ g

Demak. (13) qatorning har bir hadi (3) shartga asosan
yaqginlashuvchi

> MfAf M

il
sonli qatorning mos hadidan katta emas, u holda (13) gator absolut
va tekis yaginlashuvehi bo‘ladi. Bu qatorning yig'indisi R(x,yl/l) ni
K (x,y) yadroning yoki (1) integral tenglamaning rezolventasi yoki
hal giluvchi yadrosi deyiladi.
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(13) gator A ga nisbatan darajali qator bo’lgani uchun uning
yigrindisi, ya'ni R(x,v:2) rezolventa, agar A kompleks son bo'lsa,

{/ I [

YRS

yaginlashish intervalida A ning analitik funksiyasidan iborat bo'ladi.
(9) da n — oo da limitga o'tib, (1) tenglamaning yechimini ushbu

|i_[<% yaginlashish doirasida, agar A haqiqiy son bo‘lsa,

b oy

V)(x)zf(x)*L A E)ﬁ ]Kf(xa}’)./‘(}’)d.v (14)

a -l
gator ko'rinishida hosil gilamiz. Bu qator Neyman gctori deyiladi.
(14) yechim rezolventa yordamida

@(x)=/(x)+ AJ.R(x,y;Z.)f(}')dy (15)

ko‘rinishda yoziladi.

(13) gatorning har bir hadi uzluksiz va qator tekis vaginlashuvchi
bo*lganligi sababli R(x,y;4) rezolventa ham {¢<x<h, a<y< bi
kvadratda uzluksiz bo‘ladi. Shu sababli, avvalgi formulalardan f (x
uzluksiz funksiya bo‘lgantigi uchun (1) tenglamaning ¢(x) yechimi
uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Rezolventa o'zining birinchi yoki ikkinchi argumentining funksiyasi
sifatida quyidagi ikkita integral tenglamani gatoatlantirishni tckshirib
ko'rish giyin emas:

R(x,y;A)=K(x,p) +/1IK(X 1) R(1,y:A)dt,

R(x,y;/lj):K(x.y)hl‘[K(r,y)R(x,z;/l)dz (16)

«
Bu tenglamalardan, masalan, ikkinchisini tekshirib ko'rish uchun

R(x,v;A)=> A7 K (x,y) (17)
i1

tenglikning har ikki tomonini K(y,s) ga ko'paytirib, y bo'yicha
integrallaymiz:

h
IR(x,y;/l)K(y,xs‘)dy /1‘ N J.K x,v)K(v,s)dy
|

{

yoki (10} tenglikka asosan
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II( (v A)K (s )dy Z/I’ K, (x5)

Buni A ga ko'paytirib, (17) da i -1 =/ deb, hosil bo'lgan ifodani
¢'tiborga olmk oldingi tenglik quyidagicha voziladi:

jl( VAR (rs)dv= (\',.v;ﬂ)-—l\’(.r,.w)

voki

R(x.s:A)=K (x.5) +ljl\ YR(x. v A )y

Bu esa o' zgaruvehitarni boshgacha belgitashdagi ( 16) ning ikkinchi
tenglamasidan iboratdir. (16) ning birinchisini hany xuddi shunday
tekshirib korish mumkin,

I'ndi (10) tenglamalar o7 rinli bolganda (13) formula bilan aniq-
langan go(.\‘) funksiyaning (1) tenglamani ganoatlantirishini ko rsatish
givin emas. Shu magsadda (15) formulani (1) tenglamaga olib borib
qo'yami/z:

+/1j/e (X2 A) f (vl = Aj/\ (x.r)x

1)+ /IJ R(1.v:iA) ) (v)ey [dr =/ (x)
yoki “ :

h h
J‘R(.\‘,y;/l ) Sy )dv - J.l\'(.\'.y) SO dy -

hh
A '”l\'(_r,f)R(/..r;i)./'(_l')(lidy 0.

Oxirgi tenglikni quyidagi ko'rinishdat vozib olamiz.
h h
ﬂR(x,_l';/i)~~K(_\',_1>)—/1 jl\'(.r,l)l(’(i‘,y;/l)dl J{y)dv=0

Bu tenglik hagiqatan o'rinli boladi, chunki kvadrat gavs ichida
(16) tenglamalarning birinchisiga asosan, aynan nol turibdi.
Misol. Ushbu integrat tenglanta vechilsin:
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‘——J\go (1'1':—3—0—1\0 L
2 2 2

Bu yerda K (.\",_1"):" ), /12;

o
lteratsivalangan yadrolarni hisoblavmiz:

jlx \I (1, 1 d/_ II\(/I—

= I.[K(.\-,z)lx’, (1) dr_

(17) formulaga asosan berilgan lcnglanmning rezolventasini
hisoblaymiz

| “1 B oo | 1 _4.1‘
[e[.\._‘qz)_rluglzll ‘241] 1_ .

o 1 - 3

(15) formulaga asosan tenglamaning yechimini quyidagi
ko'rinishda topamiz:

[ES)

Yugorida bavon gilinganlardan ko'rinayaptiki, (1) tenglamaning
yechimini ketma-ket vaginlashish vsuli bilan topishda |ﬁ| ning 1'!
dan kichik bo*lgani muhim shart ckan. Tabiiy savol to*giladi: ketma-
ketliklarning A ning barcha givmatlarida yoki hech bo‘lmasa markazi
A=0 nugtada va radiusi Tl, dan katta bo’lgan doirada (kesmada)
vaqinlashishini ko*rsatish mumkinmi? Bunday bo'Imas ckan. tavakkal

29



gilib olingan Fredgolm integral tenglamasi uchun ketma-kethklar
[A] > % bo'lganda uzoglashishi mumkin, ammo shunday tenglamalar
sinfi mavjudki (masalan, Volterra tenglamalari, biz ularni keyingi
bobda o‘rganamiz), ketma-ketliklar A ning ixtiyoriy chekli giymatida
yaginlashuvchi boladi.

Misol 1lshb

(p(_\')—)Lj(p(_r)c(\:l (18)

tenglama berilgan bo‘lsin. Buyerda e =0, b= 1, K(x, y) =1, M =1
bo‘lib, yugorida isbotlanganiga asosan (18) tenglama  uchun (5)
ketma-ketlik |[A| < 1 bo‘lganda yaginlashuvchi bo'ladi. Lekin bu
tenglamani ketma-ket vaginlashish usulidan foydatinmay ham osongina
yvechish mumkin, Shu magsadda

1
J(p(_r)d}"
0

integral biror noma’lum o‘zgarmasdan iborat ekanligini ¢'tiborga olib,
uni C orgali belgilab olamiz. U holda (18) tenglamaga asosan

p(x)=1+1C
Bu ifodani (18) tenglamaga qo'yib,
(1-2)C=1 (19)

tenglamani hosil gilamiz. A=1 bo‘lganda bu tenglama yechilmavdi,
demak., A=1 da (18) integral tenglama yechimga cga emas. Bundan,
radiusi birdan katta bo'lgan doirada (18) tenglama uchun ketma-
ketliklar vaginlashishi mumkin emasligi kelib chigadi. Shunga qaramay
gizig'i shundaki, (18) tenglama fagat A #1 bo'lgan barcha A lar

. . |
uchun yechimga ega. Haqigatan ham, (19) dan ¢ P demak,

i . . . T
")(“'):l—-,{‘ Bunit (18) tenglamaga qo'yib, uni ganoatlantirishiga
ishonch hosil gilish giyin emas.

Endi (18) tenglamadan fargli, ozod hadi (0, 1) oraligda ixtivoriy
uzluksiz /{x) funksiya bo'lgan

|
¢ (x)=Afo(v)dv=s(x) 0
0
tenglamani tekshiramiz. Avvalgiday
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{
C= .[(o(y)c{v
0

deb belgilab,
p(x)=f(x)+AC

tenglikni hosil gilamiz. Buni 0 dan 1 gacha integrallab, C ni topish
uchun

U—A)Czj/(xyh a1

tenglamaga ega bo‘laniz. Agar 4 #! bo'lsa,
ot
C=——] f(x) dx,
=4

. Al
o(x)=f(x)+ —[r(x)d x.
-4
Bu funksiyani (20) tenglamaga qo'yib, uni ganoatlantirishiga
ishonch hosil gilamiz, demak. (20) tenglama A #1 bo'lganda yechiladi
va yagona yechimga cga bo'ladi.
Endi A=1 bo'lsin. Bu holda (21) tenglama

|
I_/'(x)cixz() (22)
[{]

ko'rinishga cga bo‘ladi. Agar f(x) shunday funksiya bo'lsaki, (22)
tenglik o‘rinli bo’lmasa, (20) tenglama yechimga ega bo'lmaydi, xuddi
shunday bo'lishini f(x)zl da ham ko‘rgan edik. Agar (22) tenglik
bajarilsa, u holda C aniglanmay goladi, bu holda (20) tenglama

p(x)=/(x)+C
(C — ixtiyoriy o'zgarmas) ko ninishdagi cheksiz ko'p yechimlarga
cga bo'ladi.
Mashglar. Rezolventa yordamida ushbu integral tenglamalarning
yechimi topilsin.

5

l |
Loo(x) -5 far o () dy=>x
=0
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5
Javob: ¢(x) %\ :
)

.

|
ot-Lfotshism 2o

Javoh: p(x)-¢'

|
e

3. 9(v)- %I” @(v)d y=sin .r—'z.
24

. 2 |
Javob: o x)=smyx——(I
p(v) 55"

Cos——sin—) .
2

I
2

3- §. Fredgolm teoremalari

1. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi. Chizigh integral
tenglamalar nazariyasida algebradan ma’lum bolgan chizigh algebriik
tenglamalar sistemalarini yechishga doir tcoremalar muhim rol o'y
naydi.

v Biz bu bandda keyinchalik bizga kerak borladigan, chizigli algebraik
tenglamalar sistemalariga  taadlugli teorenalarmi, asosan isbotsiz
keltiramiz.

Tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng botlgan

-
— D
2_‘0” x,=b., i=12..n (23)

ko*rinishdagi sistemani (ckshiramiz.
XXX, va bLh D) sonlami vova b ovektor- ustunlaming
koordinatalari deb, va'ni

v, /)I

v, h.

V= . oh=l
\ h

7, "

a . koellitsiyentlarni esa, ushbu
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(J” (ll2 (lin

a2| (123 (Iz”
e =

an i (]" 2 nee an n

kvadrat. matritsaning clementlari deb talgin gilamiz. U holda (23)
sistemani bitta

Ax=bh
vektor tenglama ko'rinishida  yozish mumkin. Ma'lumki, 4 matritsa
berilgan bo'lsa, uning satrlarini ustunlariga almashtirish natijasida hosil
bo’lgan matritsani A bilan transponirlangan matritsa deyiladi.

Agar A matritsaning a, ., elementlari kompieks sonlardan iborat
bolsa. transponiriangan matritsa elementlarini go'shma kompicks «
elementlar bilan  almashtirish natijasida A matritsaga  qo'shma A
matritsa hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, agar A=||a,,.“ bo'lsa, ” | bo‘ladi. «,,

elementlar haqiqiy sonlar bo'lsa, A matritsaga go‘shma bo lgan A
matritsa transponirlangan matritsaning 0*zidan iborat bo'ladi.
Ushbu

A *-‘/y — (.

voki, voyib yozganda
no_
Za,.,. y,=¢, 1=L2,..,n
i

tenglamalar sistemasi (23) sistemaga go ‘shma sistema deyiladi.
Qo'shma sistemaning o'ng tomonidagi vektor ixttyoriy  bo*lishi
mumkin. Koeffitsientlari @, haqigiy sonlardan iborat sistemaga

go'shma sistema
n

2.4, ¥,=¢,

it
ko'rinishga ega bo‘ladi. Biz quyida keltiradigan tushuncha va
teoremalarda sistemaning koeffitsicntlari haqigiy yoki kompleks sonlar
bo'lishining farqi yo'q.
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Ozaro go'shma matritsalarning determinantlari bir vagtda nolga
teng yoki teng bo‘lmaydi; go'shma matritsalar bir xil rangga cga boladi.

I- teorema. Agar algebraik tenglamalar sistemasining determinanti
noldan fargli bo'lsa, u holda berilgan sistema ham va unga 4o ‘shma
bo'lgan sistema ham ixtiyoriy ozod hadlurda vechiladi, u va bu
sisteinaning yechimlari yegena boladi. B holda  bir jinsli - sistema
Jaqat tivial (nolga teng) yechimga ega boladi.

2- teorema. Agar algebraik tenglamalar sistemasining determinanti
nolga teng bo'lsa, u holda bir jinsli Ax=0 va A v =0 sistemalar bir
xil sondagi p =n -1 chizigli boglig bo'lmagan yechimlarga ega holadi,
bu yerdagi ¥ — A matritsaning rangi.

Shuni ta’kidlab o‘tamizki, agar x'”,x“],...,.r”" vay oy
v lar Ax=0 va A" y=0 sistemalarning chizigli bog'lig bo*lmagan
yechimlari bo'lsa, u holda bu sistemalarning umumiy yechimi

/)

'I)

ti * j

= P I)‘ .1":2 7, },(/'
il

;|

ko'rinishga ega bo'ladi, bundagi ¥, va }/: lar ixtiyoriy o'zgarmaslar.

3- teorema. Bir jinsli bo'lmagan (23) sistemaning yechimga ega
bolishi uchun A matritsaning rangi, bu matritsuga ozod hadlar ustunini
qgo'shimcha gilishdan hosil bo‘lgan kengaytirilgan matritsaning rangiga
teng bo'lishi zarur va yetarlidir,

Agar (23) sistemaning determinanti nolga teng borlib, sistema
yechiladigan bo'lsa, u cheksiz ko'p yechimlarga ega bo'ladi: (23)
sistemaning biror yechimiga unga mos bir jinsh sistemaning ixtiyoriy
yechimini qo'shib, yana (23) sistemaning yechimini hosil gilamiz. Bu
holda agar A matritsaning rangi 7 ga teng bo’lsa, (23) sistemanng

umumiy yechimi
/7
0
PN )+Z},w\,m
1l

ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerdagi X sistemaning xususiy yechimi,
W j=12,...,p lar esa, bir jinsli Ax =0 sistemaning chizigli
bog’lig bo'Imagan yechimlaridir.

3- teoremani unga ckvivalent bo'lgan va keyinchalik biz
foydalanadigan teorema bilan aimashtirish mumkin.

4- teorema. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi (23} yechimga
ega ho'lishi uchun bu sistema ozod hadlari vektorining 4o ‘shma bir
Jjinsli sistema barcha yechimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarlidir.
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Bu teoremaning isbotini keltiramiz. Eslatib o'tamiz. agar
1
(v9)= 355,20
-

bo'isa, x va y vektorlar orrogonal deyiladi.
A mamlsanmg i~ ustunidan tashkil topgan vektorni A orgali
belgilab olamiz, ya'ni

a,
oy, .
A= , i=12,....n

a

ni

(23) sistemani
n

Zx,. A=b

r-1

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu vozuv shuni ko'rsatadiki, &
vektor A, vektorlarning chizigli kombinatsiyasi bo*lgan holda va fagat
shu hoidagina (23) sistema yechimga ega bo‘ladi. Buning uchun 4
vektorning barcha A vektorlarga ortogonal bo‘lgan har bir vektorga
ortogonal bo'lishi zarur va yetarlidir.

Shunday vektor y bo‘lib, uning komponentlari VisVay, ¥

bo'lsin. ()',A{)‘—-O, J —1,2....n shart

"
_ 19
Za”y,.—O, i=1,2,....n

/=

"

tenglikka ckvivalentdir. Bu esa, y (23) sistemaga go'shma bir jinsli
sistemaning yechimi ckanligini bildiradi.

Demak, (23) sistemaning yechimga ega bo‘lishi uchun A
vektorning qo*shma bir jinsli sistemaning ixtiyoriy yechimiga ortogonal
bo'lishi zarur va yetarlidir. Shu bilan tcorema isbot bo'ldi.

2. Aynigan yadroli Fredgolm integral tenglamalari. Fredgolmning
ikkinchi tur (1) tenglamasidagi K(x. 1«') yadro

K(x.y) ZP (¥) (24)
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horinishga cga bolsa, y ayaigan (buzilgan) yadro deb ataladi. Bundagi
p(x) va g () funksiyalarni asosiy (a,h) oraligda uzluksiz funksiyalar
deb hisoblaymiz. U holda K {x,v) vadro asosiy kvadratda uzluksiz
funksiva bo‘ladi. Ayrim adabiyotlarda (24) ko'rinishdagi yadroni
Pinkerlc —Gursa yadrosi, gisqacha PG-yadro deb ham yuritiladi,
U'mumivlikka zivon vetkazmav. p (\) barcha funksivalarni ham,
q, ( ) funksiyalarni ham o'zaro chizigh bog'liq emas deb hisoblaymiz.
Aks holda chizigli bogliglarini boshqalari orgali chiziglh ifodalab.
(24) vig'indida goshiluvchilar sonini kamaytirish mumkin. (24) Hodani
(1) integral tcnglumagu qo‘vib

o(a jp Ve(v)de=r(x) e
tenglamani hosil gilamiz, L”shbu
b
¢, = [q.(¥)o(y)dv (26)
belgilashlarni - kiritib, (25) ii;’lcgrul lcng]nmuni
p(x)- +/?Z( P, (27)
ko rinishda yozib olamiz, bu yerda ( - nomal'um sonlar. ¢, —

o*zgarmaslarni aniglash uchun oxirgi formuladan (/)(x) ning qiymatini
(25) tenglamaga olib borib qo‘v'imi/‘

+AZ( p.(x) KZJ/) (W] /o0+

FAY e p () ldv=1(x)
!

voki
h w P

Z”:,Pa(«") ",'_[‘I,(.\‘)f(.l')f"f—/lzjc', p,(3)q, (y)dv |=0.

Y] [

Bundan p (x) funksiyalar chizigli bog'lig bo'lmagani uchun
b i b
o~ [0 ()1 ()= A3 [ p, (1)g ()ebr=0
1 /a It
tenglik kelib chigadi. Quyidagi belgilami kiritib,
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Y, = J“L (.,V)f()’)d"’s o, = J/)/. (»V)C[,. (}’)dy (28)

avvalgi tenglikni
"
(',—/IZa”c'/: L o i=12,...n (29)
i

ko'rinishda yozib olamz. Shunday qilib, ¢, o'zgarmaslarni aniglash
uchun (29) chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qildik. (25)
integral tenglama va (29) sistemaning ckvivalentligini ko*rsatish giyin
emas. Haqgigatan ham, agar (/J(.\')e('[a,h] funksiya (25) tenglamaning
vechimi bo'lsa, u holda (26) tenglik bilan aniglangan ¢, i=l,...,n
sonlar (29) sistemani ganoatlantirishini hozirgina ko*rsatdik. Aksincha,
agar ¢ . =11 sonlar (29) sistemaning vechimlaridan iborat
bo'lsa, (27) formuta bilan aniglangan (/)( ) funksiya a<x<b oraligda
uzluksiz. bo'lib, (28) ga asosan (25) tenglamani ganoatlantiradi:

)Zp I (»)dy—f(x)=

" "

_/(\‘)+/’.i('1p,(.\‘)—/€2p( )j () )/(1)+AZ( »(

a'l—/( )

:)“Zpi("_)[('i_liai Y ]:0-
[ o

Awvalgi bandda, (25) tenglamalar sistemasi nazariyasida

l_la” —AOCD ces —AOCM

p ‘_A’ a'\| l—lOin ver —l(x.,"
M(A) = i . :

-Aa, Ao, .. 1- /105”"

matritsa muhim rol o*ynashini ko'rdik. Bu matritsaning determinantini
D(2) orqali belgilab olamiz, va'ni
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-1, -Aa, ... -Aq,
. -Aa, N1-Aa,. ... —Aa,,
D(A)=
PR 2 1 ~
—Aa, AW, ... - la,,

[)(/1) determinant A ga nisbatan a-darajali ko*phaddan iboratdir;
bu ko phad

10 .. 0
01 .0
o) = =1
00 .1
bo'lgani uchun aynan noldan fargh. Agar
D(A)+0 (30)

bo'lsa. (29) sistema ixtiyorly y, o'ng tomonlar uchun yagona
vechimga ega bo'lishini va bu yechim Kramer formulalari bilan aniqg-
lanishi bizga ma’lum. (30) shart D{A) ko phadning ildizlani bo'lgan
A ning chekiisondagi A4 . A.,....4 . m<n giymatlari uchun buziladi.
A ning bu qiymatlari K(.x’,y) yadroning yoki (25) tenglamaning xos
(xarakiteristik) sonlari deyiladi.

Shunday gilib, 4 ning A, A,,.., 4, lardan fargli bo'lgan har
bir chekli giymatida (29) sistema yagona ¢,,...,¢, yechimga cga bo*ladi.
Bu yechimni (27) tenglikning o'ng tomoniga qo'yib, (25) integral
tenglamaning (p(.x') yechimiga cga bo'lamiz.

Natijada quyidagi tcoremani isbotladik.

Fredgolmning birinchi teoremasi. Agar A parametr l\(\l)
vadroning xos soni bo‘Imasa, ixtivoriy uzluksiz. [ (r) ozod had uchun
(25) integral tenglama yechimga ega, shu bilan birga bu yechim yagona
bo ‘ladi.

(25) integral tenglamaga mos bir jinsh

"

¢(x) —ljz p(x) g (3)e(r)dv=0 (31)

g 1|

tenglama (29) sistemaga mos bolgan ushbu
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¢=AQ0,¢ =0 (32)
|

bir jinsli chizigli algebraik sistemaga keladi. (31) tenglamaga qo'shma
bo'lgan bir jinsli tenglama

h oy

-A Ep Jw(y)dy=0 (33)

u’

ko'rinishga ega. (33) tenglama esa (32) ga go‘'shma bo'lgan
d, -4 Za 4d =0 (34)
bir jinsli sistemaga teng kuchlidir, bunda
dl.:_l.p,.(y)t//()v’)c{v, i=1.2,...n

Agar A=A, k=1,...m bo'lib, M(A) matritsaning rangi r ga
teng bo'lsa, I-banddagi 2-teoremadan ma’lumki, bir jinsli (32) sistema
ham va unga go'shma bo’lgan (34) sistema ham »n - rta

N vl / i -
¢yl dl L d!l j=12, . n—F

no n?
chizigh bog'lig bo'lmagan yechimlarga cga bo‘ladi. Bu yechimlarni
(31) va (33) dan hosil bo‘lgan ushbu

r):/l'Zc',’/)l(x)‘ l//‘,.(x):/iid]" g,(x), j=12,...n—r(3)
[ [

formularning o'ng tomonlariga qo‘yib, (31) va (33) bir jinsli integral
tenglamalarning # - r tadan chiziqli erkli yechimlarini hosil gilamiz.
Fredgolmning ikkinchi teoremasi. Bir jinsli (31) tenglama va ungua
go'shma bo‘lgan (33) tenglama bir xil n - r tadan chizigli bog'lig
bo‘Imagan yechimlarga ega bo ladi.
Bir jinsli (31) tenglamaning nolga teng bo‘lmagan ¢ (x), j =
.., = r yechimlari (25) tenglamaning yoki K (x y) yadmnmg
Ak =1...m xos sonlariga mos bo‘lgan xos funksivalari deyiladi.
Avval;,i banddagi 4-teoremadan ma’lumki, A= A, bo'lganda
(29) sistema ixtiyoriy o‘ng tomonlar uchun yechimga ega bo lavermaydi.
Bu sistemaning yechimga ega bo'lishi uchun ¥, {=1.,n sonlar

y,d' =0, j=12,...n—r (36)

i=]
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shartlarni ganoatlantirishi zarur va yetarlidir. Bu shartlarda p, o'roiga
uning givmatini go‘yib. (36) ga teng kuchli bo'lgan quyidagi tengliklar
sistemasiga ega bolamiz:

1 n b
A 2 y.d'=A Z d/ Jq,. (x) f(x)dx=

—ljf a”c/( )dx=0.

- u / I
Bundan (35) gl ASOSAN

J/ \‘)d\—() j=L2 . n-F

tengliklar hosil bo'ladi.

Biror D sohada, xususan {«, /)) oraligda, ikkita funksivaning
ko paytmasidan olingan integral nolga teng bo'lsa. bu funksivalar
ortogonal deb ataladi.

Shunday qilib biz quvidagi tcoremani isbot qildik.

Fredgolmning uchinchi teoremasi. A=A ,. & | ... m bo'lgan-
da (23) integral tenglamaning vechimga ega bo'lishi uchun uning ozod
hadi | ( ) /unksnamng qo shma bir jinsli (33) integral tenglamaning
harcha Y, ( ) J L= vechimlariga ortogonal bo'lishi Zarur
va yetarlidir.

Bu holda (25)  tenglama cheksiz kop vechimlarga cga va bu
yechimlar ushbu ko'rinic fa bo'ladi:

tp(-\‘):5(-\’)+iﬁ o, (x

bu yerda g/)( () (25) tenglamaning xususiy yechimi. yig'indi esa (31)
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi.
Misol. Ushbu

n
p(x)-1 J (.x"cosy+_v’ SIN X +Cos.xsin )v-')(p(}»v’)dv:x
1
integral tenglama yechilsin.
Tenglamaning chap tomonidagi integralni uchtaga ajratib,
n
j (.\'Cos»v+_\" SIN.X+Cosxsin _1')(,0(,1’)({\' =

n
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b4

T pid
=x J.C()S-"'go(}’)"f"+5i"x Iy"(p(y)a_'l%cos_\“ J.sin.\/'go(_v)dy’
T T

T
so'ngra
¢ = j¢(r)cos4\'((\', ¢, = '[y"‘(/)(y)c/y, ¢, = J‘go(,v)sin ydy
T T n

belgilashlarni kiritamiz. U holda noma’lum funksiya
@(x)=¢, Ax+c, Asinx+c, Acosx+x
ko'rinishda yoziladi. Noma'lum funksiyaning mana shu ifodasidan

foydalanib, ¢, ¢, va ¢, ni hisoblaymiz:

n
¢ = j(c, Av+e, Asinyv+c, ;Lcosy+y)cosyaﬁv,
-
bia
¢, = J‘(('{ Ay+c, Asiny+e, Acosy+y) v dy,
bid

b
¢ = J. (c,ly+c2 Asiny+c, Acos y+ y)sin vy,
n

yoki

T

s Vig
ol A j"\'cos_rd_\' -, Isin veosydv—c, A J.cos:)'dy:
T - -
s
= J VCos ydy,
T

x T T T
¢ A J_v"afvﬂ') 1A I'1-':Sil] ydv |—c A Iyz cos ydy= jy“ dy
n -7 T -

n T n T
-4 J [sinvdyr—c,A j sinfvdv+e, | 1-A J cos ysinydy |= I ysin vy,
n n n n

Bu tenglamalarga Kirgan integrallarni hisoblab, ¢, ¢, va ¢; noma’-
lumlarni topish uchun quyidagi chizigli algebraik tenglamalar siste-
masiga cga bo'lamiz:
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¢, - Arc,=0,
¢, +4Ame,=0.
R2Are,—Ame, 4o, =2,

Bu sistemaming deternunanti

1 0 -TA
D(A)=| 0 | AmAl=1+247 77 20.
2An —-Arm |
Demak, avvalgi sistema yagona yechimga ega bo'ladi:
. 2AT o 8AT 2n
=T =

= =, (=T 5. GFTT o o
DY SR FS, Y i SRR RSy L &

Bularni izlanayotgan noma’lum funksiyaning ilodasiga qo'yib, berilgan
tenglamaning yechimini
2AT
- > 2
1+24° 7w

ko‘rinishda topamiz.
Mashglar. Aynigan yadroli quyidagi integral tenglamalar yechilsin.

o(x) (/172'.\‘—4/17rsinx+cos_\’)+x

»

1. p(x)-4 IJ.(l +xv)p(y)dv=x.

Javob: A7 —16A+12#0 bo'lganda.

AG-2) , M24+A)
AT —16A+12 6(/13—16‘/1+12)'

o(x)=x"+

B

2. o(x)- jcos(x Fy)e(v)dv=1.

)

SN X.

Javo b: g(x)=1- 5
+7T
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A
3. p(x)-4 Isin xp(y)dy=2x-7.

0]

7 .2
Javob: @(x)= SIN"x+2x—7.

4. (/’(X)—/l I lgy(/)(y)dy:ctg_r.

Javob: gO(X)I %/1 +CIgx.

[
5. 9(x)—4 |cos(gIny)p(v)d y=1.

0

I+ q2
l+¢g —A
3. Uzluksiz yadroli Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamasi.

Endi (1) tenglamaning yadrosi (24) ko'rinishda bo‘lmagan holni
tekshiraylik. Agar l&(x )’) funksiya asosiy kvadratda uzluksiz bo‘isa,
matematik analiz kursida isbotlanadigan Veyershtrass teoremasiga
asosan. har bir £>0 uchun x va y ga nisbatan yetarli yugori darajada
shunday K,,(.\‘, v) ko'phad mavjud bo'ladiki, asosty kvadratda

'K(x. .v)—K(, (x, _V)|<6'

Javob: (/)( X ) =

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Ravshanki, K(,(x, y) ko phadning har bir
hadini bittasi x ga, ikkinchisi v ga bog‘lig bo*lgan ikkita funksiyaning
ko*paytmasi sifatida ifodalash mumkin. Shu sababli K(A\x }f) yadroni

K(x, vv)zgpi(x)q’.(y)-FK,(x, y) (37)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Bundagi K,(x, y) ifoda
{a <x,y< l)} kvadratda

h
I K (x.v)ldy<e (38)
shartni qanoatlantiruvchi uzluksiz funksiyadir.
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(37) tenglik K (X, 1) yadroning kichik va aynigan vadrolar
yig'indisiga ajratilganligini ifodalovehi formuladir.
Ixtiyoriy R>0 sonni hulgllah olib, (1) tenglamani A parametr-

ning qiymatlari fagat a wott_’an(l.n,m vtekshiramiz, £ >0

sonni shundav kichik gilib tanl.lym]/kn £ _/ bo'lsin. (37) tenglikka

PR Y

asosan (1) integral tenglamani

h
X)- AJ. K (x.p)o(v)dy= I'(x) (39)

ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda

F(x)= +7Lijp Yo (v )dv. (40)

Shunday gilib, parametri l/l‘z <1 tenglikni qanoatlantiruvehi
tenglamani hosil gildik. 1- § dan ma’lumki, bunday itegral lenglama
vagona vechimga ega bo'ladi. K (\ v vadroning rezolventasini
RI(,\‘,V\',/‘L) orqali belgitab, (39) |cnglamm|

b
o(x)= 1 (x)+ 2[R (v ) F ()dy A0

ko'rinishda yozib olamiz. (41) tenglikdagi 17{x) o'rniga uning (40)
dagi  givmatini olib borib qo’yvamiz:
w b

o(x)=/(x)+4 2 J p.(x)g, (V)e(y)dr+

T

+lJR A) +/1ijp N, ( Yo (v)dv |d1.

Ushbu

g(x)=/(x)+ 4 IRI (v A) 1 (0)di.

h
r(x,A)=p (x)+ /l_[R, (.2 A) p(1)dx
belgilashlarni kiritib., '
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h oy

- AIZ (A, (Ve(v)dy=g(x) @2

tenglamani hosil gilamiz.

Izoh. R (x, 34} rezolventa 4]« = L doirada ga nisbatan darajali
gatorning yig‘indisi bo‘lgani uchun bu domlda u analitik funksiya bo*ladi.
Ammo 1,<-l— bo'lgani uchun rezolventa I/I|<2R doirada. aynigsa
|/1|S R yopiq doirada analitik funksiya bo*ladi. Bundan shu yopiq doirada

#{x,A) funksiyalarning A ga nisbatan analitik funksiya ckanligi kelib
chiqadi. Endi (42) tenglamani (26) belgilashlardan foydalanib,

o(x)=g(x)+ A cr(x.2) 43)
I

ko'rinishda yozib olamiz. ¢, i=1. 1, ozgarmas sonlarni shunday
tanlaymizki, natijada (43) f()rmula bllan aniglangan (/)( ) funksiva
(42) integral tenglamaning yechimi bo'lsin.

(43) llOddlll (42) tenglamaning chap lomonigu olib borib go‘vib,

—jq, yirvA)dy, v, = jq (v)dv

bclgllashlarm kiritib, 2-banddagi nmlohamldrm qaytarsak, (42)
integral tenglamaga ckvivalent bo'lgan

C'i—/?.Z(ll.jc/ =y, i=12,...n (44)
Py

chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

Bu sistemaning a,, kocflitsientlari f;(.\',/t) funksiyalar orgali
aniglanganligi uchun, A parametrning funksiyalari bo'lib, |)L|SR yopiq
doirada analitikdir. Shunday qilib, A ning ixtiyoriy chekli tayin giymati
uchun (1) tenglama aynigan yadroli (42) tenglamaga ekvivalent bo‘lib,
(42) tenglama uchun 2- bandda isbotlangan Fredgolm teoremalari
o'rinli bo'lganligi sababli (1) integral tenglama, unga mos bir ninshi

h
—/IJK(.\‘.,V)(p(_L’)c{}'z 0 (45)
va go'shma bir jinshi :
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h
w(x)= A [K (v.x)y (y)dv=0 (46)

tenglamalar uchun ham o'z kuchini saglab goladi. Bu teorcmalarni
bitta alternativa sifatida bayon gilamiz.

Fredgotm alternativasi. Agar (1) tenglamaga mos bir jinsti (43}
tenglama A ning har bir tayin givmati uchun noldan fargli yechimga
ega bo'lmasa, (1) tenglama ixtivoriy ood hud f(x) uchun f{(x)
vagona yechimga ega boladi; agur (45) bir jinsli tenglama noldan fargli
vechimlarga ega bo‘lsa, (45) tenglama ham va unga qo'shma ( 46) bir
jinsli tenglama ham bir xil chekli sondagi chizigli bog'liq hoImagan
yechimlarga ega bo'ladi: u holda (1) tenglama ixtiyoriy f{x) uchun
vechimga ega bo‘lavermaydi, (1) tenglamaning yechimgu ega ho lishi
uchun uning ozod hadi f(x) qo ‘shma (46) bir jinsli tenglamaning
barcha vechimlariga ortogonal bo'lishi zarur va yetarlidir, ya ni

h
I[(x)yq(x)aﬂrzO, i=1.2,...k.

bunda !//,(.\') funksivalar (46) tenglamaning barcha chizigli bog'lig
bolmagan yechimlari.
(44) algebraik sistemaning determinanti

l~Aq, -Aa, .. —Aa,

~da,, V1-Aa, ... -Ada,,
Dy (A)=

-Aa, —Aa, .. 1-Ada,

|/1|SR doirada A ning analitik funksiyasidir. chunki bu doirada
a ., koeffitsientlar 4 ga nisbatan analitikdir. [)R(()) =1 bolgani uchun
D, (/1) funksiva noldan fargli. Bundan analitik funksiyalarning yagonalik
xossasiga asosan /), (A} determinant I/l‘ﬁR doirada faqat chekli
sondagi nollarga cga degan xulosaga kelamiz.

Aynan nolga teng bolgan funksiya ravshanki, bir jinsli (45) teng-
lamaning va unga qo'shma bo'lgan (46) bir jinsli tenglamaning yechimi
bo'ladi. Bundan keyin bir jinsli (yoki unga go'shma) tenglamaning
yechimi deganda aynan noldan fargli yechimni tushunamiz.

Fndi 1- banddagiday quyidagi ta’riflarni kiritishimiz mumkin.

Bir jinsli (45) tenglama @, (\) i- N, k., vechimlarga cga bo'lgan
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A parametrning giymatini K (.\‘, V) vadroning yoki (1) tenglamaning
X0s soni, . (x)ﬁmksiyalami esa shu yadro yoki tenglamaning A xos
songa mos bo‘lgan xos funksivalari deviladi.

Shunday qilib, ]lISR doirada joylashgan xos sonlar, shu doirada
Joylashgan D,‘,(/l) determinant ildizlart bilan ustma-ust tushadi.

Yuqorida bayon gilganlarga asosan, yana bir bor ta’kidlab o'ta-
mizki, berilgan xos songa mos chizigli bog'liq bo'lmagan xos funk-
siyalarning soni cheklidir.

K (x, y) yadroning barcha xos sonlari to ‘plami bu yadroning spekri
deb ataladi.

Fredgolm teoremalaridan quyidagi natijalar kelib chigadi.

Fredgolm integral tenglamasi xos sonlarining to ‘plami ko'pi bilan
sanogli bo'ladi va ular chekli limit nugtalarga ega bo‘Imaydi.

Hagiqatan ham. kompleks A tekislikda umumiy markazi koor-
dinata boshida va radiuslari I, 2, 3, ... bo'lgan aylanalar o‘tkazamiz.
Bu aylanalar A tekislikni sohalarning sanogli to*plamiga ajratadi. Biz
ko'rdikki, radiusi n ga teng bo‘lgan ixtiyoriy doirada fagat chekli
sondagi xos sonlar bor. U holda ravshanki, har bir n<]/?.|£n+l
halgada ham chekli sondagi xos sonlar yotadi: barcha xos sonlarning
to’plami sanogli sondagi chekii to*plamlar yig*indisidan iborat, bunday
yiglindi ¢sa ma'lumki, yoki chekli, yoki sanoqli.

Xos sonlarning limit nugtasi koordinat boshidan chekli masofada
yotishi mumkin emas, aks holda A- tekislikda shunday doira topilgan
bolar cdiki, unda xos sonlarning cheksiz to*plami joylashgan bo‘lar
cdi. Bunday bo‘lishi mumkin emas.

So'ngra, Fredgolmning ikkinchi teoremasidan,. har bir xos
sonning karralikligi chekli bo'lishi kelib chigadi.

Demak, l\’(x,_v) yadroning barcha xos sonlarini ular modul-
larining o'sish tartibi bo'vicha qaytadan nomerlash mumkin

[2,[<]2,] <

ceany

bunda 4, ning karraliklari gancha bo’lsa, shuncha marta takrorlanadi.
Izoh. Ko'pincha K (x, v) yadro va f(x) funksiya x vay haqiqiy
o'zgaruvchilarning  kompicks funksiyalari bo‘ladi. Bu holda (1)
tenglamaning (p(.\') yechimlari ham, umuman aytganda, x haqiqiy
o'zgaruvchining kompleks funksiyalari bo'ladi. Shu bilan birga yugorida
isbot gilingan barcha teoremalar o'z kuchini saqlab qoladi.
Eslatib o‘tamiz, agar
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p(x) = (x)+ip ()
bo'lsa, bunda ¢ (x) va @,(x) hagigiy — ozgaruvchining hagigiy
funksivalari, u holda

I(p( d\-—J({) d\+1J(p

bo'ladi.
I-misol. Ushbu integral tenglama yechilsin:

-2 I cos(x+ 1)@ v)d y=cos3x,
0

Bu tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:
T
p(x)-4 I(cos.\‘cosy--v sinxsin 3 )@ (1 )d y=cos3x.

Bundan,

¢ = j(/) cos vy, Iw sinydy A7)

belgilashlarni Lmtlb,
@(x)=c, Acosx—c, Asin x+cos 3y (48)

tenglikni hosil gilamiz. (48) ni (47) ga qo’yamiz:
n
¢, = I((', Acos y—c, Asiny+cos3vjeos ydy,
0
¢, = (¢, Acos y—c, Asin y+cos3v)sin vy
yoki

1 x 1
¢ [I - A {cos” _1'(/_1']+c'2 A Isin yeos ydv— jcos3yms vdv,
i ( {}
T T a
- A cos_rsinydrﬂ'z[l FA |sin’ \(h] Ims3 ysin vdy.
0 1] u
Bu tenglikdagi integrallarni hisoblagandan so ng, ushbu sistemaga ega
bolamiz.
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cl(l—/l%j:(), ('Q(I+A§J=(). “9)

(49) sistemaning determinanti

1-2Z ¢ ,
D)= 2 S
0 I+/1§

Bir nechta holni tekshiramiz.

1) Agar /1¢+E(1)(/1)¢()) bo‘lsa, (49) sistema yagona
=0, ¢,=0 ycchimg;il ega boladi. Demak berilgan integral tenglama
birdan-bir w(x):r-fcos3x yechimga ega bo‘ladi. Unga mos bir jinsli

n
(p(x)—;tjcos(xwL,1’)(p(_v)dy=() (50)
0
tenglama esa, fagat @{x)=0 yechimga ega bo'ladi.
2
2) Agar A=— bo'lsa, (49) sistema
s
¢, -0=0,
c,2=0

ko*rinishga ega bo'ladi. Bundan, ¢, -0, ¢
mas bolishi kelib chigadi.
Berilgan integral tenglama

,—C, ¢ — ixtiyoriy o'/gar-

2c¢

T

formula bilan aniglanadigan cheksiz ko'p yechimlarga ega va unga
mos bir jinsli (50) tenglama ham cheksiz ko'p

(p(x):;cosx+cos3x, =

@(x)=ccosx
vechimlarga ega bo'ladi.

3) Agar )L:---z bo'lsa, (49) sistema
T
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¢, =0,
0-¢,=0

ko'rinishga keladi. bundan ¢, =0, ¢, =c, ¢ — ixtiyorly o'zgarmas.

U holda berilgan tenglama

@(x)=c-sinx+cos3x

ko'rinishdagi umumiy yechimga ega bo'ladi.

Tekshirilayotgan misolda tenglamaning yadrosi K (x, y) = cos (x+
+ y) bo'lib. unga mos qo‘shma bir jinsli tenglamaning yadrosi ham
xuddi shu funksiyadan iborat bo'ladi. Tenglamaning o'ng tomoni
‘/'(,\'):cos3x funksiya sinx, cosx funksiyalarga ortogonaldir.
Demak, Fredgolm alternativasidagi tenglamaning yechimga ega bo'lishi
uchun zarur va yetarli bo'lgan ortogonailik sharti [0,7[] oraligda
bajariladi.

2- misol. Quyidagi integral tenglama yechilsin:

i
—ljsin Inx-@(y)dy=2x
0

Agar berilgan tenglamada ¢ =J.(p(fy)afv desak. u holda
0
@(x)=cAsinlnx+2x

tenglikni hosit gilamiz. g/)(.r) funksiyaning ushbu ifodasini tenglamaga
qo‘yib
|
. ) X,
c :(’lISIll Inydy+] (Jsm In .\'a'x:—i(sm [nx —cosln x))
0
tenglikni hosi! gitamiz. Bundan
A
( 1+ = |=1
2

bo‘ladi. U holda berilgan tenglama

Agar A¥—2 bo'lsa, ¢=
yagona 2+4

p(x)= ) sinlnx+2x

yechimga ega bo'ladi. Berilgan tenglamaga mos bir jinsli
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|
—&Jsin]n x(t)di=0

tenglama fagat q)(x)z() ycc(l)limga ega bo'ladi.

Agar A=-2 bo'lsa, bir jinsh tenglamadan ¢ ni aniglash uchun
0-¢=0 tenglik hosil bo'ladi, bundan ¢ ning ixtiyoriy o'zgarmas son
ckanligi kelib chigadi.

Demak. bu holda bir jinsli integral tenglama cheksiz ko'p

(/)(X):z'sinln_x (C--»_v )

yechimlarga cga bo'ladi.

Bir jinsli tenglamaga qo'shma bo'lgan bir jinsli tenglama xuddi
shu tenglamaning o‘zidan iborat bo'ladi.

Berilgan tenglamaning _/'(x)=2x ozod hadi sinlnx funksiyaga
ortogonal bo’lmagani uchun A=-2 da tckshirilayotgan bir jinsh
bo'lmagan tenglama yechimlarga cga bo'lmaydi.

3- misol. Ushbu

o(x)-Afxy o(v)dv=0x+p

tenglama a va f parametrlarning qaysi giymatlanda yechimga ega
bo'lishi topilsin. Bu tenglimaga mm bir jinsh

ljr" v)dy=0

tenglamada :

Jyz o(v)dv=c

belgilashni kiritib. qo(x):c/lx tenglikni hosil gilamiz.
(p(x) funksiyaning bu ifodasini bir jinsli tenglamaga qo‘ysak,

c’(l—i):()
4

tenglamaga kelamiz. Agar A#4 bo'lsa, ¢ =0, demak bir jinshi tenglama
fagat nolga teng yechimga cga. Bir jinsli bo‘lmagan tenglama ixtiyoriy
chekli a va f3 paramurldrdd yagona yechimga cga bo‘ladi.

A=4 son K(.x .\) yadroning xos sonidan iborat bo*ladi.
Bu xos songa mos xos Iunkmyd o'zgarmas son anigligida q)(, ) X
boladi. Ushbu
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y(x)—pu J‘y xo(v)dv=0

tenglama bir jinsli tenglamaga qo'shma tenglamadir. =4 bu
tenglamaning xos sonidan iborat boladi. Bu xos songa mos qo*shma
bir jinsli tenglamaning yechimi (//(x):xz. Shu sababli berilgan bir
Jinshi bo'lmagan tenglama

|

j(a v+ B)xTdv=0 yoki 3a+4 =0

0
shart bajarilgan holda va fagat shu holdagina vechimga ega bo'ladi.

Masalan. 3-misoldagi tenglamaning o'ng tomoni x+1. ya'ni

a=1. f-1bolsa, yugoridagi shart bajarilmaydi va demak tenglama
bu holda yechimga ega bo*lmaydi.

3 3
Agar tenglamaning o'ng tomoni \—»4, va'nt ¢=1, f— = bo'lsa.

tenglamaning echilish - sharti bajariladi va tenglamaning yuhmn

3
qo(x):(', X y bo'ladi, bunda (| — ixtivoriy o*zgarmas,

Demak. bu holda tenglamaning yechimi yagona bo*lmaydi.
Mashglar. Ushbu integral tenglamalarning A parametrning turli
giymatiarida cchilixhi tekshirilsin,

-A Jrc) ' a'\ =X

[GRY
=2

Javoh: Agar ii;: bo'lsa, (/)(x):
e .
Agar /1;5 bo’lsa, yechimga ega emas.

|
ﬂj X —2x1 (p()')d}':.rz—x.
|

Javob: » 3 . L3 4A+5
agar —— bo'lsa, x’ —— X
: 4 5 4243

o= 1
agar A== bo'lsa, x' ——x+Cx*
2 15
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3 .
Agar /1:—2 bo'lsa, tenglama yechimga ega emas.

2
I [ : :
3.p(x)-4 I[— Cosxcos y+—sin2xsin2 y |d y=sin.x.
Vg

0 T

Javobh:

<p(~r)={

agarA#! bo'lsa, sinx;

agar A=1bo’lIsa, ¢, cosy+c, sin2x+sinx.

Quyidagi integral tenglamalar parametrlarning gaysi giymatlarida
yechimga ega bo'lishi topilsin,

!
/1J.x dy=ax'+fx+y.
|

3 o ,
Javoh: iig bo'lganda «, [, y parametrlar ixtiyoriy chekli

3 L
sonlar borlishi mumkin: ).=; da =0, a, y ixtiyoriy bolganda
tenglama echiladi.
7
5. p(x)-4 J.(,\’+.V)(/)()’)(/_L'=(Xr‘ +fx.

Javob: /1¢—6i4\/§ da « va f3- ixtiyoriy sonlar; /1:—(>+4\5

NE)

da tenglama (/ +43 —l)a+[; +T]ﬁ:() shart bajarilganda yechiladi;

-

. 1 V3

i=—6-43 bo’lganda (( —ﬁ—l)o&[;—%]ﬁ:() shart baja-
rilganda tenglama yechitadi,

4- §. Skalyar ko‘paytma va norma. Ortogonal funksiyalar

Biz bu paragrafda keyinchalik bayon gilinadigan materiallarni
o qish qulay bo‘lishi uchun haqiqiy o zgaruvchili funksiyalar
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nazariyasidan kvadrati bilan jamluanuvchi funksiyalar va Fure gatorlariga
doir ayrim tushunchalarni qisqacha keltiramiz.

I. Kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar. _/'(x) funksiya [a, /)]
segmentda aniglangan bo‘lsin. Agar ushhu

j/ a’x

integral mavjud (chekli) bo ‘lsa S{x) funksiya [a b] segmenidu
integrallanuvchi yoki jumlanuvchi deviladi.

Bunday funksiyalar sinfi /. orqali belgilanadi. Ma’lumki, ‘/'(x)
funksiyaning jamlanuvchi bo'lishi uchun, ‘f(r) funksivaning
Jamlanuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Funksiyalarning L, sinfi deb, ushbu

b
Jr:
i
integral mavjud bo‘lgan _/'(x) Sunksiyalar to ‘plamini aytiladi.
Endi ikki o'zgaruvehili /7(x, 1) funksiya a<x<h c<y<d to'gi
to'rtburchakda aniglangan bo'lsin.

Agar
b d

[JF2(c)dxdv=m? <+ o

shart bajarilsa, I'(x, v) funksiva I, sinfga tegishli deyiladi.

Fubini teoremasi. [7(x, v) funksiya {a<x<b,c<y<d} to'gri
fo‘rtburchakda jamianuvehi bo‘lsin. U holda:

1) agar bu funksiyada y ni tanlab olib, x ning funksiyasi deb
qarasak, deyarli har bir y uchun F(x,y) funksiya x ning jamlanuvchi
Sunksivasidir;

b
J 3 ( X

2) ushbu
integral ¢<y<d segmentda y ning jamlanuvchi funksiyasidir;

3) ushbu
hd df b
JJF(x,y)a’xdyzj _[F(x,y)dx dy

tenglik o ‘rinlidir.



Agar x va y larning o'rinlarini almashtirsak, ushbu

J{IF X,y dy}dx—JJ x.v)d xdy

o 1

SJormula o'rinli bo'ladi.

Agar f(x)va g(x) funksiyalar L,sinfga tegishli bo'lsa. fgel
bo ‘ladi. Bu fikrning to'g nligi

: | -
(el 277 () g ()]
munosabatdan darhol kelib chiq;di. Ushbu
[ /() re(x) =1 (x)+2/(x)g(x)+&’(x)

tenglikdan [f(\)+q(x)]“ funksivaning jamianuvchiligi, ya'ni
S (x)+g(x) ning L,sinfga tegishli ckanligi kelib chigadi.
Endi ayrim tengsizliklarni keitirib chigaramiz.
Bunyakovskly — Shvars tengsizligi.
Agar f(x).g(x)el, bo'lsa,

“ﬁ/‘(x)g(x)d.x} < :[/'z(x')d.v Ig (x)dx (51

tengsizlik orinli bo'ladi.
Bu tengsizlikni isbotlash uchun quyidagi tengsizhkka murojaat
gitamiz:

2

j’[,l/ x)+g(x dxxlj/ dx+uj'/(x x)dx +

h
+ g (e = A2 +2BA+C 20,

bu yerda A parametr —co dan 400 gacha barcha giymatlarni qabul
gilishi mumkin,

A= ].fz (x)dx, B= []f(x)g(x)dx, C= ,Igz (x)dx
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Ma'lumki, koeffitsientlari A. B, C haqiqiy va A4>0 bo’'lgan
AA "+ 2BA + C kvadrat uchhad barcha A uchun manfiy cmas, u
holda uning diskriminanti musbat emas, ya'ni

B <AC.

Bundan esa (51) tengsizlik bevosita kelib chigadi.
Koshi tengsizligi. Agar f(x)e L, va g{x)e L, bo'lsa, u holda

I[f x )+ g(x ]d\< I/ Ig ) dx

tengsizlik o‘rinli bo*ladi.
Bu tengsizlikni isbotlash uchun (51) tengsizlikning har ikki
tomonidan ildiz chigaramiz:

J‘./’(.\‘)g(x)a'xﬁ Jl_fz(.r)d_\‘ jgl(x)dx,

Bu tengsizlikni 2 ga ko paytirib, har ikki tomoniga

‘[f ) dx+ Jg (xJix

ifodani go*shamiz. U holda

JI/ +g Y a’1< “-/ v + jg

tengsizlik hosil boladi. Bundan darhol Koshi tengsizligi kelib chigadi.
2. Norma. O‘rta ma’noda yaqimlashish. /., fazodan olingan ikkita
S(x)va g(x ) funksivalarning skalyar ko*paytmasi ushbu

(f29)- j/ v)dlx

ifoda bilan aniglanadi. Ushbu

t | —

h

”-/.Hz\/(f»f) = Jf: (x)dx

a
sonni f(x) funksivaning normasi deyiladi.
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Normaning quyidagi xossalarini gayd qilib o‘tamiz:
1) ||/()()||Z() shu bilan birga ./"(.\‘)20 bo*lgan holda va fagat

f(x)|=0 boladi,

2) ||af||=|a|~||./']| , xususiy holda
» ()<l el
) 17 +el<] 1+ 1<l

1) va 2) xossalar normaning ta'rifidan bevosita kelib chigadi:
3) xossa esa Bunyakovskiy—Shvars tengsizligidir. Nihoyat, 4) xossa
Koshi tengsizligidan iborat bo*lib, uni uchburchak tengsizligi deb ham
aytiladi.

F(x) va f,(x), n=1.2,.. funksiyalar [¢.h] segmentda
kvadrati bilan jamlanuvchi bo* Ism

Agar

shu holdagina ||

E

liml|[ /

"o

. o=0

bo'lsa, {/"(r)} ketma-ketlik f(\) ga o'rta ma ‘noda yoki o‘rtacha
yaginlashadi deyiladi.
Normaning ta'rifiga muvofig avvalgi limitni quyidagicha yozish

mumkin:
')

lim J'[/,,( (x)] dx=0

[z 24

Q'rta ma noda vaginlashuvchi ketma-ketlik yvagona limitga ega
holadi. Haqiqatan ham, agar {/"(x)} ketma-ketlik ikki turli f va
£ limitlarga cga deb faraz qilsak, ya'ni Iim||jl"—f“:(),

H oy

I|m|

"o

1, —g||=0 bolsa, u holda

|/ =gl=|(/.-&)-(f= D<= A+ -2

bundan ||_/’~g||=() yoki f(x)=g(x).

Quyidagi ma’lum teoremani ham eslatib o'tamiz.

Kvadrati bilan jamlanuvchi { /, (\)} Sunksiyalarning ketma-kerligi
o'rta ma ‘noda yaginlashishi uchun

— 0,
H >%
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lim

HLMN
bo'lishi zarur va yetarlidir.
Hadlari [a, /)] segmentda kvadrati bilan jamlanuvchi

Z‘/’n()‘) (52)

ol
gatorning gismiy yig'indilaridan tashkil topgan kctma-ketlik kvadrati
bilan jamlanuvchi go(x) funksiyaga o'rta ma'noda yaginlashsa, (52)
gator ham shu funksivaga o'rta ma’'noda yaginlashadi.
Qatorning o'rta ma’noda yaqinlashishi uchun

1= ]=0

NP
lim{l > o, (x
Now

n=N1+l

bo*lishi zarur va yetarhdir.

Agar qator o‘rta ma'noda yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu
gatorni avval ixtiyony kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyaga ko' paytinb,
so'ngra hadlab integrallash mumkin. Haqgigatan ham, (52) gator o‘rta
ma’noda vaqinlashuvchi va t//( _\f) kvadrati bilan jamlanuvchi funksiya
bo'lsin. Quyidagi ayirmani baholaymiz;

fotw (e 3 fo (e (= o) 3.

nlg, no N+l

Bunyakovskiy-—Shvars tengsizligiga asosan
b -y oy
Jv(0) X e ()<l X o,
a n=N+l n-N+l

O'rta ma’nodagi yaqinlashishning ta’rifiga ko'ra, ixtiyoriy £>0 son
uchun shunday N(z:) topiladiki,

o0

&
ol<—, N2N(¢
20y VEVE)

tengsizlik bajariladi. Bundan, ixtiyoriy N>N((;) uchun

Iq) x)y(x)dx— qu) x)dx|<e

n=1

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsiziik esa,
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JZ o, (x)w (x)d= / j o, (x)w (x)dx

a ol nel g

tenglikka teng kuchlidir. Bu tenglikni ushbu

Z(p,,, w] -3(0,. v)

1n—|
ko'rinishda yozib olamlz. Bundan shunday xulosa kelib chigadi: o‘rta
ma'noda yaqginlashuvchi gatorni kvadrati bilan jamlanuvzhi ixtiyoriy
funksiyaga hadlab skalyar ko paytirish mumkin.
3. Ortogonal sistemalar. fa h] segmentda berilgan ikkita /( )
va g( ) funksiyalarning skdlydr ko'paytmasi nolga teng, yva'ni

I/ g x)d)(—

bo‘lsa, bu funksiyalar orfogonal deyiladi.
Agar [a, h] st.gmemd.l berilgan _/'(.\‘) uchun

j/ v)dy= 1

tenglik o'rinli bo'lsa, f(.\') funksiya #ormalangan (normallangan)
deyiladi.
[a, b] segmentda berilgan

o(x), @ (x). o 9, (x). .. (53)

funksiyalar sistemasi uchun
’ ., i=k,
I@.(x)(ok(x)dx:{o ik

tengliklar bajarilsa, bu sistema segmentda ortonormal sistema deyiladi.
Berilgan ortogonal funksiyalar sistemasida ortogonal va aynan
noldan fargli bo*lgan kvadrati bilan jamlanuvchi funksiya mavjud bo'lsa,
sistema fo‘la bo'lmagan, aks holda ro'la sistema deyiladi.
Ixtiyoriy chekli sonda olingan ortonormal funksiyalar chivzigli
bog‘lig bo‘lmaydi. Hagigatan ham, agar gol(x), qoz(x), (/)"(x)
funksiyalar ortonormal bo‘lib,

> a¢,(x)=0. g =const
i=1
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bolsa, u holda oxirgi tenglikni ¢, (v) ga ko'paytirib, ¢ (.v) funksiya-
ning ortonormalligini ¢’tiborga olsak, barcha g, koefTitsicntlarning
nolga tengligi kelib chigadi.

Agar @ (x), ¢,(x), ... @, (x) funksivalar ortonormal va

H

qo(x)zzla,(p/(.v), a,=consl
o
bo'lsa, u holda /

2 zil‘.l" /‘|. (54)
=

tenglikning o'rinli bo'lishiga ishonch hosil gilish givin emas.
Agar chizigli bog'liq bo'lmagan funksivalarning chekli yoki

cheksiz
o (x), w,(x), ... @,(x),...

ketma-ketligi berilgan bo’lsa, u holda shunday ortonormal (,')](x),

|

¢, (), s @, (x), ... ketma-ketlik tuzish mumkinki, har bir ¢, ()
funksiya @ (x), @, (x), ..., @,(x) orqali chizigli ifodalansin va
aksincha. har bir @, (x) funksiva ¢,(x), @, (x), ... ¢,(x) orgali
chizigli ifodalansin.

Funksiyalarning bunday ortonormal sistemasini tuzish quyidagi:
vi(x)
v (x)

ortogonallash jarayoni yordamida bajariladi deb hisoblaymiz: agar

v(x)=a(x). o(x)-

@ (x). ..., I(.\') funksiyalar tuzib bo'lingan bolsa,
n |l l//” (_\-)
‘?{/n('\’)z(on('x)_Z((z)n"(pi)q)i(x)’ gop (r): Hl// ”
- "

deb hisoblaymiz. Bunda ‘(//”” ga bo'lish hamma vaqt mumkin; agar

||§l/,,“2(} bo'lib qolsa, l//n(x) ham nolga teng bo‘ladi, u holda oldingi
tenglikdan (U"(x) funksiya (/)l(.\'), (/anl(x) funksiyalarga, demak
@ (x), ..., (x) funksiyalarga ham chizigli bog'lig bo'lib goladi,
bunday bo'lishi mumkin emas. Shunday qilib. tuzilgan
o (), o (x). s 0, (\) ... ketma-ketlik ortonormal borladi.
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¢, (x) ning tuzilishidan ko*rinayaptiki. bu funksiya (o,(.\‘),
, (\) oy @, (x)orqali chizighi ifodalanadi. Shu bilan birga @), (\)
ham (/),(.r) ..... t/)”(x) orgali chizigli ifodatanadi. Hagigatan ham,
v, (x)=0,(x)|v,

#nol

(x)+2 (@,.0,)0,(x)

-1

v)=|w.|o,
tenglik kelib chigadi.
{qf),\ (\)} sistema £, fazoda ortonormal va /(\) funksiya fazodan
olingan ixtiyoriy funksiva bo'lsin.

=(/. )= I/ )dx, k=12, sonni J{x) funk-

siyaning {(p,( ( )} sistemaga nisbatan Furye koeffitsienti va Z"k @ (x)
gatorni _/'(x) funksivaning Furve gatori deyiladi. ‘!
Endi 1, fazoda f(x) funksiya Furye qatorining gqismiy yig indisi
"
Sn('\‘) = AZ:”A(/)A ('Y)
o
funksivaning o'ziga ganchalik vaginligini tekshiramiz, ya'ni ||/ — S"|
miqdorni hisoblaymiz;

[/ ()=, () —j[/ 5, (x)] v = j(,/‘f—2/‘5,,+Sj)<,xr:
- j Sidv -2 j 8,ds+ ’:“./""dx,

IS dy= :[ia,\q)‘z“a(p v = Za u‘ @, % i“f,
k|

A

J“/'S"dr = Zak (fo)= Z”i, chunki (/. ¢, )=q,.
o IS Ao

Demak.
b ” "
|7 ()-8, = o= al =[] 2 (55)
M k| Pl
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Bu formulani Bessel avniyati deyiladi.
(55) formulaning chap tomonidagi migdor manfity bo'lmagani uchun

"
2@ <.
k1

Bu tengsizlik # ning hamma natural giymatlari uchun o‘rinli, demak,

e gl

2 ai <|/]

hk-l

3

(56)

(56) tengsizlik Bessel tengsizligi deyiladi.
Agar (56) da tenglik bo‘lsa, ya'ni

;"f =1/ (57)

u holda bu tenglik yopiglik formulasi yoki Parseval tengligi deyiladi.
Agar (57) tenglik L, dan olingan ixtiyoriy f(x) funksiya uchun
bajarilsa. u holda {(p,( (x)} sistema L ,da yopig deyiladi.
(55) tenglikdan (57) tenglikka asosan

f=8|=0

lim

H s
kelib chigadi. Demak, yopiqlik formulasi bajarilganda S”(.r) yig'indi
o'rta ma’'noda f(x) ga yaginlashar ekan.
Riss—Fisher teoremasi. Agar {(p,( (r)} ortonormal sistema bolib,

zf’; (58)
k-

sonli qator yaginlashuvchi bo‘Isa, u holda shunday f (r) €L, funksiya
mavjudki, uning uchun

Z an(/)k (x) (‘;9)
k-1

qator { ®, (r)} sistemaga nishbatan Furye qatori bo‘ladi va yopiglik
Jormulasi bajariladi.
Isbot. (54) formulaga asosan

NP Y
2

S aol -5 a

KN+l k=N+1
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Bu tenglikning o‘ng tomoni yaginlashuvchi (58) sonli gatorning goldig'i
bo'lgani uchun N — oo da nolga intiladi. Bu holda (59) gator o'rtacha
yaqinlashadi. (59) qatorning vigtindisini /’(x) orqali bclgllaymlz. Bu
qatorni ¢, (x) ga hadlab skalyar ko' paytirib, {(pk (r)} sistemaning
ortonormalligini ¢’tiborga olsak, «, =(/.9,), k=1.2..... ckanligi
kelib chiqadi. )

Shunday qilib, (59) qator I'urye qatoridan iborat ekan. (59)
qatorni f'(x) ga skalyar ko'paytirib,

=X (0,120

ni hosil gilamiz. Bu esa (59) gatorning yig'indisi uchun yopiglik formulasi
o'rinli ekanini bildjradi.
Agar {(/)i (x)} ortonormal sistema to'la bo‘lsa, (59) q(zt()rnit?g
7 x) dan boshqa yig'indisi bo ‘Imaydi, yani /( .t) yagona _bo ‘[a({’ :
Faraz qgilaylik, (59) gatorning yana bir, g(x) yig'indisi bo‘lsin,
yani (g.9,)=aq,, w(x)=f(x) — g (x) bo'lsin. U holda

(l//»(/),\.)=(f, @)—(g, @A)zak —a =0

tenglikka cga bo'lamiz. Bundan l//()(’) ning to'la sistemaning barcha
funksiyalariga ortogonalligi kelib chigadi. To'la sistemaning ta'rifidan
l//(x) aynan nolga teng bo‘ladi. Bundan A/'(x) = g(x).

Demak,

./‘(’x):Z(./z )0, (x),

Bu ifodani hadlab J(x) ga skalyar ko*paytirib.
17 = Z' (/.0,)

(=

tenglikni hosil gilamiz, .

Shunday qilib, agar ortonormi! sistema to'la bo ‘Isa, u holda /\'vadr"at{
bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksva uchun yopiglik formulasi o‘rinli
bo ‘ladi.

Yuqorida aytilganlarning birc hasini ozgarishsiz biror sohada
kvadrati bilan jamlanuvchi ko't o‘zgaruvchili funksiyalarga hé}m
o'tkazish mumkin. fagat oralig b»'yicha olingan integralni funksiya
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aniglangan soha bo'vicha olingan integral bilan almashtirish kcfflk.
Agar D ko'p o’lchovli soha bo'lib, P(x)= P(x,,...,x") bu sohaning
biror nugtasi, d¥V — hajm clement bo'lsa. D sohada kvadraty bllzm.
jamlanuvchi ikkita f(x) va g(_\') funksiyalarning skalyar ko’paytmas

(7. €)= [/(P)s(P)aV

integral bilan aniglanadi. Bunga asosan avvalgi barcha teoremalar bayon
qilinadi.
Endi, keyinchalik foydalaniladigan {an.ySb} kvadrgtdu
ortonormal va 10'la ketma-ketlikning maxsus tuzilishini  keltiranmz.
{(ﬂk(.’()} sistema [a, b] segmentda to'la ortonormal bo‘lsin.

Ushbu
(o, (e, (1) (60)

sistema {a < x,y < b} kvadratda ortonormal va to'la bo'ladi. Hagigatan

ham, (60) sistemaning ikKkita (pm(.\')(p,,(}') va q'),,(.\‘)(/)((_\')
[unksiyasini tekshiramiz. Bu funksiyalar #1=p. =4 bo'lganda o07zaro
teng, aks holda wrlicha botladi. Bularning skalyar ko'paytmasini
tuzamiz.

h b

((/’,,, (X o, (y), ®, (x)goq (y )) = jjgom ( .x‘)g()” (}')q)p (.x‘)g{)q (_v)dxdy =

aod

= b[co,,, (x) @, (x) dx [0, (»)e, (¥)dv.

Bu ko‘paytma m=p, n=4q bo*lganda birga, boshga hollarda nolga
teng, ya'ni (60) sistema {a < x,y < b} kvadratda ortonormal.

(60) sistemaning to'laligini ko'rsatish uchun aksincha faraz
gilamiz, u to'la bo‘lmasin, ya’ni shunday (o(.r,_\»’) funksiya mavjudki,
u (60) sistemaning barcha funksiyalariga ortogonal

((l) (x- }’"), Q. (X) Q, (y)) =

= _Hw (x.v) @, (x)¢,()dedy=0. m.n= 1,2,...

«a

yoki
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h

J- m a'xj(u X, V (_V)dy: 0.

I

7 sonni aniglab,
h

Iw(x,y)qo (v)dv=ew,(x)
desak,
h

I(un(x) @, (X)dx=0, m=12,..

of

bo'ladi. Bu tenglik esa, a)"(x) funksiyaning [a,b] segmentda {q/)k (x)}
to’la sistemaning barcha funksiyalarga ortogonal ekanligini ko‘rsatadi.
Demak, (z)"(x) aynan nolga teng, ya’'ni

h
Jw(x,y)qo”(y)afv=(), n=1,2,.
1
X ni ixtiyoriy belgilab olamiz. Oxirgi tenglik shuni ko'rsatadiki.
w(x, ) ga teng bo'lgan y ning funksiyasi (p,,( ) to‘la sistemaning
bdrcha funksiyalariga ortogonal. Bundan farazimizning to* g'ri emasligi,
ya'ni (z){ ny )— 0 ekanligi va (60) sistemaning to'la sistemaligi kelib
chigadi.
Yugorida bayon qilingan tushunchalar o*zgaruvchilar soni ko'p
bo'lgan holda ham o'z kuchini saglab goladi, ya'ni agar {gok(.r)},
xX= (x],...,x”), k=12,..— biror D sohada 10'la ortonormal sistema

bo'lsa, (60) sistema x €D, v €D bo'lganda ortonormal va to‘la
boladi.

To'la ortonormal sistemalarga ayrim misollar keltiramiz. (-71.72‘)
oraligda ushbu

Cosx sSinx  cosky sinkx

J—J_J_\/_J_

trigonometrik funksiyalar sistemasi 1o*la ortonormal sistemadan iborat
bo'ladi.

Ma'lumki, sinks, k=1,2,.. funksiyalar sistemasi (0,7} ora-
n{x a)

ligda ortogonal (lekin normalangan emas) va to‘ladir. ¢ -
o
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almashtirish yordamida (0,7) oralig (a,b) oraligga o'tadi. Yangi
oraligda
. kmlx—a
sm—-—~(—-—), k=12,..
b—-a

funksiyalar sistemasi ortogonal va to‘la bo‘ladi.

Bu sistemani normatash uchun sistemaning har bir funksiyasini
uning normasiga bo‘lish kifoya, normaning kvadrati esa,

b — {1 -—
Isinz kr(x—a) Jeba
; b—ua 2
songa teng. Shunday qilib,
2 . kr(x-a)
= S , k=L2,..
P (x) b-ua - b—a

funksiyalar (a,b) oraligda to‘la ortonormal sistemani tashkil giladi.

(0,7) oraligda
\/Z sinkt, k=1,2,..
V4

sistema ortonormal va to‘ladir, shuning uchun
n
2 . . 0, p#gq,
I—-smptsmqldt:{ 1 (61)
0 , p=gq.

0<t<m oraliq I=

X
| almashtirish natijasida cheksiz 0 <x <o

oraligga o‘tadi, (61) formula esa

¥ 0, p#yq,
j—~—-2 _sin 27X gin 42X gy P
s (x+1) x+1 x+1 1, p=¢

ko‘rinishda yoziladi. Bu esa

v, (x)= V2 sin kﬂx, k=1,2,... (62)
x+1 x+1

funksiyalarning ((),oo) oraligda ortonormalligini ko'rsatadi.
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Endi berilgan sistemaning (0,00) oraligda to'la ekanligini
ko‘rsatamiz,

Faraz qilaylik, kvadrati bilan jamlanuvchi f(x) funksiya barcha
(62) funksiyalarga ortogonal bo‘lsin, ya'ni v

. krx dx
.[f sm =0, k=12,...

x+1

TX . . .

t= I almashtirish yordamida avvalgi tenglik
X+
I B :
f sinkt dr=0 (63)

=1 T —1

!

1 . .
ko'rinishda yoziladi. e S ( ]I‘unksiya (0,71) oraligda kvadrati

bilan jamlanuvchi bo'ladi, chunki

I( i "'2(7rt—tJ"’ ] e

-t
(63) tenglik esa. bu funksiyaning to‘la {Smk.x} sistemaga orto-
gonalligini ko'rsatadi, shu sababli u nolga teng. U holda f(x)=0,

demak (62) sistema to'la.
Ushbu

g_? f{"(-f)
2% Jn! 4/;
funksiyalar, bunda H"(x) — Ermit ko‘phadlari, ya'ni

yed
H,(x)=(=1) £~ L n=0,1,2,..,
)= 4

(—o0,0) oraligda to'la ortonormal sistemani tashkil giladi.

5- §. Olingan natijalarni umumlashtirish

Biz 1-paragrafda Fredgolmning ikkinchi turdagi integral teng-
lamasini tekshirganimizda, uning K(x,y) yadrosi va /(x) ozod
hadi uzluksiz funksiyalar deb, hisoblagan edik. Bu tenglamada yadro
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va ozod had uzluksiz funksiyalar sinfidan ko'ra kengroq sinflarga
tegishli bo'lganda ham yugorida olingan natijalar, shu jumladan
Fredgolm teoremalari ham o'z kuchini saglab goladi.

|. L,- yadroli integral tenglamalar. Biz fekshirayotgan (1)
tenglamaning K (x.v) yadrosi {a < x,y < b} kvadratda, f(x) ozod
hadi esa, a <x <b oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi, ya'ni L,
sinfga tegishli funksiyalar bo‘lsin. Bu sinfning ta rifiga asosan )

h b h
[ K7 (ey)avdv =M<, [/3(x)de<on (64

shartlar bajariladi. Bunday K(x.,v) yadroni I - yadro deb ham yuri-
tiladi.
Fubini teoremasiga binoan deyarli barcha x € [a,b] lar uchun
b

IK (x,y)dy

integral mavjud va [a, h] da jamlanuvchi boladi; xuddi shunga
o‘xshash deyarli barcha y € [a, /)] lar uchun [a, h] segmentda

,]K *(x, y)dx

o
integral jamlanuvchi bo'ladi.
Ayrim hollarda K (x, y) yadroga qo'shimcha
b

sz(x,y)dy <N (65)

«

shart go‘viladi, bu yerda N — o‘zgarmas son.

Agar [a, ,b] oraliq chekli borlsa, (65) shartdan (64) shart kelib
chigadi: bu holda M va N o‘zgarmaslar

M* < N(b—a)

munosabat bilan bog'langan bo'ladi. Oralig cheksiz bo'igan holda (64)
va (65) shartlar o‘zaro bog'liq bo'lmaydi. (I) integral tenglamaning
yadrosi va ozod hadi L, sinfga tegishli bo'lgani uchun uning yechim-
larini ham shu sinfdan izlaymiz, ya'ni shunday yechimlarni garaymizki,
bular uchun

h
Iq) *(x)dx
integral chekli giymatga ega bo'lsin.
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h
Ushbu Ko=[ K (x.y)p(v)dy (66)

belgilashni Kiritamiz.

(66) integral [a, h] oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyadan iborat borlishini ko'rsatish giyin e¢mas. Hagigatan ham,
ko'rinib turgan

| I,
[K(x2)olr) <2 K (v.0)+2 0(0)

tengsizhk o‘rinlidir. Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi birinchi
qo'shiluvchi deyarli barcha xe[a,b] lar uchun y bo'yicha
Jamlanuvehi, ikkinchisi esa, [a, b] da y bo'yicha jamlanuvchi, Bundan
(65) integral ostidagi funksiyaning deyarli barcha x e [a, /)] lar uchun
[a,l)] oraligda jamianuvchi ekanligi kelib chiqadi. Demak, (65)
integral deyarli barcha [a,/)] da aniglangan x ning funksiyasidir.
K(x,y) yadro va @ (y) funksiya kvadrati bilan jamlanuvchi bo*lgani
uchun Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan

-

- b b

(Kol = K (xor)ols)dv | < [K2 (e vy fo(v)ety -

o a

h
=l [K* (v.0)d yoii [K o <M on

tengsizlikni olamiz. Bundan K¢ funksiya ham kvadrati bilan
Jamlanuvchi ekanligi kelib chigadi.

Xuddi yuqoridagi kabi operatorning KK ¢ ko'paytmasi
{a <x,v< b} sohada kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lishini ko'rsatish
giyin cmas. Bizning (66) belgilashimizga asosan

b b b
KK o= [K (x,1)K pd1= K (x, 1)di [K(t.9)0(v)dv ©8)

(68) dagi ichki integral 7 ning kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyasi
bo*lgani uchun uning kvadrati bilan jamlanuvchi K(x, t) funksiyaga
ko*paytmasi deyarli barcha x lar uchun jamlanuvchi bo'ladi, demak,
(68) integral mavjud. Bu integralning mavjudligidan
K(x.0)K(1,y)p(y) funksiyaning la<t,y<b} kvadratda
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jamlanuvchi ekanligi kelib chigadi. Fubini tcoremasiga asosan (68)
integralda integrallash tartibini o‘zgartirish mumkin, ya'ni

b b
KKo = _[(p(y)dy_[K(x, 1) K(t,p)dt.
Ushbu ‘ , ’
K,(x,y)= IK(x, K (1,y)dt

o
belgilash bizga ma’lum. Bir xil ikkita K operatorning ko' paytmasini
uning kvadrati, » tasining ko'paytmasini esa, uning n- darajasi deyiladi
va K" orqali belgilanadi. Shunday gilib,

b
Ko=KKgp = JK2 (x,)-’)(o(y)dv,

Bunyakovskiy—Shvars tengsizlig(i’ga binoan
b b
[ K, (x )] <[ K (xa)de K2 (1. p)at
u o

Bu tengsizlikni {a <x,v< b} kvadrat bo'yicha integrallab,

b b hb b b
-HK:; (x,v)dxdy < '”K P (x,t ydxdr ”Kz (t,y)dtdv<M*
a o o d o a
tengsizlikni hosil gilamiz.

Shunday gilib. K? operatorning yadrosi K, (x, _V) asosiy kvadratda
kvadrati bilan jamlanuvchi ekan. Bu jarayonni davom ettirib,

b
K o=[K,(x.y)0(y)d,

K,(x,y) ning {agx,y< b} kvadratda
b b
J IK:‘: (x,p)dxdy<M™
[Ze]
tengsizlikni ganoatlantirishiga, ya'ni kvadrati bilan jamlanuvchi ckan-
ligiga ishonch hosil gilamiz. (67) ga asosan

”K"(DHSM" (p" (69)

tengsizlik kelib chigadi.
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(1) tenglamani yechishga | bob 1-§ da qgo‘llanilgan ketma-ket
yaqinlashish usulidagi mulohazalarni qaytarib, nolinchi yaginlashish
uchun ¢, (x)=/(x) ni qabul gilib,

@, (x)=f(x)+2K ¢, (70)
yoki

@, (x)=f(x)+AK f+A° K f+. . +A"K" f= Z AKf

i=(}

tenglikka ega bo'lamiz. ¢ (x) funksiyani

2 AK S
i—0
Neyman qatorining gismiy yig'indisi deb gqarash mumkin.
Agar integral tenglamaning yadrosi kvadrati bilan jamlanuvchi

bo lib, |/1|<ﬁ shart bajarilsa, bunda

b b
M= '”KZ (x,y)dxdy,
u holda Neyman gqatori ( ])ut(énglamaning kvadrati bilan jamlanuvchi
vechimiga o‘rtacha yaginlashadi va bu yechim yagona bo ‘ladi.
Bu fikrning to‘g'riligiga ishonch hosil gilish uchun ushbu

N+P » .
> AK'S
=N+l
miqdorni baholaymiz.
Normaning uchburchak tengsizligini va (69) tengsizlikni qo‘llab,

ushbu
N+P S N+P . D . N+p /
S 3K 1)<l S (imy's
. 0 ’ (|;L|M)N+I
< AM) = AN S A
IS (w11

tengsizlikka ega bo‘lamiz. N yetarlicha katta bo‘lganda oxirgi migdorni
istalgancha kichik qilish mumkin. Bundan Neyman qatorining biror
kvadrati bilan jamlanuvchi (p(x) funksiyaga o‘rtacha yaqinlashishi
kelib chiqadi, shunday bo'lgach, 1 > da @, — @ —> 0 bo'ladi.
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Q (’C) funksiyaning (1) tenglamani ganoatlantirishini ko' rsatamiz.
(70) formulada 7 — o0 da limitga o*tamiz. Uning chap tomonining
limiti (/J(x) dan iborat, o'rtacha K¢, ,—> K¢ ekanligini ko'rsatish
kifoyadir. (67) tengsizlikka asosan

|ko, —Kol=| & (0, —o)|<M|o, -] 0.

Shunday qilib, (p(_x) funksiya (1) tenglamaning yechimidan
iborat. Endi bu yechimning yagonaligini isbotlash qiyin emas. Faraz
gilaylik, (1) integral tenglama ikkita kvadrati bilan jamlanuvchi (Dl(x)
va goz(x) yechimga cga bo‘lsin, ya’ni

o\(x)-AKp=1(x),  @(x)-AKp=1(x),

@ {x)—@,(x)=w(x) deb belgilab olsak, K operator chizigli bo‘lgani
uchun  {x) funksiya

w(x)-4A Ky=0
bir jinsli tenglamani ganoatlantiradi. 1//(.\’) =4 Ky tenglikdan,
[ ()= AllK v
o () < A1M ] o (1-J] w)] ] <O

])L[M<l shartga ko'ra qavs ichidagi ifoda musbat, shuning

’ tenglik hosil boladi. (67) tengsizlikka asosan,

uchun "l,l/":() bo'lishi zarurligi kelib chigadi. Bundan l//(x) =0,
yani @ (x)=¢,(x)
Demak, (1) tenglama |4
ega bo‘lib, bu yechim ushbu
p(x)=2 A'K'f

0

<— shart bajarilganda yagona yechimga

Neyman qatori bilan aniglanadi. Bu yechimni to‘laroq

P(x)= S ()0 [K (5 ) ()l

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu ifodadagi yig'indi bilan integrallash
tartibini almashtirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Bu amalni formal
bajarsak, u
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O(x)= »/'(x)+ ljil ! 'K,. (x,y),/'(y)dy

a i1

.. . |
ko'rinishga keladi. |/1|<‘—1 bo*lganda

le K (x,p)

i
qator, xuddi oldingidek
N+P PR VAM
> 4K ()< o0
=Nl I—‘A|M .

bo'lgani uchun asosiy kvadratda o*rtacha yaginlashadi. Bu gatorning
yig'indisini yadro uzluksiz bo‘lgan holdagidek, K(x V) vadroning
yoki (1) tenglamaning rezolventasi deyiladi va R(\ A% /1) orqali
belgilanadi, va'ni

R(xpi2)=3 2K, (x.) 71
il

Rezolventa o'rtacha yaqginlashuvchi gatorning yig'indisi bo'lgani
uchun asosiy kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi.

Endi (71) qatorni avval ixtiyoriy kvadrati bilan jamlanuvchi
J(x) funksiyaga ko*paytirib, so‘ngra y bo'yicha hadlab integrallash
mumkinli;:ini ko‘rsatamiz, boqhqachu aytganda

IR(rlﬂ. d\—Z/l"Il\ (x.») a’v{/’

tengllknmg o'rinli bo'lishini 1sb0tlaymu.
Buning uchun bu tenglikning chap va o'ng tomonining gismiy
yig'indisi ayirmasining normasini baholash kifoyadir:

IR(x»y;A)./‘(.v)d.v—Z&’ K () () ety

5

bl h o
JZ AVK (%, /(y)a_‘v} dv

al wt il

h

Ijzwk(u)/(

al i+l

Bu yerdagi ichki integralga Bunyakovskiy—Shvars tengsizligini, SO ngra
uchburchak tengsizligini qo‘llasak, (69) tengsizlikka asosan quyidagi
tengsizlik hosil bo'ladi:
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h|l & o

[> 47K (% 0) y)dy}ﬂdxs

al ai-n+l

;[{aj[i/r‘x(x, y } dyjf dv}dx_

i=n+l

b bl w 2
A5 e

a g Li=n+l

VLS k] U S| -
AP pp
T 0
=)

Shunday qilib, (71) qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi funk-
siyaga ko'paytirgandan so‘ng hadlab integrallash mumkinligi isbotlandi.
Demak, (1) tenglamaning yechimini ushbu

o(x)=f(x)+4 !]R(x,y;/l).f'(y)dy

ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

Bu yerda rezolventaning parametrga bog'liglik xususiyati to’ g'-
risidagi ayrim mulohazalarga to‘xtab o‘tamiz. (71) gator rezo]vcntam
xva y ning barcha giymatlari uchun A kompleks tekislikdagi W“ﬁ
doirada aniglaydi. Rezolventa darajali qator bilan ifodalangan bo‘lsa
ham, uni ko‘rsatilgan doirada 4 ning analitik funksiyasi deb hisoblash
mumkin emas, chunki x va y ning ayrim giymatlarida (71) qator
uzoglashuvchi bo‘lishi ham mumkin. Ammo, agar ixtiyoriy f(x) vag
(x) funksiyalar [a, b] oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lsa, u
holda

[bIR(X’y?ﬂ)f (v)ay, g(X)J=TIR(x,y:/1)f (»)g(x)dydx

74



integral |A|<k—l1 doirada 4 ning analitik funksiyasi bo‘lishini ko‘rsatish
qiyin emas.

Hagiqatan ham, bizga ma’lumki, (71) qatorni ixtiyoriy kvadrati
bilan jamlanuvchi f (y) funksiyaga ko‘paytirgandan so‘ng uni hadlab
integrallash mumkin; natijada hosil bo‘lgan ushbu

o b ® b
DA K () ()= 24 K f = [R(sys ) F (1) o

qator |1|<-:_—’ tengsizlik bajarilganda x bo'yicha o'rtacha yaginlashadi.
Endi ‘

h b

[].R(x,,v;ﬁ).f( )dy, g(x J [[R(xey:) 1 (v)e (x) ey =

aa
h e

JZ K1 g (x)dx

u

bu yerdagi g (x) — kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya. Oldingi
gatorni hadlab integrallash mumkinligini ko*rsatamiz. Bunyakovskiy—
Shvars tengsizligiga asosan

ho Ny ‘ _ h AL » 2 V2
| ‘-;I/l"]K"f'-g(x)deJ‘ ‘_wa'-'/(hf det lg|

(*) gator o'rtacha yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun oxirgi ifoda N — o0
da nolga intiladi.
Shunday qilib, ushbu

JIRCey2) 7 () ()= 327 (K1)

au i=l
gator hosil bo‘ladi. Bu qgator sonli koeffitsientli darajali gatordan
iborat bo'lib, |/1|<ﬁ doirada yaginlashadi va uning yig‘indisi shu
doirada A ning analitik funkqiyaei bo‘ladi.

Shu ma’noda rezolventa f/1|«_~ doirada A ning analitik funksiyasi
deyiladi
Agar K (x, y) vyadro aynigan, ya’'ni
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WARIAG

ko‘rinishga ega bo‘lsa, p(x) va g(x) funksiyalarni [a,b] oraligda
kvadrati bilan jamlanuvchi deb hisoblasak, K (x, y) yadro ham asosiy
kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi boladi. Bu holda 3- § ning 2-
bandidagi mulohazalarni so‘zma-so'z takrorlab, Fredgolmning barcha
tcoremalari o'rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

Endi umumiy holni, ya'ni (1) tenglamaning yadrosi kvadrati
jamlanuvchi bo'lgan holni tekshiramiz.

{qok (r)} k=1,2,... [a.b] oraligda 10'la va ortonormal sistema
bo‘lsin. 4- § ning 3- bandidan bizga ma’lumki,
{¢ m(x)(/),,(y)}a m"n:‘l’z"" (72)

sistema {an,ysb} kvadratda ortonormal va to‘la bo‘ladi. Shu
kvadratda K (x, y) yadro kvadrati bilan jamlanuvchi bo'lgani uchun
(72) funksiyalar bo'yicha o‘rtacha yaginlashuvchi

z A,,0.(x)o,(¥) (73)

m.o--|

Furye gatoriga yoyiladi. (72) sistema to'la bo‘lgani uchun K (x, y) ga
nisbatan go‘llanilgan yopiqlik formulasi, ya'ni

> AL )

m,on=|
tenglik o‘rinli bo'ladi.
Ixtiyoriy R >0 sonni olib, (1) tenglamani A ning|A|< R doirada
yotadigan giymatlari uchun tekshiramiz.
(73) gatorning gismiy

K

Ky(x.y)= Z A 0 (X)0,(¥)

m.on-1

yig'indisini ajratib olamiz. K, (x, y) aynigan yadrodan iboratligi ravshan.
K(x,y)=K,(x,y)=K(x.) (75)
deb belgilab olamiz.
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K, (x, y) funksiyaning Furye qatori K (x, y) funksiya Furye
qatorining qoldig‘idan iborat.
h b

Kl (X,y) = 2 Am " (pm ('x)q)ﬂ (-V)’ N : = J-J-K f (.x,_V)(ley

m >k o~k

belgilashni kiritib, yopigliq formulasiga asosan
N'= > 4, (76)
m>k, n>k

tenglikni hosil gilamiz. (76) qator yaginlashuvchi (74) gatorning
goldig'idan iborat bo*lgani uchun uning yig'indisi vetarli katta & uchun

istalgancha kichik bo*ladi. & ni shunday tanlab olamizki, N < Sk bo'lsin.

|
U holda lﬂ.jN<; bo'ladi. Shunday qilib, (75) tenglikka asosan
K (x, y) yadro ikkita yadroning yig'indisidan iborat bo'lib:

K(x,y)=K,(x.»)+K (x.y),

ulardan bittasi kichik yadro, ikkinchisi esa ayn igan yadrodan iborat.

Bu mulohazalardan uzluksiz yadro uchun isbotlangan hamma
fikrlar. jumladan Fredgolm alternativasi ham kvadrati bilan
jamlanuvchi yadro uchun to'g'riligi kelib chigadi.

2. Erkli o‘zgaruvchilar soni ko‘p bo*lgan hol. Bir qancha hollarda,
aynigsa tatbigda noma’lum funksiya ko'p o‘zgaruvchilarga bog'liq
bo'lgan integral tenglamalarni yechishga to‘g'ri keladi. Bunday
tenglamalar uchun ham Fredgolm nazariyasi 0z kuchini saglab goladi.
Ushbu

0 (x)-2 I;;IK (x.0)o (v)dv=1(x)

tenglamani tekshiramiz, bu yerda Dc R” soha, x = (Xpoon X ), ¥ =
=(y,...y,) sohaning nuqtalan, dy = dy,..dy, — hajm elementi.

Awvalgidek A sonli parametr, K (x, y) = K (Xpoos X V) —
yadro. f{x) = fix,. ... x,) — berilgan funksivya, </)(.r)=(o(.r,....,.r")—
noma’lum funksiya. Qisqalik uchun D soha bo'yicha integrallashni
bitta integral bilan belgilab, qaralayotgan integral tenglamani

p(x)-2 J'K(x,y)(p(y)afy =f(x) (77)
N
ko'rinishda yozib olamiz.
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Agar K (x, ¥) yadro uzluksiz, yoki hech bo‘lmaganda kvadrati
bilan jamlanuvchi, ya ni

IIKZ(x,y)dxdy:M2<w
DD

bo'lsa. (77) tenglama Fredgolm rtipidagi tenglama deyiladi.
Bu tenglama uchun yugorida bayon gilingan barcha mulohazalar

I .
o'rinlidir. Masalan, Ml<‘g shart bajarilsa, (77) tenglama ketma-ket
yaqginlashish usuli bilan yechiladi va bu yechim yagona bo'ladi. Agar
tenglama aynigan yadroli bo‘lsa, ya'ni yadro

K(x,y)=§,m(x)qk(y), x=(%, X, )o =07

ko‘rinishda bo‘lsa, tenglama ekvivalent chizigli algebraik sistemaga
keladi: umumiy holda yadroni aynigan va kichik yadrolarga ajratib,
tenglamani aynigan yadroli tenglamaga keltirib, Fredgolm barcha
teoremalarining o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin. Bu fikrlarning
isboti, avvalgi paragraflarda keltirilgan mulohazalarning isbotlaridan
kelib chigadi. Buni biz o‘quvchiga havola gilamiz.

Ko'p hollarda

o (x) -4 [K(x.y)o(y)dv=1(x)

ko'rinishdagi integral tenglamalarni tekshirishga to'g'ri keladi, bu yerda
S — biror sirt.

Bu tenglama soddagina (77) tenglamaga keltiriladi. Buning uchun
S sirtning parametrik tenglamasini Kiritib, so'ngra erkli o‘zgaruvchilar
va integrallash o‘zgaruvchilari sifatida x va y  nuqtalarning o'rnini
aniglovchi parametrlarni kiritish kifoya.

3. Integral tenglamalar sistemasi. Bitta erkli o‘zgaruvchiga ega
bo‘lgan Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamalar sistemasi

n b
(pi(x)_)' Z J Ki 7 (x’y)(p;' (y)dyzfg (X)a i=132’---a h (78)
j=t a
ko‘rinishga ega bo'ladi. K‘.j(x, y) yadrolar {u <x,y< b} kvadratda,
[ (x) ozod hadlar a<x< b oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyalar bo'lsin. Tabiiy, noma’lum (o,,(x), i=1,2,...,n funksiyalar
ham shu sinfda izlanadi. (78) sistema uchun yuqorida bitta Fredgolm
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tenglamasi uchun bayon qilingan nazariya to'laligicha o‘rinli bo‘ladi.
Masalan, A parametr

4] <~
M

tengsizlikni ganoatlantirsa, bunda
n bb
— 2 ’
- Z ”K 5 (x.y)dxdy,
ti=lgq
(78) sistema uchun ketma-ket yaqinlashishlar bu sistemaning yechimiga
o'rtacha yaqinlashadi. (78) sistemaga qo‘shma bo‘lgan sistema quyi-
dagicha yoziladi:

/LZ IK,, (yox )y, (v)dv=g,(x)

bu yerda ¢ (x) ixtiyoriy funksiyalar. Agar

(/. q) Zj/ x)dx =0

bo'lsa, j;(x), q,(x), i=1,2,...,n funksiyalar sistemasi yoki ikki
/ (x) ={f|(x). ./'2()‘)’---’]("()‘)}’ q (x) = { g (x) q.(x),

qn(x)} vektor-funksiyalar ortogonal deyiladi.
H b
(£ 0)=Y [/ (x)q,(x)dx
i=l 4
son f (x) va q (x) vektor-funksiyalarning skalyar ko ‘paytmasi,

1/ «,/ (/f.f) sonesa, f(x) vektor-funksiyasining normasi deb ataladi.

Yuqorida aytilganlaming barchasi erkli o‘zgaruvchilar soni ixtiyoriy
bo‘lganda ham o‘rinli bo'ladi. Fredgolmning barcha teoremalan (78)
sistema uchun o'z kuchini saglab goladi.

Biz Fredgolm nazariyasini (78) sistema uchun asoslanishiga
to'xtalmasdan, bunday sistemani Fredgolm tipidagi bitta integral
tenglamaga keltirish mumkinligini ko‘rsatib o‘tamiz.

x, y argumentlar uzunligi (a, b) oraligdan » marta katta bo‘lgan
(a, nb — (n—1)a) oraligda o‘zgarsin. Bu oraligda ® (x) va F (x)
funksiyalarni quyidagicha aniglaymiz.
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Agar (i—l)l)—( i—2 ) a<x<ib- (i—l) a bo'lsa,

D(x)=¢, (x-(i—l)(h-a) ) F(x)=f(x—(i— 1)(h-a)).

Xuddi shunga o*xshash, K (x, y) yadroni a < x< nh—(n—l)a,
a <y <nb — (n—1)a kvadratda

(i-1)b—(i-2)a < x <ib—(i-1)a,
(j-Db—(j-2)a<y<jb—(j-1)a
bo‘lganda
K(x.y)=K, (x=(i-1)(b=a), y=(j-1)(h-a))

deb aniglab olamiz. Ushbu

nh-(n-Ha p 2ba 3h-2a nb (n
[ =F[+]+~+ |
1% o h 2h-u (n b (n -

tenglikni e’tiborga olsak, (78) sistema Fredgolmning bitta
nh—(n-Du
O(x) - A j K (x, »)D (v = F(x)
tenglamasi ko'rinishida yoriladi.

(78) sistemaning K (x, y) yadrolari asosiy kvadratda. f, (x) ozod
hadlar {a, 6] oraligda L, sinfga tegishli bo*lgani uchun biz tuzgan K
(x, y) yadro yangi

a<x<nb—(n—-1a, a<y<nb—-(n-1a
kvadratda, F (x) ozod had esa a<x<nb-(n-Il)a oraligda I,
sinfga tegishli bo'ladi. Hagiqatan ham,
nb (n Na nb (n Nau
K*(x,y)dxdy =
n ih (i-l)a ib—{i Da
_{ j K*(x,y)dxdy =

tJ=l Dh-(i=2)a (i-1)b-(i- Da
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n bb

= Z ijz (x +(i-Dh—-a), y+(i—-1)b- a))dxdy =

i-.f I a

an b b
=Y [ [K2 () dedy =M* <0
ij=ly g
Xuddi shunga o'xshash

nh—(n-la

n” b
F(x)dy = Z J.ff(x)dx <0
i-1

a LTI

bho'ladi.

6- §. Kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan
integral tenglamalar

Agar (1) integral tenglamaning yadrosi
H{x,y
K(x,y):Ll, O<a<l
| X—vy ’ «a
ko'rinishga cga bo'lsa, bunda H (x, y) chegaralangan funksiya, u holda
(1) tenglama kuchsiz maxsustikka cga bo’lgan integral tenglama deyiladi.
Agar integral 7 o'lchovli fazoning chegaralangan D sohasi bo'yicha
olinayotgan bo‘lsa, (1) integral tenglamaning yadrosi

K(x,y)zM, O<a<n (79

[24

ko‘rinishda_l bo‘ladi, bu yerda. X = (X, ..x) ., ¥ =.(y,, ._..y")— D‘sohzming.
nuqgtalari, r esa bu ikki nuqta orasidagi masofa, ya'ni

Z (x, - Yo.oH (x. v) xuddi yugoridagidek D sohada

I
chegaralangan funksiya. Amaliyotda uchraydigan masalalarning aksariyat
gismi ko'p o‘lchovli integral tenglamaga keladi. Shuning uchun ham
biz bu paragrafda umumiy holni, ya'ni

o(x)-24 [K(x,y) o (v)dy=£(x) (80)

. I Y . .
integral tenglamani t¢kshiramiz.  Bu holda ham (80) integral
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tenglamaning vadrosi (79) ko‘rinishga ega bo‘lsa, (80) tenglamani va
undagi integral operatorni mos ravishda kuchsiz maxsuslikka ega bo ‘lgan
tenglama va operator deyiladi.

1. Sferik koordinatalar. £ fazoda x = (x, .x)vay =(y, ..y)
o'zgaruvchi nugtalar bo'lib, r ular orasidagi masofa bo‘lsin. Markazi x
nugtada bo‘lgan sferik koordinatalar quyidagi formulalar bilan aniglanadi:

y,=x,+rcoséb,,
Y,=x,+rsinf cos b, ,

Y, =X,,+rsinf sinf,..sinf ,cosb,

y,=x +rsing sinf,..sinf ,sinf, _ .

Bu yerdagi 6, ..., , burchaklar [0, 7] oraligda, €., burchak esa
[0, 27] oraliqda o‘zgaradi. Endi hajmning dy elementini va radiusi r
ga teng bo'lgan sfera sirti yuzasining 4SS, elementini sferik koordinatlarda

topamiz.
Ma’lumki,
D(y, ¥ysees ¥
dy=dy,..dy,= (o v ")drde,...d()"_‘.
D(r, 9,,....,9,,_,)
Bu tenglikdagi yakobianni hisoblaymiz:
D oy W,
or 08 08, ,
J = D(yl‘yl’ ’Vn) - _
n_ D r. 9 ..... () i N -
( 1 n I) _(.7;}«',_, % ay"
ar 06, 06, ,
cos8, ~rsin®, 0 .. 0
sinf,cos@, rcosBcosB, —rsinfsing, ... O
GceosB, , rdergbcosh, | rdcetgb,cosf, | ... —rdsing, | (81
®sing, | rdcergh sing, | rdctgl,sing,, ... rdcosh,

bu yerda ® =siné,sind,...sin6, , .
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%x 0 ekanini tekshirib ko'rish giyin emas. Shuning uchun
ham J dctcrmmantm hisoblash uchun €, ;=0 deb olish mumkin. Bu
csa, J"—rs.m(?,...sm(),, ., rekurrent formulaga olib keladi. Bu

tenglikda n ni n—1, n =2, ... larga almashtirib,

J =r"'sin" 2 sin"6,...sin6,_,
tenglikni hosil gilamiz. Shunday qilib, hajm clementi quyidagicha
aniglanadi:
dy=r""sin"?@sin"H,..sinf, ,drdf,..d6, , (82)

Radiusi » ga teng, markazi sferik koordinatlar markazi bilan
ustma-ust tushgan S sfera sirti yuzining ¢S, elementini topamiz.
Differensial gcometriya kursidan ma’lumki, ixtiyoriy S sirt uchun

dy,..dy,
cos (;V,yn )

bunda y— S sirtga o'tkazilgan normal. §, sfera uchun

dS =

kl

n 1l

HsmO

st(y V) \—\
S sferada r o'zgarmas bo*lgani uchun

l D(yl s Vo Vo l)\

| D(a,@,.,. 0,.) \‘m s

dvdy, ..dy, =

bo'ladi. Bu tenglikdagi yakobianni (81) determinantdan birinchi ustunni
va oxirgi vo'lni chizib tashlash natijasida hosil qilish mumkin. Hosil
bo'lgan determinantning bosh diagonalidan o'ng tomonidagi barcha
elementlar nolga teng boladi. Shuning uchun ham bu determinant
bosh diagonal elementlarining ko'paytmasiga teng bo‘ladi. Bundan
biz izlagan

dS =r""'sin"20sin""6,..sin6, ,d0,d6,..d6, | 83
formula kelib chigadi. (83) formuladan
ds =r""'ds,, (84)

83



(82) dan esa dy =drdS . =r" 'a’rdSl tengliklar hosil bo'ladi. (84)

tenglikni integrallab, yana bir
-1
|S.|=r""]5)]

formulani hosil gilamiz, bu yerda ISr|—S, sfera sirtining yuzi, IS,
birlik .S, sfera sirtining yuzasidir.

|S,] yuzani hisoblash qiyin emas. Haqgigatan ham, (83) formulada
r=1 deb, barcha 6,.....6, | ozgaruvchilar bo'yicha integrallaymiz;

S,|:”j

0

€sa

[ [sin"20,..sin6, d0,...d0, ,do, =
00
n-2 7 n-2 "%
=2n[][sin*6d0 =22 ]2 sin‘6de.
k=l g k=1

Bu yerda sin” @=¢ almashtirishni bajarib,

A
2 J'sin*()d():
0

k1

! ! k+1 1
2 J— 2 = _ =
12 (1—1)1dt B[ 5 ,2J
k

0

)
(%) T

tenglikni ¢’tiborga olsak,
_ e
n
[
2

formulaga ega bo'lamiz. Bu yerda B va ' — birinchi va ikkinchi tur
Eyler integrallari. Bundan » = 2 da birlik aylananing uzunligi
|S,|:27r, n = 3 bo'lganda csa, uch o’lchovli fazoda birlik sfera
sirtining S,|:47r yuzi kelib chigadi.

2. Kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan operatorlar. (80) integral

. . ’ - . 4
tenglamaning yadrosi (79) ko'rinishga ega bo'lsin. Agar a<= bo'lsa,
kuchsiz maxsuslikka ega bo'lgan operator yadrosi )
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jK'(.\‘._v)a’ySN (85)

shartni ganoatlantiruvchi Fredgolm operatoridan iborat bo‘ladi.

Hagiqatan ham, [H(x,; )‘S(‘:const bo‘lsin, u holda

dv

JK x1a’v

Markazi x = (x,, ..x) nuqgtada bo* lgan sferik koordinatalarni
kiritamiz. Bunda ma’lumki, dy = r " 'drds  bo‘ladi. Bu yerda ds —
radiusi birga teng bo'lgan sfera yuzining elementi. /) sohaning
diametrini, ya'ni ikkita nugtasi orasidagi ¢ng katta masofani d orqali
belgilab olamiz. Bundan

j“’g J = f‘”f”' 2 gl

nt S 0 n-2a
yoki
) C‘Q Slad ™" W
JK'(.\‘,_v)dxde N, N=—|(—
n-2a

tengsizlik kelib chigadi. Demak, K (x, y) yadro (85) shartni gano-
atlantiradi. D soha chekli bo'lgani uchun bu yadro kvadrati bilan
jamlanuvchi ham bo‘ladi. Shunday qilib, ta’rifga asosan

j'K(x,)A')go(}f')dv

operator Fredgolm opcratoridan iborat.
Teorema. lkkita K (x, y) va I (x, y) yadrolar

C C,
lK(x,y)lS—r—a', |L(Xw)’){5’__/}

shartlarni ganoatlantirsin, bu yerda C,, C,— musbat o'zgarmaslar,
O0<a<n, 0<f<n . Uholda
M(x,y)= [K(x.t)L(2,y)dr
!
yvadro uchun
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f
. a+ f<n,

|M(x,}')|£ Chnr+ A, a+pf-=n, (86)
~~‘-,%, a+f>n
,

baho o'rinli bo'ladi, bu yerda C va A — musbat o‘zgarmaslar.

Isbot. D sohaning diametrini d orqali, x =(x, ..x ), t =1,
L) ova t=(t,..t), y=(y, ..y ) nuqtalar orasidagi masofalarni
mos ravishda r, va r, orqali belgilab olamiz. Bu holda

IM ’J’)|<CC 13[0 1 =t r!u’ oa ' 87

bu yerda C, va C, — musbat o'zgarmaslar.

Hisoblashlarni soddalashtirish maq-
sadida, umumiylikka ziyon etkazmay,
koordinat boshini x nuqtaga joylash-
tiramiz va x, o‘qni y nuqtadan shunday
o‘tkazmizki, x dan y ga bo‘lgan yo‘nalish
musbat bo'lsin. U holda x va vy nuqtalar-
ning koordinatalari (0, 0, ...,0) va (r,
0, ...,0) bo’ladi. # nuqtaning koordinata-
lari esa 1, ...t lardan iborat (4- chizma). Bu bclgi}aehlarga asosan

wzt 2 K= +Z/
(87) integralda t, =r<&,. k=12,..,n almashtirish bajaramiz.

2_NO g2
£ =Z§k
=

10....6}

(r0....0)

4- chizma.

2_.2 12
deb, r'=r"p",

r2=ri(&-1) +r ka =r (go -2¢ +1)

tengliklarni va 1, =r g <d tengsnzhkm e’tiborga olsak,

" C dé ..dé
C/ C I §I (Dn (88)

|M(x’y)s al+ _2"
| ret ot " (@07 =241

I

B
)/z
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tengsizlik hosil bo'ladi. Bu tengsizlikni baholaymiz. Ma’lumki,
dé ..dE =" 'dpds .
So'ngra, g.)2—2§1+l>(g’9—1)2 tengsizlik ham o'z-o'zidan ravshan.
9 l
¢ >2 bo'lganda (.(.’)—1)“>Zg-)2 tengsizlikning o‘rinli bo'lishini ko'r-

satish giyin emas. Hagiqatan,

| I . , 1
(50-1)2—ngr=Z(3502—(ago—2p+4)=z(3go—2)(go~2),
bu tenglik esa, ¢»>2 bo'lganda musbat bo’ladi. Bunga asosan

.
[ prietdpds

REN R
r

M < oM "“a’g.)dS
| Y V)| a+/’ n ";['(g) —2Q+1 )/y

bo'ladi. Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi birinchi integral o'zgarmas
sondan iborat, biz uni a orqali belgilab olamiz. «+ f#<n bo'lganda
ikkinchi integralni hisoblavmiz:

d

P et tdeds=2 jds Ig)" e gy =

2&‘)\—
r

n-a-f n-a-f
=27|s] ﬂ —27 <27 (ij
r r ’

/

naﬂ(

demak,

IA

|M(x.p)|<C Cy|S

na /f zﬂd" ar
ar _—
—a-f

=
|| g+ ——
\ nw-a—ﬁ] '

Agar a+f=n bo'lsa, u holda

(a+2”1n i}
2r

<C,Cyd"

M (x.y)<C C,|S
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Nihoyat, @+ f>n bo'lganda

d
¢ GlS| T dp
2 s §
|}l4(x"~V)IS Latfon (l+2 j at il on

14 5 [9)

C|C2|S| sf dp ¢ C, S| 2"
a+f3-n a+2 J Bt -n - x+fB-n a+ '

r S &) r o+pB—n

Shunday qilib,(86) baho barcha hollarda isbotlandi.

Natija. Agar yadro kuchsiz maxsuslikka ega bo‘Isa, u holda barcha
iterasiyalangan yadrolar birortasidan boshlab chegaralangan bo ‘ladi,

Haqigatan, bizga ma’lumki ikkinchi iterasiyalangan yadro

K,(x,y)= IK(x, NK(t,y)di

formula bilan aniglanadi. Agar K (x, y) yadro (79) ko'rinishga ega
bo‘lsa. hozirgina isbot gilingan tcorecmaga asosan

Kz(x,y)lﬁ 4 , A =const

2a-n
i

tengsizlik o*rinli bo'ladi. Bu jarayonni davom cttirib, matematik induksiya
usuli bilan m iteratsiyalangan yadro uchun ham bahoni olish mumkin,
Faraz qilaylik, m — [ iterasiyalangan yadro uchun yuqoridagidek baho
o'rinli bo‘lsin.

|K2(x,y)| < r;j"" , A =const
m — iteratsiyalangan yadro
K, (x.y)= J‘K(x,t)Km (e, v)de
ko'rinishda, "
B=(m-1)o—(m=2)n, a+B-n= a+(m—-1) x
X a—(m—2)n—n=ma—(m—l)n
bo‘lgani uchun yuqoridagi tcoremaga asosan ushbu

88



A

—'"___, mo—(m—-11n>0
)K "’(.X,y)ls I‘m a {m W) ( )
4, . ma—(m=1)n<0

bahoga ega bo'lamiz, bunda A — biror o'zgarmas. Shunday qilib, agar

n

m > ‘ (89)
H—
bo'lsa, K (x, y) iteratsiyalangan yadro chegaralangan bo‘ladi.

3. Iteratsiyalangan yadroli integral tenglama. Endi (80) integral
tenglamani garaymiz. Bu tenglamadagi integral operatorni K¢ orqali
belgilab olamiz. Shu bilan birga Igo:(p(x) munosabat bilan
aniglanadigan birlik operator [ ni kiritamiz. Bularga asosan (80)
tenglama

(I-AK)p=/(x) (90)
ko'rinishda yoziladi. /- A K ifodani K ga nisbatan birinchi darajali
ko'phad deb garash mumkin. K ga nisbatan yugori darajali ko phadlarni
ham tuzish mumkin: agar / ni bir kabi garalsa, bunday ko'phadlarni
oddiy ko*phadlar kabi qo'shish va ko pavtirish mumkin. Bularni amalga
oshirish magsadida kompleks sonlar nazariyasidan bitta tushunchani
eslatib o'tamiz. Agar z biror kompleks son bo'lsa, uning trigonometrik
shakli z=r (cos @+ sin@) ko'rinishda bo'ladi. Bu sonning #- da-
rajali ildizi

O+2kmr .. O+2knm
{'/_ :{’/; c0s ———— +isin—— |, k=0,1,....n—1
n n
formula bilan aniglanadi,
Ma'lumki, 1=c0s0+i5in0. Bunga avvalgi formulani tatbiq gilinsa,
ushbu

2km

km . 2km ==
w, \/_—,"/COSO-HSan cos—+15m =e " |, k=0,,...n
"
nattja hosil bo‘ladi. Bundan
2n
2r, ]

w=¢", 0,=0,.
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(89) shartni ganoatlantiruvchi m sonni olib, Mning boshlang'ich

2r .

ildizini £ orqali belgilaymiz, ya'ni £=¢ ™ . Ushbu
(1-AK)(I-eAK)(1-£'AK)..(1-&""AK )=(1-2"K")
tenglik o‘rinlidir. Bu tenglikning to‘g*riligi

(a '"—b"'):(a—b)(a—gb)(a—szb)...(a—e o b)

algebraik ayniyatdan kelib chigadi.
(90) tenglamaning har ikki tomoniga

(1-£2K)(1-& AK)..(I-e"" 1K )=
= [+ AK+A K+ . +A"" K™

operatorni qo‘llaymiz. Natijada quyidagi tenglamani hosil qilamiz;

(1-2"K")p=1,(x)
yoki

go(x)—/l'”‘[Km(x,y)(p(y)dy=fm(x), 1)

bu yerda
.f;n(x)z.f(x)‘*‘l](_f-{»/lzKzf_'_“_l_/'{m-le..]»f'

lteratsivalangan yadroli (91) tenglamaning yadrosi (89) shartga
binoan chegaralangan va D soha chekli bo‘lgani uchun (91) tenglama
Fredgolm tipidagi integral tenglama bo‘ladi.

Ravshanki, (80) tenglamaning har ganday yechimi (91)
tenglamani ham ganoatlantiradi; teskari fikr, umuman aytganda,
har bir m uchun ham to'g'ri bo‘lmaydi.

4. Berilgan va iteratsiyalangan yadroli tenglamalarning teng
kuchliligi. Endi m sonni shunday tanlash mumkinki, u (89) tengsizlikni
qanoatlantirib, (91) tenglamaning har bir yechimi (80) tenglamani
ham ganoatlantirishini, ya’ni bu tenglamalarning teng kuchli bo‘lishini
isbotlaymiz. Avvalo m sonni (89) tengsizlikni ganoatlantiradigan qilib

27i

tanlash mumkinliginiva ¢4, €2 A,...,e ™' A, bunda g=¢ ™ sonlardan
birortasi ham K (x, y) yadro uchun xarakteristik son bo'lmasligini
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ko'rsatamiz. Faraz qgilaylik, bu mumkin emas. p, p,, ... orqali
2 n—
P,

dan katta bo‘lgan tub sonlarni belgilab olamiz va ¢ =e bo‘lsin.

Bizning farazimizga asosan, har bir j uchun shunday

k. 1<k, <p, ko'matkich topiladiki. berilgan A uchun &)” 4 son

K (x, y) yadro uchun xos son bo'ladi. p sonlar tub bo‘lgani uchun
27k,

i
7,

.
g,’ze

sonlar orasida bir-biriga teng son bo‘lmaydi. Lekin bu holda markazi
koordinat boshida va radiusi A ga teng bo‘lgan aylanada K (x, y)
yadroning cheksiz ko‘p

2rk,

!
{:"f’ A=e¢ 7
!
xos sonlari bo'lib goladi, bu esa, chekii sohada yadroning xos sonlari
chekli sonda bo‘lishiga garama-qarshidir.

i

Shuning uchun ham shunday p, > tub son mavjudki,

n—a
bunga mos bo'lgan barcha

2 1
g A, €24, .., el A

sonlar xos sonlar bo‘lmaydi.
m = p._deb gabul gilamiz. (91) tenglamani ushbu

(1-eAK )1 AK)..(I-c " ' AK)(I-AK)p=

=(1-£AK)(1-e* AK)..(1-"" A K) f
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu tenglamada ozod hadni tenglikning
chap tomoniga o‘tkazib, quyidagini hosil gilamiz:

m |

[T AK)[ (1 -2K -1 0 |

i=1

(I-AK )p—f= o deb belgilab, oxirgi tenglamani
m-1 ]
[T(1-2"2K) w=0 92)
i=l

ko'rinishga keltiramiz. So'ngra
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m 1
@, =H(I —1:"/11()(0
belgilashni kiritib, (92) tengl_:;mani
(I-¢AK )w,=0

ko'rinishda yozib olamiz. €A son K (x, y) yadroning xos soni
bo‘Imagani uchun @ = 0, ya’ni,

ﬁ(/_""%/()(u:o‘

Bundan keyin fe2
ﬁ(l_g,/“{)“’:wz

i3

deb,
(I— e'AK )a)1 =0

tenglamaga ega bo'lamiz. £° 4 son xos son emasligidan @,=0 bo'lishi
kelib chigadi. Bu jarayonni davom ettirib, oxirida w=0 bo'lishiga,
ya'ni

(I-AK)p=/
ekanligiga ishonch hosil giamiz.

Shunday qilib, (91) tenglamaning har bir yechimi (80) teng-
lamani ham ganoatlantiradi. Bu csa, ko‘rsatilgan tenglamalarning teng
kuchli ckanligini, boshgacha qilib aytganda ekvivalentligini ko' rsatadi.

Natijada. (80) tenglama uchun Fredgolmning barcha tcoremalari
o'rinli degan xulosaga kelamiz.

Agar f=0 desak, (80) va (91) tenglamalarga mos bir jinsli
tenglamalarning ekvivalentligi xususan, ular bir xil sonda chizigli
bog'liq bo‘lmagan yechimlarga ega bo'lishi kelib chiqadi.

Izoh. Kuchsiz maxsuslikka ega bo'igan yadro uchun Fredgolm
nazariyasi o‘rinli bo‘lishini isbotlaganimizda, biz fagat uning
iteratsiyalangan yadrolari birortasidan boshlab chegaralanganligidan
foydalandik. Bu yerda yadroning (79) ko‘rinishga ega bo‘lishi
hech ganday rol o‘'ynamaydi. Agar ixtiyoriy integral tenglamaning
iteratsiyalangan yadrolari birortasidan boshlab chegaralangan
bo'lsa, u holda bunday tenglamalar uchun Fredgolm tcoremalari
o'rinli bo'laveradi.
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111 BOB. VOLTERRA INTEGRAL TENGLAMALARI

Volterraning ikkinchi turdagi ushbu

‘/’(x)*/’L]K(V’C,J’)fl)(.v)dy?/'(X) )

integral tenglamasini tckshiramiz. Biz | bobning 1- § ida, agar y > x
bo'lganda
K(x,»)=0, x<p<bh
deb hisoblansa, (1) tenglama Fredgolmning ikkinchi turdagi integral
tenglamasining xususiy holidan iborat bolib qoladi, deb aytib o tdik.
Lekin bu tenglama Fredgolm tenglamasiga nisbatan ancha sodda
bo‘lib, vadroga ma’lum shartlar qo‘yilganda hamma vagt vagona
yechimga ega bo*ladi.
1- §. Ketma-ket yaqinlashish usuli

Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi ketma-ket yagin-
lashish usuli bilan osonlikcha vechiladi.

1. Yadro chegaralangan hol. (1) tenglamaning yadrosi biror {a, b]
chekli oraligda chegaralangan bo‘lsin, ya'ni

‘K(x,,v)'ﬁ M, a<x<bh.

Agar (1) tenglamaning ozod hadi [a, b] oraligda jamlanuvchi
ho'lsa. u holda bu tenglama shu oraligda yagona jamlanuvchi yechimga
ega boladi va bu yechimni A ning ixtiyoriy chekli giymatida ketma-
ket vaginlashish usuli bilan tuzish mumkin.

Nolinchi yaqinlashish uchun f (x) ni gabul gilamiz, va'ni

(ou(x)z./.(x)s

@,(X) ni csa .
0,(x)=/ () + A [ K (x.y) £ (¥)dy
munosabat bilan aniglaymiz. Bu jamy(,‘)‘nni davom ettinib,
0 (¥)=S (1) [ K (v.3)p, ()dy o
rekurrent formulalarni qzlnoz‘ltlan(firuvchi

93



(DO(X), (X-), cevy go,,(x),

funksiyalarning cheksiz ketma-ketligini hosil gilamiz.
Tkkinchi yaginlashish

0, (x)=F ()42 [K (51, (1)1

formula bilan aniglanganligi uchun, @,(f) ning o'rniga uning qiymatini
qo'yib, Dirixle formulasidan foydalansak,

(oz(x)=.f‘(«r)+/1]!<(x,t) f(t)+/1!_|‘K(t,y)f(y) di =

)+ A K (v 0) £ (9)d v+ 22 [ K, (x.0) £ (3)dy
tenglik hosil bo‘l‘;di bu yerda ’
K,(x,y) _[K (x,0)K(1,y)dt.

Xuddi shu yo'l bilan ¢, (x) uchun

¢, (x)=f(x)+ /Tf[E/l K, («ny)] S()dy o)

w L=l
formulani hosil gilamiz, bunda

K,.(x,y)=jK(x,t)K, e, y)ar. (4)

v
Shuni aytib o‘tish kerakki, ¢ > x bo‘lganda K (x, t) = 0 bo‘lgani
uchun y >x da K (x, y) = 0 bo'ladi. Ushbu

K [=[K(x.p)f(y)dy. .. K'f =[K,(x.9)f(y)dy
belgilashlardan foydalansak. (3) lcngllk ’

@, (x)=f +Z,1 K'f
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ko'rinishda yoziladi. Bu tenglikdan ko'rinadiki, agar biz hosil gilgan
{(pn(x)} funksiyalar ketma-ketligining limiti mavjud bo‘lsa, bu limit
Neyman qatori deb ataladigan

+Z,1'Kf )

qatorning yig‘indisi bilan ustma- ust lushadl
Endi (5) gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. K (x, y)

yadro chegaralangan: !K(x,y)|SM, a<x<bh.Endiy<x bo'lganda
M'(x-y)
‘ K (x, y)ls _

(i-1)!
tengsizlikning o*rinli bo'lishini ko*rsatamiz. Buning uchun induksiya usulidan
fovdalanamiz. i — 1 bo’lganda (6) tengsizlik to‘g‘ri bo'lsin, ya'ni

(1—2)'

i~ i-2 i i
M (1-y) <M (x=y)
(i-2)! (-
Shunday qilib, (6) tengsizlik ixtiyoriy natural / uchun ham o‘rinlidir.
(6) tengsizlikda x — y ayirmani uning eng katta giymati » — ¢ bilan
almashtiramiz. U holda

©)

fK x y)l_

(4) formulaga asosan

]Ki(x,y)l < j] K(x,t)l

IK (x, y)ls
(5) qatorning umumiy hadini baholaymiz.

l)]M(b

|2 K’/|<|/1 | jk (x0)f(v)ay |< 7)

f (x) funksiya jamlanuvchi bo lgam uchun oxirgi tengsizlikdagi
integral chekli miqdordir. (7) tengsizlikdan (5) qatorning umumiy
hadi yaqinlashuvchi darajali qatorning umumiy hadidan katta emasligi
kelib chigadi. Demak, (5) qator A ning ixtiyoriy chekli giymatida x
bo‘yicha absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. (5) qatorning
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yig indisini (p(.\‘) orgali belgilab olamiz. Yuqorida ko'rsatganimizga
asosan p—roo  da g/)"(x)%(/)(x) ga tekis intiladi. K (x, y) yadro
chegaralangan bo'lgani uchun ushbu

K(x,v)o, (v)> K(x.y)o(y)

intilish ham x ga nisbatan tekis bo'ladi. Bunga asosan, (2) formulada
integral ostida limitga o'tish mumkin. Bu amalni bajarib,
X
o(x)=1 (x)+ A [ K (x,»)p(v)dy

[t}
tenglikni hosil gilamiz, ya'ni (5) gatorning yig'indisi Volterra integral
tenglamasining yechimi ekan. Bu yechimni aniqlaydigan (5) tenglikdagi

ii K'f ®)
1=

gatorning yig'indisi chegaralangan funksiya boladi. Hagigatan ham,
(7) tengsizlikka asosan:

oo b oo il N
DA K Sl ()X & Az,.(b]).a) -
i=l a i=1 i)

b
= |2 | e M| () v

Demak. (/)(.r) yechim jamlanuvchi f (x) funksiya va che-
garalangan funksiyaning yig'indisidan iborat bo*lgani uchun jamlanuvchi
bo'ladi. Agar (1) tenglamaning ozod hadi f (x) uzluksiz funksiya bol-
sa, (8) gator tekis yaginlashuvchi bo'lgani uchun uning yig'indisi
ham uzluksiz funksiya bo'ladi. Bu xolda (1) tenglamaning yechimi
ham uzluksiz funksiyadan iborat bo‘ladi. Ushbu

le' 'K, (x,»)

1=l
gator (6) tengsizlikka asosan yaginlashuvchi bo’lgani uchun uning
yig'indisini R(x,y;/l) orgali belgilab olamiz. Buni K (x, y) yadroning
yoki (1) tenglamaning rezolventasi deviladi.

(3) formulada #—© limitga o‘tib, (1) tenglamaning yechimini
rezolventa orgali
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jamlanuvchi yechimlarga ega bo'lsin. Bularning ayirmasi (u(x):
=p(x)-w(x) bir jinsli
w(x)=AKw (10)

tenglamani ganoatlantiradi. lteratsiya usulidan foydalanib, (10)
tenglamaning o‘ng tomoni @ ning o'rniga AK @ niqoyib,

2 -2
(o(x)le K w
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamaning o‘ng tomonidagi @ ni

: . .. 3 3 : :
yvana A K @ bilan almashtirib, ({)( )—-/1' K’w tenglamani hosil
gilamiz. Bu jarayonni i marta bajarganimizdan so‘ng

w(x)=A'K'@ yoki o x =1 jK (x, ) Yo (y)dy

tenglamaga kelamiz. (z)(x) ikkita jamlanuvthi funksiyaning ayirmasi
bo'lgani uchun jamlanuvchi bo‘ladi va (6) tengsizlikka asosan ixtiyoriy
i uchun

A Mi(p=a) "

=i _ﬂ(u(x \dx

tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan i—> dd |a) ‘ <0 yoki
w(x)=0 kelib chigadi.
Shunday qilib, Volterra integral tenglamasi yadrosining spektri
bosh toplamdan iborat ckan.

O'zining mana shu muhim xususiyati bilan Volterraning ikkinchi
tur integral tenglamasi Fredgolmning ikkinchi tur integral tengla-
masidan ajralib turadi.

Yugqorida isbot gilingan yagonalik teoremasi jamlanuvchi funksiyalar
sinfida o'rinli edi. Agar vechimning jamlanuvchi bo‘lish shartidan voz
kechilsa ham yechim yagona bo’ladimi degan tabiiy savol tug‘iladi. Bu
savolga javob berish uchun 0 < v < x<| bo‘lganda yadrosi ushbu

I | _I
yeo I, 0<y<xe v
I

K{x})=4 x, xe "Sy<x

0, y>x

(=)<

tenglik bilan aniglanadigan Volterraning bir jinsli
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1
O(0)= /(W A[R(x 3 A) S ()l o
ko rinishda yozish mumkin.
Xuddi Fredgolm tenglamasidek, R(_\‘,)';/{) rezolventa o'zining
birinchi va ikkinchi argumentlariga nisbatan quyidagi integral
tenglamalarni ganoatlantiradi:

R(x,y: A AIK X0 R(1,334)d1=K (x,p),

R(x,y:2 /Ij/\ (,¥)R(x,4)d 1=K (x,y).

Bu tenglamalarni tckshmb korrish Fredgolm tenglamalaridek ba-
Jariladi. Bularga asosan (9) formula bilan aniglangan yechim (1)
tenglamani ganoatlantirishini ko'rsatish giyin emas. Hagigatan, (9)
m (1) ga goyamiz:

] J K(x.)o(r)di= f(x)+ ljR(x,y;/'L)_f(y )by~

-y IK(x,f){f'(z)wl VJ.R(I.)’;/".)f(}')dy ]di -

= /()4 A [ =K (v R(x,0:2) ] £ (1)

o

-A° I/ d}’IK X )R(1,y;A)d =

+),j[ (o p)+ R(x,yA)— AJA (x.1) (i,y;l)dl]x

X [(»)dv=f(x).

Endi (1) tenglama yechimining  ixtiyoriy chekli A uchun
yagonaligini ko'rsatamiz. (1) tenglama ikkita @(x) va y(x)
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=jK(x,y)(p(y)a{v

tenglamasini tekshiramiz.
Asosiy {()<x<l ()Syél} kvadratda K (x, y) yadro chegara-

langan, chunki
0<K(x.y)<x<lI.
Bu tenglama (p(x)z() bo‘lgan jamlanuvchi yechimga cga
langaniga asosan boshga jamlanuvchi yechimlari vo'q. Shu bilan birga
bu tenglama [ 0, 1] oraligda cheksiz ko'p
q)(_x):_..
4 ¢ —

ko'rinishdagi jamlanuvchi bo*imagan vechimlarga ega, bunda

isbot-

ixtiyoriy o'zgarmas. Hagigatan ham
l

jK(x,y _[ ye-%_ ;d v+

[
S

+ J X— dym-cr—c’(lne :
x

./

[
3

v

RV

¢
Demak (/J(T):— funksiya [0, 1] oraligda jamlanuvchi bo'l-
X

magan yechim ekan.

2. Yadro kuchsiz maxsuslikka ega bo‘lgan hol. Volterra (1)
tenglamasining yadrosi chegaralangan bo‘lmay, kuchsiz maxsuslikka
ega bo'lsa ham bu tenglamaning yechimini ixtivoriy chekli A uchun
ketma-ket vaqinlashish usuli bilan topish mumkin.

Ushbu
CH(x v |
(p(x)m/lja!}:%(p(y)dy:j(x), O<a<l,

2
integral tenglamani tekshiramiz, bunda [H (x, y)| < M. M — o‘zgarmas

(11)

Demak.
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- | H(v-"*."')l M

TN

Iteratsiyalangan yadrolarni baholaymiz:

\K (x.)

(12)

K. (x,v)= jK(.x,I)K(‘r,y)dt,

(12) ga asosan

. di
|K3(x’y)| <M '[ « @
ey ()
Oxirgi integralda 1 =y + (x, ¥) s almashtirishni bajaramiz.
U holda

\ |

(/l 1 2 “ p
I(.\‘—f)’[([— ")u Z(X_,V) “.[.\' (]_S) (jS;

o) Bl 1))

Voo TH1— )
r2-2a)
ifodani olamiz. Shunday qilib,
M (x—3) (1 -a)
(2 2a) )

|k (\1)| <

bu yerdagi B (a, /) va I (a) — Eyler integrallari.
Faraz qgilaylik, /7 - iteratsiyalangan yadro uchun bunday biho
to'g'ri bo‘lsin, ya'm

Mjr,l—a P I 77
K (x0)] < %—)(x—.v) Loay
C(i—ia)
(i + 1) — iterasivalangan yadro uchun ham bu bahoning to'g'n

bo'lishini ko rsatamiz:

<

K. (-“’ Y )l =

jK(x,t)lx’,(t,y)dz
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Bu integralda + =y + (x, y) s almashtirishni bajarish natijasida
ushbu

M,’]rhl(l—a) i i)
— (x=»)

r(z +1 -(1 - l)a)

tengsizlikni hosil gilamiz.

Shunday qilib, (13) baho 7 = 1 va ixtiyoriy natural (; + 1) da
to'g'ri bo'lgani uchun, uning umuman to'g'riligi kelib chigadi. 7
yetarli katta bo'lganda (x — y) ning darajasi musbat bo*ladi.

Shuning uchun ham x — y ni undan katta b — ¢ miqdor bilan

atmashtirish mumkin. Bu holda (5) gatorning umumiy hadi uchun
ushbu baho

1 itl i

A’ V

A K 7)< A (b =) , j|/ dx
r( —la

o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi mlqdorm ¢ orqali

belgilab olamiz. Umumiy hadi C, dan iborat bo'lgan qalorning
yaginlashuvchi bo'lishini ko*rsatamiz. Buning uchun quyidagi:

27 P
C(P)=,— P¢ """, 0<6<l, P>0.
P

Stirling formulasidan foydalanamiz. Koshi alomatiga asosan ushbu

|K1 | (.r,y)|<

\’/E__}“M'(h-» ) 'FS (x)(i(lm-(z)]z'" :ﬂ/(r)ldr
(\/ﬂ)' i{l—a)

miqdor /=00 da nolga intilgani uchun umumiy hadi C  bo'lgan
gator yaqginlashuvchi bo'ladi. Demak, (5) qator ixtiyoriy chekli A
uchun absolyut va tekis vaginlashadi.

Shunday qilib, yadrosi kuchsiz maxsusiikka cga bo‘lgan
Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasi uchun ketma-ket yagin-
lashishlar ixtiyoriy A4 uchun, chegaralangan yadro bo'lgan holga
nisbatan sekinrog bo'lsa ham, yaginlashadi.
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Misol. Ushbu
/1_[ v)d y=f(x)

integral tenglama ketma-ket yaqmlashlsh usuli bilan yechilsin.
Iteratsiyalangan vadrolarni va rezolventani tuzamiz:

K,(x,y)= .J‘c"'“' e "dt=e"" Id t=e"" (x -v),

v

. _"b x—f I-v . v\—u'x . _ .r—v(x_y);
K3(.X,}’)-—J€ "¢ (t—y)di=e J(r—})dt—e —

v v

Umuman

=
K.(x,y)=e"" gi_‘_)’

(i—1)!

Endi R(x,y,A) rezolventani tuzamiz.

R{x,v: 1) 2/1' 'K (x,y)= Z" ] =

il

(9) formulaga asosan berilgan tenglamaning yechlml

o(x)=7(x)+ ljc’ R (v)dy

o
ko*rinishda bo‘ladi. Yechimning bunday sodda topilishining sababi yadro
fagat x — vy ayirmaga bog'ligligidir. Agar (1) tenglamaning yadrosi

Al
A(v)

ko‘rinishda bo‘lsa ham tenglama osongina yechiladi.
Haqigatan ham,

o) _ o L
A(x)_%( ) A(x) '/'(“)

belgilashiami kiritib, (1) tenglamani

K(x,y):
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90| /1]¢|(y)dy /I ")

ko'rinishda yozib olamiz. Agar bu tenglamada

:j(Pl (}’)dv

belgilash kiritsak. u holda ushbu

d,(x) _
-Ag, (x):./l(x)
dx
oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.  ¢,{a)=0 tenglikni
¢'tiborga olib, differensial tenglamaning yechimini

o (1)=c" [er fi(v)dy

[
ko‘rinishda topamiz. Bundan

dqo()

P +lj “/I v)dy

¢, (x)=
yoki
0 (x)=A(x)0,(x) =/ ()42 [ XK (5,) £ ()l
Bu formulani yugorida bayon qilingan ketma-ket yaqginlashish
usuli bilan ham keltinb chigarish mumkin.

Mashglar. Quyidagi integral tenglamalar rezolventa yordamida
yechilsin.

L o(x)= sinx+2;[€"_“(p(y)dy .
0

| - | 2
Javob: @ (x)=— £ — —cos x + —sinx.
avo (p( ) 5 5 5

. ( 2+cosx
2. =/ ; —_— d
o(x) smr+£ Ttcosy (v)dy
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Javob: @(x)=1"sin x + (2 +cos x) £ In

( Vv

2+cos x

3. (p( )‘l+\ +I )
Jaw)b:(p(x)ZE (]+x. )

2- §. Volterraning birinchi tur integral tenglamasi

Bizga ma’lumki, Volterraning birinchi tur tenglamasi deb,

jK(.\‘._V)(P(_l’)d_v=f(x) (14)

ko*rinishdagi lcnglzuna‘éa aytiladi.
Faraz gilaylik, (14) tenglamaning yadrosi va ozod hadi quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:
K, (.r,.\"), ! ( .r) lar mavjud va uzluksiz funksiyalar,
2) K (x, x) hech gaerda nolga aylanmaydi.
Bu holda (14) tenglamani x bo‘yicha diffcrensiallab. Volter-
raning ikkinchi tur integral tenglamasiga olib kelamiz:

K(x.x)o(x)+ :[K"(x. V)e(»)dy=1(x) s

voki

I]\ (»)dy=f" (\)
bunda
oK) e ()
K ()=t )L
K (x.x) K (x.x)

Agar KL (.r.}’} hosila mavjud va uzluksiz bo'lsa, (14) tenglamani
bolaklab integrallashga asoslangan ikkinchi vsul bilan ham ikkinchi
turdagi integral tenglamaga keltirish mumkin.

Shu magsadda

[o(v)dv=(x)
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belgitash kiritib, (14) tenglamadagi integralda  K(x, v) =u,
p(y)d y=duv desak,

=[ K (x.y)v(v)] *j/\ (x.y)v(v)dy

voki
WK (x.v fx
v(x)- I#U(»\')dyzﬁ (16)
7K () K(x.v)
tenglamani hosil gilamiz.
K (x,r) | o .
Agar - vadroning rezolventasini R (x,v:1)  orqali

xx)

belgilasak, (16) tenglamaning yechimini

U(. +jR /( ’) dy (17)

K(v.v)
ko*rinishda topamiz.

Bir qarashda ikkinchi usulni go*llash uchun f (x) funksiyaning
differensiallanuvehi borlishi shart emasdek tuyuladi. Ammo, ¢ (x)
funksiyani topish uchun biz (17) formula bilan aniglangan u(.r)
lunksiyani differensiallashimiz  kerak, buning uchun esa, f (x)
funksiyani differensiallash zarurdir.

Yuqgorida keltirilgan shartlardan eng muhimi, XK (x, x) ning
nolga aylanmaslik shartidir, chunki  x ning biror givmatida X (x, x)
nolga teng bo'lib golsa, Volterraning  birinchi tur integral 1engla-
masini tekshirishda katta givinchiliklarga  duch kelamiz. Bu holda
(15) va (16) tenglamalar uchinchi turdagi  integral tenglamalardan
iborat bo'ladi. Lekin ayrim xususiy hollarda bunday tenglamalarning
yechimlarini hatto kvadraturada yozib olish mumkin bo'ladi.

Bunga Abening integral tenglamasi misol bo‘ladi.

3- §. Abel integral tenglamasi

Abelning
ro(y)dy
- y)
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integral tenglamasini tekshiramiz. Bu tenglamaning yechimi mavjud

deb faraz qilib, uni
o(v)dy 3
J =/
g I

ko'rinishda yozib olamiz. Tengllkmng har ikki tomonini ——— ga
x-1

ko*paytirib, bo‘yicha a dan x gacha intcgrallaymiz Natijéda

Jo s PR
[ - -
( - t) a a )
ifoda hosil bo* Iadl. Bu tengllkddgl takrony integralga Dirixle formulasini
qo'llab,
I dt Igo( y)d
MES t) »

ifodani olamiz, Oxlr;_,l integral l:~v+(x—_v)s almashtirish yordamida

¢ d1 0 ds
- 5= ——=B(a,1-a)=
f Fir )

x—1) (1=

=I‘(a)r(l—a)=§n7:r—a

' dt
o O

v

ko‘rinishga keladi. bhund‘ly qilib,

fco( dy= I/ E

SINT &
yoki

o(x)= sinta d _[ /(1) “l

s

Agar f (x) uzluksiz differcnsual]dnuvchl funkelya bo‘lsa. oxirgi
formulaning o‘ng tomonida avval bo‘laklab integrallab, so'ngra diffe-
rensiallash amalini bajarsak,

Ly Sinra f(a) +" AL
(0( ) ju (x_a)l—a ;[(x__t)l-«a

formulaga ega bo'lamiz.

(19)
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Demak. Abel integral tenglamasining yechimi mavjud bo‘lsa, bu
yechim (19) formula bilan aniglanishi zarur ekan. Bundan yo'l-yo*lakay
(18) tenglama yechimining yagonaligi kelib chiqadi.

Endi (19) funksivaning hagigatan ham (18) tenglamani qanoat-
lantirishini ko' rsatamiz.

(19) formuladagt integralni  F (x) orqali belgilab olamiz, ya'ni

L f(n)d
F(x)= [ = 20)
T(x—1)
(19) formula bilan aniglangan ¢{x) funksiyani (18) tenglamaning
chap tomoniga go‘vamiz va

sina ¢ F
| W) 4y=g(x) @
a X — y)
bo'lsin deb. farazvqil;lmiz. g (\') = f(x) bo‘lishini isbotlash yetarlidir.
(21) tenglikni F' (r) ga nisbatan Abclning integral tenglamasi deb
garab. yuqorida bayon qilingan usulni qo'llasak,

IF dl— ( a .[ é ] - (22)

tenglikni h(ml qilamiz. (20) integralda 1 = a+(x—a)} almashtirishni

bajaramiz. U holda
' /'[a+(x—a)y]

F(x)=(x—a) [ ——=dy,
(x)=le-a)” s
bundan F(a) = 0 va (22) tenglik
o reln)de

ko'rimishda voziladi. (20) lenb] ddn (23) ni avirib,
1dt . _
Im”( M0 )= (1)-gl0)
J(x=t) |

tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglama noma’lumga nisbatan Abelning
bir jinsli tenglamasidir. Yuqorida isbotlangangua asosan u  vagona
w(x)=0 yechimga cga bo'ladi. Demak, g (x) = f (x) ekan.
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. 1 .

Xususiy holda, agar -0, « 5 bo'lsa, (19) yechimdan 1 bobda
o'rganilgan tauwtoxron to'g'risidagi masalada hosil bo'lgan integral
tenglamaning quyidagi

1 d J‘
T dx

,\
yechimini hosil gilamiz.

4- §. Volterraning chizigli bo‘lmagan tenglamalari

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki,

dy

e ]—4 ( X, _V), .V(X“):'\,)”
dx

Koshi masalasini Volterraning chizigli bo'Ilmagan

})(I):'l'“ + J.['l 1,}‘(’)Jd[
Ay )
integral tenglamasi bilan almashtirib, bu tenglamaning yechimini
ketma-ket yaginlashish

Vo (X) =y, y,,(x)z_v“+J‘F[t,y,, ,(tﬂdi

usuli bilan topilgan cdi.
Mana shu usul bilan yugoridagi tenglamaga garaganda umumiyroq
bo'lgan

qo(x).—-_/'(.r)+j.F[x,)-'; (p(}-’)]d}-' (24)

of
ko‘rinishdagi Volterraning chizigli bo'lmagan integral tenglamasini
ham yechish mumkin. #¢x, y; ) funksiya ixtiyoriy ¢, 1, uchun

F(xysty) = F(xosn)| < by - (25)
shartni va bundan tashqari
[Flxyir(v)]dy|<e(x) (26)
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shartni ganoatlantirsin deb faraz gilamiz, bu yerda & (x,3) va g (x)
funksiyalar 1., sinfga tegishli berilgan funksiyalar, ya'ni shunday
funksiyalarki, {a<y<x<h} sohada ushbu

Ig d x<N?, ch/x Ihl (x,3)d y< 4 (27)

at o
lcngsizlik]urni ganoatlantiradi, bundagi N va 4 — musbat
o' zgarmaslar.

th (x,y)dv=11° (x)

deb belgilab, (27) shartlardan ikkinchisini

jH )dx< A (28)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin. Xuddi chizigli holda bo*lganidek.
(24) tenglamaning yechimini birinchi hadi ¢ (x)=/(x) bo’lgan,
boshqga hadlari ¢sa

¢ (v)=1 +ff [xovie, () ]dy (29)

rekurrent formuta bilan amqlanadlban {W,,(.r)} ketma-ketiikning limit
sifatida aniglashga harakat gilamiz.
Avvalo ushbu

|(/),(. -, (. |*IF v f )]a’yég(x)

tengsizlik o rinlidir. Umumiy holda

|(p“ (x) ‘ _ﬂ[-[rv' o, ( J F|:\l 0, ( :||d\<

Sj[h(.x,y)'(/),,()-‘)—(/7,, |()’)lu’_v, n=123,.

Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan:
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(0,0 (0)-0. ()] <[ HM[% ¢, ()] dr=

= Hz (X)J[(p" (y)_ (pn-l (V)]bdv
Shunday qilib. biz quyidagi tengsizliklarga ega bo’ldik:

|:(/)1 (x)-o, (x)]2 <g’(x),

[0:(0)-0 ()] SI(5) [ (1) V15 (3),

[(p_;(x)—goz(x T N? H*( IH dy

Ushbu

r)=‘].1{2(}»‘)d_}‘, B, ( IH v)dy,..,

B,(x)= jH )B, ., (¥)dy

belgilashlarni kiritamiz. U ho]dl

[0.(x) -0, (x)] <N*H*(x)B(x).

...................................................

2
I:(D'” 2 (x)_(0n+l (X):| S N2H2 (.\') Bn ("‘)
tengsizliklarga ega bo'lamiz.
Endi
B, (x)=LB"(x). n=12..

n!

10

(30)



tenglikning to‘g'ri ekanligiga induksiya usulidan foydalanib ishonch
hosil qgilish giyin emas. Bu formula » = | bo’lganda o‘rinli ekani
ravshan, » — 1 da to'g'rideb, n uchun uning to‘g'rligini ko'rsatamiz.

= [H ()8, () dy=— [H?(5) B! () db,
a n_])!u

bo‘lgani uchun

B,,(x):ﬁ]&" (3)dB, ()=

I ]

:(n—l)!{ZB"'("V)r 2'7!8”( ")

V—da

(28) shartdan darhol

0<B,( )<IH ¢)dr< A

tengsizlik kelib chigadi. Demak,
A!l

[@nz(') q)ml(x)]<NH( )\/E

Agar f (x) funksiya chekli bo'lsa, n qismiy yig'indisi (p"(x) ga
teng bo‘lgan

o(x)=0,(x)+[ 02 ()= (x) [+[ 0, (x) -0, (x) ]+.. @D

gator uchun buning birinchi hadini tashlab yuborsak, hamma vagt
yaginlashuvchi ushbu gator

N H(x) Z\F

n=0
majorant gator bo‘ladi. Demak, bu holda (31) gator absolyut va
tekis yaginlashuvchi bo'ladi, shuning uchun ham

lime, (x)=¢(x)

noyx
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bo'ladi. Agar [/ (x) funksiya (a, h) oraligning o’lchovi nolga teng
bo'lgan biror gismida cheksizlikka aylansa, (31) gatorning hamma
joyda absolyut va tekis yaginlashishini ta’'minlab bo’lmaydi, ammo
gatorning deyarli hamma joyda yaginlashishini kafolatlash mumkin.
Bunday holda qator deyarli tekis vaginfashadi deyiladi.

Endi limit funksiya (/)(.\') ning tekshirilayotgan tenglamani gano-
atlantinishini isbotlaymiz.

Bu funksiyani

p(x)=¢ (x)1 R {x) (32)

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerdagi R (x) (31) gatorning goldigq
hadi bo'lib, L, sinfga tegishhdir. Shu bilan birga

. AA
|#, (N1 (x) Y T

A mvld

bo'lgani uchun

llm IR d v=()

bo'ladi. (29) va (32) lCI‘Igllkldl’&,d as0san

po(x)-f(x)- ]‘I"(.\‘,_\‘:go(_\')]((\':¢,,(.\‘)+ R, (x)-f(x)-
_‘j‘l“[-"n";(”(» ) dy = )+JI e, )]aﬁ'+
+R,( jf[x vip(r) =R, (x)+

+ I{[J[x,y;q)” |(.V)}~I*‘[L)-’;(/)(y)]}d)’,
Fx, y; 0 ’ funksivaga go‘yilgan shartga asosan
|l~ rL(p,,, Jl[x1¢ J‘<h\’1’(p,,,(p’=
=h(xv)|R, |

Bundan 2| af IS a’+ " tengsizlikka asosan

12
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{ (/)(.\')—f(.\‘)—l‘[f“[.\‘._l‘;(/?(_1')Jd_l‘ l[ 2R (x)+

4

+ 2{ ]Iz (.\‘,J‘)|R” Ay )|u’,1'J

o
tengsizlikni hosil gilamiz. Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan
avvalgi tengsizlikni ushbu

{J‘h(\ v }R” | |(/1:| <H( IR" ()<

< j/e,, ()l

ko'rinishda yozib olamis. n—)oo intilganda limitga o'tsak, avvalgi
tengsizlikning chap tomonidagi integralning hamma joyda nolga tengligi
kelib chigadi. Demak, bundan /7 (x)  funksiya chekliy ya'ni (p(,\')
funksiya (24) tenglamani deyarli hamma joyda qanoatlantiradi.

Bundan tashqari, agar f (x) funksiya /. sinfga tegishli bo'lsa,
(pn(.\') funksiya ham £, sinfga tegishhi va (31) qator deyarli tekis
yaginlashuvehi bo'lgani uchun @ x) yechim ham  shu sinfga tegishl
bo"ladi.

Nihovat, (p(.\') funksiya (24) tenglamaning 1., sinfga tegishli
bo'lgan vagona yechimi ckanligini ko' rsatamiz.

Faraz gilaylik, (24) englamaning 1, ga tegishli ikkinchi r//(_\‘)
yechimi ham mavjud bo'lsin, u holda  @(x) —y{x) uchun

~y(x)= f voie() |- v (v) v

ifoda hosil bo‘ladi. Bundan, yuqorida bayon gilingan usuldan
toydalanib, quyidagi tengsizliklarni hosil gilamiz:

[(/’("')'W("‘)T < { ‘_ﬂ/“[,\‘,_\ﬂ(/’(.")]_]"Ii-‘\.";"”(-1')]“(“{ <
l !h Y, 1)|(p Yoy )ld\} Ilz xov)dy _ﬂ(p( v -y (o )J dy
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yoki

[gn(_vr)—l;/(x)]2 <IH*(x) J.[(/)(}!)—t//(_1»')]2 dv. (33

Qisqalik uchun

II[‘/’(.")"V/()’)]Z dv=P*

deb belgilab, iteratsiya (ya'ni (33) tengsizlikda ketma-ket o'rniga
go’yish) usuilidan foydalansak, xuddi vuqgoridagi kabi ushbu

[(o(x)-a//(x)-lzél’:H (x),
[o(x) -y (x)]'sP H (%) B (x),

tengsizliklarni olamiz. (30) formulaga asosan

\ 2n
5 . —l: . o 4
ﬁzp(,\)-y/(.\)_i dxsP —
X !
tengsizlikka ega bo'lamiz. Bunda n— dua limitga o'tib,

_[[(p(x)-t//(x)]_dxﬂ)

tengsizlikni olamiz. Oxirgi tengsizlikdan (24) tenglama yechimining
yagonaligi hagidagi fikrning to‘g riligiga ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib, (24) tenglama (25), (26) va (27) shartlar bajaril-
ganda L, sinfda, deyarli hamma joyda nolga teng bo'lgan funksiyalar
aniqligida, yagona yechimga ega ekan.

(24) tenglamaga nisbatan olingan natija amaliyotda muhim
ahamiyatga cgadir.

Masalan, mexanikaning chizigli bo'lmagan juda ko‘p masalalari
ushbu

y(x)t+w’ _V(X)=/lf(.\‘. v, _V') (34)

ko'rinishdagi oddiy differensial tenglamaga keladi, bu yerda p odatda
(lekin hamma vaqt ham emas) kichik parametmni ifodalaydi.
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Bu tenglamani o'zgarmaslarni variasiyalash usuli bilan integral
tenglamaga keltirish mumkin.

Haqigatan ham, (34) tenglamaga mos bo'lgan bir jinslhi
tenglamaning umumiy yechimi

v(x)=C cos@x+C,sinwx (35)

ko'rinishda bo‘ladi. C, va C,larni x ning funksiyasi deb faraz qilib,
o‘zgarmaslarni varmlswala\h usuliga asosan C, (x) va C, (x)
funksiyalarni shunday tanlash kerakki,

C coswx+C.(x)sinwx=0 (36)

munosabat bajarilsin. (35) funksiyani va uning ikkinchi tartibli hosilasini
(34) tenglamaga qo'yib, (36) tenglikni e’tiborga olsak, ushbu

—C\(x)sinox+C,(x )u)s(ur——/(x V,l) (37
2

tenglik hosil bo ladi. (36) va (37) tenglamalardan tashkil topgan sistemani
C,(x) va C,(x) ga nisbatan yechib, C,(x)va C,(x) larni topamiz.
Bularm (35) ga go'yib, (34) oddiy dlffCTCl'lSl.i] u,nglamdm ushbu

_E‘ 1 . I Y =
X) wjj[t,_v(f),y () [sinw(x-r)d:
" (38)
=y, coSWX+Y ,SINWX

chizigli bo’Imagan integro-differensial tenglamaga keltiramiz, bu yerda
Y,» ¥, — ixtiyoriy o ‘zgarmaslar.

Bu tenglamani integro-differensial tenglama deb atashning sababi
shundaki. tenglamada noma’lum y (x) funksiyadan tashqari uning
hosilasi ham gatnashyapti. (38) tenglamani (24) tenglamani tek-
shirgandagi usul bilan o'rganish mumkin.

Agar f funksiya 3" ga bog'liq bo'lmasa, (38) tenglamada quyidagi
belgilashlarni kiritsak,

F[_Y ool vy ]=—-/[1’ o(v) qu(u(x—y),

f{x)=y coswx+y,sinwx
u holda (24) ko'rimishdagi tenglamani hosil gilamiz.
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IV BOB. TO‘LA UZLUKSIZ OPERATORILAR
VA RISS—-SHAUDER TENGLAMALARI

To'la uzluksiz operator tushunchasi integral operatorlarni o'rga-
nish natijasida kelib chiggan botlib, bunday operatorli tenglamalar
Fredgolm tenglamalariga nisbatan kengroq sinfni tashkil giladi. IF. Riss
va Yu.S. Shauder shu sinf tenglamalari uchun Fredgolm nazariyasini
yaralgan.

Biz bu bobda. asosan kvadrati bilan jamlanuvehi funksivalar
sinfiga ta'sir giluvehi to'la uzluksiz operatorlarni tekshiramiz.

[- §. Operatorlar to‘g‘risida asosiy tushunchalar

Chekli yokt cheksiz o (a, b) oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyalar toplamini, va'ni £, (a. b) to’plamni tekshiramiy,

Agar har bir (p(.\')ELﬁ(u,b) funksiyaga biror gonunga ko'ra
bitta va faqat bitta (sz/l(/) funksiva mos go‘yilgan bo‘lib,
t,//(X)e L, (a,b) bo'lsa, L, (a, b) da A operator aniglangan deyiladi.

A operator ¢ x) funksiyani g(x) funksivaga o tkazadi yoki
almashtiradi deb aytiladi.

Ikkita operatorning A + B yig'indisi va AB ko paytmasi

(A+B)p=Ap+Bp, ABp=A(By)

munosabatlar bilan aniglanadi.
A operatorning  darajalari ushbu

AI:A AN:AAH|
formulalar bilan aniglanadi.
Agar ixtiyoriy ikkita kvadrati bilan jamlanuvchi g/)(.\‘) va ()
funksiyalar va ixtiyoriy @ va b o'zgarmas sonlar uchun
Aap+by)=aAp+b Ay (1

ayniyat o'rinli bo'lsa, A operator chizigh operator deyiladi.
Induksiva usuli bilan osongina isbotlash mumkinki, chizigli
operalor umumiyroq

"

A i",‘/’, =Za,/1(p,
il

-
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aynivatmi ganoatlantiradi. bu yerda # — chekli natural son,  «
(i=1,n) — ozgarmas sonlar va (/),(.\‘) (i =1, n) kvadrati bilan
Jamlanuvchi funksiyalar.

(1) ayniyatda b = 0 desak, A(a([))=a/1q) tenglik hosil bo*ladi;
a =0 bo'lganda A0 = 0 ga ega bo'lamiz, ya'm chizigli operator
aynan nolga teng bo'lgan funksiyani shu lunksiyvaning o'ziga
almashtiradi.

Agar shunday o'zgarmas C mavjud bo'lsaki, har ganday kvadrati
bilan jamlanuvchi g/)(x) funksiya uchun

i <Clo] o

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda chizigh operator chegaralangan ope-
rator deyiladi,

Ravshanki, C o‘zgarmaslar manity emas va shuning uchun ham
ularning to’plami chegaralangan va aniq quyi chegaraga ega. (2) teng-
sizlikdagi Co'zgarmaslarning aniq quyi chegarasi  operatorning normasi
deyiladi va ||A|| orqgali belgilanadi:

| Aol<] || o] o
Yadrosi
b
.HK (x,3)dxdy<B <o

shartni ganoatlantiruvehi Fredgolm operatori

h
K (p=J.K (x.v)o(r)dv

chegaralangan operatorlar uchun muhim misol bo'ladi. Bu operatorning
chizigliligi ravshan, chegaralanganligi csa I bob 5- § dagi (67)
tengsizlikdan kelib chigadi, yana shu tengsizlikka asosan

| K< B.
Birlik / operator ham chegaralangan bo'ladi. Hagigatan, u chizigli
va l(/):(/)(x) bo’lgani uchun
[7¢]=[«l

bo'ladi va bundan || l||:I .

Agar @ (x)o@{x) da A@, > A@ bo'lsa, chegaralangan A
operator uzluksiz deyiladi; bu yerda va keyinchalik ham vaqginlashish
deganda biz o‘rtacha yaqinlashishini tushunamiz.
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Chegaralangan operatorr:ing uzluksizligi juda oson isbotlanadi:

|40, 40|=| 2(0,~0)|<l4 o, ~ ol —0.
Chizigli operatorlarning chegaralanganligi va uzluksizligi orasida
uzviy bog'lanish bor. bu boglanish quvidagi teorema bilan ifodalanadi.
Teorema. Chizigli operatorning uzluksiz belishi uchun uning
chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.
Agar A va B chegaralangan operatorlar bo‘lsa, u holda 4 + B
va AB ham chegaralangan bo‘ladi, shu bilan birga

| 4+Bl<|4l+|8]. 48] <|4]-|8]. @
Haqiqatan ham. uchburchak tengsizligiga asosan
[(4+B)o|=| 40+ Bo <10+ |Bol<(l 41+ |5])
xuddi shunga o'xshash

|4 8¢|<|4]-[8l<|4]- 18] ]

(4) tengsizlikdan B = A bo'lganda, operator darajasining normasi
tuchun

-

EREE

tengsizlik kelib chigadi. Induksiya usuli bilan ixtiyorly natural # son
uchun ushbu

n

EREE

tengsizlikning to‘g'ri ckanligi kelib chigadi.
Biz asosan, chizigli chegaralangan operatorlarni qaraymiz.
Agar kvadrati bilan jamlanuvchi ikkita ixtivoriy (/J(x) va l//(x)
funksiyalar uchun

(4p.w )=(¢), Ay ) (5)
tenghk o‘rinli bo‘lsa, A* opcratorni A operatorga qo ‘shma operator
deyiladi. h

r .
Masalan. K¢ = JK(x,y)q)(y)dV Fredgolm operate:i uchun

“ b
K'p= [K(yx)p(v)ds
operator qo'shma bo‘ladi.
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Agar K (x, y) yadro kompleks giymatlarni gabul gilsa,

K o= J.—A_(t x)o(y)dy

u
operator K¢ ga go'shma operator bo'ladi.

Operator bittadan ortig qo‘shma operatorga ega bo‘lishi mumkin
emas. Hagiqatan, agar A operator ikkita 4, va A,” go‘shma ope-
ratorga ega bo'lsa, u holda ikkita (p(.x‘)eL:(a.b) va
w(x)e L,(a.b) funksiyalar uchun

(Ap.y)=(0, 4y )= (9, 4w)

tenglik o'rinli bo*ladi. Bundan
(0, Ay — 42y )=0.

Bu tenglik ixtivoriy (p(.\‘)eLl(a,b) funksiya uchun to'g'ri bo'lgani

uchun
p=A\y - Ay
deb belgilab olamiz. Bunga asosan ushbu
(A|W~‘4§w, A.t//—A:!//)=|lA.l/f--Azw||=0
tenglik kelib chigadi, demak,
Ay=A,p.

Qo 'shma operator chizigli bo‘ladi. Haqiqatan ham, agar a va b
o'zgarmas sonlar bo‘lsa,

(A, ay +bw)= ((p, A" (ay +bw) )
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ikkinchi tomondan

(Ap,ay +bw)=a(Ap.y )+b(Ap. v)=
=a(p,4'y)+b(@. 4" 0)=(p.ad’y+b A 0).

Hozirgina isbotlangan qo‘shma operatorning vagonaligiga asosan
A(ay+bw)=adA'y+bA' w.

Bu tenglik esa, A* go‘'shma operatorning chizigli operator ekanligini
bildiradi.
Qo'shma operatorning ta'rifiga asosan quyidagi
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* * *
(4,+4,) =i+ 45, (4,4,) =404, (A4) =24
tengliklarning (A - o‘zgarmas). xususan (,4 ")‘ r:(A‘)” ning
to'g riligini ko'rsatish giyin emas. Ravshanki, A** = 4,
Qo 'shma operatorning normasi berilgan operatorning normasiga feng
ho ladi, ya 'ni ﬂA*HZHA”.
Hagigatan ham, (5) tenglikda go=A*;// deb olamiz:

(A Ay, ;//):(A v, A *y/);

Bu tenglikning chap tomonini Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga
asosan baholaymiz:

“A 't//

A ‘l//” :.

“laay ol v el

Bundan

| 4w |< 4w |
tengsizlik kelib chigadi, shuning uchun ham ||Alt$||/4|} Endi (5)
tenglikda w=A¢ deb olsak, ||A”SHA*|| tengsizlik hosil bo'ladi. Bu
ikki tcngsizlikdznnJA'|:||A|| tenglikka ega bo‘lamiz,

Bu paragrafda bayon qilingan fikrlar tekshirilayotgan funksiyalar
bir o‘zgaruvchiga bog'lig bo'lmay, balki bir nechta erkli o' zgaruv-
chilarning funksiyasi bo'lib, biror sohada kvadrati bilan jamlanuvchi
bo‘lganda ham o‘zgarishsiz o‘rinli boladi.

2- §. Chegaralangan opcratorli tenglamalarni ketma-ket
yaqinlashish usuli bilan yechish

A chizigli va chegaralangan opcerator bo'lsin. Ushbu

p(x)=AAp = f(x), f(x)eL,(a.b) (6)
tenglamani tckshiramiz. Avvalo teskari operator tushunchasini eslatib
o'taylik.

Agar BA =1 bo'lsa, B opcrator A operatorga chapdan teskari
operator deyiladi. Xuddi shunga o‘xshash, AC = [ bo'lsa, C opcrator
A operatorga  o'ngdan teskari operator deb ataladi.

Agar A operator chapdan teskari B operatorga va ongdan teskari
C operatorga ega bo'lsa, u holda B =C bo'ladi.
Haqigatan ham,
B - Bl = B(AC) = (BA)C = IC = (.
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B=C operator A/ bilan belgilanadi va A operatorga feskari
operator deyiladi.

Shunday qilib, agar 4 7 mavjud bo‘lsa, u holda

AAT=ATA =1
tenglik o'rinli bo'ladi.

Teskari operator tushunchasi bilan ushbu

Ax=f (7)
ko'rinishdagi operator tenglamalar yechimining mavjudlik va yagonalik
masalalari bog'ligdir. (7) ko'rinishdagi tenglamalarga chizigli algebraik
tenglamalar sistemasi, chizigli differensial va integral tenglamalar
hamda boshqga chizigh tenglamalar kiradi.

Agar A operator A 7 teskari operatorga ega bo'lsa, u holda (7)
tenglamaning yechini

x=A"'f
ko'rimishda topiladi. Bu yechimning vagona bo*lishini ham ko*rsatish
giyin emas.

Endi (6) tenglamaga gaytamiz.

Agar |A|<| 4| " bo'lsa, u holda (6) tenglama yagona
p(x)el,(a.h) yechimga ega bo'ladi. Bu yechimni ¢(x) ga o'rtacha
vaginlashuvchi ketma-ketlikning timiti sifatida  hosil gilish mumkin.

Boshlang'ich yaginlashish uchun ozod had f(x) ni gabu! gilamiz,
ya'ni @, (x)- f(x). Agar ¢, () yaqinlashish tuzilgan bo'lsa, ¢, (x)
vaginkshishni

o, (x)=/(x)+Adp,, ®)
formula bilan aniglaymiz. yoki
O ()= f(VFAAS+AT A f o+ A" =3 A A9
A=0

{(p”(x)} ketma-ketlikning biror limitga o*rtacha yaginlashishini
ko'rsatamiz. Buning uchun ¢, (x)~¢, (x) ayirmani baholaymiz:

lo (x)-0., ()|=H10.. 10, .||=l4]|4(0. ~0, )|

(3) formulaga asosan

[4(2., 0. )

lS"A"'”q)” 1~ P, 3"
Demak,

lo. e skl e, 0.
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Bu bahoni ¢, -, _, ayirmaga go'llaymiz:

'(pn_(pn- | < (/)11—2—(011-'3"'
Bu jarayonni davom ettirib, natijada ushbu

le.—o. <2l oo (10)

tengsizlikka ega bo'lamiz.
Endi ¢ —¢, ayirmani baholaymiz. Aniglik uchun n>m deb
hisoblaymiz. U holda
Z Ilﬁox»_q’:. |"S

ool $ oo ) 5
< Z ”¢k_(/)k i“

kemel

(10) tengsizlikka asosan

m

A
L

"(pu —P,| Il(ol (00"

|/I|~||A||<I bo‘lgani uchun
lim =0,

HN >

w’l _wm
bu esa
o(x)=limg, (x) (1)

limitning mavjudligini bildiradi.
(9) formuladan

(D(X):ZlimAmf‘ (12)

m={
gator o‘zining (p(x) yig'indisiga o‘rtacha yaqginlashishi kelib chigadi.
(11) formula bilan aniglangan (p(x) funksiyaning (6) tenglamani
ganoatlantirishini ko'rsatish qiyin ¢mas. Haqiqatan ham (8)
munosabatda n—»c0 da limitga o‘tamiz. Uning chap qismi (p(x) ga
yaqginlashadi, o'ng qismi esa, A operator chegaralangan, demak uzluksiz
bo'lgani uchun f(x)+/1 A ga yaginlashadi.
Endi (12) formula bilan aniglangan go(x) funksiyaning (6)
tenglamaning yagona yechimi ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik,
(6) tenglama yana bitta y/(x) yechimga ega bo'lsin. U holda

o(x)=f(x)+AAgp, w(x)=f(x)+24y.



Bu tengliklarning biridan ikkinchisini ayirib,

w(x)=AA4w.  o(x)=e(x)-w(x)
tenglikni hosil gilamiz. Bundan
loll=|4]-| 4@l <[2]-|4]-| ]
yoki
Jeo( 1[4 Jl4)<0.

/1|||A||<l bo*lgani uchun Ia)" 0 bo‘lishi zarvr, demak,
wi(x)=plx

(12) formuh f( ) ga ta'sir gilayotgan gandayair operatorning

(x) giymatini beradi, demak. u berilgan ( /- A A) operatorga teskari
operatordir. Biz bu operatorni ushbu

o(x)=/(x)+AR, /. R, »/-:21 VLY

m=1
ko'rinishda yozib Oldm]Z
Agar |/1|<||A|| shart bajarilsa, R, operator chegaralangan
bo'ladi. Hagigatan ham, uchburchak lcngwllglgl 4s0san

HR f|l <ZM

m—1

Yig indi ostidagi ifodaga (3) tengsizlikni qo'llab,

|4 rj<l41 1/
tengsizikka ega bo'lamiz. Bunga asosan
Bl
R
Bu tengsizlik R, operatorning chegaralanganligini ko*rsatadi,
shu bilan birga

m—| m

IR, [< 4] |
-] 4]
Ushbu
w(x)—zA ‘w=g(x) (13)

tenglama (6) tenglamaga go ‘shma tenglama deyiladi.
HA ||=||Al] bo'lgani uchun (13) tenglama ham ’/1 |<|| A|™" shart
bajarilganda ketma-ket yaginlashish usuli bilan yechiladi va bu yechim

123



'//('\_):sz A*mg
n
ko*rinishga ega bo‘ladi va uni quyidagicha ifodalash mumkin

y/(.x‘):g(.\‘)+z(Ri)*g.

3- §. Kompakt to‘plamlar

X metrik lazodagi M to'plam clemendaridan tuzilgan ixtiyoriy
ketma-ketlikdan yaqginlashuvehi gism ketma-ketlik ajratib olish mumkin
bo'lsa, M to*plam X fazoda kompakr deyiladi. Agar, bundan tashqari
M yopiq to'plam bo’lsa, ya'ni aytib o*tilgan ketma-ketliklarning limiti
M ga tegishli bo'lsa, M to plam o'Zi-o'zida kompaki deyiladi,

Agar X metrik fazoning har bir cheksiz gismt X ning biror
clementiga yaginlashuvchi ketma-ketlikka ega bo'lsa, u holda X fazo
kompakt deyiladi.

Misol uchun M:[(), l]ei\" bo'lsin. Bolsano—Veyershtrass
teoremasiga asosan  0'zi-o'zida kompakt boladi. (0. 1) interval esa
R da kompakt bo'lib, o'zi-0zida kompakt emas.

Umuman # o’lchovli Yevklid fazosidagi har qanday chegaralangan
to'plam kompakt boladi.

C [a, b] fazodagi kompaktlik belgisi. Bu belgi quyidagi ikki
tushunchaga asoslangan. fazoga tegishli bo'lgan  C |a, b|
funksiyalarning to*plami D bo'lsin.

Agar ixtiyoriy xe[a.h] va barcha x€[a.h]  uchun |(p(.x')|_<,’li
tengsizlikni ganoatlantiruvehi o' zgarmas M > 0 son mavjud bo'lsa. D
to'plam tekis chegaralangan deyiladi.

Agar ixtiyoriy £>0 uchun shunday & >0 son mavjud bo'lsaki,

<O

tengsizlikni ganoatlantiruvehi ixtiyoriy ikkita x .\'ze[u,h] va D ga
tegishli ixtiyoriy / ¢(x) funksiva uchun

’(0(-" 1 )_(f’(xz)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, D to'plam rekis darajada uzluksiz deyiladi.
Arsela teoremasi. C [a, b] fazoga tegishli bo'lgan (/)(.r)
funksivalarning D 10 ‘plami kompakt bo‘lishi uchun bu 10'plamning
fekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo lishi zarur va yetarlidir.

IXI_XE

<&
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L.|a,h] fazodagi kompaktlik belgisi. ¢(x)eL [a.b] bo'lsin.
(,0(.\‘) funksiyani |, b| segmentdan tashgariga nolga teng gilib davom
cturamiz. U holda sonlur o'gining i\'liyoriy |4, B] kesmasida quyidagi

H(p |d\' H(p c/.r

integrallar ma’noga Lgd bo*ladi.

M. Riss teoremasi. [.Pla. b] fazoga tegishli bo'lgan  funk-
sivalarning D oilasi kompakt bo lishi uchun u oilaning norma bo ‘vicha
chegaralangan  va o'rtacha  tekis darajada uzluksic bolishi, ya ni

]](/J( X )’I dx<M’,

2) 0< h<(5(<‘.‘) bolganda oilaning barcha funksivalari
hirdaniga

ﬂ(p \+h (p(,\‘)1,’(/_x‘<€ g

sharttarning bajarilishi .mm va yetarlidir.
Arsela va M. Riss teoremalarining isboti funksional analiz kursida
bayon gilingan.

4- §. To‘la uzluksiz operatorlar

Chizigli normalangan X fazoda aniglangan, giymatlan chizigli
normalangan Y fazoda bo'lgan chizigh A operator X fazodagi har
ganday chegaralangan (o'plamni Y fazodagi kompakt to'plamga
akslantirsa, A operator ro'la ugluksiz operator deyiladi.

Funksional analiz kursida to'la uzluksiz operatorni ikkita ope-
ratorning vig'indisi sifatida ifodalanishi, uwlardan bittasi chekli o*lchovli
operator, ikkinchisining normasi avvaldan berilgan har ganday kichik
sondan katta bo’Imasligi isbotlangan.

Bu fikrlarni kvadrati bilan jamlanuvchi funksivalar sinfida
gisgacha bayon gilamiz.
Agar A operatorni ushbu

A(p:i((p, /)A)ak(_r)
k-1

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa. A operator aynigan yoki chekli
o'lchovli operator deyiladi, bu yerda a--chekli natural son, a, (x),
b,(x) funksivalar (. b) da berilgan kvadrati bilan jamlanuvehi funksivalar,



Shuni aytish kerakki, aynigan operator

Ap= JK v )p(y)dy

aynigan yadroli integral opemtordan iboratdir, bunda

(x,1)= Zak h{y)
Agar operatorni ixtiyoriy oldmdan berilgan £>0 uchun
Ap=4 p+4.0 (14)
ko rinishda tasvirlash mumkin bo'lsa, 4 operator to lu uzluksiz operator
deyiladi, bu yerda 4 ¢ aynigan operator va ||A3”<£,

To'la uzluksiz operatorning bu ta'rifi oldingi ta’rifga teng kuchlidir.
buning isbotiga biz to'xtalmaymiz.

To'la uzluksiz operator uchun ikkita muhim misolni keltiramiz.

I. Fredgolm operatori to‘la uzluksiz operatordir. Bu fikrning
to‘g'riligi I1 bob 5- § da ko'rsatilgan.

Fredgolm operatori yadrosini aynigan yadro va kichik yadroning
yig'indisi sifatida ifodalash mumkinligidan va shu bobning 1-§ da
isbotlangan Fredgolm operatorining chegaralanganligidan kelib chigadi.

2. Agar D chekli soha bolsa, kuchsiz maxsuslikka ega boigan
yadroli Fredgolm operatori

Ko=[K(x. v)o(y)dv

to'la uzluksiz operator bo‘ladi, bu yerda
H(x, »)
K(x’ ‘V)z [24
n- o'zgarmas D sohaning o‘lchovi,
|H (x, y)|$ C =const.
Shunday 7 >0 sonni olib,

K{x,y)=L({x. v)+ M(x, v)

deb belgilab olamiz, bu verda

, O<a<n,

K(x,y). rzn,

Lix,y)=
(x.7) 0. r<n,
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J 0, rz1u,
M(x.y)=1
(K(x.p), r<n.
I. va M orqali yadrolari L(x,y) va M(x,_\') bo‘lgan ope-
ratorlarni belgilab olamiz. U holda K = L+M bo’ladi.

. . & . . .
17 yetarli kichik bo'lganda [|M||<5 bo'ladi, bunda & — ixtivoriy

oldindan berilgan musbat son. Hagigatan ham

Mo =| —HE,'T,"V) o(y)dy! SC:{ J I(p(}f)l dﬁ"} :

rif ’
So'nggi integralni baholuymiz:

J|<p , lo) o .

5

i

r<m r<n
Oxirgi integral soddagina hisoblanadi. Markazi x nugtada bo'lgan
sferik koordinatalarni kiritib, S, orqali # o*ichovli fazodagi birlik sferani
va |S ,I orgali uning sirt yuzasini belgilab olamiz. U holda

d"]‘”j g S|
e . n—o
nal
. ! S]I]" " 2()/ C:’S |,7n»(z (/)Z(y)
Bl e CBI o,

rey

Bu tengsizlikni D soha bo'yicha integrallaymiz va natijada quyidagi

R (’nlv noa (jx
;ﬁ < n»l—a '[(oz(,")"""Jr«

o d

tengsizlikni olamiz yoki 11 bobning 6- § dagi ushbu
A Ih e
Jd 3 <| ]

[74

F n—ao

D
tengsizlikka asosan
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) S,l(l} h) :
~a

C
[Mol<

| 2]

Bundan

S i)
n-a

¢

4 <

Agar 77 yetarli kichik bo'lsa, [M[<Z bo'ladi. L(x,y) yadro
chegaralangan, buning ustiga kvadrati bilan jamlanuvchi, /. operator
Fredgolm opcratoridan iborat va isbotlanganiga asosan to'la uzluksiz

operator boladi. Uni aynigan K, va LI."L,]I(,% operatorlarning
yig'indisi ko'rinishida ifodalash mumkin, 7+ A=A, deb belgilab olamiz.
U holda A=A +K,. shu bilan birga K - aynigan operator va

|K =] 2+ pef <)L+ a1 < e

Shunday qilib, K operator to'la uzluksiz operator ckan.
To'la uztuksiz operatorlarning ayrim xossalarini estatib o’tamiz:
V. To'la uzluksic operator chegaralangandir.

<& bo'lsin.

4]

Faraz qilaylik, AI(/;._Z{(/;, b, )a (x) va
U holda

|4 wIIéAZI(w- bl e+ el
i
bo'ladi.
Bu tengsizlikdan, Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan ushbu

[4el<lol) Ll o]+«

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlik ¢sa, 4 operatorning chega-
ralanganligini bildiradi va

= 2l ol e

Ammo har ganday chegaralangan operator to'la uzluksiz ope-
rator bo‘lavermavdi. Masalan, cheksiz o‘lchovli /. Gilbert fazosida
I ¢ =¢ birlik operator to'la uzluksiz operator bo'lmavdi. Hagigatan
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ham, / operator yopiq birlik = .S(0,1) sharni o'zini-o*ziga aks
cttiradi, § to'plam esa kompakt ¢mas. Buni isbotlash uchun S
to plamdan

[=(10.0.00, 1.40,1,0,.0, .

nugtalar ketma-ketligini olamiz. Ravshanki, 7#/ bo’lganda
"/,—/ ,“=\/5, demak {l,} ketma-ketlik va uning ixtiyoriy qismiy
ketma-ketligi yagintashuvchi bolmaydi. va’ni S —kompakt to‘plam
cmas. Shunday qilib, cheksiz o lchamii fazoda /to’la uzluksiz operator
emas.

2. Aynigan operator to‘la uzluksiz bo‘ladi.

Haqigatan, aynigan operatorni (14) ko'rinishda ifodalash mumkin,
buning uchun 4 ,=0 deb hisoblash kifoyadir.

3. To'la uzluksiz operatorga qo shma operator ham to'la uzluksiz
ho'ladi. Hagqigqatan, agar

" h
Ap= (@. b )a, (x)+ 4p= [K (v, ¥)o(r)dv+ 4,0
k_l [
["I:I

K ) =2 a0 ()

bo'lsa. bu yerda <& vd

u holda

h

A rp—'IK(}’s p(y)dy+4,e.
o
Bu tenglikda
h 1"
JK (e )o(0)dy=3 (0. a, )b ()
o i
bo'lgani uchun birinchi go'shiluvchi aynigan operator bo‘ladi va 1-§
=4 .|<¢.
4. Chekli sondagi to'la uzluksiz operatorlarning  vig‘indisi ham
10'la utluksiz operator bo'ludi.
5. To'la uzluksiz va chegaralangan operatorlarning ko ‘payimasi
to'la uduksiz operator bo'ladi.
Ato'la uzluksiz operator, B esa chegaralangan operator bo'lsin.
AB va BA operatortarning to’la uzluksizligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy
musbat £ sonni belgilab olib. A¢ ni ushbu

. . *
da isbotlanganiga asosun ” A,
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L .
A9 =3 (pb Y (x)+ .. | <%
ko'rinishda ideillzll\Bl()Iilmil. U holda

ABp=Y (B, bk)ak(x)-k/i:BqJ:Z(go, B’b,‘)uk(ﬂx‘)+AzB¢.
k-1 k1

Bu yerda B'bA kvadrati bilan jamlanuvchi to'la aniglangan funk-
sivalardir, yig'indi esa aynigan operatordir:

|Bl|<é,

Bulardan AB opcratormng, to‘la uzlukmzllgn kelib chigadi.
Xuddi shunga o'xshash

Bap=3(p. b)Ba,+BA .0
ko

ifodadan BA operatorning to’la uzluksizligini ko'rsatish mumkin.

5- §. Riss—Shauder tenglamalari
Ushbu
p(x)=AAp=f(x) (1)

ko'rinishdagi tenglamalarga Riss—Shauder tenglamalari deb aytiladi,
bu yerda A — to'la uzluksiz operator.

Shu bobning avvalgi paragraflaridagidck f )el [a b] va
@(x)el [a,p]. —ce<a<b<+oo deb hisoblaymi.

Riss—Shauder tenglamalarini 11 bob 5-§ ning 1- banddida ay-
nimagan yadroli Fredgolm tenglamasiga qo'llanilgan usul bilan yechish
mumkin.

Ixtiyoriy R>0 sonni olib, (15) tenglamani A ning fagat |/1 |SR
doirada yotadigan giymatlari uchun tckshiramiz.

A operatorni A=A + A, ko'rinishda yozib olamiz, bunda

4, ll\—— va A, aynigan operator

1@2(/)’ k )

bo’lsin. U holda (15) lmglama
p(x)-AA4,p-A4,0=f(x) (16)

ko‘rinishga keladi.
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Agar

p(x)=/(x)+14,0
deb belgilasak, (16) tenglama

p(x)-14,0=y(x) (17)

ko'rinishda yoziladi. Bu tenglamaning o‘ng tomonini vagtincha ma’lum
. 1 . . .

deb., [AI-HA:USRﬁ:; bo‘lgani uchun 2- § dagi usul bilan (17)

tenglamani yechishinliz mumkin va uning vechimi

p(x)=f(x)+A4 0+ AR,,([+4,9)
ko'rinishga cga bo'ladi, bu yerda

n
k-1 gk
R, '//:2’1 A v
Oxirgi tenglamadan (p(_r) ni aniglash uchun

p(x)=A(4,+AR, 4 )p=f(x)+AR,, | (18)

tenglama hosil bo'ladi. Bu tenglamada A ,-l-/i](’u A, operator aynigan
operatordir. Hagigatan ham

R:1A|§0:R:,:.Z((p~ bA)"/. Z((/)’ b )Ruaw
Py

Al

A.(/)+/1R2,-A,(/J=i (o, b a,‘+/12 o, b )R, a,=
_Z (p’ [a +&R-,)CIAJ

g (x)=a,(x)+AR,,u,

I

(AI(D+ R, A QO)ZZ(V% b, )gk (r)

k-1

Ushbu

belgini kiritsak,

tenglik hosil bo*ladi.
Shunday qilib (18) tenglama quyidagi

.y Igo Zg vidy=f(x)+AR,,

aynigan yadroh mtcgml Imglanmdlr. Bunday tenglamani yechishni
bilamiz. Bizga A operator to'la uzluksiz bo'lsa, unga qo’shma A4
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operator ham to’la uzluksiz bolishi ma'lum. Bunga asosan (15)
tenglamaga go'shma bo'lgan

p(x)-A4w=g(x) (19)

tenglama ham aynigan vadrolt integral tenglama bo'ladi.
Riss—Shauder tenglamalari uchun Fredgolmning barcha teore-

malari o rinlidir. Biz bu teoremalarning isbotiga to*xtalmaymiz, chunki
bularning isboti 11 bobdagi mulohazalarni so’zma-so’z takrorlashdan
iborat bo’lib goladi.

Fagat biz quyida eslatib o'tilgan mulohazalarga asoslangan
faktlarni keltiramiz:

I. |/1}Sﬂ4 doirada (15) tenglamaning yechimi  ning analitik
funksivasidan iborat bo*ladi.

2. Ixtivoriy A uchun (15) tenglamani ckvivalent algebraik sistemaga
keltirish mumkin.

3. Qotshma (15) va (19) tenglamalarni go'shma algebraik
sistemalarga keltirish mumkin.




V BOB. SIMMETRIK YADROLI INTEGRAL
TENGLAMALAR

1- §. Simmetrik yadrolar

Agar hagigiy K{x, v} vadro berilgan sohada x va y ning barcha
givmatlari uchun
K(x.v)=K(y.x)
tenglikni ganoatlantirsa, bu yadro simmetrik yadro deyiladi.
Agar K (x,v) yadro kompleks funksiva bo'lsa,

K(x.v)=K"(x.y)=K(x.»)
tenglik bajarilganda simmetrik vadro deb ataladi.
Demak. har ikki holda ham yadro o'zining qo'shmasiga teng
bolsa, simmetrik vadro deb avtilar ckan.
Simmetnk yadroli

b
Kop= JK (v, 0k (v)dv

o
Fredgoim operatori simmetrik operator deyviladi,
Agar K operator simmetrik bo‘lsa, ravshanki, K = K~ bo‘ladi.
Qo’shma operatorning ta’rifiga asosan, simmetrik operator uchun

(Ko.y)=(p, Ky) ()
tenglik o'rinli bo*lishi ravshan.
Agar integral tenglamaning yadrosi simmetrik bo ‘lsa, simmetrik yadroli
integral tenglama, yoki qisqacha simmetrik integral tenglama deb ataladi.
Biz bu bobda asosan, kvadrati bilan jamlanuvchi haqiqiy yad-
rolarnt tekshiramiz. Haqiqiy giymatlar gabul giladigan yadrolarni
tekshirsak ham keyingi mulohazalarmizning ko'p gismi kompleks
qiymatlar gabul giluvchi vadrolar uchun ham o‘rinli bo'ladi.
Agar K(.\‘,_l’) simmetrik yadro bo'lsa, itcratsiyalangan K"(.\",y)
vadrolar ham simmetrik bo‘ladi. Hagigatan ham 11 bob 2- § dan bizga

ma’lumki,
h h

K,(x,y)= I...IK(X,[, K A(t.0,)..K (¢, \,y)dr..dr,

Bundan b

h
K,(y.x)= IIA(‘r, K (1.0,) K (1, . x)dt,.dr,, .

[t
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K( X, y) yadro eimmctrik bo‘lgani uchun oldingi tenglikni ushbu

I _[K ’ n I ([211| )K(fl’}’)(hl'“d’nq

ko'rinishda yozib ‘olamiz. Endi ly,..t,, larni £ ,....f orqali belgilab
olsak, K {y.x)=K, (x, _V) tenglik kelib chiqadi.
Ushbu

h
K'g = [K,(v.r)o(y)dy

«
simmetrik operator uchun (1) ayniyat o‘rinli bo*ladi, bu holda ayniyat
quyidagi ko‘rinishda yoziladi

(K"go, y/):((p, K"y/); n=12,... (2)

Teorema. Agar ¢, (x) va ¢,(x) funksivalar K(x,y) simmetrik
yadroning bir-biridan fargli bo‘lgan A va A, xos sonlarga mos xos
Sunksiyalari bolsa, u holda bu funksivalar o‘zaro ortogonal bo'ladi, ya 'ni

[0,(x) 03 (x)etr =0,

4]
Xos funksiyalarning ta’rifiga asosan

x)=4 ]K(x,y)t/), (v)dv.

9. (x) =4, JK x vk, (v)dy.

Bularni c‘tiborga olib, quylddg,l ltnf:,llki'll hos'il gilamiz:

4’%497 I§0| x)V)z dx /LJ‘(D, X)d“‘ IK x V)‘/)I V)

h

I () dy J‘K(x,y)(pz(x)dx,
K(x,. y.x) bo lgani uchun
IK X, })(/)2( Ydx = J.K (», ), (x)dx = ';I:% (v).

Dcmak.
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A

(2 992):7(‘/% ?,) yoki | 1==

Bundan A4 # A, bo’lgani sababli
(@ 9,)=0.

Bu teoremadan o'z navbatida simmetrik yadroning xos sonlari
hagigiy sonlardan ihorat bo‘lishi kelib chigadi.

Faraz qgilaylik, 2 xos son va unga mos bo'lgan (p( ) x0s funksiya
kompleks bo'lsin:

A=A +ik,  o(x)=0(x)+ip.(x).

o(x)= /ith (x.3)0 (3 ).

Bu tenglikda go'shma miqdorlarga o'tib,

--)IK x,y) ( Yy

4 _
7 (0. 9,)=0

tenglikni hosil gilamiz. ()xirgi tenglikdan darhol 2 xos son, unga
mos @{x) xos funksiya ekanligi kelib chiqadi.
Agar A, #0 bolsa, isbotlanganga asosan

j‘P(X)E J[(pl x)+ @l (x) i = 0.

Bundan go(.r) funksivaning aynan nolga teng ckanligi kelib chigadi,
x0s funksiyaning ta’rifiga asosan bunday bo'lishi mumkin emas. Demak,
A, =0, ya'ni A — hagiqiy son.

Xos funksiyalarni normalangan gilib olish mumkin, buning uchun
ularning har birini o'zining normasiga bo'lish kifoyadir. Agar bitta
xos songa bir nechta xos funksiyalar mos kelsa, ularni ortogo-
nallashtirish jarayonini go‘ilab, o‘zaro ortogonal va normalangan qilib
olish mumkin.

Turli xos sonlarga mos keluvchi xos funksiyalar isbotlanganiga
asosan ortogonal bo'ladi. Bundan muhim xulosa kelib chigadi.

Simmetrik yadro xos funksiyalarining ketma-ketligini ortonormal
qilib olish mumkin.

Xos sonlar ketma-ketligini yozib olganimizda ularning har biriga
bir nechta chizigh bog'liq bo‘lmagan xos funksiyalar mos kelsa,
ularning har biri shuncha marta gavtariladi deb shartlashib olamiz. U
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holda, har bir xos songa bitta xos funksiva mos keladi deb hisoblashimiz
mumkin. Shu bilan birga xos sonlar orasida o*zaro tenglari ham bolishi
mumkin. Xos sonlarni ular absolyut giymatlarining o'sishi bo'vicha
nomerlab olamiz. Shunday qilib, agar

Ao dos i A

SR
biror simmetrik yadroning xos sonlar ketma-ketligi bo*lib, ularga mos
xos funksivalar ketma-ketligi

o) (x)s om0, (),
ya'ni
(/)" ( \‘) - /I"K(p" = ()

bo'lsa, u holda

l 0. i# /.
(('0" (/)/)—1]. i=j
vd
|4|<|A] <. <)4, <
bo'ladi.
Agar xos sonlar cheksiz bo'lsa, bizga ma'lumki, Iil}l,i,, =0
bo'ladi. "

2- §. Simmetrik yadro xos sonining mavjudligi

Lemma. /kkinchi iteratsivalungan yadro xos sonlarining to‘plami
birinchi yadro xos sonlari kvadratlarining to‘plami bilan ustma-ust
tushadi.

K{x.v) vadroning xos soni 4, va bunga mos xos funksiyasi
@,(x) bolsin. ya'ni

(/70(')() - ’L)K(/)n'
Bu tenglikning o'ng tomonidagi ¢, o‘riga unga teng bo'lgan A K¢,
ni qo‘vamiz;

@y (‘) = /i’(?qu)n
voki

b
0,(x)= 1K, (x.r)o, ().
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Bu tenglikdan /1(; SON Kz(,\‘,)') yadroning xos soni, gon(_r) csa
unga mos xos funksiya ckanligi kelib chigadi.

Endi g, son ikkinchi iteratsiyalangan I\':(.\‘,_\') vadroning xos
Soni. 40“(.\‘) funksiya unga mos xos funksiyasi bo’lsin. U holda

(/)”(.1‘) = /I()Kzgon*
yoKki
(l - /UUKI )(/7() =0. 3

Bizga ma’lumki, K operatorni oddiy qoidaga binoan qo'shish va
ko*paytirish mumkin, shuning uchun ham (3) tenglikni

(I + ,unK)(l - /“()K)(/)u =0 4
ko'rinishda yozishimiz mumkin.
(I - /“nK)(pn = V/(\) (&)}

deb belgilab olamiz.

Agar l//(.\')E() bo‘lsa, (5) tenglikdan 4fz4, son K(.\',_V)
vadroning xos soni. ¢,{x) csa bu songa mos xos funksiyasi bo'ladi.
Bu holda lemma isbotlandi. Agar l//(x);t() bo'lsa, (4) tenglama

(I+ ,uUK)t// =0

ko‘rinishda yoziladi. Bundan —\//T(, ning K( x,y) yadroning xos soni,
y/(_r) esa unga mos xos funksiyasi ckanligi kelib chigadi. Bu holda
ham lemma isbot bo'ldi. Isbotlangan lemma simmetrik bo'lmagan yadro
uchun ham o'rinli bo’ladi.

fzoh. Ixtiyorly # uchun #- itcratsivalangan yadro xos sonlarining
to'plami birinchi yadro xos sonlari #- darajalari to*plami bilan ustima-
ust tushishini isbotlash qiyin emas.

L.emmadan quyidagi natija kelib chigadi:

Agar K(.\’,y) yadro simmetrik bo‘lsa, ikkinchi iteratsiyalangan
vadro xos sonlari musbat boladi. Bu natijaning to'g riligi simmetrik yadro
xos sonlarining haqiqiy ckanligidan va lemmadan darhol kelib chigadi.

Xos sonning mavjudligi haqidagi teorema. Aynan nolga teng
bo'lmagan har bir simmetrik yadro kamida bitta xos songa ega bo ladi.

Biz K.(x.1) yadroning kamida bitta xos songa cga bo'lishini
isbotlaymiz, u holda lemmaga asosan K (xu) yadro ham xos songa
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ega bo'ladi. A tekislikda ixtiyorly musbat g sonni olamiz, bu son
shunday xossaga ega bo'lsinki, |/'i’<,u doirada K, (r v) yadroning
xos sonlari bo'lmasin. Ixtivoriy ¢(x )¢ 0 funkswam olamiz va yangi

f(x)=0(x)- uK’p=0p(x ,ujlx xv)o(y)dy (©)

funksiyani tuzamiz. f(x)#0 boladi, dks holda s son K,{(x,v)
yadroning xos soni bo'lib qoladi. /(’C) ni ma'lum funksiva deb
hisoblab, (6) tenglamani (p(. ) funksiyaga nisbatan integral tenglama
deb garashimiz mumkin.

Kz(x,y) yadroning rezolventasini Rz(x,y;,u) orqali belgilab,
bu tenglamaning yechimini quyidagi ko'rinishda topamiz:

p(x)=f(x) +;1J‘Rq (x,v;s00) f(y)dy.

Bu tenglikni /( )ga skalyar ' ko' paytiraniz:

f.):“fllz * /‘”Rz(x»}";#)f(.V),/'(X)dxdy. )

o u
Endi (7) formulaning o'ng tomonidagi integralning manfiy
emasligini ko‘rsatamiz. Shu magsadda avvalo, K, (\ V) yadroning
|/1| 4t doirada xos sonlarining yo*gligini ¢’tiborga olsak shu doirada
R.(x, v /1) rezolventa Il bob 5- § da avtilgan ma'noda A ning
analitik funksiyasi bo'ladi, ya'ni kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy
J{x) va g(x) funksiyalar uchun ikki karrali

b b
.”R: (x,y;/l)‘/'(y)g(x)dxc{v

a a
integral |/1| <u doirada analitik bo‘ladi. Xususiy holda,

IIR x, iA) f () [ (x)dxdy

@& a
integral ham aytib o‘tilgan doirada analitik bo'ladi, demak u A
bo'yicha darajali qatorga yoyiladi.
h b

[ 3 A () Oty = S A

a u
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Bu yerda A = g desak,

Iij (x, .Vlﬂ)f(y)f(x)dxdy = Z’:ai/z"“' 9)

(o
tenglik hosil bo'ladi. (8) tenglikdagi integralning manfiy emashigini
ko'rsatish uchun o, >0 tengsizlikni isbotlash yetarlidir.

(8) yoki (9) qatorning ¢, kocffitsientlarini topish giyin emas.
Moduli bo*yicha kichik A larda Rz( x._v;}{) rezolventa iteratsiyalangan
vadrolar bo'vicha gatorga yoyiladi. K, (x, ’1‘) vadroning iteratsiyalangan
vadrosi K, (x, V) bolgani uchun

R (x,p34)=) A"'K, (x.v). (10)
il
A ning kichik giymatlarida (10) qatorni kvadrati bilan jamlanuvchi
S ) funksiv'lga ko' paytirib, hadlab integralldsh mumkin, ya'ni

IR, (x, A a’v—Zl’ 'J-Km (x, »)f (v)dy.
Bu th;_,llkm ]‘( ) funksivaga sk tlyar ko paytiramiz;
h b
IIR3 (x.v54) f(v) f(x)dxdy =
o oa
)

—Z)L’ 'jIK (x, v)f (3) f (x)dxdv.

g a

Bundan ddrhol (8) qator bilan solishtirib, «, koeffitsientlarning

giymatlarini topamiz;
b h

@, K (x0) ()1 ()bl
Ushbu ) [v, b
K f = [Ky (e, v) £ ()l

belgilashga asosan, « quyidagi ko'rinishda yorziladi:
(K7 1.1)- (K ('7).1).
2) ﬁ)rmulaga asosan,

=(k'r.K )= [k =0
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Endi (7) ifoda

(0=l + Zw K 1] o

ko'rinishga keladi. (1) formuladan (q), f) > () tengsizlik kelib chigadi.
(6) tenglamaga qaytib, uning har ikki tomonini chapdan ¢(x)
ga skalyar ko*paytiramiz:
(9.1)=(0.0)~ 1(0.K ).
(1) ayniyatga ko'ra

(0.K70)=(0.K (K0))=(Ko.Ko) =Kol
Demak,

b

(0. /) =|ol - uK ol (12)

(go,j') > () bo'lgani uchun (12) ifoda musbat bo*ladi. Bundan, ixtiyoriy

kvadrati bilan jamlanuvchi (o(.r) Tunksiya uchun

|
|Ke| < ﬁ"‘”" (13)

tengsizlik hosil boladi.

Eslatib otamiz, (13) tengsizliikda g shunday sonki, |/1|S,u
doirada Kz(x,y) yadroning xos sonlari yo'q.

Endi faraz gilamiz, K,(x,1) vadroning birorta ham xos soni
bo'Imasin. Bu holda g sonni yetarli katta gilib olish mumkin; uning
ustiga g7 —oc deb hisoblash mumkin. (13) tengsizlikda g1 > o da
limitga o'tib, ||K(p"$ 0 tengsizlikka ega bo'lamiz. Bundan K¢ =0,
ya'ni

b
jK (X,}‘)(P(}')U{V =0. (14)

o
Bu holda K(x,y) = () bolishini ko rsatish giyin emas. Hagigatan ham,
x sonni ixtiyoriy ravishda shunday belgilab olamizki, x ning bu giymatida

]K 2oy v

integral mavjud bo'lsin. x ﬁ'uqla belgilab olinganligi sababli K ¢y, x)
yadro fagat y ning funksiyasi bo'ladi. g/)(y) funksiya sifatida K (y, x) =
=K (x, y) ni olamiz. Bu funksiya x nuqtaning tanlanganligi (ufayli
kvadrati bilan jamlanuvchi boladi. U holda (14) tenglikdan deyarli
barcha xe{a.h) lar uchun
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h
IK3 (x. k=0

;
bo'ladi. demak, K(.\‘,)')EO.

Shunday qilib, agar Kj(x,_v) yadro birorta ham xos songa cga
bo*lmasa, u holda K(.x‘,y) yadro aynan nolga teng bo'lar ekan.
Demak. A (. 1) vadro aynan nolga teng bo'lmasa, K, (x.yv) vadro
kamida bitta xos songa ega bo’ladi. U holda lemmaga asosan A (11)
yadro ham kamida bitta xos songa cga bo'ladi. Shu bilan tcorema
ishot boldi.

Endi (13) tengsizlikka qaytamiz. Agar K, (x.v) vadroning  doi-
rada |/1|S 4t xos sonlari bo'lmasa. boshgacha aytganda, agar 4 bu
vadroning eng kichik xos sonidan kichik bo’lsa, (13) tengsizlik o'rinli
bo'ladi. I\"(x,_v) yadroning moduli bo'yicha eng kichik xos soni 4,
bo*lsin, u holda K. (v, v} yadroning eng kichik xos soni A7 bo‘ladi.
Agar ,u</if bo'lsa, (13) tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu tengsizlikda
40— A da limitga o'tib, muhim

|
| <7"<”” (15)
"l
tengsizlikka ega botlamiz. Bu tengsizlikda tenglikka ham erishiladi.
Buning uchun K(.\‘,_\‘) yadroning A, xos soniga mos xos funksiyasi

@ (x) bo'lsa, p(x)= ¢ (x) deb olish kifoyadir. Hagigatan ham, bu
- . 1 . |
holda ¢ (x)=AKe,. bundan K¢ =—g, (x) va [Ko| = P—lllwl I
"l
Yugonda aytilganlardan, Fredgolm operatorining moduli bo'yicha
eng kichik xos soni 4, bo'lsa, bu operatorning normasi "/‘“ ZW ckanligi

kelib chigadi,

3- §. Gilbert—Shmidt teoremasi

Simmetrik K(.r,_r) yadroni tekshiramiz. Bu yadroning bitta 4,
X0$ soni va unga mos bitta chizigli bog'hiq bo'tmagan normalangan
?, (\) xos funksiyasi bo'lsin. U holda

. I
K(vr)=—a(x)o(r) (16)
b
bo'ladi. Haqiqatan ham, ushbu
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Dy, p)= x1—l
K7 (x,v)=K(x.y) A(/’l( ) (v)

simmetrik yadroni garaymiz va bu yadroning noldan fargli bo'lgan
birorta ham xos soni yo'gligini, shu sababli I\"(')(x,y) =( ckanligini
ko'rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz. K m(x,_v) yadroning xos funksiyasi
@(x) £0 bolsin. U holda

q)x /1J‘K() Xy) (y)dy:

- IK(“X”(V)“"——(DI I(o )go, Jdv (17)

(17) tengliknmg har 1kki tomoninti (/)l( ) funkslydga ko*paytirib, x
bo'yicha « dan b gacha integrallaymiz:

I€0 (x ) (x ]{/ IK X, v) go(l)c{v}w,(.r)d\'—
{ I(D )’)d\'—l. .[fpf (x)dx. (18)
g

K(x,y) vadroning simmetrik yadro ekanligini va ¢, ()c) funksiya bu
yadroning xos funksayasn bo‘lgani uchun

jK xo e (» d1—;L(p|( )

tenglik o'rinli bo hshum ¢’tiborga olib, (18) tenglikning o'ng tomonidagi
birinchi go'shiluvchini quyidagi ko rinishda yozishimiz mumkin:

IK x,v) d\}a( )d\—h _[K ) (x)dx },,(}.)d‘,:

a & o a

_ ’J‘{]K (v.x)e, (X)dr]vf(,v)afv _ &L '.’[(p] (ve(v)dy

@l d

»  Bunga asosan, (pl(x) ning normalangan xos funksiya, ya'ni
I(D,“(x)d.x‘-—-l ekanligi sababli, (18) tenglikdan

a

I(o v), (x)dy =0 (19)
tenglik kelib chigadi. U holda (17} tenglikdan
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h
x) = ZJK X, V)(p(y)dy_

Shunday qilib, ¢(x) hmksivd [\(r v) yadroning xos funksiyasi
bo'lib chigdi, lekin (p,& ) yagona xos funksiya bo‘lgani uchun (/)( )
funksiya g{)l( ) ga proporsional bo'ladi, bu esa, (19) tenglikka garama-
garshidir. Demak, bizning farazimiz noto'g'ri va K" (\ _v) =0).
Endi K (x, ) simmetrik yadroning ‘
YV (20)

X0s sonlari va

P (x),0,(X)sees 0, (X),e Q1)

xos funksiyalarining sistemasi ma’lum bo‘lsin.
Xos funksiyalarni ortonormal, xos sonlarni esa, absolyut giymat-
Jarining o'sishi bo'yicha joylashgan deb hisoblaymiz, ya’ni

[Al<|A) <. <

Yangi
(n) N 7 - (pi (X)q)’(y)
K (X’J’)—k(xa)’)—z——/1 (22)
=1 f
yadroni tuzamiz. Ravshanki, bu yadro simmetrik.,
Ushb
o Y R

(fornl (x)~§0,,,3 (x-),...

ketma-ketliklar K ("](x, y) yadroning xos sonlari va bularga mos /1,"
xos funksiyalarining sistemasini tashkil qgiladi.

Hagiqatan ham, (20) va (21) ketma-ketliklardan bir-biriga mos
A, va @, (x) niolib, m>n dcb hisoblab,

b( ) ¢m j’ JIK(H X, 1) m( )d‘ (23)

ifodani tuzamiz. (23) da K™ (x, y) o‘miga uning (22) giymatini go’yamiz:

b
(S(’r): (Dm('r)—/l'" JK(X,MV)(/)W()/)G{V +

n Mh . ' |
2320 ()0 (1
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A, va @ (x) lar K(.\‘,_V) yadroning xos soni va xos funksiyasi
bo'lgant sababli avvalgi tenglikdagi kvadrat gavs ichidagi ifoda nolga
teng bo'ladi. Xos funksiyalarning ortogonalligidan

_[q)’" ‘y ( )dv (q)m’(/)i):()’ mil
tenglik kelib chigadi. Demak, d(x)=0, yoki

(pm )L J.‘K \ ‘ m()')(l.l"z().

Shunday qilib, m>n bo'lganda 2, va ¢, (x) lar K‘"'(.x‘,_l’)
yadroning xos sonlari va xos funkxlvalar:dan iborat ekan.

Endi teskarisini isbotlaymiz, agar K" ( ) yadroning xos soni
va unga mos xos funksiyasini olsak, m>n bo'lgandzl ular (20} va
(21) ketma-ketliklar orasidan topiladi.

K(”)(.I',_l‘) yadroning bir-biriga mos xos soni va xos funksivasi
4 va y{x) bo'lsin. U holda

b

v (x) = 1K (x)y (v)dv =o0.

ot
Klnl( X, ‘) o‘miba uning (22) ifodasini qo'yamir

,ujlx (x, v (v)dv +/IZ§0 Iw v)dv =0
yoki W(JC)—,UKI/I +[~IZW;{—¢)")(;)I.(JC)= 0. (24)
i ;

Bu tenglikning har ikki tomonini ¢, (x) (1<k <n) ga skalyar
ko'paytiramiz:

(%
!

} n V/\q)l )
(W»(/’A)—u(/\vwk)ﬂfZ(—fl((/)pwk)=0. (25)
(1) aynivatga va a

o (x)-A4Kp =0

tenglikka asosan

o, !
(Ky. o) =(v. Ko )=lv.=> |=—(v.9,).
A A
P, (\) funksiyvalar ortogonal va normalangan bo'lgani uchun
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(v, 9,) (v. o)
ZT(C’% & ) ZT_.
=l i %

Shunday gilib, (25) tenglamadagi ikkinchi va uchinchi qo'shi-
luvchilar o'zaro gisqarib ketadi va natijada

(v,0,)=0, k=12,...n (26)
tenglik hosil bo'ladi. Bunga asosan, (24) tenglama

y(x)-uKy =0

ko*rinishda voziladi. Bu tenglikdan 27 va 1//(_\') lar K (x, y) vadroning
x0s soni va xos funksiyasi ckanligi kelib chiqadi, shunday ckan ular
(20) va (21) ketma-ketliklarning ichida bor boladi. Lekin (26) tenglikka
4s0san y/(.\‘) funksiya barcha go,(.r), i—1.2,....n funksiyalarga
ortogonal, bu holda esa, ¥ {x) funksiya (21) ketma-ketlikning indeksi
m > n bo'lgan biror funksiyasi bilan ustma-ust tushadi.

Yugorida bayon gilinganlarga asosan quyidagi xulosa kelib chiqadi.

Agar K (x, ¥) yadro n dan ko'p xos sonlarga ega bo'lsa, K" (x.v)
vadroning moduli bo ‘vicha eng kichik xos soni A, bo'ladi.

Endi berilgan yadroning xos sonlari A, 4,,...,A4 chekli bo'lgan
xususiy holni tekshiramiz. Bu holda l\’("’(x. _1‘) vadro birorta ham xos
songa cga bo'Imaydi. Xos son mavjudligi haqidagi tcoremaga asosan,
yoki K" (x,1)=0,

n )
4 (/)J 'x q) .V
K(x.v) = Z_—“( )/1 () . (27)
il L0 S .
(27) formula K (x, ) vadroning uymgaﬁ vadro ckanligini ko'rsatadi.
Bizga ma’lumki. har qanday aynigan yadro faqat chekli sondagi xos sonlanga
cga boladi. Demak, kvadrati bilun jamlanuvehi simmetrik yadro xos sonlari
va xos funksiyalari sistemasi chekli bo'lishi uchun bu yadroning aynigan yadro
bo lishi zarur va vetarfidir. Bu holda yadroni (27) ko'rinishda ifodakish mumkin.
Biz hagigiy simmetrik yadrolarni tekshiryapmiz, agar vadro kompleks
giymatlami gabul qgilsa, (27) formula quyidagi korinishda yoziladi:
"
A (/)Ig[)l v
K(ry)= 3 20dy)
ol /L’
Yana bir muhim xulosani aytib o'tamiz. Kvadrati bilan jamlanuvchi
@(.x) funksiya qanday bo’Imasin
lim "K""(p” =0 (2%)

"oyt

munosabat o'rinli bo'ladi.
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Agar K (x, y) aynigan yadro bo'lsa, yetarli katta » uchun
K" (x,v)=0 va K" =0 bo'ladi. Demak. bu holda (28) tenglikning
bajarilishi ravshan. Agar K (x, ¥) aynigan vadro bo’lmasa, A,., son
l{l")(.r,.}’) yadroning moduli bo'yicha eng kichik xos soni bo'ladi.
(15) tengsizlikka asosan,

! . "
Bundan 7 — oo da 0 bo‘lgani uchun “K" ¢

Kol <ol

n+l

=0,

-
Gilbert—Shmidt teoremasi. K (Al) simmetrik yadro va /1()()
asosiy [a, /)] oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi ixtiyoriy funksiya
bo'lsin. U holda

S (x)=Kh= IK(-RV)/?(}"WV (29)

a
Sunksiya K( X, V) yadro xos funksiyalari bo‘vicha o‘rtacha vagin-
lashuvehi Furve qatoriga yoyiladi.

(29) formula bilan ifodalangan funksiyalarni ko'pincha yadro
orqali ifodalanuvchi funksiyalar deyiladi. Aslini olganda bunday
funksiyalar K operatorning giyvmatlaridan iboratdir.

Eslatib o'tamiz, simmetrik yadroning xos funksiyalarini hammavagt
ortonormal gilib olish mumkin. Shuning uchun ham teoremadagi qator
ortonormal xos funkstyalar bo'yicha Furye qatoridan iborat bo'ladi.

Teorcmani isbotlash uchun K(x._v) yadro xos funksiyalarining
ketma-ketligi bo'vicha /r(_v) funksiyaning Furye qatorini tuzamiz:

/i(y) ~ Ehn(p" (_V), h = (h, (pn).
Bessel tengsizligiga asosz;'ﬁI

2

n=l
gatorning yaginlashuvchi bo*lishi ma’lum.
Endi f(.\') funksiyaning Furye gatorini tuzamiz:

S ()~ 2. 1,0,(x) (30)
n=l

va uning koceffitsientlarini hisoblaymiz. f = (f (/)") tenglikka egamiz.
Lekin. f(x)=Kh bo‘lgani uchun

-

h,
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/n - (Kh’ q)n) = (h Kwn)‘

Ko, =;:—(p"(x) tenglikka asosan
" ] h,
/H =7 17 1 =_—-
0=,
Shunday gilib, (30) qator
h
J “p, ( ) (3hH
n-l 7Yy

ko rinishda yoziladi.
h( x) funksiva asosiy oraliqda kvadrati bilan jamlanuvchi bo*igani
uchun bizga 11 bob 5- § dan ma’lumki, shu oraligda /( ) funksiva
ham kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi. Bu holda uning Furye gatori
o'rtacha yaginlashadi. Bu qatorning vig'indisi f{ ) ga teng bo'lishini
ko'rsatamiz. Ushbu
Z h,

belgilashni kiritamiz. U holda

h
’ " / '
f(x)-o,(x)= J K(x,y) h(y)dy = 2% 0, (x). (2
h, koeffitsientning =1 Mg

h, jh v) o, (v)dy

givmatini ¢’tiborga olsak. (- ) tenglik quvnddgichd yoxi]adi

h
7(x)-o,(x) :JK (x.y) h(3) b~ Z‘P* jh V) o, (»)dv

, ( ) yig'indi LhLH] bo'lgani uchun ylg mdn va mlq,ral tartibini
.llmdshnmh mumkin. Shu sababli va (22) ga asosan, avvalgi tenglik
ushbu

f(x)-w,(x jK"(x v)h(y)dv=K K'"'h

ko‘rinishda yoziladi. (28) u:ngllkka ko'ra

—

n-»

|7 -, ”k " h‘

147



Bundan =
f(‘) = A,—”(p” (\)
n 1 7Yy

Gilbert—Shmidt teoremasi isbot bo'ldi.

Shunday qilib, bu teoremaga asosan simmetrik yadro orgah
ifodalangan ixtivoriy funksiya bu yadroning xos lunksiyalari orgalt Furye
gatoriga yoyiladi. shu bilan birga umumiy holda hosil bo*lgan gator
o'rtacha yaqginlashadi.

Tabiiy savol tug'iladi. qanday shartlar bajarilganda (31) qator
fagat o'rtacha yaqinlashuvchi bo'lmay, balki absolyut va tekis
yaginlashuvchi bo'ladi? Bu savolga javob berishdan avval quyidagi
tengsizlikni isbotlaymiz.,

Simmertrik K ( .\‘._y) yadro 11 bobdagi (65) shartni ganoatlantirsin,
A6a @ (x), n=12,... bu vadroning xos sonlari va bularga mos
ortonormal xos funksivalari bo lsin. U holda ushbu

R
Z—p"z(z e (33)
nol n
tengsizlik o'rinli boladi.
K(.\‘.)‘) vadro tayin x da y ning kvadrati bilan jamlanuvchi
funksiyasi bo'ladi. Bu funksiyaga { gf)”(.\‘)}} ortonormal sistema bo'yicha
uning Furye gatorini mos qilib qo’vamiz:

xv E(x” x 0, )

Bu qatorning koclfitsientlarini Insobla}mu.

h
1
Rttt
! "
Shunday qilib, K(.\‘,}-’) yadroga uning xos funksiyalari bo‘yicha
Furye qatori mos qilib qoyiladi:

X l Z(p” ' ) (34)

II

(34) qator K( y ) yadroning lm /H"l(]h gatori deyiladi.
Endi Buxsd tengsizligiga asosan

;(/);( )<jK (v, y)y <N

H

tengsizliknt hosil gilamiz.
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Izoh. (33) qatorning hadlari musbat, uni hadlab integrallash
mumkin. (33) tengsizlikni ¢ dan b gacha |ntq__m]!amm via @, ( )
funksivalarning normalanganligini hamda M = N(I)—a) tenglikni
¢'tiborga olib,

o 7
ZA: <M (35)

n-|
tengsizlikka ¢ga bo'lamiz. !
Biz keyinchalik (35) formulada hamma vagt tenglik belgist boli-
shini ko rsatamiz. Yana shu narsani ta kidlab otamizki, agar yadro
simmetrik bo‘lmasa, u holda

St

-1 ”
tengsizlik o*rinli boladi. Bu tengsizlik 1. Shur tengsizligi deb ataladi.
Endi quyidagi teoremani isbotlash giyin emas.
Teorema. Agar simmetrik yadro 11 bobdagi (65) shartni qanoat-
lantirsa, (31) Gitbert—Shmidt gatori absolyut va tekis yaginlushadi.

(31) qatorning goldig'ini baholaymiz. Buning uchun ushbu

lZuAhA r < Z‘“k 2Z|bk r

Koshi tengsizligidan foydalanamiz. Bu tengsizlik

>l 2~ [p])

kvadrat uchhad haqgigiy o‘zgaruvchi A ning ixtiyoriy givmatida manfiy
cmasligidan kelib chigadi.

1 ‘.X‘
l<tl. 5 -2

deb belgilab olsak, quvidugi tengsizlikka ega bo'lamiz:

He nepn Hnep ,

2 |l *"— <Y Iuf ZW" < 2\”
Y Kol K ko

(33) tengsizlikka asosan

< A N :
pIUTAE ENENDTS
A ot ™% k il

Bu tengsizlikning o'ng tomonida vaginlashuvchi sonli gatorning
goldig’i turipti. shuning uchun ham yetarli katta # uchun chap to-
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mondagi yig'indi x ga bog'liq bo'lmagan holda yetarlicha kichik bo'-
ladi. Bundan Gilbert—Shmidt gatorining absolyut va tekis yaginlashishi
kelib chigadi.

4- §. Bichiziqli gator

1. Simmetrik yadro uchun bichizigli qator. Bichizigli

S0, (x)e, () |
Z ) (36)
=1 A’
qator avvalgi paragrafda kiritilgan bo* ]lb bundagi t’l } va {(on(x)}
ketma-ketliklar k(\ _V) simmetrik yadroning xos sonlan va xos
funksiyalarining sistemasi edi.
Eslatib o'tamiz, bichizigli qator K (x.y) yadroning {(pﬂ(x)}
ortonormal sistemalar bo'yicha Furye gatori sifatida hosil qilingan ed.
Bichizigl (36) qgator asosiy kvadratda o‘rtacha yaginlashadi va
uning yig'indisi berilgan K(x,y) simmetrik yadroga teng bo‘ladi.
Bizga ma'tlumki,

o, (x)o, (v), k=1.2,.. (37)

funksiyalar sistemasi asosiy kvadratda ortonormal bo‘ladi. K(x,_v)
yadroga (37) funksiyalar bo‘yicha uning Furye gatorini mos gilib
qo'yaniz:

X y)~i/\,,¢n(x)¢,.(y).

n
Bu gatorning koeffitsientlarini hisoblaymiz:
h b

A, = (K(x3)0, ()0, (1) = [ [K(x.v)0, (x)p, () dxdy =

o

h h
= Jo, (x)dx [K (x.y)p, (3)dv.

. I «“
(p”( ) funksiya K (x, L) yddloning xo0s funksiyasi bo‘lgani uchun
avvalgi tenglikdagi ichki mtcgml }_q, ,(x)ga teng bo'ladi. Bunga asosan

. J‘q)" X clr——"(/),," PR

/1
XV z(pn)L

n
nel n
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Bichizigh gator K(x,'v) yadroning (37) funksiyalar bo’yicha
Furye gatoridan iborat ekanligi kelib chigdi. Har qanday Furye qatori
mos sohada o'rtacha yaginlashuvchi bolgani sababli. tekshirilayotgan
holda asosiv kvadratda o'rtacha yaginlashuvchi va uning yig'indisi shu
kvadratda kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘ladi.

Endi ushbu

L(x"}r) - K(xa};) _ Z q)n (.’( ,)nq)n (} )
n-l Yy
yadroni tuzamiz. Ravshanki, bu yadro asosiy kvadratda kvadrati bilan
jamlanuvchi bo'ladi. L(x,_v) vadro xos sonlarga ega cmasligini
ko rsatamiz. Shu magsadda bir jinsli

h
-4 jL(x, vig (i =0. (38)
yoki “

b ’
° I (/)n X " -V
t//(x)—»-ikw+)LIZ—()1(/)—()w(y)({1" =1 (39)
ahl )
integral tenglamani tekshiramiz. (39) tenglikdagi gatorni hadlab
integrallash mumkinligini isbotlash qivin emas. Hagigatan ham, deyarli

barcha x € {a. b) lar uchun
b

sz(x,y)dy

integral mavjud va bu x lar uchun (33) tengsizlikni isbotlaganda (36)
gator y ning funksiyasi sifatida qaralgan ]\"(x,y) yadroning {(p,, (V)
funksiyalar bo‘vicha Furve qateridan iboratligini ko'rsatdik. Bunday
qator y bo'yicha o'rtacha yaginlashadi va bizga ma’lumki, bu qatorni
avval kvadrati bilan jamlanuvchi ixtivoriy funksiyaga ko paytirgandan
so'ng hadlab integrailash mumkin. Biz tekshirayotgan holda bunday
funksiya l//(_V) dan iborat.
(39) tenglamada hadlab intcgrallashni bajarib,

v()-2kw 232N (920w
ol "

tenglamani hosil gilamiz. Gilben Shmidt teoremasiga asosan

Ky = Zl/_w"q,” )
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(40) tenglamadan darhol l//(_r)z() ckanligi kelib chigadi. Shunday
gilib, (38) tenglama ixtiyoriy A uchun fagat trivial yechimga ega
bo'ladi, bu degan so‘z L(X,y) yadro xos sonlarga cga emas. Xos
sonning mavjudligi hagidagi tcorcmaga asosan L( X, 1‘) = () va, demak,

an,, ) @)

wol n
Shu bilan yugonda bayon gilingan fikr isbot bo'Idi. (41) tenglikni
K(x,y) ga ko'paytirib asosiy kvadrat bo'yicha intcgrallasak, ushbu
», b b

= [[&* (x.x)dxdy = M (42)

" oo

n-1l /‘
formula hosil boladi.
Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz,
Teorema. (/)”()c)} — ortonormal funksivalar sistemasi va {/1” ;
shunday haqigiv sonlar ketma-ketligi bo Isinki,

qator yaginlashsin. U holda (36) qgator asosiy kvadratda o‘rracha
yaqinlashadi va uning yig'indisi simmetrik yadroga teng bo'lib, A,
sonlar va (/)"(x) Sunksivalar bu yadro uchun xos sonlar va xos
Sunksivalar sistemasini tashkil giladi.

(36) qatorning yaginlashuvchiligi Riss—Fisher teoremasidan
darhol kelib chigadi. Endi

32N )

A

n-l "
deb hisoblaymiz. (43) qatorning kvadrati bilan jamlanuvchiligi va
simmetrik ekanligi ravshan. (43) tenglikni /Lugf)m(y) ga ko'pavtirib, y
bo‘yicha ¢ dan b gacha integrallaymiz. Biz yugorida hadlab integrallash
mumkinligini aniglagan edik, bu amalni bajarib, natijada

@, (x)=4, J/\ (x.v)p, (v)dy

tenglikni  hosil gilamiz. Bundan A, va gom( v) (43) yadroning xos
soni va unga mos xos funksiyasi ekanligi kelib chigadi.

Faraz gilaylik, bu yadro ¢, (x) funksiyalarga ortogonal bo’lgan
yana bitta (/)(_r) xos funksiyaga cga bo'lib, 4 unga mos xos son
bo'lsin, ya'ni
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p(x)=41 /:[K(.\', yye(y)dy

o
I\"(.\‘,)') yadroni uning (43) ifodasi bilan almashtirib va hadlab

integrallab, natijada
)23 22), (=0

ol

tenglikka ega bo'lamiz. Bundan ddrhol {(/)',(_r)} lunksiyalar (43)
yadroning xos funksiyalari sistemasini tashkil gilishi kelib chiqadi. Shu
bilan teorema isbot bo*ldi.

2. Iteratsiyalangan yadrolar uchun bichizigli gatorlar. Gilbern—
Shmidt formufasini ushbu

JK (x.0)h(t)dr -~ Zé—(p”(x) (44)
n=l 7

ko' rinishda yozib ol.nm/ K(t V) yadro tayin y da ¢ bo'yicha barcha
v lar uchun kvadrati bilan jamlanuvchi bo'ladi. Shuning uchun ham
h{t)=K{1.y) deb hisoblaymiz. U holda h(1) funksiya Furye
qatorining koeffitsientlan

h—j/\ Ly)e, (1)dr

formula bilan aniglanadi. I&( 1) yadro simmetrik va ¢, (x) bu
yadronin;: xos funksivasi bo‘lg:.lm mhun avvalgi formuladan

h —jK 1), (1)dr = Il\ v, (1 )drzj% ()

"

tenglikni Imsll qllamw (44) (ulbgrt—Shmldl formulasiga asosan

. P, X y
K. ( IK vt )K (¢, y)dt -Z—(—lm (45)
formulaga ega bo' [amiz. Gilbert—Shmidt twrunasnga binoan (43)
gator deyarli barcha y lar uchun x bo‘yicha o'rtacha yaginlashadi.
Qator simmetrik bo'lgani uchun deyarli barcha tayin x larda 3 bo'yicha
ham o'rtacha yaginlashadi. Bundan tashgari, (42) formulaga asosan

= |
n|/’14

gator yaginlashuvchi bo'lgani uchun (45) gator asosiy kvadratda
o'rtacha yaginlashuvchi bo'ladi.

153



Agar (44) formulada h(7)= K, (/. v) desak. xuddi shu yo'l bilan
b

K, (x.y) =j1< K, (1,3 di = Z_%_)

n=l ]

bichizigli qatorni homl qllaml/ [nduksiva usuli bilan

K, (x.y) IK x K, (1,y)di

tenglikda #(f)=K, ,(f y) deb hieobla%ak umumiy

Z 9/’” ‘/),1 (}

m m
n=l| i

lormulani hosil gilamiz. (46) gator asosiy kvadmlda o‘rtacha yaqin-
lashadi. shu bilan birga bu gatorning o‘zgaruvchilaridan bittasining
deyarli barcha tayin giymatlarida ikkinchi o*zgaruvchi bo'yicha o rtacha
yagintashuvchi bo'lishi Gilbert—Shmidt teoremasidan kelib chigadi.

(46) formula K, (x,v) yadroning ¢ (v) funksiyalar bo‘vicha
Furye gatoriga yoyilishini ko l‘Sdlddl Bu holda ushbu

b
qon X -2 f
Z un - Ik m ()t,_}"ﬂl‘
n | "
yopiglik tenglamasi o'rinli bo ladi. Bu yerda yozilgan gatorning hadlari
musbat va uni hadlab integrallash mumkin. Xos funksivalarning nor-

malangan ckanligini e’tiborga olsak, quyidagi formulaga ega bo*lamiz:

© b oh
2 Alz,,, = _”K,,, (x,}")dxdy.
n=| n

a a

Bu formula simmetrik yadro xos sonlarini ayrim taqribiy hisoblash
usullarining asosini tashkil giladi.

I banddagi teoremadan (46) formula, itcrasiyalangan yadrolarning
bichizigli qatorlarga yoyilmasi ekanligi kelib chigdi.

Agar K (x,v) simmetrik yadro bo'lib, Il hobdagi (65) sharmi
qanoatlantirsa, (46) qator m23 bo‘lganda asosiy kvadratda absolyut
va tekis yaginlashuvchi bo ladi.

Haqgigatan ham, A sonlar absolyut giymatlarining o'sish tartibi
bo‘yicha joylashgan bo‘igani uchun

(46)

S AC RS P ()] e (»)]
;1. Al 4 A 4

n+1
tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Koshi tengsizligi va (33) tengsizlikka asosan

m 2

k n+l
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A; I4]" —|/1M""1§1. A MAZ. Al f‘
1 wk(*)| f (fpk O
/u..) 2 z m 2
R

k-1 —lﬂ

n-l

n!

.,

Bu lt,ngswlikdan ot T >0 uchun yuqondagl fikring to'g'n
ekanligi kelib chigadi.

Bizga 11 bobdan ma'lumki, agar yadro, xususiy holda simmetrik
yadro asosiy kvadratda uzluksiz bo'lsa, ¢, (x) xos funksiyalar ham
asosiy oraligda uzluksiz bo’ladi. Demak, (46) gator tekis yaqinlashuvchi
bo'lgani uchun iteratsiyalangan yadrolar uchinchisidan boshlab asosiy

kvadraida uzluksiz bo‘ladi.

5- §. Simmetrik integral tenglamalarni yechish

Simmetrik integral tenglama Fredgoim umumiy tenglamasining
xususiy holi bo‘lgani uchun bu tenglamani yechish uchun 11 bobda
bavon qilingan umumiy usullardan foydalanish mumkin. Biz bu yerda
masalani boshgacharoq o yamiz: simmetrik integral tenglamaning xos
sonlari va xos funksivalari ma’lum bo'lganda uning yechimi topilsin.

Simmetrik

b
- /lJK (x,») o(»)dv=f(x) 47)
integral tenglama berilgan bo‘lib, uning ozod hadi [a,h] oraligda
kvadrati bitan jamlanuvchi bo'lsin. Odatdagidek, A, A4,,...,4 ..., va

go,( ). (x)seen, (). orqali K{x,y) yadroning xos sonlari va
xos funksiyalari sistemasini belgilab olamiz. Tenglamaning yechimini

ham, tabiiy L:[a,b] sinfda izlaymiz.
Avval A xos son bo'lmagan holni garaymiz. U holda (47) tenglama
kvadrati bilan jamtanuvchi ¢{ x) yechimga ega bo‘ladi, j.K(-l\.V)‘/’(.\")d‘

integral vadro orgali ifodalanuvchi funksiyadan iborat. Bu funksiya
uchun Gilbert—Shmidt teoremasi o'rinlidir; agar <77(x) funksiyaga

. h
"“Z('”Q"(x), Cn = I(/)(X)(/),I(X)Clx

no
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Furye qaloli mos bo'lsa, Gilbert—Shmidt (coremasiga asosan

I/\ (.3 ) (» ‘/V—Z‘—ff) (48)
Bu integraining qumallm 47) l«,nglamaga q;) AL
o(x) - /127”40,,(-\‘):./'(-’6)_ (#9)
nol H

Agar ¢, koeffitsientlarni hisoblashimiz mumkin bo’lsa. (49)
tenglama, tabily izlanayotgan yechimni aniglaydi. (49) tenglamani
@, (x) ga ko paytirib, ¢, (x) funksiyalarning ortonormalligidan
foydalansak, ushbu

A 'y
( .l)i l - - = (im * (Iﬂl - J/ ( '\‘ )([)m (—\‘ )(l\’ (50)
A

. . _ A
tenglikka cga bolamiz. 4 — xos son bo'lmagani uchun —=— 10
"

bo'ladi va

A a

HJ m

&
n 2/ l

H
Buni (49) tenglamaga qo'yib, (47) tenglamaning vechimini quyidagi
ko’ rinishda hosil gilamiz:

p(x)= f(x)+ izla—i(/) (x)
n=l 4 T

yoki @, o'miga uning ifodasini qo“yﬁak

o) £+ 23[R

n-l

Endi (51) formulada yig'indi va integrallash tartibini o*zgartirish
mumkinligini ko' rsatamiz. Quyidagi

Z(p" ) ) (52)

n-|\
gatorni tckshiramiz. 40“(.)()(0”(}’), n—12,... funksiyalar asosiy
kvadratda ortonormallangan. Ushbu
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- I
Z— (53)

il \/‘” A
gator esa yaginlashuvehi bo'ladi. Hagigatan ham A — ¢ bo’lgani

‘ 4,

uchun yetarli katta n da |4, [>2[A] bo’ladi. Bundan, [Al<—= ralt
4,1 L2 . | .

(4, -4]> S VA A Endi (53) qatorning vaginlashuvchi

bo'lishi 3- § da isbotlangan Z-—-— qatorning yaginlashuvchi ckanidan

kelib chigadi. S

Riss—Fisher tcoremasidan A ning ixtiyorily xos son bo'lmagan
giymati uchun (52) qatorning yaginlashuvchiligi kelib chiqadi. 4- §
dagi mulohazalarni gaytarib, (32) gatorni avval y ning ixtiyoriy kvadrati
bilan jamlanuvchi funksiyasiga ko‘paytirib, uni hadlab integrallash
mumkinligini topamiz. Bu csa (51) I‘ormulndngi vigrindi bilan integral
o rnin almashtirish mumkinligini bildiradi, ya'ni

Plx) = f() +/1jf( )ZMM

no | L”

Bu formulani 11 bobdagi (15) formula bilan tagqoslab, (52) qatorning
vig'indisi A'{x, 1) simmetrik yadroning rezolventasi ckanligiga ishonch
hosil gilamiz, ya'ni

R(x,y: ) —Z(p”( Y)(p”( 4 ).

»nl
Bu formuladan simmetrik vadroning rcm]vcnlusi fagat oddiy qutblarga
cea ekanligi kelib chigadi.
Endi A xos son bo'lgan holni tekshiramiz, 4 = /1,, = /1,»»1 =..= /1‘,
boIsin. Shunga qaramasdan (47) tenglama echiladigan deb hisoblasak,
biz yana (50) munosabatga kelamiz. Agar m son p, p+ L. g

. . . A :
sonlarning birortasi bilan ustma-ust tushmasa, 1 - —=#0 bo'ladi va
A

"

. At N :
avvalgidek ¢ ______=, Agar mson p, p+ 1...., ¢ sonlarning birortasiga

bHT
teng bo'lsi, (50) munosabalga asosan ¢, =0 bo'ladi, yoki
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b
J‘f(.x‘)gom(x)dr =0, m=p,p+1,...q. (54)

Shunday qilib, agar A xos son bo‘lsa, integral tenglama yechimga
cga bo'lishi uchun uning ozod hadi berilgan x0s songa mos yadroning
xos funksiyalariga ortogonal bo'lishi zarur.

Agar (54) shartlar bajarilsa, m = p, p+1,..., ¢ giymatlarda (50)
tenglama ayniyatga aylanadi. Bu holda, (47) tenglama cheksiz ko'p
yechimlarga cga bo‘ladi va ular ushbu

) of: ) a 44
gp(.\‘) =f (r) + AZ 1_"_/1(0" (\’) + ch ; (\) (55)
n-d n n=p
formula bilan aniglanadi. Bu formulaning birinchi yig'indisidagi shtrix
n=p, p+1.. g nomerli hadlarni tushirib goldirish kerakligini
bildiradi. bu giymatlarda a, surat va A — A maxraj nolga aylanadi;
ikkinchi yig'indidagi ¢, koeffitsicntlar ixtiyoriy o*zgarmaslardir,

Shunday gilib, biz quyidagi natijaga keldik: agar A ning givmati
xos son bo'lib, bu xos songa mos

q)/i ('x)" (0/)'1 (X), U (/)q (X)
xos funksivalar bo'lsa, (47) tenglamaning yechimga ega bo'lishi uchun
uning ozod hadi yadroning mos xos funksivalariga ortogonal bo lishi
zarur va yetarlidir.

Bu natija 1 bobda isbotlangan Fredgolmning uchinchi teoremasiga
to’la mos keladi, chunki bu holda bir jinsli qo'shma integral teng-

lamalar ustma-ust tushadi.
Misol. Ushbu

I
p(x)—4 JK (x.v)p(y)dy =cosx
0
tenglama yechilsin, bu yerda
I+x}y, 0<x<y
K(x,y)= ) .
[+y)x, »<x<lI.
Bu tenglamaning xos sonlari

~ a
A=l A =-nm, n=12,..
sonlardan, bularga mos xos funksiyalari

¢, (x)=¢", @, (x)=sinzx+nrcosax, n=12,..
funksivalardan iborat.
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N L) . R . ..
Agar A #1 va A # —n 71" bo'lsa, berilgan tenglamaning vechimi

v
a,e a :
p(x)=cosmx— A} -+ Y ———(sinnzx + nrcosnrx)
A-1 S A+nm

formula bilan aniglanadi. o, va «, kocffitsientlarni (50) formulaga

asosan hisoblayniz:

1]

1
. 1 +¢
a, = Ic cosmydx = - ———,
1+ 7

0

| ’ 0. n#l,
a, = jcos zx(sinnrx + nrcosnax)dx = l
)

T
—, n=1.
2

Demak, yechim
l_

1475 A1 2(/1+7r2)

ko'rinishga cga bo'ladi.

A=1 va /1:—%')'(!131) bo‘lganda tenglamaning ozod hadi.
ya'ni coszx funksiya mos @, (x)=e', ¢ (x)=sinzx+rcosmy
xos funksiyalarga ortogonal bo‘lmagani uchun (englama vechimga cga
bo*tmaydi.

Agar A=-n"7° bo'lsa, bunda #2=2.3,.... berilgan integral
tenglama cheksiz ko'p yechimlarga ega bo'ladi va yechimlar (55) ga
asosan quyidagi formula bilan ifodalanadi:

p{x)=coszx+ SinzX + 7COS7TX)

l+e e

p(x)=cosmx+ 4

Py

S (sinzx+meosax) |+
I+7° A-1 2(/1+/z“)

+C{sinnzx +nrcosnmx),
bu yerda C — ixtiyorily o‘zgarmas.

6- §. Simmetrik yadrolar klassifikatsiyasi (tasnifi).
Merser teoremasi

K{x,y) — simmetrik yadro va #(x).q(x)-[a.b] oraligda
kvadrati bilan jamlanuvchi funksiyalar bo‘lsin. Bichizigli
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2
Z QX (aik - a"")

(a, — haqiqiy sonIztr)i‘;‘;o-lrnullugzl o' xshash
bh
J(h.q) _“K o (x)g () dudy (56)
bichizigh ﬂmksion.llni Itk\hil‘ldt‘llil Gilbert—-Shmidt teoremasini qo'llab,
IA X, v )h(x)dx —Z h‘ (57)

tenglikni hosil qll imiz, bu vuda

h, —Jh ,\ a'\

h{x) funksiyaning K (x. 1) yztdm {(pA (\)} xos funksiyalari sistemasi
bo'yicha Furye koeffitsientlari. /

(57) tenglikning har ikki tomonini ¢ y) ga ko paylirib, y bo‘yi-
cha ¢ dan b gacha integrallaymiz va q(.\' funksiya Furye qatorining
koeffitsientlarini ¢, orgali belgilab olsak, ushbu

h b

- 4,
[ K (xov)h(a)g () ey = 3 0 (58)
o a A=l A’k
tenglikni hosil gilamiz. li(x):q(.\'} bo'lganda kvadratik formaga
o’xshash

h b
J(h.h)= le\ x v () () dxdy —Z—— (59)

formulaga cga bo famiz. Bu formulaga asosan smnmmk yadrolar
tasniflanadi.

Simmetrik yadro barcha xos sonlarining mushar  ho‘lishi uchun
barcha h(_\‘) kvadrati bilan jamlanuvchi funksivalar uchun J{hr)>0
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Haqgiqatan ham, agar barcha A, >0 bo'lsa, (59) tenglikdan
J (h,h) > ()} bolishi kelib chigadi. Endi xos sonlardan bittasi, masalan
A, <0 bolsin. /z(x) =, (1) deb olamiz. Xos funksiyalar ortonormal
bo'lgani uchun /1 — 1. boshgalari csa, /i, =0 (£ >1) bo'ladi. Bu

!
holda (59) ifoda 7 ga teng bo'lib, J(h,h) <0 boladi.

Agar J{hh)20 (hel,) bo'lsa, K{x.y) yadro musbat,
S ) >0 bo'lsa, yadro aniq musbat deyiladi.
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Xuddi shunga o‘xshash yadroning manfly va aniq manfiyligi
ta’riflanadi.

Merser teoremasi. Agar simmetrik yadro asosiy kvadratda uzluksiz
bo'lib, uning xos sonlari mushar bo‘lsa, bu yvadroning bichizigli gatori
absolvut va tekis yaginfashuvehi bo ‘ladi.

Awvalo (36) bichizigli gatorning absolyut va tekis yaginlashuvehi
bo’lishini ko'rsatamiz. Shu magsadda K ( x, .\')2 0 tengsizlikni, ya'ni
teoremadagi shartlarni ganoatlantiruvehi yadro x =y diagonalda
manfiy cmasligini isbotlaymiz. Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni
diagonalning biror (x(,, (,) nuqtasida K (x 1) yadro manfiy bo'lsin.
U ho]da yadro uzluksiz bo'lgani uchun bu nugtaning biror
O x,—e<x<x,+¢& x,—¢<y<x, +¢ atrofida ham manfiy
bo* lddl Uzluksiz. /1( ) lunksiyani quyidagicha aniglaymiz:

I, X, —&Sx<x, &,
h(x)=
‘ 0, usx<x,—¢, x,+&<x<bh.

U holda
J(h,h)= ” K (x, 3 )dxdy < 0.
5

Bu tengsizlik /\"(.\‘,v\v‘) ning musbat yadro ckanligiga garama-
garshidir. Ushbu

m - )
K*(x,_l’)zK(.\‘.)‘)—ZM-"—(—)—) (60)
k-1 /I'/\'
ayirmani tekshiramiz. I\'(x, _V) yadro simmetrik va uzluksiz bo'lgani
uchun bu ayirma ham simmetrik va ixtiyoriy m uchun uzluksiz bo'ladi.
(60) ifodani yadro deb garasak. u uzluksiz, simmetrik va barcha xos
sonlari musbat bo'ladi. Shuning uchun ham, isbot gilganimizga asosan
n (/)h x
K™ (x, A\‘) > () yoki Z%_) <K (x, x)
k-1 h
boladi. Bu tengsizlik har ganday m da o'rinli bo'lgani uchun, hamma
hadlari musbat bo'lgan

Z':q);(x)
- ©hH

ool A’[‘-

qator ixtiyoriy x, ¢ <x<h uchun yaginlashuvchi bo'ladi. Ixtiyory
musbat #, p sonlar jufti uchun Bunyakovskiy—Shvars tengsizligiga asosan
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gcok) W] . & ()& 2 () .
k=nal /1,,‘_ kenvl /1/\- k=n+l /lk

tengsizlik o'rinli bo‘ladi.
Bunga asosan tayin y uchun

=, (x)o, (MV)
)

gator x ga nisbatan absolyut va tekis yaginlashadi, tayin x da esa, y
ga nisbatan absolyut va tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu gatorning
yig'indisini §(x,y) orqali belgilab olamiz. §(x,y) tayin xuchun y
ga nisbatan uzluksiz va aksincha bo'ladi.

Endi § (.x‘,_v) =K (x,y) bo‘lishini ko*rsatamiz. Yugorida yozilgan
gator yaqinlashuvchi bo‘lgani uchun ixtiyoriy musbat ¢ uchun shunday
musbat 7, son topiladiki n > n, bo’lganda

Z (p,( ) } dxdx < ¢ (63)

aal k=n+l

bo‘ladi. (63) ga asosan

II[S(x,y) -, (x,)-’)]zdxdv <&

o a

tengsizlik o‘rinli bo'ladi, bu yerda

) y z (pn (Pn

N
lkkinchi tomondan (41) formuldga asosan, yetarli katta g, dan katta

bo'lgan barcha » lar uchun
b b

I.[K (x.y)-®, (x,y)]zdxdy <

aa
tengsizlik bajariladi.
Agar
n> max(no, nn)
bo‘lsa, u holda

].']IS(-\’,J/) -K(x, y)]2 dxdy = }.].[S(x,_v) -, (x,v)-
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b h

(K (xy)-o, (.)c,y))]2 dxdy <2 I‘ﬂ:S(\’ y)—, (x,y)]zdrdl' +

[

+2 ]‘[]I K(x,y)-®, (x, _1))]2c1xdv <4de

ad a

Shunday qilib, deyarli barcha {as.\’, ySh} kvadratda
S(x.p)=K(x,¥) bo'ladi, ya'ni

4 ]
K(x.,v)=z——(/)"(xm )
ko /1,4
Shu bilan birga, bu qgatorning absolyut va x, y o'zgaruvchilarning
har biriga nisbatan tekis vaginlashuvchi bo'lishi isbotlandi.

Endi (64) qatorning har ikki o‘zgaruvchilarga nisbatan bir vagtda
tekis yaginlashuvchi bo'lishini ko'rsatish qoldi. Buning uchun (62)
tengsizlikka asosan (61) qatorning tekis yaginlashishini ko*rsatish
yetarlidir. Hozirgina isbotlanganiga muvofig

K(x,x)= ZM

Al /lk

(64)

va K (v, x) funksiya uzluksiz.

Matematik analizdan ma’lum bo'lgan Dini teoremasiga asosan,
agar gatorning hadlari musbat funksiyalardan iborat bo'lib, gatorning
yig'indisi uzluksiz funksiya bo'lsa, u holda bu qator tekis yaginlashuvchi
boladi. Shu bilan Merser teoremasi to'la isbotlandi.

Lzoh. Agar simmetrik yadroning chekli sonda manfiy xos sonlari
bo'lsa, (64) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishini o' zgartirmaydi, chunki

" i S
manfiy xos sonlarga mos M_) hadlarni chigarib tashlangandan

so'ng, yadro musbat bo'lib goladi.
Shunday qilib, simmetrik yadro chekli sonda manfiy xos
sonlarga ega bo'lsa ham, Merser tcoremasi o‘rinli bo'ladi.

7- §. Xos sonlar va xos funksiyalarning
ekstremal xossalari

Agar lz(y) funksiya [a.b] oraligda kvadrati bilan jamlanuvchi
bo'lsa, Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan
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b v (A,
Kh= _[K(x.)*)lv(_\')z(\'—'z(—%dq)k (x)
1 h- k
Bu tenglikning har ikki tomonini /2(x) ga skalyar ko'paytiramiz. Bu
verdagi qator o'rtacha yaginlashuvehi bo'lgani uchun. skalyar
ko'paytmani hadlab bajarish mumkin:
(Knm:Z]@ﬁQ%w

Al /L.A

O'zgarmas (h‘f'o‘) ko*paytuvchini skalyar ko paytma belgisidan

. . . /'A
tashqgariga chiganib,

- 3
[(ho)]
- - &
(Kh, h)= Z—— (63)
k k

tenglikni hosil gilamiz. Odatdagidek, A, sonlar absolyut giymatlarining
o'sishi bo'yicha joylashgan bo'lsin, shu sababli, eng kichik absolyut
giymatga A, son cga bo'ladi. Bu holda (65) formuladan

|I\h/1 _‘ IZ( he, il

tengsizlik kelib chigadi. (A, ) sonlar fi(x) funksiyaning {‘/’x(-")}
sistema bo'yicha Furye koeffitsientlari bo*lgani uchun 11 bobda
keltirilgan Bessel tengsizligiga asosan

Al
|( Kh, h) SM

Al
Normalangan /1(.\‘) funksivalar uchun bu tengsizlik

, |
|
ko'rinishga ega bo'ladi. i{x) =, (x) bo'lganda (66) tengsizlikda
tenglikka erishiladi. Hagiqatan ham, ¢, {x) funksiya K (x,v)
vadroning A, xos soniga mos kelgan normalangan xos funksiyasi bo'lgani
uchun
¢ (x)=A,Ko,

boladi. Oxirgi ifodani (/)]( ) ga skalyar ko*paytirib, quyidagi tenglikka cga
bo'lamiz:
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n

B
(K(/)w (/)1):@:?'.

Shunday gilib, quyidagi xulosaga keldik. Normalangan funksivalar

10 ‘plamida | Kh, h)‘ migdor —1~ gu teng ho'lgan maksimumga ega
/"l
ho'ladi. Bu maksimumga h(x)=,(x) bo'lganda erishiladi.

Endi birinchi m-1 xos funksivalarga ortogonal bo*lgan normalangan
i (x) lunksiyalar 1o plamini tekshiramiz:

"h““ L, (h’q)l) :(}7a§03)=---:(/7,(/)m 1): 0

Kh= ZM@ (\)

k om k

Bu holda

Yugqorida bayon gilingan mulohazalarni takrorlab, ushbu xulosaga
kelamiz. Normalangan va K (x,3') vadroning birinchi m—1 1 xos

Junksivalariga ortogonal bo ‘lgan funksivalar 1o ‘plamida |( I\'/z./z)‘ miqdor,
I : o .
T s teng bo'lgan maksimumga ega bo‘ladi. Bu maksimumga
I A
hlx)— xX) bo'lganda erishitadi.
‘./)l"

Keltirilgan xulosalar simmetrk yadroning xos sonlari va xos
funksiyalarini hisoblashda variatsion hisoblash usullarini qo*Hashda katta
ahamivatga cga.

8- §. Simmetrik integral tenglamalarga keladigan
integral tenglamalar

Simmetnk yadroli Fredgolm integral tenglamalarining ajoyib xossalari
berilgan integral tenglamani iloji boricha simmetrik yadroli integral
tenglamaga keltirish magsadga muvofigligini ko'rsatadi. Ayrim hollarda
bunday keltirishni sodda usullar bilan amalga oshirish imkoni bo'ladi.

I. Fredgolmning ikkinchi tur integral tenglamalari. Ushbu

o) 2[K (5 ) (o) = 1(1)

integral tenglamani tekshiramiz, bu yerda K {x,y) - -haqigiy simmetrik
yadro va p(x) >0 bo'lgan [a, l)] oraligda aniglangan funksiva. (67)

tenglamaning har ikki tomonini «7(Y) ga ko'paytirib, yangi
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V/(x):,/p(x)qo(x) noma’lum funksiya kiritsak, (67) integral

tenglama ,
~AfL(x.2) w(¥)dy=p(x) ()

ko'rinishga keladi, bu‘ﬁdagi

L(x.y)=K(x,y){p(x)p(»)

yadro simmetrik yadrodir.
L(x,y) yadroning xos sonlari 4, va xos funksiyalari t//,((x.)
bo'lsin. v, (r) funksiyalarni ortonormal deb hisoblaymiz, ya’'ni

L, Q=
x dx = "
I Vi ) {0, i# J.
v, (x)=0, (x) p(x) tenglikni c'tiborga olsak, K (x,v)p(v)
yadroning xos funksiyaldri p(x) vazn bilan ortonormal bo’ladi:

L, i=/
_[1” ¢, (x )d*‘{ !
0, i#j.
Mexamkanm;, bir gator masalalari, masalan, aylanuvchi valning
kritik tezligi, to'sin (balka)ning ko‘ndalang tcbranishi va boshqalar
(67) ko‘rinishdagi integral tenglamaga keladi.
Umumiyrog holda, ya'ni yadrosi simmetrik bo‘lmagan

o(x) = A[ K (x.) @(¥)dv=1(x) (68)

integral tenglama benlgdn bo‘lsin. Uni K( ,u) ga ko'paytirib, x
bo* ylt.ha a dan b gacha mtz,grallaym]? ndlljddd ushbu

_[K x,z)p(x)dx — le (x,2) deK x,y) o(y)dv=

b a
= JK x,z)f (x)dx
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglamaning birinchi qo‘shiluvchisida va

o‘ng tomonida x ni y ga, zZ ni x ga, ikkinchi go‘shiluvchida esa, x ni g
ga, z ni x ga almashtirib, uni

b b
JLK (5) = 2K, (2. 0) Jolv)els = [K () £ ()b (69
ko*rinishda yozish mumkin, bu yerda ¢
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h
K, (x,y) =J‘K(z,x)K(z,y)dz.
. a
K L(x,}') ni K (r, y) vadroning chap iteratsiyalangan yadrosi
deyiladi. Ravshanki bu yadro simmetrik. (69) tenglamani -4 ga

ko‘paytiramiz, so'ngra (68) tenglama bilan go‘shib, yangi Fredgolm
integral tenglamasiga ega bo‘lamiz:
b

¢(X)—1I[K(x,y)+ K(y,x) ~- AK, (»x,_v)](p(y)dy =

- lj K{(v.x)f(vy)dv.

a
Bu tenglamaning yadrosi simmetrik bo‘lib, yana A parametrga ham
bog‘ligdir. Xuddi shunga o‘xshash (68) tenglamaga go‘shma bo‘igan
/

— AJ‘K(y’x) u](y)c]}; = g(x)
u
tenglamaga asoslanib, simmetrik yadroli boshga

()= A [ K (5o0)+ K (300) 2K, (500 o () =

= g(x iIny g(y)dy

integral tenglamani hosil qilami7 bundagi

X}) IK x,z) (y,z)dz

yadro K (x,_v) yadroning o‘ng iteratsiyalangan yadrosi deyiladi.

K, va K, simmetrik yadrolarni Kiritish, simmetrik yadroli
integral tenglamalar nazariyasining ko‘p natijalarini umumiy
ko‘rinishdagi tenglamalarga o*tkazish imkonini beradi. Shuni yodda
tutish kerakki. har ikki K, va K, yadro musbat bo‘ladi, chunki

TIK L ye(x)e(y)dxdy =
=T”K (2.%)K (z,y)o(x)o(y)drdydz =
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b b b

Idz [[& (20K (z.9)0(x)o( y)ddy =

oo

b

Al

jK(z,x)q)(x)dr dz >0,

o |

xuddi shunga o*xshash ifoda K, (x,1'} vadro uchun ham kelib chigadi.
K, va KN, yadrolarning bir m l\dl‘l‘dll bir xil sondagi musbat xos
sonlarga ega bo‘lishini ko'rsatish giyin emas.

Bundan tashqari, agar K '(.x }) yadroning A7 xos soniga mos
xos funksiyasini }/(.\‘) orqgali belgilab ofsak,

h
= IK (x,v)y(v)dy (70)
funksiva A ,(x,)) yadroning o'sha A% xos soniga mos xos funksiyasi

bo'ladi. Aksincha, agar ,u(\) funksiya KR(A\',}') yadroning A xos
songa mos xos funksiyasi bo'lsa,

b
= lJ.K(y,x) w(v) dv 7n

ol
~ - - . 4 . . .
funksiya K, (x,y) yadroning A~ xos songa mos xos funksiyasi bo'ladi.
Hagigatan ham, xos son va xos llmksiyal'lmim, (a'rifiga asosan:

() =l:jK (x.)y()dv=A jK (z.: c/.jk =) y(y)dv.

Agar (7()) tenghikni ¢ tlbor;_,a ()]Sdk avvalgi lcn;:hkddn

y(x)=4 jK(:,x)y(:)d:
tenglik kelib chigadi. Bu ifodu[ﬁi (70) tenglikka qo*yamiz, u holda:

h h
=1’ IK(X,}')(/_\'J.K(:,‘\*)/z(z)dh -
b “ h “
=17 J//(z)dz JK(x,y)K(z,y)dy —
o h o
=;l,j K. (x,z)p(z) d=.
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~ . - . o
Demak. z(x) funksiya K, {x,z) vadroning A° xos songa mos
xos funksiyasi ckan. Teskarisi ham xuddi shunday isbotlanadi.
Endi, K,(x,3) va K,(x,1) yadrolarning spektri

2042 42
Y R S
sonlardan tashkil topgan bo‘lsin, shu bilan birga
0<A <A <A

N, (.\',)‘) vadroning bu xos sonlarga mos ortonormal xos funksivalari

() g () 2, (X) s
I\',.(x,y) vadroning (71) formula yordamida hisoblangan xos funk-
siyalari

7 (%), 7 (x), 7 (%)

bo'lsin. Bu oxirgi funksivalar ham ortonormal sistemani tashkil giladi.
Hagigatan ham,
b hhbh
J‘}/, () (x)dv - A4, j_”l\ (vox)K(zox) (v, (=) dxdvdz =

o od

h h
=AA, ‘”KR (voz)ae (0)pe, (2)dvd=

. - oo ) 2 . . .
H, (,l‘).funksnyu I\R(}‘,:) vadroning /1, X0$ songa mos xos funksiyasi
bo’lgani uchun

h
i (v)=2 IKR(_V,Z)/tj(z)dz

. N . N il . P . . . .
tenglik o'rinli bo'ladi. Bunga asosan, oldingi ifoda quyidagicha voziladi:

h ;b 0, i#].
fror, (de =2 fu (), (=4 077
. A8 Loi=]

K, va K, yadrolar musbat bo’lgani uchun, ularni asosiy kvadratda
uzluksiz deb hisoblasak. Merser 1coremasiga asosan absolut va tekis

vaginlashuvchi

K, (x.y)= ZM(‘_) K,(x,0)= ZM

-

= A I A
bichizigli gatorlar bilan ifodalanadi.
2. Fredgolmning birinchi tur integral tenglamalari. Fredgolmning
ikkinchi tur integral tenglamalan nazarvasidan fargli ravishda, bi-
rinchi tur
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(e olr)dv= (3 ™

integral tenglamalarini o‘rganishda muhim qiyinchiliklar kelib chigadi.
Agar K (x, y) yadro simmetrik bo'lsa, uning A, xos sonlariva ¢, (x)
xos funksiyalarini aniglay olsak, ya'ni agar (72) tenglamaga mos
ikkinchi tur

o(1)- 4] K (x.3) 0(»)dv = 1(2)

e

tenglamani to‘la o‘zlashtirgan bo‘lsak, bu holda Gilbert—Shmidt
teoremasi (72) tenglamani L, fazoda sodda va mukammal tekshirish
imkonini beradi. Gilbert—Shmidt teoremasiga asosan (72) tenglamaning
yechimga ega bo'lishi uchun f (x) funksiya K (x, y) yadroning
{gok (xﬁ xos funksiyalari bo'yicha

o h

()= ae(x). a=[f(X)p(x)dx @

k=1 a
Furye qatoriga yoyilishi zarur. Bu shart bajarilganda (72) tenglamaning
@(x) yechimini

p(x)= gck(ok (x)a C = ]‘(/)(x)(pk (x)dx (74)

ko‘rinishda izlaymiz. (74) ifodani (72) ga qo'yib, ¢, (x) funksiyalar
K (x, y) yadroning xos funksiyalari e¢kanligini. ya'ni

b
b (x) =4 JIK(xsy)‘ok ()’)d}’
tenglikni e’tiborga olsak, ‘
C =al, (75)
tenglik kelib chiqadi. Demak, (74) yoyilmaning koeffitsientlari (75)

formula bilan aniglanadi. Riss—Fisher teoremasiga asosan (74)
gatorning yaginlashuvchi bo'lishi ushbu

N 22 ,
2ak (76)
k=l
sonli gatorning yaqinlashishiga bog'liq.
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Agar simmetrik K (x, y) yadro xos funksiyalarining {(/)k (\’)lt
sistemasi yopiq bo'lsa, K (x, y) yopiq yadro deyiladi. f (x) funksiya
L, [a. b] sinfga tegishli bo'lsin. Endi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. (76) qator yaginlashuvchi bo‘lgani holda va faqar shu
holdagina yopiq yadroli birinchi turdagi (72) tenglama yechimga ega
bo‘ladi va bu yechim L, [a. b] sinfda yvagona bo‘ladi.

Isbot. (72) tenglamaning kvadrati bilan jamlanuvchi (o(x) vechim
mavjud bo‘lsin. U holda

h (b

0= (5o (x)ee = ) [ (x.) ()b b, () =

13

:j j K (x.2)0, (x) e po(3)dy = = @, (v) () -

yoki

,f (P (v)dy = a4, )

Bu tenglikdan «, A, sonlar (p(x) funksiyaning Furye koeflitsientlari
ckanligi kelib chigadi. Ma'lumki, bu kocffitsientlar kvadratlaridan
tashkil topgan (76) gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur. Aksincha,
(76) gator yaqiniaxhuvchi bo'lsin. Bu holda Riss— Fisher teoremasiga
asosan. yagona ¢ x eLﬂ[a b] funksiya mavjud bolib, bu funksiya uchun
a, A, sonlar {(ok (x )} funksiyalar sistemasi bo'yicha Furye
koeftitsientiaridan iborat bo‘ladi, ya’ni (77) tenglik barcha k ¢k = 1,2,3,...)
lar uchun bajariladi. Bu (/)(x) funksiva berilgan (72) tenglamani
ganoatlantiradi. Haqigatan ham, (p(x) funksiyaning tuzilishiga asosan
f(x) va _[K(x,y) o(y)dy funksiyalar K (x, y) yadro xos funksiya-

larining to'la {(/)k(x,v)} sistemasiga nisbatan bir xil Furye koeffitsi~
entlanga ega. Demak, bu funksiyalar L, fazoda aynan bir-biriga teng.
Shu bilan teorema isbot bo'ldi. Agar K (x, y) yopiq yadro bo‘lmasa,
(72) tenglamaning yechimi yagona bo‘lmaydi. @, (x). ..., @, (x)
funksiyalar deyarhi hamma joyda noldan fargli va barcha {(ok(x)}
funksiyalarga ortogonal bo‘lib, (/)(x) funksiya (72) tenglamaning
yechimi bo'lsin. U holda
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A
+ > Cb(a
i1

funksiya ham (72) tenglamning yechinmi bo'tadi va aksincha, bu verda
¢ — ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Misol uchun (72) tenglamaning vadrosi ushbu

(1-x)y, O0<p<x<l,

K(x.v)=
() x(l-y), 0<x<yp<l

funksiyadan iborat bo'lsin, ya'nm tenglama

IA x0)p(v)dy = f(x)

ko rinishga cga bo’ lsm Bu tenglamaning vadrosi simmetrik va

A :(Af;z): sonlar ¢, (v) = - J2sinkay, k=12, funksiyalar uning
xos sonlari va xos funksiyalaridan iborat bo'lishini t¢ckshirib ko'rish
giyin emas. Bu tenglama
2 |

Zak/'t” =7 Z(k a,‘) .4 :\/EJ“/'(.\")sin k7w xdx

k-l )
gator yaqginlashuvchi bo*lgan holda va fagat shu holdagina /., sinfda
yagona yechimga ega bo'ladi. Bu shart hagiqatan juda ham og'ir
shartdir.

9- §. Oddiy differensial tenglama uchun chegaraviy
masalani integral tenglamaga keltirish

#~ tartibli kocfhitsientlari va ozod hadi uzluksiz bolgan ushbu

" nol v
L_vzu”{.\”)d—yﬂrl(.r) d +.. +a",(\){—+a (x)y="F(x) (78)
dx” dy” dx

#

chizigli differensial tenglamaning

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi
I bobda Volterraning ikkinchi tur integral tenglamasini yechishga
keltirilgan edi. Bu tenglama asosiy («, b) oraligning har ikki x =a va
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¢ = h chetida go'shimcha shartlar berilganda, umuman aytganda,
['redgolm integral tenglamasiga keladi. Bunday qo*shimceha shartlarning
juda ham umumiy sinfini 24 ta

.1'((1),}',' (u),.--,y(n»l)(a); y(b)’y' (l))v“,y(n 1) (b)

migdorning # ta chizigli kombinatsivasi avvaldan berilgan givmatlarini
gabut giladi deb hosil giish mumkin, ya™ni

Za !/ Zl) V['] b ¢, 1=0,1...n-1, (79)

bu ycrda a, b, ¢ -— berilgan o'zgarmaslar. Ravshanki, barcha @, va
b, biror i uchun nolga teng bo'lmasligi kerak. Umumiylikka 7iyon

yetkazmay, ¢,= ¢, = ..= ¢, ,= 0 dcb hisoblab, bir jinsli
o
Za,.,v“) Zh \'“' h). i=0.0...n—1 (80)
) Il

chegaraviy shartlarni garash mumkin. Hagigatan ham, agar v (x) funksiya
(78) tenglamaning (79) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvehi yechinmi
bo'lib, £, (x} funksiva # marta differensiallanuvchi va (79) shartlarni
ganoatlantiruvehi ixtiyorly funksiya bo’lsa, v (x) = f (x) + 7 (x) desak,
2 (x) lunksiya (80) chegaraviy shartlarni va o'ng tomoni boshga
lunksiyadan iborat bo’lgan (78) tenglaman ganoatlantiradi. (78), (80)
masala Fredgolm ikkinchi tur itegral tenglamasiga ckvivalent bo'ladi.
Bu fikrning to'g'riligini ko'rsatish maqsadida qo’shma operator
tushunchasini kiritamiz. a, (x), k= 0,1, ..., n koeflitsientlar tekshi-
rilayotgan oraligda n — k& tartibgacha hosilalarga ega bolsin.
Ly operatorga goshima operator deb, ushbu

d”(anz)+(_l),,|d” '(a,z)+ v (x)2(x)

(l\'” d\'” |
operatorga aytiladi.

Agar L=M bo'lsa. L operatorni 0'zi-o'ziga go'shma operator
deyviladi. Bundan keyin biz eng muhim #=2 hol bilan chegaralanamiz.
n>2 bo’lgan hol oddiy differensial tenglamalar darsliklarida bayon
gilinadi. Tkkinchi tartibli oddiy diffcrensial tenglamani hamma vaqt
0'zi-0'ziga go'shma Kko'rinishga keltirish mumkin. Buning uchun,
tabiiy bo'lgan a,,( );tl) shart bajariladi deb hisoblab, (78) teng-
lamani (n = 2) p (x) a(x) funksiyaga ko’ paytiramiz, bunda

Mz = (-1}
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aly) ,

——dx
p(x)ze aly) .
Bir jinsli bo'Imagan chizigli differensial tenglamani kvadraturalarda
bir jinsli tenglamaga keltirish mumkinligini ¢’tiborga olib, F(x)z()
deb hisoblashimiz mumkin Shunday qilib, o'zi-0'ziga qo‘shma

Ly(x)E%[p(x)%}+q(x)y:() (81)

tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda:

g(x)=p(x) a\z (x)

Quyidagi ayniyat o'rinlidir:

Agar ushbu
4 l:y(x):l = amy(x) + aily.(x)"

B [y(x)] =by(x)+by(x), i=0,l

differensial operatorlarni va qisqacha

A [y(x0 )] = { A, [y (x)}}‘r:_‘h , B [}’(Xo ):I {B, [}"(x)]}_r__‘.”
belgilashlarni kiritsak, (80) chegaraviy shartlarni sodda
A4l y(a)|=B[»(b)]. i=0.1 (83)

ko‘rinishda yozib olish mumkin.

(81) tenglamaning (83) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
topish masalasi, gisqacha, (81), (83) masala, umumiy holda fagat
trivial y (x) =0 yechimga ega bo'ladi. Hagigatan ham, agar y, (x)
va y, (x) funsiyalar (81) tenglama yechimlarining fundamental
sistemasini tashkil gilsa, uning umumiy yechimi
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y(x) =Cy (x) +Cy, (x)
ko*rinishda yoziladi. C,va C,o'zgarmaslarni (83) chegaraviy shartlarga
asosan aniglash masalasi ushbu

C {A,, [,»‘"1 (a):l - B, [.Vl (b)]} +G {Ao I:yz (a)] - B, [J’z (b):l} =0,
G {AI [yl (a)] -5 [y1 (b)]} +G {Al I:yz (a)] -5 I:}"z (b)]} =0.

bir jinshi algebraik sistemaga keladi. Umumiy holda
Ao A, [_v, (a):l — B(,[y, (b)] A(,[y: (a)] = B(,[_V2 (b)] 0
Aln(@)]=-B[n(b)] a[v.(a)]-B[r(5)] (34

bo'lgani uchun bu sistema, umuman aytganda, faqat C,=C,=0
yechimga ega bo'ladi.

Bundan keyingi mulohazalarimizda A # 0 deb hisoblaymiz. (81)
tenglama o'rniga A parametrni o'z ichiga olgan ushbu

Ly(x)+ Ar(x) y(x) :%{p(x)g:] +[q(x) - /Ir(x)]y =0 (85)

tenglamani tekshiramiz.

(85), (83) masalani odatda Shturm--Liuvill masalasi deyiladi.

A ning qanday qiymatlari uchun (85), (83) Shturm— Liuvill masalasi
trivial bo‘lmagan yechimlurga ega bo‘ladi? — degan savol tug'iladi.

Bu savolni o‘rganish matematik fizika, mexanika va boshga soha-
larda muhim ahamiyatga ega bo‘lib, umi Fredgolmning ikkinchi turdagi
integral tenglamasini tekshirishga keltirish mumkin. Shu magsadda (82)
Grin formulasidan va (81), (83) masalaning Grin funksiyasidan
foydalanamiz.

Bu masalaning G(x,g") Grin funksiyasi x o‘zgaruvchining va
f(u<§ <b) parametrning funksiyast bo‘lib, quyidagi uchta shartni
ganoatlantiradi:

1. O(rf) Grin funksiyasi x o*zgaruvchining funksiyasi sifatida
x =& nuqtadan tashqari (a, b) oraligning barcha nugtalarida (81)
tenglamam ganoatlantiradi;

2. G{(x.¢&) funksiva har ikki (83) chegaraviy shartlarni qanoat-
lantiradi;

3. G(x,é:) funksiya barcha ¢ < x <4 oraligda uzluksiz, uning
G (x,&) hosilasi esa, a<x <& va & < x<h oraliqda uzluksiz bo'lib,
x =¢ nugtada chekli uzilishga ega , ya'ni
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. , 1
G(E+0.E)-G(E-0,8)= - (86)

et
(<)
Agar biz (81) tenglama yechimlarining  fundamental sistemasini
topishni bilsak, u holda Grin funksiyasini osongina tuzishimiz mumkin.

Buning uchun
‘ C(E) () +C(E)p(x), a<x<d,
G(x.&)= ;
D/(&)y (-"')*' Dz(é).": (X)’ §<x<h,

deb belgilash yetarli, bu yerdagi to'ntta (&), C,(&), D(E) va
D.(&) noma’lum funksiyalarni (83) chegaraviy shartlar,
G(E+0.8)=G(E=0.8) uzluksizlik sharti va (86) shartdan foydalanib
aniglash kerak. Bu to‘rtta munosabat quyidagi bir jinsli bo'lmagan
chizigh algebraik sistemaga olib keladi:

C(&) A n(a) ]+ () A vala) |- D (&) B[ ()] -
—D,(&)B,[v,(h)]=0.

C(E) AL (@) ]+ ) Ay (a) |- Di(E) B[ () ]-

-D:(£)B [ 1 (0)]=0.

=G (&N (E)-CE)m(E)+D(E)n (&

—C ()3 (&)~ C,(&) 0, (8)+

+D,(E) 1 (E) + Dy (E) 11 (&)

Bu sistemaning determinanti

y| (.f) .V'.’(é:)
¥ (‘-f) )‘2(;)
v asosan u noldan fargli bo‘ladi. Shunday qilib,

(&5) va D, (&) koeffitsientlar birma-bir aniglanadi.
f) deb olib, (82) ayniyatning har ikki tomonini

A

ga teng va (84) g
C\(&). C.(&). D
End; :(.‘)=G(\
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asosiy (a, h) oraliq bo'yicha integrallaymiz. L O( )'—() tenglikni
e’tiborga olib,

| ! dy dG{(x,&
Jo(xe)r(x)dr= Hjﬂp({o( Ly drs) )}

Ld\'

|

ILI]}:hkl]l hosil gitamiz. G R ) funksivaning uzilishga ega ekanligini,
va'ni (86) formulani ¢ uhor;:.i olsak, ushbu

I_[[) (1), (v.8) Jex = p(x) ()G, (x,-f)]h -

1t

dx dx

12

p(EW(E]G(E+0.8) -G (¢-0,8)]=
[ p()(0)G (x.8)] + 2 (&)

munosabatga cga bo'lamiz. Bunga asosan

b
] v 3G
J’(, (x.E)y(x dr{p(-r)(ﬁ‘%‘-—:"%—.ﬂ —E). @

Bu folmul(ml soddalashtirish mumkin. Shu magsadda (87) formulaning
o ng tomonidagi birinchi qo‘shiluvchini, G(x.&) vaqtincha z (x)
o'raiga  yozib, quyidagi ko'rinishda yozib olishimiz mumkin:

dvdz | v(a) () b v{h)y =(h)
[”( = fﬂ Ny ) ") 2o

Determinantiami ko pavtirish goidasiga asosan (biz yo'llarni ustunlarga
ko paytiramiz) ushbu

(88)

z U) A, -

gy Uy ."(“

Z. a) AI_.V

) = («)

) = (a)
hoo  Bolly(h)  =(b) B[,:l-'(/’)] Bt’[:(b)]
by by () (b)) |B —)»(/;)_] B, _-(/))]

a, a, v ia

tengliklar o' rinh bo'ladi.
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Agar y (x) va g (x) funksiyalarning ikkalasi ham (83) chegaraviy
shartlarni ganoatlantirsa, avvalgi tengliklarning o'ng tomonidagi
determinantlar bir-biriga teng bo'ladi.

b()() b() |
bl 0 bl |

Ay Ay

~b

s

deb belgilab, ushbu

c_z[y(a)z' (a)-y (a)z(a)} = Z[y(b)z' (b)-» (h)z(b)]
tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar
—c;p(b)zgp(a) (89)
shart bajariladi deb hisoblasak, odatda bu shartni o'zi-o'ziga qo'shma

chegaraviy shart deyiladi, (88) ifoda nolga teng bo'ladi. Shu sababli,
Z (x) o‘rniga yana G{x,g’) yozsak, (87) tenglama sodda

]‘G(x,é)Ly(x)dr =-p(&) (90)

ko‘rinishga keladt.

Shunday qilib, (90) tenglamada Ly (x} o‘rniga (85) ga muvofig
—lr(x)_v(x) ifodani qo‘ysak, (85), (83) masala Fredgolmning qu-
yidagi bir jinsli ikkinchi tur integral tenglamasiga keladi:

_v(§)-ﬂ]G(x,-‘)r(x)y(x)dx:() . 1)

Bu tenglamaning yadrosi élimmelrik emas. Lekin Grin funksiyasi
G(x,g) simmetrik funksiyadir. Hagigatan ham, (82) Grin formulasida

v(x)=G(x.8), z(x)=G(x,y) (E=n)
desak, (87) formulani hosil gilgandagi mulohazalarni gaytarib, ushbu
0= [p(x){G(x.n) G (x8)-G(x&)G, (rn)}]’: +

+ G(&n)-G(n.§)

tenglikka ega bo'lamiz. Agar (89) shart bajarilsa, G(x,&) ham,
G(x,?]) ham (83) chegaraviy shartni ganoatlantirgani uchun avvalgi
tenglikning o'ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi nolga teng bo'ladi.
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Shuning uchun

G(&n)=G(n.&).

Bizga shu bobning 8- § idan ma’lumki, agar
r(x)>0 (92)

(agar r (x) < 0bo'lsa, r(x)ni —r(x) gava A ni — A ga almashtiramiz)

bo'lsa, yangi
y(x)Yr(x) =0(x) )

funksiya kiritib, simmetrik

K(xy)=Jr () r () G(x.r) o
yadroli

p(x)- A’]K(x,y);o(y)dy =0

u
tenglamaga ega bo'lamiz. Shunday gilib biz quyidagi natijaga keldik:
Agar p (x) > 0 bo'lib, (84), (89), (92) shartlar bajarilsa va (94)
yadro kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsa, u holda (85), (83) Shturm-
Liuvill masalasi A parametrning faqat sanogli sondagi haqiqiy
A s Ars Ay, qiymatlari, chunonchi, (94) simmetrik yadroning xos sonlari
uchun trivial bo‘lmagan yechimlarga ega bo'ladi.

Har bir xos songa (85), (83) masalaning ko'pi bilan ikkita chizigli
hog liq bo ‘lmagan yechimlari to'g ‘ri keladi, bu yechimlar berilgan yadroning
xos funksivalari bilan (93) tenglik yordamida bog lungan bo‘ladi.

Bitta ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning ikkitadan
ortiq chizigli bog‘lig bo*lmagan yechimlarini topish mumkin bo‘Imaganligi
sababli, (94) yadro barcha xos sonlari ko'pi bilan ikki karrali bo‘ladi.

Misol. Ushbu

Ly(x)

d*y(x) .
— T T VA\X)=J\X),
o v(x)=7()
¥(0)=0. »(1)=0
chegaraviy masala yechilsin. Bu masalaning Grin funksiyasini tuzamiz.
Bir jinsli
d*v(x
..._”_.(”_) — 'V(X) — O
dx”
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tenglama et vae * chizigli bog'liq bo‘lmagan yechimlarga ega. Shuning
uchun uning umuaemiy vechimi

v(x)=Ce' +Ce
ko‘rinishda yoziladi. (i(.r,g") Grin funksiyasi x<& va  y> £ da
berilgan tenglamaning yechimi bo’lgani uchun uni quyidagi ko*rinishda
ifodalaymiz:

G(x.&)=C(&)e' +G(E)e ', 0<x <,
G(x.E)=D (&) +Dy(E)e ', E<x<l,
Grin funksivasining 2- shartiga muvofiq
G(O,c_’,’):(), G(],;’);()
bo*lishi kerak. Bunga asosan
G )+ C(&)=0.
D(&)e+D,(&E)e ' =0

tengliklarni hosil gilamiz. Grin funksiyasi x =& bo‘lganda uzluksiz
bo*lgami uchun

Cvt((:)(ﬁ + (‘2(5)(, - [)| (é:)(’; n D2 (‘f)(’ N
va nihoyat, Grin funksiyasining 3- shartiga asosan
D(£)e = Di(E)e ™ [ ) ~CofE)e ] -1

Yugoridagi to'rtta munosabatdan noma’lum (&), C.(&), D (&)
va D, (&) funksiyalarni aniglasak, Grin funksiyasi ushbu

_%(f_l) 0<x<é,
G(x.8)=1 Iy
_M E<x<l
shl

ko'rinishga ega bo'ladi.

Grin funksiyasi ma’lum bo‘lgandan so*ng, berilgan masalaning
yechimi, darhol, (90) formula orqali topiladi.

Ayrim hollarda bir jinsli bo*Imagan simmetrik integral tenglamani
oddiy differensial tenglama uchun bir jinsli bo'imagan chegaraviy
masalaga keltirish mumkin.
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Integral tenglamaning yadrosi K (x, v} biror chizigh diflerensial
operatornming Grin funksiyasidan iborat bo*lgan holdagina bunday qilish
mumkin. Buni bir misolda ko' rsatamiz.

Misol. Ushbu

- lj K(x.v)o(y)dv=¢' (95)

integral tenglama yechilsin, bu yerda:

[ shx sh(v-1)

™ O<x<y,
K(x.y)= o
shysh(v—1 )
{___—, y<x<i
shl

Yechish. (95) tenglamani

)Ls'lz( x

o)=c —W“I)J o) o+ I shr=1)p(r) dv ©6)

ko'rinishda yozib olamiz. (96) tenglikni ikki marta differensiallaymiz:

Ach{x 1) | |
p(x)=¢' +%)-a[xh_rgo(,\‘)c{v+ I y=Tho(v)d,
h(x 1)
p"(x)=c' +M—I,s(-h_\|—).)j~/zw/)(. V) dy +’1 ch f"(‘ ~e(y)dy+
Ach{x—1 hx
, e X )g/lw)(x)—/l(h\ sh(x-1)p(x).
shl shl

(96) va oxirgi (englikdan

¢"(x)=p(x)+ Ap(x)

tenglama hosil bo'ladi.
(96) da x = 0 va x = [ desak, (p(())—— L @(1)=¢ bo'ladi.
Shunday qilib, izlanayotgan ¢(x)} funksiya

P"(xX)=(A+1)p(x)=0, 97
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e(0)=1, o(l)=e, (98)

chegaraviy masalaning yechimidan iboratdir.

Quyidagi hollarni tekshiramiz:

1) A+1=0.,vyani j=—1_1(97) tenglama (p"(x)z() ko‘ri-
nishga ega bo'lib, (p(x)= Cpx + C, funksiya uning umumiy yechimi
bo'ladi. (98) chegaraviy shartlarga muvofiq C, va C, noma’lumiarni
aniglash uchun

C,= 1,
C,+C,=e,

sistemani hosil gilamiz, bundan C,=e¢—I, C,=I .
Demak, ,
p(x)=(e=1)x+1.

2) A+1>0, ya'ni A>-1(A#0). (97) tenglamaning umumiy
yechimi

P(x)=Ceh A +1x+ Cyshfa+1x

bo'ladi. (98) chegaraviy shartlarga asosan  C, va C, noma’lumlarni
topamiz:

C -1 C___e——c'h\//l—ﬁ
o shNA+1

Ma’lum bo'lgan

sh(x—y)=shxchy — chx shy

formulani e’tiborga olsak, noma'lum go(x) funksiya ushbu

c'h\M+l(l—x)+e'sh\//1+lx

ShA + 1

Lp(x)=

formula bilan aniglanadi.

3) A41<0, ya'ni A<—1. A+1=—x" deb belgilab olsak,
go(x) =C,cos ux+ C,sin ux funksiya (97) tenglamaning umumiy
yechimi bo'ladi. (98) chegaraviy shartlarga asosan C,va C, o'zgar-
maslarni aniglash uchun
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C,=L Creosu+C,sinu=e, (99)

sistcmaga ega bo‘lamiz. Bu yerda o‘z navbatida:
a) 4 son sinu =0 tenglamaning ildizi bo‘Imasin. U holda,

. . e—cos
C =1 ¢,=S"50H
- sin u
e€—Cos .
va natijada 90(3() =COS {x + —————SIn X,
sin gz
buyerda p=v-4A-1 .
b) son sing =0 tenglamaning ildizi bo'lsin, ya'ni

H=nr{n= 1,2,‘..). (99) sistema birgalikda bo*lmaydi, natijada beril-
gan mtegral tenglama yechimga ega bo‘lmaydi. Bu holda mos

)
go(x)+(l+n27r2)J.K(x,.v)<p(y)afy=0 (100)

0
bir jinsli tenglama trivial bo‘lmagan yechimga ega bo‘ladi, ya'ni
A, :—(l+n27r3) sonlar (100) tenglamaning xos sonlari,

@,(x)=sinnazx funksiyalar esa, xos funksiyalari bo‘ladi.
Mashqlar. Quyidagi simmetrik integral tenglamalar yechilsin:

1. go(x)—/‘th(x,y)go(y)d_v =X,

bu yerda
x{y=1}), 0<x<y,
K(x,y)= (y=1) te
y(x-1), y<x<lL
Javob. A =-x’n’ ~ xos sonlar, @ (x)=sinzznx — xos
funksiyalar. Agar A # A bolsa,
© —1 n+l
o(x)=x-2 (_)_2_

; SINNTX.
TS n(/{+n T )

2 p(x)-A4 IK(x.y){p(y)a[v = COSTTX,

0
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bu verda:
(x+1)y. 0<x<y,

(_v+l)x, y<x<l.

K(x.v) —{

N 5 y s
Javob. A, =1, A =-nm (n=12,.) — xossonlar,

o (¥)=¢", o, (x)=sinnax +nrcosnax (n=12,.) - xos
funksiyalar.

Agar A, # 1, A #—n"7 (n=12,...) bo’lsa, u holda tengla-
maning yechimi

I +() ()‘ . .
- ) (sm X+ TCOSTTX)

|+7r3/1--|_2(,1+;r-

@(x)=cosmx+ /{
ko*rinishda bo*ladi.
1
3. ¢(x)+ JK(x,y)(p(}»’)dyz xe',
0

bu yerda

shxsh(y-1)

o , 0<x<y,
K(x‘.}'): S 2
shysh{x—1)
o p<x<l.
shl

Javob. p(x)=2¢" =2+(2-¢)x.

T

4. p(x)-2 ]K (.3 (v )dy =cos2x,
0

bu yerda

sinveosy, (0<x<y,

K(x,y)=
(1) sinycosx, v<x<

N

5 .
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s
25iny/3] x -
sm\/—(\ 4]

Juvobh. g/)(.\‘) =3cos2x+ 3
. R/
SN

Jl\ ok v)dv = shx,

bu yerda

Javol e-shv2x
VoD,
(/) sh,/ +N2ch?2
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VI BOB. SINGULYAR INTEGRAL TENGLAMALAR

1- §. Umumiy mulohozalar va misollar

Ushbu

- le(x,_v) @(v)dv= f(x) (h

- . (l . . .

integral tenglaman gqaraymiz. Agar (1) tenglamaning yadrosi K (x, y)
asosiy {a <x,¥< b} (a, b cheksiz ham bo'lishi mumkin) kvadratda
kvadrati bilan jamlanuvchi bo‘lsa, ya’'ni

j:jl K? (x,y) dx dy < 4o (2)

o a
tengsizhk bajarilsa, u holda (1) tenglama uchun Fredgolmning teo-
remalari o'rinli bo‘ladi. Xususan, (1) tenglamaning spektri, ya'ni xos
sonlarining to'plami diskret bo'lib, har bir xos songa chekli sondagi
xos funksiyalar mos keladi (xos sonlar chekli karrali bo'ladi).

Agar (2) shart bajarilmasa, (1) integral tenglamaning spektri
uzluksiz bo‘lishi mumkin, ya'ni xos sonlar butun oraligni to‘ldirishi
mumkin va xos sonlar cheksiz karrali bo*lishi mumkin.

Bu aytganlarimizni misollarda ko' rsatamiz.

Quyidagi Lalesko—Pikar tenglamasini tekshiramiz;

/lje" v)dv = f(x). (3)

Bu tenglamaning yadrosi K(x,y):e'l"_"'| (2) shartni ganoat-

lantirmaydi, u cheksiz normaga ega bo'ladi. Hagigatan ham,

j J’ e dxdy = j clx j’ gy =

—00 00 —e
a0 RY X
Iy e Iy 2
= Idx Ie “edv+ feTe dy |=
—0 -G X
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LT el e [

(3) integral tenglamani

X oG

p(x)-Ale” .[e-"go(y)dy+e" Ie “o(y)dv |= [(x)

- X X

ko‘rinishda yozib olamiz. Agar f(x) va (p(x) funksiyalar ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, berilgan tenglama

# (x)+ (22~ 1)p(x)= £ (x) = / (x)

oddiy differensial tenglamaga ekvivalent bo'ladi. Bu tenglamaning

/{x)=0 bo'igan holdagi umumiy yechimi

o(x)=Ce™ +Che ™ 4)

ko'rinishga ega bo'ladi, bunda g :,/1 -24, C,,C, csa ixtiyoriy
o'zgarmaslar. (3) tenglamaning chap tomonidagi integralning mavjud

bo'lishi uchun |[Re 4| <1 bolishi, hagiqiy A lar uchun 4 >0 bo'lishi

zarurdir.
Demak, haqigiy sonlar sohasida (3) tenglamaning spektri

00 <A <o oraligdan iborat. Bu oraligning har bir nuqtasi (3) tenglama
uchun ikki karrali xos son bo'ladi, ya'ni har bir /16((),00) ga ikkita

chizigli bog'lig bo‘lmagan silliq ¢”' va ¢’ xos funksiyalar mos
keladi. Ammo, ishonch hosil gilish giyin emaski, bu xos funksiyalar

|
Lz(—00,+ oo) sinfga tegishli bo'Ilmaydi. /1>E bo‘lganda (4) ga asosan
|
siny24 - 1x, cos24—1x lar xos funksiyalar bo'ladi, A== da
sinf X, CO84f X X08 siyalar bo'ladi >
p(x)=c¢ +c,x g ega bo'lamiz.
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c | .
Shunday qilib, A>§ bolganda (--oo,+oo) oraligda chegara-

langan xos funksiyalar mavjud bo'ladi, lekin ular L, (—oc,-i- oo) sinlga
tegishli bo'Imaydi. Bu misoldan integral tenglamaning yechimi gaysi
sinfdan izlanishi muhim ckanligi ko rinayapti.

Yana bir misol ko*ramiz. ¢{.x) funksiya [0,50) oraligda absolyut

integrallanuvehi uzluksiz bo*lib, Ox o'qning ixtiyoriy chekli oraligida
chekii sonda maksimum va minimumlarga ega bo’lsin. Bu funksiva
uchun Furyening kosinus-almashtirishini uzamiz:

5
o (1) = \/% J[g/)(.\')costx dx.

L) holda

2
p(x)=,]— jgo,(l)cosf.\' dt
T 0

Bu ikki formulani qo*shib,

P(x)+e,(x)= \/glj[:go(_v) +¢,(v) |cosxrdy

tenglikni hosil gilamiz, ya'ni yuqoridagi shartlarni ganoatlantiruvchi

¢(x) funksiya ixtiyoriy tanlanganda w(x) = ¢(x)+ ¢, (x) funksiya.
A=, f%r X0s giymatga mos

p(x)=A4 J.(//(}')cos.le'c{v (5)
0

itegral tenglamaning xos funksiyasidan iborat bo‘ladi. Demak, (,0(.\')

ixtiyoriy funksiva bo'lgani uchun, A ning ko'rsatilgan giymatida (5)
tenglama cheksiz ko'p chizigli bog'liq bo‘lmagan xos funksiyalarga
ega bo'ladi.

Masalan, p{x)=c¢ “* («>0) bo'lsin. Bu holda
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2 a
(/’.(-\‘): ¢ cosvrdtr = |— _—
0 T +X
Shu sabablh
m 2 2]
P pla)ra(x) =2 =S
T W+ X

y{x) lunksiyaning bu giymatini (5) tenglamaga go’yamiz:

v

2 d A o
¢ A+ — =4 I(’ COsx v+
oo+ X

¢ aCOS XY
—dy

2
T

0 T+ .‘

Bu tenglikning o ng tomonidagi integrallarning givmatlari ma‘lum:

:

co a COS XY T
Ic cosxyvdy = ———, I ——dyv=—c¢ "
; a’+x° a + 24
Demak, avvalgi tenglikdan
" 2 a T a
¢ + o — = — C +—7
Toa+x 2 a + X
tenglik kelib chigadi. Bundan, agar A — %{ bo'lsa,
2 a
V/(.\'):L’ oy —"ff()
T d + X

funksiva (3) integral tenglamaning yechimi ckanligiga ishonch hosil
gilamiz. Shunday qilib, A = 7 Son (5) tenglamaning xos soni
bo'lib, w(x) funksiya mos xos funksiva bo'ladi. @ > 0 — ixtiyoriy
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haqiqiy son bo*lgani uchun A =, f%r x0s songa cheksiz ko'p chizigli
bog'lig bo‘lmagan (6) xos funksiyalar to'g'ri keladi.

2- §. Koshi tipidagi integral

1. Koshi tipidagi integral ta’rifi va misollar. Komplcks o' zgaruvchili
Z tekishigida 1. — sillig yopiq egri chizig bo'lsin. Ma’lumki, silliq egri
chizig yoki sillig kontur deganda, o'zi-o'zi bilan kesishmaydigan,
urinmasi uzluksiz o‘zgaradigan va qaytish nuqtalariga ega bo'lmagan
yopiq yoki ochiq chizig tushuniladi. 1 egri chizig bilan chegaralangan
sochani D' orqali, D' + L ning barcha kompleks tekislikkacha
to'ldiruvchisini D orqali belgilaymiz.

Agar f(z) funksiya D' sohada analitik va D* + L da uzluksiz
funkstya bo’lsa, kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan
ma’lum bo'lgan Koshi formulasiga asosan:

(r (z), zeD';

—l—j'/(r)dr: f(z). zeD:

2riir—-z 0, =-cebD.

Agar f(z) funksiya D sohada analitik, D + L da uzluksiz bo'lsa,
u holda

1Dy [ Sl e

2rijr—z =S (2)+f(®), zeD

(7)

(8)

Koshi formulasi, agar funksiyaning soha chegarasidagi giymati ma'lum
bo'lsa, uni sohaning ixtiyoriy nuqtasidagi giymatini hisoblashga imkon
beradi: gisqa qilib aytganda Koshi formulasi analitik funksiyalar uchun
chegaraviy masalani hal giladi. (7) va (8) formulalar chap tomonidagi
integral Koshi integrali deyiladi.

Endi L yopiq yoki ochiq silliq chiziq, T uning nuqtalarining

kompleks koordinati va (p(r) bu chiziqdagi uzluksiz funksiya bo'lsin.
U holda

cb(z):Lj(/’(r)dr ©)

27r1.’!_ r—z
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integral Koshi tipidagi integral deyiladi, (p(z') funksiya uning zichli-
1

r—Z

gl, esa, vadrosi deyiladi.

Ravshanki, ®(z) funksiya L cgri chizigning nuqtalaridan tash-
gari barcha kompleks tekislikda analitik funksiyadir, shu bilan birga
®(0)=0 . Demak, L chizig ®(z) funksiya uchun maxsus chiziq

bo‘ladi. Koshi tipidagi integralning 7z nugta L egn chizigga yagin-
lashganda va unda yotgandagi holati to‘g'risidagi muhim masalalarni
keyinrog bayon gilamiz.

Agar [ — ochiq egri chizig bo'lsa, (D(z) maxsus L chiqiqqa
ega bo'lgan barcha tekislikda analitik funksiya bo'ladi. L — endi yopiq
egri chizig bo‘lsin. Bu holda (D(z) ikkita mustagqil funksiyaga ajraladi:
D' sohada aniglangan @° (z) va ) soha nuqtalari uchun aniglangan
()] (z) Bu ikkita funksiya, umuman aytganda, biri ikkinchisining
analitik davomi bo’lmaydi.

Bir-birini to'la tekislikka to'ldiruvchi D, D" sohalarda ikkita
mustagil ®'(z), @ (z) ifodalar bilan aniglanadigan ® (=) analitik
funksiyani odatda bo ‘lak-bo ‘lak analitik funksiya deyiladi.

I- misol. 1 =abyoy, ¢(z)=1 bo'lsin. Bu holda

d(z)

-z z—bh
_]Idf_llnh —]ln

2rin Tz 2xi a—z 2w z—a

bu yerda
z—h b—z
In =In
z—d a—2z
deb, ab yoy bo‘yicha kesilgan tekislikda analitik, cheksizlikda nolga
aylanuvchi funksiya tushuniladi.

2- misol. [,—|z =1 birlik aylana, (/7(?)= bo'lsin. U

holda

_2
r(r-2)
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(l)(:): J' J‘ 1 l dr .
2717‘,_1(1'-2) T-: °m 1-271—z 2midrr-:

]
D' sohada funksiya analitik, — esa, D da analitik va

-

cheksizlikda nolga aylanadi. Shuning uchun ham avvalgi tenglikdagi

L

birinchi integral (7) formulaga asosan z€ D' uchun

2ng,

. I
ikkinchi integral esa (8) formulaga binoan =€ uchun ~— ga

teng, €)' uchun esa nolga teng. Bundan

O (z)= , D (z)=l.
z-2 z

2. Koshi tipidagi integralning bosh giymati (singulyar integral).
Matematik analiz kursidan ma’lumki. integral yig'indilarning limiti
sifatida aniglangan integral fagat chegaralangan funksivalar uchun
ma’'noga ega. Agar integral ostidagi funksiva chegaralanmagan bo'lsa.
u holda xosmas integral tushunchasi kiritiladi. Buni eslatib o’ tamiz.

S (x) funksiva a < x < b kesmada aniglangan bo'lib, bu kesmaning

¢ nuglasi atrofida chegaralanmagan bo'lsin. Lekin musbat &, va &,
sonlar ganday kichik bo'lmasin / (x) funksiya a<x<c-g,

¢+ &, <x<h kesmalarning har birida integrallanuvchi bo‘lsin. Ushbu

_— b
I ./'(,\')d.\‘+ I f(x)dx (10)

yig'indini tuzamiz. Agar bu yig'indi £, va £, bir-biriga bog'lig bo’Imay
nolga intilganda limitga cga bo'lsa, bu limit £ (x) funksiyaning xosmas
integrali deyiladi:

J/ )a’ Ilm J}‘ d\+I d\

CFE,

192



(10) yig'indi, &, va ¢, bir-biriga bog'lig bo'lmay nolga intilganda

limitga cga bo'Imasligi, lekin &, va ¢, biror munosabat bilan bog'lig
bo'lib nolga intilganda limiti mavjud bo'lishi mumkin. Misol uchun

()=

XY=

La<ce<b funksiyani tekshiramiz. (10) yig'indini tuzib,

=In +In—
xX-c c—ua &,

coa h . . .
I_\.(i.* J - P (1)

tenglikka ega bo'lamiz. (11) migdor &, va &, nolga intilganda limitga

P
intilmaydi, chunki e nisbat bu holda ixtiyoriy o‘zgarishi mumkin.

Agar &) va &, bin-biriga bog'liq bo'lsa, masalan ¢, = ke,, bunda k —
musbat o zgarmas. u holda (11) yig'indi limitga ega bo’lib, bu limit

)_
In +Ink

c—da

ga teng botladi. Xususiy holda €, = &, =& desak,

o ou R h ; S
Iim I h +I dx :lnb <

“ 0 X—¢ Y XxX—¢ C—d
1 ot

tenglikni hosil gilamiz. Bu misoldan so'ng quyidagi ta'rifni kiritamiz. f£(x)
[unksiva a < v <h kesmada aniglangan bo'lib, musbat & son ganday
kichik bo'lmasin bu funksiya a<x<c¢-¢& va ¢c+&<x<h

kesmalarda integrallanuvehi bo'lsin.
Ushbu

!:il)Tg I/ a'\‘+ J/ x)dy

limit (agar mavjud bo'lsa) f(x) funksivadan a < x <b oraligda olingan
integralning Koshi ma nosidagi bosh givmati deyiladi.

13

-
[ %)
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“Integralning bosh giymati” o'rniga ko'pincha singulvar (maxsus)
integral deb aytiladi. Bosh giymat tushunchasi va atamaning o'zi ham
Koshi tomonidan kiritilgan,

Biz singulyar integralni oddiy

h
J‘./'(x)a’x
simvol bilan belgilaymiz. Singulyar integralni ifodalashda

*h

v.pj:f(x) dx; jf(r) dx:'[f(x) dv

simvollar ham ishlatiladi, bunda v va p fransuzcha voleur principale
so'zlarining birinchi harflari bo'lib, o'zbckchada "bosh giymat” ni
bildiradi. Agar oddiy (xos yoki xosmas) integral mavjud bo'lsa,
singulyar integral bu oddiy integral bilan ustma-ust tushadi. (11)
fomuladan ushbu

b

I dx bh--c¢

=1In (12)

JX ¢—-d
singulyar integralning mavjudligi kelib chigadi. Bu ko'rilgan misoldan
umumivroq integralni tekshirish magsadida Gyolder yoki N sinfga
tegishli funksivalar tushunchasini eslatib o*tamiz.

S (x) tunksiya g <x<b kesmada aniglangan bo'lsin. Agar
a < x<b kesmaning ixtiyoriy ikkita x

|‘/'(‘x,)— /(r’)

shart bajarilsa, f (x) funksiya a <x<b kesmada Gyolder (N) shartini
ganoatlantiradi deyiladi, bundagi, a , 4 — musbat o'zgarmas sonlar,

. va X, nuqtasi uchun

@

< A]_\‘| - X,

shu bilan birga O<a <1. A — Gyolder o'zgarmasi, a — Gyolder
ko'rsatkichi deb yuritiladi.

Agar « birdan katta bo'lsa, Gyolder shartidan f(x) ning (a,
b) oraligda nolga tengligi kelib chigadi va funksiva o‘zgarmasga aynan
teng bo'lib goladi. Agar « = 1 bo'lsa, u holda Gyolder sharti ma’lum
i pshis sharti bilan ustma-ust tushadi.Bu ta'rifda f(x) funksiyakesmada
berilgan edi. Ammo funksiya biror ochiq voki yopiq egri chizigda
berilishi ham mumkin.
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I. — silliq cgri chizig bo’lib, ¢(7) - bu egri chiziq nugtalarining
funksiyasi bo'lsin.
Agar L egri chizigning ixtiyoriy ikkita t, va i, nugtalari uchun

|§0(t1)"‘(0(’:) < Altl -1,

shart bajarilsa, (p(l) Junksiva 1. egri chiziqgda Gyolder shartini

[24

qanoatlantiradi deyiladi, bu ycrda ham A va a—o'zgarmaslar,

O<a<l.
L. egri chizigda berilgan funksiya ko'p o*zgaruvchili bo'lishi ham

mumkin. Masalan, ikki o'zgaruvchili (p(t,r) bo'lsin. Agar L da
yotuvehi ikki juft (7,.7,} va (7.,7.) nugtalar uchun

|¢Unﬁ)‘¢“bfﬂkgk( “)

tengsizlik orinli bo'lsa,  @(r,7) funksiya L da Gyolder shartini

14

' +|rI -1,

t—t,

ganoatlaniradi deb aytiladi, bunda K, g2,y — musbat o‘zgarmaslar,
shubilan g <1 v <1,

Agar g va v sonlarning eng kichigi u bo’lsa, shunday o'zgarmas
C ni topish mumkinki,
II)

b .
o(x) . (13)

——
xX—c

o

< (,‘(|t, ~ 1"

|WUPQ)"@UvTJ “kf“%

tengsizlik bajariladi. Endi

incgralni tekshiramiz, bunda go(x) Gyolder shartini ganoatlantiruvchi

biror funksiya. Bu integralni

X- ¢ X —¢C

7] a

](pi‘_)(d" B ]q)(x)ww((')dx-lrfp(c‘)lj -

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi
integral xosmas integral sifatida mavjud, chunki Gyolder shartiga
dA808an
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o(x)-olc)| 4
| e

X—C

ikkinchi integral esa (12) integral bilan ustma-ust tushadi, ya'ni u

singulyar integraldir. Shunday qilib, (/J(x) funksiva Gvolder shartini

ganoatlantirsa, (13) integral Koshi bo'vicha bosh qgivmat ma ‘nosida
mavjud bo'lib, u quyidagiga teng boladi:

b—c

]M r/) ()

X

o o

dx+p(c)n

Cc—d

Singulyar integral tushunchasi egri chizigli integrallar uchun ham
xuddi yuqoridagiday kiritiladi. /. — bolaklari sillig yvopiq yoki ochiq
egri chizig bo'lib, 7,1 — uning nugtalarining kompleks koordinatlari
bo'lsin. 7 nugtani markaz qilib yetarli kichik & radiusli }/:it - r|: &
aylana chizamiz. [, — yopiq ‘/ - T‘ < ¢ doiradan tashqarida yotuvchi
[ ning qismi bo'lsin. Ravshanki,

a’r
__-[ (-1

L.

integral oddiy tushunchada ma’noga cga. Agar

limJ (r)=J(r)

ooy "
limit mavijud bo'lsa, v integralning Koshi ma nosidagi bosh giymati
voki singulyar integral deyiladi. Buni ham, xuddi yuqoridagidcek,
integralning oddiy simvoli bilan belgilaymiz:

o(1)dt
J(t)- | —
CN 0

Bu holda ham, agar (/)(l) Sunksiva Gyolder shartini qanoatlantirsa,

(14) singulvar integral mavjud boladi.
Endi kompleks o zgaruvchili funksiyalar kursidan ma’lum bo'lgan
Soxoskiy—Plemel formulalarini eslatib o'tamiz.
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1. —vyopiq sillig egri chiziq bo'lsin. ® (1) orqali 7 nugta 1 ning
ichidan turib /. dagi ¢+ nugtaga intilgandagi (9)  Koshi (i pidagi
integral bilan ilodatangan M (z) funksiyaning limit giymatini, @ (7)
orgal L. ning tashgarisidan intilgandagi limit giymatini belgilaymiz.
Agar (/)(f) funksiva 1 da Gyolder shartini qanoatlantirsa, u holda

<D'(/)=%¢(’)+2—;—I.I(i(*_r,)df

D "(1):—-:13;0(!)+LJ.(/)—(T~)-dT (15)

2y Tt

formulalar o'rinli bo’ladi, bundagi integrallar singulyar integrallardir.
(15) formulalarni bir-biridan ayirib va bir-biriga go‘shib, ularga teng
kuchli formulalrii hosil gilamiz:

O (1)-D (1)=0(1), (D’(/)+cl)‘"(t):é‘[%(_r—’) dt. (16)

(16) formulalar Soxoskiv--Plemel formulalari deb ataladi.

Bu formulalar to'g risida ayrim fikrlarni aytib otamiz. L cgri
chizig bo'ylab soat miliga garshi harakat gilinganida, bu bilan
chegaralangan soha chap tomonda qoladi deb laraz gilamiz. 7 nuqta
rga indlishi to'g'nisida gapirilganda, 7z nugta harakati davomida
chizilgan egri chizig L cgri chizigga urinmaydi deb hisoblaymiz, aks
holda bu formulalar to'g'ri bo‘lmasligi mumkin.

Agar I. yopiq egri chiziqg bo'lmay, oddiy yoydan iborat bo'lsa,
“sohaning ichidan” va "sohaning tashgarisidan” tushunchalari ma’noga
cga bo'lmaydi, shunga (]:1ra|11z1§d;||1 (15) formulalar o'z kuchint saglab
goladi. Bu holda £ biror L yoy bilan soat miliga garshi aylanib
o’tiladigan yopiq egri chiziggacha to*ldiriladi. ) — bu egri chizig bilan
chegaralangan soha bo'lsin. U holda (15) formulalardagi " + “va " — "
belgilarni mos ravishda D sohaning ichidan yoki tashgansidan (ya'ni /.
cgri chizigning chapidan va o‘ngidan) yo*nalish deb tushuniladi.

3. Singulyar integrallar kompozitsiyasining formulasi. /. — vopiq
cgri chiziq bo'lib,

] (/)(r) ] (ol(z-)
)=y foopr el B
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bolsin. @,(/) funksiyaning bevosita @ T orgali ganday ifodalanishini
topamiz. Shu magsadda Koshi tipidagi

y ] (/)(Z') I o (T)
z)=— [y, - [Py
/(2) 271[;'.? . f,(z) 27r1-[r z ’
integrallarni tekshiramiz. (15) formulalarning birinchisiga asosan;
, 1 1 r
/ (t):-?-qJ(!)-k—? ety
Z 27T r—t

! X
iH(0)==0( I L
: ( ) 27 77r1 —I
Bulardan, (,9,(1) va (/)2(!) funksivalarning aniglanishiga ko‘ra

o= 1" ()=o), el)=1 ()-3a() an

tengliklarni hosil gilamiz. (17) dan gpl(l) ning giymatini /,(:) ga
olib borib qo'yamiz:

fl-(z)__ /() | (P(f)d

2mie ’c—r iy T—:

T (18)

(18) dagi birinchi integrai Koshi integralidir, chunki uning 7" (r)
zichligi L cgri chiziq ichida analitik f(z) funksiyaning limit giymati.
Demak. bu integral f (z) ga teng. (18) dagi ikkinchi integral csa,

1
ravshanki, Ef (Z) ga teng.
Shunday qilib,

f(2)= 35 () v £(0)=37"(0)

Endi (17) tenglikdan

0.(0= 21 ()3 (-0 ()| =000



@.(1) funksiyaning ifodasini
L ) 4
2riy L —t

ko‘rinishda yozib olsak, singulyar integralning kompozitsiyasi bo'lgan
ushbu

] .[ I(p_r lco(f) (19)

(27i) 7

Puankare— Bertran formulasini h0$1! gilamiz. (19) formulada ikki karrali
singulyar integralda integrailash tartibini o‘zgartirish mumkin emas;
agar integrallash tartibini o'zgartirsak,

(27(1 Ij )‘ J- -1 r—t)

integral hosil bo‘ladi. bu integral c¢sa nolga teng. Hagigatan ham,

agar ¢ #1 bo'lsa,
dr | | pde pdr |
I( O)-1) ¢ L_, ,,If-.fJ'
)

(9) formulada go(

=1 bolsin. Agar z nuqta L egri chizigning

ichida yotsa, d)(z):l bo'ladi. Bu holda, (15) formulaning
birinchisidan

A opde 1

2ridr—t 2
Xuddi shunday '

A pde

2rijr—¢ 2
Demak, i

dt

=0, (#t
J(C—f)(fﬂ)



Agar (o( z‘,{) funksiva /. da Gvolder shartini ganoatlantirsa, (19) ga

nisbatan umumiyroq

dt (D(Z‘.C:) » )
j J c: d& =—rp(ri)4 Idgj _l(g )dr

Puankare—Bertran formulasi to'g'ri bo'ladi. Agar (/)( r,;’) funksiva

7 ga bog'lig bo‘lmasa, avvalgi formuladan darhol (19) kelib chigadi.

Ushbu ifoda, bunda 7 var— [ cgri chizigning nugtalari,

. . g N . .
Koshi yadrosi, g S esd, Gilbert vadrosi deb ataladi, bu yerda

g va §-— [0.27:} orahiqda o'zgaradigan haqgiqiy o'zgaruvchilar.
3- §. Koshi yadroli singulyar integral tenglamalar

1. Asosiy tushunchalar. Agar chizigh
+ Il\'(i,r)(/)(r)dr = /(1)
L

integral tenglamaning yadrosi
M(1,7)
¢4

K(t.7)= "

. O0<a <l

ko'rinishga cga bo'lsa (bu yerda M(I,r) uzluksiz funksiva). bizga
ma’lumki, uni iteratsiva yordamida uzluksiz vadroli integral tenglamaga
keltinsh mumkin. Bunday tenglama Fredgolm tenglamasining barcha
xossalariga ega bo'ladi.

Agar o = | bo'lsa, u holda integral singulvar integraldan iborat
bo'ladi va tenglamani Fredgolm integral tenglamasiga keltirish usuli

o'z kuchini yo'qotadi. Integral tenglamaning K(I,r) yadrosi 7 =/

bolganda cheksizlikka aylanib, integral Koshi bo'yicha bosh giymat
ma’nosida mavjud bo'lsa, bunday integral tenglama singular integral
renglama deb yuritiladi. Koshi yadroli integral tenglama
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, | K1, T .
l\g/)za(i)(p(l)+—_J'—L-—)(o(r)dr:,/ (1) o
T r—1 '
ko'rinishda yoziladi, bundagi I — ochiq yoki yopiq silliq egri chiziq.
K@ operatorni singulyar operator deyiladi.
L da berilgan a(r), f(r) va  K{#,7) funksiyalarni Gyolder
shartini ganoatlantiradi deb hisoblaynuiz. (20} tenglamaning yadrosini

K(t.t) K(t.t)-K(r1) N K(t.1)

r—1 r—1 T—{
ko*rinishda yozib olamiz. Ushbu
| K{t,r)— K (1,1
K(ra)=b(r)., LELD KD
i T—1
belgilashlarni Kiritsak, (20) tcnglunm

=k(1,7) Q0

Kp=a(r)e(t)+ I—dz‘+ Jk(r.0)p(z)dr = /(1) @2
ko'rinishda voziladi. (71) formulal.ird.m ko rinayaptiki, funksiva barcha
I.da, K{t.7) esa, 7 =1 nuqtadan tashgari hamma joyda Gyolder

shartini qanoatlantiradi va

|k(r, r)|<L O<ac<l
r—

I e ®

tengsizlik o'rinli botladi. (22) tenglamani to fa singular integral tenglama
deyiladi.

, b(t
K p=a(o(r)+ 2 120,
o i / r—1
ifodani 1o'la integral tenglamaning xarakteristik, jk(t,r)(p(r)dr ifodani

PRY . i
esa regular gismi deb yuritiladi. Ushbu

Kg(/)za(f)(p(t)+%J-%dr:_/'(l) (23)

tenglama (22) to'la tenglamaga mos xarakteristik tenglama deyiladi.
Agar A/'(i) funksiya aynan nolga teng bo'lmasa, (22) tenglama bir
Jinsti bo‘Imagan, aks holda bir jinsli tenglama deb aaladi.
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Bir jinsli K¢ =0 tenglamadan yadro o*zgaruvchilarining o*miui
almashtirish natijasida hosil bo’lgan

Ky=a(t)y(r) I——(dr+jk 7.0y (r)dr =0
tenglama K¢ =0 tenglamaga go ‘shma tenglama deyiladi. Xususan,

Kwv=a(t)y( )——]— Mt//( )dr =0

iy —1

tenglama (23) xarakteristik leng]amaga go‘shma tenglama bo'ladi. Shu
narsaga e’tiborni jalb gilamizki, xarakteristik K operatorga qo‘shma
bo'lgan K operator, umuman aytganda, K' operatorning xarak-
teristik K qgismidan iborat bo'lmaydi, chunki K' ning xarakteristik
gismini ajratish uchun uning ifodasida

J-b(r)x//(r)drz j-b(r)—b(t) (T)dr+[)([)-‘»y/(r)dr

h T—1 ] r—1 H T —1

almashtirishni bajarib, bundagi birinchi integralni uning regulyar
qismiga qo'shib qo'ysak, K' opcr‘ltorning xarakteristik gismi

Ky = a(t)y (1)~ J~t// (7)dr

formula bilan aniglanadi. Demak, K~ va K bclglldshldrm bir biridan
farq qilish kerak.

Quyidagi

s(t)=a(t)+b(r), d(t)=a(r)-b(1) (24)
belgilashiarni kiritamiz va bu funksiyalarni L da nolga aylanmaydi
deb hisoblaymiz. Bu holda (20) yoki (22) tenglama normal tipdagi
tenglama deb aytiladi.

Izoh. (20) tenglamani shunday ko'rinishda ifodalash mumkinki,
bunda o‘zgaruvchilar hagiqiy migdorlardan iborat bo‘ladi. Buni turli
usullar bilan amalga oshirish mumkin. L— markazi koordinat boshida
va radiusi 1 ga teng bo‘lgan aylanadan iborat bo‘lsin. Ushbu

- gif), t = ZIO'
belgilashlarni kiritamiz. U holda
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Bu ifodani (20) tenglamaga qo'yib, uni (22} tenglamaga keltirishda
ganday amallarni bajargan bo’lsak, xuddi shunday amallarni bajarib.
quyidagi tenglamaga kelamiz:

a(oWw(o)+ blo) Jc*lg 0o w(0)dO + J‘l(o,()')dﬁ =g(o).
272- 0 2 0

bunda a{o), b(o), g(o) — 2x davrli I shartni ganoatlantiruvchi
berilgan funksiyalar, /(¢,6)) ham 27 davrli kuchsiz maxsuslikka ega
bo’lgan berilgan funksiya.

Agar L birlik aylana bo'Imay, uzunligi 27 ga teng bo'lgan
Lyapunov shartini ganoatlantiradigan yopiq egri chizigdan iborat bo'lsa
ham (20) tenglamani oxirgi ko' rinishdagi tenglamaga keltirish mumkin
[10]. Aksincha, agar Gilbert yadroli oxirgi tenglama berilgan bo'lsa,
uni yuqoridagi almashtirishlarga asosan Koshi vadroli (22) tenglamaga
keltirish qiyin emas.

2. Xarakteristik tenglama. Avvalo (23) xarakteristik tenglamada

a(t}=0, h(r)=1 holni, ya'ni birinchi turdagi

I T .
..... 20 e~ r(0) _
. : (25)
myr—1
tenglamani tekshiramiz. L -- silliq yopiq cgri chizig bo'lsin. (19)

Puankare—Bertran formulasiga asosan

| I dr (l)(é')

(27“.)2 prl; —

bundan darhol
] / T‘

-
¢ =—o(1). (26)



funksiya (25) tenglamani ganoatlantirishi kelib chigadi. Bu tenglamaning
yvechimi yagona ckanligiga ishonch hosil gitish qiyin emas. Hagiqatan
| |
ham, (25) tenglamamng har ikki tomonini E “‘_f ~ ga kopaytirib,
-5
t bo'yicha integrallaymiz. (26) formulam ¢’tiborga olsak, (27) ni
hosil gilamiz. Qisqa qgilib aytganda (25) va (27) formulalar (26) ga
asosan, biri ikkinchisining natijasidir. Endi (23) tenglamadagi a(l) va
/)(t) koeffitsicntlar o'zgarmas bo'lsin. Bu tenglamaning har ikki
tomoniga

My (rt)=ay(r)—— |—2d¢ (28)

operatorni qo'llaymiz:

al ap(r) Lj.qi(%)‘/‘; +
V4
+1—), ' g r)-‘i. (/i(g)ds' f/f-“-f!/“(’)_/_;-J../»(é)d;'
iyt mre T mpe Tt

Bundan darhol. (24) ifodalar noldan fargli bo'lganligi sababli, (26)
formulaga asosan

a . b [(C
= (a" =07 )i '[4”(— r) e o)

a —bh

ni hosil gilamiz. (29) formula hilan aniglangan (/)(/) funksiyaning
a(!) va l)(l) lar o'zgarmas bo‘lganda (23) tenglamani ganoat-
lantirishiga ishonch hosil gilish giyin emas. Umumiy (22) tenglama
tekshirilganda (28) operatorni go*llash natijasida (22) tenglama
Fredgolm tenglamasiga keladi. Agar  a, b o'zgarmas bo'lsa, hosil
bo‘lgan Fredgolm tenglamasi (22) tenglamaga ekvivalent bo'ladi.
Umumiy holda gqo'shimcha tadgigotlami olib borishga to'g'ri keladi.
Shu magsadda, singulyar integral tenglamalarni o'rganishda muhim
ahamiyatga ega bo’lgan analitik funksiyalar chegaraviy masalalari
nazariyasidan Riman masalasini tekshiramiz,
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4- §. Riman masalasi

1. Masalaning qo‘yilishi. /. komplcks o zgaruvehining tekishigini
ichki D" va tashqi ) sohaga ajratib turavchi sillig vopiq egni chizig
bo'lib, G (1) va g ( — L da berilgan Gyolder shartini ganoat-
lantiruvchi funksiyalar bo'lsin, shu bilan birga ¢ () nolga aylanmasin.
Limit giymatlari /. egri chizigda

O ()=G (D (r)+g(r) (30)
shartni ganoatlantiruvchi bo'lak-bo*lak analitik (l)(:) funksiya topilsin.

Eslatib o'tamiz, bir-birini to’la tekislikkacha to'ldiruvchi D va
D sohalarda ikkita mustagil ' (z), d ¢z} ifodalar bilan aniglanuvchi
(l)(:) analitik funksivani boluk-bo'luk analitik funksiva deyiladi. Bu
masala wlash masalasi yoki Gilhert masalasi ham deb yuritiladi. G(I )
funkstvani Riman masalasining koeffitsienti, g(/ ) funksivani csa uning
ozod hadi deyitadi.

Avval Riman masalusining xususiy holini tckshramiz. £ yopiq egri
chizigda Gyolder shartini ganoatlantiruvchi (/J(i) funksiya berilgan
bo'lsin. Cheksizlikda nolga aylanuvchi va £ cgri chizigdan o‘tishda
g/)(f) sakrashga ega bo’lgan, ya'ni

O (r) D (1)=¢(1) 31
shartni ganoatlantiruvehi bo'lak-bo'lak analitik ([)(:)((l)(:)z
=@ (2), zeD', (l)(;): O (Z) -el) ) lunksiya topilsin. Bu
masalaning yechimi (16) formulaga asosan, ushbu

I roltT

o(z) = [0 4

2mis T—2
{unksiyadan iborat bo'lishi ravshan. Bu yechimning yagonaligini isbot
gilish giyin emas. Hagigatan ham, ikkita yechim bor deb hisoblab,
ularning ayirmasini tekshirsak, £ bu ayirma uchun  egri chizigdagi
sakrash nolga teng bo'ladi.

(32)

Agar @ (oo):() go‘shimcha shart olib tashlansa, masalaninig
yechimi

(D(:):L_ #(7) 1T + const
dmiy Tz
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formula bilan aniglanishini ko'rish qivin emas. Riman masalasini
yechishda

1 -~ .
7= —LargG (4 J

5 LareGlr)],
formula bilan aniglanadigan X butun son muhim ahamiyatga ega
bo'ladi. Bu yerdagi [ ][, belgi qavs ichidagi ifodaning £ chizig musbat
yo'nalishi bo‘yicha aylanishidagi orttirmasini bildiradi. Bu 4 sonni
G(t) Sunksivaning indeksi yoki Riman masalasining indeksi deyiladi.

lnG(!)zln G(t)|+iarg(i(f) bo'lgani uchun va ln‘G(I)’

funksiya chizigni aylanib chiggandan so'ng o‘zining boshlang'ich
giymatiga gaytib kelganligt sababli

[ln G([)]/. = i[arg G(.’)]/,

boladi. demak.

x=1IndG(1)= a—l;[ln G(t)l' :-z-l;[arg(}(t)l‘.

Masalaning shartlari o'zgarmas bo'lganda indeksning givmati L ning
musbat yo'nalishini tanlab olishga bog'lig emasligini, va’ni £ son
masalaninig invarianti ekanligini ko'rsatish giyin emas.

Indeksni integral ko*rinishida ham yozish mumkin:

. ] . | .
x=mdG(1)==——|dInG(r)=— |darg G(1).
C 27 27y

Indeks ta'rifidan  bevosita quyidagi fikrlar kelib chigadi:

V. Funksivalar ko'‘paytmasining indeksi ko '‘payuvchilar
indekslarining yig ‘indisiga teng. Kasrning indeksi bo ‘linuvehi va bo ‘luvchi
indekslarining ayirmasiga teng. Endi G(I) funksiya differensiallanuvchi
bo‘lib, L chizigning ichida yoki tashqarisidagi analitik funksivaning
chegaraviy giymatidan iborat bo'lsin. U holda

[ ; I ¢ Gt
X=— dll](_l(/):f.l‘ ﬁ dt,
2mie iy G(r)
ya’ni indeks (z(f) funksiyaning logarifmik qoldig iga teng.

Indeksning keyingi xossalarini bayon qilish uchun kompleks

o*zgaruvchihi funksivalar nazariyasidan argument prinsipini eslatib

206



o'tamiz. Yopiq 1. cgn chiziq bilan chegaralangan D sohada f(z) funksiya
chekli sondagi qutblardan boshga hamma nuqtalarda analitik bo'lsin. Bu
funksivaning biror 7, nugta atrofidagi gatorga yoyilmasi quyidagicha bo’lsin:

/(:) :Cn(: - 20)" + Cnél(: - Z() )r”l +... =(Z o :0)" /I(z) *
filz)=c,#0.

n sonni funksiyaning z, nuqtadagi fartibi deyiladi.

Agar n>0 bo'lsa, tunksiyaning tartibi uning noli tartibidan
iborat, agar #>0 bo'lsa, u holda uning tartibi teskari ishorasi bilan
qutb tartibidan iborat. Agar funksiyaning =, nuqtadagi tartibi nol
bo'lsa, bu nuqtada funksiva noldan fargli bo'lgan chekli giymat q‘dbl]ll

giladi. Cheksiz uzoqglashgan nugta tekshirilganda z — =, binomni —

bilan almashtirish kerak. Funksiyaning sohadagi nol va qutblarining

sonini mos ravishda N, va P, orqali belgilab olamiz.

Argument prinsipi. f(:) funksivaning yopiq L egri chizig ichidagi
nollari soni bilan qutblari sonining ayirmasi, z nugta L ni musbat
yo'nalishda aylangandagi arg /(=) o'zgarishining 27z ga nisbatiga
teng. Argument prinsipidan indeksning quyidagi xossalarni kelib chigadi:

2% Agar G (I) funksiya yopiq egri chiziq ichidagi yoki tashgarisidagi
analitik funksivaning chegaraviy givmati bo‘lsa, u holda uning indeksi
chizig ichidagi nollarining soniga teng yoki chizig tashqgarisidagi minus
ishora bilan olingan nollarining soniga teng.

3. Agar G(:) funksiya yopiq egri chizig ichidagi chekli sondagi
qutblardan tashgari hamma nuqtalarda analitik bo'lsa, u holda nollar
sonini nollar soni bilan qutblar soni ayirmasiga almashtirish kerak.

Nollar va qutblarning kattaligi qancha bo'lsa, ular shuncha marta
hisoblanadi. Qo'shma kompleks funksivalarning indekslari ishorasi bilan
teskari bo'lishini gayd qilib o‘tamiz.

Misol. Koordinatalar boshini 0°z ichiga olgan ixtiyoriy yopiq L.
egri chiziq bo'yicha (7(f)=1¢" funksiyaning indeksi hisoblansin.

" funksiya cgri chizig ichida tartibi # ga teng bo'lgan bitta nolga
ega =" funksiyaning chegaraviy giymatidan iborat bo‘lgani uchun
7 =Indt" =n bolad.

Boshgacha usul bilan ham bu indeksni hisoblash mumkin. Agar ¢
ning argumenti @ bo'lsa, " ning argumenti #¢ ga teng bo'ladi. ¢
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nugta /. chizigni avlanib, boshlang'ich gqivmatiga qavtib kelganda,
@ argument orttirmaga cga bo'ladi. Demak, fnd 1" =n.

2. Kanonik yechim. Bir jinsli masalaning yechilishi. Bir jinsli
bo'Imagan (30) va bir jinsh

O (1)=G(r)® (r) (33

masalalaring umumiy yechimlari yordamchi funksiya orgali ifodalanadi.
Shu funksiyani topishdan boshlaymiz. Bir jinsli (33) masalaning xususiy
yechimini egri chizigda nolga aylanmaydigan funksiyalar sinfidan
izlaymiz. Izlanayotgan funksivalarning D', [ sohalardagi nollarining
soni mos ravishda N va N bo'lsin. Indeksning 1 va 2 xossalariga
asosan (33) tenglikning har ikki tomonidan indeksni olsak, u

N +N =IndG(1)=y (34)
bo'ladi.
¥ =0 bo’lsin. Bu shart bajarilganda In (](I) bir giymatli funksiya
bo'ladi. (34) tenglikdan N, =N =0 bo'lishi kelib chigadi, ya’ni
yechim barcha tekislikda nollarga ega emas. Shu sababli [n®*(z)
funksiyalar o'z sohalarida analitik bo’ladi, demak, o'zlarining
chegaraviy In d” (t) giymatlari bilan birga bir givmatli bo‘ladi. (33)
shartni logarifmlab,

Ind (¢)=Ind (1)=mnG(r)

tengliklarni hosil gilamiz. lnG(r) uchun ixtivoriy shohchani olish
mumkin. Oxirgi natija shohchani tanlashga bog'liq emasligini tekshirib
ko‘rish giyin emas.
Shunday qilib, biz 1. da berilgan sakrash bo*yicha bo'lak-bo'lak
In (l)(:) analitik funksiyani topish masalasiga keldik. Bu masalaning
yechimi In® (00)=0 shart bajarilganda
I nG(r
Ind(z)= ( )dr
5 (35
7Tt M r—2z
formula bilan aniglanishi bizga ma’lum. Qisqalik uchun

| J InG(T) d’c:r(z)

2mi ) T—z
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belgini Kiritamiz. (33) chegaraviy masalaning @ (o) =1 shartni
ganoatlantiruvchi yechimlari Soxoskiy—Plemel formulalariga asosan

Q' ()=, D (z)=c"Y

funksiyalardan iborat bo'ladi. Agar qo'shimcha @ (oo);l shart
bo'lmasa. u holda (35) formulada ixtiyoriy In A4 o'zgarmas sonni
qo'shib qo'yish kerak va yechim quyidagi ko rinishga ega bo*ladi
D (z)=4c P, ® ()= 4 (36)
[ (00)=0 bolgani uchun A o'zgarmas son ® (z) funksiyaning
cheksizlikdagi givmatidan iborat bo'ladi. Shunday gilib. ¥ =0 bo'lgan
holda va ixtiyoriy & (ao)i() da yechim ixtiyorly o’zgarmasni o'z
ichiga oladi, demak, bitta chizigli bog'lig bo'lmagan yechimga cga
bo'lamiz. Agar @ ("L):() bo'lsa. A=0 bo’ladi va masala faqat
trivial yechimga ega bo'ladi, bunday bo'lishi N =0 ga asosan tabiiydir.
Bu mulohazalardan muhim hulosa kelib chigadi.
L chizigda berilcan, Gelder shartini qanoatlantiruvehi va indeksi
nolga teng bo‘lgan ixtivoriy ( ?(I) # O funksivani D', D sohalarda
analitik va bu sohalarda nollarga ega bo'lmagan funksiyaning O’ (l)

va D (I) chegaraviy givmatlarining nishati ko‘rinishida ifodalash
mumkin. Bu funksivalar o'Zgarmas ko‘paytma anigligida topiladi va
(36) formulalar  bilun beriladi.

Endi umumiy, vani ¥ #0 bo'lgan holni tekshirishga o'tamiz.
Bir jinsli (33) shartni ganoatlantiruvehi va tartibi masalaning indeksiga
teng botlgan bitta yolg'iz nugtadan tashqari barcha tekislikda nolinchi
tartibga cga bo'lgan bo'lak-bo'lak analitik funksiyani izlaymiz. Yolg'iz
nugta sifatida tekislikning ixtiyoriy nugtasini olish mumkin. Bundan
keyin. teskarisi avtilgan bo‘lmasa, yolg'iz nuqta deb cheksiz
uzoglashgan nuqtani olamiz.

Kanonik X(:) vechim yoki funksiva deb, tartibi masalaning
indeksiga teng bo'lgan cheksiz uzoglashgan nugtadan tashqgari barcha
tekislikda bolak-bolak analitik va (33) chegaraviy shartni ganoat-
lantiruvehi funksivani avtiladi. Bu funksiyani indeks nolga teng bo*lgan
holga keltirish bilan tuzish mumkin. Chegaraviy shartni

O (1)=1"1 “G(1)D (1)
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ko‘rinishda yozib olamiz. Nolinchi indeksga cga bo'lgan ¢ ’G(t)
funksiyani analitik funksivalar chegaraviy giymatlarining nisbati sifatida
tasvirlab,

zlG(r):m (=)= ! J'lnl:r IG(T)]dr

O 37
kanonik yechim uchun ushbu
X' (z)=e", X (2)=z %'V (38)

ifodani hosil gilamiz. X' (1} =G (#)X (7) tenglikdan Riman masala-
sining koclfitsientini kanonik yechimlarning nisbati sifatida ifodalash
mumkinligi kelib chigadi:

G(t)=——. (39)

X >0 bolganda, cheksizlikda y tartibli nolga ega bo'lgan
kanonik vechim, (33) masalaning xususiy vechimlaridan bin bo'ladi.
¥ <0 bo'lganda kanonik yechim cheksizlikda |,{! tartibli qutbga ega
bo'ladi va u endi yechim bo'Imaydi, fekin bir jinsli bo'lmagan masalani
yechishda undan yordamchi funksiya sifatida foydalaniladi. Endi bir
Jinsli masalani yechishga o‘tamiz. ,}j=1ﬂdG(I) ixtiyoriy butun son
bo'lsin. (;(r) funksiyani (39) tormula bilan ifodalab,(33) chegaraviy
shartni

» (1) P (1)

X'(1) X (1)

ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning chap tomonida D' sohada
analitik funksivaning chegaraviy givmati, o'ng tomonida esa cheksizlikda
- A dan kam bo'lmagan tartibga cga bo'lgan funksiyaning chegaraviy
gtymati turibdi (ta’rifga binoan X(:) ning tartibi X'). Shunday qilib,
Oz) . . - |
hx_(j) funksiya barcha tekislikda analitik bo'lib, cheksizlikda chekli
tartibga cga, demak, y >0 da bu funksiya koeffitsientlari ixtiyoriy
bo'igan ¥ darajali ko*phaddan iboratdir. Agar y <0 bo'lsa, bu
funksiya o'zgarmas sondan iborat bo'ladi. Lekin cheksizlikda nolga
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aylangani uchun v aynan nolga teng bofadi. Demak, y < bo'iganda
bir jinsli masala faqat trivial yechimga ega bo'ladi.

7 >0 da ixtiyoriy koeffitsientli 4 darajali ko'phadni P, (2)
orgali belgilab, bir jinsli masalaning yechimini quyidagi ko'rinishda
hosil gilamiz:

~y . P - —~ H
(D(..)— F z(“)X(‘) voki

(D'(z):rPI(z)c'”"’), ® (z)=: ZP[;)c’r @)

bu verdagi r(:) (37) formula bilan aniglanadi. Shunday gilib, quyidagi
natijaga keldik.

Agar Riman chegaraviy masalasining y indeksi manfiy bo'lmasa,
(33) bir jinsli masala y 41 1a chizigli bog'lig bo‘Imagun

SN Yo N _ Lk xCV )
®;(z)=2"C" V0, (2) =2 k=017
yechimlarga ega bo'ladi. Umumiy yechim y + | 1a ixtiyoriy o ‘Zgarmasni
0'7 ichiga olib, (40) formula bilan aniglanadi. Indeks manfiy bo‘lgunda

(33) masala trivial ®{z)=0 yechimdan boshqa cheksizlikda nolga
avilanadigan yechimlarga ega bo ‘Imaydi.

3. Bir jinsli bo‘lmagan masalani yechish. (30) chegaraviy shartni
(39) tenglikka asosan

O (1) D (,')+ g(1)

X'} X (1) X'(r)

g(/) _
ko'rinishda yorib olamiz. ”._(_’) funksiya Gyolder shartini
ganoatlantiradi. Bu funksiyani |- bandda bayon gilganimizga asosan
analitik funksiyalar chegaraviy giymatlarining ayirmasi sifatida tasvirlash
mumkin, ya'ni

glr)

- :\‘P' [‘ —lP 1), H
X'(l‘) ( ) ( ) bunda

R g(T) dt
()= 27ri£3(‘ ’ (4n

(1)7-=

Bu holda chegaraviy shartni

9_‘_(!_) RV ({) —




b ()
ko‘rinishda yozish mumkin. ¥ =0 bolganda X ‘_(f) funksiya

cheksizlikda y tartibli quibga, y <0 da esa, shu tanibli nolga ega

bo'ladi. Bir jinsli masalani yechganda qanday yo'l tutgan bo'lsak,

xuddi shunday mulohazalarni takrorlab, quyidagi natijalarga kelamiz;
1°. 7 20 bo'lsin. U holda

O 0,0

O(z)=X() ¥(:)1 P, (2)]

yechimga cga bo‘lamiz, shu bilan birga X(z),‘l’(:) funksiyalar

Bundan

(38) va (41) formulalar bilan ifodalanadi, P,(::) esa koefTitsientlari
ixtiyoriy bo'lgan x darajali ko'phaddir. ()xirgi tormula bir jinsli
masalaning umumiy X(:)PZ{:) yechimini qo'shiluvchi sifatida o'z
ichiga olgani uchun bir jinsli bo*lmagan masalaning umumiy yechimi
ckanligini Ko'rish giyin emas.

P

2°. y <0 bo'lsin. Bu holda ¢ ()

funksiya cheksizlikda nolga
X (z)

teng bo'ladi va

4] 4]

P (=20 gy

X (1) X (1)
tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan

(2)=X(z)¥(2)

tenglik kelib chiqadi. ® (:) funkstya ifodasidagi birinchi ko'paytuvchi
(38) formulaga asosan cheksizlikda —y tartibli qutbga cga, ikkinchisi
csa (41) Koshi tipidagi integral sifatida umuman aytganda cheksizlikda
birinchi tartibli nolga cga. Demak, @ (:) cheksizlikda tartibi — y — 1
dan katta bo’lmagan quibga ega bo’ladi. Shunday qilib, agar g <—I
bo'lsa. bir jinsli bo'lmagan masala, umuman aytganda, trivial
yechimdan boshga yechimlarga ega bo'Imaydi. Bu masala uning ozod
hadi ba’zi qo'shimcha shartlarni ganoatlantirgandagina vechimga ega
bo'ladi. Bu shartlarni hosil gilish uchun (41) Koshi tipidagi integralni
cheksiz uzoglashgan nuqta atrofida gatorga yoyamiz:
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W (z):Z('A: . buyerda
a1

I relr
{ Al
¢, =—— —Ilr dr.
27i 7 X' (1)
O (:} funksiyaning cheksiz uzoglashgan nugta atrofida analitik
bo'lishi uchun ¥ (:) funksiva yoyilmasining birinchi —y - 1
kocltitsientlari nolga aylanishi kerak. Bundan, indeks manfiy (,7( <-1)

bo'lgan holda bir jinshi bo'lmagan masalaning yechimga ega bo’lishi
uchun quyidagi

T
IL.(—)—TA dr=0.k=12...—y—1 (42)
P X (1)
shartning  bajarilishining zarur va yetarlifigi kelib chigadi. Natijada
quyidagi xulosaga keldik.
Rimanning bir jinsli bo‘lmagan masalasi y >0 bo'lgan holda
ixtivoriy vzod hadda yechimga ega ho'ladi va uning umumiy yechimi

v X(z) ¢ glr) dr o

D(z)= I + X(z)P(z
(=)=—— =z (2)P(z) @
formula bilan aniglanadi. Agar y = —1 bo'lsa ham bir jinsli bo‘Imagan

masala vechimga ega bo'ladi va yechim yagona bo'ladi.

Bir jinsli bo‘lmagan masala y <=1 bo‘lgan holda umuman
aviganda, yechimga ega bo'lmaydi. Uning yechimga ega bo dishi uchun
ozod hadi — y —1 ta (42) shartlarni qanoatlantirishi zarur va vetarlidir.
Bu shartlar bajarilganda yagona yechim (43) formula bilan aniglanadi,
fuqai bunda P X(:) =) deb hisoblash kerak.

Bu masalaning cheksiz uzoglashgan nuqta atrofida nolga teng
bo'ladigan yechimi keyinchalik muhim tatbigga egadir. Bu holda ¥
darajali ko'phad omiga y —1 darajali ko’phad olish kerak. Indeks
manfiy bo'lgan holda masalaning yechimga ega bo'hshi uchun ¢ p
koclfitsicntning ham nolga teng bo'lishini talab gilish kerak.

Demak, @ () —0 shartda x>0 bo'lganda yechim

(l)(;):X(z)L‘l’(:)+PZ,(:)J (44)
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formula bilan aniqlanadi (¥ = 0 bo*lganda P, I(J;‘) =0 deb hisoblash

T glr
kerak). Agar ¥ >0 bo'lsa, yechilishning I%r‘ dr=0, k=1.2..... y

shartlari bajarilganda, yechim avvalgiday (44) formula bilan
ifodalanadi, bunda P, ((z)=0 bo'ladi.

4. Ko‘p bog‘lamli soha wuchun Riman
masalasi. Faraz gilaylik, £ cgri chizig, m
+ 1 ta o'zaro kesishmaydigan yopiq egri
chiziglarning to'plamidan iborat bo'lsin.
yani L=L+ +/[, +.+ L, ,shu bilan
birga ., yopiq egri chiziq golgan hammasini
o'z ichiga olgan bo'lsin (5- chizma). L, cgn
chizigning ichida, 1., ... I cgri chiziglarning
tashqarisida votuvchi (m+1) — bog'lamli
sohani D° orqali, D'+ [ ni to'la
tekislikhacha to*ldiruvchisini D orqali
belgilaymiz. L egri chizigni musbat aylanib chiqish deganda D'
sohani chapda goldiruvchi avlanish hisoblanadi va’ni L, yopiq egri
chizigni soat strelkasiga garshi, I, ... L yopiq egri chiziglarni esa,
soat strelkasi bo‘yicha aylamish kerak.

Sakrash to‘g risidagi

D (1) - (1)=g(r)

masala, bir bog'lamli sohadek, ushbu
] ¥
(D(z) = — Ié

27i ;

tormula bilan yechiladi. Riman masalasi bir bog'lamli soha uchun
ganday qo‘yilgan bo'lsa, bu holda ham xuddi shunday go'yiladi. Ushbu

5- chizma.

(r)dr

r—2z

1
% =5 argG(1) ],

belgilashni kiritamiz. Masalaning indeksi deb,
n
X=20
k-t
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miqdorni aytiladi. Agar ichki egri chiziglar uchun ,(A{k =1... m)
lar nolga teng bo'lsa, masalaning yechimi bir bog'lamli sohada ganday
ko‘rinishga ega bo'lsa, bu holda ham shunday ko‘rinishda bo'lishini
ko'rish giyin emas.

Umumiy holni sodda holga keltirish uchun

i

n(’—:k )n

funksiyani kiritamiz, bundagi z_ — ichki L, yopiq cgri chiziglarda

yotuvchi ba'zi nuqtalar, Agar & # j bo'lsa, ‘Varg(z -z )][ =0 va

[arg(( -z )]: =—-2r ckanligini ¢'tiborga olib,

l_ ¥ z . i |
3 el 020"

tenglikni hosil gilamiz. Bundan

el G-z || =0 712

ki

lﬁ{arg(r— ) L Cey. j=120m

m Xi

bo'lishi kelib chigadi. Endi G(¢)]](7-2z,) funksiya argumentining
Al

egri chizig bo'yicha o‘zgarishini hisoblaymiz:

I r R "
= -2—];[31'86(’)], + Ey—r—;[xk arg(t -z, )]! =

=Xt 2. X=X
k-1
Koordinat boshi D' sohada yotganligi uchun
[argt][% =0,k=12,...m, [argt][% =27
bo‘ladi. Shu sababli
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?
-['wg{f Tl-=) O(!)]} =0
1 l(—l 7
tenghik kelib chigadi.
Lndi bir jinshi masalani yechishga o'tamiz. Chegaraviy

O (1)=G(t)D (1)
shartni
(D‘}({):"'L{f "‘lﬂ[(r—:k)’“ (;(r)JCD () 5)
n(t_zk)h .

kol

ko'rinishda yozib olamiz. Har bir L. A=0,1,....m, yopiq cgri
™ I
chizigda indeksi nolga teng bo'lgan f"n(l -z,) U(f) funksiyani

[
ushbu nisbat ko'rinishida ifodalash mumkin;

m . el"(!)
T -2)"G(r)= PRI
k-l 4

bunda

n
A

(=2 6(s)|

r—C

o J.n[z. ,

Masalaning kanonik yechimlari

dr- (46)

I

iid

X (z)=[[(z=2) " . X (z)=z %" @
Al
formulalar bilan aniglanadi. (45) chegaraviy shart

D' (1) D (1)
X (1) X (1)

ko'rinishda yoziladi. 2 -banddagi mulohazalarni takrorlab,
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" i

l—[(z -z,) c'”“’Pl(z),

OB (z) 1

b (z)=z 2" ‘:'Pl(z)

(48)

yechimlarga cga bo'lamiz. Bulardan ko'rinayaptiki, ycchim bir
bog'lamli soha uchun olingan yechimdan (li'(:) funksiyadagi

X

n(: -z,)  ko'paytma bilan farq qgiladi.

Qo'shimcha @ (1)-— 0 shart go'yilganda (48) formulalarda

P, ](:) ko'phad olish kerak. Keyinchalik bizga kerak bo'ladigan
X (7) kanonik yechimning egri chizigdagi limit giymatlarini hisoblaymiz.
(46) formuladan Soxotskiyv—Plemel formulalariga asosan limit
giymatlarini topamiz:

I"'(r):i%ln[r ’H(r)G(r)1+F(1), (49)
bunda r(t) — (46) integralning bosh giymati va

ﬂ(r)ﬂ(r—zk)ﬁ.

(49) tengliklarni ¢’tiborga olib, (47) formulalarda z — /7 da limilga
o'tsak.

el‘(t)

]
D, =
T

formulalarni hosil gilamiz. Bir jinsli bo*Imagan masalani tckshirganda
xuddi 3- banddagidck chegaraviy

(1) =G (1)+ (1)
shartni
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ko'rinishda ifodalab olamiz. Bu yerdagi (=) funksiya (41) formula
bilan aniglanadi. Bundan umumiy

O(z)=X(z)| ¥(2)+P,(2)]

yechimni topamiz. Agar yechimga @ (ov)=0 shart qo'yilsa, u

®(z)=X(z)[V(z)+P, (2)]

ko'rinishga cga bo'ladi. y < bo'lgan holda bir jinsli bo‘lmagan masala

)

EAWP () 'dr =0
Xl

P X ()

shart bajarilgandagina yechimga cga bo'ladi, bu yerdagi &, agar yechim

!

cheksizlikda chegaralangan bo'lsa, | dan -y —1 gacha, agar
oD (oo)z() shart bajarilsa, 1 dan -y gacha giymatlarni gabul
giladi. Bu shart bajarilganda yechimni vuqgoridagi formulalarda
Pz(z)z() deb hisoblab, hosil gilish mumkin.

Agar tashqi L vyopiq egri chizig bo'lmasa, D* soha teshiklari
bo’lgan barcha tekislikdan iborat bo‘ladi. Bu holda cheksiz uzoglashgan
nugta D sohaga emas, balki D' sohaga tegishli bo‘ladi. Shuning
uchun ham cheksizlikda @~ (z) funksiyani emas, ®' (z) funksiyaning
holatini e’tiborga olish kerak. Bu holning avvalgi holdan muhim farqi

shundaki, barcha L, (k=1,2,...,m) vopiq cgri chiziglarga nisbatan

n(f—zk) G(l) funksiyaning indeksi nolga teng bo‘ladi va bu

m X
k1

funksiyada  # ko'paytma ishtirok etmaydi. Shu sababli masalaning
yechimini hosil gilish uchun bu ko‘paytmani tushirib goldirib, avvalgi
mulohazalarni gaytarish yetarlidir.
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5. Ochiq egri chiziglar uchun Riman masalasi. L egri chiziq
chetlaridan boshga umumiy nuqtalarga cga bo'Imagan sillig
L, k-12,.,p. ochiq yoylardan tashkil topgan bo'lsin. L cgri
chizigning tugunlarini, ya’ni L ni tashkil giluvchi yoylarning chetki
nugtalarini ¢, £ =1,2,....n, orqgali, yoki soddagina ¢ deb belgilab
olamiz. L chizigning tugunlaridan boshqa nugtalanini oddiy nuqgtalar
deyiladi. L chizigning nugtalarini o'z ichiga olmagan tekislikning har
bir chekli sohasida analitik, L ga chapdan va o'ngdan uzluksiz
davom etdiriladigan, tugunlar atrofida esa,

()| <~ 0< = const <]

o
Z—C

shartni ganoatlantiradigan (D(:) funksiyani bo‘lak-bo‘lak analitik
funksiva deb ataladi. (1) va g (1) ftunksiyalar L da berilgan va
Gyolder shartini ganoatlantiruvchi bo*lib, barcha L da G(I);’:()
bo‘lsin.

Riman masalasi quyidagicha qo‘yilganda, cheksizlikda chekli
tartibda, L chizigga chapdan va o'‘ngdan vaginlashganda
O (1), (1) cheguraviy givmutlari

G (1)=CG(r)P (1)+g(1) (50)

chegaraviy sharini qunoatlantiruvchi bo‘lak-bo lak analitik D{z)

funksiva topilsin,

I chizigda (50) chegaraviy shart bajariladi deganda, bu shart
oddiy nugtalarda bajarilishi tushuniladi. Xuddi yuqoridagidek, g (1)=0
bo'lsa, ya'nm

O ()=G (1) (1) (51)
shart bajarilsa, masalani bir jinsli masala deb yuritamiz.
1

Agar nafaqat X (z) funksiva, balki X(z) funksiya ham bo’lak-

bolak analitik bo'lsa, X (z) ni (51) masalaning kanonik yechimi deyiladi.
Bo'lak-bo'lak analitik funksiyaning ta'rifiga asosan ¢ tugunlar
yaginida
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const

|X(Z)|< o l’
B
| const o<l (52)
|X(Z) |:_(‘tl K

shartlar bajarilishi kerak.

Kanonik yechimni tuzishga otamiz.  In (i(f) deganda har bir
/,|.I,§.M,LP yoyda uzluksiz o'zgaruvchi anig giymat tushunitadi.
Farazimizga asosan  G(7) funksiya Gyolder shartini ganoatlantirgani
uchun InG(I) funksiva ham bu shartni ganoatlantiradi. 1. chizigning
tugunlarini ¢, ¢, ,.., ¢, orqali belgilab olamiz. Chetki nuqtasi ¢, bo*lgan

£, yoy boyicha 7 nugta ¢, tugunga intilganda In (;'(t) funksiya aniq

limitga intiladi, buni biz ]n(;',((") orqali belgilab olamiz, ya'ni

InG, (¢, )=limlnG(¢)

LI o

Endi ushbu

I fnG(l)u’l

Zm',‘ t—=

funksiyani tekshiramiz. Soxotskiy—Pleme! formulalariga asosan, 7 nugta

oddiy 7, € L nuglaga chapdan va o ngdan intilganda
.. |
I (1(,):3111(;(1(,)+F(z',),

. |
I (1,)= - 1n G(1,)+T(1,),
yoKki

|
()l (/u) — (;2 (f())c'l (I”)’ el (1) — (; 2({(])e| (I”)



. - . 1 . . .
formulalar o'rinli boladi. Bulardan ¢ funksivaning (51) chega-
aviv shartni ganoatlantirishi kelib chigadi. Endi T'(z ) funksivaning

tugunlar vaginida holatini aniglash qoldi.
Ma'lumki [ 10], Koshi tipidagi integral ¢, tugun yaginida quyidagi
formula bilan aniglanadi:

r(z)= ((x‘ + iﬁA)In(: - )+ r,(z),
+|n(1 )

o, +if z ,
2mi
bu verda yigrindi £ yoylarning ¢, tugunda uchrashuvchi barcha j
nomerlariga targaladi. shu bilan birga =" belgi ¢, dan boshlanadigan,
4 esa, tugaydigan vovliarga mos keladi. Shunday gilib, ¢, tugun
vaginida

S

TG (NS oy
¢ = (‘- —G ) Q(“ )
formulaga ega bo'lamiz, bunda Q(z)~z — ¢, da noldan fargli anig

limitga intiluvehi, ¢,

vaginida analitik funksiva. Endi ”(:) ushbu

l'[(:)-—vlf[(:w )’

formula bilan aniglangan ratsional funksiva bo’lsin, bunda 4,

—l<a, +A4, <, k=12..n (53)
shartni ganoatlantiruvehi butun sontardan iborat. Endi tckshirib ko'rish
giyin emaski, ushbu

" .
ey 1) - . \"
Y@ =[]z =" T](z <) (54)
£
tunksiva kanonik yechim bo'ladi yoki, anigrog. kanonik yechimlardan
bittasi bo'ladi. Hagigatan ham, X (2) funksiya £ chizigdan tashqan
barcha tekislikda nolga aylanmaydi, (53) tengsizlikka asosan (52)
shartlar bajariladi.
a, butun sonlar bo'lgan ¢, tugunlarni maxsus, qolganlarini esa,

maxsus bo'lmagan wguntar deviladi.
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Maxsus bo‘Imagan tugunlar uchun /1,‘. sonlar £ 1 go'shiluvchi
anigligida topiladi.chunonchi 4, ni shunday tanlashimiz mumkinki.
yoki a, + A, <0 yoki a, + A, >0 tengsizlik bajarilsin. Maxsus
tugunlar uchun o, + A, =0 bo'ladi. Yugorida aytganlarimizga asosan

(51) masalaning yechimlari tugunlar yaginida chegaralanmagan bo'lishi
mumkin deb hisobladik. Ayrim hollarda, avvaldan berilgan, ba’zi

€ Graeens € maxsus bo'lmagan tugunlar vaginida izlanayotgan vechi-
mning chegaralangan bo'lishini talab gilish magsadga muvofiq bo'ladi.
Bu shartni ganoatlantiruvehi () yechimlarni /'I(C,.cg,....(' ) sinf

¢
yechimlari deb aytiladi. ¢ = 0 ga mos sinfni 4 (0) yoki A orqali
belgilanadi.

/1((',.(3,...,('{1) sinfning kanonik yechimi deb, (54) formula bilan
aniglanadigan X (z) yechimni aytiladi, bundagi 4, butun sonlar

shunday tanlanadiki, ¢,,¢,.,....c, tugunlar uchun a, +4, >0 wva

’
barcha golgan maxsus bo'lmagan tugunlar uchun a, + 4, <0 bo'lsin.
Ushbu

Y,
k-1

formula bilan aniglanadigan ¥ butun sonni berilgan }7(('1,('2,...,("1)
sinfning indeksi deviladi.

Berilgan h((',.('z....,('q) sinfning X (z) kanonik yechimi bo‘lsin,
Ravshanki,

d(z)=X(z)P(z) (55)
funksiva ham berilgan sinfning yechimidan iborat bo‘ladi. bundagi
P () — ixtivoriy ko'phad. Endi teskarisini isbotlaymiz. P (z) ko phad

mos tanlab olinganda berilgan sinfning har bir yechimi (55) formula
bilan aniglanadi. Hagigatan ham,
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®(1)=Gl1)® (1).X" (1)=G()X (1)
munosabatlardan £ da

(1) (1)

X'(r) X (1)

tenglik kelib chigadi. Bu tenglik shuni ko*rsatadiki, agar £ chizigning
D(z)

oddiy nugtalarida _X( 7) funksivaga zarur givmatlarni yozib qo'yilsa,

u tugunlar va cheksiz uzoglashgan nugtadan tashqari barcha tekislikda

analitik bo'ladi. Bu funksiva tugunlar yaqginida | dan kichik tartibda

cheksizlikka aylanishi mumkin, demak, tugunlar qutilib bo'ladigan
maxsus nugtalardan iborat bo'ladi. (l)(z) funksiya shartga ko'ra

(z)
cheksizlikda chekli tartibga ega bo*igani uchun -X_“( ;) ko*phaddan

iborat bo'ladi. Shu bilan vugoridagi fikr isbot bo‘ldi. Bir jinsli bo'imagan
(30masalaning yechimlarini ham /1(('“('3“..,(“,) sinfdan izlaymiz. Bir
jmsli (31) masalaning shu sinfga tegishli bolgan kanonik yechimi X ( o)

bo*Isin. Bu funksiyani shu sinfdagi {50) masalaning kanonik funksiyasi

deyiladi. X' (7)=G ()X (r) tenglikni ¢’tiborga olib,(50) shartni

o (1) @ (1) glr)
X (1) X (1) X' (1)

korinishda yozib olamiz. Shartga binoan ®( =) funksiya X(z) nolga

avlanadigan €,¢,,...,¢ tuguntarda chegaralangan  bo'igani uchun,

V]
bu tugunlar yaginida

< o<l

o °




(90 et
tengsizlik otrinli bo'ladi. Demak, —X(~) funksiya bo'lak-bo'lak analitik

bo'lib, cheksizlikda chekli tartibga ega bo'ladi. Shuning uchun xuddi
avvalgidek

-~ r

o(z)- 2 (KDL yp)
27i X (1)1 -z)

formulaga cga bo’lamiz, bundagi P (7) ixtiyoriy ko'phad.

Bu c¢sa, berilgan sinfdagi (50) bir jinsli bo'lmagan masalaning
umumiy yechimidan iboratdir. (56) formuladagi ikkinchi go'shiluvchi
berilgan sinfdagi mos bir jinsli masalaning umumiy yechimi, birinchisi
esa, berilgan bir jinsli bo lmagan masalaning biror xususiy yechimidir.

Tatbig nugtai nazaridan (50) bir jinsli bo'lmagan masalaning
cheksizlikda nolga aylanadigan yechimlarini topish alohida ahamivatga
cgadir. X (z) funksiyaning cheksizlikdagi tartibi aynan (—,{) ga,
va'ni h(c].c'z,..‘,cq sinf indeksining teskari ishorasi bilan olinganiga
tengligini e'tiborga olib. (56) formulaga asosan quyidagi xulosaga
kelamiz:

y 20 bo'lganda, cheksizlikda nolga aylanuvchi berilgan sinfdagi
yechimlar

Jormula bilan aniglanadi, bundagi T, A= ) darajasi x| dan

1.

katta bo ‘Imagan ko '‘phad ( =004l (z)= 0)- ¥ <0 bolganda,
cheksizlikda nolga aylanuvehi berilgan sinfdagi yechimlar  ({oc) -0
ekanligini ifodalovehi

=0, =01, 71

shartlar bajarilgan holda va fagat shu holdagina mavjud bo‘ladi. Bu
shartlar bajarilganda yagona yechim Pz i(z)=0 bo‘lganda (57)
formula bilan aniglanadi.
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5- §. Singular integral tenglamalarni yechish

1. Xarakteristik tenglamani yechish. Ushbu
, b(t) cplr _
K q)EcJ(I)q)(l)+—(_)_[———(( )J’rz_/(l) (58)
Ty T

xarakteristik tenglamani tekshiramiz, bu yerda /. chizmada ko' rsatilgan
umumiy nuqtalarga cga bo’lmagan  yopiq silliq egri chiziglardan
tashkil topgan chiziq. a(r), h{r). f{1) lar Gyolder sinfiga tegishli
funksivalar, Noma'lum (/)(l) funksivani ham shu sinfdan izlaymiz.
Zichligi xarakteristik tenglamaning izlanayvotgan vechimidan iborat
bo'lgan Koshi tipidagi integral bilan berilgan bo'lak-boslak analitik
lunksiva Kiritamiz:

I ro(r)dt
()= [P
2miy t-:z
Soxotskiy - Plemel formulalariga asosan quyidagi tengliklarga cga
bo'lamiz:

o) =D (1) D (1), LI(/)(r)dr

- =D 1)+ D (1). (59)
T

M |

Bularni (58) tenglamaga gotyib, ®(z) funksiyaning ushbu

o (1)=G()P (’)+—& (60)

a(/)+/)(!)

Riman masalasining yechimidan iborat bo'lishi kelib chigadi,
bunda

, a(l)—/)(!)
G(1)="LHD=00)
a(r)+h(1)
Izlanayotgan  (z) funksiya Koshi tipidagi integral bilan
itodalangani uchun

[
tJ
N

15 32



O (0)=0
a(t)-h(r)

shartni ganoatlantirishi kerak. (60) Riman masalasi
d (60) a(t)+b(1)

koeffitsientining indeksini (58) integral tenglamaning indeksi deyiladi.
(60) chegaraviy masalani yechib, (59) formulaga asosan (58)
tenglamaning yechimini topamiz. Tenglama bilan chegaraviy masalaning
teng kuchli ekanligini ko‘rsatish uchun, teskarisini, ya'ni chegaraviy
masalani yechish natijasida (59) formulalarning birinchisidan topilgan
@(1) funksiya (58) tenglamani qanoatlantirishini ko*rsatish kerak. Bu
holda (D(:) funksiya (4- § 1- band) Koshi tipidagi integral bilan
tasvirlanadi, demak, (59) formulalardan ikkinchisi ham o rinli bo'ladi,
bu esa, q)({) funksiyani berilgan (57) tenglamaning yechimi ekanligin
ko'rsatadi. (60) Riman masalasiga mos xaraktenstik funksiya X (2)
bo'lsin. U holda (60) masalaning cheksizlikda nolga aylanuvchi yechimi

4- §) x 20 bo’lganda

)dr

|
Dz J'[a - ~X(z)P, () 6D

h ]x z) 2

formula bilan aniglanadi, bu yerda keyinchalik qulay bo'lishi uchun
. - - . . l

darajasi y -1 dan katta bo’lmagan ixtiyoriy ko'phad —EPI ,(2)

ko'rinishda olinadi, shu bilan birga y =0 bo'lganda P, {z)=0

bo'ladi. y <0 bo'lganda yechim faqat

ff( r)dr

I[a r ]X

=0, k=0,1,...,—y—1

shartlar  bajarilgandagina mavjud bo‘ladi; agar bu shartlar bajarilsa,
u holda yagona yechim P, (2)=0 bolgan (61) formula bilan
aniglanadi. Tekshirilayotgan (58) integral tenglamaning yechimini
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@(t)=d'(1)- D (¢) formulaga asosan (opamiz. Buning uchun
08 (/) va @ (I) chegaraviy giymatlarni Soxotskiy--Plemel formulasi
bilan hisoblaymiz:

iy JUX 0 X0,
b()= 7[(1(1 )+ h(t ]X (t)
)a’r

I]:a +/) }X A—;-X ([)PII(I)’

( X () X ()
b(r)= Z[a( )+ b(1 )]X (/) 27
/( )dz‘ |

Xarakterisuk X (7) funksiyaning aniglanishiga asosan

M: -4 :a(l)»--b({)
x (1) v

tenglikka egamiz. Buni e’tiborga olib, quyidagi ifodalarni hosil gilamiz:
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C26(1)X (1) 2h(r)[a(r)
a(r)y—=h(1) a’ (1) =b(r)

Endi, ushbu

a(t)= a(!) : :_b(.t_)__
(1) az(l)—hz(l),b(’) uz(f)—~l)2(t)’

Z(1)=[a(r)+b(1)]X" (1) = a(r)=h(r)|X ().
h*(’)z(’)j ‘/'(T)dr»

i Z(r)(r—1)

K'f= a‘([)f(!)—

belgilashlarni kiritib, (62) ycchimni

(1) =K"f+h(1)Z(r)P, (1) (63)
ko*rinishda yozishimiz mumkin. Bu yerdagi Z (1) funksiyani 4- § ning
4- bandidagi X' (1) va X (1 funksiyalarning giymatlariga asosan
osongina hisoblash mumkin. 7 (£) funksiyani (58) tenglamaga mos
kanonik funksiya deyiladi.  (63) formula (58) integral tenglamaning
7 >0 bo’lganda umumiy yechimini beradi.

Agar ¥y <0 bo'lsa, biz bilamizki, (60) Riman masalasi, demak,
(58) tenglama ham. umuman aytganda, yechimga cga bo'lmaydi.
Uning vechimga cga bo'lish shartlari
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kg
Lﬂﬂw:QzQLm—zw
Z(1

7 Z()

tengliklarning bajarilishidan iborat.

Agar yechimga cga bo'lish shartlari bajarilsa, u holda (58) bir
jinsli bolmagan tenglamaning yechimi P H(xX)= 0 botlgan (63)
formula bilan aniglanadi.

Agar £ (1) = bo'lsa, ya'ni tenglama bir jinsli bo'lgan holda.
oldingi natijalardan ko'rinadiki, y <0 bo'lsa. bir jinsli tenglama
noldan fargli yechimlarga cga bo'Imaydi, y > 0 bo'lganda esa, roppa-
rosa ¥ chizigli bog'lig bo'lmagan yechimlarga cga bo'lib, ularning
to'plami

p(1)=b"()7(1)P, (1)

formula bilan aniglanadi, bunda I’I l(t)— darajasi y —1 dan katta
bo'lmagan ixtiyoriy ko'phad. Shunday gilib, biz quyidagi natijalarga
keldik.

I Agar y >0 bo'lsa. bir jinsli K@ =0 tenglama roppa-rosa
X chizigli bogliq bo'lmagan yechimlarga ega ho ladi.

20 Agar y <O bo'lsa, bu tenglama noldan fargli yechimlarga ega
ho‘Imaydi.

3 Agar 20 bo'lsa. bir jinsli bo‘lmagan K'p= f tenglama
ixtivoriy [ funksiva uchun yechimga ega bo‘ladi va uning wmumiy
yechimi  ta ixtiyoriy o'zgarmasga bog'liq bo‘ladi.

4 Agar y <O bo'lsa, bu tenglamaning o ‘ng tomonidagi f funksiya
ushbu

7w (1)dr =0k =01~y -1
L
ko'rinishdagi — x ta shartlarni gqanoatlantirgan  holda va fagat shu

S

!
(1)

holdagina yechimga cga bo‘ladi, bu yerdagi w, (1) — chizigh
bog'lig bo'Imagan funksiyalar.

Bu shartlar bajarilganda tenglama bitta va fagat bitta yechimga
ega bo‘ladi.

2. Xarakteristik tenglamaga qo‘shma bo‘lgan tenglamani yechish.
Endi K'p= f tenglamaga go'shma bo'lgan
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K"wEa(r)w(t)-ifbmf( =g(t) (4

r)dr
—1

tenglamani tekshiramiz. (64) tenglamani sodda usul bilan Riman
masalasiga keltirish mumkin. Shu magsadda cheksizlikda nolga

aylanuvchi bo‘lak-bo’lak analitik

iz)= 2iri !b(r)rw—(z)dr

funksiyani kiritamiz. Ushbu

b(w()=¥ (1)-¥ (1) iIM)dr= V() +W (1)

;T

formulalarga va (64) (enlamaga asosan

al ()= (1) ¥ (1)+g(2).

() (t)=V¥'(1)-¥ (1)

yoki

(DY le) =2 (1) 1)

(- ) (1) =2 (1) () ®
tengliklarni hosil gilamiz. Bularga asosan quyidagi Riman masalasiga
kelamiz:

f a(t)+b(1) b(1)g (1)
Ll" l :——-—_ll-’ t + -
Y a(r)=b(r) ) a(t)—-b(r) (66)

(64) tenglamaga mos (66) masalaning koeffitsienti (58) teng-
lamaga mos (60) masala koeffitsientining teskarisiga teng bo'lgan
migdordan iborat.

Demak,
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a(t)+b(r) ; a(t)—h(1)
a(r)-b(r) / da(l)+/7(()

Bir jinshi Riman masalasi kanonik funksiyasini ifodalovchi (3%)
yoki (39) formulani esga olsak, (65), (60) masalalarning kanonik
funksiyalari migdori bo‘yicha bir-biriga teskari bo'ladi, ya'm (60)
masalaning kanonik funksivasi X (z) bo'lsa, (66) masalaning kanonik

¥ =Ind =—x

| . .
funksiyasi [X(:)J bo'ladi. Shunga muvofiq, (66) masalanming chek-
sizlikda nolga aylanuvchi umumiy vechimi ¥ >0 (va'ni y <0 da)
bo'lganda

[X(=)]" ¢ X (0)h(r)e(r)dr N
27i ;’[a(r) —b(r)](z'-—:} 2

ko'rinishda ifodalanadi, bunda P, (1) — darajasi ,{/' —1 dan katta
bo*lmagan ixtiyoriy ko' phad (,Z' =0da Plv = 0 borladi). Keyinchalik

W(z)= [X(:)] lpi (=) ©7)

I o . :
qulay bo'lishi uchun bu ko*phad oldiga — ko'paytuvchi qoydik. y < ()
(ya'mi, y>( ) bo’lganda, agar masala yechimga ega bo'lishining
zarur va yetarli

IX' (1)b(1)g (1) dr
b a(t)-b(r)
shartlari bajarilsa, yechim PI.“] (:) =(} bo'lgandagi yana o‘sha (67)

formula bilan aniglanadi. Soxotskiy—Pleme! formulasiga asosan (67)
dan W' (7) ni hisoblaymiz:

=0, k=0,1,..,—y —1




Endi (65) formulalarning  birinchisiga asosan (64) tenglamaning
yvechimini topamiz:

( ) ’ Pi' l(’)
wit)=K g+———.

Z(1)
bu yerda K* orqali avvalgi banddagi  K* operatorga go'shma bo'lgan
operator belgilandi, ya'ni

(O8)

I

| jZ(r)h'(r)g(r)dr

K'g=da"(t)glt)+
g=ar)elr) 7iZ (1) r—t

I3

shu bilan birga «*(f). b* (1}, Z (9 avvalgl banddagi belgilashlarming
o'zidir. Agar (67) dan W (r) i hisoblab, (65) formulalarning ikkin-
chisidan (//(I) ni topsak ham vana (68) formula hosil bo*ladi. Bir
jmsli (g = 0) tenglamaning umumiy yechimi ,g' >0 da

formula bilan amglanadi Demak, ,1" > () bo'lganda bir jinsh tenglama
TOPP-TOS ,1/. chizigli bog'lig bo'lmagan yechimlarga ega bo'ladi;
X‘ < () bo'lganda csa bir jinshi tenglama noldan fargli yechimlarga
ega bo'lmaydi.

Shunday qilib. K’ =/ tenglama qanday xossalarga ega bo'lsa,
K"y =g tenglama ham shunday xossalarga cga bo'ladi. Endi biz
ko'rayapmizki, K¢ = f tenglamaning vechimga cga bo'lishi uchun
4°- xossadagi shartlarda gatnashgan ¥« funksiyalar qo'shma bir jinsli
K"y =0 tenglamaning chizigli bog'lig bo'Imagan yechimlarining to*la
sistemasidan iborat ckan. Keyinchalik isbot gilinadigan muhim umumiy
teoremaning xususiy holi bo'lgan quyidagi fikrmi gavd qilib o*tamiz;
bir jinsli K”¢@ — 0 tenglama chizigli bog'lig bo'lmagan yechimlarining
soni k. qo'shma bir jinsli K"y =0 tenglama chizigli bog'lig
bo'Imagan yechimlarining soni & ga teng bolsa, bu sonlarning ayirmasi
K" operatorning indeksiga teng bo'ladi. va'ni
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k—k =y
Hagiqatan ham, y >0 bo'lganda k= y k =0; y <0 da
k=0, k == boladi.
3. Singulyar operatorlar kompozitsiyasi. K, va K, ushbu

Kip=a(t)p(r)+—

Ky =a,(ty(1)+—

formulalar bilan aniglanadigan singulyar operatorlar  bo'lsin. Ushbu

Ky = Kl(KZV/)

formula bilan aniglanadigan

K'=KK,

operatorni ko'rsatilgan tartibda K, va K, operatorlarning kompozitsivasi
yoki ko‘paytmasi deyilady (operatorlarning ko*paytmasi, umuman
aytganda, kommutativ bo'lmaydi, ya'ni K K, va K K, bir-biridan
farq qaladi), K* operator uchun ifodani topamiz:

Ky =KK.yp=a() "z(f)l//(f)-i-L‘IK:({’T)V/(Z-)({T +
i} T
| (K (r.7) | K. (.7)w(z)dT,
P A — | 7.
+7ti',[ T—1 CI“(T)W(T)+HII T, —1 at

Bu ifodaning xarakteristik gismini ajratib olamiz. Buning uchun quyidagi
almashtirishni bajaramiz:
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Iaz(r)K'(I’T)://(r)a’rzag(r) ”J"// dr

+JUZ(T)K'(I’TT)::IZ(’)K'(“)V/(T)dr, (69)

LRl e LR, (ar, = K (apw )+
1 J‘Kn ([-'I)Kz (T’T')JT.

|
i RS by s ey

Oxirgi tenglikda biz (20) Puankare—Bertran formulasidan
foydalandik. (69) formulalar o'ng tomonidagi ikkinchi qo‘shi-
luvchilardagi integrallarning yadrosi 7 =¢ nuqtada tartibi

F 0
|T - t| (/’. < 1) dan katta bo'lmagan maxsuslikka ega bolishini ko*rish

qiyin emas. Oxirgi takroriy integralda K(#,7,7,) =K, (1,7)K,(7.1))
belgilashni kiritib, quyidagi almashtirishni bajaramiz:

I( K(t,7,7,) e I JK(t,r,r,)dr_J-K(t,r,rl)dr _

L rl—r)(z'—t) ot vt ;T

a),(t,rl)—a)z(z,z")‘

T, —1

bu yerda



o (1.1))= _[K—(%ldr. o,(r.1)= JK—T”_T’TT')dt.
1. 1. |

w (1,7), @,(t.7} funksiyalar Gyolder shartini qanoatlantiradi va

bundan tashqari @, (7,7) = @, {7,¢). Shuning uchun oxirgi vadro ham

7 =1 bo‘lganda ’r - zr " dan katta bo‘lmagan maxsuslikka ega bo'ladi.
3- § ning 1- bandidagidek

K (t.0)=h(1). K.(t,6)=b,(1)
belgilashlardan foydalanib, K| va K, singulyar operatorlar K kompo-
zitsiyasiining xarakteristik K* operatori ushbu

K l//:( l;/ [a 1)a, )+b(l)/)2(1)]l}/(!)+
L4 (t)b (!)+aq( b JW ‘L')d‘c

formula bilan ifodalanishiga ishonch hosil gilamiz. K, va K,
operatoriarning xarakteristik gismini ajratib (22) ko' nmshdd yonb
olamiz:

Kig=a(t)e( j(p r)de I(!,z‘)(/)(r)dr,

Koy =, (w(0)+ 2 YO 1y (e)ae

ey T /

K* operatorning kocffitsientlarini «” (1) va b° (1) orqali belgilab
olamiz, ya'ni

a*(1)=a,(1)ay (1) + b, (1), (1),
bo(r)=a,(1)b.(1)+a,(1)b (1)

Bu formulalar &, k, regulyar yadrolarni o'z ichiga olmaydi va
ular 1 va 2 indekslarga nisbatan simmetrikdir. Shunday qilib,

70)
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ko paytmadagi operatorlar tartibining o' zgarishi, shuningdek ular regu-
lvar gismining o‘zgarishi operatorlar ko'pavtmasining fagat regulyar
gismiga ta'sir qilib, uning xarakteristik gismiga ta'sir qilmaydi.

Agar
S,=a,+b.D =a ~b. j=12; S ~a +bh.D =a -b
desak, (70) tenglikdan

S =85,.D =D,D,
formulalarni hosil gilamiz. Bu formulalardan indeksning ta rifiga asosan

K" operatorning ¥ indeksi K K, operatorlar ¥y va ¥, indeks-

larining vigtindisi, ya'ni ¥ = X, + - ckanligi kelib chigadi. Agar
singulyar K, operator shunday bo'lsaki, K K, operator Fredgolm
operatoridan iborat bo'lsa, u holda K, operator K, operatorni regu-
Ivarizatsivalaydigan operator yoki gisqacha, uning regulvarizatori deyiladi,

K* operatorning Fredgolm opceratori bo'lishi uchun 5°=0  yoki
S = I bo'lishi zarur va yctarlidir. Shunday qilib, agar K, operator
K, uchun regulyarizator bo'lsa,

ab, +a,b =0 (70

yoKki
5,8, = D,D,

tenglik o'rinli borladi va teskarisi. Yuqoridagi mulohazalardan shu narsa
kelib chigadiki, agar K, operator berilgan bo'lsa, uning regulyarizatori
K, opcratorni cheksiz ko'p usullar bilan tanlash mumkin, Masalan,
S =D =0 funksivani ixtiyoriy berish mumkin, u holda S, va D,
lar ushbu

S=—.,D=—
S, D,
formulalar bilan aniglanadi, xususiy holda S°= D" =1 dcb olish

mumkin. Odatda, (71) shartni ganoatantirish uchun
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a,=a,, by =-b,
deb olish qulay boladi.

Shunday qilib, regulyarizatsivalaydigan operatorni tanlashda
operatorlarning xarakieristik qismigina ahamiyatga ega ekanligini
ko‘ramiz.

Fredgolm operatorining indeksi nolga teng bo'lgani uchun, bir-
birini regulyarizatsiyalaydigan K va K, operatorlaring indeksi migdori
boyicha teng va ishoralari garama-garshidir.

Ixtivoriy ikkita singulvar operatorlar uchun

(KK.) =KK,

tenglik va ixtiyoriy ikkita ¢ va ¥/ funksiyalar uchun

IwK@clrzjmK'wcli (72)
[ L
tenglik o'rindi bo'ladi. Bu xossalarning (o°g'riligiga bevosita  tekshirib
ko'rish bilan ishonch hosil gilish mumkin. Ko'rsatish giyin emaski,
(72) xossa qo'shma operatorlar tushunchasi uchun xarakterli xossa
hisoblanadi, ya'ni agar ikkita singulyar K va K operatorlar uchun
(72) tenglik bajarilsa, Gyolder shartini ganoatlantiruvehi ¢ va i/
funksiyalar ganday bo'lmasin, K va K operatorlar boshlang'ich
ta'rif ma'nosida go‘shma bo'ladi.
(72) tenglikdan quyidagi fikr kelib chigadi: agar Ko = [
tengluma yvechimga ega bo'lsa, u holda

I‘/' wdt =0 (73)
1

shartning bajarilishi Zarurdir, bu yerda W — qo‘shma bir jinsli
K =0 tenglamaning ixtivoriy vechimi.

Hagigatan ham, agar ¢ funksiva K ¢ = f tenglamaning yechimi
bo'lsa. u holda

Ifl//df = I(,// Kgdr = .[(/) Kydt=0
I L 3
bo'ladi. Teskari fikr ham orinli bo'ladi; uni biz keyinrog isbotlaymiz.
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4. Fredgolm tenglamasining rezolventasi to‘g‘risida. Bizga
Fredgolmning ikkinchi turdagi

No=p(1)- _[n(!,r)(/)(r)drzg(t) (74)

i
tenglamasi berilgan bo‘lsin. 11 bobdan bizga ma’lumki, agar bir
jinsli

N =0 (75)

tenglama noldan fargli yechimlarga ega bo'lmasa, u holda ixtiyoriy
g (1) o'ng tomon uchun (74) tenglama yagona yechimga ega
bo‘ladi va bu yechim

(p( )-— Rq—g(! IR t.1r)e(r )d (76)

formula bilan aniqglanadi, bu yerda R(!,r) funksiya (74) tenlama-
ning rezolventasi. Endi (75) bir jinsli tcngiumu noldan farglt yechimlarga
cga bo‘lgan holga murojaat gilamiz. Bizga ma’lumki, bu tenglama va
unga qo'shma bo'lgan

Ny =0 (77
tenglama bir xil chekli sondagi chizigli bog'liq bo'lmagan yechimlarga
ega boladi. (75) va (77) tenglamalarning chizigli bog‘lig bo*lmagan
yechimlarining to'la sistemasini mos ravishda ¢@,,¢,,...,¢, va
W Was ¥, orqgali belgilab olamiz. Bir jinsli bo'Imagan (74)
tenglama uning o‘ng tomoni

.[g(t)t///.(t)dt:(), J-1.2,...n (78)
{

shartlarni ganoatlantirgan holda va faqat shu holdagina yechimga
cga bo'ladi. Tekshirilayotgan holda ham, (76) formulada qgatna-
shayotgan opecrator ko‘rinishidagi R operator mavjud bo‘lishini
ko‘rsatamiz. Agar (78) shartlar bajarilsa, u holda

p(t)=Rg=g(r thz“g( r)dr
funksiya (74) tenglamaning ycchlml(anlqrog i, yechimlaridan biri)
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bo'ladi, bu yerdagi R(t,r) funksiya (74) tenglamaning wmum-
lashgan rezolventasi deyiladi.

Biz qo'llaydigan usul tekshirilayotgan holni bir jinshi tenglama
noldan fargli yechimiarga ega bo'lmagan holga keltirishdan iboratdir.

Shu magsadda @ (),@, (1), (1) va w (1), (t).n, (1)
funksiyalar bilan ushbu

. l,i=],

_[(p, Edt = _[w,/] di=0,, 0,= {0,1_ n (79)
munosabatlar bilan bog'langan /! sinfga tegishli bo'lgan ikkita
E(1).8. (1), & () va g (1) (1 )sap, (1) funksiyalar sistemasini
kiritamiz. Bunday g_,"", va 77, funksiyalarni cheksiz ko'p usullar bilan
hamma vaqt tuzish mumkin [10]. (74) integral tenglama bilan bir
gatorda quyidagi Fredgolm integral tenglamasini tekshiramiz:

o(1)- J{ 301 }@(z)m:g(z) 0

i=l
va uning har bir yechimi, agar (78) shartlar bajarilsa, (74)
tenglamaning yechimi bo'lishini ko*rsatamiz. Hagiqatan ham, go(t)

funksiya (80) tenglamaning biror yechimi (agar shunday yechim
mavjud bo‘lsa)bo‘lsin. U holda shu tenglamaga asosan

Np+Y an(1)=g(1) (81)
f=1
tenglikka ega bo‘lamiz, bundagi o, — o‘zgarmaslar
a, = j(p(r)é’i(r)dr (82)
i

formula bilan aniglanadi. (81) tenglamani (t) ga ko'pavtirib, L
bo'yicha integrallaymiz:

J'%Ngodt+2a .[y/z;dt _[g (th (t)dr . (83)

(78) sharllarga asosan bu tcnghknmg o ng tomoni nolga teng.
Ny/k =0 bo‘lgani uchun (72) formulaga asosan
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J.y/kN(pc/r = j(/)N y,dr=0
1. {

tenglikka ega bo'lamiz va natijada a, = 0 borlishi kelib chigadi.
Demak, (83) tenglikdagi barcha ¢, = 0 va shuning uchun ham
N(o:g(r), bu csa, talab gilingan narsaning isbotidir. Nihoyat,
g ()= 0 bo'lganda (80) dan kelib chiqadigan bir jinsli
tenglamaning noldan fargli yechimlarga cga bo'lmasligini
ko rsatamiz. Haqigatan ham, oxirga tenglamaninig yechimi g (1)=
=0 da (78) shart bajarilgani uchun N@ =0 t(cnglamaning ham
yechimi bo'ladi. Demak, birinchidan, @ =b g, +b,p, +...b,¢,, bu
yerda b,b,,....h — o'zgarmaslar, ikkinchidan a = 0 ekanligini
eslasak, (82) dan

[(hpy+ . bp,)EdE =0, i=1.2. .

/.
tenglik kelib chigadi. Bundan, (79) ni ¢’tiborga olsak, barcha b =0
bo‘ladi, demak, bir jinsli (80) (englama noldan boshga yechimlarga
cga emas. Avvalgi aytganlarimizga asosan (80) tenglama ixtivoriy g (t)
o'ng gismi uchun yagona yechimga ega bo’ldi va bu yechimmni @= Rg
ko'rinishda ifodalash mumkin. bundagi R — yuqorida ko rsatilgan
operator ko'rinishidagi operatordir. (74) tenglamaning umumiy yechimi
(78) shartlar bajarilgan, ushbu

p=lp+cp +c.0,.+..+¢0,

ko*rinishda ifodalanadi.

R operator N = g tenglamaga nisbatan ganday rol o'ynasa,
R operatorga go'shma bo‘lgan R operator N'(/):g tenglamaga
nisbatan xuddi shu rolni o’ynashini tekshirib ko*rish qiyin emas.

5. To‘la singulyar integral tenglamani regulyarizatsiyalash. Biz
3- § ning 2- bandida, ayrim sodda singulyar intcgral tenglamalarning
yechimlarini aniq ko‘rinishda yozib olish mumkin ckanini ko'rdik.
Umumiy holda, singulyar integral tenglamalarni tekshirishning odatdagi
usuli uchun regulyarizatsiyalash, ya'ni Fredgolm tenglamasiga
keltirishdan iboratdir.

Singulyar integral tenglama

Ke=/f (84)
berilgan bo'lib, M — K ni regulyarizatsivalaydigan biror singulyar
operator bo'lsin. Avvalgi tenglamaning har ikki tomonida M
operatsiyvani bajarib,
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Np=MKgp =M/ (85)

Fredgolm tenglamasiga ega bo’lamiz. Berilgan tenglamaning har bir
yechimi (85) Fredgolm tenglamasining ham yechimi bo'lishi ravshan;
teskari xulosa umuman aylganda o'rinli bo'imaydi: demak, (84) va
(85) tenglamalar, umuman aytganda, ekvivalent emas. Ammo (85)
tenglamaning barcha yechimiarini topishni bilsak, berilgan (84)
tenglmaning barcha yechimlarini topish mumkin bo'lishini ko*nsh
giyin emas. Bu to'g'rida biz keyinchalik batafsil to’xtaymiz. Hozircha
avvalgi fikrlardan kelib chigadigan natifani - keltiramiz.
Bir jinsli singulyar integral

Ke =0

tenglamaning chizigli bog'liq bo ‘Imagan yechimlarining soni cheklidir.

Hagigatan ham, bu tenglamaning barcha yechimlari bir vaquda
bir jinsli Fredgolm tenglamasining yechimlari bo'ladi: ma’lumki, oxirgi
tenglama yechimlarining soni esa cheklidir. (85) Fredgolm tenglamasi
yechimlari ichida (84) tenglamaning barcha yechimlari yotishini biz
yuqorida aytib o'tdik. Endi (85) tenglamaning umumiy yechimini bilgan
holda (84) tenglamaning umumiy yechimini topishni  magsad qilib
qo'yamiz. Avvalo (85) tenglamaning yechimga ega bo'lish shartlarini
yozib olamaz. Bu shartlar

pmmmajﬂgwm

I
ko'rinishga ega bo'ladi, bu yerdagi @, - @, (f) — (83) tenglamaga
go'shma bo’lgan bir jinsli

Ny=KMy =0
Fredgolm tenglamasi chizigli bog'lig bo'lmagan yechimlarining to'la
sistemasidir. (72) formulaga asosan, bu shartlarni

J‘)"M'(u,-drﬁ-(). J=12,....n (86)

. o . . .
ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu holda (85) tenglamaning
umumiy yechimi, 4- banddan bizga ma’lumki,

p(1)= RMS(1)+ D e x,(1) )
1
ko‘rinishda yvovziladi, bundagi R avvalgi bandda ko'rsatilgan aniq
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operator, , (t){(i=12,...n) funksiyalar MK =0 tenglama
chizigli bog'tig bo*Imagan ya.chnmlanmng to*la sistemasi, ¢, — ixtiyoriy
o'zgarmaslar.

Lekin (85) tenglamaning bu yechimi (84) tenglamaning yechimi
bo'lmasligi ham mumkin. Hagigatan ham, agar ¢ funksiva (83)
tenglamaning, ya’ni

M(Kg-/)=0

tenglamaning biror yechimi bo'lsa, u holda

Kop—/=>ag (88)

bolishi ravshan, bu yerda ¢&....& - Mé& =0 tenglama chizigli bog'lig
bo'Imagan yechimlarining to'la sistemasi, a, ..., a, — biror o‘zgarmaslar.
Bu o‘zgarmaslar, agar ¢ funksiyva berilgan bo'lsa, va'ni (87)
formuladagi ¢, ..., ¢, 0'zgarmaslar berilgan bo'lsa, 10'la aniglanadi.
(85) tenglamaning (87) yechimi (84) tenglamaning ham yechimi
bo'lishi uchun barcha g, = 0 bo'lishi zarur va yetarlidir. Bu shartni
berilgan ¢ funksiya va ¢, o‘zgarmaslar orqali ifodalaymiz. Buning
uchun (88) formuladagi a, o‘zgarmaslarni ¢, lar orgali aniglaymiz.
Shu magsadda L egri chizigda /1 sinfga tegishli bo‘lgan shunday
&, L& aniq funksiyalarni olamizki, ushbu

jg E(1)de=0,(5,=1. i=/j 8,=0. i%)) (89)

sharllar bajarilsin. Bunday funksiyalarni hamma vaqt tanlab olish
mumkin | 10].

Endi (88) tenglikning har ikki tomonini & (¢} ga ko' paytiramiz
va L boylab integrallaymiz. U holda (89) ni ¢’tiborga olsak, ushbu

a,= [ (Ko f)dt
!

tenglikka cga bo‘lamiz. Bu lcﬁglikda @(1}) o'rniga uning (87) ifodasini
go'yamiz va

jf KRM/idt = j/MRder

formuladan foyddlamb quyidagi
f; ( )= MRK“() Si
I & (1
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/ = I/ ; (lf (90)
belgilashlarini kiritsak,

H
(1,:/.,+Z,A”(; ohH
I
formulani hosil gilamiz. Demak, (87) formula bilan aniglangan o(1)
funksiya berilgan (84) tenglamaning yechimi bo‘lishi uchun ¢
o' zgarmaslar ushbu

z A+ f=00 j=12,..n 92)

chizigli algebraik tenglamalar sistemasining vechimi bo*lishi zarur va
yetarlidir. Agar bu sistema yechimga ega bo'lsa, u holda berilgan
integral tenglama ham yechimga ega bo'ladi va aksincha. (92)
sistemaning yechimga cgu bo'lishi shartlari, bizga ma’lumki, chekli
sondagi (bu sonning hozircha bizga gandayligining ahamiyati yo'q)

3B,/ =0
!

ko'rinishdagi munosabatlar bilan aniglanadi, bundagi B, — o'zgarmas
sonlar. O'zgarmas £ sonlar (90) ko'rinishga cga ckanligini eslasak,
avvalgi shartlarni

I f dr =0 (93)

ko'rinishda yozib ollshumu mumkin, bu yerdagi u/:.(l)—il sinfga
tegishli / ga bog'liq bo'Imagan aniq funksiyalardir. Shunday qilib biz
quyidagi xulosaga keldik.

Berilgan (84) integral tenglumaning yechimga egu bo‘lishining
zaruriy va yetarli shartlari chekli sondagi (93) ko'rinishdagi shartlar
bilun ifodalanadi.

6. Nyoter teoremalari. Endi Fredgolm tenglamalari uchun bizga
ma’lum bo'lgan Fredgolm teoremalari ganday rol o’ynasa, singulyar
integral tenglamalar nazariyasida ham xuddi shunday ahamiyatga ega
bo'lgan, nemis matematigi F.Nyoterga tegishli uchta teoremant
isbotlaymiz.

1 teorema. (84) singulyar integral tengluma yechimlarining soni
cheklidir. Bu teoremaning isboti 5- banddagi mulohazalardan darhol
kelib chiqadi. (84) tenglamaning har bir yechimi (85) tenglamaning.
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ya'ni M{(Keg— /)0 bir jinsli tcnglamaning ham yechimidir. Demak,
(84) tenglama yechimtarining soni (85) Fredgolm tenglamasi vechimlari
sonidan katta emas. Bundan teoremaning tog*riligi kelib chigadi.

2 teorema. (84) singulyvar integral tenglamaning yechimga ega
bo'lishi uchun

jf Ot =0, j=1.2...k (%)

shartlarning hcyau/uh: Sarur va yetarli, bundagi w,(1)....w, (1) — go'sh-
ma bir jinsli Ky =0 tenglama chizigli bog liq bo lmagan vechimlarining
tola sistemasi.

Isbot. (94) shartlarning zarurligi (73) formuladan bevosita kelib
chigadi. Bu shartlarning vetarli ckanligini isbotlaymiz. Buning uchun
(84) tenglamaning yechimga ega botlishi uchun yetarli bo'lgan (93)
shartlar (94) shartlarning natijasi ckanligini ko*rsatish kifoyadir. g (1)~
/1 sinfga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy funksiyva bolsin.

Ushbu K¢ =Kg tenglama yechimga cga bo'ladi, chunki uning
yechimlaridan bittasi ¢ =g . Demak, (93) shartlarning zarurligidan

If//ngdf = '[ gKy ' di=0
! !

tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglik ixtivoriy g funk%iyz\ uchun o'rinli
bo'ladi, u holda Ky -0 bo'lishi kerak, va'ni W, f‘unksival bir jinsli
Ky -0 tenglamaning yechimidir, Demak. t,// funksiya y,
lunksiyalarning chizigli kombinatsiyasidan iborat. Shunmg uchun ham
(93) shartlar (94) shartlarning natijasidir. shu bilan tcorema isbotlandi.

3 teorema. Bir jinsli Ko =0 tenglama chizigli bog ‘lig bo‘Imagan
yechimlurining k soni va go'shma bir jinsli Ky =0 tenglama chizigli
boglig bo‘lmagan yechimlari 'k sonining avirmasi K operatorning fuqgat
xarakreristik gismiga bog'liq bo'ladi va bu avirma shu operatorning
indeksiga teng bo‘ladi, va'ni

k—k =y
Ishot. M — K ni regulyarizatsiyalaydigan ixtiyoriy operator bo'lsin,
Bir-biri bilan qo‘shma bo'lgan bir jinsli

MKgp=0, KMy =0 (¥5)
Fredgolm tenglamalarini tekshiramiz. Bu tenglamalar bir xil  sonda
chizigli bog'liq bo'Imagan yechimlarga cga. Bu sonni ikki usul bilan
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hisoblaymiz va natijalarni tagqoslab, teorema birinchi gismining
torgririligiga ishonch hosil gilamiz. Ushbu

Ke=0. Ky =0, My=0, Mw=0

tenglamalarning chizigli bog'lig bo'lmagan yechimlarining to'la
sistemasini mos ravishda

@ (j=1...k), y//.(j:l....,k').

g =lom), (ol(j = I,...,m')

orgali belgilab olamiz. MK — 0 tenglamaning barcha yechimlari

Kp= aux, (96)
ol

tenglamani ganoatlantiradi, bunda ¢ — o' zgarmaslar. Bu o zgarmaslami
shunday tanlash kerakki. natijada avvalgi tenglama yechimga ega
bo'lsin, va'ni [l tecoremaga asosan

m

Z Aa, =0, i= 1,2,k (97)
I
shartlar bajarilsin, bu yerda

A, = j(//,,y iy =120k =2 m]

I3

Faras gilaylik "AU" matritsaning rangi # ga teng bo'isin. U holda,
ma’lumki. (97) sistemani qanoatlantiruvehi «,, a,... a,  o'7gar-
maslirdan  m — r tasi ixtiyoriy bo'lib, golgan r tasi esa ularning
chizigli kombinatsiyasidan iborat bo'ladi. Ixtiyoriy o’zgarmaslarni b,
b.... b, , orqali belgilab olamiz. (96) tenglamaning o ng tomoniga ¢
lar o'riga ularning A lar orqali ifodasini go'yib, (96) tenglamani

Ko=>h& (98)
[

ko' rinishda yozib olamiz. bundagi & — x, funksiyalarning biror chizigli
kombinatsiyasi. & funksiyalar chizigh bog'lig emas. Haqgigatan ham,
b o'zgarmaslarning ba'zi bir givmatlarida

"o

S hE=0
o
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tenglik o'rinli bo'lsa, u holda bu yig'indi kelib chigqan ushbu

"

Zu“{,

vig'indi ham « lar o'rniga ularning b orqali ifodalarini go*yilgandan
S0 ng nolga lcnf, bo'ladi. Demak, x, "lar chizighi bog'lig bo'lmagani
uchun barcha ¢ = ¢ bo'ladi. Ammo b lar @ larming ayirmalari bo'lgani
uchun barcha b 0 boladi. (98) lcn;,lanm har ganday b lar uchun
yechimga ega bo ladi, uni yechib,

mor

w= Zhr] +Z( @,

tenglikka ega bo'lamiz, bundagi ¢, - ixtivorly o'zgarmaslar, 5 lar
esa, K=& (i- L2 .om-») tenglamalarning gandaydir yechimiari.
n..@, funksiyalar chizigli bog'liq emasligini ko'rish giyin emas.
Haqiqatan, agar b, ¢ laming qandaydir giymatlarida

neor

Z/u] +Z Cp =

tenglikka cga bo'lsak, bu tenglikning har ikki tomoniga K operator
bilan ta’sir qilib,

tenglikni hosil gilamiz, bundan b = 0. U holda

&

Z(II(pl :()‘

7|
bundan barcha ¢ = 0 ckanligi kelib chigadi. Shunday gilib, (95)
tenglamalardan bmnchm roppa-rosa m — r + k chizigli bog'lig
bo'lmagan yechimlarga cga bo‘ladi. Endi (95) tenglamalarning
ikkinchisiga murojaat gilsak, xudda shunga o*xshash ndludga erishamiz;
fagat mulohazalarda ™M va K ni mos ravishda K va M bilan va,
demak. X, va @, larni mos ravishda ¥, va @, lar bilan almashtirish
kerak bo'ladi. Shu munosabat bilan A, o'zgarmaslar o'riga

=[xy a
o'zgarmaslarm hosil gilamiz, shu sababli "A,, " matritsaning rangi ham
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avvalgi "A” || matritsaning rangi » ga teng bo‘ladi. Shunday qilib. (95)
tenglamalar ikkinchisining chizigli bog'liq bo‘imagan yechimlarining
soni k —r—m ckanligini ko'rsatdik. Bu natijani avvalgisi bilan
tagqgoslab,

m—r+k =m-r+k
yoki

k—k =m-m (99)

tenglikka ega bo'lamiz. Xarakteristik gismlari bir xil bo*lgan K¢ =0
ko'rinishdagi tenglamalar uchun xuddi o'sha regulyarizatsiyalaydigan
M operatorni olish mumkin, shuning uchun m —m son ham bir xi}
bo‘lganligi sababli, (99) tenglik tcoremaning birinchi gismi to'g'riligini
isbotlaydi.

Teoremaning ikkinchi gismini isbotlash uchun uning birinchi
qismiga asosan k —k ayirmani hisoblashda K opcratorning xarakte-
ristik gismini qoldirish yetarlidir. Bu holda K¢ =0 tenglama bir jinsli
xarakteristik tenglamaga aylanadi va tcoremaning 2- bandi oxirida bayon
gilingan fikrlardan darhol kelib chigadi.

Izoh. Agar K¢ = / tenglamada barcha ma’lum funksiyalar haqiqiy
funksiyalar bo'lib, t o'zgaruvchi hagigiy o'zgaruvchi bo'lsa, shu
bilan birga noma’lum funksiyani ham hagiqiy o'zgaruvchili funkstyalar
sinfida izlansa, yugorida keltirilgan teoremalar ravshanki, o'z kuchini
saqlab goladi.

7. I.N. Vekuaning ekvivalentlik teoremasi. Biz 5- bandda ko'rsatib
o‘tgan singulyar integral tenglamani regulyarizatsiyalash usuli shunday
muhim kamchilikka egaki, natijada hosil bo'lgan Fredgolm tenglamasi
hamma vaqt ham berilgan tenglamaga ekvivalent bo‘lmaydi. Ammo
bu singulyar integral tenglamani ckvivalent Fredgolm tenglamasiga
keltirib bo*lmaydi degani emas. Aksincha, quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema (1.N. Vekua). (&4) singulyar integral tenglama, undan
faqat kvadratura yordamida hosil bo ladigan biror Fredgolm tenglamasiga
hamma vaqt ekvivalent bo'ladi.

Isbot. (84) tenglamaning indeksini ¥ orqali beigilab olamiz va
bu indeks musbat va manfiy bo‘lgan hollarni alohida-alohida
tekshiramiz.

. x 20 bo'lsin. Bu holda K opcratorni regulyarizatsiyalaydigan
shunday M operator mavjud bo‘ladiki, bir jinsli Mw=0 tenglama
noldan fargli yechimlarga ega bo‘lmaydi. Bunday operator sifatida
K operatorni, ya’ni K operatorning xarakieristik gismiga qo‘shma
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operatorni, yoki K operatornt, ya'ni K operatorga qo'shma K
operatorning xarakteristik gismini olish mumkin. Bu operatortarning
har ikkisining indeksi ham  —y <0 ga teng bo'ladi va shuning uchun
M bunday tanlanganda M = 0 tenglama fagat trivial @ =0 yechimga
cga bo'ladi. Shu bilan birga M ni regulyarizatsiyalavdigan operator
bolishi (71) va K . K operatorlarni ifodalaydigan formulalardan kelib
chigadi.

M — ko'rsatilgan xossalarga cga bo'lgan biror operator bo*lsin.
U holda

MK = M/
Fredgolm tenglamasi boshlang'ich tenglamaga ckvivalent bo’ladi,
chunki K@= f tenglamaning barcha yechimlari, ravshanki,
MK ¢ = M/ tenglamaning ham yechimlari bo*ladi va aksincha, oxirgi
tenglamaning har bir yechimi dastlabki tenglamaning yechimi bo'ladi.
chunki avvalgi tenglamadan M(Ktp-‘/'):() tenglik kelib chiqadi,
va, demak, K¢ — /=0 bo'ladi.

2.y <0 bo'lsin. U holda shunday M operator mavjud bo'ladiki,
operator K uchun M regulyarizatsiyalash operatori bo‘ladi va shu
bilan birga

My =¢ (100)
tenglama ixtiyoriy o'ng tomon uchun yechimga ega bo‘ladi. M sifatida.
masalan, K = yoki K~ operatordan bittasini olish mumkin. Bu safar
ularning indeksi -y >0 bo'lgani uchun, ular talab gilingan xossalarga
ega bo'ladi; operatorning bunday tanlanishi yana bir ustunlikka cga
bo'ladiki. (100) tenglama kvadratura yordamida (1- va 2- bandlar)
¥ ga nisbatan aniq ko'rinishda yechiladi. Endi

¢ =My (101)
almashtirishni bajaramiz, bunda ¥ — yangi noma’lum funksiva. U
holda (84) tenglama ushbu
KMy =7/ (102)
Fredgolm tenglamasiga keladi. Bu tenglama boshlang'ich tenglamaga
quyidagi ma'noda ekvivalent bo'ladi: (84) va (102) tenglamalar bir
vagtda yechimga ega bo‘ladi yoki ega bo‘lmaydi, va yechimga ega
bo‘lgan holda bularning yechimlaridan bittasi bevosita ikkinchisining
yechimiga olib keladi, shu bilan birga. agar M operator sifatida
K K operatorlardan bittasi olinsa, bitta tenglamaning ycchimidan
ikkinchisining yechimiga o'tish kvadratura yordamida amalga oshiriladi.
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Hagigatan ham, (102) tenglamaning har bir ¥ yechimiga (84)
tenglamaning bitta @ yechimi to'g'n keladi, (84) tenglamaning har
bir @ vechimiga esa, (102) tenglamaning (hech bo'Imaganda bitta)
¥ yechimi to'g'ri keladi, bu yechimni (101) tenglamani ¥ ga
nisbatan vechib hosil gilamiz. Shunday qilib, (84) va (102) tenglamalar
bir vaqtda yechimga ega bo'ladi, yoki ega bo’Imaydi.

Endi bu tenglamalar vechimga cga bo'lsin. (102) tenglamaning
umumiy yechimi

m
W = llUn + Z(Ilbwi
11

formula bilan aniglanadi, bunda
v (i= I,....m) — KMy =0 tenglamaning chizigli bog'lig bolmagan
yechimlari, ¢ -~ ixtiyoriy o’zgarmaslar. Yuqorida bayon gilinganlardan
korinadiki. berilgan tenglama yechimlarining barcha to'plami

— biror xususiy ycchim,

Q= MWU +Z”:MW/
==

formula bilan aniglanadi. Bu formuladan bir jinsli K@ =0 tenglama

chizigli bog‘lig bo‘Imagan yechimlariningg soni /2 ga teng degan xulosa

chigarish mumkin emas, chunki y, funksiyalar chizigli bog'lig

bo'Imasa ham, Ml}/,(i = I....,m) funksivalar orasida o'zaro chizigli

bog'liglari bo'lishi mumkin. Xuddi shunga o*xshash, (84) tenglamaning

vechimlari bo'yicha (102) tenglamaning umumiy yechimi topiladi.
8. T. Karleman — I. N. Vekuaning regulyarizatsiyalash usuli.
Ushbu

ool 2

e i) o

singulyar integral tenglama berilgan boslsin. Bu tenglama xarakteristik
va regulyar gismlari uchun quyidagi

K'o=a(t)e(r) +Mjmdr

ko= Jk (r.7)p(1)dT
1.
belgilashlardan foydalanib. tenglamani
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K'o=/(1)-ke (104)
ko'rinishda yozib olamiz. Bu tenglamaning o‘ng tomonini vagtincha
ma’lum deb hisoblab, uni xarakteristik tenglama sifatida echamiz. (63)
formulaga asosan yechim

(1) =K'/ —K'kp+b'(1)Z(1)P, (1)
yoKki

o(1)+ Kko=K f+b (1)Z(1)P,(t) (105

ko'rinishda yoziladi, bunda

o gy P(O)Z() ¢ f(T)dr
K f=d (1) f(1)-—L2] ,
T / Z(r)(f -t)
P, (1) esa darajasi x| dan katta bo‘lmagan ko'phad (y <0
bo'lganda P, =0). Z(r), a'(1), b () funksiyalar 1- bandda
ko‘rsatilgan formulalar bilan aniglanadi. K* operator, 3- bandda
bayon gilinganlarga asosan birinchi turdagi Fredgolm operatori, ya'ni

K k¢ st(;,r)rp(t)dr

ekanligiga ishonch hosil qilish giyin emas, bunda

N(1,7)=Kk(t,7).
I- band natijalariga asosan, agar (103) tenglamaning indeksi  y >0
bo'lsa. berilgan (103) tenglama (105) tenglamaga ekvivalent bo'ladi,
agar y <0 bo'lsa, (105) tenglamaga (104) tenglamaning yechimga
ega bo'lish shartlaridan kelib chigadigan ushbu

tho(t)dt ot f(r)de |
J 0 _! 70 k=011 (106)

tenglamalarni qo‘shib qo‘yish kerak, u holda berilgan (103) teng-
lama (105) tenglamaga va (106) tenglamalar to'plamiga ekvivalent
boladi. (105) tenglama ikkinchi turdagi Fredgolm tenglamasidan
iboratdir.

Shunday qilib, berilgan tenglamani regulyarizatsiyalashga
erishdik, shu bilan birga, eng muhimi, ekvivalentlik ta’minlandi.
To'g'risini aytganda, y < 0 bo‘lgan holda biz ikkinchi turdagi Fredgolm
tenglamasidan tashqari, qo‘shimcha (106) tenglamalarga ega bo'idik,

250



ammo bu muhim emas, chunki masala asosan (105) Fredgolm
tenglamasini yechishga olib kelindi.

1zoh. Fredgolm teoremalari bilan Nyoter teoremalarini solishtirsak,
shu narsaga ishonch hosil qilamizki, Fredgolm teoremalarining
bittasidan tashgari qolgan ikkitasi singulyar integral tenglamalar uchun
ham orinli bo'ladi. Fredgolm va singulyar tenglamalar orasidagi asosiy
farq shundan iboratki, Fredgolm tenglamalari uchun k=4k" yoki
k—k'=0 tenglik to'g'ri bo‘lsa, singulyar tenglamalar uchun
k —k'= y tenglik o'rinli bo'ladi. Lekin, singulyar integral tenglamalar
orasidan tenglamalarning bitta sinfini ajratib olish mumxinki, bular
uchun Fredgolmning barcha teoremalari to'g'ri bolaai. Bular indeksi
nolga teng bo'lgan singulyar tenglamalardir. Bu holda & =k'. agar
bir jinsli K¢ =0 tenglama noldan fargli yechimlarga ega bo'lmasa,
bir jinsli bo'lmagan K¢ = / tenglama // sinfga tegishli bo‘lgan
ixtiyoriy 0'ng tomon uchun yechimga ega bo*ladi. Bunday tenglamalarni
kvazifredgolm tenglamalar, ularga mos operatorlarni esa kvazifredgolm
operatorlar deb ham ataladi.

9. Ochiq egri chiziglar uchun singulyar integral tenglamalar. L
orgali bo'lakli silliq egri chizigni belgilaymiz. L i tashkil qgiluvchi
silli yoylarni L, k = 1.2, ..., p. orqali, [ chizigning tuguniarini
esa, ¢, k=12, ... n orqali belgilab olamiz.

Ushbu

Ko=K @+kp=f (107)

integral tenglamani tekshiramiz, bu yerda

Ko=a(t)o(r)+ hg)j(p(r_)jr,

L

ke sjk(t,r)(p(r)dr.

Shu narsani ta’kidlab o‘tamizki, (107) tenglama L chizigning tugunlari
bilan ustma-ust tushadigan nuqtalarda qanoatlantiriladi deb talab
gilmaymiz. Shu bilan birga, /. chizigning tugunlari deganda uning
fagat geometrik ma'nodagi tugunlari cmas, balki garalayotgan
funksiyalar, asosan @ (1) va b (1) funksivalar uzilishiga ega bo'lgan
L chizigning boshga nugtalari ham tushuniladi. (107) tenglamani
tekshirganda
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a (1) = b (1) %0
shart bajarilsin, ya'ni tenglama normal tipdagi tenglama bo'lsin deb
hisoblaymiz. K ¢ = f xarakteristik tenglamani yechishda, xuddi |-
banddagidek, cheksizlikda nolga aylanadigan bo'lak-bo'lak analitik

()= zylnj <p£

funksiyani kiritib, Soxotskiy—Plemel formulalariga asosan ushbu

T)dt

—Z

. I ro(t)dr |
P)=® (1)~ (1), —[F=—=0'(1)+d (1)
20 —t
tengliklardan foydalanib, xarakieristik tenglamani yechishni unga
ckvivalent bo'lgan

) al)-hl)
a+b() STy 0

Riman masalasini yechishga olib kelamiz. Bu masalani biz 4- §
ning 5- bandida to'la o*rganganmiz. (108) masalaga mos maxsus

O (1)=G{1D (1)+

va maxsus bo'lmagan tugunlarni K @ =/ tenglamaga mos maxsus
va maxsus bo‘lmagan tugunilar deyiladi.

K=/ tenglama berilgan lv(q....,cq) sinfining ¥ indcksi
deb, shu sinfga tegishli (108) masalaning indeksini aytiladi. Bu

tenglamaning /z(c',,...,cq) sinfdagi yechimiga (108) tenglamaning

shu sinfdagi yechimi mos keladi. Shuning uchun ham tenglamaning
shu sinfga tegishli barcha yechimlarini topish uchun (108)
masalaning shu sinfga tegishli, cheksizlikda nolga aylanuvchi barcha
yechimlarini topish yetarlidir. Bunday yechimlar 4- § ning 5-
bandida topilgan. Xuddi shu usul bilan xarakteristik tenglamaga
go‘shma bo‘lgan tenglama yechiladi. (107) to‘la singulyar integral

tenglama tckshirilganda, K ¢ =/ xarakteristik tenglama uchun

olingan natijalar asosida 8- banddagidek juda sodda Fredgolm
tenglamasiga olib kelinadi. Tabiiy, bu holda ham Nyoterning barcha
teoremalari o'z kuchini saglab goladi.
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