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SO‘Z BOSHI

Diskret matematika -  matematikaning bir qismi bo'lib, meloddan 
aw al IV asrda yaratila boshlangan. Diskret matematika matematikaning 
takomillashgan sonlar nazariyasi, algebra, matematik mantiq qismlaridar. 
tashqari XX asr o‘rtalaridagi fan-texnika taraqqiyoti tufayli jadal rivojla- 
nayotgan funksional sistemalar nazariyasi, graf va to'rlar nazariyasi, 
kodlashtirish nazariyasi, kombinator analiz kabi bo'limlami ham o 'z ichiga 
oladi.

Dastlab faqat matematik mantiq, algebra, matematik analiz, 
matematika asoslari, ehtimollar nazariyasi, geometriya, topologiya, sonlar 
nazariyasi, modellar nazariyasi kabi matematik fanlarda tatbiq etib 
kelingan diskret matematika XX asming 40- yillaridan boshlab hisoblash 
matematikasi, kibernetika, axborot texnologiyalari, iqtisodiyot, 
psixologiya, matematik lingvistika, tibbiyot fanlari va diskret texnikada 
ham keng qo‘llanilmoqda. Diskret matematika elektr sxemalami 
loyihalashda va tekshirishda, avtomatik hisoblash mashinalarini loyihalash 
va dasturlashtirishda, diskret avtomatlarni mantiqiy loyihalashda, EHM 
elementlari va qismlarini loyihalashda, har xil texnik sistemalar, qurilmalar 
va avtomatik mashinalarni tahlil va sintez qilishda keng miqyosda tatbiq 
etiladi. Matematik mantiq fani elektron hisoblash mashinalarining vujudga 
kelishiga va uni mukammalashtirishga katta hissa qo‘shdi. Diskret 
matematika iftformatikaning poydevori bo'lishi bilan birga, hozirgi zamon 
matematik ta’limning muhim bo 'g‘ini ham hisoblanadi.

Kitobning asosi sifatida H.T. To‘rayev tomonidan 1973- yildan beri 
Samarqand davlat universiteti amaliy matematika va informatika fakulteti 
talabalariga uzluksiz o‘qilayotgan ma’ruzalar olingan. Uning strukturasi va 
mazmuniga fakiiltet bazasida “Diskret matematika va uning tatbiqlari” 
mavzusida o‘tkazilgan Xalqaro ilmiy anjumanlar, Moskva davlat 
universitetining «Diskret matematika» kafedrasi bilan o‘quv-uslubiy 
sohalardagi hamkorlik hamda fakultet talabalariga diskret matematika 
fanining yetuk olimlari A.Dorodnitsin, Yu.Juravlyov, M.Komilov, 
V.Kudryavsev, A.Zikov va V.Qobulov tomonidan o'qilgan ma’ruzalaming 
ham ijobiy ta’siri bor.

2003- yilda H.T.To‘rayev muallifligida kirill grafikasida yozilgan va 
«O’qituvchb nashriyotida nashr etilgan «Matematik mantiq va diskret 
matematika» o‘quv qoMlanmasini, jamiyat va fan taraqqiyotini hisobga 
°lib, lotin alifbosida qayta ishlab ushbu darslikni yozishga to‘g‘ri keldi.



Darslik kortej, fazzi to‘plamlar va munosabatlar, grafhing metrik tavsiflari 
hamda kombinatorika elementlariga doir ma’lumotlar bilan to‘ldirildi. 
2003- yilda nashr etilgan o‘quv qo'llanmada keltirilgan I bobning 1-3- 
paragraflari, II bobning 1-9- paragraflari va IX bobning barcha 
paragraflari qayta ishlandi va “Kombinatorika elementlari” deb nomlangan 
yangi bob qo‘shildi. Uquv qullanmaning “Umumiy tushunchalar” deb 
nomlangan bobiga kortejlar, fazzi to'plamlar1, fazzi munosabatlarga 
bag'ishlangan paragraflar qo‘shildi. Darslikning ushbu nashrida “Graflar 
nazariyasining elementlari” va “Mulohazalar algebrasi” deb ataluvchi 
boblari ham qayta ishlandi, to‘ldirildi va yangi ma’lumotlar bilan yanada 
boyitildi. Boshqa boblarda jiddiy o‘zgarishlar qilinmadi, faqat ayrim 
texnik noaniqliklar tuzatildi, xolos.

Darslikda matematik mantiq va diskret matematika fanining 
rivojlanishiga ulkan hissa qo‘shgan Platon, Evklid, N. At-Tusiy, J. Ali 
Qushchi, L. Fibonachchi, U. Xayyora, I. Nyuton, L. Eyler, G. Kantor, J. 
Bui, O. de Morgan, R. Dekart, B. Pascal, P. Ferma, G. Leybnis, N. Abel.
O. Koshi, N. Ferrers, H. Sheffer, Ch. Pirs, 1.1. Jegalkin, E. Post, A. 
Chyorch, N. Lobachevskiy, Yu. Dedekind, G. Peano, D. Gilbert, Yu.V. 
Matiyasevich, S. Klini, A. Tyuring, A.A. Markov, E. Mur. K. Shennon, U. 
Kvayn, Yu.I. Juravlyov, D. Kyonig, A. Keli, L.S. Pontiyagin, U. Gamilton, 
L. Zoda, L.R. Ford, D.R. Falkerson va boshqa o‘nlab olimlar haqida 
qisqacha bibliografik ma’lumotlar keltirilgan.

“Matematik mantiq va diskret matematika” darsligi diskret 
matematikaning rivojlanish tarixi (kirish) va 10 bobdan iborat. Respublika 
oily uquv yurtlarida diskret matematika fani ikki semestrda o'tilishini 
hisobga olib, darslik ikki jildga ajratilgan. Darslikning birinchi jildi to’rt 
bobdan iborat. Birinchi bobda to 'plam lar nazariyasining paydo bo'lishi 
haqidagi ayrim tarixiy ma’lumotlar, to'plamlaming aksiomatik nazariyasi 
haqida tushunchalar, to‘plamlarning birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi, 
to'ldiruvchi to'plam, to'plamlar algebrasining asosiy qonunlari, kortej 
haqida tushuncha, Dekart ko‘paytmasi va u bilan bog'liq ba’zi 
tushunchalar bayon etiladi.

[kkinchi bob kom binatorika predmetiga bag'ishlangan bo‘lib, unda 
kombinatorika paydo bo'lishining qisqacha tarixi, kombinatorikada ko‘p 
qo'llaniladigan usul va qoidalar hamda betakror va takrorli o'rin 
almashtirish, o'rinlashtirish. gruppalashlar kabi kombinatsiyalarga oid 
ma’lumotlar keltiriladi. Paskal uchburchagi, Nyuton binomi, binomial 
koeffitsiyentlaming xossalari, ko‘phad formulasi, Fibonachchi sonlari va

1 Bu ibora ingliz tilida “fuzzy sets”, ruscha "нечеткое множество" kabi yoziladi.

u la m in c  sodda xossalari, bo‘laklashlar va ularning ba’zi xususiyatlari. 
Ferrers diagrammasi, hosil qiluvchi funksiyalaming xossalari va ularning 
kom binato rikada qo'llanilishi ham shu bobda bayon qilinadi.

Uchinchi bob mulohazalar algebrasiga bag'ishlangan bo'lib, unda 
m ulohazalar va ular ustida mantiqiy amallar, formulalar, teng kuchli, 
aynan chin, aynan yolg‘on va bajariluvchi formulalar, teng kuchli 
form ulalarga doir teoremalar, formulalarning normal shakliari, mukammal 
d iz ’yunktiv  va kon’yunktiv normal shakllar, mulohazalar algebrasi 
funksiyalari, Bui algebrasi, mantiq algebrasidagi ikkitaraflama qonun va 
arifmetik amallar, Jegalkin ko'phadi, monoton fiinksiyalar, fimksional 
yopiq sinflar va Post teoremasi kabi masalalar ko‘rib chiqiladi.

Kitobning to‘rinchi bobi mulohazalar hisobiga bag'ishlangan bo'lib, 
unda mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi, isbotlanuvchi formula 
ta’rifi, mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi (tizimi), keltirib 
chiqarish qoidalari, keltirib chiqarish qoidasining hosilalari bo'lgan bir 
vaqtda o'rniga qo'yish, murakkab xulosa, sillogizm, kontrpozitsiya, ikki 
karra inkomi tushirish qoidalari, formulalar majmuasidan formulani 
keltirib chiqarish qoidasi, keltirib chiqarilgan formula (isbotlash) 
tushunchasi, deduksiya va umumlashgan dcduksiya teoremalari, ayrim 
mantiq (asoslarni o'rin almashtirish, asoslami qo'shish, asoslami ajratish) 
qonunlarining isboti, mulohazalar algebrasi va mulohazalar hisobi 
o'rtasidagi munosabatlar, mulohazalar hisobida yechilish, zidsizlik, 
to‘iiqlilik va erkinlik muammolari kabi masalalar ko‘rib chiqiladi.

Darslikni tayyorlashda amerikalik S.Klini va A.Chyorch, avstriyalik 
K.Gyodel, angliyalik A.Tyuring va E.Mendelson hamda rossiyalik 
A.A.Markov, A.I.Malsev, P.S.Novikov, S.V.Yablonskiy, O.B.Lupanov, 
V.B.Kudryavsev, V.A.Gorbatov, S.G.Gindikin, A.A.Zikov, L.Lixtamikov 
va T.Sukachyova kabi matematiklar tomonidan yaratilgan monografiya, 
darslik, o'quv qo'llanma va ilmiy maqolalaridan foydalanildi.

Nazariy masalalami bayon etishda misollardan keng foydalanilgan, 
deyarli har bir paragrafning oxirida mustaqil ishlash uchun mashqlar, savol 
va topshiriqlar berilgan. 0 ‘quvchilarga tavsiya etilayotgan ushbu darslik 
“Matematik mantiq va diskret matematika” hamda «Matematik mantiq va 
algoritmlar nazariyasi» fanlari bo'yicha Respublikamiz davlat ta’lim 
standartlarida ko'rsatilgan o'quv dasturlariga to'liq javob beradi.

1 Mualliflar
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KJRISH эИчЪ» kitoblarida mantiqni algebraik shaklga keltirdi va matematik
mantiqning aksiomalar sistemasini yaratdi. Bulmng mantiqiy hisobi bul

8es ‘ Ж а1*г «ь — aian r s,di w “ :
mutafakkiri AriMo.el (miloddan awalg, 3»1з22 v )  hisobTanadi T  asoslanib, mantiqiy xulosalarga algebra,к simvol.kam qo Uadi U mant.q 
birinchi bo'lib deduksiya nazariyasim, y j  m a S U x X T ^ r i *  oPatsiyalarini formailashtmsh (rasm,ylash„m h, uchun quy,dag, 
nazanyasini yaratib, mantiqiy xulosa chiqarishning formal xarakterga e°£ simvoUarm (b e lg ,la rn i)  ^ ' td'- , alifbosinino
ekanligini koTsatdi. Aristotelmng mantiqiy tal.m ot, formal manlqni™ -  S t a r t
(logikanmg) asosini tashkil qiladi. Formal mantiq fikrlashning formalari va (alta_'!!’edmetlar sifatini belgiiash uchun ( X  , Y , Z  ,...) lotin alifbosining 
qonunlarmi tekshiradi. Shunday qilib, Aristotel mantiqiy fikrlashnins , u harflarinr
asosiy qonunlarini ochdi. оь_ mul’ohazaga akslantirilgan hamma predmetlar sinfi 1 ni;

Aristotel asos solgan mantiq ko‘p asrlar davomida turli mutafakkirlar. _ ko‘rilishi lozim bo'lgan predmetlar yo'qligining belgisi 0 ni; 
faylasuflar va butun falsafiy maktablar tomonidan to‘ldirildi, o‘zgartirildi _ mulohazalami mantiqiy qo'shishning “+” belgisini; 
va takomillashtirildi. Shu jumladan, Abu Nasr Farobiy, Abu Ali Ibn _ mulohazalami mantiqiy ayirishning belgisini;
Sino, Abu Rayxon Beruniy, M uhamm ad al-Xorazmiy, Um ar Xayyom. -  mulohazalar tengligining “=” belgisini.
Alisher Navoiy, Mirzo Bedil kabi Sharqning buyuk mutafakkirlari hair, Simvolik bul algebrasida mantiqiy ko‘paytirish amali, xuddi algebraik 
o‘zlarining katta hissalarini qo‘shdi!ar. qiymatlami ko‘paytirishdagidek kommutalivlik

Mantiqning yangilanishida fransuz olimi R.Dekartning (1596-1650) -.. v • - ХУ ~ Ух
ishlari muhim rol o‘ynadi. R.Dekart analitik usulda fikrlashning asosiy va assotsiativlik
prinsiplarini yaratdi. x (y z )  =  (xy )z

Olmon faylasufi va matematigi G.Leybnis (1646-1716) birinchi bo'lib xossalariga ega. Mantiqiy qo'shish amali ham kommutati\ lik va
mantiqiy fikrlashga hisob xarakterini berish zarur degan g'ova bilan assotsiativlik xossalariga ega:
chiqdi. Buning uchun, uning fikricha, hamma ilmiy tushunchalar va x  + у  -  y  + x , (x  + y )  + z -  x + y y  + z ) .
mulohazalami asosiy mantiqiy elementlarga keltirib. ulami ma’lum B u l  a l g e b r a s i d a  yigMndi ko‘paytmaga msbatan distnbutivhk qonumg
simvollar bilan belgiiash kerak. bo‘ysunadi:

ni aSrdagina ° ‘Z riYOjini t0pdi- ln^  J Bul algebraik sim vobkahr“ yordamf" bilan hamma mantiqiy
A Uavtxed Ш 61 1947WJ T BRaS.Sel ^  872-1970». operatsiyalami ikki qiymatli (1 va 0) algebra qonunlariga bo'ysunadigan

UJevons 0 835-1882), o|m°n ohmlan G.Fryoge formal (rasmiy) operatsiyalarga keltirishni o'yladi. Bul funksiyalan va
i  7. A• r .  DGllbert (1862-1943), E.Shryoder (1841-1902). uning argumentlari faqat ikki qiymat -  «chin» va «yolg‘on» qiymatlar

shotlandiyalik matematik O. de Morgan (1806-1871), rus olimlari qabul qiladi.
^ ^ ° rCSkiyu (1L846- 1907)’ V J Glivenk0 ^ 9 7 -1 9 4 0 ), I.Uegalkin ( 1869- Mantiq algebrasi qoidalan orqali oddiy mulohazalardan murakkab

) va boshqalar mantiq sohasidagi ishlari bilan simvolik yoki mulohazalami hosil qilish mumkin. Masalan: 
matematik mantiqni (logikam) yaratdilar. ^  _  b)r tda x  va y  X0Ssalarga ega bo'lgan predmetlar sinfi;

~  »  > -  bo'lmagan predmetlar s,n„ ;
ravishda grek, lotin, nemis, fransuz va italyan tillarini hamda matematikani 0  -  x).y -  у  xossaga ega va x  xossaga ega bo lmagan predmetlar
о rganadi. U 1847- yilda yozilgan «Mantiqning matematik tahlili», sinfi;
« antiqiy hisob» va 1854 yilda yozilgan «Fikrlash qonunlarini tadqiq
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(1-л -)(1-д>) -  х  va у  xossalargaegabo‘lmaganpredmetlarsinfi; y0ki ko‘proq sinflar birgalikda bir nechta bir-biriga bog'liq
Hozirgi matematik mantiq fanini yaratishda fundamental rol o'ynagaiu Mmagan xossalarga ega bo‘lishini a b , b e , ... ко paytmalar bilan

Bui simvolik logikasi mukammallashtirishga muhtoj edi. Masalan, Jevon?°| jiash- Bu operatsiya kommutativlik va assotsiativlik xossalariga ega: 
fikncha mantiqiy ayirish operatsiyasi ayrim noqulaylikka olib keladi. C ab = b a , (ab)c  =  a (bc ) ;

O. de Morgan Bui g'oyalarini rivojlantirib, mantiq hisobini ehtimolla, .. m„nt;aiv ao‘shish amalini «+» belgi bilan belgilash, bu operatsiya
ustlda kh1latd°remalarmi as° slashga tatbiq etdi va simvolik hisobni yaratistham^ ommutativlik va assotsiativlik xossalariga ega:

S 3 1 . . .  x  + y  = y  + X , (x  + y )  +Z = X + ( y  + z)',
Ch.l irs matematikani tahlil qilishda mantiqiy munosabatlami aurol n (mantiniv (1̂

sifatida ishlatishni asoslab berdi, и G.Fryoge ishlaridan xabarsiz holda 6) hcch чап У mazmu"ga cga bo lm g
ma„,iqqa k v a f f l o r k i r i t d i .  boMgan smflami o 'z  .chiga oigan sifat shaklini 1 (manriqiy

O.rryoge matematika pnnsiplanm mantiq pnnsiplaridan keltirib ' ,  J  , , ,  ,
chiqarish ustida ishlab, mantiq hisobini yaratdi. I)bilan belgilash; 0 va 1 ushbu xossalarga ega.

Bui va O. de Morgan asarlarida matematik mantiq o'ziga xos algebra -  ................... °  + ’ и i -Г V .
mantiq algebrasi ko‘rinishida shakllandi ~ " 8) a  sinfning mkonni ax sinf bilan belgilash,

Keyinchalik Bui usullari U.Jevons, E.Shryoder (1853-1901) va 9> 4°‘shish’ ko‘Paytirish va inkor amallar.dan tashqan ekvivalentl.k 
P.S.Poretskiy (1846-1907) asarlarida o‘z rivojini topdi amali kiritilgan va uni «=» simvol bilan belgilangan. Bu amal uchta

Bui algebrasini U.Jevons va E.Shryoder mukammallashtirishdi.l0^ 3 bo‘ysunadi: a§ar °  = b tenghknmg chap v a o n g  toimonanga 
U.Jevons «Sof mantiq» (1864), « 0 ‘xshashlami almashtirish» (1869) vabir xil sinflami qo'shsak, u holda tenglik oTinli, ya’ni a + c b + c 
«Fan asosi» (1874) nomli kitoblarida mantiq sohasida almashtirish bo'ladi; b) agar, a  = b  bo'lsa, u holda a d  = b d  bo'ladi; d) agar, a  = b 
pnnsipiga asoslangan o'zining nazariyasini tavsiya etdi. 1877- yili Э0Ъ а, u holda a, = 6, boMadi, bu yerda o, = a  em as, 6, =  b e m as . 
E.Shryoder «Der operationskreis des Logikkalkuls» kitobida algebraik xiX  asming oxirida matematik nazariyalar shunday rivojlandiki, endi
' ian|UQtaS0S.ar ni °̂*nt f  i • • nantiq masalalari matematikaning o'zida ham muhim ahamiyatga ega

ematik mantiq tanining nvojlamshiga rus olimi P.S.Poretskiyning Э0‘пь. mavjud mantiqiy qurollar matematika talablariga javob bera olmay 
ham katta xizmati bor. Bui, Jevons va Shryoderlar yutuqlarini qoldi. Ayrim matematik muammolami yechishdagi qiyinchiliklar ulaming 
umumlashtinb, «Mantiqiy tenglamalarm yechish usullari va matematik -nantiqiy tabiatiga bogUiqligi aniqlandi. Shuning uchun ham matematik
mantiqning teskan usuli haqida» ( 1884) nomli kitobida mantiq algebrasi nantiq tor algebraik doiradan chiqib, jadal rivojlana boshladi. Bu
apparati nvojrni ancha llgan surdi. Amenkalik olim A.Bleyk P.S.Poreskiy yo‘nalishda birinchi bo'lib G.Fryoge va italyan matematigi J.Peano (1858-
metodini E.Shryoder metodidan ustun qo‘ygan. 1932) tadqiqotlar olib borishdi, ular matematik mantiqni arifmetika va

1 i u°ru Iy sisutemasida quyidagi belgilar qabul qilingan: o'plamiar nazariyasini asoslash uchun qo'Iladilar.
u j  P «. bo'lmagan va bir-biri bilan hech qandav Matematik mantiqning keyingi taraqqiyoti uchun B.Rassel va

munosabatda bo'lmagan predmetlar sinfini lotin alifbosining kichik \.Uaytxedning uch tomlik «Matematika prinsiplari» (1910-1913- y.),
arlflan a, b, c, ...b ilan  belgilash; O.Gilbertning^ ishlari, hamda K.Gyodelning tadqiqotlari juda muhim

) sinllami inkor etish uchun lotin alifbosining kichik harlflaridan Jhamiyatga ega bo‘ldi. Matematik mantiqning rivojlanishida Rossiya
keym «emas» so'zini qo'shish, ya’ni a emas, b emas va hokazo kabi "natematiklari I.l.Jegalkin, V.I.Glivenko, A.N.Kolmogorov, P.S.Novikov,
e as ’ A.Markov va boshqalar o‘zlarining ulkan hissalarini qo'shdilar.

3) a , b ,  c ,  ... predmetlar sinfi xususiyatiga ega bo'lmagan 1903- yili B.Rasselning Londonda nashr etilgan «Matematika 
predmetlar sinfini a ,,  bx, c , , ... bilan belgilash; 3rinsiplari» kitobida mulohazalar va sinflar hisob nazariyasi ishlab chi-



qildi. B.Rasselning A.Uaytxed bilan hamkorlikda yozilgan 3 tomlik «Ц . matematikaning katta boMimlaridan bin algoritmlar nazariyasi 
tematika prinsiplari» kitoblari matematik mantiq fanining rivojlanishic J u d i  Algoritm so'zi IX asrda yashagan o‘z zamonasining buyuk 
katta rol o‘ynadi. Bu kitoblarda mulohaza, sinf va predikatlar hiSo ^ ^ m a n g i  vatandoshimiz M uhammad al-Xorazmiy ismining lotincha 
deyarli to'liq aksiomalashtirilgandi va formallashtirildi. Ular hozir Tfooritbffli fonnasidan kelib chiqqan. 
vaqtda o‘rganiIayotgan matematik mantiq ko'rinishini yaratdilar. Algoritmlar nazariyasi algoritm laming^ umumiy

D.Gilbert va nemis „|пш  V . A t t ™  ,928- yilda chop e,ilgl “  in,a1BiomS.lar vakiilan
« 1  azany mantiqnmg asosiy xususiyatlan» kitoblan matematik mantiqnir, " \  0|m0n 0iimi G.Veyler (1934) algoritm tushunchasim 
yanada nvojlanishida muhim ahamiyat kasb etdi. Bu kitobning m u a l l i f l a k i S h g e n t a r .  Algoritmlar nazariyasining asoschilaridan bin 
mantiqiy amallarda lormallashtmsh metodim tatbiq etib katta y u t u q q д Chvorch 1936- yilda hisoblanuvchi funksiya tushunchasiga 
enSR ,ar„, d u -  dastfabki aniqlikni kiritdi va quyidagi tezisni llgari surdi: natural

Bui, bhryoder va Poreskiynmg mantiq algebrasiga tayanib, I.I.Jegalki arl,unientlarning barcha qiym atlarida hamma joyda aniqlangan
logik qo‘shish va logik ko'paytirish amallarini quyidagicha aniqladi: hisoblanuvchi funksiyalar bilan umumiy rekursiv funksiyalar

1) 0 +  0 = 0 , 0 +  1 =  1, 1 +  0 = 1, 1 +  1 =  0 ;  ekvivalentdir (bir xildir). U hisoblanuvchi funksiya bo‘lmagan
2) 0 0 =  0 , 0 1  =  0 , 1 0  =  0 , 1-1 =  1. funksiyani ko'rsatdi.
Logik (mantiqiy) qo‘shish va ko‘paytirish amalidan a + a = 0 v Algoritoilar nazariyasining keyingi rivojlanishiga amerikalik olimlar 

a  a  = a  kelib chiqadi. K.Gyodel, S.K.Klini (1957), E.L.Post (1943-1947), X.Rodjers (1972),
Mantiqiy operatsiyalarning simvolik ko‘rinishlari Jegalkin sistemasid; ingliz olimi A .Tyuring (1936-1937), rus olimlari A .A .M arkov (1947- 

quyidagicha bo‘Iadi: ~ 1 19545 1958, 1967), A.N.K olm ogorov (1953, 1958, 1965), Yu.L.Yershov
p - p  + 1; p  = p ;  p v q  = p  + q + p q ; (1969-1973), A .I.M alsev (1965), D .A .T raxtenbro t (1967, 1970-1974),
p - > q  = l + p  + p q ; p  = q = ] + p  + q.  P.S.Novikov (1952), Yu.V .M atiyasevich (1970-1972) kabi olimlaming

Jegalkin simvolik mantiqqa umumiylik va mavjudlik kvantori degar xlzmatIan benihoyat kattadir. 
tushunchalami ham kintdi va predikatlar algebrasini yaratdi '  Masalan, S.Klini algoritm yordam .da hisoblanuvchi qismiy

y y  мгп;„„ rn -I, j  , t . funksivalar qismiv rekursiv  funksiyalard ir degan g oyam llgan surdi.
asrmng 50- yillanda ко p qiymatli mantiq sohasida ilmiy A.Tyuring va E.Post (1936) ideallashtirilgan hisoblash mashinalari 

lzlamshlar ohb borildi. Ko‘p qiymatli mantiqda mulohazalar ehekii (3 va atamasida birinchi bo'lib, bir-biridan bexabar holda, algoritm 
undan ко p) va cheksiz chinlik qiymatlari oladi. Matematik mantiqning bu tushunchasiga aniqlik kiritishdi. Post va Tyuring algoritmik jarayonlar 
bo‘limining asoschilaridan biri polyak olimi Ya.Lukasevich (1878-1954) ma lum bir tuzilishga ega boTgan “mashina” bajaradigan jarayonlar 
hisoblanadi. U dastlab (1920) uch qiymatli, 1954 yilda to‘rt qiymatli va ekanli8ini ko‘rsatdilar. Ular o‘sha paytdagi matematikada ma’lum bo'lgan 
nihoyat cheksiz qiymatli mantiqni yaratdi. ' ‘ ^ ,r?iha ,algontmik Jarayonlam, bajara oladigan “mashinalar” smfin. hosil

Kn‘n nivmotii manfi 1 U 1 г. x о „  4lllb’ ularga amq matematik atamalar yordamida ta n f  berdilar. Post va
Ко p q.ymath mannq muamnmlan b.lan E.PoSl, S.YaSkovSMy, D.Vrt*. Tyuring ushbu L shira | , r y„ rdam,da hisoblanuvchi barcha funks,yalar

A.Gevfing, AjN.Kolmogorov, D.A.Bochvar, V.LShestakov, G.Reyxenbax. sinfi barcha qismiy rekursiv funksiyalar sinfi bilan bir xil ekanligini
S.K.Klini. P.Oetush-Fevriye va boshqa olimlar shug’ullanganlar. ko'rsatdilar. Natijada, Chyonch tezisining yana bitta fundamental tasdig'i

Konstruktiy matematikaning rivojlanishi konstruktiv mantiq hosi' bo‘ldi. 
masalalarini yechish usullarini ishlab chiqish vazifasini qo‘ydi. Bu sohada SKhni va E.Post birgalikda rekursivlik nazariyasim yaratdilar va 
A.A.Markov, N.A.Shanin hamda shogirdlarining xizmatlari kattadir. êk^siv  funksiyalar nazariyasini taraqqiy ettirdilar. Ular qisman rekursiv

unksiyalar tushunchasini kiritishdi.



Dastlab faqat matematik mantiq, algebra, matematik analiz, ща( . .  tnrika m uam m olari bilan Xl-XV asrlarda Sharq olimlari,
matika asoslari, ehtimollar nazariyasi, geometriya, topologiya, son) ^ onl 1Пц .askara Acharya, Nosir ad-Din-Muhammad at-Tusiy, Ali 
nazariyasi, modellar nazariyasi kabi matematika fanlarida tatbiq e jumladan, x‘ avvom shug'ullanib, olamshumul ahamiyatga ega 
kelmgan algoritmlar nazariyasi XX asming 40-yillaridan boshlab hisobla Q ^ ^ ^ T n a t i i a l a r o l i s h g a n . '
matematikasi, kibemetika, axborot nazariyasi, iqtisodiyot, psixologj-, bo ' dabivotda Paskal uchburchag i deb ataluvchi sonlar jadvali 
matematik lingvistika, tibbiyot fanlari va diskret texnikada keng q0 ® . ujjan atalishiga qaramasdan, bunday sonlar jadvali juda
lanilmoqda. -  Раь,ка , " dunvoning turU mintaqalarida. jumladan, Sharq mamlakatlarida

So'nggi davrlarda matematik mantiqni texnikaga juda samarali t a t b S m ^ ’lura boMgan: Erondagi Tus shahrida (hozirgi M ash h ad d a ) yasbab 
etish imkoniyatlari borligi ma’lum bo'ldi. , jlgan Nosir"at-Tusiy XIII asrda bu jadvaldan foydalanib. lkkita son

Matematik mantiqning diskret texnikaga tatbiqi natijasida uning texniJiVindisining natural darajasmi hisoblash usulini o'zining ishlanda 
mantiq bo‘limi vujudga keldi. Bu sohada E.Post, V I  S hestakm keltirgan  bo'lsa, g'arbda Al-Kashi nomi bilan mashhur S am arqand lik  с

K ^ n n o n  „ 9 .6  Ш - Ц  M.Xanzava, "  2£
no\ (1932 y.t.), S .V .\ ablonskiy (1924 y.t.), V.B.Kudryavsev, Yu.Un?1̂  G'arbiy Yevropada bu sonlar uchburchagi haqida M. Shtifel
ravlyov, V .I.Levenshtevn, V.V.Glagolev, F.Ya.Vetuxnovskiy, Yu.L.Vaa^finetika bo'yicha qo'llanmalarida yozgan va u ham butun sondan
s ily ev  va boshqa olimlar o 'z  ilm iy  izlanishlari bilan uning taraqqiy etishkistalgan natu ra l k o 'rsa tk ic h li arifmetik ildizning taqribiy qiymatini 
ulkan hissa qo'shganlar. " " : hisoblashda bu uchburchakdan foydalana bilgan. 1556 yilda bu sonlar

Matematik mantiqni texnikaga qo'llashni birinchi bo'lib rus fizi?jadvali bilan N‘ ТаПа1Уа- 1631 yilda U ' 0tred ham shug'u.lla™shSan: 
P.Erenfest ( 1910) „  gi ^  ^  bo , cba ^ ^ S a M
N.M .Gersevanovlar amalga oshirganlar.

K.ShennonhisoblashmashinalariniyaratishningasosiymetodisifatiiaSandae |0Пф1<11' , . , , л . м »
mantiq algebrasini bilgan, u axborot va uni uzatishning matematik naza- Txtiyoriy a  va b haqiqiy sonlar hamda n natural sonuciun a + 
riyalarni yaratdi, elektron tarmoqlardagi “ I” va "0” binar munosabatla:ifodaning ko‘phad shaklidagi yoyilmasi XV11-XVII1 asrlarda yashagan 
bilan matematik mantiqdagi ikkilik (1 va 0) qiymatlarining mos kelishini Nyuton nomi bilan Nyuton binomi deb yuritiladi. Vaholanki, qadimgi 
va qanday qilib mantiq mashinasini yaratishni ko'rsatdi va hokazo. greklar (a + b)n ifodaning qatorga yoyilmasini nning faqat n — 2 bo 1- 

Kontakli va rele-kontakli sxemalarga mantiq algebrasini tatbiq gan h o l i d a  b i l i s h g a n  b o ' l s a ,  Umar Hayyom (1048-1122) va Ali Qushchi
L  ^nnCh‘ Ь°  Ub V LShestakov va K.Shennon berdi. ( Ш 6- yilda vafot etgan) bu ifodani n >  2 bo'lgan natural sonlar uchun 

larmi vechishda ma“tiqm texnika masala‘ ham qatorga yoya bilganlar. Nyuton esa 1767 yilda yoyilma formulasini
IZ e lin W c h .M  Г  Г  * ! '  :И,Ш d iS te ' 4“ril“  «botsizmanfiV vakasr n s o n j  uchun hamqo'Uagan.
xotirali diskret mirilm I T  V i  ^Ti' CU *' malemat'*c mantiqni Kombinatorik tahlil diskret matematikaning nazariy asoslaridan biridir. 

\л t  A ^  arni I°y ihalashda ishlatish imkom yuzaga keldi. Bu tahlilni amalga oshirishda tanlashlar sonini bevosita aniqlash usuli, 
Moskva davlat universiteti diskret matematika maktabining asoschi- hosil qiluvchi funksiyalar usuli, mantiqiy, ekstremal, geometrik, jadval- 

landan bin O.B.Lupanovning asosiy ishlari matematik kibemetika va sxema va boshqa usullardan foydalaniladi!
matematik mantiqqa bag'ishlangan. U murakkab boshqaruvchi sistema- 1736-yilda L. Eyler tomoAidan o'sha davrda qiziqarli amaliy masala- 
larning asimptotik qonuniyatlarini, kontakt sxemalar va ftinksional lardan biri hisoblangan Kyonigsberg1 ko'priklari haqidagi masalaning 
elementlardan yasalgan sxemalami (umuman asosiy boshqaruvchi siste- '  ~------------ ---------------------
malarni), eng yaxshi asimptotik sintez metodlarini va lokal kodlash , Ky°n'gsberg (KOnigsberg) -  bu shahar 1255-yilda asoslangan bolib, Sharqiy Prussiya- 
prinsipini ishlab chiadi с*? Рге?е' daryosi qirg'oqlarida joylashgan. 1946- yildan boshlab Kaliningrad, hozir Rossiya

’ deratsiyasi tarkibida.
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qo‘yilishi va yechilishi g ra fla r nazariyasin ing paydo bo‘lishiga 
bo‘ldi.

XIX asming o'rtalarida graflar nazariyasi bilan bogliq tadqiqotlar( 
Kirxgof1 va A. Keli2 ishlarida paydo bo'ldi.

“G raf’ iborasi D. Kyonig tomonidan 1936- yilda graflar nazariyasi^ 
bag'ishlangan dastlabki darslikda4 uchraydi.

XIX-XX asrlarda graflar nazariyasining rivojlanashiga dani\ 
matematigi J. Petersen (1839-1910), polyak matematigi K. Kuratovskj 
(1896-1980), rus matematigi L. Pontryagin (1908-1988), norvegiy 
matematigi O. Ore (1899-1968), irlandiya matematigi V.R. Gamilto: 
(1805-1865), daniya matematigi GA . Dirak (1925-1984), gollan 
matematigi E.V. Deykstra (1930-2002), AQSH matematiklari L.R. For 
(1927) va D.R. Falkerson (1924-1976) kabi olimlaming benihoya 
hizmatlari katta.

Graflar nazariyasi bo'yicha tadqiqotlar natijalari inson faoliyatininj 
turli sohalarida qo'llaniladi. Ulardan ba’zilari quyidagilardir: boshqo 
tirmalarni hal qilish; qiziqarli o'yinlar; yo'llar, elektr zanjirlari, integra 
sxemalari va boshqarish sistemalarini loyihalashtirish; avtomatlar, blok 
sxemalar va komputer uchun dasturlami tadqiq qilish va hokazo.

Demak, matematik mantiq, bir tomondan, formal mantiq muaro 
molariga matematik metodlarni qo‘llash natijasida rivojlangan bo‘lsa 
ikkinchi tomondan, matematikani asoslashga xizmat qiluvchi fan sifatii 
rivojlandi. Hozirgi zamon matematik mantiqi avtomatika, mashina ma- 
tematikasi, bir tildan ikkinchi tilga avtomatik tarzda taijima qilish. 
matematik lingvistika, axborot nazariyasi va umuman kibemetika bilat 
bogMiqdir.

Shunday qilib, matematik mantiq va diskret matematika fani mate- 
matika asoslari, algebra, geometriya, matematik analiz, funksional analiz. 
topologiya, ehtimollar nazariyasi kabi fanlarda tatbiq etilishidan tashqan 
kibemetika, iqtisodiyot, matematik lingvistika, psixologiya singari fanlarda 
ham keng qo'llaniladi.

1 Kirxgof (Kirchhoff Gustav Robert, 1824-1887)-olmon faylasufi. fizigi.
2 Keli yoki Keyli (Cayley Artur. 1821-1895) -  ingliz matematigi.
’ Kyonig (Denes Konig, 1884-1944) -  venger matematigi.
4 Bu darslik olmon tilida yozilgan.

I  BOB
UMUMIY TUSHUNCHALAR

Ushbu bobda to‘plamlar nazariyasining paydo bo'lishi haqidagi ayrim 
■ v  m a ’lum otlar, to‘plamlaming aksiomatik nazariyasi haqida 

t u s h u n c h a l a r ,  to‘p!amlar ustidagi amallar, to'plamlar algebrasining asosiy
0 nun lari, kortcj va fazzy to'plam haqida tushunchalar, Dekart 

ko 'pay tm asi va u bilan bog'liq ba'zi amallar, munosabatlar va fimksiyalar 
superpozitsiyasi haqida tushunchalar bayon etiladi.

l . l .T o ‘p lam lar nazariyasin ing asosiy tushunchalari

To ‘plam. Element. Qism to 'plam. Xos qism to ‘plam. Chekli va cheksiz 
to‘plamlar. To'plamlarning tengligi. Reflebivlik. B o‘sh to'plam. To ‘plamning 
quwati. Paradoks. Aksioma. Aksiomatik nazariya. Tanlash, hajmiylik, bo'sh 

to'plam va juftlik aksiomalari. Sermelo-Frenkel aksiomalari tizimi.
Tartiblanmagan juftlik. Tranzitivlik. O'zaro ekvivalent tasdiqlar.

1.1.1. T V plam lar nazariyasining paydo b o lish i.
Matematikada, shu jumladan, diskret matematika, 
kombinatorika va graflar nazariyasida ham, turli 
to^plamlar bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Masalan, 
kutubxonadagi barcha kitoblar to'plami. to 'g 'ri 
burchakli uchburchaklar to‘plami, suvda hayot 
kechiruvchi tirik organizmlar to'plami, natural sonlar 
to'plami, koinotdagi yulduzlar to'plami. to'g'ri 
chiziqda yotuvchi nuqtalar to'plami va hokazo.

To'plamlar nazariyasiga fan sifatida XIX asming 
oxirida matematikani standartlashtirish bo'yicha o'z 
dasturini taklif etgan Kantor1 tomonidan asos solingan 

eb hisoblansada, to'plamlar bilan Kantordan oldinroq Bolsano" 
shug'ullangan.

Kantor fikricha, istalgan matem»tik obyekt (shu jumladan, to'plamning 
bo^l aiTh с1ап^аУ(1‘г t0‘plamga tegishli bo'lishi shart. Berilgan xossaga ega

gan barcha obyektlar majmuasi uchun umumiy nomni Kantor to'plam
1  " ~~ ~

maiematigi °r^ ^er^lnan<* Ludwig Philipp Cantor, 1845 (Sankt Peterburg) - 1918) -  olmon

(Bernard Bolzano, 1781 -1848) -  chex matematigi va faylasufi.

Georg Kantor



deb tushungan edi. Umuman olganda, to'plam tushunchasiga qat’iy ta. 
berilmaydi, chunki uni boshqa soddaroq tushuncha orqali ifodal; 
bo'lmaydi. Masalan, to'plamni matematik ibora sifatida tushuntiris^ 
Kantor ham to'plam so‘ziga sinonim bo'lgan “majmua” so'zjd- 
foydalangan. Umuman olganda, to'plam so‘zining lug'aviy m a’nosi. 
ko‘ra, uni tashkil etuvchilami bir joyga to'plash (yig'ish, jamla$; 
tushunilsada, matematikada to'plam deganda bunday yig'ish tala 
etilmaydi, balki bu tashkil etuvchilami birgalikda to'plam sifatida qaras 
uchun ularning barchasiga tegishli qandaydir umumiy xossaniu 
(belgining) mavjudligi yetarlidir.

1- t  a ’ r  i f . To ‘plamni tashkil etuvchilar shu to ‘plamning dementia, 
deb ataladi.

To'plamlar nazariyasida to'plamning elementlari bir-biridan farqli de; 
hisoblartadi, ya’ni muayyan bir to 'p lam ning  elem entlari takrorlan 
mavdi.

To'plamni tashkil etuvchi elementlar soni chekli yoki cheksiz bo'lish 
mumkin. Birinchi holda chekli to ‘p!amga, ikkinchi holda esa, cheksi; 
to 'p lam ga ega bo'lamiz.

To'plamlami belgilashda, odatda, lotin yoki grek alifbosining bosl 
harflari, uning elementlari uchun esa alifboning kichik harflari qo'llaniladi 
To'plamni tashkil etuvchi elementlar figuraii qavslar orasiga olinil 
ifodalanishi mumkin. Masalan, A  to'plamning a , b , c , d element- 
lardan tuzilganligini A =  {a ,b ,c,d ,...,z}  ko‘rinishda yozish mumkin 
Ko'pincha (masalan, cheksiz to'plam yoki to'plamning elementlari juda 
ko'p bo'lgan holda) to'plamni belgilashda figuraii qavslar orasida, avvalo. 
to'plamni tashkil etuvchi elementning umumiy belgisi yozilib, undan so'ng 
“I” yoki (ba’zan “/”) belgisi qo'yiladi, keyin esa, ifodalanayotgan 
to'plamning barcha elementlariga xos shartlar yoziladi. Bunda, yozuvni 
murakkablashtirmaslik maqsadida, ba’zi qisqartirishlarga yoki tushuntiruv- 
chi so'zlaming qavslardan tashqarida yozilishiga yo'l qo'yiladi.

Masalan, toq natural sonlar to'plamini В deb belgilasak, uni 
В =  {m | m =  2 n ~ \ } , bunda n -  natural son, yoki В =  {m | m =  2 n - l  
n E  N} ko'rinishda' yozish mumkin.

1.1.2. IV plam larn ing  aksiomatik nazariyasi haqida tu s h u n c h a la r
XX asming boshiga kelib, Kantoming matematikani s t a n d a r t l a s h t i r i s b  

bo'yicha dasturining asosi bo'lgan va “to'plamlaming sodda nazariyasi

N - natural sonlar to'plami (Kitobdagi asosiy belgilashlarga qarang).

ham  ataluvch i to'plamlar nazariyasi mukammal emasligi ma’lum 
^M di3 T o 'p lam la rn in g  sodda nazariyasini o'rganish jarayonida Rassel’ 
b° adoksga2 kelib qoldi. Kantoming to'plamlar nazariyasi ichki 
ziddiyatga ega ekanligi Rassel paradoksi sifatida ifodalangan.

R asse l paradoksi. Faraz qilaylik, К  -  o'zini element sifatida o'zida 
s a q l a m a g a n  barcha to'plamlar to'plami bo'lsin. U holda, К  -  o'zini ele­
ment sifatida saq layd im i?  Agar bu savolga “ha” deb javob berilsa, К  to 'p­
lamning aniqlanishiga ko'ra, u К  ning elementi bo'lmasligi kerak -  
/iddiyat. Agar “yo‘q” deb javob berilsa, yana К  to'plamning aniqlani­
shiga ko'ra, u to'plam sifatida К  ning elementi bo'lishi kerak -  yana 
ziddiyat.

Hozirgi zamon to'plamlar nazariyasi aksiom alar tizimiga asoslangan- 
dir. Qandaydir aksiomalarga asoslangan nazariya aksiomatik nazariva 
deb yuritiladi4. To'plamlarning aksiomatik nazariyasida bunday aksioma­
lar tizimi sifatida standart tizim hisoblangan Sermelo'-Frenkel6 aksioma- 
lari tizimini keltirish mumkin. To'plamlar nazariyasida, ko'pincha, bu ti- 
zimga tanlash aksiom asi deb ataluvchi aksiomani ham qo'shib olib, 
tanlash aksiom asi qatnashgan Sermelo-Frenkel aksiom alari tizimi 
bilan ish ko'riladi. Bu aksiomalar tizimidan tashqari boshqa aksiomalar 
tizimlaridan ham foydalaniladi. Masalan, fon Neyman -Bemeyss-Gyodel4 
tizimi.

Quyida tanlash aksiomasi qatnashgan Sermelo-Frenkel aksiomalari 
tizimiga kiruvchi ba’zi aksiomalarni keltiramiz.

Hajmiylik aksiom asi. Ikkita A va В to'plamlar faqat va faqat aynan 
bir xil elementlardan iborat bo'lsagina tengdir.

1 Rassel (Bertrand Arthur William Russell, 1872-1970) -  mashhur m g K z  faylasufu y i l

adabiyot sohasida Nobel mukofotiga sazovar bo Igan. „<„vrinddiv taaiiubli ma'nolarini
2 Paradoks (grekcha тгарйбо^ос so'zi kutilmagan, flkriab bir-biriga zid bo'lgan 

beradi) -  mantiqiy nuqtai nazardan formal ravishda 
natijalami hosil qilish.
Aksioma -  isbotsiz qabui qilinadigan tasdiq '
IV bobga qararnj. . ^-tioi
Sermelo (Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, 1871-1953) -  olmon ma e _ ohnon va

6 Frenkel (Adolf Abraham Halevi Fraenkel, bpr® (Ч^пк) ~ arl

isroil matematigi. __ matematis!^ iqttsodcRiVi "
Fon Neyman (John von Neymann, 1903 (Budapesht)- 1957)- AQ. . .
Bemeys (Paul Isaak Bemays, 1888 (London) -  1977) -  S h v e j W  matenufg,
Gyodel (Kurt Godel, 1906 (Brno) -  1978) -  AQSh matematigi.

16 17



Bo'sh to 'p lam  aksiom asi. Birorta ham elementga ega bo'lmagj. 
to'plam, ya’ni bo‘sh to 'p lam  mavjud. Bo'sh to'plam uchun 0  belgjs 
qo'llaniladi.

Ju ftlik  aksiom asi. Ixtiyoriy A \a  В to'plamlar uchun shunday ( 
to'plam mavjudki, bu to'plam elementlari faqat A va В  to'plamlarda, 
iboratdir (ya’ni, A va В  to'plamlar С ning yagona elementlaridir). ( 
to'plam {A ,В } ko'rinishda belgilanadi. Ushbu {A,B}  ifoda A  va
tartib lanm agan  juftlig i deb yuritiladi. Agar A va В to'plamlar ten; 
bo'lsa, u holda С bitta elementdan iboratdir.

T anlash aksiom asi. Bo'sh bo'lmagan va o'zaro kesishmaydigaj 
to'plamlar majmuasidagi har bir to'plamdan bittadan “vakil”-elemen; 
tanlab, shu elementlar to'plami C ni tuzish mumkin. X  to'plam shu 
majmuaning qanday elementi bo'lishidan qat’i nazar X  va С  to'plaralai 
faqatgina bitta umumiy elementga ega bo'Iadi.

Albatta, bu aksiomalar (shu jumladan, tanlash aksiomasi qatnashga; 
Sermelo-Frenkel aksiomalari tizimining boshqa aksiomalari ham) bizga 
o'z-o'zidan oydin bo'lgan tasdiqlarga o'xshab tuyuladi, chunki bizning 
tafakkurimiz to'plamlar majmuasini chekli deb tassavvur qilishga o'rgan- 
gan. To'plamlar majmuasi chekli bo'lgan holda, masalan, tanlash aksio- 
masini tushunish qiyin emas. Tanlash aksiomasi cheksiz to'plamlar uchun 
qo'llansa, ba’zan, tortishuvlarga sabab bo'luvchi juda qi/iq tasdiqlai 
vujudga keladi. Bu fikmi tasdiqlash maqsadida Banax‘-Tarskiy: paradoksi 
(shaming ikkilanishi) va Xausdorf paradoksi mavjudligini ta’kidlaymiz.

Yuqorida keltirilgan aksiomalardan, jumladan, hajmiylik aksioma- 
sidan, to'plamlar bo'yicha ko‘plab tasdiqlami isbotlashda foydalanamiz. 
Hajmiylik aksiomasini boshqacha ifodalash ham mumkin. A to'plamning 
har bir elementi В  to'plamda ham mavjud va, aksincha, В to'plamning 
har bir elementi A  to'plamda ham mavjud bo'lsa, u holda A va В 
to'plamlar tengdir. A va В  to 'p lam larn in g  tengligini A = В  yoki 
B = A  ko'rinishda ifodalaymiz. Aslida, A — В  bo'lsa, u holda A  va В 
to'plamlar aynan bitta to'plamning har xil belgilanishidir. Masalan, o‘n№ 
sanoq tizimidagi yozuvning oxirgi raqami 1, 3, 5, 7 yoki 9 raqamlaridafl 
bin bo'lgan natural sonlar to'plamini A bilan, bimi qo'shganda ikkig3

Banax (Banach Stefan, Банах Стефан, 1892-1945) -  Polsha va Ukraina matematigi. 
: Tarskiy (Tarski Alfred, 1902-1983) -  Polsha va AQSh mantiqehisi va matematigi.
: Xausdorf (Felix Hausdorff, 1868-1942)-olmon matematigi.

• bo‘linadigan natural sonlar to'plamini esa В bilan belgilasak, u 
qoldi<qsJ ^  ^  Bo'Iadi. A = В  yozuv to'plamlardagi elementlaming qaysi 

Ъ Н  i o y l a s h i s h i g a  bog'liq emas. Albatta, to'plamdagi elementlami
oavsi tartibda qo‘yish masalasi ham dolzarbdir.

A va В  to ‘p lam lar teng bo'lmasa, u holda bu holat A *  В yoki
q Ф A  ko'rinishda ifodalanadi.

T o 'p lam lar nazariy asid a  quw at eng muhim tushunchalardan biri 
bo 'lib , u to 'p la m la m i taqqoslashda katta ahamiyatga egadir. To'plamning 
quvvati tushunchasi, uning chekli yoki cheksiz bo'lishiga qarab ta’rif- 
lanadi. Q u w a t  tushunchasi to'g'risida batafsil ma’lumotni to'plamlar 
nazariyasiga bag'ishlangan manbalardan topish mumkin. Diskret matema- 
tikada, asosan, chekli to'plamlar bilan ish ko'riladi. Shu sababli, to'plam­
ning quvvati tushunchasini faqat chekli to'plamlar uchun keltirish bilan
chegaralanamiz.

2- t a ’ r i f .  Chekli to'plamning elementlari soni shu to'plamning

quvvati deb ataladi.
Berilgan A to'plamning quvvati \a \ ko'rinishda belgilanadi.
1- m i s o l .  Ushbu to'plamlar berilgan bo'lsin: A = {a}, В = {a ,b}, 

С = {a,b,c,d ,e}, D  = { 1 ,2 ,3 ,n), E  = {m\m = 2z), F  = {2,3, 5, 7, 
bu yerda n -  natural son, z  -  butun son, p  -  tub son. Berilgan oltita 
to'plamdan to'rttasi -  А ,  В ,  С  va D  to'plamlar chekli, E  va F  
to'plamlar csa cheksiz to'plamlardir. Bundan tashqari, |/l| =  1, |s | =  2 , 
|C| = 5 va |d | =  n . и

Berilgan A to'plamga a  element tegishliligi a  e  A yoki А Э a 
ko'rinishda belgilanadi va “ a  tegishli A "  deb o ‘qiladi. “Tegishli” 
iborasining o'miga, ba’zan, “qarashli” yoki “taalluqli” iborasi ham 
qo llaniladi. Qandaydir b ning A to'plamga tegishli emasligi, ya’ni 
b n>ng A to'plam elementi bo'lmasligi b ~ e A ,  b <£ A  yoki A J b  
ko'rinishda yoziladi. Masalan, A = {2, 4, 6 , 8,10} to'plam uchun 4 e  A .  

va 10e A. (bularni umumlashtirib, 4 , 6 , \ 0 e  A  ko'rinishda
yozish ham mumkin), lekin 12&A  va 14e A  (ya’ni, 12, 14£ A).

a iiyki, turli to'plamlar uchun umumiy elementlar mavjud bo'lishi 
mumkrn. Masalan, A { 2 ,4 ,6 ,8 ,1 0 }  va В = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8}

plamlarda 2, 4, 6 , 8 elementlar ikkala to'plamda ham mavjuddir.



3- t а ’ r  i f . Agar В to 'plamning har bir elementi A to ‘plamda ham 
mavjud bo'Isa, и holda В to'plam A to'plamning qism to‘plain i deb 
ataladi.

В  to'plam A to'plamning qism to'plami ekanligi В  c  A yokj 
A 2  В  ko'rinishda belgilanadi. Tabiiyki, bu belgilashlar A va В 
to'plamlarning teng bo'lgan holini ham nazarda tutadi. A c i  В va В  с  ,{ 
bo'lishidan A = В  kelib chiqadi. Bu tenglik to'plamning o'zi o'zining 
qism to'plami bo'la olishi mumkinligini ko'rsatadi, ya'ni A с  A (yoki 
A id A ) ko'rinishdagi yozuv ham ma’noga egadir. Har qanday 
to'plamning o'zi o'zining qism to'plami bo'la olishi to'plamlarning 
refleksiviik xossasi deb yuritiladi.

4- t a ’ r i f .  В to'plamning hamma elementlari A to'plamda bor 
bo'lib, shu bilan birga A to'plamda В ga kirmagan element(lar) ham 
topilsa, и holda В to ‘plam A to ‘plamning xos qism to ‘plami deb ataladi.

В  to'plam A to'plamning xos qism to'plami bo'lishi В  С  A yoki 
Ar> В  ko'rinishda belgilanadi.

Ta’kidlash kerakki, A A  yoki A z )  A  deb yozish mumkin emas1. 
Shuning uchun, bu holatni ifodalash maqsadida, har qanday to'plam ''o'zi 
o'zining xosmas qismi” degan iboradan foydalaniladi.

To'plamlar nazariyasida bo‘sh to'plam har qanday bo'sh bo'lmagan A 
to'plamning qism to'plami deb qaraladi, ya’ni 0 c l  Tabiiyki, bo'sh 
to'plamning quvvati nolga teng, ammo bo'sh to'plamni yagona element 
sifatida saqlovchi to'plamning quwati birga tengdir, ya’ni |0 | = 0 . lekin 

|{0}| = 1-
Qandaydir a  tasdiqning o'rinli bo'lishidan boshqa b tasdiqning 

o'rinli bo'lishi kelib chiqsa, bu holat a  => b deb belgilanadi. Masalan. 
( / 4 c S v a f i c ^ ) = > / l  =  g .

5 - 1 a ’ r  i f . Agar a va b tasdiqlar uchun a  => b va b =$ a bo ‘Isa, « 
holda bu tasdiqlar o‘zaro ekvivalent tasdiqlar deb ataladi.

a  va b tasdiqlaming o'zaro ekvivalentligi a b deb belgilanadi (Ifl 
bobga qarang).

2- m i s о 1. N  natural sonlar to'plami R  haqiqiy sonlar to'plaminiflg 
qism to'plamini tashkil etadi: TV с  R . я

1 Qiyoslang: Cl haqiqiy son bo'lsa, u holda a  <  a  va Q >  a  yozuvlar noto’g'ri.
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m i s o l .  Nukus shahridagi barcha talabalar to'plami 0 ‘zbe- 
. "dagi barcha talabalar to'plamining qism to'plamidir. ■

4- ni"i s o l .  0 ‘nli sanoq tizimidagi yozuvining oxirgi raqami 0, 2, 4, 6 
, ■ g raqamlaridan biri bo'lgan natural sonlar to'plami ikkiga qoldiqsiz

KnMinadiean natural sonlar to'plamining qism to'plamidir. ■
5- m i s o l .  A = {a ,b ,c ,d ,e ,}  to'plam uchun В = { a } , C  = {a ,b} 

to'plamlarning har biri xos qism to'plamdir. ■

Muammoli masala va topshiriqlar
1. Juft sonlar to'plamini ifodalash usullarini keltiring.
2. {a ,b}e  {{a ,b ,c } ,{b ,d } ,a ,b ,{b ,c }}  tasdiqning to’g'ri yoki 

noto'g'riligini tckshiring va javobingizni izohlang.
3. {{a ,b},{b ,с }} Ф {a , b,c} munosabatni isbotlang.
4. x ' -IOjc +  21 = 0 tenglamaning ildizlari to'plamini A bilan va 

В = {3, 7} deb belgilasak A = В  bo'lishini ko'rsating.
5. 0 - { 0 j  va 0 * { 0 }  munosabatlardan to'g'risini ko'rsating.
6. A c z 0  A = 0  munosabatni isbotlang.
7. Birorta ham elementga ega bo'lmagan to'plam yagona ekanligini 

isbotlang.
8. Bir vaqtning o'zida A e  В , B e  С  va С  xususiyatlarga ega 

bo'lgan A,  В  va С  to' plam larga misol keltiring.
9. Quyida keltirilgan to'plamlarning har birini so'zlar vositasida 

ifodalang:
a) {.t G N | x  3ga va 5ga qoldiqsiz bo'linadi} ;
b) {x G Z 10 < .v < 9};
d) {x . x  = x} yoki x  = x2, yoki x = x3, yoki x =  x4};
e) {V.v : x - tu b  son};

x 2 + y 2 < 1};
g) В = {д: G 4 ; x  — yoshi yigirma birdan oshmagan talaba}, bunda A 

Toshkent shahridagi talabalar to'plami.
10. Sonlaming kerakli xossalarini qo'llab, quyida keltirilgan 

tasdiqlami isbotlang:
a) {x G N qandaydirj’ uchun jc =  15>} =

{■* G N | qandaydir n va m uchun x  = 3n va x  =  5m} ;

b) -v e  R | qandaydir>- G R uchun jc = у 2 } =  {jc  G R | x > 0}. 

>sbotlangXt'^°r'^ ^  ^  va С to'plamlar uchun quyidagi tasdiqlami
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a) agar A d  В  va B c C  bo'lsa, u holda Ac :  С  o'rinlidir;
b) agar А d  В va В d C  bo'lsa, u holda Acz  С  o'rinlidir;
d) agar A d  В  va В d C  bo'lsa, u holda A d C  o‘rinlidir;
e) agar A d  В  va В с  С bo'lsa, u holda A d  С  o'rinlidir.
12. Ixtiyoriy A],A2,...,An to'plamlar uchun quyidagini isbotlang 

A[ = A2 —... = An о  Al Q A2 Q ... £  An С Al .
13. “Paradoksiya” mamlakatida ushbu farmon e’lon qilindi: “Mamla. 

katdagi barcha shaharlar hokimlari o‘zlari hokimlik qilayotgan shaharlarda 
yashashlari taqiqlanadi, ular maxsus hokimlar shahrida yashashlari shan”, 
Shu farmonga ko‘ra hokimlar shahrining hokimi qayerda yashashi lozim? 
Bu savolga javob berishga urinib ko'ring.

Mustaqil ishlash uchun savollar
1. To'plamlar nazariyasining asoschilari kimlar hisoblanadi?
2. Nega to'plam tushunchasiga ta’rif berilmaydi?
3. Chekli va cheksiz to'plamlar bir-biridan qanday farqlanadi?
4. To‘plamlami belgilashda qaysi usullardan foydalaniladi?
5. Rassel paradoksini bilasizmi?
6. To'plamlar aksiomatik nazariyasining mohiyati nimadan iborat?
7. Hajmiylik aksiomasi nimadan iborat?
8. Bo'sh to'plam aksiomasi qanday ifodalanadi?
9. Juftlik aksiomasi nimani bildiradi?
10. Tanlash aksiomasi qanday ifodalanadi?
11. Hajmiylik aksiomasini qanday tatbiq qilish mumkin?
12. Qaysi holda ikkita to'plam tengbo'ladi?
13. Chekli to'plamning quvvati deganda nima tushiniladi?
14. Xos va xosmas qism to'plamlarning bir-biridan farqi nimada?
15. O'zaro ekvivalent tasdiqlar deganda nimani tushunasiz?

1.2. T o 'p lam la r ustida am allar

To 'plam. To 'plamlarning birlashmasi, kesishmasi va ayirmasi. To ‘Idiruvchi 
va universal to 'plamlar. О 'zaro kesishadigan va kesishmaydigan to 'plamlar.

Universal to ‘plam. Bulean.
1.2.1. T o 'p lam larn in g  birlashm asi. To'plamlar ustida turli amallar 

bajarish mumkin. Avvalo to'plamlarning birlashmasi amalini qarab 
chiqamiz.

1- t a ’ r i f .  Har qanday ikkita to'plamning barcha elementlaridath 
ularni takrorlamasdan, tuzilgan to'plamga shu to'plamlarning birlash- 
masi (yokiyig'indisi) deb ataladi.



’rifdan k o ‘r in ib  turibdiki, to'plamlarning umumiy elementlari shu
f U brning birlashmasiga faqat bir martadan kiritiladi. Berilgan 

t0?  b l a m i n g  birlashmasidagi har qanday element shu to'plamlarning 
to'plaro _ _ bo‘lmaganda bittasiga tegishiidir. A va В

to'plamlarning birlashmasi A (J В  kabi bel-gilanadi. Bu 
yerda “ A va В  to'plamlarga birlashma amalini qo'llab 
(yoki A  va В  to'plamlar ustida birlashma amalini 
bajarib), A \J  В to'plam hosil qilindi” deyish mumkin.

1- shaklda A va В  to'plamlar doiralar ko'rinishida, 
A U В to'plam esa bo‘yab tasvirlangan.

1- m i s o l .  Agar A = {a,b}, B = {a,b,c},  C = { e , f , k }  bo'lsa, u hol­
da E = A{JB = {a ,b ,c \,E \J C  = { a , b , c , e , f , k \ ,  C \ J B  = { a , b , c , e , f , k } , 
A \JC  = {a,b,e, f , k}  bo‘ladi. ■

2- m i s o l .  0 ‘zbekiston Respublikasining yoshi 16dan 25gacha 
bo'lsan fuqarolari to‘plamini A  bilan, yoshi 21 dan 30gacha bo'lgan 
fuqarolari to'plamini esa В bilan belgilasak, A va В to'plamlarning 
A \ J B  birlashmasi 0 ‘zbekiston Respublikasining yoshi 16dan 30gacha 
bo'lgan fuqarolari to‘plamini tashkil etadi. ■

3 - m i s o l .  N  \J R = R . ш
Shuni ta'kidlash kcrakki, to'plamlar bilan bog'liq tushunchalar va ular 

ustidagi amallar, mos ravishda, sonlar bilan bog'liq tushunchalar va oddiv 
arifmetik amallar bilan qiyoslanadi. Jumladan, to'plamlar yig'indisini 
(birlashmasini) topish amali sonlarni qo'shish amali bilan qiyoslanadi. 
Bunday qiyoslashlar, ko'pincha, bir-biriga o'xshash natijalarning mavjud- 
ligini ko'rsatadi, ba’zan esa ular to'plamlarning farqli xususiyatlarga 
egaligini namoyon etadi. Masalan, ixtiyoriy A va В  to'plamlar uchun 
А с  В bo'lsa, u holda A \ J B  = В  va B\ J  A = В  bo'ladi, lekin, ixtiyoriy 
а va b sonlar uchun a < b  bo'lgan holda a - ' r b - b  va b + a - b  
tengliklar bajarilmasligi mumkin, ular faqat a = 0 bo'lsagina o'rinlidir.

To‘plam larning kesishmasi. Endi ™
plamlaming kesishmasi amalini o'rgan'amiz.
2- t a r i f . Har qanday ikkita to ‘plamning barcha 

umumiy elementlaridan tuzilgan to'plamga to ‘plam- 
Qrnmg kesishmasi (yoki ko'paytmasi) deyiladi.
^ П ^ 311 ^  va В  to'plamlarning kesishmasi 

to* belgilanadi. Bu yerda “ A va В 2-shakl
arnalini цо'ПэЬ, AC\B  to'plam 

b rin ish  dey'sb mumkin. 2- shaklda A va В  to'plamlar doiralar 
ls 1 > ЛП В to'plam esa bo'yab tasvirlangan. To'plamlar ustidagi



amallarning yuqorida ta’kidlangan o ‘ziga xos xususiyatlari to'plam^ 
ko'paytmasini (kesishmasini) topishda ham namoyon bo'ladi.

Masalan, A В  bo'lsa, u holda A f ] B  = A va В  f ) A = A  bo'ladi.
Bitta ham umumiy elementga ega bo'lmagan ikkita to'plamlarning 

kesishmasi bo'sh to'plam bo'lishi tabiiydir.
3- t a ’ r i f .  Kesishmasi bo'sh bo'lgan to'plamlar o'zaro kesish. 

may dig an. kesishmasi bo'sh bo'lmagan to'plamlar esa o'zaro kesisha. 
digart to ‘plamlar deb ataladi.

4- m i s o l .  A = {a,b, c} ,  B = {a ,b ,c ,d } , C  = { e , f , k }  bo'lsa, ц 
holda D  = Af )  В = { a , b , c } , D f ] C  = 0 ,  A f ) C  = 0 ,  £ f K  = 0 . 
D f ] B  = {a ,b ,c j bo'ladi. ш

5- m i s o l .  2- misolda aniqlangan A va В  to 'p la m la rg a  kesishma 
amalini qo'llasak, O'zbekiston Respublikasining yoshi 21dan 25gacha 
bo'lgan fuqarolari to'plami { A f \ B  to'plam) hosil bo'ladi. Bu yerda A va
R W ~l--- 1-----*----- - X ----
В  to'plamlar o'zaro kesishadigan to'plamlardir.

6- m i s o l .  N f ) R  = N  . я
1- m i s o l .  Butun dunyoda 2005- yilda tug'ilgan 

bolalar to'plamini Г, bilan, 2006-yilda tug'ilgan 
bolalar to'plamini esa T6 bilan belgilasak, u holda 
T5f ]Tb = 0  bo'ladi. Demak, Tt

A \ B

5 va T6 to'plamlar
3- shakl

_ „  -----------------  x 5 V

o'zaro kesishmaydigan to'plamlardir. -
1.2.3. T o 'p lam larn in g  ayirm asi. Ixtiyoriy А ха В  to'plamlar 

berilgan bo'lsin.
4- t a ’ r i f .  A to'plamning В  to'plamda bo'lmagan barcha 

elementlaridan tuziladigan to'plamni hosil qilish A to ‘plam dan В 
to'plamni ayirish deb, tuzilgan to'plam esa, shu A  va В  to'plamlarning 
ayirmasi deb ataladi.

A  to'plamdan В  to'plamni ayirish natijasida hosil bo'lgan to 'p lam , 
ya’ni A va В  to'plamlarning ayirmasi A \ B  yoki A - В  ko'rin ishida

belgilanadi. Bu yerda “ A  to'plamdan В  to'plamni ayirish amalini ь lamine
qo'llab, A \ B  to'plam hosil qilindi” deyish mumkin. 3- shaklda A va В msobga olishga to 'g 'ri keladi. Masalan, q ara lay o tg an  to  P
to'plamlar doiralar ko'rinishida, A \ B  to'plam esa bo'yab tasvirlangan. b a r c h a s i  q a n d a y d i r  boshqa b i r  to'plamning qism to p ami to'plam

Ixtiyoriy A va В  to'plamlar uchun A f ] B  = 0  bo'lsa, u hold3 ^ 6- ^ t a ’ r i f . Qaralayotgan b a r c h a  to'plam arm о zi a
A \ B  — 0  va B \ A  = 0  bo'lishi ta’rifdan bevosita kelib chiqadi.

8- m i s o l .  1- misoldagidek, A = {a ,b}, B - { a , b , c ) ,  С  — { e , f №  
bo'lsa, u holda A \ B  - 0 , 5 \ ^ 4  = {c}, B \ C  = 0  bo'ladi. ■

. o i . A va В to'plamlar 2- misoldagidek aniqlangan bo'lsin. U 
9* 1111 t0‘p|amdan В  to'plamning ayirmasi A \ В  O'zbekiston Res- 

holda. yoshi 16 dan 21gacha bo'lgan fuqarolari to'plamini, В
publikasi ^  to'plamning ayirmasi B \A  esa O'zbekiston Respub- 
to'plam 25(jan 30gacha bo'lgan fuqarolari to'plamini anglatadi. ■

m i s o l .  R \ N  ayirma tarkibida natural sonlar qatnashmagan
■ha haqiqiy sonlar to'plamidan iboratdir va N \ R  = 0 . u  

tiarCj 2 4. To'ldiruvchi to 'p lam . Faraz qilaylik, A  va В  to'plamlar
berilgan va A q B  bo'lsin.

5. t a ’ r i f .  В to'plamning A to'plamga kirmagan barcha
e l e m e n t l a r i d a n  tuzilgan B \A  to'plam A to'plamning В to'plamgacha
to ‘Idiruvchi to ‘plami deb ataladi. _

A to'plamning В  to'plamgacha_to‘Idiruvchi to'plami, odatda, AB
ko’rinishda belg ilanadi. Bu yerda “ AB to'plam A to'plamni В  to 'p ­
lamgacha to 'ld irad i” yoki “A  to'plamni В  to'plamgacha to'ldirish 
amalini q o 'llab , AB to'plam hosil qilindi” deyish mumkin. 4- — 
shaklda A to^plam  kichik doira, В  to'plam katta doira 
ko'rinishida, AB to'plam esa bo'yab tasvirlangan.

To'plamlar ustidagi yuqorida keltirilgan birlashma, 
kesishma va to'ldiruvchi to'plam tushunchalari _ta’riflarini 
bevosita qo'llab, A  U AB = В . А  П  AB = 0  , A \  AB -  A va 
AB \ A -  AB tengliklami hosil qilish qiyin emas.

11- m i s o l .  Barcha juft sonlar to'plamini 
A = {2,4,...,2w,...} ( n e J V )  deb belgilasak, A to'plamni N  
to'plamgacha to'ldirish amalini qo'llab A x = {1,3,...,2л —1,...} to'plamni, 
ya ni barcha toq sonlar to'plamini hosil qilamiz. Demak, barcha toq sonlar 
to'plami barcha juft sonlar to'plamini natural sonlar to'plamigacha 
Ю Idiradi. Xuddi shunga o'xshash, barcha toq sonlar to'plamini natural 
sonlar to'plamigacha to'l-dirish amalini qo'llab, barcha juft sonlar 
t0 P'amini hosil qilish mumkin. ■

1-2.5. Universal to 'p lam  va b u lean 1 tu shunchalari. To'plamlar 
un*versal to'plam va bulean tushunchalari muhim tushun-

1 1 --------- 1 «-...-I. m im f tc o K a tla m i

4- shakl

nazariyasida universal to'plam va bulean tushunchalari mumm i u s u u u  

chalar hisoblanadi. Odatda, to'plamlar orasidagi turli munosabatlami 
hisobga olishga to 'g 'ri keladi. Masalan, qaralayotgan to‘plamlaming 
larchasi qandaydir boshqa bii

6- t a ’ r i f .  Qarala)’otgc .
Sifatida saqlovchi to'plamga universal to ‘plam deb ataladi.

B“ 'bora ingliz matematigi va mantiqchis. Jorj Bui (George Boole, 1815-1864) sharafiga 
Sunday nomlangan.



Universal to'plam. odatda, V  deb belgilanadi. Universal to'nl.. . amallar natijalarini aniqlang { w  VI
u n iv .rsu »  deb bam alasbadi. 4  4. Ushb“ { 0 }, { 0 ,{ 0 } } - 0 .  Й Й Ь Р »  _

Shuni ta’kidlash kerakki, universal to‘plam tushunchasiga boshqai;t Г0 |у { 0 )> >• . jam uchun A U 0 -  ^
ta’riflar ham berilishi mumkin, masalan, biror to'plamning xos qismi ^ 5 lxtiy°riy  ̂ 10 ^
qaralmagan to'plam universal to'plam deb ataladi. Bundan tasha* '̂  to'plamlarn‘ ^ '^engU k o'rinli bo'ladigan A

- 0 ,  A - A ,

________  _ ___ va В to'plamlarga
universal to'plam tushunchasi nisbiy tushunchadir. Masalan, 0 ‘zbeki^ 0  __
sharoitida aholi bilan bog'liq qandaydir masala qaralayotgan b0‘k . ^ ar keltiring- n tn-niamlar bilan bog'liq masala o'ylab
O'zbekiston aholisi to'plamini universal to'plam deb qarash mumkin. 0 Q‘zaro kesishmayuigan
navbatida, O'zbekiston aholisi to'plami dunyo aholisi to'plamining щ  уа hal qiling- tQ.plamiar bilan bog'liq masala o'ylab toping

top' r  Q lza r0  ke s is h a d i=^4  1

a [ ] A  =  A \ J A  =  U
д  t n ' n h m  U C l l u u  ■n. w

to'plamidir.
Universal to'plamning ta’rifiga binoan, uning hamma qism to'plamlar

; biri universal to'plamni 
universal to'plamning

, uni hal qiling-
orasida ikkita xosmas qismi bor: biri universal to'plamning o'zi, ikkinchi « Ixtiyoriy
esa bo'sh to'plam. Tabiiyki, universal to'plamning bu ikki xosnt . tine
qismlaridan boshqa barcha qism to'plamlari uning xos qism to'plamlaridit 'C° ^0 Ixtiyoriy A va

A

to'plam uchun 

в  to'plamlar uchun quyidag. lasdiqlammg о

bo'lishini

rinli

Ko'pincha, berilgan “ A to'plamning universal to'plamgacha to*! bo'lishini ko'rsating: _ _
qilib, berilgan UA to'plamning to'ldi- a) A \B  = 0  =* » £*’_ a\tasdiqqateskaritasdiq; 
• i j .  . . •. ~  ь) ,

diruvchisi” deyish o'miga. qisqa
ruvchisi” deb aytiladi va A ko'rinishda belgilanadi. Bu yerda “ A  to'plam 
A to'plamni to'ldiradi” yoki “ A to'plam A to'plamdan to'ldirist 
amalini qo'llab hosil qilindi” deyish mumkin.

7- t a ’ r i f .  Berilgan A to'plamning barcha qism to'plamlaridm 
tuzilgan to'plam A to'plamning buleani ( A to'plam uchun bulean) deb 
ataladi.

A to'plamning buleani 2A ko'rinishda belgilanadi1.
12-m i s o l .  To'rtta elementga ega A = {a,b,c ,d}  to'plam uchun 2Л 

bulean o'n oltita element-to'plamlardan iborat bo'ladi:
2A =  {0 , {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d},{b, c}, {b, d ) , {c, d ) , 

{a, b, с}, {a, b. dj {a , c, d ) , {b, c, d }, {a, b, c,d}}.
Ravshanki, | A |= 4 va |2 | =  16. ■

Muammoli masala va topshiriqlar
1. Berilgan A = {a,b, c) ,  B = { d , e , f , g }  va С  = {a, f ,g ,k ,c )  

to'plamlardan har ikkitasining kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarim 
toping.

2. Markazlari bitta nuqtada joylashgan hamda radiuslari 1 va 3ga 
teng doiralar nuqtalaridan iborat to'plamlarning kesishmasi, birlashmasi va 
ayirmalarini toping.

3. To'plamlarning ayirmasi amali bilan bog'liq masala o'ylab topi°S 
vauni hal qiling.

d) A \ B = B \ A  = 0 = > A  = B ;  
ej A = В  => A \ B  =  B \ A  = 0  - d )  tasdiqqa teskari tasdiq;

"  "0  D ayirish amali kesishma va to'ldirish amallarim

va \a C\ в

Bunday belgilashni izohlovchi ma’lumotlar II bobning 1- paragrafida keltiriladi.

o A \B  = A f ] B  , уа’
vordamida ifodalanishi mumkin; ------  _

g) 0 q A C I B q A U B :  h ) A \ B  = A U B .
11. Chekli A va В  to'plamlar uchun \ A \ ,  | 5 | ,  \ A \ J B

sonlar orasidagi bog'lanishni toping.
12. Ixtiyoriy A , В  va С  to'plamlar uchun quyidagi tasdiqlami

isbotlang:
a) Л 1 1 Я с С = > ( Л с С  va В  с  C) ;
b) (А с  С  va S c C ) = > ^ U 5 c C -  a)ga teskari tasdiq;
d) А с  В  П С => ( А  с  В  va А  е  С ) ;
e) (A q  В  va А с 1 С ) = > А с : В Г \ С  -  d)ga teskari tasdiq;
О A q B = > a ( J C c B { J C ;  g) A q B ^ A H C q B H C ;  
h ) A c z B = > A \ C c : B \ C ;  i ) A c z B = > C \ B c C \ A .
!3. 12- topshiriqning 0 , g), h) va i) bandlaridagi tasdiqlarga teskari 

tasdiqlami tahlil qiling va ular bajarilmaydigan hollarda A , В  va С 
t0'plamlarga misol keltiring.
a<h  1Х1,У0Г1У a ’ b va с sonlar uchun to 'g 'ri bo'lgan 

~ <̂ a + c < b  + c , a  <b  <=> a - c < b - c  va a < b  <=> c - b < c - a  
0Sa atlardagi a ,  b va с  sonlami A , В  va С  to'plamlar bilan, 

alrnashti beI8ilami “ c ”, “ U ” va “ \ ” belgilar bilan mos ravishda 
Xuih' bosil bo'lgan munosabatlaming to'g'riligini tahlil qiling.
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o n i d a g i  to‘plamda ham bor bo'lsa, u holda bu tenglik to‘g‘ridir. 
:ha[? c b a  aytganda, ixtiyoriy A va В  to'plamlar uchun A = В  

,L ;  icbotlash А с  В  va В  с: A  munosabatlaming to‘g ‘riligini

15. В  =  {xg N  | x  3ga bo'linadi} bo'lsin. N  to'plamni univ(
■— - -ла£1 picn11*-*4-* “ *****to'plam deb hisoblab, В to'plamni toping. ,hap tomoni0* ? ^  ixtiyoriy

16. Natural, butun, haqiqiy va irratsional sonlar to'plamlari b;3oshqaC.ba. ^ t j ash va В £  
bog'liq universal to'plamlarga misollar keltiring. engt'^.1' „ lengkuchli<lir. “ 11” “ П ” va “ \ ” belgilar bilan

17. A = {a ,b ,c ,d ,e }  to'plam uchun 2 A buleanni aniqlang. <0‘r? (f pincha. t o ' p l a m l a r  algebrasi agi bo*sh ( 0 )  va
18. Bir uyda yashovchi oilada ota ( t ), ona ( n ) va to'rt nafar lar?i_ . lanuVcbi birlashma. kesishm > mas ( c )  qism to'plamlar, 

( 1,2 ,3 ,4) bo'lsa, oila a ’zolarining uyda bo'lishlari vaziyatlariga ц ( j ) top’lamlar hamda xos ^  ^  belgilar bilan 
barcha imkoniyatlami to'plamlar ko'rinishida yozing va bu imkonivaun'4 erl^ch d a  odatdagi algebramng , ц - noi (0 ) va bir ( 1)
to’plamlari to'plamining qowatini aniqlang. '  ” « h i  * ' « * •  K k  mnnosabatlari bilan

19. Universal to'plam va bulean tushunchalari bilan bog'liq masala1*0 >ar hamda katta emas ( _ )  
o'ylab toping va ulami hal qiling. soD .

Mustaqil ishlash uchun savollar
To'plamlarning birlashmasi qanday amalga oshiriladi?
Qanday to'plamga to'plamlarning kesishmasi deb aytiladi?
O'zaro kesishmaydigan to'plamlar deganda nimani tushunasiz?
Qanday to'plamlarga o'zaro kesishadigan to'plamlar deb aytiladi 
To'plamlarning ayirmasi nima?
A  to'plamni В  to'plamgacha to'ldiruvchi to'plam deganc 

nimani tushunasiz?
7. Qanday to'plamga universal to'plam deb aytiladi?
8. Bulean deganda nimani tushunasiz?

1.3.To‘p lam lar algebrasi

To'plam. Element. Algebra. Idempotentlik. Kommutativlik. Assotsiativlik.
Distributivlik. De Morgan va yutilish qonunlari. Ikki tara/lama tenglik.

О 'zaro ikki tarajlama tengliklar.

1.
2.
3.
4.
5.
6.

^^Tcf'plamlar ustida munosabatlami il'odalovchi asosiy tengliklarni qarab 
chiqamiz.

1 - t e o r e m a .  Universal to 'plam U va uning ixtiyoriy qism to ‘plami 
A uchun quyidagi tengliklar о ‘rinlidir:

1. (Nolningxossalari). A \ J 0  = A , 0 { J A  = A, A f ] 0 = 0 ,  0 f ] A = 0 .
2. (Bimingxossdlari). AC\U = A,  V { \ A - A ,  A{JU  = U, b \ J  A -  L i.
3. (Idempotentlik' qonuni). A  U A  =  A^_A П A ^_A .
4. (Nol va biming bog'liqligi xossasi). 0 - U  , U = 0  .

5. (Involyutivlik qonuni2). A  = A .
I s b o t i .  Bu tengliklarni isbotlash uchun, yuqorida ta'kidlagani- 

mizdek, hajmiylik ak sio m asid an  foydalanamiz. Shuni e ’tiborga olsak, 
isbotlanishi kerak bo'lgan barcha tengliklar to'plamlarning birlashmasi, 
kesishmasi va toidiruvchisi ta'riflaridan bevosita kelib chiqadi. Bu yerda 
faqat oxirgi tenglikning isbotini to'liq keltirish bilan chegaralanamiz. _

1.3.1. Asosiv « " ° ....A to^plam U universal to'plamning ixtiyoriy qism to'plami va A
sonlar "aigebrasi'daff^mnmlj J ° ‘p,amlar algebrasida, umuman obanda ‘Л ' 3® A t0‘Plamni ng to'ldiruvchisi bo'lgani uchun, 4  to'plamning
To'plamlar aleebra^Tb osabat,arga ° ‘xshash munosabatlar oaraladi u qaysi elementi A  to'plamga tegishli emas. Demak, A  to'plamningelementlari A  to'plamga tegishiidir. ya'ni A U .  Aksincha. /I

dilar Bu yerda -кпс w . shldan Яа*’' nazar o ‘z kuchini sadav- 4plamnm8 hech qaysi elementi_4 to'plamga tegishli emas, demak, -A

—  Z E S Z f . t r *  A to'p,am8a t£8ish,idir- ya'm ^
nishidaPn ^ o y o n ™ S daR n I ® * ? ™ 5!», tengliklar ko'ri- w '  t e ‘) r e m a  (b irlashm aga n isbatan  kom m utativ lik  qonuni).
aksiomasidan foydalanean holrh л, л tengliklarni isbotlashda hajmiylik ' \ г" гУ A va В to'plamlar uchun A { J B  = B [ j A  tenglik о ‘rinlidir.
qo'llaniladi. Agar tenglikning chan гп 'т ^ ы  m(ul<ol â zayuritish usuli ko'p tn. ! s b o t i - To'plamlarning birlashmasiga berilgan ta’rifga ko'ra, A \J  В
element u ’ning o'ng" tomonidapf t 1 i ' i P arn6a tegishli ixtiyoriv Г1 amrnng har bir elementi yo A  to'plamda yoki В  to'plamda topiladi,

tenglikning o'ng tomonidasi to'plamda , ‘°рШЬ va’ aksi"cha' '8 P ga tegishli ixtiyoriy element uning

28

shunday, “potens" -  kuchli, ya ni
-  .Miviiga ega yoki o sna darajani saqlovcm  т а  nosin i beradi. 

u qonunni falsal'adagi “ inkom i inkor qilish qonuni” bilan qiyoslash mum kin.

°*sha ktCDS S0 Z* *otlnc'la<*an olingan bo'lib, “idem" -  M iu n u a v .  
Bu u^hga ega” yoki "o'sha darajani saqlovchi” т а 'nosini beradi.

1-----! ------ :*:-u k.lan nivnslash mi
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chunki A \ j B  to'plam A  va В to'plamlarning barcha element^ 
takrorlanmasdan tuzilgan. Yana o'sha ta’rifga ko'ra, B[ j  A  to'plami! 
A va В  to'plamlarning barcha elementlaridan takrorlanmasdan ь 
ganligi uchun A \ j B  to'plamning har bir elementi B [ j A  to'plamgaJk 
tegishli bo'ladi. Xuddi shunday mulohazalami B \ j A  to'plam J !  
yuritib, uning har bir elementi A \ J B  to'plamda ham bor bo'lj^' 
aniqlaymiz. Demak, А [ } В  = B \J  A . ш

3- t e o r e m a  (b irlashm aga n isbatan  assotsiativlik qonun 
Ixtiyoriy A , В  va С to'plamlar uchun ( ^ U 5 ) U C  = /4lJ(B |J( 
tenglik о ‘rinlidir.

I s b o t i .  ( ^ U 5 ) U C  to'plamning ixtiyoriy elementi x  bo'lsin. B> 
lashmaning ta’rifmi qo'llasak, quyidagilarga ega bo'lamiz: x e  (Л lj|) 
yoki x  e  С . x e  (A{J B)  munosabatdan x e  A yoki x e  В  ekanligi keli 
chiqadi. Demak, x e A  yoki j c e ( 5 l j C ) .  Shuning ucha 
x e  A l J ( B l J C ) . Xuddi shunday mulohaza yuritib, A \ J ( B \ j C )  to';, 
lamning ixtiyoriy elementi ( A { j B ) { J C  to'plamning ham elemea 
bo'lishini aniqlaymiz. Demak, ( / f U # ) U C  = A U ( 5 |J C )  . ■

Birlashmaga nisbatan assotsiativlik qonuniga ko'ra A,  В  va С 
to'plamlarga birlashma amalini qanday tartibda qo'llashning ahamiyal 
yo'q. Shuning uchun A ,  В va С  to'plamlarga birlashma amalini qo'llast 
natijasida hosil bo'lgan to'plamni A \ j B \ J C  deb belgilash ham mumkin 

Ikkita to'plamning birlashmasi amaliga berilgan ta’rif ixtiyoriy chekl: 
sondagi to'plamlarning birlashmasi uchun ham qo'llanilishi mumkin1: hai 
qanday chekli sondagi to'plamlarning barcha elementlaridan takrorlan­
masdan tuzilgan to'plamga shu to'plamlarning birlashmasi deb aytiladi

П
А \,А г,...,А п to'plamlarning birlashmasini A]\ j A 2[ j . . . [ jAn yoki U l 

ko'rinishda belgilash qabul qilingan.
П

Birlashmaga nisbatan kommutativlik qonuniga ko'ra, (J A: birlashma
<=i

to'plamni quyidagi usul bilan ham tashkil etish mumkin. Oldin berilgan 
Al, A2,...,A n to'plamlardan ixtiyoriy ikkitasining, masalan A. va A 

to'plamlarning birlashmasini tuzish, keyin Л. U Д , to'plam bilan A,, 
Ah to'plamlardan boshqa ixtiyoriy to'plamning birlashmasini tuzish vJ 
hokazo, ketma-ket birlashma to'plamlarni tuzish natijasida A, ,A2,...,4„

1 Umuman olganda, birlashma va kesishma amallari binar (ikki o'rinli) amallar hisoblanaiii
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N A birlashmasini hosil qilish mumkin. Har biri chekli 
to'plamlarning и л

U A, 
/=1

— S U J  rnunosabat o'rin-
i=i

Л л A to'plamlar uchun 
bo'lgan A>a 2’- ’ "

m u n o s a b a t  berilgan to'plamlarning hech boimaganda ikkitasi 
lldir v elem entga ega bo'lsagina qat’iy tengsizlik ko'rinishda va berilgan 
Um3 a m m g  barcha mumkin bo'lgan juftlari umumiy elementga ega 
l° ‘lm asagina teng lik  ko'rinishda bajariladi. Bu tasdiqlar kombmatorikaga 
u°«ii«hlanean П bobn ing  1- paragrafidagi 5- teoremadan kelib chiqadi.

i m i s o l .  A  = {o ,b} , В = {a ,b ,c} , C={ e , f , k }  va D  = {i , j}  bo'l- 
sin U holda E =  B \J C \jD  = { a ,b ,c ,e ,f ,k ,U j}  va F  = A \ j B [ j C [ j D -  
=  {a b ,c ,e , f ,k , i ,  j }  bo'ladi. Ko'rinib turibdiki. E  = F .  Bu yerdagi 
b a r c h a  to'plamlarning quvvatlarini aniqlaymiz: N  = 2 iS| =  3, |C| =  3 , 
\d\ = 2 , |£’l = 8 va |F | = 8 . Ular uchun |£ | =  8 < |Л| + |5 | +  |С| + |£)| = 10 
IA  va В to'plamlarda ikkita umumiy a va b elementlar bor) va 
lF| = 8 = |5| + |C| + |£>| ( в  bilan С , С  bilan D  va В bilan D  juftliklar 
umumiy elementga ega emas). ■

4- t e o r e m a  (kesishm aga n isbatan  kom m utativ lik  qonuni). 
Ixtiyoriy A va В to'plamlar uchun A f ] B  = BC\ A tenglik о 'rinlidir.

I s b o t i .  To'plamlarning kesishmasi ta'rifiga ko'ra, АГ\В  to 'p ­
lamning har bir elementi A va В to'plamlarning ikkalasiga ham tegishli. 
Xuddi suningdek, B f ] A  to'plam A va В  to'plamlarning umumiy 
elemertlaridan tuzilganligi uchun АГ\В  to'plamning har bir elementi 
BV\A to'plamda ham topiladi. Shu kabi mulohazalar asosida Я ГЫ  
to'plamning har bir elementi А  П В to'plamda ham bor bo'lishini ko'rish 
qiyin emas. Demak, А  П В  = В  f |  А ,'m

5- t e o r e m a  (kesishm aga n isbatan  assotsiativlik qonuni). Ixtiyo- 
A, В  va С  to'plamlar uchun ( AC\ B) V\ C -  A C \ { B f \ C )  tenglikriy

О ‘rinlidir.
I s b o t i .  ( Л П 5 ) Г ) С  to'plamning ixtiyoriy x elementini qaraymiz. 

verdlairi'ar ^sishmasining ta’rifiga asosan, XG (Л f |  B) va x e C .  Bu 
x* a X £ x ^  В  va x  € С  ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun 
0‘xsh T  Xe  bo‘ladl- Demak’ Л П ( Я П С ) .  Xuddi shunga
И П ^ 10*1323 yuritib, Л П ( 5 П О  to'plamning ixtiyoriy elementi 
Dpm i [ t0 'plammng ham elementi bo'lishini ko'rsatish qiyin emas.
0 ' т * . и п « ) П с = л г н 5 п с )  .



Kesishmaga nisbatan assotsiativlik qonuniga ko‘ra A , В  Va 
to'plamlarga kesishma amalini qanday tartibda qo'llashning ahamj. 
yo‘q. Shuning uchun A , В  va С  to'plamlarning kesishmasini 
deb belgilash ham mumkin.

Ikkita to'plamlarning kesishmasi tushunchasiga berilgan ta’rif ixtiy^ 
chekli sondagi to'plamlarning kesishmasi uchun ham qo‘n- •
mumkin: har qanday chekli sondagi to'plamlarning barcha umurn, 
elementlaridan tuzilgan to'plamga shu to'plamlarning kesishmasi 4 
aytiladi. A1, A 2,...,A lt to'plamlarning kesishmasi uchun

П
yoki П Д  ko'rinishdagi belgilash qabul qilingan.

1=1
Kesishmaga nisbatan kommutativlik qonuniga ko'ra, 4>4>- -4 to‘F 

lamlarning f | Д  kesishmasini ikkita to'plamlar kesishmasi amalini istai- 
gan tartibdi=,ketme-ket qo'llab hosil qilish mumkin: dastlab benlgj 

to'plamlardan ixtiyoriy ikkitasining, masalan 4 ,va 4  t0‘pla® 
laming kesishmasini tuzish, keyin 4, ГЦ, to'plam bilan Ah , A: to'plam 
lardan boshqa ixtiyoriy to'plamning kesishmasini tuzish, va hokazo 
shunday davom etib. A],A2,...,An to'plamlarning kesishmasini hosil qilM 
mumkin.

Chekli At, A 2,...,A n to'plamlar uchun f ] A i
<=1

< mini Д. I munosabal 
i a s n 1 1

o'rinlidir. Berilgan to'plamlardan birortasi qolgan barcha to'plamlaminj 
qism to'plami bo'lsagina bu munosabatda tenglik o'rinli bo'ladi. Bundffi

n
tashqari, П At to'plam berilgan barcha A, ,A2,...,A n to'plamlarning xos

/=1
qism to'plami bo'lsagina yuqoridagi munosabat qat’iy tengsizlik ко-

П
rinishida bajariladi. Kombinatorikaga oid tushunchalar yordamida ПД

Ы
to'plamning quwatini hisoblash formulasi II bobning 1 -  p a r a g r a f i d a g i  7- 

teoremada keltiriladi.
2- m i s o l .  A = {a,b ,c}, B  = {a ,b ,c ,d}, C  = { e , f , k }  bo'lsa, 11 

holda А П В  = {а,Ь,с},  Л П Я П С = 0 ,  A f ] C  = 0 ,  В П С  = ® 
bo'ladi. Osonlik bilan ko'rish mumkinki, |ЛП-#| = 3 = m i n { j ^ | , ’

— 4 va A c z B .  Bundan tashqari, \ A f ) B f ) c \ ~ \ 0 \ '  
C|} =  3 .«

chunki |/4| =  3 , |$] 
=  0 < т т { |л | , |я | ,



• nl Eramizning i -  yilida butun dunyoda tug'ilgan bolalar
• T bilan va n bilan n > 2 shartni qanoatlantiruvchi natural 

to4plaminl l i
1 v  2000+/I

„.„„i belgilasak. u holda _ Пш  T, = 0  b o 'la d i . .

t e o r e m a  (birlashm aga n isbatan d istribu tiv iik  qonuni). Ixti- 
■oriy A В va С to'plamlar uchun A U (fif lC ) =  ( /}US)  П (A\JC)  

tenelik о rittlidif.
I s b o t i .  A U ( B ] ) C )  to'plamning ixtiyoriy x elementini qaraymiz. 

B iriash m aning  ta’rifiga ko‘ra x e  A yoki x e ( 5 f | C )  bo'ladi. Kesish- 
maning ta’rifiga ko‘ra л: e ( B f \ C )  munosabatdan x e  В va x e C  
ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun x  e  A yoki x e  В  va (shu bilan 
birga) x e  A yoki x  e  C.  Biriashmaning ta’rifiga asosan x e  (A\J  B)  va 
x e { A [ } C ) .  Demak, kesishmaning ta'rifiga ko‘ra, x e ( / H J ^ f lM U Q  
bo‘lishi kelib chiqadi.

Endi ( A \ j B ) f ] ( A \ J C)  to'plamning ixtiyoriy x elementini qaraymiz.
Kesishmaning ta’rifiga ko‘ra x e ( ^ L J 5 )  va x e ( ^ U C )  bo'ladi. U 

holda, biriashmaning ta’rifiga asosan, x e  A yoki x e  В  va (shu.bilan 
birga) x  e  A yoki x  e C  bo'lishi kelib chiqadi. Demak, x  e  A yoki x 
element В va С to'plamlarga tegishlidir. Shuning uchun, kesishmaning 
ta’rifiga ko‘ra, x e  A yoki x e  ( В П C ) . Biriashmaning ta’rifiga asosan 
* e  /H J(5 f]C ) bo'ladi. ■

Zarur mulohazalar yuritib, birlashmaga nisbatan distributiviik qonunini 
quyidagicha umumlashtirish mumkin.

lxtiyoriy A , Bl, B2 ..,Br to 'plamlar uchun A U (B[ f)fi: ) =
- (.^Ufi|) n  ( A \ J B 2) П ...П  ( A \ J B n) tenglikо ‘rinlidir.

1- t e o r e m a  (kesishm aga nisbafan d istribu tiv iik  qonuni). 
Ixtiyoriy A , В va С to'plamlar uchun A f) (B\JC)  = (Af]B)[J  (A f ] C ) 
tenglik' o'rinlidir.
h ^ П ( 5 1 ) С )  to'plamning ixtiyoriy elementi x bo'lsin. Li
lâ t a’ s'shtnaning ta’rifiga asosan, x e  A va x e  S l J C  bo'ladi. Bir- 
ekanran'b8 ta ’rifi8a ko‘ra J c e ^ U C  munosabatdan x e  В  yoki x e C  
yerdalf' chiqadi. Demak, x e  A va x e  В  yoki x e  A va x e  C. Bu 
Birlash ^  ■Г6 ( ^ П В )  yoki х е ( Л П С )  ekanligi kelib chiqadi. 
bo'lkh an‘nS ta’rifiga ko'ra oxirgi mulohazadan x e  ( A f ) B )  U ( ЛПС)

,,snini aniqlaymiz.

8 kesishmaga nisbatan taqsimot qonuni deb ham yuritiladi.

33



Endi (A [ \ B ) (J ( A f |C )  to'plamning ixtiyoriy elementi x bo‘ls j 
Birlashmaning ta’rifiga ko'ra x E { A [ ] B )  yoki x G  (АГ\С) bo'ladi о 
yerdan, kesishmaning ta’rifiga asosan, x  s  A va x  e  В  yoki x q  
x  e  С  bo'lishi kclib chiqadi.

Demak. x  e  A va (shu bilan birga) x e B  yoki x e C .  Shunm, 
uchun, x e  A va (birlashmaning ta’rifiga ko'ra) x E  ( B { j C ) . Bu yerdj 
kesishmaning ta’rifiga asosan, x  G А П {B U C) .■

Zarur mulohazalar yuritib kesishmaga nisbatan distributivlik qonuniu 
quyidagicha umumlashtirish mumkin:

Ixtiyoriy A ,B l,B 2,...,Bll to'plamlar uchun A f] (Bx U B2 U ---U В )5 
= (ЛС\ Bx) (J (A U  B2) U ...U  ( A f ] B n) tenglik о 'rinlidir.

8- t e o r e m a . U universal to ‘plamning ixtiyoriy A va В qjsi( 
to ‘plamlari uchun A  f |  В = A  U В tenglik о ‘rinlidir.

1- shakl
I s b o t i .  A  va В  to'plamlar U  universal to'plamning ixtiyoriy qisir 

to'plamlari bo'lsin. Teoremani isbotlashda 1- shakldan foydalanamiz 
Shaklda U  universal to'plam to'g 'ri to'rtburchak ko'rinishda, A va В 
to'plamlar esa doiralar sifatida tasvirlangan. I-а shakldagi U  to'plamniflj 
bo'yalmagan qismi A f]  В to'plamga, bo'yalgan qismi esa A()B 
to 'plamga mos keladi.

А П В to'plamning ixtiyoriy elementini x bilan bclgilaymiz. To‘1- 
diruvchi to'plamning ta’rifiga ko'ra, x e  U  va x e  А { \ В , ya'ni f 
to'plamning x elementi, bir vaqtning o'zida, ham A to'plamning, ham В 
to'plamning elementi bo'la olmaydi. Bu yerda uchta hoi bor:

1) x e  A  (1-b shakl); 2) x e  В  ( 1-d shakl);
3) x €  A va xe. В ( 1-e shakl). _  _  j
1) holda x e  A ,  2) holda x e  В , 3J_hojda esa x e  A  va 

bo'ladi. Birlashmaning ta’rifiga ko'ra x e  A  U 5  .
Endi A U 5 _ t o ‘plamning ixtiyoriy elementi x bo'lsin. Bu holj 

x e  A yoki x e  В . Bu natijadan x e  A yoki x e  В bo'lishi kclib chiqadl 
Shuning uchun x e  U va x e  A C \ B . Demak, x e  A f \ B . я

9- t e o r e m a . U universal to 'plamning ixtivoriv A va В 
to 'plamlari uchun A \ j B  =  A f ] B  tenglik о rinlidir.



. .  a  va В to'plamlar U  universal to'plamning ixtiyoriy qism 
'bo'lsin A [ } B  to'plamning ixtiyoriy elementini x  bilan 

t0‘plamlari element 1-e shaklda to 'g ’ri to'rtburchakning bo'yalgan 
belgila>Tn>z^ ^  A [ ] B  munosabatdan x e U  va i ?  A \ J B  bo'lishi 
qismida у ^  A \ j B  munosabat va birlashmaning ta’rifiga asosan, x  
kelib c^iqa to<p]amga ham (i_b shaklga qarang), В to'plamga ham (1-d
e!Tkka qarang) tegishli emas, ya’ni x e U ,  x  A va x  В . Bu yerdan 

"7 1-F  В m unosabatla r _ o 'rin lilig in i topamiz. Shunday qilib ,
Л j A q

kesishmaning ta.’rifiga asosan, X A \ \ a  .
Endi A { \ B  to'plamning ixtiyoriy elementi_x bo'lsin. Bu holda,

kesishmaning ta’rifiga binoan, x e  A va x e  В  bo'ladi. Bu yerdan, 
to'ldiruvchi to'plamning ta’rifiga ko'ra, x  A va х  В  bo'lishini 
topamiz. D em ak, qaralayotgan jr element bir vaqtning o'zida A 
to 'plam ga ham , В to'plamga ham tegishli emas. Shuning uchun, 
birlashmaning ta’rifiga ko'ra, x <£A\JB  bo 'ladi. Shunday qilib, 
to'ldiruvchi to'plamning ta’rifiga asosan, x_ A[ j  В . ■ Yuqorida 
isbotlangan 8- va 9- teoremalardagi A {\B  = A { j B  va A{] B = A{^B  
tengliklar de M organ qonunlari deb yuritiladi.

10- t e o r e m a .  Ixtiyoriy A va В to'plamlar 
uchun A U (AC\B)  = A tenglik o'rinlidir.

I s b o t i .  Ixtiyoriy A va В  to'plamlar U 
universal to'plamning qism to'plamlari bo'lsin.
AC\U = A bo'lgani uchun 1- teoremaga (1- 
bandiga qarang) asosan / 4 и ( Л П # )  =
= (ЛГШ) U (Л И #) munosabat o'rinlidir. Oxir- 
gi tenglikning o'ng tomonidagi ifoda uchun 
kesishmaga nisbatan distributivlik qonunini qo'l- 
lab, uni A{ } { A { \ B ) =A C\ ( U \ J B )  ko'rinishga Ogastes (Avgusrus) 
e tlramiz. Endi U [J В = U  va А  п U — A de Morgan

tengliklami e’tib0rga olsak, A { j { A ^ B ) = A [ \ U  = A kelib chiqadi.»
1П < ~a I I d\ ° Г e m a " Ixtiyoriy A va В to 'plamlar uchun 

j  ̂  i ~ A tenglik о ‘rinlidir.
esa н 0 t l  ^ vval° kesishmaga nisbatan distributivlik qonunini, keyin
<епдг1т еГП̂ °1еП̂ '^  40nunini qo'llasak, isbotlanishi kerak bo'lgan
= »hap tomoni uchun ( л 1) я )  =  ( л г м ) и ( л п я )  =
asosan ш /   ̂munosabatlar o'rinli bo'lishini aniqlaymiz. 10- teoremaga
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10- va 11- teoremalarda isbotlangan A [ J ( A r \ B ) = A  
A C \ ( A \ } B )  = A  tengliklar yutilish q o nun lari deb yuritiladi.

Yuqorida isbotlangan teoremalarda keltirilgan tengliklar tahjj 
qilinganda ularning ba’zi xususiyatlarini payqash mumkin. Masalan, 6. v
7-, 8- va 9- hamda 10- va 11- teoremalardagi tengliklaming ^  
ikkinchisidan U va f |  belgilami o'zaro almashtirish yordamida host 
qilinishi mumkin. Xuddi shunday, nolning xossalari bilan biming xossalJ 
to‘g‘risida ham quyidagilami aytish mumkin: bu xossalami ifodalovcli 
tengliklaming biri ikkinchisidan U va fl belgilami hamda 0  va (; 
belgilami o'zaro almashtirish natijasida kelib chiqadi.

To'plamlar algebrasida agar biror tenglikdan shu tenglikdagi (b0[ 
bo'lsa) U belgisini П belgisiga, f |n i  Uga, 0 n i  U  ga, t / n i  0 85 
birdaniga almashtirish natijasida boshqa tenglikni hosil qilish mumkii 
bo'lsa, u holda hosil qilingan tenglik dastlabki tenglikka ikki taraflama 
(qo‘shm a) tenglik  deb yuritiladi.

Ravshanki, biror tenglikka ikki taraflama hisoblangan tenglik uchun 
ikki taraflama tenglik dastlabki tenglik bilan bir xil bo'ladi. Shuning uchun 
bu tengliklar o bzaro  ikki ta ra flam a (qo 'shm a) tenglik lar deb nomlanadi 
Masalan, nolning xossasini ifodalovchi A U 0  = A  va biming xossasini 
ifodalovchi A f \ U  = A tengliklar o'zaro ikki taraflama (qo'shma) teng- 
liklardir.

1.3.2. Ekvivalent tasd iq lar. To'plamlar algebrasining asosiy qonun- 
lariga qo'shimcha quyidagi teoremani keltiramiz.

12- t e o r e m a .  Ixtiyoriy A va В to'plamlar uchun quyidagi 
tasdiqlar ekvivalentdir:

1) A d  В ; 2) A f ) B  = A ; 3 )  A \ j B  = B .
I s b o t i .  1. Teoremaning 1) tasdig'i o'rinli bo'lsin. U holda 

A f ) B  = A  munosabat to'g'rligini isbotlaymiz. Awalo, to'plamlarning 
kesishmasi ta’rifiga ko'ra, A f ] B c A  bo'ladi. Endi A to'plamninS 

ixtiyoriy elementini x  bilan belgilaymiz. U holda .4 c  В  => ^ 
Demak, to'plamlarning kesishmasi ta’rifiga ko'ra, x e  A f ]  В . Уа1и 
A d A [ ] B .  Shunday qilib, A f \ B d A  va A d A { \ B  bo 'lganid31’ 
A f ] B  = A o'rinlidir.

2. A f \  В = A => A[ j  В  = В  bo'lishini isbotlash uchun, avval0’ 
A \ j B  ifodadagi A  to'plamning o'miga unga teng bo'lgan № 
to'plamni qo'yib, (yl П S )U  ^  ifodani hosil qilamiz. So'ngra, bu iiodac



a nisbatan distributivlik qonunini qo'llab, ( Л и Я ) П ( Я 1 1 5 )  
birl3S • hosil q i’lam iz. Idempotentlik qonuniga asosan B  = B \ J B  
lf°d^idir Shuning uchun ( / Ш # ) П ( 5 и # )  ifodani ( Л U П ^  
° r in ish d a  yozish  mumkin. Oxirgi ifoda yutilish qonuniga asosan В ga
tens Demak, A l ) В = В .

3 A i l B  =  B  => А С  В  munosabatni tekshiramiz. Teskarisini faraz
ilamiz ya’ni A \ J B - B  tenglik o'rinli bo‘lsa-da, A to‘plam В

to 'plam ning qism to'plam i bo'lmasin. U holda A to'plam  tarkibida В
to 'plam ga tegishli bo'lmagan hech bo'lm asa bitta x  element topiladi,
va’ni x e  A va х ё  В . To'plamlarning birlashmasi ta’rifiga asosan . r e  A
bo'lganidan x e  A { j B  munosabat o'rinlidir. A [ ) B  = B  tenglikdan
x e  В kelib chiqadi. Hosil bo'lgan ziddiyat, ya’ni, ham x g  B,  ham
.re  В bo'lishi qilgan farazimizning noto'g 'riligini isbotlaydi. Demak.
4\JB = В tenglikdan А с  В  munosabat kelib chiqadi. ■

Muammoli ntasala va topshiriqlar
1. Yuqorida isbotlangan teoremalardan mumkin qadar kam foy- 

dalangan holda quyidagi tengliklarni isbot qiling:
a) ( Л П Я П С ) и ( Л П Я П С ) и Я 11С = и ;

b) ( Л П я П С П Х ) и м П С ) и ( 5 П С ) и ( С П Х )  =  С .
2. U universal to'plamning A va В qism to'plamlari bo'lsin. 

Quyidagi tasdiqlarni isbotlang:
a) ixtiyoriy A to'plam uchun A U  В — A => В  = '0  ;
b) ixtiyoriy A to'plam  uchun А Г \ В  =  A=> B =  U  ;
d) agar A{JB = U  va A f ) B  = 0  bo'lsa, u holda В -  A va A = B 

bo'ladi.
Quyidagi tengliklarni isbot qiling:

a) A \ (B U С) =  (A \ В) П (A \ C ) ; b) A \  ( В П С) = (A \ B)  U (A \ C)  ; 

d) A \ B  = A \ ( A f ) B ) ;  e) A \ ( A \ B )  = А П В ;
0  = g) ( A \ B ) \ C  = ( A \ C ) \ ( B \ C ) ;
) А 1̂ ( В \ С)  = ( 4 П В ) \ С ;  1) ; А П ( В \ С )  = ( А П В ) \ ( А П С ) ;  

=  k M \ ( 5 U C )  = ( > 4 \ 5 ) \ C ;

n ) ^ , 1 U fi = ^ U 5  m) Л \ ( Я \ С )  =  ( Л \ Я) 1 1 ( / 1 ПС ) ;
)MUfi)\c=u\C)U(5nc).



4. Ixtiyoriy A va В  to'plamlar uchun quyidagi tasdiqlaming о‘н,Л 
bo'lishini ko'rsating:

a) ( A \ B ) [ j B  = A ^ > B d A ;  b ) 5 c  A = > ( A \ B ) \ J B  = A (а) Ьщ  
dagi tasdiqqa teskari tasdiq); d) (A f ) B ) ( J С  = A  f | ( £ U  С) <=> С q  a

5. Ushbu paragrafda isbotlangan teoremalardagi tengliklarni tah]jj 
qiling va o'zaro ikki taraflama (qo'shma) bo'ladidan tengliklarlam 
aniqlang.

6. \ A \ = n , \ B \ = k ,  A d  С  a  В  va A c i D c i B  bo'lsa, n , к , |q  
va | D  | sonlami solishtiring.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Idempotentlik qonuni qanday ifodalanadi?
2. Involyutivlik qonuni nimani anglatadi?
3. Birlashmaga nisbatan kommutativlik qonunini qanday tushunasiz?
4. Birlashmaga nisbatan assotsiativlik qonuni deganda nimani 

tushunasiz?
5. Kesishmaga nisbatan kommutativlik qonuni bilan assotsiativlik 

qonuni bir biridan nima bilan farq qiladi?
6. Birlashmaga nisbatan distributiviik qonuni bilan kesishmaga 

nisbatan distributiviik qonunining qanday o'xshashligi bor?
7. De Morgan qonunlarini bilasizmi?
8. Yutilish qonunlarida nima “yutiladi”?
9. Bir-biriga o'xshash tengliklar deganda nimani tushunasiz?
10. Ikki taraflama (qo'shma) tengliklar deb qanday tengliklarga 

aytiladi?
11. Qanday tengliklarga o'zaro qo'shma tengliklar deymiz?
12. Ekvivalent tasdiqlar deganda nimani tushunasiz?

1.4.K ortejIar

To ‘plam. Element. Kortej. Kortejning uzunligi. Sector. Juftlik. Uchlih
To 'rtlik. n -lik. Komponenta. Koordinata. To ‘plamlaming Dekart (to 'g rl) 

ко ‘paytmasi. To 'plamning darajasi. Dekart ко ‘paytmalarining kesishmasiva 
birlashmasi. Bo ‘sh Dekart ко 'paytmasi. Morze alifbosi.

1.4.1. K o rte j1 tushunchasi. Matemetikada to'plam tushunchasi bila® 
b ir  qatorda kortej tushunchasi alohida o'rin tutadi. Turli xossa larga  e?3

Kortej (cortege) -  fransuzcha sokz boiib, tantanali yurish ma’nosini beradi.
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, kj|an ish ko'rganda kortej tushunchasidan foydalanish 
bo'lgan оЬУе tushuncbasi yordamida kombinatorikaning ko'plab tu- 
mumkin. °(аЬ- у ravishda oson anglanadi. Kortej tushunchasini o'rga- 
shunchalan ' ; elementlari takrorlanmasligini eslatib o'tamiz.
n . s h d a n  o W i n  ш  - to'plamlar berilgan bo'lsin. Bu to'plamlarning

• IX!!v°bindan, masalan, A  to'plamdan qandaydir a. elementni, A,x 
lXM am dan boshqa istalgan \  to'plamning qandaydir au elementini va 
Ю i oxirgi A  to'plamdan qandaydir o, elementni olarmz. Bu elc- 
hokazo, ‘ ' u|^rnjng berilgan  to'plamlardan olinishi tartibida joylashtirib 
теП 3 a > tuzilmaga ega bo'lamiz. Bu tuzilmada har bir element 
< zining q a t’iy  joylashish o'rniga ega. Shunday usul bilan boshqa 
mzilmalarni ham  hosil qilish mumkin. Bu tuzilmalarning har bin 
elem en tar kortej (qisqacha, k o r te j )  deb yuritiladi. Kortejni boshqa 
u s u l l a r  yordam ida ham tashkil qilish mumkin. Masalan, faqat bitta to'plam 
elem entlaridan (hattoki, bu to'plam yagona elementli bo'lsa ham) foy- 
dalanib, tarkibida elementlari ko'p bo'lgan kortej tuzish mumkin. Kortej- 
lami belgilashda, ko'pincha, lotin yoki grek alifbosining bosh harflaridan 
foydalaniladi.

1- 1 a ’ r  i f . Kortejni tashkil etuvchilar shu kortejning elementlari d e b  

ataladi.
Kortejni tashkil qilishda ishtirok etayotgan A, ,A2,...,A n to'plamlar 

ixtiyoriy bo'lgani uchun bu to'plamlar umumiy elementlarga ega bo'lishi 
ehtimoldan xoli emas. Demak, umuman olganda, К  =< at ,a t >
kortej tarkibidagi elem entlar tak ro rlan ish i m um kin. Berilgan К  Icor- 
tejga a element tegishliligi a s  К  yoki К  Э a  ko'rinishda belgilanadi.

Ba’zi hollarda kortej iborasining o'rniga vektor yoki, uning uzunligini 
e tiborga olgan holda, juftlik (uzunligi ikkiga teng kortej), uchlik, to‘rtlik 
va hokazo я -lik (uzunligi n ga teng kortej) iboralari ham ishlatiladi. 
Uzunligi n bo'lgan kortej n o‘rinli kortej deb ham yuritiladi.

2- t a ' r i f . Kortejni tashkil etuvchi elementlar soni (kortejning 
uzunligi) kortejning quvvati deb ataladi.

Berilgan К  kortejning quvvati \K \  ko'rinishda belgilanadi. Kortej
tute b'da^i elementlar takrorlanishi mumkinligidan. ularning kortejda 
e|e n 0 r 'n' ari muhim hisoblanadi. Shuning uchun kortejning muayyan 
°ljnishd к naĵ arc*a O lganda, uning o'mini aniqlovchi raqam hisobga

aynanUh'  3l-f l \en® bo'lgan ikkita kortejning mos o'rinlaridagi elementlari 
r Xl bo Isagina bu kortejlar teng deb hisoblanadi.



-I.

3- t a ’ r i f .  Kortejni tashkil qiluvchi eleniet} 
lar, uning komponentlari yoki koordinatalari j  , 
ataladi. 6

Tabiiyki, uzunliklari teng bo'lmagan korteii 
teng emas. Kortejlar teng bo'lishi uchun ulamjn 
mos komponentlari o'zaro bir xil bo'lishi sharf 

—► Masalan, to'rt komponentli < 1,{а,6},с,{2,5,4> ^
О a b x va < 1,{b ,a},c , {5,2,4} > kortejlar o'zaro tengdir 

1-shakl chunki ularning toq o'rinlaridagi komponentlari
aynan bir xil va juft o'rinlarida turgan kompo­

nentlari esa to'plamlar sifatida bir-biriga teng bo'lgani uchun aynan bir 
xildir.

1- m i s o l .  X  = {a,b},  Y = {b ,c ,d}  va Z  = {ej to'plamlar uchun 
ularning berilish tartibiga ( X , Y , Z )  mos keluvchi hamda har bir 
to'plamdan faqat bittadan element olish sharti bilan tuzilgan barcha 
elementar kortejlar quyidagilardir: < a , b , e > ,  < a ,c ,e > , <a,d, e>.  
< b , b , e > ,  < b , c , e > ,  < b , d , e > .  я

2- m i s о 1 . To'g'ri burchakli xOy Dekart koordinatalar sistemasining 
abssissalar va ordinatalar o'qlariga ikkita [a,b] va [c,d]  kesmalar 1- 
shakldagidek joylashtirilgan bo'lsin. U holda shakldagi bo'yalgan to'g'ri 
to'rtburchak va uning chcgaralaridagi barcha nuqtalaming koordinatalariga 
mos qilib tuzilgan {x, y)  juftliklar kortejlardan iborat bo'ladi. Ta’kid- 
laymiAi, bu yerda kortejlar cheksiz ko'pdir.

14C29933- m i s o l .  1835- yilda S. Morzc1 tomonidan 
yaratilgan matnli ma’lumotni kodlash sistemasi 2-shakl 
(M orze alifbosi) bir asrdan ko'p davr mobaynida
ma'lumot uzatishda asosiy sistema bo'lib keldi. Bu sistemada faqat ikkita 
bir-biridan farqli elementlar -  nuqta ” (qisqa signal) va tire “ (uzun 
signal) bo'lib, ular yordamida matndagi belgilar (harflar, raqamlar va 
boshqalar) kodlanadi. Bunday usulda tuzilgan har bir kodni kortej deb 
hisoblash mumkin. Morze alifbosida uzunliklari birdan oltigacha bo'lgan 
kortejlar bor. ■

4- m i s o l .  O'zbekiston Respublikasida shaxsiy avtomobillami davlat 
ro'yxatiga olishda yetti o'rinli kortejlardan foydalaniladi. Har bir 
kortejdagi dastlabki ikki o'ringa 1, 2 , 3 , 4 , 5, 6 , 7 , 8, 9, 0 raqamlar. 
uchinchi o'ringa lotin alifbosining 26 harfidan bittasi va qolgan to ft 
o'ringa raqamlar joylashtiriladi. Bunday usulda tuzilgan har bir ro 'yxatg8 
olish belgisini kortej deb hisoblash mumkin. Tabiiyki, bu yerda raqamlar

1 Semyuel Finli Briz Morze (Samuel Finley Breese Morse, 1791 -1872) -  AQSh kashfiyotchisi V» 
rassomi.



orlanishlari mumkin. Masalan, 2- shaklda tasvirlangan ro'yxatga olish 
belgisig3 mos keluvchi < 1,4, C.2,9,9,3 > kortejda 9 raqami ikki marta
\jC\7l l ®

5- m i s o l .  Microsoft (MS) Office tarkibiga kiruvchi MS Excel 
. temasida ma'lUmotlar clektron jadvallardagi kataklarga joylashtiriladi. 

F vdalanuvchi bu jadvallami turli nomlar bilan belgilab, ma’lumotlami 
favl shaklida kompyuter xotirasida saqlashi mumkin. Har bir elektron 
•advai ustunlar va satrlarga ega. MS Excel sistemasida ustunlar (jami 
?56ta) lotin alifbosi tartibida oldin “A”dan “Z”gacha bitta harf bilan, keyin 
“AA”dan "IV”gacha ikkita harf bilan, satrlar esa ldan 65536gacha sonlar 
bilan belgilanadi. Bu yerda, jadvallar nomlari, jadvalning ustunlari va 
satrlari to‘plamiaridan bittadan elementni tartib bilan olib uch o'rinli kortej 
tuzish m um kin. Bunday usul vositasida tuzilgan uch o'rinli barcha 
kortejlar soni к =  jadvallar_soni X 65536 X 256 bo'ladi. MS Excel 
sistemasida bu kortejlardan elektron jadvallardagi kataklaming adreslari 
sifatida foydalaniladi. Masalan, nomi Jadvali bo'lgan elektron jadvalning 
G harfi bilan belgilangan ustuni va 7 raqami bilan belgilangan satri 
kesishgan joyidagi katakka < jadvali,G,7 >  ko'rinishdagi kortej mos 
keladi. Bu katakning MS Excel sistemasidagi adresi Jadvali!G7 ko‘- 
rinishga ega bo'lib, unga Kitobl.xls noinli faylning Jadval2 elektron 
jadvalidan murojaat qilish 3- shaklda tasvirlangan. ■

1.4.2. T o‘plam Iarning D ek art1 ko‘pavtm asi va u bilan bog 'liq  b a 'z i 
amallar. Yuqorida turli tabiatli to'plamlar yordamida aniqlanuvchi kortej

3 Mi!ir>MiH Гксе! k 't  jb l  .xU

. e x
32, A -j a ' J  ->r r - 4 1 . i l  ЙИ> - * |

- 10 - ж К H ш ЭЕ *  м : Щ. V. От а  : ^  rn _i - •з» - А  - 1
-  ** & "Jadvali IG7

А2 acres!: kataqifacl
в _L__c__L_P....

ifldagi G7 adresli katakka murojaat oilarrez j

|joG__ ____Ш Ы_________________________1 il f

(Rene Descartes, 1596-1650) -  fransuz matematigi va faylasufi. 
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tushunchasi bilan tanishdik. O 'z navbatida bu tushunchadan foydalanjj, 
to'plamlarning Dekart ko'paytmasi tushunchasini kiritish mumkin.

4- t a ’ r i f .  Tartiblangan A, , A 2,...,A n to'plamlar elementlaridQn 
tuzilgan n о 'rinli barcha kortejlar to 'plami shu to 'plamlarning Dekart 
ko'paytmasi deb ataladi.Ba’zan to'plamlarning Dekart ko'paytmasi 
iborasi o'rnida to 'p lam larn in g  to ‘g‘ri ko 'pay tm asi iborasidan ham 
foydalaniladi. Tartiblangan Al,A 2,...,A n to'plamlarning Dekart ko'payt-

П
masi A j XA 2X. . . x An yoki ko'rinishda belgilanadi, ya’ni

<=i
П __ _

Л , х А 2х . . .х А п = Ц Д  = { < a l, a 2,...,an > |at e  Ai , i  = l ,n}.  
i=i

To'plamlarning Dekart ko'paytmasi tushunchasining aniqlanishida bu 
ko'paytmada qatnashuvchi to'plamning soni ham muhim hisoblanadi. 
Zarur bo'lganda, n ta to'plamlarning Dekart ko'paytmasi iborasi o'rnida 
n o 'rin li D ekart ko 'pay tm asi iborasi ham qo'llaniladi.

Tabiiyki, agar A, ,A2,...,A n to'plamlarning birortasi bo'sh to'plam 
bo'lsa, u holda ulardan foydalanib birorta ham kortej tuzish imkoniyati 
yo'q. Demak, tarkibida hech bo'lmasa bitta bo'sh to'plam qatnashgan 
A ,,A 2,...,A n to'plamlarning Dekart ko'paytmasi ham bo 'sh  to'plamdir, 
ya’ni At x A 2 x . . .x A n = 0 .

Dekart ko'paytmasidan to'plamlar bilan bog'liq murakkab tuzilmalami 
hosil qilishda va ularda ko'paytma tushunchasini aniqlashda foydalaniladi. 
Ammo bunday hollarda aniqlangan ko'paytirish amali Dekart ko'payt- 
masining xossalaridan farqli xossalarga ham ega bo'lishi mumkin. 
Jumladan, tuzilmalardan birortasi bo'sh to'plam bo'lsa-da, ularning ko'­
paytmasi bo'sh bo'lmagan hollar bor. Masalan, X bobning 3- paragrafida 
keltirilgan graflami ko'paytirish amali shunday xususiyatga ega.

To'plamlarning to 'g 'ri ko'paytmasi tushunchasidan foydalanib, 
to 'p lam ning  d ara jas i tushunchasi

A" =  A x  Ax. . .  x A
V-

n maria

formula asosida kiritiladi. Masalan, A  -  A,  A 2 = A x  A , A 3 = A x A x A -  
Umuman olganda, A n = A x A " ~ ' .

n o'rinli A = Al x A 2x . . . x A n va В = B[X B 2X. . .XBII Dekart 

ko'paytmalari berilgan bo'lsin.



5- t а ' r i f  • Agar Al с  S , , A2 с  B2. . ... An с  Bn munosabatlar 
o'rin li bo'lsa, и holda A  Dekart ко paytm asi В  Dekart ko'paytmasining 
qism i deb ataladi.

A Dekan ko‘paytmasi В  Dekart ko'paytmasining qismi bo'lishi
4 a  В kabi belgilanadi.

To'plamlarning n  o'rinli Dekart ko'paytmasi ta’rifidan foydalanib va
II bobning 1- paragrafida keltirilgan umumlashgan ko'paytirish qoidasi

asosida YlA/=1
= П |Д . |  tenglik o'rinli bo'lishini ko'rsatish qiyin emas. 

/=1
Bu munosabatdan, xususiy holda, ixtiyoriy n natural son va chekli A

to'plam uchun |л я| = |л|" tenglikning o'rinli ekanligi kelib chiqadi (II

bobning 1- paragrafidagi 7- muammoli topshiriqqa qarang).
6- m i s o l .  Ma'lumotlar bazalarini boshqarish tizimlarida (MBBTda) 

«-darajali m unosabat ( л - а г  m unosabat) deganda A  =  A, x A 2 x . . .x A n 
Dekart ko'paytmasining biror qismi tushuniladi. Ma’lumotlar bazalarini 
boshqarishning relyatsion1 nazariyasi negizida yotuvchi munosabat 
tushunchasi dan foydalanish g'oyasini 1970- yilda E. Kodd2 taklif qilgan 
edi. Umuman olganda. MBBTdagi munosabat tushunchasi biz odatda 
jadval deb yuritadigan ma’lumotlar to'plamiga mos keladi. Har bir jadval 
nomga, sarlavhaga va asosiy qismga (tanaga) ega deb hisoblanadi. Bu 
yerda jadvalning sarlavhasidagi va uning tanasidan o'rin olgan har bir 
satridagi ma’lumotlami kortejlar deb qarash mumkin. Jadvaldagi har bir 
satming biror ustun bilan kesishgan joyi (katagi) ma’lumot tashuvchi 
sifatida shu satrga mos kortejning komponentalaridan biridir. MBBTda 
kortejlar deganda jadvalning tanasidagi satrlar tushuniladi. Odatdagi 
jadvaldagidek, MBBTda ham munosabatning (jadvalning) har bir ustuniga 
nom beriladi va bu nomlar jadvalning sarlavhasini tashkil etadi. Masalan, 
," Jadvaldagi “TALABA” nomli munosabat “Tartib raqami”, “Familiyasi”, 
b a a  , “Jinsi”, “Tug'ilgan yili” va “O'qishga kirgan yili” kabi 
omponentalari bo'lgan kortej bilan aniq-lanuvchi sarla\haga ega. Bu 
№osabatda MBBT ma’nosida to'rtta kortej bor. Shu kortejlardan biri 

’ ahimova,Dilafruz,Ayol, 1982,2005 >  ko'rinishga ega. ■

Kodd (Ed^^r l' 1̂ a^1 re'at‘on" so'zidan olingan bo'lib, munosabat ma'nosini anglatadi 
баг гапк Ted" Codd, 1923-2003) —ingliz informatika mulahassisi.



Dekart ko'paytmasi berilgan to'plamlardan foydalanib tuziluvchj 
qandaydir to'plamni aniqlagani sababli to'plamlar ustidagi amallar Dekar, 
ko'paytmalari uchun ham qo'llanilishi mumkin. Bu yerda, odatda. Dekan 
ko'paytmasining tuzilishidagi o'ziga xosiikni hisobga olishga to‘g‘rj 
keladi. Birlashma amali o'rganilganda, “o'rinlari soni tcng bo'lgan ikkita 
D ekart ko‘paytm alarn ing  b irlashm asini qandaydir top’lamlaming De- 
kart ko'paytmasi deb qarash mumkinmi?” degan savol tug'iladi. Tushunar- 
liki, agar bu Dekart ko'paytmasini tashkil qiluvchi top’lamlami birlashtiri- 
layotgan Dekart ko'paytmalar mos o'rinlaridagi to‘plamlaming birlashrna- 
lari sifatida aniqlash mumkin bo'lsa, u holda yuqoridagi savolga ijobiy

n n
javob berilgan bo'ladi. Ammo, umumiy holda A = Ai va В  = Ш

<■=1 ,=l
Dekart ko'paytmalar tarkibidagi At va Bi to‘plamlami birlashtirib hosil
qilingan Dekart ko'paytmasining tarkibiga birlashtirilayotgan A va В De­
kart ko'paytmalaming ikkalasida ham mavjud bo'lmagan elementar kor- 
tejlar ham kirib qolishi mumkin. Shuning uchun qaralayotgan A va В De-

n
kart ko'paytmalarining birlashmasi A\JB uchun ]~J4 U ]" j4  с |~ [ (4  US)

r=I /=< <=1
munosabat о 'rinlidir. Albatta, bu munosabat tenglik sifatida namoyon 
bo‘ladigan hollar ham bor. Masalan, ikkita A va В  Dekart ko'paytmalari 
uchun А С  В bo'lsa, u holda A \ J B  = В bo'ladi.

I- jadval
TALABA

Tartib raqami Familiyasi
..............

Ismi Jins, Tug'ilgan yili O'qishga kirgan yili

1 Rahimova Dilafruz Ayol 1982 2005

2 Islomov
1 1 

Rustam Erkak 1985 2006

3 Isrofilova Gulsara Ayol 1985 2005

i 4 Oqilova Robiya Ayol 1987 2006

7- m i s o l .  Berilgan ikkita A = {a,c,l,® }x{1,A }x{® , A} va 
В  = {6 ,c ,l} x { 2 ,a , A}x{®} Dekart ko'paytmalarini 

Л =  {< ,1,® >, < a ,l, Д >, < a, Д,® >, < а, Д, Д >, <c,l,<8 > > ,< c ,l,A > ,
<  с, A, <g> >, <  с, Д, A > , <  1,1,<8> > ,<  1,1,Д > ,<  1, A ,®  >,

<  1, A , А  > ,  > , < ® , 1 , Д  > ,< < 8 > ,Д ,®  > ,< < 8 > ,Д ,Д  > } ,
В  =  {< Ь, 2, ®  >, <  b, a, <g> > , <  Ь, Д, <g> >, <  с, 2, <8 > > ,
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< с ,а ,<8> > ,<  с, А ,®  >, < 1,2,® > ,<  1 ,а ,®  > ,<  1, А,® >}
• ил» vozam iz. Ravshanki, A \ j  В to'plamda 23ta kortej bo'lib. to

k0'rffl:  l 4 ® } U { ^ , l } ) x ( { l , A } U { 2 , ^ l ) x ( { ® , 4 } U M )  De
Icorttji tarkibida qatnashadi. Lekin bu Dekart ko‘pa>tma>ir
Icart ко Р ^  1 2, A}X {®. A) ko'rinishida yozsak. uning tarkibida 40c 

^bo'lishini' ko'rish qiyin emas. Demak, A U  В С {а,Ъ,с,\,®\ >

х % ,1,2,Д }х {®’Д Ь "
8 m i s o l .  Dekart ko'paytmalarining birlashmasi amaliga o'xshjs 

amalga misol qilib MBBTda (6- misolga qarang) ma’lumotlarni qayo 
ishlashning standart tili sifatida qabul qilingan S Q L  (Structured Quer 
Language) tilida sarlavhalari mos keluvchi ikkita A va В  munosabatlarri 
(jadvallami) birlashtirishda qo'llaniladigan “ A U N IO N  В ” operatoi 
bajaradigan amalni keltirish mumkin. SQL tilida sarlavhalari mos kelu%cti 
A va В munosabatiarga A UNION В birlashtirish opcratorini qo'llab 
natijasida sarlavhasi A va В  munosabatlardagidek bo'lgan yangi m«- 
nosabat hosil bo‘ladi. Bu munosabatning asosiy qism i berilgan A va ; 
inunosabatlardagi kortejlar to‘plamlarining birlashmasidan iborst- 
Vlasalan, 2- jadvaldagi Y  nomli va 3- jadvaldagi Z  nomli munosJ- 
batlarga birlastirish operatorini Y  UNION Z  k o ‘rinishda qo'llab, ^ 
jadvaldagi YUZ  nomli munosabatga ega bo‘lamiz. ■

2-jadvoI
Y munosabati

Bo'lim raqami
—]--------  —

Familiyasi Ismi Ish haqi

1 Abdullayeva Nazokat 100000

2 Hojiyev
“Г.........................

Tolib 120000

3 O'rinboyev Erkin 93000
4 Islomov Davronqul 132000

» и
n о rinli ikkita A =  A, va В = Bt Dekart ko'paytmasi 

b^nlgan bo bin. Bu A  va В  D ekart k o 'p a y tm a la rin in g  АГ$

^ h m a s i  A f] В = (Д  |"| 5 ,)  formula yordamida aniqlanadi.
/=1
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Z munosabati
3-jadvui

1 -------  ; .
Bo‘lim raqami Familiyasi Ismi Ish haqi

i Abdullayeva Nazokat 100000 |

2 Shodiyev Usmon 125000

4 0 ‘rinboyev Erkin 93000

s ’
—-------- ----- ,---------

Mo'mi no v Muhiddin 127000

9- m i s o l .  Ikkita {1,3,4}x {2,3}x {2,3,5} va {1,2 ,3 ,4 }X {1,3,4}x 
X{2,3,4} Dekart ko‘paytmalari berilgan bo‘lsin. U holda Dekart ko'payt- 
malarning kesishmasini aniqlash formulasiga asosan

({1,3,4} x  {2,3} x  {2,3,5}) П ({1,2,3,4} x  {1,3,4} x  {2,3,4}) = 
=  ( {1>3,4} П  {1,2,3,4}) x  ( {2,3} П  {1,3,4}) x  ( {2,3,5} x  {2,3,4}) = 

=  {1,3,4} x{3}x {2,3}.
4-jadval

YUZ munosabati
r~ ..............

Bo‘Iim raqami Familiyasi Ismi Ish haqi

i Abdullayeva Nazokat 100000
2 Hojiyev Tolib 120000

3 0 ‘rinboyev Erkin 93000

4 Islomov Davronqul 132000

2 Shodiyev
1

Usmon 125000

4 0 ‘rinboyev Erkin 93000

5 Mo‘minov Muhiddin 127000

Hosil bo'lgan Dekart ко‘paytmasi quyidagi oltita elementar kortej- 
Iardan tashkil topishi ravshandir: < 1,3,2 > , < 1,3,3 > , < 3,3,2 > ,<3,3,3>,
< 4,3,2 > ,< 4 ,3 ,3  > . Albatta, topilgan bu natijani har bir Dekart ko'payt- 
masidagi elementar kortejlami yozib (birinchi Dekart ko'paytmasida I8ta. 
ikkinchisida esa 36ta elementar kortej mavjud), keyin bu kortejlardan 
ikkala Dekart ko'paytmasida ham bor bo'lganlarini olish usuli bilan ham 
hosil qilish mumkin. Lekin bu usul ancha ko‘p ish bajarishni talab qiladi *

10- m i s o l .  Dekart ko'paytmalar kesishmasini aniqlash formulasidan 
foydalanish bu kesishmaning bo‘sh to'plam bo'lib qoladigan hollar uchun 
yanada ahamiyatlidir. Masalan,
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( {а, с, d )  х  {b, с} х  {£, с, е ) ) f |  ( {a, b, d}  х  {a, d )  х  {b , c , d } )  = 
=  { a , d } x 0 x {b ,c }  =  0 . ■

МиаттпИ masala va topshiriqlar

<{a b } ,c ,d  > = < {h ,a},c ,d  > tenglik o ‘rinli bo'lishini izohlang.
2 < a < b ,c > ,d  > va < a,< c ,b  > ,d  > kortejlami solishtiring.
3' Universitetning xazinasidan oylik maoshini olish uchun navbatda
* Q|tj kishidan uch nafari assistent ( a ), ikki nafari dotsent ( d ) v a biri 

rofessor ( p  ) bo'lsa, bu kishilar navbatda turishining mumkin bo'lgan 
barcha imkoniyatlarini aniqlang va bu imkoniyatlarga mos kortejlami 
yozing.

4. Morze alifbosida qo'llaniladigan nuqta va tire belgilaridan 
foydalanib 1, 2, 3 va 4 o'rinli barcha kortejlami tuzing.

5. Dekart ko'paytmalarining birlashmasi va kesishmasi amallarining 
qo'llaninlishiga doir amaliy misollar keltiring.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Kortej tushunchasining mohiyati nimadan iborat?
2. To'plam va kortej tushunchalari bir-biridan nima bilan farq qiladi?
3. K.ortejning uzunUgi deganda nimani tushunasiz?
4. Qanday kortejlar teng deb ataladi?
5. Kortejning koordinatalari nima?
6. Kortejning koordinatasi koitej bo'lishi mumkinmi?
7. Dekart ko'paytmasi deganda nimani tushunasiz?
8. Dekart ko'paytmasining qismi nima?
9. To'plamning darajasi tushunchasi qanday aniqlanadi?
10. Dekart ko'paytmalarining birlashmasi tushunchasi uchun qanday 

munosabatni yozish mumkin?
aniqjjj* ko'paytmalarining kesishmasi qanday formula yordamida

1.5.Fazzi to 'p lam lar

О tish° Element. Universal to ‘plam. Fazzi to ‘plan:. A 'zolik fmksiyasi. 
Unimud n,U?taS'\ Fuzzi to ‘plamning balandligi. Bo ‘sh, qism. normal, subnormal.

• ir-birini to Idiruvchi fazzi to ‘plamlar. To 'Idirish. birlashma. kesishma 
va ayirma amallari.

nishda H ‘̂ S0S*' tushuncha va ta 'riflar. To'plamlar nazariyasini o'rga- 
, > vom etib quyidagi misolni qarab chiqamiz.
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1- m i s o l .  [0, 8] segmentda joylashgan haqiqiy sonlardan tashkil 
topgan to‘plam U  universal to'plam sifatida qabul qilinsa, Л = [ 2, 5] 
to‘plam uchun A <zU bo'lishi ravshandir. 1- shaklda Oxy Dekart koor­
dinatalari sistemasi tasvirlangan bo‘lib, Ox sonlar o'qining [05 gj 
segmentida joylashgan [0 ,2 )  va ( 5 ,8] to'plamlarning har bir x 
nuqtasiga Oy sonlar o'qining 0 hamda [2, 5] to'plamning har bir x 
nuqtasiga 1 qiymati mos qo‘yilgan, ya’ni

[l, x  e  U, x E  A bo’lganda,

[0, x E  U, x ^  A boiganda.y  = -

Agar у  ni xning V 
to‘p!amda aniqlangan

.................................................................» У = y ( x )  funksiyasi deb
r 1 « s r hisoblasak, u holda y(jc)

1 - shakl funksiya x  6 U  element-
ning A to'plamga tegishli bo'lish-bo'lmasligi xossasini (xususiyatini, 
xarakterini, xarakteristikasini) ifodalaydi.

Endi O'zbekiston Respublikasining o'rta yoshli fuqarolari to'plamini 
qaraymiz. Agar, shartli ravishda, yoshi 25dan 45gacha bo'lgan fuqarolami 
o'rta yoshli deb hisoblasak, bu yerda ham Dekart koordinatalari sis- 
temasidan foydalanib, O'zbekiston Respublikasi fuqarolarining tug'ilgan 
kunlariga qarab, bugungi kun uchun ularning yoshlarini aniqlash va 1- 
shaklda tasvirlangan grafikka o'xshash grafik hosil qilish mumkin. Lekin 
bu o'rinda qiziq savol paydo bo'ladi: “bugun 25 yoshga to'lgan fuqaro 
kecha yosh edi, endi o'rta yoshli, yoki bugun 45 yoshini nishonlagan o'rta 
yoshli fuqaro ertaga qari bo'lib qoladimi?” Bu savolga matematik nuqtai 
nazaridan qat’iy javob beriladigan bo'lsa (masalan, statistik m a ’lumotlar 
uchun), “albatta, ha”, ammo unga hayotiy nuqtai nazardan yondoshilsa, 
“albatta, yo'q” javobi berilishi tabiiydir. ■

Bu misoldan ko'rinib turibdiki, ba’zan, to'plam elementlarming shu 
to'plamga tegishliligini aniqlaganda vaziyatni qandaydir ma'noda “yum- 
shatuvchi” usuldan foydalanish maqsadga muvofiqdir. Ya’ni to'plam 
elementlarining shu to'plamga tegishliligini emas, tegishlilik d a r a j a s i n j  

aniqlash ko'p vaziyatlarda to 'g 'ri qarorlar qabul qilish uchun nia quJ 
hisoblanadi. Boshqacha aytganda, “Qandaydir narsa, predmet va shunga 
o'xshashlar biror to'plamga tegishlimi?” degan savolga ma’nosi nuqt31 
nazaridan bir-biriga zid bo'lgan ikkita “tegishli” yoki “tegishli ema* 
javoblaridan biri o'miga bu narsaning o'sha to'plamga tegishlil1?1



darajasini ifodalovchi qiymat o‘zida ko'prnq 
ma’lumotni saqlashi ravshandir.

1965- yilda Lutfi Ali-Asqar Zoda1 “Infor­
mation and Control” jumalida “Fuzzy sets” 
nomli maqolasini e’lon qilgandan so‘ng yuqo- 
ridagiga o'xshash ko'plab savollarga javob 
topildi. Bundan tashqari, bu ilmiy ish nafaqat 
to'plamlar nazariyasida, shuningdek, matema­
tikaning boshqa sohalarida ham, hozirgi davrda 
“lnformatika” deb yuritiluvchi fan sohasida ham 
burilish yasalishiga sabab bo‘ldi. Lutfi Zodaning 
yuqorida zikr etilgan maqolasi va uning o‘sha 
mavzuga bag'ishlangan keyingi ilmiy ishlari 

dunyoning turli mamlakatlari tillariga tarjima qilindi va o'rganildi. 
D a s t la b k i  yillarda bu ilmiy ishlar “haqiqatga zid”, “hech qanday ilmiy 
asosea ega emas” deganlar ham bo'ldi. Hozirgi davrda asosida Lutfi Zoda 
g'oyalari yotuvchi turli yo'nalishlar bo'yicha muvaffaqiyatli ilmiy va 
amaliy ishlar olib borilmoqda.

1- t a ’ r i f .  ( f l t(x) ,x)  ko'rinishdagi juftliklar to'plami berilgan X  
universal to'plamda aniqlangan A fazzi to'plam deb ataladi, bunda 
x e  X  va j-lA(x) -  qiymatlari sohasi [0 ,1] bo'lgan, a ’zolik funksiyasi 
deb ataluvchi funksiya.

Bu ta’rifda “fazzi to'plam” iborasi ingliz tilidagi “fuzzy set” iborasi 
tarkibiga kiruvchi “fuzzy” so'zini o'zbek tiliga taijima qilmasdan berildi. 
Buning sababi shuki, ingliz tilidagi “fuzzy” so'zi juda ko'p, jumladan, 
yumshoq, mayin, momiqday, tivitli, parli, ochiq-oydin emas, aniq emas, 
noamq. sof emas, tiniq emas, yorqin emas, oydun emas, g'ayri oddiy, xira, 
mujmal, oshkor emas, g'ira-shira, cho'ziluvchan, qarovsiz qoldirilgan, 
tashlab qo'yilgan, xarob, tashlandiq, o'tkazib yuborilgan kabi ma'nolarda 
ishlatiladi. Albatta, sanab o'tilganlaming har birini ingliz tilidagi “fuzzy" 
sozffiing o'rniga qo'yib atama yasash mumkin. Lekin, bizning 
ikrimizcha, bunday atamalaming hech qaysisi “fuzzy set” atamasining asl 

ma nosini bermaydi. Ozarbayjon tiliga ingliz tilidagi “fuzzy” so'zi “qeyri- 
u ^aklda tarjima qilingan. Fors tilida “fuzzy set” atamasi bilan 
°g iq ishlarda ' ' j j l i  (“majmuai fazzi”) shakli ko'p qo'llaniladi.

1 va informatigining ismi-sharifi inglizcha Lotfi Asker Zadeh (qisqacha
Eronlilf ’ forscl,a jiU  shaklda yoziladi. U 1921 yilda Bokuda tug'ilgan. Otasi
''“‘chib ^ : Ьед0Л' onas‘ Ш5' Oilasi bilan 1932- yilda Eronga. 1944- yilda esa AQShga

Lutfi Zoda
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Rus tilida yozilgan ishlarga murojaat qiladigan bo'lsak, “fuzzy set” iborasi 
dastlab “расплывчатое множество” shaklida ishlatilgan bo‘Isa, keyin. 
chalik “нечеткое множество” iborasidan foydalanish odat tusiga kirdi.

1- ta'rifga ko‘ra berilgan X  universal to'plamda aniqlangan fa2zj 
to'plam uchun “ X  to'plamning x elementi shu fazzi to'plamga te- 
gishlimi?” degan savolga bir qiymatli “ha” yoki “y °‘q” javobi berilmaydi. 
Fazzi to'plam ta’rifida keltirilgan a’zolik funksiyasi x  elementning shu 
fazzi to'plamga a’zolik (tegishlilik, ta’alluqlilik) xususiyatini (xarak- 
teristikasini) qandaydir ma’noda yumshatuvchi vosita hisoblanadi. Bu 
yerda a’zolik funksiyasi iborasi o'rniga x arak teris tik  funksiyasi, 
tegishlilik funksiyasi yoki taalluq lilik  funksiyasi iborasidan ham 
foydalanish mumkin. A ’zolik jJ.A(x)  funksiyasining universal to'plamdagi 
muayyan x  element uchun aniqlangan qiymati xning A fazzi to'plamga 
a'zoiik  (tegishlilik, taalluqlilik) d a ra jasin i ifodalaydi.

Agar universal to'plam ning qandaydir x  elementi uchun jU^(x) 
funksiya 0 qiymat qabul qilsa, shu x  berilgan A fazzi to'plam ga so'zsiz 
(shubhasiz, mutlaqo) a ’zo emas (tegishli emas, taalluqli emas), 0 qiymat 
qabul qilganda esa, u A to'plam ning so 'zsiz a ’zosi deb hisoblanadi.

1- ta’rifdan ko'rinib turibdiki, biz ilgari o'rganib kelgan “oddiy” 
to'plamlar sinfi fazzi to'plamlar sinfining bir qismidir. Haqiqatdan ham, 
agar В  qandaydir X  universal to'plamda berilgan oddiy to'plam 
( В  e  X ) bo'lsa, u holda

1, agar x  £  X  va x  £  В bo ’lsa,
А я ( х ) = 0, agar лг £  X  va x & В bo'lsa. 

funksiya В  to'plamning a’zolik funksiyasi bo'ladi.
2- t a ’ r i f .  Agar berilgan X  universal to'plamda f lA(x) a ’zolik 

funsiyasi bilan aniqlangan A fazzi to'plam barcha x e  X  elementlar 
uchun j lA (x) =  0 shartni qanoatlantirsa, и holda A bo ‘sh fazzi to ‘plam 
deb ataladi.

Bo'sh fazzi to'plamni belgilashda odatdagi 0  belgi qo'llaniladi.
Fazzi to'plamning berilishi ko'p jihatdan a ’zolik funksiyasining 

aniqlanishiga bog'liq bo'lgani uchun bu o'rinda subyektiv fikr o 'z  ta’sirim 
o'tkazishi tabiiydir. Odatda, fazzi to'plamlami aniqlashda soddaroq a ’zolik 
funksiyalari bilan ish ko'rishga harakat qilinadi.

Fazzi to'plamlami ifodalashda turli usullar uchraydi, jumladan, Luti1 
Zodaning fazzi to'plamlarga oid ilmiy ishlarida quyidagi atam ala r va 
belgilashlar qo'llanilgan.



I ^  ц  . ^ _ > [ 0,1] a’zolik funksiyasi X  universal to'plamning liar 
A8dementiga [0,1] oraliqdan olingan qandaydir ЦА(х)  qiymat mos 

^|Г* l n boMsa, u holda X  to'plamda A fazzi qism toplam  berilgan 
T b h iso b la n a d i. X  to'plamning ^ ( х ) > 0  bo'lgan barcha x  elementlari

< 1 mj A fazzi qism toplamning tashuvchisi deb ataladi. Tashuvchisi 
faqat bitta nuqtadan iborat fazzi to'plam bir nuqtali fazzi to 'p lam  deb 
ataladi Aear A -  tashuvchisi дг nuqta bo'lgan bir nuqtali fazzi to'plam 
bo 'lsa  u holda bu to'plam A = [J. / x  ko'rinishda belgilanadi, bu yerda ^  

vning A ga a’zolik darajasi. U holda bitta x  elementdan tashkil topgan
oddiy to'plamni M x  deb yozish mumkin.

X  to'plamning f iA(x)  = 0,5 shartni qanoatlantiruvchi x  elementi 
A ning o 'tish nuqtasi deb ataladi.

Berilgan X  universal to'plamda ЦА(х) a ’zolik funsiyasi bilan aniq- 
langan A fazzi to'plamni uning bir nuqtali fazzi to'plamlari birlashmasi
sifatida A = j ^ <( x ) / x  shaklda ifodalash mumkin, bu yerda integral 

v
belgisi Цл( х ) / X ko'rinishdagi bir nuqtali fazzi to'plamlari birlashmasi 
amalini (birgalikda deb hisoblashni) anglatadi. Agar A ning tashuvchisi 
chekli sondagi elementlardan iborat bo'lsa, u holda yuqoridagi integral 
belgisi o 'm igay iq ’indi belgisini qo'yish mumkin:

/;
Л = /Х1/* 1+ Д 2/ х 2 +.. .  + /х„/х„ yoki /1 = Х я А  ’

/=1
bu yerda ham yig'indi belgisi qo'shish amalini emas, bir nuqtali fazzi 
to'plamlar birlashmasi amalini anglatadi, Ц, ( /  =  1,2 ,...,/») -  .x, 
elementning A to'plamga a’zolik darajasi. Berilgan A fazzi to'plamni

A =

rinishda ham belgilash mumkin. Oxirgi belgilash ehtimollar 
t^nyasidagi tasodifiy miqdomi belgilashni eslatsada, fazzi to'plam 

unchasini tasodifiy miqdor tushunchasi bilan tenglashtirib bo'lmaydi. 
beril' m i s o *- Universal to'plam sifatida {x,,.x2,x,,JC4,;ts} to'plam 
U л3 Unt̂ a ^  âzz' to'plamning ^ Д х )  a'zolik funksiyasi

/1ДЛ:3) = 0 .  M.,(X( ) =  0 ,9 , m ,( j s) =  0,5 
Quvido • , 0SItasida aniqlangan bo'lsin. Berilgan A fazzi to'plamni 
* * * * *  ^ l l a r d a  ifodalash mumkin:

X, *2

Ml /*2 К



*1 x2 x3 x4 *5
0,4 1 0 0,9 0,5

А = {0,4/л:,; 1/л:2; 0 / х 3; 0 ,9 /х 4; 0 ,5 /х 5},

А = {0 ,4 /х , +  1 /х 2 + 0 / х 3 +  0 ,9 /х 4 +  0 ,5 /х 5} . ■

3- t a ’ r i f .  supjU4(x) kattalik berilgan X  universal to'plamda
xeX

l~lA(x) a ’zolik funksiyasi bilan aniqlangan A fazzi to'plamning 
balandligi deb ataladi.

4- t a ’ r  i f . Balandligi Iga teng fazzi to ‘plam normal balandligi Idem 
kichikfazzi to ‘plam esa subnormal fazzi to ‘plam deb ataladi.

5- t a ’ r i f .  Agar berilgan X  universal to'plamda jU,(x) a ’zolik 
funksiyasi bilan aniqlangan A fazzi to ‘plam uchun faqat bitta х ё !  
elementda jJ.4(x) — 1 bo'lsa, и holda A unimodal fazzi to'plam deb 
ataladi.

Berilgan X  universal to'plamda ЦА{х)  a ’zolik funsiyasi bilan 
aniqlangan bo'sh bo'lmagan ixtiyoriy A subnormal fazzi to'plamni 
p  ( x ) ~ — “ л __ formuladan foydalanib normal fazzi to'plam qilib

A s u p /M * )  i60
ifodalash imkoniyati bor.

X  universal to'plamda mos ravishda / J .(x) va Дв(х) a’zolik 
funsiyalari bilan aniqlangan A va В  fazzi to'plamlar berilgan bo'lsin.

6- t a ’ r i f .  Agar barcha x e  X  elementlar uchun /ЛА(х) = Цв(х) 
tenglik bajarilsa, и holda A  va В fazzi to'plamlar o'zaro teng deb 
ataladi.

Fazzi to'plamlarning o'zaro tengligi iborasi o'rniga, ba'zan, 
ekvivalentligi iborasi ham qo'llaniladi. А \а  В fazzi to'plamlarning 
o'zaro tengligi, odatdagidek, A -  В , ekvivalentligi esa A ~ В shaklda 
belgilanadi.

7- t a ’ r i f .  Agar barcha x e  X  elementlar uchun /Л 4(х) ^  Цц(х \  
tengsizlik bajarilsa A fa zz i to'plam В  fa zzi to'plamning qism to‘plan" 
deb ataladi.

Agar A fazzi to'plam В  fazzi to'plamning qism to'plami bo'lsa, u 
holda A c  В  deb yoziladi va A (fazzi to'plam) В  da (fazzi to'plamda* 
yotadi yoki В A ni o‘z ichiga oladi (qam raydi) deb o'qiladi. Masalan-
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da katta sonlar” fazzi to'plami “katta sonlar” fazzi to'plamini o‘z ichiga

olads j a ’ r i f  • Agar barcha x e  X  elementlar uchun ЦА(x) =  1 -  fAB(x) 
gl'ik bajarilsa, и holda A va В fa zzi to'plamlar bir-birini to Idiradl

^Bir-b^rini to idiruvchi A va В fazzi to'plamlar uchun В - A  yoki 
j  = В belgilashlardan foydalanish mumkin.
* 3- m i s o l .  {1,2,3,4,5.6,7,8,9,10} universal to'plam bo'lsin. Bu 
to'plamda A =  "Bir nechta" fazzi to'plami quyidagicha aniqlanishi va 
ifodalanishi mumkin:

A = 0 ,5 /3  + 0,8 / 4  + 1/5  + 1 /6  + 0 ,8 /7  +  0 ,5 /8 .  ■
4- m i s o l .  { 0 , 1 , 2 , 3 , . universal to'plam berilgan bo'lsin. Bu 

to'plamda aniqlangan "Oz" fazzi to'plami uchun a’zolik funksiyasini,

masalan, ^   ̂ ko'rinishda ifodalash mumkin. ■

5- mi s o l .  1- misoldagi vaziyatga qaytib. universal to'plam sifatida 
[0, 70] segmcntni qaraymiz. 0 ‘zbckiston Respublikasining o'rta yoshli 
fuqarolari to'plamini o'rganish uchun ’’O'rta yosh” fazzi to'plamini 
aniqlash mumkin. Bu yerda a’zolik funksiyasi sifatida, masalan, grafigi 2- 
shaklda tasvirlangan quyidagi funksiyani keltirsa bo'ladi:

0, agar 0 < v < 20 yoki 50 < x < 70 bo'lsa.

"O’rta y o s h - ( * )  —
0,005 • (x -  20)2, agar 20 < x < 30 bo’lsa,

1/(1 + ((x — 3 5 )/5 )2), agar 30 < x < 40 bo'lsa.

0,005 • (.v -  50)1 . agar 40 < x < 50 bo'lsa.

O'rta yosh” fazzi to'plamining tashuvchisi (20, 50) to'plamdir. 
Uning ikkita x, = 30 va x2 = 40 o'tish nuqtalari bor. 

«('оло^"0’™ у»* ' ( x) = М-on, yo!h -(35 ) = 1 boigani uchun ’’O'rta yosh”

^zzi to plamining balandligi Iga teng, ya’ni u normal fazzi to'plamdir. Bu
* un'modal fazzi to'plamdir, chunki uning a ’zolik funksiyasi faqat 
‘p * ' - 3- nuqtada 1 qiymat qabul qiladi. ■

°datda к t0 P*arnn’n8 mohiyatini yaxshiroq anglash maqsadida, uni, 
t o ' g ' r i ' rav's^ a’ 3- shakldagiga oxshash tasvirlashadi. Bu shaklda 
Uchun a’° r,t^Urc'ia*c universal to'plamga, egri chiziq A fazzi to'plam 
^ i r la n  ^nksiyasiga mos keladi, fazzi to'plamning o'zi esa bo'yab
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1.5.2. Fazzi to ‘plam lar ustida amallar. Fazzi to'plamlar ustida turli 
amallar bajarish mumkin. Bu amallar odatdagi so'zlashuv tilida 
uchraydigan ayrim iboralar bilan bog'liqdir. Bunday iboralar jumlasiga 
“emas”, “va”, “yoki”, “ancha”, “sal”, “sal-pal”, “o‘ta”, “juda”, “uncha- 
muncha”, “sezilarli (darajada)”, “ko'plab”, “ko'proq”, “ozgina”, “g'ira- 
shira”, “yaxshi”, “yaxshiroq”, “yomon”, “yomonroq”, “o'xshash”, 
“qariyb” va boshqalar kiradi. Bu iboralaming ba’zilari vaziyatni yetarli 
darajada aniq ifodalaydi, masalan, “emas” so'zi o'zidan oldin kelgan 
so'zni inkor qiladi. Lekin, bu iboralaming ko'pchlilgi u bilan bog'liq 
so'zni (sifatni, xossani) qay darajada kuchaytirishi yoki susaytirishini 
anglash uchun vaziyatni e’tiborga olish kerak bo'ladi.

Quyida fazzi to'plamlar ustida bajarish mumkin bo'lgan ba’zi amallar 
keltiriladi. Albatta bu amallar ma'noga ega bo'lishi uchun muayyan 
shartlar bajarilishi kerak, masalan, qaralayotgan fazzi to'plamlar bitta

universal to'plamda aniq­
langan bo'lishi kerak. Bundan 
buyon fazzi to'plamlar bilan 
ish ko'rganda, zarur bo'l- 
masa, universal to'plamning 
berilishiga to'xtalmaymiz.

A va В  fazzi to'plamlar, 
mos ravishda, ЦА(х)  va 

a’zolik funksiyalari 
bilan berilgan bo'lsin. _

9- t a ’ r i f .  Agar B — A 
bo 'Isa, и holda В fazzi 
to'plam A fazzi to'plamdan 

to ‘Idirish amalini qo 'Hash natijasida hosil qilindi deb aytiladi.
Toidirish amaliga “emas” bog'lovchisini mos qo'yish mumkin. 9- 

ta’rifga ko'jra, agar berilgan A fazzi to'plamdan to'ldirish amalini qo'llash 
natijasida A fazzi to'plam hosil qilingan bo'lsa, u holda jli^(x) =  l —ЦА(х) 
bo'ladi. 3- shaklda keltirilgan A _  fazzi to'plamdan to'ldirish amalini 
qo'llash natijasida hosil qilingan A  fazzi 
to'plam 4- shaklda tasvirlangan.

10- t a ’ r i f  . A  'zolik funksiyasi bo ‘Igan 
A { j B  fazzi to'plam berilgan A va В  

fazzi to 'plamlaming birlashmasi deb 
ataladi: j lAUB = max( f lA (x ),Цв (x ) ) .

"U'rta yosh* uchgn a'zclik (unkeiyasi flrahqi

d-  sh ak i
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Odatda “berilgan A va В fazzi to'plamlarga birlashm a amalini 
qo'llab, A U В fazzi to'plam hosil qilindi” deb yuritiladi. Birlashma 
amaliga “yoki” bogMovchisini mos qo‘yish mumkin. 3- va 4- shakllarda 
keltirilgan A  va A fazzi to'plamlarning A \J  A birlashmasi 5- shaklda 
tasvirlangan.

11- t a ’ r i f ,  A ’zolik funksiyasi fl = m in {p.A (jr), f lB (x)) bo 'Igan 
A f ] B  fazzi to'plam berilgan A va В  fazzi to'plamlarning kesishmasi 
deb ataladi.

11- ta’rifdan ko'rinib turibdiki. berilgan 
A va В fazzi to'plamlarning kesishmasini 
belgilashda ham yangilik yo'q, bu yerda 
odatdagi A [ } B  ifoda qo'llaniladi. A { ] B  
yozuv  “ A  va В  fazzi to'plamlarga kesishm a 
amalini qo'llab A f ] B  fazzi to'plam hosil 4- shakl 
qilindi” deb o'qiladi. Kesishma amaliga “va” bog'lovchisini mos qo'yish 
mumkin. 6- shaklda tasvirlangan fazzi to'plam 3- va 4- shakllarda 
keltirilgan A va A fazzi to'plamlarning А П A kesishmasidir.

6- m i s o l .  4- misolda keltirilangan “Oz” fazzi to'plamga to'ldirish 
amalini qo'llab { 0 , 1 , 2 , 3 , . . universal to'plamda aniqlangan “Oz 
emas” fazzi to'plamni hosil qilish mumkin. U holda “Oz emas” fazzi 
to'plamining a’zolik funksiyasi quyidagicha bo'ladi:

, , . , , , 1 (0,1л )2
1 + ( 0 1 n ) !  1+ ( 0 , 1 „ ) > ' ‘

12- t a ’ r  i f . A 'zolik fimksiyasi
\ц л (х )~  ц в (х), agar p A (x) > /uB (x) >  0 bo 'Isa, 

/ ' axbW  ~  |Q a b  ho l(Ja

bo ‘Igan A \ B  fazzi to ‘plam berilgan A va В fazzi to ‘plamlarning 
ayirmasi deb ataladi.

Fay/i to 'plam lar ustida yuqorida bayon qilingan amallardan tashqari 
kuchli b irlashm a, algebraik  y ig 'indi, kuchli kesishm a, algebraik  
ko‘paytm a, D ekart ko '-pay tm a, konsentrlash  (jipslash), cho‘zish, 
songa ko 'pay tirish  va boshqa turli amallar ham kiritilgan.

1.5.3. Fazzi to 'p lam larn ing  asosiy xossalari. Berilgan X  universal 
to'plamda aniqlangan ixtiyoriy A , В va С  fazzi to'plamlar uchun 
quyidagi xossalar o'rinlidir:
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1. Kommutativlik: A \J  В =  5  U A , A(~)B = B f ) A .
2. Assotsiativlik:
( ^ U 5 ) U c = ^ U ( 5 U Q , ( Л П Я ) П С = Л П ( Я П С ) .

3. Idempotentlik: A [ j A  = A ,  A f ] A - A .
4. Distributivlik: A f ] ( B \ j C )  = ( ЛП - # ) и ( ЛП С ) ,
л и ( Я П С )  =  ( л и я ) П ( Л 11С) .
5. Nolning xossalari: A U 0  = A ,
0 i l A  = A,  A f ] 0  = 0 , 0 ( 1  A = 0 .
6. Biming xossalari: А П X  = A ,
X f ) A  = A , A { J X  = X , X { j A  = X .

7. De Morgan qonunlari: A [ ^ B  = A { j B  , A [ ] B  = A ( ] B .

8. Involyutivlikqonuni: A = A.
Tabiiyki, bu xossalaming har birini qat’iy isbotlash mumkin. Distri­

butivlik xossasini ifodalovchi tengliklardan faqat birinchisining, ya’ni 
^ П ( 5 и С )  = ( у 4 П 5 ) и ( ^ П С )  tenglikning i s b o t i n i  keltiramiz. Qol- 
gan barcha tengliklaming isbotini o'quvchiga 
topshiriq sifatida havola qilamiz.

Fazzi to'plamlarning tengligi, birlashmasi va 
kesishmasi ta’riflariga ko‘ra ixtiyoriy x e  X  
uchun

т ш { ц 4(х ) ,т а х {ц в ( х ) ,ц с (х )}}  =

= max {min {ц А ( х ) ,ц в (x)}, min {ц А(х 1  Me (*)}}
tenglik o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish zarur.

Faraz qilaylik, а = ЦА(х) ,  Ь = Цв ( х) ,  c = jlc (x)  boisin. a , b  \ a 
с sonlar uchun quyidagi 15 holdan biri ro‘y berishi muqarrardir:

1 ) a > b > c ;  2 ) a > b  = c \  3 ) a  = b > c ;
4) a = b = c ; 5) a > c >  b ; 6) a >  c -  b;
7) a = c > b \ 8) b > a > с \ 9) b> a = c;
10 ) b > c > a \  11 ) b > c  = a;  12 ) b  = c > a :
13 ) c > a > b ;  14 ) c > a  = b,  15 ) c > b > a .
Har bir hoi uchun yuqoridagi tenglik o'rinlidir: M
1) min {a, max {6, c}} = min {a, 6} = b,  
max {min {a, b ) , m in {a, c}} = max {b,c} = b;
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2) min {a, max {6, c}} = min {a, b) = b = с , 
max{m in{j,6},min {a,c}} = max ft.c} = b = c;
3) min{a,max{Z>,c}} = min{<3,6} = 6 = a ,  
max {min {a, b) , min {a, c}} = max {b,c} = b = a ;
4) min {a, m ax {6, c}} =  m in{a,6} = a -  b - c ,
max {min {a, b}, min {a, c}} = max {a, a} = a = b = с;
5) min {a, max {b, c} } =  min {a,b} = a , 
max {min {a, b}, min {a, c ) } = max {a, c) -  a ;
6) min {a, m ax {b,c}} = m in {a, b} = a ,  
max {min {a, 6}, min {a, c}} = max {a, a) =  a;
7) min {a, max {b, c} } = min {a,c} = c , 
m ax{m in{a,6},m in{a,c}} = max{6,c} = c;
8) min {a, max {b, c) } = m in {a,b} = b = c , 
m ax{m in{o,6},m in{«,c}} = max{6,c} = b = c;
9) min{a,max{Z>,c}} = min{a,c} = a = c ,
max {min {a, 6}, min {а, с)} = тах{Ь ,а}  =  a  =  c ;
10) min {a, m ax {6, c}} =  min{a,6} = a,  
max {min {or, 6}, min {а, с}} = т а  \{a ,a}  = a ;
11) min{a,max{Z>,c}} =  min {a,6} = a - c , 
max {min {a, b}, min {a, c}} = max {a, a} = a = с;
12) min {a, max {b, c}} =  min {a, b) =  a , 
max {min {a, b),  min {a, c}} =  max {a, a} =  a ;
13) min {a, max {b, c}} - min{a,c} = a , 
max {min {a, b) , min {a, c}}- max {b, a} = a ;
14) m in{a,m ax{6,c}} =  m in{a,c} = a = b , 
max {min {a, b) , min {a, c}} = max {a, a) = a  =  b ;
15) min {a, m ax {b, c}} =  min {a, c} = a ,
max {min {a, b}, min {a, c) } = max {a, a) = a . я
Ta’kidlaymizki, oddiy to'plamlardan farqli o‘laroq fazzi to'plamlar

Uchun, umumiy holda, A U A X , A ( ~ ) A ^ 0  (5- va 6- shakllarga 
qarang).

57



Muammoli masala va topshiriqlar

1. Universal to'plam {x,,x2,x 3,x4,x5,x6} shaklda berilgan va unda 
A fazzi to'plamning [l4(x)  a ’zolik funksiyasi ц л(x,) = 0 3 , /U4(x2) = 0,  
M.4(x}) = 0,5, Ц а ( х 4) = 0,9,  Ц а ( х 5) = 1, ЦА(х6) = 0,8 tengliklar vosi- 
tasida aniqlangan bo'lsin. Yuqorida bayon qilingan belgilashlardan foy­
dalanib, berilgan A fazzi to'plamni ifodalang. A fazzi to'plam misolida 
fazzi to'plam tashuvchisi, o'tish nuqtasi, balandligi va unimodal fazzi 
to'plam kabi tushunchalami o'rganing. A  fazzi to'plamning normal yoki 
subnormal bo'lishini tekshiring. A  to'ldiruvchi fazzi toplamni aniqlang.

2. Universal to'plam {jc,,jc2,jc3,jc4} shaklda berilgan va unda
A = 0 ,4 /x , + 0 ,2 /x2 + 0 /x 3 + 1 /x4 ,
В  = 0 ,7 /х, + 0 ,9 /x 2 +0,1 / х3 + 1 /x 4,
С = 0,1/x, + l / x 2 + 0 ,2 /x 3 + 0 ,9 / x4 

fazzi toplamlar aniqlangan bo'lsin.
a) Bu fazzi to'plamlarning barcha juftlari uchun orasiga “ c ” belgisini 

qo'yish mumkin boiganlarini aniqlang.
b) Bu fazzi to'plamlarning har biri uchun to'ldiruvchi fazzi toplamni 

aniqlang.
d) Bu fazzi to'plamlarning barcha juftlari uchun birlashma, kesishma 

va ayirma amallarini qo'llash natijasida hosil bo'lgan fazzi to'plamlami 
toping.

3. X  = ( 5 0 ,100] universal to'plamda aniqlangan A =  "Qari" faz?i 
to'plamning a ’zolik funksiyasi ^ .Qam-(x) = ( l  + ( ( x - 5 0 ) / 5 ) ' ' ) _l ko‘ri- 
nishga ega bo'lsin.

a) A fazzi to'plamning balandligini topib, uning normal fazzi to'plam 
emasligini ko'rsating.

b) A fazzi to'plam uchun o'tish nuqtasini toping.
d) A ning unimodal fazzi to'plam bo'lish-bo'lmasligini tekshiring.
4. "Iga yaqin miqdor" va "Iga juda yaqin miqdor" fazzi to'plam- 

larini aniqlang va ulardan foydalanib nazariy ma’lumotlami talqin qiling.
5. Fazzi to'plamlarning asosiy xossalarini isbotlang.

Mustaqil ishlash uchun suvollar

1. Qaysi maqola fazzi to'plamlar bilan bog'liq ilmiy ishlaming paydo 
bo'lishiga asos bo'ldi?

2. Fazzi to'plam nima?
3.  A’zolik fonksiyasi deganda nimani tushunasiz?
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4. Fazzi qism toplamning tashuvchisi nima?
5. Fazzi toplamning o'tish nuqtasi qanday aniqlanadi?
6. Fazzi toplamlami ifodalashning qanday usullarini bilasiz?
7. Fazzi toplamning balandligi deganda nimani tushunasiz?
8. Bo‘sh fazzi toplam qanday aniqlanadi?
9. Normal va subnormal fazzi toplamlar bir-biridan qanday 

farqlanadi?
10. Unimodal fazzi toplam bo'sh fazzi toplam bo‘lishi mumkinmi?
11. Qanday shartlar bajarilsa, berilgan fazzi toplamlar o‘zaro teng deb 

hisoblanadi?
12. Qism fazzi toplam tushunchasi qanday aniqlanadi?
13. Bir-birini to'ldiruvchi fazzi toplamlar uchun a’zolik funksiyalari 

o'zaro qanday munosabatda bo'ladi?
14. Berilgan fazzi to'plamlar birlashmasi bilan ularning kesishmasi 

bir-biridan qanday farqlanadi?
15. Fazzi toplamlaming qanday xossalarini bilasiz?
16. Oddiy to'plamlar uchun o'rinli, lekin fazzi to'plamlar uchun o'rinli 

bo'lmagan tenglik topa olasizmi?

1.6.M unosabatlar

Munosabat. Tartiblangan juftlik. Unar, binar va n-ar munosabatlar. Aniqlanish va 
qiymatlar sohalari. Rejleksiv, simmetrik va tranzitiv munosabatlar. Ekvivalentlik

sinfi. Funksiya. Funksiyalar tengligi. Bir qiymatli va teskari/unksiyalar.
Superpozitsiya. Funksiyalarningfunhiyasi. Antisimmetrik va irrefleksiv 

munosabatlar. Tartiblash, qisman tartiblash va chiziqli tartiblash munosabatlari.
Qisman tartiblangan to 'plam.

1.6.1. B inar m unosabat. Diskret matematikada fundamental tushun- 
chalardan biri bo'lgan m unosabat tushunchasi predmetlar (narsalar) va 
tushunchalar orasidagi aloqani ifodalaydi. Quyidagi to'liqsiz gaplar 
munosabatlarga misol bo'la oladi:

_ ... kichik ... dan, ... teng ... ga, ... bo'linadi ... ga va hokazo.
Odatda, munosabat tushunchasi to'plamlar nazariyasi nuqtai nazaridan 

turib o'rganiladi. Munosabat tushunchasiga aniqlik kiritish uchun 
tartiblangan ju ftlik  tushunchasini o'rganamiz.

1- t a ’ r i f .  M a’lum tartihda joylashgan ikki predmetdan tuzilgan 
kortej tartiblangan juftlik deb ataladi.

Odatda tartiblangan juftlik quyidagi xususiyatlarga ega deb faraz
quinadi:

i) ixtiyoriy x  va у  predmetlar uchun < x , y >  kabi belgilanadigan 
Uayyan obyekt mavjud bo'lib, har bir x  va у  predmetlarga yagona

59



tartiblangan < x , ^ >  juftlik mos keladi (<x,>>> yozuv “ x va >-ning 
tartiblangan juftligi” deb o'qiladi);

2) agar ikkita < x , у  > va < M, v > tartiblangan juftlik uchun x  = u va 
у  =  v bo'lsa, u holda < x , y  >=< u , v >  bo'ladi.

< x , y >  tartiblangan juftlik < дг, у  >= {{x}, {x, у ) } ko'rinishdasj 
to'plamdir, ya’ni u shunday ikki elementli to'plamki, uning bir elementi 
{x,y} tartibsiz juftlikdan iborat, boshqa {x} elementi esa, shu tartibsiz 

juftlikning qaysi hadi birinchi hisoblanishi kerakligini ko‘rsatadi.
Tartiblangan juftliklardan birgalikda ta rtib lan g an  ju ftlik la r to'p- 

lam ini tashkil etishadi.
2- t a  ’ r  i f .  <  x, v > tartiblangan juftlikdagi x  uning birinchi koor- 

dinatasi, у  esa ikkinchi koordinatasi deb ataladi.
Tartiblangan juftliklar atamasi asosida ta rtib lan g an  я -lik larn i aniq- 

lash mumkin. x ,^  va z  predmetlaming tartiblangan uchligi < x , y , z >  
quyidagi tartiblangan juftliklar shaklida aniqlanadi: «  x , y  > ,z >.  Xuddi 
shu kabi х ,,х ,,...,х„ predmetlaming tartiblangan «-ligi < x , ,x 2,...,x„ >, 
ta’rifga asosan, «  x , , x2,...,xn_, > ,x n > tarzda aniqlanadi.

Matematik mantiqda n -a r m unosabat tartiblangan n -liklar to'plami 
sifatida aniqlanadi. Ba’zan n -ar munosabat iborasi o‘rniga n o'rinli 
m unosabat iborasi qo‘llaniladi. Agar munosabat bir o‘rin!i bo'lsa, u holda 
u u n a r m unosabat, ikki o'rinli bo'lganda esa b in a r m unosabat deb 
ataladi. Unar munosabat xossa (xususiyat) deb ham yuritiladi. Adabi- 
yotda, ko'pincha, 3-ar munosabat te rn a r  m unosabat deb nomlanadi.

1- m i s o l .  {< 2 ,4  >, < 5,6 >, <  7,6  >, < 8,8 >} tartiblangan juftliklar 
to'plami binar munosabatdir. ■

2- m i s o l .  Agar p  ayniyat munosabatini bildirsa, u holda
< x , y  > e  p  yozuv x  = у  ayniyatni bildiradi. ■

3- m i s о 1. Agar p  onalik munosabatini bildirsa, u holda <Xurshida, 
Iroda>e p  yozuv Xurshida Irodaning onasi ekanligini bildiradi. ■

4- m i s o l .  Ternar munosabatga butun sonlar to'plamida aniqlangan 
qo'shish amalini misol qilib keltirsa bo'ladi. ■

Bundan keyin binar munosabat atamasi o'mida, qisqalik uchun, 
munosabat atamasini ishlatamiz.

3- t a ’ r i f .  Agar p  biror munosabatni ifodalasa, и holda
< x ,y  >€ p  va x  p  у  ifodalar o ‘zaro almashuvchi ifodalar deb ataladi-

x p  у  ifoda (yozuv) “infiks yozuvi” deb yuritiladi va “ x (p redm et) У 
(predmet)ga nisbatan p  munosabatda” deb o'qiladi. Odatdagi x = > ’
x < y ,  x  у  belgilashlar (yozuvlar) x p y  i f o d a d a n  k e l i b  c h i q q a n  deb
hisoblash mumkin.

{ x / x e  A} yozuvni, to'plamlar nazariyasidagi kabi, “shunday х !зГ 
to'plamiki, x e  A "  deb tushunamiz.



4- t a ’ r i f .  {x  / ayrim у  uchun < x, у  > G p )  to 'plam p munosa- 
hatning aniqlanish sohasi deh ataladi va D p kahi belgilanadi.

5- t a ’ r i f .  { у  / ayrim x uchun < x  , y > E p }  to'plam p  munosa- 
batning qiymatlar sohasi deb ataladi va Rp kabi belgilanadi.

Boshqacha qilib aytganda, p  munosabatning aniqlanish sohasi shu p 
numosabatning birinchi koordinatalaridan tashkil topgan to'plamdir, 
ikkinchi koordinatalaridan tuzilgan to'plam esa, uning qiymatlar sohasidir.

5- m i s o l .  {< 2 ,4  > ,<  3,3 > ,<  6,7 >} ko'rinishdagi p  munosabat
berilgan bo'lsin. U holda D p =  {2 ,3 ,6} , Rp = {4 ,3 ,7}. ■

Tartiblangan juftliklar to'plami tushunchasidan foydalanib, Dekart 
ko'paytmasim (ushbu bobning 4- paragrafiga qarang) boshqacha ham 
aniqlash mumkin. Agar x  biror X  to'plamning elementi, у  esa Y 
to'plamning elementi bo'lsa. u holda tartiblangan < x , y >  juftliklar С 
to'plami X  va Y  to'plamlarning Dekart ko'paytmasi deyiladi:

С  = X х Г  = {< x , y  > / x € X , y e  7} .
Har bir p  munosabat X x Y  to 'g 'ri ko'paytmaning qism to'plami 

bo'ladi va X  з  Dp , Y  з  Rp .
6- t a r  i f . Agar p  с  X x Y  bo ‘Isa, и holda p  shu X  dan Y ga 

bo'lgan munosabat deb ataladi.
1- 1 a r  i f . Agar p  с  X x Y  va Z  Z) X  \J Y  bo ‘Isa, и holda p  dan 

Zga bo'lgan munosabat deb ataladi.
8- ta  r i f .  Z  dan Z  ga bo'lgan munosabat Z  ichidagi munosabat 

deb ataladi.
9- t a  r i f .  X  to'plain ichidagi X x X  munosabat X  ichidagi 

universal munosabat deb ataladi.
10- t a  r i f .  { < x , x > / x e X }  munosabat X  ichidagi ayniyat 

unosabati deb> ataladi va ix yoki i simvoli bilan belgilanadi.
_ xti>oriy X  to'plamning x va у  elementlari uchun x i у  ifoda 

л ~ У bilan teng kuchlidir.
„ и л - Г У Т .  va P munosabat berilgan bo'lsin. U holda

11 t l , . n'n8 зугчп xlari uchun x p y }  bo'ladi. 
to‘plam] j  J  j to ‘plam A to'plam elementlarining p -obrazlari

{<* vT !;Sn = ^ X + * tenglama bilan aniqlangan to'g'ri chiziqni 
к Д ч  d X „ У = 2х  + 1}, ushbu y < x  tengsizlikni esa

F* K X R / y c x }  shaklda ifodalash mumkin. ш
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1.6.2. Ekvivalentlik  m unosabati. Munosabatlar turli xossalarga ega 
bo'lishi mumkin. Matematikada quyidagi 12- ta’rifda ko'rsatilgan uchta 
xossaga ega bo'lgan munosabatlar ko‘p uchragani uchun ularga maxsus 
nom berilgan.

12- t a ’ r i f .  X  to plamning ixtiyoriy x  elementi uchun:
agar x  p  X  bo 'Isa, и holda p  munosabat X  to ‘plamdagi refleksiv 

munosabat;
agar x  p  у  dan у  p x  kelib chiqsa, и holda p  munosabat simmetrik 

munosabat:
agar x  p  у  va у  p  z  dart x  p  z  kelib chiqsa, и holda p  munosabat 

tranzitiv munosabat deb ataladi.
13- t a ’ r i f .  Agar biror to'plamdagi munosabat refleksiv, simmetrik 

va tranzitivlik xossalariga ega bo'lsa, и holda bunday munosabat shu 
to ‘plamdagi ekvivalentlik munosabati deb ataladi.

Agar p  munosabat X  to‘plamdagi ekvivalentlik munosabati bo'lsa, u 
holda Dp = X  bo‘lishi ravshandir.

7- m i s o l .  Quyidagi har bir munosabat muayyan to'plamdagi 
ekvivaletlik munosabatiga misol bo‘la oladi.

1. Istalgan to‘plamdagi tenglik munosabati.
2. Tekislikda joylashgan barcha uchburchaklar to'plamidagi 

o‘xshashlik munosabati.
3. Butun sonlar to'plamidagi n modul bo'yicha taqqoslash 

munosabati.
4. O'zbekiston Respublikasida yashovchi odamlar to'plamidagi "bir 

uyda yashovchilar” munosabati. ■
Ekvivalentlik munosabati ushbu asosiy xususiyatga ega: u to'plamni 

kesishmaydigan qism to'plamlarga bo'ladi. Masalan, 7- misolning 4- 
bandidagi "bir uyda yashovchilar” munosabati O'zbekiston Respublikasida 
yashovchi odamlar to'plamini bir-biri bilan kesishmaydigan "bir uyda 
yashovchilar” va “qolganlar” qism to'plamlariga bo'ladi. Bu aytilganlarni 
quyidagicha umumlashtirish mumkin.

14- t a ’ r i f .  p  biror X  to ‘plamdagi ekvivalentlik m u n o s a b a t i  

bo'lsin. Agar X  to'plamning A qism to'plamida shunday’ X element 
topilib, A = { у /  x  p  y }  bo'lsa, и holda A qism to'plam ekvivalentlik 
sinfi yoki ekvivalentlik p  -sinfi deb ataladi.

Keltirilgan ta’rifga asosan X  to'plamning A qism to'plamj 
ekvivalentlik sinfi bo'lishi uchun X  to'plamning A = p[{x}] ten g lik 111 
qanoatlantiruvchi x  elementi mavjud bo'lishi yetarli va zarurdir. Agar p 
munosabat to'g'risida hech qanday shubha tug'ilmaydigan bo'lsa, u holda 
X  to'plamdagi x  elementlaming p  -obrazlari to'plami [.v] shaku 
belgilanadi (ya’ni p[{x}] = [j c ] ) va bu to'plam x  yuzaga keltirgan



xiisusiyaj; j»_ ^  sinfhing hamma elementlari o ‘zaro ekvivalentdir;
2) agar x p y  bo'lsa, u holda [дг] =  [ у ] .
1) xossa ekvivalentlik munosabatining refleksivlik xususiyatidan kelib 

chiqadi.
2 ) xossani isbotlaymiz. x p y  bo'lsin, ya’ni x  element у  elementga 

ekvivalent bo'lsin, u holda [ vj с  [x] . Haqiqatan ham, z e  [y] (ya’ni, 
v p z )  m unosabatdan  va x p z  bo'lganligi uchun, p  munosabatning 

tranzitiv xususiyatiga  asosan, x p z  kelib chiqadi, ya’ni z e [ . r ] ,  
Ekvivalentlik munosabatining simmctriklik xossasidan foydalanib, 
[а ] с  [ у]  b o 'lish in i isbo t qilish mumkin. Demak, [x] [ v ] .

1.6.3. Funksiya tushunchasi. F unksiya lar superpozitsiyasi. 
Funksiya tushunchasini yuqorida o'rganilgan atamalar orqali aniqlaymiz. 
Funksiya shunday munosabatki, uning turli elementlarining (juftlikla- 
rining) birinchi koordinataiari hech qachon o 'zaro teng bo'lmaydi. 
Funksiyaning grafigi tartiblangan juftliklar to'plam idan iborat. Funksiya 
bilan uning grafigi orasida hech qanday farq yo'q.

Shunday qilib, f  munosabat quyidagi talablarni qanoatlan- 
tirgandagina funksiya bo'la oladi:

1) /  ning elementlari faqat tartiblangan juftliklardan iborat;
2) agar < x , j >  va < x , z >  clcmentlar /  ning elementlari bo'lsa. u 

holda v = z  bo'ladi.
8 - m i s o l .  {< 1,2 > ,< 2 ,2  > ,< 3,4 >} shaklda berilgan .9 munosabat 

funksiyadir va D s =  {1,2,3}, Rs =  {2,4} . ■
9- m i s o l .  {< 3,4 > ,<  3,5 > ,<  4,6 >} munosabat funksiya bo'la 

о maydi, chunki < 3 , 4 >  va < 3 , 5 >  elementlarining birinchi koordi- 
natalan o'zaro teng. ■

10- m i s o l .  {< x,  x" + x  +1 > / x e  R } funksiyadir, chunki agar 
x - »  bo'lsa, u holda x  + x  + 1 = и 2 + и + {. m
chunk" m ' s o * \ ( < x  ■> x  > /-v e  R )  munosabat funksiya bo'la olmaydi, 
(macni* uninS birinchi koordinataiari o'zaro tene bo'lgan elementlari 

S ’ > va <  I - 1 > ) mavjud. ■ ~
и holda v / r ' V  Aga>- ?  / ип^ ‘Ув va < x ,  у  >e f  (y a ’ni x f  у ) bo'lsa, 
X aroun f  funksiyaning argument!, у  esa shu funksiyaning

x ent a&  4ly moti yoki x  elementining ohrazi deb ataladi. 
y°ki , / ^ t n i n g  J  fimksiyasini belgilash uchun x f ,  f ( x ) ,  f  x
ya’n i ^ e C ardan,fbydalaniladi- / ( x )  / ( x )  =  /[{ * } ]  deb,

mng /-o b ra z la ri to'plami deb qarash mumkin.

bvivalentlik sinfi deb ataladi. Ekvivalentlik sinfi quyidagi ikki
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Berilgan /  va g  funksiyalar bir xil elementlardan tuzilgan bo lSa 
bunday funksiyalar teng bo'ladi ( /  = g  ), ya’ni boshqacha qilib aytgand 
D f = D g va barcha x  argumentlar uchun / ( x )  =  ,g(.x) bo‘lsagina’ 
f  = g  bo'ladi.

Shunday qilib, funksiya berilgan bo'lishi uchun uning aniqianish 
sohasi va shu sohaning har bir elementi uchun funksiyaning qiymatj 
berilishi kerak.

1 2 - m i s o l .  Berilgan /  funksiya uchun {< x ,.r‘ + jc + 1 > / j c e  /?} 
dan f { x )  = x 2 + x  + 1 kelib chiqadi. ■

Agar f  funksiyaning aniqianish sohasi R f с  Y bo‘lsa, u holda 
funksiyaning o'zgarish sohasi Y  to‘plami ichi^a bo'ladi, deb yuritiladi va 
quyidagicha belgilanadi: f ' . X —ь У  yoki X  —> Y .

Yuqorida ko'rsatilgan hamma /  to'plam X x Y  to'plamning qism 
to'plami bo'ladi, uni F 1 deb belgilaymiz.

Agar X  = 0  bo'lsa, u holda Y x faqatgina bir elementdan iborat 
bo'ladi va u X x Y  to'plamning bo'sh qism to'plamidir. Agar Y  = 0  va 
X  = 0  bo'lsa, u holda Y x = 0 .

16- t a ’ r i f .  Agar f  funksiya uchurt x { Ф x 2 bo'lishidan 
/ ( j c ,  ) Ф f  ( x 2) kelib chiqsa, и holda f  bir qiymatli funksiya deb 
ataladi.

17- t a ’ r i f .  Berilgan f  va g  funksiyalarning superpozitsiyasi deb 
g o  f  =  {<  x , z > /  shunday у  borki, x fy  va y g z } to ‘plam ga aytiladi.

Berilgan /  va g  flmksiyalaming g ° f  superpozitsiyasi ham 
funksiya bo'ladi. /  va g  funksiyalarning z  = g ° f  superpozitsiyasmi 
z  = g ( f ( x ) )  ko'rinishda yozish mumkin. Superpozitsiyaga berilgan 
ftmksiyalar ustida bajarilayotgan amal deb qarasa bo'ladi. Funksiyalarning 
superpozitsiyasi funksiyalarning funksiyasi deb ham ataladi.

13- m i s o l .  ^  = s inx  va z  = \ n y  bo'lsin, u holda z  = lnsin.r 
funksiya sin x  va In у funksiyalarning superpozitsiyasidir. ■

Superpozitsiya amali assotsiativlik qonuniga bo'ysunadi, yaDl 
ixtiyoriy g ,  f  va h funksiyalar uchun quyidagi tenglik o'rinlidir 

g o ( f  oh)  = ( g ° f ) ° h .
Agar / : X  —» У va g  : Y  —> Z  bo'lsa, u holda g  о f : X  —> 7- va 

( g ° / ) W  = g ( / W )  bo'ladi.
18- t a ’ r i f .  Agar f  bir qiymatli funksiya bo'lsa, и holda 

funksiyadan koordinatalarining o'rinlarini almashtirish natijasida h°ŝ  
b o ‘ladigan funksiya f  funksiyasiga teskari funksiya deb ataladi va t 
kabi belgilanadi.



Faqatgina bir qiymatli funksiyalar uchun bajariladigan /  1 amaliga
caytarish am ali deyiladi.

f ~ ] funksiyaning aniqianish sohasi uchun D ^ . , = R f , o'zgarish 
s o h a s i  uchun esa , = D f  o'rinlidir.

1.6.4. T artib lash  m unosabati. Endi tartiblash munosabatini
o'rganamiz.

19- t a ’ r i f .  Berilgan X  to ‘plamdagi x  va у  elementlar uchun 
у p x  munosabat о 'rniga x p y  munosabat о ‘rinli bo ‘lishini ко ‘rsatuvchi 

munosabat tartiblash munosabati deb ataladi.
Tartiblash munosabati yordamida elementlami qanday tartibda qo‘yish 

masalasini hal etish mumkin. Haqiqiy sonlar to'plami uchun <, < >, > 
m unosabatlar tartiblash munosabatlariga misol bo'Ia oladi. To'plamlar 
sistem asi uchun xuddi shunga o'xshash vazifani с ,  с  munosabatlar 
o'ynaydi (ushbu bobning 3- paragrafiga qarang).

20- t a ’ r i f .  Agar X  to'plamining ixtiyoriy x  va у  elementlari 
uchun bir vaqtda x p y  va у  p x  bajarilishidan x  =  у  bo ‘lishi kelib 
chiqsa, и holda bunday’ p  munosabat antisimmetrik munosabat deb 
ataladi.

21- t a ’ r i f .  X  to'plam ichida refleksivlik, antisimmetrik va 
tranzitivlik xossalariga ega bo'lgan p  munosabat X  to ‘plamdagi 
qisman tartiblash munosabati deb ataladi. Har qanday refleksiv va 
tranzitiv munosabat tartiblash munosabati deb ataladi.

Qisman tartiblash munosabati odatdagi “ < ” simvol bilan belgilanadi. 
Agar < munosabati X  to'plamni qisman tartiblasa, u holda X  
to'plamning istalgan x  va у  elementlari uchun x  < у  munosabat 
bajarilishi ham, bajarilmasligi ham mumkin. Agar x  < у  va x  Ф у  bo'lsa, 
u holda x  < у  deb yoziladi va “ x  (element) у  (element)dan kichik” yoki 

x (element) у  (element)dan oldin kelladi” deb o'qiladi.
22- t a ’ r  i f . X  to ‘plamning har qanday x  elementi uchun x  p  x 

Munosabat bajarilmasa, и holda p  shu X  to ‘plamdagi irrefleksiv 
munosabat deb ataladi.
, Agar -  munosabat X  to'plamdagi qisman tartiblash munosabati
0 sa> u holda < munosabat X  to'plamdagi irrefleksiv va tranzitiv

munosabat bo'ladi.
bilan ' *3 ' Г Q‘sman tartiblash p  munosabatning (o 'zgarish sohasi 
\>a П. Ustma~us1 tushuvchi) aniqianish sohasiga qarashli ixtiyoriy turli x  

e êmentlari uchun yo x p y  yoki y p x  o'rinli bo'lsa, bunday- 
°sabat chiziqli (oddiy) tartiblash munosabati deb ataladi.
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Haqiqiy sonlami qiymatlariga qarab tartiblash chiziqli tartiblash 
munosabatiga misol bo'la oladi.

24- t a ’ r i f .  Agar biror X  to ‘plamda q is man tartiblash munosabati
< berilgan bo'lsa, и holda bu to'plam qisman tartiblangan to'plam deb 
ataladi va и < X ,< > tartiblangan juftlikdan iborat bo 'ladi.

25- t a ’ r i f .  Agar biror X  to'plamda chiziqli (oddiy) tartiblash 
munosabati < berilgan bo'lsa, и holda bu to'plam chiziqli (oddiy) 
tartiblangan to'plam deb ataladi va и < X , < >  tartiblangan juftlikdan 
iborat bo ‘ladi.

Masalan, agar /  to'plamlar sistemasi bo'lsa, u holda < / , £ >  
qisman tartiblangan to'plam bo'ladi.

X  to'plamning tartiblash munosabati va X '  to'plamning <’ 
tartiblash munosabati berilgan bo'lsin. Agar f : X  —> X '  funksiya uchun 
x <  vdan f ( x )  <’f ( y )  kelib chiqsa, u holda bu funksiya X  to'p- 
lamining < tartiblash munosabatiga va X ’ to'plamining <' tartiblash 
munosabatiga nisbatan tartibini saqiavdi deb hisoblanadi. Agar X  va 
X '  to'plamlar orasida shunday o'zaro bir qiymatli moslik topilsaki, uning 
o'zi ham teskarisi ham tartibni saqlasa, u holda bu o'zaro bir qiymatli 
moslik qisman tartiblangan < X , <  > va < X ' , < ' >  to'plamlar orasidagi 
izomorfizmdir.

Endi qisman tartiblangan to'plamlar bilan bog'liq bir necha 
tushunchalami o'rganamiz. Agar X  to'plamning barcha x  elementlari 
uchun y < x  bo'lsa, u holda uning у  elementi X  to'plamning < qisman 
tartiblash munosabatiga nisbatan eng kichik elementi deb ataladi. Agar 
shunday element mavjud bo'lsa, u holda u yagonadir. Agar X  
to'plamning hech qaysi x  elementi uchun x  < у  munosabat bajarilmasa, 
u holda uning у  elementi X  to'plamning < qisman tartiblash 
munosabatiga nisbatan minimal elementi deb ataladi. Ravshanki, berilgan 
to'plamda minimal element yagona bo'lmasligi ham mumkin.

Agar har qanday x e  X  uchun x  < у  bo'lsa, u holda X  to 'p lam ning  
у  elementi shu to'plamning < munosabatiga nisbatan eng katta e le m e n t i  

deb aytiladi. Agar shunday element mavjud bo'lsa, u yagonadir. X  
to'plamning hech qaysi x  elementi uchun x  > у  munosabat bajarilm asa, 
u holda X  to'plamning у  elementi shu to'plamning < m u n o s a b a t i g a  

nisbatan maksimal elementi deb ataladi.



Agar X  to'plamning bo'sh bo'lmagan ixtiyoriy qism to'plami eng ki- 
bik elem entga ega bo'lsa, u holda < X,< > qisman tartiblangan to'plam 

to'Kq tartiblangan to'plam deb ataladi. Odatdagi tartibga ega {0,1,2,...} 
(manfiymas butun sonlar) to'plami to'liq tartiblangan to'plamga misol
bo'la oladi.

< x <  > qisman tartiblangan va A c  X  bo'lsin. Agar istalgan a e  A 
uchun a < x  bajarilsa, u holda X  to'plamning x elementi A 
to'plamning yuqori chegarasi deb ataladi. Xuddi shu kabi, agar istalgan 
a e A uchun x < a  bajarilsa, u holda X  to'plamning x elementi A 
to'plamning quyi chegarasi deb ataladi.

Agar M  tartiblangan to'plam bo'lsa, u holda uning A/ 1 qism to'plami 
ham tartiblangan bo'ladi. Agar bu tartiblangan to'plam chiziqli bo'lsa, u 
holda M ] qism to'plam M  to'plamning zan jiri deyiladi. I = \m ' - 1  
ifoda zanjirning uzunligi deb ataladi, bu yerda j Л/1 -  chiziqli 
tartiblangan Л/1 qism to'plamning quw ati. I uzunlikdagi har bir zanjir
1, 2 ,...,/ +1 butun sonli zanjirga izomorfdir.

M  to'plamning eng katta elementini m, bilan va eng kichik 
elementini mQ bilan belgilaymiz.

M  tartiblangan to'plam mj elementining balandligi d(mt) deb 
ma < m, < m2 <... < mi ( M to'plamning) zanjirlar uzunligining 
maksimumiga (/ ^ J  aytiladi. M  tartiblangan to'plam uzunligi d(M ) 
deb M  to'plamdagi zanjirlar uzunligining maksimumiga aytiladi, ya’ni 
tartiblangan M  to'plamning uzunligi d(M ) uning elementlari balandligi 
d(mi) ning maksimumiga teng: d(M ) = max /и, e  M .

Muammoli masala va topshiriqlar

1. Tenglamasi y  = 2x + l ko'rinishda bo'lgan to'g'ri chiziqni 
!<.<-,у  >e RxR/ y  = 2x + 1} va y < x  munosabatini 

R*R / у  < x } shakllarda yozish mumkinligini tushuntiring.
■ , 2 , 4  >,< 5,6 >,< 7,6 >,<8,8 >}} tartiblangan juftliklar to'pla-
i înar munosabati bo'lishi yoki bo'lmasligini tekshiring.

sohasini ^  >?< ^  >,<: ^  funs^s‘yan’ng aniqlanish va qiymatlar

bn'tm i < ^’5 >,< 4 ,6  >} munosabat funksiya bo'lishi yoki
0 ‘̂ asligmi tekshiring.

6 j*' X,2X + x +  ̂> Ix e  R } funksiya bo'lishini isbotlang.
-j x > x̂ e  funksiya bo'la olmasligini isbotlang.

u algebrasining Kantor algebrasiga izomorf ekanligini isbotlang.



Mustaqil ishlash uchun suvollar
1. Munosabatlar tushunchasi nimani ifodalaydi?
2. Binar munosabat deb nimaga aytiladi?
3. Ekvivalentlik munosabati nima?
4. Qanday munosabatlar refleksiv, simmetrik va tranzitiv munosa­

batlar deb ataladi?
5. Funksiya tushunchasini bilasizmi?
6 . Funksiyalar superpozitsiyasi deganda nimani tushunasiz?
7. Tartiblash munosabatini qanday tushunasiz?

1.7.Fazzi munosabatlar

To ‘plam . Element. Dekart ко 'paytmasi. Munosabat. Fazzi to 'plam. fazzi 
munosabat. Fazzi munosabatning qismi. to ‘Idiruvchisi. Fazzi munosaballarning 

birlashmasi, kesishmasi, a lgebraik  ko'paytmasi, a lgeb ra ik yig 'ind isi, 
kompozitsiyasi.

1.7.1. Fazzi munosabat tushunchasi. I bobning 5- paragrafida fazzi 
to'plam tushunchasi o'rganilgan edi. Endi fazzi munosabat tushunchasini 
kiritamiz. Berilgan X 1,X 2,...,X n universal to'plamlarning Dekart ko'­
paytmasi X  = X\ x X 2 X...X X n bo'lsin.

1- t a ’ r i f .  X  Dekart ko'paytmasining fazzi qism to'plamiXv 
X 2,...,X n to 'plamlarda aniqlangan n -ar fazzi munosabat deb ataladi.

Ko‘pincha “л-аг fazzi munosabat” iborasidagi “ и -ar” tushirib qol- 
diriladi. Fazzi munosabatlami belgilashda turli usullardan foydalaniladi. 
Fazzi to‘plam tushunchasi ta’rifiga ko‘ra R : (X l,X 2,...,X n) —>[0,1] 
fazzi munosabatni aniqlovchi fazzi to'plamning flR(xl,x2,...,xn) a'zolik 
funksiyasi qiymati xl,x2,...,xn (x, e  X t,i — \,n) elementlar orasidagi n- 
ar R fazzi munosabatning bajarilish  darajasin i ifodalaydi.

n -  2 bo'lgan holda X  va Y to'plamlarda aniqlangan R : X  X > 
-»[0,1] fazzi munosabat X x Y  Dekart ko'paytmasining har bir (x,.v) 
elementiga f l J x , y ) e  [0,1] kattalikni mos qo‘yadi. X  = Y bo'lganda 
R : X  X X  —» [0,1] fazzi munosabat X  to'plamda aniqlangan deb 
vuritiladi.

I- m i s o i .  1 . X  = {x,,x2,x 3} va Y = {yt,y 2,y 3,y 4} to'plamlarda 
aniqlangan XMY fazzi munosabat (aniqrog'i, uni aniqlovch fazzi to'plao1 
a'zolik funksiyasi), masalan, 1- jadvaldagidek berilishi mumkin.

2 . ^  = {0 ,1,2,3} to'plamda aniqlangan "x ~ y" (“x taqriban vga 
teng”) fazzi munosabatni, masalan, qiymatlari quyidagi matritsada berilga° 
H-xmv-(x,y )  a ’zolik funksiyasi vositasida ifodalash mumkin.



1- jadva l

XMY >’\ У2 Уз У4

X1 1 0,5 0,1 0,3

Xlt 0 0,8 1 0.7
0 0 0,6 1

О 1 3 * - y  * 1

/

М-,-

1 0,5 0 ,2  0 .Г

0,5 1 0 .6  0,3 

0,2  0,6  1 0,8 

(<U 0,3 0,8 1

3. Agar universal to‘plam X  =[0, 3] ko'rinishda berilgan bo‘lsa, u 
holda "x y" fazzi munosabat uchun a ’zolik funksiyasi sifatida, masalan. 

t,(x,.y) = e~°'2(x~y) funksiya olinishi mumkin. ■
A’zolik funksiyasi \UR(x,y) bo'lgan R fazzi munosabat berilgan bo'l­

sa, a’zolik funksiyasi quyidagicha aniqlangan munosabat fazzi muno- 
sabatga yaqin oddiy munosabat (uni R deb belgilaymiz) sifatida 
qaralishi mumkin:

-
0, /гк (дг, у) < 0,5 bo'lganda,

А Л х ,у )  = ■ 1, /iR (х, у) >0,5 bo’lganda,
0 yoki 1, //R (.г, у) = 0,5 bo'lganda.

Ko'pchilik hollarda HR( x ,y ) - 0,5 bo'lganda )J.R(x,y) = 0 deb olinadi.
X  va Y to'plamlarda aniqlangan hamda j lR(x,y) a ’zolik funksiyasi 

bilan ifodalanuvchi XRY fazzi munosabat berilgan bo'lsin.
2 - t a ' r i f .  X x Y  Dekart ко ‘paytmasining jJR (x, y) > 0 shartni 

qanoatlantiruvchi barcha (x ,y) elementlaridan tashkil topgan S(R) 
to'plam XRY fazzi munosabatning tashuvchisi deb ataladi.

3- t a ' r i f . A ’zolik funksiyasi \ — flR(x, v) bo‘Igan 
munosabat R fazzi munosabatning to ‘Idiruvchisi deb ataladi.

- m i s o l .  [0, 5] to'plamda aniqlangan va

R fazzi

/г.х=у.(х ,у)  =
-Ч*-уГ | x — у  2 bo'lganda,

[0, aks holda.

aZOllk ^ s i y a s i  bilan ifodalanuvchi "x = y” (“ x taqriban >'ga teng”) 
tazzi ■

munosabatni M bilan belgilaymiz. U holda M  fazzi munosabat-
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ning tashuvchisi S(M ) = { (x ,^ ): 0 < x < 5, 0 < >> < S J x - >> |< 2} to'p­
lam bo'ladi. M  fazzi munosabatning to'ldiruvchisi M  fazzi munosabat 

taqriban у  ga teng emas” deb ifodalanishi mumkin. 3- ta’rifga ko'ra 
M fazzi munosabatning a’zolik funksiyasi

va 2- ta’rifga ko'ra 5 (M ) = {(x,>'): 0< x< 5 , 0 < y<  5, хФ у} bo'ladi. ■
4- t a ’ r i f .  Agar X x Y  Dekart ko'paytmasining barcha (x,_y) 

elementlari uchun fJLK (x ,y) = HK (x ,y) tenglik bajarilsa. и holda X R J  
va XR2Y fazzi munosabatlar о ‘zaro ekvivalent deb ataladi.

Berilgan /?, va R2 fazzi munosabatning o'zaro ekvivalentligi /?, = R, 
(ba’zan Rx ~ R2) shaklda belgilanadi va “ekvivalent” iborasi o'mida 
“teng” iborasi ham qo'llanilishi mumkin.

5- t a ’ r i f .  Agar X x Y  Dekart ko'paytmasining barcha (x,j/) 
elementlari uchun Цк (x,y)< /1R (x ,y) tengsizlik bajarilsa, и holda 
XF.xY fazzi munosabat XR2Y fazzi munosabatning qismi deb ataladi.

/?, fazzi munosabat R1 fazzi munosabatning qismi bo'lishi R, с  R2 
ko'rinishda yoziladi va “ /?, fazzi munosabat R2 fazzi munosabatda 
yotadi” yoki “ i ?2 (fazzi munosabat) /?, ni (fazzi munosabatni) o'z ichiga 
oladi (qam raydi)” deb o'qiladi.

3- m i s о 1. [0, °°) to'plamda aniqlangan hamda mos ravishda

a’zolik funksiyalari bilan ifodalanuvchi у  »  x ( “ 7  son x so nd an jud a 
katta”) tipidagi ikkita Rl va R2 fazzi munosabatlar berilgan bo'lsin- 
Ravshanki, agar k2 > A, bo'lsa, u holda R{ fazzi munosabat R2 fazZI 
munosabataing qismi bo'ladi. ■

tanishamiz.
X  va Y to'plamlarda aniqlangan, mos ravishda HRi (x, y) v? 

HR (x,y) a’zolik funksiyalari bilan ifodalanuvchi ikkita Rx va R2 f322 
munosabatlar berilgan bo'lsin.

1, aks holda,

0, x > у  bo'lganda.
/^R,(x,y) = -

1 — e  *1<л 3 * , y > i  bo'lganda,

0 , x > у  bo'lganda,
f'R7(x ,y) = -

l — e *2<x ’ 1 , у > x bo'lganda,

1.7.2. Fazzi munosabatlar ustida amallar. Fazzi munosabatlar ustida 
turli amallar bajarish mumkin. Bu yerda bunday amallardan ba’zilari bilan



6 -  t a ’ r i f . A'zolik funksiyasi т а x{llR(x,y),HR(x,y)} bo'lgan 
R \J R f cr~l munosabat R] va R2 fazzi munosaballarning birlashmasi

llehj'.C I ' r i f .  A'zolik funksiyasi min{flR(x,y),luR(x,y)} bo'lgan 
R f\R? f azz‘ munosabat Rl va R2 fazzi munosabatlaming kesishmasi 
deb ataladi.

4- mi s o l .  X  = {x,, x2} va Y = {yl, y 2,y 3} to'plamlarda aniqlangan 
XM Y va XM2Y fazzi munosabatlar ц х,(х ,у )  va fXM (x, y) a ’zolik 
funksiyalari mosVavishda 1- va 2- jadvallaraa berilgan.

1-jadval 2- jadval

Цв(х,у) У1 У 2 Уз
X\ 0.2 0.1 0,8

Xl ] 0,7 0,2

И А Х’ У) У1 У2 Уз
X\ 0,7 0,9 0.8
*2 0,3 0,6 0,5

Berilgan fazzi munosabatlar B = My U -Ц. birlashmasi va A=M , flM , 
kesishmasining flB(x ,y) va f lK(x ,y)  a ’zolik funksiyalarini mos 
ravishda 3- va 4-jadvallardagidek ifodalash mumkin. ■

Ив(Х’ У) У\ У 2 Уз
Xl 0,7 0,9 0,8
Xl 1 0.7 0,5

Рк(х,у) У\ У 2 Уз
*1 0,2 0.1 0,8
Xl 0,3 0.6 0,2

8- t a ’ r i f .  A ’zolik funksiyasi n R(x,y)/lR(x ,y) bo'lgan Rl R2 
fazzi munosabat R] va Rz fazzi munosabatlaming algebraik ко ‘paytmasi 
d eb  ataladi.
, ,.9' *a ’ r l f ‘ A ’zolikfunksiyasi (x,y)+ji^ (х ,у ) -ц я (x,y)nR (x,y)
0 igan A| + R2 fazzi munosabat R. va R2 fazzi munosabatlaming 

a ^ ‘braik yig ‘indisi deb ataladi.
5- mi s o l .  4- misolda berilgan А/, va M , fazzi munosabatlaming 

® ge raik ko'paytmasi A — M {- M 2 va algebraik yig'indisi С -  M, + M 2 
0 gan fazzi munosabatlar Ц .(х,у) va ur (x,y) a'zolik funksiyalari 

"os ravishda 5- va 6- jadvallarda berilgan. .
5- jadval 6- jadval

J h ( x , y ) У1 Уг Уз
—— 0,14 0,09 0,64

0,3 0,42 0,1

^ с ( х ,У ) Ух У2 Уз
Xl 0,76 0,91 0,96

1 0,88 0,6
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Fazzi munosabatlar ustida yuqorida kiritilgan amallar distributive 
xossalariga ega, ya ’ni X  va Y to‘plamlarda aniqlangan ixtiyoriy A ft 
va С fazzi munosabatlar uchun quyidagilar o‘rinlidir.

i. лП (яир= (лПя)1М П С).2. /Ц1(£ПС)=(лия)П(лис).
3. A (B \ JC ) = (A -B )\J(A -C ). 4. А (В П С ) = (А В)П(А С).
5. A + (B{JC) = (A+B)\J(A+C).6. А+{ВГ\С) = {А + В )Ш  + С).
Bu xossalardan faqat l-sini isbotlash bilan kifoyalanamiz.
1- xossaning i s b o t i .  X x Y  Dekart ko'paytmasining barcha 

elementlari uchun
min {/iA (x, y ) , max {,uB (x, y), //c (x, >>)}} =

= max {min {/iA (x, y), p B (x ,y )} , min {/eA (x, y), /ic (x, y ) }}
tenglik bajarilishini ko'rsatish kerak. (x,>>) -  X x Y  Dekart ko'paytmasi­
ning ixtiyoriy elementi hamda a = flA(x,y), b = /j.B(x,y) va c = /uc(x,y) 
bo'lsin. Ushbu bobning 5- paragrafidagi fazzi to'plamlar uchun dis­
tributivlik xossasini ifodalovchi АГ\(В1)С) = (АГ\В)1](АГ\С) tenglikni 
isbot qilishdagidek bu yerda ham mumkin bo'lgan 15 holdan biri ro'y 
berishi mumkin. Mumkin bo'lgan barcha 15 holda ham isbotlanishi kerak 
bo'lgan tenglik to'g'ri. ■

Qolgan xossalarining isboti o'quvchiga havola qilinadi.
10- t a ’ r i f .  X  va Z to'plamlarda aniqlangan, a ’zolik funksiyasi 

max min{//^ (x,y),//R (y ,z )} bo ‘Igan Rt ° R2 fazzi munosabat X  va Y 
toyplamlarda aniqlangan R{ hamda X  va Y to'plamlarda aniqlangan 
R2 fazzi munosabatlarning kompozitsiyasi deb ataladi.

5 - m i s o l .  X  = {x{,x2}, Y = {у^,у2,у 3}\л Z = {zl,z2,z3,z 4} to'p­
lamlar berilgan bo'lsin. A’zolik funksiyalari mos ravishda 7-, 8- 
jadvallarda ifodalangan X  va Y to'plamlarda aniqlangan XFxY hamda 
Y va Z to'plamlarda aniqlangan XF2Y fazzi munosabatlarning K  = F]°F2 
kompozitsiyasini ( J  va Z to'plamlarda aniqlangan XKZ fazzi muno­
sabatni) topamiz.

7- j a d va l  8- jadval

Мгг(х >:у) *2
*7

У i 0 0,5 0,1 0,8

Уг 0,3 0,2 0,6 0,5

Уъ 1 0 0.5 0,1

Ир, ( х’ У) У1 У2 Уз
0.1 0,7 0,8

*2 0,5 0 0,2
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1) /UK(xi,z l) =  max.{mm{/tFl(xl ,y l)>/'F2(y i,z l)}, t i l i n g (д:t,y 2),
u F (y2 , z ,)}, min {/if. (x ,, y 3), /fF: (y 3,z ,)}}=  max {min {0 , 1; 0}, 
min {0 ,7 ; 0 ,3}, min {0 ,8 ; 1} } = max {0 ; 0 ,3; 0 , 8} = 0 , 8 ;

2) Mk ’ 22) = max{min{0Л;0 ,5 } ,min{0 ,7 ;0 ,2} ,m;n {0,8;0}} =
= max {0 , 1; 0 , 2 ; 0 } — 0 , 2 , 

3) кC î’ 2з)~  ^  Mat(* ,,^4) 0 ,5, 5) (.Xj, Z|) — 0,2 ,
6) Mk (x2, z2) ~~ 0,5 , 7) /1К (x2,Zj) — 0,2 , 8) /Хд- (дс,, ̂ 4) — 0,5 ;

Bu qiymatlami 9- jadvalga joylashtiramiz. ■
Kompozitsiya amalining xossalari sifatida quyidagilarni keltiramiz. 
Ixtiyoriy A , В va С  fazzi munosabatlar uchun quyidagilar o‘rinlidir.

9-jadval

Ик(х’ У) Zl Z2 * 3 *4
-X, 0 , 8 0 , 2 0 . 6 0,5
* 2 0 , 2 0,5 . . 0 , 2 0,5

1. Assotsiativlik: ( A ° B )° С = A ° ( B ° C ) .
2 . Birlashmaga nisbatan distributivlik: A ° (B U С) = (А с В ) U (A ° C ) .
3. Agar A cl В bo'lsa, u holda R °A c z R °B  bo'ladi.
Ta’kidlaymizki, kompozitsiya amali uchun kesishmaga nisbatan

distributivlik xossasi o'rinli emas, ya’ni, umuman olganda, Ao (B f l C ) va 
(А о В)Ц (А о С) fazzi munosabatlar o'zaro ekvivalent emas.

10- ta’rifdagi a ’zolik funksiya ko'rinishiga asoslanib, uni (max,min)- 
kompozitsiya deb ham atashadi. Agar 10- ta’rifdagi a ’zolik funksiyasi 
boshqacha, masalan, max{|Ux (x,y)juK (x ,y ) j ko'rinishda ifodalansa, u 
holda (max,*)-kompozHsiya tushunchasi hosil bo'ladi.

Fazzi to'plam va fazzi munosabat bilan bogiiq matematik nazariya 
~ a g a  bir qator tushunchalaming kirib kelishiga asos bo'lib xizmat 
?! ' Fazzi xulosalar, fazzi qivmatlar va ular ustida amallar. yumshoq 
•so lashlar (soft computing), lingvistik o'zgaruvchilar. fazzi mantiq va 
0 aso*ar shunday tushunchalar jumlasidandir.

Muammoli masala va topshiriqlar 

^afz‘ mun°sabatlar ustida amallarning distributivligini ifodalovchi
^  xossalarni isbotlang.
Ico'nng '̂dZU mun°sabatlar uchun de Morgan qonunlarini tekshirib



3. Ixtiyoriy A , В va С fazzi munosabatlar uchun 
A (B + C) = (A - B) + (A C) o'rinli bo‘ lish shartini toping.

4. Ixtiyoriy A , В va С  fazzi munosabatlar uchun 
(A + В) + С = A + {В + C) o'rinli bo'lishini isbotlang.

5. Kompozitsiya amalining xossalarini isbotlang.

Mustaqil ish lash uchun savollar

1 . /-ar fazzi munosabat nima?
2. Fazzi munosabatning bajarilish darajasi deganda nimani tushunasiz?
3. Fazzi munosabatga yaqin oddiy munosabat qanday aniqlanadi?
4. Fazzi munosabatning tashuvchisi qanday to‘plam?
5. Fazzi munosabatning toMdiruvchisi nima?
6 . Fazzi munosabatlarning birlashmasi va kesishmasi qanday 

aniqlanadi?
7. Fazzi munosabatlar algebraik ko‘paytmasi, yig'indisi uchun 

a ’zolik funksiyalari ko‘rinishini bilasizmi?
8 . Fazzi munosabatlar ustida bajariladigan amallaming distributivlik 

bilan bog'liq qanday xossalari bor?
9. Fazzi munosabatlar kompozitsiyasini topish uchun a'zolik 

funksiyalari qiymatlari ustida qanday amallar bajariladi?
10. Fazzi munosabatlar kompozitsiyasi uchun kesishmaga nisbatan 

distributivlik xossasi o'rinli emasligining sababi nimada



II BOB
K O M B I N A T O R I K A  E L E M E N T L A R I

Ushbu bobda kombinatorikada ko‘p qo'llaniladigan usul va qoidalar, 
kombinatsiyalar, Paskal uchburchagi, Nyuton binomi, binomial koef- 
fitsiyen tlam ing  xossalari, ko‘phad formulasi, Fibonachchi sonlari va 
ulam ing sodda xossalari, bo'laklashlar va ulaming ba’zi xususiyatlari, 
Ferrers diagrammasi, hosil qiluvchi funksiyalaming xossalari va ulaming 
kombinatorikada qo'llanilishi bayon qilinadi.

Kombinatorika. To'plam. Element. Tartiblash. K ombmatstya . Kornbinatorik 
tuzilma. Birlashma. Kesishma. K ortej. F igura li sonlar. Matematik induksiya usuli. 
Qo 'shish va ко ‘paytirish  qoidalari. Kiritish va ch iqarish  qoidasi. Umumlashgan 

qo 'shish, ко ‘paytirish  hamda kiritish va ch iqarish  qoidalari. Bulean.

2.1.1. Kombinatorika predmeti va paydo bo‘lish tarixi. Mate- 
matikaning kornbinatorik tahlil, kornbinatorik matematika, birlashmalar 
nazariyasi, qisqacha. kombinatorika deb ataluvchi bo'limida chekli yoki 
muayyan ma’noda cheklilik shartini qanoatlantiruvchi to'plamni (bu to'p­
lamning elementlari qanday bo'lishining ahamiyati yo‘q: harflar, sonlar, 
hodisalar, qandaydir predmetlar va boshqalar) qismlarga ajratish, ulami 
o'rinlash va o'zaro joylash ya’ni, kom binatsiyalar, kornbinatorik tu- 
zilmalar bilan bog'liq masalalar o'rganiladi. Hozirgi davrda kombina- 
lorikaga oid ma’lumotlar inson faoliyatining turli sohalarida qo'lla- 
nilmoqda. Jumladan, matematika, kimyo, fizika. biologiya. lingvistika, 
axborot texnologiyalari va boshqa sohalar bilan ish ko'ruvchi muta- 
xassislar kombinatorikaning xilma-xil masalalariga duch keladilar.

To plamlar nazariyasi iboralari bilan aytganda, kombinatorikada
0 ejlar va to'plamlar, ulaming birlashmalari va kesishmalari hamda 
°nejlar va qism to'plamlami turli usullar bilan tartiblash masalalari 

jj 3 V to'plam yoki kortej elementlarining berilgan xossaga ega kon- 
sonin?S'"aS* k°r yo'qligini tekshirish, bor bo'lsa, ulami tuzish va 

topish usullarini o'rganish hamda bu usullami biror parametr

2.1. Kombinatorika haqida umumiy tushunchalar

1 ? ‘г. lotincha “coml 
nolariiu anglatadi.

'a combinatio" so'zidan yasalgan  bo 'lib , birikm a, birlashm a. tuzilma. tutashma



bo‘yicha takomillashtirish kombinatorikuiing asosiy 
masalalari hisoblanadi.

Kombinatorikaning ba’zi elementlari eramizdan 
oldingi II asrda hindistonliklarga ma’lum edi. Ular 
hozirgi vaqtda gruppalashlar deb ataluvchi kom- 
binatorik tushunchadan foydalanishgan. Eramizning 
XII asrida Bxaskara Acharya' o'zining ilmiy 
tadqiqotlarida gruppalash va o‘rin almashtirishlarni 
qo‘llagan. Tarixiy ma’lumotlarga ko'ra, hindistonlik 
olimlar kombinatorika elementlaridan, jumladan, 
birlashmalardan foydalanib, she’riy asarlar tarkibiy 

tuzilishining mukammalligini tahlil qilishga uringanlar. O'rta Osiyo va 
G'arbiy Yevropada yashab ijod qilgan olimlarning kombinatorikaga oid 
ishlari haqida ushbu bobning 3- paragrafida ma’lumot keltirilgan.

Umuman olganda, kombinatorikaning dastlabki rivoji qimor o‘yin- 
larini tahlil qilish bilan bog'liq. Ba’zi atoqli matematiklar, masalan, 
B.Paskal2, Yakob Bemulli3, L. Eyler4, P. L. Chebishev5 turli o'yinlarda 
(tanga tashlash, soqqa tashlash, qarta o'yinlari va shu kabilarda) ilmiy 
jihatdan asoslangan qaror qabul qilishda kombinatorikani qo'llashgan.

XVII asrda kombinatorika matematikaning alohida bir ilmiy yo'nalishi 
sifatida shakllana boshladi. B. Paskal o'zining “Arifmetik uchburchak 
haqida traktat” va “Sonli tartiblar haqida traktat”
(1665- y.) nomli asarlarida hozirgi vaqtda bi­
nomial koeffitsiyentlar deb ataluvchi sonlar ha- 
qidagi ma’lumotlami keltirgan. P.Ferma6 esa 
figuraii sonlar bilan birlashmalar nazariyasi 
orasida bog'lanish borligini bilgan.

Figuraii sonlar quyidagicha aniqlanadi.
Birinchi tartibli figuraii sonlar: 1, 2, 3, 4, 5, ...
(ya’ni, natural sonlar); ikkinchi tartibli figuraii 
sonlar: 1-si Iga teng, 2-si dastlabki ikkita natural 
sonlar yig'indisi (3), 3-si dastlabki uchta natural

1 Bxaskara Acharya (1114-1178- yildan keyin) -  hindistonlik matematik va astronom.
" Paskal (Pascal Blez, 1623-1662) -  fransuz taylasufi, yozuvchisi. matematigi va fizigi.
3 Bemulli Yakob (1654-1705) -  Shveysariya matematigi.
4 Eyler (Euler Leonard, 1707-1783) -  mashhur matematik, mexanik va fizik.
5 Chebishev (Чебышев Пафнутий Львович, 1821-1894)- rus matematigi va mexanigi.
6 Fcrma (Fermat Pyer, 1601-1665) -  fransuz matematigi va huquqshunosi.

Leonard Eyler
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sonlar yig'indisi (6) va hokazo (1, 3, 6 , 10, 15, ...) ; uchinchi tartibli 
figurali sonlar: 1-si lga teng, 2-si birinchi ikkita ikkinchi tartibli figurali 
sonlarlar yig'indisi (4), 3-si birinchi uchta ikkinchi tartibli figurali sonlar 

hokazo (1, 4, 10,20, 35, ...).
1- m i s о 1. Tekislikda radiuslari o'zaro teng bo'lgan 

aylanalar bir-biriga uringan holda yuqoridan 1- qatorda 
bitta, 2- qatorda ikkita, 3- qatorda uchta va hokazo, 
joylashtirilgan boisin. Masalan, aylanalar bunday joyla- 
shuvining dastlabki to'rt qatori 1- shaklda tasvirlangan. 
Bu yerda qatorlardagi aylanalar sonlari ketma-ketligi 
birinchi tartibli figurali sonlami tashkil qiladi. Bu 

tuzilmadan foydalanib ikkinchi tartibli figurali sonlarni quyidagicha hosil 
qilish mumkin. Dastlab 1- qatordagi aylanalar soni (1), keyin dastlabki 
ikkita qatordagi aylanalar soni (3), undan keyin dastlabki uchta qatordagi 
aylanalar soni (6), va hokazo. ■

“Kombinatorika” iborasi G. Leybnisning1 “Kombinatorik san’at 
haqidagi mulohazalar” nomli asarida birinchi 
bor 1665- yilda keltirilgan. Bu asarda bir- 
lashmalar nazariyasi ilmiy jihatdan ilk bor 
asoslangan. 0 ‘rinlashtirishlami o'rganish bi­
lan birinchi bo'lib Yakob Bernulli shug'ul- 
langan va bu haqdagi ma’lumotlarni 1713- yil­
da bosilib chiqqan “Ars conjectandi” (Basho- 
rat qilish san’ati) nomli kitobining ikkinchi 
qismida bayon qilgan. Hozirgi vaqtda kombi- 
natorikada qoilanilayotgan belgilashlar XIX 
asrga kelib shakllandi.

Kombinatsiva -  bu kombinatorikaning Gotfrid Leybnis
asosiy tushunchasidir. Bu tushuncha yor­
damida ixtiyoriy to'plamning qandaydir sondagi elementlaridan tashkil 
topgan tuzilmalar ifodalanadi. Kombinatorikada bunday tuzilmalaming 
o‘rin alm ashtirishlar, o‘ rin lashtirish lar va gruppalashlar deb ataluvchi 
asosiy ko'rinishlari o'rganiladi.

2.1.2. Kombinatorikada ko'p qo‘Uaniladigan usul va qoidalar. 
Kombinatorika va graflar nazariyasida tasdiqlami isbotlashning samarali

Leybnis (Leibniz Gotfrid Vilgelm. 1646-1716) -olmon faylasufi. matematigi, fizigi, 
kashfiyotchisi, huquqshunosi, tarixchisi va tilchisi.

J- shakl
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usullaridan biri boigan matematik induksiya usuli' ko‘p qo‘llaniladi. Bu 
usulning ketma-ket bajariladigan ikkita qismi bo'lib, ular quyidagj 
umumiy g ‘oyaga asoslanadi. Faraz qilaylik, isbotlanishi kerak bo'lgan 
tasdiq birorta xususiy п - п й qiymat (masalan, w0 = l)  uchun to'g'fj 
bo‘ lsin (usulning bu qismi baza yoki asos deb ataladi). Agar bu tasdiqnin» 
istalgan n = k >n0 uchun to'g'riligidan uning n = к +1 uchun to'g'rihg'j 
kelib chiqsa, u holda tasdiq istalgan natural n > n0 son uchun to‘g;ri 
bo'ladi (induksion o‘tish yoki induktiv o‘tish).

2-m i s о 1. Ixtiyoriy n natural son uchun l2 +22 +... +n2 _ _ и+1Х2я+1)
6

tenglikning o'rinli bo'lishini matematik induksiya usuli yordamida 
isbotlaymiz.

Baza. n = 1 bo'lsin, u holda yuqoridagi tenglik to'g'ri ekanligi
.  1 * (1 +1) * (2 ■ 1 +.1) ravshan: 1 = --------------------- .

6
Induksion o'tish: isbotlanish kerak bo'lgan tenglik n = к >1 uchun

2 _  *(*+ l)(2*+l )
tenglik o'rinli bo'lsin. Bu

tenglikning chap va o'ng tomonlariga (к + 1) ‘ ifodani qo'shib, uni

,2  ,, *\2 k(lc + l)(2A +1) , ,  ,ч2
I- + 2 " +... + k- + (*  + 1) = —-------------- Й - (*  + 1)2

6
ko'rinishda yozamiz. Oxirgi tenglikning o'ng tomonida quyidagicha 
o'zgartirishlami bajaramiz:

*(* + 1X2* +1)
+ (* + l )2 = ( *  + l)

*(2* + l)
+ (* + 1)

(* + 1) [2*(* + 2) + 3 ( *  + 2)] (* + !) [ ( * + !)  + l][2(*  +1) + 0

Demak,

I2 + 2 2 + ... + * 2 + (*  + 1)2 = (* + l)[(* + l) + l] [2(* + l) + l]

Oxirgi munosabat isbotlanishi kerak bo'lgan tenglikning n = k + 1 bo'lg80 
holidir. ■
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Shuni ta’kidlash kerakki, biror tasdiqni isbotlash uchun matematik 
induksiya usuli qoilanilganda, bu usulning ikkala qismini ham tekshirib 
k o ’ r i s h  muhimdir, ya ’ni baza va induksion o'tish albatta tekshirilishi shart. 
Ulardan biri tekshirilmasa noto'g'ri natijalar hosil boiishi ham mumkin. 
Bundan tashqari, baza birorta xususiy qiymatdan boshqa ко‘p. hattoki, 
juda ko‘p xususiy hollar uchun tekshirilib, ijobiy natija olinganda ham, bu 
hollami umumlashtiruvchi natijaviy tasdiq noto'g'ri bo‘lib chiqishi 
mumkin. Bu mulohazalaming o'rinli ekanligini quyida keltirilgan misollar 
ko'rsatadi.

3- m i s o l .  “Ixtiyoriy n natural son uchun 2n -1  son 2ga qoldiqsiz 
bo'linadi” degan tasdiqni tekshirishda matematik induksiya usulining baza 
qismi talabini bajarmasdan faqat induksion o‘tishni tekshiramiz.

Bu tasdiq n = к > 1 uchun to'g'ri bo'lsin, ja ’ni 2k 1 son 2ga 
qoldiqsiz bo‘linsin deb faraz qilamiz. U holda (2£ - l )  + 2 son ham, 
qo'shiluvchilarining har biri 2ga qoldiqsiz bo'linganligi sababli, 2ga 
qoldiqsiz bo‘linadi. Shuning uchun (2k - l )  + 2 = 2(A: + 1)-1 tenglik 
asosida 2 (^ + 1) — 1 son 2ga qoldiqsiz bo'linadi degan xulosa kelib 
chiqadi. Demak, yuqoridagi tasdiq n = k 1 uchun to‘g ‘ri, ya ’ni 
induksion o'tish bajarildi, deb hisoblash mumkin.

Shunday qilib, matematik induksiya usulining baza qismini 
tekshirmasdan "ixtiyoriy natural n son uchun 2 n 1 son 2ga qoldiqsiz 
bo linadi degan xulosa qilish noto‘g ‘ridir, chunki ixtiyoriy n natural son 
uchun 2/7 — 1 sonni 2ga bo'lganda 1 qoldiq qoladi. ■

4- m i s o l .  “Ixtiyoriy n natural son uchun и2 +/7 + 17 ifodaning
qiymati tub sondir” degan tasdiqni tekshirish maqsadida matematik
n siya usulining faqat baza qismi talabini dastlabki 15ta natural sonlar 
chun bajaramiz.

j —1̂ bo Iganda п '+ п  + 17 = 1" +1 + 17 = 19 tub son hosil bo'ladi. 

37 47 15 k° *̂ anc*a *lam n + « + 17 ifodaning qiymati sifatida 23, 29, 
qilamiz5^' ^ 9 , ^  va ^57 tub sonlami hosil

n2 +n^ iS-i°n ,° l'sbni tekshirmasdan “ixtiyoriy natural n son uchun 
n°to‘g-1i(j- 'W aning qiymati tub sondir” degan xulosa qilish 
qiymati гг>1Г' У un *̂» masalan, agar «  = 16 bo'lsa, u holda bu ifodaning 

murakkab sondir: n2 + « + 17 = 162 +16 + 17 = 289 = 17• 17 . .  ^
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в ;  „.plam esa В' to -p lac ing  ha, bir е1ете„м„-р|агп^  „  elemenmi 
kiritish yordamida hosil qilmgan. Bundan Z?+ = / Н -9 *  k u- 
Demak. | A \=k +1 bo'lgan hoi uchun M  l " 1'

2  =31 + 5 ;  \ = 2 k+ 2 k = 2 -2 * = 2 *+l = 2 M.

Ushbu bobning 3- paragrafida 1- teoremaning kombinatorik 
tushunchalarga asoslangan boshqa isboti keltiriladi.

Berilgan chekli A to'plamning buleani uning barcha qism to'plam- 
aridan tuzilgan to'plam bo'lgani sababli 1- teoremada isbotlangan 
2*1 = 2^  tenglik A to'plamning buleanini 2 Л ko'rinishda belgilashga 

asos bo'la oladi.
Kombinatorikada sodda, o 'z-o 'z idan  ravshan bo 'lgan , ammo muhim 

qoidalar bor. Bunday qoidalar sifatida qo 'sh ish , ko 'paytirish  hamda 
kiritish va chiqarish qoidalari deb ataluvchi qoidalarni ko 'rsatish  mumkin.

Awta elementli A to'plam va tfta elementli В to'plamlar berilgan 
bo'lib, ular kesishmasin. Qo‘shish qoidasiga ko'ra, A yoki В to'plamga 
tegishli bo'ladigan birorta elementni tanlash imkoniyatlari soni (m + n )ga 
tengdir. “Yoki” qoidasi deb ham ataluvchi bu qoida mazmunini quyidagi 
teorema (isboti o'quvchiga havola qilinadi) ham ifodalaydi.

2- t e o r e m a .  Agar ixtiyoriy chekli A va В lo 'plamlar uchun 
А П  В = 0  bo ‘Isa, и holda | A U  В |=| A \ + | В \ bo ‘ladi.

Demak, qo'shish qoidasiga ko’ra, kesishmaydigan ikkita to'plam 
birlashmasining quwati shu to'plamlar quwatlarining yig'indisiga tengdir.

Ko'paytirish qoidasiga asosan, m ta elementli A va n ta elementli 
В to'plamlarning elementlaridan tuzish mumkin bo'lgan barcha < a,b >  
( o e A ,  b s B )  kortejlar (juftliklar) soni mn ga teng. Bu qoida “va” 
qoidasi deb ham ataladi. Uni quyidagi teorema ko'rinishida ifodalash ham 
mumkin.

3- t e o r e m a .  Ixtiyoriy chekli A va В to ‘plamlar uchun 
A X В |=| A \ ■ | В | tenglik о 'rinlidir.

I s bo t i  o'quvchiga havola qilinadi. ■
emak, ko'paytirish qoidasiga ko'ra, ixtiyoriy ikkita chekli to'plam

'  rt *co P^ytmasining quwati shu to'plamlar quwatlarining ko‘- 
Paytmasiga tengdir.

Щит1У bolda, agar chekli А ха В to'plamlar hech bo'lmaganda 
umumiy elementga ega bo'lsa, u holda \A\ + \B\ yigindining



usullaridan bir 
usulning keti 
umumiy g‘oy 
tasdiq birorta 
boisin (usulnin 
istalgan и = к 5 
kelib chiqsa, u 
bo'ladi (induksio! DOtVvb

2-m i s о 1 . Ixtii

tenglikning o‘rinlil 
isbotlaymiz.

Baza, n — 1 Ы

ravshan: l 2 = - ^

Induksion o‘tish: 

to‘g ‘ri, ya’ni l 2 + 22 

tenglikning chap va o‘n

l2 + 22 + . .

ko'rinishda yozamiz. 
o'zgartirishlami bajarami;

k(k + \)(2k +1)
6

(к +1) [2Аг(/г + 2)j
~ <Г

Demak,

l 2 + 2 2 +... + k2 + ( '

Oxirgi munosabat isbotlanishil 
holidir. ■

* rfj#*®
> * • ,  s„« М »
г к  '  h i'

r f *  ^  1 »’ *  to %
Лл^

•hun 99 lw2 +1 son butun sonning 
erish uchun, n ning dastlabki o‘n, 
onta qiymatlari uchun 99 W  + \ 
lirortasi ham butun son kvadrati 
; shiga qaramasdan bu tasdiq 
Ktiyoriy natural n son uchun
• kvadrati boMmaydi” degan 

ling qiymati butun sonning
i va bunday sonning eng 

29 ta (!) raqam bilan 
arang: Дорофеев Г. В., 
гики для поступающих

(ДО

_ п0\г№гуоъ. А. л

и**
,П

'a bir misol sifatida 

ч |2 л] = 2  ‘ tenglik

olamning quvvati

Iga teng, ya’ni 
'amiz. Af) = 0

0 = {0 } va

1 Л 1=0ig i

1 VI bobga qarang.

\ \ ) 0 ^  

м г * - г\
■ s\^  ч V\0^V 

cpf*® t , so t'» '''
г Я wX> T & *

. „ v
,w<® «S ft*

*

\rn uchun
г 4| = 2И

/shanki.
'inning

digan
ад‘р-

3fl



о- to'pla™ esa Ba to'plamning har bir element-to'plamiga a elementni 
kiritish yordamida hosil qilingan. Bundan |B* = |s;| = 2* kelib chiqadi. 
Demak, \A\=k + \ bo'lgan hoi uchun

M  = |#a"| + K |  = 2* + 2k = 2 • 2* = 2*+l = 2,ai . я
Ushbu bobning 3- paragrafida 1- teoremaning kombinatorik 

tushunchalarga asoslangan boshqa isboti keltiriladi.
Berilgan chekli A to'plamning buleani uning barcha qism to'plam- 

aridan tuzilgan to'plam bo'lgani sababli 1- teoremada isbotlangan 
2/l| = 2'^ tenglik A to'plamning buleanini 2 Л ko'rinishda belgilashga 

asos bo'la oladi.
Kombinatorikada sodda, o'z-o'zidan ravshan bo'lgan, ammo muhim 

qoidalar bor. Bunday qoidalar sifatida qo'shish, ko'paytirish hamda 
kiritish va chiqarish qoidalari deb ataluvchi qoidalarni ko'rsatish mumkin.

m ta elementli A to'plam va n ta elementli В to'plamlar berilgan 
bo'lib, ular kesishmasin. Qo‘shish qoidasiga ko'ra, A yoki В to'plamga 
tegishli bo'ladigan birorta elementni tanlash imkoniyatlari soni (m + n)ga 
tengdir. “Yoki” qoidasi deb ham ataluvchi bu qoida mazmunini quyidagi 
teorema (isboti o'quvchiga havola qilinadi) ham ifodalaydi.

2- t e o r e m a .  Agar ixtiyoriy chekli A va В to 'plamlar uchun 
А П  В = 0  bo ‘Isa, и holda \ A U В |=| A \ + | В \ bo ‘ladi.

Demak, qo'shish qoidasiga ko'ra, kesishmaydigan ikkita to'plam 
birlashmasining quwati shu to'plamlar quwatlarining yig'indisiga tengdir.

Ko'paytirish qoidasiga asosan, m ta elementli A va n ta elementli 
В to'plamlarning elementlaridan tuzish mumkin bo'lgan barcha < a,b >  
i a e A ,  be B)  kortejlar (juftliklar) soni mn ga teng. Bu qoida “va” 
qoidasi deb ham ataladi. Uni quyidagi teorema ko'rinishida ifodalash ham 
mumkin.

’ ■ t e o r e m a .  Ixtiyoriy chekli A va В to ‘plamlar uchun
I A X В |=| A j • | В | tenglik о 'rinlidir.

I s bo t i  o'quvchiga havola qilinadi. ■
Demak, ko'paytirish qoidasiga ko'ra, ixtiyoriy ikkita chekli to'plam 

e it ko'paytmasining quwati shu to'plamlar quwatlarining ko‘- 
Paytmasiga tengdir.
bitta^mUm̂ - k°^a’ a8ar chekli A va В to'plamlar hech bo'lmaganda 

umumiy elementga ega bo'lsa, u holda \A\ + \B\ yigindining
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qiymatini aniqlashda A\JB to'plamning ba’zi elementlarini, aniqrou'j 
А П В to'plamning elementlarini ikki marta hisobga olishga to'g'ri keladi 
Bu mulohaza asosida quyidagi tasdiqqa kelamiz.

4- t e o r e m a .  Ixtiyoriy chekli A va В to ‘plamlar uchun 
\ A{} B\=\ A\ + \ B\ — \ B\ tenglik о ‘rinlidir.

I s b o t i .  Osonlik bilan ko'rish mumkinki:
a) A\JB = A\}{B\A) va ЛП( 5 \ Л)  = 0 ;
b) B = {A ^B )\j{B \A ) va (АГ)В)П (В\A) = 0  .
Bu munosabatlarga 2- teoremani qo'llasak, mos ravishda 

|y4U#|=M| + |i?\/4| va |5|=)^П5| + |5\Л| tengliklami hosil
qilamiz. Bu tengliklardan isbotlanishi kerak bo'lgan tenglikni hosil qilish 
qiyin emas. ■

4- teoremaning tasdig'ini umumiy holda ikkita chekli to'plamlar 
birlashmasining quwatini hisoblash qoidasi deyish mumkin. Bu qoidaning 
ma’nosidan kelib chiqqan holda, uni kiritish va chiqarish qoidasi deb 
atash qabul qilingan.

Ravshanki, 4- teoremada keltirilgan tenglikdan foydalanib \A\, | В . 
\A\JB\ va |^DS| miqdorlarning ixtiyoriy uchtasi ma'lum bo'lganda 
to'rtinchisini hisoblash formulasini hosil qilish mumkin.

Y u q orid a bayon qilingan ikkita to 'p lam  uchun qo'shish, ko'paytirish  
hamda kiritish va chiqarish qoidalarini chekli sondagi istalgan chekli 
to'plamlar uchun umumlashtirish mumkin.

Awalo, kiritish va chiqarish qoidasining umumlasmasi sifatida 
quyidagi teoremani keltiramiz.

5- t e o r e m a  (um um lashgan kiritish va chiqarish qoidasi). 
Ixtiyoriy chekli Al ,A2,A3,..., An to'plamlar uchun

\a, U^2U^3 U...U 4,|=|4|+|^2|+K j+ - +K I_
- Ц П v42| -| 4 П Aj| ... П Л | + к П 4 П 4 | + к П Л П Л | +

+-+|4_2П4-1ПЛ|- •-.+(-i r '| 4 r u 2n ...fU l
munosabat о 'rinlidir.

I s b o t i .  Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulm1 
qo'llaymiz. к — 1 bo'lgan hoi uchun teoremaning tasdig'i trivialdir.

Induksiya usulining bazasi sifatida к — 2 bo'lgan holni qaraym iz- 
holda teoremaning tasdig'i 3- teoremaga asosan to'g'ri.
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lnduksion o'tish: teoremaning tasdig'i n = к  uchun to 'g'ri, y a ’ni 

\А) 1)А21)Аг и ...1)А к\=\А 1\+\А2\+...+\Ак\ - | л , П 4 Н 4  П 4 | -

— |4 - i  П Ak\ +  +|Л, Г М 2 П A3\ +  |л, П A2 П A4\ + 

+ . . . + K -2 П Л -l п  Л  I -  • • • + ( - 1 ) * " ’ \A П A2 r u n  4 1
tenglik o‘rinli bo'lsin. Tasdiqning n = k + 1 bo'lgan holda to 'g 'ri 
ekanligini ko'rsatamiz. Avvalo, A,,A2,A3,...,Ak,Ak+l to'plamlarning 

AlL)A2UA3\J...UAkUAk+, birlashmasini (Al \jA2\jA}\J...\jAk)\jAk+l
ko'rinishda ifodalaymiz. So'ngra 3- teoremani va kesishmaga nisbatan 
umumlashgan distributivlik qonunini qo'llab hamda teorema tasdig'ining 
n = k uchun to'g'riligini hisobga olib, quyidagilarga ega bo'lamiz:

\(A]\jA2\jA3\J...{jAk)\jAk+]\ = \A1{jA2{jA3[J...{jAk\+ 

+| 4 +i | •" M , u  A2 U A3 U • -  U Ak ) П 4 + , | = 

= | 4 | + | 4 | + . . .+ | 4 | - | 4  П 4 Ж  П 4 | - - ~ | 4 - 1  П 4 | +  
+ |А, П А2 П 4 |  +  И| П А2 П A4i + ... + iAk_2 П Ак_| П Ак| — 

-•••+(-!)* ‘Ц ПА2П...ПЛ|+|Л+||- 
- | Ц П Л +1) и ( Л П 4 +, ) и ( Л П Л +, ) и . . . и ( Л П Л +1)|-

Bu ifodadagi oxirgi ayriluvchi Ai П Ak+l (i = 1,2,3,...,k )  ko'rinish- 
dagi к ta to'plamlar birlashmasining quvvatini ifodalaydi. Shuning uchun, 
induksiya faraziga ko'ra, bu ayriluvchini quyidagicha yozish mumkin:

M : п  4 +1) u  ( 4  n  4 +, ) и  ( 4  П 4+, ) U ... и  (Ak П 4 +. )| =

Ni П 4 + | | + | 4  Пл*ч-,|+ К  П 4 +||+ - + | 4  П 4 - н | -  
-М. П Ак+1) П(4 П Ак+1 )| -1(4 n Ак+]) n(4 п Ак+,)| - 

~--|(Лн ПЛ+1)П(Л ПЛ+1)|+ \(Л ПЛ+1)П(Л ПЛ+,)П(4 П4+,)|+
+ Н  П Ак+1 ) П ( А 2П А к+, ) П( А4 Г) Ак+1 )| + ... +
+1(4-2 п а м  ) П (Л-, П Ак+1) П (Ак П 4+. )|- 
( - 1 ) * ^ | ( 4  П 4 +1)  П ( 4  П 4 +. ) П -  П ( 4  П лм  )| =

= И, П 4 + 1 1+ 1 4  n  4 +11+ 1 4  п  4 *  I+ . . . + 1 4  п  4 +11 -
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-\А1ПА2Г)Ам \-\А1П А,П Аш \-...-\А]ПАкГ)Ак+1\ +

+1А, П А2 П Аъ П Ак+11 +1А, П А2 П А4 П Ак+11 +... +

+|л, Г\А2Г\А1 П Л + ,| + -+ (-1 )* '1|Д ГМ 2 П-.-ГЫ* г н +,| •
Bu ifodani o‘z o‘miga qo‘yib

| 4 и ^ 2и л и - . и л и 4 +||=|4|+К1+Из|+ -+ К 1 + И ы | -
-|4 ПЛ2|-Ц П4|-...-|Л ПЛ+.1+

+  |Af П A: П A3j 4*j/4, П Л 2 П ^ 4| + ... +  | д _ , П Ak П Д +1| —
- . . .+ ( - 1)*|л,П^2 П ...П Л П Л +1|

tenglikni hosil qilamiz. ■
6- t e o r e m a  (um um iashgan qo'shish qoidasi). Ju f t - ju f t i  bilan 

k e s i shm a yd i g a n  ix tiyo r iy  ch ek l i  Ax, A2 An to  ‘p l a m la r  u chun

\ax{ )a2 U . . .U 4 ,| = | 4 | + K I + - + W
tengl ik  о  'rinlidir.

I s b o t i .  Teorema shartiga ko‘ra barcha i , j  = l,n , i ^  j , indekslar 
uchun A ^ A j  = 0  boMgani sababli 5- teorema asosida kerakli tenglikni 
hosil qilamiz. ■

7- t e o r  e m a . Ix tiyor iy  ch ek l i  At ,A2,A3,... ,An t o 'p la m la r  u chun

|4 П Л П л,П...П4,|=Ц|+К|+И3|+-+|4|- ^ 
- |4 U 4 |- |4 U 4 |- - - K ,U A |+  

+И, 1Мил,|+|л, ил : 1Ы4|+...+|A-: и Л -i U4,|- 
-...+(-i)-1|4U4U...U4,|

m u n o sa b a t  о  ‘rinlid ir .
I s b o t i  o'quvchiga havola qilinadi. ■
8- t e o r e m a  (umumiashgan ko 'paytirish qoidasi). E lementlari 

s o n i  m o s  r a v i s h d a  n l , n 2, n i , . . . ,n k b o ' l g a n  At , A2, A3,..., Ak to  p lam lar' 
dan  f a q a t  b i t tadan  e l em e n t  o l ib  tuz i lgan  к  uzunlikka e g a  k o rte jla r  son i 
n ]n^n}...nkg a  t en gd ir .

I s b o t i .  Tcoremani isbotlash uchun matematik induksiya usu lm 1 

qo‘llaymiz. к = 1 boTgan hoi uchun teoremaning tasdig‘i trivialdir.



Induksiya usulining bazasi sifatida к = 2 bo'lgan holni qaraymiz. Bu 
holda teoremaning tasdig'i yuqorida keltirilgan ikkita to'plam uchun 
ko'paytirish qoidasidan kelib chiqadi. _____

Induksion o'tish: teoremaning tasdig'i k = s (s  = l , £ - l )  uchun 
to'u'ri bo'lsin, ya ’ni, Al,A2,...,As to'plamlardan faqat bittadan element 
olib tuzilgan s uzunlikdagi kortejlar soni nln2...ns bo'lsin deb faraz 
qilamiz. Teorema tasdig'ining £ = 5 + 1 uchun ham to'g'ri ekanligini 
ko'rsatamiz.

Al,A2,A3,...,As+t to'plamlardan faqat bittadan element olib uzunligi 
5̂ + j)ga teng bo'lgan kortejlar sonini aniqlash uchun turlicha usullardan 

foydalanish mumkin. Bu yerda quyidagi usul bilan kerakli natijani olsa 
bo'ladi. Dastlab uzunligi birga teng bo'lgan kortejlami tuzamiz. Uzunligi 
birga teng bo'lgan kortejlar berilgan to'plamlarning ixtiyoriy biridan faqat 
bitta elementni tanlash yordamida tuzilishi ravshan. Tabiiyki, agar uzunligi 
birga teng kortejlar A, = {au ,a l2,...,alfl } to'plamning elementlaridan 
tuzilsa, bunday kortejlar soni nx ga tengdir.

Uzunligi birga teng kortejlardan ixtiyoriy birini, masalan, a, ,ni  olib, 
uning o'ng tomoniga A, to'plamdan boshqa biror to'plamning, masalan, 
A2 = {a2i’ a22’-> a 2» J  to'plamning elementlaridan birini joylashtirib, 
birinchi koordinatasi a n bo'lgan uzunligi ikkiga teng n2ta kortejlar hosil 
qilamiz. Uzunligi birga teng kortej sifatida /?, ta kortejlardan ixtiyoriy 
birini olish mumkinligini hisobga olib, hammasi bo'lib uzunligi ikkiga 
teng n,n2 ta kortejlarga ega bo'lamiz.

Uzunligi ikkiga teng kortejlaming har biriga o'ng tomondan Al va A2 
to plamlardan boshqa biror to'plamning, masalan, A3 = {a31,a J2,...,a3/1 } 
to plamning n3 ta elementlaridan birini joylashtirib, uzunligi uchga teng 
n3ta kortejlar hosil qilamiz. Bu yerda uzunligi ikkiga teng kortej sifatida 
tt,/7-,ta kortejlardan ixtiyoriy birini olish mumkinligini e ’tiborga olib, 
uzun igi uchga teng nln2n3 ta kortejlami hosil qilamiz.
bilan °rtê ar qilish jarayonini yuqoridagiga o'xshash mulohazalar 
j  . t̂ avom ettirib. bu kortejlaming har biriga o'ng tomondan 

'arnning t0 'Plamlardan boshqa As+l = { ^ +1)„ а (,+1,2, ... ,а (^ }  to'p- 
bo'lean +1 e ement'aridan birini joylashtirib, uzunligi (s + 1) ga teng 
kortej sir* *1 ^  ^0rte^ ar 4i*amiz- Bu yerda ham uzunligi j  ga teng

1 a « 1« 2-«И а  kortejlardan ixtiyoriy birini olish mumkinligini
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e’tiborga olamiz. Shunday qilib, nxn2...ns marta wJ+1 ta kortej hosil bo'ldj 
Demak, uzunligi (s +1) ga teng bo'lgan kortejlar nln2...nsns+| tadir. ■

Muammoli masala va topshiriqlar

1 . Uchnchi tartibli figurali sonlar qatnashgan amaliy misol keltirina.
2. 1, 3, 6 va 8 raqamlaridan foydalanib o‘nli sanoq tizimida bir, ikki 

uch, to‘rt xonali barcha sonlami yozing.
3. Matematik induksiya usuli yordamida arifmetik va geometrik 

progressiyalaming umumiy hadlari hamda dastlabki n ta hadlari 
yig'indisini topish formulalarini isbotlang.

4. Matematik induksiya usulini qo‘ llab quyidagi formulalami 
isbotlang:

я\ , 1 1 1 1 1 1 1 1a ; j -----+ -------- +... + -----------------= ------- + --------+ ... + —  >
2 3 4 2 n - l  2n n + 1 n + 2 2 n

sin I
i _ _V

nh\ (n + \)h 
jrH----- sin-

b)sin .t + sin(jc + A) + ... + sin (x + nh) _ _ \ 2 / 2 bu
' h л

sin I
\2t

yerda h *  2л к , k e  Z .
5. Matematik induksiya usulidan foydalanib, quyidagi tasdiqlami 

isbotlang:
a) ixtiyoriy n e N uchun 1Г +2 +122п+1 son 133ga qoldiqsiz 

bo‘ linadi;
b) 1 la^ -1 4 o  + 3 > 0 ( a -  butun son) tengsizlik o'rinlidir;

d) l + -|- + - j-  + ... + - f - > 2 (V « + l — l)  tengsizlik o‘rinlidir, bu

yerda n e N va n > 2 .
6 . 2” > /7“ tengsizlik o'rinli bo'ladigan barcha natural n so n lam i

toping- i 1 ,1»
7. Ixtiyoriy n natural son va chekli A to'plam uchun ,A [ - \A\

tenglikning o'rinli bo'lishini matematik induksiya usuli yordamida 
isbotlang. . .

8 . Yetti so'mdan ortiq butun son bilan ifodalanuvchi pul toioM»1 
faqat 3 so'mlik va 5 so'mliklar bilan amalga oshirish m u m k i n l i g 1111 

isbotlang.
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9 “K om binatorika” so'zidan bitta unli yoki undosh harf tanlash
imkoniyatlari sonini aniqlang.

10 13 nafar qiz va 12 nafar o 'g 'il boladan tashkil topgan talabalar
7 ruhidan bir nafar talaba tanlash imkoniyatlari sonini aniqlang.

И “K om binatorika” so‘zidan bitta unli va bitta undosh harf tanlash
imkoniyatlari sonini aniqlang.

12 Qiroatxonada har biri ikki o 'rin li stollar to‘ rt qatorga sakkiztadan 
. viashtirilgan. Haftaning yakshanba kunidan tashqari har kuni qiroatxona 
o 'quvch ilarga sakkiz soat xizm at ko ‘rsatadi. Q iroatxonaning b ir haftada 
o 'quvch ilarga mumkin bo 'lgan eng ko 'p  xizm at ko 'rsatish  vaqtin i (o ‘ rinX
soat birligida) toping.

13. Agar A va В shaharlam i to 'rtta y o i ,  В va С shaharlarni esa 
uchta yo‘l bog'lasa, u holda A shahardan В shahar orqali С shaharga 
borish imkoniyatlari sonini aniqlang.

14. Shaxmat taxtasiga oq va qora shohlami bir-biriga hujum 
qilmaydigan holda joylashtirish imkoniyatlari sonini toping.

15. Shaxmat taxtasiga oq va qora ruxlami bir-biriga hujum 
qilmaydigan holda joylashtirish imkoniyatlari sonini toping.

16. Yakkamualliflikda yozilgan Axmedovning nA ta. Botirovning nB 
ta va Davronovning nD ta kitoblardan:

a) bitta kitobni. b) turli mualliflarning ikkita kitobini,
d) turli mualliflarning uchta kitobini 

tanlash imkoniyatlari sonini aniqlang.
17. Agar tarkibida n ta savoli bo igan so'rovnomaning har bir savoliga
a) “ha” yoki “yo‘q”, b) “ha”, “yo‘q”, “bilmayman”degan javobni

yozish mumkin bo'lsa, u holda so'rovnomaning savollariga berish mumkin 
bo'lgan barcha javoblar imkoniyatlari sonini aniqlang.

18. Universitetning “Matematik modellashtirish” kafedrasida 12 nafar 
professor-o'qituvchilar bo'lib, ularning har biri o'zbek va rus tillaridan 
tashqari yana hech bo'lmasa bitta chet tilini biladi. Professor-
o qituvchilaming 10 nafari tojik, 7 nafari ingliz, 6 nafari esa olmon tilini
tadi. Agar professor-o'qituvchilaming 5 nafari tojik va ingliz, 4 nafari 

0? .  ' a olmon hamda 3 nafari ingliz va olmon tillarini bilsa, u holda 
feqar V3rUS l'4aridan tashqari: a) uchala chet tilini, b) ikkita chet tilini. d) 

t o t ’iladigan professor-o'qituvchilar sonini aniqlang.
• Quyidagi formulani isbotlang:

an) = a, + ... + an -  min(a,, a2) - . . .  -  min(a,(_, ,a n) +
- +n«n(o1 ,a2,o3) +... + min(a„_,, an_x, an) - . . .  + ( -  l) ,,_l min(o,, ... ,a„).
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Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Kombinatorika predmeti nima?
2. Kombinatorika sohasida ilmiy tadqiqotlar olib borgan qaysi 

olimlami bilasiz?
3. Kombinatorika matematikaning alohida ilmiy yo'nalishi sifatida 

qachon shakllandi?
4. Figurali sonlar deganda nimani tushunasiz?
5. “Kombinatorika” iborasi kim tomonidan, qachon kiritilgan?
6 . Matematik induksiya usulidan foydalanib tasdiq qanday isbot- 

lanadi?
7. Qo‘shish va ko'paytirish qoidalari qanday ifodalanadi?
8 . Umumiashgan qo‘shish va ko'paytirish qoidalarini bilasizmi?

2.2. Asosiy kom binatsiyalar

To ‘plam . Element. Kombinatsiya. О 'rin almashtirish. Betakror о  ‘rin 
almashtirish. О 'rin a lm ashtirish lar soni. О 'rinlashtirish. О ‘rin lashtirishlar soni.

Gruppalash. G ruppalashlar soni. К о ‘paytirish  qoidasi. Matematik induksiya
usuli. Faktorial.

2.2.1. 0 ‘ rin alm ashtirish lar. Elementlari a , ,a 2,a 3,...,an bo'lgan 
to'plamni qaraymiz. Bu to'plam elementlarini har xil tartibda joylashtirib 
(yozib), tuzilmalar (kombinatsiyalar) hosil qilish mumkin, masalan,

1̂ > ̂ 2 5 ̂ 3 v ?  ’ ®2 > 3̂ »*■•> 9 2̂ ’ ̂ 3? ̂ 1 »•••» ’
Bu tuzilmalaming har birida berilgan to'plamning barcha elementlari 

ishtirok etgan holda ular bir-biridan faqat elementlarining joylashish 
o'rinlari bilan farq qiladilar.

1- t a ’ r i f .  Shu u su l  y o r d a m id a  h o s i l  q i l in g an  kombina ts iya la rn ing  
h a r  b ir i  b e r i l g a n  {at , a 2, a 3, . . . , a n} to 'p lam  e l em e n t l a r in in g  o ' r in  al- 
mashtirishi d e b  ata ladi.

Aslida “o'rin almashtirish” iborasi to'plam elementlarining o'rin larin i 
o'zgartirish harakatini anglatsada, bu yerda uni shu harakat natijasida hosil 
bo'lgan tuzilma sifatida qo'ilaymiz. Bu iboradan uning asl ma’nosida ham 
foydalanamiz.

O'rin almashtirishni ifodalashda uning elementlarini ajratuvchi belgi 
sifatida yuqorida “,” (vergul) belgisidan foydalanildi. Ammo bu inuhi® 
emas, bu yerda boshqa belgidan ham foydalanish, hattoki, yozuvninj? 
ixchamligi maqsadida, elementlar orasidagi ajratuvchi belgilami tushin 
qoldirish ham mumkin. Bu eslatma bundan keyin bayon etiladigan boshq* 
kombinatorik tuzilmalar uchun ham o'rinlidir.
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To 'p lam  tushunchasiga asoslanib, bu yerda qaralayotgan o'rin 
h tirish lar tarkibida elementlaming takrorlanmasligini eslatib o'tamiz.

h * sababli bunday o'rin almashtirishlami b e ta k ro r  (ta k ro r li em as) o ‘ rin  
a l m a s h t i r i s h l a r  deb ham atash mumkin. Ushbu bobning 4- paragrafida 
takrorli o 'rin almashtirishlar ko'riladi.

Berilgan n ta elementli to'plam uchun barcha o'rin almashtirishlar
sonini P„ bilan belgilash qabul qilingan1.

Bitta elementli {a} to'plam uchun faqat bitta a  ko'rinishdagi o'rin
almashtirish borligi ravshandir: Px = 1.

Ikkita elementli {a,b} to'plam elementlaridan o'rin almashtirishlami 
bitta elementli {a} to'plam uchun a o'rin almashtirishidan foydalanib 
quyidagicha tashkil qilamiz: b element a elementdan keyin yozilsa, ab 
o'rin almashtirishga, oldin yozilsa esa ba o'rin almashtirishga ega 
bo'Iamiz. Demak, ko'paytirish qoidasiga (ushbu bobning 1- paragrafiga 
qarang) binoan ikkita o'rin almashtirish bor: P2 = 2 = 1-2.

Uchta elementli {a,b,c} to'plam uchun o'rin almashtirishlar tashkil 
qilishda ikkita elementli {a,b} to'plam uchun tuzilgan ab va ba o'rin 
almashtirishlardan foydalanish mumkin. Berilgan to'plamning с 
elementini ab va ba o'rin almashtirishning har biriga uch xil usul bilan 
joylashtirish mumkin: ulaming elementlaridan keyin, elementlarining 
orasiga va elementlaridan oldin. Ko'paytirish qoidasini qo'llasak, uchta 
elementli {a,b,c} to'plam uchun oltita (P3 = 6 = 1-2 3) har xil o'rin 
almashtirishlar hosil bo'lishini aniqlaymiz. Ular quyidagilardir: 

abc, acb, cab, bac. bca, cba.
( To'rtta elementli {a , b , c , d } to'plamni qarab, uchta elementli { a ,b , c}  

to'plam uchun tuzilgan oltita o'rin almashtirishlaming har biriga d 
elementm to'rt xil usul bilan joylashtirish imkoniyati borligini e’tiborga 
olsak. ko'paytirish qoidasiga ko'ra, P4 = 24 = 1 • 2 • 3 • 4 bo'lishini 
topamiz. Bu yerda barcha o'rin almashtirishlar quyidagilardir:

abed, abde. adbe. dabc , 
acbd, acdb, adcb, dacb, 
cabd, cadb, cdab, dcab , 
bacd, bade, bdac, dbac , 
bead, beda, bdea, dbca , 
cbad, cbda, cdba, dcba.

r̂ansuzcha “ne
permutation so‘zi o 'rin almashtirish ma’nosini anglatadi.
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Shu tarzda davom etib " я  ta elementli to‘plam uchun barcha o‘rin 
almashtirishlar soni birdan «gacha bo'lgan barcha natural sonlarnin 
ko'paytmasiga teng” deb faraz qilish mumkin: Pn = 1 • 2 •... •(« -  l)w 
farazning to‘g ‘riligi quyidagi 1- teoremada isbot qilinadi.

Dastlabki n  ta natural sonlar ko‘paytmasini n\ ko'rinishida1 belgiiash 
qabul qilingan, ya’ni 1-2-3 ... n = n\. n\ belgisidan bunday m a’noda 
birinchi bo‘lib K. Kramp2 1808- yilda nashr etilgan algebra bo'yicha 
qo'llanmada foydalangan.

1 - 2 - 3 ■ .. .n ifodada n  — 1 bo‘lganda faqat 1 soni ishtirok etadi 
shuning uchun, ta’rif sifatida 1!= 1 deb hisoblash qabul qilingan. Bundan 
tashqari, n  = 0 bo'lganda esa n\ ifoda umuman ma’nosini yo'qotadi. 
Lekm, ta’rif sifatida 0!=1 deb qabul qilinadi.

1- t e o r e m a .  E lem en t la r i  s o n i  n t a  b o ' l g a n  t o 'p lam  uchun o'rin 
a lm a sh t i r i sh la r  s o n i  n\ga  t en g .  y a  'ni Pn =n\.

I s b o t i .  Teorcmani isbotlash uchun matematik induksiya usulidan 
foydalanamiz. Asos to'g'riligini, ya ’ni teoremaning tasdig‘i n  = 1 uchun 
to'g'riligini yuqorida ko‘rdik. Induksion o‘tish uchun teoremaning tasdig'i 
biror natural n  — k uchun to‘g‘ri bo'lsin deb faraz qilamiz, ya’ni Pk = A”! 
bo'lsin. Ravshanki, (£ + 1) ta elementli to'plamni к  ta elementli to'plamga 
yangi (£ + 1)- elementni kiritish yordamida hosil qilish mumkin. Bu 
(& + 1) -  elementni к  elementli to'plam uchun barcha k\ ta o'rin 
almashtirishlaming har biriga quyidagicha (k + 1) xil usul bilan kiritish 
mumkin:

1- elementdan oldin,
1- va 2 - elementlar orasiga,
2- va 3- elementlar orasiga,

(k - 1) - va к  - elementlar orasiga,
к  - elementdan keyin.
Shunday qilib, ko'paytirish qoidasiga binoan, (A +1) ta element!' 

to'plam uchun jami k\(k + 1) = ( к  + 1)! ta o'rin almashtirishlar hosil 
bo'ladi, ya’ni Pk+] =(£ + ! ) ! . ■

1 Bu yozuv “en faktorial" deb o'qiladi; faktorial so'zi lotincha “factor” so'zidan olingan b1’ 1
ko'paytuvchi ma’nosini anglatadi. ,

2 Kristian Kramp {Christian. 1760-1826) -  olmon matematigi. Asosiy ishlari kombinatori 
geometriya va algebraga bag'ishlangan.



j  m i s o l .  Besh nafar tomoshabinlaming beshta o'rinni egallash 
m koniyatlari (variantlari) sonini toping.

Agar tomoshabinlami a , b , c , d , e  harflar bilan belgilasak, u holda 
r  - 'a b c,d,e} tomoshabinlar to‘plamiga ega bo'lamiz. Tomoshabin- 
larni o'rinlarga joylashtirish imkoniyatlarining (variantlarining) har biriga 
ornoshabinlar T to'plami elementlarining qandaydir o'rin almashtirishi 

keladi. T to'plam beshta elementli bo'lgani uchun, 1- teoremaga 
asosan Д = I • 2 ■ 3 • 4 • 5 = 120 bo'ladi. Demak, besh nafar tomosha- 
binning beshta o'rinni egallash imkoniyatlari soni 120ga teng. ■

2 - m i s o l .  Shaxmat bo'yicha musobaqada har binning tarkibida to'rt 
nafar o'yinchi bo'lgan ikkita jamoa ishtxrok etmoqda. Har bir jamoa rahba- 
riga to'rtta shaxmat taxtasida o'yinlar o'tkazish uchun o'yinchilami ix­
tiyoriy ravishda tartiblash imkoniyati berilgan. Musobaqa qatnashchila- 
rining shaxmat taxtalarini egallash imkoniyatlari (variantlari) sonini 
toping.

Har bir komanda a’zolari uchun shaxmat taxtalarini egallash imko- 
niyatlarini Pn = «! formula yordamida hisoblash mumkin: P4 = 4!= 24 . 
Jamoalardagi o'yinchilami ixtiyoriy ravishda tartiblash mumkin boi- 
ganligidan, ko'paytirish qoidasiga ko'ra, musobaqa qatnashchilarining 
shaxmat taxtalarini egallash imkoniyatlari (variantlari) soni 24 • 24 = 576 
bo'ladi. ■

2.2.2. O'rinlashtirishlar. wta elementli {a1,a 2,a 3,...,on} to'plam 
berilgan bo'lsin.

2- t a ' r i f .  {ai t a 2, a 3, . . . , a n} t o ' p la m n in g  ix t iyo r iy  m  ta e l em en t id a n  
hosil qilingan ta r t ib lan gan  {ar. , d i } tuz i lm a ga  (k om b ina tsr ya ga )  n  
ta e l em en td a n  m tadan о ‘rinlashtirish d e b  a ta ladi.

Bu ta ’rifdan ko'rinib turibdiki, elementlari soni bir xil bo'lgan ikkita 
har xil o'rinlashtirishlar bir-biridan elementlari bilan yoki bu element- 
aming joylash ish  tartibi bilan farq qiladi. Bundan tashqari, n  ta 
® ementdan m tadan o'rinlashtirishlar uchun m <  n  bo'lishi ham ravshan.

о yerda qaralayotgan o'rinlashtirishlar tarkibidagi elementlaming 
orlanmasligini eslatib o'tamiz. Shu sababli bunday o'rinlashtirishlami 

Usl?h ГцГ enia s ) o 'r in la sh t ir ish la r  deb ham atash mumkin.
u obning 4- paragrafida takrorli o'rinlashtirishlar ko'riladi. 

bilan Ье1^ П W e*ementdan m tadan o'rinlashtirishlar soni, odatda, A™

^  arran6ement so'zi o'rinlashtirish ma'nosini bcradi.



Ravshanki, berilgan n ta a],a 2,a },...,an eiementlardan bittadan 
o‘rinlashtirishlar « ta  bo'ladi (bular: a , ; a2; va hokazo, an), ya’nj 
A\=n.

n ta elementdan bittadan o'rinlashtirishlar yordamida «  ta elementdan 
ikkitadan o'rinlashtirishlami quyidagicha tuzish mumkin. «  ta elementdan 
bittadan o'rinlashtirishlaming har biridagi elementdan keyin yoki oldin 
qolgan ( « - l ) t a  eiementlardan ixtiyoriy bittasini joylashtirsa bo'ladi 
Natijada, ko'paytirish qoidasiga binoan, jami soni A~ = « ( «  -  1) ta 
bo'lgan «  ta elementdan ikkitadan o'rinlashtirishlami hosil qilamiz.

Shu kabi, « ta  elementdan uchtadan o'rinlashtirishlami hosil qilish 
uchun « ta  elementdan ikkitadan o'rinlashtirishlarga murojaat qilish 
mumkin. Bu yerda « ta elementdan ikkitadan o'rinlashtirishlaming har biri 
uchun uni tashkil etuvchi ikkita eiementlardan oldin, elementlar orasiga 
yoki eiementlardan keyin qolgan ( « - 2 )ta eiementlardan ixtiyoriy 
bittasini joylashtirish imkoniyati bor. Ko’paytirish qoidasiga ko'ra natijada 
jami soni A] = « ( « - 1) ( « - 2 ) ta bo'lgan « ta  elementdan uchtadan 
o'rinlashtirishlami hosil qilamiz.

Shunga o'xshash mulohaza yuritib, « ta  elementdan to'rttadan, 
beshtadan va hokazo o'rinlashtirishlar soni uchun mos ifodalami aniqlash 
qiyin emas.

2- t e o r e m a .  nta elementdan m ladan о ‘rinlashtirishlar soni eng 
kaltasi n ga teng bo ‘Igan m ta ketma-kel natural sonlarning 
ко ‘paytmasiga tengdir, ya 'ni A'” -  « ( «  - 1)...(« -  m + 1).

I s b o t i .  «  -  ixtiyoriy natural son bo'lsin. Teoremani isbotlash uchun 
matematik induksiya usulini qo'llab, teorema tasdig'ining «dan 
oshmaydigan ixtiyoriy m natural son uchun to'g'riligini ko'rsatam iz 
(ya’ni induksiyani m bo'yicha bajaramiz).

Baza: yuqorida A\ —n ekanligi aniqlangan edi, ya’ni teorema tasdig'i 
m = 1 uchun to'g'ridir.

Induksion o'tish: A” = « ( « - 1)...(«- m +1) formula m = k <n 
uchun to'g'ri bo'lsin deb faraz qilamiz va uning m = к +1 uchun ham 
to'g'ri ekanligini ko'rsatamiz. « ta  elementdan (£ + l)tadan o'rin lash­
tirishlaming ixtiyoriy bittasini quyidagicha hosil qilish mumkin. BundaV 
o'rinlashtirishning birinchi elementi sifatida berilgan {а],а 2,аг,- чаn> 
to'plamning istalgan elementini, masalan, a, ni tuzilayotgan o 'rin las 
tirishga joylashtiramiz. Undan keyin umumiy soni AknAga teng bo lgan
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1) ta elementdan к tadan o'rinlashtirishlaming ixtiyoriy biridagi 
eleitientlami joylashtiramiz. Birinchi elementi a, dan iborat bo'lgan 

^ h a  « ta  elementdan (k + 1) tadan o'rinlashtirishlaming soni A*_t ga 
dir Bunday o'rinlashtirishlaming birinchi elementi sifatida 

(a Q a • to'plamning ixtiyoriy elementini tanlash mumkinligini 
tiborga olsak, ko'paytirish qoidasiga binoan, berilgan n ta elementdan 

(к 1) tadan o'rinlashtirishlar soni quyidagicha aniqlanishi kelib chiqadi:
Akn+l = nAkn_! = n(n - 1)(« -  2 )...((n - l ) - k  + l) =

= n(n - -  (k + 1) + 1) .
Bu munosabat isbotlanayotgan formulaning m = к +1 uchun

to'g'riligini ko'rsatadi. ■
3- m i s o l .  Guruh 25 nafar talabadan tashkil topgan bo'lsin. Bu 

ouruhda guruh sardori, guruh sardorining yordamchisi va kasaba 
uyushmasining guruh bo'yicha vakilini saylash zarur. Har bir talaba bu 
vazifalardan faqat bittasini bajaradi deb hisoblansa, saylov natijalari uchun 
qancha imkoniyat mavjud?

Bu yerda 25la elementli talabalar to'plamining tartiblangan uchta 
elementli (guruh sardori, guruh sardorining yordamchisi va kasaba 
uyushmasining guruh bo'yicha vakili) qism to'plamlari sonini aniqlash 
/.arur. Bu esa 25ta elementdan uchtadan o'rinlashtirishlar sonini topish 
demakdir. Qo'yilgan savolga javob topish maqsadida 2- teoremadagi 
isbotlangan formulani n -  25 va m = 3 bo'lgan holda qo'llab, 
A25 = 25 ■ 24 • 23 = 13800 ekanligini aniqlaymiz. Demak, guruhdagi 
saylov natijalari uchun 13800ta imkoniyat mavjud. ■

= n(n — l)...(n -  m+ l) formulani A'” —----- -—  ko'rinishda
(n — m)\

ham yozish mumkin. Haqiqatdan ham,

<  = n (n -1)...<„- m +1) = « C - l M . - . - H X » - » ) ! ____
(п — т)\ ( «—от)!

• . ^ u4°rida ta’kidlaganganidek, n ta elementdan rn tadan o'rinlash- 
el^S ^  n elementli to'plamning bir-biridan tarkibi bilan ham, 
■bor^d^3™1'11̂  bilan ham farqlanadigan qism to'plamlaridan
clenie T ^ 3r *3U o r*nlashtirishlarda n ta elementli to'plamning barcha 
barcha*1 ^atnashsa (ya’ni m - n  bo'lsa), n ta elementli to'plam uchun

0 rin almashtirishlar hosil bo'lishi tabiiydir. Shu tufayli, o'rin
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almashtirishlarning oldin keltirilgan ta’rifiga ekvivalent quyidagi ta'rifnj 
ham berish mumkin.

n ta elementli to'plam uchun o‘rin almashtirishlar deb n ta elementdan 
n tadan o'rinlashtirishlarga aytiladi. Bunda har bir element faqat bir niarta 
qatnashadi va ular bir-biridan faqat o'zaro joylashishlari bilan farQ 
qiladilar.

O'rin almashtirishlarning bu ta’rifiga asoslanib n ta elementli to'plam 
uchun o'rin almashtirishlar soni formulasini o'rinlashtirishlar soni 
formulasi yordamida hosil qilish mumkin. Haqiqatdan ham,

Pn = A" = n(n - -  (и - 1 ) )  = n(n - 1)...2 • 1 = n\
yoki

_ и! и! и!
P  = A = ------— = — = — = « ! .

(п-п) !  О! 1
2.2.3. Gruppalashlar. {a^,a2,a3,...,an} to'plam berilgan bo'lsin. Bu

n elementli to'plamning elementlaridan m ta elemetga ega qism 
to'plamlami shunday tashkil etamizki, ular bir-biridan elementlarining 
joylashish tartibi bilan emas, faqat tarkibi bilan farq qilsinlar.

3- t a ’ r i f .  Bunday’ m ta elementli qism to ‘plamlarning ha r  b ir iga  n 
ta elementdan m tadan gruppalash deb ataladi.

n ta elementdan от tadan gruppalashlar sonini C ” bilan belgilaymiz1.

Gruppalashlar sonini yoki
m

shaklda belgilashlar ham

uchraydi. Gmppalash ta’rifidan 1 < m < n ekanligi va agar biror 
gmppalashda qandaydir usul bilan elementlar o'rinlari almashtirilsa, u 
(gruppalash sifatida) o'zgarmasligi kelib chiqadi. Bu yerda qaralayotgan 
gruppalash tarkibida elementlaming takrorlanmasligini eslatib o'tamiz. 
Shu sababli bunday gruppalashni betakror (takrorli emas) gruppalash 
deb ham atash mumkin. Ushbu bobning 4- paragrafida takrorli 
gruppalashlar o'rganiladi.

Bir ( »  = 1) elementli {a} to'plam uchun faqat bitta gruppalash 
mavjud, u ham bo'lsa bir (m = 1) elementlidir: a . Demak, C,1 = 1 ■

Ikki (n = 2)  elementli {a, b} to'plam uchun bittadan ( m = 
gruppalashlar ikkita ( a  va b ), ikkitadan ( m = 2 ) gruppalashlar esa taqa 
bitta ( a b ). Demak, C2 = 2 , C2 = 1.

1 Fransuzcha “combinasion” so‘zi gruppalash ma’nosini beradi.



Ucb ( я = 3 ) elementli {a, b, c} to'plam uchun gmppalashlar: bittadan 
= i ) _ a , b va с (uchta); ikkitadan ( m = 2 ) -  ab , ac, be (uchta); 

uchtadan (m = 3 ) -  abc (faqat bitta). Demak, C3 = 3 , C32 = 3 , C3 = 1.
jo'rtta (я  = 4 )  elementdan tashkil topgan {a, 6 , c,d) to‘plam 

e lem en tla rid an  tuzilgan gruppalashlar: bittadan -  a , b , с va d  (to'rtta); 
ikkitadan -  a b , ac, a d , be, b d , cd  (oltita); uchtadan -  abc, a b d , 

cd bed (to'rtta); to'rttadan abed (faqat bitta). Demak, C \ - 4 , 
C ; = 6 , C 43 = 4 , C 44 = 1.

Yuqoridagi mulohazalar gruppalashlar sonini hisoblash formulasi 
qanday bo'lishiga to iiq  oydinlik kiritmasada, dastlabki tahlil uchun mu- 
hiindir. Masalan, я ta elementdan barcha elementlami o‘z ichiga oladigan 
faqat bitta gruppalash tashkil etish mumkin, degan yoki n ta elementdan 
bittadan tfta gruppalash bor degan xulosalar ustida o‘ylab ko'rish 
mumkin.

C" sonni hisoblash uchun formula topish maqsadida quyidagicha 
mulohaza yuritamiz. Ravshanki, agar /?ta elementdan m tadan barcha 
gruppalashlaming har birida elementlaming o'rinlari imkoniyat boricha 
almashtirilsa, natijada n ta elementdan m tadan barcha o'rinlashtirishlar 
hosil bo'ladi. Bu yerda « ta  elementdan m tadan tuzilgan C ” ta 
gruppalashning har biridagi m ta elementdan Pm = m\ ta o'rin 
almashtirishlar hosil qilish mumkin bo'lganligi tufayli, ko'paytirish 
qoidasiga asosan, PmC™ = A ” tenglik to‘g ‘ridir. Demak,

Cm _  К  _  и (и -1)-(Я ~ 1Я + 1)
~ Pm ~ I • 2 •... • m 

formula o'rinlidir. Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.
3- t e о r e ni a . n  ta e l em en td a n  m  tadan  g r u p p a la s h l a r  s o n i  e n g  

attasi n  ga teng bo I gan  m ta ketma-ket na tu ra l  s o n la r  к о  ‘p a y tm a s in in g  
ostlabki m  ta natural s o n l a r  к о  ‘p a y tm a s i g a  n i sb a t i  kab id ir :

Cm = _ w + D
|L : . " 1 -2 -...-OT

ishch I” 180*' Qur*Hsh tashkilotining duradgorlar bo'limida 15 nafar 
durad'e °r  ̂ 4avatli uyning eshiklarini ta’mirlash uchun 3 nafar 
bajarij^*1™ !an âs  ̂ гашг- Agar bo'limdagi har bir duradgor bu topshiriqni 
qancha0̂ 3 a^0l̂ at'* bo'lsa. bunday tanlash imkoniyatlari (variantlari)

b°4gani цсГ"1 '1аГ ^  ^urac 8̂or ta’mirlash ishini bajarishga layoqatli 
Un< bu masalani hal qilishda gruppalashlar sonini toppish
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formulasidan foydalanish mumkin. Bu yerda и = 15, m~ 3 Va

Clj = = 455 . Demak, 15 nafar duradgorlar orasidan 3 nafarinj

tanlash imkoniyatlari soni 455 ekan. ■
Agar ta’rif sifatida C° = 1 qabul qilinsa, n ta elementdan m tadan 

gruppalashlar soni uchun yuqorida keltirilgan formula m = 0 bo'lgan
Yl!

holda ham to'g'ri bo'ladi: C°n = -----= 1. Tabiiyki, /?ta elementdan
0!л!

barcha elementlami o'z ichiga oladigan faqat bitta gruppalash tashkil etish

mumkin: C” = ----- = 1.
и!0!

Gruppalashlar sonini hisoblash uchun
c „ _  n\ Cm _  я (я - ! ) . - ( « + 1)

— " \2-...(n-m)
ko'rinishdagi formulalardan ham foydalanish mumkin. Bu formulalar 
quyidagi tengliklardan kelib chiqadi:

n! n!

С « _  K_  _ (n-  m)l _
Pm m! (n—m)!

n\
_  ( я - ( н - м ) ) !  _  4,___ n(n-\)...(m + \)

(n-m)\ Pn_m 
Ixtiyoriy natural n soni uchun gruppalashlar soni bir qator xossalarga 

ega, masalan, C ” = C ”~m (m = 0,1,2 ,...,л ),
c ; + c ; +1 = cmJ  (m= o,i,2 , . - i ) .

Haqiqatdan ham,
и !  и  I

c ; = — - — = --------------------------=
m\(n — m)\ (и -  /и)!(и -  (и -  m))!

n\ n\
m\(n -  m)\ (m + 1)! (n -  m -  1)!
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__________я!(и + 1) _________ _ __________(w + 1)! _  c „+l
~ т 1(т + 1 ) ( п - т - Щп - т )  (w + l)!((w + l ) - (m + l ) ) !  и+|

Muammoli masala va topshiriqlar
j .  Shaxmat taxtasiga 8 ta ruxni bir-biriga hujum qilmaydigan qilib 

necha xil usul bilan joylashtirish mumkin?
2. Ma’noga ega bo‘lmaganlarini ham e’tiborga olgan holda a, i, t, r 

harflaridan 4 harfli nechta so‘z tuzish mumkin?
3 . 9 nafar kishining rais, rais o'rinbosari, kotib va ish yurituvchi 

vazifalariga tayinlanish imkoniyatlarini toping
4. Turli 5 rangdagi bo'yoqlardan 3 xil rangli bo‘yoq tanlash 

imkoniyatlari sonini aniqlang.
5. Musobaqada 10 jamoa ishtirok etayotgan bo'lsa, ulardan uchta- 

sinine oltin, kumush va bronza medallarini olish imkoniyatlari sonini 
aniqlang.

6. Kutubxonada 6 dining har biridan boshqalariga bevosita tarjima 
qilish uchun yetarli lug'atlar mavjud. Tillar soni 10 ta bo'lganda 
kutubxonaga yana qancha lug‘at kerak?

7. Do'konda 10 xil qo‘g ‘ irchoq sotilayotgan bo'lsin. 8 dona turli 
qo‘g‘irchoqni sotib olish imkoniyatlari sonini aniqlang.

8. Barcha raqamlari turlicha bo'lgan 7 raqamli telefon nomerlari 
sonini toping.

9. Har bir yigit faqat bitta qizni o'yinga taklif qilish sharti bilan 4 
nafar yigit 6 nafar qizlami taklif etayotgan bo'lsa, bunday takliflar sonini 
toping.

10. Bir kishida 7ta, boshqa kishida esa 9ta kitob bor. Bu kishilar bir- 
birlari bilan ikkitadan kitob almashishmoqchi. Kitob almashishlar sonini 
aniqlang.

11. 28 dona domino donalarini 4 o'yinchiga teng taqsimlash im- 
koniyatlari sonini toping.

12. Temir yo'l vagoni kupesida bir-biriga qarama-qarshi o'tirishga 
nio ljallangan va har birida 5 tadan o'rinlari bo'lgan 2ta o'rindiq bor. 10 
nafar yo'lovchidan 4 tasi poyezdning yoarishi yo'nalishiga qarab, boshqa

si teskari yo'nalishga qarab o'tirishni hohlaydi, qolgan 3tasi uchun esa 
Vysi yo'nalishga qarab o'tirishning farqi yo'q. Yo'lo\chilami o'rin- 
•Я arga joylashtirishlar imkoniyatlari sonini aniqlang. 

ail' h ’ ^es t̂a ^ar bayroqchani istalgan son va tartibda ko'tarib hosil
_ mumkin bo'lgan turli signallar sonini aniqlang.

• Qavariq o'nburchak diagonallari sonini aniqlang.
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15. Tekislikda har uchtasi bir to'g'ri chiziqda yotmagan to‘qqi2ta 
nuqta berilgan. Agar bu nuqtalaming har uchtasidan birgina aylana 
o'tkazish mumkin bo'lsa, berilgan nuqtalardan nechta aylana o'tkazish 
mumkinligini aniqlang.

16. Quyidagi ayniyatlami isbot qiling:

1. O'rin almashtirishlar deganda nimani tushunasiz?
2. O'rin almashtirishlar sonini qanday hisoblash mumkin?
3. O'rinlashtirishlar nima?
4 . O 'rin lash tirish lar soni form ulasin i isb o tlay  o lasizm i?
5. O'rin almashtirish va o'rinlashtirish orasida qanday farq bor?
6 . Gruppalashlar tushunchasining mohiyatini bilasizmi?
7. Gruppalashlar soni formulasi qanday hosil qilinadi?
8 . Gruppalashlar sonining qanday xossalarim bilasiz?
9. O'rin almashtirishlar, o'rinlashtirishlar va gruppalashlar sonlari 

orasida qanday munosabatlami bilasiz?

induksiya usuli. Nyuton binomi. B inom ial koeffilsientlar. K oshi ayniyati

п К
17. Quyidagi tenglamalami hal qiling:

Mustaqil ishlash uchun savollar

2.3. Paskal uchburchagi. Nyuton binomi*

Gruppalash. G ruppalashlar soni. Paskal uchburchagi. Arifmetik u c h b u r c h a k .  
Ikkita son  y i g  'indisin ing natural darajasi. Butun sonn in g natural ко 'rsatkichli 

ildizi. Qisqa ко ‘paytirish  form ula lari. Yig 'indining bikvadrati. M a t em a t ik

2.3.1. Paskal uchburchagi haqida umumiy m a’lumotlar. Berilgan 
n ta elementdan m tadan gruppalashlar soni C ” uchun bir nec 
qatorlami 1- jadvaldagidek yozamiz:

‘Binora" so'zi ikkihad ma'nosini anglatadi.
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I- jadval

n Gruppalashlar soni C *  ( m =  0 , n )

c f - i .  c ’ = 1

c°2 = 1, c\=2,c\ = \
с 30 =  1 , с ' = з , с 32 = з ,  C 3 = 1

4 C4° = 1 , C 4 = 4 , C 4 = 6 ,  C43 = 4 ,  C44 = l

5 C5° = 1 , c\ = 5 ,  c] = 1 0 , СI = 1 0 , C 54 = 5 ,  C 44 = 1

Bu jadvalda gruppalashlar sonining quyidagi xossalarini kuzatish 
mumkin:

-  har bir qatorning chetlarida birlar joylashgan (bu tasdiq
- C "  = 1 formula bilan ifodalanadi, ushbu bobning 2 - paragrafiga

qarang);
-  har bir qatordagi C" sonlar qatorning teng o‘rtasiga nisbatan 

simmetrik joylashgan, ya 'n i qatorning boshidan va oxiridan baravar 
uzoqlikda turgan sonlar o‘zaro teng ( C ” = C n~m);

-  ikkinchi qatordan boshlab har bir qatordagi birlardan tashqaii 
ixtiyoriy son bu qatordan yuqorida joylashgan qatordagi biri shu son 
ustida, ikkinchisi esa undan chapda joylashgan ikkita gruppalashlar 
sonining yig 'indisiga teng ( С тпЦ = С "  + C„m+1);

-  har bir qatordagi C "  sonlar shu qator teng o'rtasigacha o'sib , so‘ng 
kamayadi (3.3 band, 5- xossaga qarang).

Ta rif sifatida C° = 1 deb qabul qilinsa va bu ,
son yuqoridagi jadvalning n = 1 raqamii qatoridan 
° = 0 raqamli qatori sifatida joylashtirilsa, 1 1
c urchak figurasiga o‘xshash 1- shakldagi 1 2 1
on ar jadvalini hosil qilish mumkin. 1 3  3 1

f a, r * f ■ 1- sh ak lda g i  s o n l a r  j a d v a l i  Paskal . . a a i
“c h b u r c h a g i  d e b  ata ladi. 1 4  6 4 1

ham v Jad,Vai arifmetik uchburchak nomi bilan 1 5 10 10 5 1
qarama.H a<̂ - Uning Paskal nomi bilan atalishiga 1 6 15 20 15 6 1
dunyonin311’ bl?nday sonlar jadvali juda qadimdan 1 7 21 35 35 21 7 1
mamiak-J ™ nta4alarida, jumladan, sharq  

anda ham ma’ lum bo'lgan. Masalan, 1-shakl
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Erondagi Tus shahrida (hozirgi Mashhadda) yashab ijod qilgan Nosir at- 
Tusiy1 XII! asrda bu jadvaldan foydalanib, berilgan ikkita son 
yig ‘indisining natural darajasini hisoblash usulini o'zining ilmiy ishlarida 
keltirgan bo'lsa, g'arbda Al-Kashi norni bilan mashhur Samarqandlik olirn 
Ali Qushchr butun sonning istalgan natural ko'rsatkichli arifmetik ildizi 
qiymatini taqribiy hisoblashda bu jadvaldan foydalana bilganligi haqida 
ma’lumotlar bor. Keyinchalik G'arbiy Yevropada bu sonlar uchburchagi 
haqida M. Shtifel3 arifmetika bo'yicha qo'llanmalarida yozgan va u ham 
butun sondan istalgan natural ko'rsatkichli arifmetik ildizning taqribiy 
qiymatini hisoblashda bu uchburchakdan foydalana bilgan. 1556- yilda bu 
sonlar jadvali bilan N. Tartalya4, keyinroq logarifmik lineyka ijodkori U. 
Otred' (1631- yil) ham shug'ullanganlar. 1654- yilga kelib B. Paskal 
o'zining “Arifmetik uchburchak haqidagi traktat” nomli asarida bu sonlar 
jadvali haqidagi ma’lumotlami e’ lon qildi.

Paskal uchburchagidagi qatorlar istalgancha davom ettirilishi mumkin. 
Shunisi qiziqki, Paskal uchburchagi yordamida istalgan « ta  elementdan 
m tadan gruppalashlar sonini faqat qo'shish amali yordamida hosil qilish 
mumkin (ushbu bobning 2 - paragrafidagi C" sonni hisoblash

formulalariga qarang). Bu amal C ” = C *^1 + C “_, formulaga asoslanadi.
Paskal uchburchagi ko'plab ajoyib xossalarga ega. B. Paskal yuqorida 

zikr etilgan traktatda: “Bu xossalaming haqiqatdan ham bitmas- 
tuganmasligi naqadar ajoyibdir” deb yozgan edi. Ushbu paragrafning 3.3- 
bandida Paskal uchburchagining ba’zi xossalari keltirilgan.

2.3.2. Nyuton binomi haqida umumiy m a’lumotlar. O'rta maktab 
m atem atikas i kursidan quyidagi ikkita qisqa ko'paytirish form ulalarin i 
eslaylik:

1 At-Tusiy Nosir ad-Din-Muhammad ibn Muhammad ibn-al-Hasac, 1201-
1274) -  Eron astronomi va matematigi.

~ Ali Qushchi (Jamshtd ibn M a’sud, tug'ilgan y ili noma’lum-taxminan 1436 yoki 1437- >iWa 
vafot etgan) -  o'zbek matematigi va astronomi, 1420-30- yillarda S a m a r q a n d d a  Mu?0 
Ulug'bek observatoriyasida ishlagan.

1 Shtifel Mixel (Michel, 1487-1567) -  olmon matematigi.
1 Tartalya Nikkolo (Tartalia Nic-colo, 1499 y il atrofida tug'ilgan-1557) -  italyan m a te m a t ig i ' *

mexanigi.
' Otred Uilyam (Outred William, 1574-1660) -  ingliz matematigi.

C m _  W(W-1)-(W + 1) 
m\n — w)! " 1-2 -...(n — m)

C

m
n

n{n — l)...(n — m + 1)



( a ^ b ) 2 - a 2 + 2a b  + b~ -  y ig 'ind in ing kvadrati;

(a + Ь)ъ = я 3 + 3a ' b  + 3a b '  + b" -  yig'indining kubi. 
yig'indining navbatdagi ikkita. ya'ni 4- va 5- darajalarini hisoblaymiz: 

(ia  + b ) 4 = ( a + b ) ( a  + b ) '  = ( a  + b ) ( a 3 + 3a~b + 3 a b 2 + b }) =

= a 4 + 4a'b + 6 a 2b2 + Aab3 + b4,
( a  + b ) 5 = ( a  + b ) ( a  + Ь)л =

= a 5 + 5 a4b +10 a 2b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5.
Shunday qilib, yig‘indining bikvadrati (y a ’ni to'rtinchi darajasi)

( a  + b ) 4 = a 4 + Aal b  + 6 a 2b 2 + 4 o 6 3 + b 4 

va yig'indining beshinchi darajasi
( я  + 6 ) 5 = o 5 + 5 a Ab  +1 Oa3b 2 + 10 a 2b 3 + 5 a b 4 + A5

formulalariga ega bo'lamiz.
Yuqorida keltirilgan y ig ‘ indining kvadrati, kubi, bikvadrati va 

beshinchi darajasi formulalari o'ng tomonlaridagi ko‘phad koeffitsiyentlari 
Paskal uchburchagining mos qatorlaridagi C "  ( n  = 2 ,3 ,4 ,5 ) sonlar 
ekanligini payqash qiyin emas.

1- t e o r e m a .  B a r ch a  haqiqiy a va b hamda natural n  sonlar 
uchun ( a  + b ) n = a " + C \ an~lb  + C 2a"~2b 2 + ... + C"n~'abn~' + b n 
formula о  'rinlidir.

I s b о t i . Matematik induksiya usulini qo'llaym iz.
Baza: n  = 1 bo'lganda formula to‘g ‘ri: ( a  + b ) '  = a  + b  .
Induksion o‘tish: isbotlanishi kerak boMgan formula n = k uchun 

to'g'ri bo'lsin, ya’ni
(a + b)k = ak + C y - 'b  + С 2ка к~2Ь2 +... + C kkAabk~' + bk. 

Formula n = k + \ bo'lganda ham to 'g 'r i ekanligini isbotlaymiz. 
Haqiqatdan ham, С ,” *1 = C"’ + C "" : formuladan foydalanib, quyi- 
dagilami hosil qilamiz:

(,a  + b ) k+1 = ( a + b ) ( a  + b ) k =

= (e  + b ) ( a k + C ]ka k~'b + C ; a k~2b 2 + ... + C kk~'abkA + b k) =

= a k+i + C\akb  + C 2a k- ' b 2 + ... + C ka b k +
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+ C°ka kb  + С у - 'Ь 2 + ... + С к~'аЬк + b M  = 

= ак+1 + (С °  + С'к )akb + (С ]  + C2k)ak~'b2 +...

... + ( C k~l + C k) a b k + b M  =

= a k+1 + C\Ha kb + C 2ky - Xb2 +... + C kk+Xabk + Ьы  .

Ixtiyoriy a  va b  haqiqiy sonlar hamda n  natural son uchun ( a  + b ) ” 
ifodaning ko‘phad shaklidagi yoyilmasi (tasvirlanishi) Nyuton' binomi 
deb ataladi. Umuman olganda, “Nyuton binomi” iborasiga tanqidiy nuqtai 
nazardan yandoshilsa, undagi ikkala so‘zga nisbatan ham shubha tug'iladi: 
birinchidan, (a  + b ) n ifoda birdan katta natural n sonlar uchun binom 
(ya’ni ikkihad) emas; ikkinchidan, natural sonlar uchun bu ifodaning 
yoyilmasi Nyutongacha ma’lum edi2.

Greklar (a  + b)"  ifodaning qatorga yoyilmasini n ning faqat n = 2 
bo‘ lgan holida (ya’ni, yig'indi kvadratining formulasini) bilar edilar. Umar 
Xayyom3 va Ali Qushchi ( a  + b ) n ifodani n >  2 bo‘lgan natural sonlar 
uchun ham qatorga yoya bilganlar. Nyuton esa 1767- yilda yoyilma 
formulasini isbotsiz manfiy va kasr n sonlar uchun ham qo‘llagan. L. 
Eyler 1774- yilda Nyuton binomi formulasini kasr n sonlar uchun 
isbotladi, K. Makloren4 esa bu formulani darajaning ratsional 
ko'rsatkichlari uchun qoiladi. Nihoyat, 1825- yilda N. Abel’ daraja 
ko‘rsatkichining istalgan kompleks qiymatlari uchun binom haqidagi 
teoremani isbotladi.

C™ sonlami binomial koeffitsiyentlar deb ham atashadi. Bunday 
ta’rif bu koeffitsiyentlaming Nyuton binomi formulasida tutgan o'miga

П
qarab berilgan bo'lib, C ” son ( a  + b ) n = ^ C ” a"~"'bm yoyilm adag i

m-0
a n~'nbm ifodaning koeffitsiyentidir.

1 Isaak Nyuton (Newton, 1643-1727)-ing liz  fizigi, mexanigi va matematigi.
* Ushbu paragrafning 3.1 bandidagi xronologik ma’lumotlarga qarang. -л
■’ Umar Xayyom G'iyosiddin Abul-Fatx ibn Ibrohim (fbi. 1048 y il atrofida tug‘ ilgan‘ 1 

yi'dan so'ng vafot etgan) -  fors va tojik shoiri, matematigi va faylasufi.
4 Makloren Kolin (Maclaurin Colin, 1698-1746) -  Shotlandiya matematigi.
5 Abel Nils Xenrik (Niels Henric, 1802-1829) -  Norvegiya matematigi.
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uchun {a -  b)n = £ Н Г  f0nmila 0 ‘rinlidir
■P " /я=0

I s b o t i .  Nyuton binomi formulasida h ni ( - 6 )ga almashtirsak
kerakli formulani hosil qilamiz. ■

1- m i s o l .  Oxirgi formuladan xususiy holda quyidagi qisqa 
ko 'paytirish  formulalari kelib chiqadi:

n = 2 bo‘Iganda ayirmaning kvadrati formulasi 
(a - b )2 = a 2 - 2ab + b2;

/7 = 3 bo iganda ayirmaning kubi formulasi
(a -  b)3 = o3 -  3a2b + 3ab2 -  b3 . ■

Nyuton binomi formulasini kombinatorik amallar yordamida ham hosil 
qilish mumkin.

Haqiqatdan ham, ixtiyoriy a,b^,b2,...,bn sonlar uchun 

(я+  6|)(я + 62)...(а  + />„) ifodani

(a + bt)(t7 + 6 , + />п) = йi" + a" 1 (b, + b~, +... + bn) +

+ an 2(blb2 + Ь̂Ьг +... + bn_J)n) +

+  an~\byb2b3 + ...  + bn_zbn_xb„) + ...  + b\bv .bn
ko'rinishda yozish mumkin. Bu tenglikning o‘ng tomonida joylashgan a ” 
oldidagi koeffitsiyent birga (1 = C°) teng. Birinchi qavslar ichidagi 
qo'shiluvchilar soni /7ga (n = C'„) tengligi yaqqol ko'rinib turibdi. 
Ikkinchi qavslar ichidagi qo'shiluvchilar bl,b1,...,bn ( « t a )  elementlardan 
ikkitadan ko'paytmalar (soni C 2 ga teng gruppalashlar) ekanligini ham 
Payqash qiyin emas. Uchinchi qavslar ichidagi qo'shiluvchilar esa o‘sha n 
ta elementlardan uchtadan ko'paytmalar bo'lib, ulaming soni C 3ga teng 
va hokazo. Oxirgi qo'shiluvchi oldidagi koeffitsiyent birga (1 = C ") teng. 

uqoridagi tenglikda b{ = b2 =... = bn =b deb olsak, Nyuton binomi 
ormulasini hosil qilamiz.

®*noni>al koeftltsiyentlarning xossalari. Binomial koef- 
^'yentlaming ba’zi xossalarini keltiramiz. Bu xossalar bevosita 

PPfashlarga 0id bo'lib, tabiiyki, ular Paskal uchburchagining 
x°ssalanni ham ifodalaydi.

2  t e o r e m a .  Barcha haqiqiy a  va b hamda natural «  son la r
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£-rm+l ^ ^
l - x o s s a .  —-—  = --------  ( m  — 0 ,1,2 ,..., n  — \) ten g l ik  о  ‘r in l id ir

C : m + 1
Haqiqatdan ham,

n!
>m+lc ; "  _  (m +  l)!(n  -  m - 1 ) !  = m \ ( n  -  m)\

C ; “  ___ «!____ ” (ю + Щ и - w i - l ) !  _
m\(n -  m)\

_ m\(n-m-\)\(n-m) _ n - m  | 
m\{m + [)(n — m — 1)! m +1 

Bu xossa binomial koeffitsiyentlar qatoridagi istalgan ketma-ket ikki 
elementning biri ma’lum bo‘lsa, boshqasini osonlik bilan hisoblash 
mumkinligini ko'rsatadi:

_ «  tU ^   ̂ £ m+1
71 * П * П Я ’m +1 n -m

bu yerda m = 0 ,1,2 ,..., л - 1 .

2- x o s s a .  Ixtiyoriy natural n son uchun barcha C ”' (m = 0,n)

binomial koeffitsiyentlaryig'indisi 2"ga teng, ya ’ni
C “ + C ‘ + C ; + ... + C '” 1 + C ” = 2".ft n n n n

Bu tenglik Nyuton binomi formulasida a = b = 1 deb olganda hosil 
bo‘ladi. ■

3- x o s s a .  Toq o'rinlarda turgan binomial koeffitsiyentlar yig'indisi 
juft o'rinlarda turgan binomial koeffitsiyentlar yig'indisiga teng.

Haqiqatdan ham, Nyuton binomi formulasida a = 1 va b = - 1 deb 
olganda

o = c° -  c' + c l - c l +...+(-1)” c;n n n n \ s  n

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikdan xossadagi tasdiqning to'g'riligi kelib 
chiqadi. ■

2- va 3- xossalar asosida quyidagi xossani hosil qilamiz.
4- x o s s a .  n natural sondan oshmaydigan eng katta toq m son 

uchun C'n + С ъп + ... + C™ = 2"_l tenglik hamda n sondan oshmaydigan

eng katta juft m son uchun C'J + C] +... + С ” = 2”~’ tenglik о 'rinlidir.
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5- x o s s a .  Toq n s o n  u chun  c® < C'„ <... < C „ 2 \

гГ +| -> 2 > -  > С.Г • Juft  n son uchun esa c °  < C'„С n "
\ /-•if*1 > > c n. munosabatlar o'rinlidir.C ;  > u n

Haqiqatdan ham, m < - —- shartni qanoatlantiruvchi ixtiyc^71^  i ■

2_m w —J * ._tjj'j
И va m  sonlar uchun ------- > 1 tengsizlik o'rinlidir, m > ------  c-
" пт+ 1 2 л ■

n ~m - 1 tengsiz likka ega bo'lamiz. Bu yerda C",+ ^  5j®
Ш

esa ------<
m + 1

formulani (1- xossaga q aran g ) qo'llab, xossadagi barcha ten ,rJJ 
hosil qilamiz.

n - 1 -  **Agar a? toq son b o 'ls a , m = -----butun son bo'lib, ^
2 m + 1

2n -  n + 1 л + I = l m unosabat o'rinlidir. Demak, C"m+1

w-1
formuladan m = - —- bo'lganda Cn2 = C„2 tenglik kelib сУ

2 t  I
Binomial koeffitsiyentlarning 5- xossasi Paskal uchbUl;|/̂

yuqorida keltirilgan xo ssa la r i tasd ig 'i bo'lib , unga ко'гй*1 () \ 1 . f
Ы  .

koeffitsientlar oldin C° = l d a n  Cn2 gacha1 o 'sadi, keyin & I
gacha kamayadi hamda n toq bo'lganda binomial кое b° ' S  Г  
qatorining o'rtasidagi ik k ita  hadi tengdir va n juft bo 'lgS^  ^ Y s l
0 rtadasigi hadi eng katta va yagonadir. l/T

Quyidagi 6- 8- xo ssa la r o'rinlidir.
* о s s a . С" + C" + + Cn = Г "+1" и+1 ^  ••• ̂  n+k ’■'n+i+1 •

7 - i o s , , . ( c ; f  + (C ; J  + . . .+ ( c ;J  = c ;„ .

И yozuv a sonning butun q ismini anglatadi.
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8- х о s s а . СИ°С* + С'С*'' + ... + С*С° = С* .п т  п т  п т  п+т

Oxirgi tenglik K oshi1 ayn iya ti deb aytiladi.
Endi bu uchta xossani isbotlaymiz. Dastlab 6- xossaning isbotini 

keltiramiz. Birinchidan, s = (1 + jc)" + (1 + jc)n+l + ... + (1+ x)"+/r ko‘phad 
uchun Nyuton binomi formulasini qo'Ilab, quyidagi tenglikni hosil

qilamiz: J  = j c ” /  + + ■•• + S O "  • Bu yerdan, lV
m=0 m=U m=0

ko‘phaddagi jc” ifodaning koeffitsiyenti C" + C "+1 +... + C"̂ k yig‘indiga 
tengligini aniqlash mumkin.

Ikkinchidan, s = (1 + Jc)”(l +(1 + jt) + ... + (1 + JC)*) ifodani geometrik 
progressiya hadlari y ig ‘ indisi formulasiga binoan quyidagicha ham yozish

mumkin: s = (1 + x)n (1 + X) - - -  = -  ((1 + х Г **1 -  (1 + x)n). Bu yerda
1 + x - l  JC

ham Nyuton binomi formulasini qo'Ilab, hosil bo‘lgan ko‘phadning x" 
daraja qatnashgan hadi koeffitsiyenti C ”+'k+l ekanligini ko'rish mumkin. 
Keltirilgan bu mulohazalar asosida 6- xossadagi tenglikka ega bo'lamiz. ■ 

Ravshanki, C ”‘ = Cnn m formula e’tiborga olinsa, 7- xossa 8- xossadan 
m = k = n bo‘ lganda xususiy hoi sifatida kelib chiqadi. Shuning uchun 
faqat 8- xossaning isbotini keltirish bilan chegaralanamiz.

Birinchidan, Nyuton binomi formulasiga ko'ra
n m n+m

(1 +  x)"  =  £ C - x - , (1 +  .V )"  =  £  c y  , (1 +  X ) - ' -  =  £ c '
s=0 1=0 p=l)

tengliklarga, bulardan esa (1 + x)"(l + x)'" = (1 + jc)n+m bo'lgani uchun
n m n+m

X  Cs„Xs X  C'mx' — ^  C£+mx p tenglikka ega bo'lamiz. Oxirgi tenglik-
д=0 t=0 p - 0

ning ikkala tomonidagi x k (k = 0 ,l,...,min(/w,/?)) daraja koeffitsiyent- 

larini bir-biriga tenglashtirsak, isbotlanishi kerak bo'lgan form ulani hosil 
qilamiz. ■

1 Koshi (Cauchy Ogyusten Lui. 1789-1857) -fransuz matematigi.
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Albatta, yuqoridagi uchta xossa boshqa usullar bilan ham isbotlanishi 
m u m k in . Quyida 8- xossaning kombinatorik tahlilga asoslangan isboti 
keltirilgan.

2- m i s o l .  Koshi ayniyatm i kombinatorik tahlilga asoslangan holda 
isbotlaym iz. n  nafar o ‘g ‘ il va m  nafar qiz bolalardan tashkil topgan 
ta labalar guruhidan к  ( к  = 0 ,l,...,m in (/w ,w )) nafar talaba tanlash zarur

bo'lsin. n  + m  nafar talabalardan к  nafar talabani C*+m xil usul bilan

tanlash mumkinligi ravshan.
Boshqa tomondan olib qaraganda, n  + m  nafar talabalardan iborat 

to'plamdan tanlanadigan barcha к  elementli qism to'plam lam i ularning 
tarkibidagi o‘g ‘ il bolalar soniga qarab sinflarga ajratishning quyidagicha 
imkoniyati bor. Tarkibida 5 ( 0 < . s < & )  nafar o 'g 'il  bola bo'lgan к 
elementli qism to'plamni oldin C*n xil usul bilan tanlab, keyin (k — s) 
nafar qiz bolalami C* J xil usullardan birortasi yordamida tanlash 
mumkin. Demak, tarkibida s nafar o 'g 'il  bola bo'lgan к  nafar talabadan 
iborat qism to'plamlar soni, ko'paytirish qoidasiga asosan, C^C^~S songa 
tengdir. Noldan к  gacha bo'lgan barcha butun 5 sonlar uchun barcha 
kombinatsiyalami hosil qilib va bu kombinatsiyalarga mos ko'paytm alam i 
yig'ib, Koshi ayniyatining chap tomonini hosil qilamiz. ■

Binomial koeffnsientlaming yuqorida keltirilgan xossalarini tahlil 
qilish natijasida ularning turli sohalardagi tadbiqlari doirasining kengligini 
payqash mumkin. Misol sifatida to'plam lar nazariyasiga tatbiqini 
qaraymiz.

3- m i s o l .  Chekli A to'plam 2" buleanining elementlari va bu 
elementlar soni bilan binomial koeffitsientlaming uzviy bog'lanishi bor. 
Bu bog'Ianish quyidagicha ifodalanishi mumkin. Chekli A to'plam 2 A
uleani tarkibidagi elementlar A to'plamning qism to'plamlaridan iborat 

Igani uchun, shu qism to'plam lam i quvvatlari bo'yicha (|/4 |+l)ta 
^mj^larga ajratish mumkin. Tushunarliki, bu yerda к  raqamli guruhga ( 

to 4UVVati ^ ten“ bo'lgan barcha qism to'plamlardan tashkil
pI ц3 UnC*a^  ^ 'Sm to'p lamlar soni C* ga teng. Bu mulohazani hisobga 

° ^ a xossa yordamida ushbu bobning 1- paragrafidagi 1- 
emaning boshqa bir isbotiga ega bo'lamiz. ■

Рагаш-агТ'3* koeffitsiyentlaming yana bir xossasi ushbu bobning 7- 
«gratida tsbotlanadi.



Muammoli tnasala va topshiriqlar

1. Binomial koeffitsiyentlarning xossalaridan foydalanib quyidagi 
formulalami isbotlang:

a) 1 + 2  +... + m = —--------------- b) 1 + 2  +...4-/И = — ----------
6 4

2 . n dona bir xil sharlar orasidan toq sondagi, n > 2 bo'lganda esa 
juft sondagi sharlami tanlash imkoniyatlari sonlarini aniqlang.

3. Binomial koeffitsiyentlarning quyidagi xossalarini isbotlang:

a b ) 5 X = n 2 " ' ,  d) = 0 ,
r=k k= 1 *=1

e) n\= nn -C l( n - \ ) n +C*(n-2)" - C l ( n - 3 ) n +...+
+(-1)"-2 c;-2 2n+(-1)"-1 с;-1 («е /V),
f) и” = c ]n( r i - l ) m - C 2(/7- 2 )m +...+
+ (-1 )я' 3С ;_22ж + (-1 )я_2С Г 1 , m < n , ( m , n e  N ).

4. Quyidagi y ig ‘ indilami hisoblang:
a) C„° + 2C ’ + 3C ; +... + («  + l)c;,
b) с 2 + 2с л3 +зс„4 + . . .+ ( « - 1) с ; ,

d )C „°+ 3C :+ 5C 2 +... + (2 « + l ) C ; .
5. Binomial koeffitsiyentlarning yuqorida keltirilgan xossalaridan 

farqli birorta xossasini topishga harakat qiling.
6 . Ixtiyoriy chekli A to'plamning juft quwatli qism to'plamlari 

to'plamining quvvati shu A to'plamning toq quwatli qism to'plamlari 
to'plamining quwatiga tengligini isbotlang.

7. Quvvati lOOga teng bo'lgan to'plamning 40 elementli qism 
to'plamlari soni bilan shu to'plamning 60 elementli qism to'plamlari 
sonini solishtiring.

8 . Figurali sonlaming Paskal uchburchagidagi o'raini aniqlang.
9. Paskal uchburchagi yordamida ixtiyoriy k-  tartibli figurali 

sonlaming dastlanki n tasi yig'indisini hisoblash formulasini toping va bu 
formulani matematik induksiya usuli yordamida isbot qiling.

10. Paskal uchburchagidan foydalanib 11" ( n & N)  ifodaning 
qiymatini hisoblash formulasini keltirib chiqaring va bu formulani isbot 
qiling.
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11. Paskal uchburchagining ixtiyoriy n - satridan yuqorida joylashgan 
elementlari y ig ‘indisini hisoblash formulasini ifodalang va bu formulani 
isbot qiling.

12. Paskal uchburchagining bir necha o‘n qatorini yozib. undagi 
ikkiga, uchga. beshga qoldiqsiz bo'linadiganlarini ajrating.

13. Paskal uchburchagining 256- qatorida qancha toq son borligini 
aniqlang.

14. Paskal uchburchagidan foydalanib sin nx va COS nx ifodalami 
sin* va cosx orqali ifodalash formulalarini keltirib chiqaring.

15. Paskal uchburchagini sinchkovlik bilan tekshirib, undagi 
sonlaming dastlabki bir necha tub sonlarga (masalan, 2, 3, 5, 7, 11) 
boiinadiganlarining o‘rinlarini aniqlang.

16. Paskal uchburchagidagi juft va toq sonlarning joylashuvini 
tekshiring.

17. Paskal uchburchagining kitobda bayon qilinmagan xossalarini 
topishga urinib ко‘ring.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Paskal uchburchagi deganda nimani tushunasiz?
2. Paskal uchburchagining qanday xossalarini bilasiz?
3. B. Paskalgacha Paskal uchburchagidan foydalangan sharq va g ‘arb 

olimlaridan kimlami bilasiz?
4. Nyuton binomi formulasini qanday qo'llash mumkin?
5. Nyuton binomi formulasini Isaak Nyutondan oldin kimlar 

qoilagan?
6. Nima uchun binomial koeffitsiyentlarlaming xossalari Paskal 

uchburchagining xossalari ham hisoblanadi?
7. Nyuton binomi formulasini kombinatorik tahlil yordamida isbot 

qilganda qanday tushunchalar qo‘llaniladi?
8 . Koshi ayniyatining kombinatorik tushunchalarga asoslangan 

isbotini bilasizmi?
9. Nima uchun gruppalashlar sonlarini binomial koeffitsiyentlar deb 

ham atashadi?
Ю. Nima uchun 7- xossa 8- xossaning xususiy holi bo‘ ladi?
11. Binomial koeffitsiyentlarlaming ushbu kitobda bayon etilmagan 

yaua qanday xossalarini bilasiz?
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2.4. Takrorli kom binatsiyalar

Kombinatsiya. Takrorlanish. B irlashmalar. Takrorli о  ‘rin almashtirish, 
о  ‘rin lashtirish va gruppalash lar. Ко 'phadform ulasi. К о 'phadiy koeffitsiyentlar 

Umumiashgan Nyuton binomi.

2.4.1. Takrorli o‘rin alm ashtirish lar. Kombinatorikada oldin 
qaralgan birlashmalardan tashqari tarkibidagi elementlari takrorlanishi 
mumkin bo‘lgan boshqa birlashmalar ham o'rganiladi. Masalan, takror- 
lanuvchi elementlar qatnashgan o‘rin almashtirishlar, o'rinlashtirishlar va 
gruppalashlar.

Avval o‘rganilgan o'rin almashtirishlar shunday tuzilmalar ediki, ular 
tarkibidagi elementlar bir-biridan farq qilardi. Endi o'rin almashtirishlar 
tarkibidagi elementlar takrorlanishi mumkin boigan holni qaraymiz. 
Tabiiyki, aynan bir xil elementlar o'rinlari almashtirilishi natijasida yangi 
o'rin almashtirish hosil bo'lmaydi. Shuning uchun tarkibidagi elementlari 
soni o'zgarmaganda elementlari takrorlanishi mumkin bo'lgan o'rin 
almashtirishlar soni turli elementlardan tashkil topgan o'rin almashtirishlar 
soniga qaraganda kichik bo'ladi.

Faraz qilaylik, qandaydir kortejning n  ta elementlari orasida bir xil 
(aynan bir xil) w, ta birinchi tur, bir xil n 2 ta ikkinchi tur va hokazo, bir xil 
nk ta k -  tur elementlar bo'lsin, bu yerda n2,...nt -  hech
bo'lmaganda bittasi ldan farqli natural sonlar.

1- t a ’ r i f .  Bu n ta elementlarning o'rinlarini imkoniyati boricha 
almashtirishlar natijasida hosil bo ‘Igan kortejlar (kombinatsiyalar) 
takrorlanuvchi elementlar qatnashgan o'rin almashtirishlar (qisqacha, 
takrorli о ‘rin almashtirishlar) deb ataladi.

n ta elementlari orasida « , ta birinchi tur, n 2 ta ikkinchi tur va hokazo, 
nk ta к - tur bir xil elementlar bo'lgan takrorli o'rin almashtirishlar sonini 
Cn( « , , n2 nk) bilan belgilaymiz.

1- t e o r e m a .  Takrorli о ‘rin almashtirishlar soni uchun

formula о rinlidir, bu yerda n{ + n2 +... + nk — n -  e l em en t la r  son i, к  -  
turlar soni.

I s b o t i .  Har bir o'rin almashtirishdagi elementlar soni «, + ni + 
+ = n ga teng. Bu « ta  elementlami quyidagi tartibda jo y lash tirib ,



0 -rin almashtirishlardan birini qaraymiz: birinchi bo'lib  barcha o, ta 
birinchi tur, ulardan keyin barcha n2 ta ikkinchi tur va hokazo, oxirda 
barcha nk ta k -  tur elementlar joylashgan bo'lsin. Qaralayotgan takrorli 
o 'rin  almashtirish da birinchi tur elementlar soni nx ga teng bo'lgani uchun 
ularning mumkin bo'lgan hamma o'rin almashtirishlari soni я, Iga teng. 
Ammo bu elementlar bir-biridan farq qilm aganligi sababli ularning 
o 'rin larin i almashtirish natijasida yangi takrorli o 'rin almashtirish hosil 
bo'lmaydi.

Qaralayotgan takrorli o'rin almashtirishda ikkinchi tur elcmentlaming 
o 'rin larin i almashtirishlar soni n2\ bo'lib, bu yerda ham bir-biridan farq 
qilm agan elementlar o'rinlarini almashtirishlar jarayonida yangi takrorli 
o'rin almashtirish hosil qilinmaydi. Ikkinchi tur elementlaming o'rinlarini 
almashtirishlar birinchi tur elementlaming o'rin almashtirishlariga 
bog'liqsiz ravishda amalga oshirilishi mumkinligini ta’kidlaymiz.

Uchinchi tur elementlaming o'rinlarini almashtirishlar soni w3! bo'lib, 
ularning ham hech qaysi biri yangi takrorli o 'rin almashtirish hosil qil- 
maydi. Bu o'rin almashtirishlar « , !t a  birinchi tur elementlaming o 'rin­
larini almashtirishlarga va w ,!ta  ikkinchi tur elementlaming o'rinlarini 
almashtirishlarga, jam i, ko'paytirish qoidasiga asosan, « , ! « , ! ta o'rin 
almashtirishlarga bog'liqsiz ravishda amalga oshirilishi mumkin.

Shunday davom etib, qaralayotgan takrorli o'rin almashtirishda oxirgi 
k- tur elementlar o'rinlarini almashtiramiz. Bunday o'rin almashtirishlar 
soni wt !ga teng bo'lib, bu o'rin almashtirishlar ham yangi takrorli o'rin 
almashtirishni hosil qilmaydi. Bu o'rin almashtirishlami birinchi tur, 
ikkinchi tur va hokazo (k — 1 )- tur elementlaming jami soni, umumlashgan 
ко paytirish qoidasiga asosan, пх\п2\..лк_х\ bo'lgan o'rin almashtirish­
lariga bog'liqsiz ravishda bajarish mumkin.

Shunday qilib, n !ta o'rin almashtirishlam i har birida n{\n2\..nk\x&dan 
ir xil о rin almashtirishlar bo'lgan qismlarga ajratildi deb hisoblash 

m. Demak. biz izlagan takrorli o 'rin almashtirishlar soni

nk) --------Hi------bo'ladi. bu verda «, + и, + ... + nk = n . я
£  ' n,\n2\...nk\

kortei ra1' s o *• ikkita a , bitta b va ikkita с harflardan tashkil topgan 
uc un barcha takrorli o'rin almashtirishlami tuzing. 

n ™!S,°lda uc  ̂turdagi ( к = 3 ) hartlar soni bcshga teng (n=5) bo'lib, 
harfnino r • T - a  ̂  ”2 =  ̂ (bitta b )  va n} = 2 (ikkita c). Dastlabki ikkita 

g (xuddi shuningdek, oxirgi ikkita harfning ham) o'rinlarini o'zaro
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almashtirsak yangi o‘rin almashtirishlar hosil bo'lm aydi. Barcha takrorli

o ‘rin almashtirishlar soni c .  (2,1,2) = ———  = 1  ̂ 3 4—-  = 30 bo'ladi.
sK г ’ ' 2 ! 1! 2 ! 1 ■ 2 ■ 1 1 ■ 2

Bu o‘ttizta o 'rin almashtirishlaming hammasi quyida keltirilgan: 
aabcc, aacbc, aaccb, abacc, abcac, abcca , 
acabc.acacb, acbac, acbca, accab, accba , 
baacc, bacac, bacca, bcaac, bcaca, bccaa , 
caabc, caacb, cabac, cabca, cacab, cacba , 

cbaac,cbaca,cbcaa,ccaab,ccaba,ccbaa и
2.4.2. Takrorli okrin lashtirish lar. « t a  elementdan tashkil topgan 

to'plam berilgan bo'lsin. Bu eiementlardan foydalanib, m ta elementdan 
tashkil topgan kortejlami shunday tuzamizki, bu kortejlarga har bir 
element hohlagancha marta (albatta m dan oshmagan miqdorda) kirishi 
mumkin bo'lsin va bu kortejlar bir-biridan ulami tashkil etuvchi elementlar 
turlari bilan yoki bu elementlarning joylashishlari bilan farq qilsin.

2- t a ’ r i f .  Shunda y  u su l  b i lan  tuz i lgan  k o r t e j la r n in g  h a r  b ir i  n  ta 
turli eiementlardan takrorlanuvchi elementlar qatnashgan m tadan 
о 'rinlashtirish (q isqa cha , takrorli o ‘rinlashtirish) d e b  ata ladi.

--m
n  ta turli eiementlardan m  tadan takrorli o 'rinlashtirishlar sonini An

bilan belgilaymiz.
2- t e o r e m a .  n t a  tur l i  e i em en t la r d a n  m  tadan  takror l i  о  ‘r in la sh -

—m mtirishlarsoni nm ga teng, ya'ni A„ =n .
I s b о t i . Berilgan n  uchun takrorli o'rinlashtirishdagi elementlar soni 

m  bo'yicha matematik induksiya usulini qo 'llaym iz. Baza: takrorli 
o'rinlashtirishlar m -  1 bo'lganda bitta elementdan tuzilishi ravshan. 
Tabiiyki, bunda hech qanaqa takrorlanish haqida gap bo'lishi mumkin 
emas. Bu holda elementlar soni n  bo'lgani uchun takrorli o'rinlashtirishlar 

—l , 
soni ham n  ga teng: A„ = n  = n  .

Induksion o'tish: teoremaning tasdig'i m  — k bo'lganda to 'g 'r i, y a ’ni 
An = n k bo'lsin. Bu tasdiq m  = k + 1 bo'lganda ham to 'g 'ri bo'lishini 
isbotlaymiz. Buning uchun « t a  turli eiementlardan к  tadan takrorli 
o'rinlashtirishning istalgan birini olib, unga «  elementli to'plamning 
ixtiyoriy bitta elementini (£  + 1)- element sifatida kiritamiz. Natijada



qandaydir (£  + 1) tadan takrorli o‘rinlashtirishni hosil qilamiz. Tabiiyki, 
qaralayotgan A: tadan o'rinlashtirishlaming har biridan yangi n ta (£ + 1 
)tadan takrorli o'rinlashtirishlar hosil qilish mumkin. Shunday usul bilan 
ishni davom ettirsak, barcha mumkin bo'lgan (£ +1 )tadan takrorli 
o'rinlashtirishlami hosil qilamiz, bu yerda birorta ham ( A: +1 )tadan 
takrorli o'rinlashtirishlar qolib ketmaydi va ilgari ko'rilgan hech qaysi 
(k + \ jtadan takrorli o'rinlashtirish qaytadan paydo boMmaydi. Ko'pay­
tirish qoidasiga asosan n ta turli elementlardan (/r + l)tadan takrorli 
o'rinlashtirishlar soni_^ tadan_takrorli o'rinlashtirishlar soniga nisbatan n 
marta ortiqdir, ya ’ni An = nA„ = nnk = и*+|. ■

2- m i s o l .  Oila a ’zolari besh kishidan iborat bo'lib, ular ikkita ishni 
bajarishlari zarur (masalan, non sotib olish va uni bo'Iaklash), bunda 
oilaning har bir a ’zosi ikkala ishni ham bajarish imkoniyatiga ega. Oila 
a’zolariga bu ishlami taqsimlashda mumkin bo'lgan imkoniyatlar soni 
aniqlansin.

Bu masalani hal qilish uchun oila a ’zolarini a ,  b , c , d  v,a e harflari 
bilan belgilab, ishlar ikkita bo'lgani uchun beshta turli elementlardan 
ikkitadan barcha takrorli o'rinlashtirishlami tuzamiz:

aa, ab, ac,ad, ae, ba, bb, be, bd, be, ca, cb ,cc,
ed, ее, da, db, de, dd, de, ea, eb, ее, ed, ее .

—2 ,
Hammasi bo'lib 25ta (As =5 = 2 5 )  takrorli o'rinlashtirishlar tuzildi. 

Demak, besh kishidan iborat oila a’zolariga ikkita ishni taqsimlashda 
mumkin bo'lgan imkoniyatlar soni 25dir. ■

3- m i s o l .  O'zbekiston Respublikasi fuqarosi pasportining raqami 
ikki qismdan iborat: lotin alifbosining ikkita harfi va yetti xonali son. 
O'zbekiston Respublikasi fuqarosi pasportining barcha mumkin bo'lgan 
raqamlari sonini aniqlang.
_  Lotin alifbosidagi yigirma oltita turli harflar yordamida 676 ta 

(A26 = 26 = 676) ikkitadan takrorli o'rinlashtirishlar tashkil etish 
niurnkin. O'nta 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 va 9 raqamlardan esa 10.000.000 ta 
(^io = 10 = 10000000 ) turli yetti xonali raqamlami (bu raqamlarda 
dastlabki nollar tashlab yuborilmaydi) hosil qilish mumkin. Shunday qilib, 
O'zbekiston Respubjikasi fuqarosi pasportining raqamlari soni 
6.760.000.OOOga ( A^Aw = 6760000000 ) teng. ■



2.4.3. Takrorli gruppalashlar. Har bir elementi birlashmaga 
istalgancha marta kiritiladigan va turli «  ta elementlardan m tadan 
olinadigan hamda elementlar tartibi e’tiborga olinmaydigan birlashmalarni 
(kortejlami) qaraymiz.

3- t a ’ r i f .  Bunaqa birlashmalar n ta turli elementlardan m tadan 
takrorlanuvchi elementlar qatnashgan gruppalashlar (qisqacha, takrorli 
gruppalashlar) deb ataladi.

n ta elementdan m tadan takrorlanuvchi elementlar qatnashgan grup­
palashlar ta’rifidan ko'rinib turibdiki, turli kombinatsiyalar bir-birlaridan 
hech bo‘lmasa bitta elementi bilan farq qiladi. « ta  elementdan m tadan

takrorli gruppalashlar sonini C„ deb belgilaymiz.
3 - t e o r e m a .  n ta elementdan m tadan takrorli gruppalashlar soni

C +m-i Sa teng, ya ni C'„ = .
I s b o t i .  {a,, a 2, ... ,an} to'plam uchun n ta elementdan m tadan 

takrorli gmppalashlar sonini aniqlash zarur. Har bir takrorli gruppalashdagi 
elementlami « ta  qismga shunday bo'lish mumkinki. har bir i- boiakda 

element qanchadir marta qataashadi yoki biror marta ham qatnash- 
maydi. Har bir shunday gruppalashni nol va birlardan iborat kod 
yordamida quyidagicha shifrlaymiz: har bir at element o‘miga bu element 
i-  bo'lakda necha marta qatnashsa, shuncha birlar yozamiz (tabiiyki, bu 
element biror marta ham qatnashmasligi mumkin, u holda hech narsa 
yozilmaydi); turli bo'lak elementlarini bir-biridan nollar bilan ajratamiz 
(bu yerda yonma-yon joylashgan nollar hosil bo'lishi mumkin -  bu nollar 
mos elementlaming gruppalashda qatnashmaganligini anglatadi). Masalan, 
{ a , b , c , d , e , f }  to'plam elementlaridan tuzilgan 6ta elementdan 9tadan 
takrorli bbbcddddf gruppalashga 01110101111001  shift, 6ta elementdan 
12tadan takrorli aaaabeeeeeff gruppalashga esa 1111010011111011 
shift, aksincha, 10100011110  shifrga 6ta elementdan 6tadan takrorli 
aheeee gruppalash mos keladi.

Shunday qilib, и ta elementdan m tadan har bir takrorli gruppalash 
uchun qandaydir m ta birlar va ( «  - 1  )ta nollardan iborat ketma-ketlikni 
va, aksincha, m ta birlar va ( « - 1  )ta nollardan tashkil topgan har bir 
ketma-ketlik uchun « ta elementdan m tadan biror takrorli gruppalash^1 
mos qo'ygan bo'lamiz (bir qiymatli moslik o'matildi). Binobarin, >,ta
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elementdan m tadan takrorli gruppalashlar soni ( n - 1  )ta nol va m ta 
birlardan tashkil topgan kortej elementlaridan tuzilgan takrorli o‘rin 
almashtirishlar soniga, ya’ni Cn+m_x(m,n -  1) ga tengdir. Demak,

r m- r  /........ 14 _  (w + w  — 1)! _  r,m Cn.................................1) — -  С ■
m! (л? — 1)!

4- m i s o l .  Har birining yoqlariga 1, 2, 3, 4, 5 va 6 sonlari yozilgan 
jcub shaklidagi ikkita soqqani tashlaganda jami nechta sonlar juftligini 
hosil qilish mumkin?

Soqqalarni tashlaganda jami quyidagi 21 imkoniyatdan biri ro‘y
beradi:

< 1,1 >,< 1,2 >,< 1,3 >,< 1,4 >,< 1,5 >,<1,6 >,< 2,2 >, 
< 2,3 >, < 2,4 >, < 2,5 >, < 2,6 >, < 3,3 >, < 3,4 >, < 3,5 >,
< 3,6 >, < 4,4 >, < 4,5 >, < 4,6 >, < 5,5 >, < 5,6 >, < 6,6 > .

Bu juftliklar oltita elementdan ikkitadan takrorli gruppalashlarni 
tashkil etadi.

Ulaming soni 3- teoremaga asosan C62 = C62+2_, = C 2 = 21 bo'ladi. ■
2.4.4. Ko‘phad formulasi. Takrorli kombinatsiyalar vositasida Nyuton 

binomi tushunchasini umumlashtiramiz, ya ’ni (al + a2 +... + am)n
ifodaning yoyilmasini topish muammosini qaraymiz. Buning uchun 
qaralayotgan ifodani n ta bir xil ifodalar ko'paytmasi, ya ’ni

(a, + a2 +... + a m)(fl, + a2 + + am)...(a] + a2 +... + am)
nta ko’paytuvchi

shaklida yozib, qavslami ochamiz va o'xshash hadlami ixchamlaymiz. 
Natijada, (o, + a2 +... + a mY ifodaning yoyilmasi hosil bo'ladi. Yoyil- 
maning tarkibidagi qo'shiluvchilaming har birida ax,a 2,...,am element- 
lardan tashkil topgan takrorli o'rin almashtirishlar bor, bu yerda har bir 
Я° shiluvchi qandaydir koeffitsiyent va n ta elementning afar"2 ...a”"' 
ко rinishdagi ko'paytmasidan iboratdir. Yoyilmadagi a"'a22 . . .a ”” ko'- 
paytmaning koeffitsiyentini aniqlash uchun n ta (n = n}+ n2 + ... + nm) 

enth takrorli o'rin almashtirishlar sonini topish kerak, ya ’ni 
Л я , .« 2 ......Пл ) sonni hisoblash kerak. Shunday qilib, quyidagi teorema

isbotlandi.
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4- t e o r e m a .  Ixtiyoriy haqiqiy av a2,...,am va natural n sonlar 
uchun

(a , + a 2 + ... + ат )я = ^ С Д я , ,  n2,...,nm)a^a'^ ...anm"
я,+/ь-К..+л =/?

f o r m u l a  о ‘rin lid ir , bu f o m iu l a n i n g  o ' n g  t o m o n id a g i  y i g ' i n d i  
n i + n 2 +... + n m = n  sh a r tn i  q a n oa t la n t i r u v ch i  b a r c h a  m an f i ym a s  bu tun
и ,, n 2 n m s o n la r  u ch un  a m a lg a  o sh ir i lad i .

Isbotlangan oxirgi tenglik ko'phad formulasi yoki umumiashgan 
Nyuton binomi formulasi deb yuritiladi. Cn(nx,n2,...,nm) sonlami 
ko'phad koeffitsiyentlari deb ataymiz.

C* binomial koeffitsient Cn{r\,n2,...,nm) ko'phad koeffitsiyentining
m — 2 bo'lgandagi xususiy holidir. Haqiqatdan ham, nl +n2 =n
tenglikda и, = к deb olsak, u holda n2 = n - n l = n - k  va

C„(n.,n2) = - = ----- —----- = C k bo'ladi.
1 2'  nx\n2\ k\(n — k)\ "

5- m i s о 1. (a + b + c )3 ifodaning yoyilmasini toping. Awalo 3 sonini 
bo'laklaymiz, ya ’ni 3ni mumkin bo'lgan barcha imkoniyatlar bilan 
manfiymas butun sonlar yig'indisi shaklida yozamiz:

3=3+0+0, 3=2+1+0, 3=2+0+1, 3=1+2+0, 3=1+1+1,
3=1+2+0, 3=0+3+0, 3=0+2+1, 3=0+1+2, 3=0+0+3.

Demak, ko'phad formulasiga ko'ra,
(a + b + c)3 = C3(3 ,0 ,0)a3 + C3(2 ,l,0 )a26 + C3(2 ,0 ,l)a2c + 

+ С3(1,2,0)а62 + С3(1ДД)а6с + С3(1Д2)ас2 +C3(0,3,0)63 + 

+ C3 (0,2,1 )Z>2c + C3 (0,l,2)6c2 + C3 (0,0,3)c3.
n\

Takrorli o'rin almashtirishlar soni С (n.,n2,...,nt ) = —-— --------
пх\п2\..лк\

formulasini qo'Ilab quyidag tenglikni hosil qilamiz:
(a + b + c)3 =

= a 3 + 3a1 b + 3o2c + 3ab1 + 6abc+3ac2 + b} + 3b2c + 3be" + с 3. я 
Ko'phad yoyilmasining hadlarini yozganda shunga e’tibor berish 

kerakki, agar nx,n2,...,nm (w, + n2 +... + nm = n )  sonlar kl ,k 2,...,km 
{k] + k 2 + ... + km = n) sonlarning o'rin almashtirishlari yordamida hosil
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qilinishi mumkin bo'lsa, u holda а"'а"1 ...an" va a*'ak2'...akm" hadlaming 
koefitsiyentlari o'zaro teng bo'ladi. Shuning uchun n sonining 
n = «, + n2 +... + nm ko'rinishda ifodalanishlaridan qandaydir shartni 
bajaradigan birortasini, masalan, > n2 >... > nm (yoki n, <n2 <...<nm) 
shartni qanoatlantiradiganini topib, unga mos a"'a"~ ...a"" ifodada daraja 
ko'rsatkichlarini mumkin bo'lgan barcha usullar bilan almashtirish kerak 
bo'ladi.

Masalan, 5 -misoldagi a 2b , a 2c, ab2, ac2, b'c va be2 hadlaming 
ko'phad koeffitsientlari o'zaro tengdir. Yuqorida ko'rsatilgan shart asosida
3 sonini manfiymas butun sonlar yigindisi ko'rinisida bo'laklashning 3 
imkoniyati bor: 3=3+0+0, 3=2+l+0, 3=1+1+1. Shuning uchun,
(a + b + c )3 ifodaning yoyilmasida 3 xil turli koeffitsiyentlarga egamiz:
C3 (3,0,0) = 1, C3 (2,1,0) = 3 va C3 (1,1,1) = 6 . Demak,

{a + b  + c ) 3 = o 3 + b 3 + c 3 +

+ 3 ( a 2b  + a 2с + a b 2 + a c 2 + b 2c  + b c 2) + 6 a b c .
Ko'phad formulasi yordamida ko'phadiy koeffitsientlarining, ya’ni 

Си(и,,/12,...,ит ) sonlarning ba’zi xossalarini osonlik bilan isbotlash

mumkin. Masalan, = mn, bu yerda yig'indi
«=/1,+яг+..>я.

n} + n2+ ... + nm =n  shartni qanoatlantiruvchi barcha manfiymas butun 
nl,n2,...,nm sonlar uchun amalga oshiriladi va qo'shiluvchilar tartibi 
e’tiborga olinadi.

Haqiqatdan ham, agar ko'phad formulasida a, = a 2 = ... = am = 1 deb 
olsak, kerakli tenglikni hosil qilamiz.

Xfuammoli masala va topshiriqlar

1. To'la o'yin qartalari (13x4=52ta) orasidan turli tus (mast)ga ega 
bo'lgan bir-biridan farq qiluvchi 4ta qartani tanlash imkoniyatlari sonini 
aniqlang.

2. Matematika so'zidagi harflar o'rinlarini almashtirib ma’noga ega 
bo'lmaganlarini ham e’tiborga olganda tuzish mumkin bo'lgan barcha 
so'zlar sonini toping.

3. Shaxmat taxtasining bir qatoriga shoh, farzin, 2 dona rux, 2 dona 
fil va 2 dona otni joy lash tirishlar sonini aniqlang.
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4. 0 raqami birinchi raqam sifatida kelganda, uni tashlab yuborilish 
qoidasiga amal qilib 0, 1,2,  3, 4, 5 raqamlaridan tuzish mumkin bo'lgan 
barcha olti xonali sonlar qancha?

5. 1,2,  3, 4, 5 sonlaridan tuzish mumkin bo‘lgan barcha uch xonali 
sonlar qancha?

6 . Shirinlik sotiladigan do‘konda 4 xil shirinlik bo'lsa, 7 dona 
shirinlikni sotib olish imkoniyatlari sonini aniqlang.

7. Beshta turli o'rindiqlar va yettita turli rangdagi material bor. Har 
bir o'rindiqni faqat bir xil rangdagi material bilan qoplash sharti bilan 
o'rindiqlarga material qoplash imkoniyatlari sonini toping.

8 . Homiylar teleshouda qatnashayotgan o'yinchilarga kofe qaynat- 
gichlar, dazmollar, uyali telefon apparatlari va duxilar sovg'a qilishmoq- 
chi. 9 nafar o'yinchiga bittadan sovg'a berish imkoniyatlari sonini toping.

9. Turli 5 dona qalam va 6 dona ruchkadan 2 ta qalam va 4 ta 
ruchkani tanlash imkoniyatlari sonini aniqlang.

10. 36 ta o'yin qartasini 4 o'yinchiga teng bo'lib berganda mumkin 
bo'lgan barcha imkoniyatlar sonini hisoblang.

11. Fermada 20 ta qo'y va 24 ta sigir bor. Bittadan qo'y va sigir 
tanlash imkoniyatlari soni bilan bittadan qo'y va sigir tanlangandan so'ng 
qolgan hayvonlar orasidan yana bittadan qo'y va sigir tanlash 
imkoniyatlari sonini solishtiring.

12. Toq raqamdan boshlanuvchi juft besh xonali sonlar nechta?
13. Qirralari uzunliklari ldan lOgacha sonlar bilan ifodalanadigan turli 

to'g'ri burchakli parallelepipedlar sonini hisoblang.
14. Yetti nafar talabani yotoqxonadagi bir, ikki va to'rt o'rinli 

xonalarga joylashtirish imkoniyatlari sonini aniqlang.
15. Agar to'qqiz qavatli binoning birinchi qavatida turgan liftda uch 

nafar yo'lovchi yuqoriga ko'tarilayotgan va yo'Iovchilardan istalgan 
binoning birinchidan yuqoridagi ixtiyoriy qavatida liftdan tushib qolishi 
mumkin bo'lsa, u holda liftning yo'Iovchilardan bo'shab qolish 
imkoniyatlari sonini aniqlang.

16. (a + b + с  + d )4 ifodaning yoyilmasini toping.

17. (l + x + jy)20 ifoda yoyilmasidagi „v4̂ 8 qatnashgan had 
koeffitsiyentini aniqlang.

18. O'nli sanoq tizimida yozilgan olti xonali sonlar orasida:
a) bir xil raqamlari borlari,
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b) raqam lari qat’ iy o‘sish tartibida joylashganlari,
d) rosa uchta juft raqamga egalari,
f) ikkitadan kam bo'lmagan juft raqamga egalari,
g) raqam lari y iq ’indisi juft son bo'lganlari sonini aniqlang.
19. jc, +jr2 + я (/w,we W , /и< n )  tenglamaning:
a) manfiymas butun, b) natural yechimlarini topish masalasini tahlil 

qiling-

Mustaqil is ft lash uchun savollar

1. Takrorlanuvchi elementlar qatnashgan o'rin almashtirishlar 
takrorlanishi bo‘ lmagan o‘rin almashtirishlardan nimasi bilan farq qiladi?

2. Takrorli o'rin almashtirishlar soni formulasidan foydalanib 
takrorlanishi bo'lmagan o‘rin almashtirishlar sonini hisoblash mumkinmi?

3. Takrorlanuvchi elementlar qatnashgan o'rinlashtirishlar takror­
lanishi bo'lmagan o'rinlashtirishlardan nimasi bilan farq qiladi?

4. Takrorli o'rinlashtirishlar soni formulasidan foydalanib 
takrorlanishi bo'lmagan o'rinlashtirishlar sonini hisoblash mumkinmi?

5. Takrorlanuvchi elementlar qatnashgan gruppalashlar takrorlanishi 
bo'lmagan gruppalashlardan nimasi bilan farq qiladi?

6. Takrorli gruppalashlar soni formulasini isbotlashda qanday 
usuldan foydalanilgan?

7. Takrorli o'rin almashtirishlar soni formulasidan foydalanib 
takrorlanishi bo'lmagan gruppalashlar sonini hisoblash mumkinmi?

8. Ko'phad formulasining Nyuton binomi formulasidan qanday farqi 
bor?

Ko'phad koeffitsiyentlarming qanday xossalarini bilasiz?

2.5. Fibonachchi1 sonlari

Sonli ketma-ketlik. Rekurrent tenglik. F ibonach ch i qaiori. F ibonach ch i 
Son a' '■ L'mumlashgan F ibonach ch i qaiori. B inom ial koejfitsiyentlar. Paskal 

uchburchagi. Matematik induksiya usuli. B ine fo rm ulasi. Oltin kesim.
Logarifmik spiral.

ibor t  ̂ fibonachchi sonlarining ta ’rifi. Elementlari haqiqiy sonlardan 
rat k° *San uu u2>u3,...,un,... ketma-ketlikni qaraymiz. Bu ketma-

Pizanskiy (Fibonacci Leonardo Pisano. 1180-1240) -  italyan matematigi.
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ketlikdagi elementlaming uchinchisidan boshlab har biri o'zidan oldingi 
ikkita elementning yig‘indisiga teng, ya ’ni u„=un_] +un_2 ( n > i )
bo'lsin. Ravshanki, bu ketma-ketlikni tashkil qilishda uning dastlabki 
ikkita hadi muhim bo'lib, keyingi barcha hadlari rekurrent1 tenglik 
vositasida aniqlanadi.

1- t a ’ r i f .  м, = и 2 — 1 b o ' l g a n  h o l d a  u n =u„_x+ u n 2 ( n >2 , )
r ek u r r en t  t en g l ik  v o s i ta s id a  a n iq la n ga n  ketma-ketlik Fibonachchi qatori 
l in in g  h a d la r i  e s a  Fibonachchi sonlari d e b  ata ladi.

Tabiiyki, Fibonachchi qatoridagi Fibonachchi sonlarini aniqlash 
jarayoni cheksizdir. Fibonachchi sonlarining dastlabki 24tasi quyida 
keltirilgan:

1, 1,2, 3,5,  8, 13,21,34,55,89, 144, 233,377,610, 987, 1597,2584 
4181,6765,10946, 17711, 28657, 46368.

“Fibonachchi sonlari” iborasi birinchi bo'lib XIX asrda Eduard Lyuka2 
tomonidan qiziqarli matematikaga bag'ishlab yozilgan asarda qo'llanilgan. 
Fibonachchi (bu so'z italyancha “filius Bonacci” so'zlaridan qisqartirilib 
tuzilgan bo'lib, Bonachchining o 'g 'li ma'nosini anglatadi) ltaliyadagi Piza 
shahrida XII-XI11 asrlarda yashagan Leonardo Pizan-skiyning boshqacha 
ismidir (laqabidir). Bonachchi Italiya va Jazoirda savdo-sotiq bilan 
shug'ullangan. Leonardo boshlang'ich ma’Iumotni Ja-zoirda olgan bo'lib, 
u o'zining arab o'qituvchilaridan hind pozitsion o'nlik sanoq tizimi3 va 
nolni o'rgangan edi. Fibonachchi “Liber abaci” (“Abak haqidagi kitoo ’ -  
1202- yilda yozilgan bo'lib, 1228- yildagi qo'lyozma nusxasi saqlangan) 
nomli kitobida arifmetika va algebra bo'yicha o‘z davrining deyarli barcha 
ma’lumotlarini bayon qilgan. Xususan, o'sha kitobda hozir butun dunyoda 
ommabob hisoblangan “arab” raqamlari bayon qilingan. Qo'lyozmaning 
(1228- yil) 123-124- sahifalarida uy quyonlarining ko'payishi haqidagi 
quyidagi masala bayon qilingan.

“Bir kishi bir juft quyonni ko'paytirish maqsadida saqlagan bo'lsin. 
Quyonning tabiati shundayki, har bir juft quyon bir oyda boshqa bir 

juft quyonni dunyoga keltiradi va yangi paydo bo'lgan ju f t  quyonlar 
ikkinchi oydan boshlab nasi bera boshlaydilar. Bir yildan so'ng dastlabki 
juft quyonlaming ko'payishi natijasida necha juft quyon vujudga keladi?

1 “Recurrens” lotincha so 'z boMib. o 'ziga qaytaruvchi ma’nosini beradi.
2 Lyuka yoki Lukas (Lucas Francois Edouard Anatole, 1842-1891) -  fransuz m a te m a t ig i-
1 Bu tizim haqidagi ma’lumot g'arbga arablar orqali o‘tganligi sababli uni, ba'/an. yang 1 

ravishda, “arab pozitsion o'nlik sanoq tizimi” deyishadi.
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Bu masalani yechish jarayonida Fibonachchi dastlabki yilning har bir 
vi uchun quyonlar juftlari sonini aniqlagan. Bu sonlar 1- jadvalda 

keltirilgan- “Liber abacr’dan bu masala yechimi bayonining so'nggi 
satrlarini keltiramiz: “...Oxirgi oyda tug 'ilgan yangi 144 juft quyonlar 

‘ s h i l s a ,  3 7 7  j uft qUyon hosil bo‘ ladi. Shuncha juft quyon bir y il 
davom ida bir juft quyondan ko‘payar ekan”. Quyonlar haqidagi masalada 
uchragan sonlar Fibonachchi qatorining dastlabki sonlari ekanligi yaqqol 
ko‘rinib turibdi.

Fibonachchining o‘zi Fibonachchi qatorining xossalarini o'rganish 
bilan shug‘ ullanm agan deb hisoblashadi (har ehtimolga qarshi, bizgacha 
yctib kelgan bunday izlanishlar haqida ma'lumotlar yo 'q lig in i 
ta’kidlaym iz). XIX asr boshlarida Fibonachchi qatorining turli xossalariga 
bag'ishlangan ilm iy ishlar soni “Fibonachchi quyonlari sonidek o‘sgan”.

1-jadval
0 ‘tgan oylar soni Tug* ilgan ju ft quyonlar Jam i juftlar

0 0 1

1 1 2

2 1 3

3 2 5

4 3 8

5 5 13

6 8 21

7 13 34

8 21 55

9 34 89

10 55 144

11 89 233

12 144 377

Eduard Lyuka ixtiyoriy m, va u 2 sonlardan boshlanuvchi hamda 
",~ u ? - i+ u „-2 ( n > 3 )  rekurrent tenglik bilan aniqlanuvchi sonlar 
a orini umumiashgan Fibonachchi qatori deb nomlagan. 

juda к  ̂ ^bonachchi sonlarining oddiy xossalari. Fibonachchi sonlari 
keitira ° P 3̂*3 ĉ z '£lar^ xossalarga ega. Quyida bu xossalardan ba’zilarini
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1- x o s s a .  Dastlabki nta Fibonachchi sonlarining yig'indisi ( 
un+2 “ 1 )Sa tenZ- Уа ’ni Щ+и2 +... + ип = un+2 - 1 .

Haqiqatdan ham, Fibonachchi sonlarining ta’rifiga ko‘ra 
ul +u2 +...+un =(u3 - u 2) + (u4 - u J)+ ...+ (w„+l -u„) + (un+, - un+]) =

=  U n+2 - ^ 2  = M « +2 ' 1 - e

2- x o s s a .  Toq raqamli dastlabki n ta Fibonachchi sonlarining 
yigindisi u2nga teng, ya'ni

ul + ui + u5 +... + u2n_1 = u 2n.
Ravshanki,

щ +M3 +m5 + =

= u 2 + (m4 - t/ 2) + (m6 - u 4) + ... + (м2и -  w2„_2) = u ln .и

3- x o s s a .  Juft raqamli dastlabki nta Fibonachchi sonlarining 
yig ‘indisi ( ы2л+| - 1  )ga teng, y a ’ni u2 +u4 + u6 + ... + u2n = u2n+] - 1 .

Bu xossani isbotlash uchun, 1- xossaga ko‘ra,
U\ + « 2 + -  + M2„= M2»+2 - 1 

tenglik 0 ‘rinli ekanligini va 2-xossani hisobga olish kifoya:
u2 + uA + u6 + ... + u2n = (и, + u2 + u3 + ... + u2n) -

- ( « !  + “з+И5 +... + И2(_,) =

=  M2 „ +2 "  1 "  U 2n =  U 2n+2 ~  U 2„ ~  1 =  M 2„+l 1 • ®

Yuqorida isbotlangan 1- va 2- xossalardan foydalanib, Fibonachchi 
sonlarining ishorasi almashuvchi qatori yig'indisi haqidagi quyidagi 
xossasini ham isbotlash mumkin.

4-x o s s a .  Dastlabki n ta Fibonachchi sonlari uchun ы, — u2 +u} — w4 +

+ ... + (—1)”+‘ un — (—1)"+1 мя_, +1  tenglik о ‘rinlidir.
5- x o s s a .  Dastlabki n ta Fibonachchi sonlari k vadra tla r in in g  

yig'indisi u„lin+tga teng, ya'ni nf + u\ +... + u\ = unun+l.

Haqiqatdan ham, Fibbonachi qatorining ta’rifiga ko'ra u{ -  uiu2 

bo'ladi va birdan katta ixtiyoriy natural n son uchun

К  = unun = 1 - « „ - i )  = « n« n+i “ Мя_,мп
tenglik o'rinlidir. Shuning uchun
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Uy + u\ +... + и ;  = щи2 + u2u. -  м,м2 +
+ -  + ипи п>] - и п̂ „  = и„ип+]. я

6- х  о s s а . Ixtiyoriy un Fibonachchi sonining kvadrati bilan M,l4w„+1

ко 'раута orasidagifarq birga teng, y a  ’ni и п2 -  м„_,мя+1 = ( - l ) ' ,+l.
Bu xossani matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz. Baza: 

„ = 2 uchun u\ - м,м3 = I2 " 1 •2 = " I  = H ) 2+' "  tasdiq to‘g‘ri.
Induksion o'tish: bu xossa n = k > 2  uchun to 'g 'ri, ya ’ni 

и ; - » H « w = H W yoki bo'lsin. Oxirgi
tenglikning ikkala tomoniga ukuk+i ifodani qo'shsak

u k + l l kUk+l —Uki  u k+] + l l kUk+] + (—1)

tenglik va bu tenglikdan uk (uk + uk+l) = Hi+, («*_, + w*) + ( - l)* * 1 kelib 
chiqadi. Fibonachchi qatorining aniqlanishidan foydalanib, quyi~dagilarga

r 14̂ +1 2 _ /ega boiamiz: w*w*+2 = uMuM + ( -1 )  , -  uM + ukuM  -  ( -1 )  .
Oxirgi tenglikning ikkala tomonini ( — 1 )ga ko'paytirsak, 

« ы  ~ % +ih *V +ihi = ( - 1 )U+1,+1 tenglik hosil bo'ladi. ■
Matematik induksiya usulini qo'Ilab и , , г / Fibonachchi sonlarining 

quyidagi 7-10- xossalarini ham isbotlash mumkin:
7- x о s s a . m,m2 + m2m3 + w3w4 + ... + tt2n_lu2n = м2и.

8- x о s s a . m,m2 + u2« 3 + г/3г/4 + ... + u2nu2n+l = « 22n+i - 1  •

9 -x o s s a .  иг/, + ( n - l ) u 2 + ( n - 2 ) « 3 + ... + 2м„_, +ы„ =ип+4- (л + 3 ) .

10- x о s s a . г/, + 2w2 + Зы3 + ... + иы„ = «ы„+2 -  ur+J + 2 .

Endi Fibonachchi sonlarining binomial koeffitsiyentlar (Paskal 

uchburchagi) bilan bog'lanishini ifodalovchi xossani o‘rganamiz.

i F ‘ V I t ] t
11- x o s s a .  Fibonachchi soni un ( « e  N )  uchun un = ^

,englik о ‘rinlidir.
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Bu xossani isbotlash uchun un ( я  —1,2,...) sonlardan tuzilgan 
U[,u2,...,un,... ketma-ketlikning Fibonachchi qatori bo'lishini ko'rsatish 
kifoya. Buning uchun esa

[t ]
" i = £ c i‘ h = I c * = c ;  = i ,

*=0 k=0

m .

*=о *=о
ekanligini ta kidlab, ux,u2,...,un,... kctma-kctlik uchun и =г/ + н ГW+l /I w—1 V
n > 2 )  rekurrent tenglikning bajarilishini ko'rsatamiz.

Agar n juft son ( n  = 2 s ,  s e  TV) bo'lsa, u holda

Un+I ^  Cn-k “  £  C„-lc > 
i=0 *=0

M
U" -  _  >k=Q k=0

И
« - . =  i c - 2 = i c

k=0 k=0

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengliklardan foydalanib,

". + u._, = X C L  + £  Ci,_2=1+X с.^.,+ £  c; : 1 =
*=° *=0 k ~ l p=i

= 1+ Z  с * . , + e  c r ; . , + c t , = i + §  ( C b I + c - . , )+ c - _ ,
*-* />=i *=1

munosobatlami hosil qilamiz. Binomial koeffitsiyentlarning
rk 4. Г 1* -1 _  Л** • L •xossasiga binoan

“.+ " . - ,= 1 + 1  c l , + c ;:l_ , = l + %  c l ,  + c £ ,_ ,  = i + 2  c„‘_, +
i=l *=1
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tengliklarga ega bo‘ lamiz.
n toq son bo'lganda ham, yuqoridagidek mulohazalar yuritib, 

ur,+\= un+un-i ( w - 2 )  tenglikning to 'g 'r ilig in i ko'rsatish mumkin.

Demak, Fibonachchi qatorining ta’rifiga asosan, ul,u2,...,un,... ketma-

ketligi Fibonachchi qatoridir. ■

Yuqorida ta ’kidlanganidek, un = У  tenglik Fibonachchi

sonlari bilan Paskal uchburchagi orasidagi bog'lanishni ifodalaydi. 1- 
shaklda tasvirlangan Paskal uchburchagidagi shtrixli chiziqlar bo‘ylab 
joylashgan sonlar yig 'ind isi Fibonachchi sonlarini tashkil etadi.

n=0 
w—1
n=2 
n=3 
n=4 
n=5 
n=6 
n=l 
w=8

-TX-VJ/T ^,1 /

• Ь б 'к С к Г  M  
{ " -б Л б 'ж Г б  6 1 

I s ' l ' lA ' ib  35 21 7 1 
Я &  56 70 56 28 8 1

// M |= l

«2=1
m,=1+1=2 
Md= 1+2=3 
«■,=1 +3+1 =5 
M(.=l -‘-4+3=8 
?/i=l+5+6+l=13 
и,=1+6+10+4=21 
m9=1+7+15+10+1=34

1- .shakl
12- x o s s a .  Fibonachchi soni un (n e  N ) uchun

V5 2 2
Л  / V  / J

tenglik о ‘rinlidir.



Bu xossani isbotlash maqsadida, aw alo , a  haqiqiy son uchun 
a 2 = 1 + a  tenglik o‘rinli bo'lsin deb faraz qilib, a 3, ОС4, a 5, a 6 Va 
hokazo darajalarni a  orqali ifodalaymiz: a 3 = a a 2 = a ( l  + a )  = 1 + 2a 
a 4 = a a 1 = a(\ + 2a) = 2 + 3a, a b = a a 4 = a(2+3a) = 3+sa  
a 6 =aa:' =a(3-r 5a) = 5 + 8 a  va hokazo. Bu ifodalardan ko'rinib 
turibdiki, ulardagi ozod hadlar ham, a  ning koeffitsiyentlari ham 
Fibonachchi sonlaridan iboratdir.

Matematik induksiya usulidan foydalanib, agar un Fibonachchi soni 
bo'lsa, u holda ixtiyoriy n> 2 natural sonlar uchun a ” = uil_l +u «  
formulaning to 'g'riligini ko'rsatamiz.

Haqiqatdan ham, n = 2 bo'lganda СГ = « , +u2a  = \ + a  tenglikka 
ega bo'lamiz, ya ’ni baza bajarildi.

Induksion o'tish: n~ k  bo'lgan hoi uchun a k =uk_l + uka  formula

to'g'ri bo'lsin. U holda n = к  +1 bo'lganda quyidagi tengliklarni hosil 
qilamiz:

a k+i = aak = a(w*_, + uka) = uk_ft + uka 2 - 
= uk_xa  + uk (1 + a )  = uk̂ a  + uk+ uka  =

= uk+(ul _i +uk) a = u k+uk+]a .
Demak,

a * +1
Shunday qilib, СГ = 1 + a  va ixtiyoriy и > 2 natural sonlar uchun u„ 

Fibonachchi soni bo'lsa, u holda a " +unCC formula to'g'ri ekanligi 

isbotlandi. Endi СГ = 1 + 0! tenglikni kvadrat tenglama sifatida qarab,

1 + л/5 1-V5
rva“3=T

a"  =u„_, +u„a], 

a ’i  =u„_l +u„a 2-
Bu tengliklarni мл_, va un noma’ lumlarga nisbatan tenglamalar siste- 
masi deb qaraymiz va uni hal qilib, 12- xossaning isbotiga ega bo'lamiz. ■

uning biri musbat, ikkinchisi manfiy ikkita a , = — - —- va a 2 =

ildizlarini topamiz. Of" = Mn_, una  formulaga ko'ra,



Shunisi ajoyibki, 12- xossaga binoan, butun qiymatli un son irratsional
sonlardan iborat bo'lgan kvadrat ildizlar orqali ifodalanmoqda. 12- xossani 
ifodalovchi tenglik Bine1 formulasi deb yuritiladi.

Kesmani bo‘laklarga bo'lishda oltin - — 
k e s im  tushunchasini eslaylik. Berilgan 
kesmaning oltin kesimi deb uni shunday 
ikki qismga ajratish tushuniladiki. bu 
yerda butun kesma uzunligining katta 
qism uzunligiga nisbati va katta qism 
uzunligining kichik qism uzunligiga 
nisbati o'zaro tengdir. Bu nisbatning 
qiymati a ,  ga teng bo'lishini aniqlash
qiyin emas. “Oltin kesim” iborasining 2-sh ak l
mazmuni shu bilan ham tasdiqlanadiki,

masalan, tomonlari uzunliklarining nisbati a  = _ . = ] 618 songa
1 2

yaqin bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchak inson ko'ziga yoqimli bo'lib ko'rinishi 
qadim zamonlardayoq ma’lum bo'lgan. Yana shunisi ham qiziqarliki,
. .  m„+1 un n/5-1 
lim -2±L = , lim —— = --------=  —a2.
n-*°o if n-*<x> U J

“ n u n + 1 ^

Hayratlanarlisi shuki, Fibonachchi sonlari tabiatning turli narsa va 
hodisalarida kutilmaganda namoyon bo'lishadi. Masalan, ular 
kungaboqaming urug'lari joylashgan “savat”ida osonlik bilan sanab 
aniqlash mumkin bo'lgan spirallar (aniqrog'i spirallar yoylari) sonlari 
silatida paydo bo'ladi (2- shaklga qarang). Kungaboqaming urug'lari 
joylashgan savatida logarifmik spirallaming2 ikki oilasini kuzatish 
mumkin. Bu oilalardan birining spirallari aylanishi soat millari 
yo nalishida, lkkinchisiniki esa teskari yo'nalishda bo'ladi.

Botanikada spirallar oilalarining bunday joylashishini fillotaksis3 deb 
atashadi. Oilalardagi spirallar sonlari Fibonachchi qatorida ketma-ket

Bine (Binet Jak-Filipp, 1786-1857) -  fransuz matemai.u 4 a n  — ae'*’ bo'lgan egri
Logarifmik spiral, bu qutb koordinatalar tizimidagi tene lamasi oshidan chiquvchi
chiziqdir. bunda Я > 0 ,  - « < £ ? < +  °° . Bu egri chiziq Koor i
barcha nurlami o'zgarmas CL burchak ostida kestb о tad iv a &

Yunoa tilida bu so‘z bargning tuzilishi ma nosini bcradi.



joylashgan ikkita Fibonachchi sonlaridan iborat bo‘ladi. Ular kungaboqar 
savatining kattaligiga qarab 34 va 55, yoki 55 va 89, yoki 89 va 144 
bo'lgan Fibonachchi sonlari juftliklarini tashkil etishadi. Tabiatda, hattoki, 
spirallar sonlari 144 va 233 bo‘ lgan ulkan kungaboqar savati ham 
uchraydi! Kungaboqar fillotaksisi va Fibonachchi sonlari orasidagi bu 
aloqani birinchi bo‘lib E. Lyuka e ’lon qilgan edi.

1- m i s o l .  Elementlari 0 va 1 raqamlaridan iborat bo'lib, ikkita I 
raqami yonma-yon joylashmydigan kortejlami qaraymiz. Shunday tartibda 
tuziladigan n uzunlikka ega barcha kortejlar soni c n Fibonachchi 
qatorining (n  + 2 )-  hadiga tengligini, ya ’ni c n =un+2 tenglik o‘rin!i 
bo'lishini ko'rsatamiz.

Buning uchun matematik induksiya usulidan foydalanaymiz. 
Matematik induksiya usulining bazasi sifatida n = 1 bo'lgan holni 
qaraymiz. Bu holda misol shartlarini qanoatlantiruvchi ikkita (< 0 > va 
<1>)  kortejlar tuzish mumkin, y a ’ni c, = 2 . Fibonachchi qatorining 
tuzilishiga asosan n=  1 bo‘lgan hoi uchun m(1t2 = ui+2 -  u3 = 2 . Demak, 
n  1 bo Uganda c n = un+1 tasdiq to'g'ri.

Induksion o'tish: n = k bo'lganda misol shartlarini qanoatlantiruvchi 
kortejlar soni uchun isbotlanayotgan tenglik o'rinli bo'lsin, ya’ni 
c k =uk+2 • Bu tenglikning n = k + 1 uchun ham to'g'riligini ko'rsatamiz. 
Ravshanki, uzunligi n -  k + \ bo'lgan barcha kortejlami, tuzilishiga ko'ra, 
ikki guruhga quyidagicha ajratish mumkin.

Birinchi guruhga talab qilingan shartlar asosida tuzilgan va uzunligi к 
ga teng kortejlaming har biriga o'ng tomondan 0 raqamini joylashtirish 
usuli bilan hosil qilingan kortejlami kiritamiz. Shuning uchun, birinchi 
gumhdagi kortejlar soni uzunligi к  ga teng kortej soniga teng. Bu yerda 
induksiya farazini hisobga olsak birinchi guruhda uk+2 ta kortejlar bor 
degan xulosaga kelamiz.

Ikkinchi guruhga oxirgi elementi 1 raqamidan iborat bo'lgan 
kortejlami kiritamiz. Kortejlami tuzishning misolda talab qilinayotgan 
shartiga ko'ra ikkinchi gumhdagi har bir kortejda oxirgi 1 raqamidan oldin 
faqat 0 raqami joylashishi mumkinligi kelib chiqadi. Shuning uchun. 
ikkinchi gumhdagi kortejlaming uzunligi ( £ - l ) g a  teng bo'lgan va talab 
qilingan shartlar asosida tuzilgan kortejlaming har biriga o'ng tomondan 0,
1 raqamlarini (aynan shu tartibda) joylashtirib hosil qilish mumkin. 
Demak, induksion farazni hisobga olsak, ikkinchi gumhdagi kortejlar soni 
uk+] bo'ladi.
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Shunday qilib. Л>1 uzunlikka ega barcha kortejlar soni 
c k+i = u k+i + u n + 2- Fibonachchi qatorining aniqlanishiga ko'ra, 
w*+i +  w*+2 =  « * +з • yerdan cA+1 =  uk+3 =  u(k+l)+2. a

2- m i s o l .  Oltin kesim juda qadimdan ma’lum boigan. Bu 
tushunchadan qadimgi yunonlar haykaltaroshlikda, suv saqlashga 
mo'ljallangan xum idishlami yasashda foydalana bilishgan. 1854- yilda A. 
Seyzing‘ oltin kesim tushunchasini qayta “ochib”, bu tushunchani 
absolyutlashtirishga uringan. U o'z asarlaridan birida “oltin kesim 
tabiatning barcha hodisalarida va san’atda universal kesimdir” deb e ’ lon 
qilgan. Bunday xulosaga A. Seyzing tabiatda uchraydigan turli hodisa va 
jarayonlami tahlil qilish asosida, jumladan, qushlaming tuxumlari, 
o'simliklar, hayvonlar, turli tovushlar, insonlar tomonidan yaratilgan 
binolar, idishlar, she‘riy va musiqiy asarlar va boshqalarni kuzatish va 
zarur hisoblashlarni bajarish asosida kelgan.

Sey7ing (Zeising) A d o lf-o lm o n  shoiri va faylasufi (1810-1876).
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A. Seyzing ikki mingga yaqin kishilaming badan oichovlarini olib, bu 
qiymatlar asosida o‘rtacha slatistik qiymatlami hisoblagan. Qilingan 
hisoblashlarga ko‘ra, erkak kishining badanidagi katta o'lchovning kichik 
o'lchovga nisbati

(3-shaklda o‘lchovlar butundan foiz miqdorda berilgan) 13 : 8  = 1,625 
ayollar uchun bu ko'rsatkich 8 :5  = 1,6, chaqolaqlar uchun esa 1:1 kabi 
boiish i aniqlangan. Inson bolasi 13 yoshga kelganda bu nisbat 1,6 
bo'lishi, 21 yoshda esa proporsiya insonning jinsiga qarab yuqorida 
ta’kidlangan nisbatga yaqin bo‘ lar ekan. Bu yerdagi nisbatlarda 
qatnashayotgan sonlar va insonning yoshlari (13 va 21) Fibonachchi qatori 
sonlaridir. ■

3- m i s o l .  Tomoni 8 birlik 
kvadratni (yuzasi 64 kv. birlik) 4- 
shaklda ko'rsatilgandek 4 bo'iakka (
А, В , С  va D ) ajratib, bu 4 
bo‘ lakdan shaklning o'ng tomonidagi 
figurani yasash mumkin. Yasalgan 
figurani uchburchak deb hisoblab, 
uning yuzasi hisoblansa 65 kv. birlik 
(dastlabki yuzaga qaraganda 1 kv. 
birlik ortiq!) javob hosil bo'lishi 
tabiiydir. Tomoni 13 birlik kvadrat 
bilan ham xuddi shunga o‘xshash ishlarni bajarib, 169 kv. birlik yuzadan 
168 kv. birlik (dastlabki yuzaga qaraganda 1 kv. birlik каш!) yuzani “hosil 
qilish” mumkin. Bu yerdagi xatoni aniqlash o'quvchiga havola qilinadi . 
Shunisi qiziqki, bo'laklanayotgan kvadrat tomoni va bo'laklashda 
qatnashayotgan sonlar uchta ketma-ket Fibonachchi sonlaridan iboratdir. 
Tabiiyki, yoqoridagi usul yordamida istalgan uchta ketma-ket Fibonachchi 
sonlaridan foydalanib yuqoridagiga o'xshash istalgancha jumboqlar tuzish 
mumkin. ■

Muammoli masala va topshiriqlar

1. uv u2,...,un,... Fibonachchi sonlarining quyidagi xossalarin i isbot 

qiling:
a) *'n+m = u„_xum +w„Mm+1; b) k 2+2 -  w2+) = unun+};

1 Fibonachchi sonlarining 6- xossasiga e’tibor bering.



1 1 0 . . .  0 1 0 . . .  0
-1  1 1 *. * i 1 /
0 -1 1 \  0 » g) M„-H = 0 / 1 0

■\ 1 •, •. i
0 ••• 0 -1  1 0 ••• 0 i 1

f)H„+i — 0 -1  1 ’• 0 > g) u„+i — 0 i 1 0 , bu yerda

determ inantning oMchovi nxn, i -  kompleks sonni ifodalashda 
ishlatiladigan mavhum birlik ( / = 4~T ).

2. Qurilishda uzunligi enidan ikki baravar katta bo‘ lgan g'isht ko‘p 
qo‘llaniladi. Bunday g ‘ ishtlardan bir g ‘ isht kengligiga ega devor qurish 
imkoniyatlari g ‘ ishtlar soni 1, 2, 3 va 4 bo'lgan hollar uchun 5- shaklda 
keltirilgan. n ta g'ishtdan bir g ‘ isht kengligiga ega devor qurish 
imkoniyatlari sonini aniqlang.

3. Xonada o'tirishga mo'ljal-langan « t a  o‘rin bor. Bu oTinlarda 
' _  o'tirishi kerak bo‘lgan kishilarni ikki guruhga ajratish 
1 U mumkin: do‘sllar (1) va dushmanlar (0). Agar /7 = 1

IT ] rZD bo'lsa, u holda bitta o'ringa bir kishini o'tqazish
imkoniyatlari soni ikkiga tengligi ravshan (bu

3 I I I I I I__ I СИП o'ringa yo do'stlar yo dushmanlar guruhiga
__ tegishli bir kishi o'tiradi). n

| |— | | |— | | |— | | | nafar kishini hech qaysi ikki
, , ,, dushman vonma-yon o'tir-5- shakl

maslik sharti bilan o'rinlarga o'tqazish 
imkoniyatlari sonini aniqlang.

4. Asalari 1 yoki 2 raqamli xonacha- 
ал harabtlanishni boshlagan bo'lsin (6-

ao‘ i? • ^ sa âr‘ faqat o'ng tomondagi
i xonachaga o'tishi mumkin bo'lsa, 

ng n raqamli xonachaga kelishi imkoniyatlari sonini aniqlang1.

inkoniyatXnd(-,laf a *50r‘s*ln'n8 ta4at bir imkoniyati bor. 2 raqamli xonachaga borishda ikki 
xonachar>i oy a*an'sh niumkin: bcvosita o'sha xonachamng o'ziga yoki 1-2 vo l bilan 3 

rish yo ila ri esa uchta: 1 -2-3, 1 -3 va 2-3.
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bo‘laklashlarda faqat juft yoki toq sondagi qo'shiluvchilar 
qatnashishi sharti qo'yilishi mumkin;

qo‘shiluvchilar bir-biridan farqli yoki ixtiyoriy deb hisoblanishi 
mumkin va hokazo.

Tabiiyki, bo'laklashlarga doir kombinatorik masalalami yechishda, 
bo'lakianayotgan son o'm iga undan kichikroq son(lar)ni bo'laklash yoki 
qaralayotgan bo'laklashni kamroq sondagi qo‘shiluvchilari boigan 
boiaklashga keltirish usuli qo‘ llanilishi maqsadga muvofiqdir.

1- t a  ’ r  i f . Natural n sonni ixtiyoriy k ta ( к -  natural son, к  < n )  
a r a 2,...,a k natural sonlar yig'indisi, y a ’ni n = a y + a 2 + ... + a k 
ko'rinishda tasvirlashga n sonni к ta q o ‘sh iluvchilarga bo'laklash 
(qisqacha, bo ‘laklash) deb ataladi.

Yuqorida ta’kidlaganimizdek, bo'laklash masalasini ikki vaziyatda, 
ya’ni qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olingan yoki olinmagan hollarda 
qarash mumkin. Kombinatorik nuqtai nazardan olganda ikkala hoi ham 
qiziqarlidir.

Bo'laklash masalasini, avvalo, qo'shiluvchilar tartib i e ’tiborga 
olingan holda qaraymiz.

Bu holda natural n sonning к  ta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari 
sonini B(n,k ) bilan va shu sonning barcha bo'laklanishlari sonini B(n)

П
bilan belgilasak, ravshanki, B{n) = B(n ,k ) tenglik o'rinli bo'ladi.

*=i
1- m i s o l .  Faqat bir yo'nalishda harakatlanganda besh pog'onali 

zinapoyani hatlab o'tish imkoniyatlari sonini aniqlash talab etilgan bo'lsin.

Tabiiyki, har bir qadamda faqat bittadan pog'onani bosib o'tib, 
zinapoyani 5 qadamda hatlab o'tish mumkin. Bu harakatni 5 sonni 

~ + 1+ 1 +1 +1 ko'rinishda bo'laklanishi kabi ifodalab, 5 (5 ,5 ) = 1 
ekanligini qayd etamiz. Zinapoyani 4 qadamda ham hatlab o'tish mumkin, 
bu .shning 5(5 ,4) = 4 imkoniyati bor: 5 = 2 + l + l + l ,  5 = l + 2 + l + l ,
5 - 1  + 1 + 2 + ] va 5 = l + l + l + 2 .  Shu usulda davom etib, 3 qadam 
uchun 5 (5 ,3 ) = 6 ta -  5 = 3+1 + 1, 5 = 1 + 3 + 1 , 5 = 1 +1 + 3 ,
g  -^ + ~ + 5 = 2 + l + 2 ,  5 = 1 + 2 + 2 hamda 2 qadam uchun 

) - 4 t a  -  5 = 4 + 1, 5 = 3 + 2 ,  5 = 2 + 3,  5 = 1 + 4 tengliklami 
2a,I1iz. Endi barcha pog'onalami bir qadamda hatlab o'tishga 5(5,1) = 1
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1. Fibonachchi sonlari haqidagi dastlabki ma’lumotni Leonardo 
Pizanskiy qaysi asarida keltirgan?

2. Tarkibida dastlabki «  ta Fibonachchi sonlari ishtirok etgan qanday 
formulalami bilasiz?

3. Juft raqamli dastlabki « t a  Fibonachchi sonlarining yig'indisi 
formulasi qanday keltirib chiqariladi?

4. Toq raqamli dastlabki « t a  Fibonachchi sonlarining yig'indisi 
formulasini isbotlay olasizmi?

5. Bir-biriga q ’o'shni bo'lgan uchta Fibonachchi sonlarining qanday 
xossalami bilasiz?

6. Fibonachchi sonlarining Paskal uchburchagi bilan bog'lanishini 
ifodalovchi formula qanday isbotlanadi?

7. Bine formulasining tarkibida qanday irratsional son bor?
8. Siz tabiatda Fibonachchi sonlarining uchrashiga kitobda bayon 

qilinmagan misol keltira olasizmi?

2.6. Bo 'laklash lar kombinatorikasi

Bo'laklash. Ko'phad formulasi. Natural son. Yig'indi. Qo'shiluvchi.
Qo ‘shilirvchilar tartibi. Diagrammali usul. Ferrers diagrammasi. Normal Ferrers 

diagrammasi. Diagrammaning transpozitsiyasi. Ikki yoqlama diagrammalar.
Qo ‘shma diagrammalar. Qo ‘shma bo 'laklashlar.

2.6.1. Bo 'laklash lar ta ’rifi. Kombinatorikada o'rin almashtirishlar, 
o'rinlashtirishlar va gruppalashlar tushunchalari yordamida yechiladigan 
masalalar bilan bir qatorda bo‘lak lash larga doir masalalar ham qaraladi. 
Bunday masalalar turli vaziyatlarda paydo bo'lishi mumkin. Masalan, 
qutiga predmetlami joylashda, axborotni uzatishda, pulni maydalashda. 
ko'phad formulasidan foydalanish uchun daraja ko'rsatkichini bo'lak- 
lashda va hokazo.

Bo'laklashlarga doir masalalar orasida natural sonlami natural yoki 
manfiymas butun qo'shiluvchilar yig'indisi sifatida tasvirlash masalasi 
alohida o'rin tutadi. Bu masalaning mohiyati quyidagidan iborat.

Berilgan natural n sonni ax, a 2,...,ak natural sonlar yig'indisi
ko'rinishda ifodalash imkoniyatlari qancha?

Bu masala turli shartlarda qaralishi mumkin. Masalan:
qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olinishi yoki olinmasligi mumkin;

Mustaqil ish lash uchun savollar
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bo'laklashlarda faqat juft yoki toq sondagi qo'shiluvchilar 
qatnashishi sharti qo'yilishi mumkin;

qo'shiluvchilar bir-biridan farqli yoki ixtiyoriy deb hisoblanishi 
mumkin va hokazo.

Tabiiyki, bo'laklashlarga doir kombinatorik masalalami yechishda, 
bo'lakianayotgan son o'miga undan kichikroq son(lar)ni bo'laklash yoki 
qaralayotgan bo'laklashni kamroq sondagi qo'shiluvchilari bo'lgan 
bo'lakiashga keltirish usuli qo'llanilishi maqsadga muvofiqdir.

1- t a ’ r i f .  Natural n sonni ixtiyoriy к ta ( к  -  natural son, к < n)  
a [, a 1,...,ak natural sonlar y i g ‘indisi, y a  'ni n = <3, + a 2 + ... + ak 
ko'rinishda tasvirlashga n sonni к ta qo'shiluvchilarga bo'laklash 
(qisqacha, b o 'laklash) deb ataladi.

Yuqorida ta’kidlaganimizdek, bo'laklash masalasini ikki vaziyatda, 
ya ’ni qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olingan yoki olinmagan hollarda 
qarash mumkin. Kombinatorik nuqtai nazardan olganda ikkala hoi ham 
qiziqarlidir.

Bo'laklash masalasini, avvalo, qo'shiluvchilar tartib i e ’tiborga 
olingan holda qaraymiz.

Bu holda natural n  sonning к  ta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari 
sonini B(n,k)  bilan va shu sonning barcha bo'laklanishlari sonini B(n)

n
bilan belgilasak. ravshanki, B (n )  = B (n ,k ) tenglik o'rinli bo'ladi.

*=i
1- m i s o l .  Faqat bir yo'nalishda harakatlanganda besh pog'onali 

zinapoyani hatlab o'tish imkoniyatlari sonini aniqlash talab etilgan bo'lsin.

Tabiiyki, har bir qadamda faqat bittadan pog'onani bosib o’tib, 
zinapoyani 5 qadamda hatlab o'tish mumkin. Bu harakatni 5 sonni 
5 = 1 +1 +1 +1 +1 ko'rinishda bo'laklanishi kabi ifodalab, 5 (5 ,5 ) = 1 
ekanligini qayd etamiz. Zinapoyani 4 qadamda ham hatlab o'tish mumkin, 
bu ishning 5 (5 ,4 ) = 4 imkoniyati bor: 5 = 2 +1 +1 +1, 5 = l + 2 + l + l ,  
5 = 1 +1 + 2 +1 va 5 = 1 +1 +1 + 2 . Shu usulda davom etib, 3 qadam 
uchun 5 (5 ,3 ) = 6 ta — 5 = 3 + l + l ,  5 = l+ 3  + l ,  5 = 1 + 1 + 3 ,  
5 = 2 + 2 +1,  5 = 2 + 1 + 2 ,  5 = l + 2 + 2 hamda 2 qadam uchun 
5 (5 ,2 ) = 4 ta -  5 = 4 + 1, 5 = 3 + 2 , 5 = 2 + 3 , 5 = 1 + 4 tenglikjami 
yozamiz. Endi barcha pog'onalarni bir qadamda hatlab o'tishga 5(5,1) = 1
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imkoniyat va 5 = 5 tenglik mos kelishini e ’tiborga olsak, mumkin bo'lgan 
barcha imkoniyatlami bayon qilgan bo'lamiz.

Shunday qilib, faqat bir yo'nalishda harakatlanganda besh pog'onali 
zinapoyani hatlab o'tish imkoniyatlari soni

5 (  5) = 5(5,1) + 5 (5 ,2 ) + 5 (5 ,3 ) + 5 (5 ,4 ) + 5 (5 ,5 ) = 16
bo'ladi. ■

Endi B(n,k )  va B(n) miqdorlami hisoblash formulalarini topish 
bilan shug'ullanamiz.

Dastlab n = 1 bo'lgan holni qaraymiz. Tabiiyki, bimi natural sonlar 
yig'indisi qilib bo'laklash haqida gap bo'lishi mumkin emas. Shunday 
bo'Iishiga qaramasdan, bimi faqat bitta qo'shiluvchidan iborat deb qarab, 
yuqorida berilgan ta’rifga mos keluvchi 5(1,1) = 1 = C° = C,0., = C°_, ta 
bo'laklashga ega bo'lamiz. Jami bo'laklashlar soni 5(1) = 5(1,1) = 
= C®_, =2"~1 bo'ladi1.

«  = 2 bo'lgan holda k = 1 qo'shiluvchili 5 (2 ,1 ) = 1 = C,° = 
= C?_,=C^_,ta (2  = 2 )  va k = 2 qo'shiluvchili 5 (2 ,2 )  = 1 = C\ = 
= C]_[ —C\_| ta (2  = 1 + 1) bo'laklashlarga ega bo'lamiz. Bu hoi uchun 
jami bo'laklashlar soni 5 (2 )  = 5(2 ,1) + 5 (2 ,2 )  = C°_, + = 2"~'.

Agar n = 3 bo'lsa, u holda & = 1 qo'shiluvchili 5 (3 ,1 ) = 1 = C? = 
=C£_, = C ,  t a ( 3  = 3) ,  k - 2  qo'shiluvchili 5(3,2) = 2 = Cj = C]_, = C'n_L 
ta (3  = 2 + l = l +2 )  va k=3 qo'shiluvchili 5(3 ,3) = 1 = C22 = C32_, = Q_, 
ta (3  = 1 +1 + 1) bo'laklashlar bor. Bu holda jami bo'laklashlar soni uchun 

5 (3 ) = 5(3,1) + 5 (3 ,2 ) + 5 (3 ,3 ) = Cn°4  + C ,  + C„2_, = 2"-’ 
tenglik o'rinlidir.

Shunday davom etib, “istalgan n natural sonning к ta qo'shi- 
luvchilarga bo'laklanishlari soni ( «  — 1 )ta elementdan ( к - 1) talab 
gruppalashlar soniga teng, ya'ni B{n,k) = C*~{ " degan farazga kelish 
mumkin. Agar bu faraz tasdiqlansa, binomial koeffitsiyentlaming vig'in-

Я-1
disi haqidagi xossaga ko'ra, B(n) = ^  C'_t = 2”~l bo'ladi.

i=о

1 Bu yerda va bundan keym binomial koefTUsiyentlaming ixtiyoriy natural M uchun
П .

— 2" bo'lishi haqidagi xossasidan foydalanamiz.
*--0 I
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1- t e o r e m a .  Qo'shiluvchilar tartibini e ’tiborga olgan holda 
istalgan n natural sonning к ta qo ‘shiluvchilarga bo ‘laklanishlari son i  ( 
n -\ ) t a  elementdan ( k -\ )ta la b  gruppalashlar son iga teng, ya'n i
B(n,k) = Ckn: l -

I s b o t i  o'quvchiga havola qilinadi. ■
Yuqorida bayon etilgan mulohazalar yordamida va 1- teoremaga 

tayangan holda isbotlash osonligini ta’kidlab, quyidagi teoremani boshqa 
usul bilan isbotlaymiz.

2- t e o r e m a .  Q o‘shiluvchilar tartibini e ’tiborga olgan holda 
ixtiyoriy n natural sonning barcha bo'laklanishlari son i 2"~' ga  teng,
y a ’ni B(n) — 2'

I s b o t i .  Natural n sonning barcha bo'laklanishlari to'plamini S(n) 
deb, shu n sonning birinchi qo'shiluvchisi i ga ( / = 1,2,...,и ) teng bo'lgan 
bo'laklanishlari to'plamini esa 5 ,( « )  bilan belgilaymiz. Tushunarliki,

П
S(rt) = bo'ladi. Agar St(n) to'plam elementlari sonini Qi (n)

i=1

deb belgilasak, yuqoridagi tenglikka asosan B(n) = ]T Q,(n) bo'ladi.
1 = 1

Endi Q,(n) = B ( n - i )  (/ = 1 ,2 ,. . . ,л -1 )  va Q „ { n ) -1 tengliklami
л - I  Я-1

hisobga olib, B{n) = X B (n -  /) +1 = 1 + ^  B(i)  tenglikka ega bo'lamiz. 
<=i /=i 

Bu tenglik ixtiyoriy n natural son uchun to 'g'ri. Shuning uchun, bu 
tenglikdagi n ni ( n +1 )ga almashtirib,

П-1
B{n +1) = 1 + £  B(i)  + B(n) = B (n ) + B(n) = 2B(n ) ,

/=1
ya’ni B(n + ]) = 2B{n) (n  = 1,2 ,...) ko'rinishdagi rekurrent munosabatni

hosil qilamiz. Bu rekurrent munosabat ketma-ket qoilanilsa, B(n) = 2' 
kelib chiqadi. ■

2- m i s o l .  To'qqiz qavatli binoning birinchi qavatidan sakkiz kishi 
iftda yuqoriga ko'tarilayotgan bo'lsin. Agar to'qqizinchi qavatga liftdagi 
'shilaming faqat bittasi chiqishi shart bo'lsa, lift yo'lovchilarining bino 

4a\atlariga chiqish imkoniyatlari sonini aniqlang.



Masalamng shartiga binoan, liftdagi sakkiz kishidan faqat bir kishi 
to‘qqizinchi qavatga chiqishi shart boigani uchun, qolgan yetti kishininu 
ikkinchi qavatdan sakkizinchi qavatgacha chiqishining ko‘p imkoniyatlari 
bor. Bu imkoniyatlar soni liftning birinchi va to‘qqizinchi qavatlar 
orasidagi to‘xtashlar soniga bog‘ liq bo iib , yettining barcha bo'lakla- 
nishlari yordamida ifodalanishi mumkin. Masalan, lift binoning ikkinchi 
qavatidan sakkizinchi qavatigacha faqat bir marta to'xtab, liftdagi yetti 
kishi tushib qolgan bo isa, u holda bu hodisa 7 = 7 ko‘rinishda«i 
bo‘ laklash vositasida ifodalanadi; agar to'qqizinchi qavatgacha lift ikki 
marta to‘xtab, oldin uch kishi, keyin to‘rt kishi tushib qolgan bo'lsa, bu 
holatga 7 = 3 + 4 ko‘rinishdagi bo‘laklash mos keladi va hokazo.

2- teoremadan foydalanib, yettining barcha bo'laklanishlari soni
2 _1 = 26 = 64 ekanligini topamiz. Demak, agar to‘qqizinchi qavatga 
faqat bir kishi chiqishi shart bo‘lsa, u holda lift yo'lovchilarining bino 
qavatlariga chiqish imkoniyatlari soni 64ga tengdir. Agar hal qilingan 
'asalada to‘qqizinchi qavatga faqat bir kishining chiqishi sharti bo‘lmasa 

■ hoida sakkizning barcha boMaklanishlari sonini topishga to‘g ‘ri kelar

♦ural sonlami qo‘shiluvchilar tartib i e’tiborga olinmagan
’ lash masalasi bilan shug'ullanamiz.

n sonning ixtiyoriy к  ta ( к  -  natural son, к < n ) 
ta (3=\x^V "hilarga bo‘ laklanishini qandaydir shartlarga,

t a (3  = l \  ^  oki a, < a2 <... < a t tengsizliklarga bo‘ysu-

tenglik o‘i 
Shunday^ 

luvchilarga 
gmppalashlar s A  ^  
mumkin. Agar bV ^

w
disi haqidagi xo ssaS

&  Л.

'inmagan holda natural n sonning к 
;ni R(n,k ) bilan, uning barcha 

’miz.
vchilar tartibi e’tiborga

1 Bu yerda va bundan jsp\cn %

*=0 I
^  C l- = 2 ” bo'lishi haqidaj

,onlik bilan ko'rish 

/ R(4) = 5 , R(5) = T>



3- m i s o l .  8 uchun barcha boiaklashlar 1- jadvalda ifodalangan. 
jad v a ld an  ko'rinib turibdiki, 8 uchun, hammasi bo‘lib, 22 bo'laklash 
imkoniyati bor:

Д(8) = £  Л(8Д ) = 1 + 4 + 5 + 5 + 3 + 2 + 1 + 1 = 22

1-jadval

Qo'shi­
luvchilar soni Bo 'laklan ish lar

Bo 'lak lan ish lar soni

1 8=8 R ( 8 ,1 H

2 8=7+l=6+2=5+3=4+4 R(8 , 2 )  =  4

3
8=6+1+1=5+2+I =4+3+1 = 
=4+2+2=3+3+2

Щ8, 3 )  =  5

4
8=5+l+l+l=4-‘-2+l+l=3+3+l+l = 
=3+2+2+l=2+2+2+2

R(8 . 4 )  = 5

5
8=4+l+ l+ l+ l=3+ 2+ l+ l+ l=
=2+2+2+l+l Jt(8, 5 )  =  3

6 8= 3+ I+ l+ l+ l+ l= 2+ 2+ l+ l+ l+ l R(8, 6 )  = 2
7 8= 2+ l+ l+ l+ l+ l+ l 7 )  =  1

8 8 = l+ l+ l+ l+ l+ l+ l+ l R(8 ,  8 )  =  1

Albatta, yuqorida keltirilgan formula yordamida ixtiyory natural n 
uchun uning barcha bo'laklanishlari sonini aniqlash mumkin. Lekin n 
yetarlicha katta qiymatga ega bo'lganda bu formuladan foydalanish juda 
ko'p hisoblashlar bajarishni taqozo qiladi. Ushbu bobning navbatdagi 7- 
paragrafida 7?(w)ning qiymatini hisoblash uchun boshqacha yo 'l borligi 
ko'rsatilgan.

2.6.2. Ferrers1 diagram m asi.Natural n son £ta ax, a 2,...,ak natural 
qo'shiluvchilamung yig'indisi qilib bo'laklangan bo'lsin.

2- t a ' r i f . к ta qatordan tashkil topgan va (yuqoridan pastga  qarab 
nsoblaganda) i - qatorida a, ta nuqtaga e ga  bo ‘Igan diagramma n sonni 

ta a \ , a 2,...,ak natural qo'shiluvchilamung yig 'indisi qilib bo'lak-— Ul ЛГШИУЪШШГ riu
°shga mos Ferrers diagrammasi deb ataladi.

Ferrers diagrammasi tushunchasiga asoslangan diagram m ali usul deb 
yuritiluvchi usul sonlami qo'shiluvchilar yig'indisi qilib bo'laklash 
masalalarini tahlil qilishda keng qo'llaniladi.

т м е ^  N̂orman Makle°d, 1829 -  taxminan 1894 yildan so'ng vafot etgan) ingliz
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Bo'laklashda qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olinmaganligi sababli 
Ferrers diagrammasini tuzishda, odatda, uning qatorlaridagi nuqtalar soni 
yuqoridan pastga qarab o'smaydigan, ya ’ni a ] > a2 > .. .> ak shart 
bajariladigan (yoki, kamaymaydigan ya ’ni a , < a2 <... < ak shart 
bajariladigan) tartibga rioya qilinadi. Bundan tashqari, qatorlardagi 
nuqtalar diagrammaning vertikal ustunlarini tashkil etadigan qiiib tuziladi.

3- t a ’ r i f .  Shunday tartibda tuzilgan diagramma normal Ferrers 
diagrammasi deb ataladi. •  •  •  •  •

4- m i s o l .  14=5+3+2+2+1 + 1 bo'laklashga 1- shaklda •  •  •  
tasvirlangan Ferrers diagrammasi mos keladi. Bu diagramma ® ® 
normal Ferrers diagrammasidir. ■ *  *

Ixtiyoriy bo'laklashga mos keluvchi normal Ferrers *  
diagrammasining qatorlarini ustun, ustunlarini esa qator 
qilib o'zgartirilsa (ya ’ni diagramma trasponirlansa), tabiiyki, 
yana normal Ferrers diagrammasi hosil bo'ladi.

4- 1 a ’ r i f . Hosil bo ‘Igan bu diagrammaga dastlabki diagrammaning 
transpozitsiyasi (yoki ikkilanma diagrammasi) deb ataladi.

Normal Ferrers diagrammasining transpozitsiyasi natijasida hosil 
bo'lgan ikkilanma diagramma transponirlansa dastlabki diagramma hosil 
bo'lisi ravshandir. Demak, istalgan son uchun tuzilgan barcha diagram- 
malami o'zaro ikkilanma bo'lgan diagrammalar jul'tlariga ajratish mum­
kin. Shuni e ’tiborga olish kerakki, ba’zi diagrammalar o‘z-o‘ziga ikki­
lanma bo'ladi, shuning uchun ular ikkita bir xil diagrammalar juftini 
tashkil etadi deb hisoblash mumkin.

Ikkilanma diagrammalarni qo'shma diagram m alar deb, ularga mos 
keluvchi bo'laklashlami esa qo'shma bo 'laklash lar deb ham ataydilar.

5-m i s o l .  4- misolda qaralgan 14=5+3+2+2+1+1 % % % щ щ 
bo'laklashga mos Ferrers diagrammasiga qo'shma 
diagrammani 2- shakldagidek tasvirlash mumkin. Mos 
qo'shma bo'-laklash esa: 14=6+4+2+1+1. ■

2.6.3. Bo'laklashlarning xossalari. Quyidagi uchta
3-5- teoremalar bo'laklashlarning ba’zi xossalarini 2-shakl
ifodalaydi.

3- t e o r e m a .  Ixtiyoriy n natural sonning har xil natural 
qo 'shiluvchilarga bo ‘laklanishlari son i shu sonning toq qo ‘shiluvchlarga 
bo ‘laklanishlari son iga teng.

•  •  •
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I s b o t i .  n natural sonning bx,b2,...,bp toq qo‘shiUu   ̂
boiaklanishlaridan ixtiyoriy birini qaraymiz:

n — bx + ... + 6t + b2+b2 + ... + b2 + ...+b + b  + ..,
> 6
-4 P

bu yerda har bir b: ( i = \,p ) qo'shiluvchi bo'laklanishda rt (1 ^  n1 
marta qataashadi. rt sonning ikkilik sanoq  ̂ 4ui

bu'1'
г. =2Чл + 2'/,: + ...+ 2, “ tasvirlanishini yozam iz, , ,d»

qn > qj2> ...> qh > 0  qandaydir ( s  ta) butun sonlar.

Qaralayotgan n sonning yuqoridagi bo'laklanishida b
qo'shiluvchilami bir-biridan farqli bt241' ,b j2 4'2 ,...,bj2 4'’ qo'shilu ,-g*

* Ch i м
almashtiramiz. Tabiiyki, bunday almashtirish r  ta bt qo'sh.i ‘ |a-r 
yig'indisining qiymatini o‘zgartirmaydi. Shu jarayonni , C |ia 
1 = 1,2,..., p  qiymatlar uchun takrorlab va qo'shiluvchilarn i0> 
qiymatlarini yozib, n sonning har xil qo'shiluvchilarga bo‘ | J !  %- 
laridan birini hosil qilamiz, chunki b, ,  b f sonlaming toqli..- n' yli 
6 ,29' * b j 2 g' bo'ladi. tufl'

Shunday qilib, n sonning toq qo‘shiluvchilarga bo'laklam ,hl . inn 
har biriga shu sonning har xil qo'shiluvchilarga bo'laklanishlat • ,,dnttiri 
mos kelishi isbotlandi. Bu tasdiqning teskarisini ham isbotlash mit , П 0

6- m i s o l .  3- misolda 8 ning barcha bo‘laklashlari keltirilg.^ In' bu 
bo'laklashlar soni 22ga tengligi ko'rsatilgan edi. 22ta bo'lakl; Va/an 
oltitasi har xil qo‘shiluvchilardan tuzilgan. Xuddi shuncha ,S 
shiluvchili bo'laklashlar mavjud. 3- teoremaning isbotidagidek к  ̂ 4 ,/a 
yuritib 8ning har xil qo'shiluvchili va toq qo'shihivchil, . /ba 
bo'laklanishlari orasidagi bir qiymatli moslikni ko'rsatish rnumki^ art 

Haqiqatdan ham,
8 = 7 + 1 = 7 1  + 1-1 = 7 -2°+ 1-2° = 7  + 1,
8 = 5 + 3 = 5-1 + 3-1 = 5-2°+ 3-2° =5 + 3,  

8 = 5 + l + l + l = 5 l  + l -3  = 5-2° + l - ( 2 , + 2°) =

= 5 - 2 ° +1-21+1-2° = 5 + 2 + 1,

8 = 3 + 3 + 1 + 1 = 3- 2 + 1 -2 = 3-2'  +1-2 ’ = 6  + 2
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8 = 3 + 1+1+1 + 1 + 1 = 3-1 + 1-5 = 3 -2°+1- (22 + 2°) = 

= 3 • 2° +1 • 22 +1 ■ 2° = 3 + 4 +1,

8 =  1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1 +  1 =  1- 8 =  1-23= 8 . «

Diagrammali usul yordamida bo ‘ laklash larning turli xossalarini 
osonlik bilan isbotlash mumkin. Quyida shunday xossalardan ikkitasini 
ifodalovchi 4- va 5- teoremalami keltiramiz.

4- t e o r e m a .  Ixtiyoriy n natural sonni к  ta natural qo'shiluv­
ch ilarga bo ‘laklashlar soni shu n sonning en g  katta qo 'shiluvchisi к ga 
t eng bo 'Igan bo ‘laklanishlari son iga teng.

I s b o t i .  Ferrers diagrammasining transpozitsiyasi tushunchasi 
yordamida natural n sonning к  ta natural qo'shiluvchilarga bo'lakla­
nishlari va shu sonning eng katta qo'shiluvchisi к  ga teng bo'lgan 
bo'laklanishlari orasida bir qiymatli moslik o'rnatish mumkin. Bu bir 
qiymatli moslikka ko'ra teoremaning tasdig'i to'g'ridir. ■

2-jadval

8 sonining 3ta qo'shiluvchili 
b o iak lan ish lari

8 sonining eng katta qo 'shiluvchisi 3ga 
teng bo'laklanishlari

6+1+1 3+1+I+1+1+1
5+2+1 3+2+1+1+1
4+3+1 3+2+2+1
4+2+2 3+3+1+1
3+3+2 3+3+2

7- m i s о 1. 3- misoldan ma’lumki, 8 uchun uchta qo'shiluvchili beshta 
bo'laklash mavjud, bu son uchun qo'shiluvchilaming eng kattasi uchga 
teng bo'lgan bo'laklashlar ham beshtadir. 2 - jadvalda bu bo'laklashlar bir- 
biriga mos ravishda ikki ustun qilib keltirilgan.

5 - t e o r e m a .  Ixtiyoriy n natural sonning h ech  bir qo ‘shiluvchisi к 
dan oshmaydigan bo ‘laklanishlari soni ( n + k ) sonining к ta qo ‘shi- 
luvchilarga bo ‘laklanishlar soniga teng.

I s b o t i .  Birinchidan, shuni ta’kidlash lozimki, Ferrers diagram­
masining transpozitsiyasi n sonning hech bir qo'shiluvchisi к dan 
oshmaydigan bo'laklanishlari bilan shu sonning A: tadan o s h m a y d ig a n
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o'shiluvchilarga bo'laklanishlari orasida o'zaro bir qiymatli moslik
o-matadi. Bu bir qiymatli moslik asosida n sonning hech bir 
o'shiluvchisi к dan oshmaydigan barcha bo'laklanishlari soni shu n 

sonnine £ tadan oshmaydigan qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soniga 
teng deb xulosa qilish mumkin.

Ikkinchi tomondan, n sonning к tadan oshmaydigan qo'shiluvchilarga 
bo'laklanishiga mos Ferrers diagrammasi n ta nuqtadan tashkil topgan 
bo'lib, ular к  tadan oshmaydigan qatorlarda joylashgan bo'ladi. Bunday 
diagrammalaming har biriga к  ta nuqtadan tuzilgan ustunni chap 
tomondan joylashtirsak, к ta qatorga va ( n + к  )ta nuqtali diagrammaga 
ega bo'lamiz. Aksincha, (n  + k )ta nuqtali har bir Ferrers diagrammasidan 
к la qatorga ega birinchi ustunni olib tashlasak, n ta nuqtadan tashkil 
topgan va qatorlari soni к tadan ko'p bo'lmagan diagrammani hosil 
qilamiz.

Ko'rsatilgan bu ikki turdagi diagrammalar orasidagi o'zaro bir qiymatli 
moslik n sonni qo'shiluvchilari A: tadan oshmaydigan bo'laklashlar soni 
R(n + k,k) ifodaga tengligmi tasdiqlaydi. ■

Muammoli masala va topshiriqlar

1. Qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olingan holda 6, 7 va 8 ni natural 
sonlar yig'indisi ko'rinishida ifodalang hamda B(6 ) , B(7) va 5 (8 ) 
laming qiymatlarini aniqlang.

2. Qo'shiluvchilar tartibi e'tiborga olinmagan holda 9 ning barcha 
bo'laklanishlarini yozing va i?(9 ) ni hisoblang.

3. Bozorda dehqon 15 dona qovunni 7 nafar xaridorga donabay sotdi. 
Agar navbatdagi har bir savdoda dehqonning sotgan qovunlari soni oldingi 
savdodagiga qaraganda kamaymagan bo'lsa, u holda barcha savdolarda 
sotilishi mumkin bo'lgan qovunlar sonlarining barcha imkoniyatlarini 
toping.

4. Odatda biror qaromi ko'pchilik bo'lib qabul qilish maqsadida ovoz 
berganda “tarafdor” va "qarshi” ovozlar sonlari o'zaro teng bo'lmasligi 
uchun a zolari 3 nafardan kam bo'lmagan toq sondagi ekspertlar 
kotnissiyasi tuziladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi 17 nafar ekspertdan

shkil qilinishi mumkin bo'lgan komissiyalar sonini hisoblang.
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5. Kichik bir qishloqda hammasi bo'lib 22 bosh qora mol bor va har 
bir oilada hech bo'lmasa bir bosh qora mol topiladi. Bu qishloqning hech 
qaysi oilasida uch boshdan ko'p qora mol bo'lmasa, qishloqdagi qora 
mollaming oilalar orasida taqsimlanishining barcha variantlarini aniqlanc

Mustaqi! ishlash u chun savollar

1. Natural sonlami natural yoki manfiymas butun qo'shiluvchilar 
yig'indisi sifatida tasvirlash masalasining mohiyati nimadan iborat?

2. Natural sonlami natural yoki manfiymas butun qo'shiluvchilar 
yig'indisi sifatida tasvirlash masalasi qanday shartlarda qaralishi mumkin?

3. Qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olingan holda natural n sonnine 
к  ta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni B(n,k)  bilan shu sonning 
barcha bo'laklanishlari soni B(n) orasida qanday munosabat bor?

4. Qo'shiluvchilar tartibini e ’tiborga olgan holda istalgan n natural 
sonning к  ta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari sonini hisoblash 
formulasini bilasizmi?

5. Qo'shiluvchilar tartibini e ’tiborga olgan holda istalgan n natural 
sonning barcha bo'laklanishlari sonini qanday hisoblash mumkin?

6. Qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olinmagan holda natural n 
sonning & ta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni R(n,k) bilan, u n ing 

barcha bo'laklanishlari soni R(n) orasida qanday munosabat bor?
7. Ferrers diagrammasi nima?
8. Diagrammali usul deganda nimani tushunasiz?
9. Normal Ferrers diagrammasi nima?
10. Ikkilanma Ferrers diagrammasi qanday tuziladi?
11. Qo'shma bo'laklash nima?
12. Ixtiyoriy n natural sonning har xil natural qo'shiluvchilarga 

bo'laklanishlari soni bilan shu sonning toq qo'shiluvchlarga bo'lak­
lanishlari soni orasida qanday bog'lanish bor?

13. Ixtiyoriy n natural sonni к ta natural qo'shiluvchilarga bo'lak­
lashlar soni bilan shu n sonning eng katta qo'shiluvchisi к ga teng 
bo'lgan bo'laklanishlari soni orasidagi bog'lanish qanday ifodalanadi?

14. Ixtiyoriy n natural sonning hech bir qo'shiluvchisi к dan 
oshmaydigan bo'laklanishlari soni bilan ( n  + k )  sonining kte 
qo'shiluvchilarga bo'laklanishlar soni orasida qanday bog'lanish bor?



Sonlar ketma-ketligi. Qatar. Q atorningvaqinlash ishi. X ususiyyig'indi. 
Yaqinlashuvchi qa torn ing y i g  indisi. Funksional qator. Darajali qator. 

jCombinatorik obyekt. Funksiya. Fitnksiyaning dara ja li qa to rga  yoyilish i. Hosil 
qiluvchi funksiya. B inom ial koeffitsiyent. Nyuton binomi. F ibonach ch i sonlari. 

Bine form ulas!. E yler ayniyati.

2.7.1. Hosil qiluvchi funksivalarning ta ’rifl. Matematik analiz 
kursidan hosil qiluvchi funksiyalaming ta’rifl uchun zarur ayrim 
tushunchalami keltiramiz. Chekli sonlardan tashkil topgan их,и 2,...,ип,... 
cheksiz ketma-ketlik berilgan bo'lsin.

1- t a ’ r i f .  Chekli ul ,u 2,...,urt,... sonlar ketma-ketligi yordamida

tuzilgan u> + u , + ... + u„ + ... = £  ut if°da son ,i cheksiz qator yoki,
i

qisqacha, qator deb, Щ,u 2,...,un,... sonlar esa  qatorning hadlari deb 
ataladi.

2- t a ’ r i f .  s n =и,  +u2 +... + un y ig 'indiga qatorning xususiy 
y i g ‘indisi deb ataladi.

3- t a ’ r i f .  Agar qatorning xususiy yig'indilaridan tuzilgan 
s v s 2,...,sn,... ketma-ketlik chekli limitga e g a  bo'lsa, и holda qator 
yaqinlashuvchi va bu limitning qiymati yaqinlashuvchi qator y i g ‘indisi 
deb ataladi.

4- t a ’ r i f .  Agar xususiy yig 'indilar ketma-ketligi chekli limitga e ga  
bo ‘Imasa, и holda qator uzoqlashuvchi deb ataladi.

Yuqorida keltirilgan sonli cheksiz qator tushunchasida qatorning 
ui’ u2’—*u„>— hadlari sonlar emas, balki qandaydir x o‘zgaruvchiga 
bog 'liq  chekli qiymatlar qabul qiluvchi m,(x),m2( x),...,un(x),... 
funksiyalardan iborat bo'lsa, u holda bu funksiyalaming cheksiz 
yig indisini ifodalovchi

wi (*) + m20 ) + ." + lin(x) + -  = X й* (*)

“nksionai qator tushunchasiga ega bo'lamiz.
Amaliy masalalami hal qilishda funksional qatorlar sinliga tegishli 

bo lgan darajali qatorlar muhim ahamiyatga ega. a0 + a lx + a2x2 +

2.7. Hosil qiluvchi funksiyalar
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+ ...+ e,x* + ...=  ^ < i /  ko'rinishga ega bo'lgan funksiona] qator
* = l

d ara ja li qator deb yuritiladi, bu yerda a0, a i , a 2,... ,an,... berilgan chekli 
o‘zgarmas koeffitsiyentlarni, x esa qator o'zgaruvchisini ifodalaydi.

Tushunarliki, o'zgaruvchisi nolga teng bo'lgan har qanday darajali 
qator yaqinlashuvchidir. Odatda darajali qator o'zgaruvchining ba’zi 
qiymatlarida yaqinlashuvchi, boshqalarida esa uzoqlashuvchi bo'ladi. 
Ammo, shunday darajali qatorlar borki, ular o'zgaruvchi qanday qiym atga 
ega bo'lishidan qat’i nazar yaqinlashuvchi yoki o'zgaruvchining noldan 
boshqa barcha qiymatlarida uzoqlashuvchi bo'ladi.

Agar biror funksiyani darajali qator ko'rinishiga ifodalash mumkin 
bo'lsa, u holda bu qator funksiyaning d ara ja li qatorga yoyilishi deb 
yuritiladi.

Kombinatorikada qator tushunchasi kombinatorik obyektlar tufayli 
vujudga kelgan ketma-ketliklar bilan ishlash uchun kerakli qurol sifatida 
qo'llaniladi. Masalan, agar bo'laklash masalasi qaralayotgan bo'lsa, 
bunday sonlar ketma-ketligining elementlari qilib n  natural sonni 
qo'shiluvchilar yig'indisi sifatida bo'laklashlar soni 5(w)ni  olish mumkin.

Agar darajali qator vositasida chekli sonlarning a0, a i , a 2,...,an,... 
cheksiz ketma-ketligiga haqiqiy yoki kompleks o'zgaruvchili qandaydir 
funksiya mos qo'yilishi mumkin bo'lsa, u holda ketma-ketliklar ustida 
bajariladigan ba’zi amallami ularga mos funksiyalar ustida bajarish 
imkoniyati paydo bo'ladi.

5- t a  ’ r i f . Darajali qatoryig'indisini ifodalovchi f ( x )  = akxk
k=0

funksiya a0, a , , a 2 a n,... ketma-ketlikning hosi l q iluvchi funksiyasi deb 
ataladi.

Bu yerda / (x) funksiyani aniqlovchi qatorning yaqinlashuvchi 
bo'lishi uchun x o'zgamvchining haqiqiy yoki kompleks qiymatli bo'lishi 
muhim ahamiyatga ega emas.

Matematik analiz kursidan ma’lumki, agar f ( x )  = ^  a rxk darajali
*=0

qator д: = 0 nuqtaning qandaydir atrofida yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

a . = —— (k  = 0,1,2,...) formula o'rinli bo'ladi, bu yerda / '* '(0 )
* k\
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ifoda / (* )  funksiyadan olingan k -  tartibli hosilasining x = 0 nuqtadagi
qiymatidir.

j -  m i s o l .  Hadlari faqat birlardan iborat bo'lgan 1,1,...,1,... sonlar

ketma-ketligining hosil qiluvchi funksiyasi / (* )  = — ko'rinishga ega
1 - x

bo'ladi.
Haqiqatdan ham, 1 ,1 ,...,1 ,... sonlar ketma-ketligiga l+ x  + x 2 + 

+...+хл + ...darajali qator mos keladi va bu darajali qatorning hadlari 
maxraji x g a  teng bo'lgan 1,x , x ~ ko'rinishdagi geomctrik 
progressiyadan iboratdir. Elementar matematika kursidan ma’lumki, bu 
progressiya | x  |< 1 bo'Iganda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya 
bo'ladi va uning barcha hadlari yig'indisi

1 + x + x2 + ... + x" + ... = —
1 - x

formula bilan ifodalanadi. ■
2- m i s o l .  1- misoldagidek mulohaza yuritib har qanday chekli а

songa mos keluvchi 1 , а , а 2 sonl ar ketma-ketligining hosil

qiluvchi funksiyasi / (x )  = — -—  ko'rinishda bo'lishini aniqlash
1 -  ax

mumkin. ■
2.7.2. Hosil qiluvchi funksiyalarning oddiy xossalari. Hosil qiluvchi 

funksiyalar bir qator xossalarga ega. Biz quyida shunday xossalardan 
ba zilarini oddiy xossalar sifatida keltiramiz. Ular hosil qiluvchi 
funksiyalami tuzish hamda ulardan amaliy masalalarni hal etishda ko'mak 
beradi.

1- x o s s a .  Agar а0, а х, а 2,...,ап,... ketina-ket/ikning hosil qiluvchi 
.funksiyasi f a(x) va b(),bl ,b2,...,bn,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi 
funksiyasi f b{x) bo'lsa, и holda a0±b0,a ] ±bl, a 2±b2,...,an ±bn,... 
kefma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi f  (x ) = f a(x) ± f b(x) bo'ladi.

Haqiqatdan ham, f a(x) = ^ а кхк va f b(x) = '^j bltxk bo'lgani
*=o *=o

c un, darajali qatorlami hadlab qo'shib (ayirib),
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5. Kichik bir qishloqda hammasi bo'lib 22 bosh qora mol bor va har 
bir oilada hech boim asa bir bosh qora mol topiladi. Bu qishloqning hech 
qaysi oilasida uch boshdan ko‘p qora mol bo‘lmasa, qishloqdagi qora 
mollaming oilalar orasida taqsimlanishining barcha variantlarini aniqlano

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Natural sonlami natural yoki manfiymas butun qo'shiluvchilar 
yig'indisi sifatida tasvirlash masalasining mohiyati nimadan iborat?

2. Natural sonlami natural yoki manfiymas butun qo'shiluvchilar 
yig'indisi sifatida tasvirlash masalasi qanday shartlarda qaralishi mumkin?

3. Qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olingan holda natural n sonning 
Arta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni B(n,k)  bilan shu sonning 
barcha bo'laklanishlari soni B(n) orasida qanday munosabat bor?

4. Qo'shiluvchilar tartibini e ’tiborga olgan holda istalgan n natural 
sonning Arta qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari sonini hisoblash 
formulasini bilasizmi?

5. Qo'shiluvchilar tartibini e ’tiborga olgan holda istalgan n natural 
sonning barcha bo'laklanishlari sonini qanday hisoblash mumkin?

6. Qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olinmagan holda natural n 
sonning Ata qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni R(n,k) bilan, uning 
barcha bo'laklanishlari soni R(n) orasida qanday munosabat bor?

7. Ferrers diagrammasi nima?
8. Diagrammali usul deganda nimani tushunasiz?
9. Normal Ferrers diagrammasi nima?
10. lkkilanma Ferrers diagrammasi qanday tuziladi?
11. Qo'shma bo'laklash nima?
12. Ixtiyoriy n natural sonning har xil natural q o 'sh ilu vch ila rga  

bo'laklanishlari soni bilan shu sonning toq qo'shiluvchlarga bo'lak­
lanishlari soni orasida qanday bog'lanish bor?

13. Ixtiyoriy n natural sonni A ta natural qo'shiluvchilarga bo'lak­
lashlar soni bilan shu n sonning eng katta qo'shiluvchisi A ga teng 
bo'lgan bo'laklanishlari soni orasidagi bog'lanish qanday ifodalanadi?

14. Ixtiyoriy n  natural sonning hech bir qo'shiluvchisi A dan 
oshmaydigan bo'laklanishlari soni bilan ( n + k ) sonining ktz 
qo'shiluvchilarga bo'laklanishlar soni orasida qanday bog'lanish bor?
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2.7. Hosil qiluvchi funksiyalar

Sonlar ketma-ketligi. Qator. Q atorm ng yaqinlashishi " ,j ®,/'■------  — — — ---  *
Yaqinlashuvchi q a to rn in gy ig 'in d is i. Funksional qator j i t  

Kombinatorik obyekt. Funksiya. Funksiyaning dara ja li qai ch 5«r<-j 
a i l u v c h i  funksiya. B inom ial k oeffitsiyent. Nyuton binomi. F"' \q i l u v c h i  funksiya. B inom ial koeffitsiyent.

B ine fo rm u la si. E yler ayniyati.

2.7.1. Hosil qiluvchi funksiyalarn ing ta ’rifi. д Э Д
kursidan hosil qiluvchi funksiyalarning ta’rifi u-  ̂ t V *
tushunchalami keltiramiz. Chekli sonlardan tashkil top»3 u ' 
cheksiz ketma-ketlik berilgan bo‘ lsin.

1- t a ’ r i f .  Chekli u1,u 2,... ,un,... son lar ketm*”<t" ^

tuzilgan M| + U: + ... + Un + ... = £  ifoda sonll

J *
\  J

qisqacha. qator deb, u l , u 2,... ,un,... sonlar esa  qal in? V

ataladi.uul- 10тщ
2- t a ’ r i f .  = w, + «., + ... + ми yig 'indiga  “ 

yig'indisi deb ataladi. ^
3- t a ’ r i f .  qatorning xususiy y ig 'i ’

ketma-ketlik chekli limitga e g a  bo V;’ âu ‘ 
yaqinlashuvchi va bu limitning qiymati yaqinlashuv^' 
deb ataladi. ,д-

4- t a ’ r i f .  xususiy y ig 'ind ilar ketma-ketlik 1 
Imasa, и holda qator uzoqlashuvchi deb ataladi. ^ Sli 
Yuqorida keltirilgan sonli cheksiz qator tush#  ̂ ; i!

hadlari sonlar emas, balki qandaydi1 ( ’ ’ 
bog'liq chekli qiymatlar qabul qiluvchi 

nksiyalardan iborat bo‘lsa, u holda bu funk^1- 
yig indisini ifodalovchi

“V х ’M, (x) + u2 (x ) + ... + un (x) + ... = £

funksional qator tushunchasiga ega bo'lamiz.
Amaliy masalalami hal qilishda funksional qatt1* a T« *

k° Igan darajali qatorlar muhim ahamiyatga ega. do



+ + а х" + = V  акхк ko'rinishga ega bo'lgan funksional qator
A-l

d ara ja li qator deb yuritiladi, bu yerda a0, a u a 2,...,an,... berilgan chekli 
o'zgarmas koeffitsiyentlami, x esa qator o'zgaruvchisini ifodalaydi.

Tushunarliki, o'zgaruvchisi nolga teng bo'lgan har qanday darajali 
qator yaqinlashuvchidir. Odatda darajali qator o'zgaruvchining ba’zi 
qiymatlarida yaqinlashuvchi, boshqalarida esa uzoqlashuvchi bo'ladi. 
Ammo, shunday darajali qatorlar borki, ular o'zgaruvchi qanday qiymatga 
ega bo'lishidan qat’i nazar yaqinlashuvchi yoki o'zgaruvchining noldan 
boshqa barcha qiymatlarida uzoqlashuvchi bo'ladi.

Agar biror funksiyani darajali qator ko'rinishiga ifodalash mumkin 
bo'lsa, u holda bu qator funksiyaning d ara ja li qatorga yoyilishi deb 
yuritiladi.

Kombinatorikada qator tushunchasi kombinatorik obyektlar tufayli 
vujudga kelgan ketma-ketliklar bilan ishlash uchun kerakli qurol sifatida 
qo'llaniladi. Masalan, agar bo'laklash masalasi qaralayotgan bo'lsa, 
bunday sonlar ketma-ketligining elementlari qilib n natural sonni 
qo'shiluvchilar yig'indisi sifatida bo'laklashlar soni ^(w)ni  olish mumkin.

Agar darajali qator vositasida chekli sonlarning an, a ], a 1,... ,a/i,... 
cheksiz ketma-ketligiga haqiqiy yoki kompleks o'zgaruvchili qandaydir 
funksiya mos qo'yilishi mumkin bo'lsa, u holda ketma-ketliklar ustida 
bajariladigan ba’zi amallami ularga mos funksiyalar ustida bajarish 
imkoniyati paydo bo'ladi.

5 - 1 a ’ r  i f . Darajali q a t o r y i g ‘indisini ifodalovchi j ( x )  = a kxk
*=0

funksiya a0, a , , a 2 an ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi deb 
ataladi.

Bu yerda f ( x )  funksiyani aniqlovchi qatorning yaqinlashuvchi 
bo'lishi uchun x o'zgaruvchining haqiqiy yoki kompleks qiymatli bo'lishi 
muhim ahamiyatga ega emas.

Matematik analiz kursidan ma’lumki, agar f ( x) = ^ a t xl darajali
k = 0

qator x = 0 nuqtaning qandaydir atrofida yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda

ak — —— (k  = 0,1,2,...) formula o'rinli bo'ladi, bu yerda / (*’(0) 
k\
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ifoda f ( x )  fimksiyadan olingan /г-tartibli hosilasining jc = 0 nuqtadagi 
qiymatidir.

1- m i s o l .  Hadlari faqat birlardan iborat bo'lgan 1,1,...,1,... sonlar

ketma-ketligining hosil qiluvchi funksiyasi / (* )  = —— ko‘rinishga ega
1 - x

bo'ladi.
Haqiqatdan ham, 1 ,1 ,...,1 ,... sonlar ketma-ketligiga 1+ x + x 2 + 

+ ...+ jr" + ...darajali qator mos keladi va bu darajali qatorning hadlari 
maxraji x g a  teng bo‘ lgan l , * , * 2,... ,* " ,.. . ko‘rinishdagi geometrik 
progressiyadan iboratdir. Elementar matematika kursidan ma’lumki, bu 
progressiya | дг j< 1 bo'lganda cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya 
bo'ladi va uning barcha hadlari yig'indisi

1 + x + x2 + ... + x" + ... = -------
1 -дг

formula bilan ifodalanadi. ■
2- m i s o l .  1- misoldagidek mulohaza yuritib har qanday chekli a  

songa mos keluvchi 1 ,a ,a ' , . . . ,a " s o n l a r  ketma-ketligining hosil

qiluvchi funksiyasi / (.* ) = — -—  ko‘rinishda bo'lishini aniqlash
1 - a x

mumkin. ■
2.7.2. Hosil qiluvchi funksiyalam ing oddiy xossalari. Hosil qiluvchi 

funksiyalar bir qator xossalarga ega. Biz quyida shunday xossalardan 
ba’zilarini oddiy xossalar sifatida keltiramiz. Ular hosil qiluvchi 
funksiyalami tuzish hamda ulardan amaliy masalalami hal etishda ko'mak 
beradi.

1- x o s s a .  Agar a0, a ], a 2,...,an,... kelma-ketlikning hosil qiluvchi 
.funksiyasi f a(x) va Ь0,Ъх,Ьг ,...,Ьл,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi 
funksiyasi f b(x) bo'lsa, и holda a0±b0,a l ±bl,a 2±b2,...,an ±bn,... 
ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi f  (x) = f a(x)± f b(x) bo'ladi.

oo oo

Haqiqatdan ham, f a(x) = '£ a l xk va f b(x) = ^J>kxk bo'lgani
k =0 k=0  

uchun, darajali qatorlarni hadlab qo'shib (ayirib),



/ 0 )  = £ К  ±bk)xk = £ a kxk ± X V *  =ЛОО±/лОО 
*=0 *=0 *=0

munosabatni hosil qilamiz. ■
2- x o s s a .  Agar a0, a l , a 2,. ..,an,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi

funksiyasi f a{x) va Ьй,Ьх,Ь2,...,Ьп>... ketma-ketlikning hosil qiluvchi

funksiyasi f b(x) bo'lsa, и holda elementlari d n -  'J'j a ibn_i (n  = 0,1,2,...)
/=0

sonlardan iborat bo'lgan d 0,d v d 2,...,dn,... ketma-ketlikning hosil 
qiluvchi funksiyasi f ( x )  = f a(x ) f b(x) bo'ladi.

Haqiqatdan ham, ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi ta ’rifiga
oo П П

ko‘ra, /„(*) = = l im ^ a * * *  , f h(x) = '£ bkxk = l i m^ f e , x *
t= 0 m “ a=o *=0

bo‘lgani uchun quyidagi tengliklar ketma-ketligi o‘rinlidir:
*=о

= l i m  ^ a kx k - ^ b kx

V
Г к

A=0 yv *=0 k=0 i=0

= l i m X  X a A-< F  = Km £</*** = ^ d kxk =  f{ x )  . m
n_>“ *=0̂ /=0 J "■*"*=0 *=0

Ayrim ketma-ketliklaming hosil qiluvchi funksiyalarini awaldan 
ma’lum bo'lgan hosil qiluvchi funksiyalarga mos darajali qatomi hadlab 
differensiallash amali yordamida topish mumkin.

3- m i s o l .  Ushbu 0,1,2,3,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi

funksiyasi f ( x )  =
(1— X)

bo'ladi.

Haqiqatdan ham, qaralayotgan ketma-ketlikka ^ kxk ko'rin ishdagi
*=о

darajali qator mos keladi. Darajali qatomi hadlab differensiallash am alin i
oo

xh qatorga qo'Ilab va |x|< 1 bo'lgan hoi uchun o'rinli ^ х к 
*=o *=o 1 “ X
tenglikni hisobga olib, quyidagi tengliklar ketma-ketligini yozamiz:
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- *  £ £ и =  4  2 Х  - ^ Н - т г т г -Й  ^ п '  л и - * у  (1 -х )

Umuman olganda, hosil qiluvchi funksiyalami tuzishda darajali qatorni 
hadlab differensiallash amalidan foydalanish quyidagi xossaga tayanadi.

3- x o s s a .  Agar a0, a ], a 2,...,an,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi
funksiyasi f a(x) bo'lsa, и holda elementlari bn = (n  + l)an+l 
(Я =0,1,2,...) sonlardan iborat b(>,b l,b2,...,bn,... ketma-ketlikning hosil

ir  / \

qiluvchi funksiyasi f b{x) = — —  bo'ladi.

Haqiqatdan ham, hosil qiluvchi funksiyaning ta’rifidan va darajali 
qatorni hadlab differensiallash haqidagi xossaga ko'ra

Ш  = Ъ ЬкХк = Х ( *  + ! К +/  = 2  j - ( e * +,jc*+1) = ( a^ S)
i=о *=o *=o d* dx

tengliklar o'rinlidir. a0 o'zgarmasning hosilasi nolga teng ekanligini 
e’tiborga olib

.?=i d x  d x  d x  .̂_q d x

munosabatni hosil qilamiz. ■
4- m i s o l .  1,2,3,4,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasini 

topish talab etilsin.
Hosil qiluvchi funksiya ta’rifiga ko'ra izlanayotgan funksiya

oe

S o  + к)хк darajali qatorning yig'indisidan iborat. 1- xossaga ko'ra 
*=o w

qaralayotgan ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi 1,1,...,!,... va
0,1,2,3,... ketma-ketliklarning hosil qiluvchi funksiyalari yig'indisidan
•borat. 1- va 3- misollar nalijalaridan foydalanib, quvidagilarga ega 
bo Iamiz:

3C

2 ( i + w = y x ‘ + y t , *  = J - + _ ^ = i r i
* 5  м  l - J t  (1 -J r )2 (1 -

l - x + x _  1 

^ " ( 1 - x ) 2
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/ (jc) = —-------j  bo‘ladi.

Demak, 1,2,3,4,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi 
J_

( 1 - x ) 2
2.7.3. Hosil qiluvchi funksiyalarning kombinatorikaga tatbiqi.

Hosil qiluvchi funksiyaning ta’rifi va xossalaridan ko‘rinadiki. ketma- 
ketliklar bilan bog‘ liq bo‘ lgan xilma-xil masalalami o‘rganish va ularni hal 
qilishda bu fiinksiyalardan foydalanish mumkin. Bu o‘rinda, ayniqsa. 
kombinatorik amallar bilan bog‘liq ketma-ketliklaming hosil qiluvchi 
funksiyalari alohida qiziqish o‘yg ‘otishini ta’kidlaymiz. Hosil qiluvchi 
funksiyalarning kombinatorikaga tatbiqini ko‘rsatish maqsadida, avvalo, 
quyidagi misolni qaraymiz.

5- m i s o l .  Berilgan chekli, butun va manfiymas s  son uchun hadlari

a n = <1 ’ ^ ' formula asosida aniqlangan a0, a ],a 2,...,ari,...
|0, s< n ,

sonlar ketma-ketligi berilgan boisin, bu yerda C" = ---------------- binomial

koeffitsiyentlar. Bu sonlar ketma-ketligining hosil qiluvchi funksiyasini 
topish talab etilsin.

Nyuton binomi formulasiga ko‘ra

w=0 л=0
munosabat o'rinli bo‘ladi.

Demak, berilgan butun s > 0  son uchun С ° ,С ',С (2,...,С * ,0Д ...,0 ,... 
ko‘rinishdagi sonlar ketma-ketligining hosil qiluvchi funksiyasi 
/ (л:) = (1 + x )1 ko‘rinishga egadir. ■

Yuqorida, aniqrog‘i, ushbu bobning 3- paragrafida binomial 
koeffitsiyentlaming xossalari ko‘rilgan edi. Quyidagi teorema ularning 
xossalaridan yana birini ifodalaydi.

1- t e o r e m a .  Ixtiyoriy natural m . n va k < m  + n sonlar uchun
min [k,n)

quyidagi tenglik о 'rinlidir: J ,  C‘nCl '  = CLm ■
i= m a x ( 0 ,k -m )
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I s b o t i .  Elementlari mos ravishda quyidagi tengliklar bilan 
an iq langan  dr0 ,a , , ( 3 2,. . . va b0,b l t b 2,.. .  ketma-ketliklami qaraymiz:

a \ c ‘n, 0  < i < n , h \ cm, 0  < i< m ,
[O, i > n, ' |0, i > m.

5- misolni hisobga olsak, bu ketma-ketliklami hosil qiluvchi funk­
siyalari mos ravishda /„(*) = ( ! + *)" va /*(*) = (1 + * Г  ko'rinishda 
bo'ladi. Hosil qiluvchi funksiyalarning 2- xossasiga ko‘ra

o °  5

/0( * Ш * )  = 2 Х х * bo'ladi, bunda ^ = X aA-/ ( J  =0,1,2,...).
s=0 /=0

Ushbu к <m + n shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy к  natural sonni 
olamiz. Qaralayotgan a0,a t,a 2,... va \ , b v b2,... ketma-ketliklaming 

aniqlanishiga ko'ra / > n shart bajarilganda at = 0 va k - i > m  shart 

bajarilganda esa bk_t = 0 bo'lgani uchun
к  minf A-.n ) mint k.n)

rf* = I « A - , =  5 > A - ,=  i Q c r
i=0 i = max( 0 ,k -m )  i=max( 0,A - m )

munosabat o'rinlidir.
Boshqa tomondan olib qaraganda,

n+m

Ш Ш  = ( l+ * ) ' ( l  + * )’  = 0  + *)"“  = X C . * '  ■
1=0

Agar Yt = \ ”+m deb olsak, u holda yuqorida hosil
[0, i> n + m,

qilingan /t W /t (x ) = " f C . . '  tenglikni f a{x)fb(x) = ± Ylx‘ ko'ri- 
1=0 i=0 

nishda yozish mumkin. Bu, o'z navbatida, f a( x ) fb(x) funksiya

Уо»У|»У2>— ketma-ketlikning hosil qiluvchi funksiyasi ekanligini 
ko'rsatadi.

Hosil qiluvchi funksiyalarning 2- xossasiga ko'ra f a(x) f h(x )
r. m in(/r,/i)

uinksiya hadlari k < n  + m bo'lganda d k = £ c 'C * _i tenglik bilan,
/=тах(0,А-/и)
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к > n + m  bo'lganda esa nollardan iborat ketma-ketlikning hosil qiluvchi 
funksiyasi ekanligi yuqorida ko'rsatilgan edi.

n+m n+m mia(k,ti)

Shunday qilib, = X  ' Bu ten? llk ■*
A=0 Ar=0 5=m ax(0,£-m )

o'zgaruvchining barcha qiymatlarida to 'g 'ri bo'l-ganligidan, isbotlanishi 
kerak bo'lgan tenglikni hosil qilamiz. ■

Fibonachchi qatoridagi birinchi haddan oldin u0 = 0 sonni qo'yib1, 
ы0 = 0, M[ = 1, un = un_2 + un_v  n > 2 ,  ketma-ketlikning (umumlashgan 
Fibonachchi sonlari ketma-ketligining) u(x) hosil qiluvchi funksiyani 
topamiz.

Buning uchun, dastlab, quyidagi tengliklar ketma-ketligini yozamiz:
oo ©o oo

«(*) = X U^ k = * + X Uk x k = X + X (“*-2 + Uk -1)̂  =
k= 0 k=2 k=2

=x+X u k - 2xk+X u k~\xk=x + X u sx’+л X u p x P  =
* =2 *=2 *=0 p=0

= JC + jc:m(x) + xu(x ).
Endi hosil bo'lgan m(.v) = x + x 2m(x) + ,xm(x) tenglikni u(x) funk-

siyaga nisbatan tenglama deb qarab, w0 = 0, m, = l,wn = un_2 +
X

n>  2, ketma-ketlikning u(x) = ---------- j  hosil qiluvchi funksiyaga ega
1 — x — x

bo'lamiz.
II bobning 5- paragrafida isbotlangan (Fibonachchi sonlarini 

hisoblashga mo'ljallangan) Bine formulasini n = 0,1,2,... hoi uchun 
umumlashgan Fibonachchi sonlari ketma-ketligining hosil qiluvchi 
funksiyasidan foydalanib yana bir marta isbotlaymiz.

2- t e o r e m a .  Fibonachchi soni nn ( n = 0,1,2,...) uchun

1u„ = —j= 
" л/5

1 ч- л/5 \ n 1 - V s T tenglik о 'rinlidir.

' Fibonachchi qatorini chap tomonga ham istalgancha davom ettirish mumkin. Tabiiyki, bunday 
ish ko'rilganda. har qadamda hosil bo'lgan ketma-ketlik qandaydir bir u m u m l a s h g a n  

Fibonachchi qatori bo'laveradi.



I s b o t i .  Avvalo, noma’ lum koeffitsiyentlar usulini qo'llab va 
Xu (x )= ----- ------7 funksiyaning kasr ko'rinishda ekanligini e ’tiborga olib,

1 - x - x
uni ikkita kasr yig'indisi qilib tasvirlaymiz. Bu ishni amalga oshirish 
uchun, oldin, 1 - x - x 2 = 0  kvadrat tenglamaning x, va x2 ildizlarini

- 1 - V 5 - 1 +41
topamiz: x, -  , x2 - .

1 + V5 - 1 - 4 1
Agar a  = —x, = —-— va p  — — x, — —-— deb belgilasak, u

holda 0C + P =1 va a f t  = -1  bo'lishi ravshandir. Endi 1—x - x 2 kvadrat 
uchhadni ko'paytuvchilarga ajratamiz:

1 - x - x 2 = - ( x  + a ) (x  + P) = a[i(x  + a ) (x  + /3) =
= (/3x + a/3 )(cft- + a/3) = ( fix - 1  )(ax - 1 )  = (1 -  ca-)(l -  Д т ).

Shunday qilib, u (x) =
(l -  a x  Xl -  fix )  1 -  ocx I -  fix 

bu yerda А \а В noma’lum koeffitsiyentlardir. Kasrlami qo'shish 
amalini bajarib, quyidagiga ega bo'lamiz:

x  _ A +В - (A f i  + B a )x  

1 - x - x 2 (l-o c tX l -  f a )
Bu yerdan 1 - x - x "  kvadrat uchhadning noldan farqli barcha 
qiymatiarida x = A + В — (A(5 + Boc)x bo'lishi kelib chiqadi. Oxirgi 
tenglikning chap va o'ng tomonlaridagi x o'zgaruvchining mos darajalari 
koeffitsiyentlarini tenglashtirsak, A va В noma’ lumlarga nisbatan 
quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

\A + B = 0,
[A(}+Bci = - 1.

Bu sistemani yechib, A = — ?—  = -7-  va 5  = — -—  = — - r  ekanligini
a - / t  4s f i - а  v5

topamiz.
1 1

Demak, u(x) = ___= J L  + U L  = j J _ 1 ___________ L _ )  .
1 — x — X l - а х  1 — f ix  \J5\l -crx  1 - f i x )
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2-  misol  asosida

M (x )= т Н г ^ г  ТГ77) = i ( ? 0 ( * * r '  2  ( / -r ) " J = 

-  i 2  ( * ■ - / ■ ) * ■ - 2  iTs
i - V s

2

munosabatga ega bo'lamiz. Endi z/(x) = X « nx" ekanligini eslasak,
n=0

м0 = 0 va m, = 1 shartlar bilan aniqlanuvchi un , n = 0,1,2,...,
umumlashgan Fibonachchi sonlari uchun Bine formulasi o'rinli bo'lishi 
tasdiqlanadi. ■

Endi qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olinmagan holda natural n 
sonning natural qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari sonlaridan tashkil 
topgan' / ? ( 0 ) , / ? ( 1 ) , Л ( 2 ) , Л ( 3 ) , . . ketma-ketlikning hosil qiluv­
chi funksiyasi hisoblangan

00

r(x ) = ]Г  Я ( Ф П = l + x + 2x2+3x3 +  5 x 4 +7x5 + 1 2 x 6 + ...
л=0

darajali qatorni qaraymiz.
L. Eyler ( l - x ) ( l - x 2) ( l - x 3) . . . ( l - x ”) ko'rinishdagi ko'paytmalami 

natural n uchun tekshirib, 1748- yilda

(p(x) = Y [ ( l- x ”) = \ + '£j ( - i r  X 2 + X
«=1 m=1

formulani isbotlagan edi. Bu formula Eyler ayn iyati deb yuritiladi.
3 - t e o r e m a .  <p(x)r(x) = 1.

1
I s b o t i .  1 + x  + x  -K.. + x " + ...=

l - x
tenglikdan foydalanib (1-

misolga qarang)
1 1 1 1

<p(x) l - x  l - x  l - x

1 Bu yerda yozuvning ixchamligi nuqtai nazaridan (0 natural sonlar to'plamiga tegishli 
bo'lmasada, ya'n i R(0) yozuv ma'noga ega bo'lmasada) R (0) — 1 deb qabul qilindi.

152



(1 + Х~ + X* + Xе + ...) X ... X (1 + X* + х2к + Xй  + 
munosobatga ega bo‘lamiz. Oxirgi ko‘paytmadagi qavslami ochganda 
mumkin bo'lgan barcha ха'х2аг =ха'+2аг++kak ko'rinishdagi ifodalar 
yig'indisi hosil bo'ladi, bu yerda a t,a2,...,ak -  butun manfiymas sonlar. 

Shuning uchun, n sonni +2a2+... +kak ko'rinishda ifodalash imko- 

niyatlari soni qancha bo'lsa o'shancha marta bu yig'indida x" qatnashadi.

m arta a 2 m arta ak m ana

yozuvdan ko'rinib turibdiki, n sonni ax+2a2 + ... + kak ko'rinishda 

ifodalash imkoniyatlari soni shu sonning qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga 
olinmagan holda barcha bo'laklanishlari soniga, y a ’ni R(ri)ga  tengdir. Bu

tasd iq_!_-  r (x) tenglikning to 'g'riligini isbotlaydi. ■
<p{x)

Eyler ayniyatini e ’tiborga olgan holda (p(x)r(x) = 1 tenglikni 

( I - * - * 2 + x5 +x7 - x 12 - x ls + .. .)x

x(/?(0) + /?(l).r + R( 2)x2 + R(3)x3 +... + R(n)x" + ...) = 1 
ko'rinishda yozamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi qavslami ochib va 
x,x2 ,x3 ,...,x” ifodalaming koeffitsiyentlarini nolga tenglashtirib 
quyidagilarga ega bo'lamiz:

Л (1 )-Л (0 ) = 0 , Л ( 2 ) - В Д - Л ( 0 )  = 0 , R (3 ) -R (2 ) -R ( l )  = 0,

R ( n ) - R ( n - l ) - R ( n - 2 )  + R { n -5 )  + R ( n - l )  + ...

... + (-1)'" R 3m2 -  m + (-1  )пл n -
-» 2 Л3m + m

bu yerda barcha s  < 0 uchun R(s)  = 0 .
Demak, qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olinmagan holda natural n 

sonning natural qo'shiluvchilarga barcha bo'laklanishlari soni R{n) uchun 
R(n) = R(n  - 1 )  + R(n  -  2) -  R(n -  5 ) - R ( n -  7) + ....

... + ( - 1 ) м+|Л n —3m2 — «Г 3m2 + m+ (-1  г ’ л + .. .
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formulaga ega bo‘ldik. Topilgan formula yordamida i? ( l)  = 1, R(2) = 2
J?(3) = 3 ,  Л(4) = 5 , а д  = 7 ,  R(6) = 11, R(7) = 15 , 7?(8) = 22 
bo'lishini osongina hisoblab, bu formulani qo'llash natural n  sonnina 
barcha bo'laklanishlari soni uchun ushbu bobning 6- paragrafida

П
keltirilgan R(n) = ^ R ( n ,k )  formulani qo'llash bilan taqqoslanganda. 

k=i
hisoblash ishlarining keskin kamayganiga guvoh bo'lamiz.

Muammoli masala va topshiriqlar

1. Quyidagi ketma-ketliklaming hosil qiluvchi funksiyalarini toping: 
a) 1 2 ,  2-3,  3 - 4 , b) 12,22,32,42,...; d) ,, 1 , 1 ,  JL ... ;

4 9 16

e) 1, 0, 1, 0,1,  0 , ;  f) 1, g) 1, 0, 0, ....
2 3 4 3! 5!

2. Har qanday chekli a  songa mos keluvchi 1 , a , a2 ,... va
ketma-ketliklami hosil qiluvchi funksiyalardan foydalanib

0 ,a -\ , a 2 - l , . . . , a n — \,... ketma-ketlikni hosil qiluvchi funksiyasini 
toping.

3. a0,a i ,a 2,a i ,... ketma-ketlikni hosil qiluvchi funksiyasi f ( x )
bo'lsin. Quyidagi ketma-ketliklaming hosil qiluvchi funksiyalarini 
aniqlang:

a) a0 + ̂ 2? ̂ 2 «з i b) Qq , a0 Oq -I- о, “t- о 2,• - *,

d) a0,a 2,a4,a6,...; e) a0,a {b ,a2b 2 , a3b } b  -  ixtiyoriy chekli son.
4. Hosil qiluvchi funksiyalarning oddiy xossalarini qo'Ilab bir necha 

sonlar ketma-ketliklarining hosil qiluvchi funksiyalarini toping.
5. Quyidagi rekurrent formulalar bilan berilgan ketma-ketliklaming 

hosil qiluvchi funksiyalarini va ketma-ketliklar elementlarining aniq 
ifodalarini toping:

a) an+1=4an+l- 4 a n , a0 = a ,=  1;

b) ап+Ъ ~ ~^an+2 _ ->an+1 ~ ' a0 ~  ̂’ a\ ~ a 2 ~ 0 >
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6. Bine formulasidan foydalanib Fibonachchi qatoridagi o‘n ikkinchi
elementni aniqlang.

7. Fibonachchi sonlarining ushbu bobning 5- paragrafida keltirilgan
1_ 2-, 3- va 5- xossalarini w0 = 0, и, = 1, u n = u n_2 + wn_, ( n > 2 )  ketma- 

ketlikining hosil qiluvchi fiuiksiyasidan foydalangan holda isbotlang.
8. Isbotlang: а) Л (20) = 62 7 ; b) R{21) = 7 9 2 ; d) R(22) = 1002.

Mustaqil ish lash uchun savollar

1. Sonli cheksiz qator deganda nimani tushunasiz?
2. Qatorning xususiy y ig ‘indisi qanday tuziladi?
3. Qanday qator yaqinlashuvchi deb ataladi?
4. Qator uzoqlashuvchi boiish i uchun qanday shart bajarilishi kerak?
5. Funksional qator sonli qatordan nima bilan farq qiladi?
6. Darajali qator qanday ko‘rinishga ega?
7. Ketma-ketlikni hosil qiluvchi funksiyasi deganda nimani 

tushunasiz?
8. Hosil qiluvchi funksiyalaming xossalaridan qaysilami bilasiz?
9. Berilgan chekli va butun s  > 0 son uchun Cs0,C ' ,C 2,..., 

C ,0 ,0 , . . . ,0 , . . .  ko‘rinishdagi sonlar ketma-ketligining hosil qiluvchi 
funksiyasi qanday ko‘rinishga ega?

10. Hosil qiluvchi funksiyalaming xossalaridan foydalanib binomial 
koeffitsiyentlarning xossalarini o‘rganish mumkinmi?

11. Fibonachchi qatoriga mos ketma-ketlikning hosil qiluvchi 
funksiyasini topa olasizm i?

12. Fibonachchi sonlarini hisoblashga mo‘ljallangan Bine formulasini 
Fibonachchi sonlari ketma-ketligining hosil qiluvchi funksiyasidan 
foydalanib isbotlash mumkinmi?

13. Eyler ayniyati qaysi formula bilan ifodalanadi?
14. Qo'shiluvchilar tartibi e ’tiborga olinmagan holda natural n  

sonning natural qo'shiluvchilarga bo‘ laklanishlari sonini hisoblashning 
Чапс1аУ formulalarini bilasiz?



IIIB O B
M U L O H A Z A L A R  A L G E B R A S I

Mulohazalar va ular ustida mantiqiy amallar, formulalar, teng kuchli 
formulalar, aynan chin, aynan yolg‘on va bajariluvchi formulalar, teng 
kuchli formulalarga doir teoremalar, formulalaming normal shakllari, 
mulohazalar algebrasi funksiyalari, Bui algebrasi, mulohazalar algeb~ 
rasidagi ikki taraflama qonun va arifmetik amallar, Jegalkin ko‘phadi, 
monoton funksiyalar, funksional yopiq sinflar va Post teoremasi haqidagi 
ma’ lumotlar ushbu bobdan joy olgan.

3.1. Mulohaza. M ulohazalar ustida am allar

Mulohaza. Absolyut chin, absolyut yolg'on mulohazalar. Qiymatlar satri. Inker, 
kon ’yunksiya, diz 'yunksiya, ekvivalensiya va implikatsiya mantiqiy amallari.

Chinlik jadvali. Shejfer shtrixi. Pirs strelkasi.

Matematik mantiqning mulohazalar algebrasi deb atalgan ushbu 
boiim ida asosiy tekshirish obyektlari bo‘ lib gaplar xizmat qiladi. Mu­
lohazalar algebrasida ma’nosiga ko‘ra chin (rost, haqqoniy, to‘g ‘ri) yoki 
yolg‘on (noto'g'ri) bo'lishi mumkin bo'lgan gaplar bilangina shug'ul- 
laniladi. Mulohazalar algebrasi mantiq algebrasi deb ham yuritiladi.

1- m i s o l .  “Toshkent -  0 ‘zbekistonning poytaxti.”, “Oy yer atrofida 
aylanadi.” va “Agar fuqaro oliy ta’ lim muassasalaridan birini muvaf- 
faqiyatli tamomlasa, u holda unga oliy ma’ lumotliligini tasdiqlovch diplom 
beriladi” degan gaplaming har biri chin, ammo “Yer oydan kichik.”, “
3 > 5 .” va “Ot, qo'y, echki, it va mushuk uy hayvonlari emas.” degan 
gaplaming har biri esa yolg'ondir. ■

Shuni ham ta’kidlash kerakki, ko'pchilik gaplaming chin yoki 
yolg'onligini darhol aniqlash qiyin. Masalan, “Bugungi tun kechagidan 
qorong'iroq.” degan gap qaysi holda, qachon va qaysi joyda aytilishiga 
(tasdiqlanishiga) qarab chin ham, yolg'on ham bo'lishi mumkin.

Albatta, chin yoki yolg'onligini aniqlash imkoniyati bo'lmagan gaplar 
ham bor. Masalan, “Oldimga kel!”, “Uyda bo'ldingmi?”, “Yangi yil bilan 
tabriklayman!” “Agar oldin bilganimda...” degan gaplar shunday gaplar 
jumlasira kiradi.

Bundan keyin, chin qiymatni, qisqacha, ch, yolg'on qiymatni esa, yo 
bilan belgilaymiz. Yozuvni ixchamlashtirish maqsadida chin qiymat 1, 
yolg'on qiymat esa, 0 bilan ham belgilanishi mumkin. Bunday belgilash

156



.. . . . .  ь. , ,|ik sanoq
mantiqiy qiymatm sonli qiymat bilan, aniqrog l, sonning ikkt
sistemasidagi ifodalanishi bilan aloqasini o'matishda yordam ber»1̂ ^  ^ца 

1 - t a ’ r i f . Ma 'nosiga ко ‘ra faqat chin yoki y o l g  ‘on qiymat 11 
oladigan darak gap mulohaza deb ataladi. j YOig‘on

Bu ta'rifga ko‘ra har bir mulohaza muayyan holatda chin yo ^ ^ ^ n in g  
boiishi mumkin. Mulohazalami belgilash uchun, asosan, lotin a l1 
kichik harflari (ba’zan indekslari bilan) ishlatiladi:

a , b , c , . . . , u , v , . . . , x , y , z . hollarda
Shunday mulohazalar borki, ular mumkin bo‘lgan barch^ijohazaiar 

(vaziyatlarda) ch (yoki yo) qiymat qabul qiladi. Bunday nr 
absolyut chin (yolg‘on) mulohazalar deb ataladi. (zalar (ch-

Mulohazalar algebrasida, odatda, muayyan o‘zgarmas mulohr цапця*й. 
yo) bilangina emas, balki istalgan mulohazalar bilan ham shug‘ berilgan 
Bu esa o‘zgaruvchi mulohaza tushunchasiga olib keladi. qabul
mulohazani x deb belgilasak, u holda x ch yoki yo qiyr 
qiladigan o‘zgaruvchi mulohazani ifodalaydi. (oddiy

Faqat bitta tasdiqni ifodalovchi mulohazani elementar ( yo 
mulohaza deb hisoblaymiz. Elementar mulohazalar qatorig/^-,, -’-va".
o‘zgarmas mulohazalar ham kiradi. 0 ‘zbek tilidagi “emas”, “y ^ a g in a  ....
“agar ... bo‘ lsa, u holda ... bo'ladi”, “shunda va faqat shunc^  mUloha- 
qachonki. . . ” so‘zlar (bog'lovchilar, so‘zlar majmuasi) vositasid; ■ arrlallar 
zalar ustidagi (orasidagi) mantiqiy am allar deb yuritiluvch^iazai^rdar 
ifodalanishi mumkin. Bu amallar yordamida elementar muloh* ;Qn e t ilgan 
murakkab mulohaza tuziladi (quriladi, yasaladi). 1- misolda bay^ui0j^zalar
1-, 2-, 4- va 5- mulohazalar elementar mulohazalarga, 3- va 6- m 1 
esa murakkab mulohazalarga misol bo‘la oladi. tTianti4 n‘n8

Mulohazalar ustidagi mantiqiy amallar matematik n* ^uloh#23^  
elementar qismi hisoblangan mulohazalar mantiqi, y a ’ni m < nant jcji” va 
algebrasi qismida o‘rganiladi. Har ikkala atama (“mulohazalar n / unk j ular 
“mulohazalar algebrasi”) sinonim sifatida ishlatiladi, c h ^ i -  u hain 
mantiqning muayyan qismini ikki nuqtai nazardan ifodalayd’ • i^o‘ra). 
mantiqdir (o‘z predmetiga ko'ra), ham algebradir (o‘z u s u l i ; '^ ^ r « a  ega, 
Mulohazalar algebrasidagi mantiqiy amallar o‘ziga xos xususiyaf^j yo)
chunki ulaming tarkibiga kiruvchi mulohaza(lar) faqat ik k i1** 
qiymatdan birini qabul qilishi mumkin. tnasbuvcbi

Mantiqiy amallami o'rganishdan oldin bu amallarda 4at! bitta
o'zgaruvchilar qiymatlari kombinatsiyalari bilan tanishamiz. Ber1̂  ̂  umkin 
o‘zgaruvchi elementar mulohaza uchun ikkita ( C,° + С,1 = 2 1 = 2 
boMgan bir-biridan farqli q iym atlar satriari bor:
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yo,
ch,

Berilgan ikkita o‘zgaruvchi elementar mulohazalar uchun barcha 
mumkin bo'lgan bir-biridan farqli qiymatlar satrlari kombinatsiyalari 
to‘rtta (C 2° + C ’ + C 2 = 2 2 = 4 ) :

yo,yo,
yo,ch,
ch,yo,
ch,ch

0 ‘zgaruvchi elementar mulohazalar soni 3, 4 va hokazo boigan hol- 
larda ham yuqoridagidek mumkin boigan qiymatlar satrlari kombi- 
natsiyalarini yozish mumkin. Umuman olganda, berilgan n ta o‘zgaruvchi 
elementar mulohazalar uchun barcha mumkin boigan bir-biridan farqli 
qiymatlar satrlari kombinatsiyalari soni C® + C'n + C 2 +... + C ” = 2 ” 
boiishini osonlik bilan isbotlash mumkin (II bobdagi 3- paragrafga 
qarang). Agar biror amal tarkibiga kiruvchi operandlar (parametrlar, 
o‘zgaruvchi va hokazo) soni birga teng bo isa, u holda bunday amal unar 
amal deb, operandlar soni ikkiga teng boiganda esa, binar amal deb 
yuritiladi1.

yo,yo, yo, ...,yo,yo, 
yo ,yo,yo, ...,yo,ch, 
yo,yo, yo, ...,ch,yo, 
yo,yo, yo, ...,ch,ch,

ch,yo, yo, ...,yo,yo

ch,ch, ch, ...,ch,ch,
Matematik mantiqning ko'pchilik boiim larida chinlik jadvali deb 
ataluvchi jadvallardan foydalanish qulay hisoblanadi. Quyida unar va binar 
mantiqiy amallaming chinlik jadvallari keltiriladi. Berilgan bitta x 0 ‘zga- 
ruvchi elementar mulohaza uchun bir-biridan farqli qiymatlar satrlari ikki­
ta boigani sababli jam i 2 2 = 2 2 = 4 t a 2 turli unar mantiqiy amallar bor. 
Barcha unar mantiqiy amallar (u i = u f x) ,  i = 0 , 3 )  natijalari 1 -jadvalda 
(chinlik jadvalida) keltirilgan.

1 Amallami tarkibiga kiruvchi operandlar soniga ko'ra bunday nomlashni davom ettirish 
mumkin. Masalan, tarkibidagi operandlari soni 3ga teng amal ternar amal deb ataladi.

'  Darajaga ko'tarish amallari yuqoridan pastga qarab ketma-kct bajariladi.
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Berilgan ikkita x va у  o'zga- 
ruvchi elementar mulohazalar uchun 
jami to'rtta bir-biridan farqli qiy- 
matlar satrlari kombinatsiyalari tu­
zish mumkin bo'lgani sababli barcha 
turli binar mantiqiy amallar soni 
22> = 24 = 16ga teng. Mumkin bo'lgan barcha turli binar mantiqiy amallar 

=bi(x ,y ) ,  / = 0 , 1 5 )  natijalari 2- jadvalda (chinlik jadvalida) 
keltirilgan.

Mantiqiy amallarni yuqoridagi usul bilan o'rganishni davom ettirib, 
berilgan uchta x , у , z o'zgaruvchi elementar mulohazalar uchun 
hammasi bo'lib sakkizta ( 2 ’ = 8 )  bir-biridan farqli qiymatlar satrlari 
kombinatsiyalari tuzish mumkinligini va, shu sababli, turli 2" = 2 ' = 256 
ta temar mantiqiy amallar borligini ta’kidlaymiz. Tarkibidagi o'zgaruvchi 
elementar mulohazalari to'rtta bo'lgan turli mantiqiy amallar esa
I 2* = 2 ,6 = 65536 ta.

Asosiy mantiqiy am allar beshta bo'lib, ulardan biri unar, to'rttasi esa 
binar amaldir. Ular quyida bayon etilgan.

2- jadva l

B in ar m an tiq iy  am a lla r

X У bo b: b , К bs be b~i

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

X У к b9 bio bu Ю 6 ,3 \ 4 b\s
0 0 1 t l I 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 i l 0 0 1 1

1 i 0 1 0 t 0 1 0 1

3.1.1. Inkor amali. lnkor amali mulohazalar mantiqining eng sodda 
amallaridan biri bo'lib, u unar amaldir, ya ’ni inkor amali bitta elementar 
mulohazaga nisbatan qo'llaniladi.

1- jad\'al
Unar mantiqiy amallar

X u0 M2

0 0 0 1 l

1 0 1 0 l
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2- t а ’ r  i f . Berilgan x elementar mulohaza chin bo ‘Iganda y o  qiymat 
qabul qiluvchi va, aksincha, x yo lg 'on  bo'lganda ch  qiymat qabul 
qiluvchi murakkab mulohaza x mulohazaning inkori deb ataladi.

“Berilgan mulohazaning inkori unga inkor am alini qo'Ilab hosil 
qilindi” deb aytish mumkin. Inkor amali 1- jadvalda ifodalangan и 
amalidan iborat bo'lub, unga o'zbek tilidagi “emas” sifatdoshi mos keladi 
Berilgan x mulohazaning inkori x kabi belgilanadi. x mulohaza “ x 
emas” deb o‘qiladi. Inkor amalini belgilashda i” belgi ham qo‘llanilishi 
mumkin. Bu holda x mulohazaning inkori ~ir shaklda yoziladi. x 
mulohazaning x inkori uchun chinlik jadvali 3- jadval bo'ladi (1- 
jadvalning x va u2 ustunlariga qarang). 3- jadvalni inkor amalining 
ekvivalent ta’rifi sifatida ham qabul qilish mumkin.

2- m i s o l .  “Bugun havo sovuq.” degan ele­
mentar mulohaza x bilan belgilangan bo'lsa, uning 
inkori x “Bugun havo sovuq emas.” ko'rinishdagi 
murakkab mulohazadan iboratdir. ■

3.1.2. Kon’yunksiya' (m antiqiy ko‘pavtma2) 
am ali. Endi ikkita mulohazaga nisbatan qo'llanilishi 
mumkin bo'lgan binar amallardan biri hisoblangan kon’yunksiya 
(mantiqiy ko'paytma) amalini o'rganamiz.

3- t a ’ r i f .  Berilgan x va у  elementar mulohazalar chin bo'l- 
gandagina ch  qiymat qabul qilib, qolgan hollarda esa, y o  qiymat qabul 
qiluvchi murakkab mulohaza X va у  mulohazalaming kon ’yunksiyasi 
deb ataladi.

“Berilgan mulohazalaming kon’yunksiyasi bu mulohazalarga 
kon’yunksiya am alin i qo'Ilab hosil qilindi” deb aytish mumkin. 
Kon’yunksiya amali 2 - jadvalda ifodalangan bx amali bo'lub, unga o'zbek 
tilidagi “va” bogiovchisi mos keladi. Berilgan X va у  elementar 
mulohazalar ustida bajariladigan kon’yunksiya (mantiqiy ko'paytm a) 
amalini belgilashda “ л ” yoki belgi qo'llaniladi, y a ’ni bu amal 
natijasida hosil bo'lgan murakkab mulohaza x/\y  (yoki x &y )  
ko'rinishda belgilanadi. Mantiqiy ko'paytma amalini ifodalovchi “ a ” 

yoki “ & ” belgi ba’zan yozilmasligi (masalan, x va у  o'zgaruvchi 
mulohazalaming mantiqiy ko'paytmasi xy  ko'rinishda ifodalanishi), 
ba’zan esa. nuqta ( • ) belgisi bilan almashtirilishi (A '-^  ko'rinishda 
yozilishi) mumkin (ushbu bobning 4- paragraliga qarang). x л  у  ( x &y ,

X X
yo ch

ch yo

1 Lotincha “conjunctio” so'zi o'zbek tilida “bog'layman” ma’nosini beradi. 
'  Ushbu bobning 4- paragrafiga qarang.



х - у > ХУ )  rnulohaza “ х va у ” deb o'qiladi. л- va у  elementar 
m ulohaza lam ing  х л у  kon’yunksiyasi uchun chinlik jadvali 4 - jadval 
bo'ladi (2- jadvalning x , у  va 6, ustunlariga qarang).

3 - m i s о 1. “5 soni toq va tubdir.” ko‘rinishdagi murakkab mulohaza 
chindir, chunki berilgan mulohaza ikkita “5 soni toqdir.” va “5 soni 
tubdir.” elementar mulohazalar kon’yunksiyasi sifatida qara-lishi mumkin 
hamda bu ikkita elementar mulohazalaming har biri chindir. ■

4- m i s o l .  “10 soni 5ga qoldiqsiz bo'Iinadi va 7>9.” murakkab 
mulohaza yolg'on, chunki bu mulohaza ikkita “10 soni 5ga qoldiqsiz 
bo'Iinadi.” va “7>9.” elementar mulohazalar kon’yunksiyasi sifatida 
qaralsa, bu ikkita elementar mulohazalardan biri, aniqrog'i, “7>9.” 
mulohaza yolg'ondir. ■

3.1.3. Diz’yunksiya 1 (m antiqiy yi- 
g'indi2) amali. Mulohaza mantiqida ishla- 
tiladigan yana bir binar amal, diz’yunksiya 
(mantiqiy yig'indi) amali bo'lib, unga o'zbek 
tilidagi “yoki” bog'lovchisi mos keladi.
Shuni ta’kidlash joizki, “yoki” bog‘ - 
lovchisidan o'zbek tilida ikki xil ma’noda 
foydalaniladi. Bu so'z, birinchi holda, rad etuvchi “yoki”, ikkinchi holda 
esa rad etmaydigan “yoki” ma’nosida ishlatiladi. “Yoki” bog'lovchisi rad 
etuvchi ma’noda ishlatilganda bog'lanayotganlardan faqat bittasi, rad 
etmaydigan ma’noda ishlatilganda esa bog'lanayotganlaming hech 
bo'lmaganda biri ro'yobga chiqishi nazarda tutiladi. Masalan, “Bugun 
yakshanba yoki men kinoga boraman.” murakkab mulohazani olaylik. 
Agar haqiqatdan ham bugun yakshanba bo'lsa va men kinoga borsam, u 
holda bu mulohaza chinmi, yolg'onmi? Agar yuqoridagi mulohaza yolg'on 
deb hisoblansa, u holda “yoki” bog'lovchisi rad etuvchi ma’noda, chin deb 
hisoblaganda esa “yoki” rad etmaydigan ma’noda ishlatilgan bo'ladi.

Agar x  va у  mulohazalaming ikkalasi ham yolg'on bo'lsa, u holda “ 
x yoki у  ” mulohazasi, shubhasiz, yolg'on bo'ladi. x  chin va у  yolg'on 
bo'lgan holda yoki x  yolg'on va у  chin bo'lganda, “ x  yoki у  ” 
mulohazani chin deb hisoblash kerak, bu esa o'zbek tilidagi “yoki” 
bog'lovchisining rad etmaydigan ma’nosiga to 'g'ri keladi. Tabiiyki, har 
ikkala x  va у  mulohazalar chin bo'lganda “ x  yoki у  ” mulohaza chin 
bo'ladi.

’ п ^ СЬ dizjiwctk)” so'zi o'zbek tilida “ajrataman” ma'nosini beradi. 
bobning 4- paragraftga qarang.

4- jadval
X У х л у

yo yo yo

yo ch yo

ch yo yo

ch ch ch
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4- t a ’ r i f .  Berilgan x va у  elementar mulohazalar y o l g  ‘on 
bo'lgandagina y o  qiymat qabul qilib, qolgan hollarda esa, ch  qiymat 
qabul qiluvchi murakkab mulohaza X va у  mulohazalarning 
diz’yurtksiyasi deb ataladi.

“Berilgan mulohazalarning diz’yunksiyasi bu mulohazalarga 
diz’yunksiya am alini qo'llab hosil qilindi” deb aytish mumkin. 
Diz’yunksiya amali 2 - jadvalda ifodalangan b- amali bo‘lub, unga o‘zbek 
tilidagi rad etmaydigan ma’noda ishlatiladigan “yoki” bog'lovchisi mos 
keladi. Diz’yunksiya amalini belgilashda “ v ” belgidan foydalaniladi. 
Berilgan x va у  elementar mulohazaning diz’yunksiyasi “ x v _ y ” kabi 
yoziladi va “ х  yoki у  ” deb o'qiladi.

Berilgan x va у  elementar mulohazalarning x v  у  diz’yunksiyasi 
uchun chinlik jadvali 5- jadval bo'ladi (2- jadvalning x , у  va ft, 
ustunlariga qarang).

5- m i s o l .  “10 soni 5ga qoldiqsiz 
bo'linadi yoki 7>9.” murakkab mulohaza 
chin, chunki berilgan mulohaza ikkita “10 
soni 5ga qoldiqsiz bo'linadi.” va “7>9.” 
elementar mulohazalar diz’yunksiyasi 
sifatida qaralishi mumkin hamda bu ikkita 
elementar mulohazalardan biri, aniqrog‘i,
“10 soni 5ga qoldiqsiz bo'linadi.” mulohazasi chindir. ■

3.1.4. Im plikatsiya1 amali. Navbatdagi amalni o'rganish maqsadida 
quyidagi misolni qarab chiqamiz.

6- m i s о I . Quyidagi mulohazalami ko'raylik:
1) “Agar 2x5=10 bo'lsa, u holda 6x7=42 bo'ladi.”;
2) “Agar 30 soni 5 ga qoldiqsiz bo'linsa, u holda 5 juft son bo'ladi.”;
3) “Agar 3=5 bo'lsa, u holda 15+2=17 bo'ladi.”;
4) “Agar 4x3=13 bo'lsa, u holda 9+3=13 bo'ladi ”.
Bular murakkab mulohazalar bo'lib, ulaming har biri ik k ita  elem entar 

mulohazadan “agar ... bo'lsa, u holda ... bo'ladi” ko'rinishdagi qolip 
(andoza, bog'lovchilar) asosida tuzilgan. ■

X У XV у

yo yo yo

yo ch ch

ch yo ch

ch ch ch

Lotincha “implicatio” so'zi o'zbek tilida “o'raman (chirmashtiraman)” ma’nosini. “implico 
so'zi esa “zich o'raman, bog'layman (birlashtiraman)” ma’nosini beradi.
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5- t a ’ r i f .  Berilgan x va у  elementar mulohazalaming birinchisi 
chin va ikkinchisi yolg ‘on bo 'Igandagina yo qiymat qabul qilib, qolgan 
h o lla rd a  esa, ch qiymat qabuI qiluvchi murakkab mulohaza x va у  
m u loh a z a lam in g  implikatsiyasi deb ataladi.

“Berilgan mulohazalaming implikatsiyasi bu mulohazalarga implika- 
tsiya am alini qo'Ilab hosil qilindi” deb aytish mumkin. Implikatsiya amali
2- jadvalda ifodalangan bn  binar amaldir.

Im plikatsiya amalini belgilashda (yok i “ =>”) belgidan
foydalaniladi. Shuni ta’kidlash kerakki, implikatsiya amali bajarilganda 
berilgan elementar mulohazalaming o‘mi, y a ’ni ulardan qaysi birinchi va 
qaysi ikkinchi bo'lishi muhimdir. Berilgan x  va у  elementar 
mulohazaning implikatsiyasi “ x —> y ” kabi yoziladi va “agar x  bo'lsa, u 
holda у  (bo 'ladi)” deb o 'qiladi. x  —» у  implikatsiyani “ a  dan v g a  
im plikatsiya” deb ham yuritishadi. So'zlashuv tilida x —> у  implikatsiyani 
“ jc bo 'lsa , у  bo'ladi”, “agar x  bo'lsa, u vaqtda у  bo 'ladi”, “ x  dan у  
hosil bo 'lad i”, “ A'dan у  kelib chiqadi”, uy ,  agar x  bo 'lsa”, “ a  у  
uchun yetarli shart” va boshqacha o'qish holatlari ham uchraydi. A va у  
elementar mulohazaning A —>y im plikatsiyasi uchun A mulohaza asos 
(shart, gipoteza, dalil), у  mulohaza esa A asosning oqibati (natijasi, 
xulosasi) deb ataladi. a  va у  mulohazalaming x —> у  implikatsiyasi 
uchun chinlik jadvali 6- jadval bo'ladi (2- jadvalning a ,  у  va bl} 
ustunlariga qarang).

Implikatsiya uchun chinlik jadvalining dastlabki ikkita satri yolg'on 
asosdan yolg'on xulosa ham, chin xulosa ham kelib chiqishi mumkinligini 
anglatadi. Boshqacha qilib aytganda, “yolg'ondan har bir narsani kutish 
mumkin”.

Implikatsiya uchun chinlik jadvalidan ko'rinadiki, 2- misoldagi 
mulohazalaming ikkinchisi yolg'on bo'lib, qolganlari chindir.

3.1.5. Ekvivalensiya am ali. Matematik mantiqda ko'pchilik murakkab 
mulohazalar berilgan elementar muloha- 
zalardan “ ... zarur va yetarlidir”, " . . .  
zarur va kifoyadir”, “faqat va faqat . . . ”, 
shunda va faqat shundagina, qachonki 

••• , “ bajarilishi yetarli va zarurdir” 
qolip (andoza, bog'lovchilar)

v°sitasida tuziladi.
6- t a ’ r i f .  Berilgan x va у  

ernentar mulohazalaming ikkalasi ham bir xil qiymat qabul

6- jadval
A V A —> V

yo yo ch

yo ch ch

ch yo yo

ch ch ch
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qilgandagina ch  qiymat qabul qilib, ular turli qiymat qabul qilganda esa 
y o  qiymat qabul qiluvchi murakkab mulohaza X va у  mulohazalaming 
ekvivalensiyasi deb ataladi.

“Berilgan mulohazalaming ekvivalensiyasi bu mulohazalarga ekvi- 
valensiya am alini qo'llab hosil qilindi” deb aytish mumkin. Ekvivalensiya 
amali 2- jadvalda ifodalangan b9 binar amaldir. Ekvivalensiya amalini 
belgilashda (yoki “ <=>”) belgidan foydalaniladi. Berilgan x va у  
elementar mulohazaning ekvivalensiyasi x <-» у  (yoki x <=> у ) kabi 
yoziladi va “ jc ekvivalent у  ” deb o'qiladi. x va у  mulohazaning 
x у  ekvivalensiyasiga “ x bo isa  (bajarilsa), v bo'ladi (bajariladi) va 
у  bo'lsa, л: bo'ladi” degan mulohaza mos keladi. Demak, jc va у  
elementar mulohazaning x у  ekvivalensiyasi ikkita x у  va y — 
implikatsiyalaming (x  —> >0 л  ( у  —> jc ) kon’yunksiyasi ko'rinishida ham 
ifodalanishi mumkin. Shuning uchun ekvivalensiya ikk i tomonli 
im plikatsiyadir. x <-» у  ekvivalensiyaga “ x dan у  kelib chiqadi va у  
dan Л" kelib chiqadi” degan mulohazani 7-jachvl
ham mos qo'yish mumkin. Boshqacha 
so'zlar bilan aytganda, x у  ekviva­
lensiyaga matematikada zaruriy va yetarli 
shartni ifodalovchi tasdiq mos keladi.

Berilgan x va у  mulohazalaming 
ekvivalensiyasi x у  uchun chinlik jadvali 7- jadval bo'ladi (2- 

jadvalning x , у  va b4 ustunlariga qarang).
6- m i s o l .  Ushbu tasdiqlami tekshi-ramiz: x=  "Berilgan natural son 

3ga qoldiqsiz bo'Iinadi.”, j ’ = ”Berilgan natural sonning o'nli sanoq 
sistemasidagi yozuvini tashkil etuvchi raqamlar yig'indisi 3ga qoldiqsiz 
bo'-linadi.”. Bu x va у  mulohazalaming har biri elementar mulohaza 
bo'lib, ulaming x у  ekvivalensiyasi murakkab mu-lohaza sifatida 
quyidagicha ifodalanishi mumkin: “Berilgan natural sonning 3ga qoldiqsiz 
bo'linishi uchun uning o'nli sanoq sistemasidagi yozuvini tashkil etuvchi 
raqamlar yig'indisi 3ga qoldiqsiz bo'linishi yetarli va zarurdir.”. ■

Yuqorida keltirilgan inkor, kon’yunksiya, diz’yunksiya, implikatsiya 
va ekvivalensiya amallarining chinlik jadvallari asosiy chinlik ja d v a l la r i  

deb yuritiladi.

JC У x  У
yo yo ch
yo ch yo
ch yo yo
ch ch ch
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3.1.6. Boshqa mantiqiy am allar. Yuqorida bayon etilgan asosiy 
mantiqiy amallar 20 ta turli unar va binar amallarning 5 tasidir, xolos. 
Qolgan 15 ta mantiqiy amallarning ham matematik mantiqda o‘z o'rinlari 
bo‘lib, ulaming ba’zilariga olimlaming nomlari qo'yilgan. Jumladan, bu
binar mantiqiy amal Sheffer1 am ali yoki Sheffer shtrixi degan nom 
olgan. Bu amalni, ba’zan, antikon’yunksiya am ali deb ham atashadi. 
Sheffer amalini belgilashda “|“ belgidan foydalaniladi. Berilgan x  va у
mulohazalarga Sheffer amalini qo'llab x| у  murakkab mulohaza hosil 

qilingan bo'lsa, x\y  yozuv “ x  Sheffer shtrixi у  ” deb o'qiladi. x va у  

elementar mulohazalarga Sheffer amalini qo‘ l!ash natijasi x| у  mulohaza

uchun chinlik jadvali 8- jadval bo‘ladi (2- jadvalning х , у  va bi4 
ustunlariga qarang).

Olimning nomi bilan atalgan yana bir mantiqiy amal binar mantiqiy

amal bo'lib, bu amal haqidagi dastlabki ma’lumotlami Pirs2 e ’lon qilgan. 
Bu amal Pirs strelkasi yoki Pirs am ali degan nom olgan bo'lib, uni, 
ba’zan, antidiz’yunksiya am ali3 deb ham atashadi.

Pirs amalini belgilashda “ ч1 “ belgidan foydalaniladi. Berilgan x va 
У mulohazalarga Pirs amalini qo'llab x i  у  murakkab mulohaza hosil 
qilingan bo‘lsa, x i  у  yozuv “ x  Pirs strelkasi y ” deb o‘qiladi. x va v 
elementar mulohazalarga Pirs amalini qo‘llash natijasi x i ^  mulohaza 
uchun chinlik jadvali 9- jadval bo'ladi (2- 
jadvalning x , у  va ustunlariga qarang).

Qolgan 3 ta unar va 10 ta binar mantiqiy 
amallarga qisqacha to‘xtalib o‘tamiz. 1. Unar 
amallar. г/0 va u} amallar vositasida, mos 
ravishda, absolyut yolg'on va absolyut chinni 
hosil qilish mumkin. w, amali esa x 
mulohazaning qiymatini o‘zgartirmaydi (1- 
jadvalga qarang).

amal Lkramada tug'ilgan AQShlik mantiqchi Henry Maurice Sheffer (1882-1964) nomi
2 bllan bog’ liq.

®atemati'k. S (Charles Sanders Peirce, 1839-1914) -  AQShlik faylasuf, mantiqchi va 

amalni, ba zan. Dagger funksiyasi yoki Vebb funksiyasi deb ham atashadi.

X У X у
yo yo ch

yo ch ch

ch yo ch
ch ch yo
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2. Binar amallar. ba va 6I5 amallar vositasida, mos ravishda, absolyut 
yolg'on va absolyut chinni hosil qilish mumkin. bu amali у  dan x g a  
implikatsiya amalini ifodalaydi. b2 va b4 amallari, mos ravishda, у  dan 
x ga va x dan у  ga implikatsiya inversivasi
amallaridir. Ьг , b5, 6I0 va bn  amallar faqat i______ 9-jacl\'ai
bitta operandga bog'liqdir. bb amaliga ikki 
modulli qo‘shish amali degan nom berilgan 
bo'lib, bu amalni belgilashda © belgidan 
foydalaniladi. Berilgan x va у  mu- 
lohazalarga ikki modulli qo'shish amalini

X У X  1  у
yo yo ch
VO ch yo
ch y o yo
ch ch yo

qo'Ilab x ® y  murakkab mulohaza hosil qilinadi.

Muammoli masala va topshiriqlar

1. Quyidagi gaplaming qaysilari mulohaza bo'lishini aniqlang:
a) “Qarshi shahri O'zbekiston Respublikasida joylashgan”;
b) "Bir piyolasuv bering”; d) “ -Js  + 4-\/3-30 ”;
e) “Oy Mars planetasining yo'ldoshidir.”; f) “ a  > 0 ”;
g) “Yashasin ozodlik!”; h) “Soat necha bo'ldi?”.
2. Quyidagi mulohazalaming chin yoki yolg'on ekanligini aniqlang:
a) 2 e  {х|2я-! - 3 x2 +1 = 0, x e  R}\ b) { l }e  TV;
d) “Yoshi o 'z otasining yoshidan katta odam yo 'q .”.
3. Quyidagi implikatsiyalaming qaysi birlari chin?
a) agar 2 x 2  = 4 bo'lsa, u holda 2 < 3 bo'ladi;
b) agar 2 x 2  = 4 bo'lsa, u holda 2 > 3 bo'ladi;
d) agar 2 x 2  = 5 bo'lsa,uholda 2 < 3  bo'ladi;
e) agar 2 x 2  = 5 bo'lsa, u holda 2 > 3 bo'ladi.
4. “Qodirova talabadir.” mulohazasi a  bilan, “Qodirova ingliz tilini

biladi.” mulohazasi esa b deb belgilangan bo'lsin. U holda a , b , а лЬ , 
Ь л а ,  a v b , b w a ,  a - ^ b ,  b —> a , a<->b va b<-*a ko'rinishdagi 
murakkab mulohazalami so'zlar vositasida ifodalang hamda mumkin 
bo'lgan barcha vaziyatlarda bu mulohazalaming chin yoki yolg‘on 
bo'lishini tekshirib ko'ring.

5. Mulohaza bo'lishi mumkin bo'lgan va mumkin bo'hnagan 
gaplarga lOtadan misol keltiring.



6. Quyidagi murakkab mulohazalarga mos elementar mulohazalami 
qandaydir harflar bilan belgilab, ulami mantiqiy algebra amallari 
vositasida ifodalang:

a) “ 100 natural sondir va u lOga qoldiqsiz bo'Iinadi.”;
b) “Botirning yoshi o‘z singlisining yoshidan katta emas.”;
d) “Agar fuqaro o'rta ma’lumotga ega bo'lsa, u holda u oliy o'quv 

muassasalaridan birida o'qishi mumkin.”.
7. Quyidagi mulohazalami elementar va murakkab mulohazalarga 

ajrating va murakkab mulohazalardagi bog'lovchilami toping:
a) “Natural son lOga qoldiqsiz bo'linishi uchun uning o'nli sanoq 

sistemasidagi yozuvi 0 raqami bilan tugashi zarur va yetarlidir.”;
b) “Sanamning yoshi o 'z opasining yoshidan katta emas.”
d) “O'zbek alifbosida 38 ta harf bor.”;
e) “Agar fuqaro o'rta ma’lumotga ega bo'lsa, u holda u oliy o'quv 

muassasalaridan birida o'qishi mumkin.”.
8. Sheffer shtrixi ishtirok etgan mulohazaga misol keltiring.
9. Pirs strelkasi ishtirok etgan mulohazaga misol keltiring.
10. Ikkilik sanoq sistemasida yozilgan natural sonlar ustida qo'shish 

va ko'paytirish amallarini mos ravishda mantiqiy yig'indi (diz’yunksiya) 
va mantiqiy ko'paytma (kon’yunksiya) amallari bilan solishtiring.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Mulohazalar algebrasi deganda nimani tushunasiz?
2. Mulohaza nima?
3. Qanday mulohaza absolyut chin mulohaza deb ataladi?
4. Qanday mulohaza absolyut yolg'on mulohaza deb ataladi?
5. O'zgarmas mulohazalar qanday qiymatlar qabul qilishlari 

mumkin?
6- O'zgaruvchi mulohazalar qanday qiymatlar qabul qilishlari 

mumkin?
7. Elementar va murakkab mulohaza tushunchalari bir-biridan nima 

bilan farq qiladi?
8. Mantiqiy amallar deganda nimani tushunasiz?
9. Nega mulohazalar algebrasi mulohazalar mantiqi deb ham

yuntiladi?
10. Qiymatlar satri deganda nimani tushunasiz?
11. 1- va 2- jadvallarda keltirilgan amaldan boshqa unar va binar
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12. Chinlik jadvali nima?
13. Qaysi amallar asosiy mantiqiy amallar deb yuritiladi?
14. Mulohazaning inkori deganda nimani tushunasiz?
15. Kon’yunksiya amali qanday bajariladi?
16. Diz’yunksiya amaliga o‘zbek tilining qaysi bog‘lovchisi mos 

keladi?
17. Nima uchun implikatsiya amalini bajarganda operandlar o'rinlari 

muhim hisoblanadi?
18. Implikatsiya amali uchun asos va oqibat tushunchalarini bila- 

sizmi?
19. Mulohazalarning ekvivalensiyasi deganda nimani tushunasiz?
20. Sheffer amali qaysi amalga nisbatan teskari amal hisoblanadi?
21. Pirs amali qaysi amalga nisbatan teskari amal hisoblanadi?
22. Asosiy chinlik jadvallarini bilasizmi?

3.2. Formula va teng kuchlilik tushunchalari

Mulohaza. Mantiqiy amallar. Formula. Elementar formula. Chinlik jadvali. 
Mantiqiy amallarni bajarish imtiyozlari. Qavslar haqidagi kelishuv. Teng kuchli 
va teng kuchlimas formulalar. Teng kuchlilik. Teng kuchlimaslik. Ekvivalentlik.

Ekvivalentmaslik. Tenglik. Tenglama. Ayniyat. Mantiqiy ifoda.

Oldingi paragrafda asosan mantiqiy amallar o'rgamldi. Endi mantiqiy 
amallar orasidagi bog'lanishlar bilan shug‘ullanamiz. Bunday bog‘- 
lanishlardan biri bilan lanishmiz: ekvivalensiya ikki tomonli impli- 
kalsiyadir, aniqrog‘i, berilgan x va у  mulohazalarning x у  
ekvivalensiyasi ikkita x —>у  va у  —» x impiikatsiyalarning 
(x  —> у} л  (>’ —» x) kon’yunksiyasi shaklida ifodalanadi.

Dastlab mulohazalar algebrasining formula tushunchasiga murojaat 
qilib, intuitiv ravishda, uni berilgan elementar mulohazalardan inkor, 
diz’yunksiya, kon’yunksiya, implikatsiya, ekvivalensiya mantiqiy amal- 
larining chekli kombinatsiyasi va, zarur bo‘lganda, mulohazalar ustida 
mantiqiy amallarning bajarilish tartibini ko‘rsatuvchi qavslar vositasida 
hosil qilingan murakkab mulohaza deb tushunamiz. Bu yerda qavslanu 
ishlatish qoidalari sonlar bilan ish ko'ruvchi (oddiy) a l g e b r a d a g i d e k  

saqlanadi. _
1 - m i s o l .  Ushbu x ,  ch , уск-НуО'/.у), x<ry—*, [.tj v ( ^ л ^ ) л ^ ] ^ ’ 

у  ->_x, (дг -> у )  л  ( у  -> z) -> (z -> x ) ,  [х, л (х , ->x3)]v (x 4 v y° 
va (дг v ^ ) a  (x v  v) ko'rinishda yozilgan murakkab mulohazalani^M1'  
biri formuladir, lekin [x, v (x , —>Xj)a] va (x  —» у )  л  (z —> (z •
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vozuvlami formula sifatida qabul qilish mumkin emas, chunki ularning 
b irinch isida kon’yunksiya belgisidan keyin yopuvchi “j ” qavs yozilgan, 
ikk inch isida esa ikkinchi ochuvchi “(“ qavsga mos yopuvchi “)” qavs
yozilmagan. ■

Form ula tushunchasiga matematik induksiya usuliga tayangan holda 
quyidag icha qat’iy ta’r if beriladi.

1- t a ’ r i f .  1) Agar x elementar mulohaza bo'lsa, и holda X
formuladir; _

2) agar A formula bo 'Isa, и holda A formuladir;
3) agar A va В formulalar bo'lsa, и holda (А л  В ) , ( A v B ) ,  

(A —» B) va (A <-> B) formulalardir;
4) 1-, 2- va 3- bandlardagidan tashqari boshqa formula yo'q.
1- ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy formulaga, uning qiymati sifatida, vaziyatga 

qarab, {ch, yo} to'plamning biror elementi mos qo'yiladi. Formula 
tarkibidagi o'zgarmas va o'zgaruvchi (elementar) mulohazalaming har biri 
elementar form ulalar deb hisoblanadi. Formula qiymatining xl ,x2,...,xn 
o'zgaruvchilarga (elementar mulohazalarga) bog'liqligini ta’kidlash kerak 
bo'lgan holda f ( x l ,x ,,.. . ,xn) ko'rinishdagi yozuvdan foydalaniladi.

Tabiiyki, formula tushunchasiga berilgan 1- ta 'rif asosida ish yuritilsa, 
tuzilgan formula tarkibida qavslar ko’p bo'ladi. Matematik mantiqda 
formula tarkibidagi qavslar sonini kamaytirish maqsadida, odatda, 
quyidagi kelishuvlardan foydalaniladi:

1) biror formula inkor ishorasi ostida bo'lsa, u qavssiz yoziladi
(masalan. ( x v y ) A z  formulani x v  у  a z  ko'rinishda yozish mumkin).

2) kon’yunksiya amali diz’yunksiya, implikatsiya va ekvivalensiya 
amallariga nisbatan formulalarni mustahkamroq bog'laydi deb hisoblanadi 
(masalan, x v  (y z ) formulani x v  y z , xy  —» (y z ) formulani xy  —» y z , 
(-TV) (zu ) formulani esa xy  <-> zu ko'rinishda yozish mumkin).

3) diz’yunksiya amali implikatsiya va ekvivalensiya amallariga 
nisbatan formulalarni mustahkamroq bog'laydi deb hisoblanadi (masalan, 
a - » ( j> v z )  formulani x —t y s / z ,  x v y o ( z v v )  formulani esa 
XS/ У z v  у  ko'rinishda yozish mumkin).

4) implikatsiya amali ekvivalensiya amaliga nisbatan formulalarni 
mustahkamroq bog'laydi deb hisoblanadi (masalan. x <-> ( y  —» z) 
formulani x  <-» у  —> z  ko'rinishda yozish mumkin).
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Bu kelishuvlar, yuqorida ta’kidlanganidek, formulalar tarkibidaiji 
qavslar sonini kamaytirish imkonini beradi. Masalan 
( ((*  «-* у )  -> ( а л z)) <-» (((jc A p ) v ( i A >>)) v ( x  -> *))) formulani
(x  <-» y )  —» xz xy  v  xy  v  (x  —> z)  ko'rinishda yozish mumkin.

Umuman olganda, matematik mantiqda mantiqiy am allarni bajarish 
imtiyozlari va qavslar haqidagi kelishuv deb ataluvchi qoidalar qabul 
qilingan.

Qavslarsiz yozilgan mantiqiy amallarni bajarish imtiyozlari (ketma- 
ketligi) navbat bilan inkor ( —1), kon’yunksiya ( л ) ,  diz’yunksiya ( v )  
implikatsiya ( —») amallariga berilgan, eng so'nggi imtiyozga esa 
ekvivalensiya ( <-») amali egadir.

Qavslar haqidagi kelishuv deganda quyidagi qoidalarga amal qilish 
nazarda tutiladi:

1. Agar formulada tashqi qavslar yozilmagan bo’ lsa, u holda ular o‘z 
joylariga tiklanadi.

2. Agar formulada ikkita bir xil imtiyozga ega mantiqiy amallar 
qavslarsiz ketma-ket yozilgan bo'lsa, u holda yozilish tartibiga ko'ra 
chapda joylashgan amal uchun qavslar o‘z joylariga tiklanadi.

3. Agar formulada turli xil imtiyozlarga ega mantiqiy amallar 
qavslarsiz ketma-ket yozilgan bo'lsa, u holda ulami bajarish ketma- 
ketligini anglatuvchi qavslar mantiqiy amallarni bajarish imtiyozlarini 
hisobga olgan holda navbat bilan o'z joylariga tiklanadi.

2- m i s o l .  j v p A y o z - > ( z - > x )  ko'rinishda yozilgan 
formulani tahlil qilaylik. Bu formuladagi amallarni bajarish tartibi faqat bir 
joyda qavslar bilan aniqlangan. Mantiqiy amallarni bajarish imtiyozlari va 
qavslar haqidagi kelishuvga ko'ra berilgan formulani 
((x  v  ( у  л  ̂ )) (z —> (z —» x))) ko'rinishda ifodalash mumkin. ■

Tabiiyki, ixtiyoriy formula uchun chinlik jad v a li1 tuzish mumkin. 
Berilgan formulaga mos chinlik jadvalini tuzishda shu formula tarkibidagi 
amallarga e’tibor bergan holda asosiy chinlik jadvallaridan ketma-ket 
foydalanish mumkin.

3- m i s o l .  ( x a_v ) —> x v y  formulaning chinlik jadvali 1 - jadval 
bo'ladi. ■

Formulalar uchun “chinlik jadvali” iborasi o'm ida “qiymatlar jadvali" iborasi qo'llanilishi ham 
mumkin.
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I-jadva l

X V X X  A  V
---------------

X V  у

-----------------
XV у ( х л у ) - ^  x v  у

yo yo ch yo ch yo ch

y° ch ch yo ch yo ch

ch yo yo yo yo ch ch

ch ch yo ch ch yo yo

2- t a ’ r i f .  Agar berilgan ikkita formula tarkibida ishtirok etuvchi 
e lem en ta r  mulohazalarning har bir qiymatlar satri uchun bu 
fo rm u la la rn in g  qiymatlari bir xil bo'lsa, и holda ular t en g  kuchli 
formulalar d e b  ataladi.

3- t a ’ r i f .  Agar berilgan ikkita formula tarkibida ishtirok etuvchi 
e lem en ta r  mulohazalarning qiymatlar satrlaridan hech  bo lm aganda  
bittasi uchun bu formulalarning qiymatlari har xil bo ‘Isa, и holda ular 
teng kuchlimas fo rmula la r deb ataladi.

Teng kuchli va teng kuchlimas iboralari na faqat formulalarga 
nisbatan, balki ixtiyoriy mantiqiy mulohazalarga nisbatan ham qo'llanilisi 
mumkin. Ba’zan, teng kuchli va teng kuchlimas iboralari o'mida, mos 
ravishda, ekvivalent va ekvivalentmas iboralari ishlatiladi. Ekvivalentlik 
tushunchasi ekvivalensiya tushunchasiga ohangdosh bo'lgani uchun, ulami 
bir-biridan farq qilish maqsadida ko'proq teng kuchlilik iborasidan 
foydalanamiz.

Berilgan formulalarning teng kuchliligini ifo- 
dalashda “ = ” belgidan, teng kuchlimasligini 
ifodalashda esa “5̂ ” belgidan foydalaniladi.
Masalan, agar berilgan A va В formulalar teng 
kuchli formulalar bo'lsa, u holda A = B  deb, A va 
В formulalar teng kuchlimas formulalar bo'lganda esa, A&B deb 
yoziladi. Ba’zan, formulalarning teng kuchliligini ifodalashda “ = ” 
belgidan, teng kuchlimasligini ifodalashda esa “ ^ ’’belgidan ham 
foydalaniladi.

Berilgan formulalarning teng kuchli yoki teng kuchlimas bo'lishini 
amqlashda, odatda. ular uchun tuzilgan chinlik jadvallaridan foydalaniladi.

2- ja ch ’a l

X X V  X

yo yo
ch ch
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4- m i s o l .  x va x v x  formulalar teng kuchli formuialardir 
Haqiqatdan ham, berilgan formulalarda faqat bitta x elementar mulohaza 
ishtirok etgani uchun ikkita qiymatlar satriga ega chinlik jadvalini tuzamu 
(2- jadvalga qarang). 2- ta’rifga asosan x v  x = х . a

3-jad\’al
X У X A = x v  у В = x  —> у

yo yo ch ch ch
yo ch ch ch ch
ch УО vo yo УО
ch ch yo ch ch

5- m i s o l .  Berilgan 3c v  у  va x —» у  formulalami mos ravishda A 
va В bilan belgilaymiz: A = x v y ,  B = x у . 3- chinlik jadvalidan 
ko‘rinib turibdiki, A va В  formulalar tarkibidagi x va у  elementar mu­
lohazalaming to‘rtala qiymatlar satrlari uchun bu formulalarning mos qiy- 
matlari bir xil. Demak, 2-ta ’rifga asosan A—>B, y a ’ni x v y  = x — . a

6 - m i s o l .  A = ( xv x ) /\y  va B = y  formulalar berilgan boMsin. 4- 
chinlik jadvalini tuzamiz. A va В formulalar tarkibida ishtirok etuvchi x 
va у  elementar mulohazalaming to‘rtala qiymatlar satrlari uchun bu 
formulalarning mos qiymatlari bir xil.

Demak, berilgan A va В formulalar ekvivalent formuialardir, ya ’ni 
( x v  j ) a ^  = j ; .  ■

4- jadval
X B = y X X V  x A = ( x  V  x )  л у

yo yo ch ch yo

yo ch ch ch ch

ch yo yo ch yo

ch ch yo ch ch

7- m i s o l .  A ( x v x ) a j  va B = x formulalar teng kuchlim as 
formuialardir. Haqiqatdan ham, 5- chinlik jadvalidan ko‘rinib turibdiki, 
berilgan A va В formulalar tarkibida ishtirok etuvchi x va у  elem entar 
mulohazalaming to‘rtta qiymatlar satrlaridan ikkitasi (2- va 3- satrlari) 
uchun bu formulalarning mos qiymatlari har xil. Demak, 3- ta’rifga asosan, 
berilgan ( x v i ) a j / va x formulalar ekvivalentmas formuialardir, ya ’ni 
A&B . a

Odatda, muloha:.- algebss j . . 
orasidagi farqni angls^qsadJ/J 
tenglama va ayniyar® q iyw ' I 
o'zgaruvcbilarga nisi® 2 x - y  
ayrim (masalan, x =*• > = „. p,,» 
boshqa (masalan, ;- ! у  =2/ 1̂ 
bo'lmasligi mumkin "iga iV l  
(masalan. .xL <-> (x  :?) 
ruvchilaming o'nnla-.4mda .i^1* 
qiymatlar qo'vgand; Valeisr£' 
salan, x, =  yo , x2 =:" c, 
mumkin.

Oddiy algebrada _i/at c?1; 
a2 - b 2 = ( a - b ) ( a  -’ ten#-* 
o‘zgaruvchilarning nMin Ы 
Shunga o ‘ xshash, й а и ! " 1 
lohazaki (masalan, у  = j- 
za, unda qatnashgar. 'J :ha 
qiymatlari uchun to'pV.

Matematik mant :-J forr-S1' 
•foda tushunchasi hr qo‘ ll$  
mulohazaki, uning uMbida«\ 
diz’yunksiya, kon'yo-'ya. 
bilan bir qatorda r~4iaz<£ 
chekli kombinatsiya.' 4 , z. 
amallaming bajarilis: -«rtibl^ 
Mantiqiy ifoda tusl'Ahas* 
jnduksiya usuliga ta>®gan 
erilishi mumkin. Mi':liqiv & 
°rmulalar teng kuchli-’<i tu 

Oddiy algebrada J/nan 
^almashtirish mumkin V lg ,



ifoda tarkibidagi qismiy mantiqiy ifodalami (formulalarni, mulohazalami) 
ularga teng kuchli bo‘ lgan ifodalar (formulalar, mulohazalar) bilan 
almashtirish, ya’ni o‘rn iga qo‘yish usulidan foydalanish mumkin. Bu esa 
murakkab ifodalami (formulalarni, mulohazalami) soddalashtirish 
imkonini beradi.

Yuqorida tenglama bilan ekvivalensiya va ayniyat bilan teng kuchlilik 
orasida o‘xshashlik borligini ko‘rdik. Endi tenglik bilan ekvivalensiya 
orasida farq ham borligini ko'rsatamiz. Ma’lumki, oddiy algebrada hech 
qanday almashtirish yordamida tenglikni arifmetik amallar (qo'shish. 
ayirish, ko'paytirish, bo'lish) vositasida ifodalab bo'lmaydi. Mulohazalar 
algebrasida esa ekvivalensiyani boshqa mantiqiy amallar vositasida 
ifodalash mumkin. Masalan, ekvivalensiyani implikatsiya va kon’yunksiya 
amallari vositasida ifodalash mumkin: berilgan x va у  elementar 
mulohazalar uchun x <-> у  = (x —> у) л  (_y —> x) teng kuchlilik o'rinliligi
6- chinlik jadvalidan ham ko'rinib turibdi.

6-jadva l
X У X —» у у  —» X X у (X  V) А  (у -> X)
yo yo ch ch ch ch
yo ch ch yo yo y°
ch yo yo ch yo yo
ch ch ch ch ch ch

Mulohazalar algebrasini oddiy algebra bilan qiyoslashda davom etib, 
oddiy algebrada tenglik uchun quyidagi xossalar (aksiomalar) o'rinliligini 
eslatamiz:

1) ixtiyoriy a e  R son uchun a — a  (refleksivlik);
2) ixtiyoriy ikkita a e  R va be  R sonlar uchun agar a - b  bo'lsa, u 

holda b — a bo'ladi (simmetriklik);
3) ixtiyoriy uchta a e R ,  b e  R va c e  R sonlar uchun agar a - b  

va b = с bo'lsa, u holda a -  с bo'ladi (tranzitivlik).
Shunga o'xshash, mulohazalar algebrasidagi teng kuchlilik (ekvi- 

valentlik) ham refleksivlik, simmetriklik va tranzitivlik xossalariga ega:
1) ixtiyoriy x mulohaza uchun x = x ;
2) ixtiyoriy ikkita x va у  mulohazalar uchun, agar x = у  bo'lsa, u 

holda v = x bo'ladi;
3) ixtiyoriy uchta x , у  va z mulohazalar uchun agar x = y  va 

y  = z bo'lsa, u holda x = z bo'ladi.



1. Quyidagi formulalarning chinlik jadvallarini tuzing: 
a ) x , v i , ;  b); х л у [ у  v  x ->  I);  d) (x, a x 2) v  x 3;

e) ( x v y ) - > ( x A y  v x - > y ) ;  f) (x, -> x2) - »  (x, v  x2 a x , ) ;

g) (x v  z) л  О  -> (w - »  x ) ) ; h) (x  > у )  л  ( у  > z) > z ; 

i) x, —> (* 2 “ * (••• ~* *„))» и = 3, 4 , 5, 6 ;
j) ^ v x 2 v . . . v x „  -*yx л у 2л . . .л у и, n = 1, 2 , 3 .
2. Quyidagi teng kuchliliklami isbotlang:
а) х-н > у = х < -> у ; b) x y v x y v x y  = x - > . y ;
d) x  -> у  = У - »  * ;  e) x  -> (y - »  z )  = x  a  у  - »  z ;
f ) x v 3 c s j v y ;  g ) x v x  = y v y ;
h) x  v  (x л  у ) = x ; i) (x  v  x )  —> у  = ( x a x )  v y ; 
j) x v  (7  a  z) = (x  v  y )  a  (x v  z ) ;
к )  X  =  (x A у  A z) V (x A у  A z) V (x  A у  A z) V (x  A у  A  z )  .

3. Quyidagi formulalami soddalashtiring:
a ) ( x - > x ) —> x ;  b) x  —> (x  —̂  v ) ; d) x y  v ( x  —> y) x ;
e) (x <-> у )  л  (x v  y ) ; fM -A  у  -̂ ».( y v -x - »  z ) ;

g) (x A у A  z) V (x А  у) V  (x  A у A  z) V  (x A у A  z) V  (x  A J )  .

Mustaqil ish lash uchun savollar
1. Formula tushunchasiga intuitiv ravishda qanday ta’rif beriladi?
2. Formula tushunchasiga matematik induksiya usuliga tayangan 

holda qat’iy ta’rif qanday beriladi?
3- Elementar formula deganda nimani tushunasiz?
4. Qavslarsiz ketma-ket yozilgan mantiqiy amallami bajarish 

lmtiyozlarini bilasizmi?
5. Qavslar haqidagi kelishuvga ko‘ra qanday qoidalarga amal 

quinadi?
6- Teng kuchli formulalar deganda nimani tushunasiz?
• Qanday holda formulalar teng kuchlimas bo'ladi? 

boT V ° datda berilgan formulalarning teng kuchli yoki teng kuchlimas 
s ini aniqlashda qaysi usuldan foydalaniladi?

Muammoli masala va topshiriqlar
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9. Mantiqiy ifoda nima?
10. Ekvivalensiya bilan teng kuchlilik orasida qanday o'xshashlik va 

farqlami bilasiz?

3.3. Tavtologiya, aynan yolg‘on va bajariluvchi form ulalar

Elementar mulohaza. Formula. Aynan chin, aynan yolg'on formulalar. 
Tavtologiya. Bajariluvchi formula. Bajarilmaydigan formula. Mantiqiy ekvivalent 

formulalar. Mantiq qonunlari. Yechilish muammosi. Yechuvchi usul.

3.3.1. Tavtologiya1. Tabiiyki, berilgan formula uning tarkibida 
qatnashuvchi elementar mulohazalaming mumkin bo‘ lgan barcha qiymat­
lar satrlari ucnun turli qiymatlar, jumladan, faqat ch yoki faqat yo qiymat 
qabul qilishi mumkin.

1- t a ’ r i f .  Tarkibidagi elementar mulohazalaming mumkin bo'lgan 
barcha qiymatlar satrlarida faqat ch qiymat qabul qiluvchi formula 
tavtologiya deb ataladi.

1- jadval

X V X - »  V х л ( х - > у ) X Л (дг —> у )  —» у
yo yo ch yo ch
VO ch ch yo ch
ch L У® j ____ y° ch
ch ch ch ch ch

Tavtologiya iborasi o'rnida aynan chin yoki doimo chin formula 
iborasi ham qo'llanilishi mumkin. Tavtologiya, ko'pincha, J  yoki 1 bilan 
belgilanadi. Aynan chin formula, uning tarkibida ishtirok etuvchi 
o'zgaruvchilaming qiymatlariga bog'liq bo'lmay, faqat bitta (ch) qiymat 
qabul qiladi.

Berilgan formula tavtologiya bo'lishi yoki bo'lmasligi. odatda, uning 
qiymatlar jadvali vositasida aniqlanadi.

1- m i s o l .  D = x a ( x —ь у ) - ) у  formula tavtologiyadir. Bu 
tasdiqning to'griligini tekshirish uchun 1- jadvalni ( D formulaning 
qiymatlar jadvalini) tuzamiz.

Berilgan D formula uning tarkibida qatnashuvchi x va v elementar
mulohazalaming mumkin bo'lgan hamma qiymatlar satrlarida faqat ch 
qiymat qabul qilgani uchun, u tavtologiyadir, ya ’ni

1 Bu so 'z yunoncha шито (shuning o'zi) va Xeyeiv (so‘z) so'zlaridan tuzilgan bo'lib, 
''тсготоХоуга" shuning o'zini so'zlayman ma'nosini beradi.



х л  (х —»>>)—> у  = J  ш
2- m i s o l .  Berilgan В = (х v  у) —> (х —> >>) —> z  form11*3 

tekshirish uchun uning chinlik jadvalini tuzamiz (2- jadvalga qarang)
2-

X У Z X x v  у x —> у (x v  y)  > (x > y )
yo yo yo ch ch ch ch
yo yo ch ch ch ch ch
yo ch yo ch ch ch ch
yo ch ch ch ch ch ch
ch yo yo yo yo yo ch
ch yo ch yo yo yo ch
ch ch yo yo ch ch ch
ch ch ch yo ch ch ch

л _
S I
cb_
yO

yo
1 h_
yo
"ch

2- jadvaldan ko‘rinib turibdiki, (x  v  y )  —> (x —» y) = J  , 1ек*п 
& J . я

Aynan chin formulalar mantiqda katta ahamiyatga ega bo‘lib. 11 
mantiq qonunlarini ifodalaydi. Shu sababli, mantiq algebrasida yei’*11' 
muammosi deb yuritiluvchi chekli miqdordagi amal yordamida Ы’г\'-£ 
ixtiyoriy mantiqiy formulaning aynan chin yoki aynan chin emasl'S 
aniqlash masalasi dolzarb muammo hisoblanadi. Yechilish muanirn 
faqat mulohazalar algebrasi uchungina emas, balki boshqa m^nti 
sistemalar uchun ham qo‘yilishi mumkin. Yechilish muao1111 
mulohazalar algebrasi uchun ijobiy hal etiladi (ushbu bobni^B 
paragrafiga qarang). Tabiiyki, yechilish muammosini turli usu 
yordamida hal qilish mumkin. Bunday usullami yechuvchi usull3r ' 
ataymiz. Yechuvchi usul iborasi o'rnida yechish p ro tseduras ' У 
yechish algoritm i iboralari ham qo'llanilishi mumkin.

Yechish protsedurasi sifatida chinlik jadvalini qo'llashga asoslan; 
usulni olish mumkin, chunki chinlik jadvali har bir muayan formula uc 
yechilish muammosini to‘liq hal qilish imkonini beradi. A gar bef^? 
formulaga mos keladigan chinlik jadvalning oxirgi ustuaida fa<5at 
bo'lsa, u holda bu formula aynan chin, agar oxirgi ustunda ' 
bo'lmaganda bitta yo bo'lgan holda esa formula aynan chin em as bo 
Tabiiyki, amalda bu usulni har doim ham qo'llab bo'lavermaydi, chun
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quyidagi asosiy kamchilikka ega. Agar berilgan formulada n  ta elementar 
o‘zgaruvchi mulohazalar qatnashsa, u holda bu formulaning chinlik jadvali 
2 ”ta satrga ega bo'ladi va «ning yetarli katta qiymatlarida bu yechish 
protsedurasini, hattoki, komputer yordamida ham oxiriga yetkazib 
bo'lmaydi. Lekin, prinsip jihatdan olganda, “chinlik jadvalini qo'llashga 
asoslangan usul yordamida chekli miqdordagi amallar bajarib yechilish 
muammosini hal qilish mumkin” degan tasdiq to‘g‘ridir. Ushbu bobning 
keyingi paragraflarida boshqa bir yechuvchi protsedurani keltiramiz. Bu 
ycchuvchi protscdura berilgan formulani normal shaklga keltirish usuliga 
asoslangan. Normal shakllar matematik mantiqning boshqa masalalarida 
ham ishlatiladi.

3.3.2. Aynan yolg'on form ulalar. Formula uning tarkibida ishtirok 
etuvchi elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan barcha qiymatlar 
satrlari ucnun faqat yo qiymat qabul qilishi ham mumkin.

2- t a ’ r i f .  Tarkibidagi elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan 
barcha qiymatlar satrlarida faqat yo qiymat qabul qiluvchi formula aynan 
yolg ‘on (doimo yolg‘on) yoki bajarilmaydigan formula deb ataladi.

1- va 2 - ta’riflardan yaqqol ko'rinib turibdiki, aynan yolg'on formula 
tavtologiyaning inkoridir, va, aksincha, tavtologiya aynan yolg‘on 
formulaning inkoridir. Shuning ucnun aynan yolg'on formulani J  yoki 0 
bilan belgilash joizdir.

Aynan yolg'on formula ham, aynan chin formula kabi, o'z tarkibida 
ishtirok etuvchi o'zgaruvchilaming qiymatlariga bog'liq emas, u faqat bitta 
(yo) qiymat qabul qiladi. Berilgan formulaning bajarilmaydigan formula 
bo'lishi yoki bo'lmasligi ham, odatda, uning qiymatlar jadvali yordamida 
aniqlanadi.

3- m i s о 1. A = (x v  у) a  x —̂ у  formula aynan yolg'on form uladir.

Haqiqatdan ham, asosiy chinlik jadvallari yordamida A formulaning 
chinlik jadvalini tuzsak, natijada 3- jadvalga ega bo'lamiz.

3- ja d va l

X У X X V  у x  —> у X —» у (jC V у )  Л X > у
yo yo ch ch ch yo ___ У0 ___ —
yo ch ch ch ch yo УО __ 1
ch yo yo УО yo ch yo ___ -
ch ch У» ch ch yo yo___ — J
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3- jadvalning oxirgi ustuniga ko'ra ( j v ^ a x - > у  = J  . я

3- t a ’ r i f .  Agar A va В formulalar uchun A —>В formula 
tavtologiya bo 'Isa, и holda В formula A formulaning mantiqiy xulosasi 
deb ataladi.

4.  t a ’ r i f .  Agar A va В formulalar uchun A<->B formula 
tavtologiya bo'lsa, и holda berilgan formulalar mantiqiy ekvivalent 
formulalar deb ataladi.

4- m i s o l .  1 - misolda D = x л (х  -> y) —> у  formula tavtologiya 
bo'lishini ko'rgan edik ( 1 - jadvalga qarang). Shu sababli, 3- ta’rifga ko'ra, 
у  formula X л  (jc —> >0 formulaning mantiqiy xulosasidir.

2- jadvalga ko'ra (2- misolga qarang) 3c v  у  va x —» у  formulalar 
mantiqiy ekvivalent formulalar bo'ladi hamda, shu bilan birga, x —» у  
formula x v у  formulaning mantiqiy xulosasidir degan tasdiqlar 
to'g'ridir. Albatta, x  v  у  formula x —> у  formulaning mantiqiy 
xulosasidir degan tasdiq ham to'g'ri. ■

1- t e o r e m a .  Agar A va A —> В formulalarning har biri 
tavtologiya bo Isa, и holda В formula ham tavtologiya bo'ladi.

I s b o t i .  A va A —» В formulalarning har biri tavtalogiya bo'lsin. 
Teorema tasdig'ining teskarisini, ya’ni A va В formulalar tarkibiga 
kiruvchi o'zgaruvchilaming hech bo'lmaganda bitta qiymatlar satrida В 
formula yo qiymat qabul qilsin deb faraz qilamiz. U holda, A formula 
tavtologiya bo'lganligi uchun, o'zgaruvchilaming o'sha qiymatlar 
satr(lar)ida A ch qiymat qabul qiladi. Shu sababli A —» В formula yo 
qiymat qabul qiladi. Bu esa A —» В formula tavtologiyadir degan tasdiqqa 
qarama-qarshidir. Demak, В tavtologiyadir. ■

2 - t e o r e m a .  Agar A, formula tarkibiga bir yoki ко 'p marta kirgan 
A formula о 'rniga В formulani qo ‘yish natijasida 5, formula hosil 
qilinsa, и holda (A B) —» (At <-> 5, )  formula tavtologiya bo 'ladi.

I s b o t i .  Agar tarkibidagi o'zgamvchilaming biror qiymatlar satrida
- va В formulalar turli qiymatlarga ega bo'lsa, u holda o'sha qiymatlar 
satnda A <-» В formulaning qiymati yo bo'ladi va, natijada, A, <-> B, 
orrnulaning qiymati qanday bo'lishidan qat’i nazar,

*->B) <-» #,) formula ch qiymat qabul qiladi.
Agar tarkibidagi o'zgaruvchilaming qandaydir qiymatlar satrida A va
ormulalar bir xil qiymat qabul qilsa, u holda o'sha qiymatlar satrida
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Ax va 5, formulalar ham bir xil qiymat qabul qiladi, chunki teoremanino 
shartiga asosan formula At formuladan A fonnulaning o‘rniga В 
formulani qo‘yish natijasida hosil qilingan. Demak, bu holda A <r-> В 
Ax <-> В| formulalaming ikkalasi ham ch qiymat qabul qiladi. Shuning 
uchun (A <-> B) —> ( Aj Bx) formula ham ch qiymat qabul qiladi.

Shunday qilib, yuqorida qaralgan mumkin boigan ikkala holda ham 
(A <-> B) —> (At <-> Bx) formula ch qiymat qabul qiladi. Demak, 
(A <-» B) - »  (A, <-> Bt) formula tavtologiya bo'ladi. ■

2- teoremaga ko’ra, agar A{ formula tarkibiga bir yoki ko‘p marta 
kirgan A formula o'miga В formulani qo'yish natijasida Bx formula 
hosil qilinsa, u holda Л va В formulalaming mantiqiy ekvivalentligidan 
A, va В| formulalaming ham mantiqiy ekvivalentligi chiqadi.

3.3.3. Bajariluvchi form ulalar. Endi berilgan formula uning tarkibida 
qatnashuvchi elementar mulohazalaming ba’zi qiymatlar satrlari ucnun ch, 
ba’zilari ucnun esa yo qiymat qabul qilish holini qaraymiz.

5- t a ’ r i f .  Tarkibidagi elementar mulohazalaming kamida bitta 
qiymatlar satrida ch qiymat qabul qiluvchi aynan chin bo'lmagan formula 
bajariluvchi form ula  deb ataladi.

5- m i s о 1. x —> у , x л  (x —» у ) , x , x v  у  va x —> у  formulalar 
bajariluvchi formulalardir, lekin x a ( x —» y ) —» y ,  (x  v  y) —> (x —> y)

va (x v  v) л x —> у  formulalar bajariluvchi formulalar emas (1-, 2- va 3- 
jadvallarga qarang). ■

Muammoli masala va topshiriqlar
1. Quyidagilarning qaysilari aynan chin, qaysilari aynan yolg'on 

formula bo'lishini aniqlang:

a) x v  у  —» x л  у  ; b) p  - »  (/ ? ,-»  p 2) ;
d) (x y)  - »  (y  - »  x ) ; e) ((p л  q) q) <-> (q -> p ) ;

0  P\ -* (P i-*P \ )', g) ((/>-><?)л ( ? -> r ) ) -> (p -^ r ) ;
h) (x —> y ) a  (x —> у ) —> x ; i) x л  (x —> у) л (x —» у ) ;
j)  x v x - ^ у л у ;  k) ( x - > ( j » ^ 2 ) ) - ) ( x A y - ^ z ) ;
1) (x > (y  > z)) -> ((x - »  y)  -> (x - »  z) ) .
2. Quyidagi formulalaming har biri bajariluvchi formula bo'lish in i 

ko'rsating:



a) ( y v x ) A ( z v . r ) ;  b) о л (/)л с - > а а й ) ;

с) х —> У л  z ; d) ((a v  b) v  с л  с ) л  ((a  v  b ) v  с л с V
3. Quyidagi formulalami tavtologiyalar, doimo yolg'on 

bajariluvchi formulalar guruhlariga ajrating:
a) (x —> У ) —Э> x  а  у  v  у ; b) a b  <г-> a  v  а  л  6 ;

c) (х < -»у )л (х у  v x y ) ;  d)
e) x v  у  —■>(x <-> y ) ; f) (fl —> с) л{Ь —> с) —> (а  —» 6 )
g) X V у  —» Г h ) X A y A Z V X A y A Z V X A y A Z .
4. Quyidagilarni aynan chin va aynan yolg'on formulalar guruhlari!1 

ajrating: 
a) (x - »  z )  - »  ((y  - »  z) - »  (x v  j  -> z ) ) ;

b) ( p , - > p 2) - * ( ( p , v p ) - > ( p 2 v p ) ) ;  

d) ( p ,  ->  ( p 2 P 3) ( ( P i  P 2)  ( P i  Р з ) ) ;

f) ( P i  ->  P i ) - » ( ( P i  ^  p )   ̂ ( p 2 л  p ) )  ;
g) x л  у  > x ; h) x —» (x v  y ) ;
i): ( x - ^ y ) - ^ ( y - » x ) ;  j)  ( y  -> x)  -> (x - »  y ) ; 

k) (x, a  ... а  Хп) л  (x, V . . . V X ,  - > у ) л у ;

1) x, -4  (x2 - »  ... -> (x n_, -> (x„ -> у  v  у ) ) . . . ) . )a
5. Agar x elementar mulohazaning qiymati ch bo'lsa, u hoH 

x A y  —> z va x —> (y  v  z) implikatsiyalarning qiymatlarini aniqlang. |a
6. Agar x —>y implikatsiyaning qiymati ch bo'lsa, u hoK

a- —> (x —> y ) , x —> у —> у  va (x —> y )  —» z implikatsiyalarni^ 
qiymatlarini aniqlang.

Mustuqil ishlash uchun savollar
1. Tavtologiya nima? .
2- Berilgan formula tavtologiya bo'lishi yoki bo'lmasligi, odatc 

qanday aniqlanadi?
3. Qanday muammo mantiq algebrasida yechilish muammosi d h

yuritiladi?

“*• Yechilish muammosini hal qilish usullari nima deb ataladi?
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5. Yechish protsedurasi sifatida chinlik jadvalini qo'llashga 
asoslangan usulning asosiy kamchiligi nimada?

6 . Aynan yolg‘on formula deganda nimani tushunasiz?
7. Tavtologiya bilan aynan yolg'on formula orasida qanday 

bog'lanish bor?
8 . Qanday holda biror formula boshqa formulaning mantiqiy xulosasi 

deb ataladi?
9. Qanday formulalar mantiqiy ekvivalent formulalar deb ataladi?
10. Agar A va A —» В formulalarning har biri tavtologiya bo'lsa, u 

holda В formula haqida mima deyish mumkin?
11 . Agar A, formula tarkibiga bir yoki ko'p marta kirgan A formula 

o'rniga unga teng kuchli В formulani qo'yish natijasida Bx formula hosil 
qilinsa, u holda (A <-> B) —» (Ay <r* 5 ,)  formula haqida mima deyish 
mumkin?

12. Bajariluvchi formula deganda nimani tushunasiz?
13. Agar x —> у  implikatsiya ch qiymat, x у  ekvivalensiya esa yo 

qiymat qabul qilishi ma’lum bo'lsa, u holda y ^ x  implikatsiyaning 
qiymati haqida mima deyish mumkin?

14. Agar x<r*y  ekvivalensiya ch qiymat qabul qilishi ma’lum bo'lsa, 
u holda x у  va л: <-» у  ekvivalensiyalaming qiymatlari haqida mima 
deyish mumkin?

3.4. Asosiy teng kuchlilik lar. Teng kuchli form ulalarga doir
teorem alar

Asosiy teng kuchliliklar. Kon ’yunksiya, diz'yunksiya, inkor amallari qatnashgan 
mulohazalar. Kommutativlik, assotsiativlik va distributivlik qonunlari. Qarama-

qarshilik, uchinchisini istisno qilish, idempotentlik va yutilish qonunlari.

3.4.1. Asosiy teng kuchlilik lar. Bu paragrafda oddiy algebrada 
ma’ lum bo'lgan ayrim ayniyatlarga o'xshash mantiqiy teng ku ch lilik larn i 
va teng kuchli formulalarga doir ayrim teorcmalami keltiramiz.

MaTumki, haqiqiy sonlami qo'shish va ko'paytirish amali uchun 
quyidagi tasdiqlar o'rinlidir:

1) ixtiyoriy ikkita x e  R va y e  R sonlar uchun л: + y  = y  + x 
bo'ladi (qo'shishning kommutativlik qonuni);

2) ixtiyoriy uchta x e  R , y e  R va z e  R sonlar uchun 
(x + y)  + z = x + (y + z) bo'ladi (qo'shishning assotsiativlik qonuni);
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3) ixtiyoriy ikkita xe R va ye  R sonlar uchun xy = yx bo'ladi 
(ko‘paytirishning kommutativlik qonuni);

4) ixtiyoriy uchta x e R ,  y e  R va z e R  sonlar uchun 
(Xy)z=x(yz) bo'ladi (ko'paytirishning assotsiativlik qonuni);

5) ixtiyoriy uchta x R, y e  R va ze R sonlar uchun 
x(y + z) = xy + xz bo'ladi

(ko'paytirishning yig'indiga nisbatan distributiviik qonuni).
Mulohazalar algebrasida bu ayniyatlarga o'xshash, ixtiyoriy mantiqiy 

x,  у  va z o'zgaruvchi lar uchun quyidagi teng kuchliliklar o'rinlidir:
x v y  = y v x ,  ( 1) 

( x v y ) v z  = x v ( y v z ) ,  (2)
х л у  = у л х ,  (3)
(x  л  у) A  z = X  л  (у A  z ) , (4)
X A  (_V V z) = (jf A  _y)v  (x A  z) . (5)

Bu teng kuchliliklaming to'g'riligini tekshirish uchun chinlik jadvalidan 
foydalanish mumkin. Yuqoridagi (1) -  (4) teng kuchliliklaming 
to'g'riligini tekshirishni o'quvchiga havola qilib, faqat (5) teng 
kuchlilikning to'g'riligini tasdiqlaydigan chinlik jadvalini keltirish bilan 
kifoyalanamiz (1 -jadvalga qarang). (1) -  (4) teng kuchliliklardan ko'rinib 
turibdiki, diz’yunksiya va kon’yunksiya mantiqiy amallari, oddiy algeb-

1- jadval
X У Z yvz хлу X A Z JCA (yvz) (JCAV)V(XAZ)

. yo yo yo yo yo yo УО
yo yo ch ch yo yo yo yo

ch УО ch yo УО yo yo
yo ch ch ch yo yo yo yo
ch yo yo УО yo УО yo yo
ch УО ch ch yo ch ch ch
ch ch yo ch ch yo ch ch
ch ch ch ch ch ch ch ch

radagi qo'shish va ko'paytirish amallari kabi, kommutativlik va 
assotsiativlik xossalariga egadir.

Mulohazalar algebrasida. oddiy algebradan farqli o'laroq, kon’yunk- 
s,yaning diz’yunksiyaga nisbatan distributiviik xossasi ((5) teng kuchlilik)
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bilan bir qatorda diz’yunksiyaning kon’yunksiyaga nisbatan distributivlik 
xossasi ham o‘rinlidir. Diz’yunksiyaning kon’yunksiyaga nisbatan 
distributivlik xossasini ifodalovchi

X V ( y A Z )  ( x V y ) A ( x V z )  (6 )
teng kuchlilikning to'g'riligini 2- chinlik jadvali tasdiqlaydi.

2-jad\’al
X У У у  Л  Z X V  у X V  z X V ( J A Z ) ( x V y ) A ( x V r )  j
yo yo yo yo yo yo yo yo
yo yo ch yo yo ch yo ■ yo H
yo ch yo yo ch yo yo yo
yo ch ch ch ch ch ch ch
ch yo yo yo ch ch ch ch
ch yo ch yo ch ch ch ch
ch ch yo yo ch ch ch ch
ch ch ch ch ch ch ch ch

Shuni ta’kidlash kerakki, oddiy algebrada (6) teng kuchlilikka 
o'xshash tenglik ayniyat bo'lmaydi, ya’ni x + y z  = ( x  +  y ) ( x  + z )  tenglik 
ixtiyoriy x e R , y e R v a z e R  sonlar uchun bajarilmasligi mumkin.

Yuqorida ifodalangan o'xshashliklar asosida kon’yunksiya amali 
iborasi o'mida mantiqiy ko'paytma amali iborasi, diz’yunksiya amali 
iborasi o'mida esa mantiqiy yig'indi amali iborasi ham qo'llaniladi1.

Mulohazalar algcbrasini oddiy algebra bilan qiyoslashda d avo m  etib 

x у  = (jc —̂  _y) л  ( у  —̂  дг) teng kuchlilik o'rinliligini eslatamiz2. Bu 
teng kuchlilik berilgan x va у  mulohazalaming x у  ekvivalensiyasi 
ikkita x —» у  va v —> x implikatsiyalaming (x —> v) л  (у —» x)  

kon’yunksiyasi shaklida ifodalanishi mumkinligini anglatadi. Boshqacha  
qilib aytganda, ekvivalensiya (<-») belgisini implikatsiya ( —>) va 
kon’yunksiya ( л )  belgilari vositasida ifodalash mumkin. Oddiy algebrada  
esa, hech qanday almashtirish yordamida tenglik (= ) belgisini arifm etik  

amallar (qo'shish (+) ,  ayirish ( - ) ,  ko'paytirish ( x ) ,  bo'lish (/)) 
vositasida ifodalab bo'lmaydi.

1 Ushbu bobning I - paragrafiga qarang.
" Ushbu bobning 2- paragrafiga qarang.



Endi implikatsiyani boshqa mantiqiy amallar vositasida ifodalash 
masalasi bilan shug‘ullanamiz. 3- chinlik jadvalidan ko'rinib turibdiki, 
x v va x v  у  formulalar teng kuchlidir.

________________________________________3- jadval
X У X X - > y X V  у
VO yo ch ch ch
VO ch ch ch ch
ch yo yo yo yo

ch ch ch ch

Demak, (1) -  (6 ) teng kuchliliklar qatoriga yana bitta
x —> y  =  x v  у  (7)

teng kuchlilik qo‘shiladi. (7) teng kuchlilik implikatsiya ( —>) belgisini 
inkor ( —i) va diz’yunksiya ( v )  belgilari vositasida ifodalash mumkinligini 
anglatadi.

Yuqoridagi mulohazalar asosida , —», V , л ,  —> belgilar ishtirok 
etgan ixtiyoriy mantiqiy ifodani (formulani) faqat v ,  л ,  —i belgilar 
qatnashgan teng kuchli mantiqiy ifoda (formula) bilan almashtirish 
mumkin, degan xulosaga kelamiz. Ravshanki, bunga o‘xshash xulosani 
oddiy algebrada tasdiqlash mumkin emas. Ixtiyoriy mantiqiy ifodani faqat 
v , л , —I belgilar qatnashgan teng kuchli mantiqiy ifoda bilan 
almashtirish mumkinligi mulohazalar algebrasining ko'plab amaliy tat- 
biqlarga egaligidan darak beradi.

Mantiqiy ifodada ishtirok etuvchi v  belgini a  va —i belgilari orqali 
hamda a  belgini v  va —i belgilari orqali ifodalash mumkin. Bu tasdiq 
ikki karra inkorni o‘chirish qonuni va de Morgan qonunlari deb 
ataluvchi teng kuchliliklarga asoslanadi. Ikki karra inkorni o‘chinsh 
qonuni

X =  x , (8 )
de Morgan qonunlari esa

x v  y  = x л у  , (9) 

x л  у = x v  у  (10)
teng kuchliliklar bilan ifodalanadi. Bu qonunlaming o'rinliligi esa chinlik 
jadvallari yordamida osongina tekshiriladi.

Mantiqiy ifodada ishtirok etuvchi v  belgini л  va —i belgilari orqali 
«odalash uchun

XV у  = x л у  (11)
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va, shunga o'xshash, л  belgini v  va —■ belgilari orqali ifodalash uchun

л -л  y  = x v y  ( 12)
teng kuchliliklardan foydalaniladi. ( 11 ) va ( 12) teng kuchliliklarni 
isbotlashni o'quvchiga havola qilamiz.

Shunday qilib, mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantiqiy ifodasini 
unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgilari sifatida faqat л Va 
—I yoki faqat v  va —i belgilar qatnashgan mantiqiy ifoda bilan 
almashtirish mumkin. Shunga o'xshash, mulohazalar algebrasining 
ixtiyoriy mantiqiy ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal 
belgilari sifatida faqat —> va —i belgilar qatnashgan mantiqiy ifoda bilan 
almashtirish imkoniyati borligini ko'rsatish mumkin.

Shuni ta’kidlash kerakki, mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantiqiy 
ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgisi sifatida 
faqatgina Sheffcr shtrixi bo'lgan mantiqiy ifoda bilan almashtirish 
imkoniyati ham bor. Bu tasdiq, mulohazalar algebrasining ixtiyoriy 
mantiqiy ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgilari 
sifatida faqat л  va —i belgilar qatnashgan mantiqiy ifoda bilan 
almashtirish mumkinligi hamda

x = x\x, X A J = (jf|v)|(x|^)
teng kuchliliklarga asoslanadi. Sheffer amali ta'rifidan foydalanib, chinlik 
jadvali yordamida, yuqoridagi ikkita va quyidagi uchta teng kuch- 
liliklaming o'rinliligini osongina tekshirish mumkin:

x v y  = x\y, x ^ > y  = x\y, *<-»>> = ( j t | P ) a ( x | > 0.

Bu uchta teng kuchlilik oldingi ikkita teng kuchlilik bilan birgalikda 
yuqorida ifodalangan mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantiqiy 
ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgisi sifatida 
faqatgina Sheffer shtrixi bo'lgan mantiqiy ifoda bilan almashtirish 
mumkinligi haqidagi tasdiqning to'g'riligiga yana bir asosdir.

1 - ш i s о 1 . (x —» y)(y  —» at) —» (x J'X^mantiqiy ifodani tarkibida 
mantiqiy amal belgilari sifatida faqat л ,  v  va —i belgilari qatnashadigan 
qilib almashtirish talab etilgan bo'lsin. Avvalo, x * * y -  
= (x y) A (y -* x) teng kuchlilik yordamida belgisini —» va a  
belgilari orqali, (7) teng kuchlilik vositasida —> belgisini v  va —■ 
belgilari orqali ifodalaymiz hamda (8 ) teng kuchliiikdan foydalanamiz:

(x - »  У\У - »  x) - »  (x J;) г  ( jc -> y)(y -> дг) (x - » jPXУ ->■*)s

= (^ VyXv VX) (x v yX y vx )  = (x v  vX.v Vx) v (x V _v)( v V x ).
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K.ommutativlik va d istributiv lik  qonunlaridan foydalanib, berilgan 
ifoda uchun quyidagi teng kuch lilikn i yozish mumkin:

<r+y) = x y v x y v x x v x y v y y v x y .  я
“Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantiqiy ifodasini unga teng 

kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgisi sifatida faqat uchta (masalan, —i, 
л va v ) ,  yo faqat ikkita (masalan, —i va a ), yoki faqat bitta (masalan, 
Sheffer shtrixi) amal belgisi bo 'lgan mantiqiy ifoda bilan almashtirishning 
hojati bormi?” degan tabiiy savol tug'iladi. Bu savolga, vaziyatga qarab, 
ham salbiy, ham ijobiy javob berxsh mumkin.

Birinchidan, ishlatilishi ko‘zda tutilgan formulalardan ko'rmib turib­
diki, berilgan mantiqiy ifoda zarur almashtirishlar bajarilib, faqat uchta, yo 
faqat ikkita yoki faqat bitta m antiqiy amal belgisi qatnashgan mantiqiy 
ifodaga keltirilganda, u, odatda, dastlabki ifodaga nisbatan ko‘p sondagi 
uch, yo ikki, yoki bir xil mantiqiy amallar qatnashgan ifodaga keladi. Shu 
sababli bunday mantiqiy ifodani ko'zdan kechirish qiyinlashadi.

Ikkinchidan, bunday almashtirish imkoniyati borligi mulohazalar 
algebrasining turli amaliy masalalarini hal etishda katta ahamiyatga ega 
bo'lishiga sabab bo'ladi, jum ladan, uning elektrotexnikadagi tatbiqida bu 
imkoniyat muhim rol o'ynaydi, chunki u yerda ishlatiladigan mantiqiy 
ifodalarda faqat uchta v , a  , —i belgi qatnashadi. Bundan tashqari, 
mantiqiy xulosalarning qonuniyatlarini bayon etishda bu imkoniyatdan 
foydalanish mumkin.

To'g'riligini chinlik jadvalidan foydalanib osongina tekshirish mumkin 
bo'lgan quyidagi teng kuchlilik-lardan (qonunlardan) ixtiyoriy mantiqiy 
ifodani kerakli ko'rinishga keltirishda foydalanish mumkin.

x a  x = yo  -  (q a ram a-q a rsh ilik  qonuni), (13)
xv3c = ch -  (uch inch is in i istisno qilish qonuni), (14)
x a x  = x,  x v  x = x — (idempotentlik qonunlari), (15) 
x  a ( *  v  _y) = x , x v  j c a  у  = x (yutilish qonunlari), (16) 
x v  y o  = x , x v  ch  s  ch  , xA ch  = x ,  х л  yo  = y o . (17)

(1)—(17) teng kuchliliklar a so s iy  teng kuchlilik lar deb ataladi.
4.2. Teng kuchli fo rm ula larga doir teoremalar. Endi teng kuchli 

formulalarga doir ayrim teoremalami keltiramiz.
I - t e o r e m a .  A va В form ulalar teng kuchli bo 'lishi uchun A va 

formulalar teng kuchli bo ‘lish i zarur va yetarli.
1 s b о t i . Berilgan A va В formulalar uchun A = B bo'lsin. U holda 
Va В formulalar chinlik jadvalin ing ixtiyoriy satrida bu formulalarning
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qiymatlari bir xil bo'ladi. Shuning uchun A va В formulalar chinlik 
jadvalining ixtiyoriy satrida ulaming qjymatlari ham bir xildir. Demak 
A = B . Xuddi shunga o‘xshash, A = В teng kuchlilikdan A = В teng 
kuchlilik kelib chiqishini ko‘rsatish mumkin. ■

2- t e o r e m a .  A va В formulalar teng kuchli bo ‘lishi uchun 
A <-> В formula tavtologiya bo 'lishi zarur va yetarli.

I s b o t i .  1 . Berilgan A va В formulalar uchun A = B bo'lsin. U 
holda ekvivalensiya ta’rifiga asosan, A <-» В formula chinlik jadvalining 
barcha satrlaridagi qiymatlari ch bo'ladi. Demak, A В formula 
tavtologiyani ifodalaydi.

2. A В formula tavtologiya bo'lsin. U holda A <-» В formula 
chinlik jadvalining А В ustunidagi barcha qiymatlar ch bo'ladi. 
Bundan, ekvivalensiya ta’rifiga ko'ra, chinlik jadvalining har bir satridagi 
A va В formulalarga mos qiymatlar bir xil, ya ’ni A = B teng kuchlilik 
o'rinliligi kelib chiqadi. ■
__ 2- m i s o l .  De Morgan qonunlari va 2- teoremaga ko'ra
xvy<r*XAy va x/\y<->xvy  formulalarning har biri tavtologiyadir. ■

3 - t e o r e m a .  Berilgan_A va_B formulalar uchun А <-> В formula 
tavtologiya bo 'lishi uchun А В formula tavtologiya bo 'lishi zarur va 
yetarli.

I s b o t i .  1. Berilgan A va В formulalar uchun A <-> В formula 
tavtologiya bo'lsin. U holda, 2-_teoremaga asosan, A = B bo'ladi. 
Bundan, 1- teoremaga asosan, A = B  teng kuchlilik kelib chiqadi. 
Demak, ekvivalensiyaning ta’rifiga asosan, A 5_aynan tavtologiyadir.

2 . Berilgan A va В formulalar uchun A В tavtologiya bo'lsin. 
Bundan A = В kelib chiqadi va, o'z navbatida, A = B bo'ladi. Demak, 
A <-» В formula tavtologiyadir. ■

4- t e o r e m a .  Ixtiyoriy formulaning istalgan qismi о ‘rniga shu qismi 
bilan teng kuchli boshqa formulani qo'yishdan hosil bo'lgan yangi 
formula dastlabki formula bilan teng kuchlidir.

I s b o t i  o'quvchiga havola qilinadi. ■
3- m i s o l .  x v  у  — formula berilgan bo'lsin. Bu formula 

tarkibidagi x v  у  qismi o'miga unga teng kuchli bo'lgan x л у  form ulani 
qo'yish natijasida x л  у  - »  z formula hosil bo'ladi. Bu formulaga (7), (8) 
va ( 10) teng kuchliliklami qo'llab, berilgan formulaga teng kuchli 
x v y v z  formulani hosil qilish mumkin. Berilgan va oxirgi



formulalarning teng kuchliligini chinlik jadvali vositasida ham ko‘rsatish 
mumkm. Bu ish o'quvchiga havola qilinadi. ■

Muammoli masala va topshiriqlar

j_ ( 1) _ (4 ) teng kuchliliklaming to'g'riligini tekshiring.
2 . Ikki karra inkomi o‘chirish va de Morgan qonunlarini isbotlang.
3 t x у  = x  л у  teng kuchlilikni isbotlang.

4 . (x v  у  —) x v  у) л  у  formulani soddalashtiring.
5. x —» (у —» x) formulaning aynan chinligini isbotlang.
6 . Quyidagi teng kuchliliklami isbotlang:
a) x v x  = y v y ;  b) x v ( y A z )  = ( ^ v y ) A ( i v : ) ;
d) x v ( x  л >>) = *_; e) (x v x ) - > j  = (x a x ) v }>;
f ) ( x v > > ) A ( x v j )  = ^ ;  g) x v ( xA_y )  = x v y  ;
h) (x  v  y )  a  (z v  /) = x z  v  y z  v x t  v  y t ;
i) x y v  z t  = ( x v  z ) ( y v  z ) ( x v  t ) ( y v  t )  ;
j) X, A  x2 A  ... A  X„ - 4 J  =  X , ^  (x , ->  ( ... ->  (x„ ->  j ) .. .) )  ■

7. Quyidagi formulalami soddalashtiring:
a) (x > у) л  (y   ̂z)  ̂(z -> x ) ;

b) (x  v  )> - » (z -> у  v  ̂  v  * )) л  (jc v  jc - »  (x - » x ) ) у ;

d) (x A  X A  X —» у  A  5? —» z) V  X V  ( j ’ л  z) v  ( у  л  z ) ;

e) (X А  (у  V Z —> 7  V  z ) )  V  ( J  Л  X А  у)  V  X V  ( у  A  X A  J )  .

8 . Agar F  aynan yolg'on formula bo‘lsa, u holda 
x a  у  —> F  = x —» у  bo'lishini isbot qiling.

9. (11) va ( 12) teng kuchliliklami isbotlang.
10. Barcha asosiy mantiqiy amallarni quyidagi amallar orqali 

ifodalang:
a) diz’yunksiya, kon’yunksiya va inkor;
b) kon’yunksiya va inkor;
d) diz’yunksiya va inkor;
e) implikatsiya va inkor.
11. 4- teoremani isbot qiling.
12 . x v ) ) - v a  x v y v z  formulalarning teng kuchliligini chinlik 

jadvali vositasida ko'rsating.
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1. Asosiy teng kuchliliklar deganda nimani tushunasiz?
2. Oddiy algebrada ma’lum boMgan ayniyatlarga o'xshash qanday 

mantiqiy teng kuchliliklarini bilasiz?
3. Mulohazalar algebrasidagi diz’yunksiyaning kon’yunksiyaga nis­

batan distributivlik xossasiga o‘xshash oddiy algebrada yig'indining ko‘- 
paytirishga nisbatan distributivlik qonuni bormi?

4. Nega v ,  л ,  —i belgilar ishtirok etgan ixtiyoriy mantiqiy 
ifodani (formulani) faqat v ,  л , —> belgilar qatnashgan teng kuchli 
mantiqiy ifoda (formula) bilan almashtirish mumkin?

5. Ikki karra inkorni o‘chirish qonunini qanday isbotlash mumkin?
6 . De Morgan qonunlarini bilasizmi?
7. Nima uchun mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantiqiy ifoda- 

sini unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgisi sifatida faqatgina 
Sheffer shtrixi bo'lgan mantiqiy ifoda bilan almashtirish mumkin?

8 . Qarama-qarshilik, uchinchisini istisno qilish, va yutilish qonun­
larini isbotlay olasizmi?

9. Teng kuchli formulalarga doir teoremalaming isbotlarini bila­
sizmi?

3.5. Form ulalarning normal shakllari
Tavtologiya. Aynan yolg ‘on formula. Elementar kon ’yunksiya va diz 'yurtksiyalar.

KNSh. DNSh. Kon ’yunktiv va diz ’yunktiv hadlar.
3.5.1. Elementar kon’yunksiya va elementar diz’yunksiya tushun- 

chalari. Turli amaliy masalalami yechishda mantiq algebrasining ahami- 
yati kattadir. Jumladan, kontakt va rele-kontaktli sxemalar bilan bog'liq 
muammolami hal qilishda, diskret ravishda ish ko'ruvchi texnikaga oid 
masalalami hamda matematik dasturlashning turli masalaiarini yechishda 
mantiq algebrasi ko'p qo'ilaniladi. Mantiq algebrasidan foydalanib amaliy 
masalalami hal qilishda esa mantiqiy formulalarning normal shakllari 
deb ataluvchi yozuvlar katta ahamiyatga egadir.

Oldingi paragraflarda o'rganilgan teng kuchliliklar yordamida zarur 
almashtirishlar bajarib mulohazalar algebrasining berilgan ixtiyoriy formu­
lasini turli ko'rinishlarda yozish mumkin. Masalan, a  —» be formulani 
a  v  be yoki (a  v  b)(a v  с) ko'rinishlarda yoza olamiz. Ushbu paragrafda 
quyidagi teng kuchliliklardan foydalanib formulalarning normal shakllari 
o'rganiladi:

Mustaqil ishlash uchun savollar



х Л у = х V у , 

х -> у = YVy,
XV у  = х Л у ,

х у  = х Л у ,  

У -  ( x V y ) A ( x V  у). ( 1 )

(2)

х • »  V = (х Л 7 )  V (х Л у ) ,  

х V (-у Л г )  s  (х  V у )  Л (д- V г ) ,  

х  Л (  v  V z )  г  (л- Л jy ) V (.г  Л z).
Formulalaming normal shakllarini o'rganish jarayonida (1) teng kuch- 

liliklardan tashqari asosiy teng kuchliliklar qatoriga kimvchi ,x v ^ = j/ v x .  
х л у  = у л х ,  ( j : v } ’) v z 5 . w ( j v z ) ,  ( x a ^ a z e x a ^ a z )  teng 
kuchliliklardan, ikki karra mkorni o'chirish qonunidan, yu tilish  
qonunlarini ifodalovchi x a ( x  v  y )  = x va x v  х л  у  = x  teng kuch­
liliklardan,

А л  A = A, A v  A = A, A a J  = A, A v  J  = J  A

A a J  = J ,  A v  J  = A, A v  A = J ,  A a A = J \
teng kuchliliklardan ham foydalanamiz.

Faraz qilaylik, (7 -  ch yoki yo qiymat qabul qiluvchi qandaydir 
parametr bo'lsin. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

X°  = XG V XO .
Ravshanki,

[x , ag a r  о  = ch  b o 'lsa ,

[x , ag ar с  = yo  b o 'lsa ,

hamda faqat va faqat x — O boMgandagina x° ch qiymat qabul qiladi.
1- t a ’ r i f ,  Berilgan elementar mulohazalar (o'zgaruvchilar) yoki 

ularning inkorlari kon ’yunksiyalaridan tashkil topgan formula shu
0 zgaruvchilar elementar kon’yunksiyasi, bu o'zgaruvchilar yoki ularning 
inkorlari diz ’yunksiyalaridan tashkil topgan formula esa shu о 'zga- 
ruvchilar elementar diz’yunksiyasi deh ataladi.

Tabiiyki, elementar kon’yunksiya (elementar d iz ’yunksiya) tarkibida 
aqat bitta o'zgaruvchi ishtirok etishi ham mumkin. Shu sababli, bitta 

.^ ^ а д п , x ) o'zgaruvchining o 'zi yoki uning inkoridan iborat x  yoki x  
nnishdagi ifodalar elementar kon'yunksiya ham, elementar 

12 yunksiya ham bo 'la oladi.

x °  =
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Umuman olganda, berilgan n ta x ,,x 2,...,xn o'zgaruvchilar elementar 
kon’yunksiyasi

x?' лх°'- Л ...Л Х *' (3)
ko‘rinishdagi, bu o'zgaruvchilar elementar diz’yunksiyasi esa

x f' v  x ? l_ v  • • • v  x°n' (4)
ko'rinishdagi formuladir. Bu yerda <7, (/ = 1,«)  ch yoki yo qiymat qabul 
qiluvchi qandaydir parametmi ifodalaydi hamda x:,x2,...,xn o'zgaruv- 
chilar orasida bir xillari bo'lishi ham mumkin.

3.5.2. Formulaning normal shakllari. Formulaning normal shakllari 
quyidagi ta’rif asosida aniqlanadi.

2- t a ’ r i f .  Berilgan formulaning kun’yunktiv normal shakli deb 
unga teng kuchli va elementar diz’yunksiyalarning kon 'yunksiyalaridan 
tashkil topgan formulaga, diz’yunktiv normal shakli deb esa unga teng 
kuchli va elementar kon’yunksiyalarning diz’yunksiyalaridan tashkil 
topgan formulaga aytiladi.

“Kon’yunktiv normal shakl” iborasini, qisqacha, KNSh, “diz’yunktiv 
normal shakl” iborasini esa, DNSh deb yozamiz.

(3) formula DNShning kon’yunktiv hadi, (4) formula esa KNShning 
diz’yunktiv hadi deb ham yuritiladi.

1- va 2- ta’riflarga ko'ra, teng kuchli almashtirishlar bajarib, mantiq 
algebrasining ixtiyoriy formulasi uchun turli KNShlar va DNShlar topilishi 
mumkin.

1- m i s o l .  Distributivlik va idempotentlik qonunlariga asoslanib, 
x л ул(х  —» z) formulaning kon’yunktiv normal shakllari, masalan, 
(x  v  у  )л(х v  z ) , ( x v j v  у )л (х  v  z) va (x v  у )л (х  v  z)a (z v  x)  

formulalar, ( jc  v  у)  л  ( jc  v  z )  formula uchun esa diz’yunktiv normal 
shakllar, masalan, x v yz  va x v x z v y z  formulalar bo'lishiga ishonch 
hosil qilish qiyin emas. ■

1- t e o r e m a .  Mantiq algebrasining ixtiyoriy formulasini KNShga 
keltirish mumkin.

I s b o t i .  Mantiq algebrasining ixtiyoriy formulasini tahlil qilib, agar 
berilgan formula KNShda bo'lmasa, u vaqtda quyidagi ikkita hollardan 
biri ro'y berishini ta’kidlaymiz:

a) berilgan formuladagi elementar mulohazalar faqat —i, A va v 
belgilar bilangina birlashtirilgan bo'lsada, a  belgilar eng so'nggi 
amallami ifodalamaydi;



b) berilgan formula tarkibidagi elementar mulohazalar —i, л  va v  
belc ilardan  tashqari —» va/yoki <-> belgilar bilan ham birlashtirilgan.

a) holda, diz’yunksiyaning kon'yunksiyaga nisbatan distributivlik 
xossasini ifodalovchi a v (b  a c ) = (a v  b) a  (a v c )  teng kuchlilikdan 
foydalanib, ((l )ga qarang) berilgan formulani unga teng kuchli formulaga 
keltiramiz.

b) holda, ( 1) teng kuchliliklardan foydalanib, berilgan formulaga teng 
kuchli va tarkibidagi elementar mulohazalari faqat —i, л  va V belgilar 
bilangina birlashtirilgan formulani hosil qilamiz. Agar hosil qilingan 
formula (CNShda bo'lmasa. u vaqtda u, albatta, a) holda ifodalangan 
shaklda bo'ladi. a) hoi uchun ifodalangan jarayonni chekli marta 
qo'llagandan so‘ng (zarur bo'lsa (2 ) teng kuchliliklardan ham foydalanib) 
berilgan formulaga teng kuchli KNShdagi formulani hosil qilamiz. ■

Teoremaning yuqorida keltirilgan isboti konstruktiv xususiyatga ega, 
ya’ni bu isbotdan mantiq algebrasining berilgan formulasi uchun KNShni 
hosil qilishda algoritm sifatida foydalanish mumkin.

2- m i s o l .  Ushbu ((x v  у )  л  (.7 v  y ) )  v  (x л (x  v  y )) formulaning
biror KNShini topish talab etilgan bo'lsin. Berilgan formulani P  bilan 
belgi lab ( 1) va (2) formulalardan foydalansak, quyidagilarga ega bo'lamiz: 

P  =  (((x v  у )  A  (x  v  у )) V  x) л  (((x  v  y )  A  (x  v  у )) V  ( x  V  y ))  =

=  ( ( x  V  v ) v  x )  л  ( ( x  V  у ) V  x )  Л 

л  ( ( x  V  v ) V  ( x  V  у ) )  Л ( ( x  V  y )  V  ( x  V  y ) )  =

=  (x V  X  V  v) Л  (x v  X V  у )  A  (x V  X V  у  V  у )  A  ( J  V  X V  у  V  v) =

=  ( x  V  y )  A [ J  V  у ] A  (J  V  у )  A  ( x  V  J )  =

=  ( x  V  y )  A  J  A J  A J  =  X V  у  .
Demak, P = x v у  . Berilgan formulaning topilgan KNShida x va у

o'zgaruvchilaming bittagina elementar diz’yunksiyasi bor, ya ’ni berilgan 
lormula uchun KNSh bittagina x v y  diz’yunktiv haddan iboratdir. ■

3- m i s o l .  £) = x v y < - » X A y  formulani KNShga keltirish 
maqsadida 2- misoldagidek ish yuritib,

Q — (x V у  V (X А у )) A ((x V у ) V (x A y )) =
= ( ( x v y ) v ( x  y) )  ((x y ) v ( x v y ) )  =
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= ((x  v  V V х )  л  (л: v  у  V у ) )  л  ((х  v  х  v  у )  л  (у  v  х  v  у)) ~

= ( x V y ) A ( x V y ) A ( x V y ) A ( x V y )  = ( x V y ) A ( x V y )  
teng kuchliliklarga ega boiamiz. Shunday qilib, (*  v  у )  л  (x v  j;) 
formula berilgan Q formula uchun KNSh bo'lib, u ikkita x v  у  va x v  у 
diz’yunktiv hadlarning kon’yunksiyasidan iboratdir. ■

2- t e o r e m a .  Mantiq algebrasining formulasi tavtologiya bo'lishi 
uchun uning KNShidagi barcha elementar diz 'yunktiv hadlarida kamida 
bittadan elementar mulohaza о ‘zining inkori bilan birga qatnashishi zarur 
va yetarli.

I s b o t i .  1 . Mantiq algebrasining P  formulasi
Р = А{а А2 а ...а Ап (5)

ko'rinishda berilgan bo‘lib, uning KNShidagi barcha A, (*' = V «)
elementar diz’yunktiv hadlarida kamida bittadan elementar mulohaza bilan 
birga bu mulohazaning inkori ham qatnashsin. Faraz qilaylik, P 
formulaning Ai (/' = 1,«)  hadida qandaydir x( elementar mulohaza bilan 
birga uning x;. inkori ham qatnashgan bo'lsin. U holda x v x  = J  va

J v A ^ J  teng kuchliliklarga asosan barcha i = \,n uchun At = J

o'rinlidir. Demak, agar barcha i = \,n uchun Ai hadlar tarkibida kamida
bitta elementar mulohaza bilan birga bu mulohazaning inkori ham 
qatnashgan bo'lsa, u holda P = J a J a ...a J  = J , ya ’ni P  tavtologiya 
bo'ladi.

2. Mantiq algebrasining (5) ko'rinishda ifodalangan P  formulasi 
tavtologiya bo'lsin. Teorema tasdig'iga teskari tasdiq o'rinli deb faraz 
qilamiz. Ya’ni, P formula tarkibidagi (i — 1,n) elementar diz’yunktiv 
hadlardan hech bo'lmaganda bittasida hech qaysi bir elementar mulohaza 
o'zining inkori bilan birga qatnashmagan bo'lsin. Berilgan P  formulaning 
KNShidagi hech qaysi bir elementar mulohaza o'zining inkori bilan birga 
qatnashmagan biror Ai, (1 </’< « )  elementar diz’yunktiv hadini tahlil 
qilamiz. Bu formulada hech qaysi bir elementar mulohaza o'zining inkori 
bilan birga qatnashmaganligi sababli Д, formula uchun tuzilgan chinlik 
jadvalining shunday satri topiladiki, unda barcha elementar mulohazalar yo 
qiymatga ega bo'ladi va Ar formula tarkibidagi barcha d iz ’yunksiya  
amallarini bajarish natijasi ham shu satr uchun yo bo'ladi. Shuning uchun,
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kon’yunksiya amalining ta’rifiga ko'ra, P formula uchun tuzilgan chinlik 
advalin ing  o‘sha satridagi qiymat yo bo'ladi. Bu esa teorema isbotining “ 
P formula tavtologiya bo'lsin” degan shartiga ziddir. ■

2- teorema berilgan formula tavtologiya yoki tavtologiya emasligini, 
chinlik jadvaliga murojaat qilmasdan, aniqlash imkonini beradi. Shuning 
uchun 2- teorema chinlik alomati deb yuritiladi. Chinlik alomatiga ko'ra, 
berilgan formulaning tavtologiya bo'lishi yoki boimasligini aniqlash 
uchun, uni KNShga keltirish kerak. Agar formulaning KNShdagi barcha 
elementar dizyunksiyalar ifodasida hech bo'lmaganda bitta elementar 
mulohaza o'zining inkori bilan birga qatnashgan bo'lsa, u holda bu 
formula tavtologiya, aks holda esa tavtologiya emasligi aniqlanadi.

4-m i s о 1. 2-teoremadan foydalanib xM ^>y\y  va хЛхЛ(уЛу -*z) 
formulalaming tavtologiya bo'lishi yoki bo'lmasligini tekshiramiz. 
Berilgan formulalarni, mos ravishda, P va Q bilan belgilab, (1) va (2) 
formulalardan foydalansak, quyidagi KNShlarga ega bo'lamiz:

P  = X A X V y / \ y = X V X V y V y ,

Q  = (X v  X) А  ( у  А  у  V z) = (X V x) A V V V z) .

Bu formulalaming KNShlarida kamida bittadan elementar mulohaza 
o'zining inkori bilan birga qatnashgani uchun berilgan formulalaming har 
biri tavtologiyadir. ■

3- t e o r e m a .  Mantiq algebrasining ixtiyoriy formulasini DNShga 
keltirish mumkin.

I s b o t i .  1- teoremaga ko'ra mantiq algebrasining ixtiyoriy formu­
lasini qandaydir A, л  A„ л ... л Am KNShga keltirish mumkin, bu yerda

Ai (/ = 1,/и) -  elementar dizyunksiyalar. Ravshanki, elementar dizyunk-
siyning inkori elementar konyunksiya bo'ladi. Shuning uchun berilgan 
formulaning inkori

A1a A2a ......л  Am = A tvA2v ....... vAm

DNShda bo'ladi, bunda Ai (/ = \,m ) -  elementar konyunksiyalar. ■
4 - t e o r e m a .  Mantiq algebrasining formulasi aynan yolg'on bo ‘lishi 

l<chun uning DNShdagi barcha elementar kon ’yunktiv hadlarida kamida 
bittadan elementar mulohaza о ‘zining inkori bilan birga qatnashishi zarur 
Va yetarli.
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I s b o t i .  1. Mantiq algebrasining P  formulasi P = A{ v  A2 v ... v  A 
ko'rinishda berilgan bo'lib, uning DNShidagi barcha At (i = ]^n) 
elementar kon’yunktiv hadlarida kamida bittadan elementar mulohaza 
bilan birga bu mulohazaning inkori ham qatnashsin. Berilgan p  
formulaning At ( i  = \,n) hadida qandaydir x; elementar mulohaza bilan 
birga uning xt inkori ham qatnashgan bo'lsin deb faraz qilaylik. U holda 
x a x  = J  va J  a  A = J  teng kuchliliklarga asosan barcha i = I,n uchun 
A: = J  o'rinlidir. Demak, agar barcha i 1 ,n uchun A, hadlar tarkibida 
kamida bitta elementar mulohaza bilan birga bu mulohazaning inkori ham 
qatnashgan bo'lsa, u holda P  = J  v  J  v . . J v  = J  , ya'ni P  aynan 
yolg'on bo'ladi.

2. Mantiq algebrasining P  formulasi aynan yolg'on bo'lsin. U holda 
P  formulaning inkori doimo chin bo'ladi. Shuning uchun, 2- teoremaga 
asosan, P  formulaning KNShdagi barcha elementar diz’yunksiyalarida 
kamida bittadan elementar mulohaza bilan birga uning inkori ham topiladi. 
Demak, P  = P  fopmulaning DNShdagi barcha kon’yunktiv hadlarida 
kamida bittadan elementar mulohaza o'zining inkori bilan birga 
qatnashadi. ■

4- teorema berilgan formulaning doimo yolg'on bo'lishi yoki 
bo'lmasligini, chinlik jadvaliga murojaat qilmasdan, aniqlash imkonini 
bergani uchun, uni yolg'onlik alomati deb atash mumkin.

5- m i s о 1. Berilgan
P  = (x  A 3c Л у )  V ( у  Л у  A Z) V  (jC Л V Л X A 2  A Z) 

formulaning doimo yolg'on formula bo'lishini ko'rsatamiz.
Haqiqatdan ham, P formula DNShda yozilgan bo'lib, uning 

tarkibidagi 1- elementar kon’yunksiya ifodasida x , 2- ifodasida у  , 3-sida 
esa x va z elementar mulohazalar o'zlarining inkorlari bilan birgalikda 
qatnashganlari uchun, yolg'onlik alomatiga asosan, P = 1 .  я

5- t e o r e m a .  Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy formulasi uchun 
yechilish muammosi doimo ijobiy hal bo ladi.

I s b o t i .  Agar mulohazalar algebrasining berilgan formulasi KNShda 
bo'Imasa, uni KNShga keltirgandan so'ng, 2- teoremaga asosan, bu 
formulaning tavtologiya bo'lishi yoki bo 'lm asligi aniqlanadi. Agar 
berilgan formula tavtologiya bo'Imasa, uni DNShga keltirib, 4- teorema 
asosida, formulaning aynan yolg'on bo'lishi yoki bo'lmasligi aniqlanadi.
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Agar tekshirilayotgan formula doimo chin va doimo yolg‘on bo'lish 
shartlarin i qanoatlantirmasa, u holda u bajariluvchi formula boiadi. 
Demak, mulohazalar algebrasining berilgan formulasi tavtologiya, aynan 
yolg'on yoki bajariluvchi formula bo'lishini chekli sondagi qadamlar 
ja rayo n id a  aniqlash mumkin. Shuning uchun mulohazalar algebrasining 
ixtivoriy formulasi uchun yechilish muammosi doimo ijobiy hal bo'ladi. ■

Muammoli masala va topshiriqlar
1. Quyidagi formulalaming har biri uchun kamida ikkitadan KNSh 

va DNSh toping:
a ) e v ( i v c ^ f l v i ) ;  b) x - »  у  v  zx - »  y z ;
d) ( x f )  y ) - > ( x  e )x (x < -» .y );

f) (x «-» z) - »  (y  - »  z) - »  (x v у  a  z ) ;
h) (x V у )  A  ( у  V z) A (z V /) A (/ V x) .
2. Chinlik alomatini qo'llab ushbu bobning 3- paragrafidagi 1- 

topshiriqda ifodalangan formulalardan qaysilari tavtologiya bo'lishini 
aniqlang.

3. Yolg'onlik alomatini qo'llab ushbu bobning 3- paragrafidagi 1- 
topshiriqda ifodalangan formulalardan qaysilari aynan yolg'on bo'lishini 
aniqlang.

4. Chinlik va yolg'onlik alomatlaridan foydalanib ushbu bobning 3- 
paragrafidagi 3- topshiriqni bajaring.

Mustaqil ishlash uchun savollar
1. Formulalaming normal shakllarini o'rganish jarayonida qaysi teng 

kuchliliklardan foydalaniladi?
2. Elementar kon’yunksiya va elementar diz’yunksiya deganda 

nimani tushunasiz?
3. Formulaning kon'yunktiv normal shakli bilan uning diz’yunktiv 

normal shakli tushunchalari orasida qanday o'xshashlik va farq bor?
4. DNShning kon’yunktiv hadi ifodasida bir xil o'zgaruvchilar 

bo'lishi mumkinmi?
5- KNShning diz’yunktiv hadi qanday aniqlanadi?
6. Mantiq algebrasining berilgan formulasi KNShga qanday 

keltiriladi?
Mantiq algebrasining formulasi tavtologiya bo'lishi uchun qanday 

zarur va yetarli shartlar bor?

197



8 . Mantiq algebrasining qanday formulasini DNShga keltirish 
mumkin?

9. Mantiq algebrasining formulasi doimo yolg'on bo'lishi uchun 
qanday zarur va yetarli shartlar bor?

10. Yechilish muammosi qanday shartlarda ijobiy hal bo'ladi?

3.6. Form ulalarning mukammal normal shakllari

Tavtologiya. Aynan yolg'on formula. Elementar kon ’yunksiya va 
diz ’yunksiyalar. KNSh. DNSh. Kon ’yunktiv va diz ’yunktiv hadlar. To ‘g ‘ri va to ‘liq

elementar kon 'yunksiya va diz 'yunksiyalar. MKNSh. MDNSh. Formulani 
MKNShga, MDNShga keltirish algoritmi, to ‘liq MKNSh va MDNSh.

3.6.1. To‘g ‘ ri va to 'liq elementar kon’yunksiya va diz’yunksiyalar.
Yuqorida teng kuchli almashtirishlar bajarib, mantiq algebrasining 
berilgan formulasi uchun turli KNShlar va DNShlar topish mumkinligi 
haqida ma’lumot berilgan edi. Formulalar uchun turli KNShlar va 
DNShlar orasida muayyan shartlami qanoatlantiradiganlari muhim 
hisoblanadi. Quyida shunday shakllar o'rganiladi.

1- t a ’ r i f .  Agar elementar kon'yunksiya (diz’yunksiya) ifodasida 
ishtirok etuvchi har bir elementar mulohaza shu ifodada faqat bir marta 
uchrasa, и holda bu ifoda t o ‘g ‘ri elem entar kon’yunksiya (diz’yunksiya) 
deb ataladi.

1 - m i s o l .  Berilgan a v b v c  va as/ d v  f  elementar diz’yunk­
siyalar to'g'ri elementar diz’yunksiyalar, abdc va aecb elementar kon’- 
yunksiyalar esa to'g'ri elementar kon’yunksiyalardir. Lekin, a v u v u v c  
va M V M v e v n  elementar diz’yunksiyalar ifodasida и elementar 
mulohaza bir martadan ortiq qatnashganligi sababli, ulaming hech biri 
to'g'ri elementar diz’yunksiya bo'la olmaydi. x2 elementar mulohaza 
ххх2х3х2 va x2x2x2x2x6 elementar kon'yunksiyalar tarkibida bir martadan 
ortiq qatnashganligi sababli, bu ifodalaming hech qaysisi to'g'ri elementar 
kon’yunksiya bo'la olmaydi. ■

2- t a ' r i f . Agar berilgan elementar mulohazalarning har biri 
elementar kon yunksiya (diz ’yunksiya) ifodasida faqat bir matra 
qatnashsa, bu ifoda shu elem entar mulohazalarga nisbatan to ‘liq 
elem entar kon’yunksiya (diz’yunksiya) deb ataladi.

2-  m i s o l .  Ushbu x ,x 2x 3 , x ,x 2x 3x 2x3 va х,х5хзх2 elementar 
kon’yunksiyalaming hech qaysi biri x , , x , , x 3,x 4 e l e m e n t a r  mulohazalarga 
nisbatan to'liq elementar kon’yunksiya emas, lekin ulaming birinchisi 
x , ,x 2,x 3 elementar mulohazalarga nisbatan, oxirgisi esa x , , x 2, x 3, x} 
elementar mulohazalarga nisbatan to'liq elementar kon’yunksiyadir.
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Berilgan a v i v d v c  elementar diz’yunksiya a,b,c,d  elementar 
mulohazalarga nisbatan to'liq elementar diz’yunksiyadir, x, v  x4 v  x, 
elementar diz’yunksiya esa x, , x3, x4 elementar mulohazalarga nisbatan 
to‘liq elementar diz’yunksiya bo‘ lsa-da, u x ,,x 2,x 3,x 4 elementar 
mulohazalarga nisbatan to'liq elementar diz’yunksiya bo'la olmaydi. ■

3- t a ’ r i f .  Agar formulaning KNShi (DNShi) ifodasida bir  x i l  
elementar diz ’yunksiyalar (коп ’yunksiyalar) bo Imasa va barcha elemen­
tar diz'yunksiyalar (kon’yunksiyalar) to‘g ‘ri hamda ifodada qatnashuvchi 
barcha elementar mulohazalarga nisbatan to ‘liq bo ‘Isa, и holda bu ifoda 
mukammal kon’yunktiv normal shakl (mukammal diz’yunktiv normal 
shakl) deb ataladi. '

4- t a  ’ r i f . Berilgan x , , x2,...,x„ elementar mulohazalarga nisbatan 
formulaning MKNShidagi har bir x°' v x "1 v  • • • v  x°" had diz’yunktiv 
konstituyent, uning MDNShidagi har bir x,CT| л x2* л . . .л х “' had esa 
kon’yunktiv konstituyent deb ataladi.

4- ta’rifda yerda (7, (i — \,n) ch yoki yo qiymat qabul qiluvchi para- 
metmi ifodalaydi va x ,,x ,,... ,x b o'zgaruvchilar orasida bir xillari yo'q.

3-  m i s o l .  Tarkibida faqat bitta asosiy mantiqiy amal qatnashgan 
formulalarning mukammal normal shakllari (MKNShlari va MDNShlari) 
I-jadvalda keltirilgan.

Yuqoridagi tasdiqning to'g'riligini tekshirish o'quvchiga havola 
qilinadi.

1- jadvaldan ko'rinib turubdiki, x formulaning MKNShi ham, 
MDNShi ham uning o'zidan iborat; x A y  formulaning MKNShida uchta 
( *vy ,  x v y  va x v j )  diz’yunktiv konstituyentlar bor, uning MDNShi 
esa bitta kon’yunktiv konstituyentdan (shu formulaning o'zidan) iborat; va 
hokazo. ■

I- jadval
Amal MKNSh MDNSh

X X X
Х Л  y ( x  V  у )  A (x V  v) л  (x V  JO X A y

X V  у X V  у (x А  у )  V  (x Л  _y) V  (x A  J>)

X - »  у  n X V  у (X  А  у )  V  ( X  А  у )  V  ( X  A  y )
x<-+ у ( x V y ) A ( X V y ) ( X A y ) v ( x  A y )

Mukammal kon’yunktiv normal shakl” iborasini. qisqacha. MKNSh, “mukammal diz yunktiv 
normal shakl” iborasini esa, MDNSh deb yozamiz.
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1- t e o r e m a .  Elementar mulohazalaming tavtologiyadan farqli 
ixtiyoriy formulasini MKNShga keltirish mumkin.

Teoremaning quyidagi konstruktiv i s b o t i  tavtologiyadan larqli 
ixtiyoriy mantiqiy formulani MKNShga keltirish algoritm i sifatida 
ishlatilishi mumkin.

1. Berilgan formulani KNShga keltiramiz.
Buning uchun fonnulani faqat kon’yunksiya, diz’yunksiya va inkor 

mantiqiy amallari orqali ifodalaymiz (bunda inkor amali faqatgina 
o'zgaruvchilarga nisbatan qo'llanilgan bo'lishi kerak). Formulani KNShga 
keltirish jarayonida, vaziyatga qarab, zarur qoida va qonunlardan 
foydalangan holda mumkin bo'lgan soddalashtirishlami bajaramiz.

2. Agar KNSh ifodasida bittadan ko'p bir xil elementar diz’yunksiyalar 
topilsa, u holda A a A = A teng kuchlilikdan foydalanib, ulardan faqat 
bittasini berilgan formulaning ifodasida qoldiramiz.

3. Agar KNSh ifodasidagi barcha elementar diz’yunksiyalar to'g'ri 
elementar diz’yunksiyalar bo'lsa, u holda algoritmning 4- bandiga o'tamiz, 
aks holda barcha elementar diz’yunksiyalami to'g'ri elementar 
diz’yunksiyalarga aylantiramiz.

Buning uchun, vaziyatga qarab, quyidagi ikki jarayon qo'llanilishi 
mumkin:

a) agar biror elementar diz’yunksiya ifodasida birorta o'zgaruvchi 
o'zining inkori bilan birgalikda qatnashgan bo'lsa, u holda x v x  = J ,  
A a  J  = A va J  a  A = A teng kuchliliklarga asosan bu elementar 
kon’yunksiyani KNSh ifodasidan olib tashlaymiz;

b) agar qandaydir elementar diz’yunksiya ifodasida biror o'zgaruvchi 
bir necha marta qatnashgan (barcha hollarda yo inkor ishorasi ostida yoki 
barcha hollarda inkor ishorasi ostida emas) bo'lsa, u holda x v x  = x teng 
kuchlilikka asosan ulardan faqatgina bittasini elementar diz’yunksiya 
ifodasida qoldiramiz.

Natijada, barcha elementar diz’yunksiyalar to'g'ri elementar 
diz’yunksiyalarga aylanadi.

4. Agar KNSh ifodasidagi barcha elementar diz’yunksiyalar to'liq 
elementar diz’yunksiyalar bo'lsa, u holda algoritmning 6 - bandiga o'tamiz, 
aks holda barcha elementar diz'yunksiyalami to'liq elementar 
diz’yunksiyalarga aylantiramiz. Agar KNShdagi biror elementar 
diz'yunksiya to'liq elementar diz’yunksiya bo'lmasa, ya’ni biror 
diz’yunktiv had ifodasidagi elementar mulohazalardan ba’zilari (yoki 
ularning inkorlari) topilmasa, u holda bunday elementar diz’yunksiyani 
quyidagi usul yordamida to'liq elementar diz’yunksiya holiga keltiramiz.
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Masalan, tarkibida a,b,c,...,u,y,...,z elementar mulohazalar ishtirok 
etgan, tavtologiyadan farqli, F  = a v  b v c  v  ...v u v  y v  ...v z elementar 
diz'yunksiya ifodasida faqat x o‘zgaruvchi yoki uning inkori x  yo'q deb 
faraz qilaylik. U holda x a x  = J  va A v J  = A teng kuchliliklardan 
foydalanib F  elementar diz’yunksiyani ikkita to‘liq elementar 
diz'yunksiyalar kon’yunksiyasiga keltiramiz:

F  = ( a v  h v c v  ...v u v  у  v  ...v z ) v  (х л  3c) =
=  (a v  b v  с  v ... v  и v  jc v  у  v ... v  z) л  

A ( a v b v c v . . . v u v x v y v . . . v z ) .
Agar biror elementar diz’yunksiya ifodasida m ta o‘zgaruvchilar 

qatnashmayotgan boisa, u holda bu jarayonni har bir o‘zgaruvchi uchun 
(ya’ni, m marta) yoki m ta o’zgaruvchilar uchun birdaniga qo‘llash 
natijasida bitta to iiq  bo'lmagan elementar diz’yunksiya o‘mida unga teng 
kuchli 2 "'ta to‘liq elementar diz'yunksiyalar kon’yunksiyalariga ega 
bo‘lamiz.

5. Agar 4- band bajarilishi natijasida KNSh ifodasida bir xil elementar 
diz’yunksiyalar paydo boisa, u holda algoritmning 2 - bandiga o‘tamiz.

6 . Algoritm tugadi.
Demak, formulani MKNShga keltirish algoritmini qoilash natijasida 

berilgan KNSh ifodasida bir xil elementar diz’yunksiyalar qatnashmaydi 
va barcha elementar diz'yunksiyalar to‘g'ri va to‘liq bo'ladi. 1- ta’rifga 
asosan bunday KNSh MKNShdir. ■

4 - m i s o l .  Formulani MKNShga keltirish algoritmidan foydalanib 
x , у , z va и elementar mulohazalarning A = (x -> x) Л (>’ у ) Л 
A(z**u) formulasini MKNShga keltiramiz. Dastlab, algoritmning 1- 
bandiga ko‘ra, berilgan A formulani KNShga keltiramiz. Buning uchun. 
avvalo, a -+b = a\/b va a e i  = ( f l v i ) A ( f l v i )  teng kuchli­
liklardan foydalanib A formulani faqat kon’yunksiya, diz’yunksiya va 
inkor mantiqiy amallari orqali ifodalaymiz:

A = (x v  jc )  л  (у  v у)  a  ((z v  и) a  (z v  w) ) .
Hosil bo'lgan formulaga 3c = x teng kuchlilikni qo'llasak, A formula 

дг) л  (У v  y) a  (z v  u) a  (z v  Ti) KNShga keladi.
KNSh ifodasida barcha elementar diz’yunksiyalar turlicha bo'lganligi 

sa 3 li algoritmning 2- bandini bajarishga hojat yo‘q.
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KNSh ifodasidagi 1- va 2- elementar diz’yunksiyalar to‘g'ri elementar 
diz’yunksiyalar bo'lmaganligi uchun algoritmning 3- bandida ifodalangan 
jarayonlarni bajarishga o‘tamiz. KNSh ifodasidagi hech qaysi elementar 
diz’yunksiya ifodasida birorta ham o‘zgaruvchi o‘zining inkori bilan 
birgalikda qatnashmaganligi sababli 3- banddagi a) hoi bu yerda ro'y 
bermaydi. KNSh ifodasidagi 1- elementar diz’yunksiyada x , 2- elementar 
diz’yunksiyada esa у  ikki marta qatnashgani uchun b) holda bayon qi- 
lingandek ish yuritib, A formula uchun barcha elementar diz’yunksiyalari 
to‘g‘ri elementar diz’yunksiyalardan iborat х л у  a ( z  v m ) a ( z  v i 7) 
KNShni hosil qilamiz. Ushbu bobning 5- paragrafidagi 2- teoremaga 
asosan, A formula tavtologiya emas.

Algoritmning 4- bsndini bajaramiz. Ko'rinib turibdiki, KNShdagi ]- 
elementar diz’yunksiyada у , z va м , 2 - elementar diz’yunksiyada x , z 
va и , 3- va 4- elementar diz’yunksiyalarda esa x va v o'zgaruvchilar 
yoki ulaming inkorlari yo'q. Shulami e’tiborga olib, KNSh ifodasidagi 
to'rtala elementar diz’yunksiyalami to'liq elementar diz’yunksiyalar 
shakliga keltirish maqsadida 4- bandda ifodalangan jarayonni qo'llaymiz. 
Natijada 1- elementar diz’yunksiya ( x ) uchun

X  = X  V  ( у  л  y )  = (x V  у )  л  (jc V  J )  =
-  ((•* v y) V (z л  z)) л  ( ( x  v  y )  V (z л  z)) =

= ( x  v  у  V z) Л ( x  V v v  z )  A ( x  V у  V z) Л ( x  V у  V z) =

=  ( ( x  V  у  V  z )  v  (и А  м ) )  л  ( ( x  v y v z ) v ( u  л  й ) )  л  

Л  ( ( х  v  у  v  z)  v  (и л  м ) )  л  ( ( х  V  у  v  z )  v  (м  Л  W ) )  =

= (х V  v V  z V  и)  Л  (х  V у  V  Z V  й ) л  

A ( x V y V Z V M ) A ( x V y V Z V i 7 ) A  

A ( x V j ' V Z V M ) A ( x V y V Z V M ) A  

A ( x V j J v z V M ) A ( x V y V Z V w ) ,
2 - elementar diz’yunksiya ( у )  uchun1

J? =  ( j c v J 7 v z v m ) a ( x v J ? v z v m ) a  

A  ( x  V  У  v  Z V  и )  A  ( x  V  У  V  Z V  m)  A  

A  ( x  V  у  V  Z V  м)  A  ( x  V  у  V  Z V  w )  A

1 Bu yerda va keyingi elementar d iz ’yunksiyalar uchun oralik teng kuchlilik lam i t u s h ir ib  

qoldirdik.
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А  ( х  V  У  V  Z V  2/ )  Л  ( х  V  у  V  Z V  и )  ,
3- elementar diz’yunksiya ( z v  и ) uchun

Z V M  =  ( x V V V Z V M ) A ( j C V y V Z V w ) A

a ( x v j v z v m ) a ( x v ^ v z v m )  

va 4 - elementar diz’yunksiya ( z v w )  uchun
z v i 7 =  ( x v ^ v z v m ) a ( x v J ; v z v m ) a  

a ( x v j ; v z v m ) a ( ? v ; v z v m )

teng kuchliliklarga ega bo‘lamiz.
Topilgan barcha KNShlar x , у , z va и elementar mulohazalarga

nisbatan to'liq KNShlardir. Bu KNShlami o'zaro solishtirib, ularning 
tarkibida bir xil elementar diz’yunksiyalar bor (masalan, 1- va 2 - 
KNShlardagi x s / y v z v u  elementar diz’yunksiya) bo'lgan vaziyat ro‘y 
berganligini aniqlaymiz. Shuning uchun, algoritmning 5- bandi 
boshqarishni uning 2 - bandiga o'tkazadi.

Algoritmning 2- bandini bajarib, A formula uchun
( x v ) j v z v ! / ) a ( x v } ; v z v ! 7 ) a ( j c v j ; v z v h ) a  

a  ( x  v  jy v  z  v  m )  a  ( x  v  v  z  v  w)  a  ( x  v  у  v  z  v  w )  a  

A ( x v j ' V Z V M ) A( x v ] ' VZ V w) A( x V_ VV ZV « ) A  
A (X V  у  V  Z V  U) A  ( .? V  V V  2  V  u) A  ( f  V  у  V  1  V  M )  A  

A  ( X  V  jy V  Z V  и)  A  ( X  V  ^  V  Z V  Й )

KNSh ifodasiga ega bo'lamiz.
Algoritmning 3- bandi boshqarishni uning 4- bandiga, 4- bandi esa 6- 

bandiga o'tkazadi, chunki oxirgi KNSh ifodasidagi barcha elementar 
diz’yunksiyalar to'g'ri va to'liq elementar diz’yunksiyatardir. Sunday 
qilib, berilgan A formula uchun oxirgi formula MKNShdir. ■

Ravshanki. agar formulaning MKNShi tarkibida qatnashuvchi barcha 
■fodalardagi л  belgi o'miga v  belgi va, aksincha, v  o'miga л  qo'yilsa, 
u holda MDNSh hosil bo'ladi. Xuddi shuningdek, agar formulaning 
MDNShi tarkibida qatnashuvchi barcha ifodalarda shunday o'zgartirishlar 
bajarilsa, u holda MKNSh hosil bo'ladi.

2 - t e o r e m a .  Elementar mulohazalaming aynan volg ‘on bo ‘Imagan 
Miyoriy formulasini MDNShga keltirish mumkin.

I s b o t i .  Elementar mulohazalaming aynan yolg'on Jormulasidan 
4 1 berilgan formulasini A bilan belgilab, avvalo, A formulani
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MKNShga keltiramiz. A = A teng kuchlilikdan foydalanib, A for. 
mulaning MKNShi tarkibida qatnashuvchi barcha ifodalardagi л  belgi 
o‘miga v  belgi va, aksincha, v  o‘rniga л  hamda elementar mulohazalar 
o‘rinlariga mos ravishda ulaming inkorlari, va, aksincha, elementar 
mulohazalarning inkorlari o‘rinlariga mos ravishda ulaming o‘zlari 
qo‘yilsa, u holda A formulaning MDNShi hosil bo'ladi. ■

5- m i s o l .  2- teoremadan foydalanib, 4- misolda MKNShi topilgan 
A = (x —> x) л  (y  —> у )  a  (z <-» u) formulani MDNShga keltiramiz.

Ushbu bobning 5- paragrafidagi 4- teoremaga asoslanib, berilgan A 
formulaning doimo yolg‘on emasligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. 
Awalo mantiqiy formulani MKNShga keltirish algoritmidan foydalanib
A = (x - »  x) л  (у  —» у )  л (z <-> и) formulani MKNShga keltiramiz:

A = 3c —> x v  у  - > y v  z <-» и = x x v  y y v  z u v z u  =
= x v y v z i 7 v z u  = ( x v y v z v  zu){x v  у  v  Ti v  zu) =

= (3c v y v z v  z)( x v y v z v  u)(x v y v z v  u)(x v  у  v  м v  u) =
= (3c V у  v  J ) (x  v y v z v  w)(3c v y v z v  » ) (X V у  V J )  =

= (3c v  у  v  z v  w)(3c v у  v  z v  w ).
Л formulaning topilgan MKNShi tarkibida qatnashgan barcha л  

belgilar o‘miga v  belgi va, aksincha, v  o‘miga A hamda у , z va и 
elementar mulohazalar o‘rinlariga mos ravishda у , z va и , shunga 
o'xshash, , z va w inkorlar o‘rinlariga mos ravishda x ,  y ,  z va н 
qo‘yilsa, u holda A formulaning MDNShi xyzU v  xyzu hosil bo'ladi. ■

5- t a ’ r i f .  Agar formulaning MKNShi (MDNShi) ifodasida 
qatnashuvchi barcha elementar mulohazalardan tuzish mumkin bo'lgan 
barcha elementar diz'yunksiyalar (kon’yunksiyalar) shu ifodada ishtirok 
etsa, и holda bunday MKNSh (MDNSh) to‘liq MKNSh (MDNSh) deb 
ataladi.

6 -  m i s o l .  Ushbu (x v  y)(x  v  y)(3c v  y )  formula x va у  elemen­
tar mulohazalarga nisbatan MKNShda bo'lsada, u to'liq MKNShda emas. 
x va у  elementar mulohazalarga nisbatan to'liq MKNShi ifodasi 
( jc v  y )(x  v  y )(x  v  y)(3c v  y)  ko'rinishga ega.

MDNShdagi x y z  v  xyz v  3cyz v  xyz formula x , у  va z elementar 
mulohazalarga nisbatan to'liq MDNShda emas, lekin x y z V xy’z V ху^'*
\Jxyz\Jxyz\lxyzyxyzWxyz  formula bu elementar m u l o h a z a l a r g a

nisbatan to'liq MDNShdagi formuladir. ■
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1 . 3- raisoldagi teng kuchliliklarning to'g'riligini tekshiring.
2. Ushbu bobning 5- paragrafidagi 1- topshiriqda ifodalangan 

formulalarning har biri uchun MKNSh va MDNShini toping.
3. Quyidagi formulalarning har biri uchun MKNSh va MDNShini 

toping:
a) a(bc —> ab) ;  b) x —» yz ; d) (x —» y) —» xy v  у ;
e) x(x <-> y)  ; f) (a  -> b) -> (6 - »  a ) ; g) (x  v  z) <H> yz ;

h) (ab —» 6c) —> ( a ic  a ) ; i) (a  —> A) —> (6c —» а с ) ;
j) ((x л _y) - » (z v  x)) «-» ((x v p )  -> (z л x ) ) .

Mustaqil ish lash uchun savollar
1. To'g'ri elementar kon’yunksiya va to'g'ri elementar diz’yunksiya 

deganda nimalami tushunasiz?
2. Berilgan elementar kon'yunksiya (diz’yunksiya) to'liq elementar 

kon’yunksiya (diz’yunksiya) bo'lishi uchun qanday shartlar bajarilishi 
kerak?

3. Formulaning mukammal kon’yunktiv normal shakli deganda 
nimani tushunasiz?

4. Formulaning diz’yunktiv normal shakli bilan uning mukammal 
diz’yunktiv normal shakli orasida qanday l'arq bor?

5. Qanday vaziyatda mantiqiy formulani MKNShga keltirish 
algoritmini qo'llash mumkin?

6- Formulani MKNShga keltirish jarayonida agar qandaydir ele- 
mentar diz’yunksiya ifodasida biror o'zgaruvchi bir necha marta 
qatnashgan (barcha hollarda yo inkor ishorasi ostida yoki barcha hollarda 
■nkor ishorasi ostida emas) bo'lsa, u holda nima qilinadi?

7. Formulani MKNShga keltirish jarayonida agar elementar diz’­
yunksiya ifodasida biror o'zgaruvchi yoki uning inkori topilmasa, u holda 
u 0 2garuvchini formulaning tarkibiga qanday qilib kiritish mumkin?

“• Nima uchun formulani MKNShga keltirish algoritmining 3- 
е1ад lĉ a agar KNSh ifodasidagi barcha elementar diz'yunksiyalar to'g'ri 
ytncntar diz’yunksiyalar bo'lsa, u holda algoritmning 6- bandiga

1 masdan uning 4- bandiga o'tiladi?
MK^-uQanday ^ilib berilgan formulaning inkori uchun aniqlangan

10 Uning MDNShi topiladi?
To liq MKNSh va to'liq MDNSh deganda nimani tushunasiz?

Muammoli masala va topshiriqlar
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3.7. Form ulalarni tiklash

Formula. Funksiya. Chinlik jadvali. Formulani tiklash, qatorga yoyish.
Chinlik jadvali vositasida formulaning MKNShini (MDNShini) topish. n ta 

о ‘zgaruvchili formulalar va elementar kon 'yunksiyalar soni.

3.7.1. Chinlik jadva li asosida form ulalarni tiklash. Ushbu bobning
1- paragrafida chinlik jadvali tushunchasi o'rganilgan edi. Mantiq 
algebrasining berilgan ixtiyoriy formulasi uchun chinlik jadvali tuzish 
mumkinligini ta’kidlab, ushbu paragrafda teskari masala bilan 
shug‘ullanamiz, ya’ni berilgan chinlik jadvaliga asoslanib formulani 
topishni (tiklashni) o‘rganamiz. Shuni ham ta’kidlash kerakki, bu 
masalaning yechimi, topilishi kerak bo‘ lgan formulaga qo‘yilgan 
shartlarga bog'liq ravishda, turlicha bo'lishi mumkin. Aniqlik uchun, 
dastlab, MDNShdagi formula tiklanishi kerak deb shart qo'yamiz.

Ravshanki, agar berilgan chinlik jadvali tarkibida ishtirok etayotgan 
elementar mulohazalar « ta  bo'lsa, u holda izlanayotgan formula tarkibida 
o'sha elementar mulohazalar qatnashishlari shart1.

Bundan buyon, agar qandaydir F  formula tarkibida ele­
mentar mulohazalar qatnashsa, ya’ni F  formula xl,x 2,...,xn o'zgaruv- 
chilarga bog'liq bo'lsa, u holda uni F(xv x2,...,xn) ko'rinishda ham 
yozamiz. Bundan tashqari, F (x],x 2, . . . ,x j  formulani x],x2,...,xn o'zga- 
ruvchilar funksiyasi2, o'zgaruvchilami esa argum entlar deb ham 
yuritamiz.

n — 1 bo'lganda chinlik jadvaliga asoslanib formulani tiklash masalasi 
trivialdir. Shuning uchun, dastlab, /7 = 2 bo'lgan holda berilgan chinlik 
jadvaliga asoslanib formulani tiklashni o'rganamiz. Tiklanayotgan formula 
tarkibida x va у  elementar mulohazalar qatnashayotgan bo'lsin.

1- jadval

X У JC У Рг ^3 f4
0 0 1 l 0 0 0 i
0 1 1 0 0 0 1 0

1 0 0 1 0 1 0 0

1 1 0 0 1 0 0 0

1 Agar topilgan formulani soddalashtirish imkoniyati bo isa, u holda bu e lem en tar 
mulohazalardan ba’zi]ari (balki, ularning barchasi) formula soddalashgandan so'ng, uning 
tarkibida ishtirok etmasliklari ham mumkin.

:  Ushbu bobning 9- paragrafida funksiya tushunchasi chuqurroq o'rganiladi.
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0 ‘zgaruvchilar soni n - 2  bo'lganda berilgan chinlik jadvalidan 
qiymatlar satrlari 2 " = 2 2 = 4ta bo'ladi. Shuning uchun bu jadvalni:*: 
qiymatlari turlicha bo'lgan barcha ustunlari 2 4 = 16 tadir.

Agar chinlik jadvalidagi qandaydir ustunning barcha satrlarida 
q iym atlar joylashgan bo'lsa (bunday ustun bitta: C4 u holda H
ustunea mos formula aynan yolg'on bo'ladi. Qolgan 15ta ustunlarga m.' 
formulalami (ikki argumentli funksiyalami) Fi =Ft(x ,y) ,  *= 1 ,15 , de' 
belgilaymiz.

Dastlab, chinlik jadvalining uchta satrida 0 va bitta satrida 1 qivmatg- 
ega ustunlarini (bunday ustunlar C\ =4ta)  qarab chiqarniz ( l-  jadvalg- 
qarang). 1- jadvalga mos Ft, / = 1, 4 ,  formulalami MDNShdagi fomiu; 
sifatida tiklaymiz.

1- jadvaldagi Fp F2, F3 va F4 ustunlaming, mos ravishda, 4 -, 3-, 1  
va 1- satrlarida 1 qiymat va qolgan satrlarida 0 qiymat joylashgani sababli 
ulami ifodalovchi formulalarda kon’yunksiya qatnashishi tabiiydir:

Fx= x y , F2 = x y  , F3 = x y ,  FA= x  у .

Demak, F( , / = 1,4,  formulalarning har biri ikki o'zgaruvchii' 
kon’yunktiv konstituyentlardan iborat.

Endi jc va у  elementar mulohazalar qatnashgan chinlik jadvalining 
ikki satrida 0 qiymat va ikki satrida 1 qiymat joylashgan bol lsin. Chinlik 
jadvalining bunday shartni qanoatlantiruvchi ustunlaii_ _ 0  = 6 ta bo'ladi 
(2- jadvalga qarang). 2- jadvalga mos Ft , / = 5 , 10 ,  formulalami 
MDNShdagi formulalar sifatida topamiz.

У F, f 2 F, F< f5 F6 F-,
0 0 0 0 l 0 0 0 i1 0 0 1 0 0 1 1 00
1

0
1

1
0

0
0

0
0

1
I

0
1

1
0

0
1

2-jadval

f9 Fw
_  l l
_  0 l
_  1 0

0 0

2- jadvaldan ko‘rimb turibdiki, F„  i - 5 , 1 0 ,  formuUlamtogJwr 
birini, tarkibida jc va у  elementar m u lo h a z a l a r  qatnashgan Ff , i 1, , 
kon’yunktiv konstituyentlar juftlari diz’yunksiyasi sifatida ifodalash
mumkin:



F5 = F, v  F2 = x y v  x y , F6 s  F, v  F3 s  x y v x y  ,
F? = F2 v  Fy = x y v x y , F8 = Fx v  F4 = xy v x у , 

F9 =F2 v F, = . x y v x y , f 0̂ = F3 v  F4 = x y v x y  .

Chinlik jadvalining bitta satrida 0 va uchta satrida 1 joylashgan 
ustunlari C\ = 4ta (3-jadvalga qarang) boMgani uchun. bu ustunlarga mos 
keluvchi MDNShga ega Fi , / = 11,14,  formulalarni tiklaymiz. Bu 
formulalami, F ,, / = 1, 4 , kon’yunktiv konstituyentlardan uchtadan olib. 
ulaming diz’yunksiyalari sifatida ifodalash mumkin. Agar chinlik 
jadvalidagi qandaydir ustunning barcha satrlarida I qiymat joylashgan 
boisa (bunday ustun bitta, chunki C4 = 1), u holda bu ustunga mos

3- /ach’al
X У Ъ F2 F, F< Fn Fn F\3 1 *̂14

0 0 0 0 0 i 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0

Fn = F, v  F, v  F3 = xy v  xy v  x y ,

F)2 =F, v F 2 v F 4 =лу v x y  v x y ,
F13 = F, v  F3 v  F4 = xy v  xy v  x у ,

/̂ 4 =F 2 v F 3 v F 4 =xy v x y  v x y  . 
formula (F 15) tavtologiya bo'ladi. /̂ 5 formula Fx, F2, F3 va F4 
kon’yunktiv konstituyentlar diz’yunksiyalari sifatida ifodalanishi mumkin: 

Fj 5 = Ft v  F2 v  F jV F4 = x y v  x y v x y v x y .
Bu formula ikki elementar mulohazali to‘ liq MDNShdan iborat.

Shunday qilib, ikkita elementar mulohaza uchun berilgan chinlik 
jadvallari asosida MDNShdagi mos formulalami topish masalasi hal 
qilindi.

Ikkita elementar mulohaza uchun berilgan chinlik jadvallari asosida 
MKNShdagi mos formulalami topish masalasini hal qilish o'quvchiga 
havola qilinadi1.

1 Bu ishni ch inlik jadvalidag i barcha satrlarida 1 q iym atlar joylashgan  ustunni tahlil q i l i s h d a  

boshlash tavsiya qilinadi.
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Endi tarkibida uchta ( n = 3), masalan. x , у  va z  elementar 
mulohazalar ishtirok etgan chinlik jadvali asosida mos formulalarini topish 
masalasini hal qilish bilan shug'ullanamiz. Bu yerda ham MDNShdagi 
formulalar tiklanishi kerak deb shart qo'yamiz.

n = 3 bo'lganda berilgan chinlik jadvalidagi qiymatlar satrlari 
2 " = 2 3 = 8 ta bo'lgani uchun, bu jadvalning qiymatlari turlicha bo'lgan 
barcha ustunlari 2 : = 2 2 = 28 = 256 tadir. n = 3 bo'lganda ham, chinlik 
jadvalidagi qandaydir ustunning barcha satrlarida faqat 0 qiymat joylashsa 
(bunday ustun bitta: Cg = 1 ), bu ustunga mos formula aynan yolg‘on 
bo‘ ladi. Qolgan 255 ta ustunga mos formulalarni (uch argumentli 
funksiyalami) Gi = G ,(x,y) , i = 1, 255 , deb belgilaymiz.

Dastlab, chinlik jadvalining yettita satrida 0 va bitta satrida 1 qiymatga 
ega ustunlarini (bunday ustunlar CH = 8 ta) qarab chiqamiz (4- jadvalga 
qarang). 4- jadvalga mos Gn i = 1, 8 , formulalarni MDNShdagi formula 
sifatida tiklaymiz.

4 -jadvaldagi G, ( i  = 1, 8 ) ustunning (9  — /)- satrida 1 qiymat va qol­
gan satrlarida 0 qiymat joylashgani uchun, bu ustunni ifodalovchi formula 
uch o'zgaruvchili kon’yunktiv konstituyent sifatida ifodalanishi tabiiydir: 

G, = xyz , G2 = xyz , G3 s  xyz, G4 =xyz,

Gs = xyz , G6 = x y z , G-, = x y z , G8 s  x y z .
4- jadval

X У z X У z G, G, C6 G *
0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 01 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1□ 7 1 i 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

Tarkibida x , у  va z o'zgaruvchilar qatnashgan chinlik jadvalining 
oltita satrida 0 qiymat va ikkita satrida 1 qiymat joylashgan bo'lsin. 

>nlik jadvalining bunday shartni qanoatlantiruvchi ustunlari
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■> 8*7
Cg2 = -p^- = 28ta bo'lishi ravshan. Bu ustunlarga mos MDNShdagi G,,

i = 9, 36 , formulalami G,, / = 1, 8 , kon’yunktiv konstituyentlar juftlari 
diz’yunksiyasi sifatida ifodalash mumkin:

G, = G[ v  G2 s  xyz v  xyz , GI0 = G, v  G3 = луг v  луг

G36 = G7 v  G8 = xyz v  xyz .
Chinlik jadvalining beshta satrida 0 va uchta satrida 1 joylashgan 

ustunlari
, 3 8-7-6

Сй = у - = 56ta. Bu ustunlarga mos MDNShdagi G; ,/ = 37, 92, 

formulalar
G( , / = 1, 8 , kon’yunktiv konstituyentlardan uchtadan olib, ulaming 

diz’yunksiyalari sifatida tikJanishi mumkin:
G37 = G, v  G2 v  G3 = xyz v  xyz v  д у г ,
G38 s  G, v  G, v  G4 s  jtyz v  xyz v  д у г ,

G92 = G6 v  G7 v  G8 = xyz v  xyz  v  xyz  
Shunday usulda davom etib, qolgan G,, / = 93, 255 , formulalar G , ,

/ = 1,8,  kon’yunktiv konstituyentlardan 4 tadan, 5 tadan, 6 tadan, 7 tadan 
va 8 tadan olib, ulaming diz’yunksiyalari kombinatsiyalari sifatida tikla- 
nishi mumkin. Tabiiyki, chinlik jadvalidagi biror ustunning barcha satrlari­
da faqat 1 qiymat joylashgan bo'lsa (bunday ustun bitta, chunki Css = 1 ), 
bu ustunga mos formula (uni G255 deb belgilagan bo'Isak) tavtologiyadir.

G255 formula 8ta G( , / = 1,8,  kon’yunktiv konstituyentlar diz’yunk­
siyalari sifatida quyidagicha to'liq MDNShda ifodalanishi mumkin.

Demak, uchta elementar mulohaza uchun ham berilgan ch in lik  
jadvallari asosida MDNShdagi mos formulalami topish masalasi hal 
qilindi. Shunga o'xshah, uchta elementar mulohaza uchun, berilgan ch in lik  
jadvali asosida MKNShga ega mos formulalami tiklash masalasi ham hal 
qilinishi mumkin1.

Bu ishni ham chinlik jadvalidagi barcha satrlarida 1 qiymatlar joylashgan ustunni tahlil 
qilishdan boshlash m a’qul.



Yuqorida bayon qilingan usuldan foydalanib n ta x , , x 2,... ,x n

elementar mulohazalar uchun 2" ta satrga ega chinlik jadvallari asosida 
MDNSh va MDNShdagi mos formulalami tiklash masalasi yechilishi 
inumkin:

0,55 = xyz v  xyz. v  xyz v  xyz v  xyz v  x\>z v  xyz  v  x yz  .
5- jadval

X У z A *2 A Л л 5
0 0 0 1 1 0 0 I
0 0 1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 0 1
0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 I 1 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 1 0 1 1 0 1

1- m i s o l .  Berilgan 5- chinlik jadvaliga asoslanib Д. s  Д  ( x ,y , r ) ,

/ = 1, 5 , formulalami MDNShda yozish talab etilgan bo‘lsin.
Izlangan formulalami yuqorida bayon etilgan usuldan foydalanib (4- 

jadvalga qarang) quyidagicha tiklaymiz:
A, = G2 v  G4 v  G6 v  Gg = xyz v  xyz v  xyz v  x y z , 

^ , s G i v G 3 v G 4 v G 6 v G 8 = x yzv .x yzv x yz  v x yz  v x y z  ,
= G, v  G, v  G5 v  G1 н jcyz v  xyz v  xyz v  xyz , 

i 4 = G , v G 3 v G 5 v G 7 = xyz v  дуг v xyz v  x y z ,
^5 = G, v  G. v  G5 v  G6 v  Gs = xyz v  xyz v  xyz v  xyz v  x y z . ■
2- m i s o l .  5- chinlik jadvaliga asoslanib An / = 1,5,  formulalami 

MKNShda tiklash talab etilgan bo'lsin. Dastlab, 6 - chinlik jadvalini tuza- 
miz. 6- jadvaldagi yettita satrida 1 va bitta satrida 0 qiymatga ega ustun-
larga mos Bn / = 1, 8 , formulalami MKNShdagi formula sifatida tiklay-

roiz. Bu jadvaldagi ( i  = 1, 8 ) ustunning i-  satrida 0 qiymat va qolgan
satrlarida 1 qiymat joylashgani uchun, bu ustunni ifodalovchi formula uch 
0 z8aruvchili diz’yunktiv konstituyent sifatida ifodalanishi mumkin:

S, = x v y v z ,  B2 = x v  y v z  , B3 = x v y  v z ,  BA = x v y  v z ,  
Bs = x v y  v z ,  = x v y  v z ,  5 ,  = x v y  v z ,  fi8 = x v y v z .
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6-jadval
X V z X У z 5, B2 В4 в 5 B6 5, в „
0 0 0 1 l 1 0 1 1 1 l 1 1 I
0 0 1 1 l 0 1 0 1 1 l 1 1 I
0 1 0 1 0 1 1 1 1 I 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1 1 1 l 1 1 1
i 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
l 0 1 0 1 0 1 1 1 1 l 0 1 l
l 1 0 0 0 1 1 1 1 1 ] 1 0 1
l 1 1 0 0 0 1 1 1 1 i 1 1 0

Endi A,-, / = 1,5 ,  formulalarni 5- chinlik jadvaliga asoslanib 
MKNShdagi formula sifatida tiklash qulay:

A, = B2 л  Вл л B6 л  Z?8 =

= (x  v  у  v  z ) л  (x  v  J  v  z ) л  (x  v  у  v  z )  a  (x  v  j ;  v  J ) ,

A2 = B2 A A B1 S  (x v  у  V J )  A (x v  у  V z) a  (x  v  у  v  z) ,

A3 = Bx л  Въ л  B5 л  B6 =

& (x  V у  V z ) A  (x  V у  V z )  A  (x  V у  V z )  A  (x  V у  V I ) , '
A4 = 5 , а  Въ a  5 ,  a 5 , =

S  (x  V  v v  z) A (x  V  у  V  z) A (x V у  V  z) A  (x  V у  V  z), ’

As = 5 ,  A Я5 л  B7 = (x V у  v  z) A (x  V у  v  z) л  (x V у  V z ) . ■
3.7.2. Teng kuchlimas formulalar soni. Endi n ta elementar 

mulohazalaming o‘zaro teng kuchlimas, ya’ni har xil formulalari sonini 
topish masalasini qaraymiz.

Agar berilgan formula tarkibida faqat bitta (masalan, x )  elementar 
mulohaza ishtirok etsa, u holda bu formula uchun tuzilgan chinlik 
jadvalining bir-biridan farqli mumkin bo‘lgan qiymatlar satrlari ikkita 
bo'ladi. Shuning uchun n = 1 bo'lsa jami 4 ta ( C" + C[ + C\ = 
= 2" = 2̂  =2" ) turli formulalar bor. Bitta elementar mulohaza uchun bu 
4 ta turli formulalaming tavtologiya va aynan yolg'ondan farqli bo'lganlari 
(ya’ni, 2 tasi) bajariladigan formulalardir. Ularni MDNShda ham 
MKNShda ham, tavtologiyani MDNShda, aynan yolg'on formulani esa 
MKNShda ifodalash mumkin.

O'zgaruvchilar soni n = 2 bo'lganda chinlik jadvalidagi q iym atlar 
satrlari 2" = 2“ =4ta bo'ladi. Yuqorida qaralgan chinlik ja d v a li asosida
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form ulani tiklash masalasini hal qilish jarayonida barcha mumkin bo‘lgan 
imkoniyatlar uchun chinlik jadvalining ustunlari tekshirilgan edi. Bu 16 ta 
ustunning hcch qaysi ikkitasi bir xil boMmaganligidan, ularga mos ikkita 
formula ham o‘zaro teng kuchli emas. Shuning uchun, umimiy soni 
C° +C4 +C4 + C4 +C4 = 2 4 = 2 " = 2 '  bo'lgan ikki 0 ‘zgaruvchili turli 
formulalar bor.

Ikkita elementar mulohazalar uchun bu 16 ta turli formulaning tav­
tologiya va aynan yolg‘ondan farqli boMganlari (ya’ni, 14 ta bajariladigan 
formula) MDNShda ham MKNShda ham, tavtologiya MDNShda, aynan 
yolg'on formula esa MKNShda ifodalanishi mumkin.

O'zgaruvchilar soni n = 3 bo'lganda ham chinlik jadvali asosida for­
mulani tiklash masalasini hal qilish jarayoniga tayanib uchta elementar 
mulohazaning 256 ta teng kuchlimas formulasi borligi, 256 esa 

§
X  Cg = 2 8 = 2 2 = 2 2 ko‘rinishda ifodalanishi mumkinligini ta’kid- 
1=0
laymiz.

Uchta elementar mulohaza uchun bu 256 ta turli formulaning 254 tasi 
(bajariladigan formulalar) MDNShda ham, MKNShda ham, tavtologiya 
MDNShda, aynan yolg‘on formula esa MKNShda ifodalanishi mumkin.

Umuman olganda, matematik induksiya usulidan foydalanib (I bobga 
qarang) quyidagi tasdiqni isbotlash mumkin.

T e o r e m a .  n ta elementar mulohazalar uchun teng kuchlimas 
formulalar soni 2 " ga teng.

I s b o t i  o'quvchiga havola qilinadi.
Tarkibida n ta elementar mulohaza ishtirok etgan 2' ta turli formu- 

lalardan (2 2 - 2 )  tasi bajariladigan formulalardir. Ular MDNShda ham 
MKNShda ham, tavtologiya MDNShda, aynan yolg'on formula esa 
MKNShda ifodalanishi mumkin.

3.7.3. Formulani qatorga yoyish. Yuqorida keltirilgan mulohaza- 
lardan n ta x ,,x ,,...,x„  o'zgaruvchilarga bog‘liq, aynan yolg‘on bo'l­
magan ixtiyoriy A = A(x,,x2,...,xn) formulani (fiinksiyani) MDNShda

A(xt,x2,...,xn)=  v  x°'x°K..x°n" (1)

yozish mumkinligi kelib chiqadi. (1 ) teng kuchlilikning o'ng tomonidagi 
(tagida A (0 „ 0 2,...,Gn) = \ yozilgan) v  belgi n 0 ‘zgaruvchili

213



kon’yunktiv konstituyentlar diz’yunksiyalarini bildiradi. Bu 
yerda diz’yunksiya amallari A(0x, 0 2,.. . ,0n) s  1 shartni qanoatlantiruvchi
barcha kon’yunktiv konstituyentlarga nisbatan amalga oshiriladi.

( 1) teng kuchlilikni quyidagicha ham yozish mumkin:
Д х „ х 2,...,:tn)=  v  A (a l, 0 1,...,0n)x?'x°\..x°'.

(<t | ,a2,...,a,)

Bu teng kuchlilikning o'ng tomonidagi diz'yunksiya amallari mumkin 
bo'lgan barcha 2 "ta x°'x°-...x°" kon’yunktiv konstituyentlar ustida 

bajarilishi ko'zda tutilsada, aslida, diz’yunksiyalar A (0[, 0 2,...,an) = l
shartni qanoatlantiruvchi kon’yunktiv konstituyentlarga nisbatan amalga 
oshiriladi.

( 1) yozuvni matematik analizdagi funksiyaning darajali qatotga 
yoyilishi tushunchasiga qiyoslab, Л(хр х ,,... ,х п) formulaning (funk­
siyaning) qatorga yoyilishi deb atash mumkin1.

Yuqorida keltirilgan mulohazalar asosida n ta x ,,x 2,...,xn o'z-
garuvchilarga bog'liq, tavtologiyadan farqli ixtiyoriy A = Д х ,,х ,,...,хл) 
formulani (funksiyani) quyidagi MKNShga keltirish mumkin:

Л (х „ x2,...,xn) = A x°' v j £ 2 V...VX*’ . (2)
A(9,02,. ..Д.)аО

(2) teng kuchlilikni
A(x„x2,...,xn)=  л A(Gl,<J2,...,On)vx?'  v x V  v...vx°n’

ko'rinishda ham yozish mumkin. Bu teng kuchlilikning o'ng tomonidagi 
kon’yunksiya amallari mumkin bo'lgan barcha ( 2 "ta) x^1 v x f : v...vx°„’ 
diz’yunktiv konstituyentlar ustida bajarilishi ko'zda tutiladi, ammo, bu 
yerda kon’yunksiya amallari A (0x, 0 2,.. . ,0n) s  0 shartni qanoatlan­
tiruvchi diz’yunktiv konstituyentlarga nisbatan amalga oshiriladi.

Shunday qilib, chinlik jadvalidan foydalanib (1) va (2) formulalar vo­
sitasida aynan chindan farqli istalgan funksiyani MKNSh va aynan yol- 
g'ondan farqli istalgan funksiyani esa MDNSh ko'rinishida yozish 
mumkin.

II bobaing 7- paragrafiga qarang.
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1 . Ikkita elementar mulohaza uchun berilgan chinlik jadvallari 
asosida MKNShdagi mos formulalami tildang^

2 . 5- chinlik jadvaliga asoslanib A, = A,(x,y,z), / = 1,5,  formu­
lalami MDNShda va MKNShda yozing.

3 . Tarkibidagi o'zgaruvchilaming faqat va faqat bittasi ch qiymatli 
boigandagina ch qiymatga, qolgan hollarda esa yo qiymatga erishadigan 
R = R(x,y,z) funksiyaning chinlik jadvalini tuzing va bu jadval asosida 
R funksiyani MDNShdagi va MKNShdagi formula sifatida tiklang.

4. Berilgan 7- chinlik jadvaliga asoslanib Qi = Qt(x,y,z), / = 1, 6 , 
formulalami MDNShda va MKNShda yozing.

5. n argumentli teng kuchlimas funksiyalardan (2" — 1 )tasi 
MDNSh va bittasi MKNShda bo'lishini isbotlang.

7- jadval

Muammoli masala va topshiriqlar

X У z 0 . Qi a & Qs Qe
1 1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Mustaqil ishlasli uchun savollar

1. Berilgan chinlik jadvaliga asoslanib formulani tiklash masala- 
sining mohiyati nimada?

2. Chinlik jadvaliga asoslanib formulani tiklash masalasini hal 
qilishda topilishi kerak bo'lgan formulaga qo'yilgan shartning qanday 
ahamiyati bor?

3. Berilgan xl ,x2,...,xn o'zgaruvchilar funksiyasi deganda nimani 
tushunasiz?

4. n ta elementar mulohazalar uchun teng kuchlimas formulalar soni 
qanday aniqlanadi?

5. Qanday tasdiqlarga asoslanib n o'zgaruvchili teng kuchlimas 
formulalardan (2 2 - 1 )  tasi MKNShda va bittasi MDNShda bo'ladi deb 
aytish mumkin?

Funksiyaning qatorga yoyilishi deganda nimani tushunasiz?
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3.8. Formulaning chinlik to‘plami

Elementar mulohaza. Formula. Mantiqiy amallar. Chinlik to 'plami.
Mulohazalar algebrasi. To 'plamlar algebrasi.

3.8.1. Formulaning chinlik to‘plami tushunchasi. Ma’ lumki,
berilgan «  ta o'zgaruvchi elementar mulohazalar uchun barcha bir-biridan 
farqli mumkin boigan qiymatlar satrlari kombinatsiyalari 2" ta (ushbu 
bobning 1- paragrafiga qarang). Tarkibida « ta  o'zgaruvchilar ishtirok 
etgan formula shu 2 ”ta qiymatlar satrlarining bir qismida 1, qolgan 
qismida esa 0 qiymatni qabul qiladi.

1- t a ’ r i f .  Berilgan formula tarkibidagi elementar mulohazalarning 
qiymatlaridan qandaydir tartibda tuzilgan va shu formulaning 1 qiymatiga 
mos keluvchi barcha kortejlar to ‘plami formulaning chinlik to ‘plami deb 
ataladi.

Ravshanki, tarkibidagi o'zgaruvchi laming soni qanday bo'lishidan 
qat’i nazar, aynan yolg'on formulaning chinlik to'plami bo'sh (0 ) 
to'plamdan iboratdir.

«  ta elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan barcha 2 " ta teng 
kuchlimas formulalaridan Cl, = 2 ”tasi qiymatlar satridagi « ta  qiymat- 
lardan faqat bittasi 1 , qolgan ( «  — l)tasi esa 0 bo'lganda 1 qiymat qabul 
qiladi. Shuning uchun, bunday formulalarning har biri bir elementli chinlik 
to'plamiga ega.

Xuddi shuningdek, « ta  elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan 
barcha teng kuchlimas formulalaridan C“„tasi qiymatlar satridagi « ta  
qiymatlardan faqat ikkitasi 1 , qolgan ( « - 2 )tasi esa 0 bo'lganda 1 qiymat 
qabul qiladi. Shu sababli, bunday formulalarning har biri uchun chinlik 
to'plami ikkita kortejdan tashkil topgan bo'ladi.

Shu usulda davom etsak, 2: ta teng kuchlimas formulalardan C2. 
tasining har biri uch elementli chinlik to'plamiga, С* tasining har biri to'rt

 ̂ *)Л _i * ^ .
elementli chinlik to'plamiga, va hokazo, C2f  —2  tasining har bin 
(2 й—1 ) elementli chinlik to'plamiga, bitta (C\2„ = 1 ) formula esa 2”ta 
elementli chinlik to'plamiga egaligiga ishonch hosil qilamiz.

Tarkibida « ta  elementar mulohazalar ishtirok etgan aynan chin 
formulaga mos chinlik to'plamini universal to'plam ( U ) deb olsak, 
tarkibida shu elementar mulohazalar qatnashgan mumkin bo'lgan barcha 
formulalarning har biriga mos chinlik to'plamlar U to'plamning qism
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to'plamlaridan iborat va bu V  universal to'plam qismlari soni

С \ .*С \ лС \ л ...... < - ' <  = 2 2" bo'ladi.
Shunday qilib, tarkibida n ta elementar mulohazalar ishtirok etgan 

mumkin bo'lgan barcha formulalar bilan ularning chinlik to'plamlari 
orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'matildi. Demak, barcha o'zaro teng 
kuchli formulalarga faqat bitta chinlik to'plami mos keladi.

1- m i s o l .  Ikkita ( n = 2 )  x va у  elementar mulohazalaming 
х л ( х  —» у )  —> у  formulasi aynan chindir (ushbu bobning 3- 
paragrafidagi 1- misolga qarang). Shuning uchun berilgan formulaning 
ch in lik to'plami 2" = 2 : = 4 elementli {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} universal 
to'plamdan iboratdir. ■

2- m i s o l .  Tarkibida uchta X , у  va z elementar mulohazalar 
qatnashgan .xyz formula qiymatlar satrlarining faqat bittasida (aniqrog'i, 
1,0,1 satrda) 1 qiymat, qolgan yettitasida esa 0 qiymat qabul qiladi. 
Shuning uchun, xyz formulaning chinlik to'plami {(1,0,1)}, ya’ni bitta 
(1,0 ,1) kortejdan tashkil topgan bo'ladi. ■

3- m i s o l .  Ushbu xyzv xyz v xyz formula tarkibida uchta kortej 
bo'lgan {(1,1,1), (0 ,1,0 ), ( 1,0 ,1)} chinlik to'plamiga egadir. ■

Agar qandaydir A formula P  chinlik to'plamiga ega bo'lsa, u holda “ 
A formula P  to'plamda chin qiymat qabul qiladi” (yoki, qisqacha, “ A 
formula P to'plamda chin”) deb ham yuritiladi. Shunga o'xshash, “ A 
formula P  to'plamda yolg'on” deyish mumkin, bu yerda P = U \ P ,  
ya’ni P  to'plamning to'ldiruvchisi. Agar A formula P  to'plamda chin 
bo'lsa, u holda A formula P  to'plamda chin, P  to'plamda esa yolg'on 
bo'ladi. Xuddi shu kabi, aynan chin J  formula U universal to'plamda 
chin va U = 0  to'plamda yolg'on qiymat qabul qiladi. Aynan yolg'on J  
formula esa, aksincha, 0  to'plamda chin va 0  = U to'plamda 
yolg'ondir.

Formulalar bilan chinlik to'plamlari orasidagi yuqorida ifodalangan 
bog'lanish mulohazalar mantiqiga oid masalani to'plamlar nazariyasi 
•nasalasiga va, aksincha, to'plamlar nazariyasidagi masalani mulohazalar 
mamiqiga doir masalaga ko'chirish imkoniyatini beradi.

3.8.2. Asosiy mantiqiy amallarning chinlik to'plamlari. Chinlik 
to P*arnlari mos ravishda A va В bo'lgan P  va Q formulalar berilgan 
b°‘lsin.
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Kon'yunksiy ailing chinlik to'plami. P  va Q formulalar P/\Q 
kon’yunksiyasining chinlik to'plami A{)B  bo'ladi. Haqiqatdan ham 
kon’yunksiya ta’rifiga asosan, P a Q formula P va Q formulalarning 
ikkalasi ham chin bo'lgandagina chindir. Shuning uchun, P a Q 
formulaning chinlik to'plami A va В to'plamlarning umumiy 
elementlaridan tuzilgan АГ\В kesishmasidan iborat bo'ladi. Demak 
mulohazalar mantiqidagi kon’yunksiya amaliga ( л  belgiga) to'plamlar 
nazariyasidagi kesishma amali (f| belgi) mos keladi (I bobning 2- 
paragrafidagi 2 - shaklga qarang).

4- m i s o l .  С = ш  va D^xyzvxyzvxyz formulalarning chinlik 
to'plamlari, mos ravishda, = {(1,0,1)} va S  = {(1,1,1), (0,1,0), (1,0,1)} 
bo'lgani uchun (2- va 3- misollarga qarang) C a D  kon’yunksiyaning 
chinlik to'plami R f| S = {(1,0,1)} bo'ladi. ■

Diz’yunksiyaning chinlik to'plami. Р  va Q formulalar P v Q  
diz’yunksiyasining chinlik to'plami A {jB  bo'ladi. Haqiqatdan ham, 
diz’yunksiya ta’rifiga asosan, P v Q  formula P  va Q formulalarning 
kamida bittasi chin bo'lgandagina chindir. Demak, A [jB  to'plamda 
P v Q  formula chindir. Shunday qilib, P v Q  formulaning chinlik 

to'plami A va В to'plamlarning barcha element­
laridan, ulami takrorlamasdan, tuzilgan A\JB 
birlashmasi dan iborat bo'ladi. Demak, mulohazalar 
mantiqidagi diz’yunksiya ( v )  amaliga to'plamlar 
nazariyasidagi birlashma (U ) amali mos keladi (I 
bobning 2 - paragrafidagi 1- shaklga qarang).

5- m i s o l .  4- misolda aniqlangan С va D 
formulalar diz’yunksiyasi C v D  uchun chinlik to'plami 
K U S = {(1,1,1) , (0 ,1,0 ) ,( 1,0 ,1)} bo'ladi. ш

Im plikatsiyaning chinlik to'plam i. P  va Q formulalar P  - » Q 
implikasiyaning chinlik to'plamini topamiz. P  formulaning chinlik 
to'plami Л va Q formulaning chinlik to'plami В bo'lgani uchun. 
P —>Q=^PvQ teng kuchlilikka ko'ra, P —> Q formulaning chinlik 
to'plami A\JB bo'ladi. I-shaklda tasvirlangan U to'plamning bo'yal- 
magan qismi P —> Q implikatsiyaning chinlik to'plamiga mos keladi.
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6- m i s o l .  4- misolda aniqlangan С va D formulalar tarkibida 
uchtadan x , у  va z elementar mulohazalar qatnashgani uchun, С —> D 
implikatsiyasining chinlik to'plamini topish maqsadida. dastlab

U = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (1,0,0), (0,1,1), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0)} 
universal to'plamni tuzamiz. С  formulaning chinlik to'plami 
/? = {(1,0,1)} bo'lgani uchun С formulaning chinlik to'plami

R=U\R_=  {(1,1,1), (1,1,0 ), (1,0,0), (0,1,1), (0,1,0), (0,0,1), (0 Д 0)} 
b o 'lad i. Endi R to'plam bilan В formulaning S  = {(1,1,1),(0,1,0),(1,0,1)} 
chinlik to'plami birlashmasini aniqlasak, R U S = U , ya’ni С —» D 
formulaning chinlik to'plami universal to'plamdan iborat bo'ladi. Bu 
yerdan C -J> D = ^z-^(xyzvx)zv^z)= J xulosani hosil qilamiz. ■

Ekvivalensiyaning chinlik to‘plami. P  va Q 
formulalar P Q ekvivalensiyasining chinlik to^p- 
lamini aniqlash uchun P <-» Q = (P  v  Q) a ( P v  Q)  
teng kuchlilikdan foydalanamiz. Yuqorida qilingan 
xulosalarga_ ko'ra P <->_Q formulaning chinlik 
to'plami ( Л и В ) П ( 4 1 ) Д )  bo'ladi. 2 - shaklda tas­
virlangan U to'plamning bo'yalmagan qismi 
P <-» Q ekvivalensiyaning chinlik to'plamiga mos keladi.

7- m i s о 1 . 4- misolda aniqlangan С va D formulalar С D ek­
vivalensiyasining chinlik to'piamini topamiz. 6 - misolda R U S  = V  bo'­
lishi aniqlangan edi. 7?={(1,0,1)} va S_= {(1,1,0), (1,0,0), (0,1,1), 
(0,0,1),(0,0,0)} to'plamlar yordamida R{JS  = {(1,1,0),(1,0,1),(1,0,0), 
(0,1,1), (0,0,1), (0,0,0)} to'plamni topamiz. Demak, {(1,1,0), (1,0,1), 
(1,0,0), (0,1,1), (0,0,1), (0,0,0)} to'plam С <-» D ekvivalensiyasining 
chinlik to'plamidir. ■

3.8.3. Chinlik to'plam i tushunchasining qoMlanilishi. Chinlik 
to'plami tushunchasidan foydalanib mulohazalar algebrasi bilan 
matematikaning boshqa sohalari, jumladan, to'plamlar algebrasi orasidagi 
bog’lanishlami ifodalash mumkin. Mulohazalar algebrasidagi a  
(kon’yunksiya), v  (diz’yunksiya) va —i (inkor) mantiqiy amallarga, mos 
ravishda, to'plamlar algebrasidagi П (kesishma), U (birlashma) va 
(t0 Idirish) amallari to'g'ri keladi. Mulohazalar algebrasidagi 1 va 0 
0 2garmaslarga (konstantalarga) to'plamlar algebrasidagi U va 0

219



(universal va bo‘sh) to'plamlar mos keladi. Demak, mulohazalar 
algebrasidagi biror ifodada (tasdiqda) belgisini f| belgisiga, V ni 1J ga 
inkor belgisini to'ldiruvchi belgisiga, Ini V  ga, Oni 0 g a  ( = ni =ga) 
almashtirsak, to'plamlar algebrasidagi ifoda (tasdiq) hosil bo'ladi va 
aksincha almashtirishlar bajarsak, to'plamlar algebrasidagi ifodadan 
(tasdiqdan) mulohazalar algebrasidagi ifoda (tasdiq) hosil bo'ladi.

6- misolda chinlik to'plami tushunchasidan foydalanib 
xyz —>(xyzvx}zvxyz) = J  teng kuchlilik o'rinli bo'lishi ko'rsatilgan edi. 
Yuqoridagi xulosalar asosida, mulohazalar algebrasining to'plam 
algebrasidagiga o'xshash tasdiqlarini keltirib chiqarish mumkin. Bunday 
o'xshashliklaming ayrimlarini keltiramiz.

8- m i s о 1. A va В formulalar uchun A v  A v  В = J  teng 
kuchlilikning o'rinli bo'lishini ularga mos P  va Q chinlik to'plamlaridan 
foydalanib isbotlaymiz. A v  A v  В _formulaning chinlik to'plami 
P\JP\jQ = U\jQ = U . Shu sababli, A v  A v  В tavtologiyadir. ■

1- t e o r e m a .  Agar chinlik to'plamlari mos ravishda P  va Q 
bo'lgan A va В formulalar uchun A —>B = J  teng kuchlilik o'rinli 
bo'lsa, u holda P czQ bo'ladi.

I s b o t i .  Ma’lumki, A —> В formulaning chinhk to'plami V  
universal to'plamning P{JQ  qism to'plamidan iborat. P{jQ  -  P\Q (I 
bobninig 2- paragrafidagi 10- topshiriqqa qarang) bo igani uchun 
A —>B J  shartga ko'ra P\Q = U bo'lishi kerak. Bundan P\Q = U 
yoki P\Q = 0  kelib chiqadi. Bu esa P c , Q  ekanligini bildiradi. Demak, 
A —» В tavtologiya bo'lishi uchun A formulaning chinlik to'plami В 
formula chinlik to'plamining qism to'plami bo'lishi shart. ш

2 - t e o r e m a .  A va В formulalar teng kuchli bo ‘lishi uchun 
A <-» В formula tavtologiya bo ‘lishi zarur va yetarli.

I s b o t i .  A va В formulalarning chinlik to'plamlari, mos ravishda.
P  va Q bo'lsin.

a) A va В formulalar teng kuchli, ya’ni A = B bo'lsin. U holda 
P = Q va, shu sababli A <-» В ekvivalensiyaning chinlik to'plami

(PU0n(/,U 0 = (^UP)n(/5UP) = //nf7 = f7
bo'ladi. Bundan A В formulalarning tavtologiya ekanligi kelib 
chiqadi.



b) A <-> В formula tavtologiya bo'lsin. U holda 
^  <_» В = ( A —> В ) л ( В  —> A) = J  teng kuchlilik o'rinli boigani uchun, 
kon’yunksiya ta’rifiga asosan, A —» B = J  va В —» A = J  teng 
Icuchliliklar o'rinlidir. 1- teoremaga ko'ra, P ^ Q  va Q c i P ,  ya ’ni 
Q P bo'lishi kelib chiqadi. Bu, o'z navbatida, A va В formulalaming 
mantiqiy ekvivalentligini tasdiqlaydi. ■

Muammoli masala va topshiriqlar
1. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 1- topshiriqda ifodalangan for­

mulalaming chinlik to'lamlarini tuzing.
2. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 2- topshiriqda ifodalangan teng 

kuchliliklami chinlik to'plami tushunchasidan foydalanib isbotlang.
3. Chinlik to'plami tushunchasidan foydalanib to'plam algebrasining 

sizga ma’lum bo'lgan tasdiqlaridan bir nechasini keltirib chiqaring 
(isbotlang).

4. Quyida berilgan formulalaming chinlik to’plamlarini toping:
a) A = x y v x y v x y ,  b) В = (x v  > 0 (x v j> )(* v y) ;
d) С = xyz v  xyz v  xyz  ;
e) D = (x v  v v  z) (x v  у  v  z) (x v  у v  z ) ;

f) E = xy x v  xy ; g) F  = (x <-> у)  л  (xy v  x>>);
h) G = n M ( i - > v ) ;  i) J  = x v y - > ( x * * y ) ;
j) I  = x v  v —> z ; к) M  = (x —> z)(y —> z) —> (x —> y ) .
5. 4- topshiriqda berilgan formulalardan foydalanib A v  В , A v  С , 

A v  D, A v  F , A a B , А л С ,  А л  D , А л  F , A В , A —» С ,
/i<->F, С —» £>, С —> F , С D, C<r>B, C<->F,  

F o £ ,  A В С , A —> F  - * C , E —> С , E В , E - > D ,  
G ^ B ,  E<r*F,  (A<->F)^>C,  (A F) D , A <-> F  <-> E , 
G - + C ,  G<r*D,  G<->F,  J - > C ,  У «-»£>, J< -> F ,

L - > C ,  L <-> F , M - > B ,  A f - > C ,  M  <->£>,
M<r+F, E —>F— M - + J - + G ,  (L F) —> M , ( 4 < - » G ) - » F ,  
A M J  formulalaming chinlik to’plamlarini toping.

6. f {=Xy v z  va /2 sx(xvvJ'Zv y v j z )  funksiyalarga teng kuchli 
funksiyalami toping.
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1. Formulaning chinlik to'plami deganda nimani tushunasiz?
2. Tarkibida n ta elementar mulohazalar ishtirok etgan formulaga 

hammasi bo'lib nechta chinlik to'plami mos keladi?
3. Barcha o'zaro teng kuchli formulalarga nechta chinlik to'plami 

mos keladi?
4. Nima uchun mulohazalar mantiqiga oid masalani to'plamlar 

nazariyasi masalasiga va, aksincha, to'plamlar nazariyasidagi masalani 
mulohazalar mantiqi masalasiga ko'chirish mumkin?

5. Kon’yunksiya, diz’yunksiya, implikatsiya va ekvivalensiyaning 
chinlik to'plamlari qanday aniqlanadi?

6 . Implikatsiya amalini bajarish natijasida tavtologiya hosil bo'lishi 
uchun mos chinlik to'plamlari qanday shartga bo'ysunishlari kerak?

7. Berilgan ikkita formula mantiqiy ekvivalent bo'lishi uchun 
ulaming ekvivalensiyasi tavtologiya bo'lishi zarur va yetarliligi chinlik 
to'plamlaridan foydalanib qanday isbotlanadi?

3.9. M ulohazalar algebrasi funksiyalari. Bul algebrasi

Funksiya. Funksiyalar teng kuchliligi. Ova 1 saqlovchi funksiyalar. n 
argumentli funksiyalar soni. Bir rangli superpozitsiya. Bul algebrasi.

3.9.1. M ulohazalar algebrasida funksiya tushunchasi. Oddiy 
algebradagi funksiya tushunchasiga o'xshash, mulohazalar algebrasida 
ham funksiya tushunchasi1 kiritilishi mumkin. Ushbu paragrafda 
mulohazalar algebrasining funksiya tushunchasini chuqurroq o'rganamiz.

Ma’lumki, oddiy algebrada funksiyaning qiymatlari turli usullar 
vositasida, masalan, jadval yordamida berilishi mumkin. Mulohazalar 
algebrasida ko'pchilik tushunchalami ifodalashda chinlik jadvallari qulay 
vosita hisoblanadi. Chinlik jadvallarida faqat ikkita o'zgarmas (0 va 1) 
ishtirok etadi. Shu tufayli E2 = {0, 1} deb belgilaymiz.

1- t a ’ r i f .  Argumentlari va o'zi E2 to’plamdan qiymatlar qabul 
qiluvchi funksiya mulohazalar algebrasining funksiyasi deb ataladi.

Argumentlari xnx2,...,xn bo'lgan /  funksiyani, odatdagidek.
f(xy,x2,...,xn) shaklda belgilaymiz. f  (xl,x2,...,xn) funksiya 1- chinlik 
jadvali vositasida berilishi mumkin.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1 Ushbu bobning 7- paragrafiga qarang.
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Bu jadvalning har bir satrida /  funksiyaning x ,,x 2,...,xn o’zgaruv- 
chilari (a ],(X2,...,CCn) qiymatlari va funksiyaning bu qiymatlar kortejla- 
riga mos keluvchi /  (cct, a 2,...,ccn) qiymatlari joylashgan bo'lib, bu yerda
a , e E 2 ( j  = l ,n  ). Ma’lumki, « ta  o’zgaruvchili / (xt,x .,,...,xn) funk­
siyaning chinlik jadvalida 2 "ta qiymatlar satri bo’ lib, barcha teng 
kuchlimas funksiyalar soni 2 2 ga teng.

Mulohazalar algebrasida quyidagilar asosiy elementar funksiyalar 
deb yuritiladi:

fl(x) = X, f 2(x) = x,
М х,у) = х л у ,  f 4(x,y) = x v y ,  

f s(x,y) = x -> y ,  
f 6(x,y) = x<-> y ,  

f i(x ,,x2,..... , X„ )  = 1,

fl(*l,x 2,....... , * „ )  = 0 .

2- t a ’ r i f .  Agar / (x , ,x 2 ,... ,x n) funksiya uchun / (0 ,0 ,...,0) = 0 
bo'lsa, и holda и 0 saqlovchi funksiya, / ( 1,1,...,1) = 1 bo’lganda esa 1 
saqlovchi funksiya deb ataladi.

“0 saqlovchi funksiya” iborasi o‘mida “yolg’on qiymat saqlovchi 
funksiya”, “ 1 saqlovchi funksiya” iborasi o'rmda esa “chin qiymat 
saqlovchi funksiya” iborasi qo'llanilishi ham mumkin. n ta argumentli 0

saqlovchi funksiyalar soni 2'" 1 ga, 1 saqlovchi funksiyalaming soni ham 
_ 2 " _ i
2" ga teng bo’ lishini isbotlash qiyin emas.

3.9.2. Funksiyalar teng kuchliligi. Mulohazalar algebrasida teng 
kuchli formulalar tushunchasi kiritilgan edi. Bu yerda ham n argumentli 
funksiyalar teng kuchliligi tushunchasini kiritish mumkin.

3- t a ’ r i f .  f  va g  funksiyalar mulohazalar algebrasining funk-
siyalari, хх,х2,...,ха о ’zgaruvchilar esa ulaming hech bo ’Imaganda bitta- 
sming argumentlari bo’lsin. Agar х ,,х ,,.. . ,х и argumentlarning barcha 
cl lytnatlar satrlari uchun f  va g funksiyalaming mos qiymatlari bir xil 
bo Isa, и holda f  va g  funksiyalar teng kuchli funksiyalar deb ataladi.

Agar berilgan funksiyalar teng kuchli bo‘lmasa, u holda ular teng 
uchlimas funksiyalar deb yuritiladi.

I- jadval

*1 x 2 / (x „ x 2 ,...,x ,
0 0 0 / ( 0 ,0 , - , 0 )
1 0 0 / ( 1Д . . . ,0 )

1 1 0 / ( 1Д ,..,0 )
1 1 1 / ( 1,1, . ..,1)
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Berilgan /  va g  funksiyalarning teng kuchliligi f  = g  shaklda 
yoziladi. Agar /  va g  funksiyalar teng kuchlimas funksiyalar bo‘ lsa, u 
holda /  yozuvdan foydalaniladi.

4 - t a ’ r i f  .Agar f(x u x2,...,xn) funksiyaning qandaydir xt argument- 
ti uchun f  (xx,x2 Д>JC/+i ,...,xn) = f {xx xi+x,...,xtl) shart 
qolgan xl,x2,...,xi_x,xi+l,...,xn argumentlarning mumkin bo'gan ixti­
yoriy qiymatlarida bajarilsa, и holda xi uning soxta argumenti, 
Xx, x2 X,_,, JCI + 1 xn argumentlarning mumkin bo ‘gan qiymatlaridan 
hech bo'Imasa bittasi uchun f ( x l ,x2,...,xi_lXxM,...,xn)^  
f ( x l,x2,...,Xi_l,0,xM,...,Xn) shart bajarilganda esa xt uning muhim 
argumenti deb ataladi.

1- m i s o l .  Berilgan f ( x , y )  = x v ( x y )  funksiya uchun у  soxta 
argumentdir, chunki / (x ,0 ) = / (x ,l) shart x argumentning ixtiyoriy (0 
yoki 1) qiymatida bajariladi. Lekin, x o'zgaruvchi f ( x , y ) funksiyaning 
muhim argumentidir, chunki f ( 0 , y )  = 0 ^ / ( 1, y)  = 1 shart у  
o'zgaruvchining barcha (0 va 1) qiymatlarida o'rinlidir. ■

Mulohazalar algebrasida o'rinli bo'lgan qonun va qoidalariga 
asoslanib, funksiyaning qiymatini o'zgartirmasdan, uning argumentlari 
safiga istalgancha soxta argumentlami kiritish va bu safdan istalgancha 
soxta argumentlami olib tashlash mumkin.

3.9.3. Funksiyalar superpozitsiyasi. Endi formula tushunchasini 
funksiyalar superpozitsiyasi tushunchasi bilan bog’liq holda o'rganamiz.

Ф  ~  (ф] ) ’ Ф 2 ( Х21’ Х22’ ' " ’ Х2кг ) ’ " ш’Ф т ( Хт1’ Хт2>-"’ ХпАт ) ^
mulohazalar algebrasi funksiyalarining chekli sistemasi bo’ lsin.

5- 1 a ’ r i f . Quyidagi ikki usulning biri vositasida hosil qilinadigan 
funksiyaga Ф sistemadagi (p],(p1,...,(prn funksiyalarning elementar 
superpozitsiyasi yoki bir rangli superpozitsiyasi deb ataladi:

a) biror (p. 6  Ф funksiyaning xjt argumentini qayta nomlash usuli, 
y a ’ni Ф ,0 , ,  JCJ 2 X ^ , y ^ jM ,...,xjki) ,  bu yerda у  o ’zgaruvchi, Xjk. 
о 'zgaruvchilarning birortasi bilan mos tushishi mumkin:

b) biror (p . € Ф funksiyaning biror x a r g u m e n t i  о ’rniga boshqa
(P m ( x m\’ x m 2’ —’ x m k ) e  Ф funksiyani qo ’yish usuli, ya ’ni

(pj {xJX, xj2 ,..., х-_1,<рт (xml, xm 2 xmk), xj M xJk,).
5- ta’rifda keltirilgan usullardan birortasini berilgan Ф sistem a 

funksiyalariga qo’ llash natijasida hosil qilingan yangi funksiyalar Ф
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sistemasini b ir rangli superpozitsiyalar sinfi deb, Ф '1’ sinfi 
funksiyalariga qo’llash natijasida hosil qilingan funksiyalar Ф ,2) 
sistemasini ikk i rangli superpozitsiyalari sinfi deb, va, hokazo, к rangli 
superpozitsiyalar Ф(к) sinfi deb ataluvchi sinflami hosil qilamiz.

Umuman olganda, Фи+и = (фи))П).
1- i z o h .  5- ta’rifning a) qismiga asosan bir xil chinlik jadvaliga ega 

bo’lib, lekin o’zgaruvchilaming belgilanishi bilan farq qiladigan 
funksiyalar bir-birining superpozitsiyasi bo'ladi.

2- i z o h .  5- ta’rifning a) qismiga asosan biror xjt o’zgaruvchini shu 
funksiyaning boshqa xjk (i ^ k ) o’zgaruvchisi bilan qayta nomlasak, 
natijada o’zgaruvchilari soni kam funksiyaga ega bo’lamiz. Bu holda x jt 
va xjk o’zgaruvchilar aynan tenglashtirildi deb aytamiz. Masalan, x v j  
va х л у  fimksiyalardagi у  ni x  bilan qayta nomlasak, u vaqtda 
x v  x = x va Jt a !  = 0  funksiyalami hosil qilamiz.

3- i z o h .  5 -  ta'rifning a) qismiga asosan agar Ф с Ф " 1 bo’ lsa, u 
holda Ф (г) с :Ф (г+1) va, umuman, r  <s bo’lganda Ф ,м с Ф |!) bo’ladi.

6- t a ’ r i f .  X, x , xy, x v  у , x — X asosiy elementar
funksiyalarning superpozitsiyasi vositasida hosil qilingan ifoda formula 
deb ataladi.

3.9.4. Bui algebrasi. Ushbu bobning 4- paragrafida mulohazalar 
algebrasidagi asosiy teng kuchliliklami ko’rib o’tgan edik. Endi bu teng 
kuchliliklardan foydalanib, mantiq fanini formallashtirgan va matematik 
mantiqning aksiomalar sistemasini yaratgan ingliz olimi Jorj Bui 
(kitobning kirish qismiga va 1 bobning 2 - paragrafiga qarang) nomi bilan 
alaladigan algebrani o‘rganamiz.

Mulohazalar algebrasida
x = x ( 1)

teng kuchlilik o‘rinli bo'lishi o'rganilgan edi. Mulohazalar algebrasining 
asosiy teng kuchliliklari tarkibiga kiruvchi

х л у  = у л х ,  (2) 
(x л  у)  Л Z = X л  (у л  z ) , (3) 
x v  у  = у  v  x , (4) 
( x v  y ) v z  = x v { y v  z), (5)
X Л ( y  V z) = (x Л >0 V (x  л  z ) , (6)
X V  (у  л  z) =  ( x  V у) л  ( x  v  z) , (7)
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teng kuchliliklar esa mantiq algebrasida kon’yunk­
siya va diz’yunksiya amallariga nisbatan kommu­
tativlik va assotsiativlik qonunlari hamda diz’yunk- 
siyaga nisbatan kon’yunksiya va kon’yunksiyaga 
nisbatan diz’yunksiyaning distributivlik qonuni o’rin-
li bo’lishini bildiradi.

Ma’lumki, sonlar algebrasida kon’yunksiyaga 
nisbatan diz’yunksiyaning distributivlik qonuni 
o'rinli emas, yuqorida ifodalangan boshqa barcha 
qonunlar esa amal qiladi. Shuning uchun mantiq 
algebrasi formulalari ustida xuddi sonlar algebrasi 
formulalari ustidagi kabi (kon’yunksiyaga nisbatan diz’yunksiyaning 
distributivlik qonuni ham o'rinliligini e ’tiborga olgan holda) qavslarni 
ochish, qavslarga olish, umumiy ko’paytuvchini yoki qo'shiluvchini 
qavslardan tashqariga chiqarish amallarini bajarish mumkin.

Bundan tashqari, mantiq algebrasida, sonlar algebrasidan farqli 
o’laroq,

x v  у  = x л  >>, (8)

x л  у  = x v j 7 ,  (9)
j c a ( x v j )  =  x

teng kuchliliklarga asoslangan almashtirishlami ham bajarish mumkin. Bu 
holat turli yo’nalishlardagi umumlashtirishlami bajarish imkonini beradi. 
Masalan, quyidagi umumlashtirishni keltirish mumkin.

Bo'sh boMmagan M  to’plamda “=” (tenglik) tushunchasi hamda 
ikkita binar “+” (qo’shish), “ • ” (ko’paytirish) va bitta unar i” (inkor) 
amallari aniqlangan bo’lsin. Bundan tashqari, bu to’plamda 0 va 1 
qiymatlar aniqlangan va ixtiyoriy tabiatli x , у  va z elementlar uchun 
quyidagi aksiomalar bajarilsin:

-  kommutativlik qonunlari: x • у  — у x , x + >> = >> + x ;
-  assotsiativlik qonunlari: (x ■ y )  ■ z = x ■ ( y  ■ z ) ,
( x  + y )  + z = x  + ( y  + z ) ;

-  disttibutivlik qonunlari: x • ( y  + z) = (x • y )  + (x • z ) ,

x  + (>--z) = (x  + > 0-(x  + z ) ;
-  idempotentlik qonunlari:

x + x = x , ( 10)

J o r i Bui
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X X  = x , (11)
1 A X  =  X , (12)
O v x  = x ; (13)

-  inkomi inkor qilish qonuni: ( 1);
-  de Morgan qonunlari: x  + у  = x ■ у , x - у  = Зс + у ;
-  yutilish qonunlari: x + ( jc  • y )  = x , x • ( jc  + y)  = x .
7- t a ’ r i f . Kon'’yunksiya, diz ’yunksiya, inkor amallari hamda 0 va 1 

elementlari aniqlangan M  to’plamda shu mantiqiy amallar va 0, 1 
elementlar uchun (1)-(13) aksiomalar bajarilsa, bunday M  to’plam Bui 
algebrasi deb ataladi.

M  to’plamning X , у  va z  elementlarini mulohazalar deb, “ • ” 
va i” amallami, mos ravishda, diz’yunksiya, kon’yunksiya va inkor 
hamda tenglik belgisini teng kuchlilik belgisi deb hisoblasak, mantiq 
algebrasidagi

Х=Х,  X A V = >' A X , (jc A y)z = x ( y  A z )  , X V  V = > ’ V X ,

(x V  v) V  Z s  x V  ( у  V  z )  , X  A  (y  V z )  =  ( X  А  у ) V  (x A  z )  ,

x v ( ) ' a z )  =  ( x v } ' ) a ( x v z ) ,  X V  у  = x  л у  , X A  y  = x v y ,

x v x  = x ,  X A X  = X ,  l v x  = l ,  0 a x  = 0 , ( x  a  y) V X — X ,

( x v  у )  A  X =  X  , X  V  X =  1 , X  A  X =  0

teng kuchliliklardan ko’rinib turibdiki, M  to’plam Bui algebrasining 
barcha aksiomalarini qanoatlantiradi. Shuning uchun mantiq algebrasi Bui 
algebrasidir.

2- m i s o l .  M  -  qandaydir to’plam (masalan, to’g ’ri chiziqda yotgan 
nuqtalar to’plami yoki natural sonlar to’plami) va ц и -  M  to’plamning 
barcha qism to’plamlaridan tashkil topgan to’plam, ya’ni M  to’plamning 
buleani ( juw = 2 w) bo’lsin. buleandan olingan x va у  
to’plamlarning x f ] y  kesishmasini х л у  orqali, x l j y  birlashmasini 
x v y  orqali, x orqali x to’plamning А/ to’plamigacha x 
to Idiruvchisini, 0 orqali 0  bo’sh to’plamni va 1 orqali M  to'plamni 
belgilab olamiz. U vaqtda to’plam Bui algebrasi bo’ ladi, chunki Bui 
algebrasi ta’rifida ifodalangan barcha 13 aksioma bajariladi. ■

3- m i s o l .  Mulohazalar to’plami uchun a ,  v  va —i amallari hamda
0 va 1 elementlari aniqlanganligi uchun bu to’plam Bui algebrasi bo'lishini
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taxmin qilish mumkin. Lekin bunday bo‘lishi uchun quyidagi aniqlikni 
kiritish kerak. A va В mulohazalar aynan teng bo’lishi uchun A <-» В 
ekvivalentlik absolyut chin bo’lishi kerak. Ana shunday aniqlik kiritilgan- 
dan so‘ng mulohazalar to’plami Bui algebrasiga misol bo’la oladi. ■

MuammoU masala va topshiriqlar
1. A(x,y,z,t) = ( x v  y ) ( z v t )  va B(x,y,z,t) = x z v y z v  x t v y t  

funksiyalaming teng kuchliligini isbotlang.
2 . C(x,y ,z ,t )=  x y v  zt funksiyaga teng kuchli birorta funksiya 

toping.

Mustaqil ishlash uchun savollar
1. Funksiya deb nimaga aytiladi?
2. Funksiyalar superpozitsiyasi nimadan iborat?
3. Asosiy elementar funksiyalami bilasizmi?
4. 0 saqlovchi funksiya deganda nimani tushunasiz?
5. n ta argumentli 1 saqlovchi funksiyalar qancha?
6 . Berilgan funksiya bir vaqtning o'zida ham 0 saqlovchi, ham 1 

saqlovchi funksiya boMa oladimi?
7. Qanday shartlar bajarilsa, berilgan funksiyalar teng kuchli 

funksiyalar deb ataladi?
8 . Funksiyaning soxta va muhim argumentlari orasida qanday farq 

bor?
9. Funksiyalaming elementar superpozitsiyasi deganda nimani 

tushunasiz?
10. Bui algebrasi deb nimaga aytiladi?

3.10. M antiq algebrasidagi ikki taraflam a qonun

Ikki taraflama funksiya. O‘z- 0  'ziga ikki taraflama funksiya. Ikki taraflama
qonun.

3.10.1. Ikki taraflam a funksiya. Endi ikki taraflama (qo‘shma) 
funksiya tushunchasini kiritamiz. / (x],x2,...,xn) funksiyaga ikki 
taraflama boMgan funksiyani topish uchun /  funksiyaning chinlik 
jadvalida hamma o‘zgaruvchilami ulaming inkoriga almashtirish kerak, 
ya’ni hamma joyda 1 ni 0 ga va 0 ni 1 ga almashtirish kerak.

1- t a ’ r i f . Quyidagicha aniqlangan
f  (X\rX2,—,Xn) = f ( x l ,x2,...,xn)
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1- jadval

Junksiyaga / (x , ,x , , . . . ,x „) funksiyaning ikki taraf lama funks iyas i  deb 

aytiladi.
2 - t  a ’ r i f . Agar f ( x l ĉ2,... ,xn) = f \ x ]yx2,... ,xn) = f ( x l ,x2,... ,xn) 

munosabat bajarilsa, и holda 
f ( x x,x2,... ,x„) o ‘z -o ‘ziga ikki 
taraf lama funks iya deb ataladi.

Ta’rifga asosan, /(xj,x,,...*„) 
ikki taraflama funksiya 

va ( a „ . q i y ­
matlar satrida qarama-qarshi 
qiymatlar qabul qiladi.

1- m i s o l .  Mulohazalar 
algebrasining asosiy elementar 
funksiyalariga ikki taraflama bo'l­
gan funksiyalami topamiz ( 1- 
jadvalga qarang). Demak, ta’rifga 
asosan, /, (x) va /2(x) funk­
siyalar o‘z-o‘ziga ikki taraflama 
funksiya bo'ladi. ■

Berilgan funksiya Ikki taraflama 
funksiya

f i (x)  = x / Г о о = *
f i  ( x ) = x f i ( x ) = x

f i ( x , y )  = xy f ; = x v y
f 4(x,y) = x v y f l  = x y

fs (x ,y )  = x —> у f l  = у  x

f 6(x,y) = x<r* у f l  = X < r + у

/7=1 / ; = о

оII

/ ;= i
2- m i s o l .  f ( x , y , z )  = x y v y z v x z  funksiyaning o‘z-o‘ziga ikki 

taraflama funksiya ekanligini isbot qilamiz. Haqiqatdan ham
f\x,y,z) = xy v  yz v  xz = хулуглхг = (xvy)(yvzX*vz) =

=[(x v y)yv(xs/y)zlxvz)=IjyyzvxzXxvz) =
= (y  v  xz)(x v z )  = xyvyzvx(xvz)z = xyvyzvxz 

Demak, / (x ,y ,z )  = f * ( x , y , z )  ekanligi uchun /  o‘z-o‘ziga ikki 
taraflama funksiyadir. ■

T e o r e m a .  Agar <P(xl,...,xn) = f ( J l(xu,...,xlp] ) ,. ..Jm(xml,...,xmp̂ ))

bo'lsa, и holda Ф\х],...,хп) = f ' ( f ‘ (xn,...,x]p̂ . . . ,f '„(xml,...,xmpm)) 
bo 'ladi.

b b o t i .  Ф*(х,,...,хл) = Ф(х1,...Дл) =

~ f )’"'lfm(xmi r ' i ^  )) —
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— -/*С/* 1 (-*i I»— )>•••»/т('Гт1>"-’Лтд„)) —

= / (/ ?  ■
3.10.2. Ikki taraflam a qonun. 1- teoremaning isbotidan ikki taraflama 

qonun kelib chiqadi.
Ikki taraflam a qonun. <p,,<p2T..,<pm funksiyalaming superpozi- 

siyasiga ikki taraflama bo'lgan funksiya mos ravishda <р*,ф*г..,<р* ikki 
taraflama funksiyalar superpozisiyasiga teng kuchlidir, ya'ni agar 
A = C[(pr (p2y..,(pm] formula / (.v ,,...,xn) funksiyani realizatsiya etsa, и 
holda C [ <p, ,<p2r ..,(pm J formula f  (x,,...^cn) funksiyani realizatsiya etadi.

Bu formula A formulaga ikki taraflam a bokIgan formula deb 
aytiladi va u A' deb belgilanadi. Demak,

A' =C[<p*,(p2r..,(p'j.
Ushbu qonundan o‘z-o‘ziga ikki taraflama boigan funksiyalaming 

superpozitsiyasi yana o‘z-o‘ziga ikki taraflama funksiya bo'lishi kelib 
chiqadi, y a ’ni agar (р],ф2г..,<рт o‘z-o‘ziga ikki taraflama funksiya bo'lsa,

u holda Ф =(p (<p, ,...(pm) funksiya ham o‘z-o‘ziga ikki taraflama 
bo'ladi. Haqiqatan ham,

Ф ‘ = Ф ‘ (Ф 1,-Ф 1) = <Р(Ф,,...<Р)Я) = Ф .
Agar funksiya formula orqali ifodalangan va bu formula o'z navbatida 

A, v ,  —i mantiq amallari orqali ifodalangan bo'lsa, u holda bu 
funksiyaga (formulaga) ikki taraflama bo'lgan funksiyani (formulani) 
topish uchun v  belgini л  belgi ga, Ani ga, Ini Oga va Oni lga 
almashtirish kifoya. Bu prinsipni teng kuchli formulalarga nisbatan 
ishlatganda, yana teng kuchli formulalar hosil qilamiz, ya’ni
Д ^ " Л )  = Д * 1>"-Л) bo'lsa, u holda A\xi,...jcn)=B\xi,...jcn).

Ushbu prinsipga tayanib mantiq algebrasining bir formulasidan boshqa 
formulasini, bir teoremasidan boshqa teoremasini, bir ta’rifidan esa boshqa 
ta’rifini hosil qilish mumkin.

3- m i s o l .  Ushbu bobning 9- paragrafida keltirilgan (2), (3), (6), (8). 
(10), (12) teng kuchli formulalarga ushbu prinsipni qo'llasak, (4), (5), (7), 
(9), (11), (13) teng kuchli formulalar kelib chiqadi. ■

)>"'|/т(^т1>"'^тД1))
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Mantiq algebrasida elementlari n  ta argumentli o‘z-o‘ziga ikki 
taraflama funksiyalardan iborat bo‘ lgan to'plamni S  bilan belgilaymiz, 
un ing elementlari soni 2 : gatengdir.

Endi o‘z-o‘ziga ikki taraflama bo'lmagan funksiyalar haqidagi 
lemmani ko‘rib chiqaylik.

L e m m a .  Agar ф (х,,..., xn)<£ S bo‘Isa, и holda undan argument- 
larining o'rniga X va X funksiyalarni qo'vish usuli bilan bir argumentli 
o'z-o'ziga ikki taraflama bo'lmagan funksiya, y a ’ni konstantani hosil 
qilish mumkin.

I s b o t i .  < р ( х , ) ё  S  bo'lgani uchun, shunday (a ,,... ,a n) 
qiymatlar satri topiladiki, (p{(Xl ,...,CCn) = (p{CC],...,Ctn) bo'ladi.

(pi(x) = xa‘ (/ = l,n) funksiyani kiritamiz va фДх) = <р(ф,( jc) .....<j0„(x))
deb belgilab olamiz. U holda quyidagi natijaga ega bo'lamiz:

<p(0 ) = <p(<p,(0 ),...,<p„(0 )) = ф(0“' ,...,0 “’ ) = =
<p(a, = (p( 1“' ......Iе- ) = ф (ф ,(1Х-.ф я(1)) = <P(1) • ■

3.11. Mantiq algebrasidagi arifmetik amallar. Jegalkin ko’phadi
Arifmetik amallar. Jegalkin ко ‘phadi. Mantiqiy amallarni arifmetik amallar 

urqali ifodalash. Chiziqli funksiya.
3.11.1. Mantiq algebrasidagi arifmetik amallar. {0,1} Bul algeb­

rasidagi kon’yunksiya amali oddiy arifmetikadagi 0 va 1 sonlar ustidagi 
ko'paytma amaliga mos keladi. Ammo 0 va 1 sonlarini qo'shish natijasi 
{0,1} to'plam doirasidan chetga chiqadi. Shuning uchun I.l.Jegalkin1 2 
moduliga asosan qo'shish amalini kiritdi. x va у  mulohazalami 2 moduli 
bo'yicha qo'shishni x + у  deb belgilaymiz. 2 moduli bo'yicha qo'shish, 
odatda, chinlik jadvali bilan beriladi ( 1- jadvalga qarang).

Chinlik jadvalidan ko'rinib turibdiki, I-jadval
* + у  = x <-> у  bo'ladi. Mantiq algebrasidagi 
ko'paytma va 2 moduli bo'yicha qo'shish mantiq 
amallari uchun kommu-tativlik, assotsiativlik va 
distributivlik qonunlari o'z kuchini saqlaydi.

Jegalkin Ivan Ivanovich (Жегалкин Иван Иванович 1869-1947) — sovet matematigi. I. I. 
Jegalkin XX asming 30- yillari boshida MDUda birinchi bo'lib matematik mantiq bo'yicha 
ilmiy seminar tashkil etgan.

X У x + y
0 0 0
0 I l
l 0 l
l l 0
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Bul algebrasidagi asosiy mantiqiy amallarni kiritilgan arifmetik 
amallar orqali quyidagicha ifodalash mumkin:

x =  x + 1 ; x л у  = ху; x v  у  = xy + x +y\ 
x - »  у  = x_y + x + 1 ; x<->_y =  x + _y + l.

2 moduli bo'yicha qo'shish amalining ta’rifiga asosan x + x = 0 va 
xx =  x  (x "  = X  ).

3.11.2. Jegalkin ko‘ phadi. Mantiq algebrasidagi istalgan funksiyani 
yagona arifmetik ko'phad shakliga keltirish mumkin. Haqiqatan ham, biz 
oldingi paragraflarda istalgan funksiyani kon’yunksiya va inkor mantiqiy 
amallar orqali ifodalash mumkinligini ko'rgan edik. Yuqorida 
kon’yunksiya, diz’yunksiya va inkor mantiqiy amallarni arifmetik amallar 
orqali ifodaladik. Demak, istalgan funksiyani arifmetik ko'phad shakliga 
keltirish mumkin.

1 - t a ’ r i f .  £ x „  X. .. ,xi( 4- a ко 'rinishdagi ко 'phad Jegalkin 
ko‘phadi deb ataladi, bu yerda hamma x. о ‘zgaruvchilar birinchi 

darajada qatnashadi, qiymatlar satrida hamma i] lar har xil

bo'ladi, ae E2 =  {0, 1}.
2- t a ’ r i f .  xt +x(. +... + X; + a ко'rinishdagi funksiya chiziqli 

funksiya. deb ataladi, bu yerda ae E2 = {0 , 1}. Chiziqli funksiyaning 
ifodasidan ko'rinib turibdiki, n ta argumentli chiziqli funksiyalar soni 2""' 
ga teng va bir argumentli funksiyalar doimo chiziqli funksiya bo'ladi.

Jegalkin ko'phadi ko'rinishidagi har bir funksiyaning argumentlari 
soxta emas argumentlar bo'ladi. Haqiqatan ham, agar x, shunday 
argument bo'lsa, u holda ixtiyoriy / ( x , , . . . ,x B) funksiyani quyidagi 
ko'rinishda yozish mumkin:

/ ( x , x „ )  =  x,<p(x2,...,x„) +  у  (x2 x„).
Bu yerda (p funksiya aynan Oga teng emas, aks holda x, argument /  

funksiyaning (ko'phadning) argumentlari safiga qo'shilmasdi.
Endi x2,...,xn argumentlarning shunday qiymatlarini olamizki, (p = 1 

bo'lsin. U holda /  funksiyaning qiymati x, argumentning qiymatiga 
bog'liq bo'ladi. Demak, x, soxta argument emas.

Mantiq algebrasidagi hamma rt argumentli chiziqli funksiyalar to'pla-
mini L bilan belgilaymiz. Uning elementlari soni 2"~ ga teng bo'ladi.

T e o r e m a .  Agar / ( x , , . . . ,x n)g  L bo'lsa, и holda undan 
argumentlari о ‘miga 0 va 1 konstantalami hamda x va X funksiyalarni,
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ayrim hclda f  ustiga inkor amalini qo'yish usuli bilan xxx2
funksiyani hosil qilish mumkin.

3.12. Mantiq algebrasidagi monoton funksiyalar

Mono ton funksiya. Qiymatlar satrining oldin kelishi. Monoton funksiyalar 
superpozitsiyasi. KNSh <DNSh) ко ‘rinishidagi funksiyaning monoton funksiya

bo 'lish sharti.

3.12.1. Tartiblash. 0<1 munosabati orqali {0,1} to'plamini tartib- 
lashtiramiz. a = (a ,, .. . ,a „ )  va j3 = ( / 3 , / 3 , , )  qiymatlar satrlari bo'lsin.

1- t a ’ r i f .  Agar aj < Д tengsizlik hech bo'lmaganda bitta i uchun 
bajarilsa yoki a va f5 qiymatlar satrlari ustma-ust tushsa, и holda a  
qiymatlar satri (5 qiymatlar satridan oldin keladi deb aytamiz va a -< (3 
shaklda yozamiz.

2- t a ’ r i f . Agar (X -< /3 munosabatdan /(а ,,...,0 £ п) < / ( / 3,,...,/3„) 
tengsizlikning bajarilishi kelib chiqsa, и holda f  (xl,...,xri) funksiya 
monoton funksiya deb ataladi.

3- t a ’ r i f  Agar a < /3 munosabatdan 0(n) > / ( /  
tengsizlikning bajarilishi kelib chiqsa, и holda / ( x , , . . . ,xn) nomonoton 
funksiya deb ataladi.

Asosiy elementar mantiqiy funksiyalardan 0, 1, x , xy, x v  у  
funksiyalar monoton, x , x —>y,  x*-*y ,  x + y  funksiyalar esa 
nomonoton funksiyalardir.

1- t e o r e m a .  Monoton funksiyalarning superpozitsiyasidan hosil 
qilingan funksiya ham monoton funksiya bo ‘ladi.

I s b o t i .  Ф monoton funksiyalar sistemasi bo'lsin. Shu sistemadagi 
funksiyalar superpozitsiyasidan hosil qilingan funksiya monoton bo'lishini 
isbot qilish kerak. Matematik induksiya usulini qo'llaymiz. Baza: 0 rangli 
superpozitsiya uchun bu tasdiqning to'g'riligi ravshan, chunki Ф 
sistemadagi hamma funksiyalar monoton funksiyalardir.

Induksion o'tish. к rangli superpozitsiya uchun teoremadagi tasdiq 
t0 g‘ri bo'lsin. Bu tasdiqning к +1 rangli superpozitsiya uchun ham 
to g'riligini isbotlaymiz.

\^(у1,...,у1)еФ^к) bo'lsin. U holda
(р(Ху,...,Хы ,у ,Хм ,...,Хк)-,
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F ( x , хы , хм ,...,хк,у ...... у,) —

ф(х\ (у1 у, ), х/ + ] хп)
funksiyalarning monoton ekanligini isbotlash kerak. Bu yerda у  va v 
o'zgaruvchilar x, o'zgaruvchilaming birortasi bilan mos kelishi mumkin. 
<p funksiyaning monotonligidan (p(xl,...,xi_v y ,xM ,...,xk) funksiyaning 
monoton funksiya ekanligi kelib chiqadi. F  funksiyaning monotonligini 
isbotlaymiz. Buning uchun F  funksiyaning ikkita Y  vs У" 
taqqoslanadigan qiymatlar satrini ko'rib chiqamiz:

У ~ ( ® i >•••« Pi) >

У — (a \ > -чй н >->® ,+]) - )0 !пД  ,•••, /31 ) 
va y'<y"  boisin. U holda F(y ')< F(y")  bo'lishini ko'rsatish kerak. 
Ma’ lumki,

F(Y) = (p{8'), bu yerda j  = i bo'lganda 5 /=  a  .1, 5 /  = ^ ( /3 ') ;

F(Y')=<P(8''), bu yerda j  =  i bo'lganda 8 " = а " ,  5 ,."=у/(/3").
у/ monoton funksiya va y ' < y "  munosabatdan /З'-Ч /3" kelib chiqqani 
uchun 8 ' < 8 "  bo'ladi, ya’ni q>(8') = F(y') < <p(8") = F(y") ,  chunki 
(p monoton funksiyadir.

Xi-t>Xi+\ -̂^Xn,yi,...,yi)G Фа' 
ekanligidan (k + 1) rangli superpozitsiya uchun teoremadagi tasdiq 
isbotlandi. ■

Kon’yunksiya va diz’yunksiya monoton funksiya bo'lganligi uchun, 1- 
teoremaga asosan, ularning superpozitsiyasidan hosil qilingan funksiya 
ham monoton bo'ladi.

2- t e o r e m a .  Agar / ( x ,  ,...,xn )e  M  bo'lsa, и holda undan 
argumentlari о rniga 0, 1 va xfunksiyani qo'yish usuli bilan x funksiyani 
hosil qilish mumkin.

Muammoli mas a la va topshiriqlar

1. Mulohazalar algebrasining asosiy elementar funksiyalariga ikki 
taraflama bo'lgan funksiyalami toping.

2. Hamma ikki argumentli o'z-o'ziga ikki taraflama bo'lgan 
funksiyalami toping.

3. n ta argumentli o'z-o'ziga ikki taraflama bo'lgan funksiyalarning 
sonini aniqlang.
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4. /  = (xvyzX-\yvxz) va <p = (xv  y )z /v  xt funksiyalarga ikki
taraflama bo'lgan funksiyalami toping.

5. Quyidagi formulalami Jegalkin ko'phadi ko'rinishiga keltiring:
a) x —> у  <-» z , b) x v y v z v / ,  d) x у  z ,
e) x v  у  v  z , f) xy v  yz v  x z , g) .xyz v  xyz v  xyz v  x y z .
6. Funksiyaning Jegalkin ko'phadi ko'rinishidagi ifodasi yagona 

ekanligini isbotlang.
7. Chiziqli funksiyalaming qaysilari o'z-o'ziga ikki taraflama 

funksiya bo'ladi?
8. xy v  xz v  yz = xy + xz + yz ekanligini isbotlang.
9. Jegalkin ko'phadi ko'rinishidagi funksiyaning hamma argu- 

mentlari soxta argumentlar emasligini isbotlang.
10. Nol (bir) saqlovchi monoton funksiyalar aynan birga (nolga) teng 

ekanligini isbotlang.
11. Ikki argumentli hamma monoton funksiyalami toping.
12. Quyida keltirilgan funksiyalaming qaysi birlari monoton funksiya 

ekanligini aniqlang:
a) xy v  xz v  xz , b) x —> (x —> y ) , d) x v  у  <-> x v  у ,

e) x v  у  x y , f) xy v  x v  xz , h) xy v  yz v  x z .
13. Aynan konstantadan (0 dan yoki 1 dan) farq qiluvchi funksiya 

monoton bo'lishi uchun uni kon’yunksiya va diz’yunksiya superpozitsiyasi 
orqali ifodalash yetarli va zarurligini isbotlang.

14. Monoton funksisyaga ikki taraflama bo'lgan funksiya monoton 
ekanligini isbot qiling.

15. Faqat va faqat yo konstantalar, yoki o'zgaruvchilar ustida inkor 
amali bo'lmagan KNSh va DNSh ko'rinishida ifodalangan funksiyalar 
monoton bo'lishini ko'rsating.

Mustaqil ish lash uchun savollar
1. Ikki taraflama funksiya va o'z-o'ziga ikki taraflama funksiya 

deganda nimani tushunasiz?
2. Mantiq algebrasidagi ikki taraflama qonun qanday ifodalanadi?
3. Mantiq algebrasidagi arifmetik amallami bilasizmi?
4. Jegalkin ko'phadi nima?
5. Mantiq algebrasidagi monoton funksiyalar deganda nimani

tushunasiz?
6* Chiziqli funksiyalaming qaysilari monoton funksiyalar bo'ladi?
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3.13. Funksional yopiq sinflar. Post teoremasi

To ‘liq funksiyalar sistemasi. Ikki taraflama funksiyalar sistemasining to 'liq 
bo ‘lish sharti. Yopiq sinflar. Xususiy funksional, maksimal funksional yopiq sinf 

Post teoremasi. To ‘plam yopig ‘i. Post jadvali.

3.13.1.Funksional yopiq sinflar. Mantiq algebrasining Ф = {ф,,...,ф( ; 
funksiyalar sistemasi berilgan bo'lsin.

1- t a ’ r i f .  Agar mantiq algebrasining istalgan funksiyasini 
Ф = {ф, Dn} sistemadagi funksiyalar superpozitsiyasi orqali ifodalash 
mumkin bo'lsa. и holda Ф sistema to'liq funksiyalar sistemasi deb 
ataladi.

Istalgan funksiyani MKNSh yoki MDNSh ko'rinishida ifodalash 
mumkinligidan {x y ,x v y ,x j  funksiyalar sistemasining to'liqligi kelib 
chiqadi. {xy,x + y, 1} funksiyalar sistemasi ham to'liq bo'ladi, chunki 
istalgan funksiyani Jegalkin ko'phadi ko'rinishiga keltirish mumkin.

1- m i s o l .  Quyidagilar to'liq funksiyalar sistemasi ekanligini 
isbotlaymiz:

a) xy, x ; b) x v y ,  x ;  d) xy, x + y,  1;

e) x v y ; f ) x y ;  g) x +  y, x v y , I ;
h) x + y  + z, -xy,0 ,1 ; i ) x - > y ,  x ;  j ) x - » y , 0 .
a) x v y = x y ,  ya’ni diz’yunksiya amalini kon’yunksiya va inkor 

amallari orqali ifodalash mumkin. Demak, {xy, .?} funksiyalar sistemasi 
to'liqdir; _____

b) xy = x v  у  ekanligi ma'lum. Demak, istalgan mantiqiy funksiyani 
diz’yunksiya va inkor amallari orqali ifodalasa bo'ladi. Shuning uchun 
{ x v y ,  x}  funksiyalar sistemasi to'liqdir;

d) mantiq algebrasining ixtiyoriy funksiyasini yagona Jegalkin 
ko'phadi ko'rinishiga keltirish mumkin bo'lgani uchun {xy, x + y, 1} 
funksiyalar sistemasi to'liqdir.

e) va f) mantiq algebrasidagi istalgan funksiyani \f/(x,y) = xy va 
(p(x,y) = x v  у  Sheffer funksiyalari orqali ifodalash mumkin. Haqiqatan 
ham, x = ф (х ,х ),

j c v y  = x v y  = ф(х, у ) = ф(ф(х, у), ф(х, у ))
va

xy = ф(х, у ) = ф(ф(х, х), ф(у, у ))
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asosiy mantiqiy amallarni Sheffer funksiyasi orqali ifodalash mumkin. 
Demak, { x v y }  va {ду} funksiyalar sistemalari to'liqdir.

g) x v у  = x y + x + y  bo'lgani uchun x v y + ( x  + y) = xy bo'ladi. 
{xv,x + y, 1} to'liq sistema ekanligi d) bandda isbot qilingan edi, demak, 
j v + y tx v  y,  1} sistema to'liqdir.

Xuddi shunday qolgan h), i) va j) funksiyalar sistemalarining 
to'liqligini ham isbot qilish mumkin. Bu ish o'quvchiga havola qilinadi. ■

1- t e o r e m a .  Agar Ф = { ( p , } funksiyalar sistemasi to'liq 
bo'lsa, и holda unga ikki taraflama bo'lgan Ф = {<p, funksiyalar 
sistemasi ham to liq bo 'ladi.

I s b o t i .  Ф sistemaning to'liqligini isbotlash uchun istalgan 
/(х ,, . . . ,х я) funksiyani Ф* sistemasidagi funksiyalar superpozitsiyasi 
orqali ifodalash mumkinligini ko'rsatish kerak. Buning uchun awal /  
ftmksiyani Ф = {<p,,...,<p„} sistemadagi funksiyalar orqali ifodalaymiz 
(Ф sistema to'liq bo'lgani uchun bu protsedurani bajarish mumkin). 
Keyin ikki taraflama qonunga asosan ikki taraflama funksiyalar 
superpozitsiyasi orqali /  funksiyani hosil qilamiz. ■

2- m i s o l .  Quyidagilar to'liq funksiyalar sistemasi emasligini 
isbotlaymiz:

a) x, 1; b) xy, x v  у ; d )x  + y, x ;
e) xy v  yz v  xz, x ; f) xy v y z v x z ,  0, 1.
a) x = x + l bo'lgani uchun {x, 1} sistemadagi funksiyalar bir 

argumentli funksiyalar bo'ladi. Bizga ma’ lumki, bir argumentli 
funksiyalarning superpozitsiyasi natijasida hosil qilingan funksiya ham bir 
argumentli funksiya bo'ladi. Natijada, bu sistemadagi funksiyalar orqali 
ko'p argumentli lunksiyalami ifodalab bo'lmaydi. Shuning uchun {x, 1} -  
to'liq funksiyalar sistemasi emas.

b) {xy, x v  y } sistemadagi funksiyalarning ikkalasi ham monotondir. 
Monoton funksiyalarning superpozitsiyasi orqali hosil qilingan funksiya 
ham monoton bo'lishi isbotlangan edi. Demak, bu ikkala funksiyaning 
superpozitsiyasi orqali monoton boimagan funksiyalami ifodalash 
mumkin emas va natijada, {xv, x v y )  -  to'liq funksiyalar sistemasi emas.

d) {x + y , x } sistemadagi funksiyalar chiziqli funksiyalardir. Shuning 
uchun bu funksiyalar orqali chiziqlimas funksiyalami ifodalab bo'lmaydi. 
Demak, {x + y, J } -  to'liq funksiyalar sistemasi emas.



e) {xy v  yz v  xz, x} sistemadagi funksiyalar o ‘ z-o‘ ziga ikki taraflama 
funksiyalardir. Bu funksiyalaming superpozitsiyasidan hosil qilingan har 
qanday funksiya ham o ‘z-o‘ ziga ikki taraflama funksiya bo'ladi. Demak. 
{x y v y z  v  xz, -  to‘ liq funksiyalar sistemasi emas.

f). {xy v  y z v  xz, 0, 1} sistemadagi funksiyalaming hammasi mono­
ton funksiyalardir. Monoton emas funksiyalar bu sistemadagi funksiyalar 
orqali ifodalanmaydi. Demak, {x yv yzv xz ,  0, 1} -  to‘ liq funksiyalar 
sistemasi emas. ■

2- misol tahlilidan quyidagi xulosa kelib chiqadi. Berilgan Ф 
funksiyalar sistemasining to‘ liq emasligini isbotlash uchun sistemadagi 
funksiyalaming shunday umumiy xususiyatini topish kerakki, bu xususiyat 
funksiyalar superpozitsiyasi natijasida saqlansin. Haqiqatan ham, u holda 
bunday xususiyatga ega bo'lmagan funksiyani Ф sistemadagi funksiyalar 
superpozitsiyasi orqali hosil qilib bo‘ lmaydi.

Funksiyalaming bunday xususiyatlarini tekshirish uchun odatda 
funksional yopiq sinf tushunchasidan foydalaniladi.

2- t a ’ r i f . Agar A sistemadagi funksiyalar superpozitsiyasidan hosil 
bo'lgan funksiya ham shu sistemaning elementi bo'lsa, и holda bunday 
sistema superpozitsiyaga nisbatan yopiq sistema deb ataladi.

3- t a ’ r i f .  Mantiq algebrasining superpozitsiyaga nisbatan yopiq 
bo'lgan har qanday funksiyalar sistemasi funksional yopiq sinf deb 
ataladi.

Ravshanki, muayyan xususiyatga ega bo'lgan funksiyalar sistemasi 
funksional yopiq sinfni tashkil etadi va, aksincha, ma’ lum funksional 
yopiq sinfga kiruvchi funksiyalar bir xil xususiyatga ega bo'lgan 
funksiyalardir. Quyidagi funksiyalar sistemasi funksional yopiq sinflarga 
misol bo'la oladi:

a) bir argumentli funksiyalar sinfi;
b) mantiq algebrasining hamma funksiyalari sinfi;
d) L -  chiziqli funksiyalar sinfi;
e) S -  o'z-o'ziga ikki taraflama funksiyalar sinfi;
f) M  -  monoton funksiyalar sinfi;
g) P0 -  nol qiymatni saqlovchi funksiyalar sinfi;
h) P, -  bir qiymatni saqlovchi funksiyalar sinfi.
4- t a ’ r i f .  Bo'sh sinfdan va mantiq algebrasining hamma 

funksiyalari to'plamidan farq qiluvchi funksional yopiq sinf xususiy 
funksional yopiq sinf deb ataladi.
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Shunday qilib, funksiyalar sistemasining to'liq bo'lishi uchun bu 
sistem ada har qanday xususiy funksional yopiq sinfga kirmaydigan 
funksiya topilishi yetarli va zarurdir.

5- t a ’ r i f .  O'z-o'zidan va mantiq algebrasining hamma funksiyalari 
sinfidan ( P2 dan) farq qiluvchi funksional yopiq sinflarga kirmaydigan 
xususiy funksional yopiq sinf maksima! funksional yopiq sinf deb ataladi.

Mantiq algebrasida hammasi bo'lib beshta maksimal funksional yopiq 
sinf mavjud. Bular quyidagilardir: P0, P{ , M , S , L .

13.2. Post1 teoremasi. E. L. Post tomonidan funksiyalar sistemasi 
to'liqligining yetarli va zarur shartlari topilgan.

P o s t  t e o r e m a s i .  Ф = {<£>, } funksiyalar sistemasi to ‘liq 
bo ‘lishi uchun bu sistemada P(), P,, M , S , L maksimal funksional 
yopiq sinflarning har biriga kirmaydigan kamida bitta funksiya mavjud 
bo'lishi yetarli va zarur (ya'ni Ф = { < p , } funksiyalar sistemasi 
faqat PQ, Px, M , S, L maksimal funksional yopiq sinflardan 
birortasining ham qism to 'plami bo ‘Imaganda va faqat shundagina to 'liq 
sistema bo ‘ladi).

I s b o t i .  Zarurligi. Ф = { < p , t o ' l i q  sistema (ya’ni [Ф] = Р2) 
va F  maksimal funksional yopiq sinflarning birortasi bo'lsin deb faraz 
qilamiz. U vaqtda F  sinfning yopiqligini hisobga olib, .Р2[Ф] с  [F ] = F  
munosabatni yozish mumkin, ya’ni F  = P2. Ammo bunday bo'lishi 
mumkin emas. Demak, Ф c F  munosabat bajarilmaydi.

Yetarliligi isbotini o'quvchiga havola etamiz. ■
N a t i j a . Mantiq algebrasidagi har qanday’ funksional yopiq sinf P{t, 
M , S, L maksimal funksional yopiq sinflardan birortasining qism 

to 'plami bo 'ladi.
Amalda berilgan Ф = {<p, funksiyalar sistemasining to'liq

>oki to’ liq emasligini aniqlash uchun Post jadvali deb ataluvchi jadvaldan 
foydalaniladi. Post jadvali quyida keltirilgan.

P°st (Post Emil Leon, 1897 (Polsha) -  1954) -  AQSh matematigi. maniiqchisi.
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Jadvalning xonalariga o ‘ sha satrdagi funksiya funksional yopiq 
sinflaming elementi bo'lsa “+”  ishora, bo'lmasa ishorasi qo'yiladi.

Ф = {ф,,...,фп} sistema to'liq funksi­
yalar sistemasi bo'lishi uchun, Post teore- 
masiga asosan, jadvalning har bir ustu- 
nida kamida bitta ishorasi bo'lishi 
yetarli va zarur.

Ф = {(p],...,(pn\ funksiyalar sistemasi 
to'liq bo'lmasligi uchun P0, Plt M ,  S, 
L maksimal fimksional yopiq sinflardan 

birortasining qism to'plami bo'lishi, ya’ni Post jadvalining biror ustunidagi 
barcha ishoralar “+”  bo'lishi kerak.

Funksiyalar sistemasining to'liqligi tushunchasi bilan sinfning (to'p­
lamning) yopig‘ i tushunchasi o'zaro bog'langan.

6- t a ’ r i f . A bilan P2 (n ta argumentli mantiq algebrasining hamma 
funksiyalarini о ‘z ichiga olgan) to ‘plamning biror qism to ‘plamini 
belgilaymiz. A to ‘plam funksiyalaming superpozitsiyasidan hosil qilingan 
hamma Bui funksiyalari to ‘plami (A to 'plam funksiyalari orqali 
ifodalangan hamma bul funksiyalari to ‘plami) A to ‘plamning yopig‘i deb 
aytiladi va [A] kubi belgilanadi.

1-jadval
5 L M

a) 0 + + +
xy + + - - 4-

X + y + 2 + + + +
b) 1 - + - + +

xy + + - - +
x + y  + z + + + + -

d) {xyvxzvyz} ~ - + - -
e) 0 + - + _l~

1 + - + +
x + y + - - + -

0 0 + - - + +

1 - + - +
xy + + - - +

-------

Post jadvali

Po P\ s L M

Ф,
Ф:

,,, ... ...

<Pn
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3 -га is о 1.1. А = Р2 bo'lsin, u holda [A] = P2 bo‘ ladi.
2. A = {1, x, + x ,} bo'lsin, u holda A to'plamning yopig'i barcha 

chiziqli funksiyalar to'plamidan (ya’ni, L to'plamdan) iborat bo'ladi. ■
To'plam yopig'i quyidagi xossalarga ega:
1) [ Л ] э  A ;
2) [[A]\ = [A\;
3) agar A, c  A2 bo'lsa, u holda [v4J с  [Л,] bo'ladi;

4) [Д  U 4 ] 2 [ 4 ] U [ ^ ] - B
7- t a ’ r i f .  Agar [A] = A bo'lsa, и holda A to'plam (sinf) 

funksional yopiq sinf deb ataladi.
4- m i s о 1. 1. A = P2 funksional yopiq sinfdir.
2. A = { 1, Jiq+x,} funksional yopiq sinf emas.
3. L funksional yopiq sinfdir. ш
Osongina ko'rish mumkinki, har qanday [A] funksional sinf yopiq 

sinf bo'ladi. Bu hoi ko'pgina funksional yopiq sinflami topishga yordam 
beradi.

To'plam yopig'i va yopiq sinf tilida funksiyalar sistemasining to'liqligi 
ta’rifini (avvalgi ta’rifga ekvivalent bo'lgan ta’rifni) berish mumkin.

8- t a ’ r i f .  Agar [A] = P, bo'lsa, и holda A funksiyalar sistemasi 
to‘liq deb ataladi.

5- m i s о 1. Quyidagi funksiyalar sistemalarining to' liq emasligini Post 
jadvali vositasida isbot qilamiz (1-jadvalga qarang).

а) Ф, = {0 , xy, x + y  + z } ; b) Ф 2 = {1, xv, л: = у  + z} ;
d) Ф3 = { x y v x z v y z } - ,  e) Ф4 = { 0 , 1 , x + y } ;

f) Ф5 = {0,1, x y } .
Post jadvalidan ko'rinib turibdiki, yuqorida keltirilgan barcha 

funksiyalar sistemalari to'liq emas, chunki har bir sistema uchun jadvalda 
bitta ustun faqatgina “+” ishoralaridan iborat. Shuni ham ta'kidlash 
kerakki, har bir sistema uchun bu ustunlar har xil.

Demak. Post teoremasi shartidan P0, Px, M , S , L maksimal 
funksional yopiq sinflaming birortasini ham olib tashlash mumkin emas.



Bu xulosadan, o 'z navbatida, Pn, Px, M , S , L maksimal funksional 
yopiq sinflarning birortasi ham boshqasining qism to'plami boia olmasligi 
kelib chiqadi. ■

Muammoli masala va topshiriqlar

1. Quyidagi funksiyalar sistemalarining har biri funksional yopiq sinf 
bo'lishini isbot qiling:

a) bir argumentli funksiyalar;
b) mantiq algebrasining hamma funksiyalari;
d) x + у  + z, xy, 0,1;  e) x —> у, x ; f) x —> у, 0;
g) L ; h) S ;  i) M ; j) P0 ; k )P ,.
2. Agar Ф = va F  =  f  } funksional yopiq sinf- 

lar bo'lsa, u holda O f| F  va Ф = {<р’ ,...,<ри} ham funksional yopiq 
sinflar bo'lishini, Ф и ^  esa funksional yopiq sinf bo'lmasligini 
isbotlang.

3. Quyidagi maksimal funksional yopiq Р0,Р{,8 ,Ь ,М  sinflarning 
har biri boshqasining qism to'plami bo'lmasligini isbotlang.

4. Har qanday xususiy funksional yopiq sinf P0,PX,S ,L ,M  mak­
simal funksional yopiq sinflardan birortasining qism to'plami bo'lishini 
isbotlang.

5. Nol saqlamaydigan funksiya yo nomonoton funksiya, yoki o'z- 
o'ziga ikki taraflama bo'lmagan funksiya ckanligini isbotlang.

6. Post teoremasining isbotini keltiring.

Mustaqil ish lash uchun savollar

1. To'liq funksiyalar sistemasi deb nimaga aytiladi?
2. Funksional yopiq sinflar va xususiy funksional yopiq sinflar bir- 

biridan nima bilan farq qilishadi?
3. Maksimal funksional yopiq sinf nima?
4. Post teoremasi qanday isbotlanadi?
5. Post teoremasining natijasini bilasizmi?
6. To'plam yopig'i deganda nimani tushunasiz?
7. Post jadvalidan qanday foydalanish mumkin?



I V  BOB  
M U L O H A Z A L A R  H I S O B I

Ushbu bobda mulohazalar hisobining simvollari, formulasi, aksiomalar 
sistemasi, keltirib chiqarish qoidalari, formulalar majmuasidan formulani 
keltirib chiqarish qoidasi, deduksiya va umumlashgan deduksiya teore- 
malari, ayrim mantiq qonunlarining isboti, mulohazalar algebrasi va mu­
lohazalar hisobi orasidagi munosabatlar, mulohazalar hisobida yechilish, 
zidsizlik, to'Iiqlilik va erkinlik muammolari kabi masalalar bayon etilgan.

Mulohazalar hisobi aksiomatik mantiqiy sistema bo'lib, mulohazalar 
algebrasi esa uning interpretatsiyasidir (talqinidir).

Berilgan aksiomalar sistemasi negizida qurilgan aksiomatik nazariya 
deb, shu aksiomalar sistemasiga tayanib isbotlanuvchi hamma teoremalar 
majmuasiga aytiladi.

Aksiomatik nazariya formal va formalmas nazariyalarga bo'linadi.
Formalmas aksiomatik nazariya nazariy-to'plamiy mazmun bilan 

to'ldirilgan bo'lib, keltirib chiqarish tushunchasi aniq berilmagan va bu 
nazariya asosan fikr mazmuniga suyanadi.

Qaralayotgan aksiomatik nazariya uchun quyidagi shartlar bajarilgan 
bo'lsa, ya’ni:

1) nazariyaning tili berilgan;
2) formula tushunchasi aniqlangan;
3) aksiomalar deb ataluvchi formulalar to'plami berilgan;
4) bu nazariyada keltirib chiqarish qoidasi aniqlangan bo'lsa, formal 

aksiomatik nazariya aniqlangan deb hisoblanadi.

4.1. Mulohazalar hisobi formulasi

Mulohazalar hisobi. Mantiqiy bog'lovchilar. Simvollar. Formula. Qismiy 
formula. Isbotlanuvchi formula. Aksioma.

4.1.1. Mulohazalar hisobining simvollari. Har qanday hisobning 
tafsifi bu hisobning simvollari tafsifidan, formulalar va keltirib chiqarish 
formulalari ta’ rilldan iborat.

Mulohazalar hisobida uch kategoriyali simvollardan iborat alifbo 
qabul qilinadi.

Birinchi kategoriya simvollari: x,y,z,...,xt,x2,.... Bu simvollarni 
° ‘zgaruvchilar deb ataymiz.



Ikkinchi kategoriya simvollari: v ,  a , - i  . Bular mantiqiy 
bog‘ lovchilardir. Birinchisi -  diz’yunksiya yoki mantiqiy qo‘ shish 
belgisi, ikkinchisi -  kon’yunksiya yoki mantiqiy ko'paytma belgisi, 
uchinchisi -  implikatsiya belgisi va to'rtinchisi -  inkor belgisi deb ataladi.

Uchinchi kategoriyaga qavslar deb ataladigan ( , )  simvollar kiritiladi.
Mulohazalar hisobida boshqa simvollar yo‘q.
4.1.2. Mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi. Mulohazalar 

hisobining formulasi deb mulohazalar hisobi alifbosi simvollarining 
muayyan ketma-ketligiga aytiladi.

Formulalami belgiiash uchun lotin alifbosining bosh harflaridan foyda­
lanamiz. Bu harflar mulohazalar hisobining simvollari qatoriga kirmaydi. 
Ular faqatgina formulalarning shartli belgilari bo'lib xizmat qiladi.

Endi mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi ta’ rifini keltiramiz.
1- t a ’ r i f .  Mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi quyidagicha 

aniqlanadi:
1) har qanday x,y,z,... о 'zgaruvchilarning istalgan biri formuladir;
2) agar A va В ning har biri formula bo'lsa, и holda (Ал B), 

(A v  В), (A —> B) va A ham formuladir.
3) boshqa hech qanday simvollar satri formula bo 'la olmaydi.
O'zgaruvchi I ami elementar formulalar deb ataymiz.
1- m i s o l .  Formula ta’rifining 1) bandiga ko'ra x,y,z,... 

o'zgaruvchilaming har biri formula bo'ladi. U vaqtda ta’rifning 2) bandiga 
muvotiq (л: л y ) , ( x v y ) ,  (x —> y ) , x ham formuialardir. Xuddi shu 
kabi ( x v y ) ,  ((x л y)  —» z) ) ,  ((x л  у) —» (у —> z)) ham formulalar 
bo'ladi.

Quyidagilar formula bo'la olmaydi:
xy , A Z , (x  V у  , X - »  у , (X Л у) —> X . Я

2- t a ’ r i f .  Mulohazalar hisobi qismiy formulasi tushunchasi 
quyidagicha aniqlanadi:

1) elementar formula uchun faqat uning о ‘zi qismiy formuladir;
2) agar A formula bo 'lsa, и holda shu formulaning о ‘zi, A formula 

va A formulaning hamma qismiy formulalari uning qismiy formulalari 
bo ‘ladi;

3) agar formula А * В ко 'rinishda bo 'Isa (bu yerda va bundan keyin 
* о rnida v , л yoki —> simvollardan birortasi bor deb tushunamiz), и

holda shu formulaning o'zi, A va В formulalar hamda A va В



formulalaming barcha qismiy formulalari A * В formulaning qismiy
formulalari bo 'ladi. ______

2- m i s о 1 . ((x v  y) —> ( ? —» y )) formula uchun:
((x v  y ) —> (z —> y )) -  nolinchi chuqurlikdagi qismiy formula,
(x v  y ) , (z  —> y ) -  birinchi chuqurlikdagi qismiy formulalar, 
x , у  , (z  —» y)  -  ikkinchi chuqurlikdagi qismiy formulalar. 
у  , z -  uchinchi chuqurlikdagi qismiy formulalar, 
z -  to‘ rtinchi chuqurlikdagi qismiy formula bo'ladi. ■
Formulalarni yozishda ayrim soddalashtirishlami qabul qilamiz. Xuddi 

mulohazalar algebrasidagi kabi qavslar haqidagi kelishuv va mantiqiy 
amallami bajarish imtiyozlari (III bobdagi 2- paragrafga qarang) bu yerda 
ham o ‘rinli deb hisoblaymiz. Bu kelishuv va imtiyozlarga binoan, masalan,
( ( j c vy ) Az ) ,  ( х л у )  va ((x л у ) —» (z л t)) formulalarni mos ravishda

x v  у  л z , х л у  va x л у  —» z At ko'rinishda yozish mumkin.
4.1.3. Isbotlanuvchi formula tushunchasi. Endi mulohazalar hiso- 

bida isbotlanuvchi formulalar sinfrni o'rganamiz. Isbotlanuvchi formula 
tushunchasiga ham formula tushunchasi ta’rifiga o'xshash ta’ rif beriladi.

Awal dastlabki isbotlanuvchi formulalar (aksiomalar), undan keyin 
esa keltirib chiqarish qoidasi aniqlanadi. Keltirib chiqarish qoidasi orqali 
mavjud isbotlanuvchi formulalardan yangi isbotlanuvchi formulalar hosil 
qilinadi.

Dastlabki isbotlanuvchi formulalardan keltirib chiqarish qoidasini 
qo'llash yoii bilan yangi isbotlanuvchi formulalarni hosil qilish shu 
formulalarni aksiomalardan keltirib chiqarish deb ataladi.

4.1.4. Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi. Mulohazalar 
hisobming aksiomalar sistemasi XI aksiomadan iborat bo'lib, ular to'rt 
guruhga bo'Iinadi.

Birinchi guruh aksiomalari:
Ii x —» (y  —» x ) .

. Ь (x —> (y  —> z)) —> ((x —» y ) —> (x —> z ) ) .
Ikkinchi guruh aksiomalari:
III х л у —>x.
II’ X л у  —> у  .
Пз (z —> x) —> ((z —» y ) —> (z —> x л y ) ) . 
tichinchi guruh aksiomalari: 
llll X —> X v y  .



1Л2 у  —> х v  у .
Ш3 (х - > z ) - > ( ( y - > z ) - > ( i v ^ ^  z ) ) .
To‘ rtinchi guruh aksiomalari:
IVi ( jc  ->_y) - »  (y  - »  J ) .
IV2 x - » x  .
IV3 J  —> x .

4.2. Keltirib chiqarish qoidalari

Keltirib chiqarish. О ‘rniga qo 'yish, xulosa qoidalari. Aksiomalar sistemasi.
lsbotlash.

Bu paragrafda mulohazalar hisobida keltirib chiqarish qoidalari deb 
ataluvchi o ‘rniga qo'yish va xulosa qoidalari bayon qilinadi.

4.2.1. 0 ‘ rniga qo‘yish qoidasi. Agar A mulohazalar hisobining 
isbotlanuvchi formulasi, x o'zgaruvchi, В mulohazalar hisobining 
ixtiyoriy formulasi bo'lsa, u holda A formula ifodasidagi hamma x  lar 
o'miga В formulani qo'yish natijasida hosil qilingan formula ham 
isbotlanuvchi formula bo'ladi.

A formuladagi hamma jc  o'zgaruvchilar o'miga В formulani qo'yish
operatsiyasini (jarayonini) o ‘ rniga qo ‘yish qoidasi deb aytamiz va uni 

. в
quyidagicha belgilaymiz : J ( ^ ) .

x

O'miga qo'yish qoidasiga quyidagi aniqliklami kiritamiz:
В

a) agar A faqat x o'zgaruvchidan iborat bo'lsa, u holda |(Л) ° ‘™ §а
X

qo'yish В formulani beradi;
b) agar A formula x dan farqli у  o'zgaruvchidan iborat bo'lsa, u

8
vaqtda j ( A )  o'miga qo'yish A ni beradi;

X

d) agar A o'miga qo'yish aniqlangan formula bo'lsa, u holda A 
formuladagi x o'miga В formulani qo'yish natijasida o'miga qo'yish-

в _  в

ning inkori kelib chiqadi, ya’ni j (A )  o'miga qo'yish J (^4) ni beradi.

1 Bu yerda matematik analizdagi integral belgisi isblatilsada, uning ma’nosi 0 ‘ zgacha.
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e) agar At va A, formulalarda o ‘miga qo‘yish aniqlangan bo‘ lsa, u 
в в в

holda | (Л  * A 2) o'rniga qo'yish J (Л,)*  J (>4-,) ni beradi.
X X X

Agar A isbotlanuvchi formula bo‘ lsa, u holda uni \—A shaklda 
yozishga kelishamiz. U holda o ‘ rniga qo'yish qoidasini quyidagicha

I—A
sxematik ravishda ifodalash mumkin:—1_—  va uni “agar A isbotla-

■ Г  \ - ] w
X

В
nuvchi formula bo'lsa, u holda j  (A) ham isbotlanuvchi formula bo'ladi"

X

deb o'qiladi.
4.2.2. Xulosa qoidasi. Agar A va A —> В mulohazalar hisobining 

isbotlanuvchi formulalari bo'lsa, u holda В ham isbotlanuvchi formula 
bo'ladi. Bu qoida xulosa qoidasi deb yuritiladi va sxematik ravishda 
quyidagicha yoziladi:

J— A ; |“  A —̂ В 
|- В

1 -1 a ’ r i f  (isbotlanuvchi formula ta’ rifi).
a) har qanday aksioma isbotlanuvchi formuladir;
b) isbotlanuvchi formuladagi X o'zgaruvchi o'miga ixtiyoriy В 

formulani qo ‘yish natijasida hosil bo ‘Igan formula isbotlanuvchi formula 
bo ‘ladi;

d) A va A —» В isbotlanuvchi formulalardan xulosa qoidasini 
qo ‘Hash natijasida olingan В formula isbotlanuvchi formuladir;

e) Mulohazalar hisobining boshqa hech qanday formulasi 
isbotlanuvchi formula emas.

2- t a ’ r i f .  Isbotlanuvchi formulalarni hosil qilish jarayoni isbot 
qilish (isbotlash) deb ataladi.

1- m i s o l .  | -  A —> A bo'lishini (implikatsiyaning refleksivligini)
X

'sbotlayrniz. Buning uchun h aksiomadan foydalanamiz. Bu yerda j  ( / 2)
Z

0 miga qo'yishni bajarish natijasida



| - ( x - » ( y - » x ) ) - » ( ( x - » y ) - » ( x - > x ) )  ( i )
kelib chiqadi. I2 aksioma va (1) formulaga xulosa qoidasini qo'llab

|- (x  7 )  - »  (x  ->  x )  (2)
formulani hosil qilamiz.

X

(2) formulaga nisbatan J (2 )  o 'm iga qo'yishni bajarish natijasida
у

| (x  >x) > (x  —> x )  (3)
isbotlanuvchi formulaga ega bo'lamiz.

IV2 aksioma va (3) formulaga nisbatan xulosa qoidasini qo'llash 
natijasida

|—x  —> x  (4)

isbotlanuvchi formulaga kelamiz. Nihoyat, (4 ) formuladagi x  o'zgaruvchi

o'm iga A formulani qo'ysak |—A —> A isbotlanishi kerak bo'lgan

formula hosil b o 'ladi. ■
2 - m i s o l .  — x v y —> x  л у  ekanligini isbotlaymiz. Haqiqatdan ham. 

Из aksiomaga nisbatan ketma-ket ikki marta o 'm iga qo'yish usulini 
qo'llaym iz: aw al x n i x  ga va keyin y n i  y g a  almashtiramiz. Natijada 
quyidagi isbotlanuvchi formulaga ega bo'lam iz

| -(z  - 4  x )  -±Hz  y )  - >  ( z  x  л  y ) ) . (5)
xvy

(5) formulaga nisbatan J"( 5 ) o 'm iga qo'yishni bajarib, quyidagini

hosil qilamiz: -  ( (x  v  y )  ->  x) ->  ( (x  v  у  - »  у ) (x  v  у  ->  x  л  у ) ) .

Endi x  v  у  ->  x  , (6)

x v y - ) j ?  (7)
formulalarning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun TV j

xvy

aksiomaga nisbatan J*(IVJ) o 'm iga qo'yishni bajaramiz. Natijada
у

-  (x  —> x  v y )  (x  v у  —> x )  (8)
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formulaga ega bo'lamiz. (8) formula va III, aksiomaga nisbatan xulosa 
qoidasini ishlatib, (6) formulaning isbotlanuvchi formula ekanligiga 
jshonch hosil qilamiz. Xuddi shu kabi (7) formulaning ham isbotlanuvchi 
formula ekanligini ko'rsatish mumkin.

(6) va (5) formulalarga xulosa qoidasini qoilasak.

|- ( x  V  у  ->  у )  - »  ( x  V  у  ->  X Л у )  ( 9 )

isbotlanuvchi formula kelib chiqadi.

(7) va (9) formulalarga xulosa qoidasini qo'Ilab, berilgan

-  x v  у  —» x л у  formulaning isbotlanuvchi ekanligini hosil qilamiz. ■

4.3. Keltirib chiqarish qoidasining hosilalari

Formula. Hosilaviy qoidalar. Bir vaqtda о rniga qo ‘yish, murakkab xulosa. 
sillogizm, kontrpozisiya, ikki karralik inkorni tushirish qoidalari.

O'miga qo'yish va xulosa qoidalari singari keltirib chiqarish 
qoidasining hosilalari ham yangi isbotlanuvchi formulalar hosil qilishga 
imkon yaratadi.

4.3.1. Bir vaqtda o ‘ rniga qo ‘yish qoidasi.
T a ’ r i f .  Agar A( x, ,x2,...,xn) -  isbotlanuvchi formula va 

B. , 5 ,,..., Bn mulohazalar hisobining ixtiyoriy formulalari bo ‘Isa, и holda 
A formulaning xl,x1,...,xn o'zgaruvchilari o'rniga bir vaqtda mos 
ra\<ishda B],B^,...,Bn formulalami qo'yish natijasida С isbotlanuvchi 
formulani hosil qilish bir vaqtda о ‘rniga qo ‘yish qoidasi deb ataladi.

zl,z2,...,zn o'zgaruvchilar A,B{, B2,..., Bn formulalardagi boshqa

o'zgaruvchilardan farq qiluvchi o'zgaruvchilar va zi ^ z j ( i , j  — \,n) 
bo'lsin. U holda A formulaga n ta o'miga qo'yishni ketma-ket bajaramiz: 
awal x, o'miga z, ni, keyin x2 o'rniga z2 ni va hokazo xn o'miga zn ni 
qo'yamiz. Natijada quyidagi isbotlanuvchi formulalarga ega bo'lamiz:

Ь[(у4) o'miga qo'yish |~[(Д ) o'miga qo'yish |- A ,  ni, va
2„

hokazo |-|(/4я_,) o'miga qo'yish |— An ni beradi.



Bundan keyin An formulaga nisbatan yana nta o ‘ miga qo'yishni 
ketma-ket bajaramiz: avval z, o'miga ni, keyin z2 o'miga B2 ni va ho-

Вi
kazo z„ o'miga Bn ni qo'yib chiqamiz. Buning natijasida |-|(Л ) o'rni- 

ga qo'yishdan |-C, ni, |-J(C,) o'miga qo'yishdan |-C 2 ni va hokazo
Z2

l - K  _,) o'miga qo'yishdan |- C n ni hosil qilamiz. Demak, Cn isbotla-

nuvchi formula A formuladagi xl,x2,...,xn o'zgaravchilar o'rniga bir 

vaqtda mos ravishda B ],B2,...,Bn formulalarni qo'yish natijasida hosil 
bo'ladi. Bir vaqtda o'miga qo'yish operasiyasini (qoidasini) quyidagicha

I - A
lfodalaymiz: —  | д....$ .

|- ]{A)

4.3.2. Murakkab xulosa qoidasi. Bu qoidada
|- A, (A2 -> (A3 '(...( A„ I)...))) (1)

ko'rinishdagi formulalarga nisbatan ikkinchi hosilaviy qoida ishlatiladi va 
uni quyidagi tasdiq orqali izohlash mumkin.

1- t e o r e m a .  Agar A,,A2,...,An va

A, -> (A2 -> (A3 - »  (...(A„ - »  L)...))) (2)
isbotlanuvchi formulalar bo'lsa, и holda L ham isbotlanuvchi formula 
bo ‘ladi.

I s b o t i .  Xulosa qoidasini ketma-ket qo'llaymiz. Agar Л, va (2) 
isbotlanuvchi formulalar bo'lsa, u holda xulosa qoidasiga asosan

A2 —> (A3 —» ( . . .(A„ —» £ ) . . . ) )  (3)

ham isbotlanuvchi formula bo'ladi. A2 va (3) isbotlanuvchi formula 
bo'lganligi uchun

A3 - »  (...(A„ ->  L)...) (4)

formula ham isbotlanuvchi bo'ladi. Muhokamani xuddi shunday davom 
ettirib, natijada L isbotlanuvchi formula ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
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Murakkab xulosa qoidasini sxematik ravishda quyidagicha yozish 
mumkin:

\-А1г\-Аг,..., \-A„,\-At -»  (A2 (A, -> (...( An -> L )...))) (5)

1 \~L
4.3.3. Sillogizm' qoidasi.
2- t e o r e m a .  Agar A —> В va В —> С isbotlanuvchi formulalar 

bo 'Isa, и holda A —> С ham isbotlanuvchi formula bo ‘ladi.
I s b о t i . Teorem ani sxematik ravishda quyidagicha yozam iz

\~A -> B, |- f? -» С (6)
| -  A -> С

I I va Ь  aksiomalarga nisbatan
A .B .C  В—*С.Л

J ( I 2) v a  J ( I , )
Х.У

bir vaqtda o 'm ig a  qo 'y ish  qoidalarini qo 'llash  natijasida quyidagi isbot­
lanuvchi form ulalam i hosil qilamiz:

I - Л - > ( Я - > С ) ) - > ( ( Л - * Я ) - > ( Л - > С ) ) ,  (7)

| - ( £ - > С ) - > ( Л - » ( £ - > С ) ) .  (8)

Teoremaning shartiga asosan
I - A ^ B ,  (9)

\ - B - > C  (1°)
formulalar isbotlanuvchidir.

(10) va (8 ) formulalardan xulosa qoidasiga asosan

I - Л - » ( Я - > С )  ( H )

formulani hosil qilamiz. U vaqtda (11) ,  (9 ) va (7 ) formulalardan murakkab

xulosa qoidasiga asosan j —  A —> С ekanligi kelib chiqadi. ■

Agar A - »  В va В —> С isbotlanuvchi formulalar bo'lsa, u holda 
A —> С ham isbotlanuvchi formula bo'lishini sillogizm qoidasi deb 
ataymiz.

4.3.4. Kontrpozitsiya qoidasi.

Bu so'z negizida yunoncha оил/.оушцос (syllogism os) so ’ zi yotadi. u mantiqan kelib chiqish 
fna’nosini beradi.
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3- t e o r e m a .  Agar A —» В isbotlanuvchi formula bo ‘Isa, и holda 
В  —» A ham isbotlanuvchi formula, ya ’ni

\- A —> В
h ?— -  <12)I -B  A

bo'ladi.
AB

I s b o t i .  ГУ, aksiomaga nisbatan |(1У,) bir vaqtda o'rniga qo'yish

qoidasini qo'Ilab, \~(A —» B) —>(B —» A) ( 1 3 )

isbotlanuvchi formulani hosil qilamiz.
Teoremaning shartiga asosan

| - A ^ B  ( 14)

isbotlanuvchi formuladir. SJiuninj* uchun (14) va (13) formulalardan 
xulosa qoidasiga asosan |— (B —» A) isbotlanuvchi formula ekanligi kelib 
chiqadi. ■

Agar A —> В isbotlanuvchi formula bo'lsa, u holda В —» A ham 
isbotlanuvchi formula bo'lishini kontrpozitsiya qoidasi deb ataymiz.

4.3.5. Ikki karrali inkorni tushirish qoidasi.
4 - t e o r e m a .  1) Agar A —» В isbotlanuvchi formula bo 'Isa, и holda 

A —» В ham isbotlanuvchi formula bo ‘ladi;
2) Agar A —> В isbotlanuvchi formula bo ‘Isa, и holda A —> В 

formula ham isbotlanuvchi formula, ya ’ni
\-A -* S I -A  -» В----------  va ----------- (15)
|-A -* В |-  A ■* В

bo ‘ladi.

ГI s b o t i .  rv2 va IV3 aksiomalarga nisbatan J(IV,)  va J (IV,)
X  X

o'miga qo'yish qoidalarini qo'Ilab,
I~A —> A , (16)

(1 7 )

isbotlanuvchi formulalami hosil qilamiz.
Teoremaning 1) va 2) shartlariga asosan

- A - >  В  , (18)
- A - > B  ( 19)
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formulalar isbotlanuvchidir. Agar teoremaning 1) sharti bajarilsa, u holda
(17) va (18) formulalardan sillogizm qoidasiga asosan |-  A В kelib 
chiqadi. Agar 2) sharti bajarilsa, u holda (16) va (19) formulalardan 
|— A —> В kelib chiqadi. ■

Agar A - > B  (A —> B) isbotlanuvchi formula bo'lsa, u holda 
A ->  В ham isbotlanuvchi formula bo‘ lishini ikki karrali inkorni 
tushirish qoidasi deb ataymiz.

1. Quyidagi ifodalaming qaysilari mulohazalar hisobining formu­
lalari bo'lishini aniqlang:

а) (Л ap2) V P2); b) ((PiVp2) v ( Plp2)) ->p3i 
d) (/?, e) ( P x M -*  p 2) - > ( p 2 - + pi);  
0  (Pi - » л ) - К ( л  
g) (Fi л )  (0*2 Рз) i(P\ v  P 2) ->  p 3)) ;
h) ((/>, - > / ? 2) л ( р ,  - >  А ) ) _ > ( Л  _ > ( p 2 A A ) ) ;

i) ((Pi^Pi)^(P\  v v p 2))<^>(ypl v p 2).
2. Quyidagi formulalaming hamma qismiy formulalarini toping:

a ) ^ ^ A ( x v j ) ;  b) (x < -> y )y ( jt y ) ;

d) x  —» (у  - » jc) ; e ) o v 6 - > c ;
O ^ A c v f t ;  g ) . t ^ A z ;

И h )  jc v  yz —» x ; 0  Jc —> у  v  x л  у ;
j )  ((jc - »  x) л  (y  ->  z ) ) ->  (3cv z ) ; k) (x - »  y ) - » ((x ->  у ) ->  y ) .

3. L, = (A —> В )  —> (B  —> A ), L2 = A v B  va L3 = A —> B v C  
f°rmulalar uchun quyidagi o'miga qo'yishlaming natijalarini aniqlang:

A —*B  Д —V Л . DA—ft*
a) b) d) / ( A ) ;

•4.C
ЛлЛ.с.Л

e) j ( Z , ) ;  0  | d 2) ; g) J(Z,,).
л.в A.B
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4. 0 ‘rniga qo'yish qoidasini qo'Ilab, quyidagi formulalarning isbot­
lanuvchi ekanligini ko'rsating:

a) (A В) л В —> В ■, b) А л В —> А л В v  С ;

d) (A->B)^>((C->B)^(AvC->B)y ,  e) C v Z ) —» C v Z ) ;  
f) (̂ 4 л  > (С —> 5  л С)) —) ((А л В —> С) —> л  5  —> 5  л С )).
5. O'rniga qo'yish va xulosa qodalarini qo'Ilab, quyidagi 

formulalarning isbotlanuvchi ekanligini aniqlang:
a) A v  A —> A ; b) A —> А л A; d) Ал В —> В л A;  

e) A v  В —» В v  А ; f) (А —> В) —> (А —> А ) ; g) А —> А .
6. Keltirib chiqarishning hosilaviy qoidalaridan foydalanib, quyidagi 

formulalarning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsating:
a) A v  В —> А л В ; b) A —> ;
d) (/4 —> B) —> (Л —» Л v  5 ) ;  e) F  A ; 
f ) A A A —>F±_ _  g) (A —> B) —> (A —> A);
h) (A —> В)л В —> A ; i) A a B —> A v B.
7. Keltirib chiqarishning quyidagi hosilaviy qoidalarini isbotlang:

I - A  | - B
a) i—-------; b) »— -— - ;  d) 1— -— - ;  e)

, ____  , _ \-А-*ВЛ-В - Л - 5
f) i- г - ^ ; g) ; h) 1 .... 1 ; i) L - ± -

\—A  —  A A B

b)
\-A

| - A A B ’ |-i4Vfi ’

| - A h B
g)

\-B

\-A * | - А Л В ’

\- A, \- B
k)

M - 5
| - A W  В |-Л -* В ’

\~A -* fi.|-  A -* В

— A -*■ A — A -* A
J) 1 --------- 1  i k) i— :— r  ; 1) j— - ; m) -j—

- A  \-A

Mustaqil ishlash uchun savo/lar

1. Mulohazalar hisobi formulasi tushunchasini bilasizmi?
2. Mantiqiy bogiovchilar deganda nimani tushunasiz?
3. Simvollar nima:



4. Qismiy formula bilan formula tushunchalari bir-biridan nimasi 
bilan farq qiladi?

5. Isbotlanuvchi formula ta’rifini bilasizmi?
6. Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasida (tizimida) qanday 

aksiomalar bor?
7. Keltirib chiqarish qoidalari deganda nimani tushunasiz?
8. Keltirib chiqarish qoidasining qanday hosilalari bor?
9. Bir vaqtda o'miga qo'yish va murakkab xulosa qoidalarini qanday 

qo'llash mumkin?
10. Sillogizm, kontrpozitsiya va ikki karrali inkorni tushirish 

qoidalarini bilasizmi?

4.4. Isbotlash tushunchasi

Keltirib chiqarish qoidasi. Keltirib chiqariladigan formulalar sinfi.
Isbotlanuvchi formulalar sinfi. Isbotlash tushunchasi. Keltirib chiqarishning

xossalari.

4.4.1. Formulani keltirib chiqarish qoidasi. H = {AI,A2,..., An} 
chekli formulalar majmuasi (to'plami) berilgan bo'lsin. Bu formulalar 
majmuasidan formulani keltirib chiqarish tushunchasini o'rganamiz.

1- t a ’ r i f .  1) Har qanday At g И formulalar majmuasi H  dan 
keltirib chiqariladigan formuladir.

2) Har qanday isbotlanuvchi formula H dan keltirib chiqariladi.
3) С va С —» В lar H formulalar majmuasidan keltirib chiqarilgan 

formulalar bo Isa, и holda В formula ham H dan keltirib chiqariladi.
Biror В formula II formulalar majmuasidan keltirib chiqariladigan 

bo'lsa, uni simvolik ravishda H\- В shaklda yozamiz.
Agar H bo'sh to'plam yoki elementlari faqat isbotlanuvchi formu­

lalardan iborat bo'lsa, u holda H  dan keltirib chiqariladigan formulalar 
sinfi isbotlanuvchi formulalar sinfi bilan mos keladi. Agar formulalar 
majmuasi Я  ning hech bo'lmaganda bitta elementi isbotlanmaydigan 
tormuladan iborat bo'lsa, u holda H  dan keltirib chiqariladigan formulalar 
sinfi isbotlanuvchi formulalar sinfiga nisbatan kengroq bo'ladi.

M i s o l .  A v  В formula H = {A,B} formulalar majmuasidan kelti­
rib chiqarilishini ko'rsatamiz. Haqiqatdan ham, A s  H  va B s H  bo'lgani 
uchun formulani keltirib chiqarish qoidasiga asosan quyidagilar o'rinli:

H - A ,  (1)
H - B .  (2)
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Из va I, aksiomalarga nisbatan J ( II,) va J (I, ) o ‘miga qo'yishlarni
х ,у л  x,v

bajaramiz. Natijada isbotlanuvchi formulalar hosil bo'ladi. Ular formulani 
keltirib chiqarish qoidasiga asosan H  dan keltirib chiqariladi, ya’ni

Я | - ( Л - > Л ) - К ( Л - » В ) - > ( Л - >  Ал В)) ,  (3)

Н\— В —> ( А —> В) (4)

kabi bo'ladi. А —» A isbotlanuvchi formula bo'lgani uchun
H \ -A ^ > A .  (5)

(5) va (3) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
А л  В) (6)

hosil bo'ladi. Xuddi shu kabi (2) va (4) formulalardan
# | - (Л -> В )  (7)

munosabatga kelamiz. (7) va (6) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
Н\— A A a  В (8)

kelib chiqadi. U holda (1) va (8) formulalardan
H\- A a B (9)

hosil bo'ladi, ya’ni A a  В formula H  formulalar majmuasidan kelib 
chiqishini ko'rsatdik. ■

//formulalar majmuasidan birorta ixtiyoriy formulani keltirib chi- 
qarishda murakkab xulosa qoidasidan ham foydalansa bo'ladi.

Bu holda (9) munosabatga (5), (7), (1) va (3) mulohazalar yordamida 
kelish mumkin.

4.4.2. Keltirib chiqarish (isbotlash) tushunchasi.
2- t a ’ r i f .  Agar Bv B^,...,Bn chekli formulalar ketma-ketligining 

har qanday hadi quyidagi uch shartning birortasini qanoatlantirsa. и 
holda bu ketma-ketlik H chekli formulalar majmuasidan keltirib 
chiqarilgan deyiladi:

1) H  formulalar majmuasining birorta formulasi;
2) isbotlanuvchi formula;
3) B1,B2,...,Bn ketma-ketlikning istalgan ikkita oldinma-keyin 

keladigan elementlaridan xulosa qoidasiga asosan hosil qilinadi.
Oldingi paragrafdagi misolda ko'rsatildiki, H = {A,B} formulalar maj­

muasidan quyidagi formulalar chekli ketma-ketligi keltirilib chiqariladi:
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А —̂ А, (А—>В)—>(А—>АлВ)), А —ьВ, А —ьАлВ, АлВ.
Agar murakkab xulosa qoidasidan foydalansak, u holda (isbotlash) 

keltirib chiqarish formulalari quyidagicha bo‘ ladi:
A, B, ( A - > A ) - > ( ( A - > B ) - > ( A  - > A  B)),

В —> (A —> B), A —̂  A , A —> В , Aa B.
Formulani keltirib chiqarish va formulalar majmuasidan keltirib chiqa­

rish ta’riflariga asosan keltirib chiqarishning quyidagi xossalari hosil 
boiadi:

1) Я  formulalar majmuasidan keltirib chiqarilgan chekli ketma- 
ketlikning boshlang‘ ich qismi ham Я  dan keltirib chiqariladigan bo'ladi.

2) Agar H  dan keltirib chiqarilgan ketma-ketlikning ikkita qo'shni 
hadlari (elementlari) orasiga Я  dan keltirib chiqarilgan biror boshqa 
ketma-ketlik qo'yilsa, u holda hosil etilgan yangi formulalar ketma-ketligi 
ham Я  dan keltirib chiqarilishi mumkin.

Haqiqatan ham, masalan, agar Bl,B2,...,Bi,Bi+l,...,Bk va 
C{,C2,...,Cm lar Я  dan keltirib chiqarilsa, u vaqtda, keltirib chiqarish 
ta’rifiga asosan, Bl,B2,...,Bi,Cl, C2,...,C m,Bi+i,...,Bk ham H dan 
keltirib chiqariladigan bo‘ ladi.

3) H  formulalar majmuasidan keltirib chiqarilgan formulalar ketma- 
ketligining har qanday hadi H  dan keltirib chiqariladigan formuladir.

4) Agar H czW  bo‘ lsa, u holda H dan keltirib chiqarilgan har qanday 
formula W ning ham formulasi bo'ladi.

5) В formula Я  dan keltirib chiqariladigan formula bo'lishi uchun 
H  dan keltirib chiqarilgan ixtiyoriy formulalar ketma-ketligida bu formu­
laning mavjud bo'lishi yetarli va zarurdir.

4.5. Keltirib chiqarishning asosiy qoidalari
Isbotlash tushunchasi. Keltirib chiqarishning xossalari. Keltirib chiqarishning

asosiy qoidalari. Deduksiya teoremasi. Deduksiya umumiashgan teoremasi. 
Kon ’yunksiyani, diz 'yunksiyani kiritish qoidalari.

H  va W mulohazalar hisobining ikkita formulalar majmuasi bo'lsin. 
Bu majmualaming yig'indisini (birlashmasini) HJV  deb belgilaymiz, 
ya’ni H ,W  = H { j W  . W majmua bitta С formuladan iborat bo'lganda 
ham Я  IJ {C } birlashmani Я ,С  ko'rinishda yozamiz.

Endi keltirib chiqarishning asosiy qoidalarini o'rganamiz.
H\-A

4.5.1.1 q o id a .------Ц----- .
H,W\-A
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I s b о t i . Bu qoida bevosita formulalar majmuasidan keltirib chiqarish 
qoidasi asosida hosil bo'ladi. ■

H,C\-A, H\-C
4.5.2. П q o id a .--------'— ;--------------- .

H\-A

I s b о t i . Bu qoidaning shartiga asosan H ,C  formulalar majmuasidan 
A formula keltirib chiqariladi. Shuning uchun H ,C  dan oxirgi formulasi 
A bo'lgan keltirib chiqarish mavjud:

B\,B2,...,Bk_x, A . (1)
Xuddi shu kabi H  formulalar majmuasidan С formulani keltirib

chiqarish mumkinligidan H dan keyingi formulasi С bo'lgan keltirib 
chiqarish mavjud:

Cx,C2,...,Cm,C ■ (2)
(1) keltirib chiqarishda С formula ishtirok etmagan holda, u faqat H  

formulalar majmuasidan keltirib chiqarilgan ketma-ketlikda bo'ladi. 
Demak, Я  dan A formula keltirib chiqariladi.

Agar (1) keltirib chiqarishda birorta formula С bo'lsa (masalan. 
tormula Bt), u holda Bj { va Bl+l formulalar orasiga (2)ni qo'yamiz. 
Natijada quyidagi faqat H  dan keltirib chiqarishni olamiz:

By,Bx,...,BjA, C,, C2,.„ ,Cm, Bj+l,...,Bk_x, A .
Shunday qilib, H  dan A formula keltirib chiqariladi. ■

H,C\-A,W\-C
4.5.3. Ill qoida. ------- !---------- !------

H,W\-A
I s b o t i .  H , C|- A bo'lganligi uchun 1 qoidaga asosan H , W, C j-  A . 

Qoidaning shartiga binoan W\-C, u holda I qoidaga ko'ra Н Ж \ - С . II 
qoidadan foydalanib H,W\—An\ topamiz. ■

.v  . ,  H \ -C —$A4.5.4. IV qoida. — !--------------
H,C\-A

I s b o t i .  С —> A formula H  formulalar majmuasidan keltirib 
chiqariladigan bo'lgani sababli H  ning shunday keltirib chiqarishi 
mavjudki, uning oxirida С —> A formula turadi:

Bl,B2,...,Bk_l,C  —> A . (3)
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Endi Я  formulalar majmuasiga С formulani qo'shib, H ,C  formu­
lalar majmuasini hosil qilamiz. (3) keltirib chiqarishga С formulani qo‘ - 
shib, ushbu keltirib chiqarishga ega boiamiz:

B\,B2,...,Bk },C A ,C . (4)
O'z navbatida bu H ,C  formulalar majmuasining keltirib chiqarishi 

boiadi. (4)ning oxiriga A formulani yozish mumkin, chunki u xulosa 
qoidasiga asosan С —> A va С  formulalardan hosil qilinadi.

Demak, oxirgi formulasi A bo'lgan H,C  formulalar majmuasining 
B\,B2,...,BkA,C —> A,C, A keltirib chiqarishiga ega bo'lamiz. Bu 
yerdan Я ,C|- A ekanligi kelib chiqadi. ■

H ,C\- A
4.5.5. V qoida (deduksiya teoremasi). — :---------------.

Я  — С  —* A
I s b o t i .  Awal H ,C  formulalar majmuasining har qanday

B ,,B 2,...,B. keltirib chiqarishi uchun Я | -С  —> Bt ning to'g'riligini
matematik induksiya metodidan foydalanib isbot qilamiz.

Baza, к = 1 hoi uchun tasdiq to'g'ri. Haqiqatan ham, agar B{ formula
H ,C  ning keltirib chiqarishi bo'lsa, u vaqtda quyidagi uch hoi bo'lishi 
mumkin:
a) В, 6 H  , b) 5 , isbotlanuvchi formuladir, d) Bx formula С  ning o ‘ zidir.

a) va b) hollar uchun Я  dan quyidagi keltirib chiqarishni yozish 
mumkin: B ,, ->  (C  - »  Bt), С - »  Bx. Demak, Я|- С’ - »  В, .

d) hoi uchun Я |— С —» С bo'lishini isbotlash kerak.
Ravshanki, С —» С isbotlanuvchi formuladir. Shuning uchun uni har 

qanday majmuadan keltirib chiqarish mumkin.
Induksion o'tish. Endi istalgan i (i < к ) chuqurlikdagi har qanday 

keltirib chiqarish uchun tasdiq to'g'ri bo'lsin deb hisoblab, uning к 
chuqurlikdagi keltirib chiqarish uchun to'g'riligini isbot qilamiz.

B],B2,...,Bk lar H ,C  majmuaning keltirib chiqarishi bo'lsin, bu 
yerda к > 1. U vaqtda Bk formulaga nisbatan quyidagi to'rt hoi yuz 
berishi mumkin:

a) Bke  Я ,
b) Bt isbotlanuvchi formuladir,
d) Bk formula С ning o'zidir,
e) Bk formula xulosa qoidasiga asosan keltirib chiqarishdagi ikkita 

undan oldin ketma-ket keladigan formulalardan hosil qilinadi.
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a), b), d) hollar uchun isbot to‘ liq ravishda к -  1 holdagi isbotga mos 
keladi.

Shuning uchun e) holni ko'ramiz. Bu holda Bk formula Bi va В
formulalardan hosil qilinib (i < k , j  > k) , B ; formula Bt —» В 
ko'rinishni oladi va quyidagi tasdiqlar o'rinli bo'ladi:

Я | - С - >  (5) 

H \ - C ^ { B , - ^ B k). (6)
C.B.,Hk

I2 aksiomada J(I , )  o'rniga qo'yishni bajarib, quyidagi isbot-
x .y ,z

ianuvchi formulaga ega bo'lamiz:
|_(C (5, Bk)) ->  ((С  ->  B,) (C  ->  Bk)) (7)
(6), (5) va (7) ifodalar H  dan keltirib chiqariladigan formuialardir. 

Ularga murakkab xulosa qoidasini qo'Ilab, # | - С —>Bk ni hosil qilamiz.
Endi umumiy, ya’ni H,C\- A bo'lgan holni ko'raylik. U holda H .C  

ning Bx,B2,...,Bk_x, A keltirib chiqarishi mavjud bo'ladi. Demak, 
yuqoridagi mulohazalarga asosan # | - С —> A tasdiq to'g'ridir. ■

Deduksiya teoremasidan quyidagi muhim ahamiyatga ega bo'lgan 
tasdiq kelib chiqadi.

T e o r e m a  (umumiashgan deduksiya teoremasi).
{ С „ С 2,. . . ,С ,}| -Л  

|- C, ->  (C2 (C, - »  :.(C k ->  A)...))

I s b o t i .  H k = {Cl,C2,...,Ck} bo'lsin. Teorema shartiga asosan 
H k\-A yoki Н ы ,Ск\- A ning to'g'riligi, H k_{ = H k_2,Ck_x bo'lgani 
uchun esa H k_2,CkA\- Сk —> A tasdiqning to'g'riligi kelib chiqadi. Bu 
ifodaga nisbatan yana deduksiya teoremasini qo'Ilab, Н к_2\—Ск_х-*■ 

(Ck A) ni hosil qilamiz. Bu jarayonni к marta takrorlab, ushbu 
tasdiqqa kelamiz:

H0 =  0|—C, —> (C 2 —> (C 3 —» ...(Ck —> /4)...)).
Tabiiyki, bo'sh to'plamdan faqatgina isbotlanuvchi formulalar keltirib 

chiqarish mumkin. ya’ni |-C, - »  (C2 - »  (C3 —» ...(Ct —> Л)...)) ■

C|—/4
A: = 1 xususiy holda -— '-------ga ega bo'lamiz.
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4.5.6. VI qoida. (K on’ yunksiyani kiritish qoidasi). H -  A , H I-  В

H\-A л В
I s b o t i .  Berilganiga ko‘ra

H\— A , (8)

f  H\~B - (9)
{A,B} formulalar majmuasidan Ал В formulani keltirib chiqarish

mumkinligi, ya’ni {A,B}\-A л В (10)
ekanligini ko‘rsatgan edik.

Keltirib chiqarishning I qoidasiga asosan
H,A,B\-Aa B,  ( 11)

( 12)
Keltirib chiqarishning II qoidasidan foydalanib, (11) va (12) muno- 

sabatlardan
H,A\-A a B (13)

hamda (8) va (13) dan H\-Aa B larni hosil qilamiz. ■
4.5.7. VII qoida (Diz’ yunksivani kiritish qoidasi).

H , a \-C\H,b \-C

h , a v b \-c  '
I s b o t i .  H,A\— C; H.B\-C  shartlardan deduksiya teoremasiga 

asosan H \ -A - )C ,  (14)
H\-B —> С (15)

formulalar kelib chiqadi.
П1 aksioma H  formulalar majmuasidan isbotlanuvchi formula sifatida 

keltirib chiqariladi, ya’ni
# | - ( Л - > С ) - > ( ( Я - > С ) - > ( Л у Я - * С ) ) .  (16) 

(14), (15) va (16) formulalarga murakkab xulosa qoidasini qo‘ llab
H \ - A v B - * C  (17)

formulani hosil qilamiz. Endi keltirib chiqarishning IV qoidasini qo'llab
H , A v  B|- С formulaga ega bo'lamiz. ■



4.6. Ayrim mantiq qonunlarining isboti

Mantiq qonunlari. Shartlami о rin almashtirish qonuni. Shartlami qo ’shish 
qonuni. Shartlami ajratish qonuni.

Deduksiya teoremasi bir qator mantiq qonunlarini isbotlashga yordam 
radi.

4.6.1. Asoslami (shartlami) o ’ rin almashtirish qonuni.
\-(x z)) ->  (y (x ->  z) ) . (l)

I s b o t i . H = {x—>(y-*z),y,x}  formulalar majmuasidanx-*(y-+z),  
x , y - * z , z  keltirib chiqarish hosil bo'ladi. Demak, Я  dan z formula 
lib chiqadi. U holda umumlashgan deduksiya teoremasiga asosan (1) 
mula isbotlanuvchi ekanligini hosil qilamiz.
Asoslami o'rin almashtirish qonunidan isbotlanuvchi formulalar uchun

I-(x —» (y  —» z))
lbu asoslami о rin almashtirish qoidasi ---------------------- kelib chiqadi

|-Q>- > ( * - *  z))

Haqiqatan ham, agar J—jc —» (_y —> z) (2)
Isa, u holda (1) va (2) formulalardan xulosa qoidasiga asosan 
v —> (x z) formula hosil qilinadi. ■
4.6.2. Asoslarni qo ’ shish qonuni.

|-(x (y  —b z )) —> (x  A  _y —> z ) . (3)
I s b o t i .  Я  = {x —» (y —> z),x л formulalar majmuasidan

х л у ,  х л у - * х ,  ХА y - > y ,  x ,  у ,  у  —> z , z
drib chiqarish olinadi. Bu esa Я  dan z formula kelib chiqishini 
Jatadi. Bu o ’z navbatida umumlashgan deduksiya teoremasiga asosan 
formulaning isbotlanuvchi ekanligini ko’rsatadi.
Asoslami qo’shish qonunidan isbotlanuvchi formulalar uchun ushbu

slami qo shish qoidasi J—̂------- L--------21 kelib chiqadi. Haqiqatan
|—jc л  у  —> z

l, agar
|_x  _> (y  _> z) (4)

Isa, u holda (3) va (4) formulalardan xulosa qoidalariga asosan 
a у  —> z ekanligini hosil qilamiz. ■
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4.6.3. Asoslarni ajratish qonuni.
|— ( х л у  —> z) —» (x —> (y  —> z)). (5)

I s b o t i .  H  = {х,у,х л у  —> z} formulalar majmuasidan kelib 
chiqadigan x,y ,x  л у  —> z,x л y ,z  keltirib chiqarishni qaraymiz. Bunda 
H formulalar majmuasidan z formulaning kelib chiqishi ko’rinib turibdi. 
U holda umumlashgan deduksiya teoremasiga asosan (5) formula 
isbotlanuvchi ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

Asoslarni ajratish qonunidan isbotlanuvchi formulalar uchun ushbu
| - х л у  —»z

asoslarni ajratish qoidasi --------------------  hosil bo’ladi. Haqiqatan ham.
| -x -> (y -> z )

agar
|- x л у  —» z (6)

bo’ lsa, u holda (5) va (6) formulalardan xulosa qoidasiga asosan 
|—x -> (y —> z) ekanligi kelib chiqadi. ■

4.6.4. |—x —> (x —> y ) .
У y,x

I s b o t i .  I] va IVi aksiomalarda quyidagi I,) va J (IV ,). o ’miga
У *>y

qo’yishlarni bajarish natijasida ushbu
|—x - > ( y - » x ) ,  _  (7)

| -(y  —»x)  —» (x  —>y)  (8)
isbotlanuvchi formulalami hosil qilamiz.

(7) va (8) formulalardan sillogizm qoidasiga asosan j-x  —» (x —> y) 
formula kelib chiqadi. Asoslarni birlashtirish qonunidan foydalanib, 
| - х л х —>_y formulani hosil qilamiz. Ikki karralik inkorni tushirish 
qoidasidan foydalanib, j-x  a x  у  formulaga ega bo’ lamiz. Bu yerdan 
asoslarni ajratish qonunini qo’ llab, isbotlanishi kerak bo’ lgan (5) formulani 
keltirib chiqaramiz. ■

4.6.5. ] - х л у —> x v y .

I s b o t i .  III3 aksiomada z ning o ’miga x л у  ni qo’yamiz:

I—(x —> x л у ) —> ((у —> x л у) —> (х V у  —> X А у ) ) . (9)
III va II2 aksiomalardan

|—х л у  —> х , (10)
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\-ХА у - > у  (П )
lormulalar kelib chiqadi. (10) va (11) fonnulalarga konlrpozitsiya 
qoidasini qo’ llab, ushbu formulalarni hosil qilamiz:

I- х - > х л у ,  (12)

I- у - > х л у .  (13)
Bu fonnulalarga ikki karralik inkorni tushirish qoidasini qo’ llab, 

quyidagi fonnulalami keltirib chiqaramiz:
\ - х - * х л у ,  (14)

\ - у - * х л у .  (15)
Endi (9), (14) va (15) formulalarga murakkab xulosa qoidasini qo’ llab,

|-x v  j ; I  л J7 (16)
formulaga ega bo’ lamiz.

Nihoyat, (16) formulaga avval kontrpozitsiya qoidasini va so’ngra ikki 
karralik inkorni tushirish qoidasini qo’ llab, |-х л у  —» x v у  isbotlanishi 
kerak bo’ lgan formulani hosil qilamiz. ■

Muammoli masala va topshiriqlar

1. Quyida berilgan H  formulalar majmuasidan |- belgidan so‘ng 
ifodalangan fonnulalami keltirib chiqarish mumkinligini ko’rsating:

а) Я  = {A}\- В —> A; b) H  = {A ->  B,B ->  C}|- A ->  С ; 
d) H  = { A = > C } - C A  - e) H = { A -> B.Bjl-A;
f) H = {A,A -> B})-B; g) Н = { А - > В } 1 - А л С - > В л С ;
h) H  = {A —> 5}|-(C  —> A) —> (С —> B) ;
i) H = {A ->  B}\-(B ->  C) ->  (A - »  C ) ; 
j ) H  =  ( A - + ( B - > C ) } l - B - > ( A - > C ) ;  
к) H = {A —> B}\-A v  С ->  /? v  С .
2. Umumlashgan deduksiya teoremasidan foydalanib, quyidagi 

formulalaming isbotlanuvchi ekanligini isbotlang:
a) (x ->  y)  ->  {{y - »  z ) ->  (x ->  z ) ) ;
b) (A —> B) —> (A v  С —> В v  C ) ;
d) ( A ->  В) ->  ((С  ->  A) ->  (C - »  B)) .
3. Mantiq qonunlarining to’g'riligini ko’rsating:
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а) х —» (х —> у ) ; b ) x v x ;  d ) X A y —> x v y .

4. Shartlami o ’ rin almashtirish, shartlami qo’shish va shartlarni 
ajratish qoidalaridan foydalanib, quyidagilaming to’g'riligini isbotlang:

a) |— x —> (y —> x a  y ) ; b) \-(A - »  В) a  В —> A ;

d) |-A - > ( A - > B ) .

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Keltirib chiqariladigan va isbotlanuvchi formulalar sinfi deganda 
nimani tushunasiz?

2. Formulalar majmuasidan formulani keltirib chiqarish qoidasini 
bilasizmi?

3. Keltirib chiqarish (isbotlash) tushunchasiga berilgan ta’rifda 
nechta shart ifodalangan?

4. Keltirib chiqarishning qanday xossalari va asosiy qoidalarini 
bilasiz?

5. Deduksiya teoremasi bilan umumiashgan deduksiya teoremasi 
orasida qanday farq bor?

6. Kon’yunksiyani kiritish va diz’yunksiyani kiritish qoidalarini 
ifodalay olasizmi?

7. Asoslami (shartlami) o ’rin almashtirish qonunini qanday 
ifodalanadi?

8. Asoslami qo’shish qonuni bilasizmi?
9. Asoslami ajratish qonuni asoslami qo’ shish qonunidan nimasi 

bilan farq qiladi?
10. Yuqorida ifodalangan barcha mantiq qonunlarini ifodalay 

olasizmi?

4.7. Mulohazalar algebrasi va mulohazalar hisobi orasidagi 
munosabatlar

Mulohazalar hisobi formulasining qiymati. Mulohazalar hisobi formulalar bilan
mulohazalar algebrasi formulalari orasidagi munosabatlar. Umumqiymatli 

formula. Aynan chin formula. Keltirib chiqarish haqidagi teorema.

4.7.1. Mulohazalar hisobi formulasining qiymati tushunchasi.
Mulohazalar hisobi formulalarini xuddi mulohazalar algebrasi formulalari 
siiatida qarash mumkin. Buning uchun mulohazalar hisobi o ‘z-
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garuvchilariga mulohazalar algebrasi o ‘ zgaruvchilari singari qaraymiz, 
ya’ni o'zgaruvchilar chin yoki yolg'on (1 yoki 0) qiymat qabul qiladi deb 
hisoblaymiz.

a , v ,  —> va - i  amallarini mulohazalaralgebrasidagidekaniqlaymiz. 
Mulohazalar hisobining har bir formulasi, o'zgaruvchilar uning 

ifodasiga qanday kirishidan qat’ i nazar, 1 yoki 0 qiymat qabul qiladi. 
Uning qiymati mulohazalar algebrasidagi qoidalar bo'yicha hisoblanadi. 

Mulohazalar hisobi formulasining qiymati tushunchasini aniqlaylik.
A -  mulohazalar hisobi formulasi, xl,x2,...,xn lar esa A formula

ifodasiga kiruvchi o'zgaruvchilar (x, Ф x ■) bo'lsin. a, .a , , . . . ,a„ lar 

orqali mos ravishda x],x2,...,xn o'zgaruvchilarning qiymatlarini belgilay- 

miz, (Xje = {0,1}. (<Xl,0C2,...,CXn) vektor 2” ta qiymatlar satriga ega.
O'zgaruvchilarning bitta qiymatlar satri uchun A formulaning qiymati 

ĉt,a2...cr„ (A) ni quyidagicha aniqlaymiz:
1. A formulaning eng katta uzunlikdagi qismiy formulasi x 

bo'lganda, (xi) = ai bo'ladi.
2. Agar к + 1 uzunlikdagi hamma qismiy formulalar aniqlangan 

bo'lsa, u holda At a Aj , At v  A; , Ai —> Af , Ai amallarning bajarilishi 
natijasida olingan к uzunlikdagi qismiy formulalar quyidagi qiymatlarga 
ega bo'ladi:

Raia,...a„ (А  л  Aj) =  Raai 0' (A, ) л Rai(Xi M' (AJ) ,

Ra,a2...a„(A v  Aj ) ~  В-ахаг..хх. (Л ) V ^а,а2..л. (A j)  ,

( 4  “ > Aj ) =  K ^ .a . (Д ) ->  Яа.га, .а„ Ыу) , 

У . . а , ( 4 )  = ^ ,а ,..а .(4 )-
Masalan, x, v x 4 -> x 2 лхг formula jc, , x2, x3, x4 o'zgaruvchilarning

(0, 1, 1, 0 )qiymatlar satrida Л0П0О, v jt4 - > jc, л x3) = l qiymatga ega. 
Haqiqatan ham, bu formula quyidagi qismiy formulalarga ega:

^  v  x4, x2 a  x} -  birinchi uzunlikdagi qismiy formulalar, 
x, v  x4, x2 л jc, -  ikkinchi uzunlikdagi qismiy formulalar, 
x4, x2, -  uchinchi uzunlikdagi qismiy formulalar. 
x3 -to'rtinchi uzunlikdagi qismiy formula.
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Вu yerdan ^омоС^з)  ̂> ^ оп о^ з)—-^опо^з) — ^ > ^0110(^2) —
К М - O ,  ^0110(^2 л -^з) — ^0110(^2) A -^опо^з) =  0 ,

^oi 10(^4 ) =  ^0110 ( * 4 ) =  ^» Л опо(*|) =  0>

■^0110(^1 v  *4) — ^0110(^1) v  -^oi 10(^4) =  1 >
^ 0 1 1 0  ( - * 2  Л  * 3  )  —  Л о ,  10 ( * 2  Л  * 3  )  =  ^  ’

^ 0110(^1 V  -*4  ̂ * 2  Л  *3) — ^ 0110(^1 V  -*-4 )  ̂ ^0110(^2 Л  * 3) =  1 

ekanligini topamiz.
4.7.2. Mulohazalar hisobi bilan mulohazalar algebrasi orasidagi 

munosabatlarni aniqlovchi tasdiqlar. Endi mulohazalar hisobi bilan 
mulohazalar algebrasi orasidagi munosabatlarni aniqlovchi teoremalarga 
va lemmalarga to‘xtalib o ‘tamiz.

1- t e o r e m a .  Mulohazalar hisobidagi har bir isbotlanuvchi for­
mula mulohazalar algebrasida aynan chin (tavtologiya, umumqivmatli) 
formula bo 'ladi.

I s b o t i .  Teoremani isbot qilish uchun quyidagi uchta holni ko'rib 
chiqishga to'g'ri keladi:

1) mulohazalar hisobidagi har bir aksioma mulohazalar algebrasidagi 
aynan chin formuladir;

2) aynan chin formulalarga o'miga qo'yish qoidasini qo'llash nati­
jasida hosil qilingan formulalar ham aynan chin formulalar bo'ladi;

3) aynan chin formulalarga xulosa qoidasini qo'llash natijasida hosil 
qilingan formulalar ham aynan chin formulalar bo'ladi.

I )  h o l n i n g  i s b o t i .  Mulohazalar hisobi aksiomalarining aynan 
chinligini isbotlash uchun chinlik jadvalidan foyda­
lanamiz:

a) ifodasida bitta o'zgaruvchisi bor aksiomalar -
b) ifodasida ikkita o'zgaruvchisi bor aksiomalar -

X iv2 iv3
1 1 1

0 1 1

X У I, III II2 III, III2 IV,
1 l 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 I
0 1 1 1 1 1 I 1
0 0 1 1 1 1 I 1
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d) ifodasida uchta o'zgaruvchisi bor aksiomalar -
x у z *2 II, m3
1 1 1 1 1 i
1 1 0 1 1 l
1 0 1 1 1 i
1 0 0 1 1 i
0 1 1 1 1 l
0 1 0 1 1 l
0 0 1 1 1 i
0 0 0 1 1 l

1) hoi isbot bo'ldi.
2 ) h o l n i n g  i s b o t i .  Avval quyidagi lemmalarni isbot qilamiz.
1- l e m m a .  A va В formulalarning ifodasiga kiruvchi hamma

o'zgaruvchilar j c , ,x2,...,xn,x va bu o'zgaruvchilaming ixtiyoriy qiy­
matlar satri a v a 2 ,...,a„,(X bo'lsin. Agar Ra a aa(B) =  [} bo'lsa, и 

( s
holda лoc,a,...«„a J(^)  = Ra,at...a.P (A) bo'ladi.

1- lemmaning i s b o t i n i ,  formula tuzilishini hisobga olgan holda, 
induksiya metodi bilan amalga oshiramiz.

a) A formula x dan farq qiluvchi x; o'zgaruvchi bo'lsin. U holda
в (в \

= ai’ Rcttai. .^ M = a i, ya’ni
Vх >дг >

lemmaning tasdig'i to'g'ridir.
в

b) A formula, x esa o'zgaruvchi bo'lsin. U holda J (/l)  o'rniga

qo'yish В ni beradi va Raa aa
(в
j(A) = «,> ^а,аМ (В) = Р

munosabatlarni olamiz, ya’ni lemmaning tasdig'i bu holda ham to'g'ridir.
d) A = At * A2 hamda At va A2 formulalar uchun lemmaning

shartlari bajarilsin. U holda A formula uchun lemma tasdig'ining 
to'g'riligi quyidagi tengliklardan kelib chiqadi:
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R.я,a-. ...ana

(b \ 
\(A) = R.a,or-. ...a„a

=  R . ala1...ara = R„
( в Л

J m ) * R,
(B \

j w  •

A = A, bo'lgan hoi uchun ham 1- lemmaning tasdig'i yuqoridagidek 
isbotlanadi. 1- lemma isbotlandi.

1- teorema tasdig'ining 2) hoi uchun i s b o t i  quyidagi lemmaga 
tayanadi,

2 - l e m m a .  A -  berilgan formula, x -  о ‘zgaruvchi, В -
mulohazalar hisobining istalgan formulasi bo'lsin. Agar A aynan chin 

в
formula bo ‘Isa, и holda J (A) formula ham aynan chin formula bo ‘ladi.

X

2- lemmaning i s b o t i .  A-,,x2,...,xn,x  lar A va В formulalar
ifodasida ishtirok etuvchi o'zgaruvchilar bo'lsin. O'zgaruvchilaming ham-

в
ma 2, 4 ta (a l, a 2,...,an,a)  qiymatlar satrida J (A)  formula chin qiymat

x

В

qabul qilishini ko'rsatish lozim. J (A) formula aynan chin formula emas
X

deb faraz qilamiz. U holda shunday (а^,а2 , . . .,a°,a°)  qiymatlar satri
fa \

topilib, R „ * „ , /(>4) = 0 bo'ladi. Bundan o'z navbatida lemma sharti­

ga asosan R ^  (i(A) = 0 ekanligini topamiz. Ammo bu A ning aynan

в
chin formula ckanligiga ziddir. Demak, hamma qiymatlar satrida J(/4)

д:
formula chin qiymat qabul qiladi va u aynan chindir. 2-lemma isbot bo'ldi.

1- teoremaning tasdig'i 2) hoi uchun isbot bo'ldi.
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1- teorema tasdig'ining 3) hoi uchun i s b o t i  quyidagi lemmaga 
tayanadi.

3 - l e m m a .  Agar С va С —> A formulalar aynan chin bo ‘Isa. и 
holda A ham aynan chin formula bo 'ladi.

3 - lemmaning i s b о t i . xx,x2,...,xn lar С va A formulalar ifodasiga 

kiruvchi o'zgaruvchilar bo'lsin. A -  aynan chin formula emas deb faraz 
qilamiz. U holda o'zgaruvchilarning shunday (a,0,a ® >•••>«") qiymatlar 

satri mavjud bo'ladiki, R^a„ a<l (A) = 0 bo'ladi. Bu yerdan

R о» и (С —̂  A) — R oo о (C)  —> R oo о (A ) = 1 —> 0 = 0a,o?...a„v ’  а°а .̂.л° v /  v '
ekanligi kelib chiqadi. Bu natija С —> A formulaning aynan chin 
ekanligiga ziddir. Bu qarama-qarshilik, A aynan chin formula ekanligini 
isbotlaydi. 3- lemma isbot bo'ldi. ■

2 - t e o r e m a  (keltirib chiqarish haqida). A -mulohazalar 
hisobining biror formulasi; x1,x2,...,xn -  A formula ifodasiga kiruvchi

o'zgaruvchilar va a l,a 2,...,0tn o'zgaruvchilarning ixtiyoriy qiymatlar 
satri bo ‘Isin. H  orqali chekli formulalar majmuasini belgilaymiz. Agar

«. _  [*■’ 01 ‘ =1 bo'lganda',
[x,., a, = 0  bo'lganda, 

bo ‘Isa, и holda H  = {x “' ,x “2 } formulalar majmuasi uchun:

1) Râ  a (A) = 1 bo'lgan holda H\—A ;

2) Raa a (A) =  0 bo'lgan holda H\—A bo'ladi.

2- teoremaning i s b o t i n i  formula tuzilishiga qarab induksiya metodi 
bilan bajaramiz.

Baza. A formula faqat xt o'zgamvchidan tashkil topgan bo'lsin.

a) Agar Raa a ( x j) =  a i =1 bo'lsa, u holda jc; j—jc, yoki jc“ '|—дг, . 

ya ’ni x “' |— A . Demak, H |- A .

b) Agar Ra a a (xi) =  a i = 0  bo'lsa, u holda 3c;|-x yoki x“'|—x ,. 

ya’ni x(e<|—Л . Demak, H\-A .
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■

Induksion o'tish. Faraz qilaylik, B} va B2 formulalar uchun teorema 
tasdig'i to'g'ri deb qaralgan holda, A formula quyidagi to‘rt ko'rinishning 
biri boisin: I. By л В 2, II. 5, v  B2, III. By —> B2, IV. By.

Har bir holni alohida ko‘ rib o'tamiz.
I. A formula By B2 ko‘rinishga ega bo'lsin.
a) Agar Rnai a (By a  B2) = \ bo'lsa, u holda Rafll..XIii(B]) = \ va 

a (5 2) = l kelib chiqadi. Bundan, qilingan farazimizga ko'ra,

H\-By va H\-B2 . Bu yerdan o'z navbatida kon’yunksiyani kiritish 

qoidasiga asosan H |- 5, л B2, ya’ni H |- A hosil bo'ladi.

b) Agar Râ : a (By л £ , )  = 0 bo'lsa, u vaqtda Ra^  a/ 5 , )  =  0 yoki 

On(5 2) = 0 bo'ladi. Masalan, Raa ^ (By) = 0 bo'lsin deylik, u
holda farazimizga ko'ra

H\-By . (1)

Hi aksiomaga ko'ra \-ВулВ2 —>By. Bu yerdan kontrpozitsiya 
qoidasiga asosan

|-By —> By a  B2 (2)
kelib chiqadi. (1) va (2) formulalardan xulosa qoidasiga asosan 

H\~By a  B2 ni hosil qilamiz, ya ’ni H \-A.

II. A formula By v  B2 ko'rinishga ega bo'lsin.
a) Agar Raia,„a (ByV B2) = 1 bo'lsa, u holda hech bo'Imaganda

R^a2...av(By) = l yoki Raia,„ai (B2) = l bo'ladi. Rai„2,.an(By) =  l bo'lsin, 
u holda farazimizga ko'ra

H\-By. (3)
Из aksiomaga asosan esa

J—By —> By v  B2 (4)
kelib chiqadi. (3) va (4) formulalardan xulosa qoidasiga asosan 
H\~ v  B2 ni hosil qilamiz, ya’ni H\- A .
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b) Agar ЛЙ|Й;.Л (Й ,УЙ2) =  0 bo'lsa, u holda Raai a>(B,) =  0 va

Baia2 aJ B 2) =  0 bo'ladi. Bu yerdan # | -5 , va Н\-В2 kelib chiqadi. 
O'z navbatida kon’yunksiyani kiritish qoidasiga asosan

H\-B,a B2 (5)
ga kelinadi. Isbotlanuvchi formuladan foydalanib,

|—B{ л  B2 —> 5, v  B2 (6)
ni olamiz. (5) va (6) formulalardan xulosa qoidasiga asosan 
t f  |-£, v  B2 ni hosil qilamiz, ya’ni H\-A .

III. A formula B} —> В2 ko'rinishda bo'lsin.
a) Agar Raa] -> Я 2) =  1 bo'lsa, yo ^ ^ ( 5 , )  = 0 , yoki 

Baia2 a (B2) =  \ bo'ladi. Masalan, Râ  a (5 ,)  = 0 bo'lsa, u holda

H\~BX (7)
ni hosil qilamiz.

Isbotlanuvchi formuladan foydalanib |-fi[ —» (Bt —> Z?2) formulani 
topamiz. Bu formuladan asoslaming o'rin almashtirish qoidasiga asosan

|-5, -> (5 , - »  B2) (8)
formulani hosil qilamiz. (7) va (8) formulalardan xulosa qoidasiga binoan 
H\-B] —> /?2 formulani yozamiz, ya’ni H A .

Agar RaUi a (B2) = 1 bo'lsa, u holda

#  |-S2. (9)
Ii aksiomadan foydalanib,

|—B2 —>(5, —> B2) (10)
formulani keltirib chiqaramiz. (9) va (10) formulalardan xulosa qoidasiga 
ko'ra H |- 5, —» B2 kelib chiqadi, ya’ni H\- A .

b) Agar Râ a {B̂  - > B 2) =  0 bo'lsa, u holda Raflj a (5 ,)  = 1 va 

Ra,a. a (B2) =  0 bo'ladi. Bu yerdan H\-Bi, (11)

H \ -B 2 ( 12)
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ekanligi kelib chiqadi. Isbotlanuvchi formula ta’rifiga asosan 
|-(Z?i —» B2) —» (5 , —> B2).

Bu formuladan asoslarning o'rin almashtirish qoidasiga ko'ra
\~B\ ~ * ((^i В2) ~ * Вг) (13)

formulani keltirib chiqaramiz. (11) va (13) formulalardan xulosa qoidasiga 
binoan

-*  B2) > B2) (14)
ni hosil qilamiz, o 'z navbatida undan kontrpozitsiya qoidasini qo'Ilab

H\-B2 —>{BX —» B2) (15)
formulani keltirib chiqaramiz. (12) va (15) formulalardan xulosa qoidasiga 
asosan Н\~(В] —> B2) formulaga ega bo'lamiz, ya'ni Н\-A .

IV. A formula S, ko'rinishga ega bo'lsin.

a) Agar Raaz e>(5 ,)  =  1 bo'lsa, u holda /?ай „ (Я,) = 0 bo'ladi. 

Demak, H\-Bx, ya’ni H \ - A .

b) Agar Raai a (Bx) =  0 bo'lsa, u holda Вща1(Хт{Вх) =  \ bo'ladi va 

bundan H\~ B\ (16) 
kelib chiqadi. rV2 aksiomadan foydalanib

Я | -Я ,- » 5 ,  (17)
formulani yozamiz. (16) va (17) formulalardan xulosa qoidasiga asosan 
H\-Bx ni, ya’ni H\—Ax ni hosil qilamiz. ■

3 - t e o r e m a ,  Mulohazalar algebrasining har bir aynan chin 
formulasi mulohazalar hisobida isbotlanuvchi formula bo ‘ladi.

I s b o t i .  A formula teorema shartiga asosan aynan chin formula 
bo'lganligi uchun Ла а а (At) =  1. Bundan 2-teoremaga asosan

H n\-A (18)

kelib chiqadi, bu yerda Hn = {*"' } .
(OCl,a2,...,an) qiymatlar satrlarining soni 2"ga teng bo'lgani uchun

(18) formula hamma 2" ta qiymatlar satrida bajariladi.



Agar H n_x = {x [\ x 22,.--,x“"l'} bo‘ lsa, u holda, ravshanki, H n_x, 

xn\-A va H n_x, x„|-.4| bo'ladi. Diz’yunksiyani kiritish qoidasiga 

asosan bu holda H„_x, xnv x n\—A bo'ladi. Ammo xnv x n isbotlanuvchi 

formula bo'lganligi uchun uni Hn_x, xn v xn formulalar majmuasidan 

olib tashlash mumkin. Demak, H  . I —A.* n—i J

Xuddi shu kabi H n_2 = {x " ',x 2“2,...,x"r22 H 2 =  {x"1, x“>} ,  

H  l =  {*Г '} formulalar majmualari uchun ketma-ket Hn_2\-A,  

A> -> H ^ -A ,  H x\-A ekanligini isbotlash mumkin. Ma'lumki. 

H\—{X\'}\~A munosabat oc, = 1 va a , = 0 hollar uchun to'g'ridir. 

ya’ni x ,|-A va x,|- A .  Bu yerdan diz’yunksiyani kiritish qoidasiga 

asosan xx v  xx\-A ga ega bo'lamiz. Ammo x, VX[ isbotlanuvchi formula 

bo'lgani uchun uni tashlab yuborish mumkin. Shunday qilib, 0|- A .  
Demak, A isbotlanuvchi formuladir. ■

Muammoli masala va topshiriqlar

1. A — x, v  x2 —> x3 formula hamda o'zgaruvchilarning (0, 0,1) 
va (1, 0, 0) qiymatlar satrlari berilgan. A va A formulalami mos 
formulalar majmuasidan keltirib chiqaring.

2. A = xi v  x 2 —> хз formula hamda o'zgaruvchilarning (1, 1, 1̂ , 
(1, 0, 1) va (0, 1, 0) qiymatlar satrlari berilgan bo'lsa, A va A 
formulalami mos formulalar majmuasidan keltirib chiqaring.

3. A = (x v_y) —> x a  z formula hamda o'zgaruvchilarning (1, 0, 0_h 
(0, 1, 1) va (0, 1, 0) qiymatlar satrlari berilgan bo'lsa, A va A 
formulalami mos formulalar majmuasidan keltirib chiqaring.

4. Umumlashgan deduksiya teoremasidan foydalanib, quyidagi for- 
mulalaming isbotlanuvchi va ular mulohazalar algebrasida aynan chin 
(tavtalogiya) formulalar ekanligini isbotlang:

a) (x ->  >>) ->  ((y  ->  z) (x  ->  z ));
b) (x ->  y)  ->  (x v  z  у  v  z ) ;
'i) (x ->  y)  -> ((z - »  x) (z  y ) ) .
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5. X, v  х4 —> х2 л х3 formula хх,х2,х^,хА o ‘ zgaruvchilaming

(О, 1, 1, 0). qiymatlar satrida Лопо(х, v  х4 —> х2 л х}) - 1  qiymatga ega 
ekanligini isbotlang.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Mulohazalar hisobi formulasining qiymati deganda nimani tushu­
nasiz?

2. Mulohazalar algebrasi va mulohazalar hisobi orasidagi muno- 
sabatlami bilasizmi?

3. Umumqiymatli va aynan chin formulalarga bog‘ liq qanday tasdiq- 
lami bilasiz?

4. Keltirib chiqarish haqidagi teorema qanday isbotlanadi?
5. Mulohazalar hisobidagi formulalar bilan mulohazalar algebra- 

sidagi formulalar orasida qanday munosabatlar bor?

4.8. Mulohazalar hisobida yechilish, zidsizlik, to'liqlilik va erkinlik
muammolari

Yechilish. zidsizlik, to ‘liqlilik va erkinlik muammolari. Aksiomatik nazariya.
Tor та 'noda, keng та ’noda to ‘liq aksiomatik nazariya. Erkin aksioma. Erkin 

aksiomalar sistemasi. Teng kuchli formulalar.

Har qanday aksiomatik nazariyani asoslash uchun yechilish, zidsizlik, 
to'liqlilik, erkinlik muammolari deb ataluvchi to‘rt muammoni hal 
qilishga to'g'ri keladi.

4.8.1. Mulohazalar hisobining yechilish muammosi. Mulohazalar 
hisobidagi berilgan ixtiyoriy formulaning isbotlanuvchi yoki isbotlanuvchi 
emasligini aniqlab beruvchi algoritmning mavjudligini isbotlash muam­
mosi mulohazalar hisobining yechilish muammosi deb ataladi.

1 - t e o r e m a .  Mulohazalar hisobi uchun yechilish muammosi hal 
qilinuvchidir (yechiluvchidir).

I s b o t i .  Oldingi paragrafda ta’kidlanganidek, mulohazalar hisobining 
istalgan formulasiga mulohazalar algebrasining formulasi sifatida qarash 
mumkin. Demak, bu formulaning mantiqiy qiymatini o ‘zgaruvchilaming 
istalgan qiymatlar satrida aniqlash mumkin.

A -  mulohazalar hisobining ixtiyoriy formulasi, xl,x2,...,xn esa A 
formulaning ifodasiga kiruvchi o'zgaruvchilar boMsin.

. « (A) qiymatini hamma 2"ta a n) qiymatlar satrida
hisoblab chiqamiz. Agar hamma qiymatlar satrida /? a (<4) = 1 bo'lsa.



u holda A formula aynan chin bo'ladi. Demak, ushbu bobning 8- 
paragrafidagi 3- teoremaga asosan A mulohazalar hisobining isbot­
lanuvchi formulasi bo'ladi. ■

Agar shunday (a" qiymatlar satri topilib, Raaa„ a«(A) = 0
boisa, u holda A aynan chin formula bo'lmaydi. Shuning uchun ushbu 
bobning 8-paragrafidagi 1- teoremaga asosan A isbotlanuvchi emas 
formuladir.

Shunday qilib, mulohazalar hisobining istalgan formulasini isbotla­
nuvchi yoki isbotlanuvchi emasligini ko'rsatuvchi yuqorida bayon etilgan 
algoritm mavjud ekan. Demak, mulohazalar hisobi algoritmik yechiluvchi 
nazariyadir.

4.8.2. Mulohazalar hisobining zidsizlik muammosi.
1 - t a ’ r i f .  Agar mulohazalar hisobining ixtiyoriy A va A 

formulalari birgalikda isbotlanuvchi formulalar bo 'Imasa, и holda bunday- 
mulohazalar hisobi ziddiyatsiz aksiomatik nazariya, aks holda esa zid- 
diyatga ega bo'lgan aksiomatik nazariya deb ataladi. _

Demak, ziddiyatsiz mulohazalar hisobida A va A birgalikda isbot­
lanuvchi formulalar bo'la olmaydi.

Mulohazalar hisobida zidsizlik muammosi quyidagicha qo'yiladi: 
berilgan mulohazalar hisobi ziddiyatlimi yoki ziddiyatsizmi?

2 - t e o r e m a .  Agar mulohazalar hisobida isbotlanuvchi A va A 
formidalar mavjudligi aniqlansa, и holda bu mulohazalar hisobida 
istalgan В formula ham isbotlanuvchi formula bo 'ladi.

I s b o t i .  Bundan keyin har qanday isbotlanuvchi formulani R va 
R = F  bilan belgilaymiz.

1. Awal har qanday В formula uchun | - 5 —>/? (1) 
formulaning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, Ii 
aksiomadan o ‘miga qo'yish natijasida

|— R —) (jВ —> R) (2)
ni hosil qilamiz. Ammo shartga ko'ra R isbotlanuvchi formula, ya’ni

| ~ R . (3)
U holda (2) va (3) formulalardan xulosa qoidasiga asosan (1) for­

mulaning to'g'riligi kelib chiqadi.
2. Endi har qanday В uchun

|— F  —> В (4)
formulaning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, IV, 
aksiomadan o'miga qo'yish natijasida
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|-(# —» R) —» (R —» В ) (5)
formula kelib chiqadi. Ammo isbotlaganimizga asosan

\~(B -> /?)•  (6)
O 'z navbatida (6) va (5) dan xulosa qoidasiga binoan

|-(/ ? - > ! )  (7)
formulani hosil qilamiz. Ikki karralik inkor amalini tushirish qoidasidan 
foydalanib va R ni F  bilan almashtirilsa, |- F  —> В formulaga ega 
bo'lamiz, ya’ni (4) isbotlanuvchi formuladir.

3. Har qanday A uchun А лА —> F  (8)
formula isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, I, va IVj 
aksiomalarga asosan quyidagilar isbotlanuvchi formulalar bo'ladi:

| - A ^ ( R - ^ A ) ,  (9) 

|- ( R -> A ) -> ( A -> F ) . (10)

(9) va (10) lardan sillogizm qoidasiga binoan |- A  —> ( A —>F)  formu­
lani keltirib chiqaramiz. Bu formuladan asoslami birlashtirish qoidasini 
qo'llash natijasida |- A  —> A —> F  formulaga kelamiz, ya’ni (8) ga ega 
bo'lamiz. (4) va (8) dan sillogizm qoidasiga asosan

| - A a A ^ B  (11)

formulani hosil qilamiz. Ammo teoremaning shartiga ko'ra |- A va |- A ,

u holda |-А  л  A . Demak, В  isbotlanuvchi formula bo'ladi. ■
3 -  t e o r e m a .  Mulohazalar hisobi ziddiyatsiz nazariyadir.
I s b o t i .  Mulohazalar hisobida A va A birgalikda o'zida isbotlanuv­

chi bo'ladigan hech qanday A formula mavjud emasligini ko'rsatamiz.
A mulohazalar hisobining ixtiyoriy formulasi bo'lsin. Agar A 

isbotlanuvchi formula bo'lsa, u holda ushbu bobning 7- paragrafidagi 1- 
teoremaga asosan A aynan chin formuladir va, demak, A aynan yolg'on 
formula bo'ladi. Shuning uchun ham A isbotlanuvchi formula bo'lmaydi.

Demak, A va A bir vaqtda isbotlanuvchi formulalar bo'la olmaydi. 
Shuning uchun ham mulohazalar hisobi ziddiyatga ega emas. ■
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4.8.3. Mulohazalar hisobining toMiqlilik muammosi.
2 -  t a ’ r i f .  Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasiga shu 

hisobning biror ixtiyoriy isbotlanmaydigan formulasini yangi aksioma 
sifatida qo ‘shishdan hosil bo 'ladigan aksiomalar sistemasi ziddiyatga ega 
bo 'Igan mulohazalar hisobiga olib kelsa, bunday’ mulohazalar hisobiga tor 
та ’noda to ‘liq aksiomatik nazariya deb ataladi.

3 - t a ’ r i f .  Har qanday aynan chin formulasi isbotlanuvchi formula
bo'ladigan mulohazalar hisobiga keng та’noda to'liq aksiomatik 

nazariya deb ataladi.
Demak, mulohazalar hisobining to'liqlilik muammosi ikki savolga 

javob topishdan iborat:
1) yangi aksioma sifatida biror isbotlanmaydigan formulasini 

aksiomalar sistemasiga qo‘ shish natijasida mulohazalar hisobini 
kengaytirish mumkinmi yoki yo'qmi?

2) mulohazalar algebrasining har qanday aynan chin formulasi 
mulohazalar hisobida isbotlanuvchi bo'ladimi yoki yo'qmi?

Bu savollarga javobni quyidagi teoremalardan olish mumkin.
4 -  t e o r e m a .  Mulohazalar hisobi tor та ’noda to 'liqdir.
I s b o t i .  A mulohazalar hisobidagi ixtiyoriy isbotlanmaydigan for­

mula, xx,x2,...,xn esa^ formula tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchilar boisin.
A isbotlanmaydigan formula bo'lganligidan u aynan chin formula 

emas. Demak, xi,x2,...,xtl o'zgaruvchilarning shunday a l,a2,...,an 
qiymatlar satri mavjudki,

2 „ . . ,* „ ) )  = 0 (12)
bo'ladi.

Bl,B2,...,Bn lar xl,x2,...,xn o'zgaruvchilarga bog'liq ixtiyoriy aynan 
chin formulalar bo'lsin. B°' ,B2 : ,..., B"' majmuani qaraymiz, bu yerda 

Ra, _  ai =1 bo’lganda,
[Bt, ai = 0  bo'lganda.

b°1 .bV-...s“"
A formulada j(A)  o'rniga qo'yishni bajarib,

А (в ° ',в ? \ .. . ,в :*)  ( 13)
formulaga ega bo'lamiz.
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(12) formulaning aynan yolg‘on formula ekanligini ko'rsatamiz. 
xltx2\—,xn o'zgaruvchilaming ixtiyoriy <7, ,(J2 ,...,On qiymatlar satrini
olamiz. B],B2,...,Bn formulalar aynan chin formulalar ekanligidan 

...a „ ( ^ )  = l bo'ladi. U holda Ra ...a ( Ba ) =  a, o'rinli. Demak,

,B?- ) =  A(a1,a2,...,an) =  0 .

Bu yerdan A(B“', В"2 5 “ ' )  ning aynan chin formula ekanligi kelib
chiqadi va u ushbu bobning 7- paragrafidagi 3- teoremaga asosan 
isbotlanuvchi formula bo'ladi.

Ikkinchi tomondan, agar mulohazalar hisobining aksiomalari qatoriga 
A(xt,x2,...,xn) formulani yangi aksioma sifatida qo’shsak, u holda hosil 
bo’ lgan yangi mulohazalar hisobida bu formula aksioma boiganligi uchun 
isbotlanuvchi formula boiadi. Shu vaqtning o'zida yangi mulohazalar 
hisobida A(B°',B“2,...,B"’ ) formula ham isbotlanuvchi formula bo'ladi,
chunki u isbotlanuvchi formuladan o'miga qo'yish qoidasi yordamida 
hosil qilingan.

Shunday qilib, yangi mulohazalar hisobida ikkita A(B“' , B" : В ) 

va A(B“' ,В“г ,...,B“r ) isbotlanuvchi formulalarga ega bo'lamiz. Demak,
yangi mulohazalar hisobi ziddiyatga ega bo'lgan aksiomatik nazariyadir. 
Bu yerdan uning tor ma’noda to'liqligi kelib chiqadi. ■

5-  t e o r e m a .  Mulohazalar hisobi keng та 'noda to 'liqdir.
I s b o t i .  Ushbu bobning 7- paragrafida (3- teorema) mulohazalar 

algebrasining har bir aynan chin formulasi mulohazalar hisobida isbot­
lanuvchi formula ekanligi isbot qilingan edi. Demak, mulohazalar hisobi 
keng ma’noda to'liqdir. ■

4.8.4. Mulohazalar hisobi aksiomalarining erkinlik muammosi. 
Har qanday aksiomatik hisobda aksiomalaming erkinlik masalasi, ya’ni 
birorta aksiomani sistemaning qolgan aksiomalaridan keltirib chiqarish 
qoidasi orqali hosil etish mumkinmi yoki yo'qmi degan muammo mavjud 
bo’ ladi. Agar biror aksioma uchun bu masala ijobiy hal etilsa, u holda bu 
aksioma sistema aksiomalari ro'yxatidan chiqarib tashlanadi va mantiqiy 
hisob bu bilan o'zgarmaydi, ya’ni isbotlanuvchi formulalar sinfi o'z- 
garmasdan qoladi.
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4 - t a ’ r i f .  Agar biror aksiomani mulohazalar hisobining qolgan 
aksiomalaridan keltirib chiqarish mumkin bo ‘Imasa, и holda bu aksioma 
shu mulohazalar hisobining boshqa aksiomalaridan erkin aksioma deb 
ataladi.

5-  t a ’ r i f .  Agar mulohazalar hisobi aksiomalar sistemasining har 
bir aksiomasi erkin bo'lsa, и holda mulohazalar hisobining aksiomalar 
sistemasi erkin deb ataladi.

6 - t e o r e m a .  Mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi erkindir.
I s b o t i .  A mulohazalar hisobining ixtiyoriy aksiomasi bo‘ lsin. Bu

aksiomaning erkinligini isbotlash uchun mulohazalar hisobiga nisbatan 
quyidagi usulni qo‘ llaymiz: mulohazalar hisobi o ‘ zgaruvchilarini a yoki 
/3 qiymat qabul qiluvchi o'zgaruvchilar sifatida qaraymiz. Bu yerda a 
chin, P esa yolg'on rolini o ‘ynaydi.

a , v , —>, —i amallarni quyidagi uchta shart o'rinli bo‘ ladigan qilib 
aniqlaymiz:

1) A aksiomadan tashqari sistemaning hamma aksiomalari tarkibidagi 
o'zgaruvchilaming barcha qiymatlarida faqat a  qiymatni qabul qilsin;

2) A aksiomadan boshqa, aksiomalar majmuasidan keltirib 
chiqarilgan har qanday formula ham tarkibidagi o'zgaruvchilaming barcha 
qiymatlarida faqat a qiymatni qabul qilsin;

3) A aksioma tarkibidagi o'zgaruvchilaming ayrim qiymatlarida /3 
qiymatni qabul qilsin.

Agar A aksiomaga nisbatan yuqorida keltirilgan interpretatsiya 
(izohlash) o'rinli bo'lsa, u holda A aksioma boshqa aksiomalardan erkin 
ekanligi kelib chiqadi. Haqiqatdan ham, agar A aksiomani mulohazalar 
hisobining boshqa aksiomalaridan keltirib chiqarish mumkin bo'lganda 
edi, u shartlarning ikkinchisiga asosan tarkibidagi o'zgaruvchilaming bar­
cha qiymatlarida faqat a  qiymatni qabul qilib, bu esa 3-shartga zid bo‘- 
lardi. Demak, A aksiomani mulohazalar hisobining boshqa aksiomalari­
dan keltirib chiqarish mumkin emas va u sistemadagi erkin aksiomadir. ■

O'zgaruvchilarining o'miga ulaming ayrim qiymatlari qo'yilganda 
ham formulalar ma’noga ega deb kelishamiz. Masalan, a a  \3 , or —» A , 
(X —» (j8 —» a)  va boshqalar.

6 - t a ’ r i f .  Tarkibidagi o'zgaruvchilarni ОС va (3 bilan almash- 
tirganda bir xil qiymat qabul qiluvchi A va В formulalar teng kuchli 
formulalar deb ataladi hamda bu A -  В ко ‘rinishda yoziladi.
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Tenglik belgisi л, v , —» mantiqiy bog'lovchilarga nisbatan sustroq 
bogiaydi deb hisoblaymiz.

Endi 11) aksiomaning erkinligini isbotlaymiz. Buning uchun kon’yunk- 
siyadan tashqari qolgan hamma mantiqiy amallarni xuddi mantiq algebra- 
sidagidek va kon’yunksiya amalini x а  у  = у  tenglik orqali aniqlaymiz:

X X
a 0

a

X У x v y X —> у X л у
a a a a a
a /3 a 0 0

a a a a
a 0

Ushbu interpretatsiya uchun yuqorida keltirilgan uchta shartning 
bajarilishini ko'rsatamiz.

Hi aksiomadan tashqari mulohazalar hisobining qolgan hamma 
aksiomalari o'zgaruvchilarning barcha qiymatlarida O. qiymat qabul qiladi 
(bu holni chinlik jadvali orqali ko'rsatish mumkin).

Haqiqatan ham I, III va IV guruh aksiomalarida kon’yunksiya amali 
qatnashmaydi. Qolgan mantiqiy amallar xuddi mulohazalar algeb­
ras idagidek aniqlangan.

Mulohazalar algebrasida bu formulalar aynan chin formulalar bo'lga- 
nidan, ushbu interpretatsiyada o'zgaruvchilarning barcha qiymatlarida ular 
a  qiymat qabul qiladi.

Hi, II2 va II3 aksiomalami ko'raylik.
П2 va II3 aksiomalar qabul qilingan interpretatsiyada y - > y  

formulaga teng bo'ladi va x = /3 , y  = a  qiymatlarda /? qiymat qabul 
qiladi, ya’ni hech qachon a qiymat qabul qilmaydi.

Endi aynan CL ga teng formulalardan keltirib chiqarish qoidasiga 
asosan hosil qilingan formulalar ham a  ga tengligini ko'rsatish qoldi, 
ya’ni 2- shartning bajarilishini ko'rsatish kerak.

Oldingi paragraflarda aynan chin formulalarga o'miga qo'yish va 
xulosa qoidalarini qo'llash natijasida chiqarilgan formulalar aynan chin 
formulalar bo'lishi ko'rsatilgan edi. Demak, 2- shart ham bajariladi. 
Shunday qilib. mulohazalar hisobining IIi aksiomasi erkin aksiomadir.

Xuddi shu sxemadan foydalanib, mulohazalar hisobining I, И, III va IV 
guruhlaridagi har bir aksiomaning erkinligini ko'rsatish mumkin. Demak, 
mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi erkindir.
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1. A(x) va B(x) ixtiyoriy formulalar bo‘ lsin. Quyidagi formu-

lalaming qaysilari A(x) —> B(x) formulaga teng kuchli formula bo'li­
shini aniqlang:

a) A(x) v  B(x); b) A(x) v  B(x); d) A(x) —> B(x) ;

e) B(x) ->  A(x) ; f) A(x) л B(x); g) A(x) л B(x) ;

h) —» A(x).
2. Mulohazalar hisobining I, II, III va IV guruhlaridagi har bir 

aksiomaning erkinligini ko'rsating.

Mustaqil ishlash uchun savollar

1. Mulohazalar hisobining yechilish muammosi deganda nimani 
tushunasiz?

2. Nima uchun mulohazalar hisobi uchun yechilish muammosi hal 
qilinuvchidir?

3. Aksiomatik nazariya nima?
4. Ziddiyatsiz nazariyaga misol keltira olasizmi?
5. Mulohazalar hisobi ziddiyatsiz nazariya bo‘ la oladimi?
6. Mulohazalar hisobining toMiqlilik muammosini bilasizmi?
7. Nima uchun mulohazalar hisobi tor ma’noda ham, keng ma’noda 

ham toiiq?
8. Nima uchun mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi erkin?
9. Qanday formulalar teng kuchli formulalar deb ataladi?
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ASOSIY BELG1LASHLAR

Kitobda quyidagi asosiy belgilashlar qabul qilingan.

N  -  natural sonlar to'plami.
Z  -  butun sonlar to ‘plami,
R  -h a q iq iy  sonlar to ‘plami,

0  -  bo'sh to'plam,

U -  universal to'plam,

\A\ -  A to'plamning quvvati,

U -  birlashma belgisi, 

n  -  kesishma belgisi,

A\B -  A to'plamdan В to'plamni ayirish natijasida hosil bo'lgan to'plam,

AB -  A to'plamni В to'plamgacha to'ldiruvchi to'plam,

A -  A to'plamni U universal to'plamgacha to'ldiruvchi to'plam,

2 A -  A to'plam uchun bulean,

Pn -  П ta elementli to'plam uchun o'rin almashtirishlar soni,

А"' П ta elementdan m tadan o'rinlashtirishlar soni,

С "  -  П ta elementdan in tadan gruppalashlar soni,

CtJ(nl,n2,...,nk) -  П ta komponentali kortej uchun takrorli o'rin almashtirishlar

soni ( /71 + И-, + ...  +  Пк — П ),

—m
An -  И ta turli elementlardan m tadan takrorli o'rinlashtirishlar soni,
—Ш
С и  -  П ta elementdan Ш tadan takrorli gruppalashlar soni,

B(n,k) -  qo'shiluvchilar tartibi e ’ tiborga olingan holda natural П sonning к ta
qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni,

B(n) -  qo'shiluvchilar tartibi e ’ tiborga olingan holda natural П sonning к ta
qo'shiluvchilarga barcha bo'laklanishlari soni,

R{n,k) -  qo'shiluvchilar tartibi e ’ tiborga olinmagan holda natural П sonning к ta

qo'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni,
R(n) -  qo'shiluvchilar tartibi e ’ tiborga olinmagan holda natural П sonning barcha

bo'laklanishlari soni,
■ -  teorema, natija, lemma, xossaning isboti yoki misol, algoritm tugaganligi.
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