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11-BO B
SONLI QATORLAR (davomi)

53- Ta'ruza
Ixtiyorily hadli gatorlarda yaqinlashish alomatlari

1°. Leybnits alomati. Ushbu

(-O'71cn - Q - c2+¢c3-c4+ ...+ (-1)n 1lcn +... (1)
gatorni qa_raymiz, bunda ¢, >0, (n=1,2,3,...).
Odatda, bunday gator hadlarining ishoralari navbat bilan o zgarib
keladigan gator deyiladi.

Ravshanki, (1) gator ixtiyority hadli gatorning bitta holidir.
Masalan, ushbu

~(_D«-".1=1 1n
- N 2
gator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan gator
bo‘ladi.

1- teorema. (Leybnits alomati.) Agar hadlarining ishoralari navbat
bilan o‘zgarib keladigan (1) gatorda:

1) cH <c,, (n=1,23,...);

1 +...+( 1)"-11+...
3 4 (_) n

2) limc,, =0 bo‘lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

gatorning dastlabki 2m ta (we N ) hadidan iborat gismiy
yig‘indisi
N2Mm- cn~c2 tci ~@+—F+com\ ~ com
ni olaylik. Unda ~(m+1) uchun
(D) ~ 2m ("2mH —2m2)
bo'lib, c2n2 <c2nH bo‘lganligi sababli (bunda c2nHl -c2m2 >0
bo'ladi)

2(mH) > 2> (IN—1,2, 3,...)
bo'ladi. Demak, {52m} ketma-ketlik o‘suvchi.

A



Endi S2nyig'indini quyidagicha yozamiz:

82T ~ N1 2 —£8) ™M —£5) —le ~ (M2Mm2 ~ "2m\ ) —2m’
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada gatnashgan gavs ichidagi
ayirmalarning, shuningdek, c2nning musbat bo‘lishini e’tiborga olib,

2T <A
bo‘lishini topamiz. Demak, {S2m} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

A/i&})sm =S, (S —chekli son) (2)

mavjud.

Endi (1) gatoming dastlabki 2m — 1ta (me N) sondagi hadidan
Iborat ushbu

Nm-1—1 ~2 73 ~M + e+ 2m\
gismiy yig‘indisini olaylik. Ravshanki,
2m-l ~2m 2m’

Teoremaning n —°° da c,, -» 0 bo‘lishi sharti hamda (2) muno-

sabatdan foydalanib topamiz:

lim S2mA = lim(S2m +c2m) =S .
() J—=
Shunday qilib, berilgan (1) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat

ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko'rsatildi. Demak, (1) gator
yaginlashuvchi. »

Masalan, 1-1+1-1+...+ + ... (3)
2 3 4 n

gator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlan-

tiradi. Teoremaga ko‘ra (3) gator yaqginlashuvchi bo‘ladi ((3) gatoming

yaginlashuvchanligi va yig‘indisi In2 ga teng bo‘lishi ko‘rsatilgan edi).
2°. Dirixle—Abel alomati. Faraz qilaylik,

A, 02) $35 ]

N5 o B W 7
IXtiyorily hagigly sonlar ketma-ketliklari bo“lib,

Sn —d\ +@ + =+
bo‘lsin. U holda V«e N, ¥YTe N uchun



bo'lib, (8) munosabatga ko'ra

N
<e
K-n
bo'ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko‘ra <e (atorning
K-n
yaginlashuvchanligi kelib chigadi. »
Misol. Ushbu V Coskx coix +C032X m -f Cos kx +... qator

fl—\

yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda x —tayinlangan haqiqiy son.

ml Agar x =2n boisa, berilgan

io coskx ~ €os2nK 1
o ~|c ’k‘:\ K A K
gator garmonik gator bo‘lib, u uzoglashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, X ¢ 2k bo‘lsin. Berilgan gatorda

ak = coskx, bk = 1

belgilashlami bajaramiz.
Ravshanki, [bk} = j*-J ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik

migdor bo‘ladi (k da ol 0).
Endi cos kx qatorning gismiy yig‘indisi S, ni topamiz:
k=1 k=\
n i n (.
S,, =" coskx =-----—2"2sin " cos kx =

*=| 2s51n- a=i



Keyingl munosabatdan, 2n ga karrali bo'lmagan x lar uchun

1
X
Sin -
2
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, {Sn\ ketma-ketlik chegaralangan. Unda

berilgan gator 2- teoremaga ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. »

S <

Mashqlar

1.Quyidagl munosabatda 2n xatolik topilsin:

A T A e | n 11 1 \ 1

2+3-4+"=\  2+3+4+"7 \2+4
Nl+H v - )" K v J +N =a

® B / Jud

2. Ushbu » -&=-—-—11+- gator yaqinlashuvchanlikka tek-
m ny

shirilsin,
54 - Ta ruza

Cheksiz ko‘paytmalar

1°. Cheksiz ko‘paytma tushunchasi. Faraz qilaylik, biror
{} C\,2s vy...,Cn,...
hagigly sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Ular yordamida ushbu

Cl C21C3 ..+ .. (]
Ifodani tuzamiz.

(1) 1foda cheksiz ko\paytma deyiladi va u JT cn kabi belgilanadi:
=1

M c« = C\ec2'c3e—'CcNn—,

/7=1

bunda Cj,c2,...,c,,... sonlar cheksiz ko‘paytmaning hadlari, c, esa
ko‘paytmaning umumiy yoki n- hadi deyiladi.



Quyidagi Pn =c¢, c2 (n=1,2,3,...)
ko‘paytma (1) cheksiz ko‘paytmaning n- gismiy ko'paytmasi deyiladi.
Demak, (1) cheksiz ko‘paytma berilganda har doim uning gismiy
ko'paytmalaridan iborat ushbu {P, ¥
P‘,12]*3°"> n>*%*
ketma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,

-0 ] -
Y v Y
cheksiz ko‘paytmaning n- gismiy ko‘paytmasi
/
- 1_1A 1 1“. 1_1

221y 32 y N
13 2 4 W1 mM1 1 4
2233 n n 2 n
K
bo‘lib, ulardan tuzilgan {/>,} ketma-ketlik

3 2 5 3 1 /141
453785 n
bo‘ladi.
[- ta’rif. Agar n —»« da {Pn} ketma-ketlik noldan fargli chekli

P songa intilsa (yaqginlashsa), (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi
deyiladi, P esa uning giymati deyiladi:

limP,,=P, P=N C
e =l

Agar {P, } ketma-ketlik limitga ega bo'lmasa (yoki uning limiti O
bo‘lsa), (1) cheksiz ko‘paytma uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan, yugorida keltirilgan (1 — J cheksiz ko“paytma uchun
1=

Iim P, = lim " e—
/71— tt— 2 /1 2

bo‘ladi. Demak, 1- 1 cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi va
n=2

. . .1
uning giymati r ga teng.
10



2°. Yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmaning xossalari. Aytaylik, biror

G QuguBe Q..

=1
cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘lsin.
Ushbu
J7) 41 Qnt 'Qri2 ' e (2)
mtl

cheksiz ko‘paytma (bunda m —tayinlangan natural son) (1) cheksiz
ko‘paytmaning qoldig'i deyiladi.

1) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lsa, (2) cheksiz
ko‘paytma ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha.

« (1) cheksiz ko'paytmaning qismiy ko‘paytmasi

Pn —(G G eef 5
(2) cheksiz ko‘paytmaning gismiy ko ‘paytmasi
K~ "ml' Q2 " e ' Otk
lar uchun Pn =Pm -Q[m),

(bunda n=m +k) boiadi. Bu munosabatdan, n ->° da Pn ning
chekli limitga ega bo‘lishidan £ 0 da Q] 1ning ham chekli limitga

ega bo‘lishi; shuningdek, k ->°° da Q[m ning chekli limitga ega

boiishidan, n —°° da Pnning ham chekli limitga ega bo‘lishi kelib
chigadi. »
2) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda

\;\iT_rpm(cm’r] oCA2e... ccmi(...) =1

bo‘ladi.
4 Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lib, uning
giymati Pbo'lsin. Unda *
Ry GreQmiZ2e... -Gl ... —P
bo‘lib, undan /a-)» da
’\m+1'0n+2'-'cmb’c-:~g~ >i:1

bo‘lishi kelib chigadi. »



3) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
limcg,, =1

bo‘ladi.
4 Aytaylik, (1) cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi bo‘lib, uning
gqiymati Pbo ‘Isin:

rl}i_rgoPn =lim(c, *c2-... °cC,,) = P.

U holda Ph=/», x,, ya’ni ¢, =-p- bo'lib,

r/7-1

limc¢,, =IlImA . =p =1
n— > n— *nt P
bo‘ladi. »

Yugorida keltirtlgan xossalardan quyidagi xulosalarni chigarish
mumkin.

Cheksiz ko‘paytmalaming yaginlashishida, ulaming dastlabki chekli
sondagi hadlarining ta’siri bo‘Imaydi.
Agar cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi bo‘lsa, unda n -> @ da

ch -» 1 bo‘lganligi sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi had-
larini musbat deb olish mumkin bo‘ladi.

Bu xossalar yaqginlashuvchi cheksiz ko'paytmalarda ularning
hadlarini musbat deb olish imkonini beradi.

3°. Cheksiz ko‘paytmalar bilan gatorlar orasidagi bogianish. Faraz
gilaylik,

=¢ C2 .. C,e*.., (c, >0, /71=12,..)

cheksiz ko‘péytma berilgan bo'lsin. Bu cheksiz ko'paytma hadlarining
logarifmlaridan ushbu

27 InG,=InJ +1Inc2+... +1Ingc, +... (3)
=1

gatorni hosil gilamiz.
1-teorema. (1) cheksiz ko'paytmaning yaginlashuvchi bo‘lishi

uchun (3) gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi bo'lsin:
l[im Pn = l1ir*q ec2m..,,)) = P, (P —chekli son).
.



U holda (3) gatorning gismiy yig‘indisi uchun
n

S,, =V Inck =InG +Inc2+...+Inc, =In(C] ¢c2e... «cC,,)
bll

bo‘lib,
lim Sn =1lim In(c, ec2m..°c,,)) =InP
bo‘ladi. Demak, (3) gator yaginlashuvchi.

Yetarliligi. Aytaylik, (3) gator yaginlashuvchi bo‘lsin:

|‘|
IimS,, =limV Inck =limIn(c, mc2 ... c,,) =S .
e
U holda (1) cheksiz ko'paytmaning gismiy ko‘paytmasi uchun

P—Cq °r0 B Cp =

bo‘lib L[I_I;L = @g;oelr(d "G =e*

bo‘ladi. Demak, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi. »

Ko‘pincha, Olcn cheksiz ko‘paytmani o‘rganishda, uning umu-
VE

miy hadi cnni quyidagicha
ch =1+ a,
Ifodalash qulay bo‘ladi. U holda (1) cheksiz ko‘paytma

=1
ko‘rinishga, cheksiz gator esa

£Eln(l +01

n=|
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Faraz gilaylik, n ning (ne N) yetarlicha katta giymatlarida
an >0 (yoki a, <0)
bo‘lsin.



2- teorema. Ushbu 1M (] + an)

/7=1

cheksiz ko‘paytmaning yaginlashuvchi boiishi uchun

n=\

gatoming yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

folo) /0

< Ravshanki, TT(1 + an) cheksiz ko‘paytma va 2-,an gatoming
n=l

yaginlashuvchi bo‘lishi uchun awalo

lima, =0

bo‘lishi kerak. Shu munosabat bajarilsin.
Keltirilgan teoremaning isboti

lIm =1
an

munosabat hamda 1- teoremaning gqoilanishidan kelib chigadi. »
Masalan, bu teoremadan foydalanib, ushbu

1\ . ( lu, 1A (t.1

cheksiz ko‘paytmaning a > 1 bo‘lganda yaginlashuvchi bo‘lishini

(chunki (a>1) —yaqginlashuvchi),

+1)=a +1).G+IVFfi+11l. @1+11-

© |

cheksiz ko‘paytmaning esa uzoglashuvchi bo‘lishini (chunki _

M

uzoqlashuvchi) topamiz.
14



Mashqlar

1. Ushbu Ll (\ +x2"), (Ixlcl)
=1

cheksiz ko'paytmaning yaginlashuvchiligi ko‘rsatilsin Va giymati
topilsin.

1
2. Ushbu |_l
= 1+i-_I
tenglik isbotlansin, bunda
n
c=lim |j-In *
T k= 7

(Eyler o‘zgarmasi).

15



12-B O B

KOT 0 "ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR,
ULARNING LIMITI, UZLUKSIZLIGI

55- Ta ruza
El fazo. Rmfazoda ochig va yopiqg to‘plamlar

1°. R fazo tushunchasi. Haqiqiy sonlar to‘plami R yordamida
ushbu

RXRx e xR ={(x,,x2,....xm):%x, e R, x2e R, ..., X, e R] (1)
"' mta 4

to'plamni (filing dekart ko'paytmalaridan tuzilgan to'plamni) hosil
gilaylik. Ravshanki, (1) to‘plamning har bir elementi m ta x,, X2 ~ xXm
hagigly sonlardan tashkil topgan tartiblangan m lik

(X,, X2, ..., X ]

dan iborat bo'ladi. Uni (1) to‘plamning nugtasi deyilib, bitta harf
bilan belgilanadi:

X = (X, X2 X].
Bunda x,, X2 xmsonlar X nugtaning mos ravishda birinchi,

Ikkinchi, ..., m- koordinatalari deyiladi.

Agar X = (X,, X2 .., XJ, Yy = y2 .., ym nuqtalar uchun
X\=MW>x2=Yb > XxT=YTb0‘Isa, x - y deyiladi.

Faraz qilaylik,

X = (X” X2, ey XIT), y — (y,, y2’ sny YJ
lar (1) to‘plamning ixtiyoriy ikki nugtasi bo‘lsin. Ushbu

m
NYK ~XK
o < T
miqgdor X vay nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va p(x,) kabi belgilanadi
m
P(X’Y)=J £ (yk~xk) = (2)

Endi masofaning xossalarini keltiramiz:
16 - Ve ' * dvy



1) Har doim p(x,>>) >0 va p(x,y) =0 x =y bo‘ladi.
J1 (2) munosabatga ko‘ra, har doim p(x,”)>0 boMadi. Agar
p(x,.y) =0 bo‘lsa, u holda

(M —X]) +(y2—X2) +...+{ym~xm) —0
bo'lib, natijada xI=yl, x2=y2 ..., x,,=ym ya’ni x =y bo‘lishi kelib
chigadi. Aksincha, agar xI=yl, x2=y2 ..., xm= ymbo‘lsa, unda (2)
munosabatdan foydalanib p(x,y) =0 bo‘lishini topamiz. »
2) p(x,y) masofa x va y ularga nisbatan simmetrik bo‘ladi:

p(X,3y) = pO>X).
m Bu xossanig isboti (2) munosabatdan kelib chigadi:

m /' n -~
X(Yk-H) =JE£ (xb-y*) =P(y,x).>
=1 \Va=1

3) (1) to'plamning ixtiyoriy
X = (x,,x2,....Xm), Y=(Yi2>e3YMm)> z — 2\ >221 zm)
nugtalari uchun
p(x,z) <p(x)y) +p(>',2)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
"4 Ma’lumki, Ixtiyorly ax,az2,...,amva t\,b2, ..., bmhaqgiqiy sonlar
uchun

, m I m [Or
X {’k +h) ~ al +J x K (3)
k= Vk=i \ k=

bo‘ladi (garalsin, [1], 12-bob, I-§8; odatda, bu tengsizlikni Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi). (3) tengsizlikda

K~ YK —xKjJ bk =& ~ YKi — 2,...,M)
deb topamiz:



Bu esa
p(x,z) <p(x,y) +p(y.r)
bo'lishini bildiriladi. »
Shunday qilib, (1) to‘plamda (to'plam elementlari orasida) masofa
tushunchasining Kiritilishini hamda masofa uchta xossaga ega bo ‘lishini

ko‘rdik.
Odatda, (1) to'plam R fazo deyiladi. Demak,
R — spee> ) o /N A X2 6 Xm6 RJ.
Endi Rm fazodagi ba’zi bir to'plamlarni keltiramiz.
Aytaylik, biror a =(a,,a2,...,am)e Rm nuqta va r > 0 son berilgan
bo‘lsin.
Ushbu

Br (0) = {&l,x2,...,xme Rm:\](x{- a{)2+ .. +(xm-am)2 <r}
yoklI gisgacha,
Br(a) ={xe Rm:p(x,a) <r)
to‘plam markazi a nuqgta, radiusi r bo‘lgan shar (m o‘lchovli shar)
deyiladi.
Quyidagi
Br{a) ={xe Rm:p(x,a)<r}
to‘plam R ”fazoda yopiq shar,
5°(a) ={xe Rm:p(x,a) =r}
to‘plam esa Rmfazoda sfera (m o‘lchovli sfera) deyiladi.

Ravshanki,
Br(a) = 5r(fl)uS*“(«)
boiadi.
Ushbu
| 1 (M >eee)fliINX1L 27" ) —
= {(X[,X2,..., xm)g Rm:a, <X <t\ <X < ,., <xm<bm}

to‘plam Jit fazoda parallelepiped deyiladi, bunda a,,i#2
bx,b1,...,bm - haqiqgly sonlar.
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2°. Rmfazoda nuqtaning atrofi. Biror x° =(x,°,x2  X°) e Rm

nugta hamda e > 0 son berilgan bo‘lsin.
1- ta’rif. Markazi x° nuqtada, radiusi £ bo‘lgan Rmfazodagi shar
x°e R’ nugtaning sferik atrofi deyiladi va W(x°) kabi belgilanadi:

Ue(x°) ={xe Rm:p(x,x°)<e}.
2 -ta’rif. Ushbu

f1(51,82....6m)={(x1x2,...xmGR" :

N —b <X <A +6], X2-52<Xx2<x2+82,...,.Xxm—bm <xm <xm+8m}
parallelepiped x° nuqtaning parallelepipedial atrofi deyiladi va
(JCP§2VISHI (x°) kabi belgilanadi, bunda 8, >0,82>0,..., 8, >0.

R nfazodagi nugtaning bu atroflari orasidagi munosabatni quyidagi
lemma ifodalaydi.

Lemma. X° e Rm nuqgtaning har qanday t/£(x°) sferik atrofi olin-

ganda ham har doim x° nugtaning shunday t75 2...9n(x°) paralle-
lepipedial atrofi topiladiki, bunda

Us, 2 (x°)c Ut(x°)

bo'ladi.

Shuningdek, x° nugtaning har ganday "6b&,..8r (x°) parallele-
pepidial atrofi olinganda ham har doim x° nugtaning shunday t/HXx°)
sferik atrofi topiladiki, bunda

Uz(x°) ¢ U8R 8§n(x°)

bo‘ladl.
A x° e Rm nuqgtaning sferik atrofi
Ut (x°) ={xe Rm:p(x, X°) <e}

berilgan bo‘lsin. Demak, e > 0 son berilgan. Unga ko‘ra 8< VA?%
tengsizlikni ganoatlantiruvchi 8 sonni olib, x° nuqgtaning ushbu

Ud(x°) =U " b(x0) ={(xI,x2,...,xJe Rm:

Xj —8< xj < xj +8x2-8<x2<x2+8 ,Xn—=8<xm< xm+ 8}
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parallelepipedial atrofmi tuzamiz. Natijada x° nuqgtaning
fle(x°) va Ub(x°)
atroflariga ega bo‘lamiz.
Aytaylik, Vxe Us(x°) bo'lsin. U holda

<5, (k- 12
bo‘lib,
X ~xk)2 <JX S2 =84m
bo ladi. Yugoridagl 8 < tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:
m
X<*F* ~x°N2<e-
k=\

Demak, p(x,x0)< £ bo‘lib, xeU Jx0) bo‘ladi. Bundan

Us(x°) ¢ UE(Xx®)
bo‘lishi kelib chiqgadi.

X° e Rm nugtaning parallelepipedial atrofi

"6|82.an(* ) - {(*1 >2>wm»xm)6 KMm

w1~5 <xi <xi +5, ,x$-5<x, <xf+6,,..., - Bm<xm< x®, + £

berilgan bo‘Isin. Berilgan 8, ,82,...,8Q musbat sonlar yordamida
e =min{81,52,..,.5m}
sonini topib, x° nugtaning ushbu
OE(x°) ={xe Rm:p(x,x°)<e}

sferik atrofmi tuzamiz. Natijada x° nuqtaning

t/e(x°) va USJs2..om(x°)
atroflariga ega bo‘lamiz.
20



Aytaylik, Vxe Ut(x°) bo'lsin. U holda

p(x,x )— ((xk xk) ~ -8 (A 1,2,..,tn)

bo'lib,
Xk ~xk <”, (k=1,2,...,m)
bo'ladi. Bundanesa xe Us8 3n(x°) bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

Bu lemma Rm fazo nugtasining bir atrofidan ikkinchi atrofiga
o'tish imkonini beradi.

3°. K" fazoda ochigq va yopiq to‘plamlar. Aytaylik, Rm fazoda
biror Gto‘plam (G ¢ Rm berilgan bo‘lib, x° e G boisin.

Agar x° nugta G to‘plamga tegishli bo‘lgan t/f(x°) atrofga ega
bo‘lsa, (t/£(x°) ¢ G) xOnugta G to'plamning ichki nuqtasi deyiladi.

3- taTif. G to‘plamning har bir nugtasi uning ichki nuqtasi bo‘ls
u ochiq to plant deyiladi.

1- misol. Rmfazodagi ushbu

Br(a) ={x€ Rm:p(x,a) <r}
shaming ochig to‘plam ekanligi ko‘rsatilsin.
A Vx° e Br(a) nuqgtani olamiz. Unda

r-p(x°,a)
miqgdor musbat bo‘ladi. Uni 8 deylik:

8=r-p(x°,a) (22-chizma).
Endi x° nugtaning ushbu

Us(x°) ={xe Rm:p(x, x°) <8}
atrofmi garaymiz.

Bunda Us(x°) ¢ Br(a) bo‘ladi. Haqgi-
gatan ham,

Vxe Us(x°) = p(x,x°) <8 22- chizma.
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bo‘lib, masofaning 3- xossasiga ko‘ra
p(x, @) <p(x, x() +p(x°,a) <8+p(x°,a) =r
bo'ladi. Demak,
VX GUb(x°)=x6 Br(x°).

Bundan Ub(x°) ¢ Br(x°) bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, Br(a) to‘plamning har bir nugtasi uning ichki nugtasi
bo'ladi. Binobarin, Br(a) —ochig to'plam. »

Aytaylik, F ¢ Rm to‘plam hamda x° e R m nuqta berilgan bo‘l-
sin. Agar X° nugtaning ixtiyoriy i/e(x°) atrofida (Ve > 0) /40 ‘plamning
Xx° dan fargli kamida bitta nugtasi bo‘lsa, x° nugta F to‘plamning
limit nugtasi deyiladi.

Masalan, ushbu

Br(a) ={x e Rm:p(x,a) <r}
to'plamning har bir nugtasi uning limit nugtasi bo‘ladi. Ayni paytda,

5 ={xe Rm:p(x,a) =r}

to'plamning barcha nuqgtalari ham shu Br(a) to‘plamning limit nuqgtasi
bo‘ladi. Biroqg, bu limit nugtalar Br{a) to‘plamga tegishli bo‘Imaydi.

4- ta’rif. Agar F ¢ Rm to‘plamning barcha limit nuqgtalari shu
to‘plamga tegishli boisa, F yopiq to plam deyiladi.
Masalan,

Br(a) ={xe Rm:p(x,a) <r}
to‘plam (71" fazodagi yopig shar) yopiqg to‘plam bo‘ladi
Biror M ¢ Rm to‘plam hamda x° e Rm nugtani garaylik.
Agar X° nugtaning iIxtiyoriy t/e(x°) atrofida ham M to'plamning,
ham RmM to‘plamning nuqgtalari bo‘lsa, x° nugta M to‘plamning

chegaraviy nugtasi deyiladi. JI/to'plamning barcha chegaraviy nugtalari
uning chegarasini tashkil etadi. M to‘plamning chegarasi b(M) kabi

belgilanadi. Masalan,

5f(a) ={xel :p(x,a) =r)
to‘plam

Br(a) ={xel : p(x,a) <r}
22



to'plamning chegarasi bo‘ladi:
3(Ada)) = B?(a).

Agar F e Rmto‘plamning chegarasi 3(M) shu to'plamga tegishli
bo'lsa, Fyopig to‘plam boiadi. Masalan,

Br(a) = p(x,a) <r}
yopiq to‘plam bo'ladi, chunki
d(Br(a)) =B?(a)*Br(a).
4°, R mfazoda to‘g‘ri chizig va kesma. Faraz gilaylik, Rmfazoda
a=(fl),o2, dam), b=(b\,b } b m)
nuqtalar berilgan bo‘lsin. Bu nugtalar koordinatalari yordamida quyidagi

X, =ax +bl (1-7),
x2=a2t+ (\-1),
............................. (4)

ni tuzib, (bunda fe R) t o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan R fazoning
X (X, ,X2,... Xm)

nugtalarini hosil gilamiz. Bunday nuqgtalar to'plami

X=X ,x2 xm€ Rm:x, =ax +t\ (1-(),
X2 = a2t + bj (l—t) ..... xm= amt +~bm(\-t),te J1}

Rmfazoda a ={ax,a2,...,am) va b = (bl,b2,...,bm) nuqtalar orgali
o ‘tuvchi to§ 11 chizig deyiladi.
Endi yugoridagl a va b nugtalarning koordinatalari yordamida

tuzilgan (4) munosabatda 0 <t < 1 bo‘lsin. Rmfazoning bunday nuqg-
talari to'plami

{x=(,,X2,...%,,)e Rm:x, =a't+6 (1-1), x2=az+b2(1- /),
Xy, =amt +bmi\-t), O0</<1}

Rmfazoda a va b nugtalarni birlashtiruvchi to'g'ri chizig kesmasi
deyiladi.
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N'fazoda chekli sondagil nugtalar beritlgan bo‘lsin. Bu nuqtalarni
birin-ketin to‘g‘ri chizig kesmalari bilan birlashtirishdan tashkil topgan
chizig sinig chizig deyiladi.

Agar M ¢ Rmto‘plamning ixtiyoriy ikki nuqgtasini birlashitruvchi
shunday siniq chiziqg topilsaki, u ushbu M to‘plamga tegishli bo‘lsa,
M bogiamli to'plam deyiladi.

5- tarif. Agar M ¢ Rmto‘plam ochig hamda bog‘lamli to‘plam
bo‘lsa, u soha deyiladi. Masalan,

Br(a) ={xe Rm:p(x,a) <r}

to'plam soha bo‘ladi.

5°, Xususly hollar, m = 1 bo'lganda Rm= R bo‘lib, u barcha
haqiqly sonlardan iborat to‘plam bo'ladi. Bu to‘plamning har bir
elementi to‘g‘ri chizig nugtasini, to'plamning o ‘zi esa to‘g‘ri chizigni
Ifodalaydi.

lkki Xxg R, ye R nugtalar orasidagli masofa

p(X,.y) = K-y
x0e R nugtaning atrofi
fle(x0) ={x€ R :p(x,x0) <s}=(x0-e, x0+e)

bo‘ladi.

m = 2bo‘lganda Rm= R2bo‘lib, u barcha tekislik nugtalaridan
Iborat to'plam bo‘ladi. Bu to‘plamning ikki x = (Xx,, X2,y = (y,, Y2
nugtalari orasidagi masofa

p(X,y) =<yl -*1)2+(¥Y2~ X2)2 >

X° = (x0, ) nuqgtaning sferik atrofi

Ut (x°) ={(x,y)e R2:p((x,.y), (x0,y0)) <4 =

={(x,y)e R2:7U-"0)2+0;-0:0)2 <e}

bo‘ladi.
R 2fazoda ushbu

1(x,.y)e R2:p((x,”), (x0,y0)) <r}
to'plam ochiq, quyidagi
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0 %

23- chizma

{(x,y)e R2:x >0, y >0 x+y<lIl}
to'plam esa yopiqg to'plam bo‘ladi. Ular 23- chizmada tavsirlangan.

Mashqglar

1. Agar G] z Rm, G2 c¢ Rm ochiqg to'plamlar bo‘lsa,

Gxu Rm, G2n Rm
to ‘plamlarning ochig to‘plam bo'lishi ko‘rsatilsin.

2. Agar F, ¢ Rm, F2 ¢ Rm yopiq to'plamlar bo‘lsa,

Ftn Rm, F2n Rm
to‘plamlarning yopiq to‘plam bo'lishi ko‘rsatilsin.

50- Taruza
Rmfazoda ketma-ketlik va uning limiti

1\ Rmfazoda ketma-ketlik va uning limiti tushunchalari. Aytaylik,
biror qoidaga ko‘ra har bir natural son n ga Rmfazoning bitta

X<> =(x<4),X<">,.. x<,">), (n=1,2,..)

nuqgtasi mos go‘yilgan bo‘lsin. Bu moslik natijasida Rmfazo nuqgtala
ridan tashkil topgan ushbu

~ (y(2) wv-~n vV.r) N ( v (w) v-(w) \
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yoki gisqgacha,
M) YD 3 eee A7) 70

to‘plam hosil bo'ladi. Uni FT fazoda ketma-ketlik deyilib, {<n)} kabi
belgilanadi. Demak, P<n)}ketma-ketlikning hadlari Rmfazo nugtalari-
dan i1borat bo‘lib, bu nuqgtalarning koordinatalari m ta

==k 7Yy, L K7} (*-1,2...0)
sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi.
Faraz qilaylik, Rmfazoda Pk

X(1),x<2>, ...,x<">,... (1

ketma-ketlik hamda

(X = NN

nuqta berilgan bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham shunday nOe N son topilsaki,
barcha n > n0Ouchun

p(x(n),fl) <e,
ya’'ni
Ve >0, Bn?eN, Vn>n0: p(x{n\a)<e
bo‘lsa, a nugta {x(n)} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx(W) =a yoki n->°% da x(n) -> a

kabi belgilanadi.
V> nOda

p(x(n), @) <r
tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning nndan katta nomerli
hadlari a nugtaning W(a) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hoi
(1) ketma-ketlikning limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.
2- tarif. Agar ae Rm nugtaning ixtiyoriy Ut(a) atroti olinganda
ham, {<n} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘lsa, a nuqta {«} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

1- misol. Rmfazoda ushbu {x(2)} ={-, -,.... M ketma-ketlik-

ning limiti a = (0, O, ..., 0) bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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A Ve > 0 sonini olib, unga ko‘ra «0o =[~1 + 1 n>topamiz
U holda V7 > nOuchun

yfrl;n <yfm \fm .

+1
o e —

p(x(n),a) -p(-. n, == > (0,0,...,0))

bo‘ladi. Demak, limx() =a. »

2°. Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz gilaylik, Rmfazoda
P} ketma-ketlik va ae Rm nugta berilgan bo‘lsin.
1- teorema. Agar Rmfazoda

x() =(x\mx[r...,x()), (n=12,..)

ketma-ketlik
O— Q.o 7
limitga ega bo‘lsa: I|m x(n) =a,
u holda
nIirE x(n) = a,,
II_ié{)]oxin) = a2,
HmoxA = am
bo‘ladi.

Aytaylik lim x{+ =a bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan V/? > n0e N
uchun o

X(We Ut{a) = {xe Rm:p(x,a) <e}, (Ve >0)
bo'ladi. Ravshanki,

Ut (o) ¢ Ut(a),
bunda
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yoklI gisgacha,
rd) @ M9

to‘plam hosil bo‘ladi. Uni R" fazoda ketma-ketlik deyilib, {x"*} kabi
belgilanadi. Demak, {x"} ketma-ketlikning hadlari Rmfazo nuqtalari-
dan 1borat bo‘lib, bu nuqgtalarning koordinatalari m ta

Ne >}, {*2°}. -» (« =1,2,...)
sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi.
Faraz gilaylik, Rmfazoda {x"}:

0.,.@, 6

J ose

=3

ketma-ketlik hamda

a=(a ,a2,....,.ame Rm

nuqgta berilgan bo'lsin.

1- ta’rif. Agar Ve> 0 olinganda ham shunday nOe A son topilsaki,
barcha n > n0uchun

p(x(n),a) <e,
ya’ni
Ve>0, 3w g N, Vn>n0: p(x(n),a)<e
bo‘lsa, a nugta {x"} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx{n) =a yoki n-» °° da x(n) -> a

kabi belgilanadi.
Vw > /f0da

p(x(n), a) <e
tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning nOdan katta nomerli
hadlari a nugtaning UHa) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hoi
(1) ketma-ketlikning limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.
2- tarif. Agar a<= Rm nuqtaning ixtiyority Wz((a) atrofi olinganda
ham, {}*'} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘lsa, a nuqgta {x()} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

1- misol. Rmfazoda ushbu {x(n)} :'|£r|\’ In, n‘{ ketma-ketlik-

ning limiti a = (0, O, ..., 0) bo‘lishi ko'rsatilsin.
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4 Ve > 0 sonini olib, unga ko‘ra % =" 1+ " n*topamiz.

U holda Mw > nOuchun

p(x"'>,a)=p(1, I, ... 1), (0,0,...,0)) = -"< -] yim B
) € -
bo'ladi. Demak, limx<$ =o0. »

2\ Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz gilaylik, Rmfazoda

"} ketma-ketlik va ae /7 nuqta berilgan bo‘lsin.
1- teorema. Agar Rmfazoda

X =(x11"),x<”),..., x<r)), (/7=12,...)

ketma-ketlik
Q—{(Q\, H2>ee> AN

limitga ega bo‘lsa: Ii)!’n x(n) =a,

u holda
lim x[n) = O),
i [N =0
’_Lrg:xll\)l = a2,
lIm x = am
FI'»OO

bo‘ladl.

4 Aytaylik lim x(n) = a bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan Vw > nOe N
uchun
x(e 1/o(n) ={xe /T :p(x,a) <e}, (Ve>0)
bo‘ladi. Ravshanki,
Ut (a) ¢ Uc(a),
bunda
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Ut (a) = {(x1,x2,...,x0O)e Rm:
—E< A <fll+£ R—EMN XL KBS K@~ N < am+e}-
Keyingl munosabatlardan, V/? > w0 uchun

a, - e<Xx}') <« +e,

a2 - e<x§)) <a2l+e,

M- e <*F*L + £>

yam x\n) - a, <e ,
XM) - a2 <€
m - Qn <€

bo‘lishini topamiz. Bundan esa
lim x.g) = flj,

II_||m x\n) =az,

bo‘lishi kelib chigadi. »
2- teorema. Agar Rmfazodagi

X"} = {(x{n), x*n), XM}, («=12.)
ketma-ketlik va a = (a,,a2,..., am) nugta uchun
lim x(@) <>

HLY;IOX\H) = 02,

lim XLw = a,
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bo‘lsa, u holda {x*} ketma-ketlik limitga ega bo‘lib,

lim x(n) =a
bo‘ladi.
A Teoremaning sharti hamda limit ta’rifidan foydalanib topamiz:
limx) =a =Ve>0 e N, vit> > x(n) - u <%"n
limx™) =a2=>Ve >0, 93r)e N, VIi>/*D) -4, <

|_iAmX’\ =am  Ve>0, 3"mM€ N, V«e>/E£"> xM) - a»

bo‘ladi.
Agar

\[m

deyilsa, u holda \/n >n0da bir yo‘la

Xx[W-a < (2 (c—1,2,.../17
tengsizliklar bajariladi. U holda

m m
| <47 -<*F>7 < Y © o =e
/c=l /bl
yam
p(x(a),9) <e
bo‘ladi. Demak,

imxW=a. »
Bu teoremalardan quyidagi tasdig kelib chigadi
Rm fazoda  {x(,)}=[(x,(n), x\n), x%]}  ketma-ketlik

a=(a,, a2, am) limit:
\Id@ox(n) = a
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ga ega bo‘lishi uchun bir yo‘la

lim x\n) =a,,
/7_
lim x2n) = a2,
r_|+00
lIm x™ = am

n->00

bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu muhim tasdiq bo‘lib, u Rmfazodagi ketma-ketliklar limitlarini
o ‘rganishni sonlar ketma-ketliklar limitlarini o ‘rganishga olib keladi.
Sonlar ketma-ketliklarining limiti esa 6—8- ma’ruzalarda batafsil bayon
etilgan.

Agar (1) ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yaqginlashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

Yugorida keltirilgan tasdigdan foydalanib, isbotlanadigan muhim
teoremani keltiramiz. Awalo Rmfazoda ketma-ketlikning fundamen-
talligini ta’riflaymiz.

3- taTif. Rmfazoda P<n} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar Ve >0
olinganda ham shunday nOe N topilsaki, \fn > n0, VP> nOlar uchun

p(X<n), X(P))<=&£E

tengsizlik bajarilsa, fundamental ketma-ketlik deyiladi.

3- teorema. (Koshi teoremasi) {<>}ketma-ketlikning yaqinlashuv-
chi bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teorema 9- ma’ruzada keltirtlgan 3- teorema kabi isbotlanadi.

3°. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi. FI fazoda mar-
kazlari

am = Ll (n), <#'), (n=1,2,..)
nugtalarda, radiuslari m>0 (n = 1,2,...) bo‘lgan ushbu

B\ = [4., (a(l)) ={xe Rm: p(x, fi(1)) < Li},
B2 =Br2(a(2)) ={xe Rm: p(x, a(2) < r2),

Bn =BIn(a(n}) = {xe Rm: p(x, a00) <r,,},
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yopiq sharlar ketma-ketligini garaylik. Agar bu yopiqg sharlar ketma-
ketligining hadlari uchun quyidagi

B 2B23 ..3 Bnz..
munosabat o‘rinli bo'lsa, {Bn} ichma-ich joylashgan yopiqg sharlar
ketma-ketligi deyiladi.
Aytaylik, {B,} Rmfazoda ichma-ich joylashgan yopiqg sharlar
ketma-ketligi bo'lsin.
4- teorema. Agar n-» da shar radiuslari mnolga intilsa, ya’ni

limr, =0
Wom

bo‘lsa, u holda barcha yopiq sharlarga tegishli bo‘lgan a nugta (ae Rm
mavjud va u yagona bo‘ladi.
m! Shar markazlaridan tuzilgan

{fa(n)}, (a(w)e Rm, n=1,2,.)

ketma-ketlikni garaylik. Uning fundamental ketma-ketlik bo'lishini
ko'rsatamiz.

Shartga ko‘ra limr,, = 0. U holda

Ve>0, Bboe N, n>ng: m<e
bo‘ladi. Ayni paytda, yopiq sharlar ichma-ich joylashganligidan bctiyoriy

P>n>n0
uchun Bif [a(P) Br (a(n)))
bo‘lib, p{a(n), a(P)) <m <z 00 ‘ladi.

Demak, {Aa(,)} — fundamental ketma-ketlik. U holda Koshi teo-
remasiga ko‘ra u yaginlashuvchi bo‘ladi:

liman =a, (ae Rm).

Bu a nugta Br (a(n)) to‘plamning limit nuqgtasi va Bln(am ) yopiq

bo'lganligi uchun as Br (n<w) , (n=1,2,...) bo‘ladi. Demak, a —bar-
cha sharlarga tegishli bo‘lgan nugta. Faraz gilaylik, a nugtadan fargli
parcha sharlarga tegishli boigan b nugta (beRmnm mavjud bo‘lsin:

e Br (a(™>), b ¢ a. Masofaning 3-xossasidan foydalanib topamiz:
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P(, b) <p(n, a(n)) +p(n(M), b) <2r,,.
Agar n—) °° da r,,-» 0 bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi muno-
sabatdan p(a,b) —0, ya’ni a = b bo'lishi kelib chigadi. »
Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan yopiqg sharlar prinsipi
deyiladi.
4°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
Rmfazoda {xX*"}:

yihy v o m

ketma-ketlik berilgan boisin. Ushbu ketma-ketlik

AN Y k),

bunda « <« < .<w<.. [*eV, £=12,...,

berilgan {**} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va u
{x(«*)} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Agar {m)} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

Iriﬂx(n) = a

boisa, bu ketma-ketlikning har ganday gismiy ketma-ketligi {¥Y'**}
ham yaqinlashuvchi bo'lib,

lim XM*" = ¢
K

bo‘ladi. Bu tasdigning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan bevosita
kelib chigadi.

Aytaylik, Rmfazoda biror M to‘plam berilgan bo‘lsin. Mc Rm
Agar Rmfazoda markazi (0,0,...,0) e Rm radiusi r > 0 bo'lgan shar

U ={(Xx],x2,%, xm€R . p((x],X2, xm), (0,0,..., 0))<r]

topilsaki, bunda
Me U°

bo‘lsa, M chegaralangan toplam deyiladi.

Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz.

5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) Rm fazoda har
ganday chegaralangan ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.
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5°. Xususity hollar, m = 1 bo'lganda Rm = R bo‘lib, undagi
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-
ketligi va uning limiti 6—8- ma’ruzalarda batafsil o ‘rganilgan.

m = 2Dbo'lganda Rm= R2 Dbo‘lib, undagi ketma-ketlik tekislik
nugtalaridan iborat

(X, ,Y]), (x2,y2 (X,,, (x,,eR, y,,zR, n=1.2,.)
ketma-ketlik bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {x,} va {y,,} sonlar
ketma-ketliklarining limitlari orgali o‘rganiladi.

Masalan, ushbu

{(-m), (-1)"}: (-1,-1), (11), (-1,-1), .., ((-1)",(-1)"),

ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi, chunki

X, =(-1y\ yn=(-1)", («=1,2,..)
ketma-ketliklar limitga ega emas.

Mashglar

1. Agar x° € Rm nugta M<z Rmto'plamning limit nugtasi bo'lsa,
M to'plam elementlaridan tcshkil topgan va 9?7 nugtaga yaqinlasha-
digar.

{x*}, {x(n) e No, x(n)*x0, /[71=1,2,..)

ketma-ketlikning mavjudligi ko‘rsatilsin.
2. Agar

H[T}gox(n) —a, (el , aeRm, [7T=12,..)

bo‘lsa, <"} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko‘rsatilsin.

57- Ta ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, Rm
fazoda E to‘plam berilgan bo‘lsin. Ec R”

1- ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir x = (X, ,x2,...xm) nudtaga
biror/goidaga ko‘ra bitta hagiqiy n son mos qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘p-



p(o, b)<p(a, a(n)) +p(n("\ b) <2r,,

Agar 7—°°da r,,-» 0 bo'lishini e’tiborga olsak, keyingi muno-
sabatdan p(a,b) = 0, ya’ni a = b bo‘lishi kelib chigadi. »

Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi
deyiladi.

4°, Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.

Rmfazoda {**}
XO @, HO)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ushbu ketma-ketlik
VO, @) v,
bunda fil <n2<..<g*< ikeN, k- 1,2,..,

berilgan {*'} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va u
{*(«*)} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Agar {x"} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

Hgnx(n) =a

bo‘lsa, bu ketma-ketlikning har ganday qismiy ketma-ketligi {x(n*)}
ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

-

limx” *=a

bo'ladi. Bu tasdigning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan bevosita
kelib chigadi.

Aytaylik, Rm fazoda biror M to‘plam berilgan bo'lsin: Mc¢c Rm
Agar Rmfazoda markazi (0,0,...,0) e Rm, radiusi r > 0 bo'lgan shar

u° ={(xI,x2,...,xm)e Rm: p((x,, x2,..., xO), (0,0,...,0) <r}

topilsaki, bunda
Me U°

bo‘lsa, M chegaralangan to piam deyiladi.

Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz.

5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) Rm fazoda har
ganday chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.
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5°. Xususiy hollar, m = 1 bo'lganda Rm — R bo‘lib, undagi
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-
ketligi va uning limiti 6—8- ma’ruzalarda batafsil o‘rganilgan.

m = 2bo‘lganda Rm= R1 bo‘lib, undagi ketma-ketlik tekislik
nuqtalaridan iborat

(x, ,yt), (x2,y2 (X,, ¥YN),..., (X, e R, ¥,,e R, «=12,..)

ketma-ketlik bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {x,} va {y,} sonlar
ketma-ketliklarining limitlari orgali o‘rganiladi.
Masalan, ushbu

{(J«). (L1)»}: (-1,-1), (1,1), (-1,-1), .., ((-D)", (-11), ..
ketma-ketlik limitga ega bo‘Imaydi, chunki

X, =(-D)\ y,,=(-Dn, («=12,.)
ketma-ketliklar limitga ega emas.

Mashglar

1. Agar x° g Rm nugta M ¢ Rmto'plamning limit nuqgtasi bo'lsa,
M to'plam elementlaridan tcshkil topgan va x° nugtaga yaginlasha-
digan
<5 (x{nN) g M, x(n) &x0, «=1,2,..)
ketma-ketlikning mavjudligi ko'rsatilsin.
2. Agar
H’_r)rc]ox(n) =a, (x{neRm, ae Rm, «=1,2,..)

bo‘lsa, {<n} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko‘rsatilsin.

57-ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti
1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, Rm
fazoda E to‘plam berilgan bo‘lsin: E ¢ K”.
1- ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir x = (x, ,x2,...xm) nuqtaga
biror/qoidaga ko‘ra bitta hagigiy u son mos qo‘yilgan boisa, E to‘p-
3



lamda ko‘p o'zgaruvchili (wta o‘zgaruvchili) funksiya berilgan (aniq-
langan) deyiladi. Uni
f \x —(x,,x2,..., xm) =M yoki un=f(x) =/(x,,Xx2,...,.xm)
(x =(x,,x2,....xme Rm, ue R)
kabi belgilanadi. Bunda E - funksiyaning berilish (aniglanish) to ‘p-
lami, x,, x2, ..., xm (erkli o‘zgaruchilar) - funksiya argumentlari,

n esax,, X2, ..., xmlarning funksiyasi deyiladi.
Masalan,/ —har bir

X =(X,,X2,...xm)e M,

M ={xe Rm: p(x,0)<I}
nuqtaga ushbu

,x2  Xm) =\\—A ~x2 —..—xm

goida bilan bitta hagigiy u sonini mos go‘ysin. Bu holda M ¢ Rm
to'plamda aniglangan

n=71- x2- x\ - .- xkh
funksiya hosil bo‘ladi.

Aytaylik, u =/(x, ,x2,...,xm) funksiya (ko‘p hollarda bu funk-
siyani n = /(x) kabi yozamiz) EczRmto‘plamda berilgan bo‘Isin.
x° =(x,0,x2, .., x“)e E nugtaga mos keluvchi u0 son n = f(x)
funksiyaning x° nugtadagi xususiy giymati deyiladi: .

Berilgan funksiyaning barcha xususiy giymatlaridan iborat ushbu

{«=/(x):xe £} oy
sonlar to'plami n =/(x) funksiya giymatlari toplami deyiladi. Agar
(1) to‘plam chegaralangan bo‘lsa, n=/(x) =f(xi,x2,...,xm) funk-
siya E to'plamda chegaralangan deyiladi.

RmH fazodagi ushbu

{(x,/(x)):x =(X,,x2,..xm)ye Rm, f(x)e S}

to‘plam ko‘p o‘zgaruvchili u- /(x,,x2,...,xm) funksiyaning grafigi
deyiladi.
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Faraz gilaylik, yugorida qaralayotgan /(x,,x2,..., xm) funksiyada

x\ = @1 (0 = Pu(*i )i
X2 = 42(2) = R(1,/2,-..,/A),

= OT(0 = DK(*1>*2>-11)
bo‘lsin, bunda <#f) funksiya (/=1,2,..../;u) T Rk to‘plamda
aniglangan bo'lib, /=(/1/2,...,(4)el" bo'lganda unga mos
X = (x,,Xx2,...xm)e fm bo'lsin. Natijada

I (x()) =1( I%), 02(20, - k), e T (A, 1K) = F(L,, ©2,..., 1%)

funksiya hosil bo‘ladi. Uni murakkab funksiya deyiladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya (x e Rm) E ¢ Rm to‘plamda berilgan,
X° e Rm nugta E ning limit nuqtasi bo'lsin. U holda Rm fazoda
shunday {01}

y (D y (2) Y (n)
N y N 5 eee> [ J

ketma-ketlik topiladiki, bunda
1) Vije ¥ da x(n)e £, x(n) * x°;

2) n—» da x(n) ->x°

bo'ladi (bunday ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi).
2-tarif (Geyne ta’riif.) Agar

1) Vee N da x(Me E, x(nN) ox°;
2) a->o>da x(n) -> x°
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy P} ketma-ketlik uchun
a-> da /(x(n)-»N
bo‘lsa,/4son /(x) =/(x,,X2,....,xm) hinksiyaning x° = (x,°, X2,..., X°)

nugtadagi limiti (karrali limiti) deyiladi. Uni lim /(x) = /1 yoki



Bu ketma-ketliklar hadlaridan foydalanib, ushbu

*(», Y», x<2>, Y2), x<"\' Yi), ..
ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni {"n)}ketma-ketlik deylik. Ravshanki,
bu ketma-ketlikning ham limiti x° bo'ladi: n — da

Z(n)->x\ (z(ne E, z(n)*x°, n=172,..),
Limit ta’rifiga binoan yuqoridagi 8 > 0 songa ko‘ra shunday n0e N
topiladiki, \fn > n°, Vm > n° da

ZW eEn (Us(x°)\{x0},
Z(m)e En(Us(x°)\{x0}

bo‘ladi.
Teoremaning shartidan

[7(r () -1(z (M)| <e

tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Demak, {/(<")} sonlar ketma-
ketligi fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Binobarin, u yaginlashuvchi:
n—° daf{dn)-» A
U holda n -> d®da

f(x*)-=A, I(y()->A
bo‘lib, funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra
lim /(x) = A
X-+X
bo‘ladi. »

4°, Takroriy limitlar. Faraz gilaylik, /(x) =/(x,,x2,....,xm) funk-
siya Ee Rmto'plamda berilgan boiib, x° = (x,0,x2,..., x°) e Rm
shu E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

m ta Xj, X2, ..., xmo'zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lgan /(x, ,...,xm)
funksiyada x2, x3, ..., xmo'zgaruvchilar tayinlansa, ravshanki, u bitta
X, 0'zgaruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya
X, —>X® da limitga ega bo‘Isin:

lim /(x,,x2,....,xni) = ¢ (x*, X,..., Xm)-
A



Endi ®,(x2,x3,...,xm) funksiyada x3, x4, Xm o ‘zgaruvchilar
tayinlanib, so‘ngra x2 -» x2 limitga o ‘tilsa,

lim ¢, (x2,x3  xm) =d2(x3,x , ™ )
X2

bo‘lib, berilgan funksiyaning

lim lim /(x1,x2,...,xm)
*2 Xj —

limiti hosil bo'ladi.
Xuddi shunga o‘xshash / (x,,x2, xm) funksiyaning

*| 5A2>e"> o

0°‘zgaruvchilari mos ravishda x°,x°, x° larga intilgandagi limiti

lim lim /(x1,x2,...,xm)

ni ham garash mumkin.
Odatda, bu limitlar /(x, ,x2,...,xm) funksiyaning takroriy limitlari
deyiladi. /(x,,x2,...,xm) funksiya argumentlari x,, X2, xm lar

mos ravishda x,°, x2, x° sonlarga turli tartibda intilganda funk-
siyaning turli takroriy limitlari hosil bo'ladi.

Ko*p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti (karrali limiti) hamda uning
takroriy limitlari turlicha munosabatda bo'ladi. Ular hagida xususiy
holda, keyingi bandda bayon etamiz.

5°. Xususiy hollar, m = 1 bo‘lganda bitta o'zgaruvchiga bog‘lig
bo‘lgan R fazodagi biror to‘plamda aniglangan n =/(x) funksiyaga
ega bo‘lamiz. Bu funksiya va uning limiti 11- va 12- ma’ruzalarda
o‘rganilgan va to‘lig ma’lumotlar keltirilgan.

m = 2boiganda R2fazodagi (tekislikdagi) biror to'plamda aniq-
langan ikki o‘zgaruvchiga bogiig bo‘lgan u=f(x,y) funksiyaga
ega bo'lamiz. Masalan,

u = In(x2+y2-1)
Sj4-x2-y2



24- chizma. 25- chizma.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami tekislikning ushbu
X2+y2-1>0,
4-x2-y2>0
sistemani ganoatlantiradigan nugtalar to‘plami 24- chizmada tasvir-
langan halgani ifodalaydi:

Ikki 0‘zgaruvchigabog‘ligbo‘lgan u- f(x,y) funksiyaning grafigi
umuman R3fazoda (biz yashab turgan fazoda) sirtni ifodalaydi. Masa-
lan, ushbu

us= X2+ yz
funksiyaning grafigi /13 fazoda 25- chizmada tasvirlangan aylanma
paraboloid bo‘ladi.

Aytaylik, /(x, y) funksiya E ¢ R2 to‘plamda berilgan bo‘lib,

(xq_v0) e R2nuqgta E ning limit nuqtasi bo‘lsin. Bu ikki o'zgaruvchili
funksiya limiti ta’riflari quyidagicha bo‘ladi:

Agar: 1) V« e iVda (xn,y,,) e E, (xn,yn) ®(x0,70)>
2)  n->*da (X,,Y,) - (Xf), 3%)
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {(x,,,yn} nuqgtalar ketma-ketligi uchun
n -» ooda f(x,,, yn) ->A
bo‘lsa, A son funksiyaning (x0, y0) nuqtadagi limiti (karrali limiti)
deyiladi va

lim f(x,y) =A yoki Mm f(x,y) =A
(>s>0>(xo>N9( y) yoki Mm f(x,y)

kabi belgilanadi.
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Agar Ve>0 olinganda ham shunday 8 > 0 topilsaki,
0 < p((x,,y),(x0,.y0)) < 8 tengsizlikni ganoatlantimvchi V(x,y)& E da

\f(x,y)-Al<e

tengsizlik bajarilsa, A son/ (x,y) funksiyaning (x0j>0) nugtadagi limiti
(karrali limiti) deyiladi.
Berilgan funksiyaning ikkita takroriy limitlari:
lim lim f(x,y), lim lim f(x,y)
*o>x> Y-+Y0 Y~>Y0 x->x0
bo‘lishi mumkin.
1- misol. Ushbu

, agar x +y~ *0 bo‘lsa,
f(x,y) =mIx2+y2
0 , agar x2+>2 =0 bo‘lsa

funksiyaning (x, .y) (0, 0) dagi limiti 0 bo‘lishi ko‘rsatilsin.
w Koshi ta’rifidan foydalanib topamiz:
Ve >0 son uchun 8 = 2e deyilsa,

0 <p((x,>>),(0, 0))<8

tengsizlikni ganoatlantimvchi V (x,y)e R2 da

Y <lyix2+y2 =1p((x,y).(0, 0))< 8=e
bo'ladi. Demak, lim/(x,") =0. »
kv
2- misol. Ushbu
X2V2
f(x,y)= XY

X2y 2+ (x-")2

funksiyaning (0, 0) nugtada limiti mavjud emasligi ko‘rsatilsin.
A Ravshanki, bu funksiya

*2\{(0,0)}
to'plamda aniglangan va (0, 0) nugta shu to‘plamning limit nugtasi.
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(0,0) nuqgtaga intiluvchi {(~*>7)}’ {(n’~n)} ketrna~ketliklarni

olaylik:

hamda ~ ,-~j nugtalarda («=1, 2, 3) berilgan funksiya-

ning giymatlari

i /(-ib]

bo‘ladi. Funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, berilgan funk-
siyaning (x, .y) -> (0, 0) da limitga ega emasligini topamiz. »
3- misol. Ushbu

Xy ,agar x1+y2* 0 bo‘lsa,

f(x,y)=
0 ,agar x2+y2- 0 bo‘lsa

funksiyaning (0,0) da takroriy limitlari topilsin.
< Berilgan funksiyaning takroriy limitlarini topamiz:

limf(x,y) =lim ,xy .=0, limlimf(x,y) =0,
X->0 Slxz ey 2 y-f0 x->0 "'

lim/ (x,y)=1lim .xy =0, limlim/(x,y)=0.

y->0 Jx2+y2 x->0 >->0

Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi takroriy limitlari bir-
biriga teng bo‘lib, ular 0 ga teng. »

2x-y

4 -misol. Ushbu f(x,y) = JIx+3y

0 ,agar x+by =0 bo‘lsa

M agar X +by *0 bo‘lsa,

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin.
a2



4 Berilgan funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha boiadi:

U gy =~ 6 M linq, =

lim 2x~y =2, limlim—~ =2,
y-»0 X + 37 x-»0.y->0 X+|y

Ayni paytda, berilgan funksiya (x,y) -> (0,0) da limitga (karrali li-
mitga) ega bo'Imaydi, chunki

(1, 1)->(°,0), (1,1)->(0,0)

ketma-ketliklar uchun

17
bo‘lib, ular bir-biriga teng emas. »
5- misol. Ushbu

X +ysin-, agar x*0 bo‘lsa,
0 , agar x =0 bo‘lsa

funksiyaning (0,0) nuqgtadagi takroriy limitlari topilsin.
w Bu funksiya uchun

lim/(x,.y) =%, limlim/(x,jy) =0
j>-»0 x->0 y->0
bo'lib,

{/l_%llmf(x,y)

esa mavjud bo‘Imaydi.

Ayni paytda, (x,y) -> (0,0) da berilgan funksiyaning limiti (kar-
rali limiti) mavjud bo‘ladi, chunki



Faraz qgilaylik, f(x,y) funksiya R2 fazodagi
E ={(x,.y)e R2: |[x-x0|<a, \y-_ y0|<b]
to'plamda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Agar
1) (xj) -> (x0,y0) da/ (X funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud va

lim f(x,y) =A;
Y~*Yy0
2) har bir tayinlangan x da
lim f(x,y) =cp(x) @
) y-30
mavjud bo'lsa, u holda
lim lim f(x,y)

x->x0 y->yn

takroriy limit mavjud va

lim lim f(x,y) =A

X->*0 y->yo
bo'ladi.
< Aytaylik, lim f(x,y) =A
ytay i, (x.,y)
Y~>Ya
boisin. Limit ta’rifiga binoan, Ve >0 olinganda ham shunday 8 >0
topiladiki, ushbu
{(xj)ei!l: |x—x01<8, \y-y0|<8}c E
to'plamning barcha (x, y) nuqtalari uchun
\f(x,y)-A\ <e
tengsizlik bajariladi. Keyingi tengsizlikdan, y ->y0da limitga o ‘tib topamiz:
|<p(x) - A\ <e.

Demak, >I4>% h(x) =A. 3)
(2) va (3) munosabatlardan

lim lim / (x>>) = A
X->XQ y-+y0

bo'lishi kelib chigadi. »
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Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema ishotlanadi.

3- teorema. Agar:

1) (x,>0 -> (xq,") da/(x, y) funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud va

%gbf(X,Y) =A

y~>Y0

2) har bir tayinlangan y da
lim f(x,y) =d(y)

Y-*y0

mavjud bo‘lsa, u holda
)(I_%yl_l,@,nf(x,y)

lim lim f(x,y) = A

*->m*0 Y->YO0

takroriy limit mavjud va

bo'ladi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya uchun bir vagtda yuqoridagi 2- va
3- teoremalaming shartlari bajarilsa, u holda
lim f(x,y)= Jim lim_f(x,y)= lim_ ligL f(x,
3(,%‘ (x,y) >£§%,y—>y0 (x,y) HUHRILU (x,y)

bo'ladi.
Mashglar

1. Funksiya limiti Geyne va Koshi ta’riflarining ekvivalentligi
ko‘rsatilsin.

2. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari keltirilsin.

3. Ushbu

limf(x,y) = A
X—>00
v

limit ta’riflansin.
4. Ushbu

XI7i>n+1m(x2,y 2)e~Ix+)

y —+00

limit hisoblansin.



58- Ta’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
Tekis uzluksizlik. Kantor teoremasi

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Faraz qi-
laylik, f{x)~ /(x 1 x2, ..., xm) funksiya Rm fazodagi E to‘plamda
berilgan bo‘lib, x° e E nugta E to‘plamning limit nuqtasi boisin.
1- ta’rif. Agar
lim /(x) =/(x°) @)

bo'lsa, /(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz deyiladi.
2- tarif (Geyne ta’rifi.) Agar:
1) Mwe N dax” 6 E\
2) n -» o da X P

shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy {x"} ketma-ketlik uchun
n-»o0 da / (x@) ->/ (x°)
boisa,/(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz deyiladi.
3- tarif. (Koshi ta’rifi.)- Agar
Ve >0, 35>0, Vxe £fW s(x°), [|/(x) - /(x°)]j<e
bo‘lsa,/(x) funksiya x° nuqgtada uzluksiz deyiladi.
Umuman, u =/(x) funksiyaning x° e E nuqgtadagi uzluksizligi
quyidagini anglatadi:
Ve >0, 36>0, Vxe £fW s(x°), /(x)e (/E(/(x0)).
Odatda, ushbu
Aol=/(x)-1(x°), (x=(x,,X2,..., xm), X° =(X,°,..., x“))
ayirma u=f(x) funksiyaningx® nuqtadagi orttirmasi (to‘ligorttirmasi)
deyiladi.

Agar
Ox, =X, - X,°, A2 =x2-x2, .., Axm=xm- x*
deyilsa, u holda
Au =/(x,° + AXx,, X2+Ax2, .., Xm+Axm)-f(x?,x%,...,x°m)

bo'ladi. Yuqoridagi (1) munosabatdan foydalanib quyidagi tasdigni
ayta olamiz:
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f(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz boiishi uchun

)!’anA"' =0, ya'ni Agrgo Au=0
[2-0
x>0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Yugoridagi ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi.

Agar (1) munosabat bajarilmasa, f(x) funksiya x° nuqgtada uzilishga
ega deyiladi.

4 -ta’rif. Agar f(x) funksiya E to‘plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu E to'plamda uzluksiz deyiladi.

Ko‘p o'zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning nuqtadagi to‘lig
orttirmasi tushunchasi bilan bir gatorda uning xususiy orttirmalari
tushunchalari ham Kkiritiladi.

Ushbu

\' u=f(xi +Axj,4,4 ,4 )-I(xf,", ., )
mU=/(Xj°,J# + A2,*%3, 4 )-/07?.9% 4),

&(ITU:/(4 ,4,-.4-1,4 + N 4 &)

ayirmalar mos ravishda/ (x) funksiyaning x° nuqtadagi jc,, x2, xm
o'zgaruvchilar bo‘yicha xususiy orttirmalari deyiladi. Ravshanki,

lim Ar,n =0,
Ax, ->0 1
lim A,n=0,

lim Aw=0 2202
N0

dim, &1 =0
boiadi. Biroq, AX —0 da A*"w-»0 (A =1,2,...,m) bo‘lishidan
lim Am=0

X->X0

bo‘lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).
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2°. Uzluksiz funksiyalarning sodda xossalari. Faraz gilaylik./(x)
va g(x) funksiyalar £ c Rmto‘plamda berilgan bo‘lib, x°g E nugtada
uzluksiz bo‘lsin. U holda

Cm/(*), H{x)xg(x), f(x)g(x), (9(x°)* 0)
funksiyalar ham x° nuqtada uzluksiz bo'ladi, bunda ¢ = const.
Bu tasdigning isboti 15- ma’ruzadagi mos tasdigning isboti kabidir.
Aytaylik,
X = (?\(tu t2,...,tk) =" x(t),
X2 =h2(~rn2:-.7) = ®2(0,
........................................................................ (2)
Xm = @r (Ni2>w> ) —d1(0
funksiyalarning har biri M e Rkto‘plamda aniglangan bo‘lsin. Bu (2)
munosabat natijasida M to'plamning har bir t = (/, ,f2 ) nug-
tasiga mos keluvchi Rmfazoning x - (xI,x2,--,xm) nugtasi hosil bo*-
ladi. Bunday nugtalar to‘plamini E deylil:. Ravshanki, Ecz * mbo‘ladi.
Faraz gilaylik, E to'plamda

u=f(x) =f(xi,x2,...,xm)
mfunksiya aniglangan bo‘lsin. Natijada
teM »xg E-»ungR,
ya’ni M -> (X, ,x2.....xm)g E -» mg R bo‘lib,

Ma— —f (], =>tk), d2 etk T tk)) —

= O (0 = D(*,. 2eeee>**)
murakkab funksiya hosil bo‘ladi.
1- teorema. Agar

X, =,(0> x2=2(t), xm—apt (0, (f=(f].-.**))
funksiyalar t° = (tx e M ¢ Rk nuqgtada uzluksiz, u =f(x)
funksiya x° =(x,°,.x2,...,x“)g E e Rm nuqgtada (x,° = ¢,(f°),
x2 =2(M°),....x® =¢1 (r*)) uzluksiz bo'lsa, u holda/(x(r))=
=/(P1.d2 »du) murakkab funksiya t° nugtada uzluksiz bo‘ladi.
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4 Shartga ko‘raf{x) funksiya x° nuqtada uzluksiz. U holda ta’-
rifga binoan

Ve >0, 38 >0, V<= E r*Us(x°): i/(x)-/(x°)|<e (3)
boiadi. Ravshanki.

Vxe En U8(x°) = jxm-x°<C (t=1,2,...m) @
boMadi. Shartga ko‘ra ¢((t) (i - 1,2,..., m) funksiyalar t° nugtada
uzluksiz. Ta’rifga binoan 8 > 0 uchun shunday 8, > 0 topiladiki, bunda

VIigMnUs.(r°): |, (0 - (t°) <8
bo‘ladi, /=1,2,....m.
Endi min{81,82,...,8m} =8 deb olamiz. U holda Vte M n{/8(f°)
va barcha i=1 , 2 lar uchun
b, (0 - ®0°) <8, ya’ni |x¢- x°|<8
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan \/te M nU s(t°) uchun
[/(x (O )-/(x(f0) <e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, murakkab f(x(t)) funksiya t° nuqtada
uzluksiz. »

3°. TVplamda uzluksiz boMgan funksiyalarning xossalari. Endi
to'plamda uzluksiz bo'lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz.

2 -teorema. Agar /(x) funksiya chegaralangan yopig E c Rm
to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya E da chegaralangan bo'ladi.

< Aytaylik, funksiya shu E to'plamda chegaralanmagan bo‘lsin
U holda

Vg N, 3x(M g E:[/(x(M) >« («=1.2,.)

bo‘ladi. Ravshanki, {f&1)}ketma-ketlik chegaralangan. Bolsano—Veyer-
shtrass teoremasiga ko‘ra yaginlashuvchi

{x<*>}, x("™)g E, k=1,2,.)
gismiy ketma-ketlik mavjud:

K->m da x("*)->x° va x°geE.



Ayni paytda,/(x) funksiyaning E da uzluksizligidan
K -»° da /(x())/(x °)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
K ->° da / (x(@**) > nk -» +00

deyilishiga zid. Ziddiyat/ (x) funksiyaning £ da chegaralanmagan de-
yilishidan kelib chiqdi. Demak,/(x) funksiya E da chegaralangan. »

3- teorema. Agar/(x) funksiya chegaralangan yopig Ea Rmto‘p-
lamda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu to'plamda o ‘zining anig yugqori
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, ya’ni

x()e E, sup{/(x)} =7(x()),

xeE

3x(,) G E, inf{/(X)}=/(X<**))

bo'ladi.
*4 Yuqoridagi teoremaga ko‘ra/(x) funksiya E to‘plamda chega-
ralangan bo‘ladi. U holda bu funksiya anig chegaralarga ega:

sup{/(x)} = a, inf{/(x)} =b.
xzZE
Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra
Vajg N, 3x(ngE:a-I </(x(n)<a (n=12..)

bo‘ladi. Ravshanki, {x(n}chegaralangan ketma-ketlik boiib, undan
{x<"*>} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki,

K -» °° da x(m*-» xr) va x() g E )
bo'ladi. Berilgan funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
K ->00 da /(x ('K))->/7(x(,).
Ayni paytda,

Vee NV daa- — < /(xX("*)<a

bo'lib, undan kK -> °° da

I(x (™))" o (6)
bo'lishi kelib chigadi. (5) va (6) munosabatlardan
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f(xn)=a=sup{/(*)}, (x*gE)
bo'lishini topamiz.
Xuddi shunga o'xshash
I(=**?)=b=inf{/(x)}, (xr) ¢ E)
bo'lislu isbotlanadi. »
4- teorema. Farazgilaylik, /(x) =/(x, ,x2,...,xm) funksiya bog
lamli Ec Rmto plamda berilgan bo‘lsin.
Agar:
1)/(x) funksiya E da uzluksiz,
2) a=(a,,a2,...,am)e E, b=(bl,b2,....bm)e E
nugtalarda turli ishorali giymatlarga ega:

(f(a) >0, f(b) <0 yoki f(a) <0, f(b) >0)
bo'lsa, u holda shunday ¢ = (c, ,c2,...,cm) g E nugta topiladiki,

/(c) -0
bo‘ladi.

< Aytaylik, /(x) funksiya bog‘lamli Ea Rmto'plamda uzluksi
bo'lib,

f(a)< 0, f(b)>0
bo'lsin.

E - bog'lamli to'plam. Binobarin, a va b nugtalami birlashtiruvchi
va shu to‘plamga tegishli siniq chiziq topiladi. Agar bu siniq chiziq
uchlarini ifodalovchi nugtalarning birida/(x) funksiya nolga aylansa,
teorema isbotlanadi.

Agar siniq chizig uchlarida /(x) funksiya nolga aylanmasa, u
holda sinig chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning bir uchi
a'=(a[,a2,...,ain) da f(a')< 0, ikkinchi uchi b’=(b{,b2,...,b'm)
da f(b') >0 bo‘ladi.

Endi /(x) =/(x,,x2,....xm) ni shu kesma

k = {("i.72.  xm)g Rm:x, =a[ +t(b{- a]),
x2=a2+Ll - a2),.., xm=am+t{bin- am)}
(0 St <) da garaymiz. U holda



f{a[ + t(b{-a[), a{+t(% -a2), .. am+ th',, - am)) = F(t)
bo‘lib, bitta « 0'zgaruvchiga bog'liq funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya
[0, 1] segmentda uzluksiz va

F()=/(a")<0, F()=1(")>0
bo‘ladi. U holda 16- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra shunday
to e (0,1) nugta topiladiki, bunda

F(t0) =0,
ya’ni
f(a{ + 0L, - a[), a2+ 1 - a{), am + t0(bim - am)) =0
bo‘ladi. Agar
¢ = a[ + ta(b[-a[), ¢2 =a'2+ t~ -a"'2), cm = a'm *t0(b'm - a'm)

deyilsa, u holda ¢ =(c,,c2, c¢m)e e nuqgtada

/(c) =0
bo'ladi.
5-teorema. Faraz qilaylik, r{x) funksiya bog'lamli e ¢ rm
to ‘plamda berilgan bo'lsin. Agar:
1)/(x) funksiya e da uzluksiz,
2) aee, bek huqtalarda f(a)y = A, f(b)-8
giymatlarga ega va A ®B bo‘lsa, u holda A bilan B orasida har
ganday C son olinsa ham, shunday ¢ ¢ & nugta topiladiki, bunda
f(c) = C
boiadi.
A Bu teorema yuqoridagi 4- teorema kabi isbotlanadi. »
4°. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi. Aytaylik,
f(x ) funksiya ec: rm to'plamda berilgan boisin.
5- tarif Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 8 =8(e) >0
son topilsaki,

p(x',x") <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x ¢ e, x*e & uchun

VE(x ) -f(x')\<e

tengsizlik bajarilsa, / (X)funksiya E to plamda tekis uzluksiz deyiladi.
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Agar /(x) funksiya E to'plamda tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu
to‘plamda uzluksiz boiadi.

4 Hagqgigatan ham, yuqoridagi ta’rifda x" nuqta sifatida x° e E
olinsa, funksiyaning x° nuqtada uzluksizligi, binobarin, E to‘plamda
uzluksizligi kelib chigadi. »

f(x) funksiyaning Ecz Rmto ‘plamda tekis uzluksiz emasligi quyi-
dagicha:
3e0>0, V8>0, X'eE, 3x'e E, p(x',x") <8:|/(x")-/(x")]| £e0
ko'rinishda bo‘ladi.

6- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar/ (x) funksiya chegaralang:
yopiq Ec: Rmto‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda
tekis uzluksiz bo‘ladi.

™ Faraz qilaylik, /(x) funksiya chegaralangan yopiq Ea Rm
to‘plamda uzluksiz bo‘lib, u shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘Imasin.
U holda biror e > 0 son va Vn e N uchun E to'plamda

p(x(n),yn)<i, (n=1.23,..)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday

x»ee, ymekE
nugtalar topiladiki, bunda
[7(x () - £{y ()| >e0
boiadi. Ravshanki,
{x(">}, (xWeE n=1.23,..)
ketma-ketlik chegaralangan. Undan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin:

K -» @ da x(k’ ->x° va x°e E.
Masofa xossasidan foydalanib topamiz:

P(y<*).x°) <p(y(™),x (™)) + p(x("™).x°) <—+p(x(").x°).

nk

Keyingi munosabatdan, Kk ® da limitga o‘tish bilan
y (k)
boiishini topamiz. /(x) funksiya E to‘plamda, jumladan, x°<=E
nugtada uzluksiz. U holda k -» °° da
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T(x (*>) -*/(x°), I(Y "A) ->/(X°)
bo'lib, undan

[(x ())-1(¥Y "*))" 0

bo‘lishi kelib chigadi. e jw D

deb qilingan farazga ziddir. Demak,/(x) funksiya £40 ‘plamda tekis
uzluksiz. »

Aytaylik, Rm fazoda biror E to‘plam berilgan boisin: Ea Rm
Ushbu

a= sup p(x',x")
ief,x'ef
miqgdor E to plamning diametri deyiladi.
6- tarif./(x) funksiya Ec. Rnto‘plamda aniglangan bo‘lsin. U holda
w(/,£) = sup {I/(x") - /(x)[}

X e£,X:'6 £
son/ (x) funksiyaning E to plamdagi tebranishi deyiladi.

Natija. /(x) funksiya chegaralangan yopiq £ c Rmto‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda Ve > 0 son uchun shunday 8 > 0 son topiladiki,
bunda E to‘plamni diametri 8 dan kichik bo‘lgan Ek to‘plamlarga
ajratish mumkin:

ﬁjEk=E, Ekn Ei=0, (k™*i)
va har bir Ek da
to(/;£*) <e
bo‘ladi.

A Natijaning shartidan /(x) funksiyaning E to‘plamda tekis uz-
luksizligi kelib chigadi. U holda ta’rifga binoan Ve > 0 uchun shunday
8 > 0 topiladiki, bunda p(x',x") <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy x'e E,x'e E nuqtalarda

[/(x*) - I(x")] <e
bo‘ladi.
Ravshanki, Vx'e Ek, Vx'e Ek nuqgtalar uchun
p(x',x") <8



tengsizlik bajariladi. Demak,
11(x")-1(x")|<e.
Keyingi tengsizlikdan

sup  {I/(x")-1(x")|}<e,

X'eEfc , x'eE£*
ya’ni
co(/;Ek) <e

bo‘lishi kelib chigadi. »

5°. Xususiy hollar, m = 1bo‘lganda Rm= Rva bundagi to‘plamda
berilgan funksiyaning uzluksizligi bir o ‘zgaruvchili u=f(x) funksiya-
ning (xe R,u< R) uzluksizligi bo‘lib, uning xossalari 15—17-ma’-
ruzalarda o‘rganilgan. m = 2 bo‘lganda Rm= R2va undan M to‘p-
lamda berilgan funksiyaning uzluksizligi, ikki o‘zgaruvchili n =f(x,y)
funksiyaning ((x,.y) e E ¢ R2,ue R) uzluksizligi boiib, uning
(x0,j0)6 E nugtadagi uzluksizligi quyidagicha bo‘ladi. Agar:

WeHF(x.y) =/(AL.%)

Y~>Y0

bo‘lsa yoki Ve>0, 35>0, V(x,y) e En Ud((x0,y0)):
\i{x,y)-f(x tyQ\<e

bo‘lsa, yoki V«e N da (xn,yn)eE bo‘lgan va n-»° da

(X, ,¥,) -» (X0, ) bo‘ladigan ixtiyoriy {(x,,, yn)} ketma-ketlik uchun
f(X,,,Y,) -» f(x0,y0) bo‘lsa, yoki

JimHx, y) = Jimg[/(mb + Ax, y0 +Ay) - /(*, Jb)] =0
A.y->0 Ay-»0

bo‘lsa, f (x,y) funksiya (x0, p0) nugtada uzluksiz bo'ladi.
1- misol. Ushbu

Y(x,y)=X+1J
funksiyaning 12da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.

Ve > 0 sonini olamiz. Unga ko‘ra 8 > 0 soni 8 = - deyilsa, u
holda

p((x.j>),(x0.,j;0)) = a/(x-x0)2+ (y- Jo)2 <8



tengsizlikni ganoatlantiruvchi V(x,j>)e R2 nuqtalarda
F(*,Y) =/(*0 ,y0)l = [x+Y - (x0+38)] <
<]x- x01+ Jy- y0l<27j(x - x0)2 <25 =e

boiadi. Bu esa ta'rifga ko‘ra berilgan funksiyaning V(x0,j0)e R2
nuqtada uzluksiz bo'lishini bildiradi. »
Aytaylik, f(x,y) funksiya Ec R2 to‘plamda berilgan boiib,
(x0,.y0)e E bo'lsin. Ma'lumki, bu funksiyaning to‘liq orttirmasi
A/(x0,.y0) =f(x0 +Ax,y0+Ay)-f(x0,y0),
Xususiy orttirmalari
Ax/ (x0)>0) =/ (*o +ax, N>)-/(*b> ).
Ayf(x0,y0) =7/(*0,y0 + Ay) - f(Xo0,y0)

bo‘ladi ((xi, +Ax,y0+Ay)e E, (xg+Ax y0)e E, (x* y0+Ay)e E).

Agar lim AX(x0,y0)=0, [lim Ay /(Xxb, %) =0
Ax-»0

bo'lsa, f(x,y) funksiya (x0, =8 nuqtada x o‘zgaruvchi bo'yicha (y 0‘z-
garuvchi bo'yicha) uzluksiz deyiladi. Ravshanki,f(x,y) funksiya (x* [0
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o'zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo‘ladi.

Biroq, f(x,y) funksiyaning (xq,y0) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo'lishidan uning shu nuqtada uzluksiz bo‘lishi
har doim ham kelib chigavermaydi.

2- misol. Ushbu

2xy., agar x2+y2®0 bo'lsa,
f(x,y) = X*y

0 , agar x? +y?> =0 boisa
funksiya (0, 0) nuqgtada uzluksizlikka tekshirilsin.
< Berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi xususiy orttirmalari
A,/(0,0) =/(0 +Ax,0) - /(0,0) =0,
Aj,/(0,0)=/(0,0+Ay)- /(0,0) =0
bo‘lib,
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lim x/(0,0) =0, lim A /(0,0) =0
Ox-»0 A.y-»0

bo‘ladi. Demak, f{x,y) funksiya (0, 0) nugtada har bir o‘zgaruvchisi

bo‘yicha uzluksiz.
Qaralayotgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi to'lig orttirmasi

Af(0, 0) =/(0 +Ax, 0+4y) - /(0,0) =

Ax2 +ty2
boMadi. Ushbu
%&N'(O,O)
limit mavjud bo‘Imaydi, chunki
AX = >0 2-1.2
n da AA0,0)=-T a-R =
Ay =- ->0
=--->0 2-1.1
n eda Af(0,0)= N N=151
Ay =- 0

Demak, berilgan funksiya (0, 0) nugtada uzluksiz bo'Imaydi. »
3- misol. Ushbu

f(x,y) =-

sin2 Ta+sin2 ny

funksiyaning uzilish nuqtalari topilsin.
® Bu funksiya R2to‘plamning

sin Tc =0,
sinny =0

sistemasini ganoatlantiruvchi (x, _y) nuqgtalarida uzilishga ega. Ravshan-
ki, sistemaning yechimi

{(x,>)e R2; x=ne Z, y =meZ}
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to‘plam nugtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nug-
talari cheksiz ko‘p bo'lib, ular

{(n,m)eR2 ne Z, meZ}
to‘plamni tashkil etadi. »

Mashqlar

1. Agar biror Ec Rmto‘plam va x¢cz Rmuchun
p(x,£) =infp(x,y)
yeE

bo‘lsa, ushbu

f(x) =p(x,E)
funksiyaning Rmda uzluksiz bo'lishi isbotlansin.
2. Ushbu
22N1-, agar x2+y2 >0 bo'lsa,
f(x,y) = X4

0 , agar x =y =0 bo'lsa

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
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13-B 0 B

KOP 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILA
VA DIFFERENSIALLARI

59- Ta ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
Funksiyaning differensiallanuvchanligi

1°. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Faraz gilaylik,
f (x) =/(x,,x2,...,xm) funksiy £c¢ 7Tto‘plamda berilgan bo‘lib,

X° =(x,°x2,...,x°)e E, (x2+04Ox,x2, x°)e E, (Ox, £0)

bo‘lsin. Bu funksiyaning x° nuqtadagi x, o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy
orttirmasi
A f(x°)=/7(*? +Ax, X, 4) -/(x2$%$,..., )
[Ox, ga bog'lig bo‘ladi.
J(x°
1-ta’rif. Ushbu lim B(III;E)
X =0

limit mavjud bo‘lsa, bu limit /(x) =/(x,,x2,...,xm) funksiyaning

X° =(x,°, x2, x°) nugtadagi x, o zgaruvchisi boyicha xususiy
hosilasi deyiladi. Uni

3/(x°) 0
Yokl /,(**)
kabi belgilanadi:
Y(*°) r = Um =N /$+&*>8,.., &)-/{$,$,-. £)
X, X K0 [X K0 I
Berilgan funksiyaning bu xususiy hosilasini quyidagicha
f (x )= lim —
X, -»x*“ Xj-X1

deb ta'riflasa ham bo‘ladi.
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/(X],x2 funksiyaning boshga x2,x3,..., XT o‘zgaruvchilari
bo'yicha xususiy hosilalari ham xuddi shunga o‘xshash ta'riflanadi:

a/(x°) _ /(N F2402>3 0 m) ~ T --EQ)
dXj Ox,—0  Ox2 02—0 n*2
3/(X°) _ OXr / (x°) _ /(*i°'*2 »—mSi-pxw+AXmM)~/(xi ' 4 - "N )

dxm Axm—0 ao*T

(Ax*<0, k =2,3,...,m).

Yuqorida keltirilgan ta'riflardan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
xususiy hosilalari bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligi
ko'rinadi. Demak, ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini
topishda ma’lum jadval va goidalardan foydalanish mumkin. Jum-
ladan, agar

/(x) =/(x,,x2,....,xm), g(x) =g(x, ,Xx2,...,xm)
funksiyalar Ea Rmto‘plamda berilgan bo‘lib, xe E nugtada xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda:

1) Vce N :

dxk dxk
A/ (*)+g(x)) _ H(x) 199(x).
' Bxk dxk Bxk

3)T W , W e (x)+MNx
’) qéxk dxk (x) )ual'xk

1

bo‘ladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchanligi.
Zaruriy shart. Aytaylik, /(x) =/(x,,x2,....xm) funksiya £c Rm
to‘plamda berilgan bo'lib,
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X° =(x,°, x2,..., x“)e E, (X°+Ax,,x2 +axz2,..., x° +[0OxT)e E
bo'lsin. Ma’lumki, berilgan funksiyaning x° nuqtadagi to‘la orttirmasi
Af(x°) =/(x° +1x,, x2 +0Ox2,..., x® + Axm) - /(x,°, X2, x®)
bo‘lib, u Ax,, Ax2, AOxT larga bog‘liq bo'ladi.
2- ta'rif. Agar Ox,, Ox2, ..., Axm orttirmalarga bog‘lig bo‘lmagar

shunday ,, A2,..., An sonlar topilib, funksiyaning x° nuqtadagi to‘liq
orttirmasi ushbu

0/74x°) =N, 40x, +N20x2 +... + AmAxm +
+a,Ox, +a20x2+... +atOxT (1

ko‘rinishda ifodalansa, /(x) funksiya  nugtada differensiallanuvchi
deyiladi, bunda a,,a2,..., amlar 4x,, Ax2,..., AxT larga bog'lig va
Ox, >0, Ox2 -» 0,..., Axm -> 0 da cheksiz kichik migdorlar.

Agar (x,°,x2,..., x°) hamda (x,° + 4x,, x2 +[x2,..., X° +[OxT)
nuqtalar orasidagi masofa
p="NIXE +Ax2 +... + X2
uchun Ax, ->0, OAx2 0,.., OxT ->0 da
a, Ox, +a20x2+..+atAxt =0(p)
boiishini e’'tiborga olsak, (1) munosabat ushbu

Af(X°) = /4 [Ix, +A2Ax2 +... + AnAxm +0(p) ()

ko‘rinishga keladi.

Odatda, (1) va (2) munosabatlar /(x) funksiyaning x° nugtada
differensiallanuvchanlik sharti deyiladi.

1-misol. Ushbu

/(x) - /(X,,X2,..., xm) =x2 +x2+.. +X2

funksiyaning V(x,°, x2,...,, X° )e Rm nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi ko'rsatilsin.

< Berilgan funksiyaning x° =(x,°, x2,..., x®) nuqtadagi to‘lic
orttirmasini topamiz:
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O7(x°)= (X° +[Ox, )2 +(X] +Ax2)2 +... +(X“ +AX,,)2-
(X 2 +xf +..+x°2)=2x°0x, +2x° Ox2 +... +

+2X“AX,, +AX2 + X2 +... + Ox2.
Agar

A =2x,°, A2=2x2,..., Am =2x®,

a, =A4x, a2=0x2,..., a,, =[0x,,
deyilsa, u holda

Af(x°) =N, 0x, +A2A2 +... + AnAm +a,[0x, +a20x2 +... +aT OxT
bo'ladi. Demak, berilgan funksiya Vx° e Rm nuqtada differensial-
lanuvchi. »

Agar /(x) funksiya E ¢ Rmto‘plamning har bir nuqtasida diffe-
rensiallanuvchi bo'lsa, funksiya £to‘plamda differensiallanuvchi de-
yiladi.

1- teorema. Agar/(x) funksiya x°e Ec. Rmnuqtada differensial-
lanuvchi bo'lsa, u holda funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'‘ladi.

< Shartga ko‘ra /(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi.
Demak, funksiyaning shu nuqtadagi to‘lig orttirmasi

00x0) = /1 Ox, +y20x2 +... + AnAXm +a,[x, +a20x2 +... +a T OXT
bo‘ladi. Bu tenglikdan
lim Af(x°)- 0

B1->0
X2 -»0

[x,,,-»0

bo'lishini topamiz. Demak,/(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz. »
2 -teorema. Agar/(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega va
= /T (x°) =nar,.., f;jx°) = An
bo'ladi.
N1 Shartga ko‘ra /(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi.
Binobarin, (1) shart bajariladi. U holda

Ox, @0, Ax2- Ox3=..=Axm =0
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deb olinsa, quyidagi
Av,/ (x°) =Ax +a, Ax
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikdan topamiz:

AX]1(* )

AiBO~ A= A4 +a) = A
Demak, fX(x°) = AL

Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyaning x° nuqtada (x°),
f o (x °),f m(x°) xususiy hosilalarining mavjudligi hamda

= /o owa)=A ..., n;,(ar°)=n,
bo‘lishi ko'rsatiladi. »

Bu teoremadan x° nuqtada differensiallanuvchi/(x) funksiyaning
orttirmasi uchun

4f(x°) =fx](x°)AX] +f'2(x°) A2 +... +f'm(x°) Axm+0(p)

bo‘lishi kelib chigadi.
Eslatma. /(x) funksiyaning biror x° nuqtada barcha xususiy
hosilalari

ning mavjud bo'lishidan, uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo*-
lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).

Yuqorida keltirilgan teorema va eslatmadan /(x) funksiyaning
nugtada barcha xususiy hosilalarga ega boTishi funksiyaning shu nuqtada
differensiallanuvchi bo'lishining zaruriy sharti ekanligi kelib chigadi.

3°. Funksiya difTerensiallanuvchanligining yetarli sharti. Faraz
gilaylik, /(x) funksiya Ecz Rmto'plamda berilgan bo‘lib, #/8x°)c E
bo‘lsin (8 > 0).

3- teorema. Agar/ (x) funksiya U&°) da barcha xususiy hosilalarg
ega bo‘lib, bu xususiy hosilalar x° nugtada uzluksiz bo‘lsa,/ (x) funk-
siya  nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

A Ushbu

(x> +Ax,,x2 +Ax2, x® +Axm)e Ch(x°)
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nugtani olib, berilgan funksiyaning x® = (x®, x® ,x® ,) nuqtadagi
to'liq orttirmasini garaymiz:

¥(X°) =/(X,0+Ax,, x2 +Ax2, x® +Ax j- /(X0,x2,..., x®)¢
Bu orttirmani quyidagicha yozib olamiz:
4/V) =[/(x,° +AX,, X2 +[Ax2)..Xx® + Axm)-
-/ (X,° X2 +AX2,..., Xm + Axm)] +
+[/(X,® XB®B+AX2,...) X® + Axm) - 3
-/ (x,°, x2,x8 +Ox3, x® +Axm)] +
+..+[7/ (x,°, x2, X® ,, X® +Axm) - / (X,°, X®, x®)].

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

/(x® +AX, x? +[x2, nE+A") -/ ("™, +07) =
~N, (xi +6]' % +AXj, x+A<Xm)mAi{,

FLXIA+AR, .. 4, +AM)~F(A A A +AN L t+AR) =
~fx2 (ai >Xj +62 Ax", xf + A%, X% + Ann) *Ajs ;
f(*2,4,~,xh,*Z+Alb)-/(jf, 4,..., %)= (4)

=fxmW , X?,..., 4-,, 4 +emAxm) sAxm,
(0<9* <1 k=12,... m

Shartga ko‘ra f'>X{ 1 , f'mxususiy hosilalar xX® = (x®, x®,..., X®)
nugtada uzluksiz. U holda

N G®+9,AXI, X° +AX2,..., 4 +A*)=A(X)+a,,
n (X®, XJ +02AX27)© +Ax3,..., 4 +A/\): jr2(x°) +a2,
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bo'ladi. Bunda
Ox, >0, Ax2-40 , AT -»0 da a, -»0, a2-»O0,a,, >0
Yuqoridagi (3), (4) va (5) munosabatlardan

8/v0) =7/, (YA, +/ 2(X°)B2 (x°)a™ +
+a,Ax, +a20x2+.. +aT1/OxT

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,/(x) funksiya x° nuqtada differensial-
lanuvchi. »

Bu teorema /(x) funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchi
bo'lishining yetarli shartini ifodalaydi.

4°, Murakkab funksiyaning differensiallanuvehanligi. Murakkab
funksiyaning hosilasi. Aytaylik, ushbu

X, =cpl(0 =l (txt2,...,tk),
X2 =2(0 =d2(tx,t2, ...,tk),

Xm ~®T(0 —DT (L>h >eem %)

funksiyalarning har bir M ¢ Rkto‘plamda,
n— (Xj, x2,..., xm)

funksiya esa

E ={(X], x2,..., Xx,,)e /T;x, =dh,(0,x2=¢2(0,..., xm=dr (0}
to'plamda berilgan bo‘lib, ular yordamida

/(¢ ,(0, ®2(0, oT1(0) = K )
murakkab funksiya hosil gilingan boisin.
4- teorema. Agar x, =d3 (/,, t2,..., tk) funksiyalarning har bir

/=12,..,m), (r0,t2,..,tl)e M nuqtada differensiallanuvchi
bo'lib, 7/ (xj, x2,..., X,,,) funksiya mos (x,°, x2,..., Xx“) nuqtada

(*» =th, W, =drw ... »).-. 4 -fwW .. <))
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda murakkab

f (pl(L )SO2 (ML> 1K) e OT (J1»¢>1tK))
funksiya (tx,t2, tk) nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi.
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A (f°,t2, f°)e M nuqgtaning koordinatalariga mos ravishda
A?,, At2, mm Atk orttirmalar beraylikki, bunda

+A?], 12 +AL2, ..., tk +Atk) g A&/

bo‘lsin. U holda har bir x, =@ (f,, 12, tk) funksiya (i =1,2,..., /v
ham Ax, (/ =1,2,...,/w) orttirmalarga va nihoyat /(x) funksiya A/
orttirmaga ega bo‘ladi.

Shartga ko‘ra x, =dy (r,, t2,..., tk) funksiyalarning har biri
(r,°, t2) o> nuqtada differensiallanuvchi. Demak,

N N N
Ax1 At1+ At%+ +dtkA k+0(p)
A A 4 X A A 3X9 nrs \
2=9o 1 2+,"+3” *+0(p)

(6)
A=~ A1+ A2+- +  A* +°P>
bo‘ladi, bunda

/=12../79 =12, A

xususiy hosilalarning (/,°, t2, ..., tk) nuqtadagi giymatlari olingan va
p=yjAtf + A2 +.. +A\ =

Shartga ko‘ra / (x,,x2,..., xm) funksiya (x,°,x2,..., x“) nuqtada
differensiallanuvchi. Demak,

— +ATAX24+- +N AXMHXIAXT + «28 2+ - +amAxm (7)

bo'ladi, bunda e (/=12,...,m) xususiy hosilalarning (x,°, x“, x®)

nuqtadagi giymatlari olingan va

Ax, -» 0, Ax2 -» 0,..., Axm ->0 da a, -»0, a2-»0,..., a,, > 0.
(6), (7) munosabatlardan topamiz:
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Bu tenglikdan F‘ij 2 +... +dxm 0(p) =0(p).

A, >0, A2 -» 0, Atk -> 0, ya'ni p->0 da

Ox, -» 0, Ax2-» 0 , OxT -»0Ova a, ->0,a2->0 , at >0
bo‘lgani sababli
a, Ox, +a20x2 +..+atOAxt =0(p)
bo‘lishi hamda quyidagi
n = +M- m N
;X A 2 g xr dJy to;

(y =12,...,A) belgilashlar natijasida

[/ =40% + /2072 + ... + AnAtm +0(p) ©)

bo‘ladi. Demak, murakkab funksiya t° nuqtada differensiallanuvchi. »
Avytaylik,/(x(0) murakkab funksiya yugoridagi teoremaning shart-
larini ganoatlantirsin. U holda

AT /I\ 3/ *d A* .Y n,



bo‘ladi. Bu hamda (8), (9) munosabatlardan foydalanib murakkab
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha
¥ Xt 2| + A O,
2 X 3T oK xT o,
Y _AXNNYXR[ A X,

ICANENRCTARC | I SRV ARC 72V SN JCANC &
ICANINC 'SIC ANIIIC “ARC A oxr Otk
bo'lishini topamiz.
5°. Xususiy hollar, m = 1 bo‘lganda bir o‘zgaruvchili w=/(x)
(xe R, me R) funksiya hosilasi tushunchasiga kelamiz. Bular ha-
gidagi ma’lumotlar 19-21- ma'ruzalarda bayon etilgan.
m = 2 bo'lsin. Bu holda ikki o'zgaruvchili u=f {x,y)
((x,y)e Ea R2,ue R) funksiyaning xususiy hosilalari

f(x+Ax,y)-f(x,y)

X px>0 X Ax-»0 ,Eb(
A= im bl,, = lim
oy Ay->0 oY  Ay-0 Ay

hamda quyidagi

A =f (X +AX, y +Ay)- 7/ (X,y) =AAX +BAy +a,[x +a2fly
differensiallanuvchanlik shartiga ega bo'lamiz.

2- misol. Ushbu f {x,y) =Intg"

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
A Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi:
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3- misol. Ushbu
agar (x,.y) * (0,0) bo'lsa,
fix,y)= X+y
0 , agar (x,y) =(0,0) bo'lsa
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
4 Aytaylik, (x, j) * (0,0) bo'lsin. U holda

b - 6 ( 2xy 'jzz 2y(x2+Y2) - 2xY 2x = 2y{y2~x2)
X 3x[x2+}42) " (x2+y2)R {x2+y2f
¥ _ O( 2xy 2X(x2+y2)-2xy -2y _ 2x{x2-y2)
Y Y™MX2+y2 \] (x2+y2j2 R+y2)
bo'ladi.
Aytaylik, (x,j) =(0,0) bo'lsin. Bu holda ta’rifdan foydalanib topamiz:

Y (0,0) = Hm /(0+Ax,0)-7/(0,0) = Hm 2[4X-0 = Q

X 0 Ix x>0 0x3
3/(0,0) = lim /(0,0+4y)-/(0,0) = lim 2470 =0 ~
ay 00 Ly 00 Oyt

4- misol. Ushbu f (x,y) =slx2 +y 2 funksiyaning xususiy hosi-
lalari topilsin.
m Aytaylik, (x, y) ¢ (0, 0) bo'lsin. Bu holda

2/ N 2" 2X B X
X dx 2ypx2+y2  yjx2+y2
dy AR+y2  yx+y2

bo‘ladi.
Aytaylik, (x, y) =(0, 0) bo'lsin. Ta'rifga ko‘ra

3/(00) = hm /(0+Ax,0)-/(0,0) = Jim U

1C ¢ Ox->0 Jx o0 Ox ’
3/(0,0) = lim /(o,0+ay)-/(0,0) = lim N
Ay dy—0 Ay Oy—0 Ay

bo‘lib, bu limitlar mavjud bo'Imaganligi sababli berilgan funksiya
(0,0) nugtada xususiy hosilalarga ega bo‘Imaydi. »
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f- misol. Ushbu

=+ 3, agar (*,>-)* (0,0) bo'lsa,

O , agar (*>")=(0,0) be‘lsa

funksiyaikKR" (0, 0) nuqgtadagi xususiy hosilalari topilsin.
A Ta'rifga ko'‘ra

3/(0,0) = lim N 0+px-0)-/(0,0) =~

=) [x
3/(0,0) = lim /(Q0gy)- 7 (00 = o
ay Ay—=0 Ay

bo‘ladi. Biroq berilgan funksiya (0, 0) nuqgtada uzluksiz bo‘Imaydi.
chunki

| L N>(0,0)da/(l,1) =i~/ (00).k

6- misol. Ushbu

Xy
f(x,y) =-jx2+y2
0 , agar (x,j’)=(0,0) boisa

agar (x,v)*(0,0) bo‘ls",

funksiyaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalarining mavjudligi, rmimo
Shu nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko'‘rsatilsin.
A Ravshanki,

9/(0,0) = Um /(Ax,0)-7(0,0) = Q
a1 o0 1)

3/(0,0) = ]im /(0,Ay)-/(0,0) =0
By fy->0 dy

Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalari mavjud
va ular 0 ga teng.

Bu funksiya (0, 0) nuqgtada differensiallanuvchi oo‘lImaydi. Shuni
isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, garalayotgan funksiya (0,0)
nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin:
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AA00) ="M gx +3|"OQy+ afx +a2lly =

=a]x+a2l*, (Ox —=Q Oy —=0Oda a, -»0, a2-»0)
Ayni paytda,
[/ (0,0) =7 (0 +[ix, 0+Ay) - 7 (0,0) =/ (Ax, Ay) =-TA ¥~

\ax +ay?2

bo'ladi. Demak, JAX~+Xy\ =aiN +« 20>

Bu tenglikdan, Ox =4y >0 bo'‘lganda

a'+a2=1?
bo‘lishi kelib chigadi. Buesa Ax =4y >0 da a, -» 0, a2 -» 0 bo'-

lishiga zid. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada diflferensialla-
nuvchi emas. »

7- misol. Agarf(x,y) funksiya R2da differensiallanuvchi bo'lib,

a/
X - rcoap. y =réwd bo'lsa, lar topilsin.

4 Ravshanki,

/(x,y) =/(;*ccadp, 7/-sine?).
Murakkab funksiyaning xususiy liosilalarini topish goidasiga ko‘ra

EV — 3/___:_9_x Qy cos(p df +sin (*) _:lz r 3/ vy i/j]‘
ar  oxooar Ay ar AX ny 242 y BAX ay
df  df o o/ / .
= — +— e/l = F81I‘I(1)F%/ +FCOS¢)§ = yf?' +X? >
A O A Iy adp R By
Mashqlar
1. Ushbu

/(*>>) =(E) , /(x,y) =Insin”-

funksiyalarning xususiy hosilalari topilsin.
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2. Agar
f(x,y) =xsiny +y sinx, Xx=~,y =uv
bo‘lsa, —, — lar topilsin.
dil ' dv
3. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar Us(x°) ¢ Rm da aniglangan
bo'lib,
1)/ (x) funksiya x° nugtada differensiyallanuvchi va/(x0) = 0,

2) g(x) funksiya a0 nuqtada uzluksiz bo‘lsa,/(x) ¢g(x) funksiyaning
x° nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4. Ushbu T(OLY) = YIVA
funksiyaning (0,0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

60- Ta ruza
0 ‘rta giymat hagida teorema. Yo‘nalish bo‘yicha hosila

1°. 0 ‘rta qgiymat haqgida teorema. Faraz qilaylik, 7/ (x) =
=/(x, ,x2,....,xm) funksiya Ec: Rmto‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu
E to'plamda shunday
A—, @)> )5 ~ B\, )
nuqtalarni garaymizki, bu nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq

kesmasi E to‘plamga tegishli bo'lsin.
Ravshanki, bu kesma ushbu

K ={(x,x2,...x0)e Rm: x, =a, +/(6, -a,),
x2 =a2 +t(b2 -a2),....xm=am+t(bm-am), (0<r<1)}

nugtalar to'plami bilan ifodalanadi: Kcz E

1- teorema. Agar /(x) funksiya K kesmaning a va b nuqtalarida
uzluksiz bo'lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalarida differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda ATkesmada shunday ¢ =(c,, ¢2,..., cm) nuqta
topiladiki, bunda
fib) - f(a) =n; (¢l -a,) +4 (c)(6, - 02) +..+ fX(c)(bm - am) (1)
bo‘ladi.
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4 f (*) funksiya K¢ E kesmada quyidagi

f(x) =f(xxx2,...,xm) =

=/(«1 +t(hi -ax),a2+t(bl- a2) , am +t{bm- am)), (0 <r<1l)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu ro‘zgaruvchining funksiyasini F(t) bilan belgi-

laylik:

F(t) =/(flj +t(I\ - ax), a2+1(h2-a2),...,am +t{bm-am)).

Ravshanki, F(t) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lib, (0, 1) da

F\t) =fxx@\ - «1) +fx2(b - a2)+... +f'm(bm- am)

hosilaga ega bo'ladi. Bunda /% ,f 2,..., f Xn xususiy hosilalarning

(a, +/(6, +r(6j- 0 j a m+~(6m-cm))

nuqtadagi giymatlari olingan.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

F(1)-F(0)=F'(t0), (0 <f0<1).

Agar
F(0) =f(a), F(I) =f(b)
hamda
F'M=fx] (d +'o(*i -<%),...<*,+% (4,-",))x

x(6, -fl,)+/% (q +4, (*,-4), +4,(k-q),...,am+0 (" -"))x
X(Z>, -<%)+...+£ (& +r0(£,-q ),..., om+~ (6m-~))-(4, -flj
bo‘lishini e’tiborga olsak, so‘ngra ushbu

a\+h{b[-ax) =cx,

a2+ - «@)=c2

0 ("m ) —
belgilashlarni bajarsak, u holda
c=(q,c2,...,cm)eK
bo‘lib, (2), (3) va (4) munosabatlardan

4)
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T -pa)=/,(Qy -a)+n;(ag -<%)+...+<agun- )

bo‘lishi kelib chigadi. »

Odatda, (1) formula Lagranjning chekli orttirmalar formulasi
deyiladi.

2°. Xususiy hollar. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. m = 1 bo'lganda
yuqoridagi teoremada keltirilgan formula

f(b) - f(a) =f'(c) mb - a)

(ae R, be R, a<c <h) ko'rinishga keladi. Bu Lagranj teoremasini
ifodalovchi formula bo‘lib, 21- ma’'ruzada o‘rganilgan.
m —2bo‘lganda (1) formula

f(b) - f(a) =f;(¢cNe -al)+/;(c)(62- 02),
(b =(1),bi)e R2, a=(flj,a2)e R2, ¢ =(c,,c2)e R2)

ko'rinishda bo‘ladi.

Ma'lumki, n =f(x), (xe R, ne R) funksiyaning hosilasi f\ x)
shu funksiyaning o‘zgarishini (o‘zgarish tezligini) ifodalar edi.
u- /(x), ((x,y)e R2,ue R) ikki o‘zgaruvchili funksiyaning
f'(x,y), fy (x,y) xususiy hosilalari funksiyaning mos ravishda OX
hamda OY o‘glar bo'yicha o‘zgarish tezligini bildiradi. Boshgacha
aytganda, f(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari koordinata o'glari
yo‘nalishi bo'yicha hosilalar bo‘ladi.

Endi f(x,y) funksiyaning tekislikdagi ixtiyoriy tayin yo‘nalish
bo'yicha hosilasi tushunchasini keltiramiz.

Faraz qgilaylik, f(x,y) funksiya Ec¢ R2to‘plamda berilgan bo‘l-
sin. Bu funksiyani Dekart koordinatalar sistemasida tasvirlangan
0) =(x”, \0) nugtaning Ub (A0)czE, (8 >0) atrofida garaymiz.
Ushbu A =(x,y) cY 8(4, nugtani olib, A0 va A nugqtalar orgali
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Undagi ikki yo‘nalishdan birini musbat
yo‘nalish (26- chizmada ko‘rsatilgandek), ikkinchisini esa manfiy
yo‘nalish deb gabul gilamiz. Bu yo‘nalgan to‘g‘ri chizigni I bilan
belgilaymiz. AOva A nuqtalar orasidagi masofa

P=p(A>/1) =\/(x-X0)2+ (y- \0)2
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26- chizma

bo‘lib, bu masofa ADA vektorning yo‘nalishi /ning yo‘nalishi bilan
bir xil bo‘lsa, musbat ishora bilan, aks holda, manfiy ishora bilan
olinadi.

Agar / ning musbat yo‘nalishi bilan OX va OY koordinata
o‘glarining musbat yo‘nalishlari orasidagi burchakni mos ravishda
a va p deyilsa (26- chizma), u holda

XX —cosa, YN =cosB
P P

bolishi topiladi.

1-ta'rif Agar lim
A>R) p
limit mavjud bo'‘lsa, bu limitf(x,y) funksiyaning 4, =(x0,y0) nug-
tadagi /yo'nalish bo‘yicha hosilasi deyiladi. Uni

Y(A) . 3/(xpyo)
3/ y 3/
kabi belgilanadi. Demak, y = lim P
1-misol. Ushbu f(x,y) =tfx*y

funksiyaning (0, 0) nuqtada barcha yo‘nalishlar bo‘icha hosilalarining
mavjudligi ko‘rsatilsin.
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Faraz gilaylik,/ (x,y) funksiya ochiqg Ecz Rmto‘plamda differensial-
lanuvchi bo'lsin. Binobarin, funksiya E to‘plamning har bir (x,.y) e E
nuqtasida

df(x,y)  Bi{xy)
Ax Y
xususiy hosilalarga egabo‘ladi. Koordinatalari shu xususiy hosilalardan
iborat bo‘lgan vektorni tuzamiz:

¥(X,y) ] +¥(Xy) | ©)
AX <Y

bunda J va j - koordinata o'qlari bo‘yicha yo‘nalgan birlik vektorlar.
(6) vektor / (x,y) funksiyaning gradiyenti deyiladi va gradf kabi bel-
gilanadi:

gw de = 3

Demak, gradf £to‘plamning har bir (x,y) nuqgtasiga bitta vektorni
mos go‘yuvchi qoida, boshgacha aytganda, ikki o‘zgaruvchili vektor
funksiya bo‘ladi.

f(x,y) funksiyaning & =(cosa,cosp) vektor yo‘nalishi bo‘yicha
df{g,y) j10sjjasjnj unjng gradiyenti orgali ifodalash mumkin. Hagqi-
gatan ham, gradfva e vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

e gradf =co s AN 4 cosft¥{X0Y) ('?f1

bo‘lib, u (5) formulaga ko‘ra éa ten8 bo'ladi:
egradf =_af{\x,y).

Ayni paytda, & va gradf vektorlarning skalyar ko‘paytmasi shu
vektor uzunliklari ko‘paytmasining ular orasidagi burchak kosinusiga
ko‘paytirilganiga teng bo'ladi:

ggradf =\gradf\ mN\ecos {& ,qradf). (8)

Ravshanki, | =1. (7) va (8) munosabatlardan
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=\gradf (n,y )]ecos(é,gradf {x,y))

bo'lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikdan ko‘rinadiki, ¢ hamda gradf(x,y) vektorlar

BEEARN
parallel bo‘lganda —

ning qiymati eng katta va u

\gradf(x,y)\ =37;2(x,y)+1'2(x,j)
ga teng bo'ladi.

Shunday qilib,/(x,j>) funksiyaning gradiyenti gradf funksiyaning
(x,y) nuqgtadagi eng tez o‘sadigan tomonga yo‘nalgan bo‘lib, uning
uzunligi shu yo‘nalish bo'yicha o'sish tezligiga teng ekan.

3- misol. Ushbu f (x,y) =x2+2y2
funksiyaning (1, 1) nugtada eng tez o‘sadigan yo‘nalishi aniglansin
va shu yo'nalish bo‘yicha o'sish tezligi topilsin.

A Ravshanki,

¥ (x,y) _ d{x2+2y2) _ov 3/(1,1) _

dx dx ’ dx
diIf(x.y) _ 3 (x2+2y2) _ , 3/0,1) _ 4
Yy Y Yoy
bo'lib, gradf (1,1) =21 +4],

\gradf (1,)] = /2 +42 =275
bo'ladi. »

Mashqlar

1. Aytaylik,/(x) funksiya bog‘lamli Ee Rmto‘plamda differen-
siallanuvchi bo'lsin. Agar £ to‘plamning har bir x ¢ E < Rm nuqtasida
f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo‘lsa, funksiya
E to‘plamda o‘zgarmas bo'lishi isbotlansin.

2. Agar/(x,j) funksiya (0,0) nugtada barcha yo‘nalishlar bo‘yicha
hosilaga ega bo'lsa,/(*>>) funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi
bo'ladimi?
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61- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, /(x) =
=/(x,,x2,....,xm) funksiya EcPC' da berilgan bo‘lib. x°=

=(x,°, x2, x°)e E nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U
holda ta'rifga ko‘ra funksiyaning x° nuqtadagi to‘liq orttirmasi

/-(x°) = X, +"°1ax2+...+~-"1 XT +0 1
A/-(x°) o P s L () (@)
bo'ladi. Bu munosabatda
p=Vaxl+ax[Tr+/Ax1
bo'lib, OAx, -» 0, Ax2 -» 0 , OxT -» 0 da p -> 0.
1- ta'rif. /(x) funksiyaning A/(x°) orttirmasidagi

3/(x0) 3/(x°) + /(x°)
1 ~'b~ 2 n
ifoda /(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali (to‘liq differensiali)
deyiladi va

df(x°) yoki df (x°,x2, x°j

kabi belgilanadi:

Demak,/(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali Ax,, Ax2,  Axm
larga bog‘liq va ularning chizigli funksiyasi bo'ladi.
Agar
Ox, —rfx,, Ax2 dx21mmAxm dxm
deyilsa, / (x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali ushbu

(2

ko'rinishga keladi. Demak,
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N/(*°) =df(x°) +0(p).
Keyingi tenglikdan p -> 0 da
A/(x°) =df(x°)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu taqribiy formulaning mohiyati shundaki,
funksiyaning orttirmasi Ax,, Ax2,..., Axm laming, umuman aytgan-
da, murakkab funksiyasi bolgan holda funksiyaning differensiali
AXx,, Ox2,..., Axm larning chizigli funksiyasi bo'lishidadir.
2°. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning

invariantligi. Aytaylik,

X =,(0 =y (u,t2,...,tk),

x2 =2(0 =d (ti,t2....tk),

Xn=dw(O =1, 12, )
funksiyalarning har biri M e Rkto‘plamda berilgan bo‘lib,

£ ={(x,,x2,...,xm)6 Rm:x, =cp|(0 = (7,12,
x2=02(0 = (r,, 2,..., tk) , ., xm=PT(0 =, (2, 12,  tk)}

to‘plamdaesa / (x,,x2,...,.xm) funksiyaaniglanganbo'lsin. Bularyor-
damida

/(x(0)=7(x,(0,x2(1),..., xm(t)) = tk)
murakkab funksiya hosil gilingan boisin.
Ma’'lumki, x- =dy tk) (i=\,2,...,m) fimksiyalar t° =(r,°,..., tk)

nugtada differensiallanuvchi bo'lib, f(x) =/ (x,,x2, x,,,) funk-
siya mos x° =(x,°, x2,..., x°) nuqgtada 0§ =d,(/0),~ =c2(/0),
ee X® = (pro(*°)) differensiallanuvchi bo‘lsa, murakkab funksiya
t =(2,°,.., tk) nugtada differensialanuvchi bo'ladi.

Modomiki, f(x(t)) funksiya tx, t2,..., tk o'zgaruvchilarga bog‘liq
ekan, u holda
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3)

bo'ladi.
Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash formulalan-

dan foydalanib topamiz:

3/ 9*T
df]  ax; d]  3x2 3y ax,, 3/
3/  stw
dt2  ax] dt2  ax2 3R axt ol
o _ A x + 3 3 3/ oxt
otk x, dtk 23x2 dtk IXT  3/*
Bu xususiy hosilalarni (3) ifodadagi |3FAing o‘rniga
go'yamiz. Natijada
df = 3/ 3% | 3 3Ix2 + | o/ 3, dt, +
- 93x, X2 3 xT ¥,
o/ X, o/ X2 N N 3D/ OxT
X I w2 a2 IXT 3R
OXK + N oXr . ., o 3K
dtk =
x| a3/t ax2 3x,, 3/
= 3/
H 3 1 R Ciat
2
V. - +. + gtk
w2 #71 m-% 3
IXT a2 Nnl+- + jrl
bo‘ladi.
Ravshanki,

X, e . }
37-, dtx+3/2n2+ +6r;§dtk dx\,
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Demak, murakkab funksiyaning differensiali

bo'ladi.

Biz yuqorida/ (x) hamda/ (x(0) murakkab funksiyaning dififeren-
siallari uchun (2) va (4) ifodalarni topdik. Bu ifodalami solishtirib,
ularning shakli (ko‘rinishi) bir xil, ya'ni (2) va (4) formulalarda funk-
siyaning differensiali xususiy hosilalaming mos differensiallarga ko‘payt-
malaridan tuzilgan yig‘indiga teng ekanligini paygaymiz. Bu xossa
dijferensial shaklining invariantligi deyiladi.

Eslatma. /(x) funksiya differensialining (2) ifodasidagi
dxl,dx2,...,dxm lar mos ravishda Ax,,Ox2,..., Axm lar bo‘lsa,/ (x (t))
funksiya differensialidagi o/ ,dx2,..., dxm lar t],t2,...,tk o‘zgaruvchi-
larning funksiyalari bo‘ladi. Demak, (2) va (4) formulalarning ko‘ri-
nishlarigina bir xil bo‘ladi.

3°. Sodda goidalar. Aytaylik,

n=n(x,x2, xm), v =v(x,,X2,..,xm)
funksiyalar Ee Rmto‘plamda berilgan bo‘lib, x° =(x,°,x2,..x’m E
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda:
1 d(u+v) =du +dv,
2) d (um) - vdu +udyv,

3) d j=vdu-udrn™ (y?fc0)

boiadi.
Bu munosabatlardan birining, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz.

A Aytaylik, F=n

bo‘lsin. Bu holda F funksiya H va u larga hamda wva v lar o'z
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navbatida X],x2, mmxm o‘zgaruvchilarga bogliq bo‘lib, murakkab fimk-
siyaga ega bo'lamiz. DifTerensial shaklining invariantlik xossasiga ko‘ra

_F &
dF—Ed’u+Edv

bo‘ladi. Ravshanki,

Demak, dF =-du- /, dv =--
. f(u\  vdu-udv
yani lu/ v
bo‘ladi. »

4°. Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.
Aytaylik, m = 1bo'lsin. Bu holda u =fix), (xe R, ue R) funksiya
va uning differensiali

ga ega bo‘lamiz.

Ma’'lumki, u =/ (x) funksiyaning differensiali shu funksiya tasvir-
langan egri chizigga (x0,7(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma ordina-
tasining orttirmasini ifodalaydi (27- chizma).

27- chizma.
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T = 2 bo'lsin. Bu holda ikki o'zgaruvchili w=J(x,y),
((x,>"e R2,ue R) funksiyaga ega bo'lib, uning (x0, y0) nuqtadagi
differensiali

du =df (x0,y0) = 4 dx +/J/<tat3I Yo) dy
X y

bo‘ladi, bunda dx =Ax, dy - Ay.
Ax va O lar yetarlicha kichik boiganda

~{xo,yo0) =df(x0,y0),

ya'ni / (x0+Ax,y0+Ay) « / (x0,y0)+df(x>'y°}a* + Ay
dx\ dy

taqribiy formula hosil bo‘ladi.

1-misol. Ushbu n- x'
funksiyaning differensiali topilsin.

< Ravshanki, =yxyn, §u=xy Inx.

X
U holda (5) formulaga ko'ra

du =yxy Jdx +xy Inxdy
bo‘ladi. »

2- misol. Tomonlari x =6 mvax = 8m bo'lgan to‘g'ri to‘rtburchak
berilgan. Agar bu to‘g‘ri to‘rtburchakning x tomonini 5 sm ga oshi-
rilsa, y tomonini 10 sm ga kamaytirilsa, to‘rtburchakning dioganali
ganchaga o'zgaradi?

< Agar berilgan to‘g‘ri to‘rtburchakning dioganalini u desak, unda

n=>M2+y?2
bo‘ladi. Endi
Aw(x0,%0) = rf° .- Ay + Ay
yjx0+y0 IX*+y*
boiishini e’tiborga olib, topamiz:

U x0,yBy~ 0 ARl L 0 7A,, 10 SX0AVY
s]xo+yo \Ix0 +Y0 N+Yo
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Bu munosabatda
x0=6m, Ax=005m,j0=8m, Ay=-0,10 m
deyilsa, u holda
Ay - 800648 (010 g e

V36+64
bo'lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning diagonali taxminan 5 sm ga
kamayar ekan. »

Endif(x,y) funksiya differensialining geometrik ma’nosini kel-
tiramiz.

Aytaylik, z=f(x,y)
funksiya ochiq Ee R2to'plamda differensiallnuvchi bo'lsin. Bu funksiya
grafigi R* fazoda biror (A sirtni ifodalasin. (/) ={(x,», z) e N3:
(x,y)e E,z =f(x,y)} sirtda (xo0,Jo,N)e I'(/), =/(X0,j0))
nugtani va shu nuqtadan o‘tuvchi, garalayotgan sirtga tegishli bo'lgan
silliq

F={x=x(t),y =y(t),z =z(t)'.a<t<$}

egri chizigni olamiz. Modomiki, egri chiziq sirtda yotar ekan, u holda

z(t) =f(x(t),y(t)),
{(x(to),yUo)’Z(to)) ={xo0,y0,Z0),t0e (a,p))
bo'ladi. Ravshanki,
z(t) =t{x(t),y(1))
murakkab funksiya bo'lib, uning tQnuqtadagi differensiali, differensial
shaklining invariantlik xossasiga binoan, ushbu
¥{x0,y0 df X ,y0
*0, Jo dz- -{v9xy—) ba.y )dy (6)
ko'rinishga ega.
Koordinatalari dx, dy, dz bo‘lgan vektor I' egri chizigga (x0,y0, ro)
nuqtada o'tkazilgan urinma vektor bo‘ladi.
Endi koordinatalari

df(x0,y0) df(x0,y0)
X dy
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bo‘lgan n vektorni qaraylik. Yuqoridagi (6) munosabat n vektor
urinma vektorga (x0,y0>"0) nugtada ortogonal bo‘lishini bildiradi.
Shuning uchun n vektor egri chizigga (x0,y0>E0) nuqgtada ortogonal
deyiladi.

Ma'lumki, T egri chizig (x0,y0,Zo) nugtadan o‘tuvchi va ')
sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri chiziq edi. Binobarin, n vektor shu
(x0jo-~0) nugtadan o‘tuvchi va I'(A sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri
chizigga ortogonal bo‘ladi. Shuning uchun n vektor (/) sirtning
(jfoJo”™) nuqtasidagi normal vektori deyiladi.

Sirtning (x0,y0,Zo) nugtasidan o'tuvchi va sirtning normal vek-
toriga ortogonal bo‘lgan tekislik, r(f) sirtga (“0”0,*)) nuqtada
o‘tkazilgan urinma tekislik deyiladi. Uning tenglamasi

bo'ladi, bunda (X,Y,Z) urinma tekislikdagi o‘zgaruvchi nugta. Bu
tenglikdan foydalanib,

ifodani olamiz. Keltirilgan tenglik va (6) munosabatdan

4f (x0,y0)- 2 - D
bo‘lishi kelib chigadi.

(*o, Y0)

28- chizma.
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Shunday qilib, z =f(x,y) funksiyaning (x0, 3,) nuqtadagi diffe-
rensiali df(x0,y0) bu funksiya grafigiga (x0,yx(x0,y0) nuqtadagi
urinma tekislik applikatasining orttirmasini ifodalar ekan (28- chizma).

Mashqlar

1. Ushbu f (x2+y1,arctg”j, (x2+y2>0)

funksiyaning differensiali topilsin.
2. Ushbu a =(1,02 ¥ migdorning taqribiy giymati topilsin.

62- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va
differensiallari. Teylor formulasi

1°. Yugqori tartibli xususiy hosilalar. Faraz qilaylik, f{x)-
=/(x,,x2,...,.xm) funksiya ochiqg EczRm to‘plamning har bir

X =(x,, X2,..., xm) e E nuqtasida
WO - s =1 w

xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu xususiy hosilalar x,, x2, ..., xm
o‘zgaruvchilarning funksiyasi bo‘lib, ular ham xususiy hosilalarga ega

bo'lishi mumkin:

B 18 1= (ix-()%, (ko=
Bu xususiy hosilalar berilgan /(x) funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalari deyiladi va

yoki n« <x)'
kabi belgilanadi:

xf(x) _f, /s4_ 3
kX Ix'xky }  dxk 3



Rgar ™ £ Bo'isa, %&)

ikkinchi tartibli xususiy hosila aralash hosila deyiladi.
Agar i =k bo'lsa, ikkinchi tartibli

aVoo _r. /o
Xkdxj  Ixixk { >
xususiy hosilalar quyidagicha yoziladi:

dxm
f(x) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi xususiy
hosilalari xuddi yuqoridagiga o'xshash ta’'riflanadi. Umuman,
f(x)=f (xI,x2,...,xm) funksiyaning x,,xil ,--,xinA,xin o‘zgaruvchi-
lar bo'yicha n- tartibli xususiy hosilasi berilgan funksiyaning (n - 1)-
tartibli xususiy hosilasi
3"V (x) /. e . n
X, iy Xy T 2+ =/1-"

ning xiu o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilasi sifatida ta’riflanadi:

dnf (x) 3 an~1 (x)
axipad X3y 3xpy "3x,29x ]

Bu holda ham 2, ..., /,lar bir-biriga teng bo‘Imaganda

3/

¥ - gy
aralash hosila deyiladi.
Agar / =i2- .. =in - k bo'lsa, a- tartibli xususiy hosilalar qu-
yidagicha yoziladi:
aV(x)
3AX»

Ushbu Xkox’ @(Jﬂp« (i* k)

aralash hosilalar funksiyaning turli o‘zgaruvchilari bo‘yicha differen-
siallash tartibi bilan farq qiladi:
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32/
cjXk ~dXj

da / (x,,x2, xm) funksiyaning awal x, o‘zgaruvchi bo‘yicha, so‘ng-
ra xko'zgaruvchi bo'‘yicha xususiy hosilasi hisoblangan bo‘lsa,

2/
BX,AXK
ifodada esa awal xk o'zgaruvchi bo'yicha, so'ngra x, o'zgaruvchi
bo'yicha xususiy hosila hisoblangan. Ular bir-biriga teng ham bo'lishi
mumkin, teng bo'Imasdan qolishi ham mumkin (misollar keyingi
bandda keltiriladi).
Aralash hisilalarning tengligini quyidagi teorema ifodalaydi.
1-teorema. Faraz qilaylik, /(x,,x2,...,xQ) funksiya x° =
=(x,%,x2,..., xM) e E ¢ Rm nuqgtada n marta differensiallanuvchi bo‘l-
sin. U holda x° nuqtada / (x1x2,...,x,,,) funksiya ixtiyoriy n- tartibli
aralash hosilalarining giymati x,, x2, ..., xmo‘zgaruvchilar bo‘yicha
ganday tartibda differensiallanishiga bog‘lig bo‘Imaydi.
4 Buteoremaning isboti, keyingi bandda ikki o'zgaruvchili funk-
siya uchun keltiriladigan teorema isboti kabi bo‘ladi. »
2°. Yugori tartibli differensiallar. Faraz qilaylik, /7(x) =

=/ (xj,x2,...,xm) funksiya ochig Ea Rmto‘plamda berilgan, xe E

nugtada ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsin.

1- ta'rif./(x) funksiya differensiali df(x) ning differensiali berilgan
funksiyaning x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d 2 (x)
kabi belgilanadi:

d2f(x) =d {df(x)).

Endi funksiya ikkinchi tartibli differensialini uning xususiy hosilalari
orgali ifodalanishini ko‘rsatamiz.
Ravshanki,

iy/(xs':ﬁl(ﬁ ‘1+30/’X(X)f|’ 2+...+ﬁ(ﬁ )

oxI 2 ant

bo‘lib, u x =(x1,x2,...,.xm) ga hamda dxxdx2,....,dxm larga bog‘liq
bo‘ladi. Bu tenglikda dxx, dx2,..., dxm larni tayinlangan deb hisoblab,
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df\x) ni xv x2 ..., xm o'zgaruvchilarning funksiyasi sifatida qarab,
uning differensialini topamiz:

daf af daf
A KT N

e
ox [ax, 1 dx2 - dx, dx,, "

+dx2 \d/ d

mix, +.. +
X, 1 dx2 ax2 dx2 , dx,,

It/Xj + - - df nd + d af

+dx,, e
\ok: \okm ) 1 axe dxm /o m Jdxm

=9(-dx; + -v dx] +... +d4~dxl, +2
2 ax2

dxi

+... +-i'<—ab<,ok,,, +o.+ Of

4~dx,+A-dx2+...+-3 efx,, /e
X, ox2 z OXT

Bunda simvolik yozuvdan foydalaniladi. U quyidagicha tushuniladi:
gavs ichidagi yig‘indi kvadratga ko‘tarilib, so‘ng/ga «ko‘paytiriladi».
Keyin daraja ko‘rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb hisoblanadi.
Demak,

d>f(x) =~ dx, +£dx2+..+A dxmj /. (D

f(x) funksiyaning x nuqgtadagi uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi
differensiallari ham yugqoridagidek ta’riflanadi.

Umuman,/(x) funksiyaning x nuqtadagi ( « - 1)- tartibli differensiali
d "~'/(x) ning differensiali /(x) ning «- tartibli differensiali deyiladi
va d f(x) kabi belgilanadi:

dnf(x) =d(d"-1f(x)).
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Agar f(x) funksiya x nugtada n marta differensialanuvchi boisa,
u holda

(2)

bo‘ladi.

3°. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Biz
yuqorida funksiyaning yugqori tartibli differensallarini bayon etdik.
Unda funksiya argumenti x,, x2, xm lar erkli o‘zgaruvchilar edi.

Aytaylik,/(x) =4 x,, x2, ..., x j funksiyada x,, X2, ..., Xxm 0‘zga-
ruvchilarning har biri t{ t2, ..., tko‘zgaruvchilarning funksiyalari bo'l-
sin (x, =dy (t}t2,...,tk)).

Qaralayotgan /(x) va x, =d,(/), /' =1,2,...,m) funksiyalar
n marta differensiallanuvchanlik shartlarini bajargan deb, murakkab
/ (x(0) funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini hisoblaymiz.

Ma'lumki, differensial shaklning invariantligi xossasiga binoan.
murakkab funksiyaning differensiali

bo‘ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib funksiyaning ikkinchi
tartibli differensialini topamiz:
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Demak,

©)

Shu yoi bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi
differensiallari topiladi.

l-eslatma. (1) va (3) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli
differensialarda differensial shaklning invariantligi xossasi o'rinli emas-
ligini ko'ramiz.

2-eslatma. Agar f (xx,x2,...,xm) funksiya argumentlari
XU X2, x mlarning har biri tv t2,...,tk o'zgaruvchilaming chizigli
funksiyasi boisa, u holda/ (x) funksiyaning ikkinchi tartibli (umuman,
n- tartibli) differensiali differensial shaklning invariantlik xossasiga
ega boiadi.

w Aytaylik,

X. = +ahtx+a,. t2 +... +aiktk, (i =12,...,k)

boisin. U holda, ravshanki,

Bu esa d2 ning (1) formula ko'rinishiga ega ekanligini bildiradi. »

4°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Aytaylik,
/(x) =/ (xj, x2, ..., xm) funksiya ochig Ed Rmto'plamda berilgan
boiib, Us(x°) d E boisin, bunda x° =(jc°, x2,..., x®) va 5 > 0.
Ravshanki,

nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi
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A={H®+/(x, - X°), X®+t(x2 ~x2 >e>Xi +{(XxT“ XM)' 0</<I}
shu £/6(x°) ga tegishli bo‘ladi.

Faraz qgilaylik, f (xx,x2,...,xm) funksiya Us(x°) to'plamda (n+1)
marta differensiallanuvchi boisin. Bu funksiyani Ato‘plamda garasak,
[0, 1] segmentda aniglangan ushbu

F(t) =f{x°i +t(x, -x,0),xD+t(x2-x°2),..., XI +t(xm -x®))
funksiyaga ega bo'lamiz. F{t) funksiya [0, 1] da hosilaga ega bo'lib,

bo‘ladi, bunda f{x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(x,° +t(x, - X,°), x2 +/(x2- x2)
nuqtada hisoblangan.

Umuman, hosil gilingan F[t) funksiya k- tartibli (k =1,2,...,n +1)
hosilalarga ega va u

, X" +t(xm- x®)) 4)

- X)) +4 (R +- + /

ga teng, bundagi barcha xususiy hosilalar (4) nuqtada hisoblangan.
Bu munosabatning to‘g‘riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotlanadi.

Shunday qilib, 4O ftinksiya F'(t), F”(t),..., F(n"\At) hosilalarga
ega bo'ladi. Teylor formulasiga ko‘ra (qaralsin, 24- ma’ruza) t0 nuqtada
0<t0 <))

F(t) = F(t0) + F'{t0) {t-t0) + y[F", (t0) {t-t0Of +..+
()
+1F ""S()'(<-')"+ TAnTFfI” )

bo'ladi, bunda ¢ =/, +e(? ~*0>0 <0 < 1+Butenglikda t0 =0,t =1
deyilsa, u holda
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/() =F@O)+1 F'(0)+ 1 F'(0) +..+1 F(n) (0) +~ ly! F(nH) (0)
boiishi kelib chigadi.

Ayni paytda,
/+(0) =/(X®,x®,...,.x®),
F() =/(x1,x2,...,xm),
FRO)=(L-°U - X\)+aT (-2 -m*2) +... + wa, - (6)

o

(bunda/funksiyaning barcha xususiy hosilalari (x,°,x2,..., x®) nuq-
tada hisoblangan) bo'lishini e’tiborga olsak, u holda (5) va (6) tenglik-
lardan ushbu

+(«+D1 ox (x Fx,°) + fa - )®)++5X (xm- X®)

X/ fa® +0 (X, - X,°), XB+0 (Xx2- x2), ..., XO+0 (xm- XR))

(0 <0 < 1) tenglikka kelamiz. Bu ifoda ko‘p o‘zgaruvchili / (x, ,x2,...,xm)
funksiyaning Lagranj ko rinishidagi qoldiq hadli Teylorformulasi deyiladi.

5°. Xususiy hollar. Aralash hosilaning tengligi haqida teorema.
m = lboisin. Bu holda n =/(x) (xe R, He R) funksiyaning yuqori
tartibli hosila va differensiallariga kelamiz. Ular 23- ma’ruzada batafsil
bayon etilgan.

m = 2 boiganda n =/(x, j), ((x") e R2 ue R) ikki o‘zgaruvchili
funksiya boiib, uning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari (ular 4 ta
boiadi) quyidagicha boiadi:

F(x,y)_ 3 (df(x.y) AZX,Y)
ox2 x| X oyax
dZ{x.y)
Ay2
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1-misol. Ushbu f{x,y) - arctg”, (y * 0)

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin.
A Ravshanki,

v 1\ K

dx 2. Y
i+)-(y x2+y2 Ay . x2+y2

bo'ladi.
Endi ta'rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini topamiz:

32/ 3 2Xy

%y2)
0X2 X[ x2+y2 a2+yof

32/ 3( Y \_ X-y2
AYRX BY (x2+y2 1 [x2+y2f
a2/ _ af X ~  x2-y2
BB P o
d2f _ o ( X A 2Xxy
9y2  ay~r Xx2+y2 ] (x2+y2f A
2- misol. Ushbu
X2_ 2
f(x.y) N X4y agar x2+y2 >0 bo‘lsa,
0 , agar x2+y2=0 bo'lsa
funksiyaning (0, 0) nugtadagi aralash hosilalari topilsin.
Aytaylik, (x,y) ¢ (0,0) bo‘lsin. Bu holda

al _y(X2-y2 ( 4x2¥2 ] Y . a X2-°2  4x2y2

A
x y/ +Y2 + (x2+y2)\ uw) 2,

32/ _ 9 (df\_ x2-y2 1+ 8X°y
AYAX  BY\AX)  X2+y2
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bo'ladi.
Aytaylik, {x,y) =(0,0) bo‘lsin. Bu holda funksiyaning hosilalarini
ta'rifgga ko‘ra hisoblaymiz:
3/(0,0) _ . /(Ax,0)-7(0,0) =
dx /&ﬂo [Ox o

3/(00) — |im /7(0,4y) 7(0,0) = o

dy — ay—e Ay
2/(0C 3/(0,4y)_3/(0,0) A E
.U.y(.U.X’ - Hyngo o Ay P A’Tﬂ A&ye
3/(Ax,0) y (0,0)
e lim .. AY a lim -V , N
3x3y [x—0 AXx Ox-*0 OX

Yuqorida keltirilgan misollardan ko‘rinadiki,/ (xjO funksiyaning

aVv aVv
Dy’ K
aralash hosilalari bir-biriga teng ham bo‘lishi mumkin, teng bo‘Imasdan
golishi ham mumkin ekan.
2 -teorema. Faraz qgilaylik,f(x,y) funksiya (x0,j0)e R2 nugtaning

n &{(x<*Yo0)) atrofida

aralash hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar (x0.yn) nugtada uzluksiz
bo‘lsin. U holda/(x,j>) funksiyaning aralash hosilalari (x*,j0) nuqtada
teng bo‘ladi:
2/ ~o) _ 2/(x0,y0)
BYAX AXBY
A Aytaylik, (x0+Ax,y0+/y), (x0+Ax,y0), (x0,y0 +1y) nug-
talar (x0,j0) nuqgtaning atrofiga tegishli bo'lsin:
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(x0 +/%6y0+pay)e us ((x0,y0)), (xO+AaAx,y0)e U6((x0,y0)),
(x0,y0 +Ay)e £6((x0,y0)).
Ushbu
@ (Ox, 4y) =7/ (x0+4x,y0+14y) - / (x0 +Ax,y0) -
-/(*o>.Vo +[ly) +/ (x0,y0),
P(x) =7/ (x,y0+Aay)-7/(x,y0)

funksiyalarni garaylik.
Ravshanki,

®(Ax.4y) = d((x0+ax)-t (x0)
bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teoremasini ikki marta
qo‘llab topamiz:
®(x0+ [ x)-tp (x0) =cp'(x0 +6) Ax)-Ax =

2/(x0+e, Ax,y0+ay) 3/(x0+61 /Ax,y0)
X X

MO YOO ALy ofTyn NN

Shartga ko‘ra aralash hosila (x0y0) nuqtada uzluksiz. Demak,
Ox -» 0, Ay -» 0 da

=3r/(»,,n) 0(]
Qydx ' ydx 7 v’
bo'‘lib,
@ (Ax Ay) = 1yix Ax Oy +0(1) U]
bo'ladi.

Endi ®(4x, Ay) funksiya bilan birga quyidagi
VM =/(*o +Ax,y)-/(x0y)
funksiyani garaymiz. Ravshanki,
® (Ox, Ay) = d(y0 +Ay) - th(y0)
bo‘ladi. Yuqoridagidek, bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teore-
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masini ikki marta qo‘llab, so'ng aralash hosilaning (x0y0) nugtada
uzluksizligidan foydalanib topamiz:

dj (n» +AX, 3(-tOiAv) _ 3/ (x0  +0]Av)

Vi/G0 +Ay)-V{y0) = dy dy A=
- itA . toA, +0(2),
dxdy dxdy
(0 <0[, 0i <1, Ox —=»0, Ay —0).
Demak, & (Ox, Ay) = AxAy +0(1). (8)

dxdy
(7) va (8) munosabatlardan

~Nf(x0.yQ _ d2f{x0,y0)
dxdy dydx

bo'lishi kelib chigadi. »
Mashqlar

1. Ushbu n =f(x,y), x =t2+s2, y - | m funksiyaning ikkin-
chi tartibli differensiali topilsin.
2. Ushbu n=y ¢(x2-y) funksiya quyidagi

1omM”™ 19Om_ un
Xdx Ydy y2

tenglikni ganoatlantirishi isbotlansin.

63- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari
1°. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart. Faraz qi-
laylik, f(x) =/ (x,, Xx2,..., X,,,) funksiya EZ Rmto‘plamda berilgan

boiib, x° =(*]°, x®..., x“)e£ boisin.
1- ta’'rif. Agar shunday 5 > 0 son topilsaki,

t/5(x°)c£ boiib, Vxe U&x®) da /(x)</(x°)
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bo'lsa, /(x) funksiya x° nugtada lokal maksimumga; f(x) >/(x°)
bo‘lsa, /(x) funksiya x° nuqtada lokal minimumga erishadi deyiladi.

2- ta'rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki, Us(x°) ¢ E bo'lib,
Vxe Us(x°) \{x0}da 7(x)< /(x°) bo'lsa,/(x) funksiya x° nuqta-
da qat’iy lokal maksimumga; /(x) >/(x°) bo‘lsa,/(x) funksiya x°
nuqgtada gat’iy lokal minimumga erishadi deyiladi.

Funksiyaning lokal maksimumi, lokal minimumi urnumiy nom
bilan funksiyaning lokal ekstremumi deyiladi. Bunda x° nuqta /(x)
funksiyaning lokal ekstremum nugqtasi, f(x°) ga esa funksiyaning lokal
ekstremum qiymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum (minimum) qiymati quyidagicha belgi-
lanadi:

/ \
/(x°)= max /(x), A/(x°): p;etrr}sa(}!(x)/\
Ma’lumki, ALx0)=/(x) -7/ (x°)

ayirma funksiyaning  nuqtadagi to‘liq orttirmasi deyilar edi.

/(x) funksiya x° nuqtada lokal maksimumga erishsa, u holda
Vx 6 (/j(x°) da

A/(x°)<0
bo'ladi va aksincha. Shuningdek, /(x) funksiya x° nuqtada lokal
minimumga erishsa, u holda Vxe Us(x°) da
ALx°) >0

bo‘ladi va aksincha.

1- teorema. Agar /(x) =/ (xj, x2,..., xm) funksiya x° = (x,°,
X2,..., X°) nugtada lokal estremumga erishsa va shu nugtada barcha

-, (/1 =1,2..8)
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda
w00 =0 f=17.. mf

bofladi.
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4 Aytaylik, f{x) =f(x1,x2, ..., xm) funksiya x° =(x,°, x%,..., Xm)
nuqtada lokal minimumga erishsin. U holda

VX =(X, ,X2,...,X,,,)e U5(x°) da /(x,,Xx2,...xm) >/(x,°,x2,....x“)
tengsizlik bajariladi. Jumladan,
/ (X,,x2,x3,....,®) >/ (xf,x2, x®)
bo'ladi. Agar
o(x,) =/ (xi,x2,x8,...,x“)

deyilsa, Vx, e (x° - 8,x° +8) da

P (x,)>d(x,°)
bo'lib, bir o‘zgaruvchili ¢ (x,) funksiya x,° nuqtada lokal minimumga
erishadi. U holda 25- ma’'ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra

h(x,)=0, yam -jE-—=0
bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
a/(x°) _ A 3/(x°)
2 ’ dxm

bo‘lishi isbotlanadi. »
l-eslatma. Agar/ (x) funksiya biror x° nuqtada lokal ekstre-
mumga erishsa va shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

df(x°) =0
bo‘ladi.
2-eslatma. f(x) =f(xI,x2,.-,xm) funksiyaning biror x° nug-
tada barcha xususiy hosilalarga ega va

50 =0, 0=12..m

boiishidan, berilgan funksiyaning shu nugtada lokal estremumga eri-
shishi har doim kelib chigavermaydi (misollar keyingi bandda kelti-
riladi).

Demak, 1- teorema funksiyaning lokal ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ifodalaydi.

101



/(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar
uning statsionar nuqtalari deyiladi.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti. Aytaylik,
/(x) =f{xi, *2,..., xm) funksiya xe Rmnuqtaning biror U(x°) atro-
fida berilgan, shu atrofda barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega va

3/(x°) _ B, /= 1,2,...,m)\

bo'lsin. Bu funksiyaning Teylor formulasi (62- ma’ruzada keltirilgan
Teylor formulasida n = 2 bo‘lgan hoi)

- i

shartni hisobga olgan holda quyidagicha
1n 2f
/(%) =/(7°) +2 | (3

ko‘rinishda ifodalanadi, bunda ikkligclhi tartibli xususiy hosilalar
(x,° +0eAxt, x2 +0mAX2,..., x“ +01x,,)
(0 <0< nugtada hisoblangan va bunda
AX, =X, - X,°, Ox2=x2- x2, .., AX, =xm- x°

Berilgan/ (x) funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalarining x° statsio-
nar nuqtadagi giymatlarini

aik = ?&g)tdz) . {('I,Ik :\,2,...,m)q

bilan belgilaymiz. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
a2/
a*’a**

laming x° =(x,°, x2,..., x°) nuqtada uzluksizligidan

Nk ~ &
hamda
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R/ (*2+640*1>72+0 Nx2. XT+ B AXT d2f(x ° . .
(rr+oh ) ) 4 ik - aik +alk

AX,AXK K X*
boiishi kelib chigadi, bunda
Ax, =0, (/=12 da aik —=0.
Natijada (1) tenglik ushbu
in i
B/ (x°) =/ (x)-7(x°) =i X akAXAXK +X «* Ax-Ax*
4 i*

ko‘rinishga keladi. Agar
p=1AX2 +Ax2 + ... + AX2,
Ax,=p£,, (/=12,..,m)

deyilsa, so‘ngra gpx- >0 (i = da, ya'ni p->0 da
ajkAXkAXj = p2~ a,t™ t =p2 a(p)
i,Ad ik

(bunda, p->0 da a(p) ->0) bolishini e'tiborga olsak, u holda

Af(x°) =" @Kk "+ ®e(p) 2
i,k=l

bo'lishini topamiz.
Ma'lumki, g/y*0)=fix) -/ (x°) ayirma t/9x°) da ishora
saqlasa, ya'ni Vxe Ub(x°) da

A/(x°)>0
bo‘lsa,/ (x) funksiya x° nuqgtada lokal minimumga;
Af(x°)<0
bo‘lsa,/(x) funksiya x° nugtada lokal maksimumga erishadi.
Yuqoridagi (2) tenglikdan ko‘rinadiki, 4/(x°) ning ishorasi koeffitsi-
yentlari
R/ (x°)
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bo‘lgan A aik~AXk (3)

»*=
kvadratik shaklga bog'liq bo'ladi.
2- teorema. Agar (3) kvadratik shakl musbat aniglangan bo‘lsa,

/ (x) funksiya x° nuqtada lokal minimumga; manfiy aniglangan bo'lsa,
lokal maksimumga erishadi.

Agar (3) kvadratik shakl noaniq bo‘lsa, /(x) funksiya  nuqtada
lokal estremumga erishmaydi.

4 Bu teorema, keyingi bandda, xususiy holda, ya’'ni ikki o‘zga-
ruvchili funksiyalar uchun isbotlanadi. » (Qaralsin, [1], 13-bob).

3°. Xususiy hollar, m = 1bo‘lsin. Bu holda u=f(x),(xeR,u<=R)
funksiyaning lokal ekstremumlari, ekstremumning zaruriy va yetarli
shartlari kabi tushuncha va tasdiglarga kelamiz. Ular 25- ma’ruzada
bayon etilgan.

m = 2 bo'lsin. Bu holda v =f{x,y), ((x,y)e R2,une /?) ikki
o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremum tushunchalari yuzaga kelib,
bu hoi uchun ulaming ta’'riflari quyidagicha bo‘ladi.

Aytaylik, n =f(x,y) funksiya E<z Rmto'plamda berilgan bo'lib,
(x0Y0) G E bo'lsin.

Agar 8 >0 shunday son topilsaki, Us((x°,y0)) ¢ E bo‘lib,
V (x,y)e t/8((x0,y0)) uchun

fF{x,y)>1f(x0,y0), (f(x,y)<ft{x0,y0))
bo‘lsa,/ (x,y) funksiya (x0j~0) nuqgtada lokal minimumga (lokal mak-
simumga) erishadi deyiladi. (x0j0) nuqta f(x,y) funksiyaning lokal
minimum (maksimum) nuqtasi, /(x0y0 migdor esa funksiyaning
minimum (maksimum) giymati deyiladi.
Agar shunday 8>0 son topilsaki, f/&(x°,y0) c E bo'lib,

V(x,y)etB((x0, y0)) \{(*o>0)} uchun
f(x,y) >f(x0,y0), (f(x,y)</(x0y0))
bo‘lsa,/(xj>) funksiya (x0,y0) nuqtada gat’iy lokal minimumga (qat’iy
lokal maksimumga) erishadi deyiladi.
1- misol. Ushbu 7 (x,y) =N\\- x2- y2 funksiyaning (0,0) nug-
tada qat’iy maksimumga erishishi ko'rsatilsin.
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N8>0, (0 <8< 1 sonniolib, (0,0) nugtaning i/8(0,0)) atrofmi
hosil gilamiz. U holda V(x,y)e Us ((0,0)) \{(0,0)} uchun

f(x,y) =VI-x2-y2</(0,00=1
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya (0,0) nuqtada maksimumga eri-
shadi. »
Agar / (x,y) funksiya (x0y0) e Ec /8>0m nuqtada lokal
ekstremumga erishsa va shu nuqtada

¥ ¥
X' dy

xususiy hosilalarga ega boisa, u holda

¥ (o) _n Y(x0,"0) _
3x ' 3y
boiadi.
y
Biroq, / (x,y) funksiyaning biror (x*,y*) nuqtada * N Xususiy

hosilalari mavjud bo‘lib, ular shu nugtada nolga teng boisa, gara-
layotgan funksiya (x*,/*) nuqtada ekstremumga erishmasdan qolishi
mumkin. Masalan,

f(x,y) =xy
¥ ¥
funksiya -E~y dy~*
xususiy hosilalarga ega boiib, ular (0,0) nugtada nolga teng:
3/(0,0) _n  3/(0,0) _n
X ’ dy
boisa ham, bu funksiya (0,0) nugtada ekstremumga erishmaydi (funk-
siya grafigi - giperbolik paraboloidni tasawur qgiling).
Aytaylik, f(x,y) funksiya (x0,y0) e R2nuqtaning biror W((x0,y0))
atrofida (8 > 0) berilgan boiib, quyidagi shartlami bajarsin:
Dfix,y) funksiyat/y((x0.y0) da uzluksiz va uzluksiz f*, f', f 2,
fxy > i xususiy hosilalarga ega,
2) (x0, y0) statsionar nugta:
Nn'(*6.1>)=0> fy{xo,yo0) =0.
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Bu/(x) funksiya uchun 2° da yuritilgan mulohazalarni qo‘llab
(x0,y0) =f(x,y)-f(x0,y0) =
=1 (anx2 +2a]2AxAy +a2Ay2 +a, Ax2 +2an AXAy +a 2Ay2) (*)
bo‘lishini topamiz, bunda
a\l ~fx2 (XOY0)>a\2 - Iy (*9>% ) = fyx (*0>% )> °12 = fy2 (*0> M))
boiib,
Ax -» 0, Ay >0 da au ->0, al2-»0, a2 >0

bo'ladi.
3- teorema. Agar
Oulix2 + 2al2AxAy +a2Ay?2 (4)
kvadratik shakl musbat aniglangan, ya'ni
o Jr .
n >0, 2~ , >0
V1 w2 — .

bo'lsa, f(x,y) funksiya (n™y0) nuqtada lokal minimumga erishadi,
agar (4) kvadratik shakl manfiy aniglangan, ya’ni

-'12

2 2
bo‘lsa, f(x,y) funkusiya (x0y0) nugtada lokal maksimumga erishadi.
A Ma’'lumki, f{x,y) funksiyaning (n~y0) nuqtada ekstremumga
erishishi f4((x0y0)) da ushbu
~M(xo,y0) =f(x,y)-f(x0,y0)
ayirmaning ishora saqlashi bilan bog'lig:

au <0, »

V(x,y)e U&(x0,y0)) da Af(x,,y0) >0 bo‘lsa,

(x0y0) nuqgtada lokal minimum; Af(x0,y0) <0 bo‘lsa, (x0y0)
nuqgtada lokal maksimum sodir bo‘ladi.

A (x0,Y0) ayirmaning ishorasini aniglash qulay bo‘lishi magsadida
(4) da
Ox =pecosch , Ay =pesind
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almashtirish bajaramiz, bunda
p =VyjAX2 + Ay2 .

Natijada (*) munosabat ushbu
2

a/' (x0,Jo) = OO2 @+"°n CO0s9s™M p+a2s'n2 ¢y +
+(a,] cos2d+2al2c0s9sin9 +a2sin29)j (5)
ko‘rinishga keladi. Aytaylik,
a1 >0. «1x2 ~a\v >0
bo‘lsin. Ravshanki,

au cos2 o+ 2fl2 cos p8r h+aZsin2¢=
=— | cos p+aL2sin ¢h)2 + (flj 2 “ ah ) esin2d.

Ayni paytda, bu funksiya ¢ ning funksiyasi sifatida [0,2n] da
uzluksiz bo'lib, o'zining eng kichik giymati (uni m bilan belgilaylik)
m ga ega bo‘ladi:

ja,, cos2 g+ 2iil2 cos dpsin p+a2sin2df>m >0.

Ikkinchi tomondan, Ax -» 0, Ay ->0,ya'ni p->0daan 0,
al2 ->0,a2 ->0 bo'lganligi sababli, p ning yetarli kichik giymat-
larida

Jan cos2 b+ 2a 2cosdpsingy +a 2sin2d{ < Jau |+ 2 |a)2]+ [oZL < m
bo‘loladi.

Demak, a,, >0, finfl2- ah >0 bo'lganda (5) tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda musbat boiadi. Binobarin,

&(x0>Yo) >0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (x0,y0) nugtada lokal minimumga erishadi.
Aytaylik, au <0, aua2-a2 >0
bo'lsin. Bu holda (5) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda manfiy bo'ladi.
Binobarin,

Af (*o>.Vo) <0
bo‘lib,/(*,>») funksiya (xgJ'9 nuqtada lokal maksimumga erishadi. »
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3-eslatma.Agar a,a2 - a2 <0 bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x0y0)
nuqtada ekstremumga erishmaydi.

4-eslatma. Agar 0,,a2 - a}2 =0 bo'lsa, f(x,y) funksiya (ny0)
nugtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumkin (qgaralsin, [1], 13-bob).

2- misol. Ushbu

f{X,y) =x2+xy +y2-2x-3y
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
< Awalo berilgan funksiyaning statsionar nugtalarini topamiz:

fx(x,y) =2x+y-2, 2x+y-2=0, "~b=j,

fy(X,y)=X+ZY'3, X+2y_3 =Ol )Ozy

Demak, ~ statsionar nuqta. Ravshanki,

f'i (x,y)=2, fy(xy)=1 fyl (x,y) =2.
Demak, an =2, al2=1 a22=2. Bunda au - 2>0 va

flna2 ~°i2 =3 >0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya
nuqtada lokal minimumga erishadi va

bo‘ladi. »
3- misol. Ushbu

A (X,y) =x4+/ ,
f2 (x,y) =-{xA+ /),
/3(X,y) =x3+y3

funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.
< Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsionar nuqta bo‘ladi. Bu
funksiyalar uchun

11«22 ~ah =0
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bo‘ladi. Ravshanki, (0,0) nuqtadaf\(x,y) funksiya minimumga, /2x,j)
funksiya esa maksimumga erishadi. J\(x,y) funksiya (0,0) nugtada
ekstremurnga ega bo‘Imaydi. »

Mashgqlar

1. 3- teoremada keltirilgan f{x,y) funksiya uchun (jq,,j0) statsionar
nuqtada

f';r (*0,y0) of"'2(x0, )- [f¥ (xq,y0)]2<0

bo‘lsa, f{x,y) funksiya (x0,j0 nuqgtada ekstremurnga erishmasligi
isbotlansin.

2. Ushbu f(x,y) =(v- xf +{y +2)3 funksiya ekstremurnga tek-
shirilsin.

64- Ta ruza
Oshkormas funksiyalar

1°. Oshkormas funksiya tushunchasi. Ma'lumki, xa R, Ytz R
to'plamlar va biror/ qoida berilgan holda har bir xe Xsonga/ qoidaga
ko'ra bitta y ¢ Yson mos qo'yilsa, X to‘plamda y =f(x) funksiya
aniglangan deyilar edi.

X va 3 o‘zgaruvchilarni bog'lovchi goida turlicha, jumladan,
analitik ifodalar yordamida, jadval yordamida, egri chizig yordamida
bo‘lishi mumkin.

Endi x vay o‘zgaruvchilar tenglama yordamida bog‘langan holda
funksiya yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, x vay o‘zgaruvchilarning F(x, j) funksiyasi

E={(x,j)e R2:a<x<h, ¢<y<d}
to'plamda berilgan bo'lsin. Ushbu
F(x,y) -0 (D
teglamani garaylik. Har bir tayinlangan x = Xgda (1) tenglamay ga

nisbatan tenglamaga aylanadi. Bu tenglama yagona j Oyechimga ega
bo‘lsin. Demak,

~(*0..Y0) =0 -
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Bunday xususiyatga ega bo'lgan x0 nuqtalar bir gancha bo'lishi
mumkin. Ulardan tashkil topgan to'plamni Xdeylik. Ravshanki. bunda
Xc (a, b) bo'ladi.

Endi Xto‘plamdan olingan har bir x ga (xe X) (1) tenglamaning
yagona yechimiy ni mos qo‘yaylik. Natijada X da aniglangan funksiya
hosil bo‘ladi. Uni d(x) deylik. Demak,

®:x >y va F(x,p(x))=0.
Bu (x) oshkormas (oshkormas ko'rinishda berilgan) funksiya
deyiladi.
1- misol. Ushbu
F(x,y) =yyjx2-1-2 =0 2
tenglama yordamida oshkormas fuksiya aniqlanishi ko‘rsatilsin.
< Ravshanki, (2) tenglama har bir xe (**>-l)u(l,-+«°) da yagona
Y =) =-i—-
P ) \x %
yechimga ega va

~x.h (x)) =0.
Demak, (2) tenglama oshkormas funksiyani aniglaydi. »
2- misol. Ushbu

F(x,y) =x-y +-siny =0

tenglama yordamida oshkormas funksiya aniglanishi ko‘rsatilsin.
M Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

X =y--siny =a(y), (y e (-00,+00)).

Bu a(y) funksiya R da uzuluksiz va a'(.v) =1- - cosy >0 bo‘ladi.
U holda a,{y) funksiya (-<», +=) da teskari y =a. 1(x) funksiyaga ega va
/fr(x,a~1(x)) =0

bo‘ladi. Demak, bu tenglama ushbu
o x =0 1(x)

oshkormas funksiyani aniglaydi. »
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3- misol. Ushbu

F(x,y) =x1+y2-Iny =0, (y >0)
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniqlaydimi?

m® Aniglamaydi, chunki har bir x e (-«0, -k») day2- Iny >0 boi-
ganligi sababli, yechimga ega emas. »

Oshkormas funksiyalami o‘rganishda quyidagi masalalar muhimdir:

1) F(x,y) funksiya biror E ¢ R2to‘plamda berilgan holday = t(x)
oshkormas funksiya mavjud bo‘ladimi va bu funksiyaning aniglanish
to‘plami ganday bo‘ladi?

2) (1) tenglama bilan aniglangan y = d¢(x) oshkormas funksiya
ganday xossalarga ega va bu xossalar F{x,y) funksiya xossalari bilan
ganday bog'langan?

2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligi.

1- teorema. Faraz gilaylik, F(x,y) funksiya (xOy0) nugtaning biro
atrofi

Uhk ((*b,yo0)) ={(x,y)e :X0-h< x<Xg+h, y0- k<y <y0+k}

da (h >0,k >0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) F[x,y) funksiya Uhk ((x0,y0)) da uzluksiz;

2) Har bir tayin xe (x0- h, x0 +h) day o‘zgaruvchining funk-
siyasi sifatida o'suvchi;

3) I'(xo,Yo0) =0.

U holda (x0y0) nugtaning shunday atrofi

nol ((-*0.70)) ={(*,>")e R2:x0-5<x <x0+5,y0-e<y <y0+e}

topiladiki (0 <8 <1, 0 <e<A;), bunda:
a) Vxe (x0- 6,x0+8) da

F(x,y) =0
tenglama vyagona y (ye (yO- e y0O+e)) yechimga ega, ya'ni
/r(x,y) =0 tenglama yordamida y =d(x) oshkormas funksiya
aniglanadi;

b) ¢ (x0) =y0 bo'ladi;
d) y - d(x) funksiya (x0- 8, x0+8) da uzluksiz bo'ladi.
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A Uk (C"o’'-Yo)) atrofga tegishli boigan
(*o- 1 -e). (nb. Mo +e). (0<e<Ef£)
nuqtalarni olib. [jO-e, j 0 +e] segmentda
vOO =f(xa,y)
funksiyani garaymiz. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra y(j) o'suvchi,
3- shartiga ko‘ra \j/(j0) = ~4™o.-Yo) =0 bo'ladi. Bunda esa
v(jO-e) =F(x0,j0-e) <0,
v]/(j0 +e) =F(x0,y0 +e) >0
bo'‘lishi kelib chigadi.
Teoremaning 1- shartiga ko‘ra F[x,y) funksiya Uhk ((x0,j u)) da uzluk-
siz. U holda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko‘ra, xOnugtaning shunday

(x0- 8, x0+8) atrofi (0 <8 <h) topiladiki, Vxg (xq - 8 Xg+8) da

f(x,y0-e)< 0,

F(x,y0+e)> 0 3)
bo‘ladi. Endi (x0,j0) nugtaning
U& ((*0.Y0)) ={(*,Y)e A2 :x0- 8<x<x0+8, -e <] <lJo+e}
atrofida

F(x>y) =0
tenglama j ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniglashini ko‘r-
satamiz.

Ixtiyoriy x* e (x0- 8 x0+8) nuqgtani olib, [jO-£> Yo +e] da
ushbu
#(J) =F(x*y)
funksiyani gqaraymiz. Ravshanki, bu funksiya [jO- ¢, j 0 +¢] segment-
da uzluksiz va ayni paytda (3) munosabatga binoan
<AMo-z) =F (x*,Jo -e) <0,
g{yo +e) =f{x\y0+e) >0

bo‘ladi. U holda Bolsano—Koshi teoremasiga ko‘ra shunday
i* g [i0- e, jO+e] nuqgta topiladiki, bunda
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*(/) =/m(*,/) =0
bo'ladi. /) " )

Ayni paytda, g(y) funksiya [y0- £ Yo +e] da o'suvchi (gat’iy
o'suvchi) bolganligi sababli, y shu oraligda bittadan ortig nuqtada
nolga aylanmaydi.

Shunday qilib, ixtiyoriy xe (x0- 8, x0+8) uchun yagona
ye (yO-e,y0+e) topiladiki, bunda
F{x,y) =0
bo'ladi. Bu esa U& ((x0,y0)) da F(x,y) =0 tenglamay ni x ning
oshkormas funksiyasi sifatida aniglashini bildiradi:
y = (x): F(x,t(x)) =0.
Avytaylik, x = xObo'lsin. U holda teoremaning 3- shartiga ko‘ra
NN*0.Yo0) =0
bo‘ladi. Binobarin, aniglangan oshkormas funksiyaning x0nuqtadagi
giymati d(x0) =3 boiadi.
Modomiki, Vxe (x0- 8, x0+8) uchun d(x) ga ko‘ra unga mos
keladigan y ¢ (y0O- e, yO+e) bo‘lar ekan, u holda

Ix- x0j<8=V- yul=]d(x) - d(x. )l <e
bo‘ladi. Demak, oshkormas funksiya x0 nuqtada uzluksiz.
Oshkormas funksiyaning Vx* e (x0- 8, x0+8) nuqgtada uzluksiz
bo‘lishini ko'rsatish bu funksiyaning x0 nugtada uzluksiz bo‘lishini
ko‘rsatish kabidir. Demak, mavjudligi ko'rsatilgan oshkormas funksiya
(x0- 8, x0 +8) da uzluksiz bo‘ladi. »

3°. Oshkormas funksiyaning hosilalari. Oshkormas funksiyaning
hosilasini aniglaydigan teoremani keltiramiz.

2- teorema. Faraz qilaylik, F(x, y) funksiya (x0,ya) nuqgtaning

biror atrofi Uhk ((x0,y0)) da {h >0, k >0) berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlarni bajarsin:
1) uhk ((*o»W>)) da uzluksiz;
2) Uhk (K ~0)) dauzluksiz F~(x,y), Fy(x,y) xususiy hosilalarga
ega va Fy'(x0,y0) n 0;
3) /r(x0,¥0) =0.
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U holda (x0, y0) nuqtaning shunday t/&((x0,y0)) atrofi
(0 <8<h, 0 <e<k) topiladiki, F (x,y) =0 tenglama y ni x ning
y =d(x) oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydi va bu y =d(x)
funksiya (x0- 8, x0 +8) da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,

Yyuy_ _ Fj(xM*))
Fy(xMx))
boiadi.

A Teoremaning shartiga ko‘ra F'(x,y) flinksiya Uhk ((x0,y0)) da
uzluksiz va F' (x0,y0) * 0. Aytaylik, Fy (x0,y0) >0 boisin. Uzluk-
siz funksiya xossasiga ko‘ra (xOy0) nugtaning shunday £& ((x0,y0))
atrofi (0 <8 <h, 0 <e <k) topiladiki, V(x,y)e ((x0,y0)) da
F' (x,y) >0 bo'‘ladi. Bundan esa har bir tayin x e (x0- 8, x0 +8) da
F(x,y) funksiyay o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida o‘suvchi boiishi
kelib chigadi. U holda 1-teoremaga ko‘ra F(x,y) =0 tenglama
(x0- 8, x0+8) day nix ningy = t(x) oshkormas funksiyasi sifatida
aniglaydi va y - d(x) oshkormas funksiya x e (x0- 8, x0+8) da
uzluksiz boiib, d(x0) =y0 boiadi.

Aytaylik, xe (x0- 8, x0+8), x +Oxe (x0- 8, x0+8) boisin.
Ravshanki,

F(x,y) =0, F(x +AXy +Ay) =0
boiib, bundan quyidagi ifodani hosil gilamiz:
AF(x,y) =F (x +Ax y +Ay) - F{x,y) =0. )

Teoremaning shartidan F(x,y) funksiyaning (x,y) nuqtada differen-
sialanuvchi boiishi kelib chigadi. Binobarin,

AF(x,y) =F'(x,y) Ax+ i (x, y) Ay +a [x+ @mdy  (5)
boiib, Ox -» 0, Ay ->0 da a -» 0, p 0 boiadi.

(4) va (5) munosabatlardan topamiz:

Av F:{x,y)+a
Ax Fy(x,y)+p '

Keyingi tenglikda Ox -» 0 da limitga o‘tsak, u holda
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> X > Fx(x,y)

hosil bo‘ladi. U” ((x0,.y0)) da Fx(x,y), F'(x,y) xususiy hosilalar
uzluksizva F' (x,y) * 0 bo‘lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

(" Fi(*.y)
ning (x0- 5, xO +5) da uzluksiz bo'‘lishi kelib chigadi. »
4- misol. Ushbu
F(x,y) =ey +ysinx-x3+7=0

tenglama (2, 0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
sifatida aniglashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.

w} Ravshanki,
fr(x>>)=ey +y sinx - x3+7
funksiya R2da aniglangan va uzluksiz. Binobarin, u (2, 0) nugtaning
atrofida uzluksiz, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha
bo‘ladi:
<>F(xyy) _ 9 +ysnx_xj+7”_ycQsx _3x2"
oX dx

o d (ey +y sin x - x3+7) =gy +sinx.

Demak, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari R2 da, jumladan,
(2, 0) nugtaning atrofida uzluksiz.

So'ngra

dF((jZ_,O) =(ey +sinx)x2y0 =1+sn2*0,

Va nihoyat,
F(2,0) =(ey +ysinx-x3+7)x2y=0 =°
bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra
F(x,j) =ey +ysinx- x3+7=0

tenglama (2, 0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
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sifatida aniglaydi va bu oshkormas cp(x) funksiyaning hosilasi quyida-

gicha bo'ladi:
coy _ EX(XY) _ ycosx-3x2
dla) = P} = et
l1-eslatma. Oshkormas funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa bo‘ladi:

F(x,y) =0
ni (yo‘zgaruvchi x ning funksiyasi ekanini hisobga olib) differensiallab
topamiz:

Frix,y)+ F'{x,y) y" =0.
Keyingi tenglikdan esa quyidagi ifoda kelib chigadi:
/=  F™Xxyy)
y fi(xy) m
Aytaylik, F(x,y) funksiya U& ((x0,y0)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
Fri(x,y), Fy(x,y), F2(xy)
xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Ma’lumki,

F'(x.y)
Fy(xy)

Buni differensiallab topamiz:

{Fx(xy))x Fy{x,y)-(Fi{x,y)) wx(xy)
(Fi(x.y)f

Agar (Fxy))x=F2(xy) +  (xy)/, ©6)

{p; (G y)x =F" (x,y) + F2(x,y) my’
ekanini hisobga olsak. U holda
_ (AXx,y)+ty (xy) Z)%(x.y)-(Q(X))+ Wy( X)) /) F{X))
{Fy(x.y)f
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Fpy) IX( y ) - (%8 B(x)-H{ft (x%E£(x])- W £(*>] >
(Fy(x.y)f
bo‘ladi. Bu ifodadagi y' ning oiniga
Fi(x.y)
Fi(x.y)

ni qo'‘yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun
quyidagi formulaga kelamiz:

,_2F F N -F2F2-F7 F2

Yy -2
ry

2-  eslatma. Oshkormas funksiyaning yugori tartibli hosilalarin
quyidagicha ham hisoblasa boMadi. Yugorida

F(x,y) =0
ni dfferensiallab,

F'(x,y) +F'(x,y)-y" =0
boiishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
[Fi(x.y) +F'(x,y) -y'Ix =
=(F'(xy))x+y" (F'(x, y))x + F'(x,y) W/ =0.
Agar (6) munsabatlardan foydalansak, keyingi tenglik ushbu
F\ (y) +IF" (X, y) m* +F\ (X, y) y'2 +F'(x,y) ey’ =0
tenglikka keladi. Undan esa
F'i (x,y)+2Fy{x,y) yf+ryi (x,.v)/2
Yy ~ Fy(x.y)

bo'lishi kelib chigadi.
5- misol. Ushbu

F(x,y) =xey +ye* - 2 =0

tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi topilsin.
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4 Differensiallab topamiz:
(F(x,y))x =(xey +ye* . 2)x =0,

ey +yex +(xey +ex)y "' =0, (7)

/= e 4xey (8)
Endi (7) ni yana bir marta differensiallaymiz:

ey oy' +y'ex +yex +ey y' +xeyy' W' +xey W’ +y’ex +y'e* =0m
Keyingi tenglikdan
2eyy'+2exy'+xey y'2+yex
y -~ xey +ex
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikday ' ning o'rniga (8) da ifodalangan
giymatini go'yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topiladi. »

Mashqglar
1. Ushbu y5+y -x =0
tenglama bilan aniglangan oshkormas funksiyaning grafigi yasalsin.
2. Ushbu Xy =yX, (xdy)

tenglama bilan aniglanadigan y = d(x) oshkormas funksiyaning y '
va y" hosilalari topilsin.
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14-B OB
FUNKSIONAL KETMA-KETLIK VA QATORLAR

65- ma’ruza

Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis
yaginlashuvchanligi

1°. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Aytaylik,
har bir natural n songa Ec R to‘plamda aniglangan bitta fn(x)
funksiyani mos qo‘yuvchi goida berilgan boisin. Bu goidaga ko‘ra

7 ()7 2(X),0d (X))o (1)

to‘plam hosil bo‘ladi. Unifunksional ketma-ketlik deyiladi. Eto‘plam
(1) funksional ketma-ketlikning aniglanish toplami deyiladi.

Odatda, (1) funksional ketma-ketlik, uning n- hadi yordamida
{79} yokifn(x) kabi belgilanadi. Masalan,

L 2 3 M\
/.(*) ThHxt \x 2+x n+xL
f, (x)4:sin\—fxz sinJ—X,smE(, siny—fx,...

lar funksional ketma-ketliklar bo‘ladi va ularning aniglanish to‘plami
mos ravishda

E =R, E =[0,+00)
bo'ladi. Ravshanki, x o‘zgaruvchining biror tayinlangan x =x0e E
giymatida ushbu

{fn(~0)}; AW .2 W - -» fn (-«o)» -
sonlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.

1- ta'rif. Agar {f,,(xO\ sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi (uzoqla-
shuvchi) bo'lsa, \,,(X)} funksional ketma-ketlik x =x0nuqtada yaqin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi. x0nugta esa bu funksional ketma-
ketlikning yaginlashish (uzoglashish) nugtasi deyiladi.

2- tarif \f,,(X)} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish
nuqtalaridan iborat Dz £to‘plam \,,(X)} funksional ketma-ketlikning
yaqginlashish to plami deyiladi.
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Masalan, ushbu

/,(X) =x" X, x2,x\ ... x",...
funksional ketma-ketlik aniglanish to‘plami E = Rbo'lib, u Vxe (-1,1]
nugtada yaginlashuvchi, xe /?\(-I,1] da uzoglashuvchi bo‘ladi.
Demak, ketma-ketlikning yaginlashish to‘plami EO= (—, 1] bo’ladi.
Faraz qilaylik, {f,,09} funksional ketma-ketlikning yaginlashish
to'plami EO (EOe R) bo'lsin. Ravshanki, bu holda har bir xe E)da

fA\(x), 72(x), .., /,,(X),...
ketma-ketlik yaginlashuvchi, ya’ni
lim /,,(x)

mavijud bo'ladi. Endi har bir xe .Ega /IIi_rQO /.,(x) ni mos qo‘ysak, ushbu

/ X lim f,,(x)
W0
funksiya hosil bo‘ladi. Bu /(x) funksiya (/\Xg} funksional ketma-
ketlikning limit funksiyasi deyiladi:
Ll_m)/,,(x) =/(x), (xe E0)-
Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtiyoriy e > 0 son va har bir

xe EOuchun shunday natural m$ = (e,x) son topiladiki, ixtiyoriy
n > n0da

_ 17.0)-7()] <e,
ya'ni

Ve >0, 3«0 =Ab(e,x)e N, Vn>n0: \In(x) - /(x)] <e
bo‘ladi.

1- misol. Ushbu f,,(X) =nsin

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
«< Berilgan funksional ketma-ketlik E =[0, +=°) da aniglangan.
Uning limit funksiyasi
. 4x



bo'ladi. Demak, funksional ketma-ketlik E - [0,+°°) da yaginlashuv-
chi va

lim nsin? =VXx. »

n-»—

2 -misol. Ushbu fn(x) =xn

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
® Bu funksional ketma-ketlik E - Rda aniglangan. Ravshanki,

Vx g (I,400) da lim /,,(x) =lim X" =-K»,
Vxe (-1,1) da lim f, (x) =Ii[n X" =0,
x =1da lim/,(x) =lim 1=1,
n-*o0o A4>00
VX G (—e0 —1) da rI]_ig}ol,,(x) mavjud emas.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik E0 =(-1,1] da yaginlashuv-
chi bo'lib, uning limit funksiyasi

/(*) =limx" =)0, agar - 1<Ar<l bO0'lsa'
[I, agar x=1 bo'lsa

bo‘ladi. »
3- misol. Ushbu

/,,(X) =n2 (K- "+Vx), (x >0)

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
A Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quyida-

gicha topiladi:



2°. Funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchanligi. Faraz
qilaylik, (/,,(m)}:
f2(x), /., (x),..
funksional ketma-ketlik EOto‘plamda yaginlashuvchi (ya’ni yaginla-
shish to‘plami EQ) boiib, uning limit funksiyasi/(x) boisin:
lim/,,(x) =/7(x).

Ma’lumki, bu munosabat
Ve >0, 3«0 =« (e,x)e N, V«>/": \f,(X) - /(X)] <e
boiishini anglatadi. Shuni ta’kidlash lozimki, yugoridagi natural n0
son ixtiyoriy olingan e >0 son bilan birga garalayotgan xe E)nugtaga
ham bog'liq boiadi (chunki, x « £, ning turli giymatlarida ularga
mos ketma-ketlik, umuman aytganda, turlicha boiadi).

3- ta'rif Agar Ve >0 son olinganda ham shu e >0 gagina bogiiq
boigan natural N0 =«0(e) son topilsaki, V«> n0va ixtiyoriy X€ EO0da
17.(x)-7(x)] <e

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

Ve >0, 30 =«o(E)e N, \/n>n0, Vxe £0: \n(x) - /(x)| <e
boisa, (/i(x0} funksional ketma-ketlik EO to‘plamda/(x) ga tekis
yaginlashadi (funksional ketma-ketlik EO to‘plamda tekis yaqinla-
shuvchi) deyiladi.

Shunday qilib, {~£0)} funksional ketma-ketlik EOto‘plamda/(x)
limit funksiyaga ega boisa, uning shu limit funksiyasiga yaginalishish
ikki xil boiar ekan:

1) Ve>0, 3«0 =" (e, x)e N, Vn>" : |/,,(X)- /(xX)] <e

boisa, {f,,(X)} funksional ketma-ketlik EO da /(x) ga yaqinlashadi
(oddiy yaginlashadi). Bu holda

/.,(*)->/(*)> (xe£,o0)
kabi belgilanadi.

2) Ve >0, 3n0 =n0(e)eN, V/i>"Vxer: |/,X-/X] <e
boisa, {/~X} funksional ketma-ketlik EDda/(x) ga tekis yaginlashadi.
Bu holda

f,(x)Mf(x), (xeEDO0)
kabi belgilanadi.
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29- chizma.

Ravshanki, {fn{x)} funksional ketma-ketlik EO to‘plamda /(x)
funksiyaga tekis yaginlashsa, u ushbu to‘plamda/ (x) ga yaginlashadi:

/W i/W=>/ WA/W, (xero)-

Aytaylik, fn(x)"f(x), (xe EO)
bo‘lsin. Bu holda V« >n0va Vxe EO0da
Fn(*) - /(*)] <e,ya’ni /(x)-e</,(x) </(x) +e

bo‘ladi. Bu esa \n(x)} funksional ketama-ketlikning biror hadidan
boshlab, keyingi barcha hadlari /(x) funksiyaning «e-oralig‘i»da
butunlay joylashishini bildiradi (29- chizma)

4- misol. Ushbu

sin NX
/() ="

funksional ketma-ketlikning R da tekis yaginlashuvchanligi ko'rsatilsin.

A Ravshanki,

fm /() =)~ =0.
Demak, limit funksiya/(x) = 0.
Agar Ve >0 son olinganda n0 = deyilsa, u holda V« > n0va

Vxe Ruchun
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sinnx ¢ sinnx o 1o

tl n n ficrl
bo‘lishini topamiz. Demak, ta’'rifga binoan

17,U)-7(X)] =

sinnx _>q
n
bo'ladi. »
Faraz qgilaylik, {/,(X)} funksional ketma-ketlik EOto‘plamda/(x)
limit funksiyaga ega bo‘lsin.
1- teorema. {(xX)} funksional ketma-ketlik EOto‘plamda/(x) funk-
siyaga tekis yaqilashishi uchun

lim sup |/,,(x) - /(x)] =0
erf 17.( (x)
bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik,
fn(x)"MAx), (xe EO)
bo'lsin. Ta’'rifga binoan
Ve >0, ¥lg=«o(e)6 N, V?>PVxe EO: |/, (x)-/(X)] <e
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan

sz‘EOI/ /(X)] <e

lim sup \,,(x) - /(x)] =0
=

bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik
lim sup |/.,,(*)-/(x)] =0
«->" xef£o

bo‘lsin. Limit ta'rifga ko‘ra

bo‘lib, undan

Ve >0, Br*eN, \V/n>n0: sup |/,(X) - f(X)\ <e

Xe£0
bo'ladi. Ravshanki

17.,(x)-7(x)I< supl/.,,(x)-7/(xX)].

xe£0

U holda Vxe EOuchun
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17,,(X)-Z/(X)] <e
bo'ladi. Bundan
fn(x)Zf{x), (xe£0)
bo'lishi kelib chigadi. »

5-misol. Ushbu  f,(x) = x2+

funksional ketama-ketlikning BEO= R da tekis yaginlashuvchiligi ko‘r-
satilsin.
A Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

f(x) =lim /7, (x) =lim Ix2+ * = x|, (xe R)

bo‘ladi. Endi sup /,,(x)-/(x)1
ni topamiz:
1 U - M 1

su )% + ~ - .u._—su =sup-T

P m Jj )@g ,qella'll/l

*24+ M+ M
Demak, i =lim - =
- N T

bo‘lib, X2+ y Mxl, (xe R)

ifodaga ega boMamiz. »
Eslatm a. Agar {/~{} funksional ketma-ketlik uchun Ea R
to‘plamda

fim sup|/,() - /01 * 0

bo‘lsa, M, (X} funksional ketma-ketlik E da tekis yaniglashishi shart
emas.

Endi funksional ketma-ketlikning limit funksiyaga ega bo'‘lishi va
unga tekis yag‘inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz.
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2 -teorema. (Koshi teoremasi.) (A(x)} funksional ketma-ketlik
E to'plamda limit funksiyaga ega boiishi va unga tekis yaginlashishi
uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday @ =«0B e N topilib,

V«>n0,VWpe N va Vxe Eda
XL AP(x ) - fn(x)\<e,
ya'ni Ve >0, 3m0 =/0(e) e N, \fn>nf), Vpe N va Vxe E da
\imFx)-f,,ix) | <e @
bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, £to‘plamda {1x)} funksional ketma-ketlik
limit funksiya/(x) ga ega boiib, unga tekis yaginlashsin:
f,ix)~fix), (xe £0).
Tekis yaginlashish ta’rifiga ko‘ra
Ve >0, 3Q=n0(e)e N, WVk>«0, Vxe E:\k{x)- /(X)] <~

boiadi. Xususan, Kk =n, « >«0 va K- n+p, pe N da

V.(*)-7(*)!< 8. I%(*)-7(*) <8
tengsizliklar bajarilib, ulardan

VAPX) - T () = KWP(x) - 7(x) - (N (*) - /(NI >
A P(X) - fix) 1+1,(x) - /)] <] 1 =e

boiishi kelib chigadi. Demak, (2) shart o‘rinli.
Yetarliligi. {f,.{xX)) funksional ketma-ketlik uchun (2) shart bajarilsin.
Uni quyidagicha yozamiz:

Ve >0, 3n0 =nOie)eN, \/n>n0, VpeN, Vxe £ da

NP X ) - Fnix)\<\ (3)
boiadi.

Ravshanki, tayin x0e £da {/,,(X} sonlar ketma-ketligi uchun (3)
shartning bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib
chigadi. Koshi teoremasiga ko‘ra {/,(x0} yaginlashuvchi boiadi. Bino-
barin, chekli
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lingg /., (x0) (4)

limit mavjud.
Modomiki, har bir x e E da (4) limit mavjud bo'lar ekan, u
holda awal aytganimizdek, E to'plamda aniglangan

X II_i&p()()/,,(x), (x 6 E)
funksiya hosil bo‘ladi. Uni/(x) bilan belgilaymiz. Bu funksiya [fn(x)}
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi bo‘ladi:

/. (*)->/(*), (xg E).
Endi (3) tengsizlikda nvax lami tayinlab (n >\, xe E) p da
limitga o‘tamiz. Natijada

1/(x)-7..(x)|< E<e
hosil bo‘ladi. Bu quyidagicha bo'lishini bildiradi:
/,,(*) Itfix), (xe EQ0). »
6- misol. Ushbu

r, , Inmx
fnoo = X
funksional ketma-ketlik E= (0,1) to'plamda tekis yaginlashuvchan-
likka tekshirilsin.
A Agar ixtiyoriy ke Nuchun

n:K’ p:k:n, X*:J-:.l
K n
deyilsa,

1/ W-/W | =j/2.()-7.(s) p ML ,p=e0
bo‘ladi. Demak,

3e° =-"3VAe N, 3n>k, Bps N,

3x*=1i6 (0,1): WA (x*)-/.,(x*)]>e0.

Bu esa yuqoridagi teorema shartining bajarilmasligini ko'rsatadi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £=(0,1) da tekis yaqinla-
shuvchi emas. »
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Aytaylik, {fn(x)} funksional ketma-ketlik Zsto'plamda yaqinlashuv-
chi bo‘lib,/(x) funksiya uning limit funksiyasi bo'lsin:
/.,(*)->/(*)> (xeE).
Agar

Be0 >0, VkeN, 3n>k, 3x*e E: j/,(x")- /(x*)] >e0

bo‘lsa, {f,.(X)} funksional ketma-ketlik E to‘plamda fix) funksiyaga
notekis yaginlashadi deyiladi.

7- misol. Ushbu fn(x) - nsin v
funksional ketma-ketlik E= (0, 1) da tekis yaginlashuvchanlikka tek-
shirilsin.

1
N
A Ravshanki, lim fjx) - lim «sin — =lim 3M>_=1.
n— n—>>° nx n—00 » " X

nx

Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi fix) ="
bo‘ladi.

Aytaylik, x* =~ bo'lsin. U holda

X, (x*) - f(x* )] =\nsin 1- A>1- sin1=e0
munosabat ixtiyoriy ne Nda o‘rinli bo‘ladi.
Demak, f,,(x) :«sin-n%( funksional ketma-ketlik limit funksiya

fix) =- ga E= (0, 1) da tekis yaginlashmaydi. »

3°. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.
Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketliklar gator xossalarga ega.
Bu xossalarni keltiramiz.

Aytaylik, {79}
fix), /72(x),.., f,,ix),..
funksional ketma-ketlik Ea /?to‘plamda yaqinlashuvchi bo‘lib,/(x)
uning limit funksiyasi bo‘lsin:
f,,(x)->f{x), (xef£).
128



1-xossa. Agar {fi(x)} funksional ketma-ketlikning har bir fn(x),
(n=1,2,3,...) hadi Eto‘plamda uzluksiz bo'lib,

/0x) 1™/(x), (xe E)

boisa, limit funksiya f(x) shu Eto‘plamda uzluksiz boiadi. Demak,
bu holda

lim (\Ilm/ (0 —I|m lim

I->x \n->« t->x

munosabat o‘rinli boiadi.
2-xo0ssa. Agar {/~(} funksional ketma-ketlikning har bir fn(x),
{n=1,2,3,...) hadi E= [ab\ da uzluksiz boiib,

/(X)) (x), (xe[a,i])

boisa,
b 0
lim \fn(x)dx = \f{x)dx
tf I3
boiadi. Demak, bu holda

b
lim [fn(x)dx= [(ﬁm/,, </x

n-"o00j

munosabat o‘rinli boiadi.
3-xo0ssa. Agar {/,(¥} funksional ketma-ketlikning har bir fn(x),

(9=1,2,3,...) hadi E= [ab\ da uzluksiz /4x), (n=1,2,3,...) hosi-
lalarga ega boiib,

/0x) U d(x), (xela,4])

boisa,
h(x) =7/'(x)

ga ega boiamiz.

Shu kabi xossalarga keyinroq o‘rganiladigan tekis yaginlashuvchi
funksional gatorlar ham ega boiadi. Ayni paytda, ular bir mulohaza
asosida isbotlanadi. Mazkur xossalaming isbotini funksional gatorlarga
nisbatan keltiramiz.
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Mashglar

\
1. Ushbu /n(x) = - VX funksional ketma-ketlik
E - (0,+°°) da tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
2. Aytaylik, /(x) funksiya (a,b) da uzluksiz /'(x) hosilaga ega
bo'lib,
\

bo'lsin. Bu funksional ketma-ketlikning [a,,ft]c (a, b) da/'(x) ga
tekis yaginlashishi isbotlansin.

66- ma’ruza

Funksional gatorlar va ularning tekis
yaginlashuvchanligi

1°. Funksional gator va uning yig‘indisi. Faraz qilaylik, Ec R
to‘plamda aniglangan

LYx), u2(x),..., un(x),...
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik hadlari
yordamida tuzilgan quyidagi
h, (x) +WR2(x) +... +u,(x) +...

ifoda funksional gator deyiladi va “w,,(x) kabi belgilanadi:
n=1

X i (X) = U(X) +02(X) +... U, (X) +.. (1)

n=1
Bunda E—funksional gatorning aniglanish to‘plami deyiladi. Masalan,

DA X" 1=1+X +x2+... +X" 1+..,
rH

2) 1T nerxk =ex +2e2x +3e3X +... +nerx +...

=1
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funksional gatorlar bo‘lib, ularning aniglanish to‘plami E =(-00,+00)
bo‘ladi. (1) funksional gator hadlaridan ushbu

S,(x) =u,(x),
£2(x) =u,(x) +12(x),

............................................................... @)

yig'indilarni tuzamiz. Ular (1) funksional gatorning gismiy yig'indilari
deyiladi. Demak, (1) funksional gator berilgan holda har doim bu
gatoming (2) gismiy yig'indilaridan iborat (5,,(X)}:
Si(x), S2(x ) ,S n(x), ..
funksional ketma-ketlik hosil bo'ladi. Ravshanki, x = x0e Enugtada
{5.,,(x0)} sonlar ketma-ketligi bo‘ladi.
1-ta'rif. Agar {S,(x0} yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa,

X «,, (x) funksional gator x = Xgnuqtada yaginlashuvchi (uzogla-
=1

shuvchi) deyiladi, x0nugta funksional gatoming yaqginlashish (uzog-
lashish) nuqtasi deyiladi.

2-tarif J>,,(x) funksional gatorning barcha yaginlashish nug-
y/=1 ®

talaridan iborat Ec EO to'plam, ~m(x) funksional gatorning
e

yaginlashish toplami deyiladi. Bu holda h, (x) funksional gator

n=1
B0 to'plamda yaginlashuvchi deb ham yuritiladi.
Agar E0to‘plamda ushbu

X K=K+ +... +L,)] +..
gator yaginlashuvchi bo'lsa, jT u,(x) funksional gator EOda absolut
E:1
yaqginlashuvchi deyiladi.
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3-tarif X u,(X) funksional gatorning gismiy yigindilaridan
g=1

iborat {*(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):
Ny (X)->S(x), (xeEDO0),

funksional gator yig‘indisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

=S(x), {xeED0).

1- misol. Ushbu x"~1 =1+X +X2+  +X"~' + .
=l

funksional gatorning yaginlashish to‘plami va yig‘indisi topilsin.
< Berilgan funksional gatorning aniglanish to‘plami E—Rbo'ladi.
Qatorning gismiy yig‘indisini topamiz;

I-xn
Su(x) =1+Xx +X| +.. X" 1= 1-x
n, agar x =1

agar x * 1

Ravshanki, n ->°° da 5nx) ning limiti x ga bogiigq boiadi:

a) xg (-1,1) da Jim Sn(x) = @esl—x I—X%:l—x;

b)xe[l,+°0) da [I1|D1 5,(x) =°0;
d) xe (-o», - 1] da ,L_iLIl5"(X) mavjud emas.

Demak, berilgan funksional gatorning yaginlashish to‘plami
EO0=(—1, 1) boiib, yigindisi

S(x) = I-x
ga teng boiadi. »

Y n
2- misol. Ushbu ZI*j—X 2n funksional gatorning yaginlashish to‘p-
lami topilsin. 4
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-4 Sonli gatorlar nazariyasidagi Dalamber alomatidan foydalanib
topamiz:

k+i(*) =jim *™™ - *  =lim Xx(\+x2n)
1u,,(x) n—® J+x2n+ * l+x2n =2 14@En+2

x(I+x2n) —

a) xe (-1,1) da lim Lsan 2

Bu holda berilgan funksional gator (-1,1) da yaqinlashuvchi
bo‘ladi.

b) x e (-00,-I)u (1,+°°) da
1 r
im0 iy X

n>m 14X ¥

_H
bo'lib, funksional gator xe (-°°,-1) u (1,-u») da yaginlashuvchi
bo‘ladi.

d) x =#1 da berilgan funksional gator mos ravishda ushbu

Yooy ()
K12 = 2
sonli gatorga aylanadi va ular uzoglashuvchi bo'ladi.
Shunday qilib, garalayotan funksional gatorning yaginlashish
to‘plami

Eo=R\{-1,1} =(-00,-1)u (-1,1)u (1,4-)
bo‘ladi. »
2°. Funksional gatorning tekis yaqinlashuvchanligi. Aytaylik,

Ja,, (X)) =WX) +M2(X) +.oF m,(x) + ...
gl

funksional gator EOto'plamda yaginlashuvchi (ya’'ni gatorning yaqin-
lashish to'plami £0) bo‘lib, yig‘indisi 5(x) bo'lsin:

5,(X) -» M(x), (xe EO0), (3)
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bunda S,,(X) =m,(x) +W2(x) +... +m,,(x). (3) munosabat

Ve >0, Vxe £0, 3 =/Po(e,x)e TV, V«>/%: j5,(x)- 5(x)i <e
bo‘lishini anglatadi.
4- ta’'rif. Agar EOto‘plamda
N,(x) M 5(x), (xe EO)
ya’'ni
Ve >0, 3« =«0(e)e N, \/n>n0, Vxe £0: |5,(x)- 5(x)] <e

bo'lsa, X «,,(x) funksional gator EOto‘plamda tekis yaginlashuvchi
g1

deyiladi. Agar
ra(X) =5(x)-S.(x)
deyilsa, funksional gatorning BDto‘plamda tekis yaginlashuvchanligini
quyidagicha
m(x) 1)0, (xe EO),
va’'ni
Ve >0, =«w(c)c N, Vn>Hy Vxe B0 :W((x)j <e
ko'rinishda taVillash mumkin bo‘ladi. Shunday qilib,

X u,,(X) =wy(x) +u2(x) +... +un(x) +...
g=i1

funksional gator, uning gismiy yig‘indisi
5,,(x) =w(x) +u2(x) +... +un(x)

va yig‘indisi 5(x) uchun

S,,(xX)"S(x), (xe EO0)
bo'lsa, funksional gator EO da yaginlashuvchi;

S,,(X) ™ 54x), (xe EOQ)
bo'lsa, funksional gator EO da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

1-teorema. ~u, (x) funksional gator EO da gator yig‘indisi

g
5"(x) funksiyaga tekis yaginlashishi uchun
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lim sup ~,,(x) - “(x)! =0,

n~>°°xzEn
ya ni
lim sup \n(x)J - O
n~>° xeEa
boiishi zarur va yetarli.
® Bu teoremaning isboti ravshan (garalsin, 65- ma’ruza, 1-teo-
rema.) »

3- misol. Ushbu % (X +Nn)(X +n+1)
funksional gatorning [0, +°°) da tekis yaqinlashuvchi boiishi isbot-
iansin.

4 Berilgan funksional gatorning gismiy yigindisini hisoblab, so‘ng-
ra yigindisini topamiz:

2 n | 1 1
(x+D)(x+2)  (x+2)(x+3) (x+n)(x+n+l)
=/1 I\ /] 1\ +M 1 \_ 1
\x+l  x+2) \x+2 x+3/ \x+n  x+n+l) x+1  x+x-T’
1
m S, () = NNGH iy~ -
Demak, S(x) =~
X+1
U holda Sn(x) - S(x) =-L - 1 _J_=__1_ boiib,
X+l x+n+l 7 xF\ X+nFl
su S| =
AP 18,0081 =y

ga ega boiamiz. Keyingi tenglikdan

\I,:# Tup )\91(x) 5x)] =0

boiishi kelib chigadi. 1-teoremaga ko‘ra berilgan funksional gator
[0, +°°) da tekis yaginlashuvchi. »
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Eslatma.Agar lim sup ]5,(x)- S(X)j ¢0

xe[0, +)

bo‘lsa, X bl,,(X) funksional gator EOda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi
«

shart emas. Masalan,

X" 1=1+X+x2+.. +x" 1+..
=
funksional gatorning (-1,1) da yaginlashuvchi, yig‘indisi

S0 =T

bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu funksional gator uchun

lim sup [*,(x) - 5(x)j =lim sup 1:C =0

n->- -1<x<1 —1<x<1

bo‘ladi. Demak, funksional gator (-1,1) da tekis yaginlashuvchi emas.
Faraz gilaylik,

X «,, (x) =m(x) + Mj(x) +... +un(x) +...
04

funksional gator to‘plamda berilgan bo'lsin.

2- teorema. (Koshi teoremasi.) ™ un(x) funksional gator £to‘p-
=1

lamda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun
Ve >0, 3n0 =wi(e) e N, V«>«0, VpeN, Vxe E da

\SHA(X) - S,, (X)] = bt (x) +umi2(x) +... +urp(x)l <e
boiishi zarur va yetarli.
Bu tenglamaning isboti 65- ma’ruzadagi 2- teoremadan kelib chigadi.
3°. Funksional gatorlarning tekis yaqinlashuvchanlik alomatlari.
a) Veyershtrass alomati. Aytaylik, E to‘plamda

IT n,(x) =w(x) +u2(x) +... +un(x) +... 4

funksional gator berilgan bo'lib,
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2) ~"C,, =C, +C2+...+C, +... sonli gator yaginlashuvchi bo‘l-
=1

sin. U holda (4) funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi.

® 1- shartga ko‘ra >n0, Vpe N va Vxe E uchun
1,4 (X) + U, 2(X) + .. + Mo, ()] < UAHK)] + LX) + ..+ +ep (X)] <
—QH WC 2 + e+ Cnip

bo‘lib, 2-shartdan, ya'ni ]TC,, gatorning yaginlashuvchanligidan
=

Koshi teoremasiga binoan
Ve >0, 3n0 =n0(e)s iV, V«>/70, Vpe N da

C,+1 + Q + 2 + + Qx+/> < e

bo‘ladi. Demak,
A (x) +u2(x) +... +upx)] <e

Yuqoridagi 2 -teoremaga ko‘ra "~ «,, (x) funksional gator £to‘plamda

=1
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »
7 X sin X

--------- - funksional gator tekis yaqinla-
A SN\H2 (1 Hx2)
shuvchanlikka tekshirilsin.
4 Berilgan gatorning aniglanish to'plami E =(-°°,+°0) bo'lib,
uning umumiy hadi

_ jI‘SI X L
) VI+WMI+nx2 (/) iﬂg

bo‘ladi. Ravshanki,



Endi Vxe (-<»+00) uchun

M < 1
1+nx2  2yfn
boiishini e’tiborga olib topamiz:

1 < 1
\N\+2 (14+nx2)  2\INi\+n2)  2w3/2

Demak, berilgan funksional gatorning hadlari uchun

boiadi. Maiumki, )gD T/3 qator yaginlashuvchi. Binobarin, Veyer-
«ln

shtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator (-»,+«>) da tekis
yaginlashuvchi boiadi. »

Funksional gatorlarning tekis yaqinlashishini ifodalovchi keyingi
alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

b) Dirixle alomati. Aytaylik, Ec Rto‘plamda aniglangan w,,(x)

va v,,(x), (n=1,2,3,..) funksiyalar quyidagi shartlami bajarsin:
1) Vxe Eda {«,(X)} ketma-ketlik monoton;
2) {w,,(¥)} funksional ketma-ketlik £da 0 ga tekis yaginlashuvchi:

m,(x) 0, (xe£);
3)shunday Ce R mavjudki, \/ne N, Vxe Eda

JUI(X) +2(x) +... +U,(X)] = <c.
\ct

U holda N, (X)) 1,,(x)
=1

funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi boiadi.
kin x sin nx
|
nl
funksional gator E—[0, 4> da tekis yaginlashuvchiligi isbotlansin.
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, V,,(X) - sin x esin nx
mJn+x

bo'lsin. Bu funksiyalar uchun Dirixle alomatidagi uchta shart baja-
riladi. Hagigatan ham,

1) Vxe E da un(x) = e uchun

1 1 \nH+x-\jn+x
Jn+X  \In+\+X y]n+x-sin+\+x Y(n+x)(n+l+x) n+1+x+yln+x”

>0

bo‘lganligidan, uning kamayuvchiligi kelib chigadi;

2) Ravshanki, un(x) =-=i= <4=, & da Qe
sin+X  sin \In
Demak, un(x) ~0, (xe E).
3) Bu holda
i In
X m *) X sinxsinkx =2 cos  sin X esin ﬂ"'-lx <2
k=1 =N 2 2
bo'ladi.

Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator E =[0,+°°) da
tekis yaginlashuvchi. »

d) Abel alomati. Aytaylik, Ec Rto‘plamda aniglangan un(x) va
vn(x), (n= 1,2,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vxe Eda {u,(X)} ketma-ketlik monoton;

2) shunday Ce Rtopiladiki, V«e N, Vxe Eda

|«,X)] <C ;
3) “nn(x) funksional gator E to'plamda tekis yaginlashuvchi.
n=1
U holda

=
funksional gator to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
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~ (e

6 - misol. Ushbu —— x"
E:}
funksional gatorning £=[0, 1] da tekis yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.
foo1\«+l
< Aytaylik, u,(x)=x", u,(X) =—-—, (xe[0,I])

bo'lsin. Bu funksiyalar uchun Abel alomatidagi uchta shart bajariladi
(bu ravshan). U holda Abel alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator
[0, 11da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Mashqlar

1.Agar un(x), (xe E) funksional gator E to‘plamda tekis
=l

yaginlashuvchi bo‘lsa, {un(x)} funksional ketma-ketlikning £to‘plamda
0 ga tekis yaginlashishi isbotlansin.
o / «\WH

2. Ushbu Y " arctg nx, (xe R) funksional gator R da tekis
ti ntx

yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.

67- ma’ruza
Tekis yaqinlashuvchi funksional gatorlarning xossalari

1°. Funksional gator yigMndisining uzluksizligi. Faraz gilaylik,
Ec /?to‘plamda

N Uu,,(X) =w(x) +12(X) +... +u,(x) +.. (1)
n=l

funksional gator berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi S(x) bo'lsin.

1- teorema. Aytaylik, (1) gator ushbu shartlami bajarsin:

1) gatorning har bir «,(x), («=1,2,3,..) hadi E to‘plamda
uzluksiz;

2) Y «,, (x) qator E da tekis yaginlashuvchi. U holda funksional
(AN

gatorning yig‘indisi 5(x) funksiya E to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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-4 Aytaylik, x0e E,
5,,(X) =h(x) +nm2(x) +... +h,(x)
boisin. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra

S,,(X) Z Six), (xe E)
boiadi. Ta’rifga binoan

ve>0, 3«0=m0(e)e N, Wn>«0va Yxe E da

[Sn(x)-5(x) 1 <1, (2)

jumladan, 15,,(x0) - 5(no ) <| (3

tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar n ning nii dan katta biror
muayyan «, giymatida ham o‘rinli boiadi:

14 (ic) - I ()1 <1, (2)

I3 (*b)-S(x0)]< (39

Teoremaning 1- shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksiyalar
yigindisi yana uzluksiz boiishidan

AnixX) =Y (x) +(x) +... +1i(x)
funksiyaning Eto‘plamda uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Demak, (x)

funksiyax = da uzluksiz. U holda, ta’rifga binoan Ve >0, 36 =5(¢) >0,
|x- x01<8 tengsizlikni gqanoatlantiruvchi barcha xe Eda

K (%) ~S* (o] <f O]
boiadi. Yuqoridagi (2", (3') va (4) tengsizliklardan foydalanib topamiz:
B{x)-SOO)=[BA -7 (X)) +(S,, (x)- () +(  (m)- 5K )|

<bx)- @I+ - K+ K)-Six)l<] 1 1=e

Bu esa 5(x) funksiyaning x0nuqtada uzluksiz boiishini bildiradi.
Modomiki, x0 nugta E to'plamning ixtiyoriy nuqtasi ekan, 5(x)
funksiya E to‘plamda uzluksiz boiadi. »



Yuqgorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning
tasdig‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:

2°. Funksional gatorlarni hadlab integrallash. Faraz gilaylik, [a, b\
segmentda

X «,(*) =u, (X) +W2(x) +... +u,,(x) +... ()
n:l
funksional qator berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Aytaylik, (5) gator quyidagi shartlarni bajarsin:
1) gatorning har bir un(x), (n=1,2,3,...) hadi \a b] segmentda
uzluksiz;

2) X un(x) qator [a, b] segmentda tekis yaginlashuvchi;
n=1

3) M u Hx) =S(x).

/7=1

® X X X
Uholda X Jh,(H)A =]« (0* +j«2 (0N +-
na a a
gator [a, b\ da yaginlashuvchi va
m X X
[ b (t)dt =~S(t)dt, (xe[fl,7ij)
JEla a

bo‘ladi.
4 Berilgan funksional gatorning gismiy yig‘indisi
S,,(X) = ux(x) +u2(x) +... +u,,(x)
ni olamiz. U holda teoremaning 2- va 3- shartlariga ko‘ra
Sn(x) ~ S(x), (x6[a,/)])
bo'ladi. Tekis yaginlashish ta’rifiga binoan Ve >0, 3«0 =w(e)e TV,
V«>w va We [a,b] da
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()-S(O\< |

tengsizlik bajariladi.
Teoremaning 1- shartidan hamda yuqorida isbot etilgan 1- teorema-

dan foydalanib
X

fu,,()dt, (n=1,2,3,.); js(t)dt

a

integrallarning mavjudligini topamiz. Ushbu
X

Im2(t)dt +... +J u,(t)dt +...

a

[ee] X

A ] u,(tdt = ux(t)dt +

W=1a a a

funksional gatorni garaymiz. Bu gatorning gismiy yig‘indisi
n *
0,,(X) =l b (t)dt, (xe[a,Z>])
k-la

bo‘lsin. Ravshanki,

Yi\uk(t)dt=\ dt.
*=1 a k=\

X

Demak, CT,(X) =js,,(t)dt.

If MO
funksional gatorning \a, b\ da tekis yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsa-
tamiz. Quyidagi

n

a, (x)-jS(t)dt

ayirma uchun
X X X
a, (x)-jS(t)ydt = ]S, (t)dt- JS(t)dt <

a a a

*J|s,,(0 -MOldt<~ Jdt=JL-+(x-a)<E
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bo‘ladi. Demak,

0,,(x) Mjs(t)dt, (xe[a,6])-

Bu esa I ru,,(t)dt

n=\ a

funksional gatoming [a,b\ da tekis yaqinlashuvchi va

£ \u,(t)dt =\s(t)dt

bo'lishini bildiradi. »
Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdi-
g‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:
\
+\utW | =)[xuk(,) dt.
K—1a g\kd

3°. Funksional gatorlarni hadlab diiTerensiallash. Faraz qilaylik,
[a, B\ segmentda

= Ui(x) +w2(x) +... +w,,(x) +... (6)

funksional qator berilgan boisin.
3- teorema. Aytaylik, (6) funksional gator quyidagi shartlami bajarsin:

1) Qatorning har bir u,,(x), (n=1,2,3,...) hadi [a, P\segmentda
uzluksiz u',,(x), (n=1,2,3,...) hosilaga ega;
2) Ushbu

MU, (X) = mx(X) +U2(X) +... +un(x) +...
=l

funksional gator [a, b\ da tekis yaginlashuvchi;
3) x0e [a, b\ nugta mavjudki, bunda

=« (*0) +u2(x0) +... +un(x0) +...
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gator yaginlashuvchi. U holda

a) "«,, (x) funksional gator \a, h]da tekis yaginlashuvchi;
A
b) bu gatorning yig'indisi
5(x) =£mM,,(X)
Y=l
la, b\da uzluksiz .S'(*) hosilaga ega;

d) S'(x) =~u'n(x) bo’ladi.
%

4 Ushbu AT M'(X)
%
gatorning yig‘indisini a(x) bilan belgilaylik:
a(x) =]T <(x). (7)
=8

Bu gator tekis yaginlashuvchi va har bir hadi Ja, B\ da uzluksiz.
Yuqgorida keltirilgan 2 -teoremaga ko‘ra (7) ni hadlab integrallash
mumkin:

X @ X
Ja(x)tfx =]T J u',,(x)dx,
*0 "=l *o

bunda x0e [a,b\, xe [a,b\. Ayni paytda,

N | w'(x) funksional gator Ja, b\ da tekis yaginlashuvchi.
=

X
Ravshanki, | Un(x)dx =u,(x) - w,(",).
0

Demak, ~(m,,(x) - m,(x0)) gator Ja, b\ da tekis yaginlashuvchi.
=1

Shartga ko‘ra
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X M*0)

n=1
gator yaqginlashuvchi (uni [a, b\ da tekis yaqinlashuvchi deb garash
mumKkin). Shunday qilib

£EM *)-M *0)), £<U*o0)
JH =

gatorlar Ja, b\ da tekis yaginlashuvchi boiadi. Bundan esa bu gator-
larning yigindisi boigan

£«, (%)

«=1

funksional gatorning \a, b\ da tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chi-
gadi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

[ a()ix =17 (u,(x)-"(n3))) =]T ~(x) - ul”) =3(X) - S(%).

A =1 n=1 n=1

a(x) funksiya har bir hadi uzluksiz, o‘zi tekis yaqginlashuvchi

X %)

n=\
gatorning yigindisi boigani uchun 1-teoremaga ko‘ra, [ab\ da
uzluksiz boiadi. U holda keyingi tenglikdan

a(x) =(SU)-S(x0)) =S8'(x)
boiishi kelib chigadi. Demak,

X" *)

n=1

gator yigindisi uzluksiz hosilaga ega va

S'Tx) =X < (*)
n=1
boiadi. »
Bu keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdigini
quyidagicha yozish mumkin:
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dx £ mu(x) =

1- misol. Ushbu i:lln VE+L4) (0 <x <+90)
funksional gatorning yig‘indisi topilsin.
® 1
< Ma’lumki, X (,,#7) («+H+x)

funksional gator [0+<*>) da tekis yaginlashuvchi bo'lib. uning yig‘indisi

S() =4y

g;i teng (garalsin, 66- ma’ruza):

L = y — 1 -
T+X (rt+x)(rt+1+x) '

Ravshanki, bu gatorning har bir hadi [0,+°°) da uzluksiz. Demak,
uni 2- teoremaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin:

X ® X
dt v T dt

n=0 («+/)(«++/) m

Aniq integrallarni hisoblaymiz:

=In(l +H]* =In(L +x),

0
X
S et dt = g\ e Mt =
=In(« +Of - In(« +1+C]o m(:ILT{it))()

Demak, V In ng|+1+x)7 =In(l +x).
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Mashqlar

1. Ushbu ~Inx", (-!'<*<!) funksional gatorning yig‘indisi
n=\

topilsin.

2. Ushbu S(x) =Y ,1,, (xe R) funksiya funksional gatorni
tt n+*

hadlab differensiallash bilan topilsin.

68- Ta ruza
Darajali gatorlar, ularning yaginlashish radiusi va

yaginlashish intervallari
1°. Darajali qator tushunchasi. Abel teoremasi. Har bir hadi

u,t) =a,[t-t0f . 0eR; «=0,1,2...)
funksiyadan iborat bo'lgan ushbu

(*~1oY =°0 +a\(j ~*0)+a2 ((~fo) +— (O
n=0
funksional gator darajali gator deyiladi, bunda
a0? Q7 ee? @17 000

haqiqiy sonlar darajali gatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
(1) da /-/0 =x deyilsa, u quyidagi

Nank" =@tax +ax2+..+a,xn+.., (xe R) )
§=))

ko‘rinishga keladi va biz shu ko'rinishdagi darajali gatorlarni o‘rga-
namiz.

Ravshanki, (2) gatorning gismiy yig'indisi
S, (x) =ad +0,x +a2x2 +... +anx"'

ko‘phaddan iborat. Ayni paytda, x= 0da S,,(0) =a0 boiadi. Demak,
har ganday (2) ko'rinishdagi darajali gator x = 0 nuqgtada yaginlashuv-
chi bo‘ladi.
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1- teorema. (Abel teoremasi). Agar

X amxn=a0 +a,x +a2x2 +... +a,x"
n=0

darajali gator x - x0 itO nuqgtada yaqginlashuvchi bo‘lsa, ushbu

)IX\<bl
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda darajali gator yaginla-
shuvchi (absolut yaginlashuvchi) bo‘ladi.

4 Aytaylik, x =x0* 0 da

§23)
gator yaginlashuvchi bo'lsin. Qator yaginlashishining zaruriy shartiga
ko‘ra

lim a,,x0 =0
/>
bo'ladi. Demak, {a,Xo} ketma-ketlik chegaralangan:

3M >0, gw da 9 Xg\< M.

Ravshanki,  \oxf\= \ax-'.]%, <M 3)

va Xxj<[|x0j da x -q<\ bo‘ladi. Demak. X *
1*0! ol )

geometrik gator yaqinlashuvchi. U holda ushbu

X‘n

o *0
gator ham yaginlashuvchi boiadi. (3) munosabatni e’tiborga olib.
so‘ngra solishtirish teoremasidan foydalanib,

7))
darajali gatorning yaqinlashishini (absolut yaginlashishini) topamiz. »
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Natija. Agar c,xn=a0 +a,x +ax2+..+a,xn+...

/7=0

darajali gator x = x, nugtada uzoglashuvchi ( ushbu

T a.x" =00 +a,x, +a2x2+.. +axn+..

/7=0

sonli gator uzoglashuvchi) bo‘lsa, quyidagi
> I

tengsizlikni ganoatlantimvchi barcha x larda X gator uzogqla-
p23)

shuvchi boiadi.

A Teskarisini faraz qilaylik, ™~ a mx" gator x| > |x] tengsizlikni

ganoatlantimvchi biror x =x* nuqtada (!x*I>jx, ) yaginlashuvchi
bo'lsin. U holda Abel teoremasiga ko‘ra xl <Ix* tengsizlikni gano-
atlantimvchi barcha x larda yaginlashuvchi, jumladan, x, nugtada
ham yagqginlashuvchi boiib qoladi. Bu esa shartga ziddir. »

Abel teoremasi va uning natijasi darajali gqatorlarning yaginlashish
(uzoglashish) to'plamining stmkturasini (tuzilishini) aniglab beradi.

2°. Darajali gatorning yaginlashish radiusi va yaqinlashish intervali.
Faraz qilaylik,

Na, X" - a0 +axx +a2x2 +... +anxn +...

darajali gator berilgan bo‘lsin. Bu gatorning yaginlashish yoki
uzoglashish nuqtalari hagida quyidagi uch hoi bo‘lishi mumkin:

1) barcha musbat sonlar gatorning yaginlashish nuqtalari bo‘ladi;

2) barcha musbat sonlar gatorning uzoglashish nugtalari bo‘ladi;

3) shunday musbat sonlar borki, ular gatorning yaginlashish nug-
talari bo‘ladi, shunday musbat sonlar borki, ular gatorning uzoqla-
shish nuqtalari bo‘ladi.

Birinchi holda, Abel teoremasiga ko‘ra darajali gator barcha
xe J1 dayaginlashuvchi bo'lib, darajali gatorning yaginlashish to‘p-
lami E =(<*>+°°) bo'‘ladi. Bunday gatorga ushbu
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darajali gator misol bo‘ladi.

Ikkinchi holda, Abel teoremasining natijasiga ko‘ra darajali qator
barcha e R\{0} da uzoglashuvchi bo‘lib, uning yaginlashish to‘plami
E —{0} bo‘ladi. Bunday gatorga ushbu

Y ri\xn=x +2Ix2+3! x3+... +NM\X" +...

darajali gator misol boioladi.
Endi uchinchi holni garaymiz. Bu holga ushbu

Y X" =1+x +x2+... +X" +..

darajali gator misol bo‘ladi. Bu darajali qator barcha xe (0,1) da
yaginlashuvchi va demak, Abel teoremasiga ko‘ra gator (—,1) da
yaginlashadi, barcha xe |I,+°°) da qgator uzoglashuvchi va demak,

Abel teoremasining natijasiga koia gator (-°°,-lJu]l,+<*") da uzog-
lashadi. Demak, darajali gatorning yaqinlashish to‘plami E= (—,1)
bo‘ladi.

Aytaylik, Noa X" =al+a,x +ax2 +... +anxn +...
darajali gator r, nugtada (r, > 0) yaqginlashuvchi, Rxnugtada (J1, > 0)
nuqgtada esa uzoglashuvchi boisin. Ravshanki,

darajali qator

nugtada yaginlashuvchi boisa,

deb; uzoglashuvchi boisa,



=N & =N
deb r2va R, nugtalarni olamiz. Ravshanki,
Rj2—Fj

bo‘ladi. Bu munosabatdagi /2va J12sonlarga ko‘ra r- va /3 sonlarni
yugoridagiga o‘xshash aniglaymiz.

n<r2, >/RvaR-r2=

Agar ~ amnxn darajali gator
o

AR
2
nugtada yaginlashuvchi bo‘lsa,

Ro0¥2 PR

deb; uzoglashuvchi bo‘lsa,

A=r2, p3=""1"0
deb £ va /7, nuqtalarni olamiz. Bunda quyidagicha bo‘ladi.:

1A
R<rm3, R>MBva B-B=-p—.

Bu jarayonni davom ettirib borilsa, » darajali gatorning
0

yaginlashish nugtalaridan iborat {r,.}, uzoglashish nuqtalaridan iborat
{/’,} ketma-ketliklar hosil bo'ladi. Bunda

A<r2<..<m< R>R>.>R, >

va n = da Q.y*, =11-AL S

bo‘ladi. U holda |1], 3-bob, 8-8 da keltirilgan teoremaga ko‘ra
lim m va I@ Rn limitlar mavjud va
n

n—+0
lim m=Iim
J1-0 W00

bo‘ladi. Uni Abilan belgilaymiz:
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lim m=Iim =r.,
M->00 n»""R"

Endi x o'zgaruvchining P <r tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy giymatini olaylik. U holda

limr, =r
Mo

bo‘lishidan, shunday n0e N topiladiki, bunda

K < <r
boiadi. Binobarin, berilgan darajali qator \ nugtada, demak, gara-
layotgan x nuqtada yaginlashuvchi bo‘ladi.

x o‘zgaruvchining jx] >r tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
giymatini olaylik. Bunda

IimR, =r
n—o
boiishidan, shunday /7 e TVtopiladiki,

1 >Buy >r

bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali gator Ruw, nuqtada, demak, gara-
layotgan x nuqtada uzoglashuvchi bo‘ladi.

Demak, 3- holda ™ a nx"* darajali gator uchun shunday musbat
§23]

r soni mavjud boiadiki, x| <r,ya'ni Vxe (-/-/m) da gator yagin-
lashuvchi; p>r, ya'ni Vxe (-°°,-r)u (r,+°°) da gator uzogla-

shuvchi bo'ladi. x =#r nuqtalarda ~a, x" darajali gator yaqinla-
no

shuvchi ham boiishi mumkin, uzoglashuvchi ham boiishi mumkin.

1-tarif Yugorida keltirilgan r son ~fl,,x™ darajali gatorning
)

yaginlashish radiusi, (~r,r) interval esa darajali gatorning yaginlashish
intervali deyiladi.

Eslatma. 1- holda darajali gatorning yaginlashish radiusi r - +%
deb, 2- holda darajali gatorning yaginlashish radiusi r = 0 deb olinadi.
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3°. Darajali gatorning yaqinlashish radiusini topish. Biror

Na, X" =« +aX+a2x2 + mmt VAT + o

darajali gatomi garaylik. Bu gator koeffitsiyentlaridan tuzilgan {o,},
(n-0,1,2,...) ketma-ketlik uchun

1) v4 >0 da an @0,

2) lim! a—j mavjud bo'lsin. U holda ¥ a,,x" darajali gatorning
an\ o=

yaginlashish radiusi quyidagicha bo‘ladi:

r=Ilim —j.
e\
A Aytaylik, darajali gator uchun
lim =L, (an»0, n=0,1,2,3,..)
N—0 g«H

bo‘lsin. Qaralayotgan a,,X
«0

lab, Dalamber alomatiga ko‘ra uni yaginlashishga tekshiramiz:

darajali gatorda x ni parametr hisob-

im AannX! im am\ i 1 1
lim @n - lim mxl - M jm 7 M |

anx ™ <n 1
Demak, <1l,yani <L

bo‘lganda gator yaginlashuvchi bo‘ladi;

W >1,yani M>L
T

bo‘lganda darajali gator uzoglashuvchi bo'ladi.
Bundan X anx' darajali gatorning yaginlashish radiusi

7=0
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r=L=lim (4)

“uH 1

boiishi kelib chigadi. »
1- misol. Ushbu

Y -—Xin, (0'=1)

&M

darajali gatorning yaqginlashish radiusi topilsin.
4 Bu gator uchun

"o~ om ATl

"o e (n+1)!
bo'ladi. Ravshanki,
-I nn e"+](ﬂ-1 !

) =3
M -----m-mmmem - lim -
an# n->-e"-nl  (w+l) | 1f

Demak. berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusi r= 1boiadi. »
Ixtiyoriy darajali gatorning yaginlashish radiusini aniglab beradigan
teoremani isbotsiz keltiramiz.
2- teorema. (Koshi—Adamar teoremasi.) Ushbu

N a,xn=00+0X+a2x2+...+anxn+...
n=0
darajali gatorning yaginlashish radiusi

r- m— " 5
/-0
bo'ladi. [1]

Eslatma. Agar lim«/|fI* =+ bo‘lsa, T a/ darajali ga-

torning yaginlashish radiusi /-=0 deb; ,');TOW)aJ =0 bo'lsa, ¥ a,x"
17=0
darajali gatorning yaqinlashish radiusi r —+°0 deb olinadi.
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2- misol. Ushbu ~ 2”x5" darajali gatorning yaqginlashish radiusi
n=0
topilsin.

4 Awalo 2x5 =t deb olamiz. Natijada berilgan gator quyidagi

(g2
ko‘rinishga keladi. Bu gatorning yaginlashish radiusi (5) formulaga ko'ra
r:.-_]_ :____.1p:.

lim <mal lim s
=

bo‘ladi. Demak, Fj<1 da gator yaginlashuvchi, j/A>1 da qator
uzoglashuvchi. U holda

,2x5!1< 1, yani M <LZ da berilgan gator yaginlashuvchi;
'2x5,> 1, yani K >v2 da gator uzoglashuvchi boiadi.

Berilgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi r - ~ boiadi. »

« M
3-misol. Ushbu ¥ ( F x" darajali gatorning yaginlashish
0 37-1 cpr
to‘plami topilsin.
£ Ravshank® a, = (- (" g

Berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusini (4) formulaga ko‘ra
topamiz:

(-1)” T
3 Ve (-1)"4

a”

r =lim :Hggo =lim3J— =3.

Darajali gator x = —3 nuqtada ushbu >I/(4£I\Jl; sonk> gatorga ayla-

nadi va bu sonli gator uzoglashuvchi boiadi. x=3 nugtada esa
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3iz!L sonli gator hosil bo‘ladi va bu gator Leybnits teoremasiga

sfn

ko‘ra yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, berilgan darajali gatorning
yaginlashish to‘plami E = (-3, 3] dan iborat. »

Mashqlar

1. Agar darajali gatorning yaginlashish radiusi r > 0

n=0
boisa, ushbu
1r(n2+ha,xn, ~ a /
0 n-O

darajali gatorlarning yaqinlashish radiuslari ham r ga teng bo'lishi
isbotlansin.

al
2. Ushbu X (g,,))!darajali gatorning yaginlashish intervali
g23)
topilsin.
69- wa ruza
Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Darajali gatorning
xossalari

1°. Darajali gatorning tekis yaginlashishi. Aytaylik. ushbu

X anxn =fl,, + atx + a2x2 + ... + anxn + ... 1)
w=0

darajali gatorning yaginlashish radiusi r >0 bo'lsin.

1-teorema. (1) darajali gator Jap] c (~r,r) da tekis yaginla-
shuvchi bo'ladi. bunda ae R. pe R.

A Ravshanki, (1) darajali gator (-r, r) da absolut yaginlashuvchi
bo'ladi.

Aytaylik, ae (0,r) boisin. U holda Vw >0 va Vxe [-a,a] da

\a,N\< a,2"|
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bo‘lganligi uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra, (1) gator [-a,a] da
tekis yaginlashuvchi bo'ladi. »

Demak, » darajali gatoming yaginlashish radiusi r >0 boi-
«0
sa, yuqorida Kkeltirilgan teoremaga ko‘ra bu gator <, c]Jc (~r,r) da
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bunda c sonni rsonga har gancha yaqin
gilib olish mumkin bo‘lsa-da, gator (-/* r) da tekis yaginlashmasdan
golishi mumkin. Masalan, ushbu

X X" - 1+x +Xx2+... +xX" +...
n0
darajali gatorning yaqginlashish radiusi r = 1, biroq gator (—,1) da
tekis yaginlashuvchi emas.
2°. Darajali gatorning xossalari. Ma’lumki, darajali qatorlar funk-
sional gatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yaginlashuvchi
funksional gatorlarning xossalari kabi xossalarga ega.
2- teorema. Agar

Y anxn =a0 +fijX+a2x2 +... +anxn + ...
n=0

darajali gatorning yaqinlashish radiusi r >0 bo‘lib, yig‘indisi

S(x) =}[;I(')ﬂ«x"

boisa, 5(x) funksiya {-r, r) da uzluksiz bo‘ladi.
A Ravshanki, garalayotgan darajali gator (-r, r) da yaginlashuvchi
bo‘ladi. Aytaylik, x0e {-r, r) bo‘lsin. Ushbu
Xil<c<r

tengsizlikni ganoatlantiaivchi ¢ sonni olaylik. U holda darajali gator
lc, c] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional

gatorning xossasiga ko‘ra daralali gatorning yig‘indisi 5(x)
9
funksiya [-c, c\ da uzluksiz, jumladan, x0 nuqtada uzluksiz. »

3- teorema. Aytaylik, darajali gatorning yaginlashish radiusi r > 0
bo‘lib, yig‘indisi ~(x) bo‘lsin:
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S(x) =1ra,x".
n
Bu gatorni (-r, r) ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy Ja, b\ bo‘yicha
{[ab\ ¢ (-r,r)) hadlab integrallash mumkin;

h » (b >
JIS(x)c/x =X j anxndx .
a n~" Ka n

Xususan, Vxe (-r, r) uchun quyidagicha bo‘ladi:

= (2)

(0] «0

1 Ravshanki, darajali gator \ab\ da ([a, b\c (-r,r)) tekis yaqin-
lashuvchi bo'‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga
ko‘ra uni hadlab integrallash mumkin. Ayni paytda, (2) gatorning
yaginlashish radiusi r ga tengbo‘ladi. Hagigatan ham, Koshi-Adamar
teoremasiga ko‘ra

i |- lim N =i =
Ir!rr;]"g\"n—ﬂl' Hggoym lime/lal=r

ifodaga ega boiamiz. »

Natija. Aytaylik, ~ anx" darajali gator berilgan bo‘lib, uning yaqin-
§=))

lashish radiusi r> 0 bo'lsin. Bu gatorni [0, X\ bo'yicha (Vx0e (-/m r))
ixtiyoriy marta hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida
hosil bo‘lgan darajali gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng
bo‘ladi.

4- teorema. Faraz qgilaylik,

X anx™ - °0 +a\ +a2x2 +—+ 3, X" +..
n=0

darajali gatorning yaqginlashish radiusi r >0, yig‘indisi 5\x) bo'lsin:

jra,, x” =S(x).

n=0
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U holda funksiya (-r, ) da S*(x) uzluksiz hosilaga ega va

S'(X) ="na,,xnA ©)
=0
bo'ladi. bunda (3) gatorning yaginlashish radiusi ham rga teng.
< Berilgan darajali gator }c, c\da (0 <c <r) tekis yaginlashuv
bo'ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga ko'ra darajali
gatorni hadlab differensiallash mumkin. Demak, Vx0e (-r, r) da

Ne ) =X, ) =2, narx .

Bu darajali gatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo'lishi
quyidagi munosabatdan kelib chigadi:
lim 'tj =I/ITS<Yn -cRj) =Hm?"al. »
4 n->00 4 Yy / Yy

n—>

Natija. Aytaylik, a,,.xn darajali gator berilgan bo'lib, uning
)

yaginlashish radiusi r >0 bo'lsin. Bu gatorni (-r, r) da ixtiyoriy marta

hadlab differensiallash mumkin. Differensiallash natijasida hosil

bo'lgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo'ladi.
5- teorema. Aytaylik,

anxn =al +axx +afx2 +... +a,.xn+...
n=0

darajali gatorning yaginlashish radiusi r >0, yig'indisi S(x) bo'lsin:

| >.,x" =5(x). (4)
(23]
U holda W7>0 da
5(n)(0)
aN ~ ar

bo'ladi.
4 (4) munosabatda x = 0 deb topamiz:
=m .
(4) gatorni hadlab differensiallaymiz:
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S'(X) =X (««*")' =X na»x"'m
(x) n:O( ) a9

Bu tenglikda x = 0 deyilsa
00 = S'(0)
bolishi kelib chigadi. Shu jarayonni davom ettirib

an . (¢« =2,3,..)
bodishini topamiz. »

1- misol. Ushbu X nxn=Xx+2x2+3x3+... +nx" +..

n=|

darajali gator yig‘indisi topilsin.

4 Ma'lumki, X x” darajali gator (-1, 1) da yaginlashuvchi va

n=1

uning yiglindisi ~ ga teng:

Ry
Bu gatorni hadlab differensiallab topamiz:

d
dx

Kn-\ y w=l

Keyingi tenglikning har ikki tomonini xga ko‘paytirsak,

r)ﬂg_ll —

T G2
bo lishi kelib chigadi. »

2- misol. Ushbu g( \)HX-'I-:i‘(l-BQ

tenglikning to‘g‘riligi isbotlansin.

< Ravshanki, X x” darajali gator (-1,1) da yaginlashuvchi bo'-
n=0

ib, uning yig'indisi - ga teng:
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Bu tenglikda x ni — ga almashtirsak, natijada

f (-1)"x"=r-
1+x
tenglik hosil boiadi. Uni [0,x] bo'yicha (0 <x < 1) integrallab topamiz:

0«0 0

£(-1)" /90 =1n(1 +0]*,

=0 0

[13 ,J/H'l

Y (-1)" - =In(1+x).

a *+

3 -misol. Ushbu £ 5 X 2

n:o n+\

darajali gator yigindisi topilsin va undan foydalanib

Efdl 1

boiishi ko‘rsatilsin.

Ll H L} — 1
4 Ma'lumki, >H/:O§ S (-1 <x <1).
N 1
Bu tenglikda x ni -x2ga almashtiramiz. Natijada ¥ (-1)".*2" =
U [Hx
hosil boiadi. Uni [0, x) bo‘yicha (0 <x < 1) integrallab topamiz:
X(® \ X 4
J £(-1)ntn dt =\
oV«=0 ) 0

£(-1)-3/2"A =arctg/qg,



Keyingi tenglikda x = 1deylik. U holda tenglikning chap tomoni

X bk

/7=0

sonli gatorga aylanib, u Leybnits teoremasiga ko‘ra, yaginlashuvchi

bo'ladi. Demak, -
52 (—IJ) = arctg 1:
n+\

Mashqglar

- W
4"

1. Hadlab differensiallash bilan ushbu

. X2 X4
1+

darajali gatorning yig‘indisi topilsin.
2. Hadlab integrallash bilan ushbu
X - 4x2+9x3-16x4 +...
darajali gatorning yig‘indisi topilsin.
70- Ta 'ruza
Teylor gatori
1°. Funksiyaning Teylor gatori. Aytaylik, /(x) funksiya x0e K
nugtaning biror
U&x0) ={xe R: x0- 8<x <x0+5;, 8 >0}
atrotida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lsin. Bu hoi /(x) funk-
siyaning Teylor formulasini yozish imkonini beradi:

/(*) =/ (xo0) + (x - x0)+7/ ~°)(x - x0)2+... +

| +f N\ x-x0)n+r,(x),

bunda rnx) - qoldig had.



Modomiki, /(x) funksiya Us(x0) da istalgan tartibdagi hosilaga
ega ekan, u holda

/M + (* -X0) + (X- XQ2+.. 4] A (XXu) +.. (1)

darajali gatorni garash mumkin bo‘ladi.
(1) darajali gatorning koeffitsiyentlari sonlar bo'‘lib, ular/(x) funk-
siya va uning hosilalarining xOnuqtadagi giymatlari orqali ifodalangan.
(1) darajali gatorf (x) funksiyaning Teylor gatori deyiladi.
Xususan, Xq= 0 bo'lganda (1) darajali gator ushbu

™ n * P\ — A
JOF2 X0, T st

ko‘rinishga keladi. Faraz qilaylik,/(x) funksiya biror (-r, r) da (r >0)
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, uning x0= 0 nugtadagi Teylor
gatori

/.,(0) /.0) 2 /(n)(0)
/(°) +"T~-x+~ T "+ g~ ()
bo‘lsin. Bu gatorning qoldig hadini rn{x) deylik:

/(°) + X+NJrx2+- +4 X"+ '
1- teorema. (2) darajali gqator (~, r) da/(x) ga yaginlashishi uchur
ushbu
/(*)-7(0

Teylor formulasida Vxe (-r, r) uchun
J!Ylm r,(x) =0

bo‘lishi zarur va yetarli.
< Zarurligi. Aytaylik, (2) darajali gator (-r, r) da yaginlashuvchi
yig‘indisi/(x) bo'lsin. Ta'rifga binoan
lim Sn(x) =7(x), (xe(-r, )
bo‘ladi, bunda

8,0) =/10) +A%x +4A4iY) x2 +/ (M)
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Ravshanki, Vxe (~r,r) da 'U‘TOS,,(X) =/(x) bo'lishidan
Nm{/(x) - S, (1 = lim r..(x) =0
bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi- Aytaylik, Vxe (-/+,r) da .I—i.%r"(x) =0 bo'lsin. U holda
lim[/(x)-5',(x)]= limr,(x) =0
bo‘lib, undan
e () =7 (x)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

il 2! N
bo‘ladi. »
Odatda, bu munosabat 0‘rinli bo‘lsa,/ (x) funksiya Teylor gatoriga
yoyilgan deyiladi.
2°. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish. Faraz gilaylik,/(x) funksiya
biror (-r, r) da istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo'lsin.

2- teorema. Agar 3M >0, Vxe (-/s,r), V«>0 da
\f(nN){x)\<M
bo‘lsa,/(x) funksiya (-r, r) da Teylor gatoriga yoyiladi:
>

*4 Ma’lumki,/(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasi quyidagicha bo'ladi:

m -8 Ob* X+ *+. . +2x" +r.U),

bunda r,(X) = xmd, (0 <0<1).

Teoremaning shartidan foydalanib topamiz:

M S a1y (F«(-2.<9)).
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rmf\

Ravshanki, lim 7—rr =0.
n—o (a?+1)
Demak, Vx0e (-r, r) da
lim rm(x) =

bo'lib, undan garalayotgan/(x) funksiyaning Teylor gatoriga yoyilishi
kelib chigadi. »

3°. Elementar funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish.

a) Ko'rsatkichli va giperbolik funksiyalarning Teylor qgatorlarini
topamiz. Aytaylik,

f(x) =e*

boisin. Ravshanki, /(0) =11 (0)=1 (we N) bo‘lib.
Vxe (-a,a) da (a >0)

0<f(x)<ea, 0</(N)(x)<e“

boiadi. Binobarin, 2- teoremaga ko‘ra /(x) - ex funksiya (-a,a) da
Teylor gatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz:

- [ ] ﬁ:ox r 1 + n 4 + - 4 + - <4 >
a >0 ixtiyoriy musbat son. Demak, (4) darajali gatorning yaqin-
lashish radiusi r = +< boiadi.
(4) munosabatda x ni — ga almashtirib topamiz:

NN A R RS

n=0
MaiumKki, giperbollk sinus hamda giperbolik kosinus funksiyalari
quyidagicha ta’riflanar edi:

Yugoridagi
X . X X2 X"
=1+n+ 2T+-"+" +--

B=l-f +5 - (DTN
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formulalardan foydalanib topamiz:

X X3 X 2"+ y o x2"H
SXC= g g o P+~ LYy
chX=1+22+37 + e AN

21 4 (2n)! A(C29)

Bu shx, chx funksiyalarining Teylor gatorlari bo‘lib, ular ifoda-
langan darajali gatorlarning yaqinlashish radiuslari r - 4+ bo'ladi.
b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor gatorlarini topamiz

Aytaylik, /(x) =sinx bo'lsin. Ravshanki, ¥Yxe R, V«e N da
1701 <1, 1/(n)(x) 1<l

bo'lib. 7(0),7'(0) =1,/ 2w)(0) =0, /@) (0) =(-1)", (/le YY)

bo'ladi. Demak, 2-teoremaga ko‘ra /(x) =sinx funksiya Teylor

gatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan

- >

bo'ladi. Aytaylik,
/ (X) =cosx

bo‘lsin. Bu funksiya uchun Vxe R, Vwe N da

/(x)<i, Ynm)|<1
bo‘lib,
/(0) =1, /740) =0, /(@u)(0) =(-1)\ 7 @) (0) =0, (neN)
bo‘ladi. U holda 2-teoremaga ko‘ra /(x) =cosx funksiya Teylor
gatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan

cosx - V¥ hzll 5(2h 1- “% -I
- bk - "
bo‘ladi.

(5) va (6) darajali gatorlarning yaginlashish radiusi r - +*° boladi.
d) Logarifmik funksiyaning Teylor gatorini topamiz. Aytaylik,

/(x) =1In(l +x)
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bo‘lsin. Ma’lumki,

f{n)(x) =¢ Y1 lw (neN)
(1+c)

- o
bo'lib, L X =] L-
bo‘ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi

I +xf=x- — +-j—L4+ + (" L2 +mix§ (@)
ko'rinishga ega.

/ (x) =In (1 +x) funksiyani Teylor gatoriga yoyishda 1- teorema-
dan foydalanamiz. Buning uchun (7) formulada rn(x) ning 0 ga intili-
shini ko'rsatish yetarli bo'ladi.

Aytaylik, xe [0,1] bo'lsin. Bu holda Lagranj ko‘rinishida yozilgan

(_M"yud
r,(X) = ------2mm- r, (0 <0<l
(«+ 1) (1+0*)n+
goldig had uchun -y
bo‘ladi va }7m m(x) =

tenglik bajariladi. Aytaylik, x e [—x,0] bo‘lsin (0 <a <1). Bu holda
Koshi ko‘rinishida yozilgan

_ (- Vi8,) xne
m(x) = (Erlo %\nﬂﬂf_, (0 <0, <ﬁ

goldig had uchun
S

bo'lib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
\I/\';anm(x) =0
Demak, Vxe (-1,1]

lim m(x) =0.
n—o0
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y holda 1-teoremaga ko‘ra

t 11n_1 «2 V3 , t Va
In(1 +x) =£ - X - y +x — +(-1) f, +- W

bo‘ladi.

(8) darajali gatorning yaqginlashish radiusi r = 1 ga teng. Agar
yugoridagi In(l + x) ning yoyilmasida /1 ni — ga almashtirilsa, u
holda

nfl = 2 sy,

formula kelib chigadi.
e) Darajali funksiyaning Teylor gatorini topamiz.
Aytaylik,

/(x) =(1 +x)“, (aei!)
bo'lsin. Ma’'lumki,
fM(x) =a(a - I)(a - 2)...(a - n+ 1)(1 +x)a
boiib,
(0)=a(a-D(a—2)..(a- n+]

bo‘ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu

(1+xr =1+i x + +.. + X" +r,M

ko‘rinishga ega.

Endi n ->mda r,(X) -» 0 bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Ma’lumki, Teylor formulasidagi goldig hadning Koshi ko‘rinishi
quyidagicha

rMm = (a-1X*-2)...1(a-1)-(n-1)1x,,a x (I + QX)a-i J

(0 <0 <1) bo'lar edi. Aytaylik, xe (-1,1) bo‘lsin. Bu holda:

1) lim -n-l(a -1)(a-2)...[(a-1) - (n- D]x" =0 bo'ladi,
chunki limit ishorasi ostidagi ifoda yaginlashuvchi ushbu
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gatorning umumiy hadi;
2) jamj(L- W ]<aexL+0x)“~ <lam @+ [x)";

3) ]1-9 < idLj <I| bo'ladi. Bu munosabatlardan foydalanib.
R e o Y
Vxe (-1, 1) da
M m(x) =0
bo‘lishini topamiz. 1-teoremaga ko'‘ra

Q+xf =12y 42D 2, jaany@nrn, n,

bo‘ladi. Bl darajali gatorning yaginlashish radiusi a* 0, a € /Vbo'l-
ganda lgateng: r = 1
(9) munosabatda a =-1 deb olinsa, u holda ushbu

\x _\ S X" = 1. X AX2-X 3HXA—. (D)X +

formula h05|l bo‘ladi. Bu formulada x ni —x ga almashtirib topamiz:
1

n=0

1- misol. Ushbu 7/ (x) =1In funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.

4 Ma'lumki, In }+g IN(L+x)- In(1-x) bo'ladi.

Biz yuqorida
ina +Xx)=x_ N (I L+
2 3 n
X2 3 xn
— XS _xn
In(1l—x) =—x > 5 )

bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
170



Demak, In— =2 X n n I /. nu
L-n: X+T'+T +"-+2irr +- o (10)

(10) darajali gatorning yaginlashish radiusi r = 1 bo‘lib, yagin-
lashish to‘plami (-1, 1) bo‘ladi. »

2- misol. Ushbu f(x) = dt funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.

0
3 ,5 y t2n-1
31" 5L (2«-11 +
Uhotda 57/=f-7§!2+ e +ff’f“'l AT +... bo'ladi

Bu darajali gatorni hadlab integrallab topamlz.

'!ﬂ (2’:_;)! + "\w

B / yj-l x2n 1
~* 3134557 4 =« (2/i-D! 2 s°T) +

0

Keyingi darajali gatoming yaginlashish radiusi r =+< bo‘ladi. »
3-misol. Ushbu f(x) = %X;G funksiya Teylor gatoriga yoyilsin
X +X-

va bu gatorning yaginlashish radiusi topilsin.
A Awalo / (x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz;

fih=-pltl = Lo 1o
+X-6 X+2 2(14,)

Ma’'lumki, ~ .- =Y X7



Bu formylalardan foydalanib topamiz:

v 1(iv 11 Y Vv (=) » [/
2,.-rrrSA-0 H = x4 x ><'-2),
5 o z
1
1-rX1 mwrw ' TﬁGSW
\ 3

NE - =2 £ ) *=y («£ _j )X
v2,, C JLd "jrr+1 0/7+1 Z_ W n/7+1 -3/7+1
* +x_b n=0 1 n=0 n=0V2 j Yy

Bu darajali gatorning yaqinlashish radiusi n = 2 bo‘ladi. »
Mashglar
1

I+Xx+x2

1. Ushbu /(x) =sin3x, /(x) =In(l-x2), /(x) =

funksiyalar Teylor gatoriga yoyilsin.

2. Ushbu \4 (J?tfn (xe R) gatorning yig‘indisi topilsin.

/7=0

71- ma’ruza

Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaqinlashtirish.
Veyershtrass teoremasi

1°. Bernshteyn ko‘phadi. Aytaylik,/(x) funksiya [0,1] segmentda
berilgan bo'lsin. Ushbu

X/ (E)Cx* (1- xIk=Ff (0)(L-x)"+/ (I)C'x(1-xI1+..+/()x"

ko‘phad/(x) funksiyaning Bernshteyn ko phadi deyiladi va Bn(/ ;x)
kabi belgilanadi:



Bunda C:(’ - 9‘(”-1)(n-2=)€[... (-£+1)

Demak, Bernshteyn ko‘phadi n- darajali ko‘phad bo‘lib, uning
koeffitsiyentlari f(X) funksiyaning

{k =0,1,2....n)
nugtalardagi giymatlari orqgali ifodalanadi. Masalan,
B\(/;*) =/(0) +[/(D -/(0)]x,

b2(f:x) =f(.0) + 27 (1)-27(0)Ix +[/(0) +2/ (i]+/(!)

bo‘ladi.
2°. Muhim lemma. Ushbu
NC KXK(L1-xT K=\,
o (D
N --x)2c,¥ (1-xT*=~1, (0<x <1 )
k=0 n

ayniyatlar o‘rinli.
A Nyuton binomi formulasi

£ Ckakbnk =(a +b)n
k=0

da a =x, b = 1—x deyilsa, u holda

EC*x*(1-xI'* =
k=0
bo‘lishi kelib chigadi.
(2) ayniyatni isbotlash uchun quyidagi

foke!x I (L-xT\ i*CIx k(l-xr«
k=on k=on
yig'indilarni hisoblaymiz.
Bu yig‘indini hisoblashda yuqorida keltirilgan Ck ning ifodasi va
Myuton binomi formulasidan foydalanamiz:
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n /,2
Endi Y £ R (1-x
*=0W

yig‘indini hisoblaymiz:

f dcj**(i-xr* =2"~cr»x ' <l-xr'=

ton k="

£ ~1.M ckIXk(l - XTK+X 1 ex/ex (1 - x> =

Al w =

= XX Ctaxk2(l-X)—  +1  Cixwu (I- xTHH =
k=2 A

1 X FH(-x)T2+ Ix[x +(1- X)L =x + A

Demak, J *4G/x‘ (1-xT * =x2+ )

A=0 N

Yuqoridagi (1), (3) va (4) munosabatlardan foydalanib topamiz:



Natija. Vxe [0,1], V«e N uchun

\2
X (*-n)c,Y (L-xr*21 (5,
k=0
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

® Ravshanki, Vxe 10,1] uchun

boiadi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o'rinli
bo'lishi kelib chigadi. »
3°. Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaginlashtirish.
1-teorema. (Bernshteyn teoremasi.) Agar /(x) funksiya |0, 1]
segmentda uzluksiz bo'lsa, u holda
fim, i/ )= Bt/ x);, =0

bo'ladi, bunda
* (/%) =X/ (E)e, V (i-xT*. ©)
4 (1) va (6) munosabatgordan foydalanib topamiz;
C*x* (1- xIK
As=0L

Kantor teoremasiga ko‘ra garalayotgan f(x) funksiya [0, 1] da
tekis uzluksiz bo'ladi. U holda ta’rifga binoan

Ve >0, 38>0, Vx, x'e [0,1] uchun [x'-x']<8

bo'lganda F(xr)- f(x)\ <|
tengsizlik bajariladi. Ma’lumki,
(f;x)-f(x)

ayirmani ifodalovchi yig'indida n+\ ta had bo'lib, ular K ning
0,1,2,...,/? giymatlarida yuzaga keladi. Bu K ning ushbu

*-x] <6, (xe]0,1])
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tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to'plamini En(k) bilan;

S x >5, (xe[0,1])

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to'plamini Fn(k) bilan bel-
gilaylik. Ravshanki,

E.(k)u F,(k) ={0,1,2,...,/?}
bo'ladi. Shuni e’tiborga olib, yugoridagi yig'indini ikki gismga ajratamiz:

¢,V (i-xf* = £ [/(*)-/<*> Ckxk(l—X)
£0

*(*)
Endi bu yig'indilarni baholaymiz./(x) funksiyaning |0, 11da tekis
uzluksizligidan hamda lemmadan foydalanib topamiz:

CHx*(1-xy™®

AgXo £
<J1 ¢Ne <1-pclr*-1
*0
Ravshanki, /(x) funksiya [0, 1] da chegaralangan. U holda
max!/ (x)i =M e R bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:
0<ar<1 1 1
Xf/(*)-Iwlc.vo->f' <

k 1

c.va-xr* <
K\— x>

17 |

A—X>6
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aqdqHU

bo‘lishini hisobga olsak, u holda lemmaga ko

£ X (i-xj’c™Ma-xr's
yt:Iﬁx|r5 AWHTB
<4-ffr-x)2c*x* (1- X K<-L-

62~ U / 445

bo‘ladi. Shunday qilib,

|5” (/;X) -/ (X)I < W / (“)' /(*)1(:«’\ K = >k 4+
JE,U)L J

+!W\//W IJ** <>- *>-*1i +rI_LI

boiadi. Agar n >22/I* deyilsa, u holda

M 1
2505 <2¢

bo'lib, natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:
B. (/:x)-7(x)] <e
Bu munosabatdan esa
lim gna>$ 1\B,,(/;x)-/(x) =0
bo‘lishi kelib chigadi. »
Bu teoremadan n ->°° da

*L, (%) /(*). (o<x<wu
bo‘lishini topamiz. Demak, [0, 1] da uzluksiz bo'lgan /(x) funksiya
(/;x) ko‘phad bilan yaqginlashtirildi:

(o<x <i).
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Aytaylik, /(n:) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo'lsin. Ma’-
lumki, ushbu

FeTs

b-a

a
X-b=
chizigli almashtirish \ab\ segnientni [0,1] segmentga almashtiradi.
Bu almashtirishdan foydalanib ushbu

cp0 =f(a +(b-a)t), (0<r<l) (1)

funksiyani hosil gilamiz. Ravshanki, d(r) funksiya [0, 11da uzluksiz
bo'ladi. Yuqoridagi teoremadan foydalanib topamiz:

lim Fexd {7 (./)-(Ol; =0 , ®)
bunda

A

(7) va (8) munosabatlardan

. |
in e PE)-"HO-¢
W-»°0 a<x<bh

bo'lishi kelib chigadi, bunda

=0

L * (x-a) (b-x¥Y™®
o ®-af

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.
2 -teorema (Veyershtrass teoremasi.) Agar f{x) funksiya [a, b\
segmentda uzluksiz bo'lsa,

TTII I\

lim max =0

n->00 a<x<b

bo'ladi.
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Mashqglar

1.Agarfix) funksiya |0, 1] segmentda uzluksizbo‘lsa, Vx e [0; 1] da

limZ (-D* (£)CrX* (L ~x)"k =0

bo'lishi isbotlansin.
2. Agarfix) funksiya ]O, 11segmentda uzluksiz bo'lsa,

bo'lishi isbotlansin, bunda w(8) - funksiya / (x) ning uzluksiz moduli.

72- Ta 'ruza
Furye qatori tushunchasi

1°. Davriy funksiyalar hagida ba’zi ma’lumotlar. f(x) funksiya
R =(-00,+00) to'plamda berilgan bo'lsin. Ma’'lumki, shunday
Te R\{0} son topilsaki, Vxe R da

fix +T) =f(x)

tenglik bajarilsa,/(x) —davriy funksiya, Td¢ O son esa uning davri
deyilar edi.

Agarfix) davriy funksiya bo'lib, T 0 son uning davri bo'lsa, KT
sonlar (k - £1.%2,..) ham shu funksiyaning davri bo’'ladi.

Agar/ (x) vag(x) davriy funksiyalar bo'lib, T 0 ularning davri bo'lsa,

/(x)xg(x), fix) g(x), (9(x)*0)

funksiyalar ham davriy bo'lib, ularning davri T ga teng bo'ladi.

Aytaylik,/(x) davriy funksiya bo'lib, uning davri T bo'lsin. Agar
bu funksiya grafigining tasviri Ja,a+T\ oraliqda (ae R) ma’lum bo'lsa,
uni birin-ketin

x=a+kT, {k=%x1,%£2,..)

vertikal to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik ko'chirish natijasida
fix) ning (-0o, +00) dagi grafigi hosil bo'ladi (30- chizma).

Bu jarayonni [a, a+T\ da berilgan funksiyani (-«=,40°) da davriy
davom ettirish deb ham yuritiladi.
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a a+T

30- chizma.

Shuni ta’kidlash lozimki, T davrli f(x) funksiya [a, a+T\ da
uzluksiz bo‘lsa, uni (-°°, -u») ga davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan
funksiya (uni ham/(x) deymiz) (-°°, -H») da uzluksiz yoki bo'lakli
uzluksiz (ya'ni x —a + KT nuqtalarda (k - *1,%£2,...) uzilishga ega
bo'lib, boshga barcha nuqtalarda uzluksiz) bo‘lishi mumkin.

Masalan, [0, 1] da berilgan

f(x) =2%x(\ - x)
funksiyani (~«=, +°°) da davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan funksiya
(_oo, +00) da uzluksiz bo'ladi (31- chizma).

31- chizma.

[, 2] da berilgan
f(x) = x2
funksiyani (-°°, -H») da davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan funksiya
(-00, #00) da bo'lakli uzluksiz bo'ladi (32- chizma):
Lemma. Agar f{x) - davriy funksiya, uning davri T bo'lib,
la, a+T\ da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
a+T b+T
| f(x)dx- J f(x)dx, (be R)
a b
bo‘ladi.
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A Anig integral xossasidan foydalanib topamiz:

a+T b b+T a+T
J f(x)dx ="Mf(x)dx + ) f(x)dx+ J f(x)dx. D
a a b b+T
a+T
Bu tenglikdagi J f(x)dx
b+T
integralda x =t + T almashtirish bajaramiz. Natijada
a+T b a b
J f(x)dx =1f(t +T)dt =\f(t)dt =-jf(x)dx 2
b+T a b a
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan
a+T b+T
J f(x)dx = J f(x)dx
a b

bo‘lishi kelib chigadi. »
2°. Garmonikalar. Ushbu

/(x) =Asin (ax +P) 3)
funksiyani garaylik, bunda A a, p - haqigiy sonlar. Bu davriy
funksiya bo‘lib, uning davri

T =T, (a (*) 0)
ga teng bo'ladi.
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< Hagigatan ham,
f[x +~ j=Asin(a(x + +pj =Asin(ax +p+2n) =

=Asin (ax +p) =/(x). »

Odatda, (3) funksiya garmonika deyiladi. Garmonikaning grafigi
y = sinx funksiya grafigini OX\a OKao'qlar bo‘yicha sigish (cho‘zish)
hamda OXo‘q bo‘yicha surish natijasida hosil bo'ladi.
Garmonikani quyidagicha yozish ham mumkin:

f(x) =Asin (ax +p) =A(cosax sin p +sinax cosp) =
= Asinp cosax +Acosp sinax =acosax +bsinax,
bunda

fl = /4sinp, 6 =>Icosp.
Aksincha,

/(x) =acosax +bsinax
funksiya garmonikani ifodalaydi:

/(x) =acosax +bsinax =\la2 +bh2 "L-f"-- COoS ax +-p----sin ax

A(sin pcosax +cospsinax) =Asin(ax +p),

bunda /a2 +b2 =A, . a =sinp, -TH =cosp.
\la2+h2 yja2+h2

3°. Furye gatorining ta’rifi. Har bir hadi
w,,(X) =ancosnx +bnsinux, (n- 0,1,2,...)
garmonikadan iborat ushbu

a0+ (a, cosnx +bnsin nx) 4
=1

funksional gator trigonometrik gator deyiladi. Bunda

«’«i, b\, a2, b ==an, bn,...
sonlar trigonometrik gatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
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Odatda, (4) trigonometriﬁq{orning gismiy yig'indisi

Tn(x) =00 + k cos kx + bk sin Ax)
7.
|
trigonometrik kophad deyiladi.
Aytaylik, fix) funksiya [-n, n] da berilgan bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo'lsin.
Ravshanki,

/(x)cosrcx, /(x)sin«x, (n=1,2,3,.)

funksiyalar ham integrallanuvchi bo'ladi. Yuqgorida keltirilgan funk-
siyalaming integrallarini quyidagicha belgilaymiz:

flo = | f(x)dx,
-n
11
an = J[ fix) cosnxdx, (n- 1,2,..) (5)
-n
n
b, = ﬂ-g fix) sin nxdx, (n =1,2,.)
-n
So‘ng ushbu y + 1(an cosnx +K sin nx) (6)
=

trigonometrik gatorni tuzamiz.
Ravshanki, (6) trigopnometrik gator (5) munosabatlardan topiladigan
a0, ax b\, a2, b2, e» an, bn,...
sonlar bilan to‘la aniglanadi.

1-ta'rif. Koeffitsiyentlari (5) munosabatlar bilan aniglangan (6)

trigonometrik gator fix) funksiyaning Furye gatori deyiladi. Bunda
a0,axbi,a2,b2, .., an, bn, ..
sonlar /(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

Demak, 7/ (x) funksiyaning Furye gatori shunday trigonometrik
gatorki, uning koeffitsiyentlari (5) formulalar yordamida aniglanadi.
Shuni e’tiborga olib, funksiy% Furye qgatori quyidagicha yoziladi:

fix) ~y 4 cos WC+mnisin nx) m
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1- misol. Ushbu

/(x)= , (-n<x<na o0
funksiyaning Furye gatori topilsin.

A (5) fomiulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye koef-

fitsiyentlarini hisoblaymiz;

n
a0 =| feoxdx =—(em - gun) = 2 shan,
nl an an
in=| f cos nxdx =- eacoswx+wsin N |
n n a2+n2

=(-1)" - ...2a, shan, (a=1,2,.),
n a +n

b, =t Ve & sih nxdx = & QRnXAOE K,
K J

n aé+;12

| N1 2n

=(-1) shan, (8 =1,2,...).

n o az2+n2

Demak, / (X) =ea
funksiyaning Furye gatori

/(x) =e™ -y +X (iAncos ax + bnsin nx) =

17=1

2shan vV D" acosmx- «sin sx)
2a “fa2+q2
bo‘ladi. »
Aytaylik, ushbu shartlar bajarilsin:
1) Quyidagi

“© X (a, cosnx +bnsin nx)

/1=1

(M)

trigonometrik qator [-n, n] da yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi

/(X) ga teng:
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fix) =~ +~ (a, cos nX + Nsin nx) ; (8)
=1
2) (8) ifoda hamda uni coskx va sinkx larga (k=0,1,2,...) ko‘pay-
tirishdan hosil bo'lgan

fix) coskx =y coskx +”~ {a, cos «x cos foe +bnsin «x cos Ax),

n=I

/(x)sinkx =y sinfoe+  (a, cos«X sin kx +nsin nxsin kx),
n-1

gatorlar [-q, n] da hadlab integrallansin. U holda

sonlar/(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari bo‘ladi, (7) trigono-
metrik qator esa/(x) funksiyaning Furye gatori bo‘ladi. Bu tasdigning
isboti quyidagi

K K n
J fix)dx, J fix) coskxdx, J/(x)sinfocdx
-A -A -4

integrallarni hisoblashdan kelib chigadi.

4°, Juft va toq funksiyalarning Furye qatori. Faraz qilaylik,/(x)
funksiya f-a, a] da berilgan juft funksiya bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini
topamiz:

I 1
n=- rJ fix) cosnxdx =- Pfix) cos nxadx +’inx) cos nxdx

- 2fix) cosnxdx,  (« =0,1,2,...),
0

1~ !
fix) sinnxdx =- | /(x) sin «xtfx +J.fix) sin nxdx
N

=1

A
-/ (X) sinuxJ1 +J fix) sinnxdx =0, («=1,2,..).
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Demak, juft /7 (x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari

an - - A (x)cos nxdx, («=0,1,2,..)
0
bn=0, (7=12,.)

bo‘lib, Furye gatori

fi ~y + cosn
ixX) ~y = X

bo‘ladi.

Aytaylik, fix) funksiya [-n, n] da berilgan toq funksiya bo'‘lib, u
shu oraligda integarallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koef-
fitsiyentlarini topamiz:

n Mo 7t
an =- | f{x) cos nxdx =- J fix) cos nxdx +inx) oS nxadx

n

W/ (*)cosnxdx - /7 (x) cosnxdx =0, (n=0,1.2,.),

b2l

n I
bn=-J / (x) sin nxdx =- J fix) sin nxdx +Jf(x) sin nxdx

n

Jf{x) sinnxdx , {n=12,..).

Demak, /7 (x) toq funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
a, —0, (n=0,1,2,.),

b, =4/(x)sin/m&, {n- 12,.)
0

bo‘lib, Furye gatori quyidagidan iborat:

fix) ~~b,, sinnx.

77=1
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2 -misol. Ushbu /(x) =x2, (-k <x <n)

juft funksiyaning Furye gatori topilsin.
4 Awalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz:

« = Ej{xgdngﬂz

2f 2 2 2 sinwnx 4 f . . ,
Z = —IX cosnXdX = = X e e X Sin‘UX tfx '=
nl K n n m. j
4 xoosK \
* _1J cos nx dx
Nz n n «-

Demak, / (x) = x2 funksiyaning Furye qatori

/(x) =x2 ~ZL+4£ (-D » ="
bo'ladi. »
3- misol. Ushbu /(x) =x, (~n<x <n) toq funksiyaning Fury
gatori topilsin.
4 Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:
n

X COS nX
+- JI COS nx dx
n

b =- fxsinnxdx = -
4] n

Demak, /(x) = x funksiyaning Furye gatori

/ (x)~ £ (-Ir xl-nsin nx
=1
bo'ladi. »
5°. [, /] oraligda berilgan funksiyaning Furye qatori. Faraz
qgilaylik, /(x) funksiya [-/, /] oraligda (/ > 0) berilgan bo‘lib, u shu
oraligda integrallanuvchi boisin.

Ravshanki, ushbu t - *x almashtirish natijasida [/ / oraliq
I~n, 7i] oraligga o‘tadi. Agar
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deyilsa, dx?) funksiya [-n, n] oraliqda berilgan va shu oraligda integral-
lanuvchi funksiya boiadi. Uning Furye gatori

(0 ~Lk +ﬁi cos nt +h" sin nt)

y(t)cosntdt, («=0,1,2,..)

boiib, an = -
n
bn -

\
4,
- f

(p(t)sinntdt, (« =1,2,..)

a ]

boiadi. Endi t=*x boiishini e’'tiborga olib topamiz:

9(yx)~ " +X (a«cos" 7 x +” sinrt7 x

/7=1

=1J d(yx]|c08eyxE/x, («=0,1,2,...),

b, =yjr(yx)sin/Zjyx*/x, (« =1,2,..).

Natijada berilgan/(x) funksiyaning Furye gatori quyidagicha

/o] u m vi/ MKX , nnx\

fix) -y +X K cosT +sin r )
boiib, bunda:
/
a,=]J/(x)cos™tfx, («=0,1,2,.)
-/
/
bn=jJ/ (x)siny x</x («=1,2,..).
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4- misol. Ushbu f(x) =ex, (-l<x<l)
funksiyaning Furye gatori topilsin.
4 Yuqoridagi formulalardan foydalanib, 7/ (jc) =eXx funksiyaning
Furye koeffitsiyentilarini topamiz:
I
a0 =J exdx =e - e~',
-i

— i — t H
ay = \ek cos nnxdx = Wisin NAX—€0S rmx
J \H1d i
1T ecosnn - e~ cos me) =(-1)n , («=12, ),
e DN )

sin NNX-rn cos mx_ x I
T e

. r v
B, = e cosrnvedX =

J. I+n Kk I

enK cos «n + rate” 1 COS—«-ﬂ\ wt(-1)"

1+«292 ' 1+”ﬂ
=( 1)nH- ~ , « :1’2,”. .
(_ ) 1+«2$'~|2 ( )

Demak,
f(x) =ex, (-1 <jc<]
funksiyaning Furye gatori quyidagicha

v e-e (- (-4

g = — - R i
+{e-e¢ l)izl I+r|2+2COSHK \hzr MK sin nkx

ko‘rinishda bo‘ladi. »

Mashqlar

1. Ushbu f(x) =2sin(2x +2) garmonikaning grafigi topilsin.
2. Ushbu /(x) =jxj, (-n <x <n) funksiyaning Furye gatori

topilsin.
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73- ma’ruza
Furye qatorining yaqinlashuvchanligi

1°. Lemmalar. Furye gatorining yaginlashishini isbotlashda muhim
bo‘lgan lemmalarni keltiramiz.
1- lemma. Agar d(x) funksiya [a,b\ da integrallanuvchi bo'lsa,

b b
lim Idp(x)sin px dx =0, lim fd(x) cos px dx =0
a a

bo'ladi.
m Ravshanki, lemmaning shartidan

d (X)5T px, d(x) cos px
funksiyalar \ab\ da integrallanuvchi bo'ladi. Ja,b\ segmentda

Xapr Xyrerey Koy Xy, (@ =X0 <X, <X2 <...<X,_, <XN- D)
nuqtalarni olib,

b
| b (x)31 pxdx

ni quyidagicha yozib olamiz:

b n-\
[d(x) sin pxdx ='Ei f dx)sin pxdx =
a *=0 xk
n-l 73 XK\
=X ] M*)_ ]sinpxdx+~m Kk j sin pxdx @
*=) x* *—0 ke
bunda mk - xe[><itn,];<*4'r]qo(x)’ (k =0,1,2,...,n-1).

Bu (1) tenglikning o'ng tomonidagi integrallarni baholaymiz:

jn\ ** e n-l1 Xkt x n-1
X J [y(x) - mk]sm pxdx <~ j akdx =]I ra*n*,
4 k=0 X k=0
bunda - funksiya cp(x)ning [xk xAH] dagi tebranishi, Axk =xkH - xk
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Modomiki, d(x) funksiya \ab\ da integrallanuvchi ekan, u holda
n-1
XK<T )
k=0
gilib olinishi mumkin.
Endi (1) tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi integralni baho-
laymiz:

n-1 1 ™

K- kH
X % 1 sinPx dx mL  COBPXK-COSpx
k0 4 k0

mL

Ravshanki, p ni yetarlicha katta gilib olish hisobiga
n-1
nib <- 3
L ©
ga erishish mumkin. Natijada (1) , (2) va (3) munosabatlardan

n
Jp(x) sin px dx <e

bo‘lishi va undan
b

lim J dp(x) sin pxdx =0

ifoda kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash

b
lim J ¢p(x) cos pxdx =0

isbotlanadi. »
Agar Ja, b\ oraligni shunday

[«0 >«1 ]> [«1 >«2 ]»"e> [«n-1 >«n ][> («0 = «> «n =

bo‘laklarga ajratish mumkin boisaki, har bir (ak, ak+]) da
(k =0,1,2,...,n- 1) /(x) funksiya uzluksiz boiib, x = ak nuqgtalar-
da chekli o‘ng
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f (ak +0), (k- 0,1,2,...,.m- 1),
va chap
f(ak-0), {k=0,1,2,....«)

limitlarga ega bo‘lsa,/(x) funksiya [a,b\ da bo'lakli uzluksiz deyiladi.

Yuqoridagi lemma do(x) funksiya \a,b\ da bo‘lakli uzluksiz funksiya
bo‘lgan holda ham o‘rinli bo'ladi.

1- lemmadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar/ (x) funksiya [-n, n] oraligda boiakli uzluksiz bo‘lsa,
uning Furye koeffitsiyentlari n da nolga intiladi:
K
Jf / (x) cosnx dx =0,
-n
n

lim b, = lim - 7 (x) sin nxdx =0.
M=o n—=*491J

lima, =Ilim -
— n—+° 4

1. X sin(2/i+l)- _ o
2- lemma. Ushbu - +”7cosku = " tenglik o‘rinli.
k= ZSini

+Y cosku =— — sinS+Y_2sin 2 cos ku
% k= ML 2 {:i 2

bo‘ladi. Agar

X 2sin~cosk u -~ sin(& +Mj«-sin ] £-~jH  =sin]«+ -jw-sin”
k= kG L
bo‘lishini e'tiborga olsak, u holda yugoridagi tenglikdan

1 A sin(2VH)
5+2,0*KU = ----mm--—
2 ti 2sin-

tenglikni keltirib chigaramiz. »

2°. Furye gatorining gismiy yig‘indisi. Dirixle integrali. Funksional
gatorlar nazariyasidan ma’lumki, gatorning yaqinlashishini aniglashda
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awalo uning gismiy yig‘indisi topilib, so‘ngra bu gismiy yig‘indining
limiti o‘rganilar edi.

Funksiya Furye gatorining yaginlashishini aniglashda ham awalo
uning qismiy yig'indisi topiladi.

Aytaylik, fix) funksiya [-n, n] oraligda integrallanuvchi bo'‘lsin.
Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topib, uning Furye gatorini
tuzamiz:

ak =- [f{t)cosktdt, (A=0,1.2,..),
-q

n

fix) ~y +X cos +”7 sh

Ravshanki, bu gatorning gismiy yig'indisi

n
Fn(f;x) =y +X (akcoskx +bksin kx)
*

bo‘ladi. Bu tenglikdagi ak va bk laming o‘miga ularning yugorida
keltirilgan ifodalarini qo'yib topamiz:

F,(/;x) = 71! / (t)dt +X - J f(t) [cos kt cos kx +sin kt sin Ax] dt

Ma’lumki, 2- lemmaga ko'ra

sin(2«+l)"é"

- 1-X
sin——
2

A+”Acoskit- x) =

=

bo'ladi. U holda Fn(/; x) yig'indi quyidagi ko'rinishga keladi:
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Odatda, (4) tenglikning o‘ng tomonidagi integral /(x) funksiyaning
Dirixle integrali deyiladi.

F, (/;x) vyig'indining bu ifodasini yanada o‘zgartirib, n -> °° da
Fn (/; x) ning limitini topishga qulaylik keltiradigan ko‘rinishga olib
kelamiz.

Awalo (4) integralda t —x =1 almashtirishni bajaramiz. Bunda
integral ostidagi funksiya 2n davrli bo‘lganligi sababli integrallash
chegarasining o'zgarmay qolishini e’tiborga olib topamiz:

M sin(2«+D-

Bu tenglikni ikki gismga ajratib:

1 r sin(2«+ )" sin(2/j+l)-
F,(f',x) =~ J/ (X +«)---m Ndu +jfix +u) —du

M — 2sin- 0
0‘ng tomondagi birinchi integralda n ni -u ga almashtirib topamiz:

lF _ sin(2«+N)A
Fn(/; *) == T[fix +u) +f(x-u)] - —1 du.
0 ésiiml}é

Xususan, / (x) s 1 bo‘lganda

bo‘lib, u 1 ga teng bo'‘ladi.
Hagigatan ham, 2- lemmadan foydalansak, u holda
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fn(\, x)= -1]r2 §+""cosku du=1+7 Jeos kudu-
o . = . *0

2 x> sin ku
=1+-X.
n k3 u=0

=1

bo'lishi kelib chigadi. Demak,
2 sinY ©

3°. Lokallashtirish prinsipi./(x) funksiya Furye gatorining gismiy
yig'indisi

1 sinfw+"|H
F,(/;x) =-J[/(x +u) +f(x - «)]— ) du (6)
25in-2

ning bitta muhim xossasini keltiramiz.
Ixtiyoriy 8 sonni (0 <8 < 7) olib, (6) integralni ikkita integralga
ajratamiz:

sm|.m4V,
Fn(/; x) =11[/ (x +u) +f (x - n)] " du +
251”5
f sin|/j+l ®
+-J[/ (x +«) +/(x-w)] ﬂl du =J {(n, 8) +J2(n, 8).
25iné

1- teorema. n-» °° da /2 (n>8) ning limiti nolga teng bo'ladi:
r|1i_ArQOJ2(«, 8)=0.
4 f(x) funksiya |-n, n] da integrallanuvchi bo'lganligi sababli
1
b) = - £/ (¢ +*) +/ (* )]
2
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funksiya ham [5, n] da integrallanuvchi boiadi. U holda 1- lemmaga
ko‘ra

limJ2(n,8) =|_i_mﬁ AF/ (x +«) +/ (x - bl)l—z’g-i-ﬁ;(-’\ du =

=- lim Jep(M)sin(/7 +"judu =0
5

boiadi.»
(7) munosabat va keltirilgan teoremadan muhim natija kelib chi-
gadi. Ushbu

sinfn+l
Y, (n,8) =i j[/ (x +u) +/ (x - «Mi- L Edu
QSﬁ:M

integralning n ->  dagi limiti mavjud boigandagina F, (/; x) ning
limiti mavjud va

Liin F. (/, x) =lim Y, (u, 8)
munosabat oiinli boiadi.
Maiumki, ¥, (n, 8) integralda/ funksiyaning [x - 8, x +8] ora-
ligdagi giymatlarigina gatnashadi.

Demak, /7 (x) funksiya Furye gatorining x nugtada yaqinlashuv-
chanligi yoki uzoglashuvchanligi bu funksiyaning shu nuqta atrofi

(x - 8, x +8) dagi giymatlarigagina bogiiq boiadi. Buni lokallash-
tirish prinsipi deb yuritiladi.

4°. Furye qatorining yaginlashuvchanligi. Endi funksiya Furye
gatorining yaginlashishi haqidagi teoremani keltiramiz.

Agar har bir (ak, ak+l) da (k =0,1,2,1) /(x) funksiya dif-
ferensiallanuvchi boiib, x —aknuqtalarda chekli o‘ng

/'K+ 0), (k=0,1,2,../!-1)

va chap
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f'{ak~0> (k=0,1,2,... 1)

hosilalarga ega bo‘lsa, /(x) funksiya \ab\ da bo‘lakli differensial-
lanuvchi deyiladi.

2- teorema. 2n davrli / (x) funksiya [-f, 1] oraligda bo‘lakli diffe
rensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning Furye qatori

/ (x) ~y +X (akcos kx + bksin kx)
kA

[-N, rc] da yaqginlashuvchi bo'lib, uning yig‘indisi

/(x+0)+/(x-0)
2
ga teng bo'ladi.
® (5) tenglikning har ikki tomonini

| v +[/(x +0)+/ (x-0)]
ga ko‘paytirib, ushbu

Fn( . (x+0)+/(x -0)]
ayirmani quyidagicha
pN(/; X) - Y7 (x +0)+/ (x- 0)] =
it sinl n+
=AM/ (x+m+/ (x - bl)- / (X +0)- 7/ (x-0)] du
2 sin~
2

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integralni

ikkita
ﬂ b

W=*\f o+ "fX+ed o U dU
n sinf n+— k
J2:~J[/(*-«)-/(* “0)]__/\.u/\ du

Zsmé
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integralga ajratamiz. Natijada
N(Lx)-i[/ (x +0)+/ (x-0)] =y, +J2

bo‘ladi.
Endi ¥, va J2 integrallami baholaymiz. ¥, integralni baholash
uchun awalo ixtiyoriy 8 (0 <8 <n) sonni olib, ¥, ni ikki gismga

ajratib yozamiz:
sin n+a
N U

2sin”?
2

m_l) ®

I 20+ e

Lokallashtirish prinsipiga asosan

du +

y|’\f5/(" ) -]
n

sinjn+1 n

n
lim s FT7 (x +u) - / (x +0)1—§h%v du =°-

Demak, Ve >0, 3«0 =«(e,8)e N, \/n>n0 da

n sinf«+1 | K .
I3[/ (x+m- 7/ (x +0)] 2|Sin-Jw - du <2 )
2

bo‘ladi. Shartga ko'ra, /(x) funksiya [-n, n] da bo'lakli differen-
siallanuvchi. U holda Vxe [-n,n] da

/(*+m)-/
lim CHM)-/(x+0) =/ (x +0)

u-»+0 U \Y

mavjud bo'lib, 38, >0, 0<u <8, da

10+0)-10+0) -y (M, =const)



tengsizlik o'rinli boiadi. Shuningdek, 352 >0, 0 <W<52 da

U

-2—<M2, (M2 =const)
Siné

tengsizlik bajariladi.

Endi wT]81,52,20 -|=5 deb olamiz. Natijada, V«e N

boiganda (8) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral uchun
ushbu

f(x+u)-f{x+0)

. (n+1) udu
|f sin- Y,
(10)
41 Io+Q-70+0) gy <. MXM2 <Yy
] U_ n

Sin
2

bahoga ega boiamiz. (8), (9) va (10) munosabatlardan

n sinf V
[/ (X +«)-I(X +0)]-1--is-du <e
nJ

2sin-
2

boiishi kelib chigadi.
J2integral ham xuddi shunga o‘xshash baholanadi va

sinf n+-)u
x-u)- f(x-0)i 1 du <e
Qsl‘h‘éJ

boiishi topiladi. Demak,

MR [ (% v 0) e (*m0>] <28
boiib, undan
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v NI N 7 AN )

boiishi kelib chigadi. Bu esa/(x) funksiya Furye gatorining yaqginla-
shuvchi va

y + coskx +bksin kx) =I[/ (x +0)+/ (x -0)]
k=1
bo‘lishini bildiradi. »
Natija. Agar/funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini bajarib,
X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda quyidagi natijaga ega bo'lamiz:

© cos kx + bk sin kx) -f(x)
I

Misol. Ushbu
f(x) =cosax, (-k<x<wg a*neZ)
funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.

-4 Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz. Qaralayotgan
funksiya juft bo‘lgani uchun

m—e, (n=1,2,3,...)

bo'lib,
an =% cosgx cos nxdx = [cos”(a - n)x +cos(a +n)x]dx =
0 0
_sinan(_2)nrf 1 + 11
n \a+tn a-n\
bo‘ladi. Demak,
sinan "
AR R

Agar f(x) =cos ax funksiya teoremaning hamda natijaning shart-
larini bajarishini e’tiborga olsak, u holda

cos ax = Sinan _+S. (1)

+Iai-h) COS UX
n=1

\a+n

bo'lishini topamiz. »
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Keyingi tenglikda x = 0 deyilsa,

SJL- b +f (-gr (0 + ! in
siglcm a n=|(U| £€+ﬁ E-ﬁ} :
boiishi kelib chigadi.
Mashqlar
1. Ushbu
, . F-x, agar - K <x <0 bo'lsa,
J X)=

0, agar 0<x <™ bo'lsa

funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.
2. Ushbu

/(x) =-In sin-’z( ., (x ®2kn, ke Z)

funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.
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15-BOB
PARAMETRGA BOG‘LIQ INTEGRALLAR

74- ma’ruza

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha yaqinlashishi

1°. Limit funksiya. Faraz qilaylik, f{x,y) funksiya R2 fazodagi

M ={(x,y)e R2:a<x<bh, ye Ec R]
to‘plamda berilgan vay0e R nuqta Eto‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
Ravshanki, har bir tayin xe [a,b\ daf{x,y) funksiya y o‘zga-
ruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya x e [a, b] da
lim f(x,y)

Y->Yo
limitga ega bo'lsin.
Har bir xe [a,b] gaZ(x,y) funksiyaningy -»y0dagi limitini mos
go'yish natijasida
X —=lim f{x,
® o, {x.y)

funksiya hosil bo'ladi.
Odatda, bu funksiya/ (xj>) funksiyaningy ->y0dagi limitfunksiyasi
deyiladi:

lim f(x,y) =cp(x), (xe[s,6]). (1)
Y~>Yo
(1) munosabat quyidagicha tushuniladi: Ve > 0 son olinganda

ham shunday 8 =8(e,x) >0 son topiladiki, bunda 0 < j>- 0|<5
tengsizlikni ganoatlantimvchi Wye E uchun
[7(xy)-b(x)] <e, (xe[fl,6])
bo'ladi.
Endi /ix,y) funksiya
M ={{x,y)e R2', xe[a,b], ye Ea R}
to'plamda berilgan va  «nuqta» Eto‘plamning limit nuqtasi bo'lsin.
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Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 =5(e, x) >0 son
topilsaki, ly] >8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye E uchun

[/7(x.y)-<p(x)] <e
tengsizlik bajarilsa, <p(x) funksiya/ (x,y) ningy -» °® dagi limit funksiyasi
deyiladi.

1- misol. Ushbu f(x,y) - xy funksiyani

M ={(x,y)e R2: 0<x <1 ye [01]}
to'plamda qaraylik. Bu funksiyaning y -» yO =1 dagi limit funk-
siyasi cp(x) =x bo'lishi ko'rsatilsin.

A Ixtiyoriy e >0 songa ko'ra, har bir x e [0,1] uchun 8 =e deb
olinsa, u holda Jy-yO0]=V- <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ye [0,1] uchun

[7xy) - oo =V - X=Pply- Y<V- Y<8=e
bo'ladi. Demak,

limxy =x. »
V=1

2 -misol. Ushbu f(x,y) =xy, (0° =0) funksiyani

M ={(x,y)e R2: 0<x <1, ye [0,1]}
to'plamda qaraymiz. Bu funksiyaning y ->y0 =0 dagi limit funk-
siyasi topilsin.
m Aytaylik, x = 0 bo'lsin. Bu holda Vye [0,1] uchun
/(o) =0
bo'lib, y -> 0 da /(0,y) ->0 bo'ladi.
Aytaylik, x ®0 bo'lsin. Bu holday -> 0 da
f(x,y) =xy =x° =1
bo'ladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy e >0 songa ko'ra 8 =log* (1- e)
deyilsa (x >0), u holda V- y01=V\ - 0] = |y] <8 tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi y e [0,1] uchun
17(xy) - ] =Ix - J=1- x' <1- xlBLP=1- (1-e) =e
bo'ladi. Demak,y ->0da 7/ (x,y) =xy funksiyaning limit funksiyasi
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( \_ 11 agar x G(>>" bo‘lsa>
n [0, agar x =0 bo'lsa

boiadi. »
2°. Limit funksiyaga tekis yaginlashish. Faraz qilaylik, f(x,y)
funksiya
M ={(x,y)<sR2:a<x<bh, ye Ec R]

to‘plamda berilgan boiib, yOe R nuqta E to'plamning limit nuqtasi
boisin. Bu funksiya har bir tayinlangan x e \ab\ day o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida y -» yOda limit funksiyaga ega boisin:

lim f(x,y) =d(x).

Y*>Yo

f(x,y) funksiyaning tb(x) ga intilish xarakteri olingan xga bogiiq,
chunki x ning turli giymatlarida 7 (x,y) funksiya, umuman aytganda,
y o‘zgaruvchining turlicha funksiyalari boiadi. Bu vaziyat

lim f(x,y) =d(x), (xe[i,A])

tushunchasidagi ixtiyoriy e >0 songa ko‘ra topiladigan 8 >0 sonning
garalayotgan x ga bogiiq yoki bogiiq emasligida namoyon boiadi.
Yugorida keltirilgan misollarning birinchisida 8 =e boiib, u fagat
e >0 gagina bogiig, ikkinchisida esa 8 =log* (1 - e) boiib, u olingan
e > 0 bilan birga garalayotgan x ga ham bogiiq ekanini ko‘ramiz.
1- ta'rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 8 =8(e) >
son topilsaki, ly-yo I~ tengsizlikni ganoatlantiruvchi ye E,
Vxe [a,b] uchun

I7(x)y)-b(x)|<e
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
Ve >0, 38=8(e) >0, vy-y01<8,ye E
Vxe [a,b\: /(x>0 - p(¥)] <e

boisa, f(x,y) funksiya d(x) ga [ab\ da tekis yaginlashadi deyiladi.

3-misol. Ushbu 7/ (x,y) =xsiny funksiyani

M ={(x,y)e R2: 0<x <1, ye[0,n]}

204



to'plamda garaylik. Bu funksiyaning y ->y0 =" da limit funksiyasi

topilib, unga [0, 1] da tekis yaginlashishi ko‘rsatilsin.
4 Ravshanki,

=Wy

lim x siny >

y-f
Demak, B(*) =y X .

Agar Ve >0 ga ko‘ra 8=e deyilsa, u holda y- <8 tengsiz-

likni ganoatlantimvchi y e [0,7i] va Vxe [0,1] uchun

. \3 \3
|/(*,}O-<p(x)| =Xsiny - — X =K smy~~2

, .n
NMsiny - sin- < N <g=¢

y ~3
bo'ladi. Ta'rifga binoan, y -» ~ da /(x,.y) =xsiny funksiya
R
d(*) =y x limit funksiyaga [0,1] da tekis yaginlashadi. »
Eslatma. Aytaylik, lim f(x,y) =<p(x) bo‘lsin.
y-*yo
Agar V8>0 son olinganda shunday e0 >0, x0e[0,Z>] va
17 ~J1 1<8 tengsizlikni ganoatlantimvchi yxe E topilsaki, bunda
I/(*b.Y1)-b(*b)|*e,,

bo‘lsa, f(x,y) funksiyay ->y0da limit funksiya d(x) ga tekis yagin-
lashmaydi deyiladi. Masalan,

f(x,y) =x\ (0° =0)
funksiya y -> 0 da limit funksiya

, JI, agar xe (0,1] bo'lsa,
n [0, agar x =0 bo'lsa
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ga tekis yaginlashmaydi. Hagigatan ham, V5 >0 son olinganda,

0 =1, 0<yi <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi yxva x0 =2 yi

deb olinsa, u holda

bo'ladi. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R2 fazodagi
M- {(xyy)e R2:a<x<bh, ye Ec R}

to'plamda berilgan \ay0e R nugta Eto'plamning limit nuqtasi bo'lsin.
Agar Eto'plam  ga intiluvchi {y,,} ketma-ketlikdan iborat bo'lsa,
/ (x,y) funksiyani [a, b] da aniglangan

f,,(x) =f(x,y.)
funksional ketma-ketlik sifatida garash mumkin. Masalan,

2%y
f =
(x.y) X2+y2
funksiyani MO =j(x,y)e R2: xe [0,1], ye E top~

lamda qarasak, u quyidagi
ST 2Xn
/nM =1Yke

funksional ketma-ketlikka aylanadi.

1- teorema. Agary -» yodaf(x,y) funksiya cp(x) ga [a,b\ da teki
yaginlashsa, u holda Eto'plamdagi y0ga intiluvchi har bir £} ketma-
ketlikda (yna E)

f, (%) =f(X,y.)
funksional ketma-ketlik ham [a,b] da d(x) ga tekis yaginlashadi.
< Aytaylik, f(x,y) funksiyay  y0 &a tb(x) funksiyaga \a,b\ d:
tekis yaqinlashsin. U holda ta’rifga binoan Ve >0, 35 =8(e) >0,
0<|”~->'0]| <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ye E,
Vxe [a,6]: |/7(x,y)-d(X)] <e bo'ladi.
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Modomiki, {yn} ketma-ketlik y0 ga intilar ekan,
V5 >0, 3n0e N, Ve«>n0 \W-y0]<8
tengsizlik bajariladi. Demak,
Ve>0,35>0, f, -y0]<5),e E Vxe [a b\. \f{x,yn) -dp(x)| <e,
ya’'ni,
1/.(x)-t(x)] <e
boiadi. Bu esaf,(x) funksional ketma-ketlikning [a,b] da d(x) funk-
siyaga tekis yaginlashishini bildiradi. »

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega boiish va unga
tekis yaginlashishi hagidagi teoremani keltiramiz.

2- teorema. f{x,y) funksiyay -» yOda limit funksiya do(x) ga ega
boiishi va unga tekis yaginlashishi uchun Ve >0 olinganda ham x ga
bogiiq boimagan shunday 35 =5(e) >0 topilib, Jy-y0]<S,
|y'-y0]<5 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y, y'e E
hamda Vxe [0,b] da

I 7(x.y)-7(x./)]<e 2

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya y ->y0da limit funksiya
(x) ga [a,b\ da tekis yaginlashsin. U holda ta’rifga binoan

Ve >0, 35>0, |y-y0l<5, Vye E

Vxe [a b]: [/(x,y)- dX)| <i , 3)
jumladan, —0]<8, y'e E uchun ham
17(x./)-b(x)]< | 4)

boiadi. (3) va (4) munosabatlardan
\f(x,y)-f(x,y")\<e
boiishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tayin-
langan Vxe [a,b] va Yy-yO0]<5, \y'-yO\<5,ye E y'e E da
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F (x.y)~ f(x,y)\ <r
tengsizlik bajarilar ekan, u holda Koshi teoremasiga ko‘ray ->y0da
/ (x,v) funksiya limitga ega boladi. Uni p(x) bilan belgilaylik:

lim f(x,y) =d(X).

Endi y o'zgaruvchining <8 tengsizlikni ganoatlantira-
digan giymatida (2) tengsizlikda y' ->y0da limitga o‘tib topamiz:

F (x)y) - di] <e.

Bu esay -> da f(x,y) funksiyaning d(x) ga [a,b\ da tekis
yaginlashishini bildiradi. »

3- teorema. f(x,y) funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

1) har bir tayin y e E da f(x,y) funksiya [a,b] da x o'zgaruv-
chining funksiyasi sifatida uzluksiz;

2)y yO0daf(x,y) funksiya [a,b\ da d(x) ga tekis yaqginlashsin.

U holda d(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo'ladi.

A E to'plamda yQga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma-ketlik olib

(yne E,n=1,2,...,yn ->y0) [a,b\ segmentda aniglangan ushbu

fn(*)=/(*,1)

funksional ketma-ketlikni hosil gilamiz. Teoremaning shartlariga ko‘ra:
1)/,,(x) funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a,b] da uzluksiz
bo‘ladi;
2) mazkur ma’ruzadagi 2- teoremaga binoan y -> y0 da /n(x)
funksional ketma-ketlik do(x) funksiyaga [a,b\ da tekis yaginlashadi.
U holda d(x) funksiya \a,b] segmentda uzluksiz bo‘ladi (garalsin,
65- ma’'ruza). »

Mashglar

1. Ushbu f{x,y) =n f ~ -IX

funksiyani M ={(x,/t)e R2: xe (0,00), ne iV} to‘plamda qarab,
uning n —°° dagi limit funksiyasi topilsin.
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2. Ushbu f(x,y) =M1- xy)xy

funksiyani M =] (x,")e R2: xe ~\ , ye (0,11 to'‘plamda qga

rang. Bu funksiya uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo'lishi isbotlansin:
yI_|mof(x,y) =0.
3. Aytaylik, 7 (x,y) funksiya
M ={(x,y)e R2: xe [ab], ye Ec /%

to'plamda berilgan va =8e Resa E ning limit nugtasi bo'lsin. >>>y(0da
f(x,y) funksiyaning do(x) ga [a,b] da tekis yaginlashishi uchun £ to'p-
lamdagi =0 ga intiluvchi ixtiyoriy {y,.} ketma-ketlikda

f,(X) =f(x,yn)
funksional ketm”-ketlikning \a,b] da dp(x) ga tekis yaqginlashishi zarur
va yetarli ekani isbotlansin.

75- Ta ruza
Parametrga bog‘liq integrallar

le. Parametrga bog‘liqg integral tushunchasi. Aytaylik, f(x,y)
funksiya

M ={(x,")e R2:a<x <b, ye Ec R]
to'plamda berilgan bo'lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan ye E da
x 0'zgaruvchining funksiyasi sifatida \a,b\ da integrallanuvchi, ya’'ni
b
Jf(x,y)dx

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning giymati tayinlangan y ga
bog'lig bo'ladi:
b
@)
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Masalan, y ¢ Oboiganda
i
j endx
o]

ex* ey -\

y = 0 boiganda

boiadi. Demak,

I(y) =Jerdx =+ y agar y ¢ 0 boisa,
5

0 agar y - 0 boisa.

Odatda, (1) integral parametrga bogiiq integral, y esa parametr
deyiladi.

Ravshanki, Jiy) funksiya (parametrga bogiiq integral) berilgan
fix,y) funksiya orqali aniglanib, unga bogiiq boiadi.

Parametrga bogiiq integral mavzusida / {x,y) funksiyaning funk-
sional xossalariga ko‘ra J(y) funksiyaning funksional xossalari (limiti,
uzluksizligi, differensiallanuvchanligi, integrallanuvchanligi) o‘rganiladi.

2°. Jiy) funksiyaning limiti. Aytaylik, /7 (x,y) funksiya

M ={(x,y)e R2:a<x <b, ye Ec R]

to‘plamda berilgan boiib, y®R esa E to‘plamning limit nuqtasi
boisin. Bu funksiya uchun har bir tayin ye E da

b
ny) =Jf {x,y)dx

mavjud boisin.

1-teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shartlami
bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(,x,y) funksiya x o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,b] da uzluksiz;

2) y -=>y0daf{x,y) funksiya limit funksiya <p(X) ga [a,b] da tekis
yaginlashsin.
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U holda y -»y0da J(y) funksiya limitga ega bo'lib,
n

lim ¥Y(y) = Fg)<tc @

bo‘ladi.

m! Keltirilgan teorema shartlarining bajarilishidan, 74- ma’mzadagi
3- teoremaga ko'‘ra, limit funksiya dp(x) ning \a,b] da uzluksiz bo'lishi
kelib chigadi. Demak,

n
J g(x)dx

integral mavjud.
Ayni paytda, y ->y0daf(x,y) funksiyaning Ja,b\ da dp(x) funksiyaga
tekis yaginlashuvchi bo‘lishidan, ta’rifga binoan,

Ve >0,38 >0, \y-y0\<8, Vye E, ¥Yxe [a,b\: '1/(x,.y)-cb(*)|.<—b~~-a
bo'lishini topamiz. Ushbu

J(Y)~ \<Q(x)dx

ayirmani qgaraylik.
Ravshanki, Jy— [<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
y ¢ Euchun

J(y)~ =3/ (x,y)rfx- |d(x)/c

a a a

b b
AINFESY) - (M dx <-Ealdx =e

a

a

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan

0
lim J (y) = 1dp(x)x

y-*yo

bo‘lishi kelib chigadi. »
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(2) munosabatni quyidagicha
b b r 1
lim [/ (x,y)dx =f lim f (x,y)J\dx

Y-+¥Y0 5 J 1Y-+Y0

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu integral belgisi ostida limitga
o‘tish qoidasini ifodalaydi.

3°. J(y) funksiyaning uzluksizligi. J(y) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

2- teorema. Agar/ (x,y) funksiya

MO ={(x,.y)e R2:a <x <h, ¢ <y <d}

to‘plamda uzluksiz boisa, J(y) funksiya [c,d\ da uzluksiz bo‘ladi.

4 Ixtiyoriy yOe [c,d] va y0+[y <[c,d] nuqgtalami olib, J(y)
funksiyaning orttirmasini topamiz:

b
A {y0) =3{y0+Ay)-1(y0) =J[/(X,y0+Ay)-f{x,y0)\dx.

f{x,y) funksiya MOto‘plamda tekis uzluksiz. Unda Ve >0 uchun
shunday 5 > 0 topiladiki, W\ <5 bo‘lganda, Vxe [a, b] uchun

17(x,j0+Aj)-7/(x,y0)l<e
bo‘ladi. Demak, W\ <5 boflganda

@oy=J[/ (X, +Ay)-f(xy0)]dx <r(b- a)

bo'ladi. Keyingi munosabatdan

lim AJ (v0) =0
0Y->0
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa J(y) funksiyaning ixtiyoriy — nuqtada,
binobarin, [c,d\ da uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »
4°. J(y) funksiyani differensiallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya MO
to‘plamda berilgan bo'lsin.
3- teorema. Faraz qilaylik, 7 (x,y) funksiya quyidagi shartlami
bajarsin:
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1) har bir tayin ye [c,d] daf{x,y) funksiya \a,b] da x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida uzluksiz;
2)f(x,y) funksiya MOto‘plamda f' (x,y) xususiy hosilaga ega va

f'(x,y) funksiya MOda uzluksiz.
U holda J(y) funksiya [c, d\ da hosilaga ega va

b
INy) =ty (x,y)dx (3)
boiadi.
N ye [c,d], y +A4ye [c,d] nugtalarni olib, topamiz:

J(v+Ay)-J(y) _ rf(x,y+Ay)-f(x,y) "
Ay J Ay

a
Lagranj teoremasiga ko'ra

; +eny), (O<e<i)
bo'lib,

| (0<e<l) 4

bo'‘ladi.

fy(x,y) funksiya MOto'plamda tekis uzluksiz boiganligi sababli
Ve >0, 35 >0, fy] <5, Vxe [a,b]: Ny (x,y +8/ly) - f' (x,y)] <bea
tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalanib

Ly+y) f(y) _\Fi{x>y)dx® Vi y+ely)_f, dx oo

a a

boiishini topamiz. Demak,

anso Ay .; y
b
Buesa J'{y) =Jf' (x,y)dx ekanini bildiradi. »
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(3) munosabatni quyidagicha
SN y)dx =jrE(x,y)dx
y

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu differensiallash amalini integral
belgisi ostiga o'tkazish goidasini ifodalaydi.

5°. J(y) funksiyani integrallash. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya
MOto‘plamda berilgan va uzluksiz bo'lsin. U holda 2- teoremaga ko‘ra

J(y) =11 (x,y)dx

funksiya [c,d\ da uzluksiz bo'ladi. Binobarin, bu funksiya [c,d\ da
integrallanuvchi, ya’'ni

Jigy)dy

mavjud bo‘ladi.
4- teorema. Agar/(x,y) funksiya MQto‘plamda uzluksiz bo'lsa, u

holda quyidagi ifoda o‘rinli bo'ladi:
d d\h | btd
JI(y)dy =Ne * | y)dx\dy =\ Jf(x, Ddy dx.

< V7e [¢,d] nugtani olib, ushbu

ro 1 b t
F(t) =J $f(x,y)dx dy, 0O =J Ji(x,y)dy dx
c a

funksiyalarni garaymiz. Ravshanki,



Demak, F\t) =o'(0 =]/ (x,0 dx

bo‘lib, undan
F(t) =& (r) +C, (C =const)
bo‘lishi kelib chigadi. Agar t =¢ deyilsa,
F(c) =®(c) =0
bo‘ladi va keyingi tenglikdan C = 0 bo‘lishini topamiz. Demak,
F{t) = <t>(t).
Xususan, t = d bo'lganda F{d) = ®(d) boiib,
d b b d
JNf(x,y)dx dy=j |Jf(x,y)dy dx

bo‘ladi. »
Mashglar
1. Ushbu f(x,y)= -(I -xy)xy
funksiyani {(*joo R2:xg (0, 1}

to‘plamda qaraylik. Bu funksiya uchun
I I
yort0

bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar/ (x) funksiya [0,1] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lsa,

I
J 00 =~f(x)signsin (xy)dx, (y >0)
0
funksiyaning hosilasi topilsin.
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3. Agar  JO(y) =;r£cos(y cosx)c/x (v e R)

bo'lsa, u quyidagi yJ™(y) +Jq(y) + =0 tenglamani ganoat-
lantirishi ko'rsatilsin.

76- Ta 'ruza
Chegaralari o‘zgaruvchi parametrga bog‘liq integrallar

Faraz qilaylik, 7 (x,y) funksiya
MO ={(x,y)e R2:a <x <bh, ¢ <y <d]

to'plamda berilgan va har bir tayin [c,t/] da f{x,y) funksiya
X 0'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b\ da integrallanuvchi bo'lsin.
a(_y) va (30) funksiyalarning har biri \c,d\ da berilgan va Vy e [c, d] uchun

a <a(y) <p>>) <b (2)
tengsizliklar bajarilsin. Ushbu

m
Jf(x,y)dx

integral, ravshanki, y o'zgaruvchiga bog'liq bo'ladi:

Jioo = J f(x,y)dx. )
«00
2) integral chegaralari ham parametrga bog'liq integral deyiladi.

1°. J{y) funksiyaning uzluksizligi. JXy) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.
1- teorema. Faraz qgilaylik, f{x,y) funksiya MOto'plamda uzluksiz
bo'lib, a(y) va (3Q) funksiyalar esa [c,d\ segmentda uzluksiz bo'lsin.
U holda
P(y)
V(y) = f(x,y) dx
a(-v)

funksiya [c,d\ da uzluksiz bo'ladi.
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A Ixtiyoriy Yo e [c>"] nugtani olaylik. Integrating ma’lum xossa-
laridan foydalanib topamiz:

ae) «) R
/]100= Jf(x,y)dx= J f(x,y)dx + J f(x,y)dx +
a(j>) «(A a(yo)
FOD R RO ‘®
+J f(x,y)dx= J f(x,y)dx+ J f(x,y)dx- J f(x,y)dx. (3)
R “(n) R “(n)
POo)
Ravshanki, J f(x,y)dx
«00)

integral chegarasi o‘zgarmas bo‘lgan parametrga bog'liq integral. Bu
funksiya 75- ma’ruzada keltirilgan 2- teoremaga muvofiqy o'zgaruv-
chining uzluksiz funksiyasi bo'ladi. Demak,

PQo) PQo)
y-+y0da J f{x,y)dx-» J f (x,y0)dx =JIx(y0) (4)
©9) )

bo'ladi.
/ (x,y) funksiya MO to'plamda uzluksiz bo‘lganligi sababli y shu
to'plamda chegaralangan boiadi:
17/(x,y)]<C, (C =const).
Shartga ko'ra a(y) va P(y) funksiyalar [c,d\ segmentda uzluksiz.
Demak:
Y-»Y da a00 «bo)-
Y-»J1 da PO) POo0).

Pbl
J #{x,y)dx <c PO)~P0o),
PQ)

=~ ™ <Cla(y)-a(~0)
o
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munosabatlardan

PO) P(y)
j/->y0 da J f{x,y)dx~*0, y ->y0da J f(x,y)dx-*Q
POo) agn)

bo'lishini topamiz.
3) tenglikda, y  yQda limitga o‘tish va unda (4) va (5) muno-
sabatlami hisobga olish natijasida
Y-*Y da N\ (y) =N ("0)

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, J{y) funksiya [c,d\ da uzluksiz. »
2°. J\(y) funksiyani differensiallash. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya

={(*y)e R2:a <x<b, ¢<y <d}

to‘plamda, a(y) va P(y) funksiyalar esa [¢,d\ segmentda berilgan bo*-
lib, a>>), P(y) funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya'ni Vye [c, d] uchun

a<a(y) <p(j) <b

bo'‘lsin.

2 -teorema. Aytaylik, f(x,y), a(y) va P(y) funksiyalar quyidagi
shartlarni bajarsin:

1)f(x,y) funksiya Af0to‘plamda uzluksiz;

2)f(x,y) funksiya MOto‘plamda uzluksiz fy(x,y) xususiy hosi-
laga ega;

3) a(y) va P(y) funksiyalar [c,d\ da a'(y) va p'(y) hosilalarga ega.
U holda

AN 00 :Fjof(x,y)dx

“O)
funksiya [c,d] segmentda J{(y) hosilaga ega bo'lib,

269

NY)= T %{xy)dx+$(y)f{$(y).y)-a'(y)f[a.(y).y)
<0

bo‘ladi.
< y0e [c,d], yO+Aye [c,d] nuqgtalami olib, topamiz:
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RYO+AY) Pbo)
cwseaowo ] f(x,y0+Ay)dx- J f(x,y0)dx

i W 01y (N9
Agar

Pbo+Av) Pjn)
| f(x,y0+Ay)dx= f(x,y0+Ay)dx +

aCro+1ly) «(Y0)

PO+ «fro+Av)

+ | f(x,y0+Ay)dx- J f(x,y0+Ay)dx

PUo) “bo)

bo'‘lishini e'tiborga olsak, u holda

NEH+AY)—A(>h) = Rf *[/(*.yp+Ay)-/(*Jfr)] dx +

Ay J Ay
“bo)
Pbo+/ly) “Um+)
+-I- ) f(x,yo+Ay)dx--~ J f(x,y0+Ay)dx (6)
P(¥0) «())

bo'lishi kelib chigadi. 75- ma’ruzadagi 1- teoremaga ko‘ra

u =
Ry . J Ay
) n
PM rr \ ft \T
tim [/>m W/;(x,n ) n
“ (Jyo) AN-»0 oy . (J> 9

bo‘ladi. 0 ' rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib, topamiz:
RGoH)")
I H{xy0+Ay)dx =f(x",y0 +Ay)[p(y0 +AY)-P(u)].
P(bl
“ (@o4D)
J H(x,y0+Ay)dx =f(x",y0+a>")[a(y0 +A")-a(j(,)].
«bo)
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Bunda y nugta p(y0)> PC”o+Ay) nuqtalar orasida, x" esa
a(y0), a (Yo +A>0 nuqtalar orasida joylashgan. y -» y0 da limitga
o‘tishi bilan quyidagi tengliklarga kelamiz:

Rn +ay)
lim-2- T f(x,yo+Ay)dx =

:'Elliyr_r)]of(x',y0+Ay)— Ay =/(P(n)>%)P(q).

a(yo +1ly)
&L%E 4 f(x,y0+Ay)dx = (8)
:ALTof(X\yO+AY)A Y =/(a(n),n)a(n).

Yugoridagi (6) munosabatda Ay —0 da limitga o‘tib, (7) va (8)
tengliklarni e’tiborga olib, ushbu

P (1)

lim~o.MrbM™*". " P /i(x,n)n +
(/>3] Ly 3(}1%
+f{P(¥Y0),Y0)P{Y¥Y0)~/blY0), *)<*w'LL

tenglikka kelamiz. Demak,
/261 = 3 1) (), %)PD)- /(<(3) 3)«() -»
<40

I
Misol. Ushbu Jx(y) =jV |y- xjdx funksiyaning hosilasi topilsin.
0

4 Aytaylik, y s (-°°,0) bo‘lsin. Bu holda

I I
/. (j) =-y[exdx +Jxexdx=j(| -e)+[e-(e-1)]=(@1-¢)y +1
0 0

bo'lib, J[{y) =!-¢ ga ega bo'lamiz.
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Avytaylik, y ¢ (0,1) bo‘lsin. Bu holda

y 1 y
INOO = - x)e*dx-~A{y-x) ? dx=] ye*dx-
0 y

-jd<exdx- JyeVx +J) xeKdx=2ey ~(e+\) y-|I

y y
bo'lib, J{(y) =2ey -e-\ Dbo'ladi.
Avytaylik, ye [l-+<«) bo'lsin. Bu holda
I I

JNOO=yjexdx- Ixexdx =y (e-1)-[e-(e-1]=(e-1)y-1

0 0

va J\{y) =e - \ bo‘ladi. Demak,

1-¢, agar - oo <y <0,
/.00 = 2ey-e-I, agar 0 <y <],
e-1, agar 1<y <+
bo‘ladi. »
Mashglar
1. Agar /[, (>=f (0 <x <1)
1Jy-z

bo‘lsa, u holda 0 <y < luchun

bo'lishi isbotlansin.

2. Agar /,00 = T—~ bo‘lsa, HTOY, () topilsin.
y->

J o 1+xi +yl
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77- Ta ruza
Parametrga bog‘liq xosmas integrallar

1°. Parametrga bog‘lig xosmas integral tushunchasi. Faraz gilaylik,
f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R2:xe [a,+°°), ye E¢ R}

to‘plamda berilgan boisin. Bu funksiya har bir tayin ye E da x o‘z-
garuvchining funksiyasi sifatida [4,4«°] da integrallanuvchi, ya’ni

+\]f(x,y)dx

a

xosmas integral yaginlashuvchi. Ravshanki, integralning giymatiy o‘z-
garuvchiga bogiiq boiadi:

+00

F(y)=J f{x.y)dx. @

a
Masalan, y > 1boiganda

) xy =||mJ1‘W =lim ) (thy - ]):9_-

boiadi. Demak, bu holda

ifoda kelib chigadi.

(1) integral parametrga bogiiq chegarasi cheksiz xosmas integral,
y esa parametr deyiladi.
Xuddi shunga o‘xshash

400

a
A((y)=J f(x,y)dx, F2(y) - Jf [x,y)dx
parametrga bogiiq xosmas integrallar tushunchalari kiritiladi.
Avytaylik, /7 (x,y) funksiya
M ={(x,y)e R2:xe[a,b), ye Ec R}
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to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayin ye E da x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida garalganda uning uchun b maxsus nuqta
bo‘lib, u [a,b\ da integrallanuvchi, ya’'ni

h

Jf {x,y)dx

a
xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda ham
integralning giymati y o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘ladi:

b
®@EY=(/ M * . )
a
Masalan, 0 <y < 1bo‘lganda
2 I
= lim M2 —xTydx = lim — [(2 - tf~y - 1] =
\[{2-x? ( Y /->2-0y—|-[( y- 1l 1-y
bo‘ladi. Demak, bu holda
bo‘ladi.
(2) integral parametrga bog‘liq, chegaralanmagan funksiyaning

xosmas integrali, y esa parametr deyiladi.
Umumiy holda, parametrga bog‘liq, chegaralanmagan funksiyaning
chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yugoridagidek kiritiladi.
Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning funksional xossalari
(limiti, uzluksizligi, differensiallanishi, integrallanishi)ni

+00

F(y)= \] f (x,y)dx

a

integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz.
2°. Integralning tekis yaginlashishi. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R2:xe [a+«>), ye Ec /?}
to‘plamda berilgan bo‘lib, har bir tayin y e E da

~00= J f (X,y)dx



xosmas integral yaginlashuvchi boisin. Ta’rifga binoan

F(y) = f(x,y)dx =lim Jf(x,y)dx, (a<t<°)

a a

bo'ladi. Natijada berilgan 7 (x,y) funksiya yordamida
/

G(y,t) =Jf(x,y)dx, (a<t<o00)
a

F(y)= ] f(x,y)dx
a
funksiyalar yuzaga keladi va
lim G(y,t) =F(y), (ye£)

munosabat bajariladi.

Demak, G(y,t) funksiya M + « da limit funksiya F{y) ga ega
boiadi.

/-tarif Agar M + « da G(y,t) funksiya limit funksiya E{y) ga
E to‘plamda tekis yaginlashsa,

F{y)= ] f{x,y)dx

a

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Integrating Zsto'plamda tekis yaginlashuvchanligini quyidagicha
anglash lozim:

1) har bir tayin ye Eda j f(x,y)dx xosmas integral yagin-

a
lashuvchi;
2) Ve >0 olinganda ham shunday 5 =5(e) >0 topiladiki, bund
V/ >5va j>¢ Euchun

tengsizlik bajariladi.
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@
1-misol. Ushbu J eXcos Xy dX

Xosmas integrating +°0) da tekis yaginlashuvchi ekani ko‘rsatilsin.

< Har bir tayiny e (~«=, 4t da garalayotgan xosmas integrating
yaginlashuvchi ekanligi ravshan.

2

Ve >0gako'ra 8 =In- deyilsa, u holda V/>8va Vye (-°°, +°°)

uchun
] T
~ < ! =~ < =
e~XC0sXy dx e'xdx =¢ e~ =¢ Ezz <

bo'ladi. Demak, berilgan integral (-00, -H») da tekis yaginlashuvchi. »

2- ta'rif. Agar M + « da G(y,t) funksiya limit funksiya F(y) ga
E to'plamda tekis yaginlashmasa,

+00

F{y)= Jf(x,y)dx

a

integral E to'plamda tekis yaginlashmaydi deyiladi.
Integral E to'plamda yaginlashuvchi, ammo u shu to'plamda
tekis yaginlashmaydi degani quyidagini anglatadi:
+CD
]) har bir tayin ye Eda Jt (x,y)dx xosmas integral yaginla-

shuvchi;
2) V8 > 0 olinganda ham shunday e0 >0, y0e E va tx> 8
bo'lgan txe [fl,+°°) topiladiki, bunda quyidagi ifoda o'rinli bo'ladi:

Jf(x,yx)dx >e0.
h
2- misol. Ushbu
Wy

| ye~xydx
0

xosmas integrating (0, -H») da tekis yaginlashmasligi ko'rsatilsin.
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4 Ravshanki,

+00 1
~ =1 thk =1 - =
J; ye~xydx /I_lml nye ax /I_m‘ (I-e¢ )=1

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi. Aytaylik,
ye £=(0,+°°) bo'lsin. Ixtiyoriy musbat 5 sonni olaylik. Agar

eo=1>4§ >8 va '\D:W deb °*sak>u holda

JyOe~m dx =e¢ ' =e 1>1 =e0

bo'ladi. Bu esa J ye'rdx integral E =(0,+°°) da tekis yaginlash-
0
masligini bildiradi. »
Yugoridagi F(y) =/f [x,y)dx
a

parametrga bog‘lig xosmas integralning parametr y bo'yicha E to‘p-
lamda tekis yaginlashishini quyidagicha ham ta'riflasa bo'ladi.
3- ta’rif. Agar

lim up F(y)-jaf(x,Y)dX =Jmsp 7u>o dx =0

(a <t <-w») bo‘lsa,

4~

F(y) =j f(x,y)dx

xosmas integral to'plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
3-misol. Ushbu F(y) = Jf % xosmas integralninig E =[2,+°°)

to‘plamda tekis yaginlashuvchi ekani ko'rsatilsin.
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A Ravshanki, 1<t < +°° uchun

bo‘lib, lim sup [— =0

f”’+°°ye[2,+:«) d X_y
bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral E =[2,+°°) to'plamda tekis
yaginlashuvchi. »

Endi integralning tekis yaqinlashishini ifodalovchi teoremani
keltiramiz.

1- teorema. Ushbu

a

integralning Eto‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun Ve >0
olinganda ham y ga bogiig boimagan shunday 8 =8(e) >0 topilib,
t' >8, t" >8 tengsizliklami ganoatlantiruvchi V/', t* va Mys E da

r

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti ravshan.

3°. Parametrga bogiiq xosmas integrallarning parametr bo‘yicha
tekis yaginlashish alomatlari.

2- teorema. (Veyershtrass alomati.) Aytaylik, 7 (x,y) funksiya

M ={(x,y)e R2:xe[a,+°°), ye Ec R}

to‘plamda berilgan va har bir tayinye Edaf(x,y) funksiya [0,+°°) da
integrallanuvchi boisin.
Agar [0o,H da aniglangan shunday <p(x) funksiya topilsaki,

1) Vxe [0-h>°), Vy e E uchun [YXx>Y] <d(x) boisa,

2) ushbu J d(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi boisa, u holda

a
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F(y) =J f(x,y)dx

a
integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

A Modomiki, J cp(x)rfx yaginlashuvchi ekan, u holda Ve >0 olin-
a
ganda ham shunday 8 =8(e) >0 topiladiki, t' >8, t*>8 bo'lganda

\f(x,y)dx <e

tengsizlik bajariladi. Ayni paytda,

JH(x,y)dx < \F(x,y)\dx <I<p(rfx, it'<t")
tf t’ t’
bo'lganligi sababli

\f{x,y)dx <e
bo'ladi. Yuqgorida keltirilgan 1-teoremaga muvofiqg

F(y) =J/ (X,y)dx

integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi. »

4- misol. Ushbu fcos*~dx, (ye E=
J 1+x1

integrating tekis yaginlashuvchi ekani ko'rsatilsin.
N Ravshanki, Vxe [0,-~3 va Vye (-0°,+°°) uchun

COSXy

[+x1  1+x2
bo'ladi. Ayni paytda,
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xosmas integral yaginlashuvchi bo'lganligi sababli Veyershtrass
alomatiga ko‘ra berilgan integral E =(-00,40°) da tekis yaginlashuv-
chi bo‘ladi. »

Integrallarning tekis yaginlashishini aniglashda ko'p foydala-
niladigan Abel hamda Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

3- teorema. (Abel alomati.) /7 (X,.y) va g(x,.y) funksiyalar

M ={(x,>>)e R2:xe (a,+°°), ye Ecz R}
to'plamda berilgan bo'‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) har bir tayin y ¢ E dag(x,y) funksiya |a,-u») da monoton bo‘lsin;
2) V(x,j>)e M uchun ]Jg(x,y)|<c, (c =const) bo'lsin;

3)ushbu J f(x,y)dx integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi

a

bo'lsin. U holda

JF(x,y)g(x,y)dx

a

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
4- teorema. (Dirixle alomati.) f(x,y) vag(x,y) funksiyalar M to'p
lamda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) V/ >a hamda Vfe E da

tengsizlik bajarilsin;
2) har bir tayin y e E da ¢{x,y) funksiya limit funksiya <p(X)=0 ¢
tekis yaqginlashsin. U holda

a
integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.



5- misol. Ushbu
in!’;Sde, (ye £ =[1,2])

integral tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
4 Berilgan integralda

f(x,y) =sinxy, g(x,y) =
deyilsa, u holda
1) V/ >0, Vyg [1,2] uchun
i i

Jf(x,y)dx = Jsin xycfx L-cosly

<2

2) x —#+°° da g(x,y) =+ funksiya £=[1,2] da nolga tekis

yaginlashuvchi.
Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan integral E = [1, 2] da tekis yaqin-
lashuvchi bo'ladi. »

Mashglar

+CC
1. Ushbu | yc;i?; o integralning E= [2, 10] to‘plamda tekis
yaginlashishi isbotlansin.
Y . : . , .
.Ushbu = --—-- ., (y =>1) integral tekis yaginlashishga tekshirilsin.

3. Aytaylik,/(x) funksiya R da uzluksiz bo‘lib, Vxg Rda/(x) >0
bo‘lsin. Ushbu

+00 n

Jf(y-x)dx, Jf{y-x)dx

integrallarning y parametr bo'‘yicha ixtiyoriy chekli \ab\ c R seg-
mentda tekis yaqginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
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78- ma’ruza

Parametrga bog‘Liq xosmas integrallarning
funksional xossalari

Ushbu ma’ruzada parametrga bog'lig xosmas integral

F(y) = \] / (x,y)dx

ning limiti, uzluksizligi, differensiallanishi hamda integrallanishi
masalalarini bayon etamiz.
1°. F(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, /7 (x,y) funksiya

M ={(x,j>)e R2:xe [a,+°°), yeEczR}
to'plamda berilgan, yOe R esa E to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.
1- teorema. / (x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) har bir tayin ye E daf(x,y) funksiya x o'zgaruvchining funk-
siyasi sifatida [a,+°°) da uzluksiz;
2) Y -» da/(x,y) funksiya ixtiyoriy [a, /] da (a <t <°°) limit
funksiya p(x) ga tekis yaginlashsin;

3) ushbu F(y) =1J f(x,y)dx integral Eto'plamda tekis yaqinla-

a

shuvchi bo'lsin. U holday  yiida F{y) funksiya limitga ega va

bo'ladi.

<] Teoremaning 1- va 2 -shartlarining bajarilishidan d(x) funk-
siyaning [0,+°°) da uzluksiz bo’'lishini topamiz. Binobarin, ¢(X)
ixtiyoriy [a,t\ da (a <t <°°) integrallanuvchi bo'ladi. Modomiki,

F(y) :Jf(x,y)dx

integral £ to'plamda tekis yaginlashuvchi ekan, u holda 77- ma’ruza-
dagi 1- teoremaga ko'ra



Ve >0, 38 =5() >0, t'>8, t">8 Vt'i', We E:
Jf(x,y)dx <e

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda, y — g9 da limitga o'tsak, u holda

tll

| p(x)dx <e

tl
tengsizlik hosil boiadi. Bundan d(x) funksiyaning [a,+°°) da integ-
rallanuvchanligi kelib chigadi. Ushbu

+00

ﬁof (x,y)dx - ~ dp(x)dx

a a
ayirmani garaymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:
+00 +00

Jf(x,y)dx-J d(xblx <

a a

t +H +°
AMAE(x,Yy)-g{x)\dx+\f(x,y)dx + Jp(x)dx, (a <t<°°).(1)
a t t

Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi go&hiluvchilarni baholaymiz.

+00

J f(x,y)dx integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'lganligi

sababli,
Ve >0, 38, =8,(e) >0, V/>8, Vf>e E:
e
Jf{x,y)dx <3 )
boiadi. v
J h(X)r/x

integral yaginlashuvchi bo'lganligi sababli
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+00

Ve >0,382=62(e) >Q W >82: j cp(x)dx ®

ifodaga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, V/ >50 : (50 = max(5j52)) da (2) va (3) tensizliklar bir
yo‘la bajariladi. Funksiya f(x,y) da [at\ segmentda (t >80)
limit funksiya dp(x) ga tekis yaginlashuvchi bo'lganligi sababli

Ve >0,38'= 8'(e) >0, |y-y0]<S', Vye E, Vxe [a/], (a</<°°)
1/0cyyb0l < ®
bo‘ladi. (1), (2), (3) va (4) munosabatlardan

+00 +00

J f(x,y)dx - J h(XMx <e

a a

bo‘lishi kelib chigadi. Demak

lim /r(y)= lim [f(x,y)dx =fd(x)dx. »
y->yo y-*yo J 3
Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

+00 +00

>Iélgl(”ff(x,y)dx= Jf rlim f(x,y)]de.

+00 +00

1- misol. Ushbu lim [ e** =[ 9 -dx tenglik isbot-
Y>>0 J X J X
lansin.
< Agar ¢p(x) =—— funksiyaning x =0 nuqtadagi giymatin

(0)=1 deb olinsa, u holda
f(x,y) =exyn

funksiya {(x,y)e R2: xe [0,+°0),y6 [0,+°°)} to'plamda uzluksiz
bo‘ladi.
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Ravshanki, har bir tayin y e [0,-k») daf(x,y) funksiya x o'zga-
ruvchining funksiyasi sifatida [0,+°°) da uzluksiz bo‘lib, y ->+° da
bu funksiya ixtiyoriy [0, \ da (0 <t <°°) ¢h(x) ===~ funksiyaga
tekis yaginlashadi. Endi

ch)e'ﬁf—x ax

xosmas integralni parametry bo'yicha [0-h*>) da tekis yaginlashuvchi
bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Agar 77- ma’'ruzada Kkeltirilgan Abel alomatida f(x,y) funksiya

sifatida funksiya sifatida funksiyalar olinsa, ular

uchun Abel alomati barcha shartlarining o‘rinli bo‘lishini ko'rsatish
giyin emas. Demak, alomatga ko'ra

JV A fl
0

integral tekis yaqinlashuvchi.
Yuqorida keltirilgan 1- teoremaga binoan

I|m-|\ey"dX— fI| <f*é‘)de
y—»-H)J JO

@ oo
bo‘lib, undan Jmﬁo g** A)Zd X =J3 % bo'lishi kelib
chigadi. »

2°. Ay) funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya

MO ={(x,y)e fi2:xe [a+°°), ye[c,d]}
to'plamda berilgan bo'lsin.
2- teorema. Agarf(x,y) funksiya MO to'plamda uzluksiz bo'lib,
+00
F(y)= ] f{x,y)dx
integral [c,d\ da tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda F{y) funksiya
[c,d] da uzluksiz bo'ladi.
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A Ixtiyoriy yae[c,d], y0+Aye[c,d\ nuqtalarni olib, F(y)
funksiyaning orttirmasini topamiz:

AF(jo) = F(y0 +Ay)~F(y0) = J [Z(x,y0 +Ay)-/(x,j>0)]flIx.
a

+00

Shartga ko‘ra J f(x,y)dx integral \c, d\ da tekis yaginlashuvchi.
U holda

Ve >0,35 =5(e) >0, V/0>5 Vye [c.d]: Jf(x,y)dx <] 5)

f0
bo‘ladi. Ravshanki, /7 (x,y) funksiya

M ={(*»?)6 RIm [°N1], Ye[M]}, (a<r0 <>
to'plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
Ve >0, 35 =5](e) >0, Ay <5, (e):

\f(x,y0 +Ay) - f(Xx,yON< (6)

ga ega bo‘lamiz. Agar 50 =max {5,5,} deyilsa, uning uchun (5) va

(6) tengsizliklar bir yo‘la bajariladi. (5) va (6) munosabatlami e’tiborga
olib topamiz:

+00

|anii>)| = I/ <*.y0+Ay)-f(x,y0)]ldx

0 S0)) @
ANJ/UN0 + Ay)-T(x,y0)d\+ J f(x,y0 +Ay)dx + J f(x,y0) <E
a ‘0 2
Demak, '&I_n;OAF(yO) =0.
Bu esa F(y) funksiyaning \c, d\ oraligda uzluksizligini bildiradi. »
- .
2- misol. Ushbu /r(j;)= J e *~y*dx integral y parametrning uz
0

luksiz funksiyasi bo‘lishi ko‘rsatilsin.



J1 Berilgan integralda X -y =t almashtirish bajaramiz. U holda

£>>) = ) e—2dt = J e=1dt+ J e dt=J e 24t + ] e2dt
-y -y 0 0 0

bo‘lib, bu yig‘indining har bir go‘shiluvchisiy ning uzluksiz funksiyasi
bo'lgani uchun berilgan integral y parametrning uzluksiz funksiyasi
bo'ladi. »

3°. F(y) funksiyani difTerensiallash. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya
MO to‘plamda berilgan bo'lsin.

3- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1) f(x,y) funksiya MOto‘plamda uzluksiz;

2) fy(x,y) xususiy hosila mavjud va u M0to'plamda uzluksiz;

3) Har bir tayin y e [c,d] da

)]
F(y) = f(x,y)dx

a

integral yaginlashuvchi;

+00
4) Ushbu J fy(x,y)dx integral [c, d] da tekis yaqginlashuvchi.

a

U holda F{y) funksiya [c, d] da F(y) hosilaga ega va

F\y) = J fy(x,y)dx

a
bo‘ladi.
< y0e [c,d], yO+Aye [c,d] nugtalarni olib, topamiz:

/4yo+[y)-/4y0) _ 7 /(*,Yo+Ay)-/(*,Yo) UX
Ay ] Ay
a
Lagranj teoremasiga ko‘ra
f(x,yo+Ay)-f(x,yo) =j4 x y +QAy)t (0 <0 <1),
Ay '
mJ /;u>  + )(fc

Ay “la
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bo'ladi. Demak,

a

Shartga ko'ra f'(x,y) funksiya MO to'plamda uzluksiz. Kantor
teoremasiga binoan u

M, ={(*>0e R2:xe [at], ye [ctf]}, (a <t<o00)
to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi. U holda
Ve >0, 38 =8(e) >0, |4 <8(e), Vxe [a,/],
Fy(x, +0Ay)- /i(x, )l<e

bo'ladi. Demak, Ay -»0 da fy(x,y0+04y) funksiya fy(x,y0) ga
tekis yaqinlashadi. Shartga ko'ra

a

integral tekis yaqginlashuvchi. U holda
Ve >0, 38 =8(e) >0, t'>8, >8, v/ ', Vyelc,rf]:

jumladan,
jfy (x,y0 +QAy)dx <e
bo'ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa

J fy (x,y0 + QAy)dx

a

integralning tekis yaginlashuvchanligi kelib chigadi. Ushbu ma’ruzada
keltirilgan 1-teoremani (7) tenglikning o’'ng tomoniga qo'llab, to-
pamiz:
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sim J £1(x,y Q+0ay)dx = J JIIM £ (x, yo +0Ay)) dx =

_" (8)
- J fy (x,y0)dx.

a

(7) va (8) munosabatlardan

Fr(y0) = J £'(x,y0)dx ©
boiishi kelib chigadi.
(9) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

dy

Bu differensiallash amalini integral ostiga o‘tkazish qoidasini ifo-
dalaydi. »
4°. F(y) funksiyani integrallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya

Mo ={*>>0¢ rl [a,+«.), ye[c,d]}
to‘plamda berilgan boisin.
4 -teorema. Agar f(x,y) funksiya MQto‘plamda uzluksiz va

F(y) = J f(x,y)dx integral [c, d\ da tekis yaqginlshuvchi boisa, u

holda F(y) funksiya fc, d\ da integrallanuvchi va

d d <00 + d
\F(y)dy =\ J f(x,y)dx dy=\ Jf(x,y)dy dx
c CL a J avLc

boiadi.
< Ravshanki, F(y) funksiya [c, d\ da uzluksiz boiadi. Binobarin,
u [c, d\ da integrallanuvchi. Shartga ko‘ra

F(y) =+J f(x,y)dx

integral [c, O\ da tekis yaginlashuvchi. U holda
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D
Ve >0,38 =8(e) >0, W/ >5, Vye [cd]\ J f(x,y)dx <e
t
bo‘ladi. Shu tengsizlik bajariladigan t ni olib topamiz:

+00

1
Jf0y)dx =dfoay)dx+ J f(x,y)dx.
a a 1

Natijada

d +% d t d +oo

Jiyydx dy=j jf(x.y)dx dy+] Jf{x.y)dx dy=

/ U U 4
:\]LBf{x,y)dy WX+ J fxy)dx dy

a

bo'ladi. Agar
d t d
[Foyay - I iteayydy ax < J fxyydx dy<t{d- o

bo'lishini e’tiborga olsak, u holda

d . Ld
\F{y)dy=|lmj \f{x,y)dy <= \f(x,y)dy dx

bo'lib,

d +~
J Jty)dx dy=J Jtxy)dy dx
c\a
ekanligi kelib chigadi. »
Mashqlar

1. Agar/(x) funksiya (0, °°) da integrallanuvchi bo'lib,

F(y) =°je MW dx
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bo'lsa, yI_|>m+0F(y) =y|_|)m06\e yxf(x)dx =“b\f(X)dX
bo‘lishi isbotlansin.

7 2
2. Ushbu F(y) = ley xy dx, (-<» <y <+o0) funksiya uzluksiz-
0

likka tekshirilsin.

79- ma’ruza
Ba’zi xosmas integrallami hisoblash

Parametrga bog'liq integrallar va ularning funksional xossalaridan
foydalanib, ba’zi xosmas integrallami hisoblaymiz.

' sinx
1°. ] fl[]—--dx integralni hisoblash. Bu integralning yaqginlashuv-

chiligi 77- ma’ruzada keltirilgan.

Ma’lumki, [ e**sinxdx =— . (1)
| Yy

Bu tenglikdagi
FW= J PYsin xdx

parametrga bog'lig integral y parametr bo'yicha ixtiyoriy [t, A] da
(t>0) tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu tasdiq

ey SN < Jeax=*

bo‘lishi hamda Veyershtrass alomatini qo‘llashdan kelib chigadi. (1)
tenglikni integrallab topamiz:



Bu tenglikning chap tomonidagi integral uchun

A +00 +00 A +00
J Je*sinxdx dy=j JeXysinxdy dx=J -——— sin xdx
rLo J 0Lr

va Vx >0 da |sinx] <x bo'lib,

-Ax
J ex~sinxdx <J e Mdx =

0 0
bo'ladi. Natijada A -> 4¥> da

j -arctgt=J ek " gx @
0
bo'lishi kelib chigadi. Endi

ton 7 7 SInx dx

t~>+0 b X JO
tenglikning O‘rinli ekanini (qaralsin, 78- ma’'ruza) e’tiborga olib (2) da
t -> +0 da limitga o‘tib topamiz:

Fsinyx . . .
2°. J — —dx integralni hisoblash. Bu integralning (-«<>, +00) da
0
yaginlashuvchi bo'lishi ravshan. Aytaylik, y > 0 bo‘lsin. Bu holda
integralda yx = t almashtirish bajarib topamiz:

6 X 6 / 2
Aytaylik, y <0 bo'lsin. Bu holda garalayotgan integralda yx = —
almashtirish bajarib topamiz:



Aytaylik, y = 0 bo'‘lsin. Bu holda

bo'ladi. Demalk,

m agar y >0,
sinyx

dax - 0, agar y =0,
agar y <0,

. Sinyjt n .
ya ni j—f’-’ dx = -"signy bo'ladi.

r
3° ] 3Jg—-dx integralni hisoblash. Awalo bu parametrga bog'-
0

lig xosmas integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz. Buning uchun
berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:

7 a-\ = 0-i 7|— fl-1
F(a)—J 1TX dX—J['];( dX+J ];(dx (3)

Aytaylik, 0 <x <1 bo'lsin. Bu holda

X . < X0-1

bo'lib, a > 0 da ushbu

1
\ X a~>dx

integrating yaginlashuvchi bo'lganligidan, a >0 da

J 1+x

integrating ham yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
242



Aytaylik, X > 1 bo‘lsin. Bu holda
Xa 1 <Xa—E

1+x

boiib, a < 1 da ushbu

+00
J xa2dx
[

integralning yaqginlashuvchi boiganligidan, a < 1 da

+&

%

L dx

integralning ham yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, garalayotgan

Xa~Xx

F(a) =7J[ XaX g

5 1+x
integral 0 <a < 1 da yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Endi F(a) integralni hisoblaymiz. Ma’lumki, 0 <x < 1da
i- =Y (-I)*

Bu tenglikdan

+X *=0
boiishini topamiz. Tenglikning o‘ng tomonidagi qgator [00, bQ da
(0 <ad <x < <) tekis yaginlashuvchi boiib, uning gismiy yigindisi

s, (x) =
k=0 +X
boiadi. Agar vne TV, Vxe (0,1) uchun

xa'd-(-x)n) ,, ,al
I+x <X
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1
tengsizlikni hamda J xaAdx, (0 <a <1) integrating yaginlashuvchi
0

ekanligini e’tiborga olsak, u holda Veyershtrass alomatiga ko‘ra

1$.<*) dx

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,
I I
Fﬂ JS,,(x)dx :j[ lim Sn(x))/dx

yam
-1 . A Vf "1 , \ r o-l
limJ ~ (-1) xatfcl fix="Mlim~ (-1) xatkx dx =] -dx
Ov *o

bo'ladi. Demak,

II_XX I!%’\x’\ 1 dx =

n-1 1

—x:dg( D *a* Ddx=X 4a @

Endi F§1 dx integralda x =! almashtirish bajarsak, u holda
J 14X t

| I (1-0)-1

dt
1 0 0 ™
bo‘lib, yuqoridagi (4) munosabatga ko‘ra
TE£1* =f£<=
] O TA (5)

bo‘ladi. (3), (4) va (5) munosabatlardan
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iﬂl‘-l-ﬁfe =!a+§i{(-l)* atKk a-K

bo‘lishi kelib chigadi. Ma’lumki,

«+§i\(—1) L/\ +q:/\75> (0<o<l

(garalsin, 76-ma’ruza). Demak, quyidagi ifoda kelib chigadi:

IlTx X- = (0 <a <D.

Tfax)-f(bx) . _
J dx integralni hisoblash. Bunda f(x) funksiya

+00

[0,+00] da uzluksiz, istalgan A > 0 da J[ —X—dx integral yaqinla-

shuvchi vaa >0, b >0.
Berilgan integralni quyidagi ikkita integralning limiti deb gqaraymiz:

7 [ 7 w7 K

b X 8>0 % X

Bu tenglikning o‘ng tomonldagl birinchi integralda ax = t, ikkinchi
integralda bx = t almashtirishlami bajarib topamiz:

+° S i) Y/
dx = g_% Jab ¢ dt - Ign)oﬁrB dtt =lim %%O_J- -q[t

“ f(ax)-f(bx)

Ravshanki,f(t) - uzluksiz funksiya, - funksiya esa ishora saqlaydi

(chunkia >0, b>0, xe (0, +00)). Demak,

k&
190 dt
ab
integralda o‘rta giymat hagidagi teoremani qo'llash mumkin:
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B . B8

06 08
b ,
Natijada lim | _~nN :lnn/($)\]?n =lim/ (™) In- (M
06 06
bo'ladi. Modomiki, ~ nugta 06 bilan 65 orasida ekan, 5—0 da *—»0 va
E%/(E):/(O) (8)

bo‘ladi. (6), (7) va (8) munosabatlardan

J/(«=>-/(*>" =/(0)Inj
0 *
bo‘lishi kelib chiqgadi.
5°. Ba’zi xosmas integrallarning giymatlari. Quyida ba’zi xosmas
integrallarning qiymatlarini keltiramiz:

£
].Je—-xldx:y'. 2 \]SinXde=Ll,'.
o ¢}
3.Jcoshx =] . b .7=rx 1+,
H xsinxy , a . bl , fsinx2 , n
5 J“ 71~ 2 slzny 6_6_ n=4"
0 1+x

-fsin4ox-7in4bx 1

T[T deinb

8 JC N sinnxcfc =arctg” - arctg”, (a>0,b>0,n*0).
0

ik A
! E8CE Xcos nxdx = —1I’n _rﬁn%
J X 2 a+n
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Mashgqlar

1. Ushbu J LcosA g = *Infi +Zi , (y >0 Kk >0) tenglik
0 v >
isbotlansin.

( 22\
2. Ushbu J{ln-bllgz%(gc dx, (a >0, b=>0) integral hisoblansin.

H;‘O dx n . )
3. Ushbu , (@ > 0) tenglikdan foydalanib,

[ Bt (76 Y

integral hisoblansin.

80- Ta'ruza
Eyler integrallari

Biz 48- ma’'ruzada ushbu
|
IV~ (L-x ) hdx
0

xosmas integrating a >0, b >0 bo'lganda yaqginlashuvchi ekanligini,

J xale=xdx
0
xosmas integrating esa a > 0 bo‘lganda yaqinlashuvchiligini isbot-
lagan edik.
Ravshanki, bu xosmas integrallar ava b larga bog'lig, ya’'ni para-
metrga bog'lig xosmas integrallar bo'ladi.
1°. Beta funksiya va uning tekis yaqginlashuvchanligi. Ushbu
I
\x°~\\ - x)b~xdx
0
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parametrga bog'lig xosmas integral betafunksiya (1- tur Eyler integrali)
deyiladi va B(a,b) kabi belgilanadi:
I
B(ab) =JxaA(l- x)i dx, (@ >0, b>0).
0
Demak, beta funksiya

{(a,b)g R2:ae (0,+°°), be (0,-H»)}
to‘plamda aniglangan funksiya.
1- teorema. Ushbu

[
B(a,b) =\xaA(\-x)hAdx
0

integral M0 ={(a,b) e R2 :ae [a0,+°°),be [b0,+°°),a0 >0,b0 >0}
to'plamda tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
4 B(a, Z>)funksiyani ifodalovchi integralni ikki gismga

1 2 r
Ixfl(l- x)=Ldx =[xaA(l- x)*~Ldx +J xad (L - x)*1dx
0 0 1

2

ko'rinishda ajratib, har bir integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz.
Parametr a>a0, (a0 >0), Vb >0, Vxe "0, da
X*-i (1 _ x)*-i <x°0-i(i _x)*i <2X%"
va a >0 bo‘lganda
1

j Xo_].dx

0
integralning yaqginlashuvchi bo'lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

Jxoa(l- xyraax
(0]
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integrating a >a0, (a0 >0) da tekis yaginlashuvchanligini topa-
miz. Shuningdek, parametr b > >0), Va>0, Vxe Q, 1] da

xf(L- x)*-" <x™1(1- x)N-1<2(@l-xN-1
I

va b >0 bo‘lganda J (- x)*1dx
I

2

integrating yaginlashuvchi bo'lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

I
IXAL(L- X)* Lax
2
integrating b >0, > () da tekis yaqginlashuvchi bo'lishini topa-
miz. Demak,
[

B(a, b) =J x01(1 - x)*1dx
0

integral M0 ={(a,b) e R2:ae [a0,+0°), be [b0,+°°), &3>0, K0 >0}
to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi. »
Natija. B(a, b) funksiya
M ={(a,b)e R2:ae (0,+°°),be (0, +)}
to'plamda uzluksiz bo'ladi.

I
m Bu tasdig JxAL( - x)*1dx
0
integrating tekis yaginlashuvchanligi hamda integral ostidagi funksiya-
ning M to'plamda uzluksiz bo'lishidan kelib chigadi. »
2°. B(a, b) funksiyaning xossalari. Endi
1
B(a,b)= ]xal(\-x)bldx
0
funksiyaning xossalarini keltiramiz.
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1) B(a,b) funksiya a va b argumentlariga nisbatan simmetrik
funksiya, ya’ni:

B(a,b) =B(b,a), (a>0,b>0).
4 B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = 1 —talmashtirish bajarib

topamiz:
1 0
B(a, b) =J xaA (1- x)*1dx =-J(I - t)aA thxdt =
g .

=Jf*-1(1-0 ll* =B(b,a). »
0

2) B(a, b) funksiyani quyidagicha ifodalash ham mumkKin:

OATYE =

4 B(a, b) ni ifodalovchi integralda x - ~ almashtirish bajarib
topamiz:

+r/ , \a-l/ , \b-1

(I-s)
0 0 t

jt ,0-1

Agar (1) da b=1I1-a, (0 <a <1) deyilsa, u holda
+00 ]
B(a,l-a)= T+-t~dt = §ﬁ[ha
bo‘ladi. Xususan: =

3) B(a, b) funksiya uchun ushbu

B(a +1,b) =—7b B{a,b), (a>0,b>0)
formula o‘rinli bo‘ladi.

|
4 Ravshanki, B(a+1b) =Jxa(l- x)Aldx.

0
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Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz:

| , |
B(a+1b) =] xa(l - X*~ dx =- - J x°fif((l - x)h) =

1 1
=Ayf(1-Xb +r)x°(l -x)hdx =
0

Lo 0

i r |
=) (l-x)n:a, Jxa~x( - XTI dx—Jxﬂ(l-X)«dx
0
= b B{a, b)~-b B(a+\,b).

Natijada

B(a+\b)="B(a,b)-~B(a +\,b) @)

bo‘lib, undan

Bla+\b)=~B(a,b)
bo‘lishi kelib chigadi. »
B(a, b) funksiya simmetrik bo‘lganligidan
B(ab+\)=-"B(a,b) ®3)

ifodani yozish mumkin.

Natija. B(m, n) funksiyaga (me N, ne N) (2) va (3) formula-

lami takror go‘llash natijasida
a i

n
(m+n-1)!

bo‘lishi kelib chigadi.
3°. Gamma funksiya va uning yaqinlashuvchanligi. Ushbu

+00

\] Xade~*dx

parametrga bog‘lig xosmas integral gamma funksiya (2- tur Eyler
integrali) deyiladi va I'(g) kabi belgilanadi:
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@) = J Xaxexdx.
0

Demak, gamma funksiya (0, +°°) da aniglangan funksiya.

2- teorema. Ushbu [ (4) = J xavexdx
0

integral [a0A 1da (0 <@ <” <+°°) tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
A '(a) funksiyani ifodalovchi integralni ikki integral yig‘indisi
sifatida yozib olamiz:

_'-..
(o) =\] Xa~e~xdx + \] Xaye-xdx.
0 1

So'ngra ikkala integralning ixtiyoriy [«0>A)] segmentda
(0 <a0 <o <+00) tekis yaginlashuvchi bo'lishini ko‘rsatamiz. Para-
metr a >a0 (a0 >0), Vxe (0,1] da

Xxa>ex <x001

1
va a0 > 0 da J X %~dx
0
integralning yaqginlashuvchi bo'lishidan Veyershtrass alomatiga ko'ra
jx a~xe~xdx
0

integralning a > a0 da tekis yaqginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
Shuningdek, parametr a <bQ, Vxe [1,+°°) da

xade—x <x"~'e~x va J X bese~xdx
1

integralning yaginlashuvchi bo'lishidan yana Veyershtrass alomatiga
ko'ra

+«&
3 v Hetay
1
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integralning a <k0 da tekis yaqginlashuvchi boiishini topamiz. Demak,

@) = J Xa~ye~xdx
0

xosmas integral [a0, 60] da tekis yaqinlashuvchi boiadi. »
Natija. [(a) funksiya (0, -H») da uzluksiz boiadi.
A Bu tasdiq

+00

\] xaAe-xdx

0
integralning tekis yaginlashuvchiligi hamda integral ostidagi funk-
siyaning M ={(x,a)e R2:x e (0,+°°),ae (0,+«)} dauzluksiz bo'li-
shidan kelib chigadi. »

4°, T («) funksiyaning xossalari. 1) Gamma funksiya (0, +«°) da
barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

rm@) = \] xf-Vx(In x)ndx, (n=1,2,3...)
0
boiadi.

A Ravshanki, MNa) = jc xa~'e~xdx
0
integral ostidagi 7/ (x, a) = xade x funksiya
M ={(x,0) e R2 :xe (0,+°°),qe (0,+°0)}
to‘plamda uzluksiz boiib, uzluksiz
f'(x,a) = xaxexInx

hosilaga ega boiadi. Yuqgorida aytganimizdek,
(a) =J x°-|e-xdx+J Xaxe~xdx
tenglikning o‘ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy [a0, 28] da

(0 <@ <o <+ tekis yaginlashuvchi.
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1 400
Ushbu J X1 In x -e~xd X, J xaxInx m~xdx integrallarni qaray-
0 1

lik. Bu integrallardan birinchisi, a >a0 >0 da

|
P~ Inx ee~xj< XD 1jin x| va Jx0n jin x| dx
0

integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Shuningdek, ikkinchi integral ham

a<hl <+ da

+00
DAL IN % -e=x\<xA~" Inx-8X =x* m—~x va J x~"1Inxe~ xdx

[
integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan yana Veyershtrass alomatiga
ko'‘ra tekis yaginlashuvchi bo'ladi. Parametrga bog'liq xosmas integral-
ning parametr bo'yicha differensiallash hagidagi teoremadan foyda-
lanib topamiz:

X 1
jx a-lexdx+ J x° lexdx =\~ *~ dXex)dx +
= r<«>-§ o

+00

+1 —(x° le x)dx=] xa’ Inx e dx

+00
Demak, M) = J x3 «INx cexdx.

I '(a) funksiyaning [a0, 2] da uzluksiz bo'lishi ravshan.
Xuddi shu yo'l bilan funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda

+00

r(n)(a)= J xadex(In x)ndx

bo'lishi ko'rsatiladi. »
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2) I'(0) funksiya uchun ushbu

(o +1)=8l(0) 4)
formula o'rinli boiadi.
A Ravshanki, (@) = J xazexdx.
0

Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz. Natijada

“H» Wy +00
Ma+1) = J x%e~xdx - - J x°d(e~x) =-xfe~x~° +aj xadexdx = dT(a)

0 0 0
boiadi. »

Ma’'lumki, ae (0,1] boisa, a +le (1,2] boiadi. I'(a) funksiya-
ning bu xossasini ifodalovchi (4) munosabat I'(o) funksiyaning (0,1]
dagi qiymatlariga ko‘ra uning (1,2] oraligdagi qiymatlarini, umuman,
ixtiyoriy («,/7+1] dagi giymatlarini topish imkonini beradi.

Natija. I'(«) funksiyaga (ne N) (4) formulani takror qoilash nati-
jasida (I(1)—)

Fn)=(0n-1)!
boiishi kelib chigadi.

3) (a) funksiyaning o‘zgarish xarakteri. Ravshanki,

rQ=Jexdx=1.
0
Yuqoridagi (4) formulaga ko‘ra
re)=1w(1) =1
boiadi. Roll teoremasiga muvofiq, shunday aQ (1 <al <2) nuqta
topiladiki,
r'(flo) =0
boiadi. Ayni paytda, Vae (0,+°°) da
F(s) = J xa-lex In2 xdx >0
0
boiganligi uchun I''(a) funksiya (0,+°0) da gat’iy o‘suvchi boiadi.
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Binobarin, I '(a) funksiya a0 nugtadan boshga nugtalarda nolga aylan-
maydi. Demak,

) = \] xaJlé=x In xdx =0

tenglama (0,+°0) oraligda yagona yechimga ega. U holda
0O<a<alda I'(a) <0,
aQ<a <+ dal'(a) >0
bo'lib, I'(a) funksiya Gynuqtada minimumga ega boiadi. (a0 =1,4616...,
N(0oo) =min '(a) =0,8856... bo'lishi topilgan).
I(a) funksiya a > a0 da o‘suvchi bo'lganligi sababli a > n+1
bo‘lganda N'(a) > (a+1) = M\ boiib, undan
lim (a) =+0

a->+00

bo‘lishi kelib chigadi. Agar a -> +0 da IN'(a +1) -> T (1) =1 hamda
M(a) =n2+1
(a) 1)

bo'lishini e’tiborga olsak, u holda
lim (a) =-H»
a-»+0
ekanligini topamiz.
5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bogManish. Beta va gamma
funksiyalar orasidagi boglanishni quyidagi teorema ifodalaydi.
3-teorema. V(o,b)e {{a,bh<=R2:ae (0,4>),be (0, +°°)} uchun

D/, r(a)T(ft)
B(a'b) =-fw r (>
formula o‘rinli boiadi.
A Ushbu F(s) = J xsAexdx

0
integralda x = (1 +wun)/, (/ > 0) almashtirish bajarib, 5 ni a+b ga
almashtiramiz. Natijada

M(a+b) = (L+u)atbxtatte (1+)(l + U)dt
0
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boiib,

Ma+b) = tath\e-(\+u),dt

(1+u)fi+
boiadi.

Endi bu tenglikning har ikki tomonini ua~] ga ko'paytirib, so‘ngra
(0,+°°)oralig bo'yicha integrallab topamiz:
if ldu,
0 0

ya'ni Mo +b) B(ab)= \ | I "e"Hydt if Ldw.
0 o0
[11 17-bob, 8-8§da keltirilgan teoremadan foydalanib, keyingi
tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning o'rinlarini almashtiramiz.
Natijada
T_°° Too
M(a+b)-B(ab) = | JifAea+yduf+badt
0 o
boiadi. Integralda ut =y almashtirish bajarib topamiz:

ro+byme@aby=J J7<Ble oy A=
oLo

+00

= J the~dt- J yaAeydy = Y (b)Y (a).

0 0
Ma)T(b
Demak, B(a,b) = ﬁ(;é)) w
Natija. Vae (0,1) uchun
rer-a)=_ (6)

boiadi.
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A (5) tenglikda b=1-a (0 <a <1) deb olinsa, unda
Bea;l-a) =LA)T:s8)
bo‘ladi. Ma’lumki,

=— ., r@-=1

Inan

Demak, rer(t-ay=.,4 , (0<a<l). »

sin an

Agar (6) formulada a = > deyilsa,

ra() - n
bo'lishi kelib chigadi.
2
1- misol. Ushbu \] e~x dx integral hisoblansin.
0
A Bu integralda x2 = t almashtirish bajaramiz. U holda
I

dx = 277 dt - }t 2dt

40 ] 1
Ie" "dX=\1Tu~"N 4j,r'e"n :I\/i):f
0 0 0

bo'ladi. »

bo'lib,

+00

: dx . .
2- misol. Ushbu J] integral hisoblansin.

A Bu integralda 1+x3 =i almashtirish bajaramiz. U holda



bo‘ladi. »

Mashqlar

1. Vae R\ {0,-1,...,da I'(a) :HgLa(?J)?.TZaTn)r bo'li-
shi isbotlansin.

x mdx

r
2. Ushbu J (at+bxny >(« >0, b >0, n >0) integral beta funksiya

orqgali ifodalansin.

3. Quyidagi (I''(0))2 <TI(a)- I'(o) tengsizlik isbotlansin.



16-B 0 B
KARRALI INTEGRALLAR

81- ma’ruza

Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning
hajmi hagida ba’zi ma’lumotlar

Anig integralning tatbiglari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda
jismning hajmi haqgida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar
karrali integrallar nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to‘g‘ri-
sidagi ta'rif va tasdiglarni talab darajasida bayon etishni lozim topdik.

1°. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalari sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu tekislikda sodda yopiq
chizig bilan chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgan Qshaklni
(tekislik nuqgtalari to'plamini) garaylik. Qshaklning chegarasini (sodda
yopiqg chizigni) dQ bilan, QudQ ni esa Q bilan belgilaymiz:

Q=QvdQ.
Masalan, koordinatalari ushbu
x>Q >0, x+ycl
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (x>> nuqtalardan tashkil topgan

A={(x,y):x >0,y >0, x +y <[}
to‘plam 33- chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.

OX o'gdagi birlik kesma

(0 <x <1) OYo'qdagi birlik kes-

Y, ma (0 <>»<1) hamda (1,0) va
(0,1) nugtalarni birlashtiruvchi
to‘g‘ri chiziq kesmalari birgalikda
uchburchak shaklining chegarasi
3 ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopiq
sinig chizig bilan chegaralangan te-
kislik gismidan tashkil topgan

O (L0)
ni topish o‘quvchiga maktab mate-
33- chizma. matika kursidan ma’lum.
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Tekislikda Q shakl bilan birga A va B ko'pburchaklarni olaylik.
Agar A ko'pburchakning har bir nugtasi Q ga tegishli boisa, A ko‘p-
burchak Qshaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda Ac Q boiadi).
Agar Q ning har bir nuqtasi B ko'pburchakka tegishli boisa, B ko‘p-
burchak Q shaklni o'z ichiga oladi deyiladi (bunda Q ¢ B boiadi).

Agar (A va \iBlar mos ravishda A va B ko‘pburchaklarning yuza-
lari boisa, u holda

\XA<\xB (1
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, Q shaklning ichiga chizilgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam - {A}, Qshaklni o‘z ichiga olgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam {B} boiib, ularning yuzalaridan iborat to‘plam esa mos
ravishda {¥A} va {u5} boisin.

Ravshanki, {uA} va {\&} lar sonlar to‘plami boiib, {uA}
yugoridan, {\B} esa quyidan chegaralangan to'plamlar boiadi. U
holda to‘plamning aniq chegaralari hagidagi teoremaga ko'‘ra

sup{n*} =p.0, inf{~} =n*Q
lar mavjud. Odatda, \x.Q son shaklning quyi yuzasi, [i Q son esa Q
shaklning yuqori yuzasi deyiladi.
Tasdiq. \xQva p*Q miqdorlar uchun

R.0 <iQ 2)

tengsizlik bajariladi.
Aytaylik, ix.Q >|xQ boisin. Bu holda, ravshanki, u.f) - kQ
ayirma musbat boiadi. Aniq chegara ta'riflariga ko‘ra Ve >0, jumladan,

e=“MQ-/7Q)>0
uchun shunday ~0c 0, 0 cin 0 ko'pburchaklar topiladiki,
YAq >\ Q -z, WB i< |i*0 +e
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
N8 -\Ag <ixQ+e - {\xQ- e) = |i*Q- (i*Q +2e =

=n'Q- VQ+u=2- ur(?) =o.
Keyingi tengsizlikdan {[1Ag > 8 boiishi kelib chigadi. Bu esa
(1) munosabatga zid. Demak, (2) tengsizlik o‘rinli boiadi. »
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1- tarif Agar p.Q =|i’'(? tenglik o'rinli bo'lsa, Q shakl yuzaga

ega deyiladi. Ushbu p.Q = miqdor Q shaklning yuzi deyiladi.
Uni |xQKkabi belgilanadi:
\iQ = =N Q.
1- teorema. Tekislikdagi shakl yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve >0

soni olinganda ham Qshaklni ichiga joylashgan shunday A ko‘pbur-
chak, Qshaklni ichiga olgan shunday B ko‘pburchak topilib, ular uchun

UA - \iB <e @)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
w Zarurligi. Aytaylik, tekislikdagi Q shakl yuzaga ega bo‘lsin:
H2=\"Q=\ Q.
Aniqg chegara ta'riflariga ko‘ra, Ve> 0 uchun shunday
Ac: Q, Qc B
ko‘pburchak topiladiki, bunda

ya'ni \* A>\iQ yd<ue> +|
bo'ladi. Bu tengsizlikdan
WB- NA<e
bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, Ac Q, Q ¢ B ko‘pburchaklar uchun
\iB. \A<e
tengsizlik bajarilsin. Ravshanki,
\iA < b.Q, \iB>\i'Q
Yuqoridagi (2) munosabatdan foydalanib topamiz:
VA <).Q <|i*Q <\xB.
Bu va (3) tengsizlikka ko‘ra

[*£>- X,Q <\iB- <e

bo'ladi. Demak, - @AQm»
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Faraz gilaylik, tekislikda Ichizig (u yopiq yoki yopiq bo'lmasligi
mumkin) berilgan bo'lsin.

2- tarif. Agar shunday A0 ko‘pburchak topilsaki,

1) /¢ Ao,

2) Ve >0 uchun Ydg<e bo'lsa, I nolyuzali chiziq deyiladi.

Masalan, 1 chizig y =f(x) e C[a,b\ funksiyaning grafigidan
iborat bo'lsa, u nol yuzali chizig bo'ladi.

4 Ve > 0 sonni olib [ab] segmentni shunday \xk,xr+x
(k-0,1,2..,n- I)x0=a,xn=b) bo'laklarga ajratamizki, har bir
[xk,xrH{] daf{x) funksiyaning tebranishi

% <
bo'lsin. U holda /chizigni o'z ichiga olgan A0ko'pburchakning yuzi

n-l

Mo = ~ (MK ~mk){xk#{ - x k)

k=0
bo'ladi, bunda
M* =sup/(x), xe[xb xw ], (k=0,1,...,n- 1),
mk =inff(x), xe[xk,xk+l], (k=0,1, 1).
n-l n-l
Ravshanki, p4, = " (0.~ <y-"& XK =e.
k=0 k=0
Demak, I —nol yuzali chizig. »

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha
ifodalasa bo'ladi.

2- teorema. Tekislikdagi Qshakl yuzaga ega bo'lishi uchun unin
chegarasi dQ nol yuzali chizig bo'lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar tekislikdagi Q shaklning chegarasi dQ , har biri
y =f{x)&C[a,b] yoki x =g(y)e C[ab]

funksiyalar tasvirlangan bir necha egri chiziglardan tashkil topgan
bo'lsa, u holda Q shakl yuzaga ega bo'ladi.

Odatda, uzunlikka ega bo'lgan egri chiziq tog rilanuvchi chiziq
deyiladi. Quyida Q tekis shaklning yuzaga ega bo'lishining yetarli
shartini ifodalovchi teoremani isbotsiz keltiramiz.
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3- teorema. Agar 0 tekis shaklning chegarasi 30 to‘g‘rilanuvchi
egri chizig bo‘lsa, u 0 yuzaga ega bo‘ladi.

2°. Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.

1) Agar tekislikdagi 0, va 02shakllar yuzaga ega bo'lib, Qxc 02
bo‘lsa, u holda

A1 * H(?2
boiadi.

2) Agar 0, va Q2tekis shakllar yuzaga ega boisa, u holda 0, u Q2
ham yuzaga ega va
p(0i u02)<p0, +]i02
boiadi. Agar bu 0, va Q2 shakllar chegaralaridan boshga umumiy
nuqtaga ega bolmasa, ya'ni 0, n @Q2=0 bo'lsa, u holda

VA Qi) ~MQx+ boiadi. Bu yuzaning additivlik xossasi
deyiladi.

3°. Tekis shaklni bolaklash. Tekislikda biror yuzaga ega bolgan
Q shakl berilgan boiib,

Q2. G,
shakllar uning yuzaga ega bolgan gismiy shakllari, yani
ke Q, (k=1,2,..,/7
boisin. Agar Q@Q2...Qn lar uchun

)0, n02u...ud, =Q,

2) ixtiyoriy Qkva 0, lar (k=1,2,.../?;i=1.2,..,/?) umumiy
nuqtaga (chegaralaridagi nuqtalardan boshga) ega bolmasa, u holda
QiQj- O lar 0 dabolaklashbajaradiyoki 0 shakl 0]02...0,, shakl-
larga bo‘laklangan deyiladi.

0 shaklni 0!02...0,, larga bolaklashni P bilan belgilanadi:

P ={Q.Qn).
Ushbu d(Qk) =sup p((x', /), (x",y"),

(x",y)eQk, (x',/)e0t, (k=1,2,..77
miqdorlarning eng kattasi P bo laklashning diametri deyiladi va Xp
kabi belgilanadi:

X :%d(Qk).
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Masalan, ushbu
Qd =U*>0e R2:xk <x <xkH)y, <y< yM }
(xk=0,1,...24; /= x0=a, xn=hb, y0 =¢, ym=d)
to‘g‘ri to‘rtburchaklar

Q={(*y)e R2:a<x<b,c<y<d}
tekis shaklning Pbo'laklashini hosil giladi. Bunda
X = 1R AKX T A2
O0</<ml

boiadi.

4°, R3 fazoda jismning hajmi. R3 fazoda Dekart koordinatalar
sistemasi berilgan boisin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan
(yoki bunday sirtlarning bir nechtasi bilan) o‘ralgan Kjismni (/?3fazo
gismini) garaylik. Kjismni o‘rab turuvchi sirtni — V,jismning che-
garasini dV bilan, Kn3K ni V bilan belgilaymiz:

V =Kn3K.
Masalan, koordinatalari ushbu

X2+y2+z2<1
tengsizlikni ganoatlantimvchi (x,y,z)) nuqtalardan tashkil topgan

S ={(x,y,r)e R3:x2+y2+z2 <3}

to'plam, markazi (0,0,0), radiusi 1 ga teng boigan sharni - jismni
ifodalaydi. Uning chegarasi esa

dS ={(x,y,r)e R3:x2+y2+z2=1}
sfera boiadi. Bunday jism - shar hajmga ega va quyidagiga teng:

u,i(=é*.

Umuman, fazoda ko‘'pyoqliklarning hajmga ega boiishi va uni
topish goidalari o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan maium.
Endi R3fazoda Kjism bilan birga Fva G ko'pyoqliklarni garaylik.
Agar F ko'pyoglikning har bir nuqtasi V ga tegishli boisa,
F ko‘pyoqlik Kjismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda F<z V
boiadi). Agar V ning har bir nuqtasi G ko'pyoqlikka tegishli boisa,
Cko'pyoqlik Kjismni o'z ichiga oladi deyiladi (bunda V ¢ G).
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Agar \iFva p(7 lar mos ravishda Fva G ko‘pyoqliklarning hajm-
lari bo‘lsa, u holda
\iF <uC
tengsizlik bajariladi.
Aytaylik, Vjismda joylashgan ko'pyoqliklar hajmlaridan iborat
{u/™ to‘plam, Kjismni o'z ichiga olgan ko‘pyoqliklar hajmlaridan
iborat {u(7} to'plam bo‘lsin. U holda

sup(u€} =|i.K, inf(nG} =nV

lar mavjud.
3- ta’rif. Agar
u.K=uy
tenglik o'rinli bo‘lsa, jism hajmga ega deyiladi. Ushbu
\i.V =\iV
miqgdor Kjismning hajmi deyiladi. Uni \xV kabi belgilanadi:
=\iV =\iV.

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida
bir-biriga o‘xshashlik borligini inobatga olib, jism hajmining mav-
judliligi hagidagi teoremani keltirish bilan kifoyalanamiz.

4- teorema. Fazodagi Vjism hajmga ega bo‘lishi uchun Ve >0
son olinganda ham “jismning ichidajoylashgan shunday Fko'pyoqlik,
Kjismni o‘z ichiga olgan shunday G ko‘pyoqlik topilib, ular uchun

\iG -\aF <e tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Mashqlar

1. Aytaylik, f(x)e C[a,b] bo'lib, Vxe [a,b] da /(x) >0 bo'l-

sin. Bu funksiya grafigi —x =a, x =b chiziglar hamda [a, b] kesma
bilan chegaralangan shakl yuzaga ega bo'lishi isbotlansin.

2. Tekislikda Qshakl berilgan bo'lib, {A,,}va {Bn} ko‘pburchaklar
ketma-ketligi uchun A, c Q, Bnc Q (n=12,...) bo'lsin. U holda

Q shakl yuzaga ega bo'lishi H_Q’JOA,, :rl1|_n; B,, tenglikning bajarilishi

orgali ifodalanishi mumkinmi?
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82- ma’ruza

Ikki karrali integral tushunchasi va
uning mavjudligi

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Faraz qilaylik,
tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shakl (to‘plam) berilgan bo'lsin. Bu
to'plamda f(x, y) funksiya aniglangan va chegaralangan:

3M - const, 3m =const, V(x,y)e D, m<f(x,y)<M.
D ning biror

P={Dy,D jD n}
bo'laklanishi va har bir Dkda ixtiyoriy (¥k,nk)e Dk nugtani (k= 1,
2 olib quyidagi

X/(E*>N*) gk
*=
yig'indini tuzamiz.

1- ta’rif. Ushbu a= , N*)MA
k=L
yig'indi f(x,y) funksiyaning integral yig'indisi (Riman yig'indisi)
deyiladi.
Keltirilgan ta'rifdan ko'rinadiki, integral yig'indi/ funksiyaga,
D to'plam va uni bo'laklash usuliga hamda har bir (~,riA)e Dk
nuqtalarga bog'liq bo'ladi:
G = &p (f,%k>1\k)-
Modomiki, f(x,y) funksiya D da chegaralangan ekan, u har bir
Dkda (k= 1, 2 ham chegaralangan bo'ladi. Demak,
mk =inf{/(x,y) : (x,y)e DK),
Mk =sup{/(x,j): (x,y)e Dk}

mavjud. Ayni paytda, V(x, y)e Dk uchun

mk <f(x,y)<M k (1)
tengsizliklar bajariladi.



2- ta’rif. Ushbu

M n
*:X_.ﬂﬁ*’\*' S:/\M kV,Dk
= f

yig'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig ‘indilari
deyiladi.
Funksiyaning Darbu yig‘indilari /7 (x,y) funksiyaga, D to‘plam va
uning bo‘laklashiga bog'lig:
s =sp(f), S=Spf)
bo'lib, har doim s <S tengsizlik bajariladi. (1) tengsizlikdan foydalanib
topamiz:

X mro k <X /¥ 46w < X mkiok .
k=t bl =

Demak, s<a<S§S.
2°. Ikki karrali integral ta’riflari. Aytaylik, f{x,y) funksiya yuzaga
ega bo‘lgan Dto'plamda aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. D ning
P = {DxD2...D,,)
bo'laklashini olib, berilgan funksiyaning integral yigindisini tuzamiz:

0=X/($*N*)yA -
*=

3- ta'rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son
topilsaki, D ning diametri Yo <5 bo'lgan har ganday P bo‘laklash
hamda har bir Dkda olingan ixtiyoriy ,rX) lar uchun

|o-7] <e
tengsizlik bajarilsa, J son ctyig‘indining 0 dagi limiti deyiladi va
lim a =]
0
kabi belgilanadi.

4 -ta'rif. Agar A~"0 da f(,x,y) funksiyaning integral yig‘indisi

limiti mavjud va chekli J ga teng bo‘lsa,/(x,>>) funksiya D da integ-

rallanuvchi deyiladi. /soniga esaf(x,y) funksiyaning Z)bo'yicha ikki
karrali integrali deyiladi. Uni quyidagicha

Jif(x,y)dxdy
D
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kabi belgilanadi. Demak,
J}\f(x,y)dxdy =)!!TOa =)!F|)r_T;O'¥Jf(t,k,n NaDk .

Masalan, f(x,y) — C = const bo‘lsin. Bu funksiyaning integral
yig'indisi

= =CwD
k=1
bo‘lib, uning ikki karrali integrali
=\IIi}rg€0C\iD- C\wD
bo‘ladi. Xususan, C = 1 boiganda quyidagiga ega boiamiz:
JJ \dxdy =\ip.
D

Funksiyaning ikki karrali integrali yugori hamda quyi integrallar
yordamida ham ta’riflanishi mumkin.

Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya yuzaga ega boigan D to'plamda
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. Dning turli bo‘laklashlaridan tashkil
topgan to'plamni {P} deylik: P={4,D j D n}.

Har bir P e {P} boiaklashga nisbatan/ (x,y) funksiyaning Darbu
yig‘indilarini tuzib, ushbu {*/,(/)}, {£,.(/)} to‘plamlarni hosil
gilamiz. Bu to‘plamlar chegaralangan boiadi.

5- ta'rif. {w*/,(/)} to'plamning aniq yuqori chegarasi/ (x,y) funk-
siyaning quyi ikki karrali integrali deyiladi va

I =~f{x,y)dxdy

D
kabi belgilanadi. Demak,

I = \\f(x,y)dxdy= sup (5,(/))= sup (Y ~).
Po) t

6 -ta’rif. to‘plamning aniq quyi chegarasi f(x,y) funk-
siyaning yuqori ikki karrali integrali deyiladi va
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3 =1 f{x,y)dxdy
D
kabi belgilanadi. Demak,

J = \\f(x,y)dxdy = inf (5 (/))= inf & M K\NIDK).
D F F A

Demak, chegaralangan / (x,y) funksiyaning har doim quyi hamda
yugori integrali mavjud bo'ladi.

7- ta’rif. Agar J -
bo'lsa,funksiya Dto'plamda integrallanuvchi, ularning umumiy
giymati J =J =J esaf{x,y) funksiyaning D bo'yicha ikki karrali
integrali deyiladi. Demak,

Wtx.yydxdy =3=1.

D

Eslatma.Agar J ¢y bo'lsa, /7 (x,y) funksiya D da integrallan-
maydi.

3°. Darbu yig‘indilarining xossalari. Aytaylik, f(x,y) funksiya yuzaga
ega bo'lgan D to'plamda berilgan va chegaralangan bo'lsin. D to'p-
lamning bo'laklashlari to'plami T =(P) dagi P ={Dx, D2 Dn]
bo'laklashga nisbatan f{x,y) funksiyaning integral hamda Darbu
yig'indilarini Kiritamiz:

bunda mk =inf {/(x,>>):(*,y) g DK),
Mk =sup{/(x,y) : (x,y) g Dk}
bo'lib V(x,j;)g Dk uchun quyidagi ifoda o'rinli:
mk <f(x,y) <Mk.
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Ma’'lumki, 33-ma’ruzada f(x) funksiya Darbu yig‘indilarining
xossalari keltirilib, ular batafsil isbotlangan edi.

Xuddi shunday xossalar f(x,y) funksiya Darbu yigindilari uchun
ham o‘rinli boiadi. Ular awalgidek mulohaza asosida isbotlanishini
e'tiborga olib, mos xossalami keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Ve >0 olinganda ham (”~ ,117)6 Dk nugqtalarni (k=I,2,...,n)
shunday tanlab olish mumkinki,
0 <Sp(f) - ap(f-"k¥\k) <r,
shuningdek, ,% ) e Dk nugtalarni yana shunday tanlab olish mum-
kinki,
0 <op(f-£k,N\k)-sp(f)<£
boiadi. Bu xossa Darbu yigindilari integral yigindi uchun aniq
yugori va aniq quyi chegara boiishini bildiradi.
2) Aytaylik, £ ={A,D2,..., A -i,Dk,Dk+,..., A },
pi- {ATA>SA A JA at, A}
lar D to‘plamning boiaklashlari boiib,
A =A uA', ATIH"=0
boisin. U holda

boiadi. Bu xossa D ning boiaklashdagi boiaklar soni orta borganda
ularga mos Darbuning quyi yigindisining kamaymasligi, yugori yigin -
disining esa oshmasligini bildiradi.

3) Agar Pxva P2lar Dning ikki boiaklashi boiib,  (/), (/)
va SR(/), 3b (/) larf(x,y) funksiyaning shu boiaklashlarga nisbatan
Darbu yigindilari boisa, u holda

sn (/) <S,, (/)
boiadi.

Bu xossa, D ning boiaklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yigin-
dilar to‘plami (/)} ning har bir elementi (yuqori yigindilar to‘p-
lami {~(Z)} ning har bir elementi) yuqori yigindilari to‘plami
{”p(/)}ning istalgan elementidan (quyi yigindilar to‘plami
{SP(/)} ning istalgan elementidan) katta (kichik) emasligini bildiradi.
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4) Ushbu
sup{sp(/)}< infrC/)}

munosobat oiinli. Bu xossa f{x,y) funksiyaning quyi ikki karrali
integrali, uning yuqori ikki karrali integralidan katta emasligini bildiradi:

J <.

5) Ve >0 olinganda ham shunday 5>0 topiladiki, D ning diametri

N< 8 bo'lgan barcha bo'laklashlari uchun

0<S,(/)-/<e, 0<J -sp(f) <e
bo‘ladi. Bu xossa f(x,y) funksiyaning yuqori hamda quyi integrallari
Xp -» 0 da mos ravishda Darbuning yugori hamda quyi yig‘indilari-
ning limiti ekanligini bildiradi.

4°, 1kki karrali integralning mavjudligi. f(x,y) funksiyaning Darbu
yig‘indilari va ularning xossalaridan foydalanib, ikki karrali integralning
mavjudligi hagidagi teoremani keltiramiz.

Aytaylik, yuzaga ega bo‘lgan Dto'plamda f{x,y) funksiya beril-
gan va chegaralangan bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiya to'plamda integrallanuvchi bo'lishi
uchun, Ve >0 son olinganda ham, shunday 8 >0 soni topilib, D ning
diametri \p>5 bo'lgan har ganday P bo'laklashiga nisbatan Darbu
yig'indilari ushbu

Sp(f)-sp(f)<t )

tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.
< Zarurligi. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya Dda integrallanuvchi

bo'lsin. Ta'rifga ko‘'ra J =J =J bo'ladi, bunda

0
J =sup(sJf)) =sup (Y mk\iDk),
p p ti
7=m sp{f))=m f,M KMDk) m
k=q

Ayni paytda, Darbu yig'indilarining 5- xossasiga ko‘ra
Ve >0, 38>0, 'W<8, Vpe (P):

spU )-J<\, I-sp(f)<\
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va J =J =J bo‘lgani uchun

Sp{f)-J<\, J-sp(f)<~

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan
Sp(f)-sp(f)<e

bo‘lishi kelib chiqgadi.

Yetarliligi. Aytaylik, Ve >0, 38 >0, kp <8, \/pe (P):

Spif)-Sp(f) <e

bo‘lsin,/(x,y) funksiya 2) da chegaralanganligi uchun

sup{sp(/)} =/, inf{Sp(/)} =7

mavjud bo'lib, Darbu yig'indilarining 4- xossasiga ko‘ra J <J bo‘ladi.
Demak,

sp(f)<J_<J <Sp(f).
Bu tengsizliklar va (2) shartdan foydalanib topamiz:
0<7 -/ <Sp(f) - sp(f) <e.
Demak, J_ < J.f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. »

Aytaylik, D ning P ={DI,D2,...,.D,,} boiaklashning Dk bo‘la-
gida (k —1,2,...,n) f(x,y) funksiyaning tebranishi

% =sup{/(x,y):(x,y)6 Dk}-inf{f(x,y):(x,y)e Dk}

bo‘lsin. Undaf(x,y) funksiyaning D da integrallanuvchi bo‘lish sharti

-
X ~N Dk<e. (3)
4
ya ni
lim L:iax(iz>*=0 4)

ko'rinishlarga keladi.

Demak, f(x,y) funksiyaning D to'plamda integrallanuvchi bo‘li-
shini isbotlash uchun (2), (3), (4) shartlardan birining bajarilishini
ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.

273



Mashqlar

1. Ushbu D={(x,y) e R2:0<x<1,0<”<1} to‘plam (tekislik-
dagi kvadrat)

chiziglar yordamida Diklarga bo‘laklangan. Shu bo‘laklashning diametri
topilsin.

2. Yuqoridagi D to‘plam va uning P ={Dik\i,k =1,2,....,/?} bo'-
laklashga nisbatan f(x,y) =x2 +y2 funksiyaning

a) Darbu yig‘indilari,

i
b) har bir Dikda =-, Lk =- deb, integral yig'indisi topilsin.

3. Aytaylik, D - tekislikdagi yuzaga ega bo'lgan to‘plam bo'lsin.

Ushbu

1, agar (x>>)e D,xe Q,ye Qbo'lsa,

0, agar (x,y)e D,xvay
laming kamida bittasi irratsional bo'lsa, funksiyaning D da integralla-
nuvchi bo'lmasligi isbotlansin.

4. f(x,y) funksiya yuzaga ega bo'lgan Dto'plamda chegaralangan
bo'lib, J va / lar mos ravishda funksiyaning yugori va quyi ikKi
karrali integrallari bo'lsa, J <J ba'lishi isbotlansin.

5. f{x,y) funksiyaning Darbu yig'indilari uchun

bo'lishi isbotlansin.

83- ma’ruza

Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Integralning asosiy
xossalari

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi. Uzluksiz
funksiyalarning integrallanuvchi bo'lishini quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Agarf(x,y) funksiya chegaralangan yopiq Dto'plamda
uzluksiz bo'lsa, u shu to'plamda integrallanuvchi bo'ladi.
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< Ixtiyoriy e >0 sonni olaylik. f(x,y) funksiya chegaralangan
yopig Dda uzluksiz. Binobarin, funksiya D da tekis uzluksiz. U holda

songa ko‘ra, shunday 5> 0 son topiladiki, D ning diametri X >8

bo‘lgan
p={A4-A}

bo‘laklashning har bir Dkbo‘lagida (k=1 , 2 f(x,y) funksiyaning
tebranishi go*uchun

tengsizlik bajariladi.
Shunday boiaklashlarga nisbatan

Sp(f)-sp(f) =~ (okiDk <+ +vJ))k =e
k=1 U k=2
bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi.

2°. Uzilishga ega bo‘lgan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi.
Ba'zi bir uzilishga ega boigan funksiyalaming integrallanuvchi boiishi
hagidagi teoremani keltirishdan awal bitta sodda tasdigni bayon etamiz.

Aytaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan Dto'plam berilgan bo'lib,
/ esa shu to'plamga tegishli nol yuzali chizig bo'lsin.

Tasdiq. Ve >0 son olinganda ham shunday 8 >0 topiladiki, D
ning diametri Xp>8 bo‘lgan \fPe(P bo‘laklash olinganda, bu
boiaklashning /chiziq bilan umumiy nuqtaga ega boigan boiakchalari
yuzalarining yigindisi e dan kichik boiadi.

® | chizig nol yuzali boiganligi uchun shunday A ko'pburchak
topiladiki,

1) /c A

2) Ve >0 uchun WA<e boiadi. Aytaylik, In 21=0 boisin.
/ chizig nuqtalari bilan 3A nuqtalari orasidagi masofaning eng kichigini
8 (8 > 0) deylik. U holda Xp>8 boigan VPe(P boiaklashning
I chizig bilan umumiy nuqtaga ega boigan burchaklari A ko‘pburchak-

ka tegishli boiadi. Binobarin, bunday boiakchalar yuzalarining yigin -
disi e dan kichik boiadi. »
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2- teorema. Agar/ (x,y) chegaralangan yopiq D da berilgan bo'lib,

bu to'plamga tegishli chekli sondagi nol yuzali chiziglarda uzilishga
ega, qolgan barcha nugtalarda uzluksiz bo'lsa, f{x,y) funksiya D da
integrallanuvchi bo'ladi.

< Soddalik uchun f(x,y) funksiya D dagi bitta nol yuzali /chi-

zigda uzilishga ega, golgan barcha nuqtalarda uzluksiz deylik.

Ixtiyoriy e > 0 sonni olamiz. U holda /c A, \A <e bo'lgan
A ko'pburchak {Ac. D) D ni A va D\A gismlarga ajratadi.

Ravshanki, f{x,y) funksiya D\A da tekis uzluksiz. U holda
Ve >0 ga ko'ra shunday 8, > 0 topiladiki, D ning diametri Xp>8,
bo'lgan P bo'laklashining har bir bo'lakchasida f(x,y) funksiyaning
tebranishi quyidagicha bo'ladi:

o <e.

Yuqoridagi tasdiqga binoan va Ve >0 ga ko'ra shunday 82> 0
topiladiki, D ning diametri Xp>82bo'lgan P bo'laklashining A ko'p-
burchak bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan bo'lakchalari yuzalari
yig'indisi e dan kichik bo'lishini topamiz.

Endi 8 =min{8i,82}
deb, diametri \p>8 bo'lgan D ning

P ={A4,Dj,..., Dn}
bo'laklashini olib, unga nisbatan tuzilgan Darbu yig'indilari ayirmasi

Sp(f)-sp(f) = Y loKiDk (1)
=

ni garaymiz.
(1) tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi n ta haddan iborat. Uni
ikki gismga ajratamiz:

=
bunda " co k\iDk ifoda — P bo'laklash bo'lakchasi Dklaming A ko'p-
burchakdan tashgarisida joylashganlariga mos (1) ning hadlaridan

iborat yig'indi, “cok\iDk esa (1) ning qolgan barcha hadlaridan
tashkil topgan yig'indi.
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Yuqorida aytilganlarni e’tiborga olib topamiz:

Sp(S)-spif)Ze£V A +X +Q-2e =¢(]iz) +2Q).
*
Bunda £2- funksiya/ (x,y)ning 2)dagi tebranishi. Keyingi tengsizlikdan
mn
lim Y<o*yA =0

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,/(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. »

3'. Ikki karrali integralning xossalari. Ikki karrali integral ham
[1], 35- ma’ruzada batafsil bayon etilgan aniq integralning xossalari
singari gator xossalarga ega. Shuni ham aytish kerakki, ulami isbotlash
jarayonlaridagi mulohazalar bir-biriga o‘xshash bo‘ladi. Shularni
e'tiborga olib, quyida keltiriladigan xossalarning ba’zilarini isbotlash
yo‘l-yo‘riglarini, ba’zilarini esa isbotsiz keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Faraz qilaylik, f{x,y) funksiya D to‘plamda integrallanuvct
bo‘lsin. Agar D nol yuzali /chizig bilan umumiy ichki nugtaga ega
bo‘lmagan bogiamli Dxva D2 to‘plamlarga ajralgan boisa, f(x,y)
funksiya har bir D{va D2 larda integrallanuvchi va

W tyydxdy =0 fox,y)dxdy + 1 f(x,y)dxdy @)
D D\ Di
boiadi.
A Aytaylik,

Px={D[AD[2\..,D[n)}, P2={D"\D?\..,D\m)}
lar mos ravishda Dxva D2 larning boiaklashlari boisin. Bu boiak-
lashlar D to‘plamning
P ={D{" D™ ,D[n\ D[m)}
boiaklashlarini hosil giladi. Agar
(7)., sn(/), (/). SA(/), sp(f), Sp(f)
lar f{x,y) funksiyaning Px P2, P boiaklashlariga nisbatan Darbu
yigindilari boisa, u holda
Dl <zD=>SH(/)-*,, (/) <Sp(f)-sp(f),
D2czD "SR(/)- S (/) <S, (/) - sp(/)
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bo‘lib, quyidagi ifodaga ega boiamiz:
Sp(f)-sp(f)<z~rSp</)-*, (/) <e Sn (/) - sRR(/) <e.
Demak, f(x,y) funksiya 2), va D2to‘plamlarda integrallanuvchi. Ushbu
Sp(f) =~ (/) +SR(/), sp(f) =sn(/)+ (/)
tengliklarni e’tiborga olib,

W tx,yydxdy = fx,y)dxdy Tl f(x,y)dxdy
D a ih
boiishini topamiz. »

Yuqoridagi xossaning aksi ham o'rinli, ya’'nif(x,y) funksiya har
bir 2), va D2to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lsa, u D da integralla-
nuvchi bo‘lib, (2) tenglik o‘rinli bo'‘ladi.

2) Agarf(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo'lsa, cf(x,y) funk-
siya (c = const) ham D da integrallanuvchi va

I cf (x,y)dxdy =Cl f(x,y)dxdy
D D

bo‘ladi. Bu xosslglning isboti ushbu
n

lim X ¢/(S*.JI¥Ne =c.imnX f&k' )vVDk

tenglikdan kelib chigadi.
3) Agarf(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integrallanuvchi bo‘lsa,
/ (x>>) £ g{x,y) funksiya ham D da integrallanuvchi va

W7 (x,y) £g(x, y)\dxdy = J £(x, y)dxdy +dJ g(x, y)dxdy

D D D
bo'ladi.

4) Agarf(x,y) funksiya Dda integrallanuvchi bo'lib, V(x,j) e D da
f{x,y) >0 bo'lsa,

Jjf(x,y)dxdy >0
D
ga ega bo'lamiz. Bu xossaning ishoti
lim
N bl m
bo‘lishidan kelib chigadi.
278



5) Agar f(x,y) va g{x,y) funksiyalar D da integralanuvchi bo‘lib,
V(x,j>)e D uchun f(x,y) <g(x,y) bo'lsa, u holda

e y)dxdy < gox.y)dxdy
D D
bo'ladi.
< Bu xossaning isboti g(jc,.y) -f{x,y) funksiyaga 5- xossani tatbi
etish va 3- xossadan foydalanish natijasida kelib chigadi. »
6) Agar f{x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo'lsa, u holda

|/(*>Y)] funksiya ham D da integrallanuvchi va quyidagi ifoda o'rinli
bo'ladi:

Htxyydxdy <UJ/(XjO] axdy.

4°, 0 ‘rta giymat hagidagi teoremalar. Aytaylik, /7 (x,y) funksiya
yuzaga ega bo'lgan D to'plamda berilgan va chegaralangan bo'lsin:

3M =const, 3m- const, \/(x,.y)e D: m<f{x,y)<M.

3- teorema. Agarf(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo'lsa,
holda, shunday a son (m<a <M) topiladiki, bunda

\\f(x,y)dxdy =a\iD
D
bo'ladi.
A Yuqorida keltirilgan ikki karrali integralning xossalaridan
foydalanib topamiz:

m<f(x,y)<M =~"f(x,y)dxdy =a =>"f{x,y)dxdy =auy/[]
D D
(m<a<M). »

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agarf{x,y) funksiya bog'lamli yopiq D to'plamda uzluk-
siz bo'lsa, u holda shunday (£,ri)e D nuqta topiladiki,

Jt(x.y)dxdy = f(ETINID
D

bo'ladi.
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4- teorema. Agar/ (x,y) va g(x,y) funksiyalar D to'plamda integ-
rallanuvchi bo'lib, V(x,y)e D uchun g(x,y) >0 (yoki g(x,y) <0)
bo'lsa, u holda shunday a son (m <a< M) topiladiki, bunda

JEx.y)g(x.y)dxdy =adJ g(x.y)dxdy
D D

bo'ladi.

Mashqglar

1.Agar f{x,y) funksiya chegaralangan yopiqg D¢ R2 to'plamda
chegaralanmagan bo'lsa, uning D da integrallanuvchi bo'Imasligi isbot-
lansin.

2. Agar/ (x,y) funksiya D ¢ R2 da integrallanuvchi bo'lsa, |/(x,.y)]
funksiyaning ham D da integrallanuvchi bo'lishi ko'rsatilsin.
3. Ma’lumki, ushbu

W ] =-2J3/ (X" Nexrfy
D
miqdor f(x,y) funksiyaning D dagi o'rta qiymati deyiladi.
Quyidagi
f(x,y) =sin2xsin2y
funksiyaning D={(x>>)e R2:0<x<n,0<y<n} dagi o'rta qiy-
mati topilsin.

4. Ushbu <JJ(X2-y 2)dxdy <4n tengsizliklar isbotlansin,
D

bunda D ={(x>>)e R2 :x2 +y2-2x <0}

84- ma’ruza
Ikki karrali integralni hisoblash

1°. To'g‘ri to‘rtburchak to‘plam bo‘yicha ikki karrali integrallarni
hisoblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi D ={(x>>)e R2: a <x <b,
c <y <d} to'plamda berilgan bo'lsin. Bu f(x,y) funksiyaning D
bo'yicha ikki karrali integralini hisoblash masalasini gqaraymiz.
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1- teorema. / (x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;

2) Har bir tayin x e [a,b] da

h
1(x) =J(xy)dy
a
integral mavjud.
U holda /(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi, ya’'ni

b d
Japadx =J Jf(x,y)dy dx

b d
mavjud va J) f(x,y)dxdy =] f(x,y)dy dx

bo'ladi.
A [ab\ segmentning
a=x0<X <x2<..<X, =b,
[c,d\ segmentning

C=Yo <Y\ <Yr <- <yt =d
nuqtalari yordamida D uchun ushbu

p:{At}:{(*»j@Rllxi SYK AY AY b}
(i=0,1,2,...n-\; k=0,1,2,...m-1)
bo‘laklashni hosil gilamiz. Uning diametri
Xp = max n/gx2 + dy*
(Ax, =xAM-x, , Oyk =ykx -y k',i=0,1,2,.../i-1;, k=0,1,2,...,/n-1)
bo'ladi. Aytaylik,
mik =inf{/(x,j/):(x,j/)e Dik),
Mik =sup{/(x,.y): (x,y)e DiK),
(i=0,1,2,..,n-1; k=0,1,2,...m-1)
bo‘lsin. Ravshanki, V(x,y)e Dik uchun
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mik <f{x,y)<M ik

YK\ YK*1 YK*1
bo‘lib, J mikdy < J f(x,y)dy< J Mikdy,
y* 'K YK
YK*1
ya'ni mikayk < J f (x,y)dy < MikAyk
k

bo‘ladi.
Keyingi tengsizlikni Aning k =0,1,2,...,m -1 giymatlari uchun
yozish, so'ngra ularni hadlab go'shish natijasida

Koo ™
‘KAYK x,y)dy M, *gA )
AD &HD

d
hosil bo‘ladi. Ushbu
C

d
integral x ning F(x) =jf(x,y)dy

C
funksiyasi bo'lib, bu funksiya \ab\ da, jumladan, [x,,x,+l] da che-
garalangan bo'ladi. Agar

m =inf{F(x), xe [x, x,+]},

N/, =sup{F(x),xe [x,, xA]}, (/=0,1,2,3,. . #i-l)
deyilsa, (2) munosabatga ko'ra

ml * ml
<lW <M, ™ MikAyk
k=9 *=0
bo'lib, undan
ml
0 <M7 - /ﬂl < (Mll - LUlK)Ayk
<o

bo'lishi kelib chigadi. Bu tengsizlikni Ox* ga ko'paytirib, so'ngra
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hosil boigan tengsizlikni i ning /= giymatlarida yozib,
ularni hadlab qo'shib topamiz:

w-1 n-\ m-I
0 <2”M(Mi -m)Ax* <X X (JI/<- nA - sp(f) - sp(f).
1=0( ) 1=Ok=0( ) p(f) - sp(f)

Modomiki, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi ekan, u holda
Xp -» 0 da “max Ax* -» 0" da

%
X (M/7-11)Ax* -> 0

a
boiadi. Bu esa /"(x) =3/ (x,y)I>"

funskiyaning [a,6] da integrallanuvchi ekanini bildiradi.

b b\d
Demak,  JF(x,y)dx =J Jf(x,y)dy dx

integral mavjud.
(2) tengsizlikni [x,,x /1] oralig bo‘yicha hadlab integrallab topamiz:

Xi#l m-l X+ X4t ml
J 2MUKAYKIX< J ) f(x,y)dy dx< J X LikAXdx-
X ke X X, *=°

-1 -1 n-1 m-1
r r LLLKMNAYK 2 Tlf fix, y)dy rfx<X X MikA*iA)b,
D

<=0 k=0

dx<Sp(f) ©)
munosabatga kelamiz. Ravshanki,
A (/) £Jinx,y)dxdy <Sp(f) %)
va if) -sp(f) <e.
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2°. Egri chizigli trapesiya bo'yicha ikki karrali integrallarni hi-

soblash. /7 (x,y) funksiya tekislikdagi
A ={(*>Y)e R2ma <x <b, ®I(x) <y <d2(x)}

to'plamda berilgan bo‘lsin, bunda 9j(x), d2(x) funksiyalar [a,b] da
uzluksiz va Vxe (a,b) da d,(x) <d2(x).

3- teorema. / (xj>) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;

2) har bir tayin x e [a, b] da

J txy)dy
i)
integral mavjud. U holda

a2(*)
j f(x,y)dy dx
<A (X)

mavjud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

(0]
INf{x,y)dxdy=\ <F’T)f(x,y)dy dx.
A |(*)
< Aytaylik, D={(x,y) e R2:a <x <b,c <y <d} to‘g‘ri to‘rt-
burchak 2), ni o‘z ichiga joylashtirsin: £5 ¢ D (34- chizma).
Ushbu

_\f(x,y), agar (x,y)e A bo'lsa,
_j 0, agar (x,y)eD\Dx bo'lsa
funksiya uchun, ravshanki,

F(x,y)

\jf(x,y)dxdy =~F(x,y)dxdy (5)
D\ D
tenglik bajariladi.
Agar F(x,y) funksiya har bir tayin x e [a, b] day o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida garalsa, u holda teoremaning 2- sharti hamda [Ox>>)
funksiyaning tuzilishidan
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a
JF(x,y)dy

integralning mavjudligini topamiz.
Unda 1- teoremaga ko‘ra

\\F(x,y)dxdy =

D
b[d (6) b "X

@] a
=J \F{x,y)dy dx
34- chizma.

bo'ladi. Ayni paytda, har bir tayin xe [a,b] da

d ﬂ&j#j 2% d
JFOGY)dy = ) Foy)dy+ J Foy)dy+ J F(xy)dy =
%(*) P
%(*) <20 @)
= | Fy)dy= J f(x,y)dy
9l (*) <Pi(x)

bo'ladi. (5), (6) va (7) munosabatlardan

2 (*)
\\F(x,y)dxdy =J ] fF(x,y)dy dx
D\ a _(n_(*)
bo'lishi kelib chigadi. »
Aytaylik, f{x,y) funksiya tekislikdagi
D2 ={(x,y)e R2:y, (/) <x <y2(>>) c<y <d]
to'plamda berilgan bo'lsin, bunda y, (y) va Jy2 (> funksiyalar [c,d] da
uzluksiz va Vye (c,d) da aqi(y) <d2(y).
4- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D2da integrallanuvchi;
2) har bir tayin y e [c,d] da

J #x,y)dx
w0’
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integral mavjud. U holda

drep
J J(y)f{x,y)dx dy

cLfiO)
mavijud va quyidagi ifoda o'rinli boiadi:
S
\WHx,y)dxdy =J ) f(x,y)dx dy.

4 Bu teoremaning isboti 3-teoremaning isboti kabidir. »
Agar/ (x,y) funksiya D* da kerakli shartlarni bajarib, integrallash
to'plami D* esa nol yuzali chiziglar yordamida o‘zaro bir-biri bilan
ichki umumiy nuqtaga ega boimasa hamda yuqoridagi teoremalardagi
kabi
D*=0*u D\u ..u D\
boisa, u holda quyidagi tenglik kelib chigadi:

3 7 (xy)dxdy =0 7 (x,y) dxdy +JJ 7 (x, y) dxdy +...
Dt A $
+\\f{x,y)dxdy.

D
integrallar hisoblansin, bunda D - quyidagi
x=0, y=0x+y =1
chiziglar bilan chegaralangan to'plam.

*4 Bu chiziglar bilan chegaralangan to‘plam 35- chizmada tasvir-
langan.

/ (x,y) =sjx +y funksiya va Dto‘plam 3- teoremaning shartla-
rini bajaradi. Endi
D={(x,y)e R2: 0<x <1, 0<y<lI-x}
ekanini e'tiborga olib topamiz:
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35- chizma. 36- chizma.

I- Ay~
J :J jij +*ydy dx = x!)" (x+ y)I\ (
o 0 :

0
3- misol. Ushbu 7 =JJ (x2 +y2) dxdy

integral hisoblansin, bunda D quyidagi
y=X,y=x+3ay=ay=3a (a>0)
chiziglar bilan chegaralangan to'plam.
4 Bu chiziglar bilan chegaralangan to'plam 36- chizmada tasvir-

langan.
Berilgan integralni hisoblashda 4- teoremadan foydalanamiz:

\] (X2+y2)dx dy = J[t “ +y2(y- a) dy =

8la4 16a4 27a4 a4 a4 .. 4
n — 1
-y -- 17 * 2"T = )

4- misol. Ushbu J =\]\] dxdy integral hisoblansin, bunda D
D

quyidagi chiziglar:



37- chizma.

y2 = 2x parabola va uning (2; -2) va (8; 4) nuqtalarini birlashti-
ruvchi vatar bilan chegaralangan to‘plam.

A y2= 2x parabolaning (2; -2) va (8; 4) nuqtalarini birlashtiruv-
chi vatar tenglamasi

y =x-4
ko‘rinishda bo'ladi. y2= 2xva y =x - 4 chiziglar bilan chegaralan-
gan Dto'plam 37- chizmada tasvirlangan.

x —2to'g‘ri chiziq yordamida D to'plamni ikkita D{va D2 larga
ajratamiz. Bunda:

Di ={(x,y)e R2: 0<x<2, -\f2x <y <sf2x],
D2 ={{x,y)e R2: 2 <x <8, x-4<y<V2x}.
Ikki karrali integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

JJ dxdy = JJ dxdy +JJ dxdy .

d A

Bu integrallami hisoblaymiz:

Jdedy:Jdedy+Jdedy:j J dy dx+~ j dy dx=

0 A A oL-'/2x 2 xA
2 8

=J2%/2xdx +J (\ * - x +4) dx =18.



Mashqglar

1. Ushbu [[sin4 dxdy integral baholansin, bunda
' +y* +l

D={(x,y)e R2:x2+y2 <9}

2. Ushbu |]f(x,y)dxdy integral takroriy integralga Kkeltirilsin,
D

bunda D to‘plam x2+y2=4 va x2- 2x +y2 =0 aylanalar bilan
chegaralangan.

3. Ushbu |]... dxdy—j integral  hisoblansin,  bunda
D (I+x2+y2)r
D={(x,y)e R2:0<x<Il,0<j<I-x}.

85- ma’ruza
Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Ikki karrali integrallarni hisoblashda ancha giyinchiliklarga duch
kelinadi. Bu giyinchiliklar:

1) integrallanuvchi funksiyalarning murakkabligi;

2) integrallash to'plamining murakkabligi hisobiga sodir bo‘ladi.

Ba'zan o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida integrallanuvchi
funksiya ham, integrallash to‘plami ham soddaroq ko‘rinishga (integral-
lash uchun qulay ko‘rinishga) keladi va integralni hisoblash osonlashadi.

1°. Tekislikda to‘plamlarni akslantirish hagida. Faraz qilaylik,
tekislikda x oy dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan chegara-
langan Z)to‘plam, uOv dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan esa
chegaralangan A to‘plam berilgan bo'lib, ularning chegaralari 3D va
3 lar bo‘lakli-silliqg yopiq chiziglardan iborat bo‘lsin (38- chizma).

Aytaylik,

JX =d(n,n),
[y =il/(wi) 1)
sistema [l ni Dga akslantirsin. Bu akslantirish quyidagi shartlami bajarsin:
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K

0] @]

38- chizma.

1) bu o‘zaro bir giymatli akslantirish;

2) <p(u,mn) va \\i(u,v) funksiyalar Ato'plamda uzluksiz va uzluksiz
barcha xususiy hosilalarga ega;

3) xususiy hosilalardan tuzilgan

X X
M am

oy
au  dv

J(u,v) =

funksional determinant A da ishora saglasin va V(u,v)e A da
J(u,v) @0 bo'lsin.

Odatda, J(u,v) determinant (I) sistemaning yakobiani deyiladi.
Ravshanki, bunday holda (1) akslantirishga teskari

n=d(x.y),
u=v]/(xy)

akslantirish mavjud va u D ni A ga bir giymatli akslantiradi.
Tasdig. D to'plamning yuzi

jip =3 pcu, U] duav

bo'ladi (qaralsin, [1], 19-bob, 3- 8§).
2°. 1kki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
f(x,y) funksiya D to'plamda berilgan va uzluksiz bo'lsin. Ushbu
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rx = o(u,v), NO
ly =d(m,n) —
sistema A ni Z)ga akslantirib, u I da keltirilgan 1-3- shartlami bajarsin.
D ning biror
—(Aj ,A2,-.-,An)
bo'laklanishi olaylik. Bu bo‘laklash (1) akslantirish yordamida Dto‘p-
lamning

Pd = (A IA> w>A )
bo‘laklashlarini hosil giladi.
Ikki karrali integral ta'rifiga ko‘ra

° = X/(E*>n*)uA> ((E*»M*)eA)

*o
bo'lib,
lim o= lim £/($*,n*)nA =JJf(x,y)dxdy (3)
XM-*° KH>-*°bI D
bo'ladi.

1° da keltirilgan tasdigdan foydalanib topamiz:

M-A =4 | *(n>n)1™"n™m -
i
0 ‘rta giymat hagidagi teoremaga binoan, shunday
(uk,vk) e A*
nuqgta topiladiki, bunda

J\J(u, U] dudv = p(uk,vk)ju A
D
tenglik bajariladi.
Natijada f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi quyidagi
n

=£/($*. a™M|nn*bi*)|ug*
A

ko‘rinishga keladi. (£*,ti*)g Dk nuqtaning ixtiyoriyligidan
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kk=(ukvk) N*= ()

deb olish mumkin. U holda
c= L:,| /(D(“*» > K) /(4% vk A

bo‘ladi. /(M) \|/(«n))|Y(mn)] funksiya A da uzluksiz, bino-
barin, integrallanuvchi. Demak,

n

lim a=lim Y Z(pu*> ).V(«i. )|/(<K ) Ly =

it ° (@)
=JJ /(b v), N V)) P{u, u)] dudv

A
bo'ladi. (2) va (3) munosabatlardan

HIC ) =/l Mey)v )

bo‘lishi kelib chiqgadi.
(5) ifoda ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish
formulasidir.

1- misol. Ushbu JJ y'dxdy

integral hisoblansin. D quyidagi y =x2, y =2x2, xy =1, xy =2
chiziglar bilan chegaralangan.

A Berilgan chiziglar bilan che-
garalangan D to‘plam 39- chiz-
mada tasvirlangan.

Ushbu

akslantirishda D ning aksi:

294



Ravshanki, (5) akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo'lib,
unga teskari akslantirish quyidagicha:
[
X =n 3u3
1 2 (60

Y - w3us.

(6) sistemaning yakobianini topamiz:

dx dx I -- 1 Ky
J(u,v) = (;Iu dv I A 3y3
y 2 1 -- B /b
du du 3«3u 3 .
3" m

Endi y3=uv2 ekanini e’'tiborga olib, berilgan integralda (6
almashtirish bajarsak, u holda (5) formulaga ko‘ra

\\y3dxdy = |] uv2 p(u, )\ dudv

D D
bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:
2(2 A
[ Imu2\J(uv)\dudv =" v 2dudv =7~ ju2dv du=I(] -1) =7 _
d d ill J
Demak, ||y dxdy =7, »
D

3°. Ikki karrali integralning qutb koordinatalarida ifodalanishi.
Yugoridagi (1) sistema sifatida ushbu

IX=rCosd,

[y =rsing )
akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi
bo'yicha (r,¢p) nuqtani dekart koordinatalari sistemasi bo‘yicha (x,y)
nuqtaga akslantirishni ifodalaydi.

(7) sistemaning yakobiani
08 -rsind
-rsincg rcosd
bo‘ladi. XQY tekisligidagi yuzaga ega D to'plamni olaylik.

J(u,v) =
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Bu D ning (7) akslantirish yordamida asli (proobrazi)
Ac e R2w >0,0<d¢<2n} bo'ladi.

Agar O nuqta (koordinata boshi) D ga tegishli bo'Imasa, u holda
[ ni D ga akslantirish o'zaro bir giymatli bo'lib, sistemaning yakobiani
0 dan fargli bo'ladi.

Agar O nuqgta D ga tegishli bo'lsa, u holda (7) akslantirishning
o'zaro bir giymatliligi hamda J(r,y) * 0 shart nol yuzali chiziglar-
dagina bajarilmaydi.

Demak, f(x,y) funksiya DudD da uzluksiz bo'lsa u holda

\]\]fix, y) :\]\]/(cos i, r sin 4+>)rdrdg (8)
D D
formula o'rinli bo'ladi.

2 -misol. Ushbu J- - dxdy
B (x2+y2)

integral hisoblansin, bunda D —quyidagi x = 0,y = 0, x + y = a,
Xx+y = b (0 <a <bh)chiziglar bilan chegaralangan to'plam.
< Berilgan integralda o'zgaruvchilarni quyidagicha

X=rcos, y=rsing

ko'rinsihda almashtiramiz. Unda x2+y2 =r2 bo'lib, (8) formulaga
ko'ra

S = lj\rdrdg> =jj-Ldrd<p
D a
bo'ladi. Endi 4 ni topamiz. D ning
tekislikdagi tasviri 40- chizmada
ko'rsatilgan.

Ravshanki, qutb burchagi ¢ ning

o'zgarishi 0 bilan | orasida bo'-
ladi: 0 < ®< |. (r,0) nuqta D da

N bo'lishi uchun r qutb radiusi chiz-

mada ko'rsatilgan A nuqta bilan
40- chizma. B nuqta orasida bo'lishi kerak.
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A nuqtada x +y = a bo'lgani uchun rcoseg+ rsing=a, ya'ni

_ a
~ cos d+sin ¢ ’

B nugtada x +y = b bo‘lgani uchun rcosc¢+ rsing=">b, ya’ni
_ b
"~ COS<p+Sin ¢

bo“lib,
rAMr<rB

bo‘ladi. Demak, A=|(r,d)e R2:rA<r <rB, 0<d¢ <"|.

(e
Natijada J - dd<p=| | ~ dr dap
D 0 \rA r y
ga ega bo‘lamiz. Integrallarni hisoblab topamiz:
K
2(B

qusind) OB (A=A | (cos d+sin d)d(f -2

m|30|. Ushbu J = J\](X +y)dxdy integral hisoblansin, bunda

D to‘plam x2+y2 =1, x2+y2=4,y =0 (D day > 0) chiziglar
bilan chegaralangan (41- chizma).
(8) formuladan foydalanib topamiz:

3 =) (x +y)dxdy =) (r cos+ rsing)drdy.

Ravshanki,

A={(r,p)e R2:1<r<2,0<dp<n}.
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0\ X
41- chizma.
Natijada J = JJ r2(cos 9+ sinq)drdq =
D
ga ega bo‘lamiz. »
Mashqglar

1. Ushbuxy = 1, xy =2,x-y- 1=0(x>0,y >0) chiziglar
bilan chegaralangan to'plamni tomonlari koordinatalar o‘giga parallel
bo'lgan to‘g‘ri to'rtburchakka o‘tkazuvchi akslantirish topilsin.

2. Ushbu [f (Xj)gﬂ)v integral hisoblansin, bunda D quyidagi

X2+y2=4x, x2+y2=8x, y =X, Yy =2Xx
chiziglar bilan chegaralangan.

86- ma’ruza
Ikki karrali integralning ba’zi bir tatbiglari

1°. Tekis shaklning yuzi. Tekislikda yuzaga ega bo'lgan D shakl
berilgan bo‘lsin. Bu shaklning yuzi

(1)
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boiadi. Bu tenglikning isboti ikki karrali ¥ (
integral ta’rifidan kelib chigadi.

Misol. Tekislikning birinchi chora-
gida ushbu

X2+y2 =2ax, y2=2ax,
X —2a (a>0)

chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzi topilsin.

M Bu shakl 42-chizmada tasvirlan-
gan.

(1) formulaga ko‘ra garalayotgan
shaklIning yuzi

\xD = \]\] dxdy
boiib, bunda

D={(x,y)e R2:0<x <2a, "2ax- x2<y <-J2ax}m
Integralni hisoblab, topamiz:

2af 2k 2a
W=\ \d dx=\](V2ax- V2ax - x2) dx =
2ax-X 0
2 N
=3%*

2'. Jismning hajmi. 81-ma’ruzada fazodagi jismning hajmi
tushunchasi va uning mavjudligi sharti bayon etilgan edi.

Endi jism hajmining ikki karrali integral orgali ifodalanishini
ko‘rsatamiz.

R? fazoda Dekart koordinatalar sistemasi va unga nisbatan joy-
lashgan Vjismni garaylik. Bu jism yuqoridan z= f (x,y) ifodalagan
sirt, yon tomondan yasovchilari OZo'qgiga parallel silindrik sirt hamda
pastdan XOytekisligidagi chegaralangan yopiq Z)to‘plam bilan chegara-
langan jism boisin. Bundaf(x,y) funksiyani D da uzluksiz deb garaymiz.

D to‘plamning

PA{Dx,D1,...,.0n}
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bo‘laklashlarini olaylik. U holda
mk =inf{/(x,j>):(x,y)e Dk},

Mk =sup{/(x,y): (x,y) e Dk}
mavjud bo'ladi. Ushbu

VA=Yjmr Dk, VB =3iM kyDk
k=1 k=\
yig'indilar mos ravishda Kjismning ichiga joylashgan A ko‘pyoqlik-
ning hajmi va Kjismni o‘z ichiga olgan B ko‘pyoqlikning hajmi bo“lib,
\iA<\iB
bo‘ladi.

D to'plamni turli bo‘laklashlar natijasida hosil bo‘lgan {44 va
{uB} to‘plamlarning chegaralanganligidan sup{p/I}, in%Z?} larning
mavjud bo‘lishi kelib chiqadi.

f(x,y) funksiya yopiq Dto'plamda uzluksiz. Demak, u D da tekis
uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 topiladiki,
D to'plamning Xp< 8 bo‘lgan ixtiyoriy

P ={z\,D2,..D,,}
bo'laklash uchun har bir Dk da (k=1,2,...,n) funksiyaning tebranishi

tengsizlikni ganoatlantiradi. Shularni e’tiborga olib topamiz:

M Mn
inf{p£} - sup {jp4} <ud - w1 =X MK\iDk - £ LI\&K =
k=1 S|

=g(M *-mk\iDk < "D k =-~vD =e.

Demak, 0 <inf{\iB}- sup {pN}<e.
Keyingi munosabatdan

inf {u2?} = sup {p/1}
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa Kjism hajmga ega bo‘lishi va uning
hajmi p Vning
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\iV = inf {u5} = sup{u~} 2
ekanligini bildiradi. Ayni paytda,

sup{U8} = Jecx.yyaxdy . Inf{|pd} = Wecx,yydxdy
va (2) tenglikka ko‘ra

Wtx,y)dxdy = Jf (x,y)dxdy = W f(x,y)dxdy ®
D D 3
bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan

v = )

bo'lishi keljb chigadi.

b' MISOl. Fazodagi

X2+y2+z- 4 =0

sirt (paraboloid) hamda tekislik bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

A Bu jism 43- chizmada tasvirlan-
gan bo'lib, D to'plam XOY tekislik-
dagi x2+y2<4 doiradan iborat.

Sirtning tenglamasini z =4-x2-y?2
ko'rinishda yozib, (4) formuladan
foydalanib topamiz:

43- chizma.
V-V = J\](4X2 -y 2)dxdy , (5)
bunda D ={(x>>)e R2:x2+y2 <4},
(5) integralda o‘zgaruvchilami quyidagicha
IX =rcos g,
W o=rsing

ko‘rinishda almashtirib hisoblaymiz:

4-x2-y2=4-r2, Y(r,p)=/* 0<r<2,0<¢p<2n,
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2K( 2 n 2n/- 42
JJ(4-x2-y2)dxdy =J J(4 -r2)rdr dy =J 2/-2- 1dy =8n.
D 070 ) 0

Demak, jismning hajmi (iV = 8n ga teng.

3°. Sirtning yuzi. Faraz qilaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D
to‘plamda z = / (x,y) funksiya berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz
f'(x,y), fy(x,y) hosilalarga ega bo'lsin. Bu funksiyaning grafigi
IP fazoda S sirtni ifodalasin (44- chizma).

Bunday sirtning yuzasi ikki karrali integral orgali quyidagicha
ifodalanadi:

US= JINI++ 2 (x,y) +f'2(x,y) dxdy. (6)
®
3- misol. Asosining radiusi r, balandligi h ga teng doiraviy konus:
ning yon sirti topilsin.
< Ma’lumki, konus sirt z =- \Ix2 +y2 tenglama bilan ifodala

nadi. (6) formulaga ko'ra konusning yon sirti

LS = JJ ™ + (#X2(X,Y))2 + (Zy2(x,y ))2 dxdy
D
bo‘ladi, bunda D ={(x,y) e R2:x2+y2 <r2}.

Agar
[ sjx2+y2
JlL+ (z2(E* XK))2 + (Z'y2 (E* ,TW))2 =
- 14 h2 x2
o 12 x2+y2 r2f|1+yL"n+7
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
=Vl U dxdy = nryjr2 + h2
44- chizma. ekanini topamiz. »
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4°. 1kki karrali integralning mexanikaga tatbiglari. Aytaylik,
tekislikda massaga ega bo'lgan moddiy D shaklning har bir (x,y) e D
nuqtasidagi zichligi p(x,y) bo'lib, u D da uzluksiz bo'lsin. D shakl-
ning massasini topish talab etilsin.

Ravshanki, p(x,.y) - C —const bo'lsa, u holda D shaklning massasi
m = C\xD
ga teng bo'ladi. Agar p(x,y) ixtiyoriy {k=\,2,...,ri) uzluksiz funksiya
bo'lsa, D shakIlning massasini topish uchun D ning
P ={DI,D2,..Dn}

bo'laklashini va har bir Dkda (£=1,2,...,«) ixtiyoriy (£*,ck) nugtani
olamiz: (£*,<;*)e Dk. Har bir Dk da p(x,y) ni o'zgarmas va uni
P("t>TU) 8a teng deyilsa, u holda Dk ning massasi taxminan

ga teng bo'lib, D shaklning massasi esa taxminan

O

*5
ga teng bo'ladi.
Pbo'laklashning diametri Xp -> 0 da (7) yig'indining limiti izla-
nayotgan shaklning massasini ifodalaydi.
Ayni paytda, (7) yig'indi funksiyaning integral yig'indisi va p(x,y)
funksiya D da uzluksiz bo'lganligi sababli bu yig'indining limiti

J\]P(x,y)dxdy
D
bo'ladi. Demak, D shaklning massasi

m = JJ p(x >y)dxdy (8)
D
tenglik bilan aniqlanar ekan.

4- misol. Tekislikda a radiusli doiraviy plastinka berilgan bo'lib,
uning har bir A{x,y) nugtadagi zichligi shu nuqtadan koordinatalar
boshigacha bo'lgan masofaga proporsional. Doiraviy plastinkaning
massasi topilsin.
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m} Dekart koordinatalar sistemasining koordinatalar boshiga doi-
raviy plastinkaning markazini joylashtiramiz. U holda plastinkaning
A(x,y) nuqgtasidan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofa

d=Jx2+y2
bo‘lib, plastinka zichligi

p(x,y) =kylx2+y2
bo'ladi, bunda k - proporsionallik koeffitsiyenti.
(8) formulaga ko‘ra plastinka massasi

m = JJ kyjx2 +y 2dxdy
D

bo'ladi, bunda 1) ={(n:,y)e R2: x2+y2 <r2}.
Ikki karrali integralda

jx - rcosqi,
[X =rsindg

almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

Ikki karrali integrallar yordamida statistik momentlar:

Mx - Ayp(x,y)dxdy, (OXo‘giga nisbatan),

D

My =~xp(x,y)dxdy , (OFo'giga nishatan),
D
og‘irlik markazining koordinatalari:

x°=jDLr,\D\xdxd>-n ;b % 6* *

inersiya momentlari:

Jx =jjy2p{x,y)dxdy, (OXo‘giga nishatan),

D
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Jy =7 x 2p(x,y)dxdy, (OYo‘giga nishatan).

D

JO - JJ(x2+y2)p (x,y) dxdy (koordinatalar boshiga nishatan)
D

topiladi.

Mashqlar
1. Tekislikda ushbu

L T

parabolalar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
2. Fazoda quyidagi

X2+y2=4x, 2= X, Z=2X
sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

87- ma’uza
Uch karrali integrallar

Matematik analiz kursi davomida /(x) funksiyaning [a,b] ¢ R
segment bo‘yicha aniq integrali, f(x,y) funksiyaning Da R' to‘plam
bo‘yicha ikki karrali integrali tushunchalari kiritilib, ular batafsil o ‘rga-
nildi.

Xuddi shunga o‘xshash bu tushuncha uch o'zgaruvchili f{x,y,z)
funksiya uchun ham Kkiritiladi. Unda, awalgi hollarda keltirilgan
maiumotlar va ularni isbotlashda yuritilgan inulohozalar qaytariladi.

Shuni e’tiborga olib, uch karrali integral hagida tushuncha va
tasdiglarni keltirish bilan chegaralanamiz.

1°. Uch karrali integral tushunchasi. Faraz qilaylik, /13 fazoda
chegaralangan hamda hajmga ega boigan Kjism (to‘plam) daf(x,y,z)
funksiya aniglangan va chegaralangan boisin.

m<f(x,y,z) <M, ((x,y,z)eV).
Vto ‘plamning biror
P ={vXVv2,....V,,)
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boiaklashini va har bir Vk da ixtiyoriy JI*,gk)e VK nugtani
(k =1,2,...,a) olib, ushbu
M

G='"£f&k>4k,Sk)V VK
k=1

yig‘indini tuzamiz. U f(x,y,z}) funksiyaning integral yig'indisi deyiladi.
1-ta'rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son
topilsaki, Kto'plamning diametri ~,>8 bo'lgan har ganday Pbo'lak-
lash hamda har bir \k da olingan ixtiyoriy (£* ,T|* »&5* lar uchun
KI—Y|<e
tengsizlik bajarilsa, J son a yig'indining \> 8 dagi limiti deyiladi va
quyidagicha belgilanadi:

lim o =1J.
Xp—to

2-tarif Agar Xp>8 da f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisi
chekli limitga ega bo'lsa, f(x,y,z) funksiya V to'plamda integralla-
nuvchi, J songa esa f(x,y,z) funksiyaning V toplam bo {icha uch
karrali integrali deyiladi va quyidagicha

jiif(x,y,z)dxdydz

y
ko'rinishda belgilanadi. Demak,

.
IIJ/((x,y,z)dxdydz = lim V(KK .ck)u VK .
V'

f{x,y,z) funksiya Vda chegaralanganligi uchun
mk = inf{/(x,j/,z): (x,y,z)e K},
Mk =sup{/(x,",z):(x,y,2)e K}

n

mavjud. Ushbu s ='ﬁk\in, S =nrM Kivk
k=1
yig'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig'indilari
deyiladi.
Ravshanki, s=sp(f), S =Sp(/)

bo'lib, {s =sp(f)}, {S - Sp(f)} to'plamlar chegaralangan bo'ladi.
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3-tarif {sp(f)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y,z)
funksiyaning quyi uch karrali integrali deyiladi va

J =J33f(x,y, 2)dxdydz
Y
kabi belgilanadi.

4-tarif {Sp(f) to'plamning aniq quyi chegarasi f(x,y,z) funk-
siyaning yugori uch karrali integrali deyiladi va

J = 11Jf(x, vy, z)dxdydz
v

kabi belgilanadi.

5-tarif Agar J =J bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya V to'plamda in-
tegrallanuvchi, ularning umumiy giymati

J=J=1

f(x,y,2) funksiyaning Kto‘plam bo‘yicha uch karrali integrali deyiladi.

2°. Uch Kkarrali integralning mavjudligi. Quyidagi teorema uch
karrali integralning mavjudligini ifodalaydi.

1- teorema. f(x,y,z) funksiyaning V to‘plamda integrallanuvchi
bo'lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son topilib,

V to‘plamning diametri Xp>8 bo‘lgan har ganday P bo'laklashiga
nisbatan Darbu yig'indilari ushbu

Sp{f)~sp(/) <e 1)
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.
Agarf(x,y,z) funksiyaning \kdagi tebranishini to* desak, u holda

Sp(f)-sp(f) =~ (M k-mk\iVk =7v>K\ivk

*=1 KA
bo‘lib, (1) shart ushbu
M
<e
k=1
ko‘rinishni oladi. Bu holda
M

deyish mumkin.
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3°. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch o ‘zgaruvchili f(x,y,z)
funksiyalar ma’lum shartlarni ganoatlantirganda ularning integ-
raHanuvchi boiishini ifodalaydigan teoremalarni keltiramiz.

2- teorema. Agarf(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq Kto‘plam-
da uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi boiadi.

Aytaylik, fazoda S sirt berilgan boisin.

6-tarif Agar N3da shunday KO ko'pyoqlik topilsaki,

1)Sc W,

2) Ve > 0 uchun jjVM <e boisa, S nol hajmli sirt deyiladi.

3- teorema. Agarf(x,y,z) funksiya chegaralangan yopig Kto‘plam-
dagi chekli sonda nol hajmli sirtlarda uzilishga ega, golgan barcha

nuqtalarda uzluksiz boisa, f{x,y,z) funksiya Vto‘plamda integralla-
nuvchi boiadi.

4°. Uch karrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar
ham ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1) f(x,y,z) funksiya Kda {Va A integrallanuvchi boisin. Agar
Kto'plam nol hajmli S sirt bilan umumiy ichki nugtaga ega boimagan
bogiamli VIva V2to‘plamlarga ajralgan boisa, f{x,y,z) funksiya har
bir V, va V2to'plamlarda integrallanuvchi va quyidagicha boiadi:

JJJf (x,y,z)dxdydz =J\]\]f(x,y,z)dxdydz + J\]jf(x,y,z)dxdydz.
v W ¥

2) Agar f{x,y,z) funksiya V to'plamda integrallanuvchi boisa,

c o (x,y,z) funksiya (c = const) ham K'o‘plamda integrallanuvchi va

JJJCf(x,y,z)dxdydz =C\]J\]f(x,y,z)dxdydz
v v
boiadi.
3) Agarf(x,y,z) vag(x,y,z) funksiyalar Kda integrallanuvchi boisa,

f(x,y,z)xg(x,y,z), f(x,y,z) g(x,y,z) funksiyalar integralla-
nuvchi va

JJJ |f(x,y,z)ig(x,y,z)\dxdydz =
y
=W t(x.y,2)dxdydz T f(x,y, 2)dxdydz
V \

boiadi.
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4) Agar f{x,y,z) funksiya V to'plamda integrallanuvchi bo‘lib,
\J(x,y,z)e V da f(x,y,z) >0 bo‘lsa,

JJJ f(x,y,z)dxdydz > 0

bo ‘ladi.
5) Agar f(x,y,z) funksiya Kto‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda \f(x,y,z)\ funksiya ham Kda integrallanuvchi va

JJJ/(* ,Y,2)dxdydz < JJJ [f(x,y,z)\dxdydz
v v
bo ‘ladi.
6) Agarf(x,y,z) funksiya V to'plamda integrallanuvchi bo'lsa, u
holda shunday a son (m <a < M) topiladiki, bunda

USA=* y,z)dxdxydz =a\yV (V(x,y,z)e V:m<f(x,y,z)<M)
v
bo'ladi (o‘rta giymat haqidagi teorema).

5°. Uch karrali integrallarni hisoblash. Uch karrali integrallarni
hisoblash formulalari integrallash to'plamining ko'rinishiga garab
turlicha bo‘ladi.

a) Aytaylik, f(x,y,z) funksiya /13 fazodagi to‘plam

Y={(x,y,r) e R3:a<x <bh,c<y<d,p<z<q]
da (parallelepipedda) uzluksiz bo‘lsin. U holda quyidagicha bo ‘ladi:

d( g \
J(t(xy.2)dz) dy dx. ()

b) Aytaylik, N3 fazodagi Kto‘plam pastdan z =" (x,”), yuqo-
ridan r = \[/2(*,}>) sirt (bunda D cR 2 to‘plam V jismning XOY
tekislikdagi proyeksiyasi) bilan chegaralangan bo‘lsin. Agar bu Vda
f(x,y,z) uzluksiz, \j/, (x,jK va w?2(x,>0 funksiyalar D da uzluksiz
bo‘lsa, u holda quyidagicha bo'ladi.:
(\/28X>')

i\ f(x, y, 2)dxdydz = JJ f{x,y,z)dz dxdy.  (3)
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d) Aytaylik, b) holdagi D to‘plam quyidagicha
D={(x,30 e R2:a <x<b, & (x) <y <dp2(x)}
bo‘lib, ¢, va 2 funksiyalar [a,b] da uzluksiz boisin. U holda

b o2 (*)
33f(x,y,z)dxdydz =J | J f(x,y, z)dz) dy dx
v a _<Pl(*) ka'l(*.V)

bo'ladi.
].' m|50|. Ushbu J = JJJ(X +y + z)dxdydz integral hisoblansin,

v
bunda V = {(x,y,z) e/?3:0<x<l, 0<j<3, 0<z"2}.
< Yuqoridagi (2) formuladan foydalanib berilgan integralni hi-
soblaymiz:
T N | =2
L [(x+y +2z)dz dy dx =) rfxz+yz+1z'2 dy dx-
1 \] ) 00 Zo

=) nogx +y +\0dy dxmbixy+£-+y\ 0 fX=)(0X + 15 = 18
o0

2' mi50|. Ushbu J\]JZdedydz integral hisoblansin, bunda V
W

konus (z =\]x2 +y2)\a z = h tekislik bilan chegaralangan to ‘plam.
< Vning XOY tekislikdagi proyeksiyasi
D ={(x,y)e R2: x2+y2<h2}
bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

( h \
J  z2dz dxdy=JJ T

. D

dxdy

M 2 -5 7

D[ iM+3-2 J
Keyingi integralda
X =r GOy,
y =rsing
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almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

dy =j nh5. »

6°. Uch karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Aytaylik, f{x,y,z) funksiya V¢ Ne to‘plamda berilgan va uzluksiz
bo'lsin. Ushbu
x =y(u,v,w),
ey =\\i{u,v,w),
Z = x(m,i>,>v)

sistema Ac R3to'plamni Kto‘plamga akslantirish bo‘lib, bu akslan-
tirish 85- ma’ruzada keltirilgan 1—3- shartlarni bajarsin. U holda

\Wf{x,y,z)dzdydz. =

%
=333/ (dp(m, v, w),\I(n,v,w), x (1, v, w))|/| dudvdw
A4
bo'ladi, bunda

dx dx dx
du dv dw

J= dL didy
du dv dw
dz dz dz
du dv dw

bo‘ladi.
Ko‘p hollarda dekart koordinatalaridan silindrik hamda sferik koor-
dinatalarga o ‘tish bilan uch karrali integrallar hisoblanadi.
a) Dekart koordinatalari X, y, z dan silindrik koordinatalar p, (p, z ga
0 ‘tish
X =pcoBgp, Yy =/?sin9, z =2

(O<p<+o0, 0<p<In, -°0<z <+00) formulalaryordamida amal-
ga oshiriladi (45- chizma).
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O<p<r, 0<m<2n 0<0<n
bo‘ladi. Natijada berilgan integral

I Mpu A
J =J3))(x2+y2+z2)dxdydz - J J J p2p2sin Qdg de dp
V OLVO

ko‘rinishga keladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

r n(2n \ r K r
JJJ/?4sinQdy dQ dp-J J(p4sin0¢2n)dQ dp =4nJ p*dp =
00”0 00

4rer5

Demak, J = . >

7\ Uch karrali integrallaming ba’zi tatbiglari. Uch karrali integral
yordamida Ne fazodagijismlarning hajmini, massali jismning massasini,
og‘irlik markazini, inersiya momentlarini topish mumkin.

Mashgqlar
1. Ushbu

JIIV*2 +y 2dxdydz

integral hisoblansin, bunda V- fazoda quyidagi
X2+y2=z22,z= 1
sirtlar bilan chegaralangan jism (to‘plam).
2. Sferik koordinatalarga o ‘tib, ushbu

JJJyjx2 +y2 + z2dxdydz
integral hisoblansin, bunda V —fazoda

X2 +y2 - ZZ .
sirt bilan chegaralangan jism (to'plam).
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17-B O B
EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

88- ma’ruza
Egri chiziglar va ularning uzunliklari hagida

1°. Egri chizig tushunchasi. Oliy matematikaning dastlabki gismini
o'rganish mobaynida o'quvchi egri chizig va uning tenglamalari,
egri chizigning uzunligi kabi ma’lumotlar, shuningdek, ba’zi egri
chizigning tasvirlari bilan tanishgan. Egri chizigli integrallar naza-
riyasida (shuningdek, keyinchalik o'rganiladigan kompleks analiz kursida)
egri chiziglarning muhimligini e’tiborga olib, ular hagida ba’zi ma’lu-
motlarni keltirish lozim topildi. Hozirgi zamon matematikasida egri
chiziqg turlicha ta’riflangan bo‘lib, ular orasida Jordan tomonidan
keltirilgan ta’rif birmuncha tabiiyroq hisoblanadi. U egri chizigni
nugtaning uzluksiz harakati natijasida qoldirgan izi sifatida garagan.

X(t), y(t) funksiyalar [a,p] segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘l-
sin. Bu funksiyalardan tuzilgan ushbu

(D

sistemani qaraylik. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olib,
x vay larni shu tekislikdagi biror M nuqtaning koordinatalari sifatida
garaymiz: M-M(x,y). Ravshanki, M nuqta |a,p] dan olingan t ga
bog'lig. Ayni paytda, M nuqta argument t ning (1) akslantirishdagi
aksi (obrazi), ?ning o‘zi bu akslantirishdagi M nuqtaning asli (proob-
razi) bo'ladi. Shunday qilib, (1) akslantirish yordamida [a,p] seg-
mentning aksi tekislikda ushbu

F={(x,j):x =x(0, ¥Y=Y(0, te [ap]}

to'plamni hosil giladi. Bu I' to‘plamga tekislikdagi egri chiziq deyiladi.
Demak, egri chiziq [a,p] da uzluksiz bo'lgan 2 ta x{t), y(r) funksiyalar
yordamida ta’riflanar ekan. Odatda, egri chizigning bunday berilishi
uning parametrik ko‘rinishda berilishi deyiladi. Bunda t- parametr.
Masalan:
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X =r G5t

y =rsint
sistema tekislikda markazi koordinatalar boshida, radiusi r ga teng
bo'lgan aylanani ifodalaydi. Demak, (2) — aylananing parametrik
tenglamasi.

Ba’zi hollarda egri chizigning ta’rifini ifodalaydigan I to'plam
murakkab bo'lib, hatto u biz tasawur etadigan egri chizigga butunlay
o'xshamay qolishi mumkin. Masalan, Peano tomonidan [0,1]| seg-
mentda uzluksiz bo'lgan shunday x(t), y(t) funksiyalar tuzilgan:
" to'plam uchlari (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), nuqtalarda bo'lgan kvad-
ratdan iborat bo'ladi. Boshqgacha qilib aytganda, «Egri chizig» kvadrat-
ning har bir nuqtasidan o'tadi. Bu «Egri chizig» shu bilan xarakter-
lanadiki, bunda parametrning cheksiz ko'p turli giymatlarida x(t) va
y(0 funksiyalar bir xil giymatni gabul giladi.

(O<t<2n,r >0) )

Avytaylik, (©)

tenglamalar sitemasi biror egri chizigni aniglasin, bunda x(t), y(t)
funksiyalar [ex(3] da uzluksiz. Agar tx,t2e la >Pl da t{ ®t2 bo'lganda
x(r,) = x(f2),  y(fj) = y(12)
bo'lsa, u holda egri chizigning (x(f,),”(r,)) va (x(r2),y(t2)) nuqta-
lari uning karrali nugtalari deyiladi (bu nuqtada egri chiziq o'zini 0'zi
kesib o'tadi). Karrali nugtalarga ega bo'Imagan egri chiziqg sodda Jordan
egri chizig'i deyiladi. Bu holda t parametrning turli t{,t2 (/, ®t2)
giymatlariga mos keluvchi egri chizigning {x(t]),>m(?,)), (x(t2),y(t2))
nuqtalari turlicha bo'ladi. Masalan, [a,b] segmentda uzluksiz bo'lgan
y =f(x) funksiya grafigi sodda Jordan egri chizig'i bo'ladi. Hagigatan

ham,

X =t,
y=f(t), (y=f(x)p a<x<b)
deyilsa, u holda turli 7,,t2 (» ®t2) uchun xx ®x2 (X, = tx,x2 - t2)

bo'lishi ravshan. Agar (3) sistema bilan aniglanadigan egri chiziqda
t parametrning turli tx,t2 (~ * t2) giymatlariga mos keluvchi egri
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chizigning (x(f, ),>-(/))), (x(t2),y(t2)) nugtalari ham turlicha boiib,

x(a) =x(P), y(a) =y(P)
boisa, egri chizig sodda yopiq egri chiziq deyiladi. Masalan, ushbu

(0<t<2n, a>0, b>0)

sictema bilan aniglangan egri chizig (ellips) sodda yopiq egri chizig
boiadi.
Biror sodda egri chiziq ushbu

tenglamalar sitemasi bilan aniglanadigan boisin. (x(a),y(a)) = A,
(x(P),y(P)) = B nugqtalar bu egri chizigning mos ravishda boshi va
oxirgi nuqtalari deyiladi. Bu holda egri chizigni AB yoy deb ham
yuritiladi.

Parametr te [a,p] ning tx,t2 (?, * t2) giymatlari tidhtrn t\ < t2
boiganda egri chizigning (x(/2),y(t2)) nuqtasi (x(r,),X*i))
nuqgtadan keyin kelishi bilan AB yoyda yo'nalish o‘rnatiladi. Bunday
yo'nalish A dan Bga garab boiadi. Agar (3) sistemadagi

x =x(/), y=y)
funksiyalar [a,p] da uzluksiz x\t), y'(t) hosilalarga ega boiib,
x'2(t) +y'2(t) > 0 boisa, (3) sistema aniglagan egri chiziq sillig egri
chiziq deyiladi. Agar AB egri chiziq chekli sondagi silliq egri chizig-
lardan tashkil topgan boisa, uni bo'lakli sillig egri chiziq deyiladi.
Sillig egri chizig har bir nugtasi urinmaga (chetki nuqtalarda bir
tomonli urinmalarga) ega boiadi. Boiakli sillig egri chiziglar esa

chekli sondagi nuqtalarda bir tomonli urinmalarga ega boiishi mum-
kin. Masalan

(0 <t<2n)

ellips —sillig egri chiziq, siniq chizig esa boiakli silliq egri chiziq
boiadi.

317



2°. Egri chizigning mavjudligi va uning uzunligi. Faraz qilaylik,
AB egri chiziq

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘Isin, bunda A = (x(0.), y(0.)),
B =(x(P),y(]3)), [a,p] segmentning ixtiyoriy bo ‘laklanishi
(O=a’in="P)
ni olamiz. P bolaklashning bo‘luvchi tk (k = 0,1,2,...,/?) nuqtalari
AB egri chizigda
Ak = (x(tk),y(tk) (k=0123..n A=A g, - B)

nuqtalarni hosil giladi. Bu nugqtalarni bir-biri bilan to‘g!ri chiziq
kesmalari yordamida birlashtirib, AB egri chiziqga chizilgan siniq
chizigni topamiz. Ravshanki, siniq chiziq uzunlikka ega (odatda,
sinig chiziq uzunligi uning periametri deyiladi). Uni L bilan belgilaylik.
Siniqg chiziq perimetri L [a,(i] ning bo‘laklanishi P ga bog‘lig bo‘ladi:
L = L{P). [a,p] segmentning barcha bo'laklashlari to'plami P={P}
ning har bir bo‘laklashiga nisbatan egri chiziqqa siniq chiziqg chiziladi.
Bunday siniq chiziglarning perimetrlari {L(P}} to'plamni hosil giladi.

1- tarif. Agar {L(P}} to‘plam chegaralangan bo‘lsa, AB egri chi-
zig uzunlikka ega deyiladi. Agar {L(P)\ to'plam chegaralanmagan
bo‘lsa, AB egri chizig uzunlikka ega emas deyiladi.

Endi egri chizigning uzunlikka ega boiishini ifodalaydigan teore-
malarni isbotsiz keltiramiz.

Aytaylik, AB egri chizig ushbu

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan boisin. [od] segmentning ixtiyoriy

P={f0,tx,..1-,1}, (0=a> =P)
bolaklashini olib, quyidagi



yig‘indilarni tuzamiz. Ravshanki, bu yigindilar P boiaklashga bog*-
lig boiadi:
5, =SI(P), S2=S2(P).
1- teorema. AB egri chizig uziinlikka ega boiishi uchun [a,[3]
segmentning barcha turli boiaklashlari bo‘yicha tuzilgan {S*P), SZAP)}

to'plamlarning chegaralangan boiishi zarur va yetarli.
Xususan, egri chiziq

y =f(x), (a<x<b) 4)
tenglama bilan aniglangan boiib, f(x) funksiya [a,b] segmentda
uzluksiz boisin. [ab] segmentning ixtiyoriy

P~{0Xl> Xnl>%d> (*0= Xn=
boiaklashini olib, unga nisbatan ushbu

S(P) =£|I<*M )-I<*»)|
*=)

yigindini hosil gilamiz.
2- teorema. (4) egri chiziq uzunlikka ega boiishi uchun \a,b\
segmentning barcha turli boiaklashlari bo‘yicha tuzilgan

S(P) = X |[/(x*+1)-/(x*)]
k=0

to'plamning chegaralangan boiishi zarur va yetarli.
1- misol. 1 Ushbu

Jmcos-, agar 0<x <1
/00 - X

0, agar x =0

tenglamalar bilan aniglangan egri chizig uzunlikka ega emasligi isbot-
lansin.
4 Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz boiadi. segmentining

P ={Xo,Xi...X, 1,X,}
boiaklashini olaylik, bunda

Xg B, Xj —’j, xf— by —1) xn —1
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bo'lsin. Ravshanki,

k=0 da /(xqg)=/(0) =0,

1
4+0 da /(*,) =x,cosi = cos(«-k+u="_ . |
bo'lib,

WOk - F(xkN= K+ 1
bo'ladi. Natijada

5(3=XU(M)-I(M)[=1OD|+]1(M)-10 )+ " +1[(M)-1(vi)]

=l +-L +1 +..+1+i
n n-l n 2

bo'lib, bundan S(P)>1+ +i +...+" bo'lishligi kelib chigadi.

Keyingi tengsizlikdan esa S(P) ning chegaralanmaganligini topamiz. »
2- misol. Ushbu

X €c0s-, agar 0<x <1
/(*) - X

0, agar x =0

tenglama bilan aniglangan egri chiziq uzunlikka ega bo'lishi isbot-
lansin.
A Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo'ladi. [0,1] segment-
ing ixtiyoriy
P ~ {*0 >X\ >we» Xn+l ixn}
bo'laklashini olib,

S(P) = J,\F(x kD) - f(x k)\
0

yig'indini garaymiz. Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

n-1
S(P) ='Z\fX kk)\(xk+I- x k).
k=0

Agar |/'(x)|:5»xc057-l+ Yls.in:(:<6, (0<x<1
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boiishini e’tiborga olsak, keyingi munosabatdan

5(P)<6]|>*+1-x*) =6
bl 0
boiishi kelib chigadi. Demak, qgaralayotgan egri chiziq uzunlikka
ega. »
Eslatma. Egri chizigning uzunlikka ega boiishi va uning uzun-
ligini limit orqali ta’riflash mumkin.
Aytaylik, ushbu

X =x(t),
y =y(0
tenglamalar sistemasi Jordan chizigining ifodasi boisin, bunda x(t),

y{t) funksiyalar [a,(3] da uzluksiz.
fa,[3 segmentning

(a <*<P)

P= Jn}
bolaklashini olib, so'ngra egri chizigning
(x(t0), y(tn)), (*(/.), y(t)),.... (x(tn), y(t,,))

nuqtalarini to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, egri chi-
zigga chizilgan siniq chizigni hosil gilamiz. Uning perimetri

L = X yNx(tk+,) - x(tk)f +[y(tk+l) - y(tk)?
bl 0
boiadi.
2- tarif Agar Ve >0 olinganda ham shunday 8 > 0 son topilsaki,
diametri ~>8 bolgan [a,]3] segmentning ixtiyoriy Pbolaklashi uchun

\L(P) —j<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
>!|<')n—1>oL(P) =1

boisa, egri chizig uzunlikka ega deyilib, 1esa uning uzunligi deyiladi.

3°. Egri chizig uzunligini hisoblash formulalari. 40- ma’ruzada
egri chizig uzunligini hisoblash formulalari bayon etilgan. Egri chizigli
integrallarda egri chizigning uzunligi muhimligini e’tiborga olib, tegishli
formulalarni keltiramiz.
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1) AB egri chiziq y =/(x), (a <x <b) tenglama bilan berilgan
boiib,/(x) funksiya [a,b] da uzluksiz va uzluksiz/'(x) hosilaga ega
boisin. U holda AB egri chizigning uzunligi quyidagiga teng boiadi:

b _—
1=J71 +f"1(x)dx.

a

2) AB egri chiziq

*

y =y(0
tenglamalar sitemasi bilan aniglansin. Bunda x(0, y(0O funksiyalar
[a,(3] segmentda uzluksiz va uzluksiz x '(t), y \t) hosilalarga ega boiib,

A =(x(a)y(a)), B =(x(li).y(P))
boisin. U holda egri chizigning uzunligi

(a £f<P)

[ = Jyjx 2(t) +y'2(t)dt

boiadi.
3) AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida
p=p(0), (a<0<P)
tenglama bilan aniglansin, bunda p(0) funksiya [a,p] segmentda uzluk-

siz va uzluksiz p'(0) hosilaga ega. U holda AB egri chizigning uzunligi
quyidagiga teng boiadi:

/=jVp'2(e) + P2(0We-

a

Mashqglar

, TT1l . Vxcos-, agar 0<x<I boisa,
1. Ushbu /(x) = X

0 , agar x =0 boisa
tenglamalar bilan aniglangan egri chizigning uzunlikka ega emasligi
isbotlansin.
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2.Agar AB yoy /uzunlikka ega bo‘lib,

AB = AA\ + A\A2+ ... + AnfB
boisa, u holda

AAX A\Aj,..., AnjB
yoylar ham /,, /n_, uzunliklarga ega va

| =N+2+.. +/,!
bo'lishi isbotlansin (additivlik xossasi).

89- ma’ruza
Birinchi tur egri chizigli integrallar

Ma’lumki, integral matematik analizning muhim tushunchalaridan
hisoblanadi. Uning umumlashtirishlaridan biri - ma’ruzalarda bayon
etilgan ikki o‘zgaruvchili funksiyaning tekislikdagi to'plam bo‘yicha
ikki karrali integralidir. Ayni paytda, ikki o'zgaruvchili funksiya
integralini boshgacha umumlashtirish (bu konkret amaliy masalalarni
hal gilishda zarur ekanligidan kelib chiggan) ham mumkin. Quyida
keltiriladigan egri chizigli integral shular jumlasidandir.

1°. Birinchi tur egri chizigli integral tushunchasi. Tekislikda sodda

uzunlikka ega bo'lgan AB egri chizigni garaylik (47- chizma).
Bu egri chizigda A dan B ga garab yo'nalishni musbat yo'nalish
deb, uning

Ag,A\,...,An_i,An (Aq=A, An =B)
nugtalar yordamida hosil gilingan
B {Ag>4 >)Ani,An}

bo‘laklashini olamiz. Natijada AB
egri chiziq

44+1 (&=0,1,2,...,/»-1)
bo‘lakchalarga ajraladi. Uning uzun-
ligini AS* (k =0,1,2,...,n - 1) de-
yilsa, P bo'laklashning diametri

= mﬁx{AS*} bo'ladi.
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Aytaylik, bu AB egri chiziqdaf(x,y) funksiya aniglangan bo'lsin
((xj)e AB). Har bir AkAkH da ixtiyoriy (Ek,riA) nugtani oiib, so'ngra

bu nuqtadagi f(x,y) funksiyaning giymati /((£* ,11*)) ni ASK ga
ko'pavtirib ushbu

k=0
yig‘indini hOsii gilamiz.

Ta’rif Agar Ve > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 son topilsaki,
AB egri chizigning diametri kr >0 bo'lgan har ganday P bo‘laklash
uchun tuzilgan a yig‘indi ixtiyoriy (“k,r\k)e AkKAkH nugtalarda

c-/] <e

tengsizlikni bajarsa,/(x,y) funksiya AB egri chiziq bo‘yicha integral-

lanuvchi deyilib, J son esaf(x,y) funksiyaning AB egri chizig bo'yicha
birinchi tur egri chizigli integrali deyiladi. U

J f(x,y)ds
AB
kabi belgilanadi. Demak,

J/ (% y)ds = lim X / ft 4% )ASk

ab *=>
Keltirilgan ta’rifdan ko'rinadiki, f(x,y) funksiyaning birinchi tur
egri chizigli integrali AB egri chizigning yo'nalishiga bog'liq bo'Imaydi:

Jtoay)ds = J £x,y)ds .
AB BA
2°. Birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Birinchi tur egri chizigli integral ta’rifidan ko'rinadiki, u berilgan
f(x,y) funksiya va AB egri chiziqga bog‘lig bo‘ladi.
Faraz gilaylik, AB sodda silliq egri chiziq ushbu



tenglamalar sitemasi bilan aniglangan va
A = (x(0c),.y(P)), B = (x(P).y(P))
bo‘lsin. Shu egri chizigda f(x,y) funksiya berilgan.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
birinchi tur egri chizigli integral

J f(x,y)ds
AB
mavjud bo‘lib, quyidagi tenglik o'rinli bo‘ladi:

P
J f(x, y)ds = IJf(x(t), y(t))yl"Ht) + Y'2(t)dt.

AB

ml [a,p] segmentning

P —{ohie>t/t-i> } (to ~ =P)
bo‘laklashi /15 egri chiziqda
4 =(*(<*), A4™)). =0,1,2,...,«)
nuqtalarni hosil gilib, u 0‘z navbatida egri chizigning
N = (A)=A,An ~B)
boiaklashini yuzaga keltiradi. Bu boiaklashga nisbatan quyidagi
n\
(N
k=0

yig‘indini tuzamiz. Bunda {"K,UK)& AkAkx , ASk esa AKAkH egri
chizig uzunligi. Ma’lumki,

>ktl
ASk = J JIx'2(t) +y’2(t)dt
h
boiadi. O ‘rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib topamiz:

ASk =\jx'2(0*) +y'2(0*)Atk
(tk < o* < tk+j, Atk = tk+j —tk).
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Endi N o=x(e*), Nk =Y("k)
deb garaymiz. Ravshanki, (4;*,r\k)e AkKAkH . Modomiki,/(x,.y) funk-

siya AB egri chizigda berilgan ekan, u holda f(x,y) =f(x(t),y(t))
bo'ladi. Natijada (1) yig'indi ushbu

a =8 f(x(Qk),y(Qk))JIx'2(0*) + y'2(0* )Atk )
k=0
ko'rinishga keladi.
x{0, ¥(* funksiyalar [a,p] da uzluksiz bo'lganligi sababli

max {A?*} -» 0 da Xp =max {AS*}-» 0

bo'ladi. Yana

FOx(t), y(0))yjx\t) +y'2(t)

funksiya [a,p] da uzluksiz bo'lganligi uchun u [a,p| da integralla-
nuvchi bo'ladi.
(2) tenglikda limitga o'tib topamiz:

lima= lim JT f (x(0%),y (6k™ X '2(0%)+y'2(0%)Atk =
\p->0 wax{a/,(}-»0« *
P
= J/(* (0, y())\]x'2(e*) +/ 2(0*)dt.
a

Demak, J f(x, y)ds = jf(x(t), y(0)sx'2(t) +y'2(0)dt.  (3)

AB
Bu teorema birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini
ifodalash bilan birga uni hisoblash imkonini ham beradi.

1- natija. Aytaylik, AB egri chiziqg y =y(x) (a <x <b) teng-
lama bilan aniglangan bo'lib, funksiya fa,b] da uzluksiz hamda
uzluksiz .y'(x) hosilaga ega bo'lsin (y(a) - A, y(b) =B).

Agar f(x,y) funksiya esa shu AB egri chiziqgda uzluksiz bo'lsa,

| f(x,y)ds birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo'lib,
AB
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b
Jt0ay)ds =j(x,y () y+y 2 dx (4)
AB a
bo‘ladi. n
2- natija. Aytaylik, AB egri chizig qutb koordinatalari sistema-
sida
p=p(0), (a<0<pP
tenglama bilan aniqlangan bo‘lsin, bunda p = p(0) funksiya [a,3]

segmentda uzluksiz va uzluksiz p' hosilaga ega. Bu egri chiziqda
! (x,y) funksiya aniglangan va uzluksiz. U holda

\] f(x,y)ds
AB

birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo‘lib,

P
J f(x,y)ds :J/(p cos0,psin 9)VP2 +p'2dd (5)
AB “
bo‘ladi.
1- misol. Ushbu J=1f-4ds
1y
AB

integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq - yl1 = 2x parabolaning
(1,V2), (2,2) nuqgtalari orasidagi gismi.
A (4) formuladan foydalanib topamiz:

2 | Y/
J = [~0=\1 +{yf2x) dx,
Jl LZLX {yf2x)

. . ] _
Vo Vax g 9% LJ|JUUdX lbIs-w . b
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2- misol. Ushbu

interal hisoblansin, bunda C - markazi 0,0) nuqtada, radiusi a ga
teng boigan aylana.

*4 Maiumki, bu aylananing tenglamasi qutb koordinatalar siste-
masida

ko‘rinishda boiadi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
K K

2
3°. Birinchi tur egri chizigli integrallaming ba’zi tatbiglari. Birinchi
tur egri chiziqli integrallar yordamida egri chizigning uzunligini, jism-
ning massasini, ogirlik markazini, inersiya momentlarini topish kabi
masalalar hal etiladi.
1 Tekislikda uzunlikka ega boigan AB egri chizigning uzunligi ushbu

(6)

integral yordamida topiladi. w

2. Tekislikda uzunlikka ega boigan AB egri chiziqg bo'yicha
massa tarqatilgan boiib, uning zichligi p = p(x,y) boisin. Bu egri
chizigning massasi ushbu

AB
integral yordamida, ogirlik markazining koordinatalari esa
o =" fxp(x,y)ds, y0=-p fyp(xy)fife ®
] 1]
AB AB

integrallar yordamida topiladi.
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3. Tekislikda uzunlikka ega bo'lgan AB egri chizigning OX ve
OTkoordinata o'qlariga nisbatan statik momentlari ushbu

Sx = J yds, Sy = \] xds
AB AB
formula bilan, shu o'glarga nisbatan inersiya momentlari esa quyidagi

ix = J y2ds, Jy = J x 2ds (10)
AB AB
inegrallar yordamida topiladi.
3- misol. Ushbu
[*(/) =ocos’(, (0s, s2n)
[>/(0 = asin t
tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan AB egri chiziq (astroida)
ning uzunligi topilsin.

m} Astroida koordinatalari o'glariga nisbatan simmetrik bo'lishini
e’tiborga olib, (6) formuladan foydalanib topamiz:

2 2
S - J ds=4Jyjx2(t) +y'2(t)dt  7(-3flcos2tsint)2 + (3asin2 1cos t)2dt
AB 0 0

=411iJ-j-sin22tdt =6aj sin 2tdt = 6a . »
0 0

4 -misol. Chizig'ining zichligi p(x,>0 = ||H bo'lgan AB massali
egri chiziqg —y2-2px, jo<jc< parabolaning massasi hamda

og'irlik markazi topilsin.
ml (7) formulaga ko'ra parabolaning massasi



boiadi. Endi birinchi tur egri chiziqgli integralni (4) formulaga ko‘ra
aniq integralga keltirib hisoblaymiz:

m=J\WW]I +~dy =2-\yjpl +y2dy ="-\yjp2+y2d(p2+y2)=
% V P p{ P\
= L[\(p2+y2y 2\ = 2P2(2j2-1).
P 3 A3

Qaralayotgan massali parabola ogirlik markazining koordinata-
larini (8) formuladan foydalanib topamiz:

x0 =i \x\y\ds=I1t\y 3sIP2 +y2dy,

AB
y2=u, du = 2ydy

JY3Jp2+Y2dy =
Y\jp2 +y2dy =dv, v="(p2+y2)2

=\y2(p2+y2) -jj2Y(P2+y2)"ry =1l £ -1-1{p2+y2)2

2p5(1+j2)
15
1 2p3(V2+l) _ 3 1 2p5(V2+l) _ p3(3j2+5)
15 2 p2(2%/2-) 15 35
Xuddi shunga o ‘xshash

Demak, x0 =

Yo = —J Yiy\ds = 3(22 —- (372 +In(l + J2))
H J Zo
AB
boiishi topiladi.
5- misol. Ushbu C aylana (x2 +y2 - a2) ning uning diametriga

nisbatan inersiya momenti topilsin.
A Berilgan aylananing parametrik tenglamasi
X = acost,

(0 </ <2n)
y - asmt
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bo'ladi. Aylana diametrini OX o‘gga joylashtirib, so‘ngra (10) for-
muladan foydalanib topamiz:

/* = Jy2ds = J a2sin2/ + yj(acost)'2 + (asin t)'2dt =
Cc 0

= 03jSin2tdt T3, »
0

Eslatma. Aytaylik, AB egri chiziq fazoviy egri chiziq bo‘lib,
bu chizigdaf(x,y,z) funksiya berilgan bo'lsin. Yuqoridagidek,/ (X,y,2)

funksiyaning AB egri chizig bo‘yicha birinchi tur egri chizigli integral
tushunchasi kiritiladi va o ‘rganiladi.

Mashqglar

1. Ushbu y =1- Incosn;, M0 <x < tenglama bilan berilgal

egri chizigning uzunligi topilsin.

2. Zichligi P(x,y) =\>-)' bo‘lgan ushbu y =2\[ga +e 8) zanjir

chizigning massasi topilsin.

90- ma’ruza
Ikkinchi tur egri chizigli integrallar

1°. Ikkinchi tur egri chiziqli integral tushunchasi. Tekislikda
(sodda) uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizigni garaylik (48- chizma).
Bu egri chizigning biror
P —{A)>N),A2,.,A,}, (Ag—A, An=B)
bo‘laklashini olamiz. Natijada AB egri chiziq
44i. (k=0,1,2,...u-1)
bo'lakchalarga ajraladi. AKAkH{ ning OXva OTkoordinatalar o'qlari-



I Axt |
0 xk  xkH

48- chizma.
dagi proyeksiyalari mos ravishda Ox* va [yk bo'lsin:
Prox A A + =Axk, proy AKAkH =Ayk, (k =0,1,2,...,n- 1).

Aytaylik, AB egri chiziqdaf(x,y) funksiya berilgan bo'lsin. Har
bir AKAKH da ixtiyoriy (£*,r\k) nugtalarni olib, so'ngra bu nuqtadagi

funksiyaning/(**,ri*) giymatini Ox* va [Oy* larga ko'paytirib, quyi-
dagi

m-1 m
aL= X JP)AxK, Q2 =X [(£*,1*)Ayk
/bD J=0

yig'indilarni hosil gilamiz. Bu yig'indilar f(x,y) funksiyaga bog'liq
bo'lishi bilan birga AB egri chizigni bo'laklashga hamda har bir

AkAKH da olingan (£*,n*) nuqtalarga bog'liq bo'ladi.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 son topilsaki,

AB egri chizigning diametri X <8 bo'lgan har ganday P bo'laklash
uchun tuzilgan ctCTj) yig'indi ixtiyoriy (E* ,n* )e AKAkH nugtalarda
Jgj - YI<e, (jJa2- Y21<e)

tengsizlik bajarilsa, f(x,y) funksiya AB egri chizig bo'yicha integral-
lanuvchi, ¥, son (J2son) esa f{x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri
chizigli integrali deyiladi. Uni
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Jioayyax, (I foayay)
AB AB
kabi belgilanadi. Demak,

n-1
f(x,y)dx = UTY/(8* N*)A**.
iB
n-1
(J f(x,y)dy= lim £/($ * ,iu)AV*)-

AB

Keltirilgan ta’rifdan quyidagi xulosalar kelib chigadi:
1) f(x,y) funksiyaning AB egri chizig bo'yicha ikkinchi tur egri
chizigli integrali ikkita bo‘ladi:
Jtooyydx, | f(xy)dy m
AB AB

Avytaylik, AB egri chizigda P{x,y) va Q{x,y) funksiyalar berilgan

bo‘lib, J P(x,y)dx, J Q(x,y)dy lar esa ularning ikkinchi tur
AB AB
egri chizigli integrallari bo'lsin. Ushbu

J Pexoy)dx + J Q(x.y)dy
AB AB

yig'indi ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy ko'rinishi
deyiladi va

J P(x,y)dx +Q(x.y)dy

AB
kabi belgilanadi:

\] P(x,y)dx +Q(x,y)dy J P(x,y)dx +\] Q(x,y)dy .

AB AB AB

333



2) f{{x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari AB
egri chizigning yo‘nalishiga bog'lig bo'lib,

Jtx,y)dx =- Jf(x,y)dx, Jfx,y)dy =- J f(x,y)dy
BA AB BA AB
bo'ladi. A
3) Agar AB egri chizig O Xkoordinata o'giga (OKkordinata o'qi-
ga) perpendikular bo'lgan to'g'ri chiziqg kesmasidan iborat bo'lsa,

\f(x,y)dy =0, (Jf(x,y)dy =04
BA AB
bo'ladi. w

Aytaylik, K= AB sodda yopiq egri chiziq bo'lsin. Bu holda Ava
B nuqtalar ustma-ust tushadi (49- chizma).

Yopiq egri chizig K da chizmada ko'rsatilganidek ikki yo'nalish
bo'lib, ulardan biri musbat, ikkinchisi esa manfiy bo'ladi.

Agar kuzatuvchi K chiziq bo'yicha harakatlanganda A'bilan che-
garalangan to'plam har doim chap tomonda qolsa, bunday yo'nalish
musbat bo'ladi, aks holda esa manfiy bo'ladi.

Shu K egri chizigda f{x,y) funksiya berilgan bo'lsin. K chizigda
ixtiyoriy ikki A va B nuqtalarni olaylik. Bu nuqtalar K egri chizigni
ikkita AnB va BmA egri chiziglarga ajratadi.

Faraz qilaylik, quyidagi

Jfoay)dx,  J foy)dx
AnB BmA

integrallar mavjud bo'lsin. Ushbu

J foayydx + J f(x,y)dx

AnB BmA

yig'indif(x,y) funksiyaning A"yopiq
egri chizig bo'yicha ikkinchi tur
egri chizigli integrali deyiladi. Uni

JE(x,y)dx yoki j>f(x,y)dx
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kabi belgilanadi. Bu holda K yopiq chizigning musbat yo‘nalishi
olinadi. Demalk,
Jtoayydx= J fy)dx + J f(xy)dx.

n AnB BmA
Xuddi shunga o'xshash

JH(x,y)dx
K
hamda umumiy holda

JP(x,y)dx +Q(x.y)dy
K
integrallar ta’riflanadi.

Aytaylik, AB fazodagi sodda uzunlikka ega bo'lgan egri chiziq
bo‘lib, bu egri chizigdaf{x,y,z) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqoridagi-
dek,f{x,y,z) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari ta’rif-
lanadi va ular quyidagicha belgilanadi:

J f(x,y,z)dx, J f(x,y,z)dy, J f(x,y,z)dz,
AB AB AB
J P(x,y,z)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz.
AB
2°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-

lash. Faraz qilaylik, AB egri chizig ushbu

(.« «B 0)

y =y(t)

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lib, x = x(t) funksiya [a,|3] da

uzluksiz, x'(t) hosilaga ega, y(t) funksiya esa [a,(3] da uzluksiz hamda
A =(x(a).a:(a)), B =(xd).y(P))

bo‘lsin. t parametr a dan [3ga garab o°‘zgarganda AB egri chizigning

(x,j>) = (x(0,3>(0) nugtasi A dan B ga garab AB ni chizib borsin.
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1- teorema. Agarf(x,y) funksiya AB da uzluksiz boisa, u holda
ikkinchi tur egri chizigli integral
J £(x,y)dx
AB
mavijud bo‘lib, u quyidagiga teng:

P
Jf(x,y)dx = (2)

AB
< [o¢] segmentning
P ={t0,tl,....tn I,t,,}, (t0 =a,tn=p)
bo‘laklashi AB egri chizigda
A =(x(tk),y(tk)), (k=0,1,2,3,...,n)
nuqtalarni hosil qilib, ular 0‘z navbatida AB egri chizigning
P {Aq,Al,... A, 1A}, (A0O=A A, - B)
boiaklashini yuzaga keltiradi. Bu boiaklashga nisbatan quyidagi

n-1

k=0
yigindini tuzamiz. Bunda Axk migdor AkAk+ ning OX o‘gidagi
proyeksiyasi boiib,
bxk =x(tkH)-x (tk)
boiadi. Ayni paytda,

AbK,T\K) =/(XM>Y(b))> {4 e[k>*+H ]
tenglikka ega boiamiz. Endi

A = J x\t)dt
%
boiishini e’tiborga olib, (3) tenglikni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:
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M-\ *K+l M-\ *kA

< = AF(X(TK)Y(TK)) 1 x'(00 =% 1 F(x(TK),y("ck))x (t)dt.

k=0 K K.o ,K
Ravshanki, ushbu
P
N =\ F(x(t),y(t))x'(t)dt
a

integral mavjud, uni quyidagicha

n-1 *+1

Nn=X ),y )x )t
*=0 K

deb yozib, so‘ngra

n-1 "*+1

a~JI\=2Z J \-f{x{xk),y{xk)) - f(x{t),y(1)))x (t)dt
*=0 t

ayirmani garaymiz.

f(x(t), XO) funksiya [a,p] da uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda
ham shunday 8 > 0 topiladiki, bunda barcha Atk =tkH - tk lar 8 dan
kichik bo'lganda f(x(t),y(t)) funksiyaning tebranishi e dan kichik
bo‘ladi. x\t) funksiya esa [a,p] da uzluksiz, demak, chegaralangan:

[x'(0] < M .

Shunday qilib,

la, - ¥, |<ell/(P - a)
bo'ladi. Keyingi munosabatdan

){E)T;éjj =N\

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglik integralning mavjudligi va (2) teng-
likning o‘rinli bo‘lishini isbotlaydi. »

Aytaylik, (1) sistemadagi x{t), y(t) funksiyalar [a,(3] da uzluksiz
bo'lib, y(t) funksiya esa uzluksiz y ’{t) hosilaga ega bo'lsin.

2- teorema. Agar/(x,”) funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u holda
ikkinchi tur egri chizigli integral
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| f(x,y)dx
AB

mavjud bo'lib, gjuyidagi tenglik oiinli bo'ladi:

P
Jixoyydy =dix .y )y (nat. @
AB
Aytaylik, (1) sistemadagi x{t), >(/) funksiyalar [a,p] da uzluksiz
x\t), y\t) hosilalarga ega bo‘Isin.
3- teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar AB da uzluksiz
bo‘lsa, u holda egri chizigli integral

J P(x.y)dx +Q(x.y)dy
AB
mavjud bo‘lib,

J P(x,y)dx +Q(x,y)dy =

AB

P
= J [P(x(1),y(1))x\1) + Q(x(1),y (1)) yV)Vt (5)

bo‘ladi.

Bu teoremalar yuqoridagi 1- teorema kabi isbotlanadi. Keltirilgan
teoremalar ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini isbotlash
bilan birga ulaming aniq integrallarga (Riman integrallariga) kelishini
ifodalaydi. Binobarin, egri chizigli integrallarni hisoblash imkonini
beradi. Egri chizigli integrallar (2),(4) va (5) formulalar yordamida
hisoblanadi.

Agar AB egri chizig ushbu
y = , (@<x <b); x =x(y), (c<y <d)
tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda egri chizigli integrallar
birmuncha sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi. Aytaylik, AB egri chiziq

y =y(x), (a<x<b)
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tenglama bilan berilgan boiib, >(X) funksiya [a,b] da uzluksiz y\x)
hosilaga ega boisin. U holda (2) va (5) formulalar quyidagi
b

Jtay)dx =j FOGy (%)) dx, (6)

AB a
b

J POy dx +QUxy)dy =A[P(x,y (X)) +Q(x.y(x))y'()1dx ()
AB a
ko‘rinishga keladi. Aytaylik, AB egri chiziq

x =x(y), (c<y<d)

tenglama bilan berilgan boiib, x = x(>) funksiya [c,d\ da uzluksiz
x'(y) hosilaga ega boisin. U holda (4) va (5) formulalar quyidagi

d
Jtx.y)dy = t{xgy).y)dy | ©®)
AB c
d
J POuy)dx +Qey)dy =[P (x(y).y)x (y) +Q(x(y) »1dy ({)
AB c
ko‘rinishga keladi.
1- misol. Ushbu
/, = J (x2-y2)dx, J2= J (x2-y 2)dy
AB AB
integrallar hisoblansin. Bunda AB egri chiziq y = x2 parabolaning
absissalari x =0, x =2 boigan nuqtalari orgasidagi gismi.
A AB egri chizig y = x2tenglama bilan aniglanishini e’tiborga
olib, ¥, integralni hisoblashda (6) formuladan foydalanamiz:
2
I, = | (x2-y2)dx =] (x2- x4)dx = -
AB 0
J2integralda integrallash egri chizigi x2=y boiib, (8) formula-

ga ko‘ra quyidagi natijani olamiz:
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2- misol. ushbu Jy 2dx +x2dy

AB

— 2 2
integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq — +'—=\ ellipsning
a b2

yuqori yarim tekislikdagi qismi.
< Bu ellipsning parametrik tenglamasi

jx =acost,

[> = psint
bo'ladi. A = (a,0) nugtaga parametrning t = 0 giymati, B=(-a,0)
nuqgtaga esa t = n giymati mos kelib, t parametr 0 dan n gacha
o'zgarganda (xj>) nuqta A dan B ga garab ellipsning yuqori yarim
tekislikdagi gismini chizadi. Ravshanki,

P(x,y) =y2, Q(x,y) =x2

funksiyalar AB da uzluksiz. Berilgan integralni (5) formuladan foy-
dalanib hisoblaymiz:

K
J y2dx +x2dy = \][625in2f(-osin0 + fl2cos2 thcost]dt =

AB 0

= ab\] (acos31- bsin3t)dt =-j ab2. 7
o

3- MISOl. ushbu 2xydx - x 2dy
K

integral hisoblansin, bunda K - yopiq chizigning 0(0,0) va >4(2,1)
nugtalarini birlashtiruvchi to'g'ri chiziq kesmasi hamda y2 =~x
parabola yoyidan tashkil topgan yopiq egri chizig (50- chizma).
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50- chizma.

Ravshanki,

ﬂ.) Ixydx - x2dy = | 2xydx +x2dy + J 2xydx + x 2dy.
OA A0

OA kesmada x = 2y bo'lib, (9) formulaga ko‘ra
I
| Ixydx +x2dy = J[2 «2y2 @ - 4y2]dy =~
04 0
natijaga ega bo'lamiz.

OA yoyda x = 2y2bo‘lib, yana (9) formulaga ko'ra

J 2xydx +x2dy = J [22y2my -4 my - 4y4]dy = - —
110 0

bo‘ladi. Demak, <)Ixydx +x2dy =| -y =- j~

3°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning ba’zi tatbiglari. Ikkinchi
tur egri chizigli integrallar yordamida tekis shaklning yuzi, kuch
ta’sirida bo‘lgan maydonda bajarilgan ish topiladi hamda boshqa turli
fizik va mexanik masalalar hal etiladi. Tekislikda biror yuzaga ega
bo‘lgan D shakl berilgan bo‘lib, uning chegarasi to‘g‘rilanuvchi yopiq
dD chizigdan iborat bo‘lsin. Bu shaklning yuzi ushbu

\xD= [ xdy, \iD=- [ydx, @Z= 4 rxdy - ydx (10)
3D 3D 3D
formulalar yordamida topiladi.

341



Aytaylik, uzunlikka ega bo'lgan AB egri chizig berilgan bo'lib,
uning har bir (x,y) nuqtasi ushbu
F(x,y) = P(x,y)i +Q(x,y)]

kuch ta’sirida bo'lsin. U holda A nuqtani B nuqtaga o'tkazishda
bajarilgan ish quyidagicha hisoblanadi:

W = \] P(x,y)dx +Q(x,y)dy. (11)
AB
4- misol. Ushbu lx = acos/, (0 <t <2n)

bsint

ellips bilan chegaralangan shaklIning yuzi topilsin.
A Bu shaklning yuzi (10) formulaga ko'ra

\iD =" (j) xdy - ydx
a(£>)
bo'ladi. Egri chizigli integralni hisoblaymiz:

\iD = —1%1(a cost -bcost + bsin/easint)dt =
0

= -1ab\] (cos2/ +sin2t)dt =nab . »
0
5- misol. AB egri chiziqg .y= x3chizigning (0,0) va (1,1) nuqtalari
orasidagi gismi bo'lib, uning har bir nugtasi
F(x,y) =4xbi +xy]

kuch ta’sirida bo'lsin. Bu kuch ta’sirida bajarilgan ish topilsin.
A lzlanayotganishni(l 1) formuladan foydalanib topamiz. Bu holda

P(x,y) =4x6, Q(x,y) =xy
bo'lishini e’tiborga olsak, u holda bajarilgan ish

i
W = | 4xbdx +xydy = \] (4x6 + x *x3*3x2)dx =1
ab 0

bo'ladi. »
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Mashqglar

1. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar ham aniq integral xossalari
kabi xossalarga ega. Bu xossalar keltirilsin va ular isbotlansin.
2. Birinchi va ikkinchi tur egri chizigli integrallar ushbu

[ f(x,y)dx= | f(x,y)cosads, Jf(x,y)dy =j f(x,y)cos$ds,

AB AB AB AB

\] P(x,y)dx +Q(x,y)dy = \] [/>(*,)0 cosa+ 0(x,;y) cos
AB AB

bog‘lanishda bo'lishi isbotlansin, bunda a va 3- mos ravishda OX
va OKo'qglar bilan urinmaning yoy o'sishi tomoniga garab yo'nalishlari
orasidagi burchaklar.

3. Ushbu j (2a-y)dx +xdy

AB

integral hisoblansin, bunda AB yopiq chizig quyidagi

ix =a(t - sin/), (0 <f< 211)L|
y =a{l- cosO
sikloidadan iborat.
4. Ushbu (), , L (dx +dy)
J M+M

integral hisoblansin, bunda K yopiq chizig uchlari
A=(10), B=(0,1), C=(-1,0), Z=(0,-1)
nuqtalarda boigan kvadratdan iborat.

91- ma’ruza
Grin formulasi va uning tatbiqlari

1°. Grin formulasi. Tekislikda ushbu
Y—NA*),y =y2(x), (@a<x <b, yx(x) <y2(x))
hamda



X=a X=Db
chiziglar bilan chegaralangan Dx to‘pamni olaylik, bunda _y,(X) va
y2(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz (51-chizma).
Ravshanki, 2), ning chegarasi (konturi) cll, quyidagi I, II, III,
IV chiziglarga ajraladi (bunda Il va IV chiziglar nuqtalarga aylanishi
mumkin).
Aytaylik, D - Dxu 3[ da P(x,y) funksiya uzluksiz boiib, u

. dP(x,y) . .
uzluksiz — ™ — xususiy hosilaga ega boisin. Ushbu

»J P{x,y)dx

ar,

egri chiziqgli integralni garaymiz. Uni quyidagicha

\] P{x,y)dx= fP{x,y)dx+ [P{x,y)dx+ [ P(x,y)dx+ fP{x,y)dx
L i 11 1 v

ko'rinishda yozib olamiz. Il va IV chiziglar OXo‘qqa pedenalkular
boiganligi sababli

J P(x,y)dx =\] P(x,y)dx =0
n v
boiib,
J P(x,y)dx = \p{x,y)dx+ [ P{x,y)dx
m / I

boiadi. Endi
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JP(x,y)dx + J P(x,y)dx :jn P(x,y}(x))dx +JI'D P(x,y2(x))dx =

| 11 a a

= JIP(x, yi)-P (x,y2)]dx = - J P(x, y) £ * dc =

0
- J S>xy) dx = - JJ Ixy) dxdy

v
A Y
bo'lishini e’tiborga olsak, 11 holda
\] P(x,y)dx dxd
(x,y) dy y (D

30, A
tenglikka ega bo‘lamiz.

Faraz qilaylik, tekislikdagi Gto'pam shunday bo‘Isinki, uni vertikal
chiziglar yordamida yuqoridagi D{kabi Gk (k= 1,2,3,...) larga ajratish
mumkin bo'lsin (52- chizma).

Bunday to'pam uchun ham (1) formula o‘rinli bo'ladi:

J P(x,y)dx = £ J P{x,y)dx =
Ll
n(
& ) G
Endi tekislikda ushbu
x =x,00. x =x2(y), (c<y<d)
hamda y =¢, y=d
chiziglar bilan chegaralangan D2to'pamni olaylik, bunda x,(y), x2(y)
funksiyalar [c,d\ da uzluksiz (53- chizma).
Ravshanki, D2 ning chegarasi (konturi) dD2 quyidagi 1, I, 111,

IV chiziglarga ajraladi (bunda Il va IV chiziglar nugtalarga aylanishi
mumkin).

Faraz gilaylik, B2 - D2 kj dD2 da Q(x,y) funksiya uzluksiz bo'lib,

u uzluksiz xususiy hosilaga ega bo'lsin. Ushbu



53- chizma.

| Q(x.y)dy
h

egri chizigli integralni garaymiz. Uni quyidagicha

wJQo«wdy:jQ{xy)dy+$Q{myﬂw+3JQ{mynw+ J Qix.y)dy

acj i n in w

ko'rinishda yozib olamiz. Il va IV chiziglar OYo‘gqga perpendikular
boiganligi sababli

Ja(x,y)dy = J(x,y)dy =0

n \%

bo'lib, J Q{x,y)dy =jQ(x,y)dy+ J Q{x,y)dy
2 in
ga ega bo'lamiz. Endi
d
Joyydy 1 JQx,y)dy = 2Q(x1(y).y)dy +
| 11 c
d d _
+\Q{x2(y),y)dy =\[Q(xI,y)-Q{x2,y)]dy -

c C

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:



J Qx.y)dy =

acr (2)
L x,y)
) ;ll " dxdy.

Aytaylik, tekislikdagi Fto'p-
lam shunday bo'lsaki, uni go-
rizontal chiziglar yordamida
yuqoridagi D2 kabi Fk (&=1,
2,3,...)larga ajratish mumkin
bo‘lsin (54- chizma).

Bunday to'plam uchun ham
(2) formula o ‘rinli bo‘ladi:

jQ(x,y)4>=+£80b,y)d,

. ) 8 X oo
Faraz gilaylik, tekiclikdagi D to'plam yuqoridagi Dxva D2 lar

xususiyatiga ega bo‘lib, unda P(x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz va

. AP(xyy) dQ(x.y) . . .

uzluksiz oy ' ox  Xususiy hosilalarga ega bo'lsin. U holda

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uchun bir yo‘la (1) va (2) formulalar

o‘rinli bo'ladi. Ularni hadlab go'shib topamiz:

JPOGY)dx +Q(x,y)dy =1 [ 11| - —— Adxdy.  (3)
30
Bu Grin formulasi deyiladi. Demak, Grin formulasi to'plam
bo‘yicha olingan ikki karrali integral bilan shu to‘plam chegarasi
bo‘yicha olingan egri chizigli integralning bog'lanishini ifodalaydi.
2°. Grin formulasining ba’zi bir tatbiglari. Aytaylik, yugorida
keltirilgan bir bog‘lamli Dto'plamda P{x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz
va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda Grin formulasi
(3) O‘rinli bo‘ladi.
Grin formulasidan foydalanib, tekis shakl yuzining egri chizigli
integral yordamida ifodalanishini ko‘rsatish mumkin.
Aytaylik, P\x,y), Q\x,y) funksiyalar Dto'plamda yuqorida kelti-
rilgan shartlarni ganoatlantirishi bilan birga ushbu

dO*{x,y) Jp*(x,y) _ .

X dy
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shartni harn ganoatlantirsin. U holda

QVY) FAXY) gxdy = \iD
an )

bo‘lib, Grin for.riulasiga ko‘ra

iD= J P\x,y)dx +Q'(x,y)dy
ad

boiadi. Xususan, P'(x,y) ~-v, (?(*,>') =0 vyoki

73(x,y) =0, Q(x,y) =0, yoki P\x,y) = |2];y Q(x,y) =~x

boisa,

dQ*(x,y) _ 3P*(x,y) _
x cH

bo‘lib. to‘planming yuzi quyidagiga.teng boiadi:

OD ~ -() ydx = 9 xdy =y ~ xdy - ydx. ®
?D aD
Mashqglar

1. Grin formuiasidar foydalanib. ushbu

J-Jxl+y2dx +y Xy +1In +\Jx2+y2J ay

/:
egri chizigli integral hisoblansin.
2. Ushbu
\X - acosJt, (0 <t <2K)
[y =asm t,

astroida bilan chegaralangan to’plamning yuzi topisin.
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