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SO‘ZBOSHI

O‘zbekiston Respublikasining «Ta’lim to‘g‘risida»gi qonuni va
«Kadrlar tayyorlash milliy dasturi» uzluksiz ta’lim tizimini isloh
qilishning yangi davrini ochganligi tabiiydir.

Uzluksiz ta’lim tizimi har bir bosqichining o‘ziga xos
xususiyatlarini hisobga olgan holda ular uchun o‘quv adabiyotlarini
yaratish zaruriyati kelib chigdi. Ana shu magsadda Respublikamizda
«Uzluksiz ta’lim tizimi uchun o‘quv adabiyotlarining yangi avliodini
yaratish konsepsiyasi» ishlab chiqildi va hozirgi vagtda u amalga
oshirilmogda. Konsepsiyada foydalanishga qulay bo‘lgan, muayyan
fanni o‘'zlashtirish uchun zarur bo‘lgan ma’lumotlar, ilmiy
ko'rsatkichlar va o‘lchamlar, turli belgilar, gisga ma'lumotlardan
tashkil topgan davlat nashri — ma’lumotlar to'plami (ma’lumot-
nomalar) muhim ekanligi ko‘rsatilgan.

Mualliflar «Funksiyalar va grafiklar» mavzusini tanlab, shu
mavzuda ma’lumotlar to'plami tuzishni magsad qilib qo'yar ekanlar,
quyidagilarga alohida e'tibor garatishdi: ma‘lumki, funksiyaning
berilish usullari har xil bo‘'ladi. Ular analitik usul, jadval usuli,
s0‘z bilan ifodalash usuli hamda grafik usullardir. Ba'zan grafik usul
funksiya berilishining yagona usuli bo‘lishi ham mumkin. U fizika,
texnika, tibbiyotda go'llanilib, ko'pgina 0'zi yozadigan asboblarning
ishiga asos bo‘ladi ham. Lekin funksiya berilishining grafik usuli keng
tarqalganligiga garamasdan, funksiyalarni tekshirishda matematik
analiz tushunchalarini qo‘llashga bag‘ishlangan ma’lumotlar
to'plamini o‘z ichiga olgan adabiyotlarning yetarli darajada emasligi
ko‘zga yaqqol tashlanadi. Masalan, 1.P Gurskiyning «®yHkumn u
noctpoeHy rpacgpukos», 1.X. Sivashinskiyning «3nemeHTapHbIe
dyHkuMK ¥ rpacduku» N.N. Shundaning «®yHxuuu 1 rpapmkn»
(ukrain tilida) kitoblarida, asosan, funksiyalarning grafiklarini
elementar matematika tushunchalari yordamida yasash usullari bayon
gilingan bo‘lsa, N.A. Virchenko, I.I. Lyashko, K.I. Shvesovlarning
«I'pabukn dyHkumnii. Cnpasounuk.», R.B. Rayxmistning
«I'padbmku byHxumii. 3anaum u ynpaxHeHus.», V.V. Vavilov va
boshqalarning «3anayn no Martematuke. Hawana aHanusa»
kitoblarida funksiyalarning grafiklari ham elementar matematika
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tushunchalari hamda matematik analiz tushunchalari yordamida
chizilishi ko‘rsatilgan. Ammo o‘zbek tilida yuqorida keltirilgan
adabiyotlarga o‘xshash adabiyotlar qariyb yo‘q bo‘lganligi muallifiarni
ushbu ma’lumotlar to‘plami — o‘quv qo‘llanmani tayyorlashga
undadi.

Ma’lumotlar to‘plami to‘rt bobdan iborat bo‘lib, uning birinchi
bobi funksiyalar to'g'risidagi asosiy tushunchalar, funksiya
grafigining asimptotalari, funksiya grafigining xarakterli nuqtalari
hamda elementar funksiyalar va ularning xossalariga bag'ishlangan.

Ikkinchi bobda elementar matematika tushunchalari yordamida
funksiyalarning grafiklarini chizish usullari yoritilgan.

Kitobning uchinchi bobida hosila yordamida funksiyalarning
grafiklarini chizish batafsil bayon gilingan bo'lib, tenglamasi
oshkor va oshkormas, parametrik, qutb koordinatalar sistemasida
berilgan funksiyalarni to‘liq tekshirish va ularning grafiklarini
chizish usullari berilgan.

Mazkur go‘llanmaning so‘nggi to‘rtinchi bobida elementar
bo‘lmagan sodda funksiyalarning asosiy xossalari va grafiklari,
texnika, mexanika, matematika, fizika, amaliy matematikada ko‘p
uchraydigan va go‘llaniladigan muhim chiziglarning grafiklari
keltirilgan.

Qo‘llanmaning har bir paragrafida, avvalo, mavzuga tegishli
ta‘riflar, tushunchalar va tasdiglar berilgan bo‘lib, ularning har
biriga misollar yechib ko‘rsatilgan va mustaqil ishlash uchun yetarli
darajada misol va masalalar javoblari bilan berilgan, bu esa undan
o‘quv go‘llanma sifatida ham foydalanish mumkinligini anglatadi.

Mualliflar ushbu qo‘llanmaning kompyuter variantini tayyor-
lashda o‘z hissasini go‘shgan magistrlar A. Otaboyeva va F. To‘rayevaga
o‘z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Mualliflar, o‘zlarining kitobni yozishdagi mehnatlari keng
kitobxonlar ommasi uchun foydali bo‘ladi deb umid bildiradilar
va ularning kitob sifatini yaxshilashga qaratilgan fikr-mulohazalarini
mamnuniyat bilan qgabul qiladilar.

Mualliflar



I bo b. FUNKSIYALAR HAQIDA ASOSIY
TUSHUNCHALAR

1- §. TO‘PLAM TUSHUNCHASI.
TO‘PLAMLAR USTIDA AMALLAR

1. To‘plam tushunchasi. «To'plam» tushunchasi matematikaning
ta‘rifsiz gabul qilingan asosiy tushunchalaridan biri bo‘lib, ba‘zi
belgilariga asosan birgalikda garaladigan obyektlar yoki narsalar
(predmetlar) majmuasidir. To‘plamni tashkil giluvchi har bir
obyekt yoki narsa uning «elementi» deyiladi. To‘plam tushunchasi
misollar yordamida tushuntiriladi. Masalan, Samarqand shahridagi
umum ta’lim maktablari, Quyosh sistemasidagi planetalar, barcha
natural sonlar, barcha to‘g‘ri kasrlar va hokazolar to'plamni tashkil
etadi.

To‘plamlar lotin yoki grek alfavitining bosh harflari bilan,
uning elementlari esa kichik harflari bilan belgilanadi. Masalan,
A B, C D, .. X Y, Zlarbilan to‘plamni, a, b, ¢, d, ..., x, v, 2
lar bilan esa to‘plamning elementlari belgilanadi.

Agar A to‘plamning elementi a bo‘lsa, a € A kabi yoziladi va
«a element A to'plamga tegishli» deb o‘giladi. Aks holda, ya‘ni a
element A to‘plamga tegishli bo‘lmasa, unda @ ¢ A kabi yoziladi va
«g element A to‘plamga tegishli emas» deb o‘qgiladi. Masalan,

A4={1,3,5,7.9} bo'lsa, u holda 3e A, 2¢ A

Chekli sondagi elementlardan tashkil topgan to‘plam chekli
to‘plam, cheksiz sondagi elementlardan tashkil topgan to‘plam
esa cheksiz 1o‘plam deb ataladi. Masalan, Samarqand shahridagi
umumiy o‘rta ta’lim maktablari to‘plami chekli to‘plamni, to‘g‘ri
kasrlar to‘plami esa cheksiz to‘plamni tashkil etadi.

Bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo sh to ‘plam deyiladi
va @ kabi belgilanadi. Bo'sh to‘plamlarga quyidagilar miso! bo‘la
oladi: a) x*+ 1 =0 tenglamaning haqiqiy ildizlari to‘plami; &)
o‘zaro parallel ikkita turli to‘g‘ri chizigning umumiy nuqtalari
to‘plami; d) x2+ 1 <0 tengsizlikning yechimlari to‘plami va h.k.

Ko‘pincha, to‘plamlar, ularning elementlari chekli yoki cheksiz
bo‘lishidan qat‘iy nazar, simvolik ravishda doirachalar bilan
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tasvirlanadi. Bu tasvirlash to‘plamlar ustida bajariladigan amallarni
tasavvur gilishda va ular orasidagi munosabatlarni o‘rganishda ancha
qulayliklar tug‘diradi.

1- ta‘rif. Agar A to'plamning har bir elementi B to‘plamning
ham elementi bo‘lsa, A to‘plam to‘plamning gismi yoki gismiy
1o ‘plami (1o ‘plamosti) deb ataladi va A c B kabi belgilanadi (1.1-
chizma). Bu quyidagicha o‘giladi: «Bto‘plam A to‘plamni o‘z ichiga
oladi».

Eslatma. Bo‘sh to‘plam har qanday A to‘plamning gism
to‘plami hisoblanadi: @ ¢ A. Har ganday A to‘plam o‘z-0‘zining
gism to‘plami hisoblanadi: A c A.

Misollar 1) A={1,3,5 7}, B={1, 2,3, 4,5, 6,7, 8
bo‘lsa, ta‘rifga ko‘ra A — B bo‘ladi;

C,(4)

B

1-chizma. 1.2.- chizma.

2) a, b, ¢ uch elementdan iborat bo‘lgan to‘plam berilgan
bo‘lsin. Bu to‘plamning hamma gism to‘plamlari quyidagicha bo‘ladi:
@ bo‘sh to‘plam; bir elementli {a}, {5}, {c} to‘plamlar; ikki
elementli {a, b}, {b, c}, {a, ¢} to‘plamlar va berilgan {a, b, ¢}
to‘plamning o°zi.

2- ta‘rif. Agar A to‘plam B to‘plamning gismi, B to‘plam A
to‘plamning gismi bo‘lsa, ya‘ni A c B, B c 4 bo‘lsa, u holda A4 va
Bto‘plamlar bir-biriga teng deyiladi va A= B kabi yoziladi. Masalan:
A=1{1, -1}, Bto‘plam esa ushbu (x- 1)¥(x+ 1)*=0 tenglamaning
barcha hagqiqiy ildizlaridan tashkil topgan bo‘lsa, ravshanki, A
to‘plam Bto'plamga teng bo‘ladi.

2. To‘plamlar ustida amallar.

3- ta‘rif. B ixtiyoriy to‘plam bo‘lib, 4 to‘plam uning biror
gismi bo‘lsin. B to‘plamning A ga kirmagan barcha elementlaridan
tashkil topgan to‘plam A ning B ga gadar to ‘ldiruvchisi deyiladi va
u C,(A) kabi belgilanadi (1.2- chizma). Masalan, A={2, 4},
B= {1 2, 3, 4, 5, 6} bo‘lsa, u holda Cy(A)={1, 3, 5. 6}.
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4- ta‘rif. A va B ixtiyoriy to‘plamlar bo‘lsin. Agar C to‘plam A
va B to‘plamlarning barcha elementlaridan iborat bo‘lib, boshga
elementlari bo‘lmasa, u holda C to‘plam A4 va B to‘plamlarning
yig ‘indisi (birlashmasi) deyiladi va AU B= C kabi belgilanadi (1.3-

chizma).

1.3.- chizma.

Eslatma. Shuni gayd qilib o'tish kerakki, agar biror element
ham A to‘plamga, ham B to‘plamga qgarashli bo‘lsa, bu element C
to‘plamda bir marta hisoblanadi.

Yuqoridagi 4- ta‘rifdan to‘plamlarning quyidagi xossalari kelib
chiqadi:

1°° AUA=A 2. AUB=BUA. 3 ALV =A

4°. Agar A < Bbo'lsa, A U B=Bbo‘ladi.

Misollar: 1) A=1{0, 2, 4,6, 8, 10}, B= {1, 2, 3, 4, 5, 6}
bo‘lsa, C=AuB={0.1, 2.3, 4,5, 6,8, 10} bo‘ladi.

2)A=1{1,357109, .., 2n-1, ...}, B={2, 4, 6, ..., 2n,
..} bo'lsa, C=AuB={l,2 34,56, .. n, ..} boladi

5- ta‘rif. A va B to'plamlarning umumiy elementlaridan tashkil
topgan to‘plam A va B to‘plamlarning umumiy gismi yoki
ko ‘paytmasi (kesishmasi) deyiladi va C = A n B kabi belgilanadi
(1.4- chizma).

To‘plamlarning quyidagi xossalari 5- ta‘rifdan bevosita kelib
chiqgadi:

5. AnA=A 6. ANnB=BnA 7T AnD=.

8°. Agar A c B bo‘lsa, u holda A n B = A4 bo'ladi.

Misollar: 1) A = {£2, $4, 16, 18, £10, ...}, B ={13, 16,
19, +12, ...} bo‘lsa, C= A n B {6, £12, ...} bo‘ladi;

2)A={1,3,5 7,9, B={2,4,6, 8 bo'lsa, AnB=0
bo‘ladi.

Eslatma. Biz to‘plamlarning yig‘indisi hamda ko‘paytmasi
ta’riflarini ikkita to‘plam uchun keltirdik. Agar 4,, 4,, ..., 4,
to‘plamlar berilgan bo‘lsa, ularning yig'indisi 4, VA4, U ... U A4,
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C=ANE

1.5- chizma. 1.6- chizma.

hamda ko‘paytmasi A, N A, N ... N A ham yuqoridagiga o‘xshash
ta‘riflanadi.

6- ta‘rif. A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha
elementlaridan tuzilgan C to‘plam A va B to‘plamlarning ayirmasi
deyiladi va C = A\B kabi belgilanadi (1.5- chizma).

To‘plamlarning quyidagi xossalari 6- ta‘rifdan bevosita kelib
chiqadi:

9. A\ND=A10.D\A=D. II'. A\A=02.

Misollar: 1) A={1, 2, 3,4,5,6, 7}, B=1{0, 2, 4, 6, 8
bo‘lsa, C = A\ B = {1, 3, 5, 7} bo‘ladi;

2) A= {£2, +4, 16, 18, ...}, B = {3, 16, 19, +12, ...}
bo‘lsa, C = A\ B = {12, 14, 18, %10, ...} bo‘ladi.

7- ta‘rif. A to‘plamning B to‘plamga tegishli bo‘lmagan
elementlaridan va B to‘plamning A to‘plamga tegishli bo‘lmagan
elementlaridan tuzilgan C to‘plam A4 va B to‘plamlarning
simmetrik ayirmasi deb ataladi va C = A A B kabi belgilanadi,
ya‘ni AAB = (A\B) v (B\A) (1.6- chizma).
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6.7}. B=1{6,17,8,9. 10}

Misollarn 1) A=1{1,2, 3,4 R
5lwv 10} =1{1,2,3,4,58,9,

= .5,
bo‘lsa, AAB = {1, 2, 3, 4, {8, 9,
10} bo‘ladi;

) A=1{2,4,6,8 10,12, ..}, B= {3
bo‘lsa, AAB = {2, 4, 8, ..}u{3,5 7,9, ..}
7, ...} bo‘ladi.

8- ta‘rif. Birinchi element X to‘plamga va ikkinchi element Y
to‘plamga kirgan barcha (x, y) juftlardan iborat bo‘lgan nugqtalar
to'plami Xva Yto‘plamlarning Dekart (10 g’ri) ko ‘paytmasi deyiladi
va u [X,Y] yoki X x Y kabi belgidanadi, ya‘ni C = Xx Y=
= {(x, y)xe X, ye 1.

Eslatma. A to‘plamning o‘z-o‘ziga Dekart ko‘paytmasi
quyidagicha belgilanadi:

AxA=A={(x, ixe A, ye A}.

Misollar. 1) A = {a. b, ¢}, B = {o, B} bo'lsa, u holda
Ax B = {(a,0), (a,B). (b,0), (b,B). (c,), (¢,B)} boladi;

N A=1{0,1,2, 3,4,5 6,7, 8, 9} bo‘lsa, 4 to‘plamning
A= A= A? Dekart ko‘paytmasi 100 ta elementdan iborat bo‘ladi.

Ax A = A2 {(0,0), (0,1). (0,2), (0,3), .... (9,7), (9,8). O, P}.

3. Sonli to‘plamlar. Sanoq uchun ishlatiladigan sonlar natural
sonlar deb ataladi. Barcha natural sonlar 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8. 9 ragamlari yordamida hosil gilinadi. Natural sonlar to‘plami

N={l1,23, ..,n .}

o
.

kabi belgilanadi.

Ishorasi natural sonlarning ishorasiga garama-qarshi bo‘lgan
sonlar manfiy natural sonlar deyiladi. Barcha manfiy natural soniar,
nol soni va barcha natural sonlardan iborat to‘plam butun sonlar
fo‘plami deyiladi va u, odatda,

Z={u,-n, .n=3,-2,-1,0,1,2,3, .., n ..}

kabi belgilanadi.

Ravshanki, natural sonlar to‘plami butun sonlar to‘plamining
gism to‘plamidir: N c Z.

Qisqarmaydigan kasr ko‘rinishda tasvirlanadigan har bir son
ratsional son deyiladi. Barcha ratsional sonlar to‘plami

Q::{x:x.—.g.pe Z,ge N}

kabi belgilanadi.



Ravshanki, Z < Q, demak. N ¢ Q chunki, N ¢ Z Jumladan,
agar ¢=1 bo‘lsa, N ¢ Q bo‘ladi.

Matematikada faqat ratsional sonlar bilan emas, balki boshgacha
tabiatli sonlar bilan ham ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Masalan: a)
tomoni bir birlikka teng bo‘lgan kvadrat diagonalining uzunligini
topish talab qilingan bo‘lsin. Pifagor teoremasiga asosan, 2=12+12=2,
r son butun son bo‘lishi mumkin emas, chunki 1?=1, 22=4,
3%=9 va h.k. r soni kasr son ham bo‘lishi mumkin emas: agar

2
r 25 qisqgarmas kasr bo‘lsa (bu yerda g#1), u holda r* = :2

ham qisqarmaydigan kasr bo'ladi. Demak, :2 butun son

bo‘lmaydi, shuning uchun u 2 ga teng bo'lishi mumkin emas.

Shunday qilib, kvadrat diagonalinig uzunligi /2 ga teng:
b) aylana uzunligining diametrga nisbatini ifodalovchi x sonini

oddiy kasr, ya'ni 5 ko'rinishida tasvirlash mumkin emas.

d) ushbu 0,1010010001... kasrda birinchi 1 ragamidan keyin
bitta nol, ikkinchi 1 ragamidan keyin ikkita nol, uchinchi 1
ragamidan keyin uchta nol turibdi va h.k.

Yuqoridagi a), b) va d) hollardagi keltirilgan sonlar, ya‘ni
cheksiz o‘nli nodavriy kasrlar, irratsional sonlar deyiladi va
irratsional sonlar to‘plami / bilan belgilanadi.

Ratsional va irratsional sonlar to‘plamining birlashmasi hagigiy
soniar deyiladi va R' bilan belgilanadi, ya‘ni R' = Q uU1.

Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, R\Q=1, R\I=0Q,
RnQ=0., Oni=3, IcR', QcR bo'ladi.

4. Son o‘qi. Biror /to'g'ri chizigda ixtiyoriy O nuqtani belgilab
(O nuqta sanog boshi), so‘ngra [0;1] birlik kesmani tanlaymiz va
yo‘nalishni belgilaymiz. Bunday holda koordinata to'g'ri chizig',
ya‘ni son ogi berilgan deyiladi (1.7- chizma). Har bir natural
yoki kasr songa to‘g‘ri chizigda bitta nugta mos keladi. Masalan, 5
soni berilgan bo'lsin. O nuqtadan (sanoq boshidan) berilgan

A B 0 B Al

> v & v v \g v v >

5 4 -3 21 0 1 2 3 4 5

1.7- chizma.
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yo‘nalishda birlik kesmani 5 marta go‘yamiz. Natijada, A nuqtani

hosil gilamiz, bu nugta 5 soniga mos keladi. 3; sonini olaylik, O

nugtadan berilgan yo‘nalishda birlik kesmani 3 marta, so‘ngra

birlik kesmaning % gismini go‘yamiz. Natijada B nugtani hosil

gilamiz. Bu nuqta 3% soniga mos keladi.

Agar / to‘g‘ri chiziqning M nuqtasi biror r songa mos kelsa,
bu son M nugqtaning koordinatasi deyiladi va u M (r) kabi belgilanadi.

Masalan, Ava B nugqtalarning koordinatalari mos ravishda 5 va 3 17

sonlaridan iborat bo‘ladi, ya‘'ni A(5), B(3.1,). Sanoq boshi O

nuqtaning koordinatasi nol sonidan iborat bo‘ladi: o0).

Endi birlik kesmani O nuqgtadan boshlab berilgan yo‘nalishga
garama-qarshi yo‘nalishda 5 marta qo‘yamiz. Sanoq boshi O ga
nisbatan A4 nugtaga simmetrik 4’ nugtani hosil gilamiz. A
nugtaning koordinatasi —5 soni bo‘ladi, ya‘ni A’ (-5). Shunga

o'xshash. B nugtaga simmetrik B’ nugqtaning koordinatasi —3 ;

C 1 1 . .
soni topiladi. 5 va —5, 3 , va— 3 5 sonlari, mos ravishda, garama-

garshi sonlar deb ataladi. Koordinata to'g'ri chizig'ida berilgan
yo‘nalishda joylashgan nugqtalarga mos keluvchi soniar musbat sonlar
deyiladi. Koordinata to'g'ri chizig‘ida berilgan yo‘nalishga qarama-
qarshi yo‘nalishda joylashgan nuqtalarga mos keluvchi sonlar manfiy
sonlar deyiladi.

Eslatma. Koordinata boshi O nugtaga mos kelgan ,,0* (nol)
soni musbat ham, manfiy ham hisoblanmaydi, u koordinata to*g'ri
chizig‘idagi musbat koordinatali nugtalarni manfiy koordinatali
nugtalardan ajratib turadi.

Koordinata to‘g‘ri chizig‘idagi berilgan yo‘nalishni (odatda u
o‘ng tomonga yo‘nalgandir) musbat, berilgan yo‘nalishga qarama-
qarshi yo‘nalishni esa manfiy yo‘nalish deyiladi.

5. Sonli oraliglar. a<b shartni ganoatlantiradigan a va b sonlarni
olamiz va ularni koordinata to‘g‘ri chizig‘ida nuqtalar bilan
belgilaymiz.
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Amalda ,interval®, ,kesma®, ,yarim interval®, ,nur® atama-
larini ko‘pincha bir nom bilan ,,sonli oralig* deb ishlatiladi.

Oraliclar turi Geometrik tasviri Belgilanishi | Tengsizliklar
yordamida yozilishi

Interval —— (a,b) a<x<h
Kesma a i {a.b] as<xs<h
Yarim interval ﬁ.—m] a<xsh
Yarim interval __‘"—n”_' [a.B) asx<h
Nur ___L'_, [aqt%) x2a
Nur ‘m‘l — . (-o;b] xsh T
Ochiq nur _m:. (a,+x) X>a

[Ochignur | — TN | (oo h) T T Ty T
Son o'gi I — (—voo;+o0) (—oo<x< +00)

Mustagqil yechish uchun misollar. Berilgan A4 va B to‘plamlarga
ko‘ra AUB, An B, A\ B, B\ A to‘plamlarni toping:

1. A={2,4,6,8, 10}, B={4,8, 12, 16}.

2.A={1,3,5,7,9,...,2n—1,...}, B={3,6,9,...,3n,...}.

3. A={x:(x—2)(x—3)=0}, B={x:(x—2)(x+4)=0}.

4. A={x:x*—4=0}, B={x:x—2=0}.

Berilgan A va B to‘plamlarga ko‘ra AU B,

AN B, A\ B, B\ A, AAB to‘plamlarni toping.

5. A={x:0<x<2}=(0; 2), B={x:1<x<3}=[1; 3].

6. A={x:x(x—3)<0}, B={x:(x—3)(x—1)=0}.

7. A={xxe Rx*—8x+15<0}, B={x:xe N, x*—6x<0}.

8. A={xxeZ,—2<x<4}, B={x:xeN, 1<xs7}.

Berilgan A, B va Cto'plamlarga ko‘ra AUB, An C, Au(Bn O),
(A B)n C to‘plamlarni toping:

9. A={x:-3<x<2}=[-3;2], B=[0;4], C=[3;5].

10. A=Q, B=Z, C=N.

Berilgan 4 va B to‘plamlarga ko‘ra AxB Dekart ko‘paytmani
toping:

11. A={1.3}, B={2,4}. 13. A =[1;2], B=[];2].

12. A=R', B=R' 14. A=[1;3] B=[2:4].
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Mustagil yechish uchun berilgan masalalarning javoblari

1. AUB {2,4.6,8,10,12,16}.

A\B {2,6,10}, B\A={12,16},

An B {4;8}.

2. AUB {1.3,5,6,7.9, ...},

An B{3,9,27,...}.

A\B={1,57,...}, B\A=1{6.12, . .}.

3. AuB={—423}, AnB={2}, A\B ={—4}.

4. AvB={—=2,2}, An B={2}, A\B= {2}, B\A=0D.

5. AUB={x:0< x<3}, An B={x:1<x<2},

A\B={x:0<x<l}, B\A={x:2<x< 1}.

AAB={x:0< x<1, 2< x5 3}.

6. AUB={x: —oco< x<+oo}, AN B={x:0<x< 1},

A\B={x: 1< x<3}, B\A={x:—oo<x< 0, 3<x <400},

AAB ={x 1-00< X €0, 1S X< +oo}.

7. AvB={1,2,3.4,5}, An B={3,4,5}, A\B=(3,4)v (4.5),
B\A={1,2}, AAB={1,2} u(3,4) L (4,5).

8. AuB={—1,0,1,23,4,5,6,7}, An B={1,2,3},

A\B={—1;0}, B\A={4,5,6,7}, AAB={—1,0,4,5,6,7}.

9. AUB=[—3;4}, AnC=0,

Au (B O)=[-3,21u[3;4]. (AUB) N C=[0;2]n [3:5]=2.

10. AnB)=0, AnC=N, (AUB)N C=Zn N=N.

11. AxB ={(1:2).(1;4),(3;2),(3;4)}.

12. AxB =R'XR' =R ={(x,y):—oe<x< +00,+00<y<+00},

13. AxB={(x.y): xe{1;2],ye|1;2]}.

14. AxB ={{(x,y) : xe [1,3],ye [2;4]}.

2- §. FUNKSIYA TUSHUNCHASI

1. Funksiyaning ta‘rifi. X va Y haqiqiy sonlar to‘plami berilgan
bo‘lib, ular R' ning bo'sh bo‘lmagan gism to‘plamiari (X<R',
YcR'), x va y lar esa, mos ravishda, ularning elementlari (xe X,
ye Y) bo'lsin.

1- ta‘rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror qoida yoki
gonunga ko‘ra Yto‘plamdan bitta y son mos qo‘yilsa, X to'plamda y
funksiya berilgan (aniglangan) deb ataladi va u simvolik ravishda
f: x—y yoki y=f(x) kabi belgilanadi.

Bunda x — argument yoki erkli o ‘zgaruvchi, y — funksiya yoki
erksiz o ‘zgaruvchi, f —xarakteristika (qonun yoki qoida); X to‘plam
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Junksiyaning aniqlanish sohasi, Y={y:y=f(x), xe X} to‘plam esa
uning giymatiari to ‘plami (o ‘zgarish sohasi) deyiladi.

Bundan keyin biz funksiyaning aniqlanish sohasini D(f),
giymatlar to‘plamini (o‘zgarish sohasini) esa E(f) bilan
belgilaymiz.

2. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya umumiy holda
analitik, jadval, grafik va so‘z usullari bilan berilishi mumkin.

Analitik usul. Ko‘pincha x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har bir
giymatiga mos keladigan funksiyaning y giymati x ustida analitik
amallar — qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish, darajaga
ko‘tarish, ildizdan chiqarish, logarifmlash va h.k. amallarni bajarish
natijasida topiladi. Odatda, bunday usul funksiyaning analitik usulda
berilishi deyiladi.

Funksiya analitik usulda quyidagi ko‘rinishlarda berilishi mumkin.

1) y=g(x) yoki x=g(y) ko‘rinishdagi formulalar bilan berilgan
funksiyalar oshkor ko‘rinishda berilgan funksiyalar deyiladi.
Masalan, y =6x—2, y=x*+Inx funksiyalar oshkor ko‘rinishda
berilgan. Analitik usulda berilgan funksiya bir nechta formulalar
vositasida yozilishi ham mumkin, masalan:

cosx, -msxs0 bo'lganda,
f(x)= 1, O<x<l bo'lganda,

%. I<x<2  bo‘lganda.

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi [-m;2] bo‘lib, u uchta
formula yordamida berilgan.

2) Agar x va y o‘zgaruvchilar qandaydir F{(x,y)=0 tenglama
bilan bog‘langan, ya‘ni tenglama y ga nisbatan yechilmagan bo‘lsa,
u holda funksiya oshkormas ko ‘rinishda berilgan deyiladi. Masalan,
x*+y>— R*=(0 tenglama oshkormas shaklda berilgan funksiyani
ifodalaydi, uni y ga nisbatan yechish natijasida ikkita funksiyani

hosil gilamiz:
y=+JR* —x2.

Ba‘zi bir oshkormas ko‘rinishdagi funksiyalarni y=f(x)
(oshkor) ko‘rinishda ifodalash ham mumkin. Har ganday oshkor
ko‘rinishdagi y=fx) funksiyani oshkormas ko‘rinishda yozish
ham mumkin: y —f (x)=0.
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3) parametrik ko ‘rinishda, ya‘ni {; z \'q;((tt)) o<t <B shaklda

berilishi. y =f (x) funksiyada x ning y ga mos qo'‘yilishi parametr
deb ataladigan uchunchi bir ¢ o‘zgaruvchining yordamida ifodala-
nishi mumkin:

Gogesrsn
bu yerda @(t) va y(t) lar ham analitik usulda berilgan funksiyalar
bo'lib, D(¢p) N D(y)2 deb hisoblanadi.

Funksiyalar berilishining eng ko‘p uchraydigan usuli analitik
usuldir. Bu usul matematik analizda juda ko'p ishlatiladi.

Jadval usuli. Ba‘zi hollarda xe X va ye Y o‘zgaruvchilar orasidagi
bog'lanish formulalar yordamida berilmasdan, balki jadval orqali
berilgan bo‘lishi ham mumkin. Masalan, + — yanvar oyining
birinchi dekadasi (10 kunligi) kunlari nomeri bo‘lsa, 7 — shu
nomerli kuni soat 16® da Samarqand shahrida kuzatilgan havo
haroratini bildirsin, natijada quvidagi jadvalga kelamiz:

/7 | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 =3 =5 +22 | +5° | +1°] O | =2 =53 | =3 |—=I°

bunda 1 — argument, 7 — funksiya bo‘ladi. Bog‘lanishning bunday
berilishi funksivaning jadval usulda berilishi deb ataladi. Bu usuldan
ko‘pincha miqdorlar orasida tajribalar o‘tkazish jarayonida
foydalaniladi.

Jadval wvsulining qulayligi shundan iboratki, argumentning u
yoki bu aniq giymatlarida, funksiyani hisoblamasdan, uning
qiymatlarini aniglash mumkin. Jadval usulining qulay bo‘lmagan
tomoni shundan iboratki, argumentning o‘zgarishi bilan
funksiyaning o‘zgarish xarakterini to‘liq aniglab bo‘lmaydi.

Grafik usuli. xOy koordinata tekisligida x ning X to‘plam
(X=D(f)) dan olingan har bir qiymati uchun M(x,y) nugta
yasaladi, bunda nuqtaning abssissasi x, ordinatasi y esa funksiyaning
x ga mos kelgan giymatiga teng. Yasalgan nuqtalarni tutashtirsak,
natijada biror chiziq hosil bo‘ladi, hosil bo*igan bu chizigni berilgan
funksiyaning grafigi deb garaladi (2.1- chizma).
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\ 4

2.1- chizma.

2- ta‘rif. Tekislikning (x, f{x)) kabi aniglangan nuqtalaridan
iborat ushbu

{(x, FONIE(xSf())xeX, y=f(x) e 1}

to‘plam, funksiyaning grafigi deb ataladi.

xOy tekisligida shunday L chiziq berilgan bo‘lsin, Ox o‘qda
joylashgan nugqtalardan shu o‘qqa o‘tkazilgan perpendikular L
chizigni faqat bitta nuqtada kesib o‘tsin.

Ox o‘qdagi bunday nugqtalardan iborat to‘plamni X orqali
belgilaymiz. X to'plamdan ixtiyoriy x ni olib, bu nugtadan Ox o‘giga
perpendikular o‘tkazamiz. Bu perpendikularning L chiziq bilan
kesishgan nugtasini y bilan belgilaymiz. Natijada X to'plamdan
olingan har bir x ga yugorida ko‘rsatilgan qoidaga ko‘ra bitta y mos
go'yilib, funksiya hosil bo'ladi. Bunda x va y o‘zgaruvchilar orasidagi
bog‘lanish L chiziq yordamida berilgan bo‘ladi (2.2-chizma). Odatda
funksiyaning bunday berilishi uning grafik usulda berilishi deb
ataladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi ilmiy tadqiqotlarda va hozirgi
zamon ishlab chiqarishi jarayonlarida keng qo‘llaniladi. Masalan,
tibbiyotda uchraydigan elektrokardiogramma grafigi—yurak
muskullaridagi tok impulslarining vaqt bo‘yicha o‘zgarishini
ko‘rsatadi. Bu grafik analitik tarzda yozilishi shart bo‘lmagan biror
y =flx) funksiyaning grafigidir, bu funksiyaning formulasi
shifokor uchun unchalik gizigarli emas (2.3- chizma).

Funksiyaning grafik usulda berilishining kamchiligi shundan
iboratki, argumentning sonli giymatida berilgan funksiyaning aniq
ko‘rinishini har doim topib bo‘lavermaydi, lekin bu usulning boshga
usullardan afzalligi uning ta‘siri yaqqol ko‘zga ko‘rinib turishidadir.
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2.2- chizma. 2.3- chizma.

So‘zlar orqali ifodalanadigan usul. Bu usulda (xe X, ye Y)
o‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog'lanish fagat so‘zlar orgali
ifodalanadi.

1- misol. Har bir ratsional songa | ni, har bir irratsional songa
0 ni mos qo‘yish natijasida ham funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya,
odatda, Dirixle funksiyasi deyiladi va D(x) kabi belgilanadi:

D(x)= l,agar x ratsional son bo'lsa,
0,agar x irratsionalson bo‘lsa.

2- misol. f — har bir x haqiqiy songa uning butun gismi x| ni
mos qo‘yuvchi qoida bo‘lsin. Demak, f:x—[x] yoki y= |x]
funksiyaga ega bo‘lamiz.

3- misol. £ — har bir hagiqiy x songa uning kasr gismi {x} ni
mos go'yadigan goida bo‘lsin, ya‘ni f: x—{x}. Bu holda biz y ={x}
funksiyaga ega bo‘lamiz.

3. Funksiyaning aniglanish sohasi.

3- ta‘rif. Argumentning funksiya ma‘nosini yo‘qotmaydigan
(va‘ni cheksiz yoki mavhumlikka aylantirmaydigan) hamma
giymatlari to‘plami shu funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi.

Agar funksiya jadval shaklida berilsa, uning aniglanish sohasi x
ning jadvalda ko'rsatilgan giymatlaridan iborat bo‘ladi.

Agar funksiya grafik shaklda berilsa. uning aniglanish sohasi
grafikdan ko'rinib turadi.

Funksiya analitik shaklda berilganda esa x ning funksiyani
aniglaydigan formula ma‘noga ega bo‘ladigan qgiymatlari to‘plami
shu funksiyaning aniqlanish sohasi bo‘ladi.

Funksiyaning aniglanish sohasini topish vaqtida formulani
boshqga ko'rinishga keltirish tavsiya etilmaydi.

1- misol. f(x) = funksnyanmg aniqlanish sohasinj toping.

(PARD ) ]Ld;nll 17
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Yechilishi. x’i 4 funksiyaning maxraji nolga aylanadigan
nuqtalarda funksiya ma‘noga ega emas. Demak, bu funksiyaning
aniqlanish sohasini topishda quyidagi x*—4#0 yoki x#+2 shartlar
bajarilishini talab qilish kerak.

Shunday qilib, funksiyaning aniglanish sohasi uchta oralig-
ning birlashmasidan iborat, ya‘ni

D(f) = (—00;=2) U (-2:2) U (2;+00).

Xulosa. Funksiya kasr ko‘rinishida berilgan bo‘lsa, uning
aniqlanish sohasi argumentning kasr maxrajini noldan fagli
giladigan giymatlari to*plamidan iborat bo‘ladi.

2- misol. f(x)=+1—x* funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

Yechilishi. Ildiz ostidagi ifodaning qiymati manfiy bo'lsa,
funksiya mavjud emas (haqgiqiy sonlar to'plamida hech ganday
funksiyani aniqlamaydi). Demak, ildiz ostidagi ifoda ma‘noga ega
bo‘lishi uchun 1—x>0 shart bajarilishi kerak, u holda bu teng-
sizlikning yechimlari to‘plami [—1;1]] kesma bo‘ladi.

Shunday qilib, funksiyaning aniglanish sohasi D(f)={—1;1]
kesmadan iborat.

3- misol. f (x)=,/10_5x funksiyaning aniglanish sohasini

toping.
Yechilishi. Birinchidan, 10—5x20 yoki x#2 bo‘lishi;

ikkinchidan | 03'3;: > 0 bo‘lishi kerak. Bu tengsizlik 10—5x>0 yoki
x<2 bo‘lganda o‘rinli bo‘ladi. Demak, x£2 va x<2 shartlar o'rinli

bo‘lganda berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D(f)=(-e, 2)
bo‘ladi.

4- misol. f(x)= Q} i:; funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechilishi. lldiz ostidagi ifodaning qiymati manfiy bo‘lsa ham,
funksiya ma‘noga ega, chunki ildiz ko‘rsatkichi toq sondir. Bu
funksiya ma‘noga ega bo‘lishi uchun x#5 shart bajarilishi yetarli.

Demak, berilgan funksiyaning aniqglanish sohasi D(/)=
= (—oo;5)(5; ) bo'ladi.

5- misol. f(x) = 2sinx—1 funksiyaning aniglanish sohasini
toping.
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Yechilishi. 2 sin x—1 ifoda juft darajali ildiz ostida qatnashgani
uchun 2 sin x—120 tengsizlikni yechamiz:

sinx 2 ;, 2+21m <xs 56n+27m, ne Z.
Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi

D(f):[:gt +2mm; OF +21th, ne Z.

Xulosa. Keltirilgan inisollaming yechilishidan ko‘rinadiki, juft
ko‘rsatkichli ildiz ostidagi ifoda manfiy bo*lmasligi, ya‘'ni
f(x)= ,"/tp(x) (bunda » — natural son) funksiya uchun @(x)=0
bo‘lishi kerak.

6- misol. f(x)=log,(9— x?)(a > 0,a # 1) funksiyaning anig-
lanish sohasini toping.

Yechilishi. Logarifmik funksiya argumentning musbat giymat-
larida ma‘noga ega. Shuning uchun 9 — x*> 0, x2< 9 yoki |x|<3
bo‘lishi kerak.

Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D(f)=(—3; 3)
oraligdan iborat.

P—x

7- misol. f(x)= " o

toping.

Yechilishi. Birinchidan, 9—x20 yoki x<9; ikkinchidan, x—3>0
yoki x>3; uchinchidan, lg{x—3)20 yoki x#4 bo'lishi kerak x<9,
x>3 va x#4 shartlarni hisobga olsak, berilgan funksiyaning
aniglanish sohasi D(f)=(3; 4)(4; 9) dan iborat bo‘ladi.

8- misol. f(x)=log ;(x’—5x+6) funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

Yechilishi. Birinchidan, x*—5x+6>0 va (x—2)(x-—-3)>0 yoki
-0 x<2,3<x<+e0 bo‘lishi; ikkinchidan, x* >0, x*#1 yoki x>0,
x# 1 bo'lishi kerak. x ning bu shartlarni bir vaqtda ganoatlantiradigan
barcha giymatlari to‘plami (0; 1)U(1; 2)(3;+00) dan iborat.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D(x)=
=(0; Du (1; 2)u(3; +e0) bo'ladi.

9- misol. f(x)=log(8—x) funksiyaning aniqlanish sohasini
toping. '

Yechilishi. Bu logarifmik funksiya ma‘noga ega bo‘lishi uchun
8—x>0, x#0, x%] yoki x<8, x#0, x2+ | bo‘lishi kerak.

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi D(f)=
= (—oo;—1uU (—1;0) U (0;1) U (1;8) bo'ladi.

funksiyaning aniqlanish sohasini
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Xulosa. logyn f(x) ifoda ma‘noga ega bo'lish uchun f(x)>0,
@(x)>0 va ¢(x) #1 bo‘lishi talab qilinadi.

i

10-misol. f(x) = o) f/h—_z funksiyaning aniglanish soha-

+1—
sini toping.

Yechilishi. Birinchidan, x>0 bo'lishi; ikkinchidan, x+120
yoki x2 —1 bo'lishi; uchinchidan, 2x—2 20 yoki x21 bo'lishi;
to‘rtinchidan esa \/x +1 — 2x — 2 # 0 yoki x# 3 bo'lishi kerak.
Demak, x ning yugoridagi shartlarni ganoatlantiradigan giymatlari
x21vax=#23 dan iborat.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D(f)=
=(1;3)u (3;+e) bo‘ladi.

. _ arccos (x—2)+9-x"
11- misol. f(x) = log(5—21)

funksiyaning aniglanish

sohasini toping.

Yechilishi. Birinchidan, arkkosinus ma*noga ega bo‘lishi uchun
uning belgisi ostidagi ifodaning absolut giymati 1 dan katta
bo‘tmasligi, ya‘ni |x—2{< 1 yoki 1<x<3 bo'lishi ikkinchidan,
9—x220 yoki —3 £ x< 3 bo‘lishi; uchinchidan esa 5—2x>0 va
log,(Sx—2x) #0 yoki x<2,5 va x#2 bo'lishi kerak. x ning bu
uchta shartni bir vaqtda ganoatlantiradigan barcha qiymatlari
to‘plami D(f)=(1;2)u (2;2,5) bo‘ladi.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi
D(f)=(1;2)u (2;2,5) bo‘ladi.

Xulosa. f(x)=@(x)tw(x) funksiyaning aniglanish sohasi ¢(x)
va y(x) funksiyalar aniqlanish sohalarining umumiy gismidan
iborat:

D(@)n D(w)=D(f).

12- misol. f(x)=(x — 3)‘[":5 funksiyaning aniqianish sohasini
toping.

Yechilishi. Biriinchidan, x = 2; ikkinchidan, x—3 >0 bo'lishi
kerak. x ning bu shartlarni ganoatlantiruvchi giymatlari to'plami
x> 3 dan iborat. Demak, D(f)={3;+e) bo'ladi.

Xulosa. u(x) (u(x) 2 0) shakldagi ifodalarda asos va daraj
ko‘rsatkichi argumentning bir xil giymatlarida bir vagtda nolga
aylanmasligi kerak (0° ko'rinishdagi anigmaslik).

13-misol. | f|= 4—x* funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
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Yechilishi. Shartga ko‘ra | f| — manfiy bo‘lmagan son, u hoida
4—x220 yoki bu yerdan |x|<2 bo'lishi shart. Demak,
D(f)=[—2;2] bo’ladi.

14 -misol. | fI=1g (4—-x) funksiyaning anigtanish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasini topish
uchun quyidagi

{]g(4—x)20.
4—x>0

sistemaga ega bo'lamiz. Sistemaning birinchi tengsizligidan 4—x 2 1;
—x 2 —3; x<3 bo'lishi, ikkinchisidan esa, 4—x> 0,—x> —4,
x <4 bo'lishi kelib chigadi.

Demak, x< 3. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D (f y=(-o=;3]
bo'ladi.

4. Funksiyaning o‘zgarish sohasi. y=f(x) funksiya xe X
to plamda berilgan bo‘lsin.

4- ta‘rif. Funksiyaning argumenti X=D(f) dagi hamma
giymatlarini gabul gilganda funksiyaning unga mos kelgan giymatlari
to'plami E(f) shu funksiyaning o ‘zgarish sohasi (qiymatlari
to‘plami) deyiladi.

Funksiyaning o‘zgarish sohasi diskret nuqtalardan, nuqgtadan,
oralig, segment, bir necha oraliglardan va h.k. iborat bo‘lishi mumkin.
Jadval yoki garfik usulda berilgan funksiyalarning o*zgarish sohalari
o'z-o'zidan ma‘lum. Analitik usulda, ya'ni y=f(x) shaklda
berilganda funksiyaning o‘zgarish sohasini topish uchun y ning
S (x)=ytenglama hagigiy yechimga ega bo‘ladigan barcha giymatlarini
topish talab qilinadi.

Quyidagi tasdiglar o'rinli.

19 Agar berilgan funksiya (bu yerda uzluksiz funksiya nazarda
tutiladi) eng kichik va eng katta giymatga ega bo'lsa, f(x) funksiyaning
o‘zgarish sohasi uning shu eng kichik va eng katta giymatlari hamda
ular orasidagi barcha sonlar to‘plamidan iborat bo*ladi.

1- misol. [0; 4] kesmada f(x)=x*+4 funksiyaning o‘zgarish
sohasini toping.

Yechilishi. [0; 4] kesmada berilgan funksiyaning eng kichik
giymati f(0)=4, eng katta giymati f(4)=20 bo'lgani uchun, uning
o‘zgarish sohasi E(f)=[4; 20] dan iborat.

2% Agar funksiya eng kichik (katta) giymatga ega bo‘lsa-yu,
ammo eng katta (kichik) giymatga ega bo‘lmasa (ya‘ni u cheksiz
orta (kamaya) borsa), u holda f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasi
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funksiyaning eng kichik (katta) giymati va shu giymatdan katta
(kichik) barcha sonlar to‘plamidan iborat boladi.
2- misol. f(x)=ax*+bx+c funksiyaning o'zgarish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyani

—q x+_b_‘2+4ac—b2
V= 2a 4a
ko‘rinishda ifodalaymiz.

Agar a>0 (a<0) bo‘lsa, berilgan funksiya x = -——2'% nugtada

eng kichik (eng katta) giymatiga erishadi, ammo eng katta (kichik)
giymatiga ega bo‘lmaydi.
Demak, @ > 0 (a < 0) bo‘lganda berilgan funksiyaning o‘zgarish

4ac-b* dac-b?
sohasi E(f)=[ a;a ;W][E(f)z[_m; a;a ]] dan iborat

bo‘ladi.

3- misol. f(x) = x> —2x+5 funksiyaning o‘zgarish sohasini
toping.

Yechilishi. a=1>0 va f(x)={x* —2x+5=(x—1) +4

funksiya x=1 nuqtada eng kichik giymatga ega bo‘ladi: y(h)= Ja=2.

Demak. berilgan funksiyaning o‘zgarish sohasi E(f )=[2;+00)
dan iborat bo‘ladi.

30, Agar y=f(x) funksiya berilgan bo'lib, uni x ga nisbatan
yechish mumkin bo‘lsa, ya‘ni x=¢(y) ko'rinishda yozish mumkin
bo‘lsa, y=f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasini topish uchun
x=@(v) funksiyaning aniglanish sohasini topish yetarli. Demak,
x=@(y) funksiyaning aniqlanish sohasi y=f(x) funksiyaning
o‘zgarish sohasidan iborat bo‘ladi: D(¢)=E(f).

4-misol. /(x)=x*—6x+5 funksiyaning o'zgarish sohasini toping.

Yechilishi. x2—6x+5—y =0 tenglamani x ga nisbatan yechamiz:

Xy = 3:|:./y+4.

Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi haqiqiy sonlar
to‘plamida bo'lishi uchun tenglamaning diskriminanti y+420, ya’ni
y2 —4 bo'lishi kerak. Demak, berilgan funksiyaning o‘zgarish
sohasi E(f)=[--4;+e) bo'ladi.

4°, Umumiy holda, y=f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasi
a<y<b (b>0), y=¢(x) funksiyaning o'zgarish sohasi csa c<y<d
(4>0) bo‘lganda f(x)+¢(x) funksiyaning o'zgarish sohasini
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a+c<y< b+d kabi aniglash, f(x)'¢(x) funksiyaning o‘zgarish
sohasini esa ac < y < bd kabi aniglash mumkin emas.

Hagigatan ham, sin x va cos x larning o*zgarish sohalari —1 € y< |
bo‘lgani holda sinx+cosx ning o‘zgarish sohasini —1—1 <y<1+1
yoki —2 < y<2 kabi aniglab bo‘lmaydi.

5- misol. f(x)=sinx+cosx funksiyaning o‘zgarish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:

S(x)=sinx+cos x=sinx+ sin(%—x]ﬂsin%cm(x—%):ﬁ cos(x—%).

Ma‘lumki, —!< COS(X—%JS I, bu yerdan,
n
4

——ﬁsﬁcos(x— )S\/f yoki —u\/isfs\/i

bo‘lgani uchun, funksiyaning o‘zgarish sohasi E(f) = [—\/5 2 ]
bo‘ladi.

6- misol. f(x)=0,5 sinx cosx funksiyaning o‘zgarish sohasini
toping.

Yechilishi. /(x)=0.5 sinx cosx=0,25 sin 2x. Ma‘lumki, —1 <sin 2x< 1.
Bundan —0,25 <0,25sin 2x<0,25 yoki —0,25 << 0,25, demak,
berilgan funksiyaning o*zgarish sohasi £(f)=[—0,25; 0,25] bo‘ladi.

5% Agar y=fix) funksiyaning o‘zgarish sohasi ¢ <y<b bo'lsa,
g(x)=mf(x) funksiyaning o‘zgarish sohasi, m>0 bo'lganda
ma < g< mb, m<Q bo‘lganda esa ma 2 g2 mb bo‘ladi.

Agar y=f{x) funksiyaning o'zgarish sohasi a<y<b) bo'lsa,
g(x)=n+f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasi n+a < g(x) < n+b dan
iborat bo‘ladi.

7- misol. f(x)=2(cosx—1) funksiyaning o‘zgarish sohasini
toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:

f(x)=2cosx—2, bunda m=2>0, n =—2<0. Ma‘lumki, —1 <cosx< |
bo‘lgani uchun —2 <€ 2cosx € 2 va —2—2 < 2cosx—2 < 2—2 bo‘ladi.
Oxirgi tengsizlikni quyidagi —4 <2cosx—2 <0 ko‘rinishda
yozish mumkin. Demak, berilgan funksiyaning o‘zgarish sohasi
E(f)=]—4, 0] bo‘ladi.
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8- misol. f(x)=3-—4 cosx funksiyaning o‘zgarish sohasini
toping.

Yechilishi. Yuqoridagi tasdigga ko‘ra, f(x)=cosx, m=—4, n=3
bo’ladi. Ma‘lumki, —1 <cosx < 1 bo‘lgani uchun —4 < —4cosx <4
va 3—4<3—4 cosx<4+3 bo‘ladi. U holda —1 <3—4cosx<7.
Demak, berilgan funksiyaning o‘zgarish sohasi E(f)=|—1; 7]
bo‘ladi.

6°. Agar y=f(x) funksiyaning o‘zgarish sohasi —a<y<a
(—2° < y < +o0) bo'lsa, u holda y,=|f (x)] yoki y,=f*(x) funksiyaning
o‘zgarish sohasi 0 <y, < g yoki 0 < y < +ee bo‘ladi. Masalan, y=cosx
ning o‘zgarish sohasi —1<y< | bo‘lgani holda, y=|cosx| yoki
y,=cos2x funksiyaning o‘zgarish sohasi bir xil, ya'ni 0<y <1
bo‘ladi. y=tgx ning o‘zgarish sohasi -c < y < +ee bo‘lgani holda,
¥,=Itex] yoki y,(x)=tg’x funksiyaning o‘zgarish sohasi bir xil, ya‘ni
0 <y < +oo bo‘ladi.

5. Funksiya grafigining koordinatalar tekisligida joylashishi.
Funksiyaning aniqlanish sohasi bilan o‘zgarish sohasi topilgandan
so‘ng, uning grafigi Dekart koordinatalar tekisligining gaysi gismida
joylashishini aniqlash mumkin.

1- misol. y=arcsinx funksiyaning grafigi koordinatalar
tekisligining qaysi qismida joylashishini aniglang.

Yechilishi. Ma'lumki, funksiyaning aniqlanish va o‘zgarish

sohalari mos ravishda —1 <x<1 va —72[ <y< ; dan iborat bo‘ladi.
Dekart koordinatalar tekisligida funksiyaning grafigi D={(x,y):

—l<x<], —’2‘ <yg ’2‘1 sohada joylashadi (2.4- chizma).

AY : r
1> A
2 'i
41 ] E
1 0 f > x T >Jr
. +1
2l 5 T i
i
2.4- chizma. 2.5- chizma.
2- misol. y = 24 funksiya grafigining koordinatalar tekisli-

gining gaysi qismida joylashishini aniglang.
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Yechilishi. a) funksiyaning aniglanish sohasi ta‘rifiga ko‘ra:
x*—4 # 0 yoki x # * 2 bo‘ladi. Funksiyaning aniglanish sohasi uchta
intervallar yig'indisidan iborat D(f)=(— eo;—2)(—2;2)(2;+e°).

. . .. . 4
b) funksiyaning o‘zgarish sohasini topish uchun y= ,

x°—4
tenglikni x ga nisbatan yechamiz: x = +2 y+l -":] ifoda
y )
. e r+1
ma‘noga ega bo‘lishi uchun, birinchidan, y#0, ikkinchidan a0

y
yoki (y+1)y 2 0 bo‘ladi. Bu tengsizlikning yechimlari to*plami y < —

1 va y> 0 bo‘ladi. Ushbu shartlardan funksiyaning o‘zgarish sohasi
E(f)=(—o0;—1]U(0;+00) bo‘lishi kelib chigadi.

Demak. berilgan funksiyaning grafigi Dekart koordinatalar
tekisligining G={(x,y);—eo<x<—2, —2<x<2, 2<x<+o0; —ooly < —1,
0 < y <+eo} gismida joylashadi (2.5- chizma).

Mustagil yechish uchun misoliar

Funksiyalarning aniglanish sohalarini toping:
1
J2—ax.
3. f(x) = lg(1 — lg(x* — 5x + 16)). 4. f(x)=arcsin(5Sx — 6).
5. f=lgx. 6. f(x)=m 7. fx) = x',
8. f(x)=+Jcosx. 9. f(x) = sinx +cos x.
10. f(x)=(3x)! 11. f(x) = log, log, , J4x —x* —2.

1. f(x)= x;‘ig. 2. f(x)=

In

12. £(x) = log, logy Jax —4x?. 13. f(x) = “f(coslx .
X+
)

- I s+
14. f(x) = logx—l ['x 4 ]' 15. f(X) = x|—3 + ﬁb_—-——_x.

16. f(x) = Jﬁi .
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17. f(x) = Jige 71, 18 f(x) =log 2 (4 —x).
19. f(x)= \/l — log, s cos x, x € [0;2n].

. . . x24+3x
20. & ning ganday giymatlarida f(x) = 2y pesd

aniglanish sohasi (—ee; 2)(2;+e0) bo‘ladi?

funksiyaning

21. [—10; 10] oraligdagi nechta butun son

f(x) = 2% |x*sin? “; e
funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli?
Funksiyalarning o‘zgarish sohalarini toping.

2. f= 3. 23 f(0= 5 24, £ = ctex- e

25. f(x)=3sinx+4cosx. 26. f(x)=x2+ x —2.
27. f() = 2. 28. f(x) = arcsin J4 —x2.

1

29. f(x)=arctg%. 30. f(x) =g ";‘. 31. f(x) = 1052,

I
32. f(x) = 25 33, f(x) = lg(arcsin x).
3. f(x)= x—1+x—3. 35, f(x)="2¥

COs X

36. f(x)=arcsinx + 1. 37. f(x) = sin x + cos* x.

38. f(x)=2%%x 39, f(x)=\x! —6x+]11.
40. f(x)=x? —8x +10.
Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
L ( —oo;—3)(—3;3)(3;+0). 2. (—o0;0)(4;+00).
3.(23). 4. [L]]. 5. [l;+e]. 6. (—oo;—8]U8;+oo]
7. (0;+). 8. [27r—’2t;;+ 2nn). ne Z.
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1 2,4
9. [2n—2;2nn+3:2nn]. ne Z. 10. {3.3,1,3,...}.

1L Q=) uG2+VD). 12.9. 13 (——;;;]u(;;l].

14. (1; 2)U(2;+e0). 15, (—s0,—3]13; 10). 16. {5: y(7; 91

7 .
17. [—-4 + 7, +2nn), xe Z.
18. (—oo;1)A(—1;000(0:1)U(1:4). 19, [O;E]U[S;;M].
20. —4. 21.14. 22.]—1,51,5]. 23. (—=;0.5)(0,5;+e0).

24.{1}. 25.1-5;5). 26.[—2;+e0). 27.[l;+00). 28. [0;72[]-
29. (0;m). 30. (Ig2;+e0). 31. (0;1)(1;+00).

32. (0; 0,25]U]4;+). 33. (—w;lg;]- 34. [2;+e0).

35.(=2:2). 36.[0:n). 37.[0,5 1]. 38.[2;8]. 39. [V2;+ee].
40. [—6; +oo).

3- §. FUNKSIYALAR SINFLARI

Odatda. funksiyalar quyidagi sinflarga ajratiladi: juft va toq,
davriy, bir qiymatli va ko'p giymatli, chegaralangan va chega-
ralanmagan, monoton, teskari, murakkab va elementar funk-
siyalar.

1. Juft va toq funksiyalar.

1- ta‘rif. Agar istalgan xe X uchun — x e X bo‘lsa, u holda X
to‘plam O (koordinatalar boshi) nugtaga nisbatan simmetrik to plam
deyiladi.

Butun sonlar to‘plami Z, [—a; a], (—a. a), (—o; +o0) kabi
to‘plamlar koordinata boshiga nisbatan simmetrik to‘plamlardir.

y=f (x) funksiya O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan
to‘plamda aniglangan bo'lsin.

2- ta‘rif. Agar istalgan xe X uchun f(—x)=f(x) bo‘lsa, u
holda f(x) funksiya X to‘plamda juft funksiya deyiladi.

y=x2, y = cosx, y=]d, y=f (1), funksiyalar koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik bo‘lgan to‘plamlarda aniqlangan bo'lsa, ular
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A) Ay )fy
yx
Yo oo 0
M(-x. ) ' N (MG )
E o A0 X, i
P
* 7
3.1- chizma. 3.2- chizma.

juft funksiyalar bo'ladi. Ta‘rifda X to'plamning koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrikligi muhimdir. Masalan, y=x* funksiya
x e [—1; 2] da berilgan bo‘lsa, bu funksiya juft funksiya bo‘Imaydi,
chunki [—1; 2] to‘plam koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
emas.

Juft funksiyalarning grafigi ordinatalar o*qiga nisbatan simmetrik
bo‘ladi (3.1- chizma).

3- ta‘rif. Agar istalgan xe X uchun f(—x)=—/f(x) bo‘lsa, u
holda f(x) funksiya X to‘plamda toq funksiva deyiladi.

X . . .
y=x y=lgx, y = 5 funksiyalar o*zlarining aniglanish soha-
X

larida toq funksiyalar bo‘ladi.

Toq funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik bo‘ladi (3.2- chizma).

Agar istalgan xe X, — xe X lar uchun f(—x)#+f(x)
shartlar o‘rinli bo‘lsa, u holda y=f(x) funksiya X to‘plamda juft
ham emas, toq ham emas deyiladi.

Ushbu f(x)=x>—x, @(x)=sinx—cosx funksiyalar o‘zlarining
aniglanish sohasida juft ham, toq ham emas.

Juft funksiyaning grafigini chizishda argumentning musbat
giymatlari uchun grafikning o‘ng shoxini chizib, keyin uni chap
tomonga y o‘qiga nisbatan simmetrik ravishda ko‘chirish yetarli.

Toq funksiyaning grafigini chizishda esa argumentning musbat
giymatlari uchun grafikning o‘ng shoxini chizib, keyin uni
koordinata boshiga nisbatan simmetrik ko*chirish yetarli.

Juft va toq funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1. Ikkita juft funksiyaning yig'indisi, ayirmasi. ko‘paytmasi va
bo‘linmasi (maxraj noldan fargli bo‘lganda) yana juft funksiya
bo'ladi.
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2%, Ikkita toq funksiyaning yig'indisi va ayirmasi yana toq
funksiya bo‘ladi.

30, Ikkita tog funksiyaning ko*paytmasi va bo’linmasi (maxraj
noldan fargli bo‘lganda) juft funksiya bo‘ladi.

49 Agar y=£f(x), x=¢() tog funksiyalar bo‘lsa, u holda
y=f(o()) murakkab funksiya (3-§. 7-band ga q.) ham toq funksiya
bo'ladi.

5% Agar y=f(x) juft funksiva, x=@(#) esa toq (juft) funksiya
bo'lsa, u holda y=f(¢(1)) murakkab funksiya ham juft funksiya
bo‘ladi.

Simmetrik bo'lmagan to‘plamda aniglangan funksiyalarning juft
va toqligi to'g'risida so'z yuritish ma'noga ega emas.

Aniglanish sohasining koordinata boshiga nisbatan simmetrikligi
funksiyaning juft va togligi uchun zaruriy shart bo‘lib, yetarli
shart bo'la olmaydi. Masalan, y=x+3 va y=3* funksiyalar
D(f)=(—oo:+e) simmetrik to‘plamda aniglangan, lekin ular juft
ham emas, toq ham emas.

Teorema. Koordinatalar boshiga nisbatan siinmetrik bo‘lgan X
to‘plamda aniglangan har ganday f(x) funksiya juft va tog
funksiyalar yig'indisi ko‘rinishda ifodalanadi:

f(X) - f(x)"‘zf("x) + f(x)—éf(—x)‘
bunda birinchi had — juft funksiya, ikkinchi had esa toq funk-
siyadir.

Misol. ¢ =" "+ (1)

Bu yerda e* funksiya (-eo;+e0) da aniglangan bo'lib, u juft ham
emas, toq ham emas. (1) tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi-
larning birinchisi juft funksiva, ikkinchi esa tog funksiya.

Misol. Quyidagi funksiyalar ichida juft, toq va juft ham emas,
tog ham emas funksiyalarni toping:

Dy=x"—|x|+4, 2) y=107* —10%,
g 1TX _ x4
3)y—lgi+x. 4) Y= 2 g

Yechilishi. 1) y=x*—xj+4 bo‘lganligidan, y(—x)=(—x)*—
|—Aj+4=x'—|x+4=y(x), ya'ni barcha xe (—eo;+e) lar uchun
SA—=x)=f(x) bo’ladi.
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Demak, 2- ta‘rifga ko‘ra, funksiya juft ekan.

2) f()=107*=10%, f(—x) = 1079 —10>= —~ (10~*—10») =
= —f(x). Barcha x € (—o,+e)lar uchun f(—x)=—f(x) tenglik
o‘rinli. Demak, 3- ta‘rifga asosan, berilgan funksiya toq ekan.

l—x I4+x I+x

3) F0=lg i S =1 2D l'i’i—lg["——"] g e f(.

Demak, barcha xe (—1:1) Iar uchun f{—x)=—f(x) o'rinli, ya‘ni
f(x) toq funksiyadan iborat.
~—x—4 _—x—4

H W=7 fn=25 =22

Demak, barcha xe (—eo,—3)u(—3;3)(3; +e) lar uchun
S(—x)#f (x) va f(—x)#2—f(x) bo'lgani sababli funksiya juft ham
emas, toq ham emas.

2. Davriy funksiyalar. f(x) funksiya X (Xc R') to‘plamda
aniglangan bo‘lsin.

4- ta‘rif. Agar shunday o‘zgarmas T ( 7%0)son mavjud bo‘lsaki,
istalgan x, x+7Te€ X lar uchun

fx+D=f(x)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, f(x) davriy funksiva deyiladi, bunda T —
funksiyaning davri deb ataladi.

(1) shartni ganoatlantiruvchi musbat 7 larning eng Kichigi
(agar u mavjud bo‘lsa) funksiyaning asosiy davri deb ataladi.

Agar y=f(x) funksiya 7 davrga ega bo‘lsa, u holda nT (ne 2)
ham funksiyaning davri bo*ladi.

Agar davriy funksiya 7, — asosiy davrga ega bo‘lsa, u holda
qolgan davrlarning hammael T, ga karrali bo'ladi.

Funksiya eng kichik musbat davrga ega bo‘lmasligi ham mumkin.
Masalan, f(x)=>5 funksiya uchun ixtiyoriy haqigiy son davr bo‘ladi,
lekin v asosiy davrga ega emas. Haqgiqatan ham, f(x)=const,
ixtiyoriy o0 haqiqiy son bo'lsin. f(x+a)=f(x)=const. Bu yerdan
kelib chigadiki, « davr eng kichik musbat davr emas.

5- ta‘rif. Agar

Sxtw)y=—f(x), (wz0)

bajarilsa, u holda f(x) antidavriy funksiya deyiladi.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega.

1°. T'davrga ega bo‘lgan ikkita funksiyaning yig‘indisi, ko‘paytmasi
yana davriy funksiya bo‘ladi va uning davri 7"ga teng bo‘ladi.

2°. Agar T (7#0) son f(x) va g(x) funksiyalarning eng kichik
musbat davri bo'lsa, u f(x)4g(x). f(x):g(x) uchun eng kichik musbat
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davr bo‘Imasligi ham mumkin. Masalan, 1) f(x)=3sin x+2, g(x)=2—
—3sin x funksiyalar eng kichik musbat 7=2n davrga ega, lekin ulaming
yig‘indisi f (x)+g(x)=4 esa eng kichik asosiy davrga ega emas.

2) f(x)=sinx+1, g(x)=1—sin x funksiyalarning eng kichik mus-
bat davri T=2r, lekin f(x)-g{(x)=cos’x= ; (l1+cos 2x) ko‘paytmasi-
ning eng kichik musbat davri 7'=x bo‘ladi.

30, Agar f(x) funksiya 7'davrga ega bo'lsa, u holda f(ax), f(ax)+b
funksiyalar t©= Z davrga ega (bunda @0 ixtiyoriy haqiqiy son,
X, axe X bo‘ladi.

4%, Agar f(x) funksiya T davrga ega bo‘lsa, u holda Af(ax+b)
(A=const, g > 0) ham davriy funksiya bo‘ladi va uning davri t = :
ga teng bo‘ladi.

Misol. f(x)=sin 4x funksiyaning davriy funksiya ekanligini
ko‘rsating va eng kichik musbat davrini toping.

Yechilishi. Ma‘lumki, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi sonlar
o'qidan iboratdir. Faraz qilaylik, biror 7320 uchiv sind (x + T)=sindx
tenglik o‘rinli bo‘lsin. Bu yerdan

2cos (4x+27) sin27=0

tenglamaga ega bo‘lamiz. Oxirgi tenglik sin2 7=0 uchun ham o‘rinli
bo‘ladi, u holda 27=nn, ne Z. Demak, shunday 7 o‘zgarmas son

mavjudki, berilgan funksiya uchun eng kichik musbat davr 7 = ;
bo‘ladi.
. . 1
Agar istalgan xe X va ba‘zi bir T lar uchun f(x+7T)= 100

(T#0) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya 27 davrga ega bo‘ladi.

5. w=@(x) davriy funksiya bo'lsin. Agar f(x) funksiya qat‘iy
monoton bo‘lsa, u holda y =/ [¢(x)] murakkab funksiya ham davriy
bo‘ladi va ularning davrlari bir-biriga teng bo'ladi.

6". Agar y=f(u) funksiya qat'iy monoton bo‘lmasa, u holda
y=f|o(x)] funksiyaning davri 4=@(x) funksiyaning davridan kichik
bo‘lishi ham mumkin.

Misol. Quyidagi funksiyalarni davriylikka tekshiring:

1) f)=x+x+1; 2) f(x)=x—[x];
3) f(x)=sinx?%; 4) f(x)=sin‘x+cos’x.
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Yechilishi. 1) Faraz qilaylik, f(x)=x*+x+1 davriy funksiya
bo‘lsin, u holda ta‘rifga ko‘ra shunday o‘zgarmas 7 son mavjud
bo‘lib, (x+ N+ (x+ N+ 1=x*+x*+1 tenglik o‘rinlidir. Oxirgi tenglikni
T ga nisbatan yechib, 7 ni topamiz:

X2 T+ THxt THl=x2+xtl, TH () T=0, T=0 T,=—2x—1.

Shartga ko‘ra olingan 7, va T, ning qiymatlari davriy
funksiyaning ta‘rifini ganoatlantirmaydi (7 noldan farqli va
o‘zgarmas bo‘lishi, ya‘ni x ga bog‘liq bo‘Imasligi kerak edi). Demak,
berilgan funksiya davriy funksiya emas.

2) Ma‘lumki, f(x)={x] butun funksiya barcha 7€ Z lar uchun
[x+ 7N=[x]+ T tenglikni ganoatlantiradi. Ta‘rif bo‘yicha tekshiramiz:

SOt D=x+T—[x+ T=x+ T—{x]— T=x—[x]=(x).

Demak, berilgan funksiya davriy funksiya bo‘lib, uning kichik
musbat davri 7=1 ekan (3.3- chizma).

20 -] 0| | 2 x
3.3- chizma.

3) Faraz qilaylik, f(x)=sinx* davriy funksiya bo‘lsin, u holda
shunday o‘zgarmas 7(7%0) son mavjud bo'lib, sinx?=sin{x+ 7)>
tenglik o‘rinli bo‘ladi. x=0 bo'lsa, u holda 0=sin7? tenglikka ega

bo‘lamiz. Bu yerdan T? =gnn(ne Z). yoki T=+nm. T ning
qiymatini sin x? =sin(x+7)? tenglikka go‘yamiz:
sin x? = sin{x + \/nm)2 =sin(x* + ZxJE +7n).

2kn~nn

X # 22 k# Z bo‘lsin, u holda 2x./nn + mn # 2kn. Demak,

sin x2 = sin(x? + 2x\n + 7).
Qarama-garshilikka keldik. Bu esa f(x)=sinx? funksiyaning davriy
emasligini isbotlaydi.

Bundan tashgari, bu funksiyaning davriy emastigini quyidagi
mulohazadan ham ko‘rish mumkin (3.4- chizma).
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3.4- chizma.

Grafik bilan abssissalar o‘qining kesishishidan hosil bo‘lgan
o‘zaro go‘shni nuqtalar orasidagi masofalar ketma-ketligining limiti
(chekli) nolga teng bo‘ladi:

hm[,/ (n+Dm - M]"l‘i’im+m

4) Berilgan funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:
y = (sin’x + cos’x)? - 2sin’x - cos’x = i (3 + cos 4x).
y,=cos4x funksiyaning davri 4°- xossaga asosan 7y = 72[ bo'ladi.

Demak, berilgan funksiyaning asosiy davri ham 7 = ; ga tengdir.

3. Bir qiymatli va ko‘p giymatli funksiyalar. Agar X to‘plamdagi
har bir x songa biror goida yoki qonunga ko‘ra Y to‘plamdan bitta y
son mos qo‘yilsa, u holda y funksiya bir giymatli deyiladi, ya‘ni
VX, x € X,x #x, = f(x))# f(x).

Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror goida yoki gonunga
ko‘ra Y to‘plamdan bittadan ortiq yoki cheksiz ko‘p y son mos
go'yilsa, u holda funksiya ko ‘p giymatii deyiladi. Masalan:

1) y=+Jx — ikki qiymatli funksiya;

2) y=Arcsinx — ko'p giymatli funksiya;

3) y=3x+2 — bir giymatli funksiya.

4. Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar. y=f(x)
funksiya X to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

6- ta‘rif. Agar shunday o‘zgarmas M(o‘zgarmas m) son topilib,
istalgan xe X uchun f(x)< M (f(x) 2 m) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
f(x) funksiya X to‘plamda yugoridan (quyidan) chegaralangan
deyiladi, aks holda esa funksiya yugoridan (quyidan) chegara-
lanmagan deyiladi (3.5- chizma).

7- ta‘rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yugqoridan,
ham quyidan chegaralangan bo‘lsa, ya‘ni shunday o‘zgarmas M
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a) yugoridan chegaralangan funksiya. b) quyidan chegaralangan funksiya.

3.5- chizma.

va m sonlar mavjud bo‘lib, istalgan xe X uchun
m<fx)sM (nH

tengsizlik o‘rinli bo'lsa, u holda f(x) funksiya X to‘plamda chega-
ralangan deyiladi (3.6- chizma).

Agar f(x) funksiya chegaralangan bo‘lib, m va M sonlar uning
aniq quyi va aniq yugori chegaralari bo‘lsa, u holda

Fx)sC (2)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, bunda C= max {{M, |m|}. (1) bilan
(2) tengsizliklar o‘zaro teng kuchlidir (3.7- chizma). Demak, (2)
tengsizlik funksiyaning chegaralanganlik shartini ifodalaydi.

Chegaralangan funksiyalarning grafigi Ox o‘qiga parallel bo‘lgan
y=C va y=—C to‘g‘ri chiziglar orasida bo‘ladi (3.7-chizma).

Quyidan chegaralangan (f(x) > m) funksiyaning grafigi Ox o‘qiga
parallel bo‘lgan y =m to‘g'ri chiziqdan yuqorida joylashgan bo‘ladi
(3.5 b- chizma).

Yugoridan chegaralangan funksiyaning grafigi (f(x) < M) Ox o‘qiga
parallel bo‘lgan y =M to‘g'ri chiziqdan pastda joylashadi (3.5 a- chizma).

8- ta‘rif. Agar istalgan musbat C > 0 son uchun shunday x.e X
topilib, |f(x )|> C tengsizlik o'rinli bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda
chegaralanmagan deyiladi.

Quyidagi funksiyalarni o‘z aniglanish sohalarida chegara-

y=M Ay Ay
7/\ g
\

. y=c -
DL A
N VAN
3.6- chizma. 3.7- chizma.
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& -4 -2 2 4 € 8 0 12 14 x
101
3.8- chizma.
langanlikka tekshiring:

D () x¥—6x+9;  2) f(x)=x2x+1; 3) f(X)=}l’2;

|
0sx

4) f=tgrretgx (@00 5) f(W=25 6) f(0)=_

Yechilishi. 1) Kvadrat uchhadni to‘liq kvadratga keltiramiz:
S(x)=x*—6x+9=(x—3)2. Kvadrat funksiya x=3 nuqtada eng kichik
giymatiga erishadi va u 0 ga teng bo‘ladi. Berilgan funksiyaning
giymatlari sohasi E(f)=|0;+«). Demak, funksiya quyidan
chegaralangan, ya‘ni 0<f(x)<+e (3.8-chizma).

2) O'rta arifmetik va o'rta geometrik giymatlar orasidagi munosa-

2
batlardan quyidagi x < *_*!

5 tengsizlik kelib chigadi. Bu yerdan

x
1+x2

= lxl <l (bunda C = I)
xt+l17 2 2
tengsizlikni olamiz. Demak, berilgan funksiya (—ee;+e) da

barcha xe R lar uchun

chegaralangan va uning grafigi y= C = ; va y=C= -—; to‘g‘ri

chiziglar orasida joylashadi (3.9- chizma).
3) Berilgan funksiya son o‘gining x =0 nugqtadan tashqari
barcha nuqtalarida aniglangan, ya‘ni D(f)=(—o;0)(0;+e). C

1
istalgan musbat son bo‘lsin va shunday *c = J2€ topiladiki, u
holda f(x,) = x]-z =2C>C . Demak, f(x.) > C tengsizlik bajari-
ladi (3.10- chizma).
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85
0.4 18
0.3 16
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~8-7-63-4-3~2-01 1234567 8x [
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-0. 2
al -1 08 -06 04 02] 02 04 06 08 1 X
45|
3.9- chizma. 3.10- chizma.

4) f(x)=tgx+ctgx ifodaning shaklini almashtiramiz: tgx+ctgx=
= in x-lt:Osx = §i‘.;22x . Shartga ko‘ra tgx >0, u holda 7k < x < 72[ + 7k,
ke Z. Demak, bu yerdan quyidagi 1 2sin2x >0 tengsizlik kelib
chiqgadi. Shunday qilib, berilgan funksiya quyidan chegaralangan,
lekin u yuqoridan chegaralanmagandir (3.11- chizma).

5) Berilgan funksiya butun son o‘gida aniglangan D(f)=(—ce;
+00), Ma‘lumki, Vx € (=o0;400) lar uchun 2* > 0. Demak, funksiya
quyidan 0 bilan chegaralangan, uning grafigi Ox o‘gidan yuqorida
joylashgan bo‘ladi (3.12- chizma).

6) Berilgan funksiya son o‘gining x = ’2‘ +nn,ne Z nuqtalardan
tashqgari barcha nuqtalarida aniglangan. Ma‘lumki, cos < 1, u holda

SV

-1
3.11- chizma.

w S o8 oo

.

6 x

—
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berilgan funksiyaning o‘zgarish
sohasi E(f)=(—e;—1] L [1;
+e0) bo‘ladi. Demak, funksiya
quyidan ham, yugqoridan ham
chegaralanmagan (3.13- chiz-
ma).

5. Monoton funksiyalar.
y=f(x) funksiya X=[a,b]
(XcR) to‘plamda berilgan
bo'lsin.

9- ta‘rif. Agar istalgan xi,
x:e€ X lar uchun x;<x2 bo‘l-
ganda

/

|

Ll 4

0

3.12- chizma.

f(x) € flx) (f(x)< f(xy))

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f (x) funksiya X to‘plamda o ‘suvchi yoki
kamaymovchi (gat iy o suvchi) deb ataladi (3.14- a chizma), (3.14-

b chizma).

10-ta‘rif. Agar istalgan x;, x;¢ X lar uchun x;<x; bo‘lganda
f(x) 2 f(x) (f(x)> f(x,)) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, fix) funk-
siya X to‘plamda kamayuvchi yoki o ‘smovchi (qat‘iy kamayuvchi)
deb ataladi (3.15-a) chizma, (3.15-b) chizma).

O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar monofton funksiyvalar deb

ataladi.

—
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3.13- chizma.
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3.15- chizma.

Monoton funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1. Ikkita o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyaning yig‘indisi yana
o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya bo‘ladi.

2. Ikkita musbat o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning ko‘-
paytmasi yana o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

3. Agar f(x) funksiya o‘suvchi bo‘lsa, —f(x) funksiya kama-
yuvchi bo‘ladi va aksincha.

4. Agar f(x) funksiya o‘suvchi bo‘lib, istalgan xe X uchun

f(0#0 bo'lsa, ) funksiya kamayuvchi bo'ladi.

5. Agar f(x) funksiya gat‘iy o‘suvchi bo‘lsa, x=f~'(y) teskari
funksiya (3-§ ning 6- bandiga q.) ham bir giymatli va qat‘iy
o‘suvchi bo‘ladi.

6. Agar x =f (1), te [o;B] da o‘suvchi, y = F(x) funksiya esa [f(o);
J(B)] da o‘suvchi bo‘lsa, y =F (f (x)) funksiya ham [o;B] da o‘suvchi
bo‘ladi.

7. Agar x=f(1), te{o;B] da kamayuvchi, y =Fx) funksiya esa
[f(a); f (B)] da kamayuvchi bo‘lsa, y=F(f(x)) funksiya ham
[2;B] da o‘suvchi bo‘ladi.
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8. Agar x =f(#),te [o;p] da o'suvchi, y =f(x) funksiya esa {f (o):
J (B)] da kamayuvchi bo‘lsa, y =F(f(x)) funksiya ham {[«;f] da
kamayuvchi bo‘ladi.

9. Agar ¢ (x), y (x) va f(x) funksiyalar o‘suvchi bo‘lib,
¢ (X)<f(x) <y (x) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, @ (@ (x))<f(f(x) <
<y (y(x)) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

10. Agar y=f(x) tenglama har bir belgilangan ye(—co;+e)
uchun yagona yechimga ega bo‘lsa, (—e; +e0) da y =f(x) monoton
bo‘lmagan funksiya ham teskari funksiyaga ega bo‘ladi.

Funksiyani tekshirishda uning monotonlik oraliglarini tOplSh
muhim rol o‘ynaydi. Funksiyaning monotonlik oraliglarini topish
uchun quyidagi tasdiglardan foydalanamiz:

1. Agar funksiya [o;B] da gat‘iy monoton bo‘lsa, x ning har
bir belgilangan giymatiga funksiyaning bitta qiymati mos keladi.

2. Agar y=f(x) funksiya [o;B] kesmada musbat va o‘suvchi
bo‘lsa, x ning o‘sishi bilan y =f(x) funksiyaning grafigi Ox o‘qidan
uzoglashadi.

3. Agar y =f(x) funksiya [o;B] kesmada musbat va kamayuvchi
bo‘lsa, x ning o'sishi bilan y =f(x) funksiyaning grafigi Ox o‘qiga
yaqinlashadi.

4. Agar y =f(x) funksiya [a;f] kesmada manfiy va kamayuvchi
bo‘lsa, x ning o‘sishi bilan y =f(x) funksiyaning grafigi Ox o‘qidan
uzoqlashadi.

5. Agar y=f(x) funksiya [o;B] kesmada manfiy va o‘suvchi
bo‘lsa, x ning o'sishi bilan [c.B] funksiyaning grafigi Ox o‘qiga
yaqinlashadi.

Misollar. Quyidagi funksiyalarni monotonlikka tekshiring:

1) f(x)=x+x; 2) f(x)=sinx, x e ['2“;’2‘};

3) f(0)=(2+4x+6)In(+4x+6); 4) f(x)=+"*

Yechilishi. 1) f(x)=x*+x funksiya R da aniglangan. Son o‘qgidan
ixtiyoriy ikkita x, va x, nugta olamiz. Aniglik uchun x, < x, bo‘lsin.
Sf(x,)—f(x,) ayirmani qaraymiz:

SR) = f(xq)=(x ~x;) (X3 + XX, +x,2 +1),
ikkinchi ko‘paytuvchi x, va x, ning har qanday haqiqiy qiymatida
musbat. Hagiqatan ham,

3x2+1,

X
X4 +x2 +1=(x + »—2-3-)2 +,
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Shartga ko‘ra x, — x,>0, u holda f (x,)—/f(x,)>0, ya‘ni f(x,)>f (x,).
Bu oxirgi tengsizlik f(x) funksiyaning R da gat‘iy o‘suvchi ekanligini
bildiradi.

2) Aniglik uchun x, < x, bo'lsin. f(x,)—f(x,) ayirmani tuzamiz:

F(x,)— f(x) =sinx, -sin x, = 2sin "2?' . €OS ng"‘ .
—_x

1™ inX ™ 50
5 S5 lar uchun sin )

nn
[‘2;2] kesmadan olingan 0 < *%

va —72‘ < x‘;xz < ; lar uchun cos x‘;xz > 0. Shunday qilib,

sinx, > sinx,. Demak, f(x)=sin x funksiya [*:;] da qat‘iy o‘suv-
chidir.
) z=xt+4x+6=(x+ 2)2 +2 bo‘lsin. U holda x <—2 uchun

z funksiya kamayuvchi, x> —2 uchun z funksiya o'suvchi bo‘ladi.
Bu giymatlar uchun z >1 bo‘ladi. Endi y =zlnz funksiyani qarasak,
u x2-—2 da o‘suvchi, x<~2 da esa kamayuvchi bo‘ladi, chunki
agar x,<x,<—2 bo'lsa, z,>z,>1 va, demak, y,=zIng >

>z Iz, = y,. ya‘ni berilgan y =znz funksiya kamayuvchidir.

2

4) f(x)= 4‘x" funksiyani f(x) = i — x ko‘rinishda tasvir-
laymiz. Bu funksiya nolni o‘z ichiga olmagan har ganday intervalda
kamayuvchi bo‘lgan y, =i va y,=—x funksiyalar yig‘indisidan
iborat. 1°-xossaga ko‘ra, berilgan funksiya kamayuvchidir.

6. Teskari funksiyalar. f(x) funksiya X to‘plamda aniglangan
bo‘lib, funksiyaning o‘zgarish (qiymatlari) sohasi Y bo'lsin.

11-ta‘rif. y = f(x) funksiyaning har bir ye Y giymatiga f
munosabatga ko‘ra X dan faqat bitta x giymat mos kelsa, Yto‘plamda
qgandaydir funksiya aniglangan bo‘ladi va u y=f(x) ga nisbatan
teskari funksiya deyiladi hamda x=f~'(y) ko‘rinishda belgilanadi.

Odatdagidek, funksiyani y bilan, argumentni esa x bilan belgi-
lashlarga muvofiq, y=/"'(x) ko‘rinishda yozishadi. f~!'(x)=g (x)
desak, y=g(x) bo‘ladi.

1-teorema. /(x) funksiya D(/) to‘plamda teskari g(x) funksiyaga
ega bo‘lishi uchun o‘z aniglanish sohasidagi argumentning har xil
giymatiga funksiyaning ham har xil gqiymati mos kelishi zarur va
yetarli, ya‘'ni V x;,x, € D(f) laruchun x, # x, & f(x) # f(x,).

40



2- teorema. Agar y=f(x) 4y
funksiya X da aniglangan qat‘iy 1
monoton o‘suvchi (kama- a
yuvchi) bo‘lsa, Yda y=f(x) ga :
teskari funksiya mavjud, bu -1 0 ] T X
funksiya ham qat‘iy monoton 5
o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi. 1T

1- eslatma. Agar funksiya
monoton bo‘lib, lekin qat‘iy 3.16- chizma.
monoton bo‘lmasa, bu funk-
siyaning teskarisi mavjud bo‘imaydi. Buni, masalan, 3.16-chizmada
ko‘rsatilgan

—1 agar x<—I,
f(x)={x, agar —1<x<I,
1, agar x>1

funksiya misolida ko‘rish mumkn.

2- eslatma. Juft funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy
holda, aniglanish. sohasining funksiya qat‘iy monoton bo‘lgan
gismlarida teskari funksiya mavjud bo‘ladi. Masalan, y=x* funksiya
uchun [0;+~) da y = Jx teskari funksiya bo‘ladi.

3- eslatma. Davriy funksiyaning teskarisi mavjud emas. Xususiy
holda, aniglanish sohasining funksiya gat'iy o‘suvchi (kama-
yuvchi) bo‘lgan gismlarda teskari funksiyalar mavjud bo‘ladi.

Masalan, f(x)=sinx (xe[—g:;]); S (x)=cosx (xe[0;m]);

f)=tgx (xe [—»;;n]); fix)=ctg x(xe (O;m)) lar uchun ko‘rsa-
tilgan oraliglarda teskari funksiyalar mavjud, chunki bu oraliglarda
ular gat‘iy monotondir: g(y)=arcsin y (ye [—1;1]). g,(y)=arccos y
e [—1:1]): g,(n)=arctgy (ye (—eo;+e0)); g, (¥) =arcctgy (ye (—oo;
+00)).

4- eslatma. y =f(x) funksiya va bu funksiyaga teskari bo‘lgan
x=f-\(y) funksiyaning aniglanish sohasi va o‘zgarish sohasi o‘z
rollarini almashtiradi, ya‘ni y =f(x) funksiyaning aniglanish sohasi
teskari funksiyaning o‘zgarish sohasi bo‘ladi, y =f(x) funksiyaning
o‘zgarish sohasi esa teskari funksiyaning aniglanish sohasi bo‘ladi.

y=f(x) funksiya biror X to‘plamda aniqlangan bo‘lib, uning
giymatlari to‘plami ¥ bo‘lsin. g(y) funksiya Yto‘plamda aniglangan
bo‘lib, X to‘plam esa uning giymatlari to‘plami bo'lsin.
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3.17- chizma.

3- teorema. g(y) funksiya y =f(x) ga teskari funksiya bo‘lishi
uchun

g (X))=x (xeX) (f(g))=y (yeY)) N

* shartning bajarilishi zarur va yetarlidir (3.17- chizma).

Misollar: 1) f(x)= i g(x) = i (x#0) funksiyalar (1)

shartni qanoatlantiradi. Hagigatan ham, f(g(x))= ,/lx =X,

Demak, ular bir-biriga teskari funksiyalar bo‘ladi.

2) f(x)=—x, g(x)=-—x, xe( —oo; +oo) tunksiyalar (1) shartni
ganoatlantiradi, ya‘ni f(g(x))=—(—x)=x. Demak, ular bir-biriga
teskari funksiyalar bo‘ladi.

y=f(x) to‘g‘ri funksiyadan x=f"'(p) teskari funksiyaga o‘tish
va uning grafigini chizish uchun quyidagi amallarni bajarish
magsadga muvofiq:

1. y= f(x) tenglama x o‘zgaruvchiga nisbatan (agar tenglamani
X ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa) yechiladi:

x =110 =8gW.

2. x ni y bilan va y ni x bilan almashtiriladi:

y=f10=g.

3. y= f(x) to‘g‘ri funksiyaning grafigi chiziladi.

4. Hosil gilingan y = f(x) funksiyaning grafigini I va [1{ chorak-
lar koordinata burchaklaridan o‘tuvchi bissekirisaga nisbatan
simmetrik almashtirish natijasida teskari funksiya grafigi hosil gilinadi.

J(x) funksiyaning grafigi {{x,y):xe X, ye ¥} nuqtalar to‘pla-
midan, g (x) funksiyaning grafigi esa {(y,g("))} = (f (x),x)} nuqtalar
to‘plamidan tuziladi (3.18-chizma).

3.19- chizmadagi y = f(x) funksiya uchun teskari funksiya mavjud
emas, chunki x, < x, < x, <x, da y,;=f(x )= (x,)=f (x,)= f(x,) bo‘ladi,
bu esa teskari funksiya shartiga ziddir.
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3.18- chizma. 3.19- chizma.

1- misol. y=3x—1 y
funksiyaga teskari funk-
siyani toping va uning gra-
figini chizing.

Yechilishi. Avvalo yu- ]
goridagi qoidaga muvofig:  * oo / sty
1) y=3x—1 tenglamani x R
ga nisbatan yechamiz: /

_ y+l 2
=77

2)xniygavaynixga

almashtiramiz, natijada 3.20- chizma.
izlanayotgan teskari funk-

siyaga ega bo‘lamiz:

X

1
y=, (x+1).
3) y=3x—1 funksiyaning grafigini chizamiz (3.20-chizma).

4) y= -:lg(x+ 1) funksiyaning grafigi (3.20-chizma) y =3x—1
funksiyaning grafigini y=x to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik
almashtirish natijasida hosil gilinadi (3.20-chizma).

2- misol. Ushbu

={1, agar x ratsional son bolsa,
0, agarx irratsional son bo Isa,

funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?
Yechilishi. Berilgan funksiya Dirixle funksiyasi deyiladi. Bu
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funksiyaning teskarisi mavjud emas, chunki y monoton funksiya
emas, ya’'ni har bir x ratsional son bu funkstya orqali 1 ga akslantiriladi.
Demak, y=1 ga mos keladigan ratsional sonlar cheksiz ko‘pdir.

3- misol. y=x2 (xe (—oo;+00)) funksiyaga teskari funksiya
mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiya_juft funksiya bo‘lib, x ning barcha
haqiqiy giymatlarida garalsa, u teskari funksiyaga ega bo‘imaydi,
chunki y ning har bir y, qiymatiga x ning ikkita x, va x, giymatlari
mos keladi. Demak. 1-teoremaga asosan, berilgan funksiya (—eo;+o)
da teskari funksiyaga ega emas.

4-misol. y=3 funksiyaga teskari funksiya mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan y=3* funksiyaning aniglanish sohasi R=(—o;
+oo), O‘zgarish sohasi esa (0;+o) bo'lib, u (—oo;+e0) da qat‘iy
o'suvchi, ya'ni Vx,x, € R uchun x <x, = 3% <392 (3- §,
S-bandga. q).

Demak, 2-teoremaga ko‘ra berilgan funksiyaga teskari funksiya
mavjud: f~'(f(x))=log,3*=x log,3=x.

7. Murakkab funksiyalar. fva g funksiyalar mos ravishda X va
Y, to‘plamlarda berilgan bo'lib, f funksiyaning qgiymatlar to‘plami
E(f)=7Y, g funksiyaning giymatlar to'plami E(g)=Z va 1Y, (f
funksiyaning giymatlar to*plami g funksiyaning aniglanish sohasida
yotsin) shart bajarilganda X to‘plamda F=g (f(x))=h(x) (F=g(y),
y=f(x)) murakkab funksiya yoki g va f funksiyalar kompozitsiyasi
aniqlangan deyiladi va v z=g- f kabi belgilanadi (3.21, 3.22-
chizmalar). Demak, vxe X uchun f funksiya yordamida bitta
ye Y mos qo‘yiladi, so‘ngra ¥y e ¥ uchun g funksiya yordamida
bitta ze Z mos qo‘yiladi. Shunday qilib. z=g(f(x)) funksiyaning
aniglanish sohasi f(x)ning aniglanish sohasiga ustma-ust tushadi

3.21- chizma.




yoki uning gismi bo'ladi. Bunda f funksiyaning qiymatlar sohasi g
funksiyaning aniqlanish sohasida yotishi muhim, aks holda g va f
funksiyalarning kompozitsiyasi aniglanmaydi.

1- misol. z =cos y va y=x* funksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. z =cos y va y=x3 funksiyalarning mos ravishda D(z),
E(y) sohalarini topamiz: D(z)=R. E(y)=R; E(y)=D(z) bo‘lgani
uchun yugoridagi murakkab funksiya hosil bo‘lishlik shartiga ko‘ra
bu funksiyalardan murakkab funksiya tuzish mumkin: 7=cos x°.
Bu murakkab funksiyaning aniqlanish sohasi ham R dan iborat.

2-misol. y=u* va u=sin x funksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Funksiya ta‘rifiga ko‘ra

F:u—-y=u’, ¢: x—u=sin x ni yozsak, u holda

D@)=R, E@)=[—11], D(A=R, E(F)={0;+=)

bo‘ladi. Shunday qilib, E(¢)c D(F). Demak, berilgan funksiyalardan
y=sin?x murakkab funksiyani tuzish mumkin (3.23- chizma).
3-misol. y = \/; va u=cos x—2 funksiyalardan murakkab funk-
siya tuzish mumkinmi?
Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniqlanish va giymatlar
sohalarini topamiz:

Dw)y=R, E(u)={-3;—1],
D(y)=[0;+e0), E(¥)=([0;+00).

X ¥ y
4 = '
J.1. -
: I~ Fp——— ./_.l,..........,..,.......“-
L~ o -
| o L~
L~ L~ ”
” X { u i \
-
(RSN <A -
-1 _2 1
u=sinx yeu y=sinX&x

3.23- chizma.
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E(u)zD(y) bo‘lgani uchun y = Ju va u=cos x—2 funksiyalardan
murakkab funksiya tuzish mumkin emas, ya‘ni y =.Jcosx—2
formula biror funksiyani aniglamaydi.

4- misol. z=,/y+1 va y=2* funksiyalardan murakkab funksiya
tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning aniglanish va giymatlar
sohalarini topamiz:

D(y)y=R, E(y)=(0;+=),
D(D)=[—1;+e), E(2)=[0;+c0).
Murakkab funksiya shartiga ko‘ra E(y)c.D(z). Demak, berilgan

funksiyalardan 7z = \/ 2* +1 murakkab funksiyani tuzish mumkin.
5- misol. f(x)=x* va g(x)=5* funksiyalar berilgan. f(f(x)),
f(&(x), g(f(x)), g(g(x)) funksiyalarni toping.

Yechilishi. Funksiyalarning berilishiga ko‘ra;
S ))=f (d)y=(xy=x'6;
S (8())=f(5x)=5%;
g (f (x)=g(x)=5";
g (g(x))=g(5*)=5%"

bo‘ladi va ular o'z na\‘/batida murakkab funksiyalar bo‘ladi, chunki
Ef)cXf), EgcXf), Ef)cDg), BgDg).
6- misol. f(x)=2* va f(x)=log,x funksiyalarning f (/~'(x)),
S/ (x)) komporzitsiyalarini toping.
Yechilishi. Teskari funksiyaning ta‘rifiga ko'ra:
S/ 0)= 2/ = 2o <
£t (f(x))=1og, f(x) =log,2* = xlog, 2 = x.
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Mustagqil yechish uchun misollar.
Funksiyalarning gaysi biri juft, qaysi biri toq va qaysilari juft
ham, yoki toq ham emasligini aniqlang:
L y=2¢-3x.2. y=3x+4. 3. y=_%

4. yztg(x—;‘). 5. y=i/; 6. y=x'—x*.
. *-1
ny=x 8y ={RF2% 0 yax

a*+1

S|

s, 12 y=x>+cosx.

. B3 - o X
lO.y-cosx x . 11. y smx+x

13. y=sinx-tgx. 14. ¥y = (l —x‘)- COS X.
15. y =sin7x +cos5x. 16. y=arccos |x|.

_ l4sinx

17. y=arcsin x + arccos x. 18. y Ginx

Funksiyalarni davriylikka tekshiring. Agar davriy bo‘lsa, u holda
uning eng kichik musbat davrini toping:

19. f(x)=x*-3x+4. 20. f(x)=sin2x—2tg’2‘.
21. f(x)-—- sin .x . 22. f(x) = cos 2x - Cos 6x.

1, agar x ratsional son bo'lsa,

23. f(x)={

0, agar x irratsional son bo’lsa.

24. f(x)=6sin(0,25nx). 25. f(x)= cos( ; x-18 ]

26. f(x):?sin ; -ZCOS(§ X+ 12‘}27. f(x) = sin ’:‘ +tg;%.
28. f(x)=cosmx +sin2x. 29. f(x)= tg2x + ctg3x + cos 5x.
30. f(x)= sin(; + ;)+ 5tg(3x - 2)

31. f(x)=1g ’3‘ +sin 2nx.
32. f(x)=13sin’3x. 33. f(x)=cosx-cos3x.
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Funksiyalarni o‘z aniglanish sohalarida chegaralanganlikka
tekshiring:

34.y= l x€[0:5). 35. ¥ = x? ~10x +25.

01
3
36. .37 y=lg(x’-4x+3). 38. y= T

smS xt 41
1 sin x sin x 1

3. y= 040 y="0dly= Ty
l+x 1

43. y=x.cos’x M. y= 5. 45.y= .

46'y=eix| 47_y=arcsm , 48. y=32-x-x*

49, y:,/xz -4x+5 50. y =2x '2”2.

Funksiyalarni o‘zlarining aniglanish sohalarida monotonlikka
tekshiring:

51.y=, , x=1 52 y=Ilg(x}-6x+10).
x7 -1
*ZX"3 - x2+l _ X
53. y= ol 54. y=2"". 85, y-logo‘s a1’

1
1 -
56. y=x-x.57.V= , - S58.y=e*

e -1
59. y =3(l-x)>.
2x, x<-2 bo‘lganda,

60. y =<4, -2<x<2 bo‘lganda,
2x, x22 bo'lganda.

6l. y =sin*x+cos*x, xel[0n].

62.y = \Jx-2++x+2.63. y= : 64. y = 2.3 _ 9%,
\J -5x-2
65. y = 5l

Funksiyalar uchun o‘z aniqlanish sohasida (agar teskari
funksiya mavjud bo‘lsa) teskari funksiyalarni toping:

66.y=(x+1)2. x€[-1+0).67. y= lne+l xe(0;+oo).
68. y=5x-2.69. y=x'+5, xeR.
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70. y=vi-x*, xe|-L0). 7. y=y1-x*, xe[O;1].

2. y= |xl -X, Xe€ (—oo,+oo) 73. y = arctg3x.

74.

1, x <0 bo‘lganda,
y= 75. y =2 -1.

0, x > 0 bo‘lganda,

76. y = arccos x°.

71. —x,—1<x<1 bolganda,

I, x<—1 bo'lganda,
y =
~1, x >1 bo‘lganda,

78. y = 1-x xe (-oo;—l)u(—l;+oo).

T 1+x’

X
79.y-lg2.

x?, 1<x<4 bo‘lganda,
2*, x >4 bo'lganda,

x, x<1 bo‘lganda,
80. y=
81. f(x)=x* va g(x)=2* funksiyalar berilgan bo'lsa, u holda

FU@), fgx), g(f(x). glg(x)) murakkab funksiyalarni
toping.

82. Agar f(x)= _ bo'lsa, /s (x)=rS (f (f )) funksiyani
toping. b

5x%+1 . 3 2

83. f (x): 2y funksiya uchun f (3x), f (x ), (f (x))
funksiyani toping.

84. Agar f (x + 1)= x> -3x+2 bo‘lsa, f(x) funksiyani to-
ping.

Funksiyalarning kompozitsiyalarini yozing:

85.g(y) =y*vay=f(x)=lgx.

86. g(y)=siny va y =f(x)=l—x2.

87. g()’) =y* va y =sinx.
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2y, y <0 bo'lganda, 5
88. g(y) = _ va y=x°—1.
0, y > 0 bo‘lganda.

89. g(¥)=9" va y=x
90.2(y)=\y (»20), y=l+x’
91. f(x)=5* va f7'(x)=logsx funksiyalar berilgan.

f(f-l (x)) f'](f(x)) larni toping.
92. z = arccosy va y=3+x* funksiyalar uchun murakkab
funksiya mavjudmi?

93. z= ﬁ va y =9—x* funksiyalar uchun murakkab funksiya
mavjudmi?

Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. Toq. 2. Juft. 3.Toq ham emas, juft ham emas.

4. Toq ham emas, juft ham emas. 5. Toq. 6. Juft.

7. Toq. 8. Juft. 9. Juft. 10. Toq.

11. Toq ham emas, juft ham emas. 12. Toq ham emas, juft
ham emas.

13. Juft. 14, Juft. 15. Toq ham emas, juft ham emas.

16. Juft. 17. Juft. 18. Toq ham emas, juft ham emas.

19. Davriy emas. 20. Davriy, 7;=2r, 21. Davriy emas.

22. Davriy, T = ; 23. Davriy, eng kichik musbat davri yo‘q.

24. Davriy, T;=8. 25. Davriy, T, = :n. 26. Davriy, T,=20r.
27. Davriy, T,=60. 28. Davriy emas. 29. Davriy, 7,=2x.

30. Davriy, T,=4. 31. Davriy emas. 32. Davriy,T; = .

33. Davriy emas. 34. Chegaralangan. 35. Quyidan chegaralangan,
yugoridan chegaralanmagan. 36. Chegaralanmagan. 37. Chegaralan-
magan. 38. Chegaralangan. 39. Chegaralangan. 40. Chegaralangan.
41. Chegaralangan. 42. Quyidan chegaralangan, yuqoridan chegara-
lanmagan. 43. Chegaralanmagan. 44. Chegaralangan. 45. Chega-
ralanmagan. 46. Chegaralanmagan. 47. Chegaralangan. 48. Yuqo-
ridan chegaralangan, quyidan chegaralanmagan. 49. Quyidan
chegaralangan, yuqoridan chegaralanmagan. 50. Quyidan
chegaralangan, yugoridan chegaralanmagan.
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51. x > 1 da gat‘iy kamayuvchi, x < 1 da qat‘iy o‘suvchi.

52. (—<0;3) da qgat‘ity kamayuvchi, |3;+e)da gat‘iy o‘suvchi.

53. (—eo;1) U (I;+e0)da gat‘iy o‘suvchi. 54. (~o;+e) da qat‘iy
o‘suvchi. 55. (—°°;—1)U(0; +°°)da gat‘iy kamayuvchi. 56. (—°°; +o0)
da kamayuvchi. 57. (-oo;O)U(O;+°°)da gat‘iy kamayuvchi. 58.
(—e2;0) U (0;+e=)da qgat‘iy kamayuvchi. 59. (-;1] da kamayuvchi,

[1;+4e0) da o'suvchi. 60, (~eoi+e) da o'suvchi. 61. [0: 3] va {7 3:]

da kamayuvchi, l:: ; ;] va [ p " n] da o‘suvchi. 62. [2;4e0) da o'suvchi.

63. (-o0;-3) va (-3,\5] da o‘suvchi, [{/5;3) va (3;+=) da
kamayuvchi. 64. (—ee;-1] da o'suvchi, [l;+w) da kamayuvchi.
65. (—;0]da qat'iy kamayuvchi, [0;+=) da gat'iy o‘suvchi.

66. g(» \/“+1 67. g(y)=1n "1 68. g(y)="1".

69. g(y) =5. 70, g(¥)=-J1-%, ye[01].

(y) ,[1— 2. ye [0:1]. 72. Teskari funksiya mavjud

emas. 73. g(y) ;8. ye (= 2,2)

y, y<0 bo‘lganda,
74. g(¥) =
\/;, y > 0 bo‘lganda.

75. g(y)=log, (y+1), ye(-L+e). 76. g(y)=3cosy.

1-
77. Teskari funksiya mavjud emas. 78. &(¥)= . ‘3 , y=#-l
79. g(y): 2-10, ye (——oo,+oo)
y, y<1 bo’lganda,

80. g(y) =14y, 1<y <4 bo’lganda,
log, y, y >4 bo’lganda.

81. f(f)=x', f(g)=4" g(f)=2", g(g)=2""
51



45x%+1 3 Sx +1
 f(x¥)=

82. fs(x)w%- 83. f(3x)= " iy

2 25x*+10x7+1 . X
(f(x)) :;'x:‘; . 84. x>—5x+6 85.1g2x 86. sin(i—x?).

2.(x*—=1. xe[—1;1] bo‘lganda,
87. sin?x. 88. g(f) =
0, x e (—eo;—1]uUll; 4o bo‘lganda.

89. 9 90. 1+ x2. 9L f(/7(x))=x s'(f(x))=x.
92. Murakkab funksiya mavjud emas. 93. Murakkab funksiya
mavjud emas.

4- §. FUNKSIYANING LIMITI

1. Nugtaning atrofi. Bizga ¢e R' hamda ixtiyoriy musbat yetarli
kichik £>0 va ¢ sonlar berilgan bo‘lsin.
1- ta‘rif. Quyidagi
Uda)={x: xe R', a—e<x<ate}
to‘plam a- nuqtaning e- atrofi deyiladi, € son esa atrofning radiusi
deyiladi (4.1- chizma).
Ushbu
Ut a)={x: xe R', a<x<a+te}
to‘plam a nuqgtaning o‘ng atrofi,
U (@)={x: xe R, a—e<x<a}

to‘plam esa a nugtaning chap atrofi deyiladi (4.2- chizma).

Ushbu 0 < [x—al<e tengsizlik a—e<x<a+e. xza tengsizliklarga
teng kuchli bo‘lib, ularning har ikkalasini @ nuqtaning Ui(a) atrofi
shaklida 1fodalash mumkin:

U;(a)={x: xe R', a—e<x<a+e, xza).

bla) Ug(a) Ula)
YA . N
H]L “é—“_lh__) Ut ox a_SH- H,._/ a+e ’;’
4.1- chizma. 4.2- chizma.
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Ba‘zi hollarda U _(a) atrof a nuqtaning feshik atrofi deb ham
yuritiladi.

Hagqiqiy sonlar to‘plami R' tarkibiga —eo va +oo simvollarni
Vxe R uchun x>—oo va x <+e Xususiyat bilan go‘shib, R'
to‘plamni hosil gilamiz:

R =R U {-oo}U {+e0}.

Rl da +eo va —eo «nuqta» larning atrofi tushunchalari quyidagicha
kiritiladi (4.3- chizma):
U: (+0)={x:x€e R', ceR, ¢<x<+o0},
Us (—o)={x:xe R', ceR', —=<x<¢},
Us(0)={x:xe R', ceR. x| >c}.

2. Natural argumentli funksiya va uning limiti. Nva R' to‘plamlar
berilgan bo‘lib, f — har bir natural n(ne N) songa biror haqiqiy
x,(x,€ R") sonni mos go'yuvchi goida yoki usul bo'lsin: f:n — x,.
Bu holda N to*'plamda natural argumentli funksiva aniglangan deyiladi
va x,= f(n) kabi belgilanadi.

Agar x,= f(n) funksiya berilgan bo‘lsa, u holda uning argu-
menti yoki » indeksini x, o‘zgaruvchi mos qiymatining nomeri
deb qarash mumkin. Shunday qilib, x,=f(1) — funksiyaning
birinchi giymati, x,=f(2) — ikkinchi qiymati, x,=f(3) — uchin-
chi giymati va h.k. Biz har doim giymatlar to‘plami E (x,)={x»}
ni natural 1, 2, 3, .., n, ... ketma-ketlikka o‘xshash nomerlarning
ortishi bo‘yicha tartiblangan, ya‘ni

Xy Xyy Xpw oy Xy o ¢}

n'

sonlar ketma-ketligi shaklida tasavvur gilamiz.

U= =) U (Fx)
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Biz bundan keyin, qulaylik uchun, natural argumentli x,= f (n)
funksiyani ketma-ketlik deb garaymiz. Masalan, agar x,=f(n)
funksiya

1

xn=l! Xy = h’ x"=(__l)n+l‘ X, = ]+(_l)

2
formulalardan birortasi bilan berilgan bo‘lsa, ularga mos ketma-
ketliklar quyidagi shaklda bo‘ladi:

L, 1,1, .., 1, .. 1, =1, 1, .., (=D, ..}

b b 0,1,0,.., .

Endi {x,,} n=1, 2,... ketma-ketlikning chegaralanganligi
tushunchalari bilan tamshamiz.

2- ta‘rif. Agar shunday o‘zgarmas M son mavjud bo‘lsaki,
{x,} ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan katta bo‘imasa,
ya‘ni Vne N uchun x,<M tengsizlik o‘rinli bolsa, {x} ketma-
ketlik yugoridan chegara!angan deb ataladi.

Masalan, x,=sin n°, x,=—n:

sinl®, sin2°, sin3°, ..., sinn’, ... —1, =2, =3, ..., —n, ..
sonlar ketma- kethklan yuqoridan chegaralangan chunki birinchi
ketma-ketlikning har bir hadi 1 dan, ikkinchi ketma-ketlikning
har bir hadi esa — | dan katta emas.

3- ta‘rif. Agar shunday o'zgarmas m son mavjud bo‘lsaki, {X»}
ketma-ketlikning har bir hadi shu sondan kichik bo‘lmasa, ya‘ni
Yne N uchun x,=m tengsizlikni ganoatlantirsa, {x,} ketma-
ketlik quyidan chegaralangan deyiladi. Aks holda, {x.} ketma-ketlik

quyidan chegaralanmagan deyiladi. Masalan, X, = X =2n.
1t 1 .
]'? 2 ’4 ’8 LR ] 2"_| y s
2,4,6,8, ..., 2n,
1

sonlar ketma-ketliklari quyidan chegaralangan, chunki X, = on-l

o‘zgaruvchining har bir hadi 0 dan, x,=2n o‘zgaruvchining har
bir hadi esa 2 dan kichik bo‘lmaydi.

4-ta‘rif. Agar {x } ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo’ lsa ya‘ni shunday M, m o'zgarmas sonlar
mavjud bo‘lib, barcha ne N lar uchun m<x,<M tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, {x.} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

1
2"—] ’

. e 1 . .
Masalan, x,=sin n°, X, = ketma-ketliklar chegaralangandir.
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5-ta‘rif. Agar Ve > 0 olinganda ham, shunday natural n,=n(¢)
son topilsaki, barcha n2n, natural sonlar uchun
Ix,—al<e

tengsizlik bajarilsa, {x.} ketma-Kketlik yaginlashuvchi deyiladi, a
son esa {x,} ketma-ketlikning /imiti deb ataladi va
lim x,=a yoki n->e da
n—yoo

X, > a
kabi belgilanadi.

Bu ta‘rifni gisqacha

(lim x, =a) © (Ve >0, 3n, = ny(e)e N :VYn2n, 5| x,—ale)
kabi ifodalash ham mumkin.

(.&._/\*-A_Y._ A -

—
L Ca
a atre
1 2 3 4 5 Ho-b e Mol L g2 n+k
1 4 i l L 3 3. l 1 Il ] 1 l L Y 1 .
N i \ : :' t ’ ,H
0 ] 13 1 i
[} 1 ] 1
1 ) ] 1
1 1 1 1
13 1 ] i
1 1 ] ]
[} 1 1
1 1] ]
1] L}
) L]
1 [
: v oyVyw , —s
0 Yoo X X argn, S Yo u ak gty

4.4- chizma.

6-ta‘rif. Chekli limitga ega bo‘lgan ketma-ketlik yaginlashuvchi
ketma-ketlik deb ataladi. Agar ketma-ketlikning limiti cheksiz yoki
mavjud bo‘lmasa, u wzoglashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Ketma-ketlikning limiti quyidagi geometrik ma‘noga ega: agar
{x»} ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsa, a nuqtaning € - atrofida n=n, (¢)

nomerdan boshlab, ketma-ketlikning hamma hadlari yotadi
(4.4- chizma).
1-misol. Ushbu

fad={onf 5 b i

n+l 477 gy
ketma-ketlikning limiti a=3 bo‘lishini ko‘rsating.

Yechilishi. Ixtiyoriy musbat € sonni olamiz. Bu >0 songa ko‘ra
3
ny = [ 8"1] deyilsa, u holda Vn > n, uchun
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n—1 ny %"1 ntl n+2

L 0! oI ~
L} ’n
A 4 f | y : S
3"8 '\‘".1 3 x",."l "‘n"aZ 3+8 X
4.5- chizma.
3n 3 3 3 3
x —a=|"-3=l-—|<g——<g,n+l>=, n>=—1
" T nel | ntl| el 7 e’ 3

bo‘ladi. Demak, },ILEE%—} =3 (4.5- chizma).

7-ta‘rif. Agar Ll_I)l:l° x, =0 bo‘lsa, u holda {x.,} ketma-ketlik
cheksiz kichik migdor deb ataladi.
Masalan, ushbu ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.

vebfl 2t {E)

nt+l

2-misol. Ushbu ketma-ketlikning limiti nol bo‘lishini ta‘rifga
asosan isbot qgiling:

(-1) Lo (=)’

A I

{X,,} [ \/; ) b \/’2‘ \/3 b \/;

Yechilishi. Ixtiyoriy musbat ¢ sonni olaylik. Unda bu €>0

songa ko‘ra shunday natural n(n,=n,( £)e N) son topilishini
ko‘rsatish kerakki, n2 n bo‘lgan barcha natural » sonlar uchun

| xa—0 =] xa|<e
tengsizlik bajarilsin. Yuqorida aytilgan n, sonni topish, bu holda

=Y

Xy, =0 J',',’ <€ tengsizlikni yechish orgali amalga oshiriladi.
Ravshanki,

| 1
<s@l<£¢=n<\/n@n>7.
(3 €

Jn

(=1
Jn
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1
Demak, n, natural son sifatida [82-]"‘1: ny olinsa. unda

Vn 2 n, uchun

= _
\/; 0

1
=—<¢

Jn

. (=
bo‘ladi. U holda ketma-ketlik limitining ta‘rifiga ko‘ra, }g_gg =1 =0

Jn
bo‘ladi.

8-ta‘rif. Agar VE >0 son olinganda ham shunday n(e)e N
topilsaki, Vn 2 n, uchun |x |>E bo‘lsa, u holda {x.} ketma-ketlik
cheksiz katta migdor deb ataladi va !'im x, == kabi belgilanadi.

Masalan,

1) {xp={2"}; 2) {xu}={—n}; 3) {xa}={logs n}
ketma-ketliklar cheksiz katta migdorlar bo‘ladi.

3-misol. {x.}={3"}, 3; 3%, 3%, ..., 3",.. . ketma-Kketlikning
limiti +e- ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Ixtiyoriy £>0 sonni olaylik. Unda bu songa ko'ra
shunday ne N (n,=n,(E)) son topilishini ko*rsatish kerakki, barcha
n>n, uchun

x=3">FE
tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki,
3> Eolog;3" >logy E & n>logy E.
0<Fx1 bo‘lganda, n=ny(E)=1 deyilsa, unda ¥n > n, uchun

har doim 3> E tengsizlik bajariladi. Bu esa }'im X, = Ll_l;l‘l 3" = 400
ekanligini bildiradi.

Chekli limitga ega bo‘lgan ketma-ketliklar quyidagi xossalarga
ega:

19, {x.} va {y.} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib, ular mos ravishda
chekli a va b limitlarga ega bo‘lsin. U holda

lim (x,ty,)=atbh; Ilim (x,-y,)=a b lim In = 9(h20)
n—oe n—yoo n—e Vp, b
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
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2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega bo‘ladi.

3° Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, ketma-
ketlik chegaralangan bo‘ladi, aks holda, {x,} ketma-ketlik cheksiz
limitga ega bo‘lganda esa ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi.

4°. {x,} va {y»} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib, lim x, = a,

l"ﬂ Y»=b bo'sin. Agar vne N uchun x,<y, (x.2y,) bo'lsa,
u holda a< b (a=b) bo'ladi.
. {xa} va {y.} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘lib,

l'm X, = llm Ny, =4a bo'lsin. Agar vne N uchun x,< z:< y, bolsa,

=y

u holda {z,,} ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi va lim z, =a
n—yoo
bo‘ladi.

4-misol. {x,,} = {\/nz +n+l —n? — 1} ketma-ketlikning
limitini toping.

Yechilishi. Berilgan {x,} ketma-ketlikning limiti 1° xossaga asosan
quyidagicha topiladi:

lim=(/n* +n+1—n’ —1)=lim n+2 =
% In? 4 nl =fn? —1

=lim

"*T_J— 2

| | 1
5-misol. Vrf = — + Tt ketma-ketliknin
' { "} {\/n2+l N N &

limitini toping.

Yechilishi. Ravshanki, barcha ne NV lar uchun

n | 1 | n
x, = < + +..+ < _=7

? \/n2+n \/n2+l \/n2+2 \/n2+n \/:134-] "

tengsizlik bajariladi va {x }, {z,} ketma-ketliklar bir xil limitga ega.

. 1 . n . 1
lim _hm _ =], lim ~ = lim
n—poo } n—poo [+l n—roo n2+l H—yoe I+ 1

n nz

=1.
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U holda 5°- xossaga asosan, {y,} ketma-ketlik ham limitga ega
bo'lib,

limy, =1

bo‘ladi.

6-misol. {x }={(—1)"} ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Faraz gilaylik, a son, {x }={(—1)"} ketma-ketlikning
limiti bo‘lsin, ya‘ni g > O son olinganda ham 3 n,(e) (n, € N),
Vn 2 ny(e) lar uchun

|x» —al<e (hH

bajarilsin. Agar 8=; deb olsak, (1) tengsizlik » ning juft giymat-
larida

L—a<; (2)

ko‘rinishga, » ning toq giymatlarida esa

'~1—a<; (3)

ko‘rinishga keladi. a ning hech bir giymatida (2) bilan (3) teng-
sizliklar bir vaqtda bajarilmaydi. Demak, farazimiz noto‘g‘ri, ya‘ni
yaqinlashuvchi ketma-ketlikning ta'rifini ganoatlantiruvchi ¢ son
va n,(e) nomer mavjud emas. Shunday qilib, berilgan ketma-
ketlik yaginlashuvchi emas ekan.

9-ta‘rif. Agar Yne N uchun

an xn+| (xn< xn+l)
tengsizlik o'rinli bo‘lsa, {X.} o 'suvchi (gat'ly o‘suvchi) ketma-ketlik

deyiladi.
10- ta‘rif. Agar Yne N uchun

Xn 2Xn+1 (Xn> xn+l)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, {x } kamayuvchi (qat iy kamayuvchi) ketma-
ketlik deyiladi.

11- ta‘rif. O‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton
ketma-ketliklar deyiladi.

Masalan, 1,2,2,3.3,3,..n,n,...n,...0'suvchi,
2,22, 2% ...,2" ... qat'ly o‘suvchi,
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11 1 . .
1, PRSI qat‘ly kamayuvchi,

n
11 !
1.2,2, RTINS
1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi (kamayuvchi)
bo‘lib, yugoridan (quyidan) chegaralangan bo‘lsa, u holda u chekli
limitga ega; agar {x.} ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chega-
ralanmagan bo‘lsa, u holda {x,} ketina-ketlikning limiti +oe (—eo)
bo‘ladi.
7-misol. Ushbu ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini
isbotlang va limitini toping:

kamayuvchi.

x,) = H (> 0).
n.
Isboti. Shartga ko‘ra,

ami .

Fnel = (n+hH! = n+l *n (1)

deb yozish mumkin, u holda vn 2n,. ny =[a] lar uchun x,.< x,
tengsizlik bajariladi. 9- ta‘nfga ko'ra, {x,} ketma-ketlik n, =|a]
nomerdan boshlab kamayuvchi.

Bundan tashqari, barcha ne N lar uchun x,20, ya‘ni {x.}
quyidan chegaralangan. 1- teoremaga asosan {x,} ketma-ketlik
yaginlashuvchi. Uning limiti 4 bo‘lsin: lim x, = 5. U holda (1)

. .. . N300
tenglikda limitga o*tamiz:
limyx,,, =lim “ .x

n o oo M4 | "

Quyidagiga ega bo‘lamiz: 5=0-6 yoki b=0.

e . a"
Shunday qilib, !'1_1’13 = 0.

2-teorema. (Koshi kriteriysi). {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'lishi uchun, Ve >0 son olinganda ham shunday n,e N son
mavjud bo‘lib, Y >n, va Vpe N lar uchun

Xy =Xy, <E
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
. 08l cos2 208 G
8-misol. {x,} = { COSTLEOS2, 9™ e N ketma-ketlikning

yaginlashuvchi ekanligini ishotlang.
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Isboti. Berilgan ketma-ketlik uchun X,,, —X, ayirmani
baholaymiz:

_ cos(n+1) cos(n+p) 1 to_
Xpyp = Xp = e + ... e < g+l 4.4 3ep
1ot
1 N 1 1
-= - < < .
3?H| ] N I 2.3-" 3"
3

Agar Ve>0 songa Ko‘ra nu=[log3ll deb olinsa, Vn > n,
va Vre N lar uchun

Xosp =Xy < 3 <t
tengsizlik bajariladi. Demak, Koshi kriteriysiga ko‘ra, berilgan
ketma-ketlik chekli limitga ega ekan.

3. Ixtiyoriy argumentli funksiyaning limiti. X — biror haqiqiy
sonlar to‘plami (XcR'), @ — biror nugta bo'lsin. Shu to‘plamda
f(x) funksiya aniglangan.

12- ta‘rif. Agar Uf{a) (>0) da X to‘plamning a dan fargli
kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, ¢ nuqta X to'plamning /imit nugtasi
(quyuqlanish nugiasi) deb ataladi.

Misollar: 1) Ushbu |0; 2}={x : xe R', 0<x<2} to‘plamning
har bir nuqtasi shu to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi.

2) N={1,2,3,...,n,...}to'plam limit nugtaga ega emas.

3) (0, D)={x:xe R, 0<x<1} to'plamning har bir nugtasi
shu to‘plamning limit nugtasi bo‘ladi va yana x=0, x=1 nuqtalar
ham (0; 1) to‘plam uchun limit nugtalardir.

Limit nuqgta quyidagi xossalarga ega:

1°. X to‘plamning limit nuqtasi shu to‘plamga tegishli bo‘lishi
ham, tegishli bo'lmasligi ham mumkin,

2°. Agar a nuqta X to‘plammning limit nuqtasi bo'lsa, @ nugtaning
har bir atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘ladi.

3%, Agar a nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, X to‘plam
nuqtalaridan ¢ ga intiluvchi {x.}, (x.€X , xza, n=1, 2, . . .)
ketma-ketlik tuzish mumkin.

13- ta‘rif. (Geyne ta‘rifi). Agar X to‘plamning nuqtalaridan
tuzilgan va g ga intiluvchi har qanday {x.} (x=a, n=1, 2, . . )
ketma-ketlik olganda ham unga mos {f(x,)} ketma-ketlik hamma
vaqt yagona b (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu b ga f(x)
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funksiyaning a nuqtadagi (yoki x—a dagi) /imiti deb ataladi va uni
Ll_'m._ J(x)=>b yoki x—a da f(x)—b kabi belgilanadi.

14-ta‘rif. (Koshi ta‘rifi). Agar Ve > 0 son uchun shunday 8(e)>0
son topilsaki, argument x ning 0<|x—a|<8 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida | f(x)—b|<e tengsizlik
bajarilsa, b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x—a dagi) /imiti deb
ataladi.

Eslatma. 13 va 14- ta‘riflar o‘zaro teng kuchlidir.

X (XcR') to'plam berilgan bo‘lib, ¢ nugta uning o‘ng (chap)
limit nuqtasi bo‘lsin. Shu to‘plamda f(x) funksiya aniglangan.

15- ta‘rif. (Geyne ta'rifi). Agar X to'plamning nuqtalaridan
tuzilgan va har bir hadi a dan katta (kichik) bo‘tib, a ga intiluvchi
har qanday {x,} ketma-ketlik olinganda ham, unga mos {f(x»)}
ketma-ketlik hamma vaqt yagona b ga intilsa, shu b ni f(x)
funksiyaning & nuqtadagi o ‘ng (chap) limiti deb ataladi.

16-ta‘rif. (Koshi ta‘rifi). Agar istalgan ¢>0 son uchun shunday
8=38(e)>0 son topilsaki, argument x ning U_*(a) (U_(a}))
atrofdagi barcha qiymatlarida | f(x)—b|<e tengsizlik bajarilsa, b
son f(x) funksiyaning @ nuqtadagi o‘ng (chap) limiti deb ataladi
va u, mos ravishda, quyidagicha belgilanadi:
lim f(x)=b yoki f(a+0)=b, (lim f(x)=b yoki

X—a+!

f(a—0)=b).

Chekli yoki cheksiz (a;b) oraligda f(x) funksiya berilgan bo‘lib,
uning grafiklari 4.6-4.18- chizmalardagi kabi tasvirlangan bo‘lsa,
f(x) funksiyaning x—a va x—b dagi limitlarini analitik ko‘rinishda
quyidagicha yozish mumkin:

I. 4.6-chizma uchun 1Im f(x)=+e, lim f(x) = —eo.

2. 4.7-chizma uchun 1M f(x) = 4o, 1im f(x) = +o-.

3. 4.8-chizma uchun M f(x) = —e, 1lim f(x) = —ee.

4. Mos ravishda, 4.9-, 4.10- chizmalar uchun

lim f(x) = 4w, lim f(x)=c¢ (ce R');

x-a x—»b :

lim f(x)=c¢ (ce R"). lxingf(x) =400
X-a -
5. Mos ravishda, 4.11-, 4.12- chizmalar uchun g_ﬂ‘} S(x) = —eo;

lim f(x)=¢ (ce R); im f(x)=c (ce R'), lim f(x) = —e.
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6. 4.13-, 4.14- chizmalar uchun Ll_fg Jx)=c,
lirr;f(x) =c (ce R").

7. 4.15-, 4.16-, 4.17-, 4.18- chizmalar uchun
limf()=c, limf()=d (c,d e R').

4

S o

4.6~ chizma. 4.7- chizma.

4

rrrravctnced

4.8- chizma. 4.9- chizma.

IS

pooo ;
i
SEAN /
| °1\/ \/ X
/ _____ ¢ /]

4.10- chizma. 4.11- chizma.

cerrfeanna
o>
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...............

...............

4.18- chizma.
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1-misol. f(x)= x* funksiyaning x—3 dagi limiti 81 ga teng
ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. 3 ga intiluvchi ixtiyoriy {x.} (x=3, n=1, 2, . . .)
ketma-ketlik olamiz. Unga mos {f(x.)} ketma-ketlik quyidagi
{f(xa)}={x*} ko‘rinishda bo‘ladi. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar
ustidagi arifmetik amallarga binoan (3-§, 2-band. 1°- ga qarang):

lim f(x,)=lim x}=1lim (x,-x -x -x )=8l.
xp—3 Xp—3 Xp—3 n n n
Demak, 13-ta‘rifga ko‘ra, 1jn} f(x)=81.
X,

12-misol. f(x)=sin _ (x#0) funksiyaning x—0 da limitga
ega emasligini ko‘rsating.
Yechilishi. Nol nugtaning atrofida nolga intiluvchi ikkita har xil

{x;:}:{,:n}’ )= {(4n+l)n}

ketma-ketliklarni olaylik. U holda

f(x;) =sin xl, =sinnn =0,
n

f(x2) =sin L = sip 4nebm
Xp 2

=sin(2nm + ’2‘) =1
lim f(x,)=0, lim f(x7)=1
n—o0 N—poo
bo‘ladi.
Bu esa 3-§, 2-band, 2°- xossaga ko‘ra, f(x)= sinl
funksiyaning x=0 nuqtada limiti mavjud emasligini ko'rsatadi.
3-misol. f(x)=2 x+3 funksiyaning x =1 nuqtadagi limiti 5 ga
teng bo'‘lishini ko‘rsating va £=0,01 uchun & ni toping.
Yechilishi. Ve >0 songa ko‘radni &= % deb olsak, u holda
Ix—1|<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x lar uchun

I(2x+3)— 5|—|2x—2|—2|x~——1|<e
x—1I < =9
munosabat bajariladi.
Demak, 14- ta‘rifga ko‘ra, lim (2x+3)=35 ekanligi kelib
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chigadi. Endi £=0,01 desak. § = Of' = 0,005 bo‘ladi. 0<[x—1[<0,005
bo‘lganda |(2x+3)—5<0,01 bo‘lar ekan.
1

14- misol. |im gx, (g > 1) = otenglikni isbotlang.
x-»l—0 1
Isboti. Ve >0 va x <0 uchun a* < ¢ tengsizlikni yechamiz.

Agar €21 bo'lsa, u holda vx <0 lar uchun a'#<e tengsizlik
bajariladi.

Shuning uchun Ve 21 bo‘lganda 8§ o‘rnida ixtiyoriy musbat
sonni olish mumkin, masalan, 8=1. Agar €<l bo'lsa, u holda
tengsizlikning ikkala tomonini logarifmlab,

i Ina
~lna<lIne & x>
x Ine

tenglikka ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, V0 < ¢ < 1 bo‘lganda ham —8§<x<0 tengsizlikni

Ina

ganoatlantiruvchi 8 mavjud bo‘ladi. Masalan, &= — ne > 0 deb

olish yetarli.
1

Demak, a* (a>1) funksiyaning x=0 nuqtadagi chap limiti
nolga teng ekan.

X (Xc RY) to‘plam berilgan bo‘lib, @ uning limit nuqtasi hamda
bu to‘plamda f(x) va g(x) funksiyalar aniglangan bo‘lsin.

Quyidagi xossalar o‘rinli.

1°. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo‘lsa,
f(x) £ g(x) funksiya ham x—a da limitga ega bo‘ladi va

lim[f(x) £ g(x)] = lim J(x) £ lim g(x)

tenglik o‘rinli.
2°. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa,
f(x)g(x) funksiya ham x-»a da limitga ega bo‘ladi va

im{f(x)- g(x)] = lim f(x)- lim g(x)
tenglik o‘rinli.
3°. Agar x—a da f(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, k- f(x)

(k=const) funksiya ham x—a da limitga ega bo‘ladi va

lim[k- f(x)]=k-lim f(x)

x-a x—a
tenglik o‘rinli.
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4°. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lib, g(x)=0

bo‘lsa, ff ) funksiya ham x—a da limitga ega bo‘ladi va

lim f(x)

S(x) x=a’

Ll_r}l g(x) !‘1_1_'2 lim g{x)
X0

tenglik o‘rinli.

Eslatma. 1°, 2° va 4° xossalarda x—a da f(x) va g(x)
funksiyalarning yig‘indisi, ko‘paytmasi va bo‘linmasidan iborat
bo‘lgan funksiyalarning limitga ega bo‘lishidan, bu funksiyalarning
har birining limitga ega bo‘lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan, f(x)=1-sin i . g(x)= sin% funksiyalar
yig'indisi f (X)+g(x)=l bo‘lib, x—0 da f(x)+g(x)—1. Ammo
x—0 da f(x) va g(x) funksiyalarning har biri limitga ega emas.

5-misol. 11m (1500S mx + 3sin® mx + & 05) fu11k51yan1ng 11~
mitini toping.

Yechilishi. 15cos’nx, 3sin’zx va ;:g: funksiyalarning x—0,5
dagi limitlarini hisoblaymiz:

hm 15cos? nx =15 hm COSTIX - llm costx = 0.

x-0,5 x-20,
]1m 3sm x =3 llm sinw x - lim smnx l|m sintx =3,
x-0.5 x-0,5 x=»0,5 -0,5
x+2.5 - xlf&xﬂ,ﬁ _
x—>05x+05 lim x+0,5
x—0,5
Demak, 1°—4°- xossalarga asosan, quyidagiga ega bo‘lamiz:
lim (15 cos?mx +3sin’ mx + ’5+§ g) =
= hm 15cos? nx + 11m 3sin*nx + lim x+2.5 _ 0+3+3=6.
x-0,5 x+0,5

17- ta‘rif. Agar x—a (a — chekli yoki 1w0) da f(x) funksiyaning limiti
nolga teng, ya‘ni lim S(x)=0bo'Isa, f(x) cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, llm sin x=0, llm In (1+x)=0, hm In x=0, Ilm cos x=0,

x2
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lim == lim —— =0 bo‘lganligidan, ta‘rifga ko‘ra, sin x,

X=pteo J— X—p—oo ln[xl
1
In(1+x), In x, cos x, \/; > Inlx| funksiyalar cheksiz kichik funksi-

yalardir.
18- ta‘rif. Agar x-»a (a — chekli yoki +e) da f(x) funksiyaning
limiti cheksiz (+=) bo'lsa, f(x) cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan: lim tg* x=+e, hm—z“x oo, lim (X2 +x+1) =400,
g x2 (x—=2) x-—rm( )

x—=

)
lim (x34+2)=_co bo'lganligidan, tg’x, v(xv4_"2)2~ Xtxtl, w42
funksiyalar cheksiz katta funksiyalarga misol bo‘ladi.

X to‘plamda aniglangan f(x) funksiya x—a da (bu yerda a
shu X to‘plamning limit nuqtasi) chekli b limitga ega bo‘lsa (ya‘ni

lim f(x)=b), u holda a(x)=f(x) —b funksiya x—a da cheksiz

kichik funksiya bo‘ladi. Agar f(x) funksiya f(x)=b+a(x) (bu yerda
o(x), ifoda x—a da cheksiz kichik funksiya) ko‘rinishda tasvirlansa, b—
funksiyaning x—a dagi limiti bo‘ladi.
Av Eslatma. Funksiyaning
biror nugtada bir tomonli
limitlari mavjud bo‘lishidan
/ uning shu nuqtada limitga ega
bo‘lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.
. 3- teorema. f(x) funksiya a
10 ] nuqtada b limitga ega bo'lishi
uchun uning shu nuqtada o‘ng
va chap limitlari mavjud bo‘lib,

4.19- chizma. f (a+0) =f(a—0)=b

;..‘b

tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.
6- misol. f(x) funksiya x=0 nuqtada limitga ega emasligini
ko‘rsating (4.19-chizma):
x?, agar x <0 bo'lsa,

S(x)=

x + 1, agar x > 0 bo‘lsa.
Yechilishi. Berilgan funksiya son o‘gida aniglangan. x <0 uchun
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funksiya f(x) = x* formula bilan beriladi. x = 0 nugtada x* funksiyaning
limiti nolga teng bo‘ladi, u holda 3-teoremaga asosan x=0 nuqtada
berilgan funksiyaning chap limiti ham nolga teng bo‘ladi:

lim f(x)= lim x* = limx? = 0.
x—0— x—0— x—0
x=0 nuqtada berilgan funksiyaning o‘ng limiti 1 ga teng bo'ladi:
Iim f(x)=lm(x+1)=lim(x+1)=1.
x->0+ X+ x—0

Demak, berilgan funksiya x=0 nuqtada chap va o‘ng limitlarga
ega bo'lib, lekin ular teng emas: li%’l f(x)# liron f(x). Shunday
qilib, 3-teoremaga asosan, berilgan funksiya x=0 nuqtada limitga
€ga emas.

7-misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtada limitga egaligini
ko'rsating:

x, agar x <0 boflsa,

f(x)=

sin x, agar x > 0 bo‘lsa,

Yechilishi. Berilgan funksiya son o‘qining x=0 nuqtadan boshga
barcha nuqtalarida aniqglangan. f(x) funksiyaning x=0 nuqtada chap
va o‘ng limitlarini hisoblaymiz:

lim f(x)= lim x=0, chunki limx=0,
x—0— £-30-- x-0
lim f(x) = lim sin x=0, chunki limsinx =0.
x50+ x—30+

x—=0

Demak, berilgan funksiya x=0 nugtada chap va o‘ng limitlarga
ega bo'lib, ular o‘zaro tengdir: xlilgl_ Jx)= }Lra f(x)=0. 3-teore-
maga asosan, berilgan funksiya x=0 nuqtada chekli limitga ega.

Funksiya limitining mavjudligi haqidagi teoremalarni garaymiz.

4- teorema. Agar nuqtaning Us(a) atrofidan olingan x ning
barcha giymatlarida

gL f(X)<h(x)
tengsizlik o‘rinli hamda x—a da g(x) va A(x) funksiyalar limitga ega
bo'lib,
limg(x)=limh(x)=b
X—a xX—a
bo‘lsa, u holda f(x) funksiya ham limitga ega va
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lim f(x)=b
bo‘ladi.

5- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘lib, yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo‘lsa,
f(x) funksiya @ nuqtada chekli limitga ega bo‘ladi va, agar f(x)
funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan bo‘lsa, uning limiti
+00 (—o00) bo‘ladi.

6- teorema (Koshi Kkriteriysi). f(x) funksiya @ nugtada chekli
limitga ega bo‘lishi uchun, vg > 0 son uchun shunday §==8(¢)>0
son topilib, argument x ning 0<]x;—al<d, 0<px—al<é tengsiz-
liklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x) va x2 (xi, X2 X') giymatlarida

If (x0)—f (x)|<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

1
8- misol. f(*)= {1+ , funksiyaning x—e da limitini toping.
Yechilishi. Barcha x#0 lar uchun quyidagi

1 |
l< 1+ 5 <+ -
\/ 2 2

tengsizlik bajariladi. lim(1+ ) =1, chunki fim x'z =0 Demak,

4- teoremaga asosan,
¢

lim fl+ =1
X—yoo X
bo‘ladi.

9-misol. x—0 da f(x)=xsin % funksiyvaning limiti chekli ekan-
ligini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtada chekli limitga ega
ekanligini isbotlashda Koshi kriteriysidan foydalanamiz. Ve > 0
son olib, éni & = \E deb qarasak, x ning 0 <| x; |< \E 0<|x,|< \E
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x,, x, giymatlari uchun
quyidagiga ega bo‘lamiz:

z

|
o)~ f(x) =Ix2sin ' —xZsin ! <
| X Xy
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< x?sin }+le sin 5| <|x, [2+]x, |%<e

Bu esa qaralayotgan funksnya x=0 nuqtada Koshi kriteriysini
qanoatlantirishini ko‘rsatadi. Demak, berilgan funksiya x—0 da
chekli limitga ega ekan.

Funksiyaning limitini topishda quyidagi ajoyib limitlar muhim
rol o‘ynaydi:

. sinx
1) lim = lim
x=0 X X0 smx

4

I
2) lim(+ x)" = lirr&(l+y)>' =e (e=2,71828..);
X--3teo y-

3) lim " o g
x=0 X ’

4) ling log"i“-x ) = log,e(a>0, a=l),;
X

Loat—l
5) Ll_l}(l) . =lIna (a>0).

Ikkita f(x) va g(x) funksiya XcR' to‘plamda aniglangan bo‘lib,
a nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘isin. Bu holda yuqorida
keltirilgan ajoyib limitlardan quyidagi tasdiglar o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi:
6) Agar lim f(x)=A4>0, 11m ¢(x)=B (A, B — chekli sonlar)
x-a

bo‘lsa, u holda

lim @(x)In f(x)
lim f(x)o(x) = gx—a BlnA AB

X=a

bo‘ladi.
7) Agar limf(0=1, lim p(x)=c bo'lsa. u holda lim [f(x)]%"=
lim ()] Sf(x)—1])

=X~ tenglik o‘rinli bo‘ladi.

1— c0s2x

10-misol. lim hisoblang.

x-30 x
Yechilishi. 1) formulaga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz:

) . 2
lim 'S5 = jim 29 2lim(s'""] =2

x—-0 x—0 )(2 x—0 X

9x
11-misol. 1i3n=(1+i) ni hisoblang.
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Yechilishi. 2) formulaga asosan,
fim(@ + D)%% = lim[(1 + ' YP = [lim(1 + )P =¢°
X0 X X —yoo X X=yoo X
natijani olamiz.

5 3x°+3
12-misol. lim (2,: :i] ni hisoblang.

Yechilishi. f(x)—?x +3 ;@(x)=8x%+3

belgilarni kiritib, har bnr ﬁmk51ya uchun limitni hisoblaymiz:

3
2+
lim f(x)=lim % =1 lim g(x)=lim(@x+3) =+
X+o0 Xpoo o ) X=pto0 X0
x .

So‘ngra 7) formuladan foydalanamiz:

2
8X°+3 _
(Zx +3J exl_l:n o0 f(x)—1]

lim :
x| 2x%45
2x +3 2
—1=2 __ .
S(x) im0
lim @(x)[f(x) —1|=— lim 2(8x +3) _
X400 m 2x o5

Shundan keyin, quyidagiga ega bo‘lamiz:

) 3 8!(24-3
lim [ 2+ =e 8.
x—)+oo[ 2x+5

1
13-misol. lim x (5% —1) ni hisoblang.

Yechilishi. ;= y deb belgilaymiz. U holda x—+e da y—0.
Demak, 5) formulaga asosan
i !
lim x [Sx —1]= lim >~ = lim ¥~ < 1ns bo'ladi.

X400 X400 X0 Y
X

14-misol. lim V1+sinx—

um = e MW hisoblang.
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Yechilishi. sin x=¢ deb belgilaymiz. U holda x—0 da r—0.
Demak, 3) formulaga asosan,

fim JTsiox—1 _ e '/ -1 _1
X0 SINX 10 t 3"

bo‘ladi.
15-misol. £1n3 lo—?x(—xf-l—) ni hisoblang.

Yechilishi. 4)—5) formulalarga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz:

lim logz(x+!) = lim logz(x+1) x _ logze 1

x=0 3¥—1 x50 X 3x—1 3 11123 '
) Lix (=% /(1—x)
16-misol. lim} - ni hisoblang.
x=1 | 24x
Yechilishi. 6) formulaga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz:
1—x 1 i

. l4x YI—x _ . l+x Y+dx _ {29 _ 2
lxlg?(%x) 'l}_rf}(zu)l —(3)Z —J;

4. Funksiyalarni taqqoslash. X(XcR') to‘plamda f(x) va g(x)
funksiyalar aniglangan bo'lsin.

19-ta‘rif. Agar f(x) va g(x) funksiyalar uchun shunday
o‘zgarmas 8>0 va C sonlar topilsaki, barcha xe Us(a) lar uchun

[F(x)] < C-lg(x)|

tengsizlik bajarilsa, u holda f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan
chegaralangan deyiladi f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.

Agar f(x) funksiya @ nugtaning biror atrofida chegaralangan
bo‘lsa, uni x—a da va f(x)=0(1) kabi yoziladi. Masalan,

f(x)=(l+i) funksiya x=0 nuqgta atrofida chegaralangan

l X
(chunki lin3(1+x)x =e¢. Shuning uchun (1+l) =0(1) deb

yozish mumkin.
20-ta‘rif. Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar (xza da f(x)=0,
g{x)#0) uchun
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o S(x) L i &Y _

!‘1_133 ) =1 yoki £1_rpa 700 =1
bo‘lsa, u holda f(x) va g(x) lar ekvivalent funksiyalar deb ataladi
va f(x) ~g(x) kabi belgilanadi.

Masalan: 1) x—0 da f(x)=x , g(x)=sin x funksiyalar ekvivalent
funksiyalardir: x~sin x; 2) x50 da e—1~x; 3) x-0 da In(1+x)~x;
4) x—eo da X*+x*+5~x* ga ekvivalentdir.

21-ta‘rif. Agar f(x) va g(x) funksiyalar uchun f(x)=o(x) g(x)
tenglik o‘rinli bo‘lib, bunda lim a(x) = 0 bo‘lsa, u holda x—a da
f(x) funksiya g(x) ga nisbatanx}'z?qori tartibli cheksiz kichik funksiya
deb ataladi va f(x)=0(g(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu munosabatlar o‘rinlidir:

1) x>0 da sin2x= x*+o(x)=x2+0(x):

2) x—0 da arcsin3 x=3x+0(3x)=3x+0(x);

3) x—0 da In(1+5x)=5x+0(x).

Agar f(x) funksiya a nuqtaning biror atrofida cheksiz kichik
funksiya (ya'ni x—a da f(x)—0) bo'lsa, uni f (x)=o(1) kabi yoziladi.

Agar x—a da f(x) va g(x) funksiyalar uchun f(x)=0(g(x))
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda bu funksiyalar uchun f(x)=0(g(x))
tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. (Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas.)

Teorema. x—a da f(x) va g(x) funksiyalar (xza da f(x)=0;
g(x)20) ekvivalent (f(x)~g(x)) bo‘lishi uchun

g(x)—f (x)=0(g(x))
yoki
gx)—f(x)=o(f(x))

tenglik o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

Mustagqil yechish uchun misollar

Ketma-ketlik limiti ta'rifidan foydalanib, quyidagi tengliklarni
isbotlang:

—4

LEm™ %=1 2 im¥ 122 3 lim 2 2]
Redec 1T

+4 s 2041 ne bn—1 2’
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[
4 im* 124 5. 1im¥Y" Y =1 6. lim < =

n—seo Sn+l §5° 7 nse N noe 2045
Sonlar ketma-ketliklarining limitini toping:

4n+l . (neDP ()
- 8l i4
n nae  (n+3)%+]

9, hm(l ‘+...+ ! ] 10. lim 2" +5".

1.2 n(n+1)

7.1im
N1 —oo

Nn—poo
! 1
I+ _+...+
. 2 n
11. lim “2*7:'-5' 12. lim 1 2.
el L N
3 30
. nm
n' . sin +1
13. lim . 14. lim
n—yoo (n ])‘ n—eo

Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi ketma-ketliklarning
chekli limitga ega bo‘lishini ko‘rsating:

sinl sm2 sinn 1 1
3 Foyr tet o 16. x,,=l+22+...+n2.

15.x, = o
17. x, =1+ 2!+

1
n’

Funksiya limiti ta‘riflaridan foydalanib, quyidagi munosabatlarni
isbotlang:

21. limGx —5)=4. 22. li_x_l}(()x —2)=4.23. lim cosx = 1.

2
24, 11m"7‘."f’._2 25. llmxsm =0. 26.1im~* 5 -1_1

x4 x*—4x x—0 x=2 xt+2 27
Funksiyalar nuqtada limitga ega emasligini isbotlang:
27. f(x) = U, a=0.28. f(x)=x-[x], a=3.
29. f(x) = arctg l , a=0.
Limitlarni toping:

2
30. !}E}."i“fz"’. 31.lim \/m ! 32, lim \jl+5x ].

x=3 "xo0 x X0 4x?
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33, lim YAtx 2 34. Ling(\/X'f' — Jx).

x40 \J16+x2 —4

35.}141(\/ —1—x).

X" Jo—x 1
36. lim xm_l (mne N). 37 1im Y™ ﬁ;
4
38, lim 4% +3%41 29, nm( x _x),
X3 5x "2.1’ +1 X300 X3+4
2 n
40. lim(yx? +1 + x). 41, lim ¥ T e N
X~poo X~yoa x—i

Limitlarni hisoblashda lim® sinx _ va llm(l+'J =e
X0 X

X—yo0

tengliklardan foydalaning.
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sm S5x . sinox tg 8x . COSX
42. ax - A3 0m ey 44 lm T g5, lim
X —X
22
. T . sin x ... 1—sin x—cos x
— 1m . .
46. il_?}[z x)tg x. 41. L—m nt—x2 48. 1::13(} 1+sin x—cos x
2

2 x
49. lim (sin x)lg * 50, lim[ x ) 5. lim[Zx—3I'.
X oo

R x—oo| 1+x 2x+4
2 2 _x

52. lim [l+i] . 53, lim[|+ 3] . 54, Tim (1 + tgx)°®.

X—p+o0 X X— 2x x-0

x+1 I

55. llm[1+—] . 56. llm(l+—] 57. lim (sin x + cos x)2*,

X—oe X—yoo X x—0

X 1
58. lim ¢ . 59. limx(ex —1).
. x—=l X"' X —yoo

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

7.2. 12. ‘; 32.°. 37.3 42.°
8 4

4 o

8.2 13.0. 332 38 ) 4.7



9.1. 14.0 3. 0.  39.0. 44. 2.
10.5. 30.27. 35.0. 40.0. 45.-1

L 36" a4l "";*”. 46. 1.

11. 31. 5 m

N —

47. 2‘ o 50. 1 53, 0.7% .56.1.59. 1.
yio e

48.-1. 5l.e?s. S4.e. 5. [e.
|
9. ;- 52... 557 SBe

5-§. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

1. Uzluksiz funksiyaning ta‘riflari. f(x) funksiya X c R' to‘plamda
aniglangan bo‘lib, a shu X to'plamning limit nuqtasi bo‘lsin, g € AX.

1- ta‘rif. Agar x-»a da f(x) funksiyaning limiti mavjud va u
f(a) ga teng, ya‘ni

y_)maf(x)xf(a) (1)

bo‘lsa, f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

2- ta‘rif (G eyne ). Agar Xto'plamning elementlaridan tuzilgan
va a ga intiluvchi har ganday {x,} ketma-ketlik olinganda ham
funksiyaning unga mos qiymatlaridan tuzilgan {/ (x»)} ketma-ketlik
hamma vaqt f(a) ga intilsa. f (x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

3- ta‘rif (Koshi). Agar istalgan £>0 son uchun shunday
3=8(e,a)>0 son topilsaki, funksiya argumenti x ning |x—a|<&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida

[f (x)—f(a)l<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva a nugtada uzluksiz deyiladi.

4- ta‘rif. Agar istalgan >0 son uchun shunday >0 son
topilsaki, funksiya argumenti x ning barcha xe Us(a) giymatlarida
f(x) funksiyaning mos qiymatlari f(x)e U(f(a)) bo‘lsa, f(x)
funksiva a nugtada uzluksiz deyiladi (5.1- chizma).

Matematik belgilardan foydalanib, 2-, 3-, 4- ta‘riflarni, mos
ravishda, quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
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p’
fiv
| freti- € /
/ ftur
L I ath X X
.
[
5.1- chizma. 5.2- chizma.

v{x,}:limx, =a - lim f(x,)— f(a),
Ve>038>0: Vx:x—alkdo|f(x)— fla)ks,
ve>038>0: Vx:Us(a) = f(x)e Ug(f(a).

Bunda x—a ayirma argument orttirmasi, f(x)—f(a) ayirma esa
Sunksiyaning a nuqtadagi orttirmasi deyiladi. Ular, mos ravishda Ax
va Ay yoki Af(a) kabi belgilanadi:

Me=x—a, Ay=Af(a)=f(x)—f(a).
Argument va funksiya orttirmasini quyidagi ko‘rinishda ham yozish
mumKin:

x=a+Ax, Af(a)=f(at+Ax)—f(a). (2)

Agar f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lsa, (1) va (2)

munosabatlardan

lim a7 =0
kelib chiqadi. Bu esa funksiya uzluksizligini quyidagicha ta‘riflash
ham mumkinligini ko‘rsatadi.

5- ta‘rif. Agar argumentning a nuqtadagi orttirmasi Ax nolga
intilganda f(x) funksiyaning unga mos orttirmasi Af ham nolga
intilsa, ya‘ni .

fim, 7 =0
bo‘lsa, f(x) funksiva a nugtada uzluksiz deyiladi (5.2- chizma).
Eslatma. X to‘plamda f(x) funksiya aniglangan bo‘lib, a shu X

to‘plamning limit nugqtasi bo‘lmasa, ya‘ni LI_IB S(x) ma‘noga ega
bo‘lmasa, f(x) funksiyaning ¢ nuqtada uzluksizligi hagida
gapirishning ma‘nosi yo'q.
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Xc R to‘plamda f(x) funksiya aniglangan bo‘lib, ge X esa X
to‘plamning o‘ng (chap) limit nugtasi bo‘lsin.

6- ta‘rif. Agar x—-a+0 (x»a—0) da f(x) funksiyaning o‘ng
(chap) limiti mavjud va u f(a) ga teng, ya‘ni

Jim f(x)=fla+0).  fla+0)=f(a)
(Jim s =s@=0).  fa—0) = fia)

bo‘lsa, f(x) funksiya a nuqtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

7- ta‘rif. Agar f(x) funksiya Xc R' to*plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo'lsa, f(x) funksiva X to'plamda uzluksiz deyiladi.

8- ta‘rif. Agar f(x) funksiya (a; b) oraligda uzluksiz bo‘lib,
x = g nugtada o‘ngdan, x=b nuqtada esa chapdan uzluksiz bo‘lsa,
f(x) funksiya \a. b) kesmada uzluksiz deyiladi.

1- teorema. f(x) funksiyaning ¢ nugtada uzluksiz bo‘lishi
uchun fla+0)= f(a—0)=f(a) tenglikning bajarilishi zarur va
yetarlidir. ,

1-misol. f(x)=(x*—6)? funksiyaning a=3 nugqtada uzluksiz
ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Birinchidan, x—3 da f(x) =(x*—6)} funkswanmg
limiti mavjud:

lim f(x) = lin§(xz —6)* =27,

ikkinchidan, bu limit berilgan funksiyaning =3 nuqtadagi giymatiga
teng: 27=f(3). Demak, f(x)=(x*—6)* funksiya 1-ta‘rifga asosan

a=3 nugtada uzluksizdir, lxl_rg f(x)=f(3) =

2- misol. f(x)=x*' D(x) funksiyaning x=0 nuqtada uzluksiz
ekanligini ko'rsating, bu yerda D{x) — Dirixle funksiyasi.

Yechilishi. Ixtiyoriy nolga intiluvchi {x.} ketma-ketlik olamiz. U
holda unga mos {f(x.)} ketma-ketlik f(x.)=x,> D(x») ko'rinishga
ega bo‘ladi.

Ma'lumki, Dirixle funksiyasi chegaralangan. {x.} ketma-ketlik
esa cheksiz kichik bo‘lgani uchun {f(x,)} ketma-ketlik ham cheksiz
kichik bo‘ladi. Demak, n->~ da f(x,)=x»2 D (x»)—0 bo‘ladi. Bu esa
qaralayotgan funksiyaning, 2- ta‘rifga asosan, a =0 nuqtada
uzluksiz ekanligini bildiradi.
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3- misol. f(x)={x+6 funksiyaning =3 nuqtada uzluksiz
ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiya @ =3 nugtada aniglangan. vg > 0
son olib, bu £ songa ko‘ra §>0 sonni 6=3¢ bo‘lsin deb qaralsa, u
holda |x—3|<& bo‘lganda

S0~ fOHx+6 -3 3 < ISP

bo‘ladi. Bu esa, 3-ta‘rifga asosan, garalayotgan funksiyaning a=3
nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi.

4- misol. f(x)=sinx funksiyaning vge R' nuqtada uzluksiz
bo‘lishini ko'rsating.

Yechilishi. g e R' nugtani olib, unga A x=x—a orttirma beramiz.
Natijada f(x)=sin x funksiya ham Ay =sin(ga+Ax) — sin a
orttirmaga ega bo‘ladi. |cost[<1, sinz< f va 0<Ax<rn tengsizliklarni
e‘tiborga olgan holda,

Ay |5 fa+ Ax) — f(a)i=2sinA2xcosa+Azx+a < 2%=Ax

munosabatga ega bo‘lamiz. Bundan esa Ax—0 da Ay—0 bo‘lishi
kelib chigadi. Demak, f(x)=sinx funksiya, 4-ta‘rifga asosan,
VYae R' nuqgtada uzluksizdir.

5- misol. Ushbu funksiyani ixtiyoriy x =« nuqtada vzluksizlikka
tekshiring:

f(gc)={

x, x—ratsional son bo‘lganda,

—X, x—irratsional son bo‘lganda.

Yechilishi. Ma‘lumki, f(x) funksiya @ nuqgtaning atrofida ham
musbat, ham manfiy giymatlar gabul giladi. Agar xe U:(0) bo‘lsa,
f(0)e U(0) bo‘ladi, ya‘ni lim f(x)= f(0) =0, Demak, 4- ta‘rifga
asosan f(x) funksiya x=0 nuqgtada uzluksiz bo‘ladi.

Agar a#0 bo‘lsa, f(a)#0. x—ratsional son bo‘lganda:
lim f(x) = a, x — irriatsional son bo‘lganda esa lim f(x)=—a
bo‘ladi. Bu yerdan f(x) funksiyaning x=a nugtada uzluksiz bo‘Imas-
ligi kelib chigadi (5.3- chizma).

6-misol. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtada o‘ngdan va chapdan
uzluksizlikka tekshiring:
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. w/

5.3- chizma.

l ,» X#0 bo'lganda;

Sxy=q ¥
0, x=0 bo‘lganda.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x—0 da o‘ng va chap limitlarini
topamiz:

. - T I _a_ _
xlirggof(x)—xlj)rg}ol-sl =0=/(0+0)= f(),
+8x

. . 1
xké'lof(x)=xll?lo - =1=1(0=0)= £(0).
[+8*

Demak, 6- ta‘rifga ko‘ra, berilgan funksiya x=0 nuqtada o‘ngdan
uzluksiz bo‘lib, chapdan uzluksiz emas.

1. Funksiya uzilish nuqtalarining turlari. f(x) funksiya XcR'
to‘plamda aniqlangan bo‘lib, a nugta X to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin, acX.

9- ta‘rif. Agar x—a da f(x) funksiyaning:

1) limiti mavjud va chekli bo‘lib, lim f(x) = b # f(a);

2) lim f(x) = o (lim f(x) = $e);

3) limiti mavjud bo‘lmasa, f(x) funksiya a nugtada uzilishga
ega deyiladi.

Funksiyaning berilgan nuqtada uzilishga ega bo‘lish hollarini
alohida qarab o‘tamiz:

1-hol. Agar f(x) funksiyaning a nuqtadagi o‘ng fi (zr*-0)=xl_i’120 f()
va chap f(a—0)= lim limitiari mavjud bo‘lib, f(a+0y=f(a—0) f(a)
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Hayfp=emm--- .

a) b)

5.4-a, b chizmalar.

AY Ay ,
fta)
— _/-—ﬁ: _/"";
0 a 7‘1 0 [ ‘x
a) b
A ¥ Ay
M)
*
z e
N 3" 4+
0 7 x 0 ;' >
d) ¢)

5.5- a, b, d, e chizmalar.

munosabat o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya ¢ nuqtada yo‘qotilishi
mumkin bo ‘lgan uzilishga ega deyiladi (5.4-a, b chizmalar).

2-hol. Agar x — a da f(x) funksiyaning o‘ng va chap limitlari
mavjud va chekli bo‘lib, ular bir-biriga teng bo‘lmasa (f(a—0) =
#f(a+0)), f(x) funksiya a nuqtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi
(5.5- a, b, d, e- chizmalar).

Ushbu |f (a+0)—f(a—0)|=h ayirma f(x) funksiyaning a nuqta-
dagi sakrashi deyiladi.
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5.6-a, b, d, e, f chizmalar;

3-hol. Agar x—a da f(x) funksiyaning:

1) o'ng va chap limitlaridan hech bo‘lmaganda bittasi mavjud
bo'‘lmasa;

2) o‘ng va chap limitlaridan biri cheksiz yoki o‘ng va chap
limitlari turli ishorali cheksizdan iborat bo‘lsa;

3) limiti cheksiz (funksiyaning o'ng va chap limitlari cheksiz)
bo‘lsa, f(x) funksiya a nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega deyiladi
(5.6-a, b, d, e, f chizmalar).

Agar chap f(a—0) yoki o‘ng f(a+0) limitlardan hech bo‘l-
maganda biri e ga teng bo‘lsa, x=a nuqta cheksiz uzilish nugtasi
deyiladi (5.6-a, b, d, e, f) chizmalar).

1-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

x*, x # 0 bo‘lganda,

Sx) =
2, x =0 bo‘lganda.

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi chap
limiti lim_ x* =0 = f(0—0) va o'ng limiti lim f(x)= lim x*
=0 = f(0+0) mavjud bo'lib, lekin

S(0—0)=f(0+0)=2=/(0)
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teng emas. Demak, bu funksiya x=0 nuqgtada yo‘qotilishi mumkin
bo‘lgan uzilishga ega (5.7~ chizma).
2-misol. f(x)=[x] funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. x=n (ne Z) nugtada berilgan funksiyaning xos
giymatini va o‘ng hamda chap limitlarini topamiz:

f(my=[n=n, UM f)=n=f(n+0),

x-0+0

im_f£(og=n—1=f(n—0).

x—0--0

Demak, berilgan funksiya x=n nuqtada birinchi tur uzilishga
ega bo‘ladi (5.8- chizma).
3-misol. Ushbu funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

; (2x? +5),—w < x <1 bo'lganda;

J(x)=95—4x, 1< x <3 bolganda;

X—35, 3<x+e bo‘lganda.
Yechilishi. Berilgan funksiya (-e;+) da aniglangan va (-e;1),
(1;3), (3;+) larda uzluksiz bo‘lib, u fagat x=1 va x=3 nuqtalarda

uzilishga ega bo‘lishi mumkin. Berilgan funksiyaning x=1 nuqtadagi
bir tomonli limitlarini hisoblaymiz:

. 1 2 _
F(1=0) lim 1 x* +5) =1,

F(1+0)= x!_i.wo(s —4x)=1.

Ma‘lﬁmki, x=1 nuqtada berilgan funksiyaning qiymati birinchi
analitik ifoda bilan aniglanadi:

/
/ A
o
2 -1
—_— a_Maly i s
X Vo 012 x
——
5.7- chizma. 5.8- chizma.
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f) = ;(2x2+5)=1.

Demak, f(1—-0)=f(1+0)=f(1)=1 bo‘lgani uchun, |- teoremaga
asosan, berilgan f(x) funksiya x=1 nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Endi f(x) funksiyaning x=3 nuqtada chap va o‘ng limitlarini
hisoblaymiz:

fG=0)= lim (5—4x)=—7,
f3+0)= lim (x—5)=—2.
Bu yerdan
F(33=0)=f(3+0)=f(3).

Demak, f(x) funksiya x=3 nuqtada 1-tur uzilishga ega bo‘lib,
uning x=3 nuqtadagi sakrash kattaligi

o= fG+0)— f3—0)=—2+7=5
bo‘ladi.

4-misol. Funksiyani x = :

f(x)=arctg (tgx) (xe(— ; +kmn;

nuqtada uzluksizlikka tekshiring:

) 3 > +7k), ke 2).

Yechilishi. f(x) funksiyani x = g nugtada chap va o‘ng limit-
larini hisoblaymiz:

Ilm fx)= hm arctg(ig x) = arctg(+oo)—

- T
X—)z ¢ x—vz

llm f(x)= 11m arctg(tg x) = arctg(—oo) =

x—)2+0 x—)2+0

-

bu yerdan lim f(x)# lim  f(x), demak, lim f(x) mavjud
X270 X" 40 P
emas. 2 2 2

Shunday qilib, x = ’2‘ nuqta berilgan funksiya uchun birinchi

tur uzilish nuqtasi bo‘lar ekan.

1
S-misol. f(x)=4x-3+2 funksiyani x=3 va x,=4 nuqtalarda

uzluksizlikka tekshiring.
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Yechilishi. f(x) funksiyani x,=3 nuqtada chap va o‘ng limitlarini
hisoblaymiz:
!
. - ’ _3 —
xl—l»lsllof ) xl—l.?lo(4x *2)=2,
1
. = 1 =3 -
Jim, 1) = fim (475 +2) =

Demak, funksiyaning nuqtada uzilishga ega bo‘lishning 3-holiga
asosan, berilgan funksiya x,=3 nugtada 2-tur uzilishga ega bo‘ladi.
Endi f(x) funksiyaning x,=4 nuqtada chap va o‘ng limitlarini

hisoblaymiz: |

i = h x=3 =
xl—lwrtr—)—o f(X) - xgm0(4 * 2) - 6’
1
. T )‘{_3 €
xl-lglo fx)= xl-lg}o(z‘ +2)=6,

f@)=44342=4+2=6.

Demak, |-teoremaga asosan, f(4—0)=f(4+0)=f(4), ya‘ni
berilgan f(x) funksiya x,=4 nugtada uzluksiz bo‘ladi.

6-misol. f(x) = cos? l funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan f(x) funksiya x=0 nuqtada aniglanmagan,
shuning uchun x=0 nugtaning atrofidan ikkita nolga intiluvchi
ixtiyoriy ketma-ketlik olamiz:

7 l ” — 2
Xn = nn (ne N), X, = w{1+2n)

Bu ketma-ketliklarning har biri 7~ da x, - 0, x; — 0.
Bu ketma-ketliklarga mos kelgan funksiya giymatlari ketma-ketliklari
n—eo da har xil limitlarga intiladi, ya‘ni

(ne N).

. 1 . 1
limcos’ , =l, limcos’ ,=0.
N—yoe x" H=e0 "

Demak, 2-ta‘rifga asosan, f(x)= cos? i funksiyaning n—e

da limiti mavjud emas. Shuning uchun berilgan funksiya x=0
nuqtada 2- tur uzilishga ega bo'ladi.
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7-misol. @ ning ganday qiymatlarida

cosx, x <0 bo'lganda,
fx)=

a(x—1?% x>0 bo'lganda

funksiya x, =0 nuqtada uzluksiz bo‘ladi?

Yechilishi. Berilgan funksiya x,=0 nuqtada uzluksiz bo‘lishi
uchun, quyidagi lim f(x)= lim f(x)= £(0) tenglik bajarilishi
kerak. U holda chap va o'ng limitlarni hisoblaymiz:

li(r)rluf(x)= ]itr’tlocosx=l‘
. o LY - =
Jim f(x) = lim a(x Y =a, fO)=1

Demak, a=1 bo‘lganda berilgan funksiya x,=1 nuqtada uzluksiz
bo‘lar ekan. a#1 qiymatlarda funksiya uzilishga ega.
2
8-misol. f(x)= ’}:II funksiyaning x,=1 nugqtadagi giymatini
shunday tanlangki, natijada berilgan funksiya uzluksiz bo‘lsin.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning x-»1+0 da limitlarini
hisoblaymiz:

. IRT xz—l T -
xl.l-»rllgo S = x]—lpllgo x—1 xl—]!l]}o(x +h=2.

Agar f(1)=2 deb olsak, x=1 da funksiya uzluksiz bo‘ladi, ya‘ni
2
*~l  x#1 bo'lganda,

fx)=
2, x=1 bo‘lganda.

2. Uzluksiz funksiyalarning xossalari. 1) Nugqtada uzluksiz
bo‘lgan funksiyaning lokal xossalari. f(x) funksiya X to‘plamda
aniglangan bo‘lsin. X to‘plamdan biror ae X nuqta olib, bu
nuqtaning shu to‘plamga tegishli bo‘lgan yetarli kichik Us(a)
atrofini qaraylik.

1°. Agar f(x) funksiya @ nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda a
nuqtaning yetarlicha Kichik atrofida funksiya chegaralangan bo‘ladi,
ya‘ni

35>03C>0: Vxe Ug(a) » f(x)<C.
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2. Agar f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz va f(a)=0 bo‘lsa,
f(a) son bilan a nugtaning yetarlicha kichik atrofida f(x)
funksiyaning ishorasi bir xil bo‘ladi, ya‘ni

386>0 : v xe Us(a) — sign f(x)=sign f(a).

Natija. Agar f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lib, bu
nuqtaning yetarlicha kichik atrofidan olingan x nugtalarda ham
musbat, ham manfiy ishorali qiymatlarni gabul gilaversa,
funksiyaning & nuqtadagi giymati nolga teng bo‘ladi.

3°. Agar f(x) funksiya @ nuqtada uzluksiz bo‘lsa, « nuqtaning
yetarlicha kichik atrofidan olingan x’ va x* nugtalar uchun
S(x)— f(x*). < € tengsizlik o'rinli bo‘ladi, bunda ve>0 son.

Funksiyaning nuqta atrofidagi xususiyatlariga uning lokal
xususiyatlari deyiladi.

2) Urluksiz funksiyalar ustida amallar. Uzluksiz funksiyalar
uchun quyidagi tasdiglar o'rinli.

2- teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar XcR' to‘plamda
aniglangan bo‘lib, ularning har biri ge X nuqtada uzluksiz, ya‘ni

lim f(x) = f(a), lim g(x) = g(a)

bo'lsa, @)=/ (X800, WI=/()- g, Hx) =T (yxex

far uchun g(x)#0) funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz va
ilgz [f(x) £ g(x)]= f(a)+ gla),

)%12}2 f(x)-g(x) = f(a)- gla),

. f(x) _ f(a)
Jm. g(x)  gla (s(@)+0)

tenglik orinli bo‘ladi.

Eslatma. 1kkita funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va
bo‘linmasi uzluksiz bo‘lishidan, bu funksiyalardan har birining
uzluksiz bo‘lishi har doim ham kelib chiqavermaydi.

Masalan: 1) f(x)=x- cosl funksiya x=0 nuqtada uzluksiz,
lekin bu funksiyani hosil giluvchi

[ (x)=x,
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Sy (x)=cos ;
funksiyalardan birinchisi x=0 nuqtada uzluksiz, ikkinchisi esa bu
nugqtada uzilishga ega.

2) f(x)=|[x]+{x}=x. Berilgan funksiya R' da uzluksiz, lekin bu
funksiyani hosil giluvchi f (x)=[x], f,(x)={x} ([x] berilgan x ning
butun qismi, {x} esa x ning kasr qismi) funksiyalarning har biri
x=n (ne Z) nuqtada uzilishga ega.

I-misol. f(x) =5x*—sin’x+3* funksiyaning V¥ x,e R' nuqgtada
uzluksizligini ko‘rsating.

Yechilishi. ¢(x)=x, g(x)=sinx, h(x)=3* funksiyalar R' da
uzluksiz. f(x) funksiyani

f(x) =5x - x—sinx - sinx - sinx+3*
ko‘rinishda yozamiz. U holda, uzluksiz funksiyalar ustidagi arifmetik
amallarga ko‘ra, f(x) funksiyaning R' da uzluksizligi kelib chiqadi,
ya‘ni
lim (5x% —sin® x + 3%) = 5x —sin® x, + 3%
XXy

2-misol. f(x)= 4:;2 funksiyaning Vxe R da uzluksizligini

ko‘rsating.
Yechilishi. ¥ xe R' lar uchun 4+x%0. 2- teoremaga asosan

berilgan funksiya Vv xe R' da uzluksizdir, chunki lim x = x,

X Xy

j"}xl( (4 +x*) =4+ x§ , ya’ni bo‘linma hosil giluvchi funksiyalarning
har ’biri ham uzluksizdir.

Demak, im /(x) = lim pr? = 435 = /().

3) Murakkab funksiyaning uzluksizligi. y=f(x) funksiya X
to‘plamda, =(y) funksiya esa Y to‘plamda aniglangan va E(¢)cX
bo‘lsin, u holda ular yordamida z=¢(f(x)) murakkab funksiya
tuzish mumkin bo‘ladi.

3-teorema. y=f(x) funksiya ae X nuqtada, z=@(y) funksiya
esa a nuqtaga mos kelgan y =f(a) nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
=¢(f(x)) murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

1-misol. z =cos x* funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiya R' da murakKab funksiya sifatida
uzluksiz. Bunda y=x%, z=cos y deb belgilaymiz. Bu funksiyalarning
har biri R' da uzluksiz.
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Eslatma. Murakkab funksiya z=¢(f(x)) ning uzluksiz
bo‘liskidan bu funksiyalarning har biri: z=@(y) va y=f(x) ning
uzluksiz bo‘lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan,
Dirixlg funksiyasi vositasida hosil gilingan D(D(x))=1=const
murakkab funksiya R' da uzluksiz, lekin D(x) funksiyaning o‘zi
R' ning har bir nuqtasida uzilishga ega.

2-"pisol. f (x)=sin(log,4x) (0<x<+ec) funksiyani uzluksizlikka
tekshiing.

Yechilishi. y=log,4x deb belgilaymiz. Bizga ma‘lumki, y=log,4x
funksiya (0,+) da uziuksiz, sin y funksiya ham R' da uzluksiz. U
holda, 'murakkab funksiyalarning uzluksizligi haqidagi 3-teoremaga
ko‘ra, f(x)=sin(log,4x) funksiya ham (0,+e) oraliqda uzluksizdir.

4) Monoton funksiyalarning uzluksizligi.

4- teorema. Agar f(x) funksiya X oraliqda o‘suvchi (kama-
yuvchy) bo‘lib, uzilishga ega bo‘lsa, uning uzilishi fagat birinchi
tur uzilish bo‘ladi.

Agﬁr f(x) funksiya X oraligda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lib,
uning. giymatlari Y oraligni tutash to‘ldirsa (ya‘ni funksiya har
bir ye ¥ qiymatni hech bo‘lmaganda bir marta qdbu] qilsa) bu
funksiya X da uzluksiz bo‘ladi.

5) Teskari funksiyaning uzluksizligi.

5- teorema. Uzluksiz y=f(x) funksiya (a;b) da teskari x=g(y)
funksiyaga ega bo‘lishi uchun uning qat‘iy monoton bo‘lishi zarur
va yetarlidir.

Misol. Ushbu y=sin x funksiya uchun [— ; : ;] kesmada teskari
funksiya mavjudmi?

Av {1 aresinx
X siny

e {y - sinx
VLV -arcsiny

t

re=---fo|=2

1
3
L}
+
I n x
2

5.9- chizma.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [—;;;} kesmada uzluksiz va
gat‘iy o‘suvchi. y=sinx funksiyaning giymatlari to‘plami
E (sin x)=[—1;1] kesmadan iborat. 5-teoremaga asosan, [—1;1]
kesmada uzluksiz va o‘suvchi teskari funksiya mavjud. Uning

qiymatlari to‘plami [— ; ;;] kesmadan iborat. Berilgan funksiyaga

teskari funksiya x=arcsiny ko‘rinishda belgilanadi. [—; ;72‘] va
[—1;1] kesmalarda mos ravishda to‘gri va teskari funksiyalarning
grafiklarini chizamiz (5.9-chizma).

6) Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (global
xossalar). [a;] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lgan funksiyalami
garaymiz, bunda a va b nuqtalardagi uzluksizliklar, mos ravishda,
o‘ngdan va chapdan uzluksizlik deb garaladi.

1°. Veyershtrassning birinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya [a;5]
kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya shu kesmada
chegaralangan bo‘ladi, ya'ni 3C>0 : Vxe[a;b] — [f(x)I<C (5.10-
chizma).

2°, Veyershtrassning ikkinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya
{a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo'lsa, f(x) funksiya shu
kesmada o‘zining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi,
ya‘'ni [a; b) kesmada shunday x, va x, nuqtalar topiladiki,

fx)= sup !{f(x)}, fa) = inf {f(x)}

tenglik o'rinli bo'ladi (5.11-chizma).

3°. Bolsano-Koshining birinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya
[a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lib, kesmaning chetki
nuqtalarida har xil ishorali giymatlarga ega bo'lsa, shunday x; (a<x<

4\ Al ALY

M=f(x,)

78 T
A WA 6] AN
u 0 b X — .,
\/ \/ ‘f(x,)-:m LN fib)

-

Y

5.10- chizma. 5.11- chizma.
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<b) nuqta topiladiki, unda f(x) funksiya nolga aylanadi:
S (x;)=0(5.12-chizma).

4“ Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi. Agar f(x) funksiya
[a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lib, kesinaning chetki
nuqtalarida f(a)=A, f(b)=B qiymatlar gabul gilsa hamda 428 bo‘lsa.
A va B sonlar orasida har qanday C son olinganda ham a bilan b
orasida shunday ¢ nuqta topiladiki, f(c)=C bo'ladi (5.13-chizma).

4- misol. Ushbu f(x)=cosx+2*—x* funksivani {1;5] kesmada
chegaralanganlikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiya [1;5] kesmada uchta S (x)=cosx,
J3{x)=2% f,(x)=—x* funksiyaning yig'indisi shakhda berilgan.
Ravshanki, ularning har biri [1;5] kesmada uzluksizdir. 2-teoremaga
asosan, berilgan funksiya ham [1;5] kesmada uzluksiz. U holda,
Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko‘ra, berilgan funksiya [1:5]
kesmada chegaralangan.

Eslatma. Veyershtrassning birinchi teoremasi (a;b) oralig

uchun har doim ham o‘rinli emas. Masalan, f(x)= l funksiya
xe (0;1) da uzluksiz, lekin bu oraligda chegaralanmagan. Bu funksiya

' 94 AY
Clo o
/.*f c "-;/'4' ; \\
PR Cl-A '
son-7 110 ) ‘//5 . L i)
« R N : P ' N
: 0 L% h X "\\ J Of x,cx, b oy
My, )<0\ \ s T
5.12-chizma. 5.13-chizma.
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5.14-chizma. 5.15-chizma.
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(0,1) oraligning har bir ichki nuqtasining kichik atrofida
chegaralangan, lekin oraligga tegishli bo‘lmagan nol nuqtaning
atrofida chegaralanmagan.

Eslatma. Uzilishga ega bo‘lgan funksiya [a;b] kesmaning har
bir nuqtasida aniglangan, lekin bu kesmada chegaralanmagan.
Masalan,

: , 0<x <1 bolganda,

(x)=47
4 0, x =0 bo'lganda.

Shunday qilib, teoremadagi f(x) funksiyaga qo'yilgan shart-
larning har ikkalasi ham muhimdir.

5-misol. f(x)=x—3x funksiyaning [—./3; V3] kesmada eng katta
va eng kichik giymatlari mavjudmi? (5.14-chizma).

Yechilishi. Ravshanki, x* va 3x funksiyalarning har biri
[—3: V3] kesmada uzluksiz. 2-teoremaga asosan berilgan f(x)
funksiya ham [—f3: /3] kesmada uzluksiz. U holda Veyershtrassning
ikkinchi teoremasiga ko‘ra berilgan funksiya [—. . /3] kesmada aniq
yugori va aniq quyi chegaralariga erishadi:

su )= f(—1)=2, inf = f(l)=-=2.
LS @} = S (=D Nf )= )

Eslatma. [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lmagan funksiya uchun
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi o‘rinli emas. Masalan,

x+2,—2<x<0 bolganda,

f(x)=40, x =0 bo‘lganda,
x —2,0<x<2 bo‘lganda (5.15 -~ chizma),

ko'rinishda berilib, uzilishga ega bo’lgan f(x) funksiyaning [—2;2]
kesmada eng katta giymati 2 bo‘ladi, lekin x ning hech ganday
qiymatida f(x)=2 bo‘'lmaydi. Shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning
[—2;2] kesmadagi eng kichik giymati —2 bo‘ladi, lekin f(x)z—2.
Eslatma. (a;b) oraligda uzluksiz bo'lgan f(x) funksiya uchun
Veyershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli bo‘Imasligi ham mumkin.
Masalan, f(x)=x funksiya (0;1) da eng katta va eng kichik giymatiga
erishmaydi. (0;1) oraligda f(x)=x funksiyaning eng kichik va eng
katta giymati mos ravishda 0 va | bo‘ladi, lekin xe (0;1) ning har
ganday giymatida f(x)20 va f(x)=] bo‘lmaydi (5.16-chizma).
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5.16-chizma. 5.17-chizma.

Eslatma. Xususiy hollarda, f(x) funksiya (a;b) oraliqda
uzluksiz (uzilishga ega) bo‘lsa, f(x) funksiya shu oraliqgda eng
kichik va eng katta qiymatiga erishishi mumkin. Masalan, 1) (0; 2x)
oraliqda berilgan f(x)=sin x funksiya uchun

sup {f(0)}=sCG)=1. inf {f(0}=fCT)==1
xe(0:2n] xe(0;2x]
bo‘ladi.
2) [—1; 1} kesmada berilgan

_jx+l, —1<x<0 bo'lganda,
f(x)—{_x’ 0<x<1 bollganda

funksiya x=0 uzilishga ega. Bu funksiya x=0 va x=1 nuqtalarda mos
avishda eng katta va kichik giymatiga erishadi:

sup {f(0)}= O =1, i(rlf;-]]{f(X)}zf(l):—l

xe(—1;1]
(5.17- chizma).

6-misol. [-3;2] kesmada f(x)=x*—3x+2 funksiyaning nollari
mavjudmi?

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=—3 va x=2 nuqtalardagi
giymatlarini hisoblaymiz: f(—3)=—16<0, f(2)=4>0. f(x) funksiya
[—3;2] kesmada uzluksiz va kesmaning chetlarida har xil giymatlar
qabul giladi. U holda, Bolsano—Koshining birinchi teoremasiga
ko‘ra, [—3;2] da hech bo‘lmaganda bitta nuqta topiladiki, bu nuqtada
funksiyaning giymati nolga teng bo‘ladi:

F(x)=0, (x—1)(x+2)=0 = x=1, x=—2 €[—3;2].

Demak, berilgan f(x)=x*—3x+2 funksiyaning {—3; 2] da x =1,
x,=—2 nollari mavjud (5.18- chizma).
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7-misol. Ushbu f(x)=sin x funksiya [—72”2[] kesmadagi biror
nuqtada ; giymatni gabul qiladimi?

Yechilishi. Berilgan funksiya ['g;] kesmada uzluksiz va
kesmaning chetlarida har xil ishorali giymatlar qabul giladi:

n
fLI—;C =—L f], |71 va —12l Shartga ko'ra, —l<_12<1.

U holda, Bolsano—Koshining ikkinchi teoremasining shartlari

bajarilayapti. Demak, shunday x, nuqta topiladiki, f(x) =;

. n N .
bo‘ladi, bunda Xp = ( € [—2§2] (5.19-chizma).

:“
1 —-7-‘5 ‘n%-
=X Y TI[ 1'! ;".
I v 7
A
-16
5.18-chizma. 5.19-chizma.

Mustagqil yechish uchun misollar
Funksiyalarning uzluksizligini ta‘rifdan foydalanib ko‘rsating.
1. f(0)=x2 2 fx)=Jx. 3. f)=I
4. F()=¥x. 5./(0=2x—1. 6. f(x)=, x=0.
7. fl)=x+ 2sinx. 8. f(x)= i’;:zl . 9. f(x)=cos x.
10. f(x)=4x>—3x+35.

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping va ularning turlarini
aniglang.
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96

. f(x)= Ix 3' 12, f(X)- = I - 13, fix)=x—[x].

x“+2, x<0 bo‘lganda,
4. f(x) = { —1, x>0 bo‘lganda.

l £
15. f(x)={ 5’ %< 0 bo‘lganda,
5x —x%, x>0 bo‘lganda.

16. f(x)=(sign x)*. 17. f(x) = x2-~'_ o-18. f(x) = %_".

1
19. f(x)=sign(cos ). 20. S(x)= , .
143x-1
x?, —eo < x <0 bo‘lganda,

21. f(x)= (x—1)2 0 < x €2 bo'lganda,
’ S—Xx,2< x <+e bo'lganda.

x+4 x < —] bo‘lganda,

22, f(x)={x*+2, —1< x <1 bo'lganda,
2x x21 bo‘lg anda.

— L x< 0 bolganda,
23. f(x)= cosx,0<x<1t bo‘lg anda,
l—x, x>n bo'lganda.

Funksiyani ko;rsatilgan nugtalarda uzluksizlikka tekshiring:
24. f(x)=2x5+1;x, =5,x, =6.

1
25. f(x) =6 —3x=1x,=2.

26. /(x)= ¥ x =3,x, =4,

27. f(x) = Zjlf X =—lx =2

2. f(x)= 5 5= =51, =—4.

Funksiyalar a va b ning qanday giymatlarida uzluksiz bo‘ladi?
(x—2)’, x<0 bo‘lganda,

29. f(x)={ax’+b, 0< x <1 bo‘lganda,
\/.-)C_, x 21 bo‘lganda.



_ Jax* +1,x > 0 bo‘lganda,
30. j(x)= {—x, x <0 bo'lganda.

(=1
x—1"’

a,x = —] bo'lganda,

31, f(x)=
b,x=1 bo‘lganda.

fle(x)] va olf(x)] funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring:

32. f(x)=sign x, p(x)=4+x%. 33. f(x)=sign (x—1), e(x)==sign (x+1).
34. f(x)=sign x, e(x)=x>—x.. 35. f(x)=x(1—x?), p(x)=sign x.

Funksiyalarning x, dagi giymatini shunday tanlash kerakki,
funksiya shu nugtada uzluksiz bo‘lsin.

. 3

36, /)=, % =0 3. =5, n=—1
in2 Jlx—1

38. f(x)= ]i‘ldg‘x, X =0 39 f(x)=V"*T, x,=0.

2
0. fD=tg," , x%=0. 4L f(x)= 4x T, % =0,

42. f(x):arctgi, X =0 43. f(x)= 'l+2x.’l, X =0.

Funksiyalarning berilgan kesmada chegaralanganligini ko‘r-
sating:

4. f(x)=sinxcos?x—Jx+6, xe[0;10].
45. f(x) = arctg ";;' +20 _x2 xe[L4].
46. f(x)=x (x—2)? In(4—x), xe[0;3].

47. f(x) = ;‘22: x € [—4;4].

Funksiyalarning berilgan kesmada eng katta va eng kichik
giymatlari mavjud bo‘ladimi?

48. f(x)=sin x +3*, xe[—1;2]. 49. f(x)=x2—2, xe{—1;2].

50. f(x)=3, xe[—4;4].
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-x>+1, —1<x<0 bo‘lganda,

51. f(x)= 0 x=0 bo‘lganda, funksiya berilgan
x*—1,0<x<1 bo‘lganda

sohada eng katta va eng kichik giymatlarni qabul giladimi?
Tenglamalarning ko‘rsatilgan kesmada yechimga ega ekanligini
ko‘rsating:
52. X+2x+1=0, xe[—1;0}]. 53. X¥*—x*—x+2=0, xe[0,5;2].

54, sin®x —5sinx+1=0, xe [0,2]

55. sinx—x+1=0, xe[0;x].

56. 2*=], xe(0,2;3]. 57. 2*=4x, xe|2;5].

Funksiyalarga teskari bo‘lgan funksiyalar mavjudmi?

58. y=5x+4, xe R 59.y=2*,xc R'.  60. y=x* xe(—os;0].

61, y=cos2x, xe€ [—;;0]. 62. y=1gx, xe€ [0;]
63. y=4x?, xe[—2;1].  64. y=lgix, xe(0;+).

Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

11. x=—3, 1- tur uzilish nuqtasi. 12. x=0, 2-tur uzilish
nuqtasi, x=1, 1- tur uzilish nuqtasi. 13. x=0, #1, #2, ..., 1- tur
uzilish nuqtalari. 14. x=0, 1- tur uzilish nuqtasi. 15. x=0, 2-tur
uzilish nuqtasi. 16. x=0, yo‘qotilishi mumkin bo‘lgan nuqta.
17. x=3, x=—13, 2- tur uzilish nuqtalari. 18. x=0, 2- tur uzilish

nuqtasi. 19. x, = 72°+ nn, ne Z, 1-tur uzilish nuqtalari. 20. x=1,

I- tur uzilish nuqtasi. 21. x=0, x=2, 1- tur uzilish nugqtalari.
22. x=1, 1- tur uzilish nuqtasi. 23. x=0, x=x, 1- tur uzilish
nuqtasi. 24, x,=5, 2- tur uzilish nuqtasi, x,=6 nugtada uzluksiz.
25. x=1, 2- tur uzilish nuqtasi, x,=2 nuqtada uzluksiz. 26. x,=3,
2- tur uzilish nuqtasi, x,=4 nuqtada uzluksiz. 27. x=—1, 2- tur
uzilish nuqtasi, x=2 nuqtada uzluksiz. 28. x,=—5, 2- tur uzilish
nuqtasi, x,=—4 nuqtada uzluksiz. 29. a=12, »=8. 30. Shunday
a son mavjud emas. 31. Shunday a va b sonlar mavjud
emas. 32. f (¢(x)) uzluksiz, ¢(f(x)) funksiya x=0 nuqtada
uzluksiz. 33. f ((x)) funksiya x=—1 nuqtada uzluksiz, ¢(f(x))
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funksiya x=1 nugqtada uzluksiz. 34. f(p(x)) funksiya x=0, x=+1
nuqtalarda uzluksiz, o(f(x)) uzluksiz. 35. f (p(x)) uzluksiz,
o(f(x)) funksiya x=0, x=t1 nuqtalarda uzluksiz. 36. Ha, f(0)=1.

37. Ha, f(—1)=—§. 38. Ha, f(0)=2. 39. Ha, f(0)= ; 40.

Mumkin emas. 41. Ha, f(0)=— ; 42. Mumkin emas. 43. Ha,

f(0)=1. 48. Mavjud. 49. Mavjud. 50. Mavjud emas. 51. Mavjud
emas. 58. Mavjud. 59. Mavjud. 60. Mavjud. 61. Mavjud. 62. Mavjud.
63. Mavjud emas. 64. Mavjud emas.

6- §. FUNKSIYA GRAFIGINING ASIMPTOTALARI

Funksiyani tekshirayotganda uning grafigi koordinatalar
boshidan cheksiz uzoglashganda, yoki boshqgacha aytganda, uning
o‘zgaruvchan nuqtasi cheksizlikka intilganda grafikning ko‘rinishini
bilib olish muhim.

1- ta‘rif. Agar o‘zgaruvchi M(x;y) nuqta funksiya grafigi bo‘yicha
koordinatalar boshidan cheksiz uzoglashganda y=f(x) funksiya
grafigidagi o‘zgaruvchi M(x;y) nuqtadan to‘g'ri chiziqdagi N(x,;y,)
nuqtagacha bo‘lgan d=MN masofa nolga intilsa, bu to‘g‘ri chiziq
y=f(x) funksiya grafigining asimprotasi deyiladi (6.1- chizma).

Oy va Ox o‘qlarga parallel hamda koordinata o‘glariga parallel
bo‘lmagan asimptotalarni qaraymiz.

1. Vertikal asimptotalar. y=f(x) funksiya ¢ nuqtaning biror

e>0 atrofida aniglangan, ya‘ni xe U,(a) bolsin.
2- ta‘rif. Agar
lim f(x), lm f(x)
x—u—0 Xx—=a+0
lardan biri yoki ularning ikkalasi ham
cheksiz bo‘lsa, x=a to'g'ri chiziq f (x) &)
funksiya grafigining vertikal yoki Oy
o‘qqa parallel asimptotasi deyiladi
(6.2- a, b, d, e chizmalar).
Demak, y=f(x) funksiya grafi- /
gining vertikal asimptotalarini izlash / 0
uchun funksiyaning qiymatini
cheksizlikka aylantiradigan (cheksiz
uzilishga ega bo‘lgan) x=a nugtani )
topish kerak ekan. Bunda x =g to‘g‘ri 6.1- chizma.

<Y
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6.2- chizma.

chiziq vertikal asimptota bo‘ladi.
Eslatma. Umuman aytganda, y=f(x) funksiyaning grafigi bir
nechta vertikal asimptotalarga ega bo‘lishi ham mumkin.

1- misol. f(x) = ]

x=2"
asimptotasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning maxraji x=2 nuqtada nolga
aylanadi. x—2+0 da berilgan funksiyaning limitini hisoblaymiz:
. . 1 . . i
lim f(x)= lim = —oo, lim f(x)=lim ~_ =+oo.
x—)Z—Of( ) x—2—0 x—2 ’ x—;2+0f( x=2+0 x—2

x € [—2;3) funksiya grafigining vertikal

Demak, 2- ta‘rifga ko‘ra berilgan funksiyaning grafigi uchun x=2
to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota bo‘ladi (6.3- chizma).

2- misol. f(x)=ctg x funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya x=nn (ne Z) nuqtalarda 2- tur
uzilishga ega. x—nn+0 (ne Z) da berilgan funksiyaning limiti +e- ga
aylanadi. Shuning uchun, 2- ta‘rifga asosan, funksiyaning grafigi
cheksiz ko‘p vertikal asimptotalarga ega (6.4- chizma): x=0,
x=+2x, ... x= tnn.
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6.3- chizma. 6.4- chizma.

2. Gorizontal asimptotalar.
3- ta‘rif. Agar
lim f(x)=5 (be RY

X =400
{(x——w)

bo‘lsa, y=>b to‘g‘ri chiziq x>+ (x—> — o) da y=f(x) funksiya
grafigining gorizontal yoki Ox o‘gga parallel asimptotasi deyiladi.
(6.5- a, b, d, e chizmalar).
2
1-misol. f(x)= -)-c-f; ) funksiya grafigining gorizontal asimp-
totasini toping.

b ) Ay

0 :x [/] X
a) »
4y 4y
ez v=h vah
i X o x
d) e
6.5- chizma.
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Yechilishi. Berilgan funksiya R'da aniglangan. x—+ da berilgan
funksiyaning limitini hisoblaymnz
i

hm f(x) = x]—l-’r?” xf_:z- = lim 11—2:— =1].

3
X
Demak, 3- ta‘rifga ko‘ra, berilgan funksiyaning grafigi uchun
y=1 to‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi (6.6- chizma).
2- misol. f(x) = ; funksiya grafigining vertikal va gorizontal
asimptotalarini toping.
Yechilishi. Ravshanki, % funksiyaning grafigi uchun x=0 va
y=0 to’g‘ri chiziglar, mos ravishda, vertikal va gorizontal asimp-

1
¢ = — = oo,
totalar bo‘ladi: llm f (x)= xl_l,lgzo ~

hm f(x)= hm —0(6 7- chizma).

3. Og‘ma asmptotalar.
4- ta‘rif. Shunday & va b chekli sonlar mavjud bo‘lib, x—+oo (x ——o0)
da f(x) funksiya quyidagi

SO=kx+b+oa(x)

ko‘rinishda ifodalansa (bunda 11m o(x) =0), Y=kx+bto'g'r chiziq
y=f(x) funksiya graﬁgmmg og ma asimptotasi deyiladi. Xususiy
holda, k=0 bo‘lsa, Y =b to‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi.

1- teorema. y=f(x) funksiya grafigi x—»+c da Y=kx+b og‘ma
asimptotaga ega bo‘lishi uchun

. i
\/ v=0
-2 -1 1 2 2ol § -1 -o'sfr 05 1 18 2 X

-1 \ -1
-2 g

6.6- chizma. 6.7- chizma.
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im 7™ = ; —kx] =
lim 2=k, lim [f(x) kx]=b (1)
munosabatlar o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

(1) limitlarni hisoblashda quyidagi xususiy hollar bo‘ladi:

1- hol. Argumentning ishorasiga bog‘liq bo‘lmagan holda, ushbu
S(x) _ F&x) _ g

lim = lim
Xt X Xx—p—oe X

lim [/ — k] = Jim [f(x) — kx] = b

ikkala limit ham mavjud va chekli. Bu holda Y=kx+b to‘g‘ri chiziq
funksiya grafigining ikki tomonlama og‘ma asimptotasi bo‘ladi
(quyidagi 1- misolga garang).
2- hol. Argument x ham musbat, ham manfiy ishorali
cheksizlikka intilganda, ushbu
lim 7% =k, lim T =g,

X0 X xX9—00 X
Jim [f(x) —kx] =4 lim [f(x)— kx]=b,

limitlar mavjud, lekin ular o‘zaro har xil (hech bo‘lmaganda & =k,
yoki b=b, teng emas). Bu holda Y,=kx+b, va Y,=kyx+b, to'g'ri
chiziglar funksiya grafigining mos ravishda ikkita bir tomonli (0°ng
va chap) og‘ma asimptotalari bo‘ladi (2-misolga qarang).
3- hol. Fagat x>+ da
lim /% =k, lim [f(x)~kx]=b

X—p4ee X

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b to‘g‘ri chiziq funksiya
grafigining fagat o‘ng og'ma asimptotasi bo‘ladi (3- misolga garang).
4- hol. Fagat x—»—- da

lim 7™ =k, lim [f(x) —kx]=b
Xo9—w X X—y=oo
ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b to‘g‘ri chiziq funksiya
grafigining faqat chap og‘ma asimptotasi bo‘ladi.
Agar yuqoridagi hollarning barchasida k=0 bo‘lsa, Y=b to‘'g‘ri
chiziq gorizontal asimptota bo‘ladi.
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1- misol. y=3x*+1 funksiya grafigining og‘ma
asimptotalarini toping.
Yechilishi. Og‘ma asimptotalarni topamiz:

6.8- chizma.
33
k= 1im X = fim V¥ oy,
X—tes X X—pivo X

b=lim [£3) — k= fim |3~

3,03
=lim . ~**=x o,

X~ytoo
%/(Jc3+l)2+x3 4l +x?

Demak, 1- teoremaga asosan, y=x to‘g‘ri chiziq berilgan
funksiyaning ikki tomonlama og‘ma asimptotasi bo‘ladi.

2-misol. ¥ = vx* +1 funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini
toping.

Yechilishi. Og‘ma asimptotalami topamiz:

k = lim 7 = 11m = lim f =1,
X400 X X—r4e0 X400

x]xz 1

- 1 Y - i . — = 1 L e—
by = Jim J = lim 5 < lim e =1,
b = lim (y — kx) = lim (Jx?+1 —x) = lim - L =,

Xoriee fy2 ]+x
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by= fim (y—kx)=lim (Jx+1 + x) = lim L —lim LY )
xo== x4l —x 77 xk ’14--12-4»1)
X

Demak, 1- teoremaga asosan, Y;=xva Y>=—x to‘g'ri chiziglar,
mos ravishda, beriigan funksiyaning bir tomonli (o‘ng va chap)
og‘ma asimptotalari bo‘ladi (6.8- chizma). Berilgan funksiyani
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin: y*—x?=1.

3- misol. y =e-*+2 funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini

toping.
Yechilishi. Og‘ma asimptotalami topamiz:
e e3% 42
k, = lim Z = lim -0 ky=lim Z = lim = oo,
X—p4oo X X =t X xX——ee X  X—p—oo X

b = lim(y —kx) = lim(e™>* +2) = 2.

Demak, 1- teoremaga ko‘ra, y=2 to'g‘ri chiziq berilgan
funksiyaning fagat o‘ng og‘ma asimptotasi bo‘ladi (6.9-chizma).

Y]
y=s ¥ 15
9 ¢

-1 1 3 “«x ro-
04 Do o0e 112 16 22! x
“1

-06

6.9- chizma. 6.10- chizma.

Eslatma. Berilgan y=f(x) funksiya uchun faqat llm f ( =k
mavjud bo'lib, lim{f(x) — kx} mavjud bo‘lmasa (yoki cheksiz)
X—poo
bo‘lsa, berilgan funksiya grafigi asimptotaga ega bo‘lmaydi, lekin
asimptotik yo‘nalishga ega bo‘ladi. Masalan, y = /x parabola Ox
o‘qiga parallel bo‘lgan asimptotik yo‘nalishga ega, lekin gorizontal
asimptotaga ega emas (6.10- chizma):
k=lim?” = lim ‘/_ =0, b= lim(y —kx) = 11m JX = 400,

X=+e X X—3+oo X—>tos
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2
4- misol. f(x)= ’;:;Q funksiya grafigi uchun y=x+3 to‘g‘ri
chiziq og‘'ma asimptota bo‘lishini ko‘rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning ko‘rinishini quyidagicha

o‘zgartirib, f(x)=x+3— . ni hosil qilamiz. Bunda x—tw da

3
a)=— ', -0 bolgani uchun, f() funksiyani f()=x+3+a(x)

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Demak, 4- ta‘rifga ko‘ra, y=x+3
to‘g‘ri chiziq funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo‘ladi.

2— . 0 . . .
5- misol. f(x)= xx~ -_—?x funksiya grafigining asimptotalarini

toping.
Yechilishi. (1) formuladan foydalanib, & va b larni topamiz:
2

2 1—
TO _fim X7 gim X
Xt X xtwe X(X—=1) x>t l—]
X

=l k=1,

b=1im(f(x)-kx)=1im[x2*2"-x]= lim ' =—1, b=—1.
X—poo X—ioo 1 X--yivo l—] ’

Demak, 1- teoremaga ko‘ra, y=x—1 to‘g‘ri chiziq berilgan
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo‘ladi. k20 bo‘lganligi uchun
funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

Endi berilgan funksiyaning vertikal asimptotasini topamiz.
Funksiya x=1 nuqtada 2-tur uzilishga ega. x—110 da berilgan
funksiyaning limitini hisoblaymiz:

. . x2—2x
xlvl;lfilo fx)= xl-‘.lll;lo xey S E

Demak, 2- ta‘rifga ko‘ra, berilgan funksiyaning grafigi uchun
x=1 to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota bo‘ladi.

Eslatma. Y=kx+b asimptotalar bilan bir qatorda murakkab
ko‘rinishdagi asimptotalar ham qaraladi. Agar f(x) funksiyani
ushbu

f(x) =ax+a, , x'+. .. taxta to(x)

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lib, unda lim o(x) =0 bo'lsa, u
holda
Y=a x'+a _ x"'+. .. +a xta, (2)
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ko‘phad bilan aniglangan n- tartibli parabola x—+e da y=f(x)
funksiya grafigining asimptotasi deyiladi.

2- teorema. y=f(x) funksiyaning grafigi x—+- da (2)
asimptotaga ega bo‘lishi uchun quyidagi n+1 ta limit giymatlarning
mavjud bo‘lishi zarur va yetarli:

f(x)

lim =g, lim

X—r+oo x X—+oe x

Sx)—apx" _
T =8,y e

l+ +a2x2)

F(x)—(a,x" +@y_ X"

X—+e0 X

m [f(0) = (@,x" + 8, %" +...+ ax)] = gy

6- misol. f(x)= ‘x3+2x3 -3

toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyani

funksiya grafigining asimptotasini

fx)=x* +3X+ll+x?f3
ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda lim a(x) = lim *°. = 0.
X oo X X—3

Demak, Y=x*+3x+11 chiziq, ta‘rifga ko‘ra, berilgan funksiya
grafigining asimptotasi bo‘ladi. Ravshanki, x =3 to‘g‘ri chiziq
berilgan funksiya grafigining vertikal asimptotasi bo‘ladi.

Mustagqil ishlash uchun misollar

Funksiya graﬁklarining asimptotalarini toping: |
. 2.y=10+2. 3. y=ex.

3 R
4. y=Jx+5—x. 5.r= 2x +1)2 6. y={x+2e .

x2+1 y= x—l (Jc+l)2
7. y=x*. 8.J’=x2 e 9. HO— 10. y = h
_ x?—__»Zx 6(x 4)

o y="oa

I. y=x+

_ 1
13.)=tgx. 14.y=4x + 573
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Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. y=x — og‘ma asimptota. 2. y=10 — gorizontal asimptota,
x=0 — vertikal asimptota. 3. y=1 — gorizontal asimptota, x=0 —
vertikal asimptota. 4. Asimptota yo‘q. 5. x=—1— vertikal asnnptota
6. y=—x —1 va y=x+1 — og'ma asimptotalar. 7. Asimptota yo‘q.
8. x=1, x=—1 — vertikal asimptota. 9. x=0, x=3 — vertikal asimptota.
10. x=2 — vertikal asimptota y=x+4 — og‘ma asimptota 11. x=1 —
vertikal asimptota, y= x—1 — og‘ma asimptota 12. y=2 — og‘ma

asimptota. 13. y = +7m ne Z vettikal asimptotalar. 14. y=4x —

og'ma asimptota, x——3 — vertikal asimptota. 15, Y=x ?+x+1 chiziq
asimptotasi, x=3 — vertikal asimptota.

7- §. FUNKSIYA GRAFIGINING XARAKTERLI
NUQTALARI VA SIMMETRIYA O‘QLARI

Funksiya grafigining xarakterli nuqtalariga quyidagi nugtalar
kiradi: funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan kesishish
nuqtalari; funksiya aniglanish sohasining chegaralaridagi limitik
giymati; funksiyaga ekstremum beruvchi nuqtalar; funksiyaning
nollari; egilish (bukilish) nuqtalari.

1. Funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan kesishish
nuqtalari. Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish
nuqtalarini aniglashda quyidagi hollar garaladi:

1) f(x) funksiya grafigining Oy o‘qi bilan kesishish nugtasini
topish uchun x=0 deb, y=f(0) ni topish kerak;

2) f(x) funksiya grafigining Ox o‘qi bilan kesishish nugqtasini
topish uchun y=0 deb, f(x)=0 tenglamadan x ni topish kerak.

1- misol. f(x) =x’—1 funksiya grafigining koordinatalar o qlan
bilan kesishish nugqtalarini toping.

Yechilishi. f (x)=x’—1 funksiya grafigining Oy o0*qi bilan kesishish
nugqtasini topish uchun x=0 deb, f(0)=—1 ga ega bo‘lamiz. Ox
o‘qi bilan kesishish nuqtalarini topish uchun esa f(x)=0 deb,

—1=0 tenglamaning yechimlarini topamiz: x=+1.

Shunday qilib, (0;—1), (—1;0), (1;0) nuqtalar funksiya
grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari bo‘ladi (7.1-
chizma).

2- misol. f(x)=e*+1 funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan
kesishish nuqtalarini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigi Oy o‘qini kesib o‘tadi,
ya‘ni x=0 da f(0)=e+1=2 bo‘ladi, lekin Ox o‘gni kesib o‘tmaydi,
ya‘ni f(x)#0, chunki e*#—1 (7.2- chizma).

Y

¥y
\|/ =
: / N I

-4

N

7.1- chizma. 7.2- chizma.

2. Funksiya aniqlanish sohasining chegaralaridagi limitik
giymati. Funksiya aniglanish sohasining chegaralari yaqinida uning
limitini aniglashda quyidagi hollar qaraladi:

1) agar funksiyaning aniglanish sohasi [a;b] kesmadan iborat
bo‘lsa, x ning x=a va x=b nuqtalardagi funksiyaning giymatlari,
ya‘ni y=f(a), y=f(b) ni hisoblash kerak;

2) agar funksiyaning aniglanish sohasi (a;b) oraligdan iborat
bo‘lsa,

lim f(x) va lim f(x)
x—a+0 x--»a~—0
(limitlar mavjud bo‘lsa) larni hisoblash kerak.

1-misol. Ushbu funksiya aniglanish sohasining chegaralari

yaqginida uning limitini aniglang:

x*+1, 0sx<1 bo’lganda,
fx)=

x—1, l<x<4 bo’lganda.

Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiya [0;1)w(1;4] oraliqda
aniglangan. Berilgan funksiyaning x=1 nuqtada chap va o‘ng
limitlarini hisoblaymiz.

f(D)=12+1=2,

i, (0= lip e +D =2
Jig, /00 = Jig (v =0.
Demak, f(1—0)=f(1)=2, f(1+0)=0.
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2- misol. f(x) = ::—; funksiya aniglanish sohasining chegara-
lari yaginida uning limitini aniglang.

Yechilishi. Berilgan funksiya (—e;2) va (2;+e) oraliglarda
aniglangan. Endi funksiya aniglanish sohasining chegaralari yaginida
uning limitini aniglaymiz:

4
4+x : X —
llm f(x)= llm m . xll.nill_f_l’
X

4+x

A, SO0 = lim o7 =
4+x = +oo,
Am, ) = lim o=

Demak, f(3eo)=1, f(2—0)=—c0, f(2+0)=+e~ bo‘ladi.
3. Funksiyaga ekstremum beruvchi nugtalar. f(x) funksiya (a;b)
oraligda aniglangan bo‘lib, x(a;b) bo‘lsin.
1-ta‘rif. Agar xe(a;b) nuqtaning shunday
U(ep)={x: xe R, x;—8<x<x,+8; 8>0}c(a;b)
atrofi mavjud bo‘lib, Vx e Ug(x,) uchun

SIS (x) (F()2f(x,)

tengsizlik ofrinli bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada lokal maksimumga
(lokal minimumga) ega deyiladi, f(x) qiymat esa f(x) funksiya-
ning Uy(x,) to‘plamdagi lokal maksimumi (lokal minimumi) deyiladi.

2- ta‘rif. Agar x,e(a;b) nugtaning shunday Uix))e (a.b)
atrofi mavjud bo‘lib, Vxe Ug(x,) uchun

SIS () (FX)>S(x)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada qat‘iy lokal
maksimumga (qat iy lokal minimum)ga ega dey11ad1 S(x,) qgiymat
esa f(x) funksiyaning U, (x,)) dagi garfy lokal maks:mumz (qat‘iy
lokal minimumi) deyiladi.

Bu holda x, son funksiyaga, mos ravishda, lokal maksimum
(lokal minimum), qa ‘tiy lokal maksimum (qat‘iy lokal minimum)
giymat beradigan nuqta deb ataladi.

Funksiyaning U (x,) dagi lokal maksimum (lokal minimum)
giymatlari

fx0)= max (f)} (/)= min {/())

xeUg(x,)
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kabi belgilanadi. Bunda max (min) lotincha maximum (minimum)
so‘zidan olingan bo‘lib, eng katta (eng kichik) degan ma‘noni
anglatadi.

Funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari umumiy nom
bilan ekstremum givmatlar deyiladi (ekstremum - extremum -~
lotincha chetki giymat, demakdir).

Funksiyaning ekstremum nuqtalarini topishda quyidagi hollarga
alohida e‘tibor berish zarur.

1- ho!. Agar funksiya [4;6] kesmada berilgan bo‘lsa, funksiyaning
ekstremum nuqtasi kesmaning chegara nuqtasi ham, ichki nuqtasi
ham bo‘lishi mumkin.

2- hol. Ekstremumga ega bo‘lgan funksiya monoton bo'lmaydi.
Monoton o'‘zgaruvchi funksiya ekstremmumga ega bo'lmaydi.
Masalan, y=kx+b funksiya k>0 bo‘lganda monoton o‘suvchi, k<0
bo‘lganda esa monoton kamayuvchi bo‘lgani uchun ekstremumga
ega emas.

3- hol. Funksiyaning ekstremum nugtasi (ekstremum giymat-
lari) bir nechta va hatto cheksiz ko‘p ham bo‘lishi mumkin.
Funksiya uzluksiz bo‘lganda, uning maksimum va minimum
giymatlari o'zaro almashinib keladi (7.3- chizma).

Eslatma. Agar funksiya [a;b] kesmada aniglangan bo‘lsa,
funksiyaning x=a yoki x=b nuqtalardagi lokal maksimumi yoki
lokal minimumi haqgida so‘z yuritib bo‘lmaydi, chunki x=a
nugtadan chapda va x=b nugtadan o‘ngda funksiya aniglanmagan.

1- misol. f(x) =x>—10x+6 funksiyaning ekstremum nuqtasi va
ekstremum giymatini toping.

Ay

STl S—
X

w povemmesasaes

“w

in max min min

max max
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Yechilishi. Berilgan kvadrat uchhaddan to‘la kvadrat ajratamiz:

S(x) =(x—5)>—19. x,=5 bo‘lganda f(x))=—19, x#5 bo‘iganda
esa (x—5)2>0 va f(x)=(x—5)>—19>—19=f(x,) bo‘ladi.

Demak, x;=5 nuqta funksiyaning ekstremum nuqtasi, f{(x)=—19
esa uning ekstremum qiymati bo‘ladi (7.4- chizma).

2- misol. f(x)=2* funksiyaning ekstremum nugqtasi va ekstremum
giymatini toping.

Yechilishi. f(x)=2~ qat‘ly monoton o‘suvchi funksiya va 250
bo‘lganligi uchun ekstremumga ega bo‘lmaydi (7.5- chizma).

N y yn

2
1 l/

-22
7.4- chizma. 7.5- chizma.

Biz yuqorida funksiyaning ekstremumlari va funksiya biror
oraligda bir nechta maksimum va minimumlarga ega bo‘lishi
mumkinligi to‘g‘risida aytib o‘tdik. Endi funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini topish masalasini qaraymiz.

f(x) funksiya [a4;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lsin.
Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra funksiyaning [a;b]
kesmada eng katta va eng kichik giymatlari mavjud bo‘ladi va bu
giymatlarga funksiya [a;5] kesmaning nuqtalarida erishadi.

f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi eng katta va eng kichik
qiymatlarini topish uchun (7.6- chizma):

D C
R
0,
X
A
7.6- chizma. 7.7- chizma.

112



1) f(x) funksiyaning (a;b) dagi barcha maksimum va mini-
mumiari topiladi;

2) f(x) funksiyaning x=a, x=b nuqtalardagi f(a) va f(b)
giymatlari topiladi;

3) maksimumlarning eng kattasi bilan f(a), f(b) lar
tagqoslanadi, ularning kattasi funksiyaning [a;b] dagi eng katta
qiymati bo‘ladi;

4) minimumlarning eng kichigi bilan f(a), f(b) lar tagqos-
lanadi, ularning kichigi funksiyaning [a;b] kesmadagi eng kichik
giymati bo‘ladi.

Eslatma. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada birgina maksimum
(minimum) ga ega bo‘lsa, bu maksimum (minimum) funksiyaning
{a;b] dagi eng katta (kichik) giymati bo‘ladi.

4-misol. R radiusli doiraga eng katta yuzli ichki to*g'ri to‘rtbur-
chak chizilsin.

Yechilishi. To‘g‘ri to‘rtburchak tomonlaridan birini x orqali
belgilaymiz: AB=x; BC = w/4 R? — x?. U holda to‘g'ri to‘rtbur-
chak yuzi ¥ = xy4R® — x* bo'ladi, bunda 0<x<2R (7.7- chizma).

y= x,/4 R? — x? ning eng Katta giymatini izlaymiz. Buning uchun
y o'rniga y* ning eng katta giymatini topamiz:

y2=x 2(4R 2_x 2).

O'ng tomondagi ko‘paytma ikki ko‘paytuvchi x? va 4R2—x? dan
iborat bo'lib, ularning yig‘indisi x?+(4R?*—x?)=4R? o‘zgarmas
bo'ladi.

Eng katta ko‘paytma hagidagi teoremaga asosan y? ko‘payt-
maning eng katta giymatiga x =4 R *—x ? bo‘lganda erishiladi. U
holda 2x?=4R? yoki x,>0 bo‘lgani uchun x = R2 .

Demak, Rradiusli doiraga ichki chizilgan
barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklardan faqgat
kvadrat eng katta yuzga ega bo‘ladi.

5- misol. Berilgan sharga eng katta hajmli
ichki konus chizing.

Yechilishi. Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
OS=R, OA=r, OS=h(7.8- chizma). U

holda konusning hajmi y = } %72 bo'ladi To'g'-
ni burchakli uchburchakdagi metrik muno- 7.8- chizma.
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sabatlardan foydalanib, S4B uchburchakdan (2R—h): h=r:h ga
erishamiz, bundan r=h(2R—h) (0<A<2R).

y= §h2(2R-——h) ning eng katta giymatini hisoblash uchun
h2(2R—h) ko‘paytmaning eng katta qiymatini izlaymiz:
h*(2R—h) = (h)*(2R—h).

Bu ko‘paytmada A+(2R—h)=2R — o‘zgarmas bo‘lgani uchun

3
eng katta giymatga 4 = ;R da erishiladi. y,,, = 32;‘ 1R bo‘ladi.

Demak, berilgan sharga ichki chizilgan konuslardan balandligi

shar diametrining § qgismini tashkil giladigani eng katta hajmga
ega bo‘lar ekan.

4. Funksiyaning nollari. y=f(x) funksiya xe X (xcR') to‘plamda
berilgan bo‘lsin.

1- ta‘rif. Argument x ning funksiyani nolga aylantiradigan
giymatlari, ya‘ni xe X ning f(x)=0 tenglamani ganoatlantiradigan
qiymatlari funksiyaning nollari deyiladi.

Funksiyaning grafigi uning nollarida yoki Ox o‘qini kesib o‘tishi,
yoki Ox o‘qiga urinib o‘tishi mumkin (7.9- chizma). 7.9- chizmadagi
X,, X,, x, nuqtalar funksiya grafigining nollari bo‘ladi.

1-misol. f(x)=x—9x funksiyaning nollarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning nollarini topish uchun x'—9x=0
tenglamani yechamiz: x,=0, x,=-3, x,=3 nuqtalar berilgan
funksiyaning nollari bo‘ladi (7.10- chizma).

Ba‘zi funksiyalar o‘zining aniglanish sohasida nollarga ega
bo'lmasligi ham mumkin, masalan, y=3%, y=x?+1 va h.k.

yu ,v
1
/\ \_/\ . R
X, 0 X, X, X R -5 5 X
-$
-1C
7.9- chizma. 7.10- chizma.
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Funksiyaning nollaridan o‘tishda uning ishorasi o‘zgaradi.
Bundan tashqari, uzilish nuqtalaridan o‘tishda ham ishora o‘zgarishi
mumkin.

Berilgan funksiyaning ishorasini tekshirish uchun f(x)>0 va
S (x)<0 tengsizliklarni yechish natijasida x ning bu tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi giymatlari topiladi.

Agar funksiyaning grafigi Ox o'qiga urinsa, urinish nugtasida
funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydi.

X, Xy - . o X lar f(x)=0 tenglamaning yechimlari bo'lsin, u
holda funksiyaning aniqlanish sohasi bir necha bo‘laklarga bo‘linadi.
Bu ketma-ket bo‘laklarning har biridan bittadan giymat olib,
funksiya ishorasining o‘zgarishini tekshirish kerak.

2-misol. y = xz;i:+6 funksiyaning ishorasini aniglang.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi (—oo;4)\(4;+)
dan iborat. Funksiyani nolga aylantiradigan nuqtalarni topish uchun

—_ 4+ VY - -+
0 1 2 3 4 sign y

kasrning suratini nolga tenglashtirib, x2—5x+6=0 tenglamaning
yechimini topamiz: x;=2, x,=3. Funksiyaning ishorasini aniglash
uchun quyidagi oraliglarga bo‘lamiz: (-<;2), (2;3), (3;4), (4;+)
22
yaning ishorasini tekshiramiz: f(1)<0, f(i) > 0, f(;) <0,
f(5)>0.

x,=2, x,=3 nuqtalar berilgan funksiyaning nollari bo‘ladi
(7.11- chizma).

5. Funksiya grafigining egilish (bukilish) nugqtalari. Funksiya
grafigining egilish (bukilish) nuqtalarini topishda qavariq to‘plam
va gavariq funksiya tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Shuning
uchun biz avvalo qavariq to‘plam va qavarig funksiya tushun-
chalarini beramiz:

a) qavariq to‘plam tushunchasi. Bo'sh bo‘lmagan EcR?to‘plam
berilgan bo'lsin.

va bu bo‘laklardan ketma-ket 1, 5 nuqtalarni olib, funksi-
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X

7.11-rasm.

1- ta‘rif. Agar E to‘plamning ixtiyoriy ikki nugtasi bilan birga
ularni tutashtiruvchi kesma ham shu to‘plamga garashli bo‘lsa, E
qavarig to plam deyiladi.

Boshqgacha aytganda, agar Vx,y e E va barcha Ac[0;1] uchun
Ax+(1—X) ye E bo‘lsa, E qavarigq to ‘plam deyiladi.

7.12- chizmadagi to‘g‘ri to‘rtburchak, doira, uchburchaklar
gavariq to‘plamlarga misol bo‘la oladi, 7.13-chizmadagi shakllar
esa, qavariq bo‘lmagan to‘plamlardir. Yagona elementli to‘plamlarni
va bo‘sh to‘plamlarni ham qavariq to‘plam deb garash mumkin.

2- ta‘rif. Agar ixtiyoriy x, ye E, x#y nuqtalar va barcha Ae (0;1)
sonlar uchun Ax+(1—A)y ham E to‘plamning ichki nugqtasi bo‘lsa,
E qat‘iy gavarig to‘plam deyiladi. Masalan, doira gat‘iy qavariq
to‘plam bo‘ladi, parallepiped esa gat'iy qavariq to‘plam emas.

b) qavariq funksiya tushunchasi. f(x) funksiya E qavariq
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

LN &0

7.12- chizma. 7.13- chizma.

R 4
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3- ta‘rif. Agar Vx,ye £ va VAe [0;1] uchun
SOx+(1=2)y) <A f()+(1=R) f(y)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, qavariq £ to‘plamda aniglangan va chekli
f(x) funksiya gavarig deyiladi (7.14-chizma).
4- ta‘rif. Agar Vx,ye E, x#y nuqtalar va VA e [0;1] uchun

Sx+(1=0)y) <A f)+(A=L) fO)

qat‘iy tengsizlik bajariisa, f(x) funksiya E to‘plamda gat‘iy gavariq
deyiladi.
5- ta‘rif. Agar g(x)=—f(x) funksiya qavariq FcR' to‘plamda
qavariq bo‘lsa, f(x) funksiya Eto‘plamda botiq deyiladi (7.15-chizma).
Misollar. 1) f(x)=}x|, xe R' funksiya qavariqdir, chunki

'z (zf(2)
S
) ' 0 sfomn
0 .‘X :’. v >X 0 X 4 y x>
7.14- chizma. 7.15- chizma.

Vx,, x, € R', x#x, nuqtalar va VA[0;1] uchun [Ax,+(1—2)x,|<
<Al +(1—2) x| tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

2) f(x)=e* funksiya R' da qat’iy qavariq funksiyadir, chunki
Vx,,x, € R', x#x, nugtalar va Vie (0;1) uchun

MR oM 4 (L —A)e™

tengsizlik bajariladi.

3) f(x)=—e funksiya R! da botiq funksiya bo‘ladi.

Amaliyotda, ko‘pincha, funksiya grafigi qavariqligi (botiqgligi)ni
tekshirishda yuqoridagi keltirilgan ta‘riflarga ekvivaliyent bo‘lgan
quyidagi ta‘riflardan foydalaniladi.

f(x) funksiya [a;b] da berilgan bo‘lsin.

6-ta‘rif. Agar f(x) funksiya grafigi istalgan vatarining o‘rtasi
funksiya grafigining mos nuqtasidan pastda (yuqorida) yotsa, bu
funksiyaning grafigi berilgan oraliqda boftiq (gavarig) deyiladi (7.16-
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chizma).

7- ta‘rif. Agar istalgan x,, x.¢ [a;b] uchun f [x'-;’f? ) > SO+ S (a)

2
o / T (5 fx)
flx) |-
' Sx) -
Slx) f---- :
: : b (50
0 X xl = xl;x2 X, A; 0 x x X x
7.16- chizma.

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiyaning grafigi [a;b] kesmada
botiq (qavariqligi yuqoriga yo‘nalgan) deyiladi.
8- ta‘rif. Agar istalgan x,, x,€[a:6] uchun

f[)q +X) )< SO+ f(x)
2 - 2

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f(x) funksiyaning grafigi [a;b] kesmada
gavarig (gavarigligi pastga yo‘nalgan) deyiladi.

1- misol. f(x)=3" funksiya grafigining R' da qavarigligi yoki
botigligini aniglang.

Yechilishi. Funksiya grafigining botigligi yoki qavarigligini ta‘rif
bo‘yicha tekshiramiz:

x+x;
f[x';x2]= 32 = f3x +x

va
SOD+f(xy) 39430
2 T2
Vx, X, € R' (%, <x,) uchun 3" va 3" sonlar bir-biriga teng

emas va musbat sonlar. O‘rta arifmetik va o‘rta geometrik miqdorlar
orasidagi munosabatlardan

[ru+x, o 37+3"
2
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak, 4- ta‘rifga asosan, funksiyaning

grafigi qat‘iy qavariqdir (7.17- chizma).
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2- misol. f(x)=sin x funksiya grafigining [0;r] kesmada botiqligini
ko‘rsating.
Yechilishi. Shartga ko‘ra

XX} i M2
f ( 5 ] sin ™

va
FG)+f(xy) _sinxp+sinxy _ . x+x; XX
5 === T =sin T P eos T
larga ega bo‘lamiz. Istalgan x,, x,e (0;m), x,<x, larda 0 < ™ ;xz < ’2‘

bo‘lgani uchun
X+ o XptXg o sinxp+sin X
0 <cos 5 <1, sin ) > !
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Demak, 6- ta‘rifga asosan, f{x)=sin x funksiyaning grafigi [0;=]
kesmada botiqdir (7.18- chizma).

3- misol. Ushbu f(x)=x funksiya grafigining R' da qavarigligini
ko‘rsating.

Yy
31/ ¥4
v -
-3 0 n x
7.17- chizma. 7.18- chizma.

Yechilishi. Istalgan Vx;, x,€ R' va x #x, bo'lganda

plara o dedsnn dedeafead) o] S0)4/(x)
2 4 4 2 2
tengsizlikka ega bo‘lamiz, chunki X+ x3 22x,x;.
Demak, 8- ta‘rifga ko‘ra, berilgan funksiyaning grafigi R' da
qavariqdir (7.19- chizma).
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yt g) qavariq funksiyalarning
2 xossalari.
1°. Qavariq (botiq) funksi-
yaning o‘zgarmas musbat songa
» ko‘paytmasi yana gavariq (botiq)
2 b % b 2 X funksiya bo‘ladi.
-1 2°. Qavariq (botiq) funksi-
yaning o‘zgarmas manfiy songa
2 ko‘paytmasi botiq (qgavariq)
7.19- chizma. funksiya bo‘ladi.
3°. Qavariq funksiyalarning

yig‘indisi qavariq funksiya bo‘ladi.

4°, Agar f(x) — qavariq va o‘suvchi bo'lib, x=¢(#) esa botiq
funksiya bo‘lsa, u holda murakkab f(¢(#)) funksiya botiq bo‘ladi.

5°. Agar f(x) — botiq va o‘suvchi bo‘lib, x=¢(7) esa qavarig
funksiya bo‘lsa, u holda murakkab f(@(7)) funksiya botiq bo‘ladi.

6°. Agar f(x) — qavariq va o‘suvchi funksiya bo‘lib, x=¢(?) esa
qavariq funksiya bo‘lsa, u holda murakkab f(@(#) funksiya qavarig
bo‘ladi.

7°. Agar f(x) — gavariq va kamayuvchi funksiya bo‘lib, x=¢(#)
esa botiq funksiya bo‘lsa, u holda murakkab f(p(#)) funksiya gavariq
bo'ladi.

8°. Agar y=f(x) va y=g(x) o‘'zaro teskari (mos oraliglarda)
funksiyalar bo‘lsa, u holda:

a) agar f(x) — botiq va o‘suvchi funksiya bo'lsa, g{x) funksiya
qavariq va o‘suvchi bo‘ladi;

b) agar f(x) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo‘lsa, g(x)
funksiya botiq va kamayuvchi bo‘ladi;

d) agar f(x) — qavariq va kamayuvchi funksiya bo‘lsa, g (x)
funksiya qavariq va kamayuvchi bo‘ladi.

9°. |a;b] oraligda botiq bo‘lgan f(x) (o‘zgarmas sondan farqli)
funksiya shu oraligning ichida o‘zining eng katta giymatini gabutl
qilmaydi.

10°. Agar f(x) va g(x) funksiyalar musbat va qavariq bo‘lsa, u

_ olx
holda ¥y = g(x

biri o‘suvchi, ikkinchisi esa kamayuvchi bo‘lishi yetarli.

; funksiya gavariq bo‘lishi uchun bu funksiyalarning
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Sf(x)

11% Agar V= o(x)

va o‘suvchi bo‘lsa, u holda @(x) funksiya musbat, botiq va o‘suvchi
bo‘ladi.

funksiya gavariq bo'lib, f(x) manfly, gavariq

f(x)
0 =
12°. Agar VY o(x)

gavariq va manfiy bo‘lsa, u holda qaralayotgan funksiyaning biri
o‘suvchi, ikkinchisi kamayuvchi bo‘ladi.

botig bo‘lib, f(x) va ¢(x)) funksiyalar

13°. Agar f(x) funksiya gavariq bo‘lsa, fzx) (f (x)=0) funksiya
botiq bo‘ladi.

14°. Agar f(x) funksiya musbat va qavariq bo‘lsa, u holda
y = 4f(x) funksiya gavariq bo'ladi (n — natural son).

159, Agar [f(x)}" funksiya gavariq bo‘lsa (n — natural son), u
holda f(x) funksiya musbat va botiq bo‘ladi.

16°. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar musbat, o'suvchi, botiq
bo‘lsa, u holda y=f(x)- @(x) funksiya musbat, o‘suvchi, botiq
bo‘ladi.

17°. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar musbat, kamayuvchi, botiqg
bo‘lsa, u holda y=f(x) - p(x) funksiya musbat, botiq bo‘ladi.

18°. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar manfiy, o‘suvchi, qavariq
bo‘lsa, u holda y=f(x) ' @(x) funksiya musbat, botiq bo‘ladi.

19%. Agar f(x) va ¢(x) funksiyalar manfiy, kamayuvchi,
gavariq bo‘lsa, u holda y=f(x) - ¢(x) funksiya musbat, botiq bo‘ladi.

20°. Agar f(x) funksiya musbat, kamayuvchi, qavariq bo‘lsa,
¢(x) funksiya esa musbat, o‘suvchi, qavariq bo‘lsa, u holda
y=f(x) - o(x) funksiya musbat, gavariq bo‘ladi.

219 Agar f(x) funksiya manfiy, o‘suvchi, botiq bo‘lsa, ¢(x)
funksiya esa manfiy, kamayuvchi, botiq bo‘lsa, u holda
y=f(x) - ¢(x) funksiya musbat, qavariq bo‘ladi.

22°. Agar f(x) musbat, o‘suvchi, gavariq bo‘lsa, ¢(x) funksiya
esa manfiy, o‘suvchi, botiq bo‘lsa, u holda y=f(x) - ¢(x) funksiya
manfiy, botiq bo‘ladi.

23° Agar f(x) funksiya musbat, kamayuvchi, gavariq bo‘lsa,
¢(x) funksiya esa manfiy, kamayuvchi, botiq bo‘lsa, u holda
y=f(x) - o(x) funksiya manfiy, botiq bo‘ladi.
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24°, Agar f(x) musbat, o‘suvchi, botiq bo‘lsa, ¢(x) funksiya esa
manfiy, o‘suvchi, gavarig bo‘lsa, u holda y=f(x) - ¢(x) funksiya
manfiy, gavariq bo‘ladi.

25°. Agar f(x) musbat, kamayuvchi, botig bo‘lsa, ¢(x)
funksiya esa manfiy, o‘suvchi, gavariq bo‘lsa, u holda y=£(x) - ¢(x)
funksiya manfiy, qavariq bo‘ladi.

Jf(x) funksiya £ — qavariq to‘plamda berilgan bo‘lib, x,€ E'bo‘lsin.

6- ta‘rif. Agar f(x) funksiya Us'(x,) atrofda qavariq (botiq)
bo‘lib, Us'(x,) atrofda esa botiq (qavariq) bo‘lsa, x, nuqta
funksiyaning (funksiya grafigining) egilish nugtasi deb ataladi.

Masalan, 1) y=x* funksiya grafigi uchun x=0 nuqgta egilish
nuqtasi bo‘ladi; 2) y=sin x funksiyaning grafigi uchun x=nn, ne Z
nuqtalar egilish nuqtalari bo‘ladi (7.20- ¢, b- chizmalar).

V4

v

—2n - 0 = ® \rr¥

b)
7.20- chizma.

6. Funksiya grafigining simmetriya o‘glari. Agar shunday
o‘zgarmas X, son mavjud bo'lsaki, istalgan xe X uchun x;—xe X,
x,txe X bo‘lganda

S (o—x)=f(xy+x) *)

tenglik bajarilsa, x=x; to‘g‘ri chiziq y=f(x) funksiya uchun vertika/
simmetriya o‘gi deyiladi. Xususiy hollarda x,=0 bo‘lganda juft
funksiya uchun Oy o‘qi simmetriya o‘qi bo‘ladi.

1- misol. y=ax*+bx+c (a#0) funksiya grafigining qanday vertikal
o‘gga nisbatan simmetrikligini aniglang.

Yechilishi. Simmetriklik (*) shartiga ko‘ra tekshiramiz:

a(xy—x)*+ b(xy—x)+c=a (xy+x)*+b (x,+x)+c,
—2a x x,—bx=2a x; x+bx.
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b

7.21- chizma.

Bu tenglikni x, ga nisbatan yechamiz:

Xy =— 2ba , ya‘ni x =— 2”0 — simmetriya o‘qi (7.21- chizma).

Agar istalgan xe D(f) uchun y; = ;[ flxg —x)+ f (x5 + )
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, (x;;)) nuqta f(x) funksiya grafigi uchun
simmetriya markazi bo‘ladi.

Xususiy holda O(0;0) nuqta toq funksiyaning simmetriya
markazidir.

2- misol. y=ax+b funksiya grafigining simmetriya markazini
toping.

Yechilishi. Simmetriya markazini topish shartini yozamiz:

2y,=a(xy—x)+b+a(x,tx)+b,
2y,=2ax,+2b.

Bu yerdan y,=ax,t+b bo‘ladi, bunda x, — ixtiyoriy nugta.
Demak, y=ax+b funksiya grafigining simmetriya markazi M (x; ax, +b)
nuqgtada ekan.

Quyidagi tasdiglar o‘rinli:

1. Agar y=f(x) (—oo<x<+4<c) funksiyaning grafigi x=a va x=b
(b>a) parallel vertikal o‘qlarga nisbatan simmetrik bo‘lsa, f(x)
funksiya davriy funksiya bo‘lib, uning davri 256—2 a ga teng.

2. Agar y=f(x) (—o<x<+eo) funksiyaning grafigi A(a;y,) va
B (b; y,) (b>a) nuqtalarga nisbatan simmetrik bo‘lsa, y=f(x)
funksiyani ikkita chizigli funksiya va biror davriy funksiya (7=2b—2a)
ning yig‘indisi shaklida tasvirlash mumkin. Xususiy holda, y,=y
bo'lsa, y=f(x) — davriy funksiya bo‘ladi.
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3. Agar y=f(x) (—o<x<+o0) funksiyaning grafigi A(ay,) nuqta
va x=b (b#a) to'g'ri chiziqga nisbatan simmetrik bo‘lsa, f(x) davriy
funksiya bo‘lib, uning davri 4b—4a ga teng bo‘ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar

Funksiya grafigining koordinata o‘qglari bilan kesishish nuqtalari
koordinatalarini toping:

1. f(x)=2,5x—5. 2. f(x)=5x+1.

3. f(x) =x2—4x+S5. 4, f(x) =3—*—1.

5. f(x) =cosx. 6. f(x)=(x—2)(x+5).
7. f(x)=log,(2—x). 8. f(x) =2

Funksiya aniglanish sohasining chegarasi yaginida uning limitini
toping:

9. flx)= ii’;

x?+2, 0<x<1 bo’lganda,

10. f(x)=
2x* +1, 1 < x €2 bo’lganda.
1, f(x)= "xx". 12. f()=x'—3x, xe[1:2].
13. f(x)=sign x. 14, f(x)=x—2.
X 2
15. /0= = . 16. f(x) =" _>%C.

Funksiyalarning ekstremum nugqtalari va ekstremum giymat-
larini toping:

17. f(x)=x*—4. 18. f(x)=4x—3.
19. f(x)=3—1. 20. f(x)=x2—5x+6.
21. f(x)=cos x, xe[0;2x]. 22. f(x)=5.

23. f(x)=x*—4x. 24. f(x)=x’—3x2

25. Berilgan konusga eng katta yon sirtli ichki silindr chizing.
26. Berilgan konusga eng katta hajmli ichki silindr chizing.
27. Berilgan sharga eng katta yon sirtli ichki konus chizing.
28. Tomoni 40 sm bo‘lgan kvadrat shaklidagi tunukadan
imkoniyati boricha katta hajmli usti ochiq quti yasang.
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Funksiyalarning nollarini toping:

29, f(x)=x—3 . 30. f(x)=e>—1. 31 f(x)=2"+1.
32, f(x)=x*+4. 33. f(x)=x*-9. 34. f(x)=cos x.
35. f(0)=In(x—2). 36. f(x)=+x—4.

2 _
37. f(0)=1. 8. fl="""
39. f(x)= "2.:’;*6. 40. (x)=2—4.

Funksiya grafigining berilgan kesmada (oraligda) gavariq yoki
botigligini aniglang:

41. f()=¥, xeR. 42. F(X)=6, xe (—oo +e0).
43. f(x)=cos x, xe [-;;’2‘]. 44. f(x)=lg x, xe (0:+o0).
45. f(x)=x*, xe R. 46. f(x)=x |x|, xe[—4; 4].

Ox o‘qida shunday nuqgtani topingki, undan parabolaning
simmetriya o*qi o‘tsin:

47. y=x*+3. 48. y=(x+2)2 49, y=—3(x+2)+2.
50. y=(x—2)*+2. S51. y=x'tx+1. 52. y=2x—3 +35.

Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. (20), (0;=5). 2. (0:1). (=0,2;0). 3. (0;5). 4. (0; 0).
5. (;+nn;0), neZ 6. (20). (50), (0:—10).

7. (1; 0), (0; log,2). 8. (0;2).

9. fa)=1, f(—=3—0)=t+oo, f(—3+0)=rtee

10. F(1+0)=F(1—0)=f(1)=3.  11.£(0—0)= (0+0)=1.

12. f(1)==—2, f(2)=-2. 13. f(0—-0)=—1, f(0+0)=1.
14. f(2+0)=f(2)=0. 15. f2+0)=f(2)=1.

16. f(3—0)=f(3+0)=1. 17. x=0, f,(0)=—4.

18. Yo‘q. 19. Yo‘q. 20. x=2,5, f mn(2,5)=—1/4.
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21. x=0, =%, =27, [o(O=f(CZR)=1, f,(M)=—1.
22. Yo'q. 23. x=2, f..(2)=—4.
24 x=0. =2, [l D=0, fond=—4. 25. 7. 26.

wi i

R
21. 5 28. 230 (sm). 29.x=0,x=3. 30.x=0. 31.Yo'q.
32.Yo'q. 33.x=13. 34. x = ’2°+1m, ne Z. 35, x=3.

36.x=4. 37.Yo'q. 38.x=12. 39.x=2. 40.x=2.
41. (—=;0) da botiq, (0;+e-) da qavariq. 42. (—ee;+e) da qavariq.

43. [—’2”2‘] da botiq. 44. (0;+) da botiq. 45. (—o<;+00) da qavarig.

46. [—4; 0) da botiq, (0; 4] da qavariq. 47. x=0.
48. x=—2. 49.x=—-2. 50.x=2 S5l.x=—1/2. 52.x=3/4.

8-§. ELEMENTAR FUNKSIYALAR VA ULARNING
GRAFIKLARI

Matematikaning ko‘p masalalarida qo‘ilaniladigan quyidagi
funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi:
1. y=b — o‘zgarmas funksiya (b=const), be R'.
2. y=x= darajali funksiya, o — hagiqiy son.
3. y=a" ko'rsatkichli funksiya, bunda @ > 0, a =I.
4. y=log , x logarifmik funksiya, bunda a > 0, a #1.

=qt = = = - 1 -
5. y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx, V= osx = SECX

Y=g r'l | = cosecx — trigonometrik funksiyalar.

6. y=arcsin x, y=arccosx, y=arctg x, y=arcctgx — teskari
trigonometrik funksiyalar.

Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida qo‘shish,
ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish, natural darajaga ko‘tarish, ildiz
chigarish amallarini bajarish va murakkab funksiya hosil qilish
natijasida yuzaga keladigan (analitik usulda berilgan) funksiyalar
ham elementar funksiyalar deyiladi. Masalan,

x+tg-]

y=3 x  y= :{csin xt,  y=logy(x* —4x+3)
funksiyalar elementar tunksiyalardir.
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Elementar bo‘lmagan funksiyalarga misollar:
1. y=sinx+3* +arctg2x®+... .

2. y=x+2x2+4x3+... .

3. Dirixle funksiyasi:

0, x irratsional son bo'lganda,
D(x) = ‘
1, x ratsional son bo’lganda.

Bu 1—2- misollarda amallar chekli marta bajarilmagan, 3-
misolda elementar funksiyalar gatnashayotgani yo‘q.

Elementar funksiyalar quyidagi asosiy sinflarga bo‘linadi:

1) butun-ratsional funksiya (ko‘phad). Bunday funksiyaning
umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

f(X)=ax" +ax"' +..+a, x+a,,

bunda q,, a,..., a, — haqiqgiy sonlar, a0 (ko‘phadning koeffit-
siyentlari), n - manfiy bo‘lmagan butun son (ko‘phadning darajasi).
ay, a,..., a,sonlar va x ustida chekli sondagi qo‘shish, ko‘paytirish
va darajaga ko‘paytirish amallari bajarilgan. Butun-ratsional
funksiyaning aniqlanish sohasi R' dan iborat. Xususiy holda,
y=ax+b — chizigli funksiya va y=ax*+bx+c¢ — kvadrat uchhad
butun-ratsional funksiyalardir.

2) Qasr-ratsional funksiya. Ikkita gisqarmas butun-ratsional
funksiyaning (ko‘phadning) nisbatidan tuzilgan

a—|

_ Px) _ apx"rax" 4. 4a,
S = On(x)  byx™+bx" " 4.4,

funksiya kasr - ratsional funksiya deb ataladi. Kasr-ratsional
funksiya

X=R\{x:xe R\ 0,(x)=byx" +bx™" +...+ b, # 0]

to‘plamda, ya‘ni maxrajni nolga aylantiruvchi nuqtalardan fargli
bo‘lgan barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plamda aniqlangan.
Xususiy holda,

X4y X
2 x‘f—l

x“+3x

lar kasr-ratsional funksiyalar bo‘ladi.
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Butun - ratsional va kasr - ratsional funksiyalar birgalikda ratsional
Sunksiyalar sinfini tashkil giladi.

3) irratsional funksiya. Harfiy o‘zgaruvchilarni o‘z ichiga olgan
ifodalarda ildiz chigarish amali qatnashgan algebraik ifodalar berilgan
o‘zgaruvchilarga nisbatan irrarsional ifodalar deyiladi.

Tarkibida irratsional ifodalar gatnashgan algebraik ifodalarning
moslik gonunini ratsional ifodalar yordamida ko‘rsatish mumkin
bo‘lmasa, bunday ifodalar irratsional funksiyalar deyiladi. Masalan,

3 / 3
} 4x§/l++ 6?;: Yoyt y=x

funksiyalar irratsional funksiyalardir.

4) algebraik funksiya. Ratsional va irratsional funksiyalar sinflari
birgalikda algebraik funksiyalar sinfini tashkil qiladi. Ushbu
tenglamani qanoatlantiradigan har qganday funksiya algebraik
Sunksiva deyiladi;

Ay ()Y + A"+ L+ A ()Y + A,(x) =0,
bunda A;(x), A (x),...,A,(x) berilgan butun-ratsional funksiyalar,
A (x)#0 va n — butun musbat son.

Misollar. 1. y=3x*+1 — algebraik funksiyadir, chunki u

y3*—x?—1=0 tenglamani qanoatlantiradi.
2. xy—2(x?—1)y—4x=0 tenglama bilan aniglangan funksiya
ikkita algebraik funksiyadan iborat bo'ladi, ya‘ni

B xz--l+,/(x2—1)2+4x2 >

X
xz—lﬂf(xz—l)2+4x2 2
- x X

3. x %y S+xy—x*+4=0 tenglama bilan aniglangan funksiya ham
algebraik funksiya boladi, lekin bu funksiyani oshkor ko‘rinishda
yozish mumkin emas, chunki uni radikalga nisbatan yechib
bo‘lmaydi. Bu holda biz oshkormas algebraik funksiyaga ega bo‘lamiz.

5) transsendent funksiyalar. Barcha algebraik bo’lmagan
funksiyalar transsendent funksiyalar deb ataladi (ko‘rsatkichli,
logarifmik, trigonometrik funksiyalar va teskari trigonometrik
funksiyalar transsendent funksiyalardir), masalan: y=sin3x,
y=2¥*3_ y=arctg5x funksiyalar transsendent funksiyalardir.
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Shunday qilib, barcha elementar funksiyalar algebraik va
transsendent funksiyalar sinflariga bo‘linadi.

Endi asosiy elementlar funksiyalarning har biri hagida batafsil
to‘xtalib o‘tamiz.

1. O‘zgarmas funksiya. y=b (bu yerda b — biror haqigiy son)
formula bilan berilgan funksiya o zgarmas funksiya deyiladi.

y=b o‘zgarmas funksiyaning grafigi abssissalar o‘qiga parallel
va ordinatalar o‘qidagi (0;b) nuqta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigdan
iboratdir. 8.1- chizmada bir necha o‘zgarmas funksiyalarning
grafiklari tasvirlangan. Xususiy holda, y=0 funksiyaning grafigi
abssissalar o‘qidan iboratdir.

x =a (bu yerda a — biror haqiqgiy son) formula bilan berilgan
funksiya ham o ‘zgarmas funksiya deyiladi.

x=a o‘'zgarmas funksiyaning grafigi ordinatalar o‘giga parallel
va abssissalar o‘qidagi (2;0) nugta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigdan
iboratdir (8.2- chizma). Xususiy holda, x=0 funksiyaning grafigi
ordinatalar o‘qidan iboratdir.

Ay Ay
y=b (5>0) 2} v=2
1~
y=0 X X
> >
y=b(6<0) -1
-2 y=3
-3
8.1- chizma.
ﬁy Ay
2-
x=a(a<0) x=a(a>0)
x=0 1
> >
— I Pl 1
0 2 -1 0 123 |4
x=2 x=4
8.2~ chizma.
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2. Darajali funksiya. y=x* ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiva
deyiladi, bunda o — ixtiyoriy haqiqiy son.

Bu funksiya uchun o ning ganday giymatlar gabul qilishiga
garab, quyidagi holar bo‘lishi mumkin:

a) o=n (n22 — butun musbat son). Bu holda funksiyaning
grafigi (1;1) nugtadan o‘tadi va koordinatalar boshida abssissalar
o‘qiga urinadi.

Agar n(n=2n% me N) juft bo‘lsa, u holda funksiya x=0 nugtada
minimumga ega bo‘ladi va uning grafigi ordinatalar o‘qiga simmetrik
joylashadi (8.3-, 8:4- chizmalar).

Agar n(n=2m+1, me N) toq bo'lsa, funksiyaning grafigi x=0
nuqtada buriladi va uning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik joylashadi (8.5-, 8.6~ chizmalar).

b) a=—n (ne N). Bu holda funksiya ekstremumga ega bo‘lmaydi,
uning grafigi (1; 1) nugtadan o‘tadi.

V4

 2a]

8.3- chizma. y = x*", me N. 8.4- chizma. (1) y=x3, (2) y=x.

24y

b -2
8.5- chizma. y=x"*', me N. 8.6- chizma. (1) y=x (2) y=x.
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"~

(2)

-1 2% -1 D 1 H

- -1

-2 -2
) 1 1 1
8.7- chizma. ¥ = 2 .me N. 8.8- chizma. (1) ¥ = 4.y = i
X

Agar n(n=—2m, me N) juft bo‘lsa, funksiyaning grafigi
ordinatalar o°giga nisbatan simmetrik bo'ladi (8.7-, 8.8- chizmalar).

Agar n(n=2m+1, me N) toq bo‘lsa, funksiyaning grafigi
koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashadi (8.9-, 8.10-
chizmalar).

do=r(r= ‘;, P.g — natural va o*zaro tub sonlar). Bu holda

hamma funksiyalar koordinata boshida nolga aylanadi va ularning
grafiklari (1; 1) nuqtadan o‘tadi.

y= {/;; funksiyaning grafigi p va ¢ larga bog‘liq bo‘ladi. Bu
funksiya uchun quyidagi hollarni garaymiz:

1°-hol. p—juft (p=2n, ne N),g—toq (g=2n+1. ne N)
bo'lsin. U holda » = ¥x? funksiya (~oe;4<) oraliqda aniglangan bo’ladi.

4y Ay

. 4

. . _ 1 1
8.9- chizma. y = , . .me N 8.10- chizma. (Hy= i 2y = KX

X
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Bu funksiya juft bo‘ladi: y = ‘(/(—x)’ =4x? , uning grafigi Oy o‘qiga
nisbatan simmetrik joylashadi, u [0;+e) da monoton o‘suvchi va
[0;+c<) oraligdagi ixtiyoriy x lar uchun y = ?/x—” 20 bo‘ladi.
Demak, y = ‘{/)7 funksiyaning grafigi abssissalar o‘qining
yugqorisida joylashib, O(0; 0) va (1; 1) nuqtalardan o‘tadi.

y={x* funksiyaning grafigi 0< ‘:<1 bo‘lganda |0;4<)

oraligda botig, © > | bo‘lganda esa gavarig bo‘ladi. 0 < © <1 shartda
g q

funksiyaning grafigi (0;1) oraligda y=x bissektrisadan yuqorida
Jjoylashadi, (1;4+e) oraliqgda esa bissektrisadan pastda joylashadi
(8.11-, 8.12- chizmalar).

*y 1))
1
2)
) > 2 1 o i -2
-1
2
8.11- chizma. 8.12- chizma.
= Ut p= = ? :
y %t_,P 2m, g=2m+1, me N,0<q<l‘ (l)y=%/x_2. 2) y=€/?'
Yy (2)
47 1
1 (1)
x
2 -1 0 -1 2T
-1
-2
8.13- chizma. 8.14- chizma.
y=‘\’/x_l’.p-2m, g=2m+l, me N (l)y=\yx_4. (2)}"‘%}8-
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Agar Z >1 bo‘lsa (0;1) oraligda funksiyaning grafigi y=x

bissektrisadan pastda; (1;+e<) oraligda esa yuqorida joylashgan bo‘ladi
(8.13-, 8.14 - chizmalar).
2- hol. p va ¢ — toq bo‘lsin (p=2m+1, ¢=2n+1, m,ne N). U

holda y =€/x—’ funksiyaning aniqlanish sohasi (—eo,+o0) dan

iborat va toq funksiya bo‘ladi. Hagigatan ham, y = ‘{f(——x ),, = —(I/x_’ .

Bu holda funksiya simmetrik joylashgan bo‘lib, (0;0) va (1;1)
nuqtalardan o‘tadi. Bu funksiya(—e,+~) da monoton o‘sadi.

0< Z <1 bo‘lganda funksiyaning grafigi (0;+e) oraligda botiq,

z >1 bo‘lganda esa funksiya grafigi gavariq bo‘ladi (8.15-, 8.16 -
chizmalar).

-1,5

-2

8.15- chizma. (1) y = ¥, 9y =33, 8.16- chizma. () y = $5. 2y = ¥¥'.

3- hol. p — toq, g — juft bo'lsin. y = W funksiya [0;+e0)
oraligda aniglangan, monoton o‘sadi, [0;+e) oraliqdagi barcha x
4
larda y = x9 > 0 bo‘ladi. Shuning uchun uning grafigi abssissalar
o‘qining yugqorisida joylashadi. Funksiyaning grafigi (0;0) va (1;1)
nuqtalardan o‘tadi. 0 < g < 1 bo‘lganda funksiyaning grafigi {0;+)
oraligda botiq (8.17 - chizma),

‘: >1 bo‘iganda esa funksiya grafigi gavariq bo‘ladi (8.18-
chizma).
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-1

-2

|
1
1
i
i

X
ol —» e
SR 2 M g
-1:
-2:;
Kt
8.19- chizma. 8.20- chizma.
P 2 _2
y=x 9, p— juft, g—toq. My=x 3, Qy=x 5.
— =7 .
2y o=r=— g {p va ¢ — o‘zaro tub va natural sonlar) bo‘lsin.

_P
Bu holda y = x ¢ darajalt y = : = ! funksiyani ko‘rinishda

o
yozish mumkin. 1kki holni tahlil gilamiz.
1-hol. p — juft, ¢ — toq bo‘lsin. Bu holda funksiya (~ee;0)(0;+0e)
oraliglarda aniglangan va juft funksiya bo‘ladi. Shuning uchun uning
grafigi ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘ladi.
P
y =x ¢ funksiya (0;+e) oraligda kamayuvchi, (—-;0) oraliqda esa
o‘suvchi, (~o0;0) va (0;+e) oraliglardagi barcha x lar uchun
4

y= x 7 > 0 bo‘ladi. Shu sababli uning grafigi abssissalar o‘qining

yugorisida joylashadi va (1; 1), (—1;1) nugqtalardan o‘tadi. x=0 va
y=0 to‘g‘ri chiziglar funksiya grafigining mos ravishda vertikal va
gorizontal asimptotalari bo‘ladi (8.19-, 8.20 - chizmalar).
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2-hol. p va ¢ — tog bo‘lsin.Funksiya (—;0)u(0;+e0) sohada
aniglangan. Bu sohada funksiya togq bo‘ladi. Shuning uchun uning
grafigi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashadi. Funksiya
bu sohada kamayuvchi. x=0 va y=0 to‘g‘ri chiziglar, mos ravishda,
funksiyaning grafiklari uchun gorizontal va vertikal asimptotalar
bo‘ladi (8.21- chizma).

Ay

1 ()

t’
<

(2) (2)

] g I > -4 -3 a2 -

oo e oW

.2

3 _? 3 3

8.21- chizma.(l) y = x . @)y =x 3. 8.22- chizma.(yy = x 4. (2)y = x 2.

4

3-hol. p —toq, g — juft bo'lsin. y = x ¢ funksiya (0;+e) oraliqda
aniglangan va shu oraligda kamayuvchi bo‘ladi. x=0 va y=0 to‘g‘ri
chiziglar funksiyaning grafigi uchun mos ravishda gorizontal va
vertikal asimptotalar bo‘ladi (8.22- chizma).

3. Ko‘rsatkichli funksiya.

Ta‘rif. Ko ‘rsatkichli yoki eksponensial (lotincha ,.eksponent® -
-ko‘rsatkich®) funksiya deb, y = @ ko‘rinishdagi funksiyaga aytiladi,
bunda a>0, a=l, x — erkli o‘zgaruvchi.

Ko‘rsatkichli funksiya fan va texnikada muhim ahamiyatga ega.
Tabiatdagi ko‘p hodisalarni y=a* ko‘rsatkichli funksiya yordamida
ifoda etish mumkin.

Misollar.

1. Xalg turmush darajasining muhim ko‘rsatkichlarini aholining
daromadlari, real daromad fondlari belgilaydi. Ma‘lum ma‘noda,
bu xarakteristikalarni ko‘rsatkichli funksiya yordamida ifodalash
mumkin. Yilning oxirida aholi jon boshiga to‘g'ri keladigan real
daromad

D=D; (l+q)'

formula yordamida ifoda etiladi, bunda D — hisobot yilida aholi jon
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boshiga to‘g'ri keladigan real daromad, 7 — vaqt, D,— har bir kishiga
tyilda to‘gri keladigan real daromad, ¢ — aholi jon boshiga to‘g‘ri
keladigan yillik reja daromadining ko‘payishi.

2. Tirik jonzotning ko‘payish populatsiyaiari dinamikasi jarayoni
g (1 =gye” ko‘rsatkichli funksiya yordamida ifodalanadi. (g, —
boshlang‘ich kattalik, ¢ — doimiy son).

3. Ehtimollik nazariyasida f(x)= |

2n

muhim ahamiyatga ega.

Ko‘rsatkichli funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Ko‘rsatkichli funksiyaning aniglanish sohasi barcha hagiqiy
sonlar to‘plamidan iborat: D (a*)=R..

2°. Ko'msatkichli funksiyaning o‘zgarish sohasi: E(f)=(0;+c)=R'+
dan iborat.

3% a>1 bo‘lganda @ funksiya aniglanish sohasida o‘suvchi,
0<a<1 bo‘lganda esa kamayuvchidir.

4°. a>1 bo‘lsin. U holda x >0 bo'lganda a*>1, x<0 bo‘lganda
<1 bo‘ladi.

5% 0< a <1 bo‘lsin. U holda x >0 bo‘lganda a*<1, x<0 bo‘lganda
a>1 bo'ladi.

6° a >1 bo‘Isin. U holda x—+e da @*—+o, x—— o da esa a*—0
bo‘ladi.

7°. 0 < a <1 bo‘lsin. U holda x—+ da 8*—-0, x——eo da esa g*——o0
bo‘ladi.

8%. y=0 to‘g‘ri chiziq y=a* funksiya grafigining gorizontal
asimptotasi bo‘ladi.

9°. Ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi aniglanish sohasida qavariq
bo‘ladi. 8.23, 8.24-chizmalarda y=a*, y=a* (a>0, azl)
funksiyalarning grafiklari keltirilgan.

e‘“"rZ ko‘rsatkichli funksiya

Pl Ag 24
: 2
1 )
27 \2 M 4y \2 ¢
X X
4 -3 -2 . [ -2 -3 -4 4321‘1’12'33
-1 -
2 -2
-3 3
-4
8.23- chizma. y=a, (1) a>1; 8.24- chizma. y=a—, (1) a>1;
(2 0<a<l. (2) 0<ag¥<,
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4. Logarifmik funksiya.

1 - ta‘rif. y=a* ko‘rsatkichli funksiyaga teskari bo‘lgan funksiya a
asosli logarifmik funksiya deyiladi va y =log x kabi belgilanadi (a>0, a#1).

Ma'lumki, y =log, x < a” = x bo'lib, bunda g#*=x.

Nol va manfiy sonlarning logarifmlari mavjud emas.

Logarifmik funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Uning aniqlanish sohasi barcha musbat sonlar to‘plamidan
iborat: D(log,) x = R! = (0; +o°).

2°. Uning giymatlar sohasi barcha hagiqiy sonlar to‘plamidan
iborat: E(log,)=R'.

3%, Funksiya a>1 bo‘lganda, o‘suvchi, 0 < a < 1 bo‘lganda esa
kamayuvchidir.

4%, a>1 bo'lsin. U holda x >1 bo‘lganda log, x>0 tengsizlik, 0<x<1
bo‘lganda esa log, x<0 tengsizlik o‘rinlidir (ya‘ni x>! bo‘lsa,
funksiyaning grafigi Ox o‘qidan yuqorida, 0 <x <1 bo'lsa,
aksincha, Ox o‘qidan pastda joylashadi).

5%, 0 < a < 1 bo‘lsin. U holda x> 1 bo*lganda, log,x<0 tengsizlik,
0 <x<1 bo‘lganda esa log, x>0 tengsizilik o‘rinlidir (ya‘ni x>1
bo‘lsa, funksiyaning grafigi Ox o‘gidan yuqorida joylashadi).

6° Agar a>1 bo‘lsa, lim log, x = 4o, lim log, x = —co

Lo L x x—0+0
munosabatlar o‘rinli bo'ladi.

7°. Agar 0 <a<1bo'lsa, lim log, x =~e, lim log, x =+e

X—yto0 x-040
munosabatlar o‘rinli bo'ladi.

8% Agar 4>l bo'lsa, funksiyaning grafigi botiq, 0 <x<1
bo‘lganda esa gavariq bo‘ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi (1; 0) nuqtadan o‘tib, ordinatalar
o°qiga asimptotik ravishda yaqinlashadi. x=0 to*g'ri chiziq (Oy 0°qi)
funksiya grafigiga vertikal asimptota bo‘ladi (8.25- chizma).

3 )]

43

8.25- chizma. 8.26- chizma. (1) y=Inx,
y=log.x, (1) a>1, (2) 0<a<l. (2) y=log, x, (3) y=lgx.
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y=log,x logarifmik finksiya y=¢* ko‘rsatkichli funksiyaga teskari
bo‘lganligidan uning grafigi ko‘rsatkichli funksiyaning grafigiga (ular
bir xil asosli bo‘lganda) birinchi va uchinchi chorak bissektrisasiga
nisbatan simmetrik bo‘ladi.

2- ta‘rif. Asosi 10 bo‘lgan logarifm o ‘ali logarifm deyiladi va u
»1g“ belgisi orqali yoziladi, ya‘ni y=log,, x=lgx (8.26- chizma).

3- ta‘rif. Asosi ,e=2,71* bo‘lgan logarifm natural logarifm
deyiladi va u ,.In* belgisi orqali yoziladi, ya‘ni y=log.x=In x (8.26-
chizma).

5. Trigonometrik funksiyalar

1. Sinus, kosinus, tangens va kotangenslarning ta‘riflari.

I- ta‘rif. To‘g'ri burchakli uchburchakda o'tkir burchak qarshisida
yotgan katetning gipotenuzaga nisbati shu o‘tkir burchakning sinusi

deyiladi va u sino = iz kabi belgilanadi (8.27 - chizma).

Ixtiyoriy burchakning sinusi quyidagicha aniglanadi: markazi
koordinatalar boshida bo*lgan ixtiyoriy radiusli aylana olamiz, bunda
0OA — boshlang‘ich radius, O nugta koordinatalar boshi, 4 nugta
esa aylananing Ox o‘qining musbat yo‘nalishida yotgan nuqtasi
(8.28- chizma). Agar boshlang'ich radius OA ni O nuqta atrofida
soat strelkasiga teskari yo'nalishda aylantirsak, u holda musbat
burchakka, soat strelkasi bo‘yicha aylantirsak esa, manfiy burchakka
ega bo‘lamiz (8.29- chizm).

Bu aylantirish natijasida 4 nugta koordinatalari x, y bo‘lgan B
nugta holatiga keladi. o burchakning sinusi deb, B nuqta ordinatasining

aylana radiusiga nisbatiga aytiladi vau sino = (ij kabi belgilanadi.
2- ta‘rif. To'g'ri burchakli uchburchakda o‘tkir burchakka yo-
pishgan Kkatetning gipotenuzaga nisbati, shu o‘tkir burchakning
kosinusi deyiladi va a = j’; u kabi belgilanadi (8.27- chizma).
o burchakning kosinusi deb, B nuqta abssissasining aylana radiusiga

nisbatiga aytiladi va u sino = OXB kabi belgilanadi (8.28 - chizma).
3- ta‘rif. To‘g'ri burchakli uchburchakda o‘tkir burchak qarshisida
yotgan katetning burchakka yopishgan katetga nisbati shu o‘tkir

burchakning tangensi deyiladi va v tga = ﬁg kabi belgilanadi
(8.27-chizma).
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yﬂ

o 0 "
C A k/ x

8.27- chizma. 8.28- chizma.

Ixtiyoriy o burchak tangensi deb, Ay
B nugta ordinatasining uning
abssissasiga nisbatiga aytiladi va u

tgoc=i kabi belgilanadi (8.28-

chizma).

4-ta‘rif. To‘g‘ri burchakli
uchburchakda o‘tkir burchakka
yopishgan katetning burchak
qarshisidagi katetga nisbati shu
o‘tkir burchakning kotangensi

- A : :
deyiladi va u ctga = Bg kabi 8.29- chizma.

belgilanadi (8.27- chizma).
Ixtiyoriy o burchak kotangensi deb, B nuqta abssissasining uning

ordinatasiga nisbatiga aytiladi va u ctga = * kabi belgilanadi (8.28-
chizma). ¢

2) y = sin x funksiya. Sinus funksiya quyidagi xossalarga ega.

19, Uning aniglanish sohasi sonlar o‘qi, giymatlari sohasi esa
[—1;1] kesmadan iborat: D (sin)=R, E(sin)=[—1;1].

20, Sinus toq funksiya: barcha xe R lar uchun

y (—x) = sin(—x) = —sin x = —y(x).

3°, Sinus davriy funksiya: barcha xe R lar uchun sin(x+2mn)=sin x
(2n— sinusning eng kichik musbat davri).

4%, x=nn nuqtalar, bunda ne Z, sinusning nollari: sin x=0

50, (2nn; n+2rn) da sinusning giymati musbat, (n+2nn;
2rn+27n) da esa sinusning qiymatlari manfly, bunda ne Z.
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6°. [—; +2nn, -;c’r 7-7"1] kesmada funksiya —1 dan 1 gacha

o‘sadi, bunda ne Z
3
70 [—"; + 2nn; ; + 21"?] kesmada funksiya I dan —1 gacha
kamayadi, bunda »ne Z

8. Sinus funksiya uchun ;+21tn nuqgtalar maksimum

nugqtalari, bunda ne Z, 3; + 2nn nuqtalar esa minimum nugtalari
bo‘ladi, bunda ne Z
9°. Sinus funksiya x = 725 +2nn, ne Z nuqtalarda 1 ga teng eng

katta, x = 32” +2nn, ne Z nugtalarda esa —1 ga teng eng kichik

giymat qabul giladi.

10°. [0;m) da funksiya grafigi botig, [r;2x]| da esa qavariq bo‘ladi.
x=nn, ne Z nuqtalar egilish nugqtalari.

y=sin x egri chiziq sinusoida deyiladi (8.30- chizma).

y A

RN "2\ m
- -3 -n\ \wz / X

8.30- chizma. y=sin x.

3) y=cos x funksiya. Kosinus funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. y=cos x funksiyaning uning aniglanish sohasi sonlar o‘qi,
giymatlar sohasi esa |—1;1] kesmadan iborat: D(cos)=R!,
E(cos)=[—1;1).

2%, Kosinus juft funksiya: barcha x#R lar uchun

¥ (—x)= cos (—x)=cos x=y (x).
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3%, Kosinus davri 2x ga teng bo‘lgan davriy funksiya: barcha xe X
lar uchun cos(x+2n)=cos x (2n — Kosinusning eng kichik musbat
davri).

40 x, = ’2‘+2nn nugqtalar kosinusning nollari, bunda ne Z,
cos x,=0.

50, (— ; +2nm, ; + 21”7] intervallarda kosinusning qiymatlari

musbat bo‘ladi, g_% +2mn, % +2x ") intervallarda esa kosinusning
giymatlari manfiy bo‘ladi, bunda ne Z.

6°. [2nn; m+2nn)] kesmalarda funksiya 1 dan —1 gacha kamayadi,
bunda ne Z.

7°. [—r+2nn2nn] kesmalarda funksiya —1 dan 1 gacha o‘sadi,
bunda ne Z.

8°. Kosinus uchun x=2nn, ne Z nuqtalar maksimum nugqtalari,
x=n+2nn, ne Z nuqtalar esa minimum nugqtalaridan iborat.

9%, Kosinus funksiya x=2znn, ne Z nuqtalarda 1 ga teng eng
katta, x=n+2znn, ne Z nuqtalarda esa — 1 ga teng eng kichik
giymat gabul qiladi.

3 3
100, [0; -’;H%‘Zn] da funksiya grafigi botiq, [’2‘ 2"] da esa

funksiya grafigi gavariq bo‘ladi. x = ;(2n+ 1), ne Z nuqtalar
uning egilish nuqtalaridir.
y=cos x egri chiziq kosinusoida deyiladi (8.31- chizma).

Ay

N o~
I~ 7 ~_ _t

-1

X

8.31- chizma. y=cos x.

4) y=tg x funksiya. Tangens funksiyaning asosiy Xossalarini
keltiramiz.

n .. .
+7n, ne Z ko‘rinishdagi

1°, Tangensning aniqglanish sohasi 5
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sonlardan boshqa barcha haqiqiy sonlar to‘plamidan, qgiymatlari
sohasi esa son o‘gidan iborat bo‘ladi.

2%, Tangens toq funksiya: barcha xe D(tg) lar uchun tg (—x)=
=—tg x bo‘ladi.

3%, Tangens davriy funksiya, uning davri = ga teng: barcha
xe D(tg) lar uchun tg (x+n)=tg x (= — tangensning eng kichik
musbat davri).

4°, Tangensning nollari x,=nn, ne Z nuqtalardan iborat: tgx,=0.

5°. (ﬂ", ; + TN ), ne Z oraligdagi barcha x lar uchun tangens

musbat (tg x > 0); (— ;+ nn; 7"?) oraligdagi barcha x lar uchun
tangens manfiy (tgx < 0) giymat gabul qgiladi, bunda ne Z.

6°. Tangens ——; + ; +7n |, ne Z oraliglarda o‘sadi.
7°. y=tg x funksiyaning ekstremum qiymatlari mavjud emas.
T . . . . n. ,

8. (0, 2) oraligda funksiya grafigi qavariq, (— ) .OJ oraligda
esa botiq. x, = nm nuqtalar funksiya grafigining egilish nuqtalari
bo‘ladi, bunda ne Z.

|
9 x= (” + 2)& ne Z to‘g‘ri chiziglar funksiya grafigining

vertikal asimptotalari bo‘ladi.
y=tg x egri chiziq tangensoida deb ataladi (8.32- chizma).

&l
4

8.32- chizma. y=tg x.
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5) y=ctg x funksiya. Kotangens funksiyaning asosiy xossalarini
keltiramiz.

1°. Kotangensning aniglanish sohasi nn, ne Z nuqtalardan
tashqari barcha haqigiy sonlar to‘plami, giymatlar sohasi esa son
o‘gidan iborat bo‘ladi.

20, Kotangens toq funksiya: barcha xe D (ctg) lar uchun ctg(—x)=
=—ctg x bo’ladi.

3°, Kotangens funksiya davriy, uning davri n ga teng, barcha
xe D (ctg) lar uchun ctg(x+m)=ctgx (r — kotangensning eng
kichik musbat davridir).

40, x = ’2‘ +nn. ne Z nuqtalar kotangensning nollari bo‘ladi:
ctg x,=0.

50. (Wl, ;Hm} ne Z oraliglardagi barcha x lar uchun

T
kotangens musbat (ctgx > 0), (—2 + 7, 75") oraliglarda esa

kotangens (ctg x < 0) manfiy giymat qabul giladi.
6°. Kotangens (nn, ntnn), ne Z oraliglarda kamayadi.
7°. y=ctg x funksiyaning ekstremum giymatiari mavjud emas.

8°. (0; ;)oraliqda funksiya grafigi qavariq, ( g 27!) oraliqda esa

botiq. x = n+l %, ne Z nuqtalar funksiya grafigining egilish

2
nugtalari bo‘ladi.

9°. x=nn, ne Z to'g'ri chiziglar funksiya grafigining vertikal
asimptotalari bo‘ladi.

10°. Kotangens funksiya o‘z aniglanish sohasida chegaralan-
magan bo‘ladi.

8.33- chizmada y=ctg x funksiyaning grafigi tasvirlangan. y=ctg x
egri chiziq kofangensoida deyiladi.

6) y=sec x funksiya. y=sec x= colsx ko‘rinishdagi funksiya

sekans funksiya deyiladi.
Sekans funksiya quyidagi xossalarga ega.

. . . R T ..
1¢. Sekansning aniglanish sohasi x = , TN NE Z Xo‘rinish-

dagi sonlardan boshqa barcha haqigiy sonlar to‘plamidan, giymatlar
sohasi esa E(sec x)=(—oo;—1}U[1;4e0) dan iborat bo‘ladi.
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8.33- chizma. y=cig x.

2°. Sekans juft funksiya: barcha xe D(sec) lar uchun sec(—x)=sec x
bo‘ladi.

3% Sekans davriy funksiya, uning davri 2n ga teng: barcha
xe D(sec) lar uchun sec(x+2n)=sec x (2n — sekansning eng kichik
musbat davri).

4%, Sekans funksiya argumentning birorta ham giymatida nolga
aylanmaydi: secx # 0, Vx e D(sec).

59, (— ; + 27, ; +2mn J ne Z oraliglardagi barcha x lar uchun

3
sekans musbat: sec x > 0; (; +2mm; ; + 27‘”} ne Z oraliglardagi
barcha x lar uchun sekans manfiy: sec x < 0 giymatlar qabul qiladi.

6°. [21m;;t +2nn| va (72‘ + 2T+ 2nn], ne Z oraliglarda

sekans funksiya o‘suvchi.

7 | #+ 27m; 32“ +2nn| va 32“ +2nm 2 + 21:71], ne Z ora-
liglarda sekans funksiya kamayuvchidir.

8. x= ’2‘ +7nn, ne Z to‘g'ri chiziglar sekans funksiyaning
vertikal asimptotalari bo‘ladi.

8.34- chizmada y=sec x funksiyaning grafigi tasvirlangan.
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8.34- chizma. y=sec x.

7) y=cosec x funksiya. y = cosec x = Si:l . ko‘rinishdagi funk-

siya kosekans funksiya deyiladi.

Kosekans funksiya quyidagi xossalarga ega.

1°. Kosekansning aniqlanish sohasi x=nn. ne Z ko'rinishdagi
sonlardan boshqa barcha hagigiy sonlar to‘plamidan, qiymatlar
sohasi esa E (cosec)=(—eo;—1]U[l;+0) dan iborat bo‘ladi.

2°. Kosekans toq funksiya: barcha xe D(cosec) lar uchun
cosec(—x)=—cosec x bo‘ladi.

3% Kosekans davriy funksiya, uning davri 2x ga teng: barcha
xe D(cosec) lar uchun cosec(x+2n)=cosec x (2n — kosekansning
eng kichik musbat davri).

4°. Kosekans funksiya argumentning birorta ham qiymatida nolga
aylanmaydi: cosecx = 0, Vx e D(cosec).

5°. (2rn; m+2mn), ne Z oraliglardagi barcha x lar uchun
kosekans musbat: cosec x>0; (n+2nn; 2n+2nn), neZ
oraliglardagi barcha x lar uchun kosekans manfiy: cosec < 0
giymatlar gabul giladi.

2

6. | T4 2nnm + 2nn) va | m+2mn; ;’2” + 2nn] , ne Z oralig-
larda kosekans funksiya

“suvchidir.
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7°. Z:rm;’zt + 21m) va ‘[32" +2mm; 21 + 2nn], ne Z oraliglarda

kosekans funksiya kamayuvchidir.

80, x=nn, ne Zto‘g‘ri chiziglar kosekans funksiyaning vertikal
asimptotalari bo‘ladi.

8.35- chizmada y=cosec x funksiyaning grafigi tasvirlangan.
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8.35- chizma. y=cosec x.

6. Teskari trigonometrik funksiyalar. Barcha trigonometrik
funksiyalar (y=sin x, y=cosx, y=tgx, y=ctgx) davriy funksiyalar
bo‘lganliklari uchun ixtiyoriy trigonometrik funksiyaning bitta
giymatiga argumentning cheksiz ko'p giymatlari mos keladi. Bu
yerdan, o‘z navbatida, bu funksiyalarga teskari bo‘lgan funksiyalar
ham —ee<x<+4e da ko‘p qiymatli funksiyalar bo‘lishligi ko‘rinadi.

Trigonometrik funksiyalar (—ee;+e0) da monoton emas. X ning
hamma haqgiqiy giymatlarida tekshirilayotgan y=sinx, y=cosx,
y=1gx, y=ctgx funksiyalar uchun teskari funksiya mavjud
bo‘imaydi. Agar trigonometrik funksiyalarni monotonlik oraliglarida
tekshirilsa, u holda ularga teskari funksiya mavjud bo‘ladi.

Ko‘p qiymatli funksiyaning bir giymatli gismi shu
funksiyaning bosh gismi deyiladi.

Eng sodda teskari trigonometrik funksiyalar quyidagilardir:
y=arcsin X, y=arccos X, y=arctgx, y=arcctgx. Ushbu y=sin x va
y=arcsin x, y=CO0s X va y=arccos x, y=tg x va y=arctg x, y=ctg x va
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y=arcctg x funksiyalar o'zaro bir-biriga teskari funksiyalar deyiladi.
Teskari trigonometrik funksiyalarning grafigini chizishda teskari
funksiyalarning xossalaridan foydalaniladi.

Teskari trigonometrik funksiyalarning xossalari va grafiklari
hagida gisqacha ma’lumot keltiramiz.

1) Arksinus funksiya. y=Arcsin x funksiya xe [—1;1] da aniglangan,
ko’p qiymatli funksiya. Odatda bu ko’p qiymatli funksiyaning

ye [—;g] ga mos kelgan bitta shoxobchasi garaladi. Bu shoxobcha

Arcsin x funksiyaning bosh gismi deyiladi va u arcsin x kabi belgilanadi.
Qolgan giymatlari bosh gismi orqali quyidagi formula bo‘yicha topiladi:
Arcsin x = arcsin x + 2kn, keZ.

sin x va arcsin x funksiyalar o‘zaro teskari bo‘lgani uchun

sin(arcsin x)=x, —I1<x <],
arcsin(sin x)=x, ——’2‘ <x< ’2‘

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
y=arcsin x funksiya quyidagi xossalarga ega.
1%, y=arcsin x funksiyaning aniglanish sohasi {—1;1], giymatlari

to‘plami [—;;] kesmadan iborat.

2° y=arcsin x funksiya |—1;1] kesmada uzluksiz va —; dan

g gacha monoton o‘sadi.

3%. y =arcsin x toq funksiya: barcha xe {—1;1] lar uchun arcsin
(—x) = —arcsin x bo‘ladi.

4% y=arcsin x funksiyaning grafigi [—1; 0] da botiq, {0; 1] da
esa qavariq, (0;0) nuqtada egilishga ega bo‘ladi.

y=arcsin x funksiyaning grafigi quyidagi ikki usuldan biri orgali
hosil gilinadi.

1) y=arcsinx dan x=sin y bo‘lgani uchun Oy o‘qi bo‘ylab
T

sinusoida chiziladi va —; <ys< 5

ajratiladi (8.36- chizma).

kesmaga mos kelgan yoy

2) y=arcsin x funksiyaning — ’2‘ £xs< ; kesmaga mos kelgan

grafigi chizilib, bu grafik y=x bissektrisaga nisbatan simmetrik
akslantiriladi.
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y=Arcsin x va y=arcsin x funksiyalarning grafiklari 8.36-, 8.37 -
chizmalarda tasvirlangan.

8.36- chizma. y =Arcsin x. 8.37- chizma. y =arcsin x.

2) Arkkosinus funksiya. y =Arccosx funksiya xe[—1;1] da
aniglangan, ko‘p giymatli funksiya. Bu funksiyaning ye[0;n} ga
mos kelgan shoxobchasi y =Arccos x funksiyaning bosh gismi
deyiladi va u arccos x kabi belgilanadi. y =Arccos x ning boshga
giymatlari bosh qismi orqali quyidagi formula bo‘yicha topiladi:

Arccos x =2kn—arccos x, ke Z

cos x va arccos x funksiyalar o‘zaro teskari bo‘lgani uchun
cos(arccos x)=x, | x [<1; arccos(cos x)=x, 0 < x< = tengliklar o‘rinli
bo‘ladi.

y=arccos x funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. y=arccos x funksiya {—1;1] kesmada aniglangan bo‘lib,
uning giymatlari to‘plami [0;x] kesmadan iborat.

2% y=arccos x funksiya {—1;1] kesmada uzluksiz va ©m dan 0
gacha monoton kamayadi.

30, y=arccos x funksiya uchun arccos (—x)=n — arccos x tenglik
o‘rinli bo‘ladi.

4%, y=arccos x funksiyaning grafigi (0;;) nuqtadan o‘tadi va

bu nuqta funksiya grafigi uchun egilish nuqgtasi hamda grafikning
simmetriya markazi ham bo‘ladi.
50 [—1; 0] da funksiya grafigi botiq, [0; 1] da esa qavariq bo‘ladi.
y=arccos x funksiyaning grafigini quyidagi ikki usul orqali
chizish mumkin:
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1) y=arccos x dan x=cosy bo‘lgani uchun Oy o‘qi bo‘ylab
kosinusoida chiziladi va 0<y<n ga mos kelgan yoy ajratiladi
(8.38 - chizma).

2) y=cos x funksiyaning 0 < y < 7 ga mos kelgan grafigi chizilib,
bu grafik y = x bissektrisaga nisbatan simmetrik akslantiriladi.

y=Arccos x va y=arccos x funksiyalarning grafiklari 8.38-, 8.39-
chizmalarda tasvirlangan.

L. T4
r—§=
| ]
I N
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X | i
{ )
! } ] x
2 ICREMAN AR MAMAAE RS I¢1 T
-3 -1 3
4 1.53
8.38- chizma. y=Arccosx. 8.39- chizma. y=arccos x.

3) Arktangens funksiya. y=Arctg x funksiya xe (—oo;+00) da

aniglangan, ko‘p qiymatli. Bu funksiyaning y € (‘_ ; ;’2t ga mos
kelgan shoxobchasi y=Arctg x funksiyaning bosh gismi deyiladi
va u arctg x kabi belgilanadi. y=Arctg x funksiyaning boshga qolgan
giymatlari bosh gismi orqali quyidagi formuladan topiladi:

Arctg x = arctg x +kn, kelZ
tgx va arctg x funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar bo‘lgani

uchun
tg(arctgx) = x, — oo < X < oo,

n

arctg(tgx) = x, - 5

n
<X<
2

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
y=arctg x funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. y=arctg x funksiya (—eo;+e0) oraliqda aniglangan bo‘lib, uning

. . XA .
qiymatlari to‘plami (-5»2) intervaldan iborat.
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2°, y =arctg x funksiya (—oo;+ee) oraliqda uzluksiz va —; dan -’25
gacha monoton o‘sadi.

39, y=arctgx funksiya (—oo;+0c) da toq funksiya: barcha xe (—o;
+00) lar uchun arctg (—x)=—arctg x bo‘ladi.

4%, y=arctg x funksiyaning grafigi O(0; 0) nugtadan o‘tadi va
bu nuqta funksiya grafigining egilish nugtasi hamda grafikning
simmetriya markazi bo‘ladi.

59, y=arctg x funksiya grafigi (—e;0) da botiq, (0;+) da qavariq
bo‘ladi.

y=Arctg x funksiyaning grafigi uchun y =%(2k + 1);, ke Z
to‘g‘ri chiziglar gorizontal asimptotalar bo‘ladi.

y=arctg x funksiyaning ham grafigini ikki xil usulda chizish
mumkin:

1) y=arctg x dan x=tgy bo‘lgani uchun Oy 0°qi bo‘ylab tangen-
soida chiziladi.

2) y=tg x funksiyaning —’2‘ <x< ; ga mos kelgan grafigi
chizilib va bu grafik y=x bissektrisaga nisbatan simmetrik akslan-
tirilib, y=arctg x funksiya grafigi hosil gilinadi.

y=Arctg x va y=arctg x funksiyalarning grafiklari 8.40-, 8.41 -
chizmalarda tasvirlangan.

4) Arkkotangens funksiya. y=Arcctg x funksiya (—ec;+e0) da
aniglangan, ko‘p giymatli. Bu funksiyaning ye (0;7) ga mos kelgan
shoxobchasi y=Arcctg x ning bosh gismi deyiladi va u arcctgx
kabi belgilanadi. y=Arcctg x ning boshga golgan giymatlari bosh

\ Y
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6
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8.40- chizma. y=Arctg x.
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-24

8.41- chizma. y=arctg x.

qismi orqali quyidagi formuladan topiladi:
Arcctg x = arcctg xtkn, kel

ctg x va arcctg x funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalar bo‘lgani
uchun ctg(arcctg)=x, - < x <+o0, arcctg(ctgx)=x, 0<x<=x
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

y=arcctg x funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. y =arcctg x funksiya (—oo; +w) oraligda aniglangan bo’lib,
uning qgiymatlari to’plami (0;x) dan iborat.

20, y =arcctg x funksiya (—oo; +o0) oraligda uzluksiz va © dan 0
gacha monoton kamayadi.

3%, y =arcctg x funksiya uchun arcctg (—x)=n—arcctg x tenglik
o’rinli b’ladi. o

4°, y =arcctg x funksiyaning grafigi O (0; ;] nugtadan o’tadi va

bu nuqta funksiya grafigi uchun egilish nuqtasi hamda grafikning
simmetriya markazi bo’ladi.

3% y=arcctg x funksiyaning grafigi (-;0) da qavariq, (0;+)
oraligda esa botiq bo’ladi.

y=Arcctg x funksiyaning grafiga uchun y=tkn, (ke Z) to’g’ri
chiziglar gorizontal asimptotalar bo’ladi.

y =arcctg x funksiyaning grafigini quyidagi ikki xil usulda chizish
mumKkin:

1) y=arcctg x dan x=ctgy bo’lgani uchun Oy 0’qi bo’ylab
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8.42- chizma. y=Arcctg x.

tangensioda chiziladi (8.42- chizma).

2) y=ctgx (0 <x<r) funksiyaning grafigi y =x bissektrisaga
nisbatan simmetrik akslantirilib, y=arcctg x funksiyaning grafigi
hosil gilinad;.

y =Arcctg x va y =arcctg x funksiyalarning grafiklari 8.42-, 8.43-
chizmalarda tasvirlangan.

5) teskari trigonometrik funksiyalar orasidagi munosabatlar:

h_2
arcsin x = arccos y/1 — x? -arctg\lé2 =arcctg v]x’F O<x<l).
1—x

arccos x = arcsin y1 — x? = arctg VI=x] =arcctg - (0<x <),
x \/l—x
arctgx = arcsin = arccos ;- -arcctg)lc (0 < x <+oo).

J_ \f__

arcctgx = arcsin =arccos =arctg ; (0 < x <+o0).

J_ J{Tx
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8.43- chizma. y =arcctg x.

. n
arcsin x+arccos x= 2° —l<x<l

arctgx + arcctgx = ;, — o0 < X < too,

arcsin[x\/l —y2 +y\/l —x? ], xy < 0 yoki
x2+y? <l da;

; 3 2
arcsin x+arcsin y = 4" — 4I¢sIn gx\/l — !+ pl—x ],
va x> +y*>1 da;
; 2 2
—n—arcsin x\/l-y +yJ1—x }x<0,y<0

va x2+y2>l da;

x>0, y>

arcsin(x\/l —y2 + y\]l — x? } xp >0 yoki
x? +y“ <1 da;
arcsin x—arcsin y = 4~ resin ("\h —y =y 1—x )..

x>0, y<0 va x2+y*>1 da;

—m—arcsin x\/l —y? +le —x? ),x <0,y>0

va x2+y2>1 da;
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arccos x+arccosy = <

arccos(xy—\/(l -x2)(1 —y?) ), x+y 20 da;

27 — arccos xy—\/(l —x¥q —)’2)),
x+y<0 da;

arccos x —arccosy =

arctg x + arctg y =
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——arccos(xy+\/(l ~-xH)(1—yYH ), x 2y da;

arccos(xy+\/(1 —x3 —yz)), x<y da;

xX+y
arctg Iy xy <l da
1t+arctgl‘:£’, x>0 va xy>1 da;

+y

—T + arctg y lx_.xy,x<0 va xy>1 da;



11 bob. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARINI
HOSILADAN FOYDALANMASDAN CHIZISH

9. §. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI USTIDA
ARIFMETIK AMALLAR

1. Funksiyalar grafigini qo‘shish va ayirish. lkki funksiyaning
grafigini qo'shish va ayirish uchun, avvalo, har ikkala funksiyalar-
ning grafiklarini alohida-alohida shtrix chiziglar bilan chizish,
so‘ngra ularning xarakterli nuqtalardagi x ning bir xil giymatlariga
mos kelgan (funksiyalar grafiklarining koordinata o‘qlari bilan
kesishish nugtalari, ekstremum nuqtalari, egilish nuqtalari va
hokazolar) ordinatalarini qo‘shish va ayirish kerak. Hosil bo‘lgan
xarakterli nuqgtalar yordamida yig'indi yoki ayirma funksiyaning
grafigi chiziladi.

Ba‘zi hollarda vig‘indi va ayirma funksiyaning grafigini quyidagi
usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) agar ikkita funksiyaning yig‘indisi berilgan bo'lsa, avvalo ularning
eng soddasining (misol uchun chizigli funksiya) grafigi shtrixlar
yordamida chiziladi, so‘ngra ikkinchisining xarakterli nuqtalardagi
ordinatalarining birinchi grafikning ularga mos ordinatalaridan chetlanishi
aniglanib, yig‘indi funksiyaning grafigi chiziladi;

2) agar ikkita funksiyaning ayirmasi berilgan bo‘lsa, avvalo
ulardan kamayuvchi funksiyaning grafigi shtrixlar yordamida
chiziladi, so'ngra ayiriluvchi funksiyaning xarakterli nuqtalardagi
teskari ishora bilan olingan ordinatalarining kamayuvchi funksiya
grafigining ularga mos kelgan ordinatalaridan chetlanishi topilib,
berilgan ayirma funksiyaning grafigi chiziladi:

3) agar ikkita funksiyaning yig'indisi yoki ayirmasi berilgan
bo'lib, ularni bitta funksiyaga keltirish qulay bo'lsa, yig'indi yoki
ayirma funksiyaning grafigi bitta funksiyaning grafigi sifatida chiziladi:

4) agar funksiyaning juftligi, toqligi. davriyligi va hokazo
xossalaridan foydalanilsa, funksiyalar algebraik yig‘indisining
grafigini chizish soddalashadi.

2. Funksiya grafigini ko‘paytirish va bo‘lish. Ikki funksiyaning
grafigini ko' paytirish yoki bo'lish uchun, avvalo, har ikkala funk-
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siyaning grafiklarini alohida-alohida shtrix chiziglar bilan chizib,
so‘ngra xarakterli nuqtalardagi ordinatalarini ko‘paytirib yoki bo‘lib,
topilgan nuqtalar yordamida ko*paytma yoki bo‘linma funksiyaning
grafigi chiziladi.

Ba‘zi hollarda ko‘paytma va bo‘linma funksiyaning grafigini
quyidagi usullar yordamida ham chizish mumkin:

1) avvalo ko‘paytma yoki bo'linmaga kiruvchi yordamchi
funksiyalarning grafiklarini chizish berilgan funksiyaning grafigi-
ni chizishni osonlashtiriladi;

2) ikki funksiya ko'paytmasi yoki bo'linmasini shakl almash-
tirishlar yordamida bitta sodda_funksiyaga keltirish qulay bo‘lsa,
ko*paytma yoki bo‘linma funksiyalaring grafigi bitta funksiya grafigi
kabi chiziladi;

3) agar funksiyalarning juftligi, togligi, davriyligi va hokazo
xossalaridan foydanilsa, funksiyalar algebraik ko‘paytmasining
grafigini chizish soddalashadi.

1- misol. f (x)=x+1tg x funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiya f, (x)=x va f, (x)=tg x funksiya-

lar yig'indisidan iborat. Dastlab fI (x)=x funksiyaning grafigini

chizamiz, so'ngra f,(x)=tgx funksiyaning xarakterli nugqta-
lardagi x ning bir xil giymatlariga mos kelgan ordinatalarini
go‘shamiz.

tgx=0 tenglamani ganoatlantiradigan, ya‘ni x ==, ke Z
nugtalarda berilgan funksiya f (x)=x ko‘rinishda bo‘ladi. Berilgan
funksiya grafigining x=k=, k € Z nuqtalarga mos kelgan nuqtalari
f(x)=x to‘g‘ri chizigda yotadi.

f, (x)=tex funksiya haqigiy sonlar to‘plamining
x= g +kn , ke Z nugtalardan boshga barcha nuqtalarida

aniglangan. x = 72t+ kn , ke Z 1o'g'ri chiziglar /,(x)=tgx va

S (x)=x+tgx funksiyalaming vertikal asimptotalari bo'ladi (9.1- chizma).
2 - misol. f(x)=x—sin x funksiyaning grafigini chizing.
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(1), v

(2)
(3)

———

S/

9.1- chizma. (1) f(x)=x+tgx, (2) [ ()=x, (3) f,(x)=1gx.

Yechilishi. Berilgan funksiya f; (xX)=x va f£i(x)=sin x funksiyalar
ayirmasidan iborat. Dastlab f, (x)=x funksiyaning grafigini chizamiz,
so‘ngra f(x)=sinx funksiyaning xarakterli nugtalaridagi teskari
ishorasi bilan olingan ordinatalari qiymatlarining f; (x)=x funksiya
grafigining ularga mos kelgan ordinatalari qiymatlaridan chetlanishini
topamiz. Grafik chizishni soddalashtirish uchun £ (x)=x ga parallel,
ikkita yordamchi f(x)=x+1 va f(x)=x—1 to‘g‘ri chiziglarni chizamiz,
chunki |sin x|[<1.

sin x=0 tenglamani qanoatlantiradigan x=kr, ke Z nuqtalarda
berilgan funksiya f(x)=x ko‘rinishda bo‘ladi. Demak, berilgan
funksiya grafigining x=kn, ke Z nuqtalarga mos kelgan nuqtalari
[i(x)=xto'g'ri chiziqda yotadi.

sinx=1 tenglamani qanoatlantiradigan x = ’2‘ +2nk. ke Z
nuqtalarda berilgan funksiya f(x)=x—1 ko‘rinishda bo‘ladi. Demak.
berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos nugqtalari f(x)=x—I
to'g‘ri chizigda yotadi.

sin x=—1 tenglamani qanoatlantiradigan x = — ’2' +2nk, ke Z
nuqtalarda berilgan funksiya f(x)=x+1 ko'rinishda bo‘ladi. Demak,
berilgan funksiya grafigining bu nuqtalarga mos nugqtalari f(x)=x+1
to'g'ri chizigda yotadi.
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9.2- chizma.

(D) f(x)=x—sinx, (2) £i(x)=x, (3) A(x)=sinx.

Shunday gilib, berilgan ayirma funksiyaning grafigi f(x)=x—1
va f(x)=x+1 to‘g'ri chizi;‘;lar orasida yotadi (9.2- chizma).
3- misol. f(x)=x+ N (k > 0) funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Ravshanki, f (x)=x+i toq funksiyadir. Shuning
uchun uning grafigini Ox o‘gning musbat (x>0) gismida chizish

yetarli. Berilgan funksiya f(x)=x va fz(x)=§ funksiyalar

yig‘indisidan iborat. Dastlab fi(x)=x va fz(x)=i funksiyalarning

grafiklarini chizamiz. Berilgan chizma uchun x=0 va y=x to‘'g'ri
chiziglar, mos ravishda, vertikal va og‘'ma asimptotalar bo‘ladi.
Berilgan funksiya x>0 da minimumga ega. Funksiyaga minimum
giymat beruvchi nuqtalarni quyidagicha topamiz. Ma‘lumki, ikkita
musbat migdorning o‘rta arifmetigi uning o‘rta geometrigidan kichik

emas. Berilgan funksiya uchun x + ﬁ > 2k munosabatlar o*rinli.
X+ i funksiya o'zining minimum giymatiga x + i =2k shartda
erishadi, bundan x? + k = 2Jkx yoki (x —Jk)? =0, x=k va
i = \/E bo‘ladi.
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(2)
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9.3- chizma. (1) f(x)=x+2, (f(x)=x, B) f(0)=2.

Demak, &=2 bo‘lgan xususiy holda berilgan funksiya x = ﬁ

va i = 2 nuqtalarda ymin(\/f) =2./2 qiymatga ega bo'ladi( 9.3-
chizma).
4- misol. f(x)=sin x+cos x funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu

f(x)= \[2_(? sin x + \? COSX]= V2 COS(X - :) ko‘rinishga kel-

tiramiz, so‘ngra f(x)= J2 cos(x — :) funksiyaning grafigini
chizamiz (9.4- chizma).
5- misol. f(x)=sin*x+cos*x funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiyani trigonometriyada mavjud
3
4

munosabatlardan foydalanib, quyidagi f(x) ="+ | cost x kotri-

4

nishda ifodalaymiz. fi(x) = 3 va fL(x)= ;cos 4x deb belgilaymiz,
so‘ngra grafiklarni go‘shish qoidasi bo‘yicha f(x) funksiya grafigini
tuzamiz (9.5- chizma).
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9.4- chizma.

(1) f(x) = 2 cos(x — :). (2) £(x) = cos x.

Ay
2
(1)
P =T TN
N (2;\\_/

SRR S ARR ) O e 1S 27 x

-2

9.5-chizma.

(1) f(x) = sin® x + cos® x, (2) fy(x) = ;cos4 x.

6- misol. f(x)=cos*x—sin‘x funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu f(x)=(cosx+sinx)(cos2x—
—sin®x)=cos2x ko‘rinishga keltiramiz, so‘ngra f(x)=cos 2x funksi-
yaning grafigini chizamiz (9.6- chizma).

7- misol. f(x)=xsinx funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya £,(x)=x va f,(x)=sinx funksiyalar
ko‘paytmasidan iborat. Ko‘paytmaga kiruvchi yordamchi f£,(x)=x va
JS(x)=sin x funksiyalarning grafiklarini shtrix chiziglar yordamida
chizamiz.
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9.6- chizma.
(1) f(x)=cos*x—sin‘x, (2) f (x)=cosx.

Ravshanki, fi(x)=sin x davriy funksiya bo‘lib, uning
X=mnx= ; +2nn, x= —; +2nn, ne Z xarakterli nuqtala-
rida, mos ravishda, 0,1 va —1 giymatlarni qabul giladi. Birinchidan,
f(x)=xsin x funksiyaning grafigi Ox o‘qini x=nn, ne Z nuqtalarda
kesib o'tadi, ikkinchidan, uning grafigi x=nn, x= ’2‘ +2mn,
ne Z nuqtalarda esa, mos ravishda, y =x va y =—x to‘g‘ri chizig-
larga urinadi.

f(x)=xsin x juft funksiya bo‘lganligidan, uning grafigini Ox
o‘qning musbat (x>0) gismida chizish yetarli( 9.7- chizma).

8- misol. f(x)= ]'lx funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya f,(x)=Inx, f(x) =i yordamchi
funksiyalar ko‘paytmasidan tborat.

Dastlab, ma‘lum bo'lgan f (x)=Inx va fz(x)=% funksiya-

larning grafigini chizamiz. Ravshanki, berilgan f(x)= In x

funksiyaning grafigi (1; 0) nuqtada abssissalar o*qini kesib o‘tadi.
x=2, x=e va x=3 giymatlarda f; (x) = Inxva f5(x) = 1 funksiyalarning
ordinatalarini ko‘paytiramiz. Berilgan funksiya (0;+e) oraligda

aniglangan. Funksiya aniglanish sohasining chegaralarida funksiyaning
limitik gqiymatini hisoblaymiz:
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9.7- chizma. (1) y = xsinx, (2) y =sinx, 3) y = x, (4)y = -x.

A

e

1 3)

2

J (2)

l-

1 n
3 BN A MM 'eg’x

9.8-chizma. (1) f(x) = Inx/x, (2) fi(x) =1Inx, (3) f(x)=1/x.

llm f(x)— ]11(;[10 h-;x = —o0, l]m f(x)= llm h}x 0

(9 8- chizma).
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Mustagqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing:

1. f(x)=x +cos x. 2. f(x)=x +ctg x. 3. f(x)=1+e>.
4. f0=x—2, 5. f()=x—cosx. 6. f(x)=x+2x.
7. f(x)=arctg x+2*. 8. f(x)=x+lgx.

9. f(x)=x>—xt. 10. f(x)=3"+3.7*

11. f(x)=x—arcsinx. 12. f(x)=p—2+]x—13].
13. f(x)=x -cos x. 14. f(x)=e~> ‘sin x.

15. f(x)= 31‘ : 16. f(x)=x- e,

17. f(x)=xInx. 18. f (x)=sin2x—coslx.
19. f(x)=Inx—In3. 20. f(x) =

Sll’l ).'

21. f(x)= a"““" 22. f(x)=1+x+e".
23.f (x)—x+smx

Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

(1)

1- chizma.
(l)yl =X+cosx, (2) Y =X 3) Y3 = CcosX.



6 M

(3) 2 \
-6 -4 - \\‘ 4 T';’x

o

:Z |

-10

2- chizma.
(Dy; = x+ctgx, (2) y = x, (3) y3 =ctgx.

L 34

(3)

3- chizma.
My, =1+e*, Q=3 y =1
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4- chizma.
My =x=2/x,Q2) y;=2/x,03) y3 =x.

5- chizma.
My, =x—cosx, (2) y, = —cosx, (3) y3 =x.
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6- chizma.
(l)yl = x2 + 2x, (2) Yy = xz’ (3) y3 = 2 x.

-10

7- chizma.
(Dy, = arctgx + 2%, (2) y, = arctgx, (2) y; = 2%,



y
10
8
) 3
6
4
(2)

2 /“’/
0 2 4 6 8 10 ’x
-2

-4

8- chizma.

My =x=lgx*. Q) y=1lgx, (3) y = x.

Ay
4
j 3)
2
ST T B ARREERE
2) ~ )
-2+
4
9- chizma.

My =x* =25,
2

@) y = =%, (3) y3 = x*.
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10.

0 3 5 e

'
~

- v
-6 4

10- chizma. (I)y, =3 +37%, ) y, =37, 3 y; = 3%,

11-chizma. (1) y; = x — arcsin x, (2)y, = —arcsin x, (3)y; = x.
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12-chizma.

M » =|x—2l+|1—3|- (2) y, lx—2], 3)y; =|x—3l~

13. 4“),
(3)
4 6**
(¥
]
_2-:
-3
4

13- chizma.
)y =xcosx, (2)yy =cosx, 3)y; = x.

169



170

14.

14- chizma.

My, =€ *sinx, 2y, =e*, (3)y3 =sinx.

15. m;.v

15- chizma.

Wy = 3" L@y =3, By =x.



16- chizma. (1)y) = xe *sinx. (2)y, =e~*, ) y3 = x.

17.

17- chizma. (I)y; = xInx, (2)y; =Inx, 3) y; = x.
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18.

18- chizma.
My =s in%x— coszx, )y = sinzx, By; =~ poszx.
19.
47
2.3 )]
] (3)
/ J—
1 //
4 6 8 o

19- chizma.

My, =lnx—In3, 2y, =Inx, 3} y3 =in3.



12

{2)

o
4
e
4
o™
=

20- chizma.
x-—

=1
= () yy = x.
sinx’(z)yz sin X ()y3 x

M)y =

13.

21- chizma.

)] yl=arc;_gx’ (2) y,=arctg x, (1) yy=x"L.
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22.

A
3
2

-1

-2

-3

22- chizma. y=]+x+e*.

174



23- chizma.

(hy=x+sinx, QD y=x+1.3)v=x—1(4)y =sinx.
10-§. FUNKSIYA GRAFIKLARINI ALMASHTIRISH

1. Grafiklarni abssissalar o‘qi bo‘ylab parallel ko‘chirish
(siljitish). y =f(x) funksiyaning grafigi berilgan bo'lsin. Agar
a > 0(a<0) bo'lsa, y=f(x—a) funksiyaning grafigi y=f(x)
funksiyaning grafigini Ox o'q bo‘ylab o'ngga (chapga) | a| birlikka
ko‘chirish natijasida hosil qgilinadi (10.1- chizma). Masalan: 1)

y = Jx—2 funksiyaning grafigini chizishdan oldin, y= J;

4 (2)
3)
)

gl | la

4 2

10.1-chizma.
/ My = f(x),2) y = f(x—a),a >0,

B)y=fix—a)a<o.
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funksiya grafigini chizib, so‘ngra grafik 2 birlikka o‘ngga ko*chiriladi
(10.2 -chizma). 2) y=log.(x+3) funksiyaning grafigini chizish
uchun avvalo y=log,x funksiya grafigi chizilib. so'ngra grafik |—3|
birlik chapga ko‘chiriladi (10.3- chizma).

2. Grafiklarni ordinatalar o‘qi bo‘ylab parallel ko‘chirish
(siljitish). Agar b>0 (b<0) bo'lsa, y=f(x)+b funksiyaning grafigi
y=f(x) funksiyaning grafigini Oy o‘q bo‘ylab | birlik yuqoriga
(pastga) parallel ko‘chirishdan hosil bo‘ladi (10.4- chizma).
Masalan: 1) v(x)= =3*—1 funksiya grafigini chizish uchun avvalo
»=3" funksiya grafigi chizilib, so‘ngra grafik bir birlik pastga parallel
ko‘chiriladi (10.5- chizma). 2) y=x2+2 funksiya grafigini chizish
uchun avvalo y,=x* funksiya grafigi chizilib, so‘ngra bu grafikni
ikki birlik yuqoriga ko‘chiramiz (10.6- chizma).

10.2- chizma. (1) y = Jx, 2)y = Jx—2.

y
-

10.3- chizma. (1) y = log, x; (2) y = log,(x + 3).
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10.4- chizma.

My=S(x), 2 y=f(x)+b b<0,
B)y=f(x)+b b>0.

—f
~
oo 4
S

10.5- chizma. (1) y=3"; (2) y=3'—1.

3. Grafiklarni abssissalar o‘qi bo‘yicha cho‘zish (sigish). Agar
a>1 (0<a<l) bo‘lsa, y=f(ax) funksiyaning grafigi y=f(x)
funksiyaning grafigini Ox o‘qqa nisbatan a marta(é marta)
cho‘zish (sigish) natijasida hosil bo‘ladi (10.7- chizma). Masalan:
1) y=log,2x funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y=log,x
funksiya grafigini chizib, so‘ngra grafikni Oy 0‘qqa nisbatan 2 marta
siqamiz, natijada talab qilingan grafik hosil bo‘ladi (10.8- chizma);
2) y=sin ’3‘ funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y,=sinx
funksiya grafigi chizilib, so‘ngra bu grafikni Ox o‘qga nisbatan 3
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Ay 2

3 10 i 2 3 Px
<14
224
10.6- chizma. (1) y = xz, 2)y= )c2 +2.
AY 3
(2)
)
/ / 0 ’x
10.7- chizma.

(1) y,=Ax); (2) »=f(ax). 0<a<l, y,=f (ax), a>1.

marta cho‘zish natijasida talab qilingan grafik hosil bo‘ladi (10.9-
chizma).

4. Grafiklarni ordinatalar o‘qi bo‘ylab cho‘zish (sigish). Agar
a>1 (0<a<l) bo‘lsa, y=af(x) funksiyaning grafigi y=f(x)

funksiyaning grafigini Oy o‘qg@a nisbatan a marta(% marta)
cho‘zish (sigish) natijasida hosil bo‘ladi (10.10- chizma). Masalan:
1) y=3x° funksiya grafigini chizishdan oldin y,=x* funksiya grafigini
chizib, so‘ngra grafikni 3 marta Oy 0°qqa nisbatan cho‘zish kerak
(10.11- chizma). 2) y = ; 4* funksiyaning grafigini chizish uchun
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10.9- chizma. (1) y = sin ';; (2)y =sinx.

avvalo y,=4* funksiya grafigi chizilib, so‘ngra grafikni 2 marta Oy
0'qqga nisbatan siqish kerak (10.12- chizma).

5. Grafiklarni abssissalar o‘qiga nisbatan simmetrik ko‘chirish.
y=—f(x) funksiyaning grafigi y=f(x) funksiya grafigini Ox 0‘qqa
nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil gilinadi (10.13-chizma).
Masalan: 1) y=—x? funksiyaning grafigini chizish uchun avvalo y,=x*
funksiya grafigini chizib, so‘ngra Ox o‘giga nisbatan simmetrik
akslantirib, y =—x? funksiyaning grafigi hosil gilinadi (10.14- chizma).
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10.

)

=

(3
(1)

10.10- chizma. (1) y=f(x); (2) y,=2f(x); (3) y3=-;- Fx;

YA

(2)

(H

»
3.3 3
YA
& (1
5 o))
3 -2 A 0 1 2 3’

-2

-3

10.12- chizma. (1) y, = . 2 y= ! 4%

2



g
v 1
- —»

2)

10.13- chizma. (1) y,=f(x): (2) y=—f(x).

2 4 )

)

10.14- chizma. (1) v,=x2, (2) y=—x.

6. Grafiklarni ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik ko‘chirish.
y=f(—x) funksiyaning grafigi y,=f(x) funksiya grafigini Oy o‘qqa
nisbatan simmetrik akslantirish natijasida hosil gilinadi (10.15-
chizma). Masalan, 1) y=log,( x) funksiyaning grafigini chizish
uchun, avvalo y=log,x funksiya grafigi chizilib, so'ngra Oy o‘qqa
nisbatan simmetrik akslantirib, y=log,(—x) funksiya grafigi hosil
qgilinadi (10.16- chizma).
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10.16- chizma. (1) y=log,x; (2) v=log,(—x).

Mustagqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing.

1. f(x)=3x+3. 2. f(x)=sin(x + 73‘).
3. f(x)=cos(x — j). 4. f(x)=log,(x—6).

5. f(x)= cos; . 6. f(x)=sin3x.

7. f(x)=i8~)5£. 8. f(x)= tg(i-+’;).
9. f(x)=cos3x. 10. f(x)=2tg x.

11. f(x)=3x". 12. f(x)= i(x —2).
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13. f(x)= :xz.
15. f(x)= ; cos(2x + :).
17. f(x)= ;e“.

19. f(x)=—sin(3x + ::).

21, f(x)=4—x=3.

23. f(x)=In(x—2).
25. f(x)=—4—3.

) n
14. f(x)= ) sin(x — 3)-
16. f(x)=22"3
18. f(x)=2"3%.
20. f(x)=x'—4.

22, f(x)=3Y—x+2.
24. f(x)= ;2-* +2.

26. f(x)=—2cos(x + Z)-

Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

b4
1. )
2./
/ )
I.
0 8 6 4203 4 6 8 ltx
/
2]
-3J
1- chizma. (1) y, = Yx43. (2) Yy = Yx.
2.

-2

2- chizma. (1) y, =sinx, (2) y, =sin (x+’3').

A

(n

183



184

(2)

n

5- chizma. y; = cos 5 (), y, =cosx(2).



6- chizma.
-2 y=sin3x (1), y,=sinx (2).

) @

0 ®
-1
-2 |
o 7- chizma.
-3
4 v =lgy (), y;, =lgx(2).
Ay
34
. (H
0 2 1o Ix
2)

8- chizma. Y} = tg(;+-§) m, y= tg; (2
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.
2

9- chizma. y,=cos3x (1), v,=cosx (2).

10. Ay

24
()
14
-6 -4 -2 2 4 Y 363
(93}
34
10- chizma. y,=2gx (1). y=tgx (2).
A
1. 4
34
2<
qow
2)
A AN A M R M I

11- chizma. y,=3x* (1), y=x* (2).
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12.
"l

(¢))
2)

4 3 0 2 4 6 A

12- chizma. y, = 2(x =22 (. y, =(x— 2" @),

19. Ay

2.
19- chizma. ¥ = -sin(3x + :) (1), y, = —sin 3x (2),
y3 =sin3x (3), y4 =sinx (4).

Ay
20. °

20- chizma. y=x*—4 (1), y,=x* (2)
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21, VA

(2)

(1

2. éﬁy

23. y

4
3
2)

2

] /
0  VARE DR 3R N
-1

-2

(N
-3
4

23- chizma. y, = In(x —2) (1). y, =Inx (2).
188



24,

24- chizma.
1 am -
=525 42(), yy = ;2 * @),
y3 =277 (3).
’s s
63 3
44
2-
6 4 -2 2 4 6
S S ,
X
2
)y >}
25- chizma. -6
y =—4" =31, y, = —4% (2), *
Y3 = 4* (3). -10
24
26.
3-
26- chizma.
y=-2 cosLJa-;t ),
¥y ==2¢c0sx (2), y3 = cosx (3).
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11-§. GIPERBOLIK FUNKSIYALAR VA ULARNING
GRAFIKLARI

1. Giperbolik funksiyalar.
1) Giperbolik sinus funksiyasi.

1- tasrif. © .";'x funksiya giperbolik sinus deyiladi va u sh x
kabi belgilanadi: '

X =X
e —e
shx = = _
2

Giperbolik sinus quyidagi xossalarga cga:

19, y =sh x funksiya (—e,+e) intervalda aniglangan bo'lib,
uning giymatlar to*plami (—ee,+e0).

2°. y=sh x funksiya o‘z aniglanish sohasida uzluksiz va
monoton o‘suvchi.

3°, y=sh x toq funksiya: barcha xe(—o,+e) lar uchun sh (—x)=
= sh x bo‘ladi.

4, (0; 0) nuqgta funksiya grafigi uchun egilish nugtasi va
simmetriya markazi bo‘ladi.

y=sh x funksiya grafigiga O (0;0) dan o‘tgan urinmaning

Ox o‘qi bilan tashkil qilingan burchagi :: ga teng. Funksiya grafigi
asimptotaga ega emas. sh x funksiyaning 0z aniglanish sohasining
chegara nuqtalaridagi o‘zgarishi quyidagicha bo‘ladi:
et . —eT* e
Jim © 5= e e Jim 5 =
Giperbolik sinusning grafigini chizishda grafiklar ustida arifmetik
amallar mavzusidan foydalanish maqgsadga muvofiq bo‘ladi (9- §, 1, 4
-bandlarga q.). Avvalo & va e-* funksiyalaming grafiklari chiziladi.
So‘ngra bu grafiklamni bir-biridan ayirib, hosil bo‘lgan grafikni 2 marta
siqish kerak. Natijada izlangan grafik hosil gilinadi (11.1- chizma).
2) Giperbolik kosinus.
2- ta‘rif. e‘;fj_\ funksiya giperbolik kosinus deb ataladi va

uch x kabi belgilanadi:
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-2

11.1- chizma. vy =sh x.

Giperbolik kosinus quyidagi xossalarga ega.

19, y=ch x funksiya (—ee,+s) da aniglangan bo‘lib, uning
qiymatlari to'plami [1;+ee).

2%, y=ch x funksiya o‘z aniqlanish sohasida uziuksiz bo° llb
(0;40) orallqda o‘suvchi, (—e, 0) da esa kamayuvchidir.

3%. y=chx jufi funksiya; ya‘ni barcha xe (—ee,+e) lar uchun
ch (—x)=ch x bo‘ladi.

4°, (0; 1) nugta y =ch x funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi.

y=ch x funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas. y =ch x
funksiyaning o‘z aniglanish sohasining chegara nuqtalarida
o‘zgarishi quyidagicha bo'ladi:

lim ¢ % = tee.
Xriee 2

y=ch x funksiyaning grafigini chizishda ham funksiyaning
grafiklari ustida arifmetik amallar mavzusidan foydalaniladi (11.2-
chizma).

3) Giperbolik tangens

3- ta‘rif. +é funksiya giperbolik tangens deb ataladi va u

th x kabi belgllanad1
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11.2- cllizn;a. y=chux.

Giperbolik tangens quyidagi xossalarga ega:

1°. y=thx funksiya (—eo,+=) da aniglangan bo‘lib, uning
qiymatlari to‘plami [—1;1].

2. y=th x funksiya o‘z aniglanish sohasida uzluksiz bo‘lib, (e,
+o0) oraligda o‘suvchi funksiva bo‘ladi.

3%, y=th x toq funksiya, ya‘ni barcha xe (—oo,+e) lar uchun
th (—x) =—th x bo‘ladi.

4%, O(0; 0) nuqta funksiya grafigi uchun simmetriya markazi
va egilish nuqtasi bo‘ladi.

5° y=#I to‘g‘ri chiziglar funksiya grafigi uchun gorizontal
asimptotalar bo‘ladi, ya‘ni lim thx =1, lim thx =—1.

y=thx funksiyaning f;?a_ﬁgini chizishda uning yuqoridagi
xossalaridan va grafiklarni bo‘lish usulidan (9- §, 2- bandga q.)

foydalaniladi (11.3- chizma).
4) Giperbolik kotangens.

X -X
4- ta‘rif, -: ,é:i~x funksiya giperbolik kotangens deb ataladi va
u cth x kabi belgilanadi.

eX +e-x

e*—e X

cthx=

Giperbolik kotangens quyidagi xossalarga ega:
1°, y=cth x funksiyaning aniqglanish sohasi D(cth)=(-,0)
U(0,+e<), giymatlar to‘plami E(cth)=(—co,—1)(1,4c0).
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1"
22!
11.3- chizma. y =th x.
y
2‘. \
22 1 of 1 ?x

—

11.4- chizma. y=cth x.

2%, y=cth x toq funksiya, ya‘ni barcha xe D(cth) lar uchun cth
(—x)=—cth xbo‘ladi.
3%, y=#1 to'g‘ri chiziglar funksiya grafigi uchun gorizontal

X X X —X

el , RPNCT ‘-r e +e - : e+e_=‘
asimptotalar bo'ladi, ya'ni lim oF X 1, }LTM e 1
4% y=cthx funksiya nolga aylanmaydi, x=0 to‘g‘ri chiziq

e*+e *

uning uchun vertikal asimptota bo'ladi, ya'ni lim Fmx =t
X+ —_
. X+ -X
lim €7 =-
x——0 g¥—e~ %

y=cthx funksiyaning grafigi ham th x funksiyaning grafigi
kabi chiziladi (11.4- chizma).
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Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o*rinli:

ch?x—sh2x=1, sh2 x=2sh x ch x,
sh(x+y)=sh x chy + chxsh y, ch2 x=ch? x+sh?x,
ch(x+y)=ch xch y + sh xsh y, shx = Chzi‘,*' ,
_ thx+thy 2 _ Ch2x+l
th()H.y)_1+th)cthy' ch’x = 2

2. Teskari giperbolik funksiyalar. 1) Teskari giperbolik sinus.
Teskari funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremaga asosan, x =sh y
funksiyaga (—oo,+e) da o‘suvchi va uzluksiz bo‘'lgan teskari
funksiyani aniglash mumkin. Bu funksiya teskari giperbolik sinus
deyiladi va u Arsh kabi belgilanadi. Bu funksiyani analitik
ko'rinishda ifodalash uchun

¥ e
2

tenglamani yechib, y = In(x + Jxl + 1) nitopamiz (logarifm belgisi
ostida musbat ifoda hosil bo‘lishi uchun «+» ishorani olish zarur).

Shunday qilib,
Arsh x = In(x +Jx2 +1)

Teskari giperbolik sinus quyidagi xossalarga ega:

1%, y =Arsh x funksiyaning aniglanish sohasi D (Arsh x)=
=— (—o0, +eo), giymatlar to'plami E(Arsh x)=(—o,+).

2, y =Arsh x o°z aniglanish sohasida uzluksiz va o‘suvchi funksiya.

3°. y =Arsh x toq funksiya, ya‘ni barcha xe (—oo,+o) lar uchun

x yoki €¥ —2x e’ —1=0

Atsh(—x) = Ini—x+x* + 1 =In . L = —Arshx.
4°, 0 (0:0) nuqta funksiyaning grafigi uchun simmetriya markazi
va egilish nuqtasi bo‘ladi.
5. y =Arsh x funksiyaning grafigi 11.5- chizmadan iborat.
y =Arsh x funksiyaning grafigi asimptotaga ega emas.
2) Teskari giperbolik kosinus. x =ch y funksiya 0<y<+co da o‘suvchi
bo‘lib, giymatlari to*plami 1 € x <+e dan iboratdir. Teskari funksiyaning
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A

y=shx y=x
1 v=Anshx
¢ =n/4
2 1 1 2 x

22

11.5- chizma.

mavjudligi hagidagi teoremaga asosan, unga | € x< <+ da o‘suvchi
va uzluksiz bo‘lgan teskari funksiya mavjud bo'ladi. Bu funksiya feskari
giperbolik kosinus deyiladi va y =Arch x ko'rinishda yoziladi. Ushbu

x= " tenglamani yechib, y = In(x + yx* —1) (bunda 1<)
ni hosil qilamiz (Bu yerda «+» ishora olinadi). Shunday qilib
Arch x =In(x++x* —1) (11.6- chizma). y =Arch x funksiya
quyidagi xossalarga ega:

1% y =Arch x funksiyaning aniglanish sohasi D (Arch)=[1,+e°),
qiymatlar to‘plami E{Arch)=(—oo o).

20, y=Arch x toq funksiya: Vx € D(Arch) lar uchun Arch (—x)=
=—Arch x.

3%, y=Arch x funksiya grafigi uchun O0(0; 0) nuqgta simmetriya
markazi bo‘lib, u 0‘z navbatida egilish nuqtasi ham bo‘ladi.

4%, y=Arch x funksiya asimptotaga ega emas.

5°. y =Arch x funksiyaning grafigi 11.6- chizmada tasvirlangan.

3) Teskari giperbolik tangens. y =thx ga teskari funksiya
teskari giperbolik tangens deyiladi va u y =Arth x kabi belgilanadi.

Yuqorida ko'rsatilganiga o‘xshash amallar natijasida

e

o Ux |< 1)

Arthx = In
ekanligi topiladi.
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‘y y==x

y=chx
/ y = Arshx
-

~N

N

-2

11.6- chizma.

Teskari giperbolik tangens quyidagi xossalarga ega:

1°. y=Arth x funksiyaning aniqglanish sohasi D{(Arth)=(—1;1),
giymatlar to‘plami E(Arth)=(—ce,+e<).

2", y=Arth x toq funksiya: barcha xe D(Arth) lar uchun
Arth (—x)=—Arth x.

3%, y=Arth x funksiya (—1; 1) da o‘suvchi va uzluksiz.

4%, (0; 0) nugta y=Arth x funksiya grafigi uchun simmetriya
markazi bo‘lib, u o'z navbatida egilish nuqtasi ham bo‘ladi.

5% y=Arth x funksiya x=+1 vertikal asimptotalarga ega.

6". y =Arth x funksiyaning grafigi 11.7- chizmadan iborat.

4) Teskari giperbolik kotangens. y =cth x ga teskari funksiya
teskari giperbolik kotangens deyiladi va y =Arcth x kabi belgilanadi.
Uning analitik ifodasi

_ 1 x+l
Arcth x = > In ot (|xp1D

ko‘rinishda topiladi.

Teskari giperbolik kotangens quyidagi xossalarga ega:

1°. y=Arcth x funksiyaning aniglanish sohasi D(Arcth)=(—ce;
—1) U(1;40), qiymatlar to'plami £ (Arcth)=(—es,+) dan iborat.

20, y =Arcth x toq funksiya: barcha x, —x e D (Arcth) lar uchun
Arcth (—x)=Arcth x.

3% y=Arcth x funksiya Vx € (—o,—1) uchun 0 dan —o gacha
monoton kamayuvchi, Vxe (I;+e) uchun +~ dan 0 gacha
monoton kamayuvchi.

4%, y=Arcth x funksiya egilish nuqtalariga ega emas.
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4*)’ y= Arshx
] Y=x

y=thx
¢ =n/4

£
‘-
o
(5
2
S
=

11.8- chizma.

5°. y =Arcth x funksiya uchun x=+1 vertikal asimptotalar, y =0
esa gorizontal asimptota chiziglari bo‘ladi.

6°. y =Arcth x funksiyaning grafigi 11.8- chizmada tasvirlangan.

Giperbolik va teskari giperbolik funksiyalarning grafiklarini
tahlil gilish natijasida quyidagi xulosaga kelish mumkin: teskari
giperbolik funksiyalarning grafigini ularga mos giperbolik funksiyalar
grafiklarini £ x Oy burchak bissektrisasiga nisbatan simmetrik
akslantirish natijasida hosil gilish mumkin.
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Teskari giperbolik funksiyalarning y =Arch x (area-sinus),
y=Arch x (area-kosinus), y=Arthx (area-tangens), y =Arcth x
(area-kotangens) belgilanishidagi «Ar» area (yuza) so‘zidan kelib
chigqan, chunki grea— funksiyalar geometrik jihatdan giperbolik
sektor yuzini ifoda etadi.

12-§. ALGEBRAIK FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI]

Bu paragrafda butun ratsional (ko‘phad), kasr ratsional,
irratsional funksiyalarning grafiklari qaraladi.

1. Butun ratsional funksiyalarning grafigi.

Umumiy holda butun ratsional funksiya y=awx"+ax"'+...
+a,_,xta, ko‘rinishda bo'ladi, bunda » — butun musbat son, ay,
a,.... a, — hagiqiy o‘zgarmas sonlar. Eng sodda butun ratsional
funksiyalar; o'zgarmas (n=0), to'g‘ri proporsionallik (n=1, &,=0)
va chizigli funksiyalar (n=1) hisoblanadi.

O‘zgarmas funksiya haqida batafsil ma'lumot 8- § da keltirilgan
edi.

1) To‘g‘ri proporsionallik. 7027 proporsionallik deb, y =kx
formula bilan berilgan funksiyaga aytiladi, bu yerda £#0; & son
proporsionallik koeffitsiyenti deyiladi.

y=kx funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. Funksiyaning aniglanish sohasi: D (f)=R.

2°. Funksiyaning o‘zgarish sohasi: E(f)=R'.

30, y =kx — toq funksiya: f(—x)=k (—x)=—kx =—f(x).

4°, k >0 da o‘sadi, k<0 da esa kamayadi.

y=kx to'g‘ri proporsionallikning grafigi koordinatalar boshidan
o‘tuvchi to'g'ri chizigdan iborat (12.1- chizma).

Ay
: nm

¥

Q)

12.1- chizma.
(1) y=kx (k>0), (2) y=kx (k<0)
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2) Chizigli funksiya. y=kx + b (bu yerda k va b — hagqiqiy sonlar)
ko‘rinishda berilgan funksiya chizigli funksiya deyiladi. Xususiy holda,
k=0 bo‘lsa, y =b o‘zgarmas funksiya hosil bo‘ladi.

Agar b=0 bo‘lsa, y=kx to‘g‘ri proporsionallik hosil bo‘ladi.

y=k x+b (k20, b20) chiziqli funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: D (f)=R'.

2°. Funksiyaning o'zgarish sohasi: E(f)=R'.

3%, Funksiya toq ham emas, juft ham emas.

4%, Funksiya £>0 bo'iganda o'sadi, k<0 bo*lganda esa kamayadi.

y =k x + b chiziqli funksiyaning grafigi to'g‘ri chizigdan iborat.
Uning grafigi y =k x funksiyaning grafigini ordinatalar o‘qi bo‘ylab
b birlik siljitish natijasida hosil qilinadi. y =kx va y =kx+ b
funksiyalarning grafiklari o‘zaro parallel to‘g‘ri chiziglar bo'ladi.

Chizigli funksiyaning grafigini yasash uchun fuksiya grafigining
koordinata o‘qglari bilan kesishish nuqtalarini topish yetarli. Bu

grafikning koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalari (— : ;0 va
(0;4) bo'ladi (12.2- a, b chizmalar).
AY

)
(2)

12.2- chizma.

a) (1) y=kx+b, b>0, k<0, b) (1) y=kx+b, b<0, £>0.
(2) y=kxt+b, b>0, k>0 (2) y=kctb, b<0, k<0.

3) Kvadrat funksiya (kvadrat uchhad) ning grafigi.
Ta’rif. Parametrlari @20, & va ¢ haqiqiy sonlar bo‘lgan

y=ax*t+bx+c (1)

ko‘rinishdagi funksiya kvadrat uchhad yoki kvadrat funksiya
deyiladi.
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Amaliyotda (1) shaklda ifodalanadigan funksional bog'lanishlar
Jjuda ko‘p uchraydi .

Masalan, v, (m/s) boshlang‘ich tezlikda tekis o‘zgaruvchan
harakat gilayotgan jismning o'tgan yo‘'li s (m) vaqt 7 (s) ning
funksiyasi sifatida

at?

= +
vot +

ko‘rinishda ifodalanadi, bunda a — tekis o‘zgaruvchan harakatning
tezlanishi.

Kvadrat uchhadning o‘ng tomonini ushbu ko‘rinishda
ifodalaymiz:

= (x4 ? — i y2 b, »¥ B _
y=a(x +  X)+c=alx +2x2a+4a2'_'402")+c‘
_a[(x+~_2a) _4&1)]+c_a(x+za) -7 40,,._0()5_,,2&) i

Bunda D=5*—4 ac kvadrat uchhadning diskriminanti deyiladi.
Bu funksiyaning grafigi parabola deb ataluvchi egri chizigdan iborat.
Kvadrat funksiyaning grafigini chizishda quyidagi xossalardan
foydalaniladi:
19, Kvadrat funksiyaning aniglanish sohasi: D (y)=R'.
2%, Kvadrat funksiyaning o‘zgarish sohasi:
a>0 bo‘lganda E(f) =[n,+w) )
a <0 bo‘lganda E(f)=(-e,n], n= 4."2;1’, )
3%, Kvadrat funksiya har bir xe R' da uzluksiz.

4% Kvadrat funksiya fagat bitta x, = _° kritik nuqtaga ega.

2a
Funksiyaning x=x, dagi qiymati y, = -—z ga teng. M(x;y,)
nugta parabolaning uchidir.
5% Agar a>0 bo'lsa, funksiya x, = — ;‘-1 nuqtada minimumga

ega bo‘lib, (—e=; x;) da kamayuvchi,(x;+e<) da o‘suvchidir, (—ee;+eo)

da grafikni ifodalovchi egri chiziq qavariq bo‘ladi.
6°. Agar a <0 bo‘lsa, funksiya x, = — 2’: nuqtada maksimumga

ega va (—; x;) da o'suvchi, (x;+ee) da kamayuvchidir, (—ee;+e)
da grafikni ifodalovchi egri chiziq botiq bo‘ladi.
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7% b#0 bo'lganda kvadrat funksiya toq ham, juft ham emas,
b=0 bo'lganda esa u juft funksiyadan iborat.

8°. Kvadrat funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qini doimo y (0)=c
nuqtada kesib o‘tadi, abssissalar o‘qini esa hamma vaqt ham kesib
o‘tavermaydi.

Bunda quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:

1) D<0 bo‘lganda grafik abssissalar o*gini kesib o‘tmaydi;

2) D=0 bo'lganda grafik x, = — b

% nugtada abssissalar o'giga
urinadi;

3)D>0 bo‘lganda grafik abssissalar o'gini x, = _bzia\m

nugqtalarda kesib o‘tadi.
. . b . . .
99, Kvadrat funksiyani ¥ = x*(a+ ot :2) ko‘rinishga keltira-

miz. Agar x—ee da i -0, ;2 — 0 ekanligini hisobga olsak,

funksiyaning giymatlari a ning ishorasi ganday bo‘lsa, shu ishorali

cheksizlikka intiladi. Demak, parabolaning tarmoqlari a > 0 bo‘l-

ganda yuqoriga, a < 0 bo'lganda esa pastga yo'nalgan bo‘lar ekan.
Quyidagi kvadrat funksiyalar berilgan bo‘lsin:

1) y=ax*, 2) y=ax*+n, 3) y=a(x—m)?,
4y y=a(x—m)*+n, 5) y=ax*+bx+tc.

Bularning barchasining grafigi bir xil ko‘rinishdagi parabo-
lalardan iborat, chunki y=ax* funksiyaning grafigi ma‘lum
bo‘lganda (12.3- chizma), uni Oy o'qi bo‘yicha n birlik (#>0
bo‘lganda yuqoriga. n<0 bo‘lganda pastga) siljitish bilan y=ax’+n
funksiyaning grafigi hosil qilinadi (12.4-, 12.5- chizmalar).

v=a(x—m)?* funksiyaning grafigi ham paraboladan iborat. Uni
y=ax* funksivaning grafigidan m>0 bo‘lganda bu grafikni x o‘qi
bo‘yicha m birlik o'ngga parallel ko‘chirish yordamida yoki m <0
bo‘lganda esa, —m birlik chapga parallel ko‘chirish yordamida
hosil qilish mumkin (12.6-, 12.7-chizmalar).

y =a(x—m)*+n funksiyaning grafigi ham parabola bo‘lib, uni
y=ax* funksiyaning grafigidan ikkita parallel ko*chirish yordamida:
agar m>0 bo‘lsa, grafikni x o'qi bo‘ylab m birlik o‘ngga siljitish,
yoki m<0 bo‘lsa, —m birlik chapga siljitish va agar n>0 bo‘lsa, y
o‘qi bo'ylab » birlik yuqoriga siljitish yoki agar n <0 bo‘lsa, —n
birlik pastga siljitish yordamida hosil qilish mumkin (12.8-chizma).
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T}'
n

>
) -EV/ [» *

12.3- chizma. 12.4- chizma.
y=ax}, (1) >0, (2) a<0. y=ax*+n, (1) a>0, n>0.
Ay 2) a>0, n<o0.

@ (n

m g m ;
12.5- chi 12.6- chizma.
.5- chizma. = 2
y=a(x—m)2, (1) a>0, m>0,
y=ax*+n, (1) a<0. »>0. (2) @>0, m<0.
(2) a<0, n<0.
v
(2) m
n
m n ’
x
( “f\ n /\(3)
12.7- chizma. 12.8- chizma. y=a(x—m)*+n, (1) a>0,
y=a(x—m), (1) a<0, m>0, m>0, n>0, (2) a>0, m<0, m>0, (3) a<0,
(2) a<0, m<0. m>0, n<0, (4) a<0, m<0, n<0.
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3 A 0 1 2 x

22
12.9- chizma.
() y=2x%, (2) y=2(x—1)+1.

Agar y=ax’+bx+c¢ funksiya berilgan bo‘lsa, u 4) shaklga

= 12—2 p :—b —-—_D iriladl ve
(y =a(x+ 2a) 4a), bunda (m 2y 4a)) keltiriladi va
uning grafigi 4) ning grafigi kabi chiziladi.

1-misol. y=2x>—4x+3 funksiya grafigint chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyani 4) shakiga keltiramiz:

y=2C—4x+3=2(x—1)*+1,

bunda =2, m=1, n=1. Bu funksiyaning grafigini chizish uchun
y =2x? parabolaning O(0;0) uchini m=1 birlik o‘ngga va n=1 birlik
yugoriga siljitish kifoya (12.9- chizma).
4) Kub funksiya (uchinchi darajali ko‘phad) ning grafigi.
Uchinchi darajali ko'phadning umumiy ko‘rinishi

y =ax’*+bx*+cx+d .}

shaklda bo‘ladi, bunda a# 0, b, ¢, d — ixtiyoriy haqiqiy sonlar.

a) Agar a=1, b=c=d=0 bo'lsa, ko‘phadning ko‘rinishi y=x*
shaklida bo‘ladi. Bu funksiyani 8-§ da o‘rgangan edik (12.10-
chizma).

b) Agar a=1, c=k20, b=d=0 bo'lsa, kub funksiya (1)

y=x*+kx (2)

ko‘rinishga keladi.

y=x'+kx funksiya quyidagi xossalarga ega:

19. (2) funksiyaning aniqlanish sohasi (—ee;+e) dan iborat.
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2°. Tog funksiya.

30 Agar k>0 bo‘lsa, (2) funksiyaning grafigi O(0;0) dan o‘tadi.
k>0 da y =x* va y =kx funksiyalar o‘suvchi bo'lgani uchun y =x*+kx
funksiya ham o‘suvchi, ekstremumga ega emas.

4°, (2) funksiyaning grafigi xe (0;+e) da qavariq ((-e=;0) da
botiq). Har qanday kub funksiyaga chizigli funksiyani qo‘shganda
funksiya grafigining botigligi (gavarigligi) o‘zgarmaydi.

5. 0(0;0) nuqta (2) funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi.

6°. k>0 bo‘lganda y=x*t+kx funksiyaning grafigi y=x*
funksiyaning grafigiga qaraganda tikroq ko‘tariladi (12.11- chizma).

Ay
2
(2)

11 )

] -1 1 7%
-1
-2/

12.10- chizma. (1) y=x’, (2} y=x’+x.

AY
2
l

2 1 1 2 x

22!

12.11- chizma. y=x'+kx, k >0.
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7°. k<0 bo'lganda, (2) funksiyaning grafigi 0(0;0),
(N=k;0),(—J—k;0) nuqtalardan o‘tadi (12.12- chizma).

8%. k<0 bo‘lganda, (2) funksiya x € (—oo; —ﬁ ) U(ﬁ ;+o°)

da o'sadi, x€ (-\/-7? ; ﬁ ) da esa kamayadi.

9% Agar k<0 bo‘lsa, (2) funksiya X=—\/—3_k nuqtada

maksimumga (¥, =—23k /_3& ), X= ’—;k nuqtada esa mini-

mumga (Y = -2; ﬁ ) ega (12.12- chizma).

a) y =x*+kx+b funksiyaning y =x*+kx grafigi funksiya grafigini
ordinatalar o*qi bo‘ylab |4 masshtab birligiga parallel ko*chirishdan
hosil bo‘ladi, bunda uning ishorasi 5 ning ishorasi bilan bir xil
bo‘ladi.

12.12- chizma. y=x*+kix, k <0.

b) y=x’+bx+cx+d funksiyaning grafigini chizish uchun
koordinatalar boshini

x={—§
y=y
almashtirish yordamida parallel ko‘chiramiz, unda berilgan funksiya
y=x?+kx +b
shakiga keladi. Shunday qilib, y =x%+bx*+cx-+d funksiyaning grafigi
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y=xt+kx+b funksiyaning grafigi kabi bo‘lar ekan, bunda faqat

uning simmetriya markazi abssissalar o‘qi bo‘ylab —g masofaga
siljigan bo‘ladi.

d) y =ax*+bx?+cx+d funksiyaning grafigini chizish y=x3-+kx+b
funksiyaning grafigini chizishga keltiriladi. Hagiqatan ham,
y =ax*+bx*+cx+d funksiyani y = a(x’ + zxz + :x+ Z) ko*ri-
nishga keltiramiz, keyin y, = x’ + : xt+ Zx + Z funksiyaning
grafigini chizamiz, so‘ngra bu grafikni ordinata o‘qi bo‘ylab a
marta cho‘zish (siqish) natijasida berilgan funksiya grafigini hosil
gilamiz. y =ax*+bx?+cx+d funksiyaning grafigi ham paraboladan
iborat bo‘ladi.

y=ax’+bx*+cx+d funksiya ¢ va A=3ac—b* miqdorlarning
ishorasiga bog‘liq bo‘lgan quyidagi xossalarga ega:

1°. A>0 bo‘lib, &>0 da funksiya monoton o‘sadi, a<0 da esa
monoton kamayadi (12.13-. 12.14-chizmalar).

Ay
—»
0 x
12.13- chizma.
y=ax*+bx*+cx+d.
4/y
) 0 ’x

12.14- chizma.
y=ax*+bx*+ex+d.
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2%, A<Q bo‘lsa, unda funksiya bitta maksimum va bitta minimumga
ega bo‘ladi, ya‘ni

3 2
C(— —b+y—A . d 4 20’ -9abe+(6ac—2b )\[:Té ),

3a 274*
—J—= 3_ —264)J=
D(_b.v ‘ A-;d+39 9abc+(6a§' 2_b )' ‘A_)
3a 27a

nuqtalarda mos ravishda maksimum va minimumga ega bo‘ladi
(12.15-chizma).

12.15- chizma. y =ax*+bx+cx+d.

Funksiya grafigining Ox o‘qi bilan kesishish nuqtalarining
abssissalari ax’+bx*+cx+d=0 tenglamaning hagqiqiy ildizlaridan
iborat bo‘ladi. Uning egilish nuqtasi bir vaqtning o‘zida funksiya
grafigining simmetriya markazi ham bo‘ladi.

5) Bikvadrat funksiya va uning grafigi.

Ta’rif. Ushbu ko‘rinishdagi funksiyaga bikvadrat funksiya
deyiladi:

y=ax*+bx’+c, a0,

bunda a,b,ce R'.

Bikvadrat funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish
Dekart koordinatalar sistemasida kvadrat funksiyani tekshirish va
uning grafigini chizish kabi bo‘ladi.

Ba‘zi hollarda bikvadrat funksiyaning grafigi y=x4 y=x?
funksiyalarning grafigi yordamida chiziladi. Haqiqatan ham,
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bz 2
y=ax*+bx?+c= g (:2x4+:x2)+c=
2

4
b2 x‘+x ve Pl x i
Talp b T a b ol [+¢
02 a a a

ko‘rinishga keltiramiz. Demak, y=ax*+bx2+¢ funksiyaning
grafigini y=x*+x? yoki y=x'—x? funksiyalarning grafiklarini har
ikkala koordinata o‘qlari bo‘yicha cho‘zish (sigish) va ordinatalar
0°qi bo‘ylab |d masshtab birlikka parallel ko‘chirish natijasida hosil
qilinadi (12.16-, 12.17-chizmalar). y=x*+x? funksiyaning grafigi
y=x'va y=x* funksiyalar grafiklarning yig‘indisidan iborat bo‘ladi.

6) n - darajali funksiya va uning grafigi. Ushbu ko‘rinishdagi
ifoda n - darajali funksiya (ko ‘phad) deyiladi:

Y =ax" +ax!+. .a,_x+a, - (N
bunda a0, a,, a,.....a, — hagiqiy sonlar.
(1) ko‘phadning grafigi parabolik tipdagi egri chizigdan iborat
bo‘ladi.
(1) funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. (1) funksiya (—ee;+<) oraligda aniglangan uzluksiz
funksiyalar yig‘indisidan iborat.

(H Ay
2 )

14

~©
®

-1

)
12,16~ chizma. (1) y=x*+x2, (2) y=x*, (3) y=x%
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12.17- chizma. (1) y=—x’, (2) y=x*—x', (3) y=x'

20 n=2k—1, ke N toq bo'lsin, (1) funksiya a,>0 bo‘lganda
—eo dan +eo gacha, 4,<0 bo'lganda esa +e dan —- gacha uzluksiz
o‘zgaradi. n=2k—1 (ke N) -darajali ko'phadni ifodalovchi funksiya
abssissalar o‘qini I dan n martagacha kesib o‘tishi (unga urinishi)
mumkin. Bunda funksiya ekstremumga ega bo‘lmasligi ham
mumkin. Agar funksiya ekstremumga ega bo‘lsa, ularning soni
juft bo‘lib, 2 dan n—1 gacha, maksimum va minimum nuqtalari
almashib keladi. Bundan tashqari, uning cgilish nugtalari toq sonda
(1 dan n—2 tagacha) bo‘ladi.

3% n=2k, ke N — juft bo'lsin, ¢,>0 bo‘lganda (1) funksiya 4o
dan —- gacha, 4,<0 bo‘lganda esa — dan +e- gacha uzluksiz o‘zgaradi.
(1) funksiyaning grafigi abssissalar o‘qini kesmasligi (unga
urinmasligi) mumkin. Agar (1) funksiya abssissalar o‘qini kessa,
| dan » martagacha kesadi (urinadi). Funkiya toq sondagi ekstre-
mum nuqtalarga (1 dan n—1! tagacha) ega bo'lib, maksimum va
minimumlari almashib keladi. Funksiyaning grafigi asimptotalarga
ega bo'lmaydi.

7) y =(ax*tbx+c)" (n — butun musbat son) ko‘rinishdagi
funksiyaning grafigi. Agar ax*+bx+c¢ kvadrat uchhad ikkita o‘zaro
teng haqiqiy ildizlarga ega bo‘lsa, y =(ax’+bx+c)” funksiya
y=a"(x—o)* (bunda o — kvadrat uchhadning ildizi) ko'rinishga
keltiriladi. Bu funksiyaning grafigi y =x* darajali (1- bob 8- § ga
q.) funksiyaning grafigi yordamida chiziladi.

Agar ax*+bx+¢ kvadrat uchhad haqiqiy har xil o va B ildizlarga
ega bo‘lsa, (ax*+bx+c)" funksiyani

y=a"(x—a)" (x—Pp)”
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ko‘rinishda yozish mumkin. Bu funksiyaning grafigini chizish
y=a"(x—a)" va y,=(x—B)" funksiyalarning grafiklarini chizishga
va ularni ko‘paytirishga keltiriladi (II bob 9-§ ga q).

Agar ac’+bx+c kvadrat uchhad kompleks ildizlarga ega bo‘lsa,
funksiyaning grafigini chizish, murakkab funksiyaning grafigini
chizishga keltiriladi ( 1T bob 17-§ ga q).

1- misol. y =(x>—x+1)? funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. |. Funksiyaning aniqlanish sohasi (—oe,+0) dan
iborat. Aniglanish sohasining chegaralarida

A
fim y=Jip (s~} ] ] =

2. y=x'—x+1 deb belgilaymiz. bunda y = y?. y, =x—x+1
funksiyaning grafigini chizamiz (12.18- chizma). U funksiyaning

1.3
xarakterli nuqtalari, ya‘ni parabolaning uchi M, (2 4 ), koordinata
o'qlari bilan kesishish nuqtasi M,(0; 1) topiladi va funksiya grafigida
yordamchi M,(2; 3), M,(—1; 3) nugqtalar olinadi.
3. M, M,, M, M, nuqtalarning ordinatalarini kvadratga

ko‘taramiz. Bu holda, mos ravishda No(;;fﬁ} N(0; 1),

[NFY S R

12.18- chizma.
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N,(2:9), N,(—1;9) nuqgtalarni olamiz. Bu nuqtalarni Dekart
koordinatalar sistemasida joylashtirib, izlanayotgan funksiyaning
grafigini chizamiz (12.18- chizma).
2- misol. y =(x>—4x+3)? funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. x*—4x+3 kvadrat uchhad ikkita haqiqiy har xil | va
3 ildizlarga ega. U holda berilgan funksiyani y =(x—1)? (x—3)?
ko‘rinishda yozish mumkin. Endi

Y z(x_l)29 }’2 =(x_°'3)2

belgilashlarni kiritamiz, bunda y=y,-y,, y,, », va y
funksiyalarning grafiklarni chizish uchun ularning xarakterli
nuqtarini topamiz:

¥ 0 1 2 3 4
N 1 0 1 4 9
4 9 4 1 0 1
Nz 9 0 1 0 9

Bu nuqtalarni 12.19- chizmada joylashtiramiz va izlanayotgan
funksiyaning grafigini chizamiz.

(3 (2)

R A I A T R i

Oy
'

e

»

12.19- chizma.
(M y=x-1% (2) p=(x—3)% (3) y=(xr—4x+32
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2. Kasr-ratsional funksiyaning grafigi.
1) Teskari proporsionallik. Ushbu formula bilan berilgan
funksiya teskari proporsionallik deyiladi:

y =% (bu yerda k = 0), (1)
bunda k son proporsionallik koeffitsiyenti deb ataladi.

y= i funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. Funksiyaning aniqlanish sohasi: D (f)=(—ee;0)(0;+e0).
2°. Funksiyaning o‘zgarish sohasi: E (f)=(—ee;0)(0;400).

. __k . . _ _ k —k-_
¥. y=_ — toq funksiya: f=x)=_" = =—fx.

4°. k>0 bo‘lganda, funksiya (—=;0) va (0;+e) oraliglarda
kamayadi. k<0 bo‘lganda, funksiya (—o;0) va (0;4+) oraliqlarda
o'sadi.

59 k > 0 bo‘lganda, teskari proporsionallik grafigining tarmoglari
1 va 1ll choraklarda joylashadi, & <0 bo‘lganda esa 1I va IV

choraklarda joylashadi (12.20-, 12.21-, 12,22- chizmalar). y=:
teskari proporsionallikning grafigi giperbola deyiladi.
4y

G %
4
12.20- chizma.
k
(Dy=_.k>o0. " _g
12.21- chizma.
(hy =% k<o.
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(2)

12.22- chizma. (1)=,. () y=2.

2) Sodda kasr-ratsional funksiyaning grafigi. Kasr-ratsional
funksiyaning eng sodda ko'rinishi
ax+b
cx+d
shaklda bo*ladi. (2) funksiya kasr-chizigli funksiya deyiladi, bunda
kasrning surati ham, maxraji ham chizigli funksiyadir.

Agar a=0 va d=0 bo‘lsa, u holda (2) funksiya quyidagi

b

(ad — bc = 0) (2)

=b_ec ‘rini *ladi
y= =y ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Agar ¢=0 bo'lsa, kasr-ratsional funksiya quyidagi ko‘rinishni
oladi:
_a b
y=x+
ca_, b _ . . s .
Agal d k, . = b deb belgilasak, y=kxtb, chizigli funksiyaga
ega bo‘lamiz.
Agar ° =" yoki ad=be bo'ksa, =7 =p deb belgilasak,
a=cp, b=dp va
_ ax+b _ p(ex+d)
Tox+d  cox+d

=plex+d=0)

bo‘ladi.
¢#0 va ad+ bc bo‘lgan hollarda bu funksiyani qaraymiz. Bu
funksiyaning aniglanish sohasi D ={xe R:x# — ‘:}. Berilgan
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funksiyani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

fexsbc] @ cx+d+bc—d be—ad be—ad
_c a)_r«c\ a _a+ c =a+ ,__.2
Y cx+d ex+d T ex+d ¢ 4
c
bc—_—ad
a 2
y —_ = c
¢ x4

Agar ¥y — ‘C’. =Y, x+ ‘: =X va bc;"d =k deb belgilasak,

kasr-chizigli funksiyani teskari proporsionallik bog'lanishga
keltirish mumkin, ya'ni

ax+b | ) . . .
Y= .q Iunksiya quyidagi asosiy xossalarga ega:

19, (2) funksiya x # —‘-: uchun aniglangan, ya‘ni
R d _d, -
D(f)= ; c)u( it )
. (2) funksiyaning o‘zgarish sohasi:
=| —00! — a - a. o0
E()=(—mimt Jo[- ti)

3% (2) funksiya juft ham, tog ham cmas.
45 k > ( bo‘lsin, u holda:

-

2

b d
a) ‘C’ > 0 bo‘lganda, funksiya (-‘”;— a) va (— c ;+°°J oralig-
b, d . -
larda musbat, (-a ;~~c) oraliqda esa manfiy bo‘ladi;
d .
b) a=0 bo‘'lganda, funksiya (—w;—-c) oraligda manfiy,
d. . .
(— . ,+°°) oraligda esa musbat bo‘ladi;
a . .. 4 b, .
d) < 0 bo'lganda, funksiya (—”,- a) va (— o a+°°J oralig-

d b )
larda manfiy, (—; 3= a} oraligda esa musbat.
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5°. k<0 bo'lsin. U holda:
d b
a) ‘: > 0 bo‘lganda, funksiya (—”;- c ) va (—a ;+°°J oraliqgda

d b
musbat, (- e ] oraligda esa manfiy bo‘ladi;

a
b) a=0 bo‘lganda, funksiya (-“;-i] oraligda musbat,
(—i ;+°°] oraligda esa manfiy bo‘ladi;
d) : < 0 bo‘lganda, funksiya (—°°;— 2 ) va (— f ;+°°) oraliglar-

d b
da manfiy, (- o a) oraligda esa musbat bo‘ladi.

6°. &> 0 bo‘lganda funksiya kamayuvchi, k& <0 bo'lganda esa
o‘suvchidir.

79. (2) funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga
ega emas.

. . d .
8% k>0 bo'lganda, funksiyaning grafigi (-°°;— c) oraligda
; .
botiq, (- c :+°°) oraligda qavariq bo‘ladi,
d
9. k <0 bo‘lganda, funksiyaning grafigi (—w;— c»] da gavariq,

d :
~ e ;+°°) da esa botig bo‘ladi.
10° (2) funksiyaning grafigi ¢#0 va ad#bc uchun markazi
d a . .
0, (- ¢ c) nuqtada bo’lgan giperboladan iborat (12.23-, 12.24-

chizmalar).
11°. Funksiya grafigi asimptotalari koordinata o‘glariga, mos

ravishda, paral_iel X = —i y y= Z bo‘lgan har tomonli giperboladan

iborat.
3) Umumlashgan kasr-ratsional funksiyaning grafigi. Ushbu

P(x)=ayx" +ax" +...+a,
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12.24- chizma. £ < 0.

va
0, (x) = byx" + hx" " +...+ b,

ko phadlarmn_g (bur;da a,.a,,..a, b, b,....b, — o'zgarmas sonlar,
m, ne N) bo‘linmasi

_ P _ agx"+ax™ 1+ +a,

Y= Om(x) ™ byx™+b x™ 4. 4b,, (h
kasr-ratsional funksiya deyiladi. n<m bo‘lganda esa (1) to‘g‘ri kasr-
ratsional funksiva deyiladi.

Bizga algebra kursidan ma‘lumki, har ganday gisqarmaydigan
(1) ratsional kasrni, agar

0,(x) =0, o(x— 0 )™ (X— ;)% (X — 0, )"5(x7 + Bx+g, .. (X2 +B, x4 g, ) M
ko‘rinishda ifodalansa (bunda @, o,...,0x lar Q_(x) ko'phadning,
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mos ravishda, m,, m,,...m; karrali ildizlari, uchhadlar esa Qn(x)
ning o‘zaro qo‘shma kompleks g,. t,... t karrali ildizlariga mos
keladi), uni yagona ravishda chekli sondagi sodda kasrlar yig'indisi
shaklida tasvirlash mumkin:
P() 4 4 An, B
W= o + R+ L+ + - :
Ou(®)  (x—o)™ (x—0)™ ™ x—0y  (x—og)™

D, x+Cy
Bzm_|+...+ B, DG 4 ;' b+

(x—o)™ X—=0 (x2+b|x+qi)"' X +hx+q

Mx+ N, Mix+Ny

2 +..t+ .
(x® +bpx+q P X +byx+qy

.. A 1 va+Cv Bx+C_k |

Qu.vldagl x—k * (X—'k)m » X2+pX+(] * (x2+px+q)p asnar elemen-

tar to'g'ri ratsional kasrlar deyiladi. Bunda A, B, C, k - haqiqiy
sonlar, m va p — natural sonlar bo'lib, p,m> 1; hagigiy koeffit-
siyentli x*+ px + g kvadrat uchhad mavhum ildizlarga ega.

Shunday gilib, kasr-ratsional funksiyaning grafigi elementar to‘g'ri
ratsional kasrlar grafiklarining yig'indisidan iborat bo'lar ekan.

1

Y= =t
funksiyaning grafigini abssissalar o'qi bo'ylab || masshtab birligiga
o‘ngga parallel ko‘chirish natijasida hosil gilinadi.

(me N) funksiyaning grafigi y= l,h», me N
X

1
- N . ,
y X4 pxtq funksiyaning grafigini chizish uchun, avvalo,

uning maxrajining to'liq kvadrati ajratiladi:

y= ) 2
[x+p ] LA
2 4
so‘ngra grafik 2 funksiyaning grafigini chizish kabi chiziladi.
= BxC — .
y Pepxtq funksiyaning grafigini chizish
=x2+l vay=Bx+C
px+q

funksiyalar ko‘paytmasining grafigini chizishga keltiriladi.

2_
x4 3 funksiyaning grafigini chizing.

1- misol. y =
y x2—2x—
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Yechilishi. Berilgan funksiyaning butun gismini ajratib yozamiz:
2x—1
xt—2x—3"
x_zzchch_B ifoda to'g'ri ratsional funksiya bo‘lganligi uchun bu
ifodani oddiy kasrlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlaymiz:

y=1+

-l 4 B
x2=2x—3  x=37 x+1’
bunda A4, B — o‘zgarmas sonlar, Anigmas koeffitsiyentlar usuli
bilan A va B larni topamiz: L—1=A(x+ 1)+ B(x—3); x=—1 bo‘lsin,

—3=—4B, B= i » x=3 bo'lsin, 5=44, A=§. Demak, berilgan
funksiyvani quyidagi
St 31
Vet 3 4 a

ko‘rinishda yozamiz: ¥, =1, y, = 4(:_'3), Y3 = 4(; +1) belgilashlar
kiritamiz. y,, », va y, funksiyalarning grafiklarini chizib va hosil
gilingan grafiklarini qo‘shib, izlanayotgan funksiyaning grafigini
chizamiz (12.25- chizma).

#y
4
(4 BRI )
y A4 b (2)
~
=l 3 4 ; Z 'x
; (¥]]
-2
-44
63
. 5 _ 3
12.25- chizma. (1) y=1, 2) .Vz=4(-x_3), (3) }’—4(““,
24
4) y=- ..
@y x2=2x-3
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J4xt—2x—1
x2—2
Yechilishi. Berilgan funksiyaning butun qismini ajratamiz:

2- misol. y ="~ funksiyaning grafigini chizing.

y=x+1+ 2o
Natijada ikkita funksiyaning yig‘indisiga ega bo‘lamiz:

1
y=yty, bunda y=x+1, y, = s,

X
¥, va y, funksiyalarning grafiklarini alohida chizamiz, so‘ngra
¥, va v, funksiyalarning xarakterli nugtalarining ordinatalarini
qo'shib izlanayotgan funksiyaning grafigini hosil gilamiz (12.26-

chizma).
SR
"T @

(&)]

3,2 5
12.26- chizma. (1) y=" +i2_zx I- (2) y=x+1,

3. Irratsional funksiyaning grafigi. a) y =+\/ax+ 5 ko'ri-
nishdagi funksiyaning grafigi y = \/x funksiyaning grafigi ( 1 bob
8- § ga q.) yordamida chiziladi. y = +\/ax + b funksiyaning grafigi
paraboladan iborat bo‘lib, uning o‘gi abssissalar o‘qi, parametri

. b, . .
p= ; uchi esa (— 0,0] nuqtadan iborat (12.27- chizma).
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(n

<__

12.27- chizma.
y = tfax+b . (1) a>0, (2) a<0.

b) y= J_r,/axz + bx + ¢ ko'rinishdagi funksiyaning grafigini
chizish (1 bob, 7-§) dagi sxema bo‘yicha chiziladi.

y=tyaxt +bx+c
funksiya grafigining ko'rinishi @ va D=4ac—#b laming ishorasiga bog‘liq
bo‘ladi.
Agar a<0, D<0 bo‘'lsa, uning grafigi ellips; agar >0, D>0
yoki D<0 bo‘lsa, funksiyaning grafigi giperboladan iborat bo‘ladi

b . . .
. to'g’ri chiziglardan iborat, uchlari

vauning o‘qlari y =0, x = — 5

€sa

b+J—D . b—J—D . b [D _b.F
A(— 2a ’O]’C[— 2a ’0]‘ B[ Za’\l;]’ E[ 2a’ 40}
nugtalardan iborat bo‘ladi (12.28- chizmalar a), b), d).

Eslatma. ¢ <0 va D> 0 bo‘lganda x ning haqiqiy giymatlarida
cgri chiziq mavjud bo’lmaydi.

1- misol. y = +/x? — 1 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. 1. Funksiyaning aniglanish va o‘zgarish sohalari:

D(f) = (=e0,=1J U [L,+%), E(f) = (=00,+00).
2. Funksiya juft, ya‘ni Vxe D(f) uchun

f(=x)= J(=x)? =1 =Jx* —1 = f(x) bo'ladi.
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3. x=%1 nuqtalar funksiyaning nollari, ya‘ni y(x1)=0.

4. a=1, D=—4<0 bo‘lganligi uchun yuqoridagi ») bandga
asosan, berilgan funksiyanng grafigi giperbolani ifodalaydi, uning
simmetriya o'qglari y=0, x=0 to'g‘ri chiziglardan, uchlad esa C({—1:0),
A(1;0) nuqgtalardan iborat bo‘ladi.

5. y=#x to'g‘ri chiziglar funksiya grafigining og‘ma asimtotalari
bo'ladi.

Yugoridagi mulohazalarga asosan berligan funksiyaning grafigini
chizamiz (12.29- chizma).

Ay

:a)

12.28- chizma. y=tyax2+bx+c, (a) a<0, D<O.
(5) a>0, D>0. (d) a>0. D<O.

12.29- chizma. p = +4/x? — 1.
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Mustagqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning grafiklarini chizing:

1. y=1—3x . 2. y=2—,x. 3. y=4,

4. y=5—4x. 5. x=-5. 6. y=2x+3.
7. x= j y. 8. Ix—6y—2=0. 9. 2=4x—y,

10 y=x— . 11. y =x’—dx. 12. p=x+4x+2.
13. y=—x*—3x+6. 14, y =2x—8x+S5.

15.

17.

19.
22.
25.
28.

31

34.

1} s 1
y=—(X—2') .16, y=02x—1) +4.

2
y=-2 +()3‘ +I) . 18, y=(3x—1)2+2.
= 2“""- =yl - l
y=2x—3, 20. y=x*+4. 21, y= 3yad”
- 2 5 _ 1
Y= -3 23. y=," - 4. y=1+ .
=— 2 _ 4 _ 3x+2
y= 3+x‘ 26'y_2-3x' 27'y_3—x'
2
Y= ;:13 29. y=1—x. 30. y = J—5x +10.
2
y=(x+2x—3). 32. y=xX—x*—x—1. 33. y= xzx .
y = X2~?-2.XF
xtex+l’

Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1.
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“13-1-0500 051 132251358 &’X

0.5

2- chizma.



4- chizma.

4y

127

3. X 34
4.8 4
4.0
44
a2
3.8
364
3,44
3.2 4
§ ) [ARNEARE ]
3- chizma.
. Ay
A
4,27
44
4.6
4.87
¥
5,23
$.41
3.6
..
-5 i 0 ] 2 |
5- chizma.
7. Ay
64
54
44
LE
24
14
T T L2
-1
-2
-3
-4
-5
-6
7- chizma.

8- chizma.
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9- chizma.

A

+!
40
35
30
25

5673‘9’

X

11- chizma.

13- chizma.

224

10- chizma.

12. AV
40
35
30
28
20
15
190
5

I T S DG o,:):’x

12- chizma.

-1 0300 0% 1.5 2 3.5 X3 B ¥ ;'X

14- chizma.



15. 16.

4 3 2 a1 0 9 2 3y 4 3 A
M _._' 80
2 b
44 60
64 s
£ 4
104 o
12 3
143 2
16 10
AR 4
204 N A I 1 M B
15- chizma. 16- chizma.
17. 18. v
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13- §. ANALITIK IFODASIDA MODUL QATNASHGAN
FUNKSIYALARNING GRAFIKLARINI CHIZISH

1. v=f () funksiyaning grafigini chizish. ¥ =f(|x)) funksiyaning
grafigini chizish uchun. avvalo, y=f(x) funksiyaning grafigini
[0.+e0) oraligda chizish keyin chizilgan funksiya grafigini ordinatalar
o‘qgiga nisbatan simmetrik akslantirish kerak. Natijada hosil bo‘lgan
grafik berilgan y=f(p) funksiyaning grafigini ifodalaydi.

1- misol. y=2|x] —5 funksivaning grafigini chizing.

Yechilishi. Yugoridagi qoidaga ko‘ra [0.+e) oraliqda y=2x—5
funksiyaning grafigini chizamiz (13.1- chizmada AB nur). AB nurga
Oy o‘qgiga nisbatan simmetrik gilib. AC nurni chizamiz. BAC siniq
chiziq berilgan funksiyaning grafigi bo‘ladi (13.1-chizma).

Berilgan funksiyani ikkita formula yordamida . ya‘ni

2x —5, agar x20 bo'lsa,

—2x —35, agar x <0 bo‘lsa,

ko‘rinishda ifoda qilib, grafikni chizilganda ham BAC siniq chiziq
hosil bo'lar edi.
2-misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

y=x=3x{+2.

Yechilishi. Dastlab y = xP=3x+42=(x— ;)2 — }4 funksiyaning

" 4

13.1- chizma.
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grafigini [0,+) oraligda chizamiz. Chizmada parabolaning bir gismi
ACB hosil bo‘ladi. So*ngra chizilgan egri chizigga Oy o‘giga nisbatan
simmetrik bo‘lgan AC, B; ni chizamiz. Natijada berilgan funksiyaning
grafigi hosil bo‘ladi (13.2-chizma).

3- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

y=sin |x].

Yechilishi. Avval y=sin x funksiyaning grafigini [0.+e) oraligda
chizamiz, so'ngra chizilgan egri chizigni Oy o‘giga nisbatan
simmetrik akslantiramiz. Natijada berilgan funksiyaning grafigi hosil

13.2- chizma.

A
l-y

-4
13.3- chizma.
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.4 3 | 3 4’)(
4 22 0 2 4 t:
13.4- chizma. 13.5- chizma.
bo*ladi (13.3- chizma). AV
4-misol. Ushbu funk-
siyaning grafigini chizing. 4
e 2
'].—3 N e
Yechilishi. Avval y=3¢ 6573
funksiyaning grafigini -2

|0.+e<) oraliqda chizamiz.
So‘ngra chizilgan egri
chizigni Ov o'qiga nisbatan -6
simmetrik akslantiramiz.
Natijada berilgan funksi-
yaning grafigi hosil bo'ladi (13.4- chizma). -n

2. y= |f(x)| funksiyaning grafigini chizish. y= |/ (x)|
funksiyaning grafigini chizish uchun y = f(x) funksivaning grafigini
chizib va grafikning abssissalar o' qidan yuqorida (v 2 0) joylashgan
gismini o‘zgarishsiz qoldirib, grafikning abssissalar o‘qgidan pastda
(y < 0) joylashgan gismini esa Ox o‘giga nisbatan simmetrik
akslantirish kerak.

13.6- chizma.

5-misol. ¥y = x’ —4 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Avvalo y =x'—4 funksiyaning grafigini (—eo;+e) da
chizamiz. y= x?>—4<0 funksiyaning grafigi (—2;2) oraliqda
abssissalar o‘gidan pastda joylashadi. y =x>—4 funksiya grafigining
abssissalar o*qidan yuqorida (y 2 0) joylashgan gismini o*zgarishsiz
goldirib, pastda (—2; 2) oraliqda joylashgan gismini esa Ox o°giga
nisbatan simmetrik akslantiramiz. Natijada berilgan funksiyaning
grafigi hosil bo'ladi (13.5-chizma).
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13.7- chizma.

6- misol. ¥y = sinx funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Avvil (~eo.+e0) oraligda y =sin x funksiyaning grafigini
chizamiz, so'ngra abssissalar o'gidan yuqgorida (3=0) joylashgan
gismini o'zgarishsiz goldirib, pastda (y <0) joylashgan qismini esa
O~ o°giga nisbatan simmetrik akslantiramiz (13.6- chizma).

3. v [=f (x) funksiyaning grafigini chizish. |y |=f(x) funksiyaning
grafigini chizish uchun y=f(x) funksiyaning grafigini chizib,
uning f(x)=0 bo‘lgan gismini o‘zgarishsiz goldirib, o'zgarishsiz
goldirilgan gismini Ox o’qiga nisbatan simmetrik akslantirish kerak.

Eslatma. |v|=/(x) formula bilan berilgan funksiva /(x)20 bo'lsa,
bir giymatli funksivani ilodalamaydi. ya'ni ikki giymatli funksiyani
ifodalaydi: y =+ f(x). Agar f(x)<0 bo'lsa, funksiyaning grafigi chizilmay
goldiriladi, chunki bu holda [y|=f(x) tenglik ma‘nosini yo*qotadi.

7-misol. [y} =—x—3x+10 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. —x’—3x+10>0 tengsizlikni ganoatlantinuvehi xe |—3;2
da y =—x*—3x+10 funksivaning grafigini chizamiz. So‘ngra chizilgan
grafikni Ox o'qiga misbatan simmetrik akslantiramiz. Natijada berilgan
funksivaning grafigi hosil bo‘ladi (13.7- chizma).

8- misol. |[v—1|=x*+4x—35 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. x*+4x—520 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
xe (—oo;—5] va [1;+=) larda y =x> + 4x—35=(x+2)*—9 parabolaning
grafigini chizamiz, ularni Ox o'giga nisbatan simmetrik akslan-
tiramiz, so'ngra 1 birlik yuqoriga siljitamiz. Natijada berilgan
funksiyaning grafigi hosil bo'ladi (13.8- chizma).

4. y=lf (Dl M=lFOol M=, (), [M=I/ ()| funksiyalarning
grafiklarini chizish. Bu funksiyalarning grafiklarini chizish uchun
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4 +
2-
y=]
[ N
4 22 0 2 4 6 X

-2
-4

13.8- chizma.

/

4

4 # v
3
1
)

Lo/

TXES NS

1
-2 .2
-4 -3
4
13.9- chizma. 13.10- chizma.

yuqorida keltirilgan 1°-, 2°-, 3°- bandlardagi grafik chizish usullarini
ketma-ket go‘llash kerak. Masalan, y =|f (|x})| funksiyaning grafigini
chizish uchun avvalo y=f(|x) funksiyaning grafigini chizib va
uning abssissalar o'qidan yuqorida joylashgan gismini o‘zgarishsiz
qoldirib, pastda joylashgan gismini Ox o‘giga nisbatan simmetrik
akslantirish kerak.

9- misol. y=x*—4|x+3| funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigini chizish uchun, dast-
tab y =x*—4]d+3 funksiyaning grafigini 1°-bandga asosan chizamiz
(13.9- chizma), uning abssissalar o‘qidan yugorida joylashgan
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-2 0 2 4 x

'
B

13.11- chizma.

)
-y
~

ON 4 X
A

13.12- chizma.

gismini o'zgarishsiz qoldirib, pastda (v <0) jovlashgan gismini Ox
o'giga nisbatan simmetrik akslantiramiz (13.10- chizma).
10-misol. |y|=|x— 1| funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning grafigini chizish uchun, avvalo
v =}x—1| funksiyaning grafigini chizamiz (13.11- chizma), so'ngra
uni Ox 0'qiga nisbatan simmetrik akslantiramiz (13.12- chizma).

Mustaqil ishlash uchun misollar

Funksiyalarning grafigini chizing:

1. y =|x—3§|. 2. y={1—x.
3. y=p+2x| . 4. y = x*—4x+3|.
5.y =p—xi+1. 6. y =pd—px—1|.
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7.y =pet2+x—2]. 8. [y| =x—1.

9. [v| =2—3x. 10. [y| +Hx|=1.

1. y=llogx . 12. y =lsin2x|.

13. y= Isin x+sin |x|. 14. |y 2-2y|=1—x.
15. y = 'i'. 16. y =10%k-1.

17. y=|ld—1|. 18. y ={x>—4|+]x+4].

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javeblari

1- chizma. 2- chizma.

0

¥
~
E-N
=)
=

3- chizma. 4- chizma.
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14- §. TENGLAMASI PARAMETRIK SHAKLDA
BERILGAN FUNKSIYALARNING GRAFIGI

1. Parametrik shaklda berilgan funksiyalarni tekshirish. Faraz
gilavlik, funksiyaning parametrik tenglam:si

x = @1,

(1 ~ parametr, 1, <7< 1) ko'rinishda berilgan bo Isin. Bu holda
funksiyani tekshmxh va uning grafigini chizish y=f(x) ko'rinishda
berilgan funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish kabi olib
boritadi.

Avvalo, mos ravishda. 1 Ox va 1 Oy koordinatalar sistemalarida
x=o(). y=y(n funksiyalarning grafiklari chiziladi. x=¢(1). y=y(
funksiyalarning grafiklariga qarab. 6-. 7-§dagi sxema bo‘yicha
V=y (x) funksiya tekshiriladi va grafigi chiziladi. (1) funksiyaning
grafigini chizishda uning quyidagi muhim tomonlarini e’tiborga
olish lozim.

Agar t ni — f ga almashtirilganda oz ishorasini o'zgartirmasa,
x esa — x ga almashsa, unda funksiyaning grafigi ordinatalar o*giga
mishatan simmetrik boladi.

Agar 1 ni — 7 ga almashtirilganda x o'z ishorasini o‘zgartir-
masdan, y esa — vy ga almashsa. unda funksiyaning grafigi
abssissalar o‘giga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Funksiyaning davri x =¢@() va y =y(#) funksiyalarning davrlari
bo'yicha aniglanadi.

(1) funksiya grafigining ordinatalar 0*qi bilan kesishish nugtasi
koordinatalarini topish uchun, avvalo. x=¢(/)=0 tenglamani
yechib, y =y(#) ning shu yechimlarga mos givmatlarini hisoblash
kerak. Shunga o'xshash, (1) funksiya grafigining abssissalar o*qi
bilan kesishish nuqtasi koordinatalarini topish uchun, avvalo,
y=y(H=0 tenglamini vechib, x=¢(f) ning shu yechimlarga mos
giymatlari hisoblanadi.

Ba'zi hollarda, (1) funksiya grafigining y = x va y=—x bissek-
trisalar bilan kesishish nugtalarini topish ahamiyatli bo'ladi,
buning uchun y(H=¢(n) va yw(N=-¢(n tenglamalarini yechish
kerak. Bu yechimlarga mos kelgan x=¢ (), y =y (#) funksiya-
larning giymatlari (1) funksiya grafigining y =x va y =—x bissek-
trisalar bilan kesishish nuqtalarining koordinatalarini ifodalaydi.
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Ba‘zi sodda hollarda, tenglamasi parametrik shaklda berilgan
funksiyaning grafigini nuqtalar yordamida ham chizish mumkin.
1- misol. Ushu bu funksiyaning grafigini chizing:

x=p1,
y=1. (2)
Yechilishi. (2) ko'rinishda berilgan funksiyaning grafigini

nuqtalar yordamida chizamiz. Buning uchun quyidagi jadvalni
tuzamiz:

/ 0 | 2 3 -1 =21 -3/ -4

x 0 l 4 9 I 4 9 16

N 0 1 8 27 | =1 | —8 [ =27 | —64

Topilgan nugtalar yordamida berilgan funksiyaning grafigini
chizamiz (14.1- chizma)

A
1]
5
;]
4 3 3 40 f 3 T
-4
-21
3]
.43

14.1- chizma.

2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

xX=1+1,

3
y=1+1 (3)
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Yechilishi. (3) ko‘rinishda berilgan funksiyaning grafigini yugo-
rida ko‘rsatilgan tartibda chizamiz: avvalo 7 Ox va t Oy koordinatalar
sistemasida, x =1+¢va y =1+¢? funksiyalarning grafiklarini chizamiz.

Endi y=y(x) funksiyani tekshiramiz. Bu funksiyaning
aniglanish va of‘zgarish sohalari D (y)=(-eej+0) , E(¥)=[1;40).

1) y (—n=y (1) bo‘lgani uchun =0, ya‘ni to‘g‘ri chiziq sim-
metriya o°‘qi bo‘ladi. Ravshanki, XIH!}' Y(x) = +ee.

2) Koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini topamiz.
Ordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqtalarini topish uchun x=0
yoki 1+r=0 tenglamani yechib, =—1 ni topamiz. y=1+¢?
funksiyaning =1 dagi giymati y=2 ga teng. Demak, y=y (x)
funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qini B(0;2) nuqtada kesadi.

3) Abssissalar o'qi bilan kesishish nugtasini topish uchun y =0
yoki 1+¢2=0 tenglamani yechish kerak. #>=—1 tenglama haqiqiy
yechimga ega emas. Shunday qilib, y =f(x) funksiyaning grafigi
abssissa 0°‘qini kesib o‘tmaydi.

4) Berilgan funksiya grafigining y=x va y =—x bissektrisalar
bilan kesishish nuqtalarini topamiz: @) y=x bissektrisa bilan
kesishish nuqtasini topish uchun 1+72=1+¢ tenglamani yechamiz.
Bu tenglamaning yechimlari #=0, =1 lardan iborat. Shunday
qilib, y=y(x) funksiyaning grafigi y =x bissektrisa bilan A(1;1)
va ((2;2) nuqtalarda kesishadi; b) y =—x bissektrisa bilan kesishish
nuqtasini topish uchun t+7?=—(1+/) tenglamani yechish kerak.
Bu tenglama haqiqiy yechimlarga ega emas. Demak, berilgan
funksiyaning grafigi y =—x bissektrisa bilan kesishmaydi.

Berilgan funksiyaning grafigi asimptotalarga ega emas.

Endi yuqorida topilgan natijalar bo‘yicha y =y (x) funksiyaning
grafigini chizamiz. Dastlab, y =1 to‘g‘ri chiziqni o‘tkazamiz. Rav-
shanki, y =y (x) funksiyaning grafigi bu to‘g‘ri chizigdan yuqorida
joylashadi. y =y (x) funksiyaning ordinatalar o‘qi bilan kesishish
nuqtasi B(0;2) hamda y=x bissektrisa bilan kesishish nugtalari
va C(2;2), A(l;1) nuqtalarni belgilab, y =y (x) funksiyaning
grafigi chiziladi. Shunday qilib, x=1—t, y=1—t? funksiyaning
grafigi 14.2- chizmada tasvirlangan.

3- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

x=te,

4
y=te ', (4)
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14.2- chizma.

Yechilishi. xOt va yOt koordinatalar sistemalarida, mos ravishda,
x=te' va y=te funksiyalarning grafiklarini chizamiz (14.3- a),
b) chizmalar). x =fe’ va y =te ' funksiyalarning grafiklari bo‘yicha

y=y(x) funksiyani tekshiramiz. D (y)=(—e';4o0), E(y)= (~o0;e”")
bo‘lib, funksiyaning limit qiymati nolga teng, ya‘ni llm y=0.
Funksiyaning grafigi O (0;0) nugtadan o‘tadi va x+y =0 to* g'ri
chiziqqa simmetrikdir (14.3- chizma, d)).
4- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

X =2acost—acos2t,
y =2asint —asin 2.

Yechilishi. x Or va y Or koordinatalar sistemalarida, mos
ravishda, x=2a cost—acos2t, y =2asint—sin2¢ funksiyalarning
grafiklarini chizamiz. Bu grafiklar bo‘yicha y=y (x) funksiyani
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39 3
2 2
1 1
43 . 3 3 4
n v T 2 3 4.; ’I
-t -
] -2
-3 -3
a) 4 b) -4
?y T}'
2
1 ﬁ w
3a a
7 .15 -1 -0 05 1 15 2"1: \:) ’x
d)

14.3- chizma. 14.4- chizma.

tekshiramiz. Ravshanki, D (y)=[—3a: a|. E(y)=|—2a;2a] bo'lib,
funksiyaning grafigi abssissalar o‘giga nisbatan simmetrikdir. x =
=2a cost—a cos2t, y =2asin—asin2¢ funksiyalar 2x davrga ega
bo‘lganligidan y =y (x) funksiya ham davriy bo‘lib, uning davri
2 ga teng. [0;2n] oraligning chetki nuqtalarda y =y (x) funksi-
yaning limit giymati nolga teng. Bu funksiyaning grafigi 14.4-
chizmada tasvirlangan. Bu chiziq kardioida deyiladi.

5- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

X = (100531.

3 (6)

y=asin’ f.

Yechilishi. xOr va yOt koordinatalar sistemalarida, mos ravish-
da, (6) funksiyalarning grafiklarini chizamiz. Bu grafiklarga ko‘ra
y=y(x) funksiyani tekshiramiz. Ravshanki, D (y)=|—a; al,
E(y)=[—a; g} dan iborat. Funksiyaning grafigi koordinatalar
o‘qlariga nisbatan simmetrik. Funksiya davriy bo‘lib, uning davri
2n dan iborat. Funksiya grafigining koordinatalar o‘qlari bilan
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kesishish nuqtalari, mos »
ravishda, (a;0), (—a;0); ﬁ
(0;a), (0;—a) nuqtalar- a
dan iborat. Berilgan funk-
siyaning grafigi 14.5-
chizmada tasvirlangan
bo‘lib, bu chiziq astroida —a 0 a
deyiladi.

6- misol. Ushbu funk-
siyaning grafigini chizing: —a

=V

x = a(t —siny),
y = a(l — cos1). N 14.5- chizma.

Yechilishi. Dastlab, xOr va yOr koordinatalar sistemalarida
x =a(t—sin?)., y =a (1— cosf) funksiyalarning grafiklarini chizamiz,
so‘ngra bu grafiklarga ko‘ra y=y(x) funksiyani tekshiramiz.
Ma'lumki, D (y)=(—e:+), E(y)=[0;24a]. Funksiya davriy bo‘lib,
uning davri 2r ga teng. Funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qiga
nisbatan simmetrik. Funksiya grafigining koordinatalar o‘glari bilan
kesishish nugtalari:

a) abssissalar o‘qi bilan kesishish nuqtalari (0;0), (0;2= a),
(0;4rn a), ...;

b) ordinatalar o'qi bilan kesishish nuqtasi esa O(0;0) dan iborat.
Berilgan (7) funksiyaning grafigi 14.6- chizmada tasvirlangan. Bu
chiziq sikloida deyiladi.

14.6- chizma.
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Mustagqil yechish uchun misollar

Tenglamasi parametrik shaklda berilgan quyidagi funksiyalarning
grafiklarini chizing:

2
x=1, x =1 =2, x=,-’_—l';
1. 2. .
y=1. y=1t+21. y=.£.
2o
x=1 —3m, x =16cost, x=1~—1,
4. 5. 6.
y =1 —6arctgt. y =S5sint. y=1—1
x =cos't, 8 x=tte™,
y= sin’ 1. y= AU +e 2.

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. 47
0,9
0.%
0,73
0.64
0.5
0.4
0.3
0.2
|-
-1 0N -06 -0.4 029 02 o4 06 03 i’x
-0.)
1- chizma, -0.2
2. oy
_“q
y.)]
159
104
. 0 10 13 2 25 ] 3§ X
2- chizma.
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L 200
200
100
00 600 S0 -400 300 -200  -10 Ifﬁ’x
- 100
200
[ -300
3- chizma.
4. ¥
0
15
10

5- chizma.
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6 8 6 -4 -2 A 5 4 6 s o
A : A ’/Y
10
203
- 304
-40
04
60+
-70
..80_
00-
-10)3
6- chizma.
7.
AV 8.
001 Ay
0.8 5
071 4.5
0.6 43
0.5 3,5
0.4 4 34
0.3 2,54
0.2 4 29
0.1 183
L) T L] L) v T A lL -
070.10.20.30.40.50.60.70 80,9 1 X jH——m—r T T
7- chizma. 8- chizma.

15- §. QUTB KOORDINATALARIDA
BERILGAN FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI

1. Qutb koordinatalar sistemasi haqida tushuncha. Tekislikdagi
nugtaldrning o‘rnini qutb koordinatalar sistemasida aniglash uchun
biror O nugta olib, bu nuqgtadan O to‘g‘ri chizigni o‘tkazamiz va
bu to‘g‘ri chizigda musbat yo'nalishni belgilaymiz (15.1- chizma).
O nugtani gutb, Ox o'qini esa quth 0°gi deb ataymiz.

Endi ma‘lum masshtab birligi olib, tekislikdagi ixtiyoriy M
nuqtaning o‘rnini O qutbga va Ox qutb 0‘qgiga nisbatan aniglaymiz.
Buning uchun M nugqta bilan O qutbni tutashtiramiz. Natijada
qutbdan M nuqtagacha bo‘lgan |OM| masofa va qutb o'qi bilan
OM yo‘nalgan kesma orasida £ xOM = ¢ burchak hosil bo'ladi.

Bunda p= OM shu M nuqtaning quth radiusi, ¢ burchak esa M

nuqtaning quth burchagi deyiladi. ¢ burchakni trigonometriyadagi
© burchak deb tushinishga kelishib olamiz, ya‘ni bu burchakni
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ishorasi bilan +2x% . ke Z qo‘shi- v
luvchi anigligida qaraymiz. p va Mp; o
¢ ni M nuqtaning quth koordi- [T o “":
natalari deb ataymiz va M(p;9) !
shaklda yozamiz. M nugta qutb o\ i
burchagining —n<@<n tengsiz- 0 £ x
liklarni ganoatlantiradigan qiy- N
mati uning qutb hurchagining

bosh giymati deb ataladi.

Yugorida aytiganlarga bi- 15.1- chizma.
noan, qutb koordinatalari uchun
p 20 va —r<o<n tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Qutb koordinatalariga
bunday shartni go‘ymaslik ham mumkin. Bu holda p bilan ¢ ni
umuman —e dan +eo gacha o‘zgaradi deb garaladi. ¢ burchak —e
dan +- gacha o'zgarganda qutb koordinatalar sistemasi
umumlashgan qutb koordinatalari sistemasi deyiladi.

Agar M nuqtaning qutb koordinatalari ma‘lum bo'lsa (15.1-
chizma), u holda uning Dekart koordinatalari x =pcose, y=psing
formulalar orqali ifodalanadi .

Agar M nuqianing Dekart koordinatalari x va y berilgan bo'lsa,
u holda uning qutb koordinatalari:

2 2 X . Yy y
SNXT+ )Y ,CO80= . S = » P =arct
p=yx’ 4y, cose= X . sing S~ @=arctg

x2+y? x2+y

formulalar orgali topiladi.

Ba‘zi bir masalalarni yechishda qutbdan o*tuvchi bitta to'g‘ri
chizigda O nuqtaning turli tomonida joylashgan ikkita M va N
nugtalarni garashga to‘g'ri keladi (15.1- chizma). Bu holda M va
N nuqtalarning qutb burchagi sifatida OF kesmadan OM nurgacha

AV
B(n-o,
Bf-x.v) Alx,y) (r-0.p) A{e.p)
R B ettt )
? |
0 X @
0 X
a) b)
15.2- chizma.
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B /

a) b) A (2n— ¢ p)
15.3- chizma.

bo‘lgan burchakni olish mumkin. Bunda p ni M nuqta uchun musbat,
N nugta uchun esa manfiy deb hisoblanadi.

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan funksiyaning umumiy
ko‘rinishi p=f(9p) yoki F(p;p)=0 shaklida bo‘ladi. p=f(¢)
funksiyani qutb koordinatalar sistemasida tekshirsak, Dekart
koordinatalar sistemasida y =f(x) ga tagqoslash yo‘li bilan ham
amalga oshirish mumkin, bunda p ni yga, ¢ ni esa x ga almashtiriladi.
p=/(p) funksiyani tekshirish sxemasi y=f(x) funksiyani tekshi-
rish sxemasi kabi tekshiriladi. y =f(x) funksiyaning aniglanish
sohasi [a,b] endi p=f(¢) funksiyaning aniglanish sohasi
a< <P ga mos bo‘ladi. y=f(x) funksiyaning x,, x,, ... maxsus
nuqtalari p=f(¢) funksiyaning ¢ =x, ¢,=x,, ... maxsus
nugtalariga mos keladi.

1) y =f(x) juft funksiya bo‘lsin . U holda f(x)=f(—x) tenglikka
asosan, y=f(x)) egri chizigning A(x; y) va B(—x; y) nuqtalari
p=f(p) egri chizigning A,(g;p) va B,(n-¢;p) nugtalariga mos
keladi. y=f(x) egri chizigning 4 (x;—y) va B(—x,—y) nuqtalari
p=f(p) egri chizigning A,(p:2n-¢) va B{p;m+¢) nuqtalariga mos
keladi (15.3- chizma).

2) y=f(x) toq funksiya bo‘lsin. U holda Dekart koordinatalar
sistemasining koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo‘lgan
A(x;y) va B(—x, —y) nuqtalari qutb koordinatlar sistemasining
qutbiga nisbatan simmetrik bo‘lgan A4,(g;p) va B,(p;n+p) nuqtalarga
mos keladi (15.4- chizma), Dekart koordinatalar sistemasidagi
A(—x; — y) va B(x;—y) nuqtalar esa qutb koordinatalar sistema-

sidagi 4 P§;+<P) va B (P;%’ZHP] nugtalarga mos keladi.
(15.5-chizma).
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y A ) A| (p; (P)
Y Alx, y)
F===1
H
i [
: 0 4 >
[ J—— 0 p
2
B(-x; -y)
B{p:nte)
15.4- chizma
.VT A (p; ; +9¢)

A%, ) \
r-——id
: 0 H
1 . >
0 H x
4

B(x: -y)

B (p: 3; + @)

15.5- chizma

3) agar y=f(x) egri chiziq x>0 bo'lganda abssissalar o'giga
nisbatan simmetrik bo‘lsa, Dekart koordinatalar sistemasidagi
A(x; y) va B(x;—y) nuqtalarga qutb koordinatalar sistemasidagi
Ai(p:¢) va B(p;2n-¢) nuqgtalar mos keladi. (15.6- chizma).

4) agar y=f(x) egri chiziq x <0 bo‘lganda abssissalar o‘qiga
simmetrik bo‘lsa, bu chizigning Dekart koordinatalar sistemasidagi
A(—x;y) va B{(—x; —y) nuqtalari qutb koordinatalar

. - 3 .
sistemasining 4 P;;HP) va B (P; ;—(P) nuqtalariga mos

keladi (15.7- chizma).

5) agar y=f(x) funksiya davriy bo‘lsa, p=f(¢) funksiya
ham davriy bo‘ladi va ularning davrlari o‘zaro teng.

Agar y=f(x) chegaralangan (m < f{(x) <M) bo‘lsa, uning
grafigi y=m va y=M to‘g'ri chiziglar orasida bo‘ladi. Unga mos
p=f (@) funksiya uchun ham m<f(p)<M tengsizlik o‘rinli bo‘ladi,
p=f(¢) funksiyaning grafigi ichki radiusi m, tashqi radiusi M
bo‘lgan halganing ichida joylashadi.
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YA Alp. ¢
A(x. ») /
08¢ -

»
> /
0 X

B(x; -
(X, - Bp: — 2z —y)
15.6- chizma
,V‘\ A, (g ni2+p)
A-x, ¥)
; N
0 X / 0 P
B{-x; -v) B (p: 3n/2—9)
Y b B(p: 2n-¢)
15.7- chizma

Agar y =f(x) funksiya x =x, nugtada ekstremumga ega bo‘lsa,
p=f(yp) funksiya p=¢, da ekstremumga ega bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya biror oraligda kamayuvchi bo‘lsa, qutb
koordinatalar sistemasida p=f(¢) funksiya uchun qutb radiusining
qivmati: soat strelkasi bo‘yicha harakat gilganda kamayadi, soat
strelkasiga teskari harakat gilganda esa uning giymati ortadi.

v =f(x) funksiyaning Dekart koordinatalar sistemasidagi y = c
gorizontal asimptotasi qutb koordinata sistemasiga p =c radiusli
asimptotik aylana bo‘lib ko‘chadi. Xususiy holda ¢ =0 bo‘lsa, aylana
nuqtaga aylanadi.

y=f(x) chizigning Dekart koordinatalar sistemasidagi x =4
vertikal asimptotasi qutb koordinatalar sistemasiga ¢=b nur bo'lib
ko‘chadi. Xususiy holda »=0 bo‘lsa, x=0 asimptota qutb

koordinatalar sistemasiga qutb 0‘qi bo‘lib o‘tadi. Agar b = ; +2nk
(k — biror butun son) bo‘lsa, x =b asimptota ¢ = ; + 2nk vertikal
nur bo‘lib o'tadi.
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w| A

o 7

15.8- chizma. 15.9- chizma

Agar v =f(x) chiziq Dekart koordinatalar sistemasida y =ax + b
asimptotaga ega bo‘lsa, bu og‘ma asimptota qutb koordinatalar
sistemasiga p =a@ + b Arximed spirali bo'lib o'tadi. Xususiy holda
y=f(x) egri chizigning y=ax asimptotasi p =a¢ Arximed spirali
bo'lib otadi.

1- misel. M ((2; 2) nuqtani yasang.

Yechilishi. Tekislikda O qutbni belgilab undan Ox qutb o*qini

» . o » M T .
o‘tkazamiz. Ox 0‘qini musbat yo‘nalishda 3 burchakka buramiz va

unda musbat yo‘nalishda 2 birlik kesma ajratamiz. natijada OM
kesma hosil bo‘ladi. Bu kesmaning M uchi izlanayotgan nuqta bo‘ladi.
(15.8-chizma).

2-misol. A(—i;] nugtani yasalng.
Yechilishi. Ox qutb o'qini o‘tkazib, uni g burchakka baramiz

va shu bilan OM musbat yo‘nalishni aniglaymiz. Endi p=—3
bo‘lgani uchun OM ning teskari yo'nalishdagi davomida |—3|=3
birlik masshtabni olamiz, bu kesmaning uchi izlanayotgan
A(-l;) nugtani beradi (15.9- chizma).

2. Qutb koordinatalar sistemasida funksiyalarning grafiklarini
chizish. p=f(¢) funksiyaning grafigini chizish quyidagicha
bajariladi:
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a) p=f (o) funksiyaning grafigini chizish uchun unga mos kelgan
y=f(x) funksiya quriladi;

b) p=f(¢) funksiyani tekshirish qoidasi, xuddi y=f(x)
funksiyani tekshirishdek bo‘ladi (6-, 7-§ larga q.);

d) p=/(¢) funksiyaning grafigini chizish y =f(x) funksiyaning
grafigi bo‘yicha bajariladi.

1-misol. p=a¢ (a>0) funksiya grafigini chizing.

Yechilishi. Qutb koordinatalar sistemasida ba‘zan funksiyalarning
grafiklari nuqtalar bo‘yicha chiziladi.

¢>0 giymatlar uchun jadval tuzamiz;

o [ o | ®| 2|3 x| 5% x| 7% |2n|on [sx]tim|3p
41214 4 1214 4121 4
P 0 |0,8a|1.6af2.5a]3,1a| 3.9a |4.74]5.50|6,3a{7,1a 7.9a,s.7a 9,5

Koordinatalar tekisligida yugorida topilgan nugqtalarning
o‘rinlarini topib, ularni chiziglar bilan birlashtirish natijasida ¢>0
bo‘iganda funksiyaning grafigi hosil bo'ladi (15.10- chizma).

2-misol. p=ae** (a va k — o'zgarmas musbat sonlar) funksi-
yaning grafigini chizing.

Yechilishi. Bu tenglama bilan berilgan chiziq logarifmik spiral
deyiladi. Uni chizish uchun ¢ burchakka ixtiyoriy qiymatlar berib,
bu giymatlarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz va undan ¢ ning bu
giymatlariga mos bo‘lgan p ning giymatlarini aniglaymiz:

15.10- chizma.

254



15.11- chizma.

Agar ¢ = ""_"’_;‘_2’0’2‘; T, 32“ ,27,... giymatlarni ga-
bul qilib o'sib borsa, tenglamadan aniglangan p ning giymatlari
quyidagicha bo'ladi:

kn T nk nk 3nk

p=..,ae " ae 2,ge ¢ a,ae*,ae? ae** ae? ae*

h.4
gase

Ushbu

_M n ﬂ n E'k T k£ n
(ae™**,—n),| ae 2,—-2- .| ae 4,-1 ,(a,0),| ae* 7 | %€ 2"2'

nugtalarni olamiz.

Qutb koordinatalar sistemasida yugorida topilgan nugtalarning
o‘rnini topib, ularni ravon chiziq yordamida birlashtirish natijasida
p=ae*® funksiyaning grafigi hosil bo‘ladi (15.11-chizma).

3- misol. p=4sin2¢ funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. p=4sin2¢ funksiyani tekshirishda, uni y =4sin2x
funksiya bilan tagqoslanadi. y =4sin2x funksiya Vxe R' da
aniglangan, demak, p=4sin2¢ funksiya ham Vg da aniglangan.

y =4sin2x toq funksiya, demak, p=4sin2¢ funksiya qutbga
nisbatan simmetrik.

y=4sin2x davriy funksiya, uning eng kichik musbat davri =, u
holda p=4sin2¢ ham davriy funksiya bo‘lib, T=r uning davri
bo‘ladi.

y=4sin2x funksiya chegaralangan (|4sin2x|<4). demak,
p=4sin2¢ funksiya ham chegaralangan (|4 sin 2¢| <4).

y=4sin2x funksiya [0;x] dagi x=§ nuqtada maksimumga

3n
(ymax [Z]= 4} X = 4 nhuqtada esa minimumga (}’min [:)= _4]

255



. . . . 3
ega bo‘ladi, p=4sin 2¢ funksiya mos ravishda (p=: va ¢ = :

nugtalarda 4 va —4 ekstremum qgtymatlariga ega bo‘ladi.
3 . .
v=4sin2x funksiya X € (O;Z)U(’ 4n;7t] oraliglarda o'suvchi,
3
xXe ("'")u(;; I] oraliglarda esa kamayuvchi, demak, mos
. . . . T 3n, .
ravishda p=4sin 2¢ funksiya ham @€ (0, 4)U(~ 4 ‘ﬂ) oraliglarda

] n, R n 3n . .
o‘suvchi, ®€ ( 4% )U(?_: 4 ) oraliglarda esa kamayuvchi.

>

01 62 03 04 63 U6 00y

a)

15.12- chizma.
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y=4sin 2x funksiya grafigi asimptotaga ega emas, u holda
p=4sin 2¢ ham asimptotaga ega bo‘lmaydi.

Demak, p=4sin 2¢ egri chiziq markazi qutbda, radiusi 4 ga
teng bo'lgan doirada joylashadi.

p=4sin 2¢ egri chizigning qutbga nisbatan simmetrikligi va

uning davriyligini hisobga olib, [OQ;] kesmada p=4sin 2¢

funksiyaning grafigini quramiz.
Bu grafikni yasash uchun, dastlab xarakterli nugtalarni topamiz:

(et omafor) a3 (5Tl

Bu nuqtalarni ravon chiziq yordamida birlashtiramiz, natijada
0<os ; dagi p=4sin 2¢ funksiyaning grafigi hosil bo‘ladi (15.12-
chizma, (a@)). p=4sin 2¢ egri chizigning qutbga nisbatan simmet-

rikligini hisobga olsak, —’2‘ <9 <0 uchun p=dsin 2¢ cgri chiziq
grafigini chizamiz (15.12- chizma, (5)). Qutb atrofida burchakni
7 burish natijasida p =4sin 2¢ funksiyaning grafigi hosil bo'ladi
(15.12- chizma (d)).

3. Qutb koordinatalar sistemasida funksiya grafiklarini almash-
tirish. Qutb koordinatalar sistemasida p =mf (¢+a)+b funksiyaning
grafigi ham Dekart koordinatalar sistemasidagi y =mf(x+a)+b
funksiyaning grafigi kabi chizilib, bunda quyidagi xossalarga
asoslaniladi:

1°. p=—f(9) va p=f(¢) funksiyalarning grafiklari qutb
boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

2°. p=f(—eo) va p=f(y) funksiyalarning grafiklari qutb o‘qgiga
nisbatan simmetrik bo‘ladi.

. p=mf(p) (m>0) funksiyaning grafigi p=f(¢) funksiya-
ning grafigini qutb o‘qi bo‘ylab m marta qisish (cho‘zish) natijasida
hosil qilinadi.

p =f(9+a) funksiyaning grafigi p =f(9) funksiyaning
grafigini a burchakka burish natijasida hosil bo‘ladi.
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15.13- chizma. p = cosg. 15.14- chizma. p = cos(¢+1).

-0, X 15 2

% 2

-2,8

15.15- chizma. p = 3cos(g+1). 15.16- chizma. p = 2+3cos(p+1).

5°. p=f(9)+b funksiyaning grafigi p =f(¢) funksiyaning grafigini
qutb o‘qi bo‘ylab b masshtab birligiga para]lcl ko'chirish natijasida
hosil gilinadi.

Misol. p =2+3cos(o+1) funksiyaning graﬁgini chizing.

Yechilishi. Avvalo, p=cosg funksiyaning grafigini chizamiz
(15.13- chizmaga garang), so‘ngra yuqoridagi 3°—5° - bandlarga
asosan, p=cos(p+1) (15.14- chizma), p=3cos(o+1) (15.15-
chizma), p =2+3cos(p+1) funksiyalarning grafiklarini ketma-ket
chizish natijasida berilgan funksiyaning grafigini hosil gilamiz
(15.16- chizma).
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Mustagqil yechish uchun misollar
Funksiyalarning grafiklarini chizing:
l. p=asin3¢. 2. p=2+6cosp. 3. p=3+4 cosy.

_ 2 _ A sing
4. p_sih(p+4' 5. p=2 o "

7. P ﬁ. 8. p=_

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

ap=&m§

1- chizma.

2- chizma.
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3- chizma.

10 20
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chizma.

8- chizma.
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16- §. OSHKORMAS SHAKLDA BERILGAN
FUNKSIYANING GRAFIGI

1. Oshkormas shaklda berilgan funksiyaning grafigini tekshirish.
Tenglamasi F(x, y)=0 shaklda berilgan funksiyani garaymiz. Bu
shaklda berilgan funksiyalar algebraik va transsendent funksiyalarga
bo‘linadi.

Agar F(x,y) funksiya ¢,(x.y), ¢,(x.»),..., ¢,{x,¥) funksiyalar
ko‘paytmasiga yoyilsa, F(x, y)=0 tenglama o,(x,)=0, ¢,(x,y)=0,...
0,(x,»)=0 tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo'ladi.

Agar egri chiziq tenglamasi F (x, y)=0 da x ni —x ga almashtiril-
ganda, u o‘zgarmasa, chiziq ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik
bo'ladi.

Agar egri chiziq tenglamasi F{x, y)=0, da y ni —y ga
almashtirilganda, u o‘zgarmasa, chiziq abssissalar o'giga nisbatan
simmetrik bo’ladi.

Agar egri chiziq tenglamasi F(x, y)=0 da bir vagtda x ni —x
ga, y ni —y ga almashtirilganda. u o'zgarmasa, chiziq koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Agar chiziq tenglamasi F(x, y)=0da y ni x ga, x ni y ga almash-
tirilganda, u o'zgarmasa, chiziq y = x bissektrisaga nisbatan sim-
metrik bo‘ladi.

F(xta, v)=0 tenglama bilan ifodalanadigan chiziq F(x, y)=0
tenglama bilan ifodalangan chiziqni abssissalar o'qi bo'ylab |g|
masshtab birligiga parallel ko‘chirish natijasida hosil bo*ladi, bunda
yo'nalish ¢ ning ishorasiga teskari bo'ladi.

F (x,y+b)=0 chiziq F(x, ¥)=0 chizigni ordinatalar o‘qi bo'ylab
Ib| masshtab birligiga parallel ko*chirish natijasida hosil gilinadi,
bunda yo‘nalish b ning ishorasiga teskari bo‘ladi.

(
F ;,)’) chiziq F(x. y)=0 chizigni abssissalar o‘qi bo‘ylab

p marta siqish (cho‘zish) natijasida hosil gilinadi.
{
F x,Z =0 chiziq F(x, y)=0 chizigni ordinatalar o‘qi bo‘y-

lab ¢ marta siqish (cho‘zish) natijasida hosil gilinadi.

F ; +a, g + b) =0 tenglama bilan ifodalangan chiziq yugori-
\

dagi almashtirishlar yordamida F (x, y)=0 funksiyaning grafigi orqali

hosil gilinadi.
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F(x, y)=0 chizigning abssissalar o'qi bilan kesishish nuqtalari
F(x,0)=0,
F(x, y)=0

sistemaning yechimlaridan iborat bo‘ladi. F(x, y) funksiyaning
grafigini anigrog chizish uchun bu chizigning koordinatalar
o‘glarida yotmagan ba‘zi nugqtalarini topish magsadga muvofiq
bo‘ladi.

Bu yordamchi nuqtalarni F(x, ¥)=0 chizigning y =kx to‘g'ri
chiziq bilan (& ning har xil giymatlarida) kesishish nugqtalari sifatida
axtarish kerak.

F(x, »)=0 chizigning gorizontal asimptotalarini topish uchun,
x ning bu tenglamada qatnashgan yuqori darajasi oldidagi
koeffitsiyentini nolga tenglashtirish kerak, bunda koeffitsiyent
o‘zgarmas migdor bo‘lsa, u holda chizigning gorizontal asimptotasi
bo‘lmaydi.

F(x, )=0 chizigning vertikal asimptotalarini topish uchun
esa, y ning tenglamada gatnashgan yuqori darajasi oldidagi koeffit-
siyentini nolga tenglashtirish kerak.

F(x, y)=0 chizigning og‘ma asimptotalarini topish uchun
tenglamada y ni kx+b ga almashtirib, ikkita x ning eng yuqori
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtirish kerak.

1- misol. Ushbu egri chiziq ikkita gorizontal asimptotaga ega
ekanligini ko'rsating:

x2yy4—25x2=0.
Yechilishi. Hagigatan ham, berilgan tenglamani quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:
(y*—=25) x2+y*+=0.
x? oldidagi koeffitsiyentni nolga tenglashtiramiz:
y4—=25=0 yoki (y—5)(y+5)=0.

y=5, y=—5 to‘g‘ri chiziglar berilgan egri chizigning gorizontal
asimptotalari bo‘ladi.

2-misol. 2y*—x y*—6x* y=0 egri chiziq bitta vertikal asimptotaga
ega ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Hagigatan ham, berilgan tenglamani quyidagi
ko‘rinishda yozamiz:
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(2—x)y *—6x%y=0.
»® va x? oldidagi koeffitsiyentlarni nolga tenglashtiramiz:
’ 2—x=0, yoki x=2.
—6)=0, yoki y=0.
Demak, x=2 va y=0 to‘g‘ri chiziglar, mos ravishda, berilgan
egri chizigning vertikal va gorizontal asimptotalari bo‘ladi.
3- misol. x’+)*—4x’=0 egri chiziqning og'ma asimptotaga ega
ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. Hagigatan ham, egri chiziq tenglamasidagi y ni
kx+b ga almashtiramiz:
X+ (kx+ by} —6x2=0,
X3k 3+ 3k 2b+ 3kxb*+ b —6x2=0,
1+ +(3K0—6) x*+3kb’x+b=0.

Endi x* va x? o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga
tenglashtiramiz:

1+k% =0, k=-1,
yoki
3kb—6=0 b=2.

Demak, y =—x+2 to‘g'ri chiziq berilgan egri chizigning og‘ma
asimptotasi bo‘ladi.
4- misol. ¥*+2y*—x'—y*=0 egri chizigning grafigini chizing.
Yechilishi. Oshkormas shaklda berilgan funksiyaning aniglanish
sohasini topish uchun berilgan tenglamani y ga nisbatan yechamiz:
(P—1)=x'—x1+1
yoki

» =i\/l+\/x“—x2+1 va y2=:|:\/1—\/x"—x2+1,

Natijada, egri chizigning ikkita shoxiga ega bo‘lamiz. Birinchi
shoxning aniqlanish sohasida ixtiyoriy x uchun

x*—x2+120 yoki (xX2—=12+x*20
tengsizlik o'rinli bo‘ladi.
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16.1- chizma.

g Zy2 -x? - y‘ =0 (Dy=1=¢ 1+,/x‘—x2+l.
@)y = tfi—Jxt=x2+1.

Ikkinchi shoxi uchun esa

Jxt —x2+1<1 yoki x* —150

tengsizlik [x|<1 o‘rinli bo‘ladi

Demak, egri chizig birinchi shoxining aniglanish sohasi (—ee;+<°),
ikkinchi shoxining aniglanish sohasi esa [—1;1].

Egri chiziq koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik bo'ladi, chunki
xni— xga, yni— yga almashtirganda egri chiziq tenglamasi o‘zgarmaydi.

Berilgan egri chiziq gorizontal va vertikal asimptotalarga ega emas,
chunki x* va y* o‘zgaruvchilar oldidagi koeffisiyentlar o‘zgarmas.

Endi og'ma asimptotani topish uchun y ni kx+b ga
almashtiramiz:

xt—(kx+b)y*—x*+2(kx+ b)*=0.

Bunda x* va x* o‘zgaruvchilar oldidagi koeffitsiyentlarni nolga

tenglashtiramiz:

k* —1=0, k =zl,
yoki
4kh =0 b=0.
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Demak, y =x va y=—x to'g'ri chiziglar berilgan egri chiziqning
og‘ma asimptotalari bo‘ladi.

Egri chizigning bir nechta qo‘shimcha nugtalarini topamiz.
Buning uchun ushbu sistemani yechamiz:

X*+2y? —xP—y* =0,
y=kx.

a2
Bu yerdan x,,=0 va xt=! —2"4, Agar k=0 bo‘lsa, x=+1

—k
bo‘ladi. 1
Berilgan funksiyaning grafigi 16.1- chizmada tasvirlangan.
5- misol. y*—x*—8=0 funksiyaning grafigini chizing.
Yechilishi. Tenglamani y ga nisbatan yechamiz:

y=1yx* +8.

Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi:
D (F)=[—2;+e)
bo‘ladi. Funksiyaning grafigi Ox 0‘qqa nisbatan simmetrik, chunki
y ni —y ga almashtirganda egri chiziq o‘zgarmaydi.

Egri chiziq asimptotalarga ega emas, berilgan funksiyaning
grafigini chizish uchun, yuqori shoxini chizamiz, ya‘ni
y=yx*+8. Bu chizigning koordinata o‘qlari bilan kesishish
nugtalarini topamiz: A(0;22), B(—2;0). t = x* + 8 deb belgila-
sak, bunda y = ./t bo'ladi.

Ravshanki, y=.f va r=x'+8 funksiyalarning grafiklari
ma‘lum.

Yugori shox uchun chizilgan funksiyaning grafigini abssissalar
o'giga nisbatan akslantirib, izlanayotgan funksivaning grafigini hosil
qilamiz (16.2- chizma).

6-misol. y*—9x*+x’=0 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan tenglamani y ga nisbatan yechamiz:

y=39x? — x>

Bu funksiyaning aniqlanish sohasi: (—eo;+) dan iborat.
Berilgan funksiya vertikal va gorizontal asimptotalarga ega emas.
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16.2- chizma. ¥—%—8=0. (1) y = /x> +8.
) y=—Jx*+8.

Endi og‘ma asimptotasini topamiz:

(kx+b)y'—9x*+x*=0.

kK +1=0, =—1,
yoki .
3k*h—9=0 b=3.

x+y=3 to‘g'ri chiziq funksiya grafigining og'ma asimptotasi
bo‘ladi.

=9x*—x* deb belgilaymiz, bunda y = 3ff. Ushbu =9x'—x" va
y =2/? funksiyalarning grafiklari yordamida izlanayotgan funk-
siyaning grafigi chiziladi (16.3- chizma).

7-misol. x*+y*—x2—)*=0 funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

2 2
2 1 2 1y __1_
(#-3] (-1 1o
Bu egri chiziq koordinata o‘glari va y =x hamda y=—x

bissektrisalarga nisbatan simmetrik bo‘ladi, chunki F(—x,—y)=F (x, )
va A(x, y)=F(y. x). Endi 0 < x<y qismdagi grafikni chizamiz. Bu
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-10 5 0

16.3- chizma. y*+x—9x2=(,

shartlarda berilgan tenglamani y ga nisbatan yechamiz:

_ 4 ! fl 2 4
y= :t\/-2 + gt x".
. 1 .. .
Buning y = \/; + \/ st x* —x* shoxobchasini qaraymiz.

Ravshanki, x<l bo‘lsa, chegaralangan, x>1 bo‘lsa,

2

1 2 __ 4 l. _1 2 e _ 2 1 |

1/4+x X <2,y<]. = 4 —x = ( 2) 52
1 1 1

funksiya X = N da ¥ =‘/2 +\/; eng katta giymatga erishadi.

i
(0;.‘]15) da (xz —2Jl ifoda l dan 0 gacha kamayadi. z

| 1
funksiya ; dan % gacha kamayadi, y funksiya esa | dan 1/2 D)
gacha o‘sadi.

1 )
x o‘zgaruvchi dan I gacha o‘sganda, | x? 1 ifodaning
2 2

giymati 0 dan 1 gacha o‘sadi, shuning uchun z endi ; dan
268
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1 1
gacha kamayadi, y esa 1’2 + \/; dan | gacha kamayadi.
Izlanayotgan funksiyaning grafigi 16.4- chizmada tasvirlangan.

HV

2

16.4- chizma. x* + y*—x? — y*= 0.

Mustagqil yechish uchun misollar

Oshkormas shaklda berilgan funksiyalarni tekshiring va grafigini
chizing.

1. y*—x*—1=0. 2. x?y?—ys_25x1=0.
3. 3xy=xi-2. 4. (y—x?)=x°.

5. y=x¥x—1). 6. y==x(x—1)%

7. 9y?=4x3—x*4, 8. yi=x21—x+*,

9. yi=(1—x2)> 10. y’=x2(x2—4)3,
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Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

4

) ns C 0.8 i 1.5 2 X
0,5
3
'L.“:\
1- chizma.
104
2.

6
4
2

50 40 30 .20 0 200 40 60 RoX

-4
P ) C
2- chizma,
3. 3
\_j-
1
[T}

3 .28 -2 18 -1 0501 o8 1 \ns 2 25 3X

3- chizma.
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0.357

¢ o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1%
4- chizma.

0.5

0.4

0.]

0.2

0.}

P,

o 1) 12 13 14X

5- chizma.

.4
-0,
0,64

oM

6- chizma.
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-0.54

8- chizma.

9, 94

)
9- chizma.
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10.

24
4.5
4
35
3
2.5
2
1.5
]
-2.8 '25",'\

10- chizma.

17- §. MURAKKAB FUNKSIYALARNING
GRAFIKLARINI CHIZISH

I. Murakkab funksiyalarning grafiklarini chizish. w=¢p(x)
funksiya X to‘plamda, y =f(u) funksiya esa £to‘plamda aniglangan
bo‘lib, w=¢(x) funksiyaning qiymatlar to‘plami FcE bo‘lsin. U
holda X to‘plamda y=f(¢(x)) murakkab funksiya aniglangan
bo‘ladi. Bu murakkab funksiyaning grafigini quyidagi tartibda
chizish tavsiya etiladi:

1) v =f(u) va u=p(x) funksiyalarning grafiklari alohida-alohida
chiziladi (17.1-a, b- chizmalar);

2) y=f(u) va u=¢(x) funksiyaning xossalaridan foydalanib:

3) u=¢(x) funksiyaning x=xe X xarakterli nuqtasini olib,
unga mos kelgan u=p(x,) giymatni topamiz. So‘ngra 17.1-a
chizmadagi Ow o'gidan u, giymatni ajratib, unga mos kelgan
Y, =f(x,) giymatni topib, x Oy koordinatalar sistemasida f(¢(x))
funksiya grafigining M (x,; »,) nuqtasini aniglaymiz. Shunga
o'xshash holda yana bir nechta xarakterli nugtalarni topib, ularni
birlashtirish natijasida izlanuvchi y =f(p(u)) funksiya grafigi hosil
qilinadi (17.1-d chizma).
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iy /“

u=p{x)
d__, a 1 .
c u 0 Xo b x
¢
a) b)
I 3 4
n
Vo My
b »
a 0 X0 *
m
d)

17.1.- chizma. a) y=f(u). 5 u=¢(x), d) y =f(p(u)).

1- misol. y =¢~* funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. u#=x? belgilash orqgali berilgan funksiyani y =e*
ko‘rinishga keltiramiz.

u =x* funksiya X=(-oo;4c0) aniqglangan bo‘lib, uning giymatlari
to‘plami {u}={0;+-) dan iborat. y =e¢* funksiyaning aniqlanish
sohasi F=(—co;+w) bo‘lib, {u}={0;+e)cE bo‘ladi.

Endi y =e~* murakkab funksiyaning grafigini yuqorida
ko‘rsatilgan tartibda chizamiz.

1) y=e* va u=x* funksiyalarning grafiklarini, mos ravishda,
u Oy va x Oy koordinatalar sistemasida chizamiz (17.2- a, b-
chizmalar).

2) y =e* funksiya (—ee}+) da aniglangan bo‘lib, uning giymatlar
to‘plami [0;+e0) dan iborat, funksiya kamayuvchi, (—ee;+e0) da
funksiyaning grafigi qavariq bo‘lib, (0;1) nuqgtadan o‘tadi, x—eo
da y >0, x> —e esa u— +oe. u=0 to‘g'ri chiziq funksiyaning
grafigi uchun gorizontal asimptota bo‘ladi.

u =x? funksiya (—e;+e) da aniglangan, uning giymatlar
to‘plami (0;+) dan iborat, funksiya juft bo‘lgani uchun uning
grafigini x>0 uchun chizish yetarli.
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17.2- chizma. @) u=x2 b) y=e* d) y=e¢ =

3) y =e“ funksiya [0;+e) oraligda kamayuvchi, # =x? funksiya
esa [0:+e0) da o'suvchi bo'lgani uchun, y=e== funksiya [0;+e)
oraligda kamayuvchi bo'ladi. x;=0 da u;=0. Ou o‘qidan u,=0
giymatni ajratib, unga mos kelgan y=f(u,)=1 qiymatni topib,
x Oy koordinatalar sistemasida M (x,;;y,)=M(0;1) nugtani
aniglaymiz. Ravshanki, M (0;1) nugtada y =e— funksiya eng
katta giymatga ega bo‘ladi. Shuningdek, x—#ee va yu—+e da y—0
(17.2 d- chizma).

2-misol. y=2¢"" funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. «=sin x, y=2* funksiyalarni qaraymiz. Ravshanki,
bu funksiyalar murakkab funksiyani tashkil etadi. Bu murakkab
funksiyaning aniglanish sohasi (—e;+ec), giymatlari sohasi esa

1 .
[2;2] dan iborat.
1) y=2¥ va u=sin x funksiyalarning grafiklarini 2Oy va xOu

koordinatalar sistemalarida alohida chizamiz (17.3 a, b- chizmalar).
2) y=2 funksiya (—ee;+e0) da o'suvchi, « =sin x funksiyaning eng
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a)

1
o>
1
£
(5]
=2
>

b)

AR MRS SRS AR .d—-—m-v-r-v-g-—rrw v T T v .
-2
h -4
-6

17.3- chizma. @) y=2". b) y=sinx. d) y =2
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kichik davri 2 bo'lib, [— ’2‘ +2km, ’2‘ + 2kn] (k € Z) oraligda o'suvchi,

[;‘ + 2km; 32" + 2kn] (k€ Z) oraliglarda esa kamayuvchi bo‘ladi.

N 3 .
3) Quyidagi x,=0, x = ; X, =W, Xy = 2" xarakterli nuqta-

larni olib, ularga mos kelgan #,=0, #,=1, v,=1 qiymatlarni
topamiz. Ou o‘qidan #,=0, u,=1, 4,=0, u;=1 giymatlarni ajratib,

ularga mos kelgan y,=f(u)=1, »,=2, »,=1. »; =; giymatlarni
topib, x Oy koordinatalar sistemasida M, (0;1), M, (;;2} M, (x;1)
nuqtalarni aniglaymiz. Ravshanki, funksiya M1(§;2) nuqtada

3n.1 A
eng katta giymati 2 ga, M3( 21: ; 2] nuqtada esa eng kichik ;

giymatga erishadi (17.3- d chizma).
3
3- misol. y=|2— ;x funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi. 1. Aniglanish sohasi: D(y)=(-eo;+). Aniglanish

3
sohasining chegaralaridagi qiymatlari: Iim (2—lx] = +oo,

X —p—00
[y
lim (2—4x) I
X —rtoo

2. y=2— ;x deb belgilaymiz, bunda y = yj. y, =2— ; x

funksiyaning grafigini chizamiz (17.4- chizmaning yugori qismi).
|
2
nata o'qglari bilan kesishish nugtalari M,(4:0), M.(0;2) va yor-

damchi M, (2:1). M,(6;—1) nuqtalrini olamiz.

3. M, M,, M,, M, nuqtalarning ordinatalarini kubga
ko'taramiz. Natijada, mos ravishda, quyidagi nuqtalarni olamiz:
Ni(4;0), N(0;8), N;(2;1). N(6;—1).

4. Bu nuqtalarni chizmaning pastki gismida joylashtiramiz va
ravon chiziq bilan ularni birlashtiramiz. Natijada izlanayotgan
funksiyaning grafigi hosil bo‘ladi (17.4- chizmaning pastki gismi).

y =2—_ x funksiyaning xarakterli nuqtalarini, ya‘ni koordi-
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(1)

I
A
)
6
4

3
17.4.- chizma. (1) Y, =2 — ;x' 2 7= [2_;"] '

4- misol. y =log,(x*+3) funksiyaning grafigini chizing.

Yechilishi 1.Aniglanish sohasi: D(y)=(-e;+e). Berilgan funk-
siyaning aniglanish sohasining chegaralarida xl_l’"i‘w log;(x? +3) = 4.

2. y,=x2+3 deb belgilaymiz, bunda y=log,y- Endi y,
funksiyaning xarakterli nuqtalarini topamiz, ya‘ni koordinata o‘qlari
bilan kesishish nugtalari va yordamchi nuqtalar: M(0;3),
Mz(\/g;9), M3(—\/_6-;9), y, juft funksiya, uning grafigi para-
boladir (17.5- chizmaning yuqori gismi).

3. M,, M,, M, nuqtalar ordinatalarining logarifmlarini
hisoblaymiz. Natijada mos ravishda quyidagi nuqgtalarni topamiz.

M(0;3): y, =3 = y =logy y, = N (B

M,(6;9): y =9 = y =logy y = N,(/6;2);

M;(—\/G;9) oy =9=>y=log;y = N,(—JE;Z).
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]

-6~
17.5- chizma. (1) y=x*+3, (2) y=log,(x*+3).
4. Bu N,, N,, N, nuqgtalarni 17.5- chizmaning pastki gismida
joylashtiramiz va ularni birlashtirish natijasida izlanayotgan
y =logy(x*+3) funksiyaning grafigi hosil bo'ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar

Murakkab funksiyalarning grafiklarini chizing:
_2
1. y =In(arctg x). 2. y = arcsin ; 3. y = arccos ll X

+X
4. y=arcctg(ctgx). 5.y =am2tg(tg x). 6. y=sin(sin x).
Lex
7. y=sin(arcsinx). 8. y= el-x* 9. y=arccos 2x.

10. y =sin(arccos x) = /1 — x2.
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Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1. Ay
33
23
.
L f
01 s 1o 15 20 x
-1
.2:
.33
-43
1- chizma.
2. Ay
4
34
2-
14 ;
- -2 0 2 4 6 ’.\'
r—ﬂ\ ]
.24
=34
-4
3

3- chizma.
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4- chizma.
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0,54

5- chizma.
Ay

0,8
0.6

0.41

-0.8 4

6- chizma.
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7- chizma.
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~

9- chizma.
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10.

SR A S

10- chizma.

18- § FUNKSIYA GRAFIGIN] CHIZISHNING UMUMIY
TARTIBLARI

1. Funksiya grafigini chizishning umumiy tartiblari. Funksiyani
tekshirish va uning grafigini chizishni quyiaagi tartibda amalga
oshirish tavsiya etiladi:

1) funksivaning aniglanish sohasini topish:

2) funksiyaning juft va togligini aniglash;

3) funksiyani davriylikka tekshirish;

4) funksiya grafigining xarakterli nuqtalarini topish:

a) funksiyaning nollari;

b) funksiyaning ishorasi;

d) ckstremum nugtalari, eng katta va eng kichik giymatlari;

e) uzilish (maxsus) nuqtalari atrofida o'zgarishi hamda x—z-- bo‘lgan-
dagi o'zgarishi.

5) funksiyaning giymatlar sohasini (to*plamini) topish;

6) funksiya grafigining monotonlik va gavariglik (botiglik)
oraliglarini aniglash;

7) funksiya grafigining asimptotik chiziglarini aniglash;

8) funksiyaning grafigini chizish.

Eslatma. Ba‘zi hollarda, ya‘ni maktab kursida yaxshi
o'rganilgan funksiyalarning grafigini chizishda, yuqorida keltirilgan
bandlarning hammasini tekshirmasdan turib, funksiya grafigini
chizish ham mumkin.

1- misol. Ushbu funksiyani tekshiring va grafigini chizing:

S xX)=x—xt. (H
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Yechilishi 1) ravshanki, (1) funksiyaning aniglanish sohasi
D(f)=R.

2) (1) juft funksiyadir, ya‘ni Vx € (—oo;+o0) lar uchun f(—x)=
=(—x)*—(—x)*=x’—x*=f(x) bo‘ladi. Shuning uchun, uni (0;+o)
oraligda tekshiramiz.

3) davriy emas.

4) a) x*—x*=0; x=—1, x=0, x=1 — funksiyaning nollari,

by x2—x*> 0 yoki x X{x+1)}(x—1)<0, yoki (—1;0)u(0;1)
bo'lganda, musbat; x*—x*<0 yoki x*(x+1){(x—1)<0, yoki
(~o0;—1) w(1:;400) bo‘lganda, manfiydir;

d) (1) funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:

| 2 | ’
f(x)=4—(x —2] .
| 1
Bu funksiya parabola shaklida bo‘lganligidan X, = — Nk Xy = N

nuqtalarda eng kafta giymatiga erishadi, ya'ni 4 (— ;5 ; :) va B (‘}5 ; ",)

da Ymax (i Jli) = ! .x=0esa, y=0bo‘ladi. Demak, ({0:0) minimum

nuqtasi, 4, B nuqtalar funksiyaning ekstremum nuqtalari bo‘ladi.
e) (1) funksiya vzilish nuqtasiga ega emas.

5) x,<x, bo‘lsin, v holda f(x,) — f(x) =x} —x; —x} +x] =

O —x)(x, + 1)[‘ —(xz? + X )] kabi tasvirlash mumkin. Agar x,
. . I -
va x, nuqtalar, mos ravishda, (—°°, Ji] va (0, N ] oraliglarda yotsa,

f(x)>f(x)) bo‘ladi, ya‘ni (1) funksiya (_w;\/%J va (0;\;5]

oraliglarda o‘sadi.
1 1,
Agar x, va x, nuqtalar, mos ravishda, [ ﬁﬂ)] va ( J-z-,+°°]
oraliglarda yotsa, f(x,)< f(x;) bo'ladi, ya‘ni (1) funksiya
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1 i
( ﬁ;o] va [ ﬁ;m)oraliqlarda kamayadi.
i 1
(1) funksiyaning grafigi (“"’;ﬁ] va (‘ﬁ§+°°] larda botiq,

1.1 ] o _
( 3’ ﬁ]da esa qavarigdir. x =-— 7 Vax= nuqtalar funksiya
grafigining egilish nuqtalari bo‘ladi.

2
. . 1 1
6) x'LT..("Z"‘”:,'L";[z—("Z—E] ]=—°°-Demak. (N

funksiya asimptotik chiziglarga ega emas.
7) funksiyaning o‘zgarish sohasi: E(f) :(_oo; i )
8) funksiyaning grafigi 18.1-chizmada tasvirlangan.

2- misol. Ushbu y= o 'xz funksiyani tekshiring va grafigini
chizing.
Yechilishi. 1) aniqlanish sohasi:

D(f )=(—o0;—3)(—3;3)u (3;+0).
2) juft funksiyadir, va‘ni vxe D(f) uchun

fex=g L=y e = S0 boladi

x)z_‘)

A | A

R AR — N —r—p
-1 -0.5 0.5 ) x
-0.5]

18.1- chizma. f (x) = x*~ x',

285



3) davriy cmas.

4) a) funksiya nollarga ega emas.

b) 9—x2>0, yoki x2<9, yoki |x|<3 bo‘lganda funkeiva siisbat;
9—x¥<0, yoki x2> 9, yoki |x|>3 bo'lganda esa funksiya manfiydir.

d) x=0 bo‘lganda 9—x? ifoda 9 dan iLorat maksimumga cga

bo‘lgani sababli, berilgan funksiya ; dan iborat minimumga ega.
e) x=—3 va x=3 nuqtalar funksiyaning uzilish (maxsus)
nuqtalari. Bu nuqtalar atrofida funksiyani tekshiraylik, ya‘ni
. 1 .
xl_','arlo G=0)G+x) xl—l».?lo (B—x)(3+x)
. 1 . 1
A e~ T I Gt T

’

Agar x — 400 bo'lsa, y=0.

5) funksiya juft bo‘lganligidan, uning o‘sish yoki kamayishini
(0;3) va (3;+) oraliglarda tekshirish kifoya.

x argument 0 dan 3 gacha yoki 3 dan +e gacha ortganda —x?
kamayadi va bunda 9—x* kamayganligi sababli, berilgan funksiya
ortadi. Demak, berilgan funksiya (0;3) va (3;+e) oraliglarda o‘sadi.
Bu funksiya juft bo‘lganligidan, D(f)=(-e;—3) va (—3;0)
oraliglarda esa kamayadi.

6) gorizontal asimptotalarni topamiz:

lim . 1.2 =0.
x—toe §— x

¥ =0 to‘g‘ri chizig (yoki Ox o‘qi) berilgan funksiya grafigining
gorizontal asimptotasi bo‘ladi. x=+3 nuqtalarda funksiya
chegaralanmagan. Demak, x=—3 va x=3 to‘g'ri chiziqlar funksiya
grafigining vertikal asimptotalari bo'ladi. Funksiyaning grafigi
og'ma asipmtotaga emas.

1
7) funksiyaning giymatlar sohasini topish uchun ¥ =, .,

tenglikni x ga nisbatan yechamiz: 9 — x? = I o x=t ‘9";'; X
y

ning +3 dan boshqa aniq giymatga ega bo'lishi uchun 9’;—1 20
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yoki y(yy—; >0 bo‘lishi hamda y#0 bo'lishi kerak. Bu
1
tengsizlikning” yechimlari to‘plami (—ee;0)u 9;+°°] bo‘ladi.

Demak, berilgan funksiyaning o‘zgarish sohasi

B(f) = (—w;O)u[;;m].

9) Funksiyaning grafigini chizamiz (18.2-chizma).

4y
44

. .
B .

-4,

Ty
»

18.2- chizma. y = 1/{9—x2).

Mustagqil yechish uchun misollar

Funksiyalarni tekshiring va glraﬁklarini chizing: 1

1.y =2 2.y=e *. .y= e .

4. y=lg(1+x?). 5. y=Incosxtcosx. 6. y=In ll:;:
7. y=arccos(cos Xx). 8. y=log,(x*+2x+3).

2}~
9. y=lg(tg x). 10. y = (3 )

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari
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111 bob. FUNKSIYANING GRAFIGINI HOSILADAN
FOYDALANIB CHIZISH

19- §. FUNKSIYANING HOSILASI VA DIFFERENSIALI

1. Funksiya hosilasining ta‘riflari. f(x) funksiya (a;b) oraliqda
aniglangan bo'lsin. Bu oraligdan x; nuqgta olib, unga x,+Axe (a;6)
bo‘lgan Ax (Ax <0 yoki Ax > 0) orttirma beraylik, u holda f(x)
funksiya ham x, nuqtada

Ay = A (xp) = f(xo + Ax) — f(xp)
orttirmaga ega bo'ladi. Ushbu

& _ fX+An)—f(x)
Ax Ax

(Ax20) nisbatni garaymiz. Ravshanki, bu nisbat Ax ning funksiyasi
bo‘lib, u Ax ning noldan fargli qiymatlarida, jumladan, nol
nuqgtaning yetarli kichik U s (0) atrofida aniglangan. Bunda Ax=0
nugta U, (0) to‘plamning limit nugqtasi.

1- ta‘rif. Agar Ax—0 da zi nisbat

lim & = [jm /(0*a0—/(%)
ax—0 AX  Ax—0 Ax

chekli limitga ega bo’lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nugtadagi
hosilasi deyiladi va

S(xp+Ax)—f(xg)
- (1)

S(xp) = hm Ax = llm

kabi belgilanadi.
Agar xytAx=x deb olinsa, unda Ax=x—x, va Ax—0 da X=X,
natijada (1) ning ko‘rinishi

X—Xp
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Ay
xX)=C
S 2
1+
} »
| X x+Ax X
19.1- chizma.

shaklda bo‘ladi. Hosila quyidagi y'(x,), y, (Lagranj), g , Z{:

(Leybnis), Dy, Df (Koshi) belgilar yordamida ham yoziladi.
1- misol. f(x)=C funksiyaning hosilasini ta‘rifdan foydalanib
toping, bunda C — biror o‘zgarmas son (19.1- chizma).
Yechilishi. Erkli o‘zgaruvchining ikkita turli x va x+Ax giymatini
olsak, bu qiymatlarda funksiyaning giymatlari bir xil bo‘ladi, ya‘ni

f)=C, fix+ax)=C,
shuning uchun

Ay = f(x+Ax)— f(x)=C—C=0,
demak,
.0 o

Ax C Ax
Shunday gqilib,

’ v Ay .
x)=1lim "~ =1lim0=0.
Y ( ) Ax—0 Ax Ax—0

O ‘zgarmas sonning hosilasi nolga teng.

2- misol. f(x)=sin x funksiyaning hosilasini ta‘rifdan foydalanib
toping.

Yechilishi. Ma‘lumki, y =sin x funksiya R' da aniglangan.
Vx e R' nugtani olib. unga x+Axe R bo‘ladigan Ax(Ax>0) orttirma
beraylik. Bunda argumentning Ax orttirmasiga mos ravishda berilgan
funksiya ham
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Ay =sin{x + Ax) —sin x = 2sm52’5cos 2x+Ax (3)

orttirma oladi.
(3) ning ikkala tomonini Ax ga bo‘lib,

2sin Ax cos 2x+Ax
y "2 2
Ax Ax

nisbatni hosil gilamiz va uning Ax—0 dagi limitini hisoblaymiz:

Ay "ﬁ' 2x+Ax
Ilim "2 =lim ¢ cos™ .~ =cosx.
Ax—0 Ax  Ax—0 AX 2

2
Demak, y' =(sinx) =cosx, Vxe R
3- misol. Ushbu

S)=(x—1)*(x+3)

funksiyaning x,=1 nuqtadagi hosilasini ta‘rifdan foydalanib toping.
Yechilishi. (2) formulaga asosan: f£(1)=0 va

2
lim f(x) f(l) = lim (x__l) (x+3) =0
x-! x—1 x—1 x—I
bo‘ladi.
Demak, f'(1)=0.

2- ta'rif. Agar Ax-+0 (Ax—>—0) da | ning chekli limiti

By _ i Sl An—f(%)
Al::l-rprx Alxl-rpm Ax

im = im [ (Forax)—f(x)
[mlcl-{]-l-oAx _A:l‘l-?lo A ]

mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o ng (chap)
hosilasi deb ataladi va f'(x, + 0) (f'(x, — 0)) kabi belgilanadi.
Odatda, funksiyaning o‘ng va chap hosilalari bir tomonli
hosilalar deb ham aytiladi.
4- misol. Ushbu funksiyaning x=0 nugtadagi o‘ng va chap
hosilalarini toping:
y=H.
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Yechilishi. 2- ta‘rifga ko‘ra,

. . AX
lim & = lim / (0+Ax) SO _ im | | - lim & = s
Ax—+0 AX  Ax-—+0 Ax—H-O Ax Ax—->+0 Ax
. Ax|
lim & o fim SO B e
Ax-3—0 AX  Ax——0 Ax T Axo—0 Ax  Ax—>—0 Ax

Demak, f(x)=|x| funksiyaning x =0 nuqtadagi o'ng hosilasi 1
ga, chap hosilasi esa —1 ga teng ekan.

1- eslatma. Agar f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa,
funksiya shu nuqtada bir tomonli f(x, +0), f’(x, — 0) hosilalarga
ham ega bo‘lib,

FOg+0)=f'{xg—0) = f"(xp)
tengliklar o‘rinli.
2- eslatma. Agar f(x) funksiya x, nugtaning biror U(x,) atrofida

vzluksiz, x, nugtada bir tomonli f'(x; +0) va f(x, —0)
hosilalarga ega bo‘lib, f'(x, + 0)= f’(x, — 0) bo‘lsa, f(x) funksiya
shu nuqtada f’(x,) hosilaga ega bo‘ladi va

S(x) =f (% +0)= f(x, —0)

tengliklar o‘rinli.

3- esiatma. Agar Ax—0 da Z’ nisbat aniq ishorali cheksiz
limitga ega, ya‘ni

lim ° Ay = lim f(X0+M) f(x()) = +oo
Ax—0 AX Ax—0 Ax

bo‘lsa, uni ham f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deb
yuritiladi. Bunday hosila cheksiz hosila deb ataladi.
5- misol. ¥ = /x funksiyaning x =0 nuqtadagi hosilasini toping.
Yechilishi. Ta‘rifga ko‘ra

lim & = lim /@*&)=/O _ \/Z‘; = lim e = +oo
Ax~+0 Ax Ax—n() Ax Ax—0 AX Ax—+0 \/_

bo‘ladi. Demak, f'(0) = +o.

6- misol. f(x)= {/(x —1)? funksiyaning x=1 nuqtadagi hosi-
lasini toping.

294



Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=1 nuqtadagi orttirmasini
topamiz:

2
Af = YL+ Ax — 1P — YL —1)? = (ax)3.
Endi ifx nisbatni topamiz:

o _(ax)3 1
ax ax L
(Ax)?
2- ta‘rifga ko‘ra
i M = i &f = —o0 ¢ 1
A}l_)tg oar =T Axllor(;l—-[) Ax bo‘ladi.

Demak, f/(0)= 4o, fI(0)= —co.

2. Hosilaning geometrik ma‘nosi. f(x) funksiya (a;b) oraligda
aniglangan va uzluksiz bo'lib, x, € (a;b) nuqtada f’(x,) hosilaga
ega bo‘lsin. U holda f(x) funksiyaning grafigiga M,(x,; f(xo))
nuqtada o‘tkazilgan urinma mavjud bo‘ladi (19.2- chizma).
Ma‘lumki, funksiyaning x, nuqtadagi f’(x,) hosilasi shu
urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. M, T urinma chiziqg
tengiamasi

¥y = f(x) = f(xq)(x — Xxp) (D)

bo‘lib, bunda f/(x,) =tgo; egri chizigning M,(x,; f(x,)) nuqtasiga
o‘tkazilgan normalning tenglamasi esa

y_f(x0)=_'f,

\
(

o) (x—Xp) (2)
ko‘rinishda bo'ladi.

»=fi(x) va y,=f,(x) funk-
siyalar grafiklarining M(xy,)
kesishish nuqtasida o‘tkazilgan
urinmalar orasidagi ¢ burchak
berilgan ikki egri chiziq orasidagi
burchak bo‘ladi va

tgo = tg(e, — @) =

= filx)—£(x) (3)
1+ () £ (x)
formuladan topiladi (19.3- chizma). 19.2- chizma.
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7- misol. y=x+3x funk-
siva grafigiga M,(1;4) nugtada
o‘tkazilgan urinma va normal
tenglamalarini toping.

Yechilish. Urinma to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsi-
yentini topish uchun avvalo
berilgan funksiyaning hosila-
sini topamiz:

y =3x?+3.
19.3- chizma. Bu hosilaning x=1 nuqg-
tadagi giymati urinma to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi, ya'ni f'(1)=3-1+3=6.
Shunday qilib, (1) va (2) formulalarga asosan, urinma va normal
chiziq tenglamalari, mos ravishda, quyidagi ko‘rinishlarda bo‘ladi
(19.4- chizma):

y —4=6(x—1) yoki y=6x—2,
__l _ . ____l |
y—4= 6(x 1) yoki y = 6x+46'

8- misol. /(x)=x? va f(x)= Jx funksiyalar grafiklarining M (1;1)
kesishish nugtasida o‘tkazilgan urinmalar orasidagi burchakni
toping.

Latannaing ianpe
-2—-l/,1234s6789!0 x
i

19.4- chizma.
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e

19.5- chizma. (1) y=x, (2) ¥ = JX.

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning x =1 nuqtadagi hosilalarini
topamiz:

f(x)=2x, [f1)=2,
by 1 iy
f(x)—'é\'/;, f(l)ﬁz-

5|
(3) formulaga ko'ra tge = 21 = i bo‘ladi. Bu yerdan ¢ = arctgi
1+2-

(19.5-chizma). 2

3. Hosilaning fizik ma‘nosi. Moddiy nuqtaning to‘g‘ri chizigli
harakati s=f(#) tenglama bilan ifodalangan bo'lsin, bunda 7 vaqt,
s shu vaqt ichida o‘tilgan yo‘l (masofa). s=f(#) funksiyaning £,
nuqtadagi hosilasi s =f(/) gonun bilan harakat gilayotgan moddiy
nugtaning f, momentdagi oniy tezligini bildiradi, ya'ni

v=fit,) = BI_I.}) S (to+42—~ f (1) .

Moddiy nuqtaning berilgan r=f, momentdagi @ tezlanishi esa

v tezlikdan f vaqt bo‘yicha olingan hosilaning r=1, dagi giymatiga
tengdir, ya‘ni

- £ = i _{"tq-i-AI)—:__'f_'(fo}_)‘

a=flty)=lim 272700 =0
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8-misol. Moddiy nugta s(1)=2¢3+1>—4¢ qonun bo'yicha to‘g‘ri
chiziq bo‘ylab harakat giladi. Uning =4 momentdagi tezligini toping.
Yechilishi. Moddiy nuqtaning istalgan ¢ vaqtdagi harakat
tezligini topamiz:
v (=5 (1)=61+21—4.
Moddiy nuqtaning =4 momentdagi harakat tezligini hisoblaymiz:

v(N].=6 " 4+2 - 4—4 = 98 (m/s).

4. Hosilani hisoblashning sodda qoidalari.

1. O‘zgarmas sonning hosilasi nolga teng;

(CY =0 (bunda C — o‘zgarmas son).

2. O'zgarmas sonni hosila ishorasidan tashgariga chigarish mumkin:

(G @Y=C - (f(Y.

3. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning har biri xe (a;b) nuqtada
S(x) va g(x) hosilalarga ega bo‘lsa, f(x)*g(x) funksiya ham x
nugtada hosilaga ega va u [ fx)t g(x)]' = f'(x) £ g'(x) formula
bo‘yicha topiladi.

4. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning har biri xe (a;b) nugtada
f(x) va g(x) hosilalarga ega bo‘lsa. f(x)'g(x) funksiya ham x nugtada
hosilaga cga va u

[0 g0] = £ g0+ f(0)- g'x)
formula bo‘yicha topiladi.
5. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning har biri xe (a;h) nugtada
Sf'(x) va g(x) hosilalarga ega bo'lib, g (x)#0 bo'lsa, i((;c)) funksiya
ham x nuqtada hosilaga ega va u

[ f(x)} LGr80=10g )
&(x) g2 (x)
formula bo‘yicha topiladi.

6. Agar f(x) funksiya xe(a:b) nuqtada f(x )20 hosilaga ega
bo‘lsa, bu funksiyaga teskari x=f"1(y) funksnya X, nugtaga mos
bo* lgan Y, (¥,=f(x,)) nuqtada hosilaga ega va

(£ 0] =

tenglik o'rinli.
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7. Agar u=f(x) funksiya x,e (a;b) nugtada f'(x)) hosilaga ega
bo‘lib, y =F () funksiya esa x;, nugtaga mos u (#,=f(x,)) nuqtada
F’(u)hosilaga ega bo'lsa, ¢(x)= F(f(x)) murakkab funksiya
ham x, nuqgtada hosilaga cga va

D'(x) =[F(S(x))Y 'x-xo = F'(uy)- (%)

formula o‘rinli.
8. Oshkormas F(x,y)=0 funksiya uchun

4

! = — X
Yix)= 7

formula o‘rinli.
9. Parametrik tenglamasi bilan berilgan

x=o(t)
, (g St<t)
y=vy()

funksiyaning hosilasi quyidagi

r_ V(1)
Y= gy
formula bo"yicha topiladi.

< (1
yoki ¥, = %1

5. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari jadvali.

l.y=C y’'=0.
2. y=x= y=oxe! oe R.
. 1
3. y= \/; y= 2‘/; .
4. y=e y'=e
5. y=a~ y'=a" Ina.
- 1
6. y=Inx. Y=
- ,_logge 1
7. y=log_ x. Y="1"= na
1 D RV
8. y=lgx. Y _xlge_xlnl()
9. y=sinx. y’cosx.
10. y=cos x. y’=—sinx.
= '= l = 2
11. y=tgx. Y= gty S SECT X
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’ 1 2
= = — e B — {1 R
12. y=ctgx. ¥y sin® % cosecx
, 1
=arcsi V= —.
13. y=arcsinx. I—x2
o b
14. y=arccosx. Y =T g5
- o1
15. y=arctgx. y = e
P l
16. y=arcctgx. y = e
17. y=secx. y = szx =sin x - sec? x.
Cos™ x
18. y=cosecx. y' =—% =—cosx-cosec? x.
sin™ x
19. y=shx. y” =chx.
20. y=chx. y” =shx.
b1
21. y=thx. y = ch2x
, =1
22. y=cth x. y = shlx
p 1
= yo= - .
23. y=Arshx. Jior?
, 1
24. y=Archx. Y=
x“—1
P
25. y=Arthx. Y= a2
’ —1
26. y =Arcthx. y = s
27. y=x* y '=x*(1+Inx).

6. Funksiyaning differensiali. y=f(x) funksiya (a.b) oraliqda
berilgan bo‘lsin. x,e (a:) nuqtani olib, unga Ax(Ax>0 yoki Ax<0)
orttirma beramiz (x,+Axe (a;b). Natijada berilgan funksiya ham shu
nugtada orttirma oladi va u

Ay =f(x,FAx)—f (x,)
kabi ifodalanadi.
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1- ta‘rif. Agar y=f(x) funksiyaning xe (a;b6) nuqtadagi Ay
orttirmasi ushbu
Ay=Af (x)=A Ax+aAx (1)

(bunda A—shu Ax ga bog‘lig bo‘lmagan o‘zgarmas son, o=o{Ax)
bo‘lib, Ax—0 da o(Ax)—0) ko‘rinishda tasvirlansa, funksiya x,
nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

(1) munosabatni quyidagicha yozish ham mumkin:

Ay=A-Ax+o0(AX). (2)

2- ta‘rif. f(x) funksiya Ay orttirmasining Ax ga nisbatan chiziqgli
bosh gismi AAx funksiyaning differensiali deyiladi va dy =df(x,)
kabi belgilanadi. Demak, dy =df(x)=AAx; Ax=dx ni e‘tiborga olsak,
dy=Adx bo‘ladi (erkli o‘zgaruvchi x ning orttirmasi Ax ni uning
differensiali dx bilan almashtirish mumkin).

9- misol. f(x) =x*—2x*+3 funksiyaning x,(Vx, € R') nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lishini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasini
topamiz:

AFOx) =+ Ax) —f (X)) =(Xg+Ax) —2(xg+Ax) 43— (x5 —2x3 +3) =
= X3 + 363 Ax +3x(AX) + Ax® —2x7 — dxpAx —2A%% — x5 +2x3 =
= (3x2 — 4xy)Ax + (3x,Ax + Ax? — 2Ax).
Agar A=3x} —4xy, o=a(Ax)=3x,Ax —2Ax+Ax? deyilsa,
Af (x,) = AAX + a(AX)Ax

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan funksiyaning x, nugtada
differensiallanuvchi ekanligini bildiradi.

10-misol. f(x)=xsinl, S(©® =0 funksiyva x=0 nuqtada

differensiallanuvchi bo'ladimi?
Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi orttirmasini
topamiz:

Af(0) = f(0+Ax) — £(0) = Axsin A‘; ,

bu tenglikdan ko‘rinadiki, berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi
Af(0) orttirmasini (1) ko‘rinishda ifodalab bo‘lmaydi. Demak,
funksiya x=0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘lmaydi.
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1- teorema. f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi
uchun uning shu nuqtada chekli f’(x) hosilaga ega bo‘lishi zarur
" va yetarli.

Agar y=f(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa,

dy=df (x)=f"(x))dx (3)

ekanligini ko‘rish giyin emas. Ma‘lumki, differensiallanuvchi
funksiyalar uchun dy bilan dx lar proporsional o‘zgarib. f’(x)
proporsionallik koeffitsiyentini ifodalaydi.
11- misol. f(x)=e™*+Inx funksiyaning differensialini toping.
Yechilishi. Bu funksiyaning differensialini (3) formuladan
foydalanib topamiz:

dy =d(e™ +Inx)=(e™* +In xYdx = (—e™* + J“ )dx.

Funksiya differensialining (3) ifodasidan foydalanib, elementar
funksiyalarning differensiallari jadvalini keltiramiz:

1. d(x*)=px*"dx (x>0).

2. d(a)=a*Inadx(a>0, azl).

3. dilog x)= _ logg e (x>0, a>0, azl ),
4. d(sinx)=cosx dbx.
3. d(cosx)=—sin x dx.

6. d(tgx) = lzv dx, x# " +kn, k=0, £1, +2,...
cos* x 2

7dctg) = — h-dx, xekn k=0, £1, £2,..

8. d(In x) = i dx.
9. dle*)=edx.

10. d(arcsin x) = - ~]--~-2- dx, —l<x<l.

i

11. d(arccosx) = — . &

l—x
12. d(arctgx) = ld{‘z .

+X

= —l<x<l.

13. d(arcctgx) = — 1‘?2 .
X
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Mustagil yechish uchun misollar

Hosila ta‘rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning hosilalarini
toping.
Lf(x)=xF—2x. 2. f(x)=2cosx. 3.f(x)=(x—4)'(x+3), f(4).

4 f=C"DIx ooy s roy=arccosix.

sin x
6. f(x)=cos5x. 1. f()=tgx+2x, [ '(2) 8. f(x)=e*+e.
xsin |, x#0 bo‘lganda,
9, f(x)= *
0
10. f (x)=Inx. 11. f(x)=|x+3|, Sf(=3+0), f'(—=3—0).
2. fx)=%x, fO0). 1B fx)=Yx—4, f4).
14. f(x) = Yx. 15. f(x)—*z

16. y = ;xz —Inx funksiya grafigiga abssissasi X,=2 bo‘lgan

nugtada o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.
17. y=x*-3x+2 parabolaga abssissasi x,=2 bo‘lgan nugtada
o‘tkazilgan urmm.mmg burchak koefﬂt51ycnt1m toping.

\ x=0 bo‘lganda.

18. y = sm funksiya grafigining M ( ;4) nugqtasidan o‘tka-
zilgan urinma tem,lamasml yozing.

19. y=x'+1 egri chizigga o‘tkazilgan urinma y=2x+3 to‘g‘ri
chizigga parallel. Urinish nuqtasining ordinatasini toping.

20. y=x’—2x+1 egri chiziqdagi qanday nuqtada o‘tkazilgan
urinma y=—4(x+1) to'g‘ri chiziqqa parallel bo*ladi?

21. o ushbu y = l:x funksiya grafigiga abssissasi x,=3 bo'lgan
nuqgtadan o‘tkazilgan urinmaning Ox o'qi bilan tashkil etgan bur-
chagi bo'lsa, tg2a ni toping.

22. Qanday nuqtalarda y = funksnya grafigiga o'tkazilgan

urinma, Ox o‘qining musbat yo nahshx bilan 135° li burchak tashkil
etadi?
23. Qanday nugtada y = 3fx funksiyaning grafigi abssissalar
o‘qiga 30° li burchak ostida joylashgan bo‘ladi?
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24. Qanday nugtada y=x*+2x-—1 funksiya grafigiga o‘tkazilgan
urinma x+y=0 to‘g‘ri chizigqa perpendikular bo‘ladi?

25. y=x* va y*=x funksiyalarning grafiklari gaysi nugtalarda
qganday burchak ostida kesishishlarini aniqlang.

26. s=2 sin 37 gqonun bo‘yicha to*g‘ri chiziqli harakat gilayotgan
nuqtaning 7 = ’; paytdagi tezligini toping.

27. v=sin2¢ qonun bo'‘yicha to‘g‘ri chizigli harakat gilayotgan

nuqtaning 7 = : paytdagi tezlanishini toping.

28. Moddiy nuqta s=¢' +cos?+5t qonuniyat bo‘yicha
harakatlanyapti. Bu nuqtaning =0 dagi tezligini toping.

29. Ikki moddiy nuqta s, =2,5¢2—67+ 1 va s,=0,5¢2+2r-3
gonuniyat bo‘yicha harakatlanyaptl Qaysi vaqgtda birinchi nuqtaning
tezligi ikkinchisinikidan 3 marta ko p bo‘ladi?

30. Moddiy nugta s = lnt+ t gonuniyat bo‘yicha to‘g'ri
chiziqli harakatlanyapti. Harakat boshlangandan gancha vaqt
o‘tgach, nugtaning tezligi ém/s ga teng bo‘ladi?

Funksiyalarning hosilalarini toping:
1) Darajali funksiyalar.

31. y=3x2+6x+3. 32. y=20x— [ +\3.
3

=% %
3. y= l+x | 34. y=(1+2x)%.
35. y=(7x* —x+6)3. 36. y=(— 3+3)‘

1+x
37. y=J1—x. 8. Y= 5
P EA iy

39. Y=g, 40. y--_l,y(Z)

41 y=,/-~‘-"' yO=? 42.y= 5, y(©)=?
) 1+x2’ ) YT e y '

2) Trigonometrik funksiyalar.
43. y-sin3x+cos2x. 44. y=cos'x.
45. y—~— 46. y=cosx—;cos3x.
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47. y = 3sin’x—sin’x. 48. y =sin ; .

49. y =sin(sin x). 50. y =cos*4 x.

51. y=(1+sin? x)*. 52. y = ctgai/] +x%.

53. y= ,/l + tgx. 54. y=sin’*(cosx®).
_ sinx _ X

55. y= l+cosx 56. ¥ = l—sinx

3). Teskari trigonometrik funksiyalar.

57. y=xarcsin x. 58. y =(arccos x)2.
59, y= \/;arctg X. 60. y= arcsin i .

_x? arccos x
61. y= airétgx' 62. y= - .

_arccosx
63. y =arctg(x+y1+x?). 64. V=5

65. y = xarccosx — 1 — x°.

4) Logarifmik funksiyalar.

66. y =x’log x. 67.y=xInx.

68. y=4lnx. 69. y=In(1—2x?).

70. y =log,(x*—4 x). 71. y =In’(sin x).

72. y=In(arccos2x). 73. y=(1+Insin x)".
4. y= ll:':z : 75. y = Inarctgy/l + x2.
76. y =In’x '

4) Ko'rsatkichli funksiyalar.
2

77. y=3~. 78. y= :
79. y =e*—cosx. 80. y=x*—5%,

81. y= l'f;’-;. 82. y=(xX—5x+6)6"
83. y=10%-4, 85. y=e™.

86, y =ercsinx, 87. y=ax~.

88. y =5eosx,
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5) Giperbolik funksiyalar.

89. y=sh2x. 90. y=Inch x.
91. y =shix+chix. 92. y=th’x.
— . [+thx
93. y =xshx. 94. y= Lt
_1 x Do ax -
95. y = 3 th 58 th 3 96. y =cth4x.

97. y:ﬁ funksiya x =0 nuqtada differensiallanuvchi
bo'ladimi?

98. y= xcosl funksiya x =0 nugqtada difterensiallanuvchi
bo‘ladimi?

99. y = /11— x funksiya x = ; nugtada differensiallanuvchi
bo‘ladimi?

Funksiyalarning differensialini toping:

100. y=lnx+x2. 0L y=¢*+x. 102. y=cosx+3.

103. y = tgdx + i . 104, y =log,x+tsin 5x.
105. y =arcsin? x+arctg’ x.
Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari

1. 3x*—2x. 2. 2*(In2cosx—sinx). 3. 0.

2

4. 0. 5. —m- 6. —>5sin5 x.
7. 4. 8. —e*te.

2xsini+cosi, x # 0 bo‘lganda,
* 10, x =0 bo'lganda.
10. '. 11. 3. 12, c.

X
13. . 14. 2 Jx. 15. ——53.
16. k=3/2. 17. k= 1. 18. y=4 .
19. y= 2. 20. (—1; 4). 21. —8/15.

22. (4:3), (0:—1). 23. (,3/;74/'3) 2. (—1:0), (1,—2).
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25.
28.

31.

34.

36.

38.
41.

43.
45.

47.
49.

51.

53.

57.

59.

61.

63. —
65.

¢ = arctg g . 26. 33 (m/s). 27. 3 (m/s).

6 (m/s). 29. 6 (s). 30. 16 (s).
- L,3 . 6

7
60014207, 35. 16(7x_:+(,) (7“32 ]

12(13— ] +3]3(12+ ! ) 37, — = 7"
e A l—x

3—x 12(3 —1) 1
0. 42. 0.
cos x(3sin® x — 2 cosec’x). 44. 4sinx - sec’x.
—0,5sin2 .
* 2 S:zn x. 46. —sin’x.
X“COs“ X
. 1
sin x cos x(6—>5sin®x). 48, — 2 CoS X.
cos(sin x)cos x. 50. —6sin8 x cos4 x.
2x
4sin2x (1+sin?x)3. 52. 42 §/1+xz 5(]“ "
l ;
2lvex costx’ 54. —3sin3x sin(2cos3x).
COS X+C0s 2x l—sin x+x-cos x
(l+cosx)2 ' 36. (1—sin Jt)2
) x 2arccosx
arcsin x + . 58. — 2
l_xz 1—x
1 Jx 3xd
arctgx + ¥, . - o signx
2xarctgx+2qc arctgx—xz_ 62 x+\/l—-x arccos x
(l+x2)arcl 2 ' ' \/
x+yl—x? . 64, *2TCcosx— 1-x2
W= (—xyi—x?) ) —xt
arccos x. 66. 3x’log, x+ .~

2In2’
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1 1
67. Inx+l1. 68. 2\[5; X

4x 2(x—=2)
69. = e 10 2 axymn2
. 2
71. 5In*(sin x)ctg x. 72. arccos2x”
73 1+Insi _ 74 l+x2-_—2lenx
. a(i+Insin x)"'ctgx. . x(1+x2)
*x . L 3In2x
75. arctg\/1+x2 (2+x2)\/1+x2 76. x
2
77. 3n3. 78, XD,
79. eY(cos x—sin x). 80. 4x*—2-5%In5.
2e* )
81. (") 82. 6% (x*—3x+ 1)Inb.
- Jai 1
83. 3-10%*Inl0. 84. ¢ 2w
85 4ot 86 2 e-urcsin 2x
. —de . . m
87. axInata'**xe-, 88, —5x-sin x -In5.
89. ) sh2x. 90. th x.
91. 2sh2x. 92. 3th’x . |
zch b
93. x(2sh xtxch x). 94, ehZx-(I—thx) "
1 X
= [1—th7 | . 4
95. 9Ch2§» ( 3] 96. -_sh24x'
97. Bo‘ladi. 98. Bo'lmaydi. 99. Bo‘ladi.

X l
100. {i+2x]dx. 101. [393 *y J;)dx- 102. —sin2xdx.

cosdx

: 2
105. [2arcsmx + 3arctgx ]dx.

4 |
103. dx. 104. ( ‘3t S5cosSx )dx.

Jl—x? 1+x?
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20-§. FUNKSIYANING YUQORI TARTIBLI
HOSILAST VA DIFFERENSIALI

1. Funksiyaning yugori tartibli hosilasi. y=f(x) funksiya (a;b)
oraligda berilgan bo'lsin.

1-ta‘rif. Agar f(x) funksiya (a;b) oraligning har bir xe (a;b)
nugtasida f‘(x) hosilaga ega bo‘lib, bu f*(x) funksiya x,e (a;b)
nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, uni f(x) funksiyaning X, nuqtadagi

. ’ d?
ikkinchi tartibli hosilasi deb ataladi va Yx=x,+ J (%), ( dx{ ] X=X

kabi belgilarning biri orqali yoziladi.

f(x) funksiya (a;b) ning har bir xe(¢;b) nuqtasida (n—1)
tartibli f(x)"-" hosilaga ega bo‘lsin. Bu f*-N(x) funksiyaning
x,€ (a;b) nuqtadagi hosilasi (agar u mavjud bo‘lsa) f(x)

funksiyaning x, nuqtadagi n-tartibli hosilasi deb ataladi va u y i":’xm
d

S x) ( dr ,,)M belgilarning biri orqali yoziladi. Odatda, f(x)
funksiyaning f*(x), f"(x).... hosilalari uning yuqori tartibli
hosilalari deyiladi.

Eslatma. f(x) funksiyaning biror xe(a:b) nuktadagi F(x)
hosilasi mavjudligidan uning shu nuqtadagi vuqori tartibli hosilalarga
ega bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan, f(x)=
z\/; funksiya x20 da jumladan. x=0 nuqgtada ham,

Sf(x)=] x 2, ffx)= x '2 hosilalarga ega, lekin bu funksiya

x=0 nuqtada chekli uchmclu tartibli hosilaga ega emas.

JS(x) va g(x) funksiyalar (a;b) oraligda aniglangan bo‘lib, ular
xe (a,b) nugtada n- tartibli £ (x), g (x) hosilalarga ega bo‘lsin.
(Buni quyidagicha tushunish lozim: f(x) va g(x) funksiyalar x
nuqgtani o'z ichiga olgan (o,p)c(a;b) oraliqda f7, f7.. ., f=1
hamda g’, g*,...,g"""? hosilalarga ega bo'lib, x nuqtada esa £ (x)
g"(x) hosilalarga ega). U holda

D [Cf)]P=Cf"(x), C=const;
2) [f (0)xg(x) | =f " x)+g"(x);
A (xrgx)m=f (x)-g(x)+ C) £V (x) - g'(x) +
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+C2FD(x)- g"(xX) + ...+ CX fr O (0)g P (x) + ... + f(x)g" (%),

P n(n-—l)...(n—k+l)
bunda C, P

(*) formula Leybnis formulasi deyiladi.
Asosiy elementar funksiyalarning »- tartibli hosilalarini topish
formulalarini keltiramiz:

1. y=x", y=m(m—1)(m—2)...(m—n+1)x"".
Agar m butun son va n>m bo‘lsa, y =0 bo’ladi. Xususiy

holda, m=—1 bo‘lsa, y=i funksiyaning n-tartibli hosilasi

y ‘x" " botladi.
—])!
2. y=inx, yn=(—Dn—D == O
- (n) n—1 (n—l)! 1
3.,V—10gax, ( l) na o

4, y=¢", y =)k,
S. y=a", y "=h"aIn"q.

6.y =sinbx, y=psin(bx+n ; ).

7. y=cosbx, y"™=b'cos(bx+n ; ).

2. Funksiyaning yugqori tartibli differensiali. f(x) funksiya (a;b)
oraligda berilgan bo‘lsin. Agar f(x) funksiya xe (a;b) nugtada chekli
f(x) hosilaga ega bo'lsa, funksiyaning differensiali ushbu
dy= f'(x)dx formula bilan hisoblanishini 19-§ ning 6- bandida
ko‘rdik. bunda dx migdor f(x) funksiya argumenti Ax ning ixtiyoriy
orttirmasi Ax ni ifodalaydi.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya xe (a;b) nuqtada ikkinchi tartibli
hosilaga ega bo'lsin.

2- ta‘rif. f(x) funksiya differensiali dy ning xe(a;6) nuqtadagi
differensiali berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali
deb ataladi va d?y yoki df(x) kabi belgilanadi, ya‘'ni d2y =d (dy)
yoki d*f(x) =d(dfix)).

Differensiallash qoidasidan foydalanib, d2v =d(dy)=d(y’ d(x))}=
d(y’ ydx=y* (dx)? ni topamiz.
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Shunday qilib, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning

ikkinchi tartibli hosilasi orqali quyidagicha yoziladi:
dly=y"dx?, (N
bunda dx?=dx-dx=(dx)>.

f(x) funksiya xe(a;b) nuqtada n- tartibli f**(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Funksiyaning (n-1)- tartibli differensiali "'y dan olingan
differensial berilgan f(x) funksiyaning xe (a;b) nuqtadagi n- tartibli
differensiali deb ataladi va u d”y yoki " f(x) kabi belgilanadi, ya‘ni

dy=d(d"-y) yoki d'f(x)=d(d"~'f(x)); d'y=y"dx". (2)

f(x) va g(x) funksiyalar (a;b) oraligda berilgan bo‘lib, ular
xe(a:b) nuqtada differensialga ega bo‘lsin. U holda quyidagi
formulalar o'rinli bo'ladi:

) @ Cf(x0))=Cad" f(x), C=const;

2) d'f () (O]=d f(x)rd"g(x).

3) d'[f(x)g ())=d"[f(x)]-glx)+ C d" [ f(x)]-dlg(x)]+... +

+CHd" ™ [f(0)] d*[g(0)] + ... + f(x)- d"[g(0)].
bunda C¥ = "("_])"’;(!n_k“).
u= f(x) funksiya (#:b) oraligda, y =Fu) funksiya esa (c;d)
oraligda berilgan bo'lib, ular yordamida y =H/f(x)) murakkab
funksiya tuzilgan bo‘lsin. 4=f(x) funksiya xe (a;b) nuqtada f'(x),
F(u) funkstya esa mos ue (c;d) nugtada F’(u) hosilaga ega deb.
y=HKf(x)) funksiyaning differensialini hisoblaymiz:
dy=F’ (f(0) f'(x) dx=F’ (f (x))df ().
1-misol. y=Insin?3x funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini

toping.
Yechilishi. Ikkinchi tartibli differensialni topish uchun (1)
munosabatdan foydalanamiz:

1)y = ; 2sin 3x - cos 3x-3 = 6ctg3x,
sin® 3x

de
. dy =yt = — 13T
y=y'dx sin“ 3x
2- misol. Ushbu y =sin5x-cos2x funksiyaning »- tartibli diffe-
rensialini toping.
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Yechilishi. Berilgan funksiyani y = ; [sin 7x + sin 3x] ko‘rinishda

ifodalaymiz. Bu funksiyaning n- tartibli differensialini topish uchun

)ﬂ"’w(sinbx)""=b"sin(bx+n;) va (2) formulalardan foydalanamiz:

312

d’y = yMdx" = ; [7" sin(7x + 2” J+ 3" sin (3x + ——)] dx".
Mustagqil yechish uchun misollar

Funksiyalarning ikkinchi tartibli hosilalarini toping:

1. y=xInx. 2. y=eX 3.y =x+4x5

4. y =cos’x. 5. y=sinix. 6. y =(1+xHarctgx.
Funksiyalarning »- tartibli hosilalarini toping:

7. y=¢€" 8. y=cos’x. 9. y=ax"tax"™'+.+a"
10. y =xcosax. 11. y =sin®x+cos’x. 12. y=x""Inx.

Funksiyalarning ko‘rsatilgan tartibdagi differensiallarini toping.
13. y=xt, d*%. 14. y=cosSx, d‘y. 15.y=x, d*y.
16. y=xInx, &fy. 17. y=x", d'y. 18. y=¢e*, dy.
19. y=sin2x, dty. 20. y=x%¥* d¥y.

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
!

L. 2. 4e*. 3. 6x+80x%. 4. —2cos2x.
5. ; cos x sin 2x + 3sin x cos 2x. 6. 2arctgx + lfiz .

s 8 =2 (2D } e

10. xa" COS(ax + n-; )+ na™" sin(ax +n- 72‘ ]

1. 4" cos[4x+ o ) 2. "0 a3 elae
14. 5*cosdxdx*. 15. :ﬂx‘s/ 3dx3.

16. — ; dx’ (x > 0). 17. nidx. 18. 243¢¥ax
19. —64sin2xdx. 20. 22 ¢ X(x+20x+95)dx .



21- §. DIFFERENSIAL HISOBNING ASOSIY
TEOREMALARI '

1. Ferma, Roll, Lagranj va Koshi teoremalari. Differénsial
hisobining asosiy teoremalari funksiyalarni tekshirishda muhim
rol o'ynaydi.

1- teorema (Ferma teoremasi). f(x) funksiya biror X oraligda
aniglangan bc‘lib, bu oraligning ichki ¢ nuqgtasida o‘zining eng
katta (eng kichik) giymatiga erishsin. Agar bu nuqtada funkmya
chekli f*(¢) hosilaga ega bo‘lsa, u holda .

f(e)=0
bo‘ladi.

Ferma teoremasi quyidagicha sodda geometrik ma‘noga ega: f(x)
funksiya Ferma teoremasining shartlarini ganoatlantirganda, f(x)
funksiyaning grafigidagi (c: f(c)) nuqtaga o‘tkazilgan urinma Ox
o‘qiga parallel bo'ladi (21.1- chizma).

2- teorema (Roll tecoremasi). f(x) funksiya:

1) {a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz; :

2) aqalli (a:.b) oraligda f”(x) chekli hosilaga ega;

3) oraligning chetlarida o‘zaro teng (f(a)=f(b)) giymatlarni

qabul qilsin. U holda kamida bitta shunday ¢ (a<c<b) nugta
topiladiki,

f(©)=0
bo'ladi.

Bu teoremaning geometrik ma'nosi quyidagicha: f(x) funksiya
Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantirsin. U holda bu
funksiyaning grafigida shunday (c. f(¢)) nuqta topiladiki, bu nugtada
grafikka o'tkazilgan urinma Ox o‘giga parallel bo‘ladi (21.2- chizma).

AV Ay

§ (9] - 7T
T~ fib)=fta)
I 1) ‘I I
w o | .

0 a ¢ 6

%Y

> - —

21.1- chizma. 21.2- chizma. .
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Eslatma. Roll teoremasining shartlaridan aqalli bittasi buzilsa
ham teoremaning tasdig‘i o‘rinli bo‘lmaydi.

Misol. Quyidagi funksiyalar uchun Roll teoremasining
shartlarini tekshiring:

B 1 ={5 D o fex, setost)
b f~b—2, xel04; & Sm=x—x, xe[~T1].

Yechilishi. ) Roll teoremasining 2) va 3) shartlari bajariladi,
lekin 1) sharti bajarilmaydi: funksiya kesmada uzluksiz emas, x=1
nugtada u uzilishga ega, chunki

Jim S(x) =1, ammo f(1)=0va f’(c)=0bo‘ladigan x=c nuqta
mavjud emas (21.3- chizma).

b) [0;4] kesmada berilgan f(x)=| x—2/| funksiya uchun Roll
teoremasining 1) va 3) shartlari bajariladi, lekin 2) shart
bajarilmaydi, funksiya x=2 nuqtada differensiallanuvchi emas (21.4-
chizma). Demak, f’(c)=0 bo'ladigan ¢ nuqta mavjud emas.

d) [0;1] kesmada f(x)=x funksiya uchun Roll teoremasining
1) va 2) shartlari bajariladi, lekin 3) sharti bajarilmaydi: f(0)=f (1),
chunki f(0)=0, f(1)=1. Demak, f’(c)=0 bo‘ladigan ¢ nuqgta
mavjud emas (21.5-chizma).

e) [—1;1] kesmada berilgan f(x)=x’—x funksiya uchun Roll
teoremasining hamma shartlari bajariladi: 1) f(x)=x*—x funksiya
[—1;0] da aniglangan va uzluksiz:

4y sy
2 \
1 i
B x 2 4 X
21.3- chizma. 21.4- chizma.
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2) (—1:1) oraligda f'(x)=3x*—1 chekli hosilasi mavjud;
3) oraligning chetlarida o‘zaro teng (f(—1)=f(1)) giymatlarni
1 1

gabul giladi. Demak, f(x)=0 bo'ladigan *1 =— Nk X = NG
nuqgtalarning mavjudligini 21.6- chizmadan ko‘rish mumkin.

3-teorema (Lagranj teoremasi). 1) f(x) funksiya: [a:b] kesmada
aniglangan va uzluksiz, 2) aqalli (a;b) oraligda chekli f(x)
hosilaga ega bo‘lsin, u holda shunday ¢ (a<c<b) nuqta topiladiki,
bu nugtada

1) = f (b‘);i (@)

ofrinli bo*ladi.

Lagranj teoremasining geometrik ma‘nosi quyidagicha. Faraz
gilaylik, f(x) funksiya Lagranj teoremasining hamma shartlarini
ganoatlantirsin. Funksiya grafigining A(a; f(a)). B(b;, f(b))
nugtalarini to‘g'ri chiziq bilan birlashtiramiz. f’(x) — bu f(x)
funksiya grafigining (x; f(x)) nugqtasidan o'tkazilgan urinmaning
burchak koeffitsiyentidir, tgo= f'(x). Shunday c(a<c<b) nuqta
topiladiki, f (x) funksiya grafigiga (c,f(¢)) nuqtada o‘tkazilgan urinma
ABto'g'ri chiziqqa parallel bo‘ladi (21.7- chizma).

r 3 )'

AV

/N
- 7 x

21.6- chizma.

v

21.7- chizma.
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4- teorema. (Chekli orttirmalar hagidagi umumlashgan Koshi
teoremasi). 1) f(x) va g(x) funksiyalar [a;b} kesmada uzhksiz, 2)

aqalli (@;6) oraliqda f'(x) va g’(x) chekli hosilalarga ega bo'lib,

Vx e (a;b) uchun g'(x)20 bo'lsa, u holda shunday c(a<c<b)
nugqta topiladiki.
fB—J(a) _ f(c)
gb)—gla)  g(c)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Misol. Ushbu tengsizliklarni isbotlang:
a) In(1+x)<x (x>0),
b) arcigx, —arctgx; < X; — X, , x,,x, € (~o0; o)

Isboti. a) [0;x] kesmada berilgan f(x)=In(1+x) funksiya uchun
Lagranj teoremasining hamma shartlari bajarilsa, u holda teorema
shartiga ko‘ra shunday ¢ (0<c¢<x) nuqgta topiladiki

F(xX)— £(0) = In(1 + x) = l-ic X< x

bo'ladi, chunki ! <.
14¢

b) [x,:x,] kesmada berilgan f(x)=arctgx funksiya uchun
Lagranj teoremasining hamma shartlari bajariladi, u holda

1
fOo) = flx) =arcign, —arctpx, =, (5 —x);
+C
bu ayirmani baholaymiz:
pa—x|

. 1
chunki 0< -, <1
l+¢

Mustaqil yechish uchun misollar

1. f(x)=3x*—1 funksiya uchun [1;2] kesmada Ferma teorema-
sining shartlari bajariladimi?

2. f(x)=€/x_2 —1 funksiya uchun [—1;1] kesmada Ferma
teoremasining shartlari bajariladimi?
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5
3. f(x)=Insinx funksiya uchun [-g; '61;] kesmada Roll teorema-

sining shartlari bajariladimi?

4. f(x)=1—{x] funksiya uchun [—1;1| kesmada Roll teorema-
sining shartlari bajariladimi?

5. f(x)=sinx funksiya uchun [1;2] kesmada Roll teoremasining
shartlari bajariladimi?

Lagranj teoremasidan foydalanib quyidagi tengsizliklarni
isbotlang:

6. e>e'x, x>1.

7.sinx—siny £ x—y.

8. &> 1+x, xe R

9. /(x)=x* funksiya uchun [3:4] kesmada Lagranj teoremasining
shartlarini tekshiring.

10. f(x)=x>~—2x+3 va g (x)=x*—T7x*+20x—S5 tunksiyalar uchun
| 1;4] kesmada Koshi teoremasining shartlarini tekshiring.

2
11, f(x)=e*va g(x) = tf&"l funksiyalar uchun [—3;3] kesmada
Koshi teoremasi o‘rinlimi?

12. f(x)=x* va g (x)=x*funksiyalar uchun [—1;1] kesmada Koshi

teoremasi o‘rinlimi?

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1. Bajariimaydi. 2. Bajarilmaydi. 3. Bajariladi.
4. Bajarilmaydi. 5. Bajariladi. 9, ¢c= ;
10. 2. 11. Bajarilmaydi.
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12. Bajarilmaydi.
22- §. TENGLAMASI OSHKOR SHAKLDA BERILGAN
FUNKSIYANI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH

1. Funksiyaning monotonlik oraliglarini aniglash. Biz 1 bobda
funksiyaning monotonligi, ya'ni o‘suvchi (gat‘iy o'suvchs),
kamayuvchi(qat'iy kamayuvchi) bo‘lishi ta‘riflarini keltirgan edik.
Endi hosila yordamida funksiyaning monotonligini aniglash
mumkinligini ko‘rsatamiz. f(x) funksiya (;b) oraliqda aniglangan
bo‘lsin.

1-teorema. f(x) funksiya (a;) oraligda chekli f’(x) hosila-
ga ega bo'lsin. Funksiyaning shu oraligda o‘suvchi (kamayuvchi)
bo‘lishi uchun

F ()20 (f(x)20), xe(a.b)
tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.

2- teorema. f(x) funksiya (a5 oraligda chekli hosilaga ega
bo'lib, f*(x)>0 ( f’(x)<0) tengsizlik o‘rinli bo'lsa, f0) funksiya
(a;b) oraligda qat‘iy o‘suvchi( qat‘iy kamayuvchi) bo‘ladi.

3- teorema. f(x) funksiya (a;b) oraligda chekli f’(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Bu funksiyaning (a.b) oraligda 0*zgarmas bo*iishi uchun

[ (x)=0, xe(a;b)
bo‘lishi zarur va yetarli.

2- teoremaning geometrik ma‘nosi quyidagicha:

1) f7(x)>0 (tgoe > 0) shart funksiya grafigining bar bir nuqta-
siga o'tkazilgan urinma abssissalar o‘gining musbat yo'nalishi bilan

4}
4y N
'; P
0 ™ 0 \\ x
22.1- chizma. 22.2- chizma.
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o‘tkir burchak tashkil qilishini (22.1- chizma);

2) f’(x)<0 shart esa o‘tmas burchak tashkil etishini anglatadi
(22.2-chizma).

Eslatma. Agar f’(a)>0 bo‘lsa, U.(a) da f(x) funksiya o‘suvchi
deb xulosa chigarish mumkin emas. Masalan, 22.3- chizmada
tasvirlangan f(x) = ’2‘ +x?sinx funksiya a=0 nuqtada musbat
hosilaga ega, lekin U.(a) da funksiya monoton emas.

Ay

0.15
0.1
0.15
005 o1 015 *
-0.15
22.3- chizma.

Eslatma. Funksiya hosilasining (a;) oraligda musbat (manfiy)
bo‘lishi funksiyaning gat‘iy monoton bo‘lishi uchun zaruriy shart
bo‘la olmaydi. Masalan, y =x* funksiya (—1, 1) oraligda o‘suvchi
bo‘lgani bilan uning y” = 3x? hosilasi hamma joyca musbat emas,
x=0 da esa nolga aylanadi.

Funksiyani monotonlikka tekshirganda avvalo uning hosilasini
topish kerak (# mavjud bo‘lgan joyda), so‘ngra hosila musbat
(manfiy) bo‘ladigan oraliglarini aniglash kerak. Hosilasi musbat
(manfiy) bo‘lgan oraliglarda funksiya monoton o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘ladi.

1-misol. Ushbu funksiyani monotonlikka tekshiring:

f(x) =xnx.

Yechilishi. Berilgan funksiya (0;+) oraligda aniglangan. Uning
hosilasi
fA(x)=2xIn x+x
bo‘ladi. Endi 1- teoremaga ko‘ra
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Fx)20, yani 2xIn x+x>0
yoki
fU(x)<0, ya'ni 2xIn x+x<0

bo‘ladigan nuqtalar to‘plamini topamiz: |

ia)!5;(2lﬁx+l)20=¢ 2nx+1 20=>x2e 2,[e 2,+00),

, _! .
px2Inx+1)s0e2lnx+1<0=x<e 2,[0;e 2}.

Bundan berilgan funksiya uchun [e-'%;+] da f(x)20,

1
0;e 2| da f'(x)<0 bo'lishini olamiz. Demak, berilgan funksiya

1
0;e 2| da kamayuvchi, [e'/%;,+) da esa o‘suvchi ekan.

2- misol. Ushbu funksiyani monotonlikka tekshiring:
f(x)=x"— l :
Yecthilishi. Berilgan funksiya uchun D(f)=(-—c;0)(0;40c0)

Uning hosilasi f(x) = 3x? +x12 bo'ladi. Ravshanki, (—e;0) va

(0:+00) oraliglarda f’(x)>0.

Demak, 2- teoremaga ko'ra berilgan funksiya (—oe;0) va (0;+eo)
oraliglarda gat'iy o*suvchidir.

2. Funksiyaning ekstremum giymatlari. Qaralayotgan oraliglarda
funksiyaning hosilasini aniglash uning shu oraligda ekstremum
giymatlar bentvchi nuqtalarini va ularni topish imkoniyatini beradi.

4-teorema (Funksiya ekstremumga ega bo‘lishining zaruriy sharti).

Agar f(x) funksiya x,(x,e(a.h)) nuqtada hosilaga ega bo‘lib, u
shu nugtada ekstremumga ega bo‘lsa,

' [(x)=0
bo'ladi.

Bu shart funksiya ekstremumga ega bo*lishi uchun yetarli shart bo‘la
olmaydi. Masalan, y=x* funksiyaning x =0 nuqtadagi hosilasi nolga teng,
ya'ni y’(0)= 0, lekin funksiya bu nugtada ekstremumga ega emas.

Odatda, funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan nuqtalar
statstonar (turg'un, kritik) nuqtalar deb ataladi.
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x, nuqtada funksiya hosilaga ega bo‘lmasa ham ekstremumga ega
bo‘lishi mumkin. Masalan, 1) f(x)=[x| funksiyaning x =0 nuqtadagi
hosilasi mavjud emas, lekin {unksiya x =0 nugqtada minimumga ega
(22.4-chizma). 2) f(x)= x3 funksiyaning x =0 nuqtadagi hosilasi
cheksiz, lekin funksiya x =0 nuqtada minimumga ega (22.5- chizma).

) -1 0 1 2 % -2 -1 0 ! 2 ¥

Demak, funksiyaning hosilasi cheksiz yoki hosilasi mavjud
bo‘lmagan nugtalarda ham ekstremum mavjud bo‘lishi mumkin
ekan.

Shunday qilib, f(x) funksiyaga ekstremum qiymat beruvchi
nuqtalarni funksiyaning statsionar nuqtalari, funksiyaning hosilasi
mavjud bo‘lmagan nugqtalar, funksiyaning hosilasi cheksiz bo'lgan
nuqtalar orasidan izlash kerak ekan. Odatda bunday nugtalar
ekstremumga shubhali nuqtalar deb ataladi.

a) Ekstremum mavjud bo‘lishining birinchi yetarli sharti.
X,€ (a;b) nuqtaning

Us (X)) ={xe R: xy —d<x<xy 8>0},
Us (Xp) ={xe R:xy<x<x,+8 8> 0}
chap va o‘ng atroflarini qaraymiz.
Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo'lib,
u,(x,) da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsin (x, nugtada hosila mavjud
bo‘lmasligi ham mumkin).

I. Agar Vxe u;(xy) uchun, f(x)>0, Vxe uf(x,) uchun

S (x)<0 bo'lsa, f(x) funksiya X, nuqtada maksimumga erishadi
(22.6- chizma).
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Agar Vxe ug (x;) uchun f(x)<0, Vxe uz(xp)uchun f'(x)>0
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishadi (22.7- chizma)

L(x)>0
b (’04\ L1000

ya

/

22.6- chizma. 22.7- chizma.

Vx € uy (X5) uchun f'(x)>0,

Vx € u5 (xg) uchun f(x)>0
yoki
Vx € us (x) uchun f'(x)<0,

Vx e uz (xy) uchun f'(x)<0

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.
y=f(x) funksiyaga ekstremum giymat beruvchi nuqtalarni
birinchi tartibli hosila yordamida topish qoidasi:

1. f7(x) hosila topiladi.

2. y=f(x) funksiyaning kritik nuqtalari, ya‘ni f’(x) hosila
nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bo‘igan nugtalar topiladi.

3. Topilgan kritik nuqtalar f(x) funksiyaning aniglanish sohasini
oraliglarga ajratadi, shu oraliglarda f’(x) hosilaning ishorasi
tekshiriladi.

4. Funksiyaning ekstremum nugqtalardagi giymatlari
hisoblanadi.

1-misol. Ushbu f(x)=x'—4x* funksiyani ekstremumga
tekshiring.

Yechilishi. 1. f'(x)=4x*—12x%.

2. 4x* (x=3)=0 = x=0, x,=3.
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3. Intervallar usuli bilan f’(x)=4x*(x—3) hosila x>3 da musbat,
x<0va0<x<3 da manfiy bo'lishini aniglaymiz:

x,=0 nugtadan o‘tishda hosilaning ishorasi o‘zgarmaganligi
uchun bu nuqgta ekstremum nugtasi bo‘lmaydi.

x,=3 nuqtadan o‘tishda hosila ishorasini ,,—* dan ,,+* ga o‘zga-

rtirdi. Demak, ekstremumning birinchi yetarli shartiga ko‘ra x,=3
minimum nuqtasidir.

4 fmm (3)———-27

2- misol. f(x) = \/ﬁ (x —35) funksiyani ekstremumga tekshi-
ring.
’ 5 —2
Yechiishi. 1. /()= 7 (x—3)+ e = =
x=0 (bu nuqtada hosila uzilishga ega) va x=2 (bu nuqgtada

hosila nolga aylanadi) nuqtalar kritik nuqtalardir.
Quyidagi jadvalni tuzamiz:

& (~o; 0) 0 (0:2) 2 (2; +oe)
Mavjud
/D + emas o 0 *

pe | =0 N Jmin (B = s

=344 ~ 4,8

4. fmax(0)=0 * fmin(z)= _3‘3/Z =-4,8.

3- misol. f(x)= ;x" +2 funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. 1. f(x) = x*.

2. f(x)=0,3x*=0= x=0 nuqta statsionar nuqta
bo‘ladi.

I. Ravshanki, Vxe u;(0) uchun f’(x)=3x<0 = x<0,
Vx e u; (0) uchun f'(x)=3x>0 = x>0 bo‘ladi.

2. Demak, funksiyaning hosilasi x =0 nuqtadan o‘tishda o‘z
ishorasini manfiy ,,—* dan musbat (,+“) ga o‘zgartirar ekan.
Berilgan funksiyaning o‘zi x =0 nuqtada uzluksiz.

Shunday qilib, berilgan funksiya ekstremumning birinchi yetarli
shartiga ko‘ra x=0 nuqtada minimumga erishadi. Uning minimum

giymati fi;,(x) = % 0+2=2,
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b) Ekstremum mavjud bo‘lishining ikkinchi yetarli sharti. x,
nuqta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi, ya'ni f’(x,)=0 bo‘isin.
Agar f(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi
mavjud bo'lib, f"(xy) <0 (f"(xy)>0) bo'lsa, f(x) funksiya x,
nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi.

y=f(x) funksiyaga ekstremum qiymat beruvchi nuqtani
ikkinchi tartibli hosila yordamida topish goidasi:

I. f/(x) hosila topiladi.

2. Berilgan funksiyaning kritik nugtalari, ya‘'ni f’(x)=0 bo‘la-
digan nuqtalar topiladi.

3. Ikkinchi tartibli hosila f"(x) topiladi.

4. lkkinchi tartibli hosilaning ishorasi har bir kritik nugtada
tekshiriladi. Bunda agar ikkinchi tartibli hosila manfiy bo‘lsa, u
holda funksiva bunday nugtada maksimumga, musbat bo'lsa,
minimumga ega bo‘ladi. Agar ikkinchi tartibli hosila nolga teng bo‘lsa,
u holda funksivaning ekstremumini birinchi yetarli shart bo‘yicha
tekshirish kerak.

3. Funksiyaning ckstremum nuqtalardagi qiymatiari hisoblanadi.

1-misol. Ushbu funksiyaning ekstremumini ikkinchi tartibli
hosila yordamida tekshiring:

S0)=x—9x+24x—12.

Yechilishi. 1. f’(x)=3x’—18x+24.

2, ¥*—6x+t8= 0 = x,=2, x,= 4 — statsionar nugtalar.

3. f(x)= 6x—18.

4. f7(2) =6 - 2—18<0 bo‘lgani uchun x = 2 nugtada funksiya
maksimumga ega bo'ladi; f"(4)=6-2—18 >0 bo'lgani uchun
x=4 nuqtada minimumga ega bo‘ladi.

5. [ 2F(=2—9 - 22+24 - 2—[2 = §,

L A= (D)=4=9 - 4£+24 - 2—12 = 4.

2-misol. f(x)=x'—6x* funksiyaning ekstremumini ikkinchi
tartibli hosila yordamida tekshiring.

Yechilishi. 1. f'(x)=3x—12x.

2. 3x*—18 x=0 = x,=0, x,=4 — statsionar nugqtalar.
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3. f(x)=6x—12.

4. f*(0) =—12<0 bo‘lgani uchun x=0 nuqtada funksiya maksi-
mumga ega bo‘ladi; f"(4)=12>0 bo‘lgani uchun x=4 nuqtada
minimumga ega bo'ladi.

5. J malO=F(0)=0,

S o= (4)=—32.

3-misol. f(x)=(x—2)" funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechilishi.

1. f{x)=4(x—2)"

2. (x—2)’=0 = x=2 — statsionar nuqtadir.

3. fA(x)=12(x—2).

4. Ikkinchi tartibli hosila x=2 nuqtada nolga aylanadi, shuning
uchun ekstremumning birinchi yetarli sharti bo‘yicha berilgan
funksivani ekstremumga tekshiramiz.

Ravshanki, Vxe u;(2) uchun f'(x)=#x—2)'<0; Vxe u;(2)
uchun f'(x)=4(x—2)">0 = x>2 bo‘ladi.

Demak, berilgan funksiya, ekstremumning birinchi yetarli
shartiga ko‘ra, x=2 nuqtada minimumga erishadi.

5./ i D=F (2)=0.

d) Ekstremum mavjud bo‘lishining uchinchi yetarli sharti. f(x)
funksiyaning x,e (#;6) nugtada f'(x), f“(x),.-.s J"(x,) hosila-
lari mavjud bo‘lib, biror n >2 son uchun f'(x,)= f*(x,)=..=f"~
D (x)=0, fx,)#0 bo'lsin.

Agar: @) n juft son bo‘lib (n=2m, me N), f*(x))=fCm(x)<0
tengsizlik o'rinli bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga;
SUx)= Fm(x,)>0 tengsizlik o't inli bo'lsa, f(x) funksiya nuqtada
X, minimumga ega bo'ladi.

b) n tog son bo‘lsa (n=2m+1, me N), f(x) funksiya ekstre-
mumga ega bo‘lmaydi.

1- misol. f(x)=(x—c)" funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, f'(c)=f®(c)=...= f"D(¢)=0,
S™(c)=n!> 0 bo'ladi. Ekstremumning uchinchi yetarli shartiga
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ko'ra, n juft bo‘lganda funksiya x =¢ nugtada minimumga ega bo‘ladi,
n toq bo'lganda esa ekstremumga ega bo‘lmaydi.

2- misol. f(x) =2ch x +2cos x funksiyani ekstremumga tekshi-
ring.

Yechilishi. Berilgan funksiya uchun f’(x) =2sh x — 2sin xbo'lib,

f’(x) hosila x =0 nuqtada nolga aylanadi.

Demak, x =0 statsionar nugta. Berilgan funksiyaning yugori tartibli
hosilalarini topib, ularning x =0 nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

S (x)=2chx —2cosx, f(0)=0,
ST(x)=2chx +2sinx, f7"(0)=0,
fVx)=2chx+2cosx, fY(0)=4>0,

juft tartibli hosila x=0 nuqtada noldan fargli bo‘lib, u musbat
bo‘lgani uchun berilgan funksiya x =0 nuqtada minimumga cga
bo‘ladi. Shu nuqtada funksiyaning givmatini hisoblaymiz:
Son(O=4.

"3, Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini topish.
f(x) funksiya [a;b] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo'lsin.
Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra funksiyaning {a;b] da
eng katta hamda eng kichik giymatlari mavjud bo‘ladi va bu
qiymatlarga segmentning nuqtalarida erishadi.

Funksiyaning eng katta giymati quyidagicha topiladi:

1) f(x) funksiyaning («;b) intervaldagi maksimum qiymatlari
topiladi. Funksiyaning (a;b) dagi hamma maksimum giymatlaridan
iborat to‘plam {max f(x)} bo‘lsin;

2) funksiyaning [a;b] segmentning chegarasidagi, ya‘ni x=aq,
x=b nugtalardagi f(a) va f(b) qiymatlari hisoblanadi. So‘ngra
{max f(x)} to'plamning barcha elementlari bilan f(a) va f(b) lar
taggoslanadi. Bu giymatlar ichida eng kattasi f(x) funksiyaning
[a;b] dagi eng katta giymati bo‘ladi. Xuddi shu usulda funksiyaning
eng kichik qiymati ham topiladi.

Biror oraligda uzluksiz bo‘lgan funksiyaning eng katta va eng
kichik giymatlarini topish uchun:

1) bu oraligda funksiyaning tegishli statsionar nuqtalarini
topish, bu topilgan statsionar nuqtalarni ekstremumga tekshirish
va funksiyaning bu nuqtalardagi giymatlarini hisoblash;

2) funksiyaning oraligning chetki nuqtalaridagi giymatlarini
topish;
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3) topilgan giymatlarni oraligning ichidagi funksiyaning ekstre-
mum giymatlari bilan solishtirish kerak; bu giymatlarning eng
kichigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning qaralayotgan
oraliqdagi eng kichik va eng katta giymatlari bo'ladi.

1-misol. f(x}=x?—4x+3 funksiyaning [0:3] oraligdagi eng katta
va eng kichik giymatlarini toping.

Yechilishi. 1) f’(x)=2x—4, 2x—4=0 = x=2¢[0;3] ctatsionar
nuqta, f(2)=—1.

2) f(0)=3, f(3)=0.

3) Shunday gilib, funksiyaning eng kichik giymati —1 ga teng
bo'lib, funksiya unga oraligning ichki nuqtasida erishadi, eng katta
giymati esa 3 ga teng bo‘lib, funksiya unga oraligning chap chetida
erishadi:

fcng kichik=f(2)=&l’ fcng knllazf(o):'?"

2-misol. Konserva bankasi radiusi r va balandligi /1 bo‘lgan
silindrdan iborat. r va A lar orasidagi munosabat ganday bo‘lganda
to'la sirti o‘zgarmas bo'lgan konserva bankasi eng katta hajmga
ega bo'ladi?
Yechilishi. Konserva bankasining to'la sirtini .§'bilan belgilaymiz.
Ma‘lumki,
S§=2nr + 2nrh, h=const, (H

S
bundan A4 = oy Konserva bankasining hajmi V=nr /= ‘; r—nr’,

S
Demak, masala V(r) = ) r—m=r’ funksiyaning eng katta
qiymatini topishga keltirildi. Shuning uchun bu funksiyani

maksimumga tekshiramiz. V'(r) = s r—mr?, r >0 ekanligini
, _ nr
e‘tiborga olib,

r= (2)
bo‘lishini topamiz.

Funksiya ekstremumga ega bo‘lsa, fagat r = / és; nugtada

ega bolishi mumkin. £ < Jf bolganda V(r) = 3,,,.[ S ,z] .0,
r n
r> Jz bo‘lganda esa V'(r) < 0 bo‘ladi.
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Demak, funksiya ekstremumga ega bo‘lishining birinchi yetarli

. . S .
shartiga asosan, V(r) funksiya 7 =J; nuqtada maksimumga

erishadi. Endi konserva bankasi eng katta hajmga ega bo‘lishi uchun
r bdan h orasida ganday bog‘lanish borligini aniglaymiz.

(1) bilan (2) dan f =2,, h=2r. Demak, eng katta hajmga ega
bo‘lgan konserva bankasini yasashda uning balandligini diametrga
teng qilib olish kerak bo‘ladi.

4. Funksiya grafigining qavarigligi va botigligi. y =/ (x) funksiya
(a;b) intervalda berilgan bo‘lsin. Agar funksiyaning grafigi (a;b)
oraligning ixtiyoriy nugqtasidan o‘tkazilgan urinmadan yuqorida
(pastda) yotsa, bu funksiya grafigi qavariq (botiq) deyiladi (22.8,
22.9- chizmalar).

Hosila yordamida funksiya grafigining gavarigligi va botigligini
tekshirish mumkin.

y=f(x) funksiya (a;b) intervalda chekli f’(x) hosilaga ega
bo‘lsin.

AN

D= —
)
Q'L
I
¥

EANN

|
|
|
|
o
>

22.8- chizma. 22.9- chizma.

5-teorema. f(x) funksiya grafigi (a;b) oraligda qavarig( gat’iy
gavariq) bo‘lishi uchun uning £’(x) hosilasining shu oraligda
kamayuvchi (qat‘iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va yetarli.

6-teorema. f(x) funksivaning (a;b) oraligda botiq (qat’iy botiq)
bo‘lishi uchun uning f’(x) hosilasining shu oraligda o‘suvchi
(qat‘iy o‘suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

y=f(x) funksiva (a;b) oraligda ikkinchi tartibli hosilaga ega
bo‘lsin.
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7-teorema. f(x) funksiya grafigi (a;b) oraligda gavariq (botiq)

bo'lishi uchun f*(x) >0 (/*(x) < 0) tengsizlikning o*rinli bo‘lishi

zarur va yetarli.

1- misol. f(x)=x'"—2x'+6x—4 funksiya grafigining qavariglik va
botiglik oraliglarini toping.

Yechilishi. f’(x)=4x*—6x+6, f"(x)=12x—12=12(x*—x)=
=]2x(x—1) larni topamiz. Ravshanki, (—e<:(}) va (]:+e) oraliglarda
f7(x) >0 tengsizlik ofrinli, ya‘ni bu oraliglarda funksiya grafigi
qavariq bo‘ladi, (0;1) oraligda esa f*(x) <0 tengsizlik o‘rinli, ya‘ni
bu oraligda funksiya grafigi botiq bo‘ladi.

5. Funksiya grafigining egilish nuqtalari. Funksiyaning hosilasi
yordamida uning egilish nugtalarini topish mumkin. f(x) funksiya
x, nuqtaning biror u(x)) (8>0) atrofida aniglangan bolsin.

1-ta‘rif. Agar f(x) funksiya ug (x,) oraliqda botig (gavariq)
bo‘lib, u; (x,) oraliqda esa qavariq (botiq) bo‘lsa, (x,, f(x,)) nuqta
(funksiya grafigining) egilish nugtasi deb ataladi.

Agar x.e(a;b) f(x) funksiya grafigi egilish nuqtasining
abssissasi bo'lsa, bunda ikkinchi tartibli hosila mavjud bo'lishi ham,
bo‘Imasligi ham mumkin.

Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi nolga aylanadigan yoki
mavjud bo‘lmaydigan nugqtalar 11 tur kritik nugtalar deyiladi. Bu
nugtalarda egilish mavjud bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin.
Masatan, x=0 nugta y=x’ va y=x'* funksiyalar uchun egilish
nugtasi bo‘lib, y=x' funksiyaning x=0 nuqtada ikkinchi tartibli
hosilasi mavjud, y=x? funksiyaning esa ikkinchi tartibli hosilasi
mavjud emas.

8- teorema (egilish nuqtasi bo‘lishning zaruriy sharti). Agar
S(x) funksiyaning grafigi M (x,, /(x,)) nuqtada uzluksiz ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo‘lsa, f"(x,) =0 bo‘ladi.

9- teorema (egilish nuqtasi bo‘lishning yetarli sharti). f(x)
funksiya x, nugtada uzluksiz, bu nuqtada chekli yoki cheksiz hosilaga
ega bo'lib, x, nugtaning biror atrofida, ya‘ni

Vx e u; (x,) uchun f(x) =20 (f"(x)<0);

Vx e uf(x,) uchun f(x)<0 (f'(x)20)
tengsizliklar o‘rinli bo’lsa. (x,, f(x,)) nuqta f{x) funksiyaning
egilish nuqtasi bo‘ladi.
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10- teorema (egilish nugtasi bo‘lishning ikkinchi yetarli sharti).
Agar f®(x))=0 bo‘lib, f(x))#0 bo‘lsa, (x,, f(x)) nuqta f(x)
funksiyaning egilish nuqtasi bo‘ladi.

Masalan, y=x*—3x>—4 funksiya uchun (1,—6) nuqua egilish
nuqtasidir. Haqigatan ham, f®(x)=6(x—1), f@®(1)=0,
FO(1)=620.

Demak, 10- teoremaga asosan, M (1.—6) nuqta berilgan
funksiya grafigining egilish nugtasi bo'ladi.

y=f{(x) funksiya grafigining egilish nuqtalarini topish qoidasi:

1. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f"(x) topiladi;

2. y=f(x) funksiyaning Il tur kritik nugtalari, ya‘'ni f’(x)
hosila nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bo‘lgan nuqtalar topiladi;

3. Topilgan kritik nuqtalar f(x) funksiyaning aniglanish sohasini
oraliglarga ajratadi. Bu oraliglarda ikkinchi tartibli f*(x) hosilaning
ishorasi tekshiriladi. Agar bunda x, kritik nuqta qavariglik va
botiglik oraliglarini ajratib tursa, x, nuqta funksiya grafigining
egilish nuqtasi abssissasidan iborat bo‘ladi;

4. Funksiyaning egilish nuqtalardagi giymatlari hisoblanadi.

1- misol. f(x)=6x’—x* funksiya grafigining egilish nuqtalarini
toping.

Yechilishi. 1. f/(x)=12x—3x2, f"(x)=12—6x.

2. 12—6x=0, ya‘ni x =2 yagona kritik nugta.

3. (~;2) oraligda f*(x) >0, (2:+0) oraligda esa f”(x) <0
bo‘lgani uchun 9-teoremaga ko‘ra x=2 nuqta funksiya grafigi
egilish nuqtasining abssissasidir.

4. Bu nugtaning ordinatasini topamiz: f(2)=16. Shunday qilib,
(2;16) nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘lar ekan.

6. Funksiyalarni to‘lig tekshirish va ularning grafiklarini chizish.
Biz Il bobning vugoridagi paragraflarida funksiyalarning o*zgarish
xarakterini hosilalar yordamida o‘rgandik. Funksiyaning o‘zgarish
xarakterini hosila yordamida o‘rganish funksiva grafigini anigroq
yasashda muhim rol o'ynaydi.

Funksiyalarni to'liq tekshirish va ularning grafiklarini yasashni
quyidagi sxema bo'yicha olib borish magsadga muvofig bo‘ladi:

1. Funksiyaning aniglanish sohasini topish;

2. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini
topish;
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3. Funksiyaning juft, togligi hamda davriyligini aniglash;

4. Funksiya grafigining o‘glar bilan kesishish nuqtalarnini topish;

5. Funksiyaning ishorasi saglanadigan oraliglarni aniglash;

6. Funksiya grafigining asimptotalarini topish;

7. Funksiyani monotonlik oraliglarini topish va ekstremumga
tekshirish;

8. Funksiya grafigining qavarigligi hamda botigligini aniglash,
egilish nugqtalarini topish;

9. Funksiya grafigini chizish.

I

1- misol. f(x)= 6—(_;)—---)7 funksiyani to‘liq tekshiring va uning

grafigini chizing.

Yechilishi. 1 Funksiyaning aniglanish sohasi: D(f)= (-;3)u
U(3;+0).

2. x=3 funksiyaning 2- tur uzilish nuqtast:

Ji %
ah f(x) _x—v310 6(3—x)2 e

3. Shuningdek, funksiya davriy ham emas, juft ham emas, toq

. — _ ('“'x3)v —_ x3 f(x)v
ham emas, chunki f(—x)= 6Gax) - d(34x)? { 7(x).

4. Funksiyaning koordinata o'qglari bilan kesishishi:

Ov o'qi bilan: x =0 da y =0 bo'ladi;

Ox 0'qi bilan: y =0 bo‘lganda x =0 bo'ladi.

Shunday qilib, bitta O (0;0) nuqtada kesishadi.

5. Funksiyaning ishorasi saglanadigan intervallarni aniglaymiz,
aniglanish sohasini nuqtalar yordamida funksiya nolga teng
bo‘ladigan intervallarga ajratamiz. Bu intervallarning har birida
funksiyaning ishorasini tekshiramiz. Jadval tuzamiz:

A (—oo;0) 0 0;3) 3 (3;400)
sign » — 0 + oo +

. o Or o'qi Or o'qi 2r o'qi

joylanishi ostida ustida ustida
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6. Funksiya grafigining asimptotalarini topamiz:

a) Ox o‘qqa parallel to'g‘ri chiziglar — vertikal asimptotalar
bo'ladi.

3
lim * =
x3 6(3—x)
bo‘lgani uchun x =3 to‘g‘ri chiziq — vertikal asimptota.

d) Ox o‘qqa parallel to'g‘ri chiziglar — gorizontal asimptotalar
bo‘ladi. Funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

& Oxva Oy o‘qglariga parallel bo‘lmagan to‘g'ri chiziglar og‘ma
asimptotalar bo‘ladi, ya'ni y =kx+b og‘ma asimptotaning formu-
lasidan & va b larni hisoblaymiz:
x3 1. I 1

: = lim .
Xlgl 6x(3—-x)2 6 x—stee 6[ 3 1)2 6
x

b=1im x ~1el=1im X —x(3-x)? = im 6x2—9{c -1
6(3—x)® 6 xom  6(3—x) 6 xser (3—x)2

X
Demak, y = éx +1 to‘gri chiziq og‘ma asimptota bo‘ladi.
6. Funksiyaning monotonlik oraliglari va ekstremum giymatlarini
topamiz:
’_ xl(x_g)

r = 6(3—x)®

a) x=0, x=9 larda y =0 bo'ladi.
b) x=3 da y "=+ bo‘ladi.
(-9 0= (x—3)x—9) 20 = (~o0;3) U[9; +00);

>
20, 6(x—9)°

’ (x=3)x+9N<0= xe (=39,
y' <0, =’{x¢3.

e (00 O | (O3] 3 139 9 | (9+=)
sign _# + 0 + oo — 0 +
Funksiyaning Ve . \\ 27 2
0'zgarishi / L % it N| g /
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_ _ 27
ymin =Yy (9)"' 8 .

A9, '287) berilgan funksiya grafigining minimum nugqtasi bo‘ladi.

7. Funksiyaning gavariglik va botiglik oraliglarini topamiz, buning
uchun ikkinchi tartibli hosilani topamiz:

9x

(x=3*

x=0 va x=3 berilgan funksiyaning 2-tur kritik nugtalari bo‘ladi.
x=0 bo'lganda y*(0) = 0, x=3 bo'lganda esa y"(3) = bo‘ladi.

Jadvalni tuzamiz:

y'=

A (-o=;0) 0 (0:3) 3 (3;+o)
sign_»” — 0 + v 0
Funksiya grafigining |
gavariglik yo‘nalishi 1) 0 { i l
Funksiyaning grafigi 22.10- chizmada tasv:rlangan
Yy A .
104 !
1
1
i
5 [
]
e
----- -J7" >
-REE 6 4 -2 0 214 6 8 10 12.
i
-5 1
1
i
L]
-10 1

22.10- chizma.

Mustagqil yechish uchun misollar

Funksiyalarni monotonlikka tekshiring:

Ly=3x—x 2.y= x:/];i)o (x20).
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J.y=xtsinx. 4.y=x'—Inx2. 5.y=xe™
Funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

6.y=2tx—x Ty=(x—1). 8.y=x" +x° —9x+7.

9. y=x'¢~=, 10.y=2sinx+cos2x.

Funksiyalarning ko‘rsatilgan oraliglarda eng katta va eng kichik
giymatlarini toping:

1L y =26—-3x3—12x+1, xe {—2:2,5].  12. y=xe~*, xe[0;+o0).
13. y=xt+x, x€[0;4]. 14. y=x*-3x2+1, xe[—1;4].

15. y=— ; x> — é x funksiyaning xe[—1;1] kesmadagi eng

katta va eng kichik qiymatlari yig‘indisini hisoblang.
Funksiyalar grafigining gavariqlik va botiglik oraliglarini toping:

16. y =x*+x*— 18x*+24x—12. 17. y=x+x°3. 18. y=x+sinx.
19. y=2—* 1] 20.y=3x"—4x+1.

Funksiyalar grafigining egilish nuqtalarini toping:

4
21.y=cosx. 22.y=1+x*— L. 23.y=3x—8+6x—12

x+1

24, y= a1
Funksiyalarni to‘liq tekshiring va ularning grafigini chizing.
25. y =x*—3x*+3x’—5. 26. y =x‘e'”,

3 .
27.y=x%¢>*. 28.y= ::-1 . 29, y=cosx+ ;sin 2x.

30. y =Inx—x+1.
Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari

1 1 .
1. g—w; 5 | da funksiya o'suvchi, 5+ | da esa funksiya kamayuvchi.

2. (0;100) da funksiya o‘suvchi, (100;+ec) da esa funksiya kama-
_ yuvchi.
3. R da funksiya o'suvchi.
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4. (-;—1)U(0:1) da funksiya kamayuvchi, (—1;0)u(1;4e0) da
esa funksiya o‘suvchi.

5. (—e0;0)U(2;+00) da funksiya kamayuvchi, (0;2) da funksiya
o‘suvchi.

1Y_4!
6- ymax (2]" 24
7. Ekstremumga cga emas.
8.V, (—2==9, y_ (3)=—40.5,

nin max

9. Ymax (iﬁ) = 4e-—2, Ymin (0) =0.

3 5 3
lo-ymax[;t]:z! ymin[:J:z' ymin(§]=l’

ymax(;J=l> Ymin (32,‘]="‘3'

(0)=7.

11. Ve eng katta (—=1)=8. cng chhlk(z)

12 vcng katta ( |)_e—-l, cng leth(O) 0

13. Yeng katta (4)=6. cng klchlk(O) =0.

14. yng Katta (=17, Yerg }u»h:k(z) =y (—D)=-3.
15.0.

3 3
16. (—;—2) U(z » t°° | da qavariq; (—2; 2) da botiq.

17. (—=;0) da botiq; (0;+) da gavariq.
18. (2rnk.(2k+1)m) da botiq; ((2k+1)x, (2k+2)m) da qavarig, ke Z.
19. (—e0;0)(1:+2) da botig; (0;1) da qavariq.

2
20. (—=;0) U(3 ;+°°) da qavarig; (0; i) da botig.

J 5
6 6
4 5
2 4
. 3 /
432000 1123 4 x S\
22
1
4 . »
22 0 2 X
-6 -1
1- chizma. 2- chizma.
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( 1 23
1. §+kn;0),ke Z. zz,(ﬁ,«lg], (—\5—,18}

I,
23125 6519,

. Lz_ B4 (2 ) e

25. Aniqlanish soha31 R'; juft funksiya; asimptotaga ega emas;
(—e=:0) da kamayadi, (0;+e) da o‘sadi; y_ (0)=—35; egilish

|
nuqtalari: (\/g;"4’51]’ 1;,—4), (_.\/5;;_4,51} (—1;—4);
1

1
U[\/_F, §1J da botiq; 1-chizma.

26. Aniqlanish sohasi: (—e;0)U(0;); x=0 funksiyaning

ikkinchi tur uzilish nugqtasi; asimptota: x =0; ymin(z)"’ 1,87,

(—o0;0)(0;+e0) da gavariq; 2-chizma.
27. Aniqglanish sohasi: R'; koordinata o‘glari bilan kesishish
nugtasi: O (0;0); asimptota: x-»eday=0;y,_ (0=0,y  (2)=4e7=0,54;

egilish nugtalari: (3 —1;0,3), (3 +1;0,47); (ﬁ—l;ﬁﬂ)
da botiq; (—ee;f3 —1) da qavariq; 3-chizma.

28. Aniglanish sohasi: (—ee;)U(1;400); x=1 funksiyaning

ikkinchi tur uzilish nuqtasi; koordinata o‘glari bilan kesishish
3 27

nuqtasi: O ((;0); asimptota: x=1; ymax(2)= 4 » cgilish nuqtalari

0(0;0); (—=:0)(1;400) da qavariq; (0;1) da botig: 4- chizma.
29. Aniglanish sohasi: R!; davriy funksiya: 7=2n; koordinata

3
o‘qlari bilan kesishish nugtalari: (0;1), [—;;0], (— ; ;0); asimp-
totaga ega emas;
3 5 3J3.
ymax[n] \4/_' ymin("g‘]=_‘ ;/‘:9
egilish nuqtalari:
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n . 1,—3/15 3n . 1,315,
[-—5;0), [n+arcsm-4-; li—]’ (——2-;0} (21:——arcsmz;%],
5-chizma.

30. Aniglanish sohasi: (0;+0); koordinata o‘qlari bilan kesishish
nugtalari: (1;0); asimptota: x=0; y__(1)=0; (0;4+e=) da botiq; 6-
chizma.

Ay

201 |
AV \ f

”' Vol

L
-
[~]

a

£ 4 2 \246:x

3- chizma. 4- chizma.

2
5- chizma.
AV
\
0%
. 3 3 L) >
[} \ X
i1 3 N
REY \
* 6- chizma.
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23-§. TENGLAMAS] PARAMETRIK SHAKLDA, QUTB
KOORDINATALARIDA VA OSHKORMAS SHAKLDA BERILGAN
FUNKSIYALARNI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH

1. Tenglamasi parametrik shaklda berilgan funksiyaning
grafigini chizish.

Ckalar argumentli vektor funksiya tushunchasi. Funksiya
tenglamasi parametrik shaklda berilganda va uni tekshirish jarayonida
yangi obyekt — skalar argumentli vektor funksiya tushunchasidan
foydalanish ancha qulay bo‘ladi. f o‘zgaruvchi biror {f}e R' to‘plamda
o'zgarsin,

1- ta‘rif. Agar biror gonun yoki qoida bo‘yicha V7 e {f} uchun
a vektor mos qo'yilgan bo‘lsa, u vaqtda {7} to‘plamda a=a(1)
skalar argumentli vektor funksiya aniglangan deyiladi.

Biror {e1,e2,e3} bazisli fazoda Dekart koordinatalar sistemasini

olamiz. Bu koordinatalar sistemasida har bir skalar argumentli
vektor funksiya a(r) = x(t)e1 + y(t) e2 + z(t)es shaklda tasvirlanadi,
bunda x(7), (9. 2 (te{f}) funksiyalar a(f) vektorning mos
ravishda Ox. Oy, Oz o‘qlardagi proyeksiyalari (komponentalari).
Demak. har bir skalar argumentli vektor funksivaning berilishi
uchta skalar x (#), y (x), z(f) funksiyaning berilishiga teng kuchli.

Koordinatalar boshiga qo‘yilgan a=a (1) vcklornmg uchi
bo‘lgan M nuqta 7 argument {7} to‘plamda uzluksiz o‘zgara borganida
fazoda gandaydir geometrik o'rin hosil giladi. Bu geometrik o‘rin
biror chizigdan iborat bo‘ladi; ana shu chiziq skalar argumentli
vektor funksiyaning godografi deyiladi (23.1- chizma).

2- ta‘rif. Agar a(7) vektor funksiyaning komponentalari
bo'lgan x(#), y (n, () skalar funksiyatar {7} to‘plamda chegara-
langan bo'lsa, u {#} to'plamda
chegaralangan deyiladi.

a (1) vektor funksiya {7}
to‘plamda aniglangan bo'lib, 1,
nuqta {7} to‘plamning limit nuq-
tasi bo‘lsin.

3- ta‘rif. Agar Ve>0 son
uchun 38(e) > 0 topilib, argu-
ment 1 ning 0<|r—7|<& tengsiz-
likni ganoatlantiruvchi barcha

a(t+Ay

A A

23.1- chizma
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giymatlarida |5(f )— 50' < € tengsizlik bajarilsa, @ o‘zgarmas vektor
a () vektor-funksivaning 1, nugtadagi (t— 1, dagi) limiti deyiladi
va lim a(#) = ao kabi yoziladi.

1

3- ta'rif quyidagi ta‘rifga ekvivalent.

¥-ta‘rif. Agar a(f)—a, vekilorning uzunligi r~#, da nolga
intilsa, ya‘ni

limla(r) —a, =0

1y ¢
bo‘lsa, u holda a, o‘zgarmas vektor a(f) vektor-funksiyaning 1,
nugtadagi limiti deyiladi.

Eslatma. Skalar argumentli vektor-funksiya limitining geom;trik
ma‘nosi quyidagicha: 11, da a(?) vektor-funksiya a o 0‘zgarmas
vektorga ham uzunlik bo'yicha, ham yo‘nalish bo‘yicha intiladi.

4- ta‘rif. Agar -1, da a () vektor-funksiyaning limiti nolga
teng, ya‘ni }l_gl a (=0 bo'lsa, a(7) vektor-funksiya 1, nugtada

(11, da) cheksiz kichik vektor-funksiya deyiladi.

1- misol. a(f)=te, +sinte, vektor-funksiya +—-0 da cheksiz
kichik vektor-funksiya bo'lishini ko‘rsating.

Yechilishi. Ve > 0 berilgan bo‘lsin. Bu songa ko‘ra & = ; >0

deb olinsa, f ning 0<|r—0|<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida

?‘-’(’)— 0= tey+sintex <'t +sinr < 2 <¢

tengsizlik orinli bo'ladi. Bu esa 1—0 da a (f)=te; +sinte> vektor-
funksiyaning cheksiz kichik funksiya ekanligini bildiradi, ya‘ni

lim a(?) = lim (IE; +sin th) ={.
10 150

a (1) vektor-funksiya {7} to‘plamda aniglangan bo‘lib, 7€ {1} bo‘Isin.
5-ta‘rif. Agar t—1, da a(?) vektor-funksiyaning limiti mavjud
vau a(f) ga teng, ya‘ni

lim a(?) = a(%,)
bo‘lsa, u holda a (1) vektor-funksiva =1, nugtada uzluksiz deb ataladi.
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f ning {#=(a;b) intervaldagi har bir giymatida a(f) vektor-
funksiya uzluksiz bo‘lsa, a (9 funksiya shu intervalda uzluksiz
deyiladi.

5- ta‘rifni quyidagicha ham aytish mumkin:

5-ta‘rif. Agar Ve >0 son uchun 38(g) >0 son topilib, ¢
argumentning i’—’(’: < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida

a(t) —alt,) <€
tengsizlik bajarilsa, a(z) vektor-funksiya r=1, nuqtada uzluksiz deb
ataladi.

Agar g(t) vektor-funksiya

a(t)y=x(er+y(hestztes

shaklda tasvirlangan bo‘lsa, a(f) vektor-funksiyaning #=#, nuqtada
uzluksizligi uning komponentalari: x(#), y(f), z(#) skalar
funksiyalarning =1, nugtada uzluksiz bo‘lishiga teng kuchli bo‘ladi.

a(t) vektor-funksiya {#} to‘plamda aniglangan bo‘lsin. 7 ni
belgilab, unga Az(At> 0 yoki AK0) orttirma beramiz (++Afe{f}),
natijada a(r) vektor-funksiya ham Aa = a(f + Af) — a(f) orttirma
oladi.

6-ta‘rif. Agar AA‘: = “(“A;)'_a(.') nisbatning 7—0 dagi limiti,

ya'ni BE}) ‘Z‘: mavjud bo‘lsa, bu limit a(t) vektor-funksiyaning 7
nugqtadagi hosilasi deyiladi va u a'(#) yoki :’ZI(I) kabi belgilanadi.
a(t) vektor-funksiya komponentalari bilan berilganda,

Aa(r) = 8 (tAD— 8 (N =[x(1+AD—x(1)] &1 +[y(1+AD—y(1) Jea+
+Hz(t+AN—2z(D)] &3
bo‘ladi.
Shu sababli
lim 9 = jim *U+AN=X0 G i, YU H AN =yG, 4
10 At =0 At 1-30 At
+lim A+ =20,
-0 Al
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bo‘ladi. x (1), y (#), z (#) funksiyalaming har biri 7 nuqtada hosilalarga
ega bo'lsa, a(7) funksiyaning ¢ nuqtadagi hosilasi

) : Aa 26 en I ’ -
a() = 21_1)10 Vi (el + y'(t)ex + Z'(t)es
kabi belgilanadi.

Vektor-funksiyaning geometrik tasviri egri chiziqdan iborat
ekanligini ko‘rib o‘tdik. Endi argumentning 7 va 7+At giymatlariga
chizigning M va M, nuqtalari mos kelsin (23.1- chizma). U holda
ayirma vektor Aa=a (++An—a (= MM, bo'ladi. MM, vekiorni

At skalar songa bo'lib, MA):’ I vektorni hosil gilamiz. MM, va 4?:1

vektorlar chizigni kesuvchi MM, to'g‘ri chiziq ustida yotadi.

-0 da M, nuqta chiziq bo'ylab M ga intiladi. Natijada MM,
to‘g'ri chiziq M nuqta atrofida aylanib, urinma vaziyatini oladi.
Shartga ko'ra, a(f) vektor-funksiya 7 nugtada hosilaga ega bo‘lgani
uchun lim ar+an—alr)

A0 At
chizig bo‘ylab yo‘naladi, ya‘ni 4’(s) urinma vektorni ifodalaydi.

7- ta‘rif. Chizigning berilgan nuqtasidagi urinma vektori bo'ylab
yo‘nalgan to‘g'ri chiziq chiziqning shu nuqtasidagi wrinmasi
deyiladi (23.1- chizma).

8- ta‘rif. Chizigning M nuqtasidagi urinmaga perpendikular
bo‘lib, M nuqgtadan o‘tgan to‘g'ri chiziq berilgan chizigning M
nugtasidagi normali deyiladi (23.1- chizma).

a(r) vektor-funksiya R? da berilgan bo'lib, uning komponen-
talari x(7) va y(f) bo‘lsin. U holda

a = a(r) (H

= 4’(+) mavjud bo'lib, bu hosila urinma

tenglama
x=x(1); y=y(1) (2)

tenglamalarga teng kuchli. Bu holda chiziq tenglamasi parametrik
shaklda berilgan deb aytiladi. Xususiy holda. chiziq tenglamasi

y=S(x) (3)
ko'rinishda berilganda chiziq tenglamasi oshkor shaklda berilgan
deyiladi.

Chiziq tenglamasi
F(x,y)=0 (4)
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ko‘rinishda berilganda e¢sa chiziq tenglamasi oshkormas shaklda
berilgan deyiladi.
Chiziq tenglamasi (1)—(4) ko‘rinishlarda berilganda unga

o‘tkazilgan urinma tenglamasi, mos ravishda,

a=ao+ M-v(', ’

X—x _ Y=y

: X' s ;;'&

Y—y=f"(x) (X—x),

(X—x) F{ +(Y=3) F/ =0

ko‘rinishlarda bo‘ladi, bunda X, ¥ — egri chiziq o‘zgaruvchi
nuqtasining koordinatalari, 4 — bu nuqtaning radius-vektori,
x, y lar esa urinish nuqtasining koordinatalari.
Normalning tenglamalari mos ravishda
(5 - ao )a(') = 0,
(X —x)x'+(Y —y)y =0,
(X —x)+(Y —») f(x) =0,

X—x _Y—y
F T F

ko‘rinishda bo‘ladi. Egri chizigning tenglamasi oshkor shaklda
berilganda uning M

k>0

“ /
" k=0 0 -

23.2- chizma.

nuqtasidagi egriligi

= Y™
(1+y2(x))*/2

342



formula orqali topiladi. Egri chiziq tenglamasi parametrik shaklda
berilganda esa uning egriligi
_ xly'-—x’yl
- (x'2+y'2)3/2
formula orqali topiladi, bunda
xX'=x'(1), y' =y, x"=x"(0), y"=y"(1).

Agar k>0 bo'lsa, egri chiziq M nuqta atrofida urinmadan chapda
Joylashgan bo‘ladi (23.2 ¢- chizma).

k<0 bo’lganda esa egri chiziq M nuqta atrofida urinmadan
o'ngda joylashgan bo‘ladi (23.2 b - chizma).

k=0 bo‘lib, M nuqtada ishorasini o*zgartirganda, M nuqta egilish
nugtasi bo'ladi (23.2 d- chizma). Bu holda egilish nuqtasini topish
uchun

Xy 4y =0 (X +y? £0)
tenglamani yechish kerak. ya‘ni egrilikni nolga aylantiradigan
nuqgtani topib, so'ngra bu nuqtadan o‘tishda & ning ishorasi
o‘'zgarishini tekshirib ko'rish kerak. Egri chizigning egriligi &
ekstremum (maksimum yoki minimum)ga ega bo‘lgan nugqtalarni
egri chizigning uchlari deb ataladi.

Egri chiziqgni tekshirish — uni aniq chizish uchun kerak
bo'ladigan uning asosiy muhim xossalarini aniglashdan iborat.
Egri chizigning muhim xossalariga quyidagilarni kiritish mumkin:
egri chizigning maxsus nugtalari, egilish nugtalari, asimptotalari,
o‘zaro kesishish nugqtalari, o‘qlar bilan kesishish nugqtalari,
urinmasi koordinatalar o'qlariga parallel bo‘lgan nuqtalar.

Endi tenglamasi

S0 @sis (5)
parametrik shaklda berilgan funksiyani qaraymiz.

Simmetrikligi. Agar o(f) — juft, w (7 esa toq funksiyalar
bo‘lsa, berilgan (5) shakldagi funksiyaning grafigi abssissalar o*qiga
nisbatan simmetrik bo'ladi.

Agar @(1) — toq, y (1) esa juft bo'lsa, berilgan (5) shakldagi
funksiyaning grafigi ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik bo*ladi.

Agar ¢(7) va y (1 funksiyalarning ikkalasi ham toq bo‘lsa,
(5) shakldagi funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik bo*ladi.
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Bu shartlar yetarli shartlar bo‘lib, zaruriy shart emas.

Koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalari. 7 ning vy (/=0
tenglamani qanoatlantiradigan giymatlari berilgan egri chizigning
abssissalar o‘qi bilan kesishish nugtalarini aniglaydi.

t ning ¢(#)=0 tenglamani ganoatlantiradigan qiymatlari berilgan

egri chizigning ordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqtalarini
aniqlaydi.

Maxsus nuqtalar. Egri chiziq parametrik tenglamasi bilan
berilgan bo'lsin, ya'ni

x=¢(), y=y () yoki r=r()=e()i+y()j. ast<p.

Agar =1, da ¢'(1)=y/(1,)=0 yoki r(1)=0 bo‘lsa, u holda M,(x;y)
nuqta berilgan egri chiziqning maxsus nugtasi deb ataladi.

Egri chizigning maxsus nuqtalaridan boshga hamma nugqtalarini
(t ning ¢'(H. v() funksiyalarning hech bo’lmaganda birortasini
nolga aylantirmaydigan qtymatlariga mos kelgan nuqtalarni) oddiy
yoki regular nugtalar deyiladi.

Har qanday oddiy My(x,y,) nuqtadan o‘tkazilgan urinma
chiziq tenglamasi

V) (v _ x), @(t,)#0 bolganda

Y=Y = ¢ty

yoki

xX—x, = (p((t"’; (y — ), V() =0 bo‘iganda
ko‘rinishda bo‘ladi.

M nugta maxsus nuqta bo‘lsin. Faraz gilaylik r#’(7)=0 va
r¥ (1)) vektor r*” (1) vektorga kollinear bo‘lmasin. Bunda
quyidagi hollar bo‘lishi mumkin:

1) p—toq, g—juft; 2) p—toq. ¢—toq; 3) p—juft, g—
toq; 4) p—juft, ¢ — juft.

Birinchi holda M nuqtaning atrofida egri chizigning holati oddiy
nugqtalarning atrofidagi holati kabi bo‘ladi.

1kkinchi holda M nuqta egri chizigning egilish nuqtasi bo‘ladi.

Uchinchi holda M nugqta birinchi turdagi qaytish nuqtasi bo‘ladi.

To‘rtinchi holda esa M nuqta ikkinchi turdagi qaytish nuqtasi bo'ladi

Xususiy holda egri chizigning gaytish nuqtasida

(N =0, vy =0 (xy —yx #0)
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shartlar bajariladi, ya‘ni bu nugtadagi urinmaning burchak koeffit-
siyenti anigmas bo‘ladi.

Egri chiziq urinmasining koordinata o‘qlariga parallel bo‘lish
shartlari.

a) ma‘lumki, egri chiziqga o‘tkazilgan urinmaning abssissalar
o‘qiga parallel bo‘lishi uchun y; =0, va‘ni y; =0, x; =0 shart
bajarilishi kerak

b) egri chiziqga o‘tkazilgan urinmaning ordinata o'qiga parallel
bo'‘lishi uchun x; =0, y; # 0 shart bajarilishi kerak.

Egilish nugtasi. Funksiya grafigining egilish nugtasini topish
uchun x; # 0 shartda 7 ning x/y; — y;xj» = 0 tenglamani ganoat-
lantiradigan giymatlarini topish yetarli.

Egri chizigning karrali nugtalari. Har xil urinmaga ega bo‘lgan
egri chiziq ikkita shoxining kesishish nuqtasi egri chiziqning karrali
nugtasi deyiladi.

Agar M (x,;y)) nuqta egri chizigning karrali nuqtasi bo‘lsa, 7
parametmmg shunday ikkita har xil ¢ va #, giymatlari mavjud
bo‘lib, ular uchun

X = @(h) = o(t,),
{yn =y(1) = y()

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bu sistemani yechib, f parametrning
topilgan # va #, giymatlariga mos kelgan egri chiziqga o‘tkazilgan
urinmaning burchak koeffitsiyentlari

V(1)

k. = v(1) J
! (1)

— P

formulalar yordamida topiladi.

Egri chizigning qaytish nuqtalari. Egri chizigning qaytish
nuqtasida ¢’'(£) =0, y'(1) =0 (x7y — y/x; # 0) shartlar bajarila-
di, ya'ni bu nuqtadagi urinmaning burchak koeffitsiyenti anigmas
bo‘ladi.

Egri chizigning asimptotalari.

Agar:

1) llm (1) = oo, ltm ¢(?) = a tengliklar bir vaqtda bajarilsa,
egri chmq x=a vertlka] asnmptotaga ega.

2) ’1_131 Y(7) = oo, }1r51 ¢(f) = b tengliklar bir vaqtda bajarilsa,
o —h

va k=

egri chiziq y = b gorizontal asimptotaga ega bo'ladi.
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Egri chizigning og'ma asimptotasini, ya'ni y =kx+b ni topish
uchun 7 ning bir vaqtda x(7,)=ce, y (f)=cc munosabatiarni ganoat-
lantiradigan f= £ qgiymatini topish kerak. Agar ¢ ning shunday
qiymati topilsa, u holda & va b lar

BERTINE ) RS
k= }1_5}: v’ b= }l_gol[w(t) — ko(1)]
formulalar orqali topiladi.

Shunday qilib, tenglamasi parametrik shaklda berilgan
funksiyani tekshirish va uning grafigini chizishni quyidagi tartibda
olib borish magsadga muvofiq bo'ladi.

1. Funksiyaning oddiy (regular) nugtalari va maxsus nuqta-
larini topish.

2. Funksiyaning karrali nuqtalarini aniglash.

3. Funksiyaning koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini topish.

4. Egri chizigning koordinata o*qlariga parallel bo‘lgan urin-
malarini topish.

5. Egri chizigning egilish nuqtasini aniglash.

6. Egri chizigning asimptotalarini topish.

7. Egri chizigning o‘glarga nisbatan simmetrikligini aniglash.

1-misol. Ushbu x=3r—¢3, y=2¢?—r* funksiyaning grafigini
chizing.

Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar —eo<t<+e da aniglangan,
uzluksiz va differensiallanuvchi.

=+l da x, =3 —3f* va y] = 4t — 47 hosilalar bir vagtda nolga
aylanadi, ya‘ni (1) =0. M, (2;1) va M,(—2;1) nuqtalar egri
chizigning maxsus nuqtalari bo‘ladi. 7*(x1) # 0, r*(£1) £ 0 bo'l-
ganligi uchun mos ravishda p =2, ¢=3. Demak. M(2;1), M(—2;1)
nugtalar, maxsus nuqtalar turlarining 3) - bandiga asosan, birinchi
tur qaytish nuqtalari bo‘ladi.

2. Egri chizigning Kkarrali nugtalarini topish uchun 7 ning har
xil 1, va t, qiymatlarini olib,

o(t) = o(f,),
y(t) = y(t,)

munosabatni e‘tiborga olgan holda,
3t —1 =38,
{21,2 -t =20 —1
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sistemani hosil gilamiz. Shartga ko'ra, #, va 1, lar har xil bo‘iganligi
uchun, keyingi sistemaning ikkinchisidan (' —1#) (2—# —#)=0

ienglamaga ega bo‘lamiz. Bundan £2 — £} = 0, 2 = £2 + #}, yoki #,=
= —1, bo‘ladi. Bu giymatni tenglamalar sistemasining birinchisiga
go‘yib, #,(3—1})=0 tenglamani hosil qilamiz. Bunda, agar 1,=0
bo'lsa, £,=0 bo‘ladi, buning bo'lishi mumkin emas, fagat 3 — =0
hol o‘rinli bo‘ladi. Keyingi tenglamadan ¢, = +3, = +3 ildizlarga
ega bo‘lamiz. f ning bu giymatlariga egri chizigning M,(0:—3) nuqtasi
mos keladi, lekin bu nuqtadan o‘tgan urinmaning burchak
koeffitsiyentlari har xil bo‘ladi:

K = 4y __4
=ViB= 3 0 == 5 i =

Shunday qilib, egri chiziq M,(0;—3) nugtadan ikki marta o‘tadi.

3. 1 ning 272—1*=0, 3+—13=0 tenglamalarni qanoatlantiradigan
qiymatlari, mos ravishda, egri chizigning abssissa va ordinata o‘glari
bilan kesishish nuqtalari koordinatalarini topish imkonini beradi.
Bu tenglamallarini yechib, egri chiziq koordinata o‘qlarini M (0;0),
M(0;—3), M,(J2;0), M,(—2;0) nugtalarda kesib o‘tishini
aniglaymiz.

4. 1=0 da y’'=0, ya'ni y’(0)=0. x’(0)= 0 bo'lganligi uchun
M(0; 0) nuqtadan o‘tgan urinma abssissalar o'qi bilan ustma-
ust tushadi.

—oo < f<—1, —1<t<0 da y; = 4; < 0 bo‘lganligi uchun be-

rilgan funksiya kamayuvchi, 0 < (<1, 1<7<+e0 da y, = 43’ >0
bo‘lganligi uchun berilgan funksiya o'suvchi. Demak, #=0 da,
ya‘ni My(0;0 nuqgtada berilgan funksiya minimum y_. (0)=0
qiymatga ega bo’ladi. =% bo‘lganda x =£2 bo‘ladi, ya‘ni M (2;1)
va M,(—2;1) nuqtalarda berilgan funksiya maksimum y (+2)“4

giymatga ega bo'ladi. max
5.y’ fnuksiyadan yana bir marta x bo‘yicha hosila olamiz:

R X VR B
2T 9(1—r%)"
tning —7< ¢< 1 qiyatlarida y:z > 0, shuning uchun egri chizigning
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gavarigligi ordinatalar o‘qining manfiy tomoniga qarab yo'nalgan
bo‘ladi. # ning |f|>1 giymatlarida %, <0, bo'ladi va demak, berilgan
egri chizigning qavarigligi koordinatalar boshiga garab yo‘'nalgan
bo‘ladi. Shunday qilib, M,(2:1) va M,(—2;1) nuqtalar egri
chizigning egilish nugtalari bo‘ladi.

6. 1 5—co da x o+o0, y —5—o0va I 4o da x ——oe, y ——oo bo'ladi.
212

44
. —', — o= bo‘lganligi uchun egri chiziq asimptotaga

foeda? =
X KT R

ega emas.
toteoda x=3t—1 ~—f 5700, y~—1' o5 0.
Bunda x >t da y ~-x*/? bo‘ladi. Shunday qilib, egri
chizigning holati —x*/* chizigning holati kabi bo‘ladi. +—0 da

x=3t—13~3t >0, y~21* 50 y~ ;.xz — 0. Demak, M,(0;0)

nugtaning atrofida egri chizigning holati y= ; x* chizigning holati

kabi bo‘ladi.
7. x(H — toq, y(f) — juft funksiya bo‘lganligi uchun egri
chiziq ordinatalar o*qiga nisbatan simmetrik joylashgan bo'‘ladi.
Berilgan chizigning grafigi 23.3 - chizmada tasvirlangan.
2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

— ¢4 _ls_ 13
x=r' y= 1 —.F

v

o 4

23.3- rasm.
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Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar —ee < f< +eo da aniqlangan,
uzluksiz va differensiallanuvchi. ¢ ning bu giymatlarida —e < x <0,
o< y< oo, t=0da x| = 41°, y, =1* —1* funksiya bir vaqtda nolga
aylanganligi uchun M (0;0) nuqta egri chizigning maxsus nuqtasi
bo‘ladi. 77(0) = {0;—2} 0, r1V(0)={24;0} = 0 bo'ganligi uchun
p=3, ¢=4 bo'ladi. Demak. maxsus nuqtalar turlarining birinchi
bandiga asosan, egri chiziqning M (0;0) nuqta atrofidagi holati
uning oddiy (regular) nuqta atrofidagi holati kabi bo‘ladi.

2. Egri chizigning kesishish (karrali) nuqtalarida, ya‘ni f ning
har xil 1, va t, giymatlariga mos kelgan nugtaning abssissasi x va
ordinatasi y lar bir-biriga teng bo‘lganligi uchun

th=1,

l e

I :

3
3’2

la_1s
— 3 ty = s L —
munosabatlar o‘rinli bo'ladi. £, va 7, lar har xil bo'lganligi uchun
sistemaning birinchi tenglamasidan r,=—1, ekanligi kelib chigadi.
Bu topilgan givmatni sistemaning ikkinchi tenglamasiga qo'yib,
138 —5)=0
tenglamani hosil gilamiz. Bundan 7,=0 bo‘lsa, 7,=0 bo'ladi, bunday
bo'lishi mumkin emas. Shartga ko'ra, #, va ¢, lar har xil edi. Shuning

uchun fagat 312 —5=0 hol o'rinli bo'ladi. Bundan % = i\/§>
5 =5F\/§ giymatlarni topamiz. ¢ ning bu qiymatlariga egri

— 25 .o . o .
_chizigning bitta M 1( 9 (:) nugtasi mos keladi. lekin bu nugtadagi
urinmaning burchak koeflitsiyentlari har xil bo'ladi:

L. |
k = ! = ! =+ ,
175y3 ™3

1271

' 1
k = = =I . .
2 = Y |rz=x\F [ 4t ]|12=1\F ¥y
3 3
C oM 25 -0 S .
Demak, egri chiziq M, 9’ nuqtadan ikki marta o‘tar ekan,

ya‘ni M, (295 ;0 ] nugqta egri chizigning karrali nuqgtasi bo‘lar ekan.
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3. ¢ ning ;ts — ; #* =0 tenglamalarni qanoatlantiradigan
giymatlari berilgan egri chizigning abssissalar o*qi bilan kesishish
nuqtasini aniglaydi, 74=0 tenglamani qanoatlantiradigan qiymatlari
esa uning ordinatalar o'qi bilan kesishish nuqtasini aniglaydi. Bu
tenglamalarni yechib, egri chizigning koordinata o‘glarini M,(0;0)

va M, |2 ;0 | nugtalarda kesib o‘tishiga ishonch hosil gilamiz.
"9

£

4. r=%lda y, = .

’_3’ » ya'ni y/(£1)=0, x,(£1)#0 bo‘Ilgani uchun

15
o'qgiga parallel bo‘ladi, 7 =0 da esa M(0;0) nuqgtadan o‘tgan urinma
ordinatalar o'qi bilan ustma-ust tushadi.
fe [—1:0) da y/ 2 0 bo‘lganda uchun berilgan funksiya o‘suvchi,
fe [-—e0;—1) da y/(x)<0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya

M,|1;— 2 ) va M;Kl; 125 nuqtalardan o‘tgan urinmalar abssissalar

kamayuvchi, 1=—] da x=1 bo‘ladi, Y,.(1)= 225; te (0;1] da
¥, <0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya kamayuvchi, fe{1;+e)
da y >0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya o‘suvchi, 7=1 da

x=—1 bo'ladi, yyj(—1)=- 22

s
’ - . . .
5. 0 = a dan yana x bo‘yicha hosila olamiz:
y GYI=X2 241 4 +1)
t ? . »
7 = o = , . X3 =~ .
yx (x;)_*; l6f5 3 Shumngdek yZ ’2(’2_1)3

Bundan egri chizigning egilish nugtasiga ega emasligini ko'rish
qiyin emas. Agar #>0 bo‘lsa, y» >0, demak, {0;3] da egri
chizigning qavarigligi ordinatalar o‘gining manfiy tomoniga qarab
yo'nalgan bo‘ladi, ¢ <0 bo‘lganda esa y:z < 0 bo'lib, egri chizigning
gavariqligi ordinatalar o‘gining musbat tomoniga garab yo'nalgan
bo‘ladi. =0 da egri chizigning gavarigligi yo‘nalishi o‘zgaradi,
lekin koordinatalar boshida egilish nuqtasi yo‘q. =0 ning atrofida
X2 =" 0 >0 bo'lgani uchun egri chizigning qavarigligi
abssissalar o'qining manfiy tomoniga garab yo‘'nalgan bo‘ladi.

6. t —5eoda x — o va y — oo, ya‘ni 5o da egri chizigning nuqtalari
325

t

cheksizlikka intiladi.  »>ccda i = — oo bo‘lganligi uchun egri
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chiziq fagat ordinatalar o'giga parallel bo'lgan asimptotaga ega bo‘lishi
mumkin, lekin 7—e da x — e, shuning uchun egri chiziq

asimptotaga ega emas. f—eo da X =f* 34, y ~ ;r5 — +oo,
5
bundan x—»eoda y ~ ;;4 bo‘ladi. Shunday qilib, cheksizlikda

5
egri chizigning holati ;x" chizigning holati kabi bo'ladi.  —0 da
3

e 0, y~- ; x* — 0. Koordinatalar boshida
4

3
egri chizigning holati (3y)3 = x Chizigning holati kabi bo'ladi.

7. x (1) — juft, y (1) — toq bo'lganligi uchun egri chiziq abssissa-
lar o‘qiga simmetrik joylashgan bo‘ladi. 7 ning ishorasi o‘zgarganda
nuqta abssissasining ishorasi o'zgarmaydi, fagat nugta
ordinatasining ishorasi o‘zgaradi. Shuning uchun egri chizigni ¢
ning musbat giymatlari uchun chizish yetarli.

Berilgan egri chizigning grafigi 23.4- chizmada tasvirlangan.

x=t*>0, y ~ -

Ay
04
02 M.
M: ﬁll
1 0 1 2 40X
02 M,
041

23.4- chizma.

3- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:
x=3t—e-¥ y=2tte ¥
Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar —o<f<+e da aniglangan,
uzluksiz va differensiallanuvchi. =0 da x, =3—3¢™ va
y,=2— 2¢~% funksiyalar bir vaqtda nolga aylanadi. M (1.1) nuqta
egri chizigning maxsus nuqtasi bo‘ladi.
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r*(0) = {9;4} 2 0, r*(0) ={—27;—8)} = 0 bo‘lganligi uchun
p=2, ¢=3 bo'ladi. Demak, M,(1;1) nuqta egri chiziq uchun
birinchi tur qaytish nugtasi bo‘alidi.

2. Egri chizigning karrali nuqtalari yo'q.

3. Egri chiziq koordinata o‘qlari bilan kesishmaydi.

ro Ulxel)
4. Vx = 3(1+e~t+e )’

Demak. egri chiziq koordinata o'qlariga parallel urinmalarga ega
emas. V!e (—oo,4+00) uchun y, >0, berilgan funksiya o‘suvchi.
x=lday_ (1)=1gaega.

max

Vie (—oo,+) da y, # 0, y; # emas.

5. y,funksiyadan x bo*yicha hosilasini topamiz:
o 207U2+e™) , e
Ya= 9(1—e")(1+e~ +6-21) t>0da y7> >0, egri chizigning gava-

rigliq yo'nalishi pastga, ya‘ni ordinatalar o‘qining manfiy tomoniga,
t<0 da esa y:2 <0, qavariglik ordinatalar o‘qining musbat
tomoniga garab yo‘nalgan bo‘ladi.

6. Egri chiziq y = §x asimptotaga ega. f —r+oo da X=31 [1+3_:e3, }3’,
t~’3‘, t—300 da Y=2t [l+2+lez, }2!, y~§ x . Demak, cheksizlikda egri
chizigning holati y=§ x chizigning holati kabi bo‘ladi.

7. Egri chizig koordinata o‘qglariga nisbatan simmetrik emas.

Berilgan egri chizigning grafigi 23.5- chizmada tasvirlangan.

4- misol. Ushbu funksiyaning graﬁgini chizing:

I £

IV WY

Yechilishi. 1. Berilgan funksiyalar ¢ ning —oce <7 <+eo
giymatlarida aniglangan, uzluksiz va differensiallanuvchi. Berilgan
funksiyalarning hosilalarini topamiz:

P = W A €00

T ey T e
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23.5- chizma.

1=0 da x=0, y,=0 bo'lganligi uchun, M,(0;0) nuqta egri chiziqning
maxsus nuqgtasi bo‘ladi.

r™(0)={6;0}=20, 7" (0)={0;120}0

bo’lganligi uchun p=3, ¢=5. Demak, M,/(0;0) nuqta berilgan
egri chizigning egilish nugtasi bo‘lar ekan.

2. Berilgan egri chizigning karrali nuqtasi yo‘q.

3. M(0;0) nuqta egri chizigning koordinata o‘glari bilan
kesishish nuqtasi bo‘ladi.

i _P(5+1%)

4. y;=x;“3"_,'4 funksiya =0 da y/=0 bo'ladi. M,(0;0)

nuqtadan o‘tgan urinma abssissalar o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

4 s 4 s
t=t43 da M [33.33| va M, —33,—33 | nuqtalardan o‘tgan

urinmalar ordinatalar o‘qiga parallel bo‘ladi. —B<t<B va
P 5+t“
=00

43 <t<+oo da esa y’,<0 bo‘lgani uchun bu holda berilgan funksiya
kamayuvchi bo‘ladi.

20 bo‘lgani uchun funksiya o‘suvchi, —e<t<%3 va

5. Ma‘lumki, M,(0;0) nugta egri chizigning egilish nuqtasi ekanli-

_307°+5819 =221~ 2_3”_>
(312 —15)
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bo‘lganligi uchun egri chiziq qavarigligi yo‘nalishi pastga (Ox
o‘qining musbat tomoniga) garagan bo‘ladi, /<0 da esa y72<0
bo‘lganligi uchun qavariglik yo‘nalishi yuqoriga (Ox o'gining
manfly tomoniga) qaragan bo‘ladi.
5
6. 1—300 da §=:3~-=t 200, Egri chizig asimptotaga ega emas.
1
I—teo da y—teo, teoda x ()~1%, t~x3 50 7—0da. y~ 13 bundan
5
y~x* bo‘ladi. Egri chizigning M, (0;0) nuqta atrofidagi holati
5
y=x? funksiya holati kabi bo‘ladi.

3 s
7. x=-: 4> y=l”4 funksiyalarning ikkalasi ham toq funk-
+

siyalar bo‘lganligi uchun berilgan egri chizigning grafigi
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

Berilgan egri chizigning grafigi 23.6- chizmada tasvirlangan.
5- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

= ! ot
T2 YT

Yechilishi 1. Berilgan funksiyalar 7 ning =42 dan boshga hamma

qiymatlarida aniglangan, uzluksiz va differensiallanuvchi. Berilgan

Ay

R

23.6- chizma.
354



funksiyalarning x; va y; xosilalarini topamiz:

2 2

x' = (;:2)2 . yr ......

x;#0, y,#0 bo’lgani uchun egri chiziq maxsus nugtaga ega emas.
2. Karrali nugtalar yo‘q.
3. +=0 da x(0)=0, y(0)=0 bo‘lganligi uchun egri chiziq
koordinatalar boshidan o‘tadi.
4.y, mhxsoblaymlz y,—‘—vé=— ((’! 2222
t
koordinata o‘qglariga parallel bo‘lgan urinmalarga ega emas. f ning

v, #0, demak egri chiziq

2
=—2 dan tashgari boshga hamma giymatlarida v =_(‘r_22) <0
+
bo‘lganligi uchun berilgan funksiya kamayuvchi bo‘ladi.
5. Egri chiziq cgilish nuqtasiga ega emas. y72 hosilani hisob-

laymiz:
» =2
Va2 4( 2 )

t ning |7 >2qiymatlarida ¥72 >0 bo‘lganligi uchun egri chizig
qavariqligini yo‘nalishi pastga, ya'ni koordinatalar tekisligining
uchinchi choragiga garab yo‘nalgan bo‘ladi. ¢ ning |f] <2 giymatlarida
¥72<0 bo’lganligi uchun gavarigligining yo‘nalishi yuqoriga, ya‘ni
koordinitalar tekisligining birinchi choragiga qarab yo‘nalgan bo‘ladi.

6. t—>—2+0dax—+oeo, y—) ; 1—-21+0da x—-> y Y OrFee,

Demak, egri chizig uchun x= ; , y=l to‘g‘ri chiziglar mos ra-

2
vishda vertikal va gorizontal assimptotalari bo‘ladi. Berilgan
funksiyalarni bir vaqtda cheksizlikka aylantiradigan ¢ ning shunday
qiymatlari mavjud bo‘lmaganligi uchun egri chiziq og‘ma
asimptotaga ega emas.

7. Bernilgan egri chizigning grafigi uning asimptotalar kesishish

. 1.1 . . s .
nuqgtasi M, (2 ;"2) ga nisbatan simmetrik joylashgan bo*ladi.
Yuqoridagi bandlardagi mulohazalarga asosan berilgan
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Ay

1

4

23.7- chizma.

funksiyaning grafigi 23.7- chizmada tasvirlangan.

2. Tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida berilgan
funksiyaning grafigini chizish. Qutb koordinatalar sistemasida
funksiyani tekshirish va uning grafigini chizish sxemasi 11 bob,
16- § da berilgan edi. Biz bu yerda funksiyani tekshirish va uning
grafigini chizishda oldingi tekshirishlarga qo‘shimcha ravishda
differensial hisob kursining tushunchalaridan foydalanamiz.

Ushbu p=f(9), ~co<@p<+oo funksiyani garaymiz.

Agar p=f(¢) funksiya chegaralangan, ya‘'ni p<a bo'lsa, u
holda egri chiziq aylananing ichida joylashadi.

Agar p=f(—@)=f(p) bo‘lsa, egri chiziq qutb o‘giga nisbatan
simmetrik; agar f(n—¢)=f(p) bo'lsa, egri chiziq qutb o‘giga
perpendikular bo'lgan to'g'ri chiziqga nisbatan simmetrik va
nihoyat, agar f(m+@)=f(p) bo'lsa, egri chiziq qutbga nisbatan
simmetrik bo‘ladi.

p=f(¢p) funksiyani ekstremumga tekshirish odatdagi tartibda
olib boriladi: f“(¢p) hosila topilib, u nolga tenglashtiriladi, ya‘ni
f(9)=0 tenglamaning ildizlari(funksiyaning kritik nuqtalari)
topiladi. Agar ¢=¢, kritik nugtaning chap tomonida f’(¢)>0
bo'lib, o'ng tomonida esa f'(p)<0 bo'lsa, Pma=S{(®;) bo'ladi.
Agar ¢=¢, kritik nuqtaning chap tomonida f(¢)<0, o‘ng
tomonida esa f'(¢)>0 bo‘lsa, Pmin=S(®)bo‘ladi.

Egri chiziqning p .. va p . nuqtalariga o'tkazilgan urinma
urinish nuqtasining radius-vektoriga perpendikular bo‘ladi. p= f(¢)
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23.9- chizma.

egri chizigda urinmasi qutb o°qiga perpendikulyar bo‘lgan nugtalar
(23.8- chizma)

reu="
BH= (1)

formula bo'yicha topiladi. bunda p=k1t+;—(p.

p ning bu giymatini (1) ga qo‘yib, hosii bo‘lgan tenglamani ¢
ga nisbatan yechsak, ¢ ning topilgan giymati izlanayotgan nuqtani
aniqglaydi.

Egri chizigning egriligi qutb koordinatalar sistemasida

k=pz+2p’2fp§-p’

(o2 (2)
formula orqali topiladi. Agar egri chiziq egilish nuqtasiga ega bo‘lsa,
¢ ning unga mos kelgan giymati (2) ga asosan, p? +?_p’2 —p’p’=0
tenglamaning toq karrali ildizlaridan iborat bo‘ladi.
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p=f(9) egri chizigning qutb koordinatalar sistemasidagi
asimptotasining tenglamasi

p

_ P

= cos(g—1) )
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda y — qutbdan asimptotaga o‘tkazilgan
perpendikular bilan qutb o‘gi orasidagi burchak, P— perpendi-
kular uzunligi (23.9- chizma). y ni topish uchun p=f(¢) teng-
lamada ¢ ning p ni « ga aylantiradigan ¢=¢, giymatini topish
kerak. Agar ¢ ning shunday qivmati topilsa, egri chiziq ko‘p
shoxobchalarga ega bo‘ladi. P quyidagi

i P
P 4)
formula orqali topiladi. Agar bu limit mavjud bo‘lsa, egri chizigning
asimptotasi cheksiz ko‘p shoxobchalarga ega bo‘ladi. Agar bu limit
mavjud bo‘lmasa, egri chizigning cheksiz ko‘p shoxobchalari
asimptotaga ega bo'lmaydi (yoki egri chizigning shoxobchalari
parabolik tipda bo‘ladi).
Agar P >0 bo‘lsa, egri chizigning asimptotasi radius-vektoridan
o‘ngda joylashadi. P <0 bo‘lganda esa chapda joylashgan bo‘ladi.
1-misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

_ a
p= cos’ o -

Yechilishi. Ravshanki, berilgan egri chiziq cheksiz ko‘p
shoxobchalarga ega bo‘lib, qutb o'giga simmetrik va qutb boshiga
perpendikular joylashgan. Berilgan funksiya davriy funksiya bo‘lib,
uning davri o=2m.

Bu funksiyani ekstremumga tekshiramiz:

» _ 2asi
= :;lzng , p’=0, bundan sing=0. ¢,=0, ¢,=n nuqtalar
berilgan funksiya uchun kritik nuqtalar bo‘ladi. Bunda p’(0—0)<0,
p’(0+0)>0 bo‘lgani uchun ¢ =0 nuqtada funksiya minimumga
ega bo‘ladi, ya‘ni p_ (0)=a. p’(n—0)<0, p’(n+0)>0 bo‘lgani uchun
¢,=n nugta ham funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi, ya‘ni
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Pmn{m)=a. Egri chizigning urinmasi qutb o‘qiga parallel bo‘lgan
nuqtalarini topamiz: (1) formulada p=kn—o¢ deb olib,

1 1
tg(kn — @) = = Ctg0 ga ega bo‘lamiz, bundan 18’¢ = — _ ni hosil
2 2

gilamiz. Bu tenglama haqiqiy ildizlarga ega emas.
Egri chizigning urinmasi qutb o‘qiga perpendikular bo‘lgan

nuqtalarini topamiz: (1) formulada B =kn+ ; — ¢ deb olsak,

tgg)kmg—q)}% ctge . bundan ¢ =0, @,=r. Demak, egri chizigning

(a:0) va (a;r) nuqgtalarida urinma qutb o‘giga perpendikular
bo‘ladi.
Egri chizigning egilish nuqtalarini topish uchun p?+2p” —p’.p"=0

tenglamani yechib, COS<p=if\E ga ega bo‘lamiz. [0;2n] kesmada
berilgan egri chiziq to‘rtta egilish nuqtasiga ega bo‘ladi.

(p=’2t da p=oo bo'ladi, ya‘ni egri chiziq asimptotaga ega bo'lishi
mumkin, lekin

=lim % =
P = sin 2¢ =
2

bo‘lgani uchun egri chizig asimptotaga ega emas.

-¥

23.10- chizma.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.10- chizmada tasvirlangan.
2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:
<p=arccos%—21.
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<

2

P

Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi:

bo‘ladi. bundan —p?<p—I<p?, -—_--lfﬁSpHo. lin} o(p)=
2 p_,f?‘.’.,.sw

=lim_ arccos Pr"21-=1c.
p

p_,f!;.‘jg.,,o

Ilm o(p)= llm arccos pp§ 5 q;-

Berilgan funksiyani ekstremumga tekshiramiz:

dp_ p—2

dp—
. 1 l
P P

oraligda Z§<0, p>2 bo‘lganda esa §2>0 bo‘ladi.

-, bunda p=2 bo‘lganda d =0 bo'ladi, -1+J_<p<2

Demak, p=2 da funksiya minimumga ega (cp:arccos 4)‘

p=-_l;[5- nuqtada hosila mavjud emas, bunda funksiya n giymatga

(maksimum qiymat) ega bo‘ladi. Bu funksiyaning grafigi 23.11-
chizmada tasvirlangan.

Quyidagi spirallarning grafigini chizing

1. Arximed spirali p=a¢, ¢>0. p=a¢, a>0 qutb atrofida tekis
aylanayotgan to'g‘ri chiziq bo‘ylab ilgarilama tekis harakat qiluvchi
nuqtaning trayektoriyasi Arximed spirali deb ataladi. Aylanayotgan
to‘g'ri chizigning dastlabki vaziyatini qutb o‘gi deb qabul qilib,

23.11- chizma.
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o‘zgarmas tezlanishni @, o‘zgarmas tezlikni v bilan belgilasak,
shartga ko‘ra v=aw bo‘ladi, bunda a — o‘zgarmas, qutb-radius ¢
burchakka burilsa, M nuqta OM=a masofani bosadi. OM=p
" bo‘lgani uchun p=ae.

Arximed spiralining grafigini avvalo a=1 bo‘lgan holda chizamiz:
p=¢ chizigni >0 bo‘lganda chizish uchun quyidagi tayanch
nugqtalar yordamida jadval tuzamiz:

n n T 3n

) 0 5 5 5 T e} 2n
4 T n 3n

p 0 6 3 ) n 5 In

Bu jadvalga ko‘ra tekislikdagi M(p;op) nugtalarning o‘rnini topib,
ularni birlashtirish natijasida p=¢ funksiyaning grafigini hosil
gilamiz (23.12- chizma).

¢ ni —¢ ga almashtirganda p endi —p ga almashadi, ya‘ni —o<g<0
bo‘lganda, —=<p<0 bo‘ladi. Demak, Arximed spirali ikki shoxob-
chadan iborat bo‘lib, bular qutbdan o‘tuvchi va qutb o‘giga
perpendikulyar bo‘lgan to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik
joylashgan bo‘ladi, ya‘ni ularning biri @ ning musbat giymatlariga
mos kelib, soat strelkasi yo‘nalishiga teskari ravishda tarqaladi;
ikkinchisi esa ¢ ning manfiy qiymatlariga mos kelib, soat strelkasi
yo‘nalishi bo‘yicha targaladi.

Qutb koordinatalar sistemasidan Dekart koordinatalar
sistemasiga o'tganda, Arximed spirali tenglamasining Dekart
koordinatalar sistemasidagi ko'rinishi

N

p=a¢

=¥~

23.12- chizma.
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23.13- chizma.

Jx2+y? =arctg ;

shaklda bo'ladi. Bu tenglama, ravshanki, transsendent tenglamadan
iborat. Arximed spirali cheksiz ko‘p shoxobchalarga ega. Uning
ketma-ket kelgan ikkita shoxobchasi orasidagi masofa / quyidagi
E=a(¢+2n)—ae=2a¢ formula orgali ifodalanadi va 0*zgarmas bo*ladi.
Arximed spiralining egriligi qutb koordinatalar sistemasida (2)
formula orqali topiladi. Arximed spirali uchun ¢ ning hamma
giymatlarida & > 0 bo‘ladi. Shuning uchun uning grafigi egilish
nuqtalariga ega bo‘lmaydi.

Eslatma. p=ao+/ tenglama ham Arximed spiralini ifodalaydi.

Hagiqatan ham, qutb o‘qini oc=—-£ burchakka bursak, unda p=08
tenglama hosil bo‘ladi (23.13- chizma).

2. Giperbolik spiral P=:. Ravshanki, ¢@—e da p — 0.

Demak, qutb spirallari uchun asimptotik nuqta bo‘ladi.

MP=psing="""% __4 bo‘lgani uchun y = a to‘g‘ri chiziq to‘g‘ri
p o0

burchakli koordinatalar sistemasida {(bunda koordinatalar boshi

qutbga mos, qutb 0°qi esa absissalar o'qining musbat gismiga mos

tushadi) giperbolik spiralning asimptotasi bo‘ladi (23.14- chizma).

’ a » 20 . N . .
p=— o’ p=— o bo‘Igani uchun 0<Jg|<+e ni qanoatlantiruvchi

¢ ning hamma giymatlarida &k > 0 bo‘ladi. Shuning uchun giper-
bolik spiral egilish nuqtasiga ega emas. Giperbolik spiralning
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23.14- chizma.

tenglamasidan ko‘rinadiki, spiral ikki shoxobchadan iborat bo'lib,
ular ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘ladi.

3. p=2+l. limpsin =l'm(a+1)sin =a bo‘lgani uchun y=
pmge. Agpsine-iy | g bolgan uchun 7o
to‘g‘ri chiziq spiral uchun asimptota bo‘ladi.

p=— ;:2" p”=—-z‘; bo‘lgani uchun @(a+be)*—2ab=0 bo'l-

ganda k=°?+29i2.'p§”=0 bo‘ladi. (a+lp)*—2al =0 tenglama bitta
(p2+207)?

9=¢,(0<p<1) yechimga ega, agar ¢=1 bo‘lsa, g(at+lp)*—2al=0,

agar ¢<0 bo‘lsa, g(a+lp)*—2al<0 bo'ladi. Shunday qilib, egri

chiziq ¢=¢, da bitta egilish nugtasiga ega bo‘ladi.

Agar ¢ orgument 0 dan -+~ gacha o‘zgarganda p ning giymati
p—/, ya‘ni egri chiziq soat strelkasi yo‘nalishiga teskari ravishda
aylanadi, asimptotik ravishda p=/ aylanaga yaginlashadi. Agar ¢
o‘zgaruvchi 0 dan —- gacha o‘zgarsa, p ning giymati —ee dan 0
gacha o‘zgaradi, ¢ = »:-, da giymat nolga aylanadi, bunda p garama-
garshi yo‘nalishda olinadi. Shuning uchun spiralning ikkinchi
shoxobchasi 0‘z-0°zini kesib o‘tib, ichki tomondan asimptotik
ravishda aylanaga yaqinlashadi (23.15- chizma).

4. Galiley spirali p=a¢’—! (/20). Galiley spirali qutb o‘giga
nisbatan simmetrik joylashgan bo‘ladi. Agar ¢=0 bo‘lsa, p=—1/

Agar <p=:t\lz bo'lsa, p=0 bo‘ladi. Shunday qilib. egri chiziq qutbda
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23.15- chizma.

ikkilangan nuqtaga ega bo‘ladi (23.16- chizma). Egri chiziq qutb
o'qida cheksiz ko‘p ikkilangan nugqtalarga ega bo‘ladi, p=ap; —/,
¢, =tmk, k=1,2,3,..; /=0bo'lganda p=a@® (23.17- chizma)
spiral hosil bo‘ladi, bunda qutb maxsus nugta bo‘ladi. (Agar ¢=0
bo'lsa, p=0, p’=0 bo'ladi).

S. P=:2 - Agar ¢—0 bo'lsa. p-»ee bo‘ladi, agar —e bo‘lganda
esa p—0 bo‘ladi. Egri chiziq parabola shoxobchasiga o‘xshagan ikkita
cheksiz shoxobchadan iborat bo'lib, koordinata boshida asiptotik
ikkilangan nuqtaga ega bo‘ladi (23.18- chizma).

6. Ferma spirali p’=a’p. Spiral markaziy simmetriyaga ega
bo‘lib, ¢—ee da p—e. Egri chiziq ikkita shoxobchadan iborat
bo‘lib, bulardan biri p ning musbat giymati p=a\/5 ga mos keladi,

ikkinchisi esa p ning manfiy giymati p=—a./p ga (23.19- chizma)
mos keladi. Ikkala shoxobcha ham qutbdan boshlanadi, qutb, o‘z
navbatida, egri chiziqning egilish nuqtasi ham bo‘ladi. Har bir
shoxobcha qutbdan cheksiz ko‘p marta aylanib cheksizlikka ketadi.
Bunda ikkita qo*shni shoxobcha orasidagi masofa kamayadi, ya‘ni

lim (a~/<p+2n—a\/$)=0 (23.19-chizmaga qarang).
(p—)oo

7. Parabolik spiral (p—/)’ =a’0(/>0). Spiral ikkita p=a+/o+/
va p=—a\@+!/ shoxobchalardan iborat. Bulardan ikkinchisi
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p:a:pz—.] p=‘"P2

_OV

23.16- chizma. 23.17- chizma.

pi=a‘e

\ 4

23.18- chizma. 23.19- chizma.

*lﬂ=a=«p
c-. )

P

23.20- chizma.

birinchisi bilan cheksiz ko'p ikkilangan nuqtalarga ega (23.20-
chizma). Hagigatan ham, ¢=0 nuqtada egri chizigga o‘tkazilgan
urinma qutb o‘giga mos tushadi, egriligi

k _ pZ +2pr2__039'
(p?+2p%)2
esa 0=¢,(¢,>0) da nolga aylanadi, bunda ¢, ushbu tenglamaning

yechimi: 4 (p\/?p(l — a\/n_p)2 +3a%\Jp —al =0.
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2
8. Jezl pzzz (a>0). Egri chiziq markasiy simmetriyaga ega

bo‘lib, ikkita P-‘--j; va p=—j:;— shoxobchalardan iborat, ularning

har biri qutbga yaqinlashadi (23.21- chizma). ¢—0 da p—eo,
chunki

: : . asing
| =lim -~ = " =0,
im psin @ ;

qutb berilgan chiziqga asimptota bo‘ladi. ¢= ; da &k =0, (p>; da,

k>0, 0<(p<; da esa k <0 bo‘ladi. Shuning uchun (; ‘a2 ) nuqta

egri chiziqg uchun egilish nuqtasi bo‘ladi.

23.21- chizma.

9. Logarifmik spiral p=a°. ¢=0 da p=1 bo'ladi.

Agar a>1 bo'lsa, u holda p—oe da p—+oe va spiral soat strelkasiga
teskari yo‘nalishda tarqgaladi; p——- da p—0 va spiral soat strelkasi
yo‘nalishi bo'yicha yopiladi, o‘zining asimptotik nugtasi qutbga
asimptotik intiladi (23.22- chizma).

23.22- chizma.
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Agar 0 <a <1 bo'lsa, u holda ¢p—+~ da p—0 va spiral qutb
atrofida soat strelkasiga teskari yo'nalishda yopiladi, ¢—+ da
p—-+eo va spiral soat strelkasi yo‘nalishi bo‘yicha tarqaladi.

p=ca® ko'rinishdagi logarifmik spiralni garaylik. Qutb o‘qini
biror ¢, burchakka burish bilan koeffitsiyent ¢ ni ¢=1 deb olish
mumkin. Haqgiqatan ham, qutb o‘qini ¢, burchakka burish natijasida
p=ca **% =cd" a% ca"=1 shartidan ¢ =log ¢ burish burchagini
topamiz.

Har bir logarifmik spiral o‘zining hamma radius-vektorlarini
bir xil u burchak ostida kesib o‘tadi. Hagigatan ham,

p'sin p+pcosg

‘ =tgo=
Vx=18 p’cos p+psing’

H=0—o
bo‘lgani uchun

tglJ. = tgo—1gp

_p LS .
l+tgortge bundan tgu-p,. ko'rilayotgan hol uchun

a® |
a®lng lna’

tgn=

Ixtiyoriy nuqtadagi spiralning egrilik radiusi bu nuqtaning
radius-vektoriga proporsional bo‘ladi:

3

2 2¢ 1,2
e (p+p 2 (44247 1n a)2 B v

pl4p’ 2_pp” 2"’+2az“’ In? a—-—~az‘°p'2 In?a

Logarifmik spiralni p=cet® tenglama ko‘rinishida berish qulay
bo‘ladi, bunda

— ! —
tgu= K k=Ina.
U holda R=p\/1+k}. k=0 bo‘lganda p = ¢ aylana hosil bo'ladi.

Qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamaning tarkibida
trigonometrik funksiyalar gatnashgan chiziglar.

1. Uch yaprogli va to‘rt yaprogli atirgullar. Ularning qutb
koordinatalar sistemasidagi tenglamalari, mos ravishda, p=asin3¢
va p=asin2¢ (a > 0) kabi ifodalanadi.
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p =asin2p

a) b)
23.23- chizma.

Berilgan fuknsiyalarning grafiklarini chizish uchun ¢ ga 0
dan 2x gacha giymatlar berib, bu giymatlarga mos kelgan nuqtalar
yordamida ham chizish mumkin.

Umumiy holda tenglamasi p=asinnp yoki p=acos r¢ ko‘rinishda
bo‘lgan egri chiziglar oilasi atirgulsimon chiziglar deyiladi.

asinrp<l, uacosrg<l munosabatlardan oilaning barcha
chiziglari radiusi ¢ ga teng bo’lgan doiraning ichida yotishi kelib
chigadi. sinr ¢ va cosr ¢ funksiyalar davriy bo'lganligidan gullarning
har biri a ga teng bo‘lgan radiuslarning eng kattasiga nisbatan

immetrik bo‘lgan kongruent yaproglardan tashkil topadi.

Agar |r| — butun son bo‘lib, r — juft bo'lsa, gul 2rta yaprogdan
(23.23 a- chizma), r — toq bo‘lganda esa, r ta yaprogdan iborat
bo'ladi (23.23 b- chizma).

Agar r=';' — ratsional son bo‘lib m va » larning ikkalasi ham
toq bo'lsa, gul m ta yaproqdan (23.24 d va e- chizmalar), m va n
larning biri juft bo‘lganda 2m ta yaproqgdan tashkil topgan bo'ladi
(23.25 b va d- chizmalar), bunda yaproqlar gisman bir-birini
yopadi. :

2. Paskal chig‘anog‘i p =2rcose+/. Berilgan chizigning
konxoidasi deb, bu chizigdagi har bir nuqtaning qutb-radiusini
berilgan / kesmaga o‘zgartirish, cho‘zish yoki sigish natijasida
hosil qgilingan chizigga aytiladi. Chizigning tenglamasi p=f(¢)
shaklda berilgan bo‘lsa, uning konxoidasi: p=f(¢) £/ tenglama
bilan ifodalanib, u ikki gismdan iborat bo‘ladi. Qutb sifatida
aylanadagi nuqta gabul gilinsa, bu aylananing konxoidasi Paskal
chig'anog i (ulitkasi) deyiladi. Uning tenglamasi
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¢
p=asin _
3

p = asin

[ A

23.24- chizma.
p =2rcose+/
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar /=0 bo‘lsa, p =2rcos¢ bo‘ladi, bundan

keyingi x*+y?=2r —; — Yyoki x+y2—2m=0 tenglama markazi
(r;0) nuqtada, radiusix e;{l r ga teng bo‘lgan aylanani ifodalaydi.
Bundan Paskal chig‘anog‘iga tegishli nuqtalarni qurish uchun
radius-vektorining har bir holatiga qarab / kesmani qurish kerakligi
kelib chigadi. 23.25 a, b, d- chizmalarda buning uchta /< 2r,
1=2r, 1>2r holati ko‘rsatilgan. -

/=2r bo‘lgan holatda Paskal chig‘anog‘ining tenglamasi
p=2r(1+cosg) ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda koordinatalar boshi
gaytish nuqtasi bo‘lib hisoblanadi (23.25 5- chizma).
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Yt p=2rcoso+l y4 p=2rcos@+/
I<2r M 1=2r
N M
p p
0 X %
a) b)
y A p=2rcos®+/
M I<2r

/\
=
ve

d)
23.25- chizma.

/<2r bo‘lgan holatda koordinatalar boshi o‘zaro kesishish
nuqtasi bo‘ladi (23.25 a- chizma).

/>2r bo‘lganda koordinatalar boshi ajralgan maxsus nuqta
bo‘ladi (23.25 d- chizma).

3. Kardioida p=2r (1—cos¢). Uning tenglamasi p=2r (1—
—cos) ko'rinishda bo‘ladi. Kardioida tenglamasidan uning Paskal
chig*anoqlari sinfiga qarashli ekanligiga ishonch hosil gilish giyin
emas (23.26- chizma). To‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar
sistemasida kardioida tenglamasi

(Y2 ==4R (3 +))
4-tartibli algebraik egri chizigni ifodalashi kelib chiqadi.
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p = 2r(t — cos ¢) YA

23.26- chizma.

p = acige

- - - — - -—— iy - - ——

23.27- chizma.

4. Kappa. Uning tenglamasi p=actge ko‘rinishda bo‘lib, to‘g‘ri

burchakli Dekart koordinatalar sistemasiga o‘tilganda
(@+y?)y*=a’x? tenglama hosil bo‘ladi. Bundan Kappa koordinata
o‘glariga simmetrik bo‘lgan 4-tartibli algebraik egri chizigni
ifodalashi kelib chigadi:
F(xy)=(2+y)y—a'x va F, (xy)=2xy—2a’x, F, (x,y)=2xy—4y*
bo‘lganligidan x=0, y=0bo‘lganda F;(0;0)=0, F, (0;0)=0 bo‘ladi.
Demak, koordinatalar boshi uning uchun maxsus nuqgta bo‘lar
ekan.

Fl =2p—2¢

bo‘lgani uchun x=0, y=0 bo‘lganda F_, #0, demak, koordinatalar
boshi ikkilangan maxsus nugta bo‘lar ekan.

x=0, y=0 bo‘lganda F —F_F, _0 bo‘ladi. Bundan esa
koordinatalar boshi o‘zaro unmsh nuqt351 bo‘lishi kelib chiqadi.
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g_ggpsin 9=a bo‘lgani sababli y =ta to‘g'ri chiziglar berilgan egri
chiziq uchun asimptotalar bo‘lishi kelib chiqadi.

(p——)’zt da y;—e, bundan ordinatalar o‘qi cgri chizigqga
o‘zaro urinish nuqtasida (koordinatalar boshida) urinma chiziq
bo'lishi kelib chigadi. Kappa chizigning umumiy ko‘rinishi 23.27-
chizmada tasvirlangan.

Kappa p=actgr ¢ tenglamasi bilan ifodalanadigan egri chiziglar
oilasining vakilidir. Umuman, tenglamalari p=actg2y yoki p=atg2¢
ko‘rinishda bo‘lgan egri chiziglar mgunlar deyiladi. Bu egri chiziglar
uchun koordinatalar boshi maxsus nuqtadan iborat. r=2 bo'lganda
wShamol regirmoni™* deb ataladigan egri chiziq hosil bo‘ladi (23.28-chizma).

Yhp=agle /7

23.29- chizma,

5. Bernulli lemniskatasi. Uning tenglamasi p=2a’cos2¢ ko‘ri-
nishda bo'ladi.

Ta'rif. Berilgan ikki F, va F, nuqtagacha olingan masofalarning
ko‘paytmasi o‘zgarmas va%(l”,i‘z)2 ga teng bo'lgan nuqtalarning
geometrik o‘rni lemniskata deyiladi.
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Bernulli lemniskatasining tenglamasidan egri chizigning y =+x
to‘g‘ri chiziglar orasida simmetrik joylashgan ikkita yaprogdan
tashkil topganligini ko‘rish mumkin. Bunda koordinatalar boshi
ikkilangan maxsus nuqta bo‘ladi.

Bernulli lemniskatasining grafigi 23.29- chizmada tasvirlangan.
Bernulli lemniskatasi tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida
pr=a”sinme yoki p”=g"cosme ko‘rinishda bo‘lganda, sinusoidali
spirallar deb atalgan egri chiziglar oilasining vakili bo‘lib hisobla-
nadi.

23.30- chizmada m=4 va m=-4 bo‘lgan hollarda sinusoidal
spirallar tasvirlangan.

23.30- chizma.

6. Makloren trisektrisasi. Uning tenglamasi

p:

cos M

3
ko‘rinishda bo‘lib, uning grafigi abssissalar o'qini (a;0) va (—2a:0)
nuqtalarda kesadi.

(p—)32’5 da p—e va pcose——3a4. Shuning uchun y=—3a

to‘g'ri chiziq berilgan egri chiziq uchun asimptota bo‘ladi. cos‘§

juft funksiya bo‘lganligidan. egri chiziq abssissalar o‘qiga nisbatan
simmetrik bo‘ladi (23.31- chizma).
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23.31- chizma.

7. Nikomeda konxoidasi. Uning tenglamasi
P=n ¢+I (a>0, I>0)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Nikomeda konxoidasi uchun y =ato‘g‘ri chiziq asimptota bo‘ladi,

chunki llmpsmtp—a Agar 0<¢<rt bo'lsa, p2/, bu egri

chizigning bmnchl shoxobchasini beradi, agar n<¢<2rn bo'lsa,
p < Ibo‘ladi, bu esa egri chizigning ikkinchi shoxobchasini beradi.
Egri chiziqning shakli a va / parametriarga bog‘liq. Bunda /<a ,
I=a, I>a bo‘lishi mumkin. Uchala holda ham uning uchun
koordinatalar boshi maxsus nuqta bo‘ladi. /<a bo‘lganda egri
chizigning ko‘rinishi 23.32 a- chizmada tasvirlangan. /=a bo‘lganda
egri chiziq koordinatalar boshida gaytish nuqtasiga ega (23.32, b-
chizma), />a bo‘lganda esa o‘zaro kesishish nuqtasiga (tugunga)
ega (23.32 d- chizma). Egilish nugtasini
) ’2 i (p':t ,p:2_8p12)
pe42p" —pp’=0, p=" - 5 -
shartdan topamiz.
p'=—250% p= (]+°°s ® bo‘lgani uchun p—— °°S ¢
sin”- sm (1]
p’sin® p=2ap? cos? ¢, demak, y’=2ax? bo'ladi, ya ‘ni egilish
nugqtasi y==i3/2ax2 parabolada yotar ekan.
374

yoki



a
P!
i<a
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i :
0 Tx

a)

23.32- chizma.

Shunday qilib, /< g bo'lganda egri chiziq to‘rtta, £a bo‘lganda
esa faqgat ikkita egilish nuqtasiga ega bo‘lar ekan.
8. Koxleoida. Uning tenglamasi
sin @

=a
P 9

ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar ¢=0 bo‘lsa, p=a; agar ¢=kn (k=0,%1,%,...) bo‘lsa, u
vaqtda p=0 bo‘ladi. ir;(p— juft funksiya bo‘lgani uchun egri

chiziqg qutb o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (23.33- chizma).
¢— da p—0, bunda radius-vektor ketma-ket sinuvchi (nolga
aylanuvchi) yaproglarni chizadi. Yaproglar o‘zlarining yugori
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sin ¢

(=]
xv'b

23.33- chizma.

cho‘qqisiga ¢ ning tge =¢ tenglamani ganoatlantiruvchi qiy-
matlarida erishadi (23.33- chizma).

3. Tenglamasi oshkormas shaklda berilgan funksiyaning
grafigini chizish. 16- § da tenglamasi oshkormas shaklda berilgan
funksiyalarning grafigini hosiladan foydalanmasdan (elementar
usullar yordamida) chizish usuli berilgan edi. Endi bu paragrafda
tenglamasi oshkormas shaklda berilgan funksiyalarning grafigini
hosilaladan foydalanib chizish uchun 16- § ga qo‘shimcha quyidagi
ba‘zi bir ma’lumotlarni keltirib o'tamiz.

Biror EcR? to‘plamda F(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin.

Ushbu

F(x.y)=0 (1)
chiziqning regular yoyi deb shunday nugtalar to‘plamiga aytiladiki,
agarda ular Dekart koordinatalar sistemasida

y=f(x), asxsb (2)

(1) tenglamani qanoatlantirib, f(x) funksiya quyidagi uchta shartni
ganoatlantirsa: 1) u bir qiymatli, 2) uzluksiz, 3) tegishli tartibdagi
uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa.

(1) chizigdagi nuqtaning yetarli kichik atrofi regular yoy bo‘lsa,
biz bunday nuqtani shu chiziqning oddiy nugtasi deb ataymiz.
Chiziqning oddiy bo‘lmagan barcha nuqtalari uning maxsus
nuqtalari deyiladi.

Agar M (x;;y,) nugta (1) chizigning oddiy nuqtasi bo‘lsa, uning
yetarli kichik atrofida (1) bilan (2) tenglamalar ekvivalent bo‘ladi

(23.34- chizma), chunki M,"M, — regular yoy boladi (unig
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23.34- chizmma.

hamma nuqtalarida f(x) funksiya yuqoridagi uchala shartni ham
qanoatlantiradi). f(x) funksiyaga qo‘yilgan shartlar yoyning
silligligini, ya‘ni uning har bir nuqtasida urinma (f’(x) — uzluk-
siz) mavjudligini bildiradi. 23.34- chizmada M, va M, nuqtalar
maxsus nuqtalar bo‘ladi, chunki M, nuqtada f(x) funksiyaning
bir giymatliligi buziladi, M, nuqgtada esa urinma (f’(x) — hosila)
mavjud emas (bir tomonlama hosilalar mavjud). M, va M, nuqtalarni
qanchalik kichik atrof bilan o‘rasak ham, regular yoy hosil bo‘Imaydi.
Agar F(x.y) funksiya M (x,.y,) nuqtada birinchi tartibli
uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar M (x,y,)
nuqtada birdaniga nolga aylanmasa, ya‘ni F;Z(xo, y0)+1'“,’2(x0, Yo)#0
bo'lsa, M(x,;,) nugta oddiy nuqta bo‘ladi. F to*plamning

F(x,»)=0, F(x,y)=0, Fj(x,y)=0 (3)

tenglamalarni ganoatlantiruvchi nuqtalari (1) chizigning maxsus
nugqtalari bo‘ladi.

Agar M(x,.y,) nuqtada, funksiyaning o‘zidan tashqari, uning
birinchi tartibli xususiy hosilalari ham nolga teng bo'lib, ikkinchi
tartibli xususiy hosilalaridan biri noldan fargli bo‘lsa. u holda
M (x,;y,) nuqta (1) chizigning ikki karrali maxsus nugqtasi deyiladi.

(3) bilan birgalikda Fg (x, y)=F,(x, y)=Fg (x, y) o‘rinli bo'lib,
uchinchi tartibli xususiy hosilalarning hech bo‘lmaganda bittasi
M, (x,;y,) nugtada noldan fargli bo‘lsa, M (x,:y,) nugta (1)
chizigning uch karrali maxsus nugtasi deyiladi.
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Umumiy holda My (x,.y,) nugtada F(x,y) funksiyar
tartibgacha hamma xususiy hosilalari nolga teng bo‘lib,
hosilalaridan hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqgli o
M(x,;y,) nuqta (1) chizigning n- karrali maxsus nugtasi deyiladi.

Ikki karrali M, maxsus nuqta uchun bu nuqtadagi urinma-
larning burchak koeffisiyentlari

FL+2FLy'+F,y?=0 (x=X5,y=y,) (4)

kvadrat tenglamaning ildizlari bo‘ladi. Bu tenglamaning ildizlari
haqiqiy va har xil bo‘lganda M, tugun maxsus nuqgta yoki o‘zaro
kesishish maxsus nuqtasi; o‘zaro teng bo‘lganda M, nuqta qaytish
maxsus nuqtasi; mavhum bo‘lganda esa M, nuqta yakkalangan
maxsus bo*ladi.

M, nuqgta uch karrali maxsus nuqta bo‘lganda M, nuqtadagi
uchta urinmaning burchak koeffisiyentlari

Fo+3F0y'+Foy? +Fry”=0 (x=xy,y=y,)

kub tenglamaning ildizlari bo‘ladi.
Tenglamasi F (x,y)=0 shaklda berilgan egri chizigning ixtiyoriy
F

£

nuqtasidagi urinmaning burchak koefftisiyenti k=- formula

bilan topiladi.

Egri chizigning abssissalar o°qiga parallel bo‘lgan urinmasini
topish uchun

F(x, y)=0,
F(x,y)=0

sistemani yechish kerak. Agar x, va y, lar bu sistemaning yechimi
bo'lib, F,(x;,)#0 bo'lsa, u holda
Fx';(x,.y,)-l';'(x,,y,)>0

bo‘lganda M(x,;y,) nugta egri chizigning maksimum y__ nuqtasi,
F(x,, ) F,(x,9)<0 bo'lganda esa minimum y__ nuqtasi
bo'ladi.
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l
Egri chizigning ordinatalar o'giga parallel bo‘igan urinmasini

topish uchun
F;(x’ }’)=0,
/ F(x,»)=0
sistemani yechish kerak. Agar x, va y, lar bu sistemaning yechimi
Bo‘lib, F/{x;,y)#0 bo‘lsa, u holda
Fy, (i, ) Fy (%, ,)>0
bo‘lganda M(x,;y,) nuqta egri chizigning maksimum x__ nuqtasi,
F, (%, 3,)-F (%, 3)<0 bo‘lganda esa minimum x_,  nuqtasi bo‘ladi.
F(x, y»)=0 tenglama bilan berilgan chiziq egilish nuqtasining
koordinatalari
E,F}—2F'FF+F,F=0 (5)
tenglamaning ildizlari bo‘ladi.
1- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

F(x,p)=x*+y*+3xy=0.
Yechilishi. 1. Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:
F,=3x*+3y, Fj=3y*+3x.

x=0 va y=0 da F(0:0)=0, F’_(0;0)=0, F’ (0;0)=0 bo‘lganligi
uchun koordinatalar boshi, ya‘ni M,(0:;0) nuqta egri chiziq uchun
maxsus nuqta bo‘ladi.

2. Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini
topamiz:

Fo=6x, F;=3, F =6y, F =3%0.

x=0vay=0da F, =0 bo‘lgani uchun M,(0;0) ikki karrali maxsus
nuqta bo‘ladi. Bu nuqtadan o‘tgan urinmaning burchak
koeffitsiyenti k ni

F+2F}k+F,k*=0

tenglamadan topamiz: F; =0, F(0,0)=3, F(0,0)=0 bo‘lgan-
ligi sababli 6k=0, k=0. Demak, M,(0;0) egri chiziq uchun tugun
yoki karrali nuqta bo'ladi.
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3. Ushbu

x*=0, y*=0,
Xy} 43xp=0, [xX*+yP+3xp=0

sistemalarning yechimlari. mos ravishda, egri chizigning abssissalar
va ordinatalar o‘glari bilan kesishish nuqtalarini ifodalaydi. B
sistemaning yechimlari x = 0, y = 0 bo‘ladi. Demak, egri chiziq
koordinatalar o'glarini M,(0;0) nuqtada kesib o‘tadi.

4. Ushbu

{x3 +y°+3xy=0,

3x243y=0 (1)
x*+y* +3xy=0,
3y243x=0 (2)

sistemalarni yechib, mos ravishda egri chizigning abssissalar va
ordinatalar o‘qlariga parallel bo‘lgan urinmalarini topamiz.

M, (0;0), Ml(—é/i; —3/4) nuqtalarning koordinatalari (1)
sistemani qanoatlantirganligi uchun A, nuqtadan o‘tgan urinma
abssissalar 0°qi bilan ustma-ust tushadi. M, nuqtadan o‘tgan urinma
esa abssissalar o‘giga parallel va bu nugtada Y., 8a ega bo‘ladi.
M,(0;0), M,(—34; —¥2) nuqgtalarning koordinatalari (2)
sistemaning qanoatlantirganligi uchun M (0;0) nuqtadan o'tgan
urinma ordinatalar o‘qi bilan ustma-ust tushadi. M, nugtadan
o‘tgan urinma esa ordinatalar o‘qiga parallel va bu nuqtada x__ga
ega bo‘ladi.

5. y, funksiyaning x bo‘yicha hosilasini topamiz:

2FFy—Fy—~F;. ;:—F;ZF;Z

V= EY GRex”
y72 funksiyaning ishorasini tekshirish uchun egri chiziqdan
bir nechta tayanch nugqtalarni olib, ushbu jadvalni tuzamiz:
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Nugqtalar Ve Wy »
M -2 -3 0
# - ¥ -
A —1 =],88 -~
y. 4 —1 ~-1,53 +

c -1 ~-0,35 —
V4 —0.5 ~~1,26 —
£ -0.,5 =-]1,18 +
v —0,5 =-0,084 —
A i =-0.35 —

y:: ning ishorasi M,, C, Fva K nuqtalarda manfiy bo‘lganligi
uchun egri chiziq qavarigligining yo‘nalishi yuqoriga garagan
bo‘ladi. M,, Bva E nuqtalarda y; ning ishorasi musbat bo‘lganligi
uchun cgri chiziq qavarigligining yo‘nalishi pastga (ordinatalar
o‘qining manfiy tomoniga qarab) yo‘nalgan bo‘ladi. y:: ning
ishorasi D va 4 nuqtalarda manfiy bo'lganligi uchun qavariglikning
yo'nalishi yuqoriga (ordinatalar o‘qining musbat tomoniga)
yo'nalgan bo'ladi.

6. F(x,p)=x+y*+3xy=0 tenglama tarkibidagi x ning eng yugori
darajasi oldidagi koeffitsiyent o‘zgarmas son bo*lganligi uchun egri
chiziq gorizontal asimptotaga ega emas. Xuddi shunday, vertikal
asimptotaga ham ega emas,

Berilgan egri chizigning og'ma asimptotasini topish uchun
F(x,y)=x’+y'+3xy=0 tenglamadagi y ni kx+b ga almashtirib, hosil
bo'lgan tenglamadagi x ning ikkita eng yuqori darajasi oldidagi
koeffitsiyentlarini nolga tenglashtirib, ushbu

1+ k% =0,
3k%b+3k =0
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sistemani hosil gilamiz. Sistemadan k=—1, b=1 bo‘ladi. Demak,
egri chiziq y =1I—x og‘ma asimptotaga ega bo‘ladi

SO Y TR 10 S S S N A S
y= x[d 2+Jx4+4 +d 2 Jx‘+4 ]
bo‘lganligi uchun x——o da y— +oo; x— +o0 da esa y— —e bo‘ladi.
7. F(x,y)=x+y*+3xy=0 tenglamada x ni y ga, y ni x ga

almashtirganda tenglama o‘zgarmaganligi uchun berilgan egri chiziq
y=x bissektrisaga nisbatan simmetrik bo‘ladi. Egri chizig y=xto‘g'ri

chiziq bilan M (0;0) va M;(—;;——%) nugqtalarda kesishadigan

sirtmoqga ega bo'ladi.
Berilgan funksiyaning grafigi 23.35- chizmada tasvirlangan.
2- misol. Ushbu funksiyaning grafigini chizing:

F(x.y)=y—x3+2x=0.

Yechilishi. |. Berilgan funksiyaning birinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz:

F! = —3x*+4x, F!=2y.

X y

F0,0)=0, F(0;0)=0, F;(0;0)=0 bo‘lgantigi uchun M,(0;0)
nuqta berilgan egri chizigning maxsus nuqtasi bo'ladi.

-3

23.35- chizma.
382



2. Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini topamiz:
"« =—b6x+4, F_ =0, F =2, F;(0;0)=420, F,,(0;0)=2#0

bo‘lgani uchun M,(0;0) nuqta ikki karrali maxsus nugta bo‘ladi.
Fo +2F k + F;;kz =0

tenglamadan M,(0;0) nugtadan o'tgan urinmaning burchak koef-
fitsiyenti & ni topamiz:

2k +4 =0, k, =+J2i.

Tenglamaning ildizi mavhum bo‘lganligi uchun M(0;0)
yakkalangan maxsus nuqta bo‘ladi. Egri chizig karrali nuqtalarga
ega emas.

3. Egri chizigning abssissalar o‘qi bilan kesishish nuqtasini
topish uchun

Y —x+2x2=0

sistemani yechamiz. Bu sistemaning yechimi x=0, y=0; x=2, y=0
dan iborat. Demak, egri chiziq M,(2;0) nuqtada abssissalar o*qini
kesadi.

F, — F., - F}, ning ishorasi M (2,0) nugtada musbat bo‘lgan-
ligi uchun, bu nuqta egri chizigning tugun nuqtasi bo‘ladi. Egri
chiziq ordinatalar o‘qi bilan kesishmaydi.

4. Berilgan egri chizigning koordinata o*qlariga parallel bo‘lgan
urinmalarini topish uchun quyidagi sistemalarni yechamiz:

{Fx’(x,y) =0, {—3x2 +4x=0,
=

{x3 —2x=0,

F(x,y)=0, y:—x+2x* =0. ()
Fxy)=0._ [2y =0, |
Fou)=0,  |y? —x +2x2 =0, (2)

(1) sistema yechimga ega bo‘lmaganligi uchun egri chiziq abssissalar
o‘qiga parallel urinmaga ega emas. (2) sistema (2;0) yechimga ega
bo‘lganligi uchun M,(2;0) nuqgtadan o‘tgan urinma ordinatalar
o‘giga parallel bo‘ladi.

8.8
5. Fo.F; — F},FF, + F},F” = 0 tenglamaning ildizlari (3 ;o V6 )
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(33— 58) botlgantigi uchun M, (3:56) va (3~ 5+6)
nugqtalar egri chiziq uchun egilish nuqtalari bo‘ladi.

Y, i topamiz: Ve = 4()2;;'/2' D =— 4(;:‘;;/2” Xe (2;2)
da y; <0, ( Y 20) bo'lganligi uchun egri chizig qavarigligining
yo*nalishi yuqoriga (pastga) qaragan bo‘ladi, x e [§;+oo) da y; >0

(V5 <0) bo'ladi, egri chiziq qavarigligining yo*nalishi pastga (yuqo-
riga) qaragan bo‘ladi.

6. F(x,p)=1—x3+2x2=Q tenglama tarkibidagi x (y) ning eng
katta darajasi oldidagi koeffitsiyent o‘zgarmas bo‘lganligi uchun
egri chiziq gorizontal (vertikal) asimptotaga ega emas. P—x+20=(0
tenglamada y ni y =kx+5 ga almashtirganda & va b larga nisbatan
hosil bo*lgan tenglama yechimga ega bo‘lmaganligi sababli og‘ma
asimptota mavjud emas. x—s-oo da y=4Vx® —2x2 5 too.

7. F(xy)=p? x3+2x2=( tenglamada y ni —y ga almashtirganda
tenglama o‘zgarmaganligi uchun egri chiziq abssissalar 0'qiga
nisbatan simmetrik Joylashgan bo‘ladi.

Berilgan funksiyaning grafigi 23.36- chizmada tasvirlangan.

4y
154

101

-107

-151

23.36- chizma.
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Mustagqil yechish uchun misollar

Tenglamalari parametrik shakida berilgan funksiyalarning

grafiklarini chizing:
1. x=12-2t, y=t+21.

2. x=t34+3t+1, y=13-31+1.

4 42
3. X = ’ = .
1 YT

472
7. x=t y= s

9. x(N=rriry» YO=F.

2 2
1. x(:):"l*f”. ,y=(”-_21-) .

' 1(1=21)?
N x —] R — IR .
4 —20 YT g
5. x=1¢', y=te~".
52 5
ox = > = T
6 I+1¢ Y 1+1

8. x=21—-12, y=31—13

3

10. x(7)= a ="
) AR AR

Tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan

funksiyalarning grafigini chizing:

_, the _ ¢
]2.Paq)_l- 13.94)_
15. p =10sin3¢.

{

=@
14. p= 1

16. p =10cos 3¢.

Tenglamalari oshkormas shaklda berilgan funksiyalarning

grafigini chizing:

17. F(x,p)=x—27(x—y)*=0.

18. F(x,y)=x'+x2*—18x2y+9y2=0.

19. F(x.y)=x‘—x}y+y*=0.
20. F(x.y)=x5—x*+y*=0.

21. F(x,y)y=x>—x*+dxly—4y?=().

22. F(x,y)=x’+y*—x*=0.
23. F(x,p)=x*—y*+xy=0.
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Moustaqqil yechish uchun misollarning javoblari

1. 35~‘/y
3
54
20 7
15
10
5.
50 5 10 15 2 5 X
53
1- chizma.
Av
2. " T
é
159
104
5.
35 230 -25 20 )& -10 -5 O] ST 0 U5 20 25 30 35 X

2- chizma.

386



4- chizma.

4
A
y 1o
8
-6
-4
- 2
-10 X
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2]

5- chizma.

6- chizma.



AV

44

S 10

7- chizma.

.

AV

M,

8- chizma.
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10.

1.

1€ 1<
fs 1<l
X
M .
~w<f<0
9- chizma.
A
4-
3

11- chizma.

10- chizma.

Ay
201

N tl’
h 4 -
.20 -10 U WS 10 20 X
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11- chizma.



12.

wd Y

13.

-1,51
23

13- chizma.
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14.

=~V

14- chizma.

15.
of?

15- chizma.
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16.

16- chizma.

17.

17- chizma.
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19,

394

18- chizma.

19- chizma.

=y



20.

20- chizma.

21. Y A

Y 4

0 YEERRN

21- chizma.

22.

A

22- chizma.
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23.

23- chizma.
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1V bob. ELEMENTAR BO‘LMAGAN SODDA
FUNKSIYALARNING GRAFIKLARI

24- §. BO‘LAKLI UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

f(x) funksiya (a;b) oraligda aniglangan bo'lsin.

1-ta‘rif. Agar |a;b] daberilgan f(x) funksiya [«;b] ning cheKli
sondagi nuqtalaridan tashqari golgan hamma joyida uzluksiz bo‘lib,
chekli sondagi nuqgtalarida birinchi tur uzilishga ega bo‘lsa, u holda
f(x) funksiya {a;h] da bo'lakli uzluksiz deyiladi.

Xususty holda zinapoyasimon funksiyalar bo‘lakli uzluksiz
funksiyalarga misol bo'la oladi.

1. Zinapoyasimon funksiyalar.

2- ta‘rif. Agar (a;h) oraligni chekli sondagi oraliglarga bo'lish
mumkin bo‘lib, bu oraliglarning har birida f(x) funksiya o‘zgarmas
giymat gabul qilsa. u holda f(x) funksiya zinapovasimon funksiya
deyiladi. Uzilish nuqtalarida funksiva aniglangan yoki aniglanmagan
bo‘lishi mumkin. Biz quyida eng ko'p go‘llaniladigan zinapoyasimon
funksiyalarni qaraymiz.

Signum x. (Signum lotin so‘zidan olingan bo‘lib. ishora degan
ma‘noni bildiradi). Signum x funksiya ushbu formula yordamida
beriladi.

I, x>0 bo‘lganda,
y=signx=¢0, x=0 bo‘lganda,
—1, x<0 bo‘lganda.

Bu funksiyaning grafigi 24.1- chizmada berilgan bo‘lib, u ikkita
yarim to‘g‘ri chiziglardan va (0; 0) nugtadan iborat. Bunda
yo'nalish (0;1) va (0;—1) nuqtalarning funksiya grafigiga tegishli
emasligini ko‘rsatadi.

I-misol. y =signsinx funksiyaning grafigini chizing.
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0 X

—-

24.1- chizma.

Yechilishi. Agar xe (—n+2kn; 2kn) (ke Z) bo‘lsa, u holda
sinx<0 bo‘ladi. Shuning uchun signumx funksiyaning ta‘rifiga ko'ra,
signsin x=—1. Agar xe (2kr;n+2kr.), ke Z bo'lsa, sin x>0 bo‘ladi.
Bundan esa signsin x=1 bo‘ladi. Agar x=krn, ke Z bo‘lsa, u holda
ta‘rifga ko‘ra y=signsin x=0 bo‘ladi. Shunday qilib, garalayotgan
funksiyaning gratigi 24.2- chizma ko‘rinishida tasvirlanadi.

Eslatma. y =sign(f(x)) funksiyaning grafigini quyidagi tartibda
chizish kerak: avvalo y =f(x) funksiya grafigi chizilib, so‘ngra bu
funksiya grafigining yuqori va pastki tekisliklarda yotgan qismlari
aniglanadi, ya‘ni x ning f(x)>0, f(x)<0 va f(x)= 0 bo‘ladigan
giymatlari aniglanadi. Undan so‘ng, signum x ning ta‘rifiga asosan,
berilgan funksiya grafigi chiziladi. Bunda y = +1 to‘g‘ri chiziglar

4y
> | gy E—
2n m 0 n : 2n ' 3n X
1 ‘ i l 1] i
24.2- chizma.
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bilan y =f(x) funksiya grafigining kesishish nuqtalari o‘zgarishsiz
goldiriladi, ya‘ni bu nugqtalar berilgan funksiya grafigiga tegishli
bo‘ladi.

y=f(signx) funksiyaning grafigini chizishda

f(D, x>0 bo‘lganda,
f(signx)={ f (0), x=0 bo‘lganda,
f(—1), x<0 bo‘lganda

formula e'tiborga olinadi. Bunda —1, 0, 1 giymatlar funksiyaning
aniglanish sohasiga qarashli ekanligini hisobga olish kerak bo‘ladi.

2. y=|f(x)] ko‘rinishdagi funksiyaning grafigini yasash.
y=1f(x)] ko'rinishdagi funksiyaning grafigini chizish quyidagi
tartibda bajariladi (24.3-chizma):

1) y=f(x) funksiya grafigi chiziladi;

2) v=n(ne 2) to'g'n chiziglar chizilib, y=n va y=n+1 to'g‘ri
chiziglardan tashkil topgan oraliglardan biri yaraladi.

3) y=n. y=n+l to'g'ri chiziglar bilan y=f(x) funksiya
grafigining kesishish nuqtalari y ={f(x)] funksiyani grafigiga kiradi,
qaralayotgan oraliqdagi y =|f(x)] funksiyaning boshqa nuqtalari
esa shu oraligdagi funksiya grafigining y=n to'g‘ri chiziglarga
proyeksiyasi sifatida olinadi, chunki bu oraliqda y =f(x) grafigining
ixtiyoriy M nugqtasining y, ordinatasi n<y,<n+1 oraligda bo‘lib,
uning butun gismi [y,|=n teng bo‘ladi.

24,3~ chizma. (1) y=f(x); 2) y=[f(»)].
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ry P
>
T o—
3 2 -
:? 4 } $ ¥ { } } »
0 1 2 3 4 x
o—» -]
o——>
*——>
24.4- chizma.

y =f(x) funksiya grafigi joylashgan boshqa oraliglardagi y =[f(x)]
funksiya grafigi ham xuddi 3) banddagi singari chiziladi.
2-misol. y=|x](|x] ifoda —x ning butun gismi) funksiyaning

grafigini chizing.

Yechilishi. Agar x=n+r (bunda n—butun son, 0<r<l1) bo'lsa, u
holda [x]=n, ya‘ni u x dan oshmaydigan eng katta butun songa teng
bo‘ladi. Bu funksiva x=n nugqtada birinchi tur uzilishga ega, chunki:

i, )= i =, i, /)= i i=n

Bu funksiyaning grafigi 24.4- chizmada tasvirlangan.
y=|f(x)] ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir

misollar keltiramiz.

3- misol. y =[x?] funksiyaning grafigi 24.5-chizmada tasvirlangan.

\ AR
3 PO
2 _~(2)
1
-1 O | =x

24.5-chizma. (1) y=x% (2) y=[x].
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4-misol. y =[2*] funksiyaning grafigi 24.6- chizmada tasvirlangan.

3. y=f(Ix]) ko‘rinishdagi funksiyaning grafigini yasash.
y=f([x]) ko‘rinishdagi funksiyaning grafigini chizish quyidagi
tartibda bajariladi (24.7- chizma): 1) y =f(x) funksiyaning grafigi
chiziladi;

2) x=n (ne Z)to'g'ri chiziglar chizilib, x=n, x=n+l1to‘gri
chiziqlardan tashkil topgan oraliglardan biri garaladi;

3) y=f(x) funksiya grafigining x=n, x=n+1 to‘g‘ri chiziglar
bilan kesishish nuqtalari y=f([x]) funksiya grafigiga kiradi,
chunki ularning abssissalari butun sonlardan iborat, qaralayotgan

(1)

24.6- chizma. (1) y=2~ (2) y=[2].

oraliqdagi y =f([x]) funksiya grafigining boshqa nuqtalari esa shu
oraligdagi funksiya grafigining y=f(n) to‘g‘ri chiziqqa
proyeksiyasi sifatida olinadi, chunki bu oraliqdagi ixtiyoriy N
nuqtaning x, abssissasi n<x,<n+1 da bo‘lib uning butun gismi
[x,)=n bo‘ladi.

4) y=f(x) funksiya grafigi joylashgan boshga oraliglardagi
y=f([x]) funksiya grafigi xuddi 3) bandidagi singari chiziladi.

y=f([x]) ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir
misollar keltiramiz.

5-misol. y = [x]? funksiyaning grafigi 24.8 - chizmada tasvirlan-
gan.

6-misol. y =24 funksiyaning grafigi 24.9- chizmada tasvirlangan.
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y=fm Jare RN P

0 / x=n, |n+l X

24.7- chizma. (1) y = f(x). (2) y = f({x]).

A4

Ay

2

A A

',.._V

24.8- chizma. (1) y=x’. (2) v ={a|".

4. y={f(x)} ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasash.

{f ()= (x)—[f (x)] bo'lgani uchun y={f(x)} funksiya grafigini
chizish y=f(x) va y=[f(x)] funksiyalar ayirmasining grafigini
chizishga keltiriladi.

Amaliyotda y={f(x)} funksiyaning grafigini chizish quyidagi
tartibda bajariladi:

1) y =f(x) funksiyaning grafigi chiziladi;

2) y=n (ne Z) to‘g‘ri chiziglar chiziladi;
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) (1)

(2)

v

l
&\_w» .

24.9- chizma. (1) y=2% (2) y=[2¥

............. S

I
5.4 -3 2 —| ‘0

NLLLL

24.10- chizma.

3) y=n to‘g‘ri chiziglar bilan y=f(x) funksiya grafigining
kesishgan nuqtalaridan ordinatalar o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziglar
o‘tkaziladi, natijada funksiyaning y =f{(x)} qiymatlari hosil bo‘lgan
to‘rtburchakka tushadi. y=f(x) funksiyaning grafigi yugori yarim
tekislikdagi to‘rtburchakka tushgan gismini » masofa pastga, pastki
tekislikdagi to‘rtburchakka tushgan |n]+1 gqismini masofagacha
yuqoriga ko‘chiriladi.

y={f(x)} ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir
misollar keltiramiz.

7-misol. y={x}=x—(x] ({x} ifoda x ning kasr gismi) funksiyaning
grafigi 24.10- chizmada tasvirlangan.

8- misol. y={x’} funksiyaning grafigi 24.11- chizmada tasvir-
langan.
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(h

3-2-1001 2 3 X
24.12- chizma. (1) y=25 (2) y={27}.

9- misol. y={2%} funksiyaning grafigi 24.12- chizmada tasvir-
langan.

5. y=f({x}) ko‘rinishdagi funksiyaning grafigini yasash. y =f({x})
davriy funkiya bo‘lib, uning davri ®=1 ga teng. y=f({x})=f(x),
0<x<1 funksiyaning bu xususiyatlarini e‘tiborga olgan holda,
uning grafigi quyidagi tartibda chiziladi:

1) [0;1] da y =f(x) funksiyaning grafigi chiziladi,

2) y=f({x}) funksiyaning davriyligini e‘tiborga olib, y=f(x)
funksiya grafigi davriy davom ettiriladi. ,

y=f({x}) ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasashga doir
misollar keltiramiz.
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(1)

»
Lt

ip oty

-4 =3 =2 - 0 X
24.13- chima. (i) y=x% (2) y={x}>
Ay
4
(1)
3
T3 2 10 T 2 3 4 ’x

24.14- chizma. (1) y=2% (2) y=21,

10- misol. y = {x}? funksiyaning grafigi 24.13- chizmada tasvir-
langan.

11- misol. y =2™ funksiyaning grafigi 24.14- chizmada tasvir-
langan.

Xevisaydning birlik funksiyasi. Bu funksiya ushbu ko‘rinishda
aniglanadi:

I, >0 bo‘lganda,

y=n(n)=
{O. <0 bo‘lganda.

Uning grafigi 24.15- chizmada tasvirlangan.
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4

24.15- chizma.

y=An()+n(t—1)+n(r—21)+...} ko‘rinishdagi funksiya.
Bunda A=const,

0, 1<t bo‘lganda,

(1—1)=
" 1, £>1 bo‘lganda.

Bu funksiyaning grafigini quyidagi tartibda chizish qulay bo‘ladi.
Avvalo birinchi ikki go‘shiluvchining, ya‘ni
0, 1<0 bo‘lganda,
n()+n(r—1)=<1, 0<t<t bo‘lganda,
2, 1<t<2t bo‘lganda

funksiyaning grafigi chiziladi, so‘ngra birinchi uch go‘shiluvchi

0, 7<0 bo‘lganda,

1, 0<7<t bo‘lganda,

2, 1<1<2t bo‘lganda,
3, ©<¢<27t bo‘lganda

n(O+n(f—1)+n(t—21)=

funksiyaning grafigi chiziladi va hokazo. Bu jarayon shunday
davom ettiriladi. Berilgan funksiyaning grafigi 24.16- chizmada
tasvirlangan.

To‘g'ri burchakli impulsning davriy takrorianishi quyidagi
ko‘rinishdagi
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5A - e —
4A - - —]

3A - —

A - S

A- 1

0 - 2t 3t 4t Svu

24.16- chizma.

y=An(t)—-2n(t—1)+2n(1—21)+...}

funksiva bilan ifodalanadi (24.17- chizma).
»%- tasvirdagi“ impulslar ketma-ketligi.
SR-tasvirdagi™ impulsiar ketma-ketligi quyidagi

YA - - =T) (=T —1)+n(t—27)—...}

[ « '
M i )
] 1 ]
s J I

0 T 2T T 3 TR 5t 6T

24.17- chizma.

ko'rinishda bo'ladi. Uning grafigi 24.18- chizmada tasvirlangan
6. Arrasimon funksiya. Arrasimon funksiyaning analitik

ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

y=E{(t—m(r—0+(—TM(t—=T)—(@—=Tm(t—T—1)+

H{t—=2TIN(—2T —1)—...},

bunda F=const, 7" > 1.
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Arrasimon funksiyaning grafigi quyidagi tartibda chiziladi:
Avvalo

AV
4
0 1.' T 2KT 3T AT >r
24.18- chizma.
0, 7<0 bo? Iganda,
E{t—m(t—1)}={ Et,0<t<t bo? lganda,
0, > T bo? Iganda,
bunda

0, 1<1 bo‘lganda,
m(r—r)=
t, >1 bo’lganda

funksiya garaladi. So‘ngra

0, 1<0 bo‘lganda,

Et, 0<t<t bo‘lganda,

0, 1<t<T bo‘lganda,

E (+—T), >T bo‘lganda

E{t—m(t—1)+(t—T (1 —T)}=

funksiya qaraladi. Bu funksiyaning grafigi 24.19- chizmada tasvirlan-
gan.

L R s’ EC R EEEE R L P .

A feccaana

24.19- chizma.
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Mustagil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning grafiklarini chizing:

1. y=xixl. 2. yelgl. 3. y=(=D
4. y={sinx]. 5. y=sin|x]. 6. y=|lgx|.

1
7. y=arccos[x]. 8. y={lg x} 9.y= )"

10. y =cos{x}.

Mustagqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1

4-3-2-1 0

1- chizma.

sy

y
k‘

—_— W1
wl{=2

l_’ -y =3

14

[

2- chizma.
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A
| i S
| S R
] e
........ Jiomoaenen
[ v
.
”
-
=
~
— -

3- chizma.

3

4- chizma,

VA

(2)
A1)
-1

ALY

5- chizma. (1) v = sinx; (2) v = sin |x).
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(2) y=[lgx].

v

7- chizma. (1) y=arccos x; (2) y= arccos[x].

0

A 2
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LR

I 4

3

9- chizma.

A

10- chizma.

25-§. LIMIT ORQALI BERILGAN FUNKSIYALAR

1. Limit orqali berilgan funksiyalar. Limit orqali berilgan
funksiyalarning grafigini chizishda avvalo limit hisoblanib, so‘ngra
uning grafigi chiziladi.

1- misol. y=lim(I—x)"", x<l.

Agar [x|=1 bo‘lsa, u holda y=0, agar x=0 bo‘lsa, y=1 bo‘ladi.
Agar {x|<1 bo‘lsa, u holda n—e da [x|’->0. Shunday qilib, y=1
bo‘lib, x=—1, x=1 nuqtalarda funksiya uzilishga ega bo'lar ekan.
Bu funksiyaning grafigi 25.1- chizmada tasvirlangan.

2- misol. y=lim l" . x20.
n—wo |4x
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25.1- chizma.

Agar x=0 bo'lsa, y=1bo'ladi, 0 < x < | bo‘lganda esa llm x"=0.
Demak, y=1. Agar x>1 bo* lsa u holda llmx =e. Bu holda y=0

bo‘ladi. Agar x=1 bo'lsa, y-2 bo*ladi.
Shunday qilib

I, 0<x<] bo'lganda,

y= ;, x=1 bo‘lganda,

0, x>1 bo‘lganda.

Bu funksiyaning grafigi 25.2- chizmada tasvirlangan.

x—ﬂ

-n

3- misol. y—hm x=20.

o x4y

A 1

<
A
R'

25.2- chizma.
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2n
Agar x#0 bo‘lsa, u holda y=£i_’n3 iz,,::. Bundan agar |x|=1
bo‘lsa, y=0 bo‘ladi; agar 0<|x|<I bo‘lsa, mxz"=0, limy=—1

bo‘ladi. [x|>1 bo‘lganda, 1}1_)1'{1‘° x*"=eo bo‘ladi. Shunday qilib, x=£1

va x=0 nuqtalarda funksiya uzilishga ega bo‘lar ekan. Bu
funksiyaning grafigi 25.3- chizmada tasvirlangan.

y
HI‘ --------- ! ........... I%
i 0 i ¥
€ e >
25.3- chizma.

4- misol. y=lim "'x:::x . Agar x=0 bo‘lsa, y=0 bo‘ladi; agar

H—e n

x>0 bo‘lsa, limn*=0 bo‘ladi. Demak, y=1. Agar x<0 bo'lsa,
N-—00

limn™*=0 bo‘lib, y=—1 bo‘ladi. Shunday gilib,

H—yoo

1, x>0 bo‘lganda,
y=<0, x=0 bo‘lganda,
—1, x<0 bo‘lganda,
Bu funksiya y =signx ni ifodalar ekan. Bu funksiyaning grafigi
25.4- chizmada tasvirlangan.
5- misol. y=lim W, x20. x=0 va x=1 bo‘lganda, y=]

o0

bo‘ladi. 0<x<1 bo‘lganda, lim x"=0 bo‘ladi, u holda y=1. Agar
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R

—_;.l-l

25.4- chizma.

x>| bo‘lganda esa lim x"=e, bundan y=x bo'ladi. Bu limitni
boshgacha usul bilan ham hisoblash mumkin:
! !
lim(l+x")" =xlim(1+ I")"=lim x(1+ 1"+...)=x.
N300 H-=yoo X ok ad hx
Bu funksiyaning grafigi 25.5- chizmada tasvirlangan.
6- misol. y=!’£11.1°[(x—l)arctgx"]. x=0 bo‘lganda, y=0 bo‘ladi,
agar [x|<1 bo‘lganda ham y=0, chunki !’121 x"=0. x<—1 bo'lganda,
funksiya mavjud emas. Agar x>1 bo‘lganda esa Lﬂ x" =00, Demak,

y:; (x—1) bo'lar ekan. x=I bo'lganda, y=0.

3

25.5- chizma.
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7

25.6- chizma.

Shunday qilib,
0,—1<x<l] bo‘lganda

y:
;(x—l), x21 bo‘lganda.

Berilgan funksiyaning grafigi 25.6- chizmada tasvirlangan.

7- misol. y=lim y(1+e"**").
N0

Agar x+1>0 bo'lsa,

| 1
lim(l+e"*yr=¢* lim(l+ ! yn=e®
fn—oo = e

Agar x+1<0 bo‘lsa, y=1, chunki L@_}e”"‘*" =0.

Shunday qilib,

x+]

1, x<—1 bo‘lganda,
y:
e’™, x>—1 bo‘lganda.

Bu funksiyaning grafigi 25.7- chizmada tasvirlangan.

n n
8- misol. y=lim ma;x ), x=>0.
n=ro0
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Ay

v

-1 0 X
25.7- chizma.

x=0 va x=1 bo‘lganda, y=In2 bo‘ladi. Agar 0<x<1 bo‘lganda,
y=In2, 1<x<2 bo‘lganda esa

X
In(2"sx nln 2+ln(l+(2)")

M Zlim =In2.

y=lim
n—eo n—poo

Agar x=2 da, y=In2 bo‘ladi, agar x>2 bo'lganda esa y=Inx
bo‘ladi. Shunday qilib,

{ln 2, 0<x<2bo‘lganda,

Inx, x>2 bo‘lganda

funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.8- chizmada
tasvirlangan.

in2

e
[ S,

wY

25.8- chizma.
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22 -~ .
|
}

> .

0 2 x
25.9- chizma.

. . x"*z ‘
9- misol. y=lim . ___. x20. x=0 va x=1 bo‘lganda, y=0.

n—o 22n+x2n

Agar 0<x<1 bo‘lganda, Erl-m x2"=0, 1‘1—’[2 x™ =0 bo‘lgani uchun
y=0bo‘ladi. 1<x<2 bo‘lganda esa

. xm? 2. x"
y=lim =x-lim
n—eo 22n +x2n

 =0.
()"
Agar x=2 bo‘lsa, y=2/2. x>2 bo‘lganda esa

2

R xll+ . l

y=lim 2. =x?lim
N—oo 22n+x2n n—ee

Shunday qilib,

0, 0<x<2 bo‘lganda,
y={22, x=2 bo‘lganda,
x2, x>2 bo‘lganda
funksiyaga ega bo‘lamiz.Bu funksiyaning grafigi 25.9- chizmada
tasvirlangan. ‘
10- misol, y=limsin®" x.
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Agar [sinx|<1 bo‘lsa, lim sin® x=0 bo‘ladi, Demak, y=0.

lsinx|=1 bo‘lganda, y=1 bo‘ladi. Shunday qilib,

y
|
>-€ >€ > -> >
an n 0' T in ¥
) 2 2 b

B T S R ——

______________________________
\ /,/
‘\

P 4

A
"wd
a

]

]

]

|

)

i

(

L}

}
Jl
in

2

0

[ )

25.11- chizma.

0, x¢;+kn bo‘lganda,
y:
1, x=;+kn; (ke Z) bo‘lganda

funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiyaning grafigi 25.10- chizmada
tasvirlangan.

11- misol. y=££r~1 [xarctg(n-ctgx)).
Agar ctgx=0 bo‘lsa, y=0. Agar ctgx>0, u holda y=-12[ X; agar
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ctgx<0 bo‘lsa, y=——§x bo‘ladi. Shunday qilib,

-O. x=% §+kn bo‘lganda,

y= gx, nk<x<;+nk bo‘lganda,

—;-x, 12‘-+1:k <x<m+mk; ke Z bo'lganda

funksiyaga ega bo‘lamiz. Berilgan funksiya juft. Uning grafigi 25.11-
chizmada tasvirlangan.

2 _nx

12- misol. y=lim=——.
e J+e™

Agar x=0 bo'lsa, y=0 bo‘ladi; agar x>0 bo’lsa, [ime" =e0

n—weo

bo‘lgani uchun y=x* bo‘ladi; agar x<0 bo'lsa, lime™=0 bo‘lgani
uchun y=x bo‘ladi. e

25.12- chizma.
Demak,
x2, x<0 bo'lganda,
y=40, x=0 bo‘lganda,

x, x<0 bo‘lganda

funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiyaning grafigi 25.12- chizmada
tasvirlangan.
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13- misol. &i_n’l(l-i-x)th)\x.
Agar x=0 bo‘lsa, y=0; agar x>0 bo‘lsa, {lm thAx=1 bo‘igani
uchun y=1+x bo‘ladi. Agar x<0 bo‘lsa, lx'.ﬂ thix=—1 bo‘lgani

uchun y=—(1+x) bo‘ladi. Shunday qilib,
1+x, x>0 bo‘lganda,
y=:0, x=0 bo‘lganda,
—x—1, x<0 bo‘lganda

funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.13- chizmada
tasvirlangan.

14- misol. y=lim 4 , x20.
oo thn TU‘H

Agar 0sx<1 bo'lsa, limtg® "'=0 bo'ladi, bundan y=yx
N=poo
ekanligi kelib chiqadi. Agar g T;x <1 bo‘lsa, lim tg>” tx=0, bundan
N300

-:+nk<x<7:x<:+nk yoki 4k—1<x<4k+1 bo‘'lganda y=x

ekanligi kelib chigadi. Agar 18", >1 bo‘lsa, lim tg?" ™ =00 bo'ladi,
-

3 .
bundan esa ——g+nk<’:‘<— :+7tk. — 2“+1tk<":<_ ;+xk. ya'ni

4k—2<x<4k—1, 4k—3<x<4k—2 bo‘lganda y=x bo'ladi. Agar

N

25.13- chizma.
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w5
2

tg'?:l bo‘Isa, ’?:Z ,";, ya‘ni x=2k+1 lar uchun y="

bo‘ladi. Shunday qilib,

x+2\/; , x=2k+1 bo‘lganda,

V=9 Jx, 4k—1<x<4k+1; 0<x<l bo‘lganda,

x, 4k—2<x<4k—) va 4k—3<x<4k—2, ke Z bo‘lganda.

funksiyaga ega bo‘lamiz. Bu funksiyaning grafigi 25.14- chizmada
asvirlangan.

AV o
P i : E

| P2t i é E E E E

0 I 2 3 456 78 0 “x

25.14- chizma.

Mustagil ishlash uchun misollar

Limitlar orqali berilgan funksiyalarning grafiklarini chizing.

1. y=lim * , x20. 2. y=tim Y1+x*".
neo 14X fi=om
2
3. y=lim ,"’1+x”(x )", x>0. 4. y=limcos*" x.
nyos 2 n—yoo
. X . In(1l+e™)
5. y=lim . 6. y=lim " .
- 1+(2sin x)*" Ve In(lee’)
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2

.5
x2sin ' +x?
8. y=lim
n—poo

xt
. X+e
7. y=lim =" .

140 [4e x4

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

1 AV
<4
1
N :
2 |
\
0 gl “x
1- chizma.
2.
ANY
]
-1 0 i “x
2- chizma.
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AV

3- chizma.

P
A
$
i
1
i A A3
FTAN
1
H
i
i
1
I
'

t

"

r—3a%
~ )

- " ¥

~ L =
i
I /
r~aFf
1
1
1
1
t
]

]
i
—lu‘am
LY O
i
t
t
t

4- chizma.

A
. ;—”.u,b
Y //
A \
- ¥R o
! \
| \
| e ity U
1 NN i
[ I ST
NI
[ BT S
[ T AN
{ [ S | [N Y
I I T TN
] [N | AT A €
N A I A = &le
i 1.1 1 Al I :
i
se fe K2 oy
A\ I
Wt
AN
AN !
AU Y ]
'/w_ [
X
r_J/_ 1
| A U Ay
AY
e N
N \
koo
= w
]
Y

5- chizma.
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A 4

6- chizma.

|

tO | —

4

7- chizma.

-1

8- chizma.
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26- §. BA‘ZI BIR MAXSUS FUNKSIYALAR

Umumiy holda elementar funksiyalar bilan ifoda gilinmaydigan
funksiyalar maxsus funksiyalar deyiladi. Bularning ko‘pchiligi
maxsus ko‘rinishdagi differensial tenglamalarning yechimlari
bo‘lib, ular integrallar orqali ifoda gilinadi.

1. Ko‘rsatkichli integral funksiya. Ko‘rsatkichli integral
funksiyaning ko‘rinishi

4o
E,(x) = jexvin—xﬂ dt (n=0,1,2,..;x>0)
i

shaklida bo‘ladi. Bu funksiya quyidagi rekurrent formula orgali
hisoblanadi: E,, (x) = l[e_x —xE,,(X)]. n=1,23,.... Xususiy

holda, Ey(x)=¢ ", E(x)=—C— lnx—z(—l)" "k,, bunda

C=0, 57721156647 — Eyler o‘zgarmasi. Bu funks:yanmg grafigi
26.1-chizmada tasvirlangan.
2. Integral sinus funksiya. Ushbu

.
J.sm !
5
integral infegral sinus funksiya deb ataladi va uni
£sint
Six = J»Sll'l dt

0.2

26.1- chizma.
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kabi belgilanadi. Bu funksiya qatorga yoyish bilan hisoblanadi:

2n|

Six = ,,z;',(_l) @nel)2n+D)”

Bu funksiya y =’2‘ gorizontal asimptotaga ega bo‘lib, uning

grafigi 26.2- chizmada tasvirlangan.
3. Integral kosinus funksiya. Ushbu

C+lnx+j°°s’ 1

[SEIF]

26.2- chizma.

k\,

26.3- chizma.
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funksiya infegral kosinus funksiya deyiladi va u gatorga yoyish bilan
hisoblanadi:

. _ hind (_l)n~x2n
Six -C+lnx+"§) i
Bu funksiya uchun Ox o‘gi gorizontal asimptota bo'‘lib hisob-
lanadi. Kosinus integral funksiyaning grafigi 26.3- chizmada tasvir-
langan.
4. Gamma funksiya. Ushbu

Fx)=[e't*'dr, x>0
0

ko‘rinishdagi integral gamma funksiva (Eyler integrali) deb ataladi.
Bu funksiya x=-n (n=0,12,..) nuqtalarda uzilishlarga ega bo'lib,
ularga mos ravishda vertikal o'q asimptota bo‘ladi. Gamma
funksiyaning grafigi 26.4- chizmada tasvirlangan.

X _p
5. Ehtimollar integrali. Quyidagi \jz_je'“’ dr integralga
L

ehtimollar integrali deyiladi va u erfx = Jz' je"’z dt kabi belgilanadi.
LX)

U

19

D S S R

A

26.4- chizma.

. ‘

e = —— — vt = —— ————— ———
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e —— e o e — s — o+ o —— —— ——— - - -

26.5- chizma.

Bu funksiya qatorga yoyish bilan hisoblanadi:
oo (_[)anm-!
Jr T @uebnt’
Ehtimollar integral funksiyasining grafigi 26.5- chizmada tasvir-

langan.
6. Elliptik integrallar. Quyidagi integrallar mos ravishda birinchi

va ikkinchi tur elliptik integrallar deyiladi:

n

erfx =

e

j)\ll-—msinze
2
E(m) = |1 — msin? ede.
0

Bu integrallar ham qatorga yoyish bilan hisoblanadi:

K(nz)=;[1+[;]~m+(;i m? |,

2 2,2 \
x|, _(1Ym _(13Ym 1-3-5Y »@
E<m>_2[l (fm-(]m (13 _}
Bu funksiyalarning grafiklari mos ravishda 26.6 va 26.7-

chizmalarda tasvirlangan.
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0 0.5 i
26.6- chizma.
A v
T

) \
P
b

— o —

.Y

0 0,5
26.7- chizma.

27-§. BA‘ZI BIR STATISTIK FUNKSIYALAR

Asosiy statistik funksiyalar tarkibiga ehtimollar zichligi va har
xil tagsimot gonunlari uchun tagsimot funksiyalari kiradi.

1. Uziluvchan tagsimotlar.

1) Bernulli tagsimoti. Agar P{E=1}=p, P{E=0}=1—p=q bo'lsa,
u holda E tasodifiy o‘zgaruvchi p- parametrli (0<p<l) Bernulli
tagsimotiga ega bo‘ladi (27.1- chizma). Bu tagsimot funksiyasi ushbu

0, x <0 bo‘lganda,
F(x)=P{E<x}=31—p,0<x <1 bo‘lganda,
1, x>1 bo‘lganda

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Taqsimot funksiyasining grafigi 27.2-
chizmada tasvirlangan.
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Fix)

L et T
g ‘,<_i
[}
5 | _,\x g A
27.1- chizma. 27.2- chizma.

2) Binomial tagsimot. Agar P{&=k}=Ckp*(1 — pyr*
(k=0.1,2,.., n) bo'lsa, u holda £ tasodifiy o‘zgaruvchi n,p
parametrli binomial tagsimotga ega bo‘ladi (27.3- chizma). Bu holda
tagsimot funksiyasi quyidagi

])
0,3
0.2 1
0 2 3 4 5 6 7 8 ¢
27.3- chizma. n = 10, p = 0.25.
! k k
Y Ckpf(1 — p)"*, I < x <1+1 bo? lganda,
- | k=0
Fx) = I, x<n bo‘lganda,
0, x <0 bo‘lganda

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu funksiyaning grafigi 27.4- chizmada
tasvirlangan

k
3) Puasson tagsimoti. Agar P{t’;,=k}=A ;,_A , k=0,1,2... bo‘lsa,
u holda § tasodifiy o‘zgaruvchi A parametrli (\>0) Puasson
tagsimotiga ega bo'ladi (27.5- chizma). Bunda tagsimot funksiyasi
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Fx)
1 U, i e

0.5 |<——’
)
X R
T T T *

27.4- chizma. » = 10, p = 0,25,

0, x<0 bo‘lganda,

=< —A
¥ Y lm;‘~ , I<x<l+] bo'lganda
m=0 :

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tagsimot funksiyaning grafigi 27.6-

chizmada tasvirlangan.

P A
|
| 1 .
0 2 3 4 X
27.5- chizma. A= 0,6.
Fix) 4
O
i
T

HV

T 1 T
i 2 3 4 5
27.6- chizma. A = 0,6.
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2. Uzuksiz taqsimot. 1) Tekis tagsimot. Agar

Foo=t b l 2 xela; b] bo‘lganda,

0, xela;b) bo‘lganda,

bunda f(x) tasodifiy o‘zgaruvchiga mos kelgan ehtimollik zichligi,
u holda & tasodifiy o‘zgaruvchi [a:6] (a<b) oraliqda tekis tagsimotga
ega bo‘ladi (27.7- chizma). Bunday tagsimot funksiyaning grafigi
27.8- chizmada tasvirlangan.

ﬂx) A
1 —
b-a ' :
0 a b A
27.7- chizma.
4
Fix)
l.
0 ; 1', X

27.8- chizma,
2) Simpson tagsimoti. Agar
2 2
— a+b—2x|, xela;b] bo‘lganda,
)= ba (beay? | I. xela;b] bo‘lganda,
0, xe[a;b] bo‘lganda
bo‘lsa, u holda § tasodifiy o‘zgaruvchi [a;b] oraliqda Simpson

tagsimotiga (uchburchak tagsimotiga) ega bo‘ladi (27.9- chizma).
Tagsimot funksiyasining grafigi 27.10- chizmada tasvirlangan.
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27.9- chizma.

Fix)

27.10- chizma.
3) Ko ‘rsatkichli tagsimot. Agar

re ™™, x20 bo‘lganda,
f(x)=
0, x<0 bo‘lganda

bo'lsa, u holda & tasodifiy o‘zgaruvchi 2>0 parametrli ko'rsatkichli
(eksponensial) tagsimotga ega bo'ladi (27.11- chizma). Tagsimot
funksiyasining grafigi 27.12- chizmada tasvirlangan.

. _(x—u)2

4) Normal tagsimot. Agar f(x):—'—,z_e 208 e (—oo; 4e0)
ay2n

bo'lsa, £ tasodifiy o‘zgaruvchi o va o parametrli normal tagsimotga
ega bo‘ladi (27.13-chizma). Tagsimot funksiyaning grafigi 27.14-
chizmada tasvirlangan.
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r 3 ﬂx)
s
0 *y
27.11-chizma.
F(x) A
l _________________
0 ’x
27.12- chizma.
4 fix)
1
ov2a
)
]
!
|
|
0 a
27.13- chizma.
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Fix)

d X

27.14- chizma.
S) x* - tagsimot. Agar

o X

b x27 672, x>0 bo'lganda,

o
S(x)=422 r(‘;)

0, x<0 bo‘lganda

bo'lsa, & tasodifiy o‘zgaruvchi o ko‘rsatkichli tagsimotga ega bo'ladi
(27.15- chizma).

Ax)
05 4 a=1

0.4

0.3 -

0.2 4

0.]

4 8 12 16 X

27.15- chizma.

436



6) St'yudent tagsimoti. Agar

r(u-d ) _Ot'z*l
floy= 2 [1+7 , X€ (=00} -oo)
r(;)JoTn o

bo'lsa.g tasodifiy o‘zgaruvchi o ko'rsatkichli tagsimotga ega bo‘ladi.
(27.16-chizma).
7) F-tagsimot (Fisher tagsimoti ). Agar

0, x<0,

m

2‘ -1 m +m2

f(x)= ]‘(ml;ml)mlmzlmz
(my+mx) 2 | x>0

m m
f(z)f(z)

bo‘lsa, £ tasodifiy o‘zgaruvchi m, va m, darajali F- tagsimotga ega
bo'ladi (27.17-chizma).

27.16- chizma.
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m, =1, m}5

0,5 + m, =10, m=10

i 2
27.17- chizma.

o
-
N
=Y

28-§. ENG MUHIM CHIZIQLAR

Bu paragrafda fan va texnikaning ko‘p sohalarida uchraydigan
va amaliyotda ko‘plab ishlatiladigan ba‘zi chiziglar to‘g'‘risida
ma’lumotlar keltiriladi.

1. Ikkinchi tartibli chiziglar.

Ellips. 1-ta‘rif. Ellips deb, VM (x;y) nuqtadan ikkita berilgan
(fokuslar deb ataluvchi) o‘zgarmas F, va F, nuqtalargacha bo‘lgan
masofalar yig‘indisi o‘zgarmas va 2a ga teng bo‘lgan nuqtalarning
geometrik o‘rniga aytiladi.

Ellipsning kanonik tenglamasi

2
AT
a b
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda a va b lar mos ravishda ellipsning katfa va
kichik yarim o‘glari; F,(c;0) va F(—c;0) — fokuslari, bunda
c=Na*—b?*; | =: (/<1) — ekssentrisiteti deb ataladi (28.1-chizma).
r=FM va r,=F,M masofalar r=a—lIx, r,=a+ix formulalar
orqali aniqlanadi (28.1-chizma).
Ellipsning direktrisalari kichik o‘qqa parallel bo‘lib, undan d =‘;
masofada joylashgan to‘g‘ri chiziglar bo‘ladi. Ellipsning ixtiyoriy

. r r T
nuqtasi uchun L="2-/ munosabat o‘rinli.

d d
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! d -b d '
I >l :

28.1- chizma.

Ellipsning parametrik tenglamasi
x=acost, y=asint, 0<1<2n
ko‘rinishda bo‘ladi.

a=b bo‘lganda ellips aylana shakliga keladi.

Markazi koordinata boshida va radiusi R ga teng bo'lgan
aylananing tenglamasi x *+y?= R ? ko‘rinishda bo‘ladi (28.2 a- chizma).
Markazi M (x;.y,)nuqtada, radiusi R ga teng bo‘lgan aylananing
tenglamasi (x—x,)>+(y—y,)*=R? shaklda bo‘ladi (28.2 b- chizma).

4 (x—x. )+ (v-y, =R

o 4

a) b)
28.2- chizma.

Giperbola. 2-ta‘rif. Giperbola deb, v M (x;y) nuqtadan ikkita
berilgan (fokuslar deb ataluvchi) o‘zgarmas F| va F, nugtalargacha
bo‘lgan masofalar ayirmasining absolut giymati o‘zgarmas va 2a ga
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teng bo‘lgan nugtalarning geometrik o‘rniga aytiladi. Giperbolaning
kanonik tenglamasi

ko‘rinishda bo‘ladi, bunda a va b lar mos ravishda giperbolaning
hagigiy va mavhum yarim o‘qlari; F|(c;0) va F(-c;0) — uning
fokuslari, bunda c=vVa*+b*; 1=;>1 — ekssentrisiteti deb ataladi
(28.3- chizma).

A 4

28.3- chizma.

r=F M va r,=F,M masofalar r=+(Ix—a), r,=t(Ix+a)
formulalar orgali amqlanadl Bunda yuqondagl ishora giperbolaning
o'ng shoxobchasi. Pastki ishora esa chap shoxobchasiga mos keladi.

Giperbola y=% z x asimptotalarga ega.
Giperbolaning direktrisalari mavhum o‘qqga parallel bo‘lib,

undan 4= masofada joylashgan to‘g'ri chiziglar bo‘ladi.
[

Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi uchun ;: =Z =/ munosabat o‘rinli.
Giperbolaning parametrik tenglamasi x=acht, y=asht, —co<t<+o0
ko‘rinishda bo‘ladi. a=b bo‘lganda giperbola teng yonli bo‘ladi.
Parabola. 3-ta‘rif. Parabola deb, berilgan o‘zgarmas F (g :0)
(fokus) nuqtadan va berilgan (direktrisa) to‘g'ri chizigdan bir xil
uzoglikda joylashgan nuqtalarning geometrik o‘rniga aytiladi.
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Parabolaning kanonik tenglamasi
y=2px
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda p — fokal parametr; F (’2’ ;0) — fokus

(28.4- chizma). Parabolaning direktrisasi Ox o‘qiga perpendikular

p

bo‘lgan x=-_ to‘g‘ri chizigdan iborat.

y
A ¥ =2px

[

1

1 d M
FE-—=
] rd
I LT
¢

!

|

1

Z
F

3 4

IN/

I
—

28.4- chizma.

Parabolaning ekssentrisiteti /=1 ga teng.

2. Uchinchi tartibli algebraik chiziglar

Yarim kubik parabola. Yarim kubik parabolaning tenglamasi
a*x*—y*=0 ko‘rinishda bo‘ladi. Uning parametrik shakldagi
tenglamasi x=F, y=aP, - < t < +oo, oshkor shakldagi tenglamasi

3

esa y=+ax? ko‘'rinishda bo'ladi (28.5-chizma).

Anyezi gajagi. Bu chizigning tenglamasi (x*+a?)y—a*=0
ko‘rinishda bo‘lib, uning asimptotasi y=0 to'g‘ri chizigdan iborat.
Uning oshkor shakldagi tenglamasi:

_a

ywx2+az

ko‘rinishda bo‘ladi (28.6- chizma).

Dekart yaprog‘i. Dekart yaprog'ining oshkormas shakldagi
tenglamasi x*+)y*—ax=0, a>0, uning parametrik shakldagi
tenglamasi esa
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28.7- chizma.
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3at 3ar?
y =

X= s
1+t 1+

. A<ft|<oe

ko‘rinishda bo‘ladi.

Egri chiziq uchun koordinatalar boshi maxsus nugtadan iborat
va u chiziq grafikning o‘zaro kesishish nugtasi ham bo‘ladi. Ya‘ni
chiziqga =342 da, ya‘ni (a3/2;4%4) nuqtada hamda =0 da, ya‘ni
(0:0) nuqtada egri chizigga o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘giga
parallel bo‘ladi (28.7- chizma).

|
| 7]
1= n nugtada egilish yo‘q. Egri chiziq x+y+a=0 og‘ma asimptotaga
ega.

Egri chizig I va 1l koordinata burchaklari bissektrisasiga
simmetrik bo‘ladi.

Sissoida. Sissoidaning Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasi:

1 . . .
t>§/§ da egri chiziq botiq, 7< da esa qavarig bo'ladi, lekin

X+{(x—a)y*=0, a>0,
parametrik tenglamasi:

2 3

at at
X= = , —ooL}< 400
1412’ Y l+r2 ’

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

_2asin2¢

"~ cos¢
ko‘rinishda bo‘ladi. Sissoidaning grafigi uchun (0;0) nuqta birinchi
tur uzilish nuqtasi bo‘ladi. Uning grafigi o‘zaro kesishish nuqtasiga
ega emas (28.8- chizma). =0 da, y.=0 bo'lgani uchun egri chiziqqa
o‘tkazilgan urinma koordinatalar boshida abssissalar o‘qgiga parallel
bo‘ladi. Egri chiziq egilish nuqtasiga ega emas. r—e da x—eo,

y—eo bo‘ladi. U holda i =t—eo. Shunday qilib, egri chiziq x=1

vertikal asimptotaga ega.
Strofoida. Strofoidaning Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasi: (x+a)x*+(x—a)y*=0, a>0, parametrik shakldagi

tenglamasi:
1c=a(12—1) =at(!2-—l)

N 00 < t 400
24 1241 ’

443



B4

28.8- chizma. a=2.

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi:

cos 2y
cosop ’

(0(0:0) — qutb, Ox — qutb o‘qi) ko'rinishda bo‘ladi.

Koordinatalar boshi o‘zaro kesishish nugqtasi; y=+x to‘gri
chiziglar egri chizigga (0:0) nugtada urinma bo‘ladi; x=a to‘g‘ri
chiziq asimptota bo‘ladi. Egri chiziq abssissa 0'qiga simmetrik (28.9-
chizma).

p=—

AV

4

o

28.9- chizma. a=2.
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3. To‘rtinchi va undan yuqori tartibli algebraik chiziglar.

Nikomeda konxoidasi. Nikomeda konxoidasining ba‘zi xossalari
bilan biz yugorida tanishgan edik (111 bob, 23- § ga garang). Ularga
qo‘shimcha ravishda quyidagilarni ko'rsatish mumkin. Uning
tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida :

(y—a) (Xt y?)--b*=0, a>0, b>0

ko‘rinishda bo‘ladi (23.32- chizmaga garang). Agar egri chiziq
tenglamasi qutb koordinatalar sistemasida p =f(¢) ko‘rinishda
bo'lsa, konxoida tenglamasi p =f(p)+5 shaklida bo‘ladi.

Paskal chig‘anog‘i. Paskal chig‘anogi hagida ham ma’lumotlarga
egamiz (1Il1 bob, 23- § ga gqarang). Ularga qo‘shimcha ravishda,
Paskal chig'anog‘ining tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida

(x*+y2—ax) =1} +yH=0, a>0, 1>0;
parametrik tenglamasi
X = acos’t+bcost,

0<y<2n;
y=acostsint+ bsin 1,

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
p=acose+/
ko‘rinishda bo‘ladi (23.25- chizmaga garang).

Kardioida. Kardioida (111 bob, 23- § ga qarang) tenglamasining
Dekart koordinatalar sistemasidagi ko‘rinishi:

()it y—2ax)—a’y*=0;
parametrik shakldagi tenglamasining ko'rinishi
x=acos t (1+cos ), y=asint(1+cost), 0<1<2n;

qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasining ko‘rinishi
p=a(l+cosyp) bo‘ladi (23.26- chizma qarang).

Bernulli lemniskatasi. Bernulli lemniskatasi (111 bob, 23-§
ga qarang) tenglamasi Dekart koordinatalar sistemasida (x*+y?)—
—2a (@—y*)=0, a > 0; qutb koordinatalar sistemasida p = a,;Z cos 2¢
ko'rinishda bo‘ladi (23.29- chizmaga qgarang).

Astroida. Astroida tenglamasining Dekart koordinatalar
sistemasidagi ko‘rinishi: (x*+y2— R?)’—27 R 2x2y?=0, parametrik

445



shakldagi tenglamasining ko‘rinishi

— 3t _ .31
x = Rcos 7’ y = Rsin ry
? 2 2
bo‘lib, uning oshkormas shakidagi tenglamasi ,3 +y3 =R}
ko‘rinishda bo‘ladi (28.10- chizma). U 6- tartibli algebraik egri
chiziqdir.

t B

3 1 2 3
.34
28.10- chizma. R=2.
AN
6
4]

28.11- chizma. a= 2.

4, Transsendent chiziglar.
Sikloida. Sikloida tenglamasining Dekart koordinatalar
sistemasidagi ko‘rinishi:

acos x”"(ja_y) =a—y, a>0;



parametrik shakldagi ko‘rinishi (28.11-chizma)

x=a(t—sint), y=a(l—cost), —oo <t <400,
Troxoida. Troxoidaning parametrik tenglamasi: x=a(t—Asin?),
y=a(l—Acost); —o <f<+es, A< bo‘lganda troxoidaning grafigi
28.12- chizmada; A>1 bo‘lganda esa 28.13- chizmada tasvirlangan.

E )

10 & 0

t
=
-

_21

28.12- chizma. a=2, A=0,5.

AW \Walll
NS  Va Wa

.54

-10]

28.13- chizma. a=2, A=3.
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