
0 ‘ZBEKIST0N RES PU 15 LI KAS I 
OLIY VA O RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI

ALISHER NAVOIY NOMIDAGI 
SAMARQAND DAVLAT UNIVERSITETI

FUNKSIONAL AHALIZDAN 
MASALA LAR TO'PLAMI

II qism
METRIK YA CHIZIQLI FAZOLAR



Φ 9 Β Ρ
0 ‘Z B E K IST 0N  R E SPU BLIK A SI 

OLIY VA 0 ‘RTA M AXSUS TA’LIM VAZIRLIGI

ALISH ER  NAVOIY NOMIDAGI 
SA MA RQ AND DAVLAT U N IV ER SIT E TI

FUNKSIONAL ANALIZDAN 
MASALALAR TCVPLAMI

H qism
M ETRIK VA CHIZIQLI FAZOLAR

TDTK . /·>:·.·:
I A R M  (д т іа х о к л )  |

Toshkenl
«TURON-IQBOL»

2013



LO K: 5 3 1 /5 3 4 (0 7 6 .1 )  
KHK 2 2 .1 6

Λ -15

M as’ul miiliarrir:
To’raqulov Davir Davronovieh, Fizika-matcmatika fanlari nomzodi

Tuzuvehilar:
Ahdullayev Jauikul Ibragimovich. Fizika-niatcmatika fanlari doktoři 
G‘anixo‘jayev Rasul N abiyevich, Fizika-matcmatika lanlari doktoři 

Ikromov Isroil Akramov ich. Fizika-matcmatika fanlari doktoři

Taqrizchilar:
Imoinkulov Sevdiyor Akramovieh, Fizika-matematika lanlari doktoři 

Niyozov Iqbol Ergashovich, Fizika-matcmatika fanlari nomzodi

Abdidlayev J.
Funksional analizdan m asalalar to'piami: Il qism /  J. Abdullayev, 

I?. G‘anixojaycv, 1. rkromov. - Toslikcnt: Tbron-Iqbol, 201,‘5. -148 b.
I. G'anixo‘jayev. R
II. Ikromov. I

UO‘K: 5 3 1 /5 3 4 (0 7 « .1) 
KBK 2 2 .1 6  ya 73

l ’shbn masalalar to‘plami Oli у o q u v  yurtlaririing, 
5130100-ina lem atika  va 5 1 4 0 3 0 0 - in e x a n ik a  yo iia l is ld a r i  ¿bo'yicha  
Ia lini olayotgan talabalari uchun ino'ljallangan

ISBN 978-9943-14-265-7 ©  «TURON-1QBOI.» 2013



M u n d a r ija

Kirish ........................................................................................................................ 4

I bob. I bob. M etrik  fazolar ............................................................................. 5

1-jj. M etrik fazolar va m etrik  m im osabatlar .............................................5

2-§. Yaqinlashuvehi va fundam en la l ke tm a-ketlik lar .......................... 14

.’1-^. O ehiq va vopiq sharla r. O ehiq va yopiq to ‘p lam lar .................... 18

l-§. To‘la m etrik  fazo. M etrik  fazoni t o i d i r i s h .......................................23

5-§. Uzluksiz ak slan tirish la r. Tzometriya. G om eom orfizm  ................ 36

6-íj. Q isq artirib  aks e ttir ish  prinsip i ........................................................... 16

7-§. Kompakt, m etrik  fazolar ......................................................................... 33

8-§. T u tash  m etrik  fazolar ............................................................................. 61

I bobni tak ro rlash  tu lum  test savollari .....................................................63

II bob. Chiziqli f a z o la r ..................................................................................... 72

9-S. Chiziqli fazolar ............................................................................................72

10-§. Chiziqli norm alangan  fazolar ............................................................. 86

11 - §. Evklid va H ilbert lazolari ................................................................... 99

l ‘2-§. Chiziqli funksionallar ......................................................................... 113

11 bobni tak ro rlash  iichun tes t savollari .................................................128

Javoblar va koT satm alar ............................................................................. 137

Fovdalanilgaii ad ab iv o tla r ........................................................................... 147



K ir i s h

U slibu uslub iy  q o ‘llan m a  "F unksional analiz"  fan idan  nainunav iy  

o‘quv d a s tu rg a  raoslab tuz ilgan  m asa la la r to ‘p lam id ir. U un iversite tla r- 

ning m a tem a tik a  va m exanika bakalavriyat yo 'n a lish la ri b o S ic h a  t a ’lim 

olayotgan ta la b a la ri uchun m o 'lja llangan . B u n d an  ta sh q ari m asa la la r 

to ‘p lam id au  m a te m a tik  tah lil va m a te m a tik  fizika m u tax assis lik la ii boS-i- 

cha t a ’lim  o layo tgan  m ag is trla r h am d a  k a tta  ilm iy xodim  — izlanuvchilar 

foydalan ish lari m um kin. M asala lar to 'p lam i funksional analizn ing  asosiv 

bob lari m e trik  fazolar, chiziqli fazolar va chiziqli funksionallarn i o ‘z ichiga 

olgan. U n isb a ta n  so d d aro q  m iso llardan  tash k il topgaii b o 'lib . o 'quvchi- 

larn i m isol yechishga ra g 'b a tla n tira d i.

U slubiy qo‘llanm am ng  asosiv m aqsadi l)o 'lg;usi m u taxassisla rn i fuuk- 

sional analizn ing  asosiv tu sh u n ch ala ri va usu llari b ilan  tan ish tirish d an  

ib o ra t. U slubiy qo‘llan m a  ta la b a la rn i funksional a n a lizg ao id  m asa la la rn i 

yechishga o ‘rg a ta d i h am d a  u la rd a  y etarli d a ra ja d a  tex n ik  m ah o ra t hosil 

qiladi. U shbu to ‘p lam  0 ‘zMU va S ainD U da "F unksional analiz" fan idan  

m a ’ru za  va am aliy  m ashg‘ulotlai' olii) boruvchi p ro fesso i-o 'q ituvch ilarn ing  

ko‘p  yillik isli ta jr ib a la r i asosida tuzilgan.

U slubiy q o ‘llan m a  II bob, 12 p a rag ra fd an  ib o ra t. H ar bir p a rag ra f  

bosh ida q isqacha nazariy  m ateria l berilgan. H ar b o b d an  so 'ng  ta la b a la r  

o ‘z b ilim larin i teksh irish lari uchun te s t savollari javob lari b ilan  berilgan .

M ualliflar uslubiy  q o ila n m a n i yaxsh ilashda bergan  foydali m aslah a tla ri 

uchun ìiias’ul m u h a rr irv a  taq rizch ila rga  h a m d a  m atim i tah  rii qilish uchun 

bergan  yordam i uchun B .D avranovga o‘z m in n a tdo rch ilik la rin i b ild irad i.

M asala lar tu 'p lam i b irinchi m a r ta  chop q ilinayotgani uchun x a to  va 

kam chilik lar b o iish i m um kin. X a to  va kam chilik lar haq idag i fikrlaringizni 

jabdu llaev@ m ail.ru  elek tron  m anziliga jo 'n a tish la rin g izn i so 'raym iz.
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I h o b .  M e t r ik  f a z o la r

Bii bob  8 p a rag ra f  (1-8) d an  ib o ra t. B obning birinchi 1 -p arag rafid a  

m etrik  fazolar, undag i asosiy tu sh u n ch a la rn in g  m ohiyatin i ochib  b e ru v - 

chi m isol va m asa la la r jam langan . 2 -p arag rafd a  yaqinlashuvchi va fuu- 

d am en ta l k e tm a-ke tlik la rga  doir m iso llar qara lgan . 3 -p a rag ra fd a  ochiq  

va yopiq sh a rla r ham d a ochiq va vopic[ to ‘p lam la rn in g  xossa larin i tek- 

sh irishga  doir m isollar qara lgan . 4 -paragraf to ‘la  m etrik  fazolar va m e trik  

fazol arn i to id ir is h g a  doir m iso llarga b ag ish la n g a n . Bu yerda  B er teore- 

m asin ing  q o ila a ish ig a  ham d a ham m a yerda zich va hech yerda  zichrnas 

to ;p lam la rg a  do ir qiziqarli m isollar bor. 5 -p a rag ra fd a  m etrik  fazo larn i 

uzluksiz ak slan tirish la r h a m d a  izom etrik , gom eom orf m etrik  fazo larga  

d o ir m isollar jam lan g an . 6 -parag rafda  q isq a rtir ib  ak slau tirish  prinsip i- 

n iug  qo ilaa ish iga  do ir m iso llar qara lgan . K om pakt to p la m la r  va kom 

p a k t m etrik  fazolarga do ir m iso llar 7 -p arag rafd a  jam lan g an . O xirg i 8- 

paragTafda tur.ash to ‘p la in la r va u la rg a  d o ir m isollar keltirilgan .

l -§ .  M e t r i k  f a z o la r  v a  m e t r ik  m u n o s a b a t l a r

Bu parag ra fd a  fovdalan ilad igan  asosiv tu sh u n ch a la r va ta i i f la rn i  kelti- 

ram iz. X  b o ‘sh b o lm a g a n  to ‘p lam  va X  x  X  b ilan  A ni o ‘z in i-o :ziga 

dekart. ko:pay tm asin i belgilaym iz.

1 .1- t a ’r if .  Agar  p : X  x X  —> M akslantirish quyidagi uc.hta shartni  

qunoatlantirsa unga X  dayi masofa yoki vietrika deyiladi:

1) p(x ,  y)  >  0, V i . i / e X ,  p(x.  y )  — 0 &  x  =  y  (ayniyat  aksiornasi),

2) p(x,  y)  — p(y.  x ) ,  V  ar, {/ €  X  (s immetr ik l ik  aksiornasi),

3) p(x,  z) < p(x,  y )  +  p{y,  2) . V x . y ,  z  €  X  (uchburchak aksiornasi).

(A', p) juft.Uk esa metrik  fazo deyiladi.

O d a td a  m etrik  fazo. ya 'n i ( X ,p) ju f tlik  b i t ta  X  harfi b ilan  belgi- 

lanadi. A gar X  to ‘p lam d a  p\,  p2 , · ■ · ,  pn m e trik a la r an iq langan  boMsa, 

ti holda ( X ,  p\) .  (A , p2) ........ (X ■ p„) m etrik  fazolar m os rav islu la  X lt X 2.
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. . . .  À"„ Im riìari bilan belg ilanadi.

1 .2- t a ’r if .  Ag ar  shttnday  C'i >  0 va C 2 >  0 .sonlar mavjud bo ‘lib, 

bandi a x.  y  £  X  lai uchun

C\P i(x , y) < Pl{x-, y)  <  C 2Pl(x, y)

tengsizliklar o ‘riuli bo'lsa, Pl va P2 lar ekvivalcnt  in< Inkalar  deyiladi.

Bu b o b d a  va b u n d an  kevingi b o b la rd a  foydalau ilad igan  asosiv belgi- 

lash larn i keltìram iz.

R " =  {x — ( x i , x 2.......... r „) ; Xi £  R} — n  o ich am li vek to r fazo, rn —

barcha chegara langan  k e tm a-ketlik lar to 'p lam i. c. -  barella yaqinlashuv- 

chi ke tm a-ketlik lar to 'p lam i. c-o — nolga yaqinlasliuvchi barella ketm a- 

ketlik lar to 'p lam i. (o — k v ad ra ti b ilan  jarn lanuvch i barella ketm a-ketlik - 

la r to 'p lam i, va ni

n=l J

t p(p >  1) — abso ly u t q iy m atin in g  p — dar& jalaridan  tu z ilg au  qat or vaqin- 

lasluivchi b o 'lgan  barcha  k e tm a-ketlik lar to 'p lam i. va ni

X ususan p  — 1 d a  t v to 'p la m  had larin in g  m o d u lla rid an  tuz ilgan  qa- 

t.or yaqinlasliuvchi b o ia d ig a n  barch a  k e tm a-ketlik lardau  ib o ra t b o 'lad i. 

C[a. b}--[a. 6] kesm ada an iq langan  barella uzluksiz funksiyalar to 'p lam i. 

M[a,  J>] — [a, b] kesm ada an iq lan g an  chegaralangan  funksiyalar to 'p lam i. 

t  ' fej — la. kesm ada an iq langan  barcha uzluksiz d ifferensiallanuv- 

chi funksiyalar to 'p lam i. C {n':a. b] — [a. b\ kesm ada an iq langan  n  m a rta  

uzluksiz differensiallanuvehi funksiyalar to 'p lam i. V[a. b\ — [o, ò] kesm a- 

da an iq langan  o 'zgarish i chegara langan  funksiyalar to 'p lam i. AC\a,  òj — 

[a. b) kesm ada an iq langan  barch a  abso lyu t uzluksiz funksiyalar to 'p lam i.

x - (x i - x 2j . . .  , x „ . . . . )  : |x „ |2 < do

x =  (x i. x 2..........r.n . .. .) : |.rn |p <  do
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Lp[a. h\— o lc liov li va [«, b] kcsmacla (p > 1 )  p — d a ra ja s i bilan Lebeg 

m a 'n o sid a  in tegra llanuvch i b o ig a n  funksiyalar to ‘p lam i. L p \ a .  6) C 

Lp |a. b\ bilan nolga ekvivalent funksiyalar to 'p la m in i belgilaym iz. A gar 

J — g  6  L (p \ a .  b\ b o 'lsa  u la rn i φ  m u n o sab a td a  deyniiz. Bu m unosabat 

ekvivalentlik  m u n o sab a ti b o la d i  va u L p[a, 6] ni o ’zaro  kesishm aydigan 

sinflarga a jra ta d i. 1 losil b o ig a n  sinfiar lo p la m in i Lp[a. 6] b ilan  b e l

gilaym iz. X iisusan p — 1 b o lg a n d a , [</. b] kesm ada Lebeg m a 'nosida  

im egrallam ivchi ekvivalent funksiyalar sinflari to 'p lam i hosil b o la d i va 

u L\ \a,  6] b ilan  belg ilanadi. X uddi shunday p  =  2 b o lg a n d a  [a, b] 

kesm ada k v ad ra ti Lebeg m a ’nosida in tegrallanuvchi b o ig a n  ekvivalent 

funksiyalar sinflari hosil b o la d i  va u L2[a, b] b ilan  belg ilanadi.

Bu parag ra fd a  met rik fazolar va akslan tiris lila rg a  do ir m isollar qara- 

ladi.

1 . 1. R 2 to ’plam da x  — (χχ, ,r2) va y  =  (τ/i, y->) e lem en tlar u d iu n  

k iritilg an  ushbu

Pi y)  =  k l  -  yi\ + \ -l'y -  y-2 1 ; p2 (x, y)  =  I X\ -  X2I + ! Vi — 1/21 : 

P3 (■''■■. y)  =  I *i -  <h\ + I '2 -  v i I ; pi (x,  y)  =  I ¿ 1 * 2  -  v i y d

ak s lan tirish la rd an  qaysi biri m etrika b o la d i?

Y e c h ish .  μι  ak slan tirish n in g  m etrika  aksio inalarin i q an o a tlan tirish i-  

ni teksh iram iz. pi ( x ,  y)  >  0 sh a rt m oduln ing  m anfiym aslig idan kelib 

ehiqadi. Faraz q ilaylik , p\[x . i j )  =  |χχ — t/x| +  | x 2 — 7/21 =  0 b o ls in . U 

ho lda  \x\  — y i| -  | x 2 — \h \ — 0 b o la d i . B u n d an  Xi =  yi ,  x 2 =■ 1J2 ■ 

y a ’ni x  =  y.  E nd i x  = y  b o ls in . y a ’ni χχ =  y/χ, x 2 =  y-i ■ Bu yerdan

Pi(x,  U) ~ k l  -  //il +  \* 2  -  !J2 1 =  0 

ekanligini olam iz. D etnak. 1-aksiom a b a ja rilad i. Q uyidagi teng likdau



2-aksiom aning bajarilish i kolih chiqadi. N ihoyat,

P l ( x ,  z )  =  | X i  - Z i \ +  ¡2 2  -  2 2 1 =  | x X ~  i / l  +  ¡Ji ~  ZX | +  | x 2 - ¡ / 2  +  1/2 “  2 2 | <

<  I®1 — í/l | +  |ž/l — -11 +  \x2 -  2/21 +  lí/2 -  221 =  P l(x . 2/) +  Pl{v: 2) 

tengsizfikdan 3-aksiom aning bajarilish i kolib chiqadi. Shundav qilib,

(E 2. pí)  — E'f m etrik  fazo b o ia d i. A gar x  — (1. 1). y — (2, 2) dob 

olsak, u holda p2( x , y )  =  11 — 11 f  ¡2 — 2| — 0 tenglik o ‘rinli, aram o x  y. 

D em ak, p% akslan tirish  uchun m etrikaning  1-aksiom asi ba jarilm aydi.

X uddi shundav ko‘rsatish  ínuinkinki, x  =  (2 ,3 ) , y  =  (3 ,2) har xil 

nuq ta la r uchun p-j{x,y) =  |2 -  2| +  ¡3 -  3| -  0 va p i ( x , y )  -  |2 ■ 3 -  

3 · 2| — 0 tenglik lar ba ja rilad i. D em ak, p3 va pA akslan tirislilar uchun 

m etrikaning 1-aksiom asi bajarilm ayd i. □

1.2 . E  sonlar o ‘qida p { x , y )  | a rc tgx  — arctgj/1 akslan tirish  m etrika 

hoTishini tekshiring. Pí (x. y) — a rc tg  | x  — y\ akslan tirish  E  to 'p - 

lam da m etrika b o ia d im i?

1 .3 . R" to ‘p lam d a  ushbu ak slan tirish la r m etrika b o ‘ladim i?
71

P\ (x , y)  =  £  I Xk -  yk \ ; pi (x, y) ^
k—\

\  1, agar x  ±  y  "
Pí  [x, V) =  < „ Pa [X, V) =  E  slSn I x k -  Vk\ ■

[ 0, ayar x  = y k=i

1 .4 . E 3 fazoda boshi koo rd ina ta la r m arkazida b o ig a n  barcha  birlik (uzun- 

ligi birga teng) vektorlar to ‘p lam ida

p(x.  y)  =  arccos(x, y) — arccos(.x'i?/i +  x2ž/2 +  xtyz)  

akslantirish  m etrika bo‘lishini isbotlang.

1 .5 . [0, 1] kesrnadagi barcha ocliiq to 'p la in la rd an  ib o ra t sistem a X  

bo ‘lsin. A gar ¡i— sonlar o ‘qidagi Lebeg o ichov í b o is a ,

p( A .  B)  = p (A A B)

m ax [xk -  ijk)
1 < k< n



1.7.

1.8 .

1.9.

1.10 .

aksla.ntii'ish X  da  m etrika b o lish in i isbotlang. 

Barella ko 'phadlardaii ibo ra t P  to 'p lam d a

OO

p (p ·. я) =  Σ  |p (0(°) ~ 9 (,)(° ) | 
!=()

akslaiitirish m etrika b o iish in i isbotlang.

N atura l sonlar to 'p lam i N da

Pi (n, то.) =  |βι" — pim\ : =

1
1 I ---------. aqar 1г /  то

η + τη
0. at/ar τι — то 

akslantirishlar m etrika b o lish iu i isbotlang'.

B litun sonlar to ’plam i TL da

Ito — τι I
P i  (n . m  і

v 1 +  m 2 ■ v /T T n 2
P2 (i), m  ) — 10 '.

(bu venia к  son | τι — in | ayirm aniiig oxiridagi »oliar soni, agar 

η — m  bo'lsa. k: — эс deb hisoblaymiz) ifodalar m etrika bo lish iu i 

ko'rsatiiig.

Ushb u I ·: I <  1 tf ngsizlikni qanoatlantiruvchi kompleks sonlar to ’p- 

1 an lid a

1

/у(~1 ■ '2Ì ^  In
1

f
~2 -  гі
1 -  Ζ2Ζχ

Z2 -  Zi
1 — 22^1

aksla.nt irisli m etrika b o iish in i isbotlang. Bu metrika Lobachevskiy 

metrikasi  deviladi.

[u, b\ kesmada aniqlangan x  funksiya uchun shunday a  va ß  

o’zgarm as sonlar m avjud b o iib , barella ίχ, t> Є [a, b lar uchun



tengsizlik bajarilsa. x  funksiya a  k o ‘rsatkichli Gy older shartini  

qanoatlantiradi  (ley¡ladi. Bu sh a rtn i qanoatlan tiruvchi barcha funk- 

siyalar to ‘plainiiii H a [ a b ]  orqali belgilaylik. Agar a  >  1 bo 'lsa, 

H a \a, 6] faqat o 'zgarm as funksiya la rdan iborat ckanligtni ishot- 

lang. Agar 0 <  n  <  1 bo 'lsa,

,  ̂ i U\ f*w , I M M  -  y ( h ) )  -  (x{t i)  -  y ( í2Í)lp(x. y) -  m ax ®(t) -  y(*)| + s u p ------------------------ — ----------------- 1
t15ét.2 -  í 2|Q

akslantirish  ř í a [o, 6] to ‘p lam da m etrika bo ‘lishini isbotlang. ř ř ‘*[a, 6] 

G yolder fazosi. a  — 1 bo 'lganda Lipshits fazosi  deyiladi.

1 .11 . [a, bj kesm ada dieksiz m arta  differensiallanuvdii barcha funksiyalar 

to 'p lam i [«,/;] da

0° m axJa-W (i) - y |fc)(#)|
> 1 a<t<b '

^  ^  “  2^ 1 -I- m ax \.i'ik](t) -  yM (t) |
k —0 a<t<b

akslantirish m etrika b o iish in i isbotlang.

1.12. (X , p) m etrik  fazo bo'lsa, X  t,o‘plam da

P\ (-C, y) =  P2 (x y) =  In (1 +  p (,7;, y) ;
1 +  p (x, yj

p3 (.r,y) - Cp{x’y] -  1; p4 (x ,y )  -  min { 1: p ( x . y )  }

akslan tirish larn ing  liar biri m etrika b o ’lishini isbotlang.

1.13-1.32-m isollarda p : A' x A' —> R akslan tirishn ing  m etrika shart- 

larini qanoatlau tirish in i tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.

1 .13 . p ( x ,  y) -  i'L'i -  W«|2 · · ,  y €  R".

1 .14. Poo(x, y) =  m ax |x, -  y , | , x, y e  R".
l<i<n

1 .15 . Px{x, y) E  |.r*. -  yk| . x, y e  R n .
fc=l

1 n



I . IO.

1.17.

1.18.

1.19.

1. 2 0 . 

1. 2 1 .

1 . 2 2 .

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1>р (х,  у) “  η Σ ,  k î  -  У. Г  V >  1· χ · У Є К". 

р ( х , у )  =  sup |х п — у„| ■ X, У є  m.
1<п<ос

/)(х , у) = sup  |х„ -  у„\ . X,  у  Є г.
1<п<оо

р (х , у) -  sup |х„ -  уп\ . .г, у Є с0.
1<п<ос

^ ' //) \ > : к „  -  у п I2 ■ ■'■· у є  ¿2-
V η — 1
oc

ρ ( χ ·  у )  =  Σ  k «  -  у η  I ■ у є  / ; і .
η 1

р(х . у) -·: ψ Σ ,  к «  -  Уп\р ■ χ > у  є  V  

/ э ( / .у )  -= m ax  І /  (х) -  у (х ) |  , / .  у є  С[а, 6].
а<х<Ь

Р А Ї -  у )  =  Jnř' |/(.г) -  у( ' ) \ d x ,  / .  g Є С  а. Ь].

/'. / ·  ÍZ) · \ / .С  І J \ x ) -  ¡2fb·. / .  g Є С [а, ò|.

/ V I / ■ fl) =  ^ -Č  ^ (,г 1 ~ ·9 χ ) ' ’ { ì x - 1 : і· ї :  У  Є С'Іа. 

р [ х , у )  -  m ax  |х (f) -  у í*)| +  m ax |х ' (í) -  у ' (ί) | · ·*.:
a<l<b a<t<b

1>(χ , у) -  | x ( ü )  -  у ( < / ) I +  V ¿ [ .r ,  -  IJ , X . у  Є  V [ < 1, b}.

p{x.  y) — |х(а) -  у (я )| +  v;b[x -  yj, x. у Є ЛС[а. 6j.

P (,/· У) ~  /α Ι/( ·';) -  </1·'·)| d x ' / ·  y e  Li [а, 6].

/у (/■ У) -  l/j"«  Ι / Η  -  fl ; :Ґ 'Ь ·· / ,  У Є L2[u. 6].

p ( / , f l )  =  ( / / а  І / й  -  fl'. ' )!'''/·' · P 1  1· / ·  fl Є Lp[«,
л
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(Rn , p O - R ? ,  (Rn, pp) - R J ,  (Rn, Poo) -  R^c- (Rn, p ) - - R n . 

(C[h, b\ ,p i) =  C\[a, b\. (C[a, b\ .p2) = C 2[a, b'\. {C[a: b], pp) -  Cp[a. b], 

1 .1 9 -m is o ln in g y e c h im i.  {xn } va {y,,} ketm a-ketlik lar nolga yaqin- 

lashuvclii bo 'lgardigi uchun u lar chegaralangan b o ia d i. S lium ng uchun 

sup \xn -  yn| barcha x. y  £  co la rd a  ehekli b o ia d i. Ixtiyoriy n  £ N
l<n<oo
d a |x„ — yn | > 0 ekanligidan p (x ,y )  =  sup  |x n ~  y„| >  0 ekanligi ke-

n>l
lib chiqadi. Endi p(a·, y) =  sup  |x„ — y„| =  0 b o is in , u liolda barcha

n>l
n  £  N larda |x„ — y„| — 0 b o ia d i. B 11 yeldan  x  — y  tenglikka kciamiz. 

Agar x  — y bo lsa, u holda p(x. y) =  0 b o ia d i  Deinak, 1-shart. baja- 

rilar ekan. | — y n | — |y„ — x n | tenglikdan 2 -shartn ing  bajarilish i kelib 

chiqadi. Ucliburchak tengsizligi esa

|Xn -  2„| <  |x„ -  ynI - |y„ -  2„| , sup(xn +  y„) <  s u p x n f  supy„
n n n

tengsizlik lardan kelib chiqadi. Dem ak, berilgan p : x c() —* R  akslan- 

tirisli uchun m etrikaning barcha sh a rtla ri bajarilad i. □

1.33-1.42-m isollarda p : ,Y x X  —♦ R  akslau tirish  m etrikaning  qaysi

Yuqorida aytilgan iga am al qilib quyidagi belgilashlarni kiritainiz:

1 .33 . p ( x , y ) — \  "  ■> x  e
\ E K U K { x , y ) .  x  ±  y

Í Q. x  — y
. x .  y  £  N .

E K U B ( x ,  y ) ,  x  /  y

1.35 . p (:r, y )  — ( x  -  y ) J , x .  y  £ R.

1 .36 . p ( x , y )  — | s i n x  — s i n y | . x .  y  £ R.

1 .37 . p (x. y) =  <
0 , x  — y

1, x  <  y x, y  £  R.

2, x  >  y,
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1.38. p (х. у) -  |.Т] -  у2 ¡ +  \Уі -  X2| · Х- У e  R 2·

1 .39. p (.г. у) — ¡./-’і -  у 11 f  2 |.r2 -  y2|2 . r,  у Є R 2.

1.40. p y) -  ¡.rі -  yi\ 4 |x 2 -  y21 · x, у  Є R !.

1.41. / м / . ,/) - | / ( 0 ) - з ( 0 )  I +  | / ( 1 ) - <7(1)1, / , З Є С [ 0 Л ] .

1.42. p  (.r. y)  -  E  k'n -  У„\2 ■ x · У Є /’2·
11 =  1

1 .3 5 -m iso ln in g  y e c h im i. p I.e. у) — (x -  у )2 , x, /у Є R akslantirish 

m etrikaning 1— va 2— shartla rin i qanoatlau tirad i. Ba akslantirish  uchun 

uchburchak tongsizligi o‘ri lili cmasligini ko‘rsatam iz. B uning uchuu x  — 

0. y  -  3. г — Г) iiiiqtalarni olaniìz. Г  holda p(x,  :) =  25, p(x,  y)  =  9, 

/>{ η . і ) =  4 bo’lib.

25 — p(x. z) > p(x. y)  +  p(y, z) = 9 +  4 =  13.

D eniak, p и chini ш hburchak aksiom asi o lrinli cmas. □

1.43-1.58-inisollarda x Є X  va у  Є A’ elem entlar orasidagi îuasofaui 

toping. M asofa ko 'rsatilm agan niisollarda tab iiv  m etrika qaraladi. Ularni 

Ì. 13-1.32 m isollardan qarab  oling.

1 .43. X = N, X -  y 25- p ( x - y )  = 0 ,1 -  іx  -  y| ■

1.44. X =  R \ x  = (8. 4. 3), y = (6, 0. ·- 1 ; .

1.45. X -  R i - r  -  ( - 1 . - 2 .  3, 0) , y - ( 1  2, 0. - 2 ) .

1 .46. X =  R î, x  =  (4. 5, 0 ,1 ) .  y =  ( - 3 . 0. 2. 7).

1.47. X -  r  ... x ( t )  -  1 -+ t. y ( t ) - 2/, p { x , іу) =  / |x U )  
0

1.48. X -  C[0, 7Γ . x ( t ) — sin t , y  — cos t .

1.49. X π . π .  x (t) ■- e" . y ( і ) — С íť
λ
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1 .5 0 . X  = 771, X „ =  ( - 1)" , !Jn =
n

ri + l '

1 .5 1 . A' = .r„ =
7 1 + 1

n
=: 1 -  ( - 1 ) " - .n

1 .52 . $  = ^0? X n ~= 22 -n , V n  ~ - 21“ '1 .

1 .5 3 . ,V = ¿2, Z = (1, 1, 0 , 1, 0 , 0 . . . .) , y =  (0 , 0 , 0 , .. .)

1 .5 4 . X  = Li[0, 7r], x ( 0 sin ř. y( t)  -  cos ř.

1 .5 5 . A  = L2[0. 7t ] , x ( í )  = sin t. y (/) — c o si.

1 .5 6 . X  - V [ — 7T, 7TJ . X  ( i ) — cos / , y ( í )  i.

1 .5 7 . A  = AC{  0,7r], X  ( / ) — s i l l  f , ■ y { t )  =  o .

1 .58 . X  = M [0 , 2 tt] • p ( * ,  y ) — sup \ x { t )  -  y { t )  | ■ x ( 0  —
0 < t < 4

1 .5 7 -m is o ln in g  y e c li im i. A C [ 0 ,7r] m etrik  fazoda x  va y  nuqta- 

la r o rasidag i m asofa p ( x , y ) =  |j:(0) — y(0)| t- V £ \ x  — y\ teng lik  bilan  

h isoblauadi. M a iu m k i, jc(t) =■ sin t funksiyaning [0 . 7r] kesm adagi 

t o i a  o‘zgarishi 2 ga teng. Shuning uchun x [ ť )  — sin l va y ( ť )  — 0 

rm qlalai· o rasidag i m asofa quv idag iga  teng: p ( x , y )  — |ar(0) — y(0)| 4- 

№  -  y] = VS[x\  -  2. □

2-§. Y a q in la s h u v c h i  v a  f u n d a m e n ta l  k e tm a - k e t l i k l a r

X  m etrik  fazoda x 1; x 2........ x n ; . . .  ketm a-ketlik  va x  n u q ta  beril-

gan b o ls in . A gar lim p (xn , x ) — 0 rnunosabat ba jarilsa , {x „ } ketm a-
n—»oc

ketlik x n u q tag a  yaqtnlashadi  deviladi. x nuq ta  esa {:/:„} ketm a- 

ketlikning l imit i  deviladi. A gar ix tiyoriy  c >  0 ueliun shunday  ¡\Te 

n a tu ra l son rnavjud b o ‘lib, barc-ha n  >  N e va ni  >  N c lar uclmn 

p ( x n , x m ) <  i  tengsizlik  ba ja rilsa , u ho lda  { x„} ga fun da ment a l  

ketma-ket lik  deviladi.
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2.1· Agar lim  p (x n . x 0) =  O va lim  p ( x n , y n) =  O b o ls a .  u holda
71 — » O C  71— * 0 0

lim /) (y„. xq) U  ekanlig in i isbo tlang .

I s b o t .  M etrikan ing  1 va 3-aksiom alaridaii foydalaiisak,

D <  />(?/«-.Го) <  р(Уп '*п)  t p ( x n , x 0) 

tengsizlikka ega bu lam i/.  Bu sonli t.engsizlkda lim itga o 'tib ,

lim  p  (yn . x0) d
71 - ‘ О С

ni olam iz. □

2 . 2 .  ( X .  p) rnetrik  fazoning ix tiyoriy  x. y, z ,  t m iq ta la ri uchun

a) ¡ p { x , z )  - p { y , t )  I <  p (x, ?y) +  / > ( : , ť d
b) I p (.r, : ) — p (y, z) I <  p (x. v/) tengsiz lik lam i isbo tlang .

2 .3 . { x „ j ke tm a-kellik  berilgan  b o ls in . A gar lim  p ( x 2n,<1) ~  0.
71 — > O C

lim  /) (x 2„+i,/() -= O va lim  p ( x n ,r)  — O b o ls a , a  =  b = r. h am d a
n —*OC 77.— > OC

lim p ( x n . a) — O num osaba tla rn i isbo tlang .
77 — 'О С

2 .4 . С  ft). 1| m etrik  fazoda ushbu

a) x„ (/) ~  t n -  í n+1; b) y n ( t ) ^  í n -  f2n;
V· 71 / П + 1

c) a „ ( / )  =  Г  - 2ín+1 f  i" 1 2; d) u n (í) = -----------
η η  +  1

k e tm a-ke tlik la r vaqinlasbiivchi bo‘lad im i?

2 .5 . O ld ingi m isoldagi fu iiksiyalar ke tina-ketlig i C^1· [О, Γ . C i [0. Г m e t

rik fazolarda yaqinlashuvehi b o ia d im i?

2 .6 . C i [0 . 1] m etrik  fazoda yaqinlashuvchi, anim o C{0 , 1] m etrik  fa

zoda yaqiidashuvchi b o im a g a n  x n(f) nzluksiz funksivalar ketm a- 

ketlig iga m isol keltiring.

2 .7 . x n (t) — n 2t ■ ť ~ nt tunksiyalar ke tina-ketlig i x(ť) — 0 funksiyaga 

liar b ir n u q tad a  yaq in lashuvd ii, am m o C'ifO. 1] m etrik  fazoda va-

q in lashnvd ii ema.s. lsb o t qiling.
λ



I s b o t .  H ar bir t 6 [0, 1] uchiin lim x n(ť) — 0 t erigi ik m aterna-
n—* oo

tik  analiz  ku rsid an  m a iu m . D em ak. x n (t ) funksiyalar ketm a-ketlig i 

x ( t ) — 0 fiinksiyaga ha v bir n u q ta d a  yaqin lashadi E ndi p i ( x n . 0) m aso- 

fani hisoblaym iz.

i

P i( x „ , x )  = j  |a.'„(ř) — 0 | dt  =  J  \ xn{ t ) \ d t ^  í  n 2U ntd t  =  l - ( n +  l ) e ”'n .

o u o

In teg rá ln í h isob lashda b o ia k la b  in teg rallash  usu lidan  foydalanild i. Fin 

yerdan

lim  p \ ( x n, ./■) =  1
Tl — OO

ni olam iz. D em ak. { x n \  ketm a-ketlik  x ( í)  — 0 funksivaga. C i[0. 1] fazo 

m etrikasida  yaqinlashuvchi em as. □

2 .8 . C'i[0 , 1] m etrik  fazoda x ( t )  — 0 ftuiLsiyaga yaqinlasliuvchi. a tn ino 

hoch tiir t £  [0 . ii n u q ta d a  0 ga yaq in lashm aydigan  funksiyalar 

ke tm a-ketlig iga m isol keltiring.

2 .9 . A gar j 'n (í) uzluksiz funksiyalar ketm a-ketlig i C'[0. 1] m etrik  fa

zoda  x ( t )  funksivaga yaqin laslisa, b u  ketm a-ketlik  C\  [0 . Ij va 

C 2[0 , 1] m etrik  fazo la rda  haní shu x  (t) funksivaga yaqin lashadi. 

Isbo tlang .

2 .1 0 . C{0, 1] m e trik  fazoda yaqinlashuvchi, am m o C,(1̂ [0. 1] m etrik  fa

zoda yaqinlasliuvchi b o im a g a n  uzluksiz differensiallanuvchi funksi- 

ya la rdan  ib o ra t ketm a-ketlikka  m isol keltiring.

2 .1 1 . U shbu



0) en -  (0 , . . . , 0 , 1, 0 . n  w n -■ ( — , 0 .. . .); a  >  0
„------' n a n aV» - - ^n vn

ketina-ket lik larn ing  qaysilari c0, r .  t v . m  m etrik  fazo larda  yaqin- 

lashuvchi b o ia d i.

2 .1 2 . R  d a  m etrika  />(:r, y) — | arctg .x  — a rc tg y  | tenglik  h ilan  an iq lan- 

gan b o is in . U h o lda  ix tiyoriy  m onoton ketina-ketlik  (m asalan . x n =  

n ) fin idainen ta ld ir. Isbotlang.

2 .1 3 . B iror qism iy ketrna-ketlig i yaqinlashuvchi b o ig a n  fundam en ta l ketina- 

ketlik yaq in lashuvd iid ir. Isbo tlang .

2 .1 4 . Biror tay in langan  e >  0 son uchun /> (.»;*, ) >  £ >  0. k  /  rn 

sha r tn i  qaiioat.lant iruvdii  {x,,} kctm a-ketlikdan  yaqinlashuvdii  va 

h a t t e  fundam enta l qisiniy ketina-ketlik  a j r a t ib  olish nm inkin  emas. 

Isbotlang.

2 .1 5 . ( X .  p) m etrik  fazo. {.r,,}. {;/„} esa unclan o lingan  fund;unen- 

ta l ke tm a-k e tlik la r b o is in . U holda {a n — p ( x n ,y„)  } sonli ketm a- 

ketlik yaqinlashuvchi ekaiiligini isbo tlang .

2 .1 6 . {:r„} fundam en ta l ke tina-ketlik  b o is in . A gar b iror {y n } ketina- 

keilik uchun lim  p ( x , t, y n ) — 0 b o is a , {;/„} ketm a-ketlik  ham
n-~* oo

fundam enta l b o iish i kelib d iiq ad im i?

2 .1 7 . {x n } va { y n \ fundam ental ke tm a-ketlik lar uchun

lim  p (xn , y n ) =  0
n —*oc

sha.rt b a ja rilsa , bn ketm a-ketlik lar ni ekvivalent cleylik va } ~

{ y n } ko 'riu ishda yozavlik. Bu (vaqtineha) k iritilg an  inunosabat ref- 

le k s i\ . s im inetrik  va tran z itiv  ekanligi, ya 'n i liaq iq a tan  harn ekviva- 

lentlik  m unosabati b o iish in i isbo tlang .
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2 .1 8 . {x „} . {i/,,} , { zn } , {řn } fu n d am en ta l k e tm a-ke tlik la r uchun {xn} ~  

{¡/„} va b o is a . quvidagi tenglikn i isbo tlan g

lim p ( x n , z n) =  lim  p ( y n , t n) .
n —*oo n—*00

3-§ . O c h iq  v a  y o p iq  s h a r la r .  O c h iq  v a  y o p iq  t o ‘p la m la r

Bizga X  m etrik  fazo, un ing  x 0 nuq tasi va r  >  0 son berilgan  

b o is in . X  m etrik  fazoda m arkazi xo n u q tad a , rad iusi v b o lg a n  ochiq 

shar deb {x 6  X  : p ( x ,  x 0) <  r} to ‘p lam ga ay tilad i va u D  (x0, r )  kabi 

belg ilanadi. B erilgan x 0 6  X  va r  >  0 d a  p ( x ,  x 0) <  r  sh a rtn i 

qan o atlan tiru v ch i barch a  x 6 X  e lem en tla r to ‘p la in i B[xo- ?'] orqali 

belg ilanad i va 11 m arkazi x f, n u q tad a , rad iusi r  b o ig a n  yopiq shar  

deyiladi. p (x, x 0) — r  sh a rtn i qan o a tlan tiru v ch i barcha x  6 X  ele

m en tla r to ‘p lam i S'[xo, r] orqali belg ilanad i va 11 m arkazi xo nuqta- 

da, rad iusi ?· b o ig a n  sféru deyiladi. M etrik  fazoda m arkazi x 0 nuqta- 

d a  va rad iusi ; >  0 bo  lgan B  (xo,e)  ochiq sliar x 0 nuqtaning s — 

atrofi dey ilad i va u Oe (x0) k o iin is h d a  belg ilanadi. X  m etrik  fazo, M  

un ing  qism  to ‘plam i va x €  X  b o is in . A gar ix tiyoriv  £ >  0 uchun 

O e ( x ) n A Í  7^0 m unosabat b a ja rilsa , x  rm qta M  n ing urinish nuqtasi  

deyiladi. M  to ‘p lam ning  b a rch a  urin ish  n u q ta la rid a n  ib o ra t to ‘plam  M  

n ing  yopig‘i deyiladi va u [A/] yoki AI ko iin ish d a . be lg ilanadi. A gar 

x  6  X  ning ix tiyoriv  O e (x) atrofi M  n ing cheksiz ko p ele inentlari- 

ni saqlasa, u holda x £ X  n u q ta  M  to ‘p lam ning  l imit ik  nuqtasi  

deyiladi. AI to ‘j)lam ga tegishli x  n uq ta  uchun shunday  s > 0 m avjud  

b o iib , O e (x) n  M  =  {.7·} b o isa , 11 holda x n u q ta  M  U vplam ning 

yakkalangan (yolg‘iz) nuqtasi  deyiladi. A gar X  m etrik  fazodagi M  

to ‘plam  uchun M  =  [A/] tenglik  ba ja rilsa , AI yopiq to 'plam dey ila

di. B oshqacha ay tg an d a . agar to ‘plam  o 'z in ing  barcha  lim itik  nuq ta la i ini 

saqlasa, u yopiq t o ‘p lam  deyiladi. A gar x  G Aí  n u q ta  uchun shunday  

£ > 0 m av jud  b o i ib ,  O e(x) C AI b o is a , x  n uq ta  Aí  to  p laran ing
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ic.hki nuqtasi  dey ilad i. A gar to :p lam n in g  bare lla  n u q ta la ri ichki n u q ta  

bo lsa, u ochiq t o ‘p l am  deyiladi. Y a’iii faq a t ichki n u q ta la rd a n  tashkil 

topgan  to ‘p lam  ochiq to 'plam  dey ilad i. A gar m etrikan ing  3-aksiom asi, 

ya 'n i uchbiirchak tciigsizligi p  (x , z)  <  m ax  {p  (x, y ) , p (у, г)} tengsizlik 

bilan a lm ash tirilsa , (X , p) ga ul t ramet i ik  fazo  deyiladi. O chiq va yopiq 

to p la m la r  haq id a  quy idag i ta sd iq la r  o 'riiili.

3 .1 - te o r e m a .  Ix t iyo ï ïy  sondagi yopiq t o ‘pl,arnlar kesishrmisi va che.kli 

sondayi  yopiq t o ‘p lamlar  y ig‘i n d m  yopiqdir.

3 .2 - te o r e m a .  Ixt iyoriy sondayi  ochiq t o ‘p iami  ar yig' indisi  va che kli 

sondagi ochiq to 'plamlar  ke.sishmusi yana ochiq t o ‘plamdir.

3 .3 - te o r e m a .  M  t o ‘p lam ochiq bo'lishi uchun uning butun f azogadla  

to' ldiruvchisi  X \ M  yopiq bo'lishi sarur  va gelarli.

3 .1 . K a tta ro q  rad iusli sh a r kichikroq rad iusli sharn iug  cjismі bo 'lish i m um - 

k inm i? M isol keltiring .

Y e c h is h  Faraz q ilaylik . X  =  I L  va p (x, у) — |x — г/| b o is in . A gar 

0 ( 1 ,5 )  — {x Є [0, эс) : |x — 1| <  5} deb  rnarkazi 1 n u q ta d a  va ra

diusi 5 ga teng  sliarni, liam d a  B ( 3 ,4 ) — {x 6  [0, oc) : |j: — 3j <  4} deb 

m arkazi 3 n u q tad a  va rad iusi 4 ga ten g  bo 'lg au  ochiq sh a rla m ì olsak. u 

ho lda  ¡ 2  — 5 >  n  — 4 , am m o [0. 6) =  Z? (1 ,5 ) С 23(3,4) — [0, 7). □

3 .2 . A gar radiosi 7 ga teng  b o ig a n  sh ar, rad iusi 3 ga teng  b o 'lg an  shar 

icliiga jov lashsa  ular u stm a-u st u ishad i. Isbotlang .

3 .3 . R 2 to ‘p lam d a  x -  ( x i . .r2) , у = (УьУг) uchun

a) p \ (x, y)  =  |x i -  у і| +  |x 2 -  y2| :

b) p2 (■'■, y) =  m ax  ( |.r i  - y i | ,  | x 2 -  y2| ) ;

<·) pz (x. y)  =  y j (x’i -  у] )2 +  (x2 -  y2)2;

d) pi(.r, y) =  sign |x i -  у і| +  sign |x2 -  y2|

teng lik lar orqali k iritilgan  m etrikalaxning hai b irida  m arkazi 0 —
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(0 ,0 ) n u q tad a  va radi usi 1 ga teng  ochiq sh a r B(  0. 1). yopiq shar 

B[0 . 1] va S[0. lj sferalarn i chizib ko 'rsa tm g .

3 .4 . IR3 to 'p lam d a
з

p { x , y )  =  ^  sign |;j;( -  y,\
¿=1

m etrika  k iritilgau . M arkazi (0, 1, 2) n u q tad a  rad iu si osa a) 1 ga; b)

2 ga; c) 3 ga teng  b o 'lg an  sferalarn i ch i/ing .

a) p i { x , y ) =  - -  -  , : b) p2 ( x , y )
1 +  | x  -  у  I

3 .5 . K engay tirilgan  10‘g ‘ri chiziq K* — ( — oc, + o c ) U { — oc} U { +  00} d a
' _______ V

1 +  |.c| 1 -f \y\
m etrik a la r k iriiilgan . A gar 0 < r < 1 b o ls a ,  В  ( - 00 . r )  ; B ( o o .  r)  

to 'p lam la rn i. va iti m arkazi ± o c  . rad iusi r b o lg a n  ochiq sh a rla rn i 

chizing.

3 .6 . M  с (.V, p) tc rp lam n in g  d iam etri d i a m A f  — sup  p { x , y )  teuglik
X , y ( z M

b ilan  an iq lanad i. U holda:

a) d; iamB(x0, r )  < 2 r  tengsizlikni isbo tlang:

b) d i a m B ( x 0, r ) <  2r  b o 'lg an  sh a rg a  m isol keltiring:

c) d i a m B ( x o ,  r) — d ia mB[x o ,  /·] teng lik  to 'g 'r iin i?

3 .7 . O chiq shar - ochiq to 'p la m . yopiq  shar esa yopiq to 'p lam  b o 'lish in i 

isbo tlang .

3 .8 . R 2 tek islikda  (0 , 1) va (0, —1) ttu q ta la rd an  h am d a  O X  o 'q idag i 

( — 1. 1) in te rva ldan  ib o ra t to 'p lam n i M  deb belgilab . Л/ to 'p lam - 

da  E vklid  m etrikasin i k iritam iz:

p ( x , y )  =  \ J (./·[ -  и \ ) г +  (X2 -  У2 ) 2 ' X  =  (xi .x -2 ) ■ У =  (« 1 , 3/2 ) e  Л/.

U holda m arkazi (0 ,0 ) n u q tad a , rad iusi 1 ga ten g  ochiq sharn ing  

yopiq to 'p la m , attim o vopiq shar einasligiiii isbo tlang .
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3 .9 . S hunday  yopiq sh arg a  misol keltiringki. u ochiq to 'p la m  bo 'ls in , am 

ino ochiq shar bo 'lm asin .

3 .1 0 . D iskret m etrik  fazoda ix tiyoriy  ik k ita  sh a r yoki kesishm aydi yoki 

biri ikkincliisining qism i boMishini isbo tlang .

3 .1 1 . D iskret m etrik  fazoda ix tiyoriv  "uchburchak" teng  tom o»li, u ltra -  

m etri к fazoda. esa h ar qanday  "uehlm rchak" teng  vouli ekanligini 

isbo tlang .

3 .1 2 . D iskret m etrik  fazoda h a r qanday  to 'p la m  haní ochiq, ham  yopiq 

to ‘p lam  ekanligini isbo tlang .

I s b o t .  D iskret m etrik  fazoda ix tivoriv  M  uchun [M] =  M  tenglik  

o 'rin li. S huning  uchuii M  vopiq to 'p lam . Faraz qilavlik, ,t Є M  ixtiyoriy 

n u q ta  b o is in . и h o lda  ix tiyoriv  с Є (0, 1} uchun O c(x)  -- {.r} a tro f  M  

d a  saq lanad i. Dernak, M  ochiq  to 'p lam . □

3 .1 3 . F'i va F '2 yopiq to 'p la m la r o ’zaro  ke.sish m ašin, v a i l i  F i f \ F i  — 0 .  

U h o lda  shunday  C L D Fi  va G? J  F2 ochiq to ’p lam la r m avjudki, 

Gi  П G -2 — 0. Isbo t ciiling.

3 .1 . R  d a  o c h iq  v a  y o p iq  t o ‘p l a m la r n in g  tu z i l i s h i

Ix tiyoriy  m etrik  fazodagi ochiq va yopiq k>‘p lam la r h aq id a  3.1-3.3- 

teo ren ia la r o 'rin li. Sonlar o 'q idagi ochiq to 'p lam  tavsifi quvidagi teorem a 

orqali ifodalanadi.

3 .4 - t e o r e m a .  Sonlar  o ‘qidayi ixt iyoriy ochiq to'plam clu kli yoki *а- 

noqli Hondagi <>‘:tiro kesishmaydùjan intervallar y ù f i n d m  ko'rìnishida  

iasvirlanadi.

3 .1 4 . In terval ochiq, kesina yopiq to 'p la m  ekanligini isbo tlang .

I s b o t .  R  da ix tiyoriy  (a, b) in terval ochiq to 'p lam d ir. H aq iqa tan  

hain. agar x  Є [a. b) desak, г -  m in { . r - o .  b — x}  son uchun ( ) : (x) С
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(a , b). E nd i ( — oc, a) t,o‘p iam ning  ochiq ekanligini ko‘rsa tam iz . Agni' 

ix tiyoriy  x  6  ( — oc, a) u d iu n , s — a — x  desak, O e(;x) C ( — oo, a). 

X uddi shunday  (6, oc) to ‘p lam ning  ochiq  ekanligi k o 'rsa tilad i. O chiq 

to 'p lam la rn in g  birlashm a.si ochiq ekan lig idan  ( — oc, a )U  (/>, oc) to ‘plam - 

niug ochiq ekanligi kelib chiqadi. 3 .3 -teo rem aga ko 'ra  bn ochiq to 'p la in - 

ning to 'ld iruvchi to 'p lam i b o ‘lgan \a. 5] kesm a yopiqdir. □

3 .1 5 . 0 ‘zaro  kesislnnaydigan in te rv a lla rd an  ibo ra t to ‘p la in la rn in g  quvvati 

chekli yoki sanocjli ekanligini isbotlarig .

3 .1 6 . R  da ix tiyoriy  ochiq  to 'p lam  chekli voki sanoqli sondagi o ‘zaro 

kesishm aydigan in te rva lla rn ing  b irlash m asid an  ibo ra t boii.sh in i is- 

bo tlang . B u yerda (— oc. a ) ,  (a, o c ) , ( — oc, oc) va (a, a) =  (/) 

r,o‘p la in la r harn  in te rva lla r ju m las ig a  k iradi.

3 .1 7 . R dagi ix tiyoriy  vopiq to p la m n i ( — oc, oc) dan  o‘zaro  kesish- 

m avdigan  chekli yoki sanoqli sondagi in te rva llam i chiqaril» tash lash  

n a tija s id a  liosil qilish m urnkin. lsbo t qiling.

3 .1 8 . Ix tiyoriy  x  €  [0, 1] sonni nchlik kasrga yoyish n iunikinligini isbot-
OC c.

lang: x  -  52 ■ bu yerda e* — 0 , 1 ,2  raq am la rd an  b ili. U holda 
1 = 1 3'

x  =  0, · · ■ k o 'rin ish d a  vozaniiz. A gar b iror x  e  [0, 1] uchun 

shunday n  n iav jud  b o lib , e„ ^  0 va s n+1 =  cn+.2 =  ... =  0 b o lsa . 

x  soni chekli uchlik  kasrga yoyilgan deyiladi. Bu x  sonini cheksiz 

yoyilm a k o 'rin ishda  han i yozish m um kin: x  =  Ü, £ i . . . c n 0 . . .  =

-  Ü, £ i . . .£ „ _ !  (en -  1)22 . . .  m asalan . 0,100 . . .  0,0222 . . . .  Fx 

orqali yoyilm asida 1 raqarni qa tn aslu n ay d ig an  usuici» yozish m urnkin 

bu lgari b are lla  x  6  [0, 1] son lar to 'p lam in i belgilaylik. M asalan.

0,1 —0,0222 . . .  yoki - —0 .0 2 0 2 0 2 ... .  F\ to 'p la in n in g  vopicj va kon- 

tinuu tn  q u w a tl i  to ‘p lam  ekanligini isbo tlang . F\ — K  to 'plam  K a n 

tor  to'plami  deyiladi.
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3 .1 9 . K  4- K  :=  { z  = x  +  y  : x,  y  €  A'} =  [O, 2] tenglikni isho tlang . 

I s b o t .  K an to r t<vplami K  d an  ix tiyoriy

lam i o lam iz. B u yerda  va ó, lar 0 yoki 2 raq am la rid an  b irin i q abu l 

qiladi. AgaJ

shak lda  vozsak, u ho lda  va b, lar 0 yoki 1 raq am la rid an  b irin i qabu l
OC ^ .

qiladi va u la rn ing  yig‘iudisi x  +  y  — 2 ^  c, =  a ť +  6, b o iib . q  —

0, 1 yoki 2 raqa.nilaridan is ta lg an  birini qabu l q ila  oladi. Y a’ni x  +  y. 

X €  K.  y  €  A  shakldagi y ig in d in i [0. 2] kesmada-gi ix tiyoriy  songa tcng

3 .2 0 . 0 , 25 e  A' ekanligini isho tlang .

1 1 oc 2
I s b o t .  -  ni -  — V '  —r  ko‘rinishda. uchlik kasrga vovish m unikin. á A 4-; :í2t

Bu yoyilm ada 1 raqam i q a tn ash m ay ap ti. D em ak, 0 .25  £  K  ekan. □

3 .2 1 . Ix tiyoriy  X e  K  uchuti shundav  y  €  K  m avjudki, p ( x , y )  =

| x  — y  | son irra ts io n a l b o la d i .  Isbo t qiliug.

4-§. T o i a  m e t r i k  fa z o . M e t r ik  fa z o n i t o ‘ld i r i s h

A gar Ar m etrik  fazoda ix tiyoriy  fundam en ta l ketm a-ketlik  yaqin- 

lashuvclii b o ls a , u ho lda X  ga t o ‘la metrik  fazo  deyiladi. X  m etrik  

fazoning ik k ita  A va B  qism  to 'p la m la r ib e r ilg a n  b o is in . A gar B  C  A\ 

bo lsa. u holda A  to  p lam  B  to  p lam da zieh deyiladi. X ususan , agar 

[Aj =  X  b o ls a . A  to p la m  hanit na yerda zieh ( X  da zieh)  d ey ila

di. A gar A  to 1 p lam  b iro r ta  lia in  sh a rd a  zieh b o ‘lm asa (va’iii h ar bir

oc OO

qilish m unikin. D em ak, K  4-  K  — |0, 2] lenglik  o i in l i . □
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B  C X  sh a rd a  A  to 'p lam  bilan  iim um iv elem entga ega b o 'lm ag an  B'  

sh a r saq lan sa), u ho lda  A hech yerda z ichmas  deyiladi. (À’, p) m etrik  

fazoda x n u q ta  va M  to 'p lam  urastdagi masofa  deganda

p(x.  M )  = in f p(x.  y) 
yeM

m iqdor tu sh in ilad i. X uddi shunday  (X , p) m etrik  fazoda A  va B  to 'p - 

lam lar orasidagi masofa  deganda

p( A,  B )  — in f a p { x , y )
xÇ:A,yÇ.B

m iqdor tu sh in ilad i. M etrik  fazo larn ing  to 'la lig in i tek sh irish d a  quyidagi 

t eoren lad an  f( ivdala n il ad i .

4 .1 - te o r e in a .  .Y matrik fazo to'ìa boi ishi  uchun undagi ixtiyoriy  

i chma- ich joylashgan va radiuslari nolga int iluvchi yopiq ■shariar ke.trna- 

ketligining kesi shmasi  bo'sh bo‘Imasligi zarur  va ye.tarlidir.

A gar R  m e trik  fazo to  la bo 'lm asa , uni b iro r usui bilan (aslin i o lganda 

yagona usui b ilan) b iro r to 'la  m etrik  fazo ichiga joy lash tirish  m nm kin.

4 .1 - t a ’r if .  Agar: l) R  metr ik  fazo R * to 'la metrik  fazoning gitivi 

fazo si bo'lsa; 2) R  to'plam R* ning h a m m a  yerida zich. ya 'n i  [R] ~  R* 

bo'lsa, « holda R ’ metr ik  fazo R met r ik  fazoning toHdirmasi  deyiladi.

4 .2 - te o r e m a .  Har fur R  m e t n k  fazo t o idi rinaga ega va bu toHdirma 

faz« R ning nuqtalarini  qo "zg1 aimas holda qoldiruvchi izome.trhja aniqligi- 

da yagonadir.

4 .1 . R  m etrik  fazo to 'la . Isbo tlang .

Isb o t.. M atem atik  analiz  kursidan  m a him ki, ix tiyoriy  fundam enta l 

sonli ke ttna-ketlik  yaqinlashuvchidir. D em ak. R  to 'la  m etrik  fazo. □

4 .2 . C i[—1. lj  m etrik  fazo to 'la  em as. Isbotlang.

I s b o t .  B uning uchun C 'i[ — 1. lj fazoda uzluksiz funksiyalarn iug
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,fn(x)

— 1. agar x  Є [ —1, — η -1] 

v x .  agar x  Є ( — и - 1 , η -1 )

1, agar χ  Є [η-1 , 1]

lu 'tm a-ketlig in i (funksiya grafigi 1.1-chizinada keltirilgan) qaravm iz. Bu 

ketm a-ketlik  C J —1. 3] faz o d a fu n d am e n ta ld ir , dhuuki b a reh a  x  Є [—1 1] 

lar uchun I/„  (.r) — f m  (x ) | <  1 ekanligini h isobga olsak  va τι < m, draak,

4.1-chizm a

/•1 /* 1 /n ry
P (I n , f m )  -  /  I f n  (x) -  f m  {x) \dx <  /  1 dx  

J - 1 ./-1
0 , n  —+ oc.

-1/n 77

B iioq  { / „ } ketm a-ketlik  C'i[—i, lj  fazodagi b iro rta  ham  funksivaga 

yaqin lashm aydi. H aq iq a tan  h am , /  Є Cx[—1, 1] ix tiyoriy  funksiya va

φ  ( г )
— 1, agar x  Є f—1, 0).

1, agar x  Є [0, 1]

. K o 'rin ib  tliribd ik i,

0, x  Є [—1, - l / n ]  (J [ l / n ,  1],

f n  (x)  -  φ  (χ) =  { П Х  + 1 .  x  Є ( - l / n ,  0 ) .

n x  -  1, x  Є [0 , l / n ) .

B uridan tashqari barcha  x  Є [—1, lj lar uchim | / n (:r) — φ  (x) \ <  1.
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Shuning u d iu n

I l/n

J  \fn(x ) -  <p(x)\dx =  J  I/„ (x )  -  <p(x)\dx <  -  -*· ü, n  -> oc. (4.1)

“ 1 —l/n

A gar in fegraln ing  m onotonlik  xossasidan  foydalansak 
1 1 1 

J  l / ( z )  -  <p(x)\dx < j | / ( . r )  -  /„ ( x ) | d x  +  J  | / n (x) -  <p(x)| dx.  (4.2) 
-1 -1 -1 

tengsizlikka k d am iz . E udi quyidagi

I/O *) -  V  (-OI d x  > 0 (4.3)

tengsizlikni isbotlayrniz. U niug isbo tin i ikki holga a jra tam iz .

1) Faraz q ilaylik , / ( 0) <  0 b o ‘lsin. u ho lda /  ning uzluksizligiga 

k o 'ra  shunday 6i > ü m avjudki. b a rd ia  x 6  [0 , d'ij la r uchun / ( x )  < 

1 /2  b o ‘ladi. B undan

| / ( x ) - ^ ( x ) |  >  1 /2 , x € [ 0 , ¿ , ]  (4.4)

teugsizlik kolib d iiq ad i. (4.4) tengsizlikni [0, ¿i] kesm a b o 'v id ia  intogral- 

lab,

J 1 1/ {x) -  V (x ) |d x  >  ^  1/ (x) ~  V (x )| d x  > ^

tengsizlikka kelam iz.

2) A gar biz / ( 0 )  > 0 deh  faraz q ilsak, u ho lda  shunday  62 >  0 

m avjudki, b a rd ia  x  G [—¿"2, 0 ) la r u d iu n  |/  (x) — y? (x) | >  ] /2  bo 'lad i. 

B undan

y * J / ( x ) - < p ( x ) |( ¿ x >  J ^  1/  (x) -  ç  (x )| d x  >

D ernak, (4.3) teugsizlik  isbo t b o id i .  (4.2) te n g si/lik d an  

1 1 1

J  I f { x )  -  fn{x) \  d x  > J  | / ( x )  -  <¿>(x)| dx  -  J  | / n (x) -  ~p{x)\dx (4.5) 
-1 -1 -1
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ni olamiz. (4.1). (4.3) va (4.5) lardati

p ( f , f n )  =  J  I f { x )  ~  fr, U ')| dx

nitig uolga yaq in lasha olm asligi kelib chiqadi, v a ili  { /„ }  ketm a-ketlik

4 .3 . <: m elrik  fazoning to ia lig in i isbo tlaug .

4 .4 . T o ia  m etrik  fazo larn ing  d ek a rt ko‘p ay tm asi yana  tu ia  m etrik  fazo 

b o lish in i isbo tlaug . D em ak, R n m etrik  fazo lo ia .

4 .5 . (.'{a. f>] uzluksiz funksiyalar to 'p la m id a  m etrika

ifoda b ilan  an iq langan  b o ls a , {C[a, b}. p ) m e trik  fazo t o i a  bo  ladim i?

4 .6 . C '1)[o. /<]- uzluksiz d ifferensiallanuvchi funksiyalar to ‘p lam id a  m otti-

etnas. (( " " ¡ a .  b\,p) m e lrik  fazoning to id irm a s in i toping.

4 .7 . /  : R  —» R  funksiya qanday  shart.larni q an o a tlan tirsa  p ( x , y )  — 

| — f  (y)  | akslan tirish  R  to 'p lam d a : a) m etrika b o la d i; b) 

(R, e) t o i a  n ie trik  fazo b o la d i?

4 .8 . A gar p(x.  y)  — |a r c tg x  — a r c tg y\ b o ls a , (R . p) m elrik  fazoning 

to id irm a s in i Ioping.

4 .9 . <I> - barella finit k e tm a-ketlik lar, ya 'n i faqat eheklita  had i noldan 

farqli x  =  ( x i , . r 2, . . . .  x n , 0 . 0 , . . . )  k e tm a-ketlik lar to ‘p iam i b o ls in .

C’i[— 1. 1] dagi b iro r ta  h am  funksivaga yaqin laslia  olm aydi. □
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A gar

OO

Pi (x, у)  =  У 2  I X. -  Vi\ ■. í>2 ( x,  У) =  m ax  | x , -  y,|— l<i<ocг=1

b o 'lsa , (Ф. ¿>i) va (Ф. p2) m etrik  fazo larn ing  to 'ld irm asin i toping.

x -  у
Slil4 .1 0 . X =  (—7Г. 7г) to 'p la m d a  p { x , y )  —

(Л', p) m e trik  fazoning to 'ld irm asin i top ing .

m etrika k iritilgan .

4 .1 1 . ?  -  ba rch a  haqiq iy  kocffitsiyentli ko‘p h ad la r to ‘p iam id a  x. у 6  P  

uchun

a) pi (x y)  =  m ax  I x (t) — у  (t) I +  m ax  I x"  (í) -  y"  Íí) I :
0<Í<1 1 0<ř<l 1 v ' 1

b) p2 (x. y) =  m ax  \ x  (t) — у  (t) \ í m ax  I x '  (i) -  y ’ (t) I :
o<t<i ‘ 1 (l<t<l

c) (x, y) =  _m axi | x  (t) -  у (ť) | +  | x ' (0) -  y' (0) |

met rikalar k iritilgan . (P, pi) .  (P, p2). (P, рз) m e trik  fazo larn ing  

to 'ld irm asin i toping.

4 .1 . S e p a r a b e l l ik .  K a te g o r iy a .  B e r  t e o r e m a s i

H an im a yerda zicli sanoqli qism  to 'p la m g a  ega b o 'lg an  m e trik  fazolar

separabel -metrik fazo lar  deyiladi. Л / to 'p lam n in g  barcha  ichki n u q ta la ri-
o

d an  ib o ra t to 'p la m  M  to 'p lam n in g  ichi dey ilad i va M  b ilan  belg ilanadi.

A  to 'p lam n in g  chegarasi F r A  =  А  П (.Y \.4) teng lik  b ilan  an iq lanad i.

4 .3 - t e o r e m a  (Ber  teoremasi).  To' la metrik  faz on i  heeh yerda zicli 

bo‘Imagan sanoqli sondagi to'plamlar yigHndisi  k o ‘rinishida tasvirlash 

m u m k i n  emas.

E ndi, m ukam m al to 'p lam , 1-va 2-kategoriya to ‘p lam la r tu sh u ncha la rin i 

keltiram iz. M  to 'p lam n in g  barch a  lim it ik n u q ta la rid an  ib o ra t to ‘plam ni 

M 1 b ilan  belgilaym iz. A gar Л/ =  M 1 teng lik  o 'rin li b o 'lsa , AI ga 

m u k a m m a l  to 'plam  deyiladi. A gar X  to 'la  m etrik  fazodagi M  to  p lam ni
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liech yerda zieh b o im ag an  sa.no qli sondagi to 'p lam la r b irlashm asi ko‘ri- 

nishida tasv irlash  m um kin bo 'lsa M  to p la m g a  1 -kategonyali  t o ‘plam 

deyiladi. A gar M  to 'p lam n i hech yerda zieh b o ‘ln iagan sanoqli sondagi 

to ‘p lam lar b iilashm asi ko 'rin ish ida tasv irlash  inum kin b o ‘lm asa M  ga

2-katcgoriyaii to'plant  deyiladi.

4 .1 2 . Q. R \Q  to ‘p lam larn ing  har biri R m etrik  fazoda zieh ekauligini 

isbotlang.

I s b o t .  Faraz qilaylik, x  6  R  ixtiyoriy haqiqiv son b o ‘lsin. U holda
f fix]

x n — ---- 1 ra tsional sonlar ketm a-ketligi x  ga vaqinlashadi. Bu ver-
n

da [x] deb x  ning bu tu n  qismi belgilangau. D eniak, ra tsional sonlar

to 'p lam i Q  haqiqiv sonlar to 'p lam i R  ning ham m a yerida zieh ekan.

Endi irra tsional sonlar to 'p lam i R \Q  haqiqiv sonlar to 'p lam i R  da zieh
\nx\ 7T

ekauligini isbotlavm iz. Ixtivoriv i £ R  haqiqiv son uchun un — -----H —
n  n

irra tsional sonlar ketm a-ketligi x  ga vaqinlashadi. Y a'ni, R \Q  to plam

R  da  zieh ekan. Dem ak, [Q] -  [R \Q ] =  R· □

4 .1 3 . { ' “  : tu, n  €  z j  to 'p lam ning  R  da zieh ekauligini isbotlang.

4 .1 4 . Z, < -  : n  €  Z, n  /  o l , j  — f---- : n, m  €  Z. n  ■ rn ^  o l  to :{>-
n ) [ n  m

lam lar R  m etrik  fazoning hech yerida zieh ernas. Isbotlang.

4 .1 5 . H am m a yerda zieh, ichi bo 'sh  bo 'lgan to 'p lam g a misol keltiring. 

K an to r to 'p lam in ing  quyidagi (4.16-4.20) xossalarini isbotlang.

4 .1 6 . K au to r ti/p lam in in g  o'lchovi nolga teng.

4 .1 7 . K an to r to 'p lam in ing  vakkalangan nuq ta lari m avjud einas.

04 .1 8 . K an to r to  plam iuing ichki nuq ta la ri m avjud em as, ya 'n i K  = v .

4 .1 9 . K antor to 'p lam i [0. 1] kesm aning hech yerida zieh emas.
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4 .2 0 . K an to r to 'p lam i m ukam m al to ‘p lani, ya 'n i K  — K ' .

t) (I
4 .2 1 . K m etrik  fazoda shunday A  UVplamga m isol kd t iringki. A, A ,  A ,  

— — 0
A, A.  A to 'p la m la r t-urli, ya 'n i hech qaysi ikkisi t.eng b o lin a s in .

4 .2 2 . A  C (X ,  p) hech yerda zieh bo 'lm asa, A’\.4  to p la rr i ha inm a verda 

zichligini isbo tlang .

4 .2 3 . A gar A h am in a  yerda zieh va ochiq to 'p la in  bo 'lsa . .Y\,4 to 'p lam  

hech yerda zieh ein as. Isboliang .

4 .2 4 . Shunday A  to ‘p lam ga misol keltiringki, A  va X \ A  to 'p lam lam in g  

h ar biri harnm a yerda zieh bo 'lsin .

4 .2 5 . finit ke tm a-ketlik lar to ‘plam i t’o va (P( p >  1) m etrik  fazclarda 

zieh joylashgaii, am m o c va m  m etrik  fazolarda zieh em asligini 

isbot qiling.

4 .2 6 . A gar A  to 'p la in  B  da, B  esa C  da  zieh joylashgaii bo 'lsa . .4 

to 'p lam  C  da zieh ekanligini isbotlang.

4 .2 7 . P  — barelia ko;p h ad la r to 'p lam i C[a, b\ m etrik  fazoda /ich . Isb o t

lang.

4 .2 8 . [u. 6] kesm ada a = t.\ < t i  < ■ ■ · < tn — b nu q ta la r va ixtiyoriy 

x 'i; X‘2 , x n sonlar berilgan  bo 'lsin . U holda x  ( i4) — i — 1, n 

va [ti, t i+1] o raliq larn ing  h ar birida chiziqli bo 'lgan  x \ l )  funksiva 

qisman chiziqli uzluksiz funksiya  deyiladi. B arelia qism an diiziq li 

uzluksiz fuiiksiyalar to ‘plam i C'[a, b] m etrik  fazoda zieh ekanligini 

isbotlang.

4 .2 9 . B a rd ia  sodda funksiyalar (o lchovli va q iym atla ri ro 'p la in i ko 'pi bi- 

lan sanoqli b o ‘lgan funksiyalar) to 'p lam i L \ [ n ,  b] iiietrik  fazoda 

zieh ekanligini isbotlang.
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4 .30 .  Sodda fim ksiyalar to !plam i Lp[a, b] (p  >  1) m etrik  fazoda zieh. 

Isbo tlang .

4.31.  [a, b\ kesm ada a — t\ < t2 < ■■■ < tn — b nu q ta la r berilgan 

bo‘lsin. (tj, řj+ i), i =  l , n  — 1 in te rv a lla rn in g h ar b ir id a o ‘zgarrnas, 

t-i bo ‘linish m iq talaridagi q iym atlari esa ix tivoriy  boMgan funksiya 

pog'onasimon funksiya  deyiladi. R avshanki, pog 'onasim on funksiya 

sodda funksiya b o ‘ladi. Pog‘onasim on bo 'lm agan  sodda funksiyaga 

m isol keltiring.

4.32 .  Pog 'onasim on funksiyalar L p[a, f>] (p > 1) m etrik  fazodagi barcha 

sodda funksiyalar t o 'p lam ida  zieh joylashgan. Isbotlang.

4 .33 .  Pog 'onasim on funksiyalar Lp[a, 6] (p > 1) m etrik  fazoda zieh ekan- 

ligini isbotlang.

4 .34 .  B archa uzluksiz funksiyalar L p[n, b\ (p >  1) m etrik fazodagi pog'o- 

nasirnon funksiyalar to 'p lam ida  zieh. Isbotlang. Dernak, C\a,  b] 

to -plam  sifa tida  L p[a, 6] m etrik  fazoda zieh.

4 .35 .  [a,b] kesm ada aniqlangan ixtiyoriv uzluksiz funksiyani istalgancha 

an iq likda  Lp[a,b] fazo m etrikasida  ktVphad bilan yaqin lash tirish  

inum kin. ya 'n i x( t )  uzluksiz funksiya va ixtiyoriv £ >  0 uehun 

sliunday p(t)  ko 'phad  m avjudki,

tengsizlik  o‘rinli. Isbotlang.

4 .3 6 . O ldingi 4 .35-m asaladagi p(t)  ko‘phadn ing  barcha koeffitsiyentlarini 

ra tsional sonlar qilib tan lash  rnunikin. Isbot qiling.

4 .3 7 . Separabel m etrik  fazoning to id irm a s i haní separabel bo 'lad im i?  M i

sol keltiring.
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4.38 .  Separabel fazoda ixtiyoriv G  ochiq to ‘plam ni sanoqli yoki chekli 

sondagi o‘zaro  kesishm avdigan ochiq sharlarn ing  yig indisi ko r in ish id a j

G ~  U B  (x„, rn) . B  (xí, n )  n  B (xj,  rj) — 0, i /  j  

tasvirlash  m um kin. Isbo t ciiling.

4.39 .  Separabel m etrik  fazoda ixtiyoriy F  yopiq to ‘plam ni m nkam m al M  

va chekli yoki sanoqli N  to ‘p lam larn ing  birlashm asi ko‘rinishida 

tasv irlash  m um kin. Isbotlang.

4 .40 .  D iskret m etrik  fazo separabel b o iish in in g  zaru r va yetarli shartin i 

toping.

4 .41 .  M  va N  lar l-kategoriyali to 'p lam la r bo lsin. U holda Aí  U N  

ning l-kategoriyali to 'p lam  ekauligini isbotlang.

I s b o t .  T a :rifga ko‘ra qnvidagi yoyilm alar o ‘rinli:

M  — U N 2n. «V -  U N^n-i-
n=l n—1

Bu yerda AT2n va iV2n-1 lar X  m etrik  fazoning Lech verida zich b o l-
00

m agan to ‘plam lar. I '  liokla M  U A r =  U N n tenglik o ‘rinli. Demak,
71—  1

M  U N  l-kategoriyali to !plam . □

4.42 .  R  m etrik  fazoda Q  to ‘plam  l-kategoriyali. R \Q  to ‘plarri 2-katego- 

riyali to ‘plam  ekauligini isbotlang.

I s b o t .  M alu m k i, Q  - sanoqli to ‘plam . shuning iicliun uning element-

larini { :c i,X 2; x 3, ........r n. . . .}  W rin ish d a  nom erlab chiqish mumkin.

Shunday ekan

Q =  U M „, M„ - {x„}n= 1

yoyilma o‘rinli va M n. n  — 1 .2 , . . .  lar R  ning hech yerida zich emas.

' T a lifg a  ko'ra Q  l-kategoriyali to ‘plam. Endi irratsional sonlar to  plami
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R \Q  niiig 2-kategoriyali to 'p lam  ekanligini isbotlaym iz. Teskaridan fara* 

qilaylik. R \Q  l-kategoriyali to 'p lam  b o is in . U holda 4.41-m isolga ko‘ra , 

to ‘la m etrik  fazo K -  Q u  ( R \ Q ) , 1-kategoriyali to 'p lam  b o 'la r edi. Bu 

osa Bor teorem asiga zid. D em ak, R \Q  2-kategoriyali to 'p lam . □

4 .43 . D ara jasi n  dan oshm avdigan ko 'phad larn ing  P<„ to 'p lam i C[a, b\ 

m etrik  fazoning hech yerida zieh emas. Isbot qiling.

OC
4 .44 . P  — 1J P<„ barcha ko 'p h ad la r to 'p lam i C [a, b] m etrik  fazoda 1-

n=l
kategoriyali to 'p lam  b o iish in i ko 'rsating.

4 .45 . L ‘>[a, 6] to ’plam  L i [a, b] m etrik  fazoda 1-kategoriyali to 'p lam . Is- 

botlaiig.

4 .4 6 . .r„(í) — uzhiksiz fuuksiyalar va ixtiyoriy ř Є R  ucluin lim  x n (í) =
71— * 3 0

To (t ) bo 'lsa. .r(, (t) funksiyaning uzilish nuq ta laridan  ib o ra t to 'p lam  

1-kategoriyali to 'p lam  ekanligini isbotkm g.

4 .47 . C [a, b] to 'p lam d a

p {x .  y)  =  í  sign |x ( í )  - y ( t ) \ d t

m etrika kiritilgan. (C[a, fr],p) separabel emas. lsbo tlang .

4 .48 . C[n , b] m etrik  fazoda

M n -  { x  : |x (ť )  -  x ( í" ) | <  n  ■ \ ť  -  / " I . Ví', ť  Є [a, bj }

to 'p lam  vopiq va hech yorda zieh emas. lsbo tlang .

4 .49 . C\a,  b] fazoda Lipshits sharrm i qanoatlan tiruveh i funksiyalar t,o'p-
O O

larni M  — У  M n (4.48-m asalaga qarang) 1-kategoriyali t,o‘plam .
n= 1

Л/ to 'p lam  vopiq em as va C\a,  b] fazoda zieh ekanligini isbotlang.



4 .5 0 . C[a,b] fazoda h ar b ir n  £  N da

Dn =  { r  : x '( i)  £  Cla.b]  va m ax lr'U)\  <  n  }
a<t.<b

to ‘plain  yopiq va yeeh yerda zieh em asligini isbotlang.

4 .5 1 . C [a, 6] fazoda uzluksiz diiferensiallanuvehi funksiyalar to ’plam i
OO

C ^ i a .  b] =  1J Dn ( Dn — 4.50-m isolda aniq langan) 1-kategoriyali 
n-  1

to 'p lan i, yopiq em as va harnrna verda zieh ekanligini isbo tlang .

4 .5 2 . x  haqiqiv sonning kasr qism i {x} ko’rin ishda belgibm adi. i n  · \ / 2 }  , 

n €  N sonlar to ‘p lam i [0. 1] kesm ada zieh ekanligini isbotlang. 

U m um an, a — irra tsional son b o isa . {« ■ a \  . ri €  N sonlar to ’plam i 

[0 . 1] kesm ada zieh. Isbo t qiliug.

4 .5 3 . Hech yerda zieh b o ’hnagan uvp lam n in g  qism to ’plam i heeli yerda 

zieh em as. Isbotlang.

4 .5 4 . Ghekli sondagi hech yerda zieh bo 'lm agan  to ’p lam la in in g  yig 'iiidisi 

hech yerda zieh em as. Isbot qiling.

4 .5 5 . Hech yerda zieh b o ’lm agan to ‘p lam ning  yopig‘i harn hech yerda zieh 

emas. Isbotlang.

4 .5 6 . (X . / i )  to ’la  m etrik  fazo. M  C X  esa 1-kategoriyali to ‘p lain  b o ’lsin. 

U holda X \ M  to 'p lan i A' fazoda zieh bo‘lishini ko’rsating .

4 .5 7 . ( X , p )  to 'la  m etrik  fazo. G n C X.  » €  N esa ochiq va harnrna
CXJ

verda zieh to 'p la m la r b o ’lsin. U holda M  = f"| G n to ’plani ham
71— 1

liam m a yerda zieh ekanligini isbotlang.
o

4 .5 8 . M  to plani hech yerda zieh b o ’lniasligi uchun M  =  0 shartn ing  

bajarilish i zaru r va yetarli. Isbotlang.

4 .5 9 . X  - to ’la m etrik  fazo. M  C X  esa 1-kategoriyali u v p lam  bo’lsin. 

U holda X \ M  2-kategoriyali to 'p lan i. Isbot qiling.
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4.(>U. A gar tjo £ B(xo,  r)  b o lsa , B{yo, r) C B(xo ,  2r)  m unosabatn i ishot 

(jiliiig.

4 .6 1 . B iror A  tü ‘p lainn ing  r — atrofi ushhu

tenglik bilaii aniq lanadi. U holda A  — p | Ve(A)  teiiglikni isbot-

4 .6 2 . T V g'ri chiziqda [a, h\. (a. b), Z. Q. [a, oo). 0 to 'p la in larn iiigclie- 

garalarin i toping.

4 .6 3 . D iskret m etrik  fazoda ix tiyoriy  lo p la in n in g  chegarasi bo 'sh  ukauli- 

gini isbotlang.

I sb o t .  M  diskret m etrik  fazodagi ixtiyoriy to 'p lam  b o is in . M a’lumki 

(3.12-misolga qarang), bu fazoda ixtiyoriy M  to ‘p lam  ucliun M  — M  

ten g lik o 'rin li. Slm nday ekan X \ M  — X \ M  tenglik hani o rin li. T o 'p lam  

chegarasi ta 'rifiga  ko’ra  M  ucliun F r  M  — M n ( X \ M )  — M F \ { X \ M )  —

0 teiiglikni olaniiz. □

4 .6 4 . F r ( A u B )  C  F r A  U F r  B  m unosabatn i isbo tlang . A gar Ä H B  — 0 

bo 'lsa, F r ( A  U B)  = F r A  U F r  B  teiiglikni isbot qiling.

4 .6 5 . Separabel m etrik  fazoda ix tiyoriy  to 'p lam ning  yakkalaiigan nuqta- 

lari chekli voki sanoqli to 'p lan i b o ia d i. Isbotlang.

4 .6 6 . {xn} C [n,b\ b o is in . Ixtiyoriy ( a , ß )  C [a.b] interval uchun n(a;/J)

orqali Xj, x 2..........r n im qtalairiiiig  [a. ß )  oraliqqa tushgaiilarin ing

soiiini belgilaylik. A gar ixtiyoriy (a , 3)  C [a.b ] uchun

0(1
lang.

lim —— --- --....—
n  - C O  I I  I)  ...... n

n(n: 3) 3 — (\
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tenglik  b a ja rilsa . {x„} ketm a-ketlik  [a, b] kesm ada tekis taqsim-
, I -i ^  IT 11 n ! 1 1 2 1 2 3 1 2  k ~  1langan deyiladi. U shbu °, 1, - ,  - ,  - ,  - .  - ,  - ,  . . ,  - ,  - , . . . .  — — . . . .

ke tm a-ketlik  [0 , 1] kesm ada tekis taqsin ilangau  b o ‘lad im i?

4 .6 7 . a  — in a ts io n a l soli bo 'lsin . { n a }  =  f i a - [ n . a ] .  y a ’ni n o  soniiiing 

kasr q ism laridan  tuzilgan  ketm a-ketlik  [0 , 1) kesm ada tekis taqsim - 

langan b o ‘lishini isbotlang.

4 .6 8 . 1.67-m as^iadan foydalanib, 1 ,5 . 52........ 5". . . .  ke tm a-kellikdagi 5"

sonning (o 'n lik  sanoq sistem asida) 13 dari boshlanisli chtim olligini 

toping.

4 .6 9 . X  to ‘la  ine trik  fazo, { /„}  esa X  da  an iq langan  uzluksiz funksiya- 

lar b o ls in . A gar ix tiyoriv  x  G X  uchun ehekli lini / „ ( x )  -  f ( x )
n—* oo

m avjud  b o ‘lsa, /  funksiyaning uzilish nu q ta la ri to 'p lam i 1-katego- 

rivali to 'p lam  ekanligini isbo t qiling.

4 .7 0 . A gar /  : R  —> K funksiya ha i b ir  u u q tad a  ehekli hosilaga ega bo 'lsa , 

f ' ( x )  funksiya uzluksiz b o ia d ig a n  n u q ta la r  to 'p lam i 2- kategorivali 

to 'p lam  ekanligini isbotlang.

5-§. U zlu k siz akslan tirish lar. Izom etriya . G om eom orfizm

X  — (X.  p) va Y  =  (Y ,d )  ine trik  fazolar. /  esa A’ ni Y  ga 

akslan tirish  bo lsin. A gar ixtiyoriv £ >  0 uchun shunday  6 >  0 m avjud 

bo 'lib , p ( x ,  x o) <  6 sh a rtn i qanoatlan tiru v ch i barella x  G À' n u q ta 

lar uchun d ( f [ x ) , f { x o ) )  < £ tengsizlik o 'rin li bo 'lsa, u lio lda /  ak- 

slan tirish  xq G X  nuqtada uzluksiz deyiladi. A gar /  akslan tirish  X  

ning liam m a n u q ta la rid a  uzluksiz bo lsa, u lio lda /  akslan tirish  X  da 

uzluksiz deyiladi. A gar ix tiyoriv  e >  0 uchun shunday  ó > 0 m avjud 

h o :lib. p ( x ,  y) < 6 sh a rtn i qanoatlan tiruvch i barella x , y  G X  n u q ta 

lar uchun (/ ( / ( x ) , / ( j / ) )  <  c tengsizlik  b a ja rilsa , u holda /  akslan tirish  

X  da tekis uzluksiz deyiladi. A gar /  : A' —> Y  biyektiv  akslantirish
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bo 'lib . /  va / ' 1 akslan tirish lar uzluksiz b o lsa . u holda /  gomeomorf  

akslantirish yoki gomeomorf izm  deviladi. X  va Y  fazol ar esa gomeomorf  

fazolar  deviladi. Agar (X , p) va (Y ,d)  m etrik  fazol ar o‘rtas id a  biyek- 

tiv nioslik o rnatuvclii /  akslan tirish  ixtiyoriy Хі,Хг Є X  lar uchun 

p (χχ. X2 ) =  d ( /  ( x i ) , /  (хг)) shartn i qanoathm tirsa , 11 holda /  akslan- 

tiríshga  izometriya  deyiladi, X  va V' fazolar esa i z o m c tň k  fazolar  deyi- 

ladi.

5 .1 . /  : R “ —+ IR funksiya liar bir tay iu langan  x da  y  o 'zgaruvchi 

bo'yicha ko 'phad  va h ar bir tay iu langan  y  da x o 'zgaruvchi bo'yicha 

ko 'phad  bo‘lsa, / ( x ,  y) funksiya ikkala argum enti bo 'y icha ham  

ko 'phad ekanligini isbotlang.

I s b o t .  S liartga ko 'ra / ( x ,  y) funksiyani quyidagicha tasv irlash  m umkin

/ ( x .  y) -= a 0(x) 4- a i(x )  y +  a 2(x) y2 + -----1- a„(x) y" . (5.1)

f ( x - y) ~  l>0 (y) +  ^l(y) ·τ  +  ^ ( i / )  &■“ +  · · · +  l>m(y) xm · (5.2)

B lindan /  ning x  va y o ’zgaruvchilar bo’yicha differensiallanuvchi ekan- 

ligi kelib chiqadi. Agar y  — 0 bo 'lsa, u holda (5.1) va (5.2) lardan 

quyidagini olarniz

/ ( x ,  0) =  a0(x) =  bo(O) 1- ò i (0)x  + ò2( 0 ) x 2 ! .......I 6m( 0 ) x m .

X uddi shunday (5.1) va (5.2) lardan  y b o :yicha xususiy hosilao lib , ular- 

niug y — 0 dagi q iym atlarin i teuglashtirib

«i(.c) — ¿/0(U) -f 0, ( 0) x +  62(0 ) x 2 +  · · ■ +  «4 , (0) x m

tenglikni olainiz. Va hokazo / ( x ,  y) ning (5.1) va (5.2) ifodalaridan y 

bo 'y icha г?— ta rtib li hosila olib. ularning y  =  0 dagi q iy inatlarin i teng- 

lashtirib

an(x)  =  / ^ ( ü )  I b<n)(0) x  4- 4 ">(0) x 2 +  · · ■ f  б£>(0) x m
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tenglikka ega bo 'lam iz. a 0(.r). a.i(x) ........  nn(x)  la r uchiin top ilgan  bu

ifodalarn i (5.1) ga  qo 'v ib , f ( x . y ) ning ikkala argum en ti b o 'y ich a  hnm 

k o 'p h ad  ekauligiga islionch hosil qilam iz. □

5 .2 . lkki a rgum en tli /  : [0, 1] x  [0, lj —> R  funksiya liar bir x  da y  

b o 'y ich a  va h a r  b ir  y  d a  x  bo 'y ich a  uzluksiz bo 'lsa . shunday  ( x Q. jfo) 

m iq ta  m av judk i. Im iiuq tada  /  funksiya ikkala a rgum en ti bo 'y icha 

b irgalikda uzluksiz b o 'lad i. Isbot qiling.

5 .3 . /  funksiya (0, 1) in te rv a ld a  cheksiz rn a r ta  differensiallaiiuvchi bo'l- 

sin. A gar ix tivoriy  x  G (0, 1.) uchun shundav  ri — ni.r) G N m avjud  

b o lib , / '7< '(./■) — 0 bo 'lsa . /  n ing k o 'phad  ekanligiui isbo tlang .

5 .4 . (A”, p) va (V, d) m etrik  fazolai bo 'lsin . /  : X  —* Y  akslan tiris lm ing  

uzluksizligi quvidagi sh a rtla rn in g  h a r  b iriga reng kuchli ekanligiui 

isbo tlang:

a) ix tivoriy  G  C Y  ochiq to 'p lam  uchun f ~ [{ G ) C  A’ ham  ochiq 

to 'p lam ;

b) ixtivoriy F  C Y  vopiq to 'p lam  uchun . f~ l (F)  C .V ham  yopiq 

to 'p lam ;

c) ix tivoriv  {./ n } C X  vaqinla.shuvclii ke tm a-ketlik  uchun  {/{■>'„)} C
*Y  k etm a-ketlik  h am  yaqinlashuvchi.

5 .5 . Shunday /  : R  —> R  uzluksiz funksiya, G’— ochiq va F — yopiq 

to 'p lam la rg am iso l keltiringki, f ( G )  to 'p lam  ochiq ernas, f ( F )  t< > p- 

larn esa yopiq cm as.

5 .6 . Ix tivoriy  fu n d am en ta l ketm a-ketlikn i yana fundam ent al ketrna-ketlik- 

ka. akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo 'lish i sh artm i?

5 .7 . A gar A’ d iskret m etrik  fazo b o 'lsa . h a r  qanday  /  : X  —+ V akslari- 

tirish  uzluksiz b o 'lad i. Isbo tlang .
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5 .8 . f i  : X  —* Y, (i = 1 ,2 )  uzluksiz ak slan tiiish la r b o is iu . U holda 

M  =  {.r €  A' : / i ( x )  =  / 2(2.')} to ‘plam  vopiq ekanligiui isbotbm g.

5 .9 . f i  : X  —* Y, (i — 1 ,2) uzluksiz akslant.iiishlar va X  da  zich 

b o lg a n  biror JI/ to ‘plam  beiilgan  bo 'lsin . A gar barcha x  G M  

tichuu f i [ x )  = f í i x )  b o lsa , f i  =  /2 , va’ni akslan tirish lar bu tun  

X  fazoda teng. Isbot qìling.

5 .1 0 . /  : X  —> Y  uzluksiz akslantirish  b o is in . Q uyidagi im plikatsiva- 

la rdan  qaysi ì»ìri to ‘g‘ri?  lx tiyoriy  M  C X  to ;plam  uchun:

a) x  G M  => f { x )  G f ( M )  :
0 0

b) .c G M  => / ( * )  G f ( M )  :

< ) x  G M '  => f ( x )  G ( f ( M ) Y  :

d) 3· G F r M  => f ( x )  G F r ( f ( M ) )  .

5 .11 . X  separabel m etrik  fazo va /  : A' —> Y  haqiqiy funksiva bo'lsin . 

M  orqali X  fazodagi barcha shuudav nuq talarn i belgilaym izki. 

lim /  (./:) m av ju d v a  lim  /  (x) ^  /  (a) bo’lsin. M  t.o’plam ning ko’pi
.r—»a x — a
bilan sanoqli ekanligiui isbot lang.

5 .1 2 . S  — {z  G C  : |:;| =  1} ay lanada p ( z j. c2) =  \zi -  r:2\ m etrika kiri- 

tilgan. lx tiyoriy  /  : S  —* IR uzluksiz funksiya uchun shunday Zq G 

S  m avjudki, f { zo)  =  f (  — z0) tonglik o’riidi. Dem ak. ay lanada 

an iqlangan uzluksiz funksiya qandaydir d iam étra l qaram a-qarsh i nuq- 

ta la rd a  teug q iym atlarn i qabul qiladi. Isbi>tlang.

5 .1 3 . /  : (-[a, b\ —> C[0. 1] akslan tirish  /(;»·(/)_) =  x(a  + (b — a)l),  0 <  

t <  1 tenglik bilan aniqlangan. Bu akslantirish:

a) uzluksiz, b) izom etriya b o lad im i?

5 .14 . /  : C[0. 1] —» Li[(), 1] akslantirish  f ( x ( t ) )  — x( t)  tenglik bilan 

au iqlaugan b o lsa , utiing uzluksiz ekanligiui isbot lang.
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Isb ot. x0 6  C [0; 1] ix liyoriy  nuq ta  bo 'lsin , n holda

1 1 

p ( / ( a ;J - /(* o ))  =  J  \ x { t ) - x o ( t ) \ d t  < m ax  |x ( í ) - x 0(/) | J d t  =  p(x . xo )
o o

tengsizlik o r in li. B erilgan s  >  0 uchun á =  £ desak, u holda p { x ,  Xo) < 

<5 sh artn i qanoatlant.iruvehi barella x  6 X  la rd a  p ( / ( x ) . / ( x 0)) < r  

tengsizlik liam  o 'rin li bo 'lad i. x 0 €  C[0. 1] ix liyoriy  n uq ta  b o ’lgani 

uchun /  akslan tirish  uzluksiz bo 'lad i. □

5 .1 5 . f ( x { t ) )  — x ( t 2) tenglik  bilan a) f  : C[— 1, lj —» C[0, 1] ;

b) /  : Lp[—1. 1] — Lp[0 , 1 j : c) f  : C [ - l ,  1] -»  M °>  1] akslan- 

tirisk la r aniqlangan. U larning h ar b irin i uzluksizlikka teksh iiing .

5 .1 6 . f [ x { t ) ) — x 2{t) tenglik bilan a) f  : C[0, lj —> C[0. 1] ; 

i>) /  : Lp[0. lj -» L 2[0. 1]; c) /  : ^ [ 0 ,  1] -  ^ [ 0 ,  l j ;

d) /  : L2[0, 1] — ř,i[0, 1]; e) /  : L x[0. 1| — ^ [ 0 ,  1] akslan- 

tiiishlai· aniq langan . U larni uzluksizlikka icksliiring.

5 .1 7 . f  : C[0. 1] —► ť [0 , lj akslantirisli quyidagi
I 1

a) f ( x ( t ) )  = J x ( s )d s :  b) f ( x ( t ) )  = f  s in (t -  a )x (s )d s  :
o o

c) f ( z ( t ) )  = f  x'2(s )ds  : d) f (x( t . ))  =  x ( ť  ). a  >  0
(I

tenglik bilan an iq langan . U larning qavsilari uzluksiz. qaysilari tekis 

uzluksiz bo 'lad i?

Y ech ish .  Biz faqat a) qism ini tekshirish  bilan d iek lauain iz . f  aks- 

lan tirishn i tekis uzluksizlikka tekshiram iz. B archa x. y E C \ 0, lj lar 

uchun

p { f ( * ) , f ( y ) )  -  max [  (x ( s)  -  y { s ) ) d s  <  m a x  | x ( s ) - j t / ( s ) |  [  ds.  
Jo ° ^ s ^ 1 Jo

40



ya'n i p ( f { x ) J ( y ) )  <  p ( x ,  y )  tengsizlik  o‘rinli. Tekis uzluksizlik ta ’rifidagi 

t) ni £ ga teng  desak, u ho lda p ( x ,  y)  < S sh a rtn i qanoatlan tin iv ch i 

barcha x .  y  G X  larda p ( f { x ) - f { y ) )  < c- tengsizlik ba ja rilad i. Dem ak. 

J' akslan tirish  tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz ak slan tirish  uzluksiz

tenglik  bilan nn iqlangan. U lara in g  qaysilari uzluksiz. qavsilari tekis 

uzluksiz bo 'lad i?

5 .19 .  /  : L2[0, 1] —*■ /,,[(). 1] akslan tirish  ushbu

a ) f { x ( 1 ) )  =  u i t ) - x ( t ) .  u G <17 [0, 1] ; b) f { x ( t ) )  = x ( i a ), a  >  0 

tenglik  bilan an iq langan . U larni uzlulcsizlikka teksh iring .

5.20 .  R d a  uzluksiz, lekin tekis uzluksiz b o ‘lm agan  funksiyaga m isol kel- 

tiring.

5 .21 .  X , Y — met-rik fazolar b o l ib .  Y -  t-o‘la  b o ’lsin. A gar M  C  X  liam - 

ma verda zicli. /  : M  —* Y  tekis uzluksiz akslan tirish  b o is a ,  shuti- 

day F  : X  —► Y  tekis uzluksiz akslan tirish  m avjudki, F\,\j ~  / ,  

ya’ni ix tiyoriy  x  G M  uchun F ( x )  =  / ( . t ) .  Isbotlang.

5 .22 .  L ipshits sh a rtin i q au o a llan tiru v d ii akslan tirish  tekis uzluksiz ak 

slantirish  bo 'lish in i isbo tlang .

5 .23 .  K i t · * )  funksiva [a, b] x  [a, h] kv ad ra td a  ikkala argum ent! bo‘yicha 

uzluksiz bo isa.

bo 'ladi. □

5 .1 8 . /  : L2[0. ij —* L 2[0, 1] akslan tirish  quyidagi

a) f { x ( t ) )  -  J  x(s)d.s: b) f ( x ( t ) )  =  /  sin(£ -  s ) x{ s )ds  :
0 0

<*) f { x { t ) )  =  f j ? ( s ) d s · ,  d) f ( x ( t ) )  =  f x ( s a )d.s, a  > 0
0 0

b
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tenglik  bilan an iq langan  A : C [a ,6] —> C  a. 6] akslan tirish  L ipsh its 

sh artin i qan o a tlan tirish in i isbo tlang .

5 .2 4 . O lch o v li h' ( t , s)  funksiya uchun

akslantirish  tekis uzluksiz b o lish in i isbo tlang .

5 .2 5 . /  : ,Y —» Y  tekis uzluksiz va g : Y  —> Z  L ipsh its sh a rtin i qanoat- 

lantiruvchi akslan tirish la r b o ls in . U huida g o f  . X  —♦ 7  akslan 

tirish tekis uzluksiz (L ipshits shartin i q an o a tlan th u v eh i) b o la d im i?

5 .2 6 . [0 , 1] kesm ada tekis uzluksiz, am m o L ipshits sh a rtin i qanoatlan - 

tirm aydigan  funksiyaga rnisol keltiring.

5 .2 7 . (A’.p)  m etrik  fazo b o ls ín , p : X  x  X  —> R akslan tirish  

a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz b o la d im i?

5 .2 8 . (X . p ) m etrik  fazo. A A c  X  b iror < o 'p lam  b o ls ín , d : 

X - * R  funksiya d(x)  — inf p(x.  y)  tenglik  bilan aniqlangan. Shu

akslan tirishn ing  tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

5 .2 9 . R 2 d a  p{ x .y )  — \ J ( x \  —3/1 )2 +  (x-¿ ~  Ui)2 m etrika, C  kom pleks 

sonlar to : p lanuda d(zi,z'¿)  — |Z\ — z-¿\ m etrika  kiritilgan. Bu fazo- 

larn ing  izom etrik  ekanligini isbotlang.

5 .3 0 . A' va Y  lar m etrik  fazolar b o ls ín . .Y x Y  va Y  x X  inetrik  

fazolarning izom etrik  ekanligini isbotlang.

5 .3 1 . c va l x c 0 fazolarning izom etrik  ekanligini isbotlang.

tengsizlik o l in l i  b o lsa . A : L2[a, 6] —+ L 2[a, 6]
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6.32 . C[0, 1] va C'[a, 6] m etrik  fazolar o rasida izom etriva o :rnating .

5 .33 . Izom etriva ekvivalentlik m unosabati b o iish in i isbotlang.

5 .34 . R  m etrik  fazoning barcha izom etriyalarin i toping.

5 .35 . R 2 m etrik  fazoning (p (x .y )  — \ / W i  ~  í/i)2 +  (x2 ~  ?/2)2 ) barcha 

izom etriyalarini toping.

5 .36 . M etrik fazoni o‘z in i-o '/iga  aksb iu tiruvdii barcha izom etriyalar grup- 

pa tashkil etishini isbotlang.

5 .37 . B iror X  to ‘p lam d a pi va po ekvivalent m etrika lar berilgan b o is in . 

X  to ‘plam dagi barcha m etrika lar ucliun kiritilgan bu m nnosabat 

h aq iq a td a  liam  ekvivalentlik m unosabati b o iish in i isbotlang.

5 .38 . X  chekli to p la m  b o isa . u nda  kiritiiga.ii ixtiyoriv ikki m etrika ek

vivalent. ekaiiligiui isbotlang.

5 .39 . R" da kiritilgan p\. p% = p va p^  m etrika lar ekvivalent ekanligini 

isbot lang.

5 .40 . Ekvivalent m etiika la in ing  b irida  yaqinla.shuvchi (fundam ental) b o i-  

gan ketm a-ketlik  ikkinchisida liam yaqinlasliuvdii (fundam ental) b o ‘- 

lishini isbotlang.

5 .4 1 . Ekvivalent m etrika larn ing birida oeliiq (yopiq) b o lg a u  i y p lam  ikkin

chisida haní ochi(| (yopiq) ekanligiiii isbot lang.

5 .42 . p\ va p2 ekvivalent m etrikalar b o is in . Agar ( X . p \ )  m etrik  fazo 

a) to la ;  b) separabel; c) d iskret b o isa , ( X , p 2 ) m etrik fazo liam 

shu xossaga ega b o la d i. Isbo t qiling.

5 .4 3 . C" tď p lam d a  p.% x , y )  =  m ax  |.r, -  iji\, pi(:r,y)  =  5Z l-T· “  ?/*lK i< n  i

n

m etrikalarn iug  ixtiyoriv ikkitasi ekviva

lent ekanligini isbotlang.
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i / f i :  agar z  y
5 .4 4 . R  da  p i ( x . y )  = \x — y\ va p2 {x .y )  -- < ' m etn -

kalar ekvivalent oinas. Isbotlang.
0. agar x  — y

Isb ot. Teskarisini faraz qilaylik. va ni pi va pi  m etrika lar ekviva

lent b o ‘lsin. U holda shundav C\  > 0 ,  C 2 > 0 sco lar tnavjud b o lib . 

barcha x  -f iy,  x . y  £  ( — oc. oo) la r ueliun

C \P i{ x ,y )  <  P2 {x, ¡1) <  ( '2P\ (>'. y ) C \\ x  -  y | <  1 <  C 2\x -  y |

tengsizliklar bajarilish i kerak. Lekin \x — y\ =  777- desak. oxirgi tengsiz-
2 C 2

lik bajarilm aydi. Dem ak, pi va p2 m etrikalar ekvivalent emas. □

5 .4 5 . C[a, !>} to p la m d a  kiritilgan

p0o(x,  y)  =- m ax |x( t)  -  y ( t )|, p2(x, y)  =  J  f  |x( t)  -  y ( t )|2 d t . 
a<J<à V a

Pi(-C) y)  =  f  \x( t )  -  y( t ) \ dt ,  p4 { x , y )  =  f  Sign|x(i)  -  y ( 0 | d i
a a

m etrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

5 .4 6 . X  t.o‘plani [a, b] kesm ada o'icliovli va cliegaralangan funksiya- 

lardan ibora t. Shu tc 'p lam d a  aniqlangan

(
6 \  ’/Pi /  6 \ VP:

J  \x(t )  -  y{ t ) \ p'dt  j : p2{x,  y)  =  i J  \x{t )  -  y ( i ) |P2di

m etrikalar p i ^  p i. (pi >  1. p2 >  1) b o 'lganda  ekvivalent euiasligini 

isbotlang.

5 .4 7 . G omeomoifizin ekvivalentlik inunosabati ekanligini isbotlang.

5 .4 8 . f  : X  —*· Y  gomeomortizrn. Al C X  to'"plam  berilgan bo'lsin. 

l'slibu  tasd iq larn i isbotlang:
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a) M  ochiq to 'p lam  bo ;lsa. f ( M )  ham  ochiq;

11) A/ yopiq to 'p lam  bo 'lsa, / (A /)  ham  vopiq;

c) f ( M )  ~ J J J Í ) .

5.49. G om eom orf m etrik  fazolardan biri separabel b o ‘lsa. ikkiuchisi ham  

separabel bo 'lish in i k o rsa lin g .

5 .50 . R  to 'p lam d a  p \ ( x , y )  = \x — y| va p2( x , y )  — |a rc tg x  — a rc tg y | 

m etrikalar k iritilgau . (R, p i )v a  (R. p2) m etrik  fazolar gom eom orf 

ekanligini isbotiang. x n — i> ketm a-ketlik  (R. ¿>2) m etrik  fazoda 

fundam ental, (R, p 1) fazoda esa fundam enta l em asligini isbotiang.

(R. p 1) to la  met,rik fazo, (R, p-i) esa to 'la  em as. Dem ak. gom eom orf 

m etrik  fazo lan iing  biri t o i a  bo 'lsa. ikkiuchisi to ia  bo 'lish i sh a rt emas. 

X u losa . M etrik fazoning to 'la lig i topologik xossa emas.

5 .51 . ( X . p )  m etrik  fazo bo‘lsin. Agar p A x . y )  — bo'lsa,
1 4- p(x.  y)

{ X, p )  va ( A . / ’i) m etrik  fazolar gom eom orf ekanligini isbotiang.

5 .52 . R  va R 2 m etrik  fazolar gom eom orf em as. U m um an 11 /  tii da R '1 

va R " ' . m etrik  fazolar gom eom orf em asligini isbotiang.

5 .53 . C'1·* [<7, b] lo p la m d a  aniqlangan

P i U . y )  -  m ax | x (ť)—y (/) j 4-m ax |x '( / , ) - y V ) | +  m ax |x "(/) -  y " ( t ) \ ,
a< t< b a< t< b

p2(x, y)  -  m ax |x(7) -  ylt) \  +  m ax |x "(i) -  y"(t)\
a< t< b &<t<b

m otrikalarning ekvivalent ekanligini isbotiang.

5 .54 . ( X . p )  va (Y. d)  m etrik  fazolar bo 'lsin . A gar ( Y, d)  fazoning 

biror m etrik  qism fazosi ( X . p )  m etrik  fazoga izom etrik  (gomeo

m orf) bo'lsa, ( X . p )  fazoni (Y.d)  fazoga i zomvtrik (gomeomorf)
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joylashtirish m um k in  deyiladi. A gar n  < rn bo 'lsa . R u m etrik  fa- 

zoni R m fazoga izom etrik  joy lash tirish  m um kinlig ini isbo tlang . Bu 

verda m etrika  s ifa tida

[k — 11 yoki k  — m )  ifodalardan  biri olingan.

5 .5 5 . S  tab iiv  m etrika k iritilgan  av lana b o ‘lsin. U holda S  x ¡0. lj va 

S  x S  m etrik  fazolarning h ar b irin i m etrik  fazoga gom eom orf 

joy lash tirish  m um kinlig ini isbo tlang .

5 .5 6 . L ohta  n u q tad an  ib o ra t b o lg a n  ixtivoriy m etrik  fazoni R 2 m etrik  

fazoga izom etrik  joy lash tirish  m um kinlig ini isbo tlang . I V r t t a  nuq- 

ta d a n  ibo ra t b o ‘lgan diskret m etrik  fazoni R J m etrik  fazoga izom et

rik joy lash tirish  m um kin em as, am m o R 1* m etrik  fazoga izom etrik  

joylashtirish m um kinlig ini isbo tlang .

5 .5 7 . I V r t ta  nuq tadan  ib o ra t shunday  m etrik  fazo m avjudki. uni R" 

m etrik  fazolarning b iro rtas ig a  hain  izom etrik  joy lash tirish  m um kin 

einasligini isbotlang.

5 .5 8 . /12i0, 1] m etrik  fazoni L\[0, 1] m etrik  fazoga

a) gom eom orf. b) izom etrik  joy lash tirish  m uinkinm i?

A gar /  : (A . p) —* (Y , d)  akslan tirish  uchun shunday  L  >  0 son mav- 

ju d  b o ‘lib, ixtiyoriy x \ ,  x -2 £  X  lar uchun d  ( / ( x j ) . /  (.7:2)) <  L p ( x 1, r 2)

k

k
Poc (z , y)  =  rnax |x, -  y t \ , p x {x.  y)  =  |x , -  y,\

K i < k  11

6-§.  Q isqart.irib aks e ttir ish  prinsip i

shart ba jarilsa , 11 ho lda  /  akslan tirish  Lipshits shartini  qnnoatlantiivdi
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ilcyiladi. A gar /  : X  —* X  ak slan tirish  L ipsh its sh a rtin i q an o a llan tirsa  

vil L ipsh its o ‘zgai'inasi L <  1 b o ‘lsa, ./ akslan tirish  qisuvchi  deyila- 

di A gar A  : X  —> X  akslan tirish  uchun shunday x  €  X  n u q ta  m avjud 

boTib. A x  — x  tenglik  b a ja rilsa  x  n u q ta  A  akslant irishn ing  qo‘z g ‘alma$ 

ii.uqt.asi deyiladi.

6 .1 -teo rcm a  (Qisuvchi  akslanU.rishl.ar prinsipi j .  T o ‘la metrik  fazoda  

nniqluvyan har qanday qisuvchi akslantirish yagona qo'zg:almas nuqtaga 

r.qa.

6 . 1. x  — -  cos x  — 2 touglam a yagona yochiuiga ega ekauligini isbo tlang . 

K alku lya to r yo rdam ida yechim ni 0.001 aniqlik b ilan  toping.

I s b o t .  Ilaq iq iy  so idar to ‘plam i R — to ‘la m etrik  fazo. J : R  —* R . 

/'(./■) -■ - c o s  x  — 2 ak slan tirish  esa

p ( f  ( x x) , /  ( x2)) <  ~ (.r! . -r·/)

shartn i q an o a tlan t iradi, va’ni qisuvchi. Shuning  uch mi 6.1-t.eorem aga 

ko‘ra, berilgan  touglam a vagona yechim ga ega. IJn ing  yechim i taq rib an  

,r % -2 ,1 9 4 7 4 9 2 7 8 . □

6 .2 . A gar /  : R  —* R  va <  q <  1 b o ls a . x  — / ( .v) teng lam a 

yagona yechim ga ega ekanligini isbo tlang .

6 .3 . A gar /  : [a. b] —> ja. /)] uzluksiz funksiya b o lsa , x  = f ( x )  tengla- 

m aning  yechim i m avjudlig in i isbo tlang .

6 .4 . A gar 0 <  o <  1 b o isa .

x n+i = x n -  -  a), ./o - 0

rekurrent usulda aniqlanuvchi { ketm a-ketlikn ing  \ f a  soniga 

yaqin lash ish in i isbot lang.
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6 .5 . D iskret m etrik fazoda qanday  akslantirish  qisuvchi b o la d i?

6 .6 . S  = {z  : \z\ =  1} avlana b o is in . f  : S  —* S  qisuvchi akslan tirisl 

m avjudm i?

6 .7 . X  m etrik  fazo. /  : X  —> X  qisuvchi akslantirish  b o is in . U holda 

/  akslantirish uzluksiz va h a tto  tekis uzluksiz b o ‘lishini isbotlang.

6 .8 . X  to i a  m etrik  fazo va fa : X  —> X  (i — ]. 2) akslan tirish lar beril- 

gan b o is in . Agar / t qisuvchi b o ls a . ham da fa o / 2 — / 2 o fa tenglik 

o '1-mli l)o‘lsa. / 2 akslantirislin ing qo‘zg‘alm as nuqtasi m avjudligini 

isbotlang.

6 .9 . R 2 m etrik  fazoda vagon a qo‘zg 'alm as riuqtaga ega b o lg a n  izoinetriya 

shu riuqta atrofida burislidan ib o ra t ekanligini isbotlang.

6 . 10 . C[—a, a] m etrik  fazo va f ,  : C \ —a, «1 —* C[—a·. a] (i = 1.2)  

akslan tirish lar fa(x{ťj )  =  : r ( - í )  va f a(x( t ) )  =  ~ x ( —t) t.englik- 

la r b ilan  aniqlangan. Shu akslantirishlariiing  q<Vzg‘alinas nuq ta larin i 

toping.

Y ech ish . C[—o, u] m etrik  fazoda ju ft funksiyalar to ‘p!am ini C,+ (—a, a] 

bilan. l;oq funksiyalar to ‘plam ini esa C~[ —a, o] bilan belgilaylik. U hol

da  ixtivoriy x~  €  C +[- a ,  a] uehun / i ( . r + ) -  x + tenglik o ‘rirdi. Xuddi 

shunday koTsatish m um kinki. har bir r~ 6  C ~ \ - a ,  a] da  f a{x~)  =  

x~ tenglik o‘rinli. Dem ak, barelia ju ft funksiyalar fa akslantirishning 

qo 'zg :alinas nuc|talari, bareha  toq  funksiyalar esa f 2 n ing  qo 'zg!alrnas 

nuq talari b o la r  ekan. □

6 .1 1 . X  to ‘la m etrik  fazo. /  : X  —> X  b iror akslantirish  b o is in . /  

akslantirishniug itera tsiya lari (dara ja lari) ushbu

f  ~ í  °  fa  f n =  f n - ' o f
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t.engliklar bilan aniqlauadi. Agar biror n urhim f" qisuvdii Ix/lsa, 
/' : X  —* A" akslailtirish yagolla qo:zg'almas nuqtaga ega boladi. 
IsL—>т qiling.

8.12. K(t..s) lunksiya [a. b] x [a, b] kvadrat da u/luksiz bolsín. U hol
ila Voyorshtrass tooremasiga ko rá K(t. ,s) fuiiksiya dmgaralangaii, 
ya'ni barella t,s£[a,b) lar udiun

akslailtirish C\n. 6] inotrik fazoui o'ziiii-o'ziga akslantirishi va bar- 

d ia .r. у Є C[a. b1 funksivalar пиши

pi Ar. Ay) < AI{b - η)ρ(χ, /у)

I ctigsi/likning baja r ilish ini isboüang.

(>.13. h'(t.s) o'h hovli furtksiya urhuii

in icgral t e lig íanla λ рагаш еї rn iiig  ye ta iiid ia  kieliik (ìno ilu li bo'yi- 

cha) q iy inatlavida  yagona yod iim ga ega ekanligini isbotlang.

G.14. KU.s) funksiya a < s < t < b udibiurhakda (soliani diizib 
ko'i'sating) uzluksiz bo lsín. Ü liolda

\K(t,s)\ < M

i.engsizlik o'rinb. Uslibu

tengsizlik u'rinli bolsín. U holda l.iui. /»] fa/oda aniqlangati

:(■(/) — λ A (/.. .s)t(.s) ds 4- y(l ). у Є í-¿[a· l>\
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tenglik bilan aniqlangan A : C[a, 6] —► C[a, b] akslantirish uchun 
shunday n natural sou mavjudki, /1" : C[a, b] — * C[a. b) akslan
tirish qisuvchi bcvladi. Isbotlang.

6.15. K (t ,s )  funksiya a < s < t < b uchburchakda. y(ť) funksiya esa 
[a, b] kesmada uzluksiz bo'lsa.

x{t) — \ í  A  (ř, s)x[s')ds -f y (í)
J a

integrál tenglama ixtiyoriy A e l  ucliun vagona uzluksiz yechirnga 
ega. Isbotlang.

i.
6.16. (A x )(t ) I x2(s)ds tenglik bilan aniqlangan A : G'[0. n] —» C'[0. n]

o
akslantirish hecli bir a > 0 uchun qisuvchi emas. Isbot qiling.

6.17. a > 0 Ronning qanday qiyniatlarida

x(t) — 1 + í  x2(s)ds
Jo

integrál tenglama ('[0. r/| fazoda yechirnga ega?

6.18. R  metrik fazoda shunday /  : R  —> R  akslantiri.shga misol keltiring- 
ki. barcha x, y E R. x /■ y lar uchun

< p(x-y)

tengsizlik o‘rinli, ammo f (x )  = ./; tenglama yechirnga ega bo‘linasin.

6.19. R n fazoda

S n~} = |  x ~  (x i,x 2, ...... fn) : X >  = 1, Xi > 0

qism tďplain sirnpleks deyiladi. Agar P  — (pij). i , j  = 1, n mat rit-
n

sa elementlari p,3 > 0 va Y^Pij — 1- J  — 1-2. —  n shartlarni
i=l
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qanoatlantirsa, P  stoxastik matritsa deyiladi. x i—► P x  akslan- 
tirisli ¿>'n-1 siitij>l(“ksni o'zini-o'ziga akslantirishini ko'rsating. S n~1 
to‘plamda fl

pi*·, y) = ki - ViV y e s "~1 
i=l

metrika kiritilgan bo'lsin. Agar P  rnatritsaning biror satri musbat 
eleinentlardan iborat bo'lsa ( p,\ > 0,p,2 > 0 .... ,pin > 0), Px  = x 
tenglama S " -1 simpleksda yagona yechimga ega bo'lishini isbot- 
lang.

(>,20. K (t .  ,s) funksiya [0, 1] x [0. 1] kvadratda uzluksiz bo'lsin.

max / \K(t,s)\ds — M  
°<<<i Jn

belgilash kiritaylik. Agar 4A/1Aj < 1 tengsizlik bajarilsa.

x (t ) = 1 +· A f  K (t,s )x (s )d s  
Jo

integral tenglama C\0, 1] fazoda yagona yechimga ega ekauligini 
isbotlang.

6.21. Kalkulyatordan fovdalaiiib.

a) 5x -  3sinx -  7. b) 3x 4- e-1*1 — 10. c) x — In <Y\ + x2 -  3 
tenglamalar yechimiui 0,01 aniqlikda toping.

6.22. / biror uzluksiz funksiya bo'lsa,

x(t) -  ^ sin x{t) f  f ( t )  -  0 

tenglikni qanoatlantiruvchi x € C[0, lj funksiya mavjud. Isbotlang.

6.23. Ushbu
x(t) -  e~x[l) ! sinf 

tenglamaning C[0, 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.
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6.24. X  to'la metrik fazo. A : X  —* X , p(Ax. Ay) < q p (x ,y ), 0 < q < 
1 qisuvchi akslantirish bo'lsin. Ixtiyoriv x0 G X  uclnm Ax — a; 

tenglamaning yechirni B [x o, — — | sharga l-ogislili. Isbotlang.

6.25. .Y to la metrik fazo. iif.To, r  C Y  yopiq sliar va / : /?[.r(l. /·] —* 
X  biror akslantirish bo'lsin. Agar / akslantirish J3[.r0, r] sharni 
qisqartivib akslantirsa, ya’ni

p (f  f ( y ) )  < q-pi->'· y)· 0 < 9 <  1. x , y e B [ x 0,'r}

shartni qanoatlantirsa va p (f (x ) ,x 0) < (1 -q)-r tengsizlik bajarilsa, 
f (x )  — x tenglama B\x0, rj sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.

6.2G. X  to'la metrik fazo, / : X  —> X  uzluksiz akslantirish

p {f  f ( y )) > a  · /H-r> //)· a > l. X . y € X

shartni qanoatlantirsin. U holda /(./·) — x tenglama yechimga ega 
bolishi shartmi?

6.27. R "  fazoda metrika
n

pix.y) -  ^2 N  -  ml 
t=l

tenglik bilan aniqlangan. A — (atJ·). z, j  — 1, n matritsa elemeiitiari
n

E l “ » ! « 1
t = l

shartni qanoatlantirsa, A : R " —► R n akslantirish qisuvchi boladi. 
Isbotlang.

6.28. A = [nt J ) cheksiz matritsa bo'lsin. x — (.Ti,.T2, ...... r„. . . .)  uchun



belgilash kiritavlik. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang:
DO

a) agar sup |aý-| < 1 bo‘lsa, A : í\ —► t\ - qisuvchi:
l < j < o c  í =  1

oo
b) agar sup 52 |riy| < 1 bo'l.sa, A : tri —* m - qisuvchi:

1 < í< o o  j —1 

x  x  2

c) agar 7] |ajj| < 1 bolsa, A  : ( 2 —* ¿ 2  - qisuvchi.
1 i l

(¡.29. Akslantirish .4 : (7[0. 1] —<· < ' 0. 1], Ax(t) — Ax(ť*), a > 0 teng- 
lik bilan bcrilgan. Parametr A ning qaiidav qiymatlarida bu akslan- 
tirish qisuvchi boiadi?

(>.30. / va i] uzluksiz funksiyalar bo‘lib, |/(0)| < 1, |/(1)| < 1 shart 
bajarilsa.

x(t) = №  ■ x (ta ) t g(t)

tenglarna o > 0. a /  1 boMganda, C[0. 1] fazoda yagona vechim- 
ga ega ekanligini isbotlang.

6.31. A  : L 2[0, 1] -  LilO, i] , (A r ) ( í )  -  A · x{ta ), 0 <: a  < 1 akslan- 
tirish A parametruing (janday qiymatlarida qisuvchi bo'ladi?

(3.32. K (t .s )  uzluksiz va q < 1 bo;lsin. Parametr A ning qandav qiy- 
matlarida .4 : C[0. 1 ·· < ' 0. 1]

(Ax)[t) = A · •r (*) dft

akslantirish qisuvchi bo'ladi?

7-§. Kompakt metrik fazolar

Agar K  C X  toplainning istalgan ochiq qoplamasidan chekli qism 
qoplama a.jratish mumkin bo'lsa. u holda K  kompakt t.o'plam deyila- 
di. Agar X  fazouiug istalgan ochiq qoplamasidan chekli qism qoplama
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ajratish mumkin bo'lsa, u holda X  kornpakt metrik fazo deyiladi. Kom
pakt to'plamni quyidagicha ham ta :riflash mumkin. Agar K  to'plamdaa 
olingan ixtivoriy {x n\ ketina-ketlikdau K  da vaqinlashuvchi qisinij 
ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa. K  ga kornpakt. to'plam dcvila- 
di. Agar M  to'planming yopig‘i [M ] kompakt to;plam bolsa. AI w-biy 
kornpakt t.n'plam deyiladi. Agar ixtivoriy x. £ A l uchun shiindav a £ A  
mavjud bolib, p{x .a) < z tengsizlik bajarilsa, A to'plam AI to’pbun 
uchun £ to 'r deyiladi. Agar ixtivoriy s > 0 son uchun AI to‘plainning 
chekli s to’ri mavjud bo'lsa. Al to'la chegaralangan to plam deyiladi.

Har qanday to'la chegaralangan to:plam chegaralangan bo'ladi. lekin 
teskarisi o'rinli emas. Metrik fazolarda to'plamning nisbiv kompakt bo‘* 
lishligi haqida quvidagi t.asdiq o'rinli.

7.1-teoreina. (A', p) to'la metrik fazodagi Ai to'plam nisbiy kom1 
pakt bo’liishi uchun·, uning to'la chegaralangan bo'liahi zarur va yetarle

C[a. b\ fazoda F  funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin. Agar shundav 
C  > 0 mavjud bolib, ixtivoriy o £ F  va barcha x £ [a, b\ lar uchun 
| <¡>(x) | < C  tengsizlik bajarilsa, u holda F  funksiyalar oilasi teki.s che- 
garalangan deyiladi. Agar ixtivoriy £ > 0 son uchun shundav <’> > 0 
son mavjud bo'lib, |xi — x2| < ¿  tcngsizlikni qanoatlantiruvchi ixtivoriy 
xi, x-2 £ [«·. 6] hamda barcha ó £ F  lar uchun | o (x'i) — <p (x2) | < e 
tengsizlik bajarilsa, F  funksiyalar oilasi tekis damjada uzluksiz deyiladi;

7.2-t.eorema (Ar/tela teoremast). Al C C  [a, b] to'plam nisbiy kom
pakt bo'hsln uchun uning tekis chegaralangan va tekis da rajada uzluksii 
bo'lisln zarur va ydarli.

Endi biz R "  yoki C " fazoda to'plamning koni])akt lik va nisbiy kom- 
paktlik kriteriysitu beramiz.

7.3-teorema. R ri(C ' ' )  metrik fazodagi K  to'plam kompakt bo'lishi 
uchun. uning chegaralangan va yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

7.1-natija. R n( C n ) metrik fazodagi K  to'plam nisbiy kompakt bo:-
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lishi uchun. uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

7.1. X  metrik fazo A  undagi kompakt to'plam bolsín. U hokla ixtiyoriy 
B ( B  c  A) to‘planming nisbiy kompakt bolishini isbotlang.

7.2. A' rrietrikfazo /1 undagi kompakt to'plam bolsín. Shunday B { B  C 
A ) to:plamga misol keltiringki, u kompakt to'plam bolmasin.

7.3. X  metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to'plam bolsín. U huida 

ixtiyoriy B ( B  C A ) to‘plamning nisbiy kompakt bolishini isbot
lang.

7.4. X  metrik fazoda A va В  nisbiy kompakt to'plamlar bolsa, A  U 
В , А  П В  to'plamlar barrí nisbiy kompakt bolishini isbotlang.

Isbo t. .4 va В  nisbiy kompakt to'plamlar bo'lgani uchun, 7.1-teore- 
magako'pa. ular to la  chegaralangan boladi. Demak, A  va В  to‘plainlar 
uchun A.- va B r chekli c to'rlar mavjud. U holda A  U В  to'plam 
uchun A e U B c to'plam chekli є to'r bo'ladi. Bundan A 'O B  to'plarrming 
to la chegaralangan ekanligi. 7.1-teoremadan esa A u  В  uing nisbiy kom
pakt to'plam ekanligi kelib cliicjadi. 7.3-misol tasdig'iga. ko'ra kesishma 
А П В  c  A nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. □

7.5. X  metrik fazoda .4 va В  kompakt to'plamlar bolsa, A  U B.
А П В  to'plamlar ham kompakt bolishini isbotlang.

7.6. Kompakt metrik fazo to la  ekanligini isbotlang.

7.7. Kompakt metrik fazo separabel. Isbot qiling.

7.8. Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasviri vana kompakt bolishini 
isbotlang.

7.9. C[a.b] fazoda



funksiyaiar o ilasin in isbiy kornpaktlikka teksliiring. B u  ycixla £J[0, lj 

to'plam  - Cfd, b] fazodagi markazi noi ( x ( i)  =  0 ) nuqtada radiusi 1 

ga teng boigan vopiq shar. - [a, 6] x [a, 6] kvadratda aniqlan-
gan uzluksiz funksiya.

Yech ish . Arsela teoremasiga ko'ra F  funksiyaiar oilasiuing tekis che- 

garalangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli. K is , t) 
funksiya - [a. òj x [a, 6] kvadratda uzluksiz boigaulig i uchun u ehegaralan- 

gan. va 'n i shuuday C  > 0 son mavjudki. barella *, I (= [«., b] lar uchun 
|/ i(s ,t)| < C  iengsizlik (Vrinli. x e B [0. lj shartdan max | x (t) \ < 1

a<t<b
ekanligi kelib chiqadi. E  ridi F  funksiyaiar oilasiuing tekis chegarahingau 
ekanligini ko‘rsatariiiz:

i ;</(«) | = f  A '( . s , f )x (/ )  di < f  \K ( .s. t) |-| x (f) | di < C-\-(b -  a ) .
J  a J  a

Bu tengsizlik F  funksiyaiar oilasiuing tekis ehegaralangau ekanligini is- 
botlavdì. E lid i F  funksiyaiar oilasiuing tekis darajada uzluksiz ekanligini 
ko’rsatamiz:

rb T - , „  , | . rb
I !J ( S 1 i -  / /  i ,s 2 ) | -  S a  K  ‘T ( 0  d t ~  S a  K > 2 « 0  X  ( f )  d t

< Sa \K  ( si ; 0  ~ K  01 · I x (01 dt < £ · 1 · (b -  a) .

<

So'nggi munosabat |si — .s2| <  ̂ teugsizlikni qanoatlantiruvchi barella 
■Si,.S2 E  [a, òj va liamma x 6 B {0. lj lar uchun orin li. Demak, F  
funksiyaiar oilasi tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teo- 
reraasiga ko‘ra (7.1) lenglik bilan aniqlangan F  funksiyaiar oilasi nisbiy 
kornpakt to'plam bo'ladi. □

7.10. CiO, 1] fazoda

<T’ = {  ^  \ t) -  ; «  e (0, oc ) |  (7.2)

funksiyaiar oilasini nisbiy kornpakt likka tekshiring.
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Yechish . Arsela, teoremasiga ko'ra, (7.2) tenglik bilan auiqlangan 

Ф funksivalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz 

ekanligini tekshirishimiz kerak. (1 -  evi)2 = 1 — 2 a t  + a 2t2 > 0 tengsiz- 

likdan ! xa (t) j < 1 ekanligi kelib chiqadi. Demak, Ф fuuksiyalar oliasi 

tekis chegaralangan ekan. Tekis darajada uzluksiz emas degan tushun- 

chaiìi ta ’riflavmiz. Agar biror e > 0 sou va ixtiyoriv 6 > 0 neh un shun- 

day xn € Ф  va shuuday ti, t? € [0, lj  lar mavjud bo lib , |<i — i 2| < à 
tengsiziik bajarilganda

| Xa (fi) -  Xa (t2) ! > г

tetigsizlik bajarilsa. Ф  fuuksiyalar oilasi Irbis darajada uzluksiz emas 
devila,di. End i £ = 1/2 va 6 > U - ixtiyoriv son bolsin . Agar a  > ; va

ij -  -. to = 0 bolsa, ti holda |ti -  = - < à boladi, animo 
a  «

2 a  - —
| Xa (fi) -  ( f 2 ) i =  ..........П j. =  1 > £

1 4 o2 · —
Ck

t.engsizlik o'rinli. Deinak. Ф  funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz 

emas ekan. Shuuday qilib. (7.2) tenglik bilan auiqlangan Ф fuuksiyalar 

oilasi nisbiy .kompakt to 'plani emas ekan. □

7.11. X  kompakt metrik lazo, { F a } aei esa undagi vopiq to'plamlar 

bolsin . Agar F a lo'piam larning ixtiyoriv cheklitasi luVsh bo'imagan 

kesishmaga ega bolsa, u holda П  Fa kesislima barn bo'sb emas.
OtQl

Isbot lang.

7.12. Kompakt metrik fa/olarning dekart ko’pa.ytmasi vana kompakt bo'li- 

shini isbotlaug.

7.13. A". Y  metrik fa/olar. Y  kompakt va /  \ X  —* Y  uzluksiz va inyek- 

tiv  akslantirish bolsin. U holda X  va f ( X )  gomeomorf ekanligi ni 

isbotlaug.
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7.14. X  metrik fazoda sanoqli va kompakt bo‘lgan to‘plamga misol kclti- 
rillg.

Yechish . X  = (-oc, oo) va M  — {0, 2, 2 "1. , 2~n, . . .  } bo‘lsin. 
M  to‘plam sanoqli va yagona limitik nuqtasi 0 ni saqlavdi. Detnak, M  
vopiq tcvplam. M  to‘plam quyidan 0, yuqoridan 2 bilan chegaralangan, 
ya'ni chegaralangan teplám . 7.3-teoremaga kola. M  kompakt to‘plam 
boladi. □

7.15. X  kompakt metrik fazo va /  : X  —> X  akslantirish uchnn

> P(x ,y ), V x ,y  6 A' 

tengsizlik bajarilsa, / izomeíriya bolishini isbotlang.

7.16. A' kompakt metrik fazo va / : X  —> X  akslantirish

p(/W :/ (?y )) < >/)■ X í  !J

shartni qanoatlantirsin. U holda /(.r) = x tenglama yagona vochiin- 
ga ega bolishini isbotlang.

7.17. X  kompakt metrik fazo va / : Y  —> .Y izometriya bo‘lsin. U holda 
f ( X )  — X  ekanligini isbotlang.

7.18. R  metrik fazoda a) Z. b) M n = 

qanday to‘rni tashkil etadi?

7.19. 1? to‘plam R2 da qanday to rni tashkil etadi?

7.20. Tekislikdagi A = {1 < x < 5, 0 < y < 4} to‘plam iicliun chekli 
e -  V2 to‘r quring. Chekli ;  — \J2 to‘rlar iehidan eng kam element- 
lisining elementlari sonini toping.

7.21. / : A’ —> V  tekis uzluksiz. M  c  A' to‘plam to‘la chegaralangan 
bo lsa, / (JI/ ) to‘plam ham to ia  chegaralangan. Isbot qiling. Agar
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tckis uzluksizlik shartini faqat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa, 
xulosa not.o;g‘ri boladi. Misol keltiring.

7.22. X  metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz f  : X  —> R  funksiva chega- 
ralangan bolsa, X  kompakt metrik fazo bolishini isbotlang.

Demak, X  metrik fazoda uzluksiz, animo chegaralanmagan funksiva 
inavjucl bolsa, À’ kompakt metrik fazo emas.

7.23. Agar Al — kompakt to'plam, F — yopiq to'plam va Al fi F  = 0 
bolsa, quyidagi tengsizlikni isbotlang

d (M , F^ -- inf p(.r, y) > 0.x€M,yeF

7.24. Shunday Al va F  yopiq to'plamlarga misol keltiringki, M f iF  — 0
va d (M ,F )= -  inf p(x.y) — 0 bolsin. x€M,y€F

7.25. l ’shbu

a) { /'*}. a > 0; b) {sin a t) . a  £ R;

<·) |  -  1 r . |  , n > 0; d) |  T̂ 7 ; |  , a  > 0: e) { In ' t }  . a > 0 

funksiyalar oilalarining qaysilari [0. ]] kesmada tekis darajada uzluk
siz'.’ Qavsilari tckis chegaralangan?

7.26. K  kompakt. C (K )  slm kompaktda uzluksiz bolgan barella haqiqiv 
(kompleks) qiymatli funksiyalar (.(»‘piami bolsin. Agar

p(.r, y) =- max |.r(f) -  y(t)\
tCh

deb olsak. C (K )  lo ia  va separabel metrik fazo ekauligini isbotlang.

7.27. X metrik fazo va K  C X  kompakt i.o‘plani bolsin. Ixtiyoriy x G X  
uchun shunday y € K  mavjudki,

p(x, y) = inf p(:x, z)z ih
ya'ni x uchun K  da unga eng yaqin elernent ma.vjud. Isbotlang.
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7.28. X  metrik fazoda K  to‘plam berilgan. Agar ixtiyoriv e > 0 udiun 
K  to‘plamning kompakt e to‘ri mavjud bo‘lsa, K  kompakt ho ‘lij 
shini isbot.lang.

7.29. Arsela teoremasidan foydalanib, ( '^ [a .  6] metrik fazoda K  to‘p  
lamning nísbiy kompakt bolishining zarur va yetarli shartini toping

7.30. C[0. 1] metrik fazoda ushbu
A/i -- {x  £ C\0. 1] : | x ( í ) | < 1} :
A/2 =*{x € C [0, 1] : |.r(t)| < 1 , |x'(i)| < 2 } :
A/;t = {x  € C {0, 1] : |x(f)| < 1. \r\t)\ < 2, \x"(ť)\ < 3} :
M 4 = {x  € C[0, 1] : |x(í)| < 1. | x " ( í ) l< 2 } ;
A/5 = {x  e C [0, 1] : |x'(í)| < 1 , |x"(OI < 2 } ,  
to plamlardan qaysilari nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi?

7.31. K  — [0. 1] x [0. 1] kvadratda uzhiksiz differensiallanuvchi va

df < 1 , Ě l
011 0t2

shartlarni qanoatlantiruvchi / ( í 1, ía) funksiyalardan iborat to1 plam 
C (K )  metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

7.32. {a n} soular qanday bdgaiida M  — {x  £ f2 : |xn| < « „ }  "paral- 
lelepiped" ( 2  metrik fazoda kompakt bo‘ladi?

7.33. K  C X  kompakt, f „  lar slin kompaktda aniqlangan, haqiqiy cjiy- 
tnatli uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy x £ K  uehun {/ „ (x ) ] 
monoton kamaymovchi

f i (x )  < h {x )  < < fn{x  < 

bo lsa, hamda lim /n(x) = f (x )  uzluksiz funksiya b d sa , {/ „ ]n—* OO
funksional ketma-ketlik f  funksiyaga tekis yaqinlashadi, ya ni C ( K  
metrik fazoda p (fn. f )  —» 0. Isbot qiling.
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8-§. T u tash  ra c tr ik  fazolar

Agar X  metrik fazoda X  va 0 to‘plamlardau farqlì ham ochiq, harn 
yopiq boigan to'plam mavjud bo'lrnasa, A' ga tutash metrik fazo deyila- 
di Xuddi slmnday X  metrik fazonmg A I lo'plaini uchuri ( M ./>) metrik 
fa/o tutash bolsa, Al ga tutash to'plam deyiladi.

8.1. E  metrik fazoda 0, [a, bj, (a. b). [a, b), (a, 6], [a, oc), (a, oc). 
( — oc. a], ( — oc, a), i —oc. oc) to'plam lai- tutash ekanligi ni isbut- 
lang. Ulardan boshqa tutash to'plamlar yo'qligini ko'rsating.

Yech ish . Fara/ qilaylik, A  C R  tutash to'plam bo'l.sìn. ,4 da ham 
/'( /·, y) — ¡.r - 7/1, .r, y £ A  metrika shart.birilli (janoatlantiradi. Ixtiyo- 
riv U  c  R  orbici to'plam uehun U n  A . A da ochiq to'plam boladi. 
lindi qtiyidagi soulami aniqlaymiz M  = sup ,4. m - inf/1, umuman 
M  — oc. m — —oc boiishi ham murnkin. End) (ni, M ) C A ekanligini 
koTsalamiz. Teskarisini faraz qilaylik. va'ni (rii. A I) (t A bo'isiu. I ' 
holda shunday c 6 (ni. M )  mavjudki, c $ .4 bo'ladi. ( — oc. c) va 
(e:, oc) lar R  dagi ochiq to'plamlar bo'lgani uehun (—oc, c) 0 ,4  va 
(r. o c )n .4  to'plamlar ,4 da ochiq to'planilar bo’ladi. Aniq quvi va aniq 
yuqori (-bogara tari figa ko'ra ( — oc, c) fi A  /  0 va (r, oc) D .4 ^  0. 
Bu to'plarnlar A  da ochiq va yopiq to'plam lardii. chunki ulardan bili 
ikkinchisining toidiruvcliisi boiadi. Bu osa A ning tutash ekanligiga 
zid. Sbunday c îlib (ni. A l) C A  ekau. Agar AI — oc. ni — —oc bo'lsa. 
.4 — R  . ni — -oc va M  chekli bo'lib, M  & A  bolsa, u holda A — 
( oc, Al] bo ladi. m va Al larning ikkalasi barn chekli bo'lib rn, M  £ A 
bo'lsa. u holda o;z-o‘zidan ravshanki [ni, Al) - A  bo‘ladi. Qolgan bollar 
ham sbtmga o xshasli t alili! qilinadi. Shunday qilib. R  dagi barella tutash 
to'plamlar tavsiflandi.

8.2. A0 , o 6 1 tutash to'plamlar bo'lsin. Agar p) A a f- 0 bo'lsa,
L*el
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U  a t.o‘plam tut.ash boiishini isbotlang. 
cel

8.3. Uzluksiz akslantirishda tutash to;plamning tasviri vana tutash to‘p- 
larn boiishini isbotlang.

8.4. M „  to ‘plauilar tutash va M n fl M n+i ý  0. n — 1 .2 .... bolsin. U
OC

hnida I J  M n t.o‘plam tutash boiishini isbotlang.
tí —1

8.5. A  va B  vopiq t,o‘plamlar bolsin. Agar A  U B  va A fl B  tutash 
to'plamlar bolsa, A va B  to‘plamlar liain tutash boiishini isbot
lang. Masalada / lv a  B  to'plamlaniing yopiqlik sharti muliini ekan- 
ligiga misol keltiring.

8.6. M  tutash to‘plara bolsin. Agar /  : M  —> R  uzluksiz funksiya 
uchun f (x )  — a, f ( y )  — b, x ,y  G M  va a < b bolsa, ixtiyoriy 
c 6 (a. b) ucliun shunday z € M  mavjudki. f (z )  = c tenglik 
bajariladi. Isbotlang.

8.7. Tutash metrik lazolarning dekart ko‘paytmasi haní tutash ekanligini 
isbot larig.

8.8. Metrik fazoda ixtiyoriy sféra bo‘sh enias. Bu holda fa/o tut ash bolishi 
shartmi?

8.9. Q  metrik fazo tutash emas. Isbotlang.

8.10. C[rt, b] to‘plamda metrika />(:»:. y ) — sign|:r(í) — y(t)\dt tenglik 
bilan aniqlangan. (C'[a, b],p) tutash fazo boladim i?
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I  bobni tak ro rlash  uehun test savo lla ri

1. IR fazo metrikasini ko’rsating.
A) pix. y ) = \t  -  y\ B ) p ix .y ) = |.r| -  \y\
G) p(x, y) = |x -  y|2 D) p(x, y) - |x| + \y\

2 . K " fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x, y) -  , / E  [Xk -  Vk )2 B ) p(x ,y ) - E  I Xk -  IJkì 
y fc=l k—1

C) pix .y ) max |x* -  yk| D) p[x ,y ) = £  (x* -  ykf
K k < n k= 1

3· P." fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x. y) = \ I Ì t  (3'k ~ IJk)2 B ) p{x, y) = è  \xk -  yk| 
y fc=i fc=i

«  2

C) p ix .y ) max |xfc -  yk\ D ) />(x,y) = £  -  2/fc)
k=1

4. P'^ fazo metrikasini ko'rsating.

V
A ) /<(.t. y) = xl T . ( x k -  Vk) B ) p(x, y) = 52 l-Tfc -  Vk\ 

k=1 fc=l

C) p(x, y) = max \xk -  yk\ D) p(x, y) = Y ] (x* -  Vk)2
\<k<n fc=l

5. C[a. 6] fazo metrikasini ko'rsating.

A) pi i ■ y J  J  \x{t) -  y { t ) f  dt B )  p (x ,y ) = / |x (0  -  y{t)\dt,
y a a

b

C) P ix .y ) = max |x(i) -  y (i)| D) p(x ,y ) — f  \x(t) -  y(t)\2 dt
a < t< b  *

6. C if« . b] fazo metrikasini ko'rsating.

A) P Ì X ;  y) = J j  \x(t) -  ?/(f)|2 dt B )  p(x, y) -  J  Ix(t) -  y{t)\dt
y a a

b

C) /)(x: y) = max |x(f) -  y {t )| D) p(x, y) = f  |x(f) -  y(t)\2 dt 
a<i<b a
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А ) p(x, у) = J f  \x(t) -  y(t)\2 lit В ) p(x, y) --- f  Ix(t) -  y (t ) I di
y a  a

С) ?/) = inax |x(ť) -  y(í)| D) p(x, y) = /' |x(í) -  ?y(/)|2 dia<t<b

7. С2[а, ò] fazo metrikaäini ko'rsating.

8· ¿p. p > 1 fazo metrikasini koi',sating.
OO -kA) />(x,y) = sup |xfc -  -yjfcl B ) ř Ι·7'λ -  ?Α·ΐ

1<к<оо к= 1
І ос ос

с) р(х,у) = W Σ  к* -  Ыр °) />(ж, «) = Σ  к* -  Ук|р
V к 1 к = 1

9. l 2 fazo rnetrikasini ko‘rsating.
ОС

А) р(х,у)-= sup |xfc -  y*| В ) р(х, у) = 53 (> ¿ Ix* -  yk\
1 <k<oo к—1
/ OO OO

C) p(x,y) =w Σ  k* -  Ы D) pU',y) = Σ  (** -  Ы 2у fc=l ¿t=l

10. Ratsional sonlar to‘plami Q  ning barella lim itik nuqtalari to'plamini 
toping.
A) R  B ) Q  C ) 0 D)

11. Ratsional sonlar to'planii Q  a ing barella iirinish nuqtalari to'plamini 
topillg.
A ) R  B ) Q  C ) 0 D)

12. Ratsional sonlar to'plami Q  ning bardi a vakkalangan nuqtalari 
to plarniüi toping.
A ) R  B ) <Q> C ) 0 D) R\Q

13. Butun sonlar to‘plami Z  ning barella limitik nuqtalari to'plamiui 
toping.
A) R  B )  Q  C ) 0 D) Z

14. Butun sonlar to'plami Z  uing barcha urinish nuqtalari to'plamiui
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toping.
A) R  B ) Q  C ) 0 D) Z

15. Butun sonlar to'plami Z  ning barcha yakkalangan nuqtaJari to'pla- 
liiini toping.
A) R  B ) Q C ) 0 D) Z

10. R  d;vgi oehiq to1, pianini toping.
A) CO. 2) B ) (0. 2] C) [0, 2) D) [0. 2]

17. R  dagi yopiq to'plamni toping.
A) (0. 1) B ) [0, 1) C) (0. 2] D) [0. 4]

18. R  dagi chegaialangan to'plamni toping.
A ) [0. 1] B ) (—oc. 0) C) Q D) (0, oc)

19. (X . p) niclrik fa/oda chegaialangan to'plani ta’rifinì koltiring.
A) F  C A' to'plani X  dagi birorta shard a saqlansa;
B ) F  C X  - yopiq lo'plain bolsa;
C) F  C X  - ochiq to'plani bolsa;
D) F  C X  - chckli yoki sanoqli dona elementdan iborat bo lsa.

20. Quyidagilar iohidan inctrika shartlarini ajrating.
1) p(.r, y) = 0 x = y; 2) p(x, y) = p(y, x). Vx, y € A'
3) p(\x, y) -  \p(y, x). 4) p(x ,y ) < p(x, z)+p(z, y), Vx, y, z e  X . 
A) 1. 2. 3 B ) 1, 2. 4 C) 1, 3, 4 D) 1, 2, 3, 4

21 . Quyidagilarniugqaysilari (X . p) nictrik fazodagi yopiq to'plani ta'rifi 
boladi?
1. Agar F  to'plani barcha limitik uuqtalarini o'zida saqlasa;
2. Agar F  ning barcha nuqtalari ichki nuqta bo'lsa;
3. Agar F  = [F] bo'lsa;
1. Agai· F  ning to'ldiruvehisi ochki to'plani boisa.
A ) 1 ,2 ,3  B ) l , 3 , 4  C) 2, 3. 4 D) 1, 2, 3, 4
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22. Quyiclagilariiing qaysilari (X .  p) metrik fazodagi oehiq to'plam ta ’rifl 
bo'ladi?
1. Agar F  to'plam barcha lim itik nuqtalarini o'zida saqlasa;
2. Agar F  ning barcha nuqtalari ichki nuqta boisa:
3. Agar F  = [F j boisa;
4. Agar F  ning toidiruvchisi yopiq to'plam boisa.
A ) 1 ,2 ,3  B ) 1. 3. 4 C ) 2. 3. 4 D) 2, 4

23. E metrik fazoning hamma yerida zieh t.o‘plamni toping.
A ) Q  - ratsional sonlar to'plami B ) tub sonlar to'plami
C) Z  - butun sonlar to'plami D) N -  natural sonlar to'plami

24. E metrik fazoning hamma yerida zieh to'plamni toping.
A ) inurakkab sonlar to'plami B ) R \Q  - ii ratsional sonlar to‘p lam| 
C ) Z  - butun sonlar to‘plami D) N - natural sonlar to'plami

25. E metrik fazoning heeh yerida zieh bo'lmagau to'plamni toping.
A ) Q  - ratsional sonlar to'plami B ) Z  - butun sonlar to'plami
C) E \ Q  - irratsional sonlar to'plami D) [0. oc)

26. Kantor to'plamining xossnlari keltirilgan javobni t oping.
A ) [0, 1] ning hech yerida ziclnnas. nol oichovli. sanoqli to'plam.
B ) [0, lj ning hamma yerida zieh, nol oic hovli. kontinuum quvvatli 
to'plam.
C) [0, lj ning heeh yerida ziclnnas, nol oichovli. oehiq to'platn.
D) [0, 1] ning heeh yerida ziclnnas. nol oichovli, kontinuum quvvatli 
yopiq to'plam.

27. Quyidagi tasdiqlardan to'g'rilarini ajrating.
1) Oehiq to‘plamning toidiruvchisi yopiq to'plamdir.
2) Oehiq to'plamning toidiruvchisi oehiq to'plamdir.
3) Sanoqli sondagi oehiq to‘plamlarning birlashmasi oehiq to'plamdir.
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4) Sanoqli sondagi ochiq to'plamlarning ke,sishmasi ochiq to'plamdir. 
A) 1. 2. 4 B ) 1, 2. 3 C) 1, 4 D) 1, 3

¡18. Quyidagi tasdiqlardau to‘g‘rilariui ajrating.
1) Yopiq to'plauining toidiruvchisi ochiq to'plamdir.
2) Yopiq to'plamning toidiruvchisi yopiq to!plamdir.
3) Sanoqli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.
4) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning kesishrnasi yopiq to'plamdir.

20. Quyida keltirilganlardan qaysilari to'la inetrik fazo boiad i?
1) R  2) R n 3) C[a, b1 4) f.2 5) C2{a, b}.
A) 1. 2, 3, 4 B ) 1. 2, 4, 5 C ) 1, 2., 3, 5 D) 2, 3. 4. 5

30. C\{— 1, 1] fazoda quyidagi ketma-kctliklardan qaysilari nolgavaqin- 
lashadi? 1) f n(x) = xn, 2) f n(x) = 1 -  xn,
3) / n (x )  = (sin.'r)’1, 4) f n{x) = (cosx)’1
A) 1. 3. 4 B ) 1, 2 C ) 2. 4 D) 1, 2, 3

31. C2{0. 1] fazoda xn(t) — tn 4- tn+1 ketma-kctlikning liriiit.ini toping.
A) x(t.) = 0 B ) x (i) = 21 C ) x (t ) = 1 D) x (t) = 2

32. R n fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini ko'rsating.

A) 1, 2, 4 B ) 1. 2. 3 C) 1. 4 D) 1, 3
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33. R "  fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsating.

A! Σ ak ■ bk
fc= 1

B) f t  к

Ci

Vá;---]
η

53к-l

< Σ  a l · Σ  6Î
Α : = 1  А , - 1

М " У  < ( t \ a k\P Y  + [ t \ b k \ P Y  , P >  1
■д-=і A- =  1

< Σ 4  · Σ bl 
к-í k=l

D) Σ Iа* ■ bk\ < ( Σ  ΚΊ
к-1 к—I Σ Ν Ί  ■ p-'i ■ i· - + 1P Qк = 1

34. R "  fazoi 1 a Gvolder tengsizligini ko'rsating.

A i

В )

С

Σ °  к ■ bk
к—I

Σ а к ■ bk
к=-Л

< Σ «І · Σ К  k=ì k=\
Ώ Ti

< Σ a l ■ Σ *2
/с=1

Π / n \ p / n

:) ΣΚ-Μ< ( Σ Ы р) · ( Σ
/ ¡  V a.· і  /  V a·  ,

\h\q ) . M /  >1. - + ■- 
l> 4

k= 1D) Σ Κ  + ^ ΙΊ  -- Σ Μ Ί  +A = 1 Σ N  
*=1

: /' > 1

35. Yopiq l»irlik sbar qaysi fazoda kompakt to'plam bo‘ladi?
A ) R "  da В ) С  [a, 1} da C ) ¿¿ da D) rn da

36. R n fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.
A; To'plamning chegaralangan va ochiq bo'lishi
B )  To'plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi 
C l To planming chegaralangan va sanoqli bo'lishi
D) To'plamning chegaralangan bo'lishi

37. IR" fazoda nisbiv kompakllik kriteriysini keltiring.
A ) To'plamning chegaralangan va ochiq bo'lishi
B ) T o'plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi



C) To'plamning chegaralangan va sanoqli boiishi 
I)) To'plamning chegaralangan boiishi

:1K. ( [a, b] fazoda. Koshi-Bniiyakovskiy tengsizligini voziug.

I x (t) ■ y(t)dt < f  |.r(/ )|2 dt ■ f  \y{t)\2 dt

f r i t )  ■ y(t)dt

A)

B )

( ’ ! ( J|x (/ )  + y(t)\pdt ) < [ J \ x ( t ) \ pd l ]  + [ J\ y ( t )\ pdt,

f

<[f\x(t)\pdt) (,/>(i)N0 ■ip +

D) \ jx (t )  y(t)dt <  \ l j \ x ( t ) \ d t  ■ \ J I  Iy(f')\ dt

.'{9. C\n,b] fazoda Minkovskiy tengsizligini toping.

A)

13)

j  x (t) ■ y(t)dt

fx (t .) ■ y{t)dt

< f  |x(i)|2 dt ■ J  Iy(t)\2 dt

( '!  ( f  r I -I y(t)\p d t) < ( f  \x(t)\p dt J + ( f  \yU)\p dt

I ft
D) \j x (t) ■ y(t)dt

40. C\a. b] fazoda Gyoldor tengsizligini loping

dt

A)

B )

f .r (t )  ■ y(t.)dt

J  x(t.) ■ y(t,)dt

< f  |;r(/)|2 dt ■ f  \y(t)\2 dt

< (  / !* (* )  \P d t) ( J\ y (t )\ 9d t ) . l- +

C) I f lx ( t ' )  I //(/)|p rff ) < [ J  \x,(t)\p dt, ) + [ J\ y ( t )\ pdt
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D)
ь
f .x (t) ■ y(t.)dt < , / j  \x{t)\2 dt ■ . / / \y{t)\2 dt

41. To la metrik fazoni ko‘rsating.
A ) C[a. 6] В )C \ [a ,b \  C') C2[a, b] O ) C 3[a, b]

42. Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.
A ) R " . C[a, ři], t2, ni B ) R " . C[a, b], (■,. c.q

C) R ^ , C[a, b], l 2, m D) C n. R», C2[u. b}. rn

43. Separabel boimagaii metrik fazoni ko‘rsating.
A ) R n B ) C[a, b} C ) rn D) í 2

44. B irlik  shar qavsi fazoda nisbiy kompakt uvplam bo4adi?
A ) R "  da В ) Z,2[0. 1] da C ) ( 2 da D) m  da

45. Metrik fazoda А/ to‘plam»mg nisbiv kompaktlik kriteriysini kelťi- 
ring.
A ) Har qanday £ > 0 ueliuri M  to'plamning ehekli s— to'ri mavjud 
bo'lishi
B ) Л/ ning chegaralangan va yopiq bo'lishi
C ) Л/ ning chegaralangan va ochiq bo'lishi
І)) А/ ning chegaralangan va sanoqli bo'lishi

46. Ber teoremasini bayon qilishda foydalanilgan tushunchalai qaysi 
javobda keltirilgan?
A ) To'la metrik fazo, hecli yerda zich bo'lmagan to‘plam, birlashma
B ) Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan. tekis dar ajada uzluksiz
C) To'la metrik fazo, qisuvchi akslantirish. qo'zg‘alrnas nuqta
D) Metrik fazo, toidirm a metrik fazo, izometriya aniqligida yagona

47. Arsela teoremasini bayon qilishda foydalanilgan t ushunchalar ciaysi 
javobda keltirilgan?
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A) T o ia  metrik fazo, hedí verda zichmas to'plam, birlashma
B ) Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan, tekis darajada uzluksiz
C) T o ia  metrik fazo, qisuvchi akslantirisli, y agou a qo'zg'almas iiuqta
D) Metrik fazo, to‘ldirma metrik fazo, izoiuetriya aniqligida yagona

48. Qisuvchi akslantirishlar prinsipi haqidagi teoremaui bayon qilishda 
foydalanilgau tiishunchalar qaysi javobda keltirilgan?
A) T o ia  metrik fazo, hedí venia zichmas to'plam. hirlashma
B ) Nisbiy kompakt, tekis chcgaralaugan. tekis darajada uzluksiz
C) T o ia  metrik fazo, qisuvchi aksla.nl irish, yagona qo'zg'almas uuqta
D) Metrik fazo, toidirm a metrik fazo, izoiuetriya aniqligida yagona

49. Metrik fazolarni toidirish haqidagi teoremaui bayon qilishda foy- 
dalanilgan tushunchalar qaysi javobda keltirilgan?
A) T o ia  metrik fazo, hedí verda zichmas to'plam, birlashma
B ) Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan, tekis darajada uzluksiz
C) T o ia  metrik fazo, qisuvchi akslantirish, yagona qo'zg'almas nuq- 
ta
D) Metrik fazo, toid irm a metrik fazo, izoiuetriya aniqligida yagona

50. £p, p > 1 fazoda nisbiy kompakt. to‘plam kriteriysini quvidagi tas- 
diqlardan qaysilarini birlashtirish hilan hosil qilish inumkin.
1) K  C fp - chegaralangan to‘plam;
2) ixtivoriy c > 0 ucliun shunday no nomer mavjud boiib, barcha 
n > «o va barcha x = (x i, .r2....... .rn.,. . . )  £ A  uchun;

OO
3) 52 x'j < - p tengsizlikning bajarilislii;

j = n  4 1 
oc

4) 52 Bj > £,> tengsizlikning hajarilishi.
j = n + 1

A) 2 - 3 * 4 B ) I 2 3 C) 1 2 4 D] 1 ■ 3 4
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I I  bob. C h iz iq li fazolar

Bn bobda biz chiziqli fazolar, chiziqli normalangan fazolar, Evklid 
va Hilbert fazolarining xossalari hamda chiziqli fuaksionalning umumiy 
xossalarini o rganamiz. Bn bob 1 (9-12) paragrafdan iborat.

9 — § da chiziqli fazo va ularga doir misollar jamlangan. Chiziqli fazo 
oichaini ta’riflanib, chekli va cheksiz oicham li chiziqli fazolarga misollar 
keltirilgan. Bit yerda chiziqli fazouing qism fazosi va faktor fazosiga doir 
misollar ham bor.

10 — § da chiziqli normalangan fazolarga ko'plab misollar qaralgan.
11 — § Evklid  va Hilbert fazolariga bag'ishlangan. Evklid  fazolari

ning xarakteristik xossalari, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi, Bessel teng- 
sizligi, Parseval tengliklarini tushunishga doir misollar qaralgan. Riss-1 
Fisher, Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qoilashga. doir misol
lar keltirilgan. Hilbert fazolarining qism fazosi, qism fazouing ortogo- 
nal toldiruvchisi, ortogonal ([ism fazolarning to‘g‘ri yig‘indilari qaralgan. 
Xuddi shunday Hilbert fazolarining to‘glri yig'indilari ham qaralgan.

12 — § da chiziqli funksionallar, ularning xossalariga doir misollar qa- 
ralgan. Qavariq to'plamlar va qavariq funksionallarning xossalarini tahlil 
qilishgadoir misollar ham slm paragrafdan joy olgan. Chiziqli funksional- 
iii davom ottirish haqidagi Xan-Banax teoremasining qo'llanishiga doir 
misollar ham shu yerda.

9-§. C h iz iq li fazolar

Chiziqli fazo tuslmnchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalar- 
dan hisoblanadi. Yuqoridagi kelishuvimizga ko'ra C  kompleks soular. R  
esa haqiqiy sonlar to'plamini bildiradi. K  orqali C  yoki R  ni belgi- 
laymiz.

9.1-ta’rif. Agar dementimi x, y, z . . . .  bo'lgan L to‘plumdu quyida- 
yi ikki amai aniqlangan bo:lsa:

72



I. Ixtiyoríy ikkita x, y 6 L  clementlarya ulaminij yig'indisi deb 
ataluuchi aniq bir x + y £ L  element moa qo'yilgan boiib. ixtiyoríy 
x. y, z £ L  elementlar uchun
1) x f  y — y + x (kommutativlik).
2) x t (y 4 z) — (x + y) + ; (assotsiativlik),
3) L da shunday O dcment ni a ajad boiib, x I O — x (nolning mavjudli-

1) shunday —x £ L element mmrjud boiib, x + ( — x) — O (qarama- 
(¡urshi elementniny mavjudligi) aksiornalar bajarilsa;

II. ixtiyoríy x £ L  element va ixtiyoríy cu £ A uchun r. element
ning a  songa ko'paytmasi deb ataluvchi aniq bir ax  £ L  element ni os 
qo'yilgan boiib, ixtiyoríy x, y £ L  va bart-hu a, ti £ A’ sonlur uchun
5) a (3 x )  = (arf)x.
6) 1 - x — x,
7) (q  + fj) x — a x f ¡3 x,
8) <\{x \-y) - a x  f  a y  nksioriuilar bajarilsa, u liolda L to'plam K  
maydon ustidagi chiziqli fazo deyiladi.

Ta'rifda kiiitilgan I va II arnallar mes ravishda yig'indi va songa 
ko']mytirish amallan deyiladi. Agar L  ning elementlarini haqiqiv son- 
larga (komplcks sonlarga) ko‘paytirish aniqlaugan boisa, n liolda L  ga 
ha(¡iq¡y (komplcks) diiziqli fazo deyiladi.

9.2-ta’rif. Agar L  va L* chiziqli fazo lar o'rtasida biyektiv moslik 
o'matish murnkin boiib. x <-+ x* va y y* (x, y € L, x*. y * £ L*) 
ckanliyidan x + y «-*· x* + y* va a  x «-+ ax*  (a  — ixtiyoríy son) ekanliyi 
keli.b chiqsa. u holda L  va L* chizi.qli fazolar o'zuro izomorf fazolar 
deyiladi.

L  diiziqli fazu. Xi, x->.........rn uning elementlari boisin.

9.3-ta’rif. Agar L chiziqli fazoning xi, x2, . ■ ·, xn elementlar sis- 
tanasi uchun hcch boimaganda birortasi noldan farqli buigan a, , ao,. . .  ■ an
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sonlar mavjud bo'lib,

fll-'Ci + a2X2 + · ■ · +  UnXn — 0 ( 9 .1)

tenglik bajarilsa, u holda X\. x2, . . . ,  xn elementlar sinternasi chiziqli 
bog'langan deyiladi. Aks holdu, ya'ni (9.1) tenglikdan

«1 = a2 = ■ ■ ■ — an — 0

ekanligi kelib chiqsa, x1} x2___ _ x„ elementlar sistemasi chiziqli bog'lanrncm
gan yoki chiziqli crkli deyiladi.

9.4-ta’rif. Agar x\, x2, . . . ,  xn,·.· cheksiz elementlar sistemasining 
ixtiyoriy che.kli qism sistemasi chiziqli erkli ba'lsa. u holda { x „ } “  , sis
tema chiziqli erkli deyiladi.

9.5-ta’rif. Agar L  chiziqli fazoda ri elementi1 chiziqli erkli sistema 
mavjud ho iib. bu fazoning ixtiyoriy n + 1 ta element dati ihorat sistemasi 
chiziqli bog'langan bo‘lsa. u holda I. ga n o'ichamli chiziqli fazo deyiladi 
va dim L = n kabi yoziladi.

9.6-ta’rif. ri o‘lcharnli L  chiziqli fazoning ixtiyoriy n ta elementdan 
■ihorat chiziqli erkli sistemasi shu fazoning hazisi deyiladi.

9.7-ta’rif. Agar L  chiziqli fazoda ixtiyoriy ri € N uchun n elementli 
chiziqli erkli sistema mavjud bo‘lsa, u holda L  cheksiz oichamli chiziqli 
fazo deyiladi va dim L = oc ho 'rinishda yoziladi.

trinili biz mavzugaoid misollai·qarayrniz. Quvidagi 9.1-9.14-misollarda 
L  to'plam va nuda yig'indi va songa ko'paytirish amallari berilgan. Bu 
amallar uchun chiziqli fazoning 1-8 aksiomalari bajarilishini tekshiring.

9.1. L  — R  haqiqiy sonlar to'plami. Haqiqiv sonlar to'plamida odatdagi 
qoshish va ko'paytirish amallari.

9.2. L = C  kompleks sonlar t.o'plami. Kompleks sonlar to’plamida kom
pleks sonlarni qo'shish va ko'paytirish amallari.
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0.3. R "  = {x  = (a-j, .To - · ■ ·, xn): Xi € R . i = 1: 2.......·/»} — n ta haqi-
qiy sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat t.o'plam. Bu yel
da element lanii qo‘shish va songa ko'paytirish arnallari quyidagioha 
aniqlanadi. ixtiyoriy x = (xj x2, . . . .  xn) . y — (j/i, y2, ■ ■ ■ · yn) € R "  
va a  6 R  lar uchun

x + y = (a i f  //!, x2 4- f/2 , . . . .  .r„ + yn) . (9.2)

n x - (a x i ,  a x 2, . . . .  a x n) . (9.3)

D.4. C " — {z  — ('-i. z2. . . . .  z„ ) . 4  £ C. Á’ = 1 . 2 , .  Bu  yorda ham 
eleiiioiitlarni qo'shisli va songa ko'paytirish arnallari (9.2) va (9.3) 
tcngliklar ko'rinishida aniqlanadi.

U.5. Cn.l)\ — [«,/;] kosmada aniqlangan tizluksiz funksivalar Uvplami. 
Finiksiyalarni qo‘shish va funksiyani songa ko'paytirish arnallari mos 
ravishda

( f  I </) (a:) = / (a ) l ;,(.,;) (9,4)

va

(a / ) (x )  “  u / (x ) (9.5)

ko rinishda aniqlanadi.

0.6. (:■> — j e  — (a'i. x2, . . . .  xn, . . . )  : ^  ! ;'u|2 < o c |  -  kvadrati bilan 

jainlaunvchi ketma kctliklar to'plami. Bu vorda elomentlarni qo'shish 
va songa ko'paytirish arnallari qiividagicha aniqlanadi:

X +  !l ~  ( x i  +  U l ,  X 2 +  V ‘2 , ..........l'n  +  Un-, ■ ■ · )  , (Ö-Ö)

nx = q (x i, x2....... x „ . . . . )  = (a x i,  a x 2, . . . ,  axn. . . . ) .  (9.7)

Yig'indi x t y € (.2 fkauligi | « + i  |2 < 2 |«|2 + 2¡ ft|2 tongsizlikdan 
foydalanib isbotlanadi.
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9.8. c

9.7. Co -  {  X = (xu X- 2 —  : Xn: · · ·) : lim x „ -  0 }-  uolga vaqinlasliuv
n~*DC

cli i ketma-ketliklai· toplami. Bu  to'plamda ham qo shisli va song; 
ko'paytirish amallari (9.6) va (9.7) tenglikiar ko'rinishida aniqlanadi

< x = (x j, x2, . . . ,  x„, ■ ■.) : 3 lim xn }■ — barcha vaqinlasliuvl 71·—» OC J
chi ketma-ketliklar to'plami. Bu to'plamda ham qo'shish va songa 
ko'paytirish amallari (9.6) va (9.7) tenglikiar ko'rinishida aniqlana- 
( l í .

9.9. m— barcha chcgaralaugan ketma-ketliklar to'plami. Bu to'plamd) 
ham qo'shish va songa ko'paytirish atnallari (9.6) va (9.7) tengliklq 
ko'rinishida aniqlanadi.

Endi Lebeg rna’nosida iiitegraJlanuvchi fuuksivalar va o'zgarishi cliegji 
ralangait funksiyalar to'plamini qaraymiz.

9.10. Berilgan [a, 6] kesmada. o'lchovli va Lebeg rna'nosida integrallanuv-
chi ekvivalent, funksiyalar sinflaridan iborat to'plamni Li\a, 6] hilan
belgi.la.ymiz. Bu to'plamda elcuientlarui qo'shish va element ni songa

I
ko'paytirish amallari (9.4) va (9.5) tenglikiar bilan aniqlanadi.

9.11. Berilgan \a. b\ kesmada o'lchovli va p(p  > 1) - darajasi Lebeg 
rna'nosida iutegrallanuvdii funksiyalar to'plami L p[a, 6] bilan bel- 
gilanadi. Bu to'plamda ham qo'shish va songa ko'paytirish amalla 
(9.4) va (9.5) tenglikiar bilan aniqlanadi.

9.12. Berilgan ja, b\ kesmada aniqlangan va o'zgarishi chegaralangau funlj 
sivalar to'plamini V[a, b] bilan belgilaymiz. Bu to'plamda ham funk- 
siyalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallari (9.4) va (9.5) tengí 
liklar bilan aniqlanadi.

9.13. n satr va rn ustundan iborat uiatritsalar to'plamini M nm bilai 
belgilaymiz. Bu to'plamda qo'shish va songa ko'paytirish amallar
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odatdagi rriatritsalarrii (jo'shisli va rnatritsani songa ko'paytirish kal>¡ 
;mi(|lanadi.

0.14. P< „— darajasi n dan oshmaydigan kophadlar to'plami. Ko’phadlar- 
ni qo'shish va songa ko’paytirish amallari (9.4) va (9.5) tengliklar 
hilan aniqlanadi.

9.3-misolning yech im i. Qo’shish va songa ko‘pavtirish amallari uchun 
chiziqli fazo aksiomalari bajaiilishini tekshiramiz. Ixtivoriv x. y G R n 
lar uchun ./■ } y ~  (x,\ \ y\, x2 + y2. · · ■ ■ + yn) G K ri ekanligi ma'lum.
Xuddi shunday ixtivoriv o G IR uchun ax  -  (« X i, aa'2.......a®n) G IR"
munosabat o’rinli. Haqiqiy sonlarni qo’shish kommutativ va assot.si.ativ. 
shuning uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

x I y = (x i 1 y 1 ,···, Xn + Un) = (Ul 1 T i:· . . .  Un + X n) = U '■ X-

x -i· (?/ f  z) = (x 1 f {Ul + 1̂ ) ’ X '2 F (í/2  l· z2) ....... I· (í/n i- 2„ ) )  =

~  {{X l + Ul ) + ~1 , (x -2 + Ul) + 32, . . .  : (.Xn + Un ) + ~n) = (■'»' + //) + ;-·

R n da nolelemcnt roliui 0 = (0. 0 .. . . .  0) vektor bajaradi Chunki ixtiyo- 
riy x G IR" uchun x+0 — (.r, + 0. x2 + x.n + 0) — x t-euglik o iin li.
x G IR" elementga qarama-qarshi clenient — x = (—x-[.— x2....... —xn)
boiadi. chunki

x + i- x )  = (X} i i~ X ) )■ X'2 í (—.r2) , ........ Xn - (~ X n )) =  (O- 0.......0) = 0.

Demak. 1-4 aksiomalar o'rinli. Endi songa ko'paytirish amali bilan bog‘liq 
aksiornalarning 1 >ajarilishini tekshiramiz. Ixtivoriv a, ¡3 G IR lar uchun

n{/'ix) = (n(.,?;rL). a (i1 x2) ........« (./ ?* „)) =

= ((<>;})xh (n .i)x 2:. . . .  {n;i))xn) = {a f ) )x  

tengliklar o'rinli. Xuddi shunday

1 · x = (1 · Xi, 1 ■ x2. . . . .  1 · xn) — (x lt x2....... xn) = x
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tenglik o'rinli. Ixtiyoriv a, 3 € R  va x e  R n lar uchun

(a  + 3) x — ( (a  + 3 )x i. (o; + 3 )x2........  (a  4- 3 )xn) —

— (a  X i 4- 3 x 1; a  x2 + ¡J x2, a  x „ + 3 * n) — (tv x i · a  J;2 · ···, a- x „)+

+(/?xi, 3x2. ,3x„) = rv(x1; x2, . . . ,  x „) 4 tf(x i- x2....... x„ )  = ox 4 ¡3x

tengliklar o'rinli. Ixtivoriy o· € R  va x, y € R n lar uchun

a (x  4- y ) = (or(xi 4- t j i ), a (x 2 4- y2 ), o (x „  4- y „ )) =

(n x i 4 a ;/]. o x2 4- a y2. ■ · · · '> ■':n + '> í/n) (o  X|- o x2: ■ ■ ■ ■ '* ^n)4- 

4-(oyi, a y 2, aj/n) ^  a (x i,  x2....... x „) 4- a (y i,  y2.........j/„) ^  ox  + a y  j

tengliklar bajariladi va R n to’plam haqiqiy chiziqli fazo bo'ladi. □ 

9.15-9.32-raisollarda keltirilgan to'plandar funksiyalarni qo'shish ((9.4) 

ga qarang) va songa ko'paytirish ((9.5) ga qaraug) ainallariga nisbatanj 

chiziqli fazo tashkil qiladim i? Qaysilari haqiqiy chiziqli fazo, qaysilarl 
koaipleks chiziqli fazo bo'ladi..

9.15. [a, b] kesinada aniqlangan monoton fiuiksiyalar to'planii.

9.16. [—a, a] kesmada aniqlangan uzluksiz va toq funksivalar to'planii.

9.17. [—a. a] kesmada aniqlangan uzluksiz va juft funksivalar to'plami. i

9.18. [—a, a] kesmada aniqlangan, uzluksiz va x(a) — b shartni qanoat-' 

laiitiruvchi funksivalar to'planii, b ning qanday qiymatida chiziqli 

fazo bo'ladi.

9.19. P-- barcha ko'phadlar to'planii.

9.20. C,(n [̂a, b\ — [a, b\ kesmada aniqlangan ri m arta uzluksiz diííerensi- 

allanuvchi funksivalar to'planii.

9.21. [a, b\ kesmada qisman chiziqli uzluksiz funksivalar to'planii.
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9.22. [—a, o] kesmada aniqlangan. uzluksiz va f  x(t)dt — O shartni
- a

qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plami.

9.23. AC[a, 5] — [a. b] kesmada aniqlangan absolyut uzluksiz funksiyalar 
to'plami.

9.24. Vola, 6] — \a. b\ kesmada o'zgarishi chegaralangan va f (a )  — ü 
shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plami.

9.25. IR da aniqlangan uzluksiz va davriy funksiyalar to'plami.

9.26. A/(R) — R  da aniqlangan diegaralangan funksiyalar to'plami.

9.27. L[a, b] — [«, b} kesmada aniqlangan va Lipshits shartini qanoat
lanti ruvchi funksiyalar to'plami.

9.28. B irlik  doira D  — {2 £ C  : \z\ < 1} da analitik va D  da uzluksiz 
funksiyalar to'plami.

9.29. [—a, a] kesmada aniqlangan uzluksiz va, T  — 2a davriy funksiyalar 
to'plami.

9.30. /2(Z) — Z da aniqlangan va ]T) |/(n)|2 < oc shartni qanoatlan-
n€ Z

tiruvdii funksiyalar to'plami.

9.31. 1¡(Z) — Z  da aniqlangan va \f(n)\ < 00 shartni qanoatlan-
n6Z

tiruvdii funksiyalar to'plami.

9.32. L 2\a, b] — [a, b\ kesmada o'ldiovli va kvadrati Lebeg ma’nosida 
integrallamivchi funksiyalar to'plami.

9.18-misolning yechim i. Ma lumki. (9.4) va (9.5) tengliklar yordami
da aniqlangan funksivalarni qo'shish va songa ko'paytirish amallari chiziq- 
li fazo ta’riíidagi 1-8 shartlarni qanoatlantiradi. Shuning uchun berilgan 
to'plamning bu amallarga nisbalan yopiqligim ko'rsatish kilbya. |—a, a]
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kesmada uzluksiz funksiyalar yig‘iudisi vana uzluksiz funksiva boiadii 
Endi (x 4 y)(a ) = b shartning bajarilishini tekshirarniz. Shartga ko'ra 
(x -t- y )(a ) — x(o) + y(a ) — b + b — 2b tenglik o'rinli. Yuqoridagilardal 
b — 2b, ya’ni b = 0 shartga kclarniz. Bu holda a x  funksiya uchuu 
(a x )(a ) — 0 tenglik o‘rinli. Deinak, [—a. a] kesmada aniqlangan, uzlulfl 
siz va x(o) — 0 shartui qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami chiziqli fâ  
zo tashkil qiladi. Agar faqat haqiqiy qiyinatlar qabul qiluvchi fuuksiyálai 
qaralsa, bu fazo haqiqiy chiziqli fazo bo'ladi. Agar funksiyalar kompleks 
qiymatlar qabulqilsa, u holda bu fazo kompleks chiziqli fazo bo'ladi. □ 

9.31-misolning yech im i. 948-misolning yechimida ta’kidlangani 
dek ¿ i(Z ) to'plamui qo‘shish va songa ko‘paytirish amallariga uisbatan 
yopiqligini ko'rsatish kifova. Faraz qilaylik, / va g lar ¿ i(Z )  ning elaj 
mentían bolsín. \f(n) + g(n)\ < |/(n)| + |y(n)| va |a/(n)| = |a |\f{n%  
munosabatlardan, quvidagilar lcelib chiqadi:

-  X ]  f  < 00' / + .9 e  í’i(z ),
uGZ neZ n<E Z

]T ]|a / (n )|  = M £ | / ( n ) |  < 00’ a f  e
n£Z n€Z

Demak, ^ i(Z ) to'plam qo:shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan 
vopiq. Bu to'plam kompleks chiziqli fazo bo'ladi. □

9.33-9.41-misollarda L  c hizicjli fa^o va linda {x*.}fc=1 sistema beril- 
gan. Uní chiziqli bogiaugaulikka tekshiring.

9.33. Xi = (1,1,1), x2 = (1,1,0), x3 = (1,0.0) € E 3.

9.34. X] (t) — 1. X'¿(t) — 1 4  í, X:t(f) = 1 4  t 4  f2 € 1P<2·

9.35. X\(t) — 1, xt(t) = t, x3{t) = t 2 € C[0, 1].

9.36. X i(í) = 1. x-¿(t) - cosf, x3(t) — eos2 f € C[0, 271·].

9.37. X i{t) — —1, x2(0  ~cos2f, ,T;)(f) — sin21 € C[0, 7r].
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1U8. X, = [ * ”  1 . x2 ----- ( Q Q j  ’ X;! = I "  I e W 22-

9.39. :n --=(1.1.1,...). .r2 = (1 ,0 ,1 ,0 ....), x3 = (0 ,1 ,0 ,1 ,...) € m.

0.40. x1(t) =- [í], x2;7) - {/} .  x3(f) = < 6 V[0. 4].

0,41. S (x ) ,  9t(x), 1 (x) = 1 6  L 2[0,1], D  -  Dirixlo. SK- Rinian funksi- 
yasi.

9.33-misolning yech im i. x j , x2. x3 dementlarning diiziqli kombi- 

nat.siyasini fazoning nul dem entiga tenglaslitiramiz, va'ni

C l xi + C2 xo + C 3 x3 — 0

yoki

(C i · 1, C\ · 1, C i · 1) + (C 2 · 1, C 2 · 1. 0) f (C 3 · 1, 0. 0) -  (0, 0. 0).

Mu yerdan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

Ci t C2 + C 3 — 0
c2 + c3 = o
C3 -  0.

Bu sistoma faqat nol vediim gaega. Sliuning udiun {x/c}t=i sisterna dii- 

ziqli crkli. □

9.42. A  C R  to‘plamni shtmday tanlangki. f } (x) - 1, /2(x) = signx, 
f a ( x )  — \ a { x )  elementlar L j [—1, 1] fazoda cliiziqli bogdangan 
bodsin. / i,/ 2 va f-A elementlar V [— 1, 1] fazodadiiziqli bogdangan 
boladigan /1 c  (-1 .1 ) tcvplam mavjudini?

9.43. .4, B  C R  bVplam larni slmnday taidangki, / i(x ) — sign x. /2(x ) — 

\ A(x ). h (x )  -  Yb (x ) element lar:

a) M [—2, 1] azocla diiz iq li bogdangan bo‘lsin,

b) V [—2, 3] fazoda diiziqli bogdangan boisin.
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9.44-9.47-misollarda berilgan L chiziqli fazoning oichamiai toping.

9.44, Ij — R 5, L  — P<8, L  — JIÍ33.

9.45, L  = C 5. L  — m, L  — c.

9.46, L  — C[a, &], L  = V{n, b], L  = co .

9.47, L  = L\[a, 6], L  — L 2[a. 6], L  — ( 2.

9.48-9.50-misollarda L  va L* fazolarning izomorfligini isbotlang.

9.48, L  -  R'\ L* - P<2-

9.49, L  = R 4, L* = Л/22-

9.50, L* = P<8, L* = M x í-

9.48-misolning vechim i. Biyektiv φ : R 3 —> P<2 moslikni quyida.gi-j 
cha aniqlaymiz

φ(χ) - ys((xb xô, хз)) -  xi + x2 / + X3 ť2. (9.8)

Agar (хь х2,хз) ф ІУиУ 2 ·. Уз) bo lsa, u holda φ{χ) -  Xi + x2 í4-x3 ř2 = 
x*(í) va. tp(y) — í/i + 1)2 t 4- уз í 2 — y*(ť) ko'pliadlar liech boimaganda 
bitta kocffit.siyen.ti bilan farci qiladi, ya’iii φ (χ ) Φ- ¿ ( y ) . Bu yerdan (9.8) 
teiijjlik bilan aniqlanuvchi φ : R 3 -> Ρ <2 a kslaiitirishiiing iuyoktiv скап·! 
ligi kcl ib chiqadi. Txtìyoriy o*(t) — αχ + a2t + a,:¡t2 Є P <2 к va drat iich- 
haci uchun φ{α) = a*(t), a = (αχ. a2l α·Λ) є  R 3 tenglik o'rinli, va ili 
φ : R 3 —» P <2 syuryektiv akslantirish. Demak, φ biyektiv akslantirish 
ekan. φ(χ 4- y) — x*(t) 4 y*(t) va φ(Χχ) — Аг*, λ Є R  tengliklar (9.8) 
dan bevosita kelib chiqadi. □

Chiz iq li fazoning qism  fazosi va faktor fazosi. Bizga L  chiziqli 
fazoning bo‘sh boimagan V  qism to'plami berilgan boisin.

9.8-ta’rif. Agar L ' ning o‘zi L  da kiritilgan am allarga nisbatan chi- 
ziqii fazoni tashkil qilsa. и holda U  to'plam L  ning qism fazosi dayiladi.
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Boshqacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy x .y  G L ' va a, b € C (R ) 
Honlar ucliun ax + by 6 V  boisa, L 1 qisrn fazo bo'ladi va aksincha.

lia r qanday L  chiziqli fazoning faqat nol elementdan iborat {0 } qism 

fazosi bor. Ikkinchi tornondan, ixtiyoriy L  chiziqli fazoni o'zining qism 

fazosi sifatida qarash niumkin.

9.9-t.a’rif. L chiziqli fazodan farqli va hech bo’lmaganda bitta nolrnas 
dementní saqlovchi qism fazo t o ,s qism fazo deyiladi.

Bizga L  fazoning bo'sh boimagaii {.r ,} qism to'plami berilgan bo'lsin. 
U holda L  chiziqli fazoda {x ¿} sistemani o‘zida saqlovchi minimal qism 
fazo mavjud. Bu qism fazoni L ( { x , } )  orqali belgilaymiz. Bu qism fazo 
(x ,) "sistemadan hosil bo'lgan" qism fazo yoki {x ¿} sisteinaning chiziqli 
qobig‘i deyiladi.

Bi?ga L  chiziqli fazo va uning U  xos ((ism fazosi berilgan boisin. L  
ning elementlari orasida quyidagicha munosabat o‘rnatish mumkin.

9.10-ta’rif. Agar x ,y  G L  elementlar uchun x — y ayinna L I <ja 
tegishli bo‘lsa, x vu. y elementlar ekvivalent deyiladi.

Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, sim- 
metriklik va tranzitivlik xossalariga ega. Shuning uchun bu munosabat 
L ni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf o‘zaro ekvi
valent elementlardan t.ashkil topgan. Bu sinflar qo'shni sinflar deyiladi, 
Barcha qo‘shni sinflar to‘plami I, chiziqli fazoning I J  qism fazo bo'yicha 
faktor fazosi deyiladi va L / L ' ko'rinishda belgilanadi.

Faktor fazoda yig'indi va songa ko‘paytirish amallari tabiiy ravishda 
kiiitiladi. Aytaylik, £ va 77 lar L / U  dan olingan ixtiyoriy qo'slnii sinflar 
boisin. Bu sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan x G 

Í .  !/€»/. £ va y sinflarning yig'indisi sifatida x + y elementni saqlovchi 
£ sinf qabul qilinadi. £ qo‘shni sinfning a: songa ko‘paytmasi sifatida a x  
elementni saqlovchi Ci sinf qabul qilinadi. Natija x G £. y  G r; vakillar- 
ning tanlanishiga bogiiq emas, cliunki. qandaydir boshqa x' G £. y' G ·;/
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vakillarni olsak ham (x f y) -  (x' ( y') = (x - x') I (y — y') 6 l !  va
cv(x - x') G L ' boigani uchun x' 4 y' G C va a i '  G ( i  boiadi. Bevosil
ta t-ekshirish shuni ko'rsatadiki. L / J J  da aniqlangan tio shisli va songa

1
ktvpaytirish amallari chiziqli fazo taiiíidag i aksioinalarni qanoatlantira- 
di. Bosliqaeha aytganda. L / L ' faktor fazo chiziqli fazo tashkil qiladi.

9.11-ta’rif. L / L ' faktor fazoning o'Ichami V  qism fazoning koo‘l- 
chánu dcyiladi.

9.51. I ‘2 C Co C  c c  m fazolarning har biri o’zidan kovingilari uchun xos 
qism fazo boiadi. Isbotlang.

9.52. R n fazoda V  — {(x \ ........ vn) G R "  : X\ — x2}  to'plam qisin fazo
tashkil qilishini isbotlang, uning olchamini toping.

9.53. í 2 fazoda M  = { ( x i , ...... r „ , . . .)  G í 2 : xj f  x2 4 r:( = 0} to'plam
qism fazo tashkil qilishini isbotlang, qism fazoning koolchamini to- 
pitlg.

9.54. Lp [a,b . (p > 1) fazoning nolga ekvivalent funksiyalaridan tashkil 
topgan qism toplamni [a, 6] ko'riiiishdabclgilaymiz. Lp^[a,b] 
ni qism fazo bo'lishini isbotlang.

Isb o t. Maitim ki, nolga ekvivalent funksiyalar yig'indisi vana nolga 
ekvivalent bo'lgan funksiva boiadi. Nolga ekvivalent funksivaning songa 
ko'paytmasi ham nolga ekvivalent funksiva boiadi. Deinak. Lp^ [a.b] 
to'plam L p [a, b] fazoning xos qism fazosi boiadi. □

9.55. Absolvut uzluksiz funksiyalar to'plami .4(7[a, 6] o‘zgarishi chegara* 
langan funksiyalar fazosi V[a. b] ning qism fazosi boiadi. Isbotlang.

9.56. V  [a. 6] fazoda f (a )  = 0 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to‘p- 
lamini V„[a, H\ bilan belgila.ymiz. Bu to‘plam V  [a. b] fazoning qism 
fazosi boiadi. Isbotlang.
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!).57. O'zgarishi < h<\u,aralangan iunksiyalar la/,imi III i|Mlrtt lllW M h1
luinki, kcstiiada monoton funksiyalai Io'plitiiil nlnn
qism toplami boiadi. Monoton funksiyalai· lo‘|i|*tnil \*|m. #i| tillin 
(jisni fa/osi boimaydi. Isbotlang.

Isbot. Ikki monoton [ìmksiyaning yig'indisi har doitn moni itoli flinlinlvil 

boiaverrnaydi. Bw iga quyidagi misolda islionch hosil qilisli inumidii ,r(l) — 
/- + 1. y ( t )  — —21 i'unksiyalarning har biri [0. 2] kesmadn monol.nli 

fnnksiva boiad i. animo ularning yig'indisi .v(t) + y ( t )  — (/—1 ) funksiyii 
[0, 2] kosuiada monoton ernas. D<‘iuak. \a.bJ kesmada monoton funksiva
iar to'plnnii V 'a J ) ] la/onìng qism fa/osi b o ia  ohnavdi. U

9.58. I. - R 2 lazoiiing L ' — { (.rL, x2) e R 2 : · (1} xu.s qism l'a/o 
bo'yieha l ./ J J  iaktor fazoning tavsilini bering, yahii I j/ J J  fazo ol- 

oment Ia lin i tavsifiang.

Yechish . M aiu m k i, x — y - (x\—yi-x-z—y-ì) £ bo'lishi uiimn x2 — 
y2 bo'lishi zarur va votarli. Deinak, /,/// f’aktor fazoning ohmiontlari 

(qo'shni sinflar) O x [ o‘qiga. parallol boigan to'g'ri ohiziqla.rdan iborat.

JSj A

OJi

<*)

(3,6) 63^

(3̂ )€?+f7
(22)Erj

b)
9 . 1 - c h i z i n a

M aialati, (a. b) <E R 2 rnk[tani o'zida saqlovthi £ qo'shni sinf Ox\ o’qiga 

parallol boigan .r2 -· b to'g’ri diiziqdan (9.1a-chizma) iborat. Xnddi 

shnnday. (1. 2) va (2. :)) nuqtalann saqlovchi qo'shni snidar yig'indisi
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(3. 5) nuqtani saqlovchi x2 = 5 to'g'ri chiziqdan (9.1b-diizma) iborat, 
(1,2) € £ qo'shni sinfniug 3 ga kopaytmasi (3, G) nuqtani saqlovchi 
r2 = 6 t.o'g‘ri chiziqdan (9.1b-chizma) iborat. □

9.59. M a’lumki (9.54-misolga qarang). L p [a,b} fazoning nolga ekvivalent 
funksiyalaridan tashkil topgan qism fazosi L °fn , 6] ko‘rinishda bel- 
gilanadi. Endi L p [a,b\ ohiziqli fazoning L°p \n.h] qism fazo bo'vicha 
faktor fazosini qaraymiz va bu faktor fazoni L p[a. b] hilan belgi- 
laymiz. Bu  fazo [a, 6] kesmada aniqlangan va p— darajasi bilan 
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deb 
ataladi. Dirixle va Riman funksiyalarini bir sinfda yotishini isbot- 

lang.

9.60. R + = (0. oo ) to1 pi a tuda x va y sonla r yig'indisi deganda ularning 
ko paytmasini. x element ni A— haqiqiy songa ko'payt irish deganda 
:rA ni tushuuamiz. U hold a R "  to'plam unda kiritilgan ainallarga 
nisbatau ehiziqli fazo tashkil qilishini isbotlang. Bu fazoning no! 
elementini toping. Bu fazoning oidiam ini toping.

9.61. 2 l(X ) orqali X  dúziqli fazoning barella, qism to‘plamlari sistemas* 
ni belgilaymiz. Ixtiyoriy M , Ar G 5l( A') lar uditili

M  t A.r = {x  + ?/ : x € M , y e N } .  AM  = {A.r : x 6 M }

kabi ainallarni kiritamiz. Bu amallar ehiziqli fazo aksiomalarini qano· 
atlantiradimi?

10-§. C h iz iq li norm alangan  fazolar

Chiziqli fazolarda eleraentlarning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha 
vo‘q. Ko'plab amaliy masalalarni hai qilishda eleinentlarni qo'shish va 
ularni songa ko'paytirish amallaridan tashqari, elementlar orasidagi ina- 
sofa, ularning yaqinligi tushunchasini kiritishga to’g'ri keladi. Bu  bizni 
normalangan cliizi(jli fazo tushunchasiga olib keladi.
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10.1-ta’rif. L cliiziqli fazoning har bir dernentiga aniq bir sonni mos 
qo'yavchi p akslantirishga funksional deyiladi.

10.2-ta’rif. Bizga L cliiziqli. fazo va unda aniqlungan p funksional 
berilgan bo‘lsin. Agar p funksional quytdagi uchta shartni qanoatlantirsa, 
unga norma deyüudi:

1) p(x) > 0, Vx 6 L; p(x) — 0 ·£> x — 0 :
2) p(ax) = \a\p(x), Va 6 C. V.x € L ; bir jinslilik aksiomasi,
·>) p(x 4 y) < p(x) + p {y ), Vx, y £ L ,  uch.barr.liak tengsizligi.
10.3-ta’rif. Norma kiritilgan chiziqli fazo cliiziqli norrnalangan fazo 

deyiladi va x € X  elernentning normast ||.r|| orqali belgilanadi.
B itta  chiziqli fazoda har xil normalar kiritisli mumkin. Agar X  chi

ziqli fazoda pi. p2.......pn normalar aniqlangan boisa, u holcla (X .p i ) ,
(X ,p 2) ........(X ,p n) noritialangan fazolar mos ravishda A ',, X 2........ A",,.
haifiari bilan belgilanadi. Bizga X  chiziqli fazo va unda ||»üj va ||*||2 
normalar berilgan boisin.

10.4-ta’rif. Agar ,shundag C'i > 0 va C2 > 0 sonlar ma-ojud bo'lih, 
barrha .v 6 A’ lar uchun

c\ IN I,  < |W |2 <6^11x11,

te.ngsizlik o’rinli bo'lsa, ||*||, va ||»||2 normalar ekvivalent, deyiladi.
Har qanday normalangan fazoni metrik fazo sifatida qarash mumkin. 

Shuning uchun metrik fazolar· la isbotlangan barcha teoréma lar va tas- 
di(|lar normalangan fazolar uchun liam o rinli. Agar A' chiziqli nor- 
malangari fazo bo‘lsa, u holda p : X  x X  —+ R ,  p {x ,y ) — ||x — z/|| 
akslantirish metrika shartlarini qanoatlantiradi. Xuddi metrik fazolar 
holidagidek yaqinlashuvchi va fundamental keima-ketlik tushuuehalari- 
ni keltirish mumkin.

Bizga x e X  element va { r,t} C X  ketina-ketlik berilgan boisin.
10.5-ta’r if. Agar ixhyoriy s > 0 uchun »hunda.y n0 — /7(,(^) > 0
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mavjud bo'lib, barcha n > щ  lordu ||x„ — x|| < £ lo.ngsizlik hajnrilsa, 
{x n} ketma-ketlik x Є X  elemenign yaqinUu>hadi deyiladi.

10.6-ta’rif. Agar ixtiyoriy є > O son uehun shundny no — щ (г ) > O 
■mavjud bo'lib. barcha n > n{) va p Є N larda ||;r„+p — x„|| < c tengsizlik 
bajarilsa. { : r „ }  ga fundamental ketma-ketlik- deyiladi.

10.7-ta’rif. Agar X  chiziqli normalangan fazodu.gr ixtiyoriy funda
mental ketma-ketlik yaqinlashuvelii bo‘ha, u liohla X  ga toiu nonna
langan fazo yoki Banax fazosi deyiladi.

Bu ta ’rifni quvidagicha haní avtish mumkin.
10.8-ta’rif. Agar (X , p ) . p(x, y) = ||x — y\\ metrik fazo to'la bo'lsaX 

u holila X  lo "la normalangan fazo yoki Папах fazo si deyiladi.
Xuddi metrik fazo holidagidek B (x o .r) — {.r є  X  : ||x — .rn|| <j 

r }  to'plam marka ¿i xo da radiusi r > 0 boigan oe.hiq shnr deyiladi. 
Maikazi x0 da radiusi r  > 0 boigan yopiq shar deganda

fí[x0. r] = {x  Є X  : ||x -  Xu|| < r }

to'plam tushuniladi. Agar X  chiziqliuormalaiigaii fazodagi Л/ to'plamui 
biror sharga joylashtirish mumkin bo'lsa, unga chegamlangan l.o'plarn 
deyiladi. A l lo'plamniug dmmetri deb d iam M  — sup ||x — y || songa

х,уЄА/
avtiladi. p (x .M ) — inf ||x — y\\ miqdorga x nuqtadan M  to'plamyacha 

yeM
boigan masofa deyiladi. Xuddi shunday

p (A ,B )=  inf Ц .т-уІІтьА.уєВ
miqdorga А  va В  t.o'plamlar orasidagi masofa deyiladi. Normalangan 
fazolarda ham ochiq va yopiq to'plamlar xuddi metrik fazolardagidek 
t.a'riflanadi. M  ning barcha lim itik nuqtalari to'plami Х Ґ  orqali belgi- 
lanadi. Xuddi metrik fazolardagidek M  U M ’ to'plam M  to'jdamning 
yopig'i deyiladi va [M\ yoki M  orcjali Ixigilanadi. .Y chiziqli nor
malangan fazodagi A va В  to'plainlarning urifmetik yig'indisi deganda 
A  4- В  — {«  + b : u Є .4. b Є В ]  to'plam i uslmuiladi.
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10.9-ta’rif. Agar L va M  lar X  normalangan fazoning qism fa- 
zoUiri ho 4ib. X  ninfi hur bir x dementi yagona mul bilan x = ц + v. 
и € L, v Є M  ко‘rinishda tasvirhma, X  normalangan fazo I. να Μ  
qiiim fazoiarning to’g’ri yig'indtsiga yoyilgan deyiladi va bu X  = L  φ  Μ  
shaklda yozila.dí

10.1. Ushbu p : К 2 —> К ,  p{x) = 21.гj| + 3|x2| fuuksional norma shart·- 
larini qanoaťlantiradimi?

Yechish. Bu  fuuksional q iym atlari manfiymas va p(x) =  0 faqat va 

faqat shu holdaki, .rj — 0, x¿ = 0 da, y a ’ni x — (0,0) da baj aril adi. 

Shimday qilib. normaning 1-shart.i bajariladi. 2-sharlning bajarilishini 

ko+sataniiz:

ρ {λ χ )  — 2 |Л.Т]I+ 3 |Л.Т2 І — 2 |λ||χι 1+3 |Л||;Г2 І — |Л|(2|хі|+3|.Т2І) -- |A|/;(.r).

Bu teiiglik barella λ Є К  va x Є R 2 lar uchun o iin li. End i uchinehi 

shartning bajarilishini ko'rsatamiz:

p(x■+//) = 2 U i + í/il+3 |a:2 + y2\ < 2 |χί| + 3 |x2| + 2 ІУіІ + 3 |y2| ”  p(x)+p(y) 

Bu tenglik barella x. у є  R 2 lar ucliun o'rinli. Demak. berilgan ftmk-

10.2-10.19-misollarda berilgan p : X  —* R  akslantirishuing norma 

shartlarini qanoatlautirisliini tekshiring.

sioual iiormauiug barella shartlarini qanoatlantiradi. □

10.3. pq (.(■) - J p i \xk\q · X є  R+

10.4. рж (x) — max |x¿|. x Є Μ" ·1 <і<п 
η

10.5. pi (x) = Σ  Ы , ·ϊ € R n.
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10.6 . p(x) = |x,;j . X  Є c n. 
i=1

10.7. p (x) = J  X] |x„| . x Є ¿2·
n=l

10.8. p (x )  5 ] І-ТпГ x Є f,· > 1·
7 1 = 1

10 .9 . p (/ )  -  max | / (x) | . f  Є C[a, 6].
a<x<b

10.10. P! (/ ) = /  I /  (x) I dx, / Є C[a, 6].

10.11. p2(/) = \ f  \ f ( x ) \ 2dx. f  e C [ a ,  b].

10.12. pq( f )  -  | / (x) |qdx, f  Є C[a, b , q > 1.

10.13. p (x ) = sup |.r„|, x Є rn.
l < n < o o

10.14. p (x ) — sup |x „|, x € r.
1 < í i < o o

10.15. p (x ) = sup |x„|. x Є cq.
l < n < o o

10.16. p(x) — |x(a)| + ^a[xj · ■''' ^ У [а> *»]■

10.17. p(x) = |x(a)| + V^[xj. x Є ЛС'[а. Ь].

10.18. p : M [a , 6] —> R. p(x) — sup |x(f)|-
a < t< b

n
10.19. p (x) = max | x (í) | f  max I xíA') (f) I > x є  C (ri)[a, 61.

a < t< b  ] « < ť < b

Xuddi metrik fazo holidagidek (R ” ,p9) = R ", (R ",/»«) = RJ^, 
(R ",p ) ~  R TI, (C[a. b\.p) = C[a, fc], (С[а. b],p9) — C 9[a, />]. q 
belgilashlami kiriramiz.
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10.10-misolning yechim i. Ix tivoriv uzlnksiz funksiya [a. b] kesma- 

'!.» integrallamivcliklir. Shuning udiun p\ futiksiorial C’[a, b] fazoning 
liariirna venda aniqlaugan.

P i (/ ) - I  \ f{x )\  dx . J  e  C[n. 6]
•fa

lunksiona] udiun nonna shartlariniug bajarilisliini tekshiramiz. 1-shart 

P \ U ) ~  [  1/(·'■)! > o

ixtiyoriy /  e C[a. b\ udmiì |/(.t)| > 0. V.r 6 [a, b] shartdan kelih 

l'Iiiqadi. A<iar ( / ) -r (J boisa. u holda /  ning uzluksizligidan | /'(./■ ) | =
I) ekanligini olamiz. va’ni f (.r) = 0. Agar /(. r) = 0 bo'lsa. u holda 

/M (/ ) ■ 0 ekanligi integralning ta'rifidan kelih chiqadi. 2-shart.

Pi(n.f) = j  |o· /  (.r) | dx =  |n | /  | /  (.7·) | dx — |o | p i(f )
J  a J  a

tenglikdan kelih chiqadi. 3-shart

b b b

l>\(.f I .7 ) = I  I/M 1 <){x)\dx < I  I/  (x)| dx I I  \<j(x)\dx = p i( / ) -f p, (.7 )
«  a a

tengsizlikdan kelih chiqadi. Demak. bu funksional udiun normaning bar

ella shartlari bajariladi. □

111.20. R "  l'azoda kiritilgan p. pq. p^, pì normalarning ( 10.2-10.ó-misol- 

laiga qarang) istalgan ikkisi ekvivalent. ekanligini isbotlang.

10.2 1 . ( iiek li olcham li diiziqli fazodagi ixtiyoriy ikki norma ekvivalentli- 

girli isbotlang.

|0.22. ( 'a .  b] fazoda kiritilgan p. p[. p2. pq nornialarinng ( 10.9-10.12- 

misollarga qarang) istalgan ikkisi ekvivalent emasligini isbotlang.
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10.23-10.28-misollarda keltirilgan akslantirishlar norma shart larini qa-j 
noatlantiradimi?

10.23. p : P<„ —> R. p(x) = m ax{|x0| , |z i|. · · ■, k „ | }  ; 

bu yerda x(t) — Xo 4- J  it + · · · + xnť .

10.24. p : C '^[a. b\ —> R, p(x) = |x(ft) -  ^(я)| 4 max |.r'(<)|.
a<t<b

10.25. p : C,(1)[a, 6] —>· R. p(x) — max |x'(ř)l ·
a<t<b

10.26. p : C (2)[o, 6] —> R. p(x) = | x(a) | 4 | r '(a ) | 4- max | x"(t) | .

10.27. p : C ® [a , b] —► R, p(x) = \ x(a) \ + \ x(b) j  + max | x"(t) | .
a<t<b

10.28. p : < M R ) —» R .  p(x) = max |x(/)|. Bu verda í>c;(R)-sonlal
— 00<t<  ОС *■ Ί ·

o'qida aniqlangan uzluksiz va finit funksiyaiar to’plami.

10.24-misolniiig yechim i. Bu misolda berilgan funksional uchun 
normaning 1-shart.i bajarilinavdi. llaqiqataii ham. noldan farqli x0{t) = 1 
element uchun

p (x o) = \т.0{Ь) -  Xo(a)| 4 max |.ró(í)| = |1 -  1| + max |0| = 0
a<t<b a<l<b

tenglik o'rinli. Ya’ni p(x) = 0 shartdan x(t) — 0 shart kelib chiijina.ydil
1

2-shart p(nx) — Ы р(.т) va З-shan p(x f  y) < p{x)+p{y) ning bajarilishi! 
modul hamda maksimum xossalaridan kelib ehiqadi. □ '

10.29. С  [—1, 1] fazoda x„(t) — tn (ті Є N) ketma-ketlikni fundamentai· 
likka tekshiring.

Yechish. C [— 1, 1] fazo to ia  normalangan fazo boiganligi uchun 
{к;,,} ketma-ketlikning fundamentalligidan uning yaqinlashuvchi ekanligi 
kelib rhiqadi. C [—1. 1] fazodagi vaqiulashish tekis yaqinlashishni ifo- 
dalaganligi uchun {.τη} ketma-ketlikning limiti (agar vi mavjud boisa)
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ham uzluksiz bolishi kerak. Qaralayotgari ketma-ketlikning "lim iti" uzluk- 
siz етан. Shmiing uchun qaialavotgan ketma-ketlikning fundamental emas- 
ligini ko'rsatishga harakat qilamiz. Bulling uchun shunday ε(, > 0 soni 
mavjud boiib, istalgan n Є N uchun undan katta щ  > n va shun
day p{) € N sonlari mavjud bo'lib. ||χ„0+ρυ — xnu|| > sq tengsizlik o'rinli

ekanligini koisatish kifova. εο ~  - va har bir ті Є N dan katta biror
5

no > и natural son uchun ]>0 = n0 deb olamiz. Barella t 6 [0, 1] lar 
uchun

II x2m, -  x J H  max J  <2n° -  i n°| > ί "Ω -  /2no 

tengsizlikga ega boiamiz. Bu tengsizlikdan t — boiganida ushbu

„ 1 1 1 1
Ц.Г2Ш, -  Inoli > 2 “  4 = 4 > 5

tengsizlik kelib chiqadi. Bu esa {a;n} ketma-ketlikning fundamental emas- 
ligini ko'rsatadi. □

10.30-10.39-misollarda keltirilgan funksiyalar ketma-ketligi ()(t) = 0 
funksiyaga ko’rsatilgan fazoda yaqinlashuvchimi?

·»·“ · * " W =  i + r f  + f i · ‘ 1®· 4-

10.31. xn (t) = tr~nt, C’JO, 10].

10.32. xn (i) = ———— . СЛ—7Г, π].
n

10.33. xn(0  = tn -  t2n, C2[0, 1].
¿n + 1 γ‘2+n

10.34. ~  — -- -  —  - ,  C[0, 1].
n-f 1 2 -f n

10.35. xn(t) = Q [0 , 1|.
1 + n t

10.36. xn{t) -  { I t "  + C l [0. 1].
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10.37. xn{t) — tn — tn+l: С , [0. 1].

10.38. xn(t) = n~°’5\/2ni ■ e~05nt; C2[0. 1].

10.39. xn(t) -  2n ■ t ■ e~nt¿ : C\ [0. 1].

10.30-misolning yechim i. Bu misollarning barchasida lim ||.rn — (l|
n -*oc

lim ||.rn|| = 0 shartni tekshirish kerak boiadi. Chunki ()(t) = 0 funks·
11 *oo
10.30-10.39-misollarda keltirilgan fazolarning barchasida noi elemontcHr, 
Bu misolda berilgan .r„(/1 = - — . olementning normasini bah<»·1 + τι2 + t2 
lavmiz

nt
|xn|| = max 

0 < Í < 1
< - - - ,  < "  = - . 1 + η2 n2 n1 -Иг2 + í2

Demak. lim ||.r„|| = 0  munosabat o‘rinli. v a ili {.τη} nolga yaqinlashafl
п —*оС

10.39-misolning yechim i. Berilgan x „(f) — 2n-t-t~nt flementnitij 
nonnasini hisoblaymiz

!|.r„,|| = f \2n ■ t ■ e~n,¿\dt — 2n f t ■ " ,¿dt - І е~п1'\ і(п п  = ! 
Jo Jo Jo

1 - -er" І-1.
о

Doinak, lim ||.τη|| — 0 (englik o riiili emas, shuiiiiig iichiiii {хп\ ket.majn—ос
kol. li к noi elenient ga ya(|inlashniaydi. □

10.40. X — (1,2.2) va у ~  (—3,0,4) elementlarning R 3, R 3, R 4. 
fa/olardagi normasini hisoblang.

10.41. f ( r )  = sin X va g(x) - cosx (’lemontlarning ( ' [ —ж, тг|. С ц —π, π],
'·2[—7Γ, 7Γ] fa/olardagi normasini hisoblang.

10.42. ρη(χ) - sinnx va — cosnx, n Є N elomentlarning C[-7r, π] 
('.,1[-7Г, π], Ζ/2[-π, ж). Л/[—7γ, τγ]. Γ [-π , π] fa/olardagi norma· 
siní hisoblang.
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10.43. Agar /)] : X  —> R  va j)2 : A' —* R  norrnalar boisa, u holda ixtiyoriy 
q|, a2 musbat sonlar uchun p — n\p\ + a2p2 '■ X  ®  bani norma 
shartlarini qanoatlantiradi. Isbotlang.

10.44. Agar ||»||, : X  —» IR va ||*||2 : X  —► R  lar ekvivalent norrnalar 
boisa, u holila lim ||a:„ — x||, = 0 t.englikdan lim ||.r„ — a || 2 = 0

n—*oo n—*oc
tenglik kelib chiqadi va aksincha. Isbotlang.

10.45. Agar pi : X  —> R  va p2 : X  —» R  lar ekvivalent norrnalar boisa, n 
holda {.í;„ | ketma-ketlikning A'; normalangan fazoda fundamental- 
ligidan, uning X 2 da harn fnnilamontal ekanligi kelib chiqadi. Isbot
lang.

10.46. Agar pi : X  —► R  va p2 : X  —» R  lar ekvivalent norrnalar boisa, 
ti holda M  C X  ning A'i normalangan fazoda kompakt (nisbiy 
kompakt) ekanligidan. uning X 2 da harn kompakt ( nisbiy kompakt) 
ekanligi kelib chiqadi. Isbotlang.

10.47. Ixtiyoriy x. y 6 X  lar uchun quvidagi tengsizlikni isbotlang

i w - | | y | | | <  II·'·- y||- (10.1)

Isbot. Normaning neburchak tengsizligiga ko‘ra quvidagilar o iin li

|| r|| -  ||.r -  y + y\\ < ||x -  y\\ -I- \\y\\ => |H| -  ||y|| < ||x-y||,

\\y\\ -  li ! ,11 < \\y -  .t|| -i ||.r|| => \\y\\ -  IN I < ||.r-.v||.

Bu ikki tengsizlikdan ( 10.1) tengsizlik kelib chiqadi. □

10.48. ,Y normalangan fazo va xn. z, y„, y £ X  boisin. Quyidagiarni 
isbotlang:

a) agar xn —» .t; boisa, u holda ||x„|| —> 11:r11 ;

b) agar xn —> x boisa, n holda {.r „} chegaralangan ketina-ketlik:



г) agar х„  —* .с. An —> А. Л„ Є С  bo'lsa. u linlda Л„ · x n —· А ■ x ;j

d) agar xn —» x va ||xn -  yn|| —> 0 Ьоіьа. u holda y„ —>· x .

e) agar xn -♦ ;r bo lsa, u holda ||x„ -  y|| —+ Ц.7: -  y|| ;

f) agar xn — x. y„ -> y bolsa. 11 holda \\xn -  y„|| -» \\x -  y\\.

Isbot. Faraz qilavlik, xn —> .r boisin. Modulning niaiifivniaslig; 
dan hamda (10.1) tengsizlikdan 0 < | ||x„¡| -  ||.r|| ¡ < ||.rn -  .r|| keli 
chiqadi. Bu tengsizlikda limitga o't.ib lim ||xnj| - ||x|| leuglikni olamil

71— 3 C

Va iii a) tasdiq isbot boidi. {||x„ ||} sonli ketma-ket.likning vaqinlashuv 
clii ekanligidan uaing chogaralangan ('kanligi kclib rhiqadi, vá ni {x n 
dicgaralangan k(‘lina-kctlik o kan. b) tawli<| isbot bo'ldi. Endi e) tasdiqn 
isbotlaymi/.. Quyidagí

0 < ||A„ · xn -  A ■ .rII = ||A„ · xn -  An · x 4 Au · x - A · x|j <

< IIA„ ■ xn -  A„ ■ а-II ||A„ · x - A · x|| -  !AU| ||.tn - x|| 1 ||x|| |An - A| j 

teíigsizlikdan A„ · xn —> A ■ x ekanligi kelib chiqadi. Quyidagi

0 < Ц-r -  //„II -  ||x -  x „ ! X„ -  //„(I < ||.r -  x„|| I ||x„ -  //„¡I

teugsi/likda limitga o't ib d) t asdiqning isboliga ega boiamiz. (10.1) f engj 
sizlikka ko'ra

•i £  І Ікт, -  у  11 -  li·/· -  у  111 <  Ік л  -  у  -  U  -- у)|| ~  І к „  -  -/Ц

tongsizlik o'rinli. Bu yerdan limitga o't ib v) t,asdi(|ning isbot iga ('ga bolaj 
Oxirgi f) dasdiq hatn (10.1) tongsizlik yordamida isbotlanadi. Q

10.49. Har qanday normalangan fazoda ocliiq shar ochiq to'plani. yupfl 
sitar yopiq to‘plañí bo'lishini isbotlang.

10.50. [I](xci. r)\ - B{xo, r] t('i)glikni isbotlang.
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10.51. Lxtivoriy X. у Є X  lar uchuii ||.τ|| < max{||x 4- y\\, ||x — y||} teng- 
sizlik o'rinli. Isbotlang.

10.52. Cbogaralangan to'plamlaruing birlaslimasi yana chegaralangan to'p- 
lani bo'lishim isbotlang.

10.53. Chegaralangan toplamlarning arifmetik yig‘indisi vana chegaralan
gan to'plam bo'lishini isbotlang.

10.54. AI С X  to'plam chegaralangan bolishi uchun diam Ai < oc teng- 
si/likning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

10 .55. AI С X  chegaralangan to’plam. L holda Λ/j ham chegaralangan 
to'plam. hanida diam M  — diam [Д/J tenglik o'rinli. Isbotlang.

10.56. Har qanday Л/ С A” to'plam uchun Al' vopiq to'plam bo'lishini 
isbotlang.

10.57. Har qanday Al С A' to'plam uchun (A I') ' С Ať munosabatrii 
isbotlang. A1'\(M 'Y f  0 bo'lishi mumkinmi?

10.58. [А С fí\ ekatiiigidan А С В  nnmosabat kelil) chiqadimi?

10.59. M  С Λ’ yopiq to'plam bolsín. ρ(χ, M ) = 0 bo lishi uchun x Є M  
bo'lishi zarur va velarli. Isbotlang.

10.60. A. fí С λ' ixtiyoriy to'plamlar bolsín. ρ (Α ,Β ) — p(A. R ) — 
pi A. fí) — p{A. fí) tengliklarni isbotlang.

10.61. Al С X  ixtiyoriy to'plam bo'lsin. Al to'plamning chogarasi - òAl 
shunday x Є X  nuqtalardan iboratki. markazi x da bo'lgan har 
qanday shar ham Ai to'plamdan. ham X \ M  dan hech bo lmaganda 
bittadan elementni o'zida saqlaydi. d M — yopiq to'plam hanida 
dAI - <)(X\M) tenglikni isbotlang.
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10,ďJ. SliUlldny x |,l) — (írj"', 4 n).......---------- ) ketma-ketlikka misol kdt,|

řlngki, u:

a) ni da yaqinlashuvcki, l\ da uzoqlaskuvchi bolsín;

b) rn da yaqinlashuvehi, da uzoqlashuvi i i i  boisin;

<·.) l 2 da yaqinlashuvclii, l-\ da uzoqlashuvchi boisin:

d) rtl da yaqinlashuvdii, í\ da uzoqlashuvchi bol sin:

e) co <la yaqiulaslmvclii. fi2 da uzoqlashuvchi boisin.

10.63. x — (1. . -— , - — .. . . )  clementning r0 da votishini ko‘|
ln 2 ln 3 ln n 

sating va bii ort a ham p e  N da x ^ l'r ekanligini isbotlang.

10.64. P —barcha ko‘phadlai to'plami. C[a, 6] fazoda odiiq to plam bo‘la 

(linii?

10.65. P-barcha ko‘phadlar to ‘plami C [a, b] da yopiq to plam boiadim í

10.66. Qisinan chiziqli uzluksiz funksivalar to'plami C[a,í»| fazoning kam·] 

ma verida zich ekanligini isbotlang.

10.67. P — barcha ko'phadlar to'plami C a.b] fazoning hamina verida zicJ 

ekanligini isbot lang.

10.68. t.2 fazoda {x  =  (x1,x2, . . . )  € ( 2 : |x„| < 1} parallelepiped odlil 

to‘plam boiishini isbotlang.

10.69. Agar ||x +  y|| =- ||x|| 1 |jy|| tenglik faqat ij -  A x. A > 0 koii- 

uishdagi element,lar uchun o rinli boisa, it holda A’ normalangaa 

fazo qaťiy nonnnlangan deyiladi. Quyidagilarning qaysilari qaťiy 

normalangan lazo hoiadi?

a) R 2: b) f¡: c) í 2\ d) m; e) C[a,b]\ f) C2\n.b\

10.70. Agar A, B C A  to'plamlardan birortasi ocbiq boisa, u holda A + B  

to'plam ham ochiq bo'ladi. Isbotlang.
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10.71. A, B C A' lai' hanimn verda zieh to‘plamlar boisin. A D I I  0 

hoiishi imimkinmi?

i 10.72. C i—1, 1] fazoni ikkita cheksiz o ich am li qism fazo larn iiig  to 'g ii  

y ig iiid is i shakiida yozing.

10.73. Xonnalangan fazoda fundam ental ketnia-ketlikning ehegaralangan 

ckanligini isbotlang.

[ 10.74. { x n} c  X  fundamental ketm a-ketlik va uriing b iror x„k qism iy 

ketm a-keliigi yaqinlashuvehi bo is in . U lio lda x „  keüna-ketlik ham 

yaqinlashuvehi b o iad i. Isbotlang.

OC

10.75. {.e,,} C .V va V  ||.r„+i I l  qator yaqin lashuviiii bo is in . U liolda
n— 1

{.?■„} fundam ental ketma-ketlik b o ia d i. Isbotlang. Teskari tasdiq 

o iin lim i?

10.76. I la r  qanday chekli o ich am li normalangan fazo to iad ir . Isbotlang.

ll -§ .  Evklid va Hilbext fazolari

Chiziq li fazolarda norma kiritislm ing siualgan usullaridan biri, unda 

skalyar ko!paytm a kiritishdir. L haqiqiy ch iziq li fazo bo is in .

l l . l - t a ’rif. Agar L x L  dekart ko ‘paytmada aniqlangan p funktional 

(jiiyidagi to'rtta shartnì qanoatlantirsa. unga skalyar ko ‘paytma deyiladi:

J ) p(x. x )  >  0. Vx € L\ }>{x, x )  — 0 x  — 0.

2) p(x, y) ■- p iy . x ), Vx. y 6 k, sìmme.triklik.

3) p(o/x, y) -  <rp(x. ij). Va G E. x. y 6 L, bir jinslilik.

4) p {x i f  X‘2 · y) -  p { x i , y) 4 p (x 2 i v ) '  V.T], x 2. y € L. additivlik.

A g a r  /, kom pk'ks ch iz iq li  fa zo  b o is a .  u l io lda 2) shart p (x , y ) —

p (y ' x ) bilan alm ashtiriladi va 3) tenglik barella kompleks a  da bajari- 

lishi talab qilinadi.
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11.2-ta’ rif. Skalyar ko'paytma kiritilgan chiziqli fazo Evklid fazm  

dcyiladi. x va y dementlaminy skalyar kolpaytmasi (x , y) orqih 

bdgilanadi.

Evklid fazosida x clcinentniiig normasi

||.r|| =  (11.1!

formula orqali aniqlanadi. Demak, liar qandav Evklid fazosini nórmala® 

gan fazo sifatida qarash mumkin. Norma-langan fazolarda isbotlangnflj 

barcha tasdiqlar Evklid fazosida hain o'rinli boiadi.

Teskari inasalani qaraymiz. E — normalangan fazo boisin. E  daanH 

langan norma qandav qo'shimcha shartlarni qaiioatlantirsa, E  Evklic 

fazosi ham boiadi? Boshqacha aytganda, qandav shartlarda norma orqal 

unga nios skalyar ko'paytma aniqlash mumkin?

l l . l - t e o r e m a . E  normalangan fazo Evklid fazosi boiishi uchun, úfl 

tiyoriy ikkita f ,  y € E  dementlar uchun

II/ +  .9||2 +  II/-0||2 =  2||/||2 +  2||.9||2 (11.2)|

tcnglikning bajarihshi zarur va yetarle

(11.2) parallelogramm ayniyati dcyiladi. (11.2) shart bajarilganda

P(x, y) =  \(\\f +  y t f - \ \ f - g \ \ 2)

p : E x  E  —> R  funksional skalyar ko paytma shartlarini qanoatlantiradil

11.3-ta’r if. Aya.r (x , y) =  0 bo isa, n holda x  va y vektorlar orto·] 

yonal dcyiladi va xA. y kabi bdgilanadi·.

11.4-t,a‘rif. Agar ixtiyoriy a /  ¡3 da (xa, xp) — 0 boisa, u holda 

noltnas { x Q} vektorlar sistemasiga ortogonal sistema dcyiladi. Agar\ 

bu holda liar bír elementning normasi birga teng boisa, { x a }  ortogonal] 

normalangan sistema, qísqacha ortonorrnal sistema dcyiladi.

11.5-ta’ rif. Agar {.r0}  sisternani o ‘zida saqlovchi minimal yopiq qtstn 

fazo E  fazoning o'ziya teng boisa. u holda { xa } sistema to ia  d< yiladA
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I l.ö-ta 'rif. Л у а г  orto-normal sistema to Ία  bo'Isa, и /tolda bu.

Iinterna E  fazoduyi o r to  norm a l bažin detjüaJi.

11.7-ta’rif. Hi да Е  Euklid fazo ні va {ф^} o r to  normal 's is tem a  beril- 

I¡un ho is in. A gar  ix t iyor iy  f  Є E  uchtin

OC

Σ > 1 2 H l / l l 2 . r k (/■ Фк) ( 11.3)
к 1

u n g i  il· o ’r m i i  ho 'Ina. {óa·} о rt  oh o r m a i  s i s t ema  y o p i q  s i s t ema  deyi ladi .
I

I I 1.3) It ' i ig lik  Pu rs e v a l  t engHyi  deyiladi. < ■ — (/ . Ok)  sonla r J Є F  

■li'inontnin i; {<?)*.} ort« »normal sistem adufti F u r  y e. koe f f i tn iyvn t la r i  deyi- 

jlmli.

Ix i iy o ïiy  / 0  E  ( 'h 'i i i i ' i it  iichun im ing Furye ko e fiits ive n tla ri
OO

X > * | 2 <  ||/Ha f i i -D
к I

Ієн,nsi/likiii qniiont ian tirad i.  (11 .4 )  ( cn g M z l ik  Bessel t i rnysul ig i  d ey i lad i .

11.8-ta’ r if. F  Evkltd fazosi ( 111 )  nnrmaya nisbatan ht Ία bo'lsu. и 

Ίο'Ιιι bvk li i l  fazosi deyilaili.

11.9-ta’rif. Cheksiz o 'lr . liamli to Ία  Evklid fazosi НИЫ r t  fazosi JeyHu-

11.10-ta’rif. Лдаг E  Erk lid  fazosn iiny  h anima yenda zieh ho'li/au 

niinoqh to 'p lam mavjud. lui '(sa. E  sepa rabel E  vkhd fazosi deyiladi.

1 1 .2 - t e o r e m a  (Shmidt.ni.ny o i ioynna llash tinsh  ju rayon i) .  Bizya E  

Hukli,d fnzos-ida ehizigli bog'lanmayan

h -  f-¿....... in  ■ ■ ■ ■

i le m n i t lu r  sistemasi benigna ho 'h in .  U  holdu E  Evklid. fazo sida shunda y

φ\· φ-1.......On · · · ·  (11·5)

intono m ia i  sistema rnavjvtlki. qiiyìdayt tasvir lar o ’r in lt:

Φη ani f i  t On2.l'2 ' '  ̂ annfn. (Jnn ^
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/п Ьп 1 Ф ї 4" hn‘2 Ф'2 4  * 4 І*пп Фп: Ьпп ^ ^ ■

І І . З - t e o r e m a .  Т о 7 «  srpnmbcl Evklid fazosidagi {(*>,,} orhmo·, 

.чі«Іппи to ‘In bo‘li*hi uchun. E  da {¿> „} sistemanhuj barcha <icme\ 

lariga ortognnal bo’Igan поїти .s elanentning muvjud boimas/u/i zamr

vn

rrnJ

ie2 

ir ti

11.1. C”  -  {.r -·· (x b ...... .»·*. є  C. A· -  1,2------------ ,n\ diiziqli fazaj

qnraylik.
П

1>{-I · U) '·»'· !/) £ > / , * .  ■'·. I) C C " ( l l j
i, =  l

formula yordamida aniqlangan p funksional skalyar kopaytma aksiomaj 

larini qanoat lain irishiui ko'rsating.

Ycch ish . Cn koinploks diiziqli fazo. Sliuning udnin biz komplek^ 

diiziqli fazoda bcrilgan skalyar ko'paytma shartlarini tckshiramiz.

1) p{.t . x )  - ¿2 T k*k -  E  In · !2 >  0, V.r Є C n
k - 1 A - 1

tongsizlik |x>| >  0 (‘kanligidau kelib diiqadi. Kndi

11
p(x. x ) -  |.rfc|2 ---- U

A.· =-1

bo'lsin. Qo'shiluvdiilaming manfiy (‘masligidan bar bir udiun |xfc|2

0, lnindan Xk — 0, ya’ni x 0 ekauligi kdib diiqadi. Aksincba. liar bi 

A; ndmn xk -  0 boisa. u linlda p(x,  x)  - 0 bo'lishi kcrrinib I uribdi.
n n  ____ n _________

2) ?>(·■»·· y) E  XkW -·- £  ТкУк = E  Ук*к -  РІ У,  -r).
і· і a- : k : t

Ви tcnglik ko'pavtmaning qoshmasi qo'slimalar ko'paytmasiga, yig'mdi-J

ning qo'slnnasi osa qo‘shinalar yig'indisiga Ixngligidan kdib diiqadi.
П П 71

3) p(x  +  y. z) ---- £  (.74- +  yk) Zj: =- E -  E -
k - - l  k ~ l  k - 1

-  p(x.  z) f  p(i/. 2 ), Vx, //. Є C".
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І) р(\м. у) -  v  A.i:kyk -  A £  :rk!jk -  Ap(.c, y ). V.c. у Є C '\ Л * C
fc=l і, і

l it i i.onglik larn ing b a ja rilisb i komploks sou la rn i qo;s li is h  va ko p a y tir is li 

xussabiridan k('lib  d iiqadi. Demak. (11.0) le n g lik  yordamida aniqlan 

цап fi funksiona l ska lyar larpaytma aksiom alarin i qanoat lantirad i va C " 

koinpleks I ìv k lid  fazosi bo ia d i. L)

11 .'2-11 .(¡-m isollarda kd tirilg a n  p : E  x  E  R  funksiona l. haqiqiy 

d iiz iq li fazoda ska lyar ko’paytma slia rt la rin i qanoal lanl irad im i?

11.2. p (./·. y)  =  x kyk. r . у e  R n
A — 1

b
I 1.3. p (/. (]) =r f  f ( t ) q( t )  (It, f .  а Є Cr[a. 6] .

a

3C
11.4. /) (.r. у )  - V  Xfc,yfc. у є /2.

A— 1

11.5. p ( f . y )  f  J\t) g ( l )  d l : j ' . y i  I., a. b).
a

11.6. p ( f . y )  = 52 f  ( " ) < ) { » ) ■  f-<J & I ’ i Z ) ·
rii7.

E s la tm a . 1 1.3-misolda kd tir ilg a n  (C'[«, ft]. />) E v k lid  fazosi C'2[u·, ?»j 

hilan hdgilanadi.

11.7-1 l. ll) -n iiso l!a r< la  b it  irilg a n  p  : E  x  E  —> C  fnuksiona l. k o rsa t il-  

gan koinplcks d iiz iq li fazoda ska lyar ko‘paytma sh a rt.la riiii qanoatbmt.i- 

r ish in i ko 'rsating .

11.7. /) ( / .y )  =  [  f ( t )  y ( t ) d t .  f . q  t  C\n.  b\.
a

■oc

11.8. p  (.r. y) -  vkyk. у Є /2.
A· 1

/> ___
11.9 . p [ J ' . y } — f f ( t ) g ( t ) d t .  f . y  L A a .  ft],

a
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11.10. p { f , g ) = Z f ( k ) g { k ) ,  f , g €  £2(Z ).
/c€ Z

I 1.11-11.20-misollarda keltirilgan p : E  x E  —+ R fiinksional, ko‘rsatilga| 

haqiqiy chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma shartlarini qanoatlantiradimlfl

d  11

11.11.  R2; /- .x.//) s/(A +  ->Í)(>Ã +  y22 )·

11 .1 2 .  E  =  R2, p(x, y) =  xij/i -  x2y2.

11.13. E  =  R2, p (x ,y ) -  anyi -  x2j/i +  2x2j/2.

11.14. E  =  R3. p(x, y) =  x iy i +  x2y2 -  x3y3-

11.15. E  --- R3, p(x, y) =  X\Hi +  x2y2 -  *■№■

OC
11.16. E  =  Í 2 , p (x ,y ) =  £  AkXkVk, 0 <  An <  1.

f c = l

11.17. /·: - e2, p( x, ») =£
k= 1

b
11.18. E  - 6’ [«, fc]. p (r. y) =  J' é x  (t) y (t.) dt.

a

b
11.19. E  = C [a, 6], p (x, y) =  f  x4(t )y i (t)dt..

a

b b
11.20. E  -  t  6], p (■('. y) — f  x (f) y (í) dt +  f  x ' (/) y' ( í )  dt.

11.11-misolning yechimi. p (x , y) -  >/(x? +  x^) (y? 4- y2), x .y  € 

R2 funksional uchrm skalyar ko'paytmaning 1-sliarti bajariladi. Ilaqiqata· 

liam. ixt-iyoriy uohnas x  £ R 2 da p (x. x ) =  v ( x i  +  x2) (-,:i t J%) =  

x2 hr^ > 0 va p(x, x) =  0 <=> x =  (0, 0). Bu funksional iichun siinmet.rik* 

lik p (x. y) =  p (y, x) sharti o:riuli. Bu funksional ucliun p (Ax,y) — 

Ap (x. y) teuglik o ‘riuli emas. Masalan. p ( —2x. y) =  2p (x. y ) . Oson tek- 

shirisk mumkinki, bu funksional uchuu p (x 4- z,y)  — p (x.y)  + p (z.y)  

teuglik ham o'riuli emas. □
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11.21. R :ì Evklkl fazosida /, =  (1,0,0). f 2 =  (1, 1; 0), /3 =  (1,1.1) vek- 

torlar sisternasiga Shmidtriing ortogonallashtirish jarayornui qoilang.

Yechish. Ma'lumki, R " fazoda n la vektordan iborat sisteirianing 

chiziqli erkli boiishi uchun, bu vektorlarning koordixiatalaridan tuzilgan 

detorminant.ning noldan farqli boiishi zarur va yptarlidir. Berilgau vek- 

torlar uchun bu determinant.

1 0 0 

1 1 0

1 1 1

^ 1 ^ 0

boigardigi sababli, ular chiziqli prklidir. Endi bu elcmont larga Shmidt- 

ning ortogonallashtirish jaravonini qoilaymiz. py — f\ =  (1,0.0) deb 

olsak. libili ~  y/\2 4- 02 +  02 =·- 1 boiadi. p 2 elcmentni tp? — /2 —a2i p i 

ko'rinishda olib, a2ì kocffitsiyentni ( p 2. p i )  — 0 ortogonallik sliarfini 

qanoatiantiradigan qilib tanlaymiz:

0 =  ( p 2. -  (/2, p ^  -  < i n ( p \ - p \ )  yoki «ai =  =  }
l i b i l i  1

1’ holda

=  (1 ,1 ,0 )  -  ( 1 , 0 ,0 )  =  ( 0 , 1 , 0 ) ,  Iba|| =  l,

boiadi. p :ì vektorni quyidagi ko‘rinishda izlaviniz:

p:’j =  h  ~  «31 P i  -  «32 P i -  (11-7)

Bunda « ;n, «32 koeffitsiyentlar. ortogonallik shartlaridan, ya’ni

(^ 3 ,^ l) =  (^ ,v52 ) =  0 (11.8)

shartlardan topiladi. Buning uchun (11.7) ni p\ va p2 ga skalyar ko‘pay- 

tirib. (11.8) shartlardan l'oyda lati sa k. uai, a:i2 koeffitsiyentlarga nisbatan 

chiziqli tenglamalar sistemasi liosil boiadi. Bu tenglamariing vechimi:

I ) 1 · 1 +  1 · 0 + 0 · 1( / 3  · Y \
Q-'a  1 — ------------

b i l l 2 1
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Demak.

φ·λ =  (1.1,1) -  (1. 0,0) -  (0.1,0) =  (0. 0,1). \\φ3\\ -  1.

Hosil boigan φι .φ·ι, vektorlar sistemasi ortonormaldir.

11.22-11.31-misollarda kekiiilgan vektorlarniug chiziqli erkliligini tel̂  

shiring, Shmidtning ortogonallashtirish jaravoriini qo'llab, oitonormal sii 

tema hosil qilirig. E ", £2,£2(Z ), C2[a, òj, L 2[a, b] fazolardagi skalyar ko‘· 

paytmalarni 11.2-11.10-misollardan qarab oling.

11.22. E  =  R :ì. X =  (0, 0, 1), у =  (0. 1, 1). с =  (1, 1. 1).

11.23. E  =  R :\ x — ( 1, 1, 0). у =  (2, 0, -1 ).  2 -  (0, -1 , 1).

11.24. E  — E 3. x =  ( - 1 ,0 ,0 ) ,  у =  (0, —1, 1), г =  (2, 0 , -1 ) .

11.25. E  =  C V -1 . 1], .ri(/) -  1. r 2{t) -  t3, x3(/) =  f6.

11.26. Е  =  Сг [-1 ,  1], x{t )  =  1. y{t.) =  t„ z{t) =  t2 .

11.27. E  — L 2[0, π]. x(/) — 1, y(t)  ~ cost, z{l )  — sin/.

11.28. £ ’ =  ¿ 21- 1. 1], xi(/) =  1. x2(/) = /, x:i(/) =  /2 +  1.

11.29. Я =  ť2. .τ =  (1 .0 ,0 ....). у =  (1 ,1 ,0 ,0 ,. . . ) . г =  (1.1.1,0, 0 , . J

11.30. £  =  /2, Г
/ 1 1 \ /

0 . 1 . - . . . ■ У -
V 2 ■ : 2ñ ’ · · ·

o l l  i \’ ’ 2’ 22-’2"--J
11.31. Е  -  Í 2 - J- -  (1 ,1 .0 .0 ,...). у -  (0 ,0 ,1 .1 ,0 ,.. . ) .

11.32. Е  Evklid fazosida ixtiyoriy x,y, z  elementlar ucliun Apolloniy 

nivatini isbot lang

\\z -  x \\2 +  \\z -  y\\2 =  \ | |*-y||2 + 2 "
X ~  у

2
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11.33. E  Evklid fazosida ixtiyoriy x.y, : , t ,  elementlar uchun Ptoletney 

tengsizligini isbotlang

<  l k - i / l l  · l k -  *11 f Цту -  - ц.т -  *||.

11.34. E  Evklid fazosida .r va у elementlar ortogonal boiishi uchun

I M I 2 +  I M I 2 =  I I - T  +  y f

tenglikuing bajarilishi zarur va yeta rii. Isbotlang.

11.35. E haqiqiy normalangan fazo va ix tiyoriy  x.y  elementlar uchun 

Parallelogram m  ayniyati

\\.r +  y f +  ||.r -  y\\2 -  2 |¡./:¡|2 +  2 ||i/||2 

bajarilsiu. I holda

V : E  X E  -> E. p(j\ y) -  ^ {||x +  ;f/||2 -  ||x -  ì/||2} 

funksional skalyar ko'paytma shartlarini qanoatlantirishini korsating.

11.36. .r,. xo. .. - ,.r„ lar E  Evklid fazosidagi ixtiyoriy ori «»noi mal sistemi·» 

boisin. Bu sistemaning chiziqli crkli ekanligini isbotlang.

11.37. E haqiqiy Evklid fazosi. Ixtiyoriy x.y elementlar uchun Koshi- 

Bunyakovskiy tengsizligi |(x',y)| < ||.r|| · ||y|| ni isbotlang.

11.38. E Evklid fazosidagi X\.X2 , ...... r„ Є E  sistemaning Grani deter

minanti deb

( .Г ь .Г і)  U i , x 2) · • (.ri.X ,,)

Ί ( χ·ι , χ 2. . . , X j, )
(,r2,X l)  (X'2 · X'2 ) · • (X2,®n)

(Xn . X i )  (d n , 7,2 ) • ( Xn , Z’n)

determinant tushunilad i. x \ , x 2.......... r„  Є E  elementlar sistem asi-

ning chiziq li e rk li b o iish i uchun, uning Gram determinanti noldan 

farq li b o iish i za ru r va yeta r i i .  Isbotlang.
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11.39. xn va Iin lar H  Hilbert fazosidagi yopiq birlik sharga togishli va 

lim (x„, ijr,) =  1 boi.sa, u holda lim ||x„ — yn|| =  0 boiadi. Isbot-
1l—*00 n — 'O C

lang.

11.40. H — Hilbert fazosi, L tilling qism fazosi boisin. x  element L  qism 

fazoga orthogonal boiishi uchun istalgan y G L  da ||x|| <  ||x —y|| 

tengsizlikning bajarilishi zarur va velarli. Isbotlaug.

11.41. C2[—7T, 7r] Evklid fazosida +>n{t) =  sinnt. n G N sistemaning or- 

togonal ekaiiligini isbotlang. {y3n}  sistemadan ortonormal sistemaga

o ling.

11.42. T-2[—7T. 7r] kompleks Hilbert fazosida V'n(f) =  exp{f'r?i}. ?i G Z, 

sistemaning ortogonal ekanliginiisbotlang. { ^ „ }  sistemadan ortonor

mal sistemaga o'ting.

11.43. Kompleks Hilbert fazosida quyidagi tenglikni isbotlang:

ortonormal sistemadagi Furyc kocffitsiyentlariui toping.

11.45. // — Hilbert fazosi. xj, x2, · · ·. xn undagi ixtiyoriv ortogonal sistema 

va x -  .ri +  x'2 +  · · · +  xn boisin. Pifagor tengligini isbotlang.

11.46. Hilbert fazosi qat’iy normalangan fazo ekanligini isbotlang.

11.47. 11 Hilbert fazosidagi x i ,x 2 elementlar uchun Re ( x i , x 2) =  ||xi||2 =

11 .x-2 j 12 tenglik oi'inli boisin. U holda x\ =  x2 ekanligini isbotlang.
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(x, y) =  \ {  Ik  + .y II2 -  l|x -  y\I2 +  i ||x + iy\\2 -  i ||x -  ¿.y||2}

11.44. C2[—7T, tt] Evklid fazosida ¿ [ I )  — cos21 elementniii;

W 2 =  ||xi||2 +  ||x2 ll2 +  - --  +  l|xn||a .



11.48. Har bir natural n da M n — { x  £ i 2 '■ Xi +  x 2 + ■·· +  xn — 

0} to‘plarn t 2 Hilbert fazosining qisni fazosi boiishini isbotlang. 

M i, M 2, A/3 qisrn fazolarning ortogonal toidiruvchilarini tavsiflang. 

ularning o'khamlarini toping.

11.49. f.2 Hilbert fazosida M  =  {.r € t2 : X\ +  x2 +  · ■ · +  xn +  · · · ~  

0 } to‘plamning chiziqli ko'pxillilik ekanligini liamda l 2 fazoning 

hamma yerida zich boiishini isbotlang.

11.50. L2 [ - l ,  1] =  {/  6 L 2\ -1: 1] : f ( - t )  -  - / ( * ) }  toq funksiyalar 

to'plami 1] fazoning qisin fazosi boiishini isbotlang. Vning

larni hisoblang.

11.51. L2 [— 1. I] toq funksiyalar fazosida =  sinn7r/}n€N sistema-

ning ortonormal bazis boiishini isbotlang.

ko‘phadlarga Lejandr ko'phadlari deviladi. Ixtiyoriv m < n uchun

ekanligini isbotlang. B11 yerda Qm bilan m — darajali ko'phad b<i- 

gilangan.

ortogonal toidiruvchisini toping, dim L2 \ - 1. l] va dim (/^ [—1, l|)x

11.54. Lejandr ko'phadlari haqida to 'tr (11.5^-11.57) masala.

- 1
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11.55. Lг[—1; 1] fazoda Lejandr ko'phadlari {1. Лп} лбМ ning oitogoqn 

sistema скал ligi ni isbotlaiig.

11.56. Lejandr kophadi P n ni Ρ„(.ι;) — <:nxn f  Q n i {x) ·  n Є N sliaklcl* 

tasvirlang. c„— koeffitsiyentni toping.

.11.57. Lejandr ko‘ phadlari Pn Є L-i[— 1. 1 ning normasini hisoblang.^·

11.58. /.21 — 1 ■ 1] fazoda 1, t. t 2. ί λ.......ť \  . . .  ko‘phadlardan oitotiornjnj

sistema hosil qilirig. Hosil ((ilingan ortononnal sistemarti Lejandr 

ko‘phadlari bilan taqqoslang.

shartiii qanoat Iantiruvdü ftinksiyalardan iborat fazo ni belgilaymif., 

Bu fazoda x va y element,larning skalyar ko" pay tinasinì

formula bilan aniqlaymiz. Bu fazoda 1. t. t2. t3, . . . ,  tn, . . .  chizjjn 

li bog'lanmagan sistemadan ortononnal sistema hosil «jiling. Hosil 

(¡ilingan ortononnal sistema Chebishci'-Enrnt ko'jihadlari devila«·

l  niiig dasllabki udita hadini toping.

11.60. L-¿(R i.  г ~*άμ) bilan R + =  [0. oc) da aniqlangan. o'lchovli \-a

shartni qanoatlantiruvdii futi ksiy alarda ri iborat fazoni belgilaymiz 

Bu fazoda x va y elementlarniiig skalyar ko:paytmasiiii

11.59. Ау2і® -(; *~άμ) bilan R  da aniqlangan, oichovli va
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formula hilan aniqlaymiz. Bu fazo da 1, t, t2. í'! .......I " . . . .  chiziq-

li boglanmagan sist «nadan orto normal sistema hosil qiling. Hosil 

qilingan ortonormal sistema C7ieb-ishcv-Lagge.r ko'phadlañ deviladi. 

Uning dast.labki uehta hadini toping.

11.61. ¿ 20[—1, 1] -  {/  e  I,¿{ - 1. 1] : f ( t )  =  0, t 6 [0, 1]} to'plam 

L2[—1, 1] fazoning qisin fazosi boiishini isbotlang. Uning ortogonal 

toldiruvehisini toping.

11.62. [0. 1] kesmada x„ funksional ketma-ketiikni quvidagicha aniqlaymiz: 

M i )  =  1 va

x „ (f ) =  ( - l ) * ; t e  u G N; k I). 1.2.......2" -  1.

bu interval chekkalarida ,r„(/) =  0 deymiz. Bu Radrmaxer sistamnsi 

deviladi. Bu sistemaning L2[0, 1 fazoda ortonormal ekanligini is

botlang.

11.63. x( t )  — t(t -- 1) -i 6 1 funksiyaning Rademaxer sistemasidagi barcha 

{ * „ } “ „ larga ortogonal ekanligini ko'rsating. Demak, Rademaxer 

sistemasi to la ortonormal sistema enias.

11.64. Agar ¡in lar tgp -  fi tenglamaning rnusbat ildizlari bolsa, u holda 

xn(/) — sinfjL„t, »  € N sistema L2[0, 1] da to‘la ortonormal bazis 

boiishini isbotlang.

11.65. f ( x )  =  1, g(.r) =  x. y?(x) — x2 elementlarning L ?\- l ,  1] fazoda 

\ifin (í) — sin H7T/} , n. 6 N. { ^  (í) =  cosrnrt} , «  6 N.

{ v „ ( t )  =  2~1/2cxp{iTC7rí}} . n e Z  ortonormal sistemalardagi Furye 

koeffitsiyent.larini toping.

11.66. / ( j · )  — signx, .g(x) — }x], #(x)  -  X[d,r-(x) elem entlarning 

L2[—1, 1] fazoda — s in n ír í } . tos mrt } .  n € N,

{ V’n(í) — 2“1/2exp {i/OTÍ}} , n e  Z
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ortoiiormal sistemalardagi Furye koeffitsiyentlarini toping.

11.67. f(t) — el funksiya uchun shunday n — darajali pn(t), ti — 1,2,3 

ko'phadlar topingki, ||/— pn|| norma L2[— 1, 1] da minimal boisin,

11.68. f ( t )  =  ť4 funksiya uchun shunday n — darajali pn(t), n — 1,2,3 

ko’phadlar topingki, ||/-pn|| norma L 2[—l, 1] da minimal boisin.

11.69. \ř[a, ft] bilan [a. b] ke srn ad a aniqlaugan va

supY'|/(.r)|2 <  oc

shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plamini belgilaymiz. BuyerJ

da aiiiq yuqori chegara [a. b] da saqlajunchi bairha chekli yokl
1

sanoqli S  to‘plamlar bo‘yicha olinadi. Bu to ‘plam funksiyalar· 

qo‘shish va funksiyani souga ko'paytirisli ainallariga nisbatan chi-| 

ziqli fazo tashkil qiladi. \ř]a. ft] x 'V\a. ft] da aniqlangaii

P { f , 9 ) ^  X ]  f(x )v {*)< lx ·. / , « £ %  b]
xG[o.. b]

funksional skalyar ko'pay tma shartlariuí qanoatlant-iradi. Hos.il bol- 

gan Evklid fazosi tola, ammo separabfi emasligini isbotlang.

11.70. K r‘ , n G N da aniqlangan va kvadrati integral lanu vchi boigan ekvi

valent funksiyalar sinflaridan tashkil topgan vektor fazoni qaraymi· 

Bu fazoda

p(f-.g)= f f(t)g(t)dt
funksionalniug skalyar ko'paytma shartlarini qanoatlaiitirishini tekshi 

ring. Hosil boigan Hilbert fazosi L2(R ") bilan belgilauadi. f ( x  

( 1 4- x2) ' va g(x)  — X[_i,i](a:) larni L2(R ) ga qarashli 

ni koi’sating. Bu elementlarning skalyar ko‘paytmasim toping, 

ortogonalmi?
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11.71. /(.r. //; =  exp {-| x|  -  \y\} va g (x )  -  X [-i,i]x [u ,i](* ) larni L , ( R 2) 

ga qarashli ekanligini ko'rsating. Bu clen ientlarn ing norm alariiii va 

u larning skalyar ko 'paytm asin i toping.

11.72. /2 ( 2 ) Hilbert fazosida /(0) =  0, / ( » )  =  j?-1 , 11 G Z \ {0 } element- 

ning norniasini hisoblang.

11.73. Pararnetr a  va ß  larning qanday qiyniatlarida / ( « ,  in ) — (0.1 +  

« “  +  n ^ y 1 funksiya /2(Z 2) Hilbert fazosiuing elementi boiadi.

11.74. Agar H Hilbert fazosida { ^ „ } ll€H ortonormal bazis bo'lsa. u liolda 

quyidagilarni isbotlang:
OC

a) istalgau x  e H  uchun x  =  £  (x, ¡¿>n) tenglik oT in li.
7 1 = 1

OO

b) ixtivoriy x .y  G H  lar uchun (x .y ) =  £  (x· ¡pn) (  <pn, y) tenglik
? i = l

o'rinli.

11.75. E  Evklid fazosi, {^>„}n€N esa E  dagi ixtiyoriy ortonormal sistema.

ketma-ketlik nolga kuchsiz yaqinlashadi. Isbotlang.

12-§. Chiziqli funksionallar

Bu paragrafda biz chiziqli funksionallar. qavariq funksionallar hamda 

qavariq jismlarga doir masalalar qaraviniz.

12.1-ta’rif. X  clriziqli fazoda aniqlangan f  sonli ftmksiyaga funk

tional deyiladi. Agar barcha x ,y  G X  lar uchun

f  (3· +  y ) =  /  (x ) +  f  (y)

boisu, f  additiv funktional degiladi. Agar barcha x G X  va barcha a  G 

C lar uchun f  ( «  x) =  a f  (x ) bo'lsa, f  btr j i m l i  funktional deyiladi.

Agar barcha x  G X  va barcha ly G C  lar uchun. f { a x )  — ü  f  ( x)  

bo'lsa. f  ga qo ‘shma bir j insli funktional deyiladi,.
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12.2-ta ’ rif. Additiv va bir jinsli funksional chiziqli funksional deyila- 

di. Additiv va qo‘shma bir jinsli funksionalga qo'shma chiziqli funksional 

deyiladi.

12.3-ta ’ rif. h'er / =  { i £ X :  f ( x )  — 0 } to'plarn f  chiziqli funksio· 

nalning yadrosi deyiladi.

X  haqiqiv chiziqli fazo. x va y uning ikki nuqi.asi boisin. U holda

a i  + ii y , û. ¡3 G [U, 1], a  4- ¡3 =  1

shartni qanoatlautjruvchi bareha elemcntlar to'plami x  va y nuqtalarni j 

tutashtiruvehi kesma deyiladi va u [x.y] bilan belgilauadi, ya'ni

[x. y] — { a  x + ¡3 y : a, 0  G [0. 1], a  4  ,3 — 1 } .

12.4-ta ’r if. Agar M  C X  to'plam o'zining ixtiyoriy x, y G M  nuqtald| 

vint tutashtiruvehi [x.y] kesrnani harn o ‘zida saqlasa, A i y a qavariq 

to'plam deyiladi.

12.5-ta ’ rif. Agar biror x G M  nuqt.a va ixtiyoriy y G À' uchun 

shunday e =  e (y ) >  0 son mavjud bo'lib, bareha t . |i| <  e larda x 4-'1 

t y G M  rnunasabat bajarilsa, x G M  nuqta M  to 'plarnnvng yadrosiga 

qarashli deyiladi.

M  C X  tc/plamning yadrosi —J ( M )  bilan belgilanadi. ya'ni

J ( M )  =  {x  € M  : Vy G X . 3 c =  e{y)  >  0. Vf G R, \t\ <  s. x  +  t y G M ]  .i 

Agar A’ chiziqli normalangan fazo bo isa, u holda M  C A" ning yadrosi t
o

M  ning ichi bilan ustma-ust tushadi, ya'ni J ( M )  — M  .

12.6-ta ’rif. Yadrosi ho'sh boimagan qavariq to'plam qavariq jism  de

yiladi.

12.7-ta 'rif. X  chiziqli fnzoda aniqlangan maiifiymas p funksional

1 ) p (x  4- y) <  p (x ) -4 p ( y ) , Vx, y G X ,

2) p { a x )  — a p ( x ) .  Va >  0 ua V x  G X  shartlarni qunoatlantirsa, 

p ga qavariq funksional deyiladi.
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Biz bu verda p (x ) miqdorni chekli dob faraz qilmayrniz, ya ni ayrini 

:c £ X  iar uchun p{x)  — oo haní boiishi munikin. Agar harcba x  € A' 

lar uchun p(x)  chekli boisa, p c.hekli qavariq funksional deyiladi.

12.8-ta ’rif. L — haqiqiy chiziqli fazo va L q— uning biror qism fuzosi 

ho isin. ¿o qism fazoda f a chiziqli funksional va L fazoda f  chiziqli 

funksional berilgan ho‘Isin. Agar ixtiyoriy x £ L0 uchun f ( x )  — /o(x) 

tenglik bajarilsa. J' chiziqli funksional fo funksionálning L fazoga davo- 

mi deyiladi.

12.1-teorem a (Xan-Bancu). Aytaylik. p — I. haqiqiy chiziqli fazoda 

aniqlangan qavariq funksional va ř,0 esa L  ning qism fuzosi, boisin. 

Agar ila aniqlangan /„ chiziqli funksional

f o { * ) < p U ' ) ,  x € Lo (12.])

shartni qanoatluntirsa, u holdu fo ni L da aniqlangan va L da 

(12.1) shartni qanoatlantiruvchi f  chiziqli fnnksionalgacha dav oni ct- 

tirish munikin.

12.9-ta’rif. X  chiziqli nonnalangan fazoda aniqlangan f  funksional 

berilgan boisin. Agar ixtiyoriy f >  0 uchun shunday 6 — 6(e) :> 0 

mavjud ho'lib, ||x — x-0|| <  <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x € A ' 

lar uchun l/Ci·) — /(:r0)| <  s tengsizlik bajarilsa. f  funksional x — x o 

nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar f  funksional ixtiyoriy x  € X  nuqtada 

uzluksiz bo'lsa. f  uzluksiz funksional deyiladi.

12.9-ta’rifga teng kuchli boigan quvidagi ta ’rifni keltiramiz.

12.10-ta’ r if. Agar x0 nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy x n ketma- 

ketlik uchun lim \f ( xn) — /(xo)| =· 0 boisa. u holdu f  funksional x0
n —*oo

nuqtada uzluksiz deyiladi.

12.2-teorem a. A' chiziqli. nonnalangan fazoda aniqlangan chiziqli 

funksional biror x 0 e  X  nuqtada uzluksiz boisa, u halda bu chiziqli funk

sional butan X  fazoda uzluksiz bo'ladi.
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Endi chegaralangan funksional ta’rifini keltiramiz.

12.11-ta’ rif. Agar biror M  >  0 soni va barella x  6 X  lar ucìmn 

|/(-t')| <  M  ||x|| tengsizlik bajarilsa, f  : X  —»> R  ga chegaralangan Junk- 

stonai deyiladi.

12.3-teorem a. X  chiziqlì normalangan fazoda aniqlangari clnziqli f  

funksional uzluksiz bo'lishi uchun uning chegaralangan bo'lishi zorur va

'

|/(x)| <  M  11.c11 tengsizlikni qanoatlantiruvchi M  sonlai to'plaininirig 

aiiiq quvi ehegar&si / funksionalning nonnasi deyiladi va u ||/|| bìlan 

belgilanadi. Shundav qilib.

I/ M I <11/11 -IM I-

12.4-teorem a. Chiziqli chegaralangan funksionalning nonnasi ||/|| 

uchim quyidagi tenglik o ‘rinli :

H/ll =  sup |/(x)| =  sup [  (12.2)
||ar||-l II·'Il

12.5-teorem a (Xan-Danax). L  komplcks clnziqli normalangan fa- | 

zo, L 0 osa L  ning qisui fazosi va f 0 ■ Lo —> C clnziqli uzluksiz junkt j 
stonai bo‘lsin. U holda fa ni nonnasini saqlagan holda L  da aniqlan- 

gan f  chiziqli funksionalgacha davom cttirish mumkin. ya 'ni f ( : r )  =  1 

/o(:r), x 6 L 0 va ll/H — ll/oll shart.larnì qanoatlantiruvchi f  : L  —> C 

chiziqli funksional inuvjud.

X  chiziqli normalangan fazoda aniqlangan chiziqli uzluksiz (chegara- I 

langan) funksionallar to plamini L ( X . C )  bilan belgilaymiz.

12.12-ta’rif. J : X  —* C va g : X  —> C chiziqli funksionallarninf 

yig'indisi deb, x € X  elementga f ( x ) + g ( x )  — tp(x) sonni in,os qo'yuvchi 

•p — f  +  g : X  —*■ C funksionalga aytiladi.

Ravshanki. p : X  —* C  chiziqli funksional bo'ladi. Agar f . g  € 1 

L ( X , C )  boisa, u holda ^ li a.ni chegaralangan (uzluksiz) funksional ;
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b o ia d i  va qtiyidagi tcngsizlik o 'r inli

11/ + «/II <  11/11 +  \\9

12.13-ta’r if. / : X  —> C chiziqli funksionalning songa ko'paytmasi

x elementga a f ( x )  sonni mos qo‘yuvchi funksional sifatida aniqlanadi. 

ya ’ni

L ( X . C )  toplamda kiritil“ an qo'shish va songa ko'paytirisli atnallari 

chiziqli fazo ta’rifidagi 1-8 shartlarni qanoatlantiradi. Demak, L ( X ,  C ) 

toplam  chiziqli fazo boiad i Bu fazoda p ( f )  — ||/|| funksional norma 

shartlarini qaiioat.laiiliradi. Shunday qilib. L ( X , C )  chiziqli nonnalaii- 

gan fazo boiadi. Bu fazo X  ga qo'shma fazo deyiladi va X *  bilan 

belgilanadi, ya iii .Y* =  L ( X , C ) .  Funksional fazolarda chiziqli u/luk- 

siz funksionalhirning umuniiy ko'rinishidan foydalanib, asosiv funksional 

fazolarga qo'shma fazolarni izomorfizm aniqligida topish munikin. Hozir 

biz C[a, b\ va ép, p >  1 fazo hamda Evklid (chekli va cheksiz oichamli) 

fazolarda chiziqli uzluksiz funksionalning umuiniy ko i iinshini keltiramiz.

12 7 -teo rem a  (Riss). C[a. b] fazoda berilgan ixtiyoriy f  chiziqli uz

luksiz funksional uchun sliunday u G Vo[rt, b] o'zganshi cheganilangan 

funksiya mavjitdki, barcha x  G C[a, b] larda

tenglik o 'rin li. Hundan tashqari ||/|j — íí] tenglik luirn o ‘rinli.

12.8-teorem a. L·. p >  1 fazoga qo'shma (í,,)* fazo L ,  — I—  =  1
p <¡

fazoga izomorfdir. ya'ni har bir f  : Cp —* C  chiziqli ■uzluksiz funksional

(Q f ) { x )  =  a f { x ) .

■6

uchun shunday f  — (/,, /2, . . . ,  f n, . . . )  G t q elemcnt manjudki, quyidagi- 

lar i>'rin li:
OCOC

f ( x )  - ^  x G Cp. ||/||= f  .
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12.9-teorem a (Riss). Har bir / Є H* funkstonal uchun shunday 

yagona у Є I I  element mavjudki. quyid agitar o 'rin li:

f ( j - )  =  (х.у) .  х є я ,  ll/ll =  ||y|| ·

Buyerda I I  Hilbert fazosi (x, y) esa x va tj laming skalyar ko‘p ay tm a fl

12.14-ta’rif. Agar f  : I I  x I I  —> С akslantirish uchun

1) f ( o x  +  /??/, z) =  a, f ( x.  z ) +  , i f (y.  z):

2) /(.r. ay -Í ¡L·) =  δ / (χ , у)  +  l i,f(x, г):

3) shunday С  > ü mavjud bo'lib. barrita x, у Є H larda \f(x.y)\ <  

C  ||æ|| · || i/|| bo ‘Isa. f  да bichiziqli uzluksiz funksional deyiladi.

12.15-ta’ rif. /1/yar f  : H  x H  —*· C  bichiziqli uzluksiz funksional 

uchun barella x, y Є H  larda f { x , y )  =  / (y ,x ) boisa, f  да simmetrU  

bichiziqli funksional deyiladi.

Ilar bir bichiziqli / (x, y ) funksional φ(χ)  =  /(x, x) kvadratik formait 

hosil qiladi.

12.16-ta'rif. Луаг simmetrik bichiziqli f  funksional uchun barcha 

,r / 0  /cm/а /(x, x ) >  0 bo‘lsa. f  да qat’iy musbat bichiziqli funksional 

deyiladi. Agar barcha x  Є I I  larda f ( x ,  x ) >  0 boisa, f  да musbat 

b ich і zi qli f и n ks і о nul deyiladi.

Bichiziqli uzluksiz / funksionalning normasi ||/|| quyidagi tenglik 

yordamida aniqlanadi

11/11 -  sup {\f(x-, y)\ : ||x|| -  ||y|| =  1}.

Bizga / Є L ( X ,  C ) va f n Є L ( X ,  C ) ftinksioiiallar kctma-kcl ligi b en 

gali bn'lsin.

12.1T-ta’ rif. Agar lim ||/n - /Ц -  0 bo‘lsa, { f n} funksionalAr
71— 'O C

ketma-ketligi f  funksional да yaqinlashadi deyiladi.

12.18-ta’rif. Agar liar bir x e X  uchun lim /„(x) =  / (x ) boisa,
П — 'O C

{/n } funksionallar ketma-ketligi. f  funksionalga kuchsiz yaqinlashadi de- 

yiladi.
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12.1-12.10-misollarda keltirilgan funksionallarning qaysilari chiziqli, 

qaysilari qo'shma chiziqli, qaysilari uzluksi/. Tokshiring.

12.1. f  : R·5 —> R, f  (x ) ~  (i\Xi +  U2X2 +  0,3 X 3 .

12.2. / : C  [0, 1] —> C, f  (x ) =  f  x (t) dt.
0

12.3. f  : C [0, π] —+ С. / (.r) — /(1 — cos t) x  (t) dt.
o

12.4. / : С  [ϋ, 1 - С .  / (χ ) =  χ (0 ).

12.5. / : ( 'О. 1] —> С, / И  ·-- |/-χ (/),//.
О

12.6. / :( ·"■  U  1 —* С. / ( * ) — r ' Q ) '

12.7. / : L\ [0, 1] —» С, f  (х ) =  f  é x ( ť ) d t .
О

1
12.8. / : Li l0, 1] -»· С, / (х) -  х(0) + J x  (t ) dt.

О

7Γ _________

12.9. / : Ι 2[0, π] —> C. / (x ) — f  cos t x ( t ) d t .
о

12.10. / : L2[0, π] —+ C. / (.с) — ( sin t x ( t ) d t .
о

12.2-misolning yechim i. Integralning additivlik va bir jinslilik xos- 

salaridan foydalansak quyidagilarga ega bo‘lamiz:

;/:(/) A +  I  y ( t )  dt =  f { x )  +  f (y ) ,  
Jo

f  (α χ ) =  I  (rt x (/.)) dt — a 
./o
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I  x ( t )  dt =  a / ( x ) . 
J 0

/ ( x  +  « / ) =  / ( x ( í ) + y ( í ) ) d í =  Í  
JO Jo



Demak. / : С  [О, 1] —*■ С chiziqli funksioiial екап. Uni uzluksizlikkd 

tekshiramiz:

I/ (* )  I =  J  x ( t )  di <  I  |x (О I dt <  max \x (t)  \ ■ J  di =  1 ■ ||x|f.

12.11-ta'rifga ko'ra / : С  [0, 1] —+ С chegaralangaii funksioiial boiadi

12.3-teoremaga ko'ra / uzluksiz boiadi. □

12.9-misolning yechim i. Integralniug asosiy xossalaridan fovdalan- 

sak. quyidagilarga ega boiamiz:

ҐТС ________________ р П _____  p 7Г

f ( x  +  y ) =  / cosi (x (t) 4- y( t) )  dt — / cos tx (t) dt-\- j  cos ty( t , )dt=\
J о J о J о

-/ (• o  + /(?/),
ρ π __________ p 7Γ

f ( a x )  =  / cos t (a x ( t ) )  d t -■ ã  / eos t x { t ) d t  — ñ f ( x ) .
Jo Jo

Demak. / : L;¿[0, π] —>· С qo‘shiiia chiziqli funksioiial ekan. Uning uzluk- 

sizligini 12.10-ta’rif vordamida tekshiramiz. Faraz qilaylik, x0 Є [.¿{Ο, π] 

ixtiyoriy tayinhmgan uuqta va { x n\ С L2[0, π] esa x0 ga yaqinlashuvchi 

ixl iyoriv ketma-ketlik boisin. U holda Ivoshi-Bunyakovskiy tengsizligiga 

ko'ra

I/ (x0) -  / (x „ ) ¡2 =  I [  cos t (x0 (t)  -  x„ (t ))  (ft|2 <
J{)

fn Г  7Г
< / cos2 ř dt / |.r0 (< ) -  xn (í) I2 dt -  -  ■ ||x0 -  xn|j2 

./o ./0 ¿

tengsizlik o ‘rinli. Bu yerdan lim / (x7l) — f ( x o) tcnglik kelib chiqadi.
71—»00

Demak. / : / [̂O- 7r] —► С uzluksiz funksioiial boiadi. □

12.11-12.20-misollarda keltirilgan funksionallarni chiziqli chegaialan- 

ganlikka tekshiriiig. chegar alangan boisa, uuing nonnasini toping.

12.11. / : C [ —\, 1] —> С. / ( х ) Л [ х ( - l )  +  x ( l ) ] .

12.12. / :С [ - 1 .  1] — C, / (x) =  2[x (1) — x (0)].
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12.13. / : C [ —\. 1] —>· C, / (x ) =  ( x (s) + x ( s )  -  2x (0) )  : s € [0.1].

12.14. / : /,,(0, 1] —► C. / (x )  -  f t ~ i r i x{ t )dt .
0

12.15. / : L2\ -1, 1] — C. f  (x ) =  f  +  J r l^x ( t ) d t .
-1 0

1
12.16. f : L 2\0, 1] — C, f  (x ) =  f  sign(t -  L/3) x( t )  dt.

o
c »

12.17. f  : C — C. / ( * ) =  £  xfc.
fc=l

12.18. / : l 2 -+ C. / (x ) -  .ü +  x3 +  x5 +  x?·

12.19. / : ( 2 —♦ C, / (x ) =  x2 I x4 f  x6 t ----+ x2uu·
OC »·

12.20. / : /?3/2 —» C. / (x ) -  E
n=l V j

12.12-inisolning yechim i. Bcrilgan / (x) -  2 jx (l )  - x (0 ) ] ,  x 6 

C [ —1,1] funksionalning chiziqli ckanligi oson tokshiriladi. lining chegara- 

larigan okauligini ko'rsatib normasini topamiz.

|/(x)| =  | 2 x (l)-2 x (Q )|  <  2|.r(l)| i 2|x(0)| <  (2+ 2) m a« \x{t)\ =  4-||x||.

12.11-ta'iifga ko‘ra / : C [ — 1, 1] —> C chegaralangan funksional boiadi 

va uning normasi uchun ||/|j <  4 tengsizlik o'rinli. Xo(0 == cos nt, x0 6 

C [ —1. 1] element uchun quyidagilar o'rinli:

./■o(0) =  1. x o ( l )  =  —1, ||x0|| =  l- |/(xo)|=4.

Endi (12.2) ga ko‘ra. ||/|| >  |/(.r0)| =  4 o'rinli. ||/|| <  4 va ||/|| >  4 

tengsizliklardan ||/|| — 4 kelib chiqadi. □

12.16-misolning yechim i. Bcrilgan funksionalni quyidagicha yozish 

munikin:

/ (x )  =  (x ,y ), y{t)  =  sign(i -  1/3), y G L2[0, 1].
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Deniak, 12.9-teoreinaga ko ia  / : ¿ 2(0 , 1] —> C. chiziqli uzluksiz funk· 

sional boladi. Yana 12.9-teoremaga ko'ra lining normasi

ll/ll =  \M\ =  y  Jo \v(t)\2dt =  у Jo |sign(i -  i/3)|4 t  =  1.

12.21-12.30-misollarda kfiiirilgan funksionallarning qaysilari qavariq, 

qaysilari chekli qavariq, qaysilari uzluksiz. Tekshiriiig.

00 1
12.21. f i x )  ·. 52 y\xk\, X =  (xi,.T2, · · ·) є  ¿2 - 

к- 1 A

12.22. f ( x ) = 5 2  \xk!■ I = ( l l , l 2 : . - ) e < l ·
k=l

12.23. / (x ) =  | x i+ x 2 + -----l· X49I■ X -  ( x i , x 2, ■ ■ ■) € m.

12.24. f ( x )  -  2 !- fc |:г*|2, x =  (x i,x 2, ...) Є c0.

12.25. / (x ) =  lira |xn|, x -  (x i,x 2, · ■ ■) Є c.

12.26. / (х ) =  е д ,  x Є C[0. 1].

12.27. f { x )  — max x( t ) ,  x  Є C[0. 1]. 
0 < i < l

12.28. f i x )  -  \ Jx{t )dt\,  x Є C[0. 1].

12.29. / (x) =  2| f  tx( t2) dtI, x Є C[0, 1].
о

12.30. f ( x )  — VJ/[x], x Є V[0, 1].

12.26-misolning yechim i. Shuui ta'kidlayinizki. shunday xo € 

C'[0, 1] funksiyalar mavjudki. ularniug [0. 1] kesmadagi tu'la o'zgarislii 

oc· gating. Малalan. x0(0) — 0, x0(t ) =  t-s'm irt-1 , t Є (0. 1] uzluksiî
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funksiya udiuii \/q1 [x'o] =  oc . Shuning uchun f  (x ) — x], i  6 (.'{O, lj 

cliekli funksiotial emas. Funksiya to‘la o'zgarishining xossalariga ko‘ra

/ (./■ X y) -  V q [x  +  y\ <  V ¿ (.r] +  V¿{}j ]  =- f  (x ) +  f ( y ) .

f  ( ax )  -  \'o{ax] -  a \ ¡ ‘ [./. -  a f i x )

munosabatlar barcha x,y Є CÍO, 1) va a >  0 lar uchu и oiin li. 12.7- 

ta’rifga ko'ra. f  : С  [0. 1] —> С cliekli bo'lmagaii qavariq funksional 

bo'ladi. Bu funksionalni Θ € C[ü. lj. 6(t) =  0 nucitada uzluksiz cinas- 

ligini ko’rsatami/. Nolga yaqinlashuvchi {./■„} С C[0, lj ketma-ketlikni 

quyidagicha tanlaymiz:

r o, /Є[0, „->)

Jnl ~  \ a - l x0(t), t e ( n - \  1].

Bu yerda -  V£„, [x”o¡. xo(t)  ~  ¿sin7rí_1, і Є (0, 1]. Yuqorida 

la'kidlanganidek. lim <in — oo . x„ elementning C[0, lj fazodagi ñor-
n •-♦oo

masi a " 1 ga long. Shuning uchun lim ||.rn|| =  0. Animo \.f(xn) — 

/(0)| =  |/(-τη)| >  І - У« ni {/ (■*„)} ketma-kctlik f (0)  =  0 ga yaqin- 

lashmaydi. □

12.31. Tokislikda borilgau cmyidagi to’plamlaruing qaysilari qavariq to'plam. 

qaysilari qavariq jism ( 12.1-chizmaga qarang) bo'ladi.

a) kvadrat, b) kcsma, c) doira, d) ellips. c) besh yulduz.

12 .32 . А, В С X  ix t iy o r iy  qavariq to'plamlar. A ö R .  А Π В, A + В 

to'plamlardan qaysila ri qavariq to'plam bo'ladi?
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12.33. Normalangan fazoda qavariq to'planming yopig'i qavariq boiadiiui?

12.34. Quyida berilgan to'plamlaniing qaysilari qavariq to'plam, qaysilari 

qavariq jism boiadi. Agar M  qavariq jism boisa, uning yadrosinl 

toping.

a) M  =  { x  £ R3 : .x'i > 0 , ,r2 >  0, x3 >  0} birinchi oktant.

b) M  =  { x e C [ - 1, 1]: x( t )  <  0, V f € [ - 1, 1 ]}.

c) M  — {x € X  : 11a;11 <  1 }, X — normalangan fazodagi birlik shafj

d) M  — {.r 6 t2 '· |̂ n| <  2~n} . f-2 -  dagi asosiv parallelepiped a

Yechish. Biz faqat a) qismini tekshirish bilan cheklanamiz. Far a/, 

qiiaylik. x  va y lar M  ning ixtiyoriy ikki nuqtasi boisiu. U liolda barcha

a, 0 >  0, a +  0 — I  (12.3)

lar uchun a x  +  /3y £ M  munosabat o'rinli. Chunki. Xi >  0. x2 >

0, x'3 >  0. xjx >  0, y2 >  0, ij:i >  0 va (12.3) shartlardau otX\ -f 

0yi >  0, ax2 +  ft y 2 >  0, a.x'3 +  0y3 >  0 shartlar kelib chiqadi.: 

Ya’ni [x.y] kesrna M  ga.qarashli. 12.4-taiifga ko‘ ra M  qavariq to‘pla*a 

boiadi. Bu to'pi am qavariq jism ham boiadi. Uning yadrosi J ( M ) a  

{x  £ R3 : X\ >  0, x2 >  0, x3 >  0} dir.

12.35. Agar p : L —* R + chekli qavariq funksional boisa, u holda

M  =  {  x € L  : p (x)  <  1 }

to'plam qavariq jism boiadi va uning yadrosi nol elemcntni saqlaydi.] 

Isbotlang.

12.36. p ·. R2 —> R+ , p(x)  — 2 |ïi | + 3 |x2| chekli qavariq funksional uchun

M  =  {  x € R 2 : p (,t) <  1 }  

to'plamni t.ekislikda chizing. M  to'plamning yadrosi toping.



12.37. Minkovskiy funknonali haqidayi masala. M  C L qavariq jismning 

yadrosi nol elenicntni saqlasin. U holda har bir x G L  ga

sonni mos qo'yuvchi Pm  : L —► R ak.slantirish qavariq funksional 

bo'iishini ishotlang. Bu funksional M  qavariq jism uchun Minkovs

kiy funksionali dcyiladi.

12.38. R2 fazoda M  =  { ( x 1;.c2) G R2 : -1  <  n  <  2, -2  <  x2 <  1} 

to'plamning qavariq jism ekanligini isbotlang. Uning yadrosi nolni 

saqlasliini ko'rsating. Unga mos Minkovskiy funksionalini toping.

12.39. C'i[(), 1] fazoning hamma vcrida aniqlangan chiziqli, ammo uzluksiz 

boimagan funksionalga misol keltiring.

12.40. 1] — [0,1] kesmada aniqlangan uzluksiz differ ensiallanuvchi 

funksiyalar fazosi. L — {.r £ C (1)[0. l] : ,r(0) -  ,r (l) — 0} uning

<jism fazosi va u, v, w G C[0, 1] bo'lsin. Quyidagi / va <j funk- 

sionallar uchun a), b) va e) tasdiqlarni isbotlang.

a) / va g far 1] fazoda efiiziqli uzluksiz.

b) agar V .r G L  uchun f ( x )  — 0 bo'lsa, u(t )  =  const bo‘ladi.

c) agar barcha x  G L lar uchun y(x)  =  0 bo'lsa, w  G C*^[0. 1] va 

w'{t) — r ( t J bo'ladi.

12.41. L — { x  G R n : x\ f x2 4 · · ■ 4 x„ — 0} to;plam R u fazoning qism 

fazosi bo'ladi. Qism fazoning koo'lcliamini toping. Shunday / G 

(R ’1)* topingki. L — K e r f  bolsin.
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(I 1
г  € C [ - l ,  1] : f  x (t)d t =  J x( t )dt  > to'plain C [ —1. 1] far

-1 о
zoning qism fazosi bo'lishini isbotlang. Shuuday / Є C *[—1. 1] ton 

piiigki. L — K e r f  bo'lsin.

2.43. Agar dim X  — n bolsa, u liolda dim X* — n bo'lishini isbotlang.

2.44. Agar dim X  — oc bolsa, u liolda dim A”* — oc bo'lishini isbotlang.

2.45. f : C [ —1. 1] —* C. f  (.r) =  :r (0) chiziqli uzluksiz funksionalui

shaklda tasvirlang. va’ni g Є V'óf— 1. 1] funksiyani toping.

2.47. IR2 fazoning L — j i  e  R2 : 2χχ -  x2 — 0} qism fazosida /(.r) —

xi  chiziqli nzlnksiz funksional berilgau. Bn fnnksionalni normasini 

saqlagan holda davom ettiring. Bu davom yagonami?

2.48. C[(), 1] fazoning 1. ■■■- {A  ■ t} qism fazosida / < liizit l̂i nzlnksiz 

funksionahiing x( t j  — A · t nuqtadagi qiyinatini f ( x )  =  A deb 

aniqlavmiz. Bu funksionalui normasini saqlagan holda davom ti

ring. Bu davom yagonami?

2.49. I I  Hilbert, fazosi. g Є I I  biror element bo'lsin. /„(.r) =  ( χ,μ) .  x  Є

I I  funksionalning chiziqli uzluksiz ekanligiui isbotlang. Bu verda 

(:»',?/)— I I  dagi skalvar ko'paytma.

shaklda tasvirlang, уаліі g Є Vq[—1. 1] funksiyani toping.

I I t x ( t ) d t  chiziqli
і

uzluksiz fnnksionalni
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12.50. fy : 11 —» C. /{,(х) =  (y . x ) піпкніоиіііііііщ <|о'м|іііш нкми

ligini isbotlang. l'n in g  norm asini toping.

12.51. / : I l  X I I  —> C. f ( x . y )  -  (x, ¡y) akslantirisliiiliiK ііісііікіціі |ЩІ«|||>

s i/  funksional ekanligini isbotlang.

12.52. 12.51-n iisoklagi /  a ksla u tirish riing  sim m c trik  b id iiz iq ü  Í i i i i I ín Io iii i I  

ekanligini isbotlang. I ning norm asin i toping.

12 53d2.55-m isolla rda kd tirilg a n  funksionalla r ketm a-ketlig in i nolgti 

k u d is iz  nianoda yaqinlashishga te ksliir in g .

π

12.53. f n -.Lf\~TT,  7г] —’ C, /„(.?■) =  J cos nt.r( t )dt.
-7 Γ

12.54. f n : Ι ,2[ - π .  π\ —* С, /п(х) =  /  sin  ntx( t )dt .
— π 

2тг
12.55. /„ : Л2[0. 2π] —> С, /п(х) =  /  < 'x p { -m í}  x (í) dt.

о

12.-36-12.08-m isollarda kd tirilg a n  funksionalla r kotm a-ketlig ini vaqin- 

lashish xa ra ktc rin i (k u d ili. ku d is iz )  aniqlang. L im it ik  funksiuna ln i to

ping.

12.56. ./■„ : ř,2[ - l : 1] -  C. f n(x)  -  ¿  f  \' r ( t )dt .
k—Q — 1 * ·  

n 1 ( _1 \kj-2k-\ 1

12.57. /„ : ¿ 2[ - l ,  l; -  C. /„(., ) =  £  / , -■■ ■ x (t) dt.
A.—0 -1 I ' U !

12.58. f„ : L2\ -t\. тг] — C. /„(.c) =  ¿  f  ( - l ) fc+I ~ sinH.r(/) dt.
k =  1 -π ^

12.59-12.63 misollarda kd tirilg a n  ch iziq li normalangan lazolarga qo'sh- 

ina fazolarni toping.

12.59. R ". RJ¡¿. Rp, /) >  1 fazolarga qo'shma fazolarni toping.
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I· f-2 - ( P, P >  1· r , Co, tn, fazolarga qo‘shma fazolarni toping.

2. L 2K  b\·. Lp[a, P  >  1 fazolarga qo ‘shma fazolarni toping.

5. C[a. 6] fazoga qo ‘shma fazoni toping.

II bobni takrorlash uchun test savollari

1. Darajasi 100 dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosiniug o‘lchamini to  

ping.

A )  100 B ) 101 C ) 50 D ) 200

2. Uch satr va uch ustundan iborat m atritsalar fazosiniug o ‘ lchauiini 

toping.

A )  3 B) 6 C ) 9 D ) 27

i. Chekli o iehan ili chiziqli fazolar korsa tilgan  javobni toping.

A )  C[a, b\, 11 B ) C 2[a. b], c0 C ) C " , R 3 D ) <Cn, L2[a, b}

4. Cheksiz o'lchamli chiziqli fazolar ko'rsatilgan javobni toping.

A )  C " , C[a, b], t2 B ) C[a. b], C2, <*>

C) C", c, rn D) C", L 2[n. !>},

5. C [0, 1] fazoda chiziqli b og ian gan  vektorlar sistemasini toping.

A )  1. t. I- B ) t\  r

C ) 1 4  i 2. 21, ( 1 - 0 2 D ) 1. i 2. t l

6. f  : R 3 —» R , f ( x )  — x\ chiziqli funksionalning yadrosini toping.

A )  { x  € R 3 : x\ -  x-2 ~  0 } B ) { x  6  R ! : X\ =  0 }

C ) { *  e  R 3 : x2 -  0 } D ) {x  c  R 3 : x 3 =  0 }

7. U  — {x  € R 5 : Xi — xr> ~  0} qism fazoning koo'lcham ini toping. 

A )  1 B ) 2 C ) 3 D ) 4

). R " fazoga qo'shina fazoni toping.
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8. Faktor fazoda elementning normasí qanday aniqlanadi?

A ) ||£|| =  sup||x|| B ) ||£|| =  in f ||.t ||

C ) ¡KU =  |]:í:|| D ) ||f|| =  sup ||x -  y\\
y C L '

9. C|0, lj fazoda aniqlangan chiziqli bo'lmagan funksionalni toping. 

A ) /(.r) — f  x (t )d t B ) f { x )  — f  x( t )  eJ' dt

C) /(.r ) ^  .r(0) +  x ( l )  D) / (x ) ^  |x(0)|

10. C{a. /)] fazoda aniqlangan qavariq funksionalui toping.

A) / (x ) =  f  x( t )dt  B) f ( x )  =  f  x ( t )  é d t
a a

b
C) /(:.-) -  x ( a )  + t ( 6 ) D) / ( x ) / x ( f ) d í

11. Tekislikda qavariq bo'lmagan to‘planiiii toping.

A ) uchburohak B) kvadrat CJ trapetsiya D) besh yukluz

12. Tekislikda keltirilgan quyidagi to‘plamlardan qaysi biri qavariq t e p 

laní boiadi, ammo qavariq jism boiniavdi.

A ) uchburchak B) kvadrat C) doira D) kesma

13. Quyidagi to ‘plarnlardan qaysi biri C[a, b] fazoning qism fazosi bodadi?

A ) Monoton o ‘suvchi funksiyalar B) Manfivmas funksiyalar

C) .Monoton. kamayuvehi funksiyalar D) Barcha ko'phadlar

14. Noto 'g ' r i  lasdiqni toping.

A) /] fazo ¿2 fazoning qism fazosi bodadi.

B) co fazo c fazoning qism fazosi bodadi.

C) (2 fazo Co fazoning qism fazosi bodadi.

D) in fazo c fazoning qism fazosi bodadi.

15. To da bo'lmagan normalangan fazoni toping.

A ) 6\{a,b] B) l i  O R "  D) C[n. b]
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16. E  normalangan fazo. Noto'g'ri tasdiqni toping.

A ) E  dagi ixtiyoriv ehegaraJangan ketma-ketlik yaqiulashuvchidir

B) Agar x„ —> x, i)n y bo'lsa. u holda x„ +  y„ —» x 4- y

C) x. y G E  uehun ||.r|| — ||y|| <  ||x — y\\ tengsizlik orin li

D) x„ —1· x  va A„ —► A bo'lsa, u holda A „xn —► Ax

17. Quyidagi ketma-ketlik)ardan cjaysilari C'i[0, 1] fazoda nol funksiya- 

ga yaqinlashadi.

1) x „ ( í )  -  1 _ 2) xn(f) =  /e-", 3) x n(/) =■ tn. 

A ) L  2 B ) 1. 2, 3 C ) l , 3  D) 2, 3

18. Quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari C'[0. 1) fazoda fundamental?

* " (* )  “  r ^ ·  2) ^ " (0  =  "> ;j)

A ) 1.2 B) 1,2. 3 C) 1. 3 D) 2

19. Quyidagi to'plamlardan qavsi biri C [ — 1. 1] fazoda qism fazo tashkil 

qilmaydi?

A ) Barcha ko'phadlar to'plami

B) x ( — 1) =  0 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plami

C) Monoton funksiyalar to'plami

D) \ zluksiz diíferensiallanuvchi funksiyalar to'plami

20. Quyidagi to'plamlardan qavsi Inri C [ —1, 1] fazoda qism fazo tashkil 

qilmaydi?

A ) Darajasi I0U dan oshrnaydigan ko'phadlar to'plami

B) x (1) =  1 shartni qanoatlantiruvehi funksiyalar to'plami

C) Toq funksiyalar to'plami

D) .Juft funksiyalar to'plami

21. Quyidagi to'plamlardan qavsi biri C [—1. 1] fazoda qism fazo tash

kil qiladi?
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A) Monoton o'suvchi fnnksi vaiar

B ) Monoton kamayuvchi funksiyalar

C ) Darajasi 2 bolgan ko‘phadlar
1

D) {.7: € C\ — 1, 1] : f  .7:(1)dt =  (J} shartni qanoatlantiruvchi funksi-
-1

vaiar

22. Noto'g'ri tasdiqni toping.

A ) Chiziqli bog‘ lanmagan sistemaning biror qism sistemasi chiziqli 

bo‘glangan bo'ladi

B) Chiziqli bogianmagan sistemaning ixtiyoriy qism sistemasi ham 

chiziqli bo'glunmagan bo'ladi

C) Agar sistemaning biror qism sistemasi chiziqli bogiangan bo‘ lsa, 

berilgan sistema ham chiziqli bo‘g ‘langan bo'ladi

D) Agar .r,. .r2, . . . , x n vektorlar sistemasi chiziqli bogiangan boisa, 

bii vektorlardan bili qolganlarining chiziqli kombinatsiyasidan ibo- 

rat bo'ladi

23. E  - chiziqli fazo. xj, x2, 6 E  bo'lsin. Chiziqli bog'lanmagan 

vektorlar sistemasining ta rifinì ko’rsating.

A ) a jX i f  a2x2 + ... +  an;i·„ - 0 «=> ttj — a> — . . .  — an -  0

B) o ; x 1 f  a 2x2 f . .. t anx n =  0 <=> a i = 1. a 2 = . . .  =  an =; 0 

( ) n i-r'i +  a 2X2 +  . · . +  — 0 ^  il'] f  (l2 — 1). (>:( — .. .  — fin — 0 

1)) oi./'i +  a 2x2 +  · · ■ f  <>„x„ =  (I -4=̂ <*1 a-2 +  a n ~  0

24. /0 : Vo[a; fc] — R , /a(x) ~  .r(6) funksionahnng davomini toping.

A ) 2, (/,]. x € V > . />]

B) /(.r) ■— x (a ) 4 x(fc), x G V '[a,6]

C ) / (x ) -  x (a ) i  2x(fc). x € V[a, 6]

D) / (x ) — x (a ) -  x(ò), x G V/[a, ò]

25. Noto 'g 'ii tasdiqni toping.
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A ) n — oieham lichiziqli fazodaixtiyoriy n tachiziqli bog‘laumagan 

vektorlardan iborat sistema bazis bo'ladi

B) {e* — (0.0, . . . ,1 .0 .......0 )}JL , vektorlar sistemasi R " fazoda
 ̂■ «v- ·*

k
bazis boiadi

Cj n — oichamli chiziqli fazoda ixtiyoriy n ta vektordan iborat 

sistema bazis boiadi

D) R ,{ fazoda ixtiyoriy to itta  vektor chiziqli bogiangandir.

26. Chiziqli bogiangan sistemani toping.

A ) x( t )  — sin2 2t, y( t )  — eos2 21. z( t )  — l e  C[0, w]

B) x · 0. 1), y =  (1, 0) € R 2

C) :c =  (1, 1. 1). y = (0 ,1 ,  1). z =  (0, 0,1) 6 R 3

D) x( t )  =  1, y(t)  =  t G C U  1]

27. Chiziqli bogianmagan sistemani toping.

A ) x ( t )  =  t. y( t )  =  2 — 3f. z( t )  =  1 G C[0. 1]

B) x  =  (0. 1). y =  (2, 1). 2 =  (1. 1) G R 2

C) x -- (0, 1. 1), y (1,0, 0), 3 =  (0, 0,2) G R 3

D) x( t )  — sin2 2í, y{t)  — eos2 2t. z( t )  — cos4í G C[0, tí]

28. Quyidagi formúlala!· yordamida berilgan funksionallardan qaysi biri 

koisatilgan fazoda skalvar ko‘paytma aniqlaydi?
OC

A) (·-*-·, y)  =  £  X2kyk· X, y e  ¿2
A’ —1

B ) (x . y)  =  Xiy2 +  x-iy 1. X, y G R 2

C) ( x .y)  =  £  ;rfcT/fc. x ,y  G C "
fc=l

b

D) ( j .  y) =  f  x( t )y{t )dt .  x ,y  G 6” [o, 6|
a

29. Qanday fazo Banax fazosi deyiladi?

A ) Skalvar ko‘paytma kiritilgan chiziqli fazo

B) llar qanday normalangan fazo
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C)  To ia  normalangan fazo

D) Istalgan inetrik fazo.

30. Qanday fazo Evklid fa/osi deydadi?

A ) Skalyar ko"payt,ma kiritilgan chiziqli fazo

B) Har qanday normalangan fazo

C) T o ia  normalangan fazo

D) Istalgan inetrik fazo

31. Evklid fazolari keltirilgan javobni toping.

A ) R '1, C{a. ò], ( 2 B) R ", C 2[a, 6]. t 2

C) C ". C 2[it, ft], l\ D) C'\ C-2\a, ft], t‘p

32. Hilbert fazolari keltirilgan javohni toping.

A ) C 2[a. ft], f2 B) L 2[a, ft], f2 C) C", C2{a, ft] D) C ", f2

33. ft] kompicks Hilbert fazosidagi skalyar ko‘pavl inani ko'rsatiug.
b ____  b _____

A ) y ) =  f  .,·(/)y ( t ) e lt/It B) (x, y) =  f  :r( t )y( t )  (It
a a

b oc

C) (.r. y) =  dt D ) (x, y) =  x„ !jn
a n = 1

34. 6 2 (0 , ft] haqiqiy Evklid fazosidagi skalyar ko‘pay tmani ko'rsating.
b b

A ) (X, y) — f  x ( l ) y ( i )  eltdt B) (x, y) — f  x ( t )  y( t )dt
a a
b

C) (x, y) =  f  \x(t)y(t)\ dt D) (x. y) =  x(a)y(a)  \ x(b)y(h)
a

35. Haqiqiy Evklid fazosida nolga teng bolmagan x va y vektorlar

orasidagi \p burchakning kosinusi qanday formula bilan aniqlanadi?
v, ( *,  V) (x, x ) -  (y,y)A ) COS =  — -— — - B ) COS £

iFii · \\y\\ IKlI · 
..... M  +  M  ™ . . Ilx +  yV- ) COS '\p — —~ ~ ~ —~  L )j cos sp —

ill - M  ' "  IklHMI
36. Evklid fazosida Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini toping.
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A ) |(.r. y ) I <  ||x|| · ||y|| B) ||x f  I/ll <  ||x|| 4 lli/ll

C) ||x + y||2 < ||x||2+ ||y||2 D) ||x + i/||+||x ~  i/ll < 2 (||.r|| + ||j

37. ?

qaysi hi lining bajarilislii zarur va velarli?

A ) II® +  2/|| <  ||x|| +  ||2/|| B ) ||x +  y||2+||x -  y||2 —- 2 (||x||2 -f ||y||2)

C) 11Ax11 =  |A| · ||x|| D ) ||x +  y|| +  ||x -  y|| <  2 (||x|| +  ||y||)

38. ToMa hoimagan se parabel Evklid fazosini toping.

A ) R " B) C2[a, 6] C) C " D) t 2

39. E  Evklidfazosidagi { x n}  sistema uehun quvidagi shartlarningqaysi 

biri bajarilganda u E da ortonormal bazis deyiladi?
( 1. agar n — m 

A ) Agar (x„, xm) =  < , bo'lsa.
I 0. agar n ^  m

13) Agar ortonormal sistema bolib. u E da to1 la bo'lsa.

(.’ ) Agar {·/■„} sistemarli saqlovclii minimal yopiq qism fazo E ning 

xos qismi bo'lsa.

D) {x n} sistema chiziqli bogianmagan bo iib . ||x„|| =  1 boisa.

40. Noto‘g‘ ri tasdiqni toping.

A ) Mar qanday Evklid fazosida sanoqli ortouonnal ba/is inavjud.

B) Evklid fazosida y ig ‘indi amali uzluksizdir.

C) Evklid fazosida skalyar ko'paytiiia amali uzluksizdir.

D) Evklid fazosida songa ko‘paytirish amali uzluksizdir.

41. E to ia  haqiqiy Evklid fazosi, uudagi ortonormal sistema 

va / £ E. Ck — (/, ipk) bodsin. Quvidagi shartlarning qaysi biri 

bajarilganda berilgan sistema vopiq deviladi?
oo ocv

A) E  <i < l l/ l l2 , V/ e e  B) E  <i = l l/ l l2 , v /  e e
k - 1 k = 1

. .2

2 II f ||2C) E {i  >  ll/ll · v / e £  D) 
k—l
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42. Quyidagi tasdiqlarning qaysi bi ri to ‘^!ri?

A ) Separa bet Evklid fazosida har qanday to ia  ortonormal sistema 

vopiq va aksindia.

B) Separabel Evklid fazosida har qanday ortonormal sistema toiadir.

C) Soparabel Evklid fazosida har qanday ortonormal sistema yopiqdir.

D) 'Io'la Evklid fazosida har qanday ortonormal sistema yopiqdir.

43. C2[— 1, 11 Evklid fazosida f ( x )  — 1 funksiyaning { p n(t)  — sin nn t}^Lx 

ortonormal sistemadagi Füryo koeffitsiyentlarini toping.

A )  c n =  0. n e  N  B) c n =  r i~1, n e  N

C) -  ( -I)"///·, n € N D) r n =  , r '\  n € N

44. /,. >[-<r. 7 rJ  kompicks Evklid fazosida to'la ortonormal sistemarli to

ping.

45. Quyidagi tasdiqlardan qaysi bi ri o 'rin li?

A ) Har qanday ikki separa bei Hilbert fazolari o‘zaro izomorfdir

B) Har qandav ikki Evklid fazolari o'zaro izomorfdir 

(?) Har qanday ikki Hilbert fazolari o'zaro izomorfdir

D) Har qanday ikki separatici Evklid fazolari o'zaro izomorfdir

46. Quyidagilar ichidan skalyar ko’paytma sliartlarini ajrating.

1 I (x  +  z,y)  — (x. y) 4- ( ' . !/) .  2) (A r ,y)  — A(.x,y),

3) ix. z) <  (x. y) t (y. :), 4) ix. y)  — (y. x)

5) (.r, ./:) >  0, (r . x)  =  0 xr=  o

A ) l, 3. 4, .j B) 1, 2. 4. 5 C) 1, 3. 5 D) 2, 3, 4, 5

47. Qaysi javobda Evklid fazosidagi norma to-g ‘ri keltirilgan.

C ) {  7T 1 '"2 sin n t }  1

A ) II® II =  v / W ·) B ) II x +  y II =  !(■'-. y)|

C ) II x  II =  (.r. x) ü) II x -  y II — |(x -  y)|
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48. Quyidagilarda.n qavsilari C[a, b\ kompleks chiziqli fazoda skalyar 

ko ‘ p av t ni a aniqlaydi?

1) M  y) Ja *{ t )y{ t )dt ,

2) ( :r> V) ;r .fa - 'ity y itfJ d t,

3) (.r, y) =  f i  x{ t )  y(t.) dt

A ) 1, 3 B) 2, 3 C) 1. 2 D) 1 ,2 ,3

4U. Evklid fazosida noldan farqli x va y elemeutlar qanday shartda 

ortogonal elemeutlar deyiladi?

A) (x. y) =  0 B) ( x , x )  =  ( y , y )  =  1

(■') Ik -  y\\ =  u D ) M  y) =  \/{x,x){y, y)

50. Evklid fazosida noldan farqli { x a}  elemeutlar sistemasi uehun .. . .  

bolsa, u ortogonal sistema deyiladi?

A ) ixtivoriy a  / 3 da (xQ, xp) — 0 B) {x Q} chiziqli bogianmagan

C) ixtivoriy a da (xQ, xQ) — 1 D) { xa}  chiziqli bog‘langan
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Javob lar va k o ‘rsatm alar

l-§ . M e tr ik  fa zo lar va  m etr ik  m unosabatlar

2. Ha. 3. /)2 metrika bolmaydi, p\, p-j,. p̂  lar metrika bodadi.

13-32 misollarda keltirilgan p : X  x X  —> K  akslantirish metrikaning 

barciia skartlarini qanoatlantiradi.

33-35 va 39, 42-misollarda metrikaning 3-sharti bajarilmaydi.

36, 38, 40, 41-misollarda metrikaning l-sharti bajarilmaydi. 

37-miscilda metrikaning 2-sharti bajarilmaydi.

43. 2. 44. 6. 45. 5. 46. 20. 47. 0,5. 48. /2. 49. 2/ň. 50. 2.

51. 1. 52. 3. 53. y/3. 54. 2^2. 55. /n . 56. 4. 57. 2. 58. 2tt.

2-§. Yaq in lashuvch i va fundam en ta l ketm a-ketlik lar

4. a) Ha. b) Yo‘q. c) Ha. d) Ha.

5. C'(1'[0 ,1] da yo‘q, h[ Q,  1] da ha.

6. tjn (/ ) -  ť l -  t2n .

8. Har bir k € N uchmi [0. 1] kesmada f [ k), . . . .  funksiyalarni 

quyidagi «sul bilan aniqlaymiz: /¡k\ o ) =  1 va

Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {</„} ketma-ketlikni hosil qil- 

amiz. { </n}  ketma-ketlik nol funksiyaga G'ij0, 1] fazoda yaqinlashadi. 

lekin biror nuqtada haní nolga yaqinlashmaydi.

10. x n (/) =  1" -  / ·'·'.

11. x n. yn, en ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoqlaslmv- 

chi. un ketina-ketlik c0.c  va ni metrik fazolarda yaqinlashuvchi, agar 

a p  >  1 bodsa, u ( p fazoda ham yaqinlashuvchi. í\ da uzoqlashuvchi.

1, agar 

0, agar

16 . Ha.
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3-§. Ochiq va yopiq sharlar. Ochiq va yopiq to‘plamlar

3. a), I)), c) larga mos yopiq sharlar 3.1k chizmada a), b), c) lar,

З .ік -chizma

a), b), c) larga mos ochiq sharlar 3.2k-chizmada a), b). c) lar.

3.2k-chîzma

a), b), c) larga mos sfera la г З.Зк-chizmada a), b). c) lar

З.Зк-ch izm a

d) ß(0, 1) — {0 } .  B [ 0, 1]-yopiq sliar Or i ra 0x2 o'qlarining birlash- 

masidan iborat. 5[0, 1] sfera esa koordinát o qlaridan (0, 1) nuqtani 

(iiiqarib tashlangan to'plarndan iborat.

4. Radiusi 1 ga teng sfera - (0. 1. 2) nuqtadan o'tuvchi va koordinat.a
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o‘qlariga parallel to'g'ri chiziqlardari ularning kesishish nuqtasi (O, 1. 2) 

nuqtani chiqarib tashlashdan hosil boigan to'plam bo'ladi, 3.4їм ckizina- 

ga qarang. Radiusi 2 ga teng sfera - (0 ,1 , 2) nuqtadan o'tuvchi va koor

dináta tekisliklariga parallel tekisliklardan. har juft. tekislikning kesishish 

chizig'iid chiqarib tashlashdan hosil bolgan t.o‘plam bo‘ladi. 3.4kb chiz- 

niaga qarang. Radiusi 3 ga teng sfera -  IR1 fazodan (0, 1, 2) nuqtadan 

o'tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chiqarib tash

lashdan hosil boigan to'plam bo’ladi.

5 .a )  В ( — oc. г )  — В ( ос. г )  — 0 . Ь ) В ( — ос, г )  — ( — ос. - ( 1  — г ) ¡ г ) , 

В  (о с . г )  — =  ((1 -  г ) ¡ г ,  ос.)

6. Ь) D iskret m etrik  fazodagi bii li к och iq shai uchu η 

diavi Β ( χ о. 1) — 0 <  2 · 1 . с ) H ar doirn to 'g ’ ri emas.

Diskret m etrik  fazoda 0 =  dirmi ß ( . r 0. 1) <  dlani B [x о, 1] — 1.

9. Diskret m etrik  fazodagi b irlik  yop iq  shar.

4-§. To‘la metrik fazo. M etrik  fazoni to ‘ldirish

5. \ o ‘q. 6. С '\a. b}.

7. a ) /  - q a t 'iy  m onoton  funksiya b o isa . b ) / - qat ‘ iy  m onoton  funksiya 

b o ’ lib, lim  f ( x )  =  ± o c  b o lsa .
X—»±oc

8. Toldirmasi X  -  71 ^
2 2

I o'plamga i/omorf.
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9. (<t>,P l ) , ($,/92) “ m.

11. a) (P,pO  -  C (2>[0, 1], b) F, p2) =  C « [0 ,  1],

c) P, />3) =  {x  € C\—1, 1] va t =  0 da hosilasi mavjud funksiyalar }.

15. R  da ratsional sonlar to'plami.

24. X  =  R , A  =  Q .

31. [0,1] da Riman voki Dirixle funksiyasi.

40. X  niiig sanoqli bo‘ lishi.

62. Fr [ a . b } =  Fr (a.  b) =  { a , b } , F r Z  =  Z  , F r Q  =  R  .

F r[a ; 00) =  {a }  , Fr0 — 0 .

6 6 . Ha.

5-§. Uzluksiz akslantirishlar. Izometriya. Gom eomorfizm

10 . a) to 'g ‘ ri. I)). c) va d) lar doim to'g!ri emas.

13. a) uzluksiz. li) izometriya boiadi.

15. a) va c) uzluksiz, b) uzluksiz onuxs.

16. a) va d) uzluksiz, b), c) va e) lar uzluksiz onas.

17. b) va d) lar lekis uzluksiz, c) uzluksiz. lekin tekis uzluksiz e mas.

18. a) va b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz ernas,

d) a  G (0 . 2 ) da tekis uzluksiz, a >  2 da tekis uzluksiz e mas.

19. a) tekis uzluksiz, b) a G (0. 2) da tekis uzluksiz, a >  2 da tekis 

uzluksiz ('trias.

5. / (r )  — it (x ) - Kantorning zinapova funksiyasi, C  —

6 . Ila.

2 0 . /(.r) =  xa, a >  1.

25. Tekis uzluksiz bo iadi.

26. / (x ) =  \fx-

27. a) Uzluksiz boiadi. b) bar doim tekis uzluksiz ernas.

32. 5.13-misolga qarang.

34. / (x ) -  a ±  x, x G R.
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35. R 2 fazodagi evklid harakati, va ni

/ ( i i ,  ;r2) — (;i’ i cos '-p—x-2 àn if-\ n x, X i  sin<p+X2 cos^+a2) va g ( x u x 2) — 

(x-2 , x'i) shakldagi izometriyalar va ularning kombinalsiyasi.

58. a) Ha. b) Y o ‘q.

6-§. Q isqartirib aks ettirish prinsipi

6. Ha.

10. f i  uchun barella juft funksiyalar qo‘zg‘almas imqta boladi. f 2 

uchun barella toq funksiyalar qo'zg'almas nuqta boladi.

17. a <  1.

21. a) x ^  1,414, b) x -  3, 321. e) x =  -2 , 369 .

26. Shart emas.

29. A e  f - q ,  (/). 0 <  q <  1. 31. A G (0, 1).

7-§. Kom pakt metrik fazolar

2. X  — R, A =  [0,1], B  =  (0 ,1 ).

18. a ì e — 0, 5 . b) e — —  .
2 i ì

V2
1 9 . ,  =  - .

20. lekislikning 4 ta M i (2,1), i\/2(2 .3), M ;1(4 ,1) va M4(4,3) ìiuqta- 

laridan tashkil topgan t.o'plam A uchun ong kam elementi) £ — \zf2 to‘r 

(7-lk-cbizma} boladi.

V,
4.

"li

O 1 5 x

7.1k-ch izm a
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2 1 . A' =- R, M  =  (0.1). f ( x )  -  -  .

24. A' =  R2, M  — { (x ,  y ) :  y =  0 } , F  =  { ( r , y )  : x >  0. y =  x -1}  

yoki tekislikda M  sifatida y — x to'g'ri chiziqni, F  sifatida esa asimp- 

totikasi y — x bo‘ lgan va u hilan kesishinavdigan biror egri cliizifjui olish 

murnkin.

25. Birortasi ham tokis darajada uzluksiz emas. a), b). d) lar tekis 

chegaralangan.

29. ja, 6] fazodagi K  to'plam nisbiy kompakt bo'lishi uehun un- 

ing tekis chegaralangan Inunda o;zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz 

bo'lishi zarui va yetarli.

30. M-¿- M 3, M i. 32. lim an — 0.
n—»oc

8-§. Tutash m etrik  fazolar

8 . Shart Pinas. 1 0 . Y o ‘q.

9-§. C h iz iq li fa zo lar

1-14- misollarda chiziqli fazoning 1.8 aksioinalar bajariladi.

15. Monot.on funksiyaJar to ;plaini chiziqli fazo tashkil qihnaydi. 

16-24-inisollarda keltirilgan to plamlar chiziqli fazo tashkil qiladi.

25. Davriy funksiyalar to'plaini chiziqli fazo tashkil qihnaydi. 

26-32-misollarda keltirilgan lo plamlar chiziqli fazo tashkil qiladi.

33-36 va 38, 41 larda sistema chiziqli erkli,

37,39-40 larda sistema chiziqli bog'langan.

42. A — [—1.1] yoki A — [—1,0], A — [0 , 1] desak, f\. va /3 

element lar L i [ — 1, 1] fazoda chiziqli bog'langan bo'ladi.

43. a) A =  [-2 , 0 ) .  B  =  ( 0 , l ] , b )  i4 =  [ -2 ,0 ) ,  B  =  { 0,3].

44. d im R 5 --- 5 . d im P <8 -  9, dim A/33 — 9 .

45. d im C r' — 5 . dimm -- dime — oc.

46. Barcha fazolarning o'lchami cheksiz.
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47. Barella fazolarning oiehami chcksiz.

52. O 'Id i ami n — L.

53. codimil/ — 3.

60. Bu fazoning noi elementi bir soni bo'ladi. 0 ‘lchami 1.

61. Yo ‘q.

10-§. Chiziqli normalangan fazolar

2-19. Normaning barella shartlari bajariladi.

23 va 26-28-misollarda normaning barella shartlari bajariladi. 

24-25-rnisollarda normaning 1-sliarti bajarilmaydi.

30-38 nolga yaqinlashadi.

39. nolga yaqinlashmavdi.

40. ||:r|| -  3, H.r^ -  5, ||.r||4 =  v/33. ||.t ||̂  -  2.

IMI = 5, Hi/Hi = 7, M t = № ,  llì/IL = 4·
41. I l / i l  -  1, I l / I l ,  =  4, ||/||2 =  v/i, ||r/|| -  1. 11.911, =  4, ||5||a -  y/ir.

4 2 .  U g n ile ; — U g n ile  ~  i ·  l l r n l l i . _ .  ~  I K ’n | li2 — v/·7 ·

Il II A/ ^  IkM lw =  1: ¡bnlly IIV’tiIIv,' =  4n.
57 Ila. 58. Yoq . Masalan. .4 =  [0, 1Ì\Q. «  = [0. 1] D Q.

1 1  1 1 1
62. a), e) va d) lar uehun x ln' — (1 H— , r  +  —....... -  H—  ,·■■)■

ri 2 n k n

b) va e) uehun x (n) — (1 +  — . —  H..... .........—jr. -I----- ; . . . . ) .
n ! V  2 »  W k  n!

64. Oehiq to‘plam boimaydi.

65. Yopiq to ‘plam bo'lmaydi.

69. R 2. va Ĉ |r/. /;] lar qat’iy normalangan fazolar bo‘ladi. f j. m 

va ( ’ [a. ò] lar qa tiy  normalangan fazolar emas.

71. Ha. X  =  R, , 4 - Q .  B =  K\Q.

72. C [ - l .  1] =  (7- [-1 , 1] © C+ [-1 , 1] , bu yerda <7“ [—1, 1] -  {x  : 

. ; (-/ ) — - x ( l ) }  toq funksiyalar. C + [ - l .  1] =  {x  : x (—t) — x ( i ) }  esa 

juft funksiyalar fa/osi.
( _ l ) n

75. Yo'q. X  =  R. xn =  — -----.
n
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l l - § .  E vk lid  va H i lb e r t  fazolari

2 - 1 0  misollardagi p funksional skalyar ko'pavtnia sliartlarini qaiioat- 

laiitiradi.

11-15. misollardagi p funksional skalyar ko;payt mailing 1-shartini qano- 

atlantirmaydi.

16-18 va 20  misollardagi p funksional skalyar ko'paytma sliartlarini 

qanoatlantiradi.

19 misoldagi p funksional skalyar ko'paytmaning 3 va 4-shartlarini qano- 

atlantirmaydi.

22. (1 =  (0,0.1), e2 -  (0,1,0), ( 3 -  (1,0.0).

23. e, =  -^ (1 ,1 ,0 ),  e2 =  - L ( l , —1 , - 1 ), Є;! =  - L ( l , - 1 ,2).

24. ej =  ( — 1.0, 0). о  -  - L (0 ,  -1 .1 ), e3 -  ^ = (0 ,1 .1 ).

25. , , ( 0  -  - f e  Ы 1 )  -  v j ( î )  =  Ì  ( c  -  5 5 « ·  -  = )

26. М П  =  Ы * )  =  = \Jl  (3 í2 -  1 )

27. ^ j ( í )  =  u2{i) =  2 cos ř, ψ3(ί) =  J - sin -— 2 .
у  Tr V Tr \ π 2 -  8 π

28. п ( 0  =  -^=, V2(t) =  V-’зМ  -  y i  (3 í2 -  1)

29. ej =  (1 ,0 ,0 ,...), e2 -  (0 ,1 .0 .0 ....), e3 =  (0, 0,1,0, 0 ,...).

30. -х =  > / з (о ,| ....... _ L r , . . . ) , Ca= ( i . _ i , i . .

31. -= —=. (1,1, 0, 0. . . . ) .  e2 =  —= (0, 0. ,1.1. 0. 0 ... .).
V -  v 2

41. ( ( ) — -r=  sin ní. п Є N.
ν π

42. ι/’„ ( ί )  =  - 7=  e x p jín ř }.  ті Є Σ.
ν 2π

\/Ťř ч/тг
44- fo -  ex -  0. с2 =  γ - ,  с„ =  0, η >  3.

48. dim (A / n) 1 — η. π — 1,2,3.
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50. L2 [—1. 1] íiiiig ortogonal toidiruvcbisi (L 2 [—1. I ] ) 1 - 7̂ 2[—1 ; 1] 

dagi juft funksiyalardan iborat. d im L j [—1, 1] =  d im (L j[—1, l] ) ·1 — oo. 

56· n e K  57 · η € Ν υ { 0 } ·

58. ipi ( t)  =  , ú'2(t) =  y | ť, чЫ*) =  У і  (З *2 -  1) · 

б9 =  "'"2Íí) =  03(ί) ^
65. (/, *>-) -  (/, Ο  =  0. η Є Ν, (/, 0Ο) -  /2, (/, 0η) =  0. η φ  0.

66. (/, φ~) =  — (1 +  ( - Ι ) " ^ 1 ), η Є Ν, (/,</£) -  0, η Є Ν, (/, Φο) =
π η

0. (/ ,Φη) -  —  (1 +  ( - 1 ) ” " 1), « e z \ { 0 } .
π η

12-§. Chiziqli funksionallar

1, 2, 4, 6, 8, 10 lar cliiziqli funksional, ular uzluksiz.

3, 5, 7, 9 lar qo'shma chiziqli funksional. ular uzluksiz.

11. її/κ =  I  13. п/п =  ~. 14. ii/ii =  y/3 .15. п/п =  1

16. П/П =  І .  17. П/П =  1.Є18. 11/11=2. 19. ||/|| =  10.

21-26, 28-29 lar chekli qavariq funksionallar. 26. Qavariq emas.

30. Chekli boiinagan qavariq funksional.

31. a) qavariq, qavariq jism, b) qavariq, qavariq jism emas, e) qavariq, 

qavariq jism, d) qavariq, qavariq jism, e) qavariq to'plam emas.

32. A n  В A  +  B. 33. Ha.

34. b) M  qavariq to'plam qavariq jism harri bo'ladi. Uniug yadrosi 

./(M )  -  {;i: Є C [ —l. 1] : x( t )  < 0, Vf Є [-1 , 1] } .  с) M  qavariq to'p

lam qavariq jism ham boiadi. Uning yadrosi M  =  { x  6 X  : ||ж|| <  1} ■

d) M  qavariq to'plam qavariq jism bo'lmaydi.

38. рм(х )  =  max{|xi -  1|, \x2 +  11}.

39. / : ^ [0 ,  1] -> R, f ( x )  -  x(0 ).

42. f i x )  =  f  sign f ■ x (t )  dt. 45. g( t )  =  j ° ’ * Є [ 1 ’ °^ .
- ï  [  i. t Є (U, lj
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f 1 -  - 1

46. g( t )  -  i  ~ +  t. t e  (-1 .  1)

[ 1 +  f, ř =  1.
48. /(:/;) — x ( l ) .  davom yagona.

50. Ш І Н М І -  52. ||/|| =  1.

53-55. {/ „ }  kotma-ketlik 0 da kudisiz ma’noda yaqinlashadi.
i * i 

56. Kuddi, /(¿'f4— / elx {t )d t. 57. K lid ili, f ( x )  =  f  sin t x ( t ) d t  
-1 -1

58. Kuchli, / (X) — y f  t x ( t ) d t .
γΤΓ — 7T

5 9 . (R n)* -  R n, (R S ,)*  =  щ ,  (R p )*  -  r ; ; ,  j r 1 +  q 1 =  i .

60. (R?)* -  R ^ .

6 1 . ( f 2y  =  i-2, ( tpY  =  p - 1 4 í/“ 1 =  1, c* =  ( r „ ) ‘  =  i\.

62. { L2\a, b}Y =  L2[a, 6 ], (L p[a. 6])’  -  /^[a. 6], p 1 4 </ 1 =  1.

63. (C [a ; Ò))* -  V0[a, b).

Test ja vob la r i

I bobda  keltirilgan test javoblari

1-А 2-А 3-13 4-C 5- С 6-B 7-А 8-C 9-C 10-A 11-A 12-0

13-C 14-D 15-D 16-A 17-І) 18-A 19-А 20-В 21-B 22-D 23-A

2 4-В 25-В 26-D 27-D 28-C 29-A 30-A 31-A 32-D 33-13 34-0

35-A 36-B 37-1) 38-D 39-С 40-13, 41-A 42-B 43-0 44-Λ 45-A

46-A 47-B 48-0 49-D r,()-B.

I I  bobda keltirilgan test javoblari

1-13 2-0 3-0 і-В ό- С 6-В 7-13 8-В 9 -І) 10-D 1J-D 12-D

13-D 14-D 15-A Ι G-A 17-В 18-Ü 19-0 20-В 21-D 22-А 23-А

24-В 25-0 26-A 27-0 28-D 29-0 30-А 31-В 32-В з з -в 31-В

35-A 36-A 37-В 38-В 39-В 40-А . 41 -В 42-А 13-А 11-А 4 5-А

4 6-B 47-A 48-0 49-А 50-А.
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