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Kirish

Uslibu uslubiy qo‘llanma "Funksional analiz" fanidan nainunaviy
o‘quv dasturga raoslab tuzilgan masalalar to‘plamidir. U universitetlar-
ning matematika va mexanika bakalavriyat yo'nalishlari boSicha ta’lim
olayotgan talabalari uchun mo'ljallangan. Bundan tashqari masalalar
to‘plamidau matematik tahlil va matematik fizika mutaxassisliklaii boS-i-
cha ta’lim olayotgan magistrlar hamda katta ilmiy xodim —izlanuvchilar
foydalanishlari mumkin. Masalalar to'plami funksional analizning asosiv
boblari metrik fazolar, chiziqgli fazolar va chizigli funksionallarni 0‘z ichiga
olgan. U nisbatan soddaroq misollardan tashkil topgaii bo'lib. o'quvchi-
larni misol yechishga rag'batlantiradi.

Uslubiy go‘llanmamng asosiv maqgsadi l)o'lg;usi mutaxassislarni fuuk-
sional analizning asosiv tushunchalari va usullari bilan tanishtirishdan
iborat. Uslubiy go‘llanma talabalarni funksional analizgaoid masalalarni
yechishga o‘rgatadi hamda ularda yetarli darajada texnik mahorat hosil
giladi. Ushbu to‘plam 0 zMU va SainDUda "Funksional analiz" fanidan
ma’ruza va amaliy mashg‘ulotlai' olii) boruvchi professoi-o'gituvchilarning
ko‘p yillik isli tajribalari asosida tuzilgan.

Uslubiy go‘llanma Il bob, 12 paragrafdan iborat. Har bir paragraf
boshida gisqacha nazariy material berilgan. Har bobdan so'ng talabalar
0z bilimlarini tekshirishlari uchun test savollari javoblari bilan berilgan.

Mualliflar uslubiy qoilanmani yaxshilashda bergan foydali maslahatlari
uchun iiias’ul muharrirva taqrizchilarga hamda matimi tah rii gilish uchun
bergan yordami uchun B.Davranovga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradi.

M asalalar tu'plami birinchi marta chop qilinayotgani uchun xato va
kamchiliklar boiishi mumkin. Xato va kamchiliklar hagidagi fikrlaringizni
jabdullaev@ mail.ru elektron manziliga jo'natishlaringizni so‘raymiz.
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| hob. Metrik fazolar

Bii bob 8 paragraf (1-8) dan iborat. Bobning birinchi 1l-paragrafida
metrik fazolar, undagi asosiy tushunchalarning mohiyatini ochib beruv-
chi misol va masalalar jamlangan. 2-paragrafda yaginlashuvchi va fuu-
damental ketma-ketliklarga doir misollar gqaralgan. 3-paragrafda ochiq
va yopiq sharlar hamda ochig va vopic[ to‘plamlarning xossalarini tek-
shirishga doir misollar gqaralgan. 4-paragrafto‘la metrik fazolar va metrik
fazolarni toidirishga doir misollarga bagishlangan. Bu yerda Ber teore-
masining qoilaaishiga hamda hamma yerda zich va hech yerda zichrnas
to;plamlarga doir gizigarli misollar bor. 5-paragrafda metrik fazolarni
uzluksiz akslantirishlar hamda izometrik, gomeomorf metrik fazolarga
doir misollar jamlangan. 6-paragrafda gisqartirib akslautirish prinsipi-
niug qo ilaaishiga doir misollar garalgan. Kompakt toplamlar va kom-
pakt metrik fazolarga doir misollar 7-paragrafda jamlangan. Oxirgi 8-

paragTafda tur.ash to‘plainlar va ularga doir misollar keltirilgan.
I1-§. Metrik fazolar va metrik munosabatlar

Bu paragrafda fovdalaniladigan asosiv tushunchalar va taiiflarni kelti-
ramiz. X bo‘sh bolmagan to‘plam va X x X bilan A ni o‘zini-o:ziga
dekart. ko:paytmasini belgilaymiz.

1.1-ta’rif. Agar p : X x X —M akslantirish quyidagi uc.hta shartni
qunoatlantirsa unga X dayi masofa yoki vietrika deyiladi:

1) p(x,y) >0, Vi.ileX, p(x.y) —0 & x =y (ayniyat aksiornasi),
2) p(x,y) —p(y.x), Vvar,{€ X (simmetriklik aksiornasi),

3) p(x,z) <p(x,y) + p{y,2) . Vx.y, z € X (uchburchak aksiornasi).
(A, p) juft.Uk esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo. ya'ni (X ,p) juftlik bitta X  harfi bilan belgi-
lanadi. Agar X to‘plamda p\, p2, -®, pn metrikalar aniglangan boMsa,

ti holda (X, p\). (A, p2)........ (X m,,) metrik fazolar mos ravislula X It X 2.
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. A", Imriiari bilan belgilanadi.
1.2-ta’rif. Agar shttnday Ci > 0 va C2 > 0 .sonlar mavjud bo ‘lib,

bandia x.y £ X lai uchun

C\Pi(x, y) < Pl{x-, y) < C2PI(x, y)

tengsizliklar o‘riuli bo'lsa, Pl va P2 lar ekvivalcnt in<inkalar deyiladi.

Bu bobda va bundan kevingi boblarda foydalauiladigan asosiv belgi-
lashlarni keltiramiz.

R" = {X —(Xi,X2.cccc.... r,); Xi £ R} —n oichamli vektor fazo, rn—
barcha chegaralangan ketma-ketliklar to'plami. ¢ - barella yaginlashuv-
chi ketma-ketliklar to'plami. co—nolga yaqginlasliuvchi barella ketma-
ketliklar to'plami. (o — kvadrati bilan jarnlanuvchi barella ketma-ketlik-

lar to'plami, va ni

X = (XI-X2J... X,yeoo. ) [X,,]2 < do
n=I J
tp(p > 1) — absolyut giymatining p—dar&jalaridan tuzilgau gator vaqin-

lasluivchi bo'lgan barcha ketma-ketliklar to'plami. va ni

X = (Xi. X2eeoeukn ) |.rn|p < do

Xususan p —1 da tv to'plam  hadlarining modullaridan tuzilgan ga-
t.or yaginlasliuvchi boiadigan barcha ketma-ketliklardau iborat bo'ladi.
Cl[a. b}--[a. 6] kesmada aniglangan barella uzluksiz funksiyalar to'plami.
M[a, H—I[a, bl kesmada aniglangan chegaralangan funksiyalar to'plami.
t f§g—Ila. kesmada aniglangan barcha uzluksiz differensiallanuv-
chi funksiyalar to'plami. C{n:a. b]—[a. b kesmada aniglangan n marta
uzluksiz differensiallanuvehi funksiyalar to'plami. V[a. b\—o, 0] kesma-
da aniglangan o'zgarishi chegaralangan funksiyalar to'plami. AC\a, oj —

[a. b kesmada aniqlangan barcha absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami.
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Lp[a. h\— olcliovli va [«, b] kcsmacla (p >1) p — darajasi bilan Lebeg
ma'nosida integrallanuvchi boigan funksiyalar to‘plami. Lp\a. 6 C
Lpla. B\ bilan nolga ekvivalent funksiyalar to'plamini belgilaymiz. Agar
J —g 6 Lpla. b bo'lsa ularni ¢ munosabatda deyniiz. Bu munosabat
ekvivalentlik munosabati boladi va u Lp[a 6] ni o’zaro kesishmaydigan
sinflarga ajratadi. llosil boigan sinfiar loplamini Lp[a 6] bilan bel-
gilaymiz. Xiisusan p — 1 bolganda, [¢. bl kesmada Lebeg ma'nosida
imegrallamivchi ekvivalent funksiyalar sinflari to'plami hosil boladi va
u L\\a, 6] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p = 2 bolganda [a, b
kesmada kvadrati Lebeg ma’nosida integrallanuvchi boigan ekvivalent
funksiyalar sinflari hosil boladi va u L2[a, bl bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirislilarga doir misollar gara-
ladi.

1.1. R2 to’plamda x — (XX, ,f2) va y = (i, ¥ elementlar udiun
kiritilgan ushbu
Pi y) = k1 - yiV+\y- y21; p2 (X,y) = IX\ - X21+!1Vi —7121:
P3 @my) = I*i - <h\+ 1'2 - vil; pi (x,y) = l¢g1x2 - viyd
akslantirishlardan qaysi biri metrika boladi?

Yechish. pt akslantirishning metrika aksioinalarini ganoatlantirishi-
ni tekshiramiz. pi(x,y) > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib
ehigadi. Faraz qilaylik, p\[x.ij) = |[xx —t/x + |x2 —721= 0 bolsin. U
holda \x\ —yi|] - |x2 —\h\ — 0 boladi. Bundan Xi = yi, x2 =i m
ya’ni x = y. Endi x =y bolsin. ya’ni xx = y¥x, x2 = y-i mBu yerdan

Pi(x, U ~klI - /il + 2 - 121=10

ekanligini olamiz. Detnak. 1l-aksioma bajariladi. Quyidagi tenglikdau



2-aksiomaning bajarilishi kolih chigadi. Nihoyat,
Pl(x, z) = |Xi-Zi\+ j22 - 221= |xX~ i/l + {Ji ~ ZX|+ |x2-j/2 + U2 “ 22| <

< IRL —i/l]| + |2l —-11+ \x2 - 221+ lil2 - 221 = PI(x. 2) + PI{v: 2)
tengsizfikdan 3-aksiomaning bajarilishi kolib chigadi. Shundav qilib,
(E2. pi) — E'f metrik fazo boiadi. Agar x — (1. 1). y — (2, 2) dob
olsak, u holda p2(x,y) = M —11f j2—2| —O0 tenglik o‘rinli, aramo x .
Demak, p% akslantirish uchun metrikaning 1-aksiomasi bajarilmaydi.

Xuddi shundav ko‘rsatish inuinkinki, x = (2,3), y = (3,2) har xil
nugtalar uchun p-j{x,y) = |2- 2| + i3- 3| - 0 va pi(x,y) - |2 m3 -
32| —0 tengliklar bajariladi. Demak, p3 va pA akslantirislilar uchun

metrikaning 1-aksiomasi bajarilmaydi. O

1.2. E sonlar o‘gida p{x.,y) |arctgx —arctgj/l akslantirish metrika

hoTishini tekshiring. Pi (x.y) —arctg |x —y\ akslantirish E to'p-
lamda metrika boiadimi?

1.3. R" to‘plamda ushbu akslantirishlar metrika bo‘ladimi?

1
PLOY) = B XK YK pi (x,y) ~  Mnax [xk - ijk)

\ 1, agar x £y "
Pi = Pa[X,V) = E . sISn Ixk - WK
Fx V) <[O, ayar x =y alxv) k=i oo .

1.4. E3fazodaboshi koordinatalar markazida boigan barcha birlik (uzun-

ligi birga teng) vektorlar to‘plamida
p(x. y) = arccos(x, y) —arccos(.X'i?/i + x242 + xtyz)
akslantirish metrika bo‘lishini isbotlang.

1.5. [0, ] kesrnadagi barcha ocliiq to'plainlardan iborat sistema X

bo‘lsin. Agar ji—sonlar o‘gidagi Lebeg oichovi boisa,

p(A. B) = p(AAB)



1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

aksla.ntii'ish X da metrika bolishini isbotlang.

Barella ko'phadlardaii iborat P to'plamda
@

p(-a) = = [p(0(°) ~9 ()
1=
akslaiitirish metrika boiishini isbotlang.

Natural sonlar to'plami N da

1
) ) 11 - . agar 1r/ TO
Pi (n, T0) = |B1" —pim\ : = n+ 1
0.
akslantirishlar metrika bolishiui isbotlang'.
Blitun sonlar to’plami TL da
. Ito —1 | . ,
Pi (n.m i P2 (i), m)—10

vi+ m2mv/TTn2

(bu venia k son |u—in| ayirmaniiig oxiridagi »oliar soni, agar
n —m bo'lsa. k —ac deb hisoblaymiz) ifodalar metrika bolishiui

ko'rsatiiig.

Ushbu I: 1< 1 tfngsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks sonlar to’p-
lanlida
1% 1~2 erz'x
~1m'2] A i
N(~1m'2] ~ In 72 - 7i
1—22M

aksla.ntirisli metrika boiishini isbotlang. Bu metrika Lobachevskiy

metrikasi deviladi.

[u, B kesmada aniglangan x funksiya uchun shunday a va R

o’zgarmas sonlar mavjud boiib, barella ix, t>€ [a, b lar uchun



1.11.

tengsizlik bajarilsa. x funksiya a ko‘rsatkichli Gyolder shartini
ganoatlantiradi (leyjladi. Bu shartni ganoatlantiruvchi barcha funk-
siyalar to‘plainiiii Ha[ab] orqali belgilaylik. Agar a > 1 bo'lsa,
Hala, 6] fagat o'zgarmas funksiyalardan iborat ckanligtni ishot-

lang. Agar 0 < n < 1 bo'lsa,

S max o) - B IMM - y(h) - () - y(i2D)
p(x.y) - max ®H) yW + tS:IEl,iit% T 1200 1

akslantirish Fia[o, 6] to‘plamda metrika bo‘lishini isbotlang. F¥“[a, 6]

Gyolder fazosi. a —1 bo'lganda Lipshits fazosi deyiladi.

[a, bj kesmada dieksiz marta differensiallanuvdii barcha funksiyalar
to'plami [«/;] da
(0 Ja-W (i) -y [fo)#
N L Maxda-W(i) -y [fe)(#)]

A} A L N -l- 1" -
. o 2N 14 a@&’é \Pik](t) - yM (1)]

akslantirish metrika boiishini isbotlang.

(X, p) metrik fazo bo'lsa, X to‘plamda

P (Cy) = ) P2(x y) = In(L + p(7y)
1+ p(Xvyj

p3(ry) - Py - L p4(x,y) - min {1 p(x.y) }

akslantirishlarning liar biri metrika bo’lishini isbotlang.

1.13-1.32-misollarda p : A' x A" —R akslantirishning metrika shart-

larini qanoatlautirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.

1.13. p(x,y) - ilt- W2 - -, y € R"™.
1.14. Poo(x, y) = <ia<>§1 X, - y,], X, yeR"
1.15. Px{x, y) E |r~- ykl. x, y e Rn.

fc=l

1n



110 p(x,y) “ n=, ki- ¥ V> 1 x-YEK"
1.17. p(x,y) = sup |xn—y,| mX Ye m.
1<n<oc

1.18. N(x,y) = -Vl .X yET

sup X,
1<n<o0
1.19. p(x,y)- sup |x,- yn\..r,y € cO.

1<n<oc

1.20. ~ 'y \ > K, - ynR mumye ;2-
)i Vi y ye¢

oc

1210 p(x-y) ke - ynlnm ye [

1
nil
1.22. P(X.y) = w31, K« - ymp mX>y € V

1.23. /3(ly) = arg)%bll xX) - y(x)| , /. ye Cla, 6]

1.24. pai-y)y =JdA|/(.r) - y(')\dx, /. g EC a. b
1.25. /. [- 1D - \r.c u\x) - i2fo-. /. g €ECJa 0.
1.26. yvi/mfly= ~-CA(r1~9yx) ' {ix- 1 :i i:Yy€Cla 6

97 i v () -y (D] - *:VE ("M 8.
1.27. plxy) - max [x (f) - y ™)+ max [x" () - y' ()] - *:VE( ]
1.28.  1>(x,Y) - Ix(u) - Y(</)1+ Vi[.r, - I, X.y € V[<i, b}

1.29. p{x.y) —[x(a) - y(2)| + v;b[x - yj, x. y € IC[a. 6].

1.30. p(/Y) ~Ja lI(:5) - <) dx" /- ye Li[a 6]

131, y(@mY) - Uj*<« I/H - fl ;:I"b-- [, Y € L2[u. 6].

132 pu,fl)y= (Ha /i - "N P11 [/ fl€Lp,
n
1



Yuqorida aytilganiga amal qilib quyidagi belgilashlarni Kiritainiz:
(Rn,pO-R?, (Rn,pp)-RJ, (Rn,Poo)- R (Rn,p)--Rn.
(C[h, b\,pi) = C\[a, b\. (C[a, b\.p2) = C2[a, b\. {C[a: b], pp) - Cp[a b],

1.19-misolningyechimi. {xn} va {y,} ketma-ketliklar nolga yaqin-
lashuvclii bo'lgardigi uchun ular chegaralangan boiadi. Sliumng uchun
I<snu<p00 \xn - yn| barcha x.y £ co larda ehekli boiadi. Ixtiyoriy n £ N
da |x,, —yn| > 0 ekanligidan p(x,y) = su>;|) [xn ~vy,| > 0 ekanligi ke-
lib chigadi. Endi p(a,y) = snu>;|) X, —y,,|n= 0 boisin, u liolda barcha
n £ N larda |x,, —y,| —0 boiadi. Bllyeldan x —y tenglikka kciamiz.
Agar x —y bo lIsa, u holda p(x.y) = 0 boiadi Deinak, 1-shart. baja-
rilar ekan. | —yn| —|y,, —xn]| tenglikdan 2-shartning bajarilishi kelib
chigadi. Ucliburchak tengsizligi esa

Xn - 2,] < |X,, - ynl-ly,, - 2,|, sup(xn+ vy,) < supxn f supy,,
n n n

tengsizliklardan kelib chigadi. Demak, berilgan p : x c() —=*R akslan-
tirisli uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi. O

1.33-1.42-misollarda p : ,Y x X — R akslautirish metrikaning gaysi

1.33. p(x,y)—\ " - X e
VEKUK{x,y). X zy

i @ x—y

EKUB(x, vy), x Iy
1.35. p(:r,y) —(x - y)J, x. y £R.

1.36. p(x,y) —|sinx —siny|. x. y £ R.

0, x—y
1.37. p(xy)=<1 x<y X, ¥y £R.
2, X>y,

12



1.38. p(x.y) - |T]- y2i+ Wi- X2|- X Ye R2:

1.48.

1.39. p(ry) —iFi- y11f 2|r2- y22. r, y €ER2
1.40. p y) - jri- yiv4 |x2- y21- x, y ERL
1.41. Im/.0) -]/(0)-3(0) I+ |/(1)-<7(1)1, /,3ecC[on].

1.42. p(ry) - E kn- Y,\2mx-Y€E /2
un= 1
1.35-misolning yechimi. pley) —(x - y)2, x, € R akslantirish
metrikaning 1— va 2—shartlarini ganoatlautiradi. Ba akslantirish uchun
uchburchak tongsizligi o‘rilili cmasligini ko‘rsatamiz. Buning uchuu x —

0. y - 3. r —1I) iiiigtalarni olaniiz. I holda p(x, :) = 25, p(x,y) =9,
Hn.i)= 4 bo’lib.

25 —p(x.z) > p(x.y) + p(y,z) =9+ 4= 13

Deniak, p wuchini w hburchak aksiomasi olrinli cmas. O
1.43-1.58-inisollarda x € X va y € A’ elementlar orasidagi fuasofaui
toping. Masofa ko'rsatilmagan niisollarda tabiiv metrika qaraladi. Ularni

1.13-1.32 misollardan garab oling.

1.43. X =N, x- y 25 p(x-y) =0,1- ix- y/ m
144, X =R\ x=(8.43), y=(60 -1;.

145. X . Rj. r- (-1.-2.3,0) y. (120 -2).

146. X = Ri, x= (450,1). y=(-3.0.2 7).

1.47. X - r ox(t) - 14t y(t) -2/, pix, W= 6|XU)

x

- C[o, T. x(t) —sint, y —cost.

1.49. X T.T. X (1) = e". y(i)—C t
A

13



1.50. X = m, X, = (-1D", Un=

1.51. A= r, = -
1.52. $ = AQ? Xn =22-n, yn - -21“1.

153. V=2 z=(110,10,0..)), y = (0,0,0,...)
1.54. X = Li[0, m. «x(o sinf. y(t) - cost

1.55. A = L2[0. #], x¢(i) = sint. y(/) — cosi.

1.56. X - v[—m m. X (i) —cos/, y(i) i.

1.57. A = AC{0,7r], X (1) — sill f, my{t) = o.

1.58. X = M[O,Ztt].p(*yy) — SUP \x{t) - y{t)|m x(0 —

0<t<4

1.57-misolning yecliimi. AC[0,#] metrik fazoda x va y nuqta-
lar orasidagi masofa p(x,y) = |j:(0) —y(0)| t- VE\x —y\ tenglik bilan
hisoblauadi. Maiumki, jc(t) -m sin t funksiyaning [0. # kesmadagi
toia o‘zgarishi 2 ga teng. Shuning uchun x[t) —sinl va y(tf) — 0
rmqlalai- orasidagi masofa quvidagiga teng: p(x,y) — lar(0) —y(0)| 4
Noe - y] =VS[x\ - 2. a

2-§. Yaqinlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

X metrik fazoda x1; x2........ xn;... ketma-ketlik va x nuqta beril-
gan bolsin. Agar r!H)n;ocp(xn,x) —O0 rnunosabat bajarilsa, {x,} ketma-
ketlik x nuqtaga yagtnlashadi deviladi. x nuqta esa {/.,} ketma-
ketlikning limiti deviladi. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 ueliun shunday j\E
natural son rnavjud bo‘lib, barccha n > Ne va ni > Nc lar uclmn
p(xn,xm) < i tengsizlik bajarilsa, u holda {x,} ga fundamental

ketma-ketlik deviladi.
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2.1- Agar lim p(xn.x0) = O va lim p(xn,yn) = O bolsa. u holda
lim /) (y,. xq) U ekanligini isbotlang.

Isbot. Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridaii foydalaiisak,
D< />(?/«-To) < p(¥Yn'*n) t p(xn,x0)
tengsizlikka ega bu lami/. Bu sonli t.engsizlkda limitga o'tib,
Hli)ngc p (yn.x0) d
ni olamiz. O

2.2. (X. p) rnetrik fazoning ixtiyoriy x. vy, z, t miqtalari uchun
a) ip{x.,z) -p{y.t) 1< p(x, )+ > 14
b) Ip(r,:)—p(y, z) I< p(x.V) tengsizliklami isbotlang.
2.3. {x,j ketma-kellik berilgan bolsin. Agar lim p(x2n,<l) ~ 0.
lim /)(x2,+i,/() =0 va lim p(xn,r) —O bolsa, a = b=r. hamda

lim p(xn.a) —O numosabatlarni isbotlang.
77-'0C

2.4. C ft). 1 metrik fazoda ushbu

a) x, () ~ tn- in+1; b) yn(t)" in - f2n;
L) = T - 2in#l f i 12 d ) = oo
) a,(/) in i ) un (i) TR 1

ketma-ketliklar vaginlasbiivchi bo‘ladimi?

2.5. Oldingi misoldagi fuiiksiyalar ketina-ketligi C*L[O, I'. Ci[0. T met-

rik fazolarda yaqginlashuvehi boiadimi?

2.6. Ci[0. 1] metrik fazoda yaginlashuvchi, animo C{0, 1] metrik fa-
zoda yaqgiidashuvchi boimagan xn(f) nzluksiz funksivalar ketma-

ketligiga misol keltiring.

2.7. xn(t) —n2t mt'~nt tunksiyalar ketina-ketligi x(t) — 0 funksiyaga
liar bir nuqtada yaqinlashuvdii, ammo C'ifO. 1] metrik fazoda va-

ginlashnvdii ema.s. Isb}\ot giling.



Isbot. Har bir t 6 [0, 1 uchiin nIi%xn(t') — 0 terigiik materna-
tik analiz kursidan maium. Demak. xn (t) funksiyalar ketma-ketligi
x(t) —O0 fiinksiyaga hav bir nuqtada yaqinlashadi Endi pi(xn. 0) maso-
fani hisoblaymiz.

i

Pi(x,,,x) =j la' (/) —0]dt = J \xn{t)\dt* i n2U ntdt = I-(n+ I)e”n.
] u 0

Integralni hisoblashda boiaklab integrallash usulidan foydalanildi. Fin

yerdan

1‘i_rrzlop\(xn, Mm=1
ni olamiz. Demak. {xn\ ketma-ketlik x(i) —O0 funksivaga. Ci[0. 1] fazo

metrikasida yaqginlashuvchi emas. O

2.8. C'[0, 1] metrik fazoda x(t) —O ftuiLsiyaga yaqginlasliuvchi. atnino
hoch tiir t £ [0.ii nuqtada O ga yaginlashmaydigan funksiyalar
ketma-ketligiga misol keltiring.

2.9. Agar j'n(i) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C'[0. 1] metrik fa-
zoda x(t) funksivaga yaqginlaslisa, bu ketma-ketlik C\[0. Ij va
C2[0, 1] metrik fazolarda hani shu x (t) funksivaga yaginlashadi.
Isbotlang.

2.10. C{0, 1] metrik fazoda yaginlashuvchi, ammo C,(1[0. 1] metrik fa-
zoda yagqinlasliuvchi boimagan uzluksiz differensiallanuvchi funksi-

yalardan iborat ketma-ketlikka misol keltiring.

2.11. Ushbu



0) en- (0,...,0,1,0. n wn -m(—, 0...),a>0
[T \rﬁla o nan
n

h

ketina-ket liklarning gaysilari c0, r. tv . m metrik fazolarda yaqin-

lashuvchi boiadi.

2.12. R da metrika />(ir,y) — |arctg.x —arctgy | tenglik hilan aniglan-
gan boisin. U holda ixtiyoriy monoton ketina-ketlik (masalan. xn =

n) finidainentaldir. Isbotlang.

2.13. Biror gismiy ketrna-ketligi yaginlashuvchi boigan fundamental ketina-

ketlik yaginlashuvdiidir. Isbotlang.

2.14. Biror tayinlangan e > 0 son uchun A(»* ) > £ > 0. k/ rm
shartni qaiioat.lantiruvdii {x,,} kctma-ketlikdan yaqinlashuvdii va
hatte fundamental qisiniy ketina-ketlik ajratib olish nminkin emas.

Isbotlang.

2.15. (X. p) metrik fazo. {.r,,}. {;/.} esa unclan olingan fund;unen-
tal ketma-ketliklar boisin. U holda {an —p(xn,y,,) } sonli ketma-

ketlik yaginlashuvchi ekaiiligini isbotlang.

2.16. {r,} fundamental ketina-ketlik boisin. Agar biror {yn} Kketina-
keilik uchun lim p(x,t,yn) — O boisa, {;/,} ketma-ketlik ham
n-~*00

fundamental boiishi kelib diigadimi?

2.17. {xn} va {yn\ fundamental ketma-ketliklar uchun
nlgocp (xn,yn)= 0

sha.rt bajarilsa, bn ketma-ketliklarni ekvivalent cleylik va } -
{yn} ko'riuishda yozavlik. Bu (vaqtineha) kiritilgan inunosabat ref-
leksi\. siminetrik va tranzitiv ekanligi, ya'ni liagigatan harn ekviva-

lentlik munosabati boiishini isbotlang.
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2.18. {x,}. {i,}, {zn}, {fn} fundamental ketma-ketliklar uchun {xn} ~
{il.,} va boisa. quvidagi tenglikni isbotlang

nll_ggop(xn,zn) = nIEQDp(yn,tn).
3-§. Ochiq va yopiq sharlar. Ochiqg va yopiq to‘plamlar

Bizga X metrik fazo, uning x0 nuqtasi va r > 0 son berilgan
boisin. X metrik fazoda markazi xo nuqtada, radiusi v bolgan ochiq
shar deb {x 6 X : p(x, x0) < r} to‘plamga aytiladi vau D (x0,r) Kkabi
belgilanadi. Berilgan x0 6 X wva r > 0 da p(x,x0) < r shartni
ganoatlantiruvchi barcha x 6 X elementlar to‘plaini B[xo- ?] orqgali
belgilanadi va 11 markazi xf, nuqtada, radiusi r boigan yopigq shar
deyiladi. p (x,x0) — r shartni ganoatlantiruvchi barcha x 6 X ele-
mentlar to‘plami S'[xo,r] orqgali belgilanadi va 1 markazi xo nuqta-
da, radiusi ? boigan sféru deyiladi. Metrik fazoda markazi x0 nuqta-
da va radiusi ; > 0 bolgan B (xo,e) ochiq sliar x0 nuqtaning s—
atrofi deyiladi va u Oe (x0) koiinishda belgilanadi. X metrik fazo, M
uning gism to‘plami va x € X Dboisin. Agar ixtiyoriv £ > 0 uchun
Oe(x)nAl 770 munosabat bajarilsa, x rmqta M ning urinish nugtasi
deyiladi. M to‘plamning barcha urinish nuqgtalaridan iborat to‘plam M
ning yopigf deyiladi va u [A/] yoki Al koiinishda. belgilanadi. Agar
x 6 X ning ixtiyoriv Oe(x) atrofi M ning cheksiz ko p eleinentlari-
ni saglasa, u holda x £ X nugta M to‘plamning limitik nuqgtasi
deyiladi. Al to‘j)lamga tegishli x nuqta uchun shunday s > 0 mavjud
boiib, Oe(x) n M = {7} boisa, U holda x nuqta M Uvplamning
yakkalangan (yolg‘iz) nuqtasi deyiladi. Agar X metrik fazodagi M
to‘plam uchun M = [A/] tenglik bajarilsa, Al yopiq to'plam deyila-
di. Boshgacha aytganda. agar to‘plam o'zining barcha limitik nuqtalai ini
saglasa, u yopiq toplam deyiladi. Agar x G Ai nuqgta uchun shunday
£ > 0 mavjud boiib, Oe(x) C Al boisa, x nuqta Ai to plaraning
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ic.hki nuqtasi deyiladi. Agar to:plamning barella nuqtalari ichki nuqta
bo Isa, u ochig toplam deyiladi. Ya’iii fagat ichki nuqtalardan tashkil
topgan to‘plam ochiq to'plam deyiladi. Agar metrikaning 3-aksiomasi,
ya'ni uchbiirchak tciigsizligi p (x,z) < max {p (x,y),p (y, r)} tengsizlik
bilan almashtirilsa, (X, p) ga ultrametiik fazo deyiladi. Ochig va yopiq
toplamlar hagida quyidagi tasdiqglar o'riiili.

3.1-teorema. Ixtiyoliy sondagi yopiq to‘pl,arnlar kesishrmisi va che.kli
sondayi yopiq to‘plamlar yigindm yopiqdir.

3.2-teorema. Ixtiyoriy sondayi ochiq topiamiar yig'indisi va chekli
sondagi ochiq to'plamlar ke.sishmusi yana ochiq toplamdir.

3.3-teorema. M toPplam ochiq bo'lishi uchun uning butun fazogadla

to'ldiruvchisi X\M  yopiq bo'lishi sarur va gelarli.

3.1. Kattaroq radiusli shar kichikroq radiusli sharniug cjismi bo'lishi mum-

kinmi? Misol keltiring.

Y echish Faraz gilaylik. X =1L va p(Xx,y) —|x —r| boisin. Agar
0(1,5) — {x€][0, ac) : |[x —1] < 5} deb rnarkazi 1 nuqtada va ra-
diusi 5 ga teng sliarni, liamda B(3,4) —{x 6 [0, oc) : [j: —3j < 4} deb
markazi 3 nuqtada va radiusi 4 ga teng bo'lgau ochiq sharlami olsak. u

holda j2 —5>n —4 ,ammo [0. 6) = 22(1,5) C 23(3,4) —[0, 7). O

3.2. Agar radiosi 7 ga teng boigan shar, radiusi 3 ga teng bo'lgan shar

icliiga jovlashsa ular ustma-ust uishadi. Isbotlang.

3.3. R2 to‘plamda x - (xi..r2) ,y = (¥b¥r) uchun
a) p\(x, y) = |xi - yi| + |x2- y2|:
b) p2 Wmy) = max (|.ri -yil, |x2-y2|);
<) pz(x.y) = YjXi- y1)2+ (x2- y2)2;
d) pi(.r, y) = sign |xi - yi| + sign [x2- y2|

tengliklar orqgali kiritilgan metrikalaxning hai birida markazi 0 —
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3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

(0,0) nugtada va radiusi 1 ga teng ochiq shar B(0. 1). yopiq shar
B[0. 1] va S[0. Ij sferalarni chizib ko'rsatmg.
IR3 to'plamda

3

p{x,y) =~ sign [;j;(- y\
Al

metrika kiritilgau. Markazi (0, 1, 2) nuqtada radiusi osa a) 1ga; b)

2 ga; ¢) 3 ga teng bo'lgan sferalarni chi/ing.

Kengaytirilgan 10‘g‘ri chizig K* — (—oc, +oc) U {—oc} U {+ 00} da
' v

- - - : b) p2(x,

1+ x -yl ) P2OY) g 1w

metrikalar kiriiilgan. Agar 0 < r < 1 bolsa, B (-00.r) ; B(0o0.r)

a) pi{x,y)=

to'plamlarni. va iti markazi *oc . radiusi r bolgan ochiq sharlarni

chizing.

M C (\V, p) tcrplamning diametri diamAf — sup p{x,y) teuglik
bilan aniglanadi. U holda: e

a) d;iamB(x0,r) <2r tengsizlikni isbotlang:

b) diamB(x0,r) < 2r bo'lgan sharga misol keltiring:

c) diamB(xo, r) —diamB[xo, /] tenglik to'g'riini?

Ochiq shar - ochiq to'plam. yopig shar esa yopiq to'plam bo'lishini
isbotlang.

R2 tekislikda (0, 1) va (0, —1) ttuqtalardan hamda O X o'gidagi
(—1. 1) intervaldan iborat to'plamni M deb belgilab. N1/ to'plam-
da Evklid metrikasini kiritamiz:

p(x,y) = \J(/[- n\)r+ (X2- ¥2)2'X = (xi.x-2) my = («1,32) e J/.

U holda markazi (0,0) nuqtada, radiusi 1 ga teng ochig sharning

yopiq to'plam, attimo vopiq shar einasligiiii isbotlang.
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3.9. Shunday yopiq sharga misol keltiringki. u ochiq to'plam bo'lsin, am-

ino ochiqg shar bo'lImasin.

3.10. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi yoki

biri ikkincliisining gismi boMishini isbotlang.

3.11. Diskret metrik fazoda ixtiyoriv "uchburchak" teng tomoxli, ultra-

metrik fazoda. esa har ganday "uehlmrchak" teng vouli ekanligini

isbotlang.

3.12. Diskret metrik fazoda har ganday to'plam hani ochiq, ham yopiq

to‘plam ekanligini isbotlang.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtivoriv M uchun [M] = M tenglik
o'rinli. Shuning uchuii M vopiq to'plam. Faraz gilavlik, ,t € M ixtiyoriy
nuqta boisin. n holda ixtiyoriv ¢ € (0, 1} uchun Oc(x) -- {r} atrof M

da saglanadi. Dernak, M ochiq to'plam. O

3.13. Fi va F2 yopiq to'plamlar o’zaro ke.sishmasin, vaili Fif\Fi —0.
U holda shunday CLD Fi va G? J F2 ochiq to’plamlar mavjudki,
Gi MG2—0. Isbot ciiling.

3.1. R da ochig va yopiq to‘plamlarning tuzilishi

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiqg k>‘plamlar hagida 3.1-3.3-
teorenialar o'rinli. Sonlar o'gidagi ochig to'plam tavsifi quvidagi teorema
orgali ifodalanadi.

3.4-teorema. Sonlar o‘gidayi ixtiyoriy ochiq to'plam clukli yoki *a-
nogli Hondagi <#:tiro kesishmaydujan intervallar yufindm ko'rinishida

iasvirlanadi.
3.14. Interval ochiqg, kesina yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. R da ixtiyoriy (a, b) interval ochig to'plamdir. Hagigatan

hain. agar x € [a. b) desak, r - min{.r-o. b—x} son uchun ():(x) C
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(a, b). Endi ( —oc, a) to‘piamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. Agni'

ixtiyoriy x 6 (—oc, a) udiun, s —a —x desak, Oe(;x) C (—oo0, a).

Xuddi shunday (6, oc) to‘plamning ochiq ekanligi ko'rsatiladi. Ochiq

to'plamlarning birlashma.si ochiqg ekanligidan (—oc, a)U (/> oc) to‘plam-

niug ochiq ekanligi kelib chiqgadi. 3.3-teoremaga ko'ra bn ochiq to'plain-

ning to'ldiruvchi to'plami bo‘lgan \a. 5] kesma yopiqdir. |

3.15.

3.16.

3.18.

0 ‘zaro kesislnnaydigan intervallardan iborat to‘plainlarning quvvati

chekli yoki sanocjli ekanligini isbotlarig.

R da ixtiyoriy ochiq to'plam chekli voki sanoqli sondagi o‘zaro
kesishmaydigan intervallarning birlashmasidan iborat boii.shini is-
botlang. Bu yerda (—oc. a), (a, oc), (—oc, oc) va (a, a) = ()

ro‘plainlar harn intervallar jumlasiga kiradi.

R dagi ixtiyoriy vopiq toplamni (—oc, oc) dan o‘zaro kesish-
mavdigan chekli yoki sanoqli sondagi intervallami chigaril» tashlash

natijasida liosil gilish murnkin. Isbot giling.

Ixtiyoriy XC% EO 1] sonni nchlik kasrga yoyish niunikinligini isbot-
lang: x - i):213| mbu yerda e*— 0, 1,2 ragamlardan bili. U holda
x = 0, --m ko'rinishda vozaniiz. Agar biror x e [0, 1] uchun
shunday n niavjud bolib, e,, » 0 va sntl = cnt2= .. = 0 bolsa.
x soni chekli uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu x sonini cheksiz
yoyilma ko'rinishda hani yozish mumkin: x = U, £i...cn0... =
- U £i...£, ! (en - 1)22... masalan. 0,100... 0,0222.... Fx
orgali yoyilmasida lragarni qatnaslunaydigan usuici» yozish murnkin
bulgari barella x 6 [0, 1] sonlar to'plamini belgilaylik. Masalan.
0,1—0,0222 ... yoki - —0.020202.... F\ to'plainning vopicj va kon-
tinuutn quw atli to‘plam ekanligini isbotlang. F\ — K to'plam Kan-

tor to'plami deyiladi.
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3.19. K4 K :={z=x+y: x,y€ A} = [0 2] tenglikni ishotlang.

Isbot. Kantor t<vplami K dan ixtiyoriy

lami olamiz. Bu yerda va 6, lar 0 yoki 2 ragamlaridan birini gabul
giladi. Agal
@ (1)

shaklda vozsak, u holda va b, lar 0 y&(i,\.l ragam laridan birini gabul
giladi va ularning yig‘iudisi x + y — 2" c, = at+ 6, boiib. g —
0, 1 yoki 2 raga.nilaridan istalgan birini gabul gila oladi. Yani x + vy.
X € K. y € A shakldagi yigindini [0. 2] kesmada-gi ixtiyoriy songa tcng
gilish munikin. Demak, K 4 K — 0, 2] lenglik oiinli. O

3.20. 0,25 e A' ekanligini ishotlang.

1 1 o 2 . . ) .
Isbot. - ni A—){_; 74 Kko'rinishda. uchlik kasrga vovish munikin.

Bu yoyilmada 1 ragami gatnashmayapti. Demak, 0.25 £ K ekan. O

3.21. Ixtiyoriy X e K uchuti shundav y € K mavjudki, p(x,y) =

|[x —y | son irratsional boladi. Isbot qiliug.
4-§. Toia metrik fazo. Metrik fazoni to‘ldirish

Agar Ar metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaqin-
lashuvclii bolsa, u holda X ga to‘la metrik fazo deyiladi. X metrik
fazoning ikkita A va B qism to'plamlariberilgan boisin. Agar B C A\
bo Isa. u holda A to plam B to plamda zieh deyiladi. Xususan, agar
[Aj = X bolsa. A toplam hanitna yerda zieh (X da zieh) deyila-

di. Agar A tollam birorta liain sharda zieh bo‘lmasa (va’iii har bir
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B C X sharda A to'plam bilan iimumiv elementga ega bo'Imagan B'
shar saglansa), u holda A hech yerda zichmas deyiladi. (A’, p) metrik

fazoda x nuqta va M to'plam urastdagi masofa deganda
p(x. M) = inf p(x.y)
yeM

migdor tushiniladi. Xuddi shunday (X, p) metrik fazoda A va B to'p-

lamlar orasidagi masofa deganda

P(A, B) — cinfgpix.y)

miqgdor tushiniladi. Metrik fazolarning to'laligini tekshirishda quyidagi
teorenladan f(ivdalaniladi.

4.1-teoreina. .Y matrik fazo to'ia boiishi uchun undagi ixtiyoriy
ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq wmhariar ke.trna-
ketligining kesishmasi bo'sh bo‘Imasligi zarur va ye.tarlidir.

Agar R metrik fazo to la bo'Imasa, uni biror usui bilan (aslini olganda
yagona usui bilan) biror to'la metrik fazo ichiga joylashtirish mnmkin.

4.1-ta’rif. Agar: I) R metrik fazo R* to'la metrik fazoning gitivi
fazosi bo'lsa; 2) R to'plam R* ning hamma yerida zich. ya'ni [R] ~ R*
bo'lsa, « holda R’ metrik fazo R metrik fazoning toHdirmasi deyiladi.

4.2-teorema. Har fur R metnk fazo toidirinaga ega va bu toHdirma

faz« R ning nuqtalarini go "zgkimas holda goldiruvchi izome.trhja anigligi-
da yagonadir.

4.1. R metrik fazo to'la. Isbotlang.

Isbot.. Matematik analiz kursidan ma himki, ixtiyoriy fundamental

sonli kettna-ketlik yaqginlashuvchidir. Demak. R to'la metrik fazo. O
4.2. Ci[—Ll 1j metrik fazo to'la emas. Isbotlang.

Isbot. Buning uchun C'i[—1. |j fazoda uzluksiz funksiyalarniug
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—1. agar x € [, —-1]
,fn(x) vX. agar X € (—u-1,n-1)
1, agar x € [n-1, 1]
lu'tma-ketligini (funksiya grafigi 1.1-chizinada keltirilgan) garavmiz. Bu
ketma-ketlik C J—1. 3] fazodafundamentaldir, dhuuki bareha x € [—1 1]

lar uchun I, (.r) —fm (x)| < 1 ekanligini hisobga olsak va 1 < m, draak,

4.1-chizma

1 Flin Iy

P(In,fm) - / Ifn (X) - fm {X) \dx < / 1dx 0, n —oc.
(I fmy =t G = tm {0 E 7

Biiog {/,} ketma-ketlik C'i[—i, |j fazodagi birorta ham funksivaga
yaginlashmaydi. Haqgiqatan ham, / € Cx[—1, 1] ixtiyoriy funksiya va

—1, agar x € 1, 0).
1, agar x € [0, 1

9 (r)
. Ko'rinib tliribdiki,

0, x€[—1 -I/n] Q[ln, 1],
fn(x)- o (X)) = { nx+1. x € (-I/n, 0).
nx - 1, x € [0, I/n).

Buridan tashqgari barcha x € [—1, Ij lar uchim |/n(r) —o (x) \ < 1L
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Shuning udiun
| I/n
J \fn(x) - <pO\dx = I 1/,,(x) - <p(X)\dx < - -* @, n -> oc. (4.1)
“1 —+n

Agar infegralning monotonlik xossasidan foydalansak
1 1 1

\] 1/(z) - <p(x)\dx < J [7(.r) - /,(x)] dx + \] [/n(x) - <p(x)| dx. (4.2)
-1 -1 -1
tengsizlikka kdamiz. Eudi quyidagi

1/0*) - V (-Oldx > 0 (4.3)
tengsizlikni isbotlayrniz. Uniug isbotini ikki holga ajratamiz.
1) Faraz qilaylik, /(0) < 0 bo‘lsin. u holda / ning uzluksizligiga

ko'ra shunday 6i > 0 mavjudki. bardia x 6 [0,dij lar uchun /(x) <
1/2 bo‘ladi. Bundan

[/(x)-~(x)] >1/2, x€[0,¢,] (4.4)
teugsizlik kolib diigadi. (4.4) tengsizlikni [0, ¢i] kesma bo'vidia intogral-
lab,

J 11 {x) - V(X)|dx > ~ ¥ (x) ~ V(X)]dx >~
tengsizlikka kelamiz.
2) Agar biz /(0) > 0 deh faraz qgilsak, u holda shunday 62 > 0

mavjudki, bardia x G [—2, 0) lar udiun |/ (x) —y?(x) | > 1/2 bo'ladi.
Bundan

y * I (x)-<p(X)[(¢x> I~ T (x) - ¢ (x)]dx >

Dernak, (4.3) teugsizlik isbot boidi. (4.2) tengsi/likdan

1 1 1

J f{x) - fn{x)\dx > J |/[(x) - <>®¥|dx - J |/n(x) - ~p{x)\dx (4.5)
-1 -1 -1
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ni olamiz. (4.1). (4.3) va (4.5) lardati

p(f,fn) =J If{x) ~ fr, U")| dx

nitig uolga yaqginlasha olmasligi kelib chigadi, vaili {/,} ketma-ketlik

Ci[—1. 1] dagi birorta ham funksivaga yaqinlaslia olmaydi. L]

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

< melrik fazoning toialigini isbotlaug.

Toia metrik fazolarning dekart ko‘paytmasi yana tuia metrik fazo

bolishini isbotlaug. Demak, Rn metrik fazo loia.

(."{a. H uzluksiz funksiyalar to'plamida metrika

ifoda bilan aniglangan bolsa, {C[a, b}. p) metrik fazo toia bo ladimi?

C'Dfo. /<]- uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar to ‘plamida motti-

etnas. ((""ja. b\,p) melrik fazoning toidirmasini toping.

/ R —» R funksiya ganday shart.larni ganoatlantirsa p(x,y) —
| —f (y) | akslantirish R to'plamda: a) metrika boladi; b)

(R, e) toia nietrik fazo boladi?

Agar p(x. y) — |arctgx —arctgy\ bolsa, (R. p) melrik fazoning

toidirmasini loping.

<+ - barella finit ketma-ketliklar, ya'ni fagat eheklita hadi noldan

fargli x = (xi,.r2,.... xn,0.0,...) ketma-ketliklar to‘piami bolsin.
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Agar
@

Pi(x,y) = Y2 IX - Vi\m i>(x,¥Y) = max_ |x, - vy,
=i I<i<oc

bo'lsa, (®.¢>) va (P.p2) metrik fazolarning to'ldirmasini toping.

X -
4.10. X = (—M. *) to'plamda p{x,y) — dlil y metrika kiritilgan.

(1", p) metrik fazoning to'ldirmasini toping.

4.11. ? - barcha haqiqiy kocffitsiyentli ko‘phadlar to‘piamida x. y 6 P
uchun

a) pi(xy) = Y IX (1) —y (b) |1+ U le" g) -y i:
b) p2(x.y) = én<,?<xl \x (t) —y (1) }l’ HL% Ix" (i) - y’(t) I:
) (xy)= _maxilx(t) - y® I+ [x' (0)- y' (0) 1

met rikalar kiritilgan. (P, pi). (P, p2). (P, p3) metrik fazolarning
to'ldirmasini toping.

4.1. Separabellik. Kategoriya. Ber teoremasi

Hanima yerda zicli sanoqgli gism to'plamga ega bo'lgan metrik fazolar
separabel -metrik fazolar deyiladi. /1/ to'plamning barcha ichki nuqtalari-
dan iborat to'plam M to'plamning ichi deyiladi va l\2 bilan belgilanadi.
A to'plamning chegarasi FrA = A M (.Y\.4) tenglik bilan aniglanadi.

4.3-teorema (Ber teoremasi). To'la metrik fazoni heeh yerda zicli
bo‘lmagan sanoqli sondagi to'plamlar yigHndisi ko ‘rinishida tasvirlash
mumkin emas.

Endi, mukammal to'plam, 1-va 2-kategoriya to‘plamlar tushunchalarini
keltiramiz. M to'plamning barcha limitik nuqtalaridan iborat to‘plamni
M1 bilan belgilaymiz. Agar J1/ = M1 tenglik o'rinli bo'lsa, Al ga

mukammal to'plam deyiladi. Agar X to'la metrik fazodagi M to plamni
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liech yerda zieh boimagan sa.noqli sondagi to'plamlar birlashmasi ko‘ri-
nishida tasvirlash mumkin bo'lsa M toplamga 1l-kategonyali toplam
deyiladi. Agar M to'plamni hech yerda zieh bo‘lniagan sanoqli sondagi
to‘plamlar biilashmasi ko'rinishida tasvirlash inumkin bo‘lmasa M ga

2-katcgoriyaii to'plant deyiladi.

4.12. Q. R\Q to‘plamlarning har biri R metrik fazoda zieh ekauligini
isbotlang.

Isbot_. Faraz qilaylik, x 6 R ixtiyoriy haqigiv son bo‘lsin. U holda
Xn — 1T—I—)E]l ratsional sonlar ketma-ketligi x ga vaginlashadi. Bu ver-
da [X] r(;eb X ning butun gismi belgilangau. Deniak, ratsional sonlar
to'plami Q haqgigiv sonlar to'plami R ning hamma yerida zieh ekan.

Endi irratsional sonlar to'plami R\Q haqgiqgiv sonlar to'plami R da zieh

L . o . \nx\ 7T

ekauligini isbotlavmiz. Ixtivoriv i£ R haqgigiv son uchun un — ----- H—

n n

irratsional sonlar ketma-ketligi x ga vaginlashadi. Ya'ni, R\Q to plam

R da zieh ekan. Demak, [Q] - [R\Q] = R: O
4.13. {'* : tun € zj to'plamning R da zieh ekauligini isbotlang.

4.14. Z, <-:n€Z,n/o)I,j n,m&€Z nan” ol to:f
n

—
[n m
lamlar R metrik fazoning hech yerida zieh ernas. Isbhotlang.

4.15. Hamma yerda zieh, ichi bo'sh bo'lgan to'plamga misol keltiring.
Kantor to'plamining quyidagi (4.16-4.20) xossalarini isbotlang.

4.16. Kautor ti/plamining o'lchovi nolga teng.

4.17. Kantor to'plamining vakkalangan nuqgtalari mavjud einas.

4.18. Kantor to plamiuing ichki nuqtalari mavjud emas, ya'ni Pg =v.

4.19. Kantor to'plami [0. 1] kesmaning hech yerida zieh emas.
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4.20.

4.21.

4.22.

4.23.

4.24.

4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

Kantor to'plami mukammal to‘plani, yani K —K".

[
K metrik fazoda shunday A UVplamga misol kdtiringki. A, A, A,
— — 0
A, A. A to'plamlar t-urli, ya'ni hech qaysi ikkisi t.eng bolinasin.

A C (X, p) hech yerda zieh bo'Imasa, A’\.4 toplarri hainma verda

zichligini isbotlang.

Agar A hamina yerda zieh va ochiq to'plain bo'lsa. .Y\,4 to'plam

hech yerda zieh einas. Isboliang.

Shunday A to‘plamga misol keltiringki, A va X\A to'plamlaming

har biri harnma yerda zieh bo'lsin.

finit ketma-ketliklar to‘plami t'o va (P(p> 1) metrik fazclarda
zieh joylashgaii, ammo ¢ va m metrik fazolarda zieh emasligini

isbot qiling.

Agar A to'plain B da, B esa C da zieh joylashgaii bo'lsa. 4

to'plam C da zieh ekanligini isbotlang.

P —barelia ko;phadlar to'plami C[a, b metrik fazoda /ich. Isbot-

lang.

[u 6] kesmada a = t\ < ti < mm < tn — b nuqtalar va ixtiyoriy
X'i; X5, xn sonlar berilgan bo'lsin. U holda x (i4) — i—1,n
va [ti, ti+1] oraliglarning har birida chizigli bo'lgan x\lI) funksiva
gisman chizigli uzluksiz funksiya deyiladi. Barelia gisman diizigli
uzluksiz fuiiksiyalar to‘plami C'[a, b] metrik fazoda zieh ekanligini

isbotlang.

Bardia sodda funksiyalar (olchovli va giymatlari ro'plaini ko'pi bi-
lan sanoqli bo‘lgan funksiyalar) to'plami vL\[n, b] iiietrik fazoda

zieh ekanligini isbotlang.
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4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

Sodda fimksiyalar to!plami Lp[a, bl (p > 1) metrik fazoda zieh.
Isbotlang.

[a, B kesmada a — t\ < t2 < mm < tn — b nuqtalar berilgan
bo‘lsin. (tj, Ffj+i), i = 1,n —1 intervallarninghar biridao‘zgarrnas,
ti bo‘linish miqtalaridagi giymatlari esa ixtivoriy boMgan funksiya
pog'onasimon funksiya deyiladi. Ravshanki, pog'onasimon funksiya
sodda funksiya bo‘ladi. Pog‘onasimon bo'Imagan sodda funksiyaga

misol Keltiring.

Pog'onasimon funksiyalar Lp[a, H (p > 1) metrik fazodagi barcha

sodda funksiyalar to'plamida zieh joylashgan. Isbotlang.

Pog'onasimon funksiyalar Lp[a, 6] (p > 1) metrik fazoda zieh ekan-

ligini isbotlang.

Barcha uzluksiz funksiyalar Lp[n, b\ (p > 1) metrik fazodagi pog'o-
nasirnon funksiyalar to'plamida zieh. Isbotlang. Dernak, C\a, b]
to-plam sifatida Lp[a, 6] metrik fazoda zieh.

[a,b] kesmada aniglangan ixtiyoriv uzluksiz funksiyani istalgancha
aniqlikda Lp[ab] fazo metrikasida ktVphad bilan yaginlashtirish
inumkin. ya'ni x(t) wuzluksiz funksiya va ixtiyoriv £ > 0 uehun

sliunday p(t) ko'phad mavjudki,

tengsizlik o‘rinli. Isbotlang.

Oldingi 4.35-masaladagi p(t) ko‘phadning barcha koeffitsiyentlarini

ratsional sonlar gilib tanlash rnunikin. Isbot qiling.

Separabel metrik fazoning toidirmasi hani separabel bo'ladimi? Mi-

sol keltiring.
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4.38. Separabel fazoda ixtiyoriv G ochiq to‘plamni sanoqgli yoki chekli

sondagi o‘zaro kesishmavdigan ochiq sharlarning yig indisi ko rinishidaj
G~ UB(X,, rn). B(xi,n)nB(xj, rj) —0, i/ j
tasvirlash mumkin. Isbot ciiling.

4.39. Separabel metrik fazoda ixtiyoriy F yopiq to‘plamni mnkammal M
va chekli yoki sanogli N to‘plamlarning birlashmasi ko‘rinishida

tasvirlash mumkin. Isbotlang.

4.40. Diskret metrik fazo separabel boiishining zarur va yetarli shartini
toping.

4.41. M va N lar Il-kategoriyali to'plamlar bo Isin. U holda Ai U N

ning I-kategoriyali to'plam ekauligini isbotlang.
Isbot. Ta:rifga ko‘ra gnvidagi yoyilmalar o‘rinli:
— - An-i-

M ngl N2n. «/ nLilN n-i

Bu yerda APn va iV2n-1 lar X metrik fazoning Lech verida zich bol-
magan to‘plamlar. 1' liokla M UAr = %) Nn tenglik o‘rinli. Demak,
M U N I-kategoriyali to!plam. a
4.42. R metrik fazoda Q to‘plam I-kategoriyali. R\Q to ‘plarri 2-katego-

riyali to‘plam ekauligini isbotlang.

Isbot. Malumki, Q -sanoqli to‘plam. shuning iicliun uning element-
larini {:ci,X2; x3, ....... rn. ...} Wrinishda nomerlab chigish mumkin.

Shunday ekan
Q= UM, M,- {x}

yoyilma o‘rinli va Mn. n — 1.2,... lar R ning hech yerida zich emas.

Talifga ko'ra Q I-kategoriyali to‘plam. Endi irratsional sonlar to plami
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R\Q niiig 2-kategoriyali to'plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan fara*

gilaylik. R\Q I-kategoriyali to'plam boisin. U holda 4.41-misolga ko‘ra,
to‘la metrik fazo K - Q u (R\Q), 1-kategoriyali to'plam bo'lar edi. Bu

osa Bor teoremasiga zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to'plam. a

4.43.

4.44.

4.45.

4.46.

4.47.

4.48.

4.49.

Darajasi n dan oshmavdigan ko'phadlarning P<,, to'plami C[a, b
metrik fazoning hech yerida zieh emas. Ishbot qiling.

a

P — 1J P<, barcha ko'phadlar to'plami C[a, bl metrik fazoda 1-
n=l|
kategoriyali to'plam boiishini ko'rsating.

L>a 6] to’plam Li[a, b] metrik fazoda 1-kategoriyali to'plam. Is-
botlaiig.

.I1,,(I) — uzhiksiz fuuksiyalar va ixtiyoriy ¥ € R ucluin lim xn (i) =

To (t) bo'lsa. .r(,(t) funksiyaning uzilish nuqtalaridan iborat to'plam
1-kategoriyali to'plam ekanligini isbotkmg.

Cla, b to'plamda

p{x.y) = i sign|x(i) -y(t)\dt
metrika kiritilgan. (C[a, fr],p) separabel emas. Isbotlang.
C[n, bl metrik fazoda
Mn - {x :|x(t) - x(i")] < nmt - /"l. Vi, t €[a bj}
to'plam vopiq va hech yorda zieh emas. Isbotlang.
C\a, b] fazoda Lipshits sharrmi ganoatlantiruvehi funksiyalar t,0'p-
larni M — O; Mn (4.48-masalaga qarang) 1-kategoriyali t,o‘plam.

n=1
N/ to'plam vopig emas va C\a, b] fazoda zieh ekanligini isbotlang.



4.50.

4.51.

4.52.

4.53.

4.54.

4.55.

4.56.

4.57.

4.58.

4.59.

C[a,b] fazoda har bir n £ N da
Dn= {r: x'(i) £ Cla.b] va £n<t§<xblr U\ <n}
to‘plain yopiq va yeeh yerda zieh emasligini isbotlang.

Cla, 6] fazo%g uzluksiz diiferensiallanuvehi funksiyalar to’plami
C7ia. bl = 1) Dn (Dn — 4.50-misolda aniglangan) 1-kategoriyali
to'plani, yop?i-qlemas va harnrna verda zieh ekanligini isbotlang.

X hagiqgiv sonning kasr gismi {x} ko’rinishda belgibmadi. in -\/2} ,
n € N sonlar to‘plami [0. 1] kesmada zieh ekanligini isbotlang.
Umuman, a — irratsional son boisa. {« ma\ . ri € N sonlar to’plami

[0. 1] kesmada zieh. Isbot giliug.

Hech yerda zieh bo’hnagan uvplamning gism to’plami heeli yerda

zieh emas. Isbotlang.

Ghekli sondagi hech yerda zieh bo'Imagan to’plamlaining yig'iiidisi

hech yerda zieh emas. Ishot giling.

Hech yerda zieh bo’Imagan to‘plamning yopig‘i harn hech yerda zieh
emas. Ishotlang.

(X./i) to’lametrik fazo. M C X esa 1-kategoriyali to‘plain bo’lsin.
U holda X\M to'plani A fazoda zieh bo‘lishini ko’rsating.

(X,p) to'la metrik fazo. Gn C X. » € N esa ochig va harnrna

verda zieh to'plamlar bo’lsin. U holda M = f'| Gn to’plani ham
71—1

liamma yerda zieh ekanligini isbotlang.

]
M to plani hech yerda zieh bo’lniasligi uchun M = 0 shartning

bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

X - to’la metrik fazo. M C X esa 1-kategoriyali uvplam bo’lsin.

U holda X\M 2-kategoriyali to'plani. Isbot giling.
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4.(>U.

4.61.

4.62.

4.63.

Agar tjo £ B(xo, r) bolsa, B{yo, r) C B(xo0, 2r) munosabatni ishot

Biror A ti‘plainning r— atrofi ushhu

tenglik bilaii aniglanadi. U holda A — p| Ve(A) teiiglikni isbot-

aa
lang.

TVag'richizigda [a h\. (a. b), Z. Q. [a 00). 0 to'plainlarniiigclie-

garalarini toping.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy loplainning chegarasi bo'sh ukauli-

gini isbotlang.

Isbot. M diskret metrik fazodagi ixtiyoriy to'plam boisin. Ma’lumki

(3.12-misolga qgarang), bu fazoda ixtiyoriy M to‘plam ucliun M — M

tengliko'rinli. SImnday ekan X\M — X \M tenglik hani orinli. To'plam
chegarasi ta'rifiga kora M ucliun FrM —Mn(X\M) —MF\{X\M) —

0 teiiglikni olaniiz. a

4.64.

4.65.

4.66.

Fr(AuB) C FrA UFr B munosabatni isbotlang. Agar AHB —0
bo'lsa, Fr(A UB) = FrA UFr B teiiglikni isbot giling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to'plamning yakkalaiigan nuqta-

lari chekli voki sanoqli to'plani boiadi. Isbotlang.

{xn} C [n,b\ boisin. Ixtiyoriy (a,B) C [a.b] interval uchun n(a;/J)

orgali Xj, x2.......... rn imqtalairiiiig [a. B) oraligga tushgaiilarining

soiiini belgilaylik. Agar ixtiyoriy (a, 3) C [a.b] uchun

n(n:3 3—(

n -Co I 1) ..n
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tenglik bajarilsa. {x,} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis tagsim-
tangan deyiladi. Oskbu 4,1 1 2 1 2 3 12 k=1

ketma-ketlik [0, 1] kesmada tekis tagsinilangau bo‘ladimi?

4.67. a —inatsional soli bo'lsin. {na} = fia-[n.a]. ya’ni no soniiiing
kasr gismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0, 1) kesmada tekis tagsim-

langan bo‘lishini isbotlang.

4.68. 1.67-mas”iadan foydalanib, 1,5.52....... 5". ... ketma-kellikdagi 5"

sonning (o'nlik sanoq sistemasida) 13 dari boshlanisli chtimolligini
toping.

4.69. X to‘lainetrik fazo, {/,,} esa X da aniqlangan uzluksiz funksiya-
lar bolsin. Agar ixtiyoriv x G X wuchun ehekli nlmtilo/"(x) - f(x)
mavjud bo‘lsa, / funksiyaning uzilish nuqtalari to'plami 1-katego-

rivali to'plam ekanligini isbot qiling.

4.70. Agar / :R —K funksiya hai biruuqtada ehekli hosilaga ega bo'lsa,

f'(x) funksiya uzluksiz boiadigan nuqtalar to'plami 2- kategorivali

to'plam ekanligini isbotlang.
5-§. Uzluksiz akslantirishlar. lzometriya. Gomeomorfizm

X —(X. p) va Y = (Y,d) inetrik fazolar. / esa A” ni Y ga
akslantirish bo Isin. Agar ixtiyoriv £ > 0 uchun shunday 6 > 0 mavjud
bo'lib, p(x, x0) < 6 shartni ganoatlantiruvchi barella x G A' nugqta-
lar uchun d(f[x),f{xo0)) < £ tengsizlik o'rinli bo'lsa, u liolda / ak-
slantirish xq G X nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar / akslantirish X
ning liamma nuqtalarida uzluksiz bo Isa, u liolda / akslantirish X da
uzluksiz deyiladi. Agar ixtiyoriv e > 0 uchun shunday 6 > 0 mavjud
ho:lib. p(x, y) < 6 shartni ganoatlantiruvchi barella x,y G X nuqta-
lar uchun ((/(x),/(j/)) < c tengsizlik bajarilsa, u holda / akslantirish
X da tekis uzluksiz deyiladi. Agar / : A" — Y biyektiv akslantirish
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bo'lib. / wva /'1 akslantirishlar uzluksiz bolsa. u holda / gomeomorf
akslantirish yoki gomeomorfizm deviladi. X va Y fazolar esa gomeomorf
fazolar deviladi. Agar (X, p) va (Y,d) metrik fazolar o‘rtasida biyek-
tiv nioslik o rnatuvclii / akslantirish ixtiyoriy Xi,Xr € X lar uchun
p (xx. X2) = d (/ (xi),/ (xr)) shartni gqanoathmtirsa, 11 holda / akslan-
tirishga izometriya deyiladi, X va V fazolar esa izomctfik fazolar deyi-
ladi.

5.1. / : R* — IR funksiya liar bir tayiulangan x da y o'zgaruvchi
bo'yicha ko'phad va har bir tayiulangan y da x o'zgaruvchi bo'yicha
ko'phad bo‘lsa, /(x,y) funksiya ikkala argumenti bo'yicha ham
ko'phad ekanligini isbotlang.

Isbot. Sliartga ko'ra /(x, y) funksiyani quyidagicha tasvirlash mumkin
[(x.y) =a0(x) 4 ai(x)y+ a2(x)y2+ --—- Ta,(x)y". (5.1)

f(x-y) ~ B(y) + "(y) T+ "~(i/) &+ .-+ I>m(y) xm - (5.2)
Blindan / ning x va y o’zgaruvchilar bo’yicha differensiallanuvchi ekan-
ligi kelib chigadi. Agar y — 0 bo'lsa, u holda (5.1) va (5.2) lardan
quyidagini olarniz

/(x, 0) = a0(x) = bo(O) % 0i(0)x + 02(0)x2 ! ... I 6m(0)xm.
Xuddi shunday (5.1) va (5.2) lardan y bo:yicha xususiy hosilaolib, ular-
niug y —0 dagi giymatlarini teuglashtirib

«i(.c) —¢0U) -f 0,(0)x + 62(0)x2+ - -m+ «4,(0)xm
tenglikni olainiz. Va hokazo /(x,y) ning (5.1) va (5.2) ifodalaridan y
bo'yicha r—tartibli hosila olib. ularning y = 0 dagi giyinatlarini teng-
lashtirib
an(x) = /~(G) 1 bn)0)x 4 4">0)x2+ --mf 6£>(0) xm
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tenglikka ega bo'lamiz. aO(.r). a.i(x)........ nn(x) lar uchiin topilgan bu
ifodalarni (5.1) ga qo'vib, f(x.y) ning ikkala argumenti bo'yicha hnm

ko'phad ekauligiga islionch hosil gilamiz. O

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

Ikki argumentli / : [0, 1 x [0, Ij — R funksiya liar bir x da vy
bo'yicha va har bir y da x bo'yicha uzluksiz bo'lsa. shunday (xQ jfo)
miqta mavjudki. Im iiugqtada / funksiya ikkala argumenti bo'yicha

birgalikda uzluksiz bo'ladi. Isbot giling.

/ funksiya (0, 1) intervalda cheksiz rnarta differensiallaiiuvchi bo'l-
sin. Agar ixtivoriy x G (0, 1) uchun shundav r —ni.r) G N mavjud

bolib, / '"¥(/m) —0 bo'lsa. / ning ko'phad ekanligiui isbotlang.

(A", p) va (V,d) metrik fazolai bo'lsin. / : X —*Y akslantirisiming
uzluksizligi quvidagi shartlarning har biriga reng kuchli ekanligiui
isbotlang:

a) ixtivoriy G C Y ochiq to'plam uchun f~[{G) C A" ham ochiq
to'plam;

b) ixtivoriy F C Y vopiq to'plam uchun .f~I(F) C .V ham yopiq
to'plam;

c¢) ixtivoriv {/n} C X vaginla.shuvclii ketma-ketlik uchun {/{m>',)} C
*

Y ketma-ketlik ham yaginlashuvchi.

Shunday / : R —>R uzluksiz funksiya, G—ochiq va F — yopiq

to'plamlargamisol keltiringki, f(G) to'plam ochiq ernas, f(F) t<p-

larn esa yopig cmas.

Ixtivoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundament al ketrna-ketlik-

ka. akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo'lishi shartmi?

Agar A’ diskret metrik fazo bo'lsa. har ganday / : X —V akslari-

tirish uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.
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5.8. fi : X =Y, (i=1,2) uzluksiz akslantiiishlar boisiu. U holda
M = {or€ A : /i(x) = /12(2")} to‘plam vopiq ekanligiui isbotbmg.

59. fi : X —=*Y, (i — 1,2) uzluksiz akslant.iiishlar va X da zich
bolgan biror JI/ to‘plam beiilgan bo'lsin. Agar barcha x G M
tichuu fi[x) = fiix) bolsa, fi = /2 , va’ni akslantirishlar butun

X fazoda teng. Isbot qiling.

5.10. / : X —=>Y uzluksiz akslantirish boisin. Quyidagi implikatsiva-

lardan qaysi i»iri to‘g‘ri? Ixtiyoriy M C X to;plam uchun:

a) x GM =f{x) Gf(M)
0 0

b) CGM =/(*) Gf(M)
<) x GM' =f(x) G (f(M)Y :
d) 3GFrM =f(x) G Fr(f(M))

5.11. X separabel metrik fazo va / : A' —Y haqiqiy funksiva bo'lsin.
M orqali X fazodagi barcha shuudav nuqtalarni belgilaymizki.
lim/ (/) mavjudva lim/ (x) ~ / (a) bo’lsin. M to’plamning ko’pi
I-8 X—a

bilan sanoqli ekanligiui isbot lang.

5.12. S —{z GC : |;] = 1} aylanada p(zj. c2) = \zi - r2\ metrika Kiri-
tilgan. Ixtiyoriy / :S —* IR uzluksiz funksiya uchun shunday Zq G
S mavjudki, f{zo) = f(—z0) tonglik o’riidi. Demak. aylanada
aniglangan uzluksiz funksiya gandaydir diamétral garama-qarshi nug-

talarda teug giymatlarni qabul giladi. Isbhi>tlang.

5.13. / :(-[a, B —C[0. 1] akslantirish /(;»()_) = x(a + (b —a)l), 0 <
t < 1 tenglik bilan aniglangan. Bu akslantirish:

a) uzluksiz, b) izometriya boladimi?

5.14. / : C[0. 1] —» Li[(), 1] akslantirish f(x(t)) — x(t) tenglik bilan

auiqlaugan bolsa, utiing uzluksiz ekanligiui isbotlang.
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Isbot. x06 C[0; 1] ixliyoriy nuqgta bo'lsin, n holda
1 1
p(/(ad-/(*0)) = J \x{t)-xo(t)\dt < max [x(i)-x0(/)] Jdt = p(x.x0)
0 0
tengsizlik orinli. Berilgan s > 0 uchun a4 = £ desak, u holda p{x, Xo) <
% shartni ganoatlant.iruvehi barella x 6 X larda p(/(x)./(x0)) < r
tengsizlik liam o'rinli bo'ladi. x0 € C[0. 1] ixliyoriy nuqta bo’lgani
uchun / akslantirish uzluksiz bo'ladi. |

5.15. f(x{t)) —x(t2) tenglik bilan a) f :C[—1, |Ij —»C[0, 1];
b) / :Lp[—1 1] — Lp[O, 1j: <¢) f :C[-I, 1] -» M°> 1] akslan-
tirisklar aniqglangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiiing.

5.16. f[x{t))—x2{t) tenglik bilan a) f :C[0, Ij —=C[0. 1];
i / :Lp[0 Ij -» L2[0. 1]; c) / :~[O0, - ~LO, lj;
d) / :L2[0, § — f,i[0, 1]; e / :Lx[0. 3 — ~[0, 1] akslan-
tiiishlai- aniglangan. Ularni uzluksizlikka icksliiring.

5.17. f :C[0. 1] —»t'[0, Ij akslantirisli quyidagi

| 1
a) f(x(t)) = J x(s)ds: b) f(x(t)) = f sin(t - a)x(s)ds :
] 0

c) f(z(t)) = f(| X'2(s)ds : d) f(x(t.)) x(t) a>0

tenglik bilan aniglangan. Ularning qavsilari uzluksiz. qaysilari tekis
uzluksiz bo'ladi?

Yechish. Biz fagat a) gismini tekshirish bilan dieklauainiz. f aks-
lantirishni tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha x. y E C\O, lj lar

uchun

TR - max [ (x(s) - y{s))ds < max |[x(s)-jt/(s)] [ ds.
p{f(*).f(y)) L X s
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yani p(f{x)J(y)) < p(x,y) tengsizlik o‘rinli. Tekis uzluksizlik ta ’rifidagi
t) ni £ ga teng desak, u holda p(x, y) < S shartni ganoatlantinivchi
barcha x. y G X larda p(f{x)-f{y)) < € tengsizlik bajariladi. Demak.
J akslantirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz
bo'ladi. L]

5.18. / :L2[0. ij —=*L2[0, 1] akslantirish quyidagi

a) f{x(t)) - 8x(s)d.s: b) f(x(t)) = 65in(£ - s)x{s)ds :
A f{x{t)) = Bj?(s)ds-, d) f(x(t)) = fx(sa)ds, a >0
0

tenglik bilan nniglangan. Ularaing qaysilari uzluksiz. qavsilari tekis

uzluksiz bo'ladi?

5.19. / :L2[0, 1] —a/,[(). 1] akslantirish ushbu

a) f{x(1)) = uit)-x(t). u G [0, 1]; b) f{x(t)) = x(ia), a > 0

tenglik bilan aniglangan. Ularni uzlulcsizlikka tekshiring.

5.20. R da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz bo‘Imagan funksiyaga misol kel-

tiring.

5.21. X, Y —met-rik fazolarbolib. Y - to‘la bo’lsin. Agar M C X liam-
ma verda zicli. / : M —*Y tekis uzluksiz akslantirish boisa, shuti-
day F : X —»Y tekis uzluksiz akslantirish mavjudki, F\,\j ~ /,
ya’ni ixtiyoriy x GM wuchun F(x) = /(.t). Isbotlang.

5.22. Lipshits shartini qauoallantiruvdii akslantirish tekis uzluksiz ak-

slantirish bo'lishini isbotlang.
5.23. Kit-*) funksiva [a b]x [a, h] kvadratda ikkala argument! bo‘yicha

uzluksiz bo isa. b
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5.24.

5.25.

5.26.

5.27.

5.28.

5.29.

5.30.

5.31.

tenglik bilan aniglangan A :C[a,6] —C a. 6] akslantirish Lipshits

shartini ganoatlantirishini isbotlang.

Olchovli h'(t,s) funksiya uchun

tengsizlik olinli bolsa. A :L2[a, 6] —+L2[a 6]

akslantirish tekis uzluksiz bolishini isbotlang.

/ )Y —»Y tekis uzluksiz va g :Y —=Z Lipshits shartini ganoat-
lantiruvchi akslantirishlar bolsin. U huida gof . X —7 akslan-

tirish tekis uzluksiz (Lipshits shartini ganoatlanthuvehi) boladimi?

[0, 1] kesmada tekis uzluksiz, ammo Lipshits shartini ganoatlan-
tirmaydigan funksiyaga rnisol keltiring.

(A’.p) metrik fazo bolsin, p : X x X —>R akslantirish

a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz boladimi?

(X.p) metrik fazo. A A ¢ X biror <«'plam bolsin, d :

X -*R  funksiya d(x) — inf p(x.y) tenglik bilan aniglangan. Shu

akslantirishning tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

R2 da p{x.y) — \J(x\ —31)2+ (x¢ ~ Ui)2 metrika, C kompleks
sonlar to:planuda d(zi,z'¢) — |2\ —z¢\ metrika kiritilgan. Bu fazo-

larning izometrik ekanligini isbotlang.

A" va Y lar metrik fazolar bolsin. .Y x Y wva Y x X inetrik

fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.

¢ va I x c 0 fazolarning izometrik ekanligini isbotlang.
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6.32.

5.33.

5.34.

5.35.

5.36.

5.37.

5.38.

5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

5.43.

C[0, 1] va C'[a, 6] metrik fazolar orasida izometriva o:rnating.
Izometriva ekvivalentlik munosabati boiishini isbotlang.

R metrik fazoning barcha izometriyalarini toping.

R2 metrik fazoning (p(x.y) — \/Wi ~ i/i)2+ (x2~ ?22)2 ) barcha
izometriyalarini toping.

Metrik fazoni o‘zini-o'/iga aksbiutiruvdii barcha izometriyalar grup-

pa tashkil etishini isbotlang.

Biror X to‘plamda pi va po ekvivalent metrikalar berilgan boisin.
X to‘plamdagi barcha metrikalar ucliun kiritilgan bu mnnosabat

hagigatda liam ekvivalentlik munosabati boiishini isbotlang.

X chekli toplam boisa. unda Kkiritiiga.ii ixtiyoriv ikki metrika ek-

vivalent. ekaiiligiui isbotlang.

R" da Kiritilgan p\. po= p va p® metrikalar ekvivalent ekanligini
ishot lang.

Ekvivalent metiikalaining birida yaqinla.shuvchi (fundamental) boi-
gan ketma-ketlik ikkinchisida liam yaginlasliuvdii (fundamental) bo*

lishini isbotlang.

Ekvivalent metrikalarning birida oeliig (yopiq) bolgau iyplam ikkin-
chisida hani ochi(| (yopiq) ekanligiiii isbot lang.

p\ va p2 ekvivalent metrikalar boisin. Agar (X.p\) metrik fazo
a) tola; b) separabel; c) diskret boisa, (X,p2) metrik fazo liam

shu xossaga ega boladi. Isbot giling.
n
C" tdplamda p%x,y) = gax [|r, - iji\, pi(iry) = 52 - %

metrikalarniug ixtiyoriv ikkitasi ekviva-

lent ekanligini isbotlang.
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fi: agar z vy

i /
5.44. R da pi(x.y) = {x —y\ va p2{x.y) -- < metn-
0. agar x —y

kalar ekvivalent oinas. Isbotlang.

Isbot. Teskarisini faraz gilaylik. va ni pi va pi metrikalar ekviva-
lent bo‘lsin. U holda shundav C\ >0, C2 > 0 scolar tnavjud bolib.

barcha x -fiy, x.y £ (—oc. o00) lar ueliun
C\Pi{x,y) < P2{x, i) < (2P\(>.y) CWx - y|< 1< C2\x - y]|

tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin \x —y\ = 57(:72 desak. oxirgi tengsiz-

lik bajarilmaydi. Demak, pi va p2 metrikalar ekvivalent emas. O

5.45. C[a, B toplamda Kkiritilgan
Oo(x, = max |x(t) - t)]|, 2(X, = J f |x(t) - t)|2dt.
PO(X,y) = max x(B) - y(Ol. P20 y) = 3 F () - y(O)

Pi(-Qy) = f \x(t) - y(t)\dt, pa{x,y) = f Sign|x(i) - y(0[di
a a
metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

5.46. X to‘plani [a, b] kesmada o'icliovli va cliegaralangan funksiya-

lardan iborat. Shu tc'plamda aniglangan

6 \ /PRI /6 \ WP
(J \x(t) - y{t)\pdt | p2{x,y) = IJ \x{t) - y(i)|Pdi

metrikalar pi ® pi. (pi > 1.p2> 1) bo'lganda ekvivalent euiasligini

isbotlang.
5.47. Gomeomoifizin ekvivalentlik inunosabati ekanligini isbotlang.

5.48. f : X — Y gomeomortizrn. Al C X to"plam berilgan bo'lsin.

I'slibu tasdiglarni isbotlang:
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5.49.

5.50.

a) M ochiq to'plam bo;lsa. f(M) ham ochig;
1) A/ yopiqg to'plam bo'lsa, /(A/) ham vopiq;
c) f(M) ~a3330).

Gomeomorf metrik fazolardan biri separabel bo‘lsa. ikkiuchisi ham

separabel bo'lishini korsaling.

R to'plamda p\(x,y) = \x —y| va p2(x,y) — |arctgx —arctgy|
metrikalar kiritilgau. (R, pi)va (R. p2) metrik fazolar gomeomorf
ekanligini isbotiang. xn — i> ketma-ketlik (R. $2) metrik fazoda

fundamental, (R, pl) fazoda esa fundamental emasligini isbotiang.

(R. pl) tola metrik fazo, (R, p-i) esa to'la emas. Demak. gomeomorf

metrik fazolaniing biri toia bo'lsa. ikkiuchisi toia bo'lishi shart emas.

Xulosa. Metrik fazoning to'laligi topologik xossa emas.

5.51.

5.52.

5.53.

5.54.

(X.p) metrik fazo bo‘lsin. Agar pAx.y) — bo'lsa,
14-p(x.y)
{X,p) va (A.l'i) metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotiang.

R va R2 metrik fazolar gomeomorfemas. Umuman u / tii da R'1

va R"'. metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotiang.

C'1* K, bl loplamda aniglangan
PiU.y) - max [x(t)—y (/) j4-max |x'(/,)-yV )|+ max |x"(/) - y"(1)\,
a<t<b a<t<b

p2(x,y) - max [x(7) - ylt)\ + max |x"(i) - y"(t)\
a<t<b &<t<b
motrikalarning ekvivalent ekanligini isbotiang.
(X.p) wva (Y.d) metrik fazolar bo'lsin. Agar (Y,d) fazoning

biror metrik gism fazosi (X.p) metrik fazoga izometrik (gomeo-

morf) bo'lsa, (X.p) fazoni (Y.d) fazoga izomvtrik (gomeomorf)
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joylashtirish mumkin deyiladi. Agar n < rn bo'lsa. Ru metrik fa-
zoni Rm fazoga izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. Bu

verda metrika sifatida

k
Poc (z,y) = rnax |x, - yt\, px{x.y) = Ix, - y\

[k —u yoki k —m) ifodalardan biri olingan.

5.55. S tabiiv metrika kiritilgan avlana bo‘lsin. U holda S x j0. lj va
S x S metrik fazolarning har birini metrik fazoga gomeomorf

joylashtirish mumkinligini isbotlang.

5.56. Lohta nuqtadan iborat bolgan ixtivoriy metrik fazoni R2 metrik
fazoga izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. 1V rtta nug-
tadan iborat bo‘lgan diskret metrik fazoni RJ metrik fazoga izomet-
rik joylashtirish mumkin emas, ammo RZ¥ metrik fazoga izometrik

joylashtirish mumkinligini isbotlang.

5.57. IVrtta nuqtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki. uni R"
metrik fazolarning birortasiga hain izometrik joylashtirish mumkin
einasligini isbotlang.

5.58. /12i0, 1] metrik fazoni L\[0, 1] metrik fazoga

a) gomeomorf. b) izometrik joylashtirish muinkinmi?
6-8. Qisqart.irib aks ettirish prinsipi

Agar / :(A. p) —*(Y,d) akslantirish uchun shunday L > 0 son mav-
jud bo‘lib, ixtiyoriy x\, x2 £ X laruchun d (/(xj)./ (72)) < Lp(x1r2)

shart bajarilsa, Lholda / akslantirish Lipshits shartini gnnoatlantiivdi
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ilcyiladi. Agar / : X —*X akslantirish Lipshits shartini ganoallantirsa
vil Lipshits o‘zgai'inasi L < 1 bo‘lsa, ./ akslantirish gisuvchi deyila-
di Agar A : X —X akslantirish uchun shunday x € X nuqta mavjud
boTib. Ax —x tenglik bajarilsa x nuqta A akslantirishning qozg-‘alma$
ii.ugt.asi deyiladi.

6.1-teorcma (Qisuvchi akslanU.rishl.ar prinsipij. To‘la metrik fazoda
nnigluvyan har ganday qisuvchi akslantirish yagona go'zg:almas nuqtaga

.o

6.1 x —- cos x—2 touglama yagona yochiuiga ega ekauligini isbotlang.

Kalkulyator yordamida yechimni 0.001 aniqlik bilan toping.
Isbot. llagigiy soidar to‘plami R— to‘la metrik fazo. J : R —=*R.
[(/m) -m -cos x —2 akslantirish esa
p(f (xx),/ (x2)) < ~ (rt.-r))

shartni ganoatlantiradi, va’ni  gisuvchi. Shuning uchmi 6.1-t.eoremaga
ko‘ra, berilgan touglama vagona yechimga ega. IJning yechimi taqriban
% -2,194749278. O

6.2. Agar /| :R —R va < g < 1 bolsa. x —/(.v) tenglama

yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.

6.3. Agar / :[a bl —ja. /)] uzluksiz funksiya bolsa, x = f(x) tengla-

maning yechimi mavjudligini isbotlang.
6.4. Agar 0 < 0 < 1 boisa.
XN+ =xn - - a), Jo -0

rekurrent usulda aniglanuvchi { ketma-ketlikning \fa soniga

yaginlashishini isbot lang.
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6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

Diskret metrik fazoda gqanday akslantirish gisuvchi boladi?

S ={z: \2A = 1} avlana boisin. f :S —S qisuvchi akslantirisl

mavjudmi?

X metrik fazo. / : X — X qisuvchi akslantirish boisin. U holda

/ akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

X toia metrik fazo va fa : X —X (i —]. 2) akslantirishlar beril-
gan boisin. Agar /t gisuvchi bolsa. hamda fao/2 —/2ofa tenglik

o'tmli l)o‘lsa. /2 akslantirislining qo‘zg‘almas nuqtasi mavjudligini
isbotlang.

R2 metrik fazoda vagona qo‘zg'almas riuqtaga ega bolgan izoinetriya

shu riuqgta atrofida burislidan iborat ekanligini isbotlang.

C[—a, a] metrik fazo va f, : C\—a, <&l —*~ C[—a. a] (i = 1.2)
akslantirishlar fa(x{tj) = :r(-i) va fa(x(t)) = ~x(—t) t.englik-
lar bilan aniglangan. Shu akslantirishlariiing g<Vzg‘alinas nuqtalarini
toping.

Yechish. C[—o, u] metrik fazoda juft funksiyalar to‘plamini C,+(—a, 4]

bilan. l,oq funksiyalar to‘plamini esa C~[—a, o] bilan belgilaylik. U hol-

da ixtivoriy x~ € C+[-a, a] uehun /i(.r+) - x+ tenglik o‘rirdi. Xuddi

shunday koTsatish mumkinki. har bir r~ 6 C~\-a, a] da fa{x~) =

X~

tenglik o‘rinli. Demak, barelia juft funksiyalar fa akslantirishning

go'zg:alinas nuc|talari, bareha toq funksiyalar esa f2 ning qo'zg'alrnas

nuqtalari bolar ekan. O

6.11.

X to‘la metrik fazo. / : X — X biror akslantirish boisin. /

akslantirishniug iteratsiyalari (darajalari) ushbu



8.12.

(=13

G.14.

t.engliklar bilan aniglauadi. Agar biror n urhim f" qisuvdii Ix/Isa,
/ : X —= A" akslailtirish yagolla qo:zg'almas nuqgtaga ega boladi.
IsL—=¥ qiling.

K(t..s) lunksiya [a B x [a B kvadratda u/luksiz bolsin. U hol-
ila Voyorshtrass tooremasiga ko ra K(t. 9 fuiiksiya dmgaralangaii,
ya'ni barella t,s£[a,b) lar udiun

KL\ < M

i.engsizlik o'rinb. Uslibu

akslailtirish C\n. 6] inotrik fazoui o'ziiii-o'ziga akslantirishi va bar-

dia .r. y € C[a. bl funksivalar nuwwn

pi Ar. Ay) < AKb - n)p(X. A)

Ictigsi/likning bajarilishini isbotuang.

h'(t.s) oh hovli furtksiya urhuii

tengsizlik u'rinli bolsin. U holda Liui. A fa/oda aniglangati

) —A Al 9ts)dB4y(l) ye iya-&

inicgral teligianla A paraweirniiig yetaiiidia kieliik (inoiluli bo'yi-

cha) giyinatlavida yagona yodiimga ega ekanligini isbotlang.

KU.s) funksiya a < s < t < b udibiurhakda (soliani diizib
ko'i'sating) uzluksiz bo Isin. U liolda
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6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

tenglik bilan aniglangan A : C[a, 6 —»C[a, b akslantirish uchun
shunday n natural sou mavjudki, /1" : C[a, bl — C[a. b akslan-

tirish qgisuvchi bcvladi. Isbotlang.

K(t,s) funksiya a < s < t < b uchburchakda. y(t) funksiya esa

[a, b kesmada uzluksiz bo'lsa.
x{t) —\ i A (F, s)x[s")ds fy(i)
Ja

integrél tenglama ixtiyoriy A e | ucliun vagona uzluksiz yechirnga
ega. Isbotlang.
i

(AX)(t) I x2(s)ds tenglik bilan aniglangan A : G'[0. n] —» C'[0. n]
o

akslantirish hecli bir a > 0 uchun gisuvchi emas. Isbot qiling.

a > 0 Ronning ganday giyniatlarida
X(t) —1+ i x2(s)ds
Jo

integral tenglama ('[0. ] fazoda yechirnga ega?
R metrik fazoda shunday /7 :R —=R akslantiri.shga misol keltiring-
ki. barcha x, y E R. x Mmy lar uchun
< p(x-y)
tengsizlik o‘rinli, ammo f(x) = / tenglama yechirnga ega bo‘linasin.

R n fazoda
Sn-} = | X~ (Xi,X2, ...... fny: X> =1 Xi>0

qgism td'plain sirnpleks deyiladi. Agar P — (pij). i,j = 1, n matrit-
n

sa elementlari p,3 > 0 va Y”™Pij — 1- ] — 1-2. — n shartlarni
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(>,20.

6.21.

6.22.

6.23.

ganoatlantirsa, P stoxastik matritsa deyiladi. x i Px akslan-
tirisli &n-1 siitij>I("ksni o'zini-o'ziga akslantirishini ko'rsating. Sn~1

to‘plamd
o‘plamda q

pi-,y) = ki - viv yes"~1
i=l

metrika kiritilgan bo'lsin. Agar P rnatritsaning biror satri musbat
eleinentlardan iborat bo'lsa (p\ > 0,p,2>0.... ,pin > 0), Px =X
tenglama S"-1 simpleksda yagona yechimga ega bo'lishini isbot-

lang.

K(t., funksiya [0, 1] x [0. 1] kvadratda uzluksiz bo'lsin.

max / \K(t,s)\ds —M
‘<<d Jn

belgilash kiritaylik. Agar 4A/1A < 1 tengsizlik bajarilsa.
x(t)=1+A f K(t,s)x(s)ds
Jo

integral tenglama C\O, 1] fazoda yagona yechimga ega ekauligini

isbotlang.

Kalkulyatordan fovdalaiiib.

a) 5x - 3sinx - 7. b) 3x4e-1*1—10. c) X —In N +x2- 3

tenglamalar yechimiui 0,01 aniqglikda toping.
/ biror uzluksiz funksiya bo'lsa,
X(t) - ~sin x{t) f f(t) - O
tenglikni ganoatlantiruvchi x € C[O, |j funksiya mavjud. Isbotlang.

Ushbu

X(t) - e~x[l) ! sinf
tenglamaning C[0, 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.
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6.24.

6.25.

6.2G.

6.27.

X to'la metrik fazo. A : X —= X , p(Ax. Ay) < gp(x,y), 0<qg<

1 gisuvchi akslantirish bo'lsin. Ixtiyoriv x0 G X uclnm Ax — g

tenglamaning yechirni B[xo, — — | sharga I-ogislili. Isbotlang.

.Y to la metrik fazo. iif.To,r C Y vyopiq sliar va / : /?[.r(. /] —=*
X biror akslantirish bo'lsin. Agar / akslantirish J3[.rO,r] sharni

gisgartivib akslantirsa, ya’ni
p(f f(y)) <gp-=-y)- 0<9< 1 x,yeB[x0'1}

shartni ganoatlantirsava p (f(x),x0) < (1-q)-r tengsizlik bajarilsa,

f(x) —x tenglama B\xO,rj sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.

X to'la metrik fazo, / : X —=X uzluksiz akslantirish

p{f f(y) >a -AMa>)- a>1. xy€X

shartni ganoatlantirsin. U holda /(./-) —x tenglama yechimga ega

bolishi shartmi?

R" fazoda metrika
n

pix.y)- 2N - m
=

tenglik bilan aniglangan. A — (atl-). zj — 1, n matritsa elemeiitiari

n

E I“» 1«1l
t=1

shartni ganoatlantirsa, A : R" —»Rn akslantirish gisuvchi boladi.

Isbotlang.

6.28. A = [nt]) cheksiz matritsa bo'lsin. x — (.Ti,.T2, ...... r,. ...) uchun



(j.29.

(>.30.

6.31.

(3.32.

belgilash kiritavlik. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
Do
a) agar sup lav4 < 1 bo‘lsa, A : i1\ —»t\ - gisuvchi:

I<j<oc i=1

b) agar sup 52 |riy] < 1 bo'l.sa, A :tri — m - qisuvchi:

1<i<oo j—1
X X 2

c) agar 17] lajj < 1 bolsa, A :(2—*;2 - qgisuvchi.
il

Akslantirish 4 :(7[0. 1] —<<'0. 1], Ax(t) —Ax(t*), a > 0 teng-
lik bilan bcrilgan. Parametr A ning qaiidav giymatlarida bu akslan-

tirish gisuvchi boiadi?

/ va i] uzluksiz funksiyalar bo‘lib, |/(0)] < 1, |/(1)] < 1 shart

bajarilsa.

X(t) = Ne mx(ta) t g(t)

tenglarna o > 0. a / 1 boMganda, C[0. 1] fazoda yagona vechim-

ga ega ekanligini isbotlang.

A :L20 19 - LilO, i1, (Ar)(i) - A -x{ta), 0 < a < 1 akslan-

tirish A parametruing (janday giymatlarida gisuvchi bo'ladi?

K(t.s) wuzluksiz va g < 1 bo;lsin. Parametr A ning gandav qiy-
matlarida 4:C[0. 1 -< 0. ]

(AX)[t) = A - #(*) dft
akslantirish qisuvchi bo'ladi?

7-8. Kompakt metrik fazolar

Agar K C X toplainning istalgan ochiqg qoplamasidan chekli gism

goplama a.jratish mumkin bo'lsa. u holda K kompakt t.o'plam deyila-

di. Agar X fazouiug istalgan ochiq goplamasidan chekli gism goplama
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ajratish mumkin bo'lsa, u holda X kornpakt metrik fazo deyiladi. Kom-
pakt to'plamni quyidagicha ham ta:riflash mumkin. Agar K to'plamdaa
olingan ixtivoriy {xn\ ketina-ketlikdau K da vaginlashuvchi qisinij
ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa. K ga kornpakt. to'plam dcvila-
di. Agar M to'planming yopig‘i [M] kompakt to;plam bolsa. Al w-biy
kornpakt t.n'plam deyiladi. Agar ixtivoriy x £ Al uchun shiindav a £ A
mavjud bolib, p{x.a) < z tengsizlik bajarilsa, A to'plam Al to’pbun
uchun £ to'r deyiladi. Agar ixtivoriy s > 0 son uchun Al to‘plainning
chekli s to’ri mavjud bo'lsa. Al to'la chegaralangan to plam deyiladi.
Har ganday to'la chegaralangan to:plam chegaralangan bo'ladi. lekin
teskarisi o'rinli emas. Metrik fazolarda to'plamning nisbiv kompakt bo**
lishligi hagida quvidagi t.asdiq o'rinli.
7.1-teoreina. (A', p) to'la metrik fazodagi Ai to'plam nisbiy koml
pakt bo’liishi uchun-, uning to'la chegaralangan bo'liahi zarur va yetarle
Cla. B\ fazoda F funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin. Agar shundav
C > 0 mavjud bolib, ixtivoriy o £ F va barcha x £ [a, B\ lar uchun
|<s>(®¥ | < C tengsizlik bajarilsa, u holda F funksiyalar oilasi teki.s che-
garalangan deyiladi. Agar ixtivoriy £ > 0 son uchun shundav <> 0O
son mavjud bo'lib, |xi —x2| < tcngsizlikni ganoatlantiruvchi ixtivoriy
Xi, X2 £ [«. €6 hamda barcha 6 £ F lar uchun Jo (X'l) —<p(X2)| < e
tengsizlik bajarilsa, F funksiyalar oilasi tekis damjada uzluksiz deyiladi;
7.2-t.eorema (Ar/tela teoremast). Al C C [a, b to'plam nisbiy kom-
pakt bo'hsin uchun uning tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksii

bo'lisin zarur va ydarli.

Endi biz R" yoki C" fazoda to'plamning koni])akt lik va nisbiy kom-

paktlik kriteriysitu beramiz.

7.3-teorema. Rri(C'") metrik fazodagi K to'plam kompakt bo'lishi
uchun. uning chegaralangan va yopiq bo'lishi zarur va yetarli.

7.1-natija. Rn(C n) metrik fazodagi K to'plam nisbiy kompakt bo:-
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lishi uchun. uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

7.1. X metrik fazo A undagi kompakt to'plam bolsin. U hokla ixtiyoriy
B (B ¢ A) to‘planming nisbiy kompakt bolishini isbotlang.

7.2. A' rrietrikfazo /1 undagi kompakt to'plam bolsin. Shunday B{B C

A) to:plamga misol keltiringki, u kompakt to'plam bolmasin.

7.3. X metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to'plam bolsin. U huida
ixtiyoriy B(B C A) to‘plamning nisbiy kompakt bolishini isbot-

lang.

7.4. X metrik fazoda A va B nisbiy kompakt to'plamlar bolsa, A U

B, A M B to'plamlar barri nisbiy kompakt bolishini isbotlang.

Isbot. .4 va B nisbiy kompakt to'plamlar bo'lgani uchun, 7.1-teore-
magako'pa. ular tola chegaralangan boladi. Demak, A va B to‘plainlar
uchun A- va Br chekli ¢ to'rlar mavjud. U holda A U B to'plam
uchun AeU Bc to'plam chekli € to'r bo'ladi. Bundan A'OB to'plarrming
tola chegaralangan ekanligi. 7.1-teoremadan esa Au B uing nisbiy kom-
pakt to'plam ekanligi kelib cliicjadi. 7.3-misol tasdig'iga. ko'ra kesishma

AN B ¢ A nisbiy kompakt to'plam bo'ladi. O

7.5. X metrik fazoda 4 va B kompakt to'plamlar bolsa, A U B.
A N B to'plamlar ham kompakt bolishini isbotlang.

7.6. Kompakt metrik fazo tola ekanligini isbotlang.
7.7. Kompakt metrik fazo separabel. Isbot qiling.

7.8. Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasviri vana kompakt bolishini

isbotlang.

7.9. Cl[a.b] fazoda



funksiyaiar oilasininisbiy kornpaktlikka teksliiring. Bu ycixla £J[0, Ij
to'plam - Cfd, b fazodagi markazi noi (x(i) = 0) nuqtada radiusi 1
ga teng boigan vopiq shar. - [a, 6] X [a, 6] kvadratda aniglan-

gan uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko'ra F funksiyaiar oilasiuing tekis che-
garalangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli. Kis, t)
funksiya - [a. §j x [a, 6] kvadratda uzluksiz boigauligi uchun u ehegaralan-
gan. va'ni shuuday C > 0 son mavjudki. barella *, | (=][«, b lar uchun
|7i(s,t)] < C iengsizlik (Vrinli. x e B[0. Ij shartdan arr<1{a<>é Ix (1) \< 1

ekanligi kelib chigadi. Eridi F funksiyaiar oilasiuing tekis chegarahingau

ekanligini ko‘rsatariiiz:

<9 )= F A'(s,Hx(/) di < f \K(st)|-Ix ]| di<C-\-(b-a).

Ja Ja
Bu tengsizlik F funksiyaiar oilasiuing tekis ehegaralangau ekanligini is-
botlavdi. Elidi F funksiyaiar oilasiuing tekis darajada uzluksiz ekanligini
ko’rsatamiz:

rb T-, » s l. rb

1 (Sli- /is2) |- Sa K T(o dt- Sa K>2«0 X (f) dt =

< S X (si;0 ~ K 01 -Ix(01 dt<£-1-(b- a).

So'nggi munosabat |si —.2| < ~ teugsizlikni ganoatlantiruvchi barella
6.2 E [a, 0 va liamma x 6 B{O. lj lar uchun orinli. Demak, F
funksiyaiar oilasi tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teo-
reraasiga ko‘ra (7.1) lenglik bilan aniglangan F funksiyaiar oilasi nisbiy

kornpakt to'plam bo'ladi. O

7.10. CiO, 1] fazoda

I={ " \) - ; « e (0, oc)| (7.2)
funksiyaiar oilasini nisbiy kornpaktlikka tekshiring.
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Yechish. Arsela, teoremasiga ko'ra, (7.2) tenglik bilan auiglangan
® funksivalar oilasining tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz
ekanligini tekshirishimiz kerak. (1 - evi)2= 1—2at +a22> 0 tengsiz-
likdan !xa (t) j < 1 ekanligi kelib chigadi. Demak, ® fuuksiyalar oliasi
tekis chegaralangan ekan. Tekis darajada uzluksiz emas degan tushun-
chaiii ta’riflavmiz. Agar biror e > 0 sou va ixtiyoriv 6 > 0 nehun shun-
day xn € ¢ va shuuday ti, t? € [0, Ij lar mavjud bolib, |<i —i2] < a

tengsiziik bajarilganda
Xa(fi) - Xa(t2'!'>r
tetigsizlik bajarilsa. ® fuuksiyalar oilasi Irbis darajada uzluksiz emas

devila,di. Endi £ = 1/2 va 6 > U - ixtiyoriv son bolsin. Agar a > ; va

ij - -. to=0 bolsa, ti holda |ti - = - < a boladi, animo
a «

Xa(fi) - (f2)i= ... Nj. = 1> £

t.engsizlik o'rinli. Deinak. ® funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz
emas ekan. Shuuday qilib. (7.2) tenglik bilan auiglangan ® fuuksiyalar

oilasi nisbiy .kompakt to'plani emas ekan. |

7.11. X kompakt metrik lazo, {Fa}aei esa undagi vopigq to'plamlar
bolsin. Agar Fa lo'piamlarning ixtiyoriv cheklitasi luVsh bo'imagan

kesishmaga ega bolsa, u holda M Fa kesislima barn bo'sb emas.

Isbot lang.

7.12. Kompakt metrik fa/olarning dekart ko’pa.ytmasi vana kompakt bo'li-

shini isbotlaug.

7.13. A" Y metrik fa/olar. Y kompakt va / \X —*Y uzluksiz va inyek-
tiv akslantirish bolsin. U holda X va f(X) gomeomorf ekanligini

isbotlaug.
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7.14.

X metrik fazoda sanoqli va kompakt bo‘lgan to‘plamga misol kclti-

rillg.

Yechish. X = (-oc, oo) va M —{0, 2, 2"1L , 2~n, ... } bo‘lsin.

M to‘plam sanoqli va yagona limitik nuqtasi O ni saglavdi. Detnak, M

vopiqg tcvplam. M to‘plam quyidan O, yuqoridan 2 bilan chegaralangan,

ya'ni chegaralangan teplam. 7.3-teoremaga kola. M kompakt to‘plam

boladi. .

7.15.

7.16.

7.17.

7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

X kompakt metrik fazo va / : X —=X akslantirish uchnn
> P(x,y), VX,y 6 A
tengsizlik bajarilsa, / izomeiriya bolishini isbotlang.
A' kompakt metrik fazo va / : X —=X akslantirish
p(/W:/(?y)) < m Xi U

shartni gqanoatlantirsin. U holda /(.r) = x tenglama yagona vochiin-

ga ega bolishini isbotlang.

X kompakt metrik fazova / : Y —.Y izometriya bo‘lsin. U holda
f(X) —X ekanligini isbotlang.

R metrik fazoda a) Z. b) Mn = : k€ Z >to‘plam R wuchnn
ganday to‘rni tashkil etadi?

1? to‘plam R2 da ganday to rni tashkil etadi?

Tekislikdagi A = {1 <x <5 0<y <4} to‘plam iicliun chekli
e - V2 to‘r quring. Chekli ; —\J2 to‘rlar iehidan eng kam element-

lisining elementlari sonini toping.

/ A —V tekis uzluksiz. M c A' to‘plam to‘la chegaralangan

bo Isa, /(JI/) to‘plam ham toia chegaralangan. Isbot giling. Agar
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7.22.

tckis uzluksizlik shartini fagat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa,

xulosa not.o;g‘ri boladi. Misol keltiring.

X metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz f : X —R funksiva chega-

ralangan bolsa, X kompakt metrik fazo bolishini isbotlang.

Demak, X metrik fazoda uzluksiz, animo chegaralanmagan funksiva

inavjucl bolsa, A’ kompakt metrik fazo emas.

7.23.

7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

Agar Al—kompakt to'plam, F —yopiq to'plam va Al fiF = 0
bolsa, quyidagi tengsizlikni isbotlang
dM,F™ — inf .r, > 0.
( XEM veF pir. y)
Shunday Al va F yopiq to'plamlarga misol keltiringki, M fiF —O
va d(M,F)=- inf X.y) — 0O bolsin.
(M,F) X€M,y€Fp( y)
I ’shbu
a) { /™*}. a >0 b) {sinat). a£R;
|- 1r.] ,n>0 d) | ™7;] ,a=>0 e {In't}.a=0

funksiyalar oilalarining qaysilari [0. ]] kesmada tekis darajada uzluk-

siz’ Qavsilari tckis chegaralangan?

K kompakt. C (K) slm kompaktda uzluksiz bolgan barella haqiqiv

(kompleks) qgiymatli funksiyalar ((»*piami bolsin. Agar
., = max |.r(f) - y(t)\
p(.r, y) na [.r(f) - y(t)
deb olsak. C (K) loia va separabel metrik fazo ekauligini isbotlang.

X metrik fazo va K C X kompakt i.o'plani bolsin. Ixtiyoriy x G X
uchun shunday y € K mavjudki,

p(x,y) = inf p(x, 2)
zih
ya'ni x uchun K da unga eng yaqin elernent ma.vjud. Isbotlang.
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7.28.

7.29.

7.30.

7.31.

7.32.

7.33.

X metrik fazoda K to‘plam berilgan. Agar ixtiyoriv e > 0 udiun
K to‘plamning kompakt e to‘ri mavjud bo‘lsa, K kompakt ho‘"j

shini isbot.lang.

Arsela teoremasidan foydalanib, (‘~[a. 6 metrik fazoda K to‘p

lamning nisbiy kompakt bolishining zarur va yetarli shartini toping

C[0. 1] metrik fazoda ushbu

Ali —{x £C\0. 1] : [x(i)]< 1}:

Al2=*{x € C[O, 1]: |r@| <1, [x'®)] < 2}:

A/t={x € C{0, J: [Ix(F] <1 \r\t)\ <2, XM\ < 3}:
M4={x €C[0, 1]: [x()] <1 |x"()I<2};

A ={xecC[0 1]: |x®O <1, [x"©I <2},

to plamlardan gaysilari nisbiy kompakt to‘plam bo‘ladi?
K —J[0. 1] x [0. 1] kvadratda uzhiksiz differensiallanuvchi va

df <;. EI
ou ot2

shartlarni ganoatlantiruvchi 7/ (il,ia) funksiyalardan iborat tolplam

C (K) metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

{an} soular ganday bdgaiida M —{x £ f2: |[xn|< «,} "paral-
lelepiped” (2 metrik fazoda kompakt bo‘ladi?

K C X kompakt, f, lar slin kompaktda aniglangan, haqiqiy djiy-
tnatli uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy x £ K wuehun {/,(x) ]

monoton kamaymovchi

fi(x) < h{x) < < fn{x <

bo Isa, hamda nIim /n(x) = f(x) uzluksiz funksiya bdsa, {/.]
funksional ketma-ketlik f funksiyaga tekis yaqginlashadi, ya ni C (K
metrik fazoda p(fn.f) — 0. Isbot giling.
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8-8. Tutash ractrik fazolar

Agar X metrik fazoda X va O to‘plamlardau fargli ham ochiq, harn
yopiq boigan to'plam mavjud bo'lrnasa, A' ga tutash metrik fazo deyila-
di Xuddi simnday X metrik fazonmg Al lo'plaini uchuri (M ./> metrik
fa/o tutash bolsa, Al ga tutash to'plam deyiladi.

8.1. E metrik fazoda 0O, [a, bj, (a. b). [a, b), (a, 6], [a, oc), (a, oc).
(—oc. a], (—oc, a), i—oc. oc) to'plam lai- tutash ekanligini isbut-

lang. Ulardan boshqa tutash to'plamlar yo'qligini ko'rsating.

Yechish. Fara/ gilaylik, A C R tutash to'plam bo'l.sin. ,4 da ham
/(/,y) —jr- 71, rr, y £ A metrika shart.birilli (janoatlantiradi. Ixtiyo-
riv U ¢ R orbici to'plam uehun Un A. A da ochiq to'plam boladi.
lindi qtiyidagi soulami aniqlaymiz M = sup ,4 m - inf/1, umuman
M —oc. m ——oc boiishi ham murnkin. End) (ni, M) C A ekanligini
koTsalamiz. Teskarisini faraz qilaylik. va'ni (rii. Al) (t A bo'isiu. I'
holda shunday c 6 (ni. M) mavjudki, ¢ $ .4 bo'ladi. (—oc. c) va
(e, oc) lar R dagi ochig to'plamlar bo'lgani uehun (—oc, c) 0,4 va
(r. oc)n.4 to'plamlar ,4 da ochiq to'planilar bo’ladi. Anig quvi va aniq
yuqori (-bogara tarifiga ko'ra (—oc, c) fi A / O va (r, oc) D .4 ~ 0.
Bu to'plarnlar A da ochiq va yopiq to'plamlardii. chunki ulardan bili
ikkinchisining toidiruvcliisi boiadi. Bu osa A ning tutash ekanligiga
zid. Sbunday cnilib (ni. Al) C A ekau. Agar Al —oc. ni — —oc bo'lsa.
4—R . ni —-oc va M chekli bo'lib, M & A bolsa, u holda A —
( oc, Al] bo ladi. m va Al larning ikkalasi barn chekli bo'lib rn, M £ A
bo'lsa. u holda o;z-0'zidan ravshanki [ni, Al) - A bo‘ladi. Qolgan bollar
ham sbtmga o xshasli talili! gilinadi. Shunday qilib. R dagi barella tutash

to'plamlar tavsiflandi.

8.2. AO, o 6 1 tutash to'plamlar bo'lsin. Agar p) Aa ~ 0 bo'lsa,
Ll
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8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

8.9.

8.10.

U a t.o‘plam tut.ash boiishini isbotlang.
cel

Uzluksiz akslantirishda tutash to;plamning tasviri vana tutash to‘p-

larn boiishini isbotlang.

M, to‘&lauilar tutash va MnflMn+iy 0. n—1.2.... bolsin. U

hnida 1J Mn to‘plam tutash boiishini isbotlang.
i—

A va B vopiq to‘plamlar bolsin. Agar A UB va A fl B tutash
to'plamlar bolsa, A va B to‘plamlar liain tutash boiishini isbot-
lang. Masalada /lva B to'plamlaniing yopiglik sharti muliini ekan-

ligiga misol keltiring.

M tutash to‘plara bolsin. Agar / : M —R uzluksiz funksiya
uchun f(x) —a, f(y) —b x,y GM va a < b bolsa, ixtiyoriy
c 6 (a. b) ucliun shunday z € M mavjudki. f(z) = c tenglik

bajariladi. Isbotlang.

Tutash metrik lazolarning dekart ko‘paytmasi hani tutash ekanligini

isbot larig.

Metrik fazoda ixtiyoriy sféra bo‘sh enias. Bu holda fa/o tut ash bolishi

shartmi?
Q metrik fazo tutash emas. Isbotlang.

C[rt, b] to‘plamda metrika /A{».y) — sign|:r(i) —y(t)\dt tenglik

bilan aniglangan. (C'[a, b],p) tutash fazo boladimi?
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| bobni takrorlash uehun test savollari

1 IR fazo metrikasini ko’rsating.
A) pix.y) =% - W\ B) pix.y) = [1] - W
G) p(x,y) = Ix-yl2 D) p(x,y) - IXI + W

2. K" fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x,y) - ,/E [Xk - WK)2 B) p(x,y) - E IXk- ki
y fcA k—1
C) pix.y) max |x* - yk]| D) p[x,y) = £ (x* - ykf
Kk<n k=1
3. P." fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x.y) = \Iit_(3k~ k)2 B) p{x, y) = & k- yk|
y fca fca

C) pix.y) max [xt- yk\ D) />(xy) = £ - 20
k=1

4. P'~ fazo metrikasini ko'rsating.

A) /<t y) = XIT.(xk - VK) B) p(x, y) = 52 Ffit - Vk\
v k=1 fcd

C) p(x, y) = max Wk - yk\ D) p(x, y) = Y] (x* - Vk)2
\<k<n fcd

5. Cla. 6] fazo metrikasini ko'rsating.

A) piimy J I \x{t) - y{t)f dt B) p(x,y) = 7|x(0 - y{t)\dt,
a

y a
b

C) Pix.y) = max |x(i) - y(i)I D) p(x.y) —F \x(t) - y(t)\2dt

6. Cif«. b fazo metrikasini ko'rsating.

A) pix:y) =1 \x(t) - 7Hl2dt  B) p(x,y) - I Ix(t) - y{t)\dt

y a a
b
C) Nxy) = afT<1ia<Xb|X(f) - y{t)l D) p(x,y) = afl [x(f) - y(t)\2dt
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10.

11.

12.

13.

14.

C2[a, 0] fazo metrikadini ko'rsating.

A) p(x,y) = Jf \x() - y(t)\2lit B) p(x,y) — fIx(t) - y(t)Idi

ya a
C) ) = inax Ix(t) - y() D) p(x,y) = 7 Ix()) - w()l2di

(p.- p > 1 fazo metrikasini koi',sating.

A) />(x,y) = sup |xt- }jd B) 4 B 17N - AT
1<k<00 k=1

| oc

) p(xy) =Wz k*-blp  °) Ak = Z K* - Mgp

12 fazo rnetrikasini ko‘rsating.

@

A) p(x\y)-= sup [xc - y*| B) p(x, y) = 53 ¢ Ix* - yk\

1<k<o0 k—

/@® @

= - = **

Q pixy) =w 2 k* - bl D) pUy) =3 (- bl2
Ratsional sonlar to‘plami Q ning barella limitik nuqtalari to'plamini
toping.
A) R B) Q C) 0 D)

Ratsional sonlar to'planii Q aing barella iirinish nuqtalari to'plamini
topillg.

A) R B) Q C) O D)

Ratsional sonlar to'plami Q ning bardia vakkalangan nuqtalari
to plarniti toping.

A) R B) ©& C) O D) R\Q

Butun sonlar to‘plami Z ning barella limitik nuqtalari to'plamiui
toping.

A) R B) Q C) O D) Z

Butun sonlar to'plami Z uing barcha urinish nuqtalari to'plamiui
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15.

10.

17.

18.

19.

20.

21.

toping.
A) R B) Q C) 0 D) Z

Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nuqtalari to'pla-
liiini toping.

A) R B) Q C) O D) Z

R d;vgi oehiqg toJpianini toping.

A) @ 2) B) (0. 2] C) [0, 2) D) [0. 2]

R dagi yopiq to'plamni toping.
A) (0. 1 B) [0, 1) C) (0. 2] D) [0. 4]

R dagi chegaialangan to'plamni toping.

A) [0. 4 B) (—oc. 0) C) Q D) (0, oc)

(X. p) niclrik fa/oda chegaialangan to'plani ta’rifini koltiring.
A) F C A'to'plani X dagi birorta sharda saglansa;

B) F C X -yopiq lo'plain bolsa;

C) F C X -ochiq to'plani bolsa;

D) F C X -chckli yoki sanoqli dona elementdan iborat bo Isa.

Quyidagilar iohidan inctrika shartlarini ajrating.

Dplr,y) =0  x=y; 2)pX y) =py, X). VX,y € A’

3) P(\X, ¥) = \p(y, X).  4) p(x,y) <p(Xx, 2)+p(z,y), VX,y, ze X.
A) 123 B) 1, 2 4 C) 13 4 D)1 2 3 4

Quyidagilarniugqgaysilari (X. p) nictrik fazodagi yopiq to'plani ta'rifi
boladi?

1 Agar F to'plani barcha limitik uuqgtalarini o'zida saglasa;

2. Agar F ning barcha nuqtalari ichki nuqgta bo'lsa;

3. Agar F = [F] bo'lsa;

1 Agai- F ning to'ldiruvehisi ochki to'plani boisa.

A) 1,2,3 B)I,3 .4 C) 234 D) 1,2 3, 4
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

Quyiclagilariiing qaysilari (X. p) metrik fazodagi oehiq to'plam ta’rifl
bo'ladi?

1 Agar F to'plam barcha limitik nuqtalarini o'zida saqglasa;

2. Agar F ning barcha nuqtalari ichki nuqta boisa:

3. Agar F = [Fj Dboisa;

4. Agar F ning toidiruvchisi yopiq to'plam boisa.

A) 1,2,3 B) 1.3 4 C) 234 D) 2, 4

E metrik fazoning hamma yerida zieh to‘plamni toping.

A) Q -ratsional sonlar to'plami B) tub sonlar to'plami

C) Z -butun sonlar to'plami D) N- natural sonlar to'plami
E metrik fazoning hamma yerida zieh to'plamni toping.

A) inurakkab sonlar to'plami B) R\Q -iiratsional sonlar to‘plam|
C) Z -butun sonlar to‘plami D) N -natural sonlar to'plami

E metrik fazoning heeh yerida zieh bo'lmagau to'plamni toping.

A) Q -ratsional sonlar to'plami B) Z -butun sonlar to'plami

C) E\Q -irratsional sonlar to'plami D) [0. oc)

Kantor to'plamining xossnlari keltirilgan javobni toping.

A) [0, 1] ning hech yerida ziclnnas. nol oichovli. sanoqgli to'plam.
B) [0, Ij ning hamma yerida zieh, nol oic hovli. kontinuum quvvatli
to'plam.

C) [0, Ij ning heeh yerida ziclnnas, nol oichovli. oehiq to'platn.
D) [0, 1] ning heeh yerida ziclnnas. nol oichovli, kontinuum quvvatli

yopiq to'plam.

Quyidagi tasdiglardan to'g'rilarini ajrating.

1) Oehiqg to‘plamning toidiruvchisi yopiq to'plamdir.
2) Oehiqg to'plamning toidiruvchisi oehiq to'plamdir.

3) Sanogqli sondagi oehiq to‘plamlarning birlashmasi oehiq to'plamdir.

66



31.

32.

4) Sanoqli sondagi ochiqg to'plamlarning ke,sishmasi ochiq to'plamdir.

A) 12 4 B) 1,2 3 C) 1,4 D) 1, 3

Quyidagi tasdiqglardau to‘g‘rilariui ajrating.

1) Yopiqg to'plauining toidiruvchisi ochiq to'plamdir.

2) Yopiq to'plamning toidiruvchisi yopiq to!plamdir.

3) Sanoqli sondagi yopiq to‘plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.

4) Sanoqli sondagi yopiq to'plamlarning kesishrnasi yopiq to'plamdir.

A) 12 4 B) L2 3 C) 14 D) 1,3

. Quyida keltirilganlardan qaysilari to'la inetrik fazo boiadi?
1) R 2) Rn 3) Cla, b1 4 f2 5) C2{a, b}
A) 1.2 3,4 B) L2, 4,5 C) 1235 D) 2,3. 4.5
C\{—1, 1] fazoda quyidagi ketma-kctliklardan gaysilari nolgavaqin-
lashadi? 1) fn(x) = xn, 2)fn(x) = 1- xn,
3) /n(x) = (sin.'r)’], 4) fn{x) = (cosx)’1
A) 1 3.4 B) 1, 2 C) 2. 4 D) 1, 2 3
C2{0. 1] fazoda xn(t) — tn 4-tn+l ketma-kctlikning liriiit.ini toping.
A) x(t.) =0 B) x(i) =21 C) x(t) =1 D) x(t) =2
R n fazoda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini ko'rsating.

a n
A) E k -hiI<E 4 =mE b\

n

c) (E l«* + bk\p mp> i



33.

34.

35.

36.

37.

R" fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsating.

Al D akmk < 3 al -3 6
f=1

A=1 A1

B) ft K M"Y < (t\akPY + [t\bkK\PY , P> 1
V& = IS
n

Ci s3 <2 4 -2 nl
K-1 K-i k=l

D 51Wm< (Ia Kl INT mpi mi- P_+%

R" fazoila Gvolder tengsizligini ko'rsating.
Ai Z°Kﬂ( <Z\«I =2 K

B) ZaK-< <Z al .2’2

/=1

n / n \ / n
c) ZK-M< (Z blp) (Z\a) M/l -+ m

> 4
D kzle +M 1T = ,élM T + *§1N />0

Yopiq I»irlik sbar gaysi fazoda kompakt to'plam bo‘ladi?
A) R" da B) C [a, 1} da C) ¢¢ da D) rn da

R n fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.

A; To'plamning chegaralangan va ochiq bo'lishi
B) To'plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi
Cl To planming chegaralangan va sanoqli bo'lishi

D) To'plamning chegaralangan bo'lishi

IR" fazoda nisbiv kompakllik kriteriysini keltiring.
A) To'plamning chegaralangan va ochiq bo'lishi

B) To'plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi



0.

40.

C) To'plamning chegaralangan va sanoqli boiishi

1)) To'plamning chegaralangan boiishi
( [a, b] fazoda. Koshi-Bniiyakovskiy tengsizligini voziug.
A) I x(t) my(t)dt < f |r(/)]2dt =f \y{t)\2dt

gy frit) mmdt <[A\x(t)\pcdt) (,/>()NO mp +;

(' QIx(/) +y(O\pdt) < [I\x(t)\pdI] + [J\y(t)\pdt,

f
D) \jx(t) y(hdt < \lj\x(t)\dt m\JI ly(f)\ dt

C\n,b] fazoda Minkovskiy tengsizligini toping.

A) j x(t) my(t)dt < f |x(i)|2dt W ly()\2dt

13 fx(t.) my{t)dt

P>

(" (f r1 4 y@\pdt) < (f \x(t)\pdt] + (f \yU)\pdt p=>

I &
D) \j x(t) my(t)dt dt

C\a. b] fazoda Gyoldor tengsizligini loping

A)  fr(t) my(t)dt < f [;r(/)|2dt = \y(t)\2dt

B) I x(t) my(t)dt < ( /1*(*) ®dt) (I\y()\9dt) . F+ ,

b

1

1

C) IfIx(t") 1 Z/D|prff) < [J X @{®)\pd, ) +[J\y(t)\pdt .p>1
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41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

b
D) f.x(t) my(t)dt < ,/j \x{t\2dt m./ / \y{t)\2dt

To la metrik fazoni ko‘rsating.

A) Cla. 6 B)C\[a,b\ C) C2[a, b 0) C3[a b

Separabel metrik fazolar keltirilgan javobni toping.
A) R". C[a, T, t2, ni B) R". C[a, b], m. cq

C) R™, Cla, b, 12, m D) Cn. R», C2[u. b rn

Separabel boimagaii metrik fazoni ko‘rsating.

A) Rn B) Cla, b} C) m D) i2

Birlik shar gavsi fazoda nisbiy kompakt uvplam bo4adi?

A) R" da B) 2Z2[0. 1] da C) (2 da D) m da

Metrik fazoda A/ to‘plam»mg nisbiv kompaktlik kriteriysini kelti-
ring.

A) Har ganday £ > 0 ueliuri M to'plamning ehekli s— to'ri mavjud
bo'lishi

B) J1I/ ning chegaralangan va yopiq bo'lishi

C) N/ ning chegaralangan va ochiq bo'lishi

1)) A/ ning chegaralangan va sanoqli bo'lishi

Ber teoremasini bayon qilishda foydalanilgan tushunchalai qaysi

javobda keltirilgan?

A ) To'la metrik fazo, hecli yerda zich bo'Imagan to‘plam, birlashma
B) Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan. tekis darajada uzluksiz
C) To'la metrik fazo, qisuvchi akslantirish. qo'zg‘alrnas nuqta

D) Metrik fazo, toidirma metrik fazo, izometriya aniqligida yagona

Arsela teoremasini bayon gilishda foydalanilgan tushunchalar ciaysi

javobda keltirilgan?
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48.

49.

50.

A) Toia metrik fazo, hedi verda zichmas to'plam, birlashma
B) Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan, tekis darajada uzluksiz
C) Toia metrik fazo, gisuvchi akslantirisli, yagoua qo'zg'almas iiuqta

D) Metrik fazo, to‘ldirma metrik fazo, izoiuetriya anigligida yagona

Qisuvchi akslantirishlar prinsipi haqgidagi teoremaui bayon gilishda
foydalanilgau tiishunchalar gaysi javobda keltirilgan?

A) Toia metrik fazo, hedi venia zichmas to'plam. hirlashma

B) Nisbiy kompakt, tekis chcgaralaugan. tekis darajada uzluksiz
C) Toia metrik fazo, gisuvchi aksla.nlirish, yagona qo'zg'almas uuqta

D) Metrik fazo, toidirma metrik fazo, izoiuetriya anigligida yagona

Metrik fazolarni toidirish hagidagi teoremaui bayon gilishda foy-
dalanilgan tushunchalar gaysi javobda keltirilgan?

A) Toia metrik fazo, hedi verda zichmas to'plam, birlashma

B) Nisbiy kompakt, tekis chegaralangan, tekis darajada uzluksiz
C) Toia metrik fazo, gisuvchi akslantirish, yagona qo'zg'almas nug-
ta

D) Metrik fazo, toidirma metrik fazo, izoiuetriya anigligida yagona

fp, p > 1 fazoda nisbiy kompakt. to‘plam kriteriysini quvidagi tas-
diglardan qaysilarini birlashtirish hilan hosil gilish inumkin.
1) K C fp -chegaralangan to‘plam;

2) ixtivoriy ¢ > 0 ucliun shunday no nomer mavjud boiib, barcha

n > «G% va barcha x = (xi, .r2....... .m,...) £ A uchun;
3) 52 Xxj < -p tengsizlikning bajarilislii;
j=n 41
T
4) 52 Bj > £> tengsizlikning hajarilishi.
j=n+1
A) 2-3*4 B) I 2 3 C)12 4 D] 1= 4
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Il bob. Chiziqli fazolar

Bn bobda biz chizigli fazolar, chiziqli normalangan fazolar, Evklid
va Hilbert fazolarining xossalari hamda chiziqli fuaksionalning umumiy
xossalarini o rganamiz. Bn bob 1(9-12) paragrafdan iborat.

9—8§ da chiziqgli fazo va ularga doir misollar jamlangan. Chiziqli fazo
oichaini ta’riflanib, chekli va cheksiz oichamli chiziqli fazolarga misollar
keltirilgan. Bit yerda chiziqli fazouing gism fazosi va faktor fazosiga doir
misollar ham bor.

10 — 8 da chiziqli normalangan fazolarga ko'plab misollar garalgan.

11 — 8 Evklid va Hilbert fazolariga bag'ishlangan. Evklid fazolari-
ning xarakteristik xossalari, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi, Bessel teng-
sizligi, Parseval tengliklarini tushunishga doir misollar garalgan. Riss-1
Fisher, Shmidtning ortogonallashtirish jarayonini qoilashga. doir misol-
lar keltirilgan. Hilbert fazolarining gism fazosi, gism fazouing ortogo-
nal toldiruvchisi, ortogonal ([ism fazolarning to‘g‘ri yig‘indilari garalgan.
Xuddi shunday Hilbert fazolarining to‘glri yig'indilari ham garalgan.

12 —8§ da chiziqgli funksionallar, ularning xossalariga doir misollar ga-
ralgan. Qavariq to'plamlar va gavarig funksionallarning xossalarini tahlil
gilishgadoir misollar ham sIm paragrafdan joy olgan. Chiziqli funksional-
iii davom ottirish hagidagi Xan-Banax teoremasining go'llanishiga doir

misollar ham shu yerda.
9-8. Chiziqli fazolar

Chizigli fazo tuslmnchasi matematikada asosiy tayanch tushunchalar-
dan hisoblanadi. Yuqgoridagi kelishuvimizga ko'ra C kompleks soular. R
esa haqiqgiy sonlar to'plamini bildiradi. K orgali C yoki R ni belgi-
laymiz.

9.1-ta’rif. Agar dementimi X, y, z.... bo'lgan L to‘plumdu quyida-

yi ikki amai aniglangan boilsa:
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I. Ixtiyoriy ikkita X,y 6 L clementlarya ulaminij yig'indisi deb
ataluuchi aniq bir x + y £ L element moa qo'yilgan boiib. ixtiyoriy
X. Yy, z £ L elementlar uchun
) xf y—y+x (kommutativlik).

2) x t (y42z) —(x+y)+; (assotsiativlik),

3) L da shunday O dcment niaajad boiib, x | O—x (nolning mavjudli-

1) shunday —x £ L element mmrjud boiib, x + ( —x) — O (garama-
(jurshi elementniny mavjudligi) aksiornalar bajarilsa;

II. ixtiyoriy x £ L element va ixtiyoriy as£ A uchun r. element-
ning a songa ko'paytmasi deb ataluvchi anig bir ax £ L element nios
go'yilgan boiib, ixtiyoriy x, y £ L va bart-hu a, ti £ A’ sonlur uchun
5) a(3x) = (arf)x.

6) 1-x —X,

7) (g +fj) x —ax f i3,

8) <\{x \-y) - ax f ay nksioriuilar bajarilsa, u liolda L to'plam K
maydon ustidagi chizigli fazo deyiladi.

Ta'rifda kiiitilgan | va Il arnallar mes ravishda yig'indi va songa
ko'Imytirish amallan deyiladi. Agar L ning elementlarini haqiqiv son-
larga (komplcks sonlarga) ko‘paytirish aniglaugan boisa, n liolda L ga
ha(jiqiy (komplcks) diizigli fazo deyiladi.

9.2-ta’rif. Agar L va L* chizigli fazolar o'rtasida biyektiv moslik
o'matish murnkin boiib. x <+x* va y y* (X,y €L, x* y*£ L¥)
ckanliyidan X +y «*x* +y* va a X «+ax* (a — ixtiyoriy son) ekanliyi
keli.o chigsa. u holda L va L* chizi.gli fazolar o'zuro izomorf fazolar
deyiladi.

L diizigli fazu. Xi, x=........ rn uning elementlari boisin.

9.3-ta’rif. Agar L chizigli fazoning xi, x2,.m-, xn elementlar sis-

tanasi uchun hcch boimaganda birortasi noldan fargli buigan a, ,ao,... man
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sonlar mavjud bollib,
fl-Ci + a2X2+ -m- + UnXn —0 (9.1)

tenglik bajarilsa, u holda X\. x2,..., xn elementlar sinternasi chizigli

bog'langan deyiladi. Aks holdu, ya'ni (9.1) tenglikdan
«l = a2= mmm—an—0

ekanligi kelib chigsa, x1} X2 x, elementlar sistemasi chiziqli bog'lanrncm
gan yoki chiziqgli crkli deyiladi.

9.4-ta’'rif. Agar x\, X2, ..., xn,-.- cheksiz elementlar sistemasining
ixtiyoriy che.kli gism sistemasi chizigli erkli ba'lsa. u holda {x ,}* , sis-
tema chiziqli erkli deyiladi.

9.5-ta’rif. Agar L chiziqli fazoda ri elementil chizigli erkli sistema
mavjud hoiib. bu fazoning ixtiyoriy n + 1 ta elementdati ihorat sistemasi
chizigli bog'langan bo‘lsa. u holda I. ga n o'ichamli chizigli fazo deyiladi
va dim L = n kabi yoziladi.

9.6-ta’rif. ri o‘lcharnli L chizigli fazoning ixtiyoriy n ta elementdan
mhorat chizigli erkli sistemasi shu fazoning hazisi deyiladi.

9.7-ta’rif. Agar L chiziglifazoda ixtiyoriy n € N uchun n elementli
chizigli erkli sistema mavjud bo‘sa, u holda L cheksiz oichamli chiziqgli
fazo deyiladi va dim L = oc ho'rinishda yoziladi.

trinili biz mavzugaoid misollai-qarayrniz. Quvidagi 9.1-9.14-misollarda
L to'plam va nuda yig'indi va songa ko'paytirish amallari berilgan. Bu

amallar uchun chizigli fazoning 1-8 aksiomalari bajarilishini tekshiring.

9.1. L —R haqiqiy sonlar to'plami. Haqiqiv sonlar to'plamida odatdagi

qoshish va ko'paytirish amallari.

9.2. L = C kompleks sonlar t.o'plami. Kompleks sonlar to’plamida kom-

pleks sonlarni go'shish va ko'paytirish amallari.
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0.3.

D.4.

u.b.

0.6.

R" = {x = (a-j, To--m-, xn): Xi € R. i =1:2....... -4 —n ta haqi-
giy sonlarning tartiblangan guruhlaridan iborat t.o'plam. Bu yel-
da elementlanii go‘shish va songa ko'paytirish arnallari quyidagioha
aniglanadi. ixtiyoriy X = (Xj X2,.... xn). y — (j/i,y2, mmyn) € R"

va a 6 R lar uchun

X+y = (ai f /N, x2412, .... .r, +yn) . (9.2)
nx - (axi, ax2, .... axn). (9.3)
cC" —{z—(-i.2. ....z,).4 £Cc. A=1.2 , . Buyordaham

tcngliklar ko'rinishida aniglanadi.

Cn.)\ — [«/;] kosmada aniglangan tizluksiz funksivalar Uvplami.
Finiksiyalarni go‘shish va funksiyani songa ko'paytirish arnallari mos
ravishda

(f 1 @)= /@) 155 (9,4)
va

(a/)(x) * u/(x) (9.5)
ko rinishda aniglanadi.
m— je —(a'i. X2, .... xn,...) : ™~ 1;ul2 < oc| - kvadrati bilan

jainlaunvchi ketma kctliklar to'plami. Bu vorda elomentlarni qo'shish

va songa ko'paytirish arnallari giividagicha aniglanadi:
X + 1l ~ (xi + Ul, X2+ V2, ... I'n + Un-, mm.) , (6-0)

nx = q (Xi, X2....... X,....) = (axi, ax2,..., axn....). (9.7)

Yig'indi x ty € (2 fkauligi |« +i |2< 2|«|2+ 2 ft}2 tongsizlikdan

foydalanib isbotlanadi.
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9.7.

9.8.

9.9.

Co- {X = (XuXz— :Xn:---): Iirglc X, - 0}- wuolga vaginlasliuv
e

clii ketma-ketliklai- toplami. Bu to'plamda ham qo shisli va song;

ko'paytirish amallari (9.6) va (9.7) tenglikiar ko'rinishida aniglanadi

|
chi ketma-ketliklar to'plami. Bu to'plamda ham qo'shish va songa

c  <x = (xj, x2, ..., X,,, mm): 3 ﬂ‘&txnr— barcha vaqinlasliuv

ko'paytirish amallari (9.6) va (9.7) tenglikiar ko'rinishida aniglana-

(1.

m— barcha chcgaralaugan ketma-ketliklar to'plami. Bu to'plamd)
ham go'shish va songa ko'paytirish atnallari (9.6) va (9.7) tenglikiq

ko'rinishida aniglanadi.

Endi Lebeg rna’nosida iiitegrallanuvchi fuuksivalar va o'zgarishi cliegji

ralangait funksiyalar to'plamini garaymiz.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

Berilgan [a, 6] kesmada.o'lchovli va Lebeg rna'nosida integrallanuv-
chi ekvivalent, funksiyalar sinflaridan iborat to'plamni Li\a, 6 hilan
belgi.la.ymiz. Bu to'plamda elcuientlarui qo'shish va element ni songa

ko'paytirish amallari (9.4) va (9.5) tenglikiar bilan aniglanadi.

Berilgan \a. B\ kesmada o'lchovli va p(p > 1) - darajasi Lebeg
rna'nosida iutegrallanuvdii funksiyalar to'plami Lp[a, 6] bilan bel-
gilanadi. Bu to'plamda ham qo'shish va songa ko'paytirish amalla

(9.4) va (9.5) tenglikiar bilan aniglanadi.

Berilgan ja, B\ kesmada aniqglangan va o'zgarishi chegaralangau funlj
sivalar to'plamini VJ[a, b] bilan belgilaymiz. Bu to'plamda ham funk-
siyalarni gqo'shish va songa ko'paytirish amallari (9.4) va (9.5) tengi

liklar bilan aniglanadi.

n satr va rn ustundan iborat uiatritsalar to'plamini M nm bilai

belgilaymiz. Bu to'plamda qo'shish va songa ko'paytirish amallar
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odatdagi rriatritsalarrii (jo'shisli va rnatritsani songa ko'paytirish kal>j

;mi(|lanadi.

0.14. P<,—darajasi n dan oshmaydigan kophadlar to'plami. Ko’phadlar-
ni go'shish va songa ko’paytirish amallari (9.4) va (9.5) tengliklar

hilan aniglanadi.

9.3-misolning yechimi. Qo’shish va songa ko‘pavtirish amallari uchun
chizigli fazo aksiomalari bajaiilishini tekshiramiz. Ixtivoriv x. y G Rn
lar uchun M}y ~ X\ \y\, x2+y2 --mm +yn) G Kn ekanligi ma'lum.
Xuddi shunday ixtivoriv o G IR uchun ax - («Xi,aa"2...... a®n) G IR"
munosabat o’rinli. Haqiqgiy sonlarni go’shish kommutativ va assot.si.ativ.

shuning uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

X ly=(xi 1yl,---,Xn +Un)= (Ul 1Ti:-...Un+ Xn) = U mX-
XH4- (7 fz) = (x1 f{Ul + M)’X2 F(@il2 I-z2)....... I- (i/n 2,)) =
~ {{XI +Ul)+ ~1,(x2+ Ul) + 32,... :(Xn+ Un) +~n) = @+ //) + —
R n da nolelemcnt roliui O =(0.0..... 0) vektor bajaradi Chunki ixtiyo-
riy x G IR" uchun x+0 — (.r, + 0. X2+ xn + 0) —x t-euglik oiinli.
X G IR" elementga garama-qarshi clenient —x = (—Xx-[.—x2....... —Xn)

boiadi. chunki

X +i-x) = (X} i i~X) X2 § (—r2), cooo.e. Xn -(~Xn)) = (O 0......0) = 0.

Demak. 1-4 aksiomalar o'rinli. Endi songa ko'paytirish amali bilan bog‘liq

aksiornalarning I=ajarilishini tekshiramiz. Ixtivoriv a, {3 G IR lar uchun
n{/'ix) = (n(.,%;r). a(i1x2)........ «(./2*%)) =

= ((<=Dxh (n.i)x2:.... {n;i))xn) = {af))x

tengliklar o'rinli. Xuddi shunday
1-x= @ -Xi, 1m2..... 1-xn)— (xIt x2....... Xn) = x
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tenglik o'rinli. Ixtiyoriv a, 3 € R va x e Rn lar uchun

(a +3)x —((a +3)xi. (0, + 3)x2........ (a 43 )xn) —
—(a Xi 43x1 ax2+ {Ix2, ax,+3*n) —(tvxi-al2----, ax,)+
+(/7?xi, 3x2. ,3%X,) = rv(xL x2,..., x,) 4 tf(xi-x2....... X,) = ox 4 j3x

tengliklar o'rinli. Ixtivoriy o-€ R va X, Yy € Rn lar uchun
a(x 4y) = (or(xi 4 tji), a(x24-y2), o(x, 4vy,)) =
(nxi 4 a;/]. ox24-ay2. m--'>mn + >i/n) (0 X|- 0 x2: =mm'* ~n)4-

4-(oyi, ay?2, aj/n) N a(xi, X2....... X,) 4a(yi, y2......... j/,) N ox +ay j

tengliklar bajariladi va Rn to’plam hagiqgiy chizigli fazo bo'ladi. O

9.15-9.32-raisollarda keltirilgan to'plandar funksiyalarni qo'shish ((9.4)
ga garang) va songa ko'paytirish ((9.5) ga qaraug) ainallariga nisbatanj
chizigli fazo tashkil qgiladimi? Qaysilari haqiqiy chiziqli fazo, gaysilarl

koaipleks chizigli fazo bo'ladi..

9.15. [a, bl kesinada aniglangan monoton fiuiksiyalar to'planii.
9.16. [—a, a] kesmada aniglangan uzluksiz va toq funksivalar to'planii.
9.17. [—a. a] kesmada aniglangan uzluksiz va juft funksivalar to'plami. i

9.18. [—a, a] kesmada aniglangan, uzluksiz va x(a) — b shartni ganoat-'

laiitiruvchi funksivalar to'planii, b ning ganday qiymatida chiziqli

fazo bo'ladi.
9.19. P-- barcha ko'phadlar to'planii.

9.20. C,(n"a, Bl\—[a, b\ kesmada aniglangan ri marta uzluksiz difierensi-

allanuvchi funksivalar to'planii.

9.21. [a, B\ kesmada gisman chiziqli uzluksiz funksivalar to'planii.
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9.22.

9.23.

9.24.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.

[, o] kesmada aniglangan. uzluksiz va f x(t)dt — O shartni
-a

ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plami.

AC[a, 5 —[a. b kesmada aniglangan absolyut uzluksiz funksiyalar

to'plami.

Vola, 6 — \a B\ kesmada o'zgarishi chegaralangan va f(a) — G

shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plami.
IR da aniglangan uzluksiz va davriy funksiyalar to'plami.
A/(R) —R da aniglangan diegaralangan funksiyalar to'plami.

Lla, B — [«, B kesmada aniglangan va Lipshits shartini ganoat-

lanti ruvchi funksiyalar to'plami.

Birlik doira D — {2 £C : \A < 1} da analitik va D da uzluksiz

funksiyalar to'plami.

[a, a] kesmada aniglangan uzluksiz va, T — 2a davriy funksiyalar
to'plami.
/2Z) —Z da aniglangan va ]T) |/(n)|2 < oc shartni ganoatlan-

n€z
tiruvdii funksiyalar to'plami.

1i(Z) —Z da aniglangan va \f(nN\ < 00 shartni ganoatlan-
n6Z

tiruvdii funksiyalar to'plami.

L2\a, b — [a, b\ kesmada o'ldiovli va kvadrati Lebeg ma’nosida

integrallamivchi funksiyalar to'plami.

9.18-misolning yechimi. Ma lumki. (9.4) va (9.5) tengliklar yordami-

da aniglangan funksivalarni go'shish va songa ko'paytirish amallari chizig-

li fazo ta’rifidagi 1-8 shartlarni qanoatlantiradi. Shuning uchun berilgan

to'plamning bu amallarga nisbalan yopigligim ko'rsatish kilbya. |—a, a]
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kesmada uzluksiz funksiyalar yig‘iudisi vana uzluksiz funksiva boiadii
Endi (x 4 y)(a) = b shartning bajarilishini tekshirarniz. Shartga ko'ra
(x +y)(a) —x(0) +y(a) —b+ b— 2b tenglik o'rinli. Yuqgoridagilardal
b — 2b, ya'ni b = 0 shartga kclarniz. Bu holda ax funksiya uchuu
(ax)(a) — O tenglik o‘rinli. Deinak, [—a. a] kesmada aniglangan, uzlulfl
siz va x(0) — 0 shartui ganoatlantiruvchi funksiyalar to‘plami chizigli fa®
zo tashkil giladi. Agar fagat haqiqiy giyinatlar gabul giluvchi fuuksiyalai
qaralsa, bu fazo haqiqiy chiziqli fazo bo'ladi. Agar funksiyalar kompleks
giymatlar gabulqgilsa, u holda bu fazo kompleks chizigli fazo bo'ladi. O

9.31-misolning yechimi. 948-misolning yechimida ta’kidlangani
dek ;i(Z) to'plamui go‘shish va songa ko‘paytirish amallariga uisbatan
yopigligini ko'rsatish kifova. Faraz qilaylik, / va g lar ;i(Z) ning elaj
mentian bolsin. \f(n) + g(n)\ < |/(n)] + |y(n)] va |a/Z(n)] = |a|\f{n%

munosabatlardan, quvidagilar Icelib chigadi:

- X f < 00 7+ 9e 1'i(2),
uGz nez ez

ITllaZ(n)] = M £/ (n)| <00 af e
n£z n€zZ

Demak, 7i(Z) to'plam go:shish va songa ko'paytirish amallariga nisbatan
vopig. Bu to'plam kompleks chizigli fazo bo'ladi. O

9.33-9.41-misollarda L chizicjli fa”o va linda {x*.}fc=l sistema beril-
gan. Uni chizigli bogiaugaulikka tekshiring.

9.33. Xi = (1,1,1), x2= (1,1,0), x3= (1,0.0) € E 3.
9.34. X](t) — 1L Xyt)—141i, Xt(f)=14t4 f2€ 1P2-
9.35. X\(t) — 1, xt(t) =t, x3{t) =t2€ C[0, 1].

9.36. Xi(i) = 1 x-(t) - cosf, x3(t) —eos2f € C[0, 271]
9.37. Xi{t) — —1, x2(0 ~cos2f, ,T)f) —sin21€ C[0, 7n.
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us. X, =[ * 7 1. x2—( Q Qj » Xt=1" I e W2

9.39. :n --=(1.1.1,...). .o2=(1,0,1,0....), x3=(0,1,0,1,...) € m.
0.40. xLt) = [, x2;7) - {/}. x3(f) = <6 V[0. 4].
0,41. S(x), 9t(x), 1(x) = 16 L2[0,1], D - Dirixlo. SK- Rinian funksi-
yasi.
9.33-misolning yechimi. xj, x2. x3 dementlarning diiziqli kombi-
nat.siyasini fazoning nul dementiga tenglaslitiramiz, va'ni
Clxi + C2xo + C3x3 —0
yoKki
(Ci -, C\ -1, Ci -1) +(C2-12,C2-1 0) f(C3 -1, 0. 0) - (0, 0.0).
Mu yerdan quyidagi tenglamalar sistemasini olamiz:

Ci tC2+C3—0
c2+c3=0

C3- 0.

Bu sistoma fagat nol vediimgaega. Sliuning udiun {x/c}t=i sisterna dii-

zigli crkli. |

9.42. A C R to‘plamni shtmday tanlangki. f}(x) - 1, /2(x) = signx,
fa(x) — \a{x) elementlar Lj[—1, 1] fazoda cliizigli bogdangan
bodsin. /i,/2 va fA elementlar V[—1, 1] fazodadiiziqli bogdangan

boladigan A c (-1.1) tcvplam mavjudini?
9.43. .4, B C R bVplamlarni simnday taidangki, /i(x) —sign x. /2(x) —
\A(x). h(x) - Yb(x) elementlar:
a) M[—2, 1] azocla diizigli bogdangan bo‘lsin,
b) V [—2, 3] fazoda diizigli bogdangan boisin.
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9.44-9.47-misollarda berilgan L chiziqli fazoning oichamiai toping.
9.44, 1j —R5, L —P<8, L —IIli33.

945, L =C5 L —m, L —c

9.46, L —CJa, &), L =V{n, b, L =oco.

947, L =1L\[a, 6], L —L2a 6, L —(2

9.48-9.50-misollarda L va L* fazolarning izomorfligini isbotlang.
948, L - R\ L* - P<2-

9.49, L =R4, L* = N/2-

9.50, L* = P<S8, L* = Mxi-

9.48-misolning vechimi. Biyektiv ¢ : R 3 —=P<2 moslikni quyida.gi-j

cha aniglaymiz
®(X) - ys((xb x8, x3)) - Xxi + x2/+ X3t2. (9.8)

Agar (Xb x2,x3) ¢ 1YnY2:¥3) bo Isa, u holda @{x) - Xi + x2i4-x3¥2 =
x*(i) va tp(y) — i/i + )2t 4 y3i2 — y*(t) ko'pliadlar liech boimaganda
bitta kocffit.siyen.ti bilan farci giladi, ya’iii @ (x) ¢ ¢(y). Bu yerdan (9.8)
ligi kclib chigadi. Txtiyoriy o*(t) — ax + a2t + a;jt2 € P <2 kvadrat iich-
haci uchun @{a) = a*(t), a = (ax. a2 o\) € R3 tenglik o'rinli, vaili
@ : R3 —» P<2 syuryektiv akslantirish. Demak, ¢ biyektiv akslantirish
ekan. @(x 4y) —x*(t) 4 y*(t) va @(Xx) —Ar*, A € R tengliklar (9.8)
dan bevosita kelib chigadi. O

Chiziqli fazoning gism fazosi va faktor fazosi. Bizga L chizigli
fazoning bo‘sh boimagan V gism to'plami berilgan boisin.

9.8-ta’rif. Agar L' ning o‘zi L da kiritilgan amallarga nisbatan chi-

zigii fazoni tashkil gilsa. u holda U to'plam L ning qgism fazosi dayiladi.
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Boshgacha qilib aytganda, agar ixtiyoriy x.y G L' va a, b€ C(R)
Honlar ucliun ax + by 6 V boisa, L1 gisrn fazo bo'ladi va aksincha.

liar ganday L chizigli fazoning fagat nol elementdan iborat {0} gism
fazosi bor. Ikkinchi tornondan, ixtiyoriy L chiziqli fazoni o'zining gism
fazosi sifatida garash niumkin.

9.9-t.a’'rif. L chizigli fazodan farqgli va hech bo’lmaganda bitta nolrnas
dementni saqglovchi gism fazo to s qism fazo deyiladi.

Bizga L fazoning bo'sh boimagaii {.r,} gism to'plami berilgan bo'lsin.
U holda L chizigli fazoda {x:} sistemani o‘zida saglovchi minimal gism
fazo mavjud. Bu qism fazoni L ({x,}) orqali belgilaymiz. Bu qism fazo
(x,) "sistemadan hosil bo'lgan" gism fazo yoki {x;} sisteinaning chizigli
qobig‘i deyiladi.

Bi?ga L chizigli fazo va uning U xos ((ism fazosi berilgan boisin. L
ning elementlari orasida quyidagicha munosabat o‘rnatish mumkin.

9.10-ta’rif. Agar x,y 6 L elementlar uchun x —y ayinna LI <da
tegishli bo‘lsa, x w. y elementlar ekvivalent deyiladi.

Fazo elementlari orasida o‘rnatilgan bu munosabat refleksivlik, sim-
metriklik va tranzitivlik xossalariga ega. Shuning uchun bu munosabat
L ni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratadi va har bir sinf o‘zaro ekvi-
valent elementlardan t.ashkil topgan. Bu sinflar qo'shni sinflar deyiladi,
Barcha qo‘shni sinflar to‘plami |, chizigli fazoning IJ gism fazo bo'yicha
faktor fazosi deyiladi va L/L' ko'rinishda belgilanadi.

Faktor fazoda yig'indi va songa ko‘paytirish amallari tabiiy ravishda
kiiitiladi. Aytaylik, £ va 7 lar L/U dan olingan ixtiyoriy qo'sInii sinflar
boisin. Bu sinflarning har biridan bittadan vakil tanlaymiz, masalan x G
I. '/€»/. £ va y sinflarning yig'indisi sifatida x +y elementni saglovchi
£ sinf gabul qgilinadi. £ go‘shni sinfning a songa ko‘paytmasi sifatida ax
elementni saglovchi Ci sinf gabul qilinadi. Natija x ¢ £. y G r; vakillar-

ning tanlanishiga bogiiq emas, cliunki. gandaydir boshga x' G £. y' G ¥
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vakillarni olsak ham (x fy) - (X' (y) =X -x) | (y —y") 6 Il va
ov(x - x') G L' boigani uchun x'4y"' GC va ai' G (i boiadi. Bevosil
ta t-ekshirish shuni ko'rsatadiki. L/JJ da aniglangan tio shisli va songa
ktvpaytirish amallari chizigli fazo taiiiidagi aksioinalarni qanoatlantira—:l
di. Bosligaeha aytganda. L/L' faktor fazo chiziqli fazo tashkil giladi.
9.11-ta'rif. L/L' faktor fazoning o'lchami V qgism fazoning kool-

chanu dcyiladi.

9.51. 12 C @OC cc m fazolarning har biri o’zidan kovingilari uchun xos

qism fazo boiadi. Isbotlang.

9.52. Rn fazoda V — {(x\........ vn) G R" : X\ —x2} to'plam gisin fazo

tashkil qilishini isbotlang, uning olchamini toping.

9.53. i2 fazoda M = {(xi,...... r,,...) Gi2: xj f x24 r(= 0} to'plam
gism fazo tashkil qilishini isbotlang, gism fazoning koolchamini to-

pitlg.

9.54. Lp[a,b . (p = 1) fazoning nolga ekvivalent funksiyalaridan tashkil
topgan gism toplamni [a, 6] ko'riiiishdabclgilaymiz. Lp”~[a,b]

ni gism fazo bo'lishini isbotlang.

Isbot. Maitimki, nolga ekvivalent funksiyalar yig'indisi vana nolga
ekvivalent bo'lgan funksiva boiadi. Nolga ekvivalent funksivaning songa
ko'paytmasi ham nolga ekvivalent funksiva boiadi. Deinak. Lp” [a.b]

to'plam LpJ[a, b] fazoning xos gism fazosi boiadi. O

9.55. Absolvut uzluksiz funksiyalar to'plami .4(7[a, § o‘zgarishi chegara*

langan funksiyalar fazosi V[a. b] ning qism fazosi boiadi. Isbotlang.

9.56. V [a. 6 fazoda f(a) = 0 shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to‘p-
lamini V,[a, R\ bilan belgila.ymiz. Bu to‘plam V [a. b fazoning gism

fazosi boiadi. Isbotlang.

84



1).57. O'zgarishi <h<\u,aralangan iunksiyalar la/,imi " iMIrtt W Mh1
luinki, kcstiiada monoton funksiyalai lo'plitiiil ninn
gism toplami boiadi. Monoton funksiyalai- lo‘|i|[*tnil \*|m.#| tillin

(jisni fa/osi boimaydi. Isbotlang.

Isbot. Ikki monoton [imksiyaning yig'indisi har doitn moni itoli flinlinlvil
boiaverrnaydi. Bwiga quyidagi misolda islionch hosil qilisli inumidii ,r(l) —
/- + 1 y(t) — —21 i'unksiyalarning har biri [0. 2] kesmadn monol.nli
fnnksiva boiadi. animo ularning yig'indisi .v(t) + y(t) — (/—1) funksiyii
[0, 21 kosuiada monoton ernas. D<iuak. \a.bl] kesmada monoton funksiva-

iar to'plnnii V'al)] laZoning gism fa/osi boia ohnavdi. U

9.58. I. - R2 lazoiiing L' — {(rL,x2)e R2: - (I} xus gism l'a/o
bo'yieha 1./])) iaktor fazoning tavsilini bering, yahii 1j/J) fazo ol-

oment lalini tavsifiang.

Yechish. Maiumki, x—y - (X\—yi-X-z—y-i) £ bo'lishi uiimn x2 —
y2 bo'lishi zarur va votarli. Deinak, /,/// faktor fazoning ohmiontlari
(go'shni sinflar) O X[ o‘giga. parallol boigan to'g'ri ohizigla.rdan iborat.

SA
(3.6)63"

@Y7
(22)Erj

= b)

9.1-chizina

Maialati, (a. b) €R 2 rnk[tani o'zida saqglovthi £ go'shni sinf Ox\ o’qgiga
parallol boigan .r2 - b to'g’ri diizigdan (9.1a-chizma) iborat. Xnddi

shnnday. (1. 2) va (2. :)) nugtalann saglovchi qo'shni snidar yig'indisi

85



(3. 5) nuqtani saglovchi x2 = 5 to'g'ri chizigdan (9.1b-diizma) iborat,

(1,2) € £ go'shni sinfniug 3 ga kopaytmasi (3, G) nugtani saglovchi
r2= 6 t.o'g'ri chizigdan (9.1b-chizma) iborat. O
9.59. Ma’lumki (9.54-misolga garang). Lp[a,b} fazoning nolga ekvivalent

9.60.

9.61.

funksiyalaridan tashkil topgan gism fazosi L°fn, 6] ko‘rinishda bel-
gilanadi. Endi Lp[a,b\ ohizigli fazoning L°p\n.h] gism fazo bo'vicha
faktor fazosini garaymiz va bu faktor fazoni Lp[a. bl hilan belgi-
laymiz. Bu fazo [a, § kesmada aniglangan va p— darajasi bilan
Lebeg ma’nosida integrallanuvchi ekvivalent funksiyalar fazosi deb
ataladi. Dirixle va Riman funksiyalarini bir sinfda yotishini isbot-

lang.

R+ = (0. oo) tolpiatuda x va y sonlar yig'indisi deganda ularning
ko paytmasini. x element ni A—haqgiqiy songa ko'paytirish deganda
:rA ni tushuuamiz. U holda R" to'plam unda kiritilgan ainallarga
nisbatau ehiziqli fazo tashkil qilishini isbotlang. Bu fazoning no!

elementini toping. Bu fazoning oidiamini toping.

21(X) orgali X duazigli fazoning barella, gism to‘plamlari sistemas*

ni belgilaymiz. Ixtiyoriy M, Ar G 5I( A") lar uditili
M tAr={x+%: x€M, yeN}. AM ={Ar: x6 M}

kabi ainallarni kiritamiz. Bu amallar ehizigli fazo aksiomalarini gano-

atlantiradimi?

10-8. Chizigli normalangan fazolar

Chiziqgli fazolarda eleraentlarning bir-biriga yaqinligi degan tushuncha

vo‘q. Ko'plab amaliy masalalarni hai qilishda eleinentlarni qo'shish va

ularni songa ko'paytirish amallaridan tashqari, elementlar orasidagi ina-

sofa, ularning yaqinligi tushunchasini kiritishga to’g'ri keladi. Bu bizni

normalangan cliizi(jli fazo tushunchasiga olib keladi.
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10.1-ta’rif. L cliiziglifazoning har bir dernentiga aniq bir sonni mos
qo'yavchi p akslantirishga funksional deyiladi.

10.2-ta’rif. Bizga L cliizigli. fazo va unda aniglungan p funksional
berilgan bo‘lsin. Agar p funksional quytdagi uchta shartni qanoatlantirsa,
unga norma deyuudi:

1) p(x) >0, Vx6L; p(xX) —0£x —0:

2) p(ax) = \a\p(x), Va 6 C. Vx € L ; birjinslilik aksiomasi,

S5 p(x4y) <px) +p{y), VX,y £ L, uch.barr.liak tengsizligi.

10.3-ta’rif. Norma Kkiritilgan chiziqgli fazo cliizigli norrnalangan fazo
deyiladi va x € X elernentning normast |[|.r]] orgali belgilanadi.

Bitta chizigli fazoda har xil normalar kiritisli mumkin. Agar X chi-
zigli fazoda pi. p2....... pn normalar aniglangan boisa, u holcla (X.pi),
X,p2........ (X,pn) noritialangan fazolar mos ravishda A',, X 2........ A,
haifiari bilan belgilanadi. Bizga X chizigli fazo va unda ||»0j va ||*||2
normalar berilgan boisin.

10.4-ta’rif. Agar shundag Ci > 0 va C2 > 0 sonlar ma-ojud bo'lih,

barrha v 6 A’ lar uchun

e\ INI, <|W |2 <6~11x11,

te.ngsizlik o’rinli bo'lsa, ||*||], va ||»||2 normalar ekvivalent, deyiladi.

Har ganday normalangan fazoni metrik fazo sifatida garash mumkin.
Shuning uchun metrik fazolar- la isbotlangan barcha teorémalar va tas-
di(|lar normalangan fazolar uchun liam o rinli. Agar A' chizigli nor-
malangari fazo bo‘lsa, u holda p : X x X — R, p{x,y) — |Ix—Z
akslantirish metrika shartlarini qanoatlantiradi. Xuddi metrik fazolar
holidagidek yaginlashuvchi va fundamental keima-ketlik tushuuehalari-
ni keltirish mumkin.

Bizga x e X element va {r,t} C X ketina-ketlik berilgan boisin.

10.5-ta’rif. Agar ixhyoriy s > 0 uchun »hunday n0O — /4,(®) > O
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mavjud bo'lib, barcha n > w, lordu ||x, —X|| < £ lo.ngsizlik hajnrilsa,
{xn} ketma-ketlik x € X elemenign yaginUu=>hadi deyiladi.

10.6-ta’rif. Agar ixtiyoriy € > O son uehun shundny no—u(r) > O
mmavjud bo'lib. barcha n > n{) va p € N larda ||;r,+p —X,]| < ¢ tengsizlik
bajarilsa. {:r,} ga fundamental ketma-ketlik- deyiladi.

10.7-ta’rif. Agar X chizigli normalangan fazodu.gr ixtiyoriy funda-
mental ketma-ketlik yaginlashuvelii bo‘ha, u liohla X ga toiu nonna-
langan fazo yoki Banax fazosi deyiladi.

Bu ta’rifni quvidagicha hani avtish mumkin.

10.8-ta’'rif. Agar (X, p). p(X,y) = |[IXx—W\ metrik fazo to'la bo'lsaX
u holila X lo"la normalangan fazo yoki MNManax fazosi deyiladi.

Xuddi metrik fazo holidagidek B(xo.r) — {r € X : |[x —.m| <j
r} to'plam marka¢i xo da radiusi r > 0 boigan oe.hiq shnr deyiladi.

Maikazi x0 da radiusi r > 0 boigan yopiq shar deganda
fi[x0.r] = {x € X :|x- Xu|| < r}

to'plam tushuniladi. Agar X chizigliuormalaiigaii fazodagi /1/ to'plamui
biror sharga joylashtirish mumkin bo'lsa, unga chegamlangan l.o'plarn

deyiladi. Al lo'plamniug dmmetri deb diamM — sup ||x —y]| songa
XyEA

avtiladi. p(x.M) — inI:‘/I [IX—Y\ migdorga x nuqtadan M to'plamyacha
ye

boigan masofa deyiladi. Xuddi shunday

P(A.B)= TbAr.];(—:B H.T-yi

migdorga A va B t.o'plamlar orasidagi masofa deyiladi. Normalangan
fazolarda ham ochiq va yopiq to'plamlar xuddi metrik fazolardagidek
t.a'riflanadi. M ning barcha limitik nuqtalari to'plami XI' orqali belgi-
lanadi. Xuddi metrik fazolardagidek M U M’ to'plam M to'jdamning
yopig'i deyiladi va [M\ yoki M orcjali Ixigilanadi. .Y chizigli nor-
malangan fazodagi A va B to'plainlarning urifmetik yig'indisi deganda

A 4B —{« +b:u€ 4. b€ B] to'plam iuslmuiladi.
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10.9-ta’rif. Agar L va M lar X normalangan fazoning gism fa-
zoUiri hodib. X ninfi hur bir x dementi yagona mul bilan x = uy+ v.
me€wL veM kofTinishda tasvirhma, X normalangan fazo |I. va M
giiim fazoiarning to’g’ri yig'indtsiga yoyilgan deyiladi va bu X = L ¢ M
shaklda yozila.di

10.1. Ushbu p : K2 —=K, p{x) = 21rj] + 3|x2| fuuksional norma shart--

larini ganoatlantiradimi?

Yechish. Bu fuuksional giymatlari manfiymas va p(x) = 0 fagat va
fagat shu holdaki, .rj — 0, X, = O da, ya’ni X — (0,0) da bajariladi.
Shimday qilib. normaning 1-shart.i bajariladi. 2-sharlning bajarilishini

ko+sataniiz:
P{AX) — 2 |N.TI+3 NT21 — 2 [A]Ixt 143 |A||;r21 — [A]2|xi|+3].T21) — |A]Z;(.r).

Bu teiiglik barella A € K va x € R2 lar uchun oiinli. Endi uchinehi

shartning bajarilishini ko'rsatamiz:
p(xm/) =2Ui + i/il+3 a2 + y2\< 2 |xi| +3 [x2|+2 IYil +3 |y2| * p(X)+p(y)

Bu tenglik barella x. y € R2 lar ucliun o'rinli. Demak. berilgan ftmk-
sioual iiormauiug barella shartlarini ganoatlantiradi. Ul
10.2-10.19-misollarda berilgan p : X —* R akslantirishuing norma

shartlarini ganoatlautirisliini tekshiring.

10.3. pg(™ - Jp iAg- X e R+

10.4. px (X) _1m<<l‘71<lx'l Ix¢]. X € M" -

n
10.5. pi(x) = 2 bl , T€RnN.
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10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

10.19.

X - x € cn.
i=1

p(x) =

p(x) =) X] IX,] - X€ ¢2-
n=l

p(x) 5] I-Tnl x € f,- > 1
p(/) - maxb |/ (x)|.f € Cla, 6]
asx<

b.

b,g>1

PV (/) =/ I/ (X)1dx, / € C[a, 6]
p2(/) =\ f \f(x)\2dx. f eC]la,
pa(f) - [/ (x) ladx, f € CJ[a,
p(x) = sup |.r,, X€ m.
p(X) — sup [X,], X€r.
p(x) = sup |X,|. x € cq.
p(x) — Ix(@)] + "a[xj - @ Y[a=>*m
p(x) = |x(@)] + VA[Xj. x € IC'[a. b].
p:M[a, § —=R. p(x) — sup [x(f)|-
a<t<b
n
p(xX) = max |x (i) | f
a<t<b

max | XiA)
] «<t<b

Xuddi metrik fazo holidagidek (R”,p9 =R",
R".p) ~

RT, (Cla. b\.p)

Cla, fd,

belgilashlami kiriramiz.
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10.10-misolning yechimi. Ixtivoriv uzinksiz funksiya [a. b] kesma-
'I» integrallamivcliklir. Shuning udiun p\ futiksiorial C’[a, b] fazoning

liariirna venda aniglaugan.

Pi (/) - | \f{x)\ dx. J e C[n. g
«fa

lunksiona] udiun nonna shartlariniug bajarilisliini tekshiramiz. 1-shart

P\U)~ [ /(=W >o0

ixtiyoriy / e C[a. B\ udmii |/(.t)] > 0. V.r 6 [a, b shartdan kelih
I'liigadi. A<iar (/)-r 0 boisa. u holda / ning uzluksizligidan |/(/m)| =
I) ekanligini olamiz. va'ni f(.r) = 0. Agar /(.r) = 0 bo'lsa. u holda

M(/) mO ekanligi integralning ta'rifidan kelih chigadi. 2-shart.

Piln.f) =j 1o/ (r1dx= [n| 7 |/ (7)]dx —|o] pi(f)
Ja

Ja
tenglikdan kelih chigadi. 3-shart
b b b

NF17)= 1 I/M1<9pndx < 1 17 ()] dx 1 1 \<jp\dx = pi(/)Fp, (7)

« a a

tengsizlikdan kelih chigadi. Demak. bu funksional udiun normaning bar-

ella shartlari bajariladi. |

111.20. R" l'azoda kiritilgan p. pg. p”~, pi normalarning (10.2-10.6-misol-

laiga qarang) istalgan ikkisi ekvivalent. ekanligini isbotlang.

10.21. (iiekli olchamli diiziqli fazodagi ixtiyoriy ikki norma ekvivalentli-

girli isbotlang.

|0.22. (‘a. b fazoda kiritilgan p. p[. p2. pg nornialarinng (10.9-10.12-

misollarga garang) istalgan ikkisi ekvivalent emasligini isbotlang.
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10.23-10.28-misollarda keltirilgan akslantirishlar norma shart larini ga-j

noatlantiradimi?

10.23. p :P<, —R. p(x) = max{|xO0|,|zi].--mk,]|};

10.25.

bu yerda x(t) —Xo 4-Jit + ---+ xnt’.

10.24. p :C'*a. lh—=R, p(x) = |x(ft) - ~(a)] 4 max |.r'(<)].
a<t<b

©

:C,(D[a, § —=R. p((x) — ngg)g |x'(F)I -

10.26. p :C (2o, 6 —R. p(x) = |x(a) |4 |r'(a) |4 max |x"(t) |.

10.27.

p:C®[a, b —R, p(x) = \x(a) \+ \x(b) | + max |x"(t) |.
a<t<b
10.28. p : <MR) —»R. p(x) = _max Ix(/)]. Bu verda i>c;(R)-sonlal

o'gida aniglangan uzluksiz va finit funksiyaiar to’plami.

10.24-misolniiig yechimi. Bu misolda berilgan funksional uchun
normaning 1-shart.i bajarilinavdi. llagigataii ham. noldan fargli x0{t) = 1

element uchun
p(x0) = \r.O{b) - Xo(a)|] 4 mt";l)é l.ro)] = |1- 1Y + mlaot() Ioj=0
a<t< a<i<

tenglik o'rinli. Ya’'ni p(x) = 0 shartdan x(t) —O0 shart kelib chiijina.ydi:ll
2-shart p(nx) — blp(.T) va 3-shan p(x fy) < p{x)+p{y) ning bajarilishi!

modul hamda maksimum xossalaridan kelib ehigadi. O’

10.29. C[—1, 1] fazoda X,(t) —tn (ti € N) ketma-ketlikni fundamentai-

likka tekshiring.

Yechish. C[—1, 1] fazo toia normalangan fazo boiganligi uchun
{k;,,} ketma-ketlikning fundamentalligidan uning yaqinlashuvchi ekanligi
kelib rhigadi. C[—1. 1] fazodagi vagiulashish tekis yaqginlashishni ifo-

dalaganligi uchun {.tn} ketma-ketlikning limiti (agar i mavjud boisa)
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ham uzluksiz bolishi kerak. Qaralayotgari ketma-ketlikning "limiti" uzluk-
siz eTaH. Shmiing uchun gaialavotgan ketma-ketlikning fundamental emas-
ligini ko'rsatishga harakat gilamiz. Bulling uchun shunday &(, > O soni
mavjud boiib, istalgan n € N uchun undan katta w, > n va shun-
day p) € N sonlari mavjud bo'lib. ||x,0tpu —xnu|l > sq tengsizlik o'rinli
ekanligini koisatish kifova. €0 ~ z va har bir i € N dan katta biror
no > u natural son uchun O = nO deb olamiz. Barella t 6 [0, 1] lar
uchun

Il x2m, - X JH maxJ <n° - in’| > {"Q- /20

tengsizlikga ega boiamiz. Bu tengsizlikdan t — boiganida ushbu
, 1 1 1 1
ur2y - Inoli > 2“ 4=4>5
tengsizlik kelib chigadi. Bu esa {a;n} ketma-ketlikning fundamental emas-
ligini ko'rsatadi. O
10.30-10.39-misollarda keltirilgan funksiyalar ketma-ketligi ()(t) = O

funksiyaga ko’rsatilgan fazoda yaqinlashuvchimi?

> W= j+rf+fi - 1@ 4-

10.31. xn(t) = tr~nt, CJ0, 10].

10.32. xn(i) = . Ccn—m, m.
n

10.33. xn(0 = tn- t2n, C2[0, 1]

N+l y2+n

10.34. ~— —- — -, (C[Oo, 1
n-fl1 24n

10.35. xn(t) = Q[O, 1].
1+nt

10.36. xn{t) - {It" + Cl [0. 1].
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10.37. xn{t) —tn —tn+I: C, [0. 1].
10.38. xn(t) = n~°5\/2ni =e~05nt; C2[0. 1].
10.39. xn(t) - 2n =t me~nt;: C\ [0. 1].

10.30-misolning yechimi. Bu misollarning barchasida lim [|.m —(]|
n -*oc

11Iim |l.Lm|l = O shartni tekshirish kerak boiadi. Chunki ()(t) = O funks-
*00

10.30-10.39-misollarda keltirilgan fazolarning barchasida noi elemontcHr,

Bu misolda berilgan .r,(/1 = olementning normasini beh<»-

1+ w2+ t2
lavmiz
nt
Ixn|l = max < - < " =_,
0<i<1  1-Ur2+ {2 1+n2 n2 n
Demak. lim ||.r,]]| =0 munosabat o‘rinli. vaili {.tn} nolga yaqinlashafl
n—*oc

10.39-misolning yechimi. Berilgan x,(f) —2n-t-t~nt flementnitij

nonnasini hisoblaymiz

]l = f \2n mt me~n,;\dt — 2n f tm " dt - I e~m\i(nn =!
Jo Jo Jo

1--er |-
o

kal.lik noi elenientga ya(|inlashniaydi. O

10.40. X — (1,2.2) va y ~ (—3,0,4) elementlarning R3, R3, R4

fa/olardagi normasini hisoblang.

10.41. f(r) =sinX va g(x) - cosx (lemontlarning ('[—x, . Cuy—it, T,

'2[—m, @] fa/olardagi normasini hisoblang.

10.42. pn(x) - sinnx va —cosnx, n € N elomentlarning C[-7r, 14
(. A-7r, ], Z2[-m, x). N/[—#&, 1. T[-1t, 1 fa/olardagi norma-

sini hisoblang.
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10.43.

10.44.

10.45.

10.46.

10.47.

Bu

10.48

Agar /)] : X —R va j)2: A' —R norrnalar boisa, u holda ixtiyoriy
q|, a2 musbat sonlar uchun p — n\p\ + a2p2 =X ® bani norma

shartlarini ganoatlantiradi. Isbotlang.

Agar |Pp|l, : X — IR va [[|*]|]2 : X —»R lar ekvivalent norrnalar
boisa, u holila lim |Ja,, —x]||, = 0 t.englikdan lim ||.r, —af|2= 0
n—*00 n—*oc

tenglik kelib chiqadi va aksincha. Isbotlang.

Agar pi : X —R va p2:X —»R lar ekvivalent norrnalar boisa, n
holda {.i;, | ketma-ketlikning A'; normalangan fazoda fundamental-
ligidan, uning X 2 da harn fnnilamontal ekanligi kelib chigadi. Isbot-

lang.

Agar pi : X —R va p2:X —»R lar ekvivalent norrnalar boisa,
ti holda M C X ning A'i normalangan fazoda kompakt (nisbiy
kompakt) ekanligidan. uning X 2 da harn kompakt ( nisbiy kompakt)
ekanligi kelib chigadi. Isbotlang.

Ixtiyoriy x. y 6 X lar uchun quvidagi tengsizlikni isbotlang

iw-1lylll< I-"--yl- (10.1)

Isbot. Normaning neburchak tengsizligiga ko‘ra quvidagilar oiinli

el = Ar-y + YW\ < [Ix- YW= = [H] - |yl < [Ix-yll.
W\ - i P < \y- g 4 [lrl = W\ - INI < |l.r-.v|].
ikki tengsizlikdan (10.1) tengsizlik kelib chigadi. O

. ,Y normalangan fazo va xn. z, y,, y £ X boisin. Quyidagiarni

isbotlang:
a) agar xn —» 1t boisa, u holda ||x,|| —1Ir11;

b) agar xn —x boisa, n holda {.r,} chegaralangan ketina-ketlik:



r) agar x,, —*.c. An—A. Jl, € C bo'lsa. u linlda N, -xn —-A m;j

d) agar xn—»x va ||xn - yn|| —0 boiba. u holda y, —Xx .

e) agar xn -e;r bo Isa, u holda ||x, - y|| —+LU/ - y|| ;

f) agar xn — x. y, ==y bolsa. Il holda \Wwn - y,|| -» W - y\\.

Isbot. Faraz qilavlik, xn —=.r boisin. Modulning niaiifivniaslig;

dan hamda (10.1) tengsizlikdan 0 < |||x.il - Il i < [|l.m - 1] keli
chigadi. Bu tengsizlikda limitga o't.ib lim ||xnj| - []| leuglikni olamil
Vaiii a) tasdiq isbot boidi. {||x, ||} sonli ketma-ket.likning vaqginlashuv
clii ekanligidan uaing chogaralangan (‘kanligi kclib rhigadi, va ni {xn
dicgaralangan k(‘lina-kctlik okan. b) tawli<| isbot bo'ldi. Endi e) tasdign
isbotlaymi/.. Quyidagi

O0< ||A, -xn- Amrll = ||A, -Xxn- An -X 4 Au -X - A -X|j <
< A, mxn- A, mdl ||A, -x - A -x|]| - 'AU]|ltn - x]] 1 |IX]] |An - A
teiigsizlikdan A, -xn —A mx ekanligi kelib chigadi. Quyidagi
0 < L= /7)1 = [IX= Xy ! Xy = 22,0 < |lx = x|l | |IX = 27,1

teugsi/likda limitga o'tib d) tasdigning isboliga ega boiamiz. (10.1) fengj

sizlikka ko'ra

i £ Ik, - yo- i/ - ylll< |Ikn -y - U -yl ~ Ik, - /W

tongsizlik o'rinli.Bu yerdan limitga o't ib v) t,asdi(|ning isbot iga (‘ga bolaj

Oxirgi f) dasdiq hatn (10.1) tongsizlik yordamida isbotlanadi. Q

10.49. Har ganday normalangan fazoda ocliig shar ochig to'plani. yupfl

sitar yopiq to‘plafii bo'lishini isbotlang.

10.50. [l](xci. )\ - B{xo, r] t(i)glikni isbotlang.
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10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

10.55.

10.56.

10.57.

10.58.

10.59.

10.60.

10.61.

Lxtivoriy X. y € X lar uchuii [l.4] < max{]|x 4&W\, |Ix—y]||} teng-

sizlik o'rinli. Isbotlang.

Cbogaralangan to'plamlaruing birlaslimasi yana chegaralangan to'p-

lani bo'lishim isbotlang.

Chegaralangan toplamlarning arifmetik yig‘indisi vana chegaralan-

gan to'plam bo'lishini isbotlang.

Al C X to'plam chegaralangan bolishi uchun diam Ai < oc teng-

si/likning bajarilishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Al C X chegaralangan to’plam. L holda A/j ham chegaralangan
to'plam. hanida diam M —diam [O/] tenglik o'rinli. Isbotlang.

Har ganday JI/ C A” to'plam uchun Al' vopiq to'plam bo'lishini

isbotlang.

Har ganday Al C A' to'plam uchun (Al')" C At munosabatrii
isbotlang. A1"\(M'Y f O bo'lishi mumkinmi?

[A C fi\ ekatiiigidan A C B nnmosabat kelil) chigadimi?

M C A’ yopiq to'plam bolsin. p(x, M) = 0 bo lishi uchun x € M

bo'lishi zarur va velarli. Isbotlang.

A. fi C A' ixtiyoriy to'plamlar bolsin. p(A,B) — p(A.R) —
piA. fi) —p{A. fi) tengliklarni isbotlang.

Al C X ixtiyoriy to'plam bo'lsin. Al to'plamning chogarasi - 0Al
shunday x € X nuqtalardan iboratki. markazi x da bo'lgan har
ganday shar ham Ai to'plamdan. ham X\M dan hech bo Imaganda
bittadan elementni o'zida saqlaydi. d M — yopiqg to'plam hanida

dAl - <)(X\M) tenglikni isbotlang.
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10,dJ.

10.63.

10.64.

10.65.

10.66.

10.67.

10.68.

10.69.

10.70.

Slivlldny x |.) — (irj"™, 4 n).......-=—————— ) ketma-ketlikka misol kdt |

FIngki, u

a) ni da yaqginlashuvcki, I\ da uzoglaskuvchi bolsin;
b) rn da yaginlashuvehi, da uzoglashuviiii boisin;
<) 12 da yaginlashuvclii, N\ da uzoglashuvchi boisin:
d) ri da yaginlashuvdii, i\ da uzoglashuvchi bolsin:

e) co «a yaqgiulasimvclii. fi2 da uzoglashuvchi boisin.

x — (1. ..) clementning rO da votishini ko‘|

N2 In3"  Inn"
sating va biiorta ham p e N da x ™ I'r ekanligini isbotlang.
P —barcha ko'phadlai to'plami. C[a, 6] fazoda odiiq to plam bo‘la

(linii?
P-barcha ko‘phadlar to‘plami C[a, bl da yopiq to plam boiadimi

Qisinan chizigli uzluksiz funksivalar to'plami CJ[a,i»] fazoning kam:]

ma verida zich ekanligini isbotlang.

P —barcha ko'phadlar to'plami C a.b] fazoning hamina verida zicJ

ekanligini isbot lang.

t2 fazoda {x = (x1,x2,...) € (2: x| < 1} parallelepiped odlil

to‘plam boiishini isbotlang.

Agar |Ix+ vl = IMI 1 IM]l tenglik fagat ij - Ax. A > 0 koii-
uishdagi element,lar uchun o rinli boisa, it holda A’ normalangaa
fazo gatiy nonnnlangan deyiladi. Quyidagilarning gaysilari gatiy
normalangan lazo hoiadi?

a) Rz b) fj: c) i2\ d) m; e) Cla,b\ f) C2\nb\

Agar A, B C A to'plamlardan birortasi ocbiq boisa, uholda A +B

to'plam ham ochig bo'ladi. Isbotlang.
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10.71. A, B Cc A' lai' hanimn verda zieh to‘plamlar boisin. AD I 0
hoiishi imimkinmi?

i 10.72. Ci—1, 1] fazoni ikkita cheksiz oichamli qgism fazolarniiig to'gii
yigiiidisi shakiida yozing.

10.73. Xonnalangan fazoda fundamental ketnia-ketlikning ehegaralangan

ckanligini isbotlang.

[10.74. {xn} ¢ X fundamental ketma-ketlik va uriing biror X,k gismiy
ketma-keliigi yaqinlashuvehi boisin. U liolda x, keuna-ketlik ham

yaqginlashuvehi boiadi. Isbotlang.

ocC
10.75. {e,,} C Vva V |Jr+i | | qgator yaginlashuviiii boisin. U liolda
n—
{7?m,} fundamental ketma-ketlik boiadi. Isbotlang. Teskari tasdiq
oiinlimi?

10.76. llar qanday chekli oichamli normalangan fazo toiadir. Isbotlang.

11-§. Evklid va Hilbext fazolari

Chiziqli fazolarda norma Kkiritisiming siualgan usullaridan biri, unda
skalyar ko!paytma Kiritishdir. L hagiqiy chizigli fazo boisin.

Il.1-ta’rif. Agar L xL dekart ko‘paytmada aniglangan p funktional
(jiilyidagi to'rtta shartni ganoatlantirsa. unga skalyar ko‘paytma deyiladi:

J)p(x. x) > 0. Vx € L\ }>x, x) —0 x — 0.

2) p(x, y) »= piy.x), Vx.y 6 k, simme.triklik.

3) p(o/X%, y) - <rp(x. ij). Va GE. x. y 6 L, birjinslilik.

4) p{xi f X2-y) - p{xi,y) 4 p(x2iv)" V.T], x2. y € L. additivlik.

Agar /, kompk'ks chizigli fazo boisa. u liolda 2) shart p(x,y) —
p(y' x) bilan almashtiriladi va 3) tenglik barella kompleks a da bajari-

lishi talab qgilinadi.
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11.2-ta'rif. Skalyar ko'paytma Kkiritilgan chiziqli fazo Evklid fazm
deyiladi. x va y dementlaminy skalyar kolpaytmasi (x,y) orqgih
bdgilanadi.

Evklid fazosida x clcinentniiig normasi

i1l = (11.1!

formula orqgali aniglanadi. Demak, liar gandav Evklid fazosini nérmala®
gan fazo sifatida garash mumkin. Norma-langan fazolarda isbotlangnflj
barcha tasdiqglar Evklid fazosida hain o'rinli boiadi.

Teskari inasalani garaymiz. E —normalangan fazo boisin. E daanH
langan norma gandav qo'shimcha shartlarni qaiioatlantirsa, E Evklic
fazosi ham boiadi? Boshgacha aytganda, gandav shartlarda norma orqal
unga nios skalyar ko'paytma aniglash mumkin?

Il.I-teorema. E normalangan fazo Evklid fazosi boiishi uchun, Ufl

tiyoriy ikkita f, y € E dementlar uchun
W+ 92+ 11/7-0112= 2|/112+ 2]I19]k (11.2)]

tcnglikning bajarihshi zarur va yetarle

(11.2) parallelogramm ayniyati dcyiladi. (11.2) shart bajarilganda

P(x, y) = \(\\f + ytf-\\f-g\\2)

p : Ex E —R funksional skalyar ko paytma shartlarini ganoatlantiradil

11.3-ta’'rif. Ayar (x,y) = 0 boisa, n holda x va y vektorlar orto-]
yonal dcyiladi va xA.y kabi bdgilanadi-.

11.4-t,a'rif. Agar ixtiyoriy a / i3 da (xa, xp) — O boisa, u holda
noltnas {xQ} vektorlar sistemasiga ortogonal sistema dcyiladi. Agar\
bu holda liar bir elementning normasi birga teng boisa, {xa} ortogonal
normalangan sistema, gisgacha ortonorrnal sistema dcyiladi.

11.5-ta’rif. Agar {.rO} sisternani o ‘zida saqglovchi minimal yopiq gtstn

fazo E fazoning o'ziya teng boisa. u holda {xa} sistema toia d&yiladA
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11.6-ta'rif. Nyar orto-normal sistema to’la bo'lsa, u /tolda bu.
interna E fazoduyi ortonormal baZin detjuadi.
11.7-ta’rif. Hi ga E Euklid fazoHi va {p"} ortonormal'sistema beril-

lun hoisin. Agar ixtiyoriy f € E wuchtin

ocC

¥ >12HI/ZII2. rk (/m DK) (11.3)
K1
ungiil- o’rmii ho'lna. {6a:} ortohormai sistema yopiq sistema deyiladi.

| 1 1.3) It'iiglik Purseval tengHyi deyiladi. <m— (/. Ok) sonlar J € F
mli'inontnini; {<?*} ort«»normal sistemadufti Furye koeffitniyvntlari deyi-
jimii.

(e]e]

X>*]2< | fii-D
K |

len,nsi/likiii gniiont iantiradi. (11.4) (cngMzlik Bessel tirnysuligi deyiladi.
11.8-ta'rif. F Evkitd fazosi (111) nnrmaya nisbatan ht’la bo'lsu. un
o'l bvkliil fazosi deyilaili.

11.9-ta’rif. Cheksiz o'lr.liamli to la Evklid fazosi HWbI rt fazosi JeyHu-

11.10-ta’rif. Npar E Erklid fazosniiny hanima yenda zieh ho'liZau
niinogh to 'plam mavjud. lui'(sa. E separabel E vkhd fazosi deyiladi.
11.2-teorema (Shmidt.ni.ny oiioynnallashtinsh jurayoni). Bizya E

Hukli,d fnzos-ida ehizigli bog'lanmayan
h- f¢....... in EmEm
ilemnitlur sistemasi benigna ho'hin. U holdu E Evklid. fazosida shunday
o\ @1....... on:--- (11-5)
intono miai sistema rnavjvtlki. giiyidayt tasvirlar o’rinlt:

dn anifi t o2 ' ' ~ annfn. @nn ~

101



vn

/n bnl®i 4" hn2 ®2 4 ~* 4 *nn on: bnn N~ ~m

1.3 -teorema. To7« srpnmbcl Evklid fazosidagi {(*>,,} orhmo-rrnJ
Mdidnnu to ‘In bo‘li*hi uchun. E da {,>,} sistemanhuj barcha <icmek2

lariga ortognnal bo’lgan noiTwus elanentning muvjud boimas/u/i zanir t

11.1. C¢” - {r-- (Xb ...... » e C. A- 1,2-———- ,n\ diiziqli fazaj
gnraylik.

/.,*. w.)cCcC" (1]

=1
formula yordamida aniglangan p funksional skalyar kopaytma aksiomaj
larini ganoat lain irishiui ko'rsating.
Ycchish. Cn koinploks diizigli fazo. Sliuning udnin biz komplek”
diizigli fazoda bcrilgan skalyar ko'paytma shartlarini tckshiramiz.
1) p{t.x) - ¢2Tk*k - E In!12> 0, V.r € Cn
k-1 A-1
tongsizlik pe] > 0 (‘kanligidau kelib diigadi. Kndi
1
p(x. x) - |2 — U
A=1
bo'lsin. Qo'shiluvdiilaming manfiy (‘masligidan bar bir udiun cj2
0, Inindan Xk —0, ya'ni x 0 ekauligi kdib diigadi. Aksincba. liar bi
A ndmn xk- O boisa. u linlda p(x, x) - 0 bo'lishi kcrrinib luribdi.
n n . n
2 2my) E XKW- £ Twk= E YK- riy, -n).
[ a k t

Bun tcnglik ko'pavtmaning qgoshmasi qb'slimalar ko'paytmasiga, yig'mdi-J

ning go'sinnasi osanqo‘shinalar yig'inﬂisiga Ixng_hi-gidan kdib diigadi.

3) p(x+vy.z) —£ (4+vyKZ =E - E -
K--1 k~1 k-1

- p(x. z) fpi/.2), Vx,/ €C".
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) p(\m. y) - v Aikyk - A£ rkljk- Ap(c,y). Vc.y €C\ Nn* C
liti i.ongliklarnirrcg_lbajarilisbi I<I’orlnploks soularni qo;sliish va ko paytirisli
xussabiridan k('lib diigadi. Demak. (11.0) lenglik yordamida aniqlan
uan fi funksional skalyar larpaytma aksiomalarini qanoat lantiradi va C"
koinpleks livklid fazosi boiadi. L)

11  '2-11 .(j-misollarda kdtirlgan p : E x E R funksional. hagiqiy

diizigli fazoda skalyar ko’paytma sliart larini ganoal lanliradimi?

11.2. p (L/.y) = xkyk. r.ye Rn
A—1
b

11.3. p(/.(Q) = ff(t)q(t) (It, f. a€ Cra. ¢ .
a
K9

11.4. /) (.r.y) - V Xcyc y € /2.
A-1

11.5. p(f.y) f I\t) g(l) dI: j'.yi 1., a b).
a

11.6. p(f.y) = 52 f(")<)p)m f-<J &1'iZ):
rii7.

Eslatma. 11.3-misolda kdtiriigan (C'[«, ft]./5) Evklid fazosi C2[u, 3
hilan hdgilanadi.

11.7-1 Il.Il)-niisollar<la bitirigan p : E x E —>C fnuksional. korsatil-
gan koinplcks diizigli fazoda skalyar ko‘paytma shart.lariii ganoatbmt.i-

rishini ko'rsating.

11.7. N (/.y) = [ f(t) y(t)dt. f.gq t C\n. b\
a

C

11.8. p (r.y) - vkyk. y € /2.
A1l
A
11.9. p[J'.y}— ff(t)g(t)dt. f.y LAa. ft,
a
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11.10. p{f,g)=2f(k)g{k), f,g€ £22).
[EZ

11.11-11.20-misollarda keltirilgan p : E x E —+R fiinksional, ko'rsatilgal

haqigiy chizigli fazoda skalyar ko‘paytma shartlarini ganoatlantiradimIfl
11.11. R2; |- X.//) s/(A + >D(>A + y2).

11.12. E

R2, p(x,y) = xij/i - x2y2.

11.13. E

R2, p(x,y) - anyi - x2J/i + 2x2j/2.
11.14. E = R3. p(X,y) = xiyi + x2y2- x3y3-

11.15. E — R3, p(x,y) = X\Hi + x2y2- *mNom

a
11.16. E =12, p (x,y) = £ AKXKVk, 0< An< 1

fe=1

11.17. [ - e2 X,»)=£
2 Pp(x»)=f

b
11.18. E - 6'[«, fc]. p(r.y) = Jéx (t) y(t)dt
a
b
11.19. E = CJ[a, 6], p(x,y) = fx4t)yi(tdt..
a
b b
11.20. E - t 6, pm.y) —fx(f) y(i)dt + fx' (/) y' (i) dt.

11.11-misolning yechimi. p(x,y) - >/(x? + x?) (y? 4y2), x.y €
R 2 funksional uchrm skalyar ko'paytmaning 1-sliarti bajariladi. llagigata-:
liam. ixt-iyoriy uohnas x £ R2 da p (X.x) = v(Xi + X2) (- t %) =
x2hr™ > 0 va p(x, X) = 0<> x = (0, 0). Bu funksional iichun siinmet.rik*
lik p (x.y) = p (y,x) sharti o:riuli. Bu funksional ucliun p (Ax,y) —
Ap (x.y) teuglik o‘riuli emas. Masalan. p (—2x.y) = 2p (X.y).Oson tek-
shirisk mumkinki, bu funksional uchuu p (x 4 z,y) —p (X.y) + p (z.y)

teuglik ham o'riuli emas. a
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11.21. Ri Evklkl fazosida /, = (1,0,0). f2= (1, 1;0), /3= (1,1.1) vek-

torlar sisternasiga Shmidtriing ortogonallashtirish jarayornui qoilang.

Yechish. Ma'lumki, R" fazoda n la vektordan iborat sisteirianing
chizigli erkli boiishi uchun, bu vektorlarning koordixiatalaridan tuzilgan
detorminant.ning noldan farqgli boiishi zarur va yptarlidir. Berilgau vek-

torlar uchun bu determinant.

boigardigi sababli, ular chizigli prklidir. Endi bu elcmontlarga Shmidt-
ning ortogonallashtirish jaravonini qoilaymiz. py — f\ = (1,0.0) deb
olsak. libili ~ y/\24- 02+ 02 = 1 boiadi. p2 elcmentni tp? —/2—a2 pi
ko'rinishda olib, a2i kocffitsiyentni (p2.pi) — 0 ortogonallik sliarfini

ganoatiantiradigan qilib tanlaymiz:

0= (p2 - (/2,p”™ - <in(p\-p\) yoki «ai = =}
1 holda '
= (1,1,0) - (1,0,0) = (0,1,0), Ibal]] = I,
boiadi. p: vektorni quyidagi ko'rinishda izlaviniz:
pj=h ~ @B1Pi - «32Pi- (11-7)

Bunda «;n, «32 koeffitsiyentlar. ortogonallik shartlaridan, ya'ni
~3,~1) = ("vb2) =0 (11.8)

shartlardan topiladi. Buning uchun (11.7) ni p\ va p2 ga skalyar ko'pay-

tirib. (11.8) shartlardan l'oydalatisak. uai, a:ii2 koeffitsiyentlarga nisbatan

chizigli tenglamalar sistemasi liosil boiadi. Bu tenglamariing vechimi:
(3 vl 1.1+ 1-0+0-1

1
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Demak.

eA= (1.1,1) - (1.0,0) - (0.1,0) = (0.0,1). \\@B\- 1.

Hosil boigan @1 .@-, vektorlar sistemasi ortonormaldir.

11.22-11.31-misollarda kekiiilgan vektorlarniug chizigli erkliligini tel®

shiring, Shmidtning ortogonallashtirish jaravoriini go'llab, oitonormal gi

tema hosil qilirig. E", £2,£2(Z), C2[a, 0j, L2[a, b fazolardagi skalyar ko"

paytmalarni 11.2-11.10-misollardan garab oling.

11.22.

11.23.

11.24.

11.25.

11.26.

11.27.

11.28.

11.29.

11.30.

11.31.

11.32.

E

Ri. X= (0,0 1), y= (0. 1, 1). ¢c= (1, 1 1).

E=R\ x—(110). y= (20, -1). 2- (0, -1, 1).

E —E3 x=(1,0,0), y=(@©, —1 1), r=(2,0,-1).
E=CV-1. 1], .ri(/) - 1 r2{t) - t3, x3(/) = f6.
E=2Cr[-1, 1], x{t) =1 yft)=1t, z{t) = t2.

E —L2[0, m]. x(/) —1, y(t) ~ cost, z{l) —sin/.
£'= ¢21- 1.1], xi(/) = 1 x2(/) =/, x:i(/) = 2+ 1L

A

t2. 1= (1.0,0....). y= (1,1,0,0,...). r = (1.1.1,0,0,.J

/ 1 1 \ / :
= _ 107 b}
E. i2s,- (1,1.0.0,...). y- (0,0,1.1,0,...).

E Evklid fazosida ixtiyoriy x,y,z elementlar ucliun Apolloniy

nivatini isbot lang

-y

W- xR+ - yWR= \ ||*-y||2+2 " )

106



11.33.

11.34.

11.35.

11.36.

11.37.

11.38.

E Evklid fazosida ixtiyoriy x.y,:,t, elementlar uchun Ptoletney
tengsizligini isbotlang
< Ik-i/Il -1k - *11 f Lyy- ST R [ ]

E Evklid fazosida .r va y elementlar ortogonal boiishi uchun

W12t W12 [T+ y
tenglikuing bajarilishi zarur va yetarii. Isbotlang.

E hagqigiy normalangan fazo va ixtiyoriy X.y elementlar uchun
Parallelogramm ayniyati
Nr+y f+ - W2 - 2 i/12+ 2 IR

bajarilsiu. | holda

V:EXE->E. p(G\y - “MlIx+ AIR- Ix- V2
funksional skalyar ko'paytma shartlarini ganoatlantirishini korsating.

.r,. Xo... -,.r, lar E Evklid fazosidagi ixtiyoriy oriwnoi mal sistemi»

boisin. Bu sistemaning chizigli crkli ekanligini isbotlang.

E haqigiy Evklid fazosi. Ixtiyoriy x.y elementlar uchun Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligi |(x,y)] < [Ifl - IMI ni isbotlang.
E Evklid fazosidagi X\.X2, ...... r, € E sistemaning Grani deter-
minanti deb

(Te.Ti) Ui, x2)- =(ri.X,,)

Vxrox2 . oxiy  GrXD (2X2) - ~(x2,0n)

(Xn.Xi) (dn,7,2) <(Xn,Zn)
determinant tushuniladi. x\,x2.......... r, € E elementlar sistemasi-
ning chizigli erkli boiishi uchun, uning Gram determinanti noldan

farqgli boiishi zarur va yetarii. Isbotlang.
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11.39.

11.40.

11.41.

11.42.

11.43.

11.44.

11.45.

11.46.

11.47.

xn va lin lar H Hilbert fazosidagi yopiq birlik sharga togishli va

1100
lang.

lim (x,, ijr,) = 1 boi.sa, u holda Iim |]|x,—yn[l= O boiadi. Isbot-

H —Hilbert fazosi, L tilling gism fazosi boisin. x element L gism
fazoga orthogonal boiishi uchun istalgan y GL da Ml < IKX—Vil

tengsizlikning bajarilishi zarur va velarli. Isbotlaug.

C2[—, A Evklid fazosida +n{t) = sinnt. n G N sistemaning or-

togonal ekaiiligini isbotlang. {y3n} sistemadan ortonormal sistemaga

o ling.

T2[—mM 7 kompleks Hilbert fazosida V'n(f) = exp{f'r?i}. 2 G Z,
sistemaning ortogonal ekanliginiisbotlang. {~,} sistemadan ortonor-

mal sistemaga o'ting.
Kompleks Hilbert fazosida quyidagi tenglikni isbotlang:
(X, ¥) = \{ Ik + ylI2- I]x- W2+ i [Ix+ MN\\2- i |x- M2

C2[—7T, tf] Evklid fazosida ¢[l) —cos21 elementniii;

ortonormal sistemadagi Furyc kocffitsiyentlariui toping.

//—Hilbert fazosi. xj, x2,---. xn undagi ixtiyoriv ortogonal sistema

va X - .ri + X2+ ...+ xn boisin. Pifagor tengligini isbotlang.
W 2= |12+ [IRI2+ --- + I]xn]]a.

Hilbert fazosi gat’iy normalangan fazo ekanligini isbotlang.

11 Hilbert fazosidagi xi,x2 elementlar uchun Re(xi,x2) = |I¥]|2=

Ix2j2 tenglik oi'inli boisin. U holda x\ = x2 ekanligini isbotlang.
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11.48.

11.49.

11.50.

11.51.

11.54.

Har bir natural n da Mn — {x £ i2 ®Xi + x2 + m + xXn —
0} to‘plarn t2 Hilbert fazosining gisni fazosi boiishini isbotlang.
Mi, M 2, A/3 gisrn fazolarning ortogonal toidiruvchilarini tavsiflang.
ularning o'khamlarini toping.

f2 Hilbert fazosida M = {ir € t2 : X\ + x2+ -®m+ xXn+ ... ~
0} to‘plamning chizigli ko'pxillilik ekanligini liamda 12 fazoning
hamma yerida zich boiishini isbotlang.

L2[-1, 1] = {#/ 6 L2\-1: 1] : f(-t) - -/(*)} toq funksiyalar
to'plami 1] fazoning qisin fazosi boiishini isbotlang. Vning
ortogonal toidiruvchisini toping, dim L2\-1. I] va dim (/"™ [—1, I])x

larni hisoblang.

L2[—1 1] toq funksiyalar fazosida = sinna/InEN sistema-

ning ortonormal bazis boiishini isbotlang.

Lejandr ko'phadlari hagida to'tr (11.5”-11.57) masala.

ko'phadlarga Lejandr ko'phadlari deviladi. Ixtiyoriv m < n uchun

-1
ekanligini isbotlang. B yerda Qm bilan m— darajali ko'phad b<i-

gilangan.
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11.55.

11.56.

11.57.

11.58.

11.59.

11.60.

Lr[—1; 1] fazoda Lejandr ko'phadlari {1. /in}n6M ning oitogogn

sistema ckanligini isbotlaiig.

Lejandr kophadi Pn ni P,(.1;) —<nxn f Qn i{x): n € N sliaklcl*
tasvirlang. c,,— koeffitsiyentni toping.
Lejandr ko'phadlari Pn € L-i[—1 1 ning normasini hisoblang.”

/21—1m 1] fazoda 1, t. t2. iA....... t\ ... ko‘phadlardan oitotiornjnj
sistema hosil qilirig. Hosil ((ilingan ortononnal sistemarti Lejandr

ko'phadlari bilan tagqoslang.

Ari®-(; *~ap) bilan R da aniglangan, oichovli va

shartiii ganoat lantiruvdll ftinksiyalardan iborat fazoni belgilaymif.,

Bu fazoda x va y element,larning skalyar ko"paytinasini

formula bilan aniglaymiz. Bu fazoda 1 t. t2 t3,..., tn,... chizjjn
li bog'lanmagan sistemadan ortononnal sistema hosil «jiling. Hosil
(illingan ortononnal sistema Chebishci-Enrnt ko'jihadlari devila«

I niiig dasllabki udita hadini toping.

L-¢(Ri. r ~*4y) bilan R += [0. oc) da aniglangan. o'lchovli \a

shartni ganoatlantiruvdii futiksiyalardarn iborat fazoni belgilaymiz

Bu fazoda x va y elementlarniiig skalyar ko:paytmasiiii
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11.61.

11.62.

11.63.

11.64.

11.65.

11.66.

formula hilan aniglaymiz. Bu fazoda 1, t, t2 i'l....... I".... chizig-
li boglanmagan sist«<nadan ortonormal sistema hosil giling. Hosil
gilingan ortonormal sistema CT7ieb-ishcv-Lagge.r ko'phadlan deviladi.

Uning dast.labki uehta hadini toping.

¢20—1, 1 - {/ e L¢{-1 1 : f(t) = 0, t 6 [0, 1]} to'plam
L2[—1, 1] fazoning gisin fazosi boiishini isbotlang. Uning ortogonal

toldiruvehisini toping.

[0. ] kesmada x, funksional ketma-ketiikni quvidagicha aniglaymiz:

Mi) = 1va
X.(f) = (-1)*; te uGN; k ). 1.2... 2" - 1

bu interval chekkalarida ,r,,(/) = 0 deymiz. Bu Radrmaxer sistamnsi
deviladi. Bu sistemaning L2[0, 1 fazoda ortonormal ekanligini is-

botlang.

x(t) —t(t -- 1) 4 6 1 funksiyaning Rademaxer sistemasidagi barcha
{*,}“ , larga ortogonal ekanligini ko'rsating. Demak, Rademaxer

sistemasi tola ortonormal sistema enias.

Agar jin lar tgp - fi tenglamaning rnusbat ildizlari bolsa, u holda
xn(/) —sinfiLt, » € N sistema L2[0, 1] da to‘la ortonormal bazis

boiishini isbotlang.

f(x) = 1, g(.r) = x. y?(xX) —x2 elementlarning L?\-1, 1] fazoda
\ifin () —sinH/T/}, n6 N. {~ (i) = cosrnrt}, « 6 N.
{v.(t) = 2~1/2cxp{iTC7ri}} . n e Z ortonormal sistemalardagi Furye

koeffitsiyent.larini toping.

/(j) —signx, .g(x) —}x], #(x) - X[d,r-(x) elementlarning

L2[—1, 1] fazoda —sinniri}. tosmrt}. n € N,
{Vn(i) —2“1L/2exp {i/OTI}, ne Z
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11.67.

11.68.

11.609.

11.70.

ortoiiormal sistemalardagi Furye koeffitsiyentlarini toping.

f(t) — el funksiya uchun shunday n—darajali p(b, t— 1,2,3

ko'phadlar topingki, ||/—pnj norma L2[—1, 1] da minimal boisin,
f(t) = t4 funksiya uchun shunday n — darajali pn(t), n — 1,2,3
ko’phadlar topingki, | |/-pnll norma L2[—l, 1] da minimal boisin.

\f[a, ff] bilan [a. b] kesrnada aniglaugan va

supY'|/Z(.n]2< oc

shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar to'plamini belgilaymiz. BuyerJ
da aiiiq yugori chegara [a. bl da saglajunchi bairha chekli yokl
sanogli S to‘plamlar bo'yicha olinadi. Bu to‘plam funksiyala%-
go‘shish va funksiyani souga ko'paytirisli ainallariga nisbatan chi-]

zigli fazo tashkil giladi. \fla. ff x 'V\a. ffj da aniglangaii

P{f,9) ~ X1 f(xX)v{*)<Ix-. / ,«£ % b
xdo.. 4
funksional skalyar ko'paytma shartlariui ganoatlant-iradi. Hos.il bol-

gan Evklid fazosi tola, ammo separabfi emasligini isbotlang.

Kr, n GN da aniglangan va kvadrati integral lanuvchi boigan ekvi-

valent funksiyalar sinflaridan tashkil topgan vektor fazoni garaymi-

Q- T 10d0d

funksionalniug skalyar ko'paytma shartlarini ganoatlaiitirishini tekshi

Bu fazoda

ring. Hosil boigan Hilbert fazosi L2(R") bilan belgilauadi. f(x
(14 x2) ' va g(x) — X[_i,iJ(a:) larni L2(R) ga qarashli
ni koi'sating. Bu elementlarning skalyar ko‘paytmasim toping,

ortogonalmi?
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11.71. /(r. //; = exp{-I1x] - W\ va g(x) - X[-i,i]x[u,il(*) larni L,(R2)
ga garashli ekanligini ko'rsating. Bu clenientlarning normalariiii va

ularning skalyar ko'paytmasini toping.

11.72. 72(2 ) Hilbert fazosida /(0) = 0, / (») = j?-1, 11 G Z\{0} element-

ning norniasini hisoblang.

11.73. Pararnetr a va R larning ganday giyniatlarida 7/ («, in) — (0.1 +

«*“ + n~y1lfunksiya /2(22) Hilbert fazosiuing elementi boiadi.

11.74. Agar H Hilbert fazosida {”~ ,}Il€H ortonormal bazis bo'lsa. u liolda

quyidagilarni isbotlang:
oc
a) istalgau x e H uchun x = £ (X, izn) tenglik oTinli.

71=1

b) ixtivoriy x.y G H lar uchun (x.y) = £ (x-ipn)( 9n,y) tenglik

o'rinli.

11.75. E Evklid fazosi, {*>,In€EN esa E dagi ixtiyoriy ortonormal sistema.

ketma-ketlik nolga kuchsiz yaqginlashadi. Isbotlang.
12-8. Chiziqgli funksionallar

Bu paragrafda biz chizigli funksionallar. gavarig funksionallar hamda
gavariq jismlarga doir masalalar gqaraviniz.
12.1-ta'rif. X clrizigli fazoda aniglangan f sonli ftmksiyaga funk-

tional deyiladi. Agar barcha x,y G X lar uchun

fF@E+y)=7(X+Tf(y)

boisu, f additivfunktional degiladi. Agar barcha X G X va barcha a G
C lar uchun f (« x) = af (x) bo'lsa, f btrjimli funktional deyiladi.
Agar barcha x G X va barcha iy G C lar uchun. f{ax) —uf (x)

bo'lsa. f ga qo‘shma bir jinsli funktional deyiladi,.
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12.2-ta’'rif. Additiv va birjinsli funksional chizigli funksional deyila-
di. Additiv va qo‘shma bir jinsli funksionalga go'shma chiziqli funksional
deyiladi.

12.3-ta'rif. h'er/ = {i £ X : f(x) —O0} to'plarn f chiziglifunksio-
nalning yadrosi deyiladi.

X hagqiqiv chizigli fazo. x va y uning ikki nugi.asi boisin. U holda
ai +iiy, 0. 3G, 1, a4i3=1

shartni ganoatlautjruvchi bareha elemcntlar to'plami x va y nuqtalarni |

tutashtiruvehi kesma deyiladi va u [x.y] bilan belgilauadi, ya'ni
[x.y] —{a x + 3y : a,0G[0 1, a4 3—1}.

12.4-ta'rif. Agar M C X to'plam o'zining ixtiyoriy X,y G M nuqtald]|
vint tutashtiruvehi [x.y] kesrnani harn o‘zida saglasa, Ai ya gavariq
to'plam deyiladi.

12.5-ta’rif. Agar biror x G M nugta va ixtiyoriy y G A' uchun
shunday e = e(y) > 0 son mavjud bo'lib, bareha t. [iJ] < e larda x 4-1
ty G M rnunasabat bajarilsa, x G M nuqta M to'plarnnvng yadrosiga
garashli deyiladi.

M C X tc/plamning yadrosi —J (M) bilan belgilanadi. ya'ni

J(IM) = {x €M VWG X. 3c=¢efy) >0.VFGR, \N<s.x+tyGM].

Agar A’ chizigli normalangan fazo bo isa, u holda M C A" ning yadrosi
M ning ichi bilan ustma-ust tushadi, ya'ni J(M) — I\Z .

12.6-ta’'rif. Yadrosi ho'sh boimagan gavarig to'plam gavariq jism de-
yiladi.

12.7-ta'rif. X chizigli fnzoda aniglangan maiifiymas p funksional

Dpx4ay) <p(x) -4ply) VxyGX,

2) p{ax) —ap(x). Va > 0 ua Vx G X shartlarni qunoatlantirs

p ga gavariq funksional deyiladi.
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Biz bu verda p(x) miqdorni chekli dob faraz qilmayrniz, ya ni ayrini
:¢c £ X iar uchun p{x) — oo hani boiishi munikin. Agar harcba x € A’
lar uchun p(x) chekli boisa, p c.hekli gavariq funksional deyiladi.

12.8-ta'rif. L—hagqiqiy chiziqgli fazo va Lg—uning biror gism fuzosi
hoisin. ¢o qism fazoda fa chizigli funksional va L fazoda f chiziqli
funksional berilgan ho‘lsin. Agar ixtiyoriy x £ LO uchun f(x) — Z0o(x)
tenglik bajarilsa. J chiziqgli funksional fo funksionalning L fazoga davo-
mi deyiladi.

12.1-teorema (Xan-Bancu). Aytaylik. p — I. hagiqiy chizigli fazoda
aniglangan gavariq funksional va ¥0 esa L ning gism fuzosi, boisin.

Agar ila aniglangan 7/, chizigli funksional

fo{*)<pU"), x € Lo (12.)

shartni ganoatluntirsa, u holdu fo ni L da aniglangan va L da
(12.1) shartni ganoatlantiruvchi f chizigli fnnksionalgacha davoni ct-
tirish munikin.

12.9-ta’'rif. X chizigli nonnalangan fazoda aniglangan f funksional
berilgan boisin. Agar ixtiyoriy f > 0 wuchun shunday 6 — 6(e) > O
mavjud ho'lib, |lx—xO0J < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x € A’
lar uchun 1/Ci) —/(:rO)] < s tengsizlik bajarilsa. f funksional x — xo
nugtada uzluksiz deyiladi. Agar f funksional ixtiyoriy x € X nuqgtada
uzluksiz bo'lsa. f uzluksiz funksional deyiladi.

12.9-ta’rifga teng kuchli boigan quvidagi ta'rifni keltiramiz.

12.10-ta'rif. Agar x0 nuqgtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy xn ketma-
ketlik uchun nIi_r*r(;0 \f(xn) —/(xo0)] = 0O boisa. u holdu f funksional xO
nuqtada uzluksiz deyiladi.

12.2-teorema. A' chizigli. nonnalangan fazoda aniglangan chizigli
funksional biror xO e X nugtada uzluksiz boisa, u halda bu chizigli funk-

sional butan X fazoda uzluksiz bo'ladi.
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Endi chegaralangan funksional ta’rifini keltiramiz.

12.11-ta’'rif. Agar biror M > 0 soni va barella x 6 X lar ucimn
1/-t)] < M || tengsizlik bajarilsa, f : X —>R ga chegaralangan Junk-
stonai deyiladi.

12.3-teorema. X chizigli normalangan fazoda aniglangari cinzigli f

funksional uzluksiz bo'lishi uchun uning chegaralangan bo'lishi zorur va

/)] < M U tengsizlikni ganoatlantiruvchi M sonlai to'plaininirig
aiiiq quvi ehegar&si / funksionalning nonnasi deyiladi va u [/]] bilan

belgilanadi. Shundav qilib.

I/M1 <11/11 -IMI-

12.4-teorema. Chizigli chegaralangan funksionalning nonnasi |U|

uchim quyidagi tenglik o‘rinli:

H/Il = sup |/(X)] = sup [ (12.2)
larlH -

12.5-teorema (Xan-Danax). L komplcks clnzigli normalangan fa- |
zo, LO osa L ning qgisui fazosi va fO mLo — C clInzigli uzluksiz junkt J
stonai bo‘lsin. U holda fa ni nonnasini saglagan holda L da aniglan-
gan f chizigli funksionalgacha davom cttirish mumkin. ya'ni f(:r) = 1
/o(:r), x 6 LO va II/H — liZoll shart.larni ganoatlantiruvchi f : L —C
chizigli funksional inuvjud.

X chizigli normalangan fazoda aniglangan chizigli uzluksiz (chegara- |
langan) funksionallar to plamini L(X.C) bilan belgilaymiz.

12.12-ta'rif. J : —*C va g : X —C chizigli funksionallarninf
yig'indisi deb, x € X elementga f(x)+g(x) —tp(x) sonni in,0s go'yuvchi
o —f + g : X —mC funksionalga aytiladi.

Ravshanki. p : X — C chizigli funksional bo'ladi. Agar f.g €

L(X,C) boisa, u holda ~ liani chegaralangan (uzluksiz) funksional
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boiadi va qtiyidagi tcngsizlik o'rinli

W+ Al < W11+ \9

12.13-ta'rif. /7 : X —C chizigli funksionalning songa ko'paytmasi
x elementga af(x) sonni mos qo‘yuvchi funksional sifatida aniglanadi.
ya’ni

(QH{x) = af{x).

L(X.C) toplamda Kiritil“an go'shish va songa ko'paytirisli atnallari
chiziqli fazo ta'rifidagi 1-8 shartlarni ganoatlantiradi. Demak, L(X, C)
toplam chiziqli fazo boiadi Bu fazoda p(f) — |Vl funksional norma
shartlarini qaiioat.laiiliradi. Shunday qilib. L(X,C) chizigli nonnalaii-
gan fazo boiadi. Bu fazo X ga qo'shma fazo deyiladi va X* bilan
belgilanadi, yaiii .Y* = L(X,C). Funksional fazolarda chizigli u/luk-
siz funksionalhirning umuniiy ko'rinishidan foydalanib, asosiv funksional
fazolarga go'shma fazolarni izomorfizm anigligida topish munikin. Hozir
biz Cla, B\ va ép, p > 1 fazo hamda Evklid (chekli va cheksiz oichamli)
fazolarda chiziqli uzluksiz funksionalning umuiniy koi iinshini keltiramiz.

127-teorema (Riss). Cla. b fazoda berilgan ixtiyoriy f chizigli uz-
luksiz funksional uchun sliunday u G Vo[rt, bl o'zganshi cheganilangan

funksiya mavijitdki, barcha x G C[a, b larda

)
tenglik o'rinli. Hundan tashqari |/l — ii] tenglik luirn o ‘rinli.
12.8-teorema. L. p > 1 fazoga go'shma (i,,)* fazo L, —F =1

p S
fazoga izomorfdir. ya'ni har bir f : @ — C chiziqli muzluksiz funksional
uchun shunday f — (/,,/2,..., fn,...) G tq elemcnt manjudki, quyidagi-
lar i>'rinli:

f(x) -~ XxG @ |I/1= f
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12.9-teorema (Riss). Har bir / € H* funkstonal uchun shunday

yagona Yy € Il element mavjudki. quyidagitar o'rinli:

f(G-) = (x.y). xesa, A= |MI-

Buyerda Il Hilbert fazosi (x, y) esa x va tj laming skalyar ko‘paytm afl

12.14-ta'rif. Agar f : Il x Il —C akslantirish uchun

1) f(ox + /7/,z) = a,f(x. z) + ,if(y. 2):

2) /(r.ay 4 iL) = 8/(x,y) + li,f(x, r):

3) shunday C > 0 mavjud bo'lib. barrita x,y € H larda \f(x.y)\ <
C IHI IMl bo‘lsa. f pga bichizigli uzluksiz funksional deyiladi.

12.15-ta'rif. /A/yar f : H x H — C bichizigli uzluksiz funksional
uchun barella x,y € H larda f{x,y) = /(y,x) boisa, f pgasimmetrU
bichizigli funksional deyiladi.

llar bir bichizigli /(x, y) funksional @(x) = 7(x, x) kvadratik formait
hosil qgiladi.

12.16-ta'rif. Nlyar simmetrik bichizigli f funksional uchun barcha
y /0 /onw/a /(x,x)> 0 bo'lsa. f pagat’iy musbat bichizigli funksional
deyiladi. Agar barcha x € |l larda f(x, x) > 0 boisa, f pga musbat
bichizigli funksionul deyiladi.

Bichizigli uzluksiz / funksionalning normasi V]l quyidagi tenglik

yordamida aniglanadi

1M - sup (\fix-, v\ - IKE- IME= 1)

Bizga /7 € L(X, C) va fn€ L(X, C) ftinksioiiallar kctma-kcl ligi ben -
gali bn'lsin.

12.1T-ta'rif. Agar 7!ir£1c Ith- 74, - O bolsa, {fn} funksionalAr
ketma-ketligi f funksion;I,qa yaginlashadi deyiladi.

12.18-ta'rif. Agar liar bir x e X uchun lim /,(x) = /(x) boisa,
{/n} funksionallar ketma-ketligi. f funksionalg;_lzachsiz yaginlashadi de-

yiladi.

118



12.1-12.10-misollarda keltirilgan funksionallarning qaysilari chiziqgli,

gaysilari go'shma chiziqli, gaysilari uzluksi/. Tokshiring.
12.1. f :R5—R, f (x) ~ (i\Xi + W2X2 + 03x3.

12.2. /:C[o, ] —C, f (x)=

12.3. f :C[0, ] +C. /(r) —/(1 —cos t) x (t) dt.

12.4. /7 :Co, 1 -C. /(x) = x(0).

12.5. /7 :('0. ] —>C, /W — |/-Xx /7.

126. /:("m U 1 —=*C. /(*)—r'Q )"’

12.7. / :L\[0, ] —» C, f (x) = f éx(t)dt.

o)
1

12.8. / :Lil0O, 1 -» C, 7/ (x) - x(0) + Jx (t) dt.
o)

12.9. / :1 20, m] —C. /(x) — fcos tx(t)dt.
o]

12.10. / :L2[0, m] —+C. 7/ (c) — (sin tx(t)dt.
0

12.2-misolning yechimi. Integralning additivlik va bir jinslilik xos-

salaridan foydalansak quyidagilarga ega bo‘lamiz:

/(x + /)= 1 (x(D)+y(iNdi= [ /(N A+ 1 y(t) dt= f{x) + f(y),
JO Jo Jo

f(ax) = | (ntx)dt—a | x(t) dt=a/ (x).
/o Jo
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Demak. / : C[O, 1] —a C chizigli funksioiial ekan. Uni uzluksizlikkd

tekshiramiz:
I/7(*) 1= J x(t) di <1 [x(©O Idt < max X(t) \mJ di = 1s]|x|f

12.11-ta'rifga ko'ra / : C [0, 1] — C chegaralangaii funksioiial boiadi
12.3-teoremaga ko'ra / uzluksiz boiadi. |
12.9-misolning yechimi. Integralniug asosiy xossalaridan fovdalan-

sak. quyidagilarga ega boiamiz:

r'c e p N o pT
f(x +y)= / cosi(x(t) 4y(t))dt — / costx (t) dt-\-j costy(t,)dt=\
Jo Jo Jo
-/ (0 + /(?/),
P pT
f(ax) = / cost(ax (t))dt-ma / eostx{t)dt —fAf(x).
Jo Jo

Demak. 7/ :L;[0, m] —C qo'‘shiiia chizigli funksioiial ekan. Uning uzluk-
sizligini 12.10-ta’rif vordamida tekshiramiz. Faraz qilaylik, x0 € [.;{O, m]
ixtiyoriy tayinhmgan uugta va {xn\ C L2[0, ] esa x0 ga yaginlashuvchi

ixl iyoriv ketma-ketlik boisin. U holda Ivoshi-Bunyakovskiy tengsizligiga

ko'ra
I/ (x0) - /(x,)i2=1[ cost(x0(t)- x, () (ft]2<
30
fn T i T ]
< / cos2fdt / J1OK)- xn(i) 12dt - - =]pO- xn|2
/o Ve ¢
tengsizlik o‘rinli. Bu yerdan IizE /(x?M — f(xo0) tcnglik kelib chigadi.
Demak. 7/ : /NO- i —»C uzluksiz funksioiial boiadi. O

12.11-12.20-misollarda keltirilgan funksionallarni chizigli chegaialan-

ganlikka tekshiriiig. chegaralangan boisa, uuing nonnasini toping.
12.11. /7 :C[—\ I —C. 7/ (x )N [x (-1) + x(D].

12.12. /:C[-1. 11— C, /(x) = 2[x (1) —x (O)].
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12.13. /7 :C[—\ 1] —C, /(x) = (x(s) +x(s) - 2x(0)) : s € [0.1].

12.14. / : /7,0, 1] —»C. /(x) - ft~irix{t)dt.

0
12.15. / :L2\-1, 1] —C. f(x) = f + J r IMx(t)dt.
-1 0
1
12.16. f:L 290, 1] — C, f (x) = f sign(t- L/3)x(t) dt.
o}

c»

12.17. f :C — C. /(*)= £ xfc
fc=l

12.18. / :12-+ C. / (x) - .U + x3+ x5+ x?

12.19. / :(2—C, /(X) = X211 x4f x6t ——+ X221

ocC

12.20. / : B2 —»C. [/ (X) -
n=l Vj

12.12-inisolning yechimi. Bcrilgan 7/ (x) - 2jx(l) -x(0)], x 6
C[—1,1] funksionalning chizigli ckanligi oson tokshiriladi. lining chegara-

larigan okauligini ko'rsatib normasini topamiz.
17091 = 12x(1)-2x(Q)1 < 21.r()] i 2IxO)] < (2+ 2) mac« )\ = 4[x]].

12.11-ta'iifga ko‘ra /7 : C[—1, 1] —C chegaralangan funksional boiadi
va uning normasi uchun ||/ < 4 tengsizlik o'rinli. Xo(0O =cos nt, x06

C[—1 1] element uchun quyidagilar o'rinli:
M(0) = 1. xo(l) = —1, |pOol=I- |/(x0)]|=4.

Endi (12.2) ga ko‘'ra. |Vl > |/(rO)] = 4 o'rinli. VIl < 4 va VI > 4
tengsizliklardan M| —4 kelib chigadi. O
12.16-misolning yechimi. Bcrilgan funksionalni quyidagicha yozish

munikin:

/(x) = (x,y), y{t) = sign(i- 1/3), y G L2[0, 1].
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Deniak, 12.9-teoreinaga koia / : ¢2(0, 1] —C. chizigli uzluksiz funk:

sional boladi. Yana 12.9-teoremaga ko'ra lining normasi

/= \MW\ =y Jo \vi\2dt = y Jo |sign(i - i/3)]4t = 1.

12.21-12.30-misollarda kfiiirilgan funksionallarning gaysilari gavariq,

qaysilari chekli qavariq, qaysilari uzluksiz. Tekshiriiig.

0 1
12.21. fix) - 52 y\k\, X = (xi,.T2,--:) € ¢2-
K-1A

12.22. f(x)=52 \xkm I=(11,12:.-)e<l-

12.23. /(xX) = | xi+x2+ ----- | X490Ilm X - (Xi,X2, mmm € m.
12.24. f(x) - 21-c |2, x = (xi,x2,...) € c0.
12.25. / (x) = lira pn], x - (xi,x2, -=m € c.

12.26. /(x) = ep, x€C[0. 1]

12.27. f{x) — max x(t), x € C[0. 1].

O<i<lI

12.28. fix) - \Ix{t)dt\, x € C[0. 1].

12.29. 7/ (x) = 2|f tx(t2) dtl, x € C[0, 1].
(0]

12.30. f(x) — VJ/[x], x € V[0, 1].

12.26-misolning yechimi. Shuui ta'kidlayinizki. shunday xo €
C'[0, 1] funksiyalar mavjudki. ularniug [0. 1] kesmadagi tu'la o'zgarislii

oc gating. Manalan. x0(0) —0, xO0O(t) = t-s'mirt-1, t € (0. 1 uzluksii
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funksiya udiuii MilXo] = oc . Shuning uchun f (x) — x], i 6 (O, Ij

cliekli funksiotial emas. Funksiya to‘la o'zgarishining xossalariga ko‘ra
/ (MXy) - valx + W< ve(]+ Ve{l] =F (x) + f(y).

f (ax) - \'ofax] - a\j‘'[Z. - afix)

munosabatlar barcha x,y € CIO, 1) va a > 0 lar uchum oiinli. 12.7-
ta'rifga ko'ra. f : CJ0. 1] — C cliekli bo'Imagaii gavariq funksional
bo'ladi. Bu funksionalni © € C[0. lj. 6(t) = 0 nucitada uzluksiz cinas-
ligini ko’'rsatami/. Nolga yaqinlashuvchi {/m} C C[O, Ij ketma-ketlikni

quyidagicha tanlaymiz:

r o, /€0, ,->)
Jnl  ~ \ a-1x0(t), te(n-\ 1].
Bu yerda - VE,, [Xbj. xo(t) ~ ¢sin7ri_l, i € (0, 1]. Yugorida
la'kidlanganidek. nIi.rI(1D<in — 00. X,, elementning C[O, |j fazodagi fior-
masi a"1l ga long. Shuning uchun Ilim |lm} = 0. Animo \.f(xn) —
/0] = J/Cm)] > | -Yeni {/(m*,)} ketma-kctlik f(0) = 0 ga yagin-
lashmaydi. O

12.31. Tokislikda borilgau cmyidagi to’plamlaruing qaysilari gavariq to'plam.

gaysilari gavariq jism (12.1-chizmaga qarang) bo'ladi.

a) kvadrat, b) kcsma, c) doira, d) ellips. c) besh yulduz.

12.32. A, B C X ixtiyoriy gavariq to'plamlar., A6R. AN B, A+ B

to'plamlardan qaysilari gavariq to'plam bo'ladi?
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12.33. Normalangan fazoda gavariqg to'planming yopig'i gavariq boiadiiui?

12.34. Quyida berilgan to'plamlaniing qaysilari gavariq to'plam, gaysilari
gavariq jism boiadi. Agar M gavariq jism boisa, uning yadrosinl
toping.

a) M = {x £R3: xi>0, ,r2> 0, x3> 0} birinchi oktant.

b) M = {xeC[-1 1]: x(t) <O, Vf€[-1 1].

c) M —{x € X : 15l < 1}, X — normalangan fazodagi birlik shafj
d M —{r6t2" n| < 2~n}. f2- dagi asosiv parallelepiped a
Yechish. Biz fagat a) gismini tekshirish bilan cheklanamiz. Far#,

giiaylik. x va y lar M ning ixtiyoriy ikki nuqtasi boisiu. U liolda barcha
a,0>0 a+ 0—I (12.3)

lar uchun ax + By £ M munosabat o'rinli. Chunki. Xi > 0. x2 >
0, x3 > 0. xx > 0, y2 > 0, iji > 0 va (12.3) shartlardau otX\ -f
Oyi > 0, ax2 + fty2 > 0, ax3 + 0y3 > O shartlar kelib chigadi.:
Ya'ni [x.y] kesrna M ga.qgarashli. 12.4-taiifga ko‘'ra M qavariq to‘pla*a
boiadi. Bu to'piam qavariq jism ham boiadi. Uning yadrosi J(M) a

{x £R3: X\ >0, x2> 0, x3> 0} dir.
12.35. Agar p : L —* R+ chekli qavariq funksional boisa, u holda
M={x€L :p(x) <1}

to'plam gavariq jism boiadi va uning yadrosi nol elemcntni saglaydi.]

Isbotlang.
12.36. p - R2—R+, p(x) —2 |ii |+ 3 2] chekli gavariq funksional uchun
M= {x€R2:p(t) < 1}

to'plamni t.ekislikda chizing. M to'plamning yadrosi toping.



12.37.

12.38.

12.39.

12.40.

12.41.

Minkovskiy funknonali hagidayi masala. M C L gavariq jismning

yadrosi nol elenicntni saglasin. U holda har bir x GL ga

sonni mos go'yuvchi Pm : L —»R ak.slantirish gavariq funksional
bo'iishini ishotlang. Bu funksional M gavariq jism uchun Minkovs-

kiy funksionali dcyiladi.

R2 fazoda M = {(x1;c2 GR2:-1 < n < 2, -2 < x2< 1}
to'plamning gavariq jism ekanligini isbotlang. Uning yadrosi nolni

saglasliini ko'rsating. Unga mos Minkovskiy funksionalini toping.

C'i[(), 1] fazoning hamma vcrida aniglangan chizigli, ammo uzluksiz

boimagan funksionalga misol keltiring.

1 — [0,1] kesmada aniglangan uzluksiz differensiallanuvchi
funksiyalar fazosi. L —{.r £ C(1)[0. 1] : ,r(0) - ,r(I) — 0} uning
dJism fazosi va u, v, w G C[0, 1] bo'lsin. Quyidagi / va g funk-

sionallar uchun a), b) va e) tasdiglarni isbotlang.

a) / va g far 1] fazoda efiizigli uzluksiz.
b) agar VvV .r G L uchun f(x) —0 bo'lsa, u(t) = const bo‘ladi.
c) agar barcha x G L lar uchun y(x) = 0 bo'lsa, w G C*'[0. 1] va

w {t) — r(tJ bo'ladi.

L—{x GRn:x\ f x24 ..m4 X%, —0} to;plam Ru fazoning gism
fazosi bo'ladi. Qism fazoning koo'lcliamini toping. Shunday / G

(R'D)* topingki. L —Kerf bolsin.
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2.43.

2.44.

2.45.

2.47.

2.48.

2.49.

( 1
r€ Cil-I, 1J: f x(t)dt = J x(t)dt > to'plain C[—1. 1] far
-1 o]
zoning gism fazosi bo'lishini isbotlang. Shuuday / € C*[—1. 1] ton

piiigki. L — Kerf bo'lsin.
Agar dim X —n bolsa, u liolda dim X* —n bo'lishini isbotlang.
Agar dim X —oc bolsa, uliolda dim A™ — oc bo'lishini isbotlang.

f:C[—1 1] —=C. f (.r) = :r(0) chizigli uzluksiz funksionalui

shaklda tasvirlang, yanii g € Vg[—1. 1] funksiyani toping.

I I tx(t)dt chizigli
i
uzluksiz fnnksionalni

shaklda tasvirlang. va'ni g € Vé6f—1 1] funksiyani toping.

IR2 fazoning L —ji e R2: 2xx - x2— 0} qism fazosida 7/(.r) —
xi chizigli nzlnksiz funksional berilgau. Bn fnnksionalni normasini

saglagan holda davom ettiring. Bu davom yagonami?

C[(), 1] fazoning 1 == {A mt} qism fazosida / <liizitli nzlnksiz
funksionahiing x(tj — A -t nuqgtadagi giyinatini f(x) = A deb
aniglavmiz. Bu funksionalui normasini saglagan holda davom ti-

ring. Bu davom yagonami?

Il Hilbert, fazosi. g € Il biror element bo'lsin. /,(.r) = (X,M). X €
Il funksionalning chizigli uzluksiz ekanligiui isbotlang. Bu verda

(:»",2/)— Il dagi skalvar ko'paytma.
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12.50. fy : 11 — C. /{(X) = (y.x) ninkHiowuiiiiiiiw, <Jo'm]iiiwu HKMN

ligini isbotlang. I'ning normasini toping.

12.51. 7/ : 1l X1l —=C. f(x.y) - (x,iy) akslantirisliiiliiK iiiciiikinii JLK]}

si/ funksional ekanligini isbotlang.

12.52. 12.51-niisoklagi / akslautirishriing simmctrik bidiiziqa fiiiilinloiiil

ekanligini isbotlang. | ning normasini toping.

12 53d2.55-misollarda kdtiriigan funksionallar ketma-ketligini nc
kudisiz nianoda yagqinlashishga teksliiring.

s
12.53. fn-.LA\~-TT, 7 — C, /,(7?m) = J cosnt.r(t)dt.

-7r

12.54. fn:1,2[-n. m\ —=C, /n(x) = / sin ntx(t)dt.

—

2r
12.55. /,, : N2[0. 2n] —C, /n(x) = / <xp{-m i} x(i) dt.
o

12.-36-12.08-misollarda kdtiriigan funksionallar kotma-ketligini vaqin-

lashish xaraktcrini (kudili. kudisiz) aniglang. Lim itik funksiunalni to-

ping.

12.56. M, :F2[-1: 1 - C. fn(x) - ¢ f \ r(t)dt.

k—Q—1 *-
N1 (_1\k-2k\1
12.57. 7, :¢2[-1, I, - C. /()= £ /7 , mm x(t) dt
A—0-1 | Ut

12.58. f, :L2\-®\ M — C. 7/, (c)= ¢ f(-1)fcH ~sinH.r(/) dt.
k=1-m n

12.59-12.63 misollarda kdtiriigan chiziqli normalangan lazolarga go'sh-

ina fazolarni toping.

12.59. R". RJ¢ Rp, /> 1 fazolarga go'shma fazolarni toping.

127



R" fazoga qo'shina fazoni toping.
f2- (P, P> 1 r, Qo tn, fazolarga qo‘shma fazolarni toping.
L2K b Lp[a, P > 1 fazolarga qo‘shma fazolarni toping.
Cla. 6] fazoga go‘shma fazoni toping.

Il bobni takrorlash uchun test savollari

Darajasi 100 dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosiniug o‘lchamini to
ping.
A) 100 B) 101 C) 50 D) 200

Uch satr va uch ustundan iborat matritsalar fazosiniug o‘lchauiini
toping.

A) 3 B) 6 c) 9 D) 27

i. Chekli oiehanili chizigli fazolar korsatilgan javobni toping.

A) Cla, b\ 11 B) C2a b}, cO C) C", R3 D) <n, L2[a b}

. Cheksiz o'lchamli chizigli fazolar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Cc", Cla, b], t2 B) Cla. b, @, <«
C) C" ¢ rm D) C", L2[n

C[0, 1] fazoda chizigli bogiangan vektorlar sistemasini toping.
A) 1t I- B) t\

C) 14 i2. 21, (1-02 D) 1. i2. tl

f :R3— R, f(x) —x\ chizigli funksionalning yadrosini toping.
A) {x € R3:x\- x2~ 0} B) {x 6 R!: X\ = 0}

C) {* e R3: x2- 0} D) {x ¢c R3: x3= 0}

U —{x € R5: Xi —xpr~ 0} gism fazoning koo'lchamini toping.
A) 1 B) 2 Cc) 3 D) 4
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Faktor fazoda elementning normasi ganday aniglanadi?

A) 1El = suplixI]

C) KU = [l

B) IAI= inflicl
D) 1Al = sup lIx- N\
yCcL'

C|0, lj fazoda aniglangan chiziqgli bo'Imagan funksionalni toping.

A) /(r) —f x(t)dt

C) /(r) ~ .r(0) + x(I)

B) f{x) —f x(t) edt

D) 7(x) ~ IXOI

C{a. /] fazoda aniglangan gavariq funksionalui toping.

A) /(x) = fx(t)dt

C) /(:.-) - x(a) + t (6)

B) f(x)

D) /(x)

= f x(t) édt
a
b
/x(f)di

Tekislikda qavariq bo'Imagan to‘planiiii toping.

A) uchburohak

B) kvadrat

CJ trapetsiya D) besh yukluz

Tekislikda keltirilgan quyidagi to‘plamlardan gaysi biri gavariq tep -

lani boiadi, ammo gavariq jism boiniavdi.

A) uchburchak

B) kvadrat

C) doira D) kesma

Quyidagi to‘plarnlardan gaysi biri C[a, b] fazoning gism fazosi bodadi?

A) Monoton o'suvchi funksiyalar

C) .Monoton. kamayuvehi funksiyalar

Noto'g'ri lasdigni toping.

A
B

D

B) Manfivmas funksiyalar
D) Barcha ko'phadlar

) /] fazo ;2 fazoning gism fazosi bodadi.
) co fazo c¢ fazoning gism fazosi bodadi.
C) (2 fazo @ fazoning gism fazosi bodadi.
)

in fazo ¢ fazoning gism fazosi bodadi.

Toda bo'Imagan normalangan fazoni toping.

A) 6\{a,b]

B)

OR™
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

E normalangan fazo. Noto'g'ri tasdigni toping.

A) E dagi ixtiyoriv ehegaraJangan ketma-ketlik yagiulashuvchidir
B) Agar x, —x, in y bo'lsa. u holda x,, + vy, —»Xx 4y

C) x. y GE uehun |4l — IMI < IIX—W\ tengsizlik orinli

D) x,, —x va A, —»A bo'lsa, u holda A,xn —»AX

Quyidagi ketma-ketlik)ardan cjaysilari C'i[0, 1] fazoda nol funksiya-
ga yaginlashadi.

1) x,(i) - 1 2) xn(f) = Ze-", 3) xn(/) = tn.

A) L 2 B) 12 3 c)l,3 D) 2, 3

Quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari C'[0. 1) fazoda fundamental?

kn(x) 8 op oA 2) A0 = > )

A) 1.2 B) 1,2. 3 C) 13 D) 2

Quyidagi to'plamlardan gavsi biri C[—1 1] fazoda gism fazo tashkil
qilmaydi?

A) Barcha ko'phadlar to'plami
C
D

)
B) x(—1) = 0 shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar to'plami
) Monoton funksiyalar to'plami

)

\ zluksiz diiferensiallanuvchi funksiyalar to'plami

Quyidagi to'plamlardan qavsi Inri C[—1, 1] fazoda qism fazo tashkil
qilmaydi?

A) Darajasi I0U dan oshrnaydigan ko'phadlar to'plami
B) x(1) = 1 shartni ganoatlantiruvehi funksiyalar to'plami
C) Togq funksiyalar to'plami

D)

Juft funksiyalar to'plami

Quyidagi to'plamlardan gavsi biri C[—1. 1] fazoda qism fazo tash-
kil giladi?
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23.

24.

25.

A) Monoton o'suvchi fnnksivaiar
B) Monoton kamayuvchi funksiyalar

C) Darajasi 2 bolgan ko‘phadlar
1

D) {72€ C\—1, 1] : f 7(1)dt = (J shartni ganoatlantiruvchi funksi-
-1

vaiar

. Noto'g'ri tasdigni toping.

A) Chizigli bog‘lanmagan sistemaning biror gism sistemasi chiziqgli
bo‘glangan bo'ladi

B) Chizigli bogianmagan sistemaning ixtiyoriy gism sistemasi ham
chizigli bo'glunmagan bo'ladi

C) Agar sistemaning biror gism sistemasi chizigli bogiangan bo'lsa,
berilgan sistema ham chizigli bo‘g‘langan bo'ladi

D) Agar .r,. .r2, ...,xn vektorlar sistemasi chizigli bogiangan boisa,
bii vektorlardan bili golganlarining chizigli kombinatsiyasidan ibo-

rat bo'ladi

E - chizigli fazo. xj, x2, 6 E bo'lsin. Chizigli bog'lanmagan

vektorlar sistemasining ta rifini ko'rsating.

A) ajXi f a2+ ... + anji,, -0 & ttj —a>—... —an- 0
B) o;x1fa2x2f...tanxn=0 <> ai=1 a2=...=an=;0
() niri+a2x2+ .. .+ —0 ~ infgz—21 ¢(—... —fin—o0
1)) oi./'i + ax2+ - -mf <>x, = (1 4 <1 a2 + an~ 0

/0 : Vo[a;fd — R, Za(x) ~ .r(6) funksionahnng davomini toping.
A) 2,/ x€V>.A

B) /(.r) mx(a) 4 x(fc), x G V'[a,f]

C) /7(x) - x(a) i 2x(fc). x € V]a, 6

D) /(x) —x(a) - x(0), x G V[a, Q|

Noto'g'ii tasdigni toping.
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26.

27.

28.

29.

A) n—oiehamlichiziqgli fazodaixtiyoriy n tachiziqli bog‘laumagan

vektorlardan iborat sistema bazis bo'ladi

B) {e* — (9\.0, ...,1.0....... 0)}JL, vektorlar sistemasi R" fazoda
H x

bazis boiadi
Cj n— oichamli chizigli fazoda ixtiyoriy n ta vektordan iborat
sistema bazis boiadi

D) R/{ fazoda ixtiyoriy toitta vektor chizigli bogiangandir.

Chizigli bogiangan sistemani toping.
X(t) —sin22t, y(t) —eo0s221 z(t) —le C[0, W
x - 0.1, y=(@1,0) €R2

A)
B)
C) c=(1,1 1. y=(0,1, 1. z= (0, 0,1) 6 R3
) x(t) = 1, y(t) =tGCU 1

")

Chizigli bogianmagan sistemani toping.
A)x(t) =t y(t) =2—3f z(t) = 1GC[0. 1
B) x=(0.1). y=(2,1). 2= (1. 1) GR2
C) x-(, 11,y (10,0, 3= (0,0,2) GR3
D) x(t) —sin22i, y{t) —eos22t. z(t) —cos4i G CJ[0, ti]

Quyidagi formulala!- yordamida berilgan funksionallardan qaysi biri

koisatilgan fazoda skalvar ko'paytma aniglaydi?
A) (y) = £ XRyk X, ye

A1 ('2
B) (x.y) = Xiy2+ x-iyl. X,y GR2

C) (x.y) = £ ;fcifc x,y GC"
fe=lI

D) (-y) = f x(t)y{t)dt. x,y G670, §

f
a
Qanday fazo Banax fazosi deyiladi?

A) Skalvar ko‘paytma kiritilgan chizigli fazo

B) llar ganday normalangan fazo
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C) Toia normalangan fazo

D) Istalgan inetrik fazo.

. Qanday fazo Evklid faZosi deydadi?

A) Skalyar ko"payt,ma kiritilgan chizigli fazo
B) Har ganday normalangan fazo
C) Toia normalangan fazo

D) Istalgan inetrik fazo

. Evklid fazolari keltirilgan javobni toping.

A) R'1 Cla. 9], (2 B) R", C2[a 6]. t2
c) c". czfit, fil, N\ D) C\ C2\a fi], tp

. Hilbert fazolari keltirilgan javohni toping.

A) C2a f, f2 B) L2 ff, f2 C) C", C2{a, f D) C", f2

ftj kompicks Hilbert fazosidagi skalyar ko‘pavl inani ko'rsatiug.
b - b o
A) y)= f.(Ny(t)eltAt B) (x,y) = fir(t)y(t) (It
a a
b oc
C) (r.y) = dt D) (x, y) = X, ljn
a n=1
62 (0, ffj haqiqiy Evklid fazosidagi skalyar ko‘pay tmani ko'rsating.
b b
A) (X, y) — Fx()y(i) eltdt B) (x, y) —f x(1) y(t)dt
ba a
C) (x, y) = f\x(t)y(t)\ dt D) (x. y) = x(a)y(a) \x(b)y(h)
a
. Haqgiqiy Evklid fazosida nolga teng bolmagan x va y vektorlar

orasidagi ¥ burchakning kosinusi ganday formula bilan aniglanadi?

P\\/) CcOoSs = __(.):_’_\Q_ B) cos £ (Xv X) - (y,Y)
ST\ IKI -

V) cosp— M M 0 cossg— XY
ill - M CY IKIHMI

. Evklid fazosida Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini toping.
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37.

38.

39.

40.

41.

A) L y)l< 1K IMI B) IIxf I/ < IMI4 liAl
C) lIx +yll2< [Ix|[2+]lyll2 D) [Ix + i/[[+[x ~ il < 2(||.r|| + [Ij

?
gaysi hilining bajarilislii zarur va velarli?

A) 1®+ Al < IMI+ Il B) lix+ v+ Ix - VII2—2 AIXI12-f IMIR)
C) 1ai= K- IMI D) I+ v+ 1x- vl < 2(KI1+ 1D

ToMa hoimagan separabel Evklid fazosini toping.

A) R" B) C2[a, 6 c) c* D) t2

E Evklidfazosidagi {x n} sistema uehun quvidagi shartlarningqgaysi

biri bajarilganda u E da ortonormal bazis deyiladi?

(1 agar n —m
A) Agar (x,, xm) = < , bo'lsa.
I 0. agar n™* m
13) Agar ortonormal sistema bolib. u E da tola bo'lsa.

() Agar {/m,} sistemarli saglovclii minimal yopiq gism fazo E ning
X0s qismi bo'lsa.

D) {xn} sistema chizigqli bogianmagan boiib. [Ix]l = 1 boisa.

Noto‘g‘ri tasdigni toping.
A
B

) Mar ganday Evklid fazosida sanogli ortouonnal ba/is inavjud.
) Evklid fazosida yig‘indi amali uzluksizdir.
C) Evklid fazosida skalyar ko'paytiiia amali uzluksizdir.

)

D) Evklid fazosida songa ko‘paytirish amali uzluksizdir.

E toia hagiqiy Evklid fazosi, uudagi ortonormal sistema
va / £ E. &« — (/, ipk) bodsin. Quvidagi shartlarning gaysi biri
bajagyganda berilgan sistema vopiq %(Ce\\lliladi?

A) kEl<i<II/II2, V/iee B) El<i=II/II2, vliee

2

c) E@> WP vsies D) /- E ckerk /11-E 4
k— k-1 f=1
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

Quyidagi tasdiglarning gaysi biri to‘!ri?

A) Separabet Evklid fazosida har ganday toia ortonormal sistema
vopiq va aksindia.

B) Separabel Evklid fazosida har ganday ortonormal sistema toiadir.
C) Soparabel Evklid fazosida har ganday ortonormal sistema yopiqdir.

D) 'lo'la Evklid fazosida har qanday ortonormal sistema yopiqdir.

C2[—1, 11 Evklid fazosida f(x) — 1 funksiyaning {pn(t) —sin nnt}"Lx
ortonormal sistemadagi Furyo koeffitsiyentlarini toping.
A) cn= 0. ne N B) cn= ri~1, ne N

C) - (-0)'///7-, n€N D) rn= ,r'\ n€N

/,>[-<r. 72 kompicks Evklid fazosida to'la ortonormal sistemarli to-

ping.

C) {m 1I"2sinnt} 1

Quyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli?
A) Har ganday ikki separabei Hilbert fazolari o‘zaro izomorfdir
B) Har gandav ikki Evklid fazolari o'zaro izomorfdir
(?) Har ganday ikki Hilbert fazolari o'zaro izomorfdir
)

D) Har ganday ikki separatici Evklid fazolari o'zaro izomorfdir

Quyidagilar ichidan skalyar ko’paytma sliartlarini ajrating.

11 (x + z,y) —(X.y) 4 (".1/). 2) (Ar,y) —A(xy),

3) ix.z) < (x.y) t(y.:), 4) ix. y) —(y. x)

5 (r, /)>0, (r.x) =0 Xr=o0

A) I, 3.4, B) 1,2 4.5 C) 1,35 D) 2,3, 4,5

Qaysi javobda Evklid fazosidagi norma to-g‘ri keltirilgan.

A) lI®l= v/W ") B) X+ yll= !« y]
C) Ix = (r.Xx) a) Ix- ylh—|Jx- vl
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48. Quyidagilarda.n qgavsilari C[a, B\ kompleks chizigli fazoda skalyar
ko‘pavtnia aniqlaydi?
) M y) Jar{t)y{t)dt,
2) (:r>V) ;r fa-'ityyitfddt,
3) (r, y) = fix{t) y(t.)dt
A) 1,3 B) 2, 3 C) 12 D) 1,2,3

4U. Evklid fazosida noldan farqli x va y elemeutlar ganday shartda
ortogonal elemeutlar deyiladi?
A) x.y)=0 B) (x,x) =(y,y) =1
(™) 1k - W= u D) M y) = V{xx){y, y)

50. Evklid fazosida noldan farqli {xa} elemeutlar sistemasi uehun ....
bolsa, u ortogonal sistema deyiladi?
A) ixtivoriy a / 3 da (xQ, xp) —0 B) {xQ chizigli bogianmagan
C) ixtivoriy a da (xQ, xQ — 1 D) {xa} chiziqgli bog‘langan
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Javoblar va ko‘rsatmalar
1-§. Metrik fazolar va metrik munosabatlar

2. Ha. 3. /2 metrika bolmaydi, p\, pj,. p* lar metrika bodadi.

13-32 misollarda keltirilgan p : X x X —K akslantirish metrikaning
barciia skartlarini ganoatlantiradi.

33-35 va 39, 42-misollarda metrikaning 3-sharti bajarilmaydi.

36, 38, 40, 41-misollarda metrikaning I-sharti bajarilmaydi.
37-miscilda metrikaning 2-sharti bajarilmaydi.

43. 2. 44. 6. 45. 5. 46. 20. 47. 0,5. 48. /2. 49. 2/n. 50. 2

51. 1 52. 3. 53. y/3. 54. 27~2. 55. /n. 56. 4. 57. 2. 58. 2tt.

2-§. Yaginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

4. a) Ha. b) Yo‘q. ¢) Ha. d) Ha.

5. C'(1'[0,1] dayo'q, h[Q, 1] da ha.

6. tin(/) - tl- tn.

8. Har bir k € N uchmi [0. 1] kesmada f[k), funksiyalarni

quyidagi «sul bilan aniglaymiz: /ijk\o) = 1 va

1, agar

0, agar

Bu funksiyalarni tartib bilan nomerlab, {</,} ketma-ketlikni hosil qil-
amiz. { ¢} ketma-ketlik nol funksiyaga G'ij0, 1] fazoda yaginlashadi.
lekin biror nuqtada hani nolga yaginlashmaydi.

10. xn(/) = 1" - /.

11. xn. yn, en ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoglasimv-
chi. un Kketina-ketlik cO.c va ni metrik fazolarda yaginlashuvchi, agar

ap > 1 bodsa, u (p fazoda ham yaqginlashuvchi. i\ da uzoglashuvchi.
16. Ha.
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3-8. Ochiqg va yopiq sharlar. Ochiq va yopiq to‘plamlar

3. a), ), ¢) larga mos yopiq sharlar 3.1k chizmada a), b), c) lar,

3.ik-chizma

a), b), c) larga mos ochiq sharlar 3.2k-chizmada a), b). c) lar.

3.2k-chizma

a), b), c) larga mos sferalar 3.3k-chizmada a), b). c) lar

3.3k-chizma

d) B0, 1) —{0}. B[O, 1]-yopiqg sliar Ori ra 0x2 o'glarining birlash-
masidan iborat. 5[0, 1] sfera esa koordinat o glaridan (0, 1) nugtani
(iligarib tashlangan to'plarndan iborat.

4. Radiusi 1 ga teng sfera - (0. L 2) nuqgtadan o'tuvchi va koordinat.a
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o‘glariga parallel to'g'ri chiziglardari ularning kesishish nuqgtasi (O, 1. 2)
nuqtani chigarib tashlashdan hosil boigan to'plam bo'ladi, 3.4im ckizina-
ga qarang. Radiusi 2 ga teng sfera - (0,1, 2) nuqtadan o'tuvchi va koor-
dinata tekisliklariga parallel tekisliklardan. har juft. tekislikning kesishish
chizig'iid chigarib tashlashdan hosil bolgan t.o'plam bo‘ladi. 3.4kb chiz-
niaga qarang. Radiusi 3 ga teng sfera - IR1 fazodan (0, 1, 2) nuqtadan
o'tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chiqgarib tash-

lashdan hosil boigan to'plam bo’ladi.

5.a) B(—oc. ) —B(oc. T) —0.b) B(—o0cC, 1) — (—oc. -(1L —r)jr),
B (oc. r) — = ((@ - r)jr, oc.)

6. b) Diskret metrik fazodagi biilik ochiq shai uchun

diavi B(xo0. 1) —0 < 2:1.c) Har doirn to'g'ri emas.

Diskret metrik fazoda 0 = dirmi 3(.r0. 1) < dlani B[xo, 1] — 1.

9. Diskret metrik fazodagi birlik yopiq shar.
4-8. To‘la metrik fazo. Metrik fazoni to‘ldirish

5. \o‘g. 6. C\a b}

7. a) / - qat'iy monoton funksiya boisa. b) /- gat'‘iy monoton funksiya

bo’'lib, lim f(x) = *oc bolsa.
X—»t0C
8. Toldirmasi X - EL /2\ lo'plamga i/omorf.

139



9. (<t>Pl) , ($,792) “ m.

11. a) (P,pO - C(20, 1], b) F,p2) = C«[0, 1],

c) P, £/8) = {x € C\—1, 1] va t= 0 da hosilasi mavjud funksiyalar }.
15. R da ratsional sonlar to'plami.

24. X = R, A =Q.

31. [0,1] da Riman voki Dirixle funksiyasi.

40. X niiig sanoqgli bo'lishi.

62. Fr[a. b}= Fr(a. b) = {a,b}, FrZz =2, FrQ = R .

Fr[a; 00) = {a}, FrO —O.

66. Ha.
5-8. Uzluksiz akslantirishlar. Izometriya. Gomeomorfizm

5. /7(r) —it(x) - Kantorning zinapova funksiyasi, C —

6. lla.

10. a) to'g‘ri. 1)). ¢) va d) lar doim to'g!ri emas.

13. a) uzluksiz. li) izometriya boiadi.

15. a) va c) uzluksiz, b) uzluksiz onuxs.

16. a) va d) uzluksiz, b), c) va e) lar uzluksiz onas.

17. b) va d) lar lekis uzluksiz, c) uzluksiz. lekin tekis uzluksiz emas.
18. a) va b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz ernas,
d) a G (0. 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz emas.

19. a) tekis uzluksiz, b) a G (0. 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis
uzluksiz (trias.

20. /(.r) = xa, a > 1.

25. Tekis uzluksiz bo iadi.

26. /(x) = \fx-

27. a) Uzluksiz boiadi. b) bar doim tekis uzluksiz ernas.

32. 5.13-misolga garang.

34. /(x) - ax x, x GR.
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35. R2 fazodagi evklid harakati, va ni

/ (ii, ;r2) — (;i'i cos '-p—x-2an if-\ nx, Xi sin<p+X2cos”™+a2) va g(xu x2) —
(x-2, X'i) shakldagi izometriyalar va ularning kombinalsiyasi.

58. a) Ha. b) Yo'q.

6-8. Qisqartirib aks ettirish prinsipi

6. Ha.

10. fi uchun barella juft funksiyalar qo‘zg‘almas imqta boladi. f2
uchun barella toq funksiyalar go'zg'almas nuqta boladi.

17. a< 1

21. a) x N 1,414, b) x - 3,321.e) x = -2, 369.

26. Shart emas.

29. Ae f-q, (/). 0<qg< 1. 31. AG (0, 1).

7-8. Kompakt metrik fazolar

2. X —R, A= [0,1], B = (0,1).
18. ai e—0,5.b) e —— .

1o, = 2 "

20. lekislikning 4 ta Mi(2,1), iV2(2.3), M;14,1) va M4(4,3) liugta-
laridan tashkil topgan t.o'plam A uchun ong kam elementi) £ — \f2 to‘r

(7-1k-cbizma} boladi.

o 1 5 x
7.1k-chizma

141



21. A*=R, M = (0.1). f(x) - -

24, A = R2, M —{(x,y): y=0}, F = {(r,y) : x>0. y=x-1}
yoki tekislikda M sifatida y —x to'g'ri chizigni, F sifatida esa asimp-
totikasi y —x bo‘lgan va u hilan kesishinavdigan biror egri cliizifjui olish
murnkin.

25. Birortasi ham tokis darajada uzluksiz emas. a), b). d) lar tekis
chegaralangan.

29. ja, 6] fazodagi K to'plam nisbiy kompakt bo'lishi uehun un-

ing tekis chegaralangan Inunda o;zi va hosilalari tekis darajada uzluksiz

bo'lishi zarui va yetarli.

30. M- M3, Mi. 32. lim an—0.

n—oc

8-8. Tutash metrik fazolar

8. Shart Pinas. 10. Yo'q.
9-8. Chiziqli fazolar

1-14- misollarda chizigli fazoning 1.8 aksioinalar bajariladi.

15. Monot.on funksiyaJdar to;plaini chizigli fazo tashkil gihnaydi.
16-24-inisollarda keltirilgan to plamlar chizigli fazo tashkil giladi.
25. Davriy funksiyalar to'plaini chizigli fazo tashkil gihnaydi.
26-32-misollarda keltirilgan lo plamlar chizigli fazo tashkil giladi.
33-36 va 38, 41 larda sistema chiziqgli erkli,

37,39-40 larda sistema chizigli bog'langan.

42. A — [—1.1] yoki A — [—1,0], A — [0,1] desak, f\. va /3
elementlar Li[—1, 1] fazoda chizigli bog'langan bo'ladi.

43. a) A = [-2,0). B = (0,I],b) i4= [-2,0), B = {0,3].

44. dimR5—-5. dimP<8- 9, dimA/3 —9.

45. dimCr —5. dimm -- dime — oc.

46. Barcha fazolarning o'lchami cheksiz.
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47. Barella fazolarning oiehami chcksiz.

52. O'ldiami n— L.

53. codimil/ —3.

60. Bu fazoning noi elementi bir soni bo'ladi. O ‘Ichami 1

61. Yo'q.
10-8. Chizigli normalangan fazolar

2-19. Normaning barella shartlari bajariladi.

23 va 26-28-misollarda normaning barella shartlari bajariladi.
24-25-rnisollarda normaning 1-sliarti bajarilmaydi.

30-38 nolga yaqinlashadi.

39. nolga yaqinlashmavdi.

40. Ml - 3, Har~ - 5 |JIB= v/33. kM- 2.

IM=5 HH=7 M t=Ne , IAL=4

a1. Wil - 2, W, = 4, MR= v/i, M- 1. 191 = 4, |Blk- y/ir.
42. Ugnile; — Ugnile ~ i- lirnlli._. ~ K n]li2 — v/-7-

I nAa/~ IkMlw = 1. jbnlly I\Vtilly = 4n.

57 lla. 58. Yoq. Masalan. 4= [0, 1I\Q. « = [0. ] DQ.
11 1 11
62. a), e)vad) lar uehun xIn" — (L H— _ ,r + —...... - H mm)m
i 2 n k n
b) va e) uehun x(n) —(1+ —.— H............. —jr. - Teeel).
n!'v 2 » W k n!

64. Oehiq to‘plam boimaydi.
65. Yopiqg to‘plam bo'Imaydi.
69. R2. va CMNr/. /] lar gat’iy normalangan fazolar bo‘ladi. fj. m
va ('[a. 0 lar gqatiy normalangan fazolar emas.
71. Ha. X = R, ,4-Q. B = K\Q.
72. C[-1. 1] = (7-[-1, ]© C+ [-1, 1], buyerda <7 [—1, 1] - {x
5(-7) —-x(1)} toq funksiyalar. C+[-1. 1] = {x :x(—t) —x(i)} esa
juft funksiyalar fa/osi. )

n

75. Yo'q. X = R. xXn= — -,
n
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I11-8. Evklid va Hilbert fazolari

2-10 misollardagi p funksional skalyar ko'pavtnia sliartlarini qaiioat-
laiitiradi.

11-15. misollardagi p funksional skalyar ko;payt mailing 1-shartini gano-
atlantirmaydi.

16-18 va 20 misollardagi p funksional skalyar ko'paytma sliartlarini
ganoatlantiradi.

19 misoldagi p funksional skalyar ko'paytmaning 3 va 4-shartlarini gano-
atlantirmaydi.

22. 1 = (0,0.1), e2- (0,1,0), (3- (1,0.0).

23. e, = -~(1,1,0), e2= -L (I,—1,-1), €= -L(I,-1,2).

24. ej = (—1.0,0). 0 - -L(0, -1.1),e3- ~=(0,1.1).

25. ,,(0 - -fe bll) - vj(i) = 1 (¢ - 55« - =)

26. MIN = bl*) = = \Jl (3i2- 1)

27. ~Nj(i) = ui) = 2 cos T, P3(i) = J - sin — 2.
y Tr V Tr \n2- 8 m

28. n (0 = -~=, V2t) = VaM - y i (3i2- 1)

29. ej = (1,0,0,...), e2- (0,1.0.0....), e3= (0,0,1,0,0,...).

30. -x = >/3(0,] .ue... _Lr,...),Ca= (i._i,i..
31. -=-—=(1,1,00....). 2= —= (0, 0.,1.1.0.0... .).
V- v 2
41. () —-r= sinni. n €N.
VT
42. V(i) = -7= expjin¥}. « € Z.
v 2T
\/TF W
44- fo - ex- 0 c2=y-, ¢,=0 n>3

48. dim(A/n)l —n. m —1,2,3.
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50. L2[—1. 1] iiiiig ortogonal toidiruvcbisi (L2[—1 1)1 - 74—1; 1]
dagi juft funksiyalardan iborat. dimLj[—1, 1] = dim (Lj[—1, 1])-1 — oo.

56- neK 57 n€NuvV{0}-

58. ipi(t) = LU2(t) = y |, ubl®) = Y i (3*2- 1)-

69 = m2ii) = 03(i) ~

65. (/,*>)- (/,0 =0.n€EN, (/,00- /2, (/,0n) =0. no O.

66. (/,9~)= — 1+ (-)"~1), n €N, (/,</E)- 0, n €N, (/, do) =
nn

0. (/,®n) - n @+ (-1)""1), « ez\{0}.
12-8. Chiziqli funksionallar

1, 2, 4, 6, 8, 10 lar cliizigli funksional, ular uzluksiz.

3, 5, 7, 9 lar go'shma chizigli funksional. ular uzluksiz.

11. 7i/k = | 13. n/n = ~. 14. ii/ii= y/3.15. n/n = 1

16. /N = 1. 17. N/ = 1€18. 11/11=2. 19. |V]] = 10.

21-26, 28-29 lar chekli gavariq funksionallar. 26. Qavarig emas.

30. Chekli boiinagan gavariq funksional.

31. a) qavariq, gavariqg jism, b) gavarig, qavariq jism emas, e) gavariq,
gavariqg jism, d) gavariq, gavariq jism, e) qavariq to'plam emas.

32. An B A+ B. 33. Ha.

34. b) M gavarig to'plam gavariq jism harri bo'ladi. Uniug yadrosi
JM) - {becCc[—l. 1: x(t) <0, Vf€][-1, 1]}. ¢) M qavariq to'p-
lam gavariq jism ham boiadi. Uning yadrosi M = {x 6 X : |pq] < 1} =
d) M qavariq to'plam gavariq jism bo'lImaydi.

38. pm(x) = max{|xi - 1], W2+ 113.
39. /7 :~[0, 1] -> R, f(x) - x(0).
42. fix) = f signf mx(t) dt. 45. g(t) = J[ o
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46.

g(t) - i

f 1- -1
~+t te (-1. 1)

[ 1+f ¥F= 1

48. /(/;) —x(l). davom yagona.

50. WIHMI- 52. |MI= L

53-55. {/,} kotma-ketlik 0 da kudisiz ma'noda yaginlashadi.
i
56. Kuddi, /(¢'f4— 7/ elx{t)dt. 57. Klidili, f(x) = f sin tx(t)dt
-1 -1
58. Kuchli, /(X) — y f tx(t)dt.
yTF_n
59. (Rn)* - Rn, (RS)* = w, (Rp)* - r;;, jrl+ q 1= .
60. (R?)* - R~.
61. (f2y = i-2, (tpY = p-14 i/r1= 1, c* = (r,) = i\
62. {L2\g b}Y = L2[a, 6],(Lp[a. 6]) - /"Na. €, p 14 & 1= 1
63. (Cla; O)* - VO[a, b).
Test javoblari
| bobda keltirilgan test javoblari
1-A 2-A 313 4-C 5-C 6-B 7-A 8-C 9-C 10-A 11-A 12-0
13-C  14-D 15-D 16-A 17-1) 18-A 19-A 20-B 21-B 22-D 23-A
24-B 25-B 26-D 27-D 28-C 29-A 30-A 31-A 32-D 33-13 34-0
35-A 36-B 37-1) 38-D 39-C 40-13, 41-A 42-B 43-0 44-N\ 45-A
46-A  47-B  48-0 49-D r,()-B.
Il bobda keltirilgan test javoblari
1-13 2-0 3-0 i-B 6-C 6-B 713 8-B 9-1) 10-D 1J-D 12-D
13-D 14-D 15-A IG-A 17-B 18-U 19-0 20-B 21-D 22-A 23-A
24-B  25-0 26-A 27-0 28-D 29-0 30-A 31-B 32-B 33-B 31-B
35-A 36-A 37-B 38-B 39-B 40-A. 41-B 42-A 13-A 11-A  45-A
46-B  47-A 48-0 49-A 50-A.
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