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K ir is h

Ushbu usiubiv qo ilanm a funksional analiz fanidan namunaviy o'quv 

dasturga moslab tuzilgan masalalar to'plamidir. U universitetlaining 111a- 

tematika va mexanika bakalavriyat yo‘ualishlari bo'yicha t a ’lim olayot- 

gan talabalari uchun mo‘ljallabyozilgan. Bundan tashqari masalalar to ‘p- 

lamidan matematik tahlil va matematik fizika mutaxassisliklari bo'yi- 

cha t a ’lim olayotgan magistrlar hamda katta ilmiy xodim — izlanuvchi- 

lar foydalanishlari mumkin. Masalalar to 'plami o'lchovlar nazariyasi va 

Lebeg integralining asosiy boblarini o‘z ichiga olgan. U nisbatan soddaroq 

misollardan tashkil topgan bo‘lib, o'quvchini misol yechishga rag'batlan- 

tiradi. Masalalar to 'plamida keltirilgan misollar oldingi misollar bilan 

aloqador. Shuning uchun misollarning barchasini yechish kerak.

Usiubiv qollanm aning asosiy maqsadi bolg 'usi mutaxassislarni oichov- 

lar nazariyasi va Lebeg integralining asosiy tushunehalari va usullari bilan 

tanishtirishdan iborat. Usiubiv qo ilanma talabalarni funksional analizga 

oid masalalarni yechishga o'rgatadi hamda ularda yetarli darajada texnik 

mahorat hosil qiladi. Ushbu to 'plam OlzMU va SamDUda "Funksional 

analiz" fanidan m a’ruza va amaliy mashg‘ulotlar olib boruvchi professor- 

o'qituvchilaming ko‘p villik ish tajribalari asosida tuzilgan.

Usiubiv qo ilanm a IV bob, 10 paragrafdan iborat. Har bir paragraf 

boshida qisqacha nazariy material berilgan. Har bobdan so'ug talabalar 

o‘z bilimlarini tekshirishlari uchun test savollari javoblari bilan berilgan.

Mualliflar usiubiv qollanm ani yaxsliilaslula bergan foydali maslahatla- 

ri uchun m as’ul muharrir va taqrizchilarga, ham da matnni talirir qilgani 

uchun B.E.Davranovga o‘z minnatdorchiliklarini bildiradilar.

Masalalar to'plami birinchi mart.a chop qilinayotgani uchun xato va 

kamchiliklar bo'lishi mumkin. Xato va kamchiliklar haqidagi fikrlaringizni 

jabdullaevCMmail.ru elektron manziliga jo'natishlaringizni so'raymiz.
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I b o b .  T o‘p la m la r  n a z a r iy a s in in g  e le m e n t la r i

Bu bob to 'plamlar nazariyasining elementlariga bag'ishlangan bo'lib, 

a to rt paragrafdan iborat. 1 — § da to 'plamlar va ular ustida amal- 

larga doir misollar keltirilgan. 2 — § akslantirishlar va ularning xossalari- 

ni tekshirishga bag'ishlangan. To plamlarni sinflarga ajratish bilan ak- 

slantirishlar o'rtasidagi bog'lanishni ochib beruvchi misollar keltirilgan.

3 — § da sanoqli va sanoqsiz to 'plamlar ham da ularning asosiy xossalari 

o'rganilgan. Haqiqiy sonlar to'plamining sanoqsizligi, kontinuum quvvatli 

top lam larning ayrim xossalari misollarda jamlangan. Bu yerda Kantor- 

Bornshtcyn teorcmasidan foydalanib, to 'plamlarning ekvivalentligini is- 

botlashga doir misollar ham bor. Oxirgi 4 — § to 'plamlar sistenialari- 

ga bag'ishlangan. Unda to 'plamlar halqasi, to 'plamlar yarim halqasiga 

(loir misollar keltirilgan. Mazkur paragrafda cr— algebra va 6— algebra 

t ushunchalariga oid misollar ham bor.

1- § . T o 'p la m la r  u s t id a  a m a l la r

Matematikada juda  xilma-xil to 'plamlarga duch kelarniz. Haqiqiy son­

lar to'plami, tekislikdagi ko'pburchaklar to'plami, ratsional koeffitsiyentli 

k ophad lar  to'plami va hokazo. To'plam tushunchasi matematikada ta- 

yanch tushunc.halardan bo'lib, unga t a ’rif berilmaydi. To'plam so'zining 

siuonimlari sifatida ob'ektlar jamlanmasi voki elementlar majmuasi so'z 

birikmalaridan foydalaniladi.

To'plamlar nazariyasi hozirgi zamon m atematikasidajuda muhim o'rin- 

ga ega. Biz uning ayrim xossalarini o'rganish bilan cheklanamiz.

To'plamlarni lot in alifbosining bosh harflari ularning ele-

mentlarini esa kichik - a ,b , . . .  harflar bilan belgilavmiz. Biz asosau 

quyidagi belgilashlardan foydalanamiz. N — natural sonlar to'plami, Z - 

butun sonlar to'plami, Q — ratsional sonlar to'plami, R  — haqiqiy son-
5



lar to'plami, С — kotnpleks sonlar to 'plami, R „  jO. oc), Z + — {()}U 

N hamda sifatida n — o'lchainli arifmetik Evklid fazo belgilanadi 

Matematik simvollarning m anolar iga  to'xtalamiz. a £ .4 belgisi « 

dem ent A to'plamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdiquing inkori 

a A shaklda yoziladi va a element A to'plamga tegishli emas deb 

o'qiladi. .4 С В belgi .4 to'plamning barcha elernentiari В to'plamga 

ham tegishli ekanligini bildiradi. Bu holda A  to 'plam R to 'plamning 

qisini deyiladi. Masalan. natural sonlar to 'plami haqiqiy sonlar to plami- 

ning qisini bo'ladi. Agar A va В  to 'plamlar bir xil elementlardan tashkil 

topgan bo'lsa, u holda ular teng to ’plamlar deyiladi va .4 =  R shakl­

da yoziladi. Ko'pincha. to 'p lamlarning tengligini isbotlashda .4 С В 

va В С A  munosabatlarning bajarilishi ko'rsatiladi (|1| ga qarang). 

Ba'zida birorta ham elementi mavjud bo imagan top lam la rn i  qarashga 

to'g ri keladi. Masalan, 2 < x  < 2 qo sh  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

haqiqiv sonlar to'plami yoki |.r| — —1 tenglamanirtg yechimlari to'plami 

va hokazo. Bunday to 'p lam lar uchun maxsus bo'sh to'plam  nomi beril- 

gari va uni bolgilashda 0 simvoldan foydalaniladi. Ma'lumki. har qanday 

to 'plam bo sli to 'plamni o'zida saqlaydi va har qanday to 'plam o'zining 

qisini sifatida qaralishi mumkin. To'plamlarning bo'sh to 'plam dan va 

o'zidan larqli barcha qism to 'plandari xos qism to ‘plamlar deyiladi. I ’slu- 

biy qo llanmada Л va V belgilari mos ravishda va ham da yoki so'zlariga 

mos keladi.

Ixtiyoriy tabiatli A va I] to 'plamlar berilgan bo'lsin.

A U В { x  : x  e  A V i E  R )  

to 'plam A  va В  to 'p lamlarning yig'indisi yoki birlashmasi deyiladi.

А  П В  = {.7’ : x  £ А Л ,r £ B }

to'plam .4 va В to 'plamlarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli,
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eheksiz) sondagi Ла to'plainlarning yig'indisi va kesishmasi ham shmiga 

o’xshasli aniqlauadi:

U До — {x • Зпц G A, x G Дао} , П Дп — {x : V a G  X ,  x  G Дп} .
of A" o f  A

.1 va В  top lam laniiiig  ayirrtlasi d e b

Д \Л  ~  {x : .с G Л A х  £ В }

to 'plamga aytiladi. Agar В  С Д bo'lsa, Д \ /?  to 'p lam  />’ to^planming 

Д to'planigaeha to'ldirnvc.hi to'plami deyiladi va ( д В  С  В  sliakl- 

da belgilanadi. Ba'/an, Л va В to 'plamlariiing simmetrik ayirmam  

tushunehasini kiritish maqsadga muvofiq bo'ladi. A \ B  va B \ A  to'p- 

lamlarning birlashmasidan iborat to 'plamga .1 va В to 'plainlarning 

ximmi’lr ik  ayrrma^i deyiladi, ya'ni

A A B  = (A \ B ) U (B \A ) .

Agar А. В С ( !  bo'lib, (.' da " 4 " aniali aniqlangan bo'lsa, u liolda

A f  В  — {с : с — a + b. a G A. b £  B \

to'plam A va В to 'plainlarning arifine.tik yt.y'iv.disi deyiladi.

X  va Y  1 o 'planilarning dekart ko'ptitjtmasi doganda

.V x Y  = {(x.,(/) : x G X. у G V'}

to'plam tuslnmiladi. X  x Y  to 'p lamning ixtiyoriy R  cjisiu toplami 

munomihat deyiladi. x  element (x. //) juftlikning birinehi koordinalasi, 

у element esa uning ikkinehi kiiordiiuitasi deyiladi va mos ravishda x  - 

]>Г] (х .у )  va у = рГ‘2fx , у ) kabi belgilanadi. Xuddi shunday X  x V' 

to'planining ixtiyoriy R qism to'plamining birinehi va ikkinehi koordi- 

nalalarga pioyeksiyalari aniqlauadi:

pi iR  -- {x  : x  G A . 3,!/ G Y. (;i. y) G /?} .
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pr2R = {у : у е  У, З х  в  X , (х ,у )  € R}  .

Bu to 'plamlar R  munosabatning mos ravishda aniqlanish sohasi va qiy- 

matlar sohasi deyiladi. Bundaii keyin biz 2l(X) bilan A' ning barcha 

qism to ‘plamlari sistemasini belgilaymiz.

Endi mavzuga oid misollar keltiramiz.

1.1. To'plamlar yig‘indisi va kesishmasi kommutativ. Isbotlang.

A l i B = B u A, Л п В = В п А .

1.2. To'plamlar vig'indisi va kesishmasi assotsiativ. Isbotlang.

{A U B) U С  = A  U (B U С ), (A  n  В)  n  С  =  -4 П (В  П С).

1.3. Distributivlik qonunlarini isbotlang:

( Л и В ) П С = ( Л п С ) и ( В П  С),

( А П  В)  U С =  (Л U С )  П ( 5  U С).

To'plamlar nazariyasida muhim o'rin tutadigaii va ikkilik prmsipi deb 

nomlanuvchi quyidagi ikki munosabatni isbotlang.

1.4. Kesishmaning to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar vig'indisiga teng:

Е \ П А а = и ( Е \ А а), A a C_E. (1.1)
a a

1.5. Yig'indining to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar kesishmasiga teng:

E \ u A a = n ( E \ A a), A a c E .  (1.2)q a

I s b o t .  Biz (1.2) tenglikning isbotini keltiramiz. Ixtiyoriy x  € E \ U  A a
a

elementni olamiz. bu yerdan x  6 E  va x  U A a ekanligi kelib chiqadi.
Q
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11 undan ixtiyoriy a  uchun x  ning .4U to 'plamga tegishli emasligiga ke- 

lainiz. D(4iiak, x  element A n to 'p lamlarning to 'ldiiuvchilarida yotadi. 

Shunday qilib, ixtiyoriy a  uchun x  6 E \ A a munosabat o'rinli, bundan 

bi/  x  G П ( Е \А а ) ga ega bolam iz. Bu esaa

E \ u A a С П (Е \А а ) (1.3)
a  a

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari inunosabatni isbotlaymiz. 

Agar x  G П ( Е \А а ) bo isa, u holda barcha a  larda x  G E \ A a bo'ladi
a

va x  element A a to 'plamlarning biiortasiga ham tegishli emas, bu esa 

x  £ U.4a ekanligini bildiradi. Demak, x  G E \ U  A a ekan. Bundan biz
Q  О

E \ u A a D n ( E \ A a ) (1.4)
a  a

munosabatga kclamiz. (1.3) va (1.4) munosabatlar (1.2) tenglikni isbot- 

laydi. □

1.6. Л А В  — (Л U В ) \ (Л  П B)  tenglikni isbotlang.

1.7. A  U В — (А А  В) Д  (А П B) tenglikni isbotlang.

1.8. A \ B  — A A  (.4 П B) tenglikni isbotlang.

1.9. Agar А  С E, В  С E  bo isa ,  (E \ A ) A { E \ B ) -  A A B  tenglikni 

isbotlang.

1.10. (A  U B ) A ( C  U D) С (A A C )  U ( B A D )  m unosabatn i isbotlang.

1.11. A va В to‘plamlar uchun A  с  B u ( A A B )  munosabatni isbotlang.

1.12. Agar Ai  va A 2 to 'plamlar kesishmasa. ixtiyoriy B\ va B 2 lar 

uchun B\ П B 2 С (Л 1Д В 1) U (A 2A B 2) inunosabatni isbotlang.

1.13-1.20-misollardaberilgan A va В  to 'p lamlar uchun A u B , A \B ,  

A A B ,  A  П В  ko rinishdagi to'plamlarni toping. 1.18-1.20-misollarda esa 

.1 U B. A \ B .  A A B .  АГ\ В  to 'plamlarni tekislikda tasvirlang.
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1.13. .4 -  [0. 1], В  (0. 1).

1.14. .4 =  {2. 4. 6 ........2 п , В = {  3 .6 .9 ____ 3 /г . . . .} .

1.15. А — Q. В  — R \ Q — in atsional sonlar to'plami.

1.16. .4 -  [0. 1] \Q .  R — [0. l ] n Q

1.17. /1 — {.r €  К  : siu4.r = 0}. В  =  {x G К : cos2.r — 0 } .

1.18. .4 -  {(x. y) : |x| <  4. |t/| < 4} . В  -  {(x, y) : x2  ̂ i f  < 25}.

1.19. .4 -  {(x. y) : 0 <  x <  1. 0 <  у <  x} .

B = {(:v,y) : 0 <  x  <  1, x < y <  1}.

1.20. .4 =  {(x,y) : x2 I y2 <  16} . /3 =  j ( x . y )  : I V~  <  l j  . 

1.21-1 35-misollarda koltirilgan munosabatlarni isbotlang.

1.21. X С V X U Y  = Y  Ф=4> X П V =  X.

1.22. X  С Z  A Y  С Z  <=> X U Y  С Z.

1.23. 7  С V A Z  С Y  *=> Z  С X П У.

1.24. ( X \ Y ) \ Z  -  X \ ( V u Z ) .

1.25. X \ Y  =  X \  (X П У) =  (X  U Y) \У.

1.26. X \  (Y \Z )  -  (X \Y )  U ( X П Z ) .

1.27. (X \Y )  П [Z \U )  =  (X  П Z) \  (Y  LIU).

1.28. X П ( Y \ Z )  -  (X П Y )  \  (X  П Z ) .

1.29. (X \ Z )  П (Y \Z )  -  (А” П Y )  \Z .

1.30. (X  и  Y )  \ Z  -  ( X \ Z )  U ( Y \ Z )  .
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1.31. X  n  Y  -  i/i X  с  C Y  <=> Y  с  C X .

1.32. X  С Y  <^> C Y  С C X .

1.33. X  A Y  — Y  A  X.

1.34. X  A  X  =  (d.

1.35. X  A 0  — X.

1 .2 4 -m iso ln in g  v ech im i.  Berilgan to'plamlarning tengligini tekshi- 

risli Л С В  va В  С  -4 niunosabatlarni koi'satish orqali ainalga oshiri- 

ladi. Endi x  €  (АДУ) \ Z  ixtiyoriy element bo'lsin. U holda x  £ X \ Y ,  

x £ Z  => x £ X , x  £ Y. x Z  => x e  X. x <£ (Y  U Z) => x  £ 

A’\ ( r u Z ) .  Demak, ( X \ Y ) \ Z  С X \ ( Y  U Z)  munosabat o'rinli. En- 

di teskari munosabatni ko'rsatamiz. у £ A \ (V  U Z)  ixtiyoriy element 

bo'lsin. U holda у £ Л', у £ Y U Z  bo'ladi. Bu yerdan у £ Л', у £ Y. у ^ 

Z  ekanligini, bundan esa у £ X \ Y .  у ^  Z natijada у £ ( A \ V ) \ Z  ekan­

ligini olamiz. Deniak, (X \Y )  \ Z  D X \ ( Y u Z )  munosabat ham o'rinli. 

Olingan bu ikki munosabatdan ( X \ Y ) \ Z  -  A \ (У U Z) tenglik kelib 

chiqadi. □

1.36. Shunday X  С Z  va Y  С Z  to 'plamlar topingki. A' x Y  j  Y  x X  

boisin. X  x У -  У x X  teuglikda.il X  — У kelib chiqadimi.’

1.37. X  =  {1 ,3 ,5} ,  Y  =  {2.4} to 'plamlar uchun X x Y ,  Y x X  to 'plam­

lar elementlarini yozib chiqing. .Y x Y  — Y  x X  tenglik to'g'rimi?

1.38-1.41-misollarda keltirilgan niunosabatlarni isbotlang.

1.38. X  x (Y  U Z)  =  (Л" x Y )  U {X  x Z ) .

1.39. (X  x Y )  U (Ai x Yi) С (X  U Ai) x (У  U У ) .

1.40. (А П A,) x (Y  П y j  =  (A x Y )  П (Ai x У ).
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1.41. [X  x У) П (X x х У )  =  (Х П  X t) x У

1 .4 0 -m iso ln in g  y ec h im i.  Bu yerda ham 1.24-inisoldagi kabi yo‘l tu- 

tamiz. V(.t, y) G (X  П X x) x (Y  П У )  =► x G X  П Х ь  у  G У  П У  . Bu 

yerdan x  G X. у G Y  A x G Х ь  у G Yi => (x, y) G X  x У A (x, y) G 

Xi x У, ekanligini. bundan esa (x, y) G (X  x V') П (X| x У,) ni olamiz. 

Ya’ni (X  П X i) x (У П Y\) С (X  x У) П (Xi x У )  munosabat o‘rinli. 

Teskari munosabatni ko'rsatish uchun (x, y) G (X  x Y )  П (Xi x Ух) dan 

orqaga qarab harakatlanish vetarli. Shunday qilib, ( X n X j ) x  (У П У )  =  

(X  x У) П (Xj x У )  tenglik isbotlandi. □

1.42. (X  x У) U (Xi x У )  =  (X  U Xi) x (У U У )  tenglik to‘grimi?

1.43. Ushbu A U B  =  Л Д  ( B \ A )  tenglikni isbotlang. Demak, ” U" amalni 

" Д ” va ” \ ” amallar orqali ifodalasli mumkin. Shunga o'xshasli:

a) ” U ” amalni ” Д ” va ” n ” amallar orqali;

b) ” П ” amalni ”Д ” va ” U ” amallar bilan;

c) ” ГГ amalni ”Д ” va ” \ ” amallar orqali ifodalang.

Umuman, ” U . ” П ” , ”Д ” amallardan ixtiyoriy birini:

d) qolgan uchtasi;

e) qandaydir ikkitasi orqali ifodalash mumkinmi?

1.44. { d , J  to 'plam lar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlarni

kiritamiz. U holda  П A n С А ,  С A* С U A n m unosabatlarniU=1 П=1
isbotlang.

1.45. Agar A \  С A -2 С • • • bo'lsa, { A n } to'plam lar ketma-ketligi o ‘suv- 

chi, aksincha, A\  D A 2 D ■ ■ ■ b o lg a n  da { A n} kamayuvchi  deyila-

n= l  m ~ n

OO ОС

Л* =  U П A m

OO o o

12



di. O'suvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun 

Л* =  Л* =  U A n,
П — 1

hamda kamavuvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

A ,  = A* = П A n71=1

tengliklarni isbotlang.

1.46. A n — { — : к G z \  — maxraji n  G N bo'lgan barcha ratsional
In J

sonlar to'plami boisa. A* = Z, A* — Q tengliklarni isbotlang.

1.47. Agar A 3n — В , Л3п^1 — C\ Лз„_2 = D, n  e  N bo'lsa, Л, va Л* 

to'plamlarni В , С, D  to 'plamlar orqali ifodalang.

1.48. А кп — ( к ----- . к 4— ) , t .  и £ N to 'plamlar uchun
\  n ' n J

OC OO oo oc oc oo
n  П Акп; , u  A kn; U П Ла.п;n—1 fc=l 71=1 fc = 1 71=1 /c = l

OO OO OO OO OC OO

и n Akn] п и Akn] п и Akn
л =  1 71 — 1 A — 1 71=1 71=1 f e = l

to'plamlarni toping.
OO OO OO OC

1.49. Ushbu |J  P) A kn С f |  U Akn munosabat ixtiyoriy {A kn} , k, n G
fc=l 71=1 71 = 1 fc=l

N to'plamlar uchun to'g'ri. Isbotlang.

1.50. =  { x  : x  = (.Tj, x-2.......x„, . . .)}  barcha ketma-kctliklar to'plami,

0 „ =  { x  : x’ (xi, x2, .... x„, 0, 0,...) |  esa n +1 — hadidan boshlab
OO

0 clan iborat ketma-ketliklar to'plami boisin. U holda I) /  U
7 i= l

ekanligini tushuntiring.

1.51. су =  •{ x : x =  (xx,x2, ■••), lim xn =  0 > — 0 ga yaqinlasliuvchi
L 71—>00 J

barcha ketma-ketliklardan iborat to'plam va p G N uchun

l v -  |  X : X •— (x1: x2. ...). ^  I x,;|p < -foe |
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ya 'n i m odu li t i ing  p — d a ra ja la r id a n  tuz ilgan  q a to r  yaqinlashuvchi 

b o lg a n  barcha  ke tm a-ke t l ik la r  t o ‘p lam i bo 'ls in .  Г holda

DO OO

0 ) I) U tv va r() Ф U (p 
l p=i

b o lish in i  isbotlang.

1.52 .  Ixtiyoriy { .!„}  to 'p la m la r  ke tm a-ketlig i uchun  shu n d a y  {B„\  t o 'p ­

la m la r  ke tm a-ket l ig in i  tuz ingki.
o c  o o

a) B n С A n, Iii П 13} — 0, i ■-/- J, U I3n — U Д ,  bo 'lsin:
7? = 1 71 = 1

o o  o o

b) Rn D .4,,. B„+1 D R„. U R„ ^  U ,4„ bo'lsin:
71=1 71=1

c) В„ С A„. B n+[ С B n, П B n — П Л„ bo 'lsin .
71=1 71=1

Y e c h i s h .  Beri lgan  {Л„} ke tm a-ket l ik  uchun  { B tl\ to 'p la m la r  ke t­

m a-ketlig in i quyidagicha tuzam iz .

— '4ь B2 — /12\ Л ь  . . . .  Bn — .4n\  и  Л к .........
«=1

Ilosil qilingan { Bn} to 'p la m la r  ketm a-ket l ig i  m iso ln ing  a) ban d id ag i  

barcha sh a r t la rn i  q an o a t la n t i rad i .  Q uy ida  biz b) va c) b a n d d a g i  sliart- 

larni q a n o a t la t i ru v eh i  {R„} to 'p la m la r  ke tm a-ket l ig in i  keltiram iz:

b) B\ ~ A\. B 2 — A\ U .42......... Bn — LJ Ak. ..k~ 1

c) B\  — A 1 . В 2 =  A\ П /12. . . . .  B„ —  П Ak ............... П

1.53 .  R a ts iona l sonlar to 'p lam i Q  — {r)\. щ , . . . .  //„. . . .} b iror  usu lda  nomer- 

langan b o is in .  Ix tiyoriy  z >  0 uchun

OO

u (?/„ -  г, Пп f  : ) = К.
71=1

tenglikni isbotlang.

1 .54 .  >  0 biror  tay in langan  son bo'lsin. Ix tiyoriy  6  К  haq iq iy  son 

( — — —, —---- — ) . m €  Z. n €  N ko 'r in ishdag i in te rva lla rdan
\  II II II II >
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kamida biriga tegishli ekanligini isboi lang. Demak.

П
£ > 0  \ m € Z n € N

m  e  m e '  

n n 71 n /

( m  1 rn 1 \
1.55. I s l i b u ------— ------ b — -  , rn E Z. n £ N interva.1 laming hech

\  n 4nz n  4n z J
biri y/2 sonini o'z ichiga olmasligini isbotlang. Demak.

l j  | |  /  77) 1 lit 1

^  ^  \  77 4 / / 2 11 I 772
m (zZ  n e N  '

2-§. A k s la n t i r i s h la r

F u n k s iy a  tu s h u n c h a s iu i  u m u m la s h t i r i s h .  M a’lumki, matematik 

analizda funksiya tushunchasi quyidagicha t a ’rillanadi: X  sonlar 0‘qidagi 

biror to'plam bo’lsin. Agar har bir ,r (£ X  songa /  qoida bo'yicha aniq 

bir 1/ - / ( • ! ' )  son 1110s qo'yilgan boisa. tl holda X  to 'plamda /  funksiya 

(uiiqlanyan deyiladi. Bunda A to'plam /  funksiyaning amqlanish so­

hasi deyiladi. bu funksiya qabul qiladigan barcha qiymatlardan taslikil 

bo'lgan E ( f )  to 'plam / funksiyaning qiymatlar sohasi deyiladi. ya'ni

£■(/) =  {у  : у =  f{.r). x  € X}.

Agar sonli to 'plamlar o'rnida ixtiyoriy to 'plamlar qaralsa, u holda 

funksiya tushunchasining umumlashniasi, ya'ni akslantirish ta ritiga ke- 

larniz Bizga ixtiyoriy X va Y  to 'plamlar berilgan bo'lsin. Agar har 

bir ./■ f= A element ga biror / qoida bo'yicha Y  1 o planidan yagona у 

element 1110s qo'yilsa. 11 holda X  to 'plamda aniqlangan Y  to'pi,-undan 

qiymatlar qabul qiluvchi f  ak.slant.iri.sh berilgan deyiladi. Bundan key in 

funksiya  termini o'rniga akslantirish atamasini ishlatainiz. Agar Y  — R 

yoki Y  ~  С b o isa  /  ga X da aniqlangan haqiqiy yoki kompleks qiy- 

mutli funksiya deyiladi.
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X  to 'plamda aniqlangan va Y  to 'p lam dan qiymatlar qabul qilnvchi 

/  akslantirish uchun f  : X  —* Y  belgilashdan foydalaniladi. Endi f  : 

X  —> Y  akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir a e  X  uchun unga mos qo‘yilgan b — f ( a)  €E Y  element a. 

elementning /  akslantirishdagi tasviri voki aksi deyiladi. Umu man, Л 

to 'plamning biror A qismi berilgan boisa .  A to ’plam barcha element- 

larining Y  dagi tasvirlaridan iborat b o lg an  to 'p lam  A  to 'plamning f  

akslantirishdagi tasviri voki aksi deyiladi va f ( A )  bilan belgilanadi. En­

di b 6 Y  ixtiyoriy element boisin . X  to ’plamning b ga akslanuvchi 

barcha elementlaridan iborat qismi b elementning /  akslantirishdagi 

asli deyiladi va u f ~ l {b) — {x € X  : f ( x )  — b\ bilan belgilanadi. O ’z 

navbatida har bir В С Y  to 'plam uchun X  ning В  ga akslanuv­

chi (o'tuvchi) qismi В  to ’plamning /  akslantirishdagi asli deyiladi 

va f ~ 1(B)  = {.t G X  : f ( x )  B)  shaklda belgilanadi. Agar barcha 

b 6 В  elementlar uchun ularning / _1(6) aslilati bo'sh bo’lsa. 11 hol­

da В to ’plamning asli ham bo'sh to 'plam bo'ladi. Umuman olganda, Y  

to ’plam sifatida /  akslantirishning qiymatlar sohasini o'zida saqiovchi 

to 'plam  qaraladi. Aniqlanish sohasi X  b o lg an  /  : X  —> Y  akslan­

tirishda f { X )  =  Y  tenglik bajarilsa. /  akslantirish X  to 'plamni Y  

to ’plamning ustiga voki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umuniiy hol­

da, ya’ni f ( X )  С Y  bo isa , u holda /  akslantirish .V to'plamni Y  

to 'plamning ichiga akslantiradi deyiladi. Agar /  : X  —> Y  akslantirish­

da X  dan olingan har xil xi va x2 elementlarga har xil y\ -  / ( . r t ) 

va уг — f ( x i )  tasvirlar mos kelsa, u holda f  inyektiv akslantirish vo­

ki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv ham inyektiv b o lg an  

/  : X  —> Y  akslantirishga biyektiv akslantirish yoki biyeksiya deyiladi.

Endi f  : X  —> Y  akslantirishga misollar keltiramiz. 2.1-2.3 misollarda 

keltirilgan akslantirishlarning qiymatlar sohalarini toping.
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2 .1. /  : R  —» R, f i x )  = x 2.

2.2. g : R —> R. g(x) — [x]. Bu yerda [x] belgi x  sonining butun 

qisini.

2.3. Dirixle funksiyasi Э  : M —> R

Y ech ish .  Hozir biz 2.1-2.3-misollarda kcltirilgan akslantirishlarning 

qiymatlar sohasini topamiz.

2.1-misolda keltirilgan /  : R —+ R, akslantirishning qiymatlar sohasi 

E ( f )  — |0. эо) dan iborat. Chunki barcha x £  R  lar uchun x2 >  0 va 

ixtiyoriy у £  [0, oc) uchun f { i / y )  — у  tenglik o‘rinli.

2.2-misolda keltirilgan g : R  —* R, g(x)  =  [x] akslantirish uchun 

ixtiyoriy x £ R da g(x)  £ Z .  ya’ni Ei g)  С Z .  Ikkinchidan ixtiyoriy 

n £ Z uchun g(n) — n , ya’ni Z С E ( g ) . Bulardan /?(y) =- Z ekanligini 

olamiz.

Dirixle funksiyasi Э  : R —* R  ning qiymatlar sohasi, aniqlanishiga 

ko’ra /? (S ) — {0 . 1} ikki nuqtali to ‘plaindan iborat. □

2.4-2.6-misollardagi akslantirishlarning qiymatlar sohasini toping.

2.4. Riman funksiyasi 9Я : R —‘ R

i  —, aqar x  — — , rn £ Z. n  £ ,
9t(x) ~  { n n (2.2)

У 0, agar x  £ R \Q .
7)1

Bu f o r m u la d a ------qisqarmas kasr.
n

2.5. Ortogonal proyeksiyalash funksiyasi P  : R 2 —♦ R, P(x , у ) — x.

2 .6 . Sferik simmetrik akslantirish

( 2 . 1 )

S  : R'* —> R, S (x i ,  ж-2, x 3) = x \  4- Xj +  X;.23 -
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2.7. 2.1-misoldagi J akslantirishda .4 — [0. 3) u /p lam ningaksi (tasviri) 

va В =  (1, 4) to'piamning aslini toping.

Y ech ish .  j ’(x) — x 2 akslantirish R + — [0 , oo) da o'suvchi va uzluk- 

s}/ funksiya boIganligi uchun /([0. 3)) =  [0. 9) bo iad i.  Endi В =  (1. 4) 

to 'plamning J akslantirishdagi aslini topainiz. {;/• G R : x 2 G (1. 4 1} yo- 

ki 1 < x 2 < 4 qo!sh tengsizlikui qanoatlantiruvchi haqiqiv sonlar to'plami 

ga teng. Bu lengsizlikning vechirni ( - 2 .  - 1 )  U (1. 2) to 'plamdan 

iborat. Deinak. J'~l ( B ) — ( — 2, — 1) U ( I. 2) ekan. П

2.8. 2.2-misoldagi <j akslantirishda .4 — [0, 3) icplmiining aksi va B — 

(1. 4) to'plamning aslini toping.

2.9. 2.3-misoldagi 2) akslanl irishda .4 — R \ Q  to'plamning aksi va В — 

(1. ос) to 'plamning aslini toping.

Y ech ish .  X) akslantirish R \Q  to'plamning barcha element lariga nol- 

ni nios qo'yadi. slmning uchun J) (R \Q ) =  {0[. Dirixle funksiyasining I 

dan katla qiymatlari rnavjud emas. Deinak, D ~ l (B)  =  0. □

2.10. 2.4-misoldagi £H akslantirishda A — R \Q  to'plamning tasviri va 

В — (1. эс) to'plamning aslini toping.

2.11. /  : R —> R, f ( x )  — ax + b, a /  0 akslantirish biyeksiya ekanligini 

isbotlang.

I s b o t .  Chiziqli J : R  —• R akslantirishning biyeksiya ekanligini

ko'rsatish uchun ixtivoriy r G R da ax  I b -  r tenglamaning ya-

goua yecliimga ega ekanligini ko'rsatish yetarli. Yechimning rnavjudligi

/  : R —> R. akslantirishning sviiryektivligini. yechimning vagonaligi esa

uning inyekrivligini taininlaydi. Bu tenglamaning ycchimi yagona bo'lib.

u .r - ------- dan iborat . □
a
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2 . 12. Agar J : A —• Y  biyektiv akslantirish boisa, u holda ixtiyoriy 

/1 С X  uchun /  : .4 —> В (В — / ( .4)) ham biyeksiya bo'lishini 

isbot lang.

I s b o t .  , f{A) -  В  ekanligidan uuing svuryoktiv akslantirish ekanligi 

kelib rhiqadi. inyektivligi esa f  : X  — Y  ning inyektivligidan kelib 

chiqadi. □

2.13. Inyektiv funksiyalar vig'indisi va ayirinasi inyektiv bo'lishi ham, 

bo'lmasligi ham niumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

2.14. Svuryoktiv funksivalar vig'indisi \-a ayirinasi syurvoktiv bo'lishi ham, 

bo'lmasligi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

2.15. Hiyektiv funksivalar vig'indisi va ayirinasi biyektiv bo'lishi ham. 

bo'lmasligi ham mumkin. Bu hollarga misollar keltiring.

2.16. Agar /  inyektiv funksiya bo'lsa. u holda ixtiyoriy liolmas о G R 

son uchun u J ham inyokth funksiya boiadi. Isbotlang.

2.17. Agar / inyektiv funksiya bo'lsa. u holda ixtiyoriy <v G R son uchun

о I f  ham inyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.

2.18. Agar /  : R  —* R svuryoktiv funksiya boisa. u holda ixtiyoriy nol- 

mas a  G R  son uchun o f  ham svuryoktiv funksiya boiadi. Isbot- 

lang.

2.19. Agar /  : R —> R svuryektiv funksiya boisa. u holda ixtiyoriy a  G R 

son uchun n i /  ham syuryekt.iv funksiya boiadi. Isbotlang.

2.20. Agar /  bivektn- funksiya bo'lsa. u holda fl G R va liolmas о G R 

sonlar uchun о / + ,1 ham biyektiv funksiya bo'ladi. Isbotlang.
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2.21. Agar / ( x) = k x  + l ,  к > 0 funksiya uchun f (a)  = с, f (b)  = cl 

bo'lsa. u holda /  : [a, b] —> [c. J] chiziqli funksiya biveksiya bo'ladi. 

Isbotlang.

2 .2 2 . Ikki to'plam birlashmasinirig asli ular aslilarining birlashmasiga teng,  

y a ’ni quyidagi tenglikni isbotlang

f _1(A U B) — U / _1(B ) .

2.23. Ikki to 'plam kesishinasining asli ular aslilarining kesislimasiga teng. 

ya’ni quyidagi tenglikni isbotlang

Г \ А П В )  = Г ' ( А ) П Г 1(В).

2.24. Quyidagi tengliklarni isbotlang:

/ - 1 ( u  A a)  =  U Г \ Л а), r l ( n  A a)  = n f - \ A a).
\ q  /  a  \ a  /  a

2.25. Ikki to'plam birlashmasining aksi ular tasvirlarining birlashmasiga 

teng. yaiii  quyidagi tenglikni isbotlang

f ( A u B )  — f  (A)  U f ( B ) .  (2.3)

I sb o t .  Agar у e  f ( A u B )  ixtiyoriy element bo isa ,  u holda у = f ( x )  

boiib , x  element A  va В  to'plamlardan aqalli biriga tegishli boiadi. 

Shunday ekan, у e  f ( A )  U f ( B ) .  Bu yerdan f ( A  U В)  С f ( A )  U f ( B) .

Endi teskari munosabatni koisatainiz. Faraz qilaylik, у G f { A)  U 

f ( B )  ixtiyoriy element boisin. U holda у — f ( x )  boiib , x  element 

A va В to 'plamlardan aqalli biriga tegishli bo iadi,  ya’ni x £  .4 U B.  

Bundan, у = f ( x )  e  f ( A  U B)  va demak, f ( A ) U f ( B ) c f ( A L l B ) .  Bu 

munosabatlardan (2.3) tenglik kelib chiqadi. □

2.26.  (2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to'plamlar uchun 

o'rinli ekanligini,  y a ’ni /  (U  A a ) =  U f  ( Aa) tenglikni isbotlang.
Va /  a
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2.27.  Umuman olganda, ikkita to‘plam kesishmalarining aksi ular aksila- 

rining kesishmasiga teng emas. Bunga misol keltiring.

2.28.  2.5-misoldakeltirilgan ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P(x. y ) 

x va A  — {(.x. у)  : 0 <  x  <  1, у  — 0}, В  — {(x,y) : 0 <  x  <

1, у  =  1} to 'plamlar berilgan. P  (А  П В ) — P  (.4) П P  (B)  tenglik 

to'grimi?

Y ech ish . A  va В  to‘plamlar o'zaro kesishmaydi, ya’ni А  П В  =  0. 

Bu verdan Р(АГ\В) — 0 ekanligini olamiz. Bu to ‘plamlarning P  akslan­

tirishdagi tasvirlari ustma-ust tushadi, ya’ni P( A)  =  [0 , 1] , P ( B )  = 

[0, 1]. Demak, P{A)  П P{ B)  =  [0, 1] ф 0 =  P ( A  П B ) . □

2.29.  /  (.4 П В)  С /  (А)  П /  (B)  munosabatni isbotlang.

2.30.  Biror X  to 'p lam  va А  С X  qism to'plam berilgan bo'lsin. X  

to 'plamda aniqlangan

funksiya A to'plamning xaraktcristik funksiyasi yoki indikatori de- 

viladi. X \ 4 ;  A U  B\ А  Г) В: A \ B ; A A B  to 'plam larning xarakte-  

ristik funksiyalarini Xa (x) va x b  (x) funksiyalar orqali ifodalang.

2 .3 1 .  Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.

2 .3 2 .  f  (x) = x 2 bo isin. U holda:

a) /  : 1  —» К  akslantirish syuryektiv ham. inyektiv ham  emas;

b) /  : R —» R+ akslantirish syuryektiv, am m o inyektiv emas;

c) /  : R+ —*• R +  akslantirish ham  syuryektiv, ham inyektiv ekan­

ligini isbotlang.

x  € A  

x  A
(2.4)

XuaAa (x) -  sup XAa (®); Хпала (x) =  inf y a „ ( x ) .
rv **



2.33. Agar /  : .4 —» В va у : В —> .4 inyektiv akslantirishlar mavjud 

boisa, ip : A  —> В  biyeksiva mayjudligini isbotlang.

2.34. Agar /  : A —> В  va <y : В  —> .4 syurvektiv akslantirish bir mavjud 

bo isa , A ni В ga biyektiv akslantirish mavjud mi?

2.35. J : R 2 —• R akslantirish ] ' ( (x. y) )  — ij tenglik bilan aniqlangan. 

.4 =  {(О, у) : у G P.) va В =  {(1. у) : у 6 R) to 'plamlar uchun 

f  (А П B)  va f  ( A ) n f  (B)  to 'plamlarni loping. Berilgan /  : R2 —> 

R akslantirish uchun f ( A n B )  /' (.4) П /  (B)  tenglik to 'g iiin i?

2.36. Ixtiyoriy /  : X  —> Y  akslantirish va А. В С .V to 'plamlar uchun 

A c  В boisa, / ( . 4 )  С f  (В)  lnunosabatni isbotlang.

2.37. /  : X  —» Y  akslantirish uchun quyidagi jumlalar teng kuchli ekan­

ligini isbotlang:

a) f — inyektiv;

b) ixtiyoriy Л .  В С  X  uchun f ( A n B )  f  (.4) П / ( / ? ) :

c) barcha В  С A to 'plamlar uchun f  ( A \ B )  — f  (.4) \ f  (B)  :

d) ixtiyoriy A  С A” uchun f ~ l { / ( A ) )  — ,4 .

2.38. /  : A —> У akslantirish va А.  В С  У to'plamlar uchun

a) /  (.4)) =  А П /  (X) .

b ) / l  D В bo iganda  f ~ l ( A \ B )  f ~ x (A)  \ / " ’ ( Д) tcngliklarui 

isbot lang.

2.39. /  : R —> R ,  /(./■) -  0, 5 ■ [,r] funksiya berilgan. Agar .4 — [0, 8 . 

В — (2. 3) bo'lsa. /( .1 )  va f ~ l (B)  to 'plamlarni toping.

2 .4 0 .  /  : A  —> [5, 10]. / ( .r )  — .r2 +  1 funksiya berilgan. /  ustiga  

(svuryektiv) akslantirish b o ia d ig a n  maksimnl A to'plamni toping.
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2 . 1 1 .  /  : X  —► R + .  / ( х )  =  х2 4-1 funksiya berilgan. X  to'plam q and ay 

tanlansa, /  inyektiv akslantirish bo’ladi?

2.42. M( x , y )  nuqta (0. 1) x (0. 1) kvadratning ixtivoriy nuqtasi bo‘lsin. 

Uning abssissasi x va ordinatasi ?/ larni eheksiz davriv o‘nli kasr 

ko'rinishda x — 0 , Н1П2П3 . . .  va у — 0 , г н ^ т г т з  . . .  t.asvirlavmiz. 

Quyidagi /  : (0, 1) x (0, 1) —> (0. 1) akslantirishni

f { M ( 0. ЩП2 П3 . . . ,  0, пцтп^т3 . . . ) )  - /^(0, /цт^г^т^п-хт-л. . . )  

aniqlavmiz. Bu akslantirish syuryektiv boladimi? Biycklivclii?

2.43. /  : [0. 7r] -+ [-1 .  1], / ( x )  -  cosx. 

g : [0 . тг] —> [0. 1]. g(x)  =  sinx. 

ip : [0, -■] —> [0. 1]. ip(x) =  sinx.

p  : [0, 3] —* [0. 10]. xp(x) — x2 4- 1. akslantirishlar ichidan in­

yektiv, syuryektiv va bivektivlarini ajrating.

3- § . C h e k l i  va cheksiz  t o lp la m la r

T o ‘p la m la r n i  s in f la rg a  a j r a t i s h .  E k v iv a le n t l ik  rm in o s a b a t la r i

Ko’pgina masalalarda berilgan to ’plam element larini ba’zi bolgilariga 

qarab o'zaro kesishmaydigan qism to'plamlarga a.jratiladi. Masalan. l’a- 

zoni markazi koordinata boshida va radiusi r bo lgan har xil sferalarga 

ajratish niumkin va bu sferalar o'zaro kesishmaydi. Bir shahar aholisini 

bir yilda tug‘ilganlik belgisiga ko'ra qism to'plamlarga ajratish mimikin. 

Bundav niisollarning har biri to'plamni o'zaro kesishmaydigan sinflarga 

ajratish deyiladi.

To'plamlarni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajratish belgilari har xil 

bo iishi niumkin. Ammo bu belgilar ixtivoriy emas. Masalan. tekislikda 

ikki a va h nuqta lar orasidagi masofa 1 dan kichik bo’lsa. ularni bit t a
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sinfga kiritsak, bu belgi tekislikni o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajrat- 

maydi, chunki a va b nuqtalar orasidagi masofa 1 dan kiehik. b va 

с nuqtalar orasidagi masofa ham 1 dan kichik bo'lib, a va с nuqtalar 

orasidagi masofa 1 dan ka tta  bo'lishi mumkin. Bundan ko'rinadiki, a 

va b nuqtalar bir sinfda, b va с ham  bir sinfda. U holda bir sinfga 

orasidagi masofa 1 dan ka tta  bo‘lgan a va с nuqtalar tegishli bo'ladi. 

Hosil qilingan xulosa sinflarning tashkil qilinishiga zid, ya’ni tekislik bu 

belgi yordamida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralmaydi.

Endi to ‘plain elementlari qanday shartlarni qanoatlantiruvc hi belgi lar 

yordamida o'zaro kesishmaydigan sinflarga ajralishini qarab chiqamiz.

3 .1 - t a ’rif. X  x X  to'plamning ixtiyoriy R qism toplami vnunosa-

bat deyiladi. y a ’ni (a,b) £ R boisa , a element b element bilan R

munosabatda deyiladi va a ~  b shaklda belgilanadi.
R

3 .2 - t a ’rif. Agar R  munosabat quyidagi shaiilam i qanoatlantirsa. un- 

ga ekvivalentlik munosabati deyiladi:

1. Ixtiyoriy a £ X  element uc.hun « ~  a (rejieksivlik);
R

2. Ayar a ~  b boisa, и holda b ~  a (simmetriklik);
И R

3. Agar a ~  b va b ~  с boisa. и holda a ~  с (tranzitivlik).
R R R

3.1. M  to 'p lam da kiritilgan p  munosabat M  ni o‘zaro kesishmay­

digan sinflarga ajratishi uchun uning ekvivalentlik munosabati bo'li­

shi zarur va yetarli. Isbotlang.

3.2. Bizga /  : X  —> Y  akslantirish berilgan bo'lsin. Agar a. 6 £ A' ele- 

mentlar uchun f ( a)  — f (b)  bo'lsa, ularni p  munosabatda devmiz. 

Bu munosabatning ekvivalentlik munosabati boiishini isbot lang.

3.3. Har qanday f  : X  —> Y'  akslantirish yordamida X  ni o'zaro ke- 

sishmavdigan sinflarga ajratish mumkinligini isbotlang.

3.4. 3.2-misoldan fovdalanib, ortogonal proyeksiyalash akslantirishi P :
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R2 —> R. P(x . y) = x  yordamida R 2 ni o'zaro kesishmaydigan 

sinflarga ajrating.

H.fi. Sferik simrnetrik akslantirish S  : R 3 —► R +. S ( x i , x 2. x 3) — x j  +  

r\ t .Г3 yordamida R 3 fazoni o'zaro kesishmaydigan sinflarga aj ra­

ting.

A«ar x  va у haqiqiy sonlarning ayinnasi butun son bo'lsa, ularni 

f  munosabatda deviniz. Bu munosab&t ekvivalentlik rmmosabati 

bo lishini isbotlang.

.4.7. Butun qismlari bir xil haqiqiy sonlarni bir sinfga to'plash yo'li bilan 

hacjiqiy sonlar to 'plamini sinflarga ajratamiz. Bu sinflarga ajratishga 

mos keluvchi akslaiitirishni quring.

3.N. Agar (\ va 3  kompleks sonlarning ma.vhum qismlari teng bo'lsa, 

ularni To m unosabatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik muno- 

sabati bo'ladimi?

E kv iva len t t o ‘p l a m l a r .  C h e k l i  va  eheks iz  t o ‘p la m la r .  Chekli 

iloim (‘lenientdan iborat to 'p lam ga  chekli to'plam  deyiladi. aks holda 

lo'plnm clicksiz deyiladi. Cheksiz to 'plamlar ichida eng soddasi sanoqli 

to'plam deb ataluvdiilaridir.

3 .3 - ta ’rif. Agar M  to 'p lam  bilan natural sonlar to'plami o'rta.nda 

btyrhtiv rnoslik 0 ‘m atish  m n m k m  bo'lsa. M  ya sanoqli to 'plain deyiladi.

Hosliqadia aytganda. ag a r  M  to 'plam element,larini natural sonlar

VoHilasida tii, a 2 ........an____ eheksiz ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab

rlilqlbh niumkin bo'lsa. M  ga sanoqli to'plam  deyiladi. Chekli yoki 

HAtio(|li to'plamlarni ifodalashda biz {} qavsdan foydalanamiz. Masalan.

I, 2, .'1, I sonlardan iborat t o ‘planm i {1,2. 3.4} sliaklda yozamiz.

3 .4 -ta ’rif, Sanoqli bo'lmagan eheksiz to'plam sanoqsiz to'plam deyila­

di
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3 .5 - t a ’rif .  Agar A va В to ‘plamlar о ‘rtasida biyektiv moslik о ‘m atish  

mumkin bo‘lsa, и holda ular equivalent to ‘plamlar deyiladi va A  ~  В  

shaklda belgilanadi.

Endi sanoqli to 'plam tushunchasini boshqacha t a ’riflash mumkin: agar 

to 'plam natural sonlar to 'plamiga ekvivalent bo'lsa. u sanoqli to'plam 

deyiladi.

3 .6 - t a ’rif.  [0. 1] kesma va unga ekvivalent bo'lgan to'plamlar kon- 

tinuum quvvatli to'plamlar deyiladi.

Agar A  va В  t.o‘plamlar ekvivalent bo‘lsa, u holda ular bir xil quvvat- 

ga ego deyiladi. Shunday qilib, quvvat ixtiyoriy ikki ekvivalent to 'plamlar 

uchun umumiylik xususivatidir. A to 'plamning quvvati A  bilan belgi­

lanadi. Agar .4 va В to 'plam lar bir xil quvvatga ega bo isa ,  u holda biz 

A  — В  shaklda yozamiz. Agar A  va В  to 'plamlar ekvivalent b o im asa  

va A  to 'plam В  to 'plamning biror qismiga ekvivalent bo'lsa, u holda В 

to 'plam  A to 'p lam dan quvvatliroq deyiladi va A < В shaklda yoziladi. 

Agar A chekli to 'plam  b o i ib ,  uning element lari soni n  ga teng bo'lsa. 

u holda A — n  shaklda yoziladi. Natural sonlar to 'plami va unga ekvi­

valent to 'plam quvvati uchun ("alef nol" deb o'qiladi) belgidan foy- 

dalaniladi. [0. 1] kesma va unga ekvivalent to 'plam lar "koutinuum quv­

vat" li to 'plamlar deyiladi. Bu quvvat uchun с simvol ishlatiladi, ya’ni 

A  ~  [0, 1] bo'lsa, u holda A - с shaklda yoziladi. Agar В  to 'p lamning 

biror В^ xos qism to 'plami kontinuum quvvatli b o iib ,  В > В t bo'lsa, 

u holda В  giperkontinuum quvvatli to'plam  deyiladi.

Kantor-Bernshteyn teoremasi yordamida to 'p lamlarning ekvivalent- 

ligi oson tekshiriladi. Bu teoremani quyidagicha bavon qilish m um kin.

3 .1- t e o r e m a  (Kantor Berrishteyn). Agar A to'plam В  to'plamning 

Bj qismiga, В to'plam esa A to'plamning A\ qismiga ekvivalent 

bo'lsa. и holda A  va В to ‘plamlar ekvivalentdir.
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Eudi sanoqli va sanoqsiz to'plamlarga misollar keltiramiz.

3.9. Z — butun sonlar to'plami sanoqli. Isbotlang.

I sb o t .  Butun sonlar to4plan)i Z va natural sonlar to'plami N o'rta- 

sida biyektiv moslikni quyidagicha o‘rnatish niumkin:

„ 4 [ 2n +  1, aqar n > 0 
/  : Z — N. f {n)  <J •'

[ - 2  n. agar n < 0 .

f  ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshiriladi. Demak. butun 

sonlar to'plami sanoqli ekan. □

3.10. Barcha juft natural sonlar to'plami va natural sonlar to'plami o'rtasid 

biyektiv moslik o'rnating.

3.11. Ilatsional sonlar to‘plamining sanoqli ekanligini isbotlang.

3.12. Sanoqli to'plamning ixtivoriy qism to'plami chekli voki sanoqlidir. 

Isbotlang.

3.13. Chekli voki sanoqlita sanoqli to'plamlar birlashmasi van a sanoqli 

to'plamdir. Isbotlang.

3.14. Chekli sondagi sanoqli to‘plamlarning Dekart ko'pavtmasi sanoqli 

to'plamdir. Isbotlang.

3.15. Har qanday eheksiz to'plam sanoqli qism to'plamga ega.

3.16. Ixtivoriy ikkita [a. b] va [c, dj kesmalardagi nuqtalar to'planilari 

ekvivalentligini isbotlang. Bu yerda a < b. с < d deb faraz qilinadi.

Isb o t .  Bu to’plamlar o'rtasida biyektiv moslikni

•P ■ [«• b] — [c. d\, ф )  - dh- -  ( {x -  a.) +  c.
b — a

orqali o'rnatish niumkin. <p(a) — c. <p(b) — d ekanligini hisobga olsak, 

\p ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chiqadi. □



3.17. R va (0, 1) interval ekvivalent to 'plamlar ekanligini isbotlang.

I sb o t .  Bu to'plamlar o i ta s id a  biyektiv moslikni

/  : R  (0, 1), f ( x )  -  - a r c t g x  +  i  
> n 2

funksiya yordamida o rna tish  mumkin. Bu akslantirish ning biyektiv ekan­

ligi arktangens funksiyaning xossalaridan kelib chiqadi. □

3.18. Ixtiyoriy eheksiz to'plam o'zining biror xos qisin to'plamiga ekviva­

lent boiadi. Isbotlang.

3.19. 0 ‘zbekistondagi barcha talabalar to'plami sanoqlimi?

3.20. Avinnasi chekli, kesishmasi sanoc^li bo'lgan A va D sanoqli to'p- 

lamlarga misol keltiring.

3.21. Simmetrik ayirmasi sanoqli, kesishmasi chekli bo'lgan A  va В  

sanoqli to ‘plamlarga misol keltiring.

3-22. A va В  sonli to‘plamlar sanoqli boisa, ularning arifmetik yigindisi 

ham sanoqli boiishini isbotlang.

3.23. {x £ R  : sin x  — 0,5} to 'plam sanoqli ekanligini isbotlang.

3.24. {x G R  : cosx G Q} to'plamning quvvatini toping.

3.25. Barcha ratsional koeffitsiyentli ko'phadlar to'plami sanoqli ekanlig- 

iui isbotlang.

3.26. Agar £ son biror ratsional koeffitsiyentli ko'phadning ildizi bo'lsa, £ 

algebraik son deyiladi. Algebraik sonlar to'plamining sanoqli ekati- 

ligini isbotlang.

3.27. Agar A to 'plam В ga, В to'plam С  ga ekvivalent bo'lsa. u holda 

A to'plam С  ga ekvivalent boiishini isbotlang.
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3.28. Toplam lar o'rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv, 

simmetrik va tranzitiv bolishini isbotlang.

3.29. [0. lj kesmadagi haqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir. Isbotlang.

3.30. [0. lj kesma va (0. 1) interval ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isb o t .  Bu to'plamlarni ekvivalent ekanligini ko'rsatishda Ka.ntor-Bern- 

slitevn teoreinasidan foydalanamiz. A — [0, 1], A \  — (0 . 1). R — 

(I). 1) va B\ — [1/4, 1/2] desak, u holda 3.16-misolga ko'ra A  ~  B\ 

bo'ladi. A\ — В  bo'lganligi uchun I : A\  —> В. I .r =  x  akslantirish 

biyeksiya bo'ladi. ya'ni В  ~  A\  . Kantor-Bornsht.eyn tcoremasiga ko'ra 

.4 ~  В . □

3.31. [0, 1 kcsmani (0, 1) intervalga biyektiv akslantiruvchi moslikni 

quring.

3.32. [—1. 1] x [—1, 1] kvadrat va [a. 6] x [c. d\ to 'g ’ri to'rtburchak 

o'rtasida biyektiv moslik o'rnating.

3.33. [ — 1. 1] x [0 . lj va R2 o’rtasida biyeksiya o'rnating.

3.34. Haqiqiy sonlar to'plami sanoqsizdir. Isbotlang.

3.35. R \Q  va R  o’rt asida biyeksiya o'rnating.

3.36. .4 ehekli В  sanoqli to 'plam bo'lsin, u holda В  ~  A u B ,  В  ~  A A B  

ekanligini isbot lang.

Kantor to'plami ' haqida masala. E  — [0. 1] boisin. (Jndan A’i — 

(3 '*.2 • 3_1) intel'valni chiqarib tashlavmiz, qolgan yopiq to'plamni Fi 

bilan belgilaymiz. Keyin F\ dan К  21 ~  (9“ 1. 2 -9— 1) va K-n — (7-9- 1. 8 - 

9 ‘ ) intervallarni chiqarib tashlavmiz, ulariiing birlaslimasini Kn orqali, 

qolgan yopiq to'plamni. ya'ni

29



к -11 9_U 2 Г 
9’ 3 U '2 7 

3' 9 U
( 

i 
rHOO 1 05Fi \ K 2 =

to'plamni F2 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. Bu to i t t a  kesmaning har 

biri teng 3 qisinga boiinib, o'rtadagi uzunligi 3_:! ga teng boigan  interval 

ohiqarib tashlanadi. Cliiqarib t.ashlaugan

A 3i U A -jo U А'зз U A 34 — J_ A
27’ 27

7 8 
27’ 27

19 20 
27' 27

25 26 
27’ 27

t.o‘planmi К я bilan F2\ K :i ni esa F3 bilan (3.1-chizma) belgilaymiz. В iл 

jarayonni cheksiz davoiu ettirib. vopiq to'plamlarning kamayuvchi Fn 

ketma-ketligini hosil qilamiz. Agar

К П *
n—1

deb belgilasak. К  yopiq to’plam boiadi. U [0. 1] kesmadan sanoqli

sondagi K\, K2........Kn, . . .  intervallarni chiqarib tashlasli natijasida hosil

bo'ladi. Hosil boigan К  to’plam Kantor to'plami deyiladi.

0 1/3

------------r— .............. . 1

2/3 1

0 1/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

о I  2.1
27 27 g

2 7 8 1 
9 37 27 3

2 19 20 7
3 27 27 9

8 25 26 l  
Э 27 27

3.1k-chizma

3.37. Kantor to’plamining sanoqsiz to’plam ekanligini isbotlang.
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3.38-3.44-inisollarda kelt irilgan toplamlarni kontinuum quvvatli ekan-

ligini isbotlang.

3.38. Tekislikdagi barcha nuqtalar to'plami.

3.39. Sfera sirtidagi nuqtalar to'plami.

3.40. Uch o'lchamli fazodagi nuqtalar to'plami.

3.41. Sfera ichidagi nuqtalar to'plami.

3.42. \ii.l>} kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar to'plami.

3.43. Tekislikdagi hamma to'g'ri ehiziqlar to'plami.

3.44. Kantor to'plami.

3.45. Tekislikdagi ratsional koordinatali nuqtalar to'plamining sanoqli ekan- 

ligini isbotlang.

3.46. Ixtivoriy eheksiz M  va sanoqli A  krplam lar uchun M ~ M  U A 

munosabatni isbotlang.

3.47. Ixtivoriy kontinuum quvvatli M  va sanoqli A to'platnlar uchun 

M  ~  M  U.4. M  ~  M \A .  M ~  Л/Л.4 niunosaba.tlarni isbotlang.

3.48. Ikkita har xil eheksiz o'lili kasrli yoyilmalarga ega bo'lgan sonlar 

to'plamining sanoqli ekanligini ishot.laug.

3.49. Barcha irratsional sonlar to'plamining sanoqsiz ekanligini isbotlang.

3.50. [0. lj dagi barcha ratsional sonlar bilan [0, lj x 0, 1] dagi barcha 

ratsional koordinat ali nuqt alar to'plami o'rtasida biyeksiya o'rnating.

3.51. Koordinata boshidan o'tuvchi barcha to'g'ri chiziqlar to'plami [0. 1] 

to'plamga ekvivalent mi?
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3.52. [О, 1] to'plamni [0, 1] х [0. 1] t.o'plamga biyektiv akslantiring.

Demak, qator yaqinlasliuvchi. Ixtiyoriy x  6 10. 1] uchun £n sifati- 

'da 0 yoki 1 sonlarni shunday tanlash mumkinki,

Henglik o'rinli bo'ladi. Isbot, qiling. Qandav x  sonlar uchun bu tan- 

llash yagoria usulda amalga oshiriladi?

3.54. JSonlar o'qidagi A to'plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasidagi maso- 

ffa birdan katta bo'lsa. .4 ning chekli yoki sanoqli to'plam ekanligini 

iisbotlang.

3.55. .'3.53-masaladan fovdalanib liadlari faqat 0 yoki 1 boiganbareha ketma- 

Iket.liklar to'plami kontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.

3.56. (Chekli sondagi kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi 

kkontinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.57. IKontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik vig'indisi vana 

kkontinuum quvvatli to'plami bo lishini isbotlang.

3.58. fiSanoqli va kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko'paytmasi 

kkontinuum quvvatga ega. Isbotlang.

3.59. SSanoqli va kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik vig'indisi 

kkontinuum quvvatli to'plam bo'lishini isbotlang.

3.60. A\gar А С В С С  boiib. .4 ~  С  bo'lsa, ,4 ~  В bo'lishini isbot-

3.53. Ushbu Е  qatorda sn soni 0 yoki 1 ga teng bo'lishi mumkin.
П= 1 ^

o c  E  Г-Л Cn

o c

Hang.
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И.ОI . [0. 1. kesmada. aniqlangan va qiymatlari faqat 0 yoki 1 boigan 

barcha funksiyalar to'plamining kontinuumdan quvvatliroq. ya’ni 

giperkontiiiiimn quvvatli bo'lishini isbotlang.

3.62-3.64-misollai dakeltirlgan to'plamlarninggiperkoiitiinuun quvvatli 

ekanligini isbotlang.

3.62. [0. lj kcsmaning barcha qism to'plamlaridan iborat to'plam.

11.63. M2 ning barcha qisin to 'plamlaridan iborat to'plam.

3.64. [0. I 1 kesmada aniqlangan barcha funksiyalar to'plami.

4-§. T o 'p la m la r  s i s te m a la r i

T o 'p la m la r  h a lq a s i  va y a r im  ha lqas i .  Eleinentlari to ’plamlardan 

iborat to'plam to'plamlar sistetnasi deyiladi. Biz asosan oldindan beril­

gan X  to 'plamning b a’zi qism to'plamlaridan iborat sistemalarni qarav- 

miz. To'plamlar sistemalarini bolgilash uchun biz gotik alifbosining bosh 

liarflaridan foydalanamiz. Bizni asosan to 'plamlar ustidagi ba'zi amal- 

larga nisbatan yopiq boigan  sist emalar qiziqtiradi.

4 .1 - t a ’rif.  Agar 6  to'plamlar siMemasi simmetrik ayirma va ke- 

sishma amallaiiga nisbatan yopiq. ya 'vi ixtiyoriy A. В  € 6  to'plamlar 

uchun A  A  В  G 6  va A f )  В  £ G boisa. и holda 6  to'plamlar sistcmasi- 

<ja halqa deyiladi.

4.1. Agar G to 'plamlar sist-emasi halqa bo'lsa, u holda 6  birlashma va 

ayirma amallaiiga nisbatan ham yopi(| bo'ladi. Isbotlang.

I s b o t .  Ixtiyoriy Л, В  to 'plamlar uchun A U B  — [ A A B )  А  (Д П B)

[ 1.7-misol) va .4 \Я  -■ A A  (.4 П B)  (1.8-misolga qarang) tengliklaro'rinli 

Bu tengliklardan hanida G sistoma halqa ekanligidan A  U В  6 6  va
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А \ В  6  (? m unosabatlar  kelib chiqadi. D em ak, halqa birlaslima va avir- 

iria am allariga nisbatan  ham yopiq  s is te ina  bo*lar ekan. □

Ushbu ,4\.4 - 0 tenglik ko'rsatadiki. har qaiulav halqa o'zida bo'sh 

to 'plamni saqlaydi. Faqat bo'sh to 'plam dan iborat sistema niumkin ЬоЧ- 

gan halqalar ichida eng kichigi bo'ladi.

Agar 6  to 'planilar sistemasida shundav E  € & to 'plam mavjud 

b o iib ,  ixtivoriy A G 6  uchun А П E  = A bo'lsa. E  to 'plam 6  siste- 

maning "birlik elem enti" voki "bin"  dcviladi. Sistemauing bin  degan- 

da shu sistemadagi muksimal to'plam  tusliuniladi. I lamina sisteinalar 

ham maksiinal to 'plamga cga bo'lavennaydi. Masalan, natural sonlar 

to 'plamining barcha chekli qism to 'plamlaridan iborat sistemada mak­

si tnal to 'plam  mavjud emas. Birlik elomentga ega b o lg an  to'planilar 

halqasi algebra deyiladi. B a’zan, halqa tusliunchasiga nisbatan urmiiniy- 

roq bo igan  to'plainlar yarini liakjasi tuslninchasidan ham fovdalaniladi.

4 .2 - t a ’rif. Agar & to ‘plamlar sistemasi quyi dagi ucli sharlni qanoat- 

lantirsa, unga yarirn li.alqa deyiladi:

a) 6  sistema bo'sh to'plamni saqlaydi;

b) 6  sistema to ‘plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq. ya 'ni 

А. В £ 6  munosabatdan А П В  t  6  munosabat kelib chiqadi;

c) Agar -1 € G, A\ <E & bo 'lib. A i С A bo'lsa. it liolda (3 sist.e- 

maning o'zaro kesishmaydigan .42. . . . , . 4 n cheklitu eleincntlari mavjud 

bo‘lib. quyidagi tasvir o'rinli bo'ladi:

A \ A l := U2.4fc.

Agar A to 'plam o'zaro kesishmaydigan A l: A 2: ........4„ to'planilar

birlashmasidan iborat bo'lsa. bu birlaslima A  to 'plamning chekli, yoyil-
Tl

masi deyiladi va A -- Ц  Лд. shaklda ham voziladi.
* - i

Ixtivoriy 6  to 'planilar halqasi yarim halqa bo'ladi, chunki halqa bo sh 

to'plamni saqlaydi va kesislana amaliga nisbatan yopiq. Endi c) shartning
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bajarilishini ko'rsatamiz. A  va Aj (A i  С Л) to 'plamlar © halqaga te- 

gishli bo'lsa, u holda Л2 — -^ \^ i  G © b о 'lib. A  — /1iU.42 chekli yoyilma 

o'rinli boiadi. Demak, har qanday halqa varirn halqa bo lar okan. Lekin, 

yarini halqa doim halqa bolaverm&vdi (4.14-misolga qarang). Agar © 

to 'plamlar halqasi undan olingan ixtiyoriy A j .  A 2, . . . ,  A n. . . .  to1 plamlar
OO

ketma-ketligi bilan birgalikda ularning vig'indisi U A n ni ham  o‘zida
71 =  1

saqlasa, 11 holda 6  sistemaga 0  — halqa deyiladi. Agar 0  to 'plamlar 

halqasi undan olingan ixtiyoriy Ay. Л 2........A n, . . .  to 'p lam lar ketma-
OO

ketligi bilan birgalikda u larning kesishmasi П A„ ni ham  o'zida saqlasa,
71=  1

ti holda в  sistemaga 6 — halqa deyiladi. Agar о  -  ha,lqaning birlik ele­

ment i mavjud bo'lsa. u rr -  algebra deyiladi. Birlik element,li halqa 

<)— algebra deyiladi. Sliuni t.a'kidlash lozimki, ikkilik prinsipidan, yaiii

E \  и  A n — П ( E \ A n). E \  П A n -  U ( E \ A „ )
11 П  n  71

inunosobatla.rda.il ( (1.1) va ( 1.2) ga qarang) a  — algebra va 6 — algebra 

tushunchalarining usuna-ust tushishi kelib chiqadi.

4 .1 - te o re m a .  Ixtiyoriy bo 'shmas 6  to 'plamlar sistemasi uchun. © 

ni o'zida saqlovchi va © ni saqlovchi barcha ф  halqalarda saqlanuvchi 

yagona 9Jt(0) minimal halqa mavjud. Agar 0  ya iim  halqa bo'lsa, и 

holda 9Л(6) minimal halqa A к to'plamlar (/Ц. G 0 )  bo'yicha A —
П
U A  к chekli yoyilmaga tya bo'lgan A to'plamlarning X  sistemasi bilan

ustma-ast. tushadi.

9JT(0)— © sistema ust iga qurilgan minimal halqa deyiladi.

Har qauday cheksiz .*1 to 'plamning barcha qism to'plainlari sistemasi

Щ А )  . a  — algebra bo'ladi. Agar biror 0  sistema berilgan bo'lsa. doim

uni saqlovchi rr — algebra mavjud. Haqiqatan ham. agar X  -  U A
Д60

desak. X  ning barcha qism to'plamlaridan tuzilgan Sl(A’). sistema 0  

ni o'zida saqlovchi rr — algebra bo'ladi. Agar ф . 0  ni o'zida saqlovchi 

ixtiyoriy rr — algebra va X  uning bin bo'lsa. 11 holda ixtiyoriy A  G
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6  to 'plam  А  С Л” munosabatga bo'ysuuadi. va shundav «кап, X  —

U А С X .  Agar 6  ni saqiovchi ф  — a -  algebrauing biri X  uchun 
.-see
-V — X  munosabat bajarilsa. bu a  — algebra ( & ga nisbatan) kdtiril-  

maydigan a  — algebm deyiladi.

4 .2 - t e o re m a .  Ixtiyoriy ho ‘xhmas 6  to'plamlar d s te m a d  uchun (bu 

sistcmaga nisbatan) keltinlmaydigan ahnnday 93(6). <r — algebra mav- 

judki, bu. cr— algebra G ni saqlaydi va 6  ni saqiovchi barcha a  — 

algchrularda s a ql an ad i.

4.2-teoremada koltirilgan a  — algebra 6  sistema ustiga qurilgan min­

imal a  — algebra deyiladi.

Sonlar o'qidagi barcha |a. b] kesmalar va [a. b). (a. 6} varim inter­

val lar va (a. b) intervallardan tashkil topgan 6  varim halqa ni qarasak, 

n holda 6  ustida qurilgan keltirilniaydigau minimal *B(6 ), a  — algebra 

elementlari Bond to'plandari voki " Borel tipidagir to ’plamlar deyiladi.

R sonlar o'qi, .r0 uning biror nuqtasi bo'lsin. R da (). (.cu) -

(.ro — s. .)'(, 4  с )  interval .r0 nuqtaning г — atroji deyiladi. Bizga 

Л/ С R to 'plam va x  € R nuqta berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy s > 0 

uchun (A (x) П M  /  0 munosabat bajarilsa, x  nuqta M  ning uri- 

nisli nuqtasi deyiladi. M  Uvplamning barcha urinish nuqtalaridan iborat 

to 'plam, ЛI ning yopig'i deyiladi va u [Л/] bilan belgilanadi. Agar x  

ning ixtiyoriy Oc [.r) atrofi M  ning eheksiz ko'p element larini saqlasa. u 

holda x  nuqta M  to 'plamning limitik nuqtasi deyiladi. M  ning bar­

cha limit ik nuqtalaridan iborat to 'plamni \ f  bilan belgilaymiz. Agar 

Л/ -• \ Г  bo'lsa, M  ga mukammal to'plam  deyiladi. M  t.o'planiga te- 

gishli x  nuqta uchun shundav г > 0 mavjud bo'lib. О, (x ) П Л/ {.r} 

bo'lsa. u holda x  nuqta M  to 'plamning yakknlangan nuqtasi deyila­

di. Agar M  to'])larn uchun M  -  [M] tenglik bajarilsa. M  ga yopiq 

to'plam deyiladi. Boshqacha aytganda. agar to 'plam o'zining barcha li-
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lint ik nuqtalarini saqlasa, u yopiq to'plam  deyiladi. Agar x  £  M  uuqta 

in him shunday г > 0 mavjud b o iib .  Oe(x) С M  bo isa , x  nuqta M  

to 'plamning ichki nuqtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha nuqtalari 

icliki nuqta bo isa .  u ochiq to'plam  deyiladi. Ya’ni faqat ichki nuqtalardan 

tiishkil topgan to 'p lam  ochiq to'plam  deyiladi. Agar A  va В  to 'plamlar 

uchun В  С [A] bo isa .  u holda A  to 'plam В  to 'p lam da zich deyiladi. 

Xiisusan. agar [A] -- R  bo'lsa. A  to 'plam R ning hamtna yerida zich 

deyiladi. Agar A  to 'plam birorta ham (x0 — e, x 0 4- 5 ) intervalda zich 

bolmasa, u holda A hech yerda zichmas deyiladi. Xuddi shunday tek- 

islikdagi to 'p lam lar uchun ham ochiq va yopiq to 'plam  ham da hamnia 

yerda zich va hech verda zichmas to 'plam tushunchalari kiritiladi.

Endi Borel top la in larin i  quyidagicha ham ta ’riflash mumkin.

4 .3 - t a ’rif. Sonlar o'qidagi barcha ochiq va yopiq lo'plamlar, ular- 

ning chekli yoki sanoqli birlashmalaridan iborat to'plamlar va ularning 

to'ldiruvchilari Borel to'plamlari yoki Borel tipidagi to'plamlar deyiladi.

4 .4 - t a ’rif. Bo'ah bo'lmagan X  to'plamda * binar arnal kiritilgan 

bo ‘lib, и quyidagi shartlami qanoatlantirsa:

1) ixtiyoriy x, y. z £ X  lar uchun (x * y) * z — x  * (y * z) bo'lsa:

2) shunday e £ X  element mavjud bo'hb, ixtiyoriy x  £ X  uchun  

( * x  =  x  * e -- x  bo 'Isa;

ii) ixtiyoriy x  £ X  uchun shunday x ~ l £ X  element mavjud bo'lib, 

x * x ~ l — e bo'lsa. (A'.*) juftlikka gruppa deyiladi. Agar X  gruppadagi 

ixtiyoriy x , y  lar uchun x  * у  =  у  * x  bo'lsa. X  ga kommutativ yoki 

Abel gruppasi deyiladi.

4.2. Agar 6  to 'plam lar sistemasi halqa bo'lsa, u holda (5 chekli sondagi 

hirlashma va kesishma amallariga nisbatan yopiq bo iad i.  Isbotlang.

4.3. Agar 6  to 'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amal­

lariga nisbatan yopiq bo isa .  uning halqa bolishini isbotlang.
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4.4. Agar S  to‘plamlar sistomasi sinnnotrik ayinna va ayirma amal- 

lariga nisbatan yopiq bo isa , uning halqa bolishini isbotlang.

4.5. Agar 0  to'planilar sistomasi kesishma va avirtna amallariga nis­

batan yopiq bo'lsa, u halqa bo'lmasligi niumkin. Misol keltiring.

4.6. Agar 6  to'planilar sistomasi birlaslima va kesishma amallariga nis­

batan yopki bo isa ,  it halqa bo'lmasligi ham inumkin. Misol keltiring.

4.7. Ixtiyoriy A to 'plam uchun uning barcha qism to'plamlaridan tuzil- 

gan 2l(.4)— sistema. biri E = A bo lgan  algebra bo'ladi. Isbotlang.

4.8. Ixtiyoriy A to'plam uchun lining barcha chekli qism to plamlaridan 

tuzilgan sistema halqa boiadi. Bu halqa algebra boiishi uchun A 

chekli to'plam boiishi zarur va yetarli. Isbotlang.

4.9. Ixtiyoriy bo'shrnas .4 to 'plam uchun A  va 0 to'plamlardan tu/il- 

gan {.4, 0} sistema, biri E — A bo lgan  algebra bo iad i.  Isbotlang.

4.10. Sonlar o'qidagi barcha diegaralangan to'planilar sistemasi halqa bo '­

ladi. ammo algebra bolmaydi. Isbotlang.

4.11. Ixtiyoriy { ф а } halqalar sistemasi udiun ularning kesishmasi ф  — 

П ф а vana halqa boiadi. Isbotlang.
Q

I s b o t .  Agar .4. 13 G ф  - П ф а bo'lsa. u holda ixtiyoriy n da A. В  G
а

ф а bo'ladi. ф „  halqa bo'lganligi uchun A A B  G ф а . .4 П В G ф а . U

holda A A B  G ф  va .4 П В  G ф. □

4.12. Ixtiyoriy bo'shrnas 0  to'planilar sistemasi uchun 0  ni o'zida saqlov- 

ohi va 0  ni saqiovchi barcha ф  halqalarda saqlanuvehi yagotia 

9Л(0) minimal halqa mavjud. Isbotlang.

4.13. Sonlar o'qidagi barcha [a, b) varim odiiq intorvallar sistemasi - 0  

varim halqa bolishini isbotlang.
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I sb o t .  6  bo'sli [и. a) — 0 (o ‘plairmi saqlaydi. ©  to ;plamlar kesisli- 

ma amaliga nisbatan yopiq. ya ’ui [a.b). [r, d.) G 6  m unosabatda ,11 \a. b)(~) 

( ■d) £  6  (4.1-chizma) m unosabat kelib chiqadi.

[a,b)n[c,d) -  [c,6)
— l

a с b d

4 .1-cliiziiia

[r/. b) G 0 .  [iii. h i ) G ©. va [«j, I)i) С [«, b) ekanligidan [</. Л}\ [̂ /1 . />i) 

[к. « i ) U  6i, b) tasvir ( 1.2-ehizmaga qarang) o'rinli harnda [</. « i)  

va \bi. b) lar ©  ga qarashli. Dem ak. 6  varim halqa b o ia d i .  □

[a,  6 ) \ [ a t , b L)  =  [ a . n j  U [bL. b )

—  I---------------1 ----------)..................I
a a! fci b

4 .2 -ch iz in a

4.14. 4.13-misolda kcltirilgan © s istem a halqa b o im a y d i.  Isbotlang.

I sb o t .  Bulling uchun 6  sisteinaning to'plamlar simmetrik ayirinasi 

amaliga nisbatan yopiq cmasligini koi'satish yotarli. 6  sistemadan olin­

gan A — jO. 5) va Ii — [1. 3) to'plamlarning simmetrik ayirinasi- 

ni qaiaymiz. Bu holda Л А Н  — [0, 1) U (3. 5) b o i ib ,  u ©  sistemaga  

qarashli emas Deniak. © sistema halqa b o im a y d i.  □

4.15.  0, 1) dagi barcha [a. b) varim ochiq intervallar va ularning chekli 

sondagi biiiashnialaridau iborat sistcmani qaraymiz. Uning halqa 

bo'lishini isbotlang.

4.16.  4 .15-inisolda kcltirilgan sisteuianing algebra bo lishini isbotlang.

4 .1 7 .  4.1 o-misolda kcltirilgan sistemaniiig rr — algebra b o ia  olmaisligini

isbot lang.
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4.18. 6  varim halqadan A  to'plam va o'zaro kesishmaydigan Л\, A 2: ■■ ■, 

A n to‘plamlar olingan bo‘lib, ularning har biri A to'plamda saqlan- 

sin. U holda A u A 2, ■ ■ ■, A n to 'plamlarni ,4n+1, . . . ,  Л., G 6  to'p- 

lamlar bilan A  to 'plamning chekli yoyilmasiga qadar toidirish mum- 

kin. Isbotlang.

4.19. 6  yarim halqadan olingan har qandav choklita Л 1; Л2, . . . ,  A n to ‘p- 

lamlar sistemasi uchun ©  da shundav o'zaro kesishmaydigan chek- 

lita t o 1 plamlar sistemasi mavjudki, har bir Ak to'plam  

B \ , . . . , B t to 'p lam lardan b a’zilarivordamida A k — U B s vig'indi
«еЛ/ц,

ko'rinishida tasvirlanadi. Bu yerda Mk С {1, 2 , . . . ,  t] . Isbotlang.

4.20.  Agar 6  yarim halqa boisa, u holda bu yarim halqadan hosil qilin-

gan minimal halqa A k to'planilar bo'yicha A — U A k, A k £ 6
k> 1

chekli yoyilmaga ega bolgan A  to'plamlarning X  sistemasi bilan 

ustma-ust tushadi. Isbotlang.

4.21. Tekislikdagi barcha kvadratlar to'plami yarim halqa boiadimi?

4.22. Yarim halqalarning Dekart ko'paytmasi yarim halqa boiadimi?

4.23. Sonlar o'qidagi barcha ochiq va yopiq to'planilar sistemasi yarim 

halqa (halqa) tashkil qiladimi?

4.24. Sonlar o'qidagi barcha chekli voki toldiruvchisi chekli bo lgan  to'p- 

lamlar sistemasi halqa tashkil qiladimi?

4.25.  6  =  {Л С R : A yo R\<4 to'plamlardan biri chekli} sistemaning  

algebra tashkil qilishini isbotlang.

4.26.  © -  {Л С К  : A yo R \.4  to'plamlardan biri chekli} sistemaning 

f7 -  algebra b o ia  olmasligini koi.sating.
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4.27. б  = {Л С К : А уо R \ / l  to'plamlardan b in  chekli yoki sanoqli} 

sistemaniiig rr — algebra bo'lishini isbotlang.

•1.28. 6  = {А  П В : A  C l  -  yopiqy В  C l  ocliiq to'plam} sisteinaning  

algebra bo'lishini isbotlang.

■1.29. 1.28-misolda kelt.irilgan sisteinaning a — algebra b o ia  olmasligini 

ko'rsatiug.

•1.30. Shunday 6  va halqalarga misol keltiringki. ularning birlashmasi 

halqa bolinasin.

4.31. A — {</. b. <•} to'plamning halqa va algebra tashkil qiluvchi barcha 

qism to'plamlari sislemasini vozib clnqing.

4.32. Sonlar o'qidagi barcha chekli to 'plamlar sistemasi halqa (varim halqa) 

tashkil qiladirni?

•1.33. Sonlar o;ciida.n olingan barcha [л, b] kesmalarva [a, b). (a , bj varim 

intervallar va («., 6) intervallar sistemasi varim halqa bo'lishini is­

botlang. Bu sisteinaning halqa bo'la olmasligini ko'rsatiug.

4.34. Tekislikdagi barcha yariin ochiq {(;r. y) : a < x  < b. с < у < 

il] to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi varim halqa bo'lishini isbotlang. 

Bu sistemaniiig simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini 

ko'rsatiug.

4.35. Tekislikda {(.r. y) € M2 : a < .r < b, с < у < /1} ko'rinishdagi bar­

illa to'g'ri to ’rtburchaklar sistemasi varim halqa bo'lishini isbot­

lang. Bu sisteinaning birlik dementi mavjudmi? Bu sistema halqa 

bo'ladimi?

4.36. 6  =  { y) : a < ,v < b. с < у < d } varim halqada A i  С A  shart.- 

ni ([anoatlantinivchi .4 — 0.7) x [0.7) va .4; — [1,3) x [3.5)



to’planilar berilgan. A \ A  i to'plamning chekli yovilmasida eng kanii- 

<la neehta to'g'ri to 'rtburrhak qatnashadi. .4\.4i to'plam voyil- 

masidagi to'g'ri to'rtburchaklarni shunday tanlangki. ular perimetr- 

lari yig'indisi minimal bo'lsin.

4.37. Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi halqa bo'li- 

shini isbotlang. Bu sistema a  — halqa bo'ladiini? о  — algebrachi?

4.38. ф  to'planilar halqasi bo'lsin. Har bir .4 G ф  uchun ф л bilan 

{А  П /?. В G ф} . ko'rinishdagi to'planilar sistemasini belgilaymiz. 

ф д  ning algebra bolishini isbotlang. Agar ф  sistema <r — halqa 

bo'lsa. u holda ф д  to'plamlar sistemasi a — algebra bo'ladi. Tsbot- 

lang.

4.39. X  clieksiz elementli to'plam bo'lsin. Uning barcha chekli voki sanoqli 

qism to'plamlaridan iborat sistema a — halqa bolishini isbotlang. 

X  to'plamga qandav shart qo'yilsa bu sistema algebra bo'ladi.

4.40. Quyida berilgan to'plamlar sistemasi yarim halqa, halqa va algebra 

tashkil qiladimi? Tekshiring.

a) {[«. b\ : a G Q, b G Q A a < b} U 0,

b) {(a, b\ : a G Z, b G Z A a < 6} U 0,

c) {[a. b) : a G R \Q ,  b G R \Q  A a < b} U 0.

4.41. Agar 6  to'plamlar sistemasi halqa bo'lsa. u simmetrik ayirma ama­

liga nisbatan kommutativ gruppa tashkil qiladi. Isbotlang.

4.42. Bo'sh boimagan X  to'plamning barcha qism to’plamlaridan tash­

kil topgan 2l(A’ ) sistema simmetrik ayirma "A" amaliga nisbatan 

kommutativ gruppa tashkil qilishini isbotlang.
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I bobni takrorlash uchun test savollari

1. Qnyidagilar ichidan to 'gl'ilarini ajrating.

i. Л А В  = (А  U B ) \ ( A  П B).  2 . A A B  = (.Л и  B ) A ( A  n  B).

3. A A B  -  ( A \ B )  и  ( B\ A) .

A) 1 .2  B) 2, 3 C) 1 , 2 , 3  D) I. 3

2. Sinfda 15 ta o'g'il bola. 13 ta qiz bola bor. A — sinfdagi o'g'il 

bolalar to 'plami, B — sinfdagi qiz bolalar to'plami bo'lsin A A B

i o'plaiiming element lari sonini to])ing.

Aj 0 B) 28 C) 15 D) 13

3. Sinfda 15 ta o'g'il bola, 13 ta qiz bola bor. A — sinfdagi o'g'il 

bolalar to'plami, B — sinfdagi qiz bolalar to 'plami bo'lsin. A \ B  

to 'plamning elementlari sonini toping.

A) 0 B) 28 C) 15 D) 13

4. Sinfda 15 ta o'g'il bola, 18 ta qiz bola bor. A — sinfdagi o‘g‘il bo­

lalar to'plami. B — sinfdagi qiz bolalar to'plami boisin. А П В 

to 'plamning ('lenientlari sonini toping.

Aj 0 B) 28 C) 15 D) 13

5. E  — universal to'plam. Ikkilik munosabatlarini toping,.

1) E \  и  A n =  n ( E \ A n ). 2) E \  n  A,у = u( E \ A a)

3) A A B  -  (A U B ) \ ( A  П B),  4) ( E \ A ) A { E \ B )  -  A A B  

A i l ,  2 B) '2, 3 C) 3. 4 D) 1. 4

6 . .4 va В  to 'plamlar o'zaro kesishmaydi Quvidagilar ichidan to'g'ri- 

larini ajrating. 1) A A B  ■ .4 U B,  2) A \ B  =  A,  3) B \ A  = В  

A) 1, 2 13)2 ,3  С) 1, 2, 3 D) 1. 3

7. ,4i va A ’2 to 'plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan to'g 'ri- 

larini aj rat mg. 1) B] C^B) С (/1] A  B\  )U( A 2 A  B 2 )■ 2 ) Ai  A A 2 — 0-
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3) A lA A 2 ^ A 1UA2, 4) (A 1UA2)A { B 1U R 2) с  { A1A R 1)u ( A2A R 2) 

A) 1 , 2 .3  B) 2. 3, 4 С) 1, 2, 3. 4 D) 1, 3, 4

8 . Agar a va b haqiqiy sonlarning butun qismlari teng bo isa .  ularni 

V?i m unosabatda doymiz. Kasr qismlari bir xil b o ig an  с va d 

liaqiqiy sonlarni ip2 munosabatda deymiz. Bu munosabat lardan 

qaysilari ekvivalentlik munosabati bo iad i?

A) ipi B) C) '^1) -P'l D) birortasi ham boim aydi

9. /  : R  —► R, f ( x )  =  [0.5x] akslantirish berilgan. Bu yerda [,rj 

belgi x  sonining butun qismi. Agar A  — [0 , 8] bo isa .  f ( A )  ni 

toping.

A) {0; 1: 2; 3: 4: 5: 6: 7} B) [0 , 8]

С) {0 ; 1; 2 : 3; 4; 5; 6; 7; 8 } D) {0 : 1; 2; 3; 4}

10. /  : R  —> R. f ( x )  = 0 ,5  • [x] akslantirish berilgan. Agar A =  [0. 8] 

bo isa ,  f ( A )  ni toping.

A) { l): ! : ' 2 :2: 2 :;' : 2 }  B [° ’ 8l

C) { ° : 2' 1: 2 ’ 2: 2 ’ 3: 2 ; 4 }  D) {0; l; 2: 3; 4}

11. /  : X  —> [5. 26], f ( x )  — x 2 + 1 funksiya berilgan. /  — ustiga 

(snryektiv) akslantirish bo iad igan  maksimal .Y to-plamni toping. 

A) [-5 .  -2 ]  U [2, 5] B) [-2 ,  5] C) [2, 5] D) (2, 5)

12. /  : X  —> [0. oo), f ( x )  -- x 1 — 1, funksiya berilgan. X  to 'plam 

sifatida quvidagilardan qay biri tanlansa, f — inyektiv akslantirish 

bo iad i?

A) (—00, —2] B) [—2, 5] C) [—5. oc) D) [ —1, oc)

13. /  : [0,7г] —>• [—1,1], f ( x )  ■= cosx, <y : [0,7r] —> [0.1], g(x)  -  sin.r, 

■p : [0, ‘- \  — [0. 1], >p(x) -  sin x. ф : [0, 2] -*• [0. 5], i ’(x) ^  x2 -f 1
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akslantirishlar ichidan inyektivlarini ajrating.

A) B) f ,g,4> С) / , д , р , ф  D) / ,  v?, 0

14. /  : [0.7r] —>> [-1 .1],  /(.г) — cos.r. g : [0,7r] —► [0,1]. g(x) ~  sinx, 

T- : [0, —> [0,1]. ip(x) -  sin ar, t> : [0. 2] —> [0, 5]. ф(х) = x 2 +  1 

akslantirishlar ichidan suryektivlarini ajrating.

A) f , g , p  B) f . g ,  ф С) д,<р,ф D) f . f ,  ф

15. /  : [0,7Г] —»■ [—1,1], /(:(■)= cos.r. g : [0, 7r] —► [0,1], g{x) = sinx. 

r  '■ [°. -»■ [°> !]. vK*) =  s in 'T' V : [°> 21 -*■ [°> 5]> V-’(.t) =  x2 +  1 
akslantirishlar ichidan biyektivlarini ajrating.

A) f , g  В) },Ф  С) /,</? D) ? ,ф

16. Quyidagilar ichidan chekli l.o'plamlarni ajrating.

1) О zbekistondagi barcha talabalar to'plami.

2) Barcha ratsional sonlar to'plami.

3) Qora dengizidagi suv molekulalari to ‘plami.

4) Barcha tub natural sonlar to'plami.

A) 1 , 2 ,3  B) 2, 3, 4 C ) l , 3  D) 1, 3, 4

17. Quyidagilar ichidan sanoqli to‘plamlarni ajrating.

1) Jahon banklaridagi valyutalar to'plami.

2) Barcha ratsional sonlar to'plami.

3) Ycr sharidagi barcha qashlar to'plami.

4) Barcha tub  sonlar to'plami.

A) 1. 3 B) 2. 4 О) 1, 2. 3 D) 1, 3, 4

18. Quyidagilar ichidan kontinuum quvvatli to 'p lamlarni ajrating.

1) [0 , 1] kesmada aniqlangan uzluksiz funksiyalar to'plami.

2) Barcha ratsional sonlar to'plami.

3) Sfera ustidagi nuqtalar to'plami.
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I' Barcha irratsional sonlar to"])laini.

A) 1.3. -J B) 2. 3. 4 C ) 1 . 2 . 3  D) 1. 2. 3. 4

19. Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g 'rilarini ajrating.

1; Chekli to 'plamlarning ayirinasi chekli to 'plam bo'ladi.

2) Sanoqli to 'plamlarning ayirmasi sanoqli to 'plam  bo'ladi.

3i Kontinuum quvvatli to 'plamlarning ayirmasi kontinuum quvvarli 

to 'plam bo'ladi.

A) 1 .3  B) 2. 3 С) 1 D) 1 , 2 . 3

20. Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.

l j  C hek li  to 'p la in la r n in g  kes ishm asi chekli to 'p la m  b o 'lad i .

2'i Sanoqli to 'plamlarning kesishmasi sanoqli to 'plam bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to 'plamlarning kesishmasi kontinuum quv- 

vatli to'plam bo'ladi.

A) 1 .3  B) 2. 3 С) 1 D ) l ,  2 . 3

2 1 . Quyidagi tasdiqlar ichidan to'g'rilarini ajrating.

l j Chekli to'plainlarning birlashmasi chekli to 'plam  bo'ladi.

2) Sanoqli to 'plamlarning birlashmasi sanoqli to'plam bo'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to 'plamlarning birlashmasi kontinuum quv­

vatli to'plam bo'ladi.

A) 1.3 B) 2. 3 C) 1 D) 1. 2 .3

2 2 . Shunday .4) va ,12 sanoqli t-o'plamlarga inisol koltiritigki. ularning 

ayirmasi Л Д Л 2 chekli to 'plam, kesishmasi sanoqli to 'plam bo'lsin.

A) ,4j =  Z, Л-2 — N В) Л, -  N. Л2 - { 1 . 3 ........2n +  1 , . . .}

C) .1, =  N. Л2 — N \ {1} D) .4, =  N. 1, =  {2 .4 ........2n . . . .}

23. Kesishmasi kontinuum, simmetrik ayirmasi sanoqli bo'lgan 4 ; va 

A 2 kontinuum quvvatli to plamlarga misol keltiring.
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Л) л ,  =  |(). II, Л2 =  (и, 1) В) .А 1 =  [О. 11. Л2 = [0 , 1] U Q  

О) 1 -  [0. ос). Л 2 — [-2 .  эс) D) .4] ( — эс. 0], Л 2 — (0, ос)

2 1. Kesishmasi sanoqli. simmetrik ayumasi koiitiuumii quvvatli bo lgan  

. b  va Л2 kontinuum quvvatli to'plamlarga misol keltiring.

A) ,-b -  [0. Г. .42 -  (0, 1) B) .4; -  [0. 1]. .12 -  [0. 1 U Q

С) Л, =  [0. 4]. Л2 -■ [1. 5] D) Ai  -  [1, 2] UZ. Л2 -  [0. l j u Q

25. Chekli to 'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.

A| Q. Z. N B; {2: 3}, 0 C) {2:3} . [0, 1]. Z D )R , Q, Z

26.  Sanoqli to'planilar ko'rsatilgan javolmi io])ing.

A) Q. Z, N B) {2: 3}. 0 C) {2:3}, [0, 1], Z D) R, Q, Z

27. Kontinuum quvvatli to 'plamlar ko'rsa.tilgan javobni toping.

A) Q. Z. N B) {2: 3}. 0 C) {2:3} . [0, 1], Z D) [0. 1]. R, R \Q

28. Ekvivaient to 'planilar ko'rsatilgan javobni toping.

A i Q ~  Z -  M -  R  B) ,0. 1] ~  [0, эо) ~  R  ~  Q

C) [0, 1] -  R ~  R 2 ~  R \Q  D) 4). 1] ~  R ~  R \ Q  ~  Q

29. Sonlar o'qidagi barcha [«. h) yarim mtervallur sistemasi 0  :

A) Yarim halqa bo'ladi. halqa bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi, algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham о algebra bo'ladi.

30. Sonlar o'qidagi barcha chekli to 'plamlar sistemasi 0  :

A) Varim halqa bo'ladi. halqa bo'lmaydi.

B) Halqa bo'ladi. algebra bo'lmaydi.

C) Ham halqa.. ham algebra bo iad i.

D) Ilam algebra, ham a  algebra bo'ladi.
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31. Sonlar o'qidagi barcha sanoqli to'plamlar sistemasi 6  :

A )  Yarim halqa bo iad i.  halqa boimaydi.

B) Halqa bo iad i,  algebra bo imaydi.

C ) Ham halqa, ham algebra boiadi.

D ) Yarim halqa tashkil qilmaydi.

32. Sonlar o'qidagi barcha chekli. sanoqli va kontinuum quvvatli to 'p­

lamlar sistomasi ©  :

A )  Yarim halqa bo iad i.  halqa boimaydi.

B) Halqa bo iad i. algebra bo imaydi.

C) Ham halqa, ham algebra boiadi.

D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

33. Sonlar o'qidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi 0  :

A )  Yarim halqa bo iad i,  halqa boimaydi.

B) Halqa boiadi, algebra boimaydi.

C) Ham halqa, ham algebra boiadi.

D ) Yarim halqa tashkil qilmaydi.

34. Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburohaklar sistemasi ©  :

A )  Yarim halqa bo iad i, halqa boimaydi.

B) Halqa boiadi. algebra boimaydi.

C) Ham halqa, ham algebra boiadi.

D )  Ham algebra, ham a algebra boiadi.

35. Tekislikdagi barcha qavariq ko'pburchaklar sistemasi 0  :

A )  Yarim halqa bo iad i. halqa bo imaydi.

B) Halqa bo iad i. algebra boimaydi.

C) Ham halqa, ham algebra boiadi.

D )  Ham algebra, ham о  algebra boiadi.



•10. /•••' -  { (я ,  у) '■ 0 <  х < 1 .  0 <  у <  1} birlik kvadratdagi barcha 

<*l«‘m<*iitar to ’plamlar sistemasi 6  :

A ) Yarim halqa bo'ladi. halqa boimaydi.

H) Halqa bo'ladi, algebra boimaydi.

C ) H am  halqa. ham  algebra b o ia d i .

D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

37. <5 =  {[0. 1 , -{0. 1 } }  sistemani saqlovchi minimal halqani toping.

Л) {0, {0, 1 } : [0, 1], (0. 1 )}  В) {V), {0, 1}, [0, 1], [0, 1), 10, 1], (0, 1 )}

C) {0. {0 } .  [0. 1] (0. 1)} D) { {0 :  1}, [0. 1]. (0, 1)}

.48, N o t o ’ g ’ ri tasdi(|iii toping.

A ) [0. 1, kesmadagi barcha haqiqiy sonlar to'plami sanoqlidir.

B) Sanoqli va chekli to ’plamlar birlashmasi sanoqlidir.

C) Kontinuum quvvatli to’plam va sanoqli to'plamlar birlashmasi 

kontinuum quvvatli to'plamdir.

D) Barcha ratsional sonlar to'plami sanoqlidir.

39. E  — [0. 1] to'plamning barcha qism to'plamlaridan tashkil topgan 

9l(/•.’ ) sistema simmetrik ayirma Д  amaliga nisbatan gruppa tashkil 

(jiladi. t i l ing  birlik elementi r ( r  * x — x * с — с) ni toping.

А ) с — [0, 1] В) с — 0 С) е — {0 }  D; « :(). i;

40. Е  — [0. lj to'plamning barcha qism to'plamlaridan tashkil topgan 

21 (E )  sistemasi mi netrik ayirma A  amaliga nisbatan gruppa tashkil 

qiladi. Bu gruppada x  — (I). 1) element ga teskari elementni toping.

A ) ./ 1 -  {0 }  B) .r ; ~  0 C) .r 1 -  (0, 1) D) .r 1 • jO. 1]
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II  bob. 0 ‘lchovli to 'planilar va o'lchovli funksiyalar

Bu bob ikki paragrafdan iborat:. Dastlabki o- § da sonlar o'qidagi 

va tekislikdagi to'plamlarning Lebeg o'lchovi tushunchasi keltirilgan. Bu 

paragrafda Lebeg ma'nosida o'lchovli to'plamlar sinfi Jordan ma'nosida 

o'lchovli to'plamlar sinfidan kengr<)([ ekanligi ta ’kidlangan va Lebeg ma no- 

sida o'lchovli bo'lgan. ammo Jordan ma'nosida o ’ lchovli bo imagan t.o’p- 

latuga misol keltirilgan. Lebeg o'lchovining yarim additivlik. additiv­

lik. sanoqli additivlik va uzluksizlik xossalariga doir misollar keltirilgan. 

Umumlashtirishlar bandida esa Lebeg-Stiltes o lchovlari berilgan. Bu yer- 

da absolyut uzluksiz. singulvar va diskret o'lchovlarga doir misollar bam 

bor. Paragraf oxirida Lebeg ma'nosida oichovsiz to'plamga misol kelti­

rilgan.

6-jjda o'lchovli funksiyalar va ularning xossalariga doir misollar jam- 

langan. \’a ’ni, oichovli funksiyalar ketma-ketliklarining nuqtali, deyarli 

va o ’lchov bo'yicha yaqinlashishlarini tekshirisbga va ekvivalent funksi­

yalarga doir misollar bor. Bundan tasliqari Yegorov va Luzin teoremalari 

yordamida osonroq yechiladigan misollar ham bu paragrafdan joy olgan.

5-§. Sonlar o'qidagi va tekislikdagi to ‘plam larning o‘lcbovi

Bu paragrafda biz olehovning umutniy ta ’rifini beramiz. O'lchovni 

yarim halqadan halqaga davom ettirish masalasini qaraymiz. Bundan 

tashqari o lehovning Jordan va Lebeg ma'nosidagi davomlari qaraladi va 

ularning additivlik. a — additivlik xossalari o'rganiladi.

Dastlab sonlar o ‘(jidagi va tekislikdagi to ‘plamlarning Lebeg ma'no­

sidagi olohoviga ta 'rif beriladi. Jordan va Lebeg ma'nosidagi o ichovli 

to'plamlar solishtiriladi.

5 .1 -ta ’ r if . Aniqlanish sohaxi yarim halqa bo'lgan // : S (, - *■ R+ 

to 'plam funksiyasi additiv bo'lsa, ya’ni o'zaro kesishmaydigan ixtiyoriy
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А* ,1-1 ( А )

l< iii/lil o ' r in l i  bo'lsa. fj : 6 (1 —« K + ga oi.rh.ov deyiladi.

H oshqacha a y tg a n d a .  // t o 'p la m  funksiyasi q t iy id a g i

I )  an iq la i i ish  sohasi v a r im  ha lqa ,  2) q iym at- lar i  h a q iq iy  va m an f iym as ,  

.’I) a d d i t i v l ik  sh ar t la r in i  q a n o a t la n t ir s a ,  unga o ich ov  d e y i la d i .

5.1-eslatma. 0 — 0U 0  yovilmadan //(0) =  2//(0). ya'ni //(0) -  0 

truglik kelib chiqadi.

5 .2 -ta 'r i f .  A gar in о ‘Ichovn ing  aniqlaiiish sohasi © „ , ikkinchi // 

o i r l io v n in g  aniqlaiiish sohasi da suqhmsa (<S,„ С б д) он ix t iyoriy  

A £ 0 , „  to 'p lam  uchun

tenglik o 'r in l i  boisa. u. holda Ц o ich ov  m  o'lchovning davomi deyiladi.

5 .1 - teo rem a . ,4 niqlanish sohasi © ,„  yn run halqa. bo'lgan har bir m 

o ichov  uchun aniqlaiiish sohasi 9Jt((5m) ( & rn ni o'zida. saqlovchi m in i­

mal huh/a! boigan у agon, a m ' davom mavjud.

5 .3 -ta ’ rif . Agar 6 m sistcmada aniqlangan m o ichov  ra ixtiyoriy 

o ' '.aw kesishniaydiyau sanoqlita ,4i, A 2..........4 „ . . . .  £ 6 m to 'plamlar n.chu,
X

U Af. £ 6 , „  boiqanda.
A ! 1

tenglik o 'r in l i  Ьо'1ча. и holda in о ic liov  sanoqli additiv yoki rr— additir

о 'Ichor deyiladi.

Sodda to‘plam  o ‘lchovi. A y ta y l ik  a va b lar i x t i y o r i y  son lar  b o i s in .  

Son lar  o 'q ida

и (Л )  -  in (A )

a <  x  <  b. a. <  x  <  b. a <  x <  b. a <  x  <  b
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tengsizliklarning istalgan biri bilan aniqlangan to'plamlar sistemasi beril­

gan bo'lsin. Bu to'plamlarni oraliqlar deb ataymiz. Xususan. agar v u q o  

ridagi shartlardan birini qanoatlantiruvchi nuqtalar mavjud bo'hnasa 

(masalan a >  h ), ya'ni 0 to'plamni ham oraliq deb ataymiz. G bi-j 

lan sonlar o'qidagi barcha oraliqlar sistemasini belgilavmiz.

5.1. Sonlar o'qidagi barcha oraliqlar sistemasi — 6  yarim halqa tashkil 

qiladi. Isbotlang.

Is b o t .  ©  sistemaning element lari [a, b], [a, b), (a, b], ( « ,  b) ko'ri- 

nishdagi oraliqlardan iborat. 0  sistemadan olingan va a, b sonlari bilan 

aniqlangan (yopiq, ochiq voki yarim ochiq) oraliqni P  — P ab bilan bel- 

gilaymiz. 0  bo'sh [a, a) — 0 to'plamni saqlaydi. 0  sistema to'plamlar 

kesishmasi amaliga nisbatan vopiq. ya ’ni ikki Pab va Pcj  oraliqning ke­

sishmasi bo'sh to plam yoki vana Pab П P cd =  P nm, n — max {a ,  r } ,  

rn — min {b, d )  oraliq (5.1-chizmaga qarang) bo'ladi.

Agar Pab t  0 ,  P cd E ©  bo'lib Pcd С Pab bo'lsa. u holda Pab\ P rd =  

P ac U P,ib yovilma (5.'2-chizmaga qarang) o'rinli. Deniak, ©  yarim halqa

Pab n Pcd -  Pcb
5.1-ch izm a

boiadi. □

dto

Pah\Pcd — Рас U Pdto

5.2-ch izm a
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(3 yarim halqadan olingan va a. b sonlari bilan aniqlangan (yopiq, 

ni liiq yoki yariin ochiq) bo'sh bo imagan P  =  Pni, oraliq uchun m (P )  =  

h ii sormi mos qo'yamiz, agar P  bo'sh to'plam bo isa  m ( P )  =  0 

ilcyniiz. Г  holda m : <S —> R  to'plam funksiyasi 5.1-ta’ rif shartlariiii 

qimoatlantiradi. ya’ni m  : 6  —* R  o'lchov bo'ladi. Bu olehovning addi- 

Mvlik sliartini keltiramiz: agar

p  =  u pfe, p  n pk =  0 . i j -  k. p . p h 6 e 
k = l

n
bo'lsa, u holda r n ( P ) r^ (Pk )  tenglik o'rinli.

к 1
97t(6) bilan 6  yarim halqa ustiga qurilgan minimal halqani belgi- 

layiuiz. 4.1-t-eoreuiaga ko'ra 9Jl(6 ) halqaning har bir elementi A  o'zaro 

kesishmaydigan P* € 6  oraliqlarning birlashmasi ko'rinishida tasvir-
Tl

lanadi, va ’ni .1 — Ц  P k . 971(6) halqa elementlarini sodda t o ‘plamlar 
t= i

deymiz. Endi 971(6) halqadagi to'plamlarning, ya'ni sodda to'plamlar-
П

ning o'lchovi tushunchasini kiritamiz. Har bir .4 — 0  Pk € 971(6) sodda
fc=i

lo'plainga
Tl

гп ' (А )  =  ^ 2 т (Л )  ( 5 Л )
k= 1

sonni mos qo'yuvchi m! : 971(6) —> R  moslikni aniqlaymiz. т ' (Л )  miq- 

dc'i- A  to'plamning o'lchovi deyiladi.

5.2. To'plam funksiyasi in ’ : 971(6) —► R  o'lchov bo'ladi. Isbotlang.

5.3. (5.1) tenglik bilan aniqlangan m! : 971(6) —> R  funksiyaning qiyma- 

ti A  sodda to'plamni chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan oraliqlar 

vig'indisiga yoyish usulidan bog'liq emas. Isbotlang.

5.4. m' : 971(6) —  R  o'lchov m : 6  —» R  o lehovning davomi bo'ladi. 

Isl)otlang.
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5.5. Ikki sodda to'plamning birlashmasi. kesishmasi, ayirinasi va sirn- 

metrik ayirmasi vana sodda to’ plam boiad i. Isbotlang.

5.6. Agar A  £ 9W (6 ) to'plam oraliq bo'lsa, u holda m '(A )  — m (A )  

bo'ladi. Isbot lang.

5.7. Agar A  £ 9 )1 (6 ) to'plam chekli sondagi o ’zaro kesishmaydigan
П

.4]. ,4o..........4„ sodda to'plamlarning v ig ’ indisi. ya'ni .4 — Ц  ,4fc
к 1

shaklda tasvirlansa. quyidagi tenglikni isbotlang:

П

m ' (A )  -  Y  m ' ( A )  ■ 
k = 1

5.8. Agar .4 £ 9 Я (6 )  sodda to'plam. sodda to ’plainlarning 

chekli yoki sanoqli sistemasi boiib . A  С U A n boisa.
Tl

r n ' (A )  <  Y  n / ( A n)
Tl

tengsizlik o ’rinli bo iad i. Isbotlang.

5.9. .4 sodda to'plam sanoqli sondagi o'zaro kesishmaydigan .4j . .4o.......

A n. . . . sodda to']>lamlarning yig'indisidan iborat, ya'ni

OC

л  =  П  и .
71— 1

bo'lsin. I* holda quyidagi tenglikni isbotlang:

OC

m '(A )  = Y  1U' (•■'") •
71 = 1

L e b e g  o ‘ lchov i.  Dastlab E  — [0, lj birlik kesmada saqlanuvchi to ’p- 

lainlai bilan chegaralananiiz.

5 .4 -ta ’ r if .  Ixtiyoriy А  С E  to'p lam nclrun

//(.4j -  inf V  /» ( I \ )  (o.2i
' U k Fk k^
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яиц. A to 'plamning tashqi o'lchovi deyiladi.

Bu yerda aniq quyi chegara A  to ’plamni qoplovchi oraliqlarning bar- 

rlia chekli voki sanoqli sistemalari b o ’yicha olinadi. Shuni ta'kidlavinizki, 

Ixiiyoriy А  С E  to ’plamning tashqi o'lchovi mavjud. Chunki inlimum 

belgisi ostidagi ifoda E m V*k) manfiymas. shuning uchun u quvidan 

llol bilan diegaralangan. Quvidan diegaralangan to'plam esa aniq quyi 

chegaraga ega. Endi .-1 С E  to ’plam o'lchovi ta’rifiui beramiz.

5 .5 -ta ’ rif . Agar ixtiyoriy s >  0 uchun shun day В  G 9Jt(l5) sodda 

to 'plam mavjud bo‘lib, f i * ( A A B )  <  s tengsizlik bajarilsa, a holda A 

lcbey ma'nosida o'lchovli to 'plam deyiladi.

Agar A  Lebeg ma'nosida o ’ lchovli to'plam bo'lsa. uning o'lchovi deb 

tashqi o'lehovini qabul qilamiz. Faqat o'lchovli to'plamlar sistemasi i i ( E )  

da aniqlangan //* to'plam funksiyasi Lcbey o'lchovi deyiladi va u // 

bilan belgilanadi. Shundav qilib, o'lchovli to'plamlar sistemasi Щ Е )  va 

iinda Lebeg o'lchovi // auiqlandi. Demak, ixtiyoriy A  G U ( E )  uchun

Bi/ yuqorida faqat E  =  |U. 1] kesmada saqlanuvdii to ’plainlami 

qaradik. Bu cheklashdan xalos bo'lisii niumkin. M alum ki. R  ni

ne s

5 .6 -ta ’ rif . Agar har bir n E Z  uchun. A n — А  П E n to 'plamlar 

o'lchovli bo'lsa. и holda A  to 'plam o'lchovli deyiladi. Agar A  to 'plam  

o'lchovli bo'lsa, quyidagi yig'indi

En —  [it. 7i +  1 ) ,  7i G  Z

oraliqlar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash muiukin. ya'ni

R  -  l j  E "

(5.3)
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.4 t o ‘phuuinng Lebeg o ich ov i  deyiladi.

Agar (5.3) qator vig'indisi chekli boisa. A  chekli o ichov l i  to 'p lam  

deyiladi. Aks holda A cheksiz o'lchovli to 'plam  deyiladi. Shuning uchun 

/i o ichov cheksiz qiymat, ham qabul qilishi mumkin.

5.10-5.15-misollarda kcltirilgan Л  С E  ni sodda to'plam ekanligi- 

ni ko'rsatiug. Uni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P x. I \ ....... P n
П

oraliq lar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. . 4 =  U Pk voy ilm adan fov-
k  =  \

dalanib, .4 to'plamning oichovini toping.

5.10. A -= (J [32_n, 2:,_n) .
71= 1 

(i
5.11. A -  (J I33 n. c4- " ) .

71= 1

5.12. A  =  (J
71 =  1

5.13. Л =  (J

5.14. A  -  (J
— i

5.15. 4 -  (J
a -1

f) — П

2 ( n + l ) ! ‘ 2n!

71 —
471-й 1 4n

( \ _ 1 1

\n 8 ! n

■1 1 1

n 8 ' n

1 1 1 1  

ri 8 n 8
1. 2 .5 .1 5 -m iso ln ing  y e ch im i.  Pn =

belgilash olamiz va Pn oraliqlarning kesishish yoki kesishniasligini tek- 

shiramiz.

7 9

8 ’  8
P,

3 5 

8' 8
. P,

5 11 

2Л’ 24
.......P „ =  0.

1

5.3-chizmadan ma luin bo'ldiki, Pi  П P2 — 0. I\  П P k-ri /  к — 

2 .3 .......8 . Shuning uchun



tstsvir eng kam souli vovilma bo'ladi. Deinak, /1 sodda to'plam. Bu yo- 

vilmadau

n(/\) ----- /х(Л) +■ v ( Q i )  =  \ 1 у  =■ \

lenglikni olainiz. □

_ J L - 3  . P-

0
e A  4 e 24 8 8 8

1 1 3 u  S 7 1 5

24

5 .3 -c h iz in a

E le m e n ta r  t o ‘ p la m  o ‘ lchov i.  Endi tekislikdagi to'plaiularnin;. 

o'lehoviga to'xtalamiz. Avtaylik a. b. r va d lar ixtiyoriy haqiqiy son- 

lm bo'lsin. Tekislikda biror Dekart koordinatalar sistemasi tayinlangan 

bo'lib. shu sistemada

a <  x  <  b, a <  x  <  b. (i <  x <  b. a < x  <  h

с <  у <  (l, с <  у <  d. с <  у <  iL с <  у <  d

lengsizliklarniug istalgau hir juft-i bilan aniqlangan to'plamlar sistemasi 

berilgan bo'lsin. Bu u/plamlarui to'g'ri. fo'rthurchaklar deb ataymiz. 

Xnsusan. agar yuqoridagi sliart lardai) birini qanoatlantiruvchi nuqtalar 

mavjud bo'lmasa (masalan a >  b voki < >  d bo'lsa) uni ham t.o'g‘r i 

t.o ftburctuik deb ataymiz. 62  bilan tekislikdagi barcha to'g'ri to rtbur- 

diaklar sistemasini belgilaymiz.

6.16. Ikkita yarim halqaning Dekart ko'paytmasi yarim halqa bo'ladi. Is­

bot lang.

6.17. 6  x 6  —- ©2 tcuglikni isbotlang.
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5.18. Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rfburchaklar sistemasi — 62  yari 

halqa tashkil qiladi. Isbotlang.

Sonlar o ‘qi holidagidek tekislikdagi .1 С E 2 — [0. ll x [(1. 1] to'plai 

ning ta.shqi o ich o v i  va Lebeg oichovi, tarifiarini bevisli 11111111 kin.

5.7-ta’rif. lxtiyo riy A С F 2 to'p lam uchun.

.son .4 to 'p lamning ta.shqi oichovi. deyiladi.

B 11 yerda aniq quvi ehegara A to'plamni qoplovchi to 'g ’ri lo  rtbi 

chaklarning barcha chekli yoki sanoqli sistemalari bo'yicha olinadi.

Tekislikdagi barcha to 'g 'r i to rtburchaklar sistemasi - 6 2  yarim hal 

tashkil qiladi (5.18-misolgaqarang). yarim halqadan olingan va 11. 

c. d sonlari bilan aniqlangan (ochiq. yopiq, yoki yarim ochiq) bo 

bo im agan P  — Pa,Jcli to'g'ri ro ’ rtburchak uchun r n ( P )  -  (b — a) (d — 

sonni rnos qo'yamiz, agar P  bo'sh to'plam bo'lsa 7n ( P ) ~  0 deviniz. 

qonuniyat bo'yicha aniqlangan rn : © 2 — ®  to'plam funksiyasi o'lcli 

(5.1-ta’rif) shartlarini qanoatlantiradi.

9 Л (0 2) bilan 0 2 yarim halqa ustiga qurilgan minimal halqani bel 

laymiz. ЯЯ(0 2) hal(|aning elementlari elementar to 'plamlar  deyiladi

5 .8 -ta ’ rif . Agar ixtiyoriy e >  0 uchun shunday В 6  9Jt(02) e lan , 

tar to 'plam mavjud bo'lib. f i * ( A A B ) <  г  tengsizlik bajarilsa. и holda 

Lebeg ma'nosida o ichov li  to 'plam deyiladi.

Faqat o'lchovli to'plamlar sistemasi i i \E2) da aniqlangan //* 1 <>• pi, 

funksiyasi Lebeg o ich ov i  deyiladi va u // bilan belgilanadi. Shunday qi] 

o'lchovli to'plamlar sistemasi i l { E 2) va unda Lebeg o ichovi /i aniqlau 

Dernak. ixtiyoriy A e i i ( E 2) uchun ц { А )  — p* { A) .

Xmldi sonlar o'qi holidagidek tekislikni, ya ’ni R 2 ni

E mn -  {(.r. y ) : rn <  x  <  in +  1. n <  у <  n ,-+■ 1}  , 11. in € Ъ
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5.9-ta ’ rif . А С Ж2 biror to 'plam bo'lsin.. Agar istalgan m, n butun 

mmlar uchun A mn — А  П E mn to'plamlar o'lchovli bo'lsa. и holda A  

to'plam o ichovli  deyiladi. Agar A  to'plam oichovli. boisa,

|/iii'indi Л  to 'plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.

Agar (5.5) < | at or yig'indisi chekli bo'lsa, A  С R 2 chekli o'lchovli 

l.ii'plam deyiladi. Aks holda .4 eheksiz o ichov li  to'plam deyiladi.

5 .2 -teo roem a  ( 0 ‘l.c.hovning a -  additivlik xossasi). Agar {.4 „} -  o'zaro 

kesishmaydigan oichovli to'plamlar ketma-ketligi boisa. и holda

I i'll glik I) 'nnli.

5 .3 -teorem a  (O 'lehom ing  uzluksizlik xossasi). Agar o'lchovli to'plam-
ОС

laming A\ D A-i D ■ ■ ■ D A n D • • • ketma-ketligi uchun A  — П A n
n=l

boisa, и holda. ц { А )  -  lim y ( A n) tenglik o 'nnli.

5.1-nat.ija. Agar ,4i С 4_> С • • • С  A„ С o'lchovli to 'plamlar
00 f kctma-ketliyi uchun A — U A n bo'lsa. и holda /л(А) =  lim ц [ А п)

/1 —1 n—*oc
h r  glik o'rinli.

Agar (5.2) tenglikda aniq quyi chegara A  С R  to'plamni qoplovchi 

harcha В  sodda to'plamlar bo'yicha olinsa. A  to'planining .Iordan 

ma’nosidagi tashqi, o'lchovi hosil bo'ladi. 11 j * ( A )  bilan helgilanadi. ya ’ni

И( А)  — M^mn): (5.5)
m, n€Z



j * ( 4 )  -  sup В e  Ш1(6).
В L A

son .4 t о 1 p 1 am ni ng J о r d a n liia'nosidagi ichki o ich ov i  deyiladi.

5 .10-ta ’ r i f .  Agar j * ( A )  — j » ( A )  bo'lsa. A Jordan m a ’nosida o'lc.hon 

to 'plam deyiladi.

Slimii ta kidlash .joizki, agar A Jordan ma'nosida o 'ld iovli to'plam 

boisa, u Lebeg ma nosida liain o'lchovli to'plam bo'ladi va bu o ichovlar 

o'zaro teng bo'ladi.

5.19. Lebeg ma'nosida o 'ldiovli, ammo Jordan ma'nosida o 'ld iovli b o i-  

magan to'plamga misol keltiring.

Yechish. E  — [0 . 1] bo'lsin, A esa [0, lj kesmadagi barcha rat­

sional sonlar to'plami bo'lsin A  to'plam E  da zich bo iganlig i uchun 

A ni saqlovchi sodda to'plam E  tii ham o'zida saqlavdi. Shuning uchun 

; ] * {A)  — 1 bo'ladi. A to'plamda saqlanuvdii sodda В  to'plam faqat 

chekli toplamdir. Shuning uchun j * ( A )  — 0 tenglik o'rinli. Bu yer- 

dan j * ( A ) ф j . { A ) .  Demak, .1 to'plam Jordan m a ’nosida o 'ld iovli 

emas. Ma lumki, .1 sanoqli to'plam, shuning uchun lining elementlarini 

{.Ci: x 2 ■ ■ ■ ■. x n, . . . } ketma-ketlik ko'rinishida nomerlab chujish mumkin. 

Shunday ekan

A  С ^  P k , P k { x  : x k <  x  <  x k}  -  [ xk. x k).

Ikkinchi tomondau ixtiyoriy A: € N uchun m ( P k) -  t). Bi; yerdan

, Г ( А )  -  0

ekanligi kelib chiqadi. Shuni ta ’kidlash lozimki, tashqi o ichovi nolga teng 

bo'lgan har qanday to'plam o 'ld iovli to'plamdir. Bulling uchun sodda 

to'plam sifatida В — 0 ni olisli yctarli:

ц * { А А П )  - //’ (,4Д0) -  //*(4) . 1) <  .

Ushbu
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hi in.ik. A  Lebeg ma'nosida o'lchovli to ‘pl;un. Shunday qilib. A  Lebeg

iiiii’ nosida o'lchovli bo'lgan, lekin Jordan ma'nosida o'lchovli bo imagan

lo'pbunga misol bo'ladi. □

"Serpin nilam i"  nomli masala. dagi E 2 =  [0, 1 ] x [0, 1] kvadrat- 
1 2  1 2  

in x. — x — у — у — — tog'ri e.hiziqlar yordamida 9 ta bir xil

l.vadratlarga bo iam iz  va markazdagi ochiq

P  i

kvadratni (5.4a-chizma) tashlaymiz. Kevin qolgan 8 La kvadratning har 

liirini yuqoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo'lamiz (5.4b-chizma) va 

markazdagi kvadratni tashlaymiz. Bu jarayonni cheksiz marta davom et- 

liiamiz. Natijada ([olgan to'plamni A  bilan belgilaymiz. Bu to ‘plamga 

"Serpin gilarni" nomi berilgan.

:/'x

/////// ///////
I

Щ

a) b)

5 .4-ch izina

r>.20 . Serpin gilamining oichovini toping.

5.21. A  С [0, 1) -  bilan shunday sonlar to'plami belgilanganki, ularning 

cheksiz o i i l i  kasr yoyihnasida 5 raqami ishtirok etmaydi. //(.4) ni 

toping.
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Yech ish . A  to'plam toidinivchisining o ‘ lchovini topamiz. [0. 1]\Л 

to ’plam element larining eheksiz o'nli kasv yovilmasida 5 raqami islitirok 

etadi. [0 . 1] kesmani teng o'n bolakka bo iam iz va oltinchi [0.5: 0 , 6 ) 

bcvlakni A i  bilan belgilavmiz. A i dagi liar bir sonning eheksiz o'nli 

kasr yovilmasida. verguldan keyingi birinchi raqami 5 bo'ladi. Qolgan 9 

ta bo ‘ lakning har birini teng o'n bolakka bo'lamiz va ulardagi oltinchi 

bо 'lak 1 arning birlashmasini [0,15: 0 .16)u[0. 25; 0. 26 )U-• -u[0. 95; 0,96) •- 

A -2 bilan belgilavmiz. 4 2 to'plamdagi sonlarning eheksiz o'nli kasr yovilma­

sida verguldan keyingi ikkinchi raqami 5 bo'ladi. Va hokazo bu jarayon- 

ni eheksiz davom ettiramiz. Ilosil bo'lgan .4]. A 2, .. ., A n, . . . to'plamlar 

juft-jufti bilan kesishmaydi va ularning birlashmasi [0 , l ]\4  ga teng. 

O'lchovning a — additivlik xossasiga ko'ra
ЭО

//([(), l ] \A)  ^  £ > ( Л П)
7 1 =  1

tenglik o'rinli. Murakkab bo'lmagan hisoblashlarsliuni ko'rsatadiki f i { A t ) ■ 

10” 1, ц ( А 2) --- 9 • 10“ 2, / i(,l„ ) -  9" -1 • 10- " , .  . . tengliklar o'rinli. De­

inak,
00 °° Q’l~ 1 П I

„d o .  i M )  =  £ , < : / ! „ )  l(1„ =  ^ 9  = 1.
71=1 71 = 1

Shundav qilib, /<(.4) -f /л([0 . 1]\4) =  1 dan //(4 )  — 0 ekanini olamiz. П

5.22. A  С |0, 1] — bilan shundav sonlar to'plamini belgilaymizki, ular­

ning eheksiz o'nli kasr yovilmasida 2 raqami 3 raqamidan olditi 

uchravdi. Bu to'plamning o'lchovini toping.

5.23. .4 С [0, l j — bilan eheksiz o'nli kasr yovilmasida 8 raqami qat.nasha- 

digan sonlar to'plamini belgilavmiz. Uning o'lchovini toping.

5.24. .4 С [0, 1 ]— shundav to'plarnki, uning elenientlarini eheksiz o'nli 

kasr yovilmasida 1 dan 9 gacha raqainlarning barehasi qatnashadi. 

Uning o'lchovini toping.
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.25. Kantor to ’plami А' С [0, lj ning Jordan ma'nosida o'lchovli crnas- 

ligini isbotlang.

.26. "Kantor l.arug'i" noinli ma.saJa. K — Kantor to ‘plami boisin. A — 

{ ( x .  y) : x € [0. Г ,  у € A ’ }  to'plam "Kantor taroy’i "  deyiladi. A 

to'plam j0, 1] x [0, 1] ning hech yerida zich emas, yopiq va ц { А )  — 0. 

Isbot lang.

"Serpin qahriHtoni" nomli masala. R 2 da 10, lj x j(). lj kvadralni 
1 2  1 2  

x - x  — у - .  у -  -  tog ri chiziqlar yordamida 9 ta bir xil

kvadratlarga boiamiz. Asosiy kvadralning uchlariga vo]>ishgan 1 ia

P\ -  { ( x ,  у) : 0 <  x < 3~\ 0 <  у <  3 - * } ,

P i  { ( x ,  y) : 0 <  x  <  3 \ 2-3  1 < у < .1} .

Р л =  { (x. у) : 2 • 3 1 <  ., < 1 ,  0 <  у <  3 " 1}  .

P i — {  (х. у) : 2 ■ 3 "1 <  х <  1, 2 • 3-1 <  у <  1 }  

yopiq kvadratla.mi (5.5a-chizrna) birinchi rang kvadratlari deb ataymiz.

a) b)

5.5-chizm a

Bn to 'r t  k va d ra tn in g  hir lashmasin i Л  i — 1\ U A  U I\  U I\  bilan b e lg i­

laym iz .  B ir inch i rang  kvadrat lar i i i ing  har birin i vu q o r id ag id ek  9 t.a bir xil



kvadratlarga bo'lamiz. Birinchi rang kvadratlari P\. P 2. Р л. P i  uch 

lariga yopishgan kvadratlarni ikkinchi rang kvadratlari (5.5b-r-hizmadj 

Q i ~  Qie>) deymiz. Bu 1G ta kvadratuing birlashmasini A 2 bilan be) 

gilaymiz. Va hokazo bu jarayonni eheksiz mart.a davom ettiramiz. Natl 

jada ichma-ich joylashgan A i D A 2 D . . .  D A n D ■■ ■ ketma-ketlikll
OO

cga bo’lamiz. Ularning kesishmasini A — П A n bilan belgilavmiz. A

to'plam Serjrin qa.brist.oni deyiladi.

5.27. Serpin qabristoni A  ning o'lchovi nol { ц ( А )  — U) va |0, 1] x [0, 1 

kvadratuing hech yerida zieh emasligini isbotlang.

5.28. ,4 C R  to'plamning o'lchovi nolga teng boisa. //( A )  — 0 bo'lishi 

shartmi? Bu verda A — A to'plamning yopig'i.

5.29. .4 С R chegaralanmagan musbat o'lchovli t.o'plam bo'lsin, u holda 

shundav x . y  € A  lar mavjudki x  — у € Q  bo'ladi. Isbotlang.

5.30. А  С R  ixtiyoriy musbat o'lchovli to'plam bo'lsin. 11 holda shunday 

x. у € A  mavjudki x  — у E R\Q  boiad i. Isbotlang.

5.31. R  dagi nol o'lchovli to'plamlar sistemasi a — lialqa bo'lishini isbot­

lang.

5.32. A С R  Borel tipidagi to'plam ekanligini ko'rsating, uning Lebeg 

o'lchovini toping:

5.33. Quyida berilgan A  С R  to'plamning Borel tipidagi to'plam ekan­

ligini ко'1'sating. keyiu uning o'lchovini toping.

с) /I =  [0, 1]\Q.
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Л.34. Shundav { 4 n}  "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiringki. quyida­

gilar bajarilsin:

a) / i (An) =  1, n >  1. U 4 T1 — R,
n = l

b) ц { А п) =  4-oc, A n D -4n+1, n >  1. ^ f j  A n j  =  0,

c) f i ( A„ )  +oc , A n D 4 n! l . n >  1. // ^ П ^ п )  =  1,

OO

d) n ( A n) — -f oe, n >  1, П A n -  N ,
Л = 1

e) //(Л„) -  4-ос, Л „П -4 » .  0. пфтп,  п. т Е N.

Yechish. Biz faqat b) qismini yechiinini berarniz. Л „  — [n, oo), n € 

N lar Borel tipidagi to ’plamlar bo'ladi va ularb) qismda keltirilgan shart- 

larni qanoatlantiradi. П

5.35. Л С R 2 ning "Borel tipidagi to ’plam" ekanligini ko'rsatib. uning 

o'lchovini toping:

a) A =  { ( ,  y) t  R2 : .r 6 R. 0 < у <   ̂ " ’" ^ 2  j  •

b) Л  -  {(./:. y)  € R 2 : — 1 <  :r <  1, 0 <  у <  ^ = ^ f }  ■

5 .3 6 . </ € (0 , 1) ixtiyoriy son boisin. [0 , lj kesmaning o rtasidan lizun- 

ligi ~ ga teng A ]  =  ^  intervalni chiqarib tash- 

la.ymiz. A\ ni o'rta interval deb ataymiz. Ikkinchi qadamda qol­

gan ikki kesmaning uzunligi -  ga teng bo‘ lgan o'rta intervalini
8



chiqarib tashlaymiz. Bu intervallar birlashinasini 42 bilan belgi 

lavmiz. I'chinehi qadamda. qolgan t.o'rtta kesma ning har biridaj 

uzunligi —- ga teng bo'lgan o'rta intcrvalini chiqarib tashlavmiz 

I. larning birlashmasini 4;j orqali belgilaymiz. Bu jarayonni eheksl 

davom ot.tira.miz. .4 bilan [0, 1]\ LJ .4,, to'plamni belgilnvmiz. }
n = l

ning oichovli ekanligini ko'rsatiug va uning oichovini toping.

5.37. ').36-misolda kcltirilgan .4 to'plam [0. 1] kesmaning hech yeridl 

zich emasligini isbotlang.

5.38. .4 С [a. b\ o'lchovli to'plam va //(.4) — Л >  I) bo'lsin. I 1ml- 

da f ( x )  — ц (ja. :r) П /1) funksiyaning uzluksizligini isbotlang. / 

ja. h] —* К  funksiyaning qiymatlar sohasini toping

5.39. (J. I kesmada tf). lj dan farqli va oichovi 1 boigan yopiq to'plan 

mavjudmi?

5.40. Tekislikda shunday o'lchovli А С io ’platnga misol keltiringkl 

uning koordinat.a o'qlariga provoksiyalari o'lchov siz bo'lsin.

5.41 -3.44-misollarda 4j С .4 shartni qanoatlantiruvehi I va ,4J 

to'plamlar berilgan. 4\.4 j to'plamni eng kam sondagi o'zaro kesish^ 

inaydigan I\.  P n to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'riuishida
П

tasvirlang. ,4\.4 i =  |J /\ voyihnadan fovdalanib ,4\,41 io'plam oicho- 
b=\

viiii toping.

5.41. ,4 -  { ( .r. n) : 0 < .с < 7, 0 < // < 7} .

.4j — {(.r. y)  : 1 <  x <  (>. 3 <  у <  5 } .

5.42. .4 -  {(.г. у)  : I) < х <  7. О < у <  7} .

.1] — {(.л. у)  : 4 <  ./■ < 7. 3 < I/ <  7\ .
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Г,.43. .4 -  { ( . i . у)  : 0 <  х  < 7 .  О <  у <  7 } .

Л 1 ~  {(.г. у)  ■ 3 <  .г <  7, 0 <  у <  7 }  .

5.44. .1 {( .г. /у) : 0 <  < 7 .  О <  /у <  7 }  .

М  =  и) '■ 0 <  < 7 ,  0 <  у <  6 }  .

5 .4 2 -m is o ln in g  y e c h im i .  Tokislikda 1 va y lx to 'p lam larni chiznia- 

ila tasvirlavmiz. o.G-chizmadan .4\,4i -  Pi  U A  LJ P3 yoyilmani olamiz. 

Bu vorda Pi  =  [0, 4) x [0. 7), P2 =  [4, 7) x 10. 3]. P,  -  { 7 }  x [0, 7]. Bu 

i o 'g 'r i t (»‘ rt burchaklar o 'zaro kesishmaydi. ( ) ' lehovning additiv lik  xossasi- 

ga ko'ra. f i ( A \ A i ) -  f i ( P i )  I p(P- i )  I 1*{Рi) — 28 ; 9 I 0 — 37. D

■ У

3
>\

A i

о 4 7

5.6-chizm a

5. t3-3.50-niisolbn'da keltirilgan tasdi<ilarni isbotlang.

5.45. .1 С В. to 'plam o'lchovli bo'lishi uchuii ix t iyoriy  £ >  0 ga ko'ra 

shundav С  ( C  D .4) ochiq to 'p lam rnavjud ho'lih. //'(C/\.l! <  t 

tengsizlikiiing bajarilishi zarur va yetarli.

5.46. Agar .4 С R  o ichov l i  to 'p lam  bo'lsa, u holda ix tiyoriy  г >  0 uchun 

shundav С  ( ( '  С Л )  yopiq to 'plam mavjud bo'l ib. f i , ' (A\G)  <  ~ 

tengsizlik bajariladi.

5.47. Agar  .4 С P  bo isa . //*(.4) <  b o iad i .
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5.48. Agnr А -  sodda to ’plam boisa, u holda ц* ( А )  — in! [ A)  tengli 

o'rinli.

5.49. Agar chekli yoki sanocjli sondagi { A n} to'plamlar sist.otnasi uchu 

A C IJ An bo'lsa. u holda quyidagi tengsizlik o'rinli
П

f‘4 A )  < ^ / Г ( А п) .
71

5.50. Agar A С [0. 1] o'lchovli to'plam bo'lsa. [0. l]\/\ ham o ichovi 

boiadi.

5.51. Agar A va В to'plamlar o'lchovli bo'lsa. u holda A  U В. А П В 

A A B .  A \ B  to'plamlarning o'lchovli bo'ladi.

5.52. O'lchovli to'plamlar sistemasi U (R ) halqa tashkil qiladi.

5.53. Chekli sondagi o'lchovli to'plamlarning birlashmasi va kosishmaa 

vana o'lchovli to'plamdir.

5.54. Agar A  va В lar o'zaro kesishmaydigan o'lchovli to'plamlar bo'lsa 

u holda /i(A U В)  — ц { А )  +  ц ( В )  tenglik o'rinli.

5.55. Agar A  va В  lar o'lchovli to'plamlar bo'lsa, u holda quyidagi teng 

liklar o'rinli.

a) f i (A  U B )  — /i{A) +  f i ( B )  -  f i {A П B) ,

b) ц ( Л А В )  =  ц { Л )  H //(B)  -  2/j( А П B).

5.56. Ixtiyoriy ikkita A va В to'plamlar uchun

| ^ ( / 1 ) - ^ ( B ) |  < ^ ( А А B)

tengsizlik o'rinli.

5.57. А  С E  — [0. 1] o'lchovli to'plam uchun ц ( Е \ А )  — 1 — ц{ А  

tenglik o'rinli.
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(к,Г»8. Sanoqli sondagi oichovli to'plamlarning birlashmasi va kesishmasi 

vana oichovli to'plamdir.

ft,59. O ichovli to'plamlar sistemasi i l ( M ) . a — algebra tashkil qiladi.

ft.00. Olehovning a — additivlik xossasidan foydalanib, quyidagi to1 plam- 

larning o'lchovini toping:

ft.61. Olehovning uzluksizlik xossasi va uning natijasidan foydalanib, quvi- 

dagi to'plamlarning olehovini toping:

5.62. diegaralangan oichovsiz to'plamga misol keltiring.

Yechish. diegaralangan oichovsiz to'plam quyidagicha quriladi. Bull­

ing uchun [—1. 1] kesmaning nnqtalari orasida ekvivalentlik tushun- 

chasitii kiritamiz: agar x  va у ning ayirmasi i  - 1/ £ Q  bo'lsa. ulnr ek­

vivalent deyiladi. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati boiadi. Sliun- 

ing uchun [—1, 1] kesma o'zaro ekvivalent bo lgan eleineiitlardan iborat 

K ( x ) .  x  € [—1. I 1 sinflarga ajraladi. Bunda turli sinflar o'zaro kesish­

maydi. Shundav qilib [—1, 1] kesma o'zaro kesishmaydigan K ( x ) ,  x  € 

!—1, 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sinflarning har biridan bittadan ele­

ment tanlab olib, bu tanlab olingan eleinentlar to'plamini A  bilan bel-
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gilaymiz. Hosil boigan A to'plamning o'lchovsiz ekanligini isbotiaymi 

i — l, 11 kesniadagi barcha ratsional sonlar to'plamini nomerlab chiqami

r\) -- 0, n ,  r-2 , . . .

Ak bilan A to ‘plairmi /> songa siljitishdan hosil bo'lgan to'plamni belj 

iayiniz. ya'ni .4<, — A 4  — {</ : // — x  4  r*, i  € .-1} . Xusiisan .-l0 -  . 

Ak to'plam /1 to'plamdan y*. ga siljitish orqali hosil qilingaui uchun ul 

bir vaqtda yo oichovli. yo o'lchovsiz to'plamlar boiadi. Faraz qilaylik, 

o'lchovli to'plam boisin. I' holda unga kongurivent bo'lgan A k to'plai 

lar ham oichovli bo'ladi va j i (Ak)  =  /Д.4) tenglik o'linli. Ravshanki,

[-1 .  H e  U А к.
к- 0

Bundari, o'lchovning yarim additivlik xossasiga asosan

/  OC \

2 -  // ( [ -1 .  l j )  <  Ц i [ J  А к \ -  /j(.4) 4 //(.4) 4------ f  //(.4) 4

Bu yeidan f i ( A)  >  0 ekanligi kelib chiqadi. Ikkinchi tomoridan. ixtivoi 

к E {0 .1 .2 ....... } uchun A k С [—2. 2]. Bund an

U А к С  [-2 .  2] 
fc =0

va Аь to'plamlar o zaro kesishmaydi. Oichovning <r— additivlik xossa 

ga asosan

4 -  /if[ 2. 2]) >  fi ( fcu ()-'U-) -  ц ( Л )  +  /4-4) 4  • • • 4  //(.1) 4 ■ • • .

Bu yerdan //(-4) ~  0 ekanligi kelib chiqadi. Bu qarama-qarshilik 

to 'p lamning o'lchovsiz ekanligini isboilaydi.

5.G3. 0 ‘lchovsiz toplam lannng birlashmasi o'lchovsiz bo'ladinii?

Yech ish . Olchovsiz to ‘plamlarning birlashmasi oichovli ham o leh  

siz ham bo'lishi mumkin. Masalan. A С [0. lj o'lchovsiz to'plam bo'ls
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и liolda В — [О, 1]\Л ham o ichovs iz  to 'p lam  bo'ladi. I lam ing  birlash- 

masi .1 LJ В — [0, 11 esa o'lchovli to 'p lam. A g a r  А С [0, 1) o ichovs iz  

(o 'p lam. И С fl, 2) o ichovs iz  to 'p lam  bo'lsa, и holda ularning birlash- 

niasi ( '  — A LJ В to 'p lam  uchun, /to — С П  E () =  .4 o ichovs iz  to 'p lam  

bo'lganlig idan o .G -ta i i fga  ko'ra С  -= .4 U В  o ichovs iz  to ’p lam bo iad i .

.">.(> l-').G6-misollai ga ham shu tariqa javob  boring.

Г>.(>4. O ichovs iz  to 'p lam larn ing kesishmasi o ichovs iz  b o lad im i?

Г».С>5. O ichovs iz  I o ’ plamlarning ayinnasi o ichovs iz  b o lad im i?

5.66. O ichovs iz  to 'p lam larning simmetrik ayinnasi o ichovs iz  bo lad im i?

5.07. А С E  =  [0. 10| o ichovs iz  to 'p lam, В С E  o ichov l i  to 'plam. 

Ularning birlashmasi o'lchovli bo iishi mumkinmi? А С В  holni 

t ahlil qiling.

5.68. А  С E  o ichovs iz  to 'p lam. В  С E  o ichov li  to 'p lam. ,1 П /! to 'p ­

lam o'lchovli b o la d im i?  .4 П В — 0 . В  С A .  .1 С  В  hollanii tahlil 

qiling.

5.69. .1 С E  oichovs iz  to 'p lam. В  С E  o ichov li  to 'p lam  bois in . A\B  

to 'p lam  o'lchovli bo i ish i mumkinmi? .4 С В , В  С  A lmllarni tahlil 

qiling.

5.70. .1 С E  oichovs iz  t o ’plam. В  С E  o'lchovli to 'p lam bo ’lsin B\A  

to 'p lam  qandav hollarda o'lchovli. (|achon o ichovs iz  bo lish in i mi- 

sollarda tushunfiring. .4 П В -  0 , В  С А .  А  С  В  hollarni tahlil 

qiling.

5.71. А  С  E  o ichovs iz  to 'plau., В  С E  o ichov l i  to 'p lam  bois in . A A B  

to 'p lam o'lchovli bo i ish i  mumkinmi? A  П /S — 0 ,  В  С А .  А  С В  

lmllarni t,ahlil qiling.
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Ayrim  umumlashtirishlar. Bizga sonlar o'qida aniqlangan, kamay- 

maydigan,, o ’ngdan uzluksiz F  funksiya berilgan bo'lsin. Bo'sh boimagan 

interval, kcesma va yarim intervallarga F  funksiya yordamida quyidagi 

sonlarni m<os qo'yamiz:

m( (aa,  b ) )  — F ( b  — 0) — F ( a ) ,  rn ([a, b\) =  F ( b )  — F ( a  — 0),

m  ((ax, b}) -  F{b)  -  F {a ) ,  m  ([a, b)) -  F ( b  -  0) -  F{ a  -  0).

Ravshanki,, bu usulda aniqlangan m  to'plam funksiyasi manfiymas va 

additiv. Yairim halqada kiritilgan bu olchovning davomini ftp bilan bel­

gilaymiz. Umuman olganda, f ip o lchovga nisbatan o ichovli to'plamlar 

sinfi F  fumksiyaning tanlanishiga bog iiq . Am m o R  da o'ngdan uzluksiz, 

kamaymayrdigan istalgan F  funksiya uchun ocliiq va yopiq to'plamlar, 

shuningdekk, ularning istalgan sanoqli y ig  indi va sanoqli kesishmalari fip 

o lchovga  misbatan o ichovli to'plamlar boiadi.

5.11-tai’rif. B iro r  kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz F  funksiya 

vositasida iqurilgan fip o ‘lchov Lebeg-Slilies o ich ov i  deyiladi.

Bizga Ltebeg o ichovi fi va Lebeg-Stilt.es o ichovi //p berilgan bo'lsin.

5.12-ta i'if. Agar /j ( A ) — 0 ekanligidan f i p ( A )  — 0 tenglik kelib 

chiqsa, ftp- absolyut uzluksiz o ich ov  deyiladi.

5.13-ta.’rif. Agar цр o ichov  chekli yoki sanoqli qiymut qabul qiluvchi 

F  funksiyca yordamida aniqlansa, fip diskret o ichov  deyiladi.

5.14-ta:.’rif. Agar fip o'lchovda istalgan birnuqtali to'plam mil o ich ov  

ga ega bo'lssa va Lebeg o ich o v i  nolga teng boigan biror A to 'plam uchun 

f i p ( M\ A )  —  0 bo'lsa, и holda fip singulyar o ic h o v  deyiladi.

O'lchowning Jordan bo'yicha davomi. Agar m  biror © m yarim 

halqada amiqlangan additivlik shartini qanoatlantiruvchi o ichov bo'lsa, 

uni bu yariim halqani o 'zida saqlovchi 9Jt(©m) minimal lialqaga tabiiy 

ravislida daavom ettirish mumkin.
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Endi oichovni W t (6 m) halqadan kattaroq halqaga Jordan bo'yicha 

ilavom ettirish masalasini qaraymiz. Faraz qilaylik, 3 biror halqa, m 

siiu haJqada aniqlangan o'lchov bo'lsin.

5 .15-ta ’r i f  F 'araz qilaylik. A biror to'plam ho'Ism. Agar ixtiyoriy 

>  0 son uchun shunday A'. A "  £ 3 to'plamlar mavjud boiib, A! С 

/1 c A " va rn (A "\ A ')  <  s shartlar bajarilsa, и holda A Jordan 

ma'nosida o'lchovli to'plam deyiladi.

5.4 -teorem a. Jordan m a ’nosida o'lchovli to'plamlar sistemasi. —3* 

halqa bo'ladi.

ft.72. 5.4-tcoremani isbotlang.

Faraz qilaylik, 21 biror to'plamlar sistemasi bo'lib, ixtiyoriy .4 6 '21 

uchun shunday В  D A. В  G 3 mavjud bo'lsin. U holda A  6 51 uchun

Д (Л ) =  inf m ( B ) ,  ц ( А )  — sup m ( B )
B ' lA  -  BC.A

sonlari mavjud. JI.{A) va f i ( A)  sonlari mos ravishda A  to'plamning 

tashqi va ichki o'lchovlari deyiladi. Aniqlanishiga ko ra ц{ А )  <  Ji(A).

5.5 -teorem a. 0* halqa. '21 ning Jl{A )  ■= //(y4) shartlami qanoatlanti­

ruvchi A  € '21 to'plamlari bilan ustrna-ust tushadi.

Г>.73. 5.5-teoranani isbotlang.

'21 ning element (to'plam) lari uchun quyidagilar bajariladi.
П П

5.6-teorema. Agar A с U  A k boisa. и holda Ji(.4) <  Д (Л * ) .
к = 1 к 1

6.74. 5.G-teoromani isbotlang.

5.7-teorema. Agar .4* С A (k — 1, —  n)  va A t П A j — 0 bo'lsa. 

и holda quyidagi t.engsizlik o 'r in li

П

/ / ( , 1 ) > ^ M . 4 , ) .
*=i
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6 (1 3* halcjadn // o'lrhovni f.i (A) — f ' i (A)  =- //(.4) bilan aniqlaymij

5 .8 -teorem a . // : 3* — R  funksiya m oichovn ing  daromidir.

Yuqoridagi mulohazalardan kelib diiqadiki, ixtiyoriy halqada aniqlan-

gari o'lrhovni Jordan bo'yicha davom ettirish mumkin. Xusnsiy holda 

tekislikdagi to'g'ri to'rtJmrohaklar sistemasi. va i i i  © 2 varim halqadan 

ham davom eftirilishi mumkin. Tekislikdagi yarim halqa © 2 va 9JI(©2) 

halqa lar koordinatalar sistemasining tanlanishiga bog ’ liq. Masalan. 45° 

burehakka burilgan kvadrat bu halqaga qarashli emas va uuda uichov 

aniqlaumagan. Ammo Jordan oichovi tekislikdagi ixt iyoriy koordinatalar 

sistemasida (xususan, biror burehakka burilgan koordinatalar sistemasi-i 

da ham) aniqlanishi mumkin.

5.9-t,eorema. 3i aa З2 to 'p lamlar sistemasida aiii.qlan.gan m\ va 

in, 0 ‘lchovlarnmg Jordan bo'yicha davomlari Ц\ - j ( m  1) on //2 — 

j ( n i 2 ) lar ust.ma-ust tushishi uchun quyidagi shartlarning bajariiishi zarur 

va yetarlidir:

1) 3i С n i i ( A )  =  /i,{.4), V.4 G 3,,

- )  O2 С © Ml. 77/2(.4) -  //1 (.4), V.4 G З2■

Xuddi shunday tabiiv ravishda Jordan o'lchovi yarim halqadan ham 

davom ettiriladi.

5 .16-ta ’ rif. Agar A to 'plam ra in o'lchnv uchun quyidagi shartlar 

ba.jaril.4a. и holda A  to'plam rn o 'lchor uchun ya.gonahk to'p lami dryi- 

ladi:

1) .1 to'plam 111 ning biror daromida oichoaga ega.

2 ) rn ning davomi bo'ladigun ixtiyoriy /i\ va //_> o'lchovlar uclmn

//,(.4) =  //2( . 4 ) .

Xuddi slmnga o'xshash ta ’rifni rn oichovning rr — additiv davomi 

uchun ham keltirish mumkin. Agar rn rr -  additiv o ichov bo'lsa. it holda 

uning Jordan bo'yicha davomi ham a — additiv o'lchov bo'ladi.
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Г».75. Tekislikda to 'g ’ri to'rt burdiaklar sist emasida aniqlangan Jordan o'l­

chovi uchun shunday ochiq to'plam quringki, и Jordan bo'yicha 

o'lchovli boimasin.

Y ech ish . Tekislikda E 2 — [0, 1] x  [0. 1] kvadratdagi ratsional koordi-

natali Huqtalarni nouierlab diiqainiz { r *  — (xk, Ук )}a*Li • - >  0 ixtiyo-
S S

riy musbat, son bo'lsin. {/?(r*, ^*:)} markazi г* da, radiusi bo lgan

barclia sharlarning birlaslimasini A  bilan belgilavmiz. Sanoqli sonda-

gi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochi<i to'plam ekanligidan .4 ning

ochiq to'plam ekanligi kelib chiqadi. Endi A  ni Jordan bo'yicha oichovli

einasligini koisatamiz. Teskarisidan faraz qilamiz. A  Jordan bo'yicha

o'lchovli to'plani boisin. U liolda u E 2 dagi hamma ratsional koordina-

tali nuqtalarni saqlagani uchun uning tashqi o'lchovi 1 dan kichik emas.

Endi A dagi ixtiyoriy yopiq P  elemental' to'plamni olaylik. P  С .4 та

P  diegaralangan yopiq bo'lgani uchun P  ning ochiq to'plamlar bilan

qoplamasidan chekli qism qoplama ajratib olamiz. Ya ’ni

Л'

Г  c  U  B  ( Г* ' - k2 <  • • ■ <  fc.V •
jz= 1

Bundan esa P  С (J В ( t j ,  —  ̂ kelib chiqadi. j i ?  ( tk ,  | similar 

Jordan bo'yicha o'lchovli bo'lgani hois

кк
1 , , 2. 

2 Jj= i  ]= i
m ( P )  <  ] T  m ( В  ( r j ,  - ) )  <  ,-s2^ -

Shunday qilib. ixtiyoriy I y yopiq dement.ar to'plam uchun m ( P )  <  ne2 . 

Deinak. ц ( А )  <  л г 2 munosabat o'rinli. Ikkinchi toinondaii vuqorida 

ta’kidlaganiinizga ko'ra p.{A) >  1. Agar i  ni ttc2 <  1 shart bajariladi- 

gan qilib tanlasak. /1 ning Jordan bo'yicha. oichovli emasligiga kelamiz.

Har qandav ochiq to'plam Lebeg ma'nosida oichovli bo'lgani uchun 

A  ham Lebeg ma’nosida o'lclmvlidir. □
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O le h o v n in g  L e b e g  b o ‘ y ich a  d avom i.  Birlik elementli varim lialqa- 

(la aniqlangan olehovning Lebeg bo'yicha davomini qaraymiz. Agar & m 

da aniqlangan m o'lchov гг—additiv bo'lsa, u holda m ni & ni danl 

S t ( 6 m ) ga nisbatan kengroq bo lgan  va qandaydir ma noda maksimal 

sinfga davom ettirish mumkin. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirisb yor­

damida amalga oshirish niumkin. Bizga biror G m birlik elementli yarim 

halqada aniqlangan a — additiv m  o'lchov berilgan bo'lsin va E  to'plam 

6 m yarim halqaning birlik elementi bo'lsin. E  ning barcha qism to'plam- 

laridan tashkil topgan 21 ( E )  sistemada tashqi o'lchov deb ataluvehi ц* 

to'plam funksiyasini quyidagi usulda anicilaymiz.

5 .17-ta ’ rif. Ixtiyoriy А С E  to 'plam uchun

m ( Bn )
Tl

son A to'plamning tashqi o'lchovi deyiladi. Bu ycrda aniq quyi chcgara A 

to 'plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanoqli { B „ } . Bn G 6 „ ,  to'plamlar 

sistemasi bo'yicha olinadi.

5.10-teorema. Agar A va sanoqlita A\. A^........ 4,,.... to 'plamlar

uchun
OO

A  С U ,4„ bo'lsa, и liolda quyidagi. tengsizlik o 'r in li 
11—1

OO

//‘ (•4) <  J ]
n=l

5 .18-ta ’rif. Agar А С E  to'plam va istalgan :  >  0 uchun shunday 

В  E W t(G m ) to'plam mavjud bo jib.

p * ( A A B )  <  £

tengsizlik bajarilsa, .4 (Lebeg ma'nosida} o'lchovli to 'plam deyiladi.

Faqat o'lchovli to'plamlar sistemasi i l ( E )  da aniqlangan //* to'plam 

funksiyasi Lebeg o'lchovi deyiladi va u // liarfi bilan belgilanadi. Ravshan-
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ki. 0 , „  va 9 Л (б г,1 ) dan olingan to'plamlar o'lchovli bo'ladi. Buuda, agar

1 £ &m 'a  В  £ Я М б ш ) bo'lsa. u holda

ц ( А )  — пг (А) ,  н { В )  — m' ( B ) .

Agar A o'lchovli to'plam va ц * ( А А В )  <  e tengsizlikni qanoatbmti- 

mvchi В  £ 9JT(Sm ) to'plam berilgan bo'lsa,

A A R  -  { E \ A ) A ( E \ B )

lenglikdan A  ning toldiruvohi to'plami E \ A  ning ham o ‘lchovli ekanligi 

kelib chiqadi.

5 .11-teorem a. O ichov l i  to 'p lamlar siMcnuisi i i ( E )  halqa boiadi.

5.76. 5.11-t.eoreinani isbotlang.

5 .2-cslatma. © „, ning birlik elementi - E  oichovli to'plamlar sis- 

temasi U ( E )  ncltun ham birlik element boiadi. shuning uchun o'lchovli 

to'planilar sistemasi Щ Е )  algebra tashkil qiladi.

5 .12-teorem a. O ichov l i  to 'plamlar sistemasi i l ( E )  da aniqlangan /.t

lo -plain funksiyasi additivdir.

5.77. o.l2-tc‘on'mani isbotlang.

5 .13-teorem a. O ichov li  to'plamlar sixtemusi U(/T) da aniqlangan 

It to'plam funksiyasi a — additumlir.

5.14-teorem a. I.cbcg bo'yicha o ichov li  boigan barcha to ‘plamlar sis- 

Icniasi 11(E) , E  birlik elemcntli a — algebradir.

5.78. .1) D i >  D ■ ■ ■ D .4„ D - • • o'lchovli to!plamlar ketma-ketligi uchun
DO

//,( П Л п) — lim fi\An) tenglikni isbotlang.
7 1 = 1  71— DC

5.79. Oichovli to'plamlarning A\ С y\> С ■ • • С A n С • ■ • ketma-ketligi
ОС

uchun //( U ,4n) — l im  f i (A n) teng likn i isbotlang.
n  - 1  71 — »OC 4
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5.19-ta ’rif . O'lchovli to'plamlar sistemasi tl(/v) da aniqlangan va 

11(E) da tashqi o'lchov //* bilan ustma-ust tushuvclii fi funksiya m  

olehovning ц — L ( tii) Lebeg davnrni deyiladi.

5 .15-teorem a. Istalgun boshlang'ich m o'lchov uchun Lebeg bo'yicha 

o'lchovli to'plamlar sistemasi 11(E) S— halqa bo'ladi. Sanoqli sondagi
ОС

o'lchovli A\y Л 2___ _ A n, . . .  to 'plamlar birlashmasi bo'lgan A — U .4„
n~ 1

to'plamning o'lchovli bo'lishi uchun / 1  ̂ U A ^ j miqdorning n ga bog'ltq- 

siz 0 'zgarmas bilan chegaralongav boiislii zarur va yetarli.

5.80. Agar U (M )— sonlar o'qidagi Lebeg ma'nosida o'lchovli to'plam- 

lar sistemasi, [a. b\ ixtiyoriy kesma bo'lsa, u holda [0 , h] kesmada 

saqlanuvchi o'lchovli to'plamlar sistemasi a — algebra tashkil qiladi. 

Isbotlang.

Lebeg o'lchovining vana bir xossasini keltiramiz.

5 .20-ta ’rif. Agar f i ( A)  —- 0 va A  С A bo'lisliulan A' ning o'lchovli 

ekanligi kt lib chiqsa, ц o'lchov to'la deyiladi.

Agar /i o'lchov to'la bo'lsa, A  to'plam uchun f i (A' )  — 0 bo'ladi. 

Ixtitoriy olehovning Lebeg davomi to'la bo'ladi. Haqiqatan ham, A  С 

A. fi,{A) -  ц * {А )  -  0 bo'lsa, ц* ( А ' )  -  0 bo'ladi va В  — 0 E 6 m ni 

olsak,

, Г А М  // * (/V )-0  

bo'ladi, ya'ni A  ning o'lchovli ekanligi va f i (A ' )  — 0 kelib chiqadi.

5.81. Kantor to'plamining o'lchovi nolga teng ekamigini isbotlang.

5.82. Ixtiyoriy .4 С К  sanoqli to'plam uchun //(.4) -  0 ekanligini isbot* 

lang.

5.83. A va В  lar sonlar o'qidagi 110I o'lchovli to'plamlar bo'lsa. A u E  

va A A B  lar ham nol o'lchovli to'plamlar bo'ladi. Isbotlang.
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Г).84. Л С Е  nol o'lchovli to'plam va ixtiyoriy В  С К  to'plam uchun 

f i ( A  П В)  — 0 ekanligini isbotlang.

Г>.85. Sonlar o'qidagi barcha nol o'lchovli to'plamlar sistemasi a halqa va

i) halqa bo lishini isbotlang.

5.86. Sonlar o'qidagi barcha nol oichovli to'plamlar sistemasi simmetrik 

ayirma amaliga nisbatan kommutativ gruppa bo'lishini isbotlang.

5.87. Sonlar o'qida kontinuum quvvatli, nol oichovli to'plamga misol keit.i- 

riiig.

5.88. [0. lj kesmada. o'lchovi 0,9 ga teng boigan va jO. 1] ning hech 

yerida zich bo'lmaga.n mukammal to'plamga misol keltiring.

5.89. [0, 1] kesmada. o'lchovi 1 ga teng bo igan va [0, 1] ning hech yerida 

zich boimagan mukammal to'plam mavjudmi?

5.90. [0, 1] kesmada. nol o'lchovli va jO. 1] ning haimna yerida zich kon- 

tinuum quvvatli to'plamga misol keltiring.

5.91. А С ■(). lj hech yerda zich boimagan nol o'lchovli to'plam bo'lsa, 

uning yopig'i A ham nol oichovli to'plam bo'lishi shartmi?

5.92. Shunday nol o'lchovli Л  С E  va В С E  to'plamlarga misol kel- 

tiringki. ularning algebraik vig'indisi A  f В  { г  : г — a ! b, 

n € A. I) € B }  musbat o'lchovli bo'lsin.

5.93. Shunday /1 С [0, lj va В С [0. lj to'planilarga misol keltiringki, 

quvidagilar ba.jarilsin: //(Д) — l ' ( B )  -  0, //(Л 4 B)  — 2.

5.94. F ( x )  — 2x +  1 funksiya yordamida qurilgan /if — Lcbeg-Stiltes 

oichovi absolyut uzluksiz oichov bo'lishini isbotlang.
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5.95. pp.  F ( x )  — 2x +  1 o ichov bo'yicha Л -  (1. 5] to'plamning 

oichovini toping.

Yech ish . 5.11-taiifga ko'ra

Hf [ A )  =  F ( 5) -  F ( l )  - 2 ■ 5 +  1 -  (2 ■ 1 +  1) 1 1 - 3 = 8 .  □

5.96. F( . r )  — [.r] funksiya yoidamida qurilgan /ip— Lobcg-Stiltos oichovi 

diskret o'lchov bolishini ko'rsatiug.

Yech ish . F ( x )  — [rr] funksiya monoton kamaymaydigan oiigdan 

uzluksiz funksiya boiib. uning qiyinatlar sohasi butun sonlar to'plami Z 

dan iborat. Butun sonlar to'plami esa sanoqli to'plam bo'lganligi uchun, 

■3.13-ta’rifga ko'ra diskret o ichov bo’ladi. □

5.97. F ( x )  — [rr] Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha A — (1, 5]U {7. 8 } 

to'plamning oichovini toping.

Qurilishi Kantor to'plami -  К  (3.37-misolga qarang) bilan bog i iq  b o i ­

gan Kantorniny zinapoya funkstytmni (5.7-chizma) keltiramiz. Kantor- 

ning zinapova funksiyasini Д bilan belgilaymiz va uni R  da quyidagicha

aniqlaymiz: Я(.т) =  0. x  G ( —oc,0] va Я ( х )  =  1. x  G [1, o o ) . Я ni
/ 1 2\

[0, 1 \\K da quyidagicha aniqlaymiz. К t — f - ,  -  J to'plam va uning 

chegarasida (5.7-chizmaga qarang)

К 2 -  К  21 U К 22 to'plam va lining chcgarala

rida



I' lllli

lo'plain va lining chegaralarida

2 к — 1
Я(:г )  -  “  2.( . г  с Л и -  к =  1.2, 3,4.

2"‘ 1
Xuddi shunday К п — (J К  „к to'plamning к — qo'shni intervali va 

к -1
uning dn'garasida

91- _  l ___
Я ( х )  -  x € A „,. A- =  1. 2 ,3 , . . . ,  2" : .

Shunday qilib. K n to'plamlar va ularning chegaralarida Я  funksiya 

aniqlandi. Bn LJ I\n — [0, l]\/\ to ’plam [0, 1] kesmada zich (3.60-
П~ 1

misol). Endi x () G К  soni Я  funksiya aniqlaninagan biror nuqta bo'lsin.
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deymiz. Hosil qilingan fuuksiya Kantormng zinapoya funksiyasi doyiladi.

5.98. Kantoruing zinapoya funksiyasi Я  ning [0. 1| kesmada uzluksiz, 

monoton kamaymavdigan fuuksiya ekanligini isbotlang.

5.99. Kantoruing zinapoya funksiyasi F ( . r ) -  Я  (x )  vordamida qurilgan 

Lebeg-Stiltes o'lchovi —ц% ning singulvar o'ichov ekanligini isbot­

lang.

5.100. fi& — ').99-misolda koltirilgan Lebeg-Stikes o'lchovi boisin. fiA( K )  -

1 ekanligini isbotlang. Bu yerda K -  Kant or to'plami.

5.101. //.«- 5.99-misolda koltirilgan Lcbeg-Stiltos o'lchovi. .1 [ К  С Л)  

Kantor to'plamini sa<ilovchi ixtiyoriy to'plam bo‘lsin. ) iA(.\) — 1 

tenglikni isbotlang.

5.101. Sodda to plamlar sistemasida ani([langan m' o'lchovning addit ivlik 

xossasini isbotlang.

5.102. F ( x )  ~  x funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi ab- 

solyut uzluksiz o'lchov boiadimi?

5.103. F (.r )  =  2 .rj + 1 fuuksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi 

diskret o'lchov bo'ladimi?

5.104. Singulvar Lebeg-Stiltos oichoviga inisol keltiring.

5.105. Sonlar o'qida Lebcg nia'nosida olchovli to'plamlar sisteinasi rr- 

algobra tashkil (jibuliini?

5.106. Tckislikdagi Л — { i x -y)  '■ 0 <  x  <  1. 0 <  у <  .;}  to'plam 

elemental' to'plam bo’ ladimi? f i l in g  o'lclwvini toping.



.107. Additiv, aiiuiid n — additiv bo'lniagan o'lchovga iniso 1 koltiring.

.108. Agar А. В  С [0.1] o'lchovli to'plamlar uchun f i {A ) +  f i ( B)  >  1 

bo'lsa, //(.4 П /?) >  0 ekanligini isbotlang.

.109. Har bir А С К  to'piamga

m [ A ) =  Y ,  ^
не; па

sonni inns (jo'yainiz. rn to'plam funksivasi o‘ldu>v bo'lishini ko'rsatiug 

A -  ( — oc. 0) va R — [1. 4] to'plamlarning о ichovlarini toping.

6-§ . 0 ‘lchovli funksiyalar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga "qaysidir" nia'noda yaqin bo'lgan 

o'lchovli funksiya tuslmndiasini kdtiramiz. O 'ldiovli funksiyalar Lcbeg 

intogralini kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Hizga E  С R  ( E  С К 2) 

Lebcg ma'nosida o’ldiovli to'plam va unda aniqlangan haqiqiy qivmatli 

/ funksiya bcrilgan bo'lsin.

6.1-ta ’ rif. Agar ixtiyoriy r g R  uchun {.r 6 E  : /(:r ) <  r }  E ( f  <  

c) to'plam o'lchovli bo'lsa. f  funksiya E  to'plamda o'lchovli dnjiladi.

6.1. / : / : —*■ R. f ( . r )  — a =  const funksivaning o'lchovli ekanligini 

ta’rif yordamida ko'rsatiug.

Ycchish. Ixtiyoriy с G R  uchun

I E. a nor с >  о.
E { f  <  с) {■'' 6 E  : /(.с) <  с} --- < J

у W. agar с <  a

tenglik o'rinli. E  va 0 to'platnlar o'ldiovli. Demak, ixtiyoriy с € R

uchun E ( f  <  c) to'plam o'lchovli ckan. 6.1-ta'iifga ko'ra, /(.r )  =  a 

funksiya E  da o'lchovli bo'ladi. □

6.2. Fuuksivalarni ta'rif yordamida o'lchovli ekanligini ko'rsatiug.



a) f i x )  -  [;r], . r e  [0. 2). b) f i x :  -  {x\.  x  e  [0, 2).

c) f ( x )  — 2x +  3, x  G [0, 3]. d) f { x )  — x 2 -  5. ,r 6 [ — 2, 3]. 

e) f i x )  ■ 2х -  1, ./• e  [0, 2]. f ) f i x )  =  \u[x +  1), r  (. [0, 2). 

g) f i x )  -  s inx +  5, x  6 [0, 7Г]. h) f ( x )  — cosx +  Г), x 6 [—тг, 0)1 

Yech ish .  Biz a) misolning yechimini beramiz. Ixtivoriy с € К  uchun

teuglik o'rinli. 0 va [0, 1). [0. 2) to'plamlar oichovli. Dernak, ixtivoriy 

с € R  uchun E l f  <  c) to'plam o ‘lchovli ckan. 6.1-ta’rifga ko'ra, f i x )  ~

6.3. Agar / va g funksiyalar E  to'plamda oichovli boisa, u liolda 

ularning v ig indis i / +  y, ayirmasi / — g va ко'pay 1.111 as i f  ■ g 

o ichovli bo iad i.  Agar E  dagi barcha x lar uchun <y(x) ф 0 boisa, 

u liolda / : g funksiya ham E  da o ichovli bo iad i. Isbotlang

6.4. O ichov li boitnagan funksiyaga rnisol keltiiing.

Y ech ish .  E  musbat oichovli to'plam, А С E  oichovsiz to'plam 

boisin. Quyidagi funksivani qaraymiz:

/ ( * ) = {  7 ’ agnr ,T€n i  • (6 i)[  1. agai x  £ E \ A

Bu funksiya uchun E ( f  <  0) — A  bo iib . u oichovsiz to'plam. D('mak, 

/ funksiya E  da o ichovli emas. □

6.5. .4 С К  to ‘planining xarakterialik funksiyasi (2.30-misol, (2.4) for- 

mulaga qarang) у — \ ^ { x )  o ichovli bo iish i uchun A ning o ichovli 

boiishi zarur va vctarli. Isbotlang.
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6.6. Agar А  С E  o'lchovsiz to'plam bo'lsa, u holda g ( x )  — X e \ a { x ) 

funksiya o'lchovsiz bo'lishini isbotlang.

Isbo t .  To'plam xarakteristik funksivasi ta ’rifiga ko'ra E ( g  <  0, 5) =

\ bo iib . u o'lchovsiz to'plam. Deniak, g : E  —> Ж o'lchovli funksiya 

I'inas. □

0.7. O'lchovsiz funksiyalar vig'indisi o'lchovsiz bo'ladimi? Л  С E  =  

[0. lj o'lchovsiz to'plam uchun f ( x )  — \д(.г) va g ( x )  =  X e \ a { x ) 

ni tahlil qiling.

(5.8. O'lchovsiz funksiyalar ko'pavtmasi o'lchovli boiishi mumkinmi? A  С 

E  =  [0, lj o ’ lchovsiz to'plam. f ( x )  — Xa ( x ) va f) (x ) =  Хв\л(х ) 

holui tahlil qiling.

6.9. Agar / funksiya E  da o'lchovsiz, g csa. E  da o'lchovli bo'lsa, 

ularning vig'indisi f  +  g funksiya E  da o'lchovli bo'lishi mumkin­

mi?

ti.10. O'/i o'lchovsiz. kvadrati o'lchovli bo'lgan funksivaga misol keltiring.

(6.1) tenglik bilan aniqlangan / funksivani tahlil qiling.

6.11. O'zi o'lchovsiz. moduli o'lchovli bo'lgan funksivaga misol keltiring.

(6.1) tenglik bilan aniqlangan / funksivani tahlil qiling.

6.12. Agar / funksiya E  to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda ixtiyoriy

a. b G R  lar uchun quyidagi to'plamlarning har biri o'lchovli bo'lishi- 

ni isbotlang: 1) E (  f  >  a): 2) E ( a  <  / <  b): 3) E [ f  ~  a);

4) E ( f  <  a): 5) E ( f  >  a).

Isb o t .  Avtaylik, / o'lchovli funksiya bo'lsin. u holda ta'rifga ko'ra. 

ixtiyoriy и G R  uchun E ( f  <  a) to'plam o'lchovli boiadi.
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1) E ( f  >  a) — E \ E ( f  <  a) tcnglikdan, hamda oichovli to'plamning 

toidiruvcliisi o ichovli ekanligidan E ( f  >  a) to'plamning oichovli ekan- 

ligi kclib chiqadi.

2) E( n  <  f  <  b) — E ( f  >  п.) П E ( f  <  b) tcnglikdan. hamda oichovli 

to'plamlar kesishmasi oichovli ekanligidan E( a  <  f  <  b) to'plamning 

oichovli ekanligi kclib chiqadi.

3) E { f  — a) to ’plamning oichovli ekanligini ko’ rsatamiz.

Du yeida E( a  <  / <  a +  1/n) to'plam 2) ko'rinishdagi to'plam boigani 

uchun u - oichovli. O ichovli to ‘plamlarnmg sanoqli sondagi kesishmasi 

oichovli bo igani uchun E ( f  — a) to'plam oichovli boiadi.

4) E ( f  <  a) to'plamning oichovli ekanligi tarifdan. 3) dan hamda 

E ( f  <  «■) ~ E ( f  <  a)  U E ( f  =  a) tcnglikdan kelib chiqadi.

•5) E ( f  >  a) to ’plamning oichovli ekanligi E ( f  >  a) E \ E ( f  <

a) tcnglikdan hamda t.oidiruvchi to'plamning oichovli ckanligidan kelib 

chiqadi. □

6.13. Agar ixtivoriy a, b £ R  lar uchun G.12-misolda koltirilgan 1), 2), 4), 

5) ko'rinishdagi to ’plamlaruing birortasi o ichovli boisa, u liolda / 

funksiya E  to'plamda oichovli boiadi. Isbotlang.

6.14. Ixtivoriy a € R  uchun E ( f  ~ a) to'plamning oichovli ekanligi- 

dan / ning E  to'plamda oichovli boiishi kclib chiqmaydi. Misol 

keltiring.

6.15. А  С [0, 1] oichovsiz to'plam. £  : R  —■> R  funksiyaiii (juyidagicha 

aniqlaymiz:

(6 .2 )
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Bu funksiya uchun bar bir a G R da { x  : £ ( ' ) — « }  to'planming 

o'lchovli ekanligini isbotlang.

0.1 6. (G.2) tenglik bilan aniqlangan £. funksiya uchun j i £  [0. lj : £ (x )  <  0} 

uvplatnning o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

(>. 1 7. (G.2) tenglik bilan aniqlangan £  funksiyaning E  [—1. 1] to'p- 

lamda o'lchovsiz ekanligini isbotlang.

0.18. f : E  Ш o'lchovli funksiya bo'lishi uchun ixtiyoriy А С R 

Borel toplaini uchun J ~ l (A)  ning o'lchovli to'plam bo'lishi zarur 

va yetarli. Isbotlang.

0.19. Я : R  —i- R  Kantoining zinapoya funksiyasi. f\„. n =  1 .2 ,...  la r 

Kant,or to'planiining qurilishida n — qadarnda chiqarib tashlangan 

A,i, intei'vallai birlaslnnasi. I ’ larning Borel toplamlari bo'lishini 

ko'rsatiug, Я ~ 1(К\). Я ~ 1{1\Га). Я ~ 1(К:-,) va Я ~ 1{ К п) larni toping.

0.20. Agar / va g lar E  da o'lchovli funksiyalar bo'lsa. u holda

{.r G E  : . / »  >  з ( х ) }  

to'plam o ’lchovli bo'ladi. Isbotlang.

Isbo t .  Ratsioual sonlar to'plami Q  sano«|li bo'lgani uclmn titling ele-

niciitlariiii noinerlab chiqaniiz. va ni Q {/ j. /'2.......rn- • • •} vh quyidagi

tenglikni isbotlayiniz:

{ ./ G E  : f ( x )  >  <7 (.7 ) }  =  Д  ( {  ,r : f{.v)  > rk\ П { x : g(.r) <  rk\) (6.3)

laraz qilavlik. ,f'o G {./' G E  : /(./) >  </(./•)} bo'lsin. Rabional son laming 

zichlik xossasiga ko’ra shunday rk G Q niavjudki. J'(x0) >  r k >  g (x 0) 

muiiosabat o'linli bo'ladi. Deniak.

■'’о G { x : /(•!’) >  »’;•} П { x : дух) <  rk} .
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Bundan

x0 € U ( {  x  : f { x )  >  r k)  П {  x  : g ( x )  <  r k} )  
к— 1

ekanligi kelib chiqadi. Endi

x n £ ( {  x  : f ( x )  >  rk]  П { . 7: : g ( x )  <  r k})

ixtivoriy nuqta boisin, u holda x 0 birlashmadagi to'plamlariiing hech 

bo'lmaganda bittasiga tegishli boiadi. ya’ni shundav r k £ Q  mavjudki, 

bir vaqtda / (x 0) >  r k va (/(x0) <  rk boiadi. Bundan /(.c0) >  y{xo )  

ekanligi va demak. xo 6 { x  £ E  : f ( x )  >  f l fx ) }  ekanligi kclib chiqadi. 

(G..3) tcnglik isbotlandi. {.г £ E  : /(.c) >  y ( x ) }  to'plamning oichovli 

ekanligi (6.3) tcnglikdan, hamda oichovli to'plamlarning sanoqli biiiash- 

masi va kesishmasi у ana o ichovli ekanligidan kelib chiqadi. □

6.21. Agar / : E  —+ К  oichovli funksiya boisa, 11 holda / funksiya E  

ning ixtivoriy o ichovli Л  qismida ham o ichovli boiishini isbotlang.

6.22. [—2, 2] kesinada oichovli bo im agan funksiyaga misol keltiring.

6.23. [ — 2. 2] kesmada oichovli boimagan, lekin moduli o ichovli bo'lgan 

funksiyaga misol keltiring.

6.24. Har bir / : <1 , b\ —» К  uchun

J\(:r)  — m a x {/ (x ) ,  0 } . /_ (x ) -  m in {/ (x ) ,  0 } 

deymiz. Quyidagilarni isbotlang.

a) Agar / oichovli boisa, u holda /, va / lav oichovli boiadi.j

b) Agar f + va /_ lar oichovli boisa. / ham oichovli boiadi.

6.25. Shundav / va g funksiyalarga misol keltiringki, ularning yig'indisi 

o ichovli boisin. lekin avinnasi o ichovli boimasin. А  С E  — [0. 1] 

oichovsiz to'plam. f ( x )  =  \.\(x) va g{x )  — \e\a{x)  holni tahlil 

qiling.
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(1.26. Slmnday J va i; funksiyalarga misol keltiringki, ularning ko‘ pavt ma- 

si oichovli boisin. lekin yig indisi o ichovli boimasin.

4.27. Dirixle funksiya-si (2.3-misol. (2.1) formulaga qarang) Э  ning [0, 3] — 

E  to'plamda o'lchovli ekanligini ta 'rif yordamida ko'rsating.

(i.28. Agar J funksiya E  da o’ lchovli bo ’ lsa. n holda h(.r) — sign f ( x )  

niiig o ’ lchovli ekanligini isbotlang.

(i.29. Agar / funksiya E  to'plamda oichovli bo’ lsa. u holda

f -  I-'-: J (/(■'•) +  \f(x)\)  (6.4)

funksiyaning oichovli ekanligini isbotlang.

(>.30. Agar / funksiya E  to ’plamda oichovli boisa. n holda

/-(•T ) -  2 d / (x )l ~  /(■'')) ( 6-5)

funksiyaning oichovli ekanligini isbot lang.

0.31. Agar / \'a g funksiyalar E  to'plamda oichovli boisa. u holda 

ni(.r) — min { /(./ ). g( . r ) }  funksiyaning oichovli ekanligini isbotlang.

(i.32. Agar j  va g funksiyalar E  to'plamda oichovli boisa. u holda 

A/(./') -  max {./ (.t ). g ( x ) } funksiyaning oichovli ekanligini isbotlang.

(i.33. Agar J funksiya E  da oichovli boisa. ti holda h[ x )  — /(./')] 

ning oichovli ekanligini isbotlang. Bu verda j.rj bilan x  ningbutun 

qismi belgilangan.

(t.34. J : E  —* R  oichovli bo'lishi uchun j A ning oichovli bo'lishi zarur 

va yetarli. Isbotlang.

(i.35. Agar / va g funksiyalar E  toplamda oichovli. p  : R 2 —♦ К 

uzluksiz funksiya boisa, u holda h ( r )  — ^ ( f ( r ) . g ( x ) )  funksiyaning 

oichovli ekanligini isbotlang.
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Е  —> R  oichovli boiishi uchun h ( x )  =  funksiyaning'
6.36. j

liovli boiishi zarur va yetarli. Isbotlang.
о

^ ^  j )  =  cos f ( x )  funksiyaning oichovli ekanligidan / : E  —» R  ning' 

liovli ekanligi kelib chiqmavdi. (G.l) tenglik bilan aniqlangan /
о
.̂<siya misolida buni tahlil qiling. 

npleks qiymatli f ( x )  =  t i (x)  + i v ( x )  funksiya berilgan boisin.
6.38, Is

iг и va v funksivalar oichovli boisa. f  : E  —♦ С o ichovli 
A .

ksiya deyiladi. Agar kompleks qivmatli f ( x )  — u( x )  4- г i ' (x)
fi

\siva oichovli boisa. tining moduli va argument! o ichovli funksiya
fi

isliini isbotlang.
b

npleks qivmatli f ( x )  =  e11, x £ [ — тт. я] funksivaning oichovli
6.39. Is

el
lligini isbotlang.

j(). 1’ —> R  uzluksiz funksiya. Har bir у £ R  uchun Nrl i j )  bibvn
6.40. f  '

) =  у tenglama yechimlari sou ini belgilavmiz. N j  : R  —* Z +

isivaning oichovli ekanligini isbotlang.
ft

4j>ovli funksiyalar ketma-ketligining yaqinlashishlari. Bu

■kvivalent funksiyalar, ularning ay rim xossalari va oichovli funksi-
bandd.

ma-ketliklarining turli yaqinlashishlari orasidagi bogianishlarni
valar k

iiz.
o'rgan;

a ’ rif. E  o 'khovli to'plamda aniqlangan f  va g funksiyalar
6.2-

i ( {.r £ E  : J' (x)  ф q (x )\)  — 0 boisa, f  va g lur ckvivalent
uchun

lar deyiladi va f  ~  g sliaklda bcigdanadi.
funks it

a ’ rif. .1 gar biror xossa E  to'plamning no! o ichovli qismida ha-
6.3"

. qolgan qismida bajarilsa, bu xossa E to'plamda deyarli bajari-
jarilnu

iladi.
ladi de

6.2-taiifni quyidagicha ham aytisli lnumkiu. Agar ikki funksiya
End

(>ng boisa. ular e.kvivahnt funksiyalar deyiladi.
deyarli
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6 .4 -ta ’ rif. Agar E  to'plamda aniqlangan { / „ }  funksiyalar ketmo- 

ketligiinng f  funksiyaga yaqmlashmaydigan nuqtalari to 'plamining o ‘l- 

chovi nol bo'lsa (ya ’ni lim f „ ( x )  =  f ( x )  tenglik E  to'plamda yi deyarli
Л —‘DC

hnrcha x  lav uchun o 'r in li  bo'lsa). и holda { / „ }  funksiyalar ketma- 

kctligi E  to'plamda f  funksiyaga deyarli. yaqinlashadi deyiladi.

Bizga E  to'plamda aniqlangan {/ n} oichovli funksiyalar kctma- 

kctligi va J oichovli funksiya berilgan boisin.

6 .5 -ta ’rif . Agar ixtiyoriy 6 >  0 uchun

lim ц ( {.r 6 E  : |f n( x )  -  f ( x )\  >  <)}) =  0
n —*o o

tenglik bajarilsa, и holda { / „ }  funksiyalar ketma-kctligi E  to'plamda 

f  funksiyaga o'lchov bo'yicha yaqinlashadi deyiladi.

6.1-teorema ( Yegomv). E  chekli o'lchovli to'plamda { / „ }  funksiya- 

lar ketma-ketligi f  да deyarli yaqinlnslmn. V holda ixtiyoriy 6 >  0 

urhun shun day Eg С E  to'plam mavjudki. f i ( E\Es)  <  <5 va Eg da 

{ ln\ funksiyalar ketma-kctligi f  да tekis yaqinlashadi.

6.2-t.eorema (Luzin.), [o. b\ kesmada aniqlangan f  funksiya o'lchov­

li bo'lishi. uchun ixtiyoriy e >  0 son uchun [a, b] da uzluksiz bo'lgan 

shun day j  funksiya mavjud bo'lib, /. i ( { x£  [a, b] : /(./•) -f- ^0T ) } )  <  - 

U ngsizlik bajarilishi zarur va yctarli.

6.41. Dirixle funksivasi £> ((2.1) ga qarang), Riinan funksiyasi 5Я ((2.2) 

ga qarang), nol funksiya 0(x)  =  0 hamda bir Ц.г) =  1 funksiyalar 

orasidan o'zaro okvivalont funksiyalarni ajrating.

Yechish. Maiumki, Q sanoqli to'plam. shuning uchun /x(Q) =  0. 

Lebcg oichovi - to ia  oichov (5.20-ta'rifga qarang). shunday (‘ka.n. ix­

tiyoriy .4 С Q  uchun //.(.4) — 0. К ndi bu funksiyalarni ekvivalentlikka
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tckshirami/:

{.г : Э ( х )  / 0{х ) }  -  Q. { х  : И (х )  /  (r..r:\ =  Q,

{ х  : £ ( х )  ^  И ( х ) }  С Q. {.г : Э ( х )  /  /(.г)} =  R\Q.

Bu yerdari quvidagi t engliklarni hosil qilamiz:

// ( { x  : Э ( х )  ф -  // ({.r : IR(.x) f- 0(.x )}) =  //. (Q ) =  0.

//({./■ : ® (x )  ^  JK(.r)}) =  0, /u ( { x  : £>(x) f  ! (. ,■)}) =  /; (R \Q ) /  0.

Deinak, Э ~  0, ~  0. Э  ~  muuosabatlar o'rinli. £).iH va в 

funksiyalarning birortasi ham / bilan ekvivalent ('inns. □

6.42. Aytaylik. E  A\ U A 2 va .4i П A 2 = 0 boisin. Agar f\ : - b  — R  

va /2 : A > — К  funksiyalar oichovli boisa. u holda

j , ,  ___ j  J\'-i ■ ugar x • 4j 

[  /Дх). ngar x 6 ,42

funksiyaning E  to'plamda oichovli bolishini isbotlang.

Isbo t .  Ixtivoriy с G R  <la

{ x 6 E : f i x )  <  г } -  { x  G /1, : /1 (x ) <  c }  U { x € ,42 : /2И  <  <' I

to'plam - oichovli. Haqiqatan ham. { x  G A\ : f\{x)  <  c }  va { x  G 

A -2 '■ ,fa{r) <  r } to'plamlarning oichovli ekanligi f\ va /2 funksiyalar- 

ning oichovli ekanligidan kelib chiqadi. { x G E  : f ( x )  <  с }■ to'plam 

esa oichovli to'plamlarning hirlashmasi sifatida o'hhovlidir. Deinak. / 

funksiya - E  da oichovli. □

6.43. Nol oichovli A  to'plamda aniqlangan ixtivoriy / : Л - * 1  funksiya­

ning oichovli bolishini isbotlang.

6.44. Agar / : E  —> R  funksiya. oichovli <y : E  —> R  funksiyaga ekviva- 

lent boisa. 11 holda / ham E  da oichovli funksiya boiadi. Isbot­

lang.
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в.45. Agar / : [0, lj —> R  va cj : [0. lj —> R  uzluksiz funksiyalar ekviva­

lent boisa, ular aynan teng bolishini isbotlang.

(i.46. Agar {./„} oichovli funksiyalar ketma-ketligi E  to'plamning bar 

bir miqtasida / ga yaqinlaslisa. quyidagi tenglikni isbotlang:

{.r € E  : /, r)  < r }  U U П ( x  :/ ,„ (.!■ )< r. -  H  . (6 .6 )
k =  1 n — 1 T i l  >71 I /j J

6.47. Agar { / „ }  o ichovli funksiyalar ketma-ketligi liar bir x £ E  da 

/ (x )  funksiyaga yaqinlaslisa, u holda limitik funksiya / oichovli 

boiadi. Isbotlang.

DC

6.48. Nolga ekvivalent { / „ }  funksiyalar ketma-ketligi ucbuii /n(;c)
П= I

qal or deyarli bardia x £ E  larda yaqinlashuvchi bo iad i va / (x )  -
OO

V  /n(.i’) ham nolga ekvivalent funksiya boiadi. Isbotlang.
71- 1

6.49. JO, 1, kesmada shundav o ichovli funksiyaga misol keltiringki, lining 

o'zi va unga ekvivalent bo lgan ixtivoriy funksiya liar bir nuqtada 

uzilishga ega boisin.

6.50. Quyidagi qatorlar vaqinlashadigan nuqtalarda vig 'indi bilan aniqlan­

gan J : R  —■ R  funksiyaning oichovli ekanligini isbot qiling.

. ,, ( - 1)" 2S, sin (гг [x]4)
•0 f -  '-i > :  I . Ь / (x )  =  £  7 -  ■„ : |x, • II „ 1 rWn 

Л, cos nx
«•) /(-T) =  £  -,г г 7 14- 

n 1 у п Л I [x ]4

6.51. (Quyidagi qator yaqinlasliadigan nuqtalarda vig 'indi bilan aniqlan­

gan f  : R 2 —» R  funksiyaning oichovli ekanligini isbot qiling.

v  - sin (n(x2 -f y1))
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6.52. Quyida berilgan / : R 2 —> К  funksiyaning oichovli ekanligini isbot 

qiling:

a) f { x ,  У) =  sign(cos7r(.r2 +  y2)), b) f { x .  y)  =  (jx| +  |y|) • c [y], j

с) Д -^ У )  =  M 2 +  Ы 3, (1) / (x .y )  -  ln ( l  +  !.r2 + ;t/2]) .

6.53. f n( x )  — coan x, E — 'i 0. 27t] funksiyalar ketma-ketligi nol funksiya­

ga deyarli yaqinlashadi. Isbotlang.

6.54. Agar E  to'plamda { / „ }  oichovli funksiyalar ketma-ketligi / ga 

deyarli vaqinlashsa. u holda / ham oichovli funksiya boiadi. Is­

botlang.

6.55. Agar E  to'plamda { / „ }  oichovli funksiyalar ketma-ketligi / ga 

deyarli vaqinlashsa va / ~  q boisa. u holda { / „ }  ketma-ketlik g 

ga ham deyarli yaqinlashadi Isbotlang.

6.56. Agar { / „ }  o ichovli funksiyalar ketma-ketligi ham /, ham q ga 

deyarli vaqinlashsa. u holda / va у lar ekvi valent. boiadi. Isbotlang.

6.57. Lebeg teoremasini isbotlang. Agar { / „ }  o ichovli funksiyalar ketma- 

ketligi E  { f i (E )  <  эс) to'plamda / funksiyaga deyarli yaqinlash- 

sa. u holda { / „ }  ketma-ketlik E  to'plamda / ga o'lchov bo'yicha 

ham yaqinlashadi.

6.58. O ichov bo'yicha nol funksiyaga yaqinlashuvehi. lekin biror nuqt.ada 

ham nolga yaqinlashmaydigan { / „ }  ketma-ketlikka misol keltiring.

6.59. Riss teoremasini isbotlang. Agar { / „ }  o'lchovli funksiyalar ketma- 

ketligi E  to'plamda / funksiyaga o ichov bo'yicha vaqinlashsa, u 

holda { / „ }  ketina-ketlikdan / ga deyarli yaqinlashuvchi qismiy 

ketma-ketlik ajratish mumkin.
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(i.60. / : [—1, 2] —+ R, f ( x )  — signx funksiyaning oichovli ekanligini 

ta’rif yordamida kolsating.

0.G1. [0. 7r] kesmada aniqlangan

f ( x )  =  l  81П'Г' 'Г G
[  cos2(sinx), x e Q

funksiya oichovli bolishini Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.

6.62. Agar f  : I'J —> R —oichovli funksiya va /1 С E — o ichovli to'plam 

boisa, u holda / : ,4 —> R funksiyaning A to'plamda oichovli 

bolishini isbotlang.

6.63. Agar / ~  ,<7 va g ~  p  boisa, u holda / ~  Lp ekanligini isbotlang.

(i.64. f n( x )  -  cos" x, E  =  [0, 2ir] ketma-ketlik uchun Yegorov teoremasi 

shartlariiii qanoatlantiruvchi E$ to'plam ni 6 — 10“ 3 uchun quring.

6.65. [0, 1] kesmada Dirixle va Riman funksiyalar) uchun Luzin teore- 

irrasining shartlariiii qanoatlantiruvchi uzluksiz ip funksiyani toping.

0.66. j  funksiyaga bar bir nuqtada yaqinlashuvchi, lekin tekis vaqinlash- 

maydigan /„ funksiyalar ketma-ketligiga misol keltiring.

6.67. / „ (x )  — I м. x  £ [0, 1) funksional ketma-ketlikning 0(x)  =  0 

funksiyaga nuqtali, deyarli va o'lchov bo'vicha yaqinlashishini tek- 

shiring.

(1.68. /n(x) =  xn, x  £ [-1 ,  11 funksional ketma-ketlik Dirixle yoki 

Riman funksiyalariga deyarli vaqinla,shadimi?

(1.69. Deyarli yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning limitik funksiyasi 

yagoua boladimi?
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6.70 . Quyida berilgan / : К —» R funksiya uchun sliundav g  : R  —» R 

uzluksiz funksiya t.opingki, g{ s )  — f ( x )  tenglik deyarli barcha x 6 

R lar uchun о rinli boisin.

» ) . / u , Л ™ " '  ; ы M Л a r c lg f - J; e z :
0. x 6 R\Q тт. x €

■ i / W - r 2' '5 e Q  : <«) /кг) -  | , l i ; 1 + W ! ' • ’ *
[ 0, X2 e  R\Q ' \ sin x2, i r £ Q

6.71 . Quyida berilgan / : R 2 —» R funksiya uchun shunday g  : R 2 —» R 

uzluksiz funksiya topingki. g (x .  y )  — f ( x ,  y) tenglik devarli barcha 

(x, y )  6 R2 lar uchun <>• rinli boisin.

x t- y. (./■. y )  t  Q x Q 

X2, (x ,y )  € R\(Q X Q)

sin x f  cosy. (x. y) 6 Q x R 

cos x - s i n  y ,  ( x . y ) $ .  Q x R

xy. (x, y )  £ (R\Q) x R 

x f  y. (x. (/) ^ (R\Q) x R

[x) + [y], (x, y) G К x Q 

сЛх, (x. y) ^ R x Q

6.72. Fara? qilaylik, f k : [a. b] —* R, A — 1 .2 ........ n lar oichovli funksiya­

lar boisin. Quyida berilgan funksiyalarning [</. b] kesniada oichovli 

boiishini isbotlang.

a) min { f i ( x ) ........./n(x)} : b) max {J\( x ) , . . . .  /„(x )}:
/i( 'f) n ,/iUO , /i(-'') ■/ j(x )

«) /(■*• ?/) '

b) /(x. y) =

<•) /(-г- y)

<1: / ( x .  y )  -

In (2 -  |/2(x )|) ch[/2(x ) j ' 1 + max{/3 x : ./ , ( x  }'

6 .73 . .4— oichovli to'plam. f , f n. g n '■ A —> R oichovli funksiyalar 

boisin. Quyidagi to'plam laming oichovli ekanligini isbotlang.

a) 5  {x G A : f r,[x) > 0} . h) П {x G .4 : /,,( x ) > f ( x ) } .
/1= 1 H--1
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с) j x  е Л : sup/n(x) ф /(х) j  . d) j.r <E A : inf f n (x) < /(x) j  .

e) \x e  A : lim f n (x) > f ( x ) \  . f ) j.r e .4 : lira f n (x) < /(x)l .
> L n—*30 J

g) U {./■ <E .4 : /„(:r )  < <?„(x)} • h) (  r : inf /„(.г) ф inf g n (x )\  .
n - l   ̂ n> 1 П>1 I

i) < x e  A : inf f n(x )  < inf % ( x )
1 n>l n>1

4. Quyidagi /„ : R  —» R ketma-ketlik uchun shundav g  : R  —» R 

uzluksiz funksiya topiugki lim /„(:; ) ~ g ( x )  tenglik R ning deyarli
71—>OC

harcha ntiqtalarida o'rinli bois in .

a) f n (x) -  cos" x. b) /„(x)  — ^ - - a r c t g x ^  • sinn 2x.

c) f n (x) = x 2 • ми" x2. d) /„(x) =
ii2 ■ sin2 x

1 4- n 2 ■ sin x
si n т

p) /'•(■'■) 2 . -<in,, f ) =" exp(-H |x2 -  1|).

’ 5. Quyidagi /„ : R 2 —> R ketma-ketlik uchun shundav <)\ : R 2 —* R 

uzluksiz va g 2 : R 2 —<■ R uzilishga ega bo'lgan funksiyalar topiugki. 

lira /„(.; ) — fyi(x) va lim f n{x) — q2{x) tengliklar R 2 ningdevarli
П —‘ DO П — »0C

hainnia yerida bajarils in.

a) fni - r -  //) = cos" (x2 4- tj2) . h) /„(x, y )  -  exp ( - n  (x 2 f  y2)) .

<') A (x .  y )  ^  exp(—n |x 4  y\). d) f„{x. y )  -- 2sinT‘(jr4-w4)

e) /п(х, у )  ~ У ,,-Г + W -  f) /n(x, y) ~ " In ^1 4- .

й)/м(х, y) oxp(x f i ;/ 2). h) /„(.r. y) =• expfsin" x 4 cos" ?/).

'6. j n : .1 —• R  k(>tma-ketlikning deyarli yaqinlashuvchi ekanligini is­

botlang. Yegorov teorainasidan foydalanib, berilgan £ > 0 uchun 

shtmday .4f С A o'lchovli to'plam tanlangki. f i ( A\AE) < с va {fn} 

ketma-ketlik .4, to 'plamda tekis yaqinlashuvchi bois in .
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a ) fn{x)  — cosn(x), Л [0, 2тг]. г — 10 ! .

Ь) j - r - r  у - ' - ' - ,  А - [ 0 , 1 ] ,  г - 1 0 - 2.

J n \J-) -  .1 -  X  . .‘ I — [U, l j .  С -  1.Г4.

А = [ - 1. 1]. £ = 10 5

f) /„(*) = ехр ( п (х  — 2)).  Л  -  [0. 2], с -  1 0 Л

6 .77 . /„ : К —> К, /„(.г) — \ - п,„-(х) ketma-ketlik /(.г) = 1 funksiynga

bar bir nuqtada yaqinlashadi. lekin {/„} ketma-ketlik /(./•) = 1 ga 

o‘lchov bo'yicha yaqinlashrnaydi. Bn I.e.beg tooremasiga (6.57-misol- 

ga qarang) zid emasmi? Sababini tushuntirinji,.

6 .78-6.80-misollardakeltirilgan /„ : R  —> R funksiyalar ketma-ketligini 

o'lchov bo'yicha yaqinlahuvchilikka tekshiring. Yaqinlashuvchi bo'lsa. limi- 

tik funksiyasini toping.

6.81-6.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni I.u/.in teoreinasidan foy- 

dalanib [0. 1 da o'lchovli ekanligini isbotlang. Bu yen la К  — Kantor 

to'plaini.

6 .81 .  / ( x )  =- x  • \[o.  i ]\q ( x ) .

6 .78 . f n ( x )  -  Х ^ П. ^ + Т ] ( ' Г ) -

6 . / 9 .  /,] ( X  ) - b i l l  J  • \ [ 2 7 r n .  2 7 Г Л ^ 7 г] ( x ) •

ЭС

6 .80 . f n (x) -  £  X{ k, k+k ^\ {x) .

6 .8 2 .  / (x ) = Э (х )  f *H(x).

6 .8 3 . f (x)
v. x e  К

l  i x’2. x e  i0. i\\K
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, . I sin x. x G [0, l l\ (A ' U Q'i
(>.84. f ( x )  = l  1U .

{ 1 + X e A ' u Q

6 .8 5 .  /„(.r) = \ „ i i](-r ) ketma-ketlik uchun liar bir , r £ l  da

lim f n (x)  -  0
71 — »OC

tenglikni isbotlang. Bu ketma-ketl ik  nol funksiyaga o'lchov bo'yicha 

vaqin lashadim i?

6 .8 6 .  A gar {/„} o ichovli funksiya lar ketma-ketlig i / : E  —► R  fuuksi- 

y aga  har bir x €  E  da  yaqin laslisa , u holda ixtivoriy g  : R  —► R 

uzluksiz funksiya uchun {-f,, ~ ketma-ketlik y ( f )  funksiya­

ga nuqtali yaq in lashadi.  Isbotlang.

6 .8 7 .  A gar {/„} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi / : / ? —> R  funksiya­

ga o'lchov bo 'yicha yaqin lashsa . u holda ixtivoriy у  : R  —» R  uzluk­

siz funksiya uchun {ipn — y ( f n )} ketma-ketlik g ( f )  funksiyaga E 

to 'p lamda o'lchov bo'yicha yaqin lashadi. Isbotlang.
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II bobni takrorlash uchun test savollari

1. P  -= | l , 4  < x < 5 ^ ,  2 ,5  < у  < to ’g 'r i to ‘r tburchakning o i -  

chovini toping.

A) 20 B) 21 C) 18,75 D) 20 ,4

2. P  =  {0 < x < 1, 0 < у  < 1} va Q  = {0, 3 < x < 0, 8, 0 < у  < 1} 

to ‘g 'r i  to 'r tburchak lar  kes ishmasining o ichovin i toping.

A) 0 ,5  B) 0 ,8  C) 0 ,15  D) 0 ,75

3. P  = {0 < x  < 1, 0 < у  < 1} va Q  = {0, 5 < у < 1 ,5 ,  0 < y <  1} 

to ‘g ‘ri to 'r tburchak lar  b ir lashm asin iug  o ichov in i toping.

A) 1 ,3  B) 1 ,4  C) 1 ,5  D) 2

4 .  P  — {0 < x < 1. 0 < у  < 1} va Q — {0. 5 < x < 1. 5, 0 < у  < 1} 

to ‘g ‘ri to 'r tburchak lar  s im m etr ik  ay irm as in iug  o ichov in i toping.

A) 0 .5  В) 1 C) 1 ,5  D) 0. 8

5 . P  = {0 < x < 5, 0 < у  < 5} ,  P k = {0 < x  < 2, 0 < у  < 

2}. P \ P i  ay irm an ing  chekli yoy i lm as ida eng karn ida nechta to 'g 'r i  

to 'rtburchak qa tnashad i?

A) 4 В) 3 C) 2 D) 5

6. ,4 = {0 < x < 1, 0 < у  < 0 ,2}  U {0 < x < 1, 0 .8  < у  < 1} 

e lementar to 'p lam ning  o ichov in i toping.

A) 0 ,2  B) 0 ,3  C) 0 ,4  D) 0 .5

7. .4 ~ {0 < x < 1, 0 < у  < x [  to 'p lam n ing  tashcji o ichov in i toping.

A) 0 .2  B) 0 ,3  C) 0 ,4  D) 0 .5

8. Lebeg o ichov in ing  add it iv l ik  xossasini ko 'rsating.

A) // ( U a A  ~= Y1 li(Ak)- А  П A j  =  0 . i j  
4fc=i )  k=l
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/  ОО \  _о с _
B) //. ( и  Л „) = £  //,(Лп), .4, П Л7 = 0 , 1  ф j

/ П=1
о о

C) lim /л(Л„) = /х(Л). Л = U Л п, Л[ С Л2 С ■ • ■ С  Л„ С  ■ ■ •
п — »ОС п — 1

/  о о  \  р °
D) /' U Л„ < £  ц{Лп )

Vn=1 / П=1

9. Lebeg o‘lchovining yar im  add it iv l ik  xossasini ko’rsating.

A ) ^ ( A  Ak)  = ^  n  A] = 0 ,  г ф  jyk~l 7 *=i

B) // С U л „ )  - £  //(лп). Л, П Л  ̂ = 0 , г Ф j
Чп-1 / П=1

C) lim ц ( А п ) =  //(Л), Л = U Л„. Лг С Л2 С • • • С Лп С • • •
п —♦ ОО 7 1 = 1

/  ОО \

D) // ( U Лп ) < £  ц{Лп )
Vn=1 7 n.=i

10. Lobeg o 'lchovinmg <т— add it iv l ik  xossasini ko‘rsating.

A ) /( ( A  Afc)  = Д  П Л, = 0 , ?: ^  J
4/c_1 7 /c=l
/  DO \  ^

B) //. ( U л„) = J2 fj\An), Ai П Aj = 0 , i Ф j
v ’ ,=:1 7 n = l

OO

C) lim f i (An ) = /i(A). A = U Лп, Ax С Л 2 С • • • С Ап С ■ • •
71—*ОС • 7 1 = 1

D) м (  U Л „ )  < £
Vr, = 1 7 „=1

11. Lebeg o ‘lchovining uzluksizlik  xossasini toping.

A ) 11 ( fĉ j  Лк)  = £  /'(-'U), Лг П Л  ̂ = 0 , г Ф j

B) ц  (  U Ап )  = £  М(Л П), Л г П .1, = 0 , г ф  j
V7 , =  I  '  7 ,=  !

о о

C) lim //(Л„) = /г(Л). Л = U Л п, Л ! С Л 2 С • • • С Ап С ■ ■ •
7! —>ОС 7 1 = 1

(о о  \  о о

и , Ап) < £  /ДЛП)
n=1 7 п-1

12. Л С [0, 1] — oichovsiz to 'p lam . Q uvidagila r ichidan oichovsiz 

to 'p la m la rn ia jr a t in g .  1) [0. 1]\Л . 2) ЛГХЗ). 3) ЛП([0, 1]\Q). 

A) 1 .3  B) 2, .3 С) 1, 2 D) 1 . 2 , 3
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13. .4 С  [0, 1 ]— o'lchovsiz to 'p lam . A — Kantor to ’p lami bo'lsin. 

Q uyidag i la r  ichiclan o'lchovli t.o‘p lam larn i  a jra t in g .

1) [0, 1]\.4, 2) A n Q ,  3) А П К .

A) 1, 3 B) 2. 3 С) 1, 2 D) 1 . 2 , 3

14. f i r  o ichov F ( x )  — [x] funksiya yordam ida quri lgan  Lcbeg-St.iltea 

o ichov i,  A — {1. 2. 3} b o is in .  /i/АА) ui hisoblang.

A) 1 B) 2 C) 3 D) 0

15 . f i r  o ichov F(. r)  a r c tg x  funksiya yordam ida quri lgan  Lebeg- 

St i ltes  o ichovi,  A — [0. oo) b o is in .  f i r  {A) ni hisoblang.

А) эс B) 7r C) -  D) 0

16. F ( x )  — Я ( х ) — Kantorniug zinapova funksiyasi, f i r ~  «'sa F (x )
( 1  2

yordam ida quri lgan  Lebeg-Stiltes o ichovi bo'lsin. A — I -  

t.o‘p lam ning  o ichovin i toping.

A) l  В) \ С) I  D) 0

17 . f i r  o ichov F (x )  — Я (х )  + [3:с] funksi va vordamida <iurilgan Lebeg-
'  ‘ 1 2 1

St ilt.es o ichovi bo is in .  .4
3 ’ 3

to 'p lam n ing  o ichovin i toping.

A) 3 В) 2-  C) 2 D) 0

18 . Diskret o ichovni toping.

A) f i r . F (x )  = Щ х ) — Kantorning zinapova funksiyasi

B) f>r. F ( x )  -  [x]

C ) Hr,  F (x )  a r c tg x

D) to 'g 'ri javob kelt ir i lmagan .

19 . S ingu lvar o ichovni toping.

A) fir, F (x )  — Я (х) — Ka nto rn iu g  z inapova  funks i yas i

B)  ///.-. F ( x )  = [xj



C) f i p .  F (x )  — a r c tg x

D) to 'g 'r i  javob ke lt ir i lm agan .

20. Absolyut uzluksiz o ichovni toping.

A) /ip, F ( x )  =  Я{х)— Kantorning zinapoya funksiyasi

B)  h f , F { x )  =  [ж]

C) F ( x )  =  a r c tg x

D) to 'g 'r i  javob ke lt ir i lm agan .

2 1 . O ichovli  E  to 'p lam da / funksiya beri lgan b o is in .  Qavsi shart 

ba ja r i lg anda  / o ichov li  funksiya dey ilad i?

A) Ixt iyor iy  с  €  К  uchun E ( f  < c )  to 'p lam  o ichov li  b o i s a

B) Ixt iyor iy  c £ l  uchun E ( f  — с ) to 'p lam  o'lchovli bo'lsa

C) Shunday с  > 0 m avjud  bo'lib , E ( f  < с ) to 'p lam  oichovli  

b o is a

D) Barcha с  > 0 lar  uchun E ( f  < с ) to 'p lam  o'lchovli b o is a .

22. / — o'lchovli funksiya , a  va b 6  R  lar ix t iyor iy  sonlar bo is in .  

Q uvidag ila r ichidan o'lchovli to 'p lam larn i toping. 1) E ( f  > a);

2) E ( a < f < b ); 3) Я ( / = a ) ;  4 ) E ( f  < a) :  5) E ( f  > a) .

A) 1, 2, 4, 5 В) 1, 2. 3. 4. 5 С) 1, 3, 4, 5 D) 2, 3, 4. 5

23. O ichovli  E to 'p lam da /  funksiya an iq langan , a  va b la r  ix tiyo­

r iy  sonlar bo'lsin. Q uy ida kelt ir i lgan to 'p lam lardan  qay b ir in ing 

o ichov li  ekanlig idan / funksiyaning E da  o'lchovli ekanlig i ke- 

lib chiqmaydi?

A) E { f > a )  B) E( f  =- a)  С ) E { f  < a)  D) E { f  > a)

24. Quyidag i tasd iq lar  ichidan to 'g i i l a r in i  a jra t ing .

1) O 'zgarmas funksiya - o ichovli.

2) O'lchovli funksiyaning songa ko 'paytm asi  - o'lchovli.
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3) O ichovli funksiya lar y ig 'ind is i  - o ichovli .

A) 1 ,2  B) 1 . 2 . 3  C) 2, 3 D ) 1 . 3

25 . Quyidag i belg ilashni k ir itam iz:

,  , \ |/(.r)| I f i x )  f i x )  -  |/(:r)|
/-(■') ---------2---------’ ' [,l) ~ ---------2 --------'

Q uyidag i ta sd iq la r  ichidan to 'g 'r i lar in i a jra t ing .

1) /+ o ichovli b o is a ,  / ham oichovli  b o ia d i .

2) f  - o ichovli  b o is a .  / ham o ichov li  b o ia d i .

3) /+ va / - la г o ichov li  b o is a .  / ham o ichov li  b o ia d i .

A) 1 .2  1 3 )1 ,3  0 ) 2 , 3  D) 3

26 . Quyidag i tasd iq lar ichidan to ‘g‘r i larin i a jra t ing .

1) |/| o ichovli  b o is a ,  / ham oichovli  b o ia d i .

2) f  2 o ichov li  b o is a .  / ham o ichov li  b o ia d i .

3) / . va f  la r  o ichov li  b o is a ,  / ham oichovli  b o iad i .

A) 1 ,2  B) 1, 3 0 ) 2 , 3  0 ) 3

27 . f \ x )  — 2x. x £ E — [0. r)] funksiya uchun E ( f  < 6) to ‘plamni 

toping.

A) [0. 2] В) [0. 3) 0 )  [0. 5) D) [0. 2)

28 . f i x )  -  [2xJ. x e  E — j(). 5] funksiya uchun E(J'  — 4) t</plamni 

toping.

A) [0. 2] B) [2, C) [2. 5) D) [2, 3)

29 .  f \x )  = In ( z 2 — 2x t 1). x € E = (0, o c ) funksiya uchun {x : 

/(.с) < 0} to 'p lamni toping.

A) (0, 2) B) (0, 1) U (1, 2) 0 )  (0, oo) D) (0, 3)

30 .  f { x )  = 2s — 1, x 6 [0, 5j fuuksiya uchun {.r : 3 < f i x ) < 7} 

to 'p lamni toping.

A) [0. 3] B) (2. 3) 0 )  [0. 3) D) [2. 3)
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i l l .  {.v 6 [0. 7Гj : sill;?; < 2  '} to 'p lam  o ichovin i toping.

A) -  В) —  C) -  D) -
3 3 6 1 

32. {.c t  [0. 7Гj : s in .r <  cos.r} to'plam oichovini toping.
7Г 2тг Зтг 7Г

A) -  В —  С —  D) -
4 3 4 3

ilil. .1 С [0. 1]— oichovsiz to 'p lam . 35 — Dirixle funksiyasi. /,(;»:) —

I ° ’ ' £ lU . • /2(3-) = /i(.r) 1 33(r) ,  =/1 (.т- j -D(.r)
[  1, a: € [0. 1]\.4

Oichovli  b o lm ag a n  funksiya larn i toping.

A )  / 1  H i  С )  / 1 . / 3  Г))  / 2 ,  / 3

!M. ,4 c  [0, 1] — o'lchovsiz to 'p lam. R im an  funksiyasi.

/ l W  -  1 -  XA(-r). M - r )  ~  /l(.r) -  'Л(.Г). /3(:c) = /,(,•) • S ( .r ) .  

O ichovli funksiya larn i toping.

А ) / ,  В )  / 2 . / 3  С ) / з  D )  / 2

36. jo. 1 kesmada nolga rkv iva lcnt funksiya larn i toping:

« ( . n .  / 2 ( х )  ~  Э ( . г ) .  / з ( . г )  =  .т.

А ) / ,  В )  / 2 . / 3 С )  / 3 D )  / 1 . . / 2

3(1. ./] (.г) -  1 + 'Я(.г) ,  /2(.г) -  1 + 3)(.г) ,  /3(.г) -  1 4  « ( . г )  t- ®(.т)

funksiya lar ichidan /(.с) = 1 ga ckvivalcnt funksiya larn i toping.

A ) /1 ■ / 2  В )  / ь / 2 ,/3 С) /2, /3 D )  /ь  / з

37. / i J . r )  -  sin2'1.г, A 'J . r )  -  cos" т. /з„(.г) -
i + /уЛ/:*

1 I ./■" o ichov li  funks iya lar kotm a-ketl ik lar idan qays i lar i  [0, 1] to ‘p- 

lam da /(.r) = 0 funksiyaga tckis yaq in lashad i?

A )  / i n  15) f 'ZnJ.Vn C )  / i n ,  / з п . /4,1 D )  / i n ,  f ‘2n

SB. / i„(.r) -  sin" ,c. /2п(.г) = cobn r. / i„ /4„(•'■)" .r" 
J < n2.rJ

o ichov li  funksiya lar kotm a-ketl ik lar idan qays ilar i  jO. 1] to 'p lam da
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/ (х ) = 0 funksiyaga nuqtali yaq in la shad i?  

A) f \n  B) f i n ,  f i n  C) f i n ,  f i n ,  .Un O ) f i n -  f i n

n x
39 . , f in {x) -  s in " x, f 2„{x) = cos2n.r. /3„ (x ) = — ' - -y - - ,  f i n {x)

1 4 n zx z
xn + 2xn+1 o'lchovli funks iya lar ketm a-ketl ik lar idan  qays i la r i  [0, 

to 'p lam da f { x )  =  0 funksiyaga deyar li  yaq in la shad i?

A) f i n ,  f i n ,  /зп В) f i n ,  f i n  С) f i n ,  f i n ,  f i n ,  f i n  D) f  In, f
TLX

4 0 .  /ln (.r) = sin” ;c, /2„(x ) - cosn x, /3„ (x ) =  ̂ ^ 3.2 , / i„(x) 

1+ x"  o'lchovli funksiya lar ket ina-ket l ik lar idan  qays ilar i  [0, 1] tc 

la jnda  f ( x )  =  0 funks iyaga o'lchov bo 'yicha yaq in la shad i?

A) f i n ,  f i n ,  . f in  B) f i n ,  f i n  С1) / ln! h n ,  f 3 n , f i n  D) / in :  .

41 .  f n (x)  — cos" x . x  G [0. 7Г] funks iya lar ketma-ketl ig i  va £ — 0, 

son uchun Yegorov teoremasi shart lar i i i i  qanoatlantiruvch i Es  tc

lam  topilsin.

A) Es = 

C) Es -

1 1
102 ' n  102

1 1
300

B) Es = 

D) E6 =

1 1
2 • 102 

' 2 
ИЯ ’

7Г —
2 • 102

n  102300

42 .  f n (x ) — 2 ) n(x ) ,  g „ ( x )  — n ( x ). x  € [0. 1] funksional ketr 

ket lik lardan  qays ilar i  f ( x )  = 0 funksiyaga deyar li  yaq in la shad i ’ 

A) ikkalasi ham yaq in lashm ayd i.  B) faqat /„

C) ikkalasi ham  yaqin lashad i.  D) faqat g n
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I l l  bob. Lebeg integrali

Riman integra li odatda  uzluksiz funks iya lar yoki uzilish nuqta lar i  ju- 

i kc»‘p b o im a g a n  funks iya lar uchun kirit.ila.di. R im an integra li  avval 

, /;| kesmada, keyin csa ja, 6] x  [c, d] to ‘g ‘ri to 'rtburchakda va hokazo 

i>lamlarda k ir it i lad i.  Lebeg integra li esa ixtivoriy  tab ia t l i  to ‘p lam larda  

r x i lda  kirit i lad i .  Hattoki. an iqlan ish sohasining ham m a yer ida  uzilishga 

n b o lg a n  funks iya lar uchun ham Lebeg inte.gralini au iq lash  mumkin. 

Lebeg integra lin ing R im an in tegra lidan  asosiy l’a rq lar idan  biri shunda- 

, u funksiyaning an iq lan ish  sohasi b o lg a n  [a, b] kesmani b o la k la r g a  

i la yo tg an d a  argum ent q iym at la r in ing  vaqinligini emas, balki funksiya 

ym atla r in ing  vaqinligini hisobga oladi. Kevinchalik biz k o iam iz k i ,  Le- 

•g integrali R im an  integra liga q a ragan d a  kat ta  im kon iya t la rga  ega  bo‘- 

ili. Avval sodda funks iya lar uchun Leb(‘g integra li  t a ’riflanadi, keyin 

■l»'g integra li ix tivoriy  o ichov li  funksiya lar sinfi uchun auiq lanad i.

Bu bob ikki 7 — 8 — §§ lardan  iborat. 7 — § da d iek li  o ichov li  

■plauula an iq langan  sodda funks iya lar  va ixtivoriy o ichov li  funks iya lar 

•linn Lebeg integra lin ing asosiv xossalar iga doir misollar keltir ilgan. Bu- 

r add itiv lik , bir j in s l i l ik ,  monotonlik va a — add it iv l ik  ham d a  absolyut. 

lukbi/lik xossalarid ir . 8 —§ integra l belgisi oslida l im itga  o l i s h  a lomat- 

riga bag ish lan gan .  Bu yerda Lebeg. Levi va Fatu teoremalarin ing t.ad- 

q lar iga  doir misollar keltir ilgan . Bundan  t ashqari Lebeg va R im an  in- 

grallnrini taqqoslas liga  oid m isollar ham  shu yerdan joy olgan. Cheksiz 

lchovli to 'p lam da an iq langan  o ichov li  funksiya larn ing Lebeg intcgrali- 

i doir misollar ham shu paragrafdan  o rin olgan.

7- §. Cliekli o‘lchovli to ‘plam larda Lebeg integrali

Bu paragrafda  o'lchovli A to 'p lam da  an iq langan , o ichov li  / f)inksi- 

ini qaraym iz va /j( /1) < fo e  deb faraz qilamiz.
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7 . 1 - t a ’r if .  Agar  f  : A - *  R  o i c h o v l i  b o i i b .  l i n in g  q i y rna t l a r i  l o ' p l a  

ko'p i  b i lan  sa no q l i  Ьо'Ыа, и h o l d a  f  s o d d a  f u n k s i y a  de.gi ladi .

Dastlab biz cheklita  УьУг.........y„  q iym at la ru i  qabul qihm-hi f  s(

da funksiya uchun Lebeg integrali ta 'r ifin i beramiz. Ixt ivoriy A1 6 {1. 2,

. n} uchun quvidagicha belgilash olamiz:

Ak = {.Г 6 A : /(.т) = ijk}. (7

7 . 2 - t a ’r i f .  Chckl i t a у i - 1/2.........y n q i yma t . l arn i  qabul  q i l n v ch i  f  : A

R s o d d a  f u n k s i y a  b e r i l g a n  b o i s i n .  U h o l d a

П
^ 2  Ш1 (Ak) 
k= 1

y i g ' i n d i  f  s o d d a  f u n k s i y a n i n g  A t o ' p l a m  b o ' y i c h a  o l i n g a n  Lebeg int  

ra h  d e y i l a d i  v a  q u y i d a g i c h a  b c l g i l a na d i

f  U
/ f ( * №  = V  УкA* {Ak).

J a к i

Endi sauoq lita  у ь  y 2- . . . ,  j/«,. . .  q iym at la rn i qabul qilnvchi / : /1 

R  sodda funksiya berilgan bo is in .  / funksiya uchun quyidagi forma

OO

*=1

qatorni qaravmiz. bu yerda .4*. la r  (7.1) tenglik bilan aniqlanadi.

7 . 3 - t a ’r if .  Ag ar  (7.2) q a t o r  a b s o l y u t  y a q i n l a s h u v c h i  bu 'ha ,  и ho l da  

soild,a f u n k s i y a  A t o ' p l a m d a  Lebeg m a ' n o s i d a  m t c g r a l l a n u w J i i  d e y i l e

(7.2) q a t o m i n g  y i g ' i n d i s i  f  f u n k s i y a n i n g  A t o ' p l a m  b o ' y i c h a  o l in i  

Lebe g  i n t e g ra l i  d e y i l a d i  va  q u y i d a g i c h a  b e l g i l a na d i



Shuni ta 'k id laym izk i,  (7.2) qatorning absolyut yaqinlasli is li i  mutiim. 

Aks holda bu shartl i  yaqinlashuvchi qa lo r  vig 'indisi funksiya qiymat- 

larining tart ib lan is l i iga  b o g i iq  bo i ib .  integraltiing q iym at i  funksiya c îy- 

marlarining nomerlanishiga b o g i iq  b o la r  edi (matcmntik  analiz kursidan 

liiniaii teoreinasini eslang).

7 .3 -ta ’rifda y n q ivm at lam in g  har x i l l ig i  ta lab  qilingan. Lekin y n lar- 

iiing har xill igini ta lab  qihuasdan ham sodda funksiyalar uchun Lob eg 

integral-! ta 'r ifmi keltirish manikin.

7 . 4 - t a ’r if .  Faraz qilaylik, A = |J B , f ] B j  — 0, i ф  j  y o y i l m a
к

o ' r i n l i  b o i i b ,  h a r  b i r  o ' l c h o v l i  B k t o ' p l a m d a  f  f u n k s i y a  f a q a t  bi t ta  

q i yma t  qabul  qilsi.n. Agar

qn t o r  a b s o l y u t  y a q i n l a s h u v c h i  bo ' l sa .  a h o l d a  f  s o d d a  f u n k s i y a  A t o ' p l a m ­

da Lebn j  т а  n o s i d a  i n t c g m l l a n u v c h i  d e y i l a d i .  (7.3) q a t o m i n g  y i g ' i n d i s i  f  

Ju nk s i ya d an  A t o ' p l a m  b o ' y i c h a  o l i n g a n  Leb e g  i n t e g r a l i  d e y i l ad i .

Endi / ixtiyoriy o ichovli  funksiya bo is in .

7 . 5 - t a ’r i f .  Agar A t o ' p l a m d a  f  f u n k s i y a g a  l ek i s  y a q i n l a s h u v c h i ,  in-  

t e g r a l l a n u v c h i  s o d d a  f u n k s i y a l a m i n g  {/„} ke tm a -k e t l i g i  m a v j u d  bo' l sa,  

и h o l d a  f  f u n k s i y a  A t o ' p l a m d a  Lebe g  m a ' n o s i d a  i n t e g r a l l an u r r . h i  d c -  

giladi. va  l i n in g  integral i .  q u y i d a g i  t eng l ik  bi lan a n i q l an ad i

Lebeg iutegra liga lining o'/i tomonidari berilgan ta 'r ifn i keltirainiz. 

Ohekli o'lchovli A to 'p lam da aniqlangan o'lchovli. chegaralangan / : 

.4 —> !R funksivani qaraymiz. Bu holda shundav rn va Д/ sonlari mavjud- 

ki. barc ha x 6 .4 larda

к

(7.4)

m  < /(.г) < V/
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tengsizlik ba ja r i lad i .  [m, M]  kesmani m  = у i < y 2 < ' ' '  < yn- i  

y n — M  nuqta lar  yordam ida n  b o ia k k a  bo'lam iz . Bu bo'li i i ishni П 

lan belgilayiniz. Hai bir [yk~1, ?/*•)• ^ — 1.2 , — 1 yarirn inter

yordam ida Ak = {x €  A : j/fc-i < /(■?') < j/ь} to 'p lam ni, ham da An 

{.r 6  A : y„_j < /(.(.) < y,,} to 'p lam ni an iq laym iz. Bu LI b o i in i s h g a i  

Lebegning quyi va yuqori y ig ' ind ila r in i  topamiz:
Tl Tl

s u ( f )  = ^ T yk - iV (A k ) ,  S u ( f )  = Y^Ukf i iAk) .  
k=1 k=1

Ixtivoriy LI bo'l in is l iga mos Lebegning cjuyi y ig 'ind is i  sn (/ )  yuq<

dan ckegara laugan  (m asa lan  M  • д (Л )  b ilan), yuqori y ig ' ind is i  6 ц •

esa quy idan  d iega ra lan gan  (m asa lan  m  ■ 1.1(A)  b ilan). Shuning ucl

quy idag i la r  m ayjud  va chekli:

L* ( f )  -  sup .su (/) , //(/) = in f6 '„ (/ ) .  (7

(7.5) d a  aniq quy i va aniq yuqori chegara lar  [77?, M]  kesmaning b 

cha chekli bo 'lin ishlari bo 'y icha olinadi. L , ( f )  soni / funksiyadan 

to 'p lam  bo 'y icha o lingan q u y i  integral, .  I * ( f )  esa / funksiyadan 

to 'p lam bo 'y icha olingan yuqor i ,  i n t e g r a l  dey ilad i .

7 . 6 - t a ’r if .  Agar  Lt ( f )  — L * ( f ) bo ' l sa .  d i e g a r a l a n g a n  f  f u n k s i y  

A t o ' p l a m d a  Lebe g  m a ' n o s i d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  d e y m i z .  L , ( f )  va  L* 

l a m i n g  bu u m u m i y  q i y m u t i  f  f u n k s i y a d a n , A t o ' p l a m  b o ' y i c h a  o l im  

Lebexj i n t e g r a l i  d e y i l a d i .  y a  ’ni

[  f ( x ) d , i  = L . U )  = £*(/)■
J  A

Quyidagi

0 < S „ (/ )  -  s u {f )  < A„ • 11(A) .  Xn = m ax  [ y k+l -  y k)
0 < AC < n — 1

tengsizlikdan chekli o'lchovli Л to 'p lam da an iq langan  liar qandav d ie  

ra langan  o'lchovli / funksiyaning Lebeg m a ’nosida integrallanuvchi ek
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lini kelib chiqadi. Bundan Lebeg hayra tga  tushgan va bu jam la sh  usuli- 

liing boshqa afza ll ik lar in i q id irgan va topgan. C hegara langan  o ichovli  

funksiyaning integra llanuvchanlig i hozirda Lebeg iu tegra lin ing IV xos- 

hnsi s ifa t ida  keltir ilad i.

Endi chekli o ichov li  A to 'p lam da an iq langan chegara lan inagan  / : 

A —> R  funksiyaning Lebeg integra li  t a ’rifini keltiramiz. D astlab  /  ni A 

to 'p lamda manfiymas deb faraz qilainiz, y a ’ni Vx €  .1 uchun f ( x )  > 0 

lio is in . Bu holda / : A —* R  funksiya yordam ida {/„} ketma-ketl ikn i 

(|liyidagicha quramiz:

,  , , J  /(■'■)• / М  < n
i n t o  = <

 ̂ n.  f { x ) > n

Bu usulda quri lgan f n funksiya A d a  o'lchovli va chegara langan bo'ladi. 

M a ium k i bu ketm a-ketl ik  monoton, y a i i i

f n ( x )  < /n+i(x), Vx €  A, Vra 6  N.

Shuning uchun quyidag i (chekli voki cheksiz) l im it mavjud

lim [  f n {x)df i .  (7.6)
" 130 J a

7 . 7 - t a ‘r if .  Aga r  (7.6) l im i t  c h ek l i  bo ' l sa ,  m a n f i y m a s  f  f u n k s i y a  A 

t o ' p l a m d a  i n t e g r a l  l a n u v  c h i  d e y i l a d i .  B u  h o l d a  f  dan. A t o ’p l a m  b o ' y i c h a  

o t i n g a n  i n t e g r a l  d e b  (7.6) l im i t i l i n g  q i y m a t i  qabul  q i l i nad i ,  y a ’n i

[  = lim I  f n (x)d[i-
J a n~rx- J a

Endi chogara lanm agan / : .4 —> R  funksiya A da  har xil ishorali 

q iym at la r  qabul qilsin. Bu holda /  funksiyadan A to 'p lam  bo'yicha 

olingan integra lni an iq lashda

/0*0 = ~ /--(-О-
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f +H  = \ (|/(.r)| + / ( , : ) )  > 0. -  i  (|/(z)| -  ./(гг)) > 0 (7.'

yoyilmadan toydalanamiz.

7 . 8 - t a ’r i f .  .4//ar .4 t o ' p l a m d a  Д  va  /_ f u n k s i y a l a r  i n i e g r u l l a n u v c  

bo' l sa.  и l io l da  f  n i  .4 da i n t e g r a l l a n u v c h i  de . ymiz va итог/ i n t e g r a l i  d e

J  J + U )d f i  ~ j J - { - r ) d n

in qabul  qi lamiz,  y a 'n i

f ( . r ) d f i  — / f+ { x ) d v  -  / f - ( x ) d ( i .
1 ./Л  •'.4

7 .1 - t e o r e m a  (Lebeg  i n t e g r a l i n i n g  a — add i t i v l ik  x o s sa s i ) .  0 ‘l c h o v l i

t o ' p l a m  o 'za r o  k e s i s h t n a y d i g a n  .4i, A>........... 4„. . . . o ’l c h o v l i  t o ' p l amlar r ,

b i r l a s h m a s i d a n  iborat. b o i s i n .  ya 'n i

OO

л  -  u An, Ai n  Aj  0, i ^ j ,
n =  1

va f  f u n k s i y a  A t o ' p l a m d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  b o i s i n .  U h o l d a  h a r  b i r  / 

t o ' p l a m  b o ' y i c h a  f  f u n k s i y a n i n g  i n t e g r a l i  mair jud .

OO ,,

V  /
n=1 JAn

f ( x ) d .n

q a t o r  absolyut .  y a q i n l a s h a d i  va  q u y id a g i  t en g l ik  o ‘rinl i

[  f{x)d/i  f  f  x df i  (7.
J a n i JAn

Endi m a ’lum m a ’noda 7.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyida 

1 ooiemani keltiramiz.

7 .2 - t e o r e m a .  0 ‘l c .hovl i  A t o ' p l a m  o 'za r o  k c s i s h r n a y d i g a n  A\. A2, ■ • 

An , . . .  o ' l c h o v l i  t o ' p l a m l a m m g  b i r l a s h m a s i d a n  iborat, b o i s i n .  y a ' n i

A -  и An. Ai П Aj -  0. i =/ j .Tl— 1
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Agar h a r  b i r  An t o ' p l a m d a  f  f u n k s i y a  i n t e g r a l l a n u v c h i  bo 'lib,

dj j
JU  n

£  / i/wi'
n=l

qat o r  y a q i n l a s h u v c h i  b o i s a .  и  h o l d a  f  f u n k s i y a  Л t o ' p l a m d a  i n t e g r a l ­

l a n u v c h i  b o ' l ad i  v a  (7.8) t e n g l ik  o ' r i n l i .

7 .3 - t e o r e rn a  (Leb e g  i n t e g r a l i n i n g  a b s o l y u t  uzluksizl ik x o s s a s i ) .  Aga r  

j  f u n k s i y a  A < oo) t o ' p l a m d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  bo ' l sa ,  и h o l d a

vxi i y or i y  г  > 0 s o n  u c h u n  s h u n d a y  6 > 0 s o n  mav j udk i .  //.(/}) < 6 

t e ng s iz l ikni  q a n o a t l a n t i r u v c h i  l i a r  q a n d a y  D С A t o ' p l a m  u c h u n

f(x)dfi <

tengs iz l ik о ‘r i nl i .

Endi Rima.il va Lebeg integra llar in i taqqoslash l iaq idag i teoremani 

keltiramiz.

7 .4 - t e o r e m a .  A ga r  [a, 6] k e s m a d a
■b

(R) [  f{x)dx 
J  a

Himan i n t e g ra l i  m a v j u d  bo ' l s a ,  и h o l d a  f  f u n k s i y a  fa. 6] k e s m a d a  Lebe g  

m a ' n o s i d a  h a m  i n t e g r a l l a n u v c h i  b o ' l ad i  va  q u y i d a g i  t en g l ik  o ' r i n l i :

[L) I  f { x ) d n  — {R) I  f ( x )  dx.
J[a,b} Ja

7.1. Ko'pi bilan sanoq lita  har xil y\, y 2, . . . ,  y n , ■ ■ • q iym at la rn i  qabul

qiluvrhi / : A —> К  funksiya o'lchovli bo'lishi uchun

i n { x £ A . f ( x )  — y n|

to 'p lam larn ing o'lchovli bo'lishi zarur va vetarli. Isbotlang.

I s b o t .  Zurur i y l i g i .  f  funksiya A to 'p lam da o'lchovli bo'lsa, An 

lo 'p lamlarn ing o'lchovli ckanligi 6 .12-misoldan kelib chiqadi.
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Yrtar l i l i g i .  Л„ to 'p lam larn ing  l iar  biri o ichov li  ekanlig idan / fu

yan ing  o ichovli ekanligin i keltirib  ehiqaramiz.

M f  < n  -  {-r л  : f ( x )  < r} -  IJ An
Vn <C

tenglikdan va o ichovli  to 'p lam larn ing  chekli voki sanoqli b ii iashn

o ichov li  ekanlig idan J  ning A da o ichov li  funksiya ekanligi kelib chi

7 .2 .  A gar / : A —> К  o ichovli  funksiya b o is a ,  u holda //(.»•) — [/( 

funksiya Л da  sodda funksiya b o l ish in i  isbotlang. Bu yerda 

belgi n sonining but.un qisniini b ildiradi.

7 .3 .  O ichovli  А С E to 'p lam ning у  --- \л [ т)  xarak ter is t ik  funksn 

E  da  sodda funks iya ekanligini t a ’ rif va 7.1-misol yordam ida 

to plam larr iing o ichovli  ekanlig idan fovdalanib k o is a t in g .

7 .4 .  у  -  sign .v ning E — [—1, 3j da sodda funksiya ekanlig in i tJ 

yordam ida va 7.1-misol tasd ig ' idan  fovdalanib ko’rsatiug.

7 .5 .  .Vgar /i : A —» M va /2 : E\A —• 1R sodda funksiya lar bo'ls; 

holda

« , ) Л  л м -  г е Л
\ H r ) .  , e  i :\a

funksiya E da  sodda funksiya bo lishini isbotlang.

7 .6 .  Kantorniug zinapova funksiyasi Я  ning jl). 1J\A da sodda funk: 

bo lish in i  ko 'rsatiug. Bu yerda A — Kantor to ’plami.

7 .7 .  Я  : К  —> R  Kantor funksiyasining sodda funksiya enmsligini isl 

lang. Bu yerda K — Kantor to 'plami.

7 .8 .  Kant.oming zinapova funksiyasi Я  ning A’n to 'p lam bo 'yicha ( 

gan Lebeg integralini hisoblang.
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■ , п -  1

Y ec h ish .  Malumki. K n ... [ J  K nk to 'p lamning к — qo'shni in-
*:=1

lervali К „ к da Я  funksiya i/к = (2к — 1) • 2 ", ( к = 1 . 2 ,3 .........2" ' )

(|iymatni qabul qiladi, v a ’ni

А к - { . r e  K n : Я(.г )  = у ,  I = К  „к- к  = 1 ,2 ,3 .........2n_1.

Hundan tashqari barcha к  € { 1 , 2 . 3 ......... 2n_1} lar uchun /i ( K nk) -

:i " ekanligini hisobga olsak, sodda funksiyalar uchun Lebeg untcgrali 

ta 'rifidan

j k “ k=i *:=!

1 1 1 2 " - 1  on_i 1 2"
2n . 3" 2 4 3"

tciiglikka cga bo iam iz . Bu v ig in d in i  hisoblashda arifmetik progressiva- 

ning dastlabki n  ta  hadi yig 'indisi uchun S n — n formuladan

fovdalandik. □

7.9. Kantoruing zinapoya funksiyasi Я  dan [0, 1 ]\ЛГ to plam bo'yicha 

olingan integralni hisoblang. Bu ycrda K — Kantor to‘plami.

OO

Y e ch ish .  Malumki. [0. 1 ]\A '— |J h'7l teng liko 'r in l iva  h\, to p lam la r
71=1

j 11 ft - j u ft i bilan o'zaro kesishmaydi. Lcbcg untegralining a — additivlik 

xossasiga (7.1-teorema va (7.8) ga qarang) ko'ra quvidagiga cga bo iam iz :

r  r  x  i  9 T1 1 2  ,

я r  ,i>, J 2  / E  , • '5,  Г  r 4  = 2 - (7-9)
7  0 1 К n =  l J h '» n = l 4  6  4  1 - 3 2

Bu ycrda biz oldingi misol nat ijas idan hamda cheksiz kamayuvchi geornet,-

rik progressiva v ig ‘iudisi uchun S ~  1 formuladan fovdalandik. □
1 -  4
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7 .10 . Quyidagi sodda funksivalarning [0. l j  to 'p lam bo'yicha olingau L 

integralini hisoblang.

| 0. a g a r  x G К  j  1. , r£  К
= \ г-  \ o nгг. m/Mr x £ h n , I " r  ^ '^n

7 .11 . Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi vana sodda funksiya b o i is l  

isbotlang.

7 .12 .  Sodda funksiyalar vig 'indisi vana sodda funksiya bo‘ lishini isb 

lang.

7 .13 .  Agar / va g  lar sodda funksiyalar bo'lsa. u holda a f  + /. 

funksiya ham sodda funksiya bo'ladi. Isbotlang.

7 .14 .  Agar / : A —* R  va g  : A —* R  lar sodda funksiyalar b o is a  

holda /■ g  ham sodda funksiya bo'ladi. Isbotlang.

7 .1 5 .  / : A —> E funksiya oichovli bo'lishi uchun uiiga tekis vaqin 

shuvchi sodda funksiyalar ket ma-kct l igiumg mavjud bo'lishi zai 

va yetarli.  Isbotlang.

7 .1 6 .  Kantorniug zinapova funksiyasi Я  ga [0. l j  da tekis yaqinlashuv 

va cheklita q iym at qabul qiluvchi sodda funksiyalar ketma-ketlig 

quring.

7 .1 7 .  Agar / va g  sodda funksiyalar A to 'p lam da integrallanuv 

bo'lsa. u holda a f  + Л ;g  funksiya ham A to 'p lam da integrallani 

chi b o ia d iv a

/ ( a  J  (x)  + d  g { x ) ) (I/l — a  / f ( x ) d p + d  I g{x)d^
J a J a J a

tenglik o'rinli. Isbotlang.
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7 .18 . Chekli o ’lchovli A to’p lamda chegaralangan / sodda funksiya in- 

tegrallanuvchidir. Isbotlang.

I s b o t .  Bu xossa sodda funksiyalar uchun Lebeg integra lin ing C) xo-v- 

*asi  dob yur it i lad i .  /  sodda funksiya chegaralangan b o lgan l ig i  uchun 

biror M  > 0 va barcha x € .4 larda |/(x)| < Л/ bo'ladi. Faraz qilavlik, 

/ sodda funksiya A, to 'p lan ida /, q iyn ia tn i qabul qilsin. U holda

£ | / , | M (At) < M - J 2  / '  Ю  -  M- f i ( A) .
i г

Demak. 7 .3 - ta i i f g a  ko ra / sodda funksiya integrallanuvchi. □

7.19 . A — (0. 1] oraliqda / funksivani quvidagicha aniqlayniiz:

1 1
/ ( r) = n.  agar  x G An , n  G N. / sodda funksiyaOn 5 9 n -1

A — (0. 1] to 'p lam da Lebeg m a ’nosida integra llanuvchim i? Agar 

integrallanuvchi b o is a .  lining integralini hisoblang.

Y e c h is h .  M a iu m k i .

U An = (0. 1]. An П Am = 0. n  ф ill.71= 1

va An — {:r G .4 : f {x )  — n} tenglik o'rinli. Sodda funksiya lar uchun 

Lebeg integrali t a ’rifiga ko'ra.

£ / y n//(.4„ ) = Y n ' i  (71°)
П— 1 n = 1

qator yaqinlashuvchi bo’ lsa. / sodda funksiya .4 — (0. 1] da integralla- 

uuvchi bo iad i .  Bu holda musbat hadli qatorlarni taqqoslash iiaqidagi 

Dalamber a lom atidan  foydalanish qulay.



Demak. (7.10) <£at<л- yaqinlashuvchi. Bu yerdan / sodda fuuksiya.nii

Lebeg ma'nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. Etidi (7.10) qati

vig'indisini hisoblavmiz. Uning qismiy yig 'indis i S n uchun

2 3 4 n  ( I  2 3 n
S n -  2 S n - S n = l + 2 + 4  + g + " '  + ^ r i - ^  + 4 + 8 + ' " + 2^

( 2  1\ /3  2\ f  n  n -  1\ n , 1
\2  2 )  ' ( l  1.) 1........4 \ 2" 1 2" 1 J  ~~ 2" “  * 2

-  f  -  + • • ■ H-------7 ------ o rinli. Bu tenglikda n - -  oc da l im itga o:t,il
4 8 2" 1 2"

f(.r)(///, -- lim S n -  lim
71 —  OO П.—*OC

ekanligini olaniiz. I

Sliuni t a ’kidlash joizki, yuqorida biz integralini hisoblagati sodda fun 

siya ch<*garalanmagandir. Ma'lumki. Riman integrali ta'rifi dastlab cheg 

ra langan funksiyalar uchun keltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uc 

R iman integrali alohida xosmas integral sifatida ta 'r iflanadi. Lebeg i 

tegrali chegaralangan va chegaralatiinagan funksiyalar uchun bir xil< 

ta 'r iflanadi.

7 .20 . f ( x )  — [.r], x €  [0. 5) -  A ning sodda funksiya ekanligini ko'rsal 

va uning A to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7 .21 . Ixtivoriy o'lchovli А С E uchun J E \ a { x )  d/t ~ f i (A)  tenglik 

isbot qiling.

7 .22 . A — {.t G [—7Г, ж\:  sin x < 0,5} uchun J ,_n ^ Хл(-<’) (/// integral 

hisoblang.

7 .23 . Dirixle funksiyasining sodda funksiya ekanligini t a ’rif yordamii 

ko'rsating. Uning .4 — [0,3] to 'plam bo'yicha olingan integrali 

hisoblang.
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7.24. R im an funksiyasining sodda funksiya ekanligini ko 'rsatiug va lining 

.1 [0. lj  to 'p lam bo'yicha olingau integralini hisoblang.

7.2 j-7.31-rnisollarda berilgan / : Л —> К funksivani sodda ekanligini 

ko’rsatib, lining integralini hisoblang.

7.25. f i x )  -  [2л-]. .4 = [0, 2).

7.2G. /(:/:) -  s ign.r, — [ — 1. 3].

7.27. f ( x )  -  A-|n,i]\Q(.r). -I = [ - 1 .  3].

7.28. /( r) -  !./•] + sign.r. A — [—1. 2].

7.29. f i x )  = sign.r i \;i.2](.r). Л = [ - 1 .  4].

7.30. J ( x )  — n.  x 6 .4,,
1 1

3" 3"-1

7.31. f i x )  - x t  .1,, '  ' 
n

n e  N. .4 — (0. 1].

II € N. A = (0. 1].
i n  + 1)! ’ n!

7.32. / ga tekis yaqinlasliuvchi va A to ’p lamda integrallanuvchi har 

qandav sodda funksiya lar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. 

Isbot bmg.

7.33. Berilgan f  funksiya uchun (7.4) lim it, unga tekis yaqinlasliuvchi 

{/„} ketma-ketlikning tan lan ish iga bog'liq etnas. Isbotlang.

7.34. Lebeg int egralin ing b i r  ji.nsli.lik x o s s n m n i  isbotlang. Bu xossani m ate­

rnal ik simvollar yordam ida quyidag icha yozish mumkin.

A: ■ f i x )  df i  — к j  f i x )  d f i , к  6 R.

7.35. Lebeg integra lin ing ndd i t i v l ik xos sa . s i v i  isbotlang. Bu xossani m ate­

rnal ik simvollar yordamida quyidagicha yozish mumkin:



7.34 va 7 .35-m iso llardakelt ir i lganxossa lar adab iyo tla rda  (|1| ga qaraj 

Lebeg integra lin ing II va III xos su l a r i  deb berilgan.

7 .36 .  Lebeg integra lin ing IV xossasini isbotlang. .4 to 'p lam da ehegi 

ra langan , o'lchovli / funksiya integrallanuvchidir.

7.37.  Lebeg integra lin ing m onotnnlik xossasini (V xossa) isbotlang. . 

to 'p lamda manfiymas f ( x )  > 0 funksiyaning integrali manfiymai

7 .38 .  Lebeg integra lin ing VI xossasini isbotlang. Agar ц ( Л )  = 0 bods 

u holda ixtivoriy / : A  — R  funksiyaning integrali nolga teng.

7 .39 .  Agar deyarli barcha x € A  lar uchun f { x )  -- g( x)  b o isa ,  u hole

tenglik o'rinli. Isbotlang. Bu ham Lebeg integra lin ing VI xossi 

deyiladi.

7.40 va 7.41-misollarda keltiriladigan tasd iq lar nios ravishda Leb 

integralin ing VII va \ III xo s s a s i  deb a ta lad i  (|lj ga  qarang).

7 .40 .  Agar i/j funksiya A  to ’p lamda integrallanuvchi bo'lib. deyarli b; 

cha x  e  A lar uchun |/(x)| < ^(-r ) bo isa ,  u liolda f  o'lcho 

funksiya ham A  to 'p lam da integrallanuvchi bo lish in i  isbotlang.

7 .41 .  Agar / oichovli bo’lsa, u holda / va |/| funksiya lar bir vaqt 

integrallanuvchi yo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

7 .42 .  Oichovli / : A - *  R  funksiya А( ц ( А)  < со) to 'p lamda integr 

lanuvchi bo iish i  uchun liar bir n e  N da

№  -  4 r ,j i7':
sodda funksiya integrallanuvchi bo iish i  zarur va yetarli.  Isbotlai
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I s b o t .  Zarur i y l i y i .  / : A —> R  o'lchovli ekanligidan ham da 7.2 va 

7.1 1-misollardan, har bir n  £ N da (7.11) tenglik bilan an iq langan f ^ ut 

ning sodda funksiya ekanligi kelib ehiqadi. Quyidagi tengsizlikdan

va \ II xossadan (7.40-misolga qarang) f ^ ut funksiyaning inlegrallanuv- 
clii ekanligi kelib ehiqadi.

YvtarUligi .  sodda funksiya har bir n £ N da integrallanuvchi

bo'lsin. {.f';,ut} sodda funksiya lar ketma-ketlighting / g a  tekis yaqinla- 

hltuve.lii ekanligini ko'rsatamiz. l laq iq a tan  ham. barcha x €E A larda

l / W  -  / ‘ “'(  r)| = / ( , )  - _ n f ( x )  -  \n f ( x )J _  Ы ' Н  \ <
n n n

leiigsizlik o'rinli. Demak, {/*“*} ketma-ketlik / ga tekis yaqinlashadi.

f .43. A gar har bir n  £ N uchun (7.11) tenglik bilan aniqlanuvchi J'r̂ t 

sodda funksiya integrallanuvchi bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

T.44. Lebeg nta nosida integrallanuvchi. lekin Rjnian ma nosida integral- 

iantivelii bo 'lmagan funksiyaga misol keltiring.

\ e c h i s h .  Dirixle funksivasini [0, 2] kesmada Lebeg va R im an m a ’no- 

Iniida integrallanuvehanlikka tekshiramiz. X) sodda funksiya bo'lib, 

lining Lebeg integrali quy idag iga  teng:

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada R im an ma'nosida integrallanuvchi emas. 

Hum ko’rsatish uchun [0. 2j kesmani 0 = ,r0 < ,rj <

7.0-ta rifga ko'ra j  funksiya A to 'p lam da integrallanuvchidir. □



Xn-i  < xn = 2 iiuqt a lar yordamida teng n b o ia k k a  bo'lamiz. Ma lumki, 

Dirixle funksiyasining [:r*.. j .  .т*] bo 'lakrhadagi aniq yuqori cliegarasi 

.]Ik barcha A: €  { 1 . 2 , ,  n\ uchun 1 ga teng, Dirixle funksiyasining bu 

bo'lakehalardagi aniq quyi cliegarasi m k esa 0 ga  teng. Bu bo'linishga 

mos Darbuning yuqori va quyi u y i g ' i n d i l a r i n i  qaraymiz:

2 " 2 A  2 A  2 A
t t n = -  У  M fc У  1 = 2. u n -  -  V  m k ----- У  О 0.

Tl '  n  ^ 71. ^ Г I. Z '

Bu verdan,

lim = 2, lim u n = U
n — *OC n — *OQ

tenglik larga kelamiz. Deinak. Dirixle funksiyasi 0. 2] kesmada Riman 

ma'nosida integrallanuvchi emas. □

Sliuni ta 'k id laym izki.  IV, VI. VII va VIII xossalar faqat Lebeg integrali 

uchun xos. Bu xossalar R im an integrali uchun o'rinli emas. Buni 7.45' 

7.48-in isollarda ko'rib chiqamiz.

7 .45 . Lebeg integra lin ing IV xossasi, R iman integrali uchun o'rinli emasli* 

g in i . ya 'n i shundav o'lchovli va chegaralangaJi funksiyaga misol kelti-i 

ringki, u Riman ma'nosida integrallajiuvclii bo'lmasin.

Y e c h ish .  [0. 2] kesmada Dirixle funksivasini qaraymiz. l T chogaraj 

langan va o’lchovli. demak I\' xossaga ko’ra u Lebeg ma'nosida iiiteg* 

rallanuvchi, lekin Dirixle funksiyasi [0. 2] kesmada R im an ma'nosida 

integrallanuvchi emas. Bu tasdiq 7.44-misolda ko'rsatildi. □

7 .46 . Lebeg integralining VI xossasi, R iman integrali uchun o'rinli emafl 

Ya'ni, shundav f  : A —> R  va g  : .4 — R ekvivalent, funksiyalarga 

misol keltiringki, u lardan biri R iman ma'nosida integra llanuvchi 

ikkiiioliisi esa integrallanuvchi bo'lmasin. A — [0, 2] kesmada Dirixle 

S ( . r )  va nol 9(x)  — 0 funksiyalarini tah li l  qiling.
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7.47 . Lebeg integralining VII xossasi, R iman integrali uchun o'rinli emas. 

Ya'ni. shundav integrallanuvchi j  : A —► R  va o'lchovli / : A —> 

R  funksiyalarga misol keltiringki, barcha x G A larda |/(x)| < 

p ( . i )  bo'lsin, lekin / funksiya R iman m a ’nosida integrallanuvchi 

bo’ lmasin

Y e c h ish .  Quyidagi funksiyalarni qaraymiz: j ( x )  = 2 va

Barcha ./■ G [0, 2] la ruchun  |/(:r)| < <p(x) tengsizlik o'rinli. : [0. 2] —+ 

R o'zgarmas funksiya s ifat ida [0, 2] kesmada Riman m a ’nosida integral- 

lanuvc-hi bo'ladi. Lekin / funksiya [0, 2] kesmada Riman m a ’nosida 

integrallanuvchi emas. Bu tasdiq J )  ning Riman m a ’nosida integralla-

.48. Lebeg integralin ing M i l  xossasi R iman integrali uchun o'rinli emas. 

Y a ’ni. R iman m a ’nosida integrallanuvchi bo'lmagan shundav f  : 

A - *  R  funksiyaga misol keltiringki. uning moduli |/| esa. R i­

man ma'nosida integrallanuvchi bo is in .  (7.12) bilan aniqlangan / 

funksiyani tahlil  qiling.

.49. [ — 1. 1 kesmada aniqlangan Riman m a ’nosida integrallanuvchi b o i ­

magan. lekin kvadrati R iman m a ’nosida integrallanuvchi b o lgan  

funksiyaga misol keltiring. 7.47-misol yechimida qara lgan  / funksi­

yani tah li l  qiling.

Г.50. (7.12) tenglik bilan aniqlangan / funksiya va (p(x) = 1 funksiyani 

[ — 1, 1] kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ularni [—1, 1] 

kesmada Lebeg va R iman ma'no lar ida integrallanuvchanlikka tek- 

shiring.

(7.12)

nuvchi em aslig iga o'xshash isbotlanadi. □
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7 .5 1 .  Agar / funksiya A to 'p lamda integrallanuvchi bo ’lsa. u holda 

funksiya A to 'p lam ning ixtiyoriy  o’lchovli A'  q ism ida ham integrj 

lanuvchi bo'ladi. Isbotlang.
/

7 .52 . C h c b i s h c v  t r n g s i d i y i n i  i s b o t l a ng .  y a ’ni A o'lchovli to 'p lam da man 

fiymas p  funksiya va r  > 0 son berilgan bo'lsa. u holda

//{x £ /1 : > < } < ^ I  i p{x)df i  (7.13)

tengsizlik o'rinli. (7.13) C h c b i s h e r  t c n g s i z l i g i  deyiladi.

I s b o t .  Ayta.vlik, Ar — { x £ A : i f ( x)  > c} bo'lsin. U holda

/ <p{x)dit ,= / ip (x) df i  I / (x) d/i >  / tp (x) df i  > r  ■ fi- (Лс) , 
J a  J a r J  a \a c J  a c

Bu yerdan (7.1-3) tengsiz likning isboti kolib chiqadi. □  ]

7 .53 . Agar J A |/(x)| df/ — 0 bo'lsa. u holda deyarli barcha x £ A lar 

uchun f ( x )  — 0 bo'ladi. Isbotlang.

7 .5 4 .  Lrbry i n t c g r n l i n i n g  a b s o l y u t  uzlaksizl ik x o s s a s i d a n  f o y d a l a n i b  i sbot -  

l un g .  Agar / funksiya .1 (/х(Л) < oc) to 'p lam da intogralkumvchl 

bo'lsa, u holda ix tiyoriy  n £ N son uchun shunday m  £ N son 

mavjudki. n{D)  < m  1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi har qauday 

o'lchovli D С A to ’p lam uchun

, f ( x ) d n  < -  
n

K'tigsizlik ba jar i lad i .

7 .55 .  j(), 1| kesmada cliega.ralanmagan, ammo Lebeg m a ’nosida integra li

7 .56 .  f ( x )  — [x2] funksiyaning A — [0. 2 to ’plam bo'yicha olingan 

Lebeg integralini hisoblang.
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7.57 . [a, 6] kesm ada uzluksiz funksiya sodda funksiya bo‘la o lad im i?

7.58. Dirixle. R iman funksiya lar isodda funksiya b o la d im i?  U larning [0,4] 

to 'p lam bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

7.59-7.65-misollarda berilgan / : A —> R  funksiyaning integralini 

ta 'r if  yordam ida hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarin i 

I aqqoslash haqidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.

7 .59 . f {x )  = 2 x +  1, x G [0, 3].

7 .60. f ( x )  = 6 .T - 3 .  x G [ - 1 .  2].

7 .61 . f ( x )  = 3x2 + 2, x G [0, 1].

7 .62. f i x )  -= 3 . r  -  2.r, x G [—1, 1].

7 .63 . f ( x )  = 6,r2 + 4x — 5, x G [—1, 1].

7 .64 . f ( x )  -  2J + 3. . r e  [0, 2].

7 .65. f i x )  <s ■ З.г. x €  [0. l j .

7 .6 1 -m is o ln in g  y e c h im i .  Berilgan f ( x )  — 3x2 + 2, x G [0, 1]

funksiya sodda funksiya emas. Bu funksiya oichovli va [0. 1] kesmada 

d iegara langan , shuning uchun u integrallanuvchi. Integrallanuvchi {f „} 

sodda funksiya lar ketma-ketlig in i shundav tanla.sh kerakki, l iar bir n  G N 

da f n ning integralini hisoblash muinkin bo is in ,  ham da lim [ , f n i x ) d f i
n —*oo

ni t.opish oson bo is in .  Shu maqsadda biz quyidagicha v o l  tutamiz. [0, 1] 

kesmani
1 2 n — 1 n

0 < - < - < • • •  < — —  < -  = 1 
n n n n

nuqta lar yordamida teng n  b o ia k k a  bo lam iz  va 

к — 1 к '
Ak =

n. n
к = 1.2. , n  — I, An =

n  — 1
n
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belg ilash larn i k ir ita iu iz . Tanlanish iga ko'ra bu to 'p lam lar  juft- jufti  hi*П
lan o'zaro kes ish inaydi va 1J .4*. — [0, 1] . /„ sodda funksiyani [0, If

к 1
kesmada quyidagicha aniqlayrniz:

U r ) = f ( - ) =  3 ^  + 2. т е л , ,  к  = 1 , 2 .........п.
\ n  J  n 2

Tanlangaii  ketma-ket likni [0. l j  da / ga  tekis vaqiulashishini ko 'rsatamlj 

m ax  |/„(;r) -  /(.r)| = m ax  max|/„(.r) -  / ( .r )\ -
0 < x < i  l < k < n x € A k

\ f l r  / 4 t ,  M .3(2/, - 1 )  3 ( 2 n - l )= m ax  m ax\t (k/i i )  -  f x  = m ax  — = -----
l < k < n x C A l, ■ 1 < k < n  n 2 fl

Demak. bu ketma-ketl ik  [0, l j  da / ga  tekis yaq in lashad i.  Endi f n sod­

da funksiyaning [0, l j  to 'p lam  bo'yicha Lebeg integra lin i hisoblavmiz. ’

' 3k2 \ 1 3
In'-' 'III > I I I I1 b > I

M«-n W  V / -  *=i
/  , „ / ! , ) - £ ( ' u - + 2 ) 1 -  3 . j r i ? +

2 A  3 «(_/,. + 1)(2h + 1) , (г/ +_1)Г2»_ + 1) 9
н3 6 2,/-' "• 1 V

k= 1

Y ig 'ind in i h isoblashda barcha n  €  N lar uclmn o'rinli bo lgan

i «  + 1 + s»  +. • •  + - " ( " + 1) ( - "

tenglikdan fovdalandik. (7.14) teng likda n  —«■ oc lim itga o'tib.

Гг, , ,  , / 4 »  +- iX '2”  + \l im / fn(.r) <//t = lim --------- — --------- + 2 ) -  1 + 2 — 3
П-.00 7[o,i] n - x  V 2/^ /

ni hosil qilamiz. Olingan nat i jan i  R iman va Lebeg integra llar in i taqqoslasl 

haq idag i 7 .4-teoiema yordam ida tekshiramiz.

cl
(3x2 f  2) d.r = (a:3 4 2x)|o = 1  I 2 - 0  = 3.

Demak, t a ’rif yordamida hisoblangan integral t.o'g'ri ekan. □
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7 .G6. Quyidagi integra llarni hisoblang.
7Г

a) J  sign (cos Tr.r)dfi- b) J  sign (sin -  jd/i:
[—a. 3] (0, 1]

c )  f f  l-r f y\dn\ d) I f  y/\y -  .v d/L
[0. 2] x 10, 2] x < y < 4

7 67-misolni Lebeg integra li t.a'rifi va xossalaridau fovdalanib hisob- 

lang. Bu yerda Э  — Dirixle. SH— Rim an. Я — Kantor funksiyasi.

7 .67 . a) I x ■ \ ., ; -  i . r ' df i :  b) f  (1 + 2.r) dj i :
;o.i] [o,2]

e) f  (3.v2 + 1 )d/i:  d) f  ( 2 r + 2) d/i:
[0.2] 0.1

e) J  (In 3 i c x) dft\ f) J  Я( х)Лц]
[0 , 1] [0 , 1]

g) /  .r (1 -  Э(.г))<///.; h) f  x (1 -  <R(x))dtr.
[n. i] [o, i]

i) f  (x + Я( х) )  d/t; j )  f  x ■ Я( х)  d/t,:
[0.1] [0,1] 

k) /' ,r2 ■ m ( x ) d f i.
[ o ,  i ]

Y e c h is h .  Biz faqat f) ning verhimini keltiramiz. Berilgan integralni 

quyidagicha yozib olamiz

J  Я( х)  d/i = J  Я( х)  dj i  4 j R( x) d f i -  (7.15)
|0. Г] К [0,1]\/V

Bu yerda K — Kantor to 'plami. M a ’lumki. ц { К )  — 0 . Shuning uchun 

(7.15) tenglikning o'ng tomonidagi birinchi integra lning q iym ati  Lebeg 

integral in ing VI xossasiga ko'ra nolga teng b o iad i .  Ikkinchi. [0. l]\/\ 

to 'plam bo'yicha olingan integra lning q iym ati  esa 7.9-misolda hisoblan- 

gan ((7.9) tenglikka qarang) va н 0 .5  ga teng. Demak,

Щх) d j l  = -y
[0. 1)

7 .68 .  Har bir n G N uchun f n : [0. 1] —• M funksivani quyidagicha 

aniqlaymiz. [„ funksiyaning ,r £ [0. l j nuqtadagi q iym ati,  x ning
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eheksiz ikkilik kasrga yovilmasidagi n — raqam iga  teng. M asala  

/2(0. 10010. . . )  = 0, / з (0 ,1 0 1 1 0 . . . )  = 1 .  Bu ketma-ketlik uchi 

quyidag ilarn i isbotlang:

[  f n { x ) f m { x ) d f i = ] r ,  п ф т ,  f  {f n ( x ) f  df i  = ~ .
./[0,1] i  J  (I 1] 1

7 .69 . Har bir n  €  N uchun g n : [0, 1] —> R  funksiyani quy idag id  

aniqlaymiz. Agar x £ [0, 1] ning eheksiz ikkilik kasrga yovilmasi< 

n — raqam i 1 bo'lsa , g n (x)  — 1, agar n — raqam i 0 b o is a ,  g n (x)

— 1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilarn i isbotlang:

/ g n {x)gm ( x ) d n  = 0, n  Ф m ,  / {gn { x ) f  d\i = 1.
7|0.1] J  [0,1]

8 -§  . Lebeg integrali belgisi ostida limitga o‘tish

Integral belgisi ostida l im itga  o‘tish yoki qatorlarni hadm a-had inte 

ra llash masidasi ko;plab muammolarni yechishda uchravdi. Boshqac! 

qili lj  av tganda qanday shartlarda

lim /  f n (x)d( i  = [  l im f n {x)dfj, ■.= j  f{x)d, f i  (8. 
n- ° c J a J a n~*x  J a

tenglik o'rinli b o iad i ,  y a ’ni lim it va integral belgilarin ing o i iu la r in i  <

niashtirish mumkin? Integral belgisi ostida l im itga  o‘tishning yetarli  sha

laridan biri berilgan ketma-ketlik  ning tekis yaqinlishish shartid ir , lek

bu shart t a ’rifda bor. Shuning uchun tekis yaqin lish ishdau kuchsizri

shartlar  qo'ygan holda (8.1) tenglikning bajar i l ish in i tekshiramiz. Ag

{fn}  integrallanuvchi funksiya lar ketma-ketlig i .4 to 'p lamning har 1

nuqtasida / funksiyaga vaqinlashsa, (8.1) tenglik t.o‘g ;rimi degan sav

tug 'i lad i .  Umuman olganda, nuqtali vaqinlashish integra l belgisi ostii

l im itga  o'tishni t a ’m in lay  olmas ekan. B unga  quyidag i misolda ishon

hosil qilamiz.
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°. - )
Ш  = { „ Vtt 1 ' пУ (8 -2 )

8 .1 . [О, 7г] kesm ada q u y id ag i funksional ketm a-ketlikn i qaraym iz

n  sin nx . X £

1 7Г
0, x  £ Я"I. .n

Bu ketma-ketl ik  har bir nuq tada  no lga yaq in lashad i.  B u  ketma- 

ketlik  uchun (8.1) teng lik  to ‘g ‘r im i?

Y e c h i s h .  Har bir x  £ [0. 7r] uchun lim f n (x)  =  0 teng lik  oson
7 l—*OG

tekshir ilad i. Endi f n ning [0, 7r] kesma bo 'y icha o lingan in tegra lin i hisob- 

laymiz:
Г  /■"

/  f n ( x ) d n  = n  / b m n . x d f i  — 2.
Jo JO

Ikkinchi tomondan
/»7Г /»7T

l im  / f n ( x ) d n  =  2 Ф  / 6( x) d f i  =  0. 
n-oo y 0 70

Demak, bu ketma-ketl ik  uchun integra l belgisi ost ida  l im itg a  o 'tish to ’g i ’i 

emas. □

Q uyida  biz integra l belgisi ost ida  l im itg a  o 'tish belg ilar in i  keltiram iz.

8 .1 - t e o r e m a  (Leb e g ) .  Aga r  {/„} ke tma -k e t l ik  A t o ' p l a m n i n g  h a r  

b i r  n u q t a s i d a  f  f u n k s i y a g a  y a q i n l a s l i s a  ua b a r c h a  n  £ N l a r  u c h u n  

\f „(x)  | < у?(ж) t e n g s i z l ik  bajarUib,  ip f u n k s i y a  A t o ' p l a m d a  i n t e g r a l ­

l a n u v c h i  b o ‘Isa. и  h o l d a  l i rni t ik f u n k s i y a  f  h a m  A da  i n t e g r a l l a n u v c h i  

bo ' l ad i  va  q u y i d a g i  t e n g l ik  o ' r i n l i

l im
71— * OO

/  f n ( x ) d f i  = / f (x )d/ i .  
J  A J  A

8 . 1 - n a t i j a .  A ga r  \ f n {x)\ < M  =  c o n s t  v a  b a r c h a  x  £ A la rda  

l im  f n (x)  — f ( x )  bo'Isa.  и  h o l d a  q u y i d a g i  t en g l i k  o ' r i n l i

l im
71— >00

[  f n ( x) d f i  = [  f ( x ) d f i .  
J  A J  A
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\ol o'lchovli to'plamda funksiyaning qiymatini o’/gartirisli integral 

q iymatiga ta s i r  qihnaydi. sluming uchun S.l-teorcinada {/„} ketma- 

ketlik ning / funksiyaga deyarli yaqinlashisliini va | f i x )  \ < >p(x) teng- 

si/liknirig ham deyarli barcha x lar uchiiu bajarilishini ta lab cjilish yetar-

8.2-teorema (Levi , ) .  /I t o ' p l a m d a  m o n o t o n

/i(x) < /2(x ) < ■ ■ < f n{x) <■■■ ,

i n t e . y r u l l u n v i t c h i  {/.,} f u n k s i y a l a r  k e t m a - k e t l i g i  b r r i l y a n  b o i i b .  b a r e h a

11 t  N l a r  u c h u n

j  f „ ( x ) d f i  < К

tnujs izl ik ha ja r i b in .  Vho lda  A t o ' p l a m n i n g  d e y a r l i  hamm.it y e r i da  lim /„(:r)
П —* DC

-- f i : r )  chekl i  l imi t  m a v j u d  h a m d a  f  f u nk s i ya  .1 da in t c y  rail  ana r rh i  

va i nt e gra l  be l g i s i  o s t i da  l im i t g a  o ’t i sh m um k in , ya 'n i

lim I  J . , : x , i ! i i  I  f i x ) , I11.
n ‘=° J a J  a

8.2-natija. A g a r  v „ ( r )  > U b o i i b .

V'n(x )d [ i  < fo e
7 1 - 1

b o ' l s a .  и h o l d a  A t o ' p l a m n i n g  d e y a r l i  b a r c h a  n u q t a l a r i d a
ЭО

£  V„(.r)
n=l

g a t o r  i jaqi i i lashadi  va bu q a t o m i  had lab  mtcq ra l l a sh  manikin,  ya 'n i

8 .3 - te o re m a  (Fatu) .  Agar пичфутах ,  o ' l c h o v l i  {/,,} f u nk s i ya l a r  k e tma-  

ketl igi  A t o ' p l a m da  f  f unk s i ya g a  d e yar l i  y a q in l a sh sa  va

j  f n  ( a )  d f i  < К  
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bo ‘Isa. и h o l d a  f  f u n k s i y a  A t o ' p l a m d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  v a

f  f i r  I d p  < К

I en g s i z l ik  о 'r i n l i .

Shu paytgacha  biz faqat chekli o ichov li  ( p ( A)  < эс) to 'p lam larda 

Lebeg integra li va uning xossalarin i o 'rgandik. Lekin k o p la b  ma.salalarni 

yechishda cheksiz o'lchovli to 'p lam da berilgan funksiyaning integralini 

qarashga to 'g 'r i  keladi. M asalan . R  — ( —эо. эс) da berilgan funksiya­

ning Lebeg integra lin i qarashga to 'g 'r i keladi. Biz X to 'p lam  sanoqli 

sondagi chekli o'lchovli Xu to p lam la ru in g  birlashniasi ko'rin ishida l asvir- 

lanishi niumkin b o lg a n  hoi bilan chegaralanamiz.

8 . 1 - t a ’r if .  A ga r  X t o ' p l a m d a  p  o ' l c h o v  ber i l gan.  bo "lib. X t o ' p l a m n i  

s a n o q l i  s o n d a g i  c h ek l i  o ' l c h o v l i  t o ' p l a m l u r n i n g  b i r l a xhm as i  k o ' r i n i s h i d a  

t a s v i r l a s l i  n i u m k in  bo ' l sa ,  и  h o l d a  X da b e r i l g a n  p  o ' l c h o v  o — ch ekl i  

о i c h o n  d e y i l ad i .

a — chekli o 'lehovlarga sonlar o 'q idagi va tek is l ikdagi Lebeg o'lchov- 

lari misol bo'la oladi.

8 .2 - t a ' r i f .  Agar  m o n o t o n  o ' s u v c l i i  {-V,,} (,Y„ С X„+i) t o ' p l a m l a r  

ke tm a -k e t l i g i  qu y i d a g i  ikki sh.art.ni q a n o a t l a n t i r s a
OO

1) (J  Xn — .V. 2) b a r ch a  n  £ N l a r  u c h u n  p ( X n ) < эс.
71=1

{,Yr, } д а  X t o ' p l a m n i  q o p l o v c h i  k e tma -ke t l ik  d e y i l ad i .

8 . 3 - t a ’r if .  .Y t o ' p l a m d a  a — ch ek l i  p. o ' l c h o v  va X da a n i q l a n g a n  

m a n f i y m a s  f  f u u k s i y a  b e r i l g a n  bo ‘b i n .  Aga r  f  f u n k s i y a  r x t i y o r i y  ch ekl i  

o ' l c h o v l i  А С X t o ' p l a m d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  bo' l ib,  b i r o r  q o p l o v c h i  {.Y„} 

ketma -ke t l ik  u c h u n

lini / f ( . r ) d p
T l—*O O  I  v° Atl i

ch ek l i  l im i t  m a v j u d  bo ' l sa .  a h o l d a  f  f u n k s i y a  X t o ' p l a m d a  i n t e g r a l l a n u v -



c h i  d e y i l a d i  v a  bu l im i t

J  x n ^ c c j  x n
[  f{x)<ln = lim f  /(:(')«//.

71 —  OC , / v

f  dan X t o ' p l a m  b o ' y i c h a  o l i n g a n  Leb e g  i n t e g r a l i  d e y i l ad i .

Encli /  ixtivoriy funksiya b o is in .  Uni ikk ita  m anfiym as funksiya lar 

ay irm asi shak lida  tasv ir lavm iz , va’ni f ( x )  — / + ( x ) -  / _ ( . r ) , bu yerda  /+ 

va /_ lar (7.7) tenglik b ilan  an iq lanad i.

8 . 4 - t a ’r i f .  A ga r  (7.7) t e n g l ik  b i lan  a n i q l a n g a n  f+ va  /_ m a n f i y m a s  

f u n k s i y a l a r  X  t o ' p l a m d a  i n t e . g m l l a n u v c h i  b o ' l s a ,  и h o l d a  f  f u n k s i y a  X  

t o ' p l a m d a  i n t e g r a l l a n u v c h i  d e y i l a d i  va

Lebeg va R im an  intograllari orasidagi q uy idag i  bo g lan is lm i keltira- 

lniz. Agar [a, b\ kesmada /  funksiya R im an  m a ’nosida integra llanuv­

chi b o is a ,  u holda / funksiya [я, b] kesm ada Lebeg m a ’nosida ham 

integrallanuvchi b o ia d i  va bu in tegra l lar  teng b o ia d i  (7 .4-teoremaga 

qarang).

Agar / funksiya [0. 1] kesmada xosmas m a ’noda R im an bo 'y icha 

integrallanuvchi b o is a ,  u L('beg m a ’nosida integra llanuvchi b o im as l ig i  

ham mumkin. M asalan ,

xosmas integra l R im an  m a ’nosida inavjud (integrallanuvchi). Haqiqatan 

ham , o’zgaruvchilarni a lm ashtir ib

ga  kelamiz. Dirixle aJomatiga k o i a  bu integra l yaqinlashuvchi ( f ( x )  —

J  x J x  J x
[  f ( x ) d f i = -  f  f + ( x ) d p  -  f  f - ( x ) d f i .

(8.3)

sm x
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Lebeg ma'nosida integrallanuvchi cinas. Faraz qilaylik, bu funksiya Lebeg 

ma'nosida integrallanuvchi bo’lsin. U holda VIII xossaga ko'ra

1 dt
sin - —

Jo t t

integral ham mavjud bo’ladi. Bundan esa vana o’zgaruvohilami almashtirib,

tenglikka kelamiz. Oxirgi

cos 2x ,
/ — .....ax

J  l x

integral yaqinlashuvchi. Birinchi integral esa uzoqlashuvchi. Demak,

f 1 1 dt
Sill - --

Jo t t

integral ham uzoqlashuvchi. Shuni t a ’kidlaymizki, agar manfiymas funksi­

ya Riman m a ’nosida integrallanuvchi bo'lsa. u holda bu funksiya Lebeg 

ina ’nosida ham integrallanuvchi bo'ladi va bu integrallar teng bo iad i.

8 .4 - t e o re m a .  Aytayl ik  ,4 t o ' p l a m n i n g  o i c h o v i  c heks iz  b o i s i n .  Chek-

Uta i i o lm a s  4\- ih .........y„ q i y m o t l a r n i  qabul  q i l u v ch i  f  : A —> R s o dd a

f u n k s i y a  A da  i n t e g r a l l a n u v c h i  bo ' l i sh i  u c h u n  Ak — {:r 6 .4 : f ( x )  —

у  к} у к  — 1 .2 .........п t o ' p l a m l a n n n g  o i c h o v i  ch ekl i  b o ' l i sh i  z u r u r  va  y e t a r -

li. X u su s a n  В  С A to ‘p l a m n i n g  xarakte r i s t ik f u n k s i y a s i  - x b {x ) i n t e g ­

r a l l a n u v c h i  bo i . t sh i  v e lum.  p ( B )  < oc boHishi z a r u r  va y e t a r l i .

8 .5 - t a ’r if . Aytay l i k A ch eks iz  o i c h o v l i  t o ' p l am .  f  : A —> R  s anoq l i t a

у i . У‘2.........yn, . . .  q i y m a t l u r n i  qabul  q i l u v ch i  s o d d a  f u n k s i y a  bo' l s in .  Agar

h a r  b i r  n o l m a s  y ;< u c hun  Ak -  {x £ .4 : /(.r) = y k)  t o ' p l am  chekl i
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оо
o ' l c h o v l i  b o ‘lib.  E  у п ц ( Л п ) q a t o r  a b s o l yu t  y a q i n l a s h u v c h i  bo' l sa.  f  :

П = 1
A —» R  s o d d a  f u n k s i y a  /1 t o ' p l a m d a  Lubvg m a ' n o s i d a  i n t c y m l l a n u o c h i  

d e y i l ad i .

8 .2 .  Quyida keltirilgan funksiyalar R  da Lebeg ma'nosida integrallanuv- 

chi bo'ladimi?
OO ( —  1 OO c j j - j

•') /(-О  ̂ E ---—X;n.n+i](*); b) /(,/;) -= E 1----Y[n,n+i](x);
n = l  П П-— 1 n

OO ( ___] \ n  OO

(■) / 0 )  = E  — 2-  X[n^,(n+iyo(-T): (1> /(•'■) = E  T)(x )
n-l  11 4-1 l

<•) / ( ' 0  -  E  7 П 1 ' , Л[П.П4-1)(.Т); f) /(./•) -  E  ~ Х [ п . п ^ 1 ) П -
n - l  ~  1 )■ 71= 1  “

Y ech ish .  Biz faqat f) ning vechimini beramiz. Berilgan funksiyaning

aniqlanishidaii quvidag ilarga ega bo lam iz . ,4o -  (—00. i )  to 'p lamda
n~

/(.r) -  0 — y„ va /(.t ) — — , .r 6 Л,, -  [п. i 1). 8 .5-ta ’rifga ko'ra 

/ : R  —► R  funksiya integrallanuvchi bo iishi uchun

X > » / H a o  = x ; £ i
71— 1 71- 1

qator vaqiulashuvchi bo iish i  zarur va yetarli.  Musbnt hadli qatorlarni 

taqqoslasli haqidagi Dalamber aloinatidan fovdalanib [ q  — 0 .5 ) .  hosil 

bo lgan qatorning yaqinlashuvcliiligiga ishioneh hosil qilamiz. Demak, / 

funksiya R da integrallanuvchi bo'ladi. □

8.3 . Quyida keltirilgan funksiyalar n  > 0 parametrning qanday qiyniat- 

larida R  da integrallanuvchi bo'ladi?
оо C — oo y jn  Tl

«) / (* ) = E  X[n,n+i](x): b) f{x) ~ E  - n~~X'i.„+i.(-r):
П =  1 П  71 =  1 11

oo (_ l )n
‘0 f i X) T: E  , „ Y [?7 ~ . I 71 4 1 '

71= 1 H
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8 .4 . P aram etr a  n ing qaiidnv q iym atla r id a

ketm a-ketl ik  integra l belgisi ostida l im itga  o 'tish l iaq idag i Lebeg t.eo- 

remasi shart lar in i  q anoat lan t irad i?

8 .5 .  A — (J  [n, n  + n  “ J to 'p lam ning  xarak te r is t ik  funksiyasi /(.r) —

\_.-i (.r) p aram etr  a  ning qandav q iym a t la r id a  R  da  integrallarmvchi 

bo 'lad i?

Y e c h is h .  8. 4-teorem aga ko'ra. /(.r )  = \ a { x )  funksiya in te g ra l l a n m - 

chi bo'lishi uchun ,4 to 'p lam  chekli o'lchovli bo'lishi zarur va vetarli.  A 

to 'p lam ning o’ lchovi, o lchovn ing  a — add it iv lik  xossasiga ko'ra

v ig 'ind iga  teng. M a ’lumki, bu qator param etr  a  ning 1 dan k a t ta  barcha 

q iym at la r id a  yaqinlasliuvchi b o ia d i .  Demak, barcha a  6  (1. oc) larda A 

to‘p lam ning  \ a  xa rak te r is t ik  funksiyasi, R  d a  integra llanuvchi b o ia d i .

8 .6 .  Q uyidag i { gn } ketm a-ketl ik  integra l belgisi ostida l im itga o'tish 

l iaq idag i Levi teoremasi shart lar in i  q anoa t lan t irad im i?

tenglik o 'r in l im i? O'rinli bo 'lm asa . misol keltiring.

8-8. Q uyidag i l im it larn i  integra l belgisi ostida l im itga  o 'tish l iaqidagi teo- 

rem alardan  fovdalanib yeching.
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Y e ch ish .  a) n ingyech im i. Integral belgisi ostida lim itga o'tish haqida- 

gi Lebeg toremasidan foydalanamiz. Berilgan f , ,(■>') — exp( — n x 2) ketma- 

ketlik |0. l j  kesmaning deyar li  barcha (nol nuqtadan tashqari) nuqtala- 

rida 0(x)  =  0 funksiyaga yaqin lashadi.  Integrallanuvchi : [0, 1] —*• K. 

funksiya sifatida <p(x) =  1 ni olamiz. U holda barcha x 6  [0. 1] va 

n  e  N lar uchun j/„(x)| < +>(.т) tengsizlik ba ja r i lad i .  Integral belgisi 

ostida l im itga o'tish haqidagi Lebeg teoremasiniug shartlari  bajar i lad i .  

Teorema tasd ig 'iga  ko ra

lim / exp{ - n x 2) d n  — / ()(x) d.fi -  0.
./[о, ]i ./[d.i'

□
4'U]

8 .9 .  Integral belgisi ostida l im itga  o'tish haqidagi teoremalardan foyda- 

lanib quyidagi l im itlarn i hisoblang.

a) lim f  e x p ( — (.r2 4 y 2))cos ( — x ■ i j j  d x d y :  
n ^ocR2 ' ' \ n  J

b) lim f  7----- sin — du.
n-ocj' (1 + .Г4) П

8 .1 0 .  Agar manfiymas funksiya xosmas tna'noda R im an m a ’nosida integ­

rallanuvchi bo'lsa, u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo’ lishiui is­

bot la ug.

8 .1 1 .  (8.3) integra ln ing absolyut integrallanuvchi eniasligini isbotlang.

1
1 + |.z:

chim i ?

8 .1 2 .  f ( x )  — 1 f 2 x  £ A — [0, oo) fuuksiya A da integrallanuv-



8 .1 3 .  /(.г) = ------——. х е  А = |0. эс) funksiva A da  integra llanuv-
1 4 [xj2

chimi?

Y e c h is h .  Sonning butun qismi t a ’rifiga ko'ra / : .4 —* R  sodda

funksiva bo‘lib, An = [n. тг f  1), n  = 0 , 1 , . . .  to 'p lam da i/n = -------
1 4- /r

00 1
q ivmatn i qabul q i lad i va У ' ----------1 qator vaqinlashuvchi. Demak, 8.5-

„ о 1 + n-

t a ’rifga ko'ra /(x) — ------г-,- funksiva .4 — [0, oc) da  integrallanuvchi.
1 + k i□

III bobni takrorlash uchun test savollari

1. E — [0. 4] to 'p lam da  berilgan / sodda funksivani toping.

A) / ( x ) = x  B) / (x )  = [x] C) / (x )  = e x D) / (x )  = s in x

2. Quyidag i shart larn ing  qays ilar i  b irga l ikda ba ja r i lganda . / ga sodda 

funksiya dey ilad i?

1) / o'lchovli, 2) / ning q iv inat la r  to 'p lami chekli yoki sanoqli.

3) f  chegaralangan.

A) 1 - 3  B) 2—3 C) 1-1-2 D) 3

3. E — [0. 3] to 'p lam da berilgan sodda funksiya larni ko'rsatiug.

/ i (x )  -  X.  /2(x) -  1. /з(х) -  S ( x )

A) . h . h . f ,  B) /,./;, C) / l , / 2 D ) / 2. / :i

4 . E — jO, 5] to 'p lam da berilgan sodda funksiya larni ko'rsatiug. 

/ i ( x ) = - e ^  /2( х ) - £ Я ( х ) ,  /3( x ) - S ( x )

A) / ь / 21/з В) /2, /3 C l / ,../2 D) Л ./ з

5. Е — [0, 3) to 'p lam da berilgan sodda funksiyalarni a j rating.

/1 ( x ) -  cosx , /2(x) -  s ign x ,  /з(х) -  1 + [./■]

А) У'2,/3 В) / ь / о , /3 С) /ь ./2 D) /,, /з
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6. /: — [0. lj to 'p lamda berilgan sodda funksiyalarni ajra.t ing. 

f i  — sin.r. /2(.r) = j.r], /3(.r) -  SR(.r)

A) В) /2. /3 С) D) /ь /з

7. Quyidagi tasd iq lar ichidan to 'g 'r i lann i  a jra t ing .

1) Sodda funksiyalar y ig 'indis i sodda funksiya bo'ladi.

2) Sodda funksiyaning songa ko'pavtniasi sodda funksiya bo iad i .

3) Sodda funksiyalar ko'paytmasi sodda fuuksiya bo iad i .

A) 1. 2 В) 1 .2 .  3 C) '2. 3 D; L 3

8. R iman funksiyasi haqidagi tasd iq lar ichidan t I'g 'rilarini a jra t ing .

1) O'lchovli funksiya. 2) Q iym atlar to 'p lami sanoqli.

3) j(). lj da integrallanuvchi.

A) 1 .2  B) 1 . 2 . 3  C) 2, 3 D ) 1. 3

9. Dirixle funksiya.si haqidagi tasd iq lar ichidan io 'g 'r i lar in i a jra t ing .

1) Q iym atlar to ‘plami chekli. 2) Sodda funksiya.

3) jO. 1 da integrallanuvchi.

A) 1, 2 B) 1 . 2 , 3  C) 2, 3 D) 1 .3

10. f {x)  -  14-signx sodda funksiya uchun ,4j -  {.r G [—2. 3j : f ( . r )  - 

to 'plamni toping.

A) [ - 2 .  Oj B) [ - 2 .  0) 0 )  [ - 2 .  - l j  D) [ - 2 .  3j

11. f ( x )  = 5 — [2.rj sodda funksiya uchun . l j  — {./ 6 [ — 2. 3j : f ( x )

1} to'plamni toping.

Aj [2. 3] B) [2. 3) C) [2. 2 .5 )  D) [2. 2.6j

12. Sodda funksiyaning integrali uchun quyidagi t asdiqlaruing qaysilai 

o'rinli?

1) /л [/(•<’) I g{x)}dii  = J A f ( x) d/i  i f Ag(x)d/i .,

2) f A к f  i' d/i -  к [ .  I .! •//,.
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■'*) J a f U )  ■ g{x)dfi = j A f(x)dfj, ■ f A g{x)dn. 
A) 1. 2 В) 1. 3 C) 2. 3 D) 3

13. Q uyidag i  tasd iq lar  ichidan to 'g 'r i la r in i  a jra t ing .

1) C hek lita  q iym at qabul qiluvchi sodda funksiya in tegra l lanuvch id i i .

2) Chegai a langa ii  sodda funksiya integra llanuvchidir .

3) Integrallanuvchi sodda funksiya chegara langandir .

A) 1. 2 B) 1. 3 C) 2. 3 D) 3

14. Quvida beri lgan shart la rn ing  qavs ilar idan / f ( x) d . f i  — 0 tenglik
[-i.  i]

kelib ehiqadi?

1) / nolga ekvivalent b o is a .

2) I to([ va integra llanuvchi funksiya bo isa .

•V) /  ju ft  va integra llanuvchi funksiya b o isa .

Л) 1. 2 1 3 )1 .3  C) 2. 3 0 ) 3

15. Int(‘gra in ing add it iv l ik  xossasini toping.

A) Agar //(Л! = 0 b o is a .  u holda f Af (x) d/u  = 0 

15 f Al f ( - r )  4 g ( x )\ d n  f  X d/i ' f A g (x )d/ i

C) к  ■ f {x ) d f i  k j Af ( x ) d n

D) Agar /(;r) > 0 b o is a .  u holda |4 j ( x ) d f j  > 0

16. Integralning bir j in s l i l ik  xossasini toping.

A) Agar f i (A)  = 0 b o is a .  u holda j  ( f ( x ) d f i  0

H) j A[ f ( x )  + g{x)\df i  -  J A f{x)d/i, + J Ag(x)d/i

C) J A к  ■ f { x ) d n  -  k J A f i x  d f i

D) A gar / (x) > 0 b o is a ,  u holda l Af{x)d/i  > 0

17. Integralning inonotonlik xossasini toj)ing.

A) Agar f i (A)  — 0 b o is a .  u holda j Af { j  )d/i — 0 

П) j A\.f{-r) I g ( x)}d f i  -  j A. f ( x) d f i  I f A g (x )d/i
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C) JA fr • /( ' W  = fc SAf(.r)d/1
D) A gar f ( x )  > g ( . r )  bo'lsa . u holda j Af ( . i ' )d/i  > f Ay ( x ) d i i

18. In t e g r a t in g  VI xossasini toping.

A) Agar 1.1(A)  -  0 bo 'lsa . u holda J Aj ( x ) d f j  — 0 

R) X il/ (x )  + д{х)\(1ц = j Af ( r ) d f i  i f A (j ( : r)df i  

П  J A к ■ /( I -df l  -  к  J Af ( . r ) j /J

D) Agar J ( . r )  > 0 bo'lsa. u holda f AJ [ x ) d f i  > 0

19. Lebeg integra lin ing monotoii lik xossasidan foydalanib. quy idag i  soii-

lar ichidan eng kat.tasini toping.
.. s i ll2 ./: sin'*x  , ,

a 0 -  0, «1 - J --------<l[i. a 2 — ) — — d f t , из  ~ J  sill xa/J
(o'. 1 ) X 10, 1 ) (0, 1 )

A) hi В) н2 С) «з  D) H(,

2 0 .  Lebeg integra lin ing monotoiilik xossasidan foydalanib, quy idag i  son-

lar ichidan eng kichigini toping.
sin2 x , s in 1 x r

an = 1. a I = I ------- df i .  n -2 -- J  — —d/t, «ч = J sm .r tl/i
(0,1) X (0,1) ■' (0.1)

A) hi В) п2 C) a .j D) uo

21 . Quyidag i tasd iq lar  ichidan to 'g ‘r i larin i a jra t in g .

1) Integrallanuvchi funksiya lar y ig 'ind is i  integra llanuvchidir .

2) Integrallanuvchi funksiyaning songa ko 'pavtn iasi integra llanuv- 

chidir.

3) Integrallanuvchi funksiya lar ko'pa.vlmasi integra lla iiuvchidir .

A) 1. 2 В) 1. 2. 3 C)  2. 3 I)) 1. 3

22 . Quyidagi tasd iq lar  ichidan UVg'rilarini a jra t ing .

1) R im an m a'nosida integra llanuvchi funksiya Lebeg ma'nosida ham 

integrallanuvchi bo'ladi.

2) Lebeg m a ’nosida integrallanuvchi funksiya R im an ma'nosida ham 

integrallanuvchi bo'ladi.
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3) Lebeg intogralin ing VI xossasi R im an  integra li uchun ham  o'rinli. 

A) 1 . 2  В) 1 C) 2 D) 3

2 3 .  Q uyidag i ta sd iq la r  ichidan to 'g 'r i lar in i  a j ra t in g  (/?(Л) < oc).
1) R im an m a ’nosida integra llanuvchi funksiya Lebeg m a ’nosida ham 

integra llanuvchi b o ia d i  va bu in tegra l la r  o'zaro teng.

2) A to 'p lam da chegara langan sodda funksiya integrallanuvchidir.

3) Lebeg integra lin ing VII xossasi R im an  integra li  uchun ham o'rinli. 

A) 1. 2 B ) l , 3  C) 2. 3 D)  3

24 . Q uyidag i ta sd iq la r  ichidan to 'g 'r i la r in i  a jra t ing .

1) Lebeg m a 'nos ida integra llanuvchi, lekin R im an  m a 'nos ida  integ- 

rallauuvchi b o im a g a n  sodda funks iya  mavjud.

2) C hegara langan  o'lchovli funksiya integra llanuvchidir.

3) Lebeg integra lin ing YIII xossasi R im an integra li  uchun ham o'rinli. 

A) 1, 2 1 3 ) 1 , 3  C)  2. 3 D) 3

25. [0. 1] kesmada Lebeg m a ’nosida integra llanuvchi, lekin R im an m a '­

nosida integra llanuvchi b o im a g a n  funksivani toping.

A) Dirixle funksiyasi B) R im an funksiyasi

C) K antorniug zinapova funksiyasi D) f ( x )  — 2x + 1

26. A — [0, 3] to 'p lam da berilgan /(.r) = 3 + 2)(.r) sodda funksiyaning 

integra lin i hisoblang.

A) 3 B) 2 C) G D) 9

27. 1 — ll), 51 to 'p lam da berilgan f ( x )  — 3 —9t(.r) sodda funksiyaning 

integra lin i hisoblang.

A) 3 B) 12 C) 15 D) 24

28. .4 — [0, 2] to 'p lam da beri lgan f ( x )  — 4 — [.r] sodda funksiyaning 

integra lin i hisoblang.
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А) 3 В) 7 ( ' )  6 D) 4

29 . .4 -  [ - 1 .  2] to 'p lam da beri lgan  f ix) — 1 — sign .г sodda funksiya- 

ning integra lin i hisoblang.

A) 3 B) 2 С) 0 D) 1

30 . I.ebeg integra lin ing VI xossasini toping.

A) Manfiym as funksiyaning integra li ham manfiymas.

B) Ekvivalent fu iiks iya larn ing integra llar i  long.

C) Integrallanuvchi funksiyaning moduli ham  integra llanuvchi va 

aksincha.

U) ln tcgra lla iiuveh i ip funksiya b ilan chegara.langHii f  funksiya 

integra llanuvchidir.

31 .  Lebeg in tegra lin ing VII xossasini toping.

A) M anfiymas funksiyaning integra li ham manfiymas.

B) Ekvivalent fu iiks iya larn ing integra llar i  teng.

C) Integrallanuvchi funksiyaning moduli ham integrallanuvchi va 

aksincha.

D) Integrallanuvchi ip funksiya bilan chegara langan  f  funksiya 

integra llanuvchidir.

3 2 .  Lebeg integra lin ing VIII xossasini toping.

A) M anfiym as funksiyaning integra li ham manfiymas.

B) Ekvivalent fu iiks iya larn ing integra llar i  teng.

C) Integrallanuvchi funksiyaning moduli ham integrallanuvchi va 

aksincha.

D) Integrallanuvchi ip funksiya bilan d iega ra lan gan  / funksiya 

integrallanuvchidir.

33 .  .4 — [1. эс) to 'p lamni .4 — (J  [n. n -f 1) ko‘rinishda yoyib
и =i ‘
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/ (х )  = с  ^  funksiyaga Lebeg integra lin ing a — a d d i th i ik  xossa­

sini q o i la s ak .  f  f ( x ) i l f j  quy idag i la rn in g  qaysi b ir iga  teng b o ia d i?
A

o o  o c  o c  o o

A )  E r " ] в ) E <~n С)  E ^  D )  E ^ n+1
n = l  71 =  1 n = l  71=1

34 . /(;r) — x, x  € [0, 100] funksiya va e = 0 ,1  uchun Lebeg in- 

tegra l in ing  absolyut uzluksizlik xossasini qanoatlantiruvch i 6 > 0 

ning eng kat ta  q iym at in i  toping.

A) 6 --- 0, 01 B) 6 -  0, 001 C) 6 -  0 ,1  D) 6 -  0. 025

35 . <p(x) — c x, x  6 /1 -  [0, 1] funks iyaga Chebishev teugsizlig ini 

qo llab , С  — {x £ .4 : y ( x )  > e0,9} to 'p lam  o ichov in i baholang.

A) //(( ’ ) < 0 .1  В) //(С) < г 0-1 -  f - ° ' y

C) //.(С) < 0.01 D) n(C') < e0A

Tl  • X a  т
36 . O ichovli  f n (x)  — ------ -------. x  6  [0, l j .  funksiya lar ketma-ketl ig i

n • x  ( I
uchun integra l belgisi ost ida l im itg a  o 't ish  haq idag i  Lebeg teoremasi 

shar t la r in i  qanoatlantiruvch i a  € IR param etrn ing  barcha q iym at- 

larin i toping.

A) a  > 1 B) a  > 0 C) a  > -1 / 2  D) a  > -1 / 2  

ii ■ ' "f
37 . O'lchovli /„(.r) — — - — , x £ [0, l j ,  funksivalar ketma-ketl ig i

n ■ x  4- 1
uchun integra l belgisi ost ida l im itga  o 'tish haqidagi Levi teoremasi- 

ning qays i s l ia rt lar i  b a ja r i lad i?

A) {/„} monoton (/„(x) < f n+i (x) ) ,  { f  /,,(x)(Z//} chcgara langan 

H) {f n } monoton etnas. {/ /„(л' )df i} chegara langan 

0 )  {/„} monoton, { / f n (x) d f j }  chegaralattmagan

D) { /,,} monoton etnas, { j  f n (x)d/.i} chegara lanm agan

ii ■ ,r* J
38 . f n (.v) — ------ -------. x  € j0. 1], o ichov li  funksivalar ketma-ketl ig i

ii ■ .i - h i
uchun integra l belgisi ostida l im itga  o 'l ish  haqidagi Levi t.eoremasini
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ОС

39 . Parameter о E l  n ing qanday  q iym at la r id a  E  In n  ■ n ° " x qatorni

A — [0. 1] to 'p lam da had lab  integra llash mumkin Y Levi teoreinasi 

na t i ja s id an  foydalaning.

A) nr < - 1  В) a  < 0 С) о < - 1 / 2  D) n < - 1 / 2

4 0 .  f  \f (x)\d(i  = 0 teng likdan quy idag i ta sd iq lam in g q av s i  biri kelib
[- i . i i
chiqadi? Chebishev tengsizligi n a t i ja s idan  foydalanib javob bering.

A) / nolga ekvivalent B) f ( x )  = 0

C) / toq funksiya D) to 'g 'r i  javob ke l i ir i lm agau .

funksiyaning A — [0. 4] to 'p lam  bo 'y icha olingan integra lin i hisoblan 

A) 9 B) 16 C) 25 D) 4

4 2 .  Lebeg integra lin ing xossalar idan foydalanib , f ( x )  — cos 7tx ■ e x 

funksiyaning A = [0, l j  to 'p lam  bo'yicha olingan Lebeg integra lin i

4 3 .  Lebeg integra lin ing xossalar idan foydalanib. /(■/') -  (2 , r—I)4 funk- 

s iyaning .4 -- [0, 1] to 'p lam  bo'yicha olingan integra lin i hisoblang.

A) 1 B) 2 C) 0 ,5  D) 0 .2

44 . Lebeg va R im an integra lin i taqqoslash haq idag i  teoremadan foyda­

lanib, f ( x )  =  1 f  s in .r  funksiyaning .4 — [0, тг] to 'p lam bo'yicha

?г—1

4 1 .  Integralin ing VI xossasidan foydalanib, f ( x )
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olingan Lebeg integra lin i hisoblang.

A) -/1 + 2 B) 2 G) 7Г D) 7Г+ 1

4 5 .  M anfiym as f ( x )  — 2- ^  va g ( x )  — rT* funksiya lar cheksiz o ichovli  

Л = [0, oc) to 'p lam da Lebeg m a ’nosida integra llanuvch im i?

A) Ikkalasi ham  integra llanuvchi

B) / integra llanuvchi, у  integra llanuvchi emas

C) /  integra llanuvchi emas, у  integra llanuvchi

D) Ikkalasi ham integra llanuvchi emas.
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