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Mazkur o'quv qoilaniua. universitetlarning inatematikayonalislii talabalaii
uchun "Funksional aualiz" -kursidan amaliy mashg'ulotlarni olib borishda
lotin yozuviga asoslangan o'zbek alifbosida adabiyotlar tangisligining oldini
olish niagsadida yozilmoqda. Mazkur go'llanmada "Funksional aualiz" fani-
ning | gismini tashkil etuvchi o'lchovli to‘plainlar nazariyasi. Lebeg integrali
va nietrik fazolarga oid mavzular uchun tegishli ta riflar. xossalar, teorenialar
bayoni berilgan. shuningdek misol va masalalar namuna sifatida yechib korsa-
tilgan.

Birinchi bo'lim o'lchovli toplamlar nazarivasiga bag'ishlangau boiib, go'l-
lanmada to‘plamlar Ta ularniug o‘lchovlariga oid mavzular bayou qilinadi.
Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta'rifi. asosiy teoremalar va xt*-
salar keltirilgan. Qo'llanma to'plamlar. akslantirishlar. to plamlar quvvati.
to plamlar sisteuiasi. o’lchovli to'plamlar. o'lchovning umumiy ta'rifi vaolchov-
ui Lebeg ma'nosida davoin ettirish kabi mavzularui o0*z ichiga oladi. Har bir
mavzu namunaviy misollar bilan boyitilgan. Shuningdek. mavzularni o'zlash-
tirish va mustagqil o'rganish uchun vetarlicha misol va masalalar berilgan.

Ikkinchi bo'lim integrallar nazarivasiga bag'ishlangau. Qo'llanmada o’lchovli
funksiyalar. o'lchovli funksiyalar ketma-ketliklarining yaginlashishlari. Lebeg
integrali. monoton funksiyalar, o'zgarishi chegaralangan funksiyalar. absolyut
uzluksiz funksiyalar va Lebeg-Stiltes integraliga oid ma'lumotlar bavon qilina-
di. Har bir mavzuga oid asosiy tushunchalar ta’rifi. teorenialar Ta xossalar kel-
tirilgan. Barcha mavzular bo’yicha namunaviy misollar yechimi bilan berilgan.
Shuningdek. talabalar mavzularni yaxshi o'zlashtirishi va mustaqil o'rganishi
uchun har xil tipdagi misol Ta masalalar jamlangan.

Uchinchi bo'lim metrik fazolar nazarivasiga bag'ishlangau. Qo'llanmada
nietrik fazolar. yaginlashuvchi ketma-ketliklar. to'la metrik fazolar. ochig va
yopiq to'plamlar, kompakt to'plamlar. separabel metrik fazolar va qisqartirib
akslantirishlarga oid mavzular bayun qgilingan. Har bir mavzuga oid asosiy
tushunchalar ta'rifi. asosiy teorenialar va xossalar keltirilgan. Mavzularga oid

namunaviy misollar yechib ko'rsatilgan. Shuningdek. mavzular bo'yicha uy
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vazifalarini bajarish va nmstafiil o'rganish uchun yetarlicha masalalar berilgan.

Misol va masalalar tuzishda Ayupov Sh.A., lbragimov M.M.. Kudavberge-
nov K.K.(F\mksional analizdan misol va manalalar. Nukus. "BILIM". 2009) va
OuaH H0.C.(C60pHUMK 3aga4 HO MaTemMaTuyeckomy aHann3y, MockBa. Npocee-
weHmne, 1981) hamda Abdullayev J.1.. Ganixojayev R.N., Shennatov M.H. Ta
0.1. Egamberdiyevlarniiig "Funksional aualiz" (Toshkeut-Saniargand. 2009)
o‘quv go'llanmasidan keng foydalanildi. Ushbu oquv go'llanma 0 ‘zbekiston
Milliy universiteti. Samargand davlat universitetida Funksional analiz hamda
Fnnkswnul unaliz va intrgnil tenglamalar fanlai'idau maruza va amaliy ma.sh-
g ulotlar olib boruvchi professor-ogituvchilarning kop vyillik ish tajribalari
asosida yozilgaii.

Mualliflar o'quv go'llanmani yaxshilashda bergan foydali maslaliatlari uchun
mas'ul muharrir Ta tagrizchilarga. hamda matniii tahrir gilgani uchun B.E.Dav-
ranovga oz minuatdorchiliklarini bildiradilar.

Qo'llanma birinchi marta chop gilinayotgani uchun xato Ta kamchiliklar
bo'lishi murnkiu. Xato Ta kamchiliklar haqgidagi fikr va mulohazalariiBzui

jalxlullaevQimail.ru elektron manziliga joiiatishlaringizni so'ravmiz.



I.O LCHOVLI TO'PLAMLAR

Ushbu bo'lim to'plamlar. akslant.irishlar. to'plamlar quvvati. to'plamlar sis-
teinasi. o'lchovli to plamlar. o'lchovnin® umumiy tarifi va o'lchovni Lebeg
manosida davom ettirish kabi mavzularni o'z ichiga oladi. Har bir mavzuda na-
munaviy misollar yechimi bilan keltirilgan. Shuningdek. ainaliy mashg'ulotlar

va uy vazifasi uchun yetarlicha misol va masalalar berilgan.
I1-§. To'plamlar ustida amallar

Matematikada juda xilma-xil toplarnlarga duch kelamiz. Hagi<]iy sonlar
to'plami. tekislikdagi ko'plmrchaklar to'plami. rateional koeffitsiventli ko’phad-
lar to'plami va hokazo. To'plain tushunchasi matematikada tayanch tushun-
dialardan bo'lib. unga ta'rif berilmaydi. To'plam so'zining sinonimlari sifatida
ob'ektlarjamlanmasi yoki elementlar majmuasi so'z birikmalaridan foydalani-
ladi. To'plamlar nazariyasi hozirgi zamon matematikasida juda muhim o'ringa
«ga. Biz unitig avrim xossalariui o'rganish bilan cheklanamiz.

To'plamlarni lotin alifbosinmg bosh harflari .4. B .... ularning elementlar-
ini esa kichik — a.b___ harflar bilan belgilaymiz. Biz asosan qtiyidagi bel-
gilashlardan foydalanamiz. N —natural sonlar to'plami. Z - butun sonlar
to'plami. Q —ratsional sonlar to'plami. R — haqiqiy sonlar to'plami. C
— kompleks sonlar to'plami, R+—[0. oc), Z+ —{0} u N hamda R" sifati-
da a —oidiainli arifmetik Evklid fazo belgilanadi.

Matematik simvollarning ma'nolariga to'xtalamiz. a G A belgisi a ele-
ment 4 to'plamga tegishli ekanligini bildiradi. Bu tasdigning inkori a & A
shaklda yoziladi va a element .4 to'plamga tegishli emas debo'qgiladi. A C B
belgi A to'plamning bareha elementlari B to'plamga ham tegishli ekanligi-
ni bildiradi. Bu holda .4 to'plam B to'plamning gismi deyiladi. Masalan.
natural sonlar to'plami hagigiy sonlar to plaminiug gismi bo ladi. Agar A va
B to'plamlar bir xil elementlardan tashkil topgau bo'lsa. u holda ular teng
to'plamlar deyiladi va A — B shaklda yoziladi. Ko'pincha. to'plamlarning

tengligini isbotlashda A C B va B C. A munosabatlarning bajarilishi
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ko'rsatiladi (]1] ga qaraiig). Ba'zida birorta ham eleinenti mavjud bo'lmagan
to'plainlarni garaehga to'g’ri keladi. Masalan, 2 < x < 2 qo‘sh tengsiz-
likui gaiioatlaiitiruvchi haqiqiy sotilar to'plami yoki p4 = —1 tenglamaiiing
vechimlari to'plami va hokazo. Bunday toplamlar uchun maxsus bo'sh to'phm
liouii berilgan va uni belgilashda O simvoldan foydalaniladi. Ma'luinki. har
gaiuiay to'plam bo’sh to'plainni o zida saglaydi va har ganday to'plam o'ziniug
gismi sifatida garalishi mumkin. To'planilarning bo'sh to’plamdan va o'zidan
fargli barcha gism to'plauilari xoa gism toplarnlar deyiladi. o'quv qo'llanuiada
N va V belgilari mos ra\ishda va hamda yoki so'zlariga mos keladi.

Ixtivoriy tabiatli .4 Ta B to'plamlar Ix'rilgan bo'lsiu.
A4UB = {x:x€ 4V x € B}
to'plam 4 Ta B to'plamlarning yig'indisi yoki birlashmasi deyiladi.
4MB = {r:x6 A Jl xe B}

to’plam A Ta B to'planilarning kesishmasi deyiladi. Ixtiyoriy (chekli. Niek-
siz) sondagi .40 to’planilarning yig'indisi Ta kesishmasi ham shunga o'x.4hash

aniglanadi:

UA,={x: 3q0€A, x€.47}. M 40={i: Vo€A. | € .4,}.
(ee.V n ae.Y

4 Ta B to'planilarning ayirmasi deb
AN\B= {x: x€ 4 A xX£ B)

to'plamga aytiladi. Agar B C A bolsa. A\B to'plam B to'planining .4
to'plamgacha to'ldiruvchi to'plami deyiladi va CaB := CB shaklda belgi-
lanadi. Bazan. .4 va B to’plamlarning simmetrik ayirmasi tushunchasini
kiritish uiagsadga muvofiq bo'ladi. AN\B va B\A to plamlarniiig birlashmasi-
dan iborat to'plamga .4 va B to’planilaruiug simmetrik ayirmasi deyiladi.
ya'ni

AAB = (A\B) U (B\A).
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Agar A. B ¢c G Iw'lib. G gh " -r" amali aniglangan bolsa. u holda
A+B={c: c=a+b. a€ 4 b6 B}
to'plam .4 va B to'plamlarning ariftnetik yig'indiai deyiladi.
X Ta Y to'plamlarning dvknrt ko'paytmasi deganda
A'XY = {(xy): xX€X. y€V}

to‘plam tushuniladi. X x ¥ to'plamuing ixtiyoriv R qisrn toplami Tuno.ya-
bat deyiladi. x element (Xx,y) juftlikning birinchi koordinatasi, y element
i*sa lining ikkinchi koordinatasi deyiladi va mos ravishda x = p>'i(x.y) Ta
y = prr(x. y) kubi belgilanadi. Xuddi shunday X x Y to'plamning ixtiyo-
riy R ([ism to’plainining birinchi Ta ikkinchi koordinatalarga proyeksivalari
aniglanadi:

priR={x: xGJi 3ye V. (X.y) € R}.

prrR = {y: yGY. 3x € X, (x.y) 6 /?} .
Bn to'plamlar R munosabatning mos ravishda aniqlanish sohasi va giymatlar
sohasi deyiladi. Bundan keyin biz 'JI(A") bilan A' ning barcha qisrn t.o'plaiiriari
sistemasini belgilaymiz.

Endi mavzuga oid namunaviy misollar yechib korsatamiz.

1.1. To'plamlar yig'indisi va kesishmasi kommutativ. bbotlang.
AUB = B\JA, AMNB = BMN)A.
Isbot. Ixtiyoriy x € .4U B elementni olamiz. Bundan
X€4 V X<B=>xeB V xe.4=»xeBUn

ni olamiz. Demak, Jinii ¢ BO A ekan. Agar y € BU.4 ixtiyoriy element

bo’lsa. u holda
y&B V y6 4=» yGA V y€B=>ye AUB

bo'ladi, yani B J A C A UB ekan. Yuqorida keltirilgan munosabatlardan
4UB = B UA ekanligi kelib chigadi. (|
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1.2. Distributivlik gonunlariui isbotlang:
(b4UB)nC=(i4nC)U (Bn C).
(4MB)UC = (AUC) M(BUC).

Isbot. x e (A UB) INC ixtiyoriy elementn bo'lsin. Ta'rifga ko'ra.
i e 4] B A xe C boladi. Bn verdan

(re4vreB)nreC=>xe .4ucnre Bur=>re (.4ur)n{/?nr)

kelib chigadi. Demak. (J1TUB) NC C (/4UC) M (B UC) ekan. Agar y €
(M U fInfflU f) ixtiyoriy element I>0'lsa. u holda

ve.dncn yeBuc=> (yen \Nye C)n (yeB Xyec)

bo ladi. Bu yerdan y e (A UB) MC ni olainiz. ya'ni (AUC)MN(BJ C) C
(NwnB)MNC ekan. Yuqorida keltirilgan niunosabatlardau (4 UB) NC =
(AUC) M (B UC) ekanligi kelib chigadi.
(AIB)UC = (IuC)N(BuncC) tciiglik shunga o'xshash isl>otlana<j*D
To'plamlar nazariyasida muhim o'rin tutadigan va iklcilik priiisipi deb

nomlanuvchi quyidagi munosabatni isbotlang.
1.3. Yigindining to'ldiruvchisi to'ldiruvchilar kesishinasiga teng:

ENY.4, =M(ENJ0). AncE. (1.1)

Isbot. Ixtiyoriy ,r € EN\IM,, elomentni olamiz. bu yerdan r € F va
x $ U 4, ekanligi kolib chiaadi. Bundan ixtiyoriy a wuchun x ning Aa
to'pla?nga tegishli emasligiga kelamiz. Demak. x element .4, to'plamlarning
to ldiruvchilaridayotadi. Shunday qilib. ixtiyoriy a uchun x € £\.4) munos-

abat o'rinli. bundan biz a € I;I(E\.4,,) ga ega bo'lamiz. Bu esa
ENXNUA»cn(E\A,) 1.2)
a a

munosabatni keltirib chiqaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar

o e I;I(£\,4a) boisa. u holda barcha a larda x € EN\J4, boladi Ta x

9



element 4, to'plamlarning birortasiga ham tegishli emas, bu esa x €U .4,,

ekanligini bildiradi. Demak, x € E\8.40 ekan. Buudan biz
EN\wu, 3r(E\.4a) 1.3)
o o
ga kelamiz. (1.2) Ta (1.3) munosabatlar (1.1) tenglikni isbotlaydi.

1.4. A= {(r.y): X <4. IN< 4} va R = {(X,y): x2+y2< 25} to‘p-
lamlar uchun .4uB, AX\B. .4/1B. .40B to pkunlarni tekislikda tasvir-

lang.

Yechish. Tekislikda to'g'ri burehakli koordinatalar sistemasini garaymiz.
Bu holda 4 = [-4: 4] x [4; 4 kvadratdan. R esa markazi koordinatalar
boshida radiusi 5 bo’lgan vopiqg doiradan iborat bo ladi (1.1-chizniaga garaug).
4UB - 1.1-chizmada shtrixlaugau soha. AN\B kvadratning uchlaridagi ver-
tikal shtrixlaugau soha. AAR - chizmada vertikal Ta gorizontal shtrixlangan
soha, ATl B - chizuiada giyalab shtrixlaugau soha. (|

ty

I.I-rhizma
1.5. (A4Y) \Z= X\ (Y U 2Z) tenglikni isbothuig.

Isbot. Berilgau to'plamlarning tengligini tekshirish A C B va B ¢ 4
uiunoeabatlarni ko'rsatish orgali aiualga oshiriladi. Endi x 6 (X\Y) \Z ix-
tiyoriy element bo’lsiu. U holda x 6 X\Y, X &Z = x€ V. xX£VY. X¢£
Z=> x e X. X 0¥ b Z) = X6 X\(VUZ). Demak. (X\V)\Z c
AN (Y U Z) nmnosabat o'rinli. Endi teskari muuosabatni ko’rsatamiz. y €
XN\ (Y U Z) ixtivoriy element bo’lsin. U holda y € X. y ~ Y UZ boladi.
Buyerdan y £ X .y $Y .y $Z ekauligiui. buudan esa y € X\Y. y $ Z
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natijwle v g (X\Y)\Z ekanligini olamiz. Demak, (X\Y)\Z 3 .Y\ (Y'UZ)
iliunoeabat oTinli. Olingan bu ikki inunosabatdan (YN\V)\Z = .Y\ (VUZ2)

tenglik kolib chigadi. (|
1.6. (XA x (Y'NYi) = (X x Y) N(Yi x YN tenglikni isbotlang.

Isbot. Bu yerda ham 1.5-misoldagi kabi yoi tutamiz. V(x.y) € (AMA1 x
(YNV)) =xe ANMNAj. ye YINYNBuyerdan x 6 A. y€Y Jl x €
Al, Yy €Y = (l.y) € A xY 1 (xy) € A'i x Vi ekanligini. bundan
< (X. ) € (A" x Y) N (AT x Yi) ni olamiz. Ya’ni (A M A') x (Y M Vi)
C (A x Y) N(Aj x Vj) munoeabat orinli. Teskari munoeabatni ko rsatish
uchun (x.y) € (A' x V)D(Ai x Vj) dan orgaga garab harakatlanish yetarli.
Shunday qilib. (AflAi) x (Y'OV,) = (A xY)n(.\\"i xY;) tenglik iebotlandi.
L]

1.7. Ixtiyoriy {.4,} to'plamlar krtma-ketligi uchun shunday {U,,} to'plam-
lar k»*tma-kctligini tuzingki.
a) B,,CAn, B;MNBj=0. i"j,

B, = A,, bo'lsin:

U
p=]|

(=1

b) B,, 3 4,. B,_] D B,, nUI B,, = nUI —4,, bo'lsin:
»=| =

4, +i = in.
c) B,c 4, B,+iCB,, nll B,, /);_LA” bo Isin

|
Yechish. Berilgan {.4,} ketma-ketlik uchun {B,} to plamlar kctina-
ketligini quyidagicha tuzamiz.

B\= Ai, B2= -42\4i,..., B, = 4\ U A/,......
K

Hosil gilingan {/},.} to'plamlar ketrna-ketligi misolning a) bandidagi barcha
shartlarni ganoatlantiradi. Quyida biz b) va c) banddagi shartlarni ganoat-

latiruvchi {B,,} to'plamlar kotma-ketligini keltiramiz:

b) B;= .4, B2= 4,U 42.... B, = u .4b ...
A=L
O B, = 4i, B2= AiNd42..., B,=0 Ak...

n



124, 4= {(r.y):r2+ir< 16}, B = |(x,»); " +y < 1j.
1.25-1.38-misollarda keltirilgan inunosabatlarni isbotlang.

125, TCY <=>AUV' =y <=mX Y = A.

126. ACZ AYCZ<=>XUYCZz

127. ZCX AZCY<=>ZCXDNY.

1.28. X\Y = X\ (X MY) = (A& UY)\.

1.29. X\(Y\2) = (X\Y)U(ANzZz).

1.30. (X\Y) fl (Z\C) = (X MZ)\(Y UU).

1.31. AN((YNZ) = (XTY)\A N2).

1.32. X\Z2)N(Y\2) = (ANY)\z

1.33. (A"UY)\Z= (X\2Z) U (Y\2).

1.34. ANY =0<=*XCTlY'<=>V CTA.
1.35. ACY <>CY CTA. 1.37. ATA=0.

1.36. ALY = YNX. 1.38. A10= X.

1.39. Shunday X C Z va ¥ C Z to’plamlar topingki, X x ¥ ¢ Y x X
bo'lsin. X xY = Y x A" teuglikdan X —Y kolib chigadimi?

1.40. A = {1.3.5}. Y = {2.4} to'plamlar uchun X xY. Y x A to'plamlar

elementlarini yozib chiging. A x Y = Y x X tenglik to g'rimi?
1.41-1.43-misollarda keltirilgan inunosabatlarni isbotlang.
1.41. Ax Y UZ)= (A xY)n (A XZ).
1.42. (X xY)U(A, xYJC (AUAX X (Y UY)).

1.43. (A XY)TM(A, xY) = (AMNAX X Y.

n



1.44.

145.

1.46.

1.47.

1.48.

(X xY)U(Yi x YN = (YU, x (Y nV, tenglik to'grimi?

Ushbu A UB = .4A (B\A) tengUkni isbotlang. Demak. ” U ” amalni
"A" va "X amallar orqali ifodalaech mumkin. Shunga o'xshash:

a) "U" amaliii "4" Ta ” M” amallar orqali:

b) "MN" amalni A" Ta 'U “ amallar bilan:

c) "JZ1 7 amalni "AO" va "V amallar orqali ifodalang.

Umuinan. ”U”, " N7, uX. '07” amallarilan ixtiyoriy birini:

d) golgan uchtasi:

e) qandaydir ikkitasi orqali ifodalash mumkinmi?

{-4,} to'plamlar ketma-ketligi uchun quyidagi belgilashlarni

ATE g Am 4= Y g A

ocC C
kiritamiz. U holda I_ElAn c4C A4&C nL_JI 4,, inunosabatlarni isbot-

lang.

Agar -4i C Ar C eee bho'lsa. {.4,} to'plamlar ketma-ketligi o'sitv—
chi, aksincha. 4] 3 A2 D ee« bo'lganda {/1,,} kamayuvchi deyiladi.

O'suvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun

ilamda kamayuvchi to'plamlar ketma-ketligi uchun
A4.= A'= T A,
n»l
tengliklariii isbotlang

A4, —J—: G ZI - maxraji n € N bo'lgan barcha rateional sonlar

to'plami bo'lsa. A. = Z. 4* = Q tengliklariii isbotlang.

. Agar 43 = B. 4Jl,-, = C. 43,-2= D.n € N bo'lsa. A. va 4*

to I'lwularni B. C. D to plamlar or<]idi ifodalang.

15



151

1.52.

1.53.

1.54.

to'plamlarni toping.

X X
Ushbu U ﬁAkn c N UAh muuosabat ixtivoriy {ﬂ*,,. K. n €N
<=14=1 r-1*=1
toplamlar uchuti to'gri. Isbotlaug.

fi = {x: x=(xi.J2...... X,,. ...)} barcha ketma-korliklar to'plami.
$}, = {x : x = (xj. X2.....X,,.0.0,...)} eea n + 1— hadidau boshlab 0

dan iborat kotma-kntliklar to'plami bo'tain. U holda S & ﬁlﬁ okan-

ligini tushuntiring.

Co= | x: x = (X]},X2...). lim x,,=0] — 0 ga yaginlashnvchi bar-

cha ketina-kctliklardan iborat to'plam va p € N uchun

ya’ni modulining p—darajalaridau tuzilgan gator yaqinlashuvchi bo'lgan

barcha kctma-ketliklar to'plami bo'lsin. U holda
oc X.
cOD UL va cod UG
bolislrini isbotlaug.

Rafsional sonlar to'plami Q = {ijj.ifc................. } biror usulda nomer-

laugan bo'lsin. Ixtiyoriy r > 0 uchun
nl’él (n,-f, P,+«w=R

tenglikni isbotlaug.



2-8. Akslantirishlar

Funksiya tushunchasini uniundashtirisli. Ma'lumki. mateinatik anal-
izda funksiya tushunchasi quyidagicha ta'riflanadi: X sonlar o'gidagi biror
to'plain bo'lsin. Agar har bir x € A" songa / qoida boyicha aniq bir
y = f(x) son mos go'yilgan bo'lsa. u holda X to'plamda / funk.siya aniglan-
gan deyiladi. Bunda X to'plain / funksiyaning aniglanish sohasi deyila-
di. bu funksiya gabul giladigan barclia qiymatlardau tashkil bolgan E (f)

to'plain / funksiyauiug giyriiatlar sohasi deyiladi. ya'ni

E{f)= {y:y = f(X)- x€ A'}.

Agar sonli to'plamlar o'rnida ixtiyoriy to'plamlar garalsa. u holda funksiya
tushunchasining umumlashmasi, ya'ni akslantirish ta'rifiga kelainiz. Bizga ix-
tiyoriy X va Y to'plamlar berilgan bo'lsin. Agar har bir x € X elementga
biror / goida bo'yicha Y to'plaindan yagona y element mos qo'yilsa, u
holda A' to plamda aniglangan V' to'plaindan giymiatlar gabul giluvchi /
akslantirish berilgan deyiladi. Bundan kevin funksiya termini o'rniga akslan-
tirish atamasini ishlatamiz. Agar V —R yoki Y = C boisa / ga X tin
aniqlangan hagqiqgiy yoki kompleks qgiyinatli funksiya deyiladi.

X to‘plamda aniglangan va ) to'plaindan giymatlar gabul giluvchi
akslantirish uchun f : X -*Y belgilashdan ioydalaniladi. Eudi f : X —=*Y
akslantirish uchun quyidagi tushunchalarni keltiramiz.

Har bir a G X uchun unga mos fjo'vilgan h — f(a) G Y element
a elemeutning / akslantirishdagi tasuiri yoki aksi deyiladi. Umuman, X
to:plamning biror .4 qgisrni berilgan bo'lsa. .4 to'plain barcha elementlar-
ining Y dagi tasvirlaridan iborat bolgan to'plain A to'plamning / ak-
slantirishdagi tasviri yoki aksi deyiladi va f(A) bilan belgilanadi. Endi b £
Yr ixtiyoriy element bo'lsin. X to'plamning b ga akslanuvchi barcha ele-
mentlaridan iborat gismi b elementning / akslantirishdagi asli deyiladi va u

— 1T ¢ Y mf(r\. = h\ htinn tiplffilenarli 0 *7navbatida har bir B C Y



akslantirishdagi asli deyiladi va / XB) = {x 6 A :f(x) € B} shaklila bel-
gilanadi. Agar barcha b€ B elementlar uchun ularning / '(6) aslilari bo sh
bo'lsa. u holda B to'plainning asli ham bo sh to plam bo'ladi. Umuman olgan-
da, Y to plam sifatida / akslantirisiming giymatlar sohasini o'zida saglovchi
to'plam garaladi. Aniglanish sohasi A bo'lgan f : X — Y akslantirishda
f(X) = Y tenglik bajarilsa, / akslantirish A' to plamni Y toplanming
ustiga yoki syuryektiv akslantirish deyiladi. Umuniiy holda, yani /(A) C Y
bo Isa. u holda / akslantirish A" to'plamni Y to'plamning ichiga akslantira-
di deyiladi. Agar / : X —*Y akslantirishda X dan olingan har xil Xj va
elenientlarga har xil ji —/(*i) Y2 = /(err) tasvirlar mos kelsa, u holda
/ inyektiv akslantirish yoki inyeksiya deyiladi. Bir vaqtda ham syuryektiv
ham inyektiv bo'lgan f : X —* V' akslantirishga biyektiv akslantirish yoki
biyeksiya deyiladi.
Endi / : A —Y akslantirisliga inisollar keltiramiz.

2.1-2.3 misollarda keltirilgan akslantirishlarning giymatlar sohalarini toping.
2.1. / :R —R. f(x) = x2.

Yechish. / : R —= R, f(x) = x3 akslantirishning giymatlar sohasi
E(f) = [0,0c) dan iborat. Chunki barcha x € R lar uchun x2 > 0 Ta
ixtiyoriy y 6 [0,0c) uchun f{y/y) = ¥ tenglik o'rinli.

2.2. g:R —R. g(x) = [X]. Buyerda [X{] belgi x sonining butun gismi.

Yechish. g : R —R. g(x) = [X] akslantirish uchun ixtiyoriy rg R da

g(x) € Z.ya'ni E(g) C Z. Ikkiuchidan ixtiyoriy n € Z uchun g(n) = n.
ya'ni Z C E(g). Bulardan E{g) = Z ekanligini olamiz.
2.3. Dirixle funksiyasi 1) :R —*R,

(2.1)



Yechish. Dirixle funksiyasi I> :R —*R ning giytnatlar soliasi. anighuiishi-
ka't E(D) = {0. 1} ikki nnqtali to'plaindan iborat.

2 4. 2.1-misoldagi / akslantiriehda j4 = [0. 3) toplamning aksi (tasviri) va
# = (1. 4) to’plainuiug aslini toping.

Yechish. /(x) = x2 akslantirish R_ — JO ac) da oeuvchi va uzluk-
siz funksiya I>0'lgaidigi uchun /([0. 3)) = [0 9) boladi. Endi B = (1.4)
to'plamning / akslantirishdagi aslini topamiz. {x € R :x2€ (1. 4)} yoki
1 < x2 < 4 qosh tengsizlikni gaiioatlantiruvchi hagiqiy sonlar to'plami
f -LM) g« teng. Bu tengsizlikning yechimi (-2. -1) U (1. 2) toplamdan
iborat. Demak. = (-2. -1) U1, 2) ekau. O

2.5. 2.3-misoldagi S akslantiriehda A = R\Q to plamning aksi va B =

(1. oo) to’plamning aslini toping.

Yechish. D akslantirish R\Q to’plamning barcha cleineiitlariga nolni moe
qoyadi. silulling uchun X)(R\Q) = {0}. Dirixle funksiyasining 1 dan katta
giymatlari mavjud etnas. Demak. T)~1(B) = 0.

26. / :R —»R. f(x) = ax - n / 0 akslantirish biyeksiya ekanligini

isbotlang.

Isbot. Chizigli / : R —*R akslautirisimiug biyeksiya eknnligiiii korsatish
uchun ixtiyoriy ¢ £ R da ax+6 = ¢ tenglanmningyagona vecliimgaegaekan-
ligini ko rsatish yetarli. Yecliimning mavjudligi / : R —» R akslantirishning
syuryektivligini, yechimuing yagpnaligi esa lining inyektivligmi ta minlavdi.

C J—
Bu tenglamaniug yechimi yagona bo’lib, u x = —— dau iborat.

2.7. Agar / : X —*Y biyektiv akslantirish bo'lsa. u holda ixtiyoriy A C X
uchun f :A— B (B = f(A)) ham biyeksiya bo’lishini isbotlang.

Isbot. /(.4) = B ekanligidan lining syuryektiv akslantirish ekanligi kelil)
chigadi, invektivligi esa / : X —*Y ning invektivligidau kelib chigadi. (|
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2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

(2.3) tenglikni ixtiyoriy (chekli yoki cheksiz) sondagi to'plamlar uchun
o'rinli ekanligini. ya'ni / (u.4,) = U/(.4,r) tenglikni isbotlang.

Umuman olganda. ikkita to'plam kesishmalarining aksi ular aksilarining

kesishrnasiga teng emas. Bunga misol keltiring.

2.5-misolda keltirilgan ortogonal proveksiyahush akslantirishi P(x, y) = x
va 4= {(xy):0<x<1 y=0} B={(xy):0<x<1 §= 1}
to’plamlar berilgan. P (AN B)= P(A) MNP (B) tenglik to'grimi?

f(AMNB) Cf (A)N/ (B) munosabatni isbotlang.

Biror X to'plamva /1 C A' gism to'plain berilgan bo’lsin. A’ to'plamda

aniglangan

J 1, agar x€ A
Xn{x) —\ (2.4)
~0. agar xf A

funksiya .4 to'plamning xainkteri.itik fnnksiyasi yoki indikatori deyi-
ladi. NOoN: 4UB: .41 B: A\B: AAB to'plamlarning xarakteristik
funksiyalarini \a(x) va \b(x) funksiyalar orqali ifodalang.

Quyidagi ikki tenglikni isbotlang.

(X) = sup\Hh (x): (X) = inf N0 (x).

/ (X) = x2 bo'lsin. U holda:

a) / :R —eR akslantirish syuryektiv ham. inyektiv ham emas:

b) / : R —*R+ akslantirish syuryektiv. ammo inyektiv emas:

c) / : R*» — R_ akslantirish hain syuryektiv. ham inyektiv ekanligini
isbotlang.

Agar / : .4—=B va g:B —*.4 inyektiv akslantirishlar mavjud bo'lsa.
N 1A —» B biyeksiya mavjudligini isbotlang.

Agar / : 4 =B va g : B —* .4 syuryektiv akslantirishlar mavjud
bo'lsa. 4 ni B ga biyektiv akslantirish mavjudmi?

)



34 y : R- —R akslantirish / ((x.y)) = y tenglik bilau auiglangan. 4 =
{(0.y) :/e K} vaB = {(1.y) :y6 R} to'plamlar uchun f (AP, B)
va/ (-4~ / (B) toplanilarni toping. Berilgan / : R’ —R akslantirish
uchun f (AN B) - f (A)IN f (B) tenglik to'g'rimi?

2 3B~ Ixtiyoriy f : X — Y akslantirish va .4, B C X to'plainlar uchun
A C B bo'lsa. / (.4) C / (B) niunosabatni isbotlaug.

2.36. f mX —*Y akslantirish uchun quvidagi jumlalar teng kuchli ekanligini
isbotlaug:
a) /- inyektiv;
b) ixtiyoriy A,B C X uchun / (4N B) =/ (A)N/ (B) ;
c) barcha B ¢ A to'plamlar uchun / (4\B) = / (.(4) \f(B) ;
cl) ixtiyoriy A ¢ X uchun f~1(f{A)) = A.
2.37. f : X — Y akslantirish va .4, B C V' to'plamlar uchun
a) / (F1M))=.4N/(X).
b)/1 3 B bo‘lganda f~1(A\B) = f~1(A)\f~1(B) tengliklanu isbo;.

lang.

2.38. / : X — (5. 10]. /(x) = x2+]| ftinksiyi. berilgan. / ustiga (syuryektiv)

akslantirish bo'ladigan maksimal X to'plamni toping.

239./ :R —» R. /(X) = 0.5 «(*] funksiya berilgan. Agar A = [0, 8]
B = (2. 3) bolsa, /(.4) va / _I(B) to planilarni toping.

240. / : A —»R*. /(x) = x2+ 1 funksiya berilgan. -Y to'plam ganday

tanlansa. / inyektiv akslantirish bo'ladi?

2-41. N/(x. y) nugta (0. 1) x (0, 1) kvadratning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.
Uning abssissasi .r va ordinatasi y lami cheksiz davriy o'nli kasr ko'rini-

shida x = O,MINM2M13... va y = 0.A°rr~13... taevirlaymiz. Quyidagi



3.2-teoreniH (Kantor-BenwhteynJ. Agar 1 to'plam B to'plamning B;
gismiga, B to'plam esa .4 to'plamning .4i qumigu ekvivalent bo'lsa. v holda
4 va B toplamlar ekvivalentdir.

Ib ‘plamiar quvvati. Agar ikkita chekli to'plam ekvivalent bo'lsa. learn-
ing elementlari soni teng boiadi. Agar .4 va B to'plamlar ekvivalent bo'lsa. n
holda ular bir ril quvvutya tga deyiladi. Shundqrqilib, quwat ixtiyoriy ikki ek-
vivaleut to'plamlar uchun umumiylik xususivatidir. A to'plamning quvvati 4
bilan belgilanadi. Agar .4 va B to'plamlar bir xil guwatga oga bo'lsa. n holda
biz A = B shaklda yozauiiz. Agar .4 Ta B to plamlar ekvivalent bolmasa va
4 to'plam B to'plamning biror gismiga ekvivalent bo'lsa, n holda B to'plam
4 to plamdan quvvatliroq deyiladi va TT< B shaklda yoziladi. Agar .4 chekli
to'plam bo'lib, uning elementlari soni n ga teug bo'lsa, n holda A = n shakl-
da yoziladi. Natural sonlar to'plami Ta unga ekvivalent to'plam quvvati uchun
KO ("alefnol" deb o'giladi) belgidan foydalaniladi. 0. 1] kesma va unga ekvi-
valent to plamlar "kontinuum quwat" li to'plamlar deyiladi. Bu quwat uchun
¢ simvol ishlatiladi. yam .4 ~ [0. 1] bo'lsa. nholda A = c shaklda yoziladi.
Agar B to'plamning biror B; xos qism to'plami kontinuum quvvatif bo'lib,
B > Bi bo'lsa. u holda B giperkontinuum quwatli to'plam deyiladi.

Agar .4 Ta B to'plamlar chekli to plamlar bo'lib, n Ta m moe ravishda
bu to'plamlar elementlarining soni bo'lsa, .4 to'plamni B to'plamga barcha
akslantitishlar soni m" ga tengdir. Bunga kora ixtiyoriy quvvatlarni darajaga

kotarishni quyidagicha ta'riflash mumkin: .4 va B to'plamlar quvvati mos

ravishda a J bo'lsin. U holda .4 to'plamni B to'plamga barcha aks
ettirishlar to'plami BA ning quvvati B ning q darajasi deyiladi Ta kabi
belgilanadi.

3.3-teorema. 2*° = c.

3.4-teorema. Bo sh bo'lmagan .4 to'plam quvvati a bo'lsa. n holda 4
ning batrha gism to'plamlaridan tuzilgun to'plam gtivvati 2°, shu .4 to'plam
guwatidan katta, ya’ni 2° > o.

3.1. Bizga f : X — Y akslantirish benlgan bo'lsin. Agar a.b € A' ele-
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inentlar uchun /(a) = f(b) bo'lsa, ularni f munosabatda deymiz. Bn

tnunosabatning ekvivalentlik munosabati bolishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy a € X uchun f(a) = f(a) tenglik o'rinli. ya'ni a ;/a
(refleksiv) munosabat o'rinli. f(a) = f(b) tenglikdan f(b) = f(a) tenglik
kelib chigadi. bundan y munosabatning simmetriklik xossasi kelib chigadi.
Agar /(<*) = f(b) f(b) = f(c) bo'lsa. u holda J(a) = /(c) bo'ladi. Bu
esa Y munosabatning tranzitivlik xossasini isbotlaydi. Demak. if munosabat

ekvivalentlik munosabati bo'ladi. O
3.2. Z — butun sonlar to'plami sanoqli. Isbotlang.

Isbot. Butun sonlar to'plami Z va natural sonlar to'plami N o'rtasida
biyektiv moslikni quyidagicha o'rnatish mttmkin:
S /:z-n, /' m ./ 2n+1- «M*>0
[ —2n. agar n < 0.
/ ning biyektiv akslantirish ekanligi oson tekshiriladi. Demak. butun sonlar

to'plami Shnogli ekan. ip

3.3. Ixtiyoriy ikkita [a. b] va [c d] kesmalardagi nuqtalar to plamlari ekvi-

valentligini isbotlang. Bu yerda a < b, ¢ < d deb faraz gilinmii.
Isbot. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni
ip:[a @—[c ], vt) = b -(.r-a) +c
—a

orqgali o'rnatish inuinkin. f(a) — c. <f(b) — d ekanligini hisobga olsak. if

ning biyektiv akslantirish ekanligi 2.21-misoldan kelib chigadi. O
3-4. P, lj kesma va (0. 1) interval ekvivalent ekanligini isbotlang.

Isbot. Bu to'plamlarni ekvivalent ekanligini ko'rsatishda Kantor-Bernshteyn
"moremasidan foydalanamiz. A —P. 1]. 4 — (0. 1). R = (0. 1) va —
1/4, 1/2] desak. u holda 3.3-misolga ko ra A ~ Bi bo'ladi. = B bo‘lganligi
IChun 1 : Ai — B, Ix = i akslantirish biyeksiya bo'ladi. vani B ~ A\

Kantor-Bernshteyn teorem&siga ko'ra A ~ B . |



3.5. Kaiitor to'plamini kontinuum quwatli ekanligini isbotlaug.

Isbot. Dastlab Kantor to'plami qutilishini bayou qilainiz. E = [0 1
bo'lsin. Undaii A", = (3_1.2 -3-1) intervalni chigarib tashlaymiz. golgaii
yopiq to'plamni Fi bilan belgiiaymiz. Keyin F; clan K2 = (9_1.2 «9 1) va
N2 = (7 9-1,8-9'1) intervallami chigarib tashlaymiz. ularning birlashmasini

K'i orgali, qolgan yopiq to'plamni. ya'ni

A\K 27
X\K, =
2 0 US>
to'plamni F2 bilan (3.1-chizma) belgiiaymiz. Bu toTtta kesmaning hai biri

teng 3 gismga bo'linib. o'rtadagi uzunligi 3-3 ga teng bo'lgan interval chicjarib

tashlanadi. Chiqgarib tashlangan

KINUKau~ ,,, .(x 4 )u ~ .s )u (- J)u (i .g)

to'plamni Aj bilan Ft\Kj ui esa F3 bilan (3.1-chizma) belgiiaymiz. Bu
jarayonni cheksiz davoni ettirib. yopiq to'plamlarning kamayuvchi Fn ketma-

ketligini hosil gilamiz. Agar
k- Nk
1
deb belgilasak. K yopiq to'plam bo’ladi. U [0. I] kesmadan sanoqli souda-

g K\ZK2....... K,, ... intervallarni chiqgarib tashlash natijasida hosil bo'ladi.

Hosil bo'lgan A' to plam Kaiitor to plami deyiladi.

u3 2/3
1/9 2/9 1/3 2/3 719 B/9
- e |
Ola1l 2iil 2w 7 Y
ov 793 521319 [IAVAY)
3.1-chizma
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£iuli A" to'plamning tuzilishini (strukturasini) organamiz. Ravshanki. [0, 1]

keeinadan chigarib tashlangan intervallarning oxirlari bo'lgan

o1 3 eV I I I 31>

ixugtalar K ga tegishli bo'ladi. Birog K to‘plam fagat shu nuqtalardan iborat
enias. 0, 1] kesmadagi K ga tegishli bo'lgan nuqgtalarni quyidagicha xarak-
terlash muinkin. Buuiug uchun [0, 1] kesmadagi har bir x ui uchlik sistemada

yozamiz:
a, a2 a3 nn ,

X~ J +F +3" + —+ 374"
bu ycrda a,, sonlar 0. 1 va 2 ragamlardan birini gabul gilishi mumkiu. O'nli
kasrlar holidagidek bu yerda ham bazi sotdarni ikki xil ko rinishda yozish

mumkin. Masalan.

ALl 100 0 0 2
3-3 +37i-""fF A" =3+37+"" +F +—

Endi K to'plamga tegishli sonlarniiig uchlik sistemadagi yoyilmasi haqgida

filer yuritamiz. Ravshanki, AN intervaldagi sonlarniug uchlik sistcnuj*gi

yoyilmasida dj son albatta 1 ga teng bo ladi, j va n inter—
vallarga tegishli sonlarniug uchlik sistemadagi yoyilmasida a2 son albatta 1
ga teng bo ladi. Xuddi shunga o*xshash

f 25 26\ | o . o
va | —. — J into-rallarga tegishli sonlar uchun ularning uchlik sistemada-

gi yoyilmalarida a3 son albatta 1 ga teng bo ladi va hokazo. Shunday qilib.
ixtiyoriy x € [0, [I\NA" son uchun uning uchlik sistemadagi yoyilmasida gat-
nashuvchi ai, ar,.. .a,,,... sonlarning kamida bittasi 1ga teng. Aytilgan mu-
lohazalardan quyidagi xulosa kelib chigadi: K to'plamga kamida bir u.sul bi-
lan uchlik kasr ko'rinishida tasvirlanuvchi shunday x € [0. 1] sonlar kiradiki.
’ilarga mos oj, at —a,,,... ketma-ketlikcla 1 ragaini biror marta ham uchra-

uiaydi. Shunday qilib. har bir r € K uchun

a), 02,... a,, (3.2)

29



3.26.

3.27.

3.28.

3.29.

3.30.

3.31.

3.32.

3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.

{x € R : cosx € Q} Uo'plamning quvvatini toping.

Barcha ratsional koeffittsiyentli ko'phadlar to'plami sanogli ekanligini Is_

botlang.

Agar (, son biror ratsaonal koeflitsiyentli ko'pbadning ildizi bo'lsa. £
gtbraik son deyiladi. Ailgebraik sonlar to'plamining sanoqgli ekanligini i,,

botlang.

Agar .4 to'plain B g,a. B to'plain C ga ekvivalent bo'lsa. u liolda .1

to'plain C ga ekvivalient bo lishini isbotlang.

To'plamlar o'rtasida kiritilgan ekvivalentlik munosabati refleksiv. sim.

metrik va tranzitiv bcvlishini isbotlang.
[0. 1j keemadagi liatgicjiy sonlar to'plami sanogsizdir. Isbotlang.
D, lj kesinani (0. 1) intervalga biyektiv akslantiruvchi moslikni qurin;

[1. 1]x [1. 1] kvnulrat va [o. b] x [c, d] to'gri to'rtburchak o rt-asiila

biyektiv inoslik o'ruatting.

[-1, 1] x P. 1] va o'rtasida biyeksiya o‘mating.
Haqiqgiy sonlar to'pla mi sanogsizdir. Isbotlang.

RN\Q va R o'rtasid;a biyeksiya o'rnating.

A chekli B sanogl i to'plain bo'lsin. u holda B ~ AUB, B —

ekanligini isbotlang.

3.38-3.42-misollarda kf dtirilgan to'plamlarni kontiuuum quvvatli ekanli® 1

isbotlang.
3.38. Tekislikdagi barcha nuqtalar to'plami.
3.39. Sfera sirtidagi nugtadar to'plami.
3.40.

Uch o'lchamli fazod.agi nugtalar to'plami.
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~ m L icbidagi nugtalar to'plami.

3.41. 7
kesmada aniqlangau uzluksiz funksivalar to'plami.
ratsioiiiil koiiriiinatali nnqgtalar t<pli.iiiinin— sanogli ekanlk-
3.43- *
ini Lbotlatig.

ANNK oriy cheksiz .'/ va sanogli 1 to'plamlar uclnm M~~NU. | munos-
abiitni isbotlaug.

-4"H L >iiy koittinuuin quvvatli M va sanogli .4 to'plamlar udnm

ffi" NNA. M ~ MNA- M -MAA munosabatlarni isbotlaug.

o 46. IkkitB har xil cheksiz o'nli kasrli yoyilmalarga ega bo'lgan sonlar topla-

niiuiug sanoqli ekanligini isbotlaug.
547. Bafcbi irratsional sonlar to plainining sanogsiz ekanligini isbotlaug.

3.48. 0. 1]tlagi barcha ratsional sonlar bilan 0. 1]> 0. lj dagi barcha rat-

siomU koordiuatali uugtAlar toplami ortasida biveksiya omating.

3.49. KooiHnata boshidan o‘tuvchi barcha to'g'ri chiziglar to'plami [0. 1j to'p-

amga ekvivalentmi?
3.50. 0. 1 to'plamni [0. 1] x [0. 1 to'plamga bivektiv akslantiring.

B
3.51. Ushbul))/(! s gatorda e,, soni 0 yoki 1ga teng bolishi mumkin. Demak.

gat.oi yagiulashuvchi. Ixtiyoriy .r € [0 1 uclitin sifatida O yoki 1
soolarni shnnday tanlash niumkinki.

C.,
=L N
MALMBWSANLL n-I

o'rinli bo'ladi. Isbot giling. Qandav i >onlar uclitin bn tanlash
Y*Bbua usulda amalga oshiriladi?
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Anrmkarta bo'lsa, .1 uing chekli yoki sanogli to'plam ekanligini isbot
lang.



3.53. 3.51-niasaladan foydalanib liadlari fagat O yoki 1 bo'lgan barcha ketina-

ketliklar to'plami kontinuuiu quwatli ekanligini isbotlang.

3.54. Chekli sondagi kontinuum quvvatli to'plandarning Dekart ko'paytmn.si

kontinuum quwatga ega. Isbotlang.

3.55. Kontinuum quvvatli sonli to'plamlarning arifmetik yig'indisi vana kot:—

tinuutu quvvatli to’plami bo'lishini isbotlang.

3.56. Sanoqli va kontinuum quvvatli to'plamlarning Dekart ko paytmaei koi —

tinuum gquwatga ega. Isbotlang.

3.57. Sanogli va kontinuum quvvatli soldi toplainlarning arifmetik yig'indisi

kontinuum quvvatli to'plam bo’'lishini isbotlang.
3.58. Agar AC B C C bo'lib. .4~ C bo’lsa. .4~ B bo’lishini isbotlang.

3.60-3.G2-misollarda keltirlgan to’plamlarni 3.4-teoremadan foydalanib gi-

perkontinuum quvvatli ekanligini isbotlang.
3.59. [0 1] kesmaning barcha gism to’plandaridan iborat to'plam.

3.60. [0. 1] kesmada aniglangan Ta giymatlari fagat O yoki 1 bo'lgan barchii
funksiyalar to plamining kontinuumdan quwatliroq, va'rii giperkontinu-

uin quvvatli bo'lishini isbotlang.
3.61. R2 ning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam.
3.62. [0. 1] kesmada aniglangan barcha funksiyalar to'plami.
4-8. To’plamlar sisteinalari

To'plamlar halqasi va yarim halgasi. Elementlari to plamlardan ib-
orat to'plam to'plamlar gisttmasi deyiladi. Biz asosan oldindan berilgan
to'plamning tja zi gism to'plainlaridan iborat sistenialarni garaymiz. To’plam-
lar sistemalarini belgilash uchun biz gotik alifbosining bosh harflandan foydaht-
namiz. Bizni asosan to'plamlar ustidagi ba'zi aniallarga nisbatan yopiq bo'lgnu

sistemalar gizigtiradi.



4 1-ta'rif. Agar © to'plamlar sisterna.si simme.trik ayirma va kesishma
tnallariga nisbatan yopig. ya'ni ixtiyoriy .4. B € © toplamlar ucliun AAH €
- 4T # € 6 bo'lsa. nholda 6 to'plamlar aistemasiga halga deyiladi.

4 1 Nar ® to'plamlar sistemasi halga bo'lsa. u holda © birlashma va avir-

ma atnallariga nisbatan ham yopiq bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy A.B to’plamlar uchun A NB = (AAB) N1 (4N B)
11 12-niisol) va A\B = A A (JIMIN) (1.13-tnisolga garang) tengliklar o'rinli.
Bu tengliklardan hamda 6 sistoma halqa ekanligidan AUB 6 0 va A\B €
(5 tnuuosabatlar kelib chigadi. O

Demak. halga birlashma va ayirma atnallariga nisbatan ham yopiq sistoma
bo’lar ekan. Ushbu .4N\J1 = 0 tenglik ko’rsatadiki. har ganday halqa o’zida
bo’sh to'plamni saglaydi. Fagat bo’sh to’plaindan iborat sistema mumkin bo'l-
gan halqalar ichida eng kichigi boiadi.

Agar 6 to plamlar sistemasida shunday £ € 0 toplam mavjud bo’lib.
ixtiyoriy .46 0 uchun 4ME = 4 bo’lsa. E to'plain © sistemaning jr-
lik dementi” yoki "bin" deyiladi. Sistemaning biri deganda shu sistemAaagi
maksimal to'plam tushuuiladi. Hainma sistemalar ham maksimal toplamga
ega bo'lavermaydi. Masalan. natural sonlar to'plamining barcha chekli gism
to’planilaridau iborat sistemada maksimal & 'plain mavjud emas. Birlik ele-
mentga ega bo'lgan to'plamlar halgasi algebra deyiladi. BaV.au. halga tushun-
chasiga nisbatan umumiyroq bo'lgan to'plamlar yaritn iialgasi tushunchasidan
ham foydalaniladi.

4.2-ta’rif. Agar © to'plamlar sistemasi quyidagi ucii shortni ganoatlant.tr-
sa. tinga yarim halga deyiladi:

a) 0 sistema bo‘sh to'plamni saglaydi:

b) 0 sistema to'plamlar kesishmasi amaliga nisbatan yopiq. ya'ni .4. B G

niunosabatdan 401N B € 0 munosabat kelib chigadi:

c) Agar 4 € ©. .4i €6 bolib. .4i C .4 bo'lsa. nholda © sistemaning

0 znro kesishmaydigan 4r, 4, cheklita elementlari mavjud bo'lib. quyida-
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gi tasvir o'rinh bo'ladi:
*
Agar A to'plam o'zaro kreishmavdigan Ai- A2....... A,, to'plamlar birlash-
masidan iborat bo'lsa. bu birlashma .4 to'plamning chekli yoyilmasi deyiladi

n
va /1 = | M shaklda ham yoziladi.

Ixtiyoriy & to'plamlar halgasi yarim halga bo'ladi. dumki lialga bo'sli
to'plamni saglaydi va kesishma amaliga nisbatan yopig. Endi c) shartning
bajarilishini korsatamiz. A va Ai (.4i C .4) to'plamlar 6 Imlgaga tegieli-
li bo'lsa. u holda Aj = AN\AI € & bo'lib. 4 = .4i U A2 chekli ygvilma
o'rinli bo'ladi. Demak. har ganday halga yarim halga bo'lar ekan. Lekin. yarim
halga doim halga bo'lavermaydi (4.14-misolga garang). Agar B to'plamlar
halgasi undan olingan ixtiyoriy J11/12....... An,... toplamlar ketma-ketligi
bilan birgalikda ularning yig'indisi U .4,, ui ham o'zida saqglasa. u holda 6
sistemaga a - halga deyiladi. Agar 6 to'plamlar halgasi undan olingan ix-
tiyoriy A\ .42....... A,_  to'plamlar ketma-ketligi bilan birgalikda ularning
kesishmasi M .4,, ui ham o'zida saglasa, u holda & sistemaga 6— halga
deyiladi. Agar a — halganing birlik elementi rnavjud bo'lsa. u a — algebra
deyiladi. Birlik elementli — halga S— algebra deyiladi. Shuni ta kidlash

lozimki. ikkilik prinsipidan, ya'ni
E\lEJ -4, = IJ(E\A,,), E\I;I A, = IEJ(E\An)

munosobatlardan ((1.1) va (1.4) ga garang) a - algebra va 6 - algebra, tushun-
chalarining ustma-ust tushishi kelib chigadi.

4.1-teorema. Ixtiyoriy bo'shmas © to'plamlar sistemast uchun B ni
o'zida saqglovchi va 6 111 saglovchi barclta ¢ halgalarda saglanuvchi yagona
94(&) minimal halqu mavjud. Agar <? yarim halga bo'lsa, n holda OT(0
minimal halga -4y to'plamlar (.4* € 16) bo'yicha .4 = U .4n chekli yoyil-
maga ega bo'lgan A to'plamlarning [ sistemas! bilan ustma-ust tusliadi.

9N1(B)- 6 sistema ustiga qurilgan minimal lialqo deyiladi.

Har ganday cheksiz A to'plamning barchaqism to'plamlarisistemaei 21(A).
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n _ algebra bo’ladi. Agar biror B sistema berilgan bo'lsa, rloim nni saglovchi

5" algebra mavjud. Hagigatan hain. agar X = v 4 desak. X ning barcha

lISn tt/plamlaridan tuzilgan 21(A). sistema 6 niozida saqlovchi a —algebra
Ixj ladi-Agar B ui ozida saglovchi ixtiyoriy a — algebrava X uningbiri

D04sa, u holda ixtiyoriy 4 e © to’plam A ¢ X muuosabatga bo’ysuuadi, va
shuuday ekau. A* = 4%6 4 C X. Agar © ni saglovchi ¢ - a- algebrauing

biri X uchun A' = X munosabat bajarilsa. bu <« - algebra (6 ga nisbatan)

keltirilmaydigan a — algebra deyiladi.

4.2-teorema. frtiyony bo'shmas 6 to'plamlar sistemaai uchun (bu sis-
tanaga nisbatan) keltirilmaydigan shuuday © (B), a - algebra mavjudki, bu
a- algebra © ni saglaydi va © ni saglovchi barcha a — algebralarda
saglanadi.

4.2-teoiemada keltirilgan a — algebra © sistema ustiga qurilgan minimal
a - algebra deyiladi.

Sonlar o‘gidagi barcha [a, f] kesmalar va [a. ft), (a, f{] yarim intervallar
va (0. ft) intervallardan tashkil topgan © yarim halgani garasak. u h<ida
© ustida qurilgan keltirilmaydigan minimal ©(©). o algebra elemeiiU un
Bortl toplamlari yoki "Donl tipidagi" to'plamlar deyiladi.

5 sonlar o gi, .r« uning biroi nugtasi bo’lsin. R da O (r0) = = (xu -
r. i'u+=) interval X0 nuqtaning e - atrofi df ~iladi. Bizga M ¢ R to'plam
va X g R nuqgta berilgan bo'lsin. Agar ixtiyoriy r > 0 uchun O, (x) N
Xl ¢ O munosabat bajarilsa. x nugta Xl ning urinish nuqtasi deyiladi.

to'plamning barcha urinish nugtalaridan iborat to plam, XI uing yopig'i
deyiladi va 1, [XI] bilan belgilanadi. Agar x ning ixtiyoriy 0 : (x) atrofi J1/
ning cheksiz ko‘p elementlarini saglasa. u holda x nuqta \l to'plamning litn-
>4k nugtasi deyiladi. JZ1/ ning barcha limitik nuqtalaridan iborat to'plamni

bilan belgiiaymiz. Agar Xl = XV bo’lsa. XI ga mukammul to'plum dey-
‘ladi. J1/ to’plamga tegishli i nuqta uchun shunday r > 0 mavjud bo’Kb.
N x)ynn/ = {x} bollsa, u holda x nugta Xl to'plamning yakkalangan
"ugtasi deyiladi. Agar XI to'plam uchun XI = [A/] tenglik bajarilsa, XI ga



yopiq to plain deyiladi. Boshqacha aytgauda, agar to'plain o'zining barcha !
rnitik nugtalarini saglasa. n yopiq to'plain deyiladi. Agar .r € M nugta Uclniii
shunday s > 0 mavjud bo'lib. Oc(x) C J1/ bo'lsa. x nugta M to'plamnin
ichki nuqgtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha nugtalari icliki nugta bo'lsa
u ochiq to'plain deyiladi. Ya'ni fagat ichki uiKitalardan tashkil topgan to'plaii, |
ochiq to'plum deyiladi. Agar A va B to'plamlar ucinm B C [4] bo'lsa
u holda 4 to'plam B to'plamila zich deyiladi. Xususan. agar [4] = .
bo'lsa. .4 to’plam R ning hamma yen(la zich deyiladi. Agar -4 to'plan: j
birorta ham (xo—e. xo+e) iutervalda zich boimasa, u holda .4 hech ytnl
zichmas deyiladi. Xuddi shunday tekislikdagi to'plamlar uchun ham oeln
va yopig to'plam. hainda hamma yerda zich va hech yerda zichmas to’plai
tushunchalari kiritiladi.

Eiuli Borel to'plamlarini quyidagicha ham ta'riflash mumkin.

4.3-ta’rif. Sonlar o'gidagi barcha ochiq va yopiq to'plamlar. uluming did
li yoki sanogli birlashmalaridan iborat to'plamlar va illuming to‘ldiruvchtlai
Borel to'plamlari yoki Borr.l tipidagi to'plamlar deyiladi.

4.4-ta'rif. Bo'sh bo'lmagan X to'plumd'i * binar atrial knitilyan bo'ltl'
ti quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:
1) ixtiyoriy x.y.: 6 X lur uchun (x*y)*z = x*(y *z) bo'lsa:
2) shunday e € X element mavjud bo'lib. ixtiyoriy x 6 X uchun e*x —
X *e= x bo'lsa:
J) ixtiyoriy x € X uchun shunday x-1 € X dement mavjud bo'lib. x
X_1 = e bo'lsa. (A* *) juftlikka gruppa deyiladi. Agar X gruppadagi tstiyor j

X.y lar uchun x *y = y*x bo'lsa. X pga kommutativ gruppa deyiladi.

4.2. Sonlar o'gidagi barcha [a. b) yarim ochiq intervallar sistemasi —© yarn

halga bo'lishini isbotlang.

Isbot. © bo'sli [a a) = 0 to'plamni saglaydi. © to'plamlar kesishin
amaliga nisbatan yopiqg. ya'ni [a.b). [c rf) € © munosabatdan [s.b)[1 [c. d)

© (4.1-chizma) munosabat kelib chi«ja<li.
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4.1-chizma

[a b)ee. [oi. M € ©, va [ei. bi) C [n. b) ekanligidan [a 6)\[nb bt)
'a a-) U Bj. b) tasvir (4.2-chizmaga garang) o'rinli hainda [o. ai) va

7) b) I»1A garaehli. Demak. © yarim halga bo'ladi.

la WO, ) =[0.0,)u["4)

— > t —_— 1

a ax 5 b
4.2-rhiznia

4.3. 4.2-niisolda keltirilgan © sisteina halga bo'lImavdi. Isbotlang.

Isbot. Bulling uchun © sistemaning to'plamlar simmetrik ayirmasi ama-
liga nisbatan yopiq emasligini ko'rsatish yetarli. © sistemadan olingan .4 =
0. 5 va B = [L 3) to'plamlarning simmetrik ayirmasim garayiuiz. Bu hol-
da 44B = *0 1)U [3 5) bo'lib, u © sistemaga qaraehli emas. Demak. ©

sistema halga bo'lmavdi.

4.4, & = {A CR :A yo R\/I to' Yamlordan biri chekli} sistemaning a —

algebra bo'la olmaeligini korsating.

Isbot. Berilgan © sistema sanoqli birlashmaga nisbatan yopiq emas. Ma-
X

salan. An= {n} 6 ©, lekin ulaming birlashmasi (J 4, £ ©. [

n=I
4.5. Agar © to’plamlar sistemasi halga bo'lsa. u simmetrik ayirma amaliga

nisbatan kommutativ gruppa tashkil giladi. Isbotlang.

Isbot. 4.4-ta'rif shartlariui bajarilishini tekshiramiz:

*) ixtiyoriy 4. B. C 6 © lar uchun (AAB)AC =
“A*[)*@7= 4*(fi *C) o'rinli.

AA(BAC) yani

-J sliart ixtiyoriy x € X element uchun e*x = x*e = x tenglikni ganoat-

‘sttitiruvchi e e X element sigatida 0 € © ni olamiz. U holda 041 =
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NnAao = 1 tenglik o'rinli bo'ladi.

3) teskari elementning’mavjudligi. Ixtiyoriy .r = /1 € © uchun r 1 sit;i, |

4 € © niolamiz. u holda x *x 1= e tenglik .44.4 = 0 ko’rinishui oUi,i

4) kommutativlik x »y = y *x sharti esa AAB = B J1 tenglik ko'riiiisl,,,.(

ega bo'ladi.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

Agar © to'plamlar sistemasi halga bo'lsa. u holda © chekli sondfi |, I

birlashma va kesishma atnallariga nisbatan yopiq bo'ladi. Isbotlang.

Agar © to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va birlashma amallaii-,

nisbatan yopiqg bo'lsa. uuing halga bo'lishini isbotlang.

Agar © to'plamlar sistemasi simmetrik ayirma va ayirma amalbui ,,

nisbatan yopiq bo'lsa. uning halga bo'lishini isbotlang.

Agar © to'plamlar sistemasi kesishma va ayirma amallariga nisb.unn

yopiqg bo'lsa. u halga bo'Imasligi mumkin. Misol keltiring.

Agar © to'plamlar sistemasi birlashma va kesishma amallariga ni>>*t.qa

yopiq bo'lsa. u halga bo'Imasligi ham mumkin. Misol keltiring.

Ixtiyoriy A to'plam uchun uning barcha gism to'plamlaridan tuzi c

21(.4)- sistema. biri E = A bo'lgan algebra bo'ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy .4 to'plam uchun uning barcha chekli gism to'plamlaridau tu/ 1l
gan sistema halga bo'ladi. Bu halga algebra bo lishi uchun A di«<kl

to'plam bo lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Ixtiyoriy bo'shmas .4 to'plam uchun 4 va O to'plamlardan 1li/ie

{A. 0} sistema. biri E — A bo'lgan algebra bo'ladi. Isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemaei halga 1»1

ammo algebra boimaydi. Isbotlang.

40



I 1*
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4.20.

4.21.

4.2

U haloalal sistemasi veliim ularnim: kesislonasi ¢ - 0 'V
halga
@ to'plamlar sistemasi iieliim & i o'zida saglov-
O njsaglovehi barcha o haloalarda saglanuvedi yagona

,LAnimal halga inevjud. Isbotlang.

dagi barcha [a. ft) varim ochig intervallar va ularning chekii
pirlashmalalicla ileoiat sistemain qara\ mil. [onj halga bo'lish-

ni istlotlang.

11V ° I~ keltirilgan sistemaning algebra bo'lishini isbotlang.

lirnisolda keltirilgan sistemaning o algebra bo'la olmaisligini is-

botlang.

6 yarim halgadan A to'plam va ozaro kesishmavdigan ,4j. 4>........ 4,
to'pUunla. olingan bo'lib. nlaruing har biii 1 toplainda saglansin. U
holda Ai.Aj,....... 4,, to'plamlarni .4,,.;......... 1 € c to'plamlar I1"an

A tcHamning chekli yoyilmasiga gadar tn'ldirish mumkin. Isbotlang.

6 yarim halgadau olingan har ganday cheklita ,4j. 472......... 4, to'p-

lamlar metemasi uchun (? da shunday o'/.aro kesishmavdigan cheklita

Si'-)XXB/ to'plamlar sistemasi mayiudki. har bii .1 to'plam H. . .B,

lo'pljjnlai’ ..i; ba'zilari yordarnida 4 — U B. vig'indi korinishida

tasvirhtnadi. Bu yerda /1j-C {1 2....... /}. «Iesﬂtr)notlang.

«'2drMAyernn halga bo'lsa. u holda bu yarim halgadan liosil giliugan
halga 4, to'plamlar bo'yiclia 1 - j 4(, Ij e 6 chekli

ega bo'lgan 4 to'plamlarning JT sistemasi bilan ustma-ust
tushadj. Isbotlang.

barcha kvadratlar yarim”ialga
v (
AmnaBUQgalarning Dekart ko'paytmasi yarim halga bo ladimi.'



4.25.

4.26.

4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

Soulhi o'gidagi barcha ochiq Ta yopiqg to'plamlar sistemasi yarim halq,

(halga) tashkil giladimi?

Sonlar o'gidagi barcha chckli yoki toldiruvchisi chekli bo'lgan to'plamlai

sistemasi halqa tashkil giladimi?

6 = {JI CR :.4yoR\4 to'plamlardan biri chekli} sistemaning al-
gebra tashkil gilishini isbotlang.

6 = {4 CR :.4yoR\/I to'plamlardan biri chekli yoki sanoqli) si>

temailing a — algebra bo'lishiui isbotlaug.

6 - {4NB:4C R - yopig, B C R ochiq to'plam} sistemaning al-

gebra bo'lishiui isbotlang.
20-misolda kcltirilgan sistemaning a — algebraboia olmasligini korsatin

S'limday 6 va ¢ halgalarga misol keltiringki. ularniug birlashmasi halga

oolmasm.

.4 = {a. b. ¢} to'plamning halga Ta algebra tashkil giluvchi barcha gism

to'plamlari sistemasini yozib chiqing.

Sonlar ogidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi halga (yarim halga

tashkil giladimi?

Sonlar o gidan olingan barcha [a. 6] kesmalar Ta [a, 6). (a. b) yarimin-
tervallar Ta (a, 6) intervallar sistemasi yarim halga bo'lishiui isbotlang.

Bu sistemaning halga bo'la olmasligini ko rsatitig.

Tekislikdagi barcha yarim ochiq {(T.y) : a< T < h c<y<d) to'giii
to'rtburchaklar sistemasi yarim halga bo'lishiui isbotlang. Bu sistemaning

simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq emasligini ko'rsating.

Tekislikda {(r. y) £ R2:a< x < 6. c<y<d} ko'rmishdagi barcha
to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi yarim halga bo'lishiui isbotlang. Bu sis-

temaning birlik elementi mavjudmi? Bu sistema halga boladimi?
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139.

4.40.

4.41.

4.42.

© —{(t-y)'m - T < ¢ < y<d] yarim halgada /N C A shartni
ganoatiantiruvchi A = [0.7) x [0.7) va .4i = [1.3) x [3.5) to plamlar
berilj/au. .4\41 to'plamning eliokli yovilmasida eng kamida neehta to’g'ri
to'rtburchak gatnashadi. ,4\.41 to'plam yoyilmasidagi to'g'ri to'rtbur-

chaklarni shunday tanlangki. ular perimetrlari yig'indisi minimal bo'lsin.

Sonlar o’gidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi halga boiishi-

ni isbotlang. Bu sistema a - halga bo’ladimi? ci — algebrachi?

® halga bo’lsin. Har bir 4 € ¢ uchun &.u bilan {4MNMB,B € ¢}
ko'riniehdagi to’plamlar sistemasiui belgilaymiz. ¢ 4 ning algebra bo'li-
shini isbotlang. Agar ¢ sistema a - halga bo’lsa. u holda ¢.< to plamlar

sistemasi a - algebra I>oiadi. Isbotlang.

X cheksiz elementli to'plam bo'lsin. Uning barcha chekli yoki sanoqli
gisrn to’platnlaridan iborat sistema a - halga boiishini isbotlang. X

toplamga ganday shart qo'yilea bu sistema algebra bo'ladi.

Quyida I>erilgan to’plamlar sistemasi yarim halga. halga va algebra tash-
kil giladimi? Tekshiring.

a) {[oe1:a€Q, 6€QJla< 6}UDOQ,

b) {(a. 6]:a€Z. b€Z Aa< 6}UD0,

c) {[ab):a€R\Q. b€ RN\QAa< 6}UO0.

bo’sh boimagan X to'plamning barcha gism to'plarnlaridan tashkil top-

gan 2I(.Y) sistema simmetrik ayirma 'A" amaliga nisbatan kommutativ

gruppa tashkil qgilishini isbotlang.

5-8. O'lchovli to'plamlar

Bu paragrafda biz o'lchovning umumiy ta'rifini beramiz. O’lchovni yarim

I:;,lgadan halgaga davom ettirish masalasini garaymiz. Bundan tashqari o’lchov-

n*ng Jordan va Lebeg ina nosidagi davomlari garaladi va nlarning additivlik.

n— additivlik xossalari o'rganiladi.



Dastlab sonlar o'qidagi va tekislikdagi to'plamlarning Lebeg ma'noeidagi
o'lchoviga ta’rif beriladi. Jordan Ta Lebeg ma’nosidagi o'lchovli to'plamlai
solishtiriladi.

5.1-ta’rif. Anigluniah sohusi ©( ijartrn halga bo'lgan p : —+ 5
to plain funksnjasi additiv bo'ha. ya ni o'zaro kesishmaydiyan ixtiyoriy .4j. Ar

....... 4, € 6 ,, to'plamlar uchun L*"Ak€ ©,, bo'lyanda

V bl = '£1>i(AK)

tenglik o'rinli bo'lsa. p :©,, =* R_ ga 0o'lchov deyiladi.

Boshgacha aytganda. p to'plam funksiyasi quyidagi
1) aniqlauish sohasi yarim halga. 2) giymatlari hagigiy Ta inanfiymas, 3
additivlik shartlarini gauoatlantirsa. unga o'lchov deyiladi.

5.1-eslatma. 0 = 0UO yoyilmadan j<(0) = 2//(0). ya'ni p(H>) = 0 tenglik
kelib chigadi.

5.2-ta’rif. Agar m o’lchovning aniqglanish sohasi ©,,, ikkinclii / o’lchov-
ning aniglamsh sohasi ©,, da saglansa (©,, C ©() va ixtiyoriy A € ©,,

to'plam uchun
u(A) = m(A)

tenglik o‘rinli bo'lsa. n holda /< o'lchov m oichovning davomi deyiladi.
5.1-teorenia. Aniglanish sohasi ©,,, yarim halga bo'lgan harbir in o'lchot
uchun aniglanish sohasi OT(®©,,) (6 ,, ni 0‘zida saglovchi minimal halqgaj

bo'lgan yagona m' davom mavjud.

5.3-ta'rif. Agar sisttmada anigluugan m o'lchov va ixtiyoriy o'zaro
x
kesislimaydigan sanuglita .4;. A?....... A,,.... 6 ©m to'plamlar uchun 4 €
©,,, bo'lganda

ni((J-UJ="1T(AL)
Ne= / 1=1

tenglik o‘rinli bo'lsa. n holda m o'lchov sanogli additiv yoki a— additic

0'lchov deyiladi.



Sodda to'plam o'lchovi. Aytaylik a va 6 I& ixtiyoriy sonlar bo'lsin.
S5otilai o'gida

a<l <b a<x<bh a<x<h a<x<b

tengsizliklarumg istalgan biri bilan aniglangan to plamlar sistemasi beriigan
Ixi'lsin. Bu to'plamlarui oraliglar deb ataymiz. Xususan. agar vugoridagi shart-
lardan birini qanoatlantiruvchi nugtalar luavjud bolmasa (masalan n > b).
va'ni 0 to'plamni ham oniltqg deb ataymiz. 6 bilan sonlar ogidagi barcha

oraliglar Sistemasini belgilaymiz.
5.1. Sonlar o'qidagi barcha oraliglar sistemasi - 6 yarim halga tashkil giladi.

Isbot. 6 sistemauingelementlari [a. 6], [a b). (a, 6], (a. 6) korinish-
dagi oraliglardan iborat. 6 sistemadan olingan va a. b sonlari bilan aniglan-
gan iyopiq, ochiq yoki yarim ochiq) oraligni P = P.j, bilan belgilaymiz. 6
I>0'sh [a. a) = 0 to'plamni saglaydi. 6 sistema to plamlar kesislnnasi amali-
ga nisbatan yopiq. ya'ni ikki Plih va Pbl oraligning kesishmasi bo'eh to pljfci
yoki vana PhMP” = Plm n = max{a, r}. m = mm {ft d} oraliq (5.1-

chizmaga garang) bo ladi.

P<

5.1-chizma

Agtt Pab € 6. P,j e 6 bo'lib P< C Pah bo'lsa. u holda Prb\Pbl =

*n<u Pdb voyilma (0.2-chizma) o'rinli. Demak. B yarim halga bo'ladi. |

5.2-chizma
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(3 yarim halgadau olingan va a. b sonlari bilan aiiiglangan (yopig. <Xliig
yoki yarim ochiq) Imvsli bo'Imagan P — P<n oraliq uchun ni(P) = b-n sonni
mos go'yamiz. agar P bosh to'plam bo’lsa m(P) — 0 deymiz. U holda
m : 6 —* R to'plam funksiyasi 5.1-tarif shartlarini ganoatlantiradi. ya'ni
m : & —* R oicliov bo'ladi. Bu o’lchovning additivlik shartini keltiramiz
agar

P=MU Pk. P,nPi=0 1k P.Pt€ B
n
bo’lsa. u holda m(P) = £ m(Pk) tenglik o'rinli.

9A(6 ) bilan 6 yarirr?r;alqa ustiga qurilgan minimal halgani belgilaymiz
4.1-teoreiuaga ko’ra 9Jt(6) lialganing har bir dementi .4 o'zaro kesishmavdi-
gan Pk 6 & oraliglarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanadi, ya ni .4 —

FBP*. 9Jt(S) halga elementlarini aodda to'plamlar deymiz. Eudi 9Jt(6

halgadagi to’plamlarning. ya'ni sodda to’plamlarning o’lchovi tushunchasini
n

kiritamiz. Har bir .4 = LI Pk € 9R(6) sodda to plamga
AL

n

m(4)="m (H) © (5.

bl
sonni mos go’yuvchi m' : OT(6 ) — R moslikni aniglaymiz. m'(.4) miqgdoi
4 to’plamning o Ichovi deyiladi.

Lebeg o'lchovi. Dastlab E = [0 1 birlik kesmada saglanuvchi to'p-
lamlar bilan chegaralanamiz.

5.4-ta'rif. Ixtiyoriy .4 C E to'plam uchun

/(.4)= inffT m (ft) (5.2

K
son A to'plamning tasligi o'Ichovi deyiladi.

(5.2) da anig quyi chegara A to’plamni goplovchi oraliglaruiug bardia
chekli yoki sanoqli sistemalari Ito'yicha olinadi. Shuni ta'kidlavmizki. ixtiyoriy
AC E to'plamning tasligi o'lchovi mavjud. Cliunki infimum belgisi ostidagi

ifoda 5Z m (Pk) manfiymas, sliuning uchun u quyidau nol bilau chegaralangan
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Quyiilan chegaralaiigan eonli to'plam esa aniq gu>i chogaraga ega. Endi .4 C
£ to pltix oichovi ta'rifini beramiz.

5.5-ta'rif. Agar ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday B € OT(6 ) sudda to'plam
niavjud bo'lib. fi'(AAB) < e tengsizlik bajarilsa, nholda .4 Lebeg ma'nosidu
O‘Ichovli to'plam deyiladi.

Agar .4 Lebeg ina uosidaoichovli to'plam bo'lsa. uning o'lchovi deb tashqi
o'lchovini gabul gilamiz. Faqgat o ichovli to'plamlar sistemasi U(E) da aniglan-
gan P* to plam funksiyasi Lebeg o’lchovi deyiladi va u // bilan belgilanadi.
shunday qilib. o'lchovli to'plamlar sistemasi LW E) va unda Lebeg o'lchovi //
iiniglandi. Demak. ixtiyoriy A € il(£) uchun py(A) = y'(A).

Biz yuqorida fagat E — [0. 1] kosmada saglanuvchi to plamlami garadik.

Bu cheklashdan xalos bolish mumkin. Ma'luinki, R ni
E,=[n,n+1), n62Z

oraliglar yig'indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin. ya‘ni

r =u E- 4
neZ

5.6-ta rif. Agar liar bir n € Z uchun 4, = 4ME, to'plamlar o’lchovli
boba, nholda .4 to'plam o ‘Ichovli deyiladt. Agar .4 to'plam oichovli bo'lsa,

quyidagi yig'indi
H(A) = Y,"An)-. (5.3)

neZ
A to'plamning Lebeg o'Ichovi deyiladi.

Agar (5.3) gator yig'indisi chekli bo'lsa. .4 chekli oichovli to'plam deyiladi.
Aks holda .4 cheksiz oichovli toplam deyiladi. Shuning uchun u o'lchov
<heksiz giymat. ham gabul gilishi mumkin.

A= U ---T: —+ Q) ni sodda to plam ekanligini ko'rsating. Uni
nsl o n o7

eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan P{. P2....... P,, oraliglar birlash-

. mas, ko'rinishida taevirlang. A = Pi yoyilmadan fovdalanib. A to'p-

lainning o'lchovini toping.
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Yechish. P,, = [— |, n=1.2....... 8 belgilash olamiz va P,,

- +s
n 8 n 8/
oraliglarning kesishish yoki kesishmasligiui tekshiramiz.

5.3-diizmadanma lum bo'ldiki, PNC\NR2 =-Q. PtN/\*1 ¢ 0. A= 2.3....... 8.

Shuniug uchun

TabjuQ,. Qi=U Pazf-q) P (i€6

n=2 -
tasvir ong kaw souli yovilma I>0'ladi. Demak. .1 sodda to'plam. Bu yoyil-

madan quyidagi tenglikni olamiz:

5.3-chuina

Elementar to'plam o'lchovi. Endi tckislikdagi to'plamlarning Lebt*
o'lchoviga to'xtalamiz. Aytaylik a. b. ¢ va d lar ixtiyoriy haqigiy soulai
bo'lsin. Tekielikda biror Dekart koordinatalar sistemasi tayiulangan bo'lib

slm sistemada

a<x<h a<l<h a<l<bh a<x<b

va

c<y<d. c<y<d. c<y<d. c<y<d

tengsizliklamiug istalgan bir jufti bilan aniglangan to'plamlar sistemasi beril
gan boisin Bu to'plamlami to'g'ri to'rtburchaldar dob ataymiz. Xususan. agai
yuqoridagi shartlardan birini qauoatlantiruvdn nuqgtalar inavjud boMmasa (nn1
salan a > b yoki ¢ > d bo'lsa) uni ham to'g'ri to'rtburchak deb ataymiz

©2 bilan tckislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasini belgilaymiz
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Sonlar 0'qi holidagidek tekislikdagi AC E2= p. 11 x P, 1] to'plamning

(5.4)

on ™ to'plamning tashgi o'lchovi deyiladi.

Bu yerda aniq quyi chegara .4 to’plamni qoplovchi to’g’ri to'rtburchaklar-
uing barcha chekli yoki sanoqli sistcmalari bo’yicha oliuadi.

Tekislikdagi barcha to'g’ri to'rtburchaklar sistemasi - B 2 yarim halqga tash-
kil giladi (5.24-5.25 inisollarga garang). © 2 yarim halgadan olinganva a. b. c.
d sonlari bilan aniglangan (ochiq. yopiqg. yoki yarim ochig) bo sh bo‘lImagan
P = Pwl to’g’ri to’rtburchak uchun m(P) = (6 - a)(d - ¢) sonni mos
go’'yamiz. agar P bo’sh to’plam bo’lsa m(P) = 0 deymiz. Bu gonuuiy-
at bo'yicha aniglangan m : ©2 —R to’plam funksiyasi o’lchov (5.1-ta rif)
shartlarini qanoatlantiradi.

3Jt(©2) bilan (>~ yarim halga ustiga qurilgau minimal halqgani hclgilayiriffi.
AA(©2) halganiug elementlari elementar to'plamlar deyiladi.

5.8-ta'rif. Agar ixtiyoriy ~> 0 uchun shunday |i € 9/71(B2) elemental
to plain mavjud bo lib. fi‘ (AAB) < r tengsizlik bajaril.su. v holda A Lebcy
Ta no.sida o'lchovli to'plam deyiladi.

Fagat o’lchovli to'plamlar sistemasi U (£°2) da aniglangan to’plain funk-
siyasi Lebeg o'Ichovi deyiladi va u 4, bilan belgilanadi. Shunday qilib. o’Ichovli
to’plamlar sistemasi il (£ 2) va unda Lebeg o'lchovi p aniglandi. Demak. ix-
tiyoriy .4 € U(E2) uchun fi(A) = 4'(A).

Xuddi sonlar o’qi holidagidek tekislikni. ya’ni R2 ni

Epw = {X.y)m<x<m+1 n<y<n+1}., nme?Z2Z
kvadrarlai yig’indisi ko'rinishida tasvirlash mumkin:

R2= (J Em,
tit. N€Z
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5.9-ta'rif. .4 C R2 biror to plain bo'lsin. Agar istalgan m. n butun so,
lar uchun .4m, = A Em, toplamlar o'Ichovli bo'lsa. n holda .4 to'phn

o'lchovli deyiladi. Agar A to'plam o'lchovli bo'lsa.

u(A) =~ uA,.,) 6.
m.»€Z

yig'indi A to'plamning Lebeg o'lchovi deyiladi.

Agar (5.5) gator yig‘indisi chekli bo'lsa. .4 C R2 chekli o'lchovli to'plai
deyiladi. Aks holda A cheksiz o'Ichovli to‘plam deyiladi.

5.2-teoroema (O'lchovning a—additivlik xossasi). Agar {.4,} —o’zm

kesislimaydigan o'lchovli to'plamlar ketma-ketligi bo'lsa, n holda

1 —\/!
MO49 =4

tenglik o'rinli.

5.3-teoreiua fO'lchovning uzlukeizlik xossasi). Agar o'lchovli to'plamlar-
ning 4) 3 23 .m D 4, 0O s+ ketma-ketligi uchun A = >F<1 4, boisa.
holda u(A) = r!i*px u(A,,) tenglik o'nnli.

5.1-natija. Agar Ai C A2C <+« C J1, C e+ 0'Ichovli to'plamlar ketm
ketligi uchun _4=1L1J—1 4,, bo'ha. nholda y(A) = r]Iirpx ft(An) tenglik o'rivl

Agar (5.2) tenglil_<da aiiiq quyi chegara A C R _to'plamni qoplovchi bai-
cha B sodda to'plamlar bo'yicha olinsa. .4 to'plamning Jordan ma'noeida
tashqgi o'Ichovi hoeil bo'ladi. u j'(A) bilan belgilanadi. ya'ni

i’(4)= inf m'(8). B €0TE).

Ushbu
j-(A) = supm’(B), Bell&).
BC/1
son A to'plamning Jordan manosidagi ichki o'lchovi deyiladi.

5.10-ta’rif. Agar j'(A) = j.(A) bo'Ua. A Jordan ma nosida oicho
to'plam deyiladi.



gjjuui ta'kidlasli joizki. agar A Jordan ma’nosida oichovli to'plam boisa.

Ix»In‘g ma'nosida ham oichovli to'plain Ixrladi va hu oichovlar o'zaro teug

boiadi.

3 Lel>eg ma'nosida oichovli. ammo Jordan ina'nosida oichovli boimagan

to'plamga misol keltiring.

Yechish. E = [0. 1] boisin. .4 esa [0, T kesmadagi barcha ratsionalson-
lar to'plami bo'lsin. .4 to'plam E da zicli boiganligi uchun .4 ni saglovchi
odda to plam E ni ham o‘zida saglaydi. Shuning uchun j'(A) = 1 boiadi.
\ to'plamda saglanuvchi sodda B to plam fagat chekli toplamdir. Sliun-
iiiR nchtiu j.(.4) = 0 tenglik o'rinli. Bn yerdan j'{A) ¢ j.(A). Demak. 4
to'plam Jordan ma'nosida oichovli omas. Maiumki. .4 sanoqli to plam. sImii-
ing uchun uning elementlarini {xb X2....... X,,- ...} ketma-ketlik ko'rinishida

nomerlab chigish mumkin. Shunday ekan

AC UPi. Pi* {x: I» <x<xt}= [xt x*].
*=] >

Ikkinchi tomondan ixtiyoriy k e N uchun rn(I\) = 0. Bu yerdan
/°(4) =0

ekanli®i kelib chigadi. Shuni ta'kidlasli lozimki. tnshgi oichovi nolga teng
bo'lgan har qanday to'plam oichovli to plamdir. Bulling uchun sodda to'plam

sifatida B = O ui olish yetarli:
fi‘(AAB) = ti’(AAQ) = ft"{A) = 0 < r.

Demak, .4 Lebeg ina'nosidaoichovli to'plam. Shunday qilib. .4 Lebeg ma'no-
sida oichovli bo'lgan. lekin Jordan ma'nosida oichovli boimagan to'plamga

inisol boiadi. n

5-4. 4 c [0 1] — bilan shunday sonlar to'plami belgilanganki. ularuing cliek-

siz oiili kasr yoyilmasida 5 raqami ishtirok etmaydi. fi(A) ni toping.
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Yechish. .4 to'plam toldiruvchisining o'lchovini topamiz. [0, 1)\4 to'p.
lam elementlaiining cheksiz o'uli kasr yoyilmasida 5 ragami ishtirok etatli
P. 1] kesmani teng o‘n bo'lakka bo'lamiz va oltinchi [0,5: 0.6) bolakni /1,
bilan belgilaymiz. .4i <lagi har bir sonning cheksiz o'nli kasr yoyilmasid;.
verguldan keyingi birinchi ragami 5 bo'ladi. Qolgan 9 ta bo'lakning har biri-
ni teng o'n boiakka bo'lamiz Ta ulardagi oltinchi bo'laklarning birlashma*i-
ni [0.15; 0,16) U [0.25: 0.26) U <+« U [0.95; 0.96) = /12 bilan belgilaymL
N2 to'plamdagi sonlaming cheksiz o'nli kaer yoyilmasida verguldan keyingi
ikkinchi ragami 5 bo'ladi. Va hokazo bu jaravonni cheksiz davom ettiramiz
Hosil bo'lgan A~.Ar,_ A,,.... to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi v;
ularning birlashmasi [0, 1J\/1 ga teng. O'lchovning a- additivlik xossasigii

kora

/(0. 1IN = ~, ] ()1,,)

tenglik o'rinli. Murakk&b bo'lImagan hisoblashlar shuni ko'rsatadiki /i(-41) -
10 1. ~(N12) = 9+10-2. /x(J1,,) = 9" | «]0_n,... tengliklar o'rinli. Demak.

Shunday qilib, "i(A) 4-/j([0. IJ\1) = 1 dan u(A) = 0 ekanini olamiz.

5.5. Shunday {.4,,} "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiriugki, quyida-

gilar bajarilsin: u(J1,) = +oc, 4, D/,~, n>1. fj =0.

Yechish. "Borel tipidagi to'plam" sifatida A,, = [n,oc), n € N larni
olamiz. Natijada istalgan n € N uchun u(A,) = +oo va A,, D .4,,+H munos-
abat bajariladi. Kesishma :| A,, = 0 bo'lganligi uchun ft =0
bo'ladi. U

Quyidagi misolda /] C .4 shartni ganoatlantiruvchi .4 Ta .4j to'plamlar
berilgan. JI\.41to'plamni eng kam sondagi ozaro kesishmaydigan Pi, P2,I_.I.., |

to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasi ko'rinishida tasvirlang. JTNJ1i = (J P*

yoyilnuulan foydalanib J/T\J1i to'plam o'lchovini toping.
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B)a 4= {(T.yym0<J <7 O<y<T},

M={3.Y):4<x<7 3<y<T}

Yechish- Tekislikda 4 va .4; to'plamlami chizmada tasvirlayniiz. 54~

cluzinadaii 4\.4i = Pi U P2U P3 yoyilmani olamiz.

Y
7 P,
Pi .
.o P8
Pi
0 4 7 X
5.1-cliiznia

Buyerda P, = [0. 4)x[0, 7). P, = [4, 7)x[0. 3], P3= {7}x[0. 7]. Bu to’gri
toTtburchaklar o’zaro kesishmaydi. O'lchovning additivlik xossasiga ko ra.

= u{PNY+p(P2) +y(1\) = 28+9+0 = 37.

5.7. O'Ichovning a- additivlikxossaeidanfoydalanib, /1=11 i —!— 1 >
n-iNX(n'+1)! n\)

. . i ..
to'plamning o Iclhovim topmg.
Yechish. A,, orgali A to’plamnibelgilaymiz. .4,, to'plamlar
juft—jufti bilan o'zaro kesishmaydi, shuning uchun o'lchovning a— additivlik

xoesasiga ko ra
Nm) =

A,, to'plauiliiug o'lchovi #iM.) == — ———— 5— . (bin foy*
(11

"mmmiglik oTiuli
daiansak

'"Aligini olamiz.



Ayrim umumlashtirishlar. Bi/ga sonlar o'qida aniglangan, kamavinav-
digan. o'ngdan uzluksiz F funksiya berilgan bo'lsin. Bo'sh boimagan interval,
kesma va yarim intervallarga F funksiya yordamida quyidagi sonlarni m<s

govamiz:
m ((a. 6)) = F(b-0) - F(a). m([a. 6]) = F(b) - F(a - 0).

m ((a. b]) = F(b) - F(a). m ([a. b)) = F(b - 0) - F(a - 0).

Ravshanki. bu usulda aniglangan m to'plam funksiyasi manfiymas va additiv
Yarim halqada kiritilgan bu oichovning davomini /if bilan belgiiaymiz. Umu-
man olganda./if o'lchovga nisbatan o'Ichovli to'plamlar sinfi F funksiyaninv
tanlanishiga bogiig. Ammo R da o'ngdan uzluksiz. kamavmaydigan istal-
gan F funksiya uchun ochiq va yopiq to'plamlar, shuningdek. ularning istal-
gan sano<}li yig'indi va sanoqli kesishmalari /if oichovga nisbatan o‘lcho\li
to'plamlar boiadi.

5.11-ta’'rif. Biror kamaymaydigan. o'ngdan uzluksiz F funksiyn vositasi-
da qurilgan fjp o'lchov Lebeg-Stiltes o'lchovi deyiladi.

Bizga Lebeg oichovi // va Lebeg-Stiltes oichovi (if berilgan bo'lsin.

5.12-ta’rif. Aynr y(A) = 0 ckanligidan h¥(A) —O0 tenglik kelib chigsn
/if ubsolyut uzluksiz o'Ichov dtyiladi.

5.13-ta'rif. Agar w? o'lchov chekli yoki sanoqli giyniat gabul giluvchi h
funksiya yordamida aniqglansa. /if diskret o'lchov deyiladi.

5.14-ta'rif. Agar ftp o'lchovda istalgan bir nuqgtali to'plam uol o'lchor
Ada ega bo'lsa va Lebeg oichovi nolga teng bo'lgan biror .4 to'plam uchui
/If(R\.4) = 0 bo'lsa. u holda fjf singulyar o'lchov deyiladi.

Oichovning Lebeg bo'yicha davomi. Birlik elementli varim halga
da aniglangan oichovning Lebeg bo'yicha davomini qaraymiz. Agar ©,,, da
aniglangan ni o'lchov a—additiv bo'lsa. u holda m ni ©,, dan 9JI(6,,
ga nisbatan kengroq bo'lgan va gandavdir ma'noda maksimal sinfga davon
ettirish mumkm. Buni Lebeg bo'yicha davom ettirish yordamida amalga os

hirish mumkin. Bizga biror 6 ,, birlik elementli yarim halgada aniglangan
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gj'i];]_mv in olchov berilgan bo'lsin va E to'plain ©,, yarim halganing
Ma Al

lonienti bo'lsin. E ning barcha qism toplamlaridan tashkil topgan
Loirtk
Jr£) gisteniatla tasligi o Ichov deb ataluvchi //* to'plam fuuksiyasmi quyida-

gi usuW» aniglaymiz.
5 15-ta’rif. Ixtiyoriy AC E to'plam uchuu

o'(A) =infy, '<B")
n
Wi A to'plamniikj tanhgi o'lchovi deyiladi. Bu yenlu aniq quyi chegara A
to'plamni qoplovchi barcha chekli yoki sanogli {B,,}. B,, € 6 ,. toplamlar
sistemasi bo'yicha olinadi.

5.4-teoreina Agar .4 va sanoglita 4;, 4........... 4,— to'plamlar uchun

4C }%Jl An bo'lsa. n holda quyidagi tengsizlik o'rinli
nP.

ti'(A) < f; u'(An).

5.16-ta'rif. Agar A C E to'plam va istalgan e > 0 uchun shunday B €
OT(6 ,,,) to'plam mavjud bo'lib.

u'(44B) < e

tengsizlik bajarilsa. ,4 (Lebeg ma'nosida) o'lchcvli to'plam deyiladi.

Fagat o'lchovli to'plamlar sistemasi U(£) daaniglangan //” to'plain funksi-
yasi Lebeg o Ichovi deyiladi va u u, harfi bilan belgilanadi. Ravshanki, 6 ,, va
9ft(©,,,) dan olingan to'plamlar o'Ichovli bo'ladi. Bunda. agar A £ ©,,, va
B € 9/1(6,, ) bo'lsa. u holda

u{A) = m(A).  pt(B) = m'(B).

Agar A o'lchovli to'plam va ~’(.4/1B) < f tengsizlikni qanoatlantiruvchi
A 6 OT(©,,,) to'plain berilgau bo'lsa.

ANB = (E\.4)A(E\B)
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tenglikdan A ning to'ldiruvchi to'plami FNA ning ham o'lchovli ekanligi kelib
chigadi.

5.5-teorenia. O'lchovli to'plamlar sistemasi 11(E) halga bo'ladi.

5.2-cslatina. ©,,, ning birlik element! - F o'Ichovli to'plamlar sistemas
U(E) uchun ham birlik element bo'ladi. shuning udiun o'lchovli toplamlai
sistemasi 11(E) algebra tashkil giladi.

5.6-teorema. O'lchovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniglangan // to'p-
lam funksiyasi additivdir.

5.7-teorema. O'lchovli to'plamlar sistemasi U(E) da aniglangan to'p
lam funksiyasi a— addituvdir.

5.8-teorema. Lebeg bo'i/icha o'Ichovli bo'lgan barcha to'plamlar sistema*/
11(E). E birlik elementli a— algebradir.

5.17-ta’rif. O'lchovli to'plamlar sistemasi 11(E) da aniglangan va U(E
da tashqgi o'lchov fj* bilan ustma-ust tushuvchi uy funksiya rn o'lchovning
// = L(m) Lebeg davomi deyiladi.

5.9-teorenia. Istalgan boshlang'ich m o'lchov uchun Lebeg bo'yicha o'l-
chovli to'plamlar sistemasi U(E) S— halqga bo'ladi. Sanogli sondagi e'lchoih

x
nirna...... 4,,... to'plamlar birlashmasi bo'lgan 4 = UiA" to'plamning
»=

o'lchovli bo'lishi uchun ¢)1 .4*)' migdoming n ga bog ligsiz o'zgarmas
bilan chegaralangan bo'li.shi zarur va yetarli.

Lebeg o'lchovining yana bir xossasini keltiramiz.

5.18-ta'rif. Agur /<(4) = 0 va A' C .4 bo'lishtdan A' ning o'lchovli
ekanligi kelib chigsa. [t o'lchov to'la deyiladi.

Agar fj o'lchov to'la bo'lsa. .4' to'plam uchun N(A') = 0 bo'ladi.

Ixtitoriy o'lchovning Lebeg davomi to'la bo'ladi. Hagigatan ham. .4' C .4.

/0.4) = /i’ (4) = 0 bo'lsa. //*(.4") = 0 bo'ladi va B = 0 € 0 m ni olsak.
fi{A'A4) = u-(A) =0

bo'ladi. ya’ni A' uing o'Ichovli ekanligi va /<(J1')=0 Kkelib chigadi.

5.8. O'Ichovsiz to'plamlarning birlashmasi o'lchovsiz bo'ladimi?

5

yechish- O'lchovsiz to'plamlarning birlashmasi o'lchovli ham o'lchovsiz

bo'lishi mumkin. Masalan. 4 ¢ [0. 1] o'lchovsiz to'plam bo'lsin. u holda
0 = [0 11\~ ham o'Ichovsiz to'plam bo'ladi. Ularning birlashmasi J1U B =
0 1j esa o'Ichovli to'plam. Agar /1 ¢ [0. 1) o'lchovsiz to'plam. B ¢ [L 2)
o lehovsiz to'plam bo'lsa. u holda ularning birlashmasi C = A Li B to'plam
uchun. /1o =C M Eo = /1 o'Ichovsiz to'plam bo'lganligidan 5.6-ta’rifga ko ra
r >x AUB o'Ichovsiz to'plam bo'ladi. (|
5.9. F[x) = [X] funksiya yordamida qurilgan uy- Lebeg-Stiltes o'Ichovi

diskret o'Ichov bo'lishini ko'rsating.

Yechish. F(x) — [X] funksiya tnonoton kamaymaydigan o'ngdan uzluksiz
funksiya bo'lib. uning giymatlar sohasi butun sonlar to'plami Z dan iborat.
Butun sonlar to'plami e a sanogli to'plam bo'lganligi uchun. 5.13-ta’rifga ko'ra
fif diskret o'lchov bo'ladi. O

HUup w
Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

5.10. To plarn funksiyasi m' : 9Jt(6) —R o'lchov bo ladi. Isbotlang.

5.11. (5.1) tenglik bilan aniglangan m' : 271(6) — R funksiyaning giyma-
ti 1 sodda to'plamni chekli sondagi o'zaro kesishmavdigan oraliglar

yig'indisiga yoyish usulidan bog'lig emas. Isbotlang.

*]12. m' : OT(fc) —& R o'lchov m : B —* R 0'lchovning davomi bo'ladi.

Isbotlang.

’e13. Ikki sodda to'plamning birlashmasi. kesislnnasi. ayirmasi va simmetrik

ayirmasi yana sodda to'plam bo'ladi. Isbotlang.

> Agai J1 € 9/1(B) to'plam orali(] bo'lsa. u holda m'(.4) = m(A) bo'ladi.
Isbotlang.



5.15. Agar N1 € INw((5) to'plam chekli sondagi o'zaro kebli_?lunaydigau 4), Aj.
..., .4, sodda to'plauihuuiug yig'indisi, ya’ni .4 = L, J1; shaklda tasvir-
k1
lansa. quvidagi tenglikni isljotlang:
n

m(-49 =51n>un*)e
*-1

5.16. Agar .4 € 9Jt(6) sodda to plam. {.4,,}- sodda to plaiularmug chekli

voki sanoqli sistemasi bo'lib. .4 C ']J'I 4, bo'lsa.
m'(A) <
tengsizlik o'rinli bo iadi. Isbotlang.

5.17. ,4 sodda to plam sauoqli sondagi o'zaro kesishmavdigau Ai. 12,

n,,,... sodda toplauilarniug yig'indisidan iborat. ya'ni
n.un.
el

bo'lsin. U holda quyidagi tenglikni isbotlaug:
X

m'[A) = 53 »I(],,)

5.18-5.23-misollarda keltirilgan /1 C R ni sodda to'plam elcudigini ko rsa-

ting. Uni eng kain sondagi o'zaro kesishmaydigan Pi, Pa,..., P,, oraliglar
M

birlashmasi ko riuishida tasvirlang. .4 = U n, yoyilmadan foydalanib. .4

to planming o'lchovini toping.

n 5-nl
5.18. A= U '32-", 23-"). 521. .4=U 7» .
n=l " n=1 L4 4
510. 1- U ", «*-)m s22. a_ MW(1-1. 1+x).
4 n 6 —n\ nn . 4, /3 13 AN
520. 1= U )
n=1 R(n+1)f 2n! )’ ! ~M (n 5 n+sj-



K, Ikkita yarim halganing Dekart ko'paytrnnsi yarim halga lio'ladi. Isbot-
52
lang

g x g = 6" tenglikni isbotlang.

58"'7"* Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi - 6 - yarim halga

tashkil giladi. Isbotlang.

1 2
= X — vV — n = - tog'ri chiziglar yordamida 9 ta bir xil
3

mx 3 3 3 4
kvadratlarga bo'lamiz va markazdagi ochiq

*Serpin gilami" nomli masala. R2 dagi Fr = [0 1] x [0. ] kvadrat-
1 2

Pi

kvadratni (5.5a-chizma) tashlaymiz. Keyin golgan 8 ta kvedratning har birini
vugoridagidek 9 ta bir xil kvadratlarga bo'lamiz (5.5b-chizma) va markazdagi
kvadratni tashlaymiz. Bu jaravonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada
golgan to'plamni .4 bilan belgilaymiz. Bu to'plamga "Serpin gilami” nomi

berilgan.

b)

5.5-chizma
<mP7. Serpin gilamining o'lchovini toping.

*e28, .4 ¢ P, 1]- bilan shunday sonlar to‘plamini belgilaymizki, ularning
r cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 2 ragami 3 raqgainidan oldin uchraydi. Bu
f to'plamning o’lchovini toping.
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5.29. 4 C [0. 1J— bilan cheksiz o'nli kasr yuyilmasida 8 ragami gatnash

digau sonlar to'plauiinfbelgiiaymiz. Uning o'lchovini toping.

5.30. A C [0 I] - shunday to'plamki, uning elementlarini cheksiz o'nli kau
yoyilmasida 1 dan 9 gacha ragamlarning barchasi gatnashadi. Uning
o'lchovini toping.

5.31. Kantor to plami K C [0. 1] ning Jordan ma'nosida oichovli emasligini

isbotlang.

5.32. "Kantor tarog'i" nomli masala. A - Kantor to'plami bo'lsin.
A= {(x.y):xe 0 1] y6 A}

to’plam "Kantor tarog'i" deyiladi. A toplam [0, 1] x [O. 1] ning hech

yerida zich emas, yopiq va L(A) = 0. Isbotlang.

"Serpin gabristom” nomli masala. R2 da [0. Il x P. ' kvadratni x =

1,z y = 1 yz: - tog'ri chiziglar yordamida 9 ta teng kvadratlarga
0 ) % ]
boiamiz. Asosiy kvadratning uchlariga yopishgan 4 ta

I Ogy, v
Whiy P R {l»}//dfl/Jll&Lu

ol /] VInz i
Wingh" " W i
h Eﬂﬂ i
s ///b{Y/aBIVEEB
a)
5.6-chizina
A= ji-y) :0<x<i 0<y<?"j

4?2 = |(x,y): 0<x <i
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Ps=J(-y): | <X <1l 0<y<

2 2 1
P\= |((x.y):—<x<1, -<y< 11

ig itvadratlarni (5.6a-chizina) binnchi rang kvadmtlari deb ataymiz.

Bu to'rt kvadratning birlashmasini .41 = P\u U ftu I\ bilan bel-
gilaymiz. Binnchi rang kvadratlarining har birini yugoridagidek 9 ta teng
kvadratlarga boiamiz. Birinclii rang kvadratlari P\ P2. Pj. P\ uchlariga
yopishgan kvadratlami ikkinchi rung kvadratlan (0.Gb-chizmada Qi —Q ie)
deymiz. Bu 16 ta kvadratning birlashmasini .4n bilan belgiiaymiz. Va hokazo
bu jarayonni cheksiz marta davom ettiramiz. Natijada iclmia-ich joylashgau
A\3 Aj D ... 9 4, D ... ketma-ketlikka ega boiamiz. Ularning kesish-

masini .4 = nI;II 4,, bilan belgiiaymiz. A to'plam Serpin gabristom deyiladi.

5.33. Serpin gabristoni .4 ning oichovi nol j{A) = 0) Ta [0, 1] x [0, 1]

kvadratning hech yerida zich emasligini isbotlang.

5.34. .4 C R to'plamning oic hovi nolga teng boisa. /i( A) = 0 bo'lishi shart-

mi? Bu yerda A - .4 to'plamning vopig'i.

5.35. .4 c R chegaralanmagan musbat oichovli to'plam boisin. u holda shun-

day X.y € .4 lar mavjudki x - y fQ boiadi. Isbotlang.

5.36. .4 c R ixtiyoriy musbat oichovli to'plam bo'lsin, u holda shunday x.y g
4 mavjudki x —y g R\Q boiadi. Isbotlaug.

5.37. R dagi nol oichovli to'plamlar sistemasi o - halga bo'lishiui isbotlang.

J-38. A ¢ R Borel tipidagi to'plam ekanligini ko'rsating, uning Lebeg o'lchovini
toping:

- I 11
b)A_rE):.[\T'n nn+1) 9
©) A= [0 INQ

61



5.39.

5.40.

5.41.

5.42.

Quyida berilgan A C R to plamning Dorel tipidagi to'plam ekanligini

ko'rsating. keyin uning oldiovini toping,

a) A= R\Q) Nnp ij b) A= {x€R :x46 Q},
X 1 1
¢) 1= [aoc), d) 4= I:]O(n_'\ n—+2")«
1 1 ) | ,
e) A= U n — n + yr f) nLélo fl o mn + 5 n(R\Q).

Shunday {.4,,} "Borel tipidagi to'plam" larga misol keltiringki, quyida

gilar bajarilsin:

a) /i(:4.)

1. n>1 J 4, =R.
n*=|

b) /i(4») = +oc. 4,0 <4Mi. n> 1, u M AN —1L

c) v(A,)) = +oc, n> 1 MNi4, = N.

d) /i(.4,)

+oc. /1, M -4m=0- n¢ m, n.m£ N.

4 C R2 ning "Borel tipidagi to'plam" ekanligini ko rsatib, uning
o‘lchoviui toping:

a) A= {(x. Y)€ER2:Xx€R. 0<y<

b) 4= {(x,y) €R2: -1 <x< 1 0<y<y=f}

a € (0. 1) ixtiyoriy son bo'lsin. [0. 1] keemaning o'rtasidan uzunligi
” gateng 4i = intervalni chiqarib tashlavmiz. .4i
ni o'rta interval deb ataymiz. Ikkindii gadamda qolgan ikki keemaning
uzunligi — ga teng bo’lgan o'rta intervalini chigarib tashlavmiz. Bu in
tervallar birlashmasini .42 bilan belgilaymiz. Uchindii gadainda golgan
tortta kesmaning liar biridan uzunligi — ga teng bo'lgan o'rta inter-
valiui chigarib tashlayiniz. Ularning birlaslimasini /13 orqali belgilaymiz
Bu jarayonni dieksiz davotn ettiramiz. .4 bilan [0. I\U .4n toplamni

belgilaymiz. A ning o'lchovli ekanligini ko'rsating va uning o Ichovini

toping.



5 43- 3.42-misolda keltirilgan .4 to'plam [0. 1] kcsmauing hech yerida zich

eniasligini isbotlang.

544, 4 C [a b] o’lchovli to'plam Ta /4.4) = A > 0 bo’lsin. U holda }{x) =
(i ([n. x) M.4) funksivaning uzluksizligini isbotlang. f : (0. B] —=* R

fuuksiyaning giymatlar soha&ini toping.

5.45. O, 1] kesmada P. 1] dan fargli Ta o’lchovi 1 bo’lgan yopig to'plam

mavjudmi?

5.46. Tekislikda shunday o’lchovli A C R2 to plamga misol keltiringki, uning

koordinata o’qlariga proyeksiyalari o’lchovsiz bo'lsin.

5.47-5.49-misollarda .4i ¢ .4 shartni ganoatlantiruvchi .4 Ta .4i to'plamlar
berilgan. JI\J1i to’plamni eng kam sondagi o'zaro kesishmaydigan Pb P2, ..., P,
to’g'ri to’rtburchaklar birlashmasi ko'riiiishida tasvirlang. .4\.41 = IT_ p*
yoyilmadan foydalanib JT\.4j to’plam o’lchovini toping. =
K .
547. 4= {(X,y) :0<x<7. 0<y<7}.

At = {(X,y): 4<x<6. 3<y < 5}.
548. 4= {(X,y) :0<x< 7. 0<y< 7},

4i= {(X. y):3<x< 7. 0<y<T}.

549. A= {(X.y) :0<x<7.0<y<T7}.

di= {X.y):0<x<7. 0<yc<6}.

5.50-5.64-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

5.50. .4 C R to’plam o’Ichovli bo'lishi uchun ixtiyoriy s > 0 ga ko’ra shunday
, G(Gd .4 ochig to'plam mavjud bo'lib. //*(G\NA) < f tengsizlikning

bajarilishi zarur va yetarli.



5.51.

5.52.

5.53.

5.54.

5.55.

5.56.

5.57.

5.58.

5.59.

5.60.

5.61.

5.62.

Agar A C R o0'Ichovli to’plam 1i0'1sa. u holda ixtiyoriy r > U uchun
shunday C, (G C .4) yopiq to’plam mavjud bo'lih, /i'(AN\G) < s P>
sizlik bajariladi.

Agar A C B bo'lsa. **(.4) < fi’(B) I>0'ladi.

Agar A — sodda to'plam bo’lsa. n holda u"(A) —m'(A) tenglik o’rinli

Agar chekli yoki sanogli sondagi {.!,,} to'plamlar sistemasi uchun 1 C

U .4, bo'lsa. un holda quyidagi tengsizlik o'riidi
e

H'A)<$>enn -

ft

Agar 4 C [0. 1] o’lchovli to'plam bo’lsa. [0. IN\4 ham o’lchovli bo'ladi

Agar .4 va B to'plamlar o'Ichovli bo'lsa. nholda AuB. AB. AAB. A

to'plamlar o'lchovli bo'ladi.

O’Ichovli to'plamlar sistemasi U(R) halga tashkil giladi.
v/
Chekli sondagi o'lchovli to’plamlarning birlashmasi va kesislnnasi yana

o'lchovli to'plamdir.

Agar /1 va B lar o'zaro kesishmaydigan o'lchovli to'plamlar bo'lsa. n

holda /<(4 U B) = /«(.4) +/<(/?) tenglik o’rinli.

Agar .4 va B lar o'Ichovli to’plamlar bo'lsa. quyidagi tengliklar o’rinli:
a) u(AUB) = //(A) +1,(B) - u(ANA),

b) L(AAB) = ft(A) + tx(B) - 2/d-4M B).

Ixtiyoriy ikkita .4 va B to’plamlar uchun quyidagi tengsizlik oriuli:
IP(-4) - u'(B)I< /T (NA4AA).

4 C E = [0 1] olchovli to'plam uchun y(EN\A) = 1- fi(A) tenglik

o'rinli.



o’lchovli to'plamdir.

564 O'lchovli to plamlar sistemasi U(R). o- algebra tashkil gjladi.

iiiug o Ichovini toping:

5.66. O'lchovniiig uzluksizlik xossasi va lining natijasidan foydalanib. quyidagi

ro plainlarning o'lchovini toping:

c) 4= U 1-(! +=)' 5+ (1 +-)")

5.67. Chegaralangan o'lehovsiz toplamga misol keltiring.
5.68-5.75-misollarga ham 5.8-misol kahi javob boring.

5.68. O Ichovsiz to'plamlarning kesishmasi o'lehovsiz bo'ladimi?
5.69. O'lehovsiz to'plamlarning ayirmasi o'lehovsiz bo'ladimi?
5.70. O'lehovsiz to'plamlarning simmetrik ayirmasi o'lehovsiz bo'ladimi?

5.71. 4c £ = [0 10] o'lehovsiz to'plam. B C E o'lchovli to'plam. Ularniug

birlashmasi o'Ichovli bo'lishi mumkinmi? A C B liolni talilil giliug.

5-72. 4 C £ oicliovsiz to'plam. B C £ o'Ilchovli to'plam. JIM B to'plam
o'lchovli bo'ladimi? 4fIB = 0, B C A, Ac B hollarni talilil giling.



5.73.

5.74.

5.75.

5.76.

5.77.

5.78.

5.79.

5.80.

5.81.

5.82.

5.83.

5.84.

A C E o'lchovsiz to'plajn. B C E oichovli to'plam bo'lsin. A\B
to'plam oichovli bo lishi munikinnii? A C B, B C .4 hollarni tahlil
qiling.

A C E o'lchovsiz to'plam. B C E oichovli to'plam bo'lsin. B\A

to'plam ganday hollarda oichovli. gachon o'lchovsiz bo'lishini misollarda

tushuntiring. A1 B = 0, B ¢ A. A ¢ B hollarni talilil qiling.

A C E o'lchovsiz to'plam. B C E oichovli to'plam bo'lsin. AAB
to'plam oichovli boiishi mumkinmi? /1M1 = 0. B ¢ A. A c B

hollarni talilil qgiling.

Ai O A2 D eee 3 -4, 3 eee oichovli to'plamlar ketma-ketligi uchun

X
A(fi ,4,) = lim /i(.4,) tenglikni isbotlang.
n*1i

bh— X
O'lchovli to'plamlarning .4i C .42C eeeC .4, C e+ ketma-ketligi uchun

X

filtU -4,) = lim ij{A,,) tenglikni isbotlang.
n=1 n— X

Agar LI(R)— sonlar o’'qidagi Lebeg ina'nosida oichovli to'plamlar si>-

temasi, [a. 6] ixtiyoriy kesma bo'lsa. u holda [a, 6] kesmada saglanuvchi

oichovli to'plamlar sistemasi a— algebra tashkil giladi. Isbotlang.
Kantor to plamining o'lchovi nolga teng ekanligini isbotlang.
Ixtiyoriy A C R sanoqli to'plam uchun /<(A) = 0 ekanligini isbotlang.

A va B lar sonlar o'gidagi nol oichovli to'plamlar bo'lsa. .4U B va

A AB lar ham nol oichovli to'plamlar bo'ladi. Isbotlang.

A C R 110 oichovli to'plam va ixtiyoriy B ¢ R to'plam uchun y(A r
B) = 0 ekanligini isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha nol oichovli to'plamlar sistemasi < halga va fi

halga bo'lishini isbotlang.

Sonlar o'gidagi barcha nol oichovli to plamlar sistemasi simmetrik avirin

amaliga nisbatan kommutativ gruppa bo'lishini isbotlang.
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5.85. Sonlar o‘gida kontinuum quwatli. not o'lchovli to'plam”™®misol keltiriug.

5.80. [0. 1] kesinada. o'lchovi 0.9 ga teng I>vigan va [0. 1] n‘'I* hech Yer{1

zich bo'lImagan inukaiiinial to plamga misol keltiriug-

5.87. [0. 1] kesinada. o’lchovi 1 ga teng INe'lgau va [0. L m,lg hech yerida

zich bo'lImagan miikammal to'plam mavjudmi?

5.88. .4 C [0. 1 lie'll yerda zich bo'Imagan nol o'lcJiovli to’plIH11 bo Isa. lining

yopig i /L ham nol o'Ichovli to'plam boiishi shartmi?

5.89. [0, 1] kesinada, uol o'lchovli va [0. 1] ning hamma yei‘ida zich kontinu-

um quwatli to'plamga misol keltiring.

5.90. Shunday nol o'lchovli .4 C R va B C R to'plainlarga misol keltiringki.
ularning arifmetik yigiudisi A+ B = {r: c=n4hb 0e A b£f B}

musbat o'lchovli bo'lsin.

5.91. Slufiiday 4 C [0. 1] va B ¢ [0, 1] to'plamlarga misol Kkoltirjjtgki,

quyidagilar bajarilsin: //(.4) = /«(B) =0. u(A + B) 2-

5.92. F(r) = 2r+1 funksiya vordaiuida qurilgan 7if — Leb<'8'*t"tes® leho\

abeolyut uzluksiz o'lchov boiishini isbotlang.

5.93. MF F(t) = 2x+1 o'lchov boyicha 4= (1. 5] to'pl*«smmg oichovini

| toping.

5.94. /if . F(x) — [X] Lebeg-Stiltes o'lchovi bo'yicha A =* {1m

to'plamning o'lchovini toping.

Qurilishi Kantor to'plami—K (3.5-misolga garang) bila#1 bog lig bo lgau
: Kantorning zinapoya funksiynnini (5.7-chizma) koltiramiz- Kj~otorning zinapo\ a
~niksiyasini [, bilan belgilaymiz va uni R da quyidagich» iui*qlauniz. $.(w>, —
°- a?€ (-0c.0] va fi(x) = 1, x € [1.30). 1 ni [0. I]\A"' da quyidagicha

-?iqbymiz. /Ql= ~ to’plam va uning chegaraeida (5.'**c” 2TaBa SAran8)
t
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*(*) - 2" X€[3'3

K2= A2in N2= N Q- to’plam va uning chegaralarida
1
agar x 6 I~
A _ 4 9
x)= 3 r7 8
4 °flar X6 [9' 9]
Eiuli
*

-u*F»y - (f ID)u{h-1)Ynm(y |)n ('m 1)

to'plam va uning chegaralarida

2A -
Jt(x) = x € A'3g. * = 1.2.3.4.
2n+
Xuddi shundav K, = U Arn* to'plamning Kk - qo shni intervali %aun-
t=i
ing chegarasida
2k —1
*(x) = — —e XxXGKu. k= 1.2.3...... 2 -1



Shunda)éit::{ilib. to'plamlar va ularning chegaralarida A funksiya anig-

landi. Bu U;Kn= [0. 1]\A' to’plam [0. 1] kesmada zich. Ewli xu6 K soni

A funksiya aniglanmagan biror nuqgta boisin. u holda

A(x0) = sup |A(X) : x <xq, r€ U Kn\

dtiymiz. Hosil gilingan funksiya Kantorning zinapoya funksiyasi deyiladi.

5.95.

5.90.

5.97.

5.98.

5.99.

Kantorning zinapoya funksiyasi A ning [0. 1] kesmada uzluksiz. mono-

ton kamaymaydigan funksiya ekanligini isbotlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi F(x) = A (x) yordamida qurilgan Lebeg-
Stiltes oichovi —/]g bo'lsin.

a) //p ning singulyar o'lchov ekanligini isbotlang.

b) //(f\) = 1 tenglikni isbotlang. Bu yerda K — Kantor to'plami.

c) 4 Kantor to'plamini saqlovchi (/1" C .4) ixtiyoriy to'plam bo'lsin.
/<p(,4) = 1 tenglikni isbotlang.

a) F(x) —x funksiyayordamidaqurilgan Lebeg-Stiltesoichovi abeoqjit
uzluksiz o'lchov boiadimi?

b) F(x) = 2[x] + 1 funksiya yordamida qurilgan Lebeg-Stiltes oichovi

diskret o'lIchov boiadimi?

c) Singulyar L«*beg-Stiltes oichoviga misol keltiring.
Additiv, ammo a— additiv boimagan oichovga misol kcitiring.

Har bir .4 C R to'plamga

nCIVM
sotini mos qo'yamiz. in to'plam funksiyasi o’lchov bo'lishini ko'rsating.

4= (-3C, 0) va B = [1. 4] to’plamlarning oichovlaiini toping.



| bobni takrorlash uchun tost savollari

. Quyidagi tengliklar ichidan to'grilarini ajrating.

1L AAB = (AUB)\{AMB). 2 44B = (.4 UB)A(A M B).
3. AA B = (A\B)U(B\A).

A) L2 B) 2. 3 C) 123 D) 13

£ — universal to'plam. Ikkilik munosabaMarini toping.

1) E\U.4a = M(£\.4,). 2) E\n.4a= U(E\A.)

3) NAB = (A4uB)\(.4nB). 4) (E\A)A(E\B) = AAB
A) 12 B) 2. 3 C)3. 4 D) 14

4 va B to'plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan to'g'rilarini
ajrating. 1) AAB = 4U B. 2) AAB= 4 3) B\A=1B
A) 12 B) 2. 3 C)123 D) 13

4] va Ai to’plamlar o'zaro kesishmaydi. Quyidagilar ichidan to g rilari-
ni ajrating. 1) B\ B? C (A A B\)J (AjA B>, 2) .4,0.42 =0,

3) .4i0.4r = .4jU.42, 4) (.4iU.42)A(Bi UB2) C (AIAB1)U(A2AB2)
A) 12 3 B) 2. 3.4 C) 1234 D) 13 4

./ :R —>»R. /(x) = [0,5x! akslantirish berilgan. Bu yerda [x] belgi x
sonining butun gismi. Agar A = [0. 8] bo'lsa, /(-4) ni toping.

A) {0: 1;2; 3: 4: 5: 6: 7} B) [O. 8]

C) {0: 1: 2, 3: 4, 5: 6: 7: 8} D) {0: 1. 2: 3: 4}

. f X —[5. 26!. /(x) = x2+ 1 funksiya berilgan. / - ustiga (suryek-
tiv) akslantirish boladigan maksimal A' to'plamni toping.

A) [-5, -2] U [2. 5] B) [-2. 5] C) [2. 5] D) (2. 5)

./ :[0.M] — [—1.1]. f(x) = cosx. g :[0.m —*[0.1]. g(x) = sinx.

y =0 ~*[0>*e v(X) —sinx. v :[0.2] —=*[0.5], v>(Xx) = x2+ 1
akslantirishlar ichidan suryektivlarini ajrating.

A) /.9.? B) /7.9.v C)g. O D) /. r. t-
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10.

11.

12.

/ «[0.m-+[-1,1], /(r) = Q8.I. g :[0.4 —[0. 1], A(x) = sin.r.
— [0,1]. ¥(x) = sini, v :[0,2] -U [0.5]. v-(z) = x2+ 1
akslantirishlar ichidan bivektivlarini ajrating.

A) fg B) f.v c)/ .* D)

Quyidagilar ichidan sanoqli to’plamlarni ajrating.
1) Jahon banklaridagi valyutalar to'plami.

2) Barcha ratsional sonlar to'plami.

3) Yer sharidagi barcha qushlar to'plami.

4) Barcha tub sonlar to’plami.

A) 1,3 B) 2. 4 Cc) 123 D) 1.3. 4

Quyidagi tasdiglar ichidan to’grilarini ajrating.

1) Chekli to’plamlarning ayirmasi chekli to'plam bo'ladi.

2) Sanogli to'plamlarning ayirmasi sanoqgli to'plam bo ladi.

3) Kontinuum quvvatli to’plamlarning ayirmasi kontinuum quvvatli to'p-
lam bo'ladi.

A) 13 B)223 C)1 D)1.23

Quyidagi tasdiglar ichidan to‘g'rilarini ajrating.

1) Chekli to’plamlarning kesishmasi chekli to'plam bo'ladi.

21Sanogli to'plamlarning kesishmasi sanoqli to'plam bo ladi.

3) Kontinuum quwatii to'plamlarning kesishma&i kontinuum quvvatli
to'plam bo ladi.

A) 1.3 B) 2, 3 c)1 D) 1.2.3

Quyidagi tasdiglar ichidan to'grilarini ajrating.

1) Chekli to'plamlarning birlashmasi chekli to'plam bo'ladi.

2) Sanoqli to'plamlarning birlashmasi sanoqli to'plam Ixj'ladi.

3) Kontinuum quvvatli to'plainlaming birlashmasi kontinuum quvvatli
to'plam bo'ladi.

A) 13 B)223 C)1 D)123
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14.60.

14.61.

14.62.

14.63.

14.64.

14.65.

14.66.

14.67.

14.68.

Agar 06 4A(.fo r) bo'lsa B(yo-r) C B(ro 2r) munosabatni isbot qi-
ling.

Biror .4 to'plamning e— atrofi ushbu

tenglik bilan aniqglanadi. U holda A = I V,(.1) tenglikni isbotlang.
0

To'g'ri [a. 6. (a, 6), Z. Q. [a. 920), O to'plamlarning die-

garalarini toping.

Hech yerda zich bo'Imagan to'plamning yopig'i ham hech yerda zich etnas.

Isbotlang

Fr(A UB) C FrA UFr B munosabatni isbotlang. Agar ,4MN =0
bo'lsa. Fr(AUB) —FrA U Fr B tenglikni isbot qiling.

Separabel metrik fazoda ixtiyoriy to'planming yakkalangan nuqtalari c-hek-

li yoki sanogli to'plam bo'ladi. Isbotlang.

{x,,} C [a. ) bo'lsin. Ixtiyoriy (a. J) C [o. b\ interval uchun n(a: J)
orgali X1.r2....... X n niigtalaruing (a. ?) oraligga tushganlariningsonini

belgilaylik. Agar ixtiyoriy (a. J) C [a, 6 uchun

N—kK n b—a

tenglik bajarilsa. {j-n} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekie tagsimlangan
112124 12 K—1
deyiladi. Ushbu 0,1, - s ~k~"""" ktma*kpt'

lik [0. 1] kesmada tokis tagsimlangan bo'ladimi?
a — irratsional son bo'lsin. {na} = «a —[ma], ya'ni na sonining
kasr gismlaridan tuzilgan ketma-ketlik [0. 1] kesmada tekis tagsimlangan

boiishini isbotlang.

14.67-masaladanfoydalanib. 1.5.52__ ,5",... ketma-kotlikdagi 5" son-

ning (o'nlik sanoq sistemasida) 13 dan boshlanish ehtimolligini toping.
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11.09. .Y toia metrik faf.0. {/,} esa X da aniglangan uzluksiz funksiyalar
bo Isin. Agar ixtiyoriy x € X uchun chekli H_ng( f,.(x) —7/(.r) mavjud
bo'lsa. / funksiyaning uzilish nuqtalari to'plami 1-kategoriyali to'plam

ekanligini isbot qiling.

14.70. Agar / : R — R funksiya har bir nuqtada chekli hosilaga ega bo'lsa.
f'(x) funksiya uzluksiz bo'ladigan nuqtalar to'plami 2- kategoriyali to'p-

lam ekanligini isbotlang.
15-8. Uzluksiz akslantirishlar

n = (X, p) ta V' = (K.d) - metrik fazolar. /7 esa A' ni Y ga ak-

I slantirish bo'lsin. Agar ixtiyoriy t > 0 wuchun shunday 6 > 0 mavjud
[ bo'lib. p(x. Jo) < shartni gqanoatlantiruvchi barcha x € X nugqtalar uchun
I d(f(x),f(xo))<e tengsizlik o'rinli bo'lsa. u holda f akslantirish .r0€ X
[ nugtada uzluksiz deyiladi. Agar / akslantirish .Y ning hamma nuqtalarida
| uzluksiz'bo'lsa. u holda / akslantirish A" da uzluksiz deyiladi. Agar ix-
f tiyoriv ¢ > O uchun shunday € > 0 mavjud bo'lib. p(x. y) < 6 slWirtni
[ ganoatlantiruvchi barcha x, y € X nuqtalar uchun d (f(x).f(y)) < e teng-
| sizlik bajarilsa. u holda / akslantirish X da tekis uzluksiz deyiladi. Agar
/ : X —*Y biyektiv akslantirish bo'lib. / va f~* akslantirishlar uzluksiz

I bo'lsa. u holda / gomeotnorf akslantirish yoki gomeomorfizm deyiladi. A’ va
[ V fazolar esa gomeotnorf fazolar deyiladi. Agar (A', p) va (Y, d) metrik fa-
I solar o'rtasida biyektiv rnoslik o'rnatuvchi / akslantirish ixtiyoriy xi, xj € X
I lar uchun p(xi.x2) = d(f (xi),/ (x2) shartni ganoatlantirsa. u holda / ak-
| slantirishga izometriya deyiladi. ,Y Ta Y fazolar esa izometrik fazolar devi-

[ ladi.

[ 15.1. /7 : R* — R funksiya har bir tayinlangan x da y o'zgaruvchi bo'yicha
ko'phad Ta har bir tayinlangan y da x o'zgaruvchi bo'yicha ko'phad
bo'lsa. f(x,y) funksiya ikkala argumenti bo'yicha ham ko'phad ekanlig-

iui isbotlang.

201



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Kesishmasi kontinuum. simmetrik ayirmasi sanoqgli bo'lgan 4i va
kontinuuin quvvatli to'plamlarga misol keltiriug.

A) .41 = [0. 1], N12= (0. 1) B) 4, = [0. 1. .42=[0. ] UQ
C) .4:

[0. ), N2= [-2. 00) D) Aj = (-oc. 0], A2= (0. 20)

Chekli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q.Z.N B){2: 3. 0 C){2:3}.[0.1.Z D) R.Q.Z

Sanoqli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q.Z.N B){2: 3.0 C){2:83}. [001].Z D)R.Q.Z

Kontinuum quvvatli to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.

A) Q.Z. N B){2:3}.0 C){2:3},[0.1.Z D) [0. 1, R. R\Q

Ekvivalent to'plamlar ko'rsatilgan javobni toping.
A) Q~Z~ ~ R B) [0. 1] ~ [0.%0) ~ R ~Q
C) 0. 1] ~R~R2~ R\Q D) [0.1] ~R~R\Q~Q

Sonlar o'gidagi barrlia [a. b) yarim intervallar sistemasi 6
A) Yarim halga bo'ladi. halga bo'Imaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra bo'Imaydi.

C) Ham halgqa. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo'ladi.

Sonlar o'gidagi barcha chekli to'plamlar sistemasi B
A) Yarim halga bo'ladi. halga bo'lImaydi.

B) Halga bo'ladi. algebra bo'Imaydi.

C) Ham halga. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo'ladi.

Sonlar o'qidagi barcha chekli. sanogli va kontinuum quvvatli to'plamlar

sistemasi & :
A) Yarim halga bo'ladi. halga bo'Imaydi.
B) Halga bo'ladi. algebra bo'Imaydi.



21.

22.

23.

24.

25.

26.

f
C) Haw halga. Iwin algebra boiadi.

D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

Sonlar o'gidagi barcha chegaralangan to'plamlar sistemasi 6
A) Yarim halga bo'ladi. halga bo'Imaydi.

B) Halqga bo'ladi. algebra boimaydi.

C) Ham halga. ham algebra bo'ladi.

D) Yarim halga tashkil gilmaydi.

Tekislikdagi barcha to'g'ri to'rtburchaklar sistemasi & :
A) Yarim halga bo'ladi. halga boimaydi.

B) Halga boiadi. algebra boimaydi.

C) Ham halga. ham algebra bo'ladi.

D) Ham algebra, ham a algebra bo'ladi.

E —{(x.y) : 0< x < 1. 0 < y < 1} birlik kvadratdagi barcha
elemeutar to'plamlai sistemasi 6

A) Yarim halqa bo'ladi, halga bo'Imaydi. *
B) Halqa boiadi. algebra bo'Imaydi.

C) Ham halga. ham algebra boiadi.

D) Ham algebra, ham a algebra boiadi.

E = [0. 1] to'plamning barcha gism to'plamlaridan tashkil topgan 21(E)
sistema simmetrik ayirma A amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi.
Uning birlik elementi e (e *x *x *e = e) ni toping.

A) e=[0. 1 B) e= 0 C) e= {0} D) e= (0, 1)

E = [0. 1] to'plamning barcha gism to'plamlaridan tashkil topgan 21(E)
sistema simmetrik ayirma A amaliga nisbatan gruppa tashkil giladi. Bu

gruppada x = (0. 1) elementga teskari eleinentni toping.

A) x1={0} B)x1=0 C)x"1= (0. 1) D) x 1= [0, 1]

P = 114<x<5" 25<yc< to'g'ri to'rtburchakning oicho-

vini toping.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

A) 20 B) 21 Cc) 18.75 D) 20.4

P={0<x<1 0<y<1l}tTaQ={0.3<x<20.8 0<y< 1}
to'g'ri to'rtburchaklar kerishmasining o'lchovini toping.

A) 0.5 B) 0.8 C) 0.13 D) 0.75

P={0<x<1 0<y<1llvaQ={05<x<15 0<yc< 1}
to'g'ri to'rtburchaklar birlashmasining o'lchovini toping.

A) 1.3 B) 1.4 C) 1,5 D) 2

P={0<x< 1 0<y< 1lvaQ-={05<x<15 0<y< 1}
to’'g'ri to'rtburchaklar simmetrik ayirmasining o'lchovini toiling.

A) 0.5 B) 1 C) 15 D) 0.8

P={0<x<5 0<y<5} Pi={0<x<2 0<yc<2} P\Pj
avirmaning chekli yoyilmasida eng kiunida neclita to'g’ri tortburchak qat-
nashadi?

A) 4 B)3 C)2 D) 5

4= {0 < x< 1L 0<y<O0,2}U{0 < x < 1 08 < y< 1}
elementar to’plamning o’lchovini toping.

A) 0.2 B)0.3 C) 0.4 D) 0,5

A= {0 <x< 1l 0<yc< x} toplamning tashgi o‘lchoviui toping.
A) 0.2 B) 0.3 C) 0,4 D) 0,5

Lebeg o’lchovining additivlik xossasini koi-sating.

A) £(U 4<) = £ fi(Ak). A MAj=0,id]j
Uil « i
B) A (U 4,)=YI VA, ANN=0,jd]j
v W1
C) lim fi{A,) = Z/ifA). A= U A,, AyC A2C eeC -4, C =o=
n—Xx 11=1

D) H (U 4.) < X; u(A,)
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34. I™ebeg o'lchovining yarim additivlik xossasini ko'rsating.

35.

3G.

37.

38.

39.

A)p(UAi):tf.lp(-4i): n =0eidj

B) p (Y, 4} = 53 p(»). 4nn:=0.i7/j
C) lim ii(An) = Zi(A). 1= U An, 1,C A4C CA,C
n—X n=1
D) p(U-0 < £ p(N,)
\sl > TH

Lebeg o'lchovining a— additivlik xossasini ko'rsating.

A) 4 (U Ay) = 53 p(-4i). A MA, =0. ]

B U .4n) = 53 A.), A4, TTAj = 0. j
) P (Y, 4, = 53 p(A.) j i

Cc An =p1). A= U 4, JT1C 12C e« C A, C e
) (Am) = p(n). A= U

fimpt
D) p (U Au) < £ P(A)

Lel>eg o'Ichovining uzluksizlik xossasini toping.

A AK = 53 P(-U-). -®»MAj=0.i®]j
)LL\ )/ AFl( ) » i i ®j

"
bll

nr

B)n(U .4,)=53PAn. 4N00;=0.c"j
o1y oL

C) lim/*(MN = //(N). N1 = U A,. Ai C J12C eeeC /1, C eo=
n—»3c n=1
D U A, < Z A,
) P {,,:1 )/ Z, u(A.)

N C [0, 1] — o’lchovsiz to’plam. Quyidagilar ichidan o’lchovsiz to’plamlami
ajrating. 1) [0. 1]\/. 2) NNQ. 3) NAN([0. Ij\Q).
A) 13 B) 2. 3 C)12 D)1 2 3

N C [0, 1]— o’lchovsiz to’plam. K — Kantor to'plami bo’lsin. Quyidag-
ilar ichidan o'lchovli to’plamlarni ajrating.

1) 0. IN4. 2)NNQ. 3)NnNK.

A) 13 B) 2. 3 C)12 D) 1.2 3

///. oichov F(x) = [i] funksiyayordamida qurilgan Lebeg-Stiltes o'lchovi.
n = {1. 2. 3} bo'lsin. pr(.4) ni hisoblang.



A) 1 B) 2 c) 3 D) O

40. F[x) = A (x)— Kantoruitig zinapoya funksiyasi, /if — esa F(x) yorda-
/1 2\
uiida qurilgan Lebeg-Stiltee o'Ichovi boisin. A = | —- J toplanming

oichovini toping.
A) 3 B! o f D>

| bob uchun javoblar va ko'rsat malar
1-§. To'plamlar ustida amallar

10. x € E\NM A, ixtiyoriy element bo'lsin. U holda i 6 E ra i ™ f) 4,
a o

bo'ladi. Bundan shunday Qo mavjud boiib, r ning A>, to'plamga tegish-

li emasligiga kelamiz. Demak, x element /1 to‘'plamning toidiruvchisida

yotadi. Shunday qilib, Qo uchun x € E\A, n munosabat o'rinli, buudan biz

x £ ]I(E\A) ga bo'lamiz. Bu esa
a

E\ N C (J(E\AN) (11j)
n n

munosabatni keltirib chigaradi. Endi teskari munosabatni isbotlaymiz. Agar

x € (J(E\A,,) bo'lsa, u holda biror Oy uchun x C E\A,0 boiadi. buudan
(0]

x element A», to'plamga tegishli boimaydi. bu esa x £ ' M« ekanligini
a

bildiradi. Demak. x £ E\f] .4,, ekan. Bundan biz
U

EXfJAtD[j(E\NADO) (1.2j)
n a

munosabatga kelamiz. (1.1j), (12j) munosabatlar (1.4) tenglikni isbotlaydi.
18. .4UB = [0. 1]. .4\B = {0. 1}, .44AB = {0. 1}, .4NB = (0. 1).

19. ,4Ufl = {2, 3. 4. 6. 8. 9. 10, 12. 14. 15. 16. 18.20. 21.22. 24....},
A\B = {2. 4..... 2(3n- 2).238n- 1)....}. 4N B = {6, 12........ 6n... }
40B = {2.3.4.8.9.10. 14. 15.16....} .

20. .4UB =R. AAB=Q, AAB- R 4NnB =0.

21. 4UB = [0. 1. A\B = 4. .4AB = [0. 1], 4MB = 0.



22- 4= {— n €Zj . B= j—+-— ,ne Zj . Buyerda B C A munosa-
bat o'rinli. demak AuB = 4. AI\B - B. AAB= AAB ={y, n€z}.
23. 4 to'plam l.Ik-ehizmada gorizontal shtrixlangan soha. B to'plain 1.1k-
chizmada vertikal shtrixlangan soha. AuB = {(x.y) : 0<x < 1L 0< {{< 1},
A\B = {(x.y):0<x< 1,0<y<x}.

ANMB = {(T.y):0<x<1y»x}.

AAB = {(x,y) :0<x<1,0<y<x}U{(x.y):0<x<1x<y<1}

l.Ik-chizma

24. AUB — 1.2k-chizmada shtrixlangan soha. A\B — chizmada gorizon-
tal shtrixlangan soha. AAB: — chizmada vertikal va gorizontal .shtrixlangan

soha. .4M B - chizmada giyalab shtrixlangan soha.

1.2k-rhiziua

39. Zz =Z. X ={1.2}, K={3(.XxY -Y x X tenglikdan A' = Y
kelib chiqadi.

40. A' x )e = {(1.2), (1.4). (3.2), (3,4), (5.2). (5.4)}.

Y x X = {(2.1). (2.3), (2.5). (4.1), (4,3), (4.5)}.

-V xY =Y x X tenglik umuman olganda to'g'ri emas.

44. To'g'ri emas, masalan X = [0.1j. A'i = [1.2]. Y = [2.3]. Y\ = [3.4].
49. A’ = nuC’'nD. A, = BTNCIMND.

52. X, = (-1)"" ketma-ketlik Q ga qarashli. lekin {x,,} £ [J fi,.
n»i



2-8. Akslantirisblar

9. E (N )~{0 .~ ... 0. £(/>) = R. 11. E(S)-[0.ec).

12. g(1) = {0. 1.2}. g~\B) = [2.4). 13. A(.4) = {0}. 94" 1J3) = 0.
14. /(X)) =T1T. g{T)=1- x. (/ +0)(x) =1

/(X) = x. a(r) =x- 3. (/- 8)x) =3

26. 2.27-misolga garaiig.

27. 4 va B to'plamlar o'zaro kesishmaydi, yani A N B = 0. Bu yer-
dan P(A M B) = 0 ekanligini olamiz. Bu to'plamlarning P akslantirishdagi
tasvirlari nstma-ust tushadi. ya'ni P(A) = [0. 1] P(B) = [0. I» Demak.
P(A)MP(B) =1[0. 1dp0=P(AMB).

29. Xx\n (i) = 1~ Xn(x), X/B (i) « \a (x)+ \g (X) - \n(x) *\n(x).
XAMNB (x) = XA (x) "\D (x), \.] Ax) = Xn(X) - \g(xX)\D(x),

Xasb(x) = XA (x)+ XB (x) - 2\A(x) *\B (X).

33. Mavjud. 34. To'g'ri emas. 38. X —[-3.-2]U[2 3

39. 4N)={+ 1] 2.8.3.1 4}. f~1(B) = [5.6).

40. X C (-0c.0] yoki 1" C (0,+ og) dagi ixtiyoriy to'plam.

41. Bu akslantirish ham syuryektiv. ham biyektiv.

42. Inyektivlari f. V- Syuryektivlari /, g, y. Biyektivlari 7/,

3-8. To'plamlar quvvati
8. K, — {(X,y) :x=a -00 < y< oc}- sinf tekislikda x — a vertileal
to'g'ri chizigdau ilwjrat.
9. Kr= {(x.y,:) *x2+ y2+ r2= r} —sinffazoda markazi koordinata boslii-
da radiusi r > 0 bo'lgan sferadan iborat.

12. Bo'ladi. 13. f(2n) = n.

19. Bu to'plamlar o'rtasida biyektiv moslikni
/ :R — (0. 1). /(x) = ~arctgx + ©

funksiya yordamida o rnatish mumkin. Bu akslantirisiming biyektiv ekanligi

arktangeus funksiyaning xossalaridan kelib chigadi.
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21. Yo'q. bu chekli to’plam. 22. 4= N.B = {3.4,_n }.
23.  4=N.B={...- 2.-1.0.1,2}. 20. Sanogqli.

32. 4= Jo.1L-. ——m— 1.B — R 1 to plamlar bo'lsin.
U holda [0, 1\.4 = (0. )\B = C . A va B lar sanoqli to plamlar boiganligi

uchun / : .4 — B biyektiv akslantirish mavjud. U holda

J /(x), agar x € 4

g(x) = s ) funksiya [0.1] ni (0.1) ga biyektiv akslantiradi.
N X. agar x € C

33- f(x.y) = +ixi(6 - a),c+2~(d -¢c)j, x,y) €[-1.1]2

36. .4 C R\Q biror sanogli to'plam bo'lsin. u holda A4 = .4uU Q ham sanoqli

to'plam bo'ladi. f : A — B biror biyektiv akslantirish mavjud. U holda
1 /7{r), agar x 6 A

g(x) = < funksiya R\Q ni R ga biyektiv akslan-
[x. «BnrxeR\(Qu=>I)

tirish bo'ladi.

49. Ekvivalent. 51. Irratsional sonlar uchun.

59. A = [0: 1] kontinuum quvvatli bo'lgani uchun 3.4-teoremaga ko ra uning
barcha qgism to'plamlaridan iborat to'plam giperkontinuum quvvatli bo'ladi.
60. .4 C (0. 1] dagi ixtiyoriy to'plam bo'lsin. /(x) = \a(x) - .4 to'plnmmng
xarakteristik funksiyasini olamiz. U holda xarakteristik funksiya A to'plam
orqgali bir giymatli aniglaiiadi. Demak. [0. 1] da aniglangan va fagat O yoki
1 giymat gabul qiluvchi funksiyalar to'i>lami bilan [0. 1] ning barcha gism
to'plamlari o'rtasida biyektiv moslik mavjud. [0. 1] to'plamning barcha gism
to'plamlaridan iborat sistemaning quvvati giperkontinuum boigani bois [0. 1]
da aniglangan va fagat 0 yoki 1 giymat qabul giluvchi funksivaiar to'plami
giperkontinuum quvvatli to'plam bo'ladi.

61. 3.4-teoremaga ko'ra R2 ning barcha gism to'plamlaridan iborat to'plam
giperkontinuum quvvatli bo'ladi.

62. Bu to'plam 00-misolda keltirilgan to'plamni saqglaydi. shutting uchun u

giperkontinuum quvvatli bo ladi.

4-8. Tb*plamlar sistemalari
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Isbot. Shartga ko'ra f(x. y) fiinksiyaiii quyidagiclia tasvirlash mumkin

/(x.y) = a0(x) - nj(i)j/+ n2(x) y*+ eee+ 0,(X)Yy", (15.1)
/(X,y) = 6o(y) + bi(y)x+ M!/)i2+ "- + 6,,(i/)im. (15.2)
Bundan / ning x va y o‘zgaruvchilar bo'yicha differensiallanuvchi ekanligi

kelib chigadi. Agar y = 0 bo'lsa. u holda (15.1) va (15.2) lardan quyidagini

olamiz
/(x.0) = a0(x) = 60(0) + fci(0)x + 6r(0) x2H----+ b,,(0)xm.
Xuddi shunday (15.1) va (15.2) lardan y bo'yicha xususiy hosila olib, ularning
y = 0 dagi giymatlarini tenglashtirib
ai(x) = BO(0) + ftj(0) x + B20) x2+ eee+ 6M(0) x "
tenglikni olamiz. Va hokazo /(x.y) ning (15.1) ta (15.2) ifodalaridan y

bo'yicha n—tartibli hosila olib. ularning y = 0 dagi giymatlarini teng-

lashtirib
e,(x) = 67>(0) + 6An,(0) x + 6'n,(0) X2+ eme+ 6°(0)XmM

tenglikka ega bo'lamiz. ao(x), aj(x),___ an(x) lar uchun topilgau bu ifo-
dalarni (15.1) ga go'yib, f(x. y) ning ikkala argumenti bo'yicha ham kophad

ekanligiga ishoneh hosil giiamiz. O

15.2. Shunday / : R —* R uzluksiz funksiyava G — ochiq. F- yopiq to plam-
larga misol keltiringki. /(G) to'plam ochiq emas, /(F) to'plam esa yopiq

emas.

Yechish. Agar F chegaralangan yopig (kompakt) to'plam bo’lsa. ILholda
/ (F) ham kompakt, xususan yopiq chegaralangan to'plam bo'ladi. Demak. F
yopiq, lekin chegaralanmagan to'plam bo'ladi.
f cosx. ayar x € [A4T, 47,
\ 1+ (X —4n)2:x2, ac/vr x| > 4.
G = (—2r —1, 1) ochiq to'plamni olsak. f(G) = [—1. 1] yopiq bo'ladi.
E

= [4a\ oc) yopiq to'plamni olsak. /(F) = [1, 2) yopiq to'plam emas. O
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15.3. /7 : C[0. ] — Li[0. 1] akslantirish f(x(t)) = x(t) tenglik bilan

| aniglangan bo'lsa. uning uzluksiz ekanligini isbotlang.

Isbot. xo € C;(). 1] ixtiyoriy nuqgta bo'lsin. u holda
i |
Wp(f{x),f(x0)) = j\x(t)-xo{t)\dt<max\z(t)-So{t)\ J dt = p(x.x0)
o] 0
tengsizlik o'rinli. Berilgan r > 0 uchun 6 = r desak, u holda p (j:. x0) < 6
| shartni ganoatlantiruvchi barcha x € X larda p(f(x).f(x0)) < f tengsizlik
I ham o'rinli bo ladi. tg £ C[0. 1] ixtiyoriy nugta bo'lgani uchun / akslan-

tirish uzluksiz bo'ladi. O

15.4. / :C'[0. 1 —*C[0. 1] akslantirish quyidagi

<) /(*(0) = fx(s)ds: b) f(x(t)) = /sin(t - s)x(s)ds :
o} 0
c) /(*(«)) - fx*(s)ds : d) /(x(0) = *(<"), o0>0
. o

tenglik bilan aniglangan. Ularning gaysilari uzluksiz. qaysilari tekis uzljtk-

siz bo'ladi?

Ycchish. a), b) va d) lar tekis uzluksiz. c) uzluksiz. lekin tekis uzluksiz
i etnas. Biz tnisolning a) gistnini tekshirish bilan cheklanamiz. / akslantirishni
i tekis uzluksizlikka tekshiramiz. Barcha x, y € C[0. 1] lar uchun

P(f(x), fly)) = M& /7 (*(*)-»(*))</« < max \x{a) - yO)\ [ d>

lyani p{f(x).f(y))< p(x,y) tengsizlik o'rinli. Tekis uzluksizlik ta'rifidagi
tni e ga teng desak. u holda p(x, y) < 6 shartni ganoatlantiruvchi barcha
X. y € X larda p(f(x).f(y)) < £ tengsizlik bajariladi. Demak. / akslan-

tirish tekis uzluksiz ekan. Tekis uzluksiz akslantirish uzluksiz Iwrladi.

ajar x vy

agar x =y

15.5. R da pi(x. y) —\- M\ va po(*
metrikalar ekvivalent emas. Isbotlang
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10. Sonlar o’'gidagi yopiq to’'plamlar sistemasi.

15. Agar 4.4 € d = OI'Icpa"bo'Isa, u holda ixtiyoriy n da 4,B € ¢,
boiadi. ¢, halga bo’'lganligi uchun AAB e thb> 4N B € ¢,. U holda
4AS € va ATIB € .

23. Yarim halga bo’'lmaydi.

24. Bo'ladi.

25. Yarim Imlga bo'ladi, lekin halga bo'Imaydi.

26. Halga tashkil giladi.

30. Sistema sanogli birlashmaga nisbatan yopig emas. Masalan. 4,, = {n 1} £

© lekin (J 4, £6.

31. © hzill-qla sifatida tayinlangan Ory koordinatalar sistetnasidagi elemental-
to'plamlar sistemasini olamiz. © r, halga sifatida Oiy ni 45° ga burishdan
hosil bo'lgan koordinatalar sistemasidagi elementar to'plamlar sistemasini bel-
gilaymiz. © U 640 sistemaning halga emasligi ravshan. Chunki bu to'plamlar
sistemasi kesishma amaliga nisbatan yopiqg etnas.

32. 61-{N1 0} 62 = {4.{a}. {6.c}.0}, 63 = {A.{6}.{a.c}.0}. ©4=
{4.{c}. {n.6}.0}. 65 = {.4.{a}. {6}, {c}, {a. 6}. {a.e}. {b.c},0} busistema-
lar ham halga, ham algebra bo'ladi. ® 1= {0.{a }}. ®2= {0-{6}}, &3 =
{0, {c}} bu sistemalar halga bo'ladi. lekin algebra bo'Imaydi.

33. Halqga tashkil giladi.

34. Bu sistema simmetrik ayirma amaliga nisbatan yopiq enias. Masalan.
4 = [0.7]. B = (1.3) uchun AAB = [0.1] U [3.7] to'plam bu sistemaga
garashli enias.

35. A = (0,7] x (0.7] va B — (0.5i x (3.5] to'plamlar uchun AAB bu
sistemaga garashli emas.

36. Bu sistemada birlik element mavjud emas. Bu sistema halga bo'Imaydi.
37. Eng katnida 4 ta to’'g’ri to’rtburchak gatnashadi. Minimal |xrimotr 50.
38. Bu sistema a — halga bo’'Imaydi. a — algebra bo'Imaydi.

39. ¢4 ning halga ekauligini ko rsatavmiz. Hagigatan ham B\ = ATlBj. Bo =
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,1M #2 bo’lsin. U holda
BjMB2= (4MB,) M(4MNB2 = .40 (BxMN B2 € tg
Xuddi shunday
BjAB2= (4MBj)A(4MB2 = (- MNB,)UJTMNBY)\(4MN(BiMNB2) =

= AN (B;1B2) € g

munosabat o’rinli. Demak. ¢ g sistema halga bo’ladi. Du sisteinada .4 to’plam
birlik element bo ladi. ya'ni ¢ g sistema algebra bo'ladi. Agar ¢ sistema
<t — halga bo’lsa. u holda ¢ g to’'plamlar sistemasining a — algebra bo’lishi
yuqgoridagidek ko’rsatiladi.

40. X sanoqli to’plam bo’lsa.

41. a) Yarim halqga tashkil gilmaydi. b) va c) lar yarim halga tashkil giladi.

Halga va algebra tashkil gilmaydi.

5-8. O'Ichovli to'plamlar

18. 4= A~ 2)u[3.1). gWn)= 2.

19. 4 = e'j U [3.e2 U [9. U(A) = e3+ e2+e - 12— .
20. 4= _,
>0 24) " [*')- ~ 4) = 280-
- /N 6l
oA B by ¥ Y . (n) = 256-
27. /i(4) = 0. 28. L(A) = i. 29. fi(A) = 1

30. AAC [0. 1. fr € {1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9} bilan sonlariniug cheksiz
o’'nli kasr yoyilniasida fr ragami gatnashadigan sonlar to'plamini belgilaymiz.
Biz sonlarning cheksiz o’'nli kasr yoyilniasida 5 ragami gatnashadigan son-
lar to’plaminining o’lchovi 1ekanligini 5.4-misolda ko'rsatdik. Xuddi shunday,

istalgan fr € {1. 2....... 9} uchun /*(.4*) = 1 ekanligi ko'r-xt'ladi. Sonlarning
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cheksiz o'nli kasr yoyilmasida 1 dan 9 gacha boigau barcha ragamlar gat-

na.shadignn sonlar to'plami /1] M 1201 =<1 /19 dan iborat boiadi. U holda

[O- N\ (f1-4*%) =u f]I([O0, IJ\A,)) < £ (0. J\NAK =0
*»t / \*=i / t=i
boiadi. Demak. //(4i M N21 =<1 .49) = 1 bo'ladi.
34. Shart emas. Maealan. .4 = [0. IInQ bo'lsin, uholda 4(A) = 0. u(1) = 1
38. a) 4.3-ta rifga ko'ra A Borel tipidagi to'plam boiadi.

-4, = - —.n+ —J to'plamlar o'zaro kesishmaydi. shuning uchun y(A) -
*E (r™*+jr) = f eb> - 30-C) M-4) = i.
39.a) y(A) = 1 b) ~.4) =0, ¢) p(.4) = oo. d) p(.4) = 3.5.

e)r> =2b ¢ T!) f>M = 2To
40.a) 42,-i = [n-1l.n). 42, =[-n,l - n). b) 4, = [n.ac)U(0,1).

c) A, =(-0c.n)uN.d) 4,=Q 1 H —. ]y
y/n+ Kk ' n+ K
41. a) y(A) = T, b) Zi(4) =

42. /»(4) = 1—a. 44. £(/) = [0.Aj. 45. Mavjud emas.

46. B C [0.1) o'Ichovsiz to'plam bo'lsin. U holda 4 = {(x.y) :x € B.y= 1}
U{(*,y):x- 1y#€ B} to'plam uchun pr, A = B. pr4A = B boiadi.

47. A\4i = U /72U /3 U I\ (5.1k-chizmaga garang). P\ = [0.4) x [0. 7).
Pr=1[4.7)x[5.7), P3= [6.7) x [0.5), Px= [4.6) x [0.3). //(/1\N,) = 45.

-y

0 X

S.lIk-rdJUzma

48. N\f4, = Pl n N2. 5.2k-chizmaga garang. P\ = (0.3) x [0.7), P2 =
[0.7] {7} p(I\n,) = 21.
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i 5.2k-rhizma

49. -4\/li = Pi UPi UPs 53k-chizmaga garang. P\ = [0.7] x [6.7], Pi =
[0.71 x {0}. Pn= {7} x [0,6).

* X

5.3k-chizma

60. a) p(AuB) = /7/(N)+/*(/?) —/<(1N0) tenglikni isbotlaymiz. Tun B ni

ozaio kesishmaydigan to'plamlarning birlashinasi ko'rinishida tasvirlattniz:
A4UB = (A\{AOB))J(B\ (A B)) U(4nMB).
Bu yoyilmadan va o ichovning additivlik : asidan
//(n/) =2\ (4N4aA)) + 71(B\(.4MN4A)) + /7](.4N4A) (5.1j)

ni olamiz. Maiumki oichovli E Ta .4 to'plamlar uchun A ¢ E bolganda

n(E \N) = /<(£) —u(A) tonglik o'rinli. Shunga kora u(.4\ (/1 NB)) =
i fifA)- it(ANB). p(B\(JJINB)) =1u(B)-u (AN B) bo'ladi. Bularni (5.1j)

tenglikka go yib u(A U B) = //(N) 4-fi{B) —u (A N B) tenglikni olamiz.

b) tenglikni isbot.lashda yuqoridagi tengiikdan foydalanamiz:
//(NAB) = //(NUB)\(N1 NB)) = fi(A OB )- u(A MNB). (5.2j)

I (5.2j) da u(A UB) orniga ~(N1) + u(B) - ~(J1 M B) ni go'yib. 4 (ANB) =
I; u(A) + u(B) - 2/i(1 N B) tenglikni olamiz.
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65. a) fi(A) = L b) (n{A) = 2.¢c)»(A) =1 d) u(A) = 1

66. a) ft(A) = 11 - 2e. b) fj(A) = 3.¢c) ~(.4) = 4+ 2c. d) //(4) = 5.

67. Chegaralangan o'lehovsiz to'plam quyidagicha quriladi. Buning uchun
[—1. 1] kesmaning nugtalari orasida ekvivalentlik tushunchasini Kkiritamiz:
agar x va y ning ayirmasi x —y € Q bo'lsa. ular ekvivalent deyiladi. Bu
munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi. Shuning uchun [—1. 1] kesma
o'zaro ekvivalent bo'lgan elementlardan iborat K (x), x € [—1. 1] siuHarga
ajraladi. Bunda turli sinfiar o‘zaro kesishmavdi. Shunday qilib [—1, 1] kesma
o'zaro kesi.shmaydigaii K (x). x 6 [—1. 1] sinflarga ajraladi. Endi bu sin-
flarning har biridan bittadan element tanlab olib. bu tanlab olingan elementlar
to plamini .4 bilan belgilaymiz. Hoeil bo Igan .4 to'plam oicliovsiz to‘j»lam

bo'ladi.

68. O'lchovli ham o'lehovsiz ham Ix>'lishi mumkin. Masalan. 4 C (0.1) da-
gi B C [1,2) dagi oicliovsiz to plamlar bo'lsin. U holda ularning kesishmasi
4M B = 0 o'lchovli to'plam. .41 .4 = .4 o'lehovsiz to'plam bo ladi.

69. O'lchovli ham. o'lehovsiz ham bo'lishi mumkin. Masalan, .4a = [0. 1)
o'lehovsiz to'plam bo'lsin. 4= 4yuU [1, 2). B - .40 bo'lsa. AAB —[1. 2)
o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar .4 = i4oUJ[l. 2). B = [1. 2) desak. A\B = 4o
o'lehovsiz to'plam bo ladi.

70. O'lchovli ham, o'lehovsiz ham boiishi mumkin. 71. Mumkin.

72. Agar AN B = 0 bo'lsa. keshishma o'Ichovli to'plam bo'ladi. Agar B ¢ A
bo'lsa, keshishma .41 B = B o'Ichovli to'plam bo'ladi. Agar A C B bo'lsa,
keshishma .41 B = A o'lehovsiz to'plam bo'ladi.

73. Agar A C B bo'lsa. A\AB = 0 o'lchovli to'plam bo'ladi. Agar B C A
bo'lsa. A\B o'lehovsiz to'plam bo ladi.

74. AC\ B = 0 holda B\A = B o'Ichovli to'plam bo'ladi. B C A holda
B\A = 0 o'Ichovli to'plam bo'ladi. A C B holda B\A o'lehovsiz to'plam
bo'ladi.

75. AMB = 0. o'lchovli to'plam. B ¢ A va A C B hollarda AAB to'plam

o'lehovsiz Ix/ladi.



85. Kantor to'plami.
86. 5.42-misolda a = 0.1 deb olsak. iu(A) = 0,9 bo'ladi. Bu .4 to'plain
hech yerda zich bo'Imagan mukammal to‘plam bo'ladi.
87. Mavjud emas. 88. Shart emas.
89. A = A'U([0.1)nQ). Buyerda A' Kantor to'plami.
90. A —K. B = A'. Buyerda K Kantor to'plami.
91. 4 = B = A'. Bu yerda K Kantor to'plami. A' + A' = [0.2] tenglik
13.5-misolda isbotlangan.
93. 5.11-tarifja kora, vF(A) = F(5) - F(I) =11-3 = 8. 94. A(A) = 6.
97. b) Ha. c) 5.9G-niisolga garang.
98. WV = [0. Ij M Q deymiz. &m orgali -Y ning (a, b) interval, [n. €
kesma va [a, b). (a. 6] yarim intervallar bilan kesishmalaridan iborat top-
femlar sistemasiui belgilaymiz. 6,, yarim halga bo ladi. Agar A,,b = A'P](u. b)
(P)[a. 6]. pl(n, 6]. p)[a, b)) desak. va har bir A,,b to'plamga m(.4aj,) = b-a
sonni mos qo'ysak. bu to'plam fuuksiyasi m : —» R+ additiv, ammo
a — add»itiv bo'Imagan o'lchov bo'ladi. K
99. 1) m to'plam funksiyasining aniglanish sohasi R ning barcha qisni
to plamlari sistemasi bo'ladi. Bu sistema yarim halga tashkil giladi.
2) m(A) > O teugsizlik m niug u ulanishidan kelib chigadi.
3) agar .4 va B to'plamlar kesislmiasa

fi{A U B) = 53 H H

neNriMLIBI edIfM »€KIB"

tenglik o'rinli. Bu yerdan o'lchovning additivlik xossasi kelib chiqadi. /i(.4) =

0. f.i(B) = 0.873.
| bobda keltirilgan test javoblari

1-C 2-A 3-C 4D oD 6-A 7-A 8C 9-B 10-C 11-C 12-D 13B
14B 15A 16D 17-C 18A 19B 20-D 21-B 22-A 23-C 24-B 25-C
2G-B 27-A 28-C 29-B 30-C 31-C 32-D 33-A 34-D 35B 36-C



Il. LEBEG INTEGRAL!

Ushbn boiimda o ichovli funksiyalar va ularning Lebeg integrali xossalari
bayon gilingan. Oichovli funksiyalar Lebeg integrali tushunchasini kiritishda
asosiy manba hisoblanadi. Oichovli funksiyalar ta'rifi. ularning asosiy xos-
salari keltirilgan. Jumladan. oichovli funksiyalar to plainining arifmetik amal-
larga nisbatan yopiqligi. shuningdek oichovli funksiyalar ketina-kotligi xos-
salari va Lebeg integrali ta'rifi. asosiy xossalari bayon etilgan. Arnaliy mashg'u-

lotlar Ta uy vazifalari uchun yetarlicha masalalar berilgan.
6-8. Oichovli funksiyalar

Bu paragrafda uzluksiz funksiyaga "gaysidir" ma’noda yaqgin bo'lgan oi-
chovli funksiya tushunchasini keltiramiz. Oichovli funksiyalar Lebeg integrali-
ni kiritishda asosiy manba hisoblanadi. Bizga E C R (E C R2 Lebeg
ina’'nosida oichovli to'plam va unda aniglangan haqiqgiy qiymatli / funksiya
berilgan bo'lsin.

G .l-ta'rif. Agar ixtiyoriy c e R uchun f(x) <c}:= E(f <¢)

toplum o'lchovli bo'lsa. f funk.siya E to'plamda o'lchovli deyiladi.

6.1. / : E — R, f(x) = a = const funksiyaning o'lchovli ekanligini ta'rif

yordamida ko'rsating.

Yechish. Ixtiyoriy ¢ € R uchun

M r N r r, r, > i | E, agarc> a
E(f <c)={x€E :f(x) <c}=<

(0. agarc< a

tenglik o'rinli. E Ta 0 to plamlar oichovli. Demak. ixtiyoriy ¢ € R uchun
E (f < c¢) to'plam oichovli ekan. G.I-ta rifga ko ra. f(x) = a funksiya E da

oichovli boiadi. O

6.2. Funksiyalarni ta rif yordamida oichovli ekanligini ko'rsating.
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a) /(*) = (*]» TE[O 2). b) /(x) = {.r}, r€[0. 2).
c)/ (x) =2x+ 3, x € [0. 3] (1 Ox)=x2-5 x€[-2. 3]
e) /(x) = 2x- 1 r € ][0 2). f) /(x) = In(x+1), x € [0. 2).
g) /(x) = siux 5. r1 6 [0 f]. h) /(x) = cosx + 5, x € [-a-. J
Yechish. Biz a) misolniiig yechimini beramiz. Ixtiyoriy ¢ € R uchun
0,
E(f<c)={x€E:[x]<c}=<10 1. agarO<c< 1

[0. 2), agarc> 1

tenglik o'rinli. Ova [0. 1). [0, 2) to’plamlar o ichovli. Demak. ixtiyoriy e€

R uchun E(f < c¢) toplam oichovli ekan. G.I-ta'rifga ko'ra. /(x) = [X]

funksiya E - [0. 2) da o ichovli bo iadi. O
6.3. O ichovli boimagan funksiyaga misol keltiring.

Yechish. E musbat o ichovli to'plam. 1 C E o Ichovsiz to'plam bo'lsin.
Quyidagi funksiyani garaymiz:
agar x € 4

(b.i)
agar x € E\A .

Du funksiya uchun E(/ < 0) = A bolib, u oichovsiz to plam. Demak, /

O

funksiya E da oichovli emas.

6.4. Agar AC E oichovsiz to'plam bo'lsa. u holda g (i) = \£\n(x) funksiya

oichovsiz boiishini isbotlang.

Isbot. To plam xarakteristik funksiyasi ta'rifiga koia E(g < 0.5) =
O

bo lib. u o ichovsiz to plam. Demak. g : E — R oichovli funksiya emas.

6.5. Agar / funksiya E to'plamdaoichovliboisa.u holda ixtiyoriy a, b€ R
lar uchun quyidagi to'plamlarning har biri oichovli bo'lishiui isbotlang:
1) E(f >a); 2)E(a<f <b: 3) E(f- a):
4) £(/ < a); b5) E(f > a).
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Isbot. Aytaylik. / o'lchovli funksiya bo'lsin, u holda ta rifea ko ra, ixtiy-

oriy n € R uchun E (f < a) to'plam o ichovli bo'ladi.
> a) = E\E(f < a) tenglikdan. hamda oichovli toplainniu”™

1) E(f
to'ldiruvchisi o'lchovli ekauligidan £(/ > a) to'plamning o'lchovli ekanligi

kelib chiqadi.
2) E(a < f < b) —E(f > a)NE(f < b) tenglikdan. hamda o'lchovli

to'plamlar kesishmasi o'lchovli ekanligidan £(a < / < b) to'plamning o'Jchovli
‘ekanligi kelib chiqadi.

3) £(/ = a) to'plamning o'Ichovli ekanligini ko'rsatamiz.
£(/ =a)=P| £ </ <a+ "

Buyerda E(a < f < a+ I/n) to'plam 2) ko'rinishdagi to'plam bo'lgani uchun
u - o'lchovli. O ichovli to'plamlarning sanogli sondagi kesishmasi o'lchovli
bo'lganligi uchun £(/ = a) to plam o'lchovli bo'ladi.

4) £(/ < a) to'plamning o'lchovli ekanligi ta'rifdan. 3) dan hamda £(/ <
Q = £(/ < a)U£(/ = a) tenglikdan kelib chiqadi.

5) £(/ > a) to'plamning o'lchovli ekanligi £(/ > a) = E\E(f < a)

tenglikdan va to'ldiruvchi to'plamning o'lchovli ekanligidan kelib chigadi. O

6.6. Agar / va g lar £ da o'Ichovli funksiyalar bo'lsa. u holda

{ore £: fix) > </(*)}

to'plam o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

Isbot. Rntsional sonlar toplami Q sanogli bo'lgani uchun uning element-
larini nomerlabchigamiz. ya'ni Q = {n.r,......r,,....} vaqUyidagi tenglikni

isbotlaymiz:
{xef£ :f(x) >g(x)} =4 ({r:f(x)>rkkN{x:g(x) <r,}) (6.2

Farazqilaylik. Xg € {.r @ /. . /(x) > <?(x)} bo'lsin. Ratsional sonlarning zich-

lik xossasiga ko'ra shunday r* e Q mavjudld, /(x0) > rfc> y(x0) munosabat



o'rinli bo'ladi. Demak.

JOE€ {x :f(x) >rk} M {x:g(x) < rx}.

Bundan

joO€ AL:Jl({ X /(X)) > r*} N {x:$(x) < rt})

ekanligi kelib chigadi. Endi

X0€ & ({x:/(x)>ru}MN{x:g(x) < r»}

ixtiyoriy nuqta bo'lsin. u holda xn birlaehmadagi to'plamlarning hech bo'lIma-
ganda bittasiga tegishli bo'ladi, ya'ni shunday r* € Q mavjudki. bir vagtda
/(x0) > r* va g(xo0) < r* bo’ladi. Bundan /(xu) > €xo) ekanligi va demak.
Xo € {x € E : /(x) > <?(x)} ekanligi kelib chigadi. (6.2) tenglik isbotlandi.
{r € E : /7(x) > <?(x)} to'plamning o'lchovli ekanligi (6.2) tenglikdan. ham-
da o'lchovli to'plamlarning sanogli birlashmasi va kesishmasi vana o’lchovli
ekanligidan kelib chi<ji«ii. O

O'lchovli funksiyalar ketma-ketligining yaqginlasbisblari. Bu banri-
da ekvivalent funksiyalar. ularning ayrim xossalari va o'lchovli funksiyalar
ketma-ketliklarining turli yaginlashishlari orasidagi bog'lanishlami o’rganamiz.

6.2-ta'rif. E o'Ilchovli to'plamda aniglangan f va g funksiyalar uchun
L ({x € E:f[x)/ </(X)}) = 0 bolsa. f va g lar ekvivalent funksiyalar
deyiladi va f ~ y shaklda belgilanadi.

6.3-ta’rif. Agar biror xossa E to'plainning nol o‘lchovli gismida bajnril-
iiliit# qolgan gismida bajarilsa. bu xossa E to'plamda deyarli bajariladi deyi-
ladi.

Endi 6.2-ta‘'rifni quyidagicha ham aytish mumkin. Agar ikki funksiya de-
yarli teng bo'lsa. ular ekvivalent funksiyalar deyiladi.

6.4-ta’'rif. Agar E to'plamda aniglangan {/,} funksiyalar ketma-ketligi-
ning f futiksiyaya yagiiilashmaydigan nugtalari to'plamining o'lchovi nol bo'l-

sa (ya'ni lim /n(x) = /(x) tenglik E to’plamdayi deyarli barcha x lar



uchun o'rinli bo'lsa). n holda {/,} funksiyalar ketma-ketligi F to'plamtin
f funksiyaga deyarh yagqginlasiTadi deyiladi.

Bizga E to’plamda aniqlangan {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi
va / oichovli funksiya berilgan boisin.

6.5-ta’'rif. Agar ixtiyoriy 6 > 0 uchun
jIll_t)r)l(Ll,({x €E: |/,x)- /X)] > <=0

tenglik bajarilsa. n holda {/,} funksiyular ketma-ketligi E to'plamda f
funksiyaga o'lchov bo'yicha yaginlashadi deyiladi.

6.1-t.eorema (Yegorov). E chekli o'Ichovli to'plamda {/,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga deyarli yaginlushsin. U holda ixtiyoriy 8 > 0 uchun shun-
day Eg C E to'plam mavjudki, /j{E\E6) < 6 va Et da {/,} funksiyalar
ketma-ketligi f ga tekis yaginlashadi.

6.2-teorema (Luzin), [a. 6] kesmada aniglangan f funksiya oichovli
bo lishi uchun ixtiyoriy £ > 0 son uchun [a. 6 da uzluksiz bo'lgan shun-
day y funksiya mavjud bo'lib. fi({x € [a. 6] : f(x) ® <p(X)}) < e tengsizlik

bajarilishi zarur va yetarli.

6.7. Dirixle funksiyasi ((2.1) ga garang). Riman funksiyasi ((2.3) ga
garang). nol funksiya ff(x) = 0 hamdabir I(x) = 1 funksiyalar orasidan

o’zaro ekvivalent funksiyalarni ajrating.

Yechish. Ma'luniki. Q sanoqli to’plam, shuning uchun /Zi(Q) = 0. Lebeg
oichovi - to’la o’lchov (5.20-ta'rifga garang), shunday ekan. ixtiyoriy .4 C Q

uchun /i(.4) = 0. Endi bu funksiyalarni ekvivalentlikka tekshiramiz:
{x:Dx) w0} =Q. {x:4(x) p0O(x)}=0Q.
{x :®(x) p51N(X)} C Q. {x :93(x) b I(x)} = R\Q.
Bu yerdan quyidagi tengliklariii hosil gilamiz:
u(f{x :®(x) ps(x)}) = Z({x :*(x) @ 0(x)}) = A(Q) = 0.
fi({x :®(x) d<HX)}) =0. u({x :3(x) pI(x)}) = u(R\Q) dO.
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Demak T>~ B, /1 ~ 0. D ~ £4 munosabatlar o'rinli. va 6 funksiyalar-

ning birortasi ham / bilan ekvivalent emas. O

0.8. Aytaylik. E = A, 1) A2 va A\ A2= 0 bo'lsin. Agar /; : ,4i —* R va
h : A2 —=*R funksiyalar oichovli bo'lsa. u holda
n \ \ -M-O: <9ar x € -4i
= Mih- ayar x 6 42
funksiyaning E to'plamda oichovli boiishini isbotlang.

Isbot. Ixtiyoriy ¢ £ R da
{x€E :f{x)<r}={r € 4i:/7i(x) <c}lU{r 6 A2:f2(x) < c}

to'plam - oichovli. Hagiqatan ham. {x € .4j : /i(x) < c} Ta {Xx e A2:
f2(x) < c} to'plamlarning oichovli ekanligi f\ Ta f2 funksiyalarning oichovli
ekanligidan kelib chigadi. {x € E : f(x) < c} esa oichovli to'plamlarning
birlashmasi sifatida oichovlid. Demak. / funksiya E da oichovli.
t
Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirisli uchun masalalar
6.9. Agar / va g funksiyalar E to'plamda oichovli bo'lsa. u holda ularning
yigindisi f + g. ayirmasi f —g va ko'paytmasi / =g oichovli boiadi.
Agar E dagi barcha x lar uchun g(x) ¢ O bo'lsa. u holda 7/ : g funksiya

ham E da oichovli boiadi. Isbotlang.

6.10. .4 C R to plamning xaraktcriatik funksiyasi (2.29-misol. (2.4) formulaga
gqarang) y = \n{x) oichovli bo lishi uchun A ning oichovli bo lishi

zarur va yetarli. Isbotlang.

6.11. O'lchovsiz funksiyalar yig indisi o'lchovsiz boiadimi? A C E = [0. 1]
o'lchovsiz to'plam uchun 7/ (x) = \n(x) Ta g(r) = Xe a(x) »> talilil
qiling.

6.12. O'lchovsiz funksiyalar ko paytmasi oichovli bo lishi mumkinmi? .4 C

E = [0. 1] o'Ichovsiz to'plam. f(x) = \.y(x) Ta AX) = rera(x) holni
tahlil qiling.
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6.13.

6.14.

6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

Agar / funksiya F da o'lehovsiz. q esa F dao'lchovli bo'lsa. ularning

yig'indisi / + g funksiya F da o'lchovli bo'lishi niumkinnii?

Ozi o'lehovsiz, kvadrati o'lchovli bo'lgan funksiyaga misol keltiriug. 6.3-

misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglangan / funksiyani tahlil qiling.

O zi o'lehovsiz. moduli o'Ichovli bo'lgan funksiyaga misol keltiriug. (6.1)

tenglik bilan aniqlangan / funksiyani talilil qiling.

Agar ixtiyoriy a. b e R lar uchun 6.5-misolda keltirilgan 1). 2), 4), 5)
korinishdagi to'plamlarning birortasi o'lchovli bo'lsa. u holda f funksiya

E to'plamda o'lchovli bo'ladi. Isbotlang.

Ixtiyoriy « € R uchun F.(f = a) to'plamning o'lchovli ekanligidan 7/

ning E to'plamda o'lchovli bo'lishi kelib chigmaydi. Misol keltiring.
4 C [0, 1] o'lehovsiz to'plam. £ : R —» R funksiyani quyidagieha
aniglaymiz:

(6.3)

Bu funksiya uchun luu' bir a B R da {x : £(x) = a} to'plamningo'lchovli

ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiya uchun {x € [0.1] : £(x) < 0}

to'plamning o'lehovsiz ekanligini isbotlang.

(6.3) tenglik bilan aniglangan £ funksiyaning E — (-1. I] to'plamda

o'lehovsiz ekanligini isbotlang.

/ : £ — R o'Ichovli funksiya bo'lishi uchun ixtiyoriy 4 C R Borel
to'plami uchun 7/ 1(.4) ning o'lchovli to'plam bo'lishi zarur va yetarli.

Isbotlang.

A4 : R — R - Kantorning zinapoya funksiyasi. K,,, n = 1,2,... lar

Kantor to'plamining qurilishida n—gadamda chigarib tashlangan A',,



6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

6.27.

6.28.

6.2Y.

6.30.

6.31.

intervallar birlashinasi. Ularning Borel to'plamlari bo'lishiui ko'rsating.
0

A A (AT)>- A~I(K3) va A_1(A,) larni toping.

Agar / : £ — R o'lchovli funksiya bo'lsa. u holda / funksiya E ning

ixtiyoriy o ichovli .4 qismida ham o'lchovli bo'lishiui isbotlang.
2. 2] kesmada o'lchovli bo'Imagan funksivaga misol keltiring.

[-2. 2J kesmada o'Ichovli bo'Imagan. lekin moduli o'Ichovli bo'lgan funk-

siyaga misol keltiring.
Har bir/ : [a. 6] — R uchun
/+(X) = max{/(x). 0}. 7Z_(*) = inin{/(x). 0}

deymiz. Quvidagilarni isbotlang.
a) Agai / oichovli boisa, u holda /7_ va /_ lar oichovli bo'ladi.

b) Agar O va /_ lax-oichovli boisa. / ham oichovli boiadi.

f
Shunday / va g funksiyalarga misol keltiringki. ularning yigindisfcpi*

chovii bo'lsin. lekin ayirmasi o'lchovli boimasin. A C E - [0. 11 oichov-

siz to'plam. /(x) = Xn(x) va g(x) = XeNlt) holni tahlil qiling.

Shunday / va g funksivalarga misol keltiringki. ularning kopaytmasi

oichovli bo'lsin. lekin yig'indisi oichovli boimasin.

Dirixlefunksiyasi (2.3-misol. (2.1) formulagagarang) © ning [0. 3] = £

toplamda oichovli ekanligini ta'rif yordamida ko'rsating.

Agar / funksiya E da o'lchovli boisa. u holda /1(x) = signf(x) ning

oichovli ekanligini isbotlaug.
Agar / funksiya £ to'plamda oichovli bo'lsa. u holda

/+(*) =\ (/(*) + /(M) (6.4)
funksiyaning oichovli ekanligini isbotlaug.
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6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

6.39.

6.40.

6.41.

Agar / funksiya E to'plamda o'lchovli bo'lsa. u Imlda

[-(*) = 2/ 1 (7)) (6-5)

funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / va y funksiyalar E to'plamda o'lchovli bo'lsa. u holda rn(x) =

min {/ (x). </(x)} funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / va 4 funksiyalar E to'plamda o'lchovli bo'lsa, u holda M (x) =

max{/(x), </(x)} funksiyaning o'lchovli ekanligini isbotlang.

Agar / funksiya E da o'lchovli bo'lsa. u holda Zi(x) = [/(x)] ning
o'lchovli ekanligini isbotlang. Bu yerda [.r] bilan x ning butun gismi

belgilangan.

f : E — R o'lchovli bo'lishi uchun /3 ning o'lchovli bo'lishi /Z.arm va

yetarli. Isbotlang.

Agar / va y funksiyalar E to'plamda o'lchovli. y : R2 — R uzluk-
siz funksiya boisa. u holda li(x) = =fi(f(x),g(x)) funksiyaning o Ichovli

ekanligini isbotlang.

f \E —= R o'lchovli bo'lishi uchun h(x) = funksiyaning o'lchovli

bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

li(x) = cosf(x) funksiyaning o'lchovli ekanligidan f : E — R ning
o'lchovli ekanligi kelib chigmaydi. 6.3-misoldagi (6.1) tenglik bilan aniglan-

gan / funksiya misolida buni tahlil qiling.

Kompleks giymatli f(x) = u(x)+t v(x) funksiya berilgan bo'lsin. Agar n
Ta v funksiyalar o'Ichovli bo'lsa. f : E —C o0 'Ichovli funksiya deyiladi.
Agar kompleks giymatli f(x) = u(x) + it’(x) funksiya o'lchovli bo Isa.

uning moduli va argumenti o'Ichovli funksiya bo lishini isbotlang.

Kompleks qiymatli /(x) = ¢". x € [-r. >» funksiyaning o Ichovli ekan-

ligini isbotlang.
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0.42.

6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

0.47.

6.48.

6.49.

6.50.

/ :[0. 1j — R uzluksiz funksiya. Har bir y e R ucliun A/(y) bilau
f{x) = y tenglama yechiml&ri soniui belgilaymiz. 1/ : R — Z + funksi-

vaniug oichovli ekanligini isbotlang.

Nol oichovli .4 to'plamda aniglangan ixtiyoriy /7 : .4 — R funksiyaning

oichovli bo'lishini isbotlang.

Agar f : E —&* R funksiya, oichovli g : E — R funksiyaga ekvivalent

bo'lsa. u holda / ham E da oichovli funksiya boiadi. Isbotlang.

Agar / :[0. 1] —R va g : [0. 1] — R wuzluksiz funksiyalar ekvivalent

bo'lsa. ular avnan teng bo'lishini isbotlang.

Agar {/,} oichovli funksiyalar ketma-ketligi E to'plamning har bir nug-
tasida / ga yaginlashsa, quyidagi tenglikni isbotlang:

{(€£:f(x)<ct= Yy u N Jx .. (x) <c- . (6.6)

Agar {/,} oichovli funksiyalar ketma-ketligi har bir x 6 E da U f)
funksiyaga yaginlashsa, u holda limitik funksiya / oichovli boiadi. Is-

botlang.

X

Nolga ekvivalent {/,} funksiyalar ketma-ketligi uchun £ 1/1X) gator
Wi

ac
deyarli barcha x € E larda yaginlashuvchi boiadi va f(x) = £ f<Xx)
n-1
ham nolga ekvivalent funksiya boiadi. Isbotlang.
[0. 1] kesmada shunday oichovli funksiyaga misol keltiringki. uning o zi

va unga ekvivalent bo'lgan ixtiyoriy funksiya har bir nuqtada uzilishga

ega bo'lsin.

Quyidagi gatorlar yaqinlashadigan nugqtalarda yig'indi bilan aniglangan

/ :R —R funksiyaning oichovli ekanligini isbot qiling.

a)/(t)=~7.0 " - b) /7 (x)=f

ties1 |¥ ft rial Tlyjn
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6.51.

6.52.

6.53.

6.54.

6.55.

6.56.

6.57.

6.58.

6.59.

Quyidagi gator yaqginlashadigan nuqtalarda yig'indi bilan aniqlangan 7/ :

—* R funksiyauing o'lchovli ekanligini isbot qiling.
*=C . J . %

Quyida berilgan / : R2 — R funksivaniug o'lchovli ekanligini isbot
qiling:

») /(x-Y) = sign(cos;r(x2+ y2), b)/(x, y) = (jxj + I/]) =ev.

c) /(*,Y) = [*1* + [iN3 d) /(x.y) = In(1+ [x2+ y2)).
/.,(x) = cos"x, E = [0, 27f] funksiyalar ketma-ketligi nol fuuksiyaga

devarli yaginlashadi. Isbotlang.

Agar E to'plamda {/,} o ichovli funksiyalar ketma-ketligi / gadeyarli

ya<iinlashsa. u holda / ham o'lchovli funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar E to'plamda {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi / gadeyarli
yaginlashsa va / ~ g bo'lsa. uholda {/,} ketma-ketlik (j ga liarn deyarli

yaqginlashadi. Isbotlang.

Agar {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi ham /. ham g ga deyarli

yaginlashsa. u holda /7 va g lar ekvivalent bo'ladi. Isbotlaug.

Lebeg teorcmaaini isbotlang. Agar {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-
ketligi E (v(EJ< 30) toplamda / fuuksiyaga deyarli yaginlashsa.
u holda {/,} ketma-ketlik E toplamda / ga o'lchov bo'yicha ham

yaginlashadi.

O'lchov bo'yicha nol fuuksiyaga yaqiulashuvchi, lekin biror uugtada ham

nolga yaginlashmaydigan {/,} ketma-ketlikka misol keltiring.

Rise teoremaaini isbotlang. Agar {/,} o'lchovli funksiyalar ketma-ketligi
E to'plamda / fuuksiyaga o'lchov bo'yicha yaginlashsa. u holda {7/ ,}
ketma-ketlikdan 7/ ga deyarli yaqgiulashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish

mumkin.
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6.60. / : [—1, 2] —+* R, /(x) = sign x funksiyaning o Ichovli ekanligini ta'rif

yordamida ko'rsat.ing.
6.61. [0. A kesmada aniglangan

sinx, Xx € [0, 7j\Q

cos2(sin.r), x € Q

funksiya o Ichovli bo lishini Luzin teoremasidan foydalanib isbotlang.

6.62. Agar / : E — R—o Ichovli funksiya va A C E — o Ichovli to'plam
bo'lsa. u holda /7 : A — R funksiyaning A to'plamda o'lchovli boiishini

isbotlang.
6.63. Agar / ~ g va g ~ ifi bo'lsa. uholda f p ekanligini isbotlang.

6.64. /,x) = cos"i, E = [0. 2~ ketma-ketlik uchun Yegorov teoretnasi
shartlarini ganoatlantiruvchi to'plamni g = 10-3 uchun quring.

t
6.65. IO, 1] kesmada Dirixle va Riman funksivalari uchun Luzin teoremnlining

shartlarini ganoatlantiruvchi uzluksiz funksiyani toping.

6.66. / funksiyaga har bir nugtada yaginlashuvchi. le.kin tekis yaginlashmay-

digan 7/, funksiyalar ketma-ketligiga tr'isol keltiriug.

6.67. /,(x) = x", x £ [0. 1 funksional ketma-ketlikuing B(X) = 0 funksi-

yaga nugqtali. deyarli va o Ichov bo'yicha yaginlashishini tekshiring.

6.68. /,,(x) = x”, x £ [—1 1] funksional ketma-ketlik b ’lixle yoki Riman

funksiyalariga deyarli yaginlashadimi?

6.69. Deyarli yaqginlashuvchi funksional ketma-ketlikning litnitik funksiyasi ya-

gona bo'ladimi?

6.70. Quyida berilgan /7 : R — R funksiya uchun shunday g : R —»R uzluksiz
funksiya topingki, g(x) = /(x) tenglik deyarli barcha x e R lar uchun

o'rinli bo'lsin.



6.71.

6.72.

6.73.

I sini. xgQ f arctgr, x € Z

*/ w - (o0 . , e\ 2 b,/w-{ s xGR\Z
R\Q
O/ M -P " f tQ M/ ()N " (1 + N '"6S
\ 0. x GR\Q, | sinx2. e* GQ.

Quvida berilgan /7 : R2 —<+ R funksiya uchun shunday g : R2 —4 R
uzluksiz funksiya topingki. g(x. y) = /Z(x. j/) tenglik deyarli barcha
(x. y) @ R2lar uchun o'rinli bo’lsin.
+ % (i,'/)€QxQ
M -
={~ (.vaRW@QxQ

m\ ft . J sinx + cosy. (X,y) GQ xR
b) 7(*.y) = < .
N cosx —siny. (x.y) g Q x R.

a) /(*.

, R\ R
&) /(X vy - ( A I?/)e( Q) X
I * T3 (xX.y)*(X\Q)xR.

<>/ (r.»)-/l/|+ M (> €E'xXQ
[ chx. (x,¥y) p x Q.

Faraz gilaylik. /7* : [a, 6] @/ R. k= 1.2....... n lar o'Ichovli funksiyalar
bo'lsin. Quyida berilgan funksivalaming [n. ftj kesmada o'lchovli bo'lishini
isbotlang.

a) niin{/,(x)....... fn(x)}; b) max{/,(X)........ /., ("}

c\ d)  /»(*) . 7i(j)72(x)
In(2+]72(x)j) ch[/2(x)]" 1+ |max{/3(x)./ 4x)}

A - oichovli toplam. /. /,.<, : .1 — R oichovli funksiyalar bo'lsin.

Quyidagi to'plamlarning oichovli ekanligini isbotlang.

a) JSi** 6 N :/n(r) ~ . b) 4 € * N/ (x)}
c) jx GN :sup/,(*) 7/ /(x)J. d) jx G :inff, {x) </(*)j .
e) jxG.lI: /.,(*) >/ (*)} - f) IrG4:1lim/,(x) < /(x)J .
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6.74.

0.75.

6.76.

g U {x6 .4:f,(x) <y,x)}. h) (x :inff,(x) & iglfy,,(x)\j .

<I>1

Quyidagi 7/,, : R — R ketma-ketlik uchun shunday y : R —»R uzluk-
siz funksiya topingki I_|I|r*7>1< /.,(r) = g(x) tenglik R ning deyarli barcha
uuqgtalarida o'rinli bO'lSH’].

a) fn(x) - cos"x. b) f,,(x) = ~arctgx” + sin"2x.

n2 msin2x
c) /,(x) = x2 sm"x2. d)y/ .(,)

e) /.(x)= 2 0 /nH = exp(-n 2- I]).

Quyidagi 7/, : R2 —+ R ketma-ketlik uchun shunday W\ : R2 —&»R
uzluksiz va ji : R2 — R tizilishga ega bo'lgan funksiyalar topingki.
/!in; /.(xX) = g\(x) va r]Iirrx1 /,,(X) = yo(*) tengliklar R2 ning deyarli
h;rnina yerida bajarilsin. -

a) /,(1.Y)=cos" (x2+y2 . b) /,X,y)=exp(-n (x2+ y2).

c) /r(*s y) = exp(—n Ix+ yl). d) fn{x. y) = 2a,"(t4+*1> A
e)f,(x, y)= </WTW - f) /»(i. =" (l + M £M j.
g) /r.(X, y) = exp(x + -y 2). i) /,(X. y) = exp(sin" x + cos"vy).

/., . 4 — R ketma-ketlikning deyarli yagn lashuvchi ekanligini isbotlang.
Yegorov reoramasidan foydalanib. berilgan e > 0 uchun shunday A: c
4 o'Ichovli to plam tanlangki. 4(A\Ac) < e va {/,} ketma-ketlik .4,

to plamda tekis yaqgiulashuvchi bo'lsin.

a) f,,(x) = cos"(x). 4 = [0. 2jt], 5= 10"1
b) rri?' 4A* j°-'le e= 10'r-

c > “ TT 7TV -4 = 10" 11 ro* 10"

d) fn(x) = X" - x2'. A =1][0.1, E= 1(0-4
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f) /7..(*) = exp(n(x - 2)), A=1]0.2]. e= 10-6.

0.77. /, : R —»R. fn(x) = \[_, n(x) ketiua-ketlik f(x) = 1 funksiyaga har
bir nugtada yaginlashadi. lekin {/,} ketma-ketlik /(x) = Iga o'lchov
bo'yicha yaginlashmaydi. Du Lebeg teoreinasiga (G.57-misolga qarang)

zid emasini? Sababini tushuntiring.

G.78-G.80-misollarda keltirilgan /, : R — R funksiyalar ketnm-ketligini
o'lchov boyicha yaqginlahuvchilikka tekshiring. Yaginlashuvchi bo'lsa. liinitik

funksiyasini toping.
6-78.
6.79. /,(X) = sin" x *<X[2n. ).

6.80. /n(r) = X) V. *m*; (X).
kit

G.81-G.84-misollarda keltirilgan funksiyalarni Luzin teoremasidan foydala-

nib [0. 1] da o Ichovli ekanligini isbotlang. Bu yerda K - Kantor to'plami.

6.81. /(x) = r *X]o.iivqW-

6.82. f(x) = D(x) + W(x).

6.83. f(x) = [ * XeK
[ 1+ x2 x € [0 I]\I<

6.84. /(*) = J Si,,x’ 16 1° 11\(A'UQ)
\ 1+xr, i 6 KUQ

6.85. /,(x) = \, nl (x) ketma-ketlik uchun har bir x 6 R da
»Iir)]( /,x) =0

tenglikni isbotlang. Du ketma-ketlik nol funksiyaga o'lchov bo yicha yaqin-

lashadimi?
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6.86. Agar {/,} oichovli funksiyalar ketma-ketligi / : E —* R funksiyaga liar
bir seF. rlayaginlashsa, u holda ixtiyoriy g : R — R uzluksiz funksiya
uchun {r', = g{f,,)} ketma-ketlik g (f) funksiyaga nuqgtali yaginlashadi.

Isbotlang.

6.87. Agar {/,} oichovli funksiyalar ketma-ketligi /7 : E —» R funksiya®
ga o'lchov bo'yicha yaginlashsa, u holda ixtiyoriy g : R — R uzluksiz
funksiya uchun {», = .<?(/,)} ketma-ketlik g (f) funksiyaga E to’plamda

oichov bo'yicha yaginlashadi. Isbotlang.
7-§. Chekli oichovli to'plamlarda Lebeg integrali

Bu paragrafda oichovli .4 to'plamda aniglangan, oichovli / funksiyani
garaymiz va u(A) < +oc deb faraz qgilatniz.

7.1-ta'rif. Agar f : A — R oichovli bo'lib, uning giymatlari to'plami
ko'pi bilan sanogli bo'lsa, n holda J sodda funksiya deyiladi.

Dastlab cheklita yi.yt____ j/, qiymatlami gabul qgiluvchi / sodda funksiya
uchun Lebeg integrali ta'rifini beramiz. Ixtiyoriy Kk 6 {1.2,...,n} uchun

quvidagicha belgilash olamiz:
A4* = {x € A :f(x) = yk}. (7.1)

.7.2-ta'rif. Cheklita yi-yj,....y, qiymatlami gabul giluvchi f : A =*R

soddu funksiya berilgan bo'lsin. U holda
n

yb1> (M)

yig'indi f sodda funksiyaning .4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi va quyidagicha btlgilanadi

[ f{x)dV = YA (-4%).
J* fn

Endi sanoglita W yi....... Y. giymatlarni qabul qgiluvchi /7 : A —»R

sodda funksiya berilgan bo'lsin. / funksiya uchun quyidagi formal
X
YM* (%) (7.2)
-
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gatorni garayniiz. bu yonla /1, lar (7.1) tenglik bibin auiglanudi.

7.3-ta’'rif. Apar (7.2) gator absolyut yagiulashuvchi bo'lsa. nholdu f sod-
dn funksiya .4 to'plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. (7.2) ga-
toming yiy'indisi f fiinksiyaning .4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg integral!

deyiladi va quyidagicha belgilanadi

/ = £3 v.v (-4,).
Ja

Sluini ta'kidlaymizki. (7.2) gatorning absolyut yaginlashishi niuhiin. Ales
holda bu shartli yaqiulashuvchi <iator yig'indisi funksiya giymatlariniug tar-
tiblanishiga IM>g'liq bo'lib. integralning qiyniati funksiya giyinatlariuing nonier-
lauishiga bog'lig bo'lar etli (matematik analizdan Riman teoremasini eslang).

7.3-ta'rifda y, giyniatlaming har xilligi talab gilingan. Lekin y, laming
har xilligini talab gilniasdan liani sodda funksiyalar uchun Lebeg integrali
tarifini keltirish mumkin.

7.4-ta'rif. Faraz qgilaylik. 4 = OB B , f]B; — 0. i ® j yoyilmo
o'rinli ba'lib. har bir oichovli Ih to'pllf':lmda f funksiyafagat bitta ct giymat

gabul qilsin. Agar
53 w (7-3

|_
gator absolyut yagiulashuvchi bo'lsa. n holda f sodda funksiya A to'plam-

da Lebeg ma'nosida integrallanuichi deyiladi. (7.3) gatoming vyiy'indisi f
funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali deyiladi.

Endi 7/ ixtiyoriy o ichovli funksiya bo'lsin.

7.5-ta'rif. Agar 4 to'plamda f fuuksiyaga tekis yagiulashuvchi. inte-
grallanuvchi sodda funksiyalaming {/,} ketma-ketligi mavjud boisa. u holda
f funksiya .4 to'plamda Lebeg ma'nosida integrallanuvchi deyiladi va ailing
integra/i quyidagi tenglik bilan aniglanadi

lim f f.(x)d/i = f f{x)d~i. (7.4)
Ja Ja

Lebeg integraliga uning o'zi tomonidau berilgan ta rifni keltiramiz. Chek-

li o'lchovli .4 to plamda aniglangan o'lchovli. chegaralangan f : A — R
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funksiyani garaymiz. Bu holda shunday m va M sonlari uiavjudki, barcha
| 6 4 larda

m«< /(x) < M

tengsizlik bajariladi. [m. /I/] kesmani m = j/i < j2< eee< Vn-i < yn= M
nuqtalar yordamida ri boiakka bo‘laniiz. Bu boiinishni LI bilan belgilaymiz.
Har bir [tfjt-i. Vt). Kk = 1,2....... n — 1 yarim interval yordamida .4* =
{Xx € 4: </, < f(x) < jA} to'plamniva 4, = {x € 4:y,.i< f(x) <vVv,)
to’plamni aniglavmiz. Bu LI bo'linishga mos Lebegning quyi vayuqori vig'indi-

larini topamiz:

B n
*u(/) = 52 Vk-iti(AK).. Su(f) =
KW 1 1-1

Ixtiyoriy U bolinishga mos Lebegning quyi yig'indisi su(/) yuqoridan chega-
ralangan (masalan M fi(A) bilan), yuqoriyig'indisi Su(f) esagmiflau chega-
ralangan (masalan m ey (A) bilan). Shuning uchun quvidagilar mavjud Ta

chekli: , W

/..(/) = supsu(/).  £*(/) = infSu(f). (7.9)

(7.0) da aniqg quyi va aniq yuqori chegaralar [rn, /] kesmaning barcha chekli
bo'linishlari bo yicha olinadi. L.(j') soni f funksiyadan A to’plam bo’yicha
olingan quyi integral, /“(/) esa / funksiyadan A to’plam bo’'yicha olingan
yugori intcgrul deyiladi.

7.6-ta'rif. Agar L.(f) = L’(f) bolsa. chegaralangan f funksiyani A
to'plamda Lebeg ma'nosida integmllanuvchi deymiz. L.(f) ra L'(f) laming

bu umumiy giymati f funksiyadan A to'plam bo'yicha olingan Lebeg integrali

deyiladi. ya ni
j f(x)dn = L.(f) = L'[f)
Quyidagi
0 < Su(/) - s»(/) < A, *"-4). A,= max (i/*1- yk
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tengsizlikdan chekli o'Ichovli .4 to'plamda aniglangan liar ganday ehegara-
langan o ichovli / funksiyaning Lebeg ma'nosida integrallannvchi ekanligi ke-
lih chigadi. Bundan Lebeg hayratga tushgan va bu jamlash usulining boehga
aizalliklarini gidirgan va topgan. Chegaralangan o'lchovli funksiyaning integ-
rallanuvchanligi hozirda Leln-g integralining IV xossasi sifatida koltiriladi.
Endi chekli o’lchovli .4 to'plamda aniglangan chegaralanmagan /7 : A —R
funksiyaning Lebeg integrali ta'rifini keltiramiz. Dastlab /7 ni A to'plamda
manfiymas deb faraz gilamiz. ya ni Vx € A uchun f(x) > 0 bo'lsin. Bu holda

/ : 4 — R funksiya yordamida {/,} ketma-ketlikni quyidagicha quramiz:

fi-r) < n

f(x) >n

Bu usulda qurilgan 7/, funksiya A da o'lchovli va chegaralangan bo'ladi.

Ma lumki bu ketma-ketlik monoton. va'iii
fnH < Vx € 4. Vn € N.

Shuning uchun quyidagi (chekli yoki cheksiz) limit mavjud

7.7-ta’rif. A(jar (7.G) limit chekli bo'lsa, manfiymas f funksiya .4 to'plam-
da integrallanuvchi deyiladi. Du holda f dan .4 to'plam bo'yicha olingan in-

tegral deb (7.6) limitning giymati gabul gilinadi. ya ni

Endi chegaralanmagan / : A —=mR funksiya .4 da har xil ishorali giymatlar

yqyilmadan foydalanamiz.
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7.8-ta’rif. Agar A to'plamda /_ va /_ funksiyalar intryrnllanuvchi bo'lsa.

v holda f ni A da integrallanuvchi deymiz va uning integrali deb
J f+(r)dn - jf f-(r)dfi
ni gabul gilamiz. ya ni
J f{x)dfj = f+(x)dfi - j ~/-(i)dp.
7.1-teorema (Lebeg integralining a— additivlik xossasi). Oichovli A to'p-

lam o'zaro kesishmaydigan A\. A2--— -4t - oichovli to'plamlarning bir-

lashmasidan iborat bo'lsin. yani

4=U -4, 40 Aj =0 idj

va f funksiya A to'plamda intcgmllanuvchi boisin. U holda har bir .4,

to'plam bo'yicha f funksiyaning integrali mavjud.

u i
gator absolyut yaqginlashadi vu quyidagi tenglik o'rinli
L/(XM m - £ f f(x)dii. (7.8)
J Ja,

Endi ma lum ma'noda 7.1-teoremaga teskari hisoblanuvchi quyidagi tcore-
mani keltiramiz.
7.2-teoreina. O'lchovli A to'plam o'zaro kesishmaydigan .4j,.4i.......

4, oichovli to'plamlarning birlashmasidan iborat boisin. ya ni
A= UA, AINAj=0 idj.
Agar har bir A, to'plamda f funksiya integrallanuvchi bo'lib.

f \f{x)\dv

gator yaginlashuvchi boisa. n holda f funksiya A to'plamda integrallanuvchi

boiadi va (7.8) tenglik o'rinli.



7.3-teorema (Lebey integralining absolyut uzluksizlik xossasi). Ayar f
funksiya A (y(A) < oc) to'plamda intt<jrullanuvchi bo'lsa, n holda Milli-
ony e > 0 son uchun sliunday S > 0 son mavjudki. fi(D) < S tengsizlikni

ganoatlantiruvchi har ganday D C A to'plam uchun

tengsizlik o'rinli.
Endi Riman Ta Lebeg integrallarini taggoslash hagidagi teoremani kelti-
rannz.

7.4-teoreina. Ayar [a. 6/ kesmada

Rnnan integrali mavjud bo'lsa. n holda f funksiya [a. 6] kesmada Lebeg

ma’nosida ham inttgrxillanuvchi bo'ladi va ijuyidagi tenglik o'rinli:

7.1. Ko'pi bilan sanoglita har xil y\ ys....... Y.,... giyniatlami gabul giluvchi

/ : A —* R funksiya o'Ichovli bo'lishi uchun
An= {xe A :f(x) = yn}
to'plamlarning o'lchovli bo'lishi zarur Ta yetarli. Isl>otlang.

Isbot. Zaruriyligi. f funksiya A to'plamda o'lchovli bo'lsa. An to'plam-
larning o Ichovli ekanligi 6.5-misoldan ki*lib chigadi.
Yetarliligi. A,, to'plamlarning har biri o'Ichovli ekanligidan / funksi-

yaning o'lchovli ekanligini keltirib chigaramiz.
A(f <c)={xe A:f(x) <c}= U

tenglikdan Ta o'lchovli to'plamlarning chekli yoki sanogli birlashmasi o'lchovli

ekanligidan / ning .4 da o'lchovli funksiya ekanligiga kelainiz. |
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7 2- Kantorning ziuapoya funksiyasi 4 ning A', to'plam bo'yicha olingan
Lebeg iutegralini hisoblang.

2—1
Yechish. Malumki. K, — [J A,* to'plamning kK - qo'shni intervali
*oq
4 ( da A funksiya yk — {2k — 1) -2*". (k = 1.2.3,__ 2"~l) giymatni

gabul giladi. ya’'ni
Ai = {x 6 K,, :4(r) =yk] = A*. A= 1.23— ,2'-1

Buudan tashqgari barcha k 6 {1.2.3....... 2"-1} lar uchun //(A'%) = 3_;
ekanligini hisobga olsak. sodda funksiyalar uchun Lebeg nntegrali ta'rifidan
4"-] «—31
L waw 2" -
1 1+2--1 2,1 _1.21
2" 3 2 4 3"
tenglikka'ega bo'lamiz. Bu yig'indini hisoblashda arifmetik progressiyaning

dastlabki n ta hadi yig'indisi uchun S,, = -— - n dan foydalandik.

7.3. Kantorning ziuapoya funksiyasi 4 dan [0. 1]\A to'plam bo'yicha olin-
gan integralni hisoblang. Bu ycrda A'— Kantor to'plami.

X

Yechish. Malumki. [0. 1IN\A = |J K,, tenglik o'rinli va Kn to'plamlar
o
juft-jufti bilan o'zaro kesishmaydi. Lebeg untegraliniug a - additivlik xossa-
siga (7.1-teorema va (7.8) ga garang) ko ra quyidagiga ega bo'lamiz:

[ / -1.1 («)
J ™M\\K Jk, “ 4 3 4 1 3 2

Bu yerda biz oldingi misol natijasidan hamda cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiya yig'indisi uchun .9 = -—— formuladan foydalandik. O
1-9

7.4. Chekli o'Ichovli .4 to'plamda chegaralangan / sodda funksiya integral-

lanuvchidir. Isbotlang.
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Isbot. Bu xossa sodda funksiyalar uchun Lebeg intcgraliniag C) xossasi
deb yuritiladi. / soddafunksiya chegaralangan bo'lgauligi uchuu biror M > 0
va barcha x € A larda |/(X)] < M bo'ladi. Faraz gilaylik, / sodda funksiya
4, to’plamda /, giymatni gabul gilsin. U holda

£/, W <m-Y, kM =m muuA).
i i

Demak, 7.3-ta'rifga ko ra / sodda funksiya integrallanuvchi. O

7.5. A = (0, lIj oraligda / funksiyani quyidagicha aniglaymiz: /(x) = n.
agar x € A,, = , n € N. / sodda funksiya /1 = (0. 1]
to’plamda Lebeg ma’nosida integrallanuvchimi? Agar integrallanuvchi

bo Isa. uning intcgralini hisoblaug.

Yecliish. Ma'lumki,

4, = (0. 1], 4,MA, =0 nd m

Itss 1

va A, = {x € A:/(x) = n} tenglik o'rinli. Sodda funksiyalar uchun Lebeg
integrali ta'rifiga ko ra.
X X

yma,)=Y1lne2n (71°)
n-I

qator yaqiulashuvchi bo’lsa, /7 sotlda funksiya .4 = (0, 1] da integrallanuvchi
bo’ladi. Bu holda musbat hadli qatorlarni tagqoslash hagidagi Dalauiber alo-

matidan foydalanish qulay:

. antl
lull ——- = Inn —— == - < 1
n—0O U,, n—X 2"~J n 2

Demak. (7.10) gator yaqiulashuvchi. Bu yerdan / sodda funksiyaning Lebeg
ma’nosida integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi. Endi (7.10) gator yig‘indisini

liisoblaymiz. Uning qisiniy yig’indisi S,, uchun



(2 1\ /3 2\ ( n n-1\ n , 1 1

14 (2 27 ' (-1 w/ v2-1 2'-1/ 2" *2" 4 f
i + ...+ —-y - — o’'rinli. Bu tenglikda n — oc da limitga o'tib.
8 -
f(x)dn = lim 5, = lim
Ji©.4 "~"x "~X
ekanligini olamiz. 0O

Shuni ta’kidla-sh joizki. yuqorida biz integralini hisoblagan sodda funksiya
chegaralamnagandir. Ma'lumki. Riman integrali ta'rifi dastlab chegaralan-
gan funksiyalar uchun koltiriladi. Chegaralanmagan funksiyalar uchun Riman
integrali alohida xosmas integral sifatida tariflanadi. Lebeg integrali chegar-

alangan va chegaralanmagan funksiyalar uchun bir xilda ta riflanadi.

7.6. O'lchovli /7 : .4 —*R funksiya 4 (j(A) < oc) to'plamda integrallanuvchi
bo'lishi uchun har bir n € N da

fn"H = (7fU)
sodda funksiya integrallanuvchi bo'lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

Isbot. Zaruriyligt. f : .4 —* R o'Ichovli ekanligidan hamda 7.12 va 7.19-
misollardan. har bir n € N da (7.11) tenglik bilan aniglangan /**' ning sodda
funksiya ekanligi kelib chigadi. Quyidagi tengsizlikdan

I/ T (x)1< \f(x)\ + 1
va VIl xoesadan funksiyaning integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi.
Yetarliligi. /*“* sodda funksiya har bir n € N da integrallanuvchi bo'lsin.

{/E£"'} sodda funksiyalar ketma-ketligining / ga tekis yaginlashuvchi ekanli-

gini ku rsatiuniz. Hagiqatan ham. barcha j € .4 larda

“ H— N\ " ~
Y= L wi=moo- A L - () n <h
tengsizlik o'rinli. Demak. {/,*'} ketma-ketlik / ga tekis vaqginlashadi. 7.5-

ta rifga ko'ra / funksiya .4 to‘plamda integrallanuvcliidir. O
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7.7. Lebeg ina'nosida integrallanuvchi, lekin Riinan ina'nosida integrallanuvchi

bo'Imagan funksivaga ini*>l keltiring.

Yechish. Dirixle funksiyasini [(). 2] kesmada Lebeg va Riinan nia'nolarida
integrallanuvchanlikka tekshiramiz. © sodda funksiya bo'lib. uning Lebeg

integrali quyidagiga teng:
= 1w/(0. 21N Q) + 0«/#(0. 2\Q) = O.

Dirixle funksiyasi [0, 2] kesmada Riinan ma'nosida integrallanuvchi enias.
Buni ko rsatish uchun [0, 2] kesmani O = Xo < Ti < X2 < eee < Xn i <
X, = 2 nuqtalar yordamida teng n bo'lakka bo iamiz. Ma lumki. Dirixle
funksivasiniug [x*_j, ,r*] bolakchadagi ani(i ynqori chegarasi /i barcha
h€ {1,2.__ n} uchun 1 ga teng. Dirixle funksiyasining bu bo lakchalardagi
aniq quyi chegarasi nuy. esa 0 ga teng. Bu bo linishga mos Darbuuing ynqori

va quyi ~n yig indilarini garaymiz:

Bu yerdan.
lim 51, = 2. lima', - 0
tengliklarga kelamiz. Demak. Dirixle funksiyasi [0. 2] kesmada Riinan ma'
nosida integrallanuvchi emas. [l
Sliuni ta'kidlavmizki. I\-. VI. VII va VIl xossalar fagat Lebeg integrali
uchun xtxs. Bu xossalar Riinan integrali uchun o'rinli emas. Buni 7.8-7.9 va

7.49-7.50-misollarda ko'rib clhgamiz.

7.8. Lebeg integralining IV xossa.si. Riinan integrali uchun o rinli emasligini.
ya'ni shunday o'lchovli va chegaralangan funksivaga misol keltiringki. u

Riinan ina'nosida integrallanuvchi bo'Imasin.

Yechish. (0. 2 kesmada Dirixle funksiyasini garaymiz. | chegaralangan

Ta o'lchovli. demak 1V xossaga ko ra u Lebeg ina'nosida integrallanuvchi. lekin
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Dirixle funksiyasi [0. 2] kesmada Riiuau ma'noeida integrallanuvchi emas. Bu

taediq 7.7-misolda ko'rsatildi. n

7.9. Lebeg integralining V11 xossasi. Riman integrali uchun o'rinli emas. Ya'ni.
shunday integrallanuvchi ip: A — R va o'lchovli /7 : A — R funksiya-
larga misol keltiringki. barcha x 6 .4 larda |/(x)] < ~(.r) bo'lsin. lekin

/ funksiya Riman ma'noeida integrallanuvchi bo'Imasin.

Yechish. Quyidagi funksiyalarni garaymiz: <f\x) = 2 va

X € Q
(7.12)
r 6 R\Q.
Barcha x € [0, 2] lar uchun |/(x)] < -f(x) tengsizlik o rmli. ;0. 2] — R

o'zgarmas funksiya sifatida [0. 2] kesmada Riman ma'uosida integrallanuv-
chi bo'ladi. Lekin / funksiya [0, 2] kesmada Riman ma'nosida integral-
lanuvchi emas. Bu tasdiq 2) ning Riman ma'uosida integrallanuvchi emasligi-

ga o'xshaf£h isbotlanadi.

7.10. Chebishev ttngsiziigini isbotlang. va'ni .4 o'lchovli to'plamda manfiymas

if funksiya Ta ¢ > 0 son berilgan bo'lsa. u holda
(7.13)
tengsizlik o'rinli. (7.13) Chebishev tengsizligi deyiladi.
Yechish. Aytaylik. Ac = { x € A : ~{x) > ¢} bo isin. U holda
.j'A ;(x)d fi= j'ACj{x)de JIA\AcA (x) d/i > J[Acif(x)d n>c-n(Ac)

Bu yerdan (7.13) tengsizlikning isboti kelib chigadi. ]

7.11. f(x) = 3x*+ 2, x € [(), I funksiyaning integralini ta'rif yordamida
hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taggoslash haqgida-

gi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.

111



Yechish. Berilgan /(./) = 3.r2+ 2. x 6 [0. ' funksiya sodda funksiya
emas. Bu funksiya o Ichovli va. [0, 1] kesmada chegaralangan, shuning uchun
u integrallanuvchi. / ga tekis yaginlashuvchi va integrallanuvchi {/,} sodda
funksiyalar ketma-ketligini shunday tanlash kerakki. har bir n € N da f,, ning
integralini hisoblash mumkin bo'lsin. hamda nIi_rgC f,n/,,(x)</// ni hisoblash

oson bo Isin. Shu maqgsadda biz quyidagicha yo'l tutamiz. [0. 1] kesmani

belgilashlami kiritamiz. Tanlanishiga ko'ra bu to'plamlar juft-jufti bilan o'zaro
fl

kesishmavdi va |J 4* = [0. |l. /, sodda funksiyani [0. li kesmada quvida-

*:i

gicha aniglaymiz:
L =/7Q ) =3~ + 2 r€ Ak A= 1.2.... N.

Tanlangan ketma-ketlikni [0. 1j da / ga tekis yaqinlashishini koreatamiz.

max |/,x) - /(xX)] = max max |/,(X) - /(xX)] =
o<r<lI I<k<n jreEAk
,u 3(2*-1) 3(2n - 1)
= max max\f(k n) —/(x) = max 2l [a——

1£*<nX€/1K 1<k <n n2 n2
Deinak. bu ketma-ketlik 0. 1] da / ga tokis yaginlashadi. Endi /, sodda

funksiyaning [0. 1] to'plam bo'yicha Lebeg integralini hisoblaymiz.

1= 1 42= t.) + 2 (7.14)

-+ -
n f— n3 6 2n2

Yigindini hisohlashda barcha n € N lar uchun o'rinli bo'lgan
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tenglikdan foydalandik. (7.14) tenglikda n — oc limitga o'tib.

lim /7 /,*)d/i= lim (e« T-.]!2;--41+2) = 1+ 2« 3
- x Yo.1} Vv 2» /

ni hosil gilainiz. Olingan natijani Riinan va Lebeg integrallarini taggoslash

luujidagi 7.4-teorema yordamida tekshiramiz.

rl

" (3j2+ 2)dx= (t3+ 2i)|J= 1+ 2- 0= 3.
0

Demak. ta'rif yordamida hisoblangan integral to'g'ri ekan.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16.

7.17.

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun niasalalar

Agar f : .4 —» R o'Ichovli funksiya bo'lsa. u holda g(x) = [/(*)]
funksiya .4 da sodda funksiya bo'lishiui isbotlang. Bu yerda [a] belgi n

soniniug burun gismini bildiradi.

O'lchovli 4 C E to'plamning y = \n(x) xarakteristik funksiyasi E
da sodda funksiva ekanligini ta'rif va 7.1-misol yordamida .4, to'ptan-

laruing o'lchovli ekanligidan fovdalanib ko'rsating.

y = signx ning E —[-1 V da sodda funksiya ekanligini ta'rif yorda-

mida va 7.1-misol tasdig‘idan fovdalanib ko'rsating.
Agar /1: . 4—=*R va /2: E\A —R sodda funksiyalar lio'bla. u holda

f fi(x), xeA
/(*) =
) \ M x). x e E\A

funksiya E da sodda funksiya bo'lishiui isbotlang.

Kantoruing zinapoya funksiyasi A ning ;0. 1)\A da sodda funksiya

bo'lishiui ko'rsating. Bu yerda A'— Kantor to plami.

A : A" —=* R Kantor funksiyasining sodda funksiya emasligini isbotlang.

Bu yerda K - Kantor to'plami.
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7.18.

7.19.

7.20.

7.21.

7.22.

7.23.

7.24.

7.25.

7.26.

7.27.

Quyidagi sodda funksivalaruing [0. 1] to'plam bo'yicha olingan Lebcj>

integralini hisoblaug. *

Sodda funksiyaning songa ko'paytmasi yana sodda funksiya bo'lishini is.

botlang.
Sodda funksiyalar yig indisi yana sodda funksiya bo'lishini isbotlang.

Agar / \a g lar sodda funksiyalar bo'lsa. u holda nf + dg funksiya

ham sodda funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / : A —R va g : A —R lar sodda funksiyalar bo'lsa. u holda

/ =g ham sodda funksiya bo ladi. Isbotlang.

f : A —=* R funksiya o'lchovli bo lishi uchun imga tekis yaqinlashuvchi
sodda funksiyalar ketma-ketligining mavjud bo lishi zarur va yetarli. Is-

botlang.

Kantorning zinapoya funksiyasi 4 ga [0, 1] da tekis yaginlashuvchi va

Agar / va g sodda funksiyalar .4 to'plamda integrallanuvchi bo'lsa. u

holda n /7 + fig funksiya ham .4 to'plamda integrallanuvchi bo ladi va
[ (°f(T)+ flg(*))dfi =n [ f(r)dn + .1 [ g(r)df>
tenglik o'rinli. Isbotlang.

/(x) = [x], x 6 [0, 5) = .4 ning sodda funksiya ekanligini ko'rsating va

uning A to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.
Ixtiyoriy o'lchovli A C E uchun = u(A) tenglikni isbot
qgiling.
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N28. N1 = {x € [—m, *]: sinx < 0.5} uchun jl_,, r \.-i(x)</~ integralni hi-

soblang.

7 29- Dirixle funksiyasining sodda funksiya ekanligini ta'rif yordamida ko’rsating.

Uning A = [0.3] to plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7 30. Riman funksiyasining sodda funksiya ekinligiui ko'rsating va uning .4 =

[0.1] to'plam bo'yicha olingan integralini hisoblang.

7.31-7.37-misollarda berilgan / : A —» S funksiyani sodda ekanligini

ko'rsatib. uning integralini hisoblang.

7.31. /(%)

[2r], A = [0. 2)

7.32. f{x) = signx. 4= (-1.3].

7.33. /(x) = \oi\g(x). A= (-1. 3].
7.34. /(x) = [x] + sighx, A = [—1 2].
7.35. /(x) = signx + \[i.g(x). 4= [-1- 4].

neN A=(. 1.

ne€N. 4= (0. 1]

7.38. / ga tekis yagiulashuvchi va .4 to plamda integrallanuvchi har ganday

sodda funksiyalar ketma-ketligi uchun (7.4) limit mavjud. Isbotlang.

7.39. Berilgan / funksiya uchun (7.4) limit, uuga tekis yagiulashuvchi {7/}

ketma-ketlikning tanlanishiga bog'lig emas. Isbotlang.

7.40. Lel>eg integraliniug bir jinshhk xoataiiini isbotlaug. Bu xossani matema-

tik siiuvollar yordamida ciuyidagicha yozish mumkin.



7.41. Lebeg integralining additivlik xossasini isbotlang. Bu xossani matematik

simvollar yordamida quvidagicha yozish mumkin:

f (/) + PEnrize= f f{x)dfj+ 1 g{x)dn

7.40 va 7.41-misollarda keltirilgan xossalar adabivotlarda (fl) ga qarang)

Lebeg integralinmg Il Ta Ill roust/lari deb berilgan.

7.42.

7.43.

7.44.

7.45.

Lebeg integralining I\ xossasini isbotlang. .4 to'plamda chegaralangan.

o'lchovli /7 funksiya integrallanuvchidir.

Lebeg integralining monotonlik xossasini (V X06sa) isbotlang. .4 to'plam-

da manfiytnas f(x) > 0 funksiyaning integrali manfivmas.

Lebeg integralining VI xossasini isbotiang. Agar //(.4) = 0 bo'lsa. u

holda ixtiyoriy /7 :.4 —R funksiyaning integrali nolga teng.

Agar deyarli barcha ie .4 lar uchun f(x) = p(x) bo'lsa, u holda

tenglik o rinli. Isbotlang. Bu ham Lebeg integralining V| xossasi deyiladi.

40 Ta 7.47-misollarda keltiriladigau tasdi(ilar mos ravishda Lebeg iute-

gralining \rll Ta VI1Il xossasi deb ataladi ([1] ga garang).

7.46.

7.47.

7.48.

Agar if funksiya 4 to'plamda integrallanuvchi bo'lib. deyarli barcha
i € 4 lar uchun |/(r)] < r(x) bolea. u holda / oichovli funksiya

ham .4 to'i)lamda integrallanuvchi bo'lishini isbotlang.

Agar / oichovlifunksiya bo'lsa, u holda /7 va |/] funksiyalar bir vagtda

integrallanuvchi vo integrallanuvchi emas. Isbotlang.

Agar har bir n 6 N uchun (7.11) tenglik bilan aniglanuvchi sodda

funksiya integrallanuvchi bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang

Jal(®)dr=  jfC(x)dp



7.49.

7.50.

7.51.

7.52.

7.55.

7.54.

7.55.

Lebeg iutegraliiung Vi xossasi. Riman integrali uchun o’rinli emas. Ya'ni
shunday / : A —=*R va g : A —=* R ekvivalent funksiyalarga misol
keltiringki. ulardan bin Riman ma'nosida integrallanuvchi, ikkindiisi esa
integrallanuvchi boimasin. A = [0. 2] kesmada Dirixle S(r) va nol
0(x) = 0 funksiyalarini tahlil giling.

Lebeg integralining V111 xossasi Riman integrali uchun o’rinli emas. Ya'ni.
Riman ma'nosida integrallanuvchi bo'Imagan shunday / : 4 —R funk-
siyaga misol keltiringki, uning moduli |/| esa. Riman ma'nosida inte-
grallanuvclii bo’lsin. (7.12) bilan aniglangan / funksiyani tahlil giling.

[l 1] kesmada aniglangan Riman ma'nosida integrallanuvchi bo’lma-
gan. lekin kvadrati Riman ma'nosida integrallanuvchi bo'lgan funksiyaga

misol keltiriug. 7.9-niisol yechimida qaralgan / funksiyani tahlil giling.

(7.12) tenglik bihm aniglangan / funksiya va p{x) = 1 funksiyani
[ 1j kesmada ekvivalent ekanligini isbotlang. Ulami [—1. 1] kesma-

da ‘Lebeg va Riman ma'nolarida integrallanuvchanlikka tekshiring..

Agar / funksiya .4 to'plamda integrallanuvchi bo'lsa, u holda / funksiya
4 to'plamning ixtiyoriy o'lchovli .4' gismida ham integrallanuvchi bo'ladi.
Isbotlang.

Agar JA |f(x) \d/j = 0 bo'lsa. u holda deyarli barcha x € .4 lar uchun
f(x) = 0 bo'ladi. Isbotlang.

Lebeg integralining absolyxit uzluksizlik xossasidan foydalanib isbotlang.
Agar / funksiya 4 (u(A) < 30) to’plamda integrallanuvchi boisa.
u holda ixtiyoriy s € N son uchun shunday m € N son mavjudki,
H[D) < tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday o'lchovli D C 4

|!JD NQ * )

to'plam uchun

<t
n

I
tengsizlik bajariladi.
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7.56. [O 1] kesmada cm’k»rHmiitiakan. ammo Lebeg ma'uosida integrallanuvchi
bo’lgan sodda funksiyaga misol keltiring.

7.57. f(x) = [xJ funksiyaning A = [0, 2] to’plam bo‘yicha olingan Lebeg
integralini hisoblang.

7.58. [a. bJ kesmada uzluksiz funksiya sodda funksiya 1to’la oladimi?

7.59. Dirixle. Riman funksiyalari so<lda funksiya bo iadimi? Ularning [0. 4
to plam bo'yicha olingan Lebeg integralini hisoblang.

7.60-7.65-mieollarda berilgan / : .4 — R funksiyaning integralini ta rif
yordamida hisoblang. Javobingizni Riman va Lebeg integrallarini taggoslash

hagidagi 7.4-teoremadan foydalanib tekshiring.
7.60. /(x) =2x+ 1 x€][0 3]
7.61. /(x) =6x- 3 x€[ 2.
7.62. /(x) = 3x2- 2x. x € [ 1].
7.63. /(x) =62+ 4I- 5 x € [-1. 1]
7.64. /(x) = 2T+ 3. x € ]0. 2]
7.65. /(x) = er+3x. x61[0. 1]

7.66. Quyidagi integrallarni hisoblang.

a) |j sign(cos nr)d[t: b) [/ sign(sin-)rf//;
-3 0.1 X

¢c) a x + VW\ dy // vn
0.2]x0 2 jry<4

7 67-mieolni Lebeg integrali ta'rifi Ta xossalaridan foydalanib hisoblang. Bu
yerda tt- Dirixle. 194—Riman. A— Kantor funksiyasi.

1°-
c) / (3x2+ l)dfi: d) / (2'+ 2)dfi-
i0.2] o.;

7.67. a) /| X-X|o.i;\Q(x)</li: by / (1+2x)";
02
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e) J (In3+endit f) f A(x) dfi:
on

f pu
. 9) 1 x(I - D(x))dfi: h)y f x (I —91(x))d(j;
o.il fa 1)
i)/ (x + £(x))dfi: ) ox AX)d/i;
(0.9 0il

k) f x2mEH(X)d/i.
oL

7.68. Har bir n 6 N uchun /,, : [0. 1] — R funksiyani quvidagicha aniglavi
/,, funksiyaning x 6 [0, 1] nuqtadagi giymati. x ning cheksiz ikkilik
kasrga yoyilmasidagi n—ragamiga teng. Masalan. /2(0.10010...) = 0.
/3(0,10110...) = 1. Bu ketma-ketlik uchun quyidagilami isbotlang:

)/,pll]\]u(x).]m(x)dn = }, nAm, _/ll‘oj](fn{x))zdv =

7.69. Har bir n € N uchun g,, : [0, 1] —R funksiyani quvidagicha aniglaymiz.
Agar x € [0. 1] ning cheksiz ikkilik kasrga yoyilmasida n- ragami 1
bo'lsa. g,,(x) = 1, agar n- ragami 0 bo'lsa. </,,(r) = -1. Bu ketma-
ketlikg uchun quyidagilami isbotlang:

Jf 9v(x)g,,\x)dn = 0. n/ m. | _[gn(x))2dl = 1 n
lo.l ~od|

8-8. Lebeg integrali belgisi ostida liinitga o’tish

Integral belgisi ostida limitga o'ti&h yoki gatorlarni hadma-had integrallash
I basaliwi koplab muatnmolarni vechishda udmiydi. Boshgacha gilib avtganda
ganday shartlarda

lim [ f,,(x)dn= f tim f,,(x)dn := f f(x)dA (8.1)

"—>Ja Ja " Ja

tenglik o rinli bo iadi. ya'ni limit va integral belgilariningo‘rinlai ini almashtirish

mumkin? Integral belgisi ostida limitga otishning yetarli shartlaridan biri
* berilgan ketina-ketlikning tekis yaginlishish shartidir. lekin bu shart ta rifda
' bor. Shuning uchun tekis yaginlishishdan ktichsizroq shartlar qo'ygan holda
I (8.1) tenglikning bajarilishiui tekshiramiz. Agar {/,,} integrallanuvchi funksi-
[ yalar ketma-ketligi A to'plamning har bir nuqtasida / funksiyaga yaqin-
1 lashsa. (8.1) tenglik to*g‘rimi degan savol tug'iladi. Unnunan olganda. nuqtali
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yaginlashish integral belgisi ostida limitga o'tishni ta'minlay oluias ekan. Buu-
ga quyidagi misolda ishonch hoeil gilamiz.

8.1. [0. s8] kesinada quyidagi funksional ketma-ketlikni garaymiz

nsmii.r.

IS [» 3

U ~\o. x«[J,»]. " <82)
Bu ketma-ketlik har bir nugtada nolga yaginlashadi. Bu ketma-ketlik
uchun (8.1) tenglik to'g'rimi?

Yechish. Har bir r € [0. ji] uchun lim /,,(.r) = 0 tenglik oson tekshiri-
M— X
ladi. Endi /,, ning [0. zj kesma bo'yicha olingan integralini hisoblaymiz:

/ f,,(x)d/i = n [/ sinnxd/i = 2.
[o] Jo
Ikkinchi tomondan
lim f f,,(x)d/i =2/ f 0(x)dii = 0.
n‘“oc Jo Jo
Demak. bu ketma-ketlik uchun integral belgisi ostida limitga o'tish to'g'ri
emas. O
Quyida biz iutegral belgisi ostida limitga o'tish belgilarini keltiramiz.
8.1-teoreina (Lebeg). Agar {/>} ketma-ketlik .4 to'plamning har bir
nuqgtasida f funksiyaga uaijinlash.su va barcha n g N lar uchun |/,,(x) | <
v (r) tengsizlik bajariltb. $ funksiya ,4 to'plamda integrallanuvchi bo'lsa.
n holda limitik funksiya f hum .4 da integrallanuvchi bo'ladi va quyidagi
tenglik o'rinli
lim [ f,(x)dn = f f{x)dn.
*=* Ja Ja
8-1-natija. Agar jf,,(x) | < M = const cubarcha x € .4 lurda FlliTXf"(X)
f(x) bo'lsa. u hohla quyidugi tenglik o'rinli

liml  fn(x)dfi = j f(.r)dfi.

Nol o Ichovli to'plamda funksiyaning giymatiui o'zgartirish integral qiy-
matiga tasir gilmaydi. sluming uchun 8.1-teoreniada {/,,} ketma-ketlikning
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f funksiyaga deyarli yaginlashishini va |/(.r) | < y(.r) tengsizlikning ham
deyarli barcha .r lar uchuu bajarilishini talab gilish yetarli.

8.2-tcorcma (Levi). .4 toplamda monotint
/I(X)</2(*) <'°'</*(*)<.o. .

integrallanuvchi {/,,} funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lib. bairha n € N
lar uchun

J f{r)dfi < I\

tenausizlik bajarilsin. Uholda A to'plamning deyarli hamma yerida (Ilirycl,,(.r)
= f(x) chekli limit mavjuil hamda f funksiya .4 da integrallanuvchi va
integral belgiai ostida limitgu o'tish mumkin. ya ni
lim / /,(i)dft= f
X Ja Ja
8.2-natija. Agar v,,(x) > 0 bo'lib,

f{x)dn.

* r
X, /I ~n{x)dn < +ocC
n=|

bo’lsa. u holda .4 to'plamning deyarli barcha nugtalartda

gator yaginlashadi va bu gatomi hadlab integrallash mumkin. ya'ni

8.3-tcorcma (Futu). Agar manfiymas. oichovli {/,.} funksiyalar ketma-

ketligi A to'plamda f funksiyaga deyarli yaginlashsa va
J M*)dn < A

bo Isa. n holda f funksiya A to'plamda integrallanuvchi va
f f(x)dn < K

Ja

”



tengsizlik o'rinli.

Slui paytgaclm biz faqgat chekli o ichovli (/i(.4) < ac) to’plamlarda Lebeg
integrali Ta uning xossalarini o’rgandik. Lekin ko'plab masalalarni yechishda
cheksiz o ichovli to plamda berilgan funksiyaning integralini garashga to'g'ri
keladi. Masalan, R = (-00. ac) da berilgan funksiyaning Lebeg integralini
garashga to'g'ri keladi. Biz X to'plam sanoqli sondagi chekli o'lchovli Xn
to’plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvirlanishi mumkin bo'lgan hoi bilan
chegaralanamiz.

8.1-ta’rif. Agar X to'plamda // oichov berilgan bo'lib. X to'plamni
sanoqli sondagi chekli oichovli to'plamlarning birlashmasi ko'rinishida tasvir-
lash mumkin boisa. nholda X da berilgan fj oichov it— chekli oichov dey-
iladi.

a - chekli olchovlarga sonlar o'gidagi Ta tekislikdagi Lebeg o'lchovlari
misol bo la oladi.

8.2-ta’rif. Agar monoton osuvchi {Y,} (X,, C -VI+|) to'plamlar ketma-
ketlixgi quyidagi ikki shaiini ganontlnntirsa
1) ﬂl;J»IX« = X, 2) barcha n € N lar uchun y(X,,) < 30,

{A,} pa X to'plamni goplovchi ketma-ketlik deyiladi.

8.3-ta rif. A to'plamda a—chekli /i oichov va X da aniglangan man-

fiymas f funksiya berilgan bo'lsin. Agar f funksiya ixtiyoriy chekli oichovli

4 C X toplamda integrallanuvchi bo'lib. biror goplovchi {A',} ketma-ketlik

Iﬂfg‘fx, f(x)d/j

chekli limit muvjud boisa, u holda f funksiya X to'plamda integrullanuvchi

uchun

deyiladi va bu limit
f(x)d» = lim f(x)dfi
J{X (x) & (x)

f dan X to'plam bo'yicha olingun Lebeg integrali deyiladi.
Endi / ixtiyoriy funksiya bo'lsin. Uni ikkita manfiymas funksiyalar ayir-
masi shaklida tasvirlaymiz, ya'ni /(x) = /+(x) - /_(x), bu yerda /_ va /_
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[»r (7.7) tenglik bilan atiiglanadi.
8.4-ta'rif. Agar (7.7) tenglik bilan aniglangan /+ va /_ manfiy-
mas funksiyalar X to'plamda integrallanuvchi bo'lsa. u liolda f funksiya X

to'plamda integrallanuvchi deyiladi va
J f[x)dn = f+(x)d/t - jf /. (x)dfx.

Lebeg va Rinian integrallari orasidagi quyidagi bogianishni keltirainiz.
Agar [a f] kesinada / funksiya Rinian ma'nosida integrallanuvchi bo'lsa.
u holda / funksiya [a. ff] kesmada Lebeg ma'nosida ham integrallanuvchi
bo ladi va bu integrallar teng bo ladi (7.4-teoremaga garang).

* Agar / funksiya [0. 1] kesmada xosinas ma’noda Riman bo'yicha intogral-
lanuvchi bo'lsa. u Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bohuasligi ham mumkin.

Masalan,

| @77 (oo

xosmas integral Riman ma'nosida mavjud (integrallanuvchi). Hagigatan ham.

o'zgaruvchilami almashtirib h
;x 1 dt sin.r
sin- —= | - d
Jo t n X
sin x

ga kelamiz. Dirixle alomatiga ko ra bu integral yaginlashuvchi (/(x) =

funksiya integrallanuvchi). /(/) = sin| | funksiya (0. 1) oraligda Lelx'g
ma'nosida integrallanuvchi emas. Faraz gilaylik. bu funksiya Lebeg ma'nosida
integrallanuvchi bo'lsin. U holda VIII xossaga ko ra

11. 11'!dt
l sm7 y
0

integral ham mavjud bo ladi. Bundan esa yaua o'zgaruvchilarni almashtirib.
Ill .1 dt ;x [sinx]| N [7csin2x /'x 1—C0s 2x
sin- —= d.r I -

------- >/ —=dr -
Jo t ot J{ | J, X Ji 2X

dx =

dr f X cos 2x
- 27-1, — ix
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[0. 1] kesmaningdeyarli barcha (nol nugtadan tashgari) nu<|talarida 0(x) = 0
funksiyaga yaginlashadi. Integrallanuvchi < : (0, 1] —* R funksiya sifatida
*p(x) = 1 ni olamiz. U holda barcha x € [0. 1] va n € N lar uchun |/,,(x)| <
~(i) tengsizlik bajariladi. Integral belgisi ostida limitga o'tish hagidagi Lebeg
teoremasining shartlari bajariladi. Teorema tasdig'iga ko ra

lim j exp(—n.r)rf//= 1 0(x)dp = 0.
Jor p( ) M1 (x) dp

,

8.5. f(x) —-— x 6 ¢ = [~ x ) hinksiya .1 da integrallanuvchimi?

Yechish. Sonniug butun gismi ta'rifiga kora / : .4 —*R sodda funksi-

ya bo'lib, A,, = [n. n+ 1), n = 0.1-— to'plamda y,, = ----—--- giymatni
X J

gabul gila<)i va £ 1 ----- ~« 1 gator yaqiulashuvchi. Demak. 8.5-ta'rifga ko'ra
7701+

f(x) = _l_:_f.-lfj)j funksiya .4 = (0, oc) da integrallanuvchi.
Uy vazifalari va mavzuni o'zlasbtirisli uchun masalalar

8.6. Quyida keltirilgan funksiyalar o > 0 paranietiniug ganday giyinatlarida

R da integrallanuvchi bo'ladi?

a) /(*) = nE:I ~ = \|n .n+i](x)- b) f(x) = l\t/lzl ~ft~\|n.«-i)("):

0 /(*) = n£:1 & (»+i,«)W-

TIXa

8.7. Parametr q ning ganday giymatlarida f,,(x) = T i x € 0. 1

ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o'tish haqgidagi Lel>eg teore-

masi shartlarini ganoatlantiradi?
8.8. Quyidagi {#,} ketma-ketlik integral belgisi ostida limitga o'tish hagidau;

Levi teoremasi shartlarini ganoatlantiradimi?

9" = x€ P A
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K 8.9.

8.1

*8.11.

8.12.

8.13.

8.bl.

8.16.

8.17.

Fatu teoremasi shartlari bajarilganda
f =Jj*)dv
tenglik o'rinlimi? O'rinli bo'lmasa. misol Wring.

"l b™Igi.M ostida limitga o tisli haqiiU, tcoremalardau fovdalanib

quyidagi limitlanii hisoblang.

a) fhn / exp (- (x2+ j/2)) cos (j-x *y) Nuy-

b) lim / M;';Mj'sin—ndn-

Anal manfiymas funksiya xomiuw iipV.hi: im,,n ma'nosida inteuralla-

nuvchi bo'lsa, u Lebeg ina‘nosida integrallyvchi bo’lishini isbotlang.

(8.3) integrating absolyut integrallanuvchi tnasligiui isbotlang.

f[x) = \-j;. x € .4=[0. 3c) funksiy, \ (ja integrallanuvchimi?
# AN

M, / , ‘U d. ak J fi§

X1+ x2 Xy + X2 Xf+ XJ X, + X2

funksivalarni Uo(l) = {(xb x2) € R2: xf4r2< i} to plamda integral-
lanuvchi ekanligini ko'rsating.
sinx m
1+(*) = % _cosi—oose® *= 1 2 funb~alauii ("o(l) = {(*1 *2) €
R- : X2+ x2 < 1} to’plamda integrallanuv«:ij ekanligini ko'rsating.
I(r)==a 1 vaf,(x) = -j— ;'--. j- 1, 2. 3 funknyUarni
1 727 4 * 12*]

Bn(l) = {(xt.x2. x3) € R3: x? + x° < 1} to'plamda integral-
lanuvchi ekanligini isbotlang. Ularning &,() to'plam bo'yicha olingan

integralini hisoblang.

f{x) = TSRy b funk™. ,U Bo(l) to Plamdalntegral-

lanuvchi ekanhgini ko'rsating.
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g.fi Mount.»., va O'rgariehi chegaralangan funksiyalar

9 vii 10-Di«hk*hHiii<l« I»iz sonlar o'gida aniglangan funksiyalarning Lebeg
integralini garaymiz. Bunda integralni tayinlangan / da to'plam funkeiyasi
sifatida o'rganamiz. Agar / funksiya A" C K o'Ichovli to'plamda integral-
ianuvciii bo'lsa. u holda

J f(x)dv (9.1)
A
integral barcha o Ichovli .4 C -V to'plamlar uchun mavjud va u tayinlangan /

da to’plam fuuksiyasi bo’ladi. Bu integral Lebegning anigmas integrali deyiladi.
X sonlar o'gidagi oralig bo'lishi ham mumkin. Bu holda .4 to'plain X dagi
kesmadan iborat bo'lsa, (9.1) integral keema chetki nuqtalariniug fuuksiyasi

bo'ladi. .4 = [a. f{] kesiua chap chekkasiui tayinlab.

J f(t)dn (9.2)

integralning xossalarini o'rganamiz. Bu masala bizni sonlar o'qida aniglangan
funksiyalarning bazi muhim sinflarini garashga olib kcladi. Bular monotop
funksiyalar. o'zgarishi chegaralangan funksiyalar va absolvut uzluksiz funksiya-
lar siuflaridir.

Monoton funksiyalar. Dastlab o suvchi kamayuvchi hamda kamaymay-
digan. o smaydigan funksiyalar ta’rifiarini beramiz.

9.1-ta’rif. [a. 6] kesmada aniglangan f funksiya, shu kesmadan olingan

har ganday Xj,Xj lar uchun Xi < x2 bo'lganda
[(*.) < 1(x2) (X)) >1(*,)

bo'lsa. f funksiya [a. ff] kesmada kamaymaydigan (o smaydigan) funksiya
deyiladi.
9.2-ta’rif. [t ] kesmada aniglangan f fnnksiya. shu ke.imadan olingan

har ganday X\.Xi lar uchun Xi < x2 bo'lganda

I(xi) < 1(x2) (/(x,) > I(x2) (9.3)
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h>14d. J funksiya [a. 6] ktsmada o'suvchi (kamayuvchi) funksiya deyiladi.
" Umuman. gisgalik uchun niouoton funksiya deyilganda. 9.1 va 9.2-ta'riflarda
keltirilgan funksiyalar tuslmniladi. Ba'zan o'quvchining diqqgatini jalb qilish
uchun o’suvchi yoki kamayuvchi funksiyani, qatiy o'suvchi yoki gat'iy ka-
niayuvchi. yoki gat'iy monoton deb ataymiz.

Lebegning anigmas integrali (9.2) ning xossalarini organisimi quyidagi sod-
da va muhim xossadan boshlaymiz. Agar / manfiymas funksiya bo'lsa, u hol-
da (9.2) monoton kamaymaydigan funksiya boiadi. Har ganday integrallanu-
vchi funksiya ikkita manfiymas integrallanuvchi funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi

f(x) =U(x)-f-(xlI
bu yerda /+ va / lar (7.7) tenglik bilan aniglanadi.

Shuning uchun (9.2) integral ikkita monoton kamaymaydigan funksiyalar-
ning ayirmasi shaklida ifodalanadi. Shu sababli yuqori chegarasi o'zgaruvchi
bo'lgan (9.2) integralni o'rgauish. monoton funksiyalarning xossalarini tek-
shirish nibsalasiga keladi.

Hagigiy sonlar to'plami R da aniglangan / funksiya va xo € R nfllita

berilgan boisin. Agar

Iirza f(io+ /i) (rI]i_rS/(xo + /)
limit mavi’td bo'lsa. bu limitga / funksiyaning x0 nuqtadagi ong (chap) lim-
iti deyiladiva f(xu-20) (/(x0-0)) ko'rinishda belgilanadi. Agar / funksiya-
ning Xo nuqtadagi o'ng (chap) liiniti mavjud bo'lib.
f(x0+0) = /(x,,) {f(xi) =/(xo - 0))

tenglik o'rinli bo'lsa. / funksiya Xo nuqtada o'ngdan (rhajxlan) uzluksiz de-

yiladi. Agar / funksiyaning .r,, nugtada o'ng va chap limitlari mavjud bo'lib.
/(x0+ 0) = /(x0) =/(x0-0)
tenglik o'rinli I>oisa. / funksiya r0 nuqtada uzluksiz deyiladi. Agarda
[(x0-0)#/(x0+0)
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bo'lsa. / funksiya xo nugtada birinchi tur uzilishga ega deyiladi. Xo nuqta

esa / funksiyaning birinchi tur uzilish nuqgtasi deyiladi.
A(x) =/(x+0)-/(x-0)

giymatga / funksiyaning x € (a. b) nugtadagi sahxuhi deyiladi. / funksiya-
ning kesma chetlaridagi sakrashlari deb *V(a) = /(a +0) - /(a), J1/(6) =
f(b) ~ f(b ~ 0) miqgdorlarga aytiladi.

Agar / funksiyaning xo nuqtadagi ong Ta chap limitlaridan birortasi
mavjud bo'lmasa yoki ulardan biri cheksizga avlansa. bu nuqta / funksiya-
ning ikkinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

Quyidagi sonlar

mf(rO+h)- f(.r0) — —/(.To - h) - /(xQ
S — m> - A " --V
lirn Ao T -1})-1bl »x1
ABt h ; n

mos ravishda / funksiyaning Xo nugtadagi o'ng yuqori. chap yuqori, o'ng
quyi va chap quyi hosila sonlari deyiladi. '
Endi monoton funksiyalarning xossalariga doir misollar garaymiz.

9.1. /(x) = [x]-f-2-sign(x + 1)+3« X(-i.i|(X), [-2. 1] funksiyani [-2. 1]
kesmada monotonlikka tekshiring. Ulardan gavsilari o'ngdan uzluksiz.
qaysilari chapdan uzluksizligini aniglang. Ularning barcha uzilish uug-
talarini toping, uzilish nugtalaridagi sakrashlarini hisoblang.

Yechish. Berilgan funksiyaning har bir qo'shiluvchisini alohida tahlil qil-
amiz. Sonning butun gismi tarifiga ko ra yj(x) = [f] funksiya barcha butun
nuqtalarda uzilishga ega. kamaymaydigan, o'ngdan uzluksiz. uzilish auqta-
laidagi sakrashlari esa 1ga teng. y2(x) = sign (x+1) funksiyabirgina x = -1
nuqtada uzilishga ega. Bu nuqtadagi o ng va chap limitlar <& quyidailarga
teng:

nJ|-i$u-Sign (0—h) = -1 ~signO=0 nllrg+sign(0 +M=1 (9.4)
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I * #(x) (x + 1) kamaymaydigan funksiya bo'lib, uziluh nugta«i,laKi
jf. gak_ ya 1+ 0)- bl-1 - 0) = 2 ga teng. (9.4) dan nia’ltunki. bu
minksi.va x = -1 nugtada o'ngdan hamdiapdan ham uzluksiz etnas So’nggi.

H r) = V-iij(x) funksiva liaui [-2. 1] kesmaning fagat x = -1 nugtasida
blishga ega. Bu funksiya x = 1 nugtada diapdan uzluksiz va sakrashi 1

ga teng. Tekshirish uatijalariga ko ra quyidagi xulosaga kolamiz. y\. yo Ta y\
fcnksivalar kaniayniaydigan va musbat sonlarga kopaytirib yig ilganligi udiun

/(x) = [X]4-2-sign(x + 1)+ 3 «X(_i.i|(*)

tarn 1 da kamaymaydigan funksiya bo'ladi. 1’'ning uzilish nnqtalari -1

va 0 uuqgtalardir. Bundan tashqgari /(—1) = —1, /(0) = 5 va
i - = + - = - - + = -1+ + = 4,
’!I_”L]J-/( 1 B 2+2 (-1) 4an_|,gT+ﬂ, 1+ ) 1+21+31 4

lim /(0-N1) = —1+ 2-1+3-1 = 4ft lim /(0+ /)= 0+2 «1+ 3ml =5,
- ——

Bu funksiyaning —1 ta 0 nugtadagi sakraslilari mos ravishda [ /(—1) = 8
Ta Af(0) = 1 Berilgan funksiya x = —1 nuqtada o'ngdan ham diapjkui

ham uzluksiz emas. x = 0 nuqtada o'ngdan uzluksiz.

9.2. Faraz gilaylik. / : [o. ffj = R kamaymaydigan funksiya. B|, Qo......r,,

shu kesnmdagi ixtiyoriy mugqtalar bo'lsin U holda

Y Af(d)<m-f(a) (9.5)
=1

}f  tengsizlik o'rinli. Isbotlaug.

Isbot. Faraz qgilaylik. / : [a f] —»R kamaymaydigan funksiya. c¢; < <><
|,.. <c, lar shu kl_lesmadagi. o'sish tartibida joylashgan ixtiyoriy mugtalar

bo'lsin. Quyidagi £Ay(c;) yig'indini garaymiz:

Y .U (c* 0)- /(c, - 0)) = f(cj+0)- /(Ci- 0)+ ~somf(c,, +0)" /<c"-
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Bu yig indini quyidagicha yozib olamiz:

n »
Y, A/(c.) = /(c,, + 0) - /(ci- 0)- £(/(r, - 0)- /(c* !+ (). (SOi
i=l i-2

Kamaymaydigan / funksiya va istalgan c, > ¢,_i uchun
/(cj-0)-/(c_1+0)>d (9.7)

tngzislik o'rinli. (9.6) va (9.7) lardan
n
£ AO.,(c.) </c,+0)- /(ci-0)</(6)- /(a) (9.8;

ni olamiz. Bu esa (9.5) tengsizlikning o'zidir. D

9.3. / :[a 6 —*R kamaymaydigan funksiya. H € N ixtiyoriy son bo'lsin.
Uholda D,, —jj GJa 6] : A/(x) >~ j chekli to'plam. Isbotlang.

Isbot. Teskaridan faraz gilaylik. biror n € N uchun D,, to'plamning
elementlari soni cheksiz bo'lsin. u holda ixtiyoriy m 6 N uchun D,, dan
ci,cj,..., cm€ D,, nugtalar olish mumkin. (9.5) hamda D,, ning aniglanishi-

dan quvidagiui olamiz:

[(ft) - f(a) > Y2 Alfc.) > m «i.
tr "
Bu yerdan m < n(f(b) —/(a)) ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlik m ning
ixtiyoriy natural son ekanligiga zid. Demak. Dn chekli to'plam.

9.4. / : [a 6] R kamaymaydigan funksiya. Ci,c2....... r,— lar uning
X
uzilish nugtalari bo'lsin. U holda E*I A/(cn) gator yaginlashuvchi va
n

X

1> /(*)</(6) - /(<)

tengsizlik o'rinli. Isbotlang.



. Kamaymaydigau / : [a, 6] —*R funksiyava [a, b\ kesmada saqlanu-
if.: jxtiyoriy ClC2...... ¢, nhugtalar uchun (shu jumladau uning uzilish nug-
»jari uchun ham) £A/(c,) ™ f(b) “ /(«) tengsizligi 2-misolda ((9.8) ga

X
arang) ko'rsatildi. Bu esa musbat hadli YI  /(c») gatorning qisiniy yigindi-
wj ketma-ketligi S,, ning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi. Demak.
£ [O/(cn) gator yaginlashuvchi. (9.8) tengsizlikda n — oc da limitga o’tib

AN,(cm<T-MNa)
teftgsizlikni olamiz. O

9.5. / : [a. 6] —R kamaymaydigau funksiya. C|, c¢j.... lar uning uzilish

uugtalari bo'lsin.

fd(x) = £ A/(c<), x € [a 6] (9.9)

K # G

* funksiya. / nin</sakrashlarifuuksiyasi deyiladi. /,/: [a, 6] —=*R o'ngAn

uzluksiz kamaymaydigan funksiya. IsIx>tlang.

Isbot. Kamaymaydigan / : [c. ] — R funksiyaning uzilish uuqtalari
Cloviienns larni o'sib borish tartibida joyla*htwish mumkin bo'lgan hoi bilan
cheklanatniz, va'ni G < c2 < eee < ¢, < e+m bo’lsin. (9.9) tenglik bilan
aniglangan

Mx) =Y 4/(c.), X€ [a 6
c<T

ni [a. b] kesmada kamaymaydigan funksiya ekanligini ko’rsatamiz. Faraz qi-
lavlik. x\ < r2 6 [a. b] kesmaning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo'lsin. U holda
kamaymaydigan / funksiya va istalgan c 6 [a. 6] uchun A/(c) > 0 ekanligi-
dan
id(xi) =y Al(c)™ Y + Yl =
Q< Cifn ji<cj<R
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Isbot. [a. b] Kesitiani .r,(i = 1,2....... n) nuqtalar yordamida ixtiyoriy
bo'llnishini garaymiz Funksiyaning [a. b) yarim intervalda monoton ekaulig-
ini hisobga ol.sak. quyidagiga ega bo'lamiz:

n n-1

E1/(n)-/(**-)! LIM -/(**-1) 1+ 1/(6)-/(*._,)! =
*_i ir_i

r-1

n-1
=E ilw -/m + 1/(6) - /(arn_,)| =
u

=i

= (»-)- 1 (QI+1/®)-1(,-)% (9.14)
Endi c(x) = |/(x) - [(a)| + |[/(6) - /(X)|, j; € [a 6) ning kawayLiay-
digan funksiya ekanligini isbotlaymiz. Bulling uchun [a. b) yarim intervalda
yotuvchi ixtiyoriy xi < x2 uugtalar uchun t(x 2) —i'(xi) > 0 ekanligini

ko rsatish kifoya.
t'™M = (12) - /)] + L(B) - IM | = |/(X2) - I(X.)+ [(X,)- [(0)]+
+1/(6) - /(X.) - (/M - /Xi)|=1/M - /M | +1/M - [(0)1+
+1/(6)-IM -(/IM -/(x,))]. (9.15I
(9.15) dagi oxirgi tenglik / ning [a. 6) yarim intervalda monoton (yani
/(mlr)- /(xi) bilan —f(a) ning ishorasi bir xil) ekauligidan kelib chiga-
di. Ixtiyoriy ¢ va d sonlar uchun |c—d\ > |c| —d\ ekauligidan foydalansak.

t (x2) - V(xi) =

=UE) - 1(x.) - (/M - 1(x,)) [+ 1/(x2) - 1(x,)| - |/(6) - I(r))]
ayirmaning manfiymasligiga kelamiz Buesa r ning [n. b) da kamaymaydigan

funksiya ekanligini isbotlaydi. (9.14) tenglikdan
n

%%151:I1/(X‘)-/(x<<-i)lz sup L (x,_|) = t*(6—0)

tenglik kelib chigadi. Funksiya to'la o'zgarishiuing ta'rifiga ko'ra ushbuga ke-

lamiz:
Vtlf] = u(b-0) =1/(6- 0) - /(a)| + 1/(6) - f(b - 0)|. O

]



9.¥. /(r)=sinr funksiyani [0, 77 keamada o zgarislii choKaralangan okau-
ligiui ta'rif yordamida ko'rsating.

i Yechish. 0. 1] kesmani .r, (t = 1.2....... n) nuqtalar .yordamida ixtiyoriy
n bolakka bo'lamiz \-a bu bo'linishga ToH
n n
531/(r*)~/(**-01 “ Isinx*. —sinx*-t| (9.16)
i=i
S . . . X+y . X—y o
yig'indini baholaytniz. Agar sinx —siny = 2c0s—-—sin—-— va |smx; <
X. T > 0 munosabatlardan foydalansak. (9.16) ni qtiyidagicha baholash
mumkin:
.
/ \ m Xt + XI 1 . X* —Xi-i

v 4 ,
(%) -/ (**-i)] = Z -|2008--— 2 S1Urmms 2o
gV I = 7

1=1
Demak. /(x) = sinx funksiya [0. jf kesmada o‘zgarishi chegaralangan. O

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

9.10-9.13-misollarda I>erilgan funkeivalarni [s5. b] kesmada nionotonlikka
r tekshiriug. Ulardan qaysilari o'ngdan uzluksiz. qaysilari chapdau uzluksizlig-
I ini aniglang. Ularning barcha uzilish nuqgtalarini toping, uzilish nuqgtalaridagi

f sakrashlarini hisoblang.

9.10. /(x) = [x]. [-1.3].

9.11. /(x) =signx. [-1. 5].

9.12. /(x) = *«,.;(*), [-2. 4].

9.13. f(x) = 2 signx + 3 eX(-i.0)(1 > |-4- 5i-

9.14. [a. 6] kesmada aniglangan har ganday monoton funksiya shu kesmada
chegaralangan. o'Ichovli hamda Riinan va Lebeg ma nolarida integralla-

nuvchidir. Isbotlang.



9 15. Kaniaymaydigau, o‘iigdaii uzluksiz f : [a f] —R fuuksiya uchun
[, (X) = [(x) - If(x). x€ [a B

funksiya. / ning uzluksiz gienii deyiladi. /< : [a, 6] —=*R ning uzluksiz
ekanligini isbotlang. Bu yerda fd (9.9) tenglik bilan aniglanadi.

9.10. Kamaymaydigan (osmaydigan) funksiyalar yig indisi kamaymaydigan (0's-
maydigan) funksiyadir. Isbotlang.

9.17-9.20-misollarda keltirilgan fuaksiyalaming kamaymaydigan ekanligini
korsatib. ularning sakrashlari funksiyasi va uzluksiz gismini toping.

9.17. /(x) = x + signx + \ (x0)(x). x 6 [-2. 2].

9.20. /(x) = 2x+ [X], xe [-2.4].

Monoton funksiyalarning quyidagi xossalarini (9.21-9.23) isbotlang.
9.21. Monoton fuuksiya faqgat birinchi tur uzilish nugtalarga ega.
9.22. Monoton funksiyaning uzilish nugtiilari ko'pi bilan sauoqlidir.

9.23. O'ngdan uzluksiz bo'lgan har ganday monoton funksiyani yagona usul
bilan uzluksiz tnonoton funksiya va o'ngdan uzluksiz bo'lgan sakrashlar

funksiyasi yigindisi shaklida tasvirlash mumkin.

9.24. /(x) = x+[x] funksiyani [-2. 1 kesmada uzluksiz monoton funksiya va
o’ngdan uzluksiz bo’lgan sakrash funksiyasi jig’indisi shaklida tasvirlaug.
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9.25.

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.

9.32.

9.33.

Sakrashlar fiinksivasiniug hosilasi deyarli barcha liugtalarda nolga teng.

Ishotlang.

Monoton funksiyaning songa kopaytniasi yana nionoton funksiya bo'ladi.

Ishotlang.

Kamaymaydigan funksiyaning musbat songa kopaytniasi kamaymaydi-

gan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

O'suvchi funksiyaning manfiy songa ko paytniasi kamayuvchi funksiyadir.

Ishotlang.

Agar /(x) >0, x € [a b] integrallanuvchi funksiya bo'lsa.

kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Ikki monotou funksiyaning yig'iudisi nionoton funksiya bo'ladimi?  I»
[(x) =i . g(x)=1-2x. x € [0. 2] funksiyalarni tahlil qiling.

Ikkita nionoton funksiyaning ko paytniasi monoton funksiya bo'ladimi?
/(X) = x. g(x) =x —2. J'6 [0. 2 funksiyalarni tahlil qiling.

Agar / va g lar [a, b] da kamaymaydigan funksiyalar bo'lib, f(x) > 0
va g(x) >0. Vx € [a. b] bo'lsa. u holda ifi(x) = g(x) *f(x) funksiya
[a. b] da kamaymaydigan fuuksiya bo'ladi. Isbotlang.

Agar / funksiya [0. 6] da o'suvchi fuuksiya bo'lib. /(a) = .4, f(b) = B
va ¢ : [/1. B] — R—monoton funksiya bo'lsa. u holda <?(/(x)) funksiya

[a A da monoton bo'ladimi?

Har ganday o'smaydigan / : [n, ] —=* R fuuksiya [d. 6] kesmada
o'zgarishi chegaralangan va uning to la o'zgarishi /(a) —f(b) ga teng.
Ishotlang. Teskiri tasdiq to'g'rimi?
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9.34

9.35.

ligi
9.36

9.37

9.38
9.39

9.44

9.45

. Agar / :[a. 6] —=*R funksiya (a. A da monoton bo'lsa. u holda uning

0'zgarishi chegaralangan va
Vitif] = l/(a +0) - /(a)l + If(b) - /(a +0)1
tenglik o'rinli. Isbotlang

Agar f :[a bl —*R funksiya (a. b) intervalda monoton boisa. u holda

uning o'zgarishi chegaralangan va
K"[/]- lf(a+0)- /(a)] +|/(6- 0)- /(a+0)+]|/(6)- f(b- 0)

tenglik o'rinli. Isbotlang.

9.3G-9.43-misollarda berilgan funksiyaning o'zgarishi chegaralangan ekan-
ni ta’rif yordamida ko’rsating.

CI(x) = 3x+1. [0.2]. 9.40. £{x) = In(I + x). [0. ],
CI(x) = 2x1+ 5 [-1.3].  9.41. f(x) =2T+ox. [-2.3].

Cf(x) = 2cosx.  [-*,*].  9.42. f(x) =xe'H+5  [-1,1].
CI(x) = tg-. [T ] 9.43. =3r_u+&k P 2.

9.44-9.52-misollarda keltirilgan tasdiglarni isbotlang.

. Agar f :[a 6] — R funksiya [a. b] kesinada o'zgarishi chegaralangan
bo'lsa. u holda ixtiyoriy fre R uchun k +f ning ham o'zgarishi chegar-
alangan ta \'d[fr+ /] = Va[/] tenglik o'rinli.

. Agar f :[a. 6] R funksiya [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan
boisa. u holda ixtiyoriy fr 6 R son uchun fr e/ ning ham o'zgarishi
chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli

V2[*/1-1*1 *?[/]
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9.46.

9.47.

9.48.

9.49.

9.50.

9.51.

9.52.

Agar / :[a. il ¥R funksiya [n, f] kesmada o'zgarishi chegaralangan
bo’lsa. u holda ixtiyoriy k, I € R sonlar uchun k mf + | ning ham
o0’zgarishi chegaralangan va quyidagi tenglik o'rinli

V[ f\[K-f + 1) = \K\Valf}.
/ : [a. f =R funksiyaning [a. ff] kesmadagi to la o'zgarishi nol
bo lishi uchun f(x) = const bo lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
Ixtiyoriy / va g o zgaiishi chegaralangan funksiyalar uchun
Vad[f + g} < v &[f] + \Hg]
tengsizlik o'rinli.

Ixtiyoriy f \v g o0’zgarishi chegaralangan funksiyalar uchun y(x) =
/(Xx) *g(x) ning ham o'zgarishi chegaralangan boiadi va
KbU 9 < sup [/(X)] Vi6[d + sup [g(x)| *Va[/]
ref«. % r6;0.4
tengsizlik o'rinli.

Ixtiyoriy ¢ € (a. ft) uchun [/1 = Vj [/] + \1n[/] tenglik o'rinli.

Agar f :[a bl ¥R o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsa, u holda
r(x) = V* [J] — kamaymaydigan funksiya boiadi.

Agar / :Ja. ]l » R uchun shunday a = x0 < *i < eee < x,, = f
bo’linish mavjud boiib. har bir [x*. x/t+i], k = 0.1, — n-1. kesmada
/ monoton bo'lsa. u holda / ning [a. f] da o'zgarishi chegaralangan

hauida quyidagi tenglikiar o’rinli

ViEI= £ J1(*.-0) - TG+ /(X)) - I(XT)l. X € [, x*+],
jmo

] = £ N -i)-/fo)l- f917)
J*
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9.53.

9.54.

9.55.

9.56.

9.57.

9.58.

9.59.

9.60.

9.52-misol va (9.17) tenglikdau foydalanib. 9.36-9.43-niisollardakeltirilgan
funksiyalarning to la ozgarishini toping.

Quyidagi funksiyalarning to'la o'zgarishini toping.

x2. 0<x< 1l x2. 0<x< 1
f{x) = < o x =1 gix) = i 5. Xx=1
1, 1<x<2 X+3 1<x<2.

[0. 2] kesmada / funksiyaning to'la o'zgarisliini toping.

Parametr a € R ning ganday giyinatida / funksiyaning to la o'zgarishi

minimal bo ladi? Minimallik shartini ganoatlantiruvchi a yagonanii?

Agar o'zgarishi chegaralangan / funksiya j *€ n. b nugtada o'ngdan
uzluksiz boisa. u holda v(x) = V,J [/] ham r* nuqtada o'ngdan uzluksiz

Iw'ladi. Isbotlang.

Agar / :[a. b] —R o0'zgarishi chegaralangan funksiya boisa. u holda
p{x) = VE\f\ - / (xX) kamaymaydigan funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Har ganday o'zgarishi chegaralangan funksiyani ikkita kamaymaydigau

funksiyalar ayirmasi slmklida tasvirlash mumkin Isbotlang.

/(x) = 1- sinx. y(X) =1+ |cosx]|. o(x) = (x- 2)-. t>(X) = sin2x
funksiyalarni [0. ] kesmada ikkita kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi

shaklida tasvirlang.

9.36-9.44-misollarda keltirilgan funksiyalar uchun r(x) = I*[/] va y(x) =
c(j) —/(x) funksiyalarni toping.
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961

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

9.66.

9.67.

9.68.

-Quvida berilgan / funksiyaning x = 0 nuqtadagi hosila sonlarini toping:

X X
0, x=0 , 0<a</?,0<ax<6.

aTsin2|—+ bx coszr X >0
Agar / funksiya [bl 6] kesmada tekis uzluksiz bo’lsa. uning o'zgarishi
chegaralangan bo'ladimi?

Agar / funksiya [a. f§ kesmada chegaralangan hosilaga ega bo'lsa. u
holda / ning [a. 6] kesmada o'zgarishi chegaralangan bo'lishiui isbot-

lang.

[0. 1] kesmada uzluksiz

funksivalaming to la o’zgarishi VM [/] = 1Ji[5] = oc ekanligini isbotljhg.

Agar / funksiya [a, 6] da Lipshits shartini ganoatlantirsa, u holda /
ning [a. 6] da o'zgarishi chegaralangan bo'lishini isbotlang.

[n. b] kesmada o'zgarishi chegaralanmagan va o £ (0. 1) tartibli

Gvolder shartini ganoatlantiruvchi fuuksiyaga misol keltiring.

a va 3 musbat sonlar. /(x) = x" esin « /(0) = 0 bo'lsin.

chekli, agar a >3

cheksiz, agar a <3
munosabatni isbotlang.
4 C [a, 1 to'plamning xar&kteristik funksiyasi A;.-t(x). .4 ga ganday

shartlar qo'yilganda [a. 6] da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi?

Qanday shartda KJ/1xn] minimal bo'ladi?

143



9.69.

Agar / : [ b — R o'zgarishi chegaralangan. y m [« 3\ — J[a. b]
uzluksiz, o'suvchi biyektiv akslantirish boisa. u holda i'(x) = f(g(r)).
x € [q, 3] o’zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi va V&[/] = V*[v]
tenglik o'rinli. Isbotlang.

belgilaymiz. Bu funksiyalar uchun quyidagilarni (9.70-9.71) isbotlang.

9.70.

9.71.

9.72.

9.73.

9.74.

9.75.

9.76.

vt :R —»R va r,. : R —»R lar uzluksiz. chegaralangan va 2~ davrli
funksiya.

Ixtiyoriy a < b lar uchun + tv] = 0 o'rinli.

Shunday a € (0. n 2) sonni topingki. [0. a] va [a. 7r/2" kesnmlarda i\

monoton funksiya bo'lsin.
Ig 2[t»] + VD "[ty] ni hisoblang.
t\(x) = Vy+Hr[sin] funksiyaning o zgarmas ekanligini isbotlang.

Agar / :[a bl —*R integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holda

o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi Ta

tenglik o'rinli. Isbotlang.

Agar / :[a. b] —=*R o'zgarishi chegaralangan funksiya boisa. u holda
5(a) = 0, i) = 1 f(t)dt. € [o. b
@=0 g@= _ . 1 fd. x€H

0'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. Isbotlang.
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(07" o ff] daaniglangan liar ganday o'zgarishi chegaralangan funksiya o’lchov-
I li bo'lishiui isbotlang.

9.78. Agar {/,} lar [a, f] da o'zgarishi chegaralangan funksiyalar bo'lib. biror
f :[a f] =R uchun lim V~\f- /)] = 0 bo'lsa. u holda / ham [a. ff

da o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'ladi. Isbotlang.
10- §. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

Lebegning anigmas integrali (9.2) quvida biz ta'rifini keltirmogchi bo'lgan
absolyut uzluksiz funksiyalar sinfiga garashli bo'ladi.

10.1-ta’rif. Dizgu [a. f] kesmada aniglangan f funksiya berilgan bo'lsin.
Agar ixtiyoriy s > 0 son uchun shunday 6 > 0 mavjud bo'lib. soni chek-
li va har ikkisi o'zaro kesishmaydigan har ganday {(au. f}]|l.x intervallar

.sistemasi uchun
ftiyC[a fi], T><.-a*)<6

shartlar bajanlganda

tengsr.lik o'rinli bo'lsa, u holda f funksiya [a. ff] kesmada absolyut uzluksiz
funksiya deyiladi.

10.2-ta'rif. Agar uzluksiz va o'zgarmasdan fargli o'zgarishi chegaralangan
f funksiyaning hosilasi deyarli barcha r larda nolga teng boisa. u singulyar
funksiya deyiladi.

[a. ff] kesmada kamaymaydigan va o'ngdan uzluksiz F : [a. f] —¢ R
funksiya vositasida qurilgan o'lchoviar (5- § gagarang) Lebeg-Stiltes o'lchovlari
deyiladi va ular /<k bilan belgilnnadi.

10.3-ta’rif. AyA'r Lebeg o'chon nolga teng bo'lgan ixtiyoriy .4 to'plam
uchun VF(A) = 0 bo'lsa, n holda uy (Lebeg o'choviga nisbatan) absolyut

uzluksiz oichov deyiladi.



Shuni ta'kidlaymizki. agar F funksiya absolyut uzluksiz boisa. n yordami-
da hosil gilingan Lebeg-Stiltes o'Ichovi /if- ham absolyut uzluksiz o'lchov
boiadi.

10.4-ta'rif. Agar ur o'lchov uchun chekli yoki sanogli A topiam mavjud
bo'lib. A bilun kesishmaydigan ixtiyoriy B to'plam uchun /Jf(B) = 0
bo'lsa. u holda lip diskret o'lchov deyiladi.

Agar F sakra.shlar fuuksiya (ziuapoya.simon funksiya) bo'lsa. u yordamida
hosil gilingan Lebeg-Stiltes o'lchovi /if diskret o'lchov boiadi.

10.5-ta’rif. Agar /</» oichovda istalgan bir nuqtali to'plam nol o'lchovgu
ega boisa va Lebeg oichovi nolga teng bo'lgan biror A to'plam mavjud bo lib.
Hf {R\A) = 0 boisa. u holda /if singulyar o'lchov deyiladi.

Singulyar funksiyalar yordainida qurilgan Lebeg-Stiltee oichovi /if singul-
yar o'lchov boiadi.

Hozir biz chekli oichovli .4 to'plamda aniglangan va chegaralangan funksi-
yalar uchun Lebeg-Stiltes inregrali tarifini keltiramiz. Cheksiz oichovli A
to'plamda aniglangan funksiyalar va chegaralanmagan funksiya uchun Lebeg-
Stiltes inregrali ta’rifi shuuga o'xshash ta'riflauadi.

Chekli o'Ichovli A C R to'plamda aniglangan kamaymaydigan F : .4 —=*R
va chegaralangan. oichovli f : A —* R funksiyalarni garaymiz. Bu holda

shunday m va M sonlari mavjudki. barcha x 6 A larda
m<f(x) <M

tengsizlik bajariladi. [m, M] kesmani m = y0 < ji < see <y, X <V, =
M nugtalar yordamida n boiakka boiamiz. Bu bo linishni M bilan bel-
gilaymiz. Har bir yarim interval [(*-i- tffje k — |....,n —1, yordamida
Ak = {x6 4:i/j_i <f(x) <y} va 4, = {/6/1: vy, |i<f(x) <V}
to plamlarni aniglaymiz. Bu [T boiinishga moe Lebeg-Stiltesniug quvi va
yugori vig'indilarini aniglaymiz:

n n

*n(/) = 53y*-iliF(.4%). Sa(f) =Y w f W
*=1 bll
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Quyi yig'indi *n(/) yuqoridan. yuqori yig'indi Sn(/) (%ji quyidun che”ara-
langau. Shuning uchun quyidagilar mavjud va chekli:

M /)-*upen(/), r (/) = infSn(/). (10.2)

(10.2) da aniqg quyi va aniqg yuqori chegaralar [m. \I] kesmaning barcha chekli
bo linishlari bo'yicha olinadi.

10.6-ta’rif. Agar L.(J) — L.(f) bo'lsa. chegaralangan f funksiyani A
to'plamda Lebeg-Stiltes ma'nosida intigmllanuvchi deymiz. L, (f) va L‘(f)
laming butimumiy giymati f funksiyadan .4 to'plam bo'yicha olingan Lebeg-
Stiltes integrali deyiladi. ya'ni

Jj(x)dF (x) = L.(f) = L-(f).

Endi g : A =R ixtiyoriy o'zgarishi chegaralangan funksiya bo'lsin Uni
ikkita kamaymaydigan F : A —R va ® : 4 —*R funksiyalarning ayirmasi
shaklida tasvirlavmiz. ya'ni g(T) = F(x) - ®(x).

10.7-ta’rif. / : /4 — R funksiyadan g : 4 — R o'zgarishi chegam-
langun funksiya bo'yicha olingan Lebeg-Stiltes integrali deganda qttyidaift in-

tegral tushuniladi:
j f(x)dg(x)::\] f(r)dF(x) - jff(x)d<t>(x).

10.1. f{x) — x2+ 3, [0. 1] funksiyani ab:*nvut uzluksiz ekanligini tarif
yordamida ko'rsating.

Yechish. [0, 1] kesmada har ikkisi o'zaro kesishmaydigan va uzunliklari
yig'indisi S > 0 dan oshmavdigan {(a*, MH'_i intervallar sisteniasini olamiz
va uuga mos (10.1) yig'indini garaymiz:

I n M
I' T \f(bk) - /(<u)! = |6+ 3- o*- 3] * Y ~(6t- ak)(bk +at) < 26.

i-i 1-1
Bu yerda biz fa -f a; < 2 tengsizlikdan foydalandik. chunki 6* a* € [0. 1].
Endi ixtiyoriy s > 0 uchun 6 = t/2 deb olamiz. U holda (10.1) tengsizlik
o'rinli bo'ladi. Demak / absolyut uzluksiz funksiya ekan. O



10.2. /(x) = 2x2+5, x 6 [-1. 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang.
Yechish. /(x) = v(x) - x). v(x) = V'(/], v2(x) = v(x) - /(x).
Biz /(x) = 2x2+ 5. x 6 [, 3] funksiyani ikkita kamaymaydigan absolyut
uzluksiz funksiyalar ayinnu*i shaklida tasvirlaymiz. Malumki. har ganday ab-
solyut uzluksiz funksiya o’zgarishi chegaralangan funksiya bo iadi. O'zgari-
shi chegaralangan fuuksiya esa kamaymaydigan funksiyalar ayirmasi shaklida
tasvirlanadi. Demak. kamaymaydigan r(x) = V*x[/] va ~(x) = u(x) - /(x)
funksiyalarni topamiz. / ning absolyut uzluksizligidan r Ta tp funksiyalam-
ing absolyut uzluksiz ekanligi kelib chigadi va /(x) = f(x)- p(x) tenglik
o'rinli. Berilgan funksiya [—1. 0] kesmada kamavuvchi va [0. 3] da o'suvchi.
shuning uchun 9.35 va 9.34-misollarga ko'ra quyidagilami olamiz:
2-2x2, xej-1,0] , x_\f -3-4x2 x€ [-1, Q]
24-2x2. xe(0. 3] [ -3, x € (0, 3]
10.3. Kantorning zinapoya funksiyasi A ni (5.95-misolgaqarang) [0, |j kesma-
da absolyut uzluksizlikka tekshiring. '

Yechish. Kantor to plami K ning Lebeg o'lchovi nolga teng. Lebeg o'Ichovi
ta'rifiga ko'ra. ixtiyoriy d > 0 uchun shunday. o'zaro kesishmaydigan

{(a*. invervallar sistemasi mavjudki. quyidagilar bajariladi:
n n
K C (J (at. 6%): - “*) < 6- (10-3)
Al

Ikkinchi tomondan, ~g([0, 1j\/C) = 0 va p*([0. 1]) = A(1) - 4(0) = L
Bu yerda /i* Kantorning zinapoya funksiyasi yordamida qurilgan Lebeg-

Stiltes o'Ichovi. Bu tenglikdan kelib chigadiki,
In{K) = 1

Endi o'lchovmng yarim additivlik xossasidan hamda (10.3) dan fovdalansak,

quvidagiga ega bo'lamiz:
M /N
52 (&) - Alat) = 1 (3@* M
1=1

= \* =
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Tak. Kantorning zinapoya funksiyasi - J1 absolyut uzluksiz funksiya ta’-

>rifiiii ganoatlautirmaydi, ya'ni u absolyut uzluksiz emas. O

10.4. JiUx,2 JdF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda .4 = [0, oc) —

yarim oq. F(x) = [1] funksiyaesa x ning butun gismi.

Yechish. Ma'lumki. F(x) = [X] o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrash-
lar funksiyasi bo'lib. uning .4 = [0. oc) dagi uzilish nugtalari barcha natural
sonlardir. Shuning uchun 10.43-misolga ko ra, bu integral ((10.5) ga garang)

[ 2-'dF(x) =y2-"(F(n)-F(n-0))

Ao*| el
gator yigindisiga teng. Agar barcha n € N lar uchun F(n) - F(n - 0) =1
tenglikni e'tiborga olsak. so’nggi gator yig'indisini hisoblash mumkin. Bu gator

biriochi hadi bx = 1/2.maxraji q = - bolgan cheksiz kamayuvchi geonietrik

progressiyaning yig'indisini ifodalaydi. Shuning uchun.

:J\p.x)* a1 1

10.5. Quyidagi Lebeg-Stiltes iutegr ilini hisoblang:

f (x + DdF(x).
Jio3!

Bu yerda 4 —[0. 3] kesma. F(x) = xJ+ 3.

Yechish. Ma’lumki, F[x) = x2+ 3 absolyut uzluksiz funksiya, shuning
t uchun (10.44-misolga garang) (10.G) ga ko ra, quyiclagini olamiz:

J[ (x+1)dF(x) = ] (x+ 1) «2xdx
03

Jo3
I Songgi integralning giymati 27 ga teng. Shunday qilib.

I (x+ 1)dF(x) = 27.
03



10.6. f,0j,xdA(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang.
Yechish. | usul. Bo'laklal) integrallash usulidau foydalananiiz.
[ xdA(x) = - f Nx)dx =1-0- ~
300 0.1 i 1
Bu yerda biz jjn, &(x) dx = 0.5. ya ni 7.67 f)-misol natijasidan foydalandik.
Il usul. Shuni ta'kidlaymizki. bu integralni odatdagi Lebeg integrali yoki
biror gator yig'indisi ko'rinishida tasvirlab Iwimaydi. Shuning uchun integral

ta’rifi va xossalaridan foydalananiiz. Maluniki,

j xdA(x) = \] xd&(x) + \] xdA(x) + j xdA[x) (10 4)
(o,il <if3 [1/32/3; p/3.1]
tenglik o'rinli. Agar biz A(r) = 1/2. x € [1/3. 2/3] ning [1/3, 2/3] da
0'zgarmas ekanligini hisobga olsak. (10.4) tenglikda o'rtadagi [1/3. 2/3] to'j>-
lani bo'yicha olingan integral (10.45-niisolga garang) nolga teng bo'ladi. bun-
dan
J xdfi(x) = »] xdA(x) + J XdA(X).
o1 p.1/3] p/3.1;
Birinchi integralda 3x = t . ikkinchi iutegralda j: = i + (: deb ahna-shtirish

olamiz. natijada

0y ul; 0)
tenglikka ega bo'laiuiz. Endi Kantor funksivasining 10.34-misolda keltirilgan
xossalaridan foydalansak.

J xdA(x) = ~ J tdfi(t) ++ J(2 + t)dA(t) =+ j tdA(t)+}
lo 1] ) 0L [aij
tenglikni olamiz. Bu yerdan
/ xdA(x) = 0.5
1y
ekanligini hosil gilamiz. n
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10.7. /(x) = &(x) vu HJ) = d(x) fuuksiyalar uchun Lebeg-Stiltes integrali

[ [(x)dF(x)
[ubj
ui hisoblang.

Yechish. 10.47-tnisolda keltirilgan bo’laklab integraliash forinulasidan
((10.7) ga <iarang) foydalanainiz:

J A)dAX) = JI) TD-0) 80)-) Acodac) = 1-1 AuydA().
o1 (1 X

Buyerdan f A(x)JA(x) = 0.5 ekanligini olamiz. O

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun inasalalar

10.8-10.16-misollarda berilgan funksiyalarning absolyut uzluksiz ekanligini

ta'rifdan foydalanib ko'rsating.

10.8. /(x) = 3x+1. [0.2]. 10.13. /(x) = xIn(l + x), [0. k1
109 {(x) = 22+ 5, [-1.31- 4644 y(x) = 214 ox. [-1. 3]
10.10. /(x) = sinx, [0. jd.

10.11 /(x) = 2|coex|, [-TT. jd. 1015, /¢y = A v -
10.12. /(x) = [-TT. jt]. 10.16. /(x) = 3|x -11 + 4, [0. 2].

10.17, Absolyut uzluksiz fuuksiyalar yig’indisi. ayirmasi ynua absolyut uzluksiz

funksiyadir. Isbotlang.

10.18, Absolyut uzluksiz funksiyaning songa ko paytniasi yana absolyut uzluksiz

funksiyadir. Isbotlaug.

10.19, Agar / va g lar [n. 6] da absolyut uzluksiz funksiyalar bo’lsa. u holda
/-gval :gig{x) ®0, Vx € [a f]) funksiyalar ham [a, 6] da absolyut
uzluksiz funksiyalar bo'ladi. Isbotlang.
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10.20.

10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

10.26.

Agar / funksiya [o. f] kesmada absolyut uzluksiz bo'lsa u [n. fi] da

o'zgarishi chegaralangan ham bo'ladi. Isbotlang.

Har ganday absolyut uzluksiz funksiyani ikkita monoton kamaymaydi-
gan abeolyut uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlash mumkin.
Isbotlang.

10.8-10.1G-misollarda keltirilgan funksiyalarni ikkita ( r(x) = Vj[/].
y(x) = v(x) —f(x) ) kamaymaydigau absolyut uzluksiz funksiyalar ayir-

masi shaklida tasvirlang.

Agar / :[a fl R integrallanuvchi funksiya bo'lsa. u holda

funksiya [a. ff] da absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

[a. ] kesmadaabsolyut uzluksiz F funksiyaning hoeilasi F' (x) = f (x)

integrallanuvchi va deyarli barcha x € [n. f] lar uchun

tenglik o'rinli. Isbotlang.

Agar / — kamaymaydigan absolyut uzluksiz funksiya bo'lib. f'(x) =0
tenglik deyarli barcha x lar uchun o'rinli boisa. u holda / o zgarmas
funksiya bo'ladi. Isbotlang.

Har ganday o'zgarishi chegaralangan / funksiya uchta funksiya yig indisi
ko'rinishida tasvirlanadi.

f(x) = fj(x) + f.(x) + /,,, (X).

Bu yerda /,/ sakrashlar fuuksiyasi. /. singulyar funksiya. fnr absolyut
uzluksiz funksiya. Isbot giling.
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1)0.27.

j0.28.

10.29.

10.30.

10.31.

10.32.

10.33.

10.34.

10.35.

Agar / funksiya la. fi] kesinada Lipshits shartini gauoatlantirsa. f
ning n. bl kesmada absolyut uzluksiz bo lishini isbotlang.

Agar / funksiya [a. 6] kesinada absolyut uzluksiz. p : R — R funksiya
Lipshits shartini ganoatlantirsa. u holda y (/(x)). x £ [a. 6] funksiya
[a. b] da absolyut uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

Agar / funksiya [a. 6] kesinada absolyut uzluksiz. .4 C [a, 6] - nol
o'lchovli to'plain boisa. u holda /i(f(A)) = 0 bo'lishini isbotlang.

Shunday uzluksiz. syuryektiv / : [0, 1] —=[0. 1] akslautirishga va .4 C
[0. 1] to plamga misol Kkeltiringki. quyidagilar bajarilsin:
1) u(A) =1, 2) n(f{A)) = 0.

Shunday uzluksiz / : [0, 1] -* [0. 1] funksiyagava A C [0. 1] to plamga
misol Kkeltiringki. quyidagilar bajarilsin:
1) /I(.4) =0, 2) Li(/(4) = 1.

t

[a. f] kesmada uzluksiz hosilaga ega bo'lgan / funksiyaning [a. $ da
absolyut uzluksiz bo lishini isbotlaug.

Agar / :[a. ] -»R kamaymaydigan funksiya bo'lib.
f'(t) dt —f(b) ~ f(a)
tenglik o'rinli boisa. u holda / al>solyut uzluksiz bo'ladi. Ishotlang

f(x) = x+ A(x). x € [0. 1] funksiyani garaymiz. Bu yerda A Kan-
torniug zinapoya fuuksiyasi. Quyidagilarni isbotlang.

a) / :[0, ] —*[0. 2] uzluksiz va qgat'iy o'suvchi funksiya:

b) / :[0. 1] —»{0, 2] biyektiv akslantirish:

c) /i(/(/C)) =1, A - Kantor to'plami.

Kantor funksiyasinitig quyidagi xossalariui islx»tlang.
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10.36.

10.37.

10.38.

10.39.

10.40.

10.41.

10.42.

n(o =~:a(r)" 16 t>- 4:
b»A (3 +])-5 +5'apg" *el" Y

[a 6] kesmada tekis uzluksiz. lekin absolyut uzluksiz boinmgan funksiya-

ga misol keltiring.

Agar / funksiya [0. 6 da absolyut uzluksiz bo'lsa. u holda |/| ham
absolyut uzluksiz funksiya boiadi. Isbotlang.

|/] ning absolyut uzluksiz ekauligidan / ning absolyut uzluksiz ekanligi

kelib chigmaydi. Quyidagi misolni tahlil giling.

fm - {-*1. x€1Re\§.

Agar / funksiya fa. b] da uzluksiz boiib, j/ absolyut uzluksiz boisa,
u holda / ham absolyut uzluksiz boiadi. Isbotlang.

Agar f,, 1 [a bl = R, n€ N lar kamﬂaymaydigan absolyut uzluksiz

funksiyalar boiib. har bir x € [a. b] da .1fn(x) gator / gayaginlash-
n=

sa. u holda limitik finksiya / ham [a. b] da absolyut uzluksiz boiadi.

Isbotlang.

Agar /,, : [a. 6§ — R singulyar funksiyalar ketma-ketligi uchun shun-
day / : [a. b] — R o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud boiib,
lim v*[f - /,] = 0 boisa. u holda limitik finksiya / yo o‘zgarmas. yo

singulyar fuuksiya boiadi. Isbotlang.

Agar /,, : [a 6 —*R absolyut uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun
shunday J [d. 6j —*R o'zgarishi chegaralangan funksiya mavjud bo'lib.
IiryC Vq[J —/,] = 0 boisa. u holda limitik finksiya / ham absolyut
M—a

uzluksiz funksiya boiadi. Isbotlang.

154



«043 Ag«r ' [a bl —R o'ngdan uzluksiz kamaymaydigan sakrashlar funksi-
[ yasibo'lib. @,c2__ laruning [a h] dagi uzilish nugtalari Iw'lsa. 1holda

|. J(xX)dF{x) = ¥ [(c*)[F(c) - F(c* - 0)] (10.5)
*4

I'ml

. tenglik o'rinli. Isbotlang.
10.44- Agar F :[a. 6] —¢R absolyut uzluksiz funksiya bo'lsa. u holda

I f(X)dF(x) = [ /(X)F'(x) d[i (t0.6)
Jab] Jab]

teuglik o'rinli. Isbotlaug.

10.45- Agar F(:r) = const bo'lsa. u holda ixtiyoriy / : [n. § —R chegaralan-
gan funksiya uchun
[ f(x)dF(x) =0
JuM

tenglik o’rinli. Isbotlang.
10.40. Quyidagi tenglikni isbotlang.

1 rfF(X) = yr ().

LA

10.47. Lebeg-Stilt«*s integrali uchun ham boiaklab integmllash qoidasi o'rinli.
Yani / :[a 6] -* R vag :[a 6 — R lar o'zgarishi chegaralangan
funksiyalar bo'lsa. quyidagi tenglikni isbotlang.

)ZM f(x) dg(x) = f(b)g(b) - f(a)g(a) - f g(x) df(x).  (10.7)

10.48. Aytaylik, x = p(t), n < t < B uzluksiz va o'suvchi funksiya bo'lib.
[ y?(@) = a- r’(J) = b bo'lsin. f :[a b —R uzluksiz. F :[a. ] -* R
kamaymaydigan funksiyalar bo'lsin. U holda
[ I(X)dF(x) = f Net))dF (<p{t
J|0_4]( ) dF(x) 39 ))dF(<p{t))
tenglik o'rinli. ya'ni Lebeg-Stiltes integralida ozgaruvcliilarni almaxliti-

riah mumkin. Isbot giling.



10.49.

10.50.

10.51.

10.52.

10.53.

10.54.

Agar / :[n, b] =R va g : [1, bl —R funksiyalar uchun Riinan-Stiltes
integrali mavjud boisa, n hold» Lebeg-Stiltes integrali ham mavjud va

ular o'zaro teng, ya’ni

|/_) A(x)dF(x) Lebeg-Stiltesintegralini hisoblang. Bu yerda A (x)- Kan-
o

torning zinapoya fuuksiyasi, F(x) = 2-r+ 1

f A{x)dF(x) Lebeg-Stiltes integralini hisoblang. Bu yerda /1(n-)- Kan-
ol

torning zinapoya fuuksiyasi. F(x) = [3x] s#2.r.

Quyidagi / : [0, ] —* R funksiyaning [0. 1 da differensiallanuvchi
ekanligini korsating. Hosila funksiyaning [0. 1] da integrallanuvchi emas-

ligiui isbotlang.

/ :[a b =R uzluksiz. F : [a. 6 = R kamaymaydigan funksiyalar

uchun o'rta giymat hagidagi teoremani isbotlang. ya™ni

J f(x)dF(x) = f(c)[F(b) - F(a)}. 3c € [a 6]

Quyida f{x) va F(x) funksiyalar berilgan. Lelieg-Stiltes integrali

I f[*)dF(x)

ni hisoblang.
1) f(r)=x, F(x) =cos1, x g [0 jt],
2) f(x) =sinx. F{x) = |.rl. x 6 [-7[. »].
r+2 x67[-2.-1].
3) f(x) = x-43. F(x)=< 2. i € (—, 0),
x2+ 1 re [0. 2]
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[

10.55.

10.56.

4) I(x) =x, F(x) =[x], x6 [0, nl. nGN.

5) /(x) = x2. F(x) =[x]. x€ [0, n], n€ N.

0) /(x) = x+ 2. F(x) = oxp x ¢sign(cos x). x € [-ir. it
7) I(x),= x-1. F(x) =cosx. x€ [0 jt).

8) /(x) = x2. F(x) = 1(x), xG [0. 1].

9) /(x) = 1+ 2x. F(x)=N(x). x 6 [0. 1].

10) /(x) = [3x], F(x) = 4(x). x G[0, 1].

Quyidagi gatorni garaymiz:
X

/(x) = ~fc/cos(o"rx). 6G(0. 1), a GN va fog son.
n=o

Bu / : R -* R funksiyaning usluksiz ekanligini isbotlang. Agar ub >
14 ?’rr boisa. / : R — R funksiya biror nugtada ham chckli hoeilaga
ega emasligiui ko'rsating.

f
Quyida berilgan absolyut uzluksiz funksiyalarni kamaymaydigan abso”ut

uzluksiz funksiyalar ayirmasi shaklida tasvirlang:
a) /(x) = x2+ 2. xG[-1. 2], b) /(x) =expx2 xG[-1. 2].
c) /(x) = |cosx|. x G[-T. »]. d) /(x)=sinx, x G[-TT. f].

Il bobni takrorlash uchun test savollari

Quyidagi belgilashni Kiritamiz:

w T v *nn, oW M dffill,

Quyidagi tasdiglar ichidan togrilarini ajrating.

1) /+ oichovli boisa. / ham oichovli boiadi.

2) /_ oichovli bo'lsa. / ham oichovli boiadi.

3) /+ va /_ lar oichovli boisa. / ham oichovli boiadi.
A) 12 B) 1.3 C)23 D) 3
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10.

. Quyidagi tasdiglar ichidan to'g'rilarini ajrating.

1) |/| oichovli boisa. / hara o'lchovli bo'ladi.

2) f 2 oichovli boisa. / ham o'Ichovli bo'ladi.

3) f+ va /_ lar o'Ichovli bo'lsa. / ham oichovli bo ladi.
A) 1.2 B)1L3 (€23 D)3

. I(x) = 2x. i € E = [0. 5] funksiya uchun E(f < 6) to'plamni toping.

A [ 2 B)[0.3 O [05) D) [0. 2)

/(x) = [2x\. 1 6 E = [0. 5] funksiya uchun £ (/ = 4) to'plamni
toping.
A) [0 2 B) 2 1) C) [2 9) D) [2 3)

f(x) = In(x2- 2x+1). 1 € E = (0. ac) funksiya uchun
{x :f(x) <0} to'plamni toping.
A) (0. 2) B) (0. 1)U(1. 2) C) (0. oc) D) (0. 3)

. I(x) = 2T7- 1 funksiya uchun {x £ 0. 0] :3 < /(x) < 7} to'plamni

toping.
A) [0. 3 B) (2. 3) C) [0. 3) D) [2 3)

. {x 6 [0. ~] :sinx < 2-1} to'plam o'Ichovini toping

*1 B f c)n

. {x € [0. # :sinx < cosx} to'plam o'lchovini toping.

A) B) f C)f D) |

4 C [0. lIj- o'lehovsiz to'plam. 3 - Dirixle fuuksiyasi. f\(x) —
jo. xe 4
h(x) = /I(x) + ®(x). h(x) = W  m»(X).
l. x e [o i\4

O'Ichovli bo'Imagan funksiyalarni toping.
A) fi B)/,.l* C) /;.fi D)/a/3

4 C [0. 1] —o'lehovsiz to'plain. 9t— Rimau fuuksiyasi.
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11.

12.

13.

14.

15.

10.

17.

18.

[,(x) = 1- xn0r). [2(x) = [,(x)-"N(x). [,(*)=12(x) E(x).
O ichovli funksiyalarni toping.

A) /1 B) /2./3 Cc) h D) /2

[0. Ij kesmada nolga ekvivalent funksiyalarni toping:

[i(x) = W(X), 12(x) = 1>(x), [3(X) =X

A)l, B) /2.3 C) /3 D) /j. 12

li(x) = 1+ *(x), f2(x) = 1+ V(x), f3(x) = 1+ N(X) + X>(X)
funksiyalar ichidan f(x) = 1 ga ekvivalent funksiyalarni toping.

A) /172 B)y/,./2./3 C)/21/3 D) /1,/3

/i,,(x) = sin2lx. /2n(x) = cosnx. /Jn(x) = 1 /t,(x) = 1+

+ n*X*.
xn o ichovli funksiyalar ketnia-ketliklaridan gaysilari [0, 1] to plamda

f(x) =0 fuuksiyaga tekis yaginlashadi?

A) lin B) /o,,./3n C) /in./3n-/4» D) /i, ,/2»
. - o _ fix _
/i,(x) = sin"x. /2n(x) = c06”x, /3n(x) = 1+ e’ 14,(x) Tan

o ichovli funksiyalar ketma-ketliklaridan gaysilari [0. 1] to plamda
/(1) = 0 funksivaga nuqtali yaginlashadi?
A) lin B) fln./3n c) /., fi,,, D) /i, -/2»

E —[0. 4] to plamda berilgan / sodda funksiyani toping.
A) I(x) =x B)/(x)=[X] c) /(x)=p* D)I/(X)=sinx

E = [0. 3] to'plamda berilgan sodda funksiyalarni ko'rsating.

li(x) = x. 12(x) = 1, /3(x) = 3(x)

AN, ., B) /,. /3 C) /,.:2 D) h. /s

/(x) = 1+ signx sodda funksiya uchun .4i = {r£ [—2. 3] :/(x) = 0}
to'plamni toping.

A) [-2. (] B) [-2. 0) C) [-2. -1] D) [-2. 3]

/(x) = 5 —[2x] sodda funksiya uchun N1= {x € [-2. 3] : /(x) = 1}

to'plamni toping.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

A) [2. 3] B) [2. 3) C) [2. 2.5) D) [2.

Integrating additivlik xossasini toping.

A) Agar /<(.4) = 0 boisa. u holda J {f(x)dfi =0
B) I1t[/(x)+ 9(x)Ne = fAf(x)dv + JA

C) fAk f(x)dv = kfAf(xNe

D) Agar f(x) > 0 Ix>isa u holda fAf(x)dn> 0

Integrating I>ir jinslilik xossasini toping.

A) Agar fi{A) = 0 bo'lsa. u holda fAf(x)dfj = 0
B) ItI/CO + s(*)Ne = la + Ja9(xW

c) JAK mf(x)dfi =kJAf(x)d/i

D) Agar f(x) >0 boisa. u holda JAf(x)dn >0

Integralning inonotoulik xossasini toping.

A) Agar fj(A) = 0 boisa. u holda JAf(x)d[i = 0
N) fAIf(r) +yH\dn = fAf(x)dv + fAy(x)dn
C) }Akf(x)d,, = kfAf(x)df,

D) Agar f(x) >g(x) boisa. u holda fAf(x)dn > fAg{x)dfi

Lebeg integralining monotonlik xossasidan foydalanib. quyidagi sonlar

ichidan eng kattasini toping.

2.6]

. r sin2.r, rsin‘j, r.. ., ..
=0 oi= J - d(t, 02= [ — —dJ. «3= J sinrrffi
©01n X ©.1) X ©.1)
A) ai B) a2 C) a3 D) a0

4 = [0. 3] to'plamda berilgan f(x) = 3 + S (i) sodda funksiyaning

integralini hisoblang.
A) 3 B) 2 C) 6 D) 9

4 = [0 2] to'plamda berilgan f(x) = 4 - [1 sodda funksiyaning

integralini hisoblang.
A) 3 B) 7 C) 6 D) 4

160



25. [—2. 2] kesinada berilgan monoton funksiyani toping.
A) f(x) =cos-r B) /(x) = [X] C) f(x) =erd D) f(r)=sinr

20. f(x) = [x], x € [2. 2] funksiyaning uzulish nuqtalarini toping.
A) {-1:0:1} B) {-1:0: 1,23 C) (-1: 1} D) {-2:-1: 0: 1}

27. [0. 3] kesinada aniglangan zinapoynsinion funksiyalarni ko'rsating.
fl(x) =x. 12(x) = 1 /3(x) = [
A)li,lals B)/2/3 C)l/bl2 D)/,./3

28. [0. 1] kesinada o'suvchi funksiyalarni ko'rsating.
N /i(x) = -cosx. [2(x) =sinx. [3(x) = 1+ [X]
A) [,.12.13 B) /2./3 C) /b ft D) /r, /3

29. [-1. 1 kesinada o'sinaydigan funksiyalarni ko'rsating.
h(x) =cosx. /2(x)=(1- x)2 /3(x)=1- [¥]
A)'lil2./a B)/2./3 C) /b /2 D)/b/3

30. fO I" kesinada kainayuvdii funksiyalarni ko'rsating.
li(x) = sinx. [2(x) = [x]. /3(x) *=COSX
A)lbl2]/3 B) /2,/3 C)/bl2 D) /s

31 f(x) = sigux funksiyaning x0= 0 nugiadagi sakrashini toping.
A) 2 B) O C)1 D) 3

32. /(x) = [X] funksiyauiug Xo = 0 nuqtadagi chap limitini toping.
A)2  B)O C) -1 D) 1

33. /(x) = 2x —{x} funksiyani uzluksiz monoton funksiya va sakrash
funksiyalarining vig'indisi shaklida yoziug.
A) x + [ B) x - [-x] C) 2x+ [¥ D) {x}+ [¥

34. /(x) = [2X] funksiyaning [—2,3] dagi to la o zgarishini toping.
A) 3 B) 5 C) 10 D) C



35.

36.

37.

38.

39.

40.

11.

/(x) = sin.r funksiyaning [—i. ir) dagi to'la o'zgarishini toping.
A) 2 B) 4 )1 D) 5

[2, 2j kesmada berilgan absolyut uzluksiz funksiyani toping.
A {x} B) [X] C) e? D) signx

[2, 2] kesmada absolyut uzluksiz bo'lmagan funksiyani toping.
A) x B) [i] C) D) sin nx

[0, 1] kesmada berilgan singulyar funksiyani toping.

A) cosXx B) <H(X) C)D(x) D) A(x)

Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. f(x) —x funksiya-
ning .4 = [0.3] to'plain bo'yicha olingan /, /(x) dF(x). F(x) = [¥
integralini hisoblang.

A) 2 B) 3 C) 4 D) 6

Lebeg-Stiltes integralining xossalaridan foydalanib. f(x) = 2x funksi-
yaning 4 = [L 3] to'plam bo'yicha olingan JAf(x)dF(x). F(x) =
Inx integralini hisoblang.

A2 B3 C4 DG

Il bob uchun javoblar va ko'rsatuialar
6-8. O'lchovli funksiyalar

O'Ichovsiz funksiyalar yig'indisi o'lchovli ham. oichovsiz ham bo'lishi

mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan / va g laming yig'indisi (/ 4-g) (x)

1, x € [0. 1] bo'lib. u o'Ichovlidir.
12.

O'lchovsiz funksiyalar ko'paytmasi o'lchovli ham, o'lchovsiz ham bo'lishi

mumkin. Tahlil gilinishi taklif gilngan / va g funksiyalarning ko'paytmasi
/(x) *g(x) = 0, x € [0, 1] bo'lib u o'Ichovlidir.

13.

Mumkin emas.
1. x€ .4

bu yerda A C [0, 1] o'Ichovsiz to'plam.
-1. x 6 [0. 7\.4.



15. 31 garang. 17. C.18 - misolda keltirilgan £(x) funksiya.

18. Har bir a 6 R da {r € R : £(x) = a} to'plain ko'pi bilan ikki elementli
to plain bo'ladi. Hagigatan liam £(xj) = £(x2) boisin. Agar xj, x2 € A
bo‘ka. u holda £(xi) = £(x2) tenglikdan Xj = x2 kelib chigadi. Xuddi shun-
day Xi, x2£ A bo'lsa. u holda £(xj) = £(x2) tenglikdan -Xj = -x 2 yoki
j-, = x2 kelib chigadi. Agar xj € .4 va x2& A boisa. u holda £(xj) = £(x2)
tenglikdan xj = —x2 kelib chigadi. Shunday qilib. {x € R : £(x) = a}
to'plain a € .4\ {0} uchun ikki elementli to'plam. golgan a lar uchun bir
elementli to'plam bo ladi. Shutting udiun ham {x € R : £(x) = a} oichovli
ro'plamdir.

19. {x€ [0, J:£(x) <0} = [0 1\ .4 tenglik o'rinli. .4 o'lehovsiz to'plam
boigani uchun [0. 1]\ A ham oichovli emas.

20. Barcha x € [—L 0! larda £(x) > 0 boiganligi uchun {x € [—L 1] :
£(x) < 0} = [0. 1]\ 4 tenglik o'rinli bo'ladi (19-raisolga garang), [0. 1]\ A
o'lehovsiz boigani udiun £ funksiya E da o'lehovsiz funksiya bo'ladi.

22, *-(*') - {i}.*"(A") = *-Ne') - {J 8§85 |}.
A"Y* N« { A1 - A= 12..2"1}
24. 4 C [-2. 2] o'lehovsiz to'plam \g(x) . xe 4
. -2. Vsiz a X) =
P A 0. xe6 [-2. 2]\A.
. . xeA
25. A C [ 2, 2] o'lehovsiz to'plain /(
x € [-2. 2]\A.

27. 4 c [0. 1] = E oicliovsiz to'plam va /(x) - \a(x). g(x) = \i\a{x)

oidiovli funksiya emas. /(x) + g{x) = L

28. A4 C [0. 1] = E oicliovsiz to'plam /(x) = g(x) = -\e a{*)-
f{x)-g(x) = 0. x 6 E,
10 c¢<0
E\Q. 0<r«<1
E. ¢c>1

36. Agar / : E —* R oichovli funksiya bo'lsa, {x € E : /(x) < o} =



{i£ f: /3(r) < o3} tenglikdan / 3 oichovli funksiya ekauligi kelib chigadi.
Chunki a soni —ec dan +00 gacha bo'lgan giyrnatlarni gabul gilganda a3
ham (—oc, oc) to'plamni to'la bosib o'tadi. {x € E :/3(x) < ¢} = {x €
E :/(x) < ci} tenglik o'rinli. Demak. / va f 3 lar bir vaqtda oichovli yoki
o'lchovsiz funksiyalar boiadi.

41. Eyler formulasi e'* — cosx-t-tsinx dan. hamda cosx va sinx larning
[, ttf] kesinada oichovli ekauligidan. /(x) = e,r funksiyaning [T, £]
to'plamda oichovli ekanligini olamiz.

49. [0. 1] = A U B shaklda yozamiz. .4 va B oichovli to plamlar va
u(A) > 0.5; //(B) = 0,5. .4 va B lar quyidagi xossalarga ega. Bar-
cha x e [0, 1] va ixtiyoriy > 0 uchun u(A M(x - €X+ 6)) >0 va
fj{B O (x —6,x 4-<))) > 0 boisin. U holda \g(x) misol shartlarini ganoat-
lantiruvchi funksiya boiadi.

58. [0. 1] kesmani teng n boiakka boiainiz. Har bir n€N uchun
{Yi_iij(x)K=i
xarakteristik funksiyalar oilasini (jaraymiz. Bu funksiyalar oilasini quyidagicha
nomerlaymiz.
[i(x) = X;0,i](x). /r(x) = \|jo.fl(x), /3(x) = X[*.i;W
va hokazo biror n uchun
fA*) = X[0.d](*). 1-H(X) = \u.2;(x).....,/v+,-i(x) = X[aji.i](*)»-«-

Hosil bo’lgan /,, ketma-ketlik [0, 1] da oichov bo‘yicha nol funksiyaga yagin-
lashadi. lekin biror nugtada ham nolga yaginlashinaydi.

60. E(f <c) = {x€ [-1. 2] : signx < c} to'plamni barcha ¢ € R larda
oichovli ekanligini ko’rsating.

64. « > -(NM.*-MY)u(* +7]|.S»-i5).

65. y>{x) = 0. x € [0. 1].

66. f(x) = 0. x€ [0. 1), /,,(x) =xH x € [0. 1).
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67. /n(-r) = x". x € [0. 1] funksional ketma-ketlik 0(x) = o funksiyaga de-
yarli va o'lchov bo'yicha yaginlashadi. nuqtali yaginlashinaydi.

68. Ha 69. Yoq.

70.a) 0(x) =0, by g(x) = n. ¢)g(x) =0. d) gx) =In(l + |x]).

71.0) g(x.y)=x1, b) g(x. y) = cosx —siny, c)g(x. y) - Xy,

L.» <®=0. b)yx)s 0, ¢)y(x)s 0. d) g[x) = 1.

0) g(x) =0. f) g(x) =o0.

VE€QXxQ
75. i(x, = 0. ; - -
B 91t y) =0 v2068) = { <r 0w
L (x
bYN(x. ¥) =0, #(x,y) = x.y)eQxQ
0. (r.1Hf Q xQ
0 gi(y) = 0. ya(y) = (1 (T ERXD

10. (x, )1 RXQ

d) 9i(x. y) = 1, 32x.{))
» - { U »¥G60oxQ
CXL X > v M. I > bl
e) yi(x.y) = o LS Y= < il X < M
. 1< M
.00 11 = 1IN
0, x =Yy
0 ffi(x. y) = |*|-4IM, 5r(x.y) =
I* * il Xaby
R) S:(x. y) =eJ. <fc(xy) - f e Xo-y
\' 0. Xx=-y
. 0. X2=y2
h) si(x, y) = 1 g2(x.y) -
1. x*py2
1 =
76 1 Usisyros a2 0 1-m7e
1 _1Q-4
DAC= o DA
- 1 ) L U
&) A = -1 -T5.105 [5‘-10" 5 w105

77. Sababi /i(R) = ac. 78-79. / x) =0. 80. /(*) = 0. 85. Yoq.



7-8. Chekli o'lchovli to'plainlarda Lebeg integrali

13. Xarakteristik funksiya ikkita 0 va 1giymatlarni gabul giladi. 7.1-misoldan
va Ai = {X€ E : =0}=E\A. A2={X€E:\AX)=1}= 4
to’plamlarning o'lchovli ekauligidan \A uing oichovli. sodda funksiya ekauligi
kelib chigadi.

14. A\ = {X€ E :sighx =-1} = [-1.0). 42= (x € E : signhx =0} =
{0}. 43= {x€ E : signx = 1} = (0. 3] to'plamlarning oichovli ekanligi-
dan y = signx ning E da sodda funksiya ekanligi kelib chigadi.

16. 1:[0. Ij — R oichovli funksiya 6.23-misolga ko'ra A funksiya [0. 1J\K
da o'lchovli funksiya boiadi. Har bir nS N uchun K,, da (7.2-misol yechimiga
garang) A funksiya cheklita giymat gabul giladi. Shuning uchun < funksiya
)6 K): — [0. 1]\ K da sanoglit.a qiymat gabul giladi. demak u sodda funksiya.

18- L LN - b 2400 =
26. Bu funksiya yt = 0.12 = Ljt3 = 2.94 = 3.y5 —4. giymatlarni mos
ravishda 4! = [0.1). .42 = [1,2), 43 = [2.3). Aa = [3.4). 45 = [4)5)
to'plainlarda gabul giladi. Uning integrali 7.2-ta'rifga ko'ra 10 ga teng.

(2(9.- 5ifi3<le funksiyasi oichovli Ta ikkita (0 va 1) giymat gabul giladi. Uning
[0. 3] to'plam bo‘yicha olingan integrali 0 ga teng.

30. Riman funksiyasi oichovli 1a sanoglita |0, 1, " ....... - ___j gqiymat ga-
bul giladi. Uning [0. 1] to'plam bo'yicha olingan integrali 0 ga teng.

31.3. 32.2. 33.1. 34.1. 35.4. 36." 37. e-2.

56. 7.5-misolga garang. 57. 5 —yjl —\V/3-

58. O'zgarinasdan fargli uzluksiz funksiya sodda funksiya bo'la olmaydi.
59. Ikkalasi ham sodda funksiya. ularning integrallari 0 ga teng.

60.12. 61.0. 62.2. 63.-6. 64. ,ﬂ]-2+ 5. 65. e+-2.

66.a 0. b) n4—1 ¢)6 d) - —. 67. a) b) 6. ¢)
10- d) i® + 1 «) In3+e. f)i. gyi h 1 i1l kO
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8-8. Lebeg integrali belgisi ostida liinitga o'tish

2. a) Yo'q, b) Yo'q, ¢) Yo'q, d) Yo'g. e) Ha. f) Ha.
4,2) 0. b) L ¢)0, d T

6.a) n>1 b)o>1 ¢)a>2

7,g>1 8 Ha 10.a) m. b) 13. Ha.

9-§. Monoton va o'zgarishi chegaralangan funksiyalar

10. Kamaymaydigan funksiya. o'ngdan uzluksiz, uzilish uugtalari 0. 1,

2, 3. Barcha uzilish nuqtalaridagi sakrashi 1 ga teng.

11. Kamaymaydigan funksiya. fagat x = 0 nuqtada uzilishga ega. x = Oda
o'ngdan ham. chapdan ham uzluksiz emas. x —0 nuqtadagi sakrashi 2.

12. Kamaymaydigan funksiya. fagat x = 0 nuqtada uzilishga ega. x = Oda
chapdan uzluksiz. uzilish nugtasidagi sakrashi 1 ga teng.

13. j—4. 0) da va [0. 5] da kamaymaydigau funksiya. Bu funksiyaning uzilish
uugtalari x = —1. x = 0. x = —1 nuqtada o'ngdan uzluksiz va bu nugtadagi
sakrashi 3 ga teng. x = 0 da o'ngdan ham, chapdan ham uzluksiz ewjas.

Funksiyaning x = 0 nuqtadagi sakrashi 1 ga teng.

0. x €[-2, -1)
17. fd(x) = V 1 x€ [-1, 0] fo(x) = X- 1
2. x € (0, 2].
"0, x€ [-10. -2) x3, x € [—10. -2)
18. /rf(x)= < 1 x € [-2. 0) le(x) = -8. x€[-2. 0)
5, x £ 0, 4]. X - 8 XE€[0 4

32. Ha. 33. Ha.
54. 30 Vv[f] = 6. 37. V[f] =20, 38. Vv[f] = 8. 39.Vv\J\ =2, 40. V[f] =
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In(l+c), 41. V\f] —32~. 42, V\f\= e2+ 1 43. V[f] = 6.
54- V[/] = 3. Vbl “ 7.

55. \2/[/] = 4+ |a| + j| —q| barcha a € [0. 1] larda \2/[f] minimal bo'ladi.
59. /(x) = i(@)- yr(x). r(x) = VE[/].

sinx. x € Jo. f 2sinx - 1 x € [o.
Vi(t) = ' :
2 - sinx, X € . b2
(r- 71 1 * v2' J
r,(x) = V[p] = 1—cosx. x € [0. 2ir]. n,(x) = |cosx| + cosSX . VA(X) —
i 4- (x- 2r. x€ [0 2] J4-2(x-2)2.x6 [0 2
"4+ (x-2)2 X€@ WY T “\ 4 X € (2. %]
sin2x. x e
Ilv(x) — S . 1 - (-r) — A .. mro_1
2- sin X. X € ) 1 2siirx, x € T
60. {36.t'(x) = 3x. *?(X) = -1.
F«[-1.01 »1-1.0]
-1 2+ 2x2. x e (0. 3]. \ -3. x€ (0. 3]
38.1(1) = | 2cT36x+ 2 [-fe»! vw = (2. ¥€ [T, 0]
\ 6- 2cosx. x € [0.n]. I 6~ 4cosx. x 6 o, "].

39. v(x) = tgx+ 1, /) = 1. 40. v(x) = In(1+ x), y(x) =0.

41. t'(x) = 2r + 5x + 9~ A(x) = 9N 420 r(x) = xeM1 + L y(x) =-4
43. v(x) = 343(x- 1).y(x)=3x-4-3|x- 1 }.

61. /= —3. N/ ——q. A =a N, —h

62. Yo'q (9.65 - misolga garang).

63. Agar / funksiya [a. b] kesmada chegaralangan hosilaga ega bo'lsa. u
holda / ning [a. 6l kesmada o'zgarishi chegaralangan boiishini isbotlang.
68. .4 sodda to'plam bo'lsa. .4 = [a. 6] bo'lsa \6[x.4] minimal bo'ladi.

10-§. Absolyut uzluksiz funksiyalar. Lebeg-Stiltes integrali

il 'f(bi)- /(a*)l= 5Z |364+ 1-3n4- 1 = 351(6*-a,) < 357a 6=
*=] *=1 -1

J)
desak. 5Z /(M ~ f{°i) < £ tengsizlik bajariladi. Demak. /(x) = 3.r4-5
*=1
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fuuksiya [0. 2] kesmada absolyut uzluksiz funksiya okan.

9. 02- b2= (a- b)(a+ b) dan foydalaning. 10.1-misol yechimiga garang.
10. |sinx - siny| < |x - J] dan foydnlaning.

11. |Jecosx|- |cosy|l < |cosx -cosyi < (i - j/| dan foydalaning.

16. Bo'linish nuqtasiga j> = 1 ni qo‘shib. mexluldan qutiling.

A2 {8 i(x) = 3x. A(x)_=-1. 9 v(x)=j2 r(x)= -

f sinx. xG[OJ f° x€ o
10. = = . *
Vi) = T 2-sinx, X6(-.r[1. N TZ”-QsinZ"x. X6 ' rrﬁ.
( 24-2cos.r. xG[-a, (
Uovayr- ¢ . .
y 6 —2cosx, x G (0. 7j.
( 2+ 2cosx - 2|cosxl. xG[-?r. (]
p(r)

. 16. 2cosx - 2]cosx|, x G (0. jy,
12.v(x) = tff| + 1, ~(x) = L 13. u(x) = xIn(l+x), v2(*) = 0.
14. t'(x) = 2J + 5x + 4,5, <NX) = 4.5.
, X I *-vAr XG[-1, 0] J1-2x/=i XG[-1, &
1+ y/x x G(0, 1], Yy ( 1+ xG(o, 1 n
16. t'(x) = 3, x)=3x- 31- x| - 4}
30. /(x) = A(x). A =[0.1\K. 31. /(x) = A(x). 4= K.
36. Kantorning ziuapoya funksiyasi.

50. 1 51. 3
54.1) -a. 2)4 354 25}. 4) n(n2+|)11 5) n(-[]-i-l-)éznﬂ)

0) 2c»-72-2R,r/d- (1 + 7" + (I-N)c-*.  7)2- jt  8) ji.
9) 2. 10) 1

Il bobda keltirilgan test javoblari

i 1-D 2-D 3-B 4B 5B CB 7-A 8A 9-B 10-C 11-D 12-B 13-A
14-B 15-B 1CD 17-B 18-C 19-B 20-C 21-D 22-C 23-D 24-B 25-B
2GB 27-B 28-C 29-B 30-C 31-A 32-C 33-A 34-C 35B 3GC
37-B 38-D 39-D 40-C.
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I11. METRIK FAZOLAR

Bu bob 7 paragraf (11-17) dan iborat. Bobniug 11-paragrafida metrik fa-
zolar, undagi asosiy tushunchalarning inohiyatini ochib beruvchi misol va
masalalar jaudangan. 12-paragrafda yaqinlasbuvehi va fundamental ketma-
ketliklarga doir misollar garalgan. 13-paragrafda ochiq va yopiq sharlar ham-
da ochig va yopiq to’plamlarning xossalarini tekshirishga doir misollar qgar-
algan. 14-paragraf to'la metrik fazolar va metrik fazolarni toidirishga doir
misollarga bag'ishlangan. Bu yerda Ber teoremasining qo'llauishiga hamda
hamma yerda zich va hech yerda zichmas to‘plamlarga doir gizigarii misollar
bor. 15-paragrafda metrik fazolarni uzluksiz akslantirishlar hamda izotnetrik,
gomeotnorf metrik fazolarga doir misollar jaiulangan. 16-paragrafda gisqar-
tirib akslantirish prinsipining qo'llauishiga doir misollar garalgan. Kompakt
to'plamlar va kompakt metrik fazolarga doir misollar 17-paragrafda jamlan-
gan.

11-8. Metrik fazolar

4

Bu paragrafda foydalaniladigan asosiy tushunchalar va ta'riHarni keltiramiz.
A" Ikj'sli boimagan to'plam va A' x X bilan X ni o zini-o ziga dekart
kopayttnasini belgilaymiz.

11.1-ta'rif. Agar p : X x X — R aksluntiri.sh quyidagi urhta shartni
ganoatlantirsa unga X dagi wasofu yoki metrika deyiladi:

1) P(x y)*0. VX, y€ X. p(x,y) =0 X =y (ayniyat aksiomasi),
2) p(x,y) =ply.x), Vx,yE£X (simmetriklik aksiomasi),

3) p(x, 1) < p(x.y) +p(y. 1), VX.y.z€ X (uchburchak aksiomasi).

(X, p) juftlik esa metrik fazo deyiladi.

Odatda metrik fazo, ya ni (X.p) juftlik bitta X harfi bilan belgilana-
di. Agar .V to'plamda pi. p2....... p,, metrikalar aniglangan bo'lsa. u holda
(X. pi), (X, pr)....... (X. p,,) metrik fazolar mos ravishda X\_. AY
.., X,, hartiari bilan belgilanadi.
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11.2-ta’rif. Aynr shunday C\ >0 va C\ > 0 sonlar mavjud bo'lib. barrha
. y€ .Y lar uchun

CiPi(x. y) <to(x.y) < C2pi(x, y)

tengsizliklar o'rinli boisa, p\ va ft I(Ir ekvivalent. metrikalar deyiladi.

Bu bobda ta bundan kevingi boblarda fovdalaniladigan asosiy belgilash-
larni keltiramiz.

R" = {a-= (ij. 12........ i»), Xj€ R} - n oichamli vektor fazo, in— bar-
cha chegaralangan ketma-ketliklar to'plami. ¢ —barcha yaginlashuvchi ketma-
kotliklar to'plami. G—nolga yaginlashuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami.

(2 — kvadrati bilan jamlanuvchi barcha ketma-ketliklar to'plami. ya'ni

h = {'r = (—r1.X2 ....... X,5- -q | | < 30
|

tp(P > 1) — absolyut giymatiniug p—darajalaridan tuzilgan gator yagin-

lashuvchi bo'lgan Imrcha ketma-ketliklar to'plami, va ni
t

(p= {T=(*1.*2. oc
|

Xususan p = 1 da tp to'plam - hadlarining modullaridan tuzilgan gator
yaginlashuvchi bo'ladigan barcha ketma-kctliklardan iborat boiadi. C[a, 6 —
[o. 6] kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar to'plami. .Ufa. 6] —
[a. 6] kesmada aniglangan chegaralangan funksiyalar to'plami. C(I'[a. 6] —
[a. 6] kesmada aniglangan barcha uzluksiz ditferensiallanuvchi funksiyalar
to'plami. ClIn);a. 6 —a, b] ki-sniada aniglangan n marta uzluksiz differensial-
lanuvchi funksiyalar to'plami. \ “"a, 6] —[a, 6] kesmada aniglangan o'zgarishi
chegaralangan funksiyalar to'plami. AC\a. 6] —[a. 6] kesmada aniglangan
barcha absolyut uzluksiz funksiyalar to'plami. I.p[a, 6]- o'lchovli va [a. 6§
kesmada (>> 1) p —darajasi bilan Lebeg ma'uosida integrallanuvchi bo'lgan
funksiyalar to'plami. Zj0:[a, 6] C Lv[a. 6] bilan nolga ekvivalent funksiyalar
toplamini belgilaymiz. Agar / —g € ijni[a. 6] bo'lsa ularni y inunos-

abatda deymiz. Bu munosabat ekvivalentlik munosabati bo'ladi va u Lp[a. 6]



ni o'zaro kesishmaydigan sinHarga ajratadi. Hosil Ito'lgan sintlar toplamini
Ly[a, 6] bilan belgiiaymiz. Xususan p = 1 boiganda. [a. fj kesmada Lebeg
ma'nosida integrallanuvchi ekvivalent. funksiyalar sinfiari to'plami hosil bo'ladi
vau L\[a. 6] bilan belgilanadi. Xuddi shunday p = 2 bo'lganda [a, 6] kesma-
da kvadrati Lebeg ma'nosida integrallanuvchi bo'lgan ekvivalent funksiyalar
sinfiari hosil bo'ladi va u Lola, ff] bilan belgilanadi.

Bu paragrafda metrik fazolar va akslantirishlarga doir misollar garaladi.

11.1. R2to'plamda x = (*1(*2) va y = (yj, y2) elementlar uchun kiririlgan
ushbu

Pi (*o1/) = 1%1% Ifil + 1%2- RI;  Pi(*¥) = I*1 - *21+ Ilfi - Jfel;
P3(*ey) — ¥1- JA+T2- VI, Pi(ey) = FDR2- 1

akslautirishlardan gaysi biri metrika bo'ladi?

Yechish. pt akslant.irishning metrika aksiomalarini ganoatlantirishini tek-
shiramiz.
Pi(x. y) > 0 shart modulning manfiymasligidan kelib chigadi. Faraz gilaylik,,
Pi(*>y) = ki-j/i| +|*2-J/2i = 0 bo'lsin. U holda [ii-j/jl = [j-2—Ad =0
boiadi. Bundan *1 = yb *2 = Y2, ya'ni x = y. Endi x = y bo'lsin. ya'ni
*1 = ¥1. T2= i22 mBu yerdan

pl(x.y) = |xi - Vll+ Jr2- y2!=0
ekanligini olamiz. Demak. 1l-aksioma bajariladi. Quyidagi teuglikdiui
po(*oy) = frj - jlil+ F2 = V2 = bl - ril + W2~ *r] = Pi(y- *)

2-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Nihoyat.
PI(l.«) = [li - 2i]+ [*2- 221= |*i - ti+ yi- 2j|+ [*2 - Y2+ )2~ <

< - A+ \yi - i+ P2- Y2+ W2- -21= Pi{*- y) +Pi(y. 1)

tengsizlikdan 3-aksiomaning bajarilishi kelib chigadi. Shunday qilib, (R2, pi) =
R2 metrik fazo bo'ladi. O
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j1.2- p[T-Y) - l%wn - V.| . X,y € @ akelantirishning metrika shartlnri

ni gqanoatlantirishini tekshiring.

Yechish. {x,} va {y,} ketina-ketliklar nolga yaginlashuvchi boiganligi
uchun ular chegaralangan bo’ladi. Shuning uchun sup |xn—y,,\ barcha x.y e
@ larda chekli bo’ladi. Ixtiyoriy n € N da I|<xn<0c v, > 0 ekanligidan
p(r.y) = snulyi) [x,, - V.| > 0 ekanligi kelib chigadi. Endi p(x. y) _?HF Xy = Yul =
0 bo’lsin. u holda barcha n € N larda |x,, —Y,| =0 bo'ladi. Buyerdan x =y
tenglikkiv kelamiz. Agar x = y bo’lsa, u holda p(x.y) = 0 bo'ladi. Demak. 1-
shart bajarilar ekan. |X,, - Y. = |¥.» - X,| tenglikdan 2-shartning bajarilishi

kelib chigadi. Uchburchak tengsizligi
Xn - 2\ <\X,, - y.| +lyn- znl. sup(x, +vy,) <supx,, +supy,
n It 1

I tengsizlikbudan kelib chigadi. Demak. berilgan p : og x cq —»R akslantirish

uchun metrikaning barcha shartlari bajariladi. Q
W t
11.3. p(x.y) = (x—y) , X. y € R akslantirish metrikaning qaysi shardfti

ganoatlantirmasligini aniglang.

Yechish. p(x.y) = (x—y) . X, y € R akslantirish metrikaning 1—va
2—shartlarini ganoatlantiradi. Bu akslantirish uchun uchburchak tengsizligi
o'rinli emasligini ko’rsatamiz. Buning uchun x = 0. y = 3. 1 = 5 nuqtalarni
olamiz. U holda p(x. z) = 25. p(x.y) =9, p(y, z) = 4 bo'lib.

25=p(x.2) > p(x.y) + p(y.2) =9+4=13
Demak, p uchun uchburchak aksiomasi o'rinli emas. 0

11.4. X = AC[0.Tr], x(t) =sint.  y(t) = 0 metrik fazoda x € X va

y € X elementlar orasidagi masofani toping.

Yechish. AC[O0. irf] metrik fazoda x va y nuqtalar orasidagi masofa p(x.y) —
~ 1(0)] 4 VJ7[x - yj tenglik bilan hisoblanadi. Ma lumki. x(t) = sin I
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funksiyaning [0. 7] kesmadagi tola o'zgarishi 2 ga t*ng. Shuuing uchun
T(I) =sint va y(t) = 0 nuqgtafar orasidagi inasofa quyidagiga teng: p(x. y) =
x(0) - y(O) + WO*[x -y ] = VO{x] = 2. -

Uy vazifalari va mavzuni o‘zlashtirish uchun masalalar

11.5. R sonlar o'gida p (x.y) - \arctgx - arctgj/l akslantirish metrika boii-
shini tekshiring. p\ (x.y) = arotg |x - j/| akslantirish R to'plamda
metrika bo'ladimi?

11.6. R" to'plamda ushbu akslantirislilar metrika bo'ladimi?

n
p\ (x.t/) = E Ix*-v*I; Pi(x.y) = max(xk- yi)

11.7. R3 fazoda boshi koordinatalar markazida IK)'lgan barcha birlik (uzunligi

birga teng) vektorlar toplamida
p(x. y) = arccos(f. y) = arccos(xij/i + X2j2 + 23¥3)
akslantirish metrika bo'lishiui isbotlang.

11.8. [0. lj kesinadagi barcha ochiq to‘plamlardan iborat sistema X bo'lsin.

Agar p—sonlar o'gidagi Lebeg oichovi bo'lsa.
p(A. B)=p(AM3)
akslantirish A’ da metrika boiishini isl>otlang.

11.9. Barcha ko'phadlardan iborat P to'plamda
X
p(pmd) =Y ~ ~N'HO)
akslantirish metrika boiishini isbotlang.
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11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

Natural sonlar to'plami N da

pi(n,m) = |en-e";pr(nm) = n+m °f/n"" nAm
[ 0. agar n = w

akslantirishlar metrika bo’lishini isbotlang.
Butun sonlar to'plami Z da

) \ [m —n | . .
Pi (Nn.m) = T [ pj (n, m) = 10

V1i+ m2mv| 4n2
(bu yerda A son |n —m | ayirmaning oxiridagi nollar soni, agar n = ni
bo’lsa. A= oc deb hisoblaymiz) ifodalar metrika bo'lishini ko'rsating.

Ushbu |r| < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi kompleks sonlar to'plami-
da

z2 - Zi

o

P(zi, 22) = In- rer
1_

1- z27

akslantirish metrika bo'lishini isbotlang. Bn metrika Lobachevskiy metgkasi
deyiladi.

[a. 6] kesmada aniglangan i funksiya uchun shunday a va 3 o’zgarmas

sonlar mavjud bo'lib. barcha (j, t26 [a, b] lar uchun
Ix (t) - x(fj) | </H=*i *“ <l

tengsizlik bajarilsa. i funksiya a korsatkichli Gyolder shaiiini ganoat-
Inntiradi deyiladi. Bu shartni ganoatlantiruvchi barcha funksiyalar to'p-
lamini H°[a. 6] orqali belgilaylik. Agar o > 1 bo'lsa. A°[a. f] fagat
o’zgarmas funksiyalardan iborat ekanligini isbotlang. Agar 0 < a < 1
bo'lsa.
Pi-r.y) = max [X(<) - y(t)\ + sup ~ (Ah) - y(h))i

* trl, K- <10
akslantirish H°[a. f] to'plamda metrika bo'lishini isbotlang. H"[a. fi]
Gyolder fazosi. a = 1 bo'lganda Lipshits fazosi deyiladi.



11.14. [a, ff kesmada cheksiz marta differensiallauuvchi funksiyalar to'plami

Cx[a ft da
«® max IxIt)(f) -
, A n</<fcl
1 M 77 2* 1+ max Ix,Q(t) —
o<t<b1l o)

akslantirish metrika bo lishini isbotlang.

11.15. (X.p) metrik fazo boisa. A' to'plamda

Pi (x.y) = 7-~ )2/ ‘. Ar(x.y) = 1n(1l+p(x.y));

7-~X
1+ p(x.y)
P3 (x.y) = - L px(X.y) = miu { L p(r,y)}

akslantirishlarniiig har bin metrika bo'lishini isbotlang.

11.16-11.34-misollaida p : X x X —* R akslantirishning metrika shartlarini

ganoatlantirishini tekshiring. Ular asosiy metrik fazolardir.
11.16. p(x.y) = Ix - v,R.x. Yy 6R"
11.17. . = ,- Y\. x. YGR".
px (. Y) max Ix, - Y\ x. Y

11.18. pi(x. ¥) = £ |x4- yK'. X. ye R".
b*1

11.19. p,{x,y) = Ix<- /T />>L T.1/€R".

11.20. p(X,y) = sup X, - VY, ,X.y Gm
|

<n<oc

11.21. p(x.y) = sup (X,- V,|, X.y €e
141<0G

11.22. p(x.y) =. £ pa- y,J2 T Ye f2.
n*|

11.23. p(x. YY) = £ [x.- ¥.\- x. Y€ Q.
|
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/"X
ljt4. { p(*-y)=y E I'n- wlp.-Tye m.

1.25. P(/=ff)= max V¥ G)- (Nl ., 7. ne C[a. f.
1.26. P\ (Iff)y = /* |/(x) - y(*)]|/1x, /MY e C[a. b].
1.27. Pr(1 9) = y/S!\nx)-g(x)\*dx, /.y € C[a. b).
128. PRt - ¢ 2b17(x) - yx)lpdx. p> 1, f. g€ Cla. b].
1.29. p(x.y) m max]x(t) - y(O)] 4- max |x'(f) - y'(*)]. x.y e C(Ifa. fi
130. p(x,y) = [x@) - y@I + vVax - yl, x,y € V[a, €]
1.31. p(x,y) = IX(n) - y@)| + V*[x - y], x. y € .4T]a, ftl.
1.32. p(f.g) = Z*i/(-r)-y(x)|dx. /.yei,[a. fi
1.33. p(f.y) =~ 1/7(X) - y(x)12dx, 7/ .ye Z2a. fi. n
1.31. p(/.y) = \/i/(x) - yX)|psx p> 1 /.y€ L,[a f,
I Yugqorida aytilganiga ainal gilib quyidagi belgilashlarni Kiritamiz:
\ (Rn.Pt) = «I, (R".Pp)=1W. (Rn.px)=RUr (R".p)=Rn.

I (C[a, b],pi) = I',[a, ft]. (F[a. ft],pi) = I'rlo- ft], (<"[« b}.p,,) = Cp[n. fi,

11.35-11.43-misollarda p : X x X —e R akslantirish inotrikaning qaysi

I shartini ganoatlantirniasligini ailiglang.

U.35. p(x.y)n°- 1=V , X. yeN.
1 EKUK(x, V).
U.36, p(x.y)=1°" T~y , X. yeN.
P \ EKUB(x. y), xdy

U.37. p(x.y) = ]sinx - siny!. x. ye R.



0. x=y
11.38. p(.r.y)={ I. x<y X. y € R.
2. X > VY.

11.39. px.y) = I*I - y2I+ Iy, - xjj. X, y€ R2

11.40. p(x.y) = |¥ —yi] + 2]x2 —Sftl2, x,ye R2

11.41. p(x.y) = |u- vl+ Pp2-j*1, X, j/€ R3.

11.42. p(/.f)*| 7 (0)-P(O)] + | /(1)-s(1)], f.gecC[0,1].
11.43. p(x.y) = r}]l)l I% -y.12, xX.y€ /j.

11.44-11.58-misollarda x 6 A' va y £ X tlementlar orasidagi maso-
fani toping. Masofa ko'rsatilmagan inisollarda tabiiy metrika garaladi. Ularni

11.16-11.34 misollardan garab oling.

11.44. X = N. x=5. y= 25 p(x.y)*>=0,1-° |x—y]|.

11.45. ,Y=R3. x= (8.4,3). y= (6.0.-1).

11.46. X = R+ r=(-1. -2.3.0). y= (4.2.0. -2).

11.47. X = R{. x= (4.5.0. 1), y= (-3.0.2 7).

11.48. X = P<,. x(0 = I+<, y(t)=2t. p(x. y) = /| x(0-y(0!rf<
o

11.49. X = C[O, jt], X(<)=sint. y = cost.

11.50. X = Cr[—rr, 7r], x (0 = c". y (f) = e**'.

11.51. J¥=m, x,= (- 1), yn=

11.52. N'=¢  xn= — yo= 1- (-1)"-.
n
1153. T =co x,=22". vy, = —21".

11.54. X=C2, x=(1,1.0,1,0.0,...), y = (0.0.0....).
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HA~55. V = Li[0. . r(/; sinl. i/(t) = a,-I
jj.50. />o. »], x(f)=sin/. y(t)=cost.
11.57. A \ -1T3), x(t)-eobt. y(t) = I

11.58. A' = A/[0, 2~], p(x.y) = sup |x(f) - y(/)I. x(t) = t, y(t) = sin|
O<t<4
12-8. Yaqginlashuvchi va fundamental ketma-ketliklar

X metrik fazoda xj, Xj,..., X,— ketma-ketlik va x nuqgta herilgau

j bo'lsin. Agar I_I'l_@()p(x,,.x) = 0 mimosabar bajarilsa. {x,,} ketma-ketlik x
nuqtaga yaginlashadi deyiladi. x nuqgta esa {.r,,} ketnia-ketlikning Inniti
deyiladi. Agar ixtiyoriy e > 0 uchun shunday A’- natural son mavjud hoiih.

P barcha n > Mr va m > N, lar uchun p (x,, X,,) < e tengsizlik bajarilsa. u

holda {x,,} gafundamental ketma-ketlik deyiladi.

12.1. A li .x0) =0 li . = 0 boisa. u hold
gar r}g](p(r,, x 0) va nm)ﬁ( P(X,-Ys) oisa. u holda

rIm)](p(y,,.X(,) = o ekanligini isbotlang.

Isbot! Metrikaning 1 va 3-aksiomalaridan foydalansak, n

0 < p{y..-x0) < p(¥,.!,,) + p(X,,.x0)

tcngsizlikka oga bo'lamiz. Bu sonli tengsizlkda limitga o'tib.

lim p{y.,,.x0) = o
n—3C

ni olamiz. O

12.2. xn(l) = n2t mc~nt funksiyalar kctma-kotligi x(t) = o funksiyaga liar

bir nugtada yaginlashuvchi. ammo CuO. 1 metrik fazoda yaqginlashuvchi

emas. Isbot giling.

Isbot. Har bir /G i0, 1 uchun IIIi_rr)](x,,(t) = 0 tenglik mateinatik aualiz
kursidan ma lum. Demak, x,, (/) funksiyalar ketma-kctligi x(t) — O funksiya-
ga har bir nugtada yaginlashadi. Endi pi(.r,. 0) masofani hisoblaymiz.

|
Pi{x,,.x) = \] |x,(t) - o |11 = \] Ix,(<)1N = \] n2te~"*dt = 1 - (n + l)e“".

(0] (0] (0]
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Integralni hisoblashda boiakinb integrallash usulidan foydalanildi. Bu yerdnu

IliT)](pl(X,,. x) =1

ni olamiz. Demak. {j-,,} ketma-ketlik x(t) = O funksiyaga Cj[0. |] fazo

metrikasida yaginlashuvchi emas. 0O

12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun masalalar

(X.p) metrik fazoning ixtiyoriy x. y. z. t nugtalari uchun

a) Ip(i,s) -p(y.t)I < p(x,y) +p(z,t);
b) Ip(x,z) —p(y. z) |< p(x.y) tengsizliklarni isbotlang.

{.r,,} ketma-ketlik berilgan boisin. Agar ,}in;(p(,rz,.a) =0,
Iirr)]( p(x2,_i.6) = 0 va IIIir*n p(x,.c) = 0 boisa. a = b= ¢ hamda
lim p(x,,,a) = 0 munosabatlarni islwtlang.
C[0, Ij metrik fazoda ushbu
a) X, (t) = t" - tn+l; b) y.,(t)=t"-t*n;
in T+
c) r, (0 =t - 2r+1+ fn+J: d) u, (/)= - - --—-
n n+1
ketma-ketliklar yaginlashuvchi boiadimi?
Oldingi misoldagi funksiyalar ketma-ketligi C (,)[0. 1]. Ci[0. 1] metrik

fazolarda yaginlashuvchi boiadimi?

Ci[0. 1] metrik fazoda yaqinlashuvchi. ammo C[0. 1] metrik fazoda
yaginlashuvchi boimagan x,(<) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligiga mis-

ol keltiring.

Ci[0. 1] metrik fazoda r(t) = 0 funksiyaga yaqinlashuvchi, ammo hech
bir t 6 [0, 1] nugtada O ga yaginlashmaydigan funksiyalar ketma-ketligiga

misol keltiring.

Agar Xx,,(t) uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi C[0. 1] metrik fazoda
x (t) funksiyaga yaginlashsa. bu ketma-ketlik Ci[0, 1] va C2[0. 1] metrik

fazolarda ham shu x (t) funksiyaga yaginlashadi. Isbotlang.
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j2.10.

12-N-

12.12.

12.13.

12.14.

12.15.

12.16.

12.17.

C[O, 1] metrik fazoda yagiulashuvchi. ammo C (1)[0, 1] metrik fazoda
yagiulashuvrhi bo'Imagan uzluksiz differensiallauuvchi funksiyalardau il,-
orat ketma-ketlikka misol keltiring.

Ushbu
1ar, = (1. 2.... n,0....): b) y,=(-1. 2......... (-1)"n.0....);
c) z,= (1,1 1.0--—); d) u,= ".i.... 0

n
e) en= (0....... 0.1, 0. ...); fy Z,=(4:......... 0,...); o >0
> \% LI Jl n _
n »
n

ketma-ketliklarning qaysilari < c. (f,, m metrik fazolarda vagin-
lashuvchi boiadi.

R da metrika p(x,y) = |Jarctgi - arctgyj tenglik bilan aniglangan
bo'lsin. U holda ixtiyoriy monoton ketma-ketlik (masalan, x,, = n) fun-
damentaldir. Isbotlaug.

Biror qismiy ketma-ketligi yaqgiulashuvchi bo'lgan fundamental krfftna-
ketlik yaginlashuvcliidir. Isbotlaug.

Biror tayinlangan r > 0 son uchun p(xk xm) > £> 0. k d m sliartni
ganoatlantiruvchi {j,,} ketma-ketlikd.'m yagiulashuvchi va hatto funda-
mental gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin emas. Isbotlang.

(X. p) metrik fazo, {x,}. {i/,,} esa uudan olingan fundamental ketma-
ketliklar bo'lsin. U holda {a, = p(X,,¥.)} souli ketma-ketlik yaqin-
lashuvchi ekanligini isbotlang.

{*,} fundamental ketma-ketlik Iw'lsin. Agar biror {y,,} ketma-ketlik
uchun lim p (xn,yn) — 0 bo'lsa, {j/,,} ketma-ketlik ham fundamental
bo'lishi kelib chigadimi?

{r,,} va {y,} fundamental ketma-ketliklar uchun

lim p(x,,y,) = 0
n—x/
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shart bajarilsa. bu ketma-ketliklarni ekvivalent deylik va {.r,,} ~ {vy.,}
ko'riuisiula yozaylik. Du (vagtincha) kiritilgan munosabat refleksiv. sirn-
metrik va tranzitiv ekanligi. ya ni hagigatan ham ekvivalentlik munos-

abati bo'lishini isbotlang.

12.18. {t,,}, {i/n}= { } . {/,,} fundamental ketma-ketliklar uchun {a-,} ~

{yn} va {r,} ~ {<,} boisa. quyidagi tenglikni isbotlang
Amep(X” Zn) = n','”Qc P(Y,-t,).
13-§. Ochiq va yopiq to'plamlar

Bizga X metrik fazo. uning x(, nuqtasi va r > 0 son berilgan boisin.
X metrik fazoda markazi To nuqtada. radiusi r boigan ochig nhar deb
{r € X : p(.r..ro) < r} to'plamga aytiladi va u B(xo,r) kabi belgilanadi.
Berilgan To € X va r > 0 da p(x.xo0) < r shartni ganoatlantiruvchi bar-
cha T € A' eleinentlar to'plami B.Tq, r orgali Ixigilanadi va u markazi To
nugtada. radiusi r I>oigaii yopiq shar deyiladi. p(x.x0) = r shartni qanoat-
lantiruvchi barcha T € X elementlar to'plami Sfxo. r] orgali belgilanadi
va n markazi To nuqtada. radiusi r boigan s/erri deyiladi. Metrik fazoda
markazi To nuqtada va radiusi e >0 boigan B (xq.f) ochiq shar To nug-
taning e— atroji deyiladi va u O.- (to) ko'rinishda belgilanadi. A" metrik
fazo, 1/ uning gism to'plami va T 6 X boisin. Agar ixtiyoriy * > 0 uchun
Or(x)MMd YY) munosabat bajarilsa. x nuqta /I/ ning ttrinish nuqtasi dey-
iladi. M to'plamning barcha urinish nuqgtalaridan iborat to'plam M ning
yopig'i deyiladi va u [/1/] yoki M ko'rinishda belgilanadi. Agar T € A" ning
ixtiyoriy Or (i) atrofi Al ning eheksiz ko'p elementlarini sa<ilasa. u holda
T € A nuqta Al to'plamning limitik nuqgtasi deyiladi. M to'plamga
tegishli x nuqgta uchun shunday r > 0 mavjud boiib, Oc(T) M M = {t}
boisa. u holda ,r nugta M to'plamning gakkalangan (yolg'iz) nuqtasi deyi-
ladi. Agar A" metrik fazodagi M to'plam uchun Al — [A/] tenglik bajarilsa.
M  yopiq to'plam deyiladi. Boshgacha aytganda. agar to'plam o'zining bar-

cha limitik nuqgtalarini saqlasa. u yopiq to'plam deyiladi. Agar x € SI nuqgta
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uchun shunday z > 0 mavjud bo'lib. Oe(x) ¢ M bo'llsa, x nugta .\l
to'plamning ichki nugtasi deyiladi. Agar to'plamning barcha nuqtalari ichki
nugta boisa, u ochiq to'plam deyiladi. Ya’'ni fagat ichki nuqtalardan tashkil
topgau to'plam ochiq to'plain deyiladi. Agar metrikaning 3-aksiomasi, ya'ni
uchburchak tengsizligi p(x.z) < max{p (x.y),p(y.r)} tengsizlik bilan al-
mashtirilsa. (X, p) ga ultrarnetrik fazo deyiladi. Ochiq va yopig to'plamlar
haqgida quyidagi tasdiqlar o'rinli.

13.1-teorema. Ixtiyoriy namingi yopiq to'plamlar kesishmasi na chekli
sondagi yopiq to'plamlar yig'indisi yopiqdir.

13.2-teorema. Ixtiyoriy sondagi ochiq to'plamlar yig'indisi va chekli sonda-
gi ochiqg to'plamlar kesishmasi yana ochiq to'plamdir.

13.3-teoreina. M to'plam ochig ho'lishi uchun uning butun fazogacha

to'ldiruvchisi X\ M yopiq bo'lishi zarur va yetarli.
13.1. R da ochig va yopiq to'plamlarning tuzilishi

Ixtiyoriy metrik fazodagi ochiq va yopiq to'plamlar haqida 13.1-13.3-teoro-
malar o'rinli. Sonlar o gidagi ochiq to'plam tavsifi quyidagi teorema otuali
ifodalanadi.

13.4-teorema. Sonlar o'gidagi ixtiyoriy ochiq to'plam chekli yoki sanoqgli

sondagi o'zaro kesishmaydigan intervallar yiq'tndiai ko'rinishida tasvirlanadi.
13.1. Kattaroq radiusli sliar kiehikroq radiusli shaming gismi bo'lishi inumkin-
mi? Misol keltiring.

Yechish. Faraz gilaylik. A' = R+ va p(x.y) = |[x—y] boisiu. Agur
B(1.5) = {x € [0. oc) : |x—1 < 5} deb markazi 1 nuqtada va radiusi 5
ga teng sharui. hainda B(3.4) = {x £ [0, oc) : |x—3j < 4} deb markazi 3
nuqtada va radiusi 4 ga teng hoigan ochiq eharlarni olsak, u holda

r2=5>r:=4.ammo [0. 6) = B(1.5) C B(3.4) = [0. 7). ]

13.2. R3 to'plamda
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metrika Kiritilgan. Markazi (0. 1 2) nuqtada radiusi esa a) 1ga; b) 2 ga:

c) 3 ga teng bo’lgan sfeMtlarni chizing.

Yechish. Radiusi 1ga teng sfera- (0.1. 2) nugtadan o'tuvchi va koordi-
nata o'qlariga parallel to'g’ri cbiziglardan ularning kesishish nugtasi (0. 1, 2)
nuqtani chigarib tashlasbdan hosil bo'lgan to'platn boiadi. 13.1 chizmaning
a)siga garang. Radiusi 2 ga teng sfcra - (0.1. 2) nuqtadan o’tuvchi va ki>
ordinata tckisliklariga parallel tekisliklardan. har juft tekislikning kesishish
chizigini chigarib tashhishdan hosil boigan to plam boiadi, 13.1 chizmaning
b)siga garang. Radiusi 3 ga teng sfera - R3 fazodan (0. 1 2) nuqgtadan
o'tuvchi va koordinata tekisliklariga parallel tekisliklarni chigarib tashlashdan

hosil bo’lgan to’plam boiadi. 0O

13.3. Diskret metrik fazoda har ganday to'plam ham ochiq, ham yopiq to plam

ekanligini isbotlaug.

Isbot. Diskret metrik fazoda ixtiyoriy M uchun [M] — .1/ tenglik o'rinli.
Shuning uchun M yopiq to’plam. Faraz gilaylik. x 6 M ixtiyoriy nug-
ta bo’lsin. u holda ixtiyoriy f € (0. 1) uchun O (x) = {x} atrof I/ da

saglanadi. Demak. .\f ochiq to’plam. O

13.4. Interval ochiq, kestna yopiq to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. R da ixtiyoriy (a, 6) interval ochiq to’plamdir. Hagigatan ham.

agar x € (a. b) desak. £ = min{x —a, b—x} son uchun 0;(x) C [a, b).
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Endi ( - oc. n) to'plamning ochiq ekanligini ko'rsatamiz. Agar ixtiyoriy .r e
| (-dc. a) uchun. e = a-x desak. O (x) C (-oc. a). Xuddi shunday (b. oc)
jto'plamning ochiq ekanligi ko'rsatiladi. Ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiq
ekanligidan (—oo0. a)U (s. cx:) to'plamning ochiq ekanligi kelib chigadi. 13.3-
teoremaga ko'ra bu ochig to'plamning to'ldiruvchi to'plami bo'lgan [o, 6]

jkesina vopiqdir. O
135. A4 A :={r=x4y: x,y€ A} = [0. 2] tenglikni isbotlang.

Isbot. Kantor to'plami K dan ixtiyoriy

xX X

V" ’ Vo'
i-1 i»l
larni olamiz. Bu yerda e, va 6, lar 0 yoki 2 ragamlaridan birini gabul giladi.

I Agar

, /=1 1=1 1=1 1=1
shnklda vozsak. u holda a, va b, lar o yoki 1 ragamlaridan birini <]«bul
giladi va ularning yig'indisi x 4-y = 2 ])F © ¢, = a + b bolib. ¢, - 0.1
yoki 2 ragamlaridan istalgan birini gabul gila oladi. Ya'ni X4t/, x € A", ¥ €
A’ sliakldagi yig indini [0. 2] kesmadagi ixtiyoriy souga teng gilish mumkin.

[ Demak. K + K —[0. 2] tenglik o'rinli. 0O
Uy vazifalari va uiavzuni o'zlasbt irisli uchun niasalalar

13.6. Agar radiusi 7 ga teng bo'lgan shar. radiusi 3 ga teng bo'lgan shar ichiga

joylashsa ular ustma-ust tushadi. Isbotlang.

13.7. R2 to'plamda r = (x*xj) ,y = (i/1,1£) uchun
») P\{X- y) = IXj- vyij4 - VaI:
b) p2(x.y) = max ([xi - L jxz2- y2\ :
ioc) p3(X.y) = yi(xi - D24 (X2- yr)r;
1 d)Pi(x. y) = sign |xi - I/il 4 sign | - y2|
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13.8.

13.9.

13.10.

13.11.

13.12.

13.13.

tengliklar orqali kiritilgan metrikalarning bar birida inarkazi 0 = (0.0)
nugtada va radiusi 1ga twig ochiq shar B (0, 1), yopiq shar B[0. 1] va

S[0, 1] eferalami chizib ko'rsating.
Kengaytirilgan to'g'ri chizig R’ = (—ac, +3c) U {—oc} U {+oc} da

Dft(x'#) = TTrr?27i: b)) (">»Y 1T A "TTrn!
metrikalar kiritilgau. Agar O < r < 1 bo'lsa. B (—oo0. r); fl(oc.r)

to plamlarni, ya ni markazi *oc, radiusi r I>oigan ochiq shaiiarni chiz-

ing.

N/ C (A", p) to'plamning diametri diam.M = sup p(x.y) tenglik bi-
XXYEM

lan aniglanadi. U holda:

a) dmmB(x0,r) < 2r teugsizlikni isbotlang;

b) diamB(x0.r) < 2r boigan slmrga misol keltiring;

c) diamB(To.r) = diamB[xo.r] tenglik to'g'riini?

Ochiq shar - ochiq to'plam, yopiq shar esa yopiq to'plam bo'lishini isbot.-

latig.

R 2 tekislikda (0, 1) va (0. -1) nuqtalardan hamda O X o'qidagi (-1. 1)
intervaldan iborat to'plamni AJ deb belgilab. M to'plamda Evklid

metrikasini Kiritamiz:
p(x-y) = \/(xi-yn2t+ (j2-w)2:x = (*1*2) ey= 1 w) e Al

U holda inarkazi (0. 0) nuqtada. radiusi 1ga teng ochiqg shaming yopiq

to'plam. ammo vopiqg sliar emaeligini isbotlang.

Shunday yopigq sharga misol keltiringki, 1 ochiq to'plam bo'lsin, ammo

ochiq shar boimasiu.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy ikkita shar yoki kesishmaydi yoki biri

ikkinchisining gismi bo'lishini isbotlang.
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13-1-1.

13-15.

13.16.

13.17.

13.18.

13.19.

13.20.

Diskret metrik fazoda ixtiyoriy "uchburchak" teng tomonli. ultrametrik

fazoda esa har ganday "uchburchak" teng yonli ekanligini isbotlang.

Fi va Fj yopi<] to'plamlar o'zaro kesishmasin. ya'ni Fi M F? = 0.
U holda simnday G\ D Fi va Go 3 F> ochiq to'plamlar mavjudki.
MGi = 0. Isbot giling.

O'zaro kesishmaydigan intervallardan iborat to'plamlarning quvvati chek-

li yoki sanoqli ekanligini isbotlang.

R da ixtiyoriy ochiqg to'plam chekli yoki sanoqli sondagi o'zaro kesish-
mavdigan intervallarning birlashmasidan iborat bo'lishiui isbotlang. Bu
yerda (-ac. a), (a. ac), (—s0, ac) Ta (a. a) = 0 to'plamlar ham

intervallar jumlasiga kiradi.

R dagi ixtiyoriy yopiq to'plamni (—ac, ac) dan o'zaro kesishmaydigan
chekji yoki sanogli sondagi iufervallarni chigarib tashlash natijasida hosil

gilish mumkin. Isbot qiling.

Ixtiyoriy .r € [0, Ij sonni uchlik kasrga yoyish mumkinligiui islnrtlang:

D -i
X = E 57 +bu yerda s, — 0, 1, 2 ragamlardan biri. U holda x —
il
0.£i:2 ... korinishda yozainiz. Agar biror x € [0, |j uchun shunday n
mavjud bo'lib. r, 0 Ta r,_i = zn-i — mm= 0 boisa. r soni chekli

uchlik kasrga yoyilgan deyiladi. Bu .r sonini cheksiz voyilma ko rinishda
ham yozish mumkin: x = O, Si.. 0...=0, ...f,_i (e, - 1)22...
masalan. 0.100... -0.0222.... Fi orqali yoyilmasida 1 ragatni gat-
nashmaydigan usulda yozish mumkin bo'lgan barcha x € [0. 1] sonlar
to plamini belgilaylik. Masalan. 0.1-0.0222... voki ™ =0.020202___ Fj

to'plamning yopig va kontinuum quvvatli to plam ekanligini isbotlang.

Fi = A' to'plam Kantor to plami deyiladi.

0.25 € I\ ekanligini isbotlaug.



14-8. Toia metrik fazolar

Agar .Y metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo'lsa. u holda X ga to'la metrik fazo deyiladi. .V metrik fazouiug ikkita
A va B qism to'plamlari berilgan bo'lsin. Agar B C [i4] bo'lsa. u holda
A to'plam B to'plamda zich deyiladi. Xususau, agar L4] — X boisa. 4
to'plam hamma yerda zich (X da zich) deyiladi. Agar A to'plam birorta
ham sharda zidi bo'lmasa (ya'ni har bir B C X sharda A to'plam bilan
umumiy elementga ega bo'lImagan B' shar saglansa), u holda A hech yerda
zichmas deyiladi. (X, p) metrik fazoda x nugta va M to'plam orasidagi
masofa deganda

p(x,.\1) = )}g,&p(xyy)

miqdor tushiniladi. Xuddi shunday (X, p) metrik fazoda A va B to'plamlar

orasidagi masofa deganda

P(A.B)= XgAhgf€B p(x.y)

miqgdor tushiniladi. Metrik fazolarning toialigini tekshirishda quyidagi teore-
iuadan fovdalaniladi.

14.1-teorema. X metrikfazo to'la bo'lishi uchun undagi ixtiyoriy ichma-
ich joylashgan va radiuslari nolga intiluvchi yopiq sharlar ketma-ketligining
kesishmasi bo'sh bo'Imasligi zartir va getarlidir.

Agar H metrik fazo to'la bo'lImasa, uni biror usul bilan (aslini olganda
yagona usul bilan) biror toia metrik fazo ichiga joylashtirish mumkin.

14.1-ta'rif. Agar: 1) R metrikfazo R' to'la metrik fazoning gism fazosi
bo'lsa: 2) R to'plam R' ning hamma yerida zich. ya'ni Wj = R" bo’lsa. n
holda R~ metrik fazo R metrik fazoning toidirrnasi deyiladi.

14.2-teorema. Har bir R metrik fazo to'ldirmaga ega va bu to'ldinna
fazo R ning nuqtalarini go'zg almas holda goldiruvchi izometriya anigligida

yagonadir.

14.1. R metrik fazo to'la. Isbotlang.
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Isbot. Matematik analiz kursidan malumki, ixtiyoriy fundamental sonli

mkotma-ketlik yaginlashuvchidir. Demak. R to la metrik fazo. O
14.2. Ci[—1. I' metrik fazo toia emas. Isbotlang.

Isbot. 67i[—1, 1] fazoning to la emasligini ko'rsatamiz. Bulling uchun

p Ci[—1. lIj fazoda uzluksiz funksiyalarning

-1, agar xG [-Il, -n-1]
nx. agar XE(-n~1,n~1)
1, agar X € [n_1. 171
ketma-ketligini (funksiya grafigi 14.1-c.hizmadakeltirilgan) garaymiz. Bu ketma-
ketlik C\[—L. 1] fazoda fundamentaldir. chunki barcha X 6 [-1, 1] lar uchun

V.. (a) - 7.,, (X)] < 1 ekanligini hisobga olsak va N < m desak.

14.1-chi/ina

iMm
[ p(/n/m)=’\J/n(!)—/,,,(x)\dx</ ldx = - 0O n oc.
I/n n
Biroqg {/.,} ketma-ketlik C\[—1. 1] fazodagi birorta ham funksiyaga yaqin-

lashmaydi. Haqgigatan ham. / Gfi[—1, 1] ixtiyoriy funksiya va

=41 € [—1 0),
<f(x) ~ f -l ogar x €l )
\ 1- agar x € [0. 1]

nol nuqtada uzilishga ega funksiya bo'lsin. Koiinib turibdiki,

0, x€[-I, -I/n]@[I/n. 1],
fn (X) - WV(X) = « nx+ 1 xe (-I/n. 0).
nx - 1, x € [0, I/n).
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Bundan tashqari barcha j £ [-1, 1] laruchun ¥V, (G ) - r (x) < 1 Shuning
uchun
1 I/n
foNfn(r) - rO\Ndx = 1 49 -v{x)\dx < ~ ->0, n-* 00. (14.1)
i -1»
Agar integrating monotonlik xossasidau foydalansak
i 1
\] 1/(X) - voondx < INF(x) - fn(x)\dx + \] 17.¢) - w)ldx. (14.2)
-1 -1 -1

tengsizlikka kelamiz. Endi quyidagi
| Mi*
J --P{i)\dx>V (14.3)

tengsizlikni isbotlaymiz. Uning isbotini ikki holga ajratamiz.

1) Faraz qgilaylik. /(0) < 0 boisin, u holda / ning uzluksizligiga ko'ra
shunday di > 0 mavjudki. barcha x £ [0. d&] lar uchun f(x) < 1/2 boiadi.
Bundan

1/ (*)-*(*) 1>1/2. x £ [0. rfi] (14.4)

tengsizlik kelib chiqadi. (14.4) tengsizlikni [O. di] kestna bo’yicha iutegrallab.
/ '/ (*)-<pix)\dx > [ \f(x)-f{x)\dx>
J-1 Jo

tengsizlikka kelamiz.

2) Agar biz /(0) > 0 dob faraz gilsak. u holda shunday d> > 0 mavjudki,
barcha .r £ [-<562- 0) lar uchun |]/(.r) - ,;(x)] > 1/2 boiadi. Bundan

J W (x)- -P(x)\dx>J |7(x) - ff{x)\dx > y.

Demak, (14.3) tengsizlik isbot boidi. (14.2) tengsizlikdan

i 1
\] \f(x)-fn(*)\dx> \] \f(x)-fF{x)\dx - \] \f,ix) - <fix)\dx (14.5)
-1
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m olamiz. (14.1), (14.3) va (14.5) lardan
P(/</») = IN\fix)-f,{x)\di

ning nolga yaqinlasha olmasligi kelib chiqadi. ya ni { /,} ketma-ketlik Ci[-1.

dagi birorta ham funksiyaga yaginlasha olmaydi. O
14.1. Separabcl inetrik fazolar

Hamma yerda zich sanogli gism to’plamga ega boigan metrik fazolar sepa-
rabel metrik fazolar deyiladi. M to plamning barcha ichki nuqtalaridan iborat
to‘plam J1/ to’plamning ichi deyiladi va I'IO/ bilan belgilanadi. .4 to'plamning
chegarasi FrA = .4D (A'\.4) tenglik bilan aniglanadi.

14.3-teorema (Di r tcoremast). To'la metrikJazoni hech yerda zich bo'lIma-
gan sanogli .sondagi to'plamlar yigindisi ko'rinishida tasvirlash mumkin emas.

Endi. mukammal to'plam. 1-va 2-kategoriya to'plamlar tushunchalarini kelti-
ramiz. <V to'plamning barcha limitik nuqgtalaridan iborat to’plamni Al bi-
lan belgilaymiz. Agar /I/ = M1 tenglik o'rinli bo'lsa. /I/ ga mukarmnal
to'plam deyiladi. Agar A’ to’'la metrik fazodagi /I/ to’plamni hech yer-
da zich boimagan sano<)li sondagi to'plamlar birlashmasi ko'rinishida tasvir-
lash mumkin boisa M to'plamga 1-kategoriyali to'plam deyiladi. Agar M
to'plamni hech yerda zich boimagan sanoqgli sondagi to'plamlar birlashmasi
ko'rinishida tasvirlash mumkin boimasa M ga 2-kategoriyali to'plam deyila-
di.

14.3. Q, R\Q to’plamlarning har biri R metrik fazoda zich ekanligini isbot-
* lang.

Isbot. Faraz qgilaylik. x £ R ixtiyoriy haqigiy son boisin. U holda x,, —

( [nr] : n ratsional sonlar ketma-ketligi .r ga yaqginlashadi. Bu yerda [j] deb .r

ning butun gismi belgilangan. Demak. ratsional sonlar to'plami Q hagqiqiy son-
lar to'plami R ning hamma yerida zich ekan. Endi irratsional sonlar to'plami

R\Q hagiqiy sonlar to'plami R da zich ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy x £ R
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hagioiy sou uchun o, = ™ ii + - irratsional sonlar ketina-ketligi x ga yaqin-
n

lashadi. Ya'ni. R\Q to'plain R <lazicli. Demak. |Q] = [R\Q] = R-
14.4. R metrik fazoda Q to'plam 1-kategoriyali. R\Q to'plam 2-kategoriyali

to'plam ekanligini isbotlang.

Isbot. Maiumki. Q - sanogli to'plam. simning uchun uning elementlarini

{rb x2.x3....... X,. ...} ko'rinishda noinerlab chigish mumkin Shunday ekan

Q = le Af,,. M, = {*,}

yoyilma o'rinliva M,,. n= 1.2.... lar R ning hech yerida zich emas. Ta'rifgn
ko ra Q 1-kategorivali to'plam. Endi irratsional sonlar to'plami R\Q ning 2-
kategorivali to'plam ekanligini isbotlaymiz. Teskaridan faraz qilaylik. R\Q
1-kategorivali to'plam bo'lsin. L holda 14.44-misolga ko'rB. to'la metrik tazo
R = Q U (R\Q), 1-kategoriyali to'plain bo'lar edi. Bu esa Ber teoremasiga

zid. Demak, R\Q 2-kategoriyali to'plam.

14.5. x hagiqiy sonning kasr gismi {;r} ko'rinishda belgilauadi. {n «>/2} .
n € N sonlar to'plami [0, 1] kesmada zich ekanligini isbotlang. Urau-
inan. a— irratsional son bo'lsa. {n-a}. n € N sonlar to'plami [0. 1

kesmada zich. Isbot qgiling.

Isbot. Biz u irratsional son bo'lsa. {» *a}, n 6 N sonlar to'plainining
[0. 1] kesinada zich ekanUgini ko'rsatamiz. [0. 1] kesmani teng /1 bo'lakka
bo'lamiz. {a}. {2a}....... {.Ya}. {(.Y +1)a} sonlari har xil boladi. Hagigar.au
ham. agar biror K\ ¢ k? uchun {A'jo} = {A~a} bo'lsa. u holda [k2—k\)a =

[AZal - [Jtia] = m bo'lib. a = bo'lar edi. Bu esa a ning irratsional

K2
son ekanligiga zid. .Y + 1 ta {a}. {2a}....... {Na},{(nN + l)a} nuqta A ta
ro i\ [1 2\ ‘N —2 Y—1I\ In-1 Y
NXj' [LY V). Y e Y )1 X Y.

to'plamda yotgani bois hech bo'Imaganda ulardan ikkitasi bir oraliqga garaslili

1 t\
bo'ladi. Masalan. {Aiu}. {A2u} € S .— | bo'lsin. U holda umumiylikkii
. N v/
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ziyou yetkazmagan holda A2 > ki dob faraz qilib. [{A2a} - {Aj«}! < — ni

olamiz Sonning kasr gismi ta'rifiga ko ra
{k2a} - {kxa} = (k?a - [A2a]) - (frio- [A,a]) = (k2- *i)a + [Aja] - [A™I

ni olamiz. Agar x = y+ n, n 6 Z boisa, u holda {.r} = {{/} yoki {j} =
1—{j/} tenglik o'rinli bo'ladi. Demak, [{A20} —{A'io}] = {(A2 —Kki)a} yoki
[{A2n} - {fcio}] = 1—{(ko —ki)a} boiadi. .V ixtiyoriy natural son boiganligi
uchun shunday xulosa qilish mumkinki, istalgan e > 0 uchun shunday iig N
mavjudki. {na} < myoki 1- {na} < e tengsizligi bajariladi. Faraz qilaylik.
1—{na} < £ bo'lsin. Agar 1—{no} = J desak. 6 € (0. e) boiadi. 1—{na} =

6 tenglikdan foydalanib, na uchun
na=[no]j+ 1- 6 (14.6)

ifodani olamiz. Anigiik uchun a > 0 deb faraz gilamiz. U holda [no] > O
butun sn boiadi. Agar 1—25 >0 bo'lsa. u holda 2na = 2[na]+2 —6 ((14.G)
ga qarang) {2na} = 1- 2d ni olamiz. Va hokazo agar 1—mS > 0 bo'lfch. u
holda {mno} = 1—$ tenglik o'rinli. Shunday eng kichik m sonini topamizki
1—(m 4 Drf < 0 bo'lsin. U holda S > 1—md > 0 rengsizligi o'rinli Ta
{ninti} = 1- md < 6 tengsizlik ham bajariladi. Demak. ixtiyoriy e > 0 uchun
shunday n£€ N mavjudki {n,a} < e tengsizligi bajariladi. Endi x = 0 soni
X,, = {no} ketma-ketlikning limitik nuqtasi ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy
f > 0 uchun shunday n € N mavjudki 0 < {no} = S < s < 0.5 tengsizligi
bajariladi. U holda shunday eng kichik m sonini topamizki 0 < md < 1 va
(ni + I)d > 1 bo'lsin. U holda {mno} = S va {(in + hno} = G < 6,e
boiadi. Demak. (0, r) oraligda r,, = {no} ketma-ketlikning cheksizta liadi
bor, ya'ni x = 0 bu ketma-ketlikning limitik nuqtasi. Endi r ni vetarlicha
kichik musbat sou deb olamiz. U holda shunday n € N soni mavjudki, {no} =

d < r boiadi. U holda

6. 26, 3<5,..., md € (0, 1) (14.7)
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Isbot. Teskarisini faraz gilaylik. ya'ni p\ va p? metrikalar ekvivalent
bo'lsin. U holda shunday C\ > 0. C2 > 0 sonlar mavjud bo'lib, barcha

X ¢y, x.y € (-oc. 30) lar uchun
CiPi(x.y) < p?{x.y) <C pi(x.y) <=*m C,|.r- y|< 1< C2|r- t4

tengsizliklar bajarilishi kerak. Lekin [x- W\ — 22 desak, oxirgi tengsizlik

bajarilmaydi. Demak, pi va p2 metrikalar ekvivalent emas. 0O

15.6. C[a, b] to’plamda kiritilgan

P*(x.y) = ma>t<)WO - i/(0l- P2(x.y) = JJ \x(() - y{t)\2dt.
Y .

a<t<
Pi(l,y) = f WO -y(O\dt.  bkG-y) = / SghWO - y(Qldt
a a
metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent emas. Isbotlang.

Isbot. Biz pi va px metrikalaruiekvivalent emasligini korsatamiz. (" [n. 6]
fazoda y(t) = 0 Ta
1—n(t- a), agar t€ [a. a+ £]
0, agar t€ (a+ £ €
funksiyalar uchun px (x,,, y) = 1< C'pi(xn, y) tengsizlikni ganoatlantiruvchi

C > 0 soni mavjud emas. Chunki n —* 30 da

»y- /7 (i - -a)fl _ 1-72.=A.
a

sonlar ketmaketligi nolga iutiladi. Demak, p\ va px metrikalar ekvivalent

emas. O

Uy vazifalari va inavzuni o’zlashtirish uchun tnasalalar

15.7. Ikki argumentli / : [0, Ij x [0. I] = R funksiya har bir r da « bo’yicha
Ta har bir y da x bo yicha uzluksiz boisa. shunday (xo- i/0) nugta mavjud-
ki. bu nugtada / funksiya ikkala argumenti bo'yicha birgalikda uzluksiz

bo'ladi. Isbot. giling.
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15.8.

15.9.

15.10.

15.11.

15.12.

15.13.

15.14.

/ funksiya (0. 1) intervalda cheksiz marts differensiallanuvchi boisin.
Agar ixtiyoriy x € (0, 1) uchun shunday n = n(x) € N mavjud bo'lib,
/!">(x) = 0 boisa, / ning kophad ekanligini isbotlang.

(X.p) va (Y,d) metrik fazolar boisin. f : X — Y akslantirishning
uzluksizligi quyidagi shartlarning har biriga teng kuchli ekanligini isbot-
lang:

a) ixtiyoriy G C Y ochiq toplam uchun f~1(G) C X ham ochiq
to'plam:

b) ixtiyoriy F C Y yopig to plam uchun f~1{F) C X ham yopiq
to'plam;

c) ixtiyoriy {.t,} ¢ X yaqinlashuvchi ketma-ketlik uchun {/(.Tn)} Cc Y

ketma-ketlik ham yaginlashuvchi.

Ixtiyoriy fundamental ketma-ketlikni yana fundamental ketma-ketlikka

akslantiruvchi funksiya uzluksiz bo'lishi shartmi?

Agar .Y diskret metrik fazo bo'lsa. har ganday f : X —=Y akslantirish

uzluksiz boiadi. Isbotlang.

fi: X =Y. (i = 1.2) uzluksiz akslantirishlar boisin. U holda

M = {* S.Y: f\{x) = fi{x)} to'plam yopiqg ekanligini isbotlang.

/, : —*Y. (i —1.2) uzluksiz akslantirishlar va X da zich boigan
biror M to'plam berilgan boisin. Agar barcha x € M uchun fi(x) =
h(x) boisa. f\ = 72 ,ya'ni akslantirishlar butun .Y fazoda teng. Isbot

qiling.

f : X —*Y uzluksiz akslantirish boisin. Quyidagi implikatsiyalardan

qaysi biri to'g'ri? Ixtiyoriy /I/ Cc A’ to'plam uchun:

ax€EM =/(x)€0N/):

(o] 0

b) x e 7 =>fix) e f(M) ;

205



15.15

15.16.

15.17.

15.18.

15.19.

15.20.

d x€ FrM =>/(x) € Fr (f(M))

. X separabel metrik fazo va / : X — Y haaqiqgiy fuuksiya boisin. M
orgali A' fazodagi barcha shunday uugtalarni belgilaymizki. lim /(x)
mavjud va _II_|Ln|_I/ (x) @ f (a) bo'lsin. M to'plamning ko pi bilan sanoqgli

ekanligini isbotlang.

S={z €C : |r] = 1} avlanada p(zj. r2) = |ii - rr] metrika kiritilgan.
Ixtiyoriy / : S —* R uzluksiz funksiya uchun shunday rO€ S mavjudki,
{{-0) = /(—r0) tenglik o'rinli. Demak, aylanada aniglangan uzluksiz
fuuksiya qaudaydir diametral garama-garshi nuqtalarda teng giymatlarni

gabul giladi. Isbotlang.

/ :Cla. b] -» C[0. 1] akslantirish /(*(<)) = x(a+ (b-a)t). O0< t< 1
tenglik bilan aniglangan. Bu akslantirish:

a) uzluksiz. b) izometriya bo’ladimi?

f(x(t)) = x(t2) tenglik bilan a) /7 :C[-I1, 1] — C[0. 1];
b) /:L,[-1L 1J]— /7O, 1]; c¢) / :C[-l. 1] — z-i[0. 1] akslantirish-

lar aniglangan. Ularning har birini uzluksizlikka tekshiring.

f(x(t)) = x2(f) tenglik bilan a) / : C[0. |j — C[0. I!;
b) 7/ :L,[0. 1]- L2[0. 1); c) /:L,[0. J- L2 1)
d) /7 :L20, I] -» Ai[0, 1]; e) 7/ : Ai[0. 1] -+ Li[0. 1] akslantirishlar

aniglangan. Ularni uzluksizlikka tekshiring.

/ : L2[0. 1] —»i 2[0. 1] akslantirish quyidagi
a) f[x(t)) - 7/ x(s)ds: b) f(x(t)) = /sin(f - s)x(s)ds:
n 0

c) f(x(t)) = }x 2s)ds; d) /(x(0) = fx(»°)ds, a >0
o 0

tenglik bilan aniglangan. Ularning gaysilari uzluksiz. gaysilari tekis uzluk-

siz bo'ladi?
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15-21.

15.22.

15.23.

15.24.

15.25.

15.26.

15.27.

15.28.

/ : Nr[0. 1j —»/210. 1] akslantirish ushbu

a) /WO) = <40 'x (0, « € G[0. 1); b) = x(r), « >0

tenglik bilan aniglangan. Ularni uzluksizlikkn tekshiring.
R da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz boimagan funksivaga misol keltiring.

X. V —metrik fazolar boiib, Y —to'la boisin. Agar /I/ ¢ A' hamma
yerda zich. / : M —* Y tekis uzluksiz akslantirish boisa. shunday F :
X — Y tekis uzluksiz akslantirish mavjudki. F\m = /, ya'ni ixtiyoriy

X € JI/ uchun F(x) = /(x). Isbotlang.

Lipshits shartini gauoatlant.iruvchi akslantirish tekis uzluksiz akslantirish

boiishini isl>otlang.

h'(t,s) fuuksiya [a. 6 x ja, 6L kvadratda ikkala argumenti bo'yicha

uzluksiz bo'lsa.

tenglik bilan aniglangan A : C[a. 6] — C[a. 6] akslantirish Li[*>hits dar-

tini qanoatlantirishiui isbotlang.

O'lc hovli h'(t.s) funksiya uchun

tengsizlik o'rinli boisa. A : Li[a, 6 — L2[a. 6]

akslantirish tekis uzluksiz boiishini isbotlang.

/ X —*Y tekis uzluksiz va g : V' — Z Lipshits shartini ganoat-
lantiruvchi akslantirishlar boisin. U holda gof : X —Z akslantirish

tekis uzluksiz (Lipshits shartini ganoatiantiruvchi) bo'ladimi?

[0, 1] kesmada tekis uzluksiz. ammo Lipshits shartini ganoatlantirmay-

digan funksiyaga misol keltiring.
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15.29.

15.30.

15.31.

15.32.

15.33.

15.34.

15.35.

15.36.

15.37.

15.38.

15.39.

15.40.

15.41.

(X,p) metrik fazo bo'lsin. p: X x X — R akslantirish
a) uzluksiz; b) tekis uzluksiz bo‘ladimi?

(X.p) metrik fazo. .470. A C X biror to'plam bo’lsin. d : A" -» R

fuuksiya d(x) = (x.y) tenglik bilan aniglangan. Shu akslantirishn-

inf
veAp
ing tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

R2 da p(x.y) = ~/(i\ - yi)2+ (x2- metrika, C kompleks son-
lar to'plamida d(zi,z2) = |« - r2] metrika kiritilgan. Bu fazolaniing

izometrik ekanligini isbotlang.

X va Y lar metrik fazolar bo'lsin. X xY va K x X metrik fazolaniing

izometrik ekanligini isbotlang.

c Ta E x co fazolaniing izometrik ekanligini isbotlang.

0. 19 va rfa. b metrik fazolar orasida izoinetriya o’'ruating.
Izometriya ekvivalentlik munosabati bo'lishini isbotlang.

R metrik fazoning barcha izometriyalarini toping.

R2 metrik fazoning (p(x.y) = \/(xi - yi)2+ (x2- yi)l) barcha izo-
metriyalarini toping.

Metrik fazoni ozini-oziga akslantiruvchi barcha izometriyalar gruppa

tashkil etishini isbotlang.

Biror X to'plamda pi va p2 ekvivalent metrikalar berilgan bo'lsin. A’
to'plamdagi barcha metrikalar uchun kiritilgan bu munosabat hagigatda

ham ekvivalentlik muuosabati bo’lishini isbotlang.

X chekli to'plam bo'lsa. unda kiritilgan ixtiyoriy ikki metrika ekvivalent

ekanligini isbotlang.

R" da kiritilgan p\. p2 = p va p* metrikalar ekvivalent ekanligini is-

botlang.
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15.42. Ekvivalent metrikalaruing birida yaginlashuvchi (fundamental) bo'lgan
ketma-ketlik ikkinchisida ham yaginlashuvchi (fundamental) bo lishini is-

botlang.

15.43. Ekvivalent mctrikalarniug birida ochiq (yopiq) bo'lgan to'plam ikkinchisi-
da ham ochiq (yopiq) ekanligini isbotlang.

15.44. pi va p? ekvivalent metrikalar bo'lsin. Agar (X, pi) metrik fazo a)
to'la; b) separabel: c) diskret bo'lsa. (A\ pt) metrik fazo ham shu xossaga

ega bo'ladi. Isbot qiling.

r
15.45. C" to'plamda px(x.y) = ax |r, - yl, Pi{x.y) = £ ~ V|
<«<n
M
Pt(x.y) = \ 52\x, - y,\2 metrikalarning ixtiyoriy ikkitasi ekvivalent
y*l

ekanligini isbotlang.

15.46. A' to'plam [a. b kesmada oichovli va chegaralangan funksiyalardan
iborat. Shu to'plamda aniglangan
\ I h v\ 1M
1.r(<) - y(O\i>'dt j tpixy) = 13 Ix(O0 - y(ppi;

metrikalar p\ ® P2- (pi > iwmPi > 1) bo'lganda ekvivalent emasligini

isbotlang.

15.47. Gomeomorfizm ekvivalentlik munosabati ekanligini isbotlang.

15.48. / : X —* Y gomeomorfizm, XI C X to'plam berilgan bo'lsin. Ushbu
tasdiglarni isbotlang:
a) M ochiq to'plam boisa. f(M ) ham ochiq:

b) O/ yopiqg to'plam lwisa. f(M ) ham yopiq:
¢) f(M) = /(A))-

15.49. Gomeotnorf metrik fazolardan biri separabel boisa, ikkinchisi ham sepa-
rabel bo lishini ko'rsating.
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15.50. R to'plamda pi(x,y) — |t i4 va pj(x,y) = prctg.r arctgi/j
metrikalar Kiritilgan, (R. pi) va (R. fo) metrik fazolar gomeomorf ekan-
ligini isbotlang. x,, —n ketma-ketlik (R. pi) metrik fazoda fundamen-

tal. (R. p\) fazoda esa fundamental emasligini isbotlang.

(R. p\) toia metrik fazo. (R. pj) esa toia emas. Demak. gomeomorf
metrik fazolarning biri to la bo'lsa, ikkinchisi toia boiishi shart emas.

Xulosa. Metrik fazoning toialigi topologik xossa emas.

15.51. (X.p) metrik fazo bo'lsin. Agar pi(x.y) — N N boisa. (Al.p)

va (X, p\) metrik fazolar gomeomorf ekanligini isbotlang.

15.52. R va R2 metrik fazolar gomeomorf emas. Uinumau n ¢ m da R" va

R"* . metrik fazolar gomeomorf emasligini isbotlang.

15.53. C 2*[a. b] to'plamda aniglangan

Pl(x.y) = 4l |x(O - y(t)\ + mtaéjx'(f) - «(Oi + mtj% | **(t) - Z7(<)l =
o<t< a<t<

a<t<b

Pilx.y) = max\x(t) - y(O\ 4 max [x"(i) - y"(II

metrikalarning ekvivalent ekanligini isbotlang.

15.54. (X.p) va (Y,d) metrik fazolar bo'lsin. Agar (Y.d) fazoning biror
metrik gism fazosi (X.p) metrik fazoga izometrik (gomeomorf) boisa.
(X.p) fazoni (Y.d) fazoga izometrik (gomeomorf) joylanhfinah mumkin
deyiladi. Agar n < m boisa. R" metrik fazoni Rm fazoga izometrik

jovlashtirish mumkinligini isbotlang. Bu yerda metrika sifatida

K

P* (x.y) = max Ix, - y.], pi(x.y) =" 11-" ¥I

(k = n yoki Kk = ni) Ifodalardan biri olingan.
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K 15.55.

B 15.56.

I 15.57.

S tabiiy metrika kiritilgna aylaim l.o Isin U 1i,,id, 5 x Q j, w « x S

metrik fazolarning bar biri.ii Rt metrik fazoga gomeomorf joylashtirish

mumkinligini isbotlang.

Uchta nuqgtadan iborat bo'lgan ixtiyoriy metrik fazoni R- metrik fazoga
izometrik joylashtirish mumkinligini isbotlang. To rtta nuqtadan iborat
bo'lgan diskret metrik fazoni R2 metrik fazoga izometrik jovlashtirish
mumkin emas. ammo R 3 metrik fazoga izometrik joyla.shtirish mumkin-

ligini isbotlang.

To'rtta nuqgtadan iborat shunday metrik fazo mavjudki. uni R” metrik
fazolarning birortasiga ham izometrik joylashtirish mumkin emasligini

isbotlang.

I 15.58. LoO- 1] metrik fazoni Li[0. 1] metrik fazoga

a) gomeomorf. b) izometrik joylashtirish mumkinmi?

16-8. Qisqgartirib aks ettirish prinsipi

Agar / : (X, p) —* (Y. d) akslantirish uchun shunday L > 0 son mavjud

I bo

iib. ixtiyoriy Ji.x2€ A' laruchun d(/ h ;) /(*2)) < Lp(xi. x2) shart

[ bajarilsa. u holda / akslantirish Lipshits shartini ganoatlantiradi deyiladi.

Agar f : X — X akslantirish Lipshits shartini ganoatlantirsa va Lipshits

o'zgarmasi L < 1 bo'lsa, / akslantirish gisuvchi deyiladi. Agar .4: X — X

j akslantirish uchun shunday 1 € X nugta mavjud bo’lib, Ax — x tenglik

baj

lan

16.1

arilsa x nuqgta .4 akslantirishniug qozg almas nugtasi deyiladi.
16.1-teoreina (Qisuvchi akslantirishlar prinsipi). To'la metrik fazoda unig-

gan har gandai/ gisuvchi akslantirish yagona qo’zg'almas nugtaga ega.

. X = -cos x —2 tenglama yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.
3

Kalkulvator yordamida yechimni 0,001 aniglik bilan toping.
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Yechish. Hagiqiy sonlar to'plami R  to'la metrik fazo.

/ :R —R. /(x) ——Scos x —2 akslantirish esa
«

p(/(*1),/7(x2) < jp(xi x2)

shartni ganoatlantiradi. ya'ni - gisuvchi. Shuning uchun 16.1-teoremaga ko'ra

berilgan tenglama yagona yechimga ega. Uning yechirni tagriban

X % -2,194749. m|
16.2. C[—a. a] metrik fazo va /, : C[—a. 0] — C[—a. a] (i = 1.2) ak-
slantirishlar f\(x(t)) = x(—t) va /2(x(<)) = —x(—t) tengliklar bilan

aniglangan. Shu akslantirishlarning qo'zg'almas nugqtalarini toping.

Yechish. C[—a.a) metrik fazoda juft funksiyalar to'plainini C“[-a. 0]
bilan. toq funksiyalar to‘plamini esa C~\—a. a] bilan belgilaylik. U holda
ixtiyoriy x+ 6 C~[—a. a] uchun fi{x~) = x~ tenglik o'rinli. Xuddi shun-
day ko rsatish mumkinki. har bir x" € C*“[-a, a] da /2(.r") = x~ tenglik
o'rinli. Demak. barcha juft funksiyalar f\ akslantirishning qo'zg'almas nug-

talari. barcha toq funksiyalar esa /2 ning qo'zg'almas uugqtalari bo'lar ekan.

O

16.3. R metrik fazoda shunday /7 : R — R akslantirishga misol keltiringki.

barcha x. y € R, x ¢y lar uchun

P(/W.7(y)) < p(x.y)

tengsizlik o'rinli. ammo /(x) = x tenglama yechimga ega bo'lmasin.

Yechish. Barcha x € R lar /(x) = y/x2+ 1H— -r'-tn- funksiya musbat
giymatlar gabul qgiladi. Bu funksiya uchun barchavx)fz; (=:2L R, x ¢ y larda
P(f(x)- f(y)) < p(x. y) tengsizlik o'rinli, ammo /(.r) = x tenglama yechim-
ga ega emasligini ko'rsatamiz. Funksiya giymatlari musbat bo'lganligi uchun
X < 0 larda /(x) = x tenglama yechimga ega emas. Shuning uchun x > 0

holni gqaraymiz:

f(X) - X = y/x2+ 1- X+ - *— -= ool - + JiI— >0
VX + 1 Vx2+1+x vx +1
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inak, barcha x 6 R larda f(x) > x o'rinli. Endi
P(/(x), /W < P(x, ¥) <=>1/(x) - f(y)l < X- |
tengsizlikni isbotlaymiz. Funksiya hosilasi ucliun

,LI*\“ X X X /, 1 n x3
7OV BT - (AFTYs T CTEIEISL Fom 0T (k24 1)32

tenglik o'rinli. Bu yerdan kelib chigadiki, barcha x € R larda f'(x) < 1

o'rinli. Shuning uchun
/(*) -ty =101 -n<I*-}] x/y
I1$engsizlik o'rinli. O
Uy vazifalari va mavzuni o’zlashtirish uchun niasalalar

16.4. Agar / :R —#*R va |/'X)] < g < 1 bo'lsa. x = f(x) tenglama yagona
| yechjmga ega ekanligini isbotlaug.

|
16.5. Agar / : [a, 6] —* [a, 6] uzluksiz funksiya boisa. x — f(x) teuglama-
uing yechimi mavjudligini isbotlang.
16.6. Agar 0 < a < 1 bo'lsa.

Xn-ri = xn-~ - a). xu=0

rekurrent usulda aniglanuvchi { x,} ketma-ketlikning >/a soniga yaqin-

lashishini isbotlaug.
16.7. Diskret metrik fazoda qanday akslantirish gisuvchi bo*lacli?

16.8. S — {* : [l = 1} aylana bo'lsin. /7 : S — S qisuvchi akslantirish

mavjudmi?

16.9. A' metrik fazo. /7 : X — X qisuvchi akslantirish bo'lsin. U holda 7/

akslantirish uzluksiz va hatto tekis uzluksiz bo'lishiui isbotlang.
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16.10.

16.11.

16.12.

16.13.

16.14.

X to’'la metrik fazova /, : X — X (i = 1.2) akslantirishlar berilgan
bo'lsin. Agar s1 gisuvchi bo’lsa, hamda /i10/2 = /2 0 71 tenglik o'rinli

bo’lsa. /2 akslantirishning qo'zg'almas nugqtasi mavjudligini isbotlang.

R2 metrik fazoda yagona qo'zg'almas nuqtaga ega bo'lgan izometriya

situ nuqta atrofida burishdan iborat ekanligini isbotlang.

X to’'la metrik fazo. / : X —»X biror akslantirish bo’lsin. / akslan-

tirishning iteratsiyalari (darajalari) ushbu

tengliklar bilan aniqglanadi. Agar biror n uchun /” gisuvchi boisa. 7/ :
A' — A’ akslantirish yagona qo'zg’almas nuqtaga ega boladi. Isbot qil-

ing.

h'(t.s) funksiya [a. b x [a, €6 kvadratda uzluksiz bo'lsin. U holda Vey-
ershtrass teoremasiga ko'ra h'(t.s) funksiya chegaralangan. ya ni barcha

t,s € [a. 6] lar uchun

tengsizlik o*rinli. Ushbu

akslantirish C[a. 6] metrik fazoni o'zini-o’ziga akslantirishi Ta barcha

1. y £ Cla. 6 funksiyalar uchun
p(AX. Ay) < A/(6 - a)p(.r.y)
tengsizlikning bajarilishini isbotlang.

K{t.s) oichovli funksiya uchuu
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16.15.

16.16.

16.17.

16.18.

16.19.

tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda L2[a. 6] fazoda aniglangan

i(t) = AJ[n K(t, s)x(s)ds + y(t), y 6 bu[a, b]

integral tenglama A parainetming yetarliclia kichik (moduli bo'yicha)

giymatlarida yagona yechimga ega ekanligini isbotlang.

h'(t.s) funksiya a < s < t < b uchburchakda (sohani chizib ko'rsating)

uzluksiz bo'lsin. U holda

tenglik bilan aniglangan 4 : Clo, A — f [a. b akslantirish uchun shun-
day n natural son mavjudki, .4" : Cla. 6] —C[a. b] akslantirish gisu-

vchi bo'ladi. Isbotlang.

N\ (t, funksiya a < s < t < b uchbun-hakda. y(t) funksiya esa [a. 6

kesmada uzluksiz bo'lsa.

integral tenglama ixtiyoriy A € R uchun yagona uzluksiz yechimga ega.

Isbotlang.

(Ax)(t) = f s-(s)ds tenglik bilan aniglangan .4 : C(0, a —* C[0, u}

akslantirish gech bir a > 0 uchun gisuvchi etnas. Isbot giling.

a > 0 sonning ganday giymatlarida

integral tenglama C[0. n] fazoda yechimga ega?

R" fazoda



16.20.

16.21.

16.22.

16.23.

gism to'plam aimpieka deyiladi. Agar P — (pij), i,j = 1, n matritsa el-
ementlari ptJ> 0 vh 51P'j — 1- j — 1-2__ _ n shartlarni ganoatlantir-

sa. P atoxaatik matritsa deyiladi. x ** Px akslantirish S "'1 simpleksni
0'zini-o’ziga akslantirishini ko'rsating. S"~I to'plamda
n

metrika kiritilgan bo'lsin. Agar P matritsaning biror satri musbat el-
ementlardan iborat bo'lsa (p@ > 0.p,2 > O....... P, > 0). Px = x

tenglama S"~| simpleksda yagona yechimga ega bo'lishini isbotlang.

h’(t.s) funksiya [0. 1] x [0, 1j kvadratda uzluksiz bo'lsin.

]

bolgilash kiritaylik. Auar 4/V/|A] < 1 tengsizlik bajarilsa.

integral tenglama C[0. 1] fazoda yagona yechimga ega ekanligini isbot-

lang.

Kalkulyatordan foydalanib.

a) 5x —3sinr = 7. b) 3x+ e~r = 10. c¢) x = Inv™ + *2—3

tenglamalar yechimini 0.01 aniglikda toping.
/ biror uzluksiz funksiya bo'lsa.
X(t) - -siu x(t) + f(t) = 0
tenglikni ganoatlantiruvchi .r 6 f'[0, 1] funksiya mavjud. isbotlang.

Ushbu

x(t) = e_7(,) + sint
tenglamaning I 0. 1] fazoga tegishli yechimi mavjud. Isbotlang.
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16-24.

16-25.

16.26.

I16.27.

16.28.

.V toia metrik fazo. 4 :.Y — .Y. p(AX.Ay) < gp(x.y). 0<g< 1
gisuvchi akslantirish boisin. Ixtiyoriy xn€ .Y uchun .4.r = x tenglama-

niiig yechimi flixo. 1 Kharga tegishli. Isbotlang.

X toia metrik fazo. B[xo, r] C A* yopiqg shar va / : B[xo.r] —* X
biror akslantirish bo'lsin. Agar / akslantirish H[x(\. r] sharni gisqartirib

akslantirsa. ya'ni
P(/(*)-7(i/)) < g-p(x,y). 0<o9 <1 x.j/€B[x0.r]

shartni ganoatlantirsa va p (f(x). To) < (1 —q) mr tengsizlik bajarilsa.

/(x) = .r tenglaina f[xy. r] sharda yagona yechimga ega. Isbotlang.
X toia metrik fazo, /7 : X —* X uzluksiz akslantirish

p(f{r). f{y))> amp(x.y). a>1 x.y€X

shartni ganoatlantirsin. U holda f(x) = x tenglama yechimga ega bo'lishi

shartmi?
t

R" fazoda metrika

n <
P(x y) =5Z|x, -y,\

=i

tenglik bilan aniglangan. .4 —(a,j). i,j — 1, n matritsa elementlari
H

max > ia,] < 1
1</<»

shartni ganoatlantirsa. A : R —R"” akslantirish gisuvchi boiadi. Isbot-

lang.
4 — (a,j) cheksiz matritsa boisin. x = (XpXTr........X,,. ...) uchun
/ X X X
Mx = |~ aix> a2, T ....... /C a“x" 'me
\>=i

belgilash kiritaylik. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

x .
a) agar sup £ 'a>j| < 1 boisa. .4 :Q0\—(\ - gisuvchi:
i<j<* 1=1
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b) agar sup £ Jay]l < 1 bo'lsa, 4 :m — m e gisuvchi:
»<20 jf*=I *

oc X

c) agar 12 am\ <1 bo'lsa. A \(2—= Q - gisuvchi.

16.29. Akslantirish .4 : C[0. 1] -» C[0. 1], .4x(E) = Ax(t°), a > O tenglik

bilan berilgan. Parametr A ning ganday giymatlarida bu akslantirish

gisuvchi bo'ladi?

16.30. / va g uzluksiz funksiyalar bo'lib, |/(0)] < 1. /()] < 1 ehart bajar-
ilsa.

x(t) = /(t)-z(t") + g(t)
tenglama a > 0. o ¢ 1 bo'lganda. C[0. 1] fazoda yagona ycchiniga

ega ekanligini isbotlaug.

16.31. 4: 1] Ar[o- 1« (Ar)(0 = Aex(<°), 0 < a < 1 akslantirish

A parametrning ganday giymatlarida gisuvchi bo'ladi9

16.32. K(t.s) uzluksizva a < 1 bo'lsin. Parametr A ning ganday giymatlarida

A:C[0. 1] — C7[0, 1

akslantirish gisuvchi bo'ladi?
17-§. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

Agar K C X to'plamning istalgan ochiq goplainasidan chekli gism gqopla-
ina ajratish mumkin bo'lsa. u holda K kompakt to'plam deyiladi. Agar A’
fazoning istalgan ochiq goplainasidan chekli gism goplama ajratish mumkin
bo'lsa. u holda X kompakt metrik fazo deyiladi Kompakt to'plamni quyida-
gicha ham ta'riflash mumkin. Agar I\ to plamdan olingan ixtiyoriy {x,}
ketma-ketlikdan K da yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin
bo'lsa. K ga kompakt to'plam deyiladi. Agar M to'plamning yopig'i [/1/]
kompakt to'plam bo'lsa. Al nisbiy kompakt to'plam deyiladi. Agar ixtiyoriy
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X € At udiun shunday a € .1 mavjud hoiib. p(x.a) < £ tengsizlik bajarilsa.
A to'plam M to'plam uchun £ to'r deyiladi. Agar ixtiyoriy £ > 0 sou
uchun M to'plamning chekli £ to'ri mavjud bo'lsa, Al to'la chegaralangan
to'plam deyiladi.

Har ganday to'la chegaralangan to'plam chegaralangan bo'ladi. Ickin teskari-
si o'rinli emas. Metrik fazolarda to'plamning nisbiy kompakt bo'lishligi hagida
quyidagi tasdiq o'rinli.

17.1-teorema. (A’, p) to'la metrik fazodagi Al to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun. uning to'la chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

Cla. b fazoda F funksiyalar oilasi berilgan bo'lsin. Agar shunday C > 0O
mavjud bo'lib. ixtiyoriy O € F va barcha x € [a. 6 lar uchun Jo(x)j < C
teugsizlik bajarilsa. u holda F funksiyalar oilasi tckis chegaralangan deyiladi.
Agar ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday 6 > 0 son mavjud bo'lib. |xj - t 2\<
6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy Xj. xj £ [a. fff hamda barcha ¢-€ F
lar uchun | o(xi) - O(x2) 1< r tengsizlik bajarilsa. F funksiyalar oilasi tekis
darajada uzluksiz deyiladi.

17.2-tcoreina (Arsela teoremasi). Al C c a. b to'plam nisbiy kompakt
bo'lishi uchun uning tckis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz bo'lishi
zarur va yetarli.

Endi biz R" yoki C” fazoda to'plamning kompaktlik va nisbiy kompaktlik
kriteriysini beramiz.

17.3-t.coreina. Rn(C ") metrikfazodagi K to'plam kompakt bo'lishi uchun.
uning chegaralangan va yopiqg bo'lishi zarur va yetarli.

17.1-natija. Rn(C ") metrik fazodagi K to'plam nisbiy kompakt bo'lishi

uchun. uning chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

17.1. X metrik fazoda .4 va B nisbiy kompakt to'plamlar bo'lsa, AUB. /M

B to'plamlar ham nisbiy kompakt boiishini isbotlang.

Isbot. .4 va B nisbiy kompakt to'plamlar boigani uchun. 17.1-teorema-

ga ko'pa. ular to'la chegaralangan bo'ladi. Demak. .4 va B to'plamlar uchun
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Ae va BTchekli r to'rlar mavjud. U holda A U B to'plam uchun AeU B,
to'plam chekli r t-o'r bo'ladi. Bundan A u B to plamning to la chegaralangan
ekanligi, 17.1-teorenmdan esa A L) B ning nisbiy kompakt to plam ekanligi
kelib chigadi. 17.3-misol tasdig'iga ko ra kesishma .4IM£? C A nisbiy kompakt

to'plam boiadi. 0O

17.2. CJ[a. b] fazoda
F=]y(s)=f K(@,t)r(t) dt. x € /70. 1]] (17.1)

funksiyalar oilasini nisbiy kompaktlikka tekshiring. Bu yerda B[0. 1]
to'plam - C[a,6] fazodagi markazi nol (x(t) = O) nugtada radiusi 1
ga teng bo'lgan yopiq shar. K(s.t) - [a. €] x la, 6] kvadratda aniglangan

uzluksiz funksiya.

Yechish. Arsela teoremasiga ko ra F funksiyalar oilasining tekis chegara-
langan va tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatish yetarli. A’(s, t) funksiya
- [a, 6] x [a, 6 kvadratda uzluksiz bo'lganligi uchun u chegaralangan, ya ni
shunday C > 0 son mavjudki, barcha s. t € [a, b] lar uchun jK(s,t) < C
tengsizlik o'rinli. x € B[0. 1] shartdan max |x (t) j < 1 ekanligi kelib chiga-
di. Endi F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz:

\y(s)\ = \J|" K(s.t)x(t) dt < J[ \K(s.t)\-\r(t)\ dt<C-l-(b-a).
IJa u

Bu tengsizlik F funksiyalar oilasining tekis chegaralangan ekanligini isbotlay-

di. Endi F funksiyalar oilasining tekis darajada uzluksiz ekanligini ko'rsatamiz:

IY(SI) - ¥Ybl 1= IX6K (SI,t) x (t) dt - /; K (*,.t) x (t) dt |<
</@\K(SI. t)- K (S2O\-\x()\ dt <e = @ Q).

So'nggi munosabat J«i —*2! < d tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha nb d? €

[a, b va hamtna x € B[0. 1] lar uchun o'rinli. Demak. F funksiyalar oilasi

tekis darajada uzluksiz ekan. Shunday qilib. Arsela teoremasiga ko'ra (17.1)

tenglik bilan aniglangan F funksiyalar oilasi nisbiy kompakt to'plam boiadi.

O
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17.3. I''[0. |j fazoda

O={*,(<)=T~T77?; «6 (0,0c)} 17.2)
funksiyalar oilasini nisbiy koinpaktlikka tekshiring.

Yechish. Arsela teoremasiga ko ra. (17.2) tenglik bilan aniglangan ¢

fuuksiyalar oilasiuiug tekis chegaralangan va tekis darajada uzluksiz ekanligini

m tekshirishimiz kerak. (1 - atf = 1-2 at+a2< > 0 tengsizlikdan [xa(t) |<

1 ekanligi kelib chiqadi. Dernak. ® funksiyalar oilasi tekis chegaralangan ekan.

Tekis darajada uzluksiz etnas degan tushunchani ta'riflaymiz. Agar biror t > 0

son va ixtiyoriy 6 > 0 uchun shunday xn 6 ® va shunday tj, t2€ [0. 1] lar
mavjud bo’lib. 1I\—<] < 6 tengsizlik bajarilganda

K,(/D-J 0(t2)] >£

tengsizlik bajarilsa. ® funksiyalar oilasi ftkin darajada uzluksiz emas deyiladi.

Endi e =, 1/2 va 6 > 0 - ixtivoriy son boisin. Agar a > - vat] = — t2=0
° W
| boisa. u holda It\ —t2\= — < & boiadi. ammo
a
2n .
ITO(*i) - xa(t2) |---——-——-- °r-=1>¢
1+ a2<4
(07]

tengsizlik o'rinli. Demak. @ funksiyalar oilasi tekis darajada uzluksiz emas
ekan. Shunday qilib. (17.2) tenglik bilan aniglangan ® funksiyalar oilasi nisbiy

kompakt to’plam emas ekan. O
17.4. X metrik fazoda sanoqli va kompakt bo’lgan to’plamga misol keltiring.

Yechish. X = (-oc, oc) va M = {0, 2. 2“\ .... 2~". ...} boisin.
, M to’plam sanogli va yagona limitik nuqgtasi O ni saglaydi. Demak. M yopiq
to'plam. 1/ to'plam quyidan O. yugoridan 2bilan chegaralangan. ya'ni chegar-

alangan to plam. 17.3-teoremaga ko'ra. M kompakt to plam boiadi. O

Uy vazifalari va mavzuni o'zlashtirish uchun itiasalalar
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17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

17.15.

17.16.

X metrik fazo A undagi koijipakt to'plam bo'lsin. U holda ixtiyoriy
B (B C .4) to plamuing nisbiy kompakt boiiahini isbotlang.

X metrik fazo A undagi kompakt to'plain bo'luiti. Shunday B (B C .4)

to plamga misol keltiringki, u kompakt to'plam boimasin.

X metrik fazo A undagi nisbiy kompakt to'plam bo'lsin. U holda ix-

tiyoriy B(B C A) to'plamning nisbiy kompakt bo lishini isbotlaug.

A' metrik fazoda A va B kompakt to'plamlar boisa, AUB. AUB

to'plamlar ham kompakt bo lishini isbotlang.
Kompakt metrik fazo to la ekanligini isbotlang.
Kompakt metrik fazo separabel. Isbot giling.

Kompaktning uzluksiz akslantirishdagi tasviri yana kompakt bo'lishini

isbotlang.

X kompakt metrik fazo. {F (l}0e7 esa undagi yopiq to plamlar bo'lsin.
Agar Fa to'plamlarning ixtiyoriy cheklitasi bo sh bo'Imagan kesislunaga

ega I>oisa. u holda M 9> kesishma ham bosh emas. Isbotlang.
574

Kompakt metrik fazolaming dekart ko;paytmasi yana kompakt boiishini

isbotlang.

A'. Y metrik fazolar. Y kompakt va f : X — Y wuzluksiz va inyektiv

akslantirish boisin. U holda X va f(X) gomeomorfekanligini isbotlang.

A kompakt metrik fazo va / : X —eA akslantirish uchun
p(/(x),/7(1/)) > p(-r.y). Vi V€A

tengsizlik bajarilsa, / izometriya boiishini isbotlang.

A kompakt metrik fazo va / : X — X akslantirish

p{f(r)-f(y))< p(x-¥)- *oV¥y
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shartni qanoatlantirsin. U holda }(T) — x tenglama yagona yechimga

ega boiishini isbotlang.

17.17. .V kompakt metrik fazo va / : X -» X izometriya boisin. U holda
/(.Y) = A' ekanligini islwtlang.

17.18. R metrik fazoda a) Z, b) JI/, = : K€ 2zj to'plam R uchuugandav

to'rui tashkil etadi?
17.19. Z2 to'plam R2 da ganday to'rui tashkil etadi?

117.20. Tekislikdagi 4 = {1 <i < 5. 0< vy < 4} to'plam uchun chekli f =
sTI to'r quring. Chekli e = \fl to'rlar ichidan eng kam elementlisining

elementlari sonini toping.

17.21. /7 : X — Y tekis uzluksiz. /I/ ¢ X to'plam toia chegaralangan bo'lsa.
/(.)/) to'plam ham toia chegaralangan. Isbot giling. Agar tekis uzluksi-
zlik shartini faqat uzluksizlik sharti bilan almashtirilsa. xulosa noto'g'ri

boiadi. Misol Kkeltiring. t

17.22. X metrik fazo. Agar ixtiyoriy uzluksiz f : X —* R funksiya chegaralan-

gan boisa. X kompakt metrik fazo boiishini isbotlang.

Demak. A metrik fazoda uzluksiz. ammo chegaralanmagan funksiya mavjud

bo'lsa. A' kompakt metrik fazo emas.

17.23. Agar M - kompakt to'plam. F - yopiq to'plam va J/I/ M F = 0 bo'lsa.

quyidagi tengsizlikni isbotlang

dM. F) = inf  p(x.y) > 0.

17.24. Shunday M va F yopiq to'platnlarga misol keltiringki, I/ F = 0 va
d(\I. F) = _inf p(x.y) = 0 boisin.
izM.yeF
17.25. Ushbu
a) {IM}, g=>0: b) {sin ai}, o €R:
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17.26.

17.27.

17.28.

17.29.

17.30.

17.31.

c){*"T~}"0>0: d) {tr?}-Q>0: &e) {In"<} a>0
funksiyalar oilalarining gaysilari [0. 1] kesmada tekis darajada uzluksiz?

Qaysilari tekis chegaralangan?

K kompakt, C(K) shu kompaktda uzluksiz bo igan barrlia haqiqgiy

(kompleks) giymatli funksiyalar to'plami bo'lsin. Agar
p(x.y) = max [*(t) - y(t\
deb olsak. C(K) to la va separabel metrik fazo ekanligini isbotlang.

X metrik fazo va I< C X kompakt to'plam boisin. Ixtiyoriy x € /1

uchun shunday y € h mavjudKki.
p(x.y) = infp{x.r)
€a
ya'ni x uoliun K da unga eng yaqgin element mavjud. Isbotlang.

X metrik fazoda K to plam berilgan. Agar ixtiyoriy r > 0 uchun N
to plamning kompakt e toTi mavjud boisa. K kompakt boiishini is-

botlang.

Arsela teoremasidan foydalanib. C" a. 6] metrik fazoda A toplamning

nisbiy kompakt boiishining zarur va yetarli shartini toping.

C[0. 1] metrik fazoda ushbu

I/, = {i €C[0. 1): [|x(t)]<I}

M2= {x e C[0. 1]: |x(®)] < 1, |*40l < 2}:

M3={x €C[0. 1]: [*(t)l < I- HOI ~ 2- I*"(0l ~ 3}:
V4= {* € C[0. 1]: [|x(t)!<l- |x"(0l<2}:

JV5= {* € C[0. 1]: \x'(t)\<\. [|Z2'(0 <2}.

to'plamlardau gaysilari nisbiy kompakt to'plam boiadi.’

K = jO. Ij x [0. 1] kvadratda uzluksiz differensiallanuvchi va

of a/1,



17.32.

17.33.

shartlarni ganoatlantiruvchi f(ti,t2) funkeiyalardan ilwrat to‘plam C'(A")

metrik fazoda kompakt ekanligini isbotlang.

{a,} sonlar ganday bo'lganda Al = {x e (2: x| < a,,} "parallelepi-

ped" 12 metrik fazoda kompakt bo'ladi?

A C A koinpakt. 7/, lar shu kompaktda aniglangan, haqiqiy qiymatli
uzluksiz funksiyalar. Agar ixtiyoriy x € A' uchun {/,(x)} monoton
kamaymovchi

ft(Xx) < M Xx) <eee < f, (X) <mmm
bo'lsa, hainda lim f,(x) = f{x) wuzluksiz funksiya bo'lsa, {/,} fimk-
sional ketma-ketlik / funksiyaga tekis yaqginlashadi, ya'ni C(K) metrik
fazoda p(f, ,f) — 0. Isbot qiliug.

Il bobni takroiiash uchun test savollari

. R fazo metrikasini ko'rsating.

A) plfi,y) = \x- 2\ B) p(x.y) = K- M
C) p(x.y) = Ix- W2 D) p(x.y) = K -flyi

. R" fazo metrikasini ko'rsating

C) p(x.y) = max Ix*- yk\ D) p(x.y) = Vi (&, _ yk)2
Ri' fazo metrikasini ko'rsating.
n
A) p(x.y) — y.)2
C) p(x.y) = 1fg<a<>§1]><* - Wl D) p(x.y) = £ (xt- yk?2

R~ fazo metrikasini ko'rsating.

C) p(x.y) = max Wk- ¥l D) pix.y) = £ (x* - yK2



10.

11.

12.

Cla. b] fazo mHrikasini ko'rsating.

A) p(x.y) = Jf\i(t)-y(t)?2dt B) p(x.y) = 7/ [x(t) —y[t)\dt
Va ®

C) p(x.y) = max |Ix(t) - y(Hl D) p{r.y) = /7 Ix(® - y{th\2dt
<I<b a

C i[a. b] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x.y) = /7 Ix(*) - y(t)j2dt  B) p(x.y) = G\X(t) - y(t)ldt
y a

C) p(x.y) = max Ix(i) - y(<) D) p(x.y) = é\x(t) - y(t\2dt

. Cr[o. 6] fazo metrikasini ko'rsating.

A) p(x,y) = 3 f\x(t)~ y(t)\7dt  B) p(x.y) = f [x(t) —y(®] dt

C) p(x.y) = max |x(t) - y(t)l D) p(x.y) = Zx(t) - y(t)\: dt
a<t<b u
Ip, p > 1 fazo metrikasini ko'rsating. %
A) p(x.y) = sup pfc- vy B) p(x.y) = Y. e I - y4
1<*<X k~1
- | - *% %
c)px-y)= (- Yilp pypx,yy= £ 1Y
y *_q n=i
. (2 fazo metrikasini ko'rsating. X
A) p(x,y) = sup [I§t- vy B) p(x, y) = L e~k |x*- yil
K k<x fr=1
C) p(x.y) =,/ £ I - YAI2 D) p(x.y) = E (xi - yK2
y J=1 4=1
Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha limitik uugqtalarini toping.
A) R B) Q C) o0 D) R\Q
Ratsional sonlar to'plami Q ning barcha urinish nuqtalarini toping.
A) R B) Q C) O D) R\Q
Ratsional sonlar to plami Q ning barcha yakkalangan nugqtalarini toping.
A) R B) Q C) o0 D) R\Q
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Butun sonlar to'plaini Z ning barcha limitik nugtalari to'plamini toping.

A) R B) Q C) O D) z
Butun sonlar to'plami Z ning barcha urinish nugtalari to’plamini toping.

A) R B) Q c) o D) Z

Butun sonlar to'plami Z ning barcha yakkalangan nugtalari to'plamini
toping.
A) R B) Q C) O D) Z

R dagi ochiq to'plamni toping.
A) (0. 2) B) (0. 2] C) [0. 2) D) [0. 2]

R dagi yopiq to'plamni toping.
A) (0. 1) B) [0. 1) C) (0, 2] D) [0. 4]

R dagi chegaralangan to'plamni toping.
A) [0, 1 B) (-oc, 0) C) Q D) (0. oc)
f
(X. p) metrik fazoda chegaralangan to'plam ta'rifiiii keltiring.

A) F C X toplam X dagi birorta sharda saglansa;
B) F C X - yopiq to'plam boisa,
C) F C X -ochiq to'plam boisa;

D) F C X - chekli yoki sanoqli dona elenientdan iborat bo'lsa.

Quyidagilat ichidan metrika shartlarini ajrating.

Dpx.y)=00 I =y 2)px y)=ply. x), Vx.y GX

3) p(\x. y) = Xp(y. x).  4) p(x.y) < p(r.r) + p{z.y). Vx. y. z G X.
A) 1 2 3 B) L2 4 C) 134 D) 12 3 4

Quyidagilarniug gqaysilari (X.p) metrik fazodagi yopig to plam ta'rifi
boiadi?

1 Agar F to'plam barcha limitik nuqtalarini o'zida saglasa:

2. Agar F ning barcha nuqtalari icliki nugta boisa,;

3. Agar F = [M: boisa:
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4. Agar F ning toidiruvchisi ochiqg to'plam boisa.

A) 123 B) L34 C)234 D) 1234

22. Quyidagilarning qaysilari (X.p) metrik fazodagi ochiq to'plam ta rifi
bo'ladi?
1 Agar F to'plam barcha limitik nuqgtalarini o'zida saglasa;
2. Agar F ning barcha uugqtalari ichki nuqgta boisa:
3. Agar F = [F] boisa:
4. Agar F ning toidiruvchisi yopiq to plam boisa.

A) 123 B) L34 C)23.4 D) 2. 4

23. R metrik fazoning hamma yerida zich to'plamni toping.
A) Q - ratsional sonlar to'plami B) tub sonlar to'plami

C) Z - butun sonlar to'plami D) N - natural sonlar to'plami

24. R metrik fazoning hamma yerida zich to'plamni toping.
A) murakkab sonlar to'plami B) R\Q - irratsional sonlar to'plami

C) Z - butun sonlar to'plami D) N - natural sonlar to'plami

25. R metrik fazouing hech yerida zich bo'Imagan to'plamni toping.
A) Q - ratsional sonlar to'plami B) Z - butun sonlar to'plami

C) R\Q - irratsional sonlar to'plami D) [0. oc)

26. Quyidagi tasdiglardan to'g'rilarini ajrating.
1) Ochiq to'plamning toidiruvchisi yopiq to'platndir.
2) Ochiq to'plamning toidiruvchisi ochiqg to'plamdir.
3) Sanogli sondagi ochiq to'plamlarning birlashmasi ochiqg to'plamdir.
4) Sanogli sondagi ochiq to'plainlarning kesishmasi ochiq to'plamdir.

A) 124 B) 1,2 3 C) 14 D) 13

27. Quyidagi tasdiglardan to'g'rilarini ajrating.
1) Yopiq to'plamning toidiruvchisi ochiqg to'plamdir.
2) Yopig to'plamning toidiruvchisi yopiqg to'plamdir.

3) Sanogli sondagi yopiq to'plamlarning birlashmasi yopiq to'plamdir.
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A) 12 4 B) 12 3 C) 14 D) 13

28. Quyida keltirilganlardan qaysilari to'la metrik fazo boiadi?
1) R 2) R" 3) Cla. b 4) (2 5) C2[g. 6].
A) 1,2 3.4 B) 1.2 45 C) 1235 D) 2.3.4.5

29. Ci[—L1 1] fazoda quyidagi ketma-ketliklardan qaysilari nolga yaginlasha-
. di? 1) /n(x) = x". 2)fn(x) = 1- x*.
3) fn(x) = (sinx)’\  4) /,(x) = (cosj)"
A) 1.3. 4 B) L2 C)2 4 D) 123

30. C2[0. 1] fazoda Xx,(<) = I" + f'¥ 1 ketma-ketlikning limitini toping.
A) x(fy =0 B) x(f) = 2t C)r(t) =1 D) x(f) = 2

31. R" fazoda Koshi-Bunyakovskiv tengsizligini ko'rsating.

A) £ la»e61l< £ aj «£ bi

,Pa> 1 -+-=1
P 4
32. Rn fazoda Minkovskiy tengsizligini ko'rsating.
n n n
*=1 *=1 *_1
,p.9>1 - ---=1
A

33. R'lfazoda Gyolder tengsizligini ko’'rsating.



34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Yopiq birlik shar gaysi fazoda kompakt to'plam bo'ladi?
A) R" da B) C [o, 6] da C) (2'la D) m da

R n fazoda kompaktlik kriteriysini keltiring.

A) To'plamning chegaralangan va «rchiqg bo'lishi
B) To'plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi
C) To'plamning chegaralangan va sanogli bo'lishi

D) To'plamning chegaralangan bo'lishi

R" fazoda nisbiy kompaktlik Kkriteriysini keltiring.
A) To'plamning chegaralangan va ochiq bo'lishi
B) To'plamning chegaralangan va yopiq bo'lishi
C) To'plamning chegaralangan va sanogli bo'lishi

D) To'plamning chegaralangan bo'lishi
To la metrik fazoni ko'rsating.

A) CIn. b B) Ci[n. b} C) C2\a €] D) C3jo. b]
Separabel metrik fazolar keltiriigan javobni toping.
A) R". C[n. 6], 2. m B) RJ. Cla. 6], (2 @

C) R~. Cla. 6]. t22 m D) C". R;. C2a. 6]. m

Separabel bo'Imagan metrik fazoni ko'rsating.

A) R" B) Cla. § C) m D) (2

Birlik shar qaysi fazoda nisbiy kompakt to plam boiadi?

A) R" da B) 1200. 1 da C) t2da D) m da



Il bob uchun javoblar va ko'rsatmalar

11-§. Metrik fazolar

1. Agar i = (1, 1) y = (2, 2) deb olsak. « hold* p2(x.y) = L - Ij +
[2- 2] = o tenglik orinli. ammo r ¢ y. Demak. p2 akslantirish uchun
metrikaning 1-aksiomasi bajarilmaydi.

Xuddi shunday korsatish mumkiuki. i = (2.3), y = (3.2) har xil nug-
talar uchun p3(x,y) = J2- 2]+ (3- 3] =0 va px{X.y) = 123 - 32l =0
tengliklar hajariladi. Demak, p3 va p" akslantirishlar uchun metrikaning
1-aksiomasi bajarilmaydi.

5. Ha. 6. p2 metrika bo'Imaydi. p1.p3.ps lar metrika bo ladi.

16-34 misollarda keltirilgan p : X x X —* R akslantirish metrikaning barcha
shartlarini ganoatlantiradi.

35, 36 va 40, 43-misollarda metrikaning 3-sharti bajarilmaydi.
37, 39, 41, 42-misollarda metrikaning 1-sharti bajarilmaydi.
38-misolda metrikaniug 2-sharti bajarilmaydi.

44. 2. 45. 6. 46. 5. 47. 20. 48. 0.5. 49. w2 50. 2~ . 51. 2
52. 1 53. 3. 54. V3. 55. 2\/2. 56. 57. 4. 58. 2r.

12-8. Yaginlashuvchi va fundamental ketina-ketliklar

5. a) Ha. b) Yo'g. ¢) Ha. d) Ha.

6. C(1[0.1j dayo'q, Ci[0,]1] da ha.

7.y,(t)y=1T1- f2.

8. Har bir kK € N uchun [0, 1] kesmada // .4/ ....... f'£ funksiyalarni

quyidagi usul bilan aniglaymiz: A(0) = 1 va

Bu funksiyalarni tartib bilan notnerlab, {y u} ketma-ketlikui hosil gilamiz.

{ } ketma-ketlik nol funksiyaga C\[0. 1] fazoda yaqinlashadi. lekin biror
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nugqtada ham nolga yaqginlashmaydi.

10. ,r, (t) = tn- tn+l

11. x,,. yn, z,, e, ketma-ketliklar barcha metrik fazolarda uzoglaehuvchi.
u, ketma-ketlik cq,c va m metrik fazolarda yaqinlashuvchi. agar ap > 1
bo'lsa. u @ fazoda ham yaqinlashuvchi. I\ da uzoglaehuvchi.

16. Ha.

13-8. Ochiq va yopiq to'plamlar

7. a), b), ¢) larga mos yopiq siiarlar 13.1k chizmada a), b). c) lar.

13.1k-rhizma

a), b). c) larga mos ochiq sharlar 13.2k-chizinada a), b). c) lar.

13.2k-chizma

a), b). c) larga mos sferalar 13.3k-chizmada a), b), c) lar

13.3k-chi7iua
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d) /90, 1) = {0}. B{0. lj -yopiq shar O.ri va 0*2 o'glarining birlashma-
sidan iborat. 5[0. Ij sfera esa koordinat o'glaridan (0. 1) nugtani chigarib
tashlangan to'plamdan iborat.

8.a) B(—ac.r) — B((sc. 1) = 0. b) B(—3c. r) — (—ac. {1 —r)/r).
B(dc. r)= = (1 - r)/r. ac.)

9. b) Diskret metrik fazodagi birlik orhi<i shar uchuu

diam B(xg. 1) = 0 < 2«1 .c) Har doim to’'g'ri etnas.

Diskret metrik fazoda 0 = diam B(xo- 1) < diam =1

12. Diskret metrik fazodagi birlik yopiq shar.

1 ragami gatnashmayapti. Demak. 0,25 6 K ekan.
14-8. To'la metrik fazolar

9. Yo‘g. 10. Cta. €
11. a) / - gat'iy monoton funksiya bo'lsa. b) /- gat iy monoton funksiya

boiib. lim /(.r) = £3c bo'lsa.

13. (®-pi) = (i . (®.pr) —m.

15. a) (P.PI) = C(2[0. 1]. b) P.pj) = I 1J[0. 1].

c) P.p3) = {x GC[-1 1] va t 0 da hosilasi mavjud funksiyalar}.
18. R da ratsional sonlar to plami.

24. (5. 6) oraligdagi ratsional sonlarni nomerlab chigamiz:
{r*} = (5. 6) N Q.

Quyidagi ochiqg to'plamni kiritamiz:

A to'plam sifatida A = ((0. 1) flQ)U (2. 3) U {4} U A\ ni olamiz. U holda



1 a

A=1[0. JUI2 3]1>5. 6]. A 3 (2, 3)U]I5 6]
27. X =R, 4= Q.
34. [0,1] da Riman yoki Dirixle funksiyasi.
43. X ning sanogli bo lishi.

44. Ta'rifga ko ra quyidagi yoyilmalar o’rinli:
M= u.van .v= U "n*2n--
n-i n-i

Bu yerda ,V2n va -\2n-i lar .Y metrik fazoning liech yerida zich boimagan
to’plamlar. U holda M UN = »L:Ji Nn tenglik o’rinli. Demak. M UN 1-
kategoriyali to'plam.
62. Fr[a, b}= Fr(a. b) = {a,b}, FrZz=2Z. FrQ =R,
Fr[a. oo) —{a}. F/0 = 0.
66. {r,,} ketma-ketlikning [a. 6 kesmada tekis tagsiininng&n bolishi uchun,
ixtiyoriy / GC[a, 6] da

/r/ Ne = nin i-"’\"/(x*)

a
bo lishi zarur va yetarli. Har bir (a. B) C [a. b] uchun \,a.j((x) funksiyani
uzluksiz funksiya bilan yaquilashtirib tekis tagsimlangan ketma-ketlik ucliun
75 Ixanb¥ix = nnt- 4 x@pix, = fim Q=B - PO

b—ald n—ac n n—e>K n b—a
a *=1

tenghkka kelamfz. 8. 1. 1 1 2 1 2
26 J 414
lik {x,} boisin. U lwlda n= k(k +

deb olsak



integral yig'indi va bulnr uchun

lim 16» - 6 ]= Ilim i~ =0
k— X K
munosabat o‘rinli. Shuning uchun
lim = f f(x)dr
«3C
tenglik o'rinli. Endi n = n uchun 0 va 1 sonlarini tashlab.

iS /7 (*<)-iel+]e2+-.+"et

ni olamiz. Matematik analizdagi Tyoplits teorernasiga ko ra

. 1 2 K . . . ri
Iim(—o iH- 62 + -—-- +— &i)= lim &i = / f(.rd.r
n—70 rr n n K—OC J,
tonglikka kelamiz. Endi —-— - < n < ———— - bo'lsin. U holda
*(*- 1 HKfiJ
;S > ' > L J M
(«1 bll
bo'ladi. Ko'rinib turibdiki
kik-\
1 \Y M k 2A1 A,
LLJt . A
i-i
k(k-1) _ .
Isin. Bu yerda /= max_ /(x)]. hamda lim n = 1 Shuning uchun
rreTo. 1] n-.x 2n

lim -V /(Jr) = / /(X)Ar.
n 7" b

Demak, {-r,} ketma-ketlik [0. 1] kesmada tekis tagsimlangan Lo ladi.
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15-8. Uzluksiz akslantirishlar

10. Ha. 14. a) to'g'ri. b), c) va cl) lar doim to'g'ri enias.

17. a) uzluksiz. b) izometriya boiadi.

18. a) va c) uzluksiz. b) uzluksiz emas.

19. a) va d) uzluksiz, b), c) va ¢ lar uzluksiz emas.

20. a) va b) lar tekis uzluksiz, c) uzluksiz, lekin tekis uzluksiz emas.

d) o € (0, 2) da tekis uzluksiz, n >2 da tekis uzluksiz emas.

21. a) tekis uzluksiz. b) a € (0. 2) da tekis uzluksiz, a > 2 da tekis uzluksiz
emas.

22. /(x)=x°. g > 1. 27. Tekis uzluksiz bo'ladi. 28. /(x) = y/x.
29. a) Uzluksiz bo'ladi. b) har doim tekis uzluksiz emas.

34. 15.17-misolga garang.

30. f(x) = axx, x GR.

37. R2 fazodagi evklid harakati, ya'ni

/(Xj, x2) = (xi c0s,? - Xesm”™> Yai, X] sinr4-x2cosr-+ a2) va
g(x1, X2) —(*2, Xi) shakldagi izometriyalar va ularning kombinatsiyasi.

58. a) Ha. b) Yo'q.
16-§. Qisgartirib aks ettirish prinsipi

8. Ha. 18. a<1. 21. a) x= 1,414, b) x m 3.321,c) x» -2.369.

26. Shart etnas. 29. A€ (-g. q). 0<g< 1 31. A6 (0. 1.
17-8. Metrik fazolarda kompakt to'plamlar

5. .4 kompakt to'plam bo'lgani uchun. istalgan e > 0 da uning .4f chekli
r to'ri mavjud. B C A boigauligi uchun A.: to'plam B uchun ham chekli £
to'r boiadi. 17.1-teorc*maga ko'pa B nisbiy kompakt to'plam bo'ladi.

6. X =R A—J[0.1]. B - (0,1). 7. 17.5-misol kabi isbotlanadi.

18. a) f = 0.5. b) f = 19-

20. Tekislikning 4 ta 3/i(2.1), N/r(2,3), N/3(4,1) va JI/44.3) nuqtalaridan
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tashkil topgiin to'plam A wuchun png kam elementli r — y/2 to‘r (17.1k-
chi/wa) bo'ladi.

INS

6 1 $ X

17.1k-cfaizma

21. X = R. I/ = (0.1). /(*) = -

24, X = R2 M = {(x,y):y =0}. F « {(i,y): x>0, i/=r_1}yoki
tekislikda JI/ sifatida y = x to'g'ri chizigni. F sifatida esa asimptotikasi
y = x bo'lgan Ta n bilan kesishmavdigan biror egri chizigni olish mumkin.
25. Birortasi ham tekis darajada uzluksiz emas. a), b). d) lar tekis chegar-
alangan.

29. bl fazoilagi K to'plam nisbiy kompakt boiishi uchun uning tekis
chegaralangan hamda o'zi Tta hosilalari tekis darajada uzluksiz bo lishi z4i ir
va yetarli.

30. n/2. J/3- /4. 32. lim a, = 0.

TI-*X
Il bobda keltirilgan test javoblari
1-A 2-A 3-B 4-C 5-C C-B 7-A 8-C 9-C 10-A 11-A 12-C 13-C
14-D 15-D 10-A 17-D 18-A 19-A 20-B 21-B 22-D 23-A 24-B 25-B

26-D 27-C 28-A 29-A 30-A 31-D 32-B 33-C 34-A 35-B 36-D
37-A 38-B 39-C 40-A.
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