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So‘zboshi

Ta’lim sohasidagi islohotlar, DTS lari gabul qilinishi har bir yo‘nalish
bo'yicha darslik va o‘quv go'llanmalami yaratishni taqozo etadi. Shu sab-
abli biz ushbu qoilanmani yozishni ma’qul topdik.

Qo'llanma universitet va pedagogika institutlarining «Tasviriy san’at va
muhandislik grafikasi», «Musiga ta’limi», «Jismoniy tarbiya va jismoniy
madaniyat» yo‘nalishlari bo'yicha ta’lim olayotgan talabalariga mo'ljallangan
bo'lib, shu yo‘nalishlar uchun tasdiglangan dasturga asosan yozilgan.

Qo'llanmaning asosiy vazifasi matematikaning dasturida ko'rsatilgan
to'plamlar va mantiqiy mulohazalar, vektorlar va chizigli algebra element-
lari, analitik geometriya elementlari, differensial va integral hisobi, ehti-
mollar nazariyasi va matematik statistika elementlari bo'limlarini gisgacha
bayon etish, mavzularga doir misol va masalalami yechish usullarini
ko'rsatishdan iborat.

Muallif dastur materialini, iloji boricha, qisga, zarur joylarda misollar
yechish orgali tushuntirish bilan bayon etishga harakat gildi. Har bir bob
so‘ngida talabalarning mustagil o‘z-o‘zini nazorat gilish magsadida savollar
hamda mustaqgil o'rganishlari uchun mavzular keltirilgan.

Qo'llanmaga muallifning al-Xorazmiy nomli Urganch Davlat univer-
sitetining pedagogika fakultetida ko‘p yillar davomida o‘gigan ma’ruzalari
va o'tkazgan amaliy mashg'ulot materiallari asos gilib olindi. Bundan tashqari,
shu sohaga tegishli mavjud o‘zbek va rus tillaridagi adabiyotlardan ham
foydalanildi. Foydalanilgan adabiyotlar ro'yxati go'llanma oxirida keltirilgan.

Qo'llanmani o‘gib chigib o'zlarining fikr-mulohazalarini bildirgan Ur-
ganch Davlat universiteti fizika-matematika faqulteti dekani fizika-mate-
matika fanlari doktori, professor A. Hasanov, shu faqultet dotsentlari
R. Karimov, R. Madrahimov, S.Masharipova, Nizomiy nomli Toshkent
Davlat Pedagogika universiteti «Matematik tahlil» kafedrasi dotsenti
M. Madrimov, Toshkent Arxitektura-Qurilish instituti «Oliy va amaliy
matematika» kafedrasi mudiri dotsent A.Abdurahimov, Toshkent Arxitek-
tura-Qurilish instituti «Informatika va axborot texnologiyalari* kafedrasi
mudiri, t.f.d., professor A.Siddigovlarga o'zimning chuqur minnatdorchil-
igimni bildiraman.

Qo‘llanma hagida bildirilgan fikr va mulohazalarni minnatdorchilik
bilan gabul gilaman.

Muallif.



| BOB
TOTLAMLAR VA MANTIQIY MULOHAZALAR

I-§. To‘plamlar, sonli to‘plam!ar,
universal va tartiblangan to‘plamlar

To‘plam deganda narsalar, buyumlar, obyektlarni biror xossasiga
ko‘ra birgalikda (bitta butun deb) qarash tushuniladi.

Masalan, hamma natural sonlarni birgalikda garasak, natural sonlar
to‘plami hosil bo'ladi. Talabalar uyida yashovchi talabalarni birgalikda
garash bilan shu yotogxonadagi talabalar to'plamini hosil gilamiz. To‘g‘ri
chizigda joylashgan hamma nugtalarni bitta butun deb qarash shu
to‘g‘ri chizigdagi nugtalar to'plamini, maktabdagi o‘quvchilarni biiga-
likda garash o‘quvchilar to'plamini beradi va h.k.

1-ta’rif. To‘plamni tashkil etuvchi narsalar, buyumlar, obyektlar
to‘plamning elementlari deb ataladi. Masalan, yuqoridagi misollardagi
o‘quvchilar, talabalar, natural sonlar mos to‘piamlarining elementlari
hisoblanadi. To'plamlar, odatda, alfavitining katta harflari bilan, ulaming
elementlari esa alfavitning kichik harflari bilan belgilanadi. A to‘plam
a,b,s,d, ..., a.p,y elementlaridan tuzilganligi A={a b,s,d,a, p.Yy)
ko'rinishda yoziladi. Agar to‘plamning barcha elementlari ko‘rsatilgan
yoki uning elementlarini shu to‘plamga tegishli yoki tegishli emasligini
anglatuvchi xossasi berilgan bo‘lsa, to‘plam berilgan hisoblanadi. Bun-
day xossaga to'plamning tavsifiy xossasi deyiladi. Masalan, juft sonlar
to‘plami to‘g‘risida so‘z yurutganda bu to'plamning tavsifiy xossasi
uning barcha elementlarini ikkiga butun son marta bo'linishidir.

2-ta’rif. Bitta ham elementga ega bo'Imagan to‘plam bo'sh to‘plam
deb ataladi va 0 bilan belgilanadi.

a element A to'plamning elementi ekanligi aeA vyoki Asa
ko‘rinishda belgilanadi va «a element A to‘plamning elementi»,
«0 element A to‘plamga tegishli», «a element A to'plamda mavjud» yoki
«a element A to'plamga kiradi» deb ataladi.

a element A to'plamning elementi emasligi at A yoki A $a belgi bilan
ko'rsatiladi. Masalan, A ={a,b,s} to‘plam uchun aeA, seA lekin etA -

To‘plamni tashkil etuvchi elementlar soni chekli yoki cheksiz boMishi
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mumkin. Birinchi holda chekli to'plamga, ikkinchi holda esa cheksiz to'plamga
ega bo'lamiz. Masalan, A ={a}, B ={a,b}, C ={a,b,s}, to‘plamlar chekli
bo‘lib, ular mos ravishda bitta, ikkita va uchta elementlardan tuzilgan.
Quyidagi A={1,2,3 , n,..}, B={2 4, 6, 2n, ..} to'plamlar cheksiz.

Agar A to‘plamning a elementi B to'plamning b elementiga teng,
ya’ni a=b desak, bundan bitta element ikkala to‘plamda har xil
harflar bilan belgilanganligini tushunamiz.

3-ta’rif. A to'plamning har bir elementi B to'plamda ham mavjud
bo'lsa, va aksincha, B to‘plamning har bir elementi A to‘plamda ham
mavjud bo‘lsa, A va B to‘plamlarni teng (bir xil) deb atab buni A=B
yoki B=A ko‘rinishda belgilaymiz.

Ta’rifdan ma’lumki ikki to'plamning tengligi ulaming aslida bitta
to‘plam ekanligini bildiradi. Shunga o'xshash, bir gancha to'plamlaming
tengligi hagida gapirish mumkin.

4-ta’rif. B to'plamning har bir elementi A to'plamda ham mavjud
bo'lsa B ni A to'plamning to'plam osti yoki gismi yoki gism to'plami
deymiz, buni quyidagicha belgilaymiz:

Be: A yoki Az"B

Izoh. Bu ta’rifdan ko'rinadiki, B to'plamning hamma elementlari A
da mavjud bo'lgan holda, A da S ga kirmagan boshqga elementlar
bo'lmasa, A=B yoki B=A tenglikka kelamiz.

Shuning bilan biiga 4-ta’rifdan bo'sh to'plam va har bir to'plam
0'zining to'plam osti (gism - to'plami) ekanligi ko'rinadi.

Masalan, A={a, b s, d, ¢ f. g} to'plam uchun B ={a} C={b, d, g},
D={f g}to'plamlaming har gaysisi to'plam osti (gism to'plam)dir.

Agar A to'plamning har bir elementiga B to'plamning yagona bir
elementi mos kelsa, A va B to'plamlar orasida o'zaro bir qiymatli
moslik o'matiladi deyiladi. Agar A va B to'plamlar orasida o'zaro bir
giymatli moslik o'matilgan bo'lsa ular ekvivalent deyiladi va A~B
ko'rinishda belgilanadi.

Masalan, natural sonlar to'plami N, barcha juft sonlar to'plami M
bilan ekvivalent.

Hagigatan ham natural sonlar to'plami N bilan barcha juft sonlar
to'plami M orasida o'zaro bir giymatli moslikni o'matish oson, har bir
natural son neN ga m=2neM juft soni mos keladi va aksincha.

Ikkita chekli to'plam orasida ekvivalentlikni o'matishni ikkita yo'li bor:

1) To'plamlar elementlari orasida bevosita o'zaro bir giymatli moslik
o'matish orgali;

2) To'plamlar elementlarini sanash va ularni har biridagi elementlar
sonini tagqoslash yo'li bilan.

Masalan, agar A ={1, 2. 3} va £ = {stol, stul, parta} bo'lsa, u holda
bu to'plamlar chekli ekvivalent bo'lib, har bir to'plam uchta elementga
ega. Agar n elementdan tashkil topgan chekli to'plamni elementlarini
biror tarzda 1 2, 3, 4,.... n natural sonlar bilan nomerlash mumkin
bo'lsa, u tartiblangan deyiladi.



Masalan, guruhdagi talabalar to'plami tartiblangan, chunki ulami
otasining ismlarini guruh jumalida natural sonlar yordamida tartiblash
mumkin.

5-ta’rif. B to'plamning barcha elementlari A to‘plamda mavjud
bo'lib, shu bilan birga A da B ga tegishli bo'Imagan elementlar ham
mavjud bo'lsa B to‘plam A to'plamning xos gism to‘plami deyiladi.

6-ta’rif. A to'plamning o‘zi va 0 to'plamga shu A to'plamning xos
bo'lImagan gism to'plami deyiladi.

7-ta’rif. Har ganday to'plamning xos gism to'plami deb garalma-
gan to'plamga universal to'plam deyiladi va U bilan belgilanadi.

U universal to‘plamning barcha gism to'plamlari orasida ikkita xosmas
gism to'plam mavjud bo'lib, ulardan biri U ning o‘zi, ikkinchisi esa
bo‘sh to‘plam, qolganlari esa xos gism to‘plamlar bo'ladi.

O‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. To'plam deganda nimani tushunasiz?
2. To'plam osti nima? Haqiqgiy sonlar to'plami gism to'plamlarini ko'rsating.

2-8. To‘plamlar ustida amallar va ularning xossalari

Ta’rif. a, b,s,d, f elementlar A va B to‘plamlaming har birida
mavjud bo‘lsa, ular bu to'plamlaming umumiy elementlari deyiladi.

Masalan, A={a, b, s, d, /}, B={a b d} to'plamlar uchun a,b,d
— umumiy elementlar.

1) TVplamlar kesishmasi (ko paytmasi). A va B to'plamlaming
umumiy elementlaridangina tuzilgan C to‘plam A va B to'plamlaming
kesishmasi (ko'paytmasi) deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

C=A*B yoki C=AC\B bu yerda f| - belgi to‘plamlarning
kesishmasini bildiradi.

Bitta ham umumiy elementga ega boMmagan to'plamlaming kesish-
masi 0 bo‘sh to‘plamga teng.

Masalan, 1). A- {a b s d e} va B={a s d e b) to'plamlar
uchun: ANMB={a b, s d e} ga teng.

2)A={123 4,56} B={4,6,58} va C={46,6810.11} to'p-
lamlaming kesishmasi ushbuga teng: A BI\C - {4,6}

3) A={2,5.6} va B ={7,8,9} to'plamlaming kesishmasi ushbuga
teng: AT\B =0

4) N={*|prell, 1<jc< 15}, B ={x\x g N, 6 <ur< 19}

AC\B ={x\x&N, 6<n:<15}



I-chizma.

To'plamlaming kesishmasi geometrik nuqgtayi nazardan figuraning
kesishmasiga mos keladi.

1-a chizmada shtrixlangan gism A va B to'plamlar kesishmasini
1-b chizmada CB kesma AB va CD kesmalar kesishmasini ifodalaydi.

1-d chizmada [EF] va [KL\ kesmalar kesishmaydi, demak kesish-
ma bo‘sh to'plam.

Xususiy holda: AMAC\A....=A Af)0=0

Yuqoridagi xulosalar to'plamlar soni ikkitadan ortig bo'lgan hoi
uchun ham to‘g‘ri.

2) To‘plamlar birlashmasi (yigindisi). Berilgan A va B to'plamlaming
birlashmasi (yig‘indisi) deb, shu A va B to'plamlaming har biridagi
hamma elementlardangina tuzilgan C to‘plamga aytamiz. Yig‘indi
C-A +B yoki C=A\JB ko‘rinishda belgilanadi.

To‘plamlarda har bir element bir martagina olinishi lozim bo'lgani
uchun, to‘plamlardan har ikkalasining umumiy elementlari C vyigind-
ida bir martagina olinadi.

Misollar:

) A={a b s d}B={a b s,d e /} to'plamlaming birlashmasi
ushbuga teng:

A[JB ={a,b,s,d,e,f}
2) A={34,56}va B={.6,8,9,10} to'plamlar uchun

A"US5={34V5 6., 8,9,10}ga teng.
To'plamlaming birlashmasi geometrik nuqtayi nazardan figuralar-
ning barcha nuqtalaridan tashkil topgan to'plamni bildiradi.

a) b)

2-chizma.
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2-a, b chizmalarda shtrixlangan yuza A va B to‘plamlarning bir-
lashmasini bildiradi.

Xususiy holda: A\JA\JAUJ...=A A({ A

Agar B<”A bo'lsa, A{JB =A dir.

To'plamlar soni ikkitadan ortiq bo'lganda ham birlashma uchun
chigarilgan xulosalar to‘g‘ri bo'ladi.

3) To‘plamlar ayirmasi. Berilgan A va B to'plamlaming ayirmasi
deb shunday C to'plamga aytiladiki, u A ning B da bo'lImagan barcha
elementlaridan tuziladi va quyidagicha belgilanadi:

C=A-B yoki C- A\B

Misollar:

). A={, 256} va B={34,5 6,7 8}uchun R=A\B ={\,2}\

2). A={,23,4,5 va B={78,9} uchun
R=A\B ={1,2, 3,4, 5};
3). A={\2 3} vaB={\, 2,3} uchun R=A\B-0.
To'plamlaming ayirmasi geometrik nuqtayi
nazardan chizmada ko'rsatilgan, shtrixlangan yu-
zani bildiradi (3-chizma)
3-chizma Xususiy holda: A\A =0\
A\0O=A

4) To'plamga to'idiruvchi: A to'plam va uning B gismi berilgan
bo'lsin, ya’ni Bc A, A dagi B ga kirmay golgan hamma element®
lardangina tuzilgan gism, B ning to'ldiruvchisi deb ataladi va B

ko'rinishda belgilanadi.
Bunda B qgism to'plam B ni A gacha to'ldiradi,
ya’ni B va B ning birlashmasi xuddi A ga teng bo'ladi.
Masalan, A=(,2345¢6,7, 8,9} va
B={2 56,8} bo'lsa, B=4{L34, 7 9} bo'ladi.
Agar A to'plam biror boshga to'plamning gqismi
deb garalmasa, u holda A to'plamning to'ldiruvchisi 0
bo'sh tglplam bo'lib, 0 ning to'ldiruvchisi esa A bo'ladi,
5-chizma ya’ni: A=0 va 0 =A.

Agar Az>Bbo'lsa, u holda A\B ayirma, B to'plamni A to'plamga

to'ldiruvchisi deyiladi. Bu 4-chizmada ifodalangan.

Ushbu tengliklarga egamiz: BI'\B =0

A(JA =A
B\B =B
B-B =B

Eslatma. A va B to'plamlaming aqaili bittasida ikkinchisiga kirmay-
digan elementlar mavjud bo'lsa, A va B ni tengsiz to'plamlar deymiz.
Uni quyidagicha belgilaymiz: A B



5) To‘plamlar to‘g‘ri ko'paytmasi.

A va B to'plamlaming to‘g‘ri ko‘paytmasi deb shunday to'plamga ayti-
ladi-ki, u to'plam elementlari tartiblangan (x, >) juftlardan iborat bo'lib, bu
juftning birinchisi A to'plamdan, ikkinchisi esa B to'plamdan olinadi.

To'g'ri ko'paytma Ax B ko'rinishda belgilanadi.

Misol:

A={4,5 Ttva B={-1,2, 4, 5}
to'plamlar berilgan bo'lsin. U holda A va B to'plamlaming to'g'ri
ko'paytmasi quyidagicha bo'ladi:
AXB ={(4,-1),(4. 2),(4. 4).(4, 3).(5,-1),(5,2),(5.4),(5.5).(7,-1).(7,2),(7.4),(7,5)}

Agar biz to'g'ri ko'paytma elementi (x, y) dagi x ni biror nuqgtani
abssissasi, ¥ ni esa ordinatasi desak, u holda bu to'g'ri ko'paytma
tekislikdagi nugqtalar to'plamini ifodalaydi.

Boshgacha aytganda haqigiy sonlar to'plami R ni R ga to'g'ri
ko'paytmasi RxR ni tasvirlaydi.

6) To'plamlar ustida amallar xossalari.

To'plamlar ustidagi amallar quyidagi xossalarga ega:

To'plamlar kesishmasi uchun

) AT\B - B{\A (kommutativlik xossasi)

2) (NN B)C\C="M(BMC" (assotsiativlik xossasi)

To'plamlar birlashmasi uchun:

\)A\jB-B[}A (kommutativlik xossasi)

2) (AUB)UC=AU(BUC) (assotsiativlik xossasi)

Ixtiyoriy A, B, C to'plamlar uchun quyidagi munosabatlar o'rinli:

D An(amC)=NnNg)nnnc) (kesishmaning birlashmaga nis-
batan distributivligi)

2) /iU (5riC)=("U5)n(~UC") (birlashmaning kesishmaga nis-
batan distributivligi)

)y n\(anc) =(n\a)n(/1\c)

4) M\(5uC)=(n\s)NN\C)

Bu xossalarni (munosabatlami) to'g'riligi Venn diagrammasini chi-
zish orgali ko'zga tashlanadi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 To'plamlar birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi ta’riflarini aytib bering.
2. To'plamga to'ldiruvchi deganda nimani tushunasiz?

3. To'plamlar ustida amallar ganday xossalarga ega?

4. Sonli to'plam nima?



3-8. Mulohazalar va ular ustida mantigiy amallar
3.1. Mulohaza.

Maktabda o‘rganiladigan matematikada o'quvchilarda taqqoslash,
obyektlami klassifikatsiyalash, faktlami analiz qilish, ayrim sodda fikr-
lami isbotlash, tenglama, tengsizliklarni yechish kabilar hagidagi jum-
lalar bilan ish ko'riladi.

I-ta’rif. Chin yoki yolg'onligi hagida fikr yuritish mumkin bo'lgan
darak gaplarga mulohaza (jumla) deyiladi. Mulohazalar matematik mantiq
fanining boshlang‘ich tushunchasi hisoblanib, quyidagicha quriladi:

1)Obyektlar to'plami beriladi;

2) Obyektlarning ba’zi bir xossalari va ular orasidagi munosabatlar
bayon gilinadi;

Mulohazalar nazariyasining boshlang‘ich obyektlari sodda mulohaza-
lardan tashkil topadi va ular alifboning kichik harflari a,b,s,...Iar bilan
belgilanadi. Har bir sodda mulohaza chin yoki yolg‘on bo'lishi mum-
kin. Chin mulohaza gqiymati 1, yolg'on mulohaza qiymati 0 bilan
belgilanadi. Chin mulohaza (ch), yolg'on mulohaza (yo) harfi bilan
belgilanadi.

a- «4>3»- chin mulohaza;

6-«7 +5=12»* chin mulohaza;

s-«5- juft son»— yolg'on mulohaza;

d -«1 -togson»— chin mulohaza.

Matematikada har bir teorema mulohaza hisoblanadi. Teoremani
ishotlash uchun oldin rostligi isbotlangan teoremalar, aksiomalar va
boshlang'ich tushunchalardan foydalaniladi. Bizga ma’lumki sodda
mulohazalardan bog'lovchi so'zlar yordamida murakkab mulohazalar
hosil qilinadi. Bular “emas”, “va”, “yoki”, “..kelib chigadi”, “agar
bo‘lsa, .... u holda”, “zarur va yetarli” kabi bog‘lovchi so'zlar bo‘lib,
bularni har bittasi bitta mantiqiy amalga mos keladi.

Endi mulohazalar ustida bajariladigan amallami garaymiz:

1 Mulohaza inkori a - biror mulohaza bo'lsa, u mulohazani yolg'on
deb boshga mulohazaga ega bo'lamiz. Bu mulohazaga a — mulohazani

inkori deyiladi va u a bilan belgilanadi. Chin mulohazani inkori
yolg'on, yolg'on mulohazani inkori chin bo'ladi.

Masalan. "3:= 6 b yolg'on mulohaza, "3z*6’>*b esa chin
mulohaza. Bulardan tubandagi jadvalni tuzamiz:

a a a
ch yo ch

yo ch yo
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2) Mulohazalar kon’yunksiyasi.

Aytaylik a va b elementar mulohazalar bo'lsin. a va b mulo-
hazalami “va” bog'lovchi yordamida biriktirib, yangi mulohaza hosil
gilamiz va unga a va (i mulohazalarning kon’yunksiyasi deyiladi. U
aAb ko‘rinishda belgilanib, “a va b” deb o'giladi. a va b konyun-
ksiyasi a va b laming ikkalasi chin boMganda — chin, bittasi yoki
ikkalasi yolg'on boMganda - yolg‘on deb belgilanadi.

a b anb

ch ch ch

ch yo yeo -

yo ch “yo
YP_ yo yo

«7-4 =3» va «4-juftson» kon’yunksiyasi chin, «3<8» «8<1l»
mulohazalar «3 <8», «8 < 11» kon’yunksiyalar chin, ulami birlashtirib,
«3<8<11» deb yozish mumkin. Demak, qo‘sh tengsizlik ham muloha-
zalar kon’yunksiyasini ifodalar ekan. Mulohazalar kon’yunksiyasi
anb-bna komutativlik (anb)nc =an(bnc) assotsiativlik xossala-
riga ega.

a mulohazani inkori a bilan kon’yunksiyasini garaylik.

a a ana
ch YO VO ...
Ve ch
Bunda ana - aynan yolg'on deyiladi. ana =yo deb yoziladi.

3) Mulohazalar diz’yunksiyasi.

Ikkita mulohazani yoki bogMovchisi bilan birlashtirib yangi mulo-
haza hosil gilamiz. Bu mulohazaga mulohazalar diz’yunksiyasi deyiladi
va avb ko‘rinishda belgilanib «a yoki ft» deb o'giladi. Mulchazalar
diz’yunksiyasi uni hosil giluvchi ikkala mulohaza yolg‘on bo‘lgan paytda
yolg'on, qolgan hollaming barchasida chin. Uning jadvali quyidagicha:

a b avb
ch ch ch
ch yo ch
yo ch ch
Vo yo Vo

Ikkita elementar mulohazadan diz’yunksiya tuzamiz.

I-misol. «12 >8». «12 =8» mulohazalari berilgan «12>8» yoki
«12=8» — bu mulohaza chin, chunki unga kiruvchi «12>8» kabi
yoziladi. Bundan ko‘rinadiki, gat’iymas sonli tengsizlik, gat’iy tengsizlik
va tenglikning diz'yunktsiyasini tashkil gilar ekan.



2-misol. 2 <2,2 =3 mulohazalarni ikkalasi ham yolg'on. Bu mulo-
hazalami diz’yunksiyasi ham yolg'on. Ixtiyoriy a,b,s mulohazalar uchun
quyidagilar o'rinli:
pvb =b\'a (kommutativlik xossasi)
(av b)vs=av (bvs) (assotsiativlik xossasi)
Odatda assotsiativlik xossasini yozishda qavslar tashlab yoziladi.
Chinlik jadvali yordamida quyidagilarga ishonch hosil gilish mumkin.
(avb)ns5=(ons)v(bns)
(aAb)vs =(avs)A(bvs)
Birinchisi diz’yunksiyaga nisbatan kon’yunksiyaning distiributivligi
deb ataladi. a mulohazani uni inkori diz’yunksiyani tuzamiz.

a a ava

ch yo ch

yo ch ch
Bu holda ava aynan chin deyiladi va ava = ch deb yoziladi.
Shunday misolni garaylik: «gr: +3 =0 tenglama haqiqgiy ildizga egami
yoki ega emas, “bunda” haqiqiy ildizga ega” - mulohazani a bilan
belgilasak, “hagiqgiy ildizga ega emas” — mulohazasi a bo'ladi. lkka-

lasini diz’yunksiyasi ixtiyoriy a da ava=ch bo'ladi. Chinlik jadvali
yordamida kon’yunksiya, diz’yunksiya va mulohaza inkori orasidagi
quyidagi munosabatlami o'rganish mumkin.

a) aAb =avb. b)a\,b=anb
Bularga De Morgan formulalari deyiladi.

3.2. Mulohazalar implikatsiyasi.

Agar a mulohaza o‘rinli bo'lsa u holda b mulohaza o‘rinli bo'lib,
mulohazalar implikatsiyasi deyiladi. a=>b ko'rinishda belgilanadi. U
a =>b implikatsiyasiga kiruvchi a mulohazaga implikatsiya sharti, b
mulohazaga esa implikatsiya natijasi deyiladi. a =>b implikatsiya fagat
a mulohaza chin, b mulohaza yolg'on holatidagina yolg‘on bo'lib,
golgan barcha hollarda chin giymatga ega. Chinlik jadvali quyidagicha:

a b a=>b
ch ch ch
ch YO
yo ch ch
iy _ch

Implikatsiya amalini mu_lohaza inkori va diz’yunktsiya amali orgali
ifodalash mumkin (</=>b)=a v b. Buni chinlik jadvali yordamida is-
botlash mumkin.
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a b a b av b

ch ch yo ch ch
ch Yo yo yo yo
yo ch ch ch ch
I ch ch ch

a=>b implikatsiya berilgan bo'lsa mulohazalar o'rnini almashtirib
b=>a yangi implikatsiyaga ega bo'lamiz. Bu yozilgan implikatsiyaga
teskari implikatsiya deyiladi. Masalan, “agar 138 sonini ragamlar yig‘indisi
3 ga karrali bo'lsa, u holda 138 soni 3 ga karrali” implikatsiyaga teskari
implikatsiya: “agar 138 soni 3 ga karrali bo'lsa, u holda uning ragam-
farini yig'indisi 3 ga karrali”. Bu chin implikatsiya, ammo hamma vaqt
ham teskari implikatsiya chin bo'lavermaydi. Masalan, agar 5> 2 bo'lsa
u holda 5 juft son yolg'on teskarisi: agar 5 juft: son bo'lsa u holda 5>2
bo'ladi, bu chin, chunki implikatsiya sharti yolg'on. a va b muloha-
zalarini ulami inkoriga almashtirsak a=>b implikatsiyaga ega bo'lamiz.
Bu implikatsiya a =>b implikatsiyaga qarama-qgarshi deyiladi.

Chinlik jadvali yordamida a =>b va b=>a lar teng kuchli ekanini
ko'rish mumkin. Masalan, “agar o'nli sanoq sistemasida 130 sonini
oxirgi ragami nol bilan tugasa, u holda 130 soni 5 ga bo'linadi”. Unga
teng kuchli implikatsiya “agar 130 soni 5 ga bo'linmasa, u holda uning
o'nli sanoq sistemasida yozilishida oxirgi ragami nol bilan tugamaydi”.
Bu holda ikkalasi ham chin, b=>a va a=>b implikatsiyalarni ham
teng kuchli ekanini kuzatish mumkin.

3.3. Mulohazalar ekvivalensiyasi.

Ikkita a va b mulohazalaming ikkalasi ham chin yoki ikkalasi
ham yolg'on bo'lganda chin, qolgan hollarda yolg'on bo'ladigan yangi
mulohazaga mulohazalarining ekvivalensiyasi deyiladi. Ekvivalensiya
a <=b ko'rinishida belgilanadi. Chinlik jadvali tubandagicha:

a b a<z>bh
ch ch ch
YO ch VO
ch yo yo
yo yo ch

Masalan, “129 soni 3 ga bo'linadi fagat uning ragamlari yigindisi
3 ga bo'linsa”, a mulohaza - *“129 soni 3 ga bo'linadi”, b mulohaza

“129 sonini ragamlar yigindisi 3 ga bo'linadi”.

Ikki mulohaza ham chin bo'lganligi uchun ekvivalensiya ham chin.
Ikkala mulohaza yolg'on bo'lsa, u holda ham ekvivalensiya chin bo'ladi.
Masalan, “127 soni 3 ga bo'linadi, fagat 127 sonining ragamlar yig-
indisi 3 ga bo'linsa” —bu holda a va b lar ikkalasi ham yolg'on.
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0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Mulohaza nima? Murakkab mulohazalar ganday hosil bo'ladi?

2. Mulohaza inkori deganda nimani tushunasiz?

3. Mulohazalar kon’yunksiyasi va diz’yunksiyasi chinlik jadvallarini tuzing.

4. Mulohazalar implikatsiyasi va ekvivalensiyasini chinlik jadvallarini
tuzing.

4-§. Kvantorlar va predikatlar, ular ustida amallar

Matematikada bir yoki bir necha o'zgaruvchini o'z ichiga oluvchi
jumlalar ko‘p uchraydi. Masalan, x >7, x +y =11. Bu jumlalar o'zga-
ruvchining giymatlariga garab chin yoki yolg'on bo'lishi mumkin,
boshgacha aytganda mulohazaga aylanishi mumkin.

1-ta’rif. Tarkibida erkli o'zgaruvchilar gatnashib, bu o'zgaruv-
chilaming gabul gilishi mumkin bo'lgan giymatlarida mulohazaga ay-
lanadigan darak gapga predikat deyiladi va u A(x), B(X), R(X), Q(X) ...
ko'rinishda belgilanadi.

Predikat tarkibiga kiigan o'zgaruvchi gabul gilishi mumkin bo'lgan
barcha giymatlar to'plami predikatning aniglanish sohasi deyiladi.

O'zgaruvchi o'miga qo'yganda, predikatni chin(rost) mulohazaga
aylantiruvchi giymatlari predikatning chinlik(rostlik) to'plami deyiladi.

Predikatlar tarkibidagi o'zgaruvchilar soniga garab bir, ikki va ha-
kozo o'rinli predikatlar deyiladi.

R(x)~ bir o'rinli predikat bo'lib, *obyektning biror xossaga ega
bo'lishini bildiradi.

Misol. R(x):«x- toq son” ko'rinishidagi predikat berilgan bo'lsin.
R(x) predikat bir o'rinli bo'lib, uning aniglanish sohasi natural sonlar
to'plami N dan, giymatlar sohasi mulohazalar to'plamidan iborat bo'lib,
har bir mulohazaning giymati esa ikki elementli {0;l1}to'plamdan ib-
orat. Bu predikat giymatlarining jadval ko'rinishi quyidagicha:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 U
R) 1 0 1 0 1 0 1 o0 1 0 1

Jadvaldan ko'rinadiki: 1) predikatlar mulohaza emas, lekin X ning
biror to'plamga tegishli anig giymatlarida, u mulohaza bo'ladi.

2) A — biror obyektlar to'plami bo'lsa, bu to'plamdagi predikat-
xossa deganda biz shu A to'plamda chin yoki yolg'on giymatni gabul
giluvchi bir o'zgaruvchili funksiyani tushunamiz.

2-ta’rif. A to'plamning R(x) predikatni chin mulohazaga aylantiru-
vchi B gism to'plamiga R(x) predikatning chinlik sohasi deyiladi.

3-ta’rif. Agar R(x) predikat A to'plamning barcha elementlarida
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chin(yolg‘on) giymatni gabul gilsa, R(x) predikat A to‘plamda aynan
chin (yolg'on) deyiladi.

Misollar. 1) R(x): «x~ musbat son» - predikat /V to'plamda
aynan chin;

2) [?(*): «c manfiy son» — predikat N to'plamda aynan yolg'on;

3) E(x): «x toq son» - predikat N to'plamda bajariluvchi predikat.

Bir, ikki, uch o'rinli predikatlar mos ravishda unar, binar, temar
predikatlar deyiladi.

Istalgan tenglama yoki tengsizlik predikat bo'ladi.

Predikatni mulohazaga aylantirishning yana bir usuli kvantorlardan
foydalanishdir.

Quyidagi misolni qaraylik.

10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 sonlari hagida quyida-
gilami aytish mumkin:

a) berilgan barcha sonlar ikki xonali sonlardir.

b) berilgan sonlardan ba’zilari toq sonlardir.

Bu jumlalarga nisbatan ulaming chin yoki yolg'onligi to'g'risida fikr
yuritish mumkiniigidan ular mulohaza bo'ladi.

Agar biz ulardan “barcha”, “ba’zilari” so'zlarini olib tashlasak,
jumlalami chinmi yoki yolg'onmi savoliga javob berib bo'Imaydi. De-
mak, “barcha”, “ba’zi” so'zlami qo'shish bilan mulohaza hosil gilina-
di. Endi kvantorlarni ko'rib o'tamiz.

4.1. Kvantorlar.

Ta’rif. “Barcha” va “ba’zi” so'zlari kvantorlar deb aytiladi. “Kvan-
tor” so'zi lotincha bo'lib, “gqancha” ma’nosini anglatadi, ya’ni kvantor
u yoki bu mulohazada gancha (barcha yoki ba’zi) obyekt hagida gap
borayotganini bildiradi. Umumiylik va mavjudlik kvantorlari bir-biridan
farq gilinadi.

“Ixtiyoriy”, “har ganday”, “har bir”, “barcha(hamma)” so'zlari
umumiylik kvantoridir. Umumiylik kvantori “V ” belgisi bilan belgila-
nadi. U belgi inglizcha “All” so'zining bosh harfidan olingan bo'lib,
bizningcha “hamma” ma’nosini beradi.

“Mavjud”, “ba’zi (ayrim)”, “topiladi”, “kamida bitta” so'zlari
mavjudlik kvantoridir. Mavjudlik kvantori “ 3 ” belgisi bilan belgilanadi.
U belgi inglizcha “Exist” so'zining bosh harfidan olingan bo'lib, biz-
ningcha “mavjud”, “bor”, “topiladi” ma’nosini beradi.

Biror a to'plamning “barcha x elementlari uchun” deganda mu-
lohaza gisqacha Vxe A, “ba’zi bir jr elementlar uchun” degan mu-
lohaza esa 3xeA orqgali belgilanib, ular mos ravishda umumiylik va
mavjudlik kvantorlari deb yuritiladi. Kvantorlar gatnashgan predikatlar
quyidagicha yoziladi:
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(YxeA)P(x)
(gisqacha: (V*e A)P(x)) belgi “A to'plamning barcha x elementlari
uchun P(x) predikat chin,

(3*e A)P(x)
(gisqacha: (3xe A)P(x)) belgi “a to‘plamning shunday x elementi

mavjudki, bu element uchun P(x) predikat chin” deb o‘qgiladi.

Masalan. P(x): “x soni 3 ga karrali” - jeN bo'lsin,
“Ixtiyoriy x soni 3 ga karrali” — yolg‘on mulohaza,
“3 ga karrali x sonlar mavjud” - chin mulohaza.

Mulohazalar ustida amallar bajarilganidek predikatlar ustida ham
amallar bajariladi.

4.2. Predikatlar ustida mantiqgiy amallar.

1. Predikatlar inkori.

Aytaylik x to‘plamda A(x) predikat berilgan bo'lsin.__A(x) chin
bo'lganda, yolg'on, yolg‘on boMganda chin boMadigan A(x) predikat
A(x) predikatning inkori deyiladi.

A(x) predikatning chinlik
to'plami j boMsa, A(x) ning chin-
lik to'plami, f , ya’ni j to'plamni
to'idiruvchisi boMadi (5-chizma).

Masalan, A(x) “x soni 5 ga
bo'linadi”, A(X)] “x soni 5 ga
boMinmaydi”.

5-chizma. 2. Predikatlar kon’yunksiyasi.

X to'plamda A(x) va B(x)
predikatlar berilgan boMsin. Bu holda
A(x)aB(x) predikat A(x) va B(x)
predikatlar kon’yunksiyasi bo'ladi.

A(x) a B(x) predikat A(x) va
B(x) predikatlar chin boMganda chin
bo'ladi.

T/I-A(x) predikatning chinlik

to'plami, TB-B(x) predikatning chinlik to'plami bo'lsa, u holda

n(nryn5(n-) predikatning chinlik to'plami  mwy =TaM\TH bo'ladi
(6-chizma).
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Masalan, X ={5;6;10;15;20;24} to'plamda A(x): “x juft son”;
B(.x): “x soni 5 ga karrali” predikatlari berilgan bo'lsin.

U holda A(x) va B(x) predikatlar kon’yunksiyasi predikati
A(x)nB(x) “x soni juft va 5 ga karrali”. A(x) predikatning chinlik
sohasi {6,10,20,24},

B(x) predikatning chinlik sohasi {5;10;15;20} bo'ladi.

A(x)nB(x) predikatning chinlik sohasi {10;20} bo'ladi.

{10; 20} - to‘plam esa A(x) va £(*) predikatlar chinlik sohalari
kesishmasidan iborat bo'ladi.

3. Predikatlar diz’yunksiyasi.

X to'plamda A(x) va B(x) predikatlar berilgan bo'lsin. A(x) v B(x)
predikat A(x) va B(x) predikatlar diz’yunksiyasi deyiladi.
A(x) v B(x) predikat A(x) va B(x) predikatlarning hech
bo'Imaganda bin chin bo'lganda, chin bo'ladi. Shu sababli TAB=TAUTB.
Masalan, yuqoridagi misolda “x juft son yoki 5 ga Kkarrali”.
A(x)nB(x) predikatning chinlik
sohasi {6;10;15;20; 24} to'plamdan ib-
orat, boshgacha aytganda,
{5,6,10,15,20,24} to'plam A(:x) va
B(jo predikatlarning  chinlik
to'plamlarining birlashmasidan iborat
(7-chizma).

X

4. Predikatlar implikatsiyasi.

X to'plamda A(x) va B(x)
predikatlar berilgan bo'lsin. A(x) =>B(x) predikatga berilgan predikat-
laming implikatsiyasi deyiladi.

Boshqgacha aytganda “agar A(;t) bo'lsa, 5(x) bo'ladi” predikatiga
aytiladi.

Masalan, A(x): “x natural soni 4 ga bo'linadi”, 5(x): “x natural
soni 3 ga bo'linadi” predikatlari berilgan. Bu predikatlardan A(x)=>B(x)
predikatini tuzamiz.

A(x) =B(x): “x natural soni 4 ga bo'linsa, u holda u 3 ga ham
bo'linadi”. Bu predikat x sonning ba’zi giymatlarida chin, golgan
giymatlarida yolg'on.

A(x)=>B(x) predikatning chinlik to'plami, B(x) predikatning
chinlik to'plami T, bilan A(x) predikatning chinlik to'plami, TA ning
to'ldiruvchisi birlashmasidan iborat (8-chizma).

Ba’zi hollarda bir predikatning chinligidan ikkinchi predikatning
chinligi kelib chigadi. Masalan, «x 4 ga bo'linadi», predikatidan «x 2
ga bo'linadi» predikati kelib |[cn!qaj*B,,ibIOTEKA

ftvx. TUM a 1N
Ne Vju OO

7-chizma.



9-chizma.

Bu hoi TAc TB bo'lganda 0°‘rinli (9-chizma).

Bu holda A(x) =>B(x) predikatga mantiqiy kelib chigishlik deyiladi.

Bunda B(x) predikatga A(x) predikat uchun zaruriy shart, A(x)
esa B(x) predikati uchun yetarlik shart deyiladi.

Agar A(x) va B{x) predikatlami chinlik to'plamlari T4=TH bo'lsa,
u holda A(x) =>B(x) predikati tengkuchlilik (ekvivalentlik) munosabati
deyiladi.

Masalan, A(x): “x~ natural son”, B(x): “jc - butun son”

A(X)=>B(x) : “x - natural son bo'lsa, u butun son”.

A(x)=>B(x) predikati ekvivalentlik munosabati bo‘lsa, u holda A(x)
va B(x) laming har bin ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart deyiladi.

Predikatlar tarkibiga kirgan o'zgaruvchilar soniga qarab bir o'rinli,
ikki o'rinli va hokazo bo'ladi.

Ikki, uch, ..., n o'rinli predikatlar orgali ham kvantorli mulohazalar
hosil gilish mumkin. Masalan, (Vx,Vy)P(x;y) mulohaza biror to'plamning
“barcha x va barcha y elementlari uchun P(x\y) chin” deb o'giladi.

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Predikat nima?

2. Predikat aniglanish sohasini ta’riflang.

3. Umumiy va mavjudlik kvantorlari deb nimaga aytiladi?

4. Predikat inkori deganda nimani tushunasiz?

5. Predikatlar kon’yunksiyasi va diz’yunksiyasi chinlik jadvallarini tuzing.
6. Predikatlar orasida kelib chigishlik va tengkuchlilik munosabatlari uchun
u

“zarur” va “etarli” so'zlarini ochib bering.

5-8§. Munosabatlar va moslik

5.1. Binar munosabatlar va ularning xossalari.
Munosabat tushunchasi.

Biz to'plamlami o'rganganda ulami tagqoslab, ular kesishadi yoki
teng, yoki bin ikkinchisining gismi deb to'plamlar orasidagi munosa-
batni garadik. Natural sonlar to'plamini garaganda sonlar orasidagi turli
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- tuman bog'lanishlarni ko'ramiz. Masalan, 7 soni 6 sonidan katta, 12
soni 9 sonidan 3ta ko‘p, 3 soni 2 sonidan keyin keladi va hokazo.

Xuddi shunga o'xshash, geometriyada figuralarning tengligi va
o'xshashligi, to'g'ri chiziglarning parallelligi va perpendikularligi kabi
munosabatlar qaraladi.

Bulardan ko‘rinadi-ki, matematikada asosan, ikki ob“ekt orasidagi
munosabat garaladi, bunga binar munosabatlar deyiladi. Yuqorida ko‘rib
o'tilgan munosabatlar orasida umumiylik bormi, yo'gmi degan masalani
garasak, u yoki bu munosabatlami garashda biz berilgan to'plamlar son-
laridan tashkil topgan tartiblangan juftliklar bilan amallar bajarishni ko'ramiz.

Masalan, X -{4,5,6} to'plamda 1 ta ko'p munosabatini garasak,
“5 soni 4 sonidan 1 ta ko'p”, “6 soni 5 sonidan 1 ta ko'p”. Shu
to'plamda katta munosabatni garasak “5>4”, “6>4", “6>5". Shunga
o'xshash kichik munosabatini qarasak “4 soni 5 sonidan 1ta kam”, “5
soni 6 sonidan 1 ta kam”.

Keltirilgan misoldagi “1 ta ko'p” munosabat uchun {(5:4), (6;5)}
to'plam, “katta” munosabati uchun {(5;4), (6;4), (6;5)} to'plam, “kichik”
munosabati uchun {(4;5), (5;6)} to'plamlarga ega bo'lamiz. Bu to'plamlar
esa elementlari » ={4,5,6} to'plam elementlaridan hosil gilingan sonlar
juftliklari to'plami bilan aniqlanadi. Boshgacha aytganda, bu to'plamlar
X ={4,5,6} to'plam Dekart ko'paytmasining elementlaridan tashkil
topgan qism to'plamlardir, ya’ni

1x1= {(44), (45), (46), (5:4), (5:5), (5:6), (6;4), (6;5), (6:6)}-

Bundan ko'rinadiki, ko'rib o'tilgan munosabtlar X x X  Dekart
ko'paytmaning gism to'plami bilan aniglanar ekan.

I-ta’rif. X xX to'plamning istalgan G gism to'plami binar munosa-
bat deyiladi. Binar munosabatlar alfavitning bosh harflari
P,Q,R.S,..., bilan belgilanadi.

Matematikada binar munosabatlar
a=b,a<b,a>b,a*b, a\\b,alb kabi
belgilar orqali berilgan.

Munosabatlami grafiklar yordamida
ko'rgazmali tasvirlash mumkin. Masalan,

N ={3,6,9,18} to'plam elementlari uchun

“karrali” munosabatini ko'ramiz va uning

grafigini chizamiz (10-chizma). 18 soni 3

ga karrali, 18 soni 6 ga karrali, 18 soni 9

ga karrali va hokazo. x to'plamdagi ixtiyoriy son o0'z-o'ziga karrali
bo'lgani uchun oxiri ustma-ust tushadigan strelkalar mavjud. Bunday
strelkalar sirtmoglar deyiladi.

To'plamlami berilish usullari kabi munosabatlar ham berilish us-
ullariga ega.

1) X to'plamda berilgan R munosabat X to'plamdan olingan va shu
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munosabat bilan bog'langan barcha elementlar juftliklarini sanab
ko'rsatish bilan beriladi.

2) X to‘plamda bo'lgan barcha elementlar juftliklarining tavsifiy
xossasini ko'rsatish bilan beriladi.

5.2. Munosabatlaming xossalari.

Munosabatlaming xossalarini Hjratib ko'rsatish uchun matematikada
yugorida aytib o'tilgan munosabatlami kesmalar to‘plamida grafiklar
yordamida tasvirlaymiz. a, b, c, d, B kesmalar berilgan bo'lsin (11-a, b,
d, e chizmalar).

Grafiklardan ko'rinadiki parallellik va tenglik munosabatlari reflek-
siv xossaga ega ekan.

1-ta’rif. Agar X to'plamning ixtiyoriy elementi hagida u 0‘z-0‘zi
bilan R munosabatda deyish mumkin bo'lsa (ya’ni xR bajarilsa)
to'plamdagi R munosabat refleksiv deyiladi.

Agar munosabat refleksiv bo'lsa, grafikning har bir uchida sirtmoq
bo'ladi.

€

a) parallclik b) pcrpendikularlik

mur]o_sabatlnmg munosabatining

grafigi grafigi
d) tenglik_ ) €) «uzunroq.
mur]o_sabatmmg munosabatining
grafigi grafigi

11-chizma.
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2-ta’rif. Agar X to'plamning birorta ham elementi uchun xRx
bajarilmasa, R munosabat X to‘plamda antirefleksiv deyiladi. “<”
(uzun, qisqa), munosabatlari antirefleksivdir.

Kesmalaming parallellik, perpendikularlik va tenglik munosabatlari
grafiklariga e’tibor bersak, ulaming o°‘ziga xos xususiyati, agar element-
lar juftini tutashtiruvchi bitta strelka bor bo'lsa u holda albatta shu
elementlami tutashtiruvchi garama-qgarshi yo‘nalgan boshga strelka ham
bo'ladi.

Bundan esa parallellik, perpendikularlik va tenglik munosabatlari
simmetriklik xossasiga ega ekanligi ko'rinadi.

3-ta’rif. Agar X to'plamda R munosabat uchun xRy va yRx shartlar
bir vaqtda bajarilsa, R munosabatga simmetrik munosabat deyiladi.

Simmetriklik xususiyatiga ega bo'Imagan munosabatlar ham mavjud.
Masalan, grafiklardagi uzunroqg munosabatini garaylik. Bu grafikni o'ziga
x0s xususiyati strelkani ikkita uchi tutashtirilsa u yagona bo'ladi. Bun-
dan “Uzunroq” munosabati antisimmetrik xossaga ega ekanligi ko'rinadi.

4-ta’rif. Agar X to'plamning turli x va y elementlari uchun xRy
shartdan yRx kelib chigmasa, X to'plamdagi R munosabatga anti-
simmetrik munosabat deyiladi.

Parallellik, tenglik va uzunrog munosabatlari grafiklariga e“tibor
bersak, strelka birinchi elementdan ikkinchi elementga, ikkinchi element-
dan uchinchi elementga borsa, albatta birinchi elementdan uchinchi
elementga ham boradi. Bu tranzitivlik xossasini ifodalaydi.

5-ta’rif. Agar X to'plamda R munosabat uchun xRy va yRzdan
XRz kelib chigsa, u holda X to'plamda R munosabatga tranzitiv muno-
sabat deyiladi.

Kesmalaming parallelligi va tengligi munosabatlari refleksivlik, sim-
metriklik va tranzitivlik xossalaiga ega. Perpendikularlik munosabati
simmetriklik xossasiga, “uzunroq” munosabati antisimmetrik va tranzi-
tivlik xossasiga ega.

6-ta’rif. Agar X va Y to'plam elementlari orasidagi R munosabatda
JT'to'plamning har bir elementiga Y to'plamning bittadan ortiq bo'Imagan
elementi mos kelsa u holda R funksional munosabat yoki funksiya
deyiladi.

7-ta’rif. Agar R munosabat funksional bo'lsa, u holda uning ani-
glanish sohasi funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi, giymatlar sohasi
funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi.

8-ta’rif. Agar X va Y to'plamlar elementlari orasidagi R munosa-
batda X ning har bir elementiga Y ning fagat bitta elementi mos kelsa,
u holda R munosabat J ni ¥ ga syuryektiv akslantirish deyiladi.

9-ta’rif. Agar akslantirishning giymatlar sohasi Y to'plam bilan teng
bo'lsa, akslantirish inyektiv deyiladi.
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Ekvivalentlik munosabati

Ta’rif. Agar X to'plamda berilgan R munosabat refleksiv, simmetrik
va tranzitiv bo'lsa, u holda u ekvivalentlik munosabati deyiladi.

[1112 2 31

Misol. 7; 77f kasrlar to‘plamida tenglik munosabati
0'7 LW 12 15)

berilgan (12-chizma).

12-chizma.

Bu munosabat:

1) refleksiv, chunki ixtiyoriy kasr o0‘z-o‘ziga teng;

2) simmetrik, chunki x kasming y Kkasrga tengligidan y kasrni x
kasrga tengligi ham kelib chigadi;

3) tranzitiv, chunki x kasming y kasrga va y kasming z kasrga
tengligidan x kasming z kasrga tengligi kelib chigadi.

4) Agar X to'plamda ekvivalentlik munosabati berilgan bo'lsa, u
holda bu munosabat X to'plamni juft-jufii bilan kesishmaydigan gism
to'plamlariga ajratadi. Yuqoridagi misolimizda qgism to'plamlar

Bu qism to'plamlar juft-jufti bilan kesishmaydi va gism
to'plamlarining birlashmasi birlamchi misolda berilgan to'plam bilan
ustma-ust tushadi.

Tartib munosabati.

“Tartib” so'zi kundalik hayotimizda doimo uchraydi. Masalan, jis-
moniy tarbiya darslarida talabalarning bo'y-bo'yiga garab joylashish
tartibi, o'zbek alfavitida harflaming kelish tartibi va hokazo.

Ta’rif. Agar X to'plamdagi R munosabat tranzitiv va antisimmetrik
bo'lsa, u holda bu munosabatga tartib munosabati deyiladi. X to'plam
esa tartib munosabati bilan tartiblangan deb ataladi.
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Masalan, X =4{3,6,9,18} to'plamni “kichik” munosabati yordamida
tartiblashtirish mumkin. Boshlang‘ich ta’limning birinchi sinfida o‘quvchilar
“katta” va “kichik” munosabatlari bilan keyinchalik esa kesmalar uchun
“uzun” va “qisga” munosabatlari bilan tanishadilar. Bu munosabatlar
yordamida sonlar va kesmalar to‘plamida tartib o‘matiladi.

5.3. Ikki to‘plam elementlari orasidagi moslik.

Ikki to'plam elementlari orasidagi moslikni ko'rishdan oldin, ikki
to‘plam Dekart ko'paytmasi va uning gism to‘plamlarining misollar
yordamida eslaylik. Aytaylik bizga X ={a,b,c} va Y ={m,n} to'plamlari
berilgan bo'lsin. U holda

XxY = {(a,m),(a,n),(b,n),(b,m),(c,m),(c,n)} ga ega bo'lamiz.

Bu Dekart ko‘paytma 64 ta gism to‘plamga ega.

I-ta’rif. X xY Dekart ko‘paytmaning istalgan Gf qism to'plami
X va y to'plamlar orasidagi binar moslik deyiladi. Binar so'zi lotin-
cha bis so'zidan olingan bo'lib, ikki to'plam elementlari orasida so'z
borishini bildiradi.

Moslik lotin alifbosining / , d kabi harflari bilan belgilanadi.

Bizga ma’lum bo'lgan funksiyalaming hammasi moslik tushunchasiga
misol bo'la oladi.

X to'plam moslikning birinchi to'plami deyiladi. x to'plamning
moslikda ishtirok etuvchi elementlari to'plami moslikning aniglanish
sohasi deyiladi.

Y to'plam moslikning ikkinchi to'plami deyiladi. y to'plamning
moslikda gatnashgan elementlari to'plami moslikning giymatlar to'plami
deyiladi.

Gf czXxY to'plam moslikning grafigi deyiladi. Gf grafik biror r
moslikdagi x:y juftliklar to'plami, ya’nixfty, bu yerda xeX, yeY.

Ikki to'plam orasidagi moslikni nuqtalar va yo'nalishli
kesmalar(strelkalar) yordamida tasvirlovchi rasmlar moslikning grafigi
deyiladi.

Chekli to'plamlar orasidagi moslik grafiklar yordamida ko'rgazmali
tasvirlanadi.

Misollar: 1. X ={3,5,1,9} va
Y ={4,6} to'plamlar orasidagi “kat-
ta” mosligining grafigini yasaymiz.
Buning uchun berilgan to'plamlar
elementlarini nuqtalar bilan belgi-
laymiz va X to'plam elementlarini
tasvirlovchi nuqtalardan Y to'plam
elementlarini tasvirlovchi nuqtalarga
strelkalar o'tkazamiz (13-chizma). )

13-chizma.
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Natijada biz 1 va K to'plamlar
elementlari orasidagi “katta” mosli-
giga ega bo'lamiz .

2 X ={a bcd e}

Yy ={m.n.p.q}

Gf={(an).(b.p),(c.ri),.{c.).(d.p)}
grafigini chizaylik (14-chizma).

Bunda aniglanish sohasi = {a, b,c,d}.

Qiymatlar to'plami = [n, p, q}.

X va Y sonli to'plamlar
elementlari orasidagi moslik koor-
dinata tekisligidagi grafik yordam-
ida tasvirlanadi.

------------------ -r_-r Buning uchun R moslikda
. bo'lgan barcha sonlar jufti koordi-

nata tekisligida nuqtalar bilan tas-
L virlanadi. Buning natijasida hosil
bo'lgan figura R moslikning grafigi
15-chizma. bo'ladi. Yuqoridagi misolning grafi-

gini chizamiz (15-chizma).

Moslikni bunday tasvirlash ul-

) arni berilgan moslikda cheksiz ko'p

Ic sonlar jufti bo'lganda ko'rgazmali

tasvirlash imkonini beradi.

I Masalan, X =R va Y={4:6}
to'plamlar orasidagi “katta” mos-
6 ligini qaraylik va grafigini yasaylik.

) Moslikni \AB) va [CD) nurlar
16-chizma. ifodalaydi (16-chizma).
2-ta’rif. Agar f moslikning aniqlanish sohasi birinchi to'plam bilan

ustma-ust tushsa, f moslik hamma yerda aniglangan deyiladi.

3-ta’rif. Agar f moslikning giymatlar to'plami ikkinchi to'plam

bilan ustma-ust tushsa, f moslik syuryektiv deyiladi.

4-ta’rif. Agar f moslikda birinchi to'plamning har bir elementiga

ikkinchi to'plamning bittadan ortiq bo'lmagan elementi mos kelsa, f
moslik funksional deyiladi

5-ta’rif. Agar f moslikda ikkinchi to'plamning har bir elementiga

birinchi to'plamning 1 tadan ortig bo'Imagan elementi mos go'yilgan
bo'lsa, f moslik inyektiv deyiladi.
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6-ta’rif. Syuryektiv va inyektiv moslik bir so‘z bilan biektiv deyiladi.

7-ta’rif. Hamma yerda aniglangan funksional moslikka akslantirish
deyiladi.

8-ta’rif. A'va Y to'plamlar orasidagi f moslik biektiv akslantirish
bo'lsa, X va Y to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli moslik o'matilgan
deyiladi.

Moslik turlariga misollar keltiramiz.

Misol. Aytaylik X - kiyim iladigan (veshalka) garderobdagi paltolar
to'plami, Y esa shu garderobdagi ilgaklar to'plami bo'lsin.

Agar har bir palto ilgakga ilinib turgan bo'lsa(polda yotmasdan) u
holda X to'plam Y to'plamga akslantirish bo'ladi.

Agar bu aksiantirishda har bir ilgakga bittadan ortiq palto ilinmagan
bo'lsa (bo'sh ilgaklar ham bo'lishi mumkin) bu akslantirish inyektiv
bo'ladi.

Agar hamma ilgaklar band bo'lsa(bunda ayrim ilgaklarda bittadan
ortiqg paltolar ilingan ham bo'lishi mumkin) bu akslantirish syuryektiv
bo'ladi.

Agar har bir ilgakda bittadan palto ilingan bo‘lsa(o'zaro bir giymat-
li) bu akslantirish biektiv bo'ladi.

9-ta’rif. X va Y to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli moslik
o'matilgan bo'lsa, bu to'plamlar teng quwatli deyiladi va gisqacha
X~ Y ko'rinishda yoziladi. Masalan, agar X{a,b,c,d,e } Y{x,y,z,t,p }
bo'lsa, u holda

Nr-Kbo'ladi, chunki, X va Y to'plamlar orasida o'zaro bir giymatli
moslik o'matish mumkin.

10-ta’rif. Barcha natural sonlar to'plami N ga teng quwatli to'plamlar
sanoqgli to'plam deyiladi.

Agar ikkita X va Y to'plamlar orasidagi mosliklaming Gf grafigi
X XY dekart ko'paytmasi bilan ustma-ust tushsa, bu moslik to'la moslik
deyiladi. Agar moslik grafigi Gf , bo'sh bo'lsa Gf=0) moslik bo'sh
moslik deyiladi.

Ixtiyoriy ikkita X va Y to'plamlar orasida bo'sh va to'la mosliklar
mavjud bo'lishi mumkin.

X va Y dekart ko'paytma to'plam ostilari ustida turli xil amallarni
bajarish mumkin.

Shuningdek, moslikka teskari moslik ham mavjud. xRy moslikka
teskari yR~'x ko'rinishda yoziladi.

0 ‘z-ozini tekshirish uchun savollar.
1. Munosabat xossalarini grafiklarda tasvirlang.
2. Refleksiv, simmetrik, antisimmetriklik, tranzitiv munosabatlarni grafik-
lar yordamida tushuntiring.

3. Ekvivalentlik va tartib munosabatlarini misollar yordamida tushuntiring.
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4. Gf ¢ X xY nimani bildiradi?

5. Moslikning berilish usullarini aytib bering.

6. Moslik turlariga misollar keltiring va ular grafiklarining o‘ziga xos xu-
susiyatlarini ko'rsating.

7. Uchburchakning o‘rta chizig‘i bilan asosi orasida o'zaro bir giymatli
moslik o'rnatish mumkinmi?

8. Barcha toq sonlar to'plami bilan barcha juft sonlar to'plami orasida
o'zaro bir giymatli moslik o'rnatish mumkinmi?

9. Chekli to'plamlaming teng quwatli bo'lish shartini ayting.

10. Cheksiz to'plamlar uchun bu shart ganday?

11. Bo'sh va to'la mosliklar ganday bo'ladi?

6-8. Kombinatorika
6.1. Yig‘indi va ko‘paytma qoidalari.

Elementlaming turli kombinatsiyalari, ularning soni hagidagi masa-
lalarga kombinatorika masalalari deyiladi. Ko'pgina kombinatorika
masalalarini yechish ikkita qoidaga, ya’ni yig'indi va ko'paytma qoi-
dasiga asoslangan .

1- Kombinatorikada to'plamlar birlashmasi elementlari sonini hiso-
blash masalasi yig'indi qoidasiga asoslanib topiladi:

Agar Xf\Y =0 bo'lsa,

n(X\jY) =n(X) +n(Y)-, 1)

(D formula bilan yechiladigan kombinatorika masalasi umumiy holda
quyidagicha ifodalanadi: Agar X to'plam n ta elementga y to'plam
m elementga ega bo'lsa va X, Y to'plamlar kesishmasa, u holda
X\JY to'plam 4+nt ta elementga ega bo'ladi.

Masalan, savatda 7 ta olma va 12 ta o'rik bor bo'lsa, 1ta mevani
7+12=19 usul bilan tanlash mumkin.

Agar x va Y to'plamlar kesishmasi bo'sh to'plam bo'lImasa, ya’ni
Xf)Y *0, u holda to'plamlar birlashmasini elementlami sonini hiso-
blash qiyin bo'ladi, chunki ikkala to'plam umumiy elementlarga ega
bo'ladi.

Masalan, [a\b\c;d\e;/} va {e;f; kj) to'plamlar birlashmasi
6+4=10 ta elementdan emas, balki 8 ta elementdan tashkil topgan,
ya’ni X UY={a; b\c\d\e\/; k;/}. Buning sababi e, f elementlari
ikkala to'plamda ham bor. Demak, birlashmadagi elementlar sonini
topish uchun elementlar sonidan X f| Y kesishma elementlar sonini
ayirish kerak. Boshgacha aytganda agar X MY #0 bo'lsa

N(XUY) =n(X) +n(y)-»(XriY); )
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2 formula bilan yechiladigan masala: 60 talabadan 45 tasi matema-
tika nazoratini, 47 tasi chet tili nazoratini topshirdi. 3 talaba ikkala
fandan o‘ta olmadi. Nechta garzdor talaba bor?

Yechish. A — matematika fanidan o‘ta olmagan.

B - chet tili fanidan o‘ta olmagan talabalar to'plami bo'lsin.

n(A)=60-45 =15 n(Af\B) =3

«I =60-47 =13 n(A U5)=15+13- 3=25.
Javob: 25 ta qarzdor talaba bor.

Uchta X,Y,Z to'plamlar uchun X f| Y fl Z *0 bo'lsa,

n(XU1UZ) =n(X) +n(Y)+n(Z)-n(XC\Y)~n(XC\Z)~n(Yf)Z) +n(XNYC2); (3)
formulaga ega bo'lamiz.

2. Kombinatorikaning ikkinchi qoidasi, chekli to'plamlar berilganda
ularning elementlaridan tuzilgan Dekart ko'paytmasi elementlari sonini
topish imkonini beradi va bu qoida ko'paytma qoidasi deyiladi.

n(A* B)-n(A)* n{B). 4)

Ko'paytma qoidasiga oid kombinatorika masalasining umumiy
ko'rinishi:

Agar X to'plamni x elementini /jusul, Y to'plamni y elementini
m usul bilan tanlash mumkin bo'lsa, (x,y) tartiblangan juftlikni mn
usul bilan tanlash mumkin” (nta to'plam uchun n>2)-

n(AA2 .. A)=n(Al)- n(A2)-...-n(AJ. (5)

Masalan, A shahardan B shaharga 3 yo‘l bilan, B shahardan C
shaharga 2 yo'l bilan borish mumkin bo'lsa, A shahardan C shaharga
necha xil usul bilan borish mumkin?

Yo'lning 1-gismini 3 xil, 2-gismini 2 xil yo'l bilan o'tish mumkin
bo'lsa, umumiy yo'Ini 3*2=6 usul bilan o'tish mumkin.

Umumlashgan ko'paytma qoidasi:

Agar x elementni m usul bilan, y elementni s ni tanlab bo'lgandan
so'ng, n wusul bilan tanlash mumkin bo'lsa, (x,y) juftlikni mn usul
bilan tanlash mumkin.

Masalan, nechta turli ragamlar bilan yozilgan 2 xonali sonlar bor?

Yechish. 1-ragamni 9 usul bilan (1,2, 9), 2-ragamni ham 9 usul
bilan (noldan boshlab o'nliklar ragamidan boshga ragamlar) tanlash
mumkin. Demak, hammasi bo'lib 9*9=81 ta shunday son bor ekan.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

I Yigindi qgoidasini to'plamlar orasidagi munosabat bilan bog'lig holda
tushuntiring.

2. Ko‘paytma qoidasi bilan yechiladigan kombinatorik masalalardan na-
muna Kkeltiring.
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3. 1dan 9 gacha bo'lgan ragamlardan nechta 5 xonali son tuzish mumkin?
Masala yechimi kombinatorikamng qaysi formulasi bilan ifodalanadi?

4. n(A*B) =n(B *A) ekanini isbotlang.
6.2. Kombinatorika elementlari.

1 Agar chekli X to'plam elementlari biror usul bilan nomerlab
chigilgan bo'lsa, X to'plam tartiblangan deyiladi.

M: X ={xt,x2, .., xm}

Bitta to'plamni turli usul bilan tartiblash mumkin.

Masalan, sinf o'quvchilarini yoshiga, bo'yiga, og'irligiga garab yoki
alfavit bo'yicha tartiblash mumkin.

m-elementli X to'plamni necha xil usul bilan tartiblash mumkin?

Tartiblash — bu elementlarni nomerlash demakdir. 1-elementni m
usul bilan, 2-elementni m - 1 usul bilan tanlash mumkin va hokazo,
oxirgi elementni tanlash uchun fagat bitta usul goladi xolos.

Tartiblashlarning umumiy soni m.(m-\).(m-2)...2.\ =m! ga teng.

Birinchi or ta natural son ko'paytmasi matematikada “ or-faktori-
al” deyiladi va qisqacha ml ko'rinishda yoziladi. Masalan, 5! =
1-2-3-4-5=120+

Shunday qilib, oT-elementli x to'plamni turli tartiblashtirishlar
soni ml ga teng ekan. Bu tartiblashtirishlar bir xil elementlardan tashkil
topib, ular bir-biridan tartiblashish o'mi bilan farq qiladi, elementlar
esa qayta takrorlanmaydi. Shuning uchun ularni takrorlashsiz o'rin
almashtirishlar deyiladi va Pm=m! deb belgilanadi, (Pm- fransuzcha
Permutation - so'zidan olingan bo'lib, o'rin almashtirish degan ma’noni
beradi).

Masalan, a,b,c uchta harfdan 3/=6 ta o'rin almashtirish tuzish
mumkin

abc, acb, cab, cba, bac, bca.

Endi umumiyroq masalani garaymiz.

m elementli X to'plamdan nechta tartiblangan k to'plamlar tuzish
mumkin?

Bu masalaning oldingi masaladan fargi shundaki, tartiblash k element-
da tugatiladi. Ularning umumiy soni.

m{m- D(or- 2)...(m- Kk + 1)
ko'paytmaga teng.
U A bilan belgilanadi va m elementdan k tadan takrorlanmay-

digan o'rinlash- tirishlar soni deb ataladi.
m!
AR=m*(m-\)...(m-k +\)= (m_ky
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A'"- Pt=T1! O/=1 deb olinadi.

Masala. Sinfdagi 26 o‘quvchidan guruh sardori va proforgini necha
xil usul bilan tanlash mumkin?

261!
A\b= — - 2526 = 650 (usul bilan)

(A1- fransuzcha arrangrment o‘rinlashtirish so'zini bosh harfi)
Kombinatorika masalalaridan yana birini ko‘raylik.
m elementli X to‘plamning nechta k elementli to'plam ostilari bor?
Bunday to'plam ostilariga m elementdan k tadan takrorlanmaydigan
guruhlashlar soni deyiladi va u C* - ko'rinishda belgilanadi (C* -
fransuzcha combinasion so'zidan olingan bo'lib, guruhlash ma’nosini

beradi).
Buning formulasini keltirib chigarishda C* ni m va k lar orgali

ifodalaymiz. Aytaylik m elementli X to'plamning k ta elementli B
to'plam ostilari bo'lsin.
B to'plam ostilari k ta elementlami saglagani uchun uni k! usulda

tartiblashtirish mumkin.

Bunda X to'plam elementlaridan tuzilgan k elementli tartiblangan
to'plamlaming soni X to'plamdagi tartiblanmagan fc-elementli to'plam
ostilar sonidan k! marta ko'p.

Masalan, 4 elementli A-{a,b,c,d} to'plamning nechta 3 elementli
gism to'plami bor?
{a,b,c}, {a, b, d}, {a c d}, { bcd}

4 ta shunday gism to'plam bor ekan.
Bu gism to'plamlarni tartiblaganda 6 barobar ko'proq gism
to'plamlariga ega bo'lamiz.

Masalan, {a,b,c} ni tartiblasak:

(a,b,c),(a,c,b),(b,a,c),(b,c,a),(c,a,b),(c,b,a) ega bo'lamiz.
Tartibii k elementli to'plamlarining soni A*, Kk elementli
to'plamostilar sonini C* bilan belgiladik. Bundan:
kK m'
Ai=k\-Ck\ (m — bo'lishidan
i ml
ci —m
(m -k)\k\
formulaga ega bo'miz.
Misol. 20 kishilik guruhdan, 4 Kishilik nomzodni necha usul bilan
saylash mumkin?
20! 17-18-19-20
161-41~  1-2-3-4
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C../ ko'rinishdagi sonlarning quyidagi xossalari bor (bular 0 <k<w

bo'lgan xol uchun 0 ‘rinli):

P e R

g Ck= Cify +Chu >

¥ CirC'm=1

C* ko‘rinishdagi sonlarni Paskal uchburchagi ko‘rinishida joylash-
tirish mumkin:

6
C° Cx
ce C* C;
ce C, C; cCli
CO ™ [52 /™M ™4
4 N4 4 4 4

Har bir son o‘zining tepasidagi 2 ta son yig‘indisidan iborat.

Har bir gatordagi sonlar (a+b)m ko‘phadning yoyilmasidagi binomi-
al koeffitsientlaiga teng. Ularning yig‘indisi m elementli X to'plamning
barcha qgism to'plamlari sonini beradi.

Masalan, 1+2+I1=4. Demak. 2 elementli to'plamning hammasi
bo'lib 4 ta gism to'plami bor ekan. Ular 1 ta bo'sh 2 ta 1 elementli
va 1ta 2 elementli, ya’ni X to'plamning o'zidan iborat bo'lgan gism
to'plamlardir.

Yana bir masalani, ya’ni chekli m elementli X to'plamning barcha
gism to'plamlari sonini topish masalasini ko'raylik.

Qism to'plamlar soni a " =2"" formula bilan topiladi. Masalan, 2
elementli to'plamning to'plamostilari soni 22=4 ga,3 elementli

to'plamning to'plamostilari soni 23=8 ga teng. Shu bilan birga bu son
Paskal uchburchagining 4 qgatoridagi sonlar yig'indisiga ham teng, ya’ni:

C°+CJ+Cp+C,3=1+3+3+1=8.
Umuman olganda:

c>c:+...+c;-'+c:=2".

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 m elementli X to'plamni necha usul bilan tartiblash mumkin?

2. m elementli X to'plamning nechta k elementli tartiblangan gism to'plami
bor?

3. m elementli X to'plamning barcha gism to'plamlari nechta?

4. Paskal uchburchagining xususiyatini ayting.
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7-8. Kompleks sonlar to‘plami. Kompleks son

Ixtiyoriy ko‘rinishdagi algebraik tenglamalarni yechishda hagiqgiy
sonlar to'plami yetarli emas. Hagigatan ham, hagiqgiy sonlar to'plamida
diskriminanti manfiy bo'lgan kvadrat tenglama yechimga ega emas.

Masalan, jr +1=0.

Bu giyinchiligdan qutilish maqgsadida kompleks sonlar to'plami ki-
ritiladi. Bu to'plamga haqgigiy sonlar to'plami to'plam osti sifatida
kiradi. Kompleks sonlar to'plami C bilan belgilanadi. D< 0; x2+\=0

tenglama yechimi kompleks sonlar to'plamida bor deb ya’ni i=yf-[
bilan belgilanuvchi mavhum birlik kiritamiz. Bu mavhum birlik yu-
goridagi tenglamani yechimi bo'ladi, ya’ni /2+1=0; /2=-1. Shunday

gilib biz haqiqiy sonlar to'plamini bi mavhum sonlar bilan to'idiramiz.
Haqgigiy a sonini mavhum bi soniga qo'shishdan a+bi kompleks
sonini hosil gilamiz.

Ta’rif. a+bi ifodaga kompleks son (bunda a, b haqiqiy sonlar, i
- esa mavhum birlik, a~ kompleks sonining haqiqiy, bi~ esa mavhum
gismlari) deyiladi. Agar a,+6,/ va a2+b2 kompleks sonlarida
at=a2, bx=b, bo'lsa, ular teng deyiladi. Odatda kompleks son bitta z
harf bilan belgilanadi.

z-a +bi kompleks sonni hagigiy va mavhum gismi nolga teng bo'lsa,
ya’ni <=0 va b=0 bo'lsa u kompleks son nolga teng bo'ladi.

Mavhum gismlari bilan farg giluvchi z, =a +bi va z, =a-bi kom-
pleks sonlarga qo'shma deyiladi. Hagigiy va mavhum gismlaming isho-
ralari bilan farg giluvchi ikkita z, =a+bi va z, =a-bi kompleks son-
larga garama-garshi kompleks sonlar deyiladi.

7.1. Kompleks sonning geometrik tasviri.

£ =j0;/;yj koordinatalar sistema- *
sida abssissalar o'giga z-a +bi kom-

pleks sonning haqiqgiy gismi a ni, ordi- Z- a+bi
natalar o'giga esa mavhum qismining
koeffitsienti b ni joylashtirsak, tekislik- (%)

da (a\b) nugtaga ega bo'lamiz. Shu
nugta a +fa kompleks sonni geometrik
tasviri deb gabul qgilinadi. Odatda bu z [ |
nugta deyiladi. Shunday qilib tekislik-__ I
ping har bir nugtasi bitta kompleks sonni i
ifodalaydi. Boshgacha aytganda tekislik
nugtalari bilan kompleks sonlar to'plami 17-chizma.
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o‘rtasida o'zaro bir giymatli moslik o'matiladi. Ox o'gida kompleks
sonni hagigiy gismi joylashgani uchun haqigiy o‘g, ordinatalar o'gida
mavhum gqismga tegishli son joylashgani uchun mavhum o‘g, xOy
tekisligini o°‘zi esa kompleks tekislik deyiladi.

Kompleks tekislik z bilan belgilanadi (17-chizma).

7.2. Kompleks sonning trigonometrik shakli.

z =x +yi ko'rinishdagi son algebraik ko'rinishdagi kompleks son
deyiladi. Kompleks sonni trigonometrik shaklini hosil gilish uchun 18-
chizmadan foydalanamiz.

Shakldan:
X= cos”™; y=rsm(p (1
Yy bunda r - kompleks z ~ sonni tasvirla-
® gan vektoming uzunligini ifodalaydi va
_______ unga z sonning moduli. <p - burchakni
esa z ning aigumenti deyiladi.

T

s
0 1 D=>*Hx+ A-"-"if+ P (2)
r K Argument bir giymatli aniglanmay,

balki 2nk qo'shiluvchi gadar aniglikda
aniglanadi, bunda k - butun son.
Argumentning barcha giymatlari orasi-
18-chizma. dan 0<(p<2nk tengsizliklami ganoat-
lantiruvchi bittasini tanlaymiz. Bu qiy-
mat bosh giymat deyiladi va tubandagicha belgilanadi. <p=argz
Q) tengliklarni hisobga olib, kompleks sonni quyidagicha ifodalash
mumKkin:

()=>z =x+>/=>r(cos™ +/sin ) (3)
bu yerda
arctg -, agar x >0;y >0 bo‘lsa
<p=argz =mn + arctg—, agar x <0 bo‘lsa
+Y~

2n +arctg-, agar x >0,y <0 bo'lsa

(3) ga kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi. .
1-misol. Kompleks sonning moduli 3 ga, argumenti (p~:1 ga teng
bo'lsa, uning haqgigiy va mavhum qismlarini toping.
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V2 jl
(1) formuladan x =rcos” :Scosj- :3—2 =¥
v

2
y +/'Sin D= 3sin A_,& _ i
4 2 2
2-misol. z-i kompleks sonning argumentini toping.

*=0.v=1r=1; <p=-2.
3-misol. Qo‘shma va garama-garshi sonlami chizmada tasvirlang va

izohlang.
Shakldan ko'rinadiki, qo‘shma kompleks sonlar bir xil modulga va

absolut giymatlari bo‘yicha teng argumentlarga ega bo'lib, haqgigiy o'qga
simmetrik bo'lgan nugqtalar bilan tasvirlanadi, ya’ni garama-qarshi
kompleks sonlar koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik nuqtalar bilan
tasvirlanadi (19-chizma).

4-misol. 2 =2-2/ kompleks sonini trigonometrik shaklda ifodalang.

X=2;y--2;r=2"2nm

tg<p=-\;<p=2n - arctg(D=2n - —=— .
4 4

— 1n . 1n
Shunday qilib z=2v2(cos— -t-/sinz ). Endi kompleks sonlar

t
to'plamining ba’zi bir to'plam ostilarini ifodalovchi munosabatlami

geometrik nuqtayi nazardan ko'rib o'taylik.
a) |z|=3 bu munosabat kompleks tekisligida markazi koordinata
boshida radiusi 3 ga teng bo'lgan aylananing nugtalarini ifodalaydi.
b) 3<]|r| <5 munosabat esa markazi koordinatalar boshida joylashib
ichki radiusi 3 va 5 ga teng bo'lgan kontsentrik aylanalar bilan chega-
ralangan nugqtalar to'plamini ifodalaydi (20-chizma).
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20-chizma. 21-chizma.

m
d) arctgz =— munosabatga kompleks tekisligida koordinata boshidan

45° burchak ostida chiquvchi nurdagi nugtalar to'plami mos keladi.

e) “sargzs”™ munosabatga esa kompleks tekisligidagi koordinata

boshidan 45° va 60° burchak ostida chiquvchi nurlar bilan chegaralan-
gan nugqtalar to'plami hamda nurlar ustida yetuvchi nuqtalar to'plami
kiradi (21-chizma).

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Kompleks sonlar bilan haqiqiy sonlar to'plamining fargi nimada?
2. Kompleks sonni moduli va argumenti deganda nimani tushunasiz.

8-8. Kompleks sonlar ustida amallar

8.1. Qo‘shish.

z, =0, +bx va z2=a2+b2 kompleks sonlarning yig'indisi deb,
zi+Z2=(cn+a?2) +(bi +b2“ tenglik bilan aniglanuvchi songa aytiladi.
Geometrik nuqgtayi nazardan kompleks sonlami qo'shish vektorlarni
go'shish qoidasiga asoslanadi (22-chizma).

Misol. z, =3+4/ va z, =4-3/ kompleks sonlami yig'indisini toping.

1-1 - -31=\I(Xi =X, ) F+(y, - vi)r

22-chizma. 23-chizma.



8.2. Ayirish.
z +bti va z2=a2+b2 kompleks sonlami ayirmasi deb, shun-

day kompleks songa aytiladiki, unga ayriluvchi kompleks sonni go'shganda
kamayuvchi kompleks son hosil bo'ladi.

2,-22=(q, +bti)+(a2+b2) =(a, -a2) +i(b}-b2).
Ikkita kompleks son ayirmasini moduli shu sonlami kompleks sonlar
tekisligida tasvirlovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng (23-chizma).
Misol. z, =6 +5/ va z2=4-2/ kompleks sonlami ayirmasini toping.
2,-22=(6+5/)-(4-2)=(6-4)+/B+2)=2+17l.

8.3. Kompleks sonlarni ko'paytirish.

z,=a,+V va z2=a2+bj kompleks sonlaming ko'paytmasi deb,
i2=-\ ekanligini hisobga olgan holda kompleks sonlarni ko'paytmasi
ikkita ko'phad ko'paytmasi shaklida ko'paytirishdan hosil bo'lgan kom-
pleks songa aytiladi.

2A w2 = (0i *02- b\- bl) + (0162 ~ a2b\)i-

z, vaz, kompleks sonlar trigonometrik ko'rinishda berilgan bo'lsa
ya’ni z, =ri(cos™, +/sin#>) va zi-r2(cos”2+is\ntp2) u holda ularning
ko'paytmasi zrzi =rr/-:(cos(M+":)+ /sin(~1+7 ;)] bo'ladi.

Misol. z\:3(cos4—+/sin4—) va 22:V2(cos4—+/5in4—) kompleks

sonlami ko'paytmasini toping.
Yechish.

zl-rJ=3-\/2 cos™ +N +/sinfr-+7-j = 3>/2jrcosy +/sinyj = 3\/2/.

8.4. Kompleks sonlarni bolish.

Kompleks sonlarni bo'lish amali ko'paytirish amaliga teskari amal
sifatida aniqglanadi. Boshgacha aytganda z-z. =z, bo'lsa, z soni
zZ\=xi +/}» ning z" =x-'+iy-, kompleks songa bo'linmasi deyiladi.

7-Izl bo'linmani topish uchun kasmi surat va maxrajini Z2 ni
go'shmasi z: ga ko'paytiramiz.

T a3~ XD NIY2 X-Y\-X\y2,

Z: 22 Xh+y2 X2+ Y2 .
Agar kompleks sonlar trigonometrik ko'rinishda berilgan bo'lsa,
ya’ni zi =/-i(cos”, +/sin™l) va Z2=/-2cos(p2+/sin”,) u holda

z, _ r,(cos?, +/sin™)) _ rir/ / e A
22 TGOS T asingg - Lo <parsinta, )],

Shunday qilib, kompleks sonlarni bo'lishda bo'linuvchining moduli
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bo'luvchining moduliga bo‘linadi, argumentlari esa ayriladi.

Misol. z\-yjb+i ni 22=-3 +3/ ga
a) algebraik, b) trigonometrik ko‘rinishda boMing.

Yechish.
n Y3+/ (73 +/)(-3-3/) 3Q-¥Y3)-(¥Y3 +1)1] _
a) 22 -3+3/ (73+0(-3-3/) 18
(1-¥3)-(¥Y3 +1)/_ i-¥Y3 Y3+i.
6 6 6 =~

b) zi=V3+/'=2(cos—+/sin—); Z2=-3 +3/:3V2(cos—4 +/5in—4);
6 6

n .. N
2C0S—+ /sin— T C

Zl n ) r 9 visn *)]

= =—r [cos(-- — n--—=)]=
r, / 5n- . 5n- J2 [ ) %
z- 3v§(cos— +/sihn—) "V

4 4
= _2?:[[005'(___:}_:_3_5_13 + /'Si'n(___}gﬂ-ﬁl: —2T:'(cos-%-3-r-l----/éih--%?’-]l) =
3>/2 2 12 34/2 12 12

2 t c o o/ A 2 Tt . T
= —= [cos(;r + —) - 1sm(/r+—§]:—: (-cos— +/sin—) =
3v 2 12 12 3v2 12 12

= —j=a- cos(—- 7Y +1sm (-- )T =
3v2 3 4 3 4

2 n n ..o . N n no. o n-
—t=nf(- cos—m0s— sin—sin—) + /(sin —ec0s— CcOS—esM —j1=
3n/2 3 4 3 4 3 4 3 4

2 1 yji 73 V2 LE & | V2\v,_ i-n/3 T3+i.

(=¥ )+ )=
3u/2 2 2 2 2 2 2 2 2 6 6

8.5. Darajaga ko‘tarish.
Kompleks sonlami ko‘paytirish qoidasidan darajaga ko'tarish qoida-

si kelib chigadi.

z =r(cos(3+/sin$>) kompleks son uchun n- natural son bo‘lganda
z"=r"(cosnp+isinncp). Bu formulani Muavr formulasi deyiladi. Muavr
formulasini tadbiq qilishda i4k=1 /4t+1=/; /4*2= -1, /#3=-/ bo‘lishini
e’tiborga olishimiz kerak.

Misol. (-1 +/)4 ni hisoblang.
z=-1+i=%2(cos— +/sin—)
4 4
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8.6. Kompleks sondan ildiz chiqarish.

Ildiz chigarish amali darajaga ko'tarish amaliga teskari amal. Kom-
pleks sonning n ~ darajali ildiz

"/J deb, shunday z* - kompleks
songa aytiladiki, z* ning //- darajasi Z soniga tengdir, ya'ni (z*) =z
Aytaylik z = /-(cos<p + /'sinp) va z'=p{cos# + /sin6>) bo‘lsin.
Muavr formulasiga asosan r(cos<2+ /sin ") = yC>"(cos//# + [I'sin «#),

bundan

r=p",ns =<p+27K; p va B ni topamiz.
Bu yerda K - istalgan butun son, * - arifmetik ildiz.

Demak, "r(N(’:“c;_;;_a“:_i_;rn_ p)r = "rr('cosgp-t-ﬁz--]l-lf+/'si'n -Q-ih-z-i-)f\; bu
yerda K =0,1..9-1
Misol. 3/f ning ildizlarini toping.
Yechish. sonni trigonometrik ko‘rinishda yozamiz. z =1 bo-lib,
z=1—c0s04*/sin0 bo'ladi.

<\ = VcosO+TsirTo=cos”"”" +/sin-"-

*=0; z, = cosO + /sinO = I;

- . .20 1 .03

=12z, =cos— +;sin — = - =
2 2

4n . . 4n 1 .¥3

K=2;z, =cos— +/sin— =— +/—
2 2

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Kompleks sonlar ustida amallar bajarganda ganday sonlar hosil bo‘ladi,
misollar yordamida tushuntiring?

2. Kompleks sonlarni ko‘paytirish va boMishni misollar orgali tushuntiring.
3. Kompleks sonni darajaga ko‘tarish formulasini keltirib chigaring.
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Il BOB
MATRITSALAR ALGEBRASI

I-§. Matritsalarni ko‘paytirish

Matritsalaming ko'paytmasi hagida birinchi ko‘paytuvchining satrlari
sonni ikkinchi ko‘paytuvchining ustunlari soniga teng bolgan holdagina
so‘z yuritish mumkin, ya’ni fagat (/ux/;) o’lchamli matritsani (/ixA:)
o'lchamli matritsaga ko‘paytirish mumkin. Ko‘paytmada (mxk) o'lchamli
matritsa hosil bo'ladi. Buni quyidagi sxema bilan ifodalash mumkin:

(mxn)(nxk) =(mxk).

Xususiy holda, kvadrat matritsalarni ko‘paytirish uchun ulaming
tartiblari bir xil bo‘lishi talab qilinadi. Ko'paytma ham xuddi shu
tartibdagi kvadrat matritsani ifodalaydi.

Aytaylik, bizga A va B matritsalar berilgan bo'lsin. A va B matrit-
salami ko'paytirish goidasi quyidagicha: A «B=C ko‘paytmaning har
bir c. elementini hosil gilish uchun A matritsaning /-satridagi elementlarini
B ning /-ustunidagi mos elementlariga ko‘paytirib, natijalar go'shiladi.
Masalan, {mxn) o'lchamli

a,,.. 8.

@l an -m°n m

A =
«l  a,i- Q. eca»
«.i 042- -am
va (nxk) o'lchamli
bu ba.mbt). K
b,,. mb,j ...bu
5o

b,, b. mv mbt

b,, b.i- 0.J- mort



matritsalami ko'paytirish natijasida (mxk) o‘lchamli

cn CoChet mu
C2+mC2)
C=

C, ‘nCllm

"Cmr-Cnk
matritsa hosil bo'ladi, bunda
n
c =aabyj+arbz +...+a/lbv+.;.+a,bd= "a,Al *)

Al

Matritsalami ko'paytirish kommutativlik xossasiga ega emas, ya’ni
A B*B-A- Uchta matritsani ko‘paytirish

[(m;x ; ?2) (nxx =(uxi)(bp) =(mxp)
amalga oshiriladi. Matritsalami ko‘paytirish assosiativlik xossalariga ega,

sxema bo'yicha

ya’ni
(AB)-C =A(B-C)
tenglik o'rinlidir.
Misol. Iy -1 o1 4
A=1 0 3 vaB=1 1-2
1 > 3 -1 3,

matritsalaming ko‘paytmasini toping.
Yechish. (*) formulaga ko'ra:

3 3 -1> 2 1 4
AB=1 0 3 1 1-2 =
n 11
3 11,
3-2+31+(-1)-3 3 1+3 1+ (-1) (-1) 3-4+3+(2)+(—D3 6 7 3
102+ (0) *1+ 3+3 1j+(0) 1+3-(-1) 14+(0)-(-2) +3-3 = 11-2 18
jO 3 13j

3-2 + 1ml+ 1-3 31 +11+1(-1) 3-4+1(-2) +1-3

O‘z-o0°zini tekshirish uchun savollar.

1 Matritsa nima?
2. Matritsalami ko'paytirish qoidasini misollar yordamida tushuntiring.

2-8. Teskari matritsa

Bosh diagonal elementlari birlardan va qolgan hamma elementlari
nollardan iborat.
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;. 0.0 1,
ko‘rinishdagi n - tartibli kvadrat matritsaga birlik matritsa deyiladi. 01-
dingi mavzuga asosan, E matritsa n - tartibli istalgan A matritsa uchun
A-E=EmA=A
shartni ganoatlantiruvchi yagona matritsa ekani kelib chigadi
1-ta’rif. A matritsa uchun A B =E tenglikni ganoatlantiruvchi B
matritsa A ga teskari matritsa deyiladi va u B =A~" ko'rinishda
belgilanadi.
2-ta’rif. Barcha satr vektorlari chizigli erkli matritsa xos bo'Imagan
(aynimagan) matritsa, barcha satr vektorlari chizigli bog‘langan matrit-
sa xo0s (aynigan) matritsa deb ataladi.
Xos bo'Imagan matritsalarga doir quyidagi ikkita teoremani isbotsiz
keltiramiz.
1-teorema. Xos bo'lmagan matritsani elementar almashtirishlar
yordamida birlik matritsaga keltirish mumkin.
2-teorema. Xos bo'lmagan matritsaga teskari matritsa mavjud va
yagonadir (teoremaning isbotlari A.G.Kuroshning «Oliy algebra kursi»
kitobida Kkeltirilgan).
Teskari matritsani topish.
Aytaylik, «-tartibli kvadrat, xos boMmagan A matritsa berilgan
bo'lsin:
au <32... au
a2l ...adn

°n2 eseam}

A matritsaga teskari B matritsani topish uchun, uni quyidagi
ko'rinishda yozamiz:

|_| . arl . HM I O...O

aXx aQe ear,, 0 1...0

aT are-mm,n0 0..71 >
Chap tomonida berilgan A matritsa, o'ng tomonda E birlik matritsa
yozilgan. Bu matritsalarning ikkalasiga bir vaqtda A matritsani birlik
E matritsaga keltiradigan satrlar bo'yicha elementar almashtirishlar
go'llaymiz.
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.0 pu ba. molm

0 0..1 bnl. *eb,,,j
) ning o‘ng tomonidagi matritsa xuddi A ga teng teskari B matrit-
sani ifodalaydi, ya’ni
AB =E

bo'ladi. A matritsa 0‘z navbatida B ga teskari boMganligi sababli B A=E
ham bajariladi.
Misol. Berilgan no_j
A= 3-3 7
,2-3 5,

matritsaga teskari bo'lgan A'l matritsani toping.
Yechish. Buning uchun quyidagi matritsani tuzamiz:

"1-1 2 100
3-3 7010
2 -3 500
Birinchi ustunni 1 ga, so'ngra - 2 ga ko‘paytirib, mos ravishda
ikkinchi va uchinchi ustunga qo'shamiz:
" 0011-2'
3 01010
J2-1 1°0°
Ikkinchi ustunni 2 ga va 1 ga ko'paytirib, mos ravishda birinchi va
uchinchi ustunga qo'shamiz:
n 003i-T
3 01211
0-1 100\
Uchinchi ustunni 3 ga ko'paytirib, birinchi ustunga go'shamiz va
ikkinchi ustunni 1 ga ko'paytiramiz:
17 00 6-1-71
0 01-1-1 1
\0 104 1,
Ikkinchi va uchinchi ustunlami almashtiramiz:

00 6-1 -f
0 10-1 1-1
0 01-3 1 0,
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Natijada A ga teskari A"l matritsaga ega bo’lamiz:

6 -1 -T
A-'= -1 1-1
y-3 1 0,

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Teskari matritsaga ta’rif bering.

2. Xos va xosmas matritsalarni tushuntiring.

3. Birlik matritsa deb ganday matritsaga aytiladi?

4. Misol yordamida berilgan matritsaga teskari matritsa tuzing.

3-8. Chizigli tenglamalar sistemasini
matritsalar ko‘rinishida ifodalash

Bizga n noma’lumli n chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:

e IR+ miximx -

AN +axX2+. mmamx, = b2

+aANX2+. eet «»*, =D,
Bu sistema koefTitsientlaridan tuzilgan matritsa quyidagicha bo'ladi:

i «.2-e-ay

/
A=

\anl ar2me man
Biz fagat A xos bo'Imagan matritsa bo'lgan holnigina garaymiz.
(3) sistemaning chap tomonida A matritsani

matritsaga ko'paytirishdan kelib chigadigan n satrli va bir ustunli
matritsaning elementlari, sistemani o'ng tomonida esa
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matritsaning elementlari turibdi. Shu sababli ikki matritsaning tenglik
ta’riflga asosan, (3) ni tubandagicha

\%
a, al2...alh *9 br
ad a2...ah _
*ol am me KJm
-V AL
yoki gisqacha
A-X =B (4)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu tenglama matritsaviy tenglama (chizigli
tenglamalar sistemasini matritsali ko'rinishi) deyiladi. A xos bo‘lmagan
matritsa bo'lgani sababli, unga teskari bo'lgan A'lmatritsa mavjud, shu
sababli (4) ni chap tomondan A 1 ko'paytiramiz:

A-'" (A X) =A-" B, lekin A'l (A X)=(A~" a)-X =EX =X,
demak,

X =A~'B
yoki
A
r e « N -
«11 «ll e *In h2 «l1*] + «12%2 + o e+ «|,A
«il «11 e ¢ «1» . _ a,/» 4 «22*3 + o «2»*n >
vas| «xle Ue»i*i t €,2%2 + L eet mn*a.,
A .

bundan esa, ikki matritsaning tenglik shartiga asosan (4) yoki (3)
ning yechimiga ega bo'lamiz:

Xx.=aA +a2b2+...+ a¥bn, (/=1w). (5)

43



Misol.
2X, +x2+3x}=3

r, + 2x2+5x5=1
9xt+3x2+1x}=-3

tenglamalar sistemasini matritsaviy ko'rinishda yozing va uning yechimini

toping.
Yechish. Berilgan sistemaning matritsasini yozamiz:
‘213" v "3 4
A=725 = % ;b= 1
937
deb belgilasak, u holda sistemaning «matritsaviy» ko'rinishi
AX -B *)
ko'rinishda bo'ladi. A ga teskari A 1 matritsa
/1 2 14
3 3 3
A = 4 13 1N
3 3 3
1 1 -1

bo'lgani sababli (*) ni chap tomondan A~‘ ga ko'paytiramiz: u vaqtda
A-* A-X =A-'B

yoki
X =A~'-B 8a egamiz, bundan -B n*topamiz:
12 o/l ) 2
3 3 3 3
4 1 58
A'l= B
3 3 3 3
1 1 -1 -3 7
\ 4 i Vv /
Demak, tenglamalar sistemasini yechimi:
2 58
X, =-; *2=—p *3=7

0 ‘z-o‘zini tekshirish ucnun savollar.

1. Chizigli tenglamalar sistemasini matritsalar ko'rinishida ifodalang.
2. Matritsalar ko'rinishida berilgan chizigli tenglamalar sistemasini misol-
lar yordamida yechimlarini topishni ko'rsating.
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111 BOB
CHIZIQLlI TENGLAMALAR SISTEMASI

[-§. Chizigli tenglamalar sistemasining umumiy ko ‘rinishi.
Bdd va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi.

Quyidagi ko'rinishdagi sistemaga n o ‘zgaruvchili n ta chizigli teng-
lama sistemasi deyiladi.

a, m+ax2+..+fl2x, =c
(D
n=2,3 bo'lgan hollar uchun biz bu sistemani yechimlarini topishni

garaymiz. n=2 bo'lganda (1) sistemadan quyidagi ko'rinishdagi sis-
temaga ega bo'lamiz

(2)

(2) ga birinchi darajali (yoki chizigli) ikki noma’lumli ikki tenglama

sistemasi deyiladi, bunda Xp~-noma’lumlar. au,al2,a2l,a2cl,c2 -
berilgan sonlar.

Agar (2) sistemadagi c,,c,0zod hadlarning ikkalasi nolga teng bo'lsa,
sistema bir jinsli sistema deyiladi, ¢, va c, ozod hadlarning hech
bo'Imaganda bittasi noldan fargli bo'lsa, sistema bir jinslimas deyiladi.
(2) tenglamalar sistemasining yechimi deb sonlarning shunday (x,,,",,)
juftiga aytiladiki, bu juft sistemaning har bir tenglamasini sonli teng-
likka aylantiradi.

J<U10 °ny0=0_Q
+ arrYo=c2
tenglamalarning kamida bitta yechimga ega bo'lgan sistemasi biigalikd-

agi sistema, bironta ham yechimga ega bo'Imagani bitgalikda bo'lmagan
sistema deyiladi.



(2) tenglamalar sistemasini yechish bu:

1) sistemaning birgalikdagi sistema ekanini aniglash;

2) agar u birgalikda bo'lsa, u holda uning barcha yechimlarini topish
demakdir.

(2) ko'rinishdagi sistemani yechishni o'rta maktab kursidan bilamiz
Buni yechishni ikki usuli bor: o'rniga go'yish va noma’lumlarni yo'qotish.

1. Noma’lumlarni yo'gotish usuli.

(2) ko'rinishdagi sistemani yechishni qgaraymiz. Soddalik uchun
noma’lumlar oldidagi koefTitsientlami bitta indeksli gilib olib, tuban-
dagi sistema yechimini garaymiz:

jaix+bly-c]

\a2x+b2y =c2 n
bunda noma’lumlar oldidagi koeffitsientlarlardan kamida bittasi noldan
fargli bo'lsin. (3) sistemani yechishda noma’lumlarni yo'qotish usulini
go'llaymiz. Buning uchun (3) sistema tenglamalaridan birinchisining
har ikkala gismini b, ga, ikkinchisini esa -b, ga ko'paytirib, ulami
hadma had go'shib quyidagini topamiz:

(alp2-a bl)x =c]h2-c Di 4
shundan keyin birinchi tenglamaning har ikkala gismini -a2 ga, ikkinchi
tenglamaning har ikkala gismini a] ga ko'paytirib hadma - had qo'shib

(alpb2-a 2b])y =c2al-cJa2 5)
ni topamiz.

Agar aZ> -a,6,*0 bo'lsa, (4) sistemaning yechimlari mavjud bo'lib,
bu yechim (4), (5) lardan topiladi.

c.b2-c . c,a,-c,a,

a,6,=a,"” "= apzrak’ %>

2. O'rniga qo'yish usuli.

(3) sistemaning istalgan bir tenglamasidan bitta noma’lumni topib,
ikkinchi tenglamaga qo'yamiz, natijada bir noma’lumli tenglamaga ega
bo'lamiz.

(3) sistema birinchi tenglamasidan y ni topamiz

c - a,X
=— ?)
(7) ni (3) sistemani ikkinchi tenglamasiga qo'yamiz, ya’ni
azx+h, — — = Cj (8)
b,
chj Gb
(8) => X:'aS.bT,':'é','é,T 9
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Uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini umumiy ko'rinishi
esa tubandagicha:

alx +bly +cx =di
aXx +b2y +cZ =d2 D)
aix +biy +cX =ds

Bu sistemani yechimlari ham ikki noma’lumli chizigli tenglamalar

sistemasini yechimlari topilganday topiladi, ya’ni yechimni topishda
o'miga go'yish, noma’lumlami yo'qotish usullaridan foydalaniladi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish ucbun savollar.

1 Ikki noma’lumli tenglamalar sistemasini yechimga ega bo'lish,
bo'Imasligini misollar yordamida tushuntiring.

2. Uch noma’lumli tenglamalar sistemasini yechish usullarini aytib, mis-
ollar orgali tushuntiring.

2-8. lkkinchi va uchinchi tartibli determinantlar

Ikki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini yechish
orgali ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchasiga kela-
miz.

2.1. Ikkinchi tartibli determinantlar.
Ikkinchi tartibli determinant tushunchasiga ikki noma’lumli ikkita

chizigli tenglama sistemasini yechish orgali kelinadi. Aytaylik ushbu

a,x+b,y =c,

aXx +bzy =c2 (1)
chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin. (1) sistemaning x va vy
0 zgaruvchilari oldidagi koefTitsientlaridan ushbu

)

jadvalni tuzamiz. Odatda bunday jadval matritsa deb ataladi.



Bunday ko'rinishdagi ifodalar matematikaning turli sohalarida ko‘p
uchrab turadi. Shuning uchun ular uchun mahsus belgilash va nomlar
kiritish magsadga muvofiqdir.

A=ap”-adl son (2) matritsaning determinanti deyiladi va u
quyidagicha belgilanadi:

_aq bEI_ ) fa,l bl)
a2 b2 yoki A~ det ©)

al],bl,a2,b2 sonlar (3) determinantning elementlari deyiladi. Bu
determinantning ikkita satri va ikkita ustuni bor: av a2 sonlar birinchi
ustunni, b{bn ikkinchi ustunni tashkil giladi.

Xuddi shunday birinchi satr elementlari: at,bt ikkinchi satr ele-
mentlari 02,b2 dan iboratdir.

a, va b2 elementlar bosh diagonal elementlari, a, va bt elemen
lar yordamchi diagonal elementlari deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinantni hisoblash uchun bosh
diagonalda turgan elementlar ko'paytmasidan yordamchi diagonalda
turgan elementlar ko'paytmasini ayirish kerak ya’ni:

a, ft,

=a'b2-a Zbr
a> b2

Misol. Quyidagi determinantni hisoblang.

5 -4 cosa -sinor
2 2) sina cosa

Yechish. lIkkinchi tartibli determinantni hisoblashning yugoridagi
qoidasiga ko‘ra topamiz.

y _1:5-(-1)-2-(-4):-5+8:3.

cosa -sinor
2) . =cosa *COSa - sin Or(-sina) =cos:a +sin:a = 1¢
sinor cosor

2.2. Uchinchi tartibli determinantlar.

a+by +c,z=0d,
Ushbu ax+b2zy +c2Z =d2

arx +btry +c,z =d



tenglamalar sistemasi(berilgan bo'lsin. Xuddi ikkinchi tartibli determi-
nantga o'xshash, bu yerda uchinchi tartibli determinant tushunchasini
kiritamiz. Bu sistema koeffitsientlaridan tuzilgan uchinchi tartibli kvadrat
matritsa berilgan bo'lsin:

(4)

y*3 v '-U
(4) matritsaning uchinchi tartibli determinanti deb
[ =axbxbv+ad, +a)hlc2- a~bxt- apI2- azbxs (5)
songa aytiladi. Ikkinchi tartibli determinant bo'lgan holdagi simvolika-
dan foydalanib bu determinant tubandagicha belgilanadi:

c> 4 br
A=a2 p ., =det a2 b2

«3 *3 *3 C3,

(5) dagi har qaysi ko'paytma determinantning hadlari deyiladi. Hadlar
oldidagi ishoralami esda saglash giyin emas. Agar biz (5) ga kiruvchi
musbat hadlardagi uchta element ko'paytmasini tashkil giluvchi ele-
mentlarni punktir chiziglar bilan tutashtirsak, u holda esda saglanib
goluvchi ushbu sxema hosil bo'ladi.

Xuddi shunday manfiy ishoralar bilan (5) ga kiruvchi ko'paytmalar
uchun quyidagi sxemaga ega bo'lamiz (24-chizma).

\ /v *
*
* ?x />
f\ > Y s
*m < 4
N

Qulaylik uchun determinantning elementlarini ikkita indeksli bitta
harf bilan belgilash gabul gilingan bo'lib, bu indekslar element turgan
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satr va ustunlaming nomerlarini: birinchi indeks har doim satr nomer-
ini, ikkinchi indeks esa ustun nomerini ko'rsatadi.

Masalan, a2 hadning indeksi uchinchi satming ikkinchi ustuni
elementi ekanini bildiradi. Bu belgilashlardan foydalanib, uchinchi tartibli
determinantni quyidagicha yozish mumkin:

«ll =3 CI3
B= 01 r2 n2s
«31  ~32  ~33

Misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantlami hisoblang.

5 2 1 b 1 b
H 00 -1 ) -1 b 1
4 2 5 b -1 b

Yuqoridagi sxema va (5) formulaga ko‘ra topamiz.

5 2 1

) 0 0-1 =50-5+4-2(-1)+0-21-401-5-2(-1)-0-2-5 =2,
4 2 5
b 1 b

2) -1 b 1=Db-bb+\-\-b+b(-\)-(-\)-b-b-b +1-\-b+1-\-b =4b,
b -1 b

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Determinant nima?

2. lkkinchi va uchinchi tartibli determinantlami hisoblash formulalarini
yozib, hisoblash usullarini ko'rsating (misollar yordamida).

3-§. Determinantning xossalari

1. Determinantning hamma ustunlarini uning mos satrlari bilan
(yoki aksincha) o‘mini almashtirishdan determinant o‘zgarmaydi, ya’ni

«11l «12 «13 «11 «21 «31
«21 «22 «23 T «12 «22 «32
«31 «32 «33 «13 «23 «33
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Isbot. [ -berilgan determinant, a* esa [ dan uning satrlarini
mos ustunlar bilan almashtirishdan hosil bo'lgan determinant bo'lsin.
4 ni birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib chigamiz:

«11 «12 «.3
«22 «23 «2. «23 «21 «22
ﬂ.: «21 «22 «23 = «11 "« .2 + «I13
«32 «33 «3. «33 «31 «32
«3. «32 «33

Endi 4 * ni birinchi ustun elementlari bo'yicha yoyib chigamiz:

«11 «21 «31
«22 «23 «2. «23 «21 «22
A = a2 <2 @2 = <12 *«.3
«32 «33 «31 «33 «31 «32
«.3 «23 «33

Demak, O=/0%*

(Determinantni satr va ustun elementlari bo'yicha yoyib hisoblashni
mustaqil o'rganish talabalaiga topshiriladi.)

2. Determinantning istalgan ikkita satrining (yoki ikki ustunining)
0‘rinlari almashtirilsa, determinantning fagat ishorasi o'zgaradi. Masa-
lan, agar birinchi va uchinchi satrlarning o'rinlarini almashtirsak:

«,. «,2 «13 «31 «32 «33
«2. «22 «23 T 7«21 ci2 «23
«31 «32 «33 «11 «12 «13

3. Ikkita satri yoki ikkita ustuni bir xil bo'lgan determinantning
giymati nolga teng.

4. Biror satr (yoki ustun) elementlarining umumiy ko'paytuvchisini
determinant belgisidan tashgariga chigarish mumkin.

Isbot. Aytaylik, determinantning ikkinchi satr elementlari umumiy
ko'paytuvchiga ega bo'lsin:

«., «.2 «13
ka2l ka22 ka2

«31 «32 «33

Bu determinantni ikkinchi satr elementlari bo'yicha yoyamiz:

°\2 «13

ka2l ka2 ka2 = ka2]A2l+ ka22A2+ karA" = KA.

*31 «32 «33
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5. Agar determinant biror /-satr (ustuni)ning har bir elemen
ikkita qo'shiluvchining yig‘indisidan iborat, ya'ni alkk =ak+mk (k = Cn)
bo'lsa, u holda berilgan determinant shunday ikkita determinantning
yig'indisiga teng bo'ladiki, bu determinantlaming /-satridan boshqa
satrlari dastlabki determinantnikiday bo'ladi, ulaming biridagi /-satr
elementlaming, ikkinchisi esa mk elementlardan iborat bo'ladi.

Masalan,

a{+m, a,+nt2 a3+m3 4 © 3 mM m2 m3

b\ b2 b, = b\ b2 + b b2 b3
C, C, c3 A ~2 c3 C] c2 c3
6. Determinantning biror ustun (satr) elementlariga boshga ustur

ning (satming) bir xil songa ko'payttirilgan mos elementlarini qo'shishdan
determinantning giymati o'zgarmaydi.

«. «2 3 a,tfar. @ @B «1 @2 «@3
@ 2 BT A+NE 2 BTA 2 B
@ BB B33 R B @& T 3B
13 «12 «3 «l «2 «3
tKead @ «B=@&1 @ 3
B 02 &B @ @R R

Bayon qgilingan xossalar yuqori tartibli determinantlar uchun ham
to'gri.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Determinantlami xossalarini aytib bering.
2. Determinant xossalaridan barchasini misollar yordamida to'g'riligini
tekshiring.

4-§. Determinantlami ikki va uch noma’lumli chizigli
tenglamalar sistemasini tekshirishga tatbiqi. Kramer formulasi

4.1. Ikki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi.



tenglamalar sistemasini analitik usulda tekshirishga o'tamiz (1) sistema
yechimga ega deb faraz gilamiz. Oldingi 2-paragrafda topilganlardan
foydalanib, quyidagilami yozish mumkin:

ay b'l c| b,

- - caf2-ax]=
NA -adt= o ) c2 b2 =, .

Ushbu belgilashlarini Kkiritamiz:

a b. c, 6,
a=t P A, Avcaa ! .
o, b2 c2 b2 ] *)

Yuqoridagi belgilardan foydalanib (I)-sistemani yechimini topamiz:
xX=Ai. =
* 4ty 4 (@)
bu yerda [ —1) sistemaning determinanti deyiladi, &x determinant
esa A ning birinchi ustun elementlarini ozod hadlar ustuni bilan
almashtirish orgali A,, esa 4 ning ikkinchi ustun elementlarini ozod
hadlar ustuni bilan almashtirish orgali hosil gilingan.

1 Awal A*0 bo'lgan holni garaymiz. Bu holda (1) sistema har
doim yechimga ega va bu yagona yechim bo'lib, u (2) formulalar bilan
beriladi.

2. O0=0 bo'lsin, u holda yordamchi determinantlardan hech
bo'Imaganda bittasi noldan fargli bo'lsa, (1) sistema bitta ham yechimga
ega emas. Bunda (1) ning tenglamalaridan kamida bin o'rinli bo'Imaydi.

Shunday qilib, A =0 bo'lganda va Ax yoki [, yordamchi deter-
minantlardan kamida bittasi noldan fargli bo'lsa, (1) sistema yechimga
ega emas.

Odatda bunday holda berilgan sistemaning tenglamalari birgalikda
emas deyiladi.

3. Nihoyat, =0 va Ax=Ay=0 bo'lsin. Bu holda birinchi teng-
lamaning koeffitsientlari ikkinchi tenglamaning koeffitsientlariga pro-
portsional bo'ladi va (1) sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo'ladi.
Yuqgorida aytilganlami yakunlab, quyidagi xulosalami chigarish mum-
len: (1) sistema yechimga ega bo'lishi uchun uning determinanti noldan
fargli bo'lishi zarur:

A a, b, A*O
bo Iganda (1) ni yagona yechimi quyidagicha topiladi.
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X = A, b2 A, « 2
A a{ b, A —~a, 6
a2 b2 °2 b2

Bu formulalar Kramer formulalari deyiladi.
Misol. Ushbu tenglamalar sistemasining barcha yechimlarini toping.

(2x +3y =5
[3x-y =2.

Yechish. Sistemaning determinantlarini topamiz:

2 3
A= =2-—-9-=-1,
3 -1
4*0
boMgani uchun, sistema yagona yechimga ega.
A 5 3 2 5
.= =-11: = =-11.
2 -1 ' 3 2
Kramer formulalariga ko‘ra:
Xx=r-=— =] _ =zii—
A -11 Y o -11

4.2. Uch noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasi.

Uch noma’lumli uchta chizigli tenglama sistemasini tekshirish bilan
shug‘ullanamiz. Chizigli tenglamalaming ushbu
aux +any +alx =d,
callx +a2y +a2x =d2

(D

adx +any +a,,z=d3

sistemasi berilgan bo'lsin. Noma’lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuz-
ilgan determinantni A bilan belgilaymiz:

au a.2 «
A= @ -2 a @
B3l «32 a
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yordamchi determinantlami tuzamiz.

«12 «13 «. 4 «13 «an «2 dt
Ax= dn «2 «@3;n2=«2 d2 «3 i A = «2 d2
d. «32 «33 a1 0> s «3,  «32 <3

berilgan sistema X, y, z yecjpimga ega bo'lsa,bu yechimni topish uchun
quyidagi formulalarga ega bo'lamiz.
*—n’ . - 'u" = :A
SN N z (3)
Quyidagi hollar sodir bo'lishi mumkin.
1 A*0 bu holda (3) formulalardan (1) sistema bitta yechimga ega
ekani kelib chigadi.
2. =0 va AIi5AvV,A, determinantlardan kamida bittasi noldan
fargli. Bu holda (1) sistema yechimga ega bo'Imaydi.
3. A=A, =Ay=A =0 bu holda (1) sistema yo cheksiz ko‘p
yechimga ega bo'ladi,yoki umuman yechimga ega boimaydi.
Misol. Ushbu uch noma’lumli uchta chizigli tenglama sistemasini
yeching:

2x+3y+z- 2
3X-y+2z=-3
4x+y-3z = 4.

Yechish. Berilgan sistemaning asosiy determinants va yordamchi
determinantlami tuzamiz.

2 3 1

A=3 -12 =6+3+24+4+27-4=60*0
4 1 -3
2 3 1

A.=-3 -1 2 =6-3+24+4-4-27=0
4 1 -3
2 2 1

A= 3-3 2 =18+12+16+12-16 + 18=60
4 4 -3
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3 2
A.=3 -1 -3 =-8+6-36+8+6-36 =-60.
4 1 4

Demak, A ®0 bo'lgani uchun sistema yagona yechimga ega. Bu
yechim quyidagidir.

A=A =l - - A---BQ
A 60 ' 2 A 60

Javob: (0,1, - 1).
4.3. Uch noma’lumli uchta tenglamaning bir jinsli sistemasi.

Barcha ozod hadlari nolga teng bo'lgan chizigli tenglamalar siste-
masiga bir jinsli sistema deyiladi.U quyidagi ko'rinishda yoziladi:

aux+aly +alx =0
ca2x+aZy +aZx =0
adlx +ajy +a3xx =0.

(1) ko'rinishdagi istalgan bir jinsli sistema hech bo'Imaganda bitta
yechimga ega, chunonchi x=y =z =0 yechimga, ya’ni nol yechimga
ega. Bu sistema gachon nolga teng bo'Imagan yechimga ega bo'lishini
aniglash uchun ikkita holni garab chigamiz:

1) Sistema determinanti noldan fargli, ya’ni 4*0- Bu holda (1)
sistema fagat nol yechimga ega bo'ladi: x=y =z=0.

2) 0=0 bu (1) sistemaning nolga teng bo'Imagan yechimi mavjud
bo'lishi uchun zaruriy shart hisoblanadi. Bu holda sistema chegsiz ko'p
yechimga ega bo'ladi.

a) Buni isbot qilish uchun dastlab determinantning algebra
to'ldiruvchilaridan (algebraik to'ldiruvchi to'g'risida tushuncha beriladi)
kamida bittasi noldan fargli deb faraz qilamiz.

Masalan,

(9

20 °21 n )
*0 bo'lsin.
21 22
(1) sistemaning dastlabki ikkita tenglamasini ushbu ko'rinishda

yozamiz:
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(aux+aly =-alx

\a2ix+azy =-a2x. )
Endi AR = bo'lgani uchun istalgan z da (1) sistema
ushbu
-aaz a2 an -aix
y = ~aZZ °2 Am 7 ald ~aZ< J'lﬂzz; 3)
AR *33 3B

formulalar bilan aniglanuvchi yechimlarga ega bo'ladi. Agar K= —
A 33
deb olsak, (2) ning yechishni ushbu ko'rinishda yozish mumkin:

x =kA.}; y = kA3 z = KA

k- son istalgan qiymatlami qabul gilishi mumkin. Biz berilgan
(1) sistemaning dastlabki ikkita yechimini topdik. Bu yechimlar K ning
har ganday giymatida (1) sistemaning uchinchi tenglamasini ham ganoat-
lantirishini ko'rsatish mumkin. Yuqorida aytganimizdek, K istalgan
giymatlami gabul gilgani uchun (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega
bo'ladi.

b) Endi determinantning barcha algebraik to'ldiruvchilari nolga teng
deb faraz gilamiz. U holda (1) sistemaning har ganday ikkita tenglama-
si proportsional koeffitsientlaiga ega bo'ladi va demak, sistemaning har
ganday ikkita tenglamasini ulardan binning hamma hadlarini biror
ko'paytuvchiga ko'paytirish orgali ikkinchisiga keltirish mumkin, bino-
barin sistema bitta tenglamaga Kkeltiriladi, golgan ikkita tenglama bu
tenglamaning natijasi bo'ladi. Ravshanki, bunday sistema cheksiz ko'p
nol bo'Imagan yechimga ega (chunki ikkita noma’lumga ixtiyoriy sonli
giymatlar berib, uchinchi yechimni esa sistemaning birdan bir erkli

tenglamsidan topish mumkin.)
Misol. Ushbu tenglamalar sistemasini yeching.

2or+y +3z2-0;
*X+2y-2=0;
3x+3j+2z=0.
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Yechish. Sistemada g =0 ekanini ko'rish mumkin. Sistemaning
dastlabki, ikkita tenglamasini

j2x +y =-3z;
[x+2y =7

ko'rinishda yozamiz.
Bu sistemani Kramer qoidasi bo'yicha yechamiz.

Demak, berilgan sistema cheksiz ko‘p yechimga ega ekan, chunki
z ixtiyoriy olinib, x va y laming mos giymatlarini topamiz. Masalan,
Ax--1z deb olib, Ay=5z ni; z- 1 deb olib, x=-1,y=5 ni
topamiz va hokazo.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Ikki noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini determinantlami tadbiq
qgilib yechishni ko'rsating.

2. Uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini determinantlar orgali
yechish formulasini yozing.

3. Kramer formulalarini yozib ko'rsating.

4. Uch noma’lumli uchta tenglamalaming bir jinsli sistemasini determi-
nantlar yordamida yechishni ko‘rsating.

5-8. Chizigli tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechish

Biz shu paytgacha tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo'lgan
chizigli tenglamalar sistemasini qaradik. Agar bunday sistemaning de-
terminanti noldan fargli bo'lsa, u holda sistema yagona yechimga ega
bo'lishi ma’lum.

Endi ixtiyoriy, ya’ni tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng
bo'Imagan chizigli tenglamalar sistemasini tekshiramiz. Bunday sistema
uchun yechim yagona bo'lImasligi yoki umuman yechim mavjud
bo'lImasligi ham mumkin. Chizigli tenglamalar sistemasi birorta ham
yechimga ega bo'Imasa, sistema birgalikda bo'Imagan sistema deyiladi.
Agar chizigli tenglamalar sistemasi yechimga ega bo'lsa, bunday siste-
ma birgalikda deyiladi. (Agar birgalikda bo'lgan sistema yagona yechimga
ega bo'lsa, sistema aniq sistema deb, agar yechim bittadan ko'p bo'lsa,
anig bo'Imagan sistema deb ataladi.)
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Endi koeffitsientlari sonlardan iborat bo'lgan sistema yechimlarini
topish uchun qulay bo'lgan noma’lumlami ketma-ket yoqotish usulini,
ya’ni Gauss metodini bayon gilamiz. Quyidagi ixtiyoriy chizigli teng-
lamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

a,X,+a,x2+...+alnx,,=ci;

azixXl a2xX2 < a2zXn~"2»
(D

+a*2+...+a,MKn=cs-

(1) da aM*0 bo'lsin deb faraz qilaylik, an nolga teng bo'lishi
ham mumkin. Bunday holda ishni sistemaning birinchi tenglamasidagi
birorta noldan fargli koeffitsientdan boshlash kerak. Dastlab birinchi
tenglamadan tashgari barcha tenglamalaridan ni yo‘qotib (1) siste-
mani o ‘zgartiramiz. Buning uchun birinchi tenglamaning har ikkala
tomonini au* 0 ga bo'lib chigamiz. Natijada berilgan sistemaga ek-
vivalent ushbu yangi sistemani hosil gilamiz.

H *
o+ 804+ Gy BTy S G
au an  au

a2\X\ + °22*2 + —+ a2kXk + —+ a2nXn =C2’
aiix\ +anx 2 +ese+,¥** +_ +anx, = Cj\ (2)

+amx?2+-+amxt+...+a, K, =c,.

Endi bu sistemaning birinchi tenglamsini av ga ko'paytiramiz va
ikkinchi tenglamadan ayiramiz. Bu ishni davom ettirib, birinchi teng-
lamani endi a3 ga ko'paytirib, uchinchi tenglamadan ayiramiz va h.k.
Bu jarayonni shunday davom ettirib, ma’lum gadamdan keyin berilgan
sistemaga teng kuchli bo'lgan quyidagi yangi sistemani hosil gilamiz:

X\ +0122 +"+aimn=Ch

a22X2+ -+ + aikXk "e "ma\nXn = C\’

alx2+ ... +alkkk+ ... +aixll=cl;
(3)
anx2+ ... +dnmkxk+ ... +dmxn=cm
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Bu yerda quyidagicha belgilashlardan foydalanilgan:

c[=—L;c\=ci— "-a2l; i=2,m;
an an

a2 koeffitsientni noldan fargli deb faraz qilib, (3) sistemaning
ikkinchi tenglamasini a2 ga bo'lamiz va hosil bo'lgan sistemaning
ikkinchi tenglamasini ketma-ket a'2,..., di2,...,a'n2 ga ko‘paytiramiz
hamda navbatma-navbat sistemaning tegishli (birinchi va ikkinchi teng-
lamalaridan tashqari) tenglamalaridan ayiramiz.

Bu jarayonni davom ettirib, chap tomonidagi barcha koeffitsientlari
nol bo'lgan, ozod hadi esa noldan fargli bo'lgan tenglamalar sistemasi-
ga kelsak, bu sistema yuqorida ko'rsatilganidek, birgalikda bo'Imaydi.
Agar sistema birgalikda bo'lsa,quyidagi sistemadan birini hosil gilamiz:

IKXK o+~ A
wK*K *t .~+b2xn=B2;
4)
Xp + .+ b= Bp.
yoki (bunda p<n)
KXK* - m K X,=Bii
2KXK * - + K xn= B2
(5)

Xkt - mbb,X,,

xn = Bn-

(4)-pogonasimon (trapetsiya), (5) esa uchburchak ko'rinishidagi
sistema deyiladi. (5) bo'lgan holda oxirgi tenglamadan xn=Bn ga
egamiz. Xn ning giymatini oldingi tenglamaga qo'yib, xn{ ni topamiz.
uni o'z navbatida oldingi tenglamaga qo'yib, xn, ni topamiz va h.k.

Yuqorida aytilganlami yakunlab quyidagilami hosil gilamiz. Gauss
metodini chizigli tenglamalarni har ganday sistemasi uchun tadbiq
etish mumkin. Bunda, agar almashtirishlar jarayonida barcha
noma’lumlaming oldidagi koeffitsientlari nolga teng, ozod hadi esa
noldan fargli bo'lgan tenglama hosil gilsa, sistema birgalikda bo'Imaydi;
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agar bunday tenglamaga ega bo'Imasak, sistema birgalikda bo‘ladi. Agar
birgalikdagi sistema (5) uchburchak ko‘rinishiga kelsa, u aniq bo'ladi,
(4) ko‘rinishiga kelsa, anigmas bo'ladi. Aytilganlami chizigli bir jinsli
tenglamalar sistemasi bo'lgan holga, ya’ni ozod hadlar nolga teng bo'lgan
tenglamalarga ham qo'llash mumkin. Bunday sistema har doim birga-
likda bo'ladi, chunki y (0,0,...,0) nol yechimga ega. Qaralayotgan
sistemada tenglamalar soni nojna’lumlar sonidan kichik bo'lsin. U holda,
sistemamiz uchburchak shakliga keltirilishi mumkin emas, chunki Gauss
metodi bo'yicha o'zgartirish jarayonida tenglamalar soni kamayishi
mumkin, lekin ortishi mumkin emas, binobarin u (4) ko'rinishga kel-
tiriladi, ya’ni anigmasdir.

1-misol. Quyidagi chizigli tenglamalar sistemasini Gauss metodi
bilan yeching:

X, + 2Xz +3x3=1;
<2X,-X2+2x3=6;
jc, +x2-3jc3- 7.

Yechish. Birinchi tenglamadagi jc, oldida tuigan koefTitsient yor-
damida gqolgan tenglamalardagi g, noma’lumdan qutilamiz. Buning
uchun birinchi tenglamaning barcha hadlarini 2 ga ko'paytirib, ikkinchi
tenglamadan ayiramiz. Birinchi tenglamaning o'zini uchinchi tengla-
madan ayiramiz. Natijada quyidagi ko'rinishdagi sistemaga ega bo'lamiz:

X, + 2x2+3x3=1,
*-5Xx2- 4x3=4;
-X2-6x3=6.
Ikkinchi va uchinchi tenglamalar fagat x2 va x3 noma’lumlarga

ega. Uchinchi tenglamaning hadlarini 5 ga ko'paytirib, 2-tenglamdan
ayiramiz. Natijada tubandagi sistema hosil bo'ladi:

X, +2x2+3x3=1

e-5x2- 4p.3=4;
-26x3 = 26.
Uchinchi tenglamadan ;c3=-1, buni ikkinchi tenglamaga qgo'yib,

#2 noma’lumli topamiz:
-5x2—4 -(—1)jc3 =4;

je, =0.
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*, va x3 noma’lumlaming qiymatlarini birinchi tenglamaga qo'yib,
n, noma’lumni topamiz: *,+0-3 =1, *, =4,

Javob: (4;0;- 1).

2-misol. Ushbu:
X]+ 2x2+3*3=17,

*2* +3%*2+*3=05;
2% +4x2+ 6*3=14.
chizigli tenglamalar sistemasini yeching.

Yechish. Birinchi tenglamadagi x2 oldida turgan koeffitsient yor-
damida golgan tenglamalardagi x2 noma’lumdan qutulamiz. Buning
uchun birinchi tenglama hadlarini uchga, ikkinchi tenglama hadlarini
2 ga ko'paytirib, birinchi tenglamani ikkinchi tenglamadan ayiramiz.

Natijada quyidagi ko'rinishdagi sistemaga ega bo'lamiz:

a, + 2x2+3*3=17,
* +0-7*3 = -11;
0+0+0=0.

Uchinchi tenglama hadlari va ozod hadi nollardan iborat bo'lgani
uchun, bu tenglamani tashlab yuborsak, tubandagi sistema hosil bo'ladi:

f*, +2*, +3x3=7;
{*,-7*3 = -11.

Birinchi tenglamadagi *, noma’lumdan qutulish uchun 1-tenglam-
ani 2-tenglamadan ayirsak, x] va X2 noma’lumlarga nisbatan yechil-
adigan ushbu sistemaga ega bo'lamiz:

f-2x2- 10*3 = - 18;
{v, -7*3 = - 11.
Ikkinchi tenglamadan *, ni, birinchi tenglamadan X2 ni topamiz:
[*i =7*3-n;
}*, =-5*%3 +9.
bu yerda *3 ixtiyoriy son.
O'z-0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Gauss metodining mohiyatini tushintirmg.
2. Gauss metodi yordamida misollar yechib ko'rsating.
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IV BOB

vektorlar va chizigli algebra elementlari

I-§. Vektor. Nol vektor. Vektor uzunligi, giymati va

yo‘nalishi

Agar kesma oxirlarining tartibi e’tiborga olinsa, u yo'nalgan hisobla-
nadi. Agar oldin A nuqta keyin B nuqta berilgan bo‘lsa, u holda A nuqta
yo'nalgan kesmaning boshi B nuqta esa oxiri deyiladi. AB yo'nalgan

kesma ustiga chizig qo'yish bilan belgilanadi. Oddiy
kesmaning uchlari teng huquqli bo'lib, ulaming tar-
tibini ahamiyati yo‘q. Yo‘nalgan kesmada esa boshi
oxirining o‘rinlari almashtirilishi bilan ulaming
yo‘nalishi o‘zgaradi. Yo'nalgan AB kesmaning uzun-
ligi deb, \AB\ kesmaning uzunligiga aytiladi va

[n#| bilan belgilanadi. Yo‘naltirilgan kesma vektor

deyiladi. Vektorlami belgilashda biz ustiga strelka
go‘yilgan kichik harflardan foydalanamiz: a, b, c,....
Ba’zan vektorlar kesma oxirlarini ko‘rsatuvchi o‘sha
harflar bilan ham belgilanadi.

Masalan, vektorni 25, 26-chizmada
ko‘rsatilgandek, AB ko'rinishda belgilash mumkin.
A nuqgta vektoming boshi, B
nuqgta vektoming oxiri deyi-
ladi. Agar AB va CD
yo'nalgan kesmalar bir xil
(garama”qarshi)” yo“‘nalishli
00‘lsa AB va CD vektorlar
bir xil  (gqarama-garshi)
yo‘nalishli vektorlar deyiladi.

(27-chizma.) 27-chizma.
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a vektoming absolut giymati (uzunligi) yoki moduli deb shu vek-
tomi tasvirlovchi kesma uzunligiga aytiladi. a vektoming absolut giymati

|5| bilan, AB vektoming absolut giymati esa AB bilan belgilanadi.

Moduli birga teng bo'lgan vektor birlik vektor deyiladi. Vektoming
boshi uning oxiri bilan ustma-ust tushishi mumkin. Bunday vektorlar
nol vektor deb ataladi. Nol vektor ustiga strelka go'yilgan nol (6) bilan
belgilanadi. Nol vektoming yo'nalishi haqgida so‘z yuritilmaydi - u
aniglanmagan. Nol vektoming moduli nolga teng deb hisoblanadi. Noldan
fargli ikkita vektor bir to‘g‘ri chizigda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
yotsa, bunday vektorlar kollinear vektorlar deyiladi. a,b vektorlarning
kollinearligi a\\b ko‘rinishida belgilanadi. Uzunliklari teng, kollinear
va bir xil yo'nalishli ikkita a va J vektorlar teng vektorlar deyiladi va
a=Db ko‘rinishida belgilanadi. Bir tekislikka parallel bo'lgan yoki shu
tekislikda yotuvchi vektorlar komplanar vektorlar deyiladi.

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Vektor nima?
2. Kollinear, komplanar va nol vektorlami tushuntiring.

2-8. Vektorlar ustida amallar

2.1. Vektorlami qo‘shish.

Ta'rif. Ikkita a va b vektorlarning yig‘indisi deb istalgan A nug-
tadan a vektomi qo'yib, uning oxiri Bga b vektorni go'yganda boshi
a vektoming boshi A da, oxiri b vektoming oxiri C da bo'lgan AC
vektorga aytiladi. (28-chizma.)

a,b vektorlarning yig'indisi 5 +b % _
bilan belgilanadi. Vektorni go'shish
ta’rifidan istalgan A, Bva C uch nuqta
uchun

AB+BC = AC d)
tenglik o'rinli bo'lishi kelib chigadi.
(1) tenglik vektorlami qo'shishning
uchburchak qoidasi deyiladi. Ikki kol-
linear vektorni go'shish ham shu qo-
ida bo'yicha bajariladi.
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Vektorlarni qo‘shish amali quyi-
dagi xossalarga ega:
1 Qo‘shishning gruppalash (assot-
siativlik) xossasi. Har ganday a,b,c
vektorlar uchun (a+b)+c=a+(b+c)
inunosabat o'rinli.
Isbot. Vektorlarni go‘shishning
uchburchak gqoidasidan (29-chizma.): 29-chizma.

a+b —OA+ AB —OB;
(0 +6)+c —OB+BC = OC;

b +c —AB+ BC —AC;
0+(Z>+ ¢c) —OA + AC = OC;

bundan (a+b¥+c=a+ (b +cj ekani kelib chigadi.

Qo'shiluvchi vektorlaming soni ikkitadan ortig bo'lganda ulami
go‘shish quyidagicha bajariladi. Berilgan a, b, c , I  vektorlaming
yig‘indisini hosil qilish uchun a vektoming oxiriga b vektoming
boshini qo'yish keyin, b vektoming oxiriga ¢ vektoming boshini
go'yish va h.k. Bu ishni oxirgi vektor ustida bajarilguncha davom
ettirish kerak. Yig'indi vektor yani a+b +c +..+/ yig'indisi bo'lgan
vektor boshi a vektoming boshidan, oxiri esa / vektoming oxiridan
iborat vektor bo'ladi.

30-chizma.
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Masalan, 30-chizmadagi AF vektor berilgan a, b, c, d, & vektor-
lami qo‘shishdan hosil bo‘lgan vektordir.
2) Qo'shishning o°‘rin almashtirish (kommutativlik) xossasi. Har
ganday ikkita 5 va £ vektor uchun a+b-b+a tenglik o‘rinlidir.
Isbot. a=0A va b =AB bo'lsin.
n Ikki hoi bo'lishi mumkin:

a) a, b vektorlar kollinear emas.
Bu holda O, A, B nuqtalar bitta to'g'ri
chizigda yotmaydi (31-chizma). OAB
uchburchakni OABC parallelogramm-
ga to'ldirsak, vektorlami go'shishning

uchburchak qoidasiga ko‘ra:

a+b =0OA+ AB = OB,
b+a—0C+CB—OB,
bu ikki tenglikdan esa a+b=Db+a kelib chigadi.
b) a|b bo'lsin. Bu holda 0,A,B nuqgtalar bitta d to'g'ri chizigd.
yotadi. d to'g'ri chizigda yotmaydigan C nuqta olaylik, u holda
OC+CB =0B. 2)

a) holga ko'ra OC+CB =CB+0OC =

Lekin, CB=CA+AB,O0C =0OA+AC bo'lgani uchun:

ob =catab+oatac =ab+oa; 3)
—-5» A
garama-qarshi vektorlar yig'indisi 0 ga teng bo'lgani uchun CA+ AC =0

ikkinchi tomondan,

OB =0A+ AB (4)
(3) va (4) tengliklardan a+b=b+a tenglikka ega bo'lamiz.

3) har ganday a vektorga nol vektor go'shilsa, a vektor hosil
bo'ladi, ya’ni a+0=a. Uchburchak goidasiga ko'ra istalgan 5 =OA
vektor uchun OA+AA =0A tenglik yoki a+0=a tenglik o'rinli.

4) har ganday a vektor uchun shunday a mavjud-ki, uning uchun:

a+a' =0 (5)

2.2. Vektorlarni ayirish.

Ta’rif. a,b vektorlarning ayirmasi deb, a vektor bilan b vektorga
garama-qarshi ~b vektoming yig'indisiga aytiladi. Bu ta’rifdan
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ko'rinadiki, ¢ =a-b ayirma yektomi yasash
uchun c=a+(-b) vektorni yasash kerak
ekan. Agar a,b vektorlar bitta O nuqgtaga

go‘yilgan (32-chizma) hamda a=0A va o
b
b =OB deb belgilangan bo'lsa, u holda ' 32.chi2ma.
c=a-b =0OA-0OB=0A+0B=BO+0A-BA
Bu holda a va b vektorlaming ayirmasini topish uchun boshi 5

nugtada oxiri A nugtada bo'lgan BA vektorni yasash yetarli bo'ladi.

2.3. Vektorlami songa ko'paytirish.

ad 0 vektor va a son berilgan bo'lsin, bu yerda aeR.

Ta’'rif. Vektoming a songa ko'paytmasi deb shunday b vektorga
aytiladiki a> 0 bo'lganda b ning yo'nalishi a ning yo'nalishi bilan
bir xil, a<0 da b ning yo'nalishiga teskari bo'lib, b vektoming
uzunligi esa a vektoming uzunligi bilan a son modulining
ko'paytmasiga teng, a ning a songa ko'paytmasi b =aa shaklida
belgilanadi. Bu ta’rifdan bevosita quyidagi xulosalar kelib chigadi:

a) ixtiyoriy a vektor uchun: 0ea =0

b) ixtiyoriy aeR son uchun: «-6 =6

d) ixtiyoriy a vektor uchun: \ a=a\(-\)-a =-a

e) a va aa vektorlar o'zaro kollineardir:

33-a chizmada a vektor 4 so- a t
niga ko'paytirilgan; b =45; 33-b
chizmada c¢ vektor -2 soniga-----—--—--—--—--—-- 4a
ko'paytirilgan; 5=-2c. Biror n
a *0 vektorni o'zining uzunligi-
ga teskari 1—11 songa ko'paytirilsa, o 2
chn 33-chizma.

hu vekt°r yo nalishidagi birlik
vektor (ort) hosil bo'ladi, ya’ni N-ﬁ:50(|«o|: 1.

Teorema. Agar a\\b (a* 0) bo'lsa, u holda shunday a son
mayjudki,
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b=aa bo'ladi. (6)
Isbot. a|b bo‘lgani uchun quyidagi uch hoi bo'lishi mumkin:

holda bo’ladi.
M

3) b=0 bo'lganda b-O-a bundan a =0. Demak, vektomi songa
ko'paytirish ta’rifidan va bu teoremadan quyidagi xulosani chigarish
mumKkin:

a || b<z>b=aa (aeR)

Shunday gilib (6) munosabat a,b vektorlar kollinearligining zaruriy
va yetarli shartidir.

Vektomi songa ko'paytirish quyidagi xossalarga ega:

a) I a=a\{-\)-a- -a;

b) a(/3-a) =(a-/3)a (gmppalash gonuni);

d) a(a+b)=a a+a b (vektorlarni go'shishga nisbatan tagsimot
gonuni);

e) (a+p) a=a a+(3-a (skalyami go'shishga nisbatan tagsi-
mot qonuni).

Ikkinchi xossani, ya’ni tenglikning o'rinli ekanini ko'rsatish bilan
cheklanamiz.

Isbot. Ma’lumki, a(/3-a) va {a wW3)avektorlar bir xil [a|-|/?]-|5]
uzunlikka ega. Vektomi songa ko'paytirish amali ta’rifiga ko'ra agar

a-/3>0 bo'lsa, a((3-ai) va {a-J3)a vektorlar bir xil yo'nalgan,
agar a m(3<0 bo'lsa, bu vektorlar a ga gqarama-qarshi yo'nalgan bo'ladi.
Shunday qilib, agar or*O, /3*0, 5*6 bo'lsa, a(/3m) = (am3)a ga
ega bo'lamiz. Agar a =0, /3=0 yoki a =6 bo'lsa, u holda a{(3 6)=0
va (a-P)a =0 bo'ladi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Vektorlar ustidagi amallami geometrik nuqtayi nazardan kelib chigqgan
holda tushuntirib bering.
2. Vektoming skalyarga ko'paytmasi deganda nimani tushunasiz?
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3-8. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi.
Nuqgtaning va vektorning koordinatalari

3.1.Tekislikda koordinatalar sistemasini Kiritish.

Tekislikda nuqta, chiziq, kesma, shuningdek, boshga geometrik
ob’ektlami o‘rinlarini tasvirlash uchun to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasi kiritiladi. Buning uchun tekislikda biror 0 nuqtada kesishuvchi
o‘zaro perpendikular ikkita o‘gni olamiz. ,

Bu o'gqlaming har birida o nuqtadan bosh- Y
lab kollinear bo'lmagan JJ vektorlami
ajratamiz.(34-chizma.)

1-ta’rif. Musbat yo‘nalishlari mos rav-
ishda 7,] vektorlar bilan aniglanuvchi o‘zaro
pedendikular ikkita o‘gdan tashkil topgan
sistema tekislikda to‘g‘ri burchakli koordi-
natalar sistemasi deyiladi va R=4{0,7, 1]}
ko'rinishda belgilanadi. O nuqta koordina-
talar boshi, 7,J birlik vektorlar esa koordi-
nata vektorlari deyiladi. Ta’rifga asosan, J,j vektorlar ortogonal va
birlik vektorlardir: [/1=|y]=1; 7A.]. Musbat yo'nalishlari 7,] vek-
torlar bilan aniglangan o'gqlar mos ravishda abssissalar va ordinatalar
o'glari deb ataladi.

Tekislikda R ={0ti,j} koordinata sistemasi berilgan bo'lsin. Shu
tekislikning A nuqtasi uchun OA vektor A nuqtaning radius—vektori
deyiladi. OA vektor uchun quyidagi munosabatni yozish mumkin:

OA=xi +yj.

2-ta’rif. OA radius-vektorning X,y koordinatalari A nugtaning

R={0,i,j} koordinata sistemasida koordinatalari deyiladi va u
A(X;y) ko'rinishda belgilanadi. Bunda X A nugqtaning abssissasi, y esa
A nuqgtaning ordinatasi deyiladi.

Endi vektorning koordinatalarini garaymiz.

3-ta’rif. Vektoming koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari vektorning
koordinatlari deb aytiladi.

Vektorni Ox o'gidagi proyeksiyasi uning birinchi koordinatasi yoki
* koordinatasi, Oy o'gidagi proyeksiyasi uning ikkinchi koordinatasi
>0kl ¥Y koordinatasi deyiladi.
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Shunga ko‘ra a vektoming koordina-
talarini xa,ya bilan belgilasak, u holda
ta’rifga asosan,

="/0,5=|5|-co8(5nT);
Ya = PIO H « |-COS(5_J>'I7).

Aytaylik, tekislikda a = AB vektori
berilgan bo'lsin. A nuqtadan Ox o'giga

X parallel, B nuqtadan Oy o'giga parallel
to'g'ri chiziglar o'tkazamiz (35-chizma).

Ulaming kesishish nuqtasi C bo'lsin.

U holda
- > > —

AC =xa-i, CB=yam] va a~AB-AC+CB=xa i +ya-j bo'ladi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar xa,ya lar a vektori-
ning koordinatalari bo'lsa, a vektorni uning koordinatalari orgali tu-
bandagi ko'rinishda yozish mumkin,

a=xa-l+ya-j. (D

(D vektor tenglik ko'p hollarda a ={xa,yu} simvolik ko'rinishda
yoziladi.

(D tenglik tekislikdagi har ganday vektorni ikkita o'zaro perpendikular
vektorlaiga yoyib yozish mumkinligini bildiradi. Umuman olganda tekislik-
dagi har ganday vektorni kollinear bo‘lImagan ikkita vektoiga yoyib yozish
mumkin. Vektoming boshi va oxirini koordinatalari R = {0,7,7} S3 n's"
batan ma’lum bo'lsa bu vektoming koordinatalarini topishni qaraylik.

Aytaylik, R={0,7,]} ga nisbatan
Y A(xl;yl); B(x2;¥2) bo'lsin (36-chiz-
b6<7jij4) m*)- Bu holda® OA=xJ+yJ;
OB=x2 +yZ; AB=0B- OA
AB=(x2-x DI +(y2-y x4
/1 Bundan,
X AB —{x2—xl;y2—y I}, @)
36-chizma. ya’ni vektoming koordinatalari shu
vektor oxirining koordinatlaridan mos
ravishda boshining koordinatlarini ayirish bilan hosil gilinadi.
Misol. N ={0,7,./} da M(2;-3),N(0;3) nuqgtalami yasang. MN
vektoming koordinatalarini toping.
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Yechish. M (2;-3) nuqtani yasash
uchun OM =2/ -37 vektorni yasaymiz.
Buning uchun O nuqtadan boshlab /
ga kollinear 2/ va j ga kollinear -3y’
vektorni yasaymiz. So'ngra bu vektor-
larning yig‘indisini topsak, OM vektor
hosil bo'ladi va undan izlanayotgan M
nugtani topamiz. Xuddi shunday iV(0;3)
nuqtani yasash uchun OLL =3j vektor-
ni yasaymiz. jV(0;3), MN ={-2;6}.

3.2. Fazoda koordinata sistemasini Kiritish.

Bitta O nuqta, kesishuvchi o'zaro petendikular uchta Ox,0y,0Oz
to'g'ri chiziglami olamiz (38-chizma).

Shunga o'xshash golgan ikki-
ta tekislikni mos ravishda xOz
va YyOz teKisliklari deymiz.
Ox,0y,0z to'g'ri chiziglar koor-
dinata o'qlari (mos ravishda abs-
sissa, ordinata applikata), ularning
kesishish nuqtasi o koordinata
boshi, xOz yOz va xOy tekislik-
lar koordinata tekisliklari deyiladi.

) nuqta har bir o'gqni ikkita
yarim to'g'ri chizigga ajratadi. Ul-
ardan birini musbat, boshgasini manfiy deb kelishib olamiz. Bu usul
bilan hosil gilingan Oxyz sistemaga fazoda to'g'ri burchakli koordina-
talar sistemasi deyiladi. Odatda Ox,0y,0z koordinata o'glarining birlik
vektorlari mos ravishda 7,] va £ lar orqgali belgilanadi. Fazodagi
to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi R ={Q,7.],k} ko'rinishda ham
belgilanadi. Fazodagi vektoming koordinatalari deb uni koordinata
0 glaridagi proeksiyalariga aytiladi. Vektorni Ox o'qdagi proeksiyasi
Uni birinchi yoki x - koordinatasi, Oy o'gdagi proeksiyasi uni ikkinchi
yoki y - koordinatasi, Oz o'qdagi proeksiyasi uchinchi yoki z koordi-
natasi deb aytiladi.

berirr~k’ "azoc'a o'zining xa,ya,za koordinatalari bilan a vektori
gan bo'lsin. Tekislikda vektorni koordinatalariga o'xshash



s=xJ +ya +zak (3)
tenglikni bajarilishini isbotlash mumkin. (3) tenglik fazodagi har ganday
vektomi o°‘zaro perpendikular bo'lgan uchta vektorga yoyib yozish
mumkinligini bildiradi.

Umuman olganda fazodagi har ganday vektomi uchta o'zaro kollinear
bo'Imagan vektorlarga yoyish mumkin. Vektorlarni koordinatalari ber-
ilganda vektorlaming yig'indisi, ayirmasini va vektomi songa ko'paytirishni
kKo'rib chigamiz. Vektorlarni qo'shish (ayirish) va vektorni songa
ko'paytirish xossasidan agar, a vektoming koordinatalari xn,ya,za £
vektoming koordinatlari xb,yb,zb bo'lsa, u holda

atb=(xjtryjjtza&k)+(xjryjtzlk)=(xaxxh)l +(yaty,,)]x(zutzhk
ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib 5+7 vektori
{(natxb)+{yaxyb)+(za+zb)} koordinatalarga ega bo'ladi, ya’ni

axb={xaxxb;yaxyb\zazzh) 4)
Aa vektorining koordinatalari esa Axa,Aya,Aza bo'ladi, ya’ni
Ng = Axa, Jlya,flira (5)

Demak, ikki vektorni go'shganda (ayirganda) ularning mos
koordinatalari qo'shiladi (ayriladi). Vektomi songa ko'paytirganda, uning
koordinatlari shu songa ko'payadi.

Misol. a ={2;-3;1} vektori berilgan. Unga kollinear bo'lgan b ={x;y;4)
vektorining noma’lum koordinatalarini aniglang.

Y echish. Ikki vektoming kollinearlik shartiga asosan
b =Aa=A"2j;-3], £} u holda (2) formulaga asosan b={2A;-3A+A} m
Ikkinchi tomondan A=4 demak 6={8;-12;4} bo'ladi.

Endi A nuqtaning koordinatalarini ko'rib o'tamiz. Aytaylik, fazoda
Oxyz dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo'lsin. Bu sistema istalgan
A nugta uchun OA vektoming koordinatalari uning radius vektorining

koordinatalaridir. Odatda A nuqgtaning
koordinatalari shu harfning yonida
kichik gavs ichida yoziladi: A(xa  zj
A va B nuqtalarning Jcoordi.iatalari
ma’lum bo'lganda AB vektoming
koordinatalarini topishni ko'raylik.
T Aytaylik, A nuqgtaning koordinata-
lari (xAyAzA B nuqgtaning koordi-

39-chizma bo'lsin' u hoNe

(39-chizma).
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AB=0B- OA=(X,i +y§ +zBK)-(xJ +yJ +2/)=

= (Cj, - WaV +(¥Y8-Y n)l+" 5~ 2a)m
Bu yerdan AB vektor X,,-xAyB-y A;zB-z A koordinatalarga ega
bo‘lishini ko'ramiz. Demak, vektoming koordinatalari uning mos koor-
dinatalari ayirmasiga teng:

AB = {xB-x A;)yB-y A;zB-z A}. (6)
Misol. Agar A(2;5;1) va B(5;3;6) bo'lsa AB vektoming koordi-
natalarini toping. >

Yechish. Aytaylik, AB ={xAByABzAB bo'lsin, u holda (6) formu-
laga asosan:
X/B =Xa~*b =5-2 =3;
Yng=Ya-¥Yb="~5=-2;
2nB=2a~2b=6-1 =5.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Tekislikda, fazoda to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasini izohlang.
2. Nugtaning va vektoming koordinatalarini tushuntiring.

4-8. Kesmani berilgan nisbatda boiish

MN kesmani berilgan A,: A2 nisbatda bo'lish talab gilinsin. Agar MN
kesmada ML masofa absolut giymatining LN masofa absolut giymatiga
nisbati A,:A2 ga teng bo'lsa, L nugta MN kesmani A,: A2 nishatda
bo'ladi deyiladi.Berilgan masalani hal gilish uchun MN kesmaning

N 7 "
tenglikni ganoatlantiruvchi L(xL;yL;zL) N
nuqtasining koordinatalarini topish kerak
(40-chizma). Ta’riflanishiga ko'ra L nuqta
M N kesmani #,:/1, nisbatda bo'lishi uchun

ML=-%+:LN M Ix 40-chizma.
tenglikni bajarilishi zarur.

ML va LN vektorlami om,OL va ON radius-vektorlar orgali ifoda-

laymiz. U holda (1) tenglama OL- OM =— ®(ON- OL) ko'rinishni oladi.
K
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Bundan esa

oL = — OM+ A ON (2)
A+ 12 A +a2 k
kelib chigadi.
(2) formula qo'yilgan masalaning yechimini beradi, chunki u gargr

kesmani berilgan J1,:4, nisbatda bo'luvchi L nuqtaning radius-vek-
torini M(xM,yu,zM) va N(XNyN,Zs) nuqtalaming radius-vektorlari
orqgali ifodalaydi.

(2) vektor tenglikka asosan quyidagi tengliklarga ega bo'lamiz:

A2 4,
XL~ %(1}:IZXM +/\}'I|~+~F|':Xp>
n2 A,
3
>S"=:dIr* '"+v b ;z»

(3) formula berilgan kesmani 4, :92 nisbatda bo'luvchi L nuqta-
ning koordinatalarini topish formulalaridir. L nugta MN kesmaning
o'rtasi bo'lgan xususiy holda (3) formula

Y XM + XN . oYM+ Yk M+ 2y 7m\
2 2 -
ko'rinishni oladi. (4) formula kesmani teng ikkiga bo'luvchi nugtaning
koordinatalarini hisoblash formulalaridir.

0 ‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Kesmani berilgan nisbatda bo'luvchi nuqtaning koordinatalarini hisob-
lash uchun formula keltirib chigaring.

2. Kesmani teng ikkiga bo'luvchi nugtaning koordinatalarini hisoblash uchun
formula keltirib chigaring.

5-8. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

Vektorlar ustida hozirgacha bajarilgan amallar (qo'shish, ayirish,
songa ko'paytirish) chizigli amallar bo'lib, natijada yana vektorlar kelib
chigadi. Bu mavzuda vektorlar ustida natija skalyar (son) hosil bo'ladigan
amalni ko'rib chigamiz.



Ta’rif. Ikkita 5 va 6 vektor uzunliklari bilan ular orasidagi bur-
chak kosinusining ko‘paytmasidan hosil bo‘lgan son bu vektorlaming
skalyar ko'paytmasi deyiladi. Agar ikkita vektordan birortasi nol vektor
bo'lsa, skalyar ko'paytma nolga teng bo'ladi.

a va 6 vektorlaming skalyar ko'paytmasi 5-6 ko'rinishida belgi-

lanadi, demalk,
a b=j5|-|6 |cos<z>. (D
Bu yerda @ berilgan ## va j vektorlar orasidagi burchak. (1)
formula yordamida kuchning bir nugtadan ikkinchi nuqtagacha to'g'ri
chizigli harakatida bajaigan ishini hisoblash mumkin. Aytaylik biror
jism o'zgarmas F kuchning tasirida boshlangich B nugtadan C nuqta-

gacha to'g'ri chizigli harakatlansin, u holda bajarilgan ish
/4=1|f |-|5C|cos™

bilan ifodalanadi. U skalyar kattalik bo'lib, f va BC vektorlaming
skalyar ko'paytmasidan iboratdir. Bu yerda tp- F va BC vektor

orasidagi burchak.

Misol. |a|=3; |6 |=4 hamda a va 6 vektorlar orasidagi burchak
45° ga teng bo'lsa, a va 6 vektorlaming skalyar ko'paytmasini
toping.

Yechish. (1) formulaga asosan topamiz:

P>
a-b =3-4-cos45° = 12-7: 6n/2.

Skalyar ko'paytmaning xossalari:
1) Ixtiyoriy a va £ vektorlar uchun quyidagi munosabat o'rinlidir.
a b=b-a
Bu xossa skalyar ko'paytmaning kommutativlik xossasi deyiladi.
Isbot. Bu xossa skalyar ko'paytmaning ta’rifidan bevosita kelib
chigadi, ya’ni
a-b =|5]-|6 |cos#>| - -
>=>5-6=6-a.
6 -5=|6 |- 5 lcos™J

. *xtiy°riy 5 va 6 vektorlar va ixtiyoriy ke R son uchun quyidagi
tenglik o'rinlidir:

(ka) -b = k(a mb) (2)
skalyar b°ssadan vektorlarni skalyar ko'paytirishda sonli ko'paytuvchini
kelib chigadima belgis' tashqgarisiga chigarish mumkin degan xulosa
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Isbot. Bu xossani isbot gilish uchun ikki vektor orasidagi burchak
tushunchasidan foydalanamiz. Ma’lumki, agar k>0 boMsa a va j
vektorlar orasidagi burchak ka va b vektorlar orasidagi burchakka
teng bo'ladi. Ta’rifga ko'ra:

(ka)-b =|A|-|5|-|E|-cos0> =£-|5]-|6 |-cos™ = A-(0-"); agar £<o0
bo'lsa, a va b vektorlar orasidagi burchak a - 180° -(p ga teng;

(ka)b =| ka|-|E|-cos(180° -cp) = k-\a\-\b \-cos<p = k(a -b)cos<p = k{a -b).

3) Har ganday a, bva ¢ vektorlar uchun quyidagi tenglik o'rinlidir:

a{b +c)=ab +ac. (3)

Bu xossa skalyar ko'paytmaning distributivlik xossasi deyiladi.

Isbot. Agar 5=0 bo'lsa, a(b +c) =a-b +a-c jenglikning o'rinliligi
0'z-o'zidan ravshan. Agar 5*0 bo'lsa,u holda a(b +c)=\a\np,(b +c).

Bu yerda / o'qi Iﬁzé birlik vektori bilan aniglangan.

Har ganday £va c¢ vektorlar uchun npt(b +c) =np,b + np,c mu-
nosabat o'rinlidir.
Demak,

a(jb+c) =a|(np/b + np,c) - anp,b + anp,c =ab +ac
bundan esa a(b+c)=a-b+ a-c tenglikning o'rinli ekani ko'rinadi.
4) Har ganday vektoming o‘z-o‘ziga skalyar ko'paytmasi bu vektor
uzunligining kvadratiga teng:
a-a=\a\2- 4)
Isbot. Skalyar ko'paytma ta’rifidan:
5-5=jo|-|5|cos(5A5)=)5|2cosO0=\a\2
a-a ifoda 52 bilan belgilanadi va a vektoming skalyar kvadrati
deb ataladi. Bunga ko'ra (4) tenglikdan a vektoming uzunligi uchun
quyidagiga ega bo'lamiz:
|a |=yfa2. (5)
Skalyar ko'paytma yordamida bizga tanish ba’zi ayniyatlarni isbot-
lash mumkin. Masalan,
(axb)2=a2+2ab+b?2
ayniyatni isbot qilaylik, buning uchun ayniyatning chap tomonidan
uning o'ng tomonini keltirib chigaramiz:
(axb) (axb) =a(azb)+b(atb)=amtam+a mxb o =a2+2ab+b~



Teorema. Nol bo'Imagan ikkita vektoming skalyar ko'paytmasi nolga
teng bo'lsa, bu vektorlar o'zaro perpendikular bo'ladi va aksincha.

Isbot. Faraz gilaylik, a va b vektorlar o'zaro perpendikular bo'lsin,
u holda ular orasidagi burchak 90° ga teng, demak cos(oA£) =0
u holda

am=|a|+|b|cos(a Ab)

cos(aflb)=0=>a b =0
demak, 5+b=>a-b=0 ikkita 5 va $ vektorlarning skalyar
ko'paytmasi nolga teng bo'lsa, u vektorlar perpendikulardirlar. Nol
bo'Imagan ikkita a va £ vektorlar skalyar ko'paytmasi nolga teng
bo'lishi uchun cos(5A6) =0 bo'lishi kerak, bu esa (aAb) burchak
90° giymatni gabul gilganda o'rinlidir. Demak, ab =0=>51b

Endi koordinatalari bilan berilgan vektorlarning skalyar ko'paytmasini
garaymiz. 5={xa,ya,za} va b={xhyhzh} vektorlar koordinatalari
bilan berilgan bo'lsin.

U holda a va £ vektorlar, a=xj+ya +zak va
b=xj +yj +zh vyoyilmalarga ega bo'ladi. Skalyar ko'paytmaning
xossalaridan foydalanib, a va j vektorlarni skalyar ko'paytiramiz:

- <
0-b= (x] +yal+zak)-(xj +y j +zhk =xOxHi +xjyj+
= > > — .
+yq j +yayjj +xaizhk+yajzhk+zakxhi+zakyhj +zazhkk.

Ta’rifga ko'ra: *

r=\\V =1; k2=1;/ j =] k=k j=j 1=7 k=k-j =0.
U holda
a-b =xaxh+yayb+zazh. (6)
Demak, koordinatalari bilan berilgan ikki vektorni skalyar ko'paytmasi
bu vektorlar mos koordinatlari ko'paytmalarining yig'indisiga teng.
Koordinatalari bilan berilgan a ={xa,ya,za} vektor uchun a-a skalyar

Ko paytmani topaylik. a ni a=x7+vIl +z~k ko'rinishda yozib
olamiz. ° “

am=(xj+yj +tzak\xj +y j +zak)
(6) tenglikka asosan

aa =Xn,+VvVV +zz
Ma’lumki,

la] = =To7 =Jxad+y*+z]. @)
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Bu esa koordinatalari bilan berilgan vektoming uzunligi uning
koordinatlari kvadratlarining yig‘indisidan olingan arifmetik kvadrat ildizga
teng ekanligini ko'rsatadi. (7) formuladan foydalanib ikki nuqta orasi-
dagi masofani topish mumkin. A(xt;y};Zi) va B(x2;y2;z2) nugqtalar
berilgan bo'lsin. U holda

P(A,B) = AB =yj(x2- x,)2+ (y2-y, ¥ +(z2- z,)' (8)

bo'ladi, bunda p(A;B) - A va B nuqtalar orasidagi masofa.
Skalyar ko'paytmadan foydalanib ikki vektor orasidagi burchakni,
vektorlaming o'gdagi proyeksiyalarini hisoblash mumkin. Ikki vektor 5

ab
va a orasidagi burchak cosff= ... formula bo'yicha hisoblanadi.

Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsa, ular orasidagi
burchak

X. X2+ +zz

cos (p=—F - y_y’ ~ e
/2 2 2 /7 2 2 2

VX1 +Z. ‘Y*2+72 +72

formula bo'yicha hisoblanadi. Agar vektorlar tekislikda berilgan bo'lsa

z koordinatalari nolga teng deb olinadi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ikki vektoming skalyar ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?

2. Skalyar ko'paytmaning ganday xossalari bor?

3. Koordinatalari bilan berilgan ikki vektomi skalyar ko'paytirish formu-
lasini keltirib chigaring.

4. Vektor uzunligi uchun formula Keltirib chigaring.

5. Ikki vektor orasidagi burchak uchun formula keltirib chigaring.

6. Ikki vektoming o'zaro perpendikularlik sharti nimadan iborat?

6-8. Ikki vektoming vektor ko‘paytmasi va uning xossalari

Ikkita a va b vektomi bir-biriga ko'paytirish natijasida son (son-
lar) xosil bo'lishini ko'rdik. a va “vektorni bir-biriga ko'paytirish
natijasida vektor hosil bo'lishi ham mumkin.

Ta’rif. a va bvektoming vektor ko'paytmasi deb, shunday c
vektorga aytiladiki, bu vektor a va b vektorlarga perpendikular bo'lib,
uning moduli a va i vektorlardan yasalgan parallelogramm yuziga

78



teng, yo'nalishi esa ¢ vektoming C uchidan garaganda ¢ vektor atro-
fida a vektordan b vektorga eng kichik burchak bilan aylanishi soat
strelkasiga teskari bo'lishi kerak.

Vektor ko'paytma [ab\ yoki axb ko'rinishda belgilanadi.
Boshgacha ta’rif ham berish mumkin.

Ikkita a va £ vektorlaming vektor ko'paytmasi deb quyidagi uchta
shartni ganoatlantiradigan c vektorga aytiladi:

1) c =[a-b]=\a\-\b |sin(o A6); (0<(5 Ab) <n);
2) [a,b]La, [a,b]Lb (c vektor a,b vektorlarga ortogonal);

3) a, bi c vektorlar ko'rsatilgan tartibda o'ng uchlikni tashkil
qgilsin.

Bu ta’rifda keltirilgan uchta shartning har binning geometrik
ma’nosini aniglaylik.

1-shart ¢ vektoming uzunligi (|c |-son) 5 va £ vektorlarga quril-

gan parallelogramm yuzini ifodalovchi songa
teng ekanini bildiradi (41-chizma) chunki

|al-|6|sin(5A6);(0<(anb)<n) ifoda to-

monlari 5 va b vektorlardan iborat paral-
lelogramm yuzini ifodalaydi.
2-shart vektor ko'paytma (ya’ni ¢ vek-
tor) a va b vektorlar bilan aniglanadigan
tekislikka petendikular ekanini bildiradi.
3-shart vektor ko'paytmaning yo'nalishini
aniqlaydi. 41-chizma.
Vektor ko'paytma quyidagi xossalarga ega:
1) Agar a va £ vektorlar kollinear bo'lsa yoki ulardan kamida biri
nol vektor bo'lsa, ularning vektor ko'paytmasi nolga teng bo'ladi.
Ishot. Hagigatan ham, a\\b bo'lsa, (aAb)=0 yoki 180° bo'lib,
birinchi shartga asosan |c|=0 bo'ladi. Moduli nolga teng vektor esa
albatta nol vektordir.

2) [a,b] =-\b,a] ya’ni ko'paytuvchilaming o'rinlarini almashtirish-

da vektor ko'paytmaning ishorasi o'zgaradi.
Isbot. Haqgigatan ham, vektor ko'paytma ta’rifining 1) va 2) shart-

lariga asosan, [a, b] va [b, a] vektorlaming uzunliklari teng va ikkalasi
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klo,U

USs bl
[o_0]
5
"Ar v’
a)
42-chizma. frta.tsl
d)

ham bitta tekislikka pedenc/ikular, yo'nalishlari esa uchinchi shartga
asosan, c vektor tomonga qarab eng qgisqa yo‘l bilan soat strelkasi
harakatiga teskari bo'lsa, e va j vektor tomonga qarab qgisga yo‘l
bilan burilish esa soat strelkasi harakati bo'yicha bo'lib goladi, demak
yo'nalish awalgiga o'xshash bo'lishi uchun [a, b] vektor [b, a] vektor-
ga nisbatan garama-garshi yo'nalgan bo'lishi kerak (42-a, b, d chizma).

3. [aa, bA=[a, ab] =a[a, b] bu yerda a istalgan hagigiy son
(skalyar ko'paytuvchiga nisbatan assotsiativlik gonuni).

Ishot. [aa, 6]va a[a, 6] vektorlarning modullari teng, yo'nalishlari
esa a >0 bo'lganda [a,b] vektor bilan bir xil, 8 <0 da esa [a,b] ning

yo'nalishiga garama-qarshi (42-a, b, d chizma).
4) [a+a‘,b]=[a,b]+][a [a,b + b'] =[a,b] +[a,b"].
Bu xossalardan quyidagiga ega bo'lamiz:
[aa +J3b,yc +3d+"=ay\a,c\ + + jl o+

Vektor ko'paytmadan foydalanib, uchburchakning yuzini hisoblash
uchun formula chigaramiz. Aytaylik, ABC uchburchak n=]o,/,y4]
to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan uchlarining koordi-
natalari bilan berilgan bo'lsin: A(x,;J,;2,), B{x2,y2,22), C(x3;y3;z23)

Vektor ko'paytma ta’rifidagi 1-shartga ko'ra uning moduli parallelo-

grammning yuzini beradi. Uning yarmi esa uchburchakning yuziga teng.
Shuning uchun

1
I nnhi- AB,AC (2)

ega bo'lamiz.
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Agar AB va AC vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsa, ya’ni
XB ={X2-*1>Yr-Y»*r-**b AC={X"-X"Y3-Y==>23-"}-  .ou-

da 14)|)3 va 7 vektorlarni vektor ko'paytmasi tubandagicha ifodalanadi.

dB-AC = (*2-x,)7+02-Y{jHZ2 zi)* |& ~*i)/+03 -ri)y+ ("~ "*I)* =

= - >
=(x,- X , X * 3 i+(x2-*1X -yt)-j+0'1-AMIX*3-*])/*+
IO EENEEN -4 —»
+(z2-z2])(X,-xi)k-i+(z2-z IXY3 ~Y\)K" I+ (z2~2,X23-2,)k-k+
RO . > == _p

+(x2- X)(z3-Zi)bk+ (y2-y IXx3- x,)y- [+ (32- >Xy3- Y,)j W;

Vektor ko'paytma ta’rifiga asosan

/i =0, ym) =0, K =0
> > > *
ij ——y-* [sA — / k-j —

bo'lgani uchun

AB-AC = (x2-x,Xy3~¥Y1k+ (x2~Xi)(Z]-zi)j-(y2-y IXx3-xi)k+

+(¥Y2~Y,X"3 - z,) /- (z2- z,g(*s ~Xi)j~(z2-z IXy,
Demak,
- -+
/ j K

9 X2-X. Y2\ zz~7\
X3-X. ys~Y\ r3-r,

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ikki vektoming vektor ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?

2. Vektor ko'paytmaning ganday xossalari bor?

3. Vektor ko'paytmaning geometrik ma’nosi nima?

4. Vektor ko'paytma ta’rifidan foydalanib, uchburchak yuzini hisoblash
uchun formula keltirib chigaring.
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V BOB.
ANALITIK GEOMETRIYA ELEMENTLARI

I-§. Tekislikda chizig tenglamasi

1.1. Ikki o‘zgaruvchili tenglama va uning grafigi.
Chizig tenglamasi.
Aytaylik,

F(*;.y) =0 1)
tenglama X,y o-‘zgaruvchilami bir-biri bilan bog'lovchi biror tenglama
bo'lsin. Bu tenglama o'zgaruvchilaridan birini, masalan y ni ikkinchisi-
ning funksiyasi kabi aniglaydi. U holda (1) ni y ga nisbatan yechsak

y =f(x) @
(bu yerda a<x<b) tenglama hosil bo'ladi. (2) da .re[a,6] kesmada

o'zgarganda f(x) funksiyani uzluksiz ravishda o'zgaradi deb garaymiz.
Dastlab f(x) bir giymatli funksiya deb garab, x va y lami R={0;/;/}
koordinatalar tekisligidagi biror M nuqtaning koordinatalari deb faraz
gilamiz. U vaqtda x ning har bir giymati uchun (2) tenglama y ning
yakka bitta giymatini aniqlaydi. Demak, x ning har bir giymatiga tek-
islikning koordinatalari (jc; /(*)) bo'lgan birgina nuqtasi to'g'ri keladi.
Agar x uzluksiz ravishda o'zgarib turli giymatlar olsa, x nuqta {O;/;/}
koordinatalar tekisligida x va y ning giymat-
lariga qarab o'mini o'zgartira boradi va biror
geometrik o'rinni tasviriaydi. Bu geometrik
o'rin chiziq deb ataladi. Agar f(x) funksiya
ko'p giymatli bo'lsa, yani X ning har bir
giymatiga y ning bir necha yXx;y2;...;yn
giymatlari mos kelsa, u holda x ning har bir
giymatiga {0;/J} tekislikda MX\Mr\Mn
nuqtalar to'g'ri keladi. Masalan, y =f(x)

funksiya ikki giymatli bo'lsin.
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Bu holda x ning har bir giymatiga y ning yt=/(*,) va y2=/(*,)
giymatlari mos kelib, {0;/;_/} koordinatalar tekisligida x ning x, qi-
ymati bilan ikkita A/I(jr,;jy1l) va M2(xl;y2) nuqgta aniqglanadi (43-
chizma). [a\b] kesmada x uzluksiz o‘zgarganda 1/, va M2 nuqtalar
ham o‘rinlarini uzluksiz ravishda o'zgartiradi va chiziq deb atalgan
geometrik o'rinni tasvirlaydi.

Ta’rif. Agar chiziq ixtiyoriy nuqtasining x va y koordinatalari (1)
tenglamani ganoatlantirsa, va aksincha, by tenglamani ganoatlantiradi-
gan har bir juft (x\y) giymat chiziq nuqtasiiy tasvirlasa, u holda (1)
tenglamaga chizigning oshkormas tenglamasi deb ataladi. Analitik ge-
ometriyada ikki xil masala qaraladi:

1) berilgan geometrik xossalariga ko'ra chiziq tenglamasini tuzish;

2) tenglamasiga ko'ra koordinatalari tenglamani ganoatlantiruvchi
nuqgtalaming geometrik obrazini yaratish.

Misol. Koordinata burchaklari bissektrisalarining tenglamalari tu-
zilsin.

Yechish. Dastlab, bissektrisaga xos-geometrik xossani ifodalaymiz.
Burchak bissektrisasi bu burchak ichida yotuvchi va uning tomonlari-
dan barobar uzoglikdagi nuqtalaming geometrik o'mini ifodalaydi. By
xossaga asoslanib | va Il koordinat bur-
chaklarining bissektrisasi tenglamasini tu-
zamiz (44-chizma).

Agar OM birinchi koordinat burchag- y
ining bissektrisasi bo'lib, M (X;y)uning
ixtiyoriy nuqtasi bo'lsa, xossaga ko'ra:

[Af,M|=j M 2M\ yoki y=x (3)

Agar M(x.y) uchinchi koordinat bur-
chagining bissektrisasidagi ixtiyoriy nuqta
bo'lsa, x ham y ham manfiy son bo'lib,
ularning absolyut giymatlari bir-biriga teng
bo'ladi va biz yana (3) tenglamaga kela-
miz. Shynga o'xshash Il va IV koordinat burchaklarining bissektrisasi
tenglamasi

Y=-x (4)
ekanligini ko'rish mumkin.

Endi chizigning (1) tenglamasiga ko'ra yasash masalasini garaymiz.
X,y koordinatlami bog'lovchi biror tenglamaning tekislikda ganday
chizigni tasvir etishini bilish uchun chizigni shu tenglamaga asoslanib
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yasash kerak. Tekislikdagi nuqta esa o‘zining (X, y) koordinatalari
bilan aniglanadi. Shyning uchun (1) tenglamadagi X ga
giymatlami bersak,

tenglamalar hosil bo'ladi. Bu teng-
lamalardan g ning X2; X n gj-
ymatlariga mos bo'lgan y ning
i,; Y22y n giymatlarini topamiz,
natijada koordinatalari (1) tenglamani
ganoatlantimvchi
{x2\y2 (a-yn) - (5)
nuqtalarga ega bo'lamiz. Bu nug-
talami koordinatalar sistemasiga joy-
lashtirib, ulami tutash chizig bilan
birlashtirsak (1) tenglamani tasvir etu-
vchi chiziq hosil bo'ladi. Bu chiziqga
ikki o'zgaruvchili (1) tenglamaning grafigi deyiladi.
Misol. y =x2 tenglama tasvirlaydigan chiziq yasalsin. Yasash.
Tenglamadagi x ga ...—3;—2;—1,0;1;2;3;... giymatlami beramiz va shunga
mos Yy ni giymatlarini topamiz. Buni jadval shaklda yozamiz.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
\% 9 4 1 0 1

Natijada ...(-3;9);(-2;4);(-1;1);(0;0);(1;1);(2;4);(3;9);,,. nugqtalar
hosil bo'ladi. Bu nugtalarni {0;/;7} sistemada joylashtirib, ulami bir-
lashtirsak, y =x2 funksiyaning grafigi ya’ni parabola chizig'i hosil bo'ladi
(45-chizma).

1.2. Qutb koordinata sistemasi. Nuqgtaning dekart va qutb koord
natalari orasidagi bog‘lanish.

Matematikada bir necha xil koordinatalar sistemasi bilan bir gator-
da qutb koordinatalar sistemasi ham qo'llaniladi. Oriyentatsiyali tekis-
likda biror O nuqta, [0/1) nur va [OR) nurda yotuvchi OA=J birl’k
vektorni olamiz. (Tekislikda olingan R =1{0;J;j} koordinata sistemasi
J vektorini O nuqta atrofida ] vektor ustiga tushirish uchun gisga
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4 bo'yicha burish soat strelkasi harakatiga teskari bo'lsa, koordinata
sistemasi musbat oriyentatsiyali, tekislikni esa oriyentatsiyalangan dey-
iladi.) Hosil gilingan geometrik obraz qutb koordinatalar sistemasi
deyiladi- (46-a chizma.)

M

46-chizma.

Uni /?={0;7} ko'rinishda belgilaymiz. O nuqta qutb boshi, [6))
nur esa qutb o'gi deyiladi. M nuqtaning tekislikdagi holati ikki son:
biri [OA] masofa, ikkinchisi [CM?) nur [OM) numing ustiga tushishi
uchun burilishi kerak bo'lgan (p=1 AOM burchak bilan to'la anigla-
nadi. Qutb o'gini [OM) nur ustiga tushgunga gadar burish soat strel-
kasi yo'nalishiga teskari yo'nalishda bajarilsa, (p - musbat deb, aks
holda cp- manfiy deb hisoblanadi.

p=\OM\, P ni n/ nuqgtaning qutb radiusi, cp-n\ M nuqtaning qutb
burchagi p,(p lami g/ nuqgtaning qutb koordinatalari deyiladi va
M{p\(p) ko'rinishida belgilanadi. o nuqta uchun p =0 bo'lib, (p
aniglanmagan hisoblanadi. Agarp va < burchak O<p<iw; 0<<p<2n
oraliqda o'zgarsa, tekislikning har bir nuqtasi qutb koordinatalari bilan
mos keladi.

Har bir qutb koordinata sistemasiga musbat oriyentirlangan to'g'ri
burchakli koordinata sistemasini mos go'yish mumkin. Bunda 0 nuqta
(qutb) koordinatalar boshi bo'lib xizmat qiladi. Faraz gilaylik p, (p lar
M nuqgtaning qutb koordinatalari, X,y esa M nuqtaning to'g'ri
rnuar():_hakli koordinatalar sistemasidagi koordinatalari bo'lsin (46-b chiz-

U holda chizmadan &* pc\os\?p’ n
y = psxip.
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M nuqgtaning qutb koordinatalari p va <zma’lum bo'lsa (6) dan
X;y ni topish mumkin. (6) =>

X2+y2=p2 =>p =yjx2+y2 (M)
Agar p* 0 bo'lsa (6),(7) =>

cos<p= . X..-m sinp=—d====.
Jx2+y2’ Yjx2 +y- (8>
M * 0 nugtaning to'g'ri burchakli dekart koordinatalari x,y ma’lum
bo'lsa, (7), (8) dan p va < lami topish mumkin. Demak, (6), (8)
formulalar dekart va qutb koordinatalari sistemasini bogl’ovchi formu-
lalardir. Tekislikda qutb koordinata sistemasi berilgan bo'lsin. Bu sis-
temada biz pyoki <p lardan birini o'zida saglovchi f(p',<p) ifodani
olaylik. Bu ifoda tekislikda bir gancha figurani ifodalashi mumkin.
Masalan, figura f{p\cp) =p - 4 munosabat bilan aniglangan bo'lsin.
U holda:
a) F, ={M(p;M)|/? =4} (markazi O qutbda va radiusi p =4 ga
teng bo'lgan aylana)
b) F, ={A/(/?;$?)|p-4>0} (Ft aylanadan tashqaridagi nugqtalar
to'plami);
v) F3={M(p\(p)\/9-4<0j (O markazli p =4 radiusli ochiq
doira.);
g) F4={M(p\(p)\p - A>0\ (F,UF2);
d) F5=W(p\<p)\p-4<0\ (/7 =4 radiusli doira);
e) F6={M (p;p)[p-4*0}=(F,UF3);
f{p\(p) =0 tenglamani figuraning berilgan qutb koordinata siste-
masidagi tenglamasi deyiladi.
Qutb koordinata sistemasining tanlanishiga garab bitta figurani
ifodalovchi tenglama turli xil bo'lishi mumkin.
Masalan, qutb koordinata sistemasining
qutbi aylana markazida joylashsa

p =a(a- const) 9)

bo'lgan aylanani ifodalaydi.
Agar qutb aylanada yotib, qutb o'gi esa
aylana markazidan o'tsa, tenglama boshga
47-chizma. ko'rinishda bo'ladi (47-chizma).

86



p = 2acos<p. (10)
(9) va (10) tenglamalami quyidagicha o'zgartirib yozamiz:
p-a=0; (11)
p-2acos<p =0. (12)
(11), (12) tenglamalar bitta aylanani ifodalaydi, lekin tenglamalar
har xil. Bittasi o‘zida p ni saglasa, ikkinchisi p va < ni o‘zida
saqlaydi (chunki koordinatalar sistemasi har xil).

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Chiziq tenglamasini keltirib chigaring.

2. Nugtaning qutb koordinatalarini tushuntiring.

3. Nugtaning qutb va dekart koordinatalari orasidagi boglanishni ifodalovchi
formulani yozing.

2-8. Tekislikda to‘g‘ri chizigning turli tenglamalari

Ta’rif. To‘g‘ri chizigga parallel yoki shu to‘g‘ri chizigda yotuvchi
har ganday vektor uning yo'naltiruvchi vektori deyiladi. Quyida biz
to‘g‘ri chizigning berilish usullariga garab uning tenglamasini keltirib
chigamiz.

2.1. To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalari.

To‘g‘ri chizig a biror {0O'Jj} koordinata sistemasiga nisbatan
o‘zining biror MO0(x0;y0) nugtasining va yo‘naltiruvchi

a ={a,;02} vektorining berilishi bilan aniglanadi. To‘g‘ri chizigda
ixtiyoriy M(X;y) nuqta olamiz. U holda MOM vektori a vektori
bilan kollinear bo'ladi. U holda shunday t soni topiladiki

MOM =ta\ teR 1)
munosabat bajariladi (48-chizma).

Aksincha, biror g/ nuqta
uchun (1) munosabat o'rinli
b°'lsa, u holda ~MM\\a demak
; “mur>osabat faqat to‘g‘ri chiz-
*qga tegishli g/ nugtalar uchun-
8'na bajariladi. M ,MOnuqtalar-

nUlg ra® us vektorlarini mos ra- )
48-chizma.
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vishda r,r0 bilan belgilasak ya’ni, r=0OM, r0=0OMO bo'lsa, u holda
MOM =r-r0 bo'ladi. (1) tenglikdan

r=rQ+ta 2)

Bu tenglamaga a to'g'ri chizigning vektorli tenglamasi deyiladi. t ga

turli giymatlar berib, a ga tegishli nuqtalaming radius vektorlarini hosil
gilamiz; (2) tenglamaga kirgan t o'zgaruvchi parametr deyiladi. Endi
(2) ni koordinatalarda yozaylik, u holda quyidagi tenglamalar hosil
bo'ladi:

x = x0+ ax\

y =y0+aZ. <}Q)

Bu tenglamalar to'g'ri chizigning parametrik tenglamalari deb ataladi.
Agar a to'g'ri chiziq koordinata o'glaridan birortasiga ham parallel
bo'lmasa, ya’ni ata2* 0 shart bajarilsa, (3) dan quyidagi

X-Xp Y~Yo
al\ a2 N
tenglamani hosil gilamiz.
Bundan
a2 ~a\Y+(rarxo + afi='0) :=0. ®)

Bu yerda shartga ko'ra a, ,a2 ning bittasi noldan fargli, shy sababli
(5) birinchi darajali tenglamadir. Bundan esa har ganday to'g'ri chiziq
birinchi darajali tenglama bilan ifodalanadi degan muhim xulosaga
kelamiz.

Misol. MO(5;-3) nuqgta orqali o'tuvchi va yo'naltiruvchi vektori

5={2;-1} bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Masala shartiga ko'ra

x0=5; y0=-3; a, =2; a2=-1 (3) formulaga asosan
x-5+2/; y=-3-t tenglamalarga ega bo'lamiz. Bu tenglamalar biz
izlagan to'g'ri chizigning parametrik tenglamalaridir.

2.2. Ikki nuqgta orgali o‘tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi.

Bizga ma’lumki ikki nuqta orgali yagona to'g'ri chiziq o'tadi. Agar
N/, va M: nuqgtalaming {0;7;]} sistemaga nisbatan koordinatalari ma’lum
bo'lsa shu nuqtalar orgali o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini topamiz.
Aytaylik Mt(xt; yX\ M2(x2;y2) bo'lsin. lIzlanayotgan a to'g'ri
chizigda ixtiyoriy M(X; y) nugta olamiz.



Agar M\, =(x2-x,; y3-yt) vektori MM =(X-xX y-y”~tk-

ma kollinear bo‘lsa, M nuqta to‘g‘ri chiziqgda yotadi, bu deganimiz
auyidagi munosabat o'rinli bo'ladi:

_ (6)

(6) munosabatda vektorlarni tengligiga asosan

x-x, =f(x2-x,) va y-y{=Ky2-yXx )
ga ega bo'lamiz.
Bundan esa
X2 Y2 YI

(8)-tenglama berilgan ikki nuqta orqgali o'tuvchi to'g'ri chiziq teng-
lamasi deyiladi. Bu tenglama x, -x, *0 va y2-y {*0bo'lganda o'rinli.
Agar x,-x,=0 bo'lsa, u holda to'g'ri chizig (Oy) o'gga parallel
bo'lib, tenglama quyidagi ko'rinishni oladi.

X-X, =0 yoki Xx=x,

Misol. ABC uchburchakning uchlarining koordinatalari berilgan:
N(13;4), 5(10; -6), C(13;12) AB va BC tomonlarining tenglamas-
ini tuzing.

Yechish. 1) AB tomonini tenglamasini tuzamiz. (8) formulaga
murojaat qilamiz.

x-13 y-4
-3~ -10" (AB)
-10(x-13)=-3(y-4); -10x+130=-37+12; 10x-3"-118=0.
Endi BC tomonini tenglamasini tuzamiz.

x-10=1z16. ]8jr_180=3 Ig 18x-3.y-198=0. {BC)
u-10 12.6 3 18 .

2.3. To‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlaridan kesgan kesmalari
bo'yicha tengiamasi.

a to'g'ri chizigni aniglovchi M, va A/, nuqtalar koordinata o'qlari
(Ox) va (Oy) da yotsin.

Anigiik uchun M,(a; 0) (Ox) o'gda, M2(0;b) (Oy) o'gida
yotsin (49-chizma). Bu holda (8) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi.
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Xx-a y-0 Xy
ATa’Tlre ** " <>»>
9) tenglamaga to‘g‘ri chizigning koordinata o'glaridan kesgan kes-
malari bo'yicha tenglamasi deyiladi, bu yerda a va b lar to‘gfj
chizigni mos ravishda (Ox) va (Oy) o'glaridan kesgan kesmalarini
ifodalaydi.
Misol. To‘g‘ri chizig tenglamasi 2x-Sy-16-0, uning koordinata
o‘glari bilan kesishgan nugqtalarini toping.

Yechish. Kesishgan nuqtalarning
koordinatalarini topish uchun, berilgan
to‘g‘ri chizig tenglamasini to‘g‘ri chiz-
igning koordinata o'glaridan ajratgan
kesmalarga nisbatan tenglamasi (9)
ko'rinishiga keltiramiz.

SaA =
8 2

Demak, koordinata o'glari bilan
kesishish nuqtalari: ~(8;0)va 5(0;-2).

2.4. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi.

Dastlab to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti tushunchasini Kkiri-
tamiz.

Ta’rif. a vektor {/;y} bazisda o,,02 koordinatalarga ega va a, *0
bo‘lsa, u holda a2/a\=k son a vektoming burchak koeffitsienti dey-
iladi. To‘g‘ri chizigni burchak koeffitsientii tenglamasini keltirib chiqgar-
amiz. lzlanayotgan to‘g‘ri chizigni bitta nuqtasi va burchak koeffitsienti
tekislikda shu to‘g‘ri chiziq vaziyatini to‘la aniglaydi. (Oy) o‘gga par-
allel to‘g‘ri chiziglar uchun burchak koeffitsient mavjud emas. Shyning
uchun (Oy) o‘gga parallel bo'lmagan a to‘g‘ri chizig MO(x0;y0)
nuqtadan o‘tsin va K burchak koeffitsientga ega bo‘lsin. a to‘g‘n
chizig tenglamasini tuzamiz. (4) ga asosan a, * 0 shartda

y-yo :~aL(x~xo) bu yerda =k

a,
demalk,
y-y0=k(x-x0) (10)
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yoki y =kx+b (11)

bu yerda b=y0~"cco

(11) tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi
deyiladi. A/.Oc,;*) va M2(x2,y2) nugtalar orgali o'tgan to‘g‘ri chiz-

, Y~y

igning burchak koeffitsienti, K~ x _x formula bilan aniqglanadi.

To'g'ri chizigning bunday berilishi, to'g'ri chiziq Oy o'giga parallel
bo'Imagan holda to'g'ridir. K ni yani burchak koeffitsientni geometrik
izohlaymiz (50-chizma). MtM 2N uchburchakdan, burchak koeffitsient
k =tga ekanligi ko'rinadi.bu yerda a ~{Ox) o'gini soat strelkasi
yo'nalishiga teskari yo'nalishda burib, a to'g'ri chizig bilan ustma-ust
tushgunga qadar burish burchagi, shuning uchun ham K- burchak
koeffitsienti deyiladi.

1-misol. M ,(4;2) va M2(5;3) nuqgtalar orgali o'tuvchi to'g'ri
chizigning burchak koeffitsientini toping.

. , 3-2

Yechish. (10) formulaga ko'ra «=-— =1 bundan k=tga-\

Demak, a =45°.

2-misol. (Ox) o'qi bilan 450
burchak tashkil etib M(2; -3) nuqgta
orgali o'tuvchi to'g'ri chiziq tengla-
masini tuzing (50-chizma).

Yechish. lzlanayotgan to'g'ri chiz-
igning burchak koeffitsienti

k=tga =/g45° =lga teng. (10)"
tenglamaga x0=2; y0=-3 qiymatlar-
ni go'yib quyidagi tenglamaga ega
bo'lamiz. 50-chizma.

y+3=x-2 yoki x-y-5=0.

2.5. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi.
goridagi tenglamalaming barchasi uchun xarakterli bo'lgan narsa,
u arning birinchi darajali boiishligidir.
Shuning uchun, tubandagi birinchi darajali
Ax+By+C=0 (12)
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tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. (12) umumiy
tenglama bilan berilgan to'g'ri chizigning koordinata 0‘glariga nisbatan
joylashuvida, tubandagi hollar bo'lishi mumkin:

a) agar C =0 bo'lsa, (12)-to‘g‘ri chiziq koordinata boshidan o'tadi-

b) agar A=0, C* 0 bo'lsa (12) to'g'ri chizig Ox o'giga, agar
5=0,C=0 bo'lsa (12) to'g'ri chizig Oy o'giga parallel bo'ladi.

To'g'ri chizig umumiy tenglamasidan burchak koeffitsienti £ ni
topaylik. k--A /B -al/ai demak, to'g'ri chiziq a yo'naltiruvchi vek-
torining koordinatalari sifatida -B, A sonlarini gabul gilish mumkin,
ya’ni umumiy tenglamasi bilan berilgan to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi
vektori sifatida:

a={~B-,A) (13)
vektorni olish mumkin.

Tekislikning (x;y) koordinatali barcha nugqtalarining (12) to'g'ri
chizigdan bir tomonda joylashishi uchun Ax+By+C> 0 yoki
Ax + By + C<0 tengsizlikni bajarilishi kerak. M~x};yt) va M2(x2;y,)
nugtalarning to'g'ri chizigning turli tomonida joylashishlari uchun
AX\+By{+C>0 va Ax2+By2+C <0 lar turli xil ishoraga ega
bo'lishlari zarur va yetarli.

1-misol. 54r-2" +4 =0 to'g'ri chizigning normal vektorini ko'rsating.

Yechish. Normal vektor N ={A;B} ko'rinishda bo'lgani uchun
berilgan to'g'ri chiziqg tenglamasida A =5; B=-2.

Shuning uchun N = {5; - 2}.

2-misol. 2x+y-4 =0 va jc—v+1 =0 to'g'ri chiziglami Kkesishish
nuqtasi orqali o'tib *+j>-5=0 to'g'ri chizigga perpendikular bo'lgan
to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Dastlab ikki to'g'ri chizigni kesishish nuqgtasini topamiz, buning
uchun kesishish nugtasini koordinatalarini jc,; y] deb olamiz. U holda,

{2xi+yl-4 =0;
\xl-y]+\=0:
sistemadan g, =I;_v, =2 ga ega bo'lamiz.

Izlanayotgan to'g'ri chizigni yo'naltiruvchi vektori £_sifatida
x+y —5=0 to'g'ri chizigning normal vektorini olsa bo'ladi. iV={U0
y holda izlanayotgan to'g'ri chiziq tenglamasi tubandagicha bo'ladi.

I(x-1) +1(>>--2)=0 yoki x+y-3 =0.
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0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar.

1 To‘g‘ri chizigning turli ko'rinishdagi tenglamalarini yozing.
2 To'g'ri chizigning umumiy tenglamasiga ko‘ra tekshiring.

3-§. Tekislikda ikki to‘g‘ri chizigning o‘zaro joylashuvi
Tenglamalari bilan berilgan d, va d2 to‘g‘ri chiziglarni olaylik.
dt: Ax+B,y+C, =0 (D
d2: A +B% +C, =0 (2)

Bu to‘g‘ri chiziglaming tekislikda o'zaro joylashuvini tekshirish uchun
(1) va (2) ni sistema qilib tekshirish kerak. Sistemani tekshirish esa
chizigli tenglamalar sistemasini tekshirishda ko‘rib o'tilgan edi. dx va
d, to‘g‘ri chiziglaming o‘zaro joylashuvida ushbu hollar bo'lishi mum-
kin: a) dxva d2 to‘g‘ri chiziglar kesishadi (sistema yagona yechimga
ega); b) d{ va d2 to‘g‘ri chiziglar parallel, bu holda

AjA2- BjB2 bo'ladi.; v) agar AJA=BJB =CJC” bo'lsa, dxva
d2 to'g'ri chiziglar ustma-ust tushadi.

Misol. 3x-4y-2-Q va x+>>-3=0 to'g'ri chiziglaming tekislik-
da joylashuvini tekshiring .

Yechish. Tekislikda joylashuvini tekshirish uchun tubandagi sistem-
ani tekshiramiz

(3x-4y-2 =0;
\x +y-3 =0.
By sistemadan kesishish nuqtasini topamiz: (2;1)
Demak, to'g'ri chiziglar kesishadi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Tekislikda ikki to'g'ri chizig joylashuvini tushintirib bering.

4-8. Ikki to‘g‘ri chizig orasidagi burchak

va d2 to'g'ri chiziglar orasidagi burchak deganda, bu to'g'ri
f flaming vyo'naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi (9
Urchak 0° dan 90° gacha oraligda o'zgaradi).
1 Va *2 t0‘g‘ri chiziglar quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo'lsin
VJI-chizma.):
d\ 'Atx + BNy + C, —0; (1)
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d2:A2x+B2% +C2=0. (2)
dl={-Bi-Al} vektor dx to‘g‘r

chizigning d2={-B2,A2} vektor d,
to‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi vek-
toridir. U holda ta’rifga asosan d va

7 x d2 to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak
51-chizma quyidagi formuladan aniglanadi:
cos<p = cos(i
@)
Xususiy holda,
dt-LJ, <A A2+B]B2=0. (4)

(4) tenglik ikki to‘g‘ri chizigning pedendikularlik sharti hisoblanac
{0;1;]} sistemada Oy o°‘qqa parallel bo'Imagan dxva d2 to‘g‘ri chiziglar
burchak koeffitsientli tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin (51-chizma).

dx:y =k} +bJ;
d2:y = k+ b2
Bu holda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak tubandagi formula
bilan ifodalanadi:

®)

(6)

<p—bu yerda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak (5) formula to‘g‘n
chiziglar perpendikular bo'Imagan holda ishlatiladi. (5) va (6) formula-
dan £,=£, to'g'ri chiziglaming parallellik, kX?2=-\ to'g'ri chiziglaming
pedendikularlik shartlari kelib chigadi.

Agar to'g'ri chiziglar umumiy tenglamalar bilan berilsa, n holda

tgp=
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To'g'ri chiziglar umumiy tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, u holda

A
Ar B2 (8)
ikki to'g'ri chizigning parallellik sharti,
AtA2+ BtB2=0 9)

esa ikki to'g'ri chizigning perpendikularlik sharti hisoblanadi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak uchun formula Kkeltirib chigaring.
2. Ikki to'g'ri chizigning perpendikularlik va parallellik shartlari nimadan

iborat?

5-8. Nuqgtadan to‘g‘ri cbizigqgacha masofa

{0;J,j} koordinata sistemasida Ax+ By+C =0 d to'g'ri chiziq va
MO0(x0',y0) nugta berilgan bo'lsin. M Q nuqgtadan d to'g'ri chizigga
perpendikular o'tkazamiz va ulami kesishgan nugtasini H bilan belgi-
laymiz (52-chizma).

HM vektoming uzunligini M Onug-
tadan d to'g'ri chiziggacha bo'lgan
masofa deyiladi va p{M0,d) ko'rinishda
belgilanadi. fi={A,B} vektor berilgan
to'g'ri chizigning normal vektori. Agar
MO nuqgta d to'g'ri chizigni nuqtasi T
bo'lsa, p(Mo,d) =0 bo'ladi. Agar MO0 ~ -tltr-
nugta d to'g'ri chizigga tegishli

Yy

52-chizma.
bo'Imasa, u holda p(MO0,d) =

\HM°I va n vektorlar kollinear, chunki n vektor d to'g'ri chizigning

normali. U holda nuqtadan to'g'ri chiziggacha masofa tubandagicha bo'ladi:

HMn h
p(M0,d) = (1)

Agar n nuqtaning koordinatalari bo'lsa, u holda
0 x\’>0~Y\} bo'ladi. H nuqta d to'g'ri chiziqga tegishli
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bo‘lgani uchun Ax+B{fy +Cx=0, u holda (1) formula quyidagi
ko'rinishni oladi.

HMO n=A(X0-x 1)+B(y0-y ¥ = AX0+ By0- ( Ax, + Bx,) = Ax0+ By0+C =0 (2)

Shu bilan birga |«|= yjA2+ B2 ekanini nazarda tutsak (1) formula
quyidagi ko‘rinishni oladi.
n \Axa+ Bx0+C\

p( b . (3>

3) berilgan MO nuqtadan berilgan d to‘g‘ri chiziggacha bo'lg:
masofani hisoblash formulasidir.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Tekislikda nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofa formulasini kelti
chigaring.

6-8. To‘g‘ri chiziglar dastasi

To‘g‘ri chiziglar dastasi ikki xil bo'ladi: kesishuvchi to'g'ri chiziglar
dastasi va parallel to'g'ri chiziglar dastasi. Agar 4-§8 dagi (1) va (2)
tenglamalar bilan ifodalanuvchi to'g'ri chiziglar biror nuqtada kesishsa,
u nuqta orqali o'tuvchi to'g'ri chiziglar kesishuvchi to'g'ri chiziglar
dastasini tashkil giladi. Shu nuqta dasta markazi deyiladi.

Agar (1) va (2) to'g'ri chiziglami yo'naltiruvchi vektorlari parallel
yoki ustma-ust tushsa, u holda shu yo'nalishdagi to'g'ri chiziglar pa-
rallel to'g'ri chiziglar dastasini ifodalaydi. Kesishuvchi to'g'ri chiziglar
dastasining markazi orqali o'tuvchi to'g'ri chizig quyidagi tenglama
bilan aniglanadi:

a(Ax+B,y+C,) +(3(A%+B% +C2)=0;
bu yerda, a va /3 lar bir vagtda nolga teng bo'Imagan har xil ®Y"
matlami gabul giladi. Agar kesishuvchi to'g'ri chiziglar dastasi marka-
zining koordinatlari (x0;>>0) berilgan bo'lsa, u holda dasta tenglamasi
tubandagi ko'rinishga ega bo'ladi.
a(A,x0+By0+Cl)+ J3(A%0+B0+C,)=0. n

Misol. To'g'ri chiziglar 2or+32+10=0 va 4*-5y-5=0 teng
lamalar bilan berilgan. Shu to'g'ri chiziglar va M (2;3) nuqta orqgai
o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.
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Yechish. Dastlab berilgan to'g'ri chiziglardan o'tuvchi to'g'ri chi-
ziglar dastasi tenglamasini tuzamiz.
2x+3y+\0 +A(4x-5y-5) =0. &)
Bu to'g'ri chiziglar dastasidan M{2\ 3) nugtadan o'tuvchi to'g'ri
chizigni ajratib olishimiz kerak. Biz izlayotgan to'g'ri chiziq tenglama-
sini M nuqgta koordinatalari ganoatlantirishi kerak. Shuning uchun M
nuqgta koordinatalarini (*) tenglamaga qo'yamiz.

4+9+10+4(4-2-5-3-5)=0 A=—.
12

Bu giymatni (*) tenglamaga qo'yib izlanayotgan to'g'ri chiziq tengla-
masini olamiz. 116ar-79"+5=0.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Kesishuvchi to'g'ri chiziglar dastasini tushuntiring.
2. Parallel to'g'ri chiziglar dastasini ta’riflang.

7-8. Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziglar

Bizga ma’lumki, tekislikda to'g'ri burchakli Dekart koordinata sis-
temasida har ganday birinchi tartibli ikki o'zgaruvchili tenglama ya’ni
Ax+By+C =0 ko'rinishdagi tenglama (A va B koeffitsientlar bir vaqt-
da nolga teng emas) to'g'ri chizig tenglamasi edi. Endi ikkinchi tartibli
ikki o'zgaruvchili tenglamani qgaraymiz. Bunday tenglama bilan ifo-
dalanuvchi chiziglar ikkinchi tartibli egri chiziglar deyiladi. Ikkinchi
tartibli egri chiziglami turlari bilan tanishamiz.

7.1. Aylana.
R(0;i;]j) koordinata sistemasi y
berilgan bo'lsin. Bu sistemaga nis-
batan C(a\b) markazli va R radi- %
usli aylana tenglamasini tuzamiz. ft
Aylananing har bir nuqtasi
berilgan C(a,b) nuqgtadan baro- -
ar teng uzoqda yotgan tekislik ] I
Augtalarining geometrik o'rni il
QT q X

°Hshi ta’rifidan foydalanamiz
W -chizma). 53-chizma.
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M (*;7)-aylananing ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. Ta’rifga ko'ra

MC =R =yj(x- a)2+(y - b)2 yoki (x-a)2+0>-6)2=R\

(1) tenglama markazi C(a;b) nuqtada va radiusi R ga teng ayla_
naning kanonik tenglamasi. Agar aylana markazi koordinatalar siste-
masi boshi bilan ustma-ust tushsa, tenglama quyidagi ko‘rinishga ega
bo'ladi.

Egri chiziq parametrik ko'rinishdagi tenglamaga ham ega. Aytaylik
M nuqta egri chizig bo'ylab harakatlansin va biror t vaqtda
X =<p(t), y =y/(t) koordinatalarga ega bo'lsin.

U holda

= <P(0

y = il(t) (3)
tenglamalar sistemasi egri chizigning parametrik tenglamalari deyiladi,
bunda t parametr hisoblanadi. Masalan,

(4)

tenglamalar aylananing parametrik tenglamalaridir. Agar egri chizigning
parametrik tenglamalari ma’lum bo'lsa, undan foydalanib, egri chizig-
ning oshkormas ko'rinishdagi tenglamasini keltirib chigarish mumkin.
Oshkormas tenglama ba’zi hollarda chizig tenglamasini ifodalamasligi
ham mumkin. Boshgacha aytganda chiziqqa tegishli bo'Imagan nuqtan-
ing koordinatalari oshkormas tenglamani ganoatlantirishi mumkin. Agar
(4) sistemadan t parametmi chigarsak, x2+y2=R"' tenglamaga ega
bo'lamiz.

Misol. C(-I; 1) nuqtada, radiusi

2 birlik bo'lgan aylana yasang.
Yechish. Shartga ko'ra aylana

markazining koordinatalari a=
r 1 x b=1 va radiusi uzunligi -2
bo'lganligidan (g-a)2+(y-bf for'
mulaga ko'ra aylana tenglamasi
(c+1)2+0>-1)2=42 bo'ladi (54'

54-chizma. chizma).

98



7.2. Ellips.

I-ta’rif. Ixtiyoriy nuqtasidan 4]
fokuslari deb ataluvchl berilgan
ikki Ft va F2 nugtagacha
bo‘lgan masofalar yig'indisi
o‘zgarmas migdor 2a ga teng

/
bo'lgan tekislikdagi barcha nug- A [«
talar to'plamiga ellips deb ata-
ladi. PacC<0 0 T p.(c;c)

0 ‘zgarmas miqdor 2a
fokuslar orasidagi masofadan
katta deb olinadi. Ellips tengla-
masini tuzish uchun koordinatalar sistemasini tubandagicha kiritamiz.
Berilgan ikki nuqtani biriashtiruvchi to'g'ri chizigni abssissalar o‘qi deb
gabul gilamiz, koordinailar boshini esa berilgan nuqtalar o'rtasida olamiz.

Berilgan Fx va Fz fokuslar orasidagi masofani 2c bilan belgi-
laymiz. U holda Ft,F, nuqgtalaming koordinatlari mos ravishda (c;0)
va (-c;0) ga teng bo‘ladi.

Ta’rifga ko'ra 2a>2c yoki a>c. Ellips ixtiyoriy nuqtasini M(X; y)
bilan belgilaymiz (55-chizma).

55-chizma.

Ellipsdagi ixtiyoriy nugtaning Ft va F2 fokuslaridan maso-
falarini uni fokal radiuslari deyiladi va r,/*, bilan belgilanadi, ya’ni
N~P(F\,M) va r2=p(F,,M) ellipsning ta’rifiga ko‘ra

P(F\>M) + p(F2>Af)=2a. (*)

Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasiga ko'ra

IFISM\ =" (x-cf+y2;
12> =\[(x+c)2+y2;, ~ A
A N o=>\j(x-c)2+y2+,J(x+c)2+y2-2a.

Bu tenglamani 1-chi hadini o'ng tomonga o'tkazib, hosil bo'lgan
englamaning ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak

X +2cv+c' +y-=4a' -4aj(x-c)2+y2+x2-2cx +c2+y 2]

MM ~ex =-4ayJ(x-c)2+ j: +4a2- 2cx.
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Bu ifodani ixchamlashtirgandan keyin quyidagi tenglamaga ega

bo‘lamiz.
(; c%g +a2y’:a(lg —cz).

Tenglamaning ikkala gismini a2(a2-c 2) ga bo'lib, quyidagini hosil
]

X9 y~ 1 7
gilamiz. - r +-i - r=1 a>c bo‘lgani uchun a -c  musbhat mig-
a a -c
dordir, uni b2 bilan belgilasak tenglama
X2 v2
3 tp ()

ko'rinishni oladi. (5) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyila-

di. Ellipsning %+%§:] (5) kanonik tenglamasiga ko'ra shaklini
0 rganamiz. a

1) (5) tenglama bilan aniglangan ellips koordinatlar sistemasi o'glarige
nisbatan simmetrikdir. Haqigatan (x;y) shu ellipsning biror nuqtasi
bo'lsa, ya’ni x,y sonlar (5) tenglamani ganoatlantirsa, u vaqtda (5)
tenglamada o'zgaruvchi x,y ning fagat kvadratlari gatnashgani uchun
bu tenglamani (-x;y),(x;-"*) va (~X;~y) nugqtalarning koordinatalari
ham ganoatlantiradi (56-a chizma).

\Y
4y.e=0
122N 1 £ <1\
[ “T, 1\ £ . o 1"
| 1 M
v-m | [ 0~r|1 J14M n i A
— Ix-.q
SA-V
a) b
www
n\n\4v \V W \v

56-chizma.



Shuning uchun koordinata o'glari ellipsning simmetriya o'glaridir.
Simmetriya o'glarining kesishgan nuqtasi 0(0;0) ellipsning markazi
deyiladi, fokuslar yotgan o‘qi uning fokal o‘qgi deyiladi.

2) Ellipsning koordinata o'glari bilan kesishgan nuqtalarini topamiz.
Masalan (Ox) o‘g bilan kesishgan nuqtalami topish uchun ushbu
tenglamalarni birgalikda yechamiz.

2 2

° b (6)
>=0
(6) sistemaning ikkinchi tenglamasidan y =Q ni birinchi tengla-
masiga qo‘ysak, x-xa hosil bo‘ladi. Shunday qilib ellips (Ox) o‘qgini
A,(a;0) va A2(-a;0) nuqtalarda kesadi. Shu singari ellipsning (Oy)
o‘g bilan kesishgan B,(0;b) va 5,(0;-6) nugqtalari topiladi. Demak,
ellipsning barcha nuqtalari tomonlari 2a,2b bo'lgan to‘g‘ri to ‘rtburchak
ichiga joylashgan (56-d chizma).
Shu bilan birga ellips chizigidan tashqarida joylashgan nuqtalarni
ellips tenglamasini ganoatlantirmasligini ham ko'rsatish mumkin. Faraz

gilaylik ellips chizigiga tegishli bo'Imagan \rl('Q'Z j nuc,ta eNiPs
igiga tegishli bo'lsin. U holda bu nuqta ellips tenglamasini ganoatlant-
irishi kerak, ya’ni

'eV b
2 \2
a2 b2
tenglik bajarilishi kerak. Ammo biz -l+-1*I'ga ega bo'lamiz. Demak
fa b
farazimiz noto'g'ri. NV—i 23 nuqta’eTTipsga tegishli emas.

2-ta’rif. Ellipsning fokuslari orasidagi masofani katta o'gining uzun-
ligiga nisbati ekssentrisiteti deyiladi va e harfi bilan belgilanadi.
Ta’rifga ko'ra

€=2a a <>
Hamda c<c/=> 0<e<l|.
Ellipsning ekssentrisiteti uning shaklini aniglashda muhim rol o'y-
naydi. Hagigatan ham c¢'-a'-b 2, shuning uchun
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__C"_az2-p- 1. (b2

a a
ekssentrisitet e =>\ da b/a=>0 bo'lib, b kichiklashadi va ellips (Ox)
o‘gga gisila boradi, aksincha, e=>0 bo'lsa bu holda ellips aylanaga
yaginlasha boradi. Xususiy holda a=b bo'lsa, u aylanadan iborat
bo'ladi (56-b chizma).

Ellipsning koordinata o'glari (simmetriya o‘qlari) bilan kesishgan
nugtalari uning uchlari deyiladi. Ellipsning 4 ta uchi bor, (chizmada
ular A],A2,B],B2 bilan belgilangan) [A,A2] kesma va uning uzunligi
2a ellipsning katta o'qi [OAJ kesma va uning uzunligi a esa ellip-
sning katta yarim o'gi deyiladi. [B"B2] kesma va uning uzunligi 2b
ellipsning kichik o'qi, [05,] kesma va uning uzunligi b esa ellipsning
kichik yarim o'gi deyiladi. Ellips chegaralangan chiziq. (5) tengla-
madan ko'rinadi-ki, uning chap tomonidagi ifoda doimo musbat bo'lib,
har bir hadi quyidagi shartni ganoatlantirishi kerak.

bundan

X2 y 2
— N1, — ™1 bundan |x|<a; \y\"b.
a" b
Misol. A/(0;3) nuqta orgali o'tuvchi, fokuslari orasidagi masofa 4
ga teng bo'lgan ellipsning kanonik tenglamasini tuzing va ekssentrisitetini
toping.
Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini yozamiz.

n2 2
-7 +’t‘)T =1 shartga ko'ra M(0;3) nuqta ellipsga tegishli, shuning
a
9
uchun =1 bundan b2=9. Endi a2 parametmi topish goldi.

b~
al=b2+c7
c-fokuslar orasidagi masofaning yarmi bo'lgani uchun, shartga
ko'ra ¢=2 U holda a2=9 +4=13-

Tuzilgan tenglamaga ko'ra a =413, b=3 bulardan foydalanib, ¢
ni topamiz.



7.3. Giperbola

3-ta’rif. Ixtiyoriy nuqtasidan fokuslari deb ataluvchi berilgan ikKki
Fxva F2 nuqgtagacha bo'lgan masofalar ayirmasining absolyut giymati
o'zgarmas miqdor 2a ga teng bo'lgan tekislikdagi barcha nuqtalar
to'plamiga giperbola deyiladi.

O'zgarmas miqgdor 2a fokuslar orasidagi masofadan kichik deb
olinadi.

Giperbola tenglamasini keltirib chigarish uchun belgilashlarni, chiz-
mani oldingi ellips tenglamasiga o'xshash qilib olamiz. Berilgan fokuslar
orasidagi masofani 2c bilan belgilaymiz. U holda FI,F2 nuqgtalaming
koordinatlari mos ravishda (-c;0) va (c;0) ga teng bo'ladi. Ta’rifga
ko'ra 2a<2c yoki a<cm

Giperbola ixtiyoriy nuqtasini M(x,y) bilan belgilaymiz (55-chiz-
ma).

Giperboladagi ixtiyoriy M nuqtaning Fxva F2 fokuslaridan maso-
falarini uni fokal radiuslari deyiladi va r,,r, bilan belgilanadi, ya’ni

rl=p(FI,M) va r2=p(F2M).
Giperbolaning ta’rifiga ko'ra:
\WF M\-\F2,M\\ = 2a. *)

Ikki nuqgta orasidagi masofani topish formulasiga ko'ra
\FILM\ =yl(x-c)2+y?2;

\F2,M\ =yj{x+c)2+y2; «n

(**), (*) =>s]{x-c)2+y2-J(x +c)2+y2=2a
Bu tenglamani ikkinchi hadini o'ng tomonga o'tkazib, hosil bo'lgan

tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak:

X2-2cx+c2+y2-4a2+4ayj[x+c)’ +y2+x2+2cx+c’ +y",

bundan -2cx=4a”x +c¢)' +y2+4a2+2cxm

Bu ifodani ixchamlashtirgandan keyin quyidagi tenglamaga ega
bo'lamiz.
(cz-a2)x2-ay2=a2(c2-a?2).
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Tenglamaning ikkala gismini a2(c2-tf:) ga bo'lib, quyidagini hosil
gilamiz.

c<a bo'lgani uchun c2-a2 musbat migdordir, uni b2 bilan belgi-
lasak tenglama:

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi
deyiladi. Giperbolaning (8) tenglamasiga ko'ra shaklini aniglaymiz.
Buning uchun giperbola tenglamasidan ham ellips tenglamasi ustida
olib borilgan muhokamalami takrorlab, giperbolaning tarmoqlari koor-
dinatalar boshi va koordinata o'qlariga nisbatan simmetrikligi aniglana-
di. Giperbola (Ox) o'gni At(a;0) va A2(-a;0) nuqgtalarda kesadi (57-
chizma). (8) tenglama bilan aniglangan giperbola (Oy)o'g bilan kes-
ishmaydi. Haqgigatan (8) tenglamaga * =0 ni gqo'ysak, y2=-b 2 bo'ladi,
holbuki bu tenglik hagiqiy sonlar sohasida o'rinli bo'Imaydi. A, A.,
nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. Giperbolaning uchlari orasidagi
2a masofa uning haqigiy o'qi deyiladi.

Ordinatalar o'gida o dan b masofada turuvchi 5,(0;6) va B2(0;-b)
nuqgtalami belgilaymiz. \B{B2\=2b ni giperbolaning mavhum o'qi dey-
iladi. Agar M(X;y) nuqta giperbolada yotsa uning uchun (8) tengla-
madan |x|>0 demak x=z%a to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan
-a<x<a sohada giperbolaning nugtalari yo'q. (8) tenglamani y or-
dinata o'giga nisbatan yechamiz.

y=i-a>lx2-a2. (9)

Bu tenglamadan ko'rinadiki, x miqgdor a dan + oo gacha ortganda
va —a dan ~oo0 gacha kamayganda y miqdor —0 0 <y <+ 00 -
oraligdagi giymatlami qabul qiladi. Demak, giperbola ikki gismdan
iborat bo'lib, ular giperbolaning tarmogqlari deyiladi. Giperbolaning bir
(o'ng) tarmog'i x> a yarim tekislikda, ikkinchi (chap) tarmog'i x<-a
yarim tekislikda joylashgan.

Agar giperbolaning fokuslari ordinatalar o'gida joylashgan bo'lsa,
uning kanonik tenglamasi
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ko'rinishda bo'ladi. Giperbola asimptotalarga ega. Agar tekis chizigning
nuqtasi shu chiziq bo'ylab harakatlanib borganida uning d to'g'ri chizig-
gacha bo'lgan masofasi nolga intilsa, d to'g'ri chiziq egri chizigning
asimptotasi deyiladi.

b b X' 2
A A

y=-Xx; Yy=— x to'g'ri chiziglar — 1 giperbolaning
a a a b

asimptotalaridir (57-chizma).

Yarim o'qlari teng bo'lgan giperbola teng tomonli deb ataladi.

— — ?:1 tenglamada a=b bo'lganda:
a b~

X2-y 2=b- (11)
Teng tomonli giperbola asimptotalarining tenglamalari y =x, y =-x
ko'rinishda bo'lib, ular o'zaro perpendikular bo'ladi. Bu asimptotalarni
yangi koordinata o'glari sifatida gabul qilsak, teng tomonli giperbola
tenglamasi o'rta maktab kursida ko'riladigan ixcham ko'rinishni oladi.
Giperbolaning fokuslari orasidagi masofani haqiqiy o'gqining uzun-
ligiga nisbati giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi va ellipsdagidek e
harfi bilan belgilanadi:
2 c cC
T7mTw
Giperbolada c>a=> e> 1 ekssentrisitet giperbolaning shaklini aniqg-
lashda muhim rol o'ynaydi. Hagigatan ham e=c/a dan c=ea buni

b
b2=c2—a2ga qo'ysak, b2 a 2(e2~1) yoki —=\e -lbo'lib, bundan
a

ko'rinadiki, ekssentrisitet e ganchalik kichik, ya’ni e=>1I intilsa, b/a

105



shunchalik kichik, b/a -> 0, ga intiladi, ya’ni giperbola o'zining ha-
qiqiy o'giga sigilgan bo'ladi, aksincha, e kattalashib borsa b/a ham
kattalashib, giperbola tarmogqlari kengayib boradi.

1-misol. Giperbolaning haqgigiy o‘gi 18 ga fokuslari orasidagi masofa 24
ga teng bo'lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing va ekssentrisitetini toping.

Yechish. Shartga ko'ra 2a=18=>a=9 va 2c¢=24=>c=12 Endi b2 ni
2 2

. C DARtAD = =1 "
topish qoldi P~ct-a2= 63. Demak, H T65 1
X2 y2
2-misol. — - — =1 giperbolaning asimptota tenglamalari tuzilsin.

Yechish. Berilgan tenglamada a2=5, b2=20, bundan a= .5, b=2 -J5.

b b
Asimptota tenglamalari v=— = — X ko'rinishda edi. Demak,
a a

i4s
y —jj yoki y=2x.

2yf5
y - if yoki y=-2x.

7.4. Parabola

4-ta’rif. Ixtiyoriy nugtasidan berilgan nuqtagacha va berilgan to'g'ri
chiziggacha bo'lgan masofalari o'zaro teng bo'lgan tekislikning barcha
nuqtalari to'plami parabola deyiladi. Berilgan nuqta parabolaning foku-
si, berilgan to'g'ri chizig esa parabolaning direktrisasi deyiladi.

Parabolaning fokusini F, direktrisasini d bilan, fokusdan direktrisa-
gacha bo'lgan masofani p bilan belgilaymiz.

Parabola tenglamasini ta’rifidan foy-
dalanib, uning kanonik tenglamasini kel-
K ~4h— -----,WCXy) tirib chigaramiz. Buning uchun koordina-
talar sistemasini tubandagicha Kkiritamiz.
F nuqgtadan o'tuvchi va d to'g'ri chiziqga
perpendikular bo'lgan to'g'ri chizigni
abssissalar o'qi deb gabul gilamiz.

Abssissalar o'qini d to'g'ri chiziq bi-
lan kesishgan nugtasi L bo'lsin. Ordina-
talar o'gini [FL] kesmaning o'rtasidan
o'tkazamiz (58-chizma).

Tanlangan koordinata sistemasiga nis-
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batan direktrisa x=- £ tenglamaga, /'fokus esa (f"0) koordinatalarga
ega bo‘ladi.

Parabolaning ixtiyoriy nugtasi M(x\y) bo'lsin. M nuqtadan direktri-
saga tushirilgan pedendikulaming asosini K bilan belgilaylik. U holda
parabolaning ta’rifiga ko‘ra,

\KM\ =\IVR *)

Ikki nuqgta orasidagi masofani topish formulasidan foydalansak,

KM\ = J(x + p/2)1", (**)

\MR =yj(x-p/2)1+y2;

*), (**)=> +yj qavslami ochib ixchamlaymiz.
x1-px +7 +y2=x~+px+7 yoki y2=2px (12)
(12) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi deyiladi. Parabola

shaklini uning (12) tenglamasiga ko‘ra tekshiramiz. y2>0 va p >0 bo'lgani
uchun (12) tenglamada nr>0 bo'lishi kerak. Bundan esa (12) tenglama
bilan ifodalanuvchi parabolaning barcha nuqtalari o‘ng yarim tekislikda
joylashganligi kelib chigadi. x=0 da (12) =>y=0 bo'lib, parabola koor-
dinatlar boshidan o'tadi. Koordinatalar boshi parabolaning uchi deyi-
ladi. X ning har bir x>0 giymatiga y ning ishoralari garama-qarshi,
ammo absolyut miqgdorlari teng bo'lgan ikki giymati mos keladi. Bun-
dan esa parabolaning (Ox) o'gga nisbatan simmetrik joylashganligi
ko'rinadi. (Ox) o‘gi simmetriya o‘qi. (12) tenglamadan ko'rinadiki, x
ortib borishi bilan |y ham ortib boradi. Demak, yuqoridagi xossalarga
ko'ra parabolaning shaklini tasawur

gilish mumkin (59-chizma). Agar pa-

rabola koordinatalar sistemasiga nis-

batan (60-a, b, d) chizmadagidek

joylashgan bo'lsa, ulaming tenglama-

lari mos ravishda x2=2py, y2 —2px, =

X2=-2py ko'rinishda bo'ladi. Misol:

x+4=0 to'g'ri chizig va F(—2; 0)

nuqgtadan bir xil uzoqlikda joylash-

gan nugqtalar geometrik o'mining

tenglamasini tuzing 59-chizma.
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60-chizma.

Yechish. K(x;y) nuqta biz izlayotgan geometrik o‘rinning ixtiyoriy
nuqgtasi bo'lsin. Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga asosan
jFAj = Hx +2)3+y2 masala shartiga ko'ra x+4=0 to'g'ri chiziqg K(x; y)
nuqtadan [/*K] =x + 4 masofada bo'ladi.

Shuning uchun [j(x+2)2+y2J =(x+4)2 yoki

(X+2)2+y2=x 2#8x+16=>y24x+-12 = 0 yoki y 2=4jrl-12; x=—y 2-3

Bu esa Ox o'giga nisbatan simmetrik bo'lgan parabola tenglamasidir.

7.5. Ellips va giperbolaning direktrisalari.

5-ta’rif. Ellips (giperbola) ning berilgan F fokusiga mos direktrisasi
deb uning fokal o'giga perpendikular va markazidan shu F fokusi

yotgan tomonda — masofada turuvchi to'g'ri chizigni aytiladi.

Bu yerda a — ellips (giperbola)ning (haqgigiy) yarim o'qi,
e — ekssentrisiteti.

Ft va F2ga mos direktrisalarini va d2 bilan belgilaymiz. Ta’rifga

a a
ko'ra direktrisalar dX x = 0; d;; x +— = 0 tenglamalarga ega

bo'ladi. Ellips uchun e<l=> %>a, giperbola uchun e>|=> %<a bun-
dan esa ellipsning ham,giperbolaning ham direktrisalari ulami kes-
masligi ko'rinadi (61-a, b chizmalar). Ellips (giperbola)ning direktrisa-
lari uchun quyidagi mulohaza ham o'rinlidir. Ellips (giperbola)ning
ixtiyoriy nuqtasidan fokusgacha bo'lgan masofani o'sha nuqtadan shu
fokusgacha mos direktrisasigacha bo'lgan masofasiga nisbati o'zgarmas
migdor bo'lib, ellips (giperbola)ning ekssentrisitetiga teng.

Misol. Katta o'gi 12 ga teng bo'lgan ellipsning x=+16 to'g'ri
chiziglar direktrisalari bo'lsa, shu ellipsning tenglamasini tuzing.
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6l-chizma.

Yechish. masala shartiga ko'ra

a a c
2a=\2=>a=6 ya’ni £- =%16 bundan — = 16 ammo e- —
e e a
°2 _ s . _°2_36_,4
u Holda < - 16 yokl c-16-ﬁ2—25,
ellips uchun
~ .2 2 2 81 495

b ° c 36“T?2-f6“;

Demak' i? +« 5 =1-
16

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Qanday chiziq ellips deyiladi? Uning kanonik tenglamasini Kkeltirib
chigaring.

2. Qanday nuqgtaga ellips markazi,qanday nuqtalarga ellips uchlari deyiladi?

3. Qanday chizig giperbola deb ataladi? Uning kanonik tenglamasini kel-
tirib chigaring.

4. Giperbolaning markazi va uchlari deb ganday nugtalarga aytiladi?

5. Ellips va giperbolaning ekssentrisiteti deb nimaga aytiladi? Ulami ifo-
dalovchi formulalarni yozing.

6. Giperbolaning direktrisasi nima? Giperbolaning fokuslari gayerda yota-
di?

7. Giperbolaning asimptotalari nima?

8. Parabolaga ta’rif bering. Uning kanonik tenglamasini yozing?

9. Parabolaning fokusi va direktrisasi nima? Ular ganday xossa bilan
bog'langan?



VI BOB

FAZODA TEKISLIK TO‘G‘RI CHIZIQ VA IKKINCHI
TARTIBLI SIRTLAR

I-§. Tekislik. Tekislikning berilish usullari
I.1.Tekislikning normali va bitta nuqtaga ko‘ra tengiamasi.

Tekislik o'zining biror MO0(x0;y0;z0) nugtasining va normalining
berilishi bilan fazoda bir giymatli aniglanadi. Tekislikka pegendikular
bo'lgan n*0 vektorni tekislikning normali deyiladi. Tekislik teng-
lamasini aniglash uchun Dekart koordinatalar sistemasini tanlaymiz.
{A,B,C}-n normalning shu sistemadagi koordinatalari, (x0;y0;z0)
esa N tekislik MO nuqtasining shu sistemadagi koordinatalari bo'lsin.
M(x;y;z) fazoning ixtiyoriy nugqtasi bo'lsin. M nuqtani n tekislikka
tegishli bo'lishi uchun MOM vektor n vektorga pedgendikular bo'lishi,
ya’ni MOM-n =0 bo'lishi zarur va vyetarli. MOM vektor
{x-x0;y-y0;z-z0} koordinatalarga ega bo'lgani uchun,

MOM-n = A(x-x0)+B(y-y0)+C(z-z0)=0.
Demak, n tekislik M nugtasining koordinatalari
X*~x0)+B(y-yo)+C(z-z0)=0; (1)
tenglamani ganoatlantiradi.

n*0 bo'lgani uchun A2+B2+C2*0- Endi (1) tenglamani har
ganday xl;yl;zl yechimi n tekislikning biror nugtasini aniglashini
isbotlaymiz. Hagigatan ham M, nuqta xl;yl;zl koordinatalarga ega
bo'lsin, n holda MOM, vektor {m -x0;yl-y 0;z, - z0) koordinatalarga
ega bo'ladi va (1) munosabat o'rinli bo'lgani uchun MOMt vektor fi
vektorga perpendikular bo'ladi.
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1.2. Tekislikning bitta nuqtasi va unga parallel ikkita nokolinear
vektorlarga ko‘ra tenglamasi.

Tekislik o'zining biror MO0(x0;y0;z0) nugqtasining va tekislikka
parallel bo'lgan ikkita nokollinear p = {ai;/3l;/i} q={a2;/3y"} vek-
torlarni berilishi bilan aniglanadi.

Tekislikda ixtiyoriy M(X;y;z)
nuqtani olamiz. U holda MM
vektor p,q vektorlar bilan kom-
planar bo'ladi, demak, bu vektor-
lar chizigli bog'liq bo'lib, bundan
ulaming koordinatalaridan tuzilgan
uchinchi tartibli determinant nolga teng bo'lib chigadi (62-chizma).

Vektorlami koordinatalarda yozaylik.

MOM ={x-x0;y-y0;z-20);
£ = 9={a2/32;r2};
u holda quyidagi tenglama hosil bo'ladi:
Y~Yo
a A w =0 (2
02 72

Aksincha, (2) shart bajarilsa, M nuqta n tekislikka tegishli bo'ladi. Demak,
(2) 7t ning tenglamasi. Bu tenglama berilgan nugtadan o'tib, berilgan nokol-
linear ikki vektorga parallel bo'lgan tekislikning tenglamasi deb ataladi.

MO , p,q —vektorlar bir tekislikda yotgani uchun, ular chizigli
bog'ligdir. Ya’ni,

62-chizma.

MOM -tp +nq;t,ne R; 3)
bu yerda t, n sonlar parametrlardir, (3) dan,
x=x0+a,t +an\
Y=Yo+P\*+Prn’ (4)
z=z20+y,t +y2n;
(4) - tekislikning parametrik tenglamalari deyiladi.

1.3. Uchta nuqta orqali o‘tgan tekislik tenglamasi.

Bir tekislikda yotgan uchta nuqta tekislikning vaziyatini to'la aniq-
laydi. Aytaylik, uchta A/,(x,;V,; z,), M2(x2;y2;22), M3(x3;y3;z3)
nuqtalar berilgan bo'lsin.



Agar biz MO0=M,; p=MIM2; g=MtM. desak hamda

M 2 {2 X\*Y2 VY Z}, M,M3—{* xt,y3 yxz, z|} ni
e’tiboiga olsak, (2) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi.

X-X.  ¥Y-¥Yx z~zX
X2~X\ Y2~y1 z2~2 =0. (5)
*j7 % Y3-Yx Z23~Z71

(5) uch nuqgtadan o‘tgan tekislik tenglamasini ifodalaydi.

1.4. Tekislikning kesmalar bo'yicha tenglamasi.

Tekislik 0°‘zining koordinata o‘glaridan kesgan kesmalari a, b, ¢
laming berilishi bilan aniglanadi. Aytaylik tekislik koordinatalar bo-
shidan o0 ‘tmasin va u (Ox),(0Oy),(0z) o'glarini mos ravishda
M xa,0,0), M2(0,b,0), M3(0,0,c) nuqtalarda kessin.

U holda (5) tenglama quyidagi ko'rinishni oladi:

X-a y 2z
-a b 0 =0;
-a 0 ¢
bundan
a b ¢ (6)

(6) —tenglama tekislikning koordinata 0 ‘glaridan ajratgan kesmalari
bo'yicha tenglamasi deb ataladi.

1.5. Tekislikning umumiy tenglamasi.

Yuqorida ko'rib o'tilgan tekislik tenglamalari birinchi darajali bo'lib,
Ax+By+Cz+D=0; ©)

ko'rinishga ega bo'ladi. Shuning uchun (7) ko'rinishdagi tenglamaga
tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi. Bunda A,B,C lar bir vaqtda
nolga teng emas.

Tekislikning umumiy tenglamasi (7) ga ko'ra tekislikning koordina-
ta o'glariga nisbatan joylashuvi to'g'risida fikr yuritamiz:

a) agar D- 0 bo'lsa, (7) tekislik koordinata boshidan o'tadi;

b) agar A =0 bo'lsa, (7) tekislik (Ox) o'giga parallel, 5 =0 bo'lsa,
(Oy) o'giga parallel, C =0 bo'lsa tekislik (Oz) o'giga parallel bo'ladi.
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Shuningdek,

A=0<>71|(0x),A=D =0<>n u (Ox);
B=0o n|(0Oy),B=D=0 ojd (Oy,
B=0o0o n|(0z),C=D=00 n3 (0z2);

d) agar J1=5 =0, C* O bo'lsa, n\\(xOy). Jumladan, D =0 bo'lsa,
r=o ya’ni xQy tekislik tenglamasiga ega bo'lamiz. Shunga o'xshash
x - a yOz tekislikligiga parallel n tekislikni ifodalaydi. =0, yOz
tekislikning o'zini ifodalay-

di. y =b esa n\\(xOr) tek-
islikni, y=0 bo'lsa xOz
tekislikning o'zini ifodalay-
di (63-a, b, d chizmalar).

1-misol. M(2;4;-6)
nuqta orqali o'tuvchi va
>={3;-1;6} vektorga per-
pendikular bo'lgan tekislikn-
ing tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Bizga ma’lum-
ki, berilgan MXXxxy%xzX
nuqtadan o'tib n={A,B,C} vektorga perpendikular bo'lgan tekislikn-
ing tenglamasi “(Ar-T) +5(_y-y)+C(z-z,) =0 ko'rinishda edi. Ma-
sala shartidan xx=2;yx=4;r, =-6 ; A=3:B--];C =6 Bulami teng-
lamaga go'ysak,

3e(*-2)-1+(>-4)+6(z+6)=0;
3M"-6-y+4+62+36=0;
3X-y+6z+34=0.

Bu izlangan tekislik tenglamasi.

2-misol. Tekislik A(3; 4;3) nuqtadan o'tib, /?2={2;1;2},
g = [3; 4; 2} vektorlaiga parallel bo'lsin. Shu tekislikning parametrik va
umumiy tenglamalari tuzilsin.

Yechish. Berilganlami (2) tenglama bilan solishtirsak,

x0—3, —4, z0—3,

a\=2; px=1L r, =2;

az2=3; IR=4; y2=2;

larga ega bo'lamiz.

(4) ga asosan parametrik tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi

63-chizma.
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X =3+2r+3p;
o=4+/+4p;
z=3+2t+2p\

(2) ga asosan:
n--3 y-4 z-3

2 2 =0.
3 4 2
Uchinchi tartibli determinantni ochib ixchamlasak, tekislikning
umumiy tenglamasiga ega bo'lamiz.
6x —2y —5z+5=0.
Bu tenglama - izlangan tekislikning umumiy tenglamasi.
3-misol. 3x+y-6z-18 =0 tekislik berilgan. Bu tekislikning koor-
dinata o'glari bilan kesishish nuqtalarini koordinatalarini toping.
Yechish. Berilgan tenglamani tekislikning koordinata o'glaridan kesgan
kesmalari bo'yicha tenglamasi ko'rinishga keltiramiz.

3v. y 6z
18 + 18 18
Demak, tekislik {Ox) o'gini (6;0;0) (Oy) o'gini (0;18;0), (Oz)
o'qini (0;0;3) nuqtalarda kesadi.

O'z-0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Tekislikning normal vektori nima?

2. Tekislikning normali va bitta nugtasiga ko'ra tenglamasini keltirib chigar-
ing.

3. Tekislikning bitta nugta va unga parallel ikkita nokolleniar vektorlarga
ko'ra tenglamasini chigaring.

4. Tekislik tenglamasidagi hadlarga garab, u koordinata o'qlariga nisbatan
ganday joylashadi?

2-8. Fazoda ikkita va uchta tekislikning o‘zaro joylashuvi
2.1. Fazoda ikkita tekislikning o'zaro joylashuvi.

Aytaylik, Dekart koordinata sistemasida ikkita n{ va sa- tekisliklar
o'zlarining tenglamalari bilan berilgan bo'lsin.

nx: AxXBiy +Clz ¥D[=0; (1)

n2: A +B% +C2 + Dz=0. (2)
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Bu ikki tekislik to'g'ri chizig orqgali kesishadi, yoki ular o'zaro
parallel bo'lib, umumiy nuqtaga ega emas, yoki ustma-ust tushadi (64-
a, b, d chizma). Bu hollarning qaysi biri yuz berishini bilish uchun a,,
A ga tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu matritsalar
yordamida tekshiriladi).

64-chizma.

2.2. Fazoda uchta tekislikning o°‘zaro joylashuvi.

Aytaylik, Dekart koordinata sistemasida uchta tekislik o'zining teng-
lamalari bilan berilgan bo'lsin.

Ax+By +Cjz+4 =0 3)
n2: A xX+By +C2Z+2),=0 (4)
A-.: AjX+ B~y+C*z+D. —0 (5)

Bu uchta tekislikning fazoda o‘zaro joylashuvida 8 ta hoi ro'y
berishi mumkin (65-chizma).

1) Uchta tekislik bitta umumiy nuqtaga ega;

2) Tekisliklar juft-juft kesishadi, ammo umumiy nuqtaga ega emas;

3) Uchta tekislik bitta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha kesishadi;

4) Ikkita tekislik o‘zaro parallel bo'lib, uchinchi tekislik ularni
kesadi;

5) Uchta tekislik o‘zaro parallel joylashgan bo'ladi;

6) lkkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ularni kesadi;

7) Ikkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ularga parallel
bo'ladi;

8) Uchta tekislik ham ustma-ust tushadi.

Bu hollardan qaysi biri yuz berishini bilish uchun ga
tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu ham matritsalar
yordamida tekshiriladi).
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[«i /
IC.

65-chizma.

Misol. x+2y+z=6, 2x+3:=\0 va 3i’—2- = —1 tekisliklarning
kesishmasi aniglansin.

Yechish. Bu tekisliklarning kesishmasini aniglash uchun quyidagi
sistemani yechimini anigqlaymiz;

X+2y+z=6;
e 2Vv+3r = 10;
3y-2z =-\.

Bu sistemalar uchun quyidagi determinantlami tuzamiz va uni
hisoblaymiz.

2 1
A= 0 3=6-9+8=5
3-2

116



6 2 1
Ar=10 0 3=70-60 =10;

5
4103 -2 A
1 6 1
Ay=2 10 3=27-22=5;
103 -2
1 2 6
A.=2 0 10=40-30 =10;
0 3-1

Demak, tekisliklar (2; 1; 2) nuqtada kesishadi.

0 ‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ikkita tekislikni fazoda o‘zaro joylashuvini tushintiring.
2. Uchta tekislikni fazoda o'zaro joylashuvini tushintiring.

3-8. Ikki tekislik orasidagi burchak

Fazoda Dekart koordinata sistemasida kesishuvchi ikki tekislik
o'zining tenglamalari bilan berilgan bo'lsin.
n o Ax+ Bty +Cx + £, = 0; (D
nr: A +Bry +C2Z +D2- 0. (2)
Ikki tekislik kesishganda to'rtta
ikki yoqli burchak hosil bo'lib,
ulardan o'zaro vertikal bo'lganlari teng
(66-chizma).
Demak, ikkita har xil burchak hosil
bo'lib, ularning biri ikkinchisini
toMdiradi. Shuning uchun shu ikki
burchakdan birini topsak yetarli. Ikki
yogli bu ikki burchakdan birining

chizigli burchagi berilgan tekislikning 66-chizma.
={4;5|;C,} va n2={A2,B2C2}
normal vektorlari orasidagi burchakka teng bo'ladi. va n, orasidagi

burchakni @ desak,

3
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(3)-formuladan xususiy holda ikkita tekislikning perpendikularlik
sharti kelib chigadi, ya'ni #,-9, =0 bundan esa
AA2+ BtB2+ C,C, =0 ikki tekislikning perpendikularlik sharti:
— ="L=~"L oA
A, 5 C, vy Ai:B\:C\=A2:B2:C2 4
esa ikki tekislikning parallellik shartlarini ifodalaydi.
Misol. Berilgan ikki 3x+2>-2r +4=0 va 2x+2y+5z-3 =0
tekisliklar orasidagi burchak topilsin.
Yechish. 1kki tekislik orasidagi burchak

cosqp——n A‘-A‘~+ 81EF+C{:1,.
yjA;+B;+C"~A\ +B;+ClI
formula yordamida aniglanadi. Berilgan tekisliklarda
4=3, 5 =2, C,=-2 va A2=2, 4:=2, C: =5
Demak,

3-2+2-2-2-5 6+4-10
N32+22+(-2): W22+22+5° -v9+4+4-n/d+4+25

0
=0 cos"=0;
M17-n33

Demak, berilgan ikki tekislik o'zaro perpendikular.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ikkita tekislik orasidagi burchakni hisoblash uchun formula keltirib
chiqaring.
2. Ikkita tekislikning parallellik va perpendikularlik shartlari nimadan iborat?

4-8. Nugtadan tekislikkacha
bo‘lgan masofa

Fazoda Dekart koordinatalar siste-
masida MO0(x0,y0,z0) nuqta va
Ax+By+Cz+D =0 tekislik berilgan
bo'lsin. M0Onugtadan tekislikkacha bo'lgan
masofani hisoblash talab gilinsin. Buning T
uchun berilgan MO0 nuqgtadan tekislikka
tushirilgan perpendikulaming asosini # _
bilan belgilaymiz (67-chizma). 67-chizma
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|//N/0j=d biz izlayotgan masofa bo'ladi. n={A\B\C} tekislik
normal vektorini o'tkazamiz. HMO vektor fj vektorga kollinear. HMO
v3 rh vektorlarni skalyar ko‘paytmasini topamiz.
~HM7 w1 =\ ~M o\In| *cos(h ~M 0,ah) =d <|n| (1)

Bundan esa

- \m-a\ C
| >

(1) formulani koordinatalarda hisoblaymiz. Aytaylik H nuqgtaning

koordinatalari (X, bo'lsin. U holda
HMO-n =A(x0-xi)+B(y0-y )+ C(z0-z}) =
= Ax0+ By0+Cz0- (Ax, + B)\ +Cz,)
bo'ladi. H nuqta berilgan tekislikda yotgani uchun Axx+Byx+Cz,+D=0

bo'ladi, bundan esa HMOm = Ax0+ By0+Cz0+ D ; «=<JA2+B2+C2
ekanini e’tiborga olsak,

\Ax0+ By0+Cz + D\
cos = —-—--

Ja2+b2+c?2
formulaga ega bo'lamiz. Bu formula nuqtadan tekislikkacha bo'lgan
masofani hisoblash formulasidir.

1-misol. M(I;-2;3) nuqtadan 2x+3y-4z +4=0 tekislikkacha
bo'lgan masofani toping.

Yechish. (2) formulaga ko'ra

*0=1 y0=-2; z0=3; N=2;9=3;, C=-4; D=4.

@)

n Mda « ., wiL (birlik).

O‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

chigar "aZz°da nuc)tac’an tekislikkacha bo'lgan masofa formulasini keltirib
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5-8. Fazoda to‘g‘ri chizig. To‘g‘ri chizigning berilish usullarj

5.1.To‘g‘ri chizigning biror nuqtasi va yo‘naltiruvchisiga
ko'ra tenglamasi.

To'g'ri chiziq 0'zining biror
M 0(x0,y0,z0) nuqtasi va shu to‘g‘ri chiz-
igni yo'naltiruvchi vektori } = e,

ning berilishi bilan aniglanadi (68-chizma)
To'g'ri chizigning ixtiyoriy M(X,y,z) nug-
tasini olaylik; M@ va } vektorlari kol-
linear bo'lgani uchun
MOM =t-e (re/?) (1
OMO0=r0, OM=r desak, hamda
MOM =OM - OMO ni hisobga olsak, (1)
ni quyidagicha yozish mumkin:
r=r0+tl )
(2) tenglama to'g'ri chizigning vektorli tenglamasi deb ataladi.
MOM ={x-x0;y-y0;z-z0} va (1) dan

X =Xx0+(
y=y0+£2; ©)
z=20+Lj;

ko'rinishdagi tenglamalar sistemasi to'g'ri chizigning parametrik teng-
lamalari deyiladi.

5.2. To'g'ri chizigning kanonik tenglamasi.

(3) - tenglamadan parametr t ni chiqgarib
*-*0 VY-Y, 1z-z0

g, (2 e3 0

ega bo'lamiz. Bunga to'g'ri chizigning kanonik tenglamalari deyiladi.
5.3. Ikki nugta orqali o'tgan to'g‘ri chizig tenglamasi.

Ikkita yt;zt) va M2(x2;y2;z2) nuqtalar orgali o'tuvchi

to'g'ri chiziq

FoF Y-y, r-:

L ®)

i-*i Yr~y, z2-z,
tenglamalar bilan ifodalanadi (bu tenglama birinchi punktdagi UO
nugta o'miga M va (= MXM2 deb olinsa, (1) munosabatdan kelib
chigadi). Yoki
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*,=F 4 (X2- X)L

Y=¥x+0" -¥Y\)b
(6)
z,=2 +(z2—2,);
(6) tenglamalar sistemasi to'g'ri chizigning parametrik ko'rinishdagi
tenglamasidir.
To'g'ri chiziq ikkita n, va n2tekisliklarning kesishish chizig'i sifati-
da ham berilishi mumkin, ya’ni d =axN\n?2
nx\ Ax+ By +Cx + Dx=0;
n2: A+B% +C2+D2=0. A
Bu tenglamalar sistemasi n2+xnx=> A,:Bx:C, * A2:B2:C, shart
bajarilgan to'g'ri chizigni aniglaydi (69-chizma).
1-misol. (3; 2; 1) nuqgtadan o'tgan va
yo'naltiruvchi vektori 1= {1, 2; 3} bo'lgan
to'g'ri chiziq tenglamasi yozilsin.
Yechish. (4) tenglamadan foydalan-
amiz. Masala shartiga ko'ra,
*0 3, Y0—2, 20—,

=1;e2=2;e, =3.
U holda, X23=¥-2_21
12T

2-misol. N(-2;1;4) va 5(6;-2;6)
nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq teng-
lamasini tuzing.

Yechish. Berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi
(5) formula yordamida aniglanadi. Bu formulaga berilgan nuqtalaming
koordinatalarini qo'ysak

x+2 y-1 z-4 X+2 y-1 z-4
yoki
t . «. .. 6+2  “2-1 6-4 . -3
° g n chizig tenglamasiga ega bo'lamiz.

6-8. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak

Aytaylik, R - {0; 7; J\k} Dekart koordinata sistemasiga nisbatan
f tcgri chizig o'zining

X =x0+(

— N
-Y=Yo+"> )
Z-Z0+
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parametrik tenglamasi, n tekislik
Ax+By+Cz+D=0; (2)
tenglamasi bilan berilgan bo'lsin. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning o'zaro
joylashuvini tekshirish uchun tubandagi tenglamani tekshiramiz.
(A£i+B(n+ce,)t + (Ax0+ By0+ Cz0) = 0.
Bunda quyidagi hollar bo'ladi;
a) agar At,+ B("CE£DbB* 0 bo'lsa, £ to'g'ri chiziq tekislik bilan
kesishadi.
b) agar
Ati+BI2+C£3=0
Ax0+ By0 + Cz0 ®0 3)
(3) bajarilsa ff| =0 bo'ladi.

AE|+BEi +CE£3=0

c) agar Axo+ By0+Cz0=0 bo Isa, le i bo'ladi.

| To'g'ri chiziqg bilan tekislik ora-
A sidagi burchak deb, to'g'ri chiziq
bilan uning tekislikdagi ortogonal
proyeksiyasi orasidagi burchakka ayti-
ladi. (1) to'g'ri chizig bilan (2) tekis-

lik orasidagi burchak (70-chizma).

-4fi + B/, + C/.
sin 9 = nd |

70-chizma. U- +B +C 4)
formula yordamida topiladi.
A(l+B(2+C£3=0 (5)
berilgan tekislikning berilgan to'g'ri chiziqga parallellik,
A B C

L L L ©)
esa perpendikularlik shartlaridir. Endi tekislik va to'g'ri chiziqga doir
mashqlar bajarishda zarur bo'lgan tenglamalarni keltirib o'tamiz:

1) Berilgan M, {x,\y,\z,) nuqgtadan o'tib, berilgan
X~X,. Y-Y,, Z-
f,

to'g'ri chizigga parallel bo'lgan to'g'ri chiziq

* _ - t - - -1
_y-y ! 7)

tenglamalar bilan aniglanadi.
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2) Berilgan M,(x,;y,;2,) nugtadan 0 ‘tib, berilgan
Nx+Ay+Cz+Z"0O tekislikka pede!~kunlar bo'lgan to'g'ri chizigning
tenglamasi

XX =Xh 2222 (8)
A B
ko'rinishda aniglanadi.

3) Berilgan 1/, (jc,;_y,;r,) nuqtadan o'tib, berilgan Ax+By+Cz+D-0
tekislikka parallel bo'lgan tekislikning tenglamasi:

Mx-*)+B(y-yD+C(z-zI)=0 9)
ko'rinishda bo'ladi.
4) Berilgan nugta orqgali o'tuvchi va
X-X, Y-y, z-Z,
p ~ e -~ . to'g'ri chizigga pedendikular bo'lgan tekislik
\ 2 "3
tenglamasi tubandagi ko'rinishda bo'ladi:
*(x- jg)+/20>->>)+ £3(z-z,) =0 (10)
. . X+2 y-3 z-4 . .
Misol. Berilgan =—f—= to'g'ri chiziqg va

3x+y-4z-8 =0 tekislik orasidagi burchak va ulaming kesishish nu-
gtasini toping.
Yechish. To'g'ri chizig va tekislik orasidagi burchak
\A(,+Bf.2+CP,\

S Ja2+B2+C: -Jf:1+ formula yordamida aniglanadi.
Shuning uchun A=3, B=1C=-4
e,=2z2 *2=1

3e2+1 1+ (-2) ¢(-4) 6+1+8 15 5
73"+ 11+ (-4)e>2" + 13+ (-2)" VI9+1+16-V4+1+4 n/26-3 Yy[26

sin# =

g =arcsm(5 * arcsin 0,976 * 77°27"
y 26

Endi ulaming kesishish nuqtasini topamiz, uning uchun to'g'ri
chizig tenglamasini parametrik ko'rinishga keltiramiz.
X+2 y-3 z-4
2 1 -2

=/+3 a).
X+2 >>-3 z-4 y @)
— ft — =ft — =/o z=-2t+4



Buni tekislik tenglamasiga qo‘yamiz.
32/-2)+ (I +3)- 4(2/+4)- 8=0;
6t—6+/+3+8/- 16—8=0;

15/-27 =0;
t_1l-
Is*
Buni (a) ga qo‘ysak,
54 24
) G — 2:_’
15 15
27 72
y = — :_,
15 15
7--—+4=- =-
15 15 5
Demak, I nuqgta to‘g‘ri chizig va tekislikning

kesishish nugqtasi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Fazoda to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori nima?

2. To'g'ri chizigning kononik tenglamasini keltirib chigaring.

3. To'g'ri chizig umumiy tenglamasi bilan berilgan bo'lsa, uni yo'naltiruvchi
vektorini ganday aniglash mumkin?

7-8. Fazoda ikki to‘g‘ri chizig orasidagi burchak

Ikkita to'g'ri chiziq R={0;7;j;lc} Dekart koordinata sistemasida
o'zining tenglamalari bilan berilgan bo'lsin.

Y-¥Y»

Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak deb, bu to'g'ri chiziglarni
yo'naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.

p to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori 1={ H (" to'g'ri



chizigning yo'naltiruvchi vektori boiib, 7 va ~f
vektorlar orasidagi burchak (p desak 7 va 7' vektorlar orasidagi bur-
chak chiziglar orasidagi burchakni beradi. Shuning uchun ikki to'g’ri
chiziglar orasidagi burchak

t-{\ -fo+f,-C,+ C om('.
coscp= LA S b M (

formula yordamida aniqglanadi.
(1) formuladan esa quyidagi kelib chigadi;
(1C o 7.2'=0=> tt-C\+ £;m(":+ C}'CS=0
Misol. Yo'naltiruvchi vektorlari mos ravishda /7, ={7:2:5}.
M1 ={3:10:4} bo'lgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchak topilsin.
Yechish. Bu vektorlar orasidagi burchak to'g'ri chiziglar orasidagi

burchakka teng. Demak. berilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchak,
(1) formulaga ko'ra:

7-3+2-10+5-4 61 61 n
cos(p /. e L *0.618

(p=arccos( 0.618) *51 "54'

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar.

1 To'g'ri chiziq va tekislik orasida burchakni ganday tushunasiz?

8-§. Ikkinchi tartibli sirtlar
Ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy tenglamasi.

Biror Dekart koordinata sistemasida koordinatalari quyidagi tengla-
mani ganoatlantiruvchi nuqtalar to'plami ikkinchi tartibli sin deyiladi.
th.v +azy +i.,; +2«LAI+2«liAr+2a,,ir + 2awv+2fl.JT+2a.Jr + a4) =0 1)
bu tenglamadagi an.cu,.a.-..ar .al..a.x koeffitsiventlaming kamida bit-
tasi noldan fargli bo'lishi kerak. Agar biror sirt dekan sistemasida 2-
darajali tenglama bilan berilgan bo'lsa. boshga sistemada ham 2-daraja
bilan beriladi. Biz oddiv ko'rinishdagi ikkinchi darajali tenglamalaming
ba'zilarini garaymiz.
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8.1. Sfera tenglamasi. Sferik sirt.

Sferik sirt deb, berilgan nuqtadan bir xil uzoglikda joylashgan nuqtalar
to‘plamining geometric o‘miga aytiladi. Boshgacha aytganda, shaming
chegarasi shar sirti yoki sfera deb aytiladi.

Sferaning Oxyz to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasini tuzamiz. Aytaylik, S(a;b\c) nuqta sferaning markazi, R
esa uning radiusi bo'lsin (71-chizma).

M(x.r z Sferaning ixtiyoriy nugtasi M(X;y,z)
“uning markazi bo'lgan nugtadan r maso-
fada joylashish xossasidan foydalansak,
sfera tenglamasi quyidagicha bo'ladi:
SM=R =t(x-a)2+(y-b)2+(z-c)2=Rr (2)

(2) tenglamaga markazi S(a;b;c)
gtada va radiusi R ga teng bo'lgan sfera
tenglamasi deyiladi. Agar a=b=c=0
bo'lsa, (2) tenglamadan markazi koordi-
) natalar boshida radiusi R ga teng bo'lgan
71-chizma.
sfera tenglama5|ga ega bo'lamiz.
x~ + y~>+ z~>— R~

Endi (2) ni quyidagicha yozamiz.

X2+y2+z22-2ax-2by-2cz +cr +b~+c2-R 2=0 3)

(3) dan: 1) Sferani ikkinchi tartibli sirt ekanini ko'ramiz. 2) (3) da
xy\zx\yz ko'paytmalar gatnashgan hadlar yo'qligini: 3) x2;y2;z2 ol-
didagi koefiltsientlaming tengligini ko'rib turibmiz.

Endi (1) da an =au =aZb=0 va au=a2=cr,, deb olinsa, u holda

aux2+auy 2+a,z2+2aux +2a2y +2a¥ +aA=0 (@))]
tenglama sferani ifoda giladimi degan savolga javob beraylik.
(4) ni ga bo'lib yuborib
2a,
=A: =5; D

belgilashlarni Kkiritsak,
X2+y2+z22+Ax+By+Cz+D=C (5)

ko'rinishdagi tenglamaga ega bo'lamiz. (5) tenglamani ham biroz shakl
o'zgartirishlardan keyin ushbu ko'rinishda yozamiz.
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©) dan ko‘rinadiki, A2+B2+C2-4£>>0 bo‘lganda (7) tenglik
o‘rinli bo'ladi. Bu deganimiz A2+ B2+C2-4D>0 bo'lsa (7) tenglama

B C
markazi ~ nuqgtada va radiusi R=""\1A"+B2+C"'-4D
K 2 2 2j

ga teng bo'lgan sferani ifodalaydi.
Agar a2+B2+C2-4D =0 bo'lsa (7) tenglama

n

xuw wfys —2.f,4C1 0 orinishda bo'lib, u fagat bitta

o2 {2y v 2

A B (]
1 nuqgtani ifodalaydi.

—~

Demak, (5) tenglama fagatgina n2+ B2+ C 2-4£>>0 shartda sferani
aniglaydi.

Misol. x2+y2+22-2x +4y +8z+6 =0 sferaning markazi va radi-
usi topilsin. Berilgan tenglamani (.v-a)2+(y-b)2+(z-c)2- R1
ko'rinishga keltiramiz.

Buning uchun tenglamada x; y; z li hadlami olib ulami to'la
kvadratga keltiramiz.

X2+Yy:+22-2.v+4y+8z+6 => (.y-1): +()-'+2): +(z+4)2+6-1-4-16 =0

(V)2+(y+2)2+(z2+4)2=15 yoki (v_i)2+(;;+2)2+(z +4): =(VI5)1

Demak, sferani markazi (I;-2;"t) nuqtada, radiusi esa R=\[\5 ga teng.
8.2 Ikkinchi tartibli silindrik sirt.

Biz yasovchilari koordinata o'qlariga parallel bo'lgan silindrik sirt-
larni gqaraymiz. Biror o'qga parallel holda biror L chizigni kesib o'tuvchi
to'g'ri chizigning uzluksiz harakatlanishidan hosil bo'lgan sirt silindrik
sirt deb ataladi.

Xarakatlantiruvchi to'g'ri chiziqg yasovchi, berilgan L chiziq esa
yo'naltiruvchi deb ataladi.



Yasovchi Oz o‘qga parallel, yo'naltiruvchi L chizig esa Oxy tek-
islikda yotadigan va

*F(*;.y)=0 (C))
tenglama bilan aniglanadigan holni garaymiz (72-chizma).

Sirtning yasovchisida ixtiyoriy M(X;y;z)
nugta olamiz, uning birinchi ikkita koordi-
natasi N(.T,;y,0) koordinatalari bilan bir xil
bo'ladi. Shu sababli silindr sirtining
M(x\y;z) nuqtasining koordinatalari
yo'naltiruvchi chizigning (8) tenglamasini

72-chizma. ganoatlantiradi.

Demak, (8) tenglama yasovchilari Oz
o'qqga parallel silindrik sirtning tenglamasidir. Shunday qilib, z koordi-
natani o'z ichiga olmagan va fazoda garalayotgan (8) tenglama, yasovchi-
lari Oz o'gqga parallel va L yo'naltiruvchisi Oxy tekislikda (8) tenglama
bilan aniqlanadigan silindr sirtini aniglaydi.

Shunga o'xshash agar tenglamada X koordinata gatnashmasa
F(y,z)-0 tenglama, agar tenglamada y koordinata gatnashmasa
F(x,z)-0 tenglama mos ravishda yasovchilari Ox va Oy o'glariga
parallel bo'lgan silindrik sirtlami aniglaydi.

1-misol. x2+y2=R2 tenglama bilan aniqlanadigan sirt silindrik sirt
bo'lib, u doiraviy silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o'qqa par-
allel, yo'naltiruvchi esa Oxz tekislikdagi radiusi R va markazi koordina-

talar boshida bo'lgan x2+y2=R2 aylana tenglamasidir (73-chizma).
X~ y?
2-misol. _'+F =1 tenglama bilan aniglanadigan silindrik sirt
a

*

elliptik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o'gga parallel,
yo'naltiruvchi esa Oxy tekislikdagi yarim o'glari a va b bo'lgan el-
lipsdir (74-chizma).

3-misol. tenglama bilan aniqlanadigan silindirik sirt

a o
giperbolik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o'qga parallel,

73-chizma. 74-chizma. 75-chizma. 76-chizma.
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yo‘naltiruvchi esa Ozy tekislikdagi haqigiy o‘gi a va mahxum o‘gi b
bo'lgan giperboladir (75-chizma).

4-misol. x2=2pz tenglama bilan aniglanadigan silindrik sirt para-
bollik silindr deb ataladi. Uning yasovchilari Oz o'gga parallel,
yo‘naltiruvchisi esa Oxz tekislikdagi paraboladir (76-chizma).

8-3. Aylanma sirtlar.
Faraz gilaylik yOz tekisligida Oy o‘gini kesmaydigan biror L chiziq
F(Y,Z2)=0 9)

tenglama bilan berilgan bo Isin (77-chiz-
ma). Bu chizigning Oy o ‘gi airofida ay-
lanishidan hosil bo'lgan sirtni tenglama-
sini topamiz.

Bu sinning ixtiyoriy MXx-y-2) nug-
tasini olamiz. Bu nuqta orgali (Oy) o'gga
perpendikular tekislik o'tkazarmz. Tekislik
sirt bilan kesishib, aylana hosil giladi.
Uning markazi aylanish o'gjda yotgan
N{o\y;0) nugta bo'ladi. Mva N nuqgta- 77-chizma.
laming ordinatalari bir xil, yani Y= v

Aylananing MN radiusi ANA N nuqtalar orasidagi masofadan iborat
bo'ladi, ya'ni Z=yjx2+:2 gateng. MN va MM - aylana radiuslari
bo'lgani uchun

AV=M.N=2Z
Demak, berilgan (9) tenglamada
Y=y,Z =ylx2+122

Y va Z laming ifodalarinj (9) tenglamaga qo'ysak aylanma sirt
tenglamasiga ega bo'lamiz.

F(y,\Ix2+22)=0.
Agar L chizigning hamma nuqtalari uchun 2>0 bo'lmasa, z<0
bo'lishi mumkin u holda AfV=-Z yoki Z=-\Jx2+1z2
Bu holda aylanma sirt tenglamasi
F(y,~y1x2+z2) = 0.
Ikkala holni birlashtirib, yoz tekisligidagi L chizigning Oy o'q

atrofida aylanishidan hosil bo'lgan aylanma sirt tenglamasi quyidagi
ko'rinishda bo'ladi
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F(y-,x\Ix2+z:)=0. (12)

Boshga koordinatalar tekisligidagi tekis chiziglaming biror koordi-

nata o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan aylanma sirt tenglamasi

ham shu goidaga asosan tuziladi.

. 22 y2 L . - .

Misol. r +b— =1 ellipsning (Oy) o‘q atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan aylanma sirt tenglamasi tuzilsin:

Echish: Ellips tenglamasidagi z ni +yjX2+2z2 bilan almashtiramiz.

Y2 x2+1z2

mbl c2
Bu esa izlangan sirt tenglamasi b=c bo‘lsa bu sirt sferaga aylanadi.

8.4 Ikkinchi tartibli konus sirt.

Fazoda L— ikkinchi tartibli chizig berilgan bo‘lsin. Qo‘zg‘almas
biror nuqtadan o‘tib, L chiziq bilan kesishgan holda uzluksiz harakat
giluvchi to‘g‘ri chizigning chizgan sirti konus sirt deb ataladi. To‘g‘ri
chiziq konusning yasovchisi, L chizig konusning yo'naltiruvchisi,
go'zg'almas nuqta konusning uchi deyiladi.

o+ -7 =0- (13)
tenglama to‘g‘ri burchakli Dekart sistemasida uchi koordinatalar bosh-
ida bo'lgan ikkinchi tartibli konusni ifodalaydi.

£ Agar biror M(xXyNzl) nuqgta (koordina-

talar boshida yotmasligi kerak) (13) sirtda yot-

sa’ koordinatalar boshi va M(x,;Vy,;z,) nug-

VotE, tadan o'tuvchi to'g'ri chizigning har bir nugtasi
ham (13) sirtda yotadi.

Hagigatan ham N(X;y;z) nuqta OM

to'g'ri chizigda yotgan ixtiyoriy nuqta bo'lsin.
(78-chizma). Bu holda N nuqtaning koordi-
natalari x=xtf, y=y,t\ z=2zt (to'g'ri chi-
zigning parametrik tenglamalari) tenglamalarni
ganoatlantiradi.
M(xAy{\rXY) nugta (13) sirtda yotgani uchun (13) tenglamani
ganoatlantiradi.

2 2 2
3+ — =0
a2 b2 c2
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Endi (13) tenglamaga N nuqtaning koordinatalarini go'ysak

(*H2 0'NHN2 (z/)2 a* Y1 **

a2 b2 c2 a2 b2 c2
hosil bo'ladi. Bundan ko‘rinadiki, N nuqtaning koordinatalari ham (13)
tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni sirtda yotadi.

8.5. Ellipsoid.
Biror to‘g‘ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari
X2y 2
al PhT =l (14)
tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalaming geometrik o‘mi ellipsoid

deyiladi.

(14) tenglama ellipsoidning kanonik tenglamasi bo'lib, a, b, c lar
ellipsoidning yarim o‘qglaridir.

Ellipsoid uchun koordinata tekislik-
lari simmetriya tekisliklari bo‘lib xizmat
giladi. Simmetriya o‘glari ellipsoidning
o‘glari deyiladi.

Ellipsoidning o'glari bilan kesishish
nugtalari uning uchlari deyiladi. Sim-
metriya markazi ellipsoidning markazi
deyiladi (79-chizma).

Agar, ellipsoidning xOy tekisligiga Yy
parallel bo'lgan z = h tekislik bilan kes-

sak, kesim tubandagi tenglama bilan ifo- 79-chizma.
dalanadi:

iL+>L

a2 b~

bunda, agar \h\<c bo'lsa, kesim ellipsni, agar |A >cbo'lsa, kesim
bo'sh to'plamdan, agar \h\=c bo'lsa, kesim ellipsoidning uchini ifoda-
laydi. Shunga o'xshash, ellipsoidni xOz va yOz koordinata tekisliklar-
iga parallel tekisliklar bilan kesish (kesimda) natijasida ellips, bo'sh
to'plam yoki ellipsoid uchi hosil bo'lishini ko'rish mumkin.

Misol: Yarim o'glari mos ravishda 3,5,9 ga teng bo'lgan ellipsoid
tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Masala shartida berilganlarga ko'ra a=3; b=5; ¢=9. U

2 2 ZZ

holda ellipsoid tenglamasi XY L2 1 bo'ladi.
9 5 81
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8.6. Giperboloidlar.

1. Biror to'g'ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalaming geometrik o‘mi bir pallali
giperboloid deyiladi. (15) ko'rinishdagi tenglamaga bir pallali giperbo-
loidning kanonik tenglamasi deyiladi. (15) tenglamadan ko'rinadiki, koor-
dinata tekisliklari bir pallali giperboloidning simmetriya tekisliklari hisobla-
nadi. (Ox) va (Oy) o'glari bir pallali giperboioidni kesadi va uning
haqiqiy o'glari deyiladi. Oz o'qi esa bir pallali giperboloid bilan kesish-
maydi, shuning uchun unga mavhum o'q deyiladi. Bir pallali giperbo-
loidning o'qlari bilan kesishish nuqtalari uning uchlari deyiladi. Koordi-
nata boshi 0 nuqta bir pallali giperboloidning simmetriya markazi bo'lib,
uning markazi deyiladi. a, b-sonlari bir pallali giperboloidning hagiqgiy
yarim o'glari, ¢ esa mavhum yarim o'qgi deyiladi (80-chizma).
Giperboloidning xOy tekislik bilan kessak, kesimda

z=0
ellips hosil bo'ladi. Shunga o'xshash, giperboioidni
x0z, yOz tekisliklar bilan kessak, kesimda

y=0 [*<0

giperbolalar hosil bo'ladi. Agar giperboioidni xOz
tekislikka parallel bo'lgan z=h tekislik bilan

80-chizma. z=h
hosil bo'ladi. Bu ellips yarim o'glari:

— a 12 r b I A .

a~c—\c~+h~; o—Ac+h~; h=0 bo'lsa, ellipsning yarim o'qlari
Cc

o'zining minimal giymatiga ega bo'ladi, ya’ni a=a,b =b
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Bir pallali giperboloidni (Oy) va (Ox) o'giga perpendikular bo'lgan
tekisliklar bilan kessak, (x=h; y-h) kesimda y' va y” lar hosil bo'ladi:

| z =x_tL

a a va b2 ¢2 a  Agar, \h\*a,\h\*b bo'lsa,

y:h Xx=h

u holda y' va y" lar giperbolalami ifodalaydi. Agar, |/l =bbo'lsa, u holda
y' - kesishuvchi to'g'ri chiziglar juftini, \W=a bo'lsa,

y" - kesishuvchi to'g'ri chiziglar juftini ifodalaydi.

2. Biror to'g'ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

a2 (16)
tenglamani ganoatlantiruvchi nu-
gtalarning geometrik o'rni ikki
pallali giperboloid deyiladi.

(16) - tenglamaga ikki pallali
giperboloidning kanonik tenglama-
si deyiladi (81-chizma).

(16) tenglamadan ko'rinadiki,
koordinata tekisliklari ikki pallali
giperboloid uchun simmetriya te-
kisliklari hisoblanadi. (Ox) o‘gi sirtni ikki haqigiy nugtada kesadi,
shuning uchun unga hagigiy o'q deyiladi.

(Oy),(0z) o'qlari ikki pallali giperboloid bilan hagigiy nuqgtalarga
ega emas, shuning uchun ularga mavhum o'glar deyiladi. Ikki pallali
giperboloidni o'glar bilan kesishish nugtalari, uning uchlari deyiladi. U
ikkita haqigiy uchga ega.

a - son ikki pallali giperboloidda haqiqiy yarim o'q, b va c lar
mavhum yarim o'glar deyiladi. lkki pallali giperboloidni (Ox) o'gqa
perpendikular bo'lgan tekislik bilan kessak, kesimda

81-chizma.

h=x
hosil bo'ladi.
agar, h\>a bo'lsa, ym ellipsdan iborat bo'ladi.
agar, h\<a bo'lsa, u holda yK=0
agar, h=a bo'lsa, ymnuqgtadan iborat bo'ladi.
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Shunga o‘xshash, ikki pallali giperboloidni mavhum o‘qlariga per-
pendikular bo'lgan tekisliklar bilan kessak, kesimda giperbola hosil
bo'lishiga ishonch hosil gilamiz.

Misol: 4x2+hy2-622+24 =0 tenglama bilan ganday sirt tasvirlanadi.

Yechish. Tenglamaning ikkala tomonini 24 ga bo‘lib, uni tubandagi

. . . X2 y2 z2 . .
ko‘rinishga keltiramiz. _6+ ---------- =-1 bu tenglama yarim o'qlari

a=y/6,b=2y/2,c =2 bo'lgan uch o‘qgli ikki pallali giperboloidni tasvir-
laydi.

8.7. Paraboioidlar.

1. Biror to‘g‘ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

17)

"\/ tenglamani ganoatlantiruvchi nugqtalar-
ning geometrik o'mi elliptik paraboloid
deyiladi (82-chizma).

(17) tenglamadan ko'rinadiki, yOz va
xOz tekisliklari elliptik paraboloid uchun
simmetriya tekisliklari hisoblanadi. (Oz)

*0'qi elliptik paraboloidning simmetriya

o'qi hisoblanib, uning o'qi deyiladi. Koor-

82-chizma. dinata sistemasining boshi elliptik parab-

oloidning koordinata o'glari bilan kes-

ishgan nuqtasi bo‘lib, uning uchi deyiladi. Elliptik paraboloidni uning

o'qiga perpendikular bo'lgan tekislik bilan kessak, kesim tubandagi
tenglama bilan aniglanadi:

z=h
agar h>0 bo'lsa, y -ellips, agar h< o bo'lsa y =0 agar h=0 bo’lsa,
Y kesim O uchdan iborat bo'ladi.
Elliptik paraboloidni (Ox), (Oy) o'glariga perpendikular bo'lgan
x=h va y=h tekisliklar bilan kessak, kesimda parabola hosil bo'ladi.
2. Biror to'g'ri burchakli Dekart koordinata sistemasida koordinatalari

(18)

tenglamani ganoatlantiruvchi nugtalaming geometrik o'mi giperbolik parab-
oloid deyiladi. (18) tenglama esa uning kanonik tenglamasidir (83-chizma).
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Giperbolik paraboloidni xOy
tekislikka parallel bo'lgan z=h
tekislik bilan kessak, kesim quyi-
dagi tenglama bilan aniglanadi:

—- T =2A /1

a2 b \y7]<ln /
z=h
h>0 bo'lganda, bu chizig \%

hagiqiy o‘gi z=h tekislikda va
(Ox) o‘gga parallel giperbolani,
h<0 bo‘lganda esa, haqgigiy o'gi (Oy) o‘gga parallel giperbolani tas-
virlaydi. h=0 bo'lganda, kesim ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar jufti-
ni aniglaydi. Shunga o'xshash giperbolik paraboloidni (Oy) va (Ox)
o'qlarga perpendikular tekislik bilan kessak, kesimda parabola hosil
bo'lishini ko'rish mumkin.

I-misol: 4x2+3y2=12z tenglama bilan berilgan sirt shaklini aniglang.

Yechish. Sirt shaklini aniglash uchun tenglamani har ikkala to-

83-chizma.

X
monini 6 ga bo'lamiz. U holda 3 + - 12 ko'rinishidagi tenglamaga

2

2r=-
ega bo'lamiz. Bu tenglamani ham I I (/)" ko'rinishida yoz-

ish mumkin. Bundan ko'rinadiki, berilgan tenglama elliptik paraboloid-
ni tasvirlar ekan.

2-misol: x2-y 2=4z tenglama bilan berilgan sirtning shaklini
aniglang.

2z =

No)' W
yozish mumkin. Demak, berilgan tenglama giperbolik paraboloidni
tasvirlar ekan.

Yechish. Berilgan sirt tenglamasini ko'rinishida

O'z-0'zini tekshirish uchun savollar.

1. Silindrik sirt ta’rifini aytib bering.

2. Uch o‘qli ellipsioidning kanonik tenglamasini yozing va uni kesimlar
usuli bilan shaklini tekshiring.

3. Bir kavakli va ikki kavakli giperboioidni kanonik tenglamalarini yozing
va ularni shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

4. Giperbolik, elliptik paraboloidlami kanonik tenglamalarini yozing va
ulaming shakllarini kesimlar usuli bilan tekshiring.
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VIl BOB
DIFFERENSIAL VA INTEGRAL HISOBI

I-8. Funksiya tushunchasi. Sonli funksiya.
Funksiyaning berilish usullari

1.1. Funksiya.

Atrofimizda uchraydigan hodisalarni (fizik, biologik va h.k.)
o‘rganganda bu hodisani tavsiflovchi va unga tegishli o'zgaruvchi kat-
taliklami bittasini boshqgasiga (ixtiyoriy ravishda o'zgaradigan) bog‘liq
ravishda o‘rganish magsadga muvofiq.

Masalan, zarracha harakatida bosib o‘tilgan yo’l, o‘rmondagi
«yirtgich»lar sonining o ‘sishi va hokazolar vagtga bog‘liq holda o'rganiladi.

Shular orqali biz funksiya tushunchasiga kelamiz.

Funksiya bu tirik va o‘lik tabiatdagi mavjud qonuniyatlami ifo-
dalovchi usullardan bin hisoblanadi.

Funksiya tushunchasi matematik tushunchalarning asosiylaridan biri
sanaladi. Bu tushuncha matematika bilan turli real hodisalar orasidagi
bog'lanishni ochib beradi. Funksiya tushunchasi ikki to‘plam element-
lari orasidagi bog'lanishni ifodalaydi.

Masalan, sinfdagi partalar (ikki o'rinli) to'plami A bilan o'quvchilar
to'plami B orasidagi bog'lanishni olib garaylik: 1 partaga 2 ta o'quvchi,
2 partaga 4 ta o'quvchi, 3 partaga 6 ta o'quvchi va hokazo mos keladi.
Boshgacha aytganda A to'plam elementlari bilan B to'plam elementlari
orasidagi biror gonunga mos funksional bog'lanish o'matiladi.

Ta’rif. Agar biror /"qonunga ko'ra X to'plamning har bir x elemen-
tiga Yto'plamning yagona y elementi mos kelsa, u holda X to'plamda
f(x) funksiya berilgan deyiladi va y =f(x), xe X ko'rinishda belgila-
nadi, bunda x funksiyani argumenti, y esa funksiya giymati deyiladi.
X to'plam funksiyani aniglanish sohasi, y to'plam esa funksiyaning
giymatlar sohasi deyiladi. Ko'pgina adabiyotlarda funksiyaning aniglan-
ish sohasi £>(/) ko'rinishida belgilanadi. Funksiyalami belgilashda fagat
y-f(x) harfidan emas, balki boshga harflardan ham foydalanish
mumKkin.
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Masalan, y =y(x), y=9(x), y=Ax), y=F(x) va boshqalar.
Agar yugoridagi funksiya ta’rifida X va lto'plamlar X e R, YeR
bo'lsa, funksiya sonli funksiya deyiladi. Bi bu kursimizda sonli funk-
siyalar bilan ish ko'ramiz va uni bundan <eyin gisqacha funksiya deb
ishlatamiz.

1.2. Funksiyaning berJish usullari.

Agar X va Yto'plamlar hamda ulamirg funksional bog'liq qonuni
berilgan bo'lsa, funksiya berilgan hisoblanadi. Funksiya asosan quyidagi

usullarda beriladi:
a) Analitik usul. Bu usulda o'zgaruvclular orasidagi bog'liglik for-

mulalar yordamida beriladi.

Misol. y = (I-x *)2 funksiya; aniglanish Y Vs
sohasi £>(/)=[-11 kesmada, qiymatUr
to'plami [0;1] kesmada bo'lgan funksiyani
aniglaydi. T~.

Ayrim hollarda funksiya funksiyaning m on
aniglanish sohasidagi oraliglarga qarab tuiii u[ *
formulalarda berilishi mumkin. y

Masalan,

1
(84-chizma.) 84-chizma.

b) Jadval usulida:
Funksiya jadval usulida berilganda funksiya argumentlari va unga
mos keluvchi funksiya qiymatlari jadvaldi keltiriladi.

Masalan,

1) To'rt xonali matematik jadvallar.

2) X 0 0,2 0,4 3 e3 4 2 1,5
y -2 3 5 8 2 15 6 4

Jadvaldan ko'rinadiki, funksiya-
ning aniglanish sohasi angumentning
8 ta giymatida bo'lib, unga funksiy-
aning ham 8 ta giymati to'g'ri kel-
gan. Jadvaldagi giymatlar tajribalardan
yoki tajriba natijalarini matematik
hisoblashlar natijasida olingan bo'lishi
mumkin.

d) Grafik usulda: X
Bu usul asosan, funksiyalami anal-
itik usulda berish giyin bo'lgan hol- 85-chizma.
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larida uchraydi. Ko'pincha tabiatda ro‘y beradigan hodisalami o'rganish
jarayonida apparaturalar yordamida egrilar olinib, ulami o‘rganishga to ‘g ‘ri
keladi. Masalan, ostsilografni, elektrokardiogrammalami ko'rsatishlari
funksiyani grafik usulida berilishiga misol bo‘la oladi.

e) funksiya nuqtalar yordamida berilishi mumkin (bunday berilis
eksperiment natijasida olinadi, 85-chizma).

Bu yerda xe X element o'zaro kesishgan chiziglar bilan belgilanadi.

1.3. Funksiyalarni monotonligi, juft-togligi va davriyligi.

y =f(x) funksiya biror D(f)-[a,b] sohada aniglangan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar y - f(x) funksiyada har bir x uchun shunday M soni
mavjud bo‘lib,

f(x)<M (1)

tengsizlik bajarilsa, y =f(x) funksiya chegaraiangan deyiladi. (1) teng-
sizlik geometrik nuqtai nazaridan chegaraiangan funksiyani grafigi koor-
dinata tekisligida - -M <y <M gorizontal polasada joylashishini bildiradi.

Masalan, un=nr-|n:|, Xx&R funksiyaning grafigi butunicha 0<jv< 1
polosada joylashgan. Shuning uchun bu funksiya chegaraiangan. =.r3
funksiya chegaralanmagan. (86,87-chizmalar)

2-ta’rif. Agar f(x) funksiya argumentining ixtiyoriy ikkita
x]eD,x2eD qiymatlari uchun xt<x2 shartda /(x{)</(xr) (yoki
/(*,)>/(*,)) tengsizlik bajarilsa f(x) funksiya D sohada o ‘suvchi
(yoki kamayuvchi) deyiladi.

3-ta’rif. Agar funksiya argumentining ixtiyoriy ikkita x,eD, x2eD
giymatlari uchun xt<x2 shartda /(*,)</(nr2) (yoki f(x,)>f(x2)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya D sohada kamaymaydigan
(o‘smaydigan) deyiladi.

4-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning £> sohadagi ixtiyoriy X gqiymati
uchun / (-x) =f (*) tenglik bajarilsa, y - f (x) funksiya juft funksiya

86-chizma. 87-chizma.
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deyiladi. Agar D sohadagi ixtiyoriy X giymati uchun /(-*) =-/(*)
tenglik bajarilsa, y =f(x) funksiya toq funksiya deyiladi. y =x2, xeR
funksiya juft funksiya, chunki y =(-x)2=x2\ y =x3, xeR funksiya
toq funksiya, chunki y =(-*)3=-*3.

5-ta’rif. Agar /(*) funksiya uchun shunday >0 son mavjud
bo'lib funksiyaning aniglanish sohasidan olingan ixtiyoriy xeD (f) va
x+TeD(f) uchun f(x£T) =f(x) tenglik bajarilsa, u holda y-f(x)
davriy funksiya deyiladi. j ning eng kichik musbat giymati TO mavjud
bo'lsa unga /(*) funksiyaning davri deyiladi. y =sinx, y =cos*,
y =tgx, y =ctgx funksiyalar davriy funksiyalar.

1.4. Sodda elementar funksiyalar.

Sodda elementar funksiyalar deb quyidagi funksiyalarga aytiladi:
Darajali funksiya, y =xa bunda aeR"', ko'rsatkichli ftinksiya: y =ax
bunda € * 1, musbat son; logarifmik funksiya: y =\ogax bunda a *I
musbat son; trigonometrik funksiyalar, j>=sinx, j>=cosx, y =tgx,
y =ctgx, y =sec*, y =cosecx va teskari trigonometrik funksiyalar
y =arcsinx, y - arccosxt y-arctgx, Yy =arcctgx, Yy =arcsecx,
y =arccosecx. Bu asosiy elementar funksiyalar o'rta maktab kursida
o'tilgan bo‘lsa-da, ulami ustida gisgacha to'xtalib o'tamiz.

1) Darajali funksiya.

y =xa (a-haqiqgiy son) or-darajali funksiyaning ko'rsatkichi. Umu-
man darajali funksiya Rt da to’la aniglangan. a -irratsional son bo'lganda
funksiya logarifmlash va potensirlash yo‘li bilan hisoblanadi, bu yerda
n>0. Shuning uchun funksiyani aniglanish sohasi (0;+o00) deb olamiz.
*>0 da a=0 bo'lsa, xa=1 bo'ladi. a * 0 bo'lsa, darajali funksiy-
aning giymatlar to'plami haqiqiy sonlar (0;+o0) intervaldan iborat bo'ladi.
88, 89-chizmalarda darajali funksiyaning a >1 va a <0 giymatlaridagi
tasvirlari berilgan.

88-chizmadan ko'rinadiki, darajali funksiya musbat ko'rsatkichlarda
o'suvchi, manfiy ko'rsatkichlarda kamayuvchidir. Shuning bilan biiga
darajali funksiya a ning giymatlariga qarab aniglanish sohalari har xil
bo‘lishini eslatish kerak:

| S

88-chizma.
139



89-chizma.

a) or-butun musbat son bo'lsa, funksiya (-00;+00.) intervalda ani-
glangan;

b) a-butun manfiy son bo'lsa, funksiya x ning *=0 dan boshqga
hamma gqiymatlarida aniglangan;

88 a,b-chizmalarda a -ning butun musbat son giymatlarida grafik-
lar tasvirlangan;

88 v,g- chizmalarda a ning butun manfiy son giymatlari uchun
grafiklar tasvirlangan;

89 a,b,v chizmalarda a ning ratsional kasr giymatlari uchun grafik-
lar tasvirlangan.

2) Ko'rsatkichli funksiya y =ax, a>0 va a™* 1« Bu funksiyaning
aniglanish sohasi barcha haqigiy sonlar to'plami R dan iborat. Bu
funksiya a>\ da o'suvchi, O0<a<| da kamayuvchi. lkkala holda
funksiya chegaralanmagan (90-chizma).

3) Logarifmik funksiya. y =logax, a>0 va a* le Bu funksiya
musbat sonlar to'plami ya’ni, R+ da aniglangan. Bu funksiyaning qi-
ymatlar to'plami esa hagiqiy sonlar to'plamidan iborat (91-chizma).
Ko'rsatkichli va logarifmik funksiyalar o'zaro teskari funksiyalar.

-r 0 t
90-chizma. 91-chizma.



4) Trigonometrik fimksiya- Yy
4

lar. Trigonometrik funksiyalar AN -
barchasi davriydir. vy - sing:, x—
y - cos x, xe R funksiyalar- 2T s 30 AT g T X
ining davri 2n ga teng; sinx )
funksiyasi toq, cosx funksiyasi y

juft funksiyadir. Bu funksiyalar

X ning barcha giymatlarida an- ' \ |1
iglangan. Bu funksiyalarning r\sts’ o ...y *
grafiklari chegaraiangan bo‘l-

gani uchun -1<j><1 polosa- ‘

da joylashadi (92-chizma).
n 92-chizma.
y =tgx; X<=R, x*- +nk, keZ

y =ctgx; JT6R, x*nk, keZ

4 Ne* » YK

| |
w [ X!
A T \ \j |

0 /mT X -T -Sr\ 0 |
rr 1/ ﬂ \ST\. X
[ J
f 21 1
1 1 1
1 1 ! i > i i .
a) b)
93-chizma.

Tangens va kotangens funksiyalari toq, chegaralanmagan, davriy
bo‘lib davri n ga teng (93-chizma) >=secx funksiya XeR,

n 1 k)
X* —+nK, keZ ,y =cosecx, xeR, x®nk, kzzZ, (94-chizma).
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94-chizma.

1.5. Teskari funksiya.

Bizga y =/(x) funksiya berilgan bo'lsin. Bu funksiyaning aniglan-
ish sohasi A to'plamdan, funksiyaning giymatlar to'plami B to'plamdan
iborat bo'lsin. Agar /(*) funksiya o'suvchi bo'lsa, A to'plamidan ol-
ingan X, va x2 giymatlami garasak, o'suvchi funksiya ta’rifiga ko'ra
o, <ar2 (y, =f(x1),y2=1(x2)) bo'lsa, u vaqtda yt<y2 bo'ladi.

Demak, ikkita har xil va giymatlariga funksiyaning ikkita y,
va y2 giymatlari mos keladi. Buni teskarisi ham to'g'ri, ya’ni agar
yt<y2 (y, =f(x,) ,y2=f(x2)) bo'lsa, o'suvchi funksiya ta’rifidan

X,<x, kelib chigadi. Shunday

gilib x ning qgiymatlari bilan Y

ning ularga mos giymatlari orasi-

da o'zaro bir giymatli moslik
o'rnatiladi. y ning bu giymatlarini

argumentning qiymatlari deb x
*Xning giymatlarini esa funksiyaning

giymatlari deb qgarab, X ni Y nl

funksiyasi sifatida olamiz. x = (Y}

bu funksiya y =f(x) funksiya

uchun teskari funksiya deyiladi-

Shunga o'xshash kamayuvchi fun®'

siya uchun ham teskari funksiya
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mavjudligini ko‘rsatish mumkin. Agar X=(p(y) va y =f(X) funksiya-
larni grafiklarini yasasak, bitta chizigdan iborat bo'ladi. * = <p(y) teska-
ri funksiya y =f(x) tenglamani X ga nisbatan yechish yo‘li bilan
topiladi. Odatda, teskari funksiyaning aigumentini, ya’ni jc bilan, funksiya-
ni esa y bilan belgilab, grafik chizilsa, u holda ikkita har xil grafik
hosil bo'ladi. Grafiklar birinchi koordinata burchaginning bissektrisasi-
ga nisbatan simmetrik bo'lishini ko'ramiz.

Masalan, y =sinx funksiyasiga teskari y - arcsinx funksiyasini

grafigini garaylik (95-chizma).

1.6. Grafikni o‘zgartirish (almashtirish).

Aytaylik,

Yy=nx). (1)
funksiya grafigi ma’lum bo'lsin
1-da’vo:

y =f(x +a) (bu yerda a>0) (2)
funksiyaning grafigi (1) funksiya grafigini OXx o'gi bo'yicha a birlik
chapga surish natijasida hosil bo'ladi.

Isbot.

1(* +a) =1,(*) (3)
deb belgilaymiz. Aytaylik, (*0, y0) nuqta (1) funksiya grafigiga tegishli
bo'lsin. U holda funksiya grafigiga asosan y0=/(x 0) bo'lib, (x0-a,y0)
nugta y = f(x+a) funksiya grafigiga tegishli bo'ladi. Hagigatan ham (2)
N fi(xo~a)=f(x0~a+a)=f(x0)=y0 bo'ladi, demak davo o'rinli.

2-da’vo:
I y=A*)+b, b>0 (4)
funksiya grafigi (1) funksiya grafigini Oy o'gi bo'yicha b birlik yug-
°riga surish natijasida hosil bo'ladi.

3-da’vo:
, y =f(,kx) ®)
un siya grafigi (1) funksiya grafigini OX o'giga K marta sigish, nat-
ijasida hosil bo'ladi.

4-da’vo:
funk o . y=u . . (6)
, tSI™a 8rafigi (1) funksiya grafigining Oy o'gi bo'yicha K marta
0 ZIsh> natijasida hosil bo'ladi.
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2,34 da’volami to‘g‘riligi 1-da’vo isbotiga
o'xshash tarzda isbot qilinadi.

Izoh. (1) funksiya grafigini (2) formula
yordamida o'zgartirishda, uning shakli
saqlanib grafigini joylashish holati o‘zgaradi.

Misol. y =(x- 2)2+3 parabolani grafi-

_gi y=x2 parabola grafigini 2 birlik o'ngga
X'va 3 birlik yuqgoriga siljitish natijasida hosil
96-chizma. bo'ladi (96-chizma).

1.7. Murakkab funksiya, algebraik va trantsendent funksiyalar.

Murakkab funksiyalar. Bizga ikkita y = F(u) va mn=<p(X) funksiy-
alar berilgan bo'lsin. Boshgacha aytganda y wun ning funksiyasi bo'lib
M esa o'z navbatida x o'zgaruvchiga bog'lig bo'lsa, y ham x ga
bog'lig bo'ladi, ya’ni y = F[(p(X)] funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya
murakkab funksiya deyiladi.

y = F[(p{X)\ funksiyaning aniglanish sohasi u = <p(X) funksiyaning
aniglanish sohasi yoki u ning F{u) funksiya aniglanish sohasidan
tashqgari chigmaydigan giymatlarida aniglanadigan qismi bo'ladi:

Misol. u=\-x2> y=4in bo'lsin u holda murakkab funksiya
y =yj\-x2 >bo'ladi. Bu funksiyani aniglanish sohasi [-1;1] kesmadan
iborat.

Ko‘phadlar: Pn(x) =a0x" +a,x"~" +ax'"~2+... +amx tan xeR,
a* 0 ko'rinishidagi funksiya n-darajali ko'phad yoki butun ratsional
funksiya deyiladi.

Bu yerda a0,a,,al,...,an koeffitsientlar deb ataladigan o'zgarmas
sonlar, neN ; n- ko'phadning darajasi deyiladi. Ko'phadlar alfavitning
bosh harflari P, R, Q... bilan belgilanib, uning pastida indeks bilan
ko'phadning darajasi ko'rsatiladi.

Masalan, uchinchi darajali ko'phad P}(x) =amx* +5x; Birinchi
darajali ko'phad. Pxx) =a0x +a. Ikkinchi darajali ko'phad esa kvadrat
uchhad deb ataladi. P2(x) =aMx2+a,x +a™ ko'phadlar chegaralanma-
gan davriymas funksiyalar bo'ladi. Ayrim ko'phadlaigina toq va mo-
noton funksiyalar bo'lishi mumkin.

Ratsional funksiyalar.

Bu funksiya ikkita ko'phadning nisbati kabi aniglanadi.
144



_ PAX) _ aox"+o,x"'1+...+an/k + a,,
£,.(*) bxm+bIXm'+...+bmlx +bm~

Bu funksiya aniglanish sohasi sonlar 0°‘gining kasrni maxrajini
nolga aylantiradigan nuqtalaridan boshga barcha nuqtalar to‘plamidan
iborat. Agar ratsional kasrning suratidagi ko‘phadning ko‘rsatkichi
maxrajidagi ko‘phadning ko‘rsatkichidan kichik bo‘lsa , to‘g‘ri ratsional
kasr, aks holda noto‘g‘ri ratsional kasr deyiladi. Noto‘g‘ri ratsional
kasrni to'g'ri ratsional kasr bilan ko‘phadning yig'indisi shaklida ifo-
dalash mumkin.

Masalan, * o+ + 1 suratni maxrajga bo'lamiz. Natijada
*2+ 1

__________________ = (%" x_ 1Y __2
(*"+3 1)+

ga ega bo'lamiz. X + X +
Algebraik funksiyalar. Transendent funksiyalar.

1-ta’rif. Funksiyani aniglovchi formuladagi argument x ustida fagat
algebraik amallar (qo'shish, ayirish, ko'paytirish, bo'lish, darajaga
ko'tarish) bajarilgan bo'lsa, u funksiyaga algebraik funksiya deyiladi.
Algebraik funksiyaga ko'phadlar va ratsional kasrlar misol bo'ladi.
2-ta’rif. Algebraik funksiyada ildiz chigarish amali ham qatnashsa
u irratsional funksiya deyiladi.
Masalan,
2*4+*3
4n/* + T3P’

3-ta’rif. Algebraik bo'Imagan boshga barcha funksiyalar transsen-
dent funksiyalar deyiladi.

10*, loga*, sin*, cos* va hokazo.
Elementar funksiyalar.

Ta’rif. Elementar funksiya deb y =/(*) ko'rinishidagi birgina for-
mula bilan berilishi mumkin bo'lgan funksiyaga aytiladiki, bunda o'ng
tomonda turuvchi ifoda chekli sonda qo'shish, ayirish ko'paytirish,
bo'lish va murakkab funksiya elementlari yordamida asosiy elementar
funksiyalardan va o'zgarmaslardan tuzilgan.

Masalan,

y =x*+5sin4*; y- 5cos*; *e/?.
y = log3(cos*); y =cos(5t); xeR-
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0 ‘z-o0°‘zini tekshirish uchun savollar.

Sonli funksiya deganda qganday funksiyani tushunasiz?
Funksiya nima?
Funksiyaning juft-togligi, davriyligi ganday aniglanadi?

4. Funksiyaning o'suvchi, kamayuvchiligi, chegaralanganligi, monotonligi
ganday aniglanadi?

5. Sodda elementar funksiyalarga qaysi funksiyalar kiradi?

6. Ko'phad deb nimaga aytiladi?

7. To'g'ri va noto'g'ri ratsional kasrlami ta’riflang?

8. Algebraik va transsendent funksiyalar deganda ganday funksiyalami
tushunasiz?

S

2-8. Funksiyaning limiti, uzluksizligi, elementar funksiyalarning
uzluksizligi, ajoyib limitlar

2.1. Sonli ketma-ketliklar. Chegaralangan monoton ketma-
ketliklar.

1-ta’rif. Natural sonlar to'plami N da aniglangan a =f(n)
funksiya sonli ketma-ketlik deyiladi.

Sonli ketma-ketlik {*} yoki {/(n)} neN ko'rinishida belgilanadi.
Agar n ga 1,2,3,.. va hokazo giymatlar bersak, funksiyaning xususiy
giymatlarini olamiz.

*,=/0),*2=/(2),..., xn=f(n).

Bu giymatlarga sonli ketma-ketlikning hadlari yoki elementlari dey-
iladi. Ketma-ketlikning n-hadi uning umumiy hadi deb ataladi. Umu-
miy had ma’lum bo'lsa, ketma-ketlik berilgan hisoblanadi.

1-misol. xn=3" neN funksiya quyidagi sonlar ketma-ketligini
beradi:

K3} ={37={39,27,.3\.}.

I+ (-)*
2-misol. xn= (—) neN funksiya quyidagi sonli ketma-ketligini

beradi:

Misollardan ko'rinadiki, barcha ketma-ketliklar cheksiz ketma-ket-
liklar bo'lib, ulaming har birida ohirgi had mavjud emas.

Barcha hadlari bir xil giymat gabul giladigan {x] ketma-ketlik
o'zgarmas ketma-ketlik deb ataladi.
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Agar ketma-ketlikning 4 -hadi ya’ni umumiy hadi ma’lum bo'lsa
uning hadlarini hisoblash mumkin.

3-misol. xn:(—_l)— berilgan. Bu ketma-ketlikning birinchi 7 ta
n
hadini hisoblang.

y (-01 y ..(-D2. i x .
1 13" 2" 23 -8’ 3 3 27

Coeoe oo ddL—L. T Cov

4 43 64 5 53 125° '6 63 1%’ 7 73 343"

Ketma-ketlik berilishini rekurrent usuli ham mavjud. Bu usulda
ketma-ketlikning umumiy hadini, oldingi hadlardan foydalanib hisob-
lash qoidasi beriladi.Ketma-ketlikning umumiy hadini oldingi hadlari
orgali hisoblash formulasi rekurrent munosabat deyiladi. Rekurrent
munosabatga misol qilib quyidagi formulani ko‘rsatish mumkin.

+3nr_2.
Bu formula n=\ va n=2 giymatlarda ma’noga ega emas,chunki
bu giymatlarda jc0,jc, hadlar hosil bo'ladi, ketma-ketlikda esa 0,-1
nomerli hadlar yo'q. Shuning uchun berilgan ketma-ketlikda sm, va x2
hadlami boshlang'ich hadlar deymiz. Shularga asosan keyingi hadlarni
x3 dan boshlab topamiz. Aytaylik, xx=1, x2-2:

x}=xz+3x, =5; X4 =Xr+ =5+6=11
x5=jc4+ 33 =11 + 15 = 26; X6- XS+ 3.x4=26+ 33 =59,

Shunday qilib 5, 11, 26, 59, ... ko'rinishdagi ketma-ketlikga ega bo'ldik.

2-ta’rif. Shunday musbat M soni mavjud bo'lib, barcha tie N
uchun |jr,,|[<M tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ket chegaraiangan
deyiladi. Aks holda chegaralanmagan deyiladi.

4-misol. xn:~n~r— ketma-ketlik chegaraiangan, chunki O<Fi <1

3-ta’rif. Agar istalgan n&N wuchun x,<x,+ tengsizlik bajarilsa,
{*,,} ketma-ketlik o'suvchi deyiladi. Agar xn<xntl tengsizlik bajarilsa,
{or,} ketma-ketlik monoton o'suvchi ketma-ketlik deyiladi.

2n-1 . .
X,, = - ; NsN kamaymaydigan, chunki
n
2w+l 2n-\ 1
X1+i 'X,, = = >O
n+1 7 n(in-1)

4-ta’rif. Agar istalgan neN uchun xn>xn{ tengsizlik bajarilsa,
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{*,,} ketma-ketlik kamayuvchi deyiladi. Agar xn>xntl tengsizlik bajar-
ilsa, {xn} ketma-ketlik monoton kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

! 1 1
XN~ ketma-ketlik o'smaydigan chunki (n_+5r<-}—1

2.2 Ketma-ketlikning limiti.

xn~1 n ne N )

Xn —n n rie N 2)
ketma-ketliklami garaylik. Bunda (1) ketma-ketlik n ning o‘sib borishi
bilan o°‘suvchi bo'lib, (2) ketma-ketlilc esa n ning o‘sib borishi bilan
kamayuvchi ketma-ketlik bo'lib 1 ga yaqinlashadi. Buni matematik
nuqtai nazaridan ta’riflash uchun quyidagi savolga javob izlaymiz. n
ning giymati ganday bo'lganda xn-1 ayirmaning absolut giymati 0,001
dan kichik bo'ladi?

k -4 -1

bo'lganidan \xn-I|< 0,001 tengsizlik ixtiyoriy n>N =1000 da baja-
riladi.
U holda ixtiyoriy musbat e sor»i uchun (3) tengsizlik ixtiyoriy

1
n>N = uchun bajariladi.

Mana shunday bo'lganda (1) va (2) ko'rinishidagi ketma-ketliklar-
ning limiti 1 ga teng deyiladi va tubcandagicha yoziladi.
f
f .
lim 1- =1 Rimi*1l+i
/»-”‘-”‘K -KI;JV (2]

Endi ketma-ketlik limitiga ta’rif berramiz. a o'zgarmas son va {*,}
Ketma-ketlik berilgan bo'lsin.

Ta’rif. Agar istalgan e >0 son uchmn shunday N = N(s) son mavjud
bo'lsaki, barcha n>N lar uchun |x” - a|<e tengsizlik bajarilsa, a
o'zgarmas son {xn} ketma-ketlikning”™ Ilimiti deyiladi va quyidagicha
yoziladi:

limx,, = a.

Yuqoridagi misollardan ko'rinaditeci, N natural sonini tanlanishi
oldindan berilgan musbhat e soniga b .og'lig. Bu bog'lanish N-N(s)
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yoki N =Ne ko'rinishida yoziladi. Agar ketma-ketlik limitga ega bo'lsa,
u yaqginlashuvchi, limitga ega bo'lmasa, uzoglashuvchi deyiladi.

2.3. Cheksiz kichik va cheksiz katta sonli ketma-ketliklar.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat A soni uchun (A ni gancha katta
gilib tanlamaylik) shunday N nomer mavjud bo'lib, n> N giymatlarida
|x, [>T tengsizlik o'rinli bo'lsa, {*,} ketma-ketlik cheksiz katta de-
yiladi.

Masalan, {n2} ketma-ketlik cheksiz katta. Shuning bilan biiga
chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik bo'lImasligi
ham mumkin.

Masalan, 1, 2,1,3,1,4,...,1,n 1L n+1,. ketma-ketlik cheksiz katta
emas, chunki A> 1 giymatida |x,|>/1 tengsizlik n ning toq giymat-
larida ma’noga ega emas.

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat e soni uchun (e -etarlicha qilib

tanlanganda ham) shunday N nomer mavjud bo'lib, n>N giymatlar-

ida U ,|<s tengsizlik bajarilsa, {*n} ketma-ketlik cheksiz kichik ket-
ma-ketlik deyiladi.

Masalan j~J cheksiz kichik ketma-ketlik W = <£ tengsizlik-
dan n>— ga ega bo'lamiz. Agar N = bo'lsa, u holda ixtiyoriy
e

n>N uchun |*,|<£ bajariladi (£ =— uchun iV =[10]= 10 ni olamiz).

Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar orasidagi bog'lanishni
quyidagi teorema aniqlab beradi:

Teorema. Agar {xn} ketma-ketlikning barcha hadlari noldan farqgli

bo'lib, ya’'ni x cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa \an)~ ketma-

ketlik cheksiz Kkichik ketma-ketlik bo'ladi va aksincha.

Cheksiz kichik ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:

1) Ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar yig'indisi va ayirmasi chek-
siz kichik ketma-ketlik.

la.£ A|<*-
2) lkkita cheksiz kichik ketma-ketliklar ko'paytmasi cheksiz kichik
ketma-ketlik
K m&l<*m
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3) Cheklangan ketma-ketlikni cheksiz kichikka ko'paytmasi yana
cheksiz kichik ketma-ketlik

Agar {*,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lib,uning limiti a ga
teng bo'lsa, u holda |xB-a\ = {*,} ayirma cheksiz kichik ketma-ketlik
bo'ladi, chunki ixtiyoriy {an} son uchun shunday {bn} nomer topila-
di-ki, |[jfH=|gm-a\<e tengsizlik bajariladi. Bundan esa yaginlashuvchi
ketma-ketlik biror a limitga ega bo'lsa, uning ixtiyoriy elementini
xn=a +at ko'rinishida yozish mumkin degan natijaga kelamiz.

Yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklaming limitlarini hisoblashda
yig'indini, ayirmani, ko'paytmani va bo'linmani limitlari to'g'risidagi
quyidagi teoremalardan foydalanishga to'g'ri keladi (bu teoremalar
arifmetik xossalar deb ham yuritiladi).

1-teorema. Agar {aj va {b,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo'lsa,ulaming vyig'indisi bo'lgan {an+bn} ketma-ketlik ham yaqin-
lashadi va yig'indining limiti qo'shiluvchilaming limitlari yig'indisiga
teng bo'ladi.

lim(a,,+An) = limaB+ lim6,,.
n-*10 mn-*co n—y~

Isboti. Aytaylik liman=a > limbn-b bo'lsin. U holda a =a +a ,
bn=b + (3n deb yozamiz. Bu yerda an va (3n lar n o0 da nolga
intiladi. an+bn=(a+b)+(an+/4,); w->00 da a,->0, A4,->0 ga
intiladi, bundan

lim(a,, +bn)-(a +b) =liman+ limbn

H—por! 11-M O

2-teorema. Agar {aj va {bj ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lsa,
ularning ko'paytmasi ham vyaginlashadi va ko'paytmaning limiti,
ko'payuvchilar limitlari ko'paytmasiga teng.
lim(tf,A) = (lim Xlim6 ).
1-natija. O'zgarmas ko'paytuvchini limit belgisidan tashqariga chiqar-
ish mumkin.
2-natija. Agar {an} va {bn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lsa,
ulaming ayirmasi {an-bn} ham vyaginlashadi va ayirmani limiti lim-
itlar ayirmasiga teng bo'ladi.
\ri‘m(an- bn)= fI‘iman-\li_m bn
3-teorema. Agar {an} va {bn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lsa,
va bn®0 bo'lsa, ulaming bo'linmasi {ajbn} ketma-ketlik ham yagin-
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lashadi va uning limiti, limitlar bo'linmasiga teng bo'ladi.
lim 81 = limo
limA, -

TH3C

Monoton ketma-ketlik ta’rifi.

Agar X, <*2<x3<..<x, <xml<... bo'lsa, {xj ketma-ketlik
o'suvchi, agar x, <x2<x3<...<xn<xlIH <... bo'lsa, {xj ketma-ketlik
kamaymovchi, agar x, >x2>x3>...>xn>xnl>... bo'lsa, {x,} ketma-
ketlik kamayuvchi, agar x, >x2>x3>...£xnf x,H>... bo'lsa, {x.}
ketma-ketlik o'smovchi deyiladi.

Bu ketma-ketliklaming barchasi birlashtirilib, monoton deyiladi.
O'suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar gat’iy monoton deyiladi.

Berilgan ketma-ketlikni monotonlikka tekshirishda xmd >xn ni
X ]
bajarilishi yoki >2(t ga nishati 1 ga taggoslanadi.
n
1-misol. xn:3—-—I umumiy hadga ega bo'lgan ketma-ketlik mo-
n+
noton o'suvchi ekanligini isbotlang.
Yechish. Ixtiyoriy n uchun gml>xn ekanligini ko'rsatamiz. Bun-

ing uchun n ni n+1 ga almashtiramiz.

n+1 .
xn+1:é----—z taggoslash uchun bitta umumiy maxrajga keltiramiz.
n+

bnr +4n +\ 3nz+4n
"M (3a+,4X35+1) * **  (3n+4)3En+1)
3n2+4/7+1>3/72+ 4n bo'lgani uchun x,,+>Xxn.
2-misol. Umumiy hadi xn=n/5" ga teng bo'lgan ketma-ketlik
monoton kamayuvchi.
. Xl . . . S .
Yechish. n uchun --—-- nisbatini tekshiramiz. Quyidagi nisbatni

olamiz. . j
1+ -



Monoton ketma-ketliklar hech bo'Imaganda bir tomondan cheklan-
gan bo'lishini eslatish kifoya.

Teorema (isbotsiz keltiramiz). Monoton chegaralangan ketma-ketlik
limitga ega.

2.5. 0 ‘zgaruvchi miqgdorning limiti.
Cheksiz katta o‘zgaruvchi miqgdor.

Biz tartiblangan o'zgaruvchi miqgdorlarni tekshiramiz. Bundan keyin
o‘zgaruvchan migdomi o'zgaruvchi x ning deb ishlatamiz.

1-ta’rif. Agar har bir oldindan berilgan kichik e> 0 son uchun X
ning shunday giymatini topish mumkin bo‘lsa-ki, x ning keyingi qi-
ymatlarida x-a<E tengsizlik o'rinli bo'lsa, o'zgarmas «o» son
o'zgaruvchi x ning limiti (oxirgi marrasi) deyiladi. («iim » - gisqartirilga-
ni, lotincha limes so‘zidan olingan bo'lib, marra (chek) degan so‘zdir).

Agar a son o'zgaruvchi x ning limiti bo'lsa, u holda x o'zgaruvchi
a ga intiladi deyiladi va lim;c=a ko'rinishda yoziladi.

Geometrik nuqtayi nazardan limit ta’rifini quyidagicha ifodalash
mumkin: Markazi a nuqtada va radiusi s bo'lgan oldindan berilgan
ixtiyoriy har gancha kichik atrof uchun X ning shunday giymati topil-
saki, o'zgaruvchining keyingi giymatlariga tegishli barcha nuqtalar shu
atrofda bo'lsa, o'zgarmas a son o'zgaruvchi X ning limiti bo'ladi
(97-chizma).

\x-Q\
97-chizma.

Misol. O'zgaruvchi migdor x ketma-ket quyidagi giymatlami gabul
giladi:

x 3% m 3+~ xt-3+ 1 xn-3id

Bu o'zgaruvchi miqdorning limiti 3 ga tengligini isbotlaymiz. Qu-
yidagi tenglikni yozamiz:

_3|« 3+2— 1-3
Har ganday s uchun o'zgaruvchining n nomeridan boshlanadigan
barcha keyingi giymatlari (bu yerda —t<£ yoki n>{Jr)\xn~A<s
n e
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tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu esa talab qilingan isbotdir, ya’ni

0 ‘zgarmas migdoming limiti shu o'zgarmas migdoming o'ziga teng,
chunki e har ganday bo'lganda ham |jc-.s| =|s-s| =0<£ tengsizlik
bajariladi. Limitning ta’rifidan o'zgaruvchi x ikkita limitga ega bo'la
olmasligi kelib chigadi. Hagigatan ham, agar HTn: =a, HTx =i (a<b)
bo'lsa, u holda e ixtiyoriy kichik bo'lgan holda X birdaniga ushbu
ikkita tengsizlikni ganoatlantirishi lozim: |x-a|<£ va |gr-6|<£ bu
esa b-a bo'lgan holda bo'lishi mumkin, bu esa mumkin emas

(98-chizma).
\x-0.\

98-chizma.

2-ta’rif. Agar oldindan berilgan har bir m >0 son uchun x ning
shunday giymatini topish mumkin bo'lsaki, o'zgaruvchining shu giyma-
tidan boshlab, barcha keyingi giymatlari uchun [jd >M tengsizlik o'rinli
bo'lsa o'zgaruvchi x cheksizlikga intiladi deyiladi.

Agar o'zgaruvchi Xx cheksizlikga intilsa, u cheksiz katta o'zgaruvchi
miqdor deyiladi va x-t0 0 ko'rinishida yoziladi. Misol, o'zgaruvchi
migdor x

n=-1;, =4;03=-9 ;44=16,...,%, =(-1)"ril
giymatlami gabul qilsin. Bu cheksiz katta o'zgaruvchi miqgdor, chunki

ixtiyoriy M >0 da o'zgaruvchining biror giymatidan boshlab, hamma
keyingi giymatlari absolut migdor bo'yicha M dan katta bo'ladi.
2.6. Funksiyaning nugtadagi limiti.

Endi x argument biror a limitga yoki cheksizlikga intilganda
funksiya o'zgarishini garaymiz.

1-ta’rif. Agar, y =/(jc) funksiya a nuqtaning biror atrofida aniqg-
langan bo'lib, (X =a nuqtaning o'zida aniglanmagan bo'lishi mumkin)
musbat s son uchun shunday musbat b sonni ko'rsatish mumkin
bo'lsa-kf, x ning a dan fargli va \x-a\<5 tengsizlikni ganoatlanti-
radigan barcha x*a nuqtalar uchun |/(4ar)-£|<«e tengsizlik o'rinli
bo'lsa, x argument a ga intilganda (jc—<a),y =/(*) funksiya b
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nmitga intiladi (y-+b) va b son funksiyaning X =a nuqtadagi limiti
deyiladi.

Agar b son funksiyaning a nuqtadagi limiti bo'lsa, quyidagicha:
lim /(x) =2 yoki da f(x)->b deb yoziladi. Agar x->a da
f(x)->b bo'lsa, u holda y =f(x) funksiyaning grafigida bu quyida-
gicha tasvirlanadi (99-chizma). \x-a\<S tengsizlikdan |/(x)-i|<£
tengsizlik chigar ekan, u holda bu, a nuqtadan S yiroq bo'lgan maso-
fada turuvchi barcha x nuqtalar uchun y =/(x) funksiya grafigining M
nugtalari y =b-e va y=b+e to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan,
eni 2e bo'lgan yo'l (polosa) ichida yotadi (99-chizma).

\dat]

100-chizma.

l-eslatma. Agar x biror a sondan Kkichik giymatlamigina qabul
gilib, shu a songa intilganda f(x) funksiya 6, ga limitga intilsa, u
holda deb yoziladi va 6, ga f(x) funksiyaning a
nuqgtadagi chap limiti deyiladi. Agar x funksiya a dan katta giymat-

lamigina gabul gilsa, u holda deb yoziladi va b2
funksiyaning a nuqtadagi o'ng limiti deyiladi.
Agar o'ng va chap limitlar mavjud bo'lib bt=b2=b bo'lsa, u holda
limitning ta’rifiga ko'ra a nuqtada limitning o'zi bo'ladi (100-chizma).
Misol. Hm(2x+1) = 5ekanini ishotlaymiz. Hagigatan ixtiyoriy e >0
berilgan bo'lsin; ushbu [(2x +1) —5| <£ tengsizlik bajarilishi uchun
quyidagi tengsizliklaming bajarilishi zarur:

\2x-A\<e, |(jc-2)|<—- —<X-2< —.
A 4 )J 2 2 2
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Shunday qilib, istalgan fda x ning \x-2\<” =8 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha giymatlari uchun 2x+1 funksiya giymatining
5 dan fargi e dan kichik bo‘ladi. Bu esa x->2 da intilganda funksiya-
ning limiti 5 demakdir.

2-eslatma. Funksiyaning limiti x->a da mavjud bo'lishi uchun
funksiya x=a nuqtada aniglangan bo'lishi talab gqilinmaydi. Limitni
topishda a nuqtaning a dan fargli atrofida funksiyaning giymatlari
garaladi.

.. X2-4
Misol. lim—------ =2 ekanini isbotlaymiz.
j>2x" - 2x
Bu yerda funksiya x =2 da aniglanmagan. Ixtiyoriy e da S shun-

day topiladiki, agar \x-2\ <6 bo'lsa,

tengsizlik bajarilishini isbotlash kerak. Ammo **2 da (1) tengsizlik

(x-2)(x+2) ., (™+2) , x-2

X(x-2) “ X X

yoki |x-2|<£ (2) tengsizlikga ekvivalentdir.
Shunday qilib, ixtiyoriy e da (2) tengsizlik bajarilsa, (1) tengsizlik

bajariladi (bunda e =S). Buning o'zi berilgan funksiya jc—2 da 2
sonidan iborat limitga ega demakdir.

2.7. Cheksizlikka intiluvchi funksiyalar.

Endi argument o'zgarganda y =f(x) funksiya cheksizlikka intilgan
holni garaymiz.

I-ta’rif. Agar f{x) funksiya a nuqtaning biror atrofida aniglangan
va istalgan M >0 son uchun shunday son topish mumkin bo'lsa-ki, *
ning \x-a\<8 shartni qanoatlantiradigan barcha x*a Ilar uchun
[/(*)|>M tengsizlik o'rinli bo'lsa, da f(x) funksiya chek-
sizlikka intiladi deyiladi (ya’ni x->a da funksiya cheksiz katta miqdor
bo'ladi).

Agar x->a da /(m) funksiya cheksizlikka intilsa va bunda faqgat
musbat yoki manfiy giymatlar gqabul gilsa, mos ravishda bunday yoziladi:
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lim/(x) =+co, lim/(x) = -co.

Misol. lim------ =00 ekanligini isbotlang.
1+ X
Yechish. / (*):]-:-— funksiyani garaymiz. Ixtiyoriy M >0 sonini
X
1
olamiz. |/(x)|>M ni almashtiramiz. [+x bo'lsin. Bundan

|x +1]<~- bo'lishi kelib chigadi. Agar A:T\il deb olinsa, [x+ l|<<5
tengsizlikni ganoatlantiradigan x lar uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:
! >—=M yoki ! >M -
I+x 8 I+ x
Bundan esa jc——1 da /(x) :—I—;-;(--->Co bo'lishi kelib chigadi.
Agar x->00 da /(x) funksiya cheksizlikka intilsa, u holda bunday

yoziladi: )I(_|>rrr?/9(),:<x> va jumladan, lj@/(x):oo, I|rg>/(x):00,
)L;%/(X) =-00 bo'lishi mumkin.

Masalan, lim x2=+00; limx3=-00 va shunga o'xshash.

Ir—>—-C v->-0c

Eslatma. x-» a da yoki x—00 da y =f(x) funksiya chekli lim-
itga yoki cheksizlikka intilmasligi ham mumkin.

2.8. Cheksiz kichik funksiyalar.

Endi argumentning biror o'zgarishida nolga intiluvchi funksiyalami
tekshiramiz.

Ta’rif. Agar lim/(x) =0 yoki lim/(x) =0 bo'lsa, x->a da yoki
x —>00 da /(x) funksiya cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Ta’rifdan ko'rinadiki, ya’ni )I(Lrﬂral /(x) =0 bo'lsa, bu oldindan ber-
ilgan har ganday ixtiyoriy kichik s >0 son uchun shunday 8 >0 son

topiladi-ki, x ning |x- a <S shartni ganoatlantiruvchi x ning barcha
giymatlari uchun |/(x)|<£ sharti o'rinli bo'ladi.

Misol. 1 /(x) =(x-1)2funksiya jc—1 da cheksiz kichikdir, chunki
lim /(x) = lim (x-1)~ =0 (101-chizma).
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1
2. a :X— funksiya jt-»°oda cheksiz kichikdir (102-chizma).

1-teorema. Agar y =f(x) funksiya o‘zgarmas son b bilan cheksiz

kichik funksiya a(x) ning yig‘indisi
y =b+a(x). 1)

ko'rinishda berilsa u holda, yoki *->00 da limy =b bo‘ladi.

Aksincha, agar limy =6 bo‘lsa, y =b+a(x) deb yozish mumkin,
bu yerda a(x) cheksiz kichik funksiya.

Isboti. (1) tenglikdan: |y-6| =|ar(jc)| kelib chigadi. Ammo ixtiyoriy
e da, biror giymatdan boshlab, x ning barcha giymatlari |a(x)|<£
munosabatni ganoatlantiradi, demak, biror giymatdan boshlab, y ning
barcha giymatlari uchun \y-b\<e tengsizlik ganoatlantiriladi. Buning
0°zi Iimy:\E/B demakdir.

Misol. y =1+ — funksiya berilgan bo'lsin, u holda va
aksincha, limy =1 bo'lgani uchun o'zgaruvchi y ni 1 bilan cheksiz kichik
funksiyaning yig'indisi ya’ni y = 1+a(x) ko'rinishda yozish mumkin.

2-teoreraa. Agar X -»a da (yoki x->00 da) a =a(x) nolga intilsa-

yu, lekin nolga aylanmasa, u holda y:—(i— cheksizlikka intiladi.
a(x)

3-teorema. Ikki, uch va umuman ma’lum sondagi cheksiz kichik
funksiyalarning algebraik yig'indisi cheksiz kichik funksiyadir.

4-teorema. Cheksiz kichik a =a(x) funksiyaning cheklangan
z =z(x) funksiya bilan ko'paytmasi x-» a da (yoki x->o00 da) chek-
siz kichik miqgdordir.
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2.9 Limitlar hagida asosiy teoremalar.

1-teorema. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining limiti
du funksiyalar limitlarining algebraik yig'indisiga teng.
lim(t/, +U2+...+Un)=1lim£/, + limt/, + ...+ limt/,,.

Isboti. Isbotni ikki go'shiluvchi uchun Kkeltiramiz, qo‘shiluvchilar
soni har gancha bo'lganda ham isbot 0‘z kuchida qoladi.

Aytaylik, limf/, =Z5; limU2=b2 bo‘isin. U holda 2.8 mavzudagi
1-teoremaga asosan, uW,=b,+a,(x), U2=b2+a2(x)ma](x),a2(x)
cheksiz kichik miqgdorlar. Demak, Ui+U2=(bl+b2)+(al+a?2),
(Ba+6,) - o‘zgarmas miqgdor, (a,+ a2) esa cheksiz kichik miqgdor.

lim(C/, +U2) =b{+b2=1imC/, + limt/2.
Misol.

3
lim--—----- — =lim 1+ -I|m1fI|m—-1+o-1
X X* XFNYX

2-teorema. Chekli sondagi funksiyalar ko‘paytmasining limiti bu
funksiyalar limitlarining ko‘paytmasiga teng.
WmUU 2...Un= lim£/Llimt/2....limt/)f.
Isboti.
limC/, =8, limU2=b2
[/,=6,+or, U2=b2+a?2
Utu2= (b, +ai)(b2+a2) =blb]+bia2+b2ai+ax2
bo‘lsin. bfi-, ko'paytma o‘zgarmas miqdor.

Demak, limt/,C/2=1imC/ limt/2.

Natija. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini limit ishorasidan tashgariga chiga-
rish mumkin. limci/, =clim (/,. Agar lim£/,=6,, ¢ -0'zgarmas.
lime=c,

lim(c6,)=limc Wimeé,=clims,

3-teorema. Ikkita funksiya boMinmasining limiti, maxraj limiti noldan
fargli bo‘lsa, bu funksiyalar limitlarining bo‘linmasiga teng.

U limt/

Agar limF”~O bo'lsa, urn—=-—.

Vo ItmV

Isboti. WmU =a, limF *0.

Demak, U=a+a , V=b+/3,bu yerda a va /? cheksiz kichik
miqgdorlar.
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4-teorema (teorema isbotsiz keltiriladi). Agar uchta /,(x), f2(x)
va g>(X) funksiyalaming giymatlari orasida /,(x)<”(x)</2(x)) teng-
sizliklar bajarilsa, bunda x-+a da (yoki x-»o00 da) /,(x), va /2(x)
bitgina b limitga intilsa, u holda da (yoki *-»ooda) cp(x)
ham shu limitga intiladi, ya’ni Y\mg>(x) =b bo‘ladi.

Bu teorema oralig funksiyaning limiti hagida teorema deyiladi.

sinx
2.10. x-»0 da —— funksiyaning limiti.

sinx ) »
Teorema. T funksiya

x->0 da 1 ga teng limitga ega.

X
Isboti. T funksiya * =0 da

aniglanmagan, chunki kasming surat
va maxraji nolga aylanadi. Bu fun-
ksiyaning *->0 limitini topamiz.
Radiusi 1 bo'lgan aylanani garaymiz _
(103-chizma). 0
Markaziy burchakni x bilan 103-chizma.
belgilaymiz.

Bunda 40 < x <— chizmadan quyidagilar chigadi:
AMOA yuzi <MOA sektor yuzi <[ COA yuzi;
OMOA yuzi S=-OA MB=-lsinx="-sinx;

. 1~ 1 1
MOA sektor yuzi S - ?OAi\/IA:?ll-x:Z—x;
OCOA yuzi S="0A AC=- \-tgx=-tgx.

Demak, sinx<x <tgx.
Hamma hadlarni sinx ga bo'lamiz.



1
1<--_—'[—":—< ------- yoki 1> -——-> e . Bu tengsizliklarni x>0 deb
sin*  cos* sinX  CcoSX
chiqgardik.
sin( s(-x) =cosx ekanini e’tiboiga olsak, x<0 bo'lsa
—X X
ham tengsizlik to‘g‘ri bo‘lib chigadi.
limcosx =1 liml=1
t-»0 x->0
smx i A A A L A
Demak, funksjya shunday ikki funksiya oraligidaki, ular-

ning ikkalasi ham birgina limitga intiladi va u limit 1 ga teng
(104-chizma).

. SuaT
lim------ =1
x->0 x
. . tg3x . 3sin3x | ... sin3x.. 1 1.
Misol. lim = lim - -31im - lim--- =3-=3.
j-*0 «x x*0  2X  C€O0S3X -0 3x **cos3x 1
2.11. e-soni.
r, 1V , . . .
Teorema. V1+ ) - o0'zgaruvchi n->o00 da 2 bilan 3 orasida
n
yotuvchi limitga ega, yani Iim(|+7)" =e.
n-+o0o
Ta’rif. 1+—1 o‘zgaruvchini n-+ oodagi limiti e soni deyiladi
v n

. 1
e=lim 1+—| «

e soni irratsional son. ~=2.71828184..
Misol.



Izoh. Asosi e bo'lgan ko'rsatkichli funksiya y =ex matematika
kursida juda ko‘p go'llaniladi. Bu funksiyani ko‘pincha eksponental
funksiya deb yuritishadi.

2.12. Natural logarifmlar.

Asosi e =2,7182818284... sondan iborat logarifmlar natural log-
arifmlar deyiladi. U In N bilan belgilanadi. Demak, e>=Xx bo‘lsa, y
ga X ning natur?! logarifmi deyiladi va y —loge n: o‘rniga ,y=In*
bilan yoziladi (105-chizma).

105-chizma.

Endi biror x sonning o‘nli va natural logarifmlari orasidagi mun-
osabatni aniglaymiz. y =\gx yoki * = 10* bo'lsin. Bu tenglikning o'ng
va chap tomonlarini e asosga ko'ra logarifmlaymiz.

In* = _ylInlO.

In*
Bundan Y- T yoki y ning giymatini o'rniga qo'yib

lg*=— Injc M =— *0,434294;
In 10 In10

M —soni natural logarifmdan o'nli logarifmga o'tish moduli deyiladi.

\gx=M"*Inx] x=e deb faraz gilsak Ige=M (Ine=1)
\nx =— Ig* — *2.3025;
M M
Shunday qilib, In/* 2,3025 Igjc.

2.13. Funksiyalarning uzluksizligi.

1. Funksiyalarning uzluksizligi.
y =f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo'lsin. x0e(a,b)
nugtada, unga funksiyaning y0=f(x0) giymati to'g'ri kelsin. Boshqa
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biror xe(a,b) nuqgtani olaylik.
Agar x biror musbat yoki manfiy
(farqi yo‘q) 4* orttirma olsa
x =x0+ Ax giymatga ega bo'lib
golsa, u holda y funksiya ham
biror Ay orttirma oladi.
Funksiyaning yangi orttirilgan
giymati yO+Ay=f(x0+Ax) bo'-
ladi (106-chizma) Ax=x-x0 ar-
* gument orttirmasi, funksiyaning
orttirmasi esa Ay=/(x0+At)-/(* 0)
formula bilan ifodalanadi.

Ta’rif. Agar y - /(x) funksiya jr,, nuqtada va uning atrofida an-
iglangan bo'lib, =® yoki MTE/(x0+N1*)-/(*0)] =0 bo'lsa,
x =x0 giymatda (yoki x0 nuqtada) funksiya uzluksiz deyiladi. Uzluk-
sizlik shartini bunday yozish mumkin.

Um/(x0+ Ax)=/(* 0) (1)

yoki lim f(x) =f(x0) ammo x0= limx yoki (1) tenglikni tubanda-
gicha yozish mumkin. = ya’ni x->x0 da uzluksiz
funksiyaning limitini topish uchun funksiyaning ifodasida aigument x
o'miga uning x0 giymatini go'yish kifoya.

Berilgan nuqtada funksiya uzluksizligining geometrik tasviri shuni
bildiradiki, agar fagat |Ax| yetarli kichik bo'lsa x0+ Ax va x0 nuqgta-
larda funksiya grafigi ordinatalarining ayirmasi absolut giymat bo'yicha
ixtiyoriy kichik bo'ladi.

Misol. y =x2 funksiyaning ixtiyoriy x0 va x0=2, nuqtada uzluk-
sizligini ko'rsating.

Yechish.

a) N="02;Yo+A>=("o+AX)"; dy =(x+ Ox)~-Xo=2x0Ax+ Ax:;

x istalgan usul bilan nolga intilganda (107-a, b chizmalar).

H’(moAy = éixr_QO(ZXO,LI,x +AX:)= ZXOAi([q)Ax+birr_nmAx- &rlg Ox=10-¢
Yo=22=4; Ay=(2+Ax)2-4;
b) Ay=4+40x+ (AX) -4 =4Ax+ (OX)*;

H_%Ay = ,L'rm)oMAX + (AX)2)= 4&%Ax + Jim Ax -MQ«AX =0.
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107-chizma,

1-teorema. Chekli sondagi funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz bo‘lsa
unda ularning yig'indisi ham x0 nuqtada uzluksiz bo'ladi.

2-teorema. Har ganday elementar funksiya o'zi aniglangan har bir
nuqgtada uzluksizdir.

1
1-misol. Y—;( funksiya * =0 nuqgtada uziluvchidir. Haqgigatan

ham x=0 da funksiya aniglanmagan.

lim ——=+0 . Jim —=-00.
0=010%

Bu funksiya s1* O giymatda uzluksiz ekanligini ko'rsatish oson.

i
2) y=2* funksiya * =0 nuqtada uziluvchi. Hagigatan ham

*li;@.oz* =00 *I_i>r802X=O; X =0 da funksiya aniglanmagan (108-chizma).
3) / (*)=W funksiyani uzluksizlikga tekshiramiz.
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x =0 da funksiya aniglanmagan. x =0 da funksiya uziluvchi (109-
chizma).

2.14. Uzluksiz funksiyalarning ba’zi xossalari.

Xossalar quyidagi teoremalar bilan ifodalanadi.

1-teorema. Agar y - f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u
holda [a,b] kesmada funksiya o'zining eng kichik va eng katta giymatiga
erishadi, ya’ni shunday Xx,,*, e (a,b) nuqtalar mavjudki, barcha xe(a,b)lar
uchun /(x,)>/fx) va /(x2)< /(*) tengsizliklar o‘rinli bo'ladi.

Funksiyani f(x ,) giymatini y =f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi
eng katta giymati deb, f(x 2 ni esa eng kichik giymati deb ataymiz.
Bu teorema gisgacha bunday ifodalanadi. Kesmada uzluksiz funksiya
hech bo'lmaganda bir marta eng katta m qiymatga va eng kichik m
giymatga erishadi ( 110-chizma).

110-chizma. 111-chizma.

2-teorema. Agar y =f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lib,
bu kesmaning uchlarida turli ishorali giymatlami gabul qilsa, u holda
[a,b] kesmada hech bo'lmaganda shunday bir x=c nuqta topiladiki,
bu nuqgtada funksiya nolga aylanadi /(c) =0; a<c<b (111-chizma).

Misol. y =x3-2 funksiya berilgan. Bu funksiya [1,2] kesmada
uzluksiz. Demak, bu kesmada y =x3-2 nolga aylanadigan nuqgta
mavjud. Hagigatan ham x -1jl da y- 0 (112-chizma).



3-teorema. y =fix') funksiya [a,b] kesmada aniglangan va uzluk-
siz bo'lsin. Agar kesmaning uchlarida funksiya teng bo'lmagan f(a) = A,
f(b) =B giymatlami gabul qilsa, u holda funksiya a va B sonlar
orasidagi barcha giymatlarni gabul giladi. U holda A</j<B shartni
ganoatlantiradigan ixtiyoriy M son uchun kamida bitta ce[a,b] nuqta
mavjudki, unda /(c) =u tenglik to'g'ri bo'ladi (113-chizma). 2-teo-
rema bu teoremani xususiy holi, chunki a va B lar turkishoralarga
ega bo'lsa, u holda u ni o'rnida O ni olish mumkin.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Sonli ketma-ketliklar deb nimaga aytiladi?

2 Ketma-ketliklaming berilish usullarini ayting va misollar keltiring.

3 Qanday ketma-ketliklar yugoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi?
Misollar keltiring.

4. Qanday ketma-ketliklar monoton o'suvchi (kamayuvchi, o'smaydigan,
kamaymaydigan) deb ataladi?

5 Ketma-ketliklaming limiti ta’rifmi aytib bering.Yaginlashuvchi ketrna-
ketlikka misol keltiring.

6. Yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklaming limitlari hagidagi teoremalarni
aytib, isbotlab bering.

7. O'zgaruvchi migdoming limiti ta’rifmi tengsizlik yordamida ifodalang va
uni geometrik nuqtayi nazardan tushuntiring.

8. Funksiyaning x —=a dagi limiti ta’rifmi tengsizlik yordamida ifodalang
va uni geometrik nuqtayi nazardan tushuntiring.

9. Qanday holatda o'zgaruvchi x migdor cheksizlikka intiladi deyiladi?

10. Funksiyaning o'ng va chap limitlari nima?

11. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar orasida ganday bog'lanish bor?

12 Limitga ega bollgan funksiya bilan cheksiz kichik funksiya orasida
ganday boglanish bor?

13 Funksiyalar yigindisining, ko'paytmasining limiti hagidagi teoremalar-
ni isbotlang.
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14. BoMinmaning limiti hagidagi teoremani isbotlang.

15 Oraliq funksiyaning limiti hagidagi teoremani aytib bering.
sin

16 ji[po —=1 formulani isbotlang.

/v
7. lim 1+ - ; ;e formulani isbotlang.
4y n

18 lim 1+ - £ formulani isbotlang.
.oX
19 Natural logarifm ta’rifmi ayting. Natural sistemadan o‘nli sistemaga va
aksincha, ganday o‘tiladi?
20. y - f (*) funksiyaning x0 nugtadagi uzluksizligi ta’rifmi keltiring va

geometrik talgin eting.
21. Kesmada uzluksiz funksiyalaming xossalarini ta’riflab bering.

3-8. Hosila

3.1 Hosila tushunchasiga olib keladigan masala.

Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar jumlasiga qattiq jism-
ni to‘g‘ri chizigli harakatini, yuqoriga vertikal holda otilgan jismning
harakatini yoki dvigatel silindridagi porshen harakatini tekshirish kabi
masalalarni kiritish mumkin. Bunday harakatlami tekshirganda jism-
ning konkret 0O‘lchamlarini va shaklini e’tiborga olmay, uni harakat
qiluvchi moddiy nugta shaklida tasawur qilamiz.

Harakat tezligi masalasi. Aytaylik, M moddiy nuqtaning to‘g‘ri
chizigli harakat qonuniga ko'ra uning t=tO paytdagi tezligini (oniy
tezligini) topish talab qilinsin. Nuqgtaning t0O va tO+At (J1/* 0) vaqtlar
orasidagi bosib o‘tgan yo‘li AS =f(t0+At)~f(t0) bo'ladi. Uning shu

AS f(tO+At)- f(tO)

vaqtdagi o‘rtacha tezligi — =———— -——-1 @a ten
qtdag g At A g.

AS
Ma’lumki, At qanchalik kichik bo'lsa, o o'rtacha tezlik nuqta-
ning topaytdagi tezligiga shunchalik yagin boMadi. Shuning uchun nug-

taning tO paytdagi tezligi quyidagi limitdan iborat. F(/0) =|:|>i|9%)f/'

3.2. Funksiyaning hosilasi.

Y - f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin. (a,b) inter-
valga tegishli x0 va +Ax nugtalami olamiz.
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Argument biror (musbat yoki manfiy — bad bir) Ax orttirmasini
olsin, u vaqtda y funksiya biror Ay orttirmani oladi. Shunday qilib
argumentning x0Oqgiymatida yO=f(x0) ga, argumentning X0+ /[x qiy-
matda yO+Ay =/ (x0+AX) ga ega bo'lamiz. Funksiya orttirmasi Ay
ni topamiz.

Ay =/ (x 0+ O,x)-/(x0). 0)
Funksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz.
Av _/(*»+AX)-/(*,) 2
AXx Ax

Bu — nisbatning Ac-»0 dagi limitini topamiz.

Agar bu limit mavjud bo'lsa, u berilgan /(x) funksiyaning xO
nuqgtadagi hosilasi deyiladi va /'(x 0) bilan belgilanadi. Shunday qilib,
ta’rifga ko'ra

77 Wik YR T Pl A Iix =3
Demak, berilgan y =/(x) funksiyaning argument x bo'yicha hosilasi
deb, argument orttirmasi [x ixtiyoriy ravishda nolga intilganda funksiya
orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ac ga nisbatining limitiga aytiladi.
Umumiy holda x ning har bir giymati uchun 7/'(x) hosila ma’lum
giymatga ega, ya’ni hosila ham x ning funksiyasi bo'lishini gayd qil-
amiz. Hosilada /'(x) belgi bilan birga boshgacha belgilar ham ishla-

tiladi. vy yx, %yx; Bular birinchi tartibli hosilalar. Agar birinchi tartibli
hosiladan yana bir marta hosila olfnsa ikkinchi tartibli hosila topiladi.

Ikkinchi tartibli hosila y’, yx ,%(Zé ko'rinishda belgilanadi.

Hosilaning x=a dagi konkret giymati f'(a) yoki Y X_abilan

belgilanadi.

Berilgan /(x) funksiyadan hosila topish amali shu funksiyani dif-
ferensiallash deyiladi. Funksiya hosilasini hosila ta’rifiga ko'ra hisob-
lashni ko'rsatamiz.

Misol. y =x3 funksiya berilgan, uning:

1) ixtiyoriy X nugtadagi va 2) x =3 nuqtadagi hosilasi ¥ topilsin.

Yechish.

1) argumentning X ga teng giymatida y =x3 ga teng. Argument
x+/[c giymatida y +/y=(x +[0X) 3 ga ega bo'lamiz.
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Ay =(x +0X)3-x3=3x2([x) +3x(0x)2+ (4x)\ /,El,x nisbatni tu-

zaruz.
Ay  3x'(OX)+3x(Ox) +(4Ax)’

Ox Ax
Limitga o‘tib, berilgan funksiyadan hosila topamiz.

y'= A(_r;bﬁ,\zﬂénb(3x2+3x(ﬂ,x) +(4x)2) .
Demak, y =xy funksiyaning ixtiyoriy nuqtadagi hosilasi / =3x2

=3x2+3x(0x) +(ax) 2

2) x=3 da y' =3-32=27.
X =3

3.3. Hosilaning geometrik ma’nosi.

Harakat giluvchi jismning tezligini tekshirish natijasida, ya’ni me-
xanik tasawurlardan chigib borib, hosila tushunchasiga keldik. Endi
hosilaning geometrik ma’nosini beramiz. Buning uchun awal egri chiz-
igga uning berilgan nugtasida o‘tkazilgan urinmani ta’riflab berishimiz
kerak. Biror egri chizig va unda tayin M Q nuqgta berilgan bo'lsin. Egri
chizigda bir M, nugtani olamiz va M QM ,, kesuvchini o‘tkazamiz. Agar
M, nugta egri chiziqg bo'yicha M 0 nugtaga cheksiz yaginlasha borsa, u
holda M QM t, kesuvchi M GM[,AfGM " va hokazo turli vaziyatlami oladi.

Agar nuqgta egri chizig boyicha istalgan tomondan MO nuqgtaga
cheksiz yaginlasha borganda kesuvchi ma’lum MOT to'g'ri chiziq
vaziyatini egallashga intilsa, u holda bu to'g'ri chizig M 0 nuqtada egri
chizigga urinma deyiladi (1 14-chizma).

To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasida y =/ (x) ga mos egri chizigni
qgaraylik, x ning biror giymatida funksiya y =/(x) giymatga ega Egri
chizigda x va y ni bu giymatlariga M Qx,y) nugta to'g'ri keladi. Argu-
ment X ga orttirma beramiz. Aigumentning yangi x +Ax orttirilgan qiy-
matiga funksiyaning orttirilgan y +Ay =f{x +/[0x) giymati to'g'ri keladi.
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Egri chizigning bunga mos nugtasi M{(x +Ax, Y +Ay) nuqgta bo‘ladi.
MO JV, kesuvchini o‘tkazamiz va uni Ox o'gining musbat yo'nalishi

A
bilan hosil gilgan burchagini (p bilan belgilaymiz.E:: nisbatni tuzamiz.

Ly
Shakldan: “ =tg<p ekanligi ko'rinadi. Agar [x nolga intilsa, u holda
kesuvchi MO nugta atrofida aylanadi (115-chizma).

Agar Ax->0 da o= burchak biror a limitga intilsa, u holda MO

nugtadan o'tuvchi va abssissalar o'gining musbat yo'nalishi bilan a
burchak tashkil qiluvchi to'g'ri chiziq izlangan urinma bo'ladi. Uni
burchak koeffitsientini topish qiyin emas.

Demak, tga—lﬁi{p>O tgcpzAIir_r%;— =/'(*) ya’ni argument X ning
berilgan giymatida 7/ (x) hosilaning giymati f(x) funksiyaning grafigiga

uning JYOx,y) nugtasidagi urinmaning OX o'gining musbat yo'nalishi
bilan hosil gilgan burchak koeffitsientiga teng ekan.

3.4. Funksiyaning difTerensiallanuvchanligi.
Ta’rif. Agar y=f(x) funksiya x=x0 nuqtada chekli hosilaga ega
Ay . /(x, +0x)-/(X.)

bo'lsa, ya’ni hm— =iim---2-22_2__2" mavjud bo'lsa, u holda
Ax->0 Ay [ir-»0 Ay
berilgan x=x0giymatda funksiya differensiallanuvchi yoki hosilaga ega
deyiladi. Agar funksiya biror [a,b] kesmaning yoki (a,b) intervalining
har bir nugtasida differensiallanuvchi bo'lsa, u holda funksiya kesmada
yoki intervalda differensiallanuvchi deyiladi.
Teorema. Agar y=f(x) funksiya biror jc=x0 nugtada differensial-
lanuvchi bo'lsa, u holda flmksiya shu nuqtada uzluksizdir.
Isboti. y=1f(x) funksiya x0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lgani

uchun -rlbﬁx - f'(x 0) - chekli son.

Limitga ega bo'lgan funksiya o'zgarmas va cheksiz kichik funksiya
yig'indisiga teng bo'lgani uchun quyidagicha yoza olamiz:

-.bx:f'(xo) +y bu yerda Ox->0 day nolga intiluvchi funksiya, u

holda Oy=/'(x 04Ax +?1x bo'ladi. Bundan AOx-»0 da Ay-=>0, bu
esa jonuqgtada f(x) funksiya uzluksiz demakdir.
Shunday qilib, uzilish nugtasida funksiya hosilaga ega bo'la olmay-
di. Teskari xulosa to'g'ri emas, ya’ni biror x=x0 nuqgtada y=f(x)
funksiya uzluksiz bo'lishidan bu nugtada u differensiallanuvchi ham
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bo'ladi degan xulosa chigmaydi, x0 nugtada funksiya hosilaga ega
bo'lmasligi ham mumkin.

3.5. 0 ‘zgarmas migdoming hosilasi. 0 ‘zgarmas miqgdor bilan
funksiya ko‘paytmasining hosilasi, yig‘indining, ko'paytmaning,
bo'linmaning hosilasi.

1..0'zgarmas migdoming hosilasi nolga teng, ya’ni agar y-c¢ bo'lsa
(c=const) y’=0 bo'ladi.

2. O'zgarmas ko'paytuvchini hosila ishorasidan tashgariga chigarish
mumkin y=cu(x) bo'lsa y '=cu’(x) bo'ladi.

3. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar yig'indisining
hosilasi shu funksiyalar hosilalarining yig'indisiga teng.

y =U(X) +V(X) +WHON y' =U'(X) +V'(X) +W'{x)

4. |kkita differensiallanuvchi funksiyalar ko'paytmasining hosilasi
birinchi funksiya hosilasining ikkinchi funksiya bilan ko'paytmasi plyus
birinchi funksiyaning ikkinchi funksiya hosilasi bilan ko'paytmasiga teng.

y =u9 bolsa y'=u'9+u9'.

5. Kasming hosilasi kasiga teng bo'lib, uning maxraji berilgan kasr
maxrajining kvadratidan, surati esa maxrajining surat hosilasi bilan va
suratning maxraj hosilasi bilan ko'paytmalari orasidagi ayirmadan ibo-

u n'o-und’

rat. Agar Y=~ bolsa Y =— —
9 © 3

3.6. Oshkormas funksiya va uni differensiallash.

Ikkita x va y o'zgaruvchilaming qiymatlari o'zaro biror tenglama

bilan boglangan bo'lsa, uni tubandagicha belgilaymiz.
Ax, y)=o. (1

Agar y=1f(x) funksiya biror (a, b) intervalda aniglangan bo'lib, (1)
tenglamada y o'miga f(x) ifoda go'ilganda tenglama x ga nisbatan
ayniyatga aylansa, u holda y=f[x) funksiya (1) tenglama bilan aniglan-
gan oshkormas funksiya bo'ladi.

Masalan, x2+y2-a2=0 tenglama quyidagi

y =\Ja2-x2;y =-yja2-x2
elementar funksiyalami oshkormas tarzda aniglaydi. Oshkormas funk-
siyalami oshkor tarzda, ya’ni y=f(x) ko'rinishida ifodalab bo'lavermaydi.
Masalan, y9-y2-x*=0.
Endi shu oshkormas funksiyalardan hosila olishni ko'rsatamiz.
1-misol. x2+y2~a2=0 funksiyani xosilasini toping.
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Buni ikki tomonini x bo'yicha differensiailab, (murakkab funksiyani
difFerensiallash qgoidasidan foydalanib) shuni topamiz.

2x+2yy'=0/ =
y

2-misol. y9-y2-x1=0e
Buni x bo'yicha difTerentsiailaymiz.

Oy*y'-2yy'-3x2=0;

y'(9ys-2y) =3x2

. 3x2
Vi=— —— .
9y* ~2y

3J. Murakkab funksiyaning hosilasi.

Aytaylik, y=F(u) murakkab funksiya bo’lsin, ya’ni y=F(u), n=<p(x)
yoki y =F\jp(x)\ u-o0‘zgaruvchi, oraliq argumenti deyiladi. y=F(u)

va u=<p(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsin.

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini keltirib chigaramiz.

Teorema. Murakkab F(u) funksiyaning erkli o'zgaruvchi x bo'yicha
hosilasi bu funksiyaning oraliq argumenti bo'yicha hosilasining oraliq
argumentining erkli o'zgaruvchi x bo'yicha hosilasiga ko'paytmasiga
teng, ya’ni

Y',=K W) n'(x)- ()
Misol. y =(x7+3x3+5;r +4) funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. berilgan funksiyani murakkab funksiya deb garaymiz ya’ni

y =u6, u=xn+'3x3+5x2+4 (1) formulaga asosan

yx=yU  =(([c7+3*3+5 2+4)6 =B(X1+3x* +5x2+4) 57716 +9x2+0x)

3.8. Teskari funksiya va uni differensiallash.

Aytaylik biror [a,b] kesmada aniglangan o'suvchi yoki kamayuvchi

Y=1(x) (1)

funksiya berilgan bo'lsin. Shu bilan birga Ja)=c; f(b)=d bo'lsin (116-clizma).
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Aniqglik uchun ya’ni o'suvchi
funksiyani tekshiraylik. [a, b] kesmaga
tegishli ikkita har xil x{ va x2 qiymat-
lami qgaraymiz.

O'suvchi funksiya ta’rifidan, agar

*<*2 va >>=/(*) y2=1{x2)
bo'lsa u vagtda y{<y2bo'lishi kelib
chigadi. Shunday qilib, x ning qiy-
matlari bilan y ning ularga mos qiy-
matlari orasidagi o'zaro bir giymatli
moslik aniglanadi.
y ning qiymatlarini argumentning giymatlari deb, x ning giymat-
larini esa funksiyaning giymatlari deb garab, x ni y ning funksiyasi
sifatida olamiz.

x=p(y)- @)
Bu funksiya y=f(x) funksiya uchun teskari funksiya deyiladi. y="f(x)

funksiya ham x =<p(y) funksiya uchun teskari funksiya ekanligi ravshan.

Xuddi shuningdek, kamayuvchi funksiya ham teskari funksiyaga ega
ekanligini ko'rsatish mumkin.

Teskari funksiya y-f(x) tenglamani x ga nisbatan yechish yo'li bilan
topiladi. Bu funksiyaning grafiklari ustma-ust tushadi. Agar teskari
funksiya argumentini yana X bilan, funksiyani esa y bilan belgilasak va
ulami bir koordinata sistemasida chizsak, u holda ikkita har xil grafik
yechim bo'ladi. Grafiklar birinchi koordinata burchagining bissektrisa—
siga nisbatan simmetrik bo'ladi.

Endi teskari funksiyaning hosilasini bilgan holda y=f(x) funksiya
hosilasini topishga imkon beruvchi teoremani ko'rib otamiz.

Teorema. Agar y=f(x) funksiya uchun tekshiriladigan y nugtada
noldan fargli (p'{y) hosilaga ega bolgan x=cp(y) teskari funksiya

1

mavjud bo'lsa, u holda tegishli x nugtada y=f(x) funksiya ¥ o)
<p'ly

I
ga teng bolgan f1(x) hosilaga ega bo'ladi. ya’ni f (*)-~7"
Isboti. Ay orttirmani olganimizda Ax=(p(y +tS.y)-cp(y) (2) ga
asosan <p(y) - monoton funksiya bo’lgani uchun Ar*o

Jy 1
Ushbu ayniyatni yozamiz. n* [Ox uzluksiz funksiya bo'lgani uchun
Ly

172



Ay-»0 da Ox-»0y—=0 da limitga o‘tamiz. yx=— vyoki

<
/"W =" fr
= (y)

3.9. Ba’zi bir elementar funksiyalarning hosilalari.

1) Logarifmik funksiyaning hosilasi.
1-teorema. y =logox funksiyaning hosilasi -logae ga teng ya’ni
agar y =\ogax bolsa, y'=-"logae bo‘ladi.

Isboti. X ga [Ox ga orttirma beramiz, u holda y ham [y orttirma
oladi; ya’'ni y +Ay =loga(x +/4Xx);

Ay =log. (x +x) - log,, x =log,, leogaf 1
Tenglikning har ikkala tomonini Ax ga bo'lamiz.
Ay 1 f *\N 4 Ix food ) zZ Av
PR [ SE R =_ log 1!+ =_.log | 1+—
Ix =Jir" log AX X AX V. xJ] x 4  x)
X _ 2 bilan belgilaymiz. AV = alo gfl +a)\<_i
X AX  x
— =a bo'gani uchun, /7 =lim- loga(l +a)a =-logae bo'ladi.
X X X

1 ,1 1
loge=— Y=-— m
Ina xlna

Agar y=Inx bo'lsa y':i bo'ladi. y’l
X

2) n butun va musbat bolganda y =x" funksiyaning hosilasi.
2-teorema. y =x" funksiyaning hosilasi (bunda n butun musbat)
N"-‘ga teng, ya’ni y =xn bolsa / =n X'~ ga teng.

1) y+ay=(x+0x)".
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2) Ay =(x+Ox)" -x" =x" +yx HOX+ Ny - X" 2(0X) 2 +.... +(OX)" -X"

yoki Ay =nx'~] Ax+ AN X2 (Ox)>....+(AX)"

3) N =ax»-*+"N 1 X - X +...+(4,)-
) 12 A (\6)7

=lim— =i ’ N ' =
4 Y AI|Xn>10 pl,'mo /X |+ s XHZEIFI+---+(\.§'.X} nx

Demak, y'=nx"~1. Bu formulani n kasr va manfiy bo’lgan holda
ham to‘g‘riligini ko'rsatish mumekin.

3) j>=sinx, y=cosx funksiyaning hosilalari.

3-teorema. cosx ning hosilasi -sinx, ya’ni agar ,y=cosx bo'lsa
==-sinx ga teng.

Isboti.
y +Ay =cos(X +/X)

+/[IX+X .. X-AX-X
Ax sin =

Ay =cos{x +Ax§—cosx =2sin>

. X+
=2sin -sin =-2sin| X +Njsin” -
\Y J
2sin x+€x S:TB( SinE
2 2 .
— < - —“ sin x+=-
x [x fx
2
n sinB(
0 = i el s
,&%,ﬂx B ox A"
2
il
lim--—-—=1_ , C e ! N
o0 Ox bo’lgani uchun ¥ - Jpsin x+== =-sinx

4-teorema. sinx ning hosilasi (sin x)' =cosx ga teng.
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Isboti. (Yuqoridagiga oxshash isbot qilinadi, isbot qilish talabalami
o'zlariga topshiriladi).

1
5-teorema. tg X ning hosilasi (tgx)' =- ga teng.
COs' X

1
6-teorema. ctgx ning hosilasi (ctgx)'=s_n - ga teng.
in x

Bu teoremalami mustaqgil isbot qilish ham talabalaming o'zlariga
topshiriladi.
3.10. Teskari trigonometrik funksiyalar va ularning hosilalari.

1) y=arcsinx funksiyasini qaraylik.
Buning uchun ushbu x=siny funksiya-
ni olamiz. Bu funksiya -co<y<+oo
intervalda aniglangan (1 17-chizma).

n n
—2-<.y<?kesmada funksiya o'suv-

chi, uning giymatlari -1<x<1 kesmani
to'ldiradi. x=siny funksiyaga teskari fun-
ksiya mavjud. Bu funksiya -1 <x <1 kes-
mada aniglangan, uning giymatlari

n n
_2 <A<E kesmani to‘ldiradi.

1-teorema. arcsinx funksiyaning hosilasi ¥ ~ ga teng.

Isbot. x=siny, x» =cosy Teskari funksiyani differensiallash qoi-

dasiga binoan Y'x=~ =-—— > cosy=yl]\-sin"y =VI-x" bolga-
X  cosy

, 1
nidan Yx="* ga teng.
lldiz oldkla plyus ishora olinadi, chunki y=arcsinx funksiya

n n
-~<y<— kesmada giymatlar gabul giladi. Demak, cosy>0.

1
Misol. y =arcsinex; y -m U -
Vi-ex
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2-teorema. arc cosx ; Y ~ [/ - 0a teng.
yjl-x-

3-teorema. arc tgx ; Y =- ga teng.

1
4-teorema. arc ctgx ; y =----- T ga teng.
+JC'
Yugoridagi teoremalami mustagil isbot qilish talabalaiga topshiriladi.

3.11. Differentsiallashning asosiy formulalari jadvali.

Oldingi mavzularda chiqarilgan barcha formulalar va qoidalami
tubandagicha jadval gilamiz.

1) y=const ; y =0.

2 y=xa, y=ax“~.

3)1_-”;
)y—X, y=—7-

5) y =ax; y’=a*Ina.

6) y=ex y’'=e\

7) V=logox; y’'=-logae.
X

8) y=Ihx; / =-.
X

9) y=sinx; Y =cosx.

10) y =cosx; Y =-sinx.

11 =—1L .
) y COS'X
12) Yy = —_——
sin X

13) y =arctgx; y =—I —.
I +x
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1
14) y =arcctgx; y =———-

1+~
. 1
15) y =arcsinx; y =
VbAT7'
1
16) M~Marccosx; y =—
VT X

Differentsiallashning umumiy qoidalari.
1) y-cu(x) ;y' =cu'x, {c =const).

2) y=n+v+w;y' =u'+v' +w.

3) y=u-v; y'=u" v+u-v.

4 " y ne-ney
)y_v’ w2

==/()1 . ... . -Cu
6) y=uv; Y =vwW*V +wvinH.

0 ‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasi ta’rifini bering.

2. Funksiyaning berilgan nugtadagi hosilasining geometrik ma’nosi nimadan
iborat?

3. Hosilaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?

4. Funksiya differensiallanuvchanligini zaruriy sharti nimadan iborat?

5. 0 ‘zgarmas sonning hosilasini keltirib chigaring.

6. Yig'indi, ko‘paytma va bo‘linmaning hosilasini hisoblash formulalarini
keltirib chigaring.

7. Oshkormas funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

8. Murakkab funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

9. Qanday funksiya teskari funksiya deyiladi?

10. Teskari funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

11. Logarifmik funksiya hosilasining formulasini keltirib chigaring.

12. Ko'rsatkichli, trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar
chigaring.

13. Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar chigaring.
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4-8. Hosilani funksiyalarni tekshirishga tatbiqi
4.1. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi.

Hosila tushunchasini funksiyani o'sishi va kamayishini tekshirishga
tadbig etamiz.

1-teorema. 1) agar [a; b] kesmada hosilaga ega bollgan f(x) fun-
ksiya shu kesmada o'suvchi bo'lsa, uning hosilasi [a; b] kesmada manfiy
bo'lmaydi ya’ni/'(x )"~ 0.

2) agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz (a,b) oraliqda diffe-
rensiallanuvchi bo'lsa va a<x<b uchun 7/ (*)> 0 bo'lsa, bu funksiya
[a; b\ kesmada o'sadi.

Isboti. Teoremaning birinchi gismini isbotlaymiz.

f(x) funksiya [a; b] kesmada o'sadi deb faraz qgilamiz i ga [Ox

orttirma beramiz f (x+Ay)~ / (8) nisbatini tuzamiz.

ax

f(x) o'suvchi funksiya shunga ko'ra
Ax=>0 bo'lganda 7/ (x +4x)=>/(x).
Ax<0 bolganda /(X +AX)<f(x).

Ikkita holda ham 7/ (n+hY)—/00 >q
[x
" + -

Demak, hm T HAX)1) >0 . Endi
ikkinchi gismini isbotlaymiz. [a; b] oralig-
da f(x)=0 deb faraz qilamiz. [a; b] kes-

maga tegishli ikkita ixtiyoriy X, va x2 (X,<x3 giymatini ifodalaymiz.
Lagranjning chekli orttirmalar hagidagi teoremasiga ko'ra

F{X2)-f{. XY =f{Z){x2-X\) X, <f< X2

Shartga ko'ra, /'(™)>0 demak, /(x,)-/(x,)>0 bu esa f(x)
o'suvchi funksiya demakdir. Agar f(x) funksiya [a;b]kesmada kamaysa
shu kesmada f'(x)<,0 bo'ladi. Agar (a,b) oraligda 7/'(x)< O bo'lsa
[a;b] kesmada f(x) kamayadi.

Funksiya fagat kamayuvchi yoki fagat o'suvchi bo'ladigan interval-
lar monotonik intervallar deyiladi.

Misol. y =x4 funksiyaning o'sish va kamayish sohalari topilsin.
Hosilani topamiz. x>0 bo'lsa y' >0 funksiya o'sadi. x<0 bo'lsa y' <0
funksiya kamayadi (1 18-chizma).

178



4.2. Funksiyaning maksimumi va minimumi.

1-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning X, nuqtasidagi giymati X, ni 0z
ichiga olgan bironta intervalning hamma nuqtalardagi giymatlaridan
katta bo‘lsa f(x) funksiya X, nugtada maksimum (max) ga ega boMadi.
Boshqgacha aytganda, agar absolut migdori bo'yicha yetarli darajada kichik
bo'lgan har qanday musbat (yoki manfiy) Oxuchun /(x, +0x)</(X,)
bo'lsa, f(x) funksiya x=x, nuqtada maksimumga ega bo'ladi. 119-chiz-
mada y=f(x) funksiya x=x, nuqtada maksimumga ega.

2-ta’rif. Agar absolut migdori bo'yicha yetarli darajada kichik bo'lgan
har ganday [Ox uchun /(x2+0x)>/(x2bo'lsa f(x) funksiya x=x2
nugtada minimumga ega bo'ladi.

Masalan, y=x4 funksiya x=0 da minimumga ega.

Maksimum va minimum ta’riflari munosabati bilan quyidagi hol-
laiga e’tibor berish kerak.

1) kesmada aniglangan funksiya Xx
ning fagat garalayotgan kesmaning
ichidagi giymatlarida maksimal va min-
imal giymatlariga yetishi mumkin;

2) funksiyaning maksimumi va min-
imumini qgaralayotgan kesmada uning
eng katta va eng kichik giymatlari deb
garash xato bo'ladi. Funksiyaning mak-
simum va minimumlari funksiyaning
ekstremumlari yoki ekstremal qgiymat-
lari deyiladi. Ekstremal giymatlar topish
usuli quyidagicha:

1-teorema. (Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti). Agar diffe-
rensiallanuvchi y-f(x) funksiya x=x, nugtada maksimumga yoki min-
imumga ega bo'lsa uning hosilasi shu nugtada nolga aylanadi, ya’ni
/'(x,) =0 bo'ladi. Agar f(x) funksiya maksimum va minimum nuqta-
larda hosilaga ega bo'lsa, y=f(x) egri chizigning shu nuqtalariga
o'tkazilgan urinma Ox o'giga parallel bo'ladi.

Haqgigatan ham, f'(xI) =tggp=0 tenglikdan, (bu yerda <p urinma
bilan Ox o'gi orasidagi burchak) =0 ekanligi kelib chigadi. 1-teore-
madan bevosita ushbu natija kelib chigadi.

Natija: agar argument X ning garalayotgan hamma giymatlarida f(x)
funksiya hosilaga ega bo'lsa, u holda funksiya x ning fagat hosilani
nolga aylantiradigan giymatlarida ekstremumga ega bo'ladi.

Bunga teskari fikr to'g'ri emas. Hosilani nolga aylantiradigan har
ganday giymatda ham maksimum yoki minimum bo'lavermaydi.

Masalan, y=x3.
y'=3x2 x=0-
1o



Funksiya hosilasi x=0 nuqgtada nolga
teng bo'ladi, ammo bu nuqtada funksiya
maksimumga yoki minimumga ega emas
(120-chizma).

X Funksiya hosilasi mavjud bo'lmagan
nuqtalarda ham funksiya ekstremumga ega
bo'lishi mumkin.

Agar biror nuqgtada hosila mavjud
bo'lmasa, shu nuqgtada hosila uzilishini

120-chizma. ko'rar_niz. AigL_Jme_ntn_ing hqsila nolga ay-
lanadigan yoki uziladigan giymatlari kritik
qgiymatlar deyiladi.

Har ganday kritik giymatda funksiya maksimum yoki minimumga
ega bo'lavermasligi mumkin. Funksiyaning ekstremumini topish uchun,
hamma kritik nuqtalar topiladi, so'ngra har bir kritik nuqgtani ayrim
tekshirib, u nuqgtada funksiya maksimum yoki minimumga ega bo'lishi,
yoki bo'lmasligi aniglanadi.

2-teorema. (Ekstremum mavjudligini yetarli sharti.)

f(x) funksiya kritik nugta x ni o'z ichiga olgan bironta intervalda
uzluksiz va shu intervalning hamma nuqtalarida differensiallanuvchi
bo'lsin, agar shu nuqgtaning chap tomonidan o'ng tomoniga o'tishda
hosilaning ishorasi musbatdan manfiyga o'zgarsa funksiya x=x, nuqtada
maksimumga ega bo'ladi, ya’'ni

/'(*)> 0
x>x f\x)<O0 bo'lsa funksiya g, nuqgtada maksimumga ega

bo'lsa xt nugtada minimumga ega bo'ladi.

Agar funksiya hosilasi ishorasini o'’zgartirmasa u maksimumga ham
minimumga ham ega bo'lmaydi, u o'sadi yoki kamayadi.

4.3. Differentsiallanuvchi funksiyani birinchi va ikkinchi hosila
yordamida ekstremumga tekshirish.

1 Funksiyaning birinchi hosilasini, ya’nif\x) ni topamiz.

2. Airgument x ning kritik giymatlarini topamiz. Buning uchun:

a) birinchi tartibli hosilani nolga tenglaymiz va hagqiqiy ildizlarini
topamiz.

b) x ning f'(x) hosila uzilishiga duchor bo'ladigan qiymatlarini
topamiz.

3 Hosilaning kritik nugtadan chapdagi va o'ngdagi ishorasini tek-
shiramiz. lkkita kritik nuqta orasidagi intervalda hosilaning ishorasi
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o‘zgarmaydi. Shunga ko‘ra, masalan: x2 kritik nuqtaning chap va o‘ng
tomonidagi hosila ishorasini tekshirish uchun, hosilaning a va p nuqgta-
'Xt<a <x2

lardagi ishorasini aniglash keraky, _ .,

4) Argumentning kritik giymati x=x, da funksiyaning giymatini

hisoblaymiz.

kritik nuqgta X/ dan 0‘tishda kritik nugtaning
f '(x) hosilaning ishorasi Xarakteri

X<X/ X=Xj X=X/
+ f\x|)=0
yoki uziluvchi

- n*,) minimum nugtasi
N /' (>m)=0 . funksiya o'sadi
funksiya kamayadi

maksimum nugtasi

+

/7(*,)=0

Funksiyani ekstremumini ikkinchi hosila yordamida tekshirish.

y=f(x) funksiyaning hosilasi x=%, nuqtada nolga aylanadi, bundan
tashgari f ’(X) mavjud va x nuqgtaning biror atrofida uzluksiz bo'lsin.

Teorema. /'(x,) =0 bo'lsin, u vaqtda /*(x1)<0 bo'lsa, funksiya
X, nugtada maksimumga ega bo'ladi, 7/ I{x1)>0 bo'sa, funksiya X,
nugtada minimumga ega bo'ladi. Agar kritik nugtada /7 '(x 1) =0 bo'lsa,
X=X, nuqgtada yo maksimum yoki minimum bo'lishi yoki bo'Imasligi
ham mumkin.

Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlari.

1) funksiyaning kesmada hamma maksimum va minimumlari topi-
ladi;

2) kesmaning boshi va oxirgi nuqtalarida funksiyaning giymatlari
aniglanadi:

Ko); f(b);

3) funksiyaning yuqorida topilgan hamma qiymatlari orasidagi eng
kattasi tanlab olinadi, ana shu giymat funksiyaning berilagan kesmadagi
eng katta giymati bo'ladi.

4.4. Egri chizigning qavarigligi va botigligi.

Differentsiallanuvchi [Ox) funksiya grafigini garaymiz.

1-ta’rif. Agar (a,b) intervalda egri chizigning hamma nuqtalari
uning har ganday urinmasidan yuqorida bo'lsa, egri chiziq qavarigligi
bilan pastga yo'nalgan, shu intervalda egri chizigning hamma nugqtalari
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" uning har ganday urinmasidan
pastda bo'lsa, egri chiziq qgavar-
igligi bilan yuqgoriga yo'nalgan
deyiladi (121-chizma).

1-teorema. Agar (a; b) in-
tervalning hamma nuqtalarida
Ax) funksiyani ikkinchi hosilasi
manfiy ya’ni / ’(x)<0 bo'lsa shu
intervalda y=f(x) egri chizign-
ing qavarigligi yugoriga garagan
bo'ladi (egri chiziq qavariq
bo'ladi).

2-teorema. Agar (b, ¢) intervalning hamma nuqtalarida [x) funksiyani
ikkinchi hosilasi musbat ya’ni f\x)>0 bo'lsa shu intervalda y-f(x) egr
chizigning qavarigligi pastga yo'nalgan (botiq) bo'ladi. (121-chizma).

burifish

6

121-chizma.

122-chizma. 123-chizma.

2-Ta'rif. Uzluksiz egri chiziq gavariq gismini botiq gismidan ajrat-
gan nugta egri chizigning burilish nuqgtasi deb ataladi (121-chizma).

3-teorema. Egri chiziq y=f(x) tenglama bilan berilgan bo'lsin.
Agar f(a ) =0 bolsa yoki f'(x) mavjud bolmasa va x=a nuqgtadan
o'tishda /*(x) ning ishorasi o'zgarsa, egri chizigning abssissasi x=a
bo'lgan nuqtasi burilishi nuqgtasi bo'ladi.

4.6 Asimptotalar.

Ko'pincha y=f(x) egri chizigning shaklini tekshirishga to'g'ri keladi.
Buning uchun esa o'zgaruvchi nuqta abssissasi yoki ordinatasi bir vaqt-
da cheksiz o'sganda tegishli funksiyaning o'zgarish xarakterini tek-
shirishga to'g'ri keladi.

Ta’rif. Agar egri chizigning nuqtasi cheksiz uzoglashganda uning
biror /to'g'ri chizigdan masofasi s nolga intilsa / to'g'ri chiziq egri
chizigning asimptotasi deyiladi.

Vertikal (ordinata o'giga parallel) va og'ma asimptotalami bir-biri-
dan farg gilamiz.
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Vertikal asimptota ta’rifidan, agar lim /(x) =00 yoki IL/[n /(x)-@
ie51219) =0
yoki I|[ra1 /(X) = bo’lsa, u holda x-a to'g'ri chiziq y=f(x) egri chi-
zigning vertikal asimptotasi deyiladi.

Demak, vertikal asimptotani topish uchun abssissaning shunday
Xx-a qiymatlarini topish kerakki, x shu sonlarga yaginlashganda y=f(x)
funksiya cheksizlikka intilsin. Bu holda x=a to‘g‘ri chiziq berilgan egri
chizigning vertikal asimptotasi bo'ladi.

7
Misol. y:)—(—_—4 egri chizig x =4 vertikal asimptotaga ega, chunki

Xx-»4 bollganda y=» bo'ladi (123-chizma).

4.7. Og‘ma asimptotalar.

Og'ma asimptota tenglamasi y=kx+b
bo'lsin, k va b sonlarni aniglaymiz. MP
— M nugtadan asimptotagacha bo'lgan

masofa limM3=0 Ox o'qga og'ish
burchagi @ bo'lsa NMP uchburchakdan

MP n
MN = g o'zgarmas (— ga teng

bo'Imagan) burchak shuning uchun
IimNM =0 (124-chizma).
NM={QM-QN) =\y-y\ =|/(x) - (kx+6))|
lim [/ (x)-fcr-6] =0

Birinchi ko'paytuvchi x cheksizlikka intiladi.Shuning uchun ushbu
tenglik bajarilishi kerak. ™
holda lim- =0
*_**)(
Demak, /) -k =0 k=lim

Misol. y:X 5 funksiya grafigini yasang.

Yechish. 1) Funksiyaning aniglanish sohasini topamiz.



/>'00=Ho0,2)U(2,+0.
2) Berilgan funksiya juft ham, tog ham davriy ham emas.
3) jc=0 da y =0, ya'ni grafik koordinatalar boshidan o‘tadi.

& /W ==#° Dbo‘lgani uchun x=2 to‘g‘ri chiziq grafigini
vertikal asimptotasi bo‘ladi. Endi quyidagilami topamiz.

K=Ilim[F(x) -k =Ilm——=1
9 X(X - 2)
.2
b= lim \f(x)-kx\ = Iim -Xx =lim =2.
X-2 X -2

Demak, y =x+2 to‘g‘ri chiziq funksiyaning og‘ma asimptotasi
bo'ladi.
5) Hosilani topamiz.
_2X(X-2)-x2_ xX(x-4)
Y~ (x-2)2 ~(x-2)2
y hosila x=0 va x=4 nuqtalarda nolga aylanadi. x=2 da
uzilishga ega. Bu nuqtalar son o'gini 4 ta oraligga ajratadi:
(-°50), (0;2), (2;4) va @EG+=).
Har qaysi oraligda y' ning
Y ishorasini tekshiramiz. Hosila
¥Y(-co0;0) va (4;+oo0) oraligdagi
musbat (funksiya o'sadi), (0,2) va
(2,4) oraliglarda manfiy (funksi-

t
s 1 ya kamayadi). * =0 nuqtadan
* o'tishda hosila ishorasini musbat-
K ) . L .
0/ dan manfiyga o'zgartiradi, yani bu
a -t -+ 179 / nugta maksimum nuqtasidir.
r/x 6T > *=4 nugtadan o'tishda esa
/ / 2y hosila ishorasini manfiydan mus-
1 batga o'zgartiradi, ya’ni bu nuqgta
= minimum nugqtasidir.
s =KO)=0; YTb=y(4)=8
. 6) Ikkinchi tartibli hosilani
125-chizma. topamiz.
(2x -4X*-2)2-2(x-2\x2-4 x ) 8
(x-2)4 ~(x-2)3
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Ikkinchi tartibli hosila hech gayerda nolga aylanmaydi va x=2 da
uzilishga ega bo'ladi. (-00;2.) oraligda >"<0, ya’ni bu oraliqda egri
chiziq pastga gavariq. Burilish nuqgtalari yo‘q.

7) Topilganlarga asosan funksiya grafigini yasaymiz M25-chizma).

4.8. Funksiyaning difTerensiali

Aytaylik, y =f(x) funksiya \a,b\ kesmada differensiallanuvchi
bo'lsin. Shu funksiyaning [a,b] kesmaga tegishli biror x nuqtasidagi

hosilasi A;%% =700 bo‘lsin, Ax->0 da nisbat ma’lum songa inti-
ladi. Bundan ko‘rinadiki, Oy->0 nisbat f\ x) hosiladan cheksiz kichik

ay f
migdorga farq qiladi, ya’ni E(:/'(*) +« buni ikkala tomonini Axga
ko‘paytirsak
Ay =fAX)Ax +aAXx; 1)
Bunda, f\x)Ax,Axg& nisbatan birinchi tartibli cheksiz kichik
miqdor, or-Ax,Axga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik migdor,
chunki
lim SL~L- iima =0.
Ar->0 Oy Ar-»0
Demak, Ay orttirma ikki gismdan iborat. Birinchisi bosh qismi,
/'(*)= O x(/'(x)*0) ko'paytma funksiyaning difTerensiali deyiladi va u
dy bilan belgilanadi.

dy =f\x) Ax. 2
Bundan foydalanib yuqoridagi ifodani quyidagicha yozish mumkin.
Ay =dy +aAx. (3)

Funksiyaning orttirmasi funksiya differensialidan Ac ga nisbatan
yugori tartibli cheksiz kichik migdorga farg giladi.

Agar f\x) * Obo'lsa, u holda a Ax ko'paytma dy ga nisbatan
ham yuqori tartibli cheksiz kichik migdordir.

im — =1+Ilim —gAx =1+Ilim -a—=1. an
>0 dy Ax A*»f\x) ’

Shuning uchun tagribiy hisoblarda Ay-dy deb olinadi.
Misol. y =x" funksiyaning dy differentsiali va Oy orttirmasi topiisin.
1) x va [Ox qgiymatlarda; 2) * =10, Ax=01 qiymatlarida;

Yechish. 1) Ay =(X +/0xX) 3-x3=3x20x +3x(0x) 2+ (0x)3.
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dy =(x")'AXx =3x2AX.
2) agar x =10,Ax=01 bo'lsa,
Ady=3 102-01+3 10 (0,1) 2+(0,1) 3=30,301
¢ =3 102-0,1=30.

Ay ni dy ga almashtirganda natija 0,301 ga farq qiladi. Hosilaga

tegishli teoremalar va formulalar differensiallar uchun ham o'z kuchini
saqglaydi.

Misol. y =ctgZX; dy~ -2ctgx—2- dx
sin X

Differensialning geometrik ma’nosi.

Yy =f(x) funksiya va unga Xos egri

chizigni qgaraylik. Egri chizigni ixtiyoriy

M (x,y) hugtasini olib, unga shu nuqtada

vV urinma o'‘tkazaylik, urinmaning Ox o'qining

musbat yo'nalishi bilan hosil gilgan bur-

AV chagini a bilan belgilaymiz. x ga [Ox

Jay f orttirma beramiz, u holda Oy=/(x+At)-/(x)

B bo'ladi. 126-chizmada Oy =M $8; A nug-

ta esa A{Xx +Ax ;/ (* +AX)) yoKki

X oxen tga =f(x); MB=Ax; BA=f(x)Ax bolga-

126-chizma. nidan differensial ta’rifiga asosan dy=f\x)Ax.

Shunday qilib BA =dy (126-chizma).

Bundan ko'rinadiki, /(x) funksiyaning X va Ax ning berilgan

giymatlariga mos keluvchi differensiali y - f(x) egri chizigga x nuqta-
da o'tkazilgan urinmaning ordinatasi orttirmasiga teng ekan.

4.9. Funksiyaning differensialini taqribiy hisoblashlarga tatbiqi.

Oldingi mavzudagi (3), (4) formulalaiga asosan taqribiy hisoblash-
larda

/(X +AX)-/(X)«/'(X)AX (1
tenglikdan foydalaniladi. (1) formulani quyidagicha yozamiz.
/(X +FAX)»/(X) +/ (X)AX. (2)
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1-misol. J 4,325 ni hisoblang.
Yechish. (2)-formuladan foydalanamiz.

14025 » WA +-1—= <4325 -4)=2+ =2+0,081 =2,081.
2V4 4

2-misol. c0s48°ni hisoblang.
Yechish. /(x) =cosx bo‘lsin, u holda /'(x) =-sinx (2) formulaga

n
asosan cos(;it+Ax)«cos;t-sin;cAX. X:Z deb olamiz.

AX=3 =— —3 e Xx+[Ix=—+— m
180 ™=y

180
fn 3n\ n 3n . n V2 y/l A
cos48° =cos «COS—————— sin—=-
U +180 4 130 4 2 2 180

=0,7071 +0,7071 «0,052 =0,7071 +0,037 =0,7441.

O‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Kesmada o'suvchi va kamayuvchi funksiya ta’rifmi izohlab bering.

2 Funksiyaning o'suvchi va kamayuvchi bo'lishining zaruriy va yetarlik
shartlarini isbotlab bering.

3. Funksiyaning ekstremum nugqtalarini, funksiyaning ekstremal giymat-
larini ta’riflang.

4. Ekstremumning zaruriy va yetarlik shartlarini isbotlang.

2. y=f(x) funksiya grafigining qavariglik va botiglik ta’rifini hamda bur-
ilish nugqgtalarini ta’riflab bering.

6. y=T1(x) funksiya grafigining gavarigli va botigli intervallari va burilish
nuqtalari ganday topiladi?

7. Vertikal va og'ma asimptotalaming mavjudlik sharti ganday va ular
ganday topiladi?

8. Funksiyani umumiy tekshirish va grafigini yasash sxemasini bayon qiling.

9. Funksiya difTerensiali deb nimaga aytiladi?

10. Funksiyaning difTerensiali uning hosilasi orqali ganday ifodalanadi?

11. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi nimadan iborat?

12 Qanday funksiyalar uchun differensial aynan orttirmaga teng bo'ladi?



5-8. Anigmas integral va uning xossalari

5.1. Boshlang'ich funksiya tushunchasi.

Biz F(x) funksiya berilganda uning hosilasini yoki differensiali
f(x) =F\x) ni topishni ko‘rdik. Endi esa teskari masalani garaymiz.
f(x) funksiya berilgan: shunday F(x) funksiyani topish kerakki, uning
hosilasi f(x) ga teng bo'lsin, ya’ni F’(x) = f(x) (1) bolsin.

Ta'rif. Agar [a,b] kesmada aniglangan f(x) funksiya uchun bu kes-
maning barcha nuqgtalarida F’(x)=f(x) tenglik bajarilsa, F(x) funksiya
shu kesmada f(x) funksiyaga nisbatan boshlang'ich funksiya deb ataladi.

Misol. f(x)=x4 funksiyaga nisbatan boshlang'ich funksiya topilsin.

5
X
Boshlang'ich funksiya ta’rifiga asosan F(x)=— funksiya boshlangich

ekani kelib chigadi, chunki =

Agar f(x) funksiya uchun boshlangich funksiya mavjud bo'lsa, u
boshlang'ich yagona bo'lmasligini ko'rish oson.
Masalan,

F(x)=Y° +8,/m(*=2" +9.
XS
F(x) =— +c lar ham f(x)=x4 funksiya uchun boshlang'ich

funksiyalardir.

Agar F,(x) va FZjc) funksiya f(x) funksiyadan [a,b] kesmada
boshlangiich funksiyalar bo'lsa, ular orasida ayirma ozgarmas songa
teng bo'ladi. Agar berilgan f(x) funksiya uchun ganday bo’lmasin bir-
gina F(x) boshlang'ich funksiya topilgan bo'lsa, f(x) funksiya uchun har
ganday boshlangiich funksiya F(x)+C ko'rinishga ega bo'ladi.

5.2. Anigmas integral va uning xossalari.

Ta’rif. Agar F(x) funksiya biror kesmada f(x) funksiya uchun
boshlang'ich bo'lsa, F(x)+C ifoda F(jo funksiyadan anigmas integral

deb ataladi va ushbu ~f(x)dx ko'rinishda belgilanadi. Ta’rifga ko'ra
F’(x)=f(jc) bo'lsa, |/(x)csbr =/r(x) +c bo'ladi.
Bunda f(x) funksiya integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral osti-
dagi ifoda, J - belgi integral belgisi deb ataladi.
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Shunday qilib, anigmas integral y=F(x)+C funksiyalar to'plamidan
iborat. Geometrik nuqtayi nazaridan garaganda anigmas integral egri
chiziglar to‘plamidan (oilasidan) iborat bo'lib, ulaming har biri egri
chiziglardan bittasini o'z-o'ziga parallel holda yugoriga yoki pastga,
ya’ni Oy o'q boylab siljitish yo'li bilan hosil bo'ladi. Har ganday f(x)
funksiya uchun ham boshlang'ich funksiya mavjud bo'laveradimi? Tek-
shirishlar har gqanday funksiya uchun ham boshlang‘ich funksiya mavjud
bo'lavermasligini ko'rsatadi. Agar f(x) funksiya [a, b) kesmada uzluksiz
bo'lsa, bu funksiya uchun boshlangich funksiya mavjud bo'ladi. Be-
rilgan f(x) funksiya bo'yicha uning boshlangiich funksiyasini topish f(x)
funksiyani integrallash deyiladi.

Anigmas integral quyidagi xossalaiga ega:

1 Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng,
ya’ni F{x)=f(x) bolsa, u holda:

(\m dx) =(F(x)+c) =f(x).
2. Anigmas integralning difTerensiali integral ostidagi ifodaga teng.
d(\ f(x)dx} =f(x)dx.
3. Biror funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan ixtiyoriy o'zgarmas sonining yig'indisiga teng.
\dF(x) =F(x) +c.
4. Biror funksiyaning hosilasidan olingan anigmas integral shu fun-
ksiya bilan ixtiyoriy o'zgarmasning yig'indisiga teng, ya’ni
jF'(X)dx =F(x) +c.

5. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig'indisining anigmas inte-
grali, shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yig'indisiga teng.
I +£ 2007dx =/, (90 + I 2000

Hagigatan ham bu tenglikning chap va o'ng tomonlarining hosila-
larini topsak.
(I/i()+ N (*)]*) =MW +f %)
t t t
GC(>&+ J/2(>&) = (I/i(N) +(J/2AN) —F\X)+f 2(x) m

ga ega bo'lamiz. Demak, tenglikning chap, o'ng tomonlarining hosila-
lari o'zaro teng, ya’ni chap tomonda turgan har ganday boshlangich
funksiyaning hosilasi o'ng tomonda tuigan har ganday funksiyaning
hosilasiga teng.
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6. O'zgarmas ko'paytuvchini integral ishorasi ostidan chigarish mum-

kin, ya’ni a=const bo'lsa, jaf(x)dx =al/ (x)dx
t

Buni isbotlash uchun ham hosila olamiz. ~af(x)dx”~ =af(jc)
| t

(a\f(x)dx) =a(/(jf)dr) =af(x).
Anigmas integrallami hisoblaganda quyidagi goidalami nazarda tutish
foydali:

1 Agar jf(x)dx =F(x)+c bo'lsa jf(ax)dx =-F(ax) +c bo'ladi.

Hagigatan ham,
|
(I\f(ax)dx} =f (ax);

-F(ax)l =-(F(ax)) =-F'(ax)a; F'(ax)=f(ax).
J a a

2 Agar Jf(x)dx =F(x)+c bolsa jf(x +b)dx =F(x +b) +c.

3 Agar jf(x)dx =F(x) +c bolsa jf(ax +b)dx =—F(ax +b)+c.
Misol.

1) 514-3cosx +4VX)i/;c =j'5.xV;c-|3cosxctc+ JAy[xdx =

=512 3sihx +4-1— +c =x *—3sin m-x\ % +c;
4+1 I +j 3
2

2) I ~ =-In2x+5)+c; 3) fsin8xctr =--co0s8x +c;
J12x+5 2 J 8

4) Jcos(3x-5)fiic =jsin(3x-5) +c.

Asosiy formulalar jadvali.

Anigmas integralning ta’rifi, xossalari, shuningdek differensiallash-
ning asosiy formulalaridan foydalanib, eng sodda elementar funksiya—
laming integrallarini jadvalini tuzamiz:
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1) Jdfr =* +c; 11) [—— =-ctgx +c;
Jsin:x

2)Ix"c& =——-+c (a * -1); 12)¥/gx<&=-In |cosx| +c;

l3) — = +c 13) ] ctgxdx =In |sinA +c;

X
7N\ — o
4) [\Z* 2ny+C,
5) f— =In(x) +c;
J X
6) \adx =*— +c;
J Ina

7)jVrcet=e* +c;

8) Jsinjaft =-cosx +c;

9) Jcosx” =sinx +c;

1°) f A =tgX +C

14 ;I_:);F ~arctgx +c;

'1%) o —=—1arctg)i +c;

1 a-+x
T =T-In +C;
Jo =X~ 2a a-X

dx .
17) ) W= arcsin X +c¢;

X
dx . X
18)) m - =arcsin —+c;
yjal-x2 a
19) " L = =Inx+\Ix2+a2 +c.
\Jx2+a?2

IEBGTY
Yuqoridagi formulalaming to‘g‘riligi differensiallash yo‘li bilan is-
botlanadi.
5.3. Integrallash metodlari.
1) 0 ‘zgaruvchilami almashtirish usuli bilan yoki o‘miga go‘yish

usuli bilan integrallash.

\f(x)dx ni hisoblash talab gilinsin. Ayrim hollarda x 0‘zgaruvchini

yangi o‘zgaruvchiga almashtirish yordamida, ya’ni x=<p{t)deb olib,
integral ostidagi ifodani soddalashtirish mumkin.

dx =<p'(Hdt;
\f(x)dx = ~M[<p(®)](p'{t)dt.

Integrallashdan so‘ng t o‘miga uning x orgali ifodasi go'yiladi.
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t
/)fibc™ =/(*).
0 ‘ng tomonini x bo‘yicha murakkab funksiya kabi differensial-
laymiz. t oraliq argument g: -(P\ 4 teskari funksiya differensialiga asosan
d 1
dx  (p\Y)

— ' —
(nmtpw)t=(wfwm)' J = nm=-m
integrallashda o'zgaruvchini almashtirish ba’zan x=<pf) ko'rinishda
emas, balki t=t//(x) ko'rinishda qulayroq bo'ladi.

T/ \x)dx o
Agar integral ko'rinishda bo'lsa, quyidagi ko'rinishda al-

mashtirish bajaramiz.
y/(X) =t; i//(X)dx =dt.

=Jy =1+ c=10N*> 1+c-
i
Misol. M exdx integral hisoblansin.
X

1 . , 1.,
Yechish. x:~t deb olamiz. U holda dX:_tidt -

jt2’M—yjdr =-je'dt =-e' +c =-e* +cC.

2) bo'laklab integrallash.
Ko'paytmaning differentsiali formulasiga ko'ra:

d(u9) =ud9 +9du; n9 =judS + j,9du;
jud9 =u9- J9du\
bu formula bo'laklab integrallash formulasi deb ataladi.
Misol. Ixsin;«&: integral hisoblansin.
Yechish.
u-x;du-dx',d9 =sinxdx; 9 =-CosxX.
JXSiN xdx =-xC0SX + jcOS Xdx =-X c0SX +SinX +c.;

X* sinaxdx , jx* cosaxdx, jx keddx , JX* Inxdx,

12



kabi va teskari trigonometrik funksiyalar ishtirok gilgan ba’zi integrallar
bo'laklab integrallash yordami bilan hisoblanadi.

Misol. Jarcctgxtix integral hisoblansin

n-arcctgx; du=— —  d& =dx; O=x.
I +x

Jarcctg xdx =xarcctg X +J- —-dx =xarcctgx +”" In L+x: |+c.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Boshlang‘ich funksiya deb nimaga aytiladi?

2. Berilgan funksiyaning anigmas integrali deb nimaga aytiladi?

3. Anigmas integralning xossalarini aytib bering.

4. Anigmas integralda o'zgaruvchilami almashtirish usuli nimadan iborat?
5. Anigmas integralda bo‘laklab integrallash formulasini keltirib chigaring.

6-8. Aniq integral
6.1. Anig integral va uning xossalari.

Aniqg integral matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri
bo'lib, matematika, fizika, mexanika va boshga fanlarda tekshirishning
eng kuchli quroli hisoblanadi.

Egri chiziglar bilan chegaralangan yuzalami, egri chizig yoylari
uzunliklarini, hajmlami, ishlami, tezliklami, yo'llami, inersiya mo-
mentlarini va hokazolami hisoblash ishlarining hammasi aniq integralni
hisoblashga keltiriladi.

127-chizma.



Aniq integral tushunchasiga olib keluvchi masala. [a, b] kesmada
y=f(x) uzluksiz funksiya berilgan bo'lsin (127-chizma). Berilgan y=f(x)
funksiya grafigi, abssissa 0'gi, x=a va x=b vertikal to'g'ri chiziglar
bilan chegaralangan aABb tekis figura egri chizigli trapetsiya deyiladi.
Shu egri chizigli trapetsiya yuzini topamiz. Buning uchun y=f(x) fun-
ksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlarini mos ravishda

M va m bilan belgilaymiz. [a; b] kesmani x,=a +—n—/, /=0,1,.,n
nuqgtalar bilan n ta kesmachalarga ajratamiz, bunda XO0<x,<xZ<. . .<xn
deb hisoblaymiz va x~x=Ax{x-x{-Axv xn-xu=Axndeb faraz qi-
lamiz, so'ngra f(x) funksiyaning eng kichik va eng katta giymatlarini:
[xXQ x,] kesmada /s, va bilan;
[X,; X4 kesmada m2 va M2 bilan;

[xn,;x kesmada mnva M nbilan belgilaymiz.

Endi quyidagi yig'indilami tuzamiz:
H

B = 1,0+ T+, . .+ T OxF M ;

n
sn= M, Ox,+ MAXj+. . .+ MMX=1M 4X(.
il

Bu yig'indilar integral yig'indi deyilib, mos ravishda ichki va tashqi
chizilgan zinasimon shaklni siniq chiziq bilan chegaralangan yuziga
teng bo'ladi. Bundan esa sn<S ~ <sntengsizlik o'rinli bo'ladi. Agar
[a;b] kesmalami yana ham kichiklashtirib bo'laklarga ajratsak, n yetar-
lik darajada bolganda  va snlar bir-biridan kam farg qiladi va egri
chizigli trapetsiyaning yuzini aniglaydi.

Ta'rif. Aytaylik, y=f(x) xe[a\ b] manfiy bolmagan, uzluksiz fun-
ksiya bo'lsin. Bu holda, agar {s,j va jj,j ketma-ketliklar limitlari

mavjud bo'lib, bir-biriga teng bo'lsa, limitning qgiymati egri chiziqgli
trapetsiyaning yuzi deyiladi.

6.2. Integral yig'indi, aniq integralning ta’rifi.

Endi [xQ x,], [X,; X4, ..., xnl, xr] kesmalaming har birida bittadan
nugta olamiz. Bu nugtalami bilan belgilaymiz.
Bu nugtalami har birida /(£,),/(£2),q iym atlam i hisob-
laymiz.
19



=/ENDN*. +/(#)O»2 +- +/ (#»)Ax«=2 )/ (6 )%,
yig‘indini tuzamiz. '
Bu yig'indi [a; A] kesmada f(x) funksiyaning integral yig'indisi deb
ataladi.

[x x] kesmaga tegishli bo'lgan har ganday nuqgta uchun

or, </(£,)< A/yvabarcha Ox, >0 bo'lganda m,0x, ~/(£,) 40X, <M tAx,
n n n

demak, ZNAX, *E£/(#/)**/ ~ 'L M iAxyoki s,<s,<7,,.

i=l i-1 7/«

Bundan ko'rinadiki, yuzi sn ga teng bo'llgan shakl ichki va tashqi

chizilgan siniq chiziq bilan chegaralangan yuzalar orasida yotadi. sn
yig'indining giymati [a; b] kesmani [xM; x] kesmalarga ajratish usuliga
hamda hosil gilingan kesmani ichida £, nugtalami tanlab olishga bog'lig.
Endi max[x x] bilan kesmalami eng uzunini belgilaymiz va max[x ,; X]
nolga intiladigan holni garaymiz. Har bir ajratish uchun ning mos
n
giymatini tanlab - integral yig'indisini tuzamiz.
P;
n —=aintilganda Tax/x, -» 0 bo'ladigan 5nketma-ketlikni qaraymiz
va u biror limitga ega bo'lsin.

n
lim sn= Im X/(E)AX,=s.
max [x, -*0 maxAx, -*0 " _j

1-ta’rif. Agar [a; b] kesma Tax/[x, -» Oshartni ganoatlantiradigan

har ganday bo'laklarga ajratiiganda va [x ,; x] kesmada ni istalgan-
n
cha tanlab olganda T a4 integral yig'indi birgina limitga
intilsa, u holda,bu limit [a; b) kesmada f(x) funksiyaning aniq integrali
b
deb ataladi va j/(x)cfr bilan belgilanadi. Shunday qilib, ta’rifga ko'ra:

a
im_ X /#i)m = Jf(x)dx.
maxAt.—>O,—)§i( a

a - son integrating quyi chegarasi, b —son esa integralning yuqori
chegarasi deyiladi. [a; b] integrallash kesmasi, x esa integrallash
o'zgaruvchisi deyiladi.
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4-xossa. Agar M va m sonlar f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi eng
katta va eng kichik giymatlari bo'lib, a<b bo'lsa, u holda
b

m(b-a) <jf(x)dx sM{b -a) bo'ladi.
Isboti. Teoremaning shartiga ko'ra:

m</(X)<M.

b b b k b
3-xossaga ko'ra jmdx< jf(x)dx< jMdx bunda jmdx, fMdx ning
a b a a b a a
giymatlari mos ravishda jrmdx=m(b-a) va “Mdx=M (b-a) gateng.

Agar /(x) >0 bo'lsa, u holda bu xossani geometrik usulda tasvir-

lasak, egri chizigli aABb trapetsiyaning yuzi, aAfip va aAfip to'g'i
to'rtburchaklar orasida yotadi (128-chizma).

5-xossa. (O'rta giymat haqgida teorema). Agar f(x) funksiya [a; b\
kesmada uzluksiz bo'lsa, u QOIda bu kesmada shunday bir ¢ nuqgta

topiladiki, bu nugta uchun \f(x)dx =(b-a)f(c) tenglik o'rinlidir.

a

Isbot. Aniglik uchun a<b bo'lgan holni garaymiz. Agar mva M lar

f(x) ning [a; b\ kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari bo'lsa,
*

u holda oldingi xossaga ko'ra m<_bTa \(f(x)dx <M  bundan

.1 b
+—-J1(X)dX =p poladi. m<fi<M bunda f(x) uzluksiz funksiya

a
bo'lgani uchun m va M orasidagi hamma oralig giymatlami gabul

giladi. Demak, biror ¢ (a<c<b) giymatda p =/(c) bo'ladi, ya’'ni
b
jf (xX)dx =f(c)(b - a).

a



6-xossa. Agar quyidagi uchta integralning har biri mavjud bo'lsa,
u holda har ganday uchta a,b,c son uchun

if(x)dx =jf(x)dx +\f(x)dx m

tenglik o'rinli bo'ladi.

6.5. Yuqgori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan aniq integral.
b
Jf(x)dx aniq integralning quyi chegarasi a yuqori chegarasi b

a

o'zgaruvchan bo'lsin. U holda integral yuqori chegarasining funksiyasi

bo'ladi. jf(Odt ko'rinishdagi integralni hosil gilamiz. a o'zgarmas son

a
bollganda bu integral yuqori x chegarasining funksiyasi bo'ladi. Bu
funksiyani @ (x) bilan belgilaymiz.

o(x)= jf(t)dr. (1)

a
Agar f(t)> 0 bo'lsa, u holda @ (x) funksiyaning son giymati egri
chizigli aAXx trapetsiyaning yuziga teng (129-chizma).
Bu yuz x o'zgarishi bilan o'zgarib boradi. (1) aniq integraldan
yuqori chegaraga nisbatan hosila olamiz.
Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz funksiya va

X

®(x)= IfiOodt bo'lsa, u holda ®\x)=f(x) tenglik o'rinli bo'ladi.
Boshgacha aytganda, aniq integraldan yuqori chegarasi bo'yicha
olingan hosila integral ostidagi funksiyaga teng bo'lib, unda integrallash
o'zgaruvchisini o'rniga yugori chegaraning giymati go'ilgan.
Isbot. x aigumentga musbat yoki manfiy orttirma beramiz, u holda
oo X an-
Ox+ox)= J f(t)dt=jf(t)dt+ j f(t)dt.

®(x) funksiyaning orttirmasi.

X X+ &X X

AD =d(x +Ax)~ O (x) =\f(t)dt + J f(t)dt - \f(t)df,
xH
ya’ni Ao= ] f(t)dt.
Oxiigi integrafga o'rta giymat hagidagi teoremani tatbiq etamiz.
A0 =/(£)(* +Ax-X) =/(E)AX;
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bunda £ ning giymati x bilan x+/[x orasida yotadi.

Ax  AX

o
Demak, @'(x)=Ilim =lim/ (£).
Ar-+0 A x Ox—=>0

Ammo, [Ox->0 bo'lganda £-»x bo'lgani uchun bu holda

J«n/(#)= lekin f(x) funksiya uzluksiz bo'lgani uchun
Hm = m

Shunday qilib, @®'(x) =f(x) teorema isbotlandi.
Teorema geometrik jihatdan quyidagini ifodalaydi:
Ad =/(£)AX
orttirma bir asosi [x bo'lgan
egri chizigli trapetsiyaning
yuziga teng bo'lib,
'(x) =/ (X) hosila x kes-
maning uzunligiga teng (129-
* chizma).

129-chizma.
Izoh. Isbot etilgan teore-

madan, xususiy holda har ganday uzluksiz funksiya boshlangich fun-
ksiyaga ega degan natija kelib chigadi.

6.6. Nyuton-Leybnits formulasi.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a; b\ kesmada uzluksiz va F(x) uzluk-
siz f(x) funksiyaning biror boshlang‘ich funksiyasi bo'lsa, u holda,
h

Jf(x)dx =F(b)-F(a);

formula o'rinlidir. Bu for?nula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
Isbot. F(x) funksiya f(x) funksiyaning biror boshlang'ich funksiyasi

X
bo'lsin, 6.5-mavzudagi teoremaga muvofiq J/ (0 * funksiya ham f(x)

a
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi. Ammo, berilgan funksiy-
aning har ganday 2 ta boshlang'ich funksiyasi bir-biridan o'zgarmas C*

qgo'shiluvchi bilan farg giladi. j'fiOdf - F(x) +C ..
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0 ‘zgammas C*ni aniglash uchun x=a deb olamiz.
jf(t)dt =F(a)+C’; O=F(a)+C’; C*=-F(a); demak,
a

jf(t)dt =F(x)-F(a) x=b deb olsak, Nyuton-Leybnits formulasi
a

b
hosil bo‘ladi. \f(t)dt =F(b)-F(a) t ni x bilan almashtirsak
b ~ b Y

\f{x)dx =F(b) -F(a): jf(x)dx =F(x) =F(b)-F(a).

Integral ostidagi funksh?aning boshlang'ich funksiyasi ma’lum bo'lsa,
u holda Nyuton-Leybnits formulasi aniq integralni hisoblash uchun
juda qulay.

6.7. Aniq integralni hisoblash metodlari.

1) Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish.

Aniq integralni hisoblashda ham anigmas integralni hisoblashdagi-
dek o*miga qo‘yish metodi yoki o'zgaruvchini almashtirish metodidan
keng foydalaniladi.

Teorema. f(x) funksiya \a\b\ kesmada berilgan va uzluksiz
b

bo'lsin. \ f{x)dx integralni hisoblash talab qilinsin. x=<p(t)
o'zgaruv?:hini kiritamiz. U holda, agar <p(t) funksiya quyidagi shart-
lami qganoatlantirsa:

1) cpft) funksiya \a;0\ kesmada aniglangan va uzluksiz;

2) (p{a)=a; (p(p) =b\

3) <p(t) funksiya [a;/?] kesmada uzluksiz <?=() hosilaga ega bo'lsa,

u holda

\f{x)dx= \f[(p{t)]<p'{t)dt...< (D
bo'ladi.
Isbot. Agar F(;c) funksiya f{x) funksiyaning boshlangich fun-
ksiyasi bo'lsa, quyidagi tenglikni yozish mumkin:
Jf{x)dx =F{x) +C-, (2)
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\fL<p{t)](p.(t)dt =F[(p()\ +C. (3

Keyingi tenglikni to‘g‘riligi uni 2 tomonini t bo'yicha differentsi-
yallash bilan tekshiriladi. Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra:

b
\f(x)dx-F(x) =F(b)-F(a).

Bunga asosan:

(3=>I/M )y ()< *=FW 0] Z_
a

=F[(p(P)]-Flcp{a)yF{b)-F(a\,

ekani kelib chigadi. Keyingi ifodalaming o‘ng tomoni teng bo'lgani
uchun chap tomoni ham teng. Aniq integralni birinchi formula bilan
hisoblagandan keyin eski o'zgaruvchiga o'tish zaruriyati yo'q.

Misol. integral hisoblansin.

Yechish. o'zgaruvchini almashtiramiz. x =rsint,dx =rcostdt inte-
grallashning yangi chegaralarini topamiz. x=0 bo'lganda r=0, x=r

n
bollganda t-~. Demak,

j'Ir2-x2dx=j\Ir2- r 2sin2trcostdt =

- dt=rz LySNZ S _nr’
4 0O 4
2) Bo'laklab integrallash.
Aytaylik, u=u(x) va &=5(x) funksiyalar [a;b] kesmada aniglan-
gan, uzluksiz m(n-) va #'(x) hosilalarga ega bo'lsin.
U holda [r/TN,9(nN1] =m'X)™N(X) +2(x-),9'(x) bo'ladi.
Bu yerda, w(x),9(a:) funksiya «'(x)5 (x)+m (x)5'(x) funksiyaning
boshlangfich funksiyasi. Nyuton-Leybnits formulasiga asosan bu ayni-
yatning ikkala tomonini a dan b gacha chegaralarda integrallaymiz.

b r b b
|(w5) dx="u'Sdx + JuS'dx
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Demak, uS Qdu.

Bu tenglik aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

(0}

Yechish. Belgilashlar kiritamiz u=x, d3 =e>dx, du=dx; &=ex;
u holda bo'laklab integrallash formulasiga ko'ra

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 Integral yig'indi deganda nimani tushunasiz?

2. Aniq integralga ta’rif bering.

3. Aniq integral xossalarini aytib bering.

4. Aniq integralni hisoblash metodlarini aytib bering.
5. Nyuton-Leybnits formulasini keltirib chigaring.

7-8. Aniq integralni geometriyaga va mexanikaga tatbiqi
7.1. Tekis figura yuzasini hisoblash.

1) To'g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida yuzlami hisoblash.
Bizga ma’lumki, musbat uzluksiz y=f(x) funksiyadan olingan aniq
integral y=f(x) egri chiziq, Ox 0‘g, x=a va x=b (a<b) to'g'ri chi-
ziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini ifodalaydi.
b

2 h
Agar [a, b] kesmada f(x)< O bo‘lsa, u holda Jy (™)<* aniq integral
ham manfiy bo'ladi. Absolut giymatga ko'ra bu integral tegishli egri

chizigli trapetsiyaning S yuziga teng.
b



Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada ishorasini chekli son marta
o‘zgartirsa, u holda integralni butun [a,b] kesmada gismiy kesmachalar
bo'yicha integrallar yig'indisiga ajratamiz. Qayerda f(x)>0 bo'lsa, shu
kesmada integral musbat, qayerda f(x)<O0 bo'lsa, shu kesmada inte-
gral manfiy bo'ladi va yuza (1) va (2) formulalarga ko'ra;

s=I/(I<i- ®

Misol. o<x<2n bo'lganda.
y=sinx sinusoida va Ox o'q bilan
X chegaraiangan S yuza hisoblansin
(130-chizma).
Yechish. O<x<n bo'llganda
sin* >0 ,n <x<2n bo’'lganda
esa sin*<0 bo'lgani sababli

A e X
Jsin xdx + Jsinxrfx _

0 A 6

jsinxdx =-cos*|J =—cosn - cosO)=-1(-1-1) =2;
0

2x

J sinxdx =-cos* |0' =- |cos2n - cosmM =-2.

0

Demak, s=2+|-2]=4. Agar murakkabroq, ya’'ni egri chizigli tra-

petsiyadan murakkabroq tekis figuraning yuzini hisoblash talab qilinsa,
uni bir gancha egri chizigli trapetsiyalar yig'indisi ko'rinishida bo'laklarga
gjratamiz. Keyinchalik yuzani ana shu egri chizigli trapetsiyalar yuza-
larini yig'indisi ko'rinishida hisoblaymiz:

b e b
s=1J/, (X)dx +Jf 2x)dx + J/, (X)dx. (4
a a a

Misol. y =yfx va y=x2 egri chiziglar bilan chegaraiangan yuza
hisoblansin (131-chizma).
Yechish. Egrilami kesishgan nugtalarni topamiz:

Ular yfx=x2 == x=xA tenglamadan topildi. ~,=0; *2=1,;



Misol. y =2x2-4x +3, x=-1, x-2
chiziglar hamda abssissa o'qining [—1; 2]
kesmasi bilan chegaralan tekis shakl yu-
zasi hisoblansin (132-chizma).

Yechish. (3)-formulaga ko'ra bu yuza:

2

S =J)(2x2-4x +3)dx =

B -2X2 .
3 Uul k +ix
Endi egri chizig tenglamalari para-
metrik ko'rinishda berilgan bo‘lsin:
y =<pt), y =/t a<t<,/3 va
(P{(3) =b egri chiziglar bilan chegaralan-
gan egri chizigli trapetsiya yuzasini hisob-
laymiz. Yugoridagi parametrik tenglamalar
biror [a, b\ kesmada, y=f(x) funksiyani
aniglaydi deb faraz qilamiz. U holda egri
chizigli trapetsiyaning yuzasi:

b b
s= J/(jc)fiec= |ydx ga teng. Bu integralda
o‘zgaruvchini almashtiramiz.
X— dx =(p'(t)dt;
Y =f(*) =f [<No)} =
Demak, b

s = I\/{)<p\)dit.

Bu tenglamalari parametrik ko'rinishda berilgan egri chiziq bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasini hisoblash formula-
sidir.

Misol. x=acost; y=Asint ellips bilan chegaralangan sohaning yu-
zasi hisoblansin.

Yechish. x ning giymati —a dan + a gacha t ning giymati n dan
0 gacha o'zgaradi.

0 0 A
S =2](6sin/X-o0sin tdt) =- 2ab Jsin : tdt =2ab Jsin 2tdt =



2) Qutb koordinatalar sistemasida egri chizigli sektoming yuzi.
Qutb koordinata sistemasida egri chiziq r = fig® tenglama bilan

berilgan bo'lsin. Bu yerda fig® funksiya a<(p<p kesmada uzluksiz.

r — /) egri chizig f.=a va @=b radius vektorlar bilan chega-
raiangan egri chizigli OAB sektor yuzini topamiz. [a; b] kesmani

nugtalar yordamida
bo'laklaiga bo'lamiz. 0 ‘tkazilgan radius
4=~ vektorlar oralaridagi burchaklarni
Acp, Ap2..A(pndeb belgilaymiz (133-chiz-
K rna). _
(p_x bilan gt orasidagi (p. burchak-
ka mos radius vektor uzunligini r< orgali
belgilaymiz. Radiusi + va markaziy bur-

133-chizma. chagi A@ bo'lgan doiraviy sektorni

garaymiz, uning yuzi &s=—1-A<pj ga teng. Ushbu yig'indi
1 1"

S =~'Ysri~bPi=~"Y jU {fi)]-&<Pi «Zinapoyasimon» sektoming yuzini
i ¥

beradi. Bu yig'indi a<(p</3 kesmada r2= [/(*)]' funksiyaning
1 P

integral yig'indisi bo'lgani sababli giymati maxA™>, =0 da —jr~d<p

anig integralga teng. Bu burchak ichida r ganday vektorni olish?mizga

bog’lig emas. Bu limit shaklning izlangan yuzi uchun qabul qilinishi
tabiiydir. Shu sababli OAB sektoming yuzi:

S=\\rd(p yoki S=| j/[("™)]2rfp-

Misol. r -aNcos2<p lemniskata bilan chegaraiangan yuza hisob-
lansin.

Yechish. Agar < burchak O dan ~ gacha o'zgarsa, chegaraiangan
yuza izlanayotgan yuzaning choragini chizadi.

. * 1
iscz—lﬁ %q>——1a %goszg\o'\ :—0—%—§I—n—2(—pzz i
2 2 o 4

Demak, leminskata bilan chegaraiangan yuza S = a2ga teng.
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7.2. Tekis egri chizig yoyining uzunligini hisoblash.

Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida egri chizig
y—f(x) tenglama bilan berilgan bo'lsin. Bu funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz va differensiallanuvchi.

Bu egri chizigning x=a va x=b vertikal to'g'ri chiziglar orasidagi
yoyining uzunligini topamiz. Buning uchun [a, b] kesmani
v,=a+—+ (/=0,22....m) nugta- ~

n

lar yordamida n ta bo'lakka bo'lamiz.
Bo'linish nugqtalaridan ordinata
o'giga parallel to'g'ri chiziglar
o'tkazamiz va ulami egri chizig bilan
kesishish nuqtalarini M. bilan belgi-
laymiz. A/, nuqtalami vatarlar bilan
tutashtiramiz. U holda AB yoy ichida
A Mv A, M2 MulB sinig chiziq a * *
hosil bo'ladi (134-chizma). 134-chizima.

Ikki nugta orasidagi masofani topish formulasidan foydalanib siniq
chiziq perimetrini hisoblaymiz:
L=yj(x}-xoy +(/(*,) -7(*,))" +Sj(X2-X,): +(/(x2)- /(X ,))2+...
—+>om-J*)2+(/(** & )-/(**)) +=

+ J(X, - X,=-iY +{f(x,,)~ f{xn-i)Y

Bundan AB yoyiga chizilgan siniq chiziq perimetri

L :',kg(!)\lixk+i~xk) +(/(**+i)"“ /(**)) 0ateng. Bunda x0= a\ x=Db,

Axi bo'laklaming eng katta uzunligini max/Lx. deb belgilaymiz.
Ta’rif. AB yoyga' ichki chizilgan sinig chizig perimetri

L=£ \I((xk#t -xK)2+(/ (**+ ,)-/(**))2 max[x, =>0da chekli limit-

ga ega bo‘lsa, uzunlikka ega deyiladi va bu limit

wSILL =0 T N - ) AR - K )L

AB yoyning uzunligi deyiladi.
Biz /(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va/ (x) hosilaga ega
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degan edik. Shu sababli f(x) funksiya har bir [jc*,x*#] oraliqda
Lagranj teoremasini shartlarini ganoatlantiradi.

Lagranj teoremasiga ko‘ra: f{xM)-f(xk) =/"(E*X**4~xk) bu

yerda **<£*< xIH o‘zgaradi.
Bula™ga asosan, AB yoyga chizilgan siniq chiziq perimetri

17-1

L=z Vom=~  +(/(~e)-f(xK)2=
=7>/(*+i +/ 2AE) . ~**)2=
*=f)

=ZVIH AP =)= E o+ /AN )

f(x) funksiya [a,6] kesmada uzluksiz /'(x)hosilaga ega bo‘lganligi

sababli quyidagi yj\+f'2(x) funksiya ham uzluksiz bo‘ladi. Shuning
LI e
uchun Ji +/'2(jc)* funksiyaning integral yig'indisi 5:0 +

max[Ox, >0 da JNA+/ 2Ax)dx ga intiladi, ya’ni

*=0 @)
Natijada AB =1 uzunligi uchun tubandagi formulaga ega bo'lamiz:

I= jyi\+f 2(X)dx.

Misol. x'+y~=r2 aylana uzunligi hisoblansin.
Yechish. Dastlab, aylananing bir chorakda yotgan chizig‘ining uzun-

ligini hisoblaymiz. U holda AB ning tenglamasi y =yjr2-x2 bo‘ladi.
Demak,

1 . X nr
™ arcsin —

I=H |+7T7dx:6)7ﬂ_b:y dx= r 2. 2.
Butun aylana uzunligi 1=2nr.
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7.3. Aylanish jismining hajmini hisoblash.

Uzluksiz manfiy bolmagan y=1f(x), xe[a,A] funksiya, (Ox) abs-
sissa 0‘qi. x=a va x=b to'g'ri chiziglar bilan chegaraiangan aABb egri
chizigli trapetsiyaning (Ox) o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism
hajmini aniglaymiz. Buning uchun [a,b\ kesmani

b-a.
x=a+-—2;/=0,12,./?

m
nuqtalar yordamida bir xil
uzunlikdagi kesmachalarga

machada £ nuqta

tanlaymiz (135-chizma).
Integral yig'indi tuzamiz

NL2(N )AL+ 2(N )R+ - +a/ (M )N » = ;rl%/ 2(™N)AX: (0
bu yerda Ax, =xf- (1) ni har bir qo'shiluvchisi doiraviy silindr
hajmiga teng.

Butun yig'indi esa zinapoyasimon jismga mos hajmni beradi. Uzluksiz
f(x), xe[a,b\ funksiya uchun «-=>00 da (1) integral yigiindi aylanma
jismning hajmini beradi.

F=zrlim £/2E)AX, =n \ f2(X)dx_

n+<r' a
Misol. y=x2 egrini jc=0 dan x=2 gacha kesmada abssissa 0'qi
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini hisoblang.

32n
5

V -n ™~XJtx=n—

7.4. Aylanish jismning sirtini hisoblash.
Oldingi mavzudagi chizmada aylanish jismi berilgan. AB egrini
abssissa o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt yuzini hisoblash
talab qilinsin. y=f(x), x&\a,b\ funksiya [gZ>] kesmada uzluksiz va

differensiallanuvchi bo'lsin. [a;A] kesmani xt=a+—— /=0,1..1
nugtalar yordamida n ta bo'lakga bo'lamiz. Bu nuqtalardan ordinatalar
0 tkazib, uni egri chiziq bilan kesishgan nuqtalarini M i bilan belgi-
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laymiz. Mt nuqtalami vatarlar bilan tutashtirib AMIM 2..M n,5 siniq
chiziq hosil gilamiz. Bu sinig chizigni abssissa o'qi atrofida ayla-
nishidan kesik konus yon sirtlari hosil bo'ladi. Bu sirtlaming yuzasini
Snbilan belgilaymiz. U holda {S',,} ketma-ketlikni limiti aylanish jismi
sirtini yuzasini beradi. 5=Ilim5’, AMM2 . M  siniq chiziq ayla-

nishidan hosil bo'ladigan sirt yuzasi

Sn= =-£[/(*,-m) +H(X)]N /N (g

| -
yig‘indini n-> o da limiti esa aylanish jismi sirtining yuzasini beradi.

5=1IimsS, =nlm£ [/ (xf,) +f(x )]+ (/' (< f)20x =

=2xY™FI[F{Z 1)]1y\ +(F{Z))-Ax,=2x\f(X)yjl +(f'(x)ydx.
Mnrm ' <

Demak,

S- 2njf(x)yI\ +(fX x))2dx. (2
Misol. x2+y2=R2 aylanani abssissa 0'qi atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan jism sirtining yuzini hisoblang.
b
Yechish. Sirt yuzini S -2n  (X)yjl +(/'(x)) dx formula bo'yicha

hisoblaymiz. / (<) =\Jr2- «x2ga teng. To'la sirtni hisoblashda

f(x) =yjR2-x2 egrini koordinatalar sistemasining birinchi choragi-

dagi gismini aylanishidan hosil bo'lgan sirt yuzini hisoblab ikkiga
ko'paytiramiz.

R ft
=2n “{Rdx=2nRx b =2nRA S =4nR2



7.5. Ishni aniqg integral yordamida hisoblash.

/ kuch ta’siri ostida M moddiy nuqgta to‘g‘ri chizig bo'yicha har-
akat gilsin, bunda kuchning yo'nalishi harakat yo'nalishi bilan bir xil
bo'lsin. M nugta S=a holatidan S=b holatga ko'’chganda /"kuchning
bajargan ishini topish talab gilinsin.

Bunda ikki hoi bo'lishi mumkin:

1) agar / kuch ozgarmas bo'lsa, u holda A ish F kuch bilan
o'tilgan yo'l uzunligi ko'paytmasiga teng bo'ladi, ya’ni:

A =F(b-a).

2) / kuch moddiy nuqgtaning olgan o'miga garab uzluksiz o'zgaradi,
ya’ni 0<S<b kesmada F(S) uzluksiz funksiyani ifodalaydi deb faraz
gilamiz. [a,b] kesmaning uzunliklari ASI,AS2,...,AS, bo'lgan n ta ix-
tiyoriy bo'lakga bo'lamiz. Keyin har bir gismiy kesmada ixtiyoriy £ nugta
tanlab olamiz va F(s) kuchning As, =(/ =I,2,..,.w) yo'lda bajargan ishi-
ni /X£,)As,ko’paytma bilan almashtiramiz.

Bu esa bir gism kesmada F kuchni ozgarmas miqdor deb gabul
qilishimizni bildiradi.

Bunday holda F(£,)As, ifoda As, etarli kichik bo'lganda F kuchning
As, yo'lda bajargan ishining taqribiy giymatini beradi, yig'indi

n
An= Z e s a / kuchning butun [a, 6] kesmada bajargan ishi-
ning t]z\lqribw qgiymati bo’ladi.

Anvyig'indi [a, b] kesmada F=F(s) kuch uchun tuzilgan integral
yig'indi. Bu yig'indining maxAs,—=0dagi limiti mavjud va u F(s)
kuchning S—a nuqtadan S-b nugtagacha bo'lgan yo'lda bajargan

b

ishini ifodalaydi. A="F(s)ds

Misol. Vint prujinaasining S gisilishi unga ta’sir etuvchi kuchga
proporsional. Agar prujinani 1 sm qisish uchun 3 kg kuch kerak bo'lsa,
F kuch prujinani 20 sm gisish uchun gancha ish bajarish kerak bo'lishi
hisoblansin.

Yechish. Shartga ko'ra / kuch va S siljish F=kS munosabat orgali
boglangan, bunda k ozgarmas son. S ni metr bilan / ni kg bilan
ifodalaymiz. 5=0,01, /=3 bolganda 3=K 0,01 bo'ladi. t=300; /=300 S.



7.6. Egri chizig va tekis shakining statik momentlari.

Biror | o‘qdan r masofada bo'lgan m massali moddiy nugtaning /
o'giga nisbatan statik momenti deb, m, =mr migdorga aytiladi. Tek-

islikdagi/o'qdan «  Masofada bo'lgan mos ravishda Wi ea

massali n ta moddiy nuqgtalaming /o'qga nisbatan statik momenti deb
n

(D

migdorga aytiladi. (1) formuladan ko'rinadiki, statik moment additiv
miqgdor, ya’ni uni gismlarga ajratib yig'indisini hisoblasak ham miqgdor
o'zgarmaydi. Shu sababli statik momentni hisoblashda aniq integraldan
foydalansa bo'ladi.

a) Egri chizigning statik momenti.

Aytaylik, AB moddiy egri
chizig X0y tekisligida
y-f(x)(a<x<bh) tenglama bi-
lan berilgan bo'lsin. Egri chiz-
igning har bir nuqgtasidagi chizig-
li zichlik / =/(jc) ning uzluksiz

X funksiyasi bo'lsin. Berilgan egri

al a biil ' chizigning Ox o'giga nisbatan
136-chizma. statik momenti M xni hisoblash

uchun uni n ta Kichik

bo'lakchalarga bo'lamiz: A/|(4/,...4/n har bir kichik A/,(/ =Ilw)
bo'lakchada ixtiyoriy P;(x, y( nuqgta tanlaymiz (136-chizma). Har bir
kichik [/, bo'lakchada zichlikni o'zgarmas va uning P. nugtadagi qi-
ymatiga teng deb, massasi Am bolgan At bo'lakcha uchun quyidagi
tagribiy ifodani yozamiz: O a/(4:,.)4 /.. U holda AB egri chizigning
massasi m uchun quyidagini hosil gilamiz:

Bu tenglikning o'ng tomonida y(x)-~I+y,2(x) funksiya uchun
integral yig'indi turibdi. Shuning uchun maxAc, -=>0 da limitga o'tib
moddiy AB egri chiziq massasining aniq giymatini hosil gilamiz:
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n e °
= | Y NA/, = |Y/;
m=__lim ’FS(X A é{ *)

wax At. =0

yoki b h -
m= jy(x)dl = $y(x)-yj\ +y ' 2Ax)dx.

Endi egri chizigning statik momentini topamiz. Har bir A®
bo'lakchaning massasi Am bo'lgan moddiy P} nuqta bilan almashti-
ramiz. Bu P. nuqtaning Ox o'giga nisbatan statik momenti Al
bo'lakchalaming statik momentining taqribiy giymatini beradi:

(M%), 9y,
AB egri chizigning Mx statik momenti It bo'lakchalaming statik

momentlarining yig'indisiga teng bo'lgani sababli Mxuchun quyidagi
taqribiy tenglikni yozamiz:

f a \
mx*Y jAyNi =Zr(x,)y,J1i+ ' AXT

Hosil gilingan tenglikning o'ng tomonida y(x)y “Y1+y,2(x) fun-
ksiya uchun integral yig'indi turibdi. Tax[x,-»0 da limitga o'tsak,

-n*,;

yoki maxAx,—»Oﬂ_ {_ \AXI/
b
Mx=\r(x)y,Jll +y'2dx.

Bu formulani qgisgacha c;uyidagicha yozish mumkin:
M x=\y(x)ydl; (2

bu yerda dl AB egri chizigning uzunligi, dl=-J)dx)2+(dy)2=

=\\+y'2dx a<x<b mYugoridagi kabi mulohazalar asosida AB egri

chizigning Oy o‘giga nisbatan statik momenti
h

My = \y(x)xdi, 3
bo'lishini ko'rish giyin emas. Agar moddiy egri chizig bir jinsli bo'lsa,

213



uning zichligi o'zgarmas son bo'ladi, ya’ni y(x) =y shu sababli statik
momentlar uchun (2) va (3) formulalar quyidagi ko'rinishni oladi:

b b
M x=y~ydI\ M v=y ~xdl.

b) Tekis shakining statik momenti.

To‘g‘ri burchakli koordinata sistemasida y=f(x) egri chiziq, Ox
o‘qi va x=a, x=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaraiangan egri chiziqli
trapetsiya berilgan bo'lsin. Bu tekis shaklning zichligi har bir nugtada
y(x) bo'lsin (uzluksiz funksiya). Berilgan shaklning Ox o'giga nisbatan
Mx statik momentini topish uchun uni Oy o'giga parallel chiziglar bilan
n ta kichik As,As,,...,As,, yuzchala®ga bo'lamiz (yuzchalaming keng-

ligi mos ravishda AXx,Ax2,...,Ar,).
Har bir X)X yuzchaning zichligi o'zgarmas va u berilgan zichlikning

P, / nuqgtadagi giymatiga teng deb hisoblasak, /L yuzchaning

massasi uchun quyidagini hosil qilamiz: Aw, «7 (X,)As, bunda

As, * y,AX,. U holda egri chizigli trapetsiyaning massasi m quyidagicha

bo'ladi: m* £ /0,)&S, * 1T /(X,)y,AX,
i 2

i
Bu yerda tenglikning o'ng tomonida y(x) y2 funksiya uchun inte-
gral yig'indi mavjud. Shuning uchun maxAx, -»0 da limitga o'tib, egri
chizigli trapetsiya massasi uchun aniq giymatini hosil gilamiz:
n n b
m= maxi*‘_»O)fj\){lx"AS, = lim Y Hx”™x, }lokl m:§y(x)ydx.

jr —>0'—f
maxAjr. =

Endi egri chizigli trapetsiyaning statik momentini hisoblashga otamiz.

Har bir AS, yuzchani massasi Amj bollgan moddiy Pi \ nuqta

bilan almashtiramiz.
Bu nugtaning Ox o'giga nisbatan simmetrik statik momenti AS,
yuzchaning statik momentining taqribiy giymatini beradi:

(MXYt«y 4T, » y(x()N-AS, ~y(xI)-~-Axi. Egri chizigli trapetsiy-
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aning A/ statik momenti AS, yuzchalaming statik momentlarining
yjg'indisiga teng bo‘lgani uchun quyidagini hosil qilamiz:

" r 1 =
M xa ';\_lt/(xi')'~y;\~’\xi— Bu yerda tenglikning o'ng tomonida EH X)y~

funksiya uchun integral yig'indi mavjud. Shuning uchun maxAx, ->0
da limitga o'tib egri chizigli trapetsiyaning Ox o'giga nisbatan statik

momentini hosil gilamiz:

y °ki (4)

Yuqoridagi kabi fikr yuritib, egri chizigli trapetsiyaning Oy o'giga
nisbatan statik momentini hisoblash uchun quyidagi:

b

My =\y(x)x-ydr, (5)

formulani hosil gilish mumkin. Agar egri chizigli trapetsiya bir jinsli

bo'lsa, zichlik y(x)=y o'zgarmas son bo'lsa (4) va (5) formulalar

tubandagi ko'rinishga ega bo'ladi:

j 6 b
MXxX=—y jy 2dx M v=y~xydx.

2 2

X
Masala. ~ It+yg_ ellipsninig abssissa 0'qi yuqorisidagi yoyining
a

abssissa o'qiga nisbatan statik momenti topilsin.

Yechsh.
b b

M x=/\ydJ] =/\yy)\ +y Ax; ™)

formuladan foydalanamiz, bu holda y =1;
ydl =y +y’2x =nly2+(yy,2)dx.

Ellips tenglamasidan quyidagilami topamiz:

y =b2l- ~), yy'= rx u holda
a a

ydl— (1— :}) + 7dx =) lo~ (a—-ix—>+— x"')dx =
Va' a'
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bu yerda e — ellips ekstsentrisiteti:

mja2-b~ ¢
e=-———————=- ’
a a
(*) formulaga asosan:
=jydl=—j\la2-e'x'dx.

a -a
Integralni hisoblash uchun quyidagi almashtirishlami bajaramiz.
ex =asint, edx=acost dt,
x=0 da t=0;
X=a da t=arcsine;

b [— ~J 26' 'L rz"r lab 1. L
—\}a-—ezx'djx =" va'-a'si t icostdt:—a——(rH—sinZ/‘ | I_(=
a a q e e 2 lo
=— (arcsin e +e\ll-e2) =— arcsine +b2=Db(b +—arcsine).
e e e

7.7. Og‘irlik markazining koordinatalari.

To‘g‘ri burchakli xOy koordinatalar tekisligida massalari mv nmv .., mn
bo‘lgan PI(xl,y1);P2(x2y 2)-,...;Pn(xIl,y n) moddiy nuqtalarsistemasi ber-
ilgan bo'lsin. xcva yc orgali berilgan sistemaning og'irlik markazi koor-
dinatalami belgilaymiz. xm:, yiml ko'paytmalar mi massaning Ox va Oy

o'glarga nisbatan olingan statik momentlari deyiladi. Bu holda moddiy
sistema markazining koordinatalari

e = (i)



formulalar bilan aniglanishi mexanikadan ma’lum. Bu formuladan turli
shakl va jismlarning og'irlik markazlarini topishda foydalanamiz.

a) tekislikdagi chizigning og‘irlik markazi.

AB egri chizig y=f(x) tenglama bilan berilgan (a<x<,b) va bu
egri chizig moddiy chiziq bo'lsin. Bu moddiy egri chizigning chizigli
zichligi Y deb faraz gilamiz. Chizigni uzunliklari AS{,AS2,...,ASn
bolgan n ta bo'lakka bo'lamiz. Bu bollaklaming massalari ulaming
uzunliklari bilan zichlik ko'paytmasiga teng. Am, =yAS,; ASVyoyning
har bir bo'lagida abssissasi £ bo'lgan ixtiyoriy nugta olamiz.

Endi AS, yoyning har bir bo'lagini massasi ”“AS]; bo'lgan
p.[£,;/(£)] moddiy nugta deb garab (1) va (2) formulada x o'miga

giymatni y. o'miga/ (£.) giymatni m, o'miga ( AS bo'laklar massasi)
yAS, giymatni go'ysak, yoyning og'irlik markazini aniglash uchun taqribiy
formulalar hosil gilamiz:

YIY as, v Y /10 rAS,
] = ym Zris, -
Agar y=1(x) uzluksiz funksiya bo'lsa va uzluksiz hosilaga ega bo'lsa,
u holda har bir kasming suratidagi va maxrajidagi yig'indilar maxAS1 =0
mos integral yig'indilarining limitiga teng bo'lgan limitlarga ega bo'ladi.

Yoy og'irlik markazining koordinatalari tubandagi aniq integrallar bilan
ifodalanadi.

jxds  ~xyjl +f\x)d x \f(x)ds \f(x)I\ +f\x)dx
X=- ; Ye=
\ds VI1+f\x)dx \ds V1 +f\x)dx

1-misol. Ox o'gning yuqorisiga joylashgan yarim aylana x2+y2=R 2
(~R<x<R) og'irlik markazining koordinatalari topilsin.

y =yjR2-x2; » =— . * ds=]l +fy-) &
dx -JR2-x2 \  \dx)
N e n R
fyjR~ -ar2e — =dx R {dx ,
J Jrl-x2 A 2R1 2R
Yc=*
na na nR n

Yarim aylana Ox o'qgiga nisbatan simmetrik bo'lgani uchun xc=0,;

b) Tekis shaklning og'irlik markazi.

Berilgan shakl y=ft(x), y=f2Ax), x=a, x= b chiziglar bilan che-
garaiangan bo'lib, moddiy tekis shakldan iborat bo'lsin, sirt zichligini,
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ya’ni sirt birlik yuzining massasi shaklning hamma bo‘laklari uchun
Ozgarmas va 8 ga teng deb hisoblaymiz.

b—a
Berilgan shakini x=xt=a +—— /(/=0,1—1a) to‘g‘ri chiziglar bi-

lan kengligi Ax,,0x,....Jacnbo’lgan polosalarga ajratamiz.
Har bir polosa massasi polosa yuzi bilan zichlik ko'paytmasiga teng
bo'ladi. Agar har bir polosaning asosi [x, va balandligi /7 2(£,)-/, (£,)

X + X
bolgan (bunda £ =-1#*—-) to'g'ri to'rtburchak bilan almashtirsak, u
holda polosaning massasi tagriban Aw, =6/; (™)-/j("™)]Avi(/=12,...,n)
teng bo'ladi.
Bu polosaning og'irlik markazi taxminan tegishli to'g'ri

to'rtburchakning markazida bo'lsa, (x,)c=£( {y,)c=~ ~ ~ -

bo'ladi.

Endi har bir polosaning massasi tegishli polosaning massasiga teng
bo'lgan va polosaning og'irlik markaziga to'plangan nugta bilan
almashtirib,butun shakl og'irlik markazi koordinatalarini hisoblash uchun
tagribiy formulani olamiz:

X _ XAN(#,)-Y.(M)]AAT,

c I 3ymyuw , b )]*,’
NI\Ne YNe NI LWL ¥YT1,)]™,
Yc~ 1 8[TMYT,)]bX, '

Ox, =0 da limitga o'tib, berilgan shakl og'irlik markazining koor-
dinatalarini topamiz:

X[/ ,(x)=7,(*)]&

KZi(*)-7i(*)]*

\N AN (*)+/|W]= N (x)-7/,(x)]N
Yo - R
éJ.ﬂ *)-7.0(<*

218



Bu formulalar har ganday bir jinsli
tekis shakllar uchun o'rinli bo'ladi.
Misol. y2=2px parabolaning X =a
to‘g‘ri chiziq bilan kesishishidan hosil
bo'lgan segment og'irlik markazining koor-
dinatalari aniqglansin (137-chizma).
Yechish. Berilgan holda:

/.(jc)=yjlpx; /7, (@) =-J2pXx ;

a . .2 -
2jxyj2px dx 2yjlp-x2 2 32jo

- 3
2jyj2ndx 2yi2p~x~1

—ayja
3

yc=0 (chunki segment (Ox) o'gga nisbatan simmetrik).
0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1 y=/(X) egri chizig OXx 0'qgi, X=a va x=Db (a<b) to'g'ri chiziglar
bilan chegaralangan tekis shakl yuzi ganday hisoblanadi?

2. Egri chiziq tenglamalari parametrik ko'rinishda berilgan tekis shaklning
yuzi Dekart koordinatalarda ganday hisoblanadi?

3. Qutb koordinatalar sistemasida egri chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
sektoming yuzini hisoblash formulasini yozing.

4. Tekis egri chizig yoy uzunligini Dekart koordinatalar sistemasida hisob-
lash formulasini yozing.

5. Aylanish jismining hajmini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

6. Aylanish jismining sirtini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

7. Egri chizigning koordinata o'qlariga nisbatan statik momentini hisob-
lash formulasini yozing.

8. Egri chizigli trapetsiyaning abssissa o'qiga nisbatan statik momentini
hisoblash formulasini yozing.

9. Tekislikda moddiy nuqtalar sistemasining og'irlik markazi koordinata-
larini hisoblash formulasini yozing.
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VIl BOB
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

I-§. DifTerensial tenglama tushunchasi va uning xossalari.
Ba’zi bir birinchi tartibli differensial tenglamalarni yechish
metodlari

1.1. Differensial tenglamaga olib keluvchi masalalar.

Atrofimizda sodir bo'layotgan ko'pgina hodisalar va jarayonlar hodisa
yoki jarayonni tavsiflaydigan noma’lum funksiya va uning hosilasi gat-
nashgan tenglamalar orgali ifodalanadi.

Bu tenglamadan noma’lum funksiyani topish masalasi qo'yiladi.
Misollar keltiramiz.

1-masala. Massasi m bo'lgan jism biror balandlikdan yerga tashlab
yuborilgan. Bu jismning tushish tezligi g ganday gonun bilan o'zgaradi?
S =9(t) munosabatni topish talab gilinadi.

Yechish. Nyutonning ikkinchi gonuniga ko'ra.

Ta=F; @)
bu yerda m - jism messasi', a —jism tezlanishi; F - ta'sir etuvchi
kuch. Bunda ikki hoi bo'lishi mumkin:

a) jismga havoning garshiligi hisobga olinmagan hoi;

Jismga havoning qarshiligi hisobga olinmasa, jism faqat og'irlik
kuchi ta’sirida harakatlanadi, ya’ni F =mgga teng bo'ladi.

U holda (*) dan quyidagi tenglamaga ega bo'lamiz.
do _ . d9 _ | ex
mdt—mg yokla—g, (

(**) - tezlikga nisbatan birinchi tartibli differensial tenglama.

b) jismga havoning tezligiga proportsional bo'lgan garshilik kuchi
ta’sir etgan hoi.

Bunda F4aMk=p9 bo'ladi. Bu yerda — p proportsionallik koeffit-
sienti, 9 - jismning tezligi.
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Bu holda jismga F = mg - F4eaMk kuch tasir etadi. U holda (*) dan:

d9 = mg - pR
m m

at g-p
yoki

n
<t =S ___;]9 (***) ga ega boMamiz.

Biz yana birinchi tartibli differensial tenglamaga ega bo'ldik.

2-masala. Massasi m ga teng
bo'lgan yukni K bikirlikka ega pru-
jinadagi to‘g‘ri chizigli tebranma ha-
rakatidagi holati x (uning koordi-
natasi * ga bog'liq, boshgacha ayt-
ganda X =x(t)), ya'ni x =x(t) fun-
ksiya aniglansin.

Yechish. Prujina erkin (cho'zilmasdan turgan) holatdagi yukning
turgan nuqtasini koordinata boshi 0 deb belgilab olamiz (138-chizma).

U holda prujina cho‘zilganda uzunligi /bo‘lsa, prujinaning mahkam-
langan ikkinchi uchining koordinatasi | bo'ladi. Shunday qilib yukning
koordinatasi son jihatidan prujina uzunligining o‘zgarishiga teng boMadi.

Prujinaning uncha katta boMmagan cho‘zilishida prujinaning yukga
ta’sir kuchi Guk gonuniga ko'ra tubandagicha ifodalanadi:

F = -k

138-chizma.

bu yerda ” ishorasini olinishiga sabab, kuch yo'naiishi prujinaning
cho'zilishi (qisilishi) yo'nalishiga garama-qarshi, tezlik ta’rifiga ko‘ra:
dx
9=—.
dt

Bu holat uchun Nyutonning ikkinchi qonuniga ko'ra tubandagi
tenglamani yoza olamiz:

F =Ta, a:-q-%z-(,; m,—d%X;-J% kaj, _d%?'(+_KX -0
1,2 d,2 a M

bu esa ikkinchi tartibli differensial tenglama.

1.2. Differensial tenglamaning ta’rifi va uning umumiy yechimi.

1-ta’rif. Erkli o'zgaruvchi X, noma’lum funksiya y =f(X) va uning
hosilalari gatnashgan tenglamaga differensial tenglama de-
yiladi.



Differensial tenglama simvolik ravishda tubandagicha yoziladi:
F(x,y,y",y\...yn) =0;
yoki
n dy d% dMy”
N dx dx2 dx"

0.

Agar izlangan funksiya Yy - /(X) bitta erkli o‘zgaruvchining fun-
ksiyasi bo'lsa, u holda differensial tenglama oddiy deyiladi. Agar izlan-
gan funksiya y =/ (*) ikki yoki undan ortig o'zgaruvchilaiga bog'liq
bo'lsa, bunday differensial tenglama xususiy hosilali differensial teng-
lama deyiladi.

2-ta’'rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamaga kiigan
hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

y'-5xy2+j +3=0~ birinchi darajali,
Yy +ky’-sy-cosx =0 - ikkinchi darajali differensial tenglama.
3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb dif-

ferensial tenglamaga Yy, y, y’.. laming o'miga qgo'yganda uni ay-
niyatga aylantiradigan har ganday Yy =<p(X) funksiyaga aytiladi.

Misol. EZ¥ + differensial tenglamaning yechimlari _y=sinxva
X

y =cosx funksiyalari bo'ladi.
Bulami tenglamaga go'yamiz. / =cos;c; _V'=-sin,r; -sinx+sin,v=0

xuddi shuningdek, = —sinjc; >"=-co0sx; -co0s.x +cos;c=0.

1.3. Birinchi tartibli differensial tenglamalar.

Ushbu F(x,y,y') =0 tenglama birinchi tartibli differensial tengla-
ma deyiladi.

Agar uni Yy' ga nisbatan yechish mumkin bo'lsa uni y'=f(x,y)
ko'rinishda yozish mumkin. Bu holda differensial tenglama hosilaga
nisbatan yechilgan deyiladi.

Differensial tenglamaning yechimiga oldingi mavzuda ta’rif berdik.
Ammo, misollardan ko'rinadiki, differensial tenglamaning yechimi bitta
funksiya bo'Imasdan funksiyalarning bir butun to'plami bo'lishi mum-
kin. Shuning uchun umumiy yechim to'g'risida so'z yuritamiz.

Teorema. Agar y'- f(x,y) tenglamada y- f(x) funksiya va un-
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df’
dan y bo'yicha olingan ~  xususiy hosila xOy tekislikdagi nuqtani o‘z

ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar bo'lsa,u holda berilgan

tenglamaning X = g0 bo'lganda y =YyO0 shartni ganoatlantiruvchi birgina

yechimi mavjuddir. X =x0 bo'lganda y funksiya berilgan X0 songa teng
bo'lishi kerak degan shart boshlang'ich shart deyiladi. Bu shart ko'pincha

y I8 =Y0 ko'rinishda yoziladi.

1-ta'rif. y'=f(x,y) tenglamaning boshlang'ich shartni ganoat-
lantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

2-ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi
deb go'yilgan shartlami ganoatlantiruvchi y - <p(x,c) funksiyaga ayti-
ladi: bunda -c ixtiyoriy o'zgarmas son.

a) bu funksiya c o'zgarmas miqdorning har ganday konkret qiy-
matida ham differensial tenglamani qanoatlantiradi;

b) x =x0bo'lganda y =Yy0 boshlang'ich shart har ganday bo'lganda
ham, ixtiyoriy o'zgarmas ¢ ning shunday c0 giymatini topish mum-
kinki y =<p(x,c) funksiya boshlang'ich shartni ganoatlanlantiradi, ya’ni
Yo =<z>(*0,c0).

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko'pincha
y ga nisbatan yechilmagan F(X,y,c) =0 ko'rinishidagi munosabatga
duch kelamiz.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi F(x,y,c)=0
ko'rinishidagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

3-ta’rif. |Ixtiyoriy € o'zgarmas migdorga ma’lum ¢ =c0 giymat
berish natijasida y =cp(x,c0) umumiy yechimdan hosil bo'ladigan har
ganday funksiya xususiy yechim deb ataladi. Bu holda F(jt,y,c0) =0
munosabat tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

Umumiy integral geometrik nuqtayi nazardan koordinatalar tekis-
ligida bir ixtiyoriy o'zgarmas ¢ migdorga bog'liq bo'lgan egri chiziglar
oilasini ifodalaydi. Bu egri chiziglar berilgan differensial tenglamaning
integral egri chiziglari deyiladi. Xususiy integralga bu oilaning tekislikda
berilgan biror nuqta orqgali o'tuvchi bitta egri chizig'i mos keladi.

Tenglamaning yechimi deb, fagat tenglamani ganoatlantiruvchi
y =cp(x, c0) funksiyanigina tushunmasdan, balki unga mos integral egri
chizigni ham tushunish kerak.

Differensial tenglamalarni yechishning yagona wusuli mavjud
bo'Imaganligidan differensial tenglamalaming ayrim turlarini va ular-
ning yechimlarini topish usullarini garaymiz.
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1.4. 0 ‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar.

1. Eng sodda birinchi tartibli differensial tenglama quyidagi
ko'rinishda bo'lib, bunga o'zgaruvchalari ajralgan differensial tenglama
deyiladi.

Mdx + Ndy = 0. (i)
Bu tenglamaning umumiy integralini hadlab integrallash orqgali

topamiz: jMdx+ ~Ndy = c.

Misol. xdx+ydy=0 tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish. xdx+ydy =0 tenglama o'zgaruvchilari ajralgan birinchi
tartibli differensial tenglama. Uni integrallab, umumiy integralni topamiz:

jxdt + =0; Y + = 2c=c2 deb belgilab, x2+y2=c?2

ga ega bo'lamiz.
Bu markazi koordinatalar boshida, radiusi ¢ ga teng bo'lgan kon-
sentrik aylanalar oilasidan iborat.
2.
N/, (x) x Nt(y)dx + M 2(ar) x N2(y)dy =0; 2)

7=/ iW x/2W ; )
ax
ko'rinishidagi tenglamalar ham o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar
deyiladi.
(2) tenglamani MXX)-NXy)+ 0 ga bo'lib, uni o'zgaruvchilari ajral-
gan tenglamaga keltiramiz.

«,(*) «,Neo
Buni integrallab, umumiy integralni topamiz. (3)-ko'rinishidagi
tenglamani o'ziga xos tomoni, tenglamaning o'ng tomoni har biri bitta
X yoki Yy o'zgaruvchiga bog'lig bo'lgan ko'paytuvchilarga ajralgan.
(3) — tenglamani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

dy =M x)x f2(y)dx;
bundan / ,(*)* 0 deb quyidagi ko'rinishdagi tenglamaga ega bo'lamiz.

j. A ~=f\(x)dx. Bu ifodani integrallab, umumiy integralini topamiz.

1j~)dy=\f~dx+c-
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Misol. y'=xy2 tenglamaning umumiy integrali topilsin.
Yechish. y' ni W ga almashtiramiz;

=Xy2; bundan dy=xy~dXx y* 0 deb quyidagini hosil gilamiz;

dx

L.

-~ =xdx-, buni integrallaymiz;

Yy

[r= \Xxdx, — =— +c¢ bundan
Yy Yy 2

2
y=— r+2c; 2c, ni ¢ deb belgilasak, umumiy integral quyidagi
X

ko'rinishni oladi.

1.5. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar.
1-ta’rif. Agar M ning har ganday giymatida 7/ (jux,py) =/jnf(x,y)
ayniyat to‘g‘ri bo'lsa, f(x,y) funksiya X va Yy o'zgaruvchilaiga nis-
batan n- o'lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi.

1-misol. f{x, y) =\jx2-y 2 funksiya bir o'Ichovli bir jinsli funksiya

f(jix, my)=yJ(Mx)2~(MY)~ =M>/xS-Y =Pf(x,y).
2-misol. f(x, y)=x2-y2-y 4 funksiya to‘rt o'lchovli bir jinsli
funksiya

H(M* MY) = (ftx)2(I*y) 2~ (MXY = M*(x2Y 2~ ¥ 4)-
2 2

X+
3-misol. f(x, y) XY funksiya nol o'lchovli bir jinsli funksiya.

Xy

2-ta’rif. Agar birinchi tartibli differensial tenglamada ya’ni

N —fN
o =yl )
da /(*, y) funksiya X va Yy ga nisbatan nol o'lchovli bir jinsli

funksiya bo'lsa, (4) o'zgaruvchilarga nisbatan bir jinsli tenglama
deyiladi.
Bir jinsli tenglamani yechish.

Agar tenglamaning o'ng tomonida f(x,y) funksiya nol o'lchovli
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bir jinsli funksiya bo'lsa, unda H~~

desak f(x,y)=f(1 — oga ega
bo‘lamiz. Bu holda (4) tenglama

ko'rinishda bo'ladi.

0 ‘zgaruvchilarni almashtiramiz. z:y— yoki y =2zX, u holda,
X
dz
iy =Z+—X;
dx dx

Hosilaning ifodasini (4’) ga qo‘ysak o‘zgaruvchilarga ajraladigan

dz
z+x— =1(1,2)
dx

tenglama hosil bo'ladi. O'zgaruvchilarni ajratib yo-
zamiz:

dz dz dx
* . =/(1,2)-Z yoki ; ~ 7

Buni integrallaymiz.

W C.
yoki f(\,2)-Z

Integrallagandan keyin z o'miga — nisbatni qo'ysak (4°’) tengla-
maning umumiy integrali hosil bo'lad)i(.

Misol: v xzxelyi tenglamani umumiy integralini toping.
Yechish. y-zx almashtirishni bajaramiz.

d
Ey =z +E X, buni yugoridagi tenglamaga go'yamiz. U holda tenglama
X X
(1-z2dz dx
z3 X
yoki

\l)z' Z)

Tenglamani integrallaymiz

ko'rinishga keladi.

+ In|z]= In K + In]c].
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Z ni 0‘rniga z:l ni qo'yib, berilgan tenglamani umumiy echimini
X

topamiz.
cv2
—r=1In
2y 2 y
1.6. Bir jinsli tenglamaga keltiriladigan tenglamalar
Quyidagi

dx = BKFHYFCK ©)
ko'rinishdagi tenglama bir jinsli tenglamaga Kkeltiriladi. Agar ¢ =c, =0
bo'lsa, (5) tenglama bir jinsli tenglama. Endi ¢ va c, (yoki bulardan
bittasi) noldan farqgli bo'lsin.

O'zgaruvchilami almashtiramiz. X =Xxx+h, y =yx+K
u hoida
dy dy,
dx dxx (6)
dy . :
X, Y va E( laming ifodalarini (5) tenglamaga qo'ysak

dyx ax] +byx+ah+bk + ¢

dxx  alkl+blyl+afh+bjk+cl 7
Ava Ani
jah+bk+c=0;
\axh + bX + cx=0; (8)
tenglamalar o'rinli bo'ladigan qilib tanlaymiz. Bu shartda (3) tenglama
dy, © ax, +by,

dxi a:r, +byx'
bir jinsli tenglamaga aylanadi.
Bu tenglamani yechib, so'ngra (6) formulaga ko'ra X va Yy larga
o'tsak (5) tenglamaning yechimini hosil qilamiz.

Agar abx-a’-Q bo'lsa (8) sistemani yechimi yo'q. Ammo bu

holda — =F,ya’ni a, = ua;b, = ub desak (5)-tenglama:
a

o\ ax+bv)+c
_ (ax+b V*e. 9)

Ko nnishga keladi.
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Bundan:

Z =ax +by; (10)
almashtirish yordamida tenglama o ‘zgaruvchilaiga ajraladigan tenglamaga
keltiriladi, ya’ni:

dz_a+bry dy \dz a
dx dx' dx b dx b dl)
(9) tenglamaga (10) va (11) ifodalarni go‘ysak:
1 dz a_ z+c
b dx b Az+ct
tenglamani hosil gilamiz.

Bu esa o‘zgaruvchilaiga ajraladigan tenglama (5) ni integrallashga
o'xshash holda tubandagi tenglamani integrallaymiz.

.= ax+by+c
dx alx +bly +cl
dy 2x+y-3
Misol. ~ =v_2v_4 tenglamaning umumiy integralini toping.

Yechish. Buni bir jinsli tenglamaga keltirish uchun o'zgaruvchilarni
almashtiramiz. X=x, +h;y =y, + K
dy 2x, +yt+2h+k-3 [2A+&-3=0
NUX -2y 1+A-2/t-4 [A-2*-4 =0 N=2" *=_1L

2x,+y, u_yL aw - K
dax, jc -2y, ’ X, ;5 A~u X 2(1+n2’ X.
Narctgu- A Injil+ = In(x,) + Injc]; arctgM = 21n cx, VI + zr
-arctgu
ex.
y |
bu yerda u o'miga ni qo‘yib:
Cylx[+y;=e-

ni hosil gilamiz.
Nihoyat X va y o'zgaruvchilarga o‘tib, natijada

o/ AL
CyJ(X-2)Z+ (Y F V2 =e2°r(**x-2 umumiy integralni hosil gilamiz.
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1.7. Birinchi tartibli chizigli tenglamalar.

Ta’rif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli
bo'lgan quyidagi tenglamaga birinchi tartibli chizigli tenglama deyiladi.

~-+P(x)y = QX)-, (12)
ax

bunda P(x) va Q(X) lar X ning berilgan uzluksiz funksiyalari (yoki
o'zgarmas sonlar). (12) chizigli tenglamaning yechimini ikki funksiya
ko'paytmasi shaklida izlaymiz. y =u(x) 9(x);
y =(u*9) =u9+u9; (13)
yoki
e dun d9

buni (12) ga go'yamiz.

du d9
9— +—n+ u& (@
dx dx P

yoki
u{— +pS)+9 " =QA (14)
dx dx
Endi . ni shunday tanlaymizki,
HA 9
— + =0; 15
= P (15)
tenglama o'rinli bo'lsin.
as --pdx\

—infe I+ Inf— pdx;
yoki
9 =cte-hKix

(15) tenglamaning noldan farqli biror yechimini topish yetarlik
bo'lgani uchun

9{x) =e-blb\ (16)
deb olamiz.
Bu topilgan 9 ni giymatini (14) ga go'yib hosil bo'lgan tenglamani
yechamiz:



tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechamiz: u= f- dx+cen
J #(x)

va s ni giymatini (13) ga qo'ysak

y=anp QV)dax +c yoki y-SKx)\~-~dx+cS(x); (i7)
m

hosil bo'ladi. Bu berilgan tenglamaning umumiy yechimi.

Misol. y +yx =sinx tenglamani eching.

Yechish. Berilgan tenglama chizigli. Bu tenglamani yechish uchun,
yechimni Yy =u-v ko'rinishda izlaymiz. Agar y =u-v bo'lsa, u holda
y - u'v+uv' bo'lib berilgan tenglama quyidagi ko'rinishni oladi.

u'v+ uv' + uvX—sin g yoki (U'+icc)v+uv' =sinx. @)

Bu erda u funksiyani

n+ unx =0; (b)

tenglik o'rinli bo'ladigan qilib tanlaymiz. U holda (a) tenglama quy-
idagi ko'rinishga ega bo'ladi:

w' = sin (d)
(b) tenglamani echamiz.
du du .
— =-ux; — =-xdX;
dx n
J— =*xdx; Inw :
7 *>*

(bu yechim c=0 bo'lgan holga mos xususiy yechim hisoblanadi)

u=e 2 ni (d) tenglamaga olib borib qgo'ysak e_2£v=sinx ga ega
dx

bo'ladi.
id. _
Bundan esa dv=e 2 sinxctt, v=c+ \e2 smxrfr.

J X T n
Demak y=uv=e 2 je 2sinxdx+c =ce 2 +e 2 je 2 sinxdx.



0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Qanday tenglama differensial tenglama deyiladi?

2. Differensial tenglama tartibi deganda nimani tushunasiz?

3. Differensial tenglamani umumiy va xususiy yechimlari deb ganday
yechimlarga aytiladi?

4. Birinchi tartibli differensial tenglama yechimi mavjudligi va yagonaligi
to'g'risidagi teoremani ifodalang.

5. Umumiy va xususiy yechimlarni geometrik nuqtayi nazardan talqgin gilib
bering.

6. Birinchi tartibli differensial tenglamalami yechish usullarini ko'rsating:

a) o‘zgaruvchilarga ajralgan va ajraladigan tenglamalar uchun;

b) chizigli tenglamalar uchun;

d) bir jinsli tenglamalar uchun.

2-8. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar

2.1. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamalami yechish
metodlari. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama uchun Koshi
masalasi.

Tubandagi ko'rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chiziqli diffe-
rensial tenglama deyiladi.

y'+ Py +a(x)y =f(x). 6]
Ikkinchi tartibli chiziqgli differensial tenglamani birinchi tartibli
differensial tenglamani umumiy yechimini ko'rsatgandek, umumiy
yechimini ko'rsatib bo'Imaydi. Shuning uchun ikkinchi tartibli chi-
zigli differensial tenglamani tatbiq uchun zarur hisoblangan xususiy
hollarini ko'rib o'tamiz. Jumladan, o'zgarmas koeffltsientli ikkinchi
tartibli chizigli differensial tenglamani qgaraymiz. Uning umumiy
ko'rinishi tubandagicha:
y’ +Py' +qy =1(x); (2)
bu yerda p, g-lar o'zgarmas kattaliklar.
Agar / (x)* 0 bo'lsa (2) tenglama ikkinchi tartibli bir jinslimas
chizigli differensial tenglama deyiladi.
Agar f(x) =0 bo'lsa, bir jinsli chizigli tenglama deyiladi.
y +Py'+qy=0; ®)
(2) va (3) differensial tenglamalami yechishni o'rganishdan oldin
chizigli bog'liq hamda chizigli bog'liq bo'Imagan (erkli) funksiyalar
tushunchasi bilan tanishamiz.
~(x) va Y,(x) funksiyalar [a,b] kesmada berilgan bo'lsin. Agar
shunday o'zgarmas aXxva or, sonlar uchun (ulardan hech bo'Imaganda
bittasi noldan fargli).
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alyi(x) +a2y2(x) =0; (4)
ayniyat o'rinli bo'lsa, u holda y,(Xx) va y2(x) funksiyalar chizigli
bog'liq funksiyalar deyiladi.

Agar (4) ayniyat fagat o, =a2=0 boMganda o'rinli bo'lsa, u holda
va y,(nr) funksiyalar chizigli bog'lig bo'Imagan erkli funksiyalar
deyiladi.

Boshgacha aytganda, ikkita y,(X) va y2(x) funksiyalar
ya’'ni ulaming nisbati o'zgarmas songa teng bo'Imaganda chizigli erkli
bo'ladi.

Misol. y,(jr) =sinx, _v,(>:) = cosx funksiyalar chizigli erkli funksiyalar
bo'ladi, chunki a,-sin*+a2 cos;c=0 ayniyat fagat a,=a, =0
bo'lgandagina o'rinli bo'ladi.

Agar yt(x) va y2(x) funksiyalar chizigli erkli funksiyalar bo'lsa,
ulardan hech biri aynan nolga teng bo'Imaydi.

Endi (2) va (3) differensial tenglamalarni yechish bilan shugulla-
namiz. Dastlab:

y'+P(X)y"+q(x)y =0; ®)
ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamani garaymiz.

1-teorema. Agar yt(x) va y2(x) funksiyalar (3) tenglamaning chiz-

igli erkli xususiy yechimlari bo'lsa,u holda (3) tenglamaning umumiy
yechimi

y(x) =clyl(x) +c2y2(x) 4
bo'ladi, bunda c,,c, -ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.

Isboti. yA*) va (3) tenglamaning xususiy yechimlari bo'lsa,
u holda bu funksiyalar (3) tenglamani ganoatlantiradi.

y'(x) + P(x) my\(*) + 9 (ar) syn(x) =0.
y2(x) + P(x) m/2(gr) + q(x) my 2(x) = 0. (5)

Tubandagi ctyt(x)+c2y2(x) funksiya ham (3) tenglamaning yechi-
mi bo'ladi. Haqgigatan ham, bu funksiya hamda uning hosilalari:

YA(X) = \efyx(X)+c2y2(X)\ =Cjv'j(j:) +c2/2(jr);
Y\X)="eyy N (X)+c2y 2(X) =CLY\NMC2Y2 ™" Bular va (3) dan:

A\Y\(X)+c2y2 (*)+1*)[cLl/ Lar)+c2.y,2(*)] +?(X)[c,>"1(x)+c2Vv2(jr)]=
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=cjlix) + P(X)ciy\(x) + <?(X)c, V. (x) + C,y " (X) + P(X)c2y2(x) +q(X)c2y2(x) =

=c, [yr(x) + p(x)y[(x) +a(x)yi@nl +c, [y] (x) + P(X)y'2(x) + q(x)y2(x)];
ga ega bo'lamiz, (5) munosabatga asosan,

[y XX)+CY20)] +P(x) e,y x)+cy, (x)] +a(x)[c.”, (X)+cy2Ax)] = 0;
bo'ladi.
Bu esa ciyi(x)+c2y2(x) ning (3) tenglamaning yechimi ekanini

bildiradi. Demak, y(X)=clyi(x)+c2y2(x) yechim berilgan:

y*+ P(X)y" +q(x)y =0,
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi. Ikkinchi tartibli
y'+ P(X)y" +a(x)y = f(x), (6)
tenglamaning umumiy yechimi hagida ushbu teorema o'rinli.
2-teorema. (6) tenglamaning umumiy yechimi, shu tenglama xu-
susiy yechimi bilan (3) tenglamaning umumiy yechimi yig'indisiga teng
bo'ladi.
Y urum Y unbifie Y t

bu yerda y - (6) tenglamaning xususiy yechimi / +P(X)y'+q(x)y=/(x)

tenglamani Y>XO=Y0, y'(x0) = @ shartni ganoatlantiruvchi yechimini
izlash masalasi Koshi masalasi deyiladi.

2.2. O'zgarmas koeffitsientli ikkinchi
tartibli bir jinsli chizigli tenglamalar.

Ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglama

y"+Py' +qy=0; (7)
berilgan bo'lsin, bunda P va g o'zgarmas haqiqiy sonlar.

Oldingi temadagi isbot gilingan teoremaga asosan, bu tenglamaning
umumiy integralini topish uchun uning ikkita chizigli erkli xususiy
yechimini topamiz.

Xususiy yechimlarini

= (8)
(bunda K=const) ko'rinishida izlaymiz, bu holda y'=keb,y"=kZ2b.
Bularni (7) tenglamaga qo'ysak, tenglama eb(k2+pk+q)=0
ko'rinishni oladi. Ammo eb * 0 bo'lgani uchun
k2+pk+qg=0. (9)
Demak, K (9) tenglamani ganoatlantirsa, u holda eb (7) tengla-
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ekx funksiya ikkinchi xususiy yechim sifatida qaralishi mumkin
emas, chunki ekx=ekx-
Shunday xususiy yechim topish kerakki, u birinchi yechim yXx=eV

bilan chizigli erkli bo'lsin. Ikkinchi yechim y2=xekx funksiya bo'lishi
mumkinligini ko'rsataylik.

Yi  xekX
n vy, bilan chizigli erkli, chunki —S/—é=~|~rzx*const
e

Endi y =xeKx funksiya (7) tenglamani ganoatlantirishini tekshirish
goldi. Uni ikki marta differensiallaymiz:
/2=¢e*r(l + Arx); Y\ =etxkfx + 2hl);
y2,y2, y2~lami berilgan (7) tenglamaga qoyamiz:
eRX[(Afx +2K,) + /1 + KiX) + gxJ = 0.
Qo'shiluvchilami gayta guruhlaymiz va * 0 qisqartiramiz:
X(K? + pk, +q) + (2k, + /2)=0; (14)
- xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lgani uchun birinchi gavs
aynan nolga teng, ya’ni

k,x +pk,+q =0;

K, -karrali ildiz, ya'ni kl=k2= P yoki 2k, =-p bo'lgani uchun

(14) dagi ikkinchi gavs ham aynan nolga teng, ya'ni 2k,+p =0.
Demak, y2=xeW* funksiya (1) tenglamaning yechimi bo'ladi va
Yy, =ekx bilan chizigli erkli. Shunday qilib, y,=ekx va y2=xelX
yechimlar (7) tenglama yechimlarining fundamental sistemasini tashkil
etadi.
Demak, bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasini tashkil etadi.

y=cy, tcy2=ekxcl+cX); (15)

(1) tenglamaning umumiy yechimini beradi.
Misol. Ushbu y'+4y'+4y =0 tenglamaning umumiy integrali
topilsin. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz.
Xarakteristik tenglama *2+4£ +4 =0 ko'rinishda bo'ladi. Uning il-

dizlari: k,=k2=-2.



Fundamental yechimlar sistemasi y, =e'X va y2=xe~2x\
Differensial tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko'rinishda
bo'ladi:
y = e~2X(CX+c\x).
2.3. Bir jinslimas tenglamani kvazi

ko'phad hoi uchun xususiy yechimi.
Bizga oldingi 2.1-mavzudagi 2-teoremadan ma’lumki,

/ +PX)y" +q(x)y =f(x); (16)
bir jinslimas tenglamaning yechimi (16) tenglamaga mos
/ +P(X)y"+q(x)y =0; 1

bir jinsli tenglama umumiy yechimi bilan bir jinslimas tenglamaning
bitta xususiy yechimi yig'indisidan iborat. Bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topishni ko'rib o'tdik. (16) tenglamaning xususiy yechimini
topishni garaymiz.

Biz differensial tenglamani texnikada ko'p qo'llaniladigan ya’ni o'ng
tomoni kvazi ko'phad bo'lgan bir jinslimas tenglamani xususiy yechimini
topishni ko'ramiz.

Aytaylik, 7/ (x) = Pn(x)er* bo'lsin. Bu holda (16) tenglamaning
xususiy yechimini quyidagi uchta ko'rinishdan biri shaklida izlaymiz:

a) agar Yy xarakteristik tenglama ildizlari va k2 lami bittasiga
ham teng bo'Imasa,xususiy yechim yl(x) = QmXx)ye’x ko'rinishda izla-
nadi; bu yerda Qm(x)~ noma’lum koeffitsientli m —tartibli ko'phad.

b) agar y xarakteristik tenglama ildizlari A va k2 lardan biriga
teng bo'lsa, u holda yechimni yl(x) =xQm(x)yeTX ko'rinishda izlaymiz.

d) agar y xarakteristik tenglamaning karrali ildizi K ga teng bo'lsa,
u holda yechimni y,(x) =x2QmXx)ye,x ko'rinishda izlaymiz;

Bulaiga misollar keltirib, Qm(x) ko'phadni noma’lum koeffitsient-
larini topishni ko'rsatamiz.

1-misol. y"+5y'-6y =13 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. k2+5k-6 =0 xarakteristik tenglamaning ildizlari

=-6; k2=1. Bu holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
Y =ckx+c,e~6x bo'ladi. Berilgan bir jinslimas tenglamani o'ng to-
rnonini nol ko'rsatkichli kvazi ko'phad deb qarash mumkin, ya’ni
Ro(x)eo* = i3eQC=i3.

Shu sababli xususiy yechimni y(Xx) = Q0(x) = A0 ko'rinishda izlaymiz.
40-noma’lum koeffitsient. Bu yechimni berilgan tenglamaga go'yamiz:

-6 A0= 13.
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Bundan A0= Shunday qilib, berilgan tenglamani umumiy

. 13
yechimi y=y+ Yy yani y=clex +c2e- 6v- — bo'ladi.

2-misol. y’'-y'-2y=14x23x+1| tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Dastlab berilgan tenglamaga mos bir jinsli y"- y —2y= 0
tenglamaning umumiy yechimini topamiz. k2~k~2=0 xarakteristik teng-
lamaning ildizlari k=—\ va K =2 bo'lgani uchun umumiy yechim

y=c, e~X +c2£2x bo'ladi.

Berilgan tenglamaning o'ng tomoni ikkinchi darajali ko'phad bo'lgani
uchun, uning xususiy yechimini ikkinchi darajali ko'phad shaklida
izlaymiz, ya’'ni

y= Ax2+ Bx + C

Bu ifodani differensiallab quyidagilarni topamiz va berilgan teng-
lamaga go'yamiz. y' = 2Ax +B; y" = 2A

2A - 2Ax - B - 2Ax2- 2Bx - 2C = 14x2 - 3x + 1
yoki ~2Ax2 ~(2A + 2B)x + (2A - B - 2Q = 14x» - 3x + 1

Bundan A,B,C koeffitsientlarni topish uchun tubandagi sistemani

tuzamiz:
-2/ 1=14;
—(2 A+2B)=-3;
2A-B-2C=1.

-17 1
Bu sistemani yechsak: A—I\ B=-j-; C=—3-.

AN Y 1

Demak, Yy =-7X-------- X-3-
2

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo'ladi.

17,1
y =cCc,e~X +c2e2x-7x2- -x-3-.

3-misol. y”+y' =3x25 tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. Dastlab berilgan tenglamaga mos birjinsli y" +y =0 teng-
lamaning umumiy yechimini topamiz. k2+k=0 xarakteristik tenglama-
ning ildizlari k=0 va k=—1 bo'lgani uchun umumiy yechim Y=c”cre~x
ko'rinishda bo'ladi.

Berilgan tenglamaning o'ng tomoni ikkinchi darajali ko'phad. Xa-
rakteristik tenglamani bitta ildizi nol bo'lganligi sababli bir jinslimas
tenglamaning xususiy yechimini y =x(Ax2+ Bx+Q ko'rinishda izlaymiz.
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Bu ifodani differensiallab berilgan tenglamaga qo‘yamiz:
y =3Ax2+2Bx+C, y =6 Ax+2B,;
6AX+2B+3Ax2+2Bx+ C=3x2-5;

yoki
3AX2+(6A +2B)x+(2B +C)=3x2~5.
X o0‘zgaruvchining bir xil ko'rsatkichlari oldidagi koeffitsientlami
tenglashtirib quyidagi sistemaga ega bo'lamiz:

( 3/4=3;
{ 6/4+25=0;
[25+C=-5.

Sistemani yechib A, B, C lami topamiz. A=1, B=-3, 0=1; shun-
day qgilib xususiy yechim y=x(x23x+1) ko'rinishda bo'ladi.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi y=cl+c2e~x +x(x2- 3x+1).

4-misol. y"-5 y'-6y=7 g3x tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. Dastlab y"-5Yy -6y=0 bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topamiz. k2-5k~6=0 xarakteristik tenglamaning ildizlari k=—
va K =6 bo'lganligi sababli uning umumiy yechimi y=cte~x +c2e6x bo'ladi.

Berilgan bir jinslimas tenglamani o'ng tomoni ko'rsatkichli funksiya
/=3 ga teng bo'lib, xarakteristik tenglama ildizlarini bittasi ham unga
teng emas. Shuning uchun uni y =Ae3x ko'rinishda izlaymiz. Bu
ifodani differensiallab, y, y', y' lami berilgan tenglamaga qo'yib A
koeffitsientni hisoblaymiz:

9Ae3x-"Ae3x-6Ae3x="Ae3x>~"=7; A—

. . 7 3x .
Bundan xususiy yechim y=— ¢ ga teng. Berilgan tenglama-

ning umumiy yechimi esa tubandagi ko'rinishida bo'ladi:
7 3jc
Y="xe-x+c7e6x ~1lie m
5-misol. y’-y'-2y=9e2x tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. Dastlab y'-y —2y=0 bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topamiz. k2~k~2=0 xarakteristik tenglama k =—1 va k=2
ildizlarga ega. U holda umumiy yechim y~cie~X +cie2xbo'ladi.
Berilgan tenglamani o'ng tomoni ko'rsatkichli funksiya. Bu holda
Y ~2 ko'rsatkich xarakteristik tenglamani bitta ildiziga teng. Shu sababli

xususiy yechimni y = Ae”xko'rinishda izlaymiz. Bu ifodani ikki marta

differensiallaymiz:
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y =Ae2x + 2Ae2x>Y ~2Aelx + 2Aelx + 4Axe2x |
y,y' Yy’ lami berilgan tenglamaga qo‘yib A koeffitsientni aniglaymiz.

4Ae2X + 4AXe2 X~ Ae2X~2AXe2x~2Axe2x=9e2x 37°=9; A=3.

Xususiy yechim y_:3xe2X. Berilgan tenglamani umumiy yechimi

Y=cie~x+cie2x +3xe2x 8a tenB
6-misol. y"-7y +10y=4g3x tenglamani y(0)=2; Y (0)=13;
boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.
Yechish. y"- 7y'+ 10y = 4e3x tenglamani umumiy yechimi
guyidagi ko'rinishda:

y=cie2x+c.ebx -2e3x m *)

Boshlang'ich shartlardan foydalanib c, va c2 ixtiyoriy o'zgarmaslarni
giymatlarini topamiz. Umumiy yechimni differensiallaymiz:

Y -2cie2x+5c2e5x_6e3x; (**)

(*) tenglamaga x=0 va y=2 lami qo'yamiz:

2=cie2-0+e2x%-0 _2e3-0=cl+c2-2c,+c2=4 ga ega bo'lamiz.

(**) ga x=0 va y=13 ni qo'yamiz. 13=2clg2 0+5c2e5-0 _gg3-0 =
=2cl+5c2-6;

2¢,+5c2=19; c, va c2 lami topish uchun tubandagi sistemani tuzamiz:

£C =4
' | sistemani yechib s. va s, lami topamiz:

c, +5c¢, =19 1 "
c.=— C, =—.
3 2 3
Demak, boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi xususiy yechim

quyidagi ko'rinishda bo'lar ekan:

1 8 11 <
y=Je2x+J e 5x-2e3x-
O‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi nimadan
iborat?

2. Ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shartni ge-
ometrik ma’nosi nimadan iborat?

3. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaga ta’'rif bering.

4. O'zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama-
ning umumiy yechimini topish usulini tushuntirib bering.

5. O'zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama
umumiy yechimining uning xarakteristik tenglamasi ildizlariga bog'liq bo'lgan
hollari formulalarini yozing.

240



IX BOB

EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI

I-8. Tasodifiy hodisalar. Hodisaning ehtimoli
1.1. Tasodifiy hodisalar va ular ustida amallar.

Ehtimollar nazariyasi tasodifiy hodisalarning qonuniyatlarini
o'rganuvchi fandir.

Ma’lum shartlar to'plami (majmuasi) bajarilganda ro'y berishi (kelib
chigishi) yoki ro'y bermasligi mumkin bo'lgan har ganday hodisa (voqea)
tasodifiy hodisa deb ataladi. Shartlar to'plamini har gal amalga oshi-
rilishi sinov (yoki tajriba) deyiladi.

Masalan, agar tajriba detal tayyorlashdan iborat bo'lsa, detaining

standartga mos kelishi - hodisadir; agar tajriba tangani tashlashdan
iborat bo'lsa, uning gerbli tomonining tushishi — hodisadir; agar tajriba
o'yin soqgasini (yoglariga 1 dan 6 gacha ragamlar yozilgan kubik)
tashlashdan iborat bo'lsa, u holda to'rtlik tushishi — hodisadir.

Hodisalar alfavitning bosh harflari bilan belgilanadi: ya’ni A,B,C,...

A hodisaning nisbiy chastotasi yoki chastotasi deb, berilgan hodi-
saning ro'y berish soni m ning berilgan hodisa har birida ro'y berish
yoki ro'y bermasligi mumkin bo'lgan bir xil sharoitda o'tkazilgan
tajribalaming umumiy n soniga nisbatiga aytiladi va P*(A) bilan
belgilanadi.

P*(A) ==~

Kuzatishlar, tajribalar ko'p marta takrorlanganda tasodifiy hodisa-
ning P*(A) chastotasi bargaror ekanini ko'rsatadi. Masalan, tanga

tashlash bir xil sharoitda 3 seriyada amalga oshirilgan. Birinchi seriya
6(oltita) tashlashdan iborat bo'lib, unda tanganing gerbli tomoni tush-
ishi 4 marta sodir bo'lgan. lkkinchi seriya 250 tashlashdan iborat bo'lib,
ur>da gerbli tomoni tushishi 139 ta marta sodir bo'lgan. Uchinchi seriya
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302 tashlashdan iborat bo'lib, unda gerbli tomoni tushishi 155 marta
sodir bo'lgan. /1 hodisa tanganing gerbli tomoni tushishi. Seriyalarda
tanganing gerbli tomoni tushishi nisbiy chastotasi quyidagicha bo'ladi

I — seriyada P*(A) =0,66;

Il — seriyada P*(A) =0,55;

Il — seriyada /,*(/1) =0,51.

Bundan ko'rinadiki, seriyalarda tashlash soni gancha katta bo'lsa
tushish chastotasi barqaror bo'lib, 0,5 sonidan kam farq qiladi!
Tajribalaming ko'rsatishicha chastotaning 0,5 sonidan bu chetlanishi
sinovlar sonining ortishi bilan kamayadi. Ko'pgina hollarda shunday
P son mavjudki, A hodisaning ro'y berishining nisbiy chastotasi, juda
kam uchraydigan hollardan tashqgari, sinovlar soni katta bo'lganda shu
P sonidan kam farq giladi. Bu son hodisaning ehtimoli deyiladi.

Hodisaning ehtimoli ganchalik katta bo'lsa, uning ro'y berishi
shunchalik mumkin bo'ladi. P hodisaning chtimolini P(A) bilan
belgilaymiz (bu inglizcha probability so'zidan olingan bo'lib, «ehtimol»
dcgan ma’noni beradi). Tajribalar soni n cheksiz oshib borganda A
hodisaning nisbiy chastotasi, shu hodisaning ro'y berish ehtimoli P ga
yaqinlashadi.

1.2. Hodisalar yig'indisi, ko'paytmasi.

A va B hodisalar yig’indisi deb, A yoki B hodisalardan kamida
bittasi ro‘v bcradigan A+B hodisaga aytiladi.

A va B hodisalar ko'paytmasi deb, A va B hodisalar bir tajribada
bir vaqtda vuz beradigan AB hodisaga aytiladi. Masalan, ikkita o'yin
soqqgasi tashlanadi. Birinchi soqga tashlanganda 6 sonining chigishi A
hodisa, ikkinchi sogga tashlanganda 6 sonining chigishi B hodisa bo'lsin.
U holda A+B hodisa ikkita sogga tashlanganda uning kamida bittasida
6 sonining chiqishini ifodalaydi. AB - hodisa esa ikkala soqgada ham
¢ sonini chigish hodisasidir.

1.3. Mugqarrar, mumkin bo'lImagan, teng ehtimolli, birgalikda
bo'Imagan hodisalar.

Tajriba natijasida biror shartlar to'plami bajarilganda, albatta. ro'y
beradigan hodisa muqarrar hodisa deyiladi. Muqarrar hodisaning ehtimoli
1 ga teng va u E bilan belgilanadi. Tajriba natijasida shartlar to'plami
bajarilganda mutlago ro'y bermnydigan hodisa mumkin bo'Imagan hodisa
deyiladi. Bu hodisani ehtimoli nolga teng va 0 bilan belgilaymiz.

Tajribaning har bir natijasini ifodalovchi hodisa elementar hodisa
deb ataladi. Elementar hodisalarga ajratish mumkin bo'lgan hodisa
murakkab hodisa deyiladi. .Agar bir necha hodisalardan istalgan birini
tajriba natijasida ro'y berishi boshqalariga garaganda kattaroq imkoni-



yatga ega deyishga asos bo‘lmasa, bunday hodisalar teng imkoniyatli
hodisalar deyiladi. Masalan, sogqa (yoglari 1 dan 6 gacha turli sonlar
yozilgan bir jinsli qub) tashlanganda uning yuqori yog'ida f(I<”~<6)
sonning paydo bo'lishi tasodifiy hodisasini qaraylik. Soqgamiz sim-
metrik bo'lgani uchun 1 dan 6 gacha bo'lgan sonlaming istalgan bi-
rining kelib chiqishi hodisalarining ro'y berishi—bir xil imkoniyatli hodi-
salar deyiladi.

Tashlash soni n katta bo'lganda ~-sonini-1 dan 6 gacha har
ganday sonlarning har birini ham sogganing yuqori yog'ida paydo

n
bo'lishi taqriban 3 holda ko'rish mumkin. Bu tajriba bilan tasdiglangan.

n 1
Nisbiy chastota soni r --6 ga yaqgin bo'ladi. Shuning uchun

sonining, shuningdek, 1 dan 6 gacha har ganday boshga sonning

ham yuqori yogda paydo bo'lish ehtimoli ~ ga teng deb hisoblanadi.

Agar A va B hodisalar bir paytda ro'y berishi mumkin bo'lImagan
hodisalar bo'lsa, ular birgalikda bo'Imagan hodisalar deyiladi. Masalan,
tangani tashlaganda bir vaqtda gerbli va ragamli tomonlarini tushish
hodisalari birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'ladi.

A hodisaga_ garama-qarshi hodisa deb, A hodisaning ro'y bermas-
ligidan iborat A hodisaga aytiladi. Ava A hodisalar birgalikda bo'Imasligi
0'z-o'zidan ravshan.

Agar tajribada tasodifiy hodisalaming istalgan birining ro'y berishi
mumkin bo'lib, bu hodisa bilan birgalikda emas, biror boshga hodisaning
ro'y berishi mumkin bo'Imasa, bu holda tasodifiy hodisalar to'liq grup-
pasini tashkil giladi deb ataymiz. Teng imkoniyatli biigalikda bo'Imagan
hodisalaming to'liq gruppasini garaylik. Bunday hodisalami hollar (yoki
imkonlar) deb ataymiz. Bunday gruppaning hodisasi, agar uning ro'y
berishi natijasida A hodisaning ro'y berishi kelib chigadigan bo'lsa, A
hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi hodisalar deb ataladi.

Masalan, qutida 8 ta shar bo'lib ularning har biriga bittadan 1 dan
8 gacha bo'lgan ragam yozilgan. 1,2,3,4 raqgamli sharlar qizil, qolgan
sharlar esa gora rangda. 1 ragamli shaming paydo bo'lishi (shuningdek,
2, 3 va 4 ragamli shaming paydo bo'lishi ham) qizil shaming paydo
bo'lishiga qulaylik tug'diruvchi hodisadir. Qaralayotgan hoi uchun
ehtimolga boshqgacha ta’rif berish mumkin.

Ta’'rif. A hodisaning ehtimolli deb, A hodisaga qulaylik tug'diruvchi
hollar m sonining teng imkoniyatli, birgalikda bo'Imagan hodisalar
t0‘lig gruppasini tashkil qiluvchi barcha mumkin bo'lgan hollar n
soniga nisbatiga aytiladi va simvolik ravishda quyidagicha yoziladi:

P(A)=P =~ )
n
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nuqtalaming to'plami izlanayotgan ehtimollik shtrixlangan figura yuz
ining kvadrat yuziga nisbatiga teng, ya’'ni

3
I Il ) rx&=\x\ g 57 gy
{2 63‘]« 2 18 18 3 1
9 9 9 9 9 7

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ehtimol nima?

2. Hodisa ehtimolining Klassik ta’rifmi keltiring.

3. Mugarrar, mumkin bo'lmagan, teng ehtimolli hodisalar deganda nimani
tushunasiz?

4. Hodisalar yig‘indisi va ko'paytmasining ta’rifmi Kkeltiring.

5. Birgalikda va birgalikda bo'Imagan hodisalami misollar yordamida tushun-
tiring.

6. A hodisaga garama-garshi hodisa deganda nimani tushunasiz?

7. Hodisa ehtimolining geometrik ta’rifmi misollar yordamida tushuntirib
bering.

2-8. Ehtimollar nazariyasining asosiy teoremasi
2.1. Ehtimollarni qo'shish teoremasi.

Ta’rif. A va B hodisalar yig'indisi deb bu hodisalardan kamida
bittasining ro'y berishidan iborat bo'lgan C hodisaga aytiladi. Biz birga-
likda bo'Imagan A va B hodisalar yig'indisining ehtimolini garaymiz.
P(A) va P{B) mos ravishda ulaming ehtimollari bo'lsin.

1-teorema. Ikkita birgalikda bo'Imagan A va B hodisalar yig'indisining
ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining yig'indisiga teng:

P(A+B)=P(A)+P(B).
Isboti: Hodisa ehtimolining klassik ta’rifiga ko'ra, aytaylik, tajribalar
natijasi N ta elementar hodisalar bo'lib, bulardan m, tasi A hodisaga,
m2 tasi esa B hodisani ro‘y berishiga qulaylik tug'dirsin. U holda

P(A)=~,;, P(B)=—; 1)
n n
bo'ladi.

Teorema shartiga ko'ra A va B hodisalar birgalikda emas. Shunga
ko'ra yo A hodisa, yoki B hodisa ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi

hodisalar soni mx+ m2 ga teng.

Demak A+B hodisaning ehtimoli P(A +B)=-' +m" bo'ladi.
n
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Agar P(A+B )= +rh.=%h-+!h. bo'lsa, u holda (1) ga asosan
n n n

tubandagiga ega bo'lamiz.
P(A +B) =P(A) + P(B).
Natija. A hodisaga garama-garshi a hodisaning ehtimoli
P(A)=1-P(A). (2)

ga teng.

1-misol. Qutida 25 ta shar bor. Ulardan 8 tasi qizil, 6 tasi oq, 11
tasi sarig. Tavakkaliga olingan shami rangli shar bo'lish ehtimolini
toping. (Rangli shar chiqishi deganda yo gqizil shar yoki sarig shar
chigishi tushuniladi).

Yechish. Qizil shar chigish hodisasini A, sariq shar chiqgish hodi-
sasini B bilan belgilaylik. U holda ehtimolning klassik ta’rifiga asosan

8 1 . . . L L
P(A)=—; P(B)=— bo'ladi. A+B hodisa rangli shar chigishi hodisasi

A va B hodisalar birgalikda emas. Shuning uchun 1-teoremaga ko'ra
P(A+B)=P(A)+P(B).
... D 8 1 19

Demak, izlangan ehtimol: P{A+B)=—+— =— .

2-teorema. Jyft-jufti bilan birgalikda bo'Imagan A],A2,...,An
hodisalar uchun

P{A]+A2+...+A,)=P{A])+ P{A2)+... + P(An)

munosabat o'rinli.

Agar AXx Alt hodisalar, hodisalaming to'la gruppasini tashkil
gilsa, u holda 7/ (N1)+ /,(N2)+...+P(N,,)=1bo‘bl b

Endi birgalikda bo'lgan hodisalar uchun qo'shish teoremasini
garaymiz (ikkita hodisaning birini ro'y berishi ikkinchisini ro'y berishi-
ni inkor etmaydigan hodisalar).

3-teorema. Ikkita birgalikda bo'lgan A va B hodisadan hech
bo'Imaganda birining ro'y berish ehtimoli hodisalar ehtimollari
yig'indisidan ularning birgalikda ro'y berish hodisasi ehtimolining
ayirmasiga teng bo'ladi.

P(A+B)=P(A)+P(B)- P(AB).

Bu teorema ikkitadan ortig hodisalar uchun ham o'rinli. (Teorema-
ni isbot qilish talabalarga mustaqil ish sifatida topshiriladi.)

2-misol. Ikki mergan bittadan o'g uzdi. Birinchi merganni nishonga
tekkizish (A hodisa) ehtimoli 0,8 ga, ikkinchisiniki (B hodisa) 0,9 ga teng
bo'lsa, meiganlardan agalli bittasining nishonga tekkizganligi ehtimoli topilsin.

Yechish. Masala shartiga asosan ,P(J1)=0,8, /*(5)=0,9. Birgalikda
bo'lgan hodisalar uchun ehtimollami qo'shish teoremasiga asosan,
P(A+4) = />()+/>(A)-/>(1)-.P(A)=0,8+0.9-0,8-0.9=1,7-0,72 =0.98.
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2.2. Erkli hodisalar. Ehtimollarni ko'paytirish teoremasi.

Agar ikkita A va B hodisalardan binning ro‘y berishi ikkinchisinina
ehtimolini o‘zgartirmasa, boshqgacha aytganda, ikkinchisining ro‘y ber-
ish yoki bermasligiga bog'lig bo'Imasa, u holda bu hodisalar erkli
hodisalar deyiladi. Bu mavzuda fagatgina birgalikda bo'lgan hodisalar
haqgida fikr yuritiladi, chunki birgalikda bo'Imagan hodisalaming birga-
likda ro‘y berish (ko‘paytmasini) ehtimoli nolga teng.

A va B hodisalar erkli hodisalar bo'lib, ulaming mos ehtimollari
P(A) va P(B) bo'lsin.

Teorema. lkkita erkli A va B hodisaning birgalikda ro'y berish
ehtimoli shu hodisalaming ehtimollari ko'paytmasiga teng:

P(AB) = P(A)-P(B). (1)

Isboti. Teorema shartiga ko'ra A va B erkli hodisalar. Shu sababli
har bir hodisani sodir bo'lishida alohida tajribalar o'tkazilgan bo'lsin.
Tajriba natijasida n ta elementar hodisaga ega bo'laylik. Bulardan n
tasi A hodisaga qulaylik tug'dirsin.

Tajriba natijasida m ta elementar hodisaga ega bo'laylik. Bulardan
/M tasi B hodisaga qulaylik tug'dirsin. U holda,

P(A) =\ P(B)=—. (2)
n m

Tajriba natijasida ro'y beradigan barcha elementar hodisalar soni
nm ta bo'ladi. Bulardan wAn tasi A va B hodisalaming birgalikda ro'y
berishiga qulaylik tug'diradi.

Demak,

P{AB)nr’T;t (3)

(1),(2) => P{A B):’;].’r}' =P(A) P{BY, (4)

bo'ladi. Bu teorema erkli hodisalar soni n ta bo'lganda ham to'g'ri,
aytaylik, A{,Ar,...,An birgalikda bog'lig bo'Imagan hodisalar bo'lsin. U
holda (4) ga asosan:
P(Ar A2-...An)=P(AD-P(A2y...P (An); (5)

bo'ladi.

1-misol. Ikki qutining har birida 20 tadan detal bor. Birinchi
qutida 16 ta, ikkinchi qutida 15 ta standart detal bor. Har bir
gutidan tavakkaliga bittadan detal olinadi. Olingan detaining standart
bo'lish ehtimoli topilsin.

Yechish. Birinchi qutidan olingan detal standart detal bo'lish hodis-
asini A, ikkinchi qutidan olingani standart detal bo'lish hodisasini B
deylik. U holda

P(A)=~ =0,8; P(B)=~ =0,75; bo'ladi.
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Olingan ikkala detaining standart detal bo'lishi hodisasi esa AB
hodisa bo'ladi. A, B birgalikda bo'lImagan hodisalardir. Shuning uchun
teoremaga ko'ra

P(AB)=/4")-P(~)=0,8-0,75=0,6 ;
teng bo'ladi.

2-misol. Tangani o'n marta tashlaganda gerbli tomon 10 marta
tushish ehtimoli gancha?

Yechish. A, hodisa /-tashlashda gerb tushishi bo'lsin. Izlanayotgan
ehtimol barcha A (/=1,2,3,...10) hodisalar ko'paytmasining ehtimo-
lidir. A hodisalar esa birgalikda erkli bo'lgani uchun, (4) formulani
qgo'llab, quyidagiga egamiz:

P(A, .A2-...-Aig)=P(A))-P(A2)-...- P(A,0).
Biroq istalgan i uchun />(4) = 1/2 shu sababli

P(A,-A2-...A,0)=(1/2)* = 1/1024 * 0,001.

3-misol. Ishchi bir-biriga bog'liq bo'Imagan holda ishlaydigan uchta
stanokni boshqaradi. Bir soat mobaynida ishchining stanokka qarashi
kerak bo'Imaslik ehtimoli birinchi stanok uchun 0,7 ga, ikkinchi stanok
uchun 0,9 ga, uchinchi stanok uchun esa 0,8 ga teng.

1. Bir soat mobaynida uchta stanokdan hech gaysisiga ishchining
e’tibori kerak bo'lmasligi ehtimoli P ni toping.

2. Bir soat mobaynida kamida bitta stanokka ishchining e’tibori
zarur bo'Imaslik ehtimolini toping.

Yechish. 1. lzlanayotgan ehtimolni (4) formula bo'yicha topamiz:

P=09 0,8 0,7=0,504.

2. Bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor berishi
zarur bo'lish ehtimoli birinchi stanok uchun 1-0,7 =0,3 ga, ikkinchi
va uchinchi stanoklar uchun u mos ravishda 1- 0,9 =01 va 1- 0,8 =0,2
ga teng. U holda bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor
berishi zarur bo'lish ehtimoli (4) formulaga asosan 0,3 0,1 0,2 =0,006.

Bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor berishi zarur
bo'lishidan iborat j hodisa, kamida bitta stanokka ishchining e’tibor
berishi zarur bo'Imasligidan iborat hodisa A ga garama — qarshidir.
Shuning uchun 2.1 dagi (2) formulaga ko'ra topamiz:

P(A)=1- P(A)=1- 0,006 = 0,994.

2.3. Shartli ehtimol.

A va B hodisalar bog'lig hodisalar bo'lsin. U holda hodisalardan
birining ro'y berish ehtimoli ikkinchisining ro'y berish yoki bermasli-
giga bog'lig bo'ladi. Shuning uchun bizni bir hodisaning ehtimoli qiz-
igtirayotgan bo'lsa, u holda ikkinchi hodisaning ro'y bergan yoki bermas-
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ligini bilishimiz muhimdir. Quyidagi misolni qaraymiz. Ikkita tanga
tashlangan bo'lsin. Ikkita gerb tushish ehtimolini topamiz.

Biz to'lig gruppa tashkil etuvchi 4 ta teng ehtimolli juft-jufti bilan
birgalikda bo'Imagan ushbu natijalarga egamiz:

l-tanga 2-tanga
1-natija gerb gerb
2-natija gerb ragam
3-natija ragam gerb
4-natija ragam ragam

Shunday qilib, P(gerb,gerb)=1/4. Endi birinchi tangada gerb tush-
gani ma’lum deb faraz gilaylik. Shundan so'ng gerb ikkala tangada
tushish ehtimoli ganday o'zgaradi?

Birinchi tangada gerb tushgani uchun endi to'liq gruppa ikkita teng
ehtimolli birgalikda bo'Imagan natijalardan iborat bo'ladi:

1-tanga 2-tanga
1-natija gerb gerb
2-natija gerb ragam

Bunda natijalardan fagat bittasi (gerb,gerb) hodisaga imkon yarata-
di. Shuning uchun qilingan farazlarda /(gerb,gerb)=1/2.

Endi A orqali ikkita gerbning tushishini, B orgali esa gerbning
birinchi tangada tushishini belgilaymiz.

B hodisa ro'y berganligi ma’lum bo'lganda A hodisa ehtimoli
o'zgarishini garaymiz.

A hodisaning B hodisa ro'y berdi degan shart ostidagi yangi ehtimolini

PH(A) orqali belgilaymiz. Shunday gilib,

P{A)-\/A, Pb(A)=V2
A hodisaning B hodisa ro'y beradi degan shart ostidagi ehtimoli A
hodisaning shartli ehtimoli deyiladi.

2.4. Bog'lig hodisalar. Ehtimollarni ko'pavtirish teoremasi.

Ayrim masalalarni yechishda A va B hodisalaming ehtimollari ma’lum
bo'lsa, bu hodisalar ko'paytmasining ehtimolini topishga to'g'ri keladi.

Teorema: A va B hodisalar ko'paytmasining ehtimoli ulardan bir-
ining ehtimoli ikkinchisining birinchi hodisa ro'y berdi deb hisoblangan
shartli ehtimoli ko'paytmasiga teng, ya'ni:

P(AB) =P (A)Pa{B). 1)
Isboti. Bu munosabatning to'g'riligini ehtimolning klassik ta’rifiga
asoslanib isbotlaymiz. Tajribalaming mumkin bo'lgan Ei,E7,...,EN nat-
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ijjalari teng ehtimolli, juft-jufti bilan birgalikda bo'Imagan hodisalaming
to‘lig gruppasini tashkil gilsin va ulardan A hodisaga K ta natija qulay-
jilc tug'dirsin hamda ana shu K ta natijadan L tasi B hodisaga qulaylik
tug‘dirsin. U holda, A va B hodisalaming ko'paytmasiga tajribalaming
mumkin bo'lgan K ta natijasidan L tasi qulaylik tug'diradi.

Bundan esa quyidagiga egamiz:

P(A)==', P(AB) == PA(B)==.

Shunday qilib,

Shunga o'xshash, A va B ning o'rinlarini almashtirib, quyidagi
munosabatga ega bo'lamiz:

P(AB) =P{B)Pb(A). (2)
(1) va (2) munosabatlardan
P(A)P.(B)=P(B) P.(A); 3)

kelib chigadi.

Ehtimollami ko'paytirish teoremasi istalgan chekli sondagi hodi-
salar uchun umumlashtiriladi. Masalan, uchta At,A2,A3 hodisa uchun
guyidagiga ega bo'lamiz:

P(AAIA) =P[(A,A)A]l =p(a,a,)-pnn (1) =
| =PMPa(A,)Pan{AY

Umumiy holda

Misol. 4 ta oq va 9 ta qora shar bo'lgan qutidan ikkita shar olinadi.
Olingan ikkala shar oq bo'lish ehtimoli gancha?

Yechish. Bu masalani (1) formulani go'llab yechamiz. Ikkita sharni
olish ularni ketma-ket olishga teng kuchlidir. lkkita ogq shar chigishidan
iborat hodisa A va B hodis ilarni ko'paytmasidan iborat bo'ladi.
(1) formulaga ko'ra quyidagiga ega bo'lamiz:

P(AB) =P(A)Pa(B). Birog, birinchi oq shar chiggandan so'ng

qutida uchtasi oq bo'lgan 12 ta shar golgani uchun />(/1)=-",

Pa(B) = Demak, P(AB) =(4/13)-(3/12) =3/40;
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Masala shartidan quyidagilar kelib chiqgadi:
P,=/>H|(1) =0,03; P =PH3LN =0,02; P3=PHj(A)=0,01.

PA(H]) ni, ya’ni yarogsiz tranzistoming 1-zavodda tayyorlanganlik
ehtimolini topamiz. Bayes formulasiga ko'ra quyidagiga egamiz:

ptH)__
A > P(H,)-P,+P(H2)-P2+P(H,)-T3

0,19%0,03 +0,35m0,02 +0,46- 0,01

Shunday qilib, tranzistor 1-zavodda tayyorlangan degan gipoteza-
ning ehtimoli u vyarogsiz ekanligi ma’lum bo'lib golganidan keyin
o‘zgartiriladi.

0 ‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1 lkkita birgalikda bo'lgan hodisalar ehtimollarini qo'shish teoremasini
aytib, isbotlab bering.

2. Ikkita birgalikda bo'lmagan hodisalar ehtimollarini qo'shish teoremasini
aytib, isbotlab bering.

3. Erkli hodisalar ehtimollarini ko'paytirish teoremasini ta’riflang va is-
botlab bering.

4. Hodisaning shartli ehtimolini misollar yordamida tushuntiring.

5. Bog'lig hodisalar ehtimollarini ko'paytirish teoremasini ta’riflang va
isbotlab bering.

6. To'liq ehtimol formulasini keltirib, misollar bilan tushuntiring.

7. Bayes formulasini yozib, misollar bilan tushuntiring.

3-8. Erkli tajribalar seriyasi

Ya.Bernulli formulasi.

Biz ayrim yakka tartibda o'tkaziladigan tajribalar bilan bog'lig bo'lgan
tasodifiy hodisalarni o'rganib keldik. Ammo, amaliyotda, ehtimollar
nazariyasida bir-biridan erkli ravishda o'tkaziladigan bir xil tajribalar
seriyasini o'iganish katta ahamiyatga ega. Masalan, tangani tashlash,
nishonga garata o'q uzish, mahsulotni nazorat uchun tanlash tajribalarini
ko'p marta va bir xil sharoitlarda o'tkazish hollari erkli tajribalar seri-
yalariga misol bo'la oladi. Bunday hollarda masala quyidagicha qo'yiladi.

A tasodifiy hodisa biror tajribada / ehtimol bilan ro'y bersin. Tajriba
n marta takrorlanganda A hodisaning K marta ro'y berish ehtimoli
P,Xk) ganday bo'ladi? Bu savolga javob berish uchun, dastlab xususiy
holdan boshlaymiz.
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Aytaylik, n=6 va k=3 bo'lsin, ya’ni har birida A hodisa / ehtimol
bilan ro‘y beradigan 6 ta tajribadan iborat seriyani qaraymiz. Bu olti
tajribada A hodisaning uch marta ro‘y berish ehtimoli P6(3) ni
aniglaymiz.

A, A2,A3,A4,AS va A6 lar bilan A hodisaning mos ravishda ro‘y
berishidan iborat hodisalarni belgilaymiz. U holda A hodisaning uch
marta ro‘y berishidan iborat hodisa quyidagi birgalikda bo'lmagan
hodisalaming yig'indisi kabi yozilishi mumkin:

NNN:MNN3rbl 4T NN (A hodisa dastlabki 3 tajribada ro'y berdi),

N.NATM3FKIMrK (A hodisa oxirgi 3ta tajribada ro'y berdi).

Bu erda Cl ta hodisa yozilgan, chunki A hodisaning olti tajribada
uch marta ro'y berishining ana shuncha usuli mavjuddir. Bu hodi-
salardan har birining ehtimoli ko'paytirish teoremasiga ko'ra p®\- p)r
ga teng, ya’'ni bir xildir.

Birgalikda bo'Imagan hodisalar uchun qo'shish teoremasiga ko'ra

£6(3)=c® (1-7>)3; (i)
ni hosil qilamiz.
Endi umumiy holni garaymiz. A,(i=1, 2, .., n) lar bilan A hodisa-

ning mos ravishda /-tajribada ro'y berishidan iborat hodisalarni
belgilaymiz. U holda A hodisaning K marta ro'y berishidan iborat
hodisa quyidagi birgalikda bo'Imagan hodisalaming yig'indisi ko'rinishida
ifoda qilinadi:

ANMAN-NANAs...MA “ (Ahodisa dastlabki K ta tajribada ro'y berdi),

n.,nn;n.t-*MN4wN.. 'K W hodisa oxirgi K ta tajribada ro'y berdi)

Bu erda C* ta hodisa yozilishi kerak, chunki A hodisaning n ta

tajribada K marta ro'y berish usullari soni shunchadir.
Ko'paytirish teoremasiga ko'ra bu har bir hodisaning ehtimoli

pk(\-p)"-k;
ga teng.
Birgalikda bo'Imagan hodisalar uchun qo'shish teoremasini qo'llab,
ushbu formulani hosil qilamiz:

W )=c.V (i-/>r"; >
(2) formulaga Ya. Bernulli formulasi deyiladi.
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1-misol. Nishonga garata to‘rtta o‘q otishdi, bunda har bir o‘q
otishda nishonga tegish ehtimoli 0,85 ga teng. Nishonning ikkita o‘q
bilan shikastlanish ehtimoli gancha?

(2)-formulaga ko‘ra w=4,£ =2,//1=0,85 deb quyidagini topamiz:

P4(2) =C20,852+,152=10,0975 « 0,1.

2-misol. Radiopriyomnikda 6 ta lampa bor. 0 ‘n yil davomida lam-
palaming ishga yaroqsiz boiib qolish ehtimoli har gaysi lampa uchun
1
— ga teng. 0°‘n yil davomida barcha lampalaming kamida yarmisini
almashtirilish ehtimoli gancha?

(2) formulani tadbiq etib, o‘n yil davomida mos ravishda uchta,
to‘rtta, beshta va oltita lampaning ishdan chigish ehtimolini topamiz:

CIM.

Birgalikda boimagan hodisalar uchun qo'shish teoremasiga ko'ra
izlanayotgan ehtimol quyidagiga teng bo'ladi:

(2) formulada 1-p -q deb olinsa, u quyidagi ko'rinishni oladi.

PnwW =Chgnkp k. (3)
(3) formuladagi Ckgnk (q+px)n ko'phadning koeffitsientlarini
ifodalaydi.
(q+ px)n ko'phadni Nyuton formulasini go'llab, X ning darajalari
o'sib borish tartibida joylashtirsak: C kg“"~k—koeffitsientlarga ega bo'lamiz.
Boshqgacha aytganda

{g+px)"=Y, (Chg™kp k)xk' (4)
*-0

ko'rinishdagi ayniyatga ega bo'lamiz. Bu ayniyatga asosan (g + px)"
ko'phadni A hodisaning n ta erkli tajribadan iborat seriyada K marta
ro'y berishining ehtimollari uchun hosil qiluvchi ko'phad deyiladi.

Barcha Pn(k)(k =0,1,—«) ehtimollarni topish zarur bo'lgan hol-
larda hosil qgiluvchi ko'phadni yozib olish va uni Nyuton formulasi
bo'yicha yoyib chigish qulaydir. Ko'phadning koeffitsientlari izlanayo-
tgan ehtimollarni beradi.

3-misol. A hodisa tajriba bir marta o'tkazilganda 7 ehtimol bilan

ro'y beradi. Tajriba 10 marta o'tkaziladi. Bu tajribaning ganday natijasi
eng katta ehtimolga ega bo'ladi? U nimaga teng?
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. . . /1 N~ \D .
Yechish. Bu holda hosil giluvchi ko'phad (‘-1 +-4*) ko'rinishga ega.

Shunday qilib, eng katta ehtimolga tajribaning quyidagi natijasi ega
bo'ladi: A hodisa 8 marta ro'y beradi. Bunday natijaning ehtimoli:

~0B)=GCB(-)2(-)8-0,28.
4 4
Tajribaning qolgan 10 natijasining har biri bundan kichik ehtimolga ega.
0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Ya.Bernulli formulasini keltirib chigaring.

4-8. Tasodifiy miqgdorlar

4.1. Diskret va uzluksiz tasodifiy miqgdorlar.

Biz tasodifiy hodisalar bo'limida o'yin soqqasini tashlaganda 1,2,3,4,5
va 6 sonlarini chiqishi, nishonga garata beshta o'q uzganda 0,1,2,3,4,5
giymatlami gabul gila oladigan tasodifiy hodisalami garadik. Bu tasodi-
fiy hodisalarda chigqan qiymatlami oldindan aytib bo'lmaydi, chunki
u inobatga olib bo'lImaydigan ko'p tasodifiy sabablarga bog'ligdir. Shu
sababli yuqorida ko'rsatilgan qiymatlar tasodifiy miqdorlardir.

1-ta’'rif. Tasodifiy miqgdor deb, awaldan noma’lum bo'lgan va
oldindan inobatga olib bo'Imaydigan tasodifiy sabablarga bog'liq bo'lgan
hamda tajriba natijasida bitta mumkin bo'lgan giymat qabul giluvchi
miqdorga aytiladi.

Misollar:

a) ma’lum partiyadagi brak gilingan mahsulotlar miqdori;

b) to'pdan otilgan snaryadning uchib o'tgan masofasi;

d) tug'ilgan 100 ta chagaloq ichida giz bolalar soni;

e) yil davomida bitta sigirdan sog’ib olingan sut miqgdori va boshqalar.

To'pdan otilgan snaryadning uchib o'tgan masofasini tasodifiy migdor
sifatida qarasak, bu masofa fagat nishonga oluvchi asbobning o'matilishiga
bog'lig bo'Imasdan, awaldan hisobga olib bo'Imaydigan bir gancha
boshga sabablarga (shamolning kuchi va yo'nalishi, harorat va
boshgalarga) ham bog'liq.

Tasodifiy migdor ikki xil bo'ladi: diskret va uzluksiz tasodifiy migdorlar.

2-ta’rif. Diskret(uzlukli) tasodifiy migdor deb, ayrim ajratilgan qi-
ymatlami ma’lum ehtimollar bilan gabul giluvchi miqdorga aytiladi.

Masalan, yuqoridagi a), b) misollarni diskret tasodifiy miqdorlar
desa bo'ladi. Diskret tasodifiy migdorning mumkin bo'lgan qgiymatlari
soni chekli yoki cheksiz bo'lishi mumkin.

3-ta’'rif. Uzluksiz tasodifiy miqgdor deb, chekli yoki cheksiz
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oraliglardagi barcha giymatlami gabul gilishi mumkin bo'lgan migdorga
aytiladi.

Ta’rifdan ko'rinadiki, uzluksiz tasodifiy migdorning mumkin bo'lgan
giymatlar soni cheksizdir.

4.2. Diskret tasodifiy migdorning tagsimot gonuni.

Tasodifiy migdorni to'la tavsiflash uchun, eng awalo, u gabul
gilishi mumkin bo'lgan qiymatlami bilish kerak. Ammo bu vyetarli
emas. Bundan tashqari, tasodifiy migdor u, yoki bu giymatni ganday
ehtimol bilan gabul qilishini ham bilish kerak.

Tasodifiy migdorni X harfi bilan, uning giymatlarini

X, Xt, M., XH

harflari bilan, bu giymatlar qabul giladigan ehtimollami mos ravishda
P\iPlI'> memiP,

harflari bilan belgilaymiz.

Agar X tasodifiy migdor uchun u gabul gilishi mumkin bo'lgan
barcha, Xt n\,... Xn giymatlar va bu giymatlar gabul gilinadigan barcha
/>,./>- —p.,, ehtimollar ma’lum bo'lsa, X tasodifiy migdorning tagsimot
gonuni yoki, oddiy qilib, X migdorning tagsimoti berilgan deyiladi.

Odatda, tagsimot gonuni quyidagi jadval ko'rinishida yoziladi:

v

vl V. « X, X
P pi Pz s Pi P,
Jadvalning birinchi satrida tasodifiy miqdorning barcha qiymatlari,
uning ostiga, ikkinchi satiga esa mos ehtimollar yoziladi.
Quyidagi n ta tasodifiy hodisani garaymiz:
A —tasodifiy miqdor X v, qiymatni gabul qildi,
A, — tasodifiy migdor X sr, giymatni qabul qildi,

An ~ tasodifiy migdor X Xxn giymatni qabul qildi,

Ar A ... An hodisalar birgalikda emas, chunki tasodifiy migdor
tajriba bir marta o'tkazilganda = ... XN giymatlardan fagat birini
gabul qilishi mumkin. Shuningdek, Ar A,, An hodisalaming

yig'indisi mugarrar hodisadir, ya’ni
41U ,U ...U 4 ,=£;
chunki tasodifiy migdor .y,..v,....Xn giymatlardan birini albatta gabul giladi.

Shu sababli birgalikda bo’lmagan hodisalar uchun qo'shish
teoremasiga ko'ra quvidagini hosil qilamiz:
U<tU--UA)=PE) =t
P(-I)+P(.-f,) +..+ /() =1
pt+p:+..+pr=1
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yoki qisgacha yozsak,

&f>r=t )

ya'ni X tasodifiy migdoming tagsimot gonunini beradigan (1) jadvalning
ikkinchi satrida turgan barcha sonlaming yig'indisi birga teng bo'lishi kerak.
1-misol. X tasodifiy miqdor o'yin soqqgasini tashlaganda tushgan
ochkolar soni bo‘lsin. Tagsimot gonunini toping.
Yechish. X tasodifiy migdor
M —1 x2—2, .., 6,
giymatlami
1
P\:Pr:"=P6:—6>
ehtimollar bilan gabul giladi. Shuning uchun tagsimot gonuni ushbu
jadval bilan beriladi:

X 1 2 3 4 5 6
D | 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6

2-misol. Nishonga garata ikkita o‘q uzilyapti, bunda har bir o‘q
uzishda o‘qning nishonga tegish ehtimoli 0,8 ga teng. X tasodifiy migdor
sifatida - nishonga tekkan o‘glar soni garaladi. Bu tasodifiy migdorn-
ing tagsimot qonunini toping.

Yechish. JT1' tasodifiy migdor quyidagi qiymatlami qabul qilishi
mumkin:

je, =0,X2=1,43=2.

Tegishli ehtimollarni topish uchun hosil qiluvchi ko'phad

(0,2 +0,8jc)2 ni tuzamiz va yoyilmasini topamiz:

0,22+2-0,2 0,8 x+0,8V -

Ma’lumki, xk(k - 0,1,2)ning oldidagi koeffitsient nishonga K ta
0'q tegish ehtimolini, ya’'ni X tasodifiy miqdoming K ga teng giymatni
gabul gilish ehtimolini beradi.

=0,22=0,04;
p2=2-0,2 -0,8=0,32;
p3=0.82=0,64.

Shunday qilib, X tasodifiy migdoming tagsimot qonuni quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:

0 1 2
0,04 0,32 0,64
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Umumiy holda quyidagi misolni qaraylik.

X tasodifiy migdorni — har birida A hodisa P ehtimol bilan ro'y
beradigan n ta erkli tajribadan iborat seriyada A hodisaning ro'y berish
sonini garaylik. X tasodifiy migdorning tagsimot gonunini toping.

Yechish. X tasodifiy miqdor quyidagi giymatlardan birini qabul
gilishi mumkinligi ravshandir:

0,1, 2,...,k, ..., n

X tasodifiy migdor K ga teng qiymatni gabul gilishidan iborat
hodisaning ehtimoli Ya. Bemulli formulasiga ko'ra aniglanishini bilamiz:

P(X=k)=Ctpy "*;
bu yerda q=1-p.
Binobarin, x tas°difiy migdorning tagsimoti quyidagicha yozilishi
mumkin:
0 1 K n

/70 -0 # r't 1 n-l s=n o O
cnP 4 cnP 4 c'p'a"-* C,pﬂ

(3) jadval yordamida tavsiflanadigan tagsimot Ya. Bernulli tagsimoti
yoki binomial tagsimot deyiladi. Ya. Bemulli tagsimoti uchun (2) shart
quyidagi ko“rinishni oladi:

n

X _

21» p A

H—K

-1 @)

Bu tenglikning to‘g‘riligini isbotlash uchun
(?+/*r =£c,y-V **;
t-0

ayniyatda X =1 deb olish etarli.

Ya.Bemulli tagsimoti ikkita parametr: barcha tajribalar soni n va
hodisaning har bir ayrim tajribada ro'y berish ehtimoli p bilan to'la
beriladi.

4.3. Tasodifiy miqdorning matematik kutilishi.

Ta’rif. Tasodifiy migdorning matematik kutilishi deb tasodifiy
migdorning barcha gqiymatlarini bu giymatlaming ehtimollariga
ko'paytmalari yig'indisiga aytiladi.

X tasodifiy migdorning matematik kutilishi MX orgali belgilanadi.
Agar A"tasodifiy migdor a , , * , , giymatlari mos ravishda pnp,,...,p,,
ehtimollarga ega bo'lsa, u holda ta’rifga ko'ra:

n

:* (0
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Matematik kutilish tasodifiy migdoming eng muhim son tavsifidir.
Ko‘pincha matematik kutilishni tasodifiy migdoming o'rtacha giymati
deb ham yuritiladi, chunki u biror «o'rtacha son» ni ifodalab, bu son
atrofida tasodifiy migdoming barcha giymatlari giymatlanadi.

1-misol. 0 ‘yin soqqasini tashlaganda tushadigan ochkolar sonining
matematik kutilishini toping.

Bu tasodifiy migdoming tagsimot gonuni 4.2 ning 1-misolida topilgan
edi (1) formulaga ko'ra matematik kutilishni topamiz:

W =+ x k=Xt K="-B1 =Dbb5.
*-| o} 6 2

Umumiy holda quyidagi misolni qaraylik.

2-misol. Har birida A hodisa p ehtimol bilan ro'y beradigan n ta
erkli tajriba seriyasida A hodisa ro'y berish sonining matematik kutil-
ishini toping.

X tasodifiy migdoming K giymatni gabul gilish ehtimoli Ckgnkp |
ga teng. Demak, (1) formulaga ko'ra;

W =£ c fig-KPK
K-O
Hosil gilingan ifodani soddalashtirish uchun ushbu munosabatdan
foydalanamiz:

(Q+px)"=£C ,y~V **-
*=0

Bu ayniyatning ikkala tomonini a o'zgaruvchi bo'yicha differen-
siallaymiz, u holda:

n(u+pxl'p="£,K 'y "pl*>'-
xkw O

Bu yerdan p +g =\ ekanligini nazarda tutib, jc=1 da

»/>=L*c,VV;
*-0
ni topamiz. Demak,
MX = np. (2)
Shunday qilib, har birida A hodisaning ro'y berish ehtimoli p ga
teng bo'lgan n ta erkli tajribadan iborat seriyada A hodisa ro‘y berish
sonining matematik kutilishi barcha tajribalar soni n ning hodisaning
alohida tajribada ro'y berish ehtimoli p ga ko'paytmasiga teng ekan.
Boshgacha aytganda, n va p parametrli binomial gonun bo'yicha
tagsimlangan tasodifiy migdoming matematik kutilishi np ko'paytmasiga
tengdir.
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3-misol. Agar 1000 ta buyumdan iborat to'plamdagi har bir buyum
0,05 ehtimol bilan yarogsiz chigishi mumkin bo'lsa, shu to'plamdagi
yarogsiz buyumlar sonining matematik kutilishini toping.

Yaroqgsiz buyumlar soni - bu binomial gonun bo'yicha tagsim-
langan X tasodifiy miqdordir. Shuning uchun (2) formulaga ko'ra ush-
buni topamiz:

MX =1000 0,05 =50.

Aytaylik, X tasodifiy migdor, MX uning matematik kutilishi bo'lsin.
X—MX ayirmani qaraylik.

Tasodifiy miqdor bilan uning matematik kutilishi orasidagi farqga
kutilisdan chetlanich deyiladi.

4-misol. X - o0'yin soqggasini tashlaganda tushgan ochkolar soni
bo'lsin. X tasodifiy migdoming uning matematik kutilishidan chetlani-
shi kvadratidan iborat Y tasodifiy migdomi garaylik. y ning matematik
kutilishini toping.

X tasodifiy migdoming matematik kutilishi 1-misolda hisoblangan
bo'lib, u MX =3,5 ga teng edi.

X tasodifiy migdoming uning matematik kutilishidan chetlanish

kvadrati
M=0-3,5)2, y2=(2-3,5)2; y3=(3-3,5)2.

y<=(4-3,5)2 y5=(5-3,5)2; y6=(6-3,5)2.

giymatlami gabul giluvchi tasodifiy migdordir, bunda har bir giymat 5

ehtimol bilan gabul qilinishi ravshandir. Shuning uchun

6 ) ‘ * '
MYZZ’\ykpk:’\k-:%,é))---l:Z's +1.5-+0.5-+0.5 +1.5-+2f :§-
*i *=j 6 6 12

4.4, Tasodifiy migdoming dispersiyasi.

X tasodifiy migdoming boshqga bir muhim tavsifi uning dispersiya-
sidir. X ning dispersiyasi DX orqgali belgilanadi va u quyidagicha aniglanadi.

Ta’rif. X tasodifiy migdoming dispersiyasi deb X tasodifiy miqdor-
ning uning matematik kutilishidan chetlanishi kvadratining matematik
kutilishiga aytiladi, ya'ni DX =M (X-M X)2

4.3-moddadagi 4-misolda o'yin soqgasini tashlaganda tushgan
ochkolar sonidan iborat X tasodifiy migdoming uning matematik ku-
tilishidan chetlanish kvadratining matematik kutilishi topilgan, ya’'ni
aslida X migdoming dispersiyasi hisoblangan edi. Shunday qilib, 4-
misoldan agar X soqqgani tashlaganda tushgan ochkolar soni bo'lsa, u

35
holda DX = — bo'lishi kelib chigadi.
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Aytaylik, X tasodifiy miqdor
XP X2,y Xyps
giymatlami mos ravishda
Pi’Pz’ —>Pn"'
ehtimollar bilan gabul gilsin. U holda X tasodifiy migdorning uning
matematik kutilishidan chetlanishi kvadrati tasodifiy migdor bo'lib, u

(x,-MX)2, (x2-M X)2,...,(xt -M X)2,..;,
(xn-M X)2
giymatlami mos ravishda
P\i P2’ esmPk> eeeP n»
ehtimollar bilan gabul qiladi. Shuning uchun bunday tagsimlangan

tasodifiy migdorning matematik kutilishini, ya’ni X n=nE dispersiyasini
guyidagicha yozish mumkin:

DX ='Ej(xt -M X)2pt. 1)
]

Tasodifiy migdorning dispersiyasi bu tasodifiy miqdorning o'zining
matematik kutilishiga (O‘rtacha giymatiga) nisbatan tarqoqglik, sochilish
darajasini xarakterlaydi. «Dispersiya» so'zining o‘zi «sochilish»ni anglatadi.

1-misol. X va Y tasodifiy miqdorlar quyidagi tagsimot gonunlariga ega:

-1

va

DX va DY ni toping.
Dastlab matematik kutilishlami hisoblaymiz:

Mr=(-1).1+1.- =0, MY=(-2)e- +2=- =0.
2 2 2 2

Endi (1) formulani go'llab, dispersiyalarni topamiz:

DX =1e +la =1 DY=4 —+4-—=4,
2 2 2 2

Xva Y tasodifiy migdorlar bu erda bir xil giymatlami gabul gilyapti,
bir xil matematik kutilishga ega, birog Y tasodifiy miqdor giymatlari-
ning tarqoqligi X tasodifiy migdomikiga garaganda ko'proq. Matematik
kutilishdan ancha uzoqdagi +2 giymatlami Ytasodifiy migdor X tasodifiy
miqdorga nisbatan kattaroq ehtimol bilan qgabul qgiladi, matematik

kutilishdan kamroq uzoglikdagi +1 giymatlami esa Y tasodifiy migdor
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X tasodifiy miqdorga nisbatan kichikroq ehtimol bilan qabul giladi.
DX < DY tengsizlik xuddi ana shuni ko‘rsatadi.

Yuqoridagi misollarda tasodifiy migdorlaming dispersiyalari (1)
formula bo'yicha hisoblanadi. Biroq, odatda, dispersiyani boshqga for-
mula yordamida hisoblash ancha qulay bo'ladi. Bu formulani hosil
gilish uchun dastlab (1) formulaning o'ng gqismini quyidagicha
o'zgartiramiz:

= -M X) 2Pk = £k:\( x: - 2(MX)xt +(MX)2)pk =

KA
-2 (W )£ XkPk + (M X)2+ p K
bl | KM\ kw |
Endi ALxkPt = MX ekaninini e’tiborga olsak,
n
DX = -(MX)" formulani hosil gilamiz.

Bu yerda yig'indi ushbu

*12 an K
P. Pi P.

gqonun bo'yicha tagsimlangan tasodifiy migdoming matematik kuti-
lishidir.

Bunday tasodifiy miqgdorni X tasodifiy migdoming kvadrati deb
ataladi va X2 orgali belgilanadi.

Shunday qilib, dispersiya uchun

DX=M(X2)-(MX)2 2)
formula o'rinlidir.

Bu formula bunday o'giladi: tasodifiy miqdoming dispersiyasi bu
migdor kvadratining matematik kutilishidan uning matematik kutilishi
kvadratini ayirilganiga teng.

2-misol. nva p parametrli binomial gonun bo'yicha tagsimlangan
X tasodifiy migdoming dispersiyasini toping.

Yechish. Bizga oldingi mavzulardan MX-np ekanligi ma’lum.
Dispersiyani (2) formuladan foydalanib, hisoblash magsadida x 2 tasodi-
fiy migdoming tagsimot gonunini yozamiz:

0 i k2 n2

€p' cClp'g - Ckplgk - ciPP
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X2 tasodifiy migdorning matematik kutilishi uchun quyidagiga egamiz:

M (X2)= £ K 2CKp K1 -*.
K-O
Hosil gilingan yig'indini soddalashtirish uchun yana bizga ma’lum
bo'lgan quyidagi ayniyatdan foydalanamiz:

Q+pxy=£c*q'-kpkek
*=0

Ayniyatning har ikkala gismini X o'zgaruvchi bo'yicha ikki marta
differensiallaymiz. U holda quyidagini hosil gilamiz:

n{n-1\g+pxr2p2=2Zq" kp Kk - \)xk2.
k-0
Bu ayniyatda * =1 deb, ushbu tenglikni hosil gilamiz:

JLT-)/>2=£*(*-i)C ,,y V ;
(/7-) £, (*-1) y
yoki
rnn-1YP2=£ k kg -kPk~ =k C Iq - ko k;
*«l *=|
bu yerdan ~kC~™q"™ kpk=MX =np ekanligini nazarga olib,
L *
M (X 2) ="~TikZ*g"~kp k=n(n-\)p2+np=n2p 2- np2+np;
=
DX =M(X2)-(MX)2=n2p2- np2+np-n2p2=np(\-p)]
ya’'ni
DX =npg. 3)

4.5. Chebishev tengsizligi.

X tasodifiy migdorning uning matematik kutilishidan chetlanishi-
ning absolut giymatini, ya’'ni |Y-MY | tasodifiy migdorni qaraylik.
IAL-M Y J tasodifiy migdorning birorta s musbat sondan Kkichik
bo'lmagan giymatni gabul gilish ehtimolini PO\X- MX\>e) orqgali
belgilaylik.

Teorema. Ixtiyoriy X tasodifiy migdor va istalgan € son uchun

DY
P(\X-MX\>e)<-A--

tengsizlik o'rinlidir, ya’ni X tasodifiy miqdorning uning matematik
kutilishidan chetlanishi absolyut migdorning istalgan £ musbat sondan
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kichik bo'Imaslik ehtimoli X ning dispersiyasini s2 ga bo'linganidan
katta bo‘la olmaydi.
Bu mashhur Chebishev tengsizligidir, bu tengsizlik yordamida
ehtimollar nazariyasida ko'pgina muhim teoremalar isbot qilinadi.
Isboti. X ushbu gonun bo'yicha tagsimlangan ixtiyoriy tasodifiy
miqdor bo'lsin:

" X, xisi X,
P\ Pi Pm Pn

Ixtiyoriy S musbat sonni olamiz. U holda X tasodifiy migdoming
barcha giymatlari xk(k = \,2,...,n) lami ikkita to'plamga bunday ajratish
mumkin: birinchi to'plamga

Wk -MX\>EN 1)

tengsizlikni ganoatlantiradigan Xk giymatlami kiritamiz, golgan giy-
matlarni, ya’ni garama-qgarshi
Nk-MX\<£E', (2)

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlami ikkinchi to'plamga kiritamiz.
Bu to'plamlardan biri bo'sh to'plam bo'lib golishi istisno gilinmas-
ligini gayd qilib o'tamiz.
Umumiylikka ziyon keltirmasdan, biz tasodifiy migdoming qiy-
matlarini shunday nomerladikki, (1) tengsizlikni ganoatlantiradigan

giymatlar 1 dan ( gacha, qolgan giymatlar, ya'ni (2) tengsizlikni

ganoatlantiradigan giymatlar esa €+ 1 dan n gacha nomerlami oldilar
deb hisoblashimiz mumkin.
Endi X tasodifiy migdoming

DX =Y jxk-M X?pk,
<Ul
dispersiyasini garab chiqaylik.
Bu yig'indining barcha go'shiluvchilari manfiy bo'Imagani uchun
oxirgi n-f ta hadni tashlab yuborib, yig'indini fagat kamaytirishimiz
mumkin, ya’'ni

£(**-MX)2Pk>jT(xk-M X)2pk\
dispersiyasini garab chiqaylik.

Biroq endi yig'indi belgisi ostida nomerlari k<(. bo'lgan xk lar
goldi, bunday barcha giymatlar uchun esa

Ixt -MX\>E;
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tengsizlik, binobarin, unga teng kuchli
(xk-M X)2>e2;

tengsizlik o'rinlidir.fShning uchun ¢

£(**-MX)2pk>~"s2pk=e2" P k-
Al |

*-

So'nggi "jPk yig'indi A'tasodifiy migdor je,, giymatlardan
* (
birini gabul qilish ehtimolidir, ya’'ni y yig'indi X miqgdor
x4 -MX\>s;

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatni gabul qilish ehtimolidir.
Bu ehtimolni
P(\X-MX\>e);
bilan belgilashga kelishgan edik, shuning uchun

£ jPt=P(\X-MX\>e).

k*1
Shunday qilib, dispersiya uchun
D X>£2P(\X-MX\>£)-,
bahoni hosil gildik. Bu yerdan Chebishev tengsizligi kelib chigadi.

4.6. Katta sonlar gonuni.

Har birida A hodisa p ehtimol bilan ro'y beradigan n ta erkli
tajribadan iborat seriyada A hodisaning ro'y berish sonini ifodalovchi X
tasodifiy migdorga qaytaylik. X tasodifiy miqdor k(k - 0,1,.../?) qiy-
matlami gabul giladi. llgariroq (oldingi punktlarga garang) X miqgdor-
ning matematik kutilishi va dispersiyasi hisoblangan edi:

MX =np\ DX =npq.

Ixtiyoriy £t musbat sonni olamiz va X tasodifiy migdor uchun

Chebishev tengsizligini yozamiz:

P(\K-Np\>£x) <" -,

Ushbu
I*- P\2r,;
tengsizlik

tengsizlikka teng kuchli ekanligi ravshan, shuning uchun quyidagiga ega
bo'lamiz:
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£, ixtiyoriy musbat son bo'lgani uchun —Ize deb A hodisaning

K
n ta tajribadan iborat seriyada ro'y berish chastotasi Y ning A hodi-

saning alohida tajribada ro'y berish ehtimoli p dan chetlanishining
birorta ixtiyoriy € sondan kichik bo'Imasligining ehtimoli uchun quyi-
dagi bahoni hosil gilamiz:

Al --p \>e)<-?\.
n ns

Pq
Hosil gilingan bu bahodan n->o0 da — bo'lgani uchun
ne

lim/AL —p |>£)=0;

kelib chiqadi.

Bu natija birinchi marta Ya.Bernulli tomonidan hosil gilingan bo'lib,
Ya. Bemulli teoremasi yoki Ya.Bernulli formasidagi katta sonlar gonuni
deyiladi.

Katta sonlar qonuni quyidagi da’voni ifodalaydi: har qanday £
musbat son uchun A hodisaning n ta tajribadan iborat seriyada ro'y
berish ehtimoli p dan chetlanishining s dan kichik bo'Imaslik ehtimoli
n o'sishi bilan nolga intiladi.

Boshgacha aytganda, e ganchalik kichik bo'Imasin yetariicha katta n larda

* i
n P
tengsizlikning ehtimoli nolga istalgancha yaqin bo'ladi, binobarin,
garama-garshi

1 -~P \<s;
n

tengsizlikning ehtimoli birga istalgancha yaqin bo'ladi.

Shunday qilib, erkli tajribalar soni yetariicha katta bo'lganda hodi-
saning ro'y berish chastotasi hodisaning ayrim tajribada ro'y berish
ehtimolidan istalgancha yaqin ehtimollik bilan ro’y berishini aytish
mumkin.

Shunday qilib, Ya.Bernulli formasidagi katta sonlar qonunidan har
birida hodisa bir xil ehtimol bilan ro'y beradigan n ta erkli tajriba
seriyasida hodisa ro'y berishi chastotasining statistik turg'unligi kelib
chigadi. Hodisaning ehtimoli noma’lum bo'lgan hollarda katta sonlar
gonuni hodisa ehtimoli uchun uning tajribalar soni yetariicha Kkatta
bo'lgandagi chastotasini gabul qilish imkonini beradi. Masalan, tugil-
ishlami kuzatishlar soni yetariicha katta bo'lganda o'g'il bolalrning
tug'ilish chastotasi 0,511 soniga yaqin bo'lganligidan xuddi ana shu son
o'g'il bola tug'ilishining ehtimoli uchun gabul qilinadi. Bu ehtimolni
bilish jiddiy demografik prognozlar gilish imkonini beradi.
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0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Diskret va uzluksiz tasodifiy miqgdorlar deganda ganday miqdorlami
tushunasiz?

2. Diskret tasodifiy miqgdorni tagsimot qonunini misollar yordamida
tushuntiring.

3. Matematik kutilishni ta’riflang.

4. Tasodifiy migdoming dispersiyasini tushuntiring.

5. Chebishev tengsizligi nima haqda?

6. Katta sonlar gonunining ma’nosini aytib bering.

5-§. Tanlanma metod
5.1. Matematik statistikaning vazifasi.

Ommaviy (yalpi) tasodifiy hodisalar bo'ysunadigan qonuniyatlami
aniglash statistik ma’lumotlami kuzatish natijalarini o‘rganishga asos-
lanadi. Matematik statistikaning birinchi vazifasi (masalasi) - statistik
ma’lumotlarni to'plash va (agar ma’lumotlar juda ko‘p bo'lsa) grup-
palash usullarini ko'rsatishdan, ikkinchi vazifasi (masalasi) - statistik
ma’lumotlarni tahlil qilish metodlarini tadgiqot masalalariga muvofiq
ishlab chiqishdan iboratdir.

U yoki bu hodisalarni matematik statistika metodlari bilan o‘iganish
fan va amaliyotda uchraydigan ko‘p masalalami (texnologik jarayonlami
to'g'ri tashkil etish, magsadga muvofig qilib rejalashtirish va h.k.) hal
etishda vosita bo'lib xizmat qiladi.

Shunday qilib, matematik statistikaning vazifasi (masalasi) ilmiy va
nazariy xulosalar hosil gilish magsadida statistik ma’lumotlarni to'plash va
ishlab chigish metodlarini yaratishdan iborat.

5.2. Bosh va tanlanma to‘plamlar.

Bir jinsli obyektlar to'plamini bu obyektlami tavsiflovchi biror sifat
yoki son belgiga nisbatan o'rganish talab qilinsin. Masalan, agar biror xil
detallar to'plami bo'lsa, u holda detaining sifat belgisi bo'lib, uning standartga
mosligi son belgisi, detaining o'lchami xizmat qilishi mumkin.

Ayrim hollarda yalpi tekshirish o'tkazishga to'g'ri keladi, ya’ni
to'plamdagi obyektlaming har birini o'rganilayotgan belgiga nisbatan tek-
shiriladi. Lekin, yalpi tekshirish amalda nisbatan kam qo'llaniladi, chunki
yalpi tekshirish to'plami juda ko'p (katta sondagi) obyektlami o'z ichiga
olgan bo'lsa, u holda yalpi tekshirish o'tkazish jismonan mumkin bo'Imay
goladi. Bunday hollarda to'plamdan chekli sondagi obyektlar tasodifiy
ravishda olinadi va ular o'rganiladi.

Tanlanma to'plam, yoki oddiy gilib, tanlanma deb tasodifiy ravishda
tanlab olingan obyektlar to'plamiga aytiladi.

Bosh to'plam deb tanlanma ajratiladigan obyektlar to'plamiga aytiladi.
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To'plam (bosh yoki tanlanma to'plami) hajmi deb, bu to'plamdagi
obyektlar soniga aytiladi. Masalan, 5000 ta detaldan tekshirish uchun 500
ta detal olingan bo'lsa, u holda bosh to'plam hajmi 5000, tanlanma hajmi
esa n=500.

Eslatma: Bosh to'plam ko'pincha chekli sondagi elementlami o'z
ichiga oladi. Ammo, bu son ancha katta bo'lsa, u holda hisoblashlarni
soddalashtirish yoki nazariy xulosalami ixchamlash magsadini ko'zda tutib,
ba’zan bosh to'prlam cheksiz ko'p sondagi obyektlardan iborat deb faraz
gilinadi, chunki bosh to'plam hajmini orttirish tanlanma ma’lumotlarini
ishlab chiqgish natijalariga amalda ta’sir etmaydi.

5.3. Takror va notakror tanlanmalar. Reprezentativ tanlanma.

Tanlanmani tuzishda ikki xil yo'l tutish mumkin: obyekt tanlanib va
uning ustida kuzatish o'tkazilgandan so'ng, u bosh to'plamga qaytarilishi
yoki gaytarilmasligi mumkin. Bunga muvofiq ravishda tanlanmalar takror
va notakror tanlanmalaiga ajratiladi.

Takror tanlanma deb shunday tanlanmaga aytiladiki, bunda olingan
obyekt bosh to'plamga gaytariladi.

Notakror tanlanma deb, tanlangan obyekt yana bosh to'plamga
gaytarilmaydigan tanlanmaga aytiladi.

Katta sonlar qonuniga asosan, aytish mumkinki, agar tanlash tasodifiy
ravishda amalga oshiriladigan bo'lsa, tanlanma reprezentativ tanlanma
deyiladi. Agar bosh to'plam barcha obyektlarining tanlanmaga tushish
ehtimollari bir xil bo'lsa, tanlanmaning har bir obyekti tasodifiy tanlangan
bo'ladi.

Agar bosh to'plamning hajmi yetarli katta bo'lib, tanlanma bu
to'plamning uncha katta bo'lmagan gismini tashkil qilsa, u holda takror
va notakror tanlanmalar orasidagi farq yo'qolib boradi: limit holda, cheksiz
bosh to'plam qaralib, tanlanmaning hajmi esa chekli bo'lsa, u holda bu
farg yo'qoladi.

5.4. Tanlash usullari.

Amaliyotda tanlashning turli usullari qo'llaniladi. Bu usullami prinsip
jihatdan ikki tuiga bo'lish mumkin:

I. Bosh to'plamni gismlarga ajratishni talab gilmaydigan tanlash, bunga
quyidagilar kiradi:

a) oddiy qaytarilmaydigan tasodifiy tanlash;

b) oddiy qaytariladigan tasodifiy tanlash.

I1.Bosh to'plamni gismlarga ajratilgandan keyin tanlash, bunga quy-
idagilar Kiradi:

a) tipik tanlash;

b) mexanik tanlash;

d) seriyali tanlash.

Bosh to'plamdan elementlar bittalab olinadigan tanlash, oddiy tasodi-
fiy tanlash deyiladi. Oddiy tanlashni turli usullar biian amalga oshirish
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mumkin. Masalan, N hajmli bosh to'plamdan n ta obyekt tanlashni quy-
idagicha amalga oshirish mumkin. Kartochkalar olib, ularni 1 dan N gacha
nomerlaymiz, keyinchalik yaxshilab aralashtirib, tavakkaliga bitta kartochka
olamiz, shu olingan kartochka bilan bir xil nomerii obyekt tekshiriladi.
Keyin kartochkalar to'plamiga qaytariladi va jarayon takrorlanadi, ya’ni
kartochkalar aralashtirilib, ulardan biri tavakkaliga olinadi va h.k. n marta
shunday qilinadi, natijada n hajmli oddiy takror tasodifiy tanlanma hosil
gilinadi.

Agar olingan kartochkalar gaytarilmasa, u holda tanlanma oddiy notakror
tasodifiy tanlanma bo'ladi.

Bosh tanlanmaning hajmi katta bo'lganda tasvirlangan bu jarayon ko'p
vaqt va mehnat talab qgiladi. Bunday holda «tasodifiy sonlaming» tayyor
jadvalidan foydalaniladi, ularda sonlar tasodifiy tartibda joylashgan bo'ladi.

Tipik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda obyektlar butun
bosh to'plamdan emas, balki uning «tipik» gismiaridan olinadi. Masalan,
detallar bir nechta stanokda tayyorlanayotgan bo'lsa, u holda tanlash
barcha detallar to'plamdan emas, balki har bir stanok mahsulotidan ayrim
olinadi. Tipik tanlashdan tekshirilayotgan belgi bosh to'plamning turli tipik
gismlarida sezilarli o'zgarib turganda foydalaniladi. Masalan, detallar bir
nechta stanoklarda tayyorlanayotgan bo'lib, stanoklar orasida eskirganlari
bo'lsa, u holda tipik tanlashdan foydalanish magsadga muvofigdir.

Mexanik tanlash deb, shunday tanlashga aytiladiki, bunda bosh to'plam
tanlanmaga nechta obyekt kirishi lozim bo'lsa, shuncha gruppaga mexanik
ravishda ajratiladi va har bir gruppadan bittadan obyekt tanlanadi.

Masalan, stanokda tayyorlangan detallaming 10% ini ajratib olish zarur
bo'lsa, u holda har bir o'ninchi detal olinadi; agar 5% detallami olish talab
gilinsa, u holda har bir yigirmanchi detal olinadi va h.k.

Seriyali tanlash deb shunday tanlashga aytiladiki, bunda obyektlar bosh
to'plamdan bittalab emas, balki, «seriyalab» olinadi va ular yalpisiga tek-
shiriladi. Masalan, buyumlar katta gruppa stanok-avtomatlar tomonidan
tayyorlanayotgan bo'lsa, u holda fagat bir nechta stanokning buyumlari
yalpisiga tekshiriladi. Seriyali tanlashdan tekshirilayotgan belgi turli seriya-
larda uncha o'zgarmagan holda foydalaniladi.

Amaliyotda ko'pincha aralash tanlashdan foydalanilishini ta’kidlab
o'tamiz, bunda yuqorida ko'rsatilgan usullardan biigalikda foydalaniladi.

Masalan, bosh to'plamni ba’zan bir xil hajmli seriyalaiga ajratiladi,
keyin oddiy tasodifiy tanlash bilan bir necha seriya tanlanadi va nihoyat,
oddiy tasodifiy tanlash bilan ayrim obyektlar olinadi.

O‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Matematik statistikaning vazifasini aytib bering.

2. Bosh va tanlanma to'plamlar deganda ganday to'planmi tushunasiz?

3. Takror va notakror, reprezentativ tanlanmalarni misollar yordamida
tushuntiring.

4. Tanlash usullarini misollar yordamida aytib bering.
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6-8. Tanlanmaning statistik tagsimoti

Bosh to‘plamdan tanlanma olingan. Bunda X, giymat nt marta,

X2 giymat n2 marta kuzatilgan va ~n,=n bo'lsin. Kuzatilgan X

giymatlar variantalar, variantalaming ortib borishi tartibida yozilgan
ketma-ketiigi esa variatsion qator deyiladi. Kuzatishlar soni chastotalar,

ulaming tanlanma hajmiga nisbati — -fV, esa nisbiy chastotalar deyiladi.

Tanlanmaning statistik tagsimoti deb variantalar va ulaiga mos
chastotalar yoki nisbiy chastotalar ro‘yxatiga aytiladi. Statistik taqsimot-
ni yana intervalllar va ulaiga tegishli chastotalar ketma-ketligi ko'rinishida
ham berish mumkin (intervalga mos chastota sifatida bu intervalga
tushgan chastotalar yig'indisi gabul qilinadi). Ehtimollar nazariyasidagi
tagsimot bilan matematik statistikadagi taqsimotni farq gilish kerak.

Tagsimot deyilganda ehtimollar nazariyasida tasodifiy migdoming
mumkin bo'lgan giymatlari va ulaming ehtimollari orasidagi moslik,
matematik statistikada esa kuzatilgan variantalar va ulaming chastotalari
yoki nisbiy chastotalari orasidagi moslik tushuniladi.

Misol. Hajmi 30 bo'lgan tanlanmaning chastotalari tagsimoti berilgan.

7 12
n 6 15 9

Nisbiy chastotalar tagsimotini yozing.
Yechish. Nisbiy chastotalami topamiz. Buning uchun chastotalarni
tanlanma hajmiga bo'lamiz:

30 ! 30 30
Nisbiy chastotalar tagsimotini yozamiz:

X, 7 1 12
w, 0,2 05 0,3

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.
1 Nisbiy chastotani ta’riflang.
2. Nisbiy chastotalar tagsimotini yozib ko'rsating.

7-8. Taqsimotning empirik funksiyasi

Aytaylik, X son belgi chastotalarining statistik tagsimoti berilgan
bo'lsin. Belgilashlar kiritamiz: nx — belgining X dan Kkichik qiymati
kuzatilgan kuzatishlar soni; n — kuzatishlaming umumiy soni (tanlan-
ma hajmi).
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Ma’lumki, X <x hodisaning nisbiy chastotasi — ga teng. Agar X

o'zgaradigan bo‘lsa, u holda umuman aytganda, nistiy chastotasi ham
nx

0‘zgaradi, ya’ni - nisbiy chastota x ning funksiyasidir. Bu funksiya
empirik (tajriba yo‘li) bilan topiladigan bo'lgani uchun u empirik funk-
siya deyiladi.

Tagsimotning empirik funksiyasi (tanlanmaning tagsimot funksiya-
si) deb har bir X giymat uchun X <x hodisaning ehtimolini aniglay-
digan F\Xx) funksiyasiga aytiladi. Shunday qilib, ta'rifga ko'ra,

F*[X) :—n.

Bunda n —x dan kichik variantalar soni, n — tanlanma hajmi.
Masalan, F\X2) ni topish uchun X, dan kichik variantalar
sonini tanlanma hajmiga bo'lish kerak:

F*(x2)=" .

Bosh to'plam tagsimotining F(x) integral funksiyasini, tanlanma
tagsimotining empirik funksiyasidan farq qilib tagsimotning nazariy
funksiyasi deyiladi.

Empirik va nazariy funksiyalar orasidagi farq shundaki, F(x) nazariy
funksiya X <x hodisa ehtimolini, F\X) empirik funksiya esa shu
hodisaning o'zining nisbiy chastotasini aniglaydi. Bernulli teoremasiga
ko'ra, X <x hodisaning nisbiy chastotasi, ya'ni F"(X) shu hodisaning
F(x) ehtimoliga ehtimol bo'yicha yaginlashadi. Boshgacha aytganda,
F ‘(x) va F(x) sonlar bir-biridan kam farq giladi. Bundan esa bo'sh
to'plam tagsimotining taqribiy tasvirlashda tanlanma tagsimotining em-
pirik funksiyasidan foydalanish magsadga muvofiq bo'lishi kelib chigadi.

Bu xulosa esa F ‘(x) funksiya F(X) ning barcha xossalariga ega
bo'lishidan kelib chigadi. Hagigatan ham F\Xx) funksiyaning ta’rifidan
uning quyidagi xossalari kelib chiqadi:

1) empirik funksiyaning qgiymatlari [ 0; 1] kesmaga tegishli;

2) F’(X) - kamaymaydigan funksiya;

3) agar jc, - eng kichik varianta bo'lsa, u holda x<xtda F'(x) =0;
Xk ~ eng katta varianta bo'lsa, u holda x>xk da F*(x) = I-

Shunday qgilib, tanlanma tagsimotining empirik funksiyasi bosh to'plam
tagsimotining nazariy funksiyasini baholash uchun xizmat giladi.

Misol. Tanlanmaning quyidagi berilgan tagsimoti bo'yicha uning
empirik funksiyasini tuzing.

variantalar xt 3 7 10
chastotalar " 15 21 24
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Yechilishi. Tanlanma hajmini topamiz: 15+21+24=60. Eng Kichik
varianta 3 ga teng. Demak,

x<3 da F ‘(;c) =0.
x <1 qgiymat, xususan, x, =3 giymat 15 marta kuzatilgan, demak,

3<x<7 da F\x)=—=0,25
60

x<10 giymatlar; jumladan, *,=3 va x2=1 giymatlar 15+21=36
marta kuzatilgan;

Demak,

36
7<*<10 da F\X)=— =0,6.
60

X -10 eng katta variant bo'lgani
uchun jo 10 da F*(x)=1.

Izlanayotgan empirik funksiya:
123 * 567 30910111213

141-chizma.

X<3 da 0
3<x<l da 0,25
7<Xx<10 da 0,6;
x>10 da 1.

Bu funksiyaning grafigi 141-chizmada tasvirlangan.

O‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Tagsimotning empirik funksiyasini ta’riflang.
2. Empirik funksiyaga misol keltirib, grafigini chizib ko‘rsating.

8-§. Poligon va gistogramma

Ko'rgazmalilik maqgsadida statistik tagsimotning turli grafiklari, jum-
ladan, poligoni va gistogrammasi yasaladi.

Chastotalar poligoni deb, kesmalari (xI,nI\(x2,n2),...,(xr,nr) nug-
talami tutashtiradigan anig chiziqga aytiladi. Poligonni yasash uchun
abssissalar o'giga X: variantalami, ordinatalar o'giga esa ularga mos n)
chastotalari go'yib chigiladi. So'ngra (ic# /7) nuqtalami to'g'ri chiziq
kesmalari bilan tutashtirib, chastotalar poligoni hosil gilinadi.
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Nisbiy chastotalar poligoni deb kesmalari Cx"~M x,,n,),....,.~,™)
nugtalarni tutashtiradigan sinig chiziqga aytiladi. Nisbiy chastotalar
poligonini yasash uchun abssissalar o'qiga X, variantalami, ordinatalar
o'giga esa ularga mos Wt chastotalami qo'yib chiqiladi. So'ngra hosil
bo'lgan nuqtalarni to'g'ri chiziqg kesmalari bilan tutashtirib, nisbiy
chastotalar poligoni hosil qilinadi. 142-chizmada ushbu

X, 2,5 45 6,5 8,5;

W 0,1 0,2 0,4 0,3;
tagsimotning nisbiy chastotalari poligoni tasvirlangan.

Uzluksiz belgi bo'lgan holda
gistogramma yasash maqgsadga mu-
vofiqdir. Buning uchun belgining
kuzatiladigan qiymatlarini o'z ichiga
olgan intervalni uzunligi h bo'lgan
bir nechta qismiy intervallarga
bo'linadi va har bir i- qismiy in-
terval uchun n; — i — intervalga
tushgan variantalar chastotalari
yig'indisi topiladi. Chastotalar gisto-
grammasi deb asoslari h uzunlikdagi

. . . W
intervallar, balandliklari esa — nis-
n

batlarga (chastota zichligi) teng bo'lgan to'g'ri to'rtburchaklardan iborat
pog'onaviy figuraga aytiladi.
Chastotalar gistogrammasini yasash uchun abssissalar o'qida qismiy

n
intervallar, ulaming ustiga esa — masofada abssissalar o'giga parallel
n

kesmalar o'tkaziladi.

i — gismiy to'g'ri to'rtburchakning yuzi t{—r;::«,ga, yam m-
tervaldagi variantalarning chastotalari
yig'indisiga teng, binobarin, chastotalar

i gistogrammasining yuzi barcha
chastotalar yig'indisiga, ya’ni tanlanma
hajmiga teng.

143-chizma jadvalda keltirilgan
n=100 hajmli tagsimot chastotalari

M __J. gistogrammasi tasvirlangan.
5 10 152025303540 \% Nisbiy chastotalar gistogrammasi deb,
143-chizma. asoslari h uzunlikdagi intervallar, baland-
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W
liklari esa T nisbatga (nisbiy chastota zichligiga) teng bo'lgan to‘g‘ri

to‘rtburchaklardan iborat pog‘onaviy figuraga aytiladi.

Misol. Bug'doy donining 100 marta o'lchash natijalari berilgan
bo‘lib, don uzunligining eng kichik uzunligi 5,18 mm, eng katta uzun-
ligi 5,69 mm. [5,175; 5,725] oraligda barcha tanlovlar variatsiyalarini
olib, bug'doy doni uzunliklari tagsimoti gistogrammasini chizing.

Yechish. Misolni yechish uchun [5,175; 5,725] oraligni 11 ta gismiy
oraligga bo'lamiz. Bunda har bir gismiy oraligga kamida 9 ta o'lchash
natijasi to'g'ri keladi. Har bir gismiy oralig uzunligi tsxi =0,05 ga teng.
Shunday qilib kuzatish natijalariga ko'ra nisbiy chastota hisoblangan
tubandagi jadvalga ega bo'lamiz.

Qismiy oral_lq Chastota Nisbiy

chegaralari chastota
5,175-5,225 1 0,01
5,225-5,275 4 0,04
5,275-5,325 7 0,07
5,325-5,375 1 0,11
5,375-5.425 16 0,16
5,425-5,575 30 0,30
5,575-5,525 14 0,14
5,5625-5,575 8 0,08
5,575-5,625 6 0,06
5,625-5,675 2 0,02
5,675-5,725 1 0,01

Jadvalga asosan, bug'doy doni uzunligi tagsimoti gistogrammasini
chizamiz (144-chizma).

ri 03
Ajj 0.05

5,175 5,425 5,725

144-chizma.
0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar.

1. Poligon deganda nimani tushunasiz?
2. Chastotalar gistogrammasini ta’riflab bering.
3. Poligon va gistogrammani misollar yordamida chizib ko'rsating.
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