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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящий «Сборник задач» предлагается студентам, изу
чающим математический анализ в объеме программы для 
высших технических учебных заведений. «Сборник» содержит 
систематически подобранные задачи и упражнения к основным 
разделам курса математического анализа.

Теоретические сведених и справки о необходимых фор
мулах в «Сборнике задач» не помещены; имеется в виду, 
что читатель найдет их в соответствующих разделах учеб
ника. Большинство параграфов «Сборника задач» для удоб
ства пользования подразделено на части. Группам задач с одно
родным содержанием предшествует общее указание. Перед 
задачами физического содержания даются нужные справки 
по физике. Для более трудных задач указания к решению 
даны в разделе «Ответы»; такие задачи отмечены звездоч
кой (*).

В качестве приложения в конце «Сборника» помещены 
таблицы значений некоторых элементарных функций. (Таб
лицы заимствованы из книги В. П. Минорского «Сборник 
задач по высшей математике» с согласия их составителя 
А. Т. Цветкова.)

Первое издание «Сборника задач» появилось в 1947 г. 
Все последующие издания, дважды сопровождавшиеся значи
тельной переработкой, осуществлялись без непосредственного 
участия Георгия Николаевича Бермана, скончавшегося О фев
раля 1949 г. после продолжительной и тяжелой болезни, 
полученной в результате ранения на фронте Великой Оте
чественной войны. Эта работа выполнялась товарищами 
Г. Н. Бермана по совместной работе — И. Г. Арамановичем,



ПРЕДИСЛОВИЕ

А. Ф. Бермантом, Б. А. Кордемским, Р. И. Позойским и 
М. Г. Шестопал.

В 1959 г. наш' коллектив потерял соавтора и первого 
редактора «Сборника» профессора Анисима Федоровича Бер- 
манта, скоропостижно скончавшегося 26 мая.

Георгий Николаевич и Анисим Федорович были заме
чательными товарищами, людьми высокой культуры, ода
ренными прогрессивными педагогами. Память о них неизгла
дима.

И. Г. Ара.ианович 
Б. А. Кордемский 
Р. И. Позойский 
Л1. Г. Шестопал



Г Л А В А  I
ФУНКЦИЯ

§ I. Первоначальные сведения о функции

Функции и способы их задания

1. Сумма внутренних углов плоского выпуклого многоугольника 
является функцией от числа его сторон. Задать аналитически эту функ
цию. Какие значения может принимать аргумент?

2. Функция у  от х дана следующей тб^ч'^й:

Независимая переменная х . . .  . 0 0,5 1 1,5 2 3
Функция у ................................ -1.5 -1 0 3,2 2,6 0

Независимая переменная х . . .  . 4 5 6 7 8 9 10
Функция у ................................. -1,8 -2,8 0 1,1 1,4 1.» 2,4

Построить ее график, соединив точки «плавной» линией, и по 
графику «уплотнить» таблицу, определив значения функции при
*  =  2,5; 3,5; 4,5; 5,5; 6,5; 7,5; 8,5; 9,5.

3. Функция дана графиком, изображенным на рис. 1. Перевести чер
теж на миллиметровую бумагу, выбрать масштаб и несколько значений



независимой переменной. Снять с чертежа значения функции, соответст
вующие выбранным значениям независимой переменной, и составить 
таблицу этих значений.

4. Функция дана графиком, изображенным на рис. 2. По графику
ответить на следующие вопросы:

а) При каких значениях независимой 
переменной функция обращается в нуль?

б) При каких значениях независи
мой переменной функция положительна?

в) При каких значениях независи
мой переменной функция отрицательна?

б. Зависимость силы F  взаимодейст
вия двух электрических зарядов и et 
от расстояния г между ними выража
ется по закону Кулона формулой 

р __•'*
Рис. 2. г  —  t • г* *

Положив е\ =  es=  1 и е = 1, составить таблицу значений данной функ
ции для г —  1, 2, 3, ..., 10 и построить ее график, соединив найден
ные точки «плавной» линией.

6. Записать функцию, выражающую зависимость радиуса г цилиндра 
от его высоты А при данном объеме V = \ . Вычислить значения г при 
следующих значениях И: 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4; 4,5; 5. Построить 
график функции.

7. Выразить площадь равнобочной трапеции с основаниями а и b 
как функцию угла « при основании а. Построить график функции при 
а =  2,' Ь =  1.

8. Выразить зависимость длины b одного катета прямоугольного 
треугольника от длины а другого при постоянной гипотенузе с =  5. 
Построить график этой функции.

9. Даны функции

a ) / w = r f r ;  б> * м = Ч т г -
Найти: /(0);/(1); /(2); / (- 2 ); / (-g - ); f ( V 2 ); |/(}-)|; ?(0);

<р(1); ® (2); <р(— 2); ?(4). Существует ли / (— 1)? <?(— 1)?
10. Дана функция /(н) =  и3— 1. Найти: /(1); f(a); /(a-(-l)i 

/(a -  1); 2/ (2a).
11. Даны функции F (z )— 2* * и <p(г) =  2 f 1 Найти: F (0); F(2); 

F (3); F (— l);./7(2,5); F ( -  1,5) и ? (0); cp(2); f ( -  1); <?(*); ? ( -  \)+ F{\ ).
12. Дана функция <]>(t) =  t at. Найти: <}i(0); <ji(l); iji(— 1); ф

^(a* <}.(— a).
13. «p(f) =  f3-j-1. Найти: f  (<*) и [tp (t)\~.

8 гл. i. функция



§ Г. П ЕРВО НАЧАЛ ЬНЫ Е С ВЕД ЕНИ Я О ФУНКЦИИ

14. F(x ) =  xi — 2л-*-f-5. Доказать, что F(a) =  F (— а).
16. Ф (г) =  г3— 5z. Доказать, что Ф (— z) = — *1» (г).
16. /(< )= 2<* +  ̂  +  5t- Доказать, что /(*) =  / ^ j .
17. f (x )=  sin х — co s jt. Доказать, что /(1 )> 0.
18. ^(x) =  lgjc. Доказать, что (jc) 1{> (-V -f- 1) =  ф [jr (лт -j- I)].
.19. F(z) =  a‘. 1) Доказать, что при любом z справедливо соотно

шение
F (— z)-F(z)— 1 = 0.

2) Доказать, что
F (x )- F (y )= F (x + y ).

20. Даны график функции y  =  f(x ) и значения а и Ь независимой 
переменной х  (рис. 3). Построить на чертеже /(а) и /\Ь). Каков гео
метрический смысл отношения

Ь — а
21. Показать, что если лю

бая хорда графика функции 
y = f (x )  лежит выше стягиваемой 
ею дуги, то имеет место неравен
ство

/(*■>+/(*«) ^ ^ I *! + х, j 

для всех jfi ф xt.

22. Дано: f{x ) =  xi — 2jc-}-3. Найти все корни уравнения а) /(.*) =
= / (0); б) / (* )= / (-  О-

23. Дано: /(jt) =  2jt3— 5дг* — 23jc. Найти все корни уравнения
f{x ) =  f ( -  2).

24. Дана функция /(лг). Указать хотя бы один корень уравнения 
f(x ) =  f(a).

25. Указать два корня уравнения f(x ) =  f  , если известно,
что функция /(jc) определена в интервале [— 5, 5]. Найти все корни 
данного уравнения для случая, когда f(x ) — x*— Г2дг-)-_3.

26. F  (х) — je4 -}- 6; <р(лг) =  5лг. Найти все корни уравнения F (х) =
= ! ? (*) I-

27. f(x ) =  x-\- 1; <?(х) =  х — 2. Решить уравнение

|/ (* )+  ?(•*)! =  |/(*) 1 +  1 ?(*)!•
28. Найти значения а и b в выражении функции f(x ) =  ах* -f- bx -f- 5. 

для которых справедливо тождество /(jr-f-l) — /(лг) =  8jc -f- 3.
29. Пусть /(jc) =  a.cos(&v-{-c). При каких значениях постоянных 

я. Ь и с выполняется тождество /(jc-}"*)— f (x )=  sin л\



10 ГЛ. I. ФУНКЦИЯ

Сложные  функции
30. Дано: y  =  z4, z =  at -f-1. Выразить у  как функцию х.
31. Дано: y  =  Vz-\-\, г =  tg*je. Выразить у  как функцию х.
32. Дано: y  =  z*, z =  Y х “К 1 > x — af. Выразить у  как функцию t.
33. Дано: у =  sin х; v= lg у; u = V  1 -f- v*. Выразить и как функцию х.
34. Дано:.у = 1 -|-.г, г = cos .у; v = V 1 — г*. Выразить v как функцию х.
35. Следующие сложные функции представить с помощью цепочек, 

составленных из основных элементарных функций:
l ) y = s i n 3jr, 2) у  =  УТГ+х)*-, 3) _y =  lgtg.r,
4) у =  sin3(2* + 1); 5) у  =  5*3jc+
36. f(x ) =  x3 — дг, <y(jc) =  sin 2х. Найти:
а ) / [т (й ) ] :  б> 'Pl/C1)]: в ) ?  [/(2)1; г) / [?(* )]; 
д) /[/(•*)!; е) / {/ [/ (1)П; * )? [> (* )].
37. Доказать справедливость следующего способа построения графика

сложной функции.у=/[? (х )]= /7(дг)по из
вестным графикам составляющих функций: 
y = f(x ) ,  у  =  ? (jc). Из точки А графика 
функции <р(дг) (рис. 4), соответствующей 
данному значению независимой переменной 
х, проводится прямая, параллельная оси Ох, 
до пересечения в точке В  с биссектрисой 
первого и третьего координатных углов; 
из точки В  проводится прямая, парал
лельная оси Оу, до пересечения с графи
ком функции f(x ) в точке С. Если из точ
ки С провести прямую, параллельную оси 
Ох, то точка D ее пересечения с пря

мой N N' будет точкой графика функции F  (х), соответствующей взятому 
значению х.

Неявные  функции
38. Написать в явном виде функцию у, неявно заданную следующим 

уравнением:

1) ЛГ* +  у  =  1; 2) £  -  £  =  1; 3) ** + У  =  а3; 4) ху =  С; 5) 2*> =  5;
б) lg Jf +  l g ( y + l )  =  4; 7) 2,+Jr (х* — 2)=jc*-}-7;
8) (1 -f- jc) cos — jc*= 0.
39*. Показать, что при jc^>0 уравнение .У-И.У1— x — |д:| =  0 

определяет функцию, графиком которой является биссектриса первого 
координатного угла, а при лг^О данному уравнению удовлетворяют 
координаты всех точек третьего координатного угла (включая и его 
граничные точки).



§ 2. Простейшие свойства функции

Област ь  определения функции
40. Составить таблицу значений функции целочисленного аргумента 

для 1< л г'< 6.
41. Значение функции целочисленного аргумента н =  ?(л ) равно 

числу простых чисел, не превосходящих л. Составить таблицу значений 
и для 1 sg: л sg: 20.

42. Значение функции целочисленного аргумента и= /(п ) равно 
числу целых делителей аргумента, отличных от 1 и самого я. Составить 
таблицу значений и для 1 ^  я 20.

§ 2. п р о с т ей ш и е  сво й с тва  ФУНКЦИИ 11

43. Из трех материальных отрезков, длины которых равны 1; 2; 1 
единицам длины, а вес соответственно равен 2; 3; 1 единицам веса, со
ставлен «брус» (рис. 5). Вес переменного отрезка AM длины х есть фун
кция от х. При каких значениях х определена эта функция? Соста
вить ее аналитическое выражение и построить график.

44. Башня имеет следующую форму: на прямой круглый усеченный 
конус с радиусами оснований 2R (нижнего) и R (верхнего) и высотой R 
поставлен цилиндр радиуса R и высоты 2R; на цилиндре — полусфера 
радиуса R. Выразить площадь 5 поперечного сечения башни как функ
цию расстояния х сечения от нижнего основания конуса. Построить 
график функции S = f(x ).

45. В шар радиуса R вписывается цилиндр. Найти функциональную » 
зависимость объема V цилиндра от его высоты х. Указать область 
определения этой функции.

46. В шар радиуса R вписывается прямой конус Найти функцио
нальную зависимость площади боковой поверхности 5 конуса от его 
образующей х. Указать область определения этой функции.

В задачах 47—48 найти области определения данных функций:
47. 1) y = l- \ g x ;  2) y= \g (x  +  3); 3) y = V  5 — 2* ;

4) y  =  V — px (p>  0); 5) y =  -^—^  6) у =  ;

е> у = * Л + 2 --
10)>' =  -7= L= = ; \\) y  =  V x * — 4.v-j-3;

V x* — Ax
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12) у = - = — = = ;  13) у  =  arcsin —: 
’ *  у  хш- З х  +  2 ' '  4

14) =  arcsin (лг — 2); 15) >» =  arccos (1 — 2х);
с

т16) у  =  arccos — ; 17) у  —  arcsin V  2х ;

l * ) y  =  V l ~ \ X \\ 19) ^  =  р = = ;  2° )  У =  -

21) j = ] / " l g p £ ^ ) ;  22) у  =  lg sin лг;

23) у  =  arccos ; 24) y  = log, 2.

48- 0  ^ = ig( i - x )  + K T + 2 ; / 2)\ .=  К З ^  +

3) у  =  arcsin lg (4 лг);

/ф у  =  У х  +  у Гт ^  — lg (2лг — 3);

5) y = Y x  — 1 + 2 ^  1 — лг —J- V x *+  1;

. 3-2лг arcsin — -— ;

6) >'==4-r75 +  ,g('x, — Jf)‘> 7)->' =  lgsin(-v — 3) +  l^  16 — л:1;

8) у  =  У  sin,v -f- V 16 — x* ; 9) у  =  — -J- У  sinx ;V sin x

10) y = ' 8  r* ■- io '-xt i ~  V x + 5;x1 -  lO.v+  24 

\2)y =  V x * — Здг +  2
1+Jf ’ 1
V  3 +  'lx -  x* ’

_  3 ________ ________
13) j  =  АГ+ 1) 14) _y= lg { V x — 4 + К б  — дг);
15) .y =  lg [l — lg(** — 5д: +  16)].

49. Тождественны ли функции:
! ) / (* )  =  5  и <р(лг)=Д; 2) f(x ) =  ̂  и <р (лг) =  лг;
3) f (x ) =  x  и <?(лг) =  1Лг4; 4) /(лг) =  lg лл и «? (лг) =  2 lg лг?
50. Придумать пример аналитически заданной функции:
1) определенной только в интервале — 2^ д г ^ 2;
2) определенной только в интервале — 2<^лг<^2 и не определен

ной при лг =  0;
3) определенной для всех действительных значений х, за исключе

нием х =  2, х =  3, лг =  4.
51. Найти области определения однозначных ветвей функции _у =  <р (лг), 

заданной уравнением:
1) у * — 1 4- logi (*  — 1) =  0; 2) У  — 2ху* 4” л‘* — х =  0.
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Элементы поведения функции

52. —  указать область определения функции / (.v) и убе-1 -f- X
диться, что эта функция неотрицательна.

53. Найти интервалы знакопостоянства и корни функции:
\> у  =  Ъх — 6; 2) у  — х* — 5jc -j- 6; 3) у =  2^*;
4) у =  дг* — Злг*-р2;с; 5) y =  |jc|.
54. Какие нз указанных ниже функций четны, какие нечетны, какие 

не являются ни четными, ни нечетными?
1) y =  — ‘2х*\ 2 )у  =  х — х*; 3) y=cosx; 4) у =  2*\
Ь) у  =  х — £  +  6) y =  sinjr, 7) =  sinлг — cos.c,
8 ) у = 1  — jcs; 9 )y  =  tgjr, 10)у =  2-Л, ,

а* + (Г* ах — сГх . „ ч * \
in  у = — — ; 12) у = — 2— ;

а*+< ах-  1
14) у = ? г г т ;  15)>’=-v -^r+T;

16)j> =  2* - * i I? ) У =  In
55. Каждую из следующих функций представить в виде суммы чет

ной и нечетной функций:
1) у==л-4 +  Зл;4 -2; 2) у =  1 — л3 — л1 — Zx3;
3) у  =  sin 2jc -j- cos y  +  *8 x-

56. Доказать, что /(jc) -f-/ (—x) — четная функция, a f(x ) — f ( —x) — 
нечетная функция.

57. Представить в виде суммы четной и нечетной функций следую
щие функции:

1) у =  ах; 2) у  =  (1 + х )100 (см. задачу 56).
5&. Доказать, что произведение двух четных функций есть четная 

функция, произведение двух нечетных — четная функция, произведение 
четной и нечетной — нечетная функция.

59. Какие из нижеследующих функций будут периодическими?
1) _y =  sin9.r, 2) у =  sinjcs; 3) j  =  x-cosjc;
4) j/ =  s in y ; 5 ) y = l + t g j r ,  6) y =  5;
7) У =  [х]; 8) y =  x — [-4

(Функция [лг] определяется так: если х — целое число, то [дг] =  дг. Если 
х  не есть целое число, то [jc] равно наибольшему целому числу, мень
шему, чем х. Так, [2] =  2; [3,25] =  3; [— 1,37] =  — 2.)



60. Построить график такой периодической функции с периодом 
Т =  1, которая на полуоткрытом интервале [0, J) задана формулой

1) У=х\  2) у = х \
61. Указать интервалы возрастания и убывания и интервалы постоян

ства функций
1)_у =  |*|; 2) _у =  |дг|— д:.
62. Указать наибольшее и наименьшее значения функций
1) _y =  sin*jr, 2) у = с osjc3; 3) у =  1 — sinjr, 4) у  =  2*г.
63. С помощью графического -сложения построить график функции

У = / (х )+  <?(■*>■
1) для графиков, изображенных на рис. 6;
2) для графиков, изображенных на рис. 7.
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64. Зная график функции y  =  f(x), построить график функции:

1) У = \ / т  2) у  =  ± [ \f(x) I + / (* )]; 3) y  =  j l  l/(x)\ — f(x)\.

§ 3. Простейшие функции

Линейная  функция

65. Дано, что при напряжении £ =  2,4 в сила тока / =  0,8 а. Выра
зить аналитически, используя закон Ома, зависимость между силой тока 
и напряжением; построить график найденной функции.

66. В сосуд произвольной формы налита жидкость. На глубине 
Л =  25,3 см давление этой жидкости р—  18,4 Г/см*.

а) Составить функцию, выражающую зависимость давления от глубины;
б) определить давление на глубине А =14,5 см;
в) на какой глубине давление станет равным 26,5 Г/см4?
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67. Тело движется прямолинейно под хействием. силы F. Исходя 
из закона Ньютона, написать функцию, выражающую зависимость между 
силой F  и ускорением w, если известно, что когда тело движется 
с ускорением 12 м/сек*, то на пути s=15.rt производится работа 
Л =  32 джоулям.

68. Определить линейную функцию у  =  ах-\-Ь по следующим 
данным:

1) дг У 2) л; У 3) х У

0 4 2 4,3 2,5 7,2
3 6 - 1,6 0 3,2 6,8

69. Некоторое количество газа занимало при 20°  С объем 107 см3, 
при 40° С объем стал равным 114 см3.

а) Составить, исходя из закона Гей-Люссака, функцию, выражающую 
зависимость объема V газа от температуры t.

б) Каков будет объем при 0°С?
70. Равномерно движущаяся по прямой точка через 12 сек после 

ч начала движения находилась на расстоянии — 32,7 см от некоторой
точки этой прямой; через 20 сек после начала движения расстояние 
стало равным -|-43,4 см. Выразить расстояние s как функцию времени t.

71. Напряжение в некоторой цепи падает равномерно (по линейному 
закону). В начале опыта напряжение было равно 12 в, а по окончании 
опыта, длившегося 8 сек, напряжение упало до 6,4 в. Выразить напря
жение V как функцию времени t и построить график этой 
функции.

72. Найти приращение линейной функции у  =  2х — 7 при переходе 
независимой переменной х от значения =  3 к значению jc4 =  6.

73. Найти приращение линейной функции у  =  — 3jc —}— 1, соответ
ствующее приращению независимой переменной \х — 2.

74. Функция у  =  2,5jc —{— 4 получила приращение Ду=10. Найти 
приращение аргумента.

75. Даны функция у  =  ̂  и начальное значение независимой 
переменной Х\ =  а — Ь. При каком конечном значении xt независимой 
переменной х приращение Ду =  д - ь ?

76. Функция <р(дг) задана так: <р (х) =  х -{- 2 при — oo< je«^2;
?(■*) =  5 — х при 2 х -|— оо. Найти аналитически и графически 
корни уравнения <?(х) =  2х — 4.

77. Построить график функции:

1) Jf =  | x + l |  +  | j f - l | ;  2) _у =  1 jc-}— 1 | — \х— 11;
3) У =  \х — 3 | — 2 | * + 1 1 +  2 |л-| — дг+1.
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78*. Для каких значений х справедливо неравенство
|/< *> + ?М 1< 1/ С * )Ж ? (* > 1.

если f (x ) =  x — 3, а ?(л') =  4— х.
79. Для каких значений х справедливо неравенство

I /(•*) — ? (* )  I >  I /  С*) Ж  <Р С*) 1.
если f(x)z=x, а <?(*) =  * — 2.

80. Функция f (x )  определена так: в каждом из интервалов п^ х < ^
где п — целое положительное число, f (x ) меняется линейно,

причем /(л) = — 1, f^ti- —̂i-1 =  0. Построить график этой функции.

Квадратичная  функция

81. Построить график и указать интервалы возрастания и убывания 
данной функции:

1)_у =  1лг*; 2) у = х *— 1; 3) у  =  \х*-\\\ 4) у = 1 — х*-,
5) у  — х* — 6) у  — х  — х4; 1) у  =  \х — jc*|;
8) .у =  2 j c * 3; 9) у  =  2хг — 6* - f  4; 10) у  =  — Злг* +  6лг — 1;

11) у  =  \ — Зл:*4 -6дг— 11; 12) у  =  — х\х].
82. Написать аналитическое выражение однозначной функции, опре

деленной в интервале (— оо, 6], если известно, что график ее состоит 
из точек оси Ох с абсциссами, меньшими числа — 3, из точек пара
болы, симметричной относительно оси Оу и проходящей через точки 
А (— 3, 0), В  (0, 5) и из точек отрезка CD с концами С (3, 0) и D (6, 2).

83. Найти наибольшее значение функции:
1) у  =  — 2**-f 1; 2) у  =  — х1 — Злг-}-2;
3) у  =  5 — л*; 4) у  =  — 2х*-\-ах — а4; 5) у  =  а*х—
84. Найти наименьшее значение функции:
1) у  — х*-\тАх — 2; 2) у  =  2лг* — 1,5х -+- 0,6;- 3) у  =  1 — Зх -f 6хг;
4) у  =  а*х*-{-а*; 5) у  — (ах-f-b)(ах — 2Ь).
85. Представить число а в виде суммы двух слагаемых так, чтобы 

произведение их было наибольшим.
86. Представить число а в виде суммы двух чисел так, чтобы сумма 

квадратов этих чисел была наименьшей.
87. Около каменной стенки нужно сделать деревянный забор, чтобы 

огородить прямоугольный участок земли. Общая длина забора равна 8 м. 
Какова должна быть длина части забора, параллельной стенке, для того 
чтобы забор охватил наибольшую площадь?

88. В треугольнике сумма сторон, заключающих данный угол, равна 
100 см. Чему должны быть равны эти стороны, чтобы площадь тре
угольника была наибольшей?
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89. Какой из цилиндров с данным периметром осевого сечения 
р =  100 см имеет наибольшую боковую поверхность?

90. Какой из конусов, периметр осевого сечения которых равен Р, 
имеет наибольшую боковую поверхность?

91. Тело представляет собой прямой круговой цилиндр, на который 
поставлен конус (с тем же основанием). Угол при вершине 'конуса 60°. 
Периметр осевого сечения тела 100 см. Каков должен быть радиус 
цилиндра, для того чтобы боковая поверхность тела была наибольшей?

92. В равнобедренный треугольник 
с основанием а и высо!ой li вписан 
прямоугольник, как показано на рис. 8.
Какова должна быть высота прямоуголь
ника, для того чтобы он имел наиболь
шую площадь?

93. В данный прямой конус вписан 
цилиндр так, что плоскости и центры 
круговых оснований цилиндра и конуса 
совпадают. При каком отношении радиусов оснований цилиндра и конуса 
цилиндр будет иметь наибольшую боковую поверхность?

94. Дан прямой круговой конус, радиус основания которого равен R, 
а высота Н. В конус вписан цилиндр так, что плоскости и центры кру
говых оснований цилиндра и конуса совпадают. Каким должен быть 
радиус цилиндра, для того чтобы полная поверхность цилиндра имела 
наибольшую величину? Рассмотреть случаи Н ~̂ >2R и H ^ 2 R .

95. Каков должен быть радиус круга, для того чтобы сектор, пери
метр которого равен данному числу Р, имел наибольшую площадь?

96. Окно имеет форму прямоугольника, который сверху заканчи
вается правильным треугольником. Периметр окна Р. Каково должно

быть основание а прямоугольника, для того 
чтобы окно имело наибольшую площадь?

97. Окно имеет форму прямоугольника, ко
торый сверху заканчивается полукругом. Ка
ково должно быть основание прямоугольника для 
того чтобы при периметре, равном 2 м, окно 
имело наибольшую площадь?

98. Из листа картона прямоугольной формы 
размером 30 X  50 см* нужно вырезать уголки

так, чтобы согнув лист по пунктирным линиям (рис. 9), получить ко
робку наибольшей боковой поверхности. Найти сторону вырезаемых 
квадратов.

99. Из проволоки длиной 120 см нужно сделать модель прямоуголь
ного параллелепипеда с квадратным основанием. Какова должна быть 
сторона основания, для того чтобы полная поверхность параллелепипеда 
была наибольшей?

100. Кусок проволоки длиной а нужно разрезать на две части; 
из одной сделать квадрат, из другой — правильный треугольник. Как



нужно разрезать проволоку, чтобы сумма площадей полученных таким 
образом фигур была наименьшей?

101. Найти на прямой у — х  точку, сумма квадратов расстояний 
которой от точек (— а, 0), (а, 0) и (0, Ь) была бы наименьшей. /

102. Найти на прямой у=х-\-2  точку, сумма квадратов расстояний 
которой до прямых Ъх —  4_у-}~8 =  0 и з * — у — 1= 0 была бы 
наименьшей.

103. Электрический ток J  распределяется по двум ветвям с сопро
тивлениями Г\ и г* (рис. 10). Показать, что наименьшие потери энергии,

идущей на нагревание проводника в еди
ницу времени, соответствуют распределе
нию токов, обратно пропорциональному 
сопротивлениям ветвей. (Исходить из за
кона; количество выделившегося тепла 
Q =  0,24 J*Rt).

104. Начертить параболу у  =  х* и ис
пользовать ее для графического решения 
следующих уравнений:

l)jt* — jc— 2,25 =  0; 2) 2дг* — Ъх — 5 =  0; 3) 3,ljc*— 14x-f5,8=0;
4) Ах* — 12дс —j— 9 =  0; 5) Злг* — 8л: +  7 =  0.

105. Функция tp(x) задана так: <р (х) = ~  х -- ^ при — oo<^jr^

<р (х) =  1 -|- х при у  <; х -j- ° ° .  Найти аналитически и графи
чески все действительные корни уравнения |<р (-*■)]* =  7jc 25.

106. Указать область определения функции
y=1g(ax*-{-bx-{-c).

107. Найти / (х -f- 1), если дано, что f ( x — l) =  2jc* — 3 j c 1.
I 2x I с108*. Показать, что функция / (jc) =  у принимает любое 

действительное значение, если 0 <^c«s:l.

Дробно-линейная  функция

109. Исходя из закона Бойля — Мариотта, найти функцию, выра
жающую зависимость объема газа от давления при t =  const, если 
известно, что при давлении в 760 мм Hg объем газа равен 2,3 л. 
Начертить график этой функции.

110. Переменная х обратно пропорциональна у, у  обратно пропор
циональна z, г в свою очередь обратно пропорциональна и В какой 
зависимости находятся х  и г>?

111. Переменная х обратно пропорциональна у, у  прямо пропор
циональна г, z прямо пропорциональна к, и обратно пропорциональна и 
В какой зависимости находятся х  и г>?

18 гл. i. ф у н к ц и я
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112. При электролизе количество выделяющегося на электроде 
вещества пропорционально силе тока, сила тока пропорциональна про
водимости электролита, проводимость пропорциональна концентрации 
электролита, концентрация при данном количестве вещества обратно 
пропорциональна объему растворителя. Как количество выделяющегося 
на электроде вещества зависит от объема растворителя?

113. Построить график дробно-линейной функции:
х — 1

>' =  7 ^ 2
„ч  2дг оч 2х —  5
2̂ = - П г Г ’ 3) У = ьГ= Т Ъ '

4) у-
1 2 х

5) У-
•X
4 —  Зд:

: 3 —  2,25л: *

114. Найти по графику наибольшее и наименьшее значения дробно
линейной функции в данном интервале:

1) у = ±  [ J ,  5 ]; 2 ) ^ = 2 7 ^ 5  H I * 2 ];X

115. Доказать: 1) если абсциссы четырех точек M i(xi\yt), Mt (jc*; ^’j),Ь
Al3(jr3; >'3), AT4 (-с*; у*) графика функции У =  — (рис. 11) составляют

пропорцию — =  —, то прямолинейные трапеции ЛМ 14/У4Л̂  и
лг, Х А

равновелики;
2) если точки А\х и лежат на графике функции у  =  — (рис. 12),

то площади фигур AiMiMtAt и BiMtMtBi равны между собой.
116. С помощью графического сложения построить график функции 

., — **+ I
X



§ 4. Обратная функция. Степенная, показательная 
и логарифмическая функции

Обратная  функция

117. Найти функцию, обратную данной:
1) у  =  х] 2) у  =  2х\ 3) у  =  1 — 3jt, 4) у~х*-\-1;

5) > —  7 ; 6)  У =  7) У = х '-2х- , 8 ) у = У З г+ Т ;
9) J ,=  10л:+|; 10) j>=l-f l g ( j c  +  2); l l ) j f = l o g , 2;

ОДГ 1ЛДГ _ 1 ft-jr
U ) y  =  T T & '  l3 ) > = !,о*-+ 1 (Г*+ 1; 1^) У  =  2 s in Здг,

15) у =  1 -j-2sin-^ri; 16) у  — \ arcsin V I — х4.
Ч* Х * •

118. Доказать, что функция, обратная к дробно-линейнрй функции 
у  — (считаем, что ad — be ф  0), также дробно-линейная.

119. При каком условии дробно-линейная функция задачи 118 сов
падает со своей обратной?

120. Показать, что если f(x ) =  y/ а — х " , дг̂ > 0, то / [/ (* )] =  дг. 
Найти функцию, обратную /(лг).

121. Какова особенность графика функции, тождественной со своей 
обратной?

122. Функция .у от х задана уравнением у4— l-J-logs(jc— 1) =  0. 
Найти область определения данной функции и записать функцию, обрат
ную данной.

123. Функция у  от х задана уравнением _y4-f-siti3.*— _у-|-2 =  0. 
Найти функцию, обратную данной.

Степенная  функция

124. Построить график функции:

l )^  =  yx *; 2) у  =  — ̂ х 3\ 3 )^  =  х3 +  3х*;
з

4) г1 =  ал — лс —{— 1; 5) у  =  — х* +  2х— 2; 6) у  =  2х‘>-,

7) у  =  ±  jc «; 8) у  =  х \ 9) у  =  х '1\ 10) 3/=  лг°

11) у== ^ х-е“ ; 12) у =  5х~а,>; 13) у = \ — У\Т\.

125. Графически найти приближенные значения действительных кор
ней уравнения х -1- 3 =  4 у^х*.

2 D  гл. i. функция



126*. Начертить кубическую параболу у —  х3 и использовать сс для 
графического решения уравнения:

1) jc’ +  jc —  4 =  0; 2) * * — Зд;4 — x - f 3 = 0 ;
3) л-3— 6лг* +  9лг — 4 =  0; 4) х * З х * 6*  +  4 =  0.
127. По данному условию составить уравнение и решить его гра

фически:
1) Квадрат какого числа равен самому числу, сложенному с его 

обратной величиной?
2) Деревянный шар с радиусом, равным 10 см, и плотностью, рап

ной 0,8 г/см3, плавает на поверхности воды. Найти высоту сегкента, 
погруженного в воду.

3) Деревянные куб и пирамида с квадратным основанием песят 
вместе 0,8 кГ. Ребро куба равно стороне основания пирамиды, высота 
пирамиды 45 см. Найти ребро куба. Удельный вес дерева 0,8 Г/см'.

• 128. Дана функция у  =  хп, х > 0 . При каких значениях х эта функ
ция имеет значения, ббльшие значений обратной функции, и при каких — 
меньшие?

Пок а з а те ль на я  и гиперболические  функции

129. Построить график функции:
1) у =  — 2А; 2) у  =  2*+5; 3) y = j - 3х;

4 ) y = l — 3x t; 5) у = ^ У ' ;  6) у  =  2~ Л

130. Используя график функции у  =  2х, построить без дальнейших 
вычислений график функции:

1) у — 2х~1\ 2) _ у = 1 . 2̂ : 3 ) y  =  1 . 2£^ L+ l.

131. Показать, что графиком функции y  =  k-ax(k'^> 0) является та 
же линия, что и для функции yz=ax, только сдвинутая параллельно 
оси ординат.

132. С помощью графического сложения построить график функции:
1) ,у =  х*-}-2х; 2) y  =  xi — 2х.
133. Графически решить уравнение 2х — 2х =  0.

1 -4- X134. Построить фигуру, ограниченную линиями у  =  2х, у  =  ——
и -*=3. По графику найти приближенно координаты точек пересече
ния данных линий.

135. Найти наибольшее возможное значение п, при котором 2v^>xn 
для ксех х 5s 100 (я — целое).

136. Доказать, что _y =  shx и y  =  thx — нечетные функции, 
a .y =  chx— четная функция. Являются ли эти функции периодическими?

§ 4. СТЕПЕННАЯ. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ 21
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137. Доказать справедливость следующих равенств:
l)ch*x — shi jt=  1; 2) ch* х sh* х =  ch 2дг,
3) 2 sh х • ch x =  sh 2jr, 4) sh (a ±  P) =  sh я • ch [J dh sh p • ch a;
5) ch (a ±  p) == ch a • ch jJ zt sh a • sh p; 6) 1 — th* x =  ;

7) 1 — cth*Ar =  —’ sh x

Логарифмическая  функция

138. Построить график функции:

1) У =  — logsJr, 2) y = \ g ~ :  3) _у =  J lg jc 1;
У —  log*I■*I ; 5) y =  1 -j-lg(jf +  2); 6) у  =  log}11 — x\;

7) y = a ' ° t<*x; 8) у  =  log* 2.
139. Используя график функции _y =  lg jc, построить график функ

ции:
1) .У =  у !g(■*+!); 2 )y  =  2 ]g (^ ± iy

140. Дана функция y  =  x-\-\g^. С помощью 'графического сло
жения построить график данной функции и по графику найти наименьшее 
значение этой функции в полуинтервале (0, 2].

141. Показать, что график функции _y =  log0(jf-(-V^*4+ 0  симмет
ричен относительно начала координат. Найти обратную функцию.

142. Доказать, что ордината графика функции _y =  k>gajc равна 
соответствующей ординате графика функции _y =  logenJf, умноженной нал.

§ 5. Тригонометрические и обратные тригонометрические функции

Тригонометрические  функции

143. Указать амплитуду и период гармоники:
l ) j  =  sin3jr, 2) _y=5cos2jr, 3) ^ =  4sini:jr,
4) у  =  2sin4 : 5) _y =  sin^-; 6) _y= 3sin^ .

144. Указать амплитуду, период, частоту и начальную фазу гармоники:

1) =  2 sin (3jc —f-5); 2) у  =  — cos* ~  ■;

3) > =  i Sin2« ( U. _ l ) ;  4) > = S i n ^ .
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145. Построить график функции:
I ) _у =  — sinjc; 2) у  = 1  — sin дг, 3 ) ^ = 1  — cos дт,
4) у  =  sin2дг, 5) у =  sin^; 6) у =  — 2sin|-;

7) y=cos2x-, 8) y  =  2sin х̂ — ̂ у,

9) у =  2sin .3x4-^-’): 1° )  .У= у  sin (2гдг — 1,2);

I I )<v =  2 4-2 s in (^ 4- j ) : 12) _у =  2 cos^-rp-;
13) =  | sin дг |;
16) _y =  |ctgx|; 

' cos*

19) у =
— »

14) _у =  [cos jc |;
17) у  —  sec х, 

для —  я дг ̂  О, 
0 < д г <  1,

К  х <  2.

15) j/ = | tg дг |;
18) у  =  cosec х.

146. Стороны треугольника равны 1 см и 2 см. Построить график 
площади треугольника как функции угла х, заключенного между дан
ными сторонами. Найти область определения этой функции и то значе
ние аргумента дг, при котором площадь треугольника будет наиботьшей.

I

147. Точка движется равномерно по окружности радиуса R с цент
ром в начале координат против часовой стрелки с линейной скоростью 
г» см/сек. В начальный момент времени абсцисса этой точки была а. 
Составить уравнение гармонического колебания абсциссы точки.

148. Точка равномерно движется по окружности дс*4-.у*=1. В мо
мент ее ордината была j*. в момент tx ордината равнялась y t. Найти 
зависимость ординаты точки от времени, период и начальную фазу коле
бания.

149. На рис. 13 изображен кривошипный механизм. Радиус махо
вика R, длина шатуна а. Маховик вращается равномерно по часовой 
стрелке, делая п оборотов в секунду. В момент t =  0, когда шатун 
и кривошип составляли одну прямую («мертвое» положение), крейц- 
копф (Л) находился в точке О. Найти зависимость смещения дг крейц
копфа (Д) от времени t.



150. С помощью графического сложения построить график функции: 
1) у  =  sin х -j~ cos лг, 2) _у =  sin 2tcjc sin 3tcjc;

3) =  2 sin -)— 3 sin ^  • 4) =  jc siruc;

5) y  =  x — sin*; 6) y  =  — 2x-f-cosx,
151. Графически решить уравнение:
1) *  =  2sin*; 2) х =  tg*; 3) лг — cos* =  0;
4) 4 sin *  =  4 — xr, 5) 2~x =  cos x.
152. Найти период сложной гармоники:
1) J/ =  2 sin 3jc 3 sin 2лг; 2) у  =  sin t -j- cos 2t;
3) у  =  sin -g- -j- Sin -j-;

4) y  =  sin (2itt- f -j)-j-2sin (зvt +  +  3sin5zt.

153. Представить одной простой гармоникой:

1) у —  sin*-(- cos jt, 2) y=z sin*-f 2sin

154. Обосновать следующий графический прием сложения гармони
ческих колебаний. Пусть даны гармоники

ЛI sin (u»jc -j- <pi) и Л* sin (ш*-[*¥*)•
Построим векторы А\ н Аг длиной соот
ветственно А\ и под углами ?i и 'fj к го
ризонтальной оси (рис. 14). Сложив век
торы А{ и i42, получим вектор А длиной А, 
наклоненный к горизонтальной оси под уг
лом ср; А и © будут соответственно амп
литудой и начальной фазой суммы

Ai sin (ojjc —J- <pi) —j— sin (ujjc -f- =?*) =
Рис. 14. = 4sin (u ).v- j-®).

155*. Указать период функции и построить ее график:
1 \ , , t i l  , о\ 1 / ! sin лг | , sin х \l)jr= |s in *|- f- |co s*i; 2) =  - 4 -— -— ).

156. Найти область определения и выяснить вид графика функции:
______  /----------- j------

1) у =  lgsinjr, 1) у =  у  lg s in * ; 3) у =  j,  lg — n -  ■.

24 гл. t . функция



Обратные  тригонометрические  функции

157. Построить график функции:
1) _>/= arcctgх] 2) >» =  2 arcsin-^; 3) у =  1 -f-arctg 2дг,

4) y =  y — arccos 2jr, 5) y  =  arcsin

158. Круговой сектор с центральным углом я свертывается в конус. 
Найти зависимость угла ш при вершине конуса от угла я и построить 
график.

159. Картина высотой а висит на стене наклонно, образуя со стеной 
двугранный угол tp. Нижний край картины на b выше уровня глаз на
блюдателя, который стоит на расстоянии I от стены. Найти зависимость 
между углом 7, под которым наблюдатель видит картину, и углом ср.

160. Для кривошипного механизма (рис. 13, задача 149) указать за
висимость угла я поворота кривошипа от смещения х крейцкопфа.

161. Выяснить, для какого интервала изменения л: справедливо тож
дество:

1) arcsin jc —J— arccos x =  у ; 2) arcsin V x  -j- arccos \лх =  ̂ >
3) arccos V \  — x* =  arcsin x; 4) arccos У 1 — jcs == — arcsin jc;

5) arctg x =  arcctg -i-; 6) arctg x =  arcctg —— k;
1 _  xt j _  x*7) arccos p— =  2arctg jr, 8) arccos j-— j =  — 2 arctg л;

1 I V9) arctg x -j- arctg 1 =  arctg y£_-v :

10) arctg x -f- arctg 1 =  к -f- arctg •

162. Пользуясь тождествами задачи 161, найти область определения 
и построить график функции:

1) у  =  a rc c o s 1— **; 2) у =  a r c s in I — j c -f-arcsin ]/ jc ;
J _ x9 J

3) arccos 4) у  =  arctg x arcctg —.

163*. Построить график функции у  —  arcsin (sin x). Доказать, что эта 
функция периодична и найти ее период.

164. Построить график функции у  =  arccos (cos jc).
165. Построить график• функции у  —  arctg(tgjc).
166. Построить график функции:
1) у  — х — arctg (tg jc); 2) у =  х  — arcsin (sin jc);

3) y  =  x arcsin (sin*); 4) у  =  arccos (cos jc) — arcsin (sin.v).

§ 5. ПРЯМЫЕ И ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 25
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§ 6. Вычислительные задачи

167. Начертить график функции у  =  х* -f- 2х* — Ах -f- 7 на интер
вале [—4, 2] по значениям х через 0,2; по оси ординат выбрать мас
штаб, в 20 раз меньший, чем по оси абсцисс. По графику найти наи
большее и наименьшее значения функции в интервале [—3, 2]. В какой 
точке функция переходит от возрастания к убыванию? Найти корень 
функции в интервале [—4, 2]. Точность вычислений 0,1.

168. При изучении законов рассеивания шрапнели в теории стрельбы 
требуется построить график функции у  =  еАс0>га\ 2,718. Выполнить 
построение при А =  2, давая я значения от 0 до 90° через каждые 5°. 
Вычисления вести с точностью до 0,01.

169. Даны три точки: Л/, (1; 8); Mi (5; 6); М г (9; 3). Провести через 
них параболу у  =  ах*-\-Ьх-\-с. Найти корни функции а х * Ь х с .  
Точность вычислений 0,01.

170. Из углов квадратного листа жести размером 30 X  30 см2 нужно 
вырезать одинаковые квадраты так, чтобы из оставшейся части можно 
было согнуть коробку емкостью 1600 см3. Какой длины должна быть 
сторона х каждого вырезаемого квадрата? Точность вычисле
ний 0,01.

171. Проверить, что если в уравнении .v4 -f- рх* -f- 4х 4" 5 =  0 поло
жить х*= у, то это уравнение заменится системой

| х*= у,
I ( У =  Л

где у ,=  Ц ^ ,  лг0 =  — и х\ — s.
Пользуясь этим приемом, решить графически уравнение — Здг* —

— 8лг — 29 =  0. Точность вычислений 0,1.
172*. Используя прием, указанный в задаче 171, доказать, что с по

мощью дополнительной замены переменной х =  х'-{-а действительные 
корни уравнения 4-й степени х? -j- ах* -f- bx* сх -{- d =  0 могут быть 
найдены графически путем отыскания точек пересечения некоторой ок
ружности и параболы у = х *.

Пользуясь этим приемом, решить графически уравнение jc* — 1,2л:3—
— 22х* — 39jc —)— 31 =  0. Точность вычислений 0,1.

173. Графически найти корни уравнения ejrs in x = l, 2,718, 
заключенные между 0 и 10; указать приближенную общую формулу 
значеннй остальных корней. Точность вычислений 0,01.

174. Графически решить систему:

х —|— =  1; 1 6j c * .у =  4.

Точность вычислений 0,01.
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175. Построить график функции (в полярной системе координат) по 
значениям полярного угла ср через к/12*).

1) р =  ау (спираль Архимеда); 2) р =  а/<р (гиперболическая спираль);
3) р =  еат (е ^  2,718) (логарифмическая спираль);
4) p =  asin3y (трехлепестковая роза);
5) p =  acos2? (двулепестковая роза); 6) p =  a (l — cos?) (кардиоида).
Вычисления вести с точностью до 0,01. Постоянное а^> 0 выбрать 

произвольно.

*) Здесь принято, что есдн р(<р)<0, то на соответствующем луче точки 
графика нет.



Г Л .А  В А II 

ПРЕДЕЛ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ

§ 1. Основные определения

Функции целочисленного  аргумента

176. Функция целочисленного аргумента принимает значения
iii =  0,9; r/i =  0,99; н3 =  0,999; '..., ц „=  0,999 ... 9; ...

а раз

Чему равен lim ая? Каково должно быть п, для того чтобы абсолют-л—* СО
пая величина разности между и„ и ее пределом была не больше 0,0001?

177. Функция ип принимает значения
1. 1 I 1Щ 1  ̂\ и3 ■, д I • • • у Ufl - I • • •

Найти Нш ип. Каково должно быть п, для того чтобы разностьП—+СО
между ип и ее пределом была меньше заданного положительного числа е?

178. Доказать, что ип =  ” ~ { стремится к 1 при неограниченном
позрастании п. Начиная с какого п абсолютная величина разности между
и, и 1 не превосходит 10"*?

179. Функция v„ принимает значения
it 3it пк

COS тр COS -fr COS -7Г2 cos к 2 2
—  | ; t*» —  2 • х’3 —  3 ’ * ‘ ’ ’ —  п *’ ‘ ‘ ’

Найти lim vn. Каково должно быть я, для того чтобы абсолютная
п~а>

величина разности между vn и ее пределом не превосходила 0,001? 
Принимает ли vn значение своего предела? 1 5  7
180. Общий член ип последовательности н, =  у ,  н, = —, н, = —f

17 2л — 1 2я +  1Чк =  ,«, ... имеет вид ——— , если п — нечетное число, иjg, ... n«vv. кпд 2« »
если п — четное число.
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Найти lim ип. Каково должно быть я, для того чтобы разность
п-»оэ-

между чп и ее пределом по абсолютной величине не превосходила 10 , 
данного положительного числа е?

4пг +1181. Доказать, что последовательность ия =  ̂  2 при неограни-
4ченном возрастании я стремится к пределу, равному - j, монотонно воз

растая. Начиная с какого я, величина не превосходит данного 
положительного числа е?

Уп* л. а*182. Доказать, что и„ — — ~ —  ПРИ неограниченном возрастании я
имеет пределом 1. Начиная с какого я, величина |1 — чя \ не превосхо
дит данного положительного числа е?

Какой характер имеет предельное изменение переменной w„?
183. Функция vn принимает значения биномиальных коэффициентов:

т ( т—; 1) т ( т — 1)(от — 2)
X1! --/Я, --  j _ 2 » --  1-2-3 * • "»

К - .. __т( т — 1) (т — 2 )... [(ш — (л — 1)]
Vn~  1 -2-З...Л ’

где т  — целое положительное число, /(айти lim v„.
tl-*ca

184. Доказать, что последовательность н„= 1 -)-(— 1)" не имеет пре
дела при неограниченном возрастании я.

185. Доказать, что при неограниченном возрастании я последова-
2я 4-(—2)"тельность п „= ---— — — не имеет предела, а последовательность

2» 4- (_2)"v„ =  ■" п — имеет предел. Чему он равен?
186. Имеет ли предел последовательность:

sin ^
1) »„ =  « s in y ; 2) ип — -^=- ( я > 1)?

187. Доказать теорему: если последовательности щ, щ, ..., и„, ... 
и «ь tb vn, ... стремятся к общему пределу а, то к тому же пре
делу стремится и последовательность ut, vlt щ, vit ttn, vn, ...

188. Доказать теорему: если последовательность щ, иь и„, ... 
стремится к пределу а, то к тому же пределу стремится любая ее бес
конечная подпоследовательность (например, щ, и3, «з. .. •).

189. Последовательность Hj, ..., н„, ... имеет предел а ф  0. Дока
зать, что lim 1. Что можно сказать об этом пределе, если а =  0?

п —* оо
(Привести примеры.)



Функции непрерывного  аргумента

190. Дано у  =  хч. Когда х —► 2, то у-у  4. Каково должно быть 8,- 
чтобы из | jc — 2|<^8 следовало \у— 4 | е  =  0,001 ?

х*_1 3191. Пусть У — х, [ . При х-+2 имеем: у-*--^. Каково должно
I 3быть 8, чтобы из |jc— 2|<[8 следовало у — -g- «^ 0,1?

X •— 1192. Пусть у  =  — ̂  При jc-*3 имеем: у  -*■ - j. Каково должно

быть 8, чтобы из | jc— 3|<[8 следовало — у  < 0,01?
193. Доказать, что sinjc стремится к единице при jc —► тс/2. Каким 

условиям должен удовлетворять jc в окрестности точки jc =  ic/2, чтобы 
имело место неравенство 1 — sinjc <^0,01?

194. При неограниченном возрастании jc функция у  =   ̂ стре

мится к нулю: lim — -- =  0. Каково должно быть N, чтобы из |jc|>JVх~><х>х -г *
следовало _у<"е?

х»_j
195. Если х  —► оо, то у  =  ■— —-+ 1. Каково должно быть N, чтобыX  -J- О

из | jc | >  N  следовало | у  — 1 | е?

§ 2. Бесконечные величины. Признаки существования предела

Бесконечные  величины
196. Функция Ид принимает значения

Hi =  3, U] =  5, Из =  7.......и„ =  2л-(-1, ...
Доказать, что н„ — бесконечно большая величина при п -*■ оо. Начиная 
с какого я, величина н„ становится больше N ?

197. Доказать, что общий член н„ любой арифметической прогрессии 
есть величина бесконечно большая при п-*-оо. (Когда она будет поло
жительной и когда отрицательной?) Справедливо ли это утверждение
для произвольной геометрической прогрессии?

1 4- 2х198. При jc—►О имеем: у  =  —— ---►оо. Каким условиям должен
удовлетворять jc, чтобы имело место неравенство ]_у | ̂ > 10*?

199. Доказать, что функция у =  бесконечно велика при jc-^3. 
Каким должен быть jc, чтобы величина |j/| была больше 1000?

200. Когда jc стремится к 1, функция У = А-])» неограниченно 
возрастает. Каково должно быть 8, чтобы из | х — 1 | 8 следовалоcdr7>«=“«
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201. Функция у -= 2х~— ~1 бесконечно велика при jc -*-0. Каким нера
венствам должен удовлетворять х, чтобы |_у| было больше 100?

202. При х —*■ оо имеем: у  =  lg х -*■ оо. Каково должно быть М, 
чтобы из jc> M  следовало y^>N=\00?

203. Какие из основных элементарных функций являются ограничен
ными во всей области их определения?

А**204. Доказать, что функция у =  ■ , ограничена на всей число-1 -р х
вой оси.

X*205. Будет ли функция у  =  р-ограничена на всей числовой оси?
Будет ли она ограничена в интервале (0, оо)?

206. Является ли функция =  lg sin jc ограниченной во всей области 
ее существования?

Тот же вопрос относительно функции _y=lgcosjc.
207. 1) Доказать, что функции _y =  jcsinjc и _y =  jccosjc не ограни

чены при jc->-oo (указать для каждой из них хотя бы по одной такой 
последовательности хп, для которой у„-*- оо).

2) Будут ли указанные функции бесконечно большими?
3) Построить графики этих функций.
208. Построить графики функций / (x) — 2Xiin* ;; f  (х) =  2~ х *in ж. 
Для каждой из этих функций указать такие /ж  последовательности

хп и х'п значений jc, что lim / ( jc„) =  oo, a lim f ( x ’n) =  0.
СО Л-*00

209. При каких значениях а функция у  =  ахsinх будет не ограничена 
при JC-*-f- оо (х —► — оо)?

210. Будет ли бесконечно большой неограниченная функция:

!) /(■*) =  — cos-L при JC-+-0;
2) / (.с)= jc arctg jc при jc -*-oo:
3) f (x ) =  2х arcsin (sin jc) при jc —)— °o;
4) f(x ) =  (2 -}-sinjc) lg jc при jc -^ +  oo;
5 )/(дг) =  ( 1-]~sinjc)lgjc при jc —*• -j- oo?
211. Функция un принимает значения

о 3 4 n -t-1
*1 *** 4̂ i —  "5"»* * *» == i • • •

Доказать, что н„ — бесконечно малая величина при оо.
212. Функция //„ принимает значения

2 » —  2? ’ ** =  TF *' • ■ * == JJI— > • • • 

Доказать, что и„ — бесконечно малая величина при п-*-оо.
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213. Доказать, что у  =  - * - j- ->- 0 при л;-*■(). Каким условиям дол
жен удовлетворять х, чтобы имело место неравенство |_у|<(10"* ?

214. Показать, что при а*-»-оо функция у =  У х -{- 1— V х  стре
мится к нулю. Каким должно быть N, чтобы при x^>N было

215. Доказать, что если предел, функции /(дг)при х-»-оо равен а. 
то /(jc) можно представить в виде суммы f(x ) =  a-f-<?(*), где о (х) 
бесконечно мала при дг -► оо.

Представить в виде такой суммы следующие функцни:
1\ х* оч дг* 0. I — хг
) У — х *-\ ' 2) У — 2F+ T* у —  l+A»-

Признаки  с уществования  предела

216*. Функция ип принимает значения
_ 1 .. __ 1 , 1 1 , 1 , , 1

1 4 ' Ui 4 *” .10 ’ ”  н* 3+ 1 Т  3'+  1 "+■••• ‘ 3я 4- I
Доказать, что н„ стремится к некоторому пределу при /»-► оо.
217. Функция ип принимает значения

1 1 | >  1 , 1 , 1  
Щ 2 * 1,1 2 ' 2 • 4 ’ ,/з 2 2 • 4 ‘ 2 • 4 • 6 ’ ‘ ”

и — J. _L J ___L - ‘• • • > ип о о . 4 • • •
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2• 4 '  2 • 4... (2л) ’ ‘ “
Доказать, что н„ стремится к некоторому пределу при л-> оо.
218. Доказать теорему:
Если разность между двумя функциями при одном и том же изме

нении независимой переменной бесконечно мала, причем одна из .функций 
возрастает, другая убывает, то обе стремятся к одному и тому же пределу.

219. Даны два числа: н0 и v0 (nt<^v0). Члены последовательности! 
и„ и v„ задаются формулами

. . _ » «  + »<> .. _ «о  + 2»*. .. _ « , + » ,  .. _ u l + 2v,_Щ — --2— > — 3-- !-И* =  — 2— , V i= — з— ;
вообще

.. _ u n_ l +  v „ _ i „ _ « / i - i + 2w„_,
чп —  2 ’ Vn —  3

Доказать на основе теоремы, приведенной в предыдущей задаче, 
что обе последовательности ип и vn стремятся к одному и тому я 
пределу, заключенному между и» и г»0.

220. Дана последовательность чисел и„:

Ui =  VW, и, =  У  6 -}- и,, ..... я„ =  Кб-|-ип_, , ... 
Доказать, что эта последовательность имеет предел, и найти его.
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§ 3. Непрерывные функции

221. Функция у  определена следующим образом:
у  =  0 при jc 0;
у  =  х  при 1;
у  =  — — 2 при 1 C jc< 3 ;
у  =  4 — х  при 3.

Будет ли эта функция непрерывной?
222. Три цилиндра, радиусы оснований которых соответственно 

равны 3, 2 и 1 м, а высоты одинаковы и равны 5 м, поставлены 
друг на друга. Выразить площадь поперечного сечения получившегося 
тела как функцию расстояния сечения от нижнего основания ниж
него цилиндра. Будет ли эта функция непрерывной? Построить ее 
график.

223. Пусть
т = [ х + '-

\ 3 —/тлг*. если лг >  1.

Лри каком выборе числа а функция f(x ) будет непрерывной? (Пост
роить ее график.)

224. Пусть

/ (* ) =

— 2 sin л", если д: ̂  ^  ;

Л sin j c - J - если — ’2 <C-r<C Y ' 

cos х, если х  ̂  .

Подобрать числа А и В  так, чтобы функция /(дг) была непрерывной; 
построить ее график.

225. В каких точках терпят разрывы функции у  =  -^—̂  и .У =  ̂ r-^s?
Построить графики обеих функций. Выяснить разницу в поведении этих 
функций вблизи точек разрыва.

Д - »  _  J

226. Функция /(je) =  p — j не определена при х =  1. Каким должно
быть значение / (1), чтобы доопределенная этим значением функция 
стала непрерывной при х = 1?

227. Какого рода разрывы имеют функции _ y = ^ i и =
при л; =  0? Указать характер графиков этих функций в окрестности 
Ючки д; =  0.

228. Исследовать непрерывность функции, заданной так: у =  
пРи х ф  0, у  =  0 при х =  jjp^HK^ort функции.

2 г. н. всрм.н Тащ [1И
u t j e / i  9  э

Ташкент 
"л Колоса. 1в _/



229. Сколько точек разрыва (и какого рода) имеет функция у  =  
=  ^ 1 — ? Построить ее график.

230. Функция у  =  arctg не определена в точке jc =  0. Можно ли
так доопределить функцию /(jc) в точке *  =  0, чтобы функция стала 
непрерывной в этой точке? Построить график этой функции.

231. Исследовать непрерывность функции, определенной так:

/ (* )= s in ^  при хфО, / (0) = 1.

Построить график этой функции.
232. Построить график функции /(х) =  х sin —. Какое значение 

должно иметь / (0), чтобы функция /(jc) была везде непрерывной?
233. Доказать, что функция у  =  —!—г имеет в точке jc =  0 разрыи

1 + 2*
первого рода. Построить схематично график этой функции в окрестности 
точки лг =  0.

1
234. Исследовать характер разрыва функции у  =  2~*'~* в точке 

х = \ .  Можно ли так определить у  при jc =  1, чтобы функция стала 
непрерывной при jc =  1 ?

2 х —  1235. Исследовать характер разрыва функции У =  —---  в точке
2х + 1

*  =  0.
236. Функция /  (х) определена следующим образом: /(jc) =

=  (jc 1)2 v*l *) при jc ф  0 и /(0) =  0. Доказать, что в интервале
— 2^ jc ^ 2  функция /(jc) принимает все без исключения значения, 
содержащиеся между / (— 2) и / (2), и что она все же разрывна (в какоИ 
точке?). Построить ее график.

237. Исследовать непрерывность функции у =   ̂ Выяснить ха

рактер ее графика.
238. Функция определена так: если jc — рациональное число, то 

/ (х )— 0; если jc— иррациональное число, то / (jc) =  jc. При каком зна
чении jc эта функция непрерывна?

239. Исследовать непрерывность и построить график функции:

1 )у  =  Х - [х \ , 2) j ,  =  _ l _ ;  3) у =  ( — 1)1*1.

[Функция [jc] равна наибольшему целому числу, не превосходящему д' 
(см. задачу 59).]
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240. Используя свойства непрерывных функций, убедиться в том, 
что уравнение х* —  Здг=1 имеет по меньшей мере один корень, за
ключенный между 1 и 2.

241*. Показать, что: а) многочлен нечетной степени имеет по мень
шей мере один действительный корень; б) многочлен четной степени имеет 
но меньшей мере два действительных корня, если он принимает хотя 
бы одно значение, противоположное по знаку коэффициенту при его 
старшем члене.

242. Показать, что уравнение лг.2г= 1 имеет по меньшей мере 
один положительный корень, не превосходящий 1.

243. Показать, что уравнение jc =  a sin jc -f- где 0< [а<М , b^>0, 
имеет по меньшей мере один положительный корень и притом не пре
восходящий Ь-\-а.

244*. Показать, что уравнение П|, -4-- 4- . " V  =  0, где Д|>0,X — Aj х — а — Ад
а, ̂ >0, и имеет два действительных корня, заклю
ченных в интервалах (X,, и (Х4, ХД

§ 4. Нахождение пределов. Сравнение оес::онечно малых 

Функции  целочисленного  аргумента

В  задачах 245 —  267 найти пределы.
п.,  .. /1+1 п»и «• (n+0* nt-> it (я +1)* — (я — I)*245. lim ----. 246. lim —? , --. 247. lim -—  , ;--- r-s.

—  оо «  —  оо 1п — o o ^ + D * +  ( ' » - ! ) *
П10 .. л* — 100п* +  1 .. IOOO/j’ +  Зя*248. lim -1Д/. . , — . 249. limП "оо 100/1* + 15л • . "  „о,001/»* -  100/1* + 1 •
250 lim (" + l)< - ( " - ! ) *  951 lim (2я +  1 )* — (я — 1 )* 

Л « ( » + !)• +  ( « - 1)‘ * л 1 !» (2я +  1 )* +  (я — 1 )* ‘
о к о  и  Vп* +  2 я  —  1 _ 0  . .  угп* +  п
2 5 2 .  l i m  ^ ------------------ .  2 5 3 .  l i m  r , ,  •

n-oo п +  г /i-оо n +  *

254. lim 255. |,m I V  -  +  I +  frV + T
я-*оо 4-T it-*oo +  6л* +  2 — Я7 - f  3/1*nl

2 5 6 .  l i m  Y,ni + 2~ -  2 5 7 .  l i m

«-•со / n ‘ +  2 — У  я* +  1 n-*oo (я  +  1)1 — n!

2 5 8 .  l i m  +  ( "  +  - > - .  2 5 9 .  l i m

»-oo (Я +  3)1 п -о о И  +  2)1 — (Я +  Щ
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262. Ии ( 1+2 + 3 + -. + , _ , ^

263
я -.т \ я  +  2

f I — 2-4- 3 — 4 2л\lim П
п-*оэ \ V ^ + T

264*' Лтм(тт5+гз+---+(̂тл:)-
265• J?00( r L3 + 3 15 +  - " + - ( 2 ^ r

1
1) (2 /1 + 1 ) ) '

1
2" —  1 2 а —  I 266. lim ЬглА. 267. lim ----.

л —со ^ " Г  1 /: — со —
2" +  1

Функция  непрерывного  аргумента  

В задачах 268—304 найти пределы.
2 в 8 . £ ± | . м ц  +  1 ) .

270. lim r^ — . 271. lim лг* 3

272. Hm ■ . 273. lim -j | * ..
jr —► 1 ** A JT-* — 2 ДГ D

274. lim < £ r jl£ 2 E Z . 275. lim 6̂ ~ Д , ■

276. lim • 277. lim ^ .

278. jnn [,t (* _  2)»~  л-1 -  3.v + 2 ] •

27d‘ i'JTi [  лг* — 5лг -f- 4 3(.ts -  3.V +  2 )] '
д'.'Я __ J »

280. lim — г ( m  и n —  целые числа).
x - i  ■* — 1

281. lim 282. lim v* ~ 5xx"co # - a *  +  r  v= -  3.v +  I •

283‘ J!fL  2jc* + 1' 284. J ^ i + j ^  + a***

“ • т ,1” (̂ п-ггтт)-
287. lim Злг» (2.*- 1)(Злг* +  .г +  2)]

,2 *+ l 4хг
288. lim (Дг4-1)-» + (.У + 2Г  + ..-,4^+ Ш 0)^

Л -.со Л  -f- 1U



“ 9- х ; т . ■7 F T T 3 T -  290' J ^ v  +  i - ^  +  r  
29l. Um У У  + З + У * ^ .  292. Iim r ^ M - ^  + 4
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JC — + оо ^ДСв +  ДГ, -|- 1 — X  X — оо V А'7 +  1

•Vs

295. lim ' ■ 296. lim У- х ~  ' . ~ 2 .
Уд г*+ 1б-4  л’ - а

• о о й  Т ^ Г Л -297. lim х л_ f "  . ' 298. lim -----г-----.
л-1 К *  — 1 'А-0 Л

299. lim }/1 ^  — . 300. lim У 1 + х ~  v’ 1 ~ ~r .
jr-0 •* jt-О ■*
.• V  х  —  ft — У  а — b , ^ ,,301. Um i ---- (а >  &).

х -+ я л
я -  ___ J

302. lim —^ --  (я и т  — целые числа).
■*-1 /х  — 1  ̂ 4

303*. lim + ^ ~ ^ ’ ~ 2л' . 304. lim £ !+■**_- +  ̂ .
ж —0 ' X-f-X Д--» I ■* *

305. Как изменяются корни квадратного уравнения а х * Ь х с  =  0, 
когда b и с сохраняют постоянные значения (b ф  0), а величина а стре
мится к нулю?

В задачах 306— 378 найти пределы.

306. lim ( I  x - f  a — \rx). 307. lim (j/ jc *+  1 —  \ jc* — 1).
x -+oo jr — 00

308. lim ( / F + T  —  K x )* ). 309. lim jc ( У x* +  1 —  jc).. JC-. + 00 X —+ 00
310. lim ()^ (x - |-a )(jr- |- ft)— jc).

JT —±00
311. lim (|^ jc4— ‘2x— 1 — У х *—  7jc-f- 3).

Jt-»+;00
312. lim (>/(JC +  \)* — У ( х —  l)1).

x~*co
3

313. lim jc* ( V V +  1 —  V x 3—  l).

314. lim 315. lim 316. lim
л -O x  л —0 x

*) В примерах, где указано х —► ± оо, следует отдельно рассматривать случаи
* +  оо и х — — оо.
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317.

318.

319. 

321. 

324. 

326. 

328.

330.

332.

334.

lim tg 2дс
_ 0 sin 5дг ’

sin ( v lim —. ' -(я и т  — целые положительные числа). 
« _ о  <sm а>

2 arcsine опп .. 2дг— arcsm*lim — — . 320. limЗх ’ 
1 — cos*

ДГ-.0

lim
J C -.0

lim
дг -*0

lim . ,--- . . .
«..o ’g a “  sm a 

1 — sin x

2д: + arctg*' 
1 — cos* x

322- x sin Ix ' 323. lim tg«
a -*0 У  ( I  —  COSa)“

1 4- sin x — cos x 
1 — sm* —cos*’
(1 —  COS a)*

tga — sin a 325. lim -2-- r--- ,
a-»0 “

327.

Ит. 11L V
* Т  \ 2 x)
.. sin 3* lim . ~ . x_ % sm 2x

sin а lim--- -j-.

y - a

■ i^O ( sin ’g -v ■'
329. lim -t—.™ x= .

, { / ( l _ s i n  X )1 
2

331. lim — x) tgx

T.Z333. lim (1— z) tg
z  - >  1 z

335. lim
* v .

cos д: — sin x 
cos 2x

336. lim
1 — sin

v±
e 2

337. lim

338. Urn ( 2 * 't g * - ^ ) . 339. lim
* - 0

X  / X  . X  \ ’coeT (co.T - r i n T ) 
cos (a 4- x) —cos (a — дг)

340.

342.

343.

344.

345. 

347.

lim
Д Г - 0

lim

cos ax — cos fi.x:

sin* а — sin1

sin (a 4- x) — sin (a — дг)341. lim -г—г— i— !— ---- r .»g(a + *>- 'g (o—x)

a* —  ?

sin (a 4- 2h) — 2 sin (a + Л) -f sin a 
i im  j « <
A-.0 Л
,jm tg (a 4- 2Л) -  2 tg (a 4- A) 4- tg a
A -0 Л*
lim
x - o

lim
л - 0

V 2 — V 1 4- cos x
sin’ x

V l  + x sin x— У cos 2л:
дг — О

348. lim
jr- 0

J g *

1 — cos x У cos 2.V



ti_  V 1 4- arctg Зле — — arcsin З.с
S  V 1 — arcsin 2х — V  1 +  arctg 2х '

V T  — V  arccos х 350*. И т .----у = = ----•
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л —  I

3 5 1 “ ( ' - т ) ' -
х+\

353. Нш ( l  +  j )  Л . 354. j t e  ( l  +  A .)"* .

355
3 5 6 -  ‘  •

357. 358.

“* л;.̂ тГ- m ,“л (■+?)'•
зв1- +тГ- звМ!" •
363. 1 1т(1  + s in * ) “ ••**. 364. lim  ( l + t g *

365 . t a  Ё 1 1 ± * Й .  366. lim  +
*- .0  x  JC-.0 *

367. lim {jc [In (jc -f- a) — In jc]}.
JT -♦ 00

368. Hm ln* - l . 369. lim — jf—. 370. lim
x  — e x  ~ e  A-.0 "  дг-0

371. lim 372*. lim е—~--МХ-. 373. lim е-*»-~-е
,«1п2дг -slnjc m x __J>x

374. lim ---- — — . 375. Hm r .
x - 0  x  x ~ 0  x

376. lim jc(e7 — l). 377. lim (ch jc — sh jc). 378. lim thx
■ Jt — aJ * -  + m *■* + »

Ра зные  пределы 

В задачах 379—401 найти пределы.

379. lim • Отдельно рассмотреть случаи, когда п: 1) целое
Ж— 00 А +  А

положительное число, 2) целое отрицательное число, 3) нуль.



380. lim х  [ У  х*- \ - V  x k 1— x \ ' r2).
х-+±оо

381. lim ( а > 0 ) .  382. lim ( а > 0 ) .
ДГ —* "♦* оо I 1 ДГ -* *♦” СО ' “
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J 1 -  (а >  0). 382. lim f  “ a
Х-*±СОи I 1 х-*±со1

383. lim * * .  384. lim
дг —со х

оо- 1- -C+sin.t .. arcsin х38о. lim — ----. 386. lim ---2— .*-co* + COS.t л-1 , ™
8 2

j-m sin (a 4- 3/i) — 3 sin (a +  2Л) +  3 sin (a -f- h) — sin я 
’ A-*e A‘

388. lim tg*x ( Y 2 sin* x -j- 3 sin x —J— 4 — j/sin* x -|- 6 sin x -}- 2 ).

389. lim 1 — cos ( 1̂—cos a)  ̂ 390*. lim fcos ̂  • cos ̂  • • • cos .
л-о x n-»\ 4 i

391. lim ** (1 — cos —V  892. lim (cos К *  +  1 — cos Y"x).
jr-оо \ '  x ~ a>

393*. Jim  * (a r c tg £ ± £ ~ j).

394. lim x^arctg'^iy — arctg jq p j). 395*. lim arcsm-r ~  arclK -
_ i_

396. lim (l-j— (л^>0). 397*. lim (cos jc)sin-*.
Л - + 0 0  \ x  I  x — o

» i n  X

398. lim 399. lim (— Yr-,ln*.
jr —0 ■* x — 0 V x  /

400. lim (cosjc-{-sin JC)-*. 401. lim (cosjc-j-а sinfcjc)*.
лг — 0 * — 0

Сравнение бесконечно малых

402. Бесконечно малая величина н„ принимает значения
. I 1 1

til —  1 » «2 —  2 * —  з . . . .» ^ ) . . .  *

а бесконечно малая величина vn — соответственно значения

«1 =  1. г'* = 2 | .  г'3 = 3!........

Сравнить н„ и гя; какая из них высшего порядка малости?
403. Функция ип принимает значения

п 3 8 л* -  1и 1 — и, //$ — g , //3 — 271 • • • * и* — * • • • >



а функция v„ — соответственно значения
л 5 1°  " ’ + 1i'i — — g 1 ^  — 27 * * * * * ^я — л* • * * *

Сравнить эти бесконечно малые величины.
404. Бесконечно малая величина ип принимает значения

п 1 2 я - 1Ч\-и, И,--  ̂ , Hj- g , ..., U„- I • • • >

а бесконечно малая величина v„ — соответственно значения
,  5 7 2л+ 1  1̂ - 3, Т* - £ , Vi - g , . . . , Vn - п..........

Убедиться в том, что н„ и v„ — бесконечно малые одного порядка, но 
неэквивалентные. 1_х

405. При х-*-\ функции у =  гг— и у = \ — V  х бесконечно малы.1 -f- х
Которая из них высшего порядка малости?

406. Дана функция у  — х3. Показать, что Д у и Д* при Дд -* 0 и 
при х Ф  0 являются бесконечно малыми одного порядка.

Проверить, что при *  =  0 величина Ду  бесконечно малая более 
высокого порядка, чем Д*. / ч

При каком значении х приращения Д* и Ду  будут эквивалентными?
407. Убедиться в том, что при *-*-1 бесконечно малые величины

1— х и 1 — у.х  будут одного порядка малости. Будут ли они экви
валентными?

408. Пусть х-+0. Тогда У  a -f- *® — \/~а (a > 0) будет бесконечно 
малой величиной. Определить порядок ее относительно х.

409. Определить порядок относительно х функции, бесконечно малой 
при х -> 0:

1) * * +  1000**; 2) У х *  — У х ;  3 ) ^ ± Д ;  4)

410. Доказать, что приращения функций и =  а У х  и v =  bx* при 
Jt]>0 и при общем приращении Д*-+-0 будут одного порядка мало
сти. При каком значении *  они будут эквивалентными (а и b отличны 
от нуля)?

411. Показать, что при *-► 1 бесконечно малые величины 1— *
и а (1 — У х ), где а Ф  0 и k — целое положительное число, будут одного 
порядка малости. При каком значении а они будут эквивалентными?

412. Доказать, что при *-*«/2  функции sec*— tg* и к — 2*  
будут бесконечно малыми одного порядка. Будут ли они эквивалент
ными?

413. Доказать, что при * - » 0  бесконечно малые величины e*v — е* 
и sin2*  — sin* будут эквивалентным».
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414. Определить порядок относительноj c функции, бесконечно малой 
при jc -v O:

1) V 1 + V * — 1; 2) V 1 —|— — 1 — V x ] 3) е**—  1; 4) — 1;
5) In ( l  6) У  1 -j- jc4 tg ~ ; 7) ex —  c o s jt ,

8) г *’ — cosjt, 9) cos x — У  cosjt, 10) sin (j/" 1 -f- * — l);
11) In (1 —{— jc*) — 2}/(e* — 1)*; 12) arcsin ( }  4 -(- jc1 — 2).

N
Некоторые  геометрические  задачи

415. Дан правильный треугольник со стороной а; из трех высот 
его строится новый правильный треугольник и так п раз. Найти предел 
суммы площадей всех треугольников при п-*- оо.

416. В круг радиуса R  вписан квадрат, в квадрат вписан круг, в этот 
круг опять вписан квадрат и так п раз. Найти предел суммы площадей 
всех кругов и предел суммы площадей всех квадратов при п-+ оо.

417. В равнобедренный прямоугольный треугольник, основание кото
рого разбито на 2л равных частей, вписана ступенчатая фигура (рис. 15).

Доказать, что при неограниченно возрастающем л разность между пло
щадью треугольника и площадью ступенчатой фигуры бесконечно 
мала.

418. В равнобедренном прямоугольном треугольнике, катет которого 
равен а, гипотенуза разделена на л равных частей и из точек деления 
проведены прямые, параллельные катетам. При этом получается лома
ная AKLMNOPQRTB (рис. 16). Длина этой ломаной при любом л 
равна 2а, значит, и предел ее длины равен 2а. Но, с другой стороны, 
при неограниченном возрастании п ломаная неограниченно приближается 
к гипотенузе треугольника. Следовательно, длина гипотенузы равна сумме 
длин катетов. Найти ошибку в рассуждении.
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419. Отрезок АВ длины а разделен п точками на равные части, и
из этих точек проведены лучи под углами ~  (рис. 17). Найти предел
длины получившейся ломаной линии при неограниченном возрастании л. 
Сравнить с результатом предыдущей задачи.

420. Отрезок АВ длины а разделен на п равных частей. На каждом 
частичном отрезке построена дуга окружности, равная к'п радиан

, а л л л л а л л а л ^

Рис. 17. Рис. 18.

(рис. 18). Найти предел длины получившейся линии при я-*-оо. Как 
изменится результат, если на каждом частичном отрезке будет строиться 
полуокружность?

421. Окружность радиуса R разделена п точками Мь Mt ..., Мп 
на равные части. Из каждой такой точки проведена дуга окружности

Рис. 20.

радиуса г до пересечения с дугами, построенными в соседних точках 
(рис. 19). Найти предел длины получившейся замкнутой линии при не
ограниченном возрастании п.

422. Два круга с радиусами R и г (R^> г) касаются в начале коор
динат оси О У и расположены правее нее (рис. 20). Какого порядка 
относительно дг при лг-*-0 будут бесконечно малый отрезок М М ’ и бес
конечно малый угол а?

423. Центр окружности соединен отрезком прямой ОР с точкой Р, 
лежащей вне окружности. Из точки Р  проведена касательная РТ  к
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окружности н из точки Т опущен перпендикуляр TN  на прямую ОР. 
Доказать, что отрезки АР и AN, где А — точка пересечения прямой 
ОР с окружностью, — эквивалентные бесконечно малые при Р  -+■ А.

424. В конечных и в средней точках дуги АВ окружности прове
дены касательные и точки А и В  соединены хордой. Доказать, что отно
шение площадей образовавшихся при этом двух треугольников стре
мится к 4 при неограниченном уменьшении дуги АВ.

Вы чи сл и те л ьн ые  задачи

425. Исходя из эквивалентности при х -»-0 функций У  \-\-x— 1 
и -̂ дг, вычислить приближенно: 1) У 105; 2) У  912; 3) 1/ 260;
4) 1/1632; 5) У  0,31; 6) 1/0,021.

426. Показать, что при х->0 функции ул\-\-х— 1 и xjn — экви
валентные бесконечно малые. Воспользоваться этим для приближенного 
вычисления корней: 1) Y 1047; 2) у 8144; 3) УТ/Г; 4) 1080. Найти 
значение этих же корней с помощью логарифмических таблиц. Сравнить 
результаты.

427. Использовать эквивалентность ln (l- f- Jc) и х  при л*-*-0 для 
приближенного вычисления натуральных логарифмов следующих чисел: 
1,01; 1,02; 1,1; 1,2. Найти десятичные логарифмы этих же чисел и сравнить 
с табличными данными.



Г Л А В А  III

ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ.
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

§ 1. Производная. Скорость изменения функции

Некоторые  задачи физики

428. Дано уравнение прямолинейного движения точки:
s =  5/ -(- 6.

Определить среднюю скорость движения: а) за первые 6 секунд,
б) за промежуток времени от конца 3-й до конца 6-й секунды.

429. Точка М удаляется от неподвнжной точки А так, что расстоя
ние АЛ1 растет пропорционально квадрату времени. По истечении 2 мин 
от начала движения расстояние AM равнялось 12 м Найти среднюю 
скорость движения: а) за первые 5 мин, б) за промежуток времени 
от t =  4 мин до f =  7 мин, в) за промежуток времени от t — t\ до t =  tt.

430. Дано уравнение прямолинейного движения: s =  <3-j-y.
Найти среднюю скорость движения за промежуток времени от t =  4 

до t =  4-\-At, полагая At =  2; 1; 0,1; 0,03. х
431. Свободно падающее тело движется по закону s =  -̂ -t где

g( =  9,80 Mjceic*) есть ускорение силы тяжести. Н1йти среднюю скорость 
движения за промежуток времени от f==5 сек до (f-f-Af) сек, полагая 
Д<=1 сек; 0,1 сек\ 0,05 сек\ 0,001 сек; найти скорость падающего 
тела в конце 5-й секунды, в конце 10-й секунды. Получить формулу 
Для скорости падающего тела для любого момента времени t.

432. Имеется тонкий неоднородный стержень АВ. Длина его L ==20 см. 
Масса отрезка AM  растет пропорционально квадрату расстояния точки М 
°т  точки А, причем известно, что масса отрезка AM =  2 см равна 8 г. 
Найти: а) среднюю линейную плотность отрезка стержня AM =  2 см,
б) всего стержня, в) плотность стержня в точке AL

433. В тонком неоднородном стержне АВ длиной 30 см масса (в г) 
распределена по закону т —  3/* — 5/, где / — длина части стержня, 
^считываемая от точки А. Найти: 1) среднюю линейную плотность
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стержня, 2) линейную плотность: а) в точке, отстоящей от точки А на 
расстоянии / =  5 см, б) в самой точке А, в) в конце стержня.

434. Количество тепла Q (в калориях), необходимого для нагревания
1 г воды от 0 до t°C, определяется формулой

Q =  *-f 0,00002** -}- О.ООООООЗ*1.
Вычислить теплоемкость воды для £ =  30°, < =  100°.

435*. Угловую скорость равномерного вращения определяют как 
отношение угла поворота к соответствующему промежутку времени. 
Дать определение угловой скорости неравномерного вращения.

436. Если бы процесс радиоактивного распада протекал равномерно, 
то под скоростью распада следовало бы понимать количество вещества, 
разложившегося в единицу времени. На самом деле процесс протекает 
неравномерно. Дать определение скорости радиоактивного распада.

437. Сила постоянного тока определяется как количество электри
чества, протекающее через поперечное сечение проводника в единицу 
времени. Дать определение силы переменного тока.

438. Термическим коэффициентом линейного расширения стержня 
называют приращение единицы его длины при повышении температуры 
на 1° С, если предположить равномерность теплового расширения. На 
самом же деле процесс протекает неравномерно. Пусть /=/(<), где 
/ — длина стержня, t — температура. Дать определение коэффициента 
линейного расширения.

439. Коэффициентом растяжения пружины называют приращение еди
ницы длины пружины под действием единичной силы, действующей на 
каждый квадратный сантиметр сечения пружины. При этом предпола
гается пропорциональность растяжения действующему усилию (закон 
Гука). Дать определение коэффициента растяжения k в случае уклоне
ния от закона Гука. (Пусть I — длина пружины, 5 — площадь попереч
ного сечения, Р  — растягивающая сила и / =  <р (Р).)

Производная  функция

440. Найти приращение функции =  в точке Х\ =  2, полагая 
приращение \х независимой переменной равным: 1) 2; 2) 1; 3) 0,5; 4) 0,1.

441. Найти отношение — для функций:

\) у  =  2х*— **4-! при х —  1; Длг =  0,1;
2) У =  ̂  при лг =  2; Длг =  0,01;
3) у  =  У  х  при лг =  4; Дд: =  0,4.
Показать, что при Дл:-*-0 предел этого отношения в первом случае 

равен 4, во втором — !— в третьем —



442. Дана функция у  =  х*. Найти приближенные значения производ
ной в точке дг =  3, полагая последовательно Ддг равным: а) 0,5; б) 0,1; 
В) 0,01; г) 0,001.

443. /(дг) =  дг*; найти /'(5); / '(— 2); / ' ( — у ) *
444. / (х) =  х*; найти /'(1); /'(0); f  (— V~2); f  (1 ) .
445. f (x )= x \  В какой точке /(jc) = / '(х)?
446. Проверить, что для функции /(jc) =  jcs справедливо соотноше

ние / '(а -f Ь) = / '(а) — (р). Будет ли это тождество справедливым 
для функции f (x ) — x3?

447. Найти производную от функции _y=slnj«r при дг =  0.
448. Найти производную от функции y  =  ]gx при jc  =  1.
449. Найти производную от функции _у =  10* при дг =  0.
450. Известно, что /(0) =  0 и существует предел выражения

при х -*■ 0. Доказать, что этот предел равен / ' (0).
451. Доказать теорему: если /(дг) и у(х) при дг =  0 равны нулю 

[/(0) =  0, <р (0) =  0] и имеют производные при дг =  0, причем ^' (О)^ 0, то

Ч (°)

452. Доказать, что если /(дг) имеет производную при х =  а, то

х— а л

453. Доказать, что производная четной функции есть нечетная функ
ция, а производная от нечетной функции — четная функция.
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Геометрический  смысл производной

454. Найти угловой коэффициент касательной, проведенной к пара
боле =  jc*: 1) в начале координат, 2) в точке (3; 9), 3) в точке (— 2;
4), в точках пересечения ее с прямой у  =  3х — 2.

455. В каких точках угловой коэффициент касательной к кубической 
параболе у  =  х3 равен 3?

456. В какой точке касательная к параболе у = х я: 1) параллельна 
оси Ох, 2) образует с осью Одг угол в 45°?

457. Может ли касательная к кубической параболе у  =  дг3 состав
лять с осью Ох тупой угол?

458. Под какими углами пересекаются парабола у  =  х* и прямая
—  у — 2 =  0 ?
459. Под какими углами пересекаются параболы ,у =  дг* и _у*=дг?
460. Под каким углом пересекается гипербола у =  1/дг с пара

болой y  =  Y  X ?
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461. Написать уравнения касательной и нормали, проведенных к кри
вой у  =  хг в точке с абсциссой 2. Найти подкасательную и под
нормаль.

462. При каком значении независимой переменной касательные 
к кривым у  — х* и у  =  х3 параллельны?

463. В какой точке касательная к параболе _у =  л**: 1) параллель
на прямой у  — Ах— 5; 2) перпендикулярна к прямой 2х— 6_у 4*13 =  0;
3) образует с прямой Здг— _у —}— 1 =  0 угол в 45°?

464. Доказать, что подкасательная, соответствующая любой точке 
параболы у  =  ах%, равна половине абсциссы точки касания. Используя 
это обстоятельство, дать способ построения касательной к параболе 
в данной ее точке.

466. Доказать, что нормаль к параболе в любой ее точке служит 
биссектрисой угла, составленного фокальным радиусом точки и прямой, 
параллельной оси параболы и проходящей через данную точку.

В задачах этого раздела х, у, z, t,u,v s — независимые переменные; 
а, Ь, с, d, т , п, р, q — постоянные.

466. Продифференцировать функцию:

1) Злг* — 5jc-|-1; 2) jc*— х3 -}- 2,5лг*— 0,3л:-{-0,1; 3)

467. f(x ) =  Z x - 2 V x .  Найти: / (I); / '(I); /(4 ); f ( A \ f ( a ^  Г  (а*).
468. / (0 =  Найти: / (-  1); / ( -  1); / ( 2 ) ;

§ 2. Дифференцирование функций

Степенные  функции

469. / (г ) =  2г>~ 3г| Кг Найти:2г» -  Зг +  У г -  1

470. /(лт) =  4 — 5х +  2 jc*— х*. Показать, что

f  (.а) — Г  (— <0-



В задачах 471 — 489 продифференцировать указанные функции
471. 1) >- =  (**— 3* +  3) (**-}-2*— 1),

2) у  =  (лг* — Зле 4" 2) (л* 4~ х* —  1);

3) jr— (У г - Ь  0 ( ^ - 1) ;

5) У = (\ Лх  4- 2лг) (1 4-уГз? 4- Злг);
6) у  =  (л-* — 1) (дг* — 4) (jc* -  9);
7) ,y = (i 4 - V * ) 0  4-Vr2 ^ )0  4-V^33c).

М у = ¥ ь \ -  4 7 1 ^ = ? т т -
474. s =  2Jl±_L> 475.

Т Г -  477. , = ^ + ^ + ( ^ - 1, ( 1- ^ ).

478. « = —г~ т-  479. .у 1-**
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480., =  - ^ .  481.« =  - ^ Х

482. у  =  - ~ ** . 483. г= 11‘ чтV * <*+< + 1

т 'У = Т ^ 7 -  

489-
490. /(дт) =  (л*4-:с4-1)(лг* — дт4-1); найти /(0 ) и / ( 1).
491. F(x ) =  (x — 1)(лг — 2) (x — 3); найти F(0 ); Г (1 ) и F(2 ).
492. F ( x ) = _ ^ 4_ _ JL _ ; найти F  (0) и Г ( — 1).

493. s (<) =  4" 3” ’ наПти ^(®) и s (2)-

494. ^ (лг) =  (1 4-х*)^5— p j ;  найти / ( 1) и у  (а).

495. р (?) =  ; найти р'(2) и р'(0).

496. f(g ) =  найти <р'(1).

497. г (() =  (|/р  4- 1)<; найти г '(0).



В задачах 498 — 513 продифференцировать данные функции.
498. 1) (x — a)(x — b)(x — c)(x — d); 2) (**-}-I)4; 3) (1 — д)20;

4) (1 -f- 2JC)34»; 5) (1 — JC*)10; 6) (5jc3 +  jcs — 4)»; 7) (х3 — xf,
8) (7* ’ - ±  +  б)‘ ; 9) » - (< • - >  +  3)‘ ; Ю) ^ =

1 1) у  =  [ i r r j  ; 1:2) у  =  (2 *3 +  з д* +  6 * + 1)‘ .

499. * =  (-i± 4£. 500. ^ ( П Г Т Г  

501. у =  1+ V - - 502. y = '~ f * L x’ .*  1+/2лг ^ 1+Т^2д
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u 503. у  =  У  1 — дг*. 504. _у =  ( l — 2jf2)

605- « - ( т Ь ) * .  606. >  =  у П Г 7 + й

l' 607- y = V ^ -  *  608- ■у =  / Т н Ь '

,1 *

/1  -JC*
, ______  512. и = ---- ' .Yx*-\-o* v — )/ о8 -f t>s

513. V =  ... 1___+■..___ S.
^ |̂ 2дг — 1 1 У(х* +  2)1

2
514. и (d) =  (vs-j-v -f-2)2; найти «'(1).

615. y (x )=  У  j i j ;  найти / ( 2).

516. y(x ) =  j / ~ найти у  (0).

Тригонометрические  функции 
В задачах 517 — 546 продифференцировать данные функции.
517. _у =  sin jc cos лг. 518. ,у=  * .
519. y  =  ̂ - .  520. p = 'f sin <pcos ?.

521. 2  =  -  +  -^-. 522. s =  f"*  =.a 1 sin a 1 +  COS t
x ~n, jrsinjf523. y  =  —--- ;----. 524. y =  ,■* sm x -f cos л: 1 +  tg x

525. у  =  cos* x. 526. у  =  -j tg4 дг.

527. у  =  cos л ;---  ̂cos3 л:. 528. у  =  3 sin* x —  sin3 jc.
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529. > »= з-t g ^ —  tg Jf +  X

631. у  =  sec* x  -j- cosec* x.
633. j/ =  a c o s y .

535. y = { g ± t L .

537. _y =  sin^-.

639. ^  =  cos*4 jc.

630. y  =  x sec* x — tg x. 
532. ^ =  sin Злг.
634. .у =  3 sin (Злг -j- 5).

541. _y =  sin Y 1 +  **.

643. ,y =  (l -f- sin* лг)4.

645. у == cosл ] ~ У Т

636. y  =  V 'l + 2  [g x .

538. .y =  sin (sin jc).

540. y = Y tg-J •
642. y  =  ctg v7 1 +  x*.
6 4 4 . ^ = | / l + t g ( x + - l ) .

646. у  =  sin* (cos 3jc).
l+ V x -  

547. Вывести формулы
(sin" jc cos fljc)' =  n sin "'1 jc cos (л -f- 1) ЛГ,
(sin" л- sin ttxY =  n sin"-1 jc sin (л -f- 1) xr,
(cos" JC Sin fljc)f =  л cos""1 JC cos (n -f- 1) x\
(cos" JC COS njc)' =  — n cos"'1 JC sin (л -f- 1) ЛГ.

Обратные  т ри г о н о м е т р и ч е с к и e функции 

В задачах 548 — 572 продифференцировать данные функции.

1
arcsin х ’ 
arccos х

548. у  — х arcsin jc.

550. у =  (arcsin лг)*.
552. у.

554. у  -.
556. у  =  (arccos х -{- arcsin лг)"
557. у  =  arcsec jc.
esq  arcsin д:

/ 1 - Д - *

561. y  =  arcsin (jc— IX 

563. ,y =  arctg jc*.

arcsin jc549. y = ------.J  arcco .̂v
551. у  =  jc arcsinx-\-Y1 — x* .
553. у  =  x sin x arctg x.

555. у =  V x  • arctg лг.

558. у  =  arctg x.
x560. y  = arctg x '

562. y  =  arccos 2x — 1 
/ 3

2664. у =  arcsin—.
x
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665. _у =  arcsin (sin Jf). 566. .У =  arctg*

Б67. _y=  V I  — (arccos jc)*. 668. y =  arcsin j/ " j— .

669. y  =  ~  y/̂ arcsin V  x*-\-2x.
___ . sin a sin X570. у =  arcsin-;— —— — .I — cos a sm x

572. у  =  arctg (jc  — Y 1 -f- ■**)•

6-4-a cos иг571, v =  arccos —f-r--- .J  u +  b coe x

В задачах 573 
673. y  =  x* logs x. 
575. у  =  x Ig л*. 
677. у

Логарифмические  функции

597 продифференцировать данные функции 
574. j< =  ln*jc.
576. y = V ПГг.
578. у =  х sin jc In jc.

In .г

In X 
’ 1 4-JC1

683. у  ______
685. y =  In (1 — 2x). 
687. ^>=lnsinjc. 
589. у  =  In tg jc.

580. y =

582. y =

684. y =  y  \ In 1 x. 
586. >> =  ln(jc4 — 4jc). 
588. у  =  log, (jc1 —  1).v r w .  jr --  .«g.a V-» • /.

___ s ----- b „. 590. у =  In arccos 2jc.
691. ^ =  ln*sinjc. 592. у  =  arctg |ln (ax -f- fc)].
mo . . 5 9 4 .  >» =  log,[Iog3(log,jr)|.

i ‘ [ In  ( a 3 +  jc3) ] .

593. y  =  (\  -+• In s in  jc )\  o»4 . ^  =  jo g j| io  

595. y  =  In a rc tg  V 1 +  ■**. 696. y  =  a rc s in
3 / : x + з597. y- = j /  In sin

В задачах 598 

598. y =  2x.

Пок а з а те л ьн ы е  функции 

- 533 продифференцировать данные функции 

599. у =  10г. 600. y  =  Jx-

601. у  =  ± .
х 

: е*'
е*

’ sin х '

604. у  г 

607. у =

602. у = х  • 1 О*. 603. у — хе*-

606. у  =  с" cos дг.
Л

609. у =  2'“ *.

605. у- •+ 2*

608. у =  ̂ .
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610. y  =  xi  — 3*.
612. _у =  (х*— 2х +  3)г*.
. . .  1-10*
614-У =  г + Ш -
616. у  =  хех (cos х -j- sin л*).
618. у =  10**-*.
620. у =  sin(2A).
622. y = a ,in,x.
624. у  =  23*.
626. >' =  sin(c**+3j(- J ).
628. у  =  е^|п +Ьх+С).

630. у  =  ас~ь*х\
632. y  =  Ae~kix sin (u»x

611. у =  у 1 -\-ех.

6 ,3 ‘ У = Т = Р '

615- У  =
617. у = е  х.
619. у  =  eVT+~\
621. >f =  3sin*.
623. ^ =  e»rc‘in2*
625. _y =  eV'nr».
627. _у =  Ю‘-»|П‘Ч
629. у  =  In sin у  arctg ei(.

л»
631. y  — x%e
633. у  =  ахха.

Ги пе рб оли чес кие  функции 

В задачах 634 — G49 продифференцировать данные функции.
634. _y =  shsx.
636. у  =  arctg (th jc).
638. у  =  sh* х -j- ch* x.
640. y  =  V ch x.
642. =  th (In jc).
644. ^ =  f ( l  - f th*jc)3.'

646- y = V ^ M -

648. у  =  -  ch 2jc +  V x  sh 2x.

635. _y =  lnchx.
637. =  th (I — x*).
639. _y =  ch(shx).
641. y=ze'b,x.
643. _y =  x s h x — chx.
645. _y =  ± t h y  — i t h ^ .

1 , V2. 1 -f- У ‘2 th x 647. >- =  ■=■ thx-4-~ In ■ ' _---.2 1 8 1 —1̂ 2 th л:
649. y= x *  e3x cosech x.

Логарифмическое  дифференцирование

В задачах 650 — 666 продиффгренцировать данные функции, исполь
зуй нразило логарифмического дифференцирования

650. у — хх\
652. y  =  (s in x )'°,JC- 
654. ^ =  (x-j- 1)2/х.

. _ (-c-2)»j/T+T
— (х — 5)‘ ■

651. у  — Xх .
653. у  =  (In х)х.
655. у  =  дг* ext sin 2х.

656. 657. у  — х 1.1 X



658. у  =

660. у = У \

( х 4~ 1)' У х ~ — 2
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1 ( х - З У

— arcsin х
+  arcsin х '

___ v sin х662. у  =  х'

664. у  =  2х^х.
з

659. у  =  У х  sin х У 1 — е*. 
\_

661. у = х х.

«*. J-—(т$тгГ •
665. ^ =  (лг*-{-1)*‘лх.

666. у  У  (д« _  !). •

Ра зные  функции 

В задачах 667 — 770 продифференцировать данные функции.

668. у  =  а tg ( j + b ) .667. у  =  { \ + У х )\

669. у  =  У  1 + У2рх. 
j671. _y =  lg (x— cosjc).
673. jf =  5 t g |  +  t g | .

675. y =  sin sin 2x

677. у = у *У х *  — 8.
679. ^ = j ^  +  - L y °.

681. y  =  e2x+3(x? —  x-f- y )*

683. _y =  ̂  arctg

685. ^ =  sin*-jctg -2".

687. у  =  In (x  +  V  a* +  x*).
689. у  =  У \  +  tg*Jf +  tgt x
691. y  =  -j arctg ■* +  у  arctg yzrp  •

693. .y =  arcsin V^sinx

695. y  =  x — У I — x* arcsin x

697. y = y  * + |  х-\-Ух.

670. у  =  arctg (jc* — Здг +  2). 
672. у  =  3 cos* x — cos3 x.
674. y = t/

<>76. _y =  sin x-ecotx.

678. y  =  e~xt\nx.
680. y  —  arctg

6 8 2. y  =  l Ц * ,J  cos 2a:
. x  i* . x  t g T +  c t g T

JC

V 4 7 + 2

684. у

686 . j / ------ 3X4 •

688. y  =  x arctg K x
690. >» =  cos2jclnx
692. _y =  arcsin(nsinjir).

694. _y=^sin*3jc— ^sin'3A-.

696. y  =  cos arcsin дг

698. у  =  arccos V 1 — 3.v.
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699. у  

01. у  

03. у  

05. у  

07. у 

09. у

11 . у

13. у

15. у 

17 . у  

19. у  

21. у
23. у  

25. у 

27. у

29. у

30. у

31. у.

32. у  :

33. у-. 
35. у :

37. у  .

=  а г с * 8  V  Щ -

=  jc arcsin (In jc).

700. у  =  logj (х* — sin jc). 

702. _y =  In i± ^ i— - .

• cos x 'у 1 -j- siri*x 

:Jt- 1 0 ^ .

706.

704. j/ =  tg

'. у  =  0,4 (cos

1 -e*  
1 + ^ '  

2лг-+1 sin0,8jcj*.

х +  У л -  Г  

712. у  =  х*\Г  \ +  Vx.

714. _y =  jc3 arctg jc3.
In sin x
In cos x '
arcsin Ax 

’’ 1 -  Ax * 
1 - e x=  In

716. у  =  arcsin jc-}- Y 1 — 
l

718. y  =  e'«■*.

720. y =  lO '̂e*.
2 cos д:722. y  =

l^cos 2 л '

=  JC

sin*jc- sin jc*.

vTH-
2 ^ . 726. у  =  Y (a  — x)(x  — b) — (a — b) arctg Y 7=1 •

1Д Е 1728. y  =  ey >+*.sin Зд:
’ 2 sin* x cos x ‘

■ У  a* — jc* — a arccos — .

_  Y x * + 1 -  in ( 1  +  у  i
sin" X COS* JC

1 +  ctg x 1 1 H- tg ДС •

: 1П (jC-f- Y x * — 1) — ■
V x ^ \ '

-■eax (a sin jc — cosjc). 734. y  =  xel~co%x.
1

arctg t~,x '
: Зх3 arcsin JC +  (ДГ* +  2) У  I — x*.

736. >' =  e*(sin3jc — 3cos3jc).



738. у =  - — 1 739. у  =  2 arcsin —7-— —
У  \ + e~v*

740. у  =  In (ех cos j: -|- е~х sin jc).
741 у 1 +  arctg x ?42 1______

■ '  Y 1 -(_ X* ‘ ' coe (jc — сое лг)'

743. y  =  ex sin jccos’ x  744. у  =  'у/9 -f- 6 У  x9.
745. j  =  ln (2er + l + K c ,r +  4 ^ + l ) .

_ _ _ _ _ _ _ _ _  pJT5
746. j, =  c»rctg/TTnM27+5)i 747. _ _ _ _ _ _

748. =  In tg -y — ctg jc In (1 -f- sin jc) — x.

749. y  —  2 In (2jc — 3 ^ 1  — 4.v*) — 6 arcsin 2л*.

750. у  =  -jC3~  1 -f- In У  1 -\-x*- f arctg

751. у  =  ~  (3 — x) V 1 — 2x — x* -{- 2 arcsin .

752. >» =  In (jc sin лг ]/" 1 — лг4). 753. .у =  лг |Л  лг* sin л-. 

764' 755.

V x
1 _i_ tc —___  sin л: , 3 sin л: , 3 , 6 2

757' ^ = ^  +  8 Ж + 8 ,П- ^ Т - '

7Ko ле* arctg* ___ (1 -  лг*) *«"« cos x758. у  — -]ni x . 759. ŷ (arccosjr). •

760. у =  x У  (x* - f a2)3 +  '-Цр V x i +  а* +  Ц- In (лг +  V x*  -f- a*).

761. у  — x (arcsinx)*-2x-\- 2 V 1 — jc4arcsin x.

762. y =  In cos arctg f* ~ g * . 763- -y = ~ p i| arcte \e" J' } ^  ’ 

764. .y =  -J- in p = = =  +  75 а,с‘в '
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765. ,  =  !„ +  2 arctg l /
V 1 4 - jc -4- V  1 —  X

l - x
V 1 + Х + У 1  —  X V l + x ’

766. >=<tg 2 * ) '4  767. y = Y 0 = % -

™>- >='" + ?fs (a,c'8 ̂  +агс'6 тг) •



769. у  =  arccos •
* I 1 i (I + 2лг)* . УЗ . 4.r— 1

770. у —  , +  8д. .+  12,n 1 _2л:4-4д:«+ б аГС g У* '

771. Доказать, что функция j/ =  ln-r-j-— удонлетворяет соотношению 
Жу + 1  =  Л

772. Доказать, что функция

удовлетворяет соотношению 2y =  xtf —f- In у .
п . arcsin .с773. Доказать, что функция у  =  -=====. удовлетворяет соотношению

у  1 — х1
(\ — хг)У  — ху—  1.

774*. Вычислить суммы
а) ^ г л  +  З ^ + .- . +  л**-1;
б) 2 — 2 * 3jc —J— 3 • 4дг* - j - я (я — 1) jc"'11.

Обратные  функции

775. Допустим, что правило дифференцирования степенной функции 
установлено только для целого положительного показателя. Вывести 
формулу дифференцирования корня, используя правило дифференциро
вания обратной функции.

776. x =  e*rc*inv; найти выражение для через у, через х.

777. t =  2 — 3s -f- **; выразить ~  через s.
1, 1+ » </ «</ » ,778. н =  £ In ; проверить соотношение 2 v ’ d u ~

779. Зная, что функции arcsin }^х  и sin*jr — взаимно обратные функ
ции и что ( sin *х/ =  sin 2х, найти (arcsin У х)'-

780. Обозначим функцию, обратную степенно-показательной функции 
_У=лг*, символом a(jt), т. е. положим, что из у  — Xх следует: jt =  a(_y). 
Найти формулу для производной от функции у  =  я(х).

781. Функции, обратные гиперболическим, обозначаются символами 
Arsli х, Arch х, Arth х. Найти производные от этих функций.

782. s =  te~t\ найти’ ds
783. у =  'V;. Выразить ^  через х\ через у. Показать справедли

ва- </v dx ,вость соотношения -£■ • -р- =  1.dx dy
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784. х = у*  — 4_у-{- 1. Найти dy
dx'

ds785. t =  arcsin 2s. Найти выражение для через s\ через t.

786. Проверить справедливость соотношения ^  =  1, если х н у
связаны зависимостью:

1) у  —  х * а х Ь\ 2) у  =  х~я; 3) =  In (jc4— 1).

Функции,  заданные неявно

787. Убедиться дифференцированием в том, что производные от обеих 
частей равенства sin * jc =  1— cos*x тождественно равны между собой.

788. Убедиться дифференцированием в том, что производные от 
обеих частей равенства

2 sin* х  — 1 . cos х (2 sin х  1 )__ .
cosх  1 -f- sin jc ®

тождественно равны друг другу.
789. Чему равен угловой коэффициент касательной, проведенной

к эллипсу х.у 4 "^f =  1 в точке ( l, 1̂ 2)?
790. Чему равен угловой коэффициент касательной к гиперболе 

ху =  а (а ф  0), проведенной в точке (а, 1)?
791. Чему равен угловой коэффициент касательной к окружности 

(jc — 1 )* (_у 3)* =  17, проведенной в точке (2, 1)?
В задачах 792 — 812 найти производные от функций у, заданных 

неявно.

792. £ + £  =  1.
794. — 3аху =  0.
796. у* — 3у +  2ах =  0.
798. jc*-j-/ =  jcy-
800. sin (лгу) -f- cos(jry)=  tg (x 4-.y).
802. 2y\ny =  x.
804. xy = y x.

806. c o s(jt>') =  jc.

808. y =  1 -\-xe*.

ею . t,4 |=  / b p j j t g j
812. y =  x-\-Mcigy*

1 , • i
793. jc2 — a 2*
795. y% cos jc =  a* sin 3jc.
797. y i -2xy-\-b* =  0.i
799. x3 -j- ax*y -|- bxy* -f- y* —  0.
801. 2' -f 2* =  2x+>.
803. jc— y  =  arcsin jc — arcsiny.
805. у =  cos (jc+ У)

2 I ^ __ 2
807. x 3 + У * —  a7 ’
809. xsin.y— cos^ 4" cos =  °-
811. у  sin x  — cos (x — y) =  0.
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813. Убедиться в том, что функция у, определенная уравнением 
ху —  1п .у = 1, удовлетворяет также соотношению

814. На параболе у  —  дг* взяты две точки с абсциссами х% =  \, 
х9 =  3. Через эти точки проведена секущая. В какой точке параболы 
касательная к ней будет параллельна проведенной секущей?

815. Через фокус параболы проведена хорда, перпендикулярная 
к оси параболы. Через точки пересечения этой хорды с параболой про
ведены касательные. Доказать, что эти касательные пересекаются под 
прямым углом.

816. Составить уравнения касательной и нормали к гиперболе у  =  1/х 
в точке с абсциссой х  =  — 1/2. Найти подкасательную и поднормаль.

817. Показать, что отрезок касательной к гиперболе у  =  j ,  заклю
ченный между осями координат, делится в точке касания пополам.

818. Показать, что для гиперболы ху =  а площадь треугольника, 
образованного любой касательной и координатными осями, равна ква
драту полуоси гиперболы.

819. Точка движется по прямой так, что ее расстояние s от началь
ного пункта через t сек равно — 4/3 —|— 16<*.

а) В какие моменты точка была в начальном пункте? б) В какие 
моменты ее скорость равна нулю?

820. Тело массой в 3 кг движется прямолинейно по закону

s выраженов сантиметрах, t —  в секундах. Определить кинетическую 
энергию тела через 5 сек после начала движения.

821. Угол а поворота шкива в зависимости от времени t задан 
функцией a =  <*-f-3f — 5. Найти угловую скорость при t =  5 сек.

822. Колесо вращается так, что угол поворота пропорционален 
квадрату времени. Первый оборот был сделан колесом за 8 сек. Найти 
угловую скорость «о через 32 сек после начала движения.

823. Угол 0, на который поворачивается колесо через t сек, равен
0 =  a<* — bt-\-c, где а, Ь, с —  положительные постоянные. Найти угло
вую скорость <о движения колеса. В какой момент времени угловая 
скорость будет равна нулю?

824. Количество электричества, протекшее через проводник, начиная 
с момента времени < =  0, дается формулой

у* +  (х у—  1) ^  =  0.

П р и м е н е н и я  п р о и з во д но й

Q =  2(* -f- 3t -j- 1 (кулонов). 
Найти силу тока в конце пятой секунды.



825. На линии _у =  дг*(д: — 2)* найти точки, в которых касательно 
параллельны оси абсцисс.

826. Показать, что линия у  =  х*-\-5х— 12 во всех своих точках 
наклонена к оси Ох под острым углом.

827. В каких точках линии у  =  х?-\-х— 2 касательная к ней парал
лельна прямой у  =  4х— 1.

828. Составить уравнения касательных к линии у  =  х — ~ в точках
ее пересечения с осью абсцисс.

829. Составить уравнение касательной к линии =  jc* -f- Злг* — 5, 
перпендикулярной к прямой 2х —  6у — 1 =  0.

В задачах 830 — 833 составить уравнения касательной и нормали 
к данным линиям.

830. у  =  sin х  в точке Л1 (х* у»).
831. у  —  \пх в точке М  (л0, _Уо).
832. у  =  .~.8а --w в точке с абсциссой х =  2а.4а* +  х*
833. у % —  2̂ —  ̂ (циссоида) в точке М (Хь у»).
834. Показать, что подкасательная к параболе я-го порядка у =  .\п 

равна —■ части абсциссы точки касания.
Дать способ построения касательной к линии у  —  х".
835. Найти подкасательные и поднормали к линии у  =  х3; =  a ; 

ху* =  1. Дать способы построения касательных к этим линиям.
836. Составить уравнения касательной и нормали к параболе х* =  4ау 

в ее точке (jc0. _Уо); показать, что касательная в точке с абсциссол
д* =  2а т  имеет уравнение х —  ̂  агп.

837. Хорда параболы у  —  х* — 2x-j-5 соединяет точки с абсциссам : 
Xi =  1, х% =  3. Составить уравнение касательной к параболе, парал
лельной хорде.

„  хг — Зх +  6838. Составить уравнение нормали к линии у  = --- ^ —■— в точке
с абсциссой дг =  3.

839. Составить уравнение нормали к линии у  =  — \/Гх-\-2 в точке 
ее пересечения с биссектрисой первого координатного угла.

840. Составить уравнение нормали к параболе у  =  jc*—  блс 
перпендикулярной к прямой, соединяющей начало координат с вершимо.i 
параболы.

841. Показать, что нормали к линии у  =  х*— jc —}— 1, проведении-' 
в точках с абсциссами jc, =  0, jc* = — 1 и jc3 =  5/2, пересекаются и 
одной точке.

842. В точках пересечения прямой х — 1 =  0 и парабола 
у  =  х* — 4jc 5 проведены нормали к параболе.

Найти площадь треугольника, образованного нормалями и хордом, 
стя! ивакнцей указанные точки пересечения.

60 ГЛ. lit. ПРОИЗВОДНАЯ II ДИФФЕРЕНЦИАЛ



х ~~~ 4843. Показать, что касательные, проведенные к гиперболе у = ~ — - 
в точках ее пересечения с осями координат, параллельны между собой.

. х  -L 9
844. Провести касательную к гиперболе у  =  ~Г' так, чтобы онаX -f- о

прошла через начало координат.
845. На линии у  =  j ■ | найти точку, в которой касательная парал

лельна оси абсцисс.
846. Найти уравнение касательной к линии

■** (-̂  “Ь  J r) = — У)
в начале координат.

1 4- Зг*847. Доказать, что касательные к линии у  =  - , , проведенныео X
в точках, для которых у —  1, пересекаются в начале координат.

848. Провести нормаль к линии .y =  jclnx  параллельно прямой 
2х — 2_у —)— 3 =  О".

849. Найти расстояние от начала координат до нормали к линии 
у  =  £ —j- jc*, проведенной в точке jc =  0.

850. Построить график функции у =  sin (2д- — л/З) и найти точку 
пересечения касательных к графику, проведенных в точках с абсциссой 
jcj =  0 и х\=5г./\2.

851. Показать, что у линии у  —  аеЬх (а и b —  постоянные) подкаса- 
тельная во всех точках имеет постоянную длину.

852. Показать, что поднормаль линии _y =  jc In (cjc) (с —  произвольная 
константз) в любой точке данной линии есть четвертая пропорциональ
ная к абсциссе, ординате и сумме абсциссы и ординаты этой точки.

853. Показать, что любая касательная к линии

y  =  ̂ V x  — 4jc*

пересекается с осью ординат в точке, одинаково удаленной от точки 
касания и от начала координат. уЗ

854. Показать, что касательная к эллипсу в точке 

^  (•*«. J'») имеет уравнение ~  =  1.

855. Показать, что касательная к гиперболе  ̂ 8 точке 

(•*#,.>’#) имеет уравнение ~  =  1.
856. Доказать, что нормаль к эллипсу в любой его точке делит попо- 

Лам угол между фокальными радиусами (рис. 21) этой точки. Вывести 
0тсюда способ построения касательной и нормали к эллипсу.
4 857. Составить уравнения касательных к гиперболе ~  — ^  =  1,

ПеРлендикулярных к прямой 2jc -f- 4у — 3 =  0.
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858. Через начало координат проведена прямая, параллельная каса
тельной к кривой в произвольной ее точке М. Найти геометрическое место 
точек Р  пересечения этой прямой с прямой, параллельной оси ординат 
и проходящей через точку М.

Найти такие геометрические места для а) параболы у > =  2рх, б) ло- 
гарифмнки y  =  logftJC, в) окружности дг* -j- у* =  а1, О трактрисц

у =  — a In °  + У  .

В задачах 859 — 864 найти углы, под 
которыми пересекаются данные линии.

859. 1) У =  ̂  и у  =  х' +-^  + К .
2) у = (х — 2)* и у = А х — jc*4-4.

860. 1) л-* - f У  =  8 и у* =  2х.
2) х*-\-у* —  4 х= 1  и

х* -(- У  +  2у —  9.
861. х*— у* =  5 и 5l + j  =

862. д ; * =  8адг и у* . ' 2 а — а- *
8а’863. х* =  Аау и y — ^  + Aat .

864. у  —  sin х  и у  =  cos х  (0 ̂  х  С  к).
865. Составить уравнение касательной и нормали к линии

в точке с абсциссой, равной а.
866. Доказать, что сумма отрезков на осях координат, образуемЕлх

_L _I _L
касательной к кривой х 2 -\-у 2 = а 2, для всех ее точек равна а.

2_  2 2-

867. Показать, что отрезок касательной к астроиде jc3 -f~У 3 =  а л ' 
заключенный между осями координат, имеет постоянную длину, равную а.

868. Доказать, что отрезок касательной к трактрисе

а . а + У  а* — jc*у =  — In —  г .-- —"  а — У  а* — *•»
-V  а* — .

2 а — у а '  — х*
заключенный между осью ординат и точкой касания, имеет постоянную 
длину.

869. Показать, что для любой точки М  (дг*. .у») равнобочной гипер
болы дг*— у* =  а* отрезок нормали от точки М  до точки пересечения 
с осью абсцисс равен полярному радиусу точки М.

870. Показать, что отрезок, отсекаемый на оси абсцисс касательной
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в произвольной точке кривой —t + ~  =  1, пропорционален кубу абсциссыX Jr
точки касания.

871. Доказать, что ордината любой точки линии 2х*у4— х* =  с 
(с— постоянная) есть средняя пропорциональная между абсциссой и раз
ностью абсциссы и поднормали, проведенной к линии в той же точке.

ЛГ* у*872. Доказать, что у эллипсов ^ 4-^ =  1, у которых ось 2а—об
щая, а оси 2b различны (рис. 22), касательные, проведенные в точках 
с одинаковыми абсциссами, пересекаются в одной точке, лежащей на 
оси абсцисс. Воспользовавшись этим, указать простой прием построения 
касательной к эллипсу.

873. Показать, что линия у  —  екх sin т х  касается каждой из линий 
y= iekx} у  =  — екх во всех общих с ними точках.

Л

874. Для построения касательной к цепной линии у  =  a ch ^  упо
требляется следующий способ: на ординате M N  точки М, как на диа
метре, строится полуокружность (рис. 23) и откладывается хорда N P =  a\ 
пРямая М Р  будет искомой каса*ельной. Доказать это.

Г р а ф и ч е с к о е  д и фф е р е н ц и р о в а н и е

<1 875. Измерение температуры обмотки электромагнита мотора при про
хождении электрического тока дало следующие результаты:.

Время t мин...................... 0 5 10 15 20 25
1е*перат\ра 6 ‘С .............. 20 26 32,5 41 46 49

Время t мин........... 30 35 40 45 50 55'^пература в *С . . . . 52,5 54,5 56,5 58 59,5 61
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Построить приближенный график непрерывной зависимости темпер!, 
туры от времени. Выполнив графическое дифференцирование, построй а  
график скорости изменения температуры от времени.

О 0,02 0.04 0,06 0.08 0,10 0,12 0,14 сек

Рис. 24.

876. На рис. 24 изображена кривая подъема впускного клапана 
цилиндра паровой машины (низкого давления). Построить кривую ска- | 
рости графическим дифференцированием.

§ 3. Дифференциал. Дифференцируемость функции

Д и ф ф е р е н ц и а л
877. Найти приращение функции jf =  jc* соответствующее прираще

нию Дд: независимой переменной. Вычислить Ду, если дг =  1 и Ддс=0,1;
0,01. Какова будет ошибка (абсолютная и относительная) значения Д_у, | 
если ограничиться членом, содержащим Дх в первой степени?

878. Найти приращение Дх> объема г» шара при изменении 'радиуса 
R =  2 на ДR. Вычислить Av, если Д/? =  0,5; 0,1; 0,01. Какова будет 
ошибка значения Дг», если ограничиться членом, содержащим ДR  в пер
вой степени?

879. Дана функция у  —  дг* -}- 2дг. Найти значения приращения и ею 
линейной главной части, соответствующие изменению дг от х =  2 до 
дг =  2,1.

880. Какое приращение получает функция у = Ъ х *— х  при переходе 
независимой переменной от значения х =  \ к значению дг= 1,02. Каково 
значение соответствующей линейной главной части? Найти отношение I 
второй величины к первой.

881. Дана функция y = f ( дг). В некоторой точке х  дано прира1ке- I 
ние Длг =  0,2; соответствующая главная часть приращения ф ун кц и и  ока- I 
залась равной 0,8. Найти производную в точке дг.

882. Дана функция / (х )= х*. Известно, что в некоторой т о ч к е  при- I 
ращению независимой переменной Дд: =  0,2 соответствует главная часть I 
приращения функции df(x) =  — 0,8. Найти начальное значение незави- I 
симой переменной. . I

883. Найти приращение и дифференциал функции у = х *  —  дг при I 
jc =  10 и Ддг =  0,1. Вычислить абсолютную и относительную ошибки, I
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которые получаются при замене приращения дифференциалом. Сделать 
чертеж.

884. Найти приращение и дифференциал функции у = У х  при лг =  4 
и Дх =  0,41. Вычислить абсолютную и относительную ошибки. Сделать 
чертеж.

885. у  =  х3— х. При х =  2 вычислить Ду  и dy, давая Дл; значения 
д ^ = 1; Дл' =  0,1; Дд: =  0,01. Найти соответствующие значения относи*

I Ду_ </v 1тельной ошибки 8=  - ■ :.
886. Найти графически (сделав чертеж на миллиметровой бумаге 

в большом масштабе) приращение, дифференциал и вычислить абсолют
ную и относительную ошибки при замене приращения дифференциалом 
для функции у =  2х при х =  2 и Ддг =  0,4.

887. Сторона квадрата равна 8 см. Насколько увеличится его пло
щадь, если каждую сторону увеличить па: а) 1 см; б) 0,5 см; в) 0,1 см. 
Найти главную линейную часть приращения площади этого квадрата 
и оценить относительную ошибку (в процентах) при замене приращения 
его главной частью.

888. Известно, что при увеличении стброн данного квадрата на 0,3 см 
линейная главная часть приращения площади составляет 2,4 см*. Найти 
линейную главную часть приращения площади, соответствующую прира
щению каждой стороны на: а) 0,6 см; б) 0,75 см; в) 1,2 см.

889. Найти дифференциал функции:

12> 13) n r F : 14) 0 + * — 15) 16) 51пч ■*;

2>) 3 arcsin х — 4 arctgjc-f--^ arccos jc  — arctg x,
i

22) 3 •** — 3jc*— 4 У х .

890. Вычислить значение дифференциала функции: 1) у = -—  ,-д( ‘б ̂  ^
пРи изменении независимой переменной от х =  ~ долг =  д^; 2)j/ =  cos*? 
*РИ из«енении 9 от 60° до 60° 30*; 3) =  sin 2? при изменении <р от 
6 Д°  36б: _y=sin3;p при изменении ? от ^  до 5 ) y = s i n ^

(IgA + h*

ПРИ изменении О
3 г
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891. Найти приближенное значение приращения функции =  sin л-
при изменении jc  от 30° до 30° 1'- Чему равен sin 30° Г ?

892. Найти приближенное значение приращения функции y=z tg * 
при изменении jc от 45° до 45° 10'.

893. Найти приближенное значение приращения функции у =
1 4- cos х я * . 1 =  -rJ ----- при изменении х  от до -5- + -?™.1 —  COS X о О i ии
894. р =  к У  cos 2f, найти dp.

1 , 1
895. у  =  Зх 2гх -\-6^х. Вычислить dy при х = 1  и djc =  0,2.
896. Вычислить приближенно sin 60° 3', sin 60° 18'. Сопоставить полу, 

ченные результаты с табличными значениями.
897. Проверить, что функция удовлетворяет соотно

шению 2 jc * dy =  (jc*_y* -j* 1) dx-
898. Проверить, что функция у, определенная уравнением arctg — =

=  In У  jc® -|— у  , удовлетворяет соотношению jc  (dy — dx) — у  (dy -j- dx).
899. /(jc) =  eoljc<l- -’c>. Подсчитать приближенно /(1,05).
900. Вычислить arctg 1,02; arctg 0,97.

901. Вычислить приближенно у  (~/оз7>* -t-5 ‘
902. Вычислить приближенно arcsin 0,4983.
903. Если длина тяжелой нити (провода, цепи) (рис. 25) рзвна 2s, 

полупролет — а стрелка провеса — /, то имеет место приближенное 
равенство

*-'(1+тЯ-
а) Подсчитать, какое изменение произойдет в длине нити при изме

нении ее стрелки провеса /  на величину df.
б) Если учесть изменение длины провода ds (например, от измене

ния температуры или нагрузки), то как изменится при этом стрелка 
провеса?

904. Сравнить погрешности при нахождении угла по его тангенсу 
и по его синусу с помощью логарифмических таблиц, т. е. сопоставить

точность нахождения угла jc  по фор- 
мулам lg sin jc=_y и lgtgjc =  ̂> 
если у  и г даны с одинаковыми по
грешностями.

905. При технических расчетах 
часто сокращают те и У g (g — уско
рение силы тяжести), когда одно 
из этих чисел стоит в числителе 

а другое — в знаменателе. Какую относительную погрешность делаю! 
при этом?



906. Выразить дифференциал сложной функции через независимую 
переменную и ее дифференциал:

I)  y=Yx*-\-5x\  ЛГ =  f1 2<-(- 1; 2) s =  cos**, г = ‘ 4 1;

1 — —3) z =  ardgt>, г> =  — ; 4) v =  3 *, л: =  In tg s;

6) s =  e*, z =  j l n t ,  t =  2u1 —  3 «- f 1;

6) у  =  In tg у , u =  arcsin v, v =  cos 2s.

Д и ф ф е р е н ц и р у е м о с т ь  ф у нк ций

907. Функция y  =  \x\ непрерывна при любом лг. Убедиться, что при 
х =  0 она недифференцируема.

908. Исследовать непрерывность и дифференцируемость функции 
y =  |AJ | при х =  0.

909. Функция /(лг) определена следующим образом: f (x )= \- \ - x  
для лг^О; /(лг) =  лг для 0 <лг<| 1; /(лг) =  2 — лг для 1Слге^ 2  
и f(x ) =  Злг — лг1 для лг>2. Исследовать непрерывность /(лг) и выяс
нить существование и непрерывность f  (лг).

910. Функция =  I sin лг 1 непрерывна при любом лг. Убедиться, что 
при лг =  0 она недифференцнруема. Имеются ли другие значения неза
висимой переменной, при которых функция недифференцируема?

911. Исследовать непрерывность и дифференцируемость функции 
У= е~  1*1 при лг =  0.

912. /(jt) =  A'*sin при лг^О, /(0) =  0. Будет ли функция /(лг) 
дифференцируемой при лг =  0?

913. /(лг)=  ̂ л + 1 ~  ПрИ Х ф  0, /(0) =  0. Будет ли функция /(лг)
при лг= 0  непрерывной и дифференцируемой?

914. Дана функция / (лг) =  1 |/(лг— I)4. Показать, что при лг =  I 
из приращения функции нельзя выделить линейную главную часть, 
и поэтому / ( лг)  при л == 1 не имеет производной. Истолковать резуль
тат геометрически.

915. f (x )  =  x  arctg при лг ф  0, /(0) =  0. Будет ли функция f (x )
пРи лг =  0 непрерывной? дифференцируемой? Истолковать результат 
Геометрически.

f {x ) = -- — р при лг Ф  0 и /(0) =  0. Будет ли функция ) (х)
1 ?

Ри х 0 непрерывной? дифференцируемой?
3*
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§ 4. Производная как скорость изменения 
(дальнейшие примеры)

О т н о с и т е л ь н а я  с к о р о с т ь

917. Точка движется по архимедовой спирали р =  яср. Найщ 
скорость изменения полярного радиуса р относительно полярною 
угла tp.

918. Точка движется по логарифмической спирали p =  e°v. Hall i и 
скорость изменения полярного радиуса, если известно, что он вращается
С уГЛОВОЙ СКОРОСТЬЮ U).

919. Точка движется по окружности p =  2rcos?. Найти CKopoci i 
изменения абсциссы и ординаты точки, если полярный радиус вращае:ся 
с угловой скоростью ш. Полярная ось служит осью абсцисс, полюс — 
началом системы декартовых координат.

920. Круг радиуса R  катится без скольжения по прямой. Центр круга 
движется с постоянной скоростью V. Найти скорости изменения абсциссы 
х  и ординаты у  для точки, лежащей на границе круга.

921. Барометрическое давление р изменяется с высотой h в соответ
ствии с функцией In - =  сЛ, где через р0 обозначено нормальное л з-

Ро
ление, а с — постоянная. На высоте 5540 м давление достигает поло
вины нормального; найти скорость изменения барометрического давления 
с высотой.

922. у  связан с л: соотношением _у*=12дг. Аргумент х  возраст т 
равномерно со скоростью 2 единицы в секунду. С какой скоростью 
возрастает у  при дг =  3?

923. Ордината точки, описывающей окружность дг* =  25, убы
вает со скоростью 1,5 см/сек. С какой скоростью изменяется абсцисса 
точки, когда ордината становится равной 4 см?

924. В какой точке эллипса 1 бдг4 -f- 9_у* =  400 ордината убывает 
с такой же скоростью, с какой абсцисса возрастает?

925. Сторона квадрата увеличивается со скоростью v. Какова ско
рость изменения периметра и площади квадрата в тот момент, когда 
сторона его равна а?

926. Радиус круга изменяется со скоростью v. Какова скорость изме
нения длины окружности и площади круга в тот момент, когда его 
радиус равен г?

927. Радиус шара изменяется со скоростью v. С какой скоростью  
изменяются объем и поверхность шара?

928. При каком значении угла синус изменяется вдвое медленнее 
аргумента?

929. При каком значении угла скорости изменения синуса и тангенса 
одного и того же угла одинаковы?

930. Скорость роста синуса увеличилась в п раз. Во сколько Ра3 
при этом изменилась скорость роста тангенса?
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931 . Предполагая, что объем ствола дерева пропорционален кубу его 
диаметра и что последний равномерно увеличивается из года в год, 
показать, что скорость роста объема, когда диаметр равен 90 см, 
в 25 раз больше скорости, когда диаметр равен 18 см.

Ф у нк ц ии ,  з а д ан н ые  п а р а м е т р и ч е с к и

932. Проверить, лежит ли заданная декартовыми координатами точка 
на линии, уравнение которой дано в параметрической форме: а) Лежит 
ли точка (5, 1) на окружности х  =  2 -{- 5 cost, у  — — 3 -j-5 sin i? 
б) Лежит ли точка (2, У Ъ )  на окружности jc =  2cos/, = 2  sin /?

933. Построить графики функций, заданных параметрически:
а) х  =  3 cos /, у =  4 sin t; б) x =  t* — 21, у  =  t* -f- 21\
в) x  =  cos t, y  =  t-\- 2 sin t\ r) x =  2‘~l, У =  j  (<3+  1)-

934. Из уравнений, параметрически задающих функцию, исключить 
параметр:

1) х = 3 1, y  =  6t — /*; 2) x =  cost, =  sin 21\
3) x  =  t3 -}- 1, у  =  Р\ 4) x  =  <? — sin <p, у  —  1 — cos 9;
5) jc =  tgf, y =  sin 2/-{-2cos2/.

'
935. Найти значение параметра, соответствующее заданным коорди

натам точки на линии, уравнение которой дано в параметрической форме:
1) х  =  3 (2 cos t — cos 21), у  —  3 (2 sin t —  sin 2t)\ (— 9, 0);
2) x = f i+ 2 t ,  y = P  +  t, (3, 2);
3) x =  2tg/, y  =  2 sin*f-f-sin 2<; (2, 2);
4) x = t * —  1, y  =  t3 —  f, (0, 0).
В задачах 936 —945 найти производные от у  по х.
936. х =  а cos f, y = b  sin tp.
937. х =  a cos’ '?, y  =  b sin1?.
938. х =  a ( f  —  sin ?). y =  a (  1 — cos ®).
939. x =  1 — t*. y =  t — t\
940. x - ‘ + l t • y — l ~  1
941. *  =  ln (l +  /*), y  =  t — arctg t.
942. л- =  9(1 — sin ?). у =  у cos
943. JC— V -  1 ’

1y—t»— i-
944. x =  e> sill t, y  =  (f COS t.
945. v -  ш - 3at* 

y ~  !+<*•
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В  задачах 946— 949 найти угловые коэффициенты касательных 
к данным линиям.

946. дг =  3 cost, у = 4  sin t в точке (3 V 2/2, 2 1/ 2).
947. x  =  t — tk, y  — t* — <* в точке (0, 0).
948. х =  /*-}- 1, y  =  t*-\-t-{-1 в точке ( 1, 1).
949. jc  =  2 c o s / ,  =  sin t в точке ( 1, — У ~ Ъ /2 ).
950. Для линии, заданной в параметрической форме, указать связь 

между параметром t и углом о, образованным касательной к линии 
с осью абсцисс.

1)
jc =  cos t -|-1 sin t —  cos t,

=  sin t —  t cos t —  -j sin t ;

2)
3)

jt =  acos*/, y  =  a sin3/; 
x =  a cos t У 2 cos 2t, y = a  sin t\^2cos/t.

951. Убедиться в том, что функция, заданная параметрически урав
нениями * = 2/4 -3/*, y  —  t* -f-2/s, удовлетворяет соотношению _у =
= У *- ["2 У 3 ^штрихом обозначено дифференцирование по х, т .е .у  =  ̂  j .

952. Убедиться в том, что функция, заданная параметрически урав-
14-/ 3 , 2 ,3нениями х =  - , y — 'jji“г'Т'» удовлетворяет соотношению ху ' =

= 1 + /  (/ = § £ )•
953. Убедиться в том, что функция, заданная параметрически урав

нениями x  =  ch 2t, =  sh 2t, удовлетворяет соотношению у У — дг =  О 

</=%)■954. Убедиться в том, что функция, заданная параметрически уравнениями 

1

удовлетворяет соотношению у  V \  -(-У1= У  [ у  =  ̂  j .
955. Убедиться в том, что функция, заданная параметрически урзв- 

‘ 2 Inf---- , удовлетворяет соотношению yv =*1 +  In t 3 нениями х =  — л— , у = -

=  2 ^ + 1  ( y  =  g ) .
956. Найти углы, под которыми пересекаются линии:

1) у  =  х* и
X =  у  COS t, 

_y =  x S in / ;
2)

=  a cos v, 
Sin <t

at*

У =

1 +/* ’ 
at / 3
l+<*

957. Показать, что при любом положении производящего круга 
циклоиды касательная и нормаль в соответствующей точке циклоиды 
проходят через его высшую и низшую точки.

958. Найти длины касательной, нормали, подкасателыюй и поднор
мали к кардиоиде

х  =  а (2 cos t — cos 21), у  =  a (2 sin t — sin 2t)

B произвольной ее точке.
959. Найти длины касательной, нормали, подкасательной, поднормали 

к астроиде
jr =  asin*/, _y =  acos5/

в произвольной ее точке.
960. Доказать, что касательная к окружности х*-\-у*=а* служит 

нормалью к эвольвенте окружности

jt =  a(cos/4-/sin/), j> =  a(sin/— /cos/)< >

961. Найти длины касательной, нормали, подкасательной и поднор
мали эвольвенты окружности (см. уравнения последней в предыдущей 
задаче).

962. Доказать, что отрезок нормали к кривой
х  =  2а sin t о sin t cos* t, y =  — a cos’ t,

заключенный между осями координат, равен 2а.
В задачах 963— 966 составить уравнения касательной и нормали 

к данным линиям в указанных точках.
963. x = 2 e f\ у  =  е~* при t —  0.
964. дг =  sin y  =  cos2t при / =  */6.
965. х  =  2 lnctg/4* 1, =  tg / -|-ctgt при / =  к/4.
966. 1) jf =  T^ fr , y  =  ̂ j r  при / =  2; . ( 

! — 2 sin t),
■ -(- 2 cos tX

3) at =  sin/, y  —  a' при t =  0.

967. Показать, что в двух точках кардиоиды (см. задачу 958), соот
ветствующих значениям параметра t, отличающимся на г., касательные 
Параллельны.
^  ®в8. Доказать, что если ОТ и OJV— перпендикуляры, опущенные 
“3 начала координат на касательную и нормаль к астроиде в любой ее 
0чке (см. задачу 959), то

2) / x = t(tco s t-
\ у  =  t (t sin t 4- 2 rn s  tv ПРИ * ~  ~4

4 • 07"* ON* =  a*.



969. Найти длину перпендикуляра, опущенного из начала координат
на касательную к линии

2х =  а (3 cos 1 4* cos 30, 2у =  а (3 sin t -j- sin 3/).
Показать, что 4р4 =  3р4-|~4а*> где р— полярный радиус данной точки, 
а р — длина указанного перпендикуляра.

С к о р о с т ь  и зменения  п о л я р н о г о  радиуса

970. Дана окружность p =  2rsin®. Найти угол 0 между полярнпч 
радиусом и касательной и угол а между полярной осью и касательно

971. Доказать, что у параболы p =  esec*|- сумма углов, образок, н-
ных касательной с полярным радиусом и с полярной осью, равна дг ч 
прямым. Использовать это свойство для построения касательной к па; а- 
боле.

972. Дана линия p =  asin*~ (конхоида); показать, что а =  40 (обо
значения— те же, что в задаче 970).

973. Показать, что две параболы, р =  а s e c * и р=/> cosec* псис
секаются под прямым углом.

974. Найти тангенс угла между полярной осью и касательной к линии 
p =  asec®9 в точках, в которых р =  2а.

975. Найти тангенс угла между полярной осью и касательной в нам ;е 
координат: 1) к линии р =  sin3 <р, 2) к линии p =  sin3?.

976. Показать, что две кардиоиды р =  а (1 -j- cos <р) и р =  a (1 — cos v) 
пересекаются под прямым углом.

977. Уравнение линии в полярных координатзх задано параметричес ки: 
p*=/i (0, ?= /*(0- Выразить тангенс угла 6 между касательной и пол р- 
ным радиусом в виде функции t.

978. Линия задана уравнениями р =  at3, «р =  Ы*. Найти угол между 
полярным радиусом и касательной. ^

979. Дан эллипс x =  acost, y  =  bs\nt. Выразить полярный радиус р 
и полярный угол 9 как функции параметра t. Использовать полученную  
форму задания эллипса для вычисления угла между касательной и поляр
ным радиусом.

П о л я р н о й  п о д к а с а т е л ь н о й  называется проекция отрезкз 
касательной от точки касания до ее пересечения с перпендикуляр 
восставленным к полярному радиусу в полюсе, на этот перпендикуляр. 
Аналогично определяется п ол я р н а я  поднормаль .  Учитывая эю, 
решить задачи 980 — 984.

980. Вывести формулу для полярной подкасательной и полярной 
поднормали линии р=/(<р).

981. Показать, что длина полярной подкасательной ги п ер б о ли ческо й

спирали р =  - постоянна.
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982. Показать, что длина полярной поднормали архимедовой спи
рали р =  »? постоянна.

983. Найти длину полярной подкасательной логарифмической спи
рали р =  аг.

984. Найти длину полярной поднормали логарифмической спирали
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С к о р о с т ь  и зменения  длины

В задачах 985 — 999 через s обозначена длина дуги соответствующей 
линии.

985. Прямая y  —  ax-\-b\ =  ?
j ds

986. Окружность х*-\-у*=г1; ^  =  ?

®87. Эллипс £ - f £ = l ;  | ?  =  ? (
988. Парабола у* =  2рх; ds = ?

j ^
989. Полукубическая парабола у* =  ах3; ^v= * >
990. Синусоида >> =  sinjr, ds =  ?

ех _1_ £~Х (f§
991. Цепная линия у  =  — ~— (_y=chx); —  *

I d  s992. Окружность х —  т cos t, у  =-r sin t\ ^  =  ?

993. Циклоида x —  a ( t — slnf). ^ =  <*(1 — cos<); ^  — ^
994. Астроида x —  a cos* t, y  =  a sin3 f; ds =  ?
995. Архимедова спираль jt =  flfsinf, у  =  at cos<; ds =  ?

( x  =  a(2cost — cos 21),996. Кардиоида J ds =  ?
=  a (2 sin < — sin 2<);

997. Трактриса

x  —  a ; cos / -j- In tg _y =  asin/; ds =  ?

998. Развертка окружности

jc =  a(cosf-j-<sin0, > =  a(sin< — t cot ty, =  ?
999. Гипербола jc =  achf, j/ =  ashf; ds —  ?

С к о р о с т ь  д ви ж ен и я

1000. Лестница длиной в 10 л  одним концом прислонена к верти
кальной стене, а другим— опирается о пол. Нижний конец отодвигается 
0т стены со скоростью 2 м/мин. С какой скоростью опускается верх- 
“ип конец лестницы, когда основание ее отстоит от стены на 6 м ? 
Как направлен вектор скорости?
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1001. Поезд и воздушный шар отправляются в один и тот же 
момент из одного пункта. Поезд движется равномерно со скоростью 
50 км/час, шар поднимается (тоже равномерно) со скоростью 10 км/чск. 
С какой скоростью они удаляются друг от друга? Как направлен век
тор скорости?

1002. Человек, рост которого 1,7 м, удаляется от источника света, 
находящегося на высоте 3 м, со скоростью 6,34 км/час С какой ско
ростью перемещается тень его головы?

1003. Лошадь бежит по окружности со скорбью  20 км/час. 
В центре окружности находится фонарь, а по касательной к окружности 
в точке, откуда лошадь начинает бег, расположен забор. С какой 
скоростью перемещается тень лошади вдоль забора в момент, когда ома 
пробежит 1/8 окружности?

1004. На рис. 26 изображен схематически кривошипный механизм 
паровой машины: А —  крейцкопф, В В ' —  направляющие, АР  — шатум,

В
~В

Рис. 26.

Р  — палец кривошипа, Q — маховое колесо. Маховое колесо равномерно 
вращается с угловой скоростью ш, радиус его R, длина шатуна I. 
С какой скоростью движется крейцкопф, когда маховик повернут ма 
угол а?

1005. Разорвалось маховое колесо, делавшее 80 оборотов в минуту. 
Радиус колеса 0,9 м, центр приподнят над полом на 1 м.

Какой скоростью будет обладать обломок, отмеченный на рис. 27 
буквой А, при падении на землю?



I
§ 5. Повторное дифференцирование

Ф унк ции ,  з а д ан н ые  в явном виде

1006. у  =  х* — Злг-f 2; / '  =  ?
1007. у =  1 — jc 4 — лг*; /"= = ?
1008. f (x )  =  (x +  10)*; / " ( 2) =  ?
1009. /(лг) =  х* — 4х3 +  4; / ' V ( l )  =  ?
1010. ^ =  (jc*-)-l)s; У ' = ?  1011. _y =  cos, jr,
1012. f (x )  =  eu \ / " (0 )= ?  1013./(лг) =  arctg x  Г (1 )  =  ?
1014. /(jc) =  r -L^ ; Я (лг) =  ?

1015. .y =  .x*ln.r, y v =  ? 1016. /(jc) =  -̂ r ; y ” (x )= ?

1017. p =  asin2<p; ~ '  =  ? 1018. У = \ ^ :  У"> =  ?

В задачах 1019— 1028 найти вторые производные от функций:

1019. у = х е х\ 1020. у =  —̂; .* J  1 +  х3
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1021. _У =  (1 + х * )arctgх  1022. y  =  Y a*—
1023. > =  ln (x  +  y T + x i). 1024. = 1

a + V * ’
1025. y  =  e*'x. 1026. y  =  Y 1— x* arcsin л*.
1027. у  =  arcsin (a sin л:). 1028. y  =  xx.
В задачах 1029— 1040 найти общие выражения для производных 

порядка п от функций:
1029. у  =  еах. 1030. у = е~х.
1031. у  =  sinajc-{-cosbx. 1032. _y:=sin4x
1033. y = x e x. 1034. _y =  jc ln x
1035. ^ =  1036. ^ =  ln(ax +  fc).

1037. у  =  log0 x  1038. y  =  -^—v

1039. y =  xt _ ] v + 2 • ,040- У = s *n4 x  “b cos4 x

1041. Доказать, что функция >> =  (х4— 1)” удовлетворяет соотно
шению

(лг4 — 1) У п+«> +  2* У "+1> — п (п +  1) у л>==0.
1042. Доказать, что функция _у =  е* sin лг удовлетворяет соотно

шению у ' — 2y ~ - 2v =  0, а функция v= e '- r sin.>t— соотношению
У  4 “ 2у  2 у=  0.



х _з
1043. Доказать, что функция у = у д о в л е т в о р я е т  соотношению

2 / * = Су -  1)У'- А _______
1044. Доказать, что функция у = У 2 х — х* удовлетворяет соотно

шению у 3У  -(-1 =  0.
1045. Доказать, что функция у  =  е1'  -|- 2е~х удовлетворяет соотно

шению у "  — 1 ЗУ — 12у =  0.
1046. Доказать, что функция у  =  еуГ* -\-е~^х удовлетворяет соот

ношению хУ' +  ^-У — -̂ >' =  0 .
1047. Доказать, что функция у  =  cos е* -(- sin ех удовлетворяет соот

ношению У  — У  уе** =  0.
1048. Доказать, что функция

у  =  A sin (шt -|- шц) -j- В  cos (шt -j- шв)
(А, В, ш, ш0 — постоянные) удовлетворяет соотношению

g  +  =  о.
1049. Доказать, что функция

Oienx -f- а^  пх -f- а} cos яд: -f- 04 sin пх 
(at, о* аг, ot, л — постоянные) удовлетворяет соотношению ^ £  =  п*у.

1050. Доказать, что функция у  =  sin (и arcsin д;) удовлетворяет соот
ношению (1 — х * )У  — хУ  п*у —  0.

1051. Доказать, что функция еама{пх удовлетворяет соотношению 
(1 —  дс*) У  —  дсУ —  л*у =  0.

1052. Доказать, что функция у  =  (х  -{- V  х* +  1 )* удовлетворяет 
соотношению (1 -f- х * )У  4- хУ  — к*у —  0.

v"' 3 /у”\*1053. Доказать, что выражение S= '- y  —  не изменится, если
»*• ^ j

заменить у  на т. е. если положить j / = —, то у- —  ~2 \ у )

1054. Дано: у = / (х ) .  Выразить через ^  и Показать, что
з

(1 4- v Vформулу R —  -  '— можно преобразовать к виду

^ = - ч + — ч .
[d*y\3 ld‘x\3 
\dx*) W )
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1055. Дано: F  (дг) =  / (x) ■ <p (x), при этом f  (x )? '(x ) =  C. 
Доказать, что

+  +  и Г - С ,  с
F  / ^  <? 1 / • ? Р  ~  / ^  ’
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Ф ун кци и ,  з а д а н н ы е  в нея вном  виде

1056. Ь *х *а *у *  =  а*Ь*-, =  ?

1057. j c * + y  =  r‘, g -  =  ? 1058. _v =  tg ( jc  — _y); - 0  =  ?

1059. s =  1 —J— te‘\ ^  =  ? - 1060./ - f *3 — 3axy =  0 ; / '= ?
1061. ,y =  sin(jc-|~_y); У ' = ?  1062. e**y =  xy, / '  =  ?
1063. Вывести формулу для второй производной функции, обратной 

данной y = f ( х).
1064. еу 4-ху —  е-, найти У ’ (х) при лг =  0.

у "
1065. \- =  2рх\ определить выражение k —  —̂ = = . .

V (1 + У У
1066. Убедиться в том, что из _ys -f- х1 =  R* следует к =  ̂  , где 

___ __ 1
У О + У*>*'
1067. Доказать, что если

ах* -f 2 bxy -f- су* -j- 2gx -(- 2/у -\-h —  0,

где A — постоянная (не зависящая от х  и у).
У

1068., Доказать, что если (а-\-Ьх)ех = х ,  то

Ф ун к ци и ,  з а да нн ые  п а р а м е т р и ч е с к и

1070. х  =  a cos /,

1069. х =  at*,

y= a s in  t;

y =  bsint; % £  =
d*vy  =  a(\ —  cos?); ^  =

1071. x =  a cos t, y  =  b sin t\

1072. x =  a ( f  — sin ip), y  =  a ( l — c o s  -py,

1073. 1) x =  acos3t, _y =  asinJ /;

2) x  =  acosV, _y =  asin*/;



1074. 1) дг =  In t, y = t *  —  1; J F  =  ?

2) x =  arcsin/, _y =  l n ( l — t*); ^ = ?

1075. x =  at cost, у  =  at sin t; =  ?

1076. Доказать, что функция y = f (x ) ,  заданная параметрическими 
уравнениями у  =  ^  cost, х  —  е1 sint, удовлетворяет соотношению 
У" С* -\-yf =  2 (хУ  — у).

1077. Доказать, что функция у = / (х ) ,  заданная параметрически 
уравнениями y  =  3t —  i®, x =  3t*, удовлетворяет соотношению

36/'(.У — У Т х )  =  х  +  Ъ.
1078. Доказать, что функция, заданная параметрически уравнениями

лг =  sin'f, у  =  sin kt, 
удовлетворяет соотношению

K + ‘ V = o .

1079. Доказать, что если
лг =  /(/) cos t — f ( f )  sin t, y =  f ( f )  sin t -f- f  (t) cos t,

TO
ds1 =  dx* 4- dy* =  [f{t) + f ”  (01* dt\

У с к о р е н и е  д в и ж е н и я

1080. Точка движется прямолинейно, причем s =  — /-j- 5. Найти
ускорение а в конце второй секунды (s выражено в метрах, t — 
в секундах).

1081. Прямолинейное движение происходит в соответствии с фор
мулой s =  t* — 4<-{- 1-

Найти скорость и ускорение движения.
2 T.t1082. Точка движется прямолинейно, причем s =  ^-sin-у 4* Найти 

ускорение в конце первой секунды (s выражено в см, t — в сек).
1083. Точка движется прямолинейно, причем s =  \^t. Доказать, что 

движение — замедленное и что ускорение а пропорционально кубу ско
рости V.

1084. Тяжелую балку длиной 13 м спускают на землю так, что 
нижний ее конец прикреплен к вагонетке (рис. 28), а верхний удерж и
вается канатом, намотанным на ворот. Канат сматывается со скоростью
2 м/мин. С каким ускорением откатывается вагонетка в момент, когда 
она находится на расстоянии 5 м от точки О?
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1085. Баржу, палуба которой на 4 м ниже уровня пристани, под
тягивают к ней при помощи каната, наматываемого на ворот со ско
ростью 2 м/сек. С каким ускорением движется баржа в момент, когда 
она удалена от пристани на 8 м (по горизонтали).

1086. Точка движется прямолинейно так, что скорость ее изменяется 
пропорционально квадратному корню из пройденного пути. Показать, что 
движение происходит под действием постоянной силы.

1087. Дано, что сила, действующая на материальную точку, обратно 
пропорциональна скорости движения точки. Дока
зать, что кинетическая энергия точки является 
линейной функцией времени.

Ф о р м у л а  Л е йб ни ца

1088. Применить формулу Лейбница для вы
числения производной:

1) [ ( j c * 1) sinjc]tso>; 2) (exsinx)(n>;
3) (jc3 sin ax){n\
1089. Показать, что если_у =  (1— jc J 'V 1*, то

dy
0  — x ) j -  =  axy.

Применив формулу Лейбница, показать, что
(1 — jc)y( я+,) — (л -{- ajc)y л) — яа_у( я_,) =  0.

1090. Функция у  =  еа ,rC8in х удовлетворяет соотношению (1 — jc*)_у"—
— jcy — я4_у =  0 (см. задачу 1051). Применив формулу Лейбница и диф
ференцируя это равенство л раз, показать, что

(1 _ x* )y «+ * )_ (2rt-f l ) jc y n+,> — (л* + а * )У я> =  0.
1091. Показать, что

(еах cos bx){n) =  rneax cos (£jc -{- л?), где r =  K a " -(- b*, tg cp =  — .

Используя формулу Лейбница, получить следующие формулы: 
г" cos л<р =  а" — С\ап~*Ь* -j- — ....
тп sin л? =  С'ая-'Ь — С3ап~3Ь3 4- С *а ""V  — ...• п  П 1 Я

1
( i Y n) X

1092. Доказать, что \хп~1ех ) =  (— 1)я-^пт.
1093. Показать, что функция у  =  arcsin jc удовлетворяет соотноше

нию (1 — х * )У  =  хУ. Применяя к обеим частям этого уравнения фор- 
“ Улу Лейбница, най ги у я)(0) (п ^  2).



1094. Применяя формулу Лейбница л раз, показать, что функция 
cos (m arcsin х) удовлетворяет соотношению

(1 _  * » ) / ' _  (2л -f- 1)х у * +,> -+ (т * — =  0.

1095. Если у  =  (arcsin дг)*, то
(1 — Ar*)y"+I) — (2л — l ) jc y n) — (л— 1)*У ""|> =  0.

Найти У  (0), У '(0 )....... У">(0).

Д и ф ф е р е н ц и а л ы  в ы с ш и х  п ор я д к о в

1096. у  =  У~х\ d*y =  ? 1097. у  =  хт \ <1лу  =  7
1098. у  =  (дг +  I )3(х —  1)*; d*y =  ? 1099. у  =  4“-**; (Ру =  ?
1100. у  =  arctg tg дг ; d *y= ?  1101. у  =  V l̂n* х — 4; d*y=  ?
1102. ^ =  sin*jr, сГу— ? 1103. p*cos3<p — a*sin5? =  0; d*p =  ?

I l l
1104. дг3 —j— 3 =  a 3; ?

1 — ЛГ81105. y  =  In ]-— ■»; jc =  t g выразить сРу через: 1) д: и dx,
2) t и dt.

1106. _y =  sin z\ z —  ax\ x =  t3\ выразить d*y через: 1) z и d;,
2) л и dx, 3) / и dt.
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Г Л А В А  IV 
ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ И ИХ ГРАФИКОВ

§ 1. Поведение функции

1107. Показать, что точка х =  0 есть точка минимума функции
у  =  Злг4 — 4jc* 4- 12лс* -j- 1.

1108. Исходя непосредственно из определения возрастающей и убы
вающей функции и точек максимума и минимума, показать, что функ
ция у  —  jc3— Зх-\-2 возрастает в точке лг1 =  2, убывает в точке 
д-, =  0, достигает максимума в точке х3 =  — 1 и минимума в точке 
* 1= 1-

1109. Так же, как в задаче 1108, показать, что функция у  —  cos 2х
Зк ,  квозрастает в точке jc i =  -|-, убывает в точке jc*= -g-f достигает макси

мума в точке лг* =  0 и минимума в точке лс4 =  ̂ -.
1110. Не пользуясь понятием производно#, выяснить поведение дан

ной функции в точке х  =  0:
1) ^ = 1— л:4; 2) у  =  х* — х3; 3) у  =  у/'х; 4) у = У х * ;
5 ) у = 1 — угх 1; 6) J ' =  | tg л: | ; 7) у =  11п(лг-(- 1)| ;
8) у=е~1*1; 9) у == У х3 -j- jc4-

1111. Показать, что функция =  In (лг* -f- 2л; — 3) возрастает в точке 
*1 =  2, убывает в точке лг* = — 4 и не имеет стационарных точек.

1112. Выяснить поведение функции y =  sin;t-|- cos х  в точках
■*■1 =  0, ж » = 1, лг, =  — у  и лг4 =  2.

1113. Выяснить поведение функции у  =  х  — 1плг в точках X t— l/2, 
•**=2, Хъ —  е и xt = l  и показать, что если данная функция возра
жает а точке л: =  а^>0, то она убывает в точке 1/а.

1114. Выяснить поведемие функции

упгдгаг^ялс 

ь 1 очках лг, =  1, * ,  =  — 1 и лг, =  0.
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1115. Выяснить поведение функции

|_gin х
JC

1 при дг =  0

при х ф  О,

в точках

Ролля для функции 

Ролля для функции

jfi =  l/2, x<i =  — 1/2 и л* =  0.

§ 2. Применение первой производной 

Т е о р ем ы  Р 0 лля  и Л а г р а н ж а

1116. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции 
>» =  л-* +  4дс* — 7х—  10 в интервале [— 1, 2].

1117. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции
[я  5 т* 1 

“g - l.
1118. Проверить справедливость теоремы 

у  —  4,Шх в интервале [0, к].
1119. Проверить справедливость теоремы 

у  =  у/ JC* — 3jc -f- 2 в интервал^ [1, 2].
1120. Функция у  =  ̂ -^~  принимает равные значения на концах

интервала [— 1, 1]. Убедиться ** ТОм, что производная от этой функции 
нигде в интервале [— 1, 1] в Нуль Не обращается, и объяснить такое 
уклонение от теоремы Ролля.

1121. Функция _y =  |jc| принимает равные значения на концах интер
вала [— а, а]. Убедиться в to.v* f что производная от этой функции нигде 
в интервале [— а, а] в нуль j  те обращается, и объяснить такое укло
нение от теоремы Ролля.

1122. Доказать теорему: ес^и  уравнение
a<>x* -f- aiA="-1 4 -... 4 - а„_,лг =  0 

имеет положительный корень =  то уравнение
паох" *-!-(«-- - l ) e 1Jc"'i +  ... +  e»_» =  0

также имеет положительный корень и притом меньший дг„.
1123. Дана функция /(дг) ча= 1 хт  (дг — 1)", где т  и л — челне 

положительные числа. Не вы*-*,ИСляя производной, показать, что УР®в1,е" 
ние f ( x )  =  0 имеет по к р а й н и  мере один корень в интервале (0, '■

1124. Показать, что уравнение л:3 — Зл 4 *с = 0 не может имеТЬ 
двух различных корней в интервале (0, 1).

1125. Не находя производной функции
/ (* )  =  (*  —  \)(х —  2 ) (* — 3)(лг— 4),

выяснить, сколько действительных корней имеет уравнение /  (■*)="1 ’ 
и указать интервалы, в котор *^,х ОНи лежат.

1126. Показать, что функция f  (х) —  хп- \ - р х q не может иметь 
более двух действительных корней при четном п и более трех при 
нечетном п.

1127. Написать формулу Лагранжа для функции у  =  sin Здг в интер
вале [Х|, дг*].

1128. Написать формулу Лагранжа для функции у =  дг (1 — 1пдг) 
в интервале [а, Ь].

1129. Написать формулу Лагранжа для функции у  =  arcsin 2дг 
в интервале [дго, дг* 4 -^*1-

ИЗО. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для функции 
у  =  х" в интервале [0, а]; л > 0, а ]>  0.

1131. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для функции 
у = \ п х  в интервале [1, е).

1132. Доказать с помощью формулы Лагранжа неравенства

Г _ а — b а ^ а — Ь

при условии 0
1133. Доказать с помощью формулы Лагранжа неравенства

cos’ jL-g tg i —  t g ? < - ^ T 7 , при условии 0 < р < а < у .

1134. Доказать с помощью формулы Лагранжа справедливость при 
а^>Ь неравенств >

пЬп~х (а — Ь)<^ап — Ьп<  ̂па.п х (а — Ь),

если л^>1, и неравенств противоположного смысла, если я< ^1.
1135. Рассмотрим функцию

fix) f ДГ* si!

I 0
sin — при х ф  0, 

при дг =  0.

Эта функция дифференцируема при любом дг. Напишем для нее 
формулу Лагранжа в интервале [0, дг]:

Будем иметь:
f ( x ) - f ( 0 ) = x f ®  (0 <  Е <  дг). 

дг* sin ^  =  ДГ Sin у  —  cos у ) ,

откуда cos =  2$ sin ~  —  дг sin —. Заставим теперь дг стремиться к нулю,С % X
Т(>гда будет стремиться к нулю и £, и мы получаем: lim cos v  =  0. 

Объяснить этот парадоксальный результат.



1136. Применяя в интервале [1; 1,1] к функции f (x )  =  arctg х  фор
мулу

f (x % +  Ддг) * « / (х») +  /' (хо 4- Дх,

найти приближенное значение arctg 1,1.
В задачах 1137 — 1141, используя формулу

f (x 0 4- Дх) яй /(■*«) 4- / ' (д-о 4- ̂ pj Ддг,

вычислить приближенные значения данных выражений.
1137. arcsin 0,54.
1138. lg l l .  Сравнить с табличным значением.
1139. \n (x  +  V T + S )  ПР« *  =  0,2.
1140. lg 7, зная lg 2 =  0,3010 и lg 3 =  0,4771. Сравнить результат 

с табличным.
1141. lg 61. Сравнить результат с табличным.
1142. Убедиться в том, что, применяя формулу

f(b ) =  f(a ) +  (b - a ) r (± ± ± )  

к вычислению логарифма от N-\-0,0lN, т. е. полагая

lg(M +  0,0 1A0  =  lg JV +  ■ ° ’4(̂ f  0,0 1A f= lg N 4--M?g-,

делаем ошибку, меньшую 0,00001, т. е. получаем пять верных цифр 
после запятой, если только lg N  дан с пятью верными цифрами.

П о в е д е н и е  ф у н кц и й  в и н т е р в а л е

1143. Показать, что функция у  =  2дг* 4~ 3jc*— 12*4-1 убывает 
в интервале (—2, 1). ________

1144. Показать, что функция y  —  V 2х — х4 возрастает в интерва ле 
(0, 1) и убывает в интервале (1, 2). Построить график данной ф ункции.

1145. Показать, что функция у = х 3-{-х везде возрастает.
1146. Показать, что функция у  =  arctg х  — дг везде убывает.

х* — 11147. Показать, что функция у = —-—  возрастает в любом интер- 
' вале, не содержащем точки jc =  0.

1148. Показать, что функция у  =  sin [х изменяется м онотонноsm (х о)
в любом интервале, не содержащем точек разрыва функции.

1149*. Доказать неравенство д-*~ "  пРи условии

0 < * 1< * » < у .
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1150. Найти интервалы монотонности функции у  =  х* — Здг*— 
9jc -4- 14 и построить по точкам ее график в интервале (— 2, 4).
1151. Найти интервалы монотонности функции у  —  дг4— 2дг*— 5.
В задачах 1152 —  1164 найти интервалы монотонности функций.
1152. у = ( х  — 2)® (2х -}- 1 )*•
1153. у  =  У(?2х— а) (а — дг)1 ( а >  0).
. . . .  1— ДГ-+-ДГ* . 10
1164. у j _j_ х _|_ jg. • 455. у  —  4x. _ 9jc. +  6x •
1156. у  =  х  — е*. 1157. у= х*е~х.
П58. у  =  - £ у .  1159. у  =  2х* — In х.
1160. у  =  х — 2sinj<r (0 C j c C 2i:).
1161. у  =  2 sinjc-(- cos 2х (0 дг sS 2тс).
1162. у  =  х -j— cos дг. 1163. _у=1п(дг +  }Л  + jc4).
1164. y  =  x V a x  — x* (a >  0).
В задачах 1165— 1184 найти экстремумы функций.
1165. у  =  2х*— 3х\ 1166. у  =  2х3—  6х* —  18х +  7. 

|167.^ =  3̂ ^ (4. 1168.^ =  ) У ^ - З д :‘ -Г 8*.

\ n o . y = - * V ? + * .

1171. у = * х 'У б х - 7 .  1172. у =
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3 ' ‘ 9х У 1 -  х *
1173. у  =  - ^ ^ = .  1174. у  =  у/(х* —  а4)1.

У 4  +  5лг* *  1 v ’
1175. у  =  х — In(1 -(-дг). 1176. у  =  дг — 1п(1 -\-х*).
1177. у  =  (дг — 5)s v ( x +  l)4.
1178. у  =  (х* — 2х) In дг — ~  л* +  4дг.

1179. y  =  l ( x * + l ) a r c t g j c - | . x * - ^ l .

1180. ,у=з-^дг* — у  arcsinдг- J - j * V 1 — х*— -̂дг*.

1181. у  =  дг sin дг cos дг 7— дг*

1182. у = ( 1  —  дг)cosx-fs inx  — ( o < x < - j\ .

1183. у  F= cos Тс (дг -{- 3) -f- Дг sin г (дг -|- 3) (0 < л < 4 ) .  

П84. y =  aepr-\-bc')x.

L



В задачах 1185 — 1197 найти наибольшие и наименьшие значени 
данных функций в указанных интервалах.

1185. y = x k — 2л:*-}- 5; [— 2,2].
1186. у  =  х-\- 2 Ух-, [0, 4].
1187. у  =  дг® —  5дт* —|” 1; [—  1, 2].
1188. у  =  х? —  3jc* -j- блг —  2; [— 1,1].
1189. у  — У 100 —  х* (—  6 ^ х < 8).
1190. у = \ ~ * ± £  (0 < * < 1 ) .

1191. У = ^ \  (0 < ж < 4 ).

U 9 2 . y  =  ^ -  +  T ^ J  ( 0 < j c < 1 )  ( а > 0 ,  * > 0 ) .

1193. у  =  sin 2jc — х  f— у  <; х  у  j .

1194. ^ =  2 lg jc — tg* jc (0 « £ jc < y j .
1195. y = X х (0,1 s g  j c < o o ) .

1196. у  =  У (х* — 2 jc)4 ( 0 < jc< 3).
1197. y  =  arctg (0 < jc < 1 ).

Н е р а в е н с т в а  

В задачах 1198— 1207 доказать справедливость неравенств.
1198. 2 У х > 3  — -j (д г> 1).

1199. * * > 1 + jc  (jcф  0).
1200. j c > In (1 - j- jc )  ( j c > 0 ) .

1201. 1пдг>  ( jc >  1).

1202. 2jc arctg jeS= In (1 -j-jc*).
1203. 1 +  jcln (jc +  K l  +JCs) S s / l  + jc4.

1204. In (1 +  jc) >  (x >  0).

1205. s i n x O  — +  C*>0)-

1206. s in JC  +  t g j c > 2 j c

1207. ch jc>  1 (jc ^O ).
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За д а ч и  на о т ы с к а н и е  н а и б о л ь ш и х  
и н а и м е н ь ш и х  з на ч е н и й  фу нкц ий

1208. Число 8 разбить на два таких слагаемых, чтобы сумма их 
кубов была наименьшей.

1209. Какое положительное число, будучи сложено с обратным ему 
числом, дает наименьшую сумму?

1210. Число 36 разложить на два таких множителя, чтобы сумма их 
квадратов была наименьшей.

1211. Требуется изготовить ящик с крышкой, объем которого был 
бы равен 72 с.к3, причем стороны основания относились бы, как 1 :2. 
Каковы должны быть размеры всех сторон, чтобы полная поверхность 
была наименьшей?

1212. Из углов квадратного листа картона размером 18X18  см* 
нужно вырезать одинаковые квадраты так, чтобы, согнув лист по пунк
тирным линиям (рис. 29), получить коробку наибольшей вместимости. 
Какова должна быть сторона вырезаемого квадрата?

1213. Решить предыдущую задачу для прямоуголь
ного листа размером 8 X  5 см*.

1214. Объем правильной треугольной призмы равен г».
Какова должна быть сторона основания, чтобы полная 
поверхность призмы была наименьшей?

1215. Открытый чан имеет форму цилиндра. При 
данном объеме v каковы должны быть радиус основа
ния и высота цилиндра, чтобы его поверхность была 
наименьшей?

1216. Найти соотношение между радиусом R  и вы
сотой И  цилиндра, имеющего при данном объеме наименьшую полную 
поверхность.

1217. Требуется изготовить коническую воронку с образующей, 
равной 20 см. Какова должна быть высота воронки, чтобы ее объем 
был наибольшим?

1218. Из круга вырезан сектор с центральным углом а. Из сектора 
свернута коническая поверхность. При каком значении угла а объем 
полученного конуса будет наибольшим?

1219. Периметр равнобедренного треугольника равен 2р. Каковы 
Должны быть его стороны, чтобы объем тела, образованного вращением 
этого треугольника вокруг его основания, был наибольшим?

1220. Периметр равнобедренного треугольника равен 2р. Каковы 
Должны быть его стороны, чтобы объем конуса, образованного враще
нием этого треугольника вокруг высоты, опущенной на основание, был 
наибольшим?

1221. Найти высоту цилиндра наибольшего объема, который можно 
Писать в шар радиуса R.

1222. Найти высоту конуса наибольшего объема, который можно 
Писать в шар радиуса R.

J _________ L

III I

•+------ г

Рис. 29.
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1223. Дождевая капля, начальная масса которой /я«, падает под дей
ствием силы тяжести, равномерно испаряясь, так что убыль массы пр. . 
порниональна времени (коэффициент пропорциональности равен к). Черп 
сколько секунд после начала падения кинетическая энергия капли бу к г 
наибольшей и какова она? (Сопротивлением воздуха пренебрегаем.)

1224. Рычаг второго рода имеет точку опоры в А\ и точке н 
(АВ  —  а) подвешен груз Р. Вес единицы длины рычага равен 
Какова должна быть длина рычага, чтобы груз Р  уравновешивался 
наименьшей силой? (Момент уравновешивающей силы должен равняться 
сумме моментов груза Р  и рычага.)

1225. Расходы на топливо для топки парохода пропорционалым 
кубу его скорости. Известно, что при скорости в 10 км/час pacxo.i i 
на топливо составляют 30 руб. в час, остальные же расходы (не за! • 
сящие от скорости) составляют 480 руб. в час. При какой скорое;и 
парохода общая сумма расходов на 1 км пути будет наименьше; ? 
Какова будет при этом общая сумма расходов в час?

1226. Три пункта А, В  и С расположены так, что /. A B C = h  . 
Из пункта А выходит автомобиль, а одновременно из пункта В  — поил. 
Автомобиль движется по направлению к В  со скоростью 80 км/час, 
поезд — по направлению к С со скоростью 50 км/час. В какой момент 
времени (от начала движения) расстояние между поездом и автомоби щ  
будет наименьшим, если А В =  200 км?

1227. На окружности дана точка А. Провести хорду ВС  парал
лельно касательной в точке А так, чтобы площадь треугольника АИС 
была наибольшей.

1228. Найти стороны прямоугольника наибольшего периметра, впи
санного в полуокружность радиуса R.

1229. В данный сегмент круга вписать прямоугольник наибольшей 
площади.

1230. Около данного цилиндра описать конус наименьшего объема 
(плоскости оснований цилиндра и конуса должны совпадать).

1231. Найти высоту прямого круглого конуса наименьшего объема, 
описанного около шара радиуса R.

1232. Найти угол при вершине осевого сечения конуса наименьшей 
боковой поверхности, описанного около данного шара.

1233. Каков должен быть угол при вершине равнобедренного тре
угольника заданной площади, чтобы радиус вписанного в этот треуголь
ник круга был наибольшим?

1234. Найти высоту конуса наименьшего объема, описанного около 
полушара радиуса R  (центр основания конуса лежит в центре 
шара). у

1235. Какова должна быть высота конуса, вписанного в шар Р2' 
диуса R , для того чтобы его боковая поверхность была наибольшей?

1236. Доказать, что конический шатер данной вместимости треГуеТ 
наименьшего количества материи, когда его высота в / 2  раз больше 
радиуса основания.



1237. Через данную точку Р(1, 4) провести прямую так, чтобы 
сумма длин положительных отрезков, отсекаемых ею на координатных 
осях, была наименьшей.

1238. Найти стороны прямоугольника наибольшей площади, вписан-
■** , У* . лого в эллипс j r = 1-

1239. Найти наименьший по площади эллипс, описанный около дан
ного прямоугольника (площадь эллипса с полуосями а и Ь равна т.аЬ).

jc* j!*
1240. Через какую точку эллипса -g--}- — =  1 следует провести

касательную, чтобы площадь треугольника, составленного этой каса
тельной и осями координат, была наименьшей?

1241. На эллипсе 18 даны две точки Л (1, 4) и 5(3, 0). 
Найти на данном эллипсе третью точку С такую, чтобы площадь 
треугольника ABC  была бы наибольшей.

1242. На оси параболы у* —  2рх дана точка на расстоянии а от 
вершины. Указать абсциссу х  ближайшей к ней точки кривой.
| 1243. Полоса железа шириной а должна быть согнута в виде 
открытого цилиндрического желоба (сечение желоба имеет форму дуги 
кругового сегмента). Найти значение центрального угла, опирающегося 
на эту дугу, при котором вместимость желоба будет наибольшей.

1244. Бревно длиной в 20 м имеет форму усеченного конуса, 
диаметры оснований которого равны соответственно 2 и 1 м. Тре
буется вырубить из бревна балку с квадратным лоперечным сечением, 
ось которой совпадала бы с осью бревна и объем которой был бы 
наибольшим. Каковы должны быть размеры балки?

1245. Ряд опытов привел к п различным значениям хи Хь .. . .  хп 
для исследуемой величины А. Часто принимают в качестве значения А 
такое значение х, что сумма квадратов отклонений его от дгь xt, х„  
имеет наименьшее значение. Найти д:, удовлетворяющее этому требо
ванию. -Ч

1246. Миноносец стоит на якоре в 9 км от ближайшей точки берега; 
с миноносца нужно послать гонца в лагерь, расположенный в 15 км, 
считая по берегу от ближайшей к миноносцу точки берега (лагерь рас
положен на берегу). Если гонец может делать пешком по 5 км/час, 
а на веслах по 4 км/час, то в каком пункте берега он должен пристать, 
чтобы попасть в лагерь в кратчайшее время?

1247. Прямо над центром круглой площадки радиуса R  нужно пове
сить фонарь. На какой высоте нужно это сделать, чтобы он наилучшим 
образом освещал дорожку, которой обведена площадка. (Степень освещения 
некоторой площадки прямо пропорциональна косинусу угла падения лу
чей и обратно пропорциональна квадрату расстояния от источника света.)

1248. На отрезке длиной /, соединяющем два источника света силы 
н /4, найти наименее освещенную точку.
1249. Картина в 1,4 л  высотой повешена на стену так, что ее нижний 

•фай на 1,8 м  выше глаза наблюдателя. На каком расстоянии от стены

S 2. П РИ М ЕН ЕН И Е П ЕРВО Й  ПРОИЗВОДНОЙ 89



90 ГЛ. IV. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИИ И ИХ ГРАФИКОВ

должен стать наблюдатель, чтобы его положение было наиболее благо
приятным для осмотра картины (т. е. чтобы угол зрения был наибольшим)?

1250. Груз весом Р, лежащий на горизонтальной плоскости, должен 
быть сдвинут приложенной к нему силой F. Сила трения пропорцио
нальна силе, прижимающей тело к плоскости, и направлена против сдви
гающей силы. Коэффициент пропорциональности (коэффициент трения) 
равен к. Под каким углом tp к горизонту надо приложить силу F, чтобы 
величина ее оказалась наименьшей? Определить наименьшую величину 
сдвигающей силы.

1251. Скорость течения воды по круглой трубе прямо пропорцио
нальна так называемому гидравлическому радиусу R, вычисляемому

С
по формуле R  =  — , где 5 — площадь сечения потока воды в трубе,
а р — смоченный (подводный) периметр сечения трубы. Степень запол
нения трубы водой характеризуется центральным углом, опирающимся 
на горизонтальную поверхность текущей воды. При какой степени запол
нения трубы скорость, течения воды будет наибольшей? (Корни полу
чающегося при решении задачи трансцендентного уравнения найти гра
фически.)

1252. На странице книги печатный текст должен занимать 5 квадрат
ных сантиметров. Верхнее и нижнее поля должны быть по а см, правое и

- левое —  по b см. Если принимать во внимание только экономию бума
ги, то какими должны быть наиболее выгодные размеры страницы?

1253*. Коническая воронка, радиус основания которой R, а высота Н, 
наполнена водой. В воронку опущен тяжелый шар. Каким должен бьпь 
радиус шара, чтобы объем воды, вытесненной из воронки погруженной 
частью шара, был наибольшим?

1254. Вершина параболы лежит на окружности радиуса R, ось пара
болы направлена по диаметру. Каков должен быть параметр параболы, 
чтобы площадь сегмента, ограниченного параболой и ее общей с окруж
ностью хордой, была бы наибольшей? [Площадь симметричного парабо
лического сегмента равна двум третям произведения его основания на 
«стрелку» (высоту).] ,

1255. Конус, радиус основания которого R, а высота Н, пересечен 
плоскостью, параллельной образующей. Каково должно быть расстояние 
между линией пересечения этой плоскости с плоскостью основания 
конуса и центром основания конуса, для того чтобы площадь сечения 
была наибольшей? (См. предыдущую задачу.)

1256. Для какой точки Р  параболы у* =  2рх отрезок нормали в Р. 
расположенный внутри кривой, имеет наименьшую длину?

1257. Показать, что касательная к эллипсу, отрезок которой между 
осями имеет наименьшую длину, делится в точке касания на две части, 
соответственно равные полуосям эллипса.

1258. Доказать, что в эллипсе расстояние от центра до любой нор
мали не превосходит разности полуосей. (Удобно воспользоваться пара- 
метрическим заданием эллипса.)
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1259. В прямоугольной системе координат хОу даны точка (а, b) 
и кривая y = f (x ) .  Показать, что расстояние между постоянной точкой 
(а, Ь) и переменной (лг, /(•*)) может достигнуть экстремума только 
в направлении нормали к кривой у = / (х ) .

Первообразной от функции f (x )  называется функция F  (х), производ
ная которой равна данной функции: F  (x )= f(x ).

В задачах 1260— 1262 показать (при помощи дифференцирования 
и без него), что данные функции являются первообразными одной и той 
же функции.

1260. у  =  ]пах  и =  In jc.
1261. _y =  2 s in * jc  и у  = — co s2 jc .

1262. у  =  (ех -f  г * ?  и у  =  (ех — е х)\
1263*. Показать, что функция

у  =  cos* х  -j- cos* -j- х j —  cos x  cos jc)

есть константа (т. e. не зависит от jc). Найти значение этой константы. 
К 2х1264. Показать, что функция у  =  2 arctg jc-}- arcsin есть кон
станта при j c ^ I .  Найти значение этой константы.

1265. Показать, что функция
a cos х 4- * у  =  arccos — —г—1—  a -f- b cos х

— b . лг\
т/*

где 0<^Ь а, есть константа при jc^= 0. Найти значение этой константы.
1266. Убедиться в том, что функции e^shx и r*chjc отли

чаются одна от другой на постоянную величину. Показать, что каждая 
из данных функций является первообразной для функции е%'.

§ 3. Применение второй производной

Э к с т р е м у м ы

В задачах 126 7— 1275 найти экстремумы данных функций, поль
зуясь второй производной.

1267. у  —  jc 3 — 2ojc* а*х (а^>0).
1268. у  =  х*(а — х)\

1270. y  =  x-\-V  1 — х . 
1272. у  =  сЬал*.

1274. у  =  -~ Iin*

1269. у  =  х - {- ~  (а>0>

1271. y  =  xV~2 — х\
1273. у= х*е~х.

1275. _y =  jc * .



1276. При каком значении а функция

/ (JC) =  <2 Sin JC —j—i- sin 3jc

имеет экстремум при jc =  ic/3? Будет ли это максимум или минимум?
1277. Найти значения а и Ь, при которых функция

у  =  a In х  -f- bx* jc

имеет экстремумы в точках jCj =  1 и jc4 =  2. Показать, что при этих 
значениях а и b данная функция имеет минимум в точке JC| и максимум 
в точке jc8.

В ы п у к л о с т ь ,  в о г н у т о с т ь ,  т о ч к и  перегиба

1278. Выяснить, выпукла или вогнута линия_y =  jc* — 5JC3— 15-c*-J-30 
в окрестностях точек ( 1, 11) и (3, 3).

1279. Выяснить, выпукла или вогнута линия у== arctg jc в окрест
ностях точек (1, я/4) и (— 1, — к/4).

1280. Выяснить, выпукла или вогнута линия _у =  jc* 1 п jc в окрестностях 
точек ( 1, 0) и ( 1/е8, — 2/е*).

1281. Показать, что график функции _y =  jc arctg jc везде вогнуты:!.
1282. Показать, что график функции y  =  ln(jc*— 1) везде выпуклы».
1283. Доказать, что если график функции везде выпуклый или вези 

вогнутый, то эта функция не может иметь более одного экстремума.
1284. Пусть Р (х )— многочлен с положительными коэффициентами 

и четными показателями степеней. Показать, что график функции 
у  =  Р  (jc)  -f- ajc -|- b везде вогнутый.

1285. Линии у  =  tp(jc) и y  =  ty(jc) вогнуты на интервале (а, /')• 
Доказать, что на данном интервале: а) линия у  =  ? (jc) -f- ф (* ) вогнута;
б) если <p(jc) и (jc) положительны и имеют общую точку минимума, 
то линия у  —  <р (jc) 0 (jc) вогнута.

1286. Выяснить вид графика функции, если известно, что в интер
вале (а, Ь):

1 )У > 0 ,  / > 0 ,  / '< 0 ;  2) > 0 , У <0 ,  У '> 0 ;
3 ) У < 0 ,  У > 0 ,  у > 0 ;  4) j/> 0 , У <0 ,  У '< 0 .
В задачах 1287— 1300 найти точки перегиба и интервалы вогну

тости и выпуклости графиков данных функций.
1287. у  =  х3 —  5дг*-j-3jc — 5. 1288. у  =  (х +  l) ‘ -f- ех.
1289. y  =  xi —  12jc*-(-48jc* — 50.
1290.y =  JC-4-36.c*—  2jc* — jc*. 1291. y  =  3x* — 5х*-\-ЗХ— -•
1292. З' =  (jt -j— 2)* —f- 2.v -(- 2. 1293. y =  ( a > ° )
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1296. _у =  In (1-}-■**)• 1297. _v =  ̂  In J  (а> 0 ).
1298. у  =  а — V (x — b)\ 1299. у  =  е»гс|* *
1300. у — хх(12\пх— 7).

х 4-11301. Показать, что линия У —  \ 1 имеет три точки перегиба,
лежащие на одной прямой.

1302. Показать, что точки перегиба линии y  =  x s in x  лежат на 
линии У (4  -|— х*) =  4**.

1303. Показать, что точки перегиба линий =  лежат на линии 
У*(4 ~Ь х1) =  4.

1304. Убедиться в том, что графики функций у  =  ± е * и у  =  e'^sin х  
(кривая затухающих колебаний) имеют общие касательные в точках 
перегиба линии j/ =  e“*sin х.

1305. При каких значениях а и b точка (1, 3) служит точкой пере
гиба линии у  —  ах* -{- Ьх*7

1306. Выбрать 1 и р так, чтобы линия алг =  0 имела 
точку А (2; 2,5) точкой перегиба. Какие еще точки перегиба будет она 
иметь?
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1307. При каких значениях а график функции у  =  е*-]-ахг имеет 
точки перегиба?

1308. Доказать, что абсцисса точки перегиба графика функции не 
может совпадать с точкой экстремума этой функции.

1309. Доказать, что у любой дважды дифференцируемой функции 
между двумя точками экстремума лежит по крайней мере одна абсцисса 
точки перегиба графика функции.

1310. На примере функции д/ =  jc*  —j— 8JC3 - f - 1 8 jc* —}- 8 проверить, что 
иежду абсциссами точек перегиба графика функции может и не быть 
точек экстремума (ср. с предыдущей задачей).

1311. По графику функции (рис. 30) выяснить вид графиков ее пер- 
в°й и второй производных.

1312. То же сделать по графику функции (рис. 31).



1313. Выяснить вид графика функции по данному графику ее про
изводной (рис. 32).

1314. Выяснить вид графика функции по данному графику ее про
изводной (рис. 33).
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1315. Линия задана параметрически уравнениями х  =  ?(<)» У  —
• фгф,г — 4/®”

Убедиться в том, что значениям г, при которых выражение -2-1—
?

меняет знак (штрихом обозначено дифференцирование по t), а <? (t) Ф  О, 
соответствуют точки перегиба линии.

1316. Найти точки перегиба линии x  =  t\ у  =  3^-(-Л
1317. Найти точки перегиба линии х  —  е1, _y=sin£.

§ 4. Дополнительные вопросы. Решение уравнений

Ф о р м у л а  К о ш и  и п р а в и л о Л о п и т а л я

1318. Написать формулу Коши для функций /(jc) =  sinjc и <p(jc)=ln.v 
в интервале [а, Ь], 0 <^а<^Ь.

1319. Написать формулу Коши для функций f ( x )  =  etx и <р(х) =  
=  1 -|-«л в интерзале [а, Ь\.

1320. Проверить справедливость формулы Коши для функций / ( jc )= a j 
и ср ( jc )  =  —J— 1 в интервале [ 1 , 2 ].

1321. Проверить справедливость формулы Коши для функций 
/(jc) =  sin jc и ср (jc) =  jc -J- cos jc в интервале [0, к/2].

1322. Доказать, что если в интервале [а, b] имеет место соотноше
ние |/r( Jc ) |^ | ? '( Jc ) |  и <?'(jc) не обращается в нуль, то справедливо 
также соотношение |A / ( jc ) |^ |Д ? (jc)|, где A f (x )— f(x - \ - Ддг)—
Дер (jc) =  <р (jc -j- Ajc) —  «р (jc), a jc и jc —j— Ajc —  произвольные точки интер
вала [а, Ь].

1323. Доказать, что в интервале [jc, 1/2] (jc^ O ) приращение функ
ции д> =  1п (1 -|-jc*) меньше приращения функции у =  arctg jc, а в интер
вале [1/2, jc] —  наоборот: Д arctg х < ^ А  In (1 -j-JC1). Пользуясь последив»1



i 4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИИ 

соотношением, показать, что в интервале [1/2, 1] 

arctg х  — In (1 -}- х*) 3 s -J- — In 2.

В задачах 1324— 1364 найти пределы.

1324. lim Г * - У д
х-*а V x  — У а

In cos х1325. lim
jr — О X

1326. lim
лг-0

1328. lim
ДГ-.0

e*-  1 
sin x 1327. lime“•* — cos ax

x — arctg x
JC*

x — sin x1330. lim:

1332. lim —r— V
х-ахП~ аП

л-.о e$x — cos fix
eoVx _  J

1329. lim - 1,
.«•-.о у sin bx

1331. lim * - 2arcllf f , 
—  m ( i + l )

a*  — b*1333. lim
дг-0 c* — d*

,** _  l 
1334. lim ----- V.

х ^ . о с 0 8 Л Г  —  1

1336. lim ax — bx
r-»0 x V  1 — jc*'

1338. lim - 2 *
дг-0

1340. lim
jr-0

X  —  sin X

X* JC* ex —  - —  ---- jc ___1
6 2

cos* + у  — 1

pX  __ p-x
1335. Iim4-— — .

x ̂  0 Sin X  COS X

1337. <*-«>
x ~ a  1 п ( г » - 0

1339. lim e ' t X  ~  * *
x-~0 tg X  — X

1341. lim - -  1 -JC*
x-*0 sin* 2x

in (1 +  jc)* - 4 x  +  2 ^ - 4  jc* +  .c*

In sin 2x
6 sin x  — Qx -j- x31342. lim

ДГ-0
1343. lim-. . x_ 0 In sin X

ln(l — Jf) + tg H  
1345. lim----- ;--------.JT-I CtgTt*
1347. lim [(* — 2 arctg x) In jc].

X-.CO
1348. lim

Jt — oo
1350. lim

r-a

1344. lim
x — o lnsin**

1346. lim (л^е *).
x —. -f- 00

xsin i l  
(a* <p*) tg g ] .

1352. lim (ctg x ---- V
jr—O ' X ‘

1349. lim Г _ £ _ _ _ ! _ 1 . 
x ~ l L x — 1 InxJ-

1351. lim Л—----^..iVlnjc InxJ
1353. lim

1354. lim \\f(a -}- x) (b -j- x) (c +  •*) — x].
■*-*!' co s- jln (l— x)

95
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лг —О
1355. lira [ х [е * —  l) ]. 1356. lim [ jcV * ]. 1357. lim(tg jc)iv“ К

1358. lim JC,injr.
ДГ-0

J_
1361. lim(e*-|-jc)x .

x -* 0

1363. lim U  +  p )* .

1359. lim JCl‘,<rJC_l>.
x-*0

1360.

1362. lim 

,364.
X —OL X

1365. Проверить, что lim x . "  ~
*-.00 X ~I~ Sln *

существует, но не может быгь
вычислен по правилу Лопиталя.

1366. Значения какой функции (при достаточно больших значе
ниях jc) больше: ахх ° или Xх?

1367. Значения какой функции (при достаточно больших значе
ниях jc)  больше: / ( jc) или In/ ( jc), при 
условии, что / ( jc)- *-oo при j c -*-o :

1368. Пусть j c -*■(). Доказать, что

е —  (1 —|— jc) * — бесконечно малая пер
вого порядка относительно jc.

1369. Пусть jc-*-0. Доказать, что 
In (1 -J— jc) —  е In In (е -f- jc) —  бесконеч
но малая второго порядка относитель
но JC.

1370. К окружности радиуса г про
ведена касательная в точке А (рис. lit) 
и на ней отложен отрезок AN, длин i

которого равна длине дуги AM. Прямая M N  пересекает продолжение 
диаметра АО в точке В. Установить, что

___ Г ( a COS а — sin а)
sin а — а *

где а — радианная мера центрального угла, соответствующего дуге AM,
и показать, что lim СШ =  2г.

*-♦0

А с и м п т о т и ч е с к о е  и з м е н е н и е  ф у нкц ий  
и а с и м п т о т ы  линий

1371. Проверить, исходя непосредственно из определения, что пп
2х * 4- х* 4-1мая _y =  2jc-j- 1 есть асимптота линии у  = -----р----.

1372. Проверить, исходя непосредственно из определения, что пря
мая д--|-.у =  0 есть асимптота линии х*у jcy* =  1.



1373. Доказать, что линии у  =  х3 -j- ix* и у  =  х j- асимптоти
чески приближаются друг к другу при дг-»-±оо.

1374. Доказать, что функции

/(x) =  |/jc*-f 2дг4 +  7л-<4- 1 и <? (дг) =  дг* -}- jc

асимптотически равны друг другу при х-*-оо. Воспользоваться этим 
обстоятельством и вычислить приближенно /(115) и /(120). Какую 
погрешность сделаем, положив / (100) =  э (100)?

В задачах 1375— 1391 найти асимптоты данных линий.
1375. —  £ =  1. 1376. ху =  а.

«» *• > — 3 T = W  ,378- > '= c + 1 l- ? 5 F -
1379. 2у(х-\-\)% =  х*. 1380. у1 =  а1 — х\
1381. j /1 =  6jc*-j-дг*. 1382. /  (дга+ l) =  jc1(.v‘ — I).
1383. ху*-\-х*у =  а\
1384. у  (дг1 — ЪЬх +  2b1) =  дг3 —  Задг* +  а\
1385. (У +  дг-f 1 )*= х *+  1.
1386. y= x \n (e - \- ^ j.  1387. у  =  хех.

2

1388. у  =  хех 4* 1. 1389. у  =  jcarcsec дг.
1390. у  =  2д; 4~ arctg у .

1391. у  =  — гДе /(■*) — многочлен (а Ф  0).
1392. Линия задана параметрически уравнениями х =  ?(<), y  =  ty((). 

Доказать, что асимптоты, не параллельные координатным осям, могут 
быть только при тех значениях < =  при которых одновременно
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lim <р (<) =  оо и lim  ̂{t) —  оо.

При этом, если уравнение асимптоты есть у =  ах-\-Ь, то 

а== lim ViTT’ b —  ,im №C0  — «Т(01 .

Как найти асимптоты, параллельные координатным осям?
1393. Найти асимптоты линии: д =  у ,  у  —

ВД 2gt fgt
1394. Найти асимптоты линии: х =  ( у  =  --_ .̂

1395. Найти асимптоты линии: х  =  . У — t .
4  Г. Н. Берман
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За* За/*1396. Найти асимптоты декартова листа: х =  [ , у =  у  ^
^_g д

1397. Найти асимптоты линии: х =  ^— -г, у<• -4 * '  / (/* -  4Г

О б щ е е  и с с л е д о в а н и е  ф у н кц и й  и линий

В задачах 1398— 1464 провести полное исследование данных функ
ций и начертить их графики.

1398. у  =  fq— i • 1399. >f =  T -i-r .

1400. у = - £ —х. 1401. у (х — \)(х — 2 )(х  —  3 )=1.

_  1402. у  =  - ^ - г  1403. у  =  (х*— I)3.

1404. _y=32jc*(jc*— 1)* 1405. у =  j  +4х*.

1406. У =  х* +  ±j. 1407. у =

нов. У = - ^ Г . ,4<w-->'=2i7TT7-
1410. у ( х — 1) =  лг3. 1411. у (х3 — 1) =  _**.

1412. 1413. У = Х'-+-2Х,£ 7- — .
1414. jcy =  (jt* — 1)(лг— 2). 1415. (у  — х ) jc ‘  -f- 8 =  0.
1416. _у =  £ .  1417. у= х*е~я.

1418. у  =  е̂ . 1419. у  =  х  —  In ( j :  -j" *)•
1420. 1п (лг*4- 1). 1421. y = x 'e  *\

1422. у  =  х*е~л. 1423. y  =  xe a .

1424. ^  =  7 j4 tT . 1425. y  =  x - \ - ^

1426. y  =  ( l  + 7 )*- 1427. y= x - \ - sinx .
1428. y  =  x sin x. 1429. y  —  In cos x.
1430. _y =  cosjc— lncosjc. 1431. y  =  x — 2 arctg л*.

1432. у  =  ел,~*л+3 (без отыскания точек перегиба).
1433. y  =  e*in* — sinjc (без отыскания точек перегиба).
1434. у = У Т * - х .  1435. у* =  х*( jc * — 4)*. 
1436. (Зу +  хУ =  27х. 1437. у = У ( х  1>* —
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2

,438. у  =  (х -  1У  (jc-H 1)*. 1439- У  =  6х* ~  **•
1440. (у — *)* =  .**. 1441. СУ — дг*)* =  лЛ
1442. у* =  JC* 1. 1443. у* =  х* — х.
1444. у* =  х (х  — 1)*. 1445. у* =  х*(х— 1).
1446. у* =  х—= ^. 1447. х 'у +  ху* =  2.

1448. у* =  х* (строфоида) (а >  0).
1449. 9у* =  4х* — дг*. 1450. 25_у* =  дг'(4— дг*)*.
1451. у* =  х* —  х*. 1452. лгУ =  4 ( х — 1>
1453. у* (2а— jc) =  aj  (циссоида) (а> 0 ).
1454. х*у* =  (х —  1) (jc  — 2).
1455. х*у* =  (a -f- х)* (а — jc) (конхоида) (а> 0 ).
1456. 16у* =  (jc* —  4)* ( I — дг*). 1457. у* =  (1 —  л*)*.
1458. у*дг* =  (дг*—  1)*. 1459. у ' =  2ехе~*\

1460. у = е х — х. 1461. y =  e{t*.
1462. /(дг) =  - ^ ,  /(0)=1.

1463. у = \ — хе 1*1 * при х ф О , у =  1 при дг =  0.
1464. у =  х*— 4 | jc | 3.
В задачах 1465— 1469 исследовать функции, заданные параметри

чески, и начертить их графики.
1465. x=t*-{- 3*-j-l, y  =  t* —  3*4-1.
1466. х =  t* — Зп, y  =  t* — 6 arctg*.
, , Л ,  3t 3о
1467.* =  ! ^ ,  У = Т + ? -
1468. x =  te>, y =  te~*.
1469. jc =  2<jcos*— a cos 2t, _y =  2asin* — a sin 2* (кардиоида).

В задачах 1470— 1477 исследовать линии, уравнения которых 
заданы в полярных координатах (см. сноску на стр. 27).

1470. p =  asin3:p (трехлепестковая роза).
1471. p =  atg<p. 1472. p =  a ( l 4-tg? ).
1473. p =  a( l-J-cos?)  (кардиоида).
1474. p =  a ( i -[-ftcos?) (a > 0 , b~̂ > 1).

1475. р =  '|/Г (жезл). 1476. p = -̂  arctg

1477. p =  у  i — f*t у =  arcsin * 4“ V 1 — Л
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В задачах 1478—  1481 исследовать и построить линии, предвари
тельно приведя их уравнения к полярным координатам.

1478. (дс*-|-.у*)3 =  4а*лг*у. 1479. (х* -}- >>*) х =  а*у.
1480. х* =  а4(-*4 +  У)- 1481. (х1 -)~У)(х1— .у*)1 =  4хУ.

Р е ш е н и е  у р а в н е н и й
1482. Проверить, что уравнение х3 — х*— 8х-)-12 =  0 имеет один 

простой корень Х| =  — 3 и один двукратный корень х4 =  2.
1483. Проверить, что уравнение хк-\-2х> —  Зх*— 4х-(-4 =  0 имеет 

два двукратных корня Х| =  1 и х* = — 2.
1484. Убедиться в том, что уравнение х  arcsin х  =  0 имеет только 

один действительный корень х =  0 и притом двукратный.
1485. Показать, что корни уравнения xsinx =  0 имеют вид .у = /-г 

(к =  0, ±1, ± 2 , ...), причем значению А: =  0 соответствует двукратный 
корень. Какова кратность остальных корней?

1486. Показать, что уравнение х3 — Зх*-)-6х —  1 = 0  имеет един
ственный действительный простой корень, принадлежащий интервалу (0,1), 
и найти этот корень с точностью до 0,1, пользуясь методом проб.

1487. Показать, что уравнение х*-|-Зх* — х — 2 =  0 имеет два 
(и только два) действительных простых корня, принадлежащих соответ
ственно интервалам (— 1, 0) и (0, 1). С помощью метода проб найти 
эти корни с точностью до 0,1.

1488. Показать, что уравнение / (х ) =  а ф 0 ,  где /(х ) — многочлен 
с положительными коэффициентами, показатели степеней всех членои 
которого нечетны, имеет один и только один действительный корень 
(который может быть и кратным). Рассмотреть случай, когда а =  0. 
Найти с точностью до 0,01 корень уравнения х*-|-Зх— 1= 0, комби
нируя метод проб с методом хорд

1489. Доказать теорему: для того чтобы уравнение xs-|-/7x-|-q =  0 
имело три простых действительных корня, необходимо и достаточно, 
чтобы коэффициенты р и д удовлетворяли неравенству 4/>3-f- 27<?*<̂  0. 
Найти с точностью до 0,01 все корни уравнения х3 — 9х-|-2 =  0, ком
бинируя метод проб с методом хорд.

1490. Показать, что уравнение х*-}-2х* — 6x-f-2 =  0 имеет два 
(и только два) действительных простых корня, принадлежащих соответ
ственно интервалам (0, 1) и (I, 2). Комбинируя метод хорд с методом 
касательных, найти эти корни с точностью до 0,01.

1491. Показать, что уравнение x*-j-5x-f- 1 = 0  имеет единственны:! 
действительный простой корень, принадлежащий интервалу ( — 1, 0), и 
найти этот корень с точностью до 0 ,01, комбинируя метод хорд с ме
тодом касательных.

В задачах 1492— 1497 приближенные значения корней ур авн ен и я  
следует находить комбинированием трех методов: метода проб, метод: 
хорд и метода касательных. (При необходимости следует пользоваться 
таблицами значений функций, входящих в уравнение.)
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1492. Показать, что уравнение хе* =  2 имеет только один действи
тельный корень, который принадлежит интервалу (0, 1), и найти этот 
корень с точностью до 0,01.

1493. Показать, что уравнение jclnjc =  a не имеет вовсе действи
тельных корней при а<' — 1/е, имеет один действительный двукрат
ный корень при а =  — \/е, два действительных простых корня при
—  1/е<^а<^0  и один действительный простой корень при a 3 =0. 
Найти корень уравнения jc In jc =  0,8 с точностью до 0,01.

1494. Показать, что так называемое уравнение Кеплера jc=esinjc-|-a, 
где 0 <^е<^1, имеет один простой действительный корень, и найти этот 
корень с точностью до 0,001 при е =  0,538 и а = 1 .

1495. Показать, что уравнение ах =  ах при а ]>1 всегда имеет два 
(и только два) действительных и положительных корня, причем один 
корень равен 1, а второй корень меньше, больше или равен 1, в зави
симости от того, будет ли а больше, меньше или равно е. Найти с точ
ностью до 0,001 второй корень этого уравнения при а =  3.

1496. Показать, что уравнение jc* arctg х =  а, где а ф  0, имеет один 
действительный корень. Найти с точностью до 0,001 корень этого урав
нения при а = 1.

1497. При каком основании а системы логарифмов существуют числа, 
равные своим логарифмам? Сколько таких чисел может быть? Найти 
такое число (с точностью до 0,01) при а =  1/2 ?

§ 5. Формула Тейлора и ее применение

Ф о р м у л а  Т е й л о р а  для м но г о ч л е н о в

1498. Разложить многочлен дг4— 5jc*-|-jc*— Зле -f- 4 по степеням 
двучлена х  — 4.

1499. Разложить многочлен jc3 -f- 3jc* —  2jc —j— 4 по степеням дву
члена jc —j— 1.

1500. Разложить многочлен дг10 —  3jc*-{- 1 по степеням двучлена j c — 1.
1501. Функцию /  (jc) =  (дг* — 3jc-}-1)3 разложить по степеням jc, 

пользуясь формулой Тейлора.
1502. /(jc )— многочлен четвертой степени. Зная, что / (2 )= — 1, 

/ (2 ) =  0, / '(2 ) =  2, / " (2 ) =  -  12, /1V(2) =  24, вычислить / ( -  1), /»(0), 
/ ' ( 1).

Ф о р м у л а  Т е й л о р а

1503. Написать формулу Тейлора л-ro порядка для функции У =  -̂  
при дг« =  — 1.
й,1504. Написать формулу Тейлора (формулу Маклорена) л-го порядка 
для функции у  =  хех при д-0 =  0.

1505. Написать формулу Тейлора л-го порядка для функции у  —  У х 
при дг, =  4.
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1506. Написать формулу Тейлора 2л-го порядка для функции
ех +  е

2

-X
— при JC*=  0.

1507. Написать формулу Тейлора л-го порядка для функции
=  JC* Injc при JC# == 1.

1508. Написать формулу Тейлора 2л-го порядка для функции
=  sin* jc при JC0 = 0.

1509. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции
X  

X  —  1
при ха = 2 и построить графики данной функции и ее много-

члена Тейлора 3-й степени.
1510. Написать формулу Тейлора 2-го порядка для функции y  =  tgx 

при jce =  0 и построить графики данной функдии и ее многочлена 
Тейлора 2-й степени.

1511. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции 
у  =  arcsin х при jc<, =  0 и построить графики данной функции и ее 
многочлена Тейлора 3-й степени.

1512. Написать формулу Тейлора 3-го порядка для функции у=-^~
V **

при jc* = 1 и построить графики данной функции и ее многочлена 
Тейлора 3-й степени.

1513*. Доказать, что число 0 в остаточном члене формулы Тейлора 
1-го порядка

/ (а  +  А) = / (а ) +  Л/ (а) +  £  Г  (а +  Щ

стремится к 1/3 при h-+ 0, если / "(jc ) непрерывна при х =  а и 
/ " ( « ) *  0.

Н е к о т о р ы е  п рименения  фо р м у л ы  Т е й л о р а

В задачах 1514— 1519 выяснить поведение данных функций в указан
ных точках.

1514. у  =  2х*— jc3 —|— 3 в точке jc =  0.
1515. у  =  x li — 3jc* -|— 1 в точке jc =  0.
1516. у  =  2 cos х -I- Jc* в точке jc =  0.
1517. у  =  6 In х — 2x*-f-9jc1— 18jc в точке jc =  1.
1518. у  =  6 sin jc -J- jc* в точке jc =  0.
1519. _y =  24e* — 24jc— 12jc* — 4jr’ — jc‘ — 20 в точке jc =  0.
1520./ ( jc) =  jc'° —  3jc* J C * - j-2. Найти первые три члена разложе

ния по формуле Тейлора при jc0=  1. Подсчитать приближенно' /(1,03).
1521. /(jc) =  jc* — 2jc7-|-5jc* — Jc-j-З. Найти первые три члена раз

ложения по формуле Тейлора при х%=2. Подсчитать приближенно 
/(2,02) и /(1,97).

1522. / (jcJ ss jc *® — jc4®4-Jc4®. Найти первые три члена разложения 
/ (jc) по степеням jc— 1 и найти приближенно /(1,005).



1523. / ( jc) =  aj — 5x*-\-x. Найти первые три члена разложения по 
степеням х — 2. Вычислить приближенно /(2,1). Вычислить /(2,1) точно 
и найти абсолютную и относительную ошибки.

1524. Проверить, что при вычислении значений функции е* прп 
0 < [jtss :l/2 по приближенной формуле

допускаемая погрешность меньше 0,01. Пользуясь этим, найти У е  
с тремя верными цифрами.

ЛГ11525. Пользуясь приближенной формулой ех 1 -J- х  -J- у , найти
1 и оценить погрешность.

V '
1526. Проверить, что для углов, меньших 28°, ошибка, которая

• JC*получится, если вместо sin jc в з я т ь  выражение jc — 3f “ }“ 5f» будет
меньше 0,000001. Пользуясь этим, вычислить sin 20° с шестью верными 
цифрами.

1527. Найти cos 10° с точностью до 0,001. Убедиться в том, что 
для достижения указанной точности достаточно взять соответствующую 
формулу Тейлора 2-го порядка.

1528. Пользуясь приближенной формулой

In (1 +дг)^дг — у  +  у  — 

найти In 1,5 и оценить погрешность.

§ 6. Кривизна

В задачах 1529 — 1536 найти кривизну данных линий.
1529. Гиперболы jcy =  4 в точке (2, 2).

j£* у*
1530. Эллипса —f- ̂  = 1 в вершинах.
1531. _y =  jc* — 4jc3— 1 8jc* в начале координат.
1532. у *= 8 х  в точке (9/8, 3). 1533. у = \ п х  в точке (1, 0).
1534. =  In ( jc V 1 +  х*) в начале координат.
1535. >' =  sin jc в точках, соответствующих экстремальным значениям 

функции.

(3 3 \
~2 2 а) '

В  задачах 1537 — 1542 найти кривизну данных линий в произволь
ной точке (jc, у).

1537. .у =  jc*. 1538. £ - f ! = l .  1539. _y=lnsecjc.
I l l  _ m

1540. jc j -{-.у3 = a \  1541. 1. 1542. v = a c h  J .
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В задачах 1543— 1549 найти кривизну данных линий.
1543. х =  3(*, y  =  3t — t3 при t =  1.
1544. x =  acos3t, у — a sin31 при t —  ti.
1545. х =  a (cos t -j-1 sin t), y  =  a (sin t — t cos t) при * =  ̂ .
1546. x =  2acost— acos2t, y  =  2asint— asin2* в произвольной 

точке.
1547. p =  af в точке р= 1, <? =  0.
1548. р =  аср в произвольной точке.
1549. р =  аук в произвольной точке.

д.*
1550. Найти радиус кривизны эллипса в той его точке,

в которой отрезок касательной между осями координат делится точкой 
касания пополам.

1551. Показать, что радиус кривизны параболы равен удвоенному 
отрезку нормали, заключенному между точками пересечения нормали 
с параболой и ее директрисой.

1552. Показать, что радиус кривизны циклоиды в любой ее "Точке 
вдвое больше длины нормали в той же точке.

1553. Показать, что радиус кривизны лемнискаты p* =  aacos2<p 
обратно пропорционален соответствующему полярному радиусу.

1554. Найти окружность кривизны параболы у  =  х4 в точке (1, 1).
1555. Найти окружность кривизны гиперболы х у =  1 в точке (1, 1).
1556. Найти окружность кривизны линии у  =  е* в точке (0, 1).
1557. Найти окружность кривизны линии j/ =  tgx в точке (it/4, 1).
1558. Найти окружность кривизны циссоиды (jc* -f-У )  х —  2ау* =  0 

в точке (а, а).
В  задачах 1559 — 1562 найти вершины (точки, в которых кривизна 

принимает экстремальное значение) данных линий.
1559. У х  +  У  у  =  У  а. 1560. у  =  In .v.
1561. у  =  ех.
1562. х  =  а (3 cos t cos 3t), у  =  a (3 sin t +  sin 3t).
1563. Найти наибольшее значение радиуса кривизны линии р =

=  a sin3
1564. Показать, что кривизна в точке Р  линии y = f ( x )  равна 

\У’ cos3a|, где а — угол, образуемый с положительным направлением 
оси абсцисс, касательной к линии в точке Р.

1565. Показать, что кривизну линии в произвольной точке можно
. Id sin a Iпредставить выражением к —  ■ у - , где а имеет то же значение, что

и в предыдущей задаче.
1566. Функция /(х) определена так: /(х) —  х3 в интервале — с о <  

< j c <  1, f  (х )=  ах* Ьх с в интервале 1 <^х<^оо. Каковы должны 
быть а, Ь, с, для того чтобы линия у  =  f (x )  имела везде непрерывную 
кривизну.
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1567. Даны (рис. 35): дуга AM  окружности с радиусом, равным 5, 
и с центром в точке (0, 5) и отрезок ВС  прямой, соединяющей точки 
В  (1, 3) и С (11, 66). Требуется точку М  соединить с точкой В  дугой

Рис. 35.

параболы так, чтобы линия АМВС  имела везде непрерывную кривизну. 
Найти уравнение искомой параболы (взять параболу 5-го порядка).

В задачах 1568— 1574 найти координаты центра кривизны и урав
нение эволюты для данных линий.

1568. Парабола я-го порядка^ ==У.
1569. Гипербола ^  — yb i= l .

I l l
1570. Астроида j c 3 -j-_y3= a 3.
1571. Полукубическая парабола у 3 =  ах*.
1572. Парабола x =  'it, y = t *  —  6.
1573. Циссоида у* — х .

г, ( x =  a(l  4-cos*0sinf,1574. Линия {
\у =  а sin*fcosf.

1575. Показать, что эволюта трактрисы

х =  — a ^lntg y-|~cos<), j/ =  asin£
есть цепная линия.

1576. Показать, что эволюта логарифмической спирали р =  а* пред
ставляет собой точно такую же спираль, только повернутую на неко
торый угол. Можно ли так подобрать а, чтобы эволюта совпала с самой 
спиралью?

1577. Показать, что любую эвольвенту окружности можно получить 
путем поворота одной из них на соответствующий угол.

1578. Показать, что расстояние некоторой точки циклоиды от центра 
кривизны соответствующей точки эволюты равно удвоенному диаметру 
производящего круга.



1579. Эволютой параболы у* =  4рх служит полукубическая пара
бола ру* =  ̂ ( х — 2р)1. Найти длину дуги полукубической параболы от
острия до точки (х, у).

1580. Найти длину этой эволюты эллипса, полуоси которого равны 
а и Ь.

1581. Показать, что эволютой астроиды х =  а cos31, ^ =  asin3£ 
является астроида вдвое больших линейных размеров, повернутая на 45°. 
Воспользовавшись этим, вычислить длину дуги данной астроиды.

1582*. Показать, что эволюта кардиоиды
jc= 2 aco s f— a cos 2t, y  =  2as'mt— a sin 2t

есть также кардиоида, подобная данной. Воспользовавшись этим, найти 
длину дуги всей кардиоиды.

1583*. Доказать теорему: если кривизна дуги некоторой линии либо 
только возрастает, либо только убывает, то окружности кривизны, соот
ветствующие различным точкам этой дуги, не пересекаются и лежат 
одна внутри другой.

§ 7. Вычислительные задачи

1584. Найти минимум функции у = jc* —j— jc* -f- лс -f- 1 с точностью 
до 0,001.

1585. Найти максимум функции _у= jc -f- In jc — jc* с т о ч н о с т ь ю

до 0,001.
1586. Найти наибольшее и наименьшее значения функции у  =  

=  jc* -}- 3 cos jc в интервале 0̂, с точностью до 0,01.
1587. Найти наибольшее и наименьшее значения функции _y =  jc — е** 

в интервале (0,2; 0,5) с точностью до 0,001.
1588. Найти координаты точки перегиба линии

у =  j j  (jc3 —  6jc* - f 1 9jc —  30)

с точностью до 0,01.
1589. Найти координаты точки перегиба линии

у  =  6jc* In jc -{- 2JC3 —  9jc*
с точностью до 0,01.

1590. Найти с точностью до 0,01 кривизну линии у  =  ~  в точке ее
пересечения с прямой _y =  jc— 1.

1591. На линии ^ =  1пл* найти с точностью до 0,001 координаты 
точки, в которой радиус кривизны данной линии в три раза больше 
абсциссы этой точки.
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§ 1. Определенный интеграл и его простейшие 
свойства

1592. Выразить с помощью интеграла площадь фигуры, ограничен
ной следующими линиями:

1) осями координат, прямой дг =  3 и параболой _yi=jc*-j-l;
2) осью абсцисс, прямыми х = а ,  х  =  Ь и линией у  =  ех -f- 2 (Ь аУ,
3) осью абсцисс и дугой синусоиды у  =  sinjc, соответствующей 

первому полупериоду;
4) параболами у  =  х* и ^ =  8 —  д:*;
5) параболами у  =  х* и у —  У х ,
6) линиями у —  In дг и у  =  ln*jc.
1593. Фигура ограничена осью абсцисс и прямыми ^ =  2jf, дг =  4, 

дг =  6. Найти площади входящих и выходящих я-ступенчатых фигур 
(«лестниц»), разбивая интервал [4, 6] на равные части. Убедиться, что 
оба полученных выражения стремятся при неограниченном возрастании л 
к одному и тому же пределу 5 — площади фигуры.
Найти абсолютную и относительную погрешности 
при замене данной площади площадями входящих и 
выходящих л-ступенчатых «лестниц».

1594. Криволинейная трапеция с основанием [2, 3) 
ограничена параболой у  =  х*. Найти абсолютную и 
относительную погрешности при замене данной пло
щади площадью входящей 10-ступенчатой «лест
ницы».

1595. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 
параболой у  =  х*/2, прямыми jc =  3, х  =  6 и осью 
абсцисс.

1596. Вычислить площадь сегмента, отсекаемого прямой у  =  2х-\-3 
от параболы =

1597. Вычислить площадь параболического сегмента с основанием 
а =  10 сл и стрелкой Л =  6 см. (Основанием служит хорда, перпенди
кулярная к оси параболы, рис. 36.)

1598. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой —
— 4лг-{-5, осью абсцисс и прямыми х = 3 , лг =  5.

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
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1599. Вычислить площадь фигуры, ограниченной дугами парабол
1 * о х'У =  -Ах* и у =  3 —

1600. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами 
у =х* — бдг -j* 10 и у  =  6 х  — дг*.

1601. Вычислить площадь, заключенную между параболой j / =  a'* —
—  2jc —(- 2, касательной к ней в точке (3, 5), осью ординат и осью абсцисс.

1602. Материальная точка движется со скоростью v =  2t-\-A см/сек. 
Найти путь, пройденный точкой за первые 10 сек.

1603. Скорость v  при свободном падении равна gt. Найти путь, 
пройденный за первые 5 сек падения.

1604. Скорость движения, пропорциональная квадрату времени, 
в конце 4-й секунды равна 1 см/сек. Чему равен путь, пройденный за 
первые 10 сек?

1605. Известно, что сила, противодействующая растяжению пружины, 
пропорциональна удлинению ее (закон Гука). Растягивая пружину на
4 см, произвели работу в 100 дж. Какая работа будет произведена 
при растяжении пружины на 10 см?

1606. Чтобы растянуть пружину на 2 см, нужно произвести работу 
в 20 дж. Насколько можно растянуть пружину, затратив работу в 80 дж?

1607. Скорость v радиоактивного распада является заданной функцией 
времени: х>= v(t). Выразить количество т  радиоактивного вещества, 
разложившегося за время от момента 7'0 до момента 1\: а) приближенно — 
суммой, б) точно — интегралом.

1608. Скорость нагревания тела является заданной функцией вре
мени ф(<). На сколько градусов 0 нагреется тело за время от момента Г 0 
до момента Тt? Выразить решение: а) приближенно — суммой, б) точно — 
интегралом.

1609. Переменный ток / является заданной функцией времени /=/(<). 
Выразить (приближенно — суммой и точно — интегралом) количество Q 
электричества, протекшее через поперечное сечение проводника за 
время Т, считая от начала опыта.

1610. Напряжение Е  переменного тока является заданной функцией 
времени £ =  <р(<); ток I —  тоже заданной функцией времени /=ф(<). 
Выразить работу А тока за время от момента Т9 до момента Т\\ а) при
ближенно — суммой, б) точно — интегралом.

1611. Электрическая цепь питается батареей аккумуляторов. В тече
ние 10 мин напряжение на клеммах равномерно падает от £о =  60 в 
до £ =  40 в. Сопротивление цепи /? =  20 ом. Найти количество элек
тричества, протекшее через цепь за 10 мин.

1612. Напряжение электрической цепи равномерно падает, уменьша
ясь на а =  1,5 в в минуту. Первоначальное напряжение цепи £0= 120в; 
сопротивление цепи R —  60 ом. Найти работу тока за 5 мин. Индук
тивностью и емкостью пренебрегаем.

1613. В непь равномерно вводится напряжение. В начале опыта 
напряжение равно нулю. По истечении минуты напряжение достигает
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120 в. Сопротивление цепи равно 100 ом. Индуктивностью и емкостью 
пренебрегаем. Найти работу тока в течение одной минуты.

1614. Прямоугольная стенка аквариума, до краев наполненного водой, 
имеет основание а и высоту Ъ. Выразить силу Р  давления воды на всю 
стенку: б) приближенно —  с помощью суммы, б) точно —  с помощью 
интеграла.

1615. а) Вычислить силу Р, с которой вода, наполняющая аквариум, 
давит на одну из его стенок. Стенка имеет форму прямоугольника. 
Длина ее а =  60 см, а высота Ь =  25 см. б) Разделить горизонталь
ной прямой стенку аквариума так, чтобы силы давления на обе части 
стенки были одинаковыми.

В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в  с у м м и р о в а н и е м

1616. Непосредственным суммированием и последующим переходом
1

к пределу вычислить интеграл  ̂е* dx. (Интервал интегрирования делить
о

на п равных частей.)
1617. Непосредственным суммированием и последующим переходом

ь
к пределу вычислить х* dx, где k —  целое положительное число (интер-

а
вал интегрирования делить на части так, чтобы абсциссы точек деления 
образовывали геометрическую прогрессию).

1618. При помощи формулы, полученной в предыдущей задаче, 
вычислить интегралы:

1° 0 +  2 а 2о ,
1) 5 xdx, 2) j xdxr, 3) ^x'dx; 4) J ~^-dx\

0 a —2 a_ a
2

5) I  ( 3 x '- x  - f 1 )dx; 6) 1 dx, 7) j (2л- +  1)* dx;
0 0 1

* 0 . . I
8) ]  (x —  a )(x  — b)dx, 9) \ « ± * L dx-, \0) \ dx;

a — a 0 '  '

11) 12) 13) J

1619*. Найти lim ^~~iL i  ) ПРИ *^>0- Вычислить при
ближенно l'-f- 2* -f- ЮО5.

1620. Непосредственным суммированием и последующим переходом
2

к пределу вычислить интеграл  ̂ (Интервал интегрирования делить



на части так, чтобы абсциссы точек деления образовывали геометриче
скую прогрессию.)

2
С dx1621. Для интеграла \ —  составить интегральную сумму, разбив

интервал интегрирования на л равных частей. Сравнив с результатом 
предыдущей задачи, вычислить:
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+  Л + 1+ Л  + 2 +  +  2л )'

1622*. Вычислить lim (— 4---j—г-|---Го +  •••-}-— ̂  (а — целое„ - « Л "  1 я +  2 1 an] v

число). Подсчитать приближенно +  щ  +152^" ’ ** "^збб)'
1623*. Непосредственным суммированием и последующим переходом 

к пределу вычислить интегралы:
а а  Ь

1) J  хе’Чх-, 2) jj In х dx\ 3) J  ^ r f x .

[В 1) разбивать интервал интегрирования на равные части, в 2) и 3) — 
как в задаче 1620.]

§ 2. Основные свойства определенного интеграла

Г е о м е т р и ч е с к а я  и н т е р п р е т а ц и я  
о п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а

1624. Выразить при помощи интеграла площадь фигуры, ограничен
ной дугой синусоиды, соответствующей интервалу 0 ^ х « ^ 2к, и осью 
абсцисс.

1625. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кубической пара
болой у  =  х3 и прямой у  — х.

1626. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами 
у  —  х* —  2х — 3 и у  =  — х4 -f- 6х — 3.

1627. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у  =  х* — х 
и у  — х1—  1.

О ц е н к а  и н т е г ра л а  
to

1628. Доказать, что интеграл  ̂ меньше чем -§-•
2

1629. Доказать, что интеграл  ̂ех%~ хdx заключен между и 2е\



'В  задачах 1630— 1635 оценить интегралы.
»

3,5
•** dx 1 «q I С _____

л-* + 2

5 2. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 111

2

1631.
у0
5
2

1633. f
2
е

1635. Г11
е

1.5 
Ъх
4

1632. \ (1 -{-sin**)</*.
К
т
VT

1634.  ̂ х  arctg х dx.
Уз
з

1636. Выяснить (не вычисляя), какой из интегралов больше:
I 1 2  2

1) ^x*dx или $x3dx? 2) или \x3dx?
0 0 1 I

1637. Выяснить, какой из интегралов больше:
1 I 2 2

1) J 2**dx или $2** J j c ?  2) $2х% dx или $2Jt’ </jc?
0 0 1 1
2 2 4 4

3)  ̂In jc  t/jc или J (In x)*dx? 4) ^lnjctfjc или  ̂(In x)*dx?
1 1 3  3

l
1638. Доказать, что ^ V 1 -j- JC3 dx < [  , воспользовавшись нера-

o
венством Коши — Буняковского:

$/.(x)h(x)dx\<sy \ [ f x(x)]'dxл/ 5[/ ,(JC)]*dx.
a  I f a  f a

Убедиться, что применение общего правила дает менее точную оценку.
1639. Доказать, исходя из геометрических соображений, следующие 

предложения:
а) если функция / ( jc) в интервале [а, Ь\ возрастает и имеет вогну

тый график, то
ь

Ф  -  а )/ (а )<  § / (х ) dx< ( Ь - а )  /<«>+/<»> .
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б) если функция /(лг) в интервале [а, Ь\ возрастает и имеет выпук
лый график, то

ь
ф _  a) L<° L+l l b±  <   ̂/ (* )  dx <  (* -  a)/(ft).

а
3
С* A'* dx1640. Оценить интеграл  ̂ пользуясь результатом задачи 1639.
а
I  

1641. Оценить интеграл  ̂ 1 4* ^  пользуясь:
и

а) основной теоремой об оценке интеграла,
б) результатом задачи 1639,
в) неравенством Коши — Буняковского (см. задачу 1638).

С р ед н ее  з на ч е н и е  фу нкц ии
1642. Вычислить среднее значение линейной функции y  =  kx-{- Ь в 

интервале [лг|, л*]. Найти точку, в которой функция принимает это значение.
1643. Вычислить среднее значение квадратичной функции у = а х *  

в интервале [х\, дг«]. В скольких точках интервала функция принимает 
это значение?

1644. Вычислить среднее значение функции у  =  2х* -f- Зх 3 
в интервале [1, 4].

1645. Исходя из геометрических соображений, вычислить среднее 
значение функции у  =  У а* —  х* в интервале [— а, а].

1646. Исходя из геометрических соображений, указать среднее зна
чение непрерывной нечетной функции на интервале, симметричном отно
сительно начала координат.

1647. Сечение желоба имеет форму параболического сегмента. Осно
вание его а — 1м,  глубина h =1,5 м (см. рис. 36 на стр. 107). Найти 
среднюю глубину желоба.

1648. Напряжение электрической цепи в течение минуты равномерно 
увеличивается ог £«=100 в до £i =  120 в. Найти среднюю силу тока 
за это время. Сопротивление цепи 10 ом.

1649. Напряжение электрической цепи равномерно падает, убывай 
на 0,4 в в минуту. Начальное напряжение в цепи 100 в. Сопротивление 
в цепи 5 ом.  Найти среднюю мощность тока в течение первого часа 
работы.

И н т е г р а л  с п ере ме нн ым пределом

1650. Вычислить интегралы с переменным верхним пределом:
X X X



1651. Скорость движения тела пропорциональна квадрату времени. 
Найти зависимость между пройденным расстоянием s и временем t, если 
известно, что за первые 3 сек тело прошло 18 см, а движение нача
лось в момент < =  0.

1652. Сила, действующая на материальную точку, меняется равно
мерно относительно пройденного пути. В начале пути она равнялась 
100 ньютонам, а когда точка переместилась на 10 м, сила возросла 
до 600 н. Найти функцию, определяющую зависимость работы от пути.

1653. Напряжение электрической цепи равномерно меняется. При 
t =  t\ оно равно Е\, при t =  tt оно равно £3. Сопротивление R  постоянно, 
самоиндукцией и емкостью пренебрегаем. Выразить работу тока как 
функцию времени t, прошедшего от начала опыта.

1654. Теплоемкость тела зависит от температуры так: c =
Найти функцию, определяющую зависимость количества тепла, 

полученного телом при нагревании от нуля до t, от температуры t.
1655. Криволинейная трапеция ограничена параболой у  =  х*, осью 

абсцисс и подвижной ординатой. Найти значения приращения Д5 и диф
ференциала dS площади трапеции при дг= 1 0  и Дд: =  0,1.

1656. Криволинейная трапеция ограничена линией у  =  У  х* 16 , 
осями координат и подвижной ординатой. Найти значение дифферен
циала dS площади трапеции при jc =  3 и Ддг =  0,2.

1657. Криволинейная трапеция ограничена линией у  =  х*, осью 
абсцисс и подвижной ординатой. Найти значения приращения Д5 пло
щади, ее дифференциала dS, абсолютную (а) и относительную 3 =  — ;
ошибки, возникающие при замене приращения дифференциалом, если 
* = 4 ,  а Дх принимает значения 1; 0,1 и 0,01.

1658. Найти производную от функции

с I _  / +  *•
у — \ l+t-H8 при ■r==1 

6
1659. Найти производную от функции

X
у =  sin* dx при jc =  0, x ~ y  и х = ~ .  

о
1660. Чему равна производная от интеграла с переменным нижним 

и постоянным верхним пределом по нижнему пределу?
S  

1661. Найти производную от функции y — ^Y\-\-x 'dx  при jc =  0 

« * = 3 / 4 .
1х

1662. Найти производную по х  от функции у =  ^
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1663. Найти производную по х  от функции
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2) уIn х dx.

1x
1664*. Найти производную по х  от функции jj In* дг </дг.

X
1665. Найти производную по х от функции у, заданной неявно:

У *
 ̂е1 dt -f- J сое t dt —  0.

и о
1666. Найти производную по дгот функции у, заданной параметрически:

t i /* I
1) x =  ̂ sintdt, yz=^costdt; 2 )x = ^ t\ n td t ,  y= ^ t*\n td t.

и 0 I г*
1667. Найти значение второй производной по г от функции

С dx 1
У = )т + т >  "Р " z =  l -о X

1668. При каком значении дг функция I (x )=  $ хе~ **dx имеет экстре-
и

мум? Чему он равен?
1669. Найти кривизну в точке (0, 0) линии, заданной уравнением

j> = {(1 + 0 1п(1+0*
и

1670. Найти точки экстремума и точки перегиба графика функции
дг

у=^(д-*— Зд:-|- 2)dx. Построить график этой функции.

Рис. 38.

1671. По графикам функций, данным на рис. 37 и 38, выяснить вид 
графиков их первообразных



Ф о р м у л а  Н ь ю т о н а — Л е й б н и ц а

1672. Вычислить интегралы:

F 2> 3> 4>
9 2 За

5) J  V x (l- \ - V x )d x \  6) — V"x)dx-, 7) jj
4 1 a
4 ft t j

8) 9) (a > 0 , 6 > ° ) ;  10)
1 , - 1  a ' r t

1673. Вычислить интегралы:
Ж X

1) Jsinjcrfjr, 2) Jcosxrfjc
о о

(объяснить геометрический смысл полученного результата),
«_ VT

3) 4) J  sec'xdx-, 5, j  ^  6) j
0 0 0 1

2
1674. Функция /(лг) имеет равные значения в точках х  =  а и х =  Ь

ь
и непрерывную производную. Чему равен \ f (x )d x ?

а
1675. Касательная к графику функции y — f(x )  в точке с абсциссой 

х = а  составляет с осью абсцисс угол и в точке с абсциссой
» &

х — Ъ— угол Вычислить  ̂Г  (х) dx и  ̂f  ( x ) f  {x)dx\ f ’ (x) пред-
а о

полагается непрерывной. /
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Г Л А В А  VI
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ.
ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

§ 1. Простейшие приемы интегрирования

В задачах 1676— 1702, воспользовавшись основной таблицей интег
ралов и простейшими правилами интегрирования, найти интегралы.

■ "•/

dx
1676. \ V x d x . 1677. X я dx. 167а

1679. J lO 'd * .  1680. \a xexdx. 1681. J   ̂ .

1682. 1683. \3,4х~011 dx. 1684. $(1 — 2n)du.

1685. 5 ( V * + 0 ( *  — V x + \ )d x .  1686.
Y x — x*e* +  x dx.

1687. J  (2x~13 -f- 3jc-  °-8 — 50,38) dx.

1688. dz.i m
1690. \ dx.

J  У  X

1692. [  - r J ^
J  V 3- ;

1694

3x* 
4- cos* X

1689.

1691.

1693.

s dx.x\Tx

V * - J£ - d x .

+  c o s 2jc

1697. J ctg* x dx.
,6 9 9  С d + 2x>)dx 
b )  x *(l+ **) *

dx. 1695.

V x

le96- W * dxcos* x • sin* x 
1698. ^2 sin *-£<**.

1700. \  1701. — V
J  j c ( l-f* ) cos2дс+ sur x

1702.  ̂(arcsin x  arccos x) dx.

В задачах 1703— 1780 найти интегралы, воспользовавшись теор<-*<ой 
об инвариантности формул интегрирования.

1703. $ sin jc </ ( sin jc). 1704. J  tg3 x d (tg x).



1705. \ 1706. S (дг +  1)'“ dx.

|707- S ,708- S WTW <с * п
1709. 5 у^(8 — 3jc)*dx. 1 7 1 0 .^ 8  — 2х  dx.

1711. (  , г Ш dx. 1712.  ̂‘2х Vrx* -f-1 dx.
J  у  (а + Ьх)*

1713. § J c K l — х* dx. 1714. J х* у х* 4~ 2 dx.
1715. Г -=HL=z 1716. С ~р~£й=.J  Н- 1 * }  V 4 + х*
,717. С 1718. [  (6у- 5)(/дг

J y ^  + T  J  2 } З.с*-5лг + 6-

1719. § sin* xcosxdx. 1720.  ̂ f *  .

1721. t 1722. $cos*jc sin 2jcrfx.
'  sin" x 3

,723. $ ■ !$ £ < «  .724.

1725 l726-
1727. [ cos 3jc d (3jc). 1728. [  d < \ f , . j .1 cos’ (1 +  In X)
1729. j| cos 3jc dx. 1730.  ̂(cos a — cos 2x) dx.
1731.  ̂ sin (2x —  3) dx. 1732. $ cos (1 — 2x) dx.

1733. \ [cos (2x —  - J)] * dx. 1734. J ( sin e*) dx.

,735-SiTT#- l73e- Strain?- *737- 
,7»i^i- i73e- Sst=-- i74°- w -
1741- S p t t -  ,742' $ £ f t -  1743 $ *- + „•
1744. J.tg xd x  1745. Jctgxrfx. 1746. Jtg3jcrfjc.

1747. $ctg(2jc4-l)djc. 1748. $ Г-£Ъ*х  dx- >749. \

1750.  ̂ -(ln * r  dx. 1751. J (sin jc).

>752. e*,nx cosxdx. 1753.  ̂aiX dx. 1754.  ̂a~x dx.
1755. \e u +l dx. 1756. \ex'xdx. 1757. \e x*x*dx.
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- 3 ) dx 
+ «•

x dx
з + Т
e,x dx

dx
X 111ЛС*
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1758. ==. 1769. С ,!х
J / l  -25.t*

1760. \ т—гтрзг. 1761 • >7<И-

1763.  ̂ 1764. [  • 1765. x d x

,766. {  1767. С 1768. \

1769. У 1770.

-**+ Г J  v  «* -  a*
JT*rf.C , 4 co  fF1= . 1766. ^-pr+T-  
cos a di

sill* a

1771.  ̂ ***^7 1 dx. 1772. $(** +  l)*rf.v-.

I773' f 7t=% ** ,774' 
l776- S /TTT'<* l776- S
1777. Г X̂ x ~ ~ dx. 1778. Ik ---- d x .J  (x + Vx*— l)4
1779. С 2х - У .ю т д г ^  I?g a  f rf*.

J  V 1 — ■** / 1 -  9a-*
В задачах 1781 — 1790 найти интегралы, выделив целую часть подын

тегральной дроби.

,781- $ 7 T T dx- 1781 S e t t ' * *  |783- S r p b 1'*

, 784- $ ! £ > •  i786- ,786- {  
' 7 8 7 . 5 ^ ^ . 1 7 8 8 . 5 ^ 1 ^ .  1789. $

,790' S 7 T T -
В задачах 1791 — 1807 найти интегралы, использовав прием разло

жения подынтегрального выражения и прием выделения полного квадрата-

|79'- $ 70П - т %  $ IT̂TT- ,793- S
I ’ ®4- $ • 1796- S <*• 1798- $ ^ Г Г # + Т »  ■

<797- $ J + £ -  w  |7“ - ,7* * - $ ^ Й ? -

$ р г п р + ,-  1801- j  F T f c + j - ,8 0 i1800.



1803

1806 .f  у
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dx с dx

119

4хг +  4х +  5 
dx

■ Ш 4 '  $  Я =  

1807. f

<2-г + 3)‘ * 
dx

1805.
dx

У  4 x - J - x ‘ '

,Ь-ГЬХ-УХ,Ш j y  2 -6л- — 9л * ’
В задачах 1808 — 1831 найти интегралы, использовав формулы три

гонометрии для преобразования подынтегрального выражения.
1808. $cos*Jtrfjt. 1809. \ sin*jcrfjt. 1810. (  ■:——— .

* * J  1 COS X

1811. [  : J *  . 1812. [  \ ~ C0SXdx. 1813. {  ^ - ^— dx. j  1 +  sin x j  1 + cos x J  1 — sm x
1814. W tg*Jt- f tgkx)dx. 1815. {  , cos2xdx J vb j l  + sm-ccosjc
1816. J cos x  sin 3jc dx. 1817. J cos 2jccos 3xdx.
1818. J sin 2x sin 5xdx. 1819. J cosx cos 2jccos 3jcdx.

1820. \ 

1823. \

dx
cosjc- 

' cos’ x dx 
sin4 x

1821• 5 1 — sin x dx. 1822. sin* x 
cos JC dx.

1826. Jcos’ jcdx. 

1829. J sin4jtdjt.

,824- Jps?*- ,825-
1827. Jtg 'jcd jc. 1828.  ̂ sin*A'djc.

1830Л tg’ jerfjc. 1831. [J b j  sin* x

§ 2. Основные методы интегрирования

И н т е г р и р о в а н и е  по ч а с т я м  

В задачах 1832 — 1868 найти интегралы.
1832. $ jc  sin 2xdx. 1833. J xcosxdx. 1834. J xe~x dx.
1835. Jjc3 r rfjc. 1836. ^ ^ ln jcd jc  (я ф  — 1).
1837. $ x  arctg jc dx. 1838. $ arccos x dx. 1839. $ arctg Ylcdx. 

1840. p==-</x 1841. jctg*jcdjc. 1842. xco&xdx.

1843. {  ^ d x .  1844. [  ~ ragxdx. 1845. [  dx.
•> *  J  K l+ JC *  J  V \ — x

1846.  ̂ In ( jc *  l)rfjc. 1847.

1848. {  -x' dx 
J  V I + x ‘

1850.  ̂x* e~x dx.
1853. J x* sin jк dx.

, С x*dx 
' ) ( I + j * * ) -

1849. лг* In (1 — x) dx.

1851. \x*exdx. 1852. \x*axdx.
1854. J лг* cos* x dx. 1855. $ln*jtrfjc.



1856. 1857. ^ y d d x .  1858. (arcsin х)* dx.

1859.  ̂(arctg x)*xdx. 1860. (j e* sin xdx.
1861.  ̂e3t(sin 2x — cos 2x)dx. 1862.  ̂eaxcosnxdx.

1863. \ sin In xdx. 1864. cos In дг rfx 1865*.  ̂ -d' .

1866*. 1867.  ̂ ,868- § x i eJ'sinxdx.

З а ме на  пе ре ме нно й  

В задачах 1869— 1904 найти интегралы.

1869. ( --- (1х (подстановка х  4- 1 =  г*).
J  1 + Ух  + 1 1

1870. 1871. [  dx. 1872. [  ■■ .
J  У х - I  J  (x ~  2) .5 x V x + \

1873. \ - * ± L d x .  1874. f —  XT-. 1875. {  -  V *  - dx.i x \ x - ' i .  J  \ + V x  J  дг (дг -h 1)
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1876. 1877. [ --- ^ = .  1878. {  _____
J * + l  J  1 - h J C  -f-1 J  у в л  +  Н " '

dx

1880.

>.  ̂ ^  x d '~- (подстановка д- =  .г*).

’• \ у х С / х -  o ’ 188L $ v i + v i '  ,882- S y J -  v x <!x'

1883.  ̂ t e - (подстановка e* -f- 1 =  г4).

1884. [  . 1885. \  У  ! dx.
J  У 1 + e x J  xlnjc

1886. § У 1 -j- cos*x  •sin 2*  • cos 2jc dx.

1887. [  -  lntg-—  dx. 1888. \ * ' d x - . . 1889. [  — ^ J x _
'  sin x ■ cos x J  У  a* — x* (x% — 4)*

C -— dx /подстановка лг= — , или jc = a tg 2, или
b ' t - f '  +  o1 \ *

1890.

: =  a sh г ).
i* д*3 (Jjc1891. \ - — (подстановка x  =  a sin г). 
J  V “ * — x*
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1892. С dx
J  лг Ух ' -  «* 

: =  а ch г ).

/ 1 л подстановка jc =  —, или х =  - ИЛИ
COS 2

1893. jj L L ± £  dx.

</лг.

1898.
dx

1894

1899.

a dx. 1896. i  . dx. ... .
J  y V  +  A>)’

1897. --- dx--- .
«5 X х У хя -  9

s dx
У {х * - а г)г '

1901. С —  dx
'  <a «1 +  4) V~4x* +  I

1902*. ^ l / " “ — “ • 1903* \  -r ‘X ■ ,9 0 4 * \  J  Г x+  1 jc‘ J V x - x *  J
(jc + 1  )dx  

V x  — x* ’ J  *(1 -f-Ar*)*
В задачах 1 9 0 5— 1909 найти интегралы, применив сначала замену 

переменной, а потом интегрирование по частям.
1905. \е^х dx. 1906.  ̂sin уГх dx.

1907. [JL!S ™ J _ dx. 1908. [ x- al ^ d x .  1909. \ - a^ x- dx.
l -д г*)*  J  1 + A «  J a * ( 1 + A « )

Р а з н ы е  задачи

В задачах 1910— 2011 найти интегралы.

1910. $ ( * +  1)У** +  *х dx. 1911. ^(l +  e*x)i ei r dx.

1912.
sin х dx. 1914.. |  VTZT<

1915. J x cos x* dx. 

1917. J' 2xx — 3x* .T-,--. ..--- ; dx.1 -f 3a-» — x

c? e* dx.

1916. 5(2 — 3x~*)>x* dx. 
V x  dx

1918.

1920.

Js 1 +
dx

1921.

1923

s
A

f  2x +  3
У Т + У 1 

Ух

dx. 1922. [ ? *  7  1 dx.
J  У  9a2 — 4

COS у X

Ух
1925. { - ) nxdx

J  a  (1 —

dx. 1924A
dx

in* x)

x У з  -  ill1 .с ’

1926. { ^ £ ± > dx. 
J  V (JT* 1)>
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1927.

1930.

1932.

1934.

1936.

1938.

1940.

1942.

1944.

1946.

1948.

1950.

1952.

1954.

1956.
1958.

1960.

1962.

1964.

1967.

С (arctg a)" d IL rftp moo f « * 2г
J  1 +АГ* IUj:3* ,J Sin* tp COS* <j) ‘ J  COS* A
P sin4 *  rf*
'  cos‘ x ' 1931.  ̂ V  tg1 x  sec* л" dx.

(  (1 — tg Зл')*Лс.•J 1933. С Xх dx
3 x + \  '

C xdx 1935. P x dx
i  (JC -  1,* ' J  /2 + 4* ’
P xdx 
)  V \+ 2 x  ' 1937.  ̂ x  V  a -f- x  dx.

 ̂(K  sin x  -f- cos a: ) 1 dx. 1939. \amxbnxdx.

P dx 1941. P dx
.1 V b — 2*  + a* )  /9a*—6a + 2
f _ 1943. С (8* — ll)rf*
J  V 12* — 9.C* -2 J  Vb + 2a -  a*
£ (* + 2)rf* 1945. Г (x — 3) dx
J  *• + 2*  + 2 ’ J  КЗ — 2a - a *
Г (3* — 1) rf* 1947. P (3a — 1) dx
J  4** —4* + 17' J  V a* + 2*  + 2
? (* — 2) dx 1949. f ^  + 5
J  **.-7* + 12 ’ J  /9**+ 6*+.2
f 3- ^  rf. 1951. f (4 — 3a) dx
J  2x* -  3a + 1 J  5jc* + 6a+  18 •
Г (2 — 5a) </a 1953. P a dx
J  K4a-* + 9a+1 J  Y 3a* — 1 Ia 2
f / а </а 
J  У 2* + 3‘ 1955. s v:z
 ̂arctg xdx. 1957. JjcsinjccosArrfjc.
 ̂л'* cos о)д- dx. 1959. § е**х3 dx.

:  In c^ Ld x . 1961.  ̂г— dx.J  cos** J ----In sin x

S т г & г -  т з - s т й г

I S 5 & !■
J  dx. 1968. U dx.

dx.



1969. [ е3хг +«" ■* dx. 1970. [  3 + х* . dx.
J  '  / 2 + 2л*

1971. С ^ a-r-csin* dv. 1972. [ ^ ^ d x .
J  V \ -  x1 J  sin* x
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tg .<:) dx1973. ( e'sin 'jcd*. 1974. [J  J  sin 2x

1975. у L l I L I  dx. 1976. [ - rf?
J l  +  tg Jf J  К  3 cos <p +  sin tp

,977. 1978.j  1 +  sm jc j  (1 -f- sm* x)
1979. \ V^l+cos.v dx 19g0 fln h i*;

J  sin X J  X
1981. \ x*e**dx. 1982. |j e~ ‘ V  dx.

x* dx 
У 1 +:2x1'1983. \ - X-' dX— . 1984. С -x>dx ■

J V O - * 1)’
1985 С V o ?— dx. 1986. \ -- -dx 1987. [  — - dx.

J  x J  x*Vx* +  A J  x*

1988. \ H i± f ! dx. 1989. i  - x - ,
J  x* J  х 'У х ’ - S

1990. \ ^A -dX— . 1991. \ V x + l + 1 dx.
J  y r *  +  i J  V x + \  - l

1992. \ ---- dx 1993. [  —- V х dx ■ - .
J  (2 +  x ) V l + x  J  x ( V x + V x )

m4- s “*■

199*-|̂ Fi- IW7' ,9m- \
x dx

(1- * V
1999. (  - x! lL .  . 2000. ----. 2001. {  ~  x‘ dx.

J  Vx* +  4 l y x (x -  1) J  x *V x

2002. [  ~ ~ r . 2003. [  ~ J  arctg xdx.
J  ( 1 + x Y  J  2 x ^ x  6

2004. J  2005. \ V e *— 1 </л\

2 0 0 6 *  J  * *  2007. jj

2008. \ arccos |/  ^  t~ </x 2009. \ In (jc -j- 1 -f- x'1) dx.

2010. \ ]/ ~ * E ld x . гоп f ______
J  r cos'4 X J  COS1 X У sin Xx

dx
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§ 3. Основные классы интегрируемых функций

Дробно-рациональные  функции 

В задачах 2012—2067 найти интегралы.
1) Знаменатель имеет только действительные раз.шчные корни

2° 12- S (Т + ш & тгт-  “ |3- $
o n ..  С 2* '+  41*-91 .

\ (х - l)(*  + 3 )(*- 4 )rfx

20ls- j 201в- S
2017. ( '■ dx.J  4** — *

t* ________32* dx_______
w j  (2* — 1)(4* 2 — 16* +  15)"

^  + dx.* ’ — 4*

2018.

2Э19 \ xdx 2020 [ (2*2 5) dx
)  * ‘ -3** + 2' \ *• - 5*>-f 6•

2021 {  *«-2 *'+ 3 *»-9 *’ + 4 d 
J  * ‘ -5 *‘ + 4*

2) Знаменатель имеет только действительные корни; некото
рые корни — кратные.

2° 22- $ • 2023- $ $ % ■ ) ' ¥ ■

2024- S , . + s ^ ^ + 4 ■ 2025- $ ,'-'-
2025. j  ^ - ^ + 2' ; " - 5 to. 2027. j

С **dx 2П2Ч t дг>- 6** + 9* + 7
'• 3 (jc +  2)M* + 4)‘ - J  (* - 2 )« (*- 5 ) ■2028

2030. j j to. 2031. $ I,.

2»32- i S
2 0 3 M ^ ^ t o .

3) Знаменатель имеет комп.гексные различные корни.
dx2036.

2038.  ̂ j ir r y .  2039.
+ **•
(2** -  3* -  3) dx

1) (** — 2* + 5) •
2040. f  ( * 4 +  1 ) d X  q n l  | I

I  + T  2041* J l - * ‘ -
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dx _____  (* dx

125

(х* + \) (х‘ + х)\ 
2044  ̂ (3-у* -М  + 3) dx 
М  J  (JC-l)* (** +  !)* 

С (лг* — 6) лГл:

2043

2045
+ 1)* ( J f+I ) '  

xi +  2л:* -f 4лг +  4 
4- 2дг* + it* dx.

dx
•6x* + 8- * J  1 +дс*‘

4) Знаменатель имеет комплексные кратные корни.
dx

М48-

*®52* )i (.V' + fl)* •
2054. J  j r ^ .
5) Метод Остроградского.

ММ- $ ( ? # + № * *

М58- I **■ 
2060. \

2049

2051

(x * - \ y d x
(1 +лг)(1 +дг*)*‘ 

dx
2062‘ J  (> + 2лг + 10,* 
2064

2066.

(• хй — х• -  26.г* -  24.tr -  25 
J  (лг* +  4л: +  5)* ( jc* +  4)

5 — З.с 4* 6х* 4- 5дг* —  .с* 
2л14-2х»4-лг- I

С 5 — З.у -\
)  х '- х * -

2047*. jj

п.

J  д: (4 4-лг*)’ (1 +•**) * 

.) (л* 4- 2л: 4- 2)1 *

2053. S (T + g o T 7 P-
2055.

опст С (4.t* — 8.с) rf.r
2057* J  й _ 1 7 (х*+1)*-
2059 V‘ * ' + ̂ -4.y*-2 d 
UOy’ J  x*(x*4-l)*

20ei- \ t w + w -
2063 ^

J  (a-‘ 4-2ЛГ4-2)*’
25 , Лп„ .  f  З л 4 4 - 4 .
* X  ° 6 5 * лг* (x* +  1)»

dx. 2067. У
9dx

5лг* (3 -  2ЛГ*)*'

Некоторые  иррациональные  функции 
В задачах 2068—2089 найти интегралы.

1)  Ф х н к т а  т д а  r ( x , | / \ / i ~ i ; .  ■■■)■

2069- 5 F?TT
dx dx

J  лг(*Л»: 4 - j / »  '

2072.

2074

J

■ I /

xdx
T  I

<дс4-1)2 4- (•« 4 - 1 )3

1 -  V  x 
\ + V x

dx.

x+ 2 V * '

2071. 1 1

4-V T + 72073

2075

</лг.

* У ______
J  *» (лг -  1)* ((ЛГ4-2;*-
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2) Дифференциальные биномы хт (a -j- bxn)p dx.

2076. J V x  ( 1 V~*Y dx. 2077. J x~x ( 1 -f- x1) dx.

2080.

{ ~ г Ц = .  2079. [  (\+ х *)%4х.
J  X  у  X*  +  1 J

{  , dX -‘ 2081. i  T.V 1 +x‘ } V• / Г + Р *  ’  y y j + ^ l

2082. |  У [ dx. 2083. j ̂  l^ Y -x- dx.

2084

2086

dx
f  1+A-* 

dxL \ H ± Z  dx. 2087. \ ---
J  A'* j  дг“ У^1+лг‘

2088. J >/jc (1 — jc*) rfx 2089. \ Y ' +  V  *  dx.

Тригономе три че ски е  функции

В задачах 2090—2131 найти интегралы.

2090. J sin’ х cos*xdx. 2091.  ̂cos' * dx.

2092. { --- dx Л  s/ 2093. {^ ^ r f jc ..1 coe x ■ sin* x J z  “  }  cos* a-

2094. [  — ~ x.-i  2095. (  . , .J  COS* JC Sin* JC J  Sin* AT COS* JC
2096 2097 s т г ?

xdx
-COS AT)’ *

2098.  ̂cos* jc  dx. 2099. J ctg4 jc  dx.

210 0 . 5 tg* jc  rfjc. 2 1 0 1 . $ - ^ .

2102. [  2103. [  cos| x slfl*x dx.J  sin* jc j  cos* x — sin1 jc

2106.
sin x +  cos x)* * J  sin x +  cos jc *

dx_____
cos 2x '[  ---- — 2107. [  --- -J  a cosx +  b sin x J  tg x*

2108. [  C0S' X dX . 2109. \J  sin x • cos 3.c J  1 + tg

2110. \ ^ ---. 2111. [J o  — 3 coe a; j  5 +  4 si

JC'

sin x '
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2114.

2112 . S 2 — sin *
2 +  сое *  

dx
dx.

J  4 +  tg *  +  4 ctg **
С dx

2116.  ̂5 — 4s in *4-3coe*'

2118. dx

2122.

1223.

2126*.

2127.

2129.

2131.

- fr in * * '

2120- a* sin* x + b* cos* x ' 
P cos x dx 
j  sin**—cos**’

 ̂У  1 -j- sin jc dx.

, f  У  sin* 2*

2113.

2115.

2117.

2119.

2121.

sin* x dx 
1- t g *  * 

dx
(sin * + 2 sec дг)*'
_______ d*________
4 — 3 cos* x 5 sin* x ’ 

dx 
1 — sin4 X * 

dx
sin**+  tg**'

sin" *  
dx

dx.

С dx
J  V 1 -  sin* *  ' 
f  (cos 2* — 3) dx 
J  cos4 *  — ctg* *  ’

2124.

2126.

2128.

2130.

V4r -
Sin X  COS X

dx
s
S Y  sin'.vcoe1* *
 ̂У 1 -(- cosec *  dx.

_______dx______

sinf
xdx. ■

Г ип ерб олические  функции 

В задачах 2132—2150 найти интегралы.

2132. J ch *  dx. 2133. J  sh *  dx.
2134. [ — 2135. 1* e*dx

J  ch*** J  ch*-)-sh*'
2136. J (ch* ax -|- sh* a * ) dx. 2137.  ̂sh* x dx.
2138. J th*xdx. 2139.  ̂cth* *  dx.
2140. J sh* x dx. 2141. $ ch3 *  dx.
2142. J th kxdx. 2143. $ sh* *  ch3 jc dx.
2144.  ̂cth‘ *  dx. 2145. С dx 

j  sh *  ch *  '
2146. f J*£_ 2147 ? dxJ  sh *  ’ J  (1 +  ch *)* '
2148. J  V th *  dx. 2149. I’ xdx

J  ch* * 2150. \J  i
’dx

L
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Рациональные  функции от х и V  ах* -(- bx -J- с

В задачах 2151—2174 найти интегралы.
2151* ( —7= ^ = .  2152. С —?= 4 = = = .

}  х У х ' +  х +  I ,* х V X х -г 4а- -  4

2153- 5 гуЛ у-i- 2154- S грттЬ?'
2, 55. 2158. $ + •

2,5?- 5 ,2 2' 58-
2159. J V 3jc* —-3jc —J- 1 dx. 2160. J K 1— 4* ~ x*dx.
2161. С —  dx 2162. [  —----dx____.

x - V x x- x +  1 J  x, (x +  V l  + * * )

2163. [  ---  dX 2164. С -
1 + K * *  +  2x  +  2 J V 1 - 2 x - x *

2165. — * ~ ,3дг) rfy~- 2166. С 3дГ* ~  5 c — dx.
)  Vxx- 2 x  +  o )  1 3  - 2 х - х г

2167. С —3j?.d.x.---. 2168. [  x* ~ x + ±=dx.
J  V  -v‘ +  4.« +  5 J  Kjc* +  2jc-f 2

2169. \ Здг* ~ -8- ^  — dx. 2170. [  X> dX .= .
J  У X х — 4л: -  7 }  Ух* +  4х +  Ь

2171. p
S (JC* +  Злг(л-5 + З.с* + Злг + 1) Vjc* +  2лг -  3 "

rT+xi
2 4- лг*

2172. [  У 1 + ** dx 2173. С ---(х
3 2 4 -лг» '  лг* 2лг* —  2 .v4- 1

2174 С (2лг 4- 3) dx
3 (лг* 4 - 2лг 4- 3) У лг* 4 - 2*  4 - 4 ’ -

Разные  функции 

В задачах 2175—2230 найти интегралы.

2>75. $ 2,76. J  J T ^ = .

2177. jj xdx. 217a dx

2179

aemx _|_ frg-mx •

x*dx
u.v. ---- J  (ЛГ* -  l ) ^ 4 - 2 ) ‘

2181. . 2,82. $

2183.  ̂ 1П|/ДГ++1)/ ~- 2,84>  ̂ (* *+ 3дг+ 5) cos ^xdx.



2187.

2189.

2191.

2193.

2194.

2196.

219а

2200.

2202.
2204.

2206.

2208.

2210. 
2212. 

2214. 

2216. 

221 а 

2220.

2221.
б Г. 1

2185.

S 3. ОСНОВНЫЕ КЛАССЫ ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКПНП%
2186. J arctg ( l  -j- Y x )dx. 

2188. \eV*dx.

2190. \ (x3 — 2jc* +  5 )exxd v.
V  dx 

2192. 1 ‘
J  x* (x-  I ) 2

129

 ̂x* sh x dx. 
f arcsin x dx 
J  ** ‘ 
jj xe 'v * dx.

I sin Yxdx.

dr
V  x* - Г

SHI X

f / ( I + a’ )*
J  ДГ®

[ _________ — —J  sin Ix  — 2 si 
f dx 
J  e* — b* cos* x ’ 
(' (In x — 1) dx 
J  In* x
J  jc V * c o s jc  dx. 

dx
У  sin* X cos1 X 

sin 2x dx

dx.

dx 
x '

xex dx

x*dx
Ч Й

s
С -Ё]
j  cos* * 4-  s ill' A" ‘

J  V  tg'x + 2  dx.

С —-----Ц = .  2215.J  (2аг -  3) У 4x -  a-1 J

2195. [
)  Vx*

2197, j  *V(T+~*r**

2199.

2201- $

2203. \ jc In (1 -|- x*) dx.

2205. \ —■y.lnx .dv 
J  / ( jc* -  D*

2207. $Jce*’(-r, +  \)dx.

2209. {  . . dx . .J  sin6 д: cos* jc

2211. jj 1 -j-sinjc+cosjr ’
221a ( jc* — 1) d.x

У  x* -f- 3jc* -j- 1 
xex dx
(1 + x)*‘ 

2217. jj i l i y J f .

22,9. J
\  V \ + e x '
f jrarclgA: ,

)  (T T F 7 rfx-

J  (1 -  2X)• •

\ 2 2 2 2 .

Берыан

/



130 ГЛ. VI. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

222Э-1  (+ !!? ?& ■ 2224- S s"fxdx-
2225. 2226. dx.

2227.• {  ■ • T  ' I — г—* 2228. [j  sm* X  +  COS X  J
(x -f- sin x) dx

1 - f  COSJC

2229*. f —— 1. . 2230. [  esin * x ~  dn *  dx.J-c’ + l  VT+T* '  cos’ x



)

Г Л А В А  VII
СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ. 

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§ 1. Способы точного вычисления интегралов

Непосредственное  применение формулы 
Ньютона  — Лейбница

В задачах 2231—2258 вычислить интегралы.
I - I

2231. j VT+Udx. 2232. SjjifsjT .

[  - , -  dX '• 2 2 3 4 ‘  [  Уг ~ -  dy-J /(3-x)‘ J Vy +1 ^
2 4
T
J  16

2236. j

I 2a
2237. J  (ex — 1 )4 <?*dx. 2238. jj ^z~x Ф > “ >  0).

2239. {  2240.  ̂.v/ l -  (ln'̂ F ‘l
1rl2 , У 2

t  dx
2241. I l+ Jifd x . 2242. \ e* 2243. I

1 jc j JC* * j К  e* -  JC*«

Уз
»' 2 

2244. р rfx « « . - Г *  x’ rfjf

Б»
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2248. \ dx
\ дг* +  4л +  5 '

2247.

2

dx
2х* + Зх-2 '

2249. dx 
х + хг' 2250. \ dx

3 у»  + 2х —л* ■
-0.5

1 2 
2251* 1 cos у • 2252* cos*jcsin2jc</jc.

2
*
т

2253.  ̂ j/cosjc— cos3 x dx. 2254.  ̂sin*(w.x: -f- <f0) dx.
x 0
1
X *

2255. [  ■” *1^5. 2256. ? ctg‘ <pd®..* у sin .c J
2

2

2267. 2258. | cos < sin 2̂  — dt.
i _  *_ 
ж 2

В задачах 2259—2268 интегрированием по частям найти интегралы:
* *

\ 7  з

2259.  ̂xe~xdx. 2260. \ xcosxdx. 2261. jj

2262. \ x’ sin.vrfjf. 2263. $ *  log* *  dx.
о I
*_i о Vi х‘ dx2264. \ In (jc -j- 1)б/л-. 2265. \ ĵ ==

. + ■**0

2266. Jj J 'a* — x* dx. 2267. $ eiv cos jc  dx. 2268.  ̂In’ jc  dx.
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2269. Составить рекуррентные формулы для вычисления интегралов
* *
2 Г
{  c o s " xdx и J sin"*rfx(« — целое положительное число'или нуль) и 
» it0вычислить интегралы:

^ к
7  7  7

a) J sin* х dx, б) J cos' х dx, в) J sin11 х dx.
о и и

2270. Составить рекуррентную формулу для вычисления интеграла
Ж
2
J sinm х cos" х dx (т  и я — целые положительные числа или нули; иссле* 
о
довать частные случаи четных и нечетных значений /я и я).

2271. Составить рекуррентную формулу и вычислить интеграл
о
J Xяех dx (л — целое положительное число).
-I

2272. Доказать рекуррентную формулу
С dx х - 2л — 3 f  dx
)  (1 “f* х*)п ~ 2 ( п  -  11(1 +  А-*)"-1 _ г  2 (л — 1) \ (I

— ue.ii

5
(я — целое положительное число) и вычислить с ее помощью интегралI

dx

2273. Доказать, что если J m — \ \nmxdx, то J m — e— mJn_\ ( т —
i

ое положительное число).
I

2274*. Найти  ̂лр (1— х)4 dx (р и q— целые положительные числа).

Замена переменной в определенном 
интеграле

В задачах 2275—2295 вычислить интегралы.
U I о

V.
2275- \ лГ  X~\d* - 2276. 2277. i -4 rfy . .j v a  - i  j  i + x  }  P T + ?

I I 29 _________
С xdx • (■ 1 e* dx i* (.r — 2)1 dx

227s- \ П 1/ • 2279. \ ^4===- 2280. \ , -- ■! .1 + У X .) v  e* +  ‘  x J  3 +  , (x — 2 ?о 0
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С г ?2281*. \ s i n*^dx  2282*.  ̂cos’ 2jc dx.

2283. \ 2284. j| V + A dx. 2286. \ ^ ^ d x .
о 'i ViVi

T
з

2286. $ Ц = 1 dx. 2287. J  ? ^ = .
I
I I

2288. J У  (1 —  x%)* dx. 2289. $ x* V 1 — dx.
0 0
— In2

2290. \ У I — e^dx. 2291. [ ---- . ,
о о

2292. Г — ^ — 5. 2293. ^
J (**+3)T 2,52.S1 i-i~ -r- .110
I

/3 2/2
2294

4t 5 (2<*-f- I ) K X *  +  1 '  2295 5 x/!
Разные  задачи

2296. Вычислить среднее значение функции у  =  У х - D и н теР ‘ 

вале [1, 4].
2297. Вычислить среднее значение функции / (*)== p-jp v в интер

вале [1; 1,5].
2298. Вычислить среднее значение функций f(x ) =  sinjc и f(x ) =  

=  sin*Ar в интервале [0, *].
2299. Найти среднее значение функции f  (х) =  ̂ Fqrf в интеР‘ 

вале [0, 2].
2300. При каком а среднее значение функции _у =  In jc в интер

вале ]1, а) равно средней скорости изменения функции в этом интервале?
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В задачах 2301 — 2317 вычислить интегралы.

МО'- j  T h '■ ш г - 1  ( i r k -

2303.
Т У*

х* dx поп» f* xn dx
j  2304- j

о (!+*•)
1 *5

............................. _ Уа* + хг0 —a
1 Yl

2307. \ V2x  +  x*dx. 2308. $ jc» V  1 -\-x*dx.
0 • 0
m5 ______  з

2309. {  ~  dx. 2310. \ -—J  ex + S j  д.
dx

хУх* + 5х+1о i
» jt r.

2311. Г 2312. P n— r. 2313. Г ---^ ---J J 5̂ .  J »+i—0 0 0
1 16 _

2314. J (arcsin x)1 dx. 2315. arctg V x — 1 dx.
и 1

*
l 7

one Г  (3* + 2) dx nol,  (• sinxcosjr dx 2316. -------------- 5-. 2317.  ̂ +  &in, x .

J  (х* + 4дг+1)а

Л
2318. Показать, что  ̂ J ? cos* ‘x + b* sin* д-=  Т  ’ где a и b~  Любые

О

действительные числа, отличные от нуля.
X

2319. Решить уравнение С — А х. .. ■ =  —
}  х \ х '-  1 12 

Уа
JP

2320. Решить уравнение  ̂=  -jj-,



X/швостн неравенств
4
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2321. Убедившись в справедливости неравенств у^>1пд;])>1 при

dx
з.

3

I

/I д ^
х^>е, показать, что интеграл  ̂ ' ■ меньше единицы, но больше 0,92.

з
2322*. Показать, что

1
dx ,555.— 0,523 <  С

6 / 4  — л* — л ’ 4 У2
о

2323*. Показать, что
0,5

0,5 <   ̂ dx <  — «а 0,523 (и 5=1).
^  }  У  1 -  л-’" 6 о

2324. Используя неравенство sin Л'^>* — справедливое при д;^>0, 
и неравенство Коши— Буняковского (см. задачу 1638), оценить интеграл
It
~2 _________________

5 дг sin jc dx. 
и

1
2325*. Показать, что 0,78 <[  ̂ p~L=<^0,93.

о

2326. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 7(jc) =

— \ dt u Ш|теРвале I-  1 ]•
О
2327. Найти точку экстремума и точки перегиба графика функции 

у = 5 ( * - 1) ( * - 2)4Л.
и

В задачах 2328—2331, не вычисляя интегралов, доказать справед
ливость равенств.

К

2328..  ̂ jc,0sin, jcrf.v =  0. 2329. С х’ ~  + lx' ~ x dx =  0.\ Л COS2 А
*« -1 

“  8
- 1

I 1 2
2330.I. Л gto*X({x =  2 jj etotxdx. 2331. \ cos jeln

- I и £
г



* X
2332*. а) Показать, что если f(t ) — функция нечетная, то §/(t)dt —

а—х х
функция четная, т. е. что $ / (t)dt =  ̂ /(t)dt.

а ах
б) Будет ли § f(t)d t функцией нечетной, если / (/ )— функция четная?

а
2333*. Доказать справедливость равенства

1
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5тт?=)т$? <*>°>
•К-* ctgx

S ) <-
•к.-* clfX

2334. Доказать тождество /  dtA -f- \ *(!-[■ t‘) ~  1*

e €
2335. Доказать тождество

«in** cos**

 ̂ arcsin Y t  dt-\- jj arccos У1 dt =  ~ .

2336. Доказать справедливость равенства
l i 
$ xm (1 — jc)" d x =  jj x? (1 — л)ш dx.
и о

2337. Доказать справедливость равенства
ь ь
\f(x )dx  =  [f(a-\-b— -x)dx.
a a

« *
7  7

2338. Доказать, что $ /(cos jc)rf.v =  $ /(sinjr)rfjf.
и о

Применить полученный результат к вычислению интегралов 
* *
Г }J tos*xdx и t sin’ х dx. 
u о

te «
2339*. Доказать, что \ xf(s\nx)dx =  ~   ̂ f(sinx)dx =

О I»* *
? 1 2" ‘ 2 ' i / (sin x)dx — r.̂  /(sin лг) dx. Применить полученный результат
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к вычислению интеграла
к

хЛпх dx.J  1 +сс**х

2340*. Показать, что если /(дг) — функция периодическая с перио-
а + Г

дом Т, то § f(x )d x  не зависит от а.
а

2341*. О функции /(дг) известно, что она нечетная в интервалеX
| ] и  имеет период, равный Т. Доказать, что f(t)d t есть также

а
периодическая функция с тем же периодом.

1
2342. Вычислить интеграл ^(1— х*)п dx, где п — целое положитель-

о
ное число, двумя способами: разлагая степень двучлена по формуле для 
бинома Ньютона и с помощью подстановки jc =  sin<p. Сравнив резуль
таты, получить следующую формулу суммирования (С* — биномиальные 
коэффициенты):

^  С), , С* , , (-1 )"с:_  2 • 4 • 6... 2л
3 " Г  5 7 - Г  —  - Г  2я + 1 —  Ь 3 .5 . . . (2 п + 1 )*

2*
С d х2343. Интеграл \ =— 5---- легко берется с помощью подстановки
J  О —  u COS X

Xtg -j =  z. Имеем:

tx  r  id ,  i 0
5 - 3 c « *  |

Но, с другой стороны, — 3 — 3 cos дг <[ —f- 3, следовательно, 
2 < 5  3 cos дг< 8  и Отсюда

J i dX> J 5̂3cos*>2| Tdx>
2 к

и значит,  ̂ , _  3̂ .os x - j. Найти ошибку в рассуждении.
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2344*. Пусть /„ =   ̂ tg" х dx (я^> 1 и целое). Проверить, что

/„ +  V .= — Г* Доказать, что _ 2< /я< ^ 1 _ 2. 
2345*. Доказать справедливость равенства

■* ji
5 e*xe~ltdz =  е г $ е 4 dz.
о о

2346*. Доказать, что 

limш» т ^ - = \ ° '  “  *<*' <„>о, *>о. »> .>ч.
—  ОО ^ek»>x‘dK [ ОО, если Jt=  6

а

§ 2. Приближенные методы

В задачах 2347—2349 вычисления вести с точностью до 0,001.
2347. Площадь четверти круга, радиус которого равен единице,

равна С другой стороны, взяв единичный круг с центром в начале
координат, уравнение которого х*-\-у*=\, и применяя для вычисления 
площади четверти этого круга итерирование, получим:

I I
=  V 1 — х* dx, т. е. я =  4  ̂ V 1 — х*dx.

Пользуясь правилами прямоугольников, трапеций и правилом Симп
сона, вычислить приближенно число к, разбивая интервал интегрирова
ния [0, 1] на 10 частей. Полученные результаты сравнить между собой 
и с табличным значением числа «.

I
2348. Зная, что  ̂ | ' л-г =  — , вычислить приближенно число я. Ре

зультаты, полученные по различным правилам, при разбиении интервала 
интегрирования на 10 частей сравнить между собой и с результатами 
предыдущей задачи.

10
2349. Вычислить In 10=   ̂ используя правило Симпсона при

Я= Ю . Найти модуль перехода от натуральных логарифмов к десятич
ным. Сравнить с табличным значением.
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В задачах 2350—2355 вычислить приближенно, пользуясь формулой 
Симпсона, интегралы, которые не могут быть найдены в конечном ииде 
с помощью элементарных функций. Число п частичных интервалов за
дается в скобках.

I |
2350. 5 V l — xsdx (/i =  10). 2351. $ / 1 +  x*dx ( я = 10).

2352. \
} . ,n

dx_
X

(« =  6). 2353. \ l^cos 'f d> (n =  10).

2354.
2 « 

У 1 — 0,1 sin* 9 do (n =  6). 2355. - dx ( « = 10).

Рис. 39.

1,35

2356. Вычислить по формуле Симпсона интеграл f(x )dx , поль-
1.05

зуясь следующей таблицей значений функции / (л):

X 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35

/(-*-) 2,36 2,50 2,74 3,04 3,46 3,98 4,60

2357. Прямая линия касается берега реки в точках А и В. Для 
измерения площади участка между рекой и прямой АВ п р о веш ен ы
11 перпендикуляров к АВ от реки через каждые 5 м (следовательно, 
прямая АВ имеет длину 60 м). Длины этих перпендикуляров оказались 
рапными 3,28; 4,02; 4,64; 5,26; 4,98; 3,62; 3,82; 4,Г,8; 5,26; 3,82; 3,24 м. 
Вычислить приближенное значение площади участка.



2358. Вычислить площадь поперечного сечения судна при следующих 
данных (рис. 39):

АА\ —— А\А} — А̂ Аз =  Â Ag =  AiA$ =  А̂ А̂  =  A^Ai —:0,4 м,
А В =  3 м, ^ii5i =  2,92 л, AiB i =  2,lo м, АлВг =  2,52 

А ^ В ^ 2,30 i4efis= l,84  .к, Л*В* =  0,92 .к.
2359. Для вычисления работы пара в цилиндре паровой машины 

вычисляют площадь индикаторной диаграммы, представляющей собой
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Рис. 40.

графическое изображение зависимости между давлением пара в цилиндре 
и ходом поршня. На рис. 40 изображена индикаторная диаграмма паро
вой машины. Ординаты точек линий ABC и ED, соответствующие 
абсциссам х* xt, хь  ..., л'|», даны следующей таблицей:

Абсциссы...........................
Ординаты линии A B C ..........

» * ED . . .  .
60,6
5,8

xt
53,0

1,2

xt
32,2
0,6

х,
24,4
0,6

*4
19,9
0,7

х%
17,0
0,8

Абсциссы........................... х. х7 х, х. Л'
Ординаты линии A B C .......... 15,0 13,3 12,0 11,0 6,2

» » ED  . . .  . 0,9 1,0 1,3 1,8 5,7

Вычислить с помощью формулы Симпсона площадь ABCDE. Орди
наты даны в миллиметрах. Длина OF =  88,7 мм (точка F  — общая 
проекция точек С и D на ось абсцисс).

В задачах 2360—2363 при нахождении пределов интегрирования необ
ходимо воспользоваться методами приближенного решения уравнений.

2360. Найти площадь фигуры, ограниченной дугами парабол 
У= — 7 и у  =  — '2х4 -J- Здг и осью ординат.
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2361. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой у = х ?  и 
прямой у  =  7 (х -f-1).

2362. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой _у=16— jc* 
и полукубической параболой у  =  — i  х*.

2363. Найти площадь фигуры, ограниченной 
линиями у  =  4 — х1 и у  =  х.

2364. На рис. 41 изображена индикаторная 
диаграмма (упрощенная) паровой машины. Ис-

Рнс. 42.

ходя из размеров, проставленных на чертеже (в мм), вычислить пло
щадь ABCDO, если известно уравнение линии ВС ipv1 =  const (ли
ния ВС называется адиабатой), 7 =  1,3, АВ  — прямая, параллельная
оси Ov.

2365. На рис. 42 представлена индикаторная диаграмма дизельного 
двигателя. Отрезок АВ соответствует процессу сгорания смеси, адиа
бата ВС  — расширению, отрезок CD — выпуску и адиабата DA — сжа
тию. Уравнение адиабаты BC:pvl3 =  const, уравнение адиабаты 
AD :pvX 3b =  const. Исходя из размеров, проставленных на чертеже 
(в мм), определить площадь ABCD.

§ 3. Несобственные интегралы

Интегралы с бе сконечными пределами

В задачах 2366 — 2385 вычислить несобственные интегралы (или 
установить их расходимость).

2366.

2369,

2372.

СО

f  2xdx 
' }  * * + !•

оа

5

2367.
w
С dx
)  V x ' 2368. \ e-^dx (а >  0).

2370.
—  ОО
СО

со

'• S— 00
со

л*(дг+1)* 23711 $ (тт̂ "х 2374 SЬ y j
dx

L  х У  хг — 1



СО со со

2375. \ — dx -т 2376. xe~*'dx. 2377. \ х?е~*'dx.

СО со со
2378. jj jc sin jc rfjc. 2379.  ̂ rfjc. 2380. $ e"* sin jc </jc.

о o o
00 OO CO

2381.  ̂ e-"cosfc*:rfjc. 2382. jj i^££rfjc. 2383. |

dx OQOC f V~X
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S (JC* -h 1>* • 2385, J  ( l+ * )>— oo !

CO

2384.
— 00

В задачах 2386 — 2393 исследовать сходимость интегралов,
00 00 оо

2386.‘ “ 87. J  dx. 2388. 5 (^ +̂ + „ . dx. 

2389. ^ — - f̂ 1 ' dx. 2390. ^ V x e 'xdx. 2391. Ц* dx.
со  ОО

2392. [ — — . 2393. ( АхJ  х In in JC j
X  (In jc) 2

Интегралы  от функций с бесконечными 
разрывами

В задачах 2394—2411 вычислить несобственные интегралы (или 
установить их расходимость).

i  Т г Ь  • 239S- i  t t R -  2 Ж - S - 0 Т -  ■0 . 0  II
1 е 3

2394.

2 3 9 7 .^ 1 » xdx. 2398. 2399.

2400. (  -  -d* . 2401. С - ! dx (a <  b).
J  xVT iix  J  V ix - a )  (b - x )

a

2402. С ■■ xdx =■ (a < ty  2403. f ----- x*-dx -- ,3 V(jc-e) (* — -с) ^  3 K(JC —3)(5 —Ж)
a 3

------ dXy ■ 2405. [   -x
О 1 — jc3 -J- 2 1  — jc* 3 ( 2 - х ) У Т = Г х *

2404.
о ' ' -t
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2406. \ 3* ' ±  - dx. 2407. [  2408. [  dx.
Ух* 3i Vxx ^

2409. (  ^ L± Y D .d x . 2410. {  LLd x . 2411. \ iL d x .V* i, *■ J
В задачах 2412 — 2417 исследовать сходимость интегралов.

2412.  ̂ ■ -YX- — dx. 2413. 'j ** dx-— 2414. ( —^ -- •
j  y i - x> J  Г ( 1- * ‘)‘ j  * -1

1C

1 I т
. С J ^ L .  2416. (  -  2417.  ̂ JS J^ L d x .J  e*,n _1 .1 ex — cos* Jо 0

2415

Ра зные  задачи

2418. Функция f (x ) в интервале [а, со) непрерывна и /(х)-*-Аф 0
СО

при je-*-oo. Может ли интеграл ^ f(x )d x  сходиться?
а

со

2419. При каких значениях k интеграл ( хк х ̂  sln х dx будет схо- ̂ дг sin X
дящимся?

2420. При каких значениях k сходятся интегралы
(ю

\ - i r -  и \у х* In X $
dx р

JC (In дг)*
ь/» 1"

2421. При каких значениях k сходится интеграл у ^  (Ь а)?
а
со

2422. Можно ли найти такое k, чтобы интеграл \ Xм dx сходился?
о

со
I* X*2423. При каких значениях k и t интеграл \ -----dx сходится?
■t  ̂ I

2424. При каких значениях т  интеграл \ -- - dx сходится?
J? А
1CI* d к2425. При каких значениях k интеграл \ — — сходится?
.) sin* л:



В задачах 2426—2435 вычислить несобственные интегралы

2426. С —  х—  . 2427*. [  In ,}  x V x ^ l 3 \-*х V 1 — АГ*1 - I
ОО
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2428.  ̂ -r<,lg >х 2429. !( , dx , п (л — целое положи-
}  { / ( X -  1)* J  ( « * + * • } »  '
о • о

тельное число).
00 ъ

2430. x*e~? dx (п — целое положительное число).
и
со

2431.  ̂ я * * 1#-** rfje (л —  целое положительное число).
0
1

2432. jj (In х)" dx (я —  целое положительное число).
и

II* д*Я1 ̂  ̂
2433*.  ̂ у  п^и т : четном’ ®) нечетном (т  ̂ >9).

0
1,» (1 _х \п

2434*. V - — — dx (л —  целое положительное число).
.1 V *о
ОО

2435. С ............. .............  -■ (0 <  * <  2т:).
(X  -  COS а) У А* -  1 '

2436*. Доказать, что С ———  =  \ =
.1 1+ А ' .5 1+ А‘ 2 v 2О о
оо

2437*. Доказать, что ( л-  ̂dx =  0.
J ( ‘ I X 7О

00I* __ 9
2438. Вычислить интеграл V ----  Иг

}  А* У А* -  11
В задачах 2439 —  2448 вычислить интегралы, пользуясь формулами

. 00
\ б~х* dx =  (интеграл Пуассона),
о
оо

\ ~'л- ~~ dx = Tf (интеграл Дирихле).



со оо

2439. [ e~ax,dx (а> 0 ). 2440.  ̂~ y j~ dx'
О о
со

2441*. \ х*erx*dx.
о
оо

2442. \ х*пе~х* dx (п — целое положительное число), 
и

2443. ] 2444. \ ^ d x .
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244б. jj>  axcc*b.L dx (a > 0 , ft> 0 ).

2446*. 2447*. 2448*. f  dx.

2449*. Положим <p (jc) == —  ̂In cos _yd[y. (Этот интеграл называется
о

интегралом Лобачевского. )  Доказать соотношение

? W  =  2? (-J  +  4 ) - 2? ( - J - - f ) - * l n 2.

С помощью найденного соотношения вычислить величину
*
Т

<р  ̂ ln cos у  dy

(впервые вычисленную Эйлером).
В задачах 2450 — 2454 вычислить интегралы.

1C *

т  « т
2450. $ ln sinх dx. 2451. J x In sinxdx. 2452*.  ̂ xctg xdx.

o o  о

2453*. {  ^ ^ d x .  2454. {j  x J  V 1 — x*



§ 1. Некоторые задачи геометрии и статики

Площадь  фигуры

2455. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, уравнения
которых >»* = 2: с 1 и х—У—1=0.

2456. Найти площадь фигуры, заключенной между параболой 
у  =  — х^-^Ах— 3 и касательными к ней в точках (0; — 3) и (3; 0).

2457. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у* =  2рх 
и нормалью к ней, наклоненной к оси абсцисс под углом 135°.

2458. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами _у =  лг* 
и у — V  х.

2459. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами у* -}- 8дг =  
=  16 и у* — 24х =  48.

2460. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами у  =  х9 
и у  =  х*/3.

2461. Окружность jc*-j-_y* =  8 разделена параболой у  =  х*/2 на 
две части. Найти площади обеих частей.

2462. Найти площади фигур, на которые парабола _у* =  6лг делит 
окружность х* -{-у* =16.

2463. Из круга радиуса а вырезан эллипс, ббльшая ось которого 
совпадает с одним из диаметров круга, а меньшая равна 2Ъ. Доказать, 
что площадь оставшейся части равна площади эллипса с полуося
ми а и а — Ь.

2464. Найти площадь фигуры, ограниченной дугой гиперболы и ее 
хордой, проведенной из фокуса перпендикулярно к действительной оси.

2465. Окружность jc* — разбивается гиперболой х* — 2у% =  
=  а*/А на три части. Определить площади этих частей.

2466. Вычислить площади криволинейных фигур, образованных пере-
о ЛГ*сечением э л л и п с а =  1 и гиперболы у — _у*= 1.

2467. Вычислить площадь фигуры, заключенной между линией
1 хгy  =  Y+~р и параболой y  =  -j-

2468. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией у  =  х (х — 1)* 
и осью абсцисс.

Г Л А В А  VIII
ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА



148 ГЛ. V III. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

2469. Найти площадь фигуры, ограниченной осью ординат и линией 
х = у* (у  — 1).

2470. Найти площадь части фигуры, ограниченной линиями ут = х п 
и у п =  хт , где т  и п — целые положительные числа, расположенной 
в первом квадранте. Рассмотреть вопрос о площади всей фигуры в зави
симости от характера четности чисел т и п .

2471. а) Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной 
осью абсцисс и линией у  — х — х ^ х .

б) Вычислить площадь фигуры, ограниченной двумя ветвями линии 
(у  — х)* =  х* и прямой х — 4.

2472. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией (у — х — 2)*= 
=  9лг и осями координат.

2473. Найти площадь петли линии у* =  х (х — 1)*.
2474. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой линией

/  =  (1 — л-*)3-
2475. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой линией 

у* =  х* — х1.
2476. Найти площадь фигуры, ограниченной замкнутой линией 

jc * —  ахг -f- =  0.
2477. Найти площадь конечной части фигуры, ограниченной линией 

дг*у, =  4(дг— 1) и прямой, проходящей через ее точки перегиба.
2478. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у  =  ех, 

у  =  е~* и прямой л"=  1.
2479. Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной 

линией у  — (х*-\-2х)е~* и осью абсцисс.
2480. Вычислить площадь криволинейной трапеции, ограниченной 

линией у  =  е~х(х*-\- Злг — 1)-{-е*, осью Ох и двумя прямыми, парал
лельными оси Оу, проведенными через точки экстремума функции у.

2481. Найти площадь конечной части фигуры, ограниченной линиями 
у=2х*ех и у  =  — х'е*.

2482. а) Вычислить площадь криволинейной трапеции с основанием 
[a , ft], ограниченной линией =  In  jc.

б) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией _у =  In лг, осью 
ординат и прямыми у  =  \па и у  — \nb.

2483. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у —  Inх 
и j» =  lri*jr.

2484. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями

In х ,У = 4 Г  "  У  =  х\пх.

2485. Вычислить площадь одного из криволинейных треугольников, 
ограниченных осью абсцисс и линиями у =  sin х  и _y =  cosx

2486. Вычислить площадь криволинейного треугольника, ограничен*
2ного осью ординат и линиями _у =  tg .V И У —  .j COS Л'.



2487.11айти площадь фигуры, ограниченной линией =  sin3 jc  -J— cos’ jc 
и отрезком оси абсцисс, соединяющим дпе последовательные точки 
пересечения линии с осью абсцисс.

2488. Вычислить площадь фигуры, ограниченной осью абсцисс 
и линиями у  —  arcsin л- и у  =  arccos jc.

2489. Найги площадь фигуры, ограниченной замкнутой линией 
(у  — arcsin jc)4 =  jc — л*
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2490. Найти площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды 
х — a (t— sin t), j/ =  a (l — cos t) и осью абсцисс.

2491. Вычислить площадь фигуры, ограниченной астроидой а' =  
=  acos3f, у  =  а sin3*.

2492. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой jc  =  
=  2аcost — acos2t, у  =  2а sin t — a sin 21.

2493. Найги площадь фигуры, ограниченной: 1) эпициклоидой

х =  (/? -}- г) cos t — г cos у  r-1, у = (R  4- г) sin f — г sin ̂ -y -r-1;

2) гипоциклоидой

x =  (R — r) cos t -f- r cos t  y  =  (R  — r) sin t — r sin — f — t

причем R =  nr (я — целое число). Здесь R  — радиус неподвижной, 
а г — радиус подвижной окружностей; центр неподвижной окружности 
совпадает с началом координат, а t означает угол поворота радиуса, 
проведенного из центра неподвижной окружности в точку касания.

2494. Найти площадь петли линии:
1) л' =  3<*, y  =  3t — 1\ 2) x =  t*—  1, y  =  t3 — t.

2495. а) Вычислить площадь, описываемую полярным радиусом спирали 
Архимеда р =  а<р при одном его обороте, если началу движения соот
ветствует <р =  0.

б) Вычислить площадь фигуры, ограниченной вторым и третьим вит
ками спирали и отрезком полярной оси.

2496. Найти площадь фигуры, ограниченной линией р =  а sin 2? 
(двулепестковая роза).

2497. Найти площадь фигуры, ограниченной линией р =  асо^5р.
2498. Найти площадь фигуры, ограниченной улиткой Паскаля р =  

=  2а (2 —)— cos 9).
2499. Найти площадь фигуры, ограниченной линией р — a tg ср (а 0) 

и прямой <p =  ic/4.
2500. Найти площадь общей части фигур, ограниченных линиями

р =  3 — cos 4-р и р — 2 — cos 4?.



2501. Найти площадь части фигуры, ограниченной линией р =  
=  2 cos 2:р, лежащей вне линии р =  2 — sin ср.

2502. Найти площадь фигуры, ограниченной линией p* =  a*cosnp 
(п — целое положительное число).

2503. Показать, что площадь фигуры, ограниченной любыми двумя 
полярными радиусами гиперболической спирали ру =  а и ее дугой, 
пропорциональна разности этих радиусов.

2504. Показать, что площадь фигуры, ограниченной любыми поляр
ными радиусами логарифмической спирали р =  ает * и ее дугой, пропор
циональна разности квадратов этих радиусов.

2505*. Найти площадь фигуры, заключенной между внешней и внут
ренней частями линии р — a sin3g-.

2506. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией

р =  Уг 1— t*, <р =  arcsin t-\-V 1 — Л

В задачах 2507 — 2511 удобно перейти предварительно к полярным 
координатам.

2507. Найти площадь фигуры, ограниченной лемнискатой Бернулли 
(jc* —(—>»*)* =  а* (х* — у*).

2508. Найти площадь части фигуры, ограниченной лемнискатой 
Бернулли (см. задачу 2507), лежащей внутри окружности дг* =  а*/2.

2509. Найти площадь фигуры, ограниченной линией (JCs-f-.y3)* —
— a*.v* — b*V  =  0.

2510. Найти площадь фигуры, ограниченной линией

(л-* -j-^*)3 =  4а4д:_у (дг*— >’*).

2511. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией xi -\-y* =
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2512. Вычислить площадь фигуры, заключенной между линией
у = т —г—5 и ее асимптотой.7 1 -j- л

—  —

2513. Найти площадь фигуры, заключенной между линией у  =  хе 2 
и ее асимптотой.

2514. Найти площадь фигуры, содержащейся между циссоидой
Х̂  *=  ---- и ее асимптотой.'  2а — х

2515. Найти площадь фигуры, заключенной между линией хуг =  
=  8 — Ах и ее асимптотой.

2516*. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией у= х*е~л‘ 
и ее асимптотой.

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией у* =  хе~**.



2517. Найти площадь фигуры, заключенной между трактрисой 
х =  а  ̂cos ̂  —j— In tg , у  — a sin * и осью абсцисс.

2518. Для линии р =  ̂ ^  найти площадь петли и площадь фигуры,
COS ср

заключенной между линией и ее асимптотой.

Длина линии*' )

2519. Вычислить длину дуги цепной линии _y =  ach- (o t * i =  0
ДО X4 =  ft).

2520. Найти длину дуги параболы у* =  2рх от вершины до ее точки 
Л1 (х, у). (Взять в качестве независимой переменной у.)

2521. Найти длину дуги линии у  =  In х (от * t =  У 3 до дг* =  V 8).
2522./1айти длину дуги линии^ =  1п (1— **) 'от *| =  0 до * 4 =

g X  i j
2523. Найти длину дуги линии у  =  In (ог xi =  a Д° xt =  b).
2524. Вычислить длину дуги полукубической параболы =
2 х=  -3-(jc— I)3, заключенной внутри параболы у* =  ~—.о и
2525. Вычислить длину дуги полукубической параболы 5>'3 =  дг*, 

заключенной внутри окружности дг* -{-у1 =  6.
2526. Вычислить длину петли линии 9ау* =  х (х — За)*.
2527. Найти периметр одного из криволинейных треугольников, 

ограниченных осью абсцисс и линиями .у =  In cos* и у  =  ]п sin*.
Х̂  ] п ̂2528. Найти длину дуги линии х =  ^ ---— , заключенной между

ее наинизшей точкой и вершиной (точка линии с экстремальной кривиз
ной).

2529. Найти длину линии у  =  У х — jc* —f- arcsin У х .
2530. Найти длину линии (у — arcsin *)*= l— **.
2531. На циклоиде *  =  а(*— sin *), _у =  а (1— cost) найти точку, 

которая делит первую арку циклоиды по длине в отношении 1 :3.
2532. Дана астроида *  =  R costy,У =  R sin3* и точки на ней A (R ,0), 

В  (0, R). Найти на дуге АВ  такую точку М, чтобы длина дуги AM 
составляла четверть длины дуги АВ.

2 1
2533*. Найти длину линии (^pj3 =  1.
2534. Найти длину линии * =  a cos’ *, у  =  a sin5*.
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•) В задачах на вычисление длин дуг там, где это необходимо, в скобках
указывается интервал изменения независимой переменной, соответствующий 
Спрямляемой дуге.



2535. НаПти длину дуги трактрисы

jc=  </cosf-j-ln tg-^, .у =  a sin/

от ее точки (0, а) до ее точки (х, у).
2536. Найти длину дуги эвольвенты окружности

х =  R. (cos t t sin t), y =  R (sin t — fcosf)
(от <, =  0 до tj — z).

2537. Вычислить длину дуги линии
x = (t*  — 2) sin t -J- 21 cos /, у —  (2 — /*) cos t-\-2t sin t 

(от <! — 0 до ti =  r.). fl
2538. Найти длину петли линии x =  t*, y — t—
2539. По окружности радиуса а, вне и внутри ее с одинаковой 

угловой скоростью катятся (без скольжения) две окружности с радиу
сами, равными Ь. В момент t =  0 они касаются своими точками Mi и Mi 
точки М неподвижной окружности. Показать, что отношение путей, 
проходимых точками Mi и Л4* за произвольный промежуток времени t,
постоянно и равно ~-~ £ (см. задачу 2493).

2540. Доказать, что длина дуги линии

х — Г  (<) cos *-{-/" (t)sint, у =  — Г  (0 sint -j- f  (t)cost,

соответствующей интервалу (f|, /4), равна [/(/) -J-/* (01
2541. Применить результат предыдущей задачи к вычислению длины 

дуги линии л- =  е1 (cos t sin t), y  =  e‘ (cos / — sin t) (от /, =  0 до tt =  t).
2542. Доказать, что дуги линий

* = / ( < ) y = '*(t)+r(t)
и

x = f  (t) sin t — <p' (/) cos t, y = f  (0 cos t -f- <p' (0 sin t,

соответствующие одному и тому же интервалу изменения параметра I 
имеют равные длины.

2543. Найти длину дуги архимедовой спирали р =  а <р от начала до 
конца первого завитка.

2544. Доказать, что дуга параболы у  =  ~х*, соответствующая ин
тервалу OsgjtsSa, имеет ту же длину, что и дуга спирали р =pv, 
соответствующая интервалу 0 р ̂  а.

2545. Вычислить длину дуги гиперболической спирали р?=1 (or 
«р, =  3/4 до ®* =  4/3).

2546. Найти длину кардиоиды р =  а (1-j~cos f).
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2547. Найги длину линии p =  asina (см. задачу 2505).О
2548. Доказать, что длина линии p =  asinm-?- (т  — целое число)т

соизмерима с а при т  четном и соизмерима с длиной окружности ради
уса а при т  нечетном.

2549. При каких значениях показателя к (к ф  0) длина дуги линии 
у  =  ахк выражается в элементарных функциях? (Основываться на тео
реме Чебышева об условиях интегрируемости в конечном виде диффе
ренциального бинома.)

2550. Найти длину линии, заданной уравнением

от начала координат до ближайшей точки с вертикальной касательной.
2552. Доказать, что длина дуги синусоиды _y =  sinjr, соответствую-

2553. Показать, что длина дуги «укороченной» или «удлиненной» цик
лоиды х =  mt — п sin t, у  =  т  — п cos t (гп и я — положительные числа) 
в интервале от / )= 0  до ti =  2iz равна длине эллипса с полуосями 
а =  т  —}- п, Ь =  \т  — п |.

2554*. Доказать, что длина эллипса с полуосями а и b удовлетво
ряет неравенствам r.(a-\-b)<^L 2 • ]A i4 -j- b* (задача И. Бернулли).

2555. Вычислить -объем тела, ограниченного поверхностью, образо
ванной вращением параболы j »* =  4jc вокруг своей оси (параболоид 
вращения), и плоскостью, перпендикулярной к его оси и отстоящей or 
вершины параболы на расстояние, равное единице.

2556. Эллипс, большая ось которого равна 2а, малая — 2Ь, враща
ется: 1) вокруг большой оси, 2) вокруг малой оси. Найти объем полу
чающихся эллипсоидов вращения. В частном случае получить объем шара.

2557. Симметричный параболический сегмент, основание которого а, 
высота А, вращается вокруг основания. Вычислить объем тела враще
ния, которое при этом получается («лимон» Кавальери).

2558. Фигура, ограниченная гиперболой х1— j /4 =  a* и прямой 
х  =  a -j- h (// 0), вращается вокруг оси абсцисс. Найти объем тела 
вращения.

X
у —  J Kcosх dx.

*
2

2551. Вычислить длину дуги линии>
t t

щей периоду синуса, равна длине эллипса, полуоси которого равны Y 2  и 1.

Объем тела
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2559. Криволинейная трапеция, ограниченная линией у  =  хе* и пря
мыми х =  1 и =  0, вращается вокруг оси абсцисс. Найти объем 
тела, которое при этом получается.

2560. Цепная линия _y =  chx вращается вокруг оси абсцисс. При 
этом получается поверхность, называемая катеноидом.  Найти объем 
тела, ограниченного катеноидом и двумя плоскостями, отстоящими от 
начала на а и Ь единиц и перпендикулярными к оси абсцисс.

2561. Фигура, ограниченная дугами парабол у  =  х* и у* =  х, вра
щается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем тела, которое при этом 
получается.

2562. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси абсцисс 
трапеции, лежащей над осью Ох и ограниченной линией (х — 4)у* =  
=  х (х  — 3).

2563. Найти объем тела, полученного от вращения криволинейной 
трапеции, ограниченной линией _y =  arcsin.v с основанием [0, 1], вокруг 
оси Ох.

2564. Вычислить объем тела, полученного от вращения фигуры, огра
ниченной параболой у  =  2х — х* и осью абсцисс, вокруг оси ординат.

2565. Вычислить объем тела, которое получится от вращения вокруг 
оси ординат криволинейной трапеции, ограниченной дугой синусоиды 
^ =  sin лг, соответствующей полупериоду.

2566. Лемниската (**-}-У*)* — а4(дг*— у*) вращается вокруг оси абс
цисс. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, которая при этом 
получается.

2567. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 
абсцисс фигуры, ограниченной линией: 1) х * yk =  а.*х*-, 2) xi -\-y* =  х*.

2568. Одна арка циклоиды x =  a (t — sinf), _у =  а (1— cos*) враща
ется вокруг своего основания. Вычислить объем тела, ограниченного 
полученной поверхностью.

2569. Фигура, ограниченная аркой циклоиды (см. предыдущую задачу) 
и ее основанием, вращается вокруг прямой, перпендикулярной к середине 
основания (ось симметрии). Найти объем получающегося при этом тела.

2570. Найти объем тела, полученного при вращении астроиды
I I 2 

х 3-\-у3= а 3 вокруг своей оси симметрии.
с* с*2571. Фигура, ограниченная дугой линии х =  — cos* *, у  =  -у sin8 *

(эволюта эллипса), лежащей в первом квадранте, и координатными осями, 
вращается вокруг оси абсцисс. Найти объем получающегося при этомтела.

2572. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью бесконеч
ного веретена, образованного вращением линии у  =  вокруг ее

1 “ t~ А
асимптоты.

2573. Линия у* =  2ехе~** вращается вокруг своей асимптоты. Найти 
объем тела, ограниченного поверхностью, которая получается в резуль
тате этого вращения.



2574*. 1) Фигура, ограниченная линией у = е ~ х8 и ее асимптотой 
вращается вокруг оси ординат. Вычислить объем тела, которое при этом 
получается. 2) Та же фигура вращается вокруг оси абсцисс. Найти объем 
получающегося тела.

2575*. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью, получаю
щейся при вращении линии у  =  х*е~** вокруг своей асимптоты.

2576*. Фигура, ограниченная линией =  и осью абсцисс, враща
ется вокруг оси абсцисс. Вычислить объем получающегося тела.

2577*. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, производимойх*
вращением циссоиды _у4 =  ̂ — ^(а^>0) вокруг ее асимптоты.

2578. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, получающейся 
при вращении трактрисы х =  а cos#-f-ln у ]»  У — о. sin i вокруг ее 
асимптоты.
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X2579*. Вычислить объем тела, ограниченного эллипсоидом -j-f-

+ Ъ + ? = 1-
2580. 1) Вычислить объем тела, ограниченного эллиптическим пара-

Х^ Vsболоидом 2 =  -J- -f- -.j И ПЛОСКОСТЬЮ 2 = 1 .

2) Найти объем тела, ограниченного однополостным гиперболоидом
-f- —■ — 2* =  1 И ПЛОСКОСТЯМИ 2 =  - 1 И 2 =  2.
2581. Вычислить объемы тел, ограниченных параболоидом г =  х*-\-2у* 

и эллипсоидом х* -(- 2у* -{- г* =  6.
2582. Найти объемы тел, образованных пересечением двуполостного

гиперболоида у  — и эллипсоида

~ + У-  +  - = 16 ^  *1 ' 9 —
2583. Найти объем тела, ограниченногоX* yJконической поверхностью (г — 2)* =  -j-j-'rr и

плоскостью г =  0. 0 '
2584. Вычислить объем тела, ограничен-

X* Vsного параболоидом 2г =  -̂ -\- ^  и конусом

4 < 9 —
2585*. Найти объем тела, отсеченного от 

круглого цилиндра плоскостью, проходящей через диаметр основания 
(«цилиндрический отрезок», рис. 43). В частности, положить /^=10 см 
и И  =  6 см.



156 ГЛ. V III. ПРИМЕНЕНИЯ ИНТЕГРАЛА

2586. Параболический цилиндр пересечен двумя плоскостями, из 
которых одна перпендикулярна к образующей. В результате получается 
тело, изображенное на рис. 44. Общее основание параболических сег
ментов а =  10 см, высота параболического сегмента, лежащего в осно
вании, Н  =  8 см, высота тела И =  6 см. Вычислить объем тела.

2587. Цилиндр, основанием которого служит эллипс, пересечен наклон
ной плоскостью, проходящей через малую ось эллипса.

Вычислить объем тела, которое при этом получается. Линейные раз
меры указаны на рис. 45.

2588*. На всех хордах круга радиуса R, параллельных одному 
направлению, построены симметричные параболические сегменты посто

янной высоты Н. Плоскости сегментов 
перпендикулярны к плоскости окружности. 
Найти объем полученного таким образом 
тела.

2589*. Прямой круглый конус ра
диуса R, высотой Н  рассечен на две части 
плоскостью, проходящей через центр осно
вания параллельно образующей (рис. 46). 
Найти объемы обеих частей конуса. (Се
чения конуса плоскостями, параллельными 

N образующей, суть параболические сег
менты.)

2590. Центр квадрата переменного раз- 
Рис. 46. мера перемещается вдоль диаметра круга

радиуса а, причем плоскость, в которой 
лежит квадрат, остается перпендикулярной к плоскости круга, а две 
противоположные вершины квадрата перемещаются по окружности. 
Найти объем тела, образованного этим движущимся квадратом.

2591. Круг переменного радиуса перемешается таким образом, что 
одна из точек его окружности остается на оси абсцисс, центр движется



5 t. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИИ И СТАТИКИ 157

по окружности х* -f-у* =  г*, а плоскость этого круга перпендикулярна 
к оси абсцисс. Найти объем тела, которое при этом получается.

2592. Оси двух равных цилиндров пересекаются под прямым углом. 
Найти объем тела, составляющего общую часть цилиндра (на рис. 47 
изображена '/, тела). (Рассмотреть сечения, образованные плоскостями, 
параллельными осям обоих цилиндров.)

2593. Два наклонных цилиндра имеют одну и ту же высоту Н  
и общее верхнее основание радиуса R, а нижние основания их сопри* 
касаются (рис. 48). Найти объем общей части цилиндров.

Площадь  поверхности  вращения

2594. Найти площадь поверхности, образованной вращением пара
болы у* =  4ах вокруг оси абсцисс от вершины до точки с абсциссой 
А- =  За.

2595. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением 
кубической параболы 3у  — х3 =  0 и&круг оси абсцисс (от jcj ==0 до 
XI =  а).

2596. Вычислить площадь катеноида — поверхности, образованной 
вращением цепной линии _y =  ach— вокруг оси абсцисс (от *i"= 0  
до хi =  a). у!

2597. При вращении эллипса -j =  1 вокруг большой оси полу
чается поверхность, называемая удлиненным эллипсоидом вращения при 
вращении вокруг малой — поверхность, называемая укороченным эллип
соидом вращения. Найти площадь поверхности удлиненного и укорочен
ного эллипсоидов вращения.

2598. Вычислить площадь веретенообразной поверхности, образо
ванной вращением одной арки синусоиды _y =  sin.v вокруг оси абсцисс.
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2599. Дуга тангенсоиды =  tg jc от ее точки (0, 0) до ее точки 
(я/4, 1) вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить площадь поверхности, 
которая при этом получается.

2600. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг 
оси абсцисс петли линии 9ау* =  х (3а— х)1.

2601. Дуга окружности jcs-f-.y4 =  a*, лежащая в первом квадранте, 
вращается вокруг стягивающей ее хорды. Вычислить площадь получаю
щейся при этом поверхности.

2602. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг 
оси абсцисс дуги линии jc =  e'sinf, у  — ё  cosf от ^ =  0 до f* =  ir/2.

2603. Найги площадь поверхности, образованной вращением астро
иды x =  acos3t, y  =  asini t вокруг оси абсцисс.

2604. Арка циклоиды вращается вокруг своей оси симметрии. Найти 
площадь получающейся при этом поверхности. (См. задачу 2568.)

2605. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг 
полярной оси кардиоиды р =  а (1-f-cos?).

2606. Окружность p =  2rsincp вращается вокруг полярной оси. 
Найти площадь поверхности, которая при этом получается.

2607. Лемниската р* =  a* cos 2 ср вращается вокруг полярной оси. 
Найти площадь поверхности, которая при этом получается.

2608. Бесконечная дуга линии у  — е х, соответствующая положи
тельным значениям х, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить пло
щадь поверхности, которая при этом получается.

2609. Трактриса x — a fcos f-j-ln tgyj, у  =  a sin t вращается вокруг 
оси абсцисс. Найти площадь получающейся бесконечной поверхности.

Моменты и центр т яжес ти* )

2610. Вычислить статический момент прямоугольника с основанием а 
и высотой h относительно его основания.

2611. Вычислить статический момент прямоугольного равнобедренного 
треугольника, катеты которого равны а относительно каждой из его сторон.

2612. Доказать, что имеет место следующая формула:
ь ь

]  (ах -f b)/(x) dx =  (а' +  Ъ) \f(x ) dx,
а а

где ? — абсцисса центра тяжести криволинейной трапеции с основанием 
[а, Ь], ограниченной линией y = f(x ).

2613. Найти центр тяжести симметричного параболического сегмента 
с основанием, равным а, и высотой И.

2614. Прямоугольник со сторонами а и b разбивается на две части 
дугой параболы, вершина которой совпадает с одной из вершин прямо

*) Во всех задачах этого раздела (2610—2662) плотность принимается рав
ной единице.
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угольника и которая проходит через его противоположную вершину 
(рис. 49). Найти центр тяжести обеих частей Si и прямоугольника.

2615. Найти координаты центра тяжести полуокружности у  =  У  г* — х*.
2616. Найти координаты центра тяжести 

полукруга, ограниченного осью абсцисс и по
луокружностью у  =  V  т* — jc*.

2617. Найти центр тяжести дуги окруж
ности радиуса R, стягивающей центральный 
угол а.

2618. Найти координаты центра тяжести 
фигуры, ограниченной осями координат и
параболой У~х V~y =  У  а.

2619. Найти координаты центра тяже- рис> 49. 
сти фигуры, ограниченной координатными

X*  V*осями и дугой эллипса лежащей в первом квадранте.
Х^ Vs2620. Найти статический момент дуги эллипса ^  =  *» лежа

щей в первом квадранте, относительно оси абсцисс.
2621. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной 

дугой синусоиды у =  sin х  и отрезком оси абсцисс (от Х \ = 0  до х4 =  я).
В задачах 2622 — 2624 найти статический момент фигуры, ограни

ченной данными линиями, относительно оси абсцисс.
2622. у =  р—: и у  =  х\■' 1 + X*
2623. у  =  sin х и у  —  tj (для одного сегмента).

2624. у  — хг и у  =  У х .
2625. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной 

замкнутой линией у* =  ах3 — jc*.
jc

2626. Найти координаты центра тяжести дуги цепной линии y  =  ach-,

содержащейся между точками с абсциссами JCi =  — а и хч =  а.
2627. Доказать, что статический момент произзольной дуги параболы 

относительно оси параболы пропорционален разности радиусов кривизны 
в конечных точках дуги. Коэффициент пропорциональности равен р/3, 
где р — параметр параболы.

2628. Найти координаты центра тяжести первой арки циклоиды 
x =  a (t  — sin*), у  =  а (1— cos*)-

2629. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной первой 
аркой циклоиды и осью абсцисс.

2630. Найти координаты центра тяжести дуги астроиды x =  acos3t, 
У =  а sin3*, расположенной в первом квадранте.

2631. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной 
осями координат и дугой астроиды (в первом квадранте).
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2632. Доказать, что абсцисса и ордината центра тяжести сектора, 
ограниченного двумя полярными радиусами и линией, уравнение которой 
дано в полярных координатах р =  р(<р), выражаются так:

и
\ -р* cos yd? ( р* sin о rf?

д г — 2 i ! --------------------------------  w  —  2  5 J _____________________

3 Vt • y 3 ft
$ P* df Ij p* d-3
»i fi

2633. Найти декартовы координаты центра тяжести сектора, огра
ниченного одним полуиитком архимедовой спирали р =  а? (от ?i =  0 
до t?i =  n).

2634. Найти центр тяжести сектора круга радиуса R с центральным 
углом, равным 2а.

2635. Найти декартовы координаты центра тяжести фигуры, ограничен
ной кардиоидой р =  а (1-4-cos?).

2636. Найти декартовы координаты центра тяжести фигуры, ограни
ченной правой петлей лемнискаты Бернулли р* =  a*cos 2?.

2637. Показать, что декартовы координаты центра тяжести дуги 
линии, уравнение которой дано в полярных координатах р =  р(:р), 
выражаются так:

) Р О» а У  р* +  р'* d-з \" р sin ?  К р ! + р ”  df

JV p ’ +p’8̂  ] \  р'+p’'rf?

2633. Найти декартовы координаты центра тяжести дуги логарифми
ческой спирали р =  ае9 (от 9, =  it/2 до <э4 =  г).

2639. Найти декартовы координаты центра тяжести дуги кардиоиды
р =  а (1 cos <?) (от ?| =  0 до <р4 =  -я).

2640. На каком расстоянии от геометрического центра лежит центр 
тяжести полушара радиуса R ?

2641. Найти центр тяжести поверхности полусферы.
2642. Дан прямой круглый конус; радиус основания его R, высота Н. 

Найти расстояния от основания конуса до центра тяжести его боковой 
поверхности, полной поверхности и объема.

2643. На каком расстоянии от основания лежит центр тяжести тела, 
ограниченного параболоидом вращения и плоскостью, перпендикулярной 
к его оси? Высота тела li.

2644. Найти момент инерции отрезка АВ =  I относительно оси, 
лежащей с ним в одной плоскости, зная, что конец А отрезка отстоит 
от оси на а единиц, конец В  — на b единиц.



«  t. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ГЕОМЕТРИИ И СТАТИКИ 161

2645. Найти момент инерции полуокружности радиуса R относительно 
ее диаметра.

2646. Найти момент инерции дуги линии у  — ех 0̂ sg отно
сительно оси абсцисс.

2647. Вычислить моменты инерции относительно обеих осей коорди
нат одной арки циклоиды x =  a {t— sin/), y  =  a ( l— cos t).

2648. Найти момент инерции прямоугольника со сторонами а и b 
относительно стороны а.

2649. Найти момент инерции треугольника с основанием а и высо
той h относительно:

1) основания;
2) прямой, параллельной основанию, проходящей через вершину;
3) прямой, параллельной основанию, проходящей через центр тяжести 

треугольника.
2650. Найти момент инерции полукруга радиуса R относительно его 

диаметра.
2651. Найти момент инерции круга радиуса R относительно его центра.
2652. Найти момент инерции эллипса с полуосями а и b относительно 

обеих его осей.
2653. Найти момент инерции цилиндра, радиус основания которого R, 

высота Н, относительно его оси.
2654. Найти момент инерции конуса, радиус основания которого R, 

высота Н, относительно его оси.
2655. Найти момент инерции шара радиуса R  относительно его 

диаметра.
2656. Эллипс вращается вокруг одной из своих осей. Найти момент 

инерции получающегося тела (эллипсоид вращения) относительно оси 
вращения.

2657. Найти момент инерции относительно оси вращения параболоида 
вращения, радиус основания которого R, высота Н.

2658. Вычислить момент инерции относительно оси Ог тела, ограни-
x t  у

ченного однополостным гиперболоидом ^  ̂ =  1 и плоскостями
г =  0 и 2 = 1.

2659. Криволинейная трапеция, ограниченная линиями у  —  ех, у  =  0,
*  = 0 и х = \ , вращается

1) вокруг оси Ох, 2) вокруг оси Оу.
Вычислить момент инерции получающегося тела относительно оси 

вращения.
2660. Найти момент инерции боковой поверхности цилиндра (радиус 

основания R, высота Н) относительно его оси.
2661. Найти момент инерции боковой поверхности конуса (радиус 

основания R, высота Н) относительно его оси.
2662. Найти момент инерции поверхности шара радиуса R  относи- 

рельно его диаметра.
6 Г. Н. Берман
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Теоремы Г у-л ь д и н а

2663. Правильный шестиугольник со стороной а вращается вокруг 
одной из сторон. Найти объем тела, которое при этом получается.

2664. Эллипс с осями АА\ =  2а и B B t =  2b вращается вокруг прямой, 
параллельной оси AAt и отстоящей от нее на расстоянии 3Ь. Найти 
объем тела, которое при этом получается.

2665. Астроида вращается вокруг прямой, проходящей через два со
седних острия. Найти объем и поверхность тела, которое при этом 
получается (см. задачу 2630).

2666. Фигура, образованная первыми арками циклоид

вращается вокруг оси ординат. Найти объем и поверхность тела, кото
рое при этом получается.

2667. Квадрат вращается вокруг прямой, лежащей в его плоско
сти и проходящей через одну из его вершин. При каком положении 
прямой относительно квадрата объем получающегося тела вращения будет 
наибольшим? Тот же вопрос для треугольника.

2668. Скорость тела дается формулой > =  У Т + 7  м/сек. Найти 
путь, пройденный телом за первые 10 сек лосле начала движения.

2669. При гармоническом колебательном движении по оси абсцисс
около начала координат скорость ^  дается формулой

(it — время, Т — период колебания, <р0— начальная фаза). Найти положе
ние точки в момент времени tit если изеестно, что в момент tt она 
находилась в точке х =  х\.

Сила /  взаимодействия двух точечных масс определяется по фор
муле где m и М  — массы точек, г — расстояние между ними,

а к — коэффициент пропорциональности, равный 6,67 • 10~и — м . (закон
Ньютона). Учитывая это, решить задачи 2670 — 2678. (Предполагается, 
что плотность постоянна.)

2670. Стержень АВ, длина которого /, масса М, притягивает точку С 
массы т , которая лежит на его продолжении на расстоянии а от

x — a{t — sin t), У =  а ( 1— cos 0
и

x =  a(t — sin 0» У —  — а (1— cos t),

§ 2. Некоторые задачи физики



V

ближайшего конца В  стержня. Найти силу взаимодействия стержня и 
точки. Какую точечную массу нужно поместить в А, для того чтобы 
она действовала на С с той же силой, что и стержень АВ ? Какую 
работу совершит сила притяжения, когда точка, отстоявшая от стержня 
на расстоянии Г\, приблизится к нему на расстояние г*, двигаясь вдоль 
прямой, составляющей продолжение стержня ?

2671. С какой силой полукольцо радиуса г и массы М действует 
на материальную точку массы т , находящуюся в его центре ?

2672. С какой силой проволочное кольцо массы М, радиуса R 
действует на материальную точку С массы т , лежащую на прямой, 
проходящей через центр кольца перпендикулярно к его плоскости. 
Расстояние от точки до центра кольца равно а. Какую работу совер
шит сила притяжения при перемещении точки из бесконечности в центр 
кольца ?

2673. Используя результат предыдущей задачи, вычислить, с какой 
силой плоский диск, радиус которого равен R, масса — М, действует 
на материальную точку массы т , которая лежит на его оси на рассто
янии а от центра.

2674. Используя результат предыдущей задачи, вычислить, с какой 
силой действует на материальную точку массы т  бесконечная плоскость, 
на которой равномерно распределена масса с поверхностной плотностью о. 
Расстояние от точки до плоскости равно а.

2675. Радиусы оснований усеченного прямого круглого конуса равны 
R и г, высота Л, плотность f. С какой силой действует он на материаль
ную точку массы т , помещенную в его вершине?

2676. С какой силой материальная ломаная _у =  |лг|-|- 1 притягивает 
материальную точку массы т , находящуюся в начале координат? (Линей
ная плотность равна if.)

2677. Доказать, что материальная ломаная у  =  а]лг|-|- 1 (а^ 0 )  при
тягивает материальную точку, находящуюся в начале координат, с одной 
и той же силой независимо от а, т. е. независимо от величины угла 
между сторонами ломаной.

2678*. Два одинаковых стержня (длиной / и массы М  каждый) 
лежат на одной прямой на расстоянии I один от другого. Подсчитать 
силу их взаимного притяжения.
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2679. Капля с начальной массой М падает под действием силы тяже
сти и равномерно испаряется, теряя ежесекундно массу, равную т . 
Какова работа силы тяжести за время от начала движения до полного 
испарения капли? (Сопротивлением воздуха пренебрегаем.)

2680. Какую работу нужно произвести, чтобы насыпать лучу песка 
в форме усеченного конуса высоты Н, имеющего радиусы оснований R 
и г (г < К )?  Удельный вес равен d (песок поднимают с поверхности 
земли, на которой покоится большее основание конуса).

6«
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2681. Размеры пирамиды Хеопса приблизительно таковы: высота 
140 м, ребро основания (квадрата) 200 м. Удельный вес камня, из кото
рого она сделана, приблизительно равен 2,5 Г/см3. Вычислить работу, 
затраченную при ее постройке на преодоление силы тяжести.

2682. Вычислить работу, которую необходимо затратить, для того 
чтобы выкачать воду, наполняющую цилиндрический резервуар высотой 
Н  — Ъ м, имеющий в основании круг радиуса /? =  3 м.

2683. Вычислить работу, которую нужно затратить, чтобы выкачать 
жидкость удельного веса d из резервуара, имеющего форму обращен
ного вершиной вниз конуса, высота которого равна Н, а радиус осно

вания R. Как изменится результат, если конус будет 
обращен вершиной кверху?

2684. Вычислить работу, которую необходимо 
затратить, чтобы выкачать воду, наполняющую по
лусферический резервуар радиуса R =  0,6 м.

2685. Котел имеет форму параболоида вра
щения (рис. 50). Радиус основания R =  2 м, глу
бина котла Н =  А м. Он наполнен жидкостью, 
удельный вес которой d =  0,8 Г/см3. Вычислить 
работу, которую нужно произвести, чтобы шка- 
чать жидкость из котла.

Рис. 50. 2686. Найти работу, которую нужно затратить,
чтобы выкачать воду из цистерны, которая имеет 

следующие размеры (рис. 51): а =  0,75 м, b =  1,2 м, Н =  1 м. Боко
вая поверхность цистерны — параболический цилиндр.

Кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, 
равна y^u)4, где и» — угловая скорость, a J — момент инерции относи
тельно оси вращения. Зная это, решить задачи 2687 — 2692.

4 ....... ..
\Л_____________  ч в

Рис. 51. Рис. 52

2687. Стержень АВ (рис. 52) вращается в горизонтальной плоскости 
вокруг оси ОСУ с угловой скоростью о) =  Юте сек'1. Поперечное сечение 
стержня 5 = 4  см*, длина его / =  20 см, плотность материала, из которо
го он изготовлен, 1 =  7,8 г/см3. Найти кинетическую энергию стержня.
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2688. Прямоугольная пластинка, стороны которой а =  50 см и 
Ъ =  40 см, вращается с постоянной угловой скоростью ш, равной Зк сек~х, 
вокруг стороны а. Найти кинетическую энергию пластинки. Толщина 
пластинки d равна 0,3 см, плотность f материала, из которого сделана 
пластинка, равна 8 г/см3.

2689. Треугольная пластинка, основание которой а =  40 см, a 
высота Л =  30 см, вращается вокруг своего основания с постоянной 
угловой скоростью u) =  5ic сек~х. Найти кинетическую энергию пластинки, 
если толщина ее d =  0,2 см, а плотность материала, из которого она 
изготовлена, у =  2,2 г/си*.

2690. Пластинка в форме параболического сегмента (рис. 53) вра
щается вокруг оси параболы с постоянной угловой скоростью ю =  4к сек1. 
Основание сегмента а =  20 см, высота Л =  30 см, толщина пластинки 
</ =  0,3 см, плотность материала у =  7,8 г/см3. Найти кинетическую 
энергию пластинки.

2691. Круглый цилиндр, радиус основания которого равен R, а 
высота Н, вращается вокруг своей осн с постоянной угловой ско
ростью ш. Плотность материала, из которого сделан цилиндр, равна -f. 
Найти кинетическую энергию цилиндра.

2692. Тонкая проволока массы Л1 согнута в виде полуокружности 
радиуса R и вращается вокруг оси, проходящей через концы полуокруж
ности, делая п оборотов в минуту. Вычислить ее 
кинетическую энергию.

Вычислить кинетическую энергию, если осью 
вращения служит Касательная в средней точке 
полуокружности.

2693. Пластинка в форме треугольника по
гружена вертикально в воду так, что ее основа
ние лежит на поверхности воды. Основание пла
стинки а, высота И.

а) Подсчитать силу давления воды на каждую из сторон пластинки.
б) Во сколько раз увеличится давление, если перевернуть пластинку 

так, что на поверхности окажется вершина, а основание будет парал
лельно поверхности воды?

2694. Квадратная пластинка погружена вертикально в воду так, что одна 
из вершин квадрата лежит на поверхности воды, а одна из диагоналей 
параллельна поверхности. Сторона квадрата равна а. С какой силой 
вода давит на каждую сторону пластинки?

2695. Вычислить силу, с которой вода давит на плотину, имеющую 
форму равнобочной трапеции, верхнее основание которой а =  6,4 м, 
нижнее Ь =  4,2 м, а высота Н =  3 м.

2696. Пластинка, имеющая форму эллипса, наполовину погружена 
в жидкость (вертикально), так что одна из осей (длиной 2Ь) лежит 
на поверхности. Как велика сила давления жидкости на каждую из
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сторон этой пластинки, если длина погруженной полуоси эллипса равна а, 
а удельный вес жидкости d?

2697. Прямоугольная пластинка со сторонами а и Ь (а Ь) погру
жена в жидкость под углом а к поверхности жидкости. Ббльшая сто
рона параллельна поверхности и лежит на глубине It. Вычислить дав
ление жидкости на каждую из сторон пластинки, если удельный вес 
жидкости d.

2698. Прямоугольный сосуд наполнен равными по объему частями 
воды и масла, причем масло вдвое легче воды. Показать, что давление 
на каждую стенку сосуда уменьшится на одну пятую, если вместо смеси 
будет взято одно масло. (Учесть, что все масло находится сверху.)

При решении задач 2699 — 2700 следует опираться на закон Архи
меда: подъемная сила, действующая на погруженное в жидкость твердое 
тело, равна весу вытесненной им жидкости.

2699. Деревянный поплавок цилиндрической формы, площадь осно
вания которого 5=4000 см9, а высота Я  =  50 см, плавает на поверх
ности воды. Удельный вес дерева </ =  0,8 Г/см3. а) Какую работу нужно 
произвести, чтобы вытащить поплавок из воды? б) Вычислить, какую 
работу нужно затратить, чтобы поплавок погрузить в воду целиком.

2700. Шар радиуса R  с удельным весом 1 погружен в воду так, 
что он касается поверхности. Какую работу нужно затратить, чтобы 
извлечь шар из воды?

Задачи 2701 — 2706 связаны с явлением истечения жидкости из 
малого отверстия. Скорость истечения жидкости определяется по закону 
Торичелли: v =  l̂ 2gh, где h высота столба жидкости над отверстием, 
g — ускорение силы тяжести *).

2701. В дне цилиндрического сосуда, площадь основания которого 
100 см, а высота 30 см, имеется отверстие. Вычислить площадь этого 
отверстия, если известно, что вода, наполняющая сосуд, вытекает из 
него в течение 2 мин.

2702. Коническая воронка высотой Я  =  20 см наполнена водой. 
Радиус верхнего отверстия R= 12  см. Нижнее отверстие, через кото
рое вода начинает вытекать из воронки, имеет радиус г =  0,3 см. 
а) В течение какого времени уровень воды в воронке понизится на 
5 см? б) Когда воронка опорожнитсп? *

2703. В дне котла, имеющего форму иолушара радиуса R =  43 см, 
образовалась пробоина площадью 5= 0,2 см*. Через сколько времени 
вода, наполняющая котел, вытечет из него?

*) В данной здесь форме закон Торичелли применим только к идеальной 
жидкости. Для этой идеальной жидкости и даны ответы к задачам. (Практически 
пользуются формулой » = (i V'Zgh, где ц — коэффициент, зависящий от вязкости 
жидкости и характера отверстия, из которого происходит истечение. Для воды 
в простейшем случае (1 = 0,6.)
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2704. Котел имеет форму эллиптического цилиндра с горизонтальной 
осью. Полуоси эллиптического сечения (перпендикулярного к оси цилин
дра) равны b (горизонтальная) и а (вертикальная); образующая цилин
дра равна L (рис. 54). Котел наполнен водой до половины. В какое 
время вода вытечет из котла через отверстие в его дне, имеющее 
площадь S?

2705. В вертикальной стенке призматического сосуда, наполненного 
водой, проделана прямоугольная вертикальная щель, высота которой 
равна Л, ширина Ь. Верхний край щели, 
параллельный поверхности воды, рас- 
положен на расстоянии Н  от поверх- / \
ности. Какое количество воды вытечет 1___ j.
из сосуда за 1 сек, если считать, что I , 
уровень воды поддерживается все время \  J_ 
на одной высоте? Рассмотреть случай ___
Н  =  0 (задача о водосливе).

2706. Сосуд, наполненный до кра- Рис. 54. 
ев водой, имеет форму параллеле
пипеда с площадью основания 100 см*. В боковой стенке его имеется 
узкая щель высотой 20 см и шириной 0,1 см (рис. 55). За какое время 
уровень воды в сосуде понизится на а) 5 см? б) 10 см? в) 19 см? 
г) 20 см? (Воспользоваться результатом предыдущей задачи.)

Уравнение состояния идеального газа имеет вид pv =  RT, гдер — дав
ление, v — объем, Т — абсолютная температура и R — постоянная для 
данной массы газа. Решить задачи 2707 — 2709, считая газы идеальными.

2707. В цилиндре, площадь основания которого 10 см*, а высота
30 см, заключен атмосферный воздух. Какую работу необходимо затра
тить, чтобы вдвинуть поршень на 20 см, т. е. вдвинуть его так, чтобы 
он остановился на расстоянии 10 см от дна цилиндра (рис. 56)? Атмо
сферное давление равно 1,033 кГ/см*. Процесс протекает изотермически, 
т. е. при постоянной температуре. (Чтобы величину работы получить 
в кГм, следует давление в к ГJm* и объем в м3.)
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2708. В цилиндрическом сосуде, поперечное сечение которого 100 см%, 
заключен воздух при атмосферном давлении. В сосуде имеется поршень. 
Первоначальное расстояние его от дна сосуда равно 0,1 м. Цилиндр 
помещен в пустоту, благодаря чему воздух в нем расширяется, вытал
кивая поршень. 1) Вычислить работу, совершаемую воздухом в цилиндре, 
когда он подымает поршень на высоту а) 0,2 б) 0,5 м, в) 1 м.
2) Может ли эта работа неограниченно увеличиваться при неограничен
ном расширении газа? (Процесс, как и в предыдущем примере, проте
кает изотермически.)

2709. В цилиндрическом сосуде объемом гу, =  0,1 мл находится атмо
сферный воздух, который подвергается сжатию быстрым вдвиганием пор
шня (считаем при этом, что процесс протекает без притока или отдачи 
тепла, т. е. адиабатически). Какую работу надо затратить, чтобы сжать 
воздух в сосуде до объема v =  0,03 .к3? (Атмосферное давление равно 
1,033 кГ/см*.) При адиабатическом процессе давление и объем газа 
связаны соотношением pv^=p0v] (уравнение Пуассона). Для двухатом
ных газов (а также для воздуха) f я» 1,40.

По закону Ньютона скорость охлаждения тела пропорциональна 
разности между температурой тела и температурой окружающей среды. 
На основании этого закона решить задачи 2710 — 2711.

2710. Тело, температура которого 25°, погружено в термостат 
(температура его поддерживается при 0°). За какое время тело охла
дится до 10°, если за 20 мин оно охлаждается до 20°?

2711. Тело, температура которого 30°, за 30 мин пребывания 
в термостате, температура которого 0°, охладилось до 22,5°. Какова будет 
температура тела через 3 часа после начала опыта?

По закону Кулона сила взаимодействия двух электрических заря- 
дов равна ~  7 у ньютонов, где q\ и q%— величины зарядов в кулонах,4Л£о1Г '
г — расстояние между зарядами в м, электрическая постоянная ев =  
=  8,85-10н ф/м (4ге0 =  1,11 • 10“,в) и е — диэлектрическая проницае
мость среды относительно вакуума (для воздуха е я « 1). (Рационализи
рованная система единиц МКСА.) На основании этого закона решить 
задачи 2712 — 2714.

2712. Бесконечная прямая равномерно заряжена положительным 
электричеством (линейная плотность электричества о). С какой силой 
действует эта прямая на единичный заряд, находящийся в точке А на 
расстоянии а от нее? Диэлектрическая проницаемость среды равна 
единице.

2713. Два электрических заряда: qx =  6,67-10 * к и <?*= 10- 10"*к-, 
находятся на расстоянии 10 см друг от друга. Разделяющей их средой 
служит воздух. Сначала оба заряда закреплены неподвижно, затем за
ряд qi освобождается. Тогда под действием силы отталкивания заряд qt 
начнет перемещаться, удаляясь от заряда qx. Какую работу совершит
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сила отталкивания, когда заряд а) удалится на расстояние 30 см? б) уда
лится в бесконечность?

2714. Два электрических заряда: ,̂ =  33 ,3* 10'* к и *̂ =  40- 10 * к, 
находятся на расстоянии 20 см друг от друга. Каково будет расстояние 
между зарядами, если мы приблизим второй к первому, затратив при 
этом работу в 18-10" джоулей? (Разделяющей средой служит воздух).

2716. Напряжение на клеммах электрической цепи К=120 в. В цепь 
равномерно вводится сопротивление со скоростью 0,1 ом в секунду. 
Кроме того, в цепь включено постоянное сопротивление г =10 ом. 
Сколько кулонов электричества пройдет через цепь в течение двух 
минут?

2716. Напряжение на клеммах электрической цепи, равное перво
начально 120 в, равномерно падает, убывая на 0,01 е в  секунду. Одно
временно с этим в цепь вводится сопротивление тоже с постоянной 
скоростью, именно 0,1 ом в секунду. Кроме того, в цепи имеется посто
янное сопротивление, равное 12 ом. Сколько кулонов электричества 
протечет через цепь за 3 мин?

2717. При изменении температуры сопротивление металлических 
проводников меняется (при обычных, температурах) по закону R =  
=  Ro (1 -j- 0,0048), где Ro — сопротивление при 0°  С и ft — температура по 
Цельсию. (Этот закон справедлив для большинства чистых металлов.) 
Проводник, сопротивление которого при 0°С равно 10 ом, равномерно 
нагревается от &i =  20° до &* =  200° в течение 10 мин. В это время 
го нему идет ток под напряжением в 120 в. Сколько кулонов электри
чества протечет за это время через проводник?

2718. Закон изменения напряжения синусоидального тока, имеющего 
частоту ш, дается следующей формулой: Е  =  sin (wt -}- 9), где Е%— 
максимальное напряжение, <р — фаза, a t — время. Найти среднее значе
ние квадрата напряжения за 1 период. Показать, что при постоянном 
сопротивлении переменный ток выделяет за 1 период столько же тепла, 
сколько постоянный, имеющий напряжение, равное \ (£*)ср. (Ввиду этого 
выражение К(£*)сР называют эффективным напряжением переменного
тока.)

2719. Напряжение синусоидального тока дается формулой

а ток — формулой

где Ея и /# — постоянные величины (наибольшие значения напряжения 
и тока), Т — период, а <р0 — так называемая разность фаз. Вычислить 
работу тока за время от *1 =  0 до t%=T  и показать, что наибольшее
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значение эта работа будет иметь тогда, когда разность фаз <р0 равна 
нулю.

2720. Найти время, в течение которого 1 кг воды нагреется электро
прибором от 20 до 100° С, если напряжение тока 120 в, сопротивление 
спирали 14,4 ом, температура воздуха в комнате 20°С и если известно, 
что 1 кг воды остывает от 40 до 30° С за 10 мин. (По закону Джоуля — 
Ленца Q =  l iRt, где Q — количество теплоты в джоулях, I — ток 
в амперах, R  — сопротивление в омах и t — время в секундах; удельная

длстеплоемкость воды 4190 я-г гра̂ • Кроме этого, воспользоваться законом 
Ньютона об охлаждении; см. задачу 2710.)

2721. Воздух, наполняющий сосуд вместимостью 3 л, содержит 20%  
кислорода. Сосуд имеет две трубки. Через одну из них в сосуд начинают 
впускать чистый кислород, через другую вытекает наружу столько же 
воздуха, сколько притекает в сосуд кислорода. Какое количество будет 
содержаться в сосуде, после того как через него протечет 10 л газа?

2722. Воздух содержит а %  (=  8*/,) СО»; он пропускается через цилин
дрический сосуд с поглотительной массой. Тонкий слой массы поглощает 
количество газа, пропорциональное его концентрации и толщине слоя, 
а) Если воздух, прошедший слой в// ел ( =  10 см) толщиной, содержит 
Ь°/о( =  2% )С 09, то  какой толщины # i должен быть поглотительный 
слой, для того чтобы, выходя из поглотителя, воздух содержал только 
с % (= 1 в/0) углекислоты? б) Сколько углекислоты (в % )  останется 
в воздухе, прошедшем поглотитель, если толщина поглотительного слоя 
будет равна 30 см?

2723. Если при прохождении через слой воды толщиной 3 м погло
щается половина первоначального количества света, то какая часть этого 
количества дойдет до глубины 30 м? Количество света, поглощенного 
при прохождении через тонкий слой воды, пропорционально толщине 
слоя и количеству света, падающего на его поверхность.

2724. Если первоначальное количество фермента 1 г через час стано
вится равным 1,2 г, то чему оно будет равно через 5 часов после 
начала брожения, если считать, что скорость прироста фермента пропор
циональна его наличному колйчеству?

2725. Если через два часа после начала брожения наличное количество 
фермента составляет 2 г, а через три часа 3 г, то каково было перво
начальное количество фермента? (См. предыдущую задачу.)

2726. 2 кг соли растворяются в 30 л воды. Через 5 мин 1 кг соли 
растворяется. Через сколько времени растворятся 99% первоначального 
количества соли? (Скорость растворения пропорциональна кодичеству 
нерастворенной соли и разности между концентрацией насыщенного 
раствора, которая равна 1 кг на 3 л, и концентрацией раствора в дан
ный момент.)
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§ 1. Числовые ряды
(

Сходимость  числового ряда

В задачах 2727 — 2736 для каждого ряда: 1) найти сумму л первых 
членов ряда (S„), 2) доказать сходимость ряда, пользуясь непосредственно
определением сходимости и 3) найти сумму ряда (S).

I2727*. 1-2 ̂  2
2728. J — L -1 -3 ' 3~5 +  ”
2729. J ___L -1 • 4 ‘ 4 ~7 +  --
2730. —!— 1---1 • 4 1 2- g rf.-

2731. 1 -7 ' 3-у +  ..
2742 1 1 1

1-2-3 1 2-3-4

2733. 4 -13 4- 1

2734. 4 + 3 6 + - - - 4 -

2735. ± +  _2. 9 ' 225+  •••4

2736. arctg у  -f- arctg

Я(и+ 1) +  • 
1

‘ (2л — I) (2л + 1) ~ Г '"

1 Шп —  91 СЛп 4- I \(Зл —2) (Зл+ 1)

' Л(Л + 3) +  ” *
_1_ _______!________
^  ( 2 л - I )  (2л+  5)

1

3П4-2П
л (л+  1)(л +  2}

6»
2л + 1

л’ (л + 1)' 
1

(2л -  1)* (2л + 1)*
I . 1 ^ 5

Ряды с положительными членами

В задачах 2737 —2753 вопрос о сходимости данных рядов решить 
с помощью признаков сравнения.

1 ,2737. j ,2+ 3.2» 4"• • • 4" ̂ 2п ■ 2,n ~i
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2738. sin -у -j- sin ~т "Ь • • • “Ь s'n ой Ч" •

2739. 1 1+2 , I 1+ я
1 +  2 * 'r - ”  “ г  1 +  л‘

2740, 2 -5_Ь 3.б +  - " +  („ + ])(„.). 4) +•••
2741 — 4- — -I- I п ~Ь * IZ / 4 1 .  3  - f -  8  - + - • - •  “ I -  ( Я _j_ 2 ^ я  + • • •

2742. tg-j -f tg -f tg — ..

2743. 1  +  1  +  . 1 1 '2 * 5  1 д» + 1 i ” •
2744. i  +  ̂  +  ... +  5-i-p-t-...

2745- ет+п-+---+тк^гттт+'--
274e- i  2747- I  ( - Ш ) ' -П *  1 Д — 1

2748. У ... . 2749. У т?£.
& У " '

2750. V  (V ^ - V ^ T T ) .  2751. J  j /  ^
Л — l Л =* 1
00

2752. У  ± (V n + l — V n ^ T ). 
ft = 1

00

2753. ^  +  1 — J/ V  — л +  1).
П *  I

В задачах 2754— 2762 доказать сходимость данных рядов с помощью 
признака Даламбера.

2754 ' +  ' 1 ‘3 ! '  51 ‘ “  1 (2л+1)! Т  —

2755. +  +  +

2756. tg-j -f- 2 tg j  -(- • • • +  n fĵ rr +  •••
2 I 2-5 i i 2-5- ... -(3n —  1) .2757. T  +  — +  . ..-j-—1 i" 1 5 ' ' 1 -5- ... • (4л — 3) 

2 7 5 8 .1 + 4  +  ... +  ”;  +  ..
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07RQ _L J_   ̂* 3 I I I • 3 • ... • (2n — I) .2759. 3 + jrg  +  ” *+  зл.„| +•••

2760. s i n 4 s*n j  +  -•• + n* sin Js +  • ••

2761. 21 ”Ь з Г ‘Т ', " _Ь (я+l) !

2762- T + l n + - + <w + -
В задачах 2763 — 2766 доказать сходимость данных рядов с'помощью 

радикального признака Коши.

2763‘ ПГ2 +  ГН̂ З "Ь  * • * И- +7)

2764- Т  +  ( ! ) '  +  • •• +  ((2Я Т Г )) +  —
2765. arcsin 1 -j* arcsin* + . . .  -f- arcsin .

2766. |  +  Ц 1 + ... +  Ц Х  +  ...

В задачах 2767 — 2770 вопрос о сходимости данных рядов решить 
с помощью интегрального признака Коши.

2767‘ TW 1  +  зГл5!"  + ' * * +  (п+ 1) 1п*(,«+1) +••’

2768. •ущ2- +  з1Нз' +••• +  Я lnT  +  •••
2769. +  +  + .. .

2770' i^ 1”
В задачах 2771 —2784 выяснить, какие из данных рядов сходятся, 

какие расходятся.

277Ь 2/2" ~̂ 3/3' (п+\)у1Г+1
2772. 1 4 - 4 + . . .  +  ̂  +  ...

2773. / 2  +  / |  +  . . .+  / ^

2774. 1 +  7Т2+ "-+ Й Г +  --*

2775. 2 + ® + . . . +  ̂ + . . .
1 . 2

277®‘ 1001 2001 ^Pi000» 4- 1



2777- Tqrp +  T + 2i +  --* +  T 4T^ +  -'-

2778. +  •••+ ">  * +•••

2779. arctg 1 arctg* -j- •.. +  arctg" -f-.

2780.

278K TT3+ 6T7+
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1 (5/t — 4) (4л — 1) ' •**
2782. *. +  j +

2783. 1 +  ̂ 2T- 4" • • • 4* JjS 4" • • •

2784*. sin y +  sin 4" ••• 4~®^2/Г4-..*
В задачах 2785 — 2789 доказать каждое из соотношений с помощью 

ряда, общим членом которого является данная функция.

2785. lim — =  0. 2786. lim 0 (а >  1).
л —озя! п — со о

2787. lim ^  =  0. 2788. lim 7^7 =  0.
п^оо*2")1

2789. lim ^ £ = 0 .
п — 00 Пп

Ряды с произвольными  членами. 
Аб со л ю тн ая  сходимость

В задачах 2790 — 2799 выяснить, какие из указанных рядов сходятся 
абсолютно, какие не абсолютно, какие расходятся.

2790. i _ ^ + . . . 4 - ( _ l )r « s L-T +  ...

2791. l _ 4 , +  . . . + ( - i r « I3- L 1 ?  +  ..

2792. ТИТ- пгз4~ ••• 4-(— О"1 ,п(„4-1)4-
2793. ^  +  + ^ 4 - . . .

2794. у  — у 4" • •• 4-(— 1)n+li*i4---' 
• 2795. 2 — у  4" • • • 4” (— 1)"+* 4“* • • 
i2796. — I Л - у^ — ... 4-(— 1 )"р^4-” -



2797. . . . + ( -  1)л + , £  +  ...

2798. у  (~ 1 )П. 2799. У  ( ~L i я —On л Ld 4 я!
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2800. Показать, что если ряды ая и сходятся, то ряд
д — I »•!

оо
2  абсолютно сходится.
I*-» 1

СО

2801. Показать, что если ряд а„ абсолютно сходится, то и ряд
П — 1

ОО ^

\  1 а„ также абсолютно сходится.
П — 1

§ 2. Функциональные ряды

Сходимость  функциональных  рядов

В задачах 2802 — 2816 определить области сходимости рядов.
2802. 1 4 " х -)—... -j- -*-я -f* • • •
2803. InJf-l-ln*.*-}-.••“f in " ■* +  •••
2804. x  -j- -*Л ”1“  • • •
2805. x - } - +  • • • +  тр +•

2806. дг +  ̂ г  +  ...

• • •

Vi 1 1 Vi '
Ш 7 - т ^ Ь + н г ? + - + т т з . + -
2808» 2x -j- 6jc* -J- •.. -j- n (n -j- 1) Xя — .. •

* « •  f + ? ^ + - + . - ^ t + -
2810. *  ’ ** ' 11 H-jc* “  1+** * "М+дс*» '
2811. sin —[-s i n- J — sin 2̂ ;-j-•• •

2812. Jc tg y  +  Jf*tg^-l-...-f-y, tg ^ - f...

2813. sin* +  ̂  +  ... +  ̂ £  +  ...

2 8 1 4 .^ + c- a | k f . . .+ c- ^ 4 - . . .



2816. <-“* +  г '1*+

2816. р - Ь р 5 +  --- +  ̂ г +  --«
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Равномерная  (правильная)  сходимость

В задачах 2817 — 2820 доказать, что данные ряды равномерно (пра
вильно) сходятся на в се II оси Ох.

2 8 1 7 . 1 + ^ + . . . + - ^ +  ...

2818. У  -г.-. -Т77-. 2819. 2820. V j—.п* [l-f-(isjt) *| '  L* 2п ^  и*
л *  I п = 1 /»“  1

2821. Показать, что ряд ■■ 1+ [ ' w | , +  ~ Т + Ъ (х ,у  +  -  +

-j- я. | ( ^ 4” ••• сходится равномерно (правильно) в любом интервале, 
в котором определена функция <р(х).

2822. Показать, что ряд- 1 -- -J . ___Ч-...-{------, ‘ 4-...
K l  +  лг ' 2/ 1+ 2* '  2я' 1 у  I +  пх

равномерно (правильно) сходится на всей положительной полуоси. 
Сколько нужно взять членов, чтобы при любом неотрицательном х можно 
было вычислить сумму ряда с точностью до 0,001?

2823*. Показать, что ряд 1,111 ~г Л' -f |п ( > -f... -f — ^ -n'r) -f ...
равномерно сходится в интервале 1 -{- и» ̂  дг <  оо, где и> — любое поло
жительное число. Убедиться, что при любом дг из интервала (2s^je*^ 100) 
достаточно взять восемь членов, чтобы получить сумму ряда с точно
стью до 0,01.

СО *

2824. Показать, что ряд дг"(1— х) сходится неравномерно в ин-
П «* I

тервале [0, 1].
2825. Функция f(x ) определяется равенством

ю =  У.
СО

COS ПХ
10» 

л =» 1

Показать, что функция /(дг) определена и непрерывна при любом jc. 

Найти /(0), / ( J )  и / Убедиться в том, что для вычисления при
ближенных значений функции /(дг) при любом х с точностью до 0,001 
достаточно взять три члена ряда. Найти с указанной точностью /(1) и 
/ ( - 0,2).



2826. Функция /(лг) определяется равенством

f (x) = __!____U У  ______ !-------\-У ----- !-----  (ш>  0).1+(Ж + Пш)* ^  &  1+(ЛГ — Иш)2 ' 'п**1 п -» I
Показать, что функция f(x ) определена и непрерывна при любом х. 
Убедиться, что / ( jc )  — периодическая функция с периодом ш.

Инте грирование  и дифференцирование рядов

2827. Показать, что ряд jc*-{-jc* 4-.. .-f-jc4" ' * равномерно 
сходится в интервале — 1 1 — ш> гДе “* — любое положи
тельное число, меньшее 1. Интегрированием данного ряда найти в ин
тервале (— 1, 1) сумму ряда

г* г* rin~l
i - 3 + Т +  +•••

2828. Найти сумму ряда
д-J

■* +  х +  •••'
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5 I ••• I 4л — 3 I • "

2829. Найти сумму ряда

х 1 х>  I I /___1 У  Н  х п 1-1 I
1-2 2-3 1 •••"Г1 в (п +  1) “ Г  •••

2830. Функция / ( jc) определяется равенством

/(jc) =  е *  +  2е-* + . . .  -(- пе-лх - f . . .

Показать, что функция f (x ) непрерывна на всей положительной полу- 
шз

оси Ох. Вычислить  ̂ / (jc) dx.
1п2

2831. Функция f(x ) определяется равенством

/(jc) =  1 + 2 . 3 J C  +  . . .  +  п Ъ '- 'х "* - f . . .

Показать, что функция / ( jc) непрерывна в интервале ^ ^  , y j .
0.125

Вычислить  ̂ f(x)dx.
о

2832.* Функция / ( jc) определяется равенством
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Вычислить  ̂ / (jc) dx, предварительно убедившись в том, что функ-
Л
”6

иия f {x )  непрерывна в заданном интервале интегрирования.
СО

2833*. Функция /( jc) определяется рядом / ( jc) =  ^  ^ . Пока-
it—i

зать, что функция /(jc) непрерывна на всей числовой оси. Вычислить

\f(x )dx.
о

1
2834. Исходя из соотношения  ̂x/tdx= -—^ j , найти сумму ряда: 

П  1 - 1 4 -  I I °  1 ____ L  _1_ I ( - > Г ‘ Iи  1 4 •••Т Зп_  2 +•••» г ) 5 • " ' . г  4П — з г  • • •
ОО

2835. Исходя из соотношения ^ , найти сумму ряда

_!___I___ !___ l  j ___ !___I1 . 2 “  2-2* ■ • • • г  „ 2» I • • •

2836. Исходя из соотношения
1C

{  cos”  xd x  = -  . ^ - D ^ - 3>-3-l  у cos хах  2 2л (2я — 2) ...4-2 »
0

найти сумму ряда

1 1 • 3 I I ,__,чл+1 1 • 3... (2я — 1) ■
2 2-4 ' •""TV Ч 2-4 ...2л ** • • •

2837. Доказать, что ряд
sin 2кх , sin 4яд: , . sin 2пг.х .

2 г  4 ч *  • • г  2я • * ‘ *

равномерно сходится на всей числовой оси. Показать, что этот ряд 
нельзя почленно дифференцировать ни в каком интервале.

2338. Исходя из равенства 1 -f-jc-(-Jf* +  • • • =  y z r jf l■*К * )»  про
суммировать ряды 1-|-2 jc 3 jc *-}"••• 4“ njc" 1Ч" •• • и 1 4“ 3jc-f-. . . -f- 
-j-" (я + 1) jc*-1 и показать, что ряд 1 -f- 2 jc - {- ...-J- пх"~1 ••
равномерно сходится в интервале [— р, р], где |р j I.
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2839. Показать справедливость равенства
2х тх

1 +  дг 1 1 +  л:1 \ — х ’

где т  =  2п 1 и — 1 < jc  <  1.
2840. Убедиться, что функция y = f(x ), определяемая рядом

х  + * * +  ^  +  ... +  („ *  "fy +  ... , удовлетворяет соотношению
хУ =  у ( х + П

§ 3. Степенные ряды

Ра зложение  функций в степенные ряды

2841. Разложить функцию _y =  lnjc в ряд Тейлора в окрестности 
точки дг= 1 (при JC0=1).

2842. Разложить функцию у  =  \^хл в ряд Тейлора в окрестности 
точки х =  1.

2843. Разложить функцию у= 1/х  в ряд Тейлора в окрестности 
точки х =  3.

itX2844. Разложить функцию ^ =  sin-j- в ряд Тейлора в окрестности 
точки х =  2.

В задачах 2845 — 2849 разложить данные функции в ряд Тейлора 
в окрестности точки дг =  0 (ряд Маклорена):

2845. у  =  ch х. 2846. у  =  х*е*. 2847. у  =  cos (х -}- а). 
2848. _y =  e*sinx. 2849. у  =  cos х ch х.
В задачах 2850 — 2854 найти первые пять членов ряда Тейлора 

для данных функций в окрестности точки д: =  0.
2850. у  =  In (1 6х). 2851 . у  — есо,х. 2S52. у  =  cos" х.
2853. у =  — In cos дг. 2854. _у =  (1 +  ■*)*.
В задачах 2855 — 2868 разложить данные функции в окрестности 

точки дг =  0, пользуясь формулами разложения в ряд Маклорена функ
ций ех, sin jc, cosjc, ln(l-j-jc) и (l-i*-^)'"-

2855. y  =  eix. 2856. y  =  e~x\ 2857. y = ‘I 1

2858. y  ==  | * 2л*---  ПРИ x ф 0, 2859. _y =  s in y.
I 1 при jc  =  0.

при х ф  0, 
при дг =  0.

2860. у  =  cos1 х. 2861. у

2862. у  — (х — tg jc ) cosjc.
2863. _y =  ln(10 +  J C ^  

2865. у =  У

/ sin X={т при jc  ф  0. 
при дг =  0.

2864. =  jc In (1 —{— jc).

2866. у  =  у' 8 — х3.



2867.y = - r7J= = .  2868. У = у ______
V\+x* V

1 *1- x2869. Разложить в ряд Тейлора функцию у  =  ■ [ _  в окрестно
сти точки лг =  0. Воспользовавшись этим разложением, найти сумму
ряда 1 ^  4~ • • • 4~ ~2̂ г 4~ - • •

2870. Пользуясь разложением функции в ряд Тейлора, найти 
значение:

1) седьмой производной от функции у  =  при лг =  0,
2) пятой производной от функции у  =  х*\^1-\-х при л: =  0,
3) десятой производной от функции у  =  х*е* при л: =  0,
4) кривизны линии у  =  х \\/(1 -f-jc)4 — l] в начале координат.
В задачах 2871 — 2877, пользуясь разложением функций в ряд 

Тейлора, вычислить пределы:
2871. lira i-± ln-(F  L+-*!.-  2872. lira _2(1 -̂y ~ Л>~ Л ^

2873. lira »п(1+* + *»> + »п (1 -* + **) ^
j f —О х  ( е * '
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2874. lira [лг — jc*ln[jl-f 1 )]. 2875. lim (1  — c tg ^ ).

2876. lira 2877. lim ( 2±-cos* —x~o\x x ) x^0\ дг’ ипж дсV

jf--0 ’ 
lim

-r —0 л I * —0 '

Интервал  сходимости

В задачах 2878 — 2889 найти интервалы сходимости степенных 
рядов.

2878. 10jc+  100лг* + . . . +  1 0 V - f ...

2879. х — £ +  ... +  ( -  1 Г '^ - +  ...

2880. х -f-^  4* . . . 4* ,  4* • • •
2881. 1+ j c +  л!лл -)-...
2882. 1 4-2лг* +  ...-{-2',-,лг4‘'1-,) 4-...

2883* Х ;П"зГ^" 1 (2л -  1) • (2я — 1)!~Ь * "
2884. 1+3JC +  . . .+  ( « — 1)3" ^  ' 4-...
2885. Х 1 •** 1 ДГ"1-2 г  2-3 ‘ ” • I л ( я + 1) 

на правом конце интервала учесть, что факториалы больших чисел

(2х)̂  (fix)̂2886. л:-j— ^-4- . . .4 ---^-- f- ... При исследовании сходимости



могут быть выражены приближенно формулой Стирлинга:

л!«=г V 2 -п.

2887. х  4jc* -}-... -f* (пх)П -f-.. .
2888. 1̂ 1 ** +  ̂ * »  +  . . . +  la£ + ,f Je™  +  ..

2889. 2J : +  ( 4 Jf) , +  ..- +  [(-£x L )', ^ ] 4 * - -

2890. Функцию >» =  1п (jf +  У 1 -j-jc11) разложить в ряд Тейлора 
в окрестности точки jc =  0, исходя из соотношения

ш ( д г + К П ь ? ) =

и указать интервал сходимости полученного ряда.
2891. Функцию j/ =  ln У -j—-*  разложить в ряд Тейлора в окрест

ности точки лг =  0, исходя из соотношения
____ X

1 л Г  1 х  (  d x

о
и указать интервал сходимости полученного ряда.

2892. Функцию у  =  In [ (1 -{- jf)1+Jf] In [ (1 — x)l x] разложить в ряд 
Тейлора в окрестности точки jc =  0 и указать интервал сходимости 
полученного ряда.

28ЯЗ. Функцию у  =  ( I -\-х)е~х —  (1 — х)ех разложить в ряд Тейлора 
в окрестности точки jt =  0 и указать интервал сходимости полученного 
ряда. Пользуясь разложением, найти сумму ряда

1 4 _1  _4_ 4_____ "_____ |_31 “Г 51 . •••“Г  (2 л + 1 )М

§ 4. Некоторые применения рядов Тейдора

В ы ч и с л е н и е  п р и б л и ж е н н ы х  з н а ч е н и й  ф у н к ц и й  *

2894. Вычислить приближенное значение е , взяв три члена разло
жения в ряд Маклорена функции / (х) =  ех, и оценить погрешность.

2895. Вычислшь приближенное значение sin 18°, взяв три члена 
разложения в pflJ^wa^opeHa функции / (jr) =  sinjc, и оценить погреш
ность. ____

2896. Вычислить приближенное значение У  10 =  2уА1,25, взяв четыре 
члена разложения в ряд Маклорена функции /(лг) =  (1 -j-jc)'", и оцепить 
погрешность.
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В  задачах 2897 —  2904, пользуясь формулой разложения в ряд 
Маклорена функций е*, sin jc  и cos jc , вычислить указанные выражения.

2897. е* с точностью до 0,001.
2898. Y e с точностью до 0,001.
2899. ~ с точностью до 0,0001.

2900. с точностью до 0,0001.
V е

2901. sin 1° с точностью до 0,0001.
2902. cos 1° с точностью до 0,001.
2903. sin 10° с точностью до 0,00001.
2904. cos 10° с точностью до 0,0001.
В задачах 2905 —  2911, пользуясь формулой разложения в ряд 

Маклорена функции (l-j-Jc)"1, вычислить указанные корни с точностью
до 0,001.

2905. К30- 2906. >^70. 2907. >/500 . 2908. 2909. У~250. 
2910. >/Т29. 2911. 'У Т Ш .
В вадачах 2912 —  2914, пользуясь формулой разложения в ряд

1 4- хМаклорена функции In [ ■_  , вычислить выражения.
2912. In 3 с точностью до 0,0001.
2913. =  с точ,,остью Д° 0,000001.
2914. Ig5 с точностью до 0,0001.

Р е ш е н и е  у р а в н е н и й

2915. Дано уравнение ху-\-е* — у. Пользуясь методом неопределен
ных коэффициентов, найти разложение функции у  в ряд Тейлора по 
степеням х. Решить задачу, находя коэффициенты ряда Тейлора после
довательным дифференцированием.

2916. Дано уравнение _у =  In (1 -|- jc )  —  jcy. Пользуясь методом 
неопределенных коэффициентов, найти разложение функции у  в ряд 
Тейлора по степеням jc . Решить задачу, находя коэффициенты ряда 
Тейлора последовательным дифференцированием.

В задачах 2917 —  2919 решить уравнения относительно у  (найти явное 
выражение для у ) с помощью ряда Тейлора двумя способами: методом 
неопределенных коэффициентов и последовательным дифференцированием.

2917. _y3-j-jcy =  1 (найти три члена разложения).
2918. 2sinjc-f-sin_y =  jc— у  (найти два члена разложения).
2919. е*— еу =  ху  (найти три члена разложения).

И н т е г р и р о в а н и е  ф у н к ц и й
В задачах 2920 —  2929 выразить в форме ряда интегралы, используя 

разложение в ряд подынтегральных функций; указать области сходи
мости полученных рядов.
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2920. ^ ^ ~ d x .  2921. ^ ^ ~ d x .  2922. (j £  dx.

2923. V c ,dx. 2924. V e~*'dx. 2926. \ ^ ^ d x .I  ̂ ~,dx. 2924.  ̂ e ~ x,dx. 2926. \
о о

I v r b -  И27. I  V T + ?d * -  2928.
о о о

2926.

2929. (  V » + * * - !  dx
J  x*о

В  задачах 2930 —  2934 вычислить приближенные значения опре
деленных интегралов, взяв указанное число членов разложения подын
тегральной функции в ряд; указать погрешность.

*
4 1

2930. jjj dx (3 члена). 2931.  ̂е~ *г dx (3 члена).

6
1
2

2932,L  ̂ (2 члена). 2933.  ̂ (6 членов).

V I
2934.  ̂ дг3 arctg jc tfjc (2 члена).

о
В  задачах 2935 —  2938 вычислить с точностью до 0,001 интегралы.

*•* _ 0.1 e g 
\ ^ d x .  2936. \ ^ f- ?d x . 2937. j дг1» sin дг d x
e.l 0 *

2938.
V

ДГ
2939. Показать, что в интервале (— 0,1; 0,1) функция  ̂е ~ х* dx

ОX*
отличается от функции arctg х  —  ^  не больше чем на 0,0000001.

2940. Принимая во внима^ю тождество

J  =  4 arctg-I -  arctg 

вычислить к с 10 верными знаками.

2935.



2941. Разложить в ряд Тейлора функцию у  =  ех* J e~x*dx двумя
о

способами: путем непосредственного вычисления последовательных про
изводных при jc =  0 и путем перемножения рядов.

1
2942.* Вычислить интеграл Xх dx.

о
0 .5

2943. Вычислить J e9ln х dx с точностью до 0,0001.
ок

2944. В ы ч и с л и т ь  ^J^cosjcrfj: с точностью до 0,001.
в

Р а з н ы е  з а д а ч и

2945. Вычислить площадь, ограниченную линией _у* =  jr* 1, осью 
ординат и прямой х= \/2 , с точностью до 0,001.

2946*. Вычислить площадь овала дг4-|-.у*=1 с точностью до 0,01.
2947. Вычислить длину дуги линии 25у* =  4х* от острия до точки 

пересечения с параболой 5у =  х* с точностью до 0,0001.
2948. Вычислить длину одной полуволны синусоиды у =  sin jc  

с точностью до 0,001.
2949. Фигура, ограниченная линией у  =  arctg х, осью абсцисс и пря

мой л г = 1/2, вращается вокруг оси абсцисс. Вычислить объем тела 
вращения с точностью до 0,001. *

2950. Фигура, ограниченная линиями у* —  jc * = 1, 4_у —j— дг* =  0, пря
мой у =  1/2 и осью ординат, вращается вокруг оси ординат. Вычислить 
объем тела вращения с точностью до 0,001.

2951. Вычислить с точностью до 0,001 координаты центра тяжести 
дуги гиперболы у =  l/х, ограниченной точками с абсциссами х, =  1/4 
и дг* =  1 /2.

2952. Вычислить с точностью до 0,01 координаты центра тяжести 
криволинейной трапеции, ограниченной линией j/ =  ̂ !— , прямыми 
л: =  1,5 и х =  2 и осью абсцисс.

1S4 гл. ix. р яд ы
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Г Л А В А  X
ФУНКЦИИ НЕСКО ЛЬКИХ ПЕРЕМ ЕН Н Ы Х.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

§ 1. Функции нескольких переменных

2953. Выразить объем z конуса как функцию его образующей х  и 
высоты у. •

2954. Выразить площадь S  треугольника как функцию его jpex  
сторон х, у, г.

2955. Составить таблицу значений функции z =  2x—  3j>-|-l, давая

f независимым переменным значения от 0 до 5 через единицу____
2956. Составить таблицу значений функции z =  ty х*-\-у*, давая 

независимым переменным значения от 0 до 1 через 0,1. Значения функ
ции вычислять с точностью до 0,01.

2957. Найти значение функции:
1 - / 3 .1) 2 =  (£ Е Ш £ ± 4 )‘ Придг =  Ш ^ - , у =’ \arctg (дг — у) ] . 2 2

71
»2) г =  е,1П̂ +Я  при x = y  =  -j\

3) г =_ у л,— при х —  2, у  =  2; jc =  1, у  =  2; х =  2,
У =  1.

I  2958. Дана функция
F ( r  (У) —  И * )  ?  (у)

( ’ У ,~  4 (xy)if(xy)

Найти F(a, 1/а). В  частности, положить <р(н) =  «3, ф(«) =  н* и под
считать F  (а, 1/а).

2959. Дана функция F (x , y ) = y * — $ х у. Е сли х н у  меняются
с одинаковой скоростью, то какая функиш при jc =  3, у  =  2 растет 
быстрее: та ли, которая получается из ^ ^ 1ри фиксированном у  (ме
няется только jc), или же та, которая получается при фиксированном х  
(меняется только у )?

2960. Дана функция
у+*

?  (х, у, z )= y *  — (yCOS*-{-*COS>')-* +  -*->’~f .



Переменные у  и г сохраняют фиксированные значения y t и го, причем 
Уо =  3^0. Что представляет собой график функции v =  y(x, у,>, г0)? 
Является ли <?(х, у, г): 1) рациональной функцией от у ?  от г ?  2) целой 
функцией от х ?

2961*. Функцию z = f (x ,y ) ,  удовлетворяющую тождественно соот
ношению

/  (тх, т у )  =  m kf  (jc , у) при любом т ,

называют однородной функцией k-то порядка. Показать, что однород
ная функция к-го порядка г= /(лг , у )  всегда может быть представ
лена в виде z =  xkF  [—).

2962. Однородность функции любого числа независимых переменных 
определяется аналогично функции двух переменных: например, / (х ,у , г) —  
однородная функция k-ro порядка, если

/ (тх , ту , mz) =  mkf(x , у, г) при любом т .
Также имеет место свойство:
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f (x , У, z) =  xkF (- j , i ) ;

доказать его.
2963. Проверить, что функция z =  F ( х, у) =  ху  удовлетворяет 

функциональному уравнению
F(ax-\-bu, су -|- dv) =  acF ( jc , y)-\-bcF(u, y)-\-adF(x, v)-\-bdF(u, v).

2964. Проверить, что функция z =  F (x ,y )  =  \n jchi_y удовлетворяет 
функциональному уравнению

F(xy, uv) =  F (x , и) -f- F  (x, v)-\-F(y, u)-\-F(y, v)
(x, y, u, v положительны).

2965. Из уравнения -j- ̂  -J- ̂  =  1 определить z как явную функ
цию jc  и у. Будет ли функция однозначной?

2966. Дана сложная функция z =  uv, где и =  х-{-у, v = x — у. 
Найти значение функции: 1) при jc =  0, у =  1; 2) при jc = 1 , у = 1 ;
з) при х =  2, у  =  3; 4) при х =  0, у  =  0; 5) при jc =  — 1, у  =  — 1.

2967. г =  " ^ v ; u =  w‘, v= w ~ 1-, w = V х-\-у, t =  2 (x — j/). Вы 
разить z непосредственно в  виде функции от jc  и у. Является ли z 
рациональной функцией от и и V? от w  и t? от х  и у ?

2968. Дана сложная функция z =  u9 w“+v, где и=х-\-у, 
v  =  jc  —  у, w =  xу. Выразить z непосредственно в виде функции от 
jc  и у.

2969. и = (Е  +  ч ) » _ Е * - ^  1==е-1 + И >
и) =  ln (jc * 4 - y - f  г»), <p =  21n(jc -\-y-\-z). Выразить и непосредственно
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в виде функции от дг, у  и г. Является ли и целой рациональной функ
цией от £ и т(? от о) и ср? от х, у, г ?

2970. Сложную функцию

представить в виде «цепочки» зависимостей из двух звеньев.
2971. Исследовать методом сечений график функции z =  -j(x*—У ).

Что представляют собой сечения плоскостями дг =  const? у  =  const? 
г =  const?

2972. Исследовать методом сечений график функции г —  ху. Что 
представляют собой сечения плоскостями х —  co n st? у  =  co n st?
2 =  COnst?

2973. Исследовать методом сечений график функции г = у * —  дг8.
2974. Исследовать методом сечений график функции

г* =  ах1-\-Ьу* ( а > 0, Ь^>0).

§ 2. Простейшие свойства функции

О б л а с т ь  о п р е д е л е н и я

2976. Область ограничена параллелограммом со сторонами у  =  0, 
у =  2, У = \ X '  У —  \ 'х — *5 граница параллелограмма исключается.
Задать эту область неравенствами.

2976. Областью служит фигура, ограниченная параболами у = х * и 
дг=_у* (включая границы). Задать эту область неравенствами.

2977. Записать с помощью неравенств открытую область, являю
щуюся правильным треугольником с вершиной в начале координат, со 
сторонами, равными а, причем одна из них направлена по положитель
ной полуоси Ох (треугольник лежит в первом квадранте).

2978. Область ограничена бесконечным круглыч цилиндром радиуса 
R  (границы исключаются) с осью, параллельной оси Oz и проходящей 
через точку (а, Ь, с). Задать эту область с помощью неравенства.

2979. Записать с помощью неравенства область, ограниченную сферой 
радиуса R, с центром в точке (а, Ь, с) (включая границу).

2980. Вершины прямоугольного треугольника лежат внутри круга 
радиуса R. Площадь 5 треугольника является функцией его катетов дг 
и у: S = v (x ,  у). Какова область определения функции £=ср(дг, у).

2981. В  шар радиуса R  вписанмыфамида с прямоугольным осно
ванием, вершина которой ортогоналтоо проектируется в точку пересе
чения диагоналей основания. Объем V пирамиды является функцией 
сторон дг и у  ее основания. Будет ли эта функция однозначной? Со
ставить для нее аналитическое выражение. Найти область определения 
функции.
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2982. Квадратная доска состоит из четырех квадратных клеток; двух 
черных и двух белых, как указано на рис. 57; сторона каждой из них 
равна единице длины. Рассмотрим прямоугольник, стороны которого дг 
и у  параллельны сторонам доски и один из углов которого совпадает 
с черным ее углом. Площадь черной части этого прямоугольника будет

функцией от х  и у. Какова область 
определения этой функции? Выразить 
эту функцию аналитически.

В  задачах 2983— 3002 найти обла
сти определения функций.

2983
4 - / I - 5 - S -

2984. 2 =  In (.у* —  4дг+8).

2985. 2= 1
R ' -  х* — у  '

2986. z —  y l T f y + V x — у. 
1 . 12987.

Рис. 57.

2989. 2 =  In ху.
Х г  -1- V »2991. 2 =  arcsin— 4^—■4

2992. 2= .—У * Х Г У' . . .1п(1 —  Х г —  У )

2994. z =  x y j/ r i n p r p jH
2995. 2 =  ctg it (x -\-y).
2997. г =  У  x  sin.y.
2999. 2 =  ln [x In (y  —  jc)].
3001. 11=3 - L _ t _ _ L _ L  '

V* V* V г
3002. u= V r * — x '— y* —  2* +

2988. 2 =  arcsin 

2990. z =  Y ~x~  

arcsec (дг*-f-j'*).

2993. 2

Vx+y Vx-y’ 
y -I

X  *

Vy.

/ дг» +  2дг + 3* 
V дг*-2x-\-y‘

У х * + у *  — К*.
2996. z =  У  sin it (x* -f- у*).
2998. 2 =  lnje —  In sin.y.
3000. 2 =  arcsin [2y (1 .**) —  1 ].

(R > r ) .Ухг* +  z *- r*

Пр еде л .  Н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и и

В задачах 3003— 3008 вычислить пределы функций, полагая, что не
зависимые переменные произвольно стремятся к своим предельным .зна
чениям.

1 -  1 jr-*0> -»0 у — о
3003. lim



3005. lim 3006. lim ~х - 0  f M - r  х _о (л-‘ +У)лг*У
JI-.0 у — О

I
х 1 *t~ У*

3007. lim е ’ , . 3008. lim ( I —{— jc*_v*) * + У .
х —О х "ГУ X —О V
у — О у — О

3009. Показать, что функция и =  при д:-»-0, у - *  О может
стремиться к любому пределу (в зависимости от того, как стремятся 
к нулю х  и у). Привести примеры таких изменений х  и у, чтобы:
а) l im u = l ,  б) lim н =  2.

2
ЗОЮ. Найти точки разрыва функции г =  . Как ведет себя

функция в окрестности точки разрыва?

3011. Найти точки разрыва функции z =  — ?— г—.— .v v w  sin" кх -f- sin’ т.у

3012. Где будет разрывна функция z — х у

3013. Где будет разрывна функция z =  у -}- sil|--̂ , ?

3014. Где будет разрывна функция z =  ^  ?

30IS*. Исследовать непрерывность функции при л: =  0, _у =  0:

1) /(■*. У) =  ; /(0, 0) =  0. 2) f ix , у ) =  ; /(0, 0) =  0 .

3) f ix , у )= £ £ - -  /(0, 0 )= 0 . 4) f ix , y ) =  -r L j !] /(0, 0 )=  0.

5) f ix , »  =  /(0, 0) =  0. 6) f (x , /(0, 0J =  0.

5 г. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 189

Л и н и и  и п о в е р х н о с т и  у р о в н я

3016. Дана функция z = f ix ,  у ) = П о с т р о и т ь  линии уров
ня этой функции для 2 = 1 , 2, 3, 4.

3017. Функция z — f i х, у )  задана следующим образом: в точке 
Р(х , з») ее значение равно углу, иод которым виден из этой точки 
данный в плоскости Оху отрезок Найти линии уровня функции 
/ (* .  У\

В  задачах 3018— 3021 начертить линии уровня данных функций, 
придавая z значения от — 5 до -J-5 через 1.

3018. z =  xy. 3019. z =  x*y-\-x.
3020. г=>-(дг*4-1). 3021. г =



3022. Построить линии уровня функции г =  (**-}-_у*)* —  2(jc9— у * ),
3 1придавая г значения от —  1 до у  через у .

3023. Построить линии уровня функции г, неявно заданной уравне
нием ^ y j [(л: —  =  (д }  К * +  5)*-]-У ], давая z значения от —  4
до 4 через единицу.

3024. Построить линии уровня функции г, заданной неявно уравне
нием у * = Т * (х —  г), давая-г значения от — 3 до 3 через 1.
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Рис. 58.

3025. Найти линии уровня функции z, заданной неявно уравнением 
z х\п z-\-y =  0.

3026. В пространстве дана точка А. Расстояние переменной точки 
М  от точки А есть функция координат точки М. Найти поверхности 
уровня этой функции, соответствующие расстояниям, равным 1, 2, 3, 4.

3027. Функция u = f (x ,y ,  z) задана следующим образом: в точке 
Р  (х , у, z) ее значение равно сумме расстояний этой точки от двух 
данных точек: А (х и yi, zt), B (x it у *  г*). Указать поверхности уровня 
функции / ( х, у, г).

3028. Найти поверхности уровня функции

„ = , „ ш щ г ш ,
1 -]/*»-{-у  +

3029. Найти поверхности уровня функции и = A v .
3030. Найти поверхности уровня функции:
l ) t t  =  5***>*, 2) и =  tg (х* +  У  —  гг1).

3031. На рис. 58 изображены линии уровня функции z = f ( x , у). 
Построить график функции:

1) z = f (x ,  0); 2) z = f (x ,  4); 3 )г = / (1 , .у ) ;
4) г = / ( — 5, у)\ 5) z = f (x ,  Зх); 6) z = f (x ,  х*).

§ 3. Производные и дифференциалы функций нескольких
переменных

Ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е

3032. Объем газа v является функцией его температуры и давления: 
v = f (p ,  Т). Средним коэффициентом расширения газа при постоянном 
давлении и изменении температуры от Ti до 7'8 называют выражение

Vt~ Vl— , Что следует назвать коэффициентом расширения при посто-
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(Tt — T t)
янном давлении при данной температуре 7"0?

3033. Температура в данной точке А стержня Ох является функ
цией абсциссы х  точки А и времени t: 0 = / ( jc , t). Какой физический

дв дв -смысл имеют частные производные ^  и
3034. Площадь 5  прямоугольника выражается через основание b

dS dSи высоту И формулой S= bh . Найти и выяснить геометрический
смысл полученных результатов.

3035. Даны две функции: и =  У  а*—  х* (а —  постоянная) и
z =  V у*  —  х*. Найти и ^  • Сравнить результаты.

В  задачах 3036— 3084 найти частные производные данных функций 
по каждой из независимых переменных ( jc , у, г, и, v, t, <р и ф —  пере
менные):

3036. z =  x — у. 3037. z =  x?y— у 3х.
3038. Q =  axe~, -\-bt (а, b —  постоянные).

3039. * =  £  +  3040. г = £ ± £ .

3041. z =  (5x*y—  У  +  7)1. 3042. г =  jc  У  у  +  ^ .
V х

'  3043. г =  1п ( j c  -|- У х *  — j;* ) .  3044. г =  arctg у .

J  3045. z =  — i---. 3046. z =  x*.
arctg

/ 3047. z= ln (jc*+ j/* ). 3048. г =  in
_____  K J f ' + y  +  JC

* 3049. 2 =  arcsin ~-y* . 3050. Z =  I n t g ^ .
V x '+ y* У



, 3051. 
3053.

3055.

3057.
3059.
3061.
3062.
3063.
3064.

3066.
3068.
3070.
3072.

3074.

3075.

3077.

3078.

3079.

3080. 

3082.

3084.

3085.

3086.

3087.

3088.
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г =  е у. 3052. z =  In ( jc  -f* In у)-
и =  a r c t g . 3054. 2 =  sin— cos — .V — w у  X

z =  Щ  ■' .  3056. 2 =  (1 -f - xyy.
z =гху]п(х-\-у). 3058. z =  xxy. 
u =  xyz.__________  3060. и= x y  -\-yz zx.
U =  У х *  +  У* 4 "  2*.
H =  JC* 4“ y z* 4 * 3yjc —  JC -f- 2.
W =  xyz -{-yzv -f- 2VX -f- vxy.
u = e * ix,+y*+‘\  3065. i/=sin(je, + y  +  2%

У
и =  In (jc -\-y 3067. u— x*.
u =  xy*. 3069. /(jc, y ) =  x-\-y — У  x* 4* У4 в точке (3, 4). 
z =  \n (x-\-£) в точке ( 1 , 2). 3071. г = (2 х + у ? х+У.
2 =  (1 4-logyJC)a. ______  3073. z —  хуе,1атхУ.

. о , »  I -  У х* +  у 'z =  (х 4 - V*)--- .
п ', ; 1 + У> + .у* _____

2 =  arctg У Т у. 3076. 2 =  2 л / ' ~  V *1 .
V  1 +  У х у

2 =  in [лгу4 4~ ух* 4 ~У 14~ (ху* 4~ух*)*1 
Z =  J /  i _ ( £ ± z y 4-„csiaZ± ± .

arctg — — 1/ 1 —  x v• =  arctg i arctg —  -5----- j------ arctg .
' '  arctg — 1x

u= (x»4- y +  2»)«. 3081 • M =  arctg (x—yY.
и =  (sinx)>*. 3083. u =  In

1 + V x * + y >  +  z‘
W =  \r tg4 (jC*/ 4" Z*v*--xyzv) 4" In COS (x*y* 4- 2 V  —  xyzv).

" “ S T h f I v  Нав™  ( I ) , . ; . -

си duu = y агл— bta. Найти и при z =  b, t =  a.
дг cos v — v cos .t ,, „  dz dz ..

2 =  , ; ■ ,---=7— :---. НайТИ -j- H -j- При J C = V  =  0.1 -f sm x +  sin у  dx dy r
u — \  sin4 jc  -j- sin1*^ 4~ sin* 2 . Найти i ^ ) Xmt0 •

' ' y — 0



3089. м =  1 n ( I У -(-г1)- Найти и'х и'у и'х при
х = у  =  г =  1.

/~  +  д1\
3090. /(лг, у) =  х*у — /лг. Найти j

 ̂ дх ду !у~ \
3091. Какой угол образует с положительным направлением оси абсцисс

| г==^1± У
касательная к линии ] , в точке (2, 4, 5)?

[ у  =  4
3092. Какой угол образует с положительным направлением оси

( ^ ~  1 I “f* —!-у  ‘ /ординат касательная к линии { .в  точке ( 1, 1, V >*)?
\ х =  1

3093. Под каким углом пересекаются плоские линии, получающиеся
. у* С* -4- V1в результате пересечения поверхностей z =  x '- r  и 2 = — ~ ~  пло

скостью у  =  2?

Д и ф ф е р е н ц и а л ы .  П р и б л и ж е н н ы е  в ы ч и с л е н и я

В задачах 3094—3097 найги частные дифференциалы данных функ
ций по каждой из независимых переменных.

3094. z =  лгу* —  Здг*у* 2у\ 3095. z =  у'дг* -{-у*.
3096. г =  ̂ ~ у .  3097. и =  In (ж* +  2у* —  г*).
3098. z =  \/~х-\-у*. Найти dYz при дг =  2, у — о, А>> =  0,01.
3099. г =  У \пху. Найти dxz при jc  =  1, .у =1,2, Лл =0,016.
3100. и =  р —  Р-\-Я~\~Г- Найти dpu при р =  1, <у =  3, г =  5, 

Др =  0,01.
В  задачах 3101— 3109 найти полные дифференциалы функций.
3101. z =  х V  —  xiy >-\-xky i. 3102. z =  ln(jet 4-J'*).

3103. z =  i± ^ - . 3104. z =  arcsin —.x — у  у
3105. 2 =  sin (лгу). 3106. z =  arctg

I — XV

3107. z =  x’ + y’ 3108. z =  arctg (jcy). 3109. // =  * ' ' .У

П р и м е н е н и я  к в ы ч и с л е н и я м

3110 Найти значение полного дифференциала функции z =  дг -f- у —
— I х*-f-_y* при д = 3 ,  J  =  4, Д.г =  0,1, Лу =  0,2.

3111. Найти значение полного дифференциала функции z =  c > при 
1, _у =  1, Ддг =  0,15, Ду =  0,1.

7 Г. Н. Бсрмлн *
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3112. Найти значение полного дифференциала функции г-- XV

г — У
при х — 2, у  =  I, Дд; =  0,01, Д_у =  0,03.

3113. Вычислить приближенно изменение функции г = ^ 2. 1\. ЛРИ 
изменении х  от лг, =  2 до лг9 =  2,5 и у  от _у, =  4 до _у4 =  3,5.

3114. Вычислить приближенно In 1,03-{-У 0,98— l).
3115. Подсчитать приближенно 1,04г о*.
3116. Найти длину отрезка прямой х =  2, у  =  3, заключенного 

между поверхностью 2- =  jf*-j-_y® и ее касательной плоскостью в точке
( 1, 1, 2).

3117. Тело взвесили в воздухе (4,1 ±0,1 Г) и в воде (1,8 ± 0 ,2  Г). 
Найти удельный вес тела и указать погрешность подсчета.

3118. Радиус основания конуса равен 10,2 ±0,1 см, образующая 
равна 44,6 ±0,1 см. Найти объем конуса и указать погрешность под
счета.

3119. Для вычисления площади 5 треугольника по стороне а и 
углам В, С пользуются формулой

р__  1 2 sin В sin С
Y  а sin (В +  С)'*

Найти относительную погрешность 8S при вычислении 5, если относи
тельные погрешности данных элементов равны соответственно Ьа, Ьц, 8С.

3120. Сторона треугольника имеет длину 2,4 м и возрастает со ско
ростью 10 см!сек', вторая сторона длиной 1,5 м уменьшается со ско

ростью 5 см/сек. Угол, заключенный между 
этими сторонами, ранный 60и, возрастает со 
скоростью 2° в секунду. Как и с какой скоро
стью изменяется площадь треугольника?

3121. В усеченном конусе радиусы ос
нований равны R  =  30 см, г =  20 см, вы
сота h =  40 см. Как изменится объем конуса, 

Рис. 59. если увеличить R  на 3 мм, г на 4 мм, li
на 2 мм?

3122. Показать, что при вычислении периода Г  колебания маятника по 
формуле

8

I —  длина маятника, g —  ускорение силы тяжести) относительная погреш
ность равна полусумме относительных погрешностей, допущенных при 
определении величин l u g  (все погрешности предполагаются достаточно 
малыми).

3123. Выразить погрешность при вычислении радиуса г дуги АВ  
(рис. 59) окружности по хорде 2s и стрелке р через погрешности ds 
и dp. Вычислить dr при 2s =  19,45 см ±  0,5 мм, р —  3,62 с.к± 0 ,3  мм.
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С л о ж н а я  ф у н к ц и я * )

du 
dt3124. и =  ех~,у, где х =  sin t, у  =  f3, ~  =  ?

3125. и =  гу, г =  sin t, у  =  «г1; ^  =  ?

3126. z =  arcsin (х — .у), jc =  3f, _у =  4/3;

3127. z =  xiy — y ix, где x= uco$v, у = и  sin tr, |^ =  ? ^  =  ?

3128. г =  дг*1п>», *  =  -£. y  =  3u — 2v, ~ '= ?  ^  =  ?

3129. M =  ln (er +  ̂ ;  =  ? Найти если_у =  **.

3130. z =  arctg (xy)\ найти если y  =  e*.

3131. H =  arcsiny, где z =  V '■**4" 1 • 3 J = '>

3132. z =  tg(3t +  2 x *-y ), *  =  } ,  y  =  V h  £  =  ?

3133. » =  >» =  asinj:, z =  cosjr, | .̂ =  ?

3134. z==£ V iE l8 ( ^ ± £ + Z ) ; <fc =  ?
** i У %

*»+>* Л ,
3135. z =  (x*-\-y*)e ; ^  =  ? g = ?  <fc =  ?

3136. z = f (x * — y\ е*Уу, g  =  ? g  =  ?

3137. Показать, что функция г =  arctg у , где x= u -\-v,y  =  u — v;
дг . дг и — v удовлетворяет соотношению ^  ~т —  v* и% •

3138. Показать, что функция г =  ? (х 44*УХ гДе ?00  — дифферен-
, дг дг пцируемая функция, удовлетворяет соотношению у  ̂  — х ^  =  0.

3139. н =  sin jc —}- (sin_v — sin х); убедиться, что ̂  cos х  -}- j ”  cos.y =  
=  cosjccos>', какова бы ни была дифференцируемая функция F.

3 1 4 °-  2 =  Г{х>У- у ) ■ Убедиться, что ^ ^  +  7 ^ = ^ .  какова бы 
ни была дифференцируемая функция /.

*) Начиная с этого раздела и до конца X главы нумерация задач в насто
ящем издании отличается от нумерации 9-го и более ранннх изданий.

7*



3141. Показать, что однородная дифференцируемая функция нуле
вого порядка г =  / y j  (см. задачу 2961) удовлетворяет соотношению

дг . дг п
х Гх + у ^ = ° -

3142. Показать, что однородная функция кто порядка u= x*F  ^ ,
где F  —  дифференцируемая функция, удовлетворяет соотношению 

ди . du . du .
X  —  -4 -  V -3-  +  2 -3-  =  k u .ox 1 ■' dv 1 oz

3143. Проверить предложение задачи 3142 для функции и =
=  д>,1п£ + £ ..V*

3144. Дана дифференцируемая функция f (x ,y ) .  Доказать, что если 
переменные лг, у  заменить линейными однородными функциями от X , 
Y, то полученная функция F (X ,  )0 связана с данной функцией соот
ношением

х д/ + у д/  =  Х д£ + У д£ .  ох 1 J  ду д X  1 д У

Н е я в н о  и п а р а м е т р и ч е с к и  з а д а н н ы е  ф у н к ц и и

В задачах 3145— 3155 найш производную ~  от функций, заданных 
неявно.

3145. лл.у— у*лг=а*. 3146. jcV *— л-1— у ' =  а.к.
3147. хс>'-\-'уех — ех* =  0. 3148. (х1 + / ) *  —  а*(х* —  / )  =  0.

/ 2 2. 2 
3149. s in (jty)—  еху—  j f y  =  0. 3150. л:3 -\-у* = а 3.
3151. х у — Inу  =  а. 3152. arctg^-y-^— ц'” ®-
3153. ух* =  е*. 3154. ye* -}- e-v —  0. 3155. у * =  .rv.
3156. F  (х, у ) =  F  (у, х). Показать, что производная от у  по х  

может быть выражена с помощью дроби, числитель которой получается 
из знаменателя перестановкой букв у  и х.

3157. .v* ~К)'*— 4jc— 10_v 4 =  0; найти при jr =  6, у =  2 и
при д-=Ч), _v =  8. Дать геометрическое истолкование полученным 
результатам.

3158. х*у-\-ху* —  ахгу* —  а\ найти -Jt при х = у  =  а.
3159. Доказать, чю  из х*у%-f-jc*-f-J'*— 1 = 0  следует:

- J f = + ^ L =  =  0.
U  -  A* y \  - y

3160. Доказать, что из a -j- b (x -j- y) -f- cxy =  m (x — у) следует:
dx dy

и -f- 2dx -f- cx‘ a -j- 2by -J- ryJ "
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3161

3162.

а. Т  ^  "Г с. -

JC*—  2 У -{- г* —  4 jf-j- 2г — 5 =  0; g  =  ?  *  =  ?

3164.

3163.

3165. Показать, что, какова бы ни была дифференцируемая функ
ция ?, из соотношения ?  (сх —  az, с у —  Ьг) =  0 следует:

3167. Найти полный дифференциал функции г, определяемой урав
нением cos* х  -f- cos* .у -}- cos* z = l .

3168. Функция z задана параметрически: л‘ =  м-[_г’> У =  п —  v. 
z =  uv. Выразить г как явную функцию от х  и у.

3169. x =  u-\-v, у =  и* -(- v*, z =  и * v'- Выразить z как явную 
функцию от х  и у.

3170. jt==hcosi>, у  =  и sin v, z =  kv. Выразить z как явную функ
цию or л; и у.

0
В задачах 3171— 3175 выразить dz через л*, у, z, dx и dy от 

функций, заданных параметрически.

3172. х =  \ a (sin и-}-cos и), у =  \ а (cosи —  sinv), 
z =  1 sin (к —  v).

3173. х =  a -j- у =  и —  V, г =  rrv1.
3174. jc =  mcost>, у  =  и sin v, z =  u*.
3176. л* =  v cos и — и cos и -J- sin u, j/ =  irsinH— n sin if— cosw,

z =  (ll —  v)*.
3176. x =  e“ cosv, _y =  e“ sint% z = iiv . Выразить dz через », v, dx 

и dy.
3177. Соотношения u = f (x ,y ) ,  v =  F(x , у), где /  и F  —  диффе

ренцируемые функции дг и у, определяют дг и у  как дифференциру
емые фу|,кшш от и и V. Доказать, что

3166. F  (х, у, z) =  0. Доказать, что

дх d y __. ду dz дх___
ду дх ’ дг дх ду

[ да до__ди dv\ /дх ду___дх ду]
\Jx ду ду дх) \ди bv ди duj



3178. и н v являются функциями дг, у, г, удовлетворяющими соотно
шениям i i v = 3 x —  2у z, v* =  дг* -{-у* -j- z*. Показать, что

ди , ди - ди п 
x ^ + y ^  +  z T z = °-

3179. Пусть y = f ( x ,  t), F (x , у, t) =  0. Проверить, что
d / d F _ d / d F  

d y  дх dt dt дх 
d x ~  д/ dF  , dF ' 

dt dy dt

3180. Пусть f(x , у, z) =  0, F  (x, у, z) =  0. Проверить, что
d fd F _ d F d l

d y __  dr dz dx dz 
d x ~  d f d f i _ d F d f  ' 

dy dz dy dz

§ 5. Повторное дифференцирование

3181. х =  л* +  дг/ —  5ху*+у*. Показать, что

3182. г =  дгу. Показать, что dx dy dydx 
d*z d’z3183. z =  e* (cos_y -j- л* sin_y). Показать, что

3184. г =  arctg Показать, что =
dxz d~z d*z В  задачах 3185 —  3192 найти ^Vt>v и ^  ° т данных функции.

3185. z =  \ V (x * - ]- y Y  3186. z =  In (дг- + / * * + / ) .

3187. z =  arctg j- ~ y v- 3188. z =  sin* (ax -f- by)

3189. z =  etty. 3190. z =  ^ f ^ .x +  y
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3191. z = y 'nx. 3192. z =■ arcsin (xy).
d-u 
dydz '3193. и =  v  x *+ y*  +  z* -  2дгг;

3194-

3195. 2  =  In (дг’ + Л ;  J ^ r = ?  3196. t =  sin xy,

3,97. *,=«->“ ; з ^  =  ? 3198. „ = д V *  =  >

3199. z =  1 n (er -f- e-v); убедиться, что - J - ^ = l  и что
d>zd'z I  d’z \* n



3200. и =  ех (хсоъу —  >’Мп.у). Показать, что =

320к и=“,п V F + P  покязать’ что ;г l^+S==0•

'  з2° 2- и = у * + / + ? ' • " oRa3aTb- что « ё + 9 + S = °-
3203. г =  V х* +  У  +  «оказать, что

d’r , dV , dV _  2_ d* (In г) , d1 (In г) , дг (In г> _  
дх* "I- ду* ' dz* г  * dx* dy* ” * d ? г* *

3204. При каком значении постоянной а функция v =  Xs -J- аху%
d‘v , d'v п-, удовлетворяет уравнению j^5-J-g-i  =  0?

V d*z д*г3205. z = - r £-i ip ; показать, что др =  а*

3206. v = —---- !--- ---- 1----— ; показать, чтох  — у 1 у — г ' г — х
d*v , d-’i> , d*t> , „  / d*t> | d*t; , d*p \ n 
дх* "T" dy* ' dj* ■" \d* dy ' dy di ^ dz  dx J

3207. z =  /(x, y ) , l  =  x-\-y, t[ =  x  — у. Проверить, что 
d*z__с Р г___  ̂ d*2
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dx1 dy* d;di]'
3208. г> =  jcln (jt- |- r)—  г, где r* =  jc*-j-_y*. Показать, что

d*v d'v I
dx‘ 1 dy‘ x +  r '

d’v3209. Найти выражение для второй производной ~  от функции у, 
заданной неявно уравнением / (jc, у) =  0.

3210. у  =  <? (х — at) -}- ф (х -j- at)- Показать, что ^  =  в* ̂ , каковы
бы ни были дважды дифференцируемые функции <р и ф.

3211. м =  (дг) Ф Су ) -J- ( jc  —  j/) Ц*' Су ). Проверить, что

v У} дх ду ду 
(?  и (|) —  дважды дифференцируемые функции).

3212. z = y ? (x * — у*). Проверить, что =  l  (?  — диф-
ференцируемая функция).

3213. г =  ху ( х у ) yty ( х у ) .  Показать, что
д'г 9 d*r , d ' r _ n 

2dTdy +  d ?  — 0
(rf  и <|i—  дважды дифференцируемые функции).
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3214. и =  -̂  {у [ах-f- J ’) +  <|» (ах —  у)]- Показать, что
д*Ц
дх* у* ду y  dyJ ’

S215. и —  [ s  (х —  у) - {- ф  ( j c -J—Ĵ )l- Показать, что

дх\Х д х )~ х ду*'
3216. и =  хе* уех. Показать, что

д*и . д'и__  ̂ д*и , д’и
ox* ■ ду* Х охду* У ох* <1у '

3217. и =  ех-г. Показать, что
д*и дги , с, ди

dx ду дг ХУ дх ду
, х*-у*—  In  ----- i - .ху

д'и . д'и &'и &'и

3218. м =  1п ---- — . Показать, чтоху
д'и | д'и______ д'и __ д*и___^ ! \ 1\
d t3 ‘ дх'ду Ох О у* ду* \у* х * }'

В задачах 3219 — 3224 найти дифференциалы ыорого порядка от 
данных функций.

3219. г =  ху% —  х*у. 3220. г =  \п(х—  у).

322*• г = 2(л » + у г  3222,  ̂=  -csin43’- 
3223. z =  exy. 3224. u =  xyz.
3225. 2 =  sin (2х-\- у). Найти d3z в точках (0, к); ^ ^  j .
3226. п =  sin (х  rj-y -f- z)\ d*u =  ?
3227. £ + £ + £  =  1; Л  =  ?

3228. г1 —  Ъхуг =  a3; d*z =  ?
3229. Зл*>'4- f 2*4.vy— Агу3— 4 =  0. Найти (Рг и точке 

(2, 1, 2).

З а м е н а  п е р е м е н н ы х

3230. Преобразовать дифференциальное выражение

х* 4- 2х* — 4- v - dx* ^  dx • У'
полагая x — \jt.

3231. Преобразовать дифференциальное выражение

х У - 4 х ? + у ,
no.iai аи х — е1.



3232. Преобразовать дифференциальное выражение

I  <1- ^ 0 - Л' Й + а-)’*
полагая jc =  sin

у "  .
3233. Преобразовать дифференциальное выражение ^  -j- у, считая у

независимой переменной, х  —  функцией от нее.
3234. Преобразовать выражение у '/ ” —  ЗУ'*, принимая за независи

мую переменную у.
3235. Преобразовать выражение у У  —  2 (у* -}-/*) к новой функции v,

1полагая — •
3236. Преобразовать к полярным координатам уравнение

dy __х±_У 
dx л- — у '

Полярные координаты связаны с декартовыми формулами jr =  pcos'p, 
у  =  р sin •s.

у "
3237. Выражение к = --- ----— преобразовать к полярным коорди-

(1+ / У
патам р, <р.

3238. Функция г зависит от х, у. В  выражении у ^ — х  ^  сделать
замену независимых переменных с помощью формул x =  ucosv, 
у =  и sin и

3239. Оператор Лапласа ~  преобразовать к полярным коор
динатам.

3240. Выражение ^  ~г jy* 4“ преобразовать к полярным коор- 
динатам, считая что 2 =  ш(р) зависит только от р и не зависит от <р.

3241. В выражении ^  2 ^  ffy ~Ь независимые переменные х 
и у  заменить переменными и и v, а функцию г —  переменной а ’, по
лагая, что эти переменные сиязаиы соотношениями д: =  5ЦЬ^, ^  =  —37—;
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u- — v г =  — г-----w.

%



ПРИМЕНЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ П ЕРЕМ ЕН Н Ы Х 

§ 1. Формула Тейлора. 
Экстремумы функций нескольких переменных

Ф о р м у л а  Т е й л о р а

3242. f(x , ^) =  лг*-f-2У  —  ху, разложить функцию f(x-\-h, .у +  Аг) 
по степеням h и к.

3243. f(x ,  y) =  jc* -f-j/* —  6xy —  39jc —}— 18_y —|- 4; найти приращение, 
которое получает функция при переходе независимых переменных от 
значений jc =  5, ,у =  6 к значениям х  =  5 -f-Л, y  =  Q-\-k.

3244. /(jc, у ) =  ----f- ------ ---2х-\-Зу— 4; найти приращение,
которое получает функция при переходе независимых переменных от 
значений jc= 1 , у —- 2 к значениям х =  \ h, у  =  2 к. Ограничи
ваясь членами до второго порядка включительно, вычислить / ( 1,02; 
2,03).

3245. / (лг, у, г) =  Ax'* - f Яу* -)- Cz* +  Dxу  -f- Eyz -j- Fzx, разложить 
f (x  -\-h, у  к, z-\-l) по степеням h, к и /.

-т ) ■ [ у - i ) -
Найти члены первого и второго порядка и (остаточный член вто
рого порядка).

3247. Функцию z =  xy разложить по 'степеням (jc— 1), ( у — 1), 
найдя члены до третьего порядка включительно. Использовать результат 
для вычисления (без таблиц!) 1,11 •02.

3248. / ( jc, у) =  е* %\пу\ разложить f(x-\-h, у-\-к) по степеням 
h и к, ограничиваясь членами третьего порядка относительно Л и к. 
Использовать результат для вычисления е0-1 sin 0,49тс.

3249. Найти несколько первых членов разложения функции e*sin_y 
в ряд Тейлора в окрестности точки (0, 0).

3250. Найти несколько первых членов разложения функций ех In (1 -f-.y) 
в ряд Тейлора в окрестности точки (0, 0).

В  задачах 3251— 3256 разложить в ряд Тейлора при jc0= 0 , .у» =  0 
данные функции.

Г Л А В А  XI

3246. Разложить z= sinjcsin_y по степеням jc



3251. 3252*• * = “ ' ' s f r £ -
3253. z =  ln (l — лг) In ( ! — >-).
3254. г —  In 1 ~.Х ~ УЛ , ХУ-‘ 3255- «= s !n (jc , - f / ) .1 x у
3256. г =  e*cosy.
3257. Найти несколько первых членов разложения по степеням 

х — 1 , у — 1 функции z, заданной неявно уравнением
2* -j-yz — JCy4-JC3 =  0

и равной единице при х = \ , у =  1 .
3258. Получить приближенную формулу

cos х .----Я а  1 —  -тг (JC* — V )cos .у 2 v J  ’

для достаточно малых значений |лг[, |.у|.

Э к с т р е м у м ы

В задачах 3259— 3267 найти стационарные точки функций.
3259. z =  2jc’ -)- ху4 +  5* *  +  У -  3260. z =  ev  ( jc  -f- у* -f- 2у). 
3261. z =  x y (a  — x — y). 3262. z =  (2ajc — x*)(2by — у 1).
3263. z =  sin x  sin у  -(- cos (x  -j- У) (J) С  jc  ̂

3264. z =  + 3265. z = y V T + x  +  x V l + y .

3266. и =  2jc* —j— _y® —j- 2z —  jcy  — xz.
3267. и =  3 In jc -(- 2 ln_y 5 In z In (22 — jc— у  — г).
3268. На рис. 60 изображены линии уровня функции z = / ( jc , у). 

Какие особенности имеет функция в точках А, В, С, D и на линии EFc
3269. Функция z задана неявно: 2jc4 4“ 2у 4 -f- z* -\- 8jcz — z -j- 8 =  0. 

Найти ее стационарные точки.
3270. Функция z задана неявно: 5jc* -f- 5у* 5z* — 2jcy — 2x2—

— 2yz — 72 =  0. Найти ее стационарные точки.
3271. Найти точки экстремума функции z =  2xy— 3jc4— 2г4+10.
3272. Найти точки экстремума функции z =  4 (jc— у ) — х 4— у*.
3273. Найти точки экстремума функции z =  х*-\-ху-^-у*-{-х— у-{-1 .
3274. Убедиться, что функция z =  х * - { - х у - \ - у * — имеетх у

аминимум в точке х = у  —  ут=-.
V 3 __ _

3275. Убедиться, что при х = \ /'2, у  =  \ г2 и при jc  =  — 1^2, 
у  —  — Y 2 функция z =  x*-j-у* —  2д4 — 4ху — 2у* имеет минимум.
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3276. Убедиться, что при дг =  5, у  =  6 функция z =  ■**-{-/ —  6jcy— 
— 3 9 л г 1 -}“  20 имеет минимум.

3277. Найти стационарные точки функции z =  xiy i (l'2 —  дг —  у), 
удовлетворяющие условию д:^>0, у^> 0, и исследовать их характер.
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Рис. (Ю.

3278. Найти стационарные точки функции г =  х* -\-у* —  Здг_у и иссле
довать их характер.

Н а и б о л ь ш и е  и н а и м е н ь ш и е  з н а ч е н и я

3279. Найти наибольшее и наименьшее значения функции г =  дг*— 
—у* в круге дт*-j-_y*sgC 4.

3280. Найти наибольшее и наименьшее значения функции г=д:*-{- 
-{-2лгу —  4л*4~8у в прямоугольнике, ограниченном прямыми

дг =  0, у  =  0, дг =  1, у  =  2.

3281. Найти наибольшее значение функции г =  дг*у(4 —  дг —  у) в тре
угольнике, ограниченном прямыми дг =  0, _у =  0, jc-{-_y =  6.

3282. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

г =  е-*~У* (2лл -f- Ъу*)
в круге лг* -f-у* ̂  4.

3283. Нзйти наибольшее и наименьшее значения функции ■? =  sinje-{' 
sin _у — sin (дг -j-З') в прямоугольнике 0 ^ д г ^ « / 2; 0 ^ ^ ^ к / 2.
3284. Разложить положительное число а на три положительных 

слагаемых так, чтобы произведение их было наибольшим.
3285. Представить положительное число а в виде произведение 

четырех положительных множителей так, чтобы их сумма была наи
меньшей.
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3286. На плоскости Оху найти точку, сумма квадратов расстояний 
которой от трех прямых л  =  0, .у =  0, jc — 2у —  16 =  0 была бы наи
меньшей.

3287. Через точку (а, Ь, t) провести плоскость так, чтобы объем 
тетраэдра, отсекаемою ею от координатного трехгранника, был наи
меньшим.

3288. Даны п точек: At (jq, у ь г,)........А „(хт  у п, ,гп). На плоскости
Оху найти точку, сумма квадратов расстояний которой от всех данных 
точек была бы наименьшей.

3289. Даны три точки Л(0, 0, 12), #(0, 0, 4) и С (8, 0, 8). На 
плоскости Оху найти такую точку D, чтобы сфера, проходящая через 
А  В, С  и Д  имела наименьший радиус.

3290. В данный шар диаметра 2R  вписать прямоугольный паралле- 
лепппед наибольшего объема.

У с л о в н ы е  э к с т р е м у м ы

В задачах 3291 —  3296 исследовать функции на экстремум.
3291. г — хт -\-ут  (/ я > 1 ) при х-\-у —  2 (х ^ 0, у ^ 0).
3292. г —  ху  при .v* -j- у* =  2а*.

3293. * =  - - {- — при =х у  х * у  а1
3294. z =  a cos* х b cos* у  при у  —  х  =  -^.

3295. u =  x-\-y~\-z при -f- — —  1.
( 1) х -j- у  -l- z =  5,

329G. п —  хуг при <
\ 2) xy-f- xz =  8.

3297*. Доказать справедливость соотношения
+ л'5 +  ••• +  л'в ^  /л-, -f -Гд + • ■ • -f -Уд

п \ п
3298. / (х ,у ) =  х* —  Зл_у* -{- 18 ,̂ причем Ъх‘-у— у3 —  6л' =  0. Дока

зать, что функция f  (х, у ) достигает экстремума в точках л-=_у =  ±  \  3.
3299. Найти минимум функции и =  ах*~^-Ьу*-\-с2*, где а, Ь, с — 

положительные постоянные, а х,у, z связаны соотношением J f + j '- f  - г =  1. 
\ 3300. Найти наибольшее и наименьшее значения функции ц =  у*-\-

4г* —  4уг  —  2хг — 2ху при условии 2х2 -[- 3у* бг1 =  1.
3301. На плоскости i x — 2г =  0 найти точку, сумма квадратов рас

стояний которой от точек .4(1, 1, 1) и В ( 2, 3, 4) была бы наименьшей.
3302. На плоскости x-f-j’ — 2г =  0 найти точку, сумма квадратов 

расстояний которой от плоскостей jc-J-3? =  6 и y-j-3z =  2 была бы 
наименьшей.

3303. Даны точки И (4, 0, 4), В  (4, 4, 4); С (4, 4, 0). На поверхности 
шьра х* - j-/  -f- г* —  4 найти такую точку S, чтобы объем пирамиды
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SABC  был: а) наибольшим, б) наименьшим. Проверить ответ элемен
тарно-геометрическим путем.

3304. Найги прямоугольный параллелепипед данного объема V, имею
щий наименьшую поверхность.

3305. Найти прямоугольный параллелепипед данной поверхности S, 
имеющий наибольший объем.

3306. Найти объем наибольшего прямоугольного параллелепипеда, 
который можно вписать в эллипсоид с полуосями а, b и с.

3307. Палатка имеет форму цилиндра с насаженной на него кони
ческой верхушкой. При каких соотношениях между линейными разме

рами палатки для ее изготовления потребу
ется наименьшее количество материала при 
заданном объеме?

3308. Сечение канала имеет форму рав
нобочной трапеции данной площади. Как вы-

J а'  ̂ брать его размеры, чтобы омываемая поверх-
b ~ ность канала была наименьшей (рис. 61)?

3309. Из всех прямоугольных паралле- 
РиС- 61, лепипедов, имеющих данную диагональ, найти

тот, объем которого наибольший.
3310. Указать наружные размеры открытого (без крышки) ящика 

формы прямоугольного параллелепипеда с заданной толщиной стенок » 
и объемом V, чтобы на него пошло наименьшее количество материала.

3311. Найти наибольший объем параллелепипеда при данной сумме 
12а всех его ребер.

3312. Около данного эллипса описать треугольник с основанием, 
параллельным большой оси, площадь которого была бы наименьшей.

д** . у*
3313. На эллипсе найти точки, наименее и наиболее уда

ленные от прямой Злг —)- у — 9 =  0.
3314. На параболе х * 2 х у у * 4 у  =  0 найти точку, наименее 

удаленную от прямой Зх —  6_у-|-4 =  0.
3316. На параболе 2jcs —  4ху-\-2у* —  х  —  ̂  =  0 найти точку, бли

жайшую к прямой Э х — 7_у — 16 =  0.
3316. Найти наибольшее расстояние точек поверхности

2jc* -f- 3 /  -+ 2 г* +  2xz =  6
от плоскости 2 =  0.

3317. Найти стороны прямоугольного треугольника, имеющего при 
данной площади S  наименьший периметр.

3318. В  прямой эллиптический конус, полуоси основания которого 
равны а и Ь, высота Н, вписана призма с прямоугольным основанием, 
так, что стороны основания параллельны осям, а пересечение диагона
лей основания лежит в центре эллипса. Каковы должны быть стороны 
основания и высота этой призмы, для того чтобы ее объем был наиболь
шим? Каков этот наибольший объем?



3319. Найти правильную треугольную пирамиду заданного объема 
имеющую наименьшую сумму ребер.

3320. На эллипсе даны две точки; найти на том же эллипсе третью 
точку так, чтобы треугольник, имеющий вершинами указанные точки, 
был наибольшим по площади.

Х^ V*3321. К  эллипсу —f-^  =  1 провести нормаль, наиболее удален
ную от начала координат.

3322. На эллипсоиде вращения jjg 'b.y*-!- 2* =  1 найти точки, наи
менее и наиболее удаленные от плоскости Злг —J- 4_у —f- 12z =  288.

3323. Даны плоские линии f(x , _у) =  0 и <р ( jc , _у) =  0. Показать, что 
экстремум расстояния между точками (а, (3) и ($, т(), лежащими соответ
ственно на этих линиях, имеет место при выполнении следующего 
условия:

Ш \  /£\
\ d x jx - *  \ d x jx - i  4 

а — S __ у -  Р______ у^п
Р - ч  , £ \  - /<V\

\д у )х-ш  \ 5 y jx - t  
У — Р jr- Ч

Пользуясь этим, найти кратчайшее расстояние между эллипсом 
х * 2 х у 5 у * — 1б_у =  0 и прямой jc —{- у — 8 =  0.

§ 2. Плоские линии

К а с а т е л ь н ы е  и н о р м а л и

В  задачах 3324— 3327 написать уравнения касательной и нормали 
к линиям в указанных точках.

3324. jc3y - j- / jc =  3 —  jc*_y* в точке (1, 1).
3325. я’ (jc* -f- .У*)— jc3/  =  9a6 в точке (а, 2а).
3326. cos jcy =  jc -{- 2у в точке (1, 0).
3327. 2х3 —  jc*_y3jc*-j- 4хУ —  5jc —  3>> -j- 6 =  0 в точке ее пере

сечения с осью Оу.
О с о б ы е  т о ч к и

В  задачах 3328— 3340 найти особые точки линий.
3328. у* =  х* (jc —  1). 3329. а*х* =  (jc* +  / )  у*.
3330. у* =  ах* +  Ьх*. 3331. У  =  jc (jc —  а)*.

2 2 2
3332. х 3- \ - у * = а * '  3333. •**-+ /  —  8л:4—  10/ +  16 =  0.
3334. jc*+12-**—  6/ - f  36jc»-j-27/ —  81= 0 .
3335. x*+y>-{-3axy =  0. 3336. j c * + /  =  jc * + / .
3337. у  =  jc In jr. 3338. /  =  sin* jc. 3339. / = (.jc —  a)1.
3340. Xя =  (y —  jc*)1.
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О г и б а ю щ и е

3341. Найти уравнение огибающей семейства прямых у  =  ах f  (а) 
В частности, положить / (a ) =  cosa.

3342. Найти огибающую семейства прямых у  —  2тх-\- т к.
3343. Через точку А (а, 0) проведен пучок прямых. Найти oi ибзю- 

щую семейства нормалей, проведенных к прямым этого пучка в точках 
их пересечения с осью Оу.

3344. Найти огибающую семейства парабол у* =  а (х  —  а).
3345. Найти огибающую семейства парабол ал*4-}-а*у —  1.
3346. Найти огибающую семейства парабол у = а * (х  —  а)4.
3347. Найти огибающую семейства полукубических парабол (у  —  а)* =  

=  (дг —  а)\
3348. Найти огибающую семейства линий а*-{-ау* =  а*.

X х у*3349. Найти огибающую семейства эллипсов =  l ПРИ усло
вии, что сумма полуосей каждого эллипса равна d.

3350. Радиусы окружности проектируются на два ее взаимно перпен
дикулярных диаметра и на проекциях, как на полуосях, строятся эллипсы. 
Найти огибающую полученного семейства эллипсов.

3351. Найти огибающую семейства окружностей, имеющих центры 
на параболе у  —  bx* и проходящих через ее вершину.

3352. Прямая движется так, что сумма длин отрезков, отсекаемых 
ею иа осях координат, остается постоянной и равной а. Найти огибаю
щую полученного семейства прямых.

3353. Найти огибающую диаметра круга, катящегося без скольжения 
по данной прямой (радиус круга R).

3354. На хордах круга (радиуса R), параллельных заданному направ
лению, как на диаметрах, описываются окружности. Найти огибающую 
этого семейства окружностей.

3355. Прямая движется так, что произведение отрезков, отсекаемых 
ею на осях координат, равно постоянной величине а. Найти огибающую 
этих прямых.

3356. Показать, что всякая линия является огибающей семейства 
своих касательных.

3357. Показать, что эволюта линии является огибающей семейства 
ее нормалей. Найти эволюту параболы у* =  2рх как геометрическое 
место центров кривизны и как огибающую семейства нормалей. Срав
нить результаты.

3358. Доказать теорему: если линия (Л) есть огибающая семейства 
прямых х  cos t —j— sin t —  f (t ) =  0, то эволюта линии (Л) является оги
бающей семейства прямых — jc sin t -{-у cos t —  /’ (<) =  0.

3359. Радиус-вектор ОМ произвольной точки М  равносторонней 
гиперболы jc_v =  I проектируется на асимптоты гиперболы. Найти

' огибающую эллипсов, построенных на проекциях ОМ, как на полу
осях.
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§ 3. Векторная функция скалярного аргумента.
Линии в пространстве. Поверхности

В е к т о р н а я  ф у н к ц и я  с к а л я р н о г о  а р г у м е н т а

3360. Доказать формулы дифференцирования
d / ч dv , du d , . , ,  . .d v  I 
d t (av ) =  u d i  +  v di> 7 t ( u X v ) = = a X d t + d 7 X v

Здесь и и v — векторные функции скалярного аргумента t.
3361. Дано r  =  r(t). Найти производные.

\ d / i\ f\ Л / dr\ . d ( K,d r\  . d f dr d*r\
a> ); 6> Tt\r d iJ-  B> dt r * d i ) ‘ T t [ r d id i 'j-

3362. Дано, что при всех значениях t векторы г(/) и ^  коллинеарны. 
(1̂ г d̂ i* dnrДоказать, что и векторы ^г» •••» коллинеарны вектору r(t).

3363. Доказать, что если модуль |г ; функции г(() остается постоян
ным для всех значений t, то (Каков геометрический смысл этого
факта?) Имеет ли место обратная теорема?

3364. Дано r  =  a c o s u r f & sin u>f, где а и Ъ — постоянные векторы. 
Доказать, что

1) rX - dj  =  « a X b  и 2) g  +  «uV =  0.
3365. Доказать, что если е — единичный вектор направления век

тора £, то e \ d e  =  .
3366. Доказать, что если г =  ае* b e где а и Ь — постоянные

d*rвекторы, то
3367. и =  л(х, у, г, у , г, 0 7 + Т (л‘, У> z> О *. где х, у, 

г — функции от t. Доказать, что

d u__ди j  ди dx. , ди dy ди dz
dt сU 1 dx dt dy dt 1 dz d t '

3368. Дано: r  =  r(u), н =  <р(x). Выразить производные ^
dr dsr  dlr

F 4 * 3 du • du* ’ du*'
3369. Доказать, что если для векторной функции r  =  r(t) имеет

Mt сто соотношение ~  =  * • г, где а =  const, то годографом функции г (О
является луч, выходящий из полюса.

3370. Пусть функция г(1) определена, непрерывна и дифференцируема 
в интервале (f|, tt), причем r (^ )  =  r(fj). Применить теорему Ролля
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d’r  * „—  ы*г =  0.
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к функции а ■ г, где а — произвольный постоянный вектор. Объяснить 
результат геометрически.

3371. Дан радиус-вектор движущейся в пространстве точки г {a sin/,
—  a cost, Ы*\ (/— время, а и b — постоянные). Найти годографы ско
рости и ускорения.

3372. Найти траекторию движения, для которого радиус-вектор дви
жущейся точки удовлетворяет условию ~ = о Х  г, где а — постоянный 
вектор.

3373. Материальная точка движется по закону r  —  v^-^-^gt* (г —
радиус-вектор этой точки в момент /, т0 и g  — заданные векторы). Пока
зать, что: 1) кинетическая энергия материальной точки есть квадратич
ная функция времени; 2) ф„— начальная скорость (т. е. значение век
тора скорости в момент / =  0); 3) движение происходит с постоянным 
ускорением, равным вектору g; 4) движение происходит по параболе 
(если только векторы и g  не коллинеарны), ось которой параллельна 
вектору g

3374. Закон движения материальной точки задан формулой

г =  a cos t -|- b sin / -f- с,

где векторы а и Ь взаимно перпендикулярны. Определить траекторию 
движения. В  какие моменты скорость движения будет экстремальной? 
В какие моменты ускорение будет экстремальным?

3375. Формулы преобразования декартовых координат в сфериче
ские имеют вид дг =  р sin 0 cos sp, _y =  psin6sin ?, 2 =  pcos0, где р— рас
стояние данной точки от полюса, 0— широта ее, 9— азимут или дол
гота. Найти компоненты скорости движения материальной точки в направ
лениях единичных ортогональных векторов ef, еь, ег

П р о с т р а н с т в е н н ы е  л и н ии

В задачах 3376— 3383 составить уравнения касательной прямой 
и нормальной плоскости для данных линий в указанных точках:

( f i  f t  \ £4 £3
Т* "3 * т )*  т’ е' х~ 4  ' У=Ц> г=~2 ' В пРоизвольно11

точке.

3377. х  =  a cos ?, у  =  a sin ?, z =  ^  <р в данной точке , у ) •
Доказать, что касательная во всех точках линии составляет с осью 0~ 
один и тот же угол.

3378. x = a t ,  у = ±  at*, z =  ̂ a t 3 в точке (6а, 18а, 72а).J, О
3379. x =  t —  sin/, у =  1— cost, z =  4 sin j  в точке 

(*/2 - 1, 1, 2/ 2).
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3380. y*-^-z*=25, .*;*-{-/=  10 в точке (1, 3, 4).
3381. 2 х*-\-Ъ у*z* =  \l, д:1-(-2_у, =  г в точке (— 2, 1, 6).
3382. jc*- |~ /=  z4, х = у  в точке (л:«, у*  г9).
3383. лг* -j- г* =  а*, у*-\-г* =  Ь3 в произвольной точке.
3384. На линии г {cos*, sin*, е1} найти точку, касательная в которой 

параллельна плоскости ^ З х  -{-у —  4 =  0.
В задачах 3385 —  3387 составить уравнения соприкасающейся пло

скости, главной нормали и бинормали к данным линиям в указанных 
точках.

3385. у *= х , х* = z  в точках (1, 1, 1).
3386. х* =  2az, у * =  2bz в произвольной точке.
3387. г {е ‘, е~‘, *1^2} в точке (е, е~1, У 2).
3388. Показать, что касательные, главные нормали и бинормали ли

нии r{e*cos*, e 's in *, е составляют постоянные углы с осью Oz.
В  задачах 3389 —  3392 составить уравнения касательной прямой, 

нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся плоскости, главной 
нормали и спрямляющей плоскости к данным линиям в указанных 
точках.

3389. x =  t*, у  —  1— *, z =  t3 в точке (1, 0, 1).
3390. jcs+ / - } - 2* =  3, д:4+ У  =  2_в точке (1, 1, 1).

3391. г {sin*, cos*, tg*} в т о ч к е ' K j1, Г .
3392. г {*’ — t* —  5, 3** —|— 1, 2**— 16} в точке, соответствующей 

значению параметра * =  2.
3393. Показать, что линия г {2* —(— 3, 3*—  1, **} имеет во всех точках 

одну и ту же соприкасающуюся плоскость. Объяснить этот факт гео
метрически.

3394. Доказать, что линия

т {<*i** —J— b\t -f- Cj, ait* -|- 6j* -f- c*> â t* -J- b3t -f- Cj}

плоская, и составить уравнение той плоскости, в которой она распо
ложена.

3395. Найти радиус кручения линии г {cos*, sin*, ch*}.
3396. Найти радиус кривизны линии г {In cos*, In sin*, \  2t), 

0 <^*<^к/2. Показать, что кручение в любой ее точке равно кривизне 
в этой точке.

|г  3397. Показать, что для линии r{e 'cos*, e'sin*, е1} (см. задачу 3388) 
отношение кривизны к кручению остается постоянным для всех точек 
кривой.

3398. Как выразится кривизна пространственной линии, заданной 
уравнениями _y =  tp(x), z =  ty(x)7

3399. Выразить векторы т (, vb Pi через производные радиус-вектора 
точки на кривой г = г (* ) .

3400. Выразить каждый из векторов ть Vj, Pi через два'других.
•' *



3401. Найти вектор со (s) (вектор Дарбу), удовлетворяющий усло
виям

dx, dx, dB, о
-^ =  м х т '-. W ==“ x v ' ’ v s = * x b ’
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Д л и н а  д у г и  п р о с т р а н с т в е н н о й  л ин ии

В задачах 3-102— 3409 найти длину дуги линий.
3402. r\2t, Inf, /*( от f*= 1 до t =  10.
3403. г {a cos t, a sin t, a In cos t\ от точки (а, 0 ,0 ) до точки

(Ц *. ‘Ж
3404. r { ^cos f ,  е1 sin/, е'} от точки (1, 0, 1) до точки, соответ

ствующей параметру t.
3405. лг1 =  3̂ », 2ху— 9г от точки (0, 0, 0) до точки (3, 3, 2).
3406. г8 =  2ах, Ууа=  16x 2 от точки (0, 0, 0) до точки (2а, 

Ва/3, 2а).
3407. 4ах =  (v-f- г)1, 4jc* -j* 3_у4 =  3г4 от начала координат до точки 

(х, v, г).
3408. у  =  )  2ах —  л 4, * = a ln ^ j- —- от начала координат до точки 

(х, у, г).
3409. у  =  a arcsin j , z —  \  a In “  ^  ^ от начата координат до точки 

/а ап а , „ \
( г "  ’ 6 * 4 1 j  •

П о в е р х н о с т и

В задачах 3410— 3419 для данных поверхностей найти уравнения 
касательных плоскостей и нормалей в указанных точках.

3410. г =  2х*— 4_у2 в точке (2, 1, 4).
3411. г =  ху в точке (1, 1, 1).

3412. г =  A ~  ~v в точке (а, а, — а).

3413. r  =  V * *- (- /  — ху  в точке (3, 4, —  7).

3414. r  =  arctg^ в точке 1, 1, j .

. , . г  х* , И , г» . / я К з  Ь У З  с / 3 \
=  1 " точке \ ~ 3 * 3 * 3 •

3416. лл -\~У -|- г3 -|- х у г — 6 =  0 в точке ( 1, 2, — 1).
3417. Зл-4 — АУг Аг*ху— 4^3лг —j— 1 =  0 в точке (1, 1, 1).
3418. (2* — х*)хуг —  У  = 5  в точке (1, 1, 2).
3419. 4 +  Jir+ > ,+ z в т°чке (2, 3,6).



3420. Показать, что уравнение касательной плоскости к эллипсоиду
gi yi 2®

-j- -j- =  1 в любой его точке М в (.vu, j ’o, ztt) имеет вид

£«£ j УоУ_ I V __.
«' т  J J  1 с» '•

3421. К эллипсоиду jc* -J- 2_у* -f- г* =  I провести касательную пло
скость, параллельную плоскости х — у-\- 2г =  0.

д-S у2 2*
3422. К эллипсоиду -т -j-^ - j - =  1 провести касательную пло

скость, отсекающую на положительных полуосях координат равные 
отрезки.

3423. Показать, что поверхности х  -f- 2_у — 1п г -f- 4 =  0 и л* —
—  ху  —  8х-j- г -(г-5 =  0 касаются друг друга (т. е. имеют общую ка
сательную плоскость) в точке (2, —  3, 1).

г. 3424. Доказать, что все плоскости, касательные к поверхности
z —  x j\  пересекаются в одной точке.

3425. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к шару 
г {u cost», и sin V, У  а1— и4} в точке г, {ж», .?«}.

3426. Написать уравнения касательной плоскости и нормали к гипер
болическому параболоиду г{а (н-}-т), Ь(и —  г), ио\ в произвольной 
точке {лг0, у в, г0}.

3427. Доказать, что поверхности jc4 г4 =  олг и лг4-{-/-{- 
-\-г* =  Ьу ортогональны друг к другу.

3428. Показать, что касательная плоскость к поверхности xyz —  a1 
в любой ее точке образует с плоскостями координат тетраэдр постоян
ного объема. Найти этот объем.

3429. Показать, что касательные плоскости к поверхности \ лг-f- 
И - V y + V  z = У а  отсекают на координатных осях отрезки, сумма - 
, которых равна а.

3430. Для поверхности z =  xy написать уравнение касательчой пло-
u х  -f- 2 • у  -j- 2 z — 1 скости, перпендикулярной к прямой —т— ■ =  ■~--1

3431. Показать, что для поверхности лг4-{-/-|-24= ^  длина 
отрезка нормали между поверхностью и плоскостью хОу равна рас
стоянию от начала координат до следа нормали на этой плоскости.

3432. Доказать, что нормаль к поверхности эллипсоида вращения
X 1 . Z* у-

Р '— jp ^ - - f* 'j= l в любой его точке Р(х , у, г) образует равчые углы
с прямыми РА  и РВ , если А (0, — 4, 0) и В  (0, 4, 0).

3433. Доказать, что все нормали к поверхности вращения

Z = f ( \  x*-\- у1)

пересекают ось вращения.
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3434. К поверхности х*—  у*— 3z =  0 провести касательную пло
скость, проходящую через точку Л (0, 0, — 1), параллельно прямой 
х __у  г *
"2 Т  Т*

3435. На поверхности х% у* -(- г* —  6_у -f- 4^ =  12 найти точки, 
в которых касательные плоскости параллельны координатным пло
скостям.

3436. Составить уравнение касательной плоскости к поверхности 
x =  u-\-v, _у =  м* -f- х»1*, г =  н*-j-*3 в произвольной точке. Выразить 
коэффициенты этого уравнения

а) через значения параметров и« и
б) через координаты jc0, j'o, z0 точки касания.
3437. Найти геометрическое место оснований перпендикуляров, опу

щенных из начала координат на касательные плоскости к параболоиду 
вращения 2pz= х *  -{-у*.

3438. Найти геометрическое место оснований перпендикуляров, 
опущенных из начала координат на касательные плоскости к поверх
ности xyz =  a3.

§ 4. Скалярное поле. Градиент. Производная по направлению

3439. 1) <]>(.*•, у) =  х*— 2ху-\-Зу— 1. Найти проекции градиента 
в точке ( 1, 2).

2) и =  Ьх*у— 3хУ-\-у*. Найти проекции градиента в произвольной 
точке.

3440. 1) г =  лг* Найти grad z в точке (3, 2).
2) z = У  4 х * - \ - Найти grad z в точке (2, 1).
3) z =  arctg . Найти grad z в точке (дг0, з’о).
3441. 1) Найти наибольшую крутизну подъема поверхности z =  

=  In ( jc* -(- 4_у*) в точке (6, 4, In 100).
2) Найти наибольшую крутизну подъема поверхности z =  xy 

в точке (2, 2, 4).
3442. Каково направление наибольшего изменения функции 

<р(дг, у, г )= Arsing —  .у cos г в начале координат?
3443. 1) z = arcsin— — Найти угол между градиентами этойх -j- у

функции в точках (1, 1) и (3, 4).
2) Даны функции г =  У  х*-|- у* и z =  x — Ъу У  3ху. Найти угол 

между градиентами этих функций в точке (3, 4).

Г р а д и е н т

3444. 1) Найти точку, в которой градиент, 16 . равен i — q J.



3
2) Найти точки, в которых модуль градиента функции z =  (д* -f- у*)2

равен 2.
3445. Доказать следующие соотношения (а иф — дифференцируемые 

функции, с —  постоянная):
grad Ср +  <})) =  grad ?  -f- grad f ,  grad (с -f- t?) =  grad <p;

grad (c?) =  с grad grad (?ty) =  <p grad ф ф grad '■?;
grad (?") =  rtf’11 grad £?; grad [? (ф)] =  <p' ( »  grad ф.

3446. г =  ?(н , г»), н =  ф(дт, у), x» =  C(JC, у). Показать, что

grad z =  ̂  grad и-\-^ grad v.

3447. 1) и(х, у, z)=^xiy iz. Найти проекции grad и в точке (д0. Уа, *o) 
2) и(х, у, г) =  У "д4-|-У 4-г1. Найти grad и.
3448. Показать, что функция и =  ln ( jc* —}- 4” ■**) удовлетворяет 

соотношению и= 2 In 2 — In (grad и)*.
3449. Доказать, что если х, у, z суть функции от t, то

у, z) =  g n d f- jt ,

где r  =  xl-\-y] +  г k.
3450. Использовать доказанное в предыдущей задаче соотношение 

для нахождения градиента функции:
1) / =  г4; 2) / =  | г |; 3) / =  F  (r4); 4) f = ( a r )  (ftr); 5) / = (aftr); 

где а и ft —  постоянные векторы.

П р о и з в о д н а я  по н а п р а в л е н и ю

3451. 1) Найти производную функции z =  x3— 3jc4_y 4- 3-су4 4" 1 
в точке М  (3, 1) в направлении, идущем от этой точки к точке (6, 5).

2) Найти производную функции z =  arctg ху  в точке (1, 1) в направ
лении биссектрисы первого координатного угла.

3) Найти производную функции z =  jt4_y4 —  jсу* —  3_у—  1 в точке (2,1) 
в направлении, идущем от этой точки к началу координат.

4) Найти производную функции z =  In (е* -\-еу) в начале координат 
в направлении луча, образующего угол а с осью абсцисс.

3452. Найти производную функции z =  \n(x-\-y) в точке ( 1, 2), 
принадлежащей параболе >,4 =  4д:, по направлению этой параболы.

3453. Найти производную функции z =  arctg ^  в точке ,
принадлежащей окружности JC44_ >'a —  2 jc  =  0, по направлению этой 
окружности.

У*3554. Доказать, что производная функции z =  ~  в любо1точке 
эллипса 2д-4 4 - ^ = 1  по направлению нормали к эллипсу равна нулю.
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3455. 1) Найти производную функции и = лгу*-}-г*—  лгу* в точке 
Л1( 1, 1, 2) в направлении, образующем с осями координат углы соот
ветственно в 60°, 45°, 60°.

2) Найти производную функции w =  xyz в точке /1(5, 1, 2) в направ
лении, идущем от этой точки к точке В ( 9, 4, 14).

3456. Найти производную функции и =  дг*у*г* в точке /1(1,—  1, 3) 
в направлении, идущем от этой точки к точйе Д (0, 1, 1).

Xх V" ^3457. Доказать, что производная функции "  — *1 +  75 в любой 
точке Л1(лт, у, г) в направлении, идущем от этой точки к началу коор
динат, равна — у ,  где г —  \ х* -j- _у* -j- г*.

3458. Доказать, что производная функции u = f (x ,  у, г) в jiaiipat 
лени и ее градиента равна модулю градиента.

3459. Найти производную функции

и =  у , где г* =  дг4 " Г  г* 

в напраь.теиии ее градиента.



ГЛАВА  XII

§ 1. Двойные и тройные интегралы

3460. Тонкая пластинка (ее толщиной пренебрегаем) лежит в пло
скости хОу, занимая область D. Плотность пластинки является 
функцией точки у =  у (Р ) =  у (х, у). Найти массу пластинки.

3461. На пластинке задачи 3460 распределен электрический заряд 
с поверхностной плотностью с =  о (Р ) =  а (х, у). Составить выражение 
для полного заряда пластинки.

3462. Пластинка задачи 3460 вращается вокруг оси Ох с угловой 
скоростью ш. Составить выражение для кинетической энергии пластинки.

3463. Удельная теплоемкость пластинки задачи 3460 меняется по 
закону с =  с (Р) =  с (х, у). Найти количество тепла, полученное пла
стинкой при ее нагревании от температуры tt до температуры f4.

3464. Тело занимает пространственную область 2; его плотность 
является функцией точки у =  у(Р)— у (дс, у, г). Найти массу тела.

3465. В  теле задачи 3464 неравномерно распределен электрический 
заряд; плотность заряда является функцией точки 8 =  6 (дг, у, z). Найти 
полный заряд тела.

МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И КРАТНОЕ
ИНТЕГРИРОВАНИЕ

В задачах 3466 — 3476 оценить интегралы.
3466. \  ̂ (.V  -{- у  10) da, где D —  круг дс*-|"/< 4. 

и
3467. $ $ (■**-{- +  9)«/о, где D —  круг дг*-}-/^4-

' D
3468. ^ ( j f  +  j-4- l)do, где D —  прямоугольник 0 д:-гс 1, 0 < :у^ 2  

'о
3469. \\(л‘ -{-дг>' —  х* —  у 2) dz, где D — прямоугольник 0 дс =£= 1, 

о*
I.

3470. ^  xy  (дг -j- у) da, где D — квадрат 0 ^ л ^ 2 ,  0 < _у < 2 .
'и
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3471. 55 (JC-j-lK^3* гДе £> — квадрат О ^ л ' ^ 2, 0 С >’*^2

3472. 55(.Л’*4~У*— ^ V x * у*-\-2) <h, где D —  киадрат 0s^jt*s;2,
и

О ^ у  2.

3473. 5$(** +  .У* —  Ах~  4.У+  Ю )t/з, где D — область, ограничен-
о

ная эллипсом х* —f— 4_v*— 2х— 16j/-j-13 =  0 (включая границу)
3474. \ ( х * у 1 г*) dv, где 2  — шар jc* у* -|- 2* ̂  R*.

3475. +  где 2 —  куб х "^ \ , у ^  1, 2 ^ 1, х ^ З ,
2

у  ̂  3, z ^  3.

3476.555^ + ^ -  z 10) dv, где 2  —  шар jc* -J— -f- г* 3.

§ 2. Кратное интегрирование

Д в о й н о й  и н т е г р а л .  П р я м о у г о л ь н а я  о б л а с т ь

В  задачах 3477 —  3484 вычислить двойные интегралы, взятые по 
прямоугольным областям интегрирования D, заданным условиями 
в скобках.

3477. 5 5 ху  dxdy ( O ^ j c ^ I ,  0ag_ys^2). 
и

3478. \ \ e XJr>dxdy (0 <  jc <  1, 0 < ^ ^ 1 ) .

3479. ( O s S j c ^ I ,  1).
*D*

3480. ^  (0 < д г< 1 , 0 < .у < 1 ) .
*D

3481. Г  j*---ydxdy 3. (O sS jcsS I, 0«£.у«з£ 1).

J  о +**•+/>*
3482. Jcsin(A--J- y)dxd y ( o ^ x ^ t t ,  0s£.ys£;-^V

3483. 5 5 хЪ’е*у dxdy (0 <  jc  <  1, 0 s£_y <  2).
D

3484. ^^ x'y  cos (jo '4) dxdy 0̂ «s a* <  у , 0 O ' 2j .



Д в о й н о й  и н т е г р а л .  П р о и з в о л ь н а я  о б л а с т ь

В  задачах 3485 —  3497 найти пределы двукратного интеграла 
I С ^/ ( jc , y)dxd y  при данных (конечных) областях интегрирования D.

D
3485. Параллелограмм со сторонами

jc = 3, х =  Ъ, 3jc — 2у —{— 4 = 0, Зл; — Чу + 1 = 0.
3486. Треугольник со сторонами лг =  0, _у =  0, х-\-у =  2
3487. jc3- j - / < l ,  jc ^ O , у '^ 0 .
3488. 1, х — J CSs0.
3489. у  Зг xi, у  ̂  4 —  jc*.
3490. +  3491. (jc —  2)*-{-(у —  3)*<4.
3492. D ограничена параболами y  =  xi и у  =  У х .
3493. Треугольник со сторонами у  =  х, у  =  2х и дг-|-^ =  6.
3494. Параллелограмм со сторонамиу==х,у =  х 4* 3,У =  — 2х-\-\, 

у =  — 2*4-5.
[ 3495. у  —  2 jc< 0 , 2у— jc гэ= 0, jcy <  2.

3496. y ^ 8jc, _у sg 2jc, у  -j- 4дг —  24 ^  0.
3497. D ограничена гиперболой у * —  jc* =  I и окружностью 

jc* 4“ .У* =  9 (имеется в виду область, содержащая начало координат).
В задачах 3498 —  3503 изменить порядок интегрирования.

1 YV  | YT=7*
3498. \dy \ /(дг, у) dx. 3499. \ dx $ f(x, y)dy. 

о у  _ i o .
_________ - J L / 4 -л»

г Ylrx-x* 2 Y l
3500. \dx $ f i x> V)dy. 3501. J dx $ / (* .  y)dy.

■  ' 0 x - 2  1
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Y 2 4 *  
2 1x 2 6—x

3502.  ̂dx  ̂ f (x , y ) dy. 3503. jj dx $ f (x , y)dy.
I x 0 3x

3504. Переменив порядок интегрирования, записать данное выраже
ние в виде одного двукратного интеграла:

I х 2 2—х
1) \dx \ f(x , у ) dy 4- J dx  ̂ / (* .  V) dy,

0 0 ' 1 0
3 - x

1 Л» 3 2

2) \ dx \ f(x , y ) dy +  \dx $ f  (дг, у ) dy, 
o o  1 0
| x I* 3 l - y r4 x - x ’ - 3

3) $dx \ /(JC, y )d y + [d x  \ f (x l y)dy.
0 0 1 0



(с наименьшим числом слагаемых). Фигуры, показанные на рис. 64 и 65, 
составлены из прямых линий и дуг окружностей.

В  задачах 3506 —  3512 вычислить данные интегралы.
п У х  4 2х 2 |1 1 »

3506. 1) \ dx  ̂ dy\ 2) \ dx С dy, 3) (  dy  ̂ е* dx.
J d i x  I и

3507. -Vdxdy, D —  круг х* 
и

3508. ^  (х* -\-у) dx dy, D —  область, ограниченная параболам:! 
и

у = х *  и у* =  х.
С С х*3509. V \ -pdxdy, D — область, ограниченная прямыми х  =  2,

у  =  х  и гиперболой j r y = l .
3510. cos (x-\-y)dxdy, D — область, ограниченная прямыми 

и
дг =  0, у  — т. и у  —  х.

гл. X II. МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

3505. Представить двойной интеграл jj $/(x ,y )d x d y , где D —  области,
о

указанные на рис. 62, 63, 64, 65, в виде суммы двукратных интегралов

X
Рис. 62. Рис. 63.
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3511. — •**—  yi dxdy, D —  четверть круга I, ле-

жашая в первом квадранте.
3512. ^ J C * / / ! — х*— y 3dxdy, D  —  область, ограниченная линией

х3 -{-.у3 =  1 и осями координат.
3513. Найти среднее значение функции 2= 1 2  —  2дг—  3у  в области, 

ограниченной прямыми 12 —  ‘2х —  3у =  0, j c = 0 ,  _у=-0.
3514. Найти среднее значение функции z =  2jc-[-_v в треугольнике, 

ограниченном осями координат и прямой jc  -f-_V == 3.
3515. Найти среднее значение функции г =  х-\-6у в треугольнике, 

ограниченном прямыми у  =  х, у  =  5х и д*=1.

JC =  О, _у =  0, 2 =  0, х  -J- у  -)— 2 =  1.
3523. [\^ х у  dx dy dz, 2 —  область, ограниченная гиперболическим

рараболоидом г =  ху и плоскостями jc- }- .y= l и 2 =  0 (г^= 0).
3524. [ ^  у  cos (2 -j- jc ) dx dy dz, 2 —  область, ограниченная ци

fe -В задачах 3525— 3531 перейти в двойном интеграле $$/(•*, y)dxdy
о

к полярным координатам р и » (х =  р cos ■?, _y =  psin f), и расставить 
Пределы интегрирования.

о

В задачах 3517 —  3524 вычислить интегралы.
I а за з « о са Ь е

3518. ^dx\dy\(x-]-y-\-?)dz.
О О О

п о и
е— 1 е - х - \

и о и
х +  v+  е

е

( Х + У  +  2 +  1)* *
2 —  область, ограниченная плоскостями

линдром y = V х  и плоскостями у  =  0, 2 =  0 и J C - f  2 =  г/2.

§ 3. Интегралы в полярных, цилиндрических 
и сферических координатах

Д в о й н о й  и н т е г р а л



3526. D — круг: 1) * * + / < / ? * ;  2) дг* + / < e jr ,  3) дс* +  / < 6t/.
3526. D —  область, ограниченная окружностями jc* — _у*= 4jc, 

jc*-)-/ =  8jc и прямыми у — х и у= 2х .
3527. D  — область, являющаяся общей частью двух кругои 

A'*-f-у*^ ах  и jc* —(— й»_у.
3528. D — область, ограниченная прямыми

у =  х, у  =  0 и х  =  1.
3529. D — меньший из двух сегментов, на которые прямая х у =  2 

рассекает круг jc* —j - 4.
3530. D — внутренняя часть правой петли лемнискаты Бернулли 

( * * + / ) *  =  <»*(.**— / ) .
3531. D —  область, определенная неравенствами х ^ О , у ^  0, 

(х* + / )»  sg 4 а1* 1/ .
В задачах 3532— 3535 двойные интегралы преобразовать к поляр

ным координатам.
R V R * - x  1 2 R  У  2 R.V-У*

3532. Jj dx  ̂ f (x ,y )d y .  3533.  ̂ dy jj f (x ,y )d x .
о о 4 й

2
r  Y r * - x *

3534. J dx $ /(jt*-J-/)rfj>.
и u

R
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V l f  R* Rx R  '  V R t- x *

3535. j  * * у а ) < У +  |  * *  J  f ( i ) b

VTT&
В задачах 3536— 3540 вычислить с помощью перехода к полярным 

координатам двойные интегралы.
R V R * - x *

3536.  ̂dx \ In (1 - fjt*  + / )  dy.

Ш 7 - W V ' x + ' i ? * * * *  где область D определяется неравен-
D

ствами х* -|-У* 1, х ^ О , у~^  0.
3538. \\(h —  2jc —  Ъу) dx dy, где D —  круг х* - }-/ *£ R* 

о _________
3539. J  J  V  —  jc* — У* dxdy, где D —  круг xi -\-yi s^Rx.

о
3540. \ \ arctg—dxdy, где D —  часть кольца



3541. Показать, исходя из геометрических соображений, что если 
декартовы координаты преобразовать по формулам х =  а р cos _у =  
=  b р sin 9 (а и b —  постоянные), то элементом площади будет:

ds =  ab р dp dy.
В задачах 3542— 3544, используя результат предыдущей задачи и 

выбрав подходящим образом а и Ь, преобразовать двойные интегралы.
3542. \ \/(лг, y)dxdy, где область D ограничена эллипсом 

'о
1 £ - 4 - £ — i
6 4 . «

3543.  ̂ (  /(д:,_у) rfjctfy, где D —область ограниченная линией ' лг* —|— =
•о

г =  Л'*3». _______
3644. J  J / ( / 4 —  'а* —  rf.vrfj', где D —  часть эллиптического

Vs Vsкольца, ограниченная эллипсами —  Ь  —   ̂ и лежащая
в первом квадранте.

3545. Вычислить интеграл \^xydx dy, где D —  область, ограничен-
о

X* Vsпая эллипсом ^  ^5- =  1 и лежащая п первом квадранте.

3546. Вычислить интеграл У х у  dx dy, где D —  область, огранн-
О

ценная линией ^  j  и лежац*ая в пеРвом квадранте.

Т р о й н о й  и н т е г р а л

В задачах 3547— 3551 — перейти в тройном интеграле 
\f(x, у, z)dxdydz  к цилиндрическим координатам р, tp, z

•j
(A==pcostp, >̂ =  psin?, z =  z) или сферическим координатам p, 0, у 
(jc =  р cos ® sin 0, _у =  р sin 9 sin 0, z =  pcos0) и расставить пределы ин
тегрирования.

3547. 2 — область, находящаяся в первом октанте и ограниченная 
Цилиндром дг* -{-.у* =  R* и плоскостями z =  0, z =  1, _у =  лг и у  =  лгУ З .

3548. Q — область, ограниченная цилиндром х '4 '.У *==2лг, плоскостью 
z =  0 и параболоидом z = j r 4-{-v4.

3549. О —  часть шара х* -f-у* 4* z* sg R 1, лежащая в первом октанте.
3550. Li —  часть шара лежащая внутри цилиндра

(•** +  У*)* =  К* (х* — У*) (х °)-
3551. 2 — общая часть двух шаров

лг4 +  /  +  г4< Я 4 и л-44- /  +  (г —  R )*^R*.

5 3. Ц И Л И Н Д РИ ЧЕС КИ Е И С Ф ЕРИ ЧЕС КИ Е КООРДИНАТЫ 223



В  задачах 3552— 3558 вычислить интегралы с помощью перехода 
к цилиндрическим или к сферическим координатам.

224 ГЛ. X II. МНОГОМЕРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

I /1-JC* а 2 Ylx-x* а _______
3552. \dx  ̂ d y\ dz. 3553. $ rf* $ dy $ г j  л1 -f у* dz.

« — y 'l _ лз о о о о
R YR*-x* YRi-x*—y*

3554. $ dx dy Jj (л-1 -(- у*) dz.
— R — Y к*— дг«
I V I —  jc* ________________________

3555. $ dx J dy Jj X x * y * z *  dz.
0 0 0

3556. \\\(x*-{-y*)dxdydz, где область 2  определяется неравена-
u

вами z^sO, г* ̂  х *-{-у * г *  R*.
3557. \ С ( — —.: rfA ({у - 1 „  ■, где 2 —  шар х * 4 - . у * 1- 

3 )  J  У х * + у ’ +  (г-2> ‘ к 1 1
8

dx dy Лг3558. V \ \ ——  ' ~ _ = гтт-, где 2  —  цилиндр
J  J  /дг*+ У +  (г-2 )* 
j

—  1 I.

§ 4. Применение двойных и тройных интегралов

О б ъ е м  т е л а. 1

В  задачах 3559— 3596 найти двойным интегрированием объемы тел, 
ограниченных данными поверхностями (входящие в условия задач пара
метры считаются положительными).

3559. Плоскостями координат, плоскостями jc  =  4 и j/ =  4 и парабо
лоидом вращения г =  л-4-}~У1-Ь  1.

3560. Плоскостями координат, плоскостями х — а, у  =  Ь и эллипти-
х* у*

ческпм параболоидом z ~  'rp " т ^ -

3561. Плоскостью ~  -f- ~  ~  =  1 и координатными плоскостям
(пирамида).

3562. Плоскостями _у =  0, z —  0, Здг- f - =  6, Ъх-\-2у=\2 и
х Л-У +  г —  6.

3563. Параболоидом вращения z =  координатными плоско
стями и плоскостью дг -\-у =  1.

3564. Параболоидом вращения ^ =  jc* и плоскостями г =  >. 
у  =  1, у  =  2х и у  =  6 —  дг.

3565. Цилиндрами =  | а*, у  =  2 } х и плоскостями г =  0 и 
х-|-г =  6.



3566. Координатными плоскостями, плоскостью 2дг —|- 3_у — 12 =  0 и 
цилиндром г = у*/2.

3567. Цилиндром 2 =  9 — у*, координатными плоскостями и плоско
стью Злг -|- Ay =  1 2 (у  ̂  0).

3568. Цилиндром 2 =  4 — лг4, координатными плоскостями и плоско
стью 2jc-f-_y =  4 (лг^О).

3569. Цилиндром 2у* =  х, плоскостями —J-^  —J— =  1 и 2 = 0.
3570. Круглым цилиндром радиуса г, осью которого служит ось

у
ординат, координатными плоскостями и плоскостью =  !•

д*1 (
3571. Эллиптическим цилиндром -^-j-j>*=l, плоскостями 2 =

=  12 — Злг— 4у  и 2 =  1.
3572. Цилиндрами лг* =  R* и л:4 -f- 2* =  R*.
3573. Цилиндрами 2 =  4 — у*, У =  -£ и плоскостью 2 =  0.

V*3574. Цилиндрами лг4 -{->’* =  R*, z =  ̂  и плоскостью 2 =  0 (дг^гО).
3575. Гиперболическим параболоидом 2 =  лг4— у* и плоскостями 

2 =  0, лг =  3.
3576. Гиперболическим параболоидом г =  ху, цилиндром у  =  I  х 

и плоскостями х-\-у =  2, у  =  0 и 2 =  0.
3577. Параболоидом 2 =  х4-(->'4, цилиндром >» =  .v4 и плоскостями

У =  1 И 2 =  0.
Д-« 2* Ь

3578. Эллиптическим цилиндром ^ - [ - ^ = 1  и плоскостями у = — х,
у  =  0 и 2 =  0 (Л’^О ).

л *  —  JC* —  4 Vs _3579. Параболоидом z = ----- -----— и плоскостью 2 =  0.
3580. Цилиндрами у  =  ех, х  =  е~х, г =  е*— у 1 и плоскостью 2 =  0.
3581. Цилиндрами у =  Injc и у  =  1п4дг и плоскостями 2 =  0 и 

у-\-г =  1 .
3582*. Цилиндрами 2 =  In л: и z =  In у и плоскостями 2 =  0идг-|->'= 

=  2е (лг=г 1 ). (X _1_ у|*
3583. Цилиндрами у  =  х  -f sin jc, у  =  х  — sin лг и z =  — (пара-

жболический цилиндр, образующие которого параллельны прямой лг— у = 0,
2 =  0) и плоскостью 2 =  0 (0 <; х  ̂  ъ, у  ̂  0).

Е  3584. Конической поверхностью z* =  xy (рис. 66), цилиндром
У  X -}- У  У =  1 И плоскостью 2 =  0.

3585. Конической поверхностью 4у* =  х (2 — z) (параболический ко
нус, рис. 67) и плоскостями 2 =  0 и ЛГ-{-2  =  2.

3586. Поверхностью 2 =  cosjc-cosj и плоскостями х  =  0, у =  0,
2 =  0 и х у  =  те/2.

3587. Цилиндром лт4 +  / = 4 .  плоскостями 2 =  0 и z =  х - \ - у \ 0 .
3588. Цилиндром д-4 -\- у 4 =  2.V, плоскостями 2х —■ 2 =  0 и 4л‘ — 2 = 0. 
8 Г. И  Берман
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3589. Цилиндром xi -\-yi =  R i, параболоидом Rz =  2R*-{■ х * у *
и плоскостью г =  0.

х* ”4“ Vs3590. Цилиндром х*-\-у* —  2ах, параболоидом 2 = — ~ ~  и плос
костью г —  0.

3591. Сферой jc*-{-.y*-}-24 =  a4 и цилиндром х*-\-у* =  ах. (Задача 
Вивиани.)

3592. Гиперболическим параболоидом z =  ~ ,  цилиндром .**-}■/ =
=  ах и плоскостью z =  0 ( jc  ^  0, у  5= 0).

3593. Цилиндрами jct -[__y* =  jc и 
jc* - | - /  =  2 jc , параболоидом г —  х*-\-у* 
и плоскостями x-\-y =  Q, х — _у =  0 и 
2 =  0.

ЗЕ94. Цилиндрами jc*-|-_y4 =  2jc, jc4-|-_у4=  2_у и плоскостями 
z —  x-\-2y и 2 =  0.

3595. Конической поверхностью 24 =  jcy и цилиндром (jc1 -{-.у4)4 =  
=  2jcy (jc5 =0, у=&0, zSsO).

3596. Геликоидом («винтовая лестница») z =  h arctg --, цилиндром 
jc*-j-j/* =*/?* и плоскостями x  =  0 и 2 =  0 ( jc ^ O , 3> ^ 0).

П л о щ а д ь  п л о с к о й  ф и г у р ы

В задачах 3597 —  3608 найти двойным интегрированием площади 
указанных областей.

3597. Области, ограниченной прямыми jc =  0, _у =  0> jc-f-_y= 1.
3598. Области, ограниченной прямыми _у =  jc, _у =  5jc, jc  =  1.

X* у*3599. Области, ограниченной эллипсом ^  =  1.
ь*SC. .  . заключенной между параболой _у* =  — х  и прямой

Ьу  — - х.J  а



3601. Области, ограниченной параболами y  =  V x , у  =  2 ^ х  и пря
мой х =  4.

3602*. Области, ограниченной линией (jc*-|-/)4 =  2ajc3.
3603. Области, ограниченной линией (лг4-|-/ ) *  =  jc4-}-/.
3604. Области, ограниченной линией (jc*-{-/)4 =  2a* (jc1 — / )  (лем

ниската Бернулли).
3605. Области, ограниченной линией х * у 3 =  2ху, лежащей в пер

вом квадранте (петля).
3606. Области, ограниченной линией (jc -\-у)3 =  ху, лежащей в первом 

квадранте (петля).
3607. Области, ограниченной линией ( jc  -{-.у)5 =  jc4/ ,  лежащей в пер

вом квадранте (петля).
3608*. Области, ограниченной линией

»  @ + 0 * - 9 i  2,  ( £ + $ ) ‘ = ^ .
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О б ъ е м  тела. II

В  задачах 3609 — 3625 вычислить тройным интегрированием объемы 
тел, ограниченных данными поверхностями (входящие в условия задач 
параметры считаются положительными).

3609. Цилиндрами z =  4 — /  и z = y i -\-2 и плоскостями jc  =  — 1 
и jc  =  2.

3610. Параболоидами z =  jc4- }"/  и z =  jc*-{-2/ и плоскостями 
у==х, у  =  2х и jc  =  1.

3611. Параболоидами z =  jc* - } - /  и z =  2jc*-}-2/, цилиндром j/ =  jc4 
и плоскостью у  =  х.

3612. Цилиндрами z =  ln(jc-}-2) и z =  ln (6 — jc ) и плоскостями 
j c = 0, x-j-y =  2 и j c — у  =  2.

3613*. Параболоидом ( j c — l)*-|-/ =  z и плоскостью 2х-\-г ~ 2 .
3614*. Параболоидом z =  jc*-f-/ и плоскостью z —  x-j-y.
3615*. Сферой jc 4 4 - / -{- г* =  4 и параболоидом jc* - | - /  =  3z.
3616. Сферой jc* -{- /  -j- =  R* и параболоидом jc*-}-/ =  ft (/?—

—  2z) (z 0).
3617. Параболоидом z =  jc * - { - /  и конусом г* —  ху.
3618. Сферой jc4-}-/-}-z4 =  4/?z— 3R* и конусом г* =  4 (лг4 -J- у*) 

(имеется в виду часть шара, лежащая внутри конуса).
3619*. ( jc4 +  /  +  г 4)4 =  о3х. 3620. ( jc* - j-/  - j-  г 4)4 =  axyz.
3621. (jc*4 - / - }- z * )* = e V . 3622. (jc* + /  +  zV = j ^ j .
3623. ( jc* + /  +  г*)3 =  a 4 (л:* -|-/)*.
3624. (je*-j-y4)4 +  z4= a*z .
3625. jc* -j- /  -}- z* =  1, jc4-(-/ +  z4=  16, г4 =  л:4-|- / ,  jc =  0, 

_y =  U, z =  0 (jcSs 0, y2z  0, z Ss 0).
8*
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П л о щ а д ь  п о в е р х н о с т и

3626. Вычислить площадь той части плоскости 6л- -f- Ъу -f- 2z =  12. 
которая заключена в первом октанте.

3627. Вычислить площадь той части поверхности г* =  2ху, которая 
находятся нал прямоугольником, лежащим в плоскости г —  0 и ограни
ченным прямыми л' =  0, _у =  0, л* =  3, _у =  6.

3628. Найти площадь части конуса **=jt*-j-.y4, лежащую над плос-

В задачах 3629 —  3639 найти площади указанных частей данных 
поверхностей.

3629. Части г4 =  лг*-р/. вырезанной цилиндром z* =  2py.
3630. Части у* -|- г* =  д-4, лежащей внутри цилиндра х*+ /  =  R*.
3631. Части _у* +  г* =  д;*, вырезанной цилиндром х1— у* =  а* и 

плоскостями у  =  Ь и v =  —  Ь.
3632. Части г4=4дг, вырезанной цилиндром .)'* =  4дт и плоскостью

3633. Части z  =  a ; v , вырезанной цилиндром jc* - j-_у4 =  /?*.
3634. Части 2z =  jc4 -j—.у4, вырезанной цилиндром х*-\-у*= 1.
3635. Части х*-|-.у*-{-2* =  а4, вырезанной цилиндром jc4 + /  =  

=  R t (R *s£ a ).
3636. Части jc*-f-_y*-}“ 2* =  /?*, вырезанной цилиндром x*-{-yi =  Rx.
3637. Части х * г*=  вырезанной поверхностью (.**-{-/)* =  

=  /?*(** —  / ) .
3638. Части z =  U у , вырезанной поверхностями jc* —j— _v4 =  1,

дг*-|-_у* =  4 и лежащей в первом октанте.
3639. Части (xcosoL-j-j/ sin а)* +  г* =  а*, лежащей в первом октанте

3640*. Вычислить площадь части земной поверхности (считая ее 
сферической при радиусе R «в 6400 км), заключенной между меридиа
нами <р =  30°, 9  =  60° и параллелями 6 =  45° и 6 =  60°.

3641. Вычислить полную поверхность тела, ограниченного сферой 
х* -4- У* -Ъ г* =  За* и параболоидом .v4 -j- у* =  2az (г ^  0).

3642. Оси двух одинаковых цилиндров радиуса R  пересекаются под 
прямым углом. Найти площадь части поверхности одного из цилиндров, 
лежащей в другом.

В  задачах 3643 —  3646 найти, двойным интегрированием статические 
моменты однородных плоских фигур (плотность т = 1).

3643. Прямоугольника со сторонами а и b относительно стороны а.
3644. Полукруга относительно диаметра.
3645. Круга относительно касательной.
3646. Правильного шестиугольника относительно стороны.

костью Оху и отсеченную плоскостью

(а 0 /2).

М о м е н т ы  и ц е н т р  т я ж е с т и
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3647. Доказать, что статический момент треугольника с основанием л 
относительно этого основания зависит только от высоты треугольник!.

В  задачах 3648 — 3652 найти двойным интегрированием центры 
тяжести однородных плоских фигур.

3648. Фигуры, ограниченной верхней половиной эллипса, опираю- • 
шейся на большую ось.

3649. Фигуры, ограниченной синусоидой j ' =  sinx, осью Ох и прямой 
х  =  г/4.

3650. Кругового сектора, соответствующего центральному углу г 
(радиус круга R).

3651. Кругового сегмента, соответствующего центральному углу х 
(радиус круга R\

3652. Фигуры, ограниченной замкнутой линией у* =  х* —  xi (дг^-О).
В задачах 3653 — 3659 найти моменты инерции однородных плоских

фигур (плотность 7= 1).
3653. Круга радиуса R  относительно касательной.
3654. Квадрата со стороной а относительно вершины.
3655. Эллипса относительно центра.
3656. Прямоугольника со сторонами а и b относительно точки 

пересечения диагоналей.
3657. Равнобедренного треугольника с основанием а и высотой h 

относительно вершины.
3658. Круга радиуса R относительно точки, лежащей на окружности.
3659. Сегмента параболы с хордой, перпендикулярной к оси, отно

сительно вершины параболы (длина хорды а, «стрелка» h).
3660. Доказать, что момент инерции кругового кольца относительно 

центра в два раза больше момента инерции относительно любой оси, 
проходящей через центр кольца и лежащей в его плоскости.

3661. Доказать, что сумма моментов инерции плоской фигуры F  
относительно любой пары взаимно перпендикулярных осей, лежащих 
в одной плоскости с этой фигурой и проходящих через неподвижную 
точку О, есть величина постоянная.

3662*. Доказать, что момент ицерции плоской фигуры относительно 
какой-нибудь оси равен Л'.<Р-\-1с, где М  —  масса, распределенная на 
фигуре, d —  расстояние от оси до центра тяжести фигуры, а 1С — момент 
инерции относительно оси, параллельной данной и проходящей через 
центр тяжести фигуры (теорема Штейнера).

В задачах 3663 — 3665 найти статические моменты однородных ic i  
(плотность т = 1).

3663. Прямоугольного параллелепипеда с ребрами а, Ь и с относи
тельно его граней.

3664. Прямого круглого конуса (радиус основания R, высота Н) отно
сительно плоскости, проходящей через вершину параллельно основанию.
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3665. Тела, ограниченного эллипсоидом =  1 и плос
костью Оху относительно этой плоскости.

yt 2“

В задачах 3666 —  3672 найти центры тяжести однородных тел, 
ограниченных данными поверхностями.

3666. Плоскостями х =  0,у =  0,г =  0,х =  2,у =  4их-\-у-{-2 =  8 
(усеченный параллелепипед).

X9 V* 2̂3667. Эллипсоидом ^ 4 " -j  =  1 и координатными плоскостями 
(имеется в виду тело, расположенное в первом октанте).

у*
3668. Цилиндром z =  y  и плоскостями jc =  0, у  =  0, г =  0 и 

2х-\-Зу —  12 =  0.
3669. Цилиндрами у =  У х , у  =  2\^х и плоскостями 2 =  0 и

л: 4* г =  6.
3670. Параболоидом г =  х и сферой дг*-{-J*-f" =  За* (г ^ 0 ).
3671. Сферой х* -\-у* 4~ ■?* =  R* и конусом г tga =

(шаровой сектор).
3672. (лт4+ У 4 - г * )*  =  а3г.

В  задачах 3673 —  3674 найти центры тяжести однородных поверх
ностей.

3673. Части сферы, заключенной в первом октанте.
3674. Части параболоида х* -\-y* =  2z, отсеченной плоскостью z =  1.

В  задачах 3675 —  3680 найти моменты инерции однородных тел 
с массой, равной М.

3675. Прямоугольного параллелепипеда с ребрами а, b и с относи- • 
тельно каждого из ребер и относительно центра тяжести.

3676. Шара относительно касательной прямой.
Х̂  у* 2̂3677. Эллипсоида -j- -j~ ̂  =  1 относительно каждой из трех его 

осей.
3678. Прямого круглого цилиндра (радиус основания R, высота Н) 

относительно диаметра основания и относительно диаметра его среднего 
сечения.

3679. Полого шара внешнего радиуса R, внутреннего г относительно 
диаметра.

3680. Параболоида вращения (радиус основания R, высота Н) отно
сительно оси, проходящей через его центр тяжести перпендикулярно 
к оси вращения (экваториальный момент).
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В задачах 3681 —  3683 вычислить моменты инерции указанных 
частей однородных поверхностей (масса каждой части равна М).

3681. Боковой поверхности цилиндра (радиус основания R, высота Н) 
относительно оси, проходящей через его центр тяжести и перпендику
лярной к оси цилиндра.

3682. Части параболоида х* у* =  2cz, отсеченной плоскостью z =  с, 
относительно оси Oz.

3683. Боковой поверхности усеченного конуса (радиусы оснований R  
и г, высота Н ) относительно его оси.

Р а з н ы е  з а д а ч и

3684. Найти массу квадратной пластинки со стороной 2а, если 
плотность материала пластинки пропорциональна квадрату расстояния 
ог точки пересечения диагоналей и на углах квадрата равна единице.

3685. Плоское кольцо ограничено двумя концентрическими окруж
ностями, радиусы которых равны R  и г (R^>r). Зная, что плотность 
материала обратно пропорциональна расстоянию от центра окружностей, 
найти массу кольца. Плотность на окружности внутреннего круга равна 
единице.

3686. На фигуре, ограниченной эллипсом с полуосями а и Ь, рас
пределена масса так, что плотность ее пропорциональна расстоянию от 
большой оси, причем на единице расстояния от этой оси она равна 7. 
Найти всю массу.

3687. Тело ограничено двумя концентрическими шаровыми поверх
ностями, радиусы которых равны г и R (R~^>r). Зная, что плотность 
материала обратно пропорциональна расстоянию от центра сфер и на 
расстоянии, равном единице, равна f, найти всю массу тела.

3688. "Вычислить массу тела, ограниченного прямым круглым цилинд
ром радиуса R, высоты Н , если его плотность в любой точке численно 
равна квадрату расстояния этой точки от центра основания ци
линдра.

3689*. Вычислить массу тела, ограниченного круглым конусом, 
высота которого равна h, а угол между осью и образующей равен а, 
если плотность пропорциональна л-й степени расстояния от плоскости, 
проведенной через вершину конуса параллельно основанию, причем на 
единице расстояния она равна f  (л^>0).

3690. Найти массу шара радиуса R, если плотность пропорциональна 
кубу расстояния от центра и на единице расстояния равна f.

3691. Вычислить массу тела, ограниченного параболоидом дг4-}- у* =  '2аг 
и сферой х* -(-/* г4 =  За4 (z j> 0), если плотность в каждой точке 
равна сумме квадратов координат.

3692*. Плотность шара дг4 + /  +  г* ̂ 2 R z  в любой его точке 
численно равна квадрату расстояния этой точки от начала координат. 
Найти координаты центра тяжести шара.
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3693*. Найти статический момент общей части шаров х * - {- у * z^^R1 
и х * - \ - у * z*e£:2Rz относительно плоскости Оху. Плотность в любой 
точке тела численно равна расстоянию этой точки от плоскости хОу.

3694*. Доказать, что момент инерции тела относительно какой-либо 
оси равен МсР /0 где М  — масса тела, d —  расстояние от оси до 
центра тяжести тела, а 1е —  момент инерции относительно оси, парал
лельной данной и проходящей через иентр тяжести тела (теорема Штей
нера; ср. с задачей 3662).

Основываясь на законе всемирного тяготения Ньютона (см. указание 
перед задачей 2670), решить задачи 3695— 3698.

3695. Дан однородный шар радиуса R  с плотностью 7. Вычислить 
силу, с которой он притягивает материальную точку массы т ,  находя
щуюся на расстоянии a (a~^>R) от его центра. Убедиться, что сила 
взаимодействия такова, как если бы вся масса шара была сосредото
чена в его центре.

3696*. Доказать, что ньютонова сила взаимодействия между двумя 
однородными шарами такова, как если бы массы шаров были сосредо
точены в их гентрах.

3697. Дан неоднородный сплошной шар х * у * г *  ̂  R* с плот
ностью, меняющейся по закону 7 = /.г*. Вычислить силу, с которой он 
притягивает материальную точку с массой т,  если она находится на 
оси z на расстоянии '2R от центра шара.

3698. Дано однородное тело, ограниченное двумя концентрическими 
сферами (шаровой силой). Доказать, что сила притяжения этим слоем 
точки, находящейся во внутренней полости тела, равна нулю.

Центром давления называется точка приложения равнодействующей 
всех сил давления на данную плоскую фигуру (все силы давления пер
пендикулярны к плоскости фигуры). При определении координат центра 
давления исходят из того, что статический момент результирующей силы 
(т. е. давления на всю площадку) относительно любой оси равен сумуе 
статических моментов отдельных сил относительно той же оси. Опи
раясь на это, решить задачи 3699— 3701.

3699. Найти центр давления прямоугольника со сторонами а и b 
(а Ь), у которого ббльшая сторона расположена вдоль свободной 
поверхности жидкости, а плоскость прямоугольника перпендикулярна 
к этой поверхности.

Показать, что положение центра давления относительно прямоуголь
ника не изменится, если плоскость прямоугольника будет наклонена 
к поверхности жидкости под углом а (а 0). Как изменятся предыду
щие результаты, если ббльшая сторона а расположена не на поверхности 
жидкости, а па глубине h (оставаясь параллельной поверхности)?
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3700. Треугольник с высотой h расположен в плоскости, наклонен
ной под углом а к свободной поверхности жидкости. На какой глубине 
лежит центр давления этого треугольника, если:

а) Основание треугольника лежит на поверхности жидкости?
б) Вершина лежит на поверхности, а основание параллельно ей?
3701. Найти центр давления фигуры, ограниченной эллипсом с полу

осями а и (  (а^>£), при условии, что ббльшая из осей перпендику
лярна к поверхности жидкости и верхний конец этой оси находится на 
расстоянии li от поверхности.

3702ф. Доказать, что давление жидкости на плоскую площадку, про
извольным образом погруженную в жидкость, равно весу цилиндриче
ского столба этой жидкости, находящегося над площадкой, при условии, 
чю  она лежит горизонтально на глубине своего центра тяжести.

§ 5. Несобственные интегралы. Интегралы, зависящие 
от параметра

Н е с о б с т в е н н ы е  д в о й н ы е  и т р о й н ы е  и н т е г р а л ы

В задачах 3703— 3711 вычислить несобственные интегралы или уста
новить их расходимость.

3703.
СО  СО  о о  с о

С V -  dx. dJ —  3704. {  [ d.x dy
£

-5 °-CO ( l+ j^ + j^ )*
O O  O O

3705' \ S Ф Т 7 + Ф -  37“- SU 0 —со—oo
CO 00 oo оо

3707. $ $ (x + y )e - (x+»dxdy. 3708. $ \ xye x'->'dxdy.
0 0 0 0
oo oo

3709*. $ $ *-u*+ 2jryco*•+>’)dxdy.
0 0
со  CO 00 CO

3710*. dx  ̂ е~>'г dy. 3711*.  ̂ dx xe~3 dy.
о x o ix

В  задачах 3712— 3715 выяснить, какие из несобственных интегра
лов, взятых по кругу радиуса R  с центром в начале координат, являются 
сходящимися.

3712. ^  In У  х* - f У* dx dy. 3713. \  ̂ V + j 1' dxdy.

3714. {  \ 5'П <Х- +Х \  d*  dy- 3715- \ \ dxdy'
S  •’ I Vя  1 3’ J*  •>, j  А т  j r
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3716. Можно ли так выбрать число пг, чтобы несобственный интег
рал С \ dx dy= , распространенный на всю плоскость, был схо-

V {х* +  У )т
ДЯЩИМСЯ?

В задачах 3717— 3719 вычислить несобственные интегралы.
СО СО СО 00 со со

3717. [  {  {  ~ dydZ - . 3718.Ш лййет ■» sss
со оо оо

3719*. $ $ $ e-^ -y '-^ d xd yd z .
—со — со — оо

В задачах 3720— 3722 выяснить, сходятся ли несобственные интег
ралы, взятые по шару 2  радиуса R  с центром в начале координат.

dx dy dz3720
• ш V (х* +  у 1 +  г*)* In У  х1 +  jr* -f- z* '

3722- \ \ \ ( f + 7 + * f dxdydz-

3723. Вычислить интеграл Щ  \п(х*-\-у*-\-z*)dx dy dz, где область

2 —  шар радиуса R  с центром в начале координат.
3724*. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью z =  

=  и плоскостью 2 =  0.
3726. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью z =  

=  х*у*е—(*г+У*) и плоскостью 2 =  0.
3726. Вычислить объем тела, ограниченного плоскостью 2 =  0 и 

частью поверхности z =  jce—<**+■>'*>, лежащей над этой плоскостью.
3727. Дано однородное тело, ограниченное прямым круглым цилинд

ром (радиус основания R, высота Н, плотность f). Найти силу, дейст
вующую на точку с массой т ,  находящуюся в центре основания 
цилиндра.

3728. Дано однородное тело, ограниченное прямым круглым кону
сом (радиус основания R, высота Н, плотность f). Вычислить силу, 
с которой тело притягивает точку массы т ,  помещенную в вершине 
конуса.

3729. Дан неоднородный сплошной шар радиуса R, плотность кото
рого 7 связана с расстоянием от центра г соотношением 7 =  а —  Ьг 
(а >  0, & > 0).

а) Найти константы а и Ь, если известно, что средняя плотность 
шара равна f c, а плотность на поверхности шара равна 7#.

б) Вычислить силу притяжения шаром точечной массы т ,  располо
женной на поверхности шара.



И н т е г р а л ы ,  з а в и с я щ и е  от  п а р а м е т р а .
П р а в и л о  Л е П б н и ц а

3730. Найти область определения функции / (х) =  \
J  V х* +г*

2*
3731. НаПти кривизну линии у =   ̂ !!L^5 </а в ТОчке с абсциссой

» X
х =  1.

ь
3732. Используя равенство  ̂ J^~ax ~  J  *п О получить путем

о '  '
дифференцирования по параметру следующую формулу:
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Ь
[  л - т ^ г  =  -ч1п (1 +  « * )--- n-j— ti-J ( l+a.c )*  o’ '  1 ' a(l + uft) 
и

b
3733. Исходя из равенства \ gl ^  arctg вычислить ннтег-

Оь
с dx

рал ) { ? + * ? '  и со со

3734. Исходя из равенства  ̂ а7+ 1 » ~  * вычислить  ̂ ^  +
о и

(л —  целое положительное число).
00

3735. Вычислить значение интеграла  ̂ e~axx?~l d:с (п —  целое поло-
и

со
жительное число) при а^>0, найдя предварительно § е~ах dx.

3736*. Исходя из равенства (см. задачу 2318)

С dx __ « найти [ _________— _________J  в* cos* х -f- b* sin* х 2 I ab | ’ J  (a3 cos* х +  b* sin* дг)*
й О

В задачах 3737— 3749 в ы ч и с л и т ь  интегралы с помощью дифферен
цирования по параметру.



3739. \ J l cjg_gjL_ dx 3740. \ а'х>) dx (я*< 1 ).
.1 x i \  -  А» }  Xй У I -  л-’ ^
о » I

зл|- \ Зх&г,**- 37,1 j "VT-T ̂у г
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3743. Ч  lnl L + ? c? JF .>rfx (а *<  ,).
.1 COS .С \ \  /
а
к

3744. V In ( (д*<  |).) \ I — а &ш дг sin х v ^  7
о

/• I _ --<ЦГ* ,• . Г-
3745. \ ---dx (а> 0 ), зная, что \ е~ах* d x =  т  Л/ — (я]> 0)

•' л «/ - Го a 
(см. задачу 2439).

У й-ах*_ -йrjr*
3746*.  ̂ I --- ^ ---dx (а >  0, Ь >  0). •

о

3747*. jj е~адг --frjf х ” n &  dx ( a >  0).
I

3743. jj e-<“ — - - ~ Cf* exdx (a >0).
0ic
7

3749*. J In (a*cos1 х -j-ft* sin1 дг)(/дг. 
a

*  1C

2 7
3750. Вы чи слив  интеграл arcl^ aylg r) dx, найти

о «i
3751. Используя равенство ^ x nd x = —— , вычислить интеграл

и

i <■>->. » > - ■ >  
о

оо

3752. Используя равенство 2а J dje =  (см. задачу 2439),
о

со  f a *  ft* \

вычислить интеграл J х>— е **) dx.



СО

3753. Из соотношения  ̂ </г =  I_JL (интеграл Пуассона) вывести
о

со
2 Сравенство —  \ er,ix dz (дг^>0) и использовать его для вычис-

V х V * Jо
ления интегралов (интегралы дифракции или Френеля):

со со
. С" cos х dx I* sin .r dx

a) \ ~ .7- 6> \ ■ ■• У X J  ) дгU 0

Р а з н ы е  з а д а ч и

3754. Пусть функция f  (х) непрерывна при д -^0  и при jt- *oo  
f (x )  стремится к конечному пределу /(оо). Доказать при этих условиях,

СО

что если а^> О и Ь^> 0, то  ̂^ ■ " г* хJ ( - dx =  |/ (°о ) — / ( 0) ) 1п у .
и

В задачах 3755— 3756 вычислить интегралы, пользуясь результатом 
задачи 3754.

37Б5. l « W “ - ±''№ b* dx. 3756. ' ( ‘^ - '  ^ dx ( „ > 0 ) .,1 X в) X
о о

ос
Г / (х)

3757*. Пусть функция /(х ) непрерывна при j t ^ O  и \ — ч1х схо-
х х

дится при любом Л^>0.
Доказать при этих условиях, что если а^>0 и Ь"̂ > 0, то

ОО

t  / — ~ 1 {Ьх)- dx= / (0 )  In ^ . (Ср. с задачей 3754.)
(I

В  задачах 3758— 3762 вычислить интегралы, пользуясь результатом 
задачи 3757 (а^>0, fr^>0).

со со
„ __ 1* е~ах — е~ь* . I* cos ах — cos bx .3758. \ --------- dx. 3759. \ ----- ------ dx.
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<• , а х __.-ох (•
\ ------ dx. 3759. ^

3760. \  * " ° х .*п Ь х  dx  3761 ?Ы п а х -*й п ё х ах  3762,  J
о* ’ 0 и

х
23763*. Функция Лапласа Ф (д ) определяется так: Ф (л г )= —  у е '* dt

и
(эта функция играет большую роль в теории вероятностей). Доказать 
соотношения:
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с е-а**%_ I (• I
1)  ̂ ф(аг)(/г =  — --- ^.кФ(алг); 2) \ [1 —  Ф(х)]с/х =  — .

о о
3764*. Функции si (jc) и ci (jc) обычно определяются так:

ОО 00
si (jc) =  —   ̂ ~^-dt («интегральный синус») и ci (jc) = —  ̂ ^у^Л («ин-

X X
тегральный косинус»). Доказать, что

оо ОО

Ц sin jc si (jc) rfjc =   ̂ cos jc ci (jc) rfjc =  —

3765*. Функция J t (x), определяемая равенством
К
2

7,(jc)=  ~   ̂ cos (jcsin 0) rfQ,
0

называется функцией Бесселя нулевого порядка. Доказать, что:
00

у ,  если а^г 1; 
arcsin а, если |a |* S  1;
—  если a s S —  1.

I* е~хг3766. Доказать, что функция у =   ̂ -pqrp-dz удовлетворяет диф-
о

ференцнальному уравнению У ' -{-.у =  1 /х.

3767*. Доказать, что функция у =   ̂ (г*— 1)" l ex*dz удовлетворяет
— I

дифференциальному уравнению ху" 2пу' —  ху =  0.
СО

I* е~хг3768*. Доказать, что функция у =  у Лу„-г, dz удовлетворяет
U

дифференциальному уравнению ху”  —  2пу' -\-ху =  1.
3769*. Доказать, что функция Бесселя нулевого порядка 70(jc) =

1C
"2

=  —  ̂ cos (jcsin 0)rf0 удовлетворяет дифференциальному уравнению
U

^ W  +  ^ r  +  A W  =  o.



КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И ИНТЕГРАЛЫ ПО ПОВЕРХНОСТИ 

§ 1. Криволинейные интегралы по длине

В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в  

В  задачах 3770— 3775 вычислить криволинейные интегралы.
л J .

3770. \ у , где L —  отрезок прямой у  =  у  х — 2, заключенный

между точками Л (0, —  2) и В  (4, 0).
3771. jjjcyds, где L —  контур прямоугольника с вершинами Л(0, 0),

В  (А, 0), С (4, 2) и D (0, 2).
3772. \yds, где L —  дуга параболы у* =  2рх, отсеченная параболой

х* =  2ру.
3773. J (х* - I-/)" ds, где L —  окружность

L
х —  a cos t, у —  a sin t.

С х* у*3774. yxyds, где L —  четверть эллипса ^  1, лежащая в пер

вом квадранте.
3775.  ̂V 2у ds, где L —  первая арка циклоиды 

L

x =  a(t —  sin 0» У =  а (\ —  cos О-

3776. Вывести формулу для вычисления интеграла I F  (х, y)ds в по
лярных координатах, если линия L задана уравнением р=р(;р) (y js ^ ^ ip * ).

3777*. Вычислить $ ( х—  y)ds, где L —  окружность х4- [-/  =  ах.
L

3778. Вычислить \ x V x *  — у* ds, где /. —  линия, заданная уравне

нием (х4 у У  =  а4 (х4 —  у 1) ( х ^ 0) (половина лемнискаты).

Г Л А В А  XIII
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3779. Вычислить \ arctg -  ds, где L —  часть спирали Архимеда р= 2?,
£ А

заключенная внутри круга радиуса R  с центром в начале координат 
(в полюсе).

3780. Вычислить интеграл  ̂ р  • где ^ —  первый виток винто

вой линии х =  а cost, y  =  asint, z =  at.
3781. Вычислить ^xyzds, где L —  четверть окружности лл

L
R*-{-£* =  /?*, дг4-(-У =  -j-, лежа:цая в первом октанте.

3782. Вычислить  ̂(2z —  V х * у * )  ds, где L —  первый виток кони*
L

ческой винтовой линии

x =  tcost, y  =  tsint, z =  t.

3783. Вычислить где L —  четверть окружности
L

jc* -|- -}- z* =  R*, у  =  .V, лежащая в первом октанте.

П р и м е н е н и я  и н т е г р а л о в

3784. Найти массу участка линии =  In jc  между точками с абсцис
сами jf| и jc*. если плотность линии в каждой точке равна квадрату 
абсциссы точки.

3785. Найти массу участка цепной линии у  =  а ch — между точками
с абсциссами JC| =  0 и л‘* =  а, если плотность линии в каждой ее точке 
обратно пропорциональна ординате точки, причем плотность в точке 
(0, а) равна 8.

3786. Найти массу четверти эллипса х =  а cos t, =  £» sin t, распо
ложенной в первом квадранте, если плотность в каждой точке равна 
ординате этой точки.

3787. Найти массу первого витка винтовой линии jc =  a cos t, у  =  
=  a sin t, z =  bt, плотность которой в каждой точке равна квадрату 
полярного радиуса этой точки.

3788. Найти массу дуги линии jc =  e' cos f, _y =  e/sinf, z =  e> от 
точки, соответствующей f =  0, до произвольной точки, если плотность 
дуги обратно пропорциональна квадрату полярного радиуса и в точке 
( 1, 0, 1) равна единице.

3789. Найти координаты центра тяжести первого полувитка винто
вой линии х =  a cos t, у  =  а sin t, z =  bt, считая плотность постоянной.

3790. Вычислить статический момент первого витка конической вин
товой линии x =  t cos t, y  =  t sinЛ z = t  относительно плоскости Оху,
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считая плотность пропорциональной квадрату расстояния от этой пло
скости: р =  кг*.

3791. Вычислить моменты инерции относительно координатных осей 
первого витка винтовой* линии х  =  a cos f, у  =  a sin t, z =  ̂ -t.

В задачах 3792— 3797 вычислить площади частей цилиндрических 
поверхностей, заключенных между плоскостью Оху и указанными поверх
ностями.

3792. л* +  /  =  * =  «  +

3793. У  =  2рх, г — У 2рх —  4л *

3794. /  =  1  ( jc  —  1 )*, г =  2 —  У  х.
3795. xa+ y 1= R i, 2Rz= xy.
3796. ^y-(-^ =  l, z — kx и z =  0 ( : ^ 0) («цилиндрическая под

кова*).
3797. y  =  \r 2px, z = y  и x =  ^  p.
3798. Вычислить площадь поверхности, которую вырезает из круг

лого цилиндра радиуса R  такой же цилиндр, если оси этих цилиндров 
пересекаются под прямым углом (ср. с решением задачи 3642).

3799. Найти площадь части поверхности цилиндра х* у* =.Rx, 
заключенной внутри сферы jc*-f~y-j-2* =  R4.

Согласно закону Био— Савара элемент тока действует на магнитную
ml sin ids , .массу т  с силой, равной по величине ---р--- , где /— ток, as —  эле

мент длины проводника, г —  расстояние от элемента тока до магнитной 
массы, г —  угол между направлением прямой, соединяющей магнитную 
массу и элемент тока, и направлением самого элемента тока. Эта сила 
направлена по нормали к плоскости, содержащей элемент тока и точку, 
в которую помешена магнитная масса; направление силы устанавли
вается правилом «буравчика». Опираясь на этот закон, решить задачи 
3800— 3805.

3800. Найти силу, с которой ток / в бесконечном прямолинейном 
проводнике действует на точечную магнитную массу т ,  находящуюся 
на расстоянии а от проводника.

3801. По контуру, имеющему форму квадрата со стороной а, течет 
ток I. С какой силой этот ток действует на точечную магнитную массу 
т ,  находящуюся в центре квадрата?

3802. Показать, что ток /, текущий по дуге лштии, уравнение кото
рой в полярных координатах имеет вид р =  р(?), действует на точечную
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магнитную массу, находящуюся в полюсе, с силой

.  / - - ' У * .  ■ •
?|

3803. С какой силой ток /, текущий по замкнутому эллиптическому 
контуру, действует на точечную магнитную массу /я, находящуюся 
в фокусе эллипса?

3804. С какой силой ток /, текущий по бесконечному параболиче
скому контуру, действует на точечную магнитную массу т ,  помещен
ную в фокусе параболы? Расстояние от вершины до фокуса равно р/2.

3805. С какой силой ток /, текущий по круговому контуру радиуса 
R, действует на точечную магнитную массу т ,  помещенную в точку Р, 
лежащую на перпендикуляре, восставленном в центре круга, на расстоя
нии h от плоскости круга?

При каком значении R  эта сила будет наибольшей при заданном А?

§ 2. Криволинейные интегралы по координатам

В ы ч и с л е н и е  и н т е г р а л о в

В  задачах 3806— 3821 вычислить криволинейные интегралы.
3806. \xdy, где L —  контур треугольника, образованного осями 

L
координат и прямой ^—j— =  1, в положительном направлении (т. е. 
против движения часовой стрелки).

3807.  ̂х dy, где L —  отрезок прямой у  =  1 от точки пересе

чения ее с осью аСсцисс до точки пересечения ее с осью ординат.
3808. jj(jc*—  y*)dx, где L —  дуга параболы у  =  х* от точки (0, 0)

L
до точки (2, 4).

3809. § (.г* -\-^)dy, где L —  контур четырехугольника с вершинами
L

(указанными в порядке обхода) в точках Л(0, 0), В  (2, 0), С  (4, 4) и 
0(0, 4).

(*. 2*)
3810. § — jc cos у  dx —|— sin дг dy вдоль отрезка, ссединяющьго 

№. о)
точки (0, 0) и (с, 2 г).

0 .1)
3811. $ xydx-\-(y — x)dy  вдоль линии 1) у =  х, 2) у  =  х*,

(О, 0)
3) / ~ х ,  4) у  =  хя.



3812.  ̂ 2ху d x х? dy вдоль линии 1) у = х ,  2) у = х %, 3) у = х * ,  
(0. 0)

4) У  —  х.
3813. ^ydx-\- xdy, где L —  четверть окружности х  =  R  cos *, у  =

L
=  Rs\nt, от f| =  0 до ** =  */2.

3814. \ydx  —  xdy, где L —  эллипс jt =  acos*,  y  =  bsint, пробе-
L

гаемый в положительном направлении.
3815. у d*, ~ , где L —  полуокружность дг =  a cos *, _y=asin*

L
от *1= 0  до *4 =  тс.

3816.  ̂(2 а— y)dx  —  ( а — y)dy, где L —  первая (от начала коорди-
L

пат) арка циклоиды x =  a(t —  sin*), у  =  а(\ —  cos*).
3817. Г А dl ~ ^ hdX, где L —  четверть астроиды дг =  R  cos**, у  =  

.) *Т + У*
=  R$ini t, от точки (R, 0) до точки (0, R).

3818. \xdx-\-ydy-\-(x-\-y— 1 )dz, где L —  отрезок прямой, от
L

точки (1, 1, 1) до точки (2, 3,4).
3819. ^yzdx-\-zxdy-\-xydz, где L —  дуга винтовой линии 

L
х  =  R  cos *, _y =  Rsin*, 2 =  “ ; ,  от точки пересечения линии с пло
скостью 2 =  0 до точки ее пересечения с плоскостью z =  a.

(4. 4. 4)
3820. С дг dx +  .V dy -f- г dz вдоль прямой линии.

Уд? + y ' + z *- x - y + 2 z
(I. I. I)

3821. j  у* dx -|- 2* dy дг* dz, где L —  линия пересечения сферы
L

Л'*~ЬУ +  2* =  R* и цилиндра дг* -)- _у* =  Rx (R >  0, z 5= 0), обходимая 
при интегрировании против часовой стрелки, если смотреть из начала 
координат.

Ф о р м у л а  Г р и н а

В задачах 3822— 3823 криволинейные интегралы по замкнутым кон
турам L, взятые в положительном направлении, преобразовать в двой
ные интегралы по областям, ограниченным этими контурами.

3822.  ̂(1 —  х*)у dx +  дг (1 + / )  dy.
L

3823. \ (егу +  2дг cos у) dx -j- (‘ ху —  ■** sin _у) dy.
L

s 2. КРИВОЛИНЕПНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ПО КООРДИНАТАМ 243

(». I)



3824. Вычислить двумя способами интеграл задачи 3822, если кон
туром интегрирования L служит окружность х*-\-у* =  К*:

1) непосредственно, 2) с помощью формулы Грина.
3825. Вычислить J (jcy -j- х  -f-у) dx -j- (xy -f- x —  y)dy, где L: 1) эл-

L
Vsлипе -}--|2 =  l;  2) окружность jc*-|-y, =  fljc. Интегрирование ведется

в положительном направлении. (Вычисление провести двумя способами:
1) непосредственно, 2) с помощью формулы Грина.)
3826. Доказать, что интеграл

\ О’дг1 -j- еу) dx -f- (jсу* +  хеУ —  2_у) dy 
L

равен нулю, если L —  замкнутая линия, симметричная относительно 
начала координат.

3827. С помощью формулы Грина вычислить разность между инте
гралами

h —  \ (х +  у)1 dx — (x — y fd y
Amti '

И

h =  [  (x-\-yfdx— (x — y)*dy,
Anti

где A m B— отрезок прямой, соединяющей точки /4(0, 0) и 5(1, 1), 
а АпВ —  дуга параболы у  =  х*.

3828. Показать, что интеграл
 ̂ {д- cos (Л/, jc) -\-у sin (N, jc )} ds,

L
где (N, jc)  —  угол между внешней нормалью к линии и положительным 
направлением оси абсцисс, взятый по замкнутому контуру L в положи
тельном направлении, равен удвоенной площади фигуры, ограниченной 
контуром L.

3829. Доказать, что величина интеграла  ̂(2ху —  y)dx-\-x*dy, где
L

L ■— замкнутый контур, равна площади области, ограниченной этим кон
туром.

3830. Доказать, что интеграл $ <р O’) dx -}- [jc? '  ( v)-J- jc3] dy равен утро-
L

ениому моменту инерции однородной плоской фигуры, ограниченной 
контуром L, относительно оси ординат.

Н е з а в и с и м о с т ь  и н т е г р а л а  от  к о н т у р а  
и н т е г р и р о в а н и я .  О т ы с к а н и е  п е р в о о б р а з н о й

В задачах 3831— 3835 проверить, что интегралы, взятые по замкну
тым контурам, равны нулю независимо от вида функций, входящих 
в подынтегральное выражение.
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3831. $ ? (* )dx +  1f(y)dy. 3832. \f(xy)(ydx-\-xdy).
L L

> J '{ i ) x dy —  у  dx3833.
L

3834. $ (/ (л: +  y) 4-/ (x —  .у)! dx +  [/(лг -\-у) — f  (x — y)\ dy.
L

3835. J f (x * -f-y* 4- г*) (xdx у  dy -f- z dz).
L

3836*. Доказать, что интеграл \ — - , взятый в поле китель*
с  х

ном направлении по любому замкнутому контуру, заключающему внутри 
себя начало координат, равен 2ir. ,

3837. Вычислить  ̂ вдоль окружности 1 в по-
L

ложительном направлении.
В  задачах 3838— 3844 вычислить криволинейные интегралы от пол

ных дифференциалов.
(2. 3) (2. I)

3838. \ у  dx 4~ лг dy. 3839.  ̂ ‘2ху d x х* dy.
(-1 .2 ) (U.0)
(5. 12)

3840. ^ ^ 'y’ ,V (начало координат не лежит на контуре инте-
(3. 41

грирования).
(P.I, г xdx + у dy г. „3341. V —-—  где точки P t и P t расположены на коннентри-
.1 У х* +  у*

(Р.>

ческих окружностях с центрами в начале координат и радиусами, рав
ными соответственно Rt и R* (начало координат не лежит на контуре 
интегрирования).

(2.1.3) (3.2.1)
3842. \j xdx— y*dy-\~zdz. 3843. $ yz d x z x  d y ху dz.

(I. — 1,2) - (1,2,3)
A  3.1)

гх dv 4- xy dz — yz dx /3844. \ --- (д-_ у .,t ----(контур интегрирования не пересе-
(7.2.3)

кает поверхности z =  - J .
В  задач»х 3845— 3852 найти функции по данным полным диффе

ренциалам.
3845. du =  x*dx-{-ysdy. 3846. dti =  4(x* — y* )(x d x— ydy).
3417 du— (x + 2y)dx + ydy
3347, du------- й Т З г



3848. d u =  *--- йх — (- ^ - У £ £ £)<1у.
у У ^ + У *  ' у*У х* + /  '

3849. rf« =  [ ^ g i +  x ] ^  +  [ sr- L - / ] ^ .

3850. du =  (2jc cos _y —  У  sin x) dx-\-(2y cos X — x* siny ) dy.

3851. +

o o r «  J . .  (З.У -  Jf ) r f*  +  (>> -  Здг)
---------- ( I +Зо5-------•

(д-__ у ) x -j- (x -4- v ) </v
3853. Подобрать число n так, чтобы выражение 1--- \ х* ---

было полным дифференциалом; найти соответствующую функцию.
3854. Подобрать постоянные а и Ь так, чтобы выражение
~b--Sv ^ - д-  ̂ А ~A-V d?- было полным дифференциалом;

найти соответствующую функцию.
В задачах 3855 —  3860 найти функции по данным полным диффе

ренциалам.

3855. d„ =  dx + d> + d\  3856. d „ =  xdx± l ^ l ± ^ .
Х + У  +  Z V x * + У  +  г*

оост j ____ yzdx +  xzdy +  xydz3857. du — -----1 + J y ? -----•
3858. du =  ̂ ^ d y  + xydz_- y z jx)t

3859. du =  * i ^  +  3y-.%± ± dz.
3860. du =

=  ff7 dx +  [ e\ (x + ' ]- +  геу ) dy +  ( -  111 + ye>' +  e - *) dz.
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П р и м е н е н и я  и н т е г р а л о в

В  задачах 3861 —  3868 вычислить при помощи криволинейного 
интеграла площади фигур, ограниченных замкнутыми линиями.

3861. Эллипсом x =  acost, y  =  b sin t.
3862. Астроидой x =  acos‘ t, у  =  а sin*t.
3863. Кардиоидой x =  2acosf—  acos2t, y  =  2a sin t —  a sin 21. 
3864*. Петлей декартова листа я3- }-/  —  3axy =  0.
3865. Петлей линии (х y f  =  ху.
3866. Петлей линии (дс —j- y f  =  x*y.
3867*. Лемнискатой Бернулли (х* +  / У  =  2а* (дс*— у*).
3868. Петлей линии ( К х  -J- V У  ) '* =  ХУ-



Р а б о т а
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3869. В  каждой точке плоскости на материальную точку действует 
сила, имеющая постоянную величину F  и направление положительной 
оси абсцисс. Найти работу, совершаемую этой силой, при движении 
точки по дуге окружности .у * =  /?*, лежащей в первом квадранте.

3870. В  каждой точке плоскости на материальную точку действует 
сила F, проекции которой на оси координат равны Х  =  ху, У=х-[-у. 
Вычислить работу силы F  при перемещении точки из начала координат 
в точку (1, 1): 1) по прямой у  =  х, 2) по параболе у  =  хь, 3) по двузвен
ной ломаной, стороны которой параллельны осям координат (два случая).

3871. В  каждой точке М  эллипса x =  acost, y  =  b sin t приложена 
сила F, равная по величине расстоянию от точки М  до центра эллипса 
и направленная к центру эллипса, а) Вычислить работу силы F  при 
перемещении точки вдоль дуги эллипса, лежащей в первом квадранте,
б) Найти работу, если точка обходит весь эллипс.

3872. Проекции силы на оси координат задаются формулгми Х  =  2ху 
и Y =  х*. Показать, что работа силы при перемещении точки зависит 
только от начального и конечного ее положения и не зависит от фор
мы пути. Вычислить величину работы при перемещении из точки (1, 0) 
в точку (0, 3>

3873. Сила по величине обратно пропорциональна расстоянию точки 
ее приложения от плоскости хОу и направлена к началу координат. 
Вычислить работу при движении точки под действием этой силы по 
прямой х =  at, y  =  bt, z =  ct от точки М  (а, Ь, с) до точки N(2a, '2Ь, 2с).

3874. Сила по величине обратно пропорциональна расстоянию точки 
ее приложения от оси Oz, перпендикулярна к этой оси и направлена 
к ней. Найти работу силы при движении точки под действием этой 
силы по окружности x =  cost, у —  1, z =  sin< от точки А1(1, 1, 0) до 
точки N (0, 1, 1).

3875. Доказать, что работа силы тяготения двух точечных масс, 
совершаемая при перемещении одной из них, не зависит от формы пути.
Величина силы тяготения F  определяется законом Ньютона F  =  t m̂ ml  >
где г —  расстояние между точками, т\  и /я*—  массы, сосредоточенные 
в этих точках, k —  гравитационная постоянная.

§3. Интегралы по поверхности

И н т е г р а л ы  по п л о щ а д и  п о в е р х н о с т и

В  задачах 3876 —  3884 вычислить интегралы.
3876. И  ( z -f- 2х -f- у  у  j dq, где S  —  часть плоскости у  ^  -j- 

-j--j-= l, лежащая в первом октанте.



3877. \^xyzdq, где 5 — часть плоскости х-\-у-\-г =  1, лежащая 
х

в первом октанте.
3878. \\xdq, где 5 — часть сферы х* -}- .)'* +  2* —  лежащая в nip

's
вом октанте.

3879. где S — полусфера z =  Y R *— х* —  у*.
s

3880. ^  | R- —  х4 —  у* dq, где 5 —  полусфера г =  \  R* —  л-* —  у'1.
s

3881. \Jjc*y*dq, где S — полусфера z =  V R *  —  х* —  у*.
s

3882. у \ . где 5 — цилиндр xt -\-y* —  R i, ограниченный плоско- 
's

стями 2 =  0 и z =  H, а г —  расстояние от точки поверхности до начала 
координат.

3883.  ̂ \ — , где 5 — сфера х* у*-j- z* =  R4, а г —  расстояние от 
*sJ  Г

точки сферы до фиксированной точки Р  (0, 0, с) (c^>R).

3884. \  ̂ , где S — часть поверхности гиперболического парабо- 
‘ sJ  Г

лоида г =  ху, отсеченная цилиндром jKi -\-y* — R >, а г —  расстояние от 
точки поверхности до оси Oz.

3885*. Найти массу сферы, если поверхностная плотность в каждой 
точке равна расстоянию этой точки от некоторого фиксированного диа
метра сферы.

3886. Найти массу сферы, если поверхностная плотность в каждой 
точке равна квадрату расстояния этой точки от некоторого фиксиро
ванного диаметра сферы.

П о в е р х н о с т н ы е  и н т е г р а л ы  по к о о р д и н а т а м

В задачах 3887 —  3893 вычислить поверхностные интегралы.

3887. \^х dy dz-{• у  dx d z z  dx dy, где 5 — положительная сторона
S

куба, составленного плоскостями *  =  0, у  =  0, 2 =  0, x = l , y = l , z  =  1
3888. \^x*y*zdxdy, где 5 — положительная сторона нижней поло- 

s'
вины сферы jc* г* =  /?4.

JC* Vs 2*3889. г dx dy, где S  —  внелняя сторона эллипсоида -г + -  +  ?  =  1.
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3890. [\ z*dxdy, где 5 — внешняя сторона эллипсоида *•

3891. xz dxdy-\-xydy dz -\-yzdxdz, где S — внешняя сторона
4

пирамиды, составленной плоскостями лг =  0, у  =  0, 2 =  0 и jc —J— —|— 
-\-г=  1.

3892. \\yzdxdy-\-xzdydz-\-xydxdz, где S  —  внешняя сторона
s

поверхности, расположенной в нервом октанте и составленной из ци
линдра х*-{-у* =  К* и плоскостей лг =  0, 
у = 0 ,  2 =  6 и z=--H.

3893. \ [y*z dx dy - f xz dy dz -f- x*y dx dz, 
s

где 5 — внешняя сторона поверхности, рас
положенной в первом октанте и составлен
ной из параболоида вращения z =  x*-\-^, 
цилиндра лег- - f - =  1 и координатных пло
скостей (рис. 68).
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Ф о р м у л а  С т о к с а

3894. Интеграл $ (_>'* с*) c/jc (лг* -j—
L

-f 2s) rfy-}-(лг4 y*)dz, взятый по некото
рому замкнутому контуру, преобразовать с помощью формулы Стокса 
в интеграл по поверхности, «натянутой» на этот контур.

3895. Вычислить интеграл \ х*У dx dy -j- z dz, . где контур L —
L

окружность лг4-|-_y4 =  R 4, 2 =  0: а) непосредственно и б) используя фор
мулу Стокса, взяв в качестве поверхности полусферу 2 = - \-]/1 ?— лг4— _у*. 
Интегрирование по окружности в плоскости лгОу ведется в положитель
ном направлении.

Ф о р м у л а  О с т р о г р а д с к о г о
3896. Поверхностный интеграл по замкнутой поверхности преобра

зовать с помощью формулы Остроградского в тройной интеграл по
объему тела, ограниченного этой поверхностью: ^лгi dydz-\-yi dxdz-\-

s
-\-zi dxdy. Интегрирование ведется по внешней стороне поверхности 5.

3897. Поверхностный интеграл по замкнутой поверхности преобра
зовать с помощью формулы Остроградского в тройной по объему 
тела, ограниченного этой поверхностью:

К  у х*- \ - у * z* {cos (iV, Л-) - f cos (Л/, у ) 4- cos (N, 2)j da,
s

где N — внешняя нормаль к поверхности 51



3898. Вычислить интеграл задачи 3897, если S — сфера радиуса R 
с центром в начале координат.

3899. Вычислить интеграл

^  (x’ cos (N, jc) У  cos (N, у) -J- z* cos (N, z) ] ds,
s

где 5 — сфера радиуса R  с центром в начале координат, а N — внеш
няя нормаль.

3900. Вычислить интегралы в задачах 3891 —  3893, применяя фор
мулу Остроградского.
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§ 1. Уравнения первого порядка

У р а в н е н и я  с р а з д е л я ю щ и м и с я  п е р е м е н н ы м и

В  задачах 3901— 3910 найти общие решения дифференциальных 
уравнений.

3901. (ху* +  дг) dx +  (у  —  х*у) dy =  0.

3902. хуУ  =  1 —  дг*. 3903. у У  =  — .

3904. у  tg х  — у  =  а. 3905. х у  -f-у -у*-

3906. y + y \ z ^ L = 0.

3907. У  1 —  y*dx-j-у У  \ — х Ы у  =  0.

3908. ff" * ( l + ^ ) = l -  3909. У  =  10Ж+У.

3910. У  -}- sin х у =  sin х
3911. Зависимость между скоростью v снаряда и пройденным путем

I в канале орудия устанавливается в баллистике следующим уравнением:
olH dl - .  . . . .f  =  , -л , где v — j-t и л< [1 . Найти зависимость между временем t

движения снаряда и пройденным расстоянием / по каналу.
3912. Если х — количество иодисто-водородной кислоты H J, раз-

idx\-г-) опреде- ас } х\%

— J , где к\,
ki и v —  постоянные. Проинтегрировать это уравнение.

В  задачах 3913— 3916 найти частные решения дифференциальных 
уравнений, удовлетворяющие данным начальным условиям.
3913. У$\пх= у\пу, у| ^ — е . /

* ~ 1
3914./ = } ± £ ;  j M , - , =  1.

Г Л А В А  XIV
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
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3915. sin,ycosA:</y =  cos_ysinjcdjr, у\хгж% =
3916. у  — х /  =  Ь(1 + л гУ ); у |ж- ,  =  1.
3917. Найти линию, проходящую через точку (2, 3) и обладающую 

тем свойством, что отрезок любой ее касательной, заключенный между 
координатными осями, делится пополам в точке касания.

3918. Найти линию, проходящую через точку (2, 0) и обладающую 
тем свойством, что отрезок касательной между точкой касания и осы» 
ординат имеет постоянную длину, равную двум.

3919. Найти все линии, у которых отрезок касательной между точкой 
касания и осыо абсцисс делится пополам в точке пересечения с осью 
ординат.

3920. Найти все линии, у которых подкасательная пропорциональна 
абсциссе точки касания (коэффициент пропорциональности равен к).

3921. Найти линию, проходящую через точку (а, 1) и имеющую 
подкасательную постоянной длины а.

3922. Найти линию, у которой длина нормали (отрезок ее от точки 
линии до оси абсцисс) есть постоянная величина а.

3923. Найти линию, у которой сумма длин касательной и подкаса- 
тельпой в любой ее точке пропорциональна произведению координат 
точки касания (коэффициент пропорциональности равен к).

3924. Найти линию у = / (х ) (/ (х )^ 0 ,  / ( 0) =  0), ограничивающую 
криволинейную трапецию с основанием |0, дг), площадь которой про
порциональна ( я -f- 1)-й степени / (х). Известно, что /(1 ) =  1.

3925. Материальная точка массой в 1 г движется прямолинейно под 
действием силы, прямо пропорциональной времени, отсчитываемому от 
момента t =  0, и обратно пропорциональной скорости движения точки. 
В момент t =  10 сек скорость равнялась 0,5 м/сек, а сила — 4-10 *«. 
Какова будет скорость спустя минуту после начала движения?

3926. Материальная точка движется прямолинейно, причем так, что 
ее кинетическая энергия в момент t прямо пропорциональна средней 
скорости движения в интервале времени от нуля до t. Известно, что 
при f =  0 путь s =  0. Показать, что движение равномерно.

3927. Моторная лодка движется в спокойной воде со скоростью 
v =  10 км/час. На полном ходу ее мотор был выключен, и через 
t =  20 сек скорость лодки уменьшилась до Vi =  6 км/час. Считая, что си
ла сопротивления воды движению лодки пропорциональна ее скорости, найти 
скорость лодки через 2 мин после остановки мотора; найти также рассто
яние, пройденное лодкой в течение одной минуты после остановки моторз.

3928. В  дне цилиндрического сосуда с поперечным сечением S  и 
вертикальной осью имеется малое круглое отверстие площадью q, за
крытое диафрагмой (как у объектива фотоаппарата). В сосуд налип 
жидкость до высоты /{. В момент < =  0 диафрагма начинает открываться 
причем площадь отверстия пропорциональна времени и полностью от
верстие открывается за Т сек. Какова будет высота Н  жидкости в со
суде через Г  сек после начала опыта? (См. задачи 2701— 2706.)
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3929. Скорость охлаждения тела пропорциональна разности между 
температурами тела и среды. В задачах 2710— 2711 мы считали коэффи
циент пропорциональности постоянным. При некоторых расчетах считают, 
что он линейно зависит от времени: k =  k№ (1 Найти при этом
предположении зависимость между температурой тела Ь и временем t, 
полагая, что при / =  0 6 =  6„, а температура окружающей среды О,.

3930*. Скорость роста площади молодого листа виктории-регии, 
имеющего, как известно, форму круга, пропорциональна окружности 
листа и количеству солнечного света, падающего на лист. Последнее 
в свою очередь пропорционально площади листа и косинусу угла между 
направлением лучей и вертикалью. Найти зависимость между площадью 
5  листа и временем t, если известно, что в 6 часов утра эта площадь 
равнялась 1600 см*, а в 6 часов вечера того же дня 2500 см*. (Пола
гать, что наблюдение производилось на экваторе в день равноденствия, 
когда угол между направлением лучей солнца и вертикалью можно 
считать равным 90° в 6 часов утра и в 6 часов вечера и 0° в полдень.)

В  задачах 3931— 3933 при помощи замены искомой функции при
вести данные уравнения к уравнениям с разделяющимися переменными 
и решить их.

3931. у  =  cos(x— ^(положить и =  х  —  у).
3932. / =  Зх — 2у-\-5. 3933. у’ +  Х + у = х + у —  1.

О д н о р о д н ы е  у р а в н е н и я  

В задачах 3934— 3944 найти общие решения уравнений.

3934. У = 5  —  2. 3935. у  =  ̂ ± ^ .л •' X — у
3936. xdy  —  у  dx =  у  dy. 3937. У  =  ̂  j v .

3938. У  =  ^ - 3939.  х У - у  =  У х *  +  у*.
I  „

3940. у * х * У  =  хуУ. 3941. у  =  е*-\-1.

3942. xy = у  1п ^ . 3943. (З У  -j- Зху -J- дг*)dx =  (х* +  2ху) dy.

В)
X

'• Ш '
В  задачах 3945— 3948 найти частные решения дифференциальных 

уравнений, удовлетворяющие данным начальным условиям.

|  3945. (хУ — у) arctg £  =  х; у | Л_ ,  =  0.

: 3946. (у* —  Зх*) dy - f  2ху dx =  0; у | , - , =  1.



3947 v' —  У1 ~  *ХУ ~  . v | ____ jу  у  +  2ху — х* » ” 1*-1 

3948■ у [% с) ’ +  2x d£ - y  =  0-, у\я — = У 5 .

3949. Привести уравнение y  =  к квадратуре. Какова 

должна быть функция о у  j , чтобы общим решением данного уравне

ния было у  =  ,— у-,—  ?In | Сдг |
3950. Найти линию, у которой квадрат длины отрезка, отсекаемого 

любой касательной от оси ординат, равен произведению координат точки 
касания.

3951. Найти линию, у которой начальная ордината любой касатель
ной равна соответствующей поднормали.

3952. Найти линию, у которой длина полярного радиуса любой ее 
точки М  равняется расстоянию между точкой пересечения касательной 
в точке Ж  с осью Оу и началом координат.

3953*. Какой поверхностью вращения является зеркало прожектора, 
если лучи света, исходящие из точечного источника, отразившись, на
правляются параллельным пучком?

Л и н е й н ы е  у р а в н е н и я

В задачах 3954— 3964 найти общие решения уравнений.
V  3954. У  -j- 2у =  4jc. 3955. У  +  2ху =  хе~*\
- 3956. У 4 - Ц ^ ^ = 1 .

3957. (1 -|- х*) У  —  2ху =  ( I .V*)*.
'  . 3958. y-f-^  =  cosx 3959. У  +  ау =  етх.

. 3960. 2у dx -f- (У  —  бдг) dy =  0.

3961. У  =  5 ^ .  3962. У  =  ь ъ / + , - х -
3963. jc  ( У — у ) =  (1 +  jc*) е*.

• 3964. У  4-_у4>'(х) —  Ф  ( jc )  Ф' ( jc )  =  0, где Ф (.* )—  заданная функция.
В задачах 3965— 3968 найти частные решения уравнений, удовлетво

ряющие указанным начальным условиям.
3965. У  —  _ytg*  =  secjr, У |х„ ,  =  0.
3966. х/-\-у — ех =  0\ у\хшша =  Ь.
3967. хУ —  =  у  |дг_1 =  0.

3968. <(l-f-/*)</jc =  (jc-f-A<4 —  t*)dt\ j c | 1» ,  =  —
3969. Пусть yi и у* — два различных решения уравнения

У + /> (* )-.у =  Q (лг).
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а) Доказать, что y = y t -\-C (у *— У\) является общим решением 
тою же уравнения (С —  константа).

б) При каком соотношении между постоянными а и  ̂ линейная 
комбинация а>’, —J— будет решением данного уравнения?

в) Доказать, что если у 3 —  третье частное решение, отличное от у х
У» —и у* то отношение'--- — —  постоянное.J  У>-У1

X
3970. Доказать тождество (см. задачу 2345):  ̂e*x~**d2 =

и
X X

f  I  f  _ г* с
=  е М  е 4 dz, составив для функции l { x )= \ e ix~ztdz дифферен- 

о о
циальное уравнение и решив его.

3971. Найти линию, у которой начальная ордината любой касатель
ной на дзе единицы масштаба меньше абсциссы точки касания.

3972*. Найти линию, у которой площадь прямоугольника, построен
ного на абсциссе любой точки и начальной ординате касательной в этой 
точке, есть величина постоянная (=  а*).

3973*. Найти линию, для которой площадь треугольника, образо
ванного осью абсцисс, касательной и радиус-вектором точки касания, 
постоянна ( = а 4).

3974. Точка массой, равной т ,  движется прямолинейно; на нее 
действует сила, пропорциональная времени (коэффициент пропорцио
нальности равен k\), протекшему от момента, когда скорость равнялась 
нулю. Кроме того, на точку действует сила сопротивления среды, про
порциональная скорости (коэффициент пропорциональности равен k). 
Найти зависимость скорости от времени.

3975. Точка массой, равной гп, движется прямолинейно; на нее дей
ствует сила, пропорциональная кубу времени, протекшего с момента, 
когда скорость была г>0 (коэффициент пропорциональности равен к). 
Кроме того, точка испытывает противодействие среды, пропорциональное 
произведению скорости и времени (коэффициент пропорциональности 
равен &i). Найти зависимость скорости от времени.

3976. Начальная температура тела 90°С  равна температуре окружаю
щей среды. Тело получает тепло от нагревательного прибора (скорость 
подачи тепла является заданной функцией времени: где с — по
стоянная теплоемкость тела). Кроме того, тело отдает тепло окружаю
щей среде (скорость охлаждения пропорциональна разности между 
температурами тела и среды). Найти зависимость температуры тела от 
времени, отсчитываемого от начала опыта. «

Решить задачи 3977— 3978, учитывая, что если переменный электри
ческий ток /=/(< ) течет по прозоднику с коэффициентом индуктивности 
L и сопротивлением R, то падение напряжения вдоль проводника будет
равно L j t -\-Rl.



3947. /  =  £■- % ; -£ ; >!— — >•

3948- У у $ + 2хГ х - У = 0' 3 'U - o = V r5 .

3949. Привести уравнение У  =  у )  к квадратуре. Какова 

должна быть функция <? j , чтобы общим решением данного уравне

ния было у  =  :— 4 —:?■' In I Сх I
3950. Найти линию, у которой квадрат длины отрезка, отсекаемого 

любой касательной от оси ординат, равен произведению координат точки 
касания.

3951. Найти линию, у которой начальная ордината любой касатель
ной раина соответствующей поднормали.

3952. Найти линию, у которой длина полярного радиуса любой ее 
точки М  равняется расстоянию между точкой пересечения касательной 
в точке М  с осью Оу и началом координат.

3953*. Какой поверхностью вращения является зеркало прожектора, 
если лучи света, исходящие из точечного источника, отразившись, на
правляются параллельным пучком?

Л и н е й н ы е  у р а в н е н и я

В  задачах 3954— 3964 найти общие решения уравнений.
V  3954. У  -f- 2у =  4лг. 3955. У  +  2ху =  хе~я\
• 3956. У  -J- —̂̂ г~ у =  1.

3957. (1 -j- ж*) У  —  2ху =  (1 +  лг*)*.
• 3958. У  т У  =  cos х. 3959. У  -}- ау =  етх.
. 3960. 2у dx-\-(y* —  блг) dy —  0.

3961. У  =  я— 3962.  У  =  т ~,— т----- .2х — у* 2у1пу + у — х
3963. х (У  — у) =  (\-\-х*)ех.

• 3964. У + у ! ’’ (х) — <1> (х) Ф' (лг) =  0, где Ф (д ) —  заданная функция.
В задачах 3965— 3968 найти частные решения уравнений, удовлетво

ряющие указанным начальным условиям.
3965. У  — >'tgAT =  secjr, у ] ж„ 0 =  0.
3966. х / + у  — ех =  0\ у \хгша —  Ь.
3967. х /  —  = ■*» Д' |дг—» =  ° .

3968. f ( l - f  t* )d x = (x  +  xt* — t*)dt\ * 1 , . ,  =  —  j .
3969. Пусть y x и у% — два различных решения уравнения

y + P ( x ) y  =  Q(x).
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а) Доказать, что — y t) является общим решением 
тою же уравнения (С — константа).

б) При каком соотношении между постоянными i  н р линейная 
комбинация будет решением данного уравнения?

в) Доказать, что если у3 —  третье частное решение, отличное от у\
у . — у.и v4, то отношение —— —  —  постоянное.*  Л —  Ух

X
3970. Доказать тождество (см. задачу 2345): e*x~**d2 =

х*_ i* _  г*
=  e* \ e  *dz, составив для функции У ( jc )

о
пиальное уравнение и решив его.

3971. Найти линию, у которой начальная ордината любой касатель
ной на дзе единицы масштаба меньше абсциссы точки касания.

3972*. Найти линию, у которой площадь прямоугольника, построен
ного на абсциссе любой точки и начальной ординате касательной в этой 
точке, есть величина постоянная (= а 4).

3973*. Найти линию, для которой площадь треугольника, образо
ванного осью абсцисс, касательной и радиус-вектором точки касания, 
постоянна (= а *).

3974. Точка массой, равной т ,  движется прямолинейно; на нее 
действует сила, пропорциональная времени (коэффициент пропорцио
нальности равен к\), протекшему от моуента, когда скорость равнялась 
нулю. Кроме того, на точку действует сила сопротивления среды, про
порциональная скорости (коэффициент пропорциональности равен к). 
Найти зависимость скорости от времени.

3975. Точка массой, равной т ,  движется прямолинейно; на нее дей
ствует сила, пропорциональная кубу времени, протекшего с момента, 
когда скорость была v№ (коэффициент пропорциональности равен к). 
Кроме того, точка испытывает противодействие среды, пропорциональное 
произведению скорости и времени (коэффициент пропорциональности 
равен &i). Найти зависимость скорости от времени.

3976. Начальная температура тела 6„°С равна температуре окружаю
щей среды. Тело получает тепло от нагревательного прибора (скорость 
подачи тепла является заданной функцией времени: с? (f), где с — по
стоянная теплоемкость тела). Кроме того, тело отдает тепло окружаю
щей среде (скорость охлаждения пропорциональна разности между 
температурами тела и среды). Найти зависимость температуры тела от 
времени, отсчитываемого от начала опыта. »

Решить задачи 3977— 3978, учитывая, что если переменный электри
ческий ток /=/(< ) течет по проводнику с коэффициентом индуктивности 
L и сопротивлением R, то падение напряжения вдоль проводника будет
Равно L^-\-RI.

\e 'x~r'dz дифферен- 
о



4016. Сила трения, замедляющая движение диска, вращающегося 
в жидкости, пропорциональна угловой скорости вращения.

1) Диск, начавший вращаться с угловой скоростью 3 оборота в секун
ду, через 1 мин вращается с угловой скоростью 2 оборота в секунду. 
Какова будет его угловая скорость через 3 мин после начала вращения? •

2) Диск, начавший вращаться с угловой скоростью 5 оборотов в 
секунду, через 2 мин вращается с угловой скоростью 3 оборота в секунду. 
Через сколько времени после начала вращения он будет обладать угло
вой скоростью, равной 1 обороту в секунду?

4017. Пуля входит в доску толщиной h =  0,1 м  со скоростью 
г»0 =  200 м/сек, а вылетает из доски, пробив ее, со скоростью vt =  80 м/сек. 
Принимая, что сила сопротивления доски движению пули пропорциональна 
квадрату скорости движения, найти, сколько времени продолжалось 
движение пули через доску.

4018*. Капля воды, имеющая начальную массу Л1в г и равномерно 
испаряющаяся со скоростью т  г/сек, движется по инерции с начальной 
скоростью т# см/сек. Сила сопротивления среды пропорциональна ско
рости движения капли и ее радиусу. В  начальный момент (/ =  0) она 
равна /о дин. Найти зависимость скорости капли от времени.

4019*. Капля воды, имеющая начальную массу М» г равномерно 
испаряющаяся со скоростю т  г/сек, свободно падает в воздухе. Сила 
сопротивления пропорциональна скорости движения капли (коэффициент 
пропорциональности равен k\

Найти зависимость скбрости движения капли от времени, протекшего 
с начала падения капли, если в начальный момент времени скорость 
капли равнялась нулю. Считать, что k ф  2т.

4020*. Решить предыдущую задачу для капли сферической формы, 
предполагая, что сила сопротивления воздуха пропорциональна произве
дению скорости капли и площади ее поверхности. Плотность жидкости 
(Привести к квадратурам.)

4021*. Если в каком-либо процессе одно вещество превращается 
в другое, причем скорость образования продукта пропорциональна налич
ному количеству превращающегося вещества, то такое явление называют 
процессом (или реакцией) первого порядка.

Некоторое вещество, начальное количество которого то, превра
щается в другое вещество, а из образовавшегося продукта немедленно 
начинает получаться второй продукт. Оба превращения происходят как 
процессы первого порядка; коэффициенты пропорциональности известны: 
ki —  в первом процессе и kt —  во втором.

Какое количество второго продукта образуется через t единиц вре
мени после начала процесса.

4022. В  резервуаре, объем которого 100 л, находится рассол, содер
жащий 10 кг растворенной соли. В  резервуар втекает вода со скоростью
3 л/мин, а смесь с такой же скоростью перекачивается во второй резе
рвуар емкостью также 100 л, первоначально наполненный чистой водой, 
из которого избыток жидкости выливается. Сколько соли будет содер
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жать второй резервуар по прошествии часа? Каково максимальное 
количество соли во втором резервуаре? Когда это максимальное коли
чество достигается? (Концентрация соли в каждом из резервуаров под
держивается равномерной посредством перемешивания.)

4023. Напряжение и сопротивление цепи равномерно меняются в те
чение минуты соответственно от нуля до 120 в 
и от нуля до 120 ом (см. задачи 3977 —
3978). Индуктивность цепи постоянна (1 генри).
Начальный ток /о. Найти зависимость между 
током и временем в течение первой минуты 
опыта.

4024*. В  узкой горизонтальной цилиндри
ческой трубке'АВ, герметически закрытой, заклю
чен газ. Трубка равномерно вращается вокруг
I ертикалыюй оси 00\ (рис. 69), проходящей че
рез один из ее концов с угловой скоростью ш.
Длина трубки I  см, поперечное сечение 5 см*, 
масса заключенного в ней газа М г, давление в покоящейся трубке (постоян
ное вдоль всей трубки) />». Найти распределение давления вдоль трубки 
при ее вращении, т. е. выразить р как функцию от х.

Д р у г и е  п р и м е р ы  у р а в н е н и й  п е р в о г о  п о р я д к а

В  задачах 4025— 4037 найти общие решения уравнений, приведя пх 
с помощью замены переменных к уравнениям линейным или однородным.

4025.v =  ̂ ^ = |. 4026. у  =
4027. ( jc - j- y + l)  dx =  {2x-{-2y—  1) dy.
4028. У  =  2 (-У+2)* 4029. у  =  У‘ ~ х

У  ( * + > -  1)* ‘ U J  У 2у (лг + 1)*

. 4030. У  =  2{xf _ xt). 4031.(1 —  ху-}-х*у*) dx =  x'dy.
4032. ( x Y —  1) У  +  2 x f  =  0.

4033. y y  +  x  =  ±  ' 4034- хУ  +  1 = е \
4035. ( * * + / +  \ )d y + x y d x  =  Q.
4036. x dx -\-y dy -(- x (x dy — у  dx) =  0.
4037. (x% y * y )  dx= x dy.
В  задачах 4038— 4047 решить уравнения Бернулли.

4038. у +  2 х у=  2х3у*. 4039. У  +  +  у* =  0.

4040. У " 1 ( а У у )  —  х. 4041. x d x = ^ y  —  y^ dy .
4042. хУ  -\-у= у%Inх. 4043. У — у  tg х-\-у*cosх =  0.
9*
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4044. y-f —-L15 4045. ху' — Ау — х* У~у = 0.*  1 *■ cos1 ж
4046. y d y - ^ d x  =  b- ~ .

4047. У  =  ̂  (А* ~ у‘-, где tp (дг) —  заданная функция.
ч W

4048. Найти линию, у которой отрезок, отсекаемый на оси ординат 
касательной в произвольной точке:

1) пропорционален квадрату ординаты точки касания,
2) пропорционален кубу ординаты точки касания.
4049. Найти линии, заданные уравнениями вида р = / ( ? ) ,  для которых 

плошадь секторов, ограниченных линией и полярным радиусом постоян
ной точки (ро, ?о) и текущей точки (р, f )  линии, пропорциональна про
изведению полярных координат р и <р этой текущей точки. Коэффициент 
пропорциональности равен к.

У ' ра вн ей  и я в п о л н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л а х

В задачах 4050— 4057 найти общие решения уравнений.
* 4050. (2aj  —  ху*) dx -f- (2у* —  х*у) dy =  0.

4051. .г il у _  ■' у
Д-* + д —  ( f + 3 ?  —  1 )dx- * 4052‘ *  dx +  <*** — Ь )  dy =  0 .

х dx +  У dy yd x  — xdy4053. уху 'dx -j- xy In xdy =  0. 4054.

4055. У +  sinJ : ; cos; (xy) dx +  * —  dy - f sin у  dy =  0.cos (xy) 1 cos (лгу) 1
4056. ( l  - f jc V x * +  y*) dx +  ( — 1 +  Ух*-\-у ')у  dy =  0.

4057. ( j  sin j  —  £  cos 1  +  1) dx +  ( j  cos J  — у  sin у  +  p )  dy= 0.

И н т е г р и р у ю щ и й  м н о ж и т е л ь

В задачах 4058— 4062 найти интегрирующий множитель и обшие 
решения уравнений.

4058. (x*-\-y)dx —  xdy =  0. 4059*. ^(1 -f-ху) dx —  xdy =  0.
4060. (дг* + /  -f- 2х) dx +  Чу dy =  0.

4061. ydx-^-iy1 —  I nл г ) =  0.
4062. (дг cos у  —  у  sin у) dy -j- (дг sin у  у  cos y)dx =  0.
4063. Убедиться, что интегрирующим множителем линейного уравне

ния Р ( х ) у =  Q (x) служит функция e^p'J,’dx.
4064. Найти интегрирующий множитель уравнения Бернулли

У  +  Р (д г )у= /д (л ).
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4035. Найти условия, при которых уравнение 
X  (х, у) dx -f- Y {х, y )dy =  0

допускает интегрирующий множитель вида Л1 == F  ( х у ) .  
4068. Найти условия, при которых уравнение

X  (х, y)dx-\- У (дг, y )dy =  0 

допускает интегрирующий множитель вида Л1=Р(х-у).

Р а з н ы е  з а д а ч и

В  задачах 4067— 4088 найти общие решения уравнений 
4067. у '=  а х b y с. 4068. а /  -f- by -f- сут  =  0.

406Э* У  =  • 4070. у  =  У + У Г- - .

4071- У  =  (Т Т 7 ?-  4072. У  (у* —  х) =  у.

4073. ^ + £ j ^ L d y  =  0.
4 074. (2у  ху3) dx-\-(x-\- хУ )  dy =  0.

4075. (2jKy-]r x iy-\-Qjdx-\-(xi -\-yi)dy =  0.

407G. У  =  —г У - Г Г — i  •дгСУ+|)-дг*
4077. х dy у  dx -(- у* (х dy —  у dx) =  0.

4078. Г - —  - \dx +  \r - ?  , —  -1 tfy =  0. ix  (х - у )г\ У J
4079. У  =  jc  Y У +  ~'х *- " • 4080. у  sin х У  cos х =  I.

4081. У  — y  +  /cosAT =  0. 4082. У  =  — *  sin* *  1 Л ^ Sin JC • сову

4083. лгу cos ^  —  У cos — —  х.

4084. л̂-cos -=£ sin у  dx -f- [х  cos ~  —  у  sin xdy =  0.

4085. У  =  со̂ у —  tg у. 4086. у  —  У  cos jc =  У  cos л  ( I  —  sin лг).
jr>4-v>

4087. 2 у У = е ~ 1“  +  ---+-у*- — 2л:

4088. +  =

4089. Найти линию, у которой поднормаль в любой точке так 
относится к сумме абсциссы и ординаты, как ордината этой точки 
л ее абсциссе.
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4090. Найти линию, обладающую тем свойством, что отрезок каса
тельной в любой ее точке, заключенный между осью Ох и прямой у  =  
=  ах-\-Ь, делится точкой касания пополам.

4091. Найти линию, для которой отношение расстояния от нормали 
в любой ее точке до начала координат к расстоянию от той же нор
мали до точки (а, Ь) равно постоянному к.

4092. Найти линию, для которой расстояние от начала координат 
до касательной в произвольной ее точке равно расстоянию от начала 
координат до нормали в той же точке.

4093*. Найти линию, обладающую следующим свойством: ордината 
любой ее точки есть средняя пропорциональная между абсциссой и 
суммой абсциссы и поднормали, проведенной к линии в той же точке.

4094. В  электрическую цепь с сопротивлением R =  3/2 ом в тече
ние двух минут равномерно вводится напряжение (от нуля до 120 в). 
Кроме того, автоматически вводится индуктивность, так что число генри 
в цепи равно числу, выражающему ток в амперах. Найти зависимость 
тока от времени в течение первых двух минут опыта.

§ 2. Уравнения первого порядка (продолжение)

П о л е  н а п р а в л е н и й .  И з о к л и н ы

4095. Дано дифферешиальное уравнение У  =  —  — . а) Построить
поле направлений, устанавливаемое данным уравнением, б) Выяснить 
расположение вектора поля относительно полярного радиуса любой 
точки поля, в) Выяснить вид интегральных кривых уравнения, исходя 
из поля направлений, г) Найти интегральные кривые, решая данное 
уравнение обычным методом (разделяя переменные), д) Указать семей
ство изоклин данного уравнения.

4096. Написать дифференциальное уравнение, изоклинами которого 
служат:

1) равнобочные гиперболы ху =  а\ 2) параболы у* =  2рх;
3) окружности х * у * = R*.
4097. Найти изоклины дифференциального уравнения семейства 

парабол у  =  ах*. Сделать чертеж. Истолковать результат геометрически.
4098. Убедиться, что изоклинами однородного уравнения (и только 

однородного уравнения) служат прямые, проходящие через начало 
координат.

4099. Указать линейные уравнения, изоклинами которых являются 
прямые.

4100. Пусть уи уь уз —  ординаты трех любых изоклин некоторого 
линейного уравнения, соответствующие одной абсциссе. Убедиться, что
отношение ~  сохраняет одно и то же значение, какова бы ни была
эта абсцисса.



4 2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА (ПРОДОЛЖЕНИЕ) 263

П р и б л и ж е н н о е  и н т е г р и р о в а н и е  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й

X* I Vs4101. Дано уравнение /  =  — П Р - ' Построить приближенно инте
гральную кривую, соответствующую интервалу 1 ^ д г ^ 5 ,  проходящую 
через точку М (\, 1).

4102. Дано уравнение У =  * Построить приближенно инте-* I У
тральную кривую, соответствующую интервалу 0,5 3,5 и про
ходящую через точку (0,5; 0,5).

4103. Дано уравнение у  =  х у * х * .  Применяя способ Эйлера, 
вычислить у  при х  =  1, если у  —  частное решение, удовлетворяющее 
начальному условию у |х_ 0 =  0. Вычислить у  с двумя десятичными 
знаками.

4104. Дано уравнение У  =  у гх-_у*-{- 1. Применяя способ Эйлера; 
вычислить у  при х  =  2, если у  —  частное решение, удовлетворяющее 
начальному условию _у j =  0. Вычислить у  с двумя десятичными 
знаками.

4105. Дано; уравнение У  =  у  и начальное условие _у|*_0= 1 .
Решить это уравнение точно и найти значение у  при х  =  0,9. Далее, 
иайти это значение при помощи приближенного метода, разбивая интер
вал [0; 0,9] на 9 частей. Указать относительную погрешность послед
него результата. 3vi

4106. Дано: уравнение У  =  t и начальное условие .у |*_| =
=  0. Решить уравнение точно и, пользуясь каким-либо из приближен
ных методов интегрировании уравнений, вычислить значение х  при 
_у=1 (сравнить со значением х, получаемым при точном решении).

4107. У  = у*  -f-xy-}-x®. Найти по методу последовательных при
ближений второе приближение для решения, удовлетворяющего началь
ному условию ^ ^ . 0= 1.

4108. у = х у * — 1. Найти при х = 1  значение того решения дан
ного уравнения, которое удовлетворяет начальному условию _у|*_о= 0. 
Ограничиться третьим приближением по методу последовательных при
ближений. Вычисления вести с двумя десятичными знаками.

В задачах 4109 —  4116 найти несколько первых членоз разложения
о степенной ряд решений уравнений при указанных начальных условиях.

4109. У = У *  — л-, у\х—о =  1. 4110. у = л с у — 1; у | , « 0=  1.
4111. y = x t — y L, у\х- о = 0 . 4 1 1 2 . у = ^ у ^ + 1 ;  у |ж_ 0= 1 .

4113. У  =  t +'v̂ +  ; ^ |х_ о = 0 . 4 Ч 4 .у = е У + х у ,  >-U_0= 0 .

4115. y  =  sinj> —  sinA-, _yU-o =  0.
4116. y = \ J r x-\-x‘i — 2y\ 1= 1.



264 ГЛ. XIV. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

О с о б ы е  р еше ни я .  У р а в н е н и я  К л е р о  и Л а г р а н ж а

В задачах 4117 —  4130 найти общие и особые решения уравнений 
Клеро и уравнений Лагранжа.

4117. у = х У + У * .
4119. у = х / + ± .
4121. у  =  х У -f-sin/.
4123. у — У л(л
4125. у = у / * + 2 х у .
4127. у  =  1п(дгу— jjL______
4129. у= ух - \- а  1 — У*.

* ™ - * = у { т 7 ~  т \
В задачах 4131 —  4133 найти особые решения уравнений, применяя 

тот же прием, какой используется в случае уравнений Лагранжа и Клеро.
4131. У * —  vy- f-^  =  0. 4132. лгу1 —  2(ху —  2 ) У + /  =  0.
4133. У  (у' — 2х) =  2(у — х*).
4134. Доказать теорему: если линейное дифференциальное уравне

ние является уравнением Клеро, то семейство его интегральных кривых 
представляет собой пучок прямых.

4135. Площадь треугольника, образованного касательной к искомой 
линии и осями координат, есть величина постоянная. Найти линию.

4136. Найти линию, касательные к которой отсекают на осях коор
динат отрезки, сумма которых равна 2а.

4137. Найги линию, для которой произведение расстояний любой 
касательной до двух данных точек постоянно.

4138. Найти линию, для которой площадь прямоугольника, имеющего 
сторонами касательную и нормаль в любой точке, равна площади прямо
угольника со сторонами, равными по длине абсциссе и ординате этой точки.

4139. Найти линию, для которой сумма нормали и поднормали про
порциональна абсциссе.

4140*. Найти линию, для которой отрезок нормали, заключенный 
между координатными осями, имеет постоянную длину а.

4141. Скорость материальной точки в произвольный момент времени 
отличается от средней скорости (от начала движения до этого момента) 
на величину, пропорциональную кинетической энергии точки и обратно 
пропорциональную времени, считая от начала движения. Найти зависи
мость пути от времени.

О р т о г о н а л ь н ы е  и и з о г о н а л ь н ы е  т р а е к т о р и и  
и э в о л ь в е н т ы

В задачах 4142— 4147 найти траектории, ортогональные данным.
4142. Эллипсам, имеющим общую большую ось, равную 2а.
4143. Параболам y* =  4(.v— а).

4118. у = х У —  ЗУ*.
4120. у = х У +  V \  + У * .
4122. х у  — у = \ п у .
4124. 2уУ =  х (у'* -j- 4). 
4126. _V =  -v(1 - f- y )+ y *
4128# у = У  (х 1) -j- у'*.
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4144. Окружностям x*-\-yi =  2ax.
4145. Циссоидам (2а —  л')>|4=лг3.
4146. Равным параболам, касающимся данной прямой, причем для 

каждой параболы точкой касания служит ее вершина.
4147. Кругам одного радиуса, центры которых лежат на данной 

прямой линии.
4148. Найти семейство траекторий, пересекающих под углом а =  60° 

линии jt3 =  2а ( у —  х\^3).
4149. Найти изогональные траектории семейства парабол У =  4ах; 

угол пересечения а =  45°.
4150*. Найти линии распространения звука по плоскости от непод

вижного источника звука, лежащего в той же плоскости, если вдоль 
какого-либо направления дует ветер с постоянной скоростью а.

В задачах 4151 — 4154 найти эвольвенты линий.
4151. Окружности Л'3 -j- _у3 =  R*.

у
4152. Цепной линии _у =  а ch — .а
4153. Эвольвенты круга

х =  а (cos t -f- / sin 0, У —  я (sin t —  t cos t).
4154. Полукубической параболы y  =  3t*, x  =  —  2ts.

§ 3. Уравнения второго и высших порядков

Ч а с т н ы е  с л у ч а и  у р а в н е н и й  в т о р о г о  п о р я д к а

В задачах 4155 —  4182 найти общие решения уравнений.
I  4155. / ’ =  jc-fsin jt. 4156. / '  =  arctg х. 4157. / '  =  1п х.

4158. * / '= / .  4159. У '— У - ^ х . 4160. У  =  ̂ -\-х.
4161. (1 + * * ) / '  +  (У )3+  1 = 0 .
4162. хУ' = У  I n—. 4163. (У ) * = У .
4164. 2 х У У  =  (У )*•+■ 1. 4165. У ' —  2 c tg jc .y  =  sin:ijc.
4166. 14- (/ ) ’ =  2уу\  4167. (У)* 4- 2у  у "  =  0.

4168. а У  — у =  0. 4169. у '  =  Д ^ .

4170. У '4 -Г~ (У )* = 0 . 4171. у  У ' 4- (У)* =  1.
4172. у  у " =  (У)*. 4173. 2уУ' —  3 00* =  4у\
4174. >-(1 — 1п_у)У'4-(14-1п>0<У)* =  О.
4176. у = 2 у у .  4176. c o s ^ .- g 4 - s in j f (g ) ' =  g .

177. у  У  —  О ')3 =  / у .  4178. у  У ' — у  у ' \пу =  (У)\
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4180. (х +  а )/ ' +  х(У)*= у .  4181 *. у / У  =  (/)* +  (УУ-
4182. х / ' — у  =  0.

В  задачах 4183 —  4188 решить уравнения при помощи подходящей 
подстановки: у  у ’=р, (У)*=/>, хУ =  р, ^ = j )  и т. п.

4183. хуу" +  х  00* =  3уУ- 4184. хУ ' = / (е у — 1).
4186. у У  — х. 4186. У  +  ̂ У  —  £  =  0.

4187. х ' у % ? - ( х ^ - у ) *  =  0. 4 W .  y У '= / ( 2 V y 7 - У )■

B  задачах 4189 —  4199 найти частные решения уравнений при ука
занных начальных условиях.
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4189. У ' (х* -(- 1) =  2хУ; ^ U - o = l, У!х-о =  3.
4190. ху" -f- х (У)* —  У  =  0; У U-2 =  2, y u - 2=  1.
4191. У '= £  +  у ; У * -2 =  0, У и - 2 =  4.
4192. 2/' =  3/, У J д‘ — — 2 =  1, У  U --2 =  — 1.
4 1 9 3 . у У = ( У ) '- ( у Г , У\х-\ =  1» У  U - i =  — 1.
4194. / / ' =  — 1; У\х-\ =  0.

4195. У — У У = 1 ; У  U_o =  K 2 , У  U-0 V I

4196. У ' =  е*у; у  |д(_о =  0, У  U-o =  1.
4197. 2 (У )* = У (у — 1); у  U -I =  2, У  U —1=  — 1.
4198*. xiy  =  CV — хУ )3; у  U - i = i , У  U - . =  1.
4199. у " = х у  -\-y-\-1; у\х-0= 1 . У  U —о=  0.
4200*. Какая линия обладает тем свойством, что радиус кривизны 

в любой ее точке пропорционален длине нормали? Принять коэффи
циент пропорциональности к =  — 1, -}-1, — 2, -\-2.

4201. Найти линию, для которой проекция радиуса кривизны на 
ось Оу есть величина постоянная, равная а.

4202. Найти линию, проходящую через начало координат, у кото
рой отношение площади треугольника М Т Р  (рис. 70), образованного 
касательной в какой-нибудь точке М  линии, ординатой этой точки М Р  
и осью абсцисс, к площади криволинейного треугольника ОМР  равно
постоянному числу

4203. Найти линию, длина дуги которой, отсчитываемая от некото
рой точки, пропорциональна угловому коэффициенту касательной 
и конечной точке дуги.
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4204. Точка массы т  вертикально брошена вверх с начальной ско
ростью г0. Сила сопротивления воздуха равна kv*. Поэтому, если при
нять вертикаль за ось Оу, то при движении вверх имеем:

а при падении:

md̂  =  — mg — kv\

я* 4з[= — mg -j- kv*,dt•'

где v =  -Jt . Найти скорость, которую будет иметь тело в тот момент,
когда оно падает на землю.

4205. Тонкая, гибкая и нерастяжимая нить подвешена за оба конца. 
Какую форму в равновесии примет нить под действием нагрузки, равно
мерно распределяющейся по проекции 
нити на горизонтальную плоскость?
(Весом нити пренебрегаем.)

4206. Найти закон прямолинейного 
движения материальной точки массы т , 
если известно, что работа силы, дей
ствующей в направлении движения и 
зависящей от пути, пропорциональна 
времени, протекшему с момента начала 
движения. Коэффициент пропорциональ
ности равен к.

4207*. Луч света из воздуха (показатель преломления /мв) падает 
под углом <х0 с вертикалью в жидкость с переменным показателем пре
ломления. Последний линейно зависит от глубины и постоянен в пло
скости, параллельной горизонту, на поверхности жидкости он равен т t, 
а на глубине h он равен т%. Найти форму светового луча в жидко
сти. (Показатель преломления среды обратно пропорционален скорости 
распространения света.)

Ч а с т н ы е  с л у ч а и  у р а в н е н и й  б о л е е  в ы с о к и х  
п о р я д к о в

В  задачах 4208 —  4217 найти общие решения уравнений.

4208. У "  =  ~ . 4209. У "  =  cos 2х.
4210. у х =  еах. 4211. х1 f  =  ( J J .
4212. хуv = / v. 4213. У "  =  ( / ) 3.
4214. У У " =  3 О»")*. 421 б. y f  — У  У ’ =  0.
4216. У "  [ 1 +  (У)*] =  ЗУ О Т  4217. О")* -  У  У "  =  (£ )* .
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П р и б л и ж е н н ы е  р е ш е н и я

4218. При исследовании колебания материальной системы с одной 
степенью свободы встречается дифференциальное уравнение вида У ' =  
= / i  (■*)+ft (у )-f-/з (/)• Решить это уравнение графически, если:

1) / | (* )  =  0, /t (y)z= —  ]/jf>/» (/ ) =  0,5/ и у\Хтт0= у  U _ o = 0 ;
2) /, (дг) =  — jc, /*СУ) =  0, Л (У ) =  — 0,1/ — 0, Ху'1 и 

У\х-0= У  |дс-0= 1.
4219. y '= _ v y  —  х*; у  |*„о  =  1, У  U - o =  1.
1) Решить данное уравнение графически.
2) Найти несколько первых членов разложения решения в степен

ной ряд.
4220. Найти шесть первых членов разложения в ряд решения диффе-

v1 Iренцпальпого уравнения у ' = ~  —  —, удовлетворяющего начальным
условиям y ]x„ i =  1, У  |,_1 =  0.

4221. Найти в форме степенного ряда частное решение уравне
ния y '  =  jcsiny, удовлетворяющее начальным условиям д»{х_, =  0,
У  |x_i =  2: -(Ограничиться шестью первыми членами.)

4222. Найти в форме степенного ряда частное решение y = f ( x )  
уравнения У = хуУ, удовлетворяющее начальным условиям / (0 )= 1 ,  
f  (0) =  1. Если ограничиться пятью первыми членами разложения, то 
будет ли этого достаточно для вычисления/ ( — 0,5) с точностью до 0,001?

4223. Найти семь первых членов разложения в ряд решения диффе
ренциального уравнения у У ’ у у  =  0, удовлетворяющего началь
ным условиям _у|*-о =  1. У U-o =  0. Какого порядка малости будет 
при х-+0  разность у  —  (2 —  jc —  е~х)?

4224. Найти 12 первых членов разложения в ряд решения диффе
ренциального уравнения У ' у У  —  2 =  0, удовлетворяющего начальным

условиям у  | * _ о  =  0, У  „ о  =  0. Вычислить интеграл ^yd x  с точностью
о

до 0,001. Вычислить У ) х=0.5 с точностью до 0,00001.
4225*. Электрическая цепь состоит их последовательно соединенных 

индуктивности L =  0,4 генри и электрической ванны. В  панне находится 
литр воды, подкисленной небольшим количеством серной кислоты. Вода 
разлагается током, при этом меняются концентрация, а следовательно н 
сопротивление раствора в ванне. Напряжение на клеммах поддержи
вается постоянным (20 в). Количество вещества, выделяющееся при 
электролизе, пропорционально току, времени и электрохимическому 
эквиваленту вещества (чакон Фарадея). Электрохимический эквивалент 
воды равен 0,000187 гукулон. Сопротивление раствора в начале опыта 
/?о =  2 ом, начальный ток 10 а. Найти зависимость (в форме степенного 
ряда) объема воды в сосуде от времени.

4226*. Электрическая цепь состоит из последовательно соединен
ных индуктивности L =  0,4 генри и электрической ванны, первоначаль
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ное сопротивление которой 2 о.и. В ванне в литре воды растворено 
10 г хлористого водорода. Кислота разлагается током, при этом 
меняется концентрация раствора (ср. с предыдущей задачей, где коли
чество растворенного вещества не менялось, а менялся объем раствори
теля). Напряжение на клеммах цепи 20 л, электрохимический эквива
лент к хлористого водорода равен 0,000381 г/кулон, начальный ток 
10 а. Найти зависимость (в форме степенного ряда) между количеством 
соляной кислоты в растворе и временем.

§ 4. Линейные уравнения

4227. Функции jc3 и jc* удовлетворяют некоторому однородному 
линейному дифференциальному уравнению второю порядка. Убедиться, 
что они образуют фундаментальную систему, и составить уравнение.

4228. То же для функций ех и jcV .
4229. Функции jc, jc3, е* образуют фундаментальную систему реше

ний линейного однородного уравнения третьего порядка. Составить это 
уравнение.

4230. Функции jc* и х3 образуют фундаментальную систему реше
ний линейного однородного уравнения второго порядка. Найти решение 
этого уравнения, удовлетворяющее начальным условиям у  \* _ i  =  1 ,
/U-,=o.

4231. Функции cos* jc и sin*jc удовлетворяют некоторому линейному 
однородному уравнению второго порядка:

а) проверить, что они составляют фундаментальную систему 
решений;

б) составить уравнение;
в) показать, что другой фундаментальной системой этого уравне

ния являются функции 1 и cos2jc.
4232*. Если y t есть частное решение уравнения

/ ’ -\-/P(x) +  yQ (x ) =  0,
то

yt =  Cyt  ̂ е“  J  Pix)ax ^  (С — постоянное)

тоже является решением. Показать это тремя способами:
1) непосредственной проверкой, 2) заменой у =  ухг, 3) из формулы 

Остроградского.
4233. Пользуясь формулой задачи 4232, найти общее решение 

уравнения ( 1 — jc* )/ ' — 2* У  -j- 2^ =  0, зная его частное решение 
У\ — х.

24234. Решить уравнение У" -}- ~ У  -\-у=0, зная его частное реше-
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4235. Уравнение (2х—  .**)/'-{-(•**— 2) У 4 - 2 ( 1— х)у  =  0 имеет 
решение у  =  с*. Найти решение уравнения, удовлетворяющее начальным
УСЛОВИЯМ̂  U _ ! =  0,/х -1 =  1.

4236*. Найти необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
уравнение У  -\~УР (х )— j>Q(jc) =  0 имело два линейно независимых 
решения y t и у*, удовлетворяющих условию у\уг=  1 .

4237*. Найти общее решение уравнения
(1 —  лг*) у "  —  х /  +  9_у =  0,

если его частное решение есть многочлен третьей степени.
В задачах 4238 — 4240 легко подобрать одно частное решение 

(не считая тривиального ,у =  0) для данного уравнения. Найти общие 
решения этих уравнений.

4238. у "  —  tg дг -У +  2у =  0. 4239. /  — У  +  ^  =  °-

424°- У - ^ т У + ^ г , = ° -
4241. Найти общее решение уравнения

дтУ" —  3.v*у" +  бдгУ — 6у =  0, 
зная частные решения y i =  x  и j ' J =  .v*.

В  задачах 4242 — 4244 найти общие решения неоднородных урав
нений.

4242. х У  —  ху' у  =  4jc*.
«4 3 . y - - i r x y  +  - ± T y = x - , .

4244. (Здг+2дг*)У —  6 (1 + х ) У +  6J ' = 6-
4245. Уравнение (1 -f- х*)у” 2хУ  — 2у =  4дг* -j- 2 допускает част

ное решение у  =  д*. Найти решение этого уравнения, удовлетворяющее 
условиям у  U__, =  0, у  U__, =  0.

4246. Найти шесть первых членов разложения в степенной ряд 
решения дифференциального уравнения У '  —  (1 -J- дг*)_у =  0, удовлет
воряющего начальным условиям / х. . о = — 2, У\Хш.о =  2.

4247. Найти девять первых членов разложения в степенной ряд 
решения дифференциального уравнения у " =  х*у —  У , удовлетворяю
щего начальным условиям у\Хш,0=  1» У  U-e =  0.

4248. Записать в виде степенного ряда частное решение уравнения 
У" —  хУ -\-у — 1 = 0 ;  у  |,_0 =  0, У  |х.» =  0.

4249. Записать в виде степенного ряда общее решение уравнения 
у "= у - е х. (Ограничиться шестью первыми членами.)

4250. Записать в виде степенного ряда общее решение уравнения 
у " ху' —  х*у= 0. (Ограничиться шестью первыми членами.)
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В  задачах 4251 — 4261 найти общие решения уравнений
4251. / '+ /  — 2у =  0. 4252. у " — 9у =  0.
4253. У ' —  4/ =  0. 4254. / '  — 2/ — у  =  0.
4255. ЗУ ' — 2 /— 8у =  0. 4256. У'-\-у =  0.
4257. У +  6 У +  13  ̂=  0. 4258. 4У' — 8у +  Ъу =  0.
4259. У ' —  2У +  у  =  0. 4260. 4 ^  — 20 ̂  - f 25jc =  0.
4281. 2у' -|~у —J— 2 sin* 15° cos* 15° ■ =  0.
В задачах 4262 — 4264 найти решения уравнений, удовлетворяющие 

указанным начальным условиям.
4262. У ' —  4у +  3^ =  0; _ у |,_ 0 =  6, y U - o = 1 0 .
4263. У ' +  4У + 29j/ =  0; у |,_o =  0, y | , _ 0=15.
4264. 4y'-{-4y-f->» =  0; у  |л _ 0 =  2, / Ц _ о  =  0.
4265. Дано частное решение некоторого линейного однородного 

уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами y i =  emx. 
Дискриминант соответствующего характеристического уравнения равен 
нулю. Найти частное решение этого дифференциального уравнения, обра
щающееся вместе со своей производной в 1 при j c = 0 .

4266. Найти интегральную кривую уравнения /-}-9_у =  0, прохо
дящую через точку Af(it, — 1 ) и касающуюся в этой точке прямой 
у-\-  1 = Х --1C.

4267. Найти интегральную кривую уравнения у ’ ky =  0, проходя
щую через точку М  (jc*, у„) и касающуюся в этой точке прямой у — _у0 =
—  а(х  — xQ).

В задачах 4268 — 4282 составить общие решения неоднородных 
уравнений, находя их частные решения либо подбором, либо методом 
вариации произвольных постоянных.

4268. 2 f  - у Г - у =  2е*. 4269. f  +  а*у =  е*.
4270. У ' — 7У —{-6_у =  sinх. 4271. y'-\-2y-\-5y = — yCOs2x
4272. У ' —  Gy - f 9 у=  2х* —  х  +  3.
4273. У ' — 2У +  2у=  2х. 4274. у ' - f 4у — Ъу =  1.
4275. У ' — ЗУ -f- 2у= / (jc), если f(x ) равна:
1) 10е~х; 2) Зе4*; 3) 2 sin jc; 4) 2х* — 30; 5) 2<r*cos*|;
6) x —  e-ix+\\ 7) ех(Ъ —  4jc); 8) 3jc +  5sin 2Jr, 9) 2ex — <r4r;
10 ) sinjc sin 2x\ 1 1 ) shjc.
4276. 2у  -(- 5y =  / (jc), если f(x ) равна:
J J  5jc*— 2jc — 1; 2) r*; 3) 29 cosjc; 4) cos4 jr,
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5) 0,\е~*Лх— 25 sin 2,5х, 6) 29xsinjr, 7) lOOx-e'^cosx;
8) 3 • ch -j jc.

4277. у '  —  4y -f- 4_y= / (x), если /(jc) равна:
1) 1; 2) e~*\ 3) 3<?ir; 4) 2 (sin 2jc -)- д-); 5) sin x  cos 2jt, 6) sin’ jr,
7) 8 (x* -|- егх -f- sin 2x); 8) sh 2jr, 9) shx-j-sinx,
10) ex —  sh(x — 1).
4278. y " -\-y= f(x ), если /(jc) равна:
1) 2.x-1 — jc -j— 2; 2) — 8 cos 3jt, 3) cos x, 4) sin jc — 2e~x\
5) cosjc cos 2д-, 6) 24sin*jr, 7) chx.
4279. 5У  — 6y  -f- 5y= / (x), если f (x )  равна:

3 8
1) 5еъ * ' 2) sin^jr, 3) e**-\-2x3 — x-{-2; 4) e 5 ^-cosx;

-  X5) e 5 * ■ sin Д-, 6) 13 cx • ch x.

4280. У  y-\- ctg*x =  0. 4281. f  -  2 /  + y==- Jl- r
4382. _y"— У  =  / ( jc), если /(x ) равна:
1 ) 2) 1 — e1Jr; 3) e** cos c* .

/
В задачах 4283 — 4287 найти частные решения уравнений, удовлет

воряющие указанным начальным условиям.
_  я

4283. 4у'-|- ЮУ \ 5у= 4е  2 ^|х_ 0= 3 , .у|,_о =  — 5,5.
4284. У ' — 2 y + 1 0 j;= 1 0 x 1+ 18х +  6; у | ,« о = 1 , У | ,- о = 3 .2 .
4285. У ' — У  =  2 (1— х); _у|*_0= 1 , у | , _ 0= 1 .
4286. уГ —  2У =  ̂ (х *  +  х  — 3); _у|,-о =  2, у|х_0 = 2.
4287. У ' + .У -f-sin 2х =  0; = У U —« =  1-
4288*. Показать, что частное решение у  уравнения а^у' -f- Я|У -4- 

-(-а^у =  Аерх (а#, аь а* — постоянные коэффициенты, и Л —действи
тельные или комплексные числа) имеет вид у  =  -~^-ерх, если р не 
является корнем характеристического уравнения <р (г) =  а0г* +  
—J— =  0; если р — простой корень характеристического

уравнения; у  =  -г-^ерх, если р —двойной корень характеристического 
уравнения.

В задачах 4289 — 4292 найти общие решения уравнений Эйлера. 
4289. х У  — 9хУ +  2 \у =  0. 4290. Xх/  -j- ху' •+- у  =  х.
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4291. —  А .J  дг 1 л*' х
4292. х У  —  2дг/ +  2у +  дг —  2х* =  0.
4293. Е с л и  о с ь  вала турбины расположена горизонтально и если 

центр тяжести диска, насаженного на вал, не лежит на оси, то прогиб у 
оси вала (рис. 71) при его вращении удовлетворяет уравнению

— ш4) У = £ cos ш'  + цЛ’-
где т  — масса диска, а — постоянное число, зависящее от рода закреп
ления концов А и В\ ш — угловая скорость вращения, е — эксцентриси
тет центра тяжести диска. Найти об
щий интеграл этого уравнения.

4294. Материальная точка массы
1 г отталкивается вдоль прямой от 
некоторого центра с силой, пропор
циональной ее расстоянию от этого 
центра (коэффициент пропорциональ
ности равен 4). Сопротивление среды 
пропорционально скорости движения (коэффициент пропорционально
сти равен 3). В  начале движения расстояние от центра равно 1 см, 
а скорость — нулю. Найти закон движения.

4295. Частица массы 1 г движется по прямой к точке А под дей
ствием некоторой силы притяжения, пропорциональной расстоянию ее от 
точки А. На расстоянии 1 см действует сила 0,1 дины. Сопротивление 
среды пропорционально скорости движения и равно 0,4 дины при ско
рости 1 см сек. В момент t =  0 частица расположена на расстоянии 
10 см от точки А и скорость ее равна нулю. Найти зависимость рас
стояния от времени и вычислить это расстояние для f =  3 сек (с точ
ностью до 0,01 см).

4296. Материальная точка массы т  движется по прямой из Л в в  
под действием постоянной силы F. Сопротивление среды пропорционально 
расстоянию тела от В  и в начальный момент (в точке А) равно f  ( f  <^F). 
Начальная скорость точки равна нулю. Сколько времени точка будет 
двигаться из А в В ?  (АВ =  а).

4297. Тело массы 200 г подвешено на пружине и выведено из 
состояния покоя вытягивание^ пружины на 2 см, после чего отпущено 
(без начальной скорости). Найти уравнение движения тела, считая, что 
сопротивление среды пропорционально скорости движения. Если тело 
движется со скоростью 1 см/сек, то среда оказывает сопротивление
0,1 Г; сила напряжения пружины при растяжении ее на 2 см равна 
10 кГ. Весом пружины пренебрегаем.

4298. Деревянный цилиндрический чурбанчик ( S —  100 см*, Л =  20 см, 
К =  0,5 г/см3) полностью погружен в воду и отпущен без начальной 
скорости. Считая, что сила трения пропорциональна высоте погруженной 
части, выяснить, каков должен быть коэффициент пропорциональности А,

Центр тяшести диска •------у

Рис. 71.
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чтобы в результате первого подъема над поверхностью воды пока
залась ровно половина чурбанчика.

Сколько времени (#|) будет продолжаться первый подъем?
Каково будет уравнение движения при первом подъеме?
4299*. Узкая длинная трубка вращается с постоянной угловой ско

ростью to вокруг перпендикулярной к ней вертикальной оси. В  началь
ный момент на расстоянии а0 от оси внутри трубки находился шарик 
массы т .  Считая, что в начальный момент скорость шарика относительно 
трубки была равна нулю, найти закон движения шарика относительно 
трубки.

4309. Решить предыдущую задачу в 'предположении, что шарик 
прикреплен к точке О пружиной. Сила действия пружины на шарик 
пропорциональна деформации пружины, сила k дин вызывает изменение 
длины пружины на 1 см. Длина пружины в свободном состоянии равна аи.

У р а в н е н и я  в ы с ш и х  п о р я д к о в

В задачах 4301 — 4311 найти общие решения уравнений.
4301. У "  +  9У =  0. 4302. y v )  _  1 3 /4 -3 6 ^ = 0 .
4303. у 1 V) =  8У' —  16у. 4304. y ,v>= 1
4305. У " —  13 у—  12  ̂=  0. 4306. У "  —  з у ' +  з у  —  у  =  0.
4307. У Ъ  +  2У "  -\- У  =  0. 4308. У»' = / •  ~ 2*.
4309. у 'V ) 4-^ =  0.
43Ш. 64yvill>-|-48yv,>-f 12y IV> + y , =  0.
4 3 1 1 . y » ) + ^ y - - i > - f - ^ f ^ y - - J) + . . . 4 - y y - b ^ = o .

4312. У "  = — У ; у \х„о  =  2, У |х - о  =  0, у ' | * _ 0 =  —  1.
4313. y v> = У ;  у U _o  =  0, У и _ о = 1 ,  y ' U - o  =  0,

У " U —о =  1» y IV>U_o =  2.

В  задачах 4314 —4320 составить общие решения неоднородных урач- 
нений, находя их частные решения либо подбором, либо методом вариа
ции произвольных постоянных.

4314. У " —  4 У '+  5У —  2 у =  2лг +  3.
4315. У "  —  ЗУ  2у =  е~* (4дг4 +  4дг —  10).
4316. y lv> -j- 8 /  -}- 16у =  cos х.
4317. У 1 ̂  +  2а*У' -f- аку  =  cos ах.
4318. / v >- {- / ' =  je*— 1.
4319. y IV>— у  =  xer cos дг.
4320. у 1 v> —  2 у '-j-y =  8 (еr -J- <'’*) -j- 4 (sin х  -|- cos дг).



4321. У "  +  2У' + у  4- 2е-*х =  0; у |х -о =  2,

У|л — о= 1» У U — o== !•
4322. У " — у  =  3 (2 — дг4); у\х_ 0= У \ х - о = / '\ х - о =  I.
4323. Решить уравнение Эйлера х 'У ” -\-х/ — у  =  0.

5 5. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ

§ 5. Системы дифференциальных уравнений

4324.1.

4324.3.

4324.5.

4324.7.

1

dx _
d t = y -  7х’

d- l +  2 x + 5 y  =  0.

Ш  =  х - Ъ у ,

S - 3  х + »

T t = x - 2  y - z ,

d£  =  - *  +  y + Z>
dzd t = x - z .

T t= 2 x +y>

JF  =  X  +  3y~z>

<£  =  2 y+ 3 z  —  x
(корни характеристического урав
нения ri =  2, rj, j =  3di/).

4326.

4328.

а М , - 5 * + / .

dy 
dt7& = х  —  6 у+ ег

w — £ ± y
у  ~  г ’

4324.2.

4324.4.

4324.6.

^  = 2 х+ у.

%  =  Зх+ 4у. 

£ = x - y  +  z,

dy I J L = X + y - Z ,

dz п
dt =  У"

Ш = * х - У  +  г> 

T t = x + y + z ,  

~  =  4x— y  +  4z
(корни характеристического урав
нения г 1 =  1, rt =  2, гз =  5).

4325.
—  =  У dt У ’

£  =  х  +  е> +  е-'.

4327.

4329.

/ г ' =  *(*■  =  £ ) .

|хгг'4-х*-{->* =  0.
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4330.

4332.

4334.

У-

г’ :

х' -  у* -  Z”
Чхг

х* — у* — г3 '

—j- 3jc =  sin t,.d x  _ d y  
dt dt

dx . ._  + y  =  cost.

^ _ L  i?- +  x =  et 
dt• ' dt ^  ’

4331.

4333.

2 — У ( г — у)\ 

y  =  2' ( Z - y ) \

dt* ’ 
d*x
d ?= y -

dx , d* v __ .
dt I rit* •

4335. dx dy dz
z — y  x — z у  — x

dt I '  dt*
В задачах 4336— 4339 найти частные решения систем дифференциаль

ных уравнений, удовлетворяющие указанным начальным условиям. 
dy _ у * - у г  , _  
dx дс* — yz ’ У  '•* “  0 ’ 
d z__ z (x + y )4336.
tlx ■yz , г | х _ о = - 1 .

4337.
d x__  __2x
dt t *

1* l , _ i

4338.

dv , - , 2дг , 1
ai —  x + y — J+T» = — r*
rf.r . 

rfy i
a r = * + - * -

=  1;
y | i _ 0 = 2 l , _ o  =  0.

rfz I I
df — дг+->, +  г> 
dx

4339.

^  У “\~%9 x  |/ в  о—  

, v = 2  +  *> — о =  l;dt
dz
dt =  X-\-y, 2 I/ _  0 =  0.

4340. Найти пару линий, обладающих следующими свойствами: а) каса
тельные, проведенные в точках с одинаковыми абсциссами, пересекаются 
на оси ординат, б) нормали, проведенные в точках с одинаковыми абсцис
сами, пересекаются на оси абсцисс; в) одна из линий проходит через 
точку (1, 1), другая— через точку (1, 2).

4341. Даны две линии: y — f(x), проходящая через точку (0, 1)

и у —  5 проходящая через точку 0̂, Касательные, про-



5 5. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯ 27 /

веденные к обеим линиям в точках с одинаковыми абсциссами, пересе
каются на оси абсцисс. Найти линию y = f (x ) .

4342. Найти линию в пространстве, проходящую через точку (0, 1, 1) 
и обладающую следующими свойствами: а) след касательной на пло
скости Оху при перемещении точки касания вдоль линии описывает 
биссектрису угла между положительными направлениями осей Ох и Оу, 
б) расстояние этого следа от начала координат равно координате z 
точки касания.

4343. Два шарика, масса каждого из которых т ,  соединены очень 
легкой пружиной (удлинение ее пропорционально растягивающей силе). 
Длина нерастянутой пружины /0. Пружина растянута до длины 1и а затем 
в момент t =  0 оба шарика, расположенные вертикально один над дру
гим, начинают падать (сопротивлением среды пренебрегаем). Через время 
7 длина нити сокращается до /о- Найти закон движения каждого из 
шариков.

4344. Горизонтальная трубка вращается вокруг вертикальной оси 
с угловой скоростью 2 радиана в секунду. В  трубке находятся двз 
шзрика с массами 300 .и 200 г, соединенные невесомой упругой нера
стянутой пружиной длиной 10 см, причем более тяжелый шарик дальше 
от оси вращения. Сила в 0,24 и растягивает пружину на 1 см, а центр 
тижеста системы шариков удален от оси вращения на 10 см. Шарики 
удержизаются в указанном положении некоторым механизмом. В  момент, 
который считаем началом отсчета времени, действие механизма прекра
щается, и шарики приходят в движение. Найти закон движения каждого 
шарика относительно трубки. (Трением пренебрегаем.)

4345. Скорость роста культуры микроорганизмов пропорциональна 
их количеству и количеству питательных веществ (коэффициент пропор
циональности равен к). Скорость убывания питательных веществ про
порциональна наличному количеству микроорганизмов (коэффициент про
порциональности равен к\). В начале опыта в соруде имелось Ао микро
организмов и Д> питательных веществ. Найти зависимость количества А 
микроорганизмов и количества Б  питательных веществ от времени 
( * > 0 ,  /г, >  0).

4346*. Допустим, что бактерии размножаются со скоростью, про
порциональной их наличному количеству (коэффициент пропорциональ
ности равен а), но в то же время вырабатывают яд, истребляющий их 
со скоростью, пропорциональной количеству яда и количеству бактерий 
(коэффициент пропорциональности равен Ь). Далее, допустим, что ско
рость выработки яда пропорциональна наличному количеству бактерий 
(коэффициент пропорциональности равен с). Число бактерий сначала 
возрастает до некоторого наибольшего значения, а затем убывает, стре
мясь к нулю. Показать, что для любого момента t число N  бактерий 
дастся формулой

4.И
N ~  (екТ+ 7 ТГУ ‘
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где М  — наибольшее число бактерий и время t измеряется от того 
момента, когда N —  М, к — некоторая постоянная.

4347. Два цилиндра, основания которых лежат в одной плоскости, 
соединенные внизу капиллярной трубкой, наполнены жидкостью до раз
ной высоты (Hi и Щ .  Через трубку в единицу времени протекает объем 
жидкости, пропорциональный разности высот, т. е. равный а - (/ft —  ltt), 
где « — коэффициент пропорциональности. Найти закон изменения высоты 
жидкости в сосудах над капиллярной трубкой. Поперечное сечение сосу
дов Si и S’»

§ 6. Вычислительные задачи

4348. 1 кг воды, теплоемкость которой считается постоянной, а 
начальная температура равна вп> нагревается погруженным в воду элек
трическим прибором, сопротивление которого R  зависит от температуры О 
линейно: R  =  R„(\ 0,004 б), где Ro —  сопротивление при 0° С (закон, 
справедливый для большинства чистых металлов). Термоизоляция сосуда 
настолько хороша, что теплоотдачей пренебрегаем.

Найти зависимость между температурой 0 и временем t в интервале 
O ^ t ^ T ,  если:

1) Напряжение Е  вводится равномерно от Е  =  0 до Е = £ ( в течение 
Т сек. Вычислить с точностью до 1°, на сколько градусов повысится 
температура воды к концу 10-й минуты, если 0о =  О°, £, =  110 в, Ro =  
=  10 ом и Т —  10 мчи.

2) Напряжение изменяется по закону E = E tS in  100 nt. Вычислить с точ
ностью до 1°, на сколько градусов повысится температура воды к концу 
10-й минуты, если 9„ =  0°, £ *= 110  в и R0= \ 0  ом.

4349. Литр воды нагревается спиралью, сопротивление которой 24 ом. 
При этом вода отдает тепло окружающей среде, имеющей температуру 
20э С (скорость охлаждения пропорциональна разности между темпера
турами тела и среды). Известно также, что если ток выключить, то 
температура воды понизится с 40° до 30° за 10 мин. Начальная темпе
ратура воды 20° С. До какой температуры нагреется вода за 10 мин, 
если:

1) Напряжение вводится равномерно от £ в =  0 до Ei =  120 в в тече
ние 10 мин? Точность—‘ 0,1°.

2) Ток переменный, и напряжение изменяется по формуле Е  =  
=  110 sin 100 nt? Точность —  0,1°.

4350. Дано уравнение У  =  ̂ —  л:*. Составить таблицу значений ре
шения, удовлетворяющего начальному условию у  |*_1 =  1, давая х  зна
чения от 1 до 1,5 через 0,05. Вычисления вести до третьего десятичного 
знака.

4351. Вычислить при дг=1 значение частного решения дифферен
циального уравнения у ’ = у  -f- х, удовлетворяющего начальному условию

Вычислить затем первые пять приближений y it y f, у^ y k, y t
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(до четвертого десятичного знака) по методу последовательных прибли
жений. Сравнить результаты.

4352. Известно, что интеграл § е~х' dx не берется в конечном виде
X

в элементарных функциях. Пользуясь тем, что функция у  =  ех е~,г dt
о

0.5
является решением уравнения У  =  2ху -{- 1, вычислить \ е_А* dx. Вос-

о
пользоваться методом последовательных приближений, ограничиваясь 
пятым приближением. Сравнить результат с приближенным значением, 
вычисленным по правилу Симпсона.

4353. у = / (х) является решением дифференциального уравнения 
У  = у >— х  при начальном условии у  |ж_ 0=  1. Найти по методу после
довательных приближений четвертое приближение (_}ч). ограничиваясь 
таким количеством слагаемых, которое необходимо, чтобы вычислить 
J'i(0 .3) с тремя десятичными знаками. Найти затем несколько первых 
членов разложения f (x )  в степенной ряд; вычислить /(0,3) также с тремя 
знаками после запятой и, считая /(0,3) более точным результатом, оце
нить погрешность значения (0,3).

4354. у = f (х) является решением дифференциального уравнения
у ' J

У '= - -----при начальных условиях ^'|л:=о=1» У и = о  =  0. НайтнУ х
/(1,6) с точностью до 0,001.

4355*. у = f (х) является решением дифференциального уравнения 
у "  = У — .y-f"* ПРИ начальных условиях у  | * _ i = l ,  У | л._ [ =  0. Найти 
/(1,21) с точностью до 0,000001.

4356*. y = f ( х) является решением дифференциального уравнения 
У ' =  ху ' — при начальных условиях д»|л„о = 1 ,  У |*- о  =  0.
Найти / (д )  с точностью до 0,0001.

4357. Линия зздана уравнением y = f (x ) .  Найти разложение функции 
/ (х) в ряд, зная, что она удовлетворяет дифференциальному уравнению 
У  =  ху  и начальным условиям _у |,_0 =  0, У ) * _ 0= 1 . Вычислить 
с точностью до 0,0001 кривизну линии в точке с абсциссой 1.
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§ 1. Тригонометрические многочлены
f ix  е - 1х

4368. Пользуясь формулами Эйлера cosjc = --- -̂--  и sinjr =
ei x __e ~ lx

= ---Yi—'— » доказать, что функции sin jc и cos лг могут быть пред
ставлены в виде тригонометрических многочленов «-го порядка.

4359. Доказать соотношения
2*  2«  2*

 ̂ sin" лг-cos m xdx=  J sin" jc sin mjc «/jc =   ̂ cos" jc cos mx dx =  
o o o -  

2*

=  J cos" jcsin mxdx =  0, если ю > л  (/я и я — целые числа),
о

4360. Показать, что всякий тригонометрический многочлен я-го 
порядка, составленный из одних косинусов, можно представить в виде 
P(cos<p), где Р (х ) — многочлен я-й степени относительно jc.

4361. С помощью формул Эйлера (см. задачу 4358) доказать соот
ношение

r in ^ c c ^ L + l) !
cos f  -j- cos 2ф -f- ... -f- COS rt'f = --------- -----.

sin

4362. Доказать соотношения:
1 ) cos®-f-cos3'f -j- ... -f-cos(2я — l) 'f  = = y ^ ;

Sin'S sin<H±l>2
2) sin <p -f- sin 2<p —{— .. .  -f- sin n<f = -------------.

sin
4363. Найти нули тригонометрических многочленоз

sin <р -f- sin 2® -f- ... -f- sin л?
и

cos <p cos 2 f -}" • • • 4* cos n?
в интервале [0, 2 к].



4364. Показать, что тригонометрический многочлен
, sin 29 . . sin л®s in ?4 ---+  ------^

в интервале (0, «] имеет максимумы в точках . Зд^  р , . ..

. . . , (2q — 1) и минимумы в точках 2 • — — 1)“ " ,  где
п л +  1q =  у , если п —  четное, и q =  —— -, если п —  нечетное.

4365*. Доказать, что тригонометрический многочлен без свободного 
члена

Фя (? ) =  fli cos <р -j- bi sin 9 -f- . .. -|- o„ cos я ? sin Щ>

не равный тождественно нулю, не может сохранять для всех <р посто
янного знака.

§ 2. Ряды Фурье

4366. Убедиться, что функция у = х * sin— при х ф О  и у  =  0 при
д- =  0 в интервале [ —  г, я] непрерывна вместе со своей первой про
изводной, но не удовлетворяет условиям теоремы Дирихле. Можно ли 
ее разложить в ряд Фурье в интервале [ —  к, я]?

Решить задачи 4367 —  4371 в предположении, что /(дг) —  непрерыв
ная функция.

4367. Функция / (д ) удовлетворяет условию

/(•* +  ’') = — Л*)-
Доказать, что все ее четные коэффициенты Фурье равны нулю 
(а0 =  ai — bi =  ai =  l)i =  ... =  0).

4368. Функция / ( а )  удовлетворяет условию
f ( x - \ - T ) = f ( x ) .

Доказать, что все ее нечетные коэффициенты Фурье равны нулю.
4369. Функция /(дг) удовлетворяет условиям / (— х )= )\ х )  и

/х* 4 - * )= — /(■*)•
Доказать, что bi =  bt =  b3 =  ... =  0 и аа =  а* =  а4 = . . .  =  0.
4370. Функция / (л ) удовлетворяет условиям

/ Ч - * )  =  - / ( * )  и / ( *  +  *) =  - / ( х).
Доказать, что ал =  а\ =  а4 =  . . . =  0 и bi =  bi =  bt =  . .. =  0.

4371. Функция /(х ) удозлетворяет условиям:
L' а) / (—  дг)=/(д-) и / ( *  +  * )= / ( * ) ;

б ) / ( _ * ) = =  _ / ( х )  и / (д г  It ) = f ( x ) .
; Какие из ее коэффициентов Фурье обращаются в нуль?

S 2. РЯДЫ ФУРЬЕ 28
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4372. Разложить в ряд Фурье функцию, равную —  1, в 
(—  к, 0) и 1 в интервале (0, к).

4373. Разложить в ряд по синусам функцию у  =  ~ —  у  
вале (0, тс).

4374. Используя результаты зздач 4372 и 4373, получить
1C —  хпня для функций у  =  х  и у  =  — . Указать интервалы, в

полученные формулы будут справедливы.

4375. Разложить функцию у  =  ~  —  у  в интервале (0, к) 
косинусам.

4376. Разложить функцию у  =  х* в ряд Фурье: 1) в 
(— 17, г.), 2) в интервале (0, 2т.) (рис. 72 и 73).

интервале

в интер-

разложе-
которых

в ряд пэ 

интервал:
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При помощи полученных разложений вычислить суммы рядов:

S i= s l + i + i +  — + 31+  •••»

&  =  1 —  у« +  -д» —  • • • +  (— 1)"'1 +  • • • *

В  задачах 4377 —  4390 разложить в ряд Фурье данные функции 
в указанных интервалах.

4377. Функцию у = х *  в интервале (0, г) в ряд синусов.
4378. Функцию у  =  х3 в интервале (— к, г).
4379. Функцию f(x ), равную 1 при — к< [л '< ^0 и равную 3 при

4380. Функцию f(x ), равную 1 в интервале (0, Л) и равную 0 
в интервале (Л, г.), в ряд косинусов (0 < А < « ) .

4381. Напрерывную функцию f(x ), равную 1 при х  =  0, равную 0 
в интервале (2Л, я) и линейную в интервале (0, 2Л), в ряд косину
сов (0 < Л < 1г/2).

4382. Функцию _у =  J jc | в интервале (— /, /)•
4383. Функцию у  =  ех— 1 в интервале (0, 2те).
4384. Функцию _у =  е* в интервале (— /, /)•
4385. Функцию у =  cos ах в интервале (— «, к) (а —  не целое 

число).
4386. Функцию у =  sin ах в интервале (— г., г) (а —  не целое

4387. Функцию у  =  sin од: (а —  целое число) в интервале (0, г) 
в ряд косинусов.

4388. Функцию у  =  cos ах (а —  целое число) в интервале (0, к) 
в ряд синусов.

4389. Функцию _у =  sh ал: в интервале (— тс, тс).
4390. Функцию y  — chx в интервале (0, тс) в ряд косинусов и ряд 

синусов.
4391. Разложить в ряд Фурье функцию, график которой изображен 

на рис. 74.

0 < л г < т с .

число).

-3 -2 -I 0 1 2  3 *
Рис. 74.



4392*. Разложить в ряд Фурье функцию, график которой изобра
жен на рис. 75.
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4393*. Разложить в ряды Фурье функции, графики которых приве
дены на рис. 76 и 77.

У

|\• \1 \
! \ л  -fiz-a) -а 0 А

У
а. п-а гсЧ Г

Рис. 76.

,У

\ /  \ А У
X /  ! ! \Л ь  ! : X /  г

-г. -(г.-а1 - а  о а  r.- а  л  х

Рис. 77.

4394. Разложить функцию _у =  jc (tr —  jc) в ряд синусов в интер
вале (0, г). Использовать полученный результат для нахождения суммы 
ряда

1 _  J_I_L _  J—и
1 7* ' у (2я — 1 )* '

4395. Дана функция o(jc) =  (n* —  дг4)*
а) Убедиться, что имеют место равенства

<р ( — г )  =  ?  (к ), « / (—  тс) =  ^ ' ( г )  и с?" ( —  г )  =  f "  (г )  

Дно f (— г.) ф ? '"(* )].
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б) Используя полученные равенства, разложить функцию <р (дг) в ряд 
Фурье в интервале (— it, к).

в) Вычислить сумму ряда

1___ ?__1__1_____ L _1_ -I (— 1)*~1 I
2* ‘ 3 ‘  - Г —

§ 3. Метод Крылова. Гармонический анализ

В задачах 4396—  4399 улучшить сходимость тригонометрических 
рядов, доведя коэффициенты до указанного в скобках порядка к.

4396*.
СО
V Л*
— л* + 1

4397*.

л* 1
оо
V
L ( -  1Г

4398*.

п 1
оо
у Л* 4-1Л |L a П * -f- 1

4399*.

п—0
со

' 51
. ля Л Sin

л = 2 п* — 1

4400. Функции f i(x ) (1=  1, 2, 3) заданы в интервале [0, 2it) сле
дующей таблицей:

X 0 ятг я"Г я
~2

2я
3

5я
т я 7 я

т
4ят Зя

2
5я

т
11я
6

f\ (-') 27 32 35 30 26 20 18 22 26 30 32 36

A(.v) 0,43 0,87 0,64 0,57 0,28 0 - О Д ) -0.64 -0,25 0,04 0,42 0.84

А  (х) 2.3 3,2 2,1 1,6 -0,4 -0,2 -0,4 0,3 0,7 0,9 1,2 1,6

Найти приближенное выражение этих функций в виде тригонометри
ческого многочлена второго порядка.
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ЭЛЕМ ЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ •)

В е к т о р н о е  поле,  д и в е р г е н ц и я  и в и х р ь

4401. Найти векторные линии однородного поля А (Р ) =  a i b j -\- 
-f- ск, где а, b и с —  постоянные.

4402. Найти векторные линии плоского поля А (Р ) =  —  a>yi-\-<axj, 
где о) —  постоянная.

4403. Найти векторные линии поля А (Р ) =  —  ш у 1 w x j h k ,  
где ш и  h —  постоянные.

4404. Найти векторные линии поля:
1) A (P ) =  (y-\-z)i — x j— xk\
2) A (P ) =  ( z - y ) i  +  ( x - z ) ] +  ( y - x )k ;
3) А (Р )= х (у *  — z*) I —  у  (2* +  x * ) j+ z  (x '+ y * )  ft.

-В задачах 4405 —  4408 вычислить дивергенцию (расходимость) и 
ротор (вихрь) заданных векторных полей.

4405. A(P)=xi-\-yj-\-zk.
4406. А (Р ) =  ( /  +  2*) i +  (2s - f x*)j - f (x* + У )  ft.
4407. A (P ) =  xtyzi-\-xyizJ-{-xyzik.
4408. A (P ) =  grad (x1 -|-_ye -{- 2*).
4409. Векторное поле образовано силой, имеющей постоянную вели

чину F  и направление положительной оси абсцисс. Вычислить дивер
генцию и вихрь этого поля.

4410. Плоское векторное поле образовано силой, обратно пропор
циональной квадрату расстояния от точки ее приложения до начала 
координат и направленной к началу координат. (Например, плоское 
электрическое поле, образованное точечным зарядом.) Найти диверген
цию и вихрь ЭТО̂ Ч) поля.

4411. Найти дивергенцию и вихрь пространственного поля, если 
силы поля подчинены тем же условиям, что и в задаче 4410.

4412. Векторное поле образовано силой, обратно пропорциональной 
расстоянию от точки ее приложения до оси Oz, перпендикулярной

*) Задачи на свойства скалярного поля и сто градиента помещены в § 4 
главы XI.



к этой оси и направленной к ней. Вычислить дивергенцию и вихрь этого 
поля.

4413. Векторное поле образовано силой, обратно пропорциональной 
расстоянию от точки ее приложения до плоскости хОу и направленной 
к началу координат. Вычислить дивергенцию этого поля.

В  задаче 4414 и дальше г — радиус-вектор, г =  |г| — его модуль.
4414. Вычислить div(ar), где а —  постоянный скаляр.
4415. Доказать соотношение

div (fi4) =  «р div А -{- (A grad tf),

где tp =  tp (лг, у, г) —  скалярная функция.
4416. Вычислить d iv6 (га) и d ivr(ra ), где а и Ь —  постоянные 

векторы.
4417. Вычислить d i v ( aX f )> гДе а —  постоянный вектор.
4418. Не переходя к координатам, вычислить дивергенцию вектор

ного поля:

1) А (Р ) =  г (а г )- 2 а г \  2) А (Р) =  -jy -~  ̂  i , 3) g r a d ^ ^ L - .
4419. Вычислить дивергенцию векторного поля

A (P )= f (\ r \ )± .

Доказать, что дивергенция поля равна нулю только тогда, когда
С С/(\г\) =  -р, если поле пространственное, и /(| г | ) = - ^ , если поле плос

кое, где С —  произвольное постоянное число.
4420. Доказать, что

rot [Ai (Р) +  А, (Р)] =  rot А\ (Р ) +  rot Аг (Р).

4421. Вычислить rot [ср А (Р)], где —  ср (х,у, г ) —  скалярная функция.
4422. Вычислить rot га, где а —  постоянный вектор.
4423. Вычислить rot (а X  где а —  постоянный вектор.
4424. Твердое тело вращается с постоянной углов эй скоростью ш 

вокруг оси. Найти дивергенцию и вихрь поля линейных скоростей.
4425. Доказать соотношение

п (grad (Ап) —  rot (А X  я )) =  div А, 

если п —  единичный постоянный вектор.
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Дифференциальные операции векторного анализа (grad, div, rot) удобно 
представлять с помощью символического вектора V (<набла> — оператор Га
мильтона):
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Применение этого оператора к той или иной (скалярной или векторной) 
величине нужно понимать так: слслует проделать по правилам векторной ал
гебры операцию умножении этого вектора на данную величину, а затем умно-

д „ жение символа и т. п. на величину S  рассматривать как нахождение соот
ветствующей производной. Тогда gradu =  Vu; diV j4= V/4; ro t/4= V  X  А.

При помощи оператора Гамильтона можно записывать и дифференциаль
ные операции второго порядка:

W a  =  div grad u; V x V a  =  rot grad u; V (V/4) =  grad div A;
V(V X  A) =  div rot A', V x (V x A) =  rot rot A.

4426. Доказать, что r-Vrn =  nrn, где г —  радиус-вектор.
4427. Доказать соотношения:
1) rot grad н =  0; 2) div rot /4=0.
4428. Доказать, что

,. , дги , дги , д*и d.vgrad „  =  — +  +

(Это выражение называется оператором Лапласа и обычно обозна
чается Ди. При помощи оператора Гамильтона его можно записать 
в виде Ди =  (VV) и =  V*«.)

4429. Доказать, что
rot rot А (Р ) =  grad div А (Р ) —  ДА (Р), 

где Д/4 (Р ) =  ДЛЛ<4-Д/4У/+Д.4,*.

П о т е н ц и а л

4430. Векторное поле образовано постоянным вектором А Убе
диться, что это поле имеет потенциал, и найти его.

4431. Векторное поле образовано силой, пропорциональной рассто
янию от точки приложения до начала координат и направленной к началу 
координат. Показать, что это поле —  консервативное, и найти потенциал.

4432. Силы поля обратно пропорциональны расстоянию точек их 
приложения от плоскости Оху и направлены к началу координат. 
Будет ли поле консервативным?

4433. Силы поля пропорциональны квадрату расстояния точек их 
приложения от оси аппликат и направлены к началу координат. Будет ли 
поле консервативным?

4434. Векторное поле образовано силой, обратно пропорциональном 
расстоянию точки ее приложения от оси Ог, перпендикулярной к этом 
оси и направленной к ней. Показать, что это поле консервативно, и 
найти его потенциал.

4435. Векторное поле образовано линейными скоростями точек 
твердого тела, вращающегося вокруг своей оси. Имеет ли это поле потен
циал?
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4436. Силы поля задаются так: A ( P )= f ( r )  -(так называемое центри
рованное поле). Показать, что потенциал поля равен

и(х, у , z) =  \ f (r )d r  (г =  y G ^ f y + T 1).
а

Получить отсюда как частный случай потенциал поля сил притяже
ния точечной массы и потенциал поля задачи 4431.

4437. Найти работу сил поля A (p) =  xyi-\-yzj-\-xzk при переме
щении точки массы т  по замкнутой линии, состоящей из отрезка пря
мой х-\-г =  \, у^= 0, четверти окружности л'* -f-

■,-|-.у* =  1,2 =  0 и отрезка прямой_у-{-2 =  1, лг =  0 
(рис. 78) по направлению, указанному на чер
теже. Как изменится величина работы, если дуга В  А 
будет заменена ломаной ВОА или отрезком АД?

П о т е н ц и а л  с и л ы  п р и т я ж е н и я * )

4438. Дан в плоскости OStj однородный стер- ^  
жень АВ  длины 2/ с линейной плотностью 8, рас
положенный на оси (Л, симметрично относительно 
начала координат (рис. 79). Рис. 78.

а) Найти потенциал и (х, у ) стержня.
б) Показать, что проекции X  и Y силы притяжения, действующей 

на точку Р  массы т  с координатами 5 =  х, ц = у ,  равны

1  * = ™ и ( г а - г а ) .  >■=- " ‘ ( г а + г а ) ’
2/лЛ̂  1а результирующая сила R  по величине равна R  =  sin (j  -}- [}),

где к —  постоянная тяготения (С —  проекция точки Р  на ось О;, « —
угол АРС, р —  угол ВРС).

4439. Найти потенциал окружности 
х* у*= R*, * =  0 в точке (R, 0, 2R), 
если плотность в каждой точке равна 
абсолютной величине синуса угла между 
радиус-вектором точки и осью абсцисс.

4440. Найти потенциал первого витка 
однородной (плотность 8 )винтовой линии 
x =  acost, y  =  asint, z =  bt в начале 
координат.

4441. Найти потенциал однородного 
квадрата со стороной а (поверхностная плотность 8) в одной из его вершин.

•) Здесь (в задачах 4438 — 4449) везде имеется в виду сила тяжести, дей
ствующая по закону Ньютона. Вместо выражения «потенциал массы», располо
женного на (пли в) данном геометрическом объекте, для краткости мы говорим 
«потенциал данного объекта».

10 Г. Н. Берман
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4442. На плоскости Оху распределена масса с плотностью 8, убы
вающей с расстоянием р от начала координат по закону 8 =  j
Найти потенциал в точке (0, 0, Л). (Рассмотреть три случая: 1, Л = 1  
и Л >  1.)

4443*. Вычислить потенциал однородной боковой поверхности круг
лого цилиндра:

1) в центре его основания,
2) в середине его оси (радиус цилиндра R, высота Я , поверхностная 

плотность 8).
4444. Вычислить потенциал однородной боковой поверхности прямого 

круглого конуса (радиус основания R, высота Я )  в его вершине.
4445. Дан прямой круглый однородный цилиндр (радиус основания R, 

высота Я , плотность 8).
1) Найти потенциал в центре его основания.
2) Найти потенциал в середине его оси.
4446. Дан прямой круглый однородный конус (радиус основания R, 

высота Я , плотность 8). Найти потенциал конуса в его вершине.
4447. Найти потенциал однородного полушара х* -\-у* -{- 2* ̂  

(2^ 0) с плотностью 8 в точке А (0, 0, а). (Рассмотреть два случая: 
a ^ R  и а г=с R.)

4448*. Найти потенциал однородного тела, ограниченного двумя 
концентрическими сферами с радиусом R  и г (/ ?> г )  и плотностью 8, 
в точке, удаленной от центра шара на расстояние а. (Рассмотреть три 
случая: a ^ R ,  а ^ г  и г a *^R.) Показать, что если точка находится 
во внутренней полости тела, то сила притяжения, действующая на эту 
точку, равна нулю.

4449. Найти потенциал неоднородного сплошного шара

в точке Л (0, 0, а) (a^>R), если плотность 8= Х 29, т. е. пропорциональна 
квадрату расстояния точки от плоскости Оху.

П о т о к  и ц и р к у л я ц и я  ( п л о с к и й  с л у ч а й )

4450. Вычислить поток и циркуляцию постоянного вектора А вдоль 
произвольной замкнутой кривой L.

4451. Вычислить поток и циркуляцию Еектора А (Р) =  аг, где а —  посто
янный скаляр, а г  —  радиус-вектор точки Р, вдоль произвольной замкну
той кривой L.

4452. Вычислить поток и циркуляцию Еектора A (P ) =  x i— y j  вдоль 
произвольной замкнутой кривой L.

4453. Вычислить поток и циркуляцию вектора А (Р ) =  (х3— _у) ? 1 ’- 
+  СУ3+  дг)У вдоль окружности радиуса R  с центром в начале координат.

4454. Потенциал поля скоростей частиц текущей жидкости равен 
(I =  In г, где г =  У  х* -\-у\ Определить количество жидкости, выте-
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кающей из замкнутого контура L, окружающего начало координат, 
п единицу времени (поток) и количество жидкости, протекающей в еди
ницу времени вдоль этого контура (циркуляция). Как изменится резуль
тат, если начало координат лежит вне контура?

4455. Потенциал поля скоростей частиц текущей жидкости равен и =  <р,
где 9 =  arctg Определить поток и циркуляцию вектора вдоль замкну
того контура L.

4456. Потенциал поля скоростей частиц текущей жидкости равен 
и(х, у ) =  х (х * —  3_у®). Вычислить количество жидкости, протекающей 
за единицу времени через отрезок прямой линии, соединяющей начало 
координат с точкой ( 1, 1).

П о т о к  и ц и р к у л я ц и я  ( п р о с т р а н с т в е н н ы й  с л у ч а й )

4457. Доказать, что поток радиус-вектора г через любую замкнутую 
поверхность равен утроенному объему тела, ограниченного этой поверх
ностью.

4458. Вычислить поток радиус-вектора через боковую поверхность 
круглого цилиндра (радиус основания R, высота Н ), если ось цилиндра 
проходит через начало координат.

4459. Пользуясь результатами задач 4457 и 4458, установить, чему 
равен поток радиус-вектора через оба основания цилиндра предыдущей 
задачи.

4460. Вычислить поток радиус-вектора через боковую поверхность 
круглого конуса, основание которого находится на плоскости хОу, 
а ось совпадает с осью Oz. (Высота конуса 1, радиус основания 2.)

4461. Найти поток вектора A(P )  =  xyl-\-yzj-\-xzk через границу 
части шара jc* —|— —|— г* =  1, заключенной в первом октанте.

4462*. Найти поток вектора A (P)=yzi-\-xzJ-\-хук через боковую 
поверхность пирамиды с вершиной в точке 5(0, 0, 2), основанием кото
рой служит треугольник с вершинами 0(0, 0, 0), А (2, 0, 0) и В  (0, 1, 0).

4463. Вычислить циркуляцию радиус-вектора вдоль одного витка АВ  
винтовой линии x =  acost, y = a s in t ,  z =  bt, где А и В  —  точки, 
соответствующие значению параметра 0 и 2it.

4464. Твердое тело вращается с постоянной угловой скоростью о> 
вокруг оси Oz. Вычислить циркуляцию поля линейных скоростей вдоль 
окружности радиуса R, центр которой лежит на оси вращения, а плос
кость окружности перпендикулярна к оси вращения в направлении вра
щения.

4465*. Вычислить поток вихря поля векторов A(P)=yl-\-zj-\-xk  
через поверхность параболоида вращения

2 =  2(1 — x ' — y*),

Усеченную плоскостью 2 =  0.

10*
\
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О Т В Е Т Ы  

К  г л а в е  I
V

1. Все числа п натурального ряда, кроме л = 1  и я =  2. Если сумма 
углов S, а число сторон л, то S = * ( n  —  2).

4. а) При дс =  — 2, дс= 1, д: =  6 функция обращается в нуль;
б) при х <  — 2, — 2< д г < 1, дг> 6  функция положительна;
в) при 1< дг< 6  функция отрицательна.

6. г = -Дг^. 7. S = tg а. 8. * = /25 -  а*. 9. /(0) =  — 2;4 е
/ (1 ) =  - 0 Л  /  (2) =  0; / ( — 2) =  4; / ( -  у )  =  - 5 ;  f ( V 2) =  -  0,242...,

| / ( 1 ) | = 1 ;  <р (0) =  2; Т (1) =  0Д  «р (2) =  0; ? <-2) =  - 4 ;  т (4) =  0,41
/ ( — 1) не существует; ? ( — 1) не существует.

Ю./(1)=0; /(а) =  а‘—1; /(а-Н)=а« + За« + За; /(а— 1)=а*—За*-(- 
4-Зв— 2; 2/(2а)= 16а* — 2.

11. Г (0 ) =  1 ;  F {2) =  1; /=*(3) =  2; F < - 1 ) =  I ;  F(2fi) =  \Tl-.

F ( - l , 5 )  =  p 4 ^ ;  9 (0) =  1 ; Т (2) =  1; 9 ( - 1) =  1 ; *(лг) =  2-^» при дг> 0 
и <f (дг) =  2~*~г при х < 0; 9 (— 1) 4- /=*(1) =  1..

1 / 1 \ — -12. ф(0) = 0; +(!) = «; Ц (- 1 )в - ± ;  =а « ; -Ив) = а°+';
ф (_ о )= — о'-".

13. ,(<•) =  < •+ !; I?  « )]*  =  /• +  2/* + 1 .
20. J  ^ ^  равно тангенсу угла между секущей, проходящей через

точки (о, /  (а)) и (b, /(b)), и положительным направлением оси Ох.
22. а) дг, = 0 , дг, =  2; б) лг, =  — 1, дг, =  3. 23. дг, =  — 2, дг, =  5, х, =  —  .
24. Одним корнем всегда будет х  =  а. 25. 4 и — 2; — 2, 2, 4, 10.
26. дг, =  — 3, дг, =  — 2, дг, =  2, дг, =  3. 27. дгг£— 1 и х 2.
28. а =  4, * =  — 1.
29. а = ---9 J  ^ ( п о л а г а я  sin 0,5 =» 0,48); Л = 1 ; с =  —  -f

О -j 1

± 2, ...).
30. >= (дг + 1;*. 31. ^ = 1 -^ -1 . 32. у = У  !)*■



33. о =  У  1 (lg sin дг)*. 34. v =  ип (1 +дг).
35. 1) y  =  v ’, t? =  sin jc; 2) y = Y  v, v — ul, и =  дг+1; 3) y =  \gv, 

r= :lg ,c ; 4) y = u \  u =  sin», t; =  2x-f- I; 5) y  =  5“ , и =  w*, v  =  3.c-f 1.

36. о) — - i ; 6 )0 ; в) sin 12; r) —  sin 2лг cos’ 2jc, д) дг*— Злг'-|-Зл:*— 2х'-\-хг, 
с) 0; ж) sin (2 sin 2х).

38. 1) у =  ± У  1 — л*;’ 2) у =  ± A  У  л:* —  а’; 3) у  =  >Л и‘ —л\
С log,5 вч 10000 .4) .у = * : 5) у=-£±-\ 6) у=— --- 1:

7) y =  log,(jf* +  7) — log,(л:* — 2) — х; 8) у=  Arccos7 ^ 7 •
39*. Пусть jc > 0  и >»>0, тогда у +  У — х —  *  =  0; у=*х  (график — бис

сектриса первого координатного угла). Пусть д ;> 0  и у <  0, тогда у — у — х —
—  дг =  0; д: =  0 (график — отрицательная полуось Оу). Пусть дг<0 и у > 0 ,  
тогда .у +  .у— jc-f-^c =  0; у  =  0 (график —  отрицательная полуось Ох). Пусть 
j r < 0  и j » < 0, тогда у — у  —  дг +  дг =  0— тождество (график —  множество все* 
внутренних точек третьего координатного угла).

ОТВЕТЫ к ГЛАВЕ I 293

X 1 2 3 4 5 б

У 1 1
2

1
Т

1
24

1
120

1
720

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

и 0 1 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5 6 6 6 6 7 7 8 8

п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

а 0 0 0 1 0 2 0 2 1 2 0 4 0 2 2 3 0 4 0 4

?* !> 43. Если / (х )  — вес отрезка AM, то :/ (х ) =  2х при0^дг<^1, /(дг) =  
« 2  +  у ( х — 1) при 1 < д г ^ 3 , /(jc) =  jc +  2 при 3 < д г^ 4 . Функция опреде
л и »  при 0<^дг^4.

44. При O ^ x ^ - .R  S  =  *  (2R  —  дг)*; при R ^ х  ^ 3R S =  r.R ’; при 
3Я ^ д г ^ 4 / ?  S  =  n(6Rx  —  дг* —  8R1). Вне интервала 10, 4#J функция 
“ е определена.

Г 45. Vw aK x^ fr— t j j :  0 < д г < 2 R.



47. 1) JC>0; 2) х >  —  3; 3) х  ̂  -5-; 4) — оо< дг^О ; 5) вся числовая
ось, кроме точек х = ±  1; 6) вся числовая ось; 7) не определена только при 
дг =  0, х — — 1, д г= 1; 8) вся числовая ось, кроме точек х — 1 и х  =  2;
9) — 1 sg Jtsg  1; 10) — оо< дг< 0  и 4< дг< оо ; 11) — оо<дга£ 1 и Зг£л :< ао ; 
в интервале (1, 3) функция не определена; 12) —o o - o rd  и 2<дг<оо; в интер
вале [1, 2] функция не определена; 13) — 4 sg *^ 4 ; 14) 1 ^ д с^ З ; 15) 0^дг^1 ;
16) — 17) 0 s £ jc « £ y ;  18) —  1*£дг«£1; 19) — о о < х < 0;

20) не имеет смысла; 21) 1 ^ д г ^ 4 ; 22) 2f t n < x < (2f t + 1)к , где ft — целое 
число; 23) 2ft?t tg *  ̂  (2й +  1)я, где ft — целое число; 24) 0<дг<1 и 1<дг<оо.

48. 1) — 2 s g jr< 0  и 0 < х <  1; 2) —  1 «£ **£ 3 ; 3; ls£-r<4; 4) ~  < д г< 2
и 2 < х < о о ; 5) область определения состоит только из одной точки дг= 1;
6) — 1 < дг< 0  и 1 < д г< 2 ; 2 <  дг <  оо; 7) 3 — 2л <  д: <  3 — 3 <  дт ̂  4;
8) —4 ;£  д: sc — к и 0 s i  лг «с я; 9) 2 ftjc< A < (2 ft- f I)  к, где k — целое число;
10) 4 < д г< 5  и 6 <дг< оо; 11) нигде не определена; 12) — 1<дггё1 и 
2 ^ д г < 3 ; 13) вся числовая ось; 14) 4 ^ д г ^ 6 ;1 5 ) 2 < д г< 3 .

49. 1) Да; 2) тождественны на любом интервале, не содержащем точку 
дг =  0; 3) тождественны на интервале [0, оо); 4) тождественны на интервале 
(0, оо).

50. 1) Например, у  =  У  4 — дт*; 2) например, у  = —  1 ; 3) напри-
х у 4 — х*

1 i 1 ■ 1 
МСР’ У х — 2 х — 3 дт — 4 *

51. 1) 1 < jcsS3 ; 2) 0 < л т <  +  оо для двух ветвей и 1 sg х <  +  оо для 
двух других ветвей.

52. — оо <  х <  со.
53. 1) ,у > 0  при jc> 2 ; ^ < 0  при дг<2; у  =  0 при дг =  2; 2) у > 0  при 

х < 2  и дг >  3; .у <  0 при 2 <  х  <  3; .у =  0 при дг, =  2 и xt =  3; 3) у > 0 
в интервале (— оо, оо), функция нулей не имеет; 4) ,у > 0  в интервалах (0, 1), 
(2, -}-оо); ,у< 0  в интувалах (— оо, 0) и (1, 2); у  =  0 при дг, =  0, дг, =  1, 
х. =  2; 5) у > 0  при дг^сО; у =  0 при дг =  0.

54. 1), 3), 8), 10), 11), 15) — четные; 5), 6), 9), 12), 14), 17) -  нечегные;
2), 4), 7), 13), 16) — ни четные, ни нечетные.

55. 1) _у=(лг* +  2) +  Здг; 2) у  =  (1 -  х*) +  ( - * *  -  2дг‘);
3) у  =  (sin 2дг +  tg дг) +  cos у .

„  а* + а~* . а*-аг*
57. I)  у = — ^ --------- ;

.. _ ( 1+дгГ> +  (1 -дг)‘° °  , (1+ Jc )m - ( l - x y o o  
'  у  2 2 "

59. Функция 1), 5), 6), 8). 60. Графики см. на рис. 80 и 81.
61. 1) В интервале (— оо, 0) убывает, в интервале (0, +  оо) возрастает:

2) в интервале (— оо, 0) убывает, в интервале (0, +  оо) сохраняет постоянное 
значение — нуль.

62. 1) Наибольшее =  1, наименьшее =  0; 2) наибольшее =  1, наимень
шее =  — 1; 3) наибольшее =  2, наименьшее =  0; 4) наибольшего значения не 
имеет, наименьшее =  1.

65. 66. а) р =  0.727Л; б) 10,5 г/сл*; в) 36,4 см. 67. v.

68. 1) у = ~  jc +  4; 2) >-=1,195*+1,910; 3) у  =  — 0,57* +  8,63.
69. а) У =  100 +  0,35*; б) 100 см‘. 70.5= 16,6  +  1,34*. 71. V =  12 — О.ТГ
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72. Ду =  6. 73. 4у =  — 6. 74. Дд: =  4.
75. Конечное значение аргумента х, =  2а.
76. дг =  3; при графическом решении ищется точка пересечения графика 

функции у  =  ч (х ) и прямой у  =  2х — 4.

78*. Следует обратить внимание на то, что из всегда справедливого соот
ношения I/O*) +  <? (х) | sg 1/(х) |-+- | <р (дг) | в условии задачи исключен знак 
равенства. Строгое неравенство будет иметь место при дг<3 и д :> 4. Можно 
решить задачу путем построения графиков функций Ф  (дг) =  1/(х) +  ? ( * )  | и
V (*) =  !/ (* ) 1 +  1 <?(*)! •

79. х <  2. См. указание к решению задачи 78*.
О на интервале (— оо; —3);

82. у  =
2
1 х - 2  >

[-3 : 3], 

[3; 6].
7 1 17 383. 1) у  =  — —  при *  =  -£•; 2) >>== -j- при х — — 2"; 3) .у = 5  при дг=0;

7а*4) — при х =  -  ̂; 5) у =  при х =

84. 1) у = —6 при х =  —2; 2) > =  0,31875 при х = 3),у =  ^ п р и

*  =  4) у  =  а* при дг: = 0; 5) у  =  — ft* при х =  .

85. 87. 4 м. 88. По 50 см.
89. Тот, у которого осевое сечение — квадрат.
90. Чем меньше высота конуса, тем больше его боковая поверхность; 

Функция достигает наибольшего значения при радиусе основания, равном
-j-. т. е. тогда, когда конус вырождается в плоский диск. 91. 12,5 см.



92. Высота прямоугольника должна быть равна половине высоты тре
угольника.

93. Радиус цилиндра должен быть равен половине радиуса конуса.
84. При И >  2R радиус цилиндра должен быть равен * при

H e£2R  полная поверхность вписанного цилиндра будет тем больше, чем 
больше радиус его основания.

Р  Р  495. 96. в =  — . 97. -4-т-.
2 6 - / 3  * + 4

98. Сторона должна быть равна 10 см.
99. Сторона основания и боковые ребра должны иметь по 10 см.

За100. Сторона треугольника должна быть равна  ̂  ̂^ - .

101. Искомая точка f-g-, . 102. Искомая точка

104. дг,«а — 1,1, jc, «= 2,1; 2) дг, =  —1, лг,= ; 3) д, «= ОД дг, *=» 4,1;
3

4) лг, =  лг, =  '2' ’ ^  не имеет вещественных корней. 105. лг, = —3, лг, =  8.
При графическом решении ищется точка пересечения графика функции
y  — <f(х) и параболы у1 ■=■ 7лс +  25.

106. Если Ьг — 4ос> 0 и в > 0 , то функция определена на всей числовой 
оси, кроме интервала д '^лс^лг,, где лг, и лг,— корни трехчлена. При Ь‘ — 4ас>0 
н а < 0  функция определена только при дг,<лг<лг,. Если Ьг — 4вс< 0 и а>0, 
то функция определена на всей числовой оси. Если Ь*— 4ас<0 и а< 0 , то функ
ция нигде не определена. Наконец, при Ьг—4ас — 0 функция будет определена
на всей числовой оси, кроме одной ее точки: х =  — , если а >  0, и нигде не
определена, если а < 0.

107. / ( * +  l)  =  2x* +  5.c +  a
хг -4- 2х -4- е

108*. Пусть =  т ’ где т  — ПРоизвольное действительное
число; тогда ( т — 1)дг*4-2(2т  — 1) лг-)-е (3»i— 1) =  0. Аргумент х должен быть 
действительным числом, следовательно, (2т — I)* — (от — 1) (Зтс — с )^ 0  или 
(4 — Зс) т *  -(-4 (с — 1) т  — (с — 1) ^ 0; но так как ш — действительное число, 
то это неравенство в свою очередь справедливо лишь при условии, что 

( 4 -  Зс >  0,
\ 4 (е - 1 ) *  +  <4 — Зс) ( с -  l)s£0 ;

otciofla O ^ c s g l ,  но по условию с ф 0, следовательно, 0 < с ^ 1.
109. pv =  1748.
110. Переменная х обратно пропорциональна V.
111. Переменная х прямо пропорциональна v.
112. Количество выделяющегося вещества обратно пропорционально 

объему растворителя.
114. 1) придг=1, у  — 4 — наибольшее значение;

при дг =  5, > =  Г) — наименьшее значение;

2) при х =  — 1, -У “ 4— наибольшее значение; : ;1
при лг =  2, у  =  — 2 — наименьшее значение;

3) при х =  0, у  =  I — наибольшее значение;
3при х =  4, у  =  — — — наименьшее значение.J
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117. 1) >• =  *  2) y = Y >  3) У =  Ч г ; А) y = ± V T = \ - ,  5) y =  - j :

6) *  =  1 ^ -1 ; 7) у = [ ±  V~x+~\\ 8) у =  ± Ух*  -  1;
I

9) Ю) > =  - 2 + 1 0 * - ;  11) .У =  2 * ;  12) .у =  log,

13) У = \  lg 2 —"> ' 14) У =  -j arcsin

1 -f arcsin *  ~  *
15) у  = ----------х~—~  ; 16) _y= + cos--£ (0 ^ x sg 2 n ).

1 — arcsin — ^—

119. rf =  — a. _________
122. 1 <  x s£ 3; .y =  1-f 2,_ л *. 123. у  =  arcsin V x  -  лг* -  2.
125. дг, =» — ОД дг, =  1, дг, =»54,5.
126*. 1) дг, *=«= 1,4, остальные корни мнимые; дг, —  абсцисса точки пере

сечения графиков кубической и линейной функций: у  =  хг и у  =  — Дг +  4;
2) дг, =  1, дг, = — 1, дг, =  3; целесообразно применить замену переменной 

х =  х"-\-а и выбрать а так, чтобы коэффициент при дг** обратился в нуль; 
далее, как в п. 1); 3) дг, =  4, дг, =  дг, =  1; см. указание к п. 2); 4) дг, =  — 1, 
остальные корни мнимые; см. указание к п. 2.

127. 1) 1,465 . . . ;  2) еь; 14,26 см', 3) почти 6,8 см.
128. Если y t =  хп, y t =  Y х, то
при л >1 для 0 <  дг <  1 з», < у г, а для 1 < д г< о о  .у, > .у „
» 0 < л < 1  » » Уг>У% » » » У1< У „
» — 1 < я < 0  » » у х < у ,  > , > » У г> У „
» Ж — 1 > У » Уг>Уг » » » У1 < У*

133. ДГ, S3 1, дг, =  2.
134. Точки пересечения (1, 2); (3, 8); (з, ; (— 1,5; 0,3). 135. л =15.

136. Исходя из определения гиперболических функций, можно доказать, 
что sh (— дг) =  — sh дг, th (— дг) =  — Шдг, ch (— jc) =  chx. Периодическими эти 
функции не являются.

140. Д'иаии ^  0,8 при дг=з0,4. 141. График функции симметричен отно-
а* _

сительно начала координат, так как функция нечетная. у  = --- ^--- .

143. 1) /1 =  1, Т= ~  к; 2) А =  5, Г =  я; 3 )Л  =  4, Т= 2; 

«‘4) /4 =  2, Г = 4 я ; 5) >4 =  1, Г=» 6) Л =  3, Г = | д .

144. 1) 2; 5; 2) 1; 4„; 1 ;  3) ± ;  1; 1; - - J ;  4) 1; 6**;

- J _  _1_
6к» ’ 2* ’

146. Область определения (0, к). Площадь будет наибольшей при дг=-^-.
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147. *  =  / ? s in ^ + - jL  +  arccos ^  j .



[о. I].

148. у  =  sin (arcsin у, — arcsin у,) +  arcsin у 0 j:

2* (/, -  t„) tt arcsin ул — tt arcsin y t
arcsin .y, — arcsin .y, ’ ™14 f, — t„ *

149. x =  R  (1 — cos f )  +  a — У  a* — R* sin" <?, гле <? =  2ялЛ
151. 1) дт, =  0, xtl, ± 1,9; 2) дг =  0; ±4^5; ±7,72; далее со значи

тельной точностью можно считать х ± b i + i L l !  (п >  3); 3) д-я» 0,74;

4) xt ==*0,9, х, =  2,85, дг, =  5,8; 5) корней — бесчисленное множество; дг, =  О, 
Я  - Зя

дг, немного меньше у , дг, немного больше у  и т. д.

152. 1) 2я; 2) 2я; 3) 24; 4) Z  153. 1) у  =  У~2 sin ( *  +  j )

2) у  =  V 5 +  2 /3  sin (дг +  ?,), где ср, =  arcsin . 1 '-г=.
К  5 +  2/3

155*. 1) Период — . На интервале [0, 2я] функция может быть представ

лена так;

у  =  sin дг +  cos дг на интервале 

у  — sin дг — cos х > » 

у  =  — sin X — cos X » » 

у  =  — sin дг +  сое дг » *

2) Период 2я. На интервале [0, 2я] функция может быть представлена так: 

у  =  tg х на интервале ^0, у  j ,

У — 0 * » * | '

>» =  - t g x »  » | я, у * ) .

,У =  0 » » (- |я , 2 я |

156. 1) Область определения состоит из бесчисленного множества интер
валов вида (2яя, (2я +  1) я), где л =  0, ± 1, ± 2, ... ; ни четная и ни нечетная;
периодическая, период 2я. В интервале 0̂, y j  синус возрастает от 0 до 1,
следовательно, lg sin дг, оставаясь отрицательным, возрастает до 0. В  интервале

( " Г *  * )  синус Убывает от 1 до0 ,следовательно, убывает и lg sin дг. В  интервале
(я, 2я) синус имеет отрицательные значения, следовательно, функция 1g sin х 
не определена. 2) Область определения состоит из отдельных точек вида
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*• =  -^+2!ш, где л =  0, ± 1, ± 2, ... В этих точках у =  0. График состоит из
отдельных точек оси абсцисс. 3) Функция определена на всей числовой оси,
кроме точек дг =  т.п, где л =  0, ±1, ± 2, ...

о , а . . .  . а (/ cos а +  b sin ®)158. » =  2 arcsin я-. 159. -г =  arctg -г,- г — -V;-----2я 1 ** b* + 1 +  а (b сое <р — / sin ?)

161. 1) -  1 sC atsS 1;
2 )0 « s *« s l;  3 )0< лг^ 1 ; 4 ) — lsgxssO; 5) 0<дг<оо;
6) — оо <  х <  0; 7) 0 ag х <  оо; 8) — оо <  х ̂  0;

'  9) —  со <  дг <  1; 10) 1 <  jc  <  оо.
162. 1) — 1<дг^1; 2 )0 < g jr^ l; 3) — оо<дг<оо; 4) определена 

всюду, кроме дг =  0.
163*. Период 2л. График см. на рис. 82. Указание. На интервале

— Y  имеем у =  arcsin (sin х) =  х по определению функции arcsin дг.

Для получения графика функции на интервале у ^ л г ^ З у  полагаем

гs= дт — в, тогда дг =  я 4- г, — у  sgz^S у ,
у =  arcsin (sin дг) =  arcsin sin (г 4- it) =  — arcsin (sin z) =  —г, 

у — я — х и т. д.
167. З'иаив'» 15, Л’паи* ̂  5,5; функция переходит от возрастания к убыванию

при х =  —2. Нуль функции: х=& —  3,6.
169. у = ^ (2 6 7  — Юдг — дг*) или у =  — 0,0312-е* — 0,3125* +  8,344; нули

функции: дг, — 22,09, дг, «г 12,09. Чтобы получить корни с точностью до 0,01, 
надо коэффициенты взять с точностью до 0,0001.

170. дг, =5 2,00 см, х, кз 7,87 см.
171. дг, =  — 2,3, х, «=3; остальные корни —  мнимые.
172*. Выбрать а так, чтобы коэффициент при дт’* обратился в нуль; 

*1 «г — 3,6, дг, =» — 2,9, дт, «г 0,6, дт, к= 4,8.
173. х, =  0,59, дг, «=3,10, дг, «= 6,20, х, «з9,43; вообще х яг ял (л >. 2).
174. дг, — 0 £ l yt =а — 1,26; дг, — 0,42, у, 1,19; дг, 0,46, у, 0,74,



148. у  =  sin * ~ у  (arcsin y t — arcsin у , )  +  arcsin у 0j;

2ж (I, -  t„) arcsin .у» - t 0 arcsin .y,
arcsin .y, — arcsin .y* ’ <f"14 t , — f.

149. *  =  R (1 — cos <p) +  a — У a1 — R1 sin" <p, где <? =  2nnt.
151. 1) * , =  0, * ,,,= »  ± 1,9 ; 2) *  =  0; ±4^5; ± 7,72; далее со значи

тельной точностью можно считать х ± * П 1 ̂  ” (я >  3); 3) * «s0 ,7 4 ;

4) xt =*0,9, х, =  2,85, х, =  5,8; 5) корней — бесчисленное множество; * ,  =  О, 
JE - 3«дг, немного меньше у , *» немного больше у  и т. д.

152. 1) 2тс; 2) 2it; 3) 24; 4) 2. 153. 1) у  =  / 2  sin

2) .У =  К б  +  2 / 3  sin (дг +  ?„), где <р„ =  arcsin .  1 - - = .
У  5 +  2 / 3

155*. 1) Период у .  На интервале [0, 2к] функция может быть представ

лена так:
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у  =  sin дг +  cos дг на интервале 

у  =  s in *  — cos д г »  » 

у  =  — s in *  — cos* » » 

у  — — sin *  +  cos *  » »

2) Период 2«. На интервале (0, 2п] функция может быть представлена так: 

3> =  t g *  на интервале 

у  =  0 » »

• т ] .О,

11
т : *.

3т.
%

Зг 1 
. y j ,

7 .  2' }

[»• 1 ) .

(*•■]•
З1 = -  tg * » » [’'•у * )»

у  =  О » * 2itj.
156. 1) Область определения состоит из бесчисленного множества интер

валов вида (2ля, (2я +  1) *), где л =  0 , ± 1, ± 2, . . .  ; ни четная и ни нечетная;
периодическая, период 2*. В интервале ^0, y j  синус возрастает от 0 до 1,
следовательно, lg sin * , оставаясь отрицательным, возрастает до 0. В интервале

( т *  * )  си н ус Убь*вает о т  1 д о  0, с л е д о в а т е л ь н о , убы в ает  и Ig sin * .  В интервале

(«, 2п) синус имеет отрицательные значения, следовательно, функция lg  sin дг 
не определена. 2) Область определения состоит из отдельных точек вида

J
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х = ^ -  -\-2xn, где л =  0, ± 1, ± 2 , . . .  В этих точках > =  0. График состоит из

отдельных точек оси абсцисс. 3) Функция определена на всей числовой оси, 
кроме точек дг =  т.п, где л =  0 , ± 1, ±2,  . . .

158. «  =  2 arcsin 159. 7 =  arctg v +  W  •

160. ■ =  arccos [ l - ^ Д - j - ] .

161. 1) — 1 sg  x ^  1;
2) 0e=£x<sSl; 3 ) 0 s S ;c s S l ;  4) — 1 s£ дг^О; 5) 0 < д г< о о ;
6 ) — oo <  x <  0; 7) 0= ёдг< оо; 8 ) -  oo <  x  ̂  0;

'  9) — о о < д г< 1 ; 10) 1 < л:< со.
162. 1) — 1 лг ̂  1; 2) 0= ^ д г^  1; 3) — о о < дг< о о ; 4) определена 

всюду, кроме дс =  0 .
163*. Период 2п. График см. на рис. 82. Указание.  На интервале

— имеем у  =  arcsin (sin дг) =  х  по определению функции arcsine.

Для получения графика функции на интервале у ^ д г ^ З  — полагаем

г =  л — я ,  тогда лг =  * +  z, — у ,

у  =  arcsin (sin дг) — arcsin sin (г -f- я )  =  — arcsin (sin z) =  —r, 
y  =  n — x  и т. д.

167* Лииб** 15, Лаии 5,5; функция переходит от возрастания к убыванию 
при х =  —2. Нуль функции: дг«=— 3,6.

,69‘ у  =  & (267~ 10х- х‘ > нли У— ~  0,0312дг' — 0,3125дг -(- 8,344; нули
Функции: дг, га  — 22,09, лг,г*= 12,09. Чтобы получить корни с точностью до 0,01, 
надо коэффициенты взять с точностью до 0 ,0001.

170. дг, == 2,60 см, х, « з  7,87 см.
171. дг,я5 — 2,3, дг, =«3; остальные корни — мнимые.

5г 172*. Выбрать at так, чтобы коэффициент при дг’* обратился в нуль- 
*1 — 3,6, дг, — 2,9, дг, =5:0 ,6 , дг, 4,8.

173. дг, «= 0,59, дг, 3,10, дг, « г  6,29, дг«=»9,43; вообще дг т.п (п >  2).
Ч 4;  *'  *** ~  0.5 Z y t ^>~ 1,26; дг, =» — 0,42, у ,  =а 1,19; дг, =  0,46, у ,  0,74,



\

К г л а в е  II

176. lim и„ — 1, л ^ 4 .  177. lim « „ = 0 ;  п > - ~ .  178. л = 1 9  999.
Я — ОО п -* ОО У  с

179. lim t>n =  0; 1000. Величина »„  бывает то больше своего предела,
Я •» 00

то меньше, то равна ему (последнее пр» п =  2й +  1, где /1 =  0, 1, 2, ...) .

180. lim u „ = l ;  я  3=14; л ^  log, — .
Л -» 00 8
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^  I — 6* _ 5 „ ^ 5
181. n ^ - j  I/ —-— , если * s £ g - :  я  =  0 , если » > - g - .

182. я Э* — а — ; последовательность ы„ убывающая.
/ « (2  +  «)

183. lim v„ =  0; v a достигает своего предела при я  =  /я +  1, так как,
п — СО

начиная с этого значения л, t>„ =  0. 185. 0 . 186. 1) Нет. 2) Да.
189. При а =  0 этот предел может равняться любому числу или не сущест

вовать.

190. » <  У Т + 1  -  2: « <  0,00025. 191. » <  2 — К З . 192. » < ^ -

193. J .с —у  j <  у  — arcsin 0 ,99 «в 0 ,136.

194. j /  ~  ~  l> ссли , ! S l ;  N =  0, если « > 1 .

195, Г 4 4 4 N — 1u N ^ y  —— 3, ссли « г£ — ; W =  0, если * > - у *  196. я > — ^— .

197. и„ — положительная бесконечно большая величина, если разность 
прогрессии r f> 0 , и отрицательная, если r f< 0 . Для геометрической прогрес
сии утверждение справедливо только тогда, когда знаменатель прогрессии по 
абсолютной величине больше 1.

19я _____ !__ ,99
m  10* -J*2 10* — 2* 1001 999 ■

200. ft <  - 7L= =  0,01. 201. log, 0,99 <  x <  log, 1,01.
V N

202. Л15 10^ =  10lee. 203. sin x, cos x и все обратные тригонометри
ческие функции. 205. Нет. Да. 206. Нет. 207. 1) Например, дг„ =  у  +
-|-2яя и х„ =  2кп; 2) Нет.

209. Если в > 1 ,  то функция при х —> +  оо не ограничена (но не бес
конечно большая); при дг— — оо она стремится к нулю. Если 0 < в < 1 ,  функ
ция при х —• — оо не ограничена (но не бесконечно большая); при х — +  оо  
она стремится к нулю. При а = 1  функция ограничена на всей числовой оси.

210. 1), 3) и 5) — нет; 2) и 4) —да. 213. < х < .

214.

2 ,5 . +



216*. Сравнить ип с суммой членов геометрической прогрессии ~ ,

J ............. 220. 3 .221 . Да.

222. / (дг) =  9г. при 0 ^ д га £ 5 ; f ( x )  =  4n при 5 < д г< 1 0 ; /(лг) =  * при 
10 <  х  ̂  15. Функция разрывна при дг =  5 и при дг= 10.

223. о =  1. 224. А——1, В =  1. 225. дт =  2; д: =  — 2. 226. 2/1

227. Функция .у =  И1̂ 'У имеет в точке дг =  0 устранимый разрыв, 

C0S V разрыв второго рола (бесконечный).

ОТВЕТЫ к ГЛАВЕ И 301

х
228. Функция разрывна при дг =  0.
229. Функция имеет три точки разрыва. При дг =  0 — разрыв устранимый, 

при х =  ± 1 — разрыв второго рода (бесконечный).
230. Нет. Если х  — 0 справа, то/ (дг) — я/2, если х — 0 слева, то/  (дг) —» — */2.
231. Функция разрывна при х  =  0. 232. 0.
234. Нет. Если дг — 1 справа, то .у — 1, если дг — 1 слева, то .у — 0.
235. Если дг—  0 справа, то у — 1, если дг — 0 слева, то у  — — 1.
236. Функция разрывна при дг =  0 (разрыв первого рода).
237. Функция имеет разрывы первого рода в точках дг = ( 2 * - j - 1).

238. При дг =  0 функция непрерывна, при дг^О  функция разрывна.
239. Все три функции разрывны, когда х равен целому числу (положи

тельному или отрицательному) или нулю.

241*. Записать многочлен в виде -*п ^во +  ~г +  ••• 11 исследовать

его поведение при дт —» ± оо.

244*. Построить схематично график функцииу  =  - 1 °* 1 °*х  — X, ~ х — X, ‘ х — X,* 
исследовав ее поведение в окрестности точек Х„ X, и X,.

245. 1. 246. 1/2. 247. 3. 248. оо. 249. 0. 250. 0. 251. 15/17.
252. 1. 253. 0. 254. 4. 255. 1. 256. 0. 257. 0. 258. 0. 259. 1.

260. 4/а 261. 1/2. 262. — 1/2 263. — 1. 264*. 1. Заметить,

1 1 265. 4 .  266. 1. 267. 0. 268. 9. 269. 3

1
(л — 1)л

п — 1 л • -----2 • ------- --------  ----- -----4 •
270. оо. 271. 0. 272. 0. 273. — 2/5. 274. 1/2 275. 6. 276. оа 
277. -  I. 278. со. 279. 0. 280. т/л. 281. 0. 282. оо. 283. 1/2
284. — 1. 285. 0. 286. 1/4. 287. — 1/2 288. 100. 289. — 1.
290. I. 291. со. 292. 0. 293. 0. 294. оо. 295. 4. 296. 1/4. 297. a
298. — , если де>0; оо, если дг =  0. 299. 4 - . 300.

2 Vx d d
ffl301. ----- j =  . 302. — . 303*. — . К числителю прибавить и отнять

4а у а — b п А
единицу. 304. — 1/4. 305. Один корень стремится к — с/*, другой— к о о . 306. 0. 
307. 0. 308. О, если дг — +  со; оо, если дг— — со. 309. 1/2 если дг— +  оо; — со,
если дг — — со. 310. b , если дг — + со; оо, если дг-* — оо. 311. ± 5/2 312.0.
313. 1. 314. а 315. к. 316. в/р. 317. 2/5.



318. 0, если п > т :  1, если п =  т\ оо, если п < т .  319. 2/3. 320. 1/3.
321. 1/2. 322. 3/4. 323. оо. 324. — 1. 325. 1/2. 326. оо. 327. 0.
328. 1/2. 329. оо. 330. — 3/2. 331. 1. 332. я/2. 333. 2/я.

334. — — . 3 3 5 . - 0 ! .  336. 2. 3 3 7 .- О ! .  3 3 8 . - 2 .  я  2 2.
339. —2 sin в. 340. ^ ~ а* . 341. cos'*. 342. ^ 3 .  343. — sin а.2 2?

344. 345. 346. 1. 347. 6. 348. 4 -  349. — 1.cos* a 8 2

350*. * . Положить arccos x = y .  351. — . 352. — . 353. 1.
У  2k t  e

_  2
354. em*. 355. e*. 356. e  3 . 357. «*. 358. О, если x —• -f-oo; oo, если x —* — o a  

359. со, если x —»+ o o ; 0, если jc— — oo. 360. 1. 361. oo, если x — +  oo; 0, 
если x  — — oo.

362. e*. 363. e. 364. Ve. 365. k. 366. 1/a. 367. a. 368. 1/*.
369. In a. 370. 2/3. 371. e. 372*. 3/2; к числителю прибавить и отнять еди

ницу. 373. 2. 374. 1. 375. а —Ь. 376. 1.
377. О, если х  — +  оо; оо, если х  — — оо.
378. 1, если х  — +  оо; — 1, если х  —  — o a
379. 1) a"; 2) 0, если А ф 0, а", если Л =  0 и а ф 0, и оо, если Л =  а =  0;

3) Т+А'
380. О, если х  — +  оо; — оо, если х  — — оо.
381. При а > 1  предел равен 1, если х  — +  оо, и 0, если х — — оо. При 

а < 1  предел равен 0, если х — -f-oo, и 1, если х —> — оо. При а = 1  предел 
равен 1/2.

382. При a >  1 предел равен 1, если х  — +  °о, и — 1, если х -— — o a  
При a <  1 — наоборот. При а =  1 предел равен 0. 383. 0. 384. 0. 385. 1.

386. 0. 387. - c o s  а. 388. 1/12. 389. 1/8.

390*. П *■. Умножить и разделить на s in ,^ . х  2“
391. 1/2. 392. 0. 393*. — 1/2. Воспользоваться формулой arctg ft — arctg а  =

=  aictg f  ~  -. 394. 4 - . 39 5* .— . Заменить arcsin x  на arctg - —x и вог-
1 ab Z z у  i _x*

пользоваться указанием к задаче 39а
396. оо, если я <  1; е, если п — I; 1, если л > 1 . 397*. 1. Взять вместо 

cosх  выражение 1— (1 —cosx). 398. — 1/2. 399. 1/г. 400. е. 401. е06.
402. v n высшего порядка малости. 403. ип и v n — эквивалентные беско

нечно малые. 405. Одного порядка. 406. При х  =  0 порядок малости различен. 
у з

При х  =  ± —5-  величины Ду и Дх — эквивалентные. 407. Нет.«/
408. Третьего порядка. 409. 1) 2; 2) 1/2; 3) I; 4) 10.

410. х  = 1 у ^ ^ Г 4 1 1 .  а =  к. 412. Нет. 414. 1 ) 1 ;  2 ) 1 ;  3 ) 1 ;

4) эквивалентная бесконечно малая; 5) эквивалентная бесконечно малая; 6) 1;
7) эквивалентная бесконечно малая; 8) 2; 9; 2; 10) 1; 11) 2/3; 12) 2.
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415. о* У~3. 416. 2*/?*; 4/?*.
418. Из того, что ломаная стремится к прямой (в смысле сближения их 

точек), не следует, что длина ломаной стремится к длине отрезка.

419. а. 420. а, у .  421. 2* (Я  +  г).

422. И отрезок и угол имеют порядок 1/2.
425. I) 10,25; 2) 30,2; 3) 16,125; 4) 40,4; 5) 0,558; 6) 0,145.
426. 1) 10,16; 2) 20,12; 3) 1,02; 4) 4,04.
427. In 1,01 «=0,01; In 1,02sss0,02; In 1,1 <«0,1; In 1 ,2 ^ 0 ,2 .

К главе  III

428. .) S  С, 5. 429. .) <, =  0 Я £ ;  6) „ =  0,55£ :  .)

430. 75,88; 60,85; 49,03; 48,05. 431. 53,9 —  ; 49,49 — ; 49,25 — ; 49,005-* ;с ек с ек сек с е к ’
v t =  49,0 — ; г , „ =  98,0 —  ; 0  =  9,8*— .* с ек  " с ек  сек

432. а) 4 — ; б) 40 — ; в) 4/ — , где / — длина отрезка A M .Q СМ С.Н

433. 1) 95 —  ; 2) а) 35 —  ; б) 5 —  ; в) 185— .' см см '  см ' см
434. 1) 1,002 —*-̂ -  =  4198 д ж  • 2) 1,013 - Ка±-^' г  • град к г  • град г  • град
435*. Ввести среднюю угловую скорость, затем путем перехода к пределу

f  (t)получить искомую величину. 438. k =  y - ^ y ,  где ft — коэффициент линейного 
расширения.

439. k =  S 2 1 ^ .  440. 1) 56; 2) 19; 3) 7,625; 4) 1,261.
¥ ( г )

441. 1) 4,52; 2) -0 ,249 ; 3) 0,245. 442. а) 6,5; б) 6,1; в) 6,01; г) 6,001.

443. Г  (5) = 1 0 ; f  (—2) =  —4; / ' ( - | - )  =  - 3 .  444. 3; 0; 6; 1 .

445. лг, = 0 , дг, = 2 . 446. Для функции /(дг) =  х* не будет. 447. 1.
448. 0,4343. 449. 2,303.
454. 1) 0; 2) 6; 3) - 4 ;  4) ft, =  2, ft, =  4.
455. (1, 1); ( - 1 ,  - 1 ) .  456. 1) (0, 0); 2) (1/2, 1/4). 457. Не может. 

458. а, =  arctg у  , а, =  arctg уд . 459. “, =  у , a, =  arctg — .
2460. arctg 3. 461. у =  \2х— 16; д :+  12у — 98 =  0; подкасательная равна -5-.о 9

' поднормаль равна 96.
462. При х  =  0 и при х  =  2/3.
463. 1) (2, 4); 2) (—3/2, 9/4); 3) ( - 1 ,  1) и (1/4, 1/16).
466. 1) 6jc — 5; 2) 4дг* — ** +  5дг — 0,3; 3) 2ах +  Ь\ 4)

с , 1 . 1 . «  0,2 1П.Л 0,4. „ 1  п , 2х 2т*
Ъ)у %  +  * '  1 ? '  7 ) « “ P  +  ^ - - F ?
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546.

549.

552.

554.

557.

560.

562.

565.

568.

599.

570.

573.

577.

579.

582.

585.

589.

592.

534.

525.

— 3 sin 3* sin (2 cos 3*). 548. arcsin х + х
/ 1  - X

__п 2 arcsin* . . .  .i .  550. — ■ ■ -  -  - 551. arcsin*.

Г

2 (arccos* ) * / 1 — * * ' ' / 1  — *•

х  +  и с с о « х / П Г ?  553 . f  clg x  555 „
** V 1 -  *• 2 / *  1 + * '

, 1 558. - 7T^ V r .  559. 
* / * * - i  ( l + W  / ( 1 — **)*

2x x* 561. 1
arc tg*  (1 + * * )  (arctg*)* * / 2* - * » '

----- 7 = = 2 = .  563. 5 6 4 .  2 .
/ 1 + 2 *  — 2** 1 +■** | *|/ * * - 4

2 arete —cos *  g g g ______ 6 *  567 arccos *
, . WW« *  . , .  a wv I • — — ----- •

COS* I 1 +  *  / 1 — * *  • / 1  — (arccos * )*

1
" ( l 4 " * ) V 2 * ( i — * ) '

_______________________ x + 1

8 (arcsin / * * 4 - 2*)*  / (1  — 2*  — **)(** 4 - 2x)
sin a 1

' a +  bcosx’ ® 2 ( 1 4 -JC’ ) ’1 — COSeCOS* " ’ в - ) -6с08* '  ‘ 2(1  4" X' ) '
O , I X 2 In *  In *  4- 12* log, *  4 - 5 7 4 . — . 5 7 5 . - ^ .  576. 5 ^ = .

*  In *  -  *  4- 1_  ln 2 E7o sjn *  ,n *  4. *  cos* In * 4-  s in * .
*  In* *

1 е т  1 n In *  C O ]  2___
”  x W x  • * л+‘ • ДС (1 4- In *)* ’

1 4~ У<~ 2лГ 'п— . E83. *»-■ (я In *  4- !)• S»4- .
* (1  “t- *  ) * / l  - f  In**

- r h x -  587- с,8д:-

5Э 0 .-----------------2 ■ -  т 591. 4 In* sin *  • ctg * .
sin 2* ' arccos 2* / 1 — 4**

------ , , g .. . ----- — . 593. u ( 1 4 - ln s in * ) » - ‘ c tg * .
( e * 4 - f r ) l l+ ln s (e-c +  *)l

•________ 1_____________
*  log, *  log, (log, * ) In 2 ln 3 ln 5 ‘

*  4Qfi 6** arcsin [In (a* 4 - *»)]
arctg К 1 4 -* »  (2 4-* * ) / 1 4 - * * ’ («* 4 - **) V 1 — In* (a* 4 -**)



. х + зCtg-- --- *
597. ---- 4 — 598. 2х 1п 2. 599. 10* In 10. 600.

. . дг +  3 Э*1 2 1/ In* sm —-—

601. 4“*(1 — дг In 4). 602. 10* (1 +  х In 10). 603. ех (\ +  х).

6М- ]-^х£ - 605. 2* (1п 2 ~  'J,+  *** ~  ** . 606. е* (сое х  — sin дг).

607. —:~7_“  ( дг — cos дг). 608. _  fjHif +  cos дг д ц . On ■ * -  1) In 2 ф  
sin1 лг v ' е * '  In Л-

610. За'* — 3х In 3. 611. — 612. * * (* *  +  1). 613. 2f*
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г  ■— • V 14»* С  1 Л  I II» U U t . г 4 .2 / 1  +  г* i  т  / (1 _ еХ)г
2 • 10* In 10 С1= е* (дг — 1 )* ......................................

~  ' (1 +  10*)* • ’ (X* +  I)* • 6, 6-^ (с о в д с + м п д г  +  глсовдг).
У~х+]

617. -«-•*. 618. 2 • 1 0 « -* In 10. 619. . 620. 2х In2 • cos(2х).
2 V x + l

621. 3‘ in *coe.t.|n3. 622. 3 sin* ж cos х - в*1" * ' In а. 623. > *гс,1"^_
/ 1  -  4дг*

.  V ln  х
624. 2** • 3-* In 2 • In 3. 625. g ______ 626. сл ( .ех*+3х~, ) е х ,+*я - 3 (2x+3\

2хУйГх 1
627. — 1 2 .1 0 '- “ п43х 1п10м п*агсо«Зх .

Л2ft. (2a-r4-*)<?/ln(aJt;,+ft*+c)
2 (вдг* -|- bx -(- с) У ln (вдг* +  bx - f  с)

629 - 2 & Х Г - " * .
(\+e*x)V  [arctg (e**)]*

— Jfl
631. xe ° (в* — дг*). 632. Ле-  [a> cos (<■>* +  a) — ft* sin (<лдт -f- a)].

633. e * ^ f 4  +  ln aV  634. 3 sh* дг ch дг. 635. th * . 636. —L - .\* / c h 2x

637. — ch>(12^_A.> ) . 638. 2 sh 2дг. 639. sh (sh x) ch x. 640. sh x
2 V ciT J

611. *cl,,Jfsh2*. 642. — 1 ----- . 643. x  ch x. 644. ----------L * !i£ ---------
x c h (!n* ) 2 c h * x / r + W T

645. — !— . 646. -------  1 ■ 647 1
4 ch‘ -|* ' 2 У c h x  — sh.** * 1 — sh4дг'

c .o  дг (4 + / * )  sh 2дг +  2(2дг* У~х — l)ch2*r
--- ----------------------2x*---------------------------•

« « •  1(3дс +  2) sh дс — дг ch дг].

650. дсд'*+ 1(2 1п д г+ 1). 651. лг*дг-л:лг̂ п * ;с+ 1п л '+



652. (sin.v)co,jr[ ^ y  — sin л: In sin дг j . 653. (In x)* +  In In лг j . 

« ■
655. x'e*' sin 2дг(3 +  2хг +  2.t c tg2x). 656. — 2 ( д г - 2 )  (дг» +  11дг +  I)

3 ( x - 5 ) * J ^ + l ?
657. 2x]nx~ 1 Inx. 658. A ^ - ^  +  36l ( , +  1). / J ^

20 (x -  2) (л -  3) V (x —:3)>

659. x  an xV I — r ^ - l  +  c t g j r -

660. - -  -  ------- !---------------- 1 /  -' -- arcsinZ .  661. x * _ J (l - I n .r ) .
/ 1  -  .v* ((arcsin х)г — 11 * » +  аг « ‘п *

m .  „ ,  +  = ! ) .  m .  ( ? i T) ' ( ; r J - T + , „ _ i T) .

664. » (2 +  ln jt). 665. <*■+ ц ""*  P '™  *  +  «« .<  I n w '+  1 )].

jr‘  +  f ix * + U 3A U * + l )  ( l + { ^ ) 4 
666- з л (1 - x * ) V  ( * » - ! ) • •  • - у ) ?
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668. ---------A------- r .  669. P

« » •  i +  (^  +  2,‘ - m - 4 — 2) .

673. • « ■ 4 - .  674. -  ' +  2 V'X

679.
x

5 ' 6 ^ V ( . v  +  M ‘

675. 2 sin у  cos 2x  - f  ~  cos ~  sin 2x. 676. ecos x (co s 'x  — sin’  jc).

677. *  (7jc* ~  f ? > 678. 2 * ln x ) .
»/ (дс*—8 )* ' *

5 Ч л Л  / y ^  +  J L V  680. 681. 2x‘e ‘ x+t.
}r x  V ^ V x I  • + * *

__  2  sin 2x /.со* 2  (дг cos лг +  sin дг)
*“ ■ Tt fUF-  Ш - T + ^ T ^ - ------------------------------•

1 X  . 2x  1 . ,  ДГ _  .  ДГ ДСЙ 4 (31*» +  18) 
685. -5- ctg  sin -5 - — s- sin* -5 - coscc* 6 8 6 . ----------- « у — -■ ■

3  2  d 2  27jc‘  у  (4дс* 2)*

687. 1 - т .  6 8 8 . a r c t g / J  +  — 1 ^ — .
/ л *  +  в*

689  > g -c ( l + 2  tg* •*•) . .  ^  ~ i 2 £ _ 2 e ln 2 i f t a j r

сое» JC / 1  +  tg* ДС +  tg* X  x

fin, '+ * *  692 ” COaJf 693. ___ - С08дг
1+ л * ' ’ У  1 — я* sin* л- 2 / s in .v  — sm'.v"



694.

697.

6S9.

701.

703.

705.

7СЗ.

707.

709.

711.

713.

715.

717.

720.

721.

723.

726.

729.

733.

735.

sin5 3jc cos* Злг. 695, х arcsin x
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У Т - 
I +  2 Yx  + 4  Y x V x +  Y x

8 Ух V x +  K jc  I  jc +  f ajc

698. 2 / З л :- 9 с *

l n x - 2  .------ :---- SID 700.

2 / 1  - x *  

arcsin (In x) +

702.

2 дг — cos лг 
(jc* — sin лг) In 3 ’ 

1

2 sin* л-
K l - ln «A - '

x У 1 — x* (x +  У 1 — -V) ’

704. ( !+ < *)*

V 1 +  sill* л: ‘

— 0,8 (cos 2X̂  ' -  sin 0,8дг j  I sin ^ ± i  +  0,8 cos 0,8 jc).

( l + ~ I n  lo j .  

1

708. tg 2.c sin" 2jc 
1

(x* -\-2x -j- 2 )'arctg -j-—  

x- i -2

710.

2 У х + з У ( \ + х у т + г < у  •
sin 2x

712.

Vx'-=1  *

j c ( 8 - f 9 ) ^ )

4 ) Л  +  Vx
« . . .  ^

------гг— ■ - ___ 714. Злг* arctg дг* +  j
2)^(1 +  sin* л:)* ^ l + x *

ctg x In cos x  4 - tg x in sin x 
In’  cos x m  Y \

+  * '

(1
1 - 4 x  
1 +  4лг -f- arcsin 4x) 718.

I
111 A*

x ln 'x ' 719. e* — 1 *
10' ' * ' l n l 0 ( t g x  +  ^ ) .

2 sin x (x sin x cos jc* +  cos x sin л:*).

2 -  Злг -  jc*
2 ( 1 - * ) < !+ * <

722.

*) V \ + x ‘ - 724. 1 - x * -
a — x 
x — b
a — jc
a +  x ’

. 727. 2 (2 cos* jc +  1)

730.

sin* 2jc

Y ^ + T

728.

2 sin x 
cos 2jc У cos Ix

725. 2*°* ~ ~  1 In 2. 
In* jc

r 1+Ж.
( l + x ) / l

V  ■V a +  x x /(X * -1)** 
( e * + l ) s in jc « " .  734. * l-e(> ,jr( l  + j c sinjc).

(1 -j- e **) (arctg e *•*>* * 1 °L'X sin ^  737. 9x5 arcsin лг.

731. — cos 2лг. 732.
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738. ---------- /  *? . . . .  . . . 539. ■■■*■- .
* Y * V ( \  - К - 1' ' ) *  К 2 +  4ДГ-Х-

740 (cos sin X) ( e *  +  r x) 741 arctg  дг
е ■* cos дг +  e~x sin x  ' ]/ ( l  дг*)* *

sin (.t — cosx) (1 4 - sin дг) .
742. —  cos* (x -  cos*)------  * 743> ^  **n ДГ cos* дг (1 +  ctg  дг — 3 tg  дг).

7 4 4  ______ 54 ~\/~x*_______ 7 4 5  ,
744- и / ;  „ ■ .  v ^ + 4^+1

55 У ( э  +  6 /Тс*)
-arctg Vl + ln(2jr+3)

74fi
'  (2дг +  3 ) [2  +  1п(2* +  3 )| / 1 + 1 п (2 д с  +  3) *

747- ( T T ^ V v P * <•* +  * " ' ) - < • * “ 748- 1Пns^ ? ~ ) •

749. ----------40____  . . 750. 751.
2дг — 3 / 1 -4 д г * ‘ * *«(•*’ + О' / 1 _ 2 дг- . » !

752. 1  -  *  +  c tgл  753. (1 +2-C*) Япдг +  дгП - f  .r*)cos-c 
ДГ 1 -Д^* к V \ + #
(дг* — 32дг — 73) (3—дг)» -  3eV i (2 +  Vx)

' 2 ( дг+ 1 ) * / 7 + Т  * ’ 10у ( , + „ / ! ? •

■ r*-«rc te*+ jln*+ l

756- -  н Ы  *---------- 7 * ------------ • 757‘ S i r ; -

758 ^  arctg дгГ .r__________« _ ]
In» л: L ^  ^  (1 -h jc*) arctg at ln jcJ *

(1 -  дг») e'*-' cos x \3 — 2x — Злг* гЛ________3 ]
* [  1 — дг* ^ У 1 — дг* arccoe x J *

759.

765. i  1/

768.
15(х* +  4 )У (л :- 5 )* > / х г + 1 "  ^  +  ^ + 1 *

2nxn~l 2nx*
709. — ^  t , если n  — четное число, и — | с ( j j * ec*

24дс* . I - ( п  + 1)дс" +  яд^+‘ 
четное число. 770. iT +  g ? p .  •) ---------- --------------------- 5



785.

... 2 - я ( л + l )*""1 +  2 (л» -  l ) x " - n ( n - l ) j c « + ‘ , ,  „ „„б)  5— I— '------- -------------—J.----------- 1 ’------  Указание:  использо-
( 1 -д г )*

вать значение суммы дг- f  дг* -f- . . .  +  дг".

Т76. V \ ^ 7 e - t l a ia* и E ^ l!L 5 . 777. 1 779. . 1
*  3(s* — 1) 2 V x - x *

I  780. « ’ (■*) =  x  [ i  +  1„ a ( jt )] • 781. (Arsh дг)' =  '

(Ar‘ " * )- = p = f ; (Arth jr ) '= T- ~ ^ ; ,  7 8 2 . ^ .

783. ■~ (lA Jr4)f ; ------  1 ------  784. ■,1
I  Sx* 2 »/(l - y ) * U  +  У)* ^  ” 4

5- ¥TT2VTZ:¥r- f f i W  789. — Y i -  7 9 0 . - 1 .

7 9 1 . - 1  792. — 793.  — ~\f ~ • 794.
4 a*y У x. У  — ax

?95 3a* cos3x +  У  sin дг 2* . 797. 798. £  .
2ycosx  3 ( 1 — y*) У — х у  2у * — дг*

7q4 3*» + 2ад гу + 6у а > cos* (дг -f- у) (cos (дгу) -  sin (дг») -  I
а х 1 +  2Ьху  + '3у !  ’ * дг cos* (дг - f  у )  (cos (дгу) — sin (дг») — 1 *

801. 802. -  у - '  — -  803. У 1 -  **)
1 — 2* 2(1  In дг) / у — ? ( 1  _  у  1

у » - д г у 1п у  т  sin (д г+ у ) ^  1 + У  ап (дгу)
С дг* — ху  1п дг * * 1 -j-sin  (д г+ у ) * " дг sin (дгу)

807. — т / 808.  809. ^ ------------- .У х  2 —у  2 sin 2 у — sin у  —дг cosy

8,0. * 7 7 * "  811. ^ c o s x + s i n ^ - y )  812> 1 + у *
l+ fc c o sx  sm (дг— у) — sinx  У

8 16 . у  +  4дг +  4 =  0; 8у  — 2дс + 1 5  =  0; подкасательная равна 1/2; поднор
маль равна — 8.

8 19 . a ) f ,= 0 ,  *, =  8; б) t t =  0, t,  =  4, <, =  8.

820. 1 8 1 ,5 • 10* эрг. 821. * > = 1 3 ^ .  822. <* =  2 * ^ .с ек сек
823 . ш =  (2а/ — 6) ^ ;  скорость обратится в нуль при * — ^  сек.
824 . 2 3 А
825. (0,0); (1,1); (2,0). 827. (1,0); ( - 1 , - 4 ) .  828. у  =  2 * - 2 ;  у  =  2дт +  г
8 29 . Здг+ у +  6 =  0.
830 . Касательная у  — у„ =  (дг — дг0) cos дг„; нормаль у  — у ,  =  — (дг — дг,,) sec дг».
8 3 1 . Касательная дг„ (у — у„) =  дг — дг„; нормаль (у  — у 0)  +  дг0 (х  — х„)  =  0.
832 . Касательная дг +  2у =  4а; нормаль у  =  2дг— За.

833. Касательная у  -  у ,  =  у ° ^ ~ Е 'х°)* ~

ОТВЕТЫ к  ГЛАВЕ III 3 1 1

нормаль у  -  у .  =  -  (* ~ х,).
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835. Полкасательные равны соответственно jr/З; 2дг/3 и — 2х", поднормали 
равны соответственно — Зх*; — Злг*/2 и 1/2дг*.

836. j  =  y - y t  =  - ^ x - x , ) .  837. 2 х - у + \ = 0 .

838. 2 1 х - 3 у  — 79 =  0. 839. 2х— у — 1 = 0 .
840. 4х — 4у — 2 1 = 0 . 842. 3,75. 844. х +  2Ъу =  0; дг +  > =  0. 
845 .(0 ,1 ). 846. у  =  х. 848. х — у  — Зг_* =  0. 849. 2//5- 
850. ( 1 + К з  /2; 1). 857. 2х — у  ± 1 = 0 .
858. Если y = f ( x )  — уравнение данной кривой, то уравнением искомого 

геометрического места будет y  =  x f (x ) .  а) Парабола у ‘  =  -^рх\ б) прямая,

параллельная оси Ох, у  =  в) кривая Каппа у  Vа1 — хг +  •** =  0; г) окруж

ность дс* +_у’ =  а.
859. 1) <f, =  0, <р, =  arctg Ц ; 2) arctg ^г. 860. 1) arctg 3, 2)45*.

861.90*. 862. 45* и 90*. 863. arctg 3. 664. arctg (2 / 2 ) .
X V865. При нечетном п касательная — ~  = 2 , нормаль ах — by  =  в* — Ь*. 

X VПри четном п касательные — ± =  2, нормали ах ± by  =  о* — Ь*.

879. Ду =  1,461; d y  =  1,4. 880. Ду =  0,1012; rfy =  0 ,l ; 0  =  0,9880.

881. 4. 882. - 2 .  883. Д.у=1,91; d y =  1,9; Д>> -  =  0,01; 
- d y  
\ у  

Ау — dy

W  ■ • 1. ^  — «Г ---»

=  0,0052. 884. Д_у =  0,1; dy =  0,1025; b y - d y  =  -  0,002: ;l y

Ду  
885. 0,1, 0,01

1,161, 0,110601,
1,1, 0,11
0,061, 0,000601,
0,0526, 0,0055.

- 0,025.

Ддг= 1,
Ду  =  18, 
d y =  II,
&y — dy  =  7,

, . ^ - О Л Э ,

886. Ду**.1,3; d y a s  1,1; Ay -  d y  «= 0,2; в =  ^ ^ « = 0 , 1 5 .

887. a) dy  =  16, •/. =  5,88»/*:

б) rfy =  8, •/. =  3,03»/»;

в) d y =  1,6, ^ = - ^ . / .  =  0,62*/,.

888. a) dy =  4,8 ел*; б) </у =  6,0 ем*; в) </у =  9,6 ем* 
fim 0,125 Sdx _ 4 dx

1 7 7  2yW ? '  ’  ^

• > - = 4 f e ^ i  t> dx

4) -  — * jr‘ *
Pln<?

5)

Зядг Vx ’ 2 (в +  * ) / л  ’
8)
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8 ) _  0 ,2 ( т - п )  dx. , _ ( *  +  пЫ г 
х 2хУх

3 1 3

П) [(2х +  4) (х* - V x )  +  (x* +  Ax+ 1) ( 2 * - ^ ) ]  *А

12) - ( F Z ^ r ;  >3) 14> 3(1 -J-д: — х*)* (1 — 2дг)dx\

15) 16) ■» - Г = Ь | „ 2 * 1 «

1 8 ) ------ * £ - ;  19)
2 sin у  '  '

20) f ,  * | 2 arctg дг\ , _ 5 ------- 1 _ V  dx
\2 У arcsin x У I -  x‘ 1 +x* J  \ H l - - c 1 1 +  jc*/ 2 *

22) f a ' -  * 1ПЗ +  9 ,» ---- ^ ) d x .
\ *  Vx I

890. 1) -0 ,00 59 ; 2) -0 ,00 7 5 ; 3) 0,0086; 4) 0; 5) 0,00287. 891. Ду«= 0,00025;

sin 30-Г «=0,50025. 892.. 0,00582. 893. -0 ,06 93 . 894. d f  =  — de.
У cck2?

895. 0,3466. 896. sin 604)3’ =  0,8665; sin 60’ 18’ =  0,8686. 899. 0,995. 
900. arctg 1,02 я» 0,795; arctg 0,97 a* 0,770. 901. 0,355. 902. 0,52164.

Sf903. а) Изменение длины нити: 2ds =  :~df ,  б) изменение стрелки провеса: 

3/d f =  — ds. 904. Погрешность при определении угла по его синусу: Ajf1 =  tg.c • Ду; 

погрешность при определении угла по его тангенсу: Ддгг  =  у  sin 2с ■ Дг (где Ду ,

Д-Сс 1Дг — погрешности, с которыми даны величины у  и г); — — = -------; точность
\хт cos’ дг

определения угла по логарифму его тангенса выше, чем при определении по 
логарифму его синуса.

«05. 0,3°/*. 906. 1) d y  =  +  4/ +  7) (3** +  2) dt
3 V  [<<■ +  2< 1) (<• +  2/ +  в)]* ’

2) d s =  — 5- sin —у — dt, 3) dz =  — ds;  4) d v =  2 ln 3  ds2 2 -------_ j _  3 ^ ,

3ln,* ‘  In* tg $
r4 j ______(4и —  3) d u  2 ds5) as  ............................... 6) d y  = ----------------------- .

2 V 2a* — 3u +  1 cos 2s
906. Непрерывна и дифференцируема.
909. /(дг) непрерывна всюду, кроме точек д: =  0 и х =  2; f ( x )  существует 

и непрерывна всюду, кроме точек дг =  0, 1, 2, где она не существует.
£ 4 910. При дг =  к~, где к — произвольное целое число.

911. Непрерывна, но недифференцируема. 912. / (0 )  =  0.
913. Непрерывна, но недифференцируема.
914. Ду и Ддг — величины различных порядков малости.
915. Непрерывна, но недифференцируема. 916. Да; нет. 917. а. 818. аше0*.
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919. Абсцисса изменяется со скоростью vx =  — 2ru sin 2f, ордината изме
няется со скоростью Vy =  — 2го> cos 2<р.

920. Скорость изменения абсциссы vx =  v ( \ -(-сое<?); скорость изменения 
ординаты vy  =  v s i n f  (? — угол между осью ординат и полярным радиусом 
точки).

0,000125р.921. 5540

922. 2 — в точке (3 ,6 ) и — 2 —  в точке (3, — 6).сек сек '
923. 2 —  в точке (3, 4) и —2 —  в точке (— 3, 4).сек сек
924. В точках (3, 16/3) и ( - 3 ,  -  16/3).
925. 4» и 2аV. 926. 2r.v и 2nrv.

2к927. 4xr*v и 8я го . 928. При х =  2r.k ± -5- и при x =  2r-k ± -5- .
О О

929. При х =  2nk. 930. В 1/л* раз. 932. а) Да; 6 ) нет.
934. 1) дг* — 18* +  9у =  (У, 2) У  =  4дг* (1 — дг*); 3) у» =  (л:— 1)*;

4) х  =  Arccos (1 —y ) + V ^ y —y ‘> 5) у =  •

935. 1) t =  (2k+ 1)*; 2) / =  1; 3) f =  */4 +  4 ) f ,  =  l ,  f , =  — 1.

936. - - | c t g 9. 937. - A t g ?. 938. c t g - J .  939. i ^ l i z l .

940. - 1 .  941. 942. ■ 943. ■ * ^2 1 — sin 9 — cos cp t (2 +  dt — t a)
944 ' 945 * (2 946 __ — 947 о и —
m  1 + t g f  1 - 2 * * '  3 *  3*
948. He существует. 949. /3/6.
950. 1) t  =  it/2 +  a; 2) f  =  * — a; 3) < =  */6 +  a/3, где a — угол, образован

ный касательной с осью
41956. 1) Кривые пересекаются в двух точках под углами а, =  а, =  arctg у  « «

boSVW, 2) кривые пересекаются в трех точках под углами а, =  а , =  30* и 
а , т  0*. Н

958. Длина касательной Г =

3

У ; длина нормали N = У
з 3

s in -| * с о в у *

длина подкасательной S r =  L y c t g y *  ; длина поднормали SN=  l y  tg у  *

959.

961.

I У 
I cos t ■

J L l
sin t \

1- ^  1 sin t •
J -
cos t I .yctgf | и | Я 8 * 1<

963. х +  2 у - 4  =  0; 2 х - у — 3 =  0. 964. 4х +  2.У -  3 =  0; 2* -  4>- +  1 =  0. 
965. .у =  2, х =  \. 966. 1) 4лг +  3.у — 12а =  0; 3* — 4.у +  6в =  0;

2) х + у  =
*/2
16

_  * у  2 .; 3) у  =  1 +  *  In а. 969. р  =  2а сое t.



970. 0 =  ?, а =  2?. 974. 3; — 3. 975. 1) 0; 2) 0; УШ —

977. (<J ^ * (<) =  Ig9. 978. arctg - | « ’  =  arctg 4 ? .
f , ( I )  J  J

979. р =  / a* cos' * +  ft* sin* <; ?  =  arctg ^  tg t j  тангенс угла между каса-

2  aftтельной и полярным радиусом равен

ОТВЕТЫ К ГЛАВЕ III  3 1 5

(ft* — a*) sin 2 * ' 
р*

980. Полярная подкасательная S r = - ^ ;  полярная поднормаль

d~f
683. . 984. р In а. 985. У 1 +  а*.

6S6. Г -  =  г  987. + а ‘^
|ЛГ» — дг* у  ’ Ь х

988. 1 / i + J L d x  или У у> + ? -  dx. 689. +
Г 2дг У Р т  9 а х ’

S90. У 1 +  cos* х dx. 991. f i + g * =  у.  992. г.

993. 2a sin 1 .  994. 3a cos t sin t dt. 995. a\  1 + 1* dt.

696. 4a sin y  dt. 997. a  ctg t dt. 99a at.

999. a y W 2 t d t .
з

1000. у л / л в « ;  вектор скорости направлен вертикально вниз.
___ км

1001. 10У^6г^51 вектор скорости параллелен гипотенузе прямоуголь

ного треугольника,'"один катет которого горизонтален и равен 50 км, а другой 
вертикален и равен 10 км.

1002. 14,63 кмЫас. 1003. 40 км1час.
1004. /?ш | sin > Н----- -rR *!■" 2а )  1005. 9,43 м/сек. 1006. 2.

"  \ 2У /* — /?* sin*a / *
1007. — 24*. 1008. 207 360. 1009. 360. 1010. 6  (5дг* +  6 х* +  1).

1011. 4 sin 2jc. 1012.—. 1013. — 4 .  1014. 51С I  (1 X)

1015. 1016. S f o + J ) .  1017. 16 a sin 2? .

1018. 1019. 2ех% (Зле -+• 2**). 1020.( 1 + дг)п+‘ * '  ‘ '  ----- * (.t* +  1)*

1021. - г ^ - г  +  2 arctg х. 1 0 2 2 . - - — £= = = -. 1023.

1024. 0 +  'У *
4 х У х (а+ У х ) г '



3 1 6

1025.

1027
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1026.^ ( Y x -  1) l(W_ arcsin X +  хУ I -  х»
4х Vx ' V (1 -  х*)*

, а_( а « - l ) s in x_  1028. jc * [(In jc +  1)’  +  ——1 .
/ (1  — a 3 sin* x)* L x  J

1 0 2 9 Л Ч ,  1030. (— \)"e-*. 1C31. an sin (a x+ n  -g-j +  ft" cos (bx + n ?  j .

1032. 2""' sin 2 x 4 -  (n — 1) - j  J .

1034. ( _ l ) * J i - J p i ( n 5 s2).

1033. e* (x  +  n).  
(— \ )"ann\1035.

1036. (— ] ) " - ' a n (n  -  1)!
(вдг -f- b)H

n!1038. ( - 1 ) ” -%-

1039. (— l)"n!

1

1037. (— 1)" 

1

<n -  i)l
jc" ln о *

( jc - f  I A 11 (x  — 1)л+‘ 
1 1

1040

( x - 2 ) n+‘ (jc —  1 y * 1 . 

I. 4'»-1 cos ^4x +  « -£). Ю54. =

rf’.y
dx*

1056.

1059.

1061.

1063.

1069.

1072.

ft*

a'y* '
(3 — s) e”

(2 — s)‘ • 
J'

1057. 3r*x 
У  •

w
1058. 2(ЗУ  + 8y* +  5)

1060. 2a*xy

[1 — сов (X 4*Л1*
d* y

rf*x dx*
dy* i dy VV d x  j

2 a 
9 ft*/*

1070.-

1

СУ* -  ox)* ‘ 

1C62. ^ [ ( j c - l ) »  +  ( y - l )4  
jc* Су — D*

1064. - L .  1065 .------ ^
* КЧу* +/»*)*

1

a  (1 — сов ip)*

.У* 
1073. 1)

1071. 3ft cos t 
a* sin* / '

1075.

a sin*/ '
cos* / — 4 sin* < n - .— ;---- . . . ; 2 ) 0, так как x - f - y  =  0.9а* сов7 * sin* / ' '  ’ 1 *

r 24-/* 1080. 16 MlctK1.1074. 1) 4/*; 2) jU T * ' —  « ( c s '/^ T W  
1081. o =  2/ —4, a =  2. 1082. — k*/I8 c ju ,W . 1084. —0,0015 м,сек’- 
1085. — 1/8 Mjcek*. 1088. 1) (jc* — 379) sin jc — 40x cos xr,

П
2 ) t* ^  Ckn sin (x +  * ; 3) « V  sin ^ дг+ п  ^  - f

*“ ° r  1 Г 1 1K
4 - ana" *xJ sin адг 4- (Л — 1) -J- I 4 -Зл (я — 1) **~*x sin I ax  4- (я — 2) I 4-

4- П (П -  1) (n -  2) a"-* Sin [ а л 4 - ( я - 3 ) | ] .
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1093. У ”»  (0) =  0; у * " 41' (0) =  [1 - 3 - & . . ( 2 я -  !)]*.
1095. у * » -» ' (0) =  0; у 1*' (0) =  2 [2 • 4 • 6 . . .  (2я -  2)]*.

ОН г*
1096 .  4 9 = - .  1097. т ( т -  \ ) ( т - 2 ) х т • dx*.

9 х уX
1С98. 4 (х +  1) (5-г* -  2х -  1) dx*. 1099. Г** ■ 2 In 4 • (2х* In 4 -  I) dx*.
ttnn ab (a* — b*) sin 2дг dx* ltn l 4 In x — 4 — In* x .1100. /  .---- , . —T . 1101. ------ . - ; ===- d.<c*.

(a* cos* x  +  b sin x) хг У (|nJ дг — 4)*

1102. — 4 sin 2дг dx*. 1103. ± (1 +  5 tg’ <p) df*.
« M g ?  y j .

2
a 3dx* . . . .  „  4л: 4(1 + 3д^) . . .

1,04- з i  • ««05. 1) d ’y  =  - p —j  d* x ------(л-<̂ Г1)1 dx*]

3U r V
2) d*y =  — 4 sec* 2t dt*.

1106. 1) d*y =  cos z d* г  — sin z dz1-,
2) d*y =  ax coe (a*) In a d*x — ax In’ a (ax sin ax — cos a-*) dx*',
3) d ,y = a ‘‘ In a [cos a1' (6* +  9t* In a) — a 1' sin In e] dt*.

К г л а в е IV
1110. 1) Точка максимума; 2) убывает; 3) возрастает; 4) точка минимума;

5) точка максимума; 6 ) точка минимума; 7) точка минимума; 8) точка макси
мума; 9) точка минимума.

1112. В точке л-, =  0 возрастает, в точке дг, =  1 убывает, в точке дг, = —к/2 
возрастает и в точке дг4 =  2 убывает.

1113. Убывает в точке дг, =  1/2, возрастает в точках дг, =  2 и х, =  е; 
xt =  1 — точка минимума.

1114. Возрастает в точке дг»= 1, убывает в точке дг, =  — 1; дг, =  0 — точка 
минимума.

1115. Убывает в точке дг, =  1/2, возрастает в точке д г ,= — 1/2; дг, =  0 — 
точка максимума.

1125. Три корня, принадлежащих соответственно интервалам (1, 2), (2, 3) 
и (3, 4).

1127. sin Здг, — sin Здг, =  3 (дг, — дг,) cos 3?, где дг, <  6 <  дг,.
1128. а (1 — In а) — b (1 — In*) =  (b — a) In6, где а < |  <Ь.
1129. arcsin [2 (дг„ +  Ддг)] — arcsin 2дг, =   ̂ , где дг, <  £ <  дг, +  \х.

V 1 ~~ 4 f
1135. При дг—.0  5 стремится к нулю, принимая не все промежуточные 

значения, но лишь такую их последовательность, при которой cos стремится 
к нулю.

1136. 0,833. 1137. 0,57. 1138.1,0414. 1139. 0,1990. 1140. 0,8449. 1141. 1,7853.
1149*. Требуемое неравенство вытекает из возрастания функции у  =  —Ш-1-

в интервале 0̂,
1150. (— со, — 1) возрастает, (— 1, 3) убывает, (3, со) возрастает.
1151. (— со, — 1) убывает, (—1, 0) возрастает, (0, 1) убывает, (1, оо) воз

растает.
1152. (— со, — 1/2) возрастает, (— 1/2, 11/18) убывает, (П/18, со) возрастает.



1153. оо, -|в^ возрастает, ^ y e> “j  убывает, (в, оо) возрастает.
1154. (— оо, —1) возрастает, (— 1, 1) убывает, (1, оо) возрастает.
1155. (— оо, 0) убывает, (0, 1/2) убывает, (1/2, 1) возрастает, (1, оо) убы

вает.
1156. (— оо, 0) возрастает, (0, оо) убывает.
1157. (— оо, 0) убывает, (0, 2) возрастает, (2, оо) убывает.
1158. (О, 1) убывает, (1, е) убывает, (е, со)  возрастает.
1159. (О, 1/2) убывает, (1/2, оо) возрастает.
1160. (О, л/З) убывает, (*/3, 5я/3) возрастает, (5it/3, 2it) убывает.
1161. (О, it/б) возрастает, (л/6, я/2) убывает, (п/2,5к/6) возрастает, (5я/6, Зк/2) 

убывает, (Зк/2, 2it) возрастает.
1162. Монотонно возрастает. 1163. Монотонно возрастает.
1164. ^0, oj возрастает, a, e j  убывает.

U65. Д’жакс =  О ПРИ JC =  0, v-n. =  — 1 при Х=  1.
1166. ^иакс =  17 при *  =  — 1, з'иин =  —47 при *  =  3.
1167. уылкс =  4 при *  =  0, з>м„н =  8/3_при х =  —2.
1168. Уилкс =  2 при JC =  0, Л „в =  У^4 при X =  2.
1169. 31И1КС =  - j j j y  при х =  — а  1170. у ш с  =  О при х =  0.
47 1 . Л*кс =  0 при Х =  0, З'иин =  —2/3 при х= \ .
1172. _уШ1И =  2 при х — 2/а 1173. з*».акс =  >^205/10 при лг=12/5.
1174. Лаке =  V *  при х =  0 , ,ушш =  0  при х =  ± а.
1175. 3»MHH =  0 при *  =  0. 1176. Монотонно возрастает.g 1 _
П77. >>e„ c =  - g -{ /T 8 при х =  -£> Лни =  0 при х =  — 1 и при дг =  5.

1178. ушлкс =  2,5 при х= 1 ,  утИ =  е  ^ 2  ^  *** *>76 при х =  е.
1179. умакс=  1/2 при х =  0, Уит =  кР  при х =  1.

3 у  з”_2л 1
1180. ДмаКС =  0 при х  =  0 , уыин =  ’ ПРИ *̂ =  ~2 •

1181. УШ1К С =  6л ~^'18 при х  =  , у ыт=  1 при х  =  0.

1182. Лакс =  5ш у +  - j j  при X = j ,
3 6 / 3 — 12«КгЗ +  72 — it' +  6it я

Лин — 144 при х  — g .
1183. умtKC=l/r.  при х =  1, уЯИВ =  — 1/п при х =  3.
1184. Если efts£0, экстремумов нет. Если а & > 0  и а > 0 ,  то y*m =  '2Vab 

при х  =  1п ^  ; если аЬ >  0 и а <  0, то Л »«с=  —2 У~аЬ при х  =  In .
1185. 13 и 4. 1186. 8 и 0. 1187. 2 и — 10. 1188. 2 и — 12. 1189. 10 и 6 . 
1190. 1 и 3/5. 1191. 3/5 и — 1.
1192. Наименьшее значение равно (e +  i)\  наибольшего нет.
1193. */2 и — к/2.
1194. Наибольшее значение равно 1, наименьшего нет.

/ 1 \~1195. Наименьшее значение равно ( —]*• наибольшего нет.

1196. f T  и 0. 1197. | и О ,  1208. 4 и 4. 1209. 1. 1210. 6 и 6.
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1211. 3, 6 и 4 см. 1212. 3 см. 1213. 1 см. 1214. {ГAh.
1215. Радиус основания равен высоте =  п -  1216. Н = 2/?.

1217. 20 ̂  см. 1218. 2к 293-56’. 1219. Боковая сторона =  3/>/4,
основание =/>/2. 1220. Боковая сторона =  3/>/5, основание =  4р/5.

1221. 1222. 1 / ? . 1223. 1214.
271225. 20 км1час, 720 руб. 1226. Через 1 ч аса^ а ! час 38 мин.

1227. Расстояние хорды от точки Д должно равняться 3/4 диаметра окруж-
4Л У Т -„  R / 5иости. 1228. — g—  и —g— .

V ООО n V W + T ? - 3 h1229. Высота прямоугольника равна ----------^-----------, где п — расстояние
от центра хорды, стягивающей дугу сегмента, а /? — радиус круга.

1230. Радиус основания конуса должен быть в полтора раза больше радиуса 
цилиндра.

1231. 1232. «=49*. 1233. 60*. 1234. Я / з .  1235 .1/ ? .
■ ^

1237. |- +  | -= 1 . 1238. а У 2 и b V 2 .
2

1239. Площадь прямоугольника =  — X площадь эллипса.
1240. Через точку (2, 3).
1241. С ( - / 6, - / 6).
1242. х =  а —р,  если а>р\  дг =  0, если а ^ р .
1243. Сечение желоба имеет форму полукруга.

1 2 У 21244. Длина балки = 1 3 — м, сторона поперечного сечения = —f— м.
1245. Искомое значение равно среднему арифметическому результатов 

измерений:
_______Х 1 +  * » + » • •  +  * П

п

1246. В 3 км  от лагеря. 1247. На высоте /?уг2/2.
I VT1248. Расстояние от источника силы /, равно ш * ; иными словами,

v A  + »
расстояние / делится искомой точкой в отношении Vl. \Уl v

1249. 2,4 м.
f l  kP

1250. =  j . ПРИ ?  — агс,8
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1 2 5 1 .^ 4 ,5 . 1252. 2 6 +  j / ^ -  и 2а +  j / " ^ .
/?///.

1253*. {l 'L. R)(L +  2R) ’ ГЛС L ~  обРаз>'Ю|цая «опуса. Принять во внима
ние, что разность между расстоянием от центра шара до вершины конуса и 
радиусом шара равна разности между высотой конуса и высотой погружен
ного сегмента.

1254. /?/4. 1255. /?/2. 1256. Р(р ,  ± p V ‘2)*



31263*. - j . Так как функция есть константа (/  =  0), то значение этой кон
станты равно значению данной функции при любом значении дг, например 
при х  =  0 .

1264. п. 1265. 0.
4 111267. у .м с  =  27 в» при д: =  - j , у тт =  0 при х =  а.
Q* О

1268. 3’цакс =  jg  при x =  - j ,  Унии=  0  при д: =  0 и при х =  а.
1269. >’м«кс =  — 2в при х  =  — а, ушт =  2а при х =  а.
1270. у „,«с =  5/4 при дг =  3/4.
1271. ,Умакс — 1 при * = 1 .  V—-  =  —1 при х =  —1.
1272. з’м1Ш= 1  при *  =  0-
1273. у нвкс =  4/е* при дг =  2, _уМии =  0 при дг =  0.
1274. « при х — е. 1275. .уМакс= | е  при х — е.
1276. При в«= 2 максимум. 1277. а =  — 2/3, & = — 1/6.
1278. Выпукла в окрестности точки (1, 11), вогнута в окрестности точки 

(3, 3).
1279. Выпукла в окрестности точки (1, к/4), вогнута в окрестности точки

( - 1 ,  — »/4)-
1280. Выпукла в окрестности точки (1/е*, — 2/е4), вогнута в окрестности 

точки ( 1, 0 ).
1287. Точка перегиба (5/3, — 250/27). Интервалы: выпуклости — (— оо, 5/3), 

вогнутости — (5/3, оо).
1288. Точек перегиба нет, график вогнутый.
1289. Точки перегиба (2, 62) и (4, 206). Интервалы: вогнутости — (—оо, 2), 

выпуклости — (2, 4), вогнутости — (4, оо).
1290. Точки перегиба (— 3, 294) и (2, 114). Интервалы: выпуклости — 

(— оо, — 3), вогнутости — (— 3, 2), выпуклости — (2 , оо).
1291. Точка перегиба (1» ~ 1)- Интервалы: выпуклости — (— оо, 1), вогну

тости — (1. оо).
1292. Точек перегиба нет. График вогнутый.
1293. Точки перегиба (— За, — 9в/4), (0, 0), (За, 9а/4). Интервалы: вогну

тости— (— оо, — За), выпуклости — ( — За, 0), вогнутости — (0, За), выпукло
сти— (За, оо).

1294. Точка перегиба (Ь, а). Интервалы: выпуклости — (— оо, Ь), вогну
тости— (Ь, оо).

I y ' g _j L L z l\
1295. Точка перегиба I arcsin— Г)— , е  3 I. Интервалы: вогнутости —

I и . / 5 - 1 \  / . / 5 —1 *\(— — , arcsin - —2— j .  выпуклости arcsin— ^— , у ) .
1286. Точки перегиба (± 1 , In 2). Интервалы: выпуклости — (—оо, —1), 

вогнутости — (—1, 1), выпуклости — (1, оо).
I -  3 I 31297. Точка перегиба \ае2, -^е  2 J . Интервалы: выпуклости — [о, а е 1J , 

вогнутости — [не*,  оо j .  1298. Точек перегиба нет. График вогнутый.

1299. Точка перегиба е  г 2 ' .  Интервалы: вогнутости — ^— оо, 1,

выпуклости — oo'i. 1300. Точка перегиба (1, — 7). Интервалы: выпукло
сти— (0, 1), вогнутости— ( 1, оо).
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1305. а = — 3/2, 6 =  9/2. 1306. а =  — 20/3, р =  4/3. Точками перегиба будут 
также точки (— 2, — 2,5) и (0, 0).

1307. При а ^  — е/6 и при а >  0.
1316. Точки перегиба (1, 4) и (1, — 4).
1317. Точки перегиба при t =  Зк/4 ± kit (fc =  0, 1, 2, ,..) .
1318. — - - ■ ~7-S— а ■ =  ;  cos £, где а < 6  <b.

In А  а
1319. ^  +  =  где а < £ < & .

1324. 1325. 0. 1326. 1. 1327. 4 - . 1328. - I  1329. 4 " .
З ^ а  Р 3 у ъ

, а
1 ,п ~h 

1330. — 4 - . 1331. 2. 1332. —am n. 1333. — " .  1334. — 2. 1335. 2.2. tl  , С
7

1336. In у .  1337. cose. 1338.2. 1339.1. 1340.1. < 3 4 1 .^ .  1342.16. 

1343. 1. 1344. 1. 1345.— 2. 1346. 0. 1347. 0. 1348. а. 1349. у .

1350. 1351. —1. 1352. 0. 1353. со. 1354. ?-± А ± с..  1355. 1.
1356. оо. 1357. 1. 1358. 1. 1359. е. 1360. 1. 1361. е г. 1362. е *. 1363. 1. 
1364. 1/2. 1366. Значения Xх больше, чем значения ахх“.
1367. Значения /(лг) больше, чем значения 1п/(дс).
1374. / (115) ваг 1 520 990; /(120) 1 728 120; *л_юое*= 0,03 (абсолютная по

грешность).

1375. у  =  ± А  х. 1376. лг =  0, у  =  0. 1377. у  =  0. 1378. х  =  Ь, у  =  с.

1379. х  =  — 1, у  =  ^ х -  1. 1380. je +  .y =  0. 1381. у  =  х +  2.
1382, у = ± х .  1383. х  =  0, у  =  0-, л: +  у  =  0.
1384. х =  Ь\ х =  26; у  =  х  +  3 (Ь — в).
1385. у +  1 = 0 ; 2 х + у +  1 = 0 . 1386. лг =  —1/*, у  =  х +  1/л

Г 1387. лг =  0, у=*х.  1388. jr =  0, у  =  х +  3. 1389. у = ^  х  -  1.
Г 1390. _у =  2лг ± тс/2.
L 1391. у  =  х, если /(лг) не есть тождественная постоянная.

1392. Если lim ip(f) =  oo, a lim <p(f) =  6, то y  =  b — асимптота; если
/-»fo t — to

l im i( * )  =  oo, a lim 9 (t) =  a, то лг =  а — асимптота.

1393. лг =  —1, > =  0. 1394. y = j X +  e. 1395. jy =  ± 1  х -  j .
' 1399. x + y  +  a =  0. 1397. x =  2l 2х+  8>> +  1 = 0 ; 6* - 40у +  9 =  0.
; 13У8. Определена везде. График симметричен относительно начала. 

JW c =  l/2 при лг =  1, у ыин==— \12 при лг =  *— Г. Точки перегиба графика 
(— ^ 3 , — Уз/4), (0, 0 ) и (Уз ,  У§/4). Асимптота у  =  0.

1399. Определена везде, кроме значений л г = ± 1 . График симметричен 
относительно оси ординат. Максимумов нет. при лг =  0. Точек пере- 
1иба нет. Асимптоты лг= ± 1, y  =

1400. Определена везде, кроме значений лг =  + 1. Г рафик симметричен 
относительно начала. Экстремумов нет. Точка перегиба (0, 0). Асимптоты 
д г г » 1, у =  0.

Vi Г. М. Ье|*м»и
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1401. Определена везде, кроме значений jc =  1, дг =  2 и * .=  3. л ,«Кс 253 
е=э— 2,60 при х в к 2,58, у вине « 2,60 при * = 1 ,4 2 . Точек перегиба нет. Асим
птоты дг=  1, х =  2, дг =  3, у  =  0.

1402. Не определена при д г = ± 1 . График симметричен относительно 
оси ординат. у ,, ,кс =  0 при дг =  0. Минимумов нет. При д г < — 1 возрастает, 
при х >  1 убывает. График не имеет точек перегиба. Асимптоты д г = ± 1 ,у = 1 .

1403. Определена везде, график симметричен относительно оси ординат. 
У«иш = —1 ПРИ дг =  0; (1, 0) и (—1, 0) —точки перегиба графика с горизонталь
ной касательной; (±  /5/5, — 64/125) — точки перегиба. Асимптот нет.

1404. Определена везде; график симметричен относительно оси ординат. 
Утке =  0 при дг =  0, у ,,ин =  — 27/8 при дг= ± 1/2. Точки перегиба графика 
с горизонтальной касательной (± 1, 0). При д г ^ ± 0 ,7  и дг =» ± 0,26 — еще 
четыре точки перегиба графика. Асимптот нет.

1405. Определена везде, кроме дг =  0. у иин =  3 при дг =  1/2. Максимумов 
нет. Точка перегиба графика (— ^2/2, 0). Асимптота дт =  0.

1406. Определена везде, кроме дг =  0. График симметричен относительно 
оси ординат. Уиив =  2 при дт= + 1 . Максимумов нет. График не имеет точек 
перегиба. Асимптота дт =  0.

1407. Определена везде, кроме дг =  1. у ы„н = — 1 при дг =  0. Максимумов 
нет. Точка перегиба графика (—1/2, — 8/9). Асимптоты дг= 1 и у  =  0.

1408. Определена везде, кроме х = ± У гЗ. График симметричен относи
тельно начала координат. у Макс =  — при дс =  3, у ИИн =  4,5 при дг =  — 3. Точка 
перегиба графика (0 ,0 ). Асимптоты д г = ± У З и д г  +  у  =  0.

1409. Определена везде, кроме дг =  —1. Минимумов нет. у„«кс =  — 3 - у

при дг =  — 3. Точка перегиба графика (0, 0). Асимптоты х  =  — 1 и у =  ~ дг — 1
1410. Определена везде, кроме дг =  1. Максимумов нет. у мин =  27/4 при 

дг=3/2. Точка перегиба графика (0, 0). Асимптота дг= 1.
1411. Определена везде, кроме дг= 1 . > '„ ,« = 0 ПРИ *  =  0, у яин =

при х =  {^4. Точка перегиба графика — j  V^\. Асимптоты дг= 1 и
у  =  дг.

1412. Определена везде, кроме дг =  — 1. Л «Ве =  2/27 при дг =  5, умин =  0 
при дг =  1. Абсциссы точек перегиба графика 5 ± 2 К з. Асимптоты х =  — 1 и 
У =  0.

1413. Определена везде, кроме дг =  0. у и„ с =  7/2 при дг= 1 , ув, Ке =  —11/6 
при *  =  — 3, У„ин =  27/8 при дг =  2. Абсцисса точки перегиба графика 9/7.

Асимптоты дг =  0 и у =  ^  *  +  1-
1414. Определена везде, кроме дг =  0. Максимумов нет. Уиии^ — 0,28 при 

х =  1,46. Абсцисса точки перегиба графика — {/~2. Асимптота дг =  0.
1415. Определена везде, кроме дг =  0. умякс =  — 2,5 при дг =  — 2; миниму

мов нет. График не имеет точек перегиба. Асимптоты дг =  0 и у  =  х.
1416. Определена везде. у в1К =  1/* при дг =  1. Минимумов нет. Точка

1417. Определена везде. Уикс =  4/г” при дг =  2, у иии =  0 ПРИ дг =  0. 
Абсциссы точек перегиба графика 2 ± V2. Асимптота у  =  0.

1418. Определена везде, кроме дс =  0. у шии =  е  при дг= 1. Максимумов 
нет. График не имеет точек перегиба. Асимптоты дс =  0, у =  0.

1419. Определена при дс>—1. у Ми н = ° ПРИ * = 1». Максимумов нет. 
График не имеет точек перегиба. Асимптота дг =  — 1.

перегиба графика



1420. Определена везде. График симметричен относительно оси ординат. 
Умнв =  °  при лг =  0. Максимумов нет. Точки перегиба графика (± 1 , In 2). 
Асимптот нет.

1421. Определена везде. График симметричен относительно оси ординат. 
дри1ЕС =  у  при л г= ± 1 , у ЯИн =  ° при х  =  0. Абсциссы точек перегиба гра-

У  5 +
фика ± --------=------- . Асимптота у  =  0.

1422. Определена везде. _у,,акс =27/*’ прих =  3. Минимумов нет. Абсциссы 
точек перегиба 0 и 3 ± У~3. Асимптота у  =  0.

1423. Определена везде. Г рафик симметричен относительно начала координат.
y Milc =  -zL - при дс =  1, у ынн =  — L - при х =  — 1. Точки перегиба графика

3 3
(0, 0), ^УЗ, УЗе  и (— / з ,  — УЗе  2) .  Асимптота у  =  0.

1424. Определена везде, кроме х  =  0. Экстремумов нет. График не имеет 
точек перегиба. Асимптоты х =  0, v =  0 и у  =  - 1 .

1425. Определена при х > 0 .  Экстремумов нет. Точка иерегиба графика
/ 1  1  з  _ 1 \
\е? , « 2 2 J .  Асимптоты дс =  0 и у  =  х.

1426. Функция определена при — о о < д г < — 1 и при 0 < х < о о . В ин
тервале (— оо, — 1) возрастает от е до оо; в интервале (0, + оо) возрастает 
от 1 до е. График состоит из двух отдельных ветвей. Асимптоты у  =  е и 
дг=  — 1.

1427. Определена везде. Экстремумов нет. При х =  ± кг. (к =  1, 3, 5, .. .)  
стационарна. График симметричен относительно начала координат, не имеет 
асимптот; точки перегиба (кп, kit) (/г =  0, ± 1, ± 2, . . . ) ;  в точках перегиба 
график пересекает прямую у  =  х.

1428. Определена везде. График симметричен относительно оси ординат. 
Точки экстремума удовлетворяют уравнению \gx =  —x. Абсциссы точек иере
гиба удовлетворяют уравнению x t g x  =  2. Асимптот нет.

1429. Определена в интервалах (— я/2 -f- 2ки, я/2 +  2Ал), где к =  0, ± 1, 
± 2 , . . .  Период 2*. График симметричен относительно оси ординат. у Мак с= 0  
при х =  2Ы. График не имеет точек перегиба. Асимптоты х =  it/2 -f- кп.

1430. Определена в интервалах (— л/2-|-2*я, */2-J-2ftit), где ft =  0, ± 1, 
± 2 , . . .  Период 2-к. График симметричен относительно оси ординат. у ыиа =  1 
при xs=2kn.  График не имеет точек перегиба. Асимптоты х  =  я/2 -f-Ait.

1431. Определена везде. График симметричен относительно начала координат. 
■)'иаКс =  */2— 1 при х  =  — 1, >’Мнн =  1 — я/2 при х = \ .  Точка перегиба (0 , 0 ). 
Асимптоты у =  х ± ж.

1432. Определена везде, кроме х =  1 и х  =  3. у ыаКС =  1/е при x  =  Z Мини
мумов нет. Асимптоты х = 1 ,  х =  3 и у = 1 .

1433. Определена везде. Период 2л. з»МИ11 =  1 при х =  ктг, где к =  0 , ± 1, 
± 2, . . . ;  у макс =  е — 1 при х =  к/2 +  2кх и у ма1£с =  1 -+• 1/е при х =  Зя/2 +  2кп. 
Асимптот нет.

1434. Определена везде. >BaKc =  4/27 при х  =  8/27, з'иин =  0 при х  =  0. 
График не имеет ни точек перегиба, ни асимптот.

1435. Определена везде. График симметричен относительно оси ординат. 
■У«акс=° при х  =  0, у иив =  — 3 при х =  ± 1. График не имеет ни точек пере
гиба, ни асимптот.

1436. Определена везде. График симметричен относительно начала координат. 
■Умке =  2/3 при х =  1, у ния =  — 2/3 при х =  — 1. Точка перегиба графика (0, 0). 
Асимптот нет.
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1469. Замкнутая линия, симметричная относительно оси абсцисс, с точкой 
возврата (а, 0).

1470. Замкнутая трехлепестковая роза. Функция определена в интервалах 
[О, */31, [2/3*, *], (4/3*, 5/3*]. Экстремумы при"<р =  */6 , о =  5*/6 и <р =  Зя/2.

1471. Функция определена в интервалах [0, п/2), (*, Зя/2). График функцин 
симметричен относительно полюса. Прямые дг =  в и дг =  —а  являются асим
птотами *).

1472. Функция определена в интервалах (0, */2), (3*/4, Зя/2), (7*/4, 2- ] 
График функции симметричен относительно полюса. Асимптоты х =  а и 
х =  — а. В полюсе кривая касается прямой <р =  3*/4.

1473. Существует при всех значениях <?. При <р =  0 максимум равен 2а, 
при <р =  * минимум равен 0. Линия замкнута, симметрична относительно по
лярной оси. Полюс — точка возврата.

1474. Функция определена в интервалах (0, я/2 +  arccos 1/й], (3*/2 —
— arccos 1/6, 2*]. В точке <р =  0 функция имеет максимум, равный а (1 +  6 ), 
в точках <? =  */2 -f- arccos 1/6 и о =  3*/2 — arccos 1/6 — минимум, равный 0. 
График функции симметричен относительно полярной оси.

1475. Существует при ? > 0 .  Точка перегиба (1^2*; 0,5). Полярная ось 
является асимптотой. Линия спирально завивается вокруг полюса, асимптоти
чески приближаясь к нему.

1476. Существует при <р >  0. Г рафик — спираль, исходящая из полюса и асимп
тотически приближающаяся к окружности р =  1.

1477. Существует при — 1 *£ < ^ 1 , расположена целиком правее оси орди
нат. Замкнутая линия. Максимум при / =  0 =  1 радиану, р = 1 ). Точек пере
гиба нет. При t  =  ±  1 касается оси ординат.

1478. Четырехлепестковая роза. Начало координат — двойная точка само
прикосновения.

а 1/2 а 1̂ *2 _
1479. Линия целиком лежит в полосе------ 75— —т,— . Симметрична

относительно начала. Асимптота дг =  0. (0, 0) — точка перегиба с осью абсцисс 
в качестве касательной. Имеются еще две точки перегиба.

1480. Симметричная относительно четырех осей *  =  0, у  =  0, у  =  х, у  =  
= — х замкнутая линия с четырьмя точками возврата: (в, 0), (0, о), (— а, 0 ) 
и (0, — а). Начало координат — изолированная точка.

1481. Симметричная относительно осей координат и биссектрис координат
ных углов линия. Асимптоты (х+у)*  =  -^-. Начало координат — четырех
кратная точка самопересечения; в ней ветви линии касаются координатных 
осей. Линия имеет форму «мельницы».

1485. Остальные корни простые.
<1486. 0,1 <  х <  0,2. 1487. — 0,7 <  х, <  — 0,6 и 0,8 <  х, <  ОД
1488. 0,32 <  дг <  0,33. 1489. — 3,11 <  дг, <  — 3,10, 0,22 <  х,  <  0,23

и 2,88 <  д-, <  2,89. 1490. 0,38 <  дг, <  0,39 и 1,24 <  дг, <  1,25.
1491. — 0,20 <  х <  — 0,19. 1492. 0,84 <  х <  0,85. 1493. 1,63 <  дг <  1,61.
1494. 1,537 < * <  1,538. 1495. 0,826 <  дг <  0,827. 1496. 1,096 <  лг <  1,097
14Я7. 0,64 <  х <  0,65. Прн 0 <  а <  1 существует единственное действитель

ное число, равное своему логарифму, притом меньшее 1. При 1 < в < * '  
существуют два различных числа, равных своим логарифмам: одно из интер

вала (1, е), другое из интервала (е, + оо). При а =  е е единственным числом,
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*) В этой и следующих задачах асимптоты даны в декартовой системе 
координат, у которой осью абсцисс служит полярная ось, а осью ординат — 
перпендикуляр к полярной оси, проходящей через полюс.
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равным своему логарифму, будет число е  (оно является двукратным корнем

уравнения log0 jc =  jr). При е * < а < с о  не существует действительных чисел, 
равных своим логарифмам.

1498. (х -  4)* +  11 (х -  4)* +  37 (дг -  4)* +  21 (х -  4) -  56.
1499. (X + 1 ) * - 5 ( j c+ 1 )  +  8.
1500. (дг -  1)«* +  10 (дг -  1)» +  45 (д: -  1)* +  120 (х -  1)' +  210 (jc -  1)« +

+  249 ( х - 1 ) ‘ + 1 9 5 ( д г - 1 ) *  +  9 0 ( д г - 1 ) » + 1 5 ( д г - 1 ) * - 5 ( х - 1 ) - 1 .
1501. jc* — 9jc* -f- ЗОдг4 — 45дг* +  ЗОд:* — 9дс -J- 1.
1502. / (— 1) =  143; /’ (0) =  — 60: Г  (1) = 26 .
1503. — 1 — (дс+  1) — (дс+  1)* — . . .  — ( х +  1)п +

И  + ( — Ь ’" ' | ) | п м .  г» е 0 < в < 1.

tSM. * + т + г + - " + ( ^ + ( 5 Т П Г < , ' + ” +  1' ' Ь -
где 0 <  6 <  1.

,  0  х - 4  (х -  4)* (дс -  4)» ( 2 л - 2 ) ! ( д : - 4 ) "  ,
5> 2 +  ~ ------------64 512------- ----  + ( ~ 1)П я! (я — 1)1 24п~‘ +

(— 1)п (2я)1 (дг — 4)п+1 
+  2*"+‘л! ( я + 1)! V\* +  9(jc — 4)I*"+I *

г »  - Л  r m  j - l n + l  p*JT  ___ , - Ь х

,506- , + 5  +  4 Т + - " + ( 2 ^ + е т Т ) . 1 - 2 £- * Г Д е0< в < 1-

1507. ( j . _ l )  +  | j ( x _ l ).  +  “ (j r _ l ). +  6 - ( х _ 1 ) 4 + ...

(— 1)п 6 ( д с - I ) »  (— j )Я+1 6 (лг — 1 )"+*
(я — 3) (я — 2) (я — 1) я +  (я — 2) (я — 1) л (я -f- 1) 11 + Ч х -  

где 0  <  О <  1.
2х* 2*дг‘ 2*дг* 2’х* . . .  2*"-‘дг‘" ,
■2Г ~ П Г + _ Ш---------5 Г + -  + ( _ 1 )  -  (2я)1 +

(__1 1П2»п »-*n+i
----- 2̂- -+ -1), ап 2 9х, где 0 <  В <  1.

11 0 (дг — 2)] ‘ * ГДе °  <  “ ^  1*

1505.

1508.

1509. 2 - ( j c - 2 )  +  ( x - 2 ) » - ( j c - 2 ) * - f

I ^  1 +  2  sin* 8дг1510. х + т ----- cos, -b— -  , где 0 < 0  <  I.

, jc* . х* 90jc-Ь6в*л»
1511. дг+ g -  ------ —----- — , где 0 < 9 < 1 .

(1 -  б***)7

1512. 1 — - j  (дг — 1) +  у - у  (д: — 1)* — (х  — 1)* +

1 - 3 - 5 - 7  ( х -  1)«
 ̂ +  ' 2*.41 / l l+ 0 ( J C - l ) I *

1513*. В силу существования третьей производной имеем

Л*,. (_ , Л*

где 0  <  0 <  1.



1437. Определена везде. кс =  2 при х =  0, =  0 при дг =  - 1 .  Точка 
перегиба графика (— 1/2, 1). Асимптота V =  1.

1438. Определена везде. y MKCsa* 2,2 при дг =  7/11, у мин =  0 при jc =  1.

Абсциссы точек перегиба графика — 1 и  ̂ ~ ц  ̂  • Асимптот нет.

1439. Определена везде. у ял кс =  2 у Г 4 при дг =  4, >,,,« =  О при дг =  0. 
Точка перегиба графика (6, 0). Асимптота x ^ - y —Z

1440. Функция определена при дг^О , двузначна. Функция у  — х + У х* 
(верхняя ветвь графика) монотонно возрастау. Функция у  =  х — Ух* (ннжнля
ветвь графика) имеет максимум при jc =  20/5. График не имеет ни точек 
перегиба* ни асимптот.

1441. Определена при дг^О , двузначна. Функция у  =  х*-\-Ухъ (верхняя 
ветвь графика) монотонно возрастает. Функция у =  дг* — Ух* (нижняя ветвь 
графика) имеет максимум при jc =  16/25. Абсцисса точки перегиба нижней 
ветви графика 64/225. Асимптот нет.

1442. Определена при д г^ :— 1, двузначна. Экстремумов нет. График сим
метричен относительно оси абсцисс, имеет точки перегиба (0 , 1) и (0 , —1). 
Асимптот нет.

1443. Определена в интервалах [— 1, 0| и (1,_оо). двузначна. График сим
метричен относительно оси абсцисс. | у  1макс =  при х =  — КЗ/З. Абс-

1  Г  V 12
цисса точек перегиба графика у  1 -1— . Асимптот нет.

1444. Определена при jc^ O , двузначна. График симметричен относительно 
оси абсцисс. IУ LaKc=  V^2/9 при jc =  1/3. График не имеет точек перегиба. 
Асимптот нет.

1445. Определена при jc =  0 и при д г^ 1 . Начало координат— изолиро
ванная точка. График симметричен относительно оси абсцисс. Экстремумов
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тричен относите 

нет. Точки перегиба графика , ± • Асимптот нет.

1446. Определена при jc < 0  и при jc ^ V ^ 2 , двузначна. График сим
метричен относительно оси абсцисс. \у 'макс= 1  при JC =  — 1. График не имеет 
точек перегиба. Асимптоты дс =  0 и у — ± дг 3/3.

1447. Определена при jc^  —2 и при j c> 0 ,  двузначна. График симметри
чен относительно прямой у  =  jc. у ылкс =  — 2 при дс= 1. График не имеет точек 
перегиба. Асимптоты _c =  0 , y  =  0 и x-f-_y =  0.

1448. Определена при — a ^ j c <  а, двузначна. График симметричен отно

сительно оси абсцисс. \у'ы2кс =  а \ ^ '5  ̂ 2~  * ' при х — ~ \  (У$ — 0- Точек
перегиба нет. Асимптота х =  а.

1449. Определена при 0 sS jc s£ 4 , двузначна. График симметричен относи
тельно оси абсцисс. |> ыакс =  У 3 при х  =  3. Абсцисса точек перегиба гра
фика 3 — У З. Асимптот нет.

1450. Определена при — 2 j S j c ^ 2 ,  двузначна. График симметричен отно
сительно осей координат. I у ! иакс =  3 ^~3/5 при д г= ±  1. Точки перегиба гра
фика (О, 0) и (+  У  3, ± У  3/5). Асимптот нет.

1451. Определена при — 1 < д г ^ 1 ,  двузначна. График симметричен отн - 
сительно осей координат. 1у|Иа * с = 1/2 при х = х У  2/2. Точка ucpci иба i ра
фика (0, 0). Асимитот пег.
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1452. Определена при д г ^ 1 , двузначна. График симметричен относи-
6 “1“ 21^3тельно оси абсцисс. |,у >а1е сз| при дг =  2. Абсцисса точек перегиба — ■ - .и

Асимптота у =  0.
1453. Определена при 0 ^ х < 2 в ,  двузначна. График симметричен относи

тельно оси абсцисс. Экстремумов нет. Точек перегиба нет. Асимптота дс =  2а.
1454. Определена придгсО , п р и 0 < д г<  1 и при д г> 2 , двузначна. График 

симметричен относительно оси абсцисс, имеет асимптоты лг =  0 и у =  + 1 и 
две точки перегиба. Экстремумов нет.

1455. Определена при — в < д г <  0 и при 0 < д г ^ й , двузначна. График 
симметричен относительно оси абсцисс. Экстремумов нет. Точки перегиба i ра

фика [ в ( / 3 - 1 ) ,  Асимптота х =  0.

1456. Определена при — l s g j t ^ l  и при л г = ± 2 , двузначна. График 
симметричен относительно осей координат и имеет две изолированные точки: 
(■*. 2, 0), IУ макс — I ПРИ х*=0. Точек перегиба и асимптот нет.

1457. Определена при — 1 « ё д г ^ 1 , двузначна. График симметричен отно
сительно осей ^оординат. 13* !»акс =  1 при *  =  0. Точки перегиба графика 
(± V 212, ± У  2/4). Асимптот нет.

1458. Определена при дг< — 1 и при дг> 1, двузначна. График симметри
чен относительно осей координат. Экстремумов нет. Точки перегиба графика 
( ± / 2 ,  + 1/2). Асимптоты у = ± х .

1459. Определена при дг^О, двузначна. График симметричен относи
тельно оси абсцисс. |_у(,,акс=1 ПРИ *==1/2. Абсцисса точек перегиба графика 
1 -4 -/ 2

S ' .2— ' Асимптота у  =  0.
1460. Определена везде, кроме дг =  0. Экстремумов нет. Точка перегиба 

графика (— 1/2, е"* +  1/2). Асимптоты дг =  0 и х + > '=  !•
1461. Определена везде, кроме дг =  it/2 +  йя, где <t =  0, + 1 , ±2, . . .  Пе

риод л. Экстремумов нет. График не имеет точек перегиба. Асимптоты дг =  
=  */2-4-fen.

1462. Определена везде. График симметричен относительно оси ординат. 
Точки экстремумов удовлетворяют уравнению jc =  tg дгг Асимптота у  =  0.

1463. Определена везде. Экстремумов нет. График не имеет точек пере
гиба. При д :< 0  функция тождественно равна линейной функции у = \  — х. 
Асимптота х -)- .у  =  3. (0, 1) — угловая точка графика с двумя различными каса
тельными.

1464. Определена везде. График симметричен относительно оси ординат. 
>«акс =  3 при дт =  0 , _уиин =  —1 при д г= ± 2 . График не имеет ни точек пере
гиба, ни асимптот, и правая его часть представляет собой часть параболы 
у  =  дг* — 4х +  3, лежащую правее оси ординат. (0, 3) — угловая точка графика 
с двумя различными касательными.

1465. x{t) и у  (/) определены при всех t, а у (х )  — при всех х. (—3, 3) — 
максимум, (5, —1) — минимум, (1, 1) — точка перегиба. Асимптот нет. При 
х — оо угол наклона линии к оси абсцисс стремится к 45*.

1466. х (t) и у  (t) определены при всех t, а у  (х) — при всех х. Асимптоты 
У =  .г и ,у =  дг-|-6к; (— 1— 3Jt, — 1 +  Зк/2)— максимум, (1 — Зп, 1— Зх/2) — 
минимум, (— Ззг, 0>— точка перегиба.

1467. х (t ) и у  (<) определены при всех t, кроме t =  — 1. Асимптота 
х у  -}- 1 г= 0. (0 , 0) — точка самопересечения, касательными в этой точке слу
жат оси координат. Точеу перегиба нет. В первом квадранте — замкнутая петля.

г 1468. х  (/) и y ( t )  Определены при всех/. Функция >>(дг)придг<— 1/* 
не определена, при — 1 /<?<дг< 0  эта функция двузначна, при * > 0  — одно
значна. Линия симметрична относительно прямой х-{-у  =  0. Максимум — 
(*. 1/е). Имеются две точки перегиба. Координатные оси служат асимптотами.
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Сравнивая с выражением в тексте, получаем:

^  LГ  (а +  Щ  - / '  (а)] =  Г  Ы +  W).
т. е.

Г ( о  +  Щ - Г ( о )  _ лГ ( а  +  Щ - Г ( а )  _ 1 .............. ..... t4
---------------т  — « г г  (<* -f- 4tn).

Остается совершить предельный переход при Л—► 0.
1514. Функция убывает. (0 ,3) — точка перегиба графика.
1515. Функция имеет минимум, равный 1.
1516. Функция имеет минимум, равный 2.
1517. Функция имеет максимум, равный — 11.
1518. Функция возрастает. (0 ,0 ) — точка перегиба графика.
1519. Функция возрастает. (0, 4) — точка перегиба графика.
1520. / (х) =  1 — 6 (jc — 1) +  ( * -  1)* +  . . . ;  / ( 1 ,0 3 ) 0 ,8 2 .
1521. f i x )  =  321 +  1087 (х —  2) +  1648 (дг — 2)* +  . . . ; / (2,02) 343,4; 

/(1,97) =«289,9.
1522. /(дг) =  1 +  6 0 ( х -  1) +  2 3 7 0 (jc — 1)* +  . . . ;  /(1,005) =а 1,364.
1523. /(дг) =  —  6 +  21 ( *  —  2) +  5 0 (jc —  2)* +  . . . ;  / ( 2 , 1 ) ^  —  3,4; 

/(2,1) =  — 3,36399; » =  0,036; 0,011 =  1 ,!•/* 1 524. 1,65.
1525. 0,78, й <  0,01. 1526. 0,342020. 1527. 0,985. 1528. 0,40, 8 < 0 ,0 1 .

1529. ¥ 1.  1530. А -  1531. 36. 1532. 0,128. 1533.4 6* ’ а* 4
8V2 6 1 дг |

1534. 0. 1535. 1. 1536. 1537. ------------- у .
"  -Я-

(1 +  9jc*)2

1538.

1541.

--------— ------ г . 1539. | cos х |. 1540.

(Ь*х* +  в V ) 2
I (<я — 1) (ab)tm (хУГ-*\ 1И2 __ 1_

3 У  а \ху | ‘

1544. . 1547.
V 1 +  In* в '8а sin у

в ( 1 + ,* ) 7  0?* -‘ (? * +  А*)а
/ 7 \* 19^( H i  /- I Л\Ш i f . .  1 \ __ i f r  М КЯ  /.•__ _____________ 0\1___О

1563. 1  а. 1566. s =  3 , f r = - 3 , c = l .



1567. у  =  -  X* -  0,6л:* 4-  4,5дг* +  0,1**.
1568. с _ г l+ « V * " - „

я — 1 » 1 ^ я ( я  — 1) jc»'»*

,569.E =  l f L i W ,  (eeT _ w } . (^  +  4). } ,

1 1  2 1 2  2 1 
1570. i =  x + 3 x 3y \ r l = y  +  Zx3y * ; (5 +  tj)7 + ( £ - ^ 3 =  2 a 3~.

• ‘ - 4 V r > + ' *
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1571

1572, C 4 ,1 М/Я 3 16 / , 3\»
T  ’ 1 ,=  "2 * е “ Я з ( ч +  т ) *

2 2 2
1573. ( ^ y  4- 6a* 4- 3a*« =  0. 1574. 53 +  4 3 _  (2e)T

1576. Да, можно. 1579. 2p  ̂ j /  ~ l ] .  <580- ~ У ) .
1581. 6a. 1582*. 16a. Получив параметрические уравнения эволюты, преоб- 

разонать их к новым координатам и параметру, положив х =  — дг„ y = —y t, 
t =  e, +  ic. 1583*. Воспользоваться зависимостью между длиной эволюты и при
ращением радиуса кривизны. 1584. 0,785.1585.0,073. 1586. (3,00: 2,46). 1587. (— 0,773; 
-0 ,8 4 1 ). 1588. (1,38; 4,99). 1589. (0,57; -3 ,6 2 ) . 1590. 0,78. 1591. (2,327; 0,845).

К главе  V
ь

1592.» 1) (х* 4 - 1 )  dr. 2) 5 (е* +  2) dxr. 3) J sin л: dx:
2 1 e

4) § (8 — 2x‘)dx; 5) \ (V x -x ,)dx; 6) j  (ln л: -  In* дг) dx.

1593. 2 0 - -  и 2 0 4 -  — ; a =  - ;  *=* J - .Я 1 Я ’ Я ’ Ort

1594. a  =  0,248, 0,039.

1595. 31,5. 1596. 104 .  1597. 1  ah =  40 c m * .  1598. 10
О О о

1599. 8. 1600. 21 -L. 1601. 2-^-. 1602. 140 см. 1603. 122,6 м.
о о

1604. 20 4  см. 1605. 625 дж.  1606. 4 ел.О
п  — 1 Л

1607. а) ш „=  £  t» (Е,) </,+, -  t t ), t ,  =  Г„ (п =  Г ,; 6 ) /я =  $ о ( «  dt.
г,

a — 1 Г,
1608. а) в„ =  2  ф (5,) №+1 -  //), =  Г ., =  Г ,; 6) 9 =  ( ф (о  dj.

i — 0 Го
я -  I J

1609. (?я =  V  — 0̂ =  0. гя =  Г; < ? * \ /(*)</*
i — о о



л - 1  7,
1610. а) л „ =  2  ? & )  + fo) =  Г * '«  =  л :  6М =  \ ?(*Ж <)Л-

1 -0  г.
1611. 1500 кулонов.  1612. =**67 600 джоулей.  1613. 2880 джоулей.

п - 1  ь
1614. а) Р „ =  2  в -< (*<+« “  -*"/)» *о =  0, агя =  6; б) Р =  \ axdx.

i - o  о
ab*1615. а) ~2-  =  18,75 кГ\ б) прямая должна быть проведена на расстоянии

Ь
р у «= 1 7 ,7  см от поверхности.

1616. е - \ .  1617. 1618. 1) 50; 2) 4а; 3) 4) ~ аЪ",

5 ) а  ( в* _ - ? -  +  1) ;  6) - i  т; 7) 31# 8) ^ - ^ ;  9 ) ^ ;

]0) а ^ - Ш + W ).  П )4 ; , 2) ]6 2 ; 13 )0

1619*. • ^  1,67 • 1011. Записать выражение, предел которого ищется
I *

в виде л-й интегральной суммы некоторой функции.
1620. 1п2. 1621. 1п2. 1622*. ln e , 1п 3 =&= 1,1. См. задачи 1620 и 1621.

1623*. 1) ае° -  е° +  1; 2) a In а -  а +  1; 3) <1п?,>*-<1г|0>*.-
Выражение q -\-2q* nqn находится при помощи дифференцирования

суммы членов геометрической прогрессии.

1624.  ̂ | sin jc | </дг =  2  ̂ sin лг rfjc. 1625. - i - . 1626. ^ . 1627.

1630. 8 <  / <  9,8. 1631. 3 < / < 5 .  1632. * < / < 2 * .  1633. ^ < / < L
* . 2n e*— 1 , e* — 1

• ! )  <'  ~3' gt*-1 e* “
1636. 1) Первый: 2) второй.
1637. 1) Первый; 2) второй; 3) первый; 4) второй.
1640. 0 ,85 < / < 0 ,9 0 .
1641. а) 1 < / < / 2  «= 1,414;
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б) 1 < / <  =  1,207; в) ! < / < ] / " 1,095.О

1642. y ep =  k<X,£ * !  +  b; ^ ± ^ ~

1643. _уср = ( д т ?  +  дг,дг, +  дг|). Если дг,дг, ^ 0 ,  то в одной точке: если

х , < 0  и дг, > 0 , то при соблюдении неравенств — е£дг, е£ — 2 дг, в д в у х ю ч - 

ках, в противном случае — в одной.
1644. 24,5. 1645. 1646. 0. 1647. ~ h =  \ м.

1648. 11 а  1649. -  1558 вт . 1650. 1) 2) 3) Л ~ 'Г- .



1651. s =  — <*. 1652. А =  100s +  25s’ джоулей,  s — путь в м.

« и .  » -  g -,f; г f ‘ •

1654. (? =  с0* +■? *» + А-**. 1655. < /5= 10, AS =  10,10033... 1656. r f S = l .

1657. Ддг \S d S  а Ь
1 92,25 64 28,25 0,442
0,1 6,644 6,4 0,214 0,0382
0,01 0,6424 0,64 0,0024 0,00376

/--  а
1658. I .  1659. 0 ; - Ь З _ : 1# 1660. A J  f(x) dx =  -  fix).

X
1661. - 1 ,  1662. 1663. 1) лг. 2) — 4jt In jc.

2х
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2

1664*. 2 In* 2лг — In’ лг. Представить интеграл In * х dx в виде суммы инте-
X

a 2 г
тралов \ In’ х dx  +  In’ x dx, где a >  0.

x a

1665. у  =  _  £ 2 L i. 1666. 1) i g  =  ctg t; 2) =  -  A  1667. -  2. 

1668. Минимум при дг =  0. /(0) =  0. 1669. 1.
1670. Уна*,; =  5/6 при лг =  1, >'„„„ =  2/3 при х — 2. Точка перегиба графика 

(3/2, 3/4).

2. 1) 2 ) - - g - ; 3 )52 ; 4) 4 А . 5 ) 4 5 - 1 ;  6) ^  0,08; 7 ) 2 - / 2 ;

8, 6 т :  9>3 ( т т - т г ) :  у О г а - У Ч ) + > , - > .
1673. 1) 2; 2) 0; 3) е» - 1 ;  4) 1; 5) «с/4; 6 ) х/6. 1674. 0. 1675. 1 - ^ 3 ;  - 1 .

К  г л а в е  VI

1676. -| V T ‘ +  C. 1677. -----+ с .  1678. С - - .3 я +  т 1 х
1679. «=* 0,1343 • 10-* + С. 1680. + С. 1681. + с.

| / ^  +  С. 1683. =« 4 ,U « «  +  С. 1684. и -  и’ +  С.

1 +  !п а
_  /"о»,

1682.

1685. -|дг’ У х  + х  +  С. 1686. С ---------1 - - е *  +  1п\х\.
0 Здг у х

1687. С -  10ж-« ’ +  15дг°'’ -  3,62л1*1. 1688. z - 2 ln | z | - i . f C .
1689. _2-t * -  1 2-у tJ > +  с  

3 ^ *
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3 %г—х , 18 в/— , 9  *>—• . 61690. |  {ГР +  4*  X \Щ +  J  х Y дг* +  А  дг* Ух  +  с .

1691. -  {/*» — -  {/ I*4 - С 1692. —  arcsinх +  С.
7 3 У 3

1693. Зх -  -2 ’ V y  +  С. 1694. i ( tg x  +  jc) +  C. 1695. С — ctg д: — tg лг.

1696. tg х — х - f  С. 1697. С — ctg х — х. 1698. х — sin х +  С.

1699. a r c tg * — ^ + С .  1700. In | дг |+ 2  arctg дг +  С. 1701. tg x  +  C.

1702. -̂jc + С. 1703. iS^ i- 4 -С. 1704. + С- 1705. 2 У I +дг*+С.

„06 . !£ + !> !• + с . itos. +  с .
П _______ _

1709. С — ^  (8 — Здг)5 . 1710. С - ^ ~ 2 ^ ’-. 1711. ^  уТ + Ь х  +  С-

1712. |  У и * 4-1)* +  С. 1713. С — ^  F 0  -  дг')*. 1714. ^  »/(ж» +  2)* + С. 

1715. У~х*~̂ ~\ -f. С. 1716. - 1 / 4 4 7 * 4 - С. 1717. -| ^ (л :‘ +  1)* +  С.

1718. /Здг* -  5дг +  6 +  С. 1719. i  sin4 х +  С. 1720. sec * 4 - С.

1721. 3 '/ШИ +  С. 1722. С -  cos* л  1723. ~  / П п х 7 +  С.

m , . i = « i ! l  +  c . 1725. С -  2 ( .r c ’ in ж,* • ™ > .2 V T + ip - + c .  
1727. sin Зх +  С. 1728. tg (1 +  In дт) +  С.

1729. у  sin Здг 4- С. 1730. xco sa  — sin 2дг-|-С. 1731. С — -g- cos (2* — 3).

1732. С - у  s in (l — 2лг). 1733. — tg ( l x  — 4- С или i - ( t g 4 x  -  вес4д:)4-С. 

1734. С -  cos (e*). 1735. ln (1 4- **) 4- C. 1736. ln | arcsin x\+C.
In (д:* -  Зх +  8) 4- С. 1738. 1  l n | 2 x - 11-f-C. 1739. -  ln ! сдг 4- m | +СZ с

~  ln (jc*4- 1) 4 -С ; 1741. I  In! JC* 4 -1  14 -С. 1742. In (в*4- 1 >4 -С. 

1743. ^  In («*•* 4- о») 4 - С. 1744. С — In j cos* |. 1745. In sin x\ +  C.

1746. С — ^  ln 1cos3jc|. 1747. 1  ln | sin (2* 4- I) | +C.
1748. С -  ln (1 -f- cos* x). 1749. ln | ln x \ 4- C.

lnm+i y
1750.  если т ф — 1 и ln | ln jc |-f С, если m =  — 1.

m 4 * 1

1751. *,lnJt4 -C . 1752. e ,lax +  C. 1 7 5 3 . 1 7 5 4 .  C - - ^ - .  

1755. С -  C ^ - .  1756. 0 ,5 e '' 4-C . 1737. С — - j  e~x\ 1758. arcsin y j  +  C-

1737

1740



1762.

1764.

1767.

1770.

1772.

1774.

1776.

1778.

1780.

1782.

1784.

1786.

1788.

1790.

1793.

1795.

1797.

1799.

1801.

1803.

1805.

1807.

1759. 1 1 X
-g- arcsin 5л:- f  С. 1760. arctg Зл:-}-С* 1761. arcsin — -|-С. 

х +  С.
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1 /2
т  arc,g

1763. i arcsin —  +  С. 
3 2

у  arctg лг* +  С. 1765. у  arcsm ^  +  С. 1766. -i- arctg ~  -f- С. 

-j- arcsin х*+С.  1768. -1 arctg е— +  С. 1769.

1 . лг*
[ "5

arcsin 2*
in 2 С.

а "  “ а 
1 . . .  3

1771. ех +  е-* +  С.

е , х ~  е гх +  Зех х +  С. 1773. arcsin дг — / 1  — х* -)- С.

у  In (дс* +  9) — y  arctg ~  +  С. 1775. arcsin х \  1 — дг» +  С.

4- arctg дс* — ~ In (дг4 +  1) +  С. 1777. arcsin х -\—  * 4- С.
2 4 V 1 — JC*

~  [х‘ -  /(дс* -  1)«] -  л: +  С. 1779. С -  2 у Т Г ^ ~  ~  /('arcsin л:/*.

С — д [У 1 — 9л:’  +  (arccos Зле)*]- 1781. х  — 4 In | х  +  4 1 +  С 
1

т [ л с - 1 т | 2 л г + 1 | ]  +  С. 1783. A ^ X- j \ n \ b x + a \ \  +  C. 
С - х  —  6 In | 3 — jc |. 1785. 2дс + 3ln| jc — 2 | + С . 

у  дс +  In | 2л: — 1 1 +  С. 1787. дс +  1п (х* + 4 )  +  С.

х — 2 arctg х +  С. 1789. С — - j  дс‘ — дс* — ~  х* — х  — In 1 1 — х |.

х -  1y - A r + a r c t g x  +  C. 1791. In

i ln
лг-f- In

2л: — 3
x+\

X -  1
л с + 1

+  C. 

+  C.

1794. I - in

+ c.
b — x

b — a \a — x

2
1792. In

+  C.
x + 1 1 +  C'

Т1пX 
X -FSI+1 /2 +2 /6 “ /2-

1796. j  In 

1798. jb  in
x=fk* 

+ c .

X
2x — 3
2x +  3

+  C. 1800. - j  arctg ~ 2 ~ + C.

— arctg *  +  C.
/ 2

+  C.
/ 2  
1

7  arctg

arcsin (x — 2) +  C.
1 . З лг+ 1  — arcsin —
3 / 3

■C.icno 2 1 — 2л:1802. — arc tg ----------
3 3

1804. у  arcsin (2л: +  3) +  С.

•С., олс 1 Зле— 11806. -5- arcsin— -—
О О

- с . 1808. — +  ̂ 2- ^ - -С.



1809. +  1 8 1 0 .C - c t g ^ .  1811. t g ( | - | )  +  C.

1812. 2 tg у  — дг +  С. 1813. 2 t g ( - J  +  -£ ] - J C  +  C.

1814. 1  tg* х +  С. 1815. In (2 +  sin 2jc) +  С.

1816. С — ^  +  cos 2jc ) . 1817. I  sin 5* +  -1 sin *  +  C.

1818. -1 sin Зд; — ^  sin 7jc +  C.

1819. 1  ( l x  +  sin 2jc +  ~  sin 4jc + 1  sin бдг) +  С.

1820. In | tg +  y )  | +  C. 1821. In (1 +  sin x) +  C.

182^ c ^ l£ _ in | c o s x |  +  C. 1823. —4 -------л +  С.2 sin x 3 sin* x
1824. l )  +  C. 1825. tg jc +  1  tg‘ дг +  C.

1826. sin jc — +  G. 1827. у  t g * x - t g x  +  JC +  C.

2 1
1828. С — cos x +  т  c°se x — с cos1 x.о  о

1829. x — ~  sin 2x +  sin 4x +  C.

1830. у  tg* д: -)- In | cos jc [ +  C. 1831. C -  c t g J C - J -  c t g * j c - ^  ctg‘ x. 

1832. -1 s in2jc — y jc c o s2 jc  +  C. 1833. jc sin jc +  cos дг +  C.

1834. С — e~x (дг +  1). 1835. - ^ j ( x  l n 3 -  1) +  C.

1 8 3 6 . ^ т ( | „ д г - j ^ J  +  C  , 8 3 7 . i i + i , rc , g , _ £  +  c .

1838. x arccos x — У  1 — x’ - f  C. 1839. x arctg У х  — Ух +  arctg Ух  +  С
1840. 2 У х +  1 arcsin дг +  4 У 1 — х  +  С.

1841. jc tg x  — у  +  In |создг | +  С.

1842. ^  +  - ljc s in 2 jc  +  lc o s 2 jc  +  C. 1843. С - ^  I g ( -c y T ) .

1844. У 1 +дг* arctg дг — In (дг - f  У 1 +  дг*) +  С.
1845. 2 (Ух -  УТ=~х arcsin У х )  +  С.

X 1
1846. jc In (jc* +  1) -  2jc +  2 arctg дг +  С. 1847. С -  ^  + -j , } +  у  arctg дг.

1848. х* У l+ jc *  -  | У(\+х*)> 4- С.
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1849. (лг*.+ _1.) 1п П +  х) _  +  ^  _  *  +  с. 1850. с -  Г *  (2 +  2х +  х‘ ).

( * 2.c 1 2\ In 0 In* a 1 In’ а« ) + С*1851. е* (х* -  З.с’ +  6х -  6) +  С. 1852. а* (

1853. С — х* cos х +  Здг* sin х +  бдг cos х — 6 sin х.
1854. -1- х* +  -1 хг sin 2х +  -1 х cos 2х — ~  sin 2х +  С.

1855. jc (In* jc — 2 In лг -h 2) 4- С. 1856. С -  (In* jc +  3 In’  л  +  6  In л: +  6 ).

1857. С --------- ® ^ / l i n * j c  +  3 !n x  +  2V
27 Ух* {4 ‘ )

1858. х (arcsin дг)’ +  2 arcsin jc • У  1 — х1 — 2х +  С.

1859. х- 1 (arctg дг)* — х arctg х +  ~  In (1 +  jc’ ) +  С.

1860. f Jt(sin .г — сое дг)
2 +  С. 1861. ~  (sin 2jc — 5 cos 2дг) +  С.

1862. (я sin яд: +  a cos яде) +  С. 1863. ~  (sin In jc — cos In jc) -f- C.

1864. у  (cos In jc +  sin In x) +  C.

1865*. С -----— У 1 — дг* +  — arcsin x. ( Положить dv  — - -xdx-  .. и далее
2 2  ̂ V T ^ i

К / 1 — л* dx преобразовать к виду j  ^  ~  x  ̂ dx.J

1866*. У a' + -** 4* y  1° (-C + /a* + jc’) + С. (Положить н = /a ’ -j- дг*). 

1867. ^ ex +  C. 1868. -i- [(jc* — 1) sin x — (jc — 1)* cos дг] e* -)- C.

1869. 2 [/7 + 1  -  In (1 + /7+ 7)1 +  C.

1870. 2- Y (5лг* +  6л» +  8*  +  16) +  С.35

1871. С 11 1872. In / 7 + Т - 1
/ 7 + Т + 12 (х  — 2)* -с -  2

1873. 2 / 7 = Т + / 2  a r c t g ] / ^ = - ^  +  C.

1874. 2 [ / jc — In (1 +  У * )]  +  С. 1875. 2 arctg /Jc +  С.
1876. 2 (/ jc  -  arctg /дг) +  С.

2 * 1

1877. -|(дг +  1) 3 — 3 (дг +  1) 3 +  3 In 11 +  / 7 + 1 1 +  С.
О *

1878. [ / <ис +  b -  m In | / a .c  +  ft +  m | ] +  C.

+  C.

1879. *  +  Ё 2 ^  +  1 » р 1  +  2 / 7 + 3 / 7 + б '/ 1 :+ 6 1 п | / 7 - 1 | + С .



1880. 3 ^ 7 + 3 1 п 1  У х -  1 1 +  С.
1881. 2К гл - 4 У * + 4  1п (1+  У х )  +  С.
1882. 1 [ У *  +  2 1У *  +  21п\‘У * - 1 \ ]  +  С.

1883. 1  (З г*-  4) V IF + T ?  +  С. 1884. In | +  С.

1885. 2 У 1 +  In л: — In | In *  | +  2 In I У 1 +  In дг -  1 1 +  С.

1886. 0,4 / (1  4 -cos* х )* (3 -  2 cos* х) +  С. 1887. 1  In* tg x  +  С.

1888. С — / а *  — хг (2а* +  дг*). 1889. i L r i  +  p i - j + 4  In |;с* -  4| +  С

1890. С -  1891. £  arcsin -  — ~  y V -л г*  +  С.о*дг 2 в 2

1892. С — -  arcsin р^г. 1893. С -а \х I одг

1894. С -  ~  —  — arcsin х. 1895. ----- - х — +  С.
х а* /дг* +  в*

1896. С -  ■V(94~ P *  . 1897. 9 +  С.

L in ------ ]- £ j =  +  C. 1899. С - -
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1 +  /дг* +  1 ‘ о * / х * -  в* ’

1900. j  (х* -  2) V  4 — дг* +  2 arcsin +  С.

1901. -----^ 1 п
4/15

\+С.х / 1 5  +  2 У 4л:* 4- 1 
х / 1 5  -  2 У 4л:*+ 1

1 / г *  _  1 / 1 \
1902*. a rc co sy -jj — 1——-------(-С.  ̂Можно применить подстановку х = ~ .

1903*. 2 arcsin /Jc +  С. (Можно применить подстановку x  =  sin*2.)
vpX

1904*. ln т—.----- z- +C.  (Умножить числитель и знаменатель на е* и пол -1 +  хех '
жить хе* =  г.) 1905. 2eVx (Ух -  1) +  С.

1906. 3 [(2 — У х * )cos Ух  4- 2 У~х sin Ух]  4- С.
1ПЛ_ х  arcsin х , 1

7 Г ^ + ~2 ‘п ( 1 - * ) + с -

1908. дг arctg дт — у  In (1 4- х*) — у  (arctg х ) ' 4- С.

1909. In ■■ 1 Х 1 ------ - arctg х — -  (arctg х)‘  4 - С.
У 1 4- л* х  2

1910. l / ( F + 2 x ) * 4 - C .  1911. 1(1 4-е*-»)*4 - С. 1912. 2е^ж4-С .
а

1913. е~смх 4 - С. 1914. С — j  О — ех) 2 .  1915. - i  sin л 1 4- С.



1916. С - 14 (2  — 3*T J 5 . ,917- С — -g- In 11 +  Зх* — jt* | •

1918. - | ln ( l  + х 2 ) +  С. 1919. С - 1 п ( 3  +  е-*).

1920. С -  arcsin е~*. 1921. 2 VT+x*  +  3 !п (х  +  / l + х * ) +  С.

1922. 1  [2 У 9х* — 4 — 3 In 1 Зх +  V 9дг* — 4 | ] +  С.

1923. 2 sin Vx +  С. 1924. arcsin -^ 4 -  +  С. 1925. С — -  In 11 -  In* х
/ 3  2

1926. , J —т  + 1 п (х  +  / Р + Т )  +  С- Vx’ +  1

1927. ■' а-г^ у | ------- [-С , если 1, и In | arc tgх | , если л =  — 1.

1928. С -  2 ctg 2? . 1929. 2х -  tg х +  С. 1930. 1  tg‘ х  +  С.

1931. ^  Vlg 'x  (5 tg* х  +  9) +  С. 1932. ~  (tg Зх +  In сое1 Зх) +  С.

1933. £ - £  +  х  — П Н х + Ц  +  С. 1934. С -  ^  -  g -J -. f)1. 

1935. +  ( х ~  П +  С. 1936. х У Т + Ъ Г — -1 К (1 +  2х )‘ +  С.

1937. 1  (Зх -  2а) V(a +  x)> +  С.

1938. +  - j  sin 2х  +  4- yTrinTx — сое х  +  С. 1939. атхЬ\х +  с .I  4 * 3  m ln a  +  n l n f t 1
1940. С — In [l -  х + V o  -  2х + х*]-
1941. 1  In (Зх -  1 +  / 9 х ‘ - 6 х  +  2) +  С. 1942. — arcsin ■ ̂  ~  2 +  С. 

d 3 / 2
1943. С -  8 / 5  +  2х -  х ! -  3 arcsin

1 Кб1944. у  in (Xs +  2х +  2) +  arctg (х  +  1) +  С.

1945. С -  V i ~ 2х -  х* -  4 arcsin .

1946. I  [in  (4x* -  4x +  17) +  ~  arctg — ~~ | +  C.

1947. 3 V x* 4- 2x  4* 2 --с 4 In (x  4- 1 4- 4- С.

1948. In 4- С.I x  — 3 1 n

1949. ~  / 9 x * 4 -6 x 4 -  2 4- -93 In (3x 4 - 1 4 - / У х*4 - б х 4 - 2) -j- C.

1950. С -  In I 2x* -  3x 4 -1 I.

1951. I  arctg ^ ± -3 - 1  In (ox1 4 - 6x  4- 18) 4 - C.
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1952. ^ iln  1 8 *4 -9  +  4 *Л1дг* +  9л :+  1 |— А ^ 4 7 «  +  9дг +  1 +  С.

1953. -  У3х>-  1 U + 2 + —Ц- l n  L - -  +  1/Гх * - 4 л  +  -| + С .
3 6 3  I 6 " о о |

пн I/Ег+а; _ (д;+1  + у 7 + Щ  + С.

1955. У(а — х) (х — Ь) — (а -  Ь) arctg j/"  y —f  +  с -

1956. х arctg х  — -1 In (I +  дг*) +  С. 1957. -1 sin 2* — -i- дг cos 2дт +  С.

1958. -1 -  [(со*лг* — 2) sin мх +  2(1>дг cos о>дг] +  С.О)

1959. е « ( 1 д г * - 1 л *  +  1 х - - | )  +  С.

1960. tg х • m (cos*) +  tg x — x +  С. 1961. In | In sin дг | +  С.
1962. i  [in  (1 +  д:*) + - f - p p - ]  +  С.

1963. 1  (in | t g - ^  | +  cos Здг) +  С. 1964. i  tg ( £  +  ^ )  +  C.

"»• с - > Ш г к -  1966- '"p t t +c-
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( g i  +  + C . 1968. e ^  +  C- 1969. { e ix'  +  C.

I ^ ^ 3 1 п (д : +  У Т Ч ^ ё ) +  - 1 ( д г * - 2 ) У Т + ^ ] + С .

1971. дг — V  1 — дг* arcsin дг +  С. 1972. С — ^  ( ~ ^ +  ctg дг ) .  

^ ( l - 2sfal2y5+ C” ~ ) + C .  1974. у  (tg дг +  In | tg дг I) +  C.

1975. In | sin дг +  cos дг | +  C. 1976. ~  ln | tg ( y  +  -g-) +  C.
1977. sec дг — tg лг +  дг +  C. 1978. sin дг — arctg sin дг +  С.

1967. 2 ln 

1970.

1971 

1973,

1979. уТГIn ‘В Т +  С. 1980. ln дг • ln ln дг — In дг +  С.

1981. 1}. + с . 1982.C — 1 « - * * ( д г *  +  2дг* +  2).

1983.1  (дг* -  l ) V l + '2 ?  +  C. 1984. С -  * 1  arcsin г .

1985. -1 У  (.с* — а*)1 — ^  V (-Vs — «*)' +  а*У х* — а1 +  а» arcsui +  С.

1986. У 4 + ^ ' - 21 +  С. 1987. +

1988. V <4 +  +  С- , т  ] Х 2 7х^  +  3) + С
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1990. \У~х* — +  1 ) ]+  с .

1991. *  +  4 / 7 + 7  +  4 1 п ( / Г Т * - 0  +  С. 1992. 2 arctgУ Т + х  +  С. 
1993. In-- х +  С. 1994. У ** +  2* +  1п|дг+1 + V /I 5"+ I^ i +  C.

(/ •*  +  о
JC®

1995*. g ^  _T~iy  +  С. (Удобна подстановка x  =  sinu.) 

х* . „  11998.

2000. 1п

2 ^ _ _  +  С. 1999. - х > У х '  +  А - \ п ( х '  +  У * Т Ъ  +  С.

+  С. 2001. С — -  j/ "  —̂ г~  — у  «resin Ух*.Ух -  1
Vx +  l

оппо П х* Злг , 3 arcfg х
• С“ 4(1+х»)*_ 8(1+х*)"1------- 8---- •

2003. — +  ' } аГС' К *  -  2 / i  +  С. 2004. arcsin е* -  У~-= 7*  +  С. 
У х

2005. 2У ех — 1 -  2 arc tg/ * *  -  1 +  С. 2006*. С — I - ln > ( l+ ± )  

^подстановка u = l - f - L j .  2007. arctg jr +  i ---- 3 P  +  Cl

2008. х arccos j / " j i p f + V *  ~  arctg/дг +  С.
2009. лг1п(л: +  У  1 +  хг) -  У \ +  at* +  C.

2010. ^ / t i T ? ( 5 t g ‘ A :+ in  +  C.

2011. ^ ( t g * x  +  5 ) / t£ 7  +  C. 2012. In i £ ± J l  +  C.
5 / 2 7 + 1

2013. 1  In [(*  _  2)* / 5 F + I ]  +  C. 2014. In |(-  - 4)*

2015. ^ ln | 3 x + l|  +  ̂ l n | 2 x - 3 | - l l n | x |  +  C .

20,6. f + ^  +  ̂  +  l » | ^ y - |  +  C-

2017. 1 х  +  1п | д г | - ^ 1п | 2 д г -  1 f— yg ln | 2 x + 1 |  +  C .

2018. In | 2дг — 1 | — 6 I n | 2 r  — 3|+ 51п|2лг — 5| +  C.

+  C.

2° 19. In j / f l _ !  +  C.

i/'t" i _l/ T  1
+ c .2020. —L  In

2 / 2
I JC—  / 2 1 1 In * - / 3  I
U  +  / 2 2 / 3 ДГ +  / 3  |



2021. ^  + In I xSx ~y)Ciy -  'H-Lti T I + с.
2 г  I лг +  2 I

2022. In I -£-r I +  -4 -г  + С.
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2023. 4 ln | j c | - 3 1 n | x - l|  — - J L . 4 -C . 

2024 х - f - г  •

М26' с - щ Ь | < + п Й г 2 ?  +  "’ ^ - 2 '-

2027. l  +  l l n | r _ l

_ i _  +  ln | x + l|  +  C. 2025. x 4 - l  +  l n < £ ^  +  C.

jc 2 I jc 1

2029. 2 ~.~2p  ~b In J x  — 5 1 4~ C.

2030. *  - i n | j c + l | - 9A3 +  f f  +  5 4-C .

+  C. 2028. 2 l n | i ± i | - / ; + ' j i + C.

2031. (x4-2)* 1 9 , 31 , , , . . 1 , , . . . ,
2 4 ( x - l ) *  4 (x — 1) 8 I *  1 1 +  8 In x 4 - 1 |4-C.

*  I 1 Л I M ______ !____ , с
x  — 2 | x  \‘ ^ 2 x j  2 (x — 2)

2032. - J —  4 - m L <* 4- C. 
x  — 1 | x  |

2033. A _ | _ ln | x |4 - 2 ° l n | x - 3 | - 5 l n|x - 2 |4-C .

2034. i - i n

2035. C - . *  2036. ln +C.
(•*' -  1)’ V x » 4 - 1

, w «  1 (x 4 - I )*  , 1 . 2 x - l  , „
“ 7- 7 «■ - '* +T 7У 8 ~W~
2038. — In - — ===== +  - =  arctg +  c .

3 V x * 4 - x 4 - 1 КЗ / 3

2039. In ^ (A. +  у  arctg ~ 1 + C .

2040. 4-  ln -  arctg x +  C.
2 Vx* 4- I

2041. 1  ln J | — -g- arctg x  4- C.

m l - 7 V + l ) 4 e + l ) - i " g , x + C-

2013. 1 | п | д г + 1 | - j l n ( ^  +  l ) - .2 (J + n -t-C .

| [ |" ? т ^ + , , с , г ' - ( ^ т ? ] + с -

2045. у  _  2 x — 4 - 2 ln (x* 4- 2x 4 - 2) -  2 arctg (x  4 -1 ) 4- C.



опла 1 * '  +  4 , 3 , *  3 ^ 2  X У ?  . _
W V l  2 a rc tg 2 ------ —  arc,g —  +  С-

2047*. —L t  in л ^  л * ~ ~̂~-1 +  —  arctg—  ̂ +  С. (В знаменателе подын-
4 V'l * * - * / 2 + 1  4 1 — лг» 

тегрального выражения прибавить и вычесть 2**.)

v 2048. ■ ■■2- ~ х +  - - (- ± -21-----------  arctg +  С.
4 (** +  2) 2 4 / 2  г  2

ЯМ9. +  +

1 3 * -  159 , 53 ____* - 3  , „
8 (** — 6 *  +  13) 16 агс В 2 + С>

о™, 3 ............... , 5 * * + 1 5 * * +  18*+  8 . „2051. g arctg (* +  1)--------_ _ _ _ _ _  +  с .

х 1 х . 1 1 Х I г  
216 (** +  9) 36 (** +  9)* +  648 ЗГС 8 3 +

2(*> +  1) — ~2 ,п Iх 1 1 +  Т  In 1̂ +  **) +  ̂
15*» +  4 0 * '+  33* , 15 .
- 4 8 ( 1 + л*)» + 4 8 ar c t g *  +  C.
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2050.

2052.

205а

1(24̂ г+4'"|?+т|)+с-
205,1 ХмгЬрТ + р |  *'«8 У Г - - 1 Ь («■+ х + 1) + ? - ¥ + £  + ^ + с .

|х 1*Г) W + I) + % Т Т + - * * + < = ■
2058. С  — 6 1п дг~  1 1 1 2 * ‘ - 5 * - 1

*  | 2 ( * • - * * )  *

я ю - - ? < F + o + ,n >'; r + T+ c - 
1 1 + *  , 1 * - 2  , 1  

Т  ' (Г + л * ?  Т  ’ * * " + Т т агс,Ех +  с -
1 1 I г

З*5 3 (*> +  1) ' t' u ‘

2060.

2061. 3 •*'

2062. * 1  Г arctg -|------ ' l i f . ' i l  I!____ I_____I i i £ + _ 1 L _ 1  4 .  r
6481 B 3 ^  *« +  2 * +  10 ^ ( * «  +  2 * +  10)*J +  C>

2063. 8 arct8(-r +  !)+ -§ - • д ■ l4 - i  +  2 +  4(** +  2* +  2)i, +  C•

2064‘ C  8 (** +  4) 2^** + "tc +  5) 16a rc tg 2 arctg (д: +  2).
„  57* ‘ +  103** +  32 57 

20в5* C --------8* (* «+ !)■ -------- 8 a rc tg* .

2066.
3 - 7 * - 2 * «  , . , | x - l |  .  

2(** - * J -  *  +  1) +  ( * +  1)* + C -

2067. ( _  I у г + х у т \ 
К з - * / 2  I

+ C.



подо |п _____£_____ L —15_____ ^ I 10 ^ | п
( 1  +  ‘У х ) ' °  +  'У х  У х  +  3 у X '  2  у *  +

2069. 2\Пс - г у х  - 8|/ж +  6 \Гх +  48 У х  +  3 In (1 +  У х )  +

+ - , „ ( к ; . г г + 2 ) . ™ „ , г ^ + с .

2070. 6 [ - J .( jc + l) ‘t _ | ( x + l ) * + y ( x + l ) f - l ( j c + l )  +
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2071. In У х  +  I -  V I -  л:
УГ+7к + УТ=1с

+  1 ( д г + 1 )5 г - 1 ( д с + 1 ) » )  +  С.

V+  2 arctg [/  L p £

2072. (Ух  — 2) У I — х — arcsin Ух  +  С.

2073. 6 *У(\+х)* р* и**’ — +  ^  '7~- -  +  у ] + С -

2074. 1п 1 ~  1 1 ■ +  УЗ arctg 1- +  2“* +  С, где и =  ] /
V н* и» 4- 1 V3

1 -  X
Уи* +  и * +  I У З * 1 + х '

4 * / х _Г2075*. — _[_ 2 4*^- Умножить числитель и знаменатель дроби на

■J/ х — 1 и вынести множители за знак радикала.

2 0 7 6 .  —  -  - 1 -  —  - V 7 »  - L  —  г »  г  J _  A  V i e  - I -  —у  х У х  +  л  х у р  +  -^х* У х  -{--^х*У х-{- - ^ x , y x i +C.

2077. 3 In
у - х

1 + У х
2 У  х +  3

2(1 +У~х)> + С.

207а ± \ п ( У х '  +  1 - 1 ) - 1  \п\У(х*+\)‘ +  У * Т Т + \ ]  +

У З  2 +  1 +  1
+  — arC,8 -------- y f -------- +  С-

2079. 1 ^ ( 1 + ^ ) '  ~ ^ У  (1+ДС*)‘ +  С.

1 и- _i_ ц х  | 1 2а 4-1 ~ У х *+ Т
2080. !п— —— —---------у= a rc tg— ---- f-С, где и = ------------- 

6  (о -  !)• / 3  / 3  дс

1 ■!/ I +  ДГ* +  X 1 \/ 1 +  х*
208,- > 7 п г ^ - 2 a - t g  L- r -  +  C.

1 , . V T = s + \  i v t ^ t *
2082. T ln -------Tt-----------T  j?  *"

2083. * - ( 4 у х  + У х - 3 ) У  |+  Y~x + C.

2084. 6u +  2 in — “ ~ 1 —  - 2 / 3  arctg +  С, где u =  1^1 +  / * •
W  +  u + l  / 3
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2да54 1п 7 = ^ = ^ т + ? т - агс,2 17 г + с * где “ = ^ Т Т ? .

^ / Н Г ?  1 2 { Г Т + Я + х  
2086. С — ---------------(- -?=■ arctg ■

V~3 ь  х У з

- I In
у Г + ? + х

1 — X*где “

У У ( 1 + х * ) '  +  х У \ + х г +  х'

-»• '-bvm+ivm-ivw-
ппоо И 1 . «  +  I 1 . 2u — 1 . „2 0 8 8 .---------------------In — ------------ arctg — +  С,

2(и* +  1) 6 У и* -  и +  1 2 V 3 / 3

uu  З у ^  uio ЗтУ  и7 V~u']
2080. 12 --------- Л ё - + - 21 --------VJ+C> ГЛе « = • > + / * •

2090. cos* х  (3 сое* д: — 5) +  С. 2091. +

2092. l n | t g x | - y J L r_  +  C. 2093.  ̂ tg дс + 1  яп 2х -  -|*дг +  С.

2094. y ( t g « j r - c t g * j r )  +  21n|tg*| +  C.

2С95. (lIL* V (*g<*  +  10 t g *х +  1} - f  С. 2096. ------!— Г +  С.
3 tg* х cos х — 1 ‘

2097. - * - c t g £  — i c t g * - J + C .

2098. А  х  +  ^  sin 2дг ^cos4 х +  -|cos* х +  Щ  +  С.

2099. х — i-  ctg* х +  ctg дг +  С. 2100. у  tg4 х  — у  tg* х — In | создг | +  С. 

2101. х — у  ctg7 х  +  у  ctg4 х — у  ctg* х  +  ctg х +  С.

2||К- с - ж + т ' " И | -

210°- т’”|й|̂ |+т'|плгС0'дг+с-
2,м-с-г+тр- 2,05-!? |”|,8(т+т)|+с-

х  +  arctg ~
2106. — In

V а1 +  6*

2107. In 1 С  Sin х-

tg- 2

2108. In

+  С.

С  ■ sin дг |

У  cos 2л: * У 1— 4 sin'jr"

2109. у  [дг +  In | sin дг +  cos д: |] +  С. 2110. у  a r c t g f a t g y j  +  C.
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sin

2 5 t g | + 4
2111. |  arctg------ i ------ +  C.

2112. ln (2 +  cosx) +  - ^ - a r c t g ^ p J — t g ^  +  C.

2ПЗ. - -si.̂  - 1  in | cos x  -  sin x  | +  C.

2 ,H - Й дс- | 1" 1 !8ДГ +  2 ' +  5 а К1 + 2 ) - ^ ' п | с о8-у 1 +  С.
co s2 x— 15  . 4 4 s in 2 x + l  . „2115 .  -------- —  arcsm------------- ------- f-C.

15 (4 +  sin 2x) 15  V T 5  4 +  sin 2x

2116 .  !------+  C. 2117. ± a r c tg (3 tg x )  +  C.
2 - t g - f  3

2118. ~  arctg ( V i  tg x ) +  C.

2 119. 1  tg x  +  ■—  arctg (V2 tg лг) +  С. 2120. 1  a r c t g ^  +  С.

2,21. С - 1 [ с , е д: +  ^ „ „ е ( ^ ) ] .

2122. In —  —  arctg 2 ‘8 ^  1 + C .
У  tg« X +  tg x  + 3  V3

2123. 2 ŝin ^  — c o s y j  + C  для значений x, удовлетворяющих неравенству 

- j+ c o s -^ 5 = 0 , и — 2 ^ s i n y — c o s y j + C  для значений x, удовлетворяю-

X Xщих неравенству sin +  cos- j  ^  0.

2124. 2 У t g x 4 -С . 2125*. С — Vc t^  х. (Положить и =  ctg х.)

2126. 4 у  tg л: +  С. 2127. у -  In (V2 tgx  +  У 1 +  2 tg3 х) +  С.

2128. 2 arcsin Vsinx +  С. 2129. С — - j  tg х (2 +  tg1 дг) V 4 -  ctg» х .

V :1 +  I/ cos x/--------  1 _г X v ~2
2130. .  . +  2 arctg 1 / cos 4  -  In------- ------- +  C.

V 2

2131. - J — [in (sin x  - f  cos дг — У sin 2 дг) +  arcsin ( s in x  — c o sx )] +  C.
V2

2132. s l ix  +  C. 2133. c h x  +  C. 2134. th x  +  C. 2135. x  +  C.

2136. i s h 2 e x  +  C. 2137. s h * ' c h v ~ -- +  C. 2138. x - t h x  +  C. 2 a 1 2
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2139I. х -  cth *  +  С. 2140. -1  ch* *  — ch *  +  С.

2141. sh *  +  i -  sh* л: +  С.
О

2143. - I sh **  +  I sh‘ *  +  C. 2144. !n | sh *  | -  -1  clh* *  - - 1  cth‘ *  +  C.

2142. x - t h * - - i -  th** +  C.
О

2145. In j th *  | +  С. 2146. In J th ~ + c.

2147. i , h l - i , h * -  +  C. 2148. - i  In, 1 + t ^ Z ; - a r c t g / t h T  +  C. 
2 2 6 2 2 l l - V O h ^ l  S

2149. *  th x -  In ch x +  C. 2150. С -

2 1 5 И ^ п  

мер, .v

\cx\
3shJ * ‘

/Можно применить подстановку, напри-

,-л.) 2152. J_ arccos - —
2 х V2

1
2154. С -  —  In

V2
2155. In | je + l +  y H F + F |

V2 +  x - x ’ +  V2 , 1

- С. 2153. arcsin 14 - С.
x f 2

2V2

2156. С
1

■С.

In
/ 3  

1
2157. С - - т = 1 п

¥  VTo

З +  Злг- f  2 / 3  (x * + x + \ )  
x - \ ~

*  +  6 +  У 60* -  15*»
2* — 3

2158.у  (*  -  1) Vx, - 2 x -  I — In [ jc — I -f- Vx* - 2 *  -  1 | +  C.

2159. I ( * - i j / 3 F ^ a r 4 n + ^ i n | / 3 F 3 a r r i  +

2160. -1 J(jc +  2) у  1 -  4* -  *» +  5 arcsin j  +  C.

+  I I (2 * — 1)1 +  C.

2161. C - — -------------------—  1 n | ? * - 1 - 9 / r « -  r  +  l 1 +
2 (2* — 1 — 2 / * * —*  +  l)  2

+  21n|* — ]/ * * —*  +  11.

2162. In
* +  у *» +  I V\ + * ' ■f C.

2,63 1 - V x » + i2 *  +  2- + m ( * + i  + y  x ,  +  2x  +  2 ) +  C .

2164. 1 ( 3 - * )  / 1  -  2 * -  * ‘  +  2 arcsin ^ ± i + C .

2165. *  У * J — 2* +  5 — 5 ln (,* — 1 +  ^ ** — 2* +  5) +  C.



2166. С — 1  (Зх — 19) / з  — 2* — х* +  14 arcsin

2167. (хг - 5 х  +  20) / х *  +  4х +  5 -  151п(х +  2 +  / х *  +  4х +  5) + С.

2168. ( у х * ~ 1 -  лсЧ--g-) V x* +  2x +  2 +  ̂ \ n (x + l +  Vx* +  2x +  2)+C.

2169. (х* +  5х +  36) У хг -  4х -  7 +  112 In | х  -  2 +  У хг -  4х -  7 [ +  С.
2170. ( 1 х * - - 1 х *  +  | х - - ^ ) у ^ + 4 х  +  5 +

+  ^ 1 п (х  +  2 + | / х *  +  4х +  5 )+ С .

У х* + 2 x ^ 3  . 1  2 , _
2 8 (х + 1 )*  +  I6arcc0sx + 1 + C ’
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2172.
1 |п У 2 +  2х»---- х +1п (х +  у х, +  1)  +  Сш

2 / 2  У 2 +  2х» +  х

2173. ^ ■ - ^ + ' + С .X 1
2174. , . У *  +  Ъс +  * - 1  I F W  +  2 .  +  4!

У х*  +  2х +  4 + 1  / 2  6 х + 1

2175. С - 1 1 3 18 (х  — 1)* 3 (х  — 1)* 10 (х  — I)1® 1 1 ( х - 1 ) "  ‘

2176. 1 [ л : * + У ( х * - 1 ) ' ]  +  С. 2177. 3(4х ~  3a)J  (а +  J:)t +  С.

2 ,ж  w s ’M^ ’ Y i ) + c -
2179. -у  arcsin х  -  +  с.

2180. ^  _ 2 x + l l n i ^ i H £ ± ^ -  +  C

21„ .  > | | ± f

2182. 8 arctgх  4 ( г « _ 1) 161п| х + 1 |+  С

2183. 2/З Г + 1 [ ln | x + 1 | - 2 ]  +  С.

2184. ( -* .*  +  - ! )  cos 2х +  ( 1 х * +  - | х + £ ) « 1 п 2х  +  С.

2185. x*chx — 2 x sh x  +  2 c h x  +  C.
2186. х  arctg (1 +  Ух)  — Ух  +  In | х  +  2 / х  +  2 1 +С.

2187. In 1 — V I — дг* I arcsin х , ^  
Т*  . х

218а Зе'Г*  ( \ Г х * -2 У  х +  2) +  С.

2189. с<У ( / а -  -  5 / х* +  20 х  -  СОу^Г* +  1 2 0 ^  -  120) +  С.



2192.

2193.

2194.

2195.

2196.

2197.

2198.

2199.

2200.

2202.

2203.

2204.

2206.

2208.

2209.

2210. 
2212.

2190.

2213.
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e * * ( l j t * - *» +  -?-* +  у )  +  С. 2191. 2 (sin Ух  — У~х cos У~х) +  С. 

j/ T ~ '^  +  2> +  j  arctg V T = T  +  С. 

у  +  у  / F ^ T -  i -  In |дг +  У хг -  1 1 + С .

ъ ь + у т + ъ - Щ Е -

( т * 1- J x ) v ^ r ~ \  +  | - i n ( x + / F T D + c .

3 [ln | и | —  In (1 +  У 1 —  и1) —  arcsin u[ +  С , где и — Ух.
У Т + Т - 115дг* +  5лг — 2  . 1 5 ,

_____ _____ ___ Ь-б- In
4хгУ I +  лг 8 / | + * + 1

+  С.

У 2лг + 1 — 1_____
X V 'lx + 1 +  1

М т ' " ^ - ^ Т Г ] + С ’

с - Н ' « т | + , - ^ т "  2 2 0 1 ' Й г " “ ' к ? + С -

6* sin 2а In
sin (а —  дг) I а . . .
sin (з 4 - х) | +  С ’ ГДС “ =  « « < »  у .  сс-™ а <  Ь •

I . t g *  . _  Ь . . .
l r 5 H ;arc,g d h  +  C* гдс e = arccoe-, если а* >6*.

i  х1 In (1 -f лг*) — дг* +  ~  1п (X* — дг +  1) — 4-1п (*  +  1) +

+V ^ '+C.
Т ^ г +  с . 2205. I , c , g i ^ r T _ - | ^ f  +  a  

у в *  [(лг* — 1) cos х +  (лг — 1 )* sin дг] +  С. 2207. ^  +  С.

2 !Е 1 £ ^ 3  +  с .
3 У tg*
j ( t g 4 х -  ctg4 лг) +  2 (tg* х -  ctg* лг) +  6 ln | tg лг +  С.

arctg (tg* x )+ C .  2211. In | 1 +  tg |  | +  C.

a rc tg -—= = -  +  In (/ 2  +  tg* лг +  tg x) +  C.
V 2 +  tg* лг

,n лг* -H 1 - f  /лг4 +  Злг* +  1 | c
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2214. С ------—гг 1п
У 15

ОТВЕТЫ К ГЛАВЕ VII

ЛГ +  6  +  У Ы )х- 15х*
2 х - 3 2215.

1 +дг +  С.

2216. 2* у  1 +  г* -  4 у  1 +  g* -  2 In ^  j +  1 +  С.

2217. -4- In
О
1 . 1 +х*  arctg х

V \ + e * + l

Злг* бдг* +  С'
оо 1 о ^  arctg х , arctg дг , 
221& 2~( 1 +  дг* j  4 4~(

X
Г(\+х'У

2219. Л  i n J 4 ± J i -  L —  +  C.4 У лг* +  1 2 (1 +дг)* 4 ( ^+1 )
1

2220,. х lo g ,! 1 2*\+ in 2 [ ,  _ 2* + 2(1  - 2 jr) * '^ 3 ( l - 2 Х)* ]^  С*

\ + е * - У \ + е х +  е'* 
1 _  е* +  У 1 + 1 * +  е 'х

2221. arctg ( е * - е~ * )  +  С. 2222. In 

2223. X -  -Дг- arctg l  +  2 t g *  +  С.
У з  ь У з

г224- у Ц * — 7  sin 2дг +  ŷ -g sin 4дг +  ^  sin* 2*  +  sin 8дг +  С. 

2225. 1  дг» +  j -  In (1 +  дг») +  +  С.

2226. 8 27 30 I дс — 5
49 (дг — 5) 4 9 (*  +  2) +  343 1п | х +  2

У !

+  С.

2227. С -  Y- j -  arctg ( У 2 ctg 2х). 222а дг tg -^ +  С.

1 х V22229*. arccos ,  . 4- С. (Разделить числитель и знаменатель
y i  ДС* +  1

на х

и применить подстановку х +  1  =  * . )  2230. etia * ( х — sec дс) +  С.

К г л а в е  VII

2231. 2 (у Т -  1). 2232. 2233. — 5 — 1). 2234. 7 -~ .

2235. ~  cos 9 , .  2236. 12. 2237. 0 , 2 ( е - 1 ) ‘. 2238. 3 1 п ^ - ^ .

2239. - i .  2240. ■£. 2241. l + ~ l g e .  2242. е  -  У7. 2 2 4 3 .^ .

2248. arctg |2244. 2. 2245. - 1 . 2246. 1п-|. 2247. 0,2 In 4 -  2248. arctg - i .

2249. у 1пТ *  225°- Т 2251. 2. 2252. у .  2253.

»  .  9 к  ct СГ* а 
2254. 2255. - 0 ,0 8 3 . . .  2256. _  +  — — а + , —|-------ctg а.

2257. 1. 2258. — У  2 / а 2259. 1 — 2/л 2260. я/2— 1.
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2261 - - ■■ ^  +  Т 14 -  в , - 6л  ***• 2 -  41^2-

2264. 1. 2265. 1 4 1  2266. 2267. el ^ z l . 2268. 6 —
4 5

оо«л 8 7 . 5 . 3 .1  1C л40п. v 10 - 8 - 6 . 4 - 2 256
3) 13: б) (ГППТПг *~2 ’ в> Т Г 9 7 7 7 5 7 з  =  ЮЗ-
у  _  1 ,

Если п — нечетное, то
, ( я - 1 ) ( я  — 3 ) . . . 4 . 2 ___________
т , я  ( т + л )  ( т  +  л — 2 ) . . . ( «  +  3j(m +  l ) ;

если т — нечетное, то
. _________ (т — 1) (т — 3 ) . . .  4 • 2_____ _
т'п ~  ( т  +  я)(/и +  л — 2 ) . . . (л  +  3)(я  +  О’

если т — четное, п — четное, то

, _  ( п— 1)(л—3) . . .3  • 1 -(от — 1) (т — 3 )... 3* 1 г- 
Jm,n— (я  +  л) (/я +  л — 2) (т +  п -  4)... 4 • 2 ' 2 '1 227.. [ l _ i ( J r + 1 - 4 1 J r  + . . . ; b ^ r + l ) ] .

I  2272. 41- + I t -  2274*- , * Ч\ , „ . Положить .у =  sin» z и использовать 48 64 (/> +  9 +  1)1
результат задачи 2270. 2275. 7 +  2 1п2. 2276. 2 - —. 2 2 7 7 .4 ? - .

-  О

2278. А - 2 1 п 2 .  2279. In* +  +  ** . 2280. 8 +  И Д я .
3 1 + / 2  ^  2

1C

т
2281*. -yg-*. Полагая дг =  2г, преобразуем данный интеграл в 2^  sin* zdz. 

| 2282*. —  . Положить х =  ~ .  2283. .

I  2284. V S - - | ^ + , n l ± ^ . .  2285. - i .  22(6. VT - f .

И87- i ^ + T 1 - 9)- w ”- “ *■ ж -
1 2290. 11-+ ln (2 — V?). 2291. ^ . 2292. i j .  2293. -J.

___ 1 / 6  , nJ/T  20
i 2294. src lg -^ - , 2295. —̂  (- ^  . 2296. “g™*

2297. 2 In A *«0,365. 2298. -2- ; 1 . 2299. 2 +  ln—̂  .

2300. При a — t. 2301. y l n ^ - .  2302. A .



2303. 8 1 п З -  1 5 1 п 2  +  - ^ .  2304. - ^ . ( 5  +  7 / В 5) .  2305.

2306. а* [/ 2 _ - In ( / 2  + 1 ) ] .  2307. / 3  -  у  In (2 +  / з ) .  ’ 2308. -?Ц ..

2309. 4 - т с .  2310. |п1 ± 2 / Г _  2311. - | - у .

2312. 2313. $ у * .  2314. - £ - 3 « >  +  24. 

23,5 . - ! | 1 - 2 У З - .  2316. 2317. ^ 1 Л | ^

2319. дс =  2. 2320. лг =  1п4. 2322*. Использовать соотношения 4 —лг* ^  
S : 4 — .с’ — х * 2 г 4 — 2**, справедливые при Ог£л:г£ 1.

2323*. Воспользоваться неравенствами

У 1 -  х» s£ У 1 -  xsn s£ 1, где — 1 s= * sS  1 и лЗ* 1- 

2324. 1,098 < / < 1 ,11 0 .
2325*. Воспользоваться для оценки снизу неравенством 1 +  х* <  (1 +  дг*)! , 

а для оценки сверху — неравенством Коши — Буняковского.

3 5 0  ОТВЕТЫ К ГЛАВЕ V II

2326. /(1)«= 1,66— наибольшее значение, / (— — 0,11 — наименьшее

значение.
2327. Минимум при х =  1 ( у  =  — 17/12), точки перегиба ( 2 ,— 4/3) и 

(4/3, -112/81).
2332*. а) Заменить переменную интегрирования по формуле t  =  — х, раз

бить интервал [— о, — х\ на два” интервала: [—а, e l и [в, — дг], и учесть, что 
интеграл от нечетной функции на интервале [— а, а] равен нулю, б) Нет, если 
а ф  0; да, если а =  0.

2333*. Положить <=1/г. 2338. Каждый из интегралов равен я/4.
2339*. Положить х =  ъ — г. Интеграл равен я*/4.
2340*. Разбить интервал интегрирования [а, а + Г ]  на интервалы [а, 0], 

[0, Т] и [Г, о 4- Г], затем, пользуясь свойством f (x )  —f ( x  +  Г), показать, что

а ± Т

f ( x )  dx =

2341*. Требуемое для доказательства равенство эквивалентно равенству

*+ т 
С f ( z ) d z  =  0.

Убедиться, что интеграл в левой части этого равенства не зависит от дг, 11 
Т тлп 2 - 4 .6 . . . 2  п 

затем положить х = ----- . а и а  [ .3 . 5 — (2n-f- 1) '
2343. Подстановка z =  Xgxl2 незаконна, потому что функция tg дг/2 пр" 

х =  т- разрывна.
2344*. Для оценки /„ использовать, что /„ убывает при увеличении п.

* X +  *
2345*. Заменить переменную интегрирования но формуле г =  — у "  

и учесть свойство инте<рала от четной функции



2346*. Заменить переменную интегрирования по формуле г  =  ки>*х* и при
менить затем правило Лопиталя.

2347. По правилу прямоугольников я«= 2,904 (с недостатком) и я я» 3,305 
(С избытком). По формуле трапеций * «а  3,104. По формуле Симпсона я е в  3,127.

2348. По правилу прямоугольников я «5 3,04 (с недостатком) и * «а  3,24 
(с избытком). По формуле трапеций я « г  3,140. По формуле Симпсона я =э 3,1416
(верны все знаки). 2349. In 10 «я  2,31, М =  0,433. 2350. «в  0,837.

2351. 1,09. 2352. « .2 ,59 . 2353. «=.0,950. 2354. яа 1,53.
2355. «=0,985. 2356. 0,957. 2357. « г  239 м* (по формуле Симпсона).
2358. =»5,7 м* (по формуле Симпсона). 2359. «а  1950 мм*.
2360. в» 10,9. 2361. =«36,2. 2362. «= 98,2. 2363. «=9,2.
2364. с »  569 мм*. 2365. «а  138 мм*. 2366. 1/3. 2367. Расходится.
2368. 1/в. 2369. Расходится. 2370. я. 2371. Расходится.

2372 1 — In 2. 2373. i  2374. Д .  2375. In У а* +  L + 1
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2 ’ 4 • ' о»
2376. 1/2 2377. 1/2 2378. Расходится. 2379. 2  2380. 1/2

a it
2381. а> . если о >  0, расходится, если в ^ 0 .  2382. - j  +  y ln 2 .

2383. 2384. 2385. 4- +  т -  23861 Сходится.3 у  3  ̂ 2 4
2387. Расходится. 2388. Сходится. 2389. Расходится.
2390. Сходится. 2391. Расходится. 2392 Расходится.
2393. Сходится. 2394. я/2. 2395. Расходится. 2396. 8/3.
2397. — 1/4. 2398. 1. 2399. Расходится. 2400. 2. 2401-я.
2402. 1 я ( в  +  6). 2403. 2404. — 1= -. 2405.

2 2 3 у 3 / 3
4 10 92406. 14 —. 2407. 2408. Расходится. 2409. 6 -  ~  In 3.

I# I 2
2410. —2/г. 2411. Расходится. 2412. Сходится. 2413. Расходится.
2414. Сходится. 2415. Сходится. 2416. Расходится. 2417. Сходится.
2418. Нет. 2419. При ft<  — 1 сходится, при k ^ —l расходится.
2420. 1) При k'j> 1 сходится, при f t ^ l  расходится;

2) I =  - д _  I ■ если * > 1 :  расходится, если f te g l.

2421. При й < 1  сходится, при й ^ 1  расходится.
2422. Расходится при любом к.
2423. Сходится при совместном выполнении неравенств к >  — 1 и 1.
2424. При т с  3 сходится, при т ^ З  расходится.

’ 2425. При к <  1 сходится, при к ^  1 расходится.
I. 2426. я. 2427*. 5я/3. Положить jt =  cos<fi и проинтегрировать по частям.
I 21"Я 3 +  2)/И 3 I • 3 - 5 . . . ( 2 я  — 3) яt <428. - -----  2“ 'п 2  2429. '2 ; 4 /6 (2|| _  2)-  . 2430. „L

2431. nl/2 2432. ( -  1)" nl.
I 2433* a) (m ~ 1) ( «  — 3 ) .. .3 .1 _  я .  (ш 1) (ffi — 3 ) . . .  4 • 2 n  
И г  } /и (m — 2 ) . . .  4 • 2 2 * 0) m (w -  2>... 3-1 * 11оложить

**= sin <?. 2434*. 2 (2Д 1 ~ 21 ; ; 4;  23 : l  ■ Положить



3 5 2 ОТВЕТЫ К ГЛАВЕ VIII

2436*. Для доказательства равенства интегралов положить в одном из них 
д г= 11г. Затем вычислить их сумму, воспользовавшись тождеством

1. ( ______ 1_____ _+ _______ !______ ^
и + х ’ +  х / г  1 + ж * - л г / 2 7 '

СО I

1 +  *»
1+х*  2

2437*. Представить интеграл в виде суммы двух интегралов: J  =  j  +  \

во втором интеграле положить х =  — . 2438. 0. 2439.

2440. / я .  2441*. / я / 4- Интегрировать по частям.

2442. 2443. 2 -

2454. — у  In2.
К г л а в е  VIII

2455. 2456. 2457. -316 р\ 2458. 1 . 2459.

I!

2444. я/2, если а >  0 ; 0 , если а =  0 ; — я/2, если а  <  0.
2445. я/2, если а~>Ь\ я/4, если а =  Ь\ 0, если а<.Ь.
2446*. я/2. Интегрировать по частям.
2447*. я/4. Представить числитель в виде разности синусов кратных д у г . 
2448*. я/4. Воспользоваться методами решения задач 244Ь и 2447.

1C

т~х
2449*. Полагая у  =  у  — г, приводим <? (л:) к виду <f(x)= In sin г dz.

И
т

В соответствии с формулой sin г  =  2 sin сое у  разбиваем интеграл на три, из 
которых один находим непосредственно. Два других интеграла при помощи 
замены переменной сводятся к интегралам типа первоначального; 9 =  -^ In 2.

2450. — ij-In2. 2451 .---^ -In 2 . 2452*. у  ln 2. Интегрировать по чаСтнм.

2453*. -^1п2. Заменой переменной сводится к предыдущей задаче.

1 4 ^ 4
2460. 2 - 1 .  2461. 2я +  -д и 6я - - ^ - .

2464. 

ситет.

£
3 I 
Ь*с

2462. у ( 4 я  +  / 3 )  и -3 (8п -  / 3 ) -
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2466. •Si =  S, =  я — ~ ~  In 3 — 2 arcsin **= 0,46; S , =  2 (я — S,).

2467. 2468. 2469. J - .

2470. I----- ;—  1: 4 I -----:---- I , если т и п  — оба четны; 2 | ~ ~  П |, еслиm +  n I’ 

т и п  — оба нечетны;

т-\-п 
I т — п

/я +  л

т - f  п
, если т и п  — разной четности.

3
2471. a) - j j ;  б) 7 3 - у .  2472. 1 (фигура состоит из двух частей, площади

8
2474. 2475. 4 .4 3

которых равны между собой). 2473. ^

2476. 2477. 8 : 1 + 1  / 3  -  arctg | Л  +  У  з )

2478. е  +  - - 2 .  2479. 4. 2480. -  (г* _  4). 2481. -  2.6 € В
2482. а) Ь (In Ь -  1) -  a (In а -  1); б) Ь -  а. 2483. 3 - « .

2484., J ---- 2 In 2^ 2 In» 2  ̂ 2485 2 - V 2  . 2486. 1  + \ п - ^ - .

2487. 4 / 2  . 2488. / 2 -  1. 2489. . 2490. 3-а>.
О 4

2491. 4  *«'• 2492. бяа».
О

2493. 1) (я +  1) (я +  2); 2) (я -  I) (п -  2).

2494. 1) ~ - К З :  2) - А .  2495. 1)-|-я»а*; 2) ‘Ьа!г''

249G. (двулеиестковая роза). 2497.
* 4

2499. - ^ - ( 4 - я ) .  2500. _  5/ 3  . 2501.

3 •

2498. 18яа*.

51 / 3  
16 2502. в*.

пеп- » « 5* +  ‘18 V 3 _250о*. я г ------- ----------. Для построения линии следует рассматривать

I >1 ненне ? от 0 до Зя. 2506. j .  2507. в*. 2508. а» ( l

изме-

— ab In

f И у  Vw,‘ — г «/•

— а  In (е +  \r t* — 1 ) ] ,  где • — иссиеитри- I

2465. а* In (V~% +  ]  I М

ОС

I

2509. ^ ( а '  +  Ь3). 2510. а». 2511. я / 2 .  2512. я. 2513. 2  

2514. Зяа*. 2515. 4я. 2516*. 1) V~*!Z 2) / я .  Воспользоваться тем, что

Те~л'^х  =  У^-(интеграл Пуассона).

и « * [ —  + ^ p l n ( / 3  + / 2 ) ] .

2517. 2518. 2 - - £ и 2  +  -1  2519. a s h - * .4 с  с  а

в » -  
12 Г. Н Берман
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2522. In3 — 1 .  2523. 2524. l ) .

2525. 4 ~ .  2526. 4 в / 3  . 2527. у  +  2 In t g ^  =  - J  +  2 ln ( y T  +  l) .

2528. -i- +  - i ] n 3 .  2529. 2. 2530. 8.

2531. При* =  ^ ;  [л г = «  ( j - Щ ,  У = Ц \

2532. При / =  -j!-, =  y = j j ‘

2533*. 4 0  ̂ • Положить д: =  a cos’ t, у  =  b sin* t.

2534. 5а ln (2 +  / 3 ) J .  2535. a ln -^ - . 2536.

2537. я'/З. 2538. 4 / З .  2541. 2 ( ^ - 1 ) .

2543. т.а У 1 +  4г.» +  4  In (2* +  V I + 4 ** ). 2545. ln ^ .

2546. 8а. 2547. 4  г'а-
о сп  с 2ЛГ+1 2 N2549. ft должно иметь вид - л - ,— или ятт— •• где N — целое число.IN IN — I
2550. 4. 2551. In у .  2554*. Доказать, что длина эллипса может быть

1C

т  _____________
записана в виде L =  4 \ (V а* cos* t -{- b* sin* t У  e* «hi* t -f- b* сов* t) dt, и при-

4 4менить теорему об оценке интеграла. 2555. 2я. 2556. l)-j>ta&*; 2) - j  ~a!b.

2557.4 * Л ‘ в. 2558. ^  (За +  Л). 2559. ■£ ( « * - ! ) •15 о 4
я  Г/»*6 — e~ib  e ia  — £~*а  1 Зл

»  ------- *— г “  +  2 <*— > ] ' 2561. f 0 .

2562. у  ( 1 5 - 1 6  In 2). 2563. it (— — 2^. 2564. 2565. 2г.*.

2566. ^ [ / 7  1 п ( 1 + / ~ 2 ) - - | ] .  2567. 1 )-|*а»; 2) 2568. 5*’ а ' .

- ' ( 3- ? - 4 ) -  25Ж т а ' Л  Я72- т -

2573. 2574*. 1) я; 2) я  ~|/ у .  См. указание к задаче 2516.

2575*. См. указание к задаче 2516.о2 оо
2576*. г.». Воспользоваться тем, что  ̂ dx =  ^- (интеграл Дирихле).



2577*. 2к’ а*. Целесообразно перейти к параметрическому заданию, по
ложив х =  2а sin’ t, у  =  2578. ка*. 2579*. таЬс. Приме*

COS t  О J

г*нить формулу V =  \ S  (дг) dx, где S  (дг) — площадь поперечного сечения.

2580. 1) it У~2; 2) 36ч.

2581. v t =  * / Т  ^2 Y~W — , 0 ,  =  * / Т ^ 2 У Т + И ) .

2582. о, =  v ,  =  4s ( / 6  +  / 3  -  4), v ,  =  8п (4 - / 3 ) .

2583. ^ 3 .  2584. 8ч.
О

2
2585*. - j  /?*// =  400 см*. Принять за ось абсцисс ось симметрии основания.

2586. ^  ahH= 128 см1. 2587. а6//= 133 ся*.
2

2588*. -g-1tR*H. Площадь симметричного параболического сегмента равна 

-^-аЛ, где а — основание сегмента, а Л — «стрелка». 

очоа* R%Ht 4\ R'H( 4\2589*. —g— (те Н— 1 и I n — (См.  указание к задаче 2588.)

2590. аг. 2591. -f-w *. 2592. ^/?*. 2593. 4  Л*//.
О  О О о

2594. 2595. - J  (/ (1  +  а*)* _  1). 2596. - “! ( « • _  е-« +  4).

2597. 2т.Ьг — arcsin с и 2ча* +  In ^ , где * — эксцентриситет 

эллипса. 2598. 2к [У~2 +  In (1 +  /  2)].

2599. т: [ У~5 — У^2 +  In 2У ^ ± ? \  2600. Зча*.
L т  / 1 + 1  J

2601. * a * / T ^ 2 - - | j .  2602. * Ц О * ( е * - 2 ) .  2603. ^ к а ' .

2604. 8ча* (к -  - i j  . 2605. ^  ка*. 2606. 4ч»г*.

2607. 2 ч а * ( 2 - / 2 ) .  2608. * [ / 2  +  In (1 +  / 2 ) ] .  2609. 4ча*. 

о с т  аЛ’ ойм а * в* о» / 2
2610.-2". 26П‘ -б* У *  12 *
2613. Центр тяжести лежит на оси симметрии сегмента на расстоянии

2 .■g- Л от основания.
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2617. Центр тяжести лежит на биссектрисе центрального угла, стяги-
аип у

вающего дугу, на расстоянии 2 г -------  от центра.а

26.8. е = | ,  26.9. е = £ ,

ab arcsin e, где * — эксцентриситет эллипса.

« - Т -  Ш  Т + 7 '  Т5 + ТГ- 2621 я-
5 л ОТОЙ е л „ е> + 4е* — 1■g- о, Tj =  0 . 2626. 5 =  0 , ц =  а  4 , ^ . 1 ) •

па, tj =  а. 2629. £ =  па, i] =  о.
О О

2 2 , 256а 256а
. - а ,  ,  =  т в. 2631. 5 =  з ^ ,  4  =  3 ^ .

6а (4 — п*) 2а (*’  — 6)
: t Ч _t
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2620. ft*
2

2621. 8 <

2625. 5

2628. 8 :

2630. £

2633. 5

2634. Центр тяжести лежит на оси симметрии сектора на расстоянии
2 г  sin а—  от центра круга.
О О

2635. S =  - jte , т) =  0. 2636. £ =  ка, ч = 0 .

а ж *  +  е* а е"** — 2е*
2638. 8 — т ------- — , Ч =  Т ---------- г -

е« — t а «« — е 2

2639. 5 =  4 " .  4 =  4 “ 2640. Л.

2611. Центр тяжести находится на оси симметрии на расстоянии R/2
м м  Н н у  R' + н  Лот центра. 2642. — ----------- r = = = r t - г .  264J. .

v  J  3 (Я +  //?* +  //*) 4 3
I -р.1 р<

2644. — (в* -{- аЪ +  Ь*). 2645. —  = М  — (М — масса полуокружности). 

2646. > ^ Г+ 7 > ; - 2 ^  . 2647. / . - » *  /у =  16а* ( * - « * ) .  

2 6 4 8 , ^ .  2649. 1) 2) ; 3, * * -. 2650. *£*. 2651.

2652. -^а*>* и -^fta*. 2653. у  яЛ4//. 2654. ^  */?*«. 2655. «Я».
С

2656. 7= где 2я — величина оси, вокруг которой происходит вра- 
15

щение.

2657. I  2658. 2659. 1) 1Х =  — ^ ; 2) /, =  4я (3 —

2660. Л1/?ж, где Л1 — масса боковой поверхности цилиндра.



2661. 4- м/?*. 2662. 2663. -Ij-itа*. 2664. 6хгаЬ’ .z о z

2665. Объем — 3 1t*a*, поверхность — бУ~2ка*.
О

2666. Объем — 12п*а*, поверхность — 32я*а*.
2667. Ось вращения должна быть перпендикулярна к диагонали квад

рата; ось вращения должна быть перпендикулярна к медиане.

2668. «в 23,7 м. 2669. * ,  =  +  sin ^  + ,„ )  -  sin ^  +  ?0 ) .  

ос™ ЬтМ а + 1  „  kmM г , ( г ,  +  /)
т й н Г у  ~ г м ’ —  М г Т -М Г

о—. 2ктМ ftmMe kmM cos’ о<671. — г;—. 2672. ^ =. = ------- ;— 1 , где о — угол между пря-кг ‘ у „»)» а* т 7 к
мыми, соединяющими точку С с центром кольца и с любой из точек

ктМ 2ктМ (. а  \ .  .кольца —п~. 2673. — 1 ----- - 2674. 2кктз.
R R* \ y a ' + R ' l

2675*. 2iikm'ih 11 -----  h  ̂ =  2nknr\h (1 — cos а), где a — угод
\ V * 4 ( « - r ) V

между образующей конуса и его осью. Воспользоваться решением задачи 2673.
кМ* 42676. 2кт~[. 2678*. 1п —. Сначала подсчитать силу взаимо

действия элемента d s  первого стержня со вторым стержнем (воспользоваться 
результатом задачи 2670), а затем найти всю силу взаимодействия.

2679. 2680. (R* +  2Rr +  Зг*).

2681. «= 1,63 • 10" кГм. 2682. 353 250 к  Гм.
OCQO **&Н* r.dR'H1 D .2683. — — , — -— . Величина работы в ответах к задачам 2683 —

2686 получится в кГм, если брать расстояние в метрах, а удельный 
вес — в кГ/м*.

'  2684. 101,8 кГм. 2685. T- dR'H' ^  26 800 кГм.4 Ь

2686. - t  dabH* =  240 кГм. 2687. Sl>*"{ «=0,418 к Гм =  4,2 дж .10 о

2688. аЬЧТ?1 1,16 кГм. 2689. ah' f  a *l =  0,05 кГм.

I  2690. ^ £ ^ = « 0 ,0 1 5  « 7 * .  2691.0U 4
r c r ,  МЯ***п? MR: (3« — 8) «л*

3600 » 3600

2693. а) ; б) в два раза. 2694. . 2695. 22,2 т.

2696. da‘b. 2697. abd sin а ) . 2699. a) =  32 кГм,

6) i -  SH1 (1 -  </)* =  2 к/ж. 2700. - i  kR*. 2701. «= 0,206 ем*.
2702. a) as 33,2 ce/c; 6) =»64,6 c<?/c. 2703. =*1 час 6 минут 53 секунды.
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2704. ^ ^ (2 / 2 -  1). 2705. -Ь ^ 2g [(Я  +  Л)» -  Я ? ] ;  при Н =  0-.
35 d

_  2 ̂  ̂ уГЦ, где S — площадь щели. 2706. а) <*=2,4 сек;
О  О

6) «=6,3 cetr, в) «=53 сек; г) при < — оо.
2707. «= 3,4 к Гм. 2708. 1) а) «в 7,16 к Гм; б) =» 16,6 к Гм; в) «г 23,8 к Гм;

2) при неограниченном расширении газа работа неограниченно увеличивается. 
2709. е= 1600 кГм. 2710. «г 82 минуты. 2711. Немного больше 5*.
2712. . 2713. а) 4 - 1Г* дж; б) 6- Ю*' дж. 2714. 5 см.2а*е0
2715. »=946 кулонов. 2716. «в 1092 кулонов. 2717. «5 5110 кулонов.

Г* Ес2718. - у . Эффективное напряжение переменного тока равно

2719. Т cos <р,. 2720. «= 7 мин. 2721. «= 2,915 л.

2722. а) //, =  //1п а ~ ! п ^ »» 15 см. 6) =«0,125%. 2723. от первона- ln а — In о 10/4g
чального количества. 2724. «г 2,49 г. 2725. — г. 2726. s&37,3 минуты.

К г л а в е  IX

2727*. Sn =  1 — | , S = l .  Представить каждый член ряда в виде 
суммы двух слагаемых
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2728,

2729,

2730, S

L Sn~  2 2л +  l ) • S _  2 *

'• S', =  '3 (* _ 3 я + т ) ' s = 3-
1 4 - 1 4 - 1 _____ !_________1_________! _ \  s _ H— 3 ' \ 1 + 2  + 3 /i+ l Л + 2  л + 3/' 18-
1 / 1 1 I 1 1 \ о 23

2/31. Sn "g" \ з +  5  2n +  1 2/j +  3 2/1 +  5/’ 90'
1 Г 1 1 1 с  1

2732. S „ =  -2 [ y  — („+  j) t„  +  2> J*  — 4 '

2733. S„ =  1 +  -j 2 n 2  • 3 n ’ ^ 1? *

1» ! . = ' - 5r f i F .  s - 1. “ S - t I ' - s t f ] .  s = T -

2736. S „ =  a rc tg ^ r r , S =  -j-
2737. Сходится. 2738. Сходится. 2739. Расходится. 2740. Сходится.
2741. Расходится. 2742. Расходится. 2743. Сходится.
2744. Расходится. 2745. Расходится. 2746. Сходится.
2747. Сходится. 2748. Расходится. 2749. Сходится.
2750. Расходится. 2751. Сходится. 2752. Сходится.
2753. Расходится. 2767. Сходится. 2768. Расходится^
2769. Сходится. 2770. Сходится. 2771. Сходится. 2772. Расходится.
2773. Расходится. 2774. Сходится. 2775. Расходится.
2776. Расходится. 2777. Расходится. 2778. Сходится.



2779. Сходится. 2780. Расходится. 2781. Сходится.
2782. Расходится. 2783. Сходится.
2784*. Расходится. Воспользоваться формулой

. ft-fl . *
Sin — ^—  a Sin у  в

sin а +  sin 2а + ... +  sin Ла = ----------------
-1 а  а п т

, 2  пили неравенством sinx>  — х, если 0 <*<-=-.1C 2
2790. Сходится, но не абсолютно. 2791. Сходится абсолютно.
2792. Сходится, но не абсолютно. 2793. Сходится абсолютно.
2794. Сходится абсолютно. 2795. Расходится. 2796. Сходится, но не абсо

лютно. 2797. Сходится абсолютно. 2798. Сходится, но не абсолютно.
2799. Расходится. 2802. — I <дс<  I. 2803. ~ < х < е .
2804. — 1 < jc <  1. 2805. — 1 I. 2806. — 1 s c * <  1.
2807. х < -  1 и дг> 1. 2808. -1  < х <  1. 2809. -1 s £ * <  1.
2810. х ф ±  1. 2811. При любом х. 2812. —2 < х < 2 .  2813. При тюбом х. 

2814. * > 0 . 2815. дг>0. 2816. х ^ 0 .  2822. И членов.
2823*. Воспользоваться неравенством 1п(1 +  а )^ а .

2825./,0,_ | j  / ( i ) --- ,1 . / (1 ) = ̂ :  / П )- М «
/ (— 0,2) =  0,108.

0 0 0 *7   ̂ 1 1 “ f "  ^  1 ,  О  О О О  1 • I  1 I  I  “ I "  X
2827• т  Т—х' ~  ~2 8 х% ’ ~2 g х ̂  7  1 — '
2829. {х +  1) In (jc +  1) -  дг. 2830. у .  2831. 0,2.

2832*. 1п-̂ -. Использовать соотношение cos ^ cos 4- ••• cos ̂ ... =  -'П --.2 2 4 2* х
со

К* V I 1 Ц*2833*. Воспользоваться формулой У  — =  -̂ -,
я»  1

» ■  »  т ( 1п2+й ) ; 2) г Ы ,п(1+ К*) + ^]- “ 1аг
2836. 2~ ^ 2.
2837. Данный ряд нельзя почленно дифференцировать ни в каком интер

вале. Действительно, общий член ряда производных имеет вид к cos (2п-ях).
L Сколь бы мал ни был интервал (а, р) и где бы на числовой оси он ни лежал,

kВ  всегда внутри него найдутся числа вида где к — целое, a N — достаточно

в  большое целое положительное число. Но при х =  ряд производных расхо-
2

В дится, так как для всех п>  N  члены его становятся равными к.

2838. ■ ■ -1- ■; и
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(1 — х)* "  (1-л:)*'

2841. (х -  1 ),+ .»  +  (- » )w l(-JL ^  +  -



1 ( * — !)• 1 (дг -  1)»
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2842. 1 + £ ['(* - 1 ) + 21 2* 31
. я 1 • 3 ...(2л — 5) (лг-1)«

.. +  ( Ч 2"-* п\ ^

+  ( - В "*1 (-~з,3>,Ч ...

28,4. , _ ( *  ) • + . . .  +  < - !) " ' ( | ) ”  ' + . . .

2&4э. 1 + 2! + ... +  (2я_ 2)!+ ... 

2846. *• +  £  +  £ + . . .  • Л* ИИ 1 2! ' ' (л -  1)1 
2847.co8a[ 1- ^  +  J , +  ... +  (- l ) » - T5̂ r  +  . . . ] -

- * « [ * - £ + f f + - - - + (- |>“ i£ = T j r

2848., + х- + ^ - %  +  ... + У 2я s in ? - £ + . . .
4r4 4* г* 4Я-1у4 1я-1»2849. +  ^  +  +  +

2850. |„2  +  - J +  £ ~ - j J  +  . ..

• ' ( 1 _ t + ¥ _ --)- 28521 l - { T + ^ i r ^ x 4 + "

2853- T  +  S  +  -”  2854. 1 + д г * - ^ + ^  +  . . .

2855. |+ 2 *  +  i ^ + . . .  +  ^ ^ - - J-

2851

21 T , , ' n (n— l ) ! ^ ” * 
r\ r*{n~ I*

2856. i _ * »  +  J _ . ; .  +  ( - I ) - £ - TT!+ . . .

2857. ! + £ + £ + . . .+  ^ -  +  ...
r l t  X * i n ~ 1»

|+ 1  + 1 г+-+тггптг+-;- 
я59- у - ^  + -  +  <~|), , , у - 1 Г -  1)1 + -  

"■ 1- [ ' , - ^ r + - + ' - |)“ ‘ i S r + -2860.
r *  x nm ~ n

2861. , - j r +  ... +  ( - i r ' 72^ r iF  +

« а 31 ' 51 1 ' '  (2 я + 1)1 1

[ X  JC* , , „ , ч„ * ,  X я
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» » . ' + [ т - т  • т + - + ' - » ” ■ V  34 +- ] •

- “ - » [ 1 ( 1 ) Г + А ( # ) ’ + - + г% ^ ( т Г

® 87' 1 -  [ I  ̂  -  И Г  * 4 -  ••• + ■ ' ’4 «“  +
2868. дг* +  [ 1  х« + ... +  il- 3 • “  ^  ~  ?>. +  . .. ] .

2869. 1+2*х +  ...+л*.*"-'+ . . „  5 =  12.
2870. 1) -71, 2) 1 ^ , 3 ) ^  и 4) 1 .

2871. 1/6. 2872. 1/4. 2873. 1. 2374. 1/2. 2875. 2/3. 2876. 1/3. 2877. 1/60. 
2878— 1/10 <  ж <  1/10. 2879. — 1 < х ^  I.
2880. —10«£х <  10. 2881. лг =  0. 2882. -  /2/2 < х <  /2/2.
2883. — оо <  д: <  со. 2884. — 1/3 <  дг <  1/3. 2885. — 1 сс дг е£ 1.
2886. — \1е^х<  1/е. 2887. д: =  0. 2888. -1 «s х <  1.
QGVO 1 1 оол/1 1 | 1*3 ДГ»2889. _ _ < * < _  2890. х - - - + —

•••+( *> 2"-‘ (я — 1)1 2я— 1 I « £ *« £ !).

2891. * + £  +  ... +  £ — j  +  ... (— 1 <  дг <  1).

2892. *• +  Д + ... +  _ ^ _ Г) +  ... | - к « »

„ е м  .  /ДГ* . 2ДГ* . ,  ПХгп+' ,  \  .  1
‘ (з! "^"5Г (2л +  1)1 + —) ( оо<дг<оо). Те.

28G4. 1,39, погрешность 0,01. 2895. 0,3090, погрешность 0,0001.
2896. 2,154, погрешность 0,001. 2897. 7,389. 2898. 1,649. 2899. 0,3679.
2900. 0,7788. 2901. 0,0175. 2902. 1,000. 2903. 0.17365. 2904. 0,9848. 
2905. 3,107. 2906. 4,121. 2907. 7.937. 2908. 1,005. 2909. 3,017. 
2910. 5,053. 2911. 2,001. 2912. 1,0986. 2913. 0,434294. 2914. 0,6990.

2915. 1+2дт +  |-дг* +  ... +  [2 + 1  +  1  +  ... +  г;г;1-Ш ]дг*-, +  ...

2916. ^ _ l x * + ” Jc * _ . . .+  (_ l)- + > [l+ |  +  i + ... +  i j ^  +  ...

29,?- 1- 1 + й + -  29,8- - т + ^ ‘ + -
2919. дг-х* +  2х* +  ...

*■“ • с + *  -  г л а + • • • + В .  _  Т ,\ L  - , » +••• < - » < * < » ) .

2И1. C + t o l x l - j ^  +  ^ r - . . .

JC*"
.••-Ц '-1Г2д. (2я)|+ — I со с  х <  0 и 0 <  дг <  оо).



2922. С +  1п|ж]+дг +  ^  +  " .  +  я^ 1 + ...

(— оо <  дг <  0 и 0 <  х <  сю).

аиз. c - i + i n U |  +  |  +  24 r + ... +  j ^  +  ...
(— с о < д :< 0  и 0<дг<оо>.

“ *• » 7 f  +  s 4 l  -  -  +  (-'>■" (2я - 1 ^ . -  I), +  -  ( - » < - < “ '

2925. J t - g  +  g - . . .  +  (- l)« ^  (2^ Г 1 )«  +  -

. 1 х* . I - Зх 1 . . 1 • 3 ... (2л — 3) дг,я_* . .
29261 * +  2 ‘ 5 + 2-4 9 + • "+  2 " 1 (я — 1)1 4л — 3 ^  )-

2927 х 4 - - - ~  —  -  +  | ( ц» I 3 ...(2 л - 5 ) дт’"-»
< 2 4 2-4 7 ' '  2"-* (я — 1>! З л - 2 + "

(—1 г£ДГг£ I).
*.10 *-*• г%п~%

* *■  X + 1 Z  +  1 9 + ~ + К = 1  ( - » < * < ! ) .

2929. ...4 - (_1 )я« ^ 7̂ ,(4 ,|_ 5 ) х4"— j -
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4" я! I-. - I
(— 1 sg-rsS 1).

2930. 0,3230, погрешность 0,0001. 2931. 0,24488, погрешность 0,00001. 
2932. 0,4971, погрешность 0,0001. 2933. 3,518, погрешность 0,001.
2934. 0,012, погрешность 0,001. 2935. 32,831. 2936. 0,487. 2937. 0,006.
2938. 0,494. 2940. 3,141592654.

2941, ДГ + Г З ЛГ*+  1 .з-5ДГ, +  ‘" +  1 -3-5...(2я- 1) Х'П ' +

2942*. 1 — i  +  i ----+  (— 1)"+I4i +  -”  Представить Xх в форме ех^*,Z о ft
разложить в ряд по степеням jc In лг и проинтегрировать выражения вида 
Xп In" дг.

2943. 0,6449. 2944. 0,511. 2945. 1,015.

2946*. 3,71. Вычислить площадь посредством формулы S =  4 J / l  — д* dx
неудобно, потому что соответствующий ряд при лг =  1 сходится медленно.

Следует вычислить площадь сектора, ограниченного линией, осью ординат 
и биссектрисой первого координатного угла. Эго дает ряд, быстро сходящийся. 

2947. 0,2505. 2948. 3,821. '2М9. 0,119. 2950. 1,225.
2951. (0,347; 2,996). 2952. (1,71; 0,94).

К  г л а в е  X

2953. г =  -|(дс*у-У).

2954. S = l V ( * + . y  +  * ) ( * + . y - * ) ( * - . y  +  2)Cy-f * - * ) .



ОТВЕТЫ К ГЛАВЕ X 363

2956.

X 0 0,1 02 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0 0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00
0,1 0,10 0,14 0,22 0,32 0,41 0,51 0,61 0,71 031 0,90 1,00
0.2 0,20 0,22 0,28 0,36 0,45 0,54 0,63 0,73 0,82 0,92 1,01
0,3 0,30 0,32 0,36 0,42 ОД) 0,58 0,67 0,76 0,85 0,95 1,04
0,4 0,40 0,41 0,45 0,50 0,57 0,64 0,72 0,81 0,89 0,98 1,08
0,5 0,50 0,51 0,54 0,58 0,64 0,71 0,78 0,86 0,94 1,03 1,12
0,6 0,60 0,61 0,63 0,67 0,72 0,78 0,85 0,92 1,00 1,08 1,16
0,7 0,70 0,71 0,73 0,76 0,81 0,86 0,92 0,99 1,06 1,14- 1,22
0,8 0,80 0,81 0,82 0,85 0,89 0,94 1,00 1,06 1,13 1,20 1,28
0,9 0,90 0,91 0,92 0,95 0,98 1,03 1,08 1,14 1,20 1.27 1,34
1 1,00 1,00 1,02 1,04 1,08 1.12 1,16 1,22 1,28 1,34 1,41

2957. 1) А .  2) 1; 3) 16; Z 2.

I j
2958 .   ---— ; о - — .

I  <? (1) ф (1) ’ в
• 2959. Вторая функция изменяется быстрее.

2960. Парабола второго порядка; 1) нет, 2) нет.
2961. Положить т  =  1 /дг. 2965. Функция не будет однозначной.

2966. 1) 1; 2)1; 3 )1 ; 4) не определена; 5) 1.

2967. г =  (х +  у)*~У +  (х +уУ~*, (х +^> 0); г будет рациональной функ
цией от и u V, но не от w, t, jc и У-



2968. г =  (х 4- у)*у +  (ху)'*.
2969. и =  (лг* +у> +  г*)« -  --±  [(лг* +  у* +  <*)» +  3 (лг + у  +  г)*)\ «

является целой рациональной функцией относительно £ и ij, х, у  и г, но не отно
сительно ш И в.

2970. г =  1 “  ^  "  +  “ I “  =  х* +  у*; о =  ху.
2971. х — const — парабола, у  =  const — парабола, г =  const ^£0— гипербола, 

г =  0 — пара прямых.
2972. х =  const, .у=const — прямые, г =  const ф  0 — гипербола, г =  0 — пара 

прямых.
2973. х =  const — парабола, у  =  const — кубическая парабола, * =  

=  const ̂ 0  — кривая третьего порядка, 2 =  0— полукубическая парабола.
2974. г =  const >  0 — эллипс, дг =  const и у  =  const — кривые третьего 

порядка (при дс =  0 и ,у =  0— полукубические параболы).
2975. 0 < у  <  2; -  1 < _ у - у  дг<0. 2976. д г '^ д г^ К * .

2977. 0< .у < дг/3; у  <  (а — дг) /3".
2978. (дг — о)* +  (у — Ь)г <  R1; — оо <  г <  оо.
2979. (х -  а)* +  (у -  *)* +  (2 -  <;)*==£/?*. 2980. дг* 4-.у* <  4Д*.

2981. v =  ~ху  (2/? ± У 4R* — х* — У )! функция не однозначна. Области
определения функции лг* +  .у**S 4#*; дг>0, у>И.

2982. При О ^ л г ^  1, 0 ^ > ^ 1  5 =  лгу; 
при 0 sc дг 1, I s£>> S =  лг; 
при 1 лг 0 1 S =  y,
при I г£лгг^2; 1 s£.y 2 S =  xy— лг — ,у4-2;
при I лг ̂  2; 2 «S.y S  =  лг;
при 2 лг, 1 <_У sS 2 S  =  y,
при 2^лг, 2 ^ у  5 =  2.

2983. л. +  ^  1. 2984. у* >  4лг — 8. 2985. Вся плоскость, за исключс- а* ‘ Ь* ~
нием точек окружности лг* 4- .у* =  /?*.

2986. Внутренняя часть правого вертикального угла, образованного бис
сектрисами цоординатных углов, включая сами биссектрисы дг -+-у  3:0, дг —у 

2У87. То же, что в задаче 2986, но без границ.
2988. Внутренняя часть правою и левого вертикальных углов, образованных 

прямыми и _у= 1 — дг, включая эти прямые, но без точки их пере
сечения:

1 — лг гс _v *£ 1 +  лг (лг > 0),
I +  дг e Z y  *£  1 — дг (дг <  0 )

(при дг =  0 функция не определена).
2989. Часть плоскости, лежащая внутри первого и третьего координатных 

углов (без границ).
2990. Замкнутая область, лежащая между положительной полуосью абсцисс 

и параболой у  =  дг*(включая границу): лгЗ=б, у З О ; лг*3:.У-
2991. Кольцо между окружностями дг* +  У  =  1 и лг*4-.у* =  4, включая c ju :' 

окружности 1^дг*+д>*^4.
'2992. Часть плоскости, лежащая внутри параболы у* =  4дг, между парабол 1 

и окружностью дг* 4-у* = 1 , включая дугу параболы, кроме ее вершины, н ис
ключая дугу окружности.
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2993. Часть плоскости, лежащая вне окружностей радиусов, равных еди
нице, с центрами в точках ( — 1, 0) и (1, 0). Точки первой окружности принад
лежат области, точки второй — не принадлежат.

2994. Только точки окружности дг* у3 =  Я*.
2995. Вся плоскость, за исключением прямых х + у  = п (я — произвольное 

целое число, положительное, отрицательное или нуль).
2996. Внутренность круга дг*-|-у =  1 и колец 2 я ^ д ^ + У ^ 2 л + 1  

(л — целое число), включая границы.
2997. Если х ̂  0, то ]

2ля«£з»е^(2л+ 1)г.; 
если дг<0, то I

(2л-г 1)г. г£.у«£(2л +  2 )* ;)
2998. х >  0; 2лп <  у  <  2 (л 1) и (л — це- 

*ос число).
2999. Открытая область, заштрихованная 

на рис. 83.

я — целое число.

I При дг>0^>дг-|-1,
\ при дг<0 д г< зКд г +  1.
3000. Часть плоскости, заключенная между

линией _« =  •;—!—- и ее асимптотой, включая 1 +  л:1
границу. 3001. дг>0, у> 0 , г> 0 .

3002. Часть пространства, заключенная между сферами дг'+.у* +  г* =  г* и 
jr* -f у* -(- г* =  /?*, включая поверхность внешней и исключая поверхность 
внутренней сферы.

3003. 2. 3004. 0. 3005. 0. 3006. Функция не имеет предела при д: — 0, ^ — 0. 
3007. 0. 3008. 1. 3009. а) у  =  0 или ^ =  д:«(а> 1), дс—>0 по произвольному за-

х
кону; б)_у= -д, дс— 0 по произвольному закону.

ЗОЮ. Точка (0,0); вблизи этой точки функция может принимать сколь 
угодно большие положительные значения.

ЗОИ. Все точки с целочисленными координатами. 3012. На прямой у =  х. 
3013. На прямых дг =  т , у  =  л (т  и л — целые числа). 3014. На параболе у*=2х.

3015. 1) непрерывна; 2) разрывна; непрерывна по х и у  в отдельности; 
3) непрерывна; 4) разрывна; 5) разрывна; 6) разрывна. Перейти к полярным 
координатам.

3016. Окружности с центром в начале координат радиусов соответственно
/ 2  V I  }_

* 2 ' 3 * 2 ’
3017. Окружности, проходящие через точки А и В.
3025. Прямые линии у =  ах-\-Ь, где а =  In ft.
3026. Концентрические сферы с центром в точке А и радиусами, равнымн 

1. 2, 3, 4.
3027. Эллипсоиды вращения с фокусами в точках А и В:

Р  -  Х х У +  СУ — yi)‘ — U — г,)' +  У (дг -  ДГ,)’ + (у -  у,У +  (г — г,)1 =  const.

3028. Сферы дгЧ-у* + г*=  -Jj , где с =  еи.

3029. Параболоиды вращения дс’ +  .у* =  cz.
3030. 1) Плоскости 2дг +  3у — г =  С\ 2) гиперболоиды вращения или конус 

л* +  у* - 2 г ’ =  С. 3032. - %  при Т =  7*



3033. ^  — скорость изменения температуры в данной точке; ^- — скорость
изменения температуры в данный момент времени по длине (вдоль стержня). 

dS3034. - = Ь  — скорость изменения площади в зависимости от высоты
dsпрямоугольника; ^  =  л — скорость изменения площади в зависимости от осно

вания прямоугольника.
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3038. ^  =  ^  =  — axe'‘ +  b.
дг 1 v дг _  и L 1
дй v и1 ’ dv v*~̂ ~ и '

оплл дг х> +  ЗлгУ — 2лгу* дг у • +  Зх'уг — 2хгу
’ дх (**+ У*)* ’’ ду (дс* + у*)*

3941. g i =  30xy(5x'y-y’ +  7)': ^  =  3 <5х‘у - у '  +  7)» (5лг* -  3/).

зои. t  = Y 'y— 1̂ = Г  ? - + •  +  I7-- З^Лс4 ЧУ 2 / у  / 7
ЗП4.Ч дг 1 *  = __________ £__________

'5 х  |/x» + y  ’ ду x, + f + x V x ‘ + y t ’

3044. дг у  дг х
д х ^ х '+ у * '' д у~  л г * + У
dz____________ у_________ , дг
dx3045. =  -------- ------ — j ;

(** +  у*) (arctg £ )*  У (х‘ + у*) (arctg

дг „ . дг ~пл-г дг 2х дг 2у
30 ’ Эу ' 5 7 _ л ^ + У  ’ д у ~ х г+ у ‘ -

дг_________ 2___ . дг 2х
' дх y * * + jr * ' 5у у / л ‘ + у * '

3049 дг -  ХУУЛ2 дг Х* ^
' 37 ( j d + y » ) ? '* '- / '  4У (дс‘ + У )К д с * - У  ’

3050- ^ sa ~ Т х : % =  7 Т Т 7 -у  sm —  у* sm —

305 2 .* 1 - « * -  1

3053.

дх лг+ ln y ’ ду у(дг+ 1пу)*
ди_______ ы> # ди _  у
dv #‘ +  ю *’ d® — v* +  w* ‘

3054. ^  =  — cos — cos — +  ^  sin — sin — ; дх у  у  х х* у  х ’
д* х —  х —  у ___1 . х . у—  = -- -г cos — cos —-----sin — smду у* у  x x у х



3056.

3057.

3058.

3059.

3060. 

2061.

3062.

3063.

3064.

3065.

3066.

3067.

3068.

3069.

3070.

3071.

3072.

S055. р -  =  £  З-  * In 3; ^  — 3~ * In 3. дх х* ду х
£  = У  (1 + х у У Ч  0  =  -ту (1 +  ХУ У  +  О +  хуУ>\п (1 +  ху).

=  х*ухУ-‘ (у In х+ 1 ); ^  =  хУх*у 1п* х.
ди _  ди диГ х = у *  ^ = х г ,  ш  =  ху.
ди , ди , ди
d i = y  +  *  d j = x  +  r ' ш = х + у -
ди _  х ди _  у ди _  г
дх~ У 'х , + у*+ г* ’ Ъу ~~ У х* +  у* +  г* ’ д* ~  / F + у* +  2« *

£  =  *•  +  3 ,- 1 ; g  =  *' + 3* g  =  + 1.
dw да» ,^  =уг-(-»г +  ®>>; -^ =  дгг +  «»+  tur.
d w  d wfa = x y  +  yv +  vx-, ^ = у г  +  хг +  ху.

д£  =  (Зх' +  у ‘ +  г*)е*^г+ у,+‘ ,' ;

^  =  2хуе* ^  =  2 *« *  <*’+ * +  **>.

^ = 2дт cos (** +  ./ + г*); ^  =  2ycos(A r*+y+  г*);

^= 22С08(л:‘ + У  +  г‘).

с)и _ д и ^ _ д и _______1
дх ~  dy ~  dz ~  х у  +  г"-

^ . = z xi ~ l . <*■ ± J lnx. дл ____ z j i n x .
dx z x • д у ~  г х ,п л  д г ~  г*х 

дЛ  =  у^хУ*-Ч ^=гу*->хУ* taxi ^ = y ex>r tax lay.

1  J_
5 ’ 5 •

g  =  2 (2л: +  у)г*+* [ 1 +  In (2х +  у)];

0  =  (2х+у)**+У [1 +  1п (2* +  у)].

дг 3 / 1пд:\*. дг _  3 In х / In дт\* 
д х ~  дт1п>>\ " 'In  .у/ ’ ду .У In’ .у \ In .у/ *
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3073. ~  =уе*1п**у (1 +  МУСОв ядсу); =  хе^птху (1 -f- кху cos кху).

дг _ 1 - Д г » - У - У >  +  У  дг I - x ’ - y ’ - V F T ?
' дх (| + / 1 Г+ У )< ’ ду (1 + / x « + y ) i ~У'

чптч — У У * *  . дЛ  — У х у \пх 
' дх 2дг (1 — хУ) ’ ду 2(1+дг>)‘
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3076 * = -  *  дг
&Х (1 +  Уху) Уху — X * f  ’ W  (1 + У х у )У х у — х 'у ’

3077 дг -  У  +  2дгу дг _  х* +  2ху
' дх у  1 +  (Ху* +  ух*)* ’ <Ь> V  \ +  (ху* +  ух*)* '

3078.£ =  - 1 1 Л ^ Ц ;ах дг» Г дгу +  дг-}->>’ dy .у* г дгу-{-дг4 У 
дг * [(>  + arctg* ■£)* + 2  arctg*-J]

3079. ---
(•**+ ./) ( l  +  arctg* ( l  +  arctg

*  _ А
["f I +  arctg* -1 )* +  2 arctg* £  j1

ду (х* +  У )  | 
ди 4kx

1̂ +  arctg* 
du

 ̂1 +  arctg- 

4fey
9 ’

(х * + У +  **)*’ ду (дг*+У +  г*)* 
ди 4кг
дг (дг* -h у* +  **)••

, пэ, ди г(х — уУ~1 ди _ г (x - y Y ~ l ди _ ( х —у)* In (дг -  V) 
-и ‘ d * “ l+ ( * - . y ) “ : 5 у ~  1 + (д г - ^ )" : д г ~  1 + (х - ^ «  1
3082. ^  =  уг (sin х)Уг~1 cos дП ^  =  г (sin х)Уг In sin дт;

^  =  у  (sin х)Уг In sin дг. 

ди ди ди
3083.- ^ = - ^  =  - y -  =  F^ r r y .  где r =  Vx*+y* +  z*.

3084. ^  =  (2ху* — yzv) tg* а; ~  =  (2дг*.у -  xzv) tg* а;

= (2zv* -  xyv) tg* a; ~  =  (2z*t/ -  дг>-г) tg* «,

где а =  х'у* +  t*v* — дг̂ ги. _______  _______

3085.4. —
/—а • t—°

3087. 1 и -  1. 3088. 1 J .  3089. . 3090. - g .  3091. 45*. 3092. 30*.

3093. arctg у .



3094. dxz = ( f -  6лу«) dx-, dvz =  (3ху» -  6х ’у +  8/) dy.
Qnor, . xdx у  dy309a. dxz =  ■; V  =  v = = = 4 .

Улг3+ У  K ^ * + y
<июг. y (y *- x * )d x  . v . .  дг (ДГ* —- v*) rfj-
30961 £/*‘ -  (а-3'+ У )»  ~  ’ rf**“  ( * 4 = / ~ '

,  Злг* dx . 6 va rfV . -3z’ dz
3097. d̂ - - . v  + 2y _ z> ; rfv“ -  jc® -f- 2y* — г*" ’ ^  ~  jc* + 2y* -  *» *

1 Q73098. 3099. s= 0,0187. 3100.

3101. ху [(2У — 3-cy* 4- 4x*y) dx 4- (4j>*x — 3_y».v* 4- 2x*) rfyi.
3102. — ±J~.rV.fy  . 3103. 3104. y dx~ xd>

х '+ У ' (* - y > s y V f - x *
3105. (xdy-\-ydx)cos(xy). 3106. ^ L - 4 - _ ^ L .

Qim 4-гу(дг</у-у</лг) olno лт</у4-у</л:
3107-----(д-«-у*)«----* 3I08- "Г + - л. у  •
3109. x'.v ‘ (yz dx 4- zx In x dy 4- xy In x dz). 3110. 0,08. 3111. 0,25e.
3112. 3113. =  7,5. 3114. =«0,005. 3115. =  1,08. 3116. 5.

3117. 1,8 + 0,2. 3118. 4730 ± 100.
bBB  sin С S r C sin В3119 25 -J________ I c.______________

°  sin В  sin (В  +  C) ' sin С sin (B  4- C ) '
3120. Возрастает со скоростью 444 см*!сек• 3121. На =«2575 см*.
3123. dr =  -̂  ds 4- ( у — : dp =  0,16 см, т. e. около 1%.

3124. еЛп1- 2‘* (cosf-6/«). 3125. sin It  4- 2eat +  J  (sin 1 4- cos/).

3126. — -ГТТ т l-< 3127. —  =  3u* sin v  cos v (cos v — sin v ) ;Y 1 _  (3t -  4/«)» du

Г̂ =  иг (sin v  4- cos v) (1 — 3 sin v cos v). ov
3128. ^- =  2 - , In (3u — 2o) -f----— — -----

д и  v*  ' v * (3u  — 2 v )  ’
dz 2 U“ 2 и3

; =  — In (3« — 2») -
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v ’ ~  г^ Зи  -  2»V*

3129 dH -  - rfu_  ** 4- 3e*'x3
s. , ’ dx e *  4- еУ '  dx ex _|_ exl

« " - g - r f c i .

3 I32- S t t t )  ( * + v t ) . 3,33. g _ . «

Я1<ц rfT J 1* dx  4- x* dy . . I j-  I iri I -*У1(У+  1 > Лж 4-  (ДГ 4-  l ) r fy |
31 “ ( Т + Ж ' "  <*У + Х + У> 4- (7-+ Ш  + (хУ + х + у/ ]

x* +  r* 
xy

3I35- “ Kiy i [Су* — ■** 4  2лту*) xd y +  (x* — y *  4  2x‘y) у dx\.

Sin JC.



и =  х* — у*;
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- =  _2 v ^  4- хе*У —dy du dv v =  e*y.
•на* Зх *у-у* Ч1лл х (у *- 2 х * ) уе*Г-уе*-еУ

' 3х у * - х * ' 3 у (2 у *- х * ) • 3147, хеУ + е*-хе*У'
3148. — — • Э149 -У - 2*  ~Ь ^  — cos лгу

«• J^(x* + у*) +  а* ‘ х cos ху — — х '
-У* 3152. ; f* . . 3153.1-дгу- (Х + У )‘ ‘ • х ( у - \ у

у* 1п X — 1 
дг* 1пу — 1 *

3, п - Ш ; . « = 4 : ( й ) „ | = - т -

3,58. 

3162. dx г +  1 * ду г 1
3 1 6 3  д г  -  у г  ■ д г =  х г

д х  x y - j - z * ' d y  д у 4 - г * *

3164. d2 * dzд х ~ х ( г -  1)’ ду у (z -  1)'
3167. Ч г = -  *4 2 * '* + * " 2 ydy_ з т  z =

8m 2z 4

3169. г =  j ~'~~. 3170. 2 =  *a rc tg - J. 3171. dz =  ̂— — ^ -

3172. r f z = i| ^ 4 - ^ - .  3173. dz =  Vz  (x d x -yd y ).
3174. 2 (x dx 4- у  dy). 3175. 2(xdx +  ydy).
3176. dz =  e '“  [(» cos v — и sin w) dx 4- (u cos w 4* ® sin p) Îvl*

_  2x* +  У  . d*z _  x* 4- 2y* . d*z _  xy 
‘ dx* у  x> 4_ y ’ dy* )/jc» 4- y  ’ dx dy у  ** 4- y* ’ 

d*z x . d*2 _  x* +  (x * - y * )V x ‘ 4-y*_.
3186- л ? _  F *  ^ _  |  ______ /

(x* 4- y*)2 (x* +  y*)2 (x + / x *  +  y )
d*z у

dxdy
(x* +  У )

1in7 d*z __ 2x . d*z _  2y . d*z _  
■‘ ' “ '•dx*-  (1 + x *)*’ dy* ( 14-y*)*’ dxdy
3188. =  2a* cos 2 (ex 4- by); ~  =  26* cos 2 (ax 4- 6y); 

2ai cos 2 (ax 4* &У)-dxdy 
3, » . £



3190.

3191.

3192.

3193.

3195.
3197.
3198.

3209.

д'г 4 у

ОТВЕТЫ к ГЛАВЕ X

d*z 4 х
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дх*' ^ * + W , ду*
. дгг _ 2(х —у) 

(х + у )* ; дхду ~  (х +  у)* '
д*г _  1п.у(1п.у+1) ,пл1пу. д*г_ In дг (In дт — 1)
дх* ~~ х* ’ ду*-------- у*

д*г _ 1пдНп.у+1 in^inv 
дх ду ху
д*г ху* д*г

ду*дх* / ( I  -  х*у*)г 
(х - г )у

X *у
У (\-х*у*)* '

3194. 2у* (2 +  ху*) # *Л

д*г 
дх ду У (1 - х *у ¥ *

V(x*+ y*  +  г *-  2хг)г ’

~Х(х‘У+у*)* ) ' 3196‘ ~  *  (2 sin ху +  ху cos ху).
(х*у* z* +  3хуг +  1) е*у*. 
тп (п — \)(п — 2)р(р — 1) xm~,y ,~,zP~*. 3204. а =  — 3.

P ffd f
дх*\d*y 

dx*
(У \ ' _  2 ¥-*1 л .*£  Ш ’
\ду)______дхду дхду ду* [дх/

(д/у
\ду)

0 df К
dx dy

df_ d*f d*f
dx dx* дхду
df d*f d*f

3220.
ду дх ду 

(dx — dy)*
ду*

3219. -2ydx* +  4 (y - x )d x d y  +  2xdy'. ---------- ------(д; — у)*
(Зх* — .у*) dx* +  Sxy dx dy +  (3у* — дг*) dy*

(д:*+ ? )*
2 sin 2у dxdy-\-2x cos 2у dy*. 3223. ехУ [(у d x x  dy)* 4-2 dx dy\. 
2 (z dx dy -f у  dx dz-\- x dy dz).
— cos (2x +  y) (2 dx dy)*; (2dx-\- dy)*; 0.
— sin (дг -j- у  -f- z) (dx -\-dy-\- dz)*. 

с'Г(х* z*\ dx* . 2 xy . . , (y* . z*\dy* 1 
z* [ a * +  c*j a* +  a*b* *  ^ +  (ft* +  c*j ft*J"

’xy* dx* -f- (x*y* +  2xyz* — z*) dx dy +  x*y dy*]

3221.
3222.
3224.
3225.
3226.

2z

3227.

3228.

3229.

3231. / ' — 5/ +y. 

3235.

(г* -  xy)*
d*y-  31,5 dx* +  206 dx d y -  306 dy*. 3230. j f . + У . 

d*y3232. -f- ay. 3233. у  — x". 3234. —
x '*  *

3238.

3240.

- p'' +  2g. 3236. d4 = t. 3237. рр" +  р»vj . r* • £ •
(p-' +  P*)'

dz <Pu , J_  P u  ±  du
dv" dp* f* dy* p* d f'

(P) +  {  (P) +  (P)- 3241. - 4 ^  +  2.
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3242. г* +  2 /  — ху+ Л (Здг» -  у ) + A (6у* -  х) +  3*A* -  hk +  6уА* +  Л* +  2А\
3243. Дг =  15Л* — С hk +  Л* +  А».
3244. Дг =  — 2Л +  7 А -  4Л* +  4АА +  2Л* -  2Л* -

-  А*А +  у  АЛ» + 1  А» -  Л*А + 1  А‘А» +  ~  hk*\ f (  1,02; 2,03) 2,1726.

3245. Ах* +  Ву* +  Сг* +  Dxy +  Еуг +  Fzx+
+  (2Ах +  D y+  Гг) Л +  (2By +  D x + Ez )k  +  (2Сг +  Ey +  Fx )l +

+  Ah' +  ЙА* +  С/* +  Dhk +  Ekl +  Fhl.

32* - ' - т + т ( ' - т )  + т ( ^ - т ) -

— -g- jcosUosr, (̂ x — +  3 sin i cosi) д̂г — ~ j +

+  3 cos i sin i) (дг -  (y -  +sin£cosT) (у  ~  ]•

3247. г==1 + (д г_1 ) +  (х - 1 ) ( у - 1 )+  - !• (*-  l)* (y -  1)4-...; 2, ^ 1,1021.

3248. t* sin у  +  A sin у  +  А coey+  у  (A* sin у  +  2ЛА cos у  — A* sin y) +

-(- -1 (A5 sin у 4" 3A*A cosy — ЗЛА* sin у — A* cosy)J 4" ••• I R= 1,1051.

3249. у4 -д у4 -1 д :’у _ ^ у » 4 -  ...

3250. у  4- -I (2дгу -  у*) 4- 1  (Здг’у  -  Здгу» 4- 2у*) +  ...
t-n+1 _ 1»Я+1

3251. 14-(дг4-у>4 - ... + —----- 1-
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х —у
3252*. л г _ у _ 1 (* * _ у > )4 - 1 (д * - у ‘ ) - . . .  +  ̂ = -р  (хгп+1— y ,n+I) + . 

х — уЗаметить, что a r c t g =  arctg дг— arctg у.
/ ОО \ /  ОО у СО 00

3253. у  у  > L  у  у  хПут
ж  п / \ « •  "  J м  М  п т  \fl— I '  /I ~  1 ’ п — 1 ГП =■ I

V (X +  y )"  — - Г "-у " V  ( * * + у ,),я+1
—  3255. > (- 1 )"  . п ,— .—: п (2/14- 1)1

П—2 (1 — 0
СО СО *0 оо
V I ДГт  V  У*" V  V  ДГт у ,п

■ " • 2 . -И 2 < - " " w = 2т=0 п = 0 т  =»0 л =* О
3257. 2= l4 - ( jt _ l)4 -  ' (у — 1) — (х — 1) O' — 1) +  ^  (У — 1)’ 4- ..



3259. (0. 0), (-  5/3, 0), (-  1, 2), (-  1, -  2).
3260. (1/2, -  I). 3261. (О, 0), (0, а), (а, 0), (а 3, а 3).
3262. (0, 0), (0, 2ft), (а, ft), (2а, 0), (2а, 2ft). 3263. (*;6, тс/6).
3264. <ft'в, с,в). 3265. (-2/3, -  2/3). 3266. (2, 1, 7). 3267. (6, 4, 10).
3268. Л и С — максимумы, В — минимум; в окрестности D поверхность 

имеет вид седла, вдоль E F  функция сохраняет постоянное значение.
3269. (— 2, О), (16/7, 0), каждая точка будет стационарной для одной 

из ветвей функции. 3270. (1, 1), ( — 1, — 1).
3271*. (0, 0). Чтобы убедиться, что найденная точка есть точка макси

мума, достаточно представить функцню в виде /= 10 — (х — у)* — 2хг— у*.
3272. (2, - 2 ). 3273. (-  1, 1).
3277. В точке (6. 4) — максимум.
3278. В точке (0, 0) нет экстремума. В точке (1, 1) — минимум.
3279. Наибольшие и наименьшие значения лежат на границе области; 

наибольшее: z =  4 в точках (2, 0) и (— 2, 0); наименьшее: г =  - 4  в точках 
(0, 2) и (0, — 2). Стационарная точка (0, 0) не дает экстремума.

3280. Наибольшее значение z=17 в точке (1, 2): наименьшее значение 
г=  — 3 в точке (1, 0); стационарная точка (— 4, 6) лежит вне заданной

• обл .юти.
3281. Наибольшее значение z =  4 в стационарной точке (2, 1) (эта точка 

является, таким образом, точкой максимума). Наименьшее значение г =  — 64
i s  точке (4, 2) —  на границе.

3282. Наименьшее значение функции z =  0 в точке (0, 0). Наибольшее 
{ значение г — 3/е в точках (0, ± 1).

3283. г„аиб = - |/ 3  в точке ( JL ,  J l j  (максимум),

гнали =  0 в точке (0, 0) (на границе).
3284. Все слагаемые равны между собой.
3285. Все множители равны между собой.
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3286. (т-  ¥ )-  7  + У + Т = а

2  х‘ 2
3288. л- =  — — , у  =  — ---. 3289. (3, /39. 0); (3, -  /зГ), 0).п п

к 3290. Куб. 3291. В точке (1,1) — минимум, z =  2.
3292. (а, а) или (— в, — а), г =  а1 (максимум), (а, — а) или (— а, а), г =

: - в1 (минимум).
3293. (— 0 ^ 2 , — а\г 2), z =  — У~2\а (минимум), (а У  2, а У~2), z=J^2/a

(максимум).
3294. Стационарные точки х —  — Arctg — , у  =  — Arctg у .

3295. (3. 3, 3), и =  9 (минимум).
3296. Две из переменных равны каждая 2, третья равна .1 (минимум,

4 I fравный 4); две из переменных равны каждая у ,  третья равна 1 максимум,

я 112\ ранный -2j j .
хг-\-... +  *•*

Г  3297*. Исследовать на минимум функцию -!--- !-------- - при X i +  X ,+

(- ... хп= А .  Вообще .справедливо соотношение —  ( если k ^ \
и Xi Эт 0.

л \ л / ’
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аЪс Ьс
3299. и ,и = * г П 7 - Г Т к  ПРИЬс 4- са -|- ab у Ьс +  са -)- аЬ ’ *  Ьс -+- ас ab'

—  » + « + . * • “ *• •— = - т .-  3301- (§•  4  »)■
3302. (3, - 1 , 1). 3303. а) (- 2 , 0, 0); б) (2, 0, 0). 3304. Куб. 
3305. Куб. 3306.

3 / 3
3307. Если R  — радиус основания палатки, // — высота цилиндрической 

части, h — высота конической верхушки, то должны иметь место следующие 
соотношения:

н -  Ап — ■̂ •

3308. Если I — боковая сторона трапеции, Ь — основание и а — угол на
клона боковой стороны, то должны иметь место следующие соотношения:
,• __ j  _   ̂I А а =  — > гДе А — данная площадь сечения. При этом омы-

>/1» 3
ваемая поверхность ц =  1-У 3 • V A «s 2.632 V А .

3309. Куб. 3310. Стороны основания равны каждая 2а У~2я, высота 
вдвое меньше: (а -)- / 2oj.

3311. а3 (куб). 3312. Наименьшая площадь равна 3 /  3 ab.
3313. » \  и ( *  -Лг). 3314. (  *  _ _ L ) .

1 / 5 *  / б /  1 / 5  У 5/ 1 9 9У
3315. (3, 5). 3316. гн1иб =  2.
3317. Стороны треугольника /25 , /2 5  и 2 /5 .

Н ' 2 a V2  2Ь /~2 83318. Высота — , стороны основания — -—  и — -— , объем V = ^ j аЬН.
3319. Тетраэдр. 3320. Нормаль к эллипсу в искомой точке должна бьль 

перпендикулярна к линии, соединяющей данные точки.
3321. Нормаль провести в точке с координатами

“ *• (9- т - 1 ) ; И  - Т -  - £ )•  “ >•
3324. Х +  У =  2; у  — х. 3325. х — у +  а =  0; х + у - 3 а  =  0.
3326. *  -|- 2у — 1 =  0; 2 х - у - 2  =  0.
3327. дг-у4-2 =  0; х +  у - 2  =  0. 3328. (0, 0). 3329. (0, 0).
3330. (0, 0). 3331. (о, 0). 3332. (0, а), (0, - а ), (а, 0), (- а , 0).
3333. (2, 0), (-  2, 0). 3334. (0, 3), (-  3, 0), (-  6, 3).
3335. (0, 0) — двойная точка. 3336. (0, 0) — изолированная точка.
3337. (0, 0) — точка прекращения. 3338. кк; к =  0, 1, 2, ... — точки 

возврата.
3339. (а, 0) — точка возврата. 3340. (0, 0).
3341. x = —f(a ) ,  у  =  / (о) — a f  (а); д> =  дг arcsin дс + У  1 — а*.
3342. 16v3 +  27дг‘ =  0. 3343. у! =  4ах. 3344. у =  хЦ и у =  — лг/2. 
3345. y =  — x*j4. 3346. v =  0 и 16у =  * ‘.
3347. у — х и у =  х — 4/27. Первая — геометрическое место особых точек, 

вторая — огибающая.



2 1 2
3348. лг» Н--- ^ - у  =  0 и лг*---- =  0. 3349. дг3 + ;y , = d 3.

3 / 3  3 / 3
3350. 4 прямые х ± у =  ±_R. 3351. 2by (.г* +  У’ ) +  дс* =  0.
3352. Парабола У х  +  У  у =  У  а.
3353. Циклоида x =  -j(< — sin <). у =  -^(\— cost).

3354. Эллипс хг +  ~  =  R *. 3355. Г ипербола ху =  .
g

3357. Эволюта параболы у* =  ̂ - (х  — р)г.

3359. Гиперболы ху =  +  и -ry =  — j .
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336,. „  6) Q ’ + r g s

/ dr d'r\
1 (r di Л*)*

. d’r 
B>

3362. Из равенства ~ = a ( t ) r  следует: 

dsr  da dr (da Л
Л * = Л Г +  а Л  =  и +  ) r=" P (0 ' r  и т - 1

3363. Дифференцируя равенство г* =  const (см. задачу 3361), получаем:
г---= 0 . Касательная к сферической линии (т. е. к линии, расположенной
на сфере) перпендикулярна к радиусу сферы, проведенному в точку касания. 
Обратная теорема также имеет место.

• М А О  d r  d r  d *r  d ' r  >1 I d r  " .
dx du ? ’ dx* du* ?  du ? ’
CfV tf3r  , rf*r . dr

3370. Из равенства a — °> rj*e ( i < T< *». следует, что на зам
кнутой (в силу равенства г (/,) =  г (/,)) линии найдется точка, в которой каса
тельная перпендикулярна к любому наперед заданному направлению.

3371. Годограф скорости p {acosf, a sin /, 2bt) — винтовая линия; годо
граф ускорения w { — a sin /, a cos t, 2b } — окружность.

3372. Скалярное умножение на а и на г дает: а ~ л =  0, г ~  =  0. Отсюда
d t  d t

. ar =  const — уравнение плоскости и rs =  const — уравнение шара. Искомая 
траектория — окружность, плоскость которой перпендикулярна вектору а.

3374. Эллипс. Скорость будет максимальной в момент, когда материаль
ная точка будет в конце малой полуоси, и минимальной, когда точка будет 
в конце большой полуоси. Ускорение будет максимальным (минимальным) 
в момент, когда скорость будет минимальной (максимальной).

do d& dQ3375. Компоненты скорости p s in ?^ . Указание. Найти ска-
dr dr dr 1лярные произведения — *f; ^ e j.



<* <* t*
х 4 У 3 2 2 * • * • / *

33761 j?— =  р—  =  j— ; < ■ ,+ * +  — J  +  i + f c .
а У"2 а У~2 к

X  п У  о  ̂ О
3377.  i -  = ---- ^  Г

- а / 2  а / 2  А
Ж •

1 1 * **— * + jH ----Г7^г =
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к а У  2 8па 2

3378. х -  6а =  У ~ . ' 8°  =  г ~ ^ 2“ ; дг +  6у +  36г =  2706а.

3379. *  1 | +  } - Д Г  +  У +  Г 2 - *  =  | + 4 .

3380. =  12л:-4у +  3 г - 12 =  0.
1 z —  4 о

3381. -I+-2= ^ - !  =  iz i® ;  27дг +  28д>+4г +  2 =  0.

338?. jLz £ «  =  - l ^  =  z--=i!L; _ f ± j l  +  - l =  2.
г» г« >’. +  V  *»+Уо г„

„ со дг-дг, _ у - у , г - г .  . дг-дт. , у - л  г - г , _  
J4«S _  J»W "  - * М *  *5 ^  *г

3384. Г ' { К ± ,  1 ,  /6} .

3385. 6 * - 8 у - 2 + 3  =  0; i- ^ - l =  ̂ — i  =  i- J- :

х — 1 _  у — 1 г — 1
31 — 26 — -21

3386. Vb <х-х0) -  V  а (У -  У») =  О; Vb - Vа
У — У а г - г » .

У 202' V'ttz, — (а -+-&)’ —дг - е у -  

1
у ~ т

V и-\- л=*т,

х — е
I

у ~ т z — V  2 дг — г z - V 2
1
е

е / 2  ’ 1 1 -  / 2 s h l'

3389. х — 1 •У — * 1 • 2.Г - у  +  З г- 5-0- *  ~  1 -  -v
2 - 1  з • ~v 3 3

-2 2‘ о- х ~ ] у  - г ~  1; 8jc -  11у -  92 +  1 =  0.U’ 8 -  11 -  9 '

3390.

.г -  1

JC — 1 у  — 1 г -  1. - у  =  о:
*•— 1 _  у-  

1

1
у - \

-1 0 ' 
г — 1 . .. - 1 г — 1 .

х + у ~
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V 2 V 2
3391. Т J  — Т

/ 2 ' - / 2
L у * v У 2* 2 у т Г -  1
Г /2 3 / 2 “  Г  »

г У 7 „  / 2
Х 2 У ~  — г -  1

13 — 3 - 4 / 2 '
3392. х + 1  у, - 1 3  г

=  / Ъ - - / 2 у  +  4; =  4;

/ 2 *  +  3 /2  .у +  z -  5 =  0;

— 13л- +  3 .y+ 4/2z +  / 2  =  0.

х +  1 v — 132л- +  3  ̂+  6г =  37; 2
2

=  з ;
бж + 2^-Зг = 20; l± i = ̂ _ ^ = ^.; Зле — 6у + 2г = -•81.

3393. Д л я  любой точки линии уравнение соприкасающейся плоскости 
3.V-—2у — 11=0, т. с. линия целиком лежит в этой плоскости.

3394. Соприкасающаяся плоскость — одна и та же для всех точек линии. 
Ее уравнение

х у  г а, а, в,
а, а , а, = 6, Ь, Ь,

t>t t>* Cl с. Cl
3395. ch* t 

sh t ’ 3396. R  =  /2 " cosec 21.

3398. k (y'z" — z'y")* +  У *  +  z"*
(1 + У * +  *’*)*

3399. т , =  rp-j, p ,= - g - * g . t V l= X r ’ X r '') X r '
-V

|r' X r" |' "  Ir 'I-lr '  X r"| •
3400. t, =  v, x Pi; v, = p ,  x t , ;  р ,= т ,  xv , .
3401. Искомый вектор w (если он существует) можно представить в виде

в» = (шт1)т | + (шу1)у 1 + «1>|11)Р|. (1)
Из условия задачи следует (принимая во внимание формулы Френе), что

о) X  т, =  kvt; to х  v, =  — кх, +  ГР,; ы X  Pi = — 7V,. (2)
Умножая эти равенства скалярно на v,,p , т, соответственно, найдем, что ют, =  Г, 
«V, =  0, e>Pi =  к и, следовательно, ю = Г т 1 +  Ар1. Подстановка в формулы‘(2) 
Показывает, что этот вектор удовлетворяет условию задачи.

Зх3402. 99+ In 10= 101,4а
3404. /3 (̂  — 1). 3405. 5. 3406. 4а. 

/ й  +  / х  
/ 2a - V i  '

3410. 8* -  8у -  z =  4;

3403. a ln (l + / 2 )  =  e ln tg ^ .
О

3407. г / 2 .

3408. a In • 3409.

3411. х + у - г -  1=0;

! (■ + £ - • )•
х — 2_у  — 1 __г — 4

8 — 8 — 1 • 
х — 1 у  — 1 г - 1

I I
:а ,у  =  о. 3413. 17дг +  1 +  5г =  60;

— 1 ’
х — 3 __у — 4

17 ГГ-

3412. г +  а =  0, 

* +  7

Л
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3414. x - y  +  2z- ~=0-,

м '5- 7 + 1  + Т  =  ̂ ;

3416. л:+  11.у +  5 г -  18 =  0;

3417. Злг — 2у — 2 г+ 1 = 0 ;

3418. 2х+ у +  11 г — 25 =  0;

3419. 5* +  4.y +  z - 2 8  =  0; _

лг- 1
я

У -  \ _ г ~~2
1 — 1 2

b V  з \ - с ( т3 ) \ 3 )■
х - \ _ у - 2 z+ 1

1 11 5 *
лг- 1 у - 1 г - 1

3 — 2 — 2 '
X — 1 _ у - \  _z — 2

2 1 11
дг — 2 _  .V — 3 _г — 6

3421. д :- у  + 2* = j / y  и д т - у + 2г =  - | Л у .

3422. х +  у  +  г =  > ^ Ч Г »Г + сГ -
3424. Все плоскости проходят через начало координат.

3425. x0x + y „y  +  z0z =  a\  i .  =  ^  =  i .дг0 у  о г,
3426. £ £ • _ > £ =  2 (г +  *„); =  _ * 0 ^  =а* Ь* ' * Ьх9 ау, — lab
4328. ~ а \  3430. 2х-{-у — г =  2. 3434. 4дт -  2у -  3z =  3.

4335. Параллельна плоскости хОу в точках (0, 3, 3) и (0, 3, — 7); плоско
сти yOz в точках (5, 3, — 2) и (— 5, 3, — 2); плоскости хOz в точках (0, — 2, — 2) 
и (0, 8. -  2).

3436. a) 6uqVqX — 3 (и„ +  w„) у  +  2z -f (u0 +  v,) (u j — 4u„t»0 +  =  0;
6) 3 (^ 5 - y « )^ - 3 Jf0Cy+yo) +  22: +  4z0 =  0.

3437. 2г(х*+у* +  г*)+р(,хг+у>)=0. 3438. (x* +  y* +  z')' =  27a**yz.
3439. 1) {- 2 , 1}; 2) { lQjry — 3y*, 5x* -  Qxy* +  4y*\.
3440. 1) 6/ +  4/. 2 )1 (2 / + / ); 3) = & ± £ L .

3441. 1) tg? =» 0,342, <f =  18*52’; 2) tg ? =  4,87, ?  =  78*24'.
3442. Отрицательная полуось у. 3443. 1) cos a «s 0,99, a =  8*;

2) cos a =  —  0,199, a 101*30'. 3444. 1 ) ( _ 1 , 1 J ;

2
2) Точки, лежащие на окружности дт* + y* =  - j.

3447. 1) {JU Jy J* . 2xlytz„ х!уЦ: 2) ^ ^ = ^ ,  где

г — радиус-вектор.
3450. 1) 2г, 2) 2 р -̂|; 3 )2 Г  (г*) Г, 4) а (Ьг) +  Ь (аг); 5) а X
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3451. 1) 0; 2)%г-- 3) - / б ;  4) 3452.
1 Qfi 1

3453. ± .  3455. 1) 5; 2 )^ .  3456. -22. 3459. Д .

К г л а в е X II

3460. М =  $$ т (дг, у) da. 3461. Е  =  о (х, у) da.
D D

3462. Т — у  «* (  (  у*ч (х, у) da.
D

3463. (? =  (*i — *,)$$ е (х, у) 1  (х, у) dz.
и

3464. М =  5 ^ т(д г, у, z)dv. 3465. Е  =  $ i  (х, у, z) dv.

3466. 8 * (5 - / 2 )< / < 8 * (5 +  /2 )-  3467. 36* < /< 100*.
3468. 2 < /< 8 . 3469. - 8 < / < - | .  3470. 0 < /< 6 4 .

О

3471. 4 < /< 3 6 . 347Z 4 < / < 8 (5 - 2 К 2 ). 3473. 4* <  / <  22г.. 

3474. 0 < / < - |* / ? ‘. 3475. 24 < /< 72 .

379

1C3476. 28*/3  < /< 5 2 »V r3 . 3477. I. 3478. (е -  I)*. 3479.

3480. In 4 .  3481. ln 2-+-> X  3482. п -2 . 3483. 2. 3484. —
3 1+ К З  16

Зх 4-4
5 2 2 2 - х

3485. ( dx  ̂ f(x ,y )d y .  3486. f f(x ,y )dy .
3 3jc+ 1 0 0 

2
1 lf\-x* I I — x

3487. \ dx \ /  (x, y) dy. 3488. \ dx J  /  (дг, у ) dy.

£
/2  4-Л » 2 24K4—

3489. J  dx J  /  (x, y) dy. 3490. j  dx j  f(x ,y )d y .
-V* ~ 2 - 4 / 7 ^ »

4 Z+ V4x — x* 1

3491. j  dx J  /(дг, y)rfy. 3492. ( dx  ̂ f(x ,y )dy .
u l- V ix - x >  0 x»

2 2x 3 6 —x
3493. Ij dx j  /  (x, y) dy +  j  dx J  /  (дг, у) dy.

i 1  A
T  *4-3 3 дг+З 3 5-2.*

3494. \ dx V f (x ,y )d y + \ d x  j  f (x ,y )d y+  \ dx \ f(x ,y )d y . 
'2 1 — 2x I x  I  x



2
I 2_ . i t  2 х

3495. \ dx $ / (х, у) dy +  J  dx J  f (x ,у ) dy.

1  i  
9̂

2 2.v 2 2VU  8 24 — 4jt
3496.  ̂d* J  /  (x, y) dy +  J  dx j  J  (дг, y) dy +  $ dx J  / (дг, у ) dy.

6 - 2/ 2* * - 2̂ 2* » - 2̂ 2*
2

- 2  / 9 ^ 7 »  2 V T T x *
3497. J  dx J  f (x ,y )d y +  J  dx j  f (x ,y )d y +

- 3  - 2  _ i / i + jr«

3 V  9 — X*
+  \' dx /  (x, У) dy.

5 -Y7^T‘
I X  I Y\-yi

3498. [dx  \ f(x , y)dy. 3499. j  dy $ f(x ,y )dx .
0 X *  U _  у  I _ _ y t
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Г у v * f* У
0. \dy \ /  (дг, у ) dx. 3501. \ dy $ f(x ,y )dx . 

0 r — V/■»_»* -/2 —Vi — 2y*

У 2 /4  -  2y«
3500.

2 у 4 2
3502. Jd y  j/ (.r , у ) d* + jd y  \f(x , y)dx.

2
У_

4 2 6 6-y
3503. j  dy J  /(дг, у ) d * + j dy j  /(дг, у) dx

I 1 - y  I 3—2/
3504. 1) \dy 5 f ix , y)dx-,2)]dy  $ f(x ,y )dx :

ft у  о  у у

I 2 - / 2 y - j *
3) \ dy J f(x ,y)dx.

1У
г±£

2 2y 4 2
3505. 1) jd y $  / (JC ,y )d x + |d y  J /(дг, y )d *;

2"
9 -  »

, 2 1 l+ J^ + i*  — Хг
2) J  dy J  f(x,y)dx-, 3) $ dx } / (дг, y) rfy:

i 1
2

3 + /г= 5* , 2 + У2У - ,.
4) U y  $ / (дг, у ) dx +   ̂dy \ f(x , y) dx.

• 1-/ГГ7» 1 i  — Y  t y - j *



3 0"
35С6. 1) 1  aL, 2) 9; 3) у .  3507. 0. 3508. 3509. j .

3510. - 2 . 3511.-^-. 3512.4=. 3513. 4. 3514. 3. 3515. 12О I «30 о

3516. 3517. 6. 3518. ■аЬс (а * +  с) . 3519.^ . 3520.

3521. 2 ,- 5 . 3 5 2 2 4 ( ' „ 2 ~ т ) -  3521 180 - 3524- г е - ? -  
г* r

3525. 1) JJ df \ /(р cos?, psin?)prfp;
b b 

Ж
2 а со* <f

2) J  rf?  ̂ /■ (P cos cp, p sin *f) p </p;

1
* ft sin t

3) jjdf j  /(pcos?, p sin?)pdp.

•ret* 2 8 cos
3526. ij df j  /  (p cos ?, p sin?) p df.

*  4 COS f
t

arc,*ft- f t , In ,
3527. \ df J  / (p cos ?, p sin ?) p df -f-

1C

i  a cos f
+  ji rf<f i  Яр сов?, P sin ?) f df.

1C

"4 вес 9
3528.  ̂ </? /(pcos?, p sin ?) p </p.

1C

1  2
3529.  ̂ df  ̂ /(p cos?, p sin ?) p dp

Ь Vi seĉ y - -j)
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arctg -

4 a V  cos 2f
3530. If df j  /(pcos?, p sin f )  p df. 

~  7
1C

2 a tin 2f
3531. § df I  / (p сов?, p sin ?) p dp.



382 ОТВЕТЫ к ГЛАВЕ X II

т  Я
3532.  ̂ dsp ̂  /(р cos <р, р sin 9) р dp.

к
2 2/? Sin 9 

3533.1{ d? J  / (р сое ?, р sin 9) р dp.

6 2 sin 9
R  trcte R

35M. - J J/(p*)prfp. 3535. / (tg ? )d<?.

3536. -J [(1 +  Я*) In (1 +  /?*)- /?*1-

3537. * f’" . 3538. */?*A.

2k  I

3542. jc =  2p cos <p, _y =  3p sin 9; / =  6 \ d ?  \ /  (2p cos 7, 3p sin <p) p dp.

3543. jc =  p cos о, у =  У̂ З p sin <?:
* /з со»* f tin f 

/ = y r j dip J / (pсое? , К з  P sin <f) P dp.

2 2
3544. jc =  ар cos <p, y  =  ftpsin <p; / =  a4 j  d? J  /  (K4 — p*) p dp.

3545. 3546. 1
8 ' / 6  ‘

1C

1 T  R
3547. j  dz ([ d? j  /  (p cos <?, p sin <p, z) p dp.

T
ie
T  2 cos 9 p* -

3548. J  d«p j  p dp j  /  (p cos <p, p sin o, z) dz.

* с
2 2

3549. \ sin 0 dO d<p j  /(p cos <p sin в, p sin ? sin 9, p cos в) p* dp.

С
7  R V cot if V R« -  p«355a J  d? (j p dp J  / (p cos <?, p sin <p, z) dz.

_ш_ О -VR> - p«
4



/?/3 _____
г* 2 у/?» - р«

3551. J  df |j f dp (j f  (p cos <pi psin?, г) dz или
0 0 R — \R * -  p«

«
^  2* 1  R
I j  df sin в db  ̂ /  (p cos f sin 6, p sin <f sin 6, p cos 6) p’ dp -f-

«
2* 2 2R  cos 8

-)- ij df J  sin 0  ̂ /(p cos<p sin 0, psintpsinfi, ргов0)р* dp.
T

3552. 3553. a*. 3554. 1  *R\ 3555.2. J  10 о

3556.1 я (/?* -  r8). 3557. ^ . 3558. г Г 3 /10 +  In У% ~  1 — / 2  -  б]
15 d [ К ю - з  J-

3559. 1 8 6 3 5 6 0 .  +  3 5 6 1 .^ . 3562.12.

3563.-1-. 3564. 7 8 .  3 5 6 5 .^ /6  . 3566. 16. 3567. 45.b o J о
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3568. 13 4-. 3569. 16 4-. 3570. ar! — 1 ) .  3571. 2 2 *.

3572. Ч  /?*. 3573. 12 1 . 3574. 3575. 27. 3576.

3577. щ . 3578. 1  аЬс. 3 5 7 9 .^ . 3580. 2 >  ] .

3581. Зе — 8 . 3582*. 4е — е*— 1. Тело симметрично относительно пло- 
I  скости у  =  х. 3583. 2 ( г.« -  у  j . 3584. 1 . 3585. . 3586. £ .

3587. 40*. 3584, 2л. 3589. л/?*. 3590. ка*.

3591. 4 « - ( у - 4 ) .  3593. “ ( | + l ) .

j  35М. 4 (t ~ i )- ^ - Т Г -  3 5 9 6 .1 ^ . 3597.1.

3598. 2. 3599. т.аЬ. 3600.^ . 3601. у .  S632*. 1  ПереПти

3 2 1к полярным координатам. 3603. — г,. 3604. 2а3. 3605. — . 3606. ^т.
4 о ои *

3607. j^ jg . 3608*. 1) ^ г '.  2) Ц к . Воспользоваться результатом

• задачи 3541. 3609. 8 . 3 6 1 0 .1 .3 6 1 1 .1 . 3612. 4 (4 -  3 In 3). 3613*.̂ -.
* Проекция тела на плоскость Оху есть круг.

2614. Перенести начало координат в точку
О ({•  »)•
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10 153615*. -У- я и Перейти к цилиндрическим координатам,о 2.
3616. 3617. J .

а
3619*. - м » , Перейти к сферическим координатам. 3 6 2 0 .^ .

3621. 1  ка*. 3622. 1 м » . 3623. га*. 3624.

3625. 21 (2- / 2)

3629. 2 V  2гр*.
скость Оуг.

к. 3626. 14. 3627. 36. 3628. 8я.

3630*. 2*Я*. Проектировать поверхность на пло-

з
3633. {  (1 + /?*)2 -  J .3631. 8 У  2аЬ. 3632. ^  ( У  8 -  1).О

3634. ^ (/ 8  -  1). 3635. 4м  (в -  V
О

3636. 2/?* (г. — 2). 3637. 2/?* (*  +  4 -  4/2 ).

3638. -1 { з / 2  - / 3  -  1п2+/21п (К з  +  / 2 ) | .  3639.

3640*. (К З  — / 2 ) »= 3,42 • 10* к**. Перейти к сферическим коорди-

2а»
sin 2* *

патам.

3641. ^ м * . 3642. 8/?». 3643. 3644. 1  /?*. 3645. г./?*.

9 (ifi“ ^
3646. 3647. Статический момент равен

4ft
3648. Центр тяжести лежит на малой оси, на расстоянии 5- от большомОЛ

оси (ft — малая полуось).
3649. 8 = ( l '- - j ) ( / 2 + l ) ,  4 =  l ( y - l ) ( 2  +  V^).
3650. Центр тяжести лежит на биссектрисе угла а, на расстоянии

4 * 7— /?-----  от центра круга.
3 а

31351. Центр тяжести лежит на биссектрисе угла «, на расстоянии

4 2Л  р ------- от центра круга.
з а — Sin а

3654.-| а*. 3655. ~  (я* +  **>•

3656. aft (в* +  ft8)12 • ---  48 <“  т- —  / • --- 2
3662*. Выбрать систему координат так, чтобы начало координат совпп 1 

с центром тяжести фигуры и одна из координатных осей была параллельн л* 
оси, относительно которой ищется момент инерции.

3663. а'Ьс
2 ‘

ab'c abc*
2 И ~ Т

3652. 5 =  ̂ ,  1 =  0. 3653. 1  r.R*.

3657. ^< а* +  12А*). 365а ^ . 3659. ah .

ОССГ с ^  26«хюо. с =  — т =  —
15* 1 15*

3668. 8 =  3-, ч =  С -  

3670. | =  0, 7j =  0, С = ^ (б К з  +  5).

3664. */?*Я*
4 • 3665. itaftc* 

4 '
8
з • 3667. 5 = 3

= 8 ° ’
3 h г 3 С=  с.

8
5 • 3669. 5 = 18 

= 7 *
15 ,/"5 1 = ГбУв.

£
JhII

'83

3671. 5 =  0, 4 =  0, C =  ^ (l+ c o s a ). 3672. £ =  0, r, =  0, С =  |* .

3673. 8 =

1

. 55 +  9/3 3674. 5= 0, 4 =  0, С =  Yjo .

3675. -i-AKft' +  c»), 1  М (с* +  о»), («»+ *») и 1  М (а* +  ft* +  с*).

3676. ^ М Я ‘- 2677. 1  М (ft* +  с»), 1  Л1 (с* +  в»), y A l(a *  +  ft*).

3678. М  и р  (Я* +  3/?*). 3679. 1  .

3680. 1  */?*Я (ЗД* +  Я*). 3681. 1  Л1 V  +  1  Я * ). 3682. 55 + °  ^

3683- J  (/?’ +  г*). 3684. 1  в*. 3685. 2яг (/? -  г). 
4

05 М Л

3688. (3/?* +  2Я*).3686. -̂ -гай*. 3687. 2*1 (/?» -  г»), 
ктЛл^*t2sв

3689*. — !— — | — . Если за ось Oz принять ось конуса, а за начало коор-
f l  “ г "  о

динат — его вершину, то уравнение конуса будет дг*+.у* — г* tg* а = 0. 
3690.1*7/?*. 3691. 18/3 —

3692*. 5 =  0, т) =  0, С =  у  R. Перейти к цилиндрическим координатам.

3693*. 59
См. указание к предыдущей задаче.

3694*. Выбрать систему координат так, чтобы начало координат совпало 
В с  центром тяжести тела и одна из координатных осей была параллельна оси, 
К  относительно которой ищется момент инерции. 

kMm ..
3695. —j- ,  ГДе М — масса шара, a k — гравитационная постоянная.
3696*. Воспользоваться результатом предыдущей задачи.

1 7  k M  к3697. к — гравитационная постоянная.
3699. Центр давления лежит на оси симметрии прямоугольника, перпек- 

Г* 2
I  дикулярной к стороне а, на расстоянии — Ь от стороны, лежащей на поверх* 
Виостн. Во втором случае (сторона а расположена на глубине Л) расстояние

2b b +  ~2 1 h центра давления от верхней стороны будет равно — где / — —
3 ft +  sin а

I (При / >  b центр давления почти совпадает с центром прямоугольника.)
13 Г. Н. Берман
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3700. а) тг sin а; б) ~  Л sin а.
1  4

3701. Центр давления лежнт на большой оси эллипса, на расстоянии
0 +  т-.— г- гг 01 ее верхнего конца.4 ( а  -j- Л)

3702*. Выбрать систему координат так, чтобы одна из координатных пло
скостей совпала с плоскостью пластинки и одна из осей — с линией пересече
ния поверхности жидкости с плоскостью пластинки.

3703. Расходится. 3704. 2г. 3705. ~ . 3706. 4. 3707. 2. 3708.4 а* 4
3709*. —^ ■ _■. Перейти к полярным координатам.

3710*. у .  Переменить порядок интегрирования.

3711. См. указание к предыдущей задаче. 3712. Сходится.
о

3713. Расходится. 3714. Сходится. 3715. Расходится. 3716. Нет. 3717. — . 

3718. 3719*. воспользоваться интегралом Пуассона

е~х*dx =  . 3720. Расходится. 3721. Сходится. 3722. Расходится.

3723. у  1пЛ— j j .  3724*. *. (См. указание к задаче 3719.)

3725.4-. 3726. 3727. 2*kmi(R +  H — У  R* +  //*). Сила направлена4 I
по оси цилиндра, к — гравитационная постоянная.

3728. - (/ — Я ), где I — образующая конуса. Сила направлена по 

оси конуса.

3729. а) а =  4Тс -  3V  Ь =  ± (чс -  к,); б) j  *kR-,c =  ̂ .

3730. Определена всюду, кроме лг =  0. 3731. 3*.
Ь (5в* +  3** , 3 ,_Ь \  т я  I -3 -5... (2 я - 3 ) * 1ч

• Ь ?  { (в1 +  *>*)* +  ab е в Г  ' 2.4-6... (2л-2 ) 2 в*»"1 (я> 1 )'

3735. (я ~  *** . 3736*. ^ - ± А 2 .  Продифференцировать по а и no b 

и результаты сложить. 3737. 1п(1+ в). 3738. у1п (1  +  о).

I. . J ln f o  +  y T + o * ). 3740. * "в* — l). 3741. - Jin (l- fa ),

если оЭ=0; — у  In (1 — в), если esgO. 3742. n In 1 У^ ° * .

3743. * arcsin в. 3744. я arcsin а. 3745. У  %а. 3746*. Y 71 (V * — У и)- 
Дифференцировать по а или по Ь.

386 ОТВЕТЫ К ГЛАВЕ X II

3739,
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3747*. arctg — — arctg — =  arctg а ^  ■. . Дифференцировать по ft или по с. а а аг ос
3748. 1 1па* ~|~^*. 3749*. * 1п^ф 5. Дифференцировать по а или по ft.1 а’ с I
3750. y ln (l+ e ), если о> 0 ; — ~1п(1 — в), если а< 0 ;

</дг= 4 ш 2. 3751*. 1п^± ^. tg дг 2 ! +  «•}  ,8ДГ
лах от а до р.

3752. / к  (6 — в). 3753. С
J  у •о

3755. 4 'п - Г . 3756. — In — . 2 ft п а

Интегрировать по параметру п в преде-

cos х dx
оо г —
р sin х dx _  -j /  к
J  ~ Т х ~ ~  У  2 -

3757*
• I f (a x )- f (b x ) dx

L «
00

L • • J  at

f ix ) dx.

Оцениваем последний интеграл, заменяя /(дг) ее наибольшим и наимень
шим значениями в интервале (ас, bt), и переходим к пределу.

3758. In— . 3759. In — . 3760. i- ln  а а 2
а +  Ь
а — b 3761. aft In — ,а

3762*. -4- In 3. Представляя sin’ х в виде разности синусов кратных дуг,

сводим задачу к предыдущей (при соответствующем выборе а и ft).
3763*. Для доказательства можно использовать два метода: 1) интегриро

вание по частям; 2) изменение порядка интегрирования в двойном интеграле, 
получающемся после подстановки интеграла вместо Ф (аг).

’3764*. См. указание к задаче 3763.
3765*. Воспользоваться вторым методом решения задачи 3763. При доказа

тельстве второго соотношения необходимо исследовать интеграл

sin ах cos (х sin в) dx

при |а |> 1  и |в |< 1 . Для этого преобразовать выражение, стоящее в числи-
СО

, и учесть, что  ̂ =  у  (интеграл Дирихле).теле

3767*. Подставить в левую часть проверяемого равенства выражения для 
У  и у \  получаемые дифференцированием интеграла у  по параметру. Одно из 
полученных слагаемых проинтегрировать по частям.

3768*. См. указание к задаче 3767. 3769*. См. указание к задаче 3767.
13»
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3770. / 5  In 2. 3771. 24. 3772. (5 / 5  -  l). 3773. 2*e«n+i.

3774. 3775. 4 *» *^ .3 (а +  ft)

3776.  ̂ (р cos <р, р sin <р)Кр* +  р'* */<р. 
fi

3777*. — . Перейти к полярным координатам.

3778. 2а* ^ ~. 3779. 1  [(/?»+  4)Т  -  в ] . 3780. — -̂V '2-.

3781. . 3782. 1 ^ [ (1 + 2 « « )Т -  l| .  3783. Л ’ ^ 2 .
з з

3784. 1 1 (дг« +  1) * _  (jc* +  1) '» } .  3785. Ьа.

3786. -f ^  arcsin t, где * — эксцентриситет эллипса.

3787. (2*а* +  y V  +  ft*. 3788. (1 -  е "') / 3  .

3789. (о, у ) .  3790. [(Зк* -  1) (2** +  1)Т  +  l ] .

3791. /, =  I ,  =» ( j  +  у ]  V 4г.*в« +  Л», /1= .а*у4х*в» +  А‘ ,

3792. ЗиЛ*. 3793. 3794. Д . 3795. R*.
4 о
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3796. *в (а  +  ^ 1 п |± ^ ,  где с =  У а ‘ - Ь ' .  При а =  Ь S =  2ka*.

2/m „  Sml У 2
____ ^ 1 *  Л  I  <1И .1 1  JfVf. W f r * .  ш П Н Я .3797. 3798. 8Д>. 3799. 4Л‘. 3800. 380101 О

3803. где а и ft — полуоси эллипса. 3804.

3805. 2ят//?*3 . При Л =  А / 2  . 3806. 3.3807. у .  3808.

(Л* +  Л *)

3809. 3 7 1 . 3810. 4 л. 3811. 1) 1 ;  2 )^ ;  3) 4 ) - 1 .

3812. Во всех четырех случаях интеграл равен 1.

3813. 0. 3814. -  2nab. 3815. — 4  е- З®16- *а‘- Э8}1- Тй к/? V * '
тс/?33818. 13. 3819. 0. 3820. З / З .  3821.--- j- .

3S22. \ (** +  У 1) dx dy. 3823.  ̂ (у -  х) е*У dx dy. 3824. */?« 
2 *
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3825. 1) 0; 2) 3827. 1
о  3о О

3836*. Применить формулу Грина к двусвязной области, ограниченной кон
туром L и какой-либо окружностью с центром в начале координат и не пере
секающейся с контуром L.

3837. к. 3838. 8. 3839. 4. 3840. In 3841. / ?,- / ?,. 3842.5 3

3843. 0. 3844. — 1  3845. ц =  л'- +  -у‘. +  С. 3846. и =  (лг* — У )* +  С.

3847. и =  1п|* +  .у |----%— + С. 3848. а =  V дг*+-у‘ +  1 +  С.1 1 * 1 дг + у  1 у
3849. а =  1п|дС- у |  +  г ^  +  ̂ - ^  +  С.

3850. ц =  х* совз»+У совдс +  С. 3851. ц =  * °'~  *t -\-у +  С.1 | х

З852- ивя ( £ + # ш +  С- З®53- п=ж1- « =  - jln (JC * + y ) +  a rc tg ^ + C . 

3854. а =  Ь =  -  1, и = ^ ~ ^ , + С . 3855. ц =  1п |х +  jf +  z| +  C.

3856. « =  / д :* + У  +  г* +  С. 3857. arctgхуг +  С.
3858. „  = - |£ _  +  С. 3859. « =  £=_2>! +  £  +  С.

-  33860. u =  «* (* + 1 ) + *> *_*-*. 3861. nab. 3862. 4 «л*. 3863. бка*.
О

з
3864*. в*. Перейти к параметрическому заданию, положив y =  tx. 

3865. 1 .  3866. -|д. 3867*. 2а*. Положить _у =  дг tg Л 

3868*. 1 .  Положить y =  xt'. 3869. FR.

3870. 1) -1; 2) П ; 3> -| и 1. 3871. а) б) 0. 3872. 0.

й а* о . ft» -i- с*
3873.  -------- In 2, где к — коэффициент пропорциональности.

3874. 0,5 к In 2, гае к — коэффициент пропорциональности. 3876. 4/6L
3877. iQ L  3878. 3879. 0. 3880. *Д«. 3881.I/O 4 1о

„ . „ 388! ' , 2” ,с'г ^  з й в -
^  In при п =  2. 3884. я (ЯУ  /?«+ 1 +  in (R  -f- У  R ' 4- 1)].

С С д
3885*. я*/?*. Воспользоваться сферическими координатами.
3886. «*♦. 3887. а  3888. 3889. 1  nafc. 3890. 0.

3891.1. 3892. R 'H ( ? j  +  ~ y  3893.



3894. 2 [ \ (х — у) dx dy (у — z) dy dz -f- (z — дг) dx dz.
V
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3895. — 3896. 2 ^ ^  (x +  У +  г) dx dy dz.

3897.C С С х + У  +  г dxdvdz. 3898. 0. 3899. ~  «Я*.
J  ^ J  Ух '+ У+ г*  5

К г л а в е  XIV 
3901. 1+ У  =  С (1-.*•*). 3902. * * + y  =  1пСлЛ 

3903. у  =  У С  + З х - Зл:*. 3904. у  =  С sin .t -  а. 3905. Сх =  ̂ у - .  

3906. 1 — у» +  уУ\ - х ‘ =  С. 3907. / Г ^ у  =  arcsin х +  С.

3908. е* =  С(\ — e~s). 3909. 10* +  10“  ̂=  С. 3910. In jtg-̂  | =  С -  2 sin

» Н .  3912. *  1. У Х и - * + * У ( , .
« \  \ - п )  2 Vktk, V k , (\ - х )  -  xVk,

X
3913. у  =  е 'е з ■ 3914. _у =  1 ± £ .  3915. cos л: =  / 2  cos .у.

3916. у =  3917. Гипербола ху =  6.

3918. Трактриса у  =  У  4 — х* -f- 2 In 2 — У 4 — хг

х — а 
а •3919. Параболы У  =  Сх. 3920. у* =  Сх. 3921. у =  е 

3922. ( . t - C )* + y  =  e*. 3923. у =  j  In | С (Л*лг* -  1)|.

3924. х =  уп. 3925. «=2,7 —  . 3927. 0,467 — ; 85,2 лг.J  ’ сек час' '

3928. H =  [V h  . 3929. ln | =  Ц  (2t +  af-).

3930*. Если t — время, отсчитанное от полуночи и выраженное в часах, 
то дифференциальное уравнение задачи имеет вид

dS , r .(t— 12)^. „  160000—7— =  kcos--- Р5— dt\ отсюда 6 =  -г------ — -- pj-.,.
S V S   ̂ [э  -  sin 71 ^  ~  12) |

Функция S (0  определена при 6s£<*gl8.

3931. х +  ctg — С. 3932. 4_у — 6.t — 7 =  Се

3933. х +  С =  2и +  ~  In |u — 11 — у  In (и +  2), где и =  \  1 +  +  у.

3934. у — 2х = Сх* (у  + х). 3935. arctg ^  =  1п СУ х1 + у .
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3936. 1п|у|+-у =  С. 3937. л:* + У  =  Су. 3938. у  =  ±  jc У 2 In [Сх |.

3939. дг* =  С* +  2Су. 3940.
2. _ г

е* =Су. 3941. In | Слг | =  -  г *'
X

3942. у =  jc«i + c  . 3943. (х + у )* =  Сх'е х+>'
■ arctg 1

3946. У  =  у* -  jc*.3944. Сх =  ч Ш .  3945. K F + У  =  ех 

3947. у =  - х .  3948. у* =  5 + 2/5*.

3949. Если =  и, то In | дг | =   ̂~7Т\' »<“ ) = "  ^  ,,ли * ( f )  = _  5*

уг'  х .3950. : =  Се±2 х ‘ 3951. дг = у  In ;Су|. 3952. дт* =  2Су +  С*.
3953*. Форму параболоида вращения. Пусть плоскость Одгу — меридианная 

плоскость поверхности зеркала; в этой плоскости лежит искомая линия, диф
ференциальное уравнение получится, если приравняем тангенсы углов падения, 
и отражения, выраженные через х, у, у'.

395». у =  Се~гх +  2 х -  1. 3955. у  =  е~х* (с  +  £ ) .

S956. y =  Cx,ex + x t. 3957. у  ==(.* + С) (1 +  дг*).

3958. у =  Се~х+  (cosjc +  sin х).
ртх

3959. Если т ф  — а, то у  =  Се~ах-‘
у = (С  +  х) етх.

я  + а ’ если п  =  — а, то

3S60. У  — 2дг =  Су*. 3961. x =  Ce*y +  j ?  +  - jy  +  ± .

3962. jc = y ln y +  у .  *3963. y =  ex ^n\x\ +  ~ j+ C e x.

3964. y  =  C ^ * w  + ф (х )-  1. 3965. у  =  ̂ L .

3966. y = ^  +  ^ - ga. 3967. у  =  ^ I T  (ж — 1 -f- ln | дг|).

396a x =  — t arctg t. 3969. 6) a + Э = 1. 3971. y  = Cx-x\n 'x\-2-  
a’3972*. y  =  C x ± ,}~. Дифференциальное уравнение задачи | ху — д *y’| =  a*.
д* I 1х\3973*. дг =  С у ± — . Дифференциальное уравнение задачи |.су — у ’ ̂ Ч=2а*.

3975. v =  (v, +  b)e-** +  b ( a f -  1), гдеа =  £ ;  Ь =  Ц^..



i
3976. e - e , =  r * 'U (0 « " < t t .  3977. 9,03 а.

О

3978. 1 =  -^Г^ °ы.л, • [  <*Lt L +  /?sino>f-«Aco6«*j.

*- .
3979. дг =  О * " '*  *. 3980. у  =  Слг‘ +  — .X
3981. у  =  - V x rn - f i i  +  J^)*. 3982. у  =  Сл:-1.

ДГ (М

3983. (1 + х ‘ ) (1 + У ) =  Сдг*. 3984. (х +  у)1 (2х +  у)1 =  С.
_ х 1

3985. х =  Се 1у‘ ' 3986, ==Сх'
3987. s i n I n  | д: | =  С. 3988. у = С е ~ ,Я + ех -  1.
3989. у  (у — 2дг)‘ =  С (у — х)ш. 3990. y  =  C e *M - 2 (l +  sin_y).

3991. x = y ( l  + С е у ) ' 3992. у  =  Се~*«* +  sinх -  1.
3993. у  =  (0  +  ̂ X 1 +  х)я. 3994. у* =  4ху +  С.
3995. у — С • е* и у  =  С - |- у . 3996*. у* =  ~  sin х -f . Привести 

к уравнению, линейному относительно г = у ‘.
3997. arctg(jc+ y) =  jr- f С. 3999. arctg 1° (дс* +  У*) =  -у +  ln 2.

4°00. y =  ± y \ ± ± [ 2  +  x V T = I*  +  itcsinx].

4001. (1+у)«-> =  1П1 ^ 1 Х + 1 - х  4002. y  =  -|«-‘, - - j(2  +  **).

4004. у= ^ [« *- г+с +  « - ,*х+С)]. 4005. х*+у> =  Сх.
4007. Параболы у=х-\-Сх*.

I линия. 4010. у — Сх*. 
Дифференциальное уравнение

У — У* = У 'С* — •*(>)•4012. Окружность с центром в точке (xt,y t): дг* +  у* =  2 (дгдг, +  уу„).
4013. Любая окружность с центром на оси Оу, касающаяся оси Ох.
4014. Если путь S, а время t, то S — S, +  t +  где S„ — на-*3 Z#!

чальный путь, а ^  и ft, -  коэффициенты пропорциональности.
Q

4016. 1) -д- оборота в секунду; 2) через 6 мин. 18 сек. 4017. 0,00082 сек.

/ т  \-i -  V t f l  — * / | _  "  /)
4018*. v =  vt l ^ \ t j  е твЛ  у " о / .

Действующая сила /Нравна — --. Для решения этой задачи и следую
щих двух надо учесть, что масса т  является переменной величиной, зависящей 
от времени V, скорость V — искомая функция.

392 ОТВЕТЫ к ГЛАВЕ XIV

4006. (у — дг)* (дс -f- 2v) =  1. 4007. Парабол 
4008. (2у* — лг’)’ =  Сдг*. 4009. Цепная
4011*. Пучок прямых у  — ул — С (х — х0). j
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4019*. V . 2т
нию задачи 4018.

— j  (Af, — eit) [ ( l  — — l j .  См. указание к реше-

t j  ___
4020*. w =  j-  ̂ ^ - W d t ,  где |i =  Mt -  mt, * i =  ;£ ] /  . Cm.

о
указание к решению задачи 4018.

4021*. j» =  (k,e~klt— ft,e~k,t), где t — время, .у — количество
" I — *t

второго продукта. Если х — количество первого продукта, образовавшееся 
через t единиц времени, то ^  =  ft, (т 0 — х). Отсюда находим x =  x(t). Ско-

dyрость образования второго продукта пропорциональна величине х — у.

4022. 2,97 кг соли. Максимум достигается при * =  33-1- мин. и равен 
3,68 кг.

4023. / = 1 + < / ,_ 1 )« - '\  4 0 2 4 где * =  0 -̂75 .j ek” '*'dx

Практически важен случай, когда <о очень велико (центрифуги). Вместо того, 
чтобы вычислять интеграл в знаменателе при данном ш (он не выражается 
в элементарных функциях), вычисляют lim р (см. задачу 2439). Дифферен-W -*■ ОО
циальное уравнение задачи имеет вид

S dp =  и>*х dm,

где dm— мдсса элемента CD. Далее, 7 =  2kp (одна из форм закона Бойля — 
Мариотта; коэффициент пропорциональности обозначен через 2А для упрощения 
записи в дальнейшем); dm =  yS dx =  2kpS dx. В результате получится уравне
ние с разделяющимися переменными ^-s=2ka*x dx. Интегрирование его дает: 

м Р  I
р =  Секв>,*г. Далее, М —  ̂ dm =  C • 2kS • J 

Me*” ’-*’

>!JT! dx, откуда находится С. Имеем:

Р =  -
2kS j  е* " ’-*8 dx

и окончательно:
!>><>

dx

4025. (x +  > - l)*  =  C (jc - y - f  3). Ю26. дг*— x y + p  +  x - y  =  C.
—2

4027. x - 2 y  + ln\x+y\ =  C. 4028. e * ~ a =  C (y +  2).



4029. у* =  *  +  (лг+ 4030. у*е~ * = С .X ~ j“ 1 %
4031. у  =  ̂ - tg In | Сх |. 4032. дг*У+1 =  Су. 4033. Сх =  1
4034. (1 -f Сх) еУ =  1. 4035. у* +  2х'у* +  2 /  =  С.
4036. лг*+у* =  С ( у - 1)*. 4037. у  =  л^ (лг +  С).

40Ж J,= C ,» -  +  ̂  +  i  «В » . ^ = a  +  , )1 C 4 ! | „ | l + j 1 r .
— пх

4040. пуп =  Се °  +  пх — а. 4041. дг’ =  у* (С — у*).
4042. у  (1 +  In х-\-Сх)= 1. 4043. у (дг -|- С) =  sec х.
4044. y s s {C +  ln^cmx\ + Х&х^\ 4045. у  _  ^  1п« | Сх |.

—2д . . .
4046. у>=Се * — — . 4047. y= -Ii£>  а дс +  С

4048. 1) -  +  - = 1 ; 2) А  +  £  =  1. 4049- .' лг ^ у  лг* у* Р р„?,
4050. л *-лг’у ’ +У* = С . 4051. л- +  arctg £  =  С.

4052. лге * - у г =  С. 4053. л> =  С. 4054. У х‘ +  у ‘ -f С.

4055. tg (лгу) — совлг — cosy =  С. 4056. у  У (лг* +  у ’)’ +  х  ^ у* =  С.

4057. sin — — cos — 4- лг— - =  С. 4058. лг — — =  С. Интегрирующий лг у  1 у  лг
1 ■ 9 jcмножитель |х(дг) =  - |. 4059*. лг* 4--- =  С. Искать интегрирующий множн-х у

тель в виде функции fi(y).
4060. (xt + y ,)ex =  C. 4061- ■у +  ^ у = С -
4062. (л sin у + у  cosy — siny)ex =  C. 4064. ц =у~пе {п 11 ̂  (x)dxt 

Y* __X*4065. Выражение * _  ^ должно быть функцией от (лг+ У).

Y *__ V*4066. Выражение _  у  должно быть функцией от ху.

[ (т — 1> t>x -j I
Се °  — у | 1 _ т .

4069. л* +  2лгу-у*-4лг +  8у =  С.

4070. _ ^  +  1 п |л г+ у |+ 3 ]п |у - л г |= С .

4071. лг +  У =  “  tg С +  . 4072. у>-Злгу =  С.
4073. л* — у 1 =  Су\ 4074. Здг*у +  дг*у* =  С.

4075. у (** +  1 у * ) = 0  \  4076. in t 1+ у | -  L± i! =  С.
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4077. у* -  1 +  Сху =  0. 4078. +  Inх У -  \ = С.
У

4079. 3 У у  =  С |/ л:» — 1 +  л:1 — 1. 4080. у =  sin х +  Ceosх.

4081. у =  Х ' 2* Х ---- 4082. t g x - ^  =  C.С +  ех (cos х +  sm х) ь sin х
in —

4083. хе П* =  С. 4084. xycos^-=C. 4085. sin у =  х -  \+ C t x-
, X» 4: V» Л

4086. у =  g 'r ~ tseCJr. 4087. In \ Сх | =  — г '  . 4088. х +  уеУ =  С.с  "j- sm х
4089. у =  х In | Сх |. 4090. у* — by — аху =  С.

оь
4091. Окружность хг +  у* — -—  j- (ах +  by) =  С (к ф  — 1) или окружность

2 ь
х’ 4- у* — £ _■ (ах +  йу) =  С (кф  1); если к =  — 1 или к =  1, то прямая ах
+  Ьу =  С.

4092. Логарифмические спирали
_______  ±«rctgi

/ F  +  y = C e  х.
х4 4- С*4093*. уг =  - у р — .Дифференциальное уравнение задачи у* = х (х —уу').

4094. / =  | .

4095. Вектор поля в каждой точке перпендикулярен к полярному радиусу 
точки. Интегральные кривые —семейство концентрических окружностей с центром 
в начале координат. Уравнение семейства дс*-|-у =  С. Изоклины — семейство 
прямых, проходящих через начало координат.

4096. 1) y = f(x - y )\  2) у  = ./ (£ ) ;  3) У  =»/(дс*+ / ) .
4097. Прямые у =  Сх. Результат может быть высказан в форме следую

щей геометрической теоремы: если семейство парабол, имеющих общую ось и 
общую вершину, пересечь прямой, проходящей через вершину, то касательные 
к различным параболам в точках пересечения' их с прямой будут между собой 
параллельны.

4099. у  =  С; у' =  ау +  Ьх +  С. 4103. При Дл: =  0,05 у  «= 0,31.
4104. При Дл: =  0,05 у^= 1,68.

£»
4105. Точное решение: у  =  е 4 =/(дг); /(0, 9 )=  1,2244. Приближенное ре

шение: /(0, 9) =  1,1942. Относительная погрешность равна 2,5°/о.
4J06. Приточном решении х =  у^3(е— 1)*» 1,727; численное интегриро

вание при делении интервала на 4 части дает *«5  1,72.
4107. +  +  +  ̂  +  ̂  +  +

4108. -1,28. 4109. у = 1  +  .*• + дт* +  2дг* +  ̂

4110. j = l



1 1 241II  v =  — дг*____— к7______ -___ х11 — .• У 3 7-9 7- 11 27

4112. у = \  + 2 х - х *  +  улг* — ! * «  +  ...

лг* 2х* 11 .г*4113. >- =  0. 4114. у  =  х  +  ̂  +  Ц- +  :1 £ Г4 +  ...

л и к  х% X* х%4115. ,  =

4116. > =  1 +  (-У — В - +  2 1)1 +  4 (V  1V -  60 (*5|~  П- +  -
4117. у =  Сх-\-Сг\ особый интеграл дг* 4-4у =  0.
4118. у =  Сх — ЗСг; особый интеграл 9у ±2х }^х =  0.

4119. ,У =  Слг +  ̂ -; особый интеграл у* =  4дг.
4120. у  =  Сх +  /1  +  С’; особый интеграл jf*-j-jf* =  l.
4121. у  =  Сх-\- sin С; особое решение у  =  х (я — arccos дг) +  У 1 — х‘.
4122. х =  Сх — In С; особое решение >» =  In дг -f- 1.
4123. =  (/лг4- 1 + С )*; особое решение у  =  0.

4124. у  =  Сдг* +  особый интеграл _у* — 4дг’ =  0.

4125. 2Сдг =  С *— У ; особого интеграла нет.
4126. х =  Се~Р +  2 (\—р), у  =  х(\ +р)-\-р*\ особого интеграла нет.
4127. у =  Сх — ес: особое решение =  дс (In дг — 1).

4128. у =  Сх -f С +  С*\ особое решение у  =  — ^-(дг4-1)**

4129. у  =  Сх 4- <* V \  — С1; особый интеграл У~у* — /лг* =  /а*.
4130. (С — л:) =  С*; особое решение у  =  4дг.
4131. v* — 4ех =  0. 4132. ху=  1. 4133. 2_у-л-’ =  0.
4135. Равнобокая гипербола 2 х у= ± аг, где а’ — площадь треугольника;

С*тривиальное решение — любая прямая семейства у =  + х а С -
4136. < у- х - 2 а ), =  8ах.
4137. Эллипсы и гиперболы.

д а . ,
Ур V  (р*+2)1 V  (/>’ 4-2)*
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4139. у* =  Сл: * +  2k $ T ' 4,40*‘

у  =  COS а (с  sin* а ] ,

Г =  sin а [а — С — у  sin’ aj .
dyВ полученном дифференциальном уравнении положить ^  =  tge, затем вырз-

. dyзить х через у  и параметр а, найти dx, заменить dx через и решить по
лучившееся дифференциальное уравнение, считая у  функцией а.
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4141. S =  at*, где о — некоторая определенная константа.

4142. дг* +  у  =  la* In | Сх ). 4143. у = Се 2*
4144. у  =  С (ж *+ У ). 4145. (*• 4-У )* =  С(у* +  2дг*).
4146. Если параметр парабол равен 2р и прямая взята в качестве оси ордн-

4147. Трактрисы.
4148. Отсчитывая угол а в одном из двух возможных направлений, получим

4149. Отсчитывая угол а в одном из двух возможных направлений, получим 
уравнение семейства

4150*. Можно принять, например, что ветер дует вдоль оси Ох. Линии 
распространения звука по плоскости Оху будут ортогональными траекториями 
семейства окружностей (х — at)* -j- у  =  (»„*)’. где t — время, прошедшее после 
выхода звуковой волны из источника звука, а — скорость звука в неподвиж
ном воздухе.

Длл любого фиксированного t дифференциальное уравнение искомых орто
гональных траекторий у' =  ■ ^ совместно с уравнением семейства окруж-

Исключая t, получим некоторое уравнение Лагранжа. Его общее решение

пат, то уравнения траекторий

у з
уравнение семейства ху — (дг* 4 'У )  =  С.

In (2дг* 4- ху 4- У ) 4- arctg Х ^ -  — С.У 7 х К 7

ностей.

4|52' х — "cF7  +  e (* — lh '). > = с и , * +  Ж 7 *

4153. х = а (сое 1 4-1 sin t) — cos * -f- c j ,

у =  a  (sin 14-1 сое 0 — sin t -j- c j .

4154. x =  С sin 1 4- 2 tg t, у  =  tg* t — С cos t — 2.

4155. y  =  ̂  — sin jc + С,дг +  С,.

4156. y = ! I £ ^ ( J * _ l)- - Jln < 1 4 - jr* )4 - C Ix  +  C ,

4157. у =  -  [in x -  I ]  +  C,x 4- C,. 4158. у =  С,дг* + Ct.

4159. у =  С ^  +  Сг- х - ~ .  4160. _у =  1  -е’ +  С ^  +  С,. 

4161. у  =  (1 +  CJ) In ! дг 4- С, | — С,дг +  Сщ.
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4102. y =  (CiX — C J ) ' +  С,. 4163. у =  1  (х +  С ,)' +  С,.

4 ,и - y = i v ^ x - D ' + C,

4165. у  =  — ^ sin* x-\-Ct ( ± - * ^ + С , .  4166. (дг+С1)*= 4С1(у - С 1).

1 -  - -  
4167. у  =  С ,(х  +  С ,)3‘ 4168. у =  С,еа + С *  “ •

4169. х =  1  (у *  -  2С.) +  СУ +  С.. 4170. у  =  J ± g .

4171. (х -+* Сг)‘ — У  — С,. 4172. y  =  CieCtX.
4173. j>cos*(x +  C ,)*= C ,. 4174. (х +  С .) \пу =  х +  С,.
4175. Если произвольная постоянная, вводимая первым интегрированием, 

положительна (+ C J), то,у =  С4 tg (C,x +  Cj); если же она отрицательна (— С}), то
1 +  г2(С,*+С|) ^ ^ % „  1
1

4176. x =  C |+ cosC , In

Cj cth (С,х +  C j); если C i= 0 , то у  -. х +  С,-

tg
У-{-С, I 

2
4178. =  Ci arctg (C| In у), С, >  0. 4179. In | Cty  | =  2 tg (2х +  С,).2

4180. ^= 1п|х* +  С ,| +
У - C l

In

4177. C,x +  C , =  ln 

L 4179.

x - V ~ i

У +  Ci

x + V ^ C i
+  C „  если Ci <  0, и

у  =  ln| x* +  Ci | +  arctg ~=-\ C „  если С , >  0.

4181*. После подстановки y '= p  уравнение распадается иа два, из которых 
одно — типа Клеро. Его общее решение

y =  Ci-\-C,eCiX, а особые решения у =  - 4
Другое уравнение у' =. 0.

С - х •

JC*4182. у =  Схх(х  — С ,) +  С, и особые решения у  =  — -J- С.

C.xCl4183. у  =  CiX* +  С* 4184. х =  1п w   ̂ .
С j х *

4185. у = У ±x* +  CiX + Ct. 4186. y =  CiX +  C±.

C i4187. у  =  С\хе * * 4188. In |^  +  C, |
4189. _y =  xJ +  3 x + l.

У  +  C i  

— 2 »•* 1/57

дг +  С».

4190. у = 2  + In i- . 4191. y  =  -~-x, yr2x— - j r .  4192. у  =  ц-рП5-

* + J
4193. у  — x =  2 In | .y |. 4194. y = Y  2x -  Xs 
4i95. y = / r + 7 « : 4196. у  =  — In I 1 — x |. 4197. y =
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— X*J4198*. у  =  х. Сделать подстановку у =  их. 4199. у = 2е — 1

4200*. Дифференцильное уравнение линии dx = dy

V ( С , у ) "  -  1

где к —

коэффициент пропорциональности. Если А=1, то.у=.^- [fc ‘x+c* + е  <с»-*+с*>] ="2С|
; это — цепная линия. Если k =  — 1, то (дг +  С ,)* + У  =  С{; 

это — окружность. Если к =  2, то (дг +  С,)* =  4С (у — С,): это — парабола.

. ch (C jX  4~ С»)
С,

Если к =  — 2, то dx =  -j—̂Со-
C,jr

dy, это — дифференциальное уравнение
циклоиды.

4201. е а = С ,  sec +  C j) . 4202. Сх = У*-«.

4203. Цепная линия. 4204. i» = l/  — ■ . 4205. Парабола. 
____________  Г +

«06. s =  l [ / g <  +  c ) ‘ - V c - ] .
4207*. Пусть ось абсцисс направлена вертикально вниз, начало Коорди

нат— на поверхности жидкости, уравнение луча у= / (х ).  На глубине х имеем 
sin а т  4- dm .— , где т  — показатель преломления на глубине дг, а а — sin (« +  da) т  * r J ’

угол между вертикалью и касательной к световому лучу. Очевидно, lg а 
равняется у . Из уравнения от sin а =  (от -)- dm) (sin a cos da -j- cos a sin da), раскрыв 
скобки и отбросив бесконечно малые порядка выше первого, получим:
от da =  — dm tg а, откуда ^  = ---у ^ Г ^ Г у 7)- ' Интегрируя это уравнение,
найдем У  как функцию т. Подставляя вмесю т  его выражение через х и ин
тегрируя вторично, получим решение:

где от =

OTqA Sin а0 I , /--- ;----- ;—:—---  , _у =  — --- —-In +  — mSsm* а„|+ С ,Н1| — ffly

( т , — от,)дг+ ОТ|А

4208. у =  х* 1 п /х + С .д г ’ +  С ^  +  С,.
4209. .у =  — у  sin 2дг +  C,.v* +  С,дс +  С ,.

еах4210. (Р , — полином 9-й степени относительно дг с произ
вольными коэффициентами).

4211. у =  С, ~ + С ,х  + С ,~ а  (дс +  С,)1п|л: +  С, |.
4212. у =  С,*» +  С,х> +  С.дг* +  Ctx +  С,.

4213. > =  -j- (С, — 2дг) +  С,х +  С,. 4214. л: =  С,у> +  С,у +  С,.
4215. Решения можно записать в трех формах: 

у  = С, sin (С,дс +  С,), или у = С\ sh (С,х + С,), или у  =  Ct ch (С^х +  С,).
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4216. (дг -I- С,)* +  (у  +  С,У =  С\. 4217. у  =  С, [хес^  -  1  *с ‘ж) +  С, 

4219. 2) у = \ + х + £  +  2х* ' 3x4 ‘ ,4jf* 12! 31 ' 4! T i5 l ^  "•
4220 у - 1  (ДГ- 1)> 2(дг-1)« 3 (х - 1 )»  

у  2! 4! 5! +

4221. у -- -- (л* - 1) -I ^  ^  (Х - ' У 4(JC~ 1 ),-Iу 2 х̂ •)+  2!  ̂ 31 4! 5! +
лооо I I  , х* | 2х* . Зх‘ . с . . .  , . . х* . 2х‘4222. у  =  1 +  х +  Ч— — I— 5j— h . . .  Если / (х ) «а 1 +  х +  gj +  -щ-,

ю  при х =  — 0,5 получается знакочередующийся числовой ряд и значение 
первого из отброшенных членов меньше чем 0,001.

япт  I X* , X* X* 4х‘ 14х* ,4223. у в 1 _ _  +  _ _ _  +  _§.----- U J- + ... ; пятого.

4224. у  =  +  +  0,318; 0,96951.

4255*. Дифференциальное уравнение задачи Е  =  L . У* ~ * ̂  ,
где Q — количество электричества, протекшее через цепь за промежуток вре
мени от начала опыта до момента /. Выразив Q через V ( К — наличное коли
чество воды в сосуде в момент /) и определив из условий задачи коэффициенты,

1 kEпридем к уравнению r '  +  « lV  +  J  =  0, где а =  -r—z =  0,005, 6 =  —  =K\L L
=  0,00935. Интегрируя его при начальных условиях: К,, =  1000 ел*, У̂  =  
=  - * / „ =  -  0,00187 смЧсек, получим ряд И =  1000 — 0,00187/ -  1(Г* • [2,91/* —
— 3,64/* -f-3,64/1 — 3,04/* 4- 2,17/7 — ...]. Ряд — знакочередующийся, коэффициен
ты, начиная с шестого, убывают, стремясь к нулю, что удобно для вычислений. 

4226*. Дифференциальное уравнение задачи имеет вид

dt* ^  dt Ма-  kQ
Взяв в качестве искомой функции количество у  хлористого водорода, не раз
ложившегося к моменту /, приведем уравнение к виду уу" +  ay' -j- by =  0, где 

к кЕа =  -~ =  50, b =  —• =  0,0191. Интегрируя это уравнение при начальных усло
виях у„ =  М„ =  10; у  £ =  — к/0 =  — 0,00381, получим ряд

у  =  10-0,00381/+ 10-*°/* • (1,21 -  1,52/ +  ...).
4227. х 'у ” - 6 х / +  12у =  0. 4228. ху" -  (2х+  1)У  +  (х +  1)у =  0.
4229. (х* — Зх* +  Зх) У " — (х* — Зх +  3) у ' — Зх (1 — х) у  +  3 (1 — х) у  =  0.
4230. у  =  Зх* -  2х*.
4231. а) ф  const; б) у " sin 2х -  2У cos 2х =  0.’ cos* х ^  '  *
4232*. 3) По формуле Остроградского

Ух У> \ =  с  - I  p(x)dx
УI Л |

или, раскрывая определитель (вронскиан): уху'% — у[у» =  Сё~  ̂ Делим обе
С — Гр и ) d х =  J , откуда и следует иско-. d i у  Лчасти уравнения на yj, тогда ^  

мое соотношение. 4233. y  =  C iX ln



4234. jf =  C , ^ ^  +  C, 4235. > =  х* —
4236*. Функции Р  и Q должны быть связаны соотношением Q' +  2Р • Q =  0. 

Подставить^, =  — в формулу (вытекающую из формулы Остроградского) за
дачи 4232, полученное соотношение продифференцировать дважды и у'г, у\' 
подставить в данное уравнение.

4237*. y =  Ci (4лг* — Здг) С, У I — х* (4лг’ — 1). Полагаем согласно усло- 
вию Ух =  Ах* -j- Вх* -j- Сх 4* D. Подставляя .у, в данное уравнение, получим

4
В — 0, D =  0, AIC = —=, или А =  4k, С =  —ЗА. Следовательно, частное—«Э
решение будет у, =  к (4хг — Здг). В соответствии со свойством линейного урав
нения можно принять А =  1, тогда y t =  4х* — 3х. Зная одно частное решение, 
обычным путем находим второе и составляем общее решение.

4238. у  =  С, sin х +  С, 11 — sin х 1,11 '8 ( т  т )  | ] •

4239. y =  C,x +  C s  \ 4240. у  =  С1х +  С ,(х , - \ ).

4241. у =  С,х +  С,х’ +  С,хг. 4242. _у =  лг* +  х (С, +  С , In | х |).
4243. y =  Cte* + Csх - х г- \ .  4244. у =  С1хж +  С ,(х + \ )- х .

4245. .у =  2 +  Здг д: +  2 arctg дг j -f- х*.

jc3 л** 7 л'*4246. y = - 2  +  2 x - x *  +  ^ - ^ + '^ - - . . .

, 2х* 2дг* . 2х* 2х7 , 62д-*4247. у = \  ---+
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4! 5! 1 6! 7! 8!
Л0Л0 . Г* 4 , а*4 , 5дг* , , (2/1- 1) , 14248. ^ ~ у + [ Т,+  6Г +  Ж +  +  (2я +  2), +  •••].

«49. ,  =  C , ( l + ^  +  ̂  +  ^  +  g  +  ...) +  C . (x  +  ^  +  ̂  +  g  +  ...).

« 0 .  , - С , ( | + £  +  ...) +  С . ( * - £  +  £  +  ...).
4251. y  =  Clex +  C,e-,x. 4252. у =  С,егх +  С*~1Х.
4253. у= С ,е ,х +  Сг 4254. у  =  С1е^+У1) х+  С ^ 1~ У1) *•

4 - т *4255. у= С ,е гх +  С,е 3 . 4256. у  =  С, cos х +  С, sin дг.
4257. у  =  е~1х (С, cos2jc +  C , sin 2х). ,
4258. }  =  f*(c,cos j  + С ,  sin j j .  4259. у  =  ех (С ,+ С гх).

_  1
4260. х =  (С ,  +  C,t)e**t. 4261. _у — (С , +  С,х) е *

4262. у  = 4ех + 2е,х 4263. у  = Зе~,х sin 5л-. 4264. у = е  2(2 + .с). 
4265. ,у =  [1 + (1  — т )х ]е тх- 4266. .у =  cos Здг — -i- sin Здг.

—Г Х

X



4267. Если ft >0, то у =  —%- sin [yH i (лс — лс,)] -f.y,cos\V"k (дс—лг,)];
у к

если к <  0, то у  = ̂  £ (у, У  к, +  а) е^к х̂~х*) -f- (у ,К  *1 — ° )  е~ ,

где ki =  —к.
— X

4268. y = Cte~x -{-Ctf 2 +  е*. 4269. у  = Ct cos ах +  С, sin ах +  •ругf •

4270. jr =  C,< » +  C,t* + 5gta*  +  7c08* .

4271. у  = е~х (С, cos 2д: +  С, sin 2дс) — cos 2лс — 2 sin 2лс.

4272. y = (C l + C tx)etx+ l  +

4273. у  =  г*(С,совдс +  С,«1пдс) +  лс +  1. 4274. у  =  С1ех +  С,е-*х-  0,2.
4275. .у = C1e-r +  C,e*Jt-fi)>I где у равно: 1) у * -*; 2) Зхе,х\

3) |  cos sin дг; 4) хг +  у  дс* +  у  х — у ;

5) — 4  е* [c°s у  +  2 sin у  j ; 6) у  х +  у  — ^  7) е* (2лс* +  л ); 

®) у  дс +  у  (9 3 cos 2дс — sin 2дс); 9) -2хех — у2е 'гх;

10) ^совлс — ^sinA:4-2̂ cosav +  ~  sin Зле; 11) — — у  хех.

- ~ х
4276. y = C i+ C,e 2 +  j1, где jf равно:

1) у  х* — у  дг* +  ^  дг; 2) у  ех; 3) 5 sin .с — 2 cos дг;

4) Ш х Тб4 sin 2х ~  ТГcos 2х’ cos х sin х ~  0'02.v<r2-5*;

6) iy — Ьх — ^  j cos х — 2̂лс — j sin х\
о /i 5. х _  х\

7) е~х ((Юлг +  18) sin х — (20дс +  1) cos дг]; 8) ^  ^у е 2 — хе 3 ).

4277. y = etx (Ci + Ctxj+y, где jp равно: 1) у ;  2 ) у е '* ;

3) у  х'е,х, 4) у  cos 2дг +  у  лс +  у ;

5) ■—  sin at +  6 cos 3Jcj — ^  (3 sin лс +  4 cos д:);

Q 1
6) (3 sin лг +  4 cos х) +  ĝ g (5 sin Зх — 12 cos Здг);

7) 2л* +  4х +  3 +  4х’егх +  cos 2х; 8) у  (х’е,х -  ±  е~гх ) ;
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3т  х.

9) К * * - !« - * )  + 25(3  sin *  +  4 со .** 10* ** ~~ Т  ' ХЧ "  Гв е*"*
4278. у =  С\ cos х 4-С, sinx4- j>, где у равно: 1) 2х* — l i t  +  2;

2) cos Здг; 3) ~  х sin х; 4) — j  х cos х — е~х; 5) '' х sin х — сое Здг j ;

6) 9 4- 4 cos 2л: — 0,2 сое 4х", 7 )03ch jr; 8) 0,5 4- 0,1 ch 2лг.
з

4279. у — е5 [C l cos х +  С, sin х 'J +  3>, где равно:

.. 25 | х 0> 15 . 4 ,4 0  4 
> 16* * * 219 8Ш 5 х ~̂ 219 С0* 5

*  A - - + i ( — + S - + - 5 f - - S ) *  •  - I — *4

.5) — -i- хг "5 х сое дг, 6) 0,5е2х +  1,3.

I Х*|4280. .y =  24-C,cosx +  C,sinx-|-cosxln| tg y  .

4281. у  =  е* (Cj 4* Cfx — In |/"лг* -J* 1 +  лг arctg лг)-
4282. 1) у  =  г* (лг 4- C i) — (е* +  1) In (е* +  1) +  С,;

2) у =  \ е *  [arcsin ^  +  е* У Т = ? х  +  C i] 4.  ^  у  ( ! _ * « ) .  4 . с,;

3) у  =  С,ех — cose^ +  C,.
_  2 _  А

4283. у =  (\-\-х)е 2 +  2* 2

4284. л: =  г* (0,16 cos Зх +  0,28 sin Зх) +  х* 4- 2,2х 4- 0,84.
4285. у  =  е* 4-х». 4286. у  — ех (ех — х* — х4 -1).

4287. у  — -i-sin 2х — ^ sin х — cosx.
о  О

4288*. Дифференцировать указанные выражения для у  дважды; подставить 
У. У  и У" в данное уравнение; во всех трех случаях получится тождество.

4289. у  =  х* (С, 4- CtX*). 4290. у =  ~  4- C tcosln |х| 4-C,sinln|x|.

4291. y =  x lC l +  C, In I х I 4* In’ I х |],
4292. у  =  x ln I x I 4- C,x 4- C,x* 4- x*.

4293. Если — ><■)*, то y =  C, cos kt 4- C , sin kt 4-я Ш2
■ 8 . . . , 1  ,+  -r~ — r  cos «>t 4- -Ti-, где k* = -----k — и» k* ’ m*

Если — <  u»*, то у  =  C,e*' +  C,e~kt-- rr-7— =- cos <ot — где ft* =  и‘ ---—mi 1 1 * ft» 4-ш* ft* • //ii

4294. s =  i (4 e '4 - ^ ) .
5

4295. s =  °-2< 110 cos (0,2450 +  8,16 sin (0,2450]; s|/_,=s» 7,07 cm .
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4296. t = Y ? f  In F  +  V m - f i ,

4297. з =  е~ 0И5'  [2 cos (156,60 +  0,00313 sin (156,601-

4298*. ft =  33-^—̂ - =33-i- t =  0,38 cetC, высота погруженной части

чурбанчика дг =  5 [3 +  cos (8,16/)1- При составлении уравнения считать 
£=1000 см!сек'.

4299*. г =  ~  (еы 4- e~mt). Все происходит так, как будто трубка непод
вижна, но на шарик действует сила, равная тшгг (г — расстояние от оси враще
ния до шарика).

4300. Если то г = ——° <'ти/  [*  ~  тш' cos if ~  “ *)]• 

если А =  т а 1, то г =  о„  ̂1 +  - ~ t s j ;

если ft <  тш\ то г =  -~ ? ~ Т  [ m<0’ ch (* Y  ** ~  4 )  ”  *]'*

4301. у  =  С, cos Здг +  С, sin Здг +  С,.
4302. >> =  С ,е« +  Cte~,x +  С,е,х +  Ске %х.
4303. у  =  (С, +  С,х) егх +  (С, +  С«дг) е~гх.
4304. у  =  С ^ х +  Сге~гх +  С, cos 2л: +  С« sin 2л:.
4305. у =  Схе~х +  С,е~,х +  C,etx. 4306. у =  +  С,хех +
4307. у = С, 4- С,х +  С,е х + Ctxe x.
4308. у=-С1ех 4- С,е~х 4- С>х"~‘ +  С,х"~< +  ... +  С„^,х 4- Са.

___ Х_ X

4309. у =  е ^  (С, cos J L  -f С , sin у ~ )  +  ‘ ~ У Т  (с , cos ̂  4-С. sin .

4310. ^ =  (С , 4- С,х 4- С,хг) cos — 4~ (С, 4- С,дг 4- С,хг) sin £-+С,х +  С».
М\\. у  =  е-х (С1+ С ,х  +  С,х, 4-... +  Спхп-‘). 4312. .у =  1 4-cos дг.
4313. .у =  е* -f- совл: -  2. 4314. j> =  (C, 4- С,х) 6х 4- С,е1х — х -  4.
4315. у  =  (С,4- С,х) ех 4- С,е гх +  (х* +  х -  \) е~х.

4316. у  =  (С, +  C tx) cos 2дг 4- (С, 4- С»дс) sin 2дг 4- -g- cos х.

4317. у  =  (С| 4- С,х) cos ах +  (С, 4- Ctx) sin ах —

4318. у =  ^  JC* — у  х* 4- С,дг* 4- С,х 4- С, 4- С4 cos д: 4- с , sin х.

4319. у  =  С,ех +  С,е~* +  С, sin л 4- С, cos л: 4- л-~ ? 'У ех - ^ - х й п х .
4320. у  =  (С, 4- С*х 4- л:5) ех 4- (С, 4- Ctx 4* л:*) е~* 4- sin дг 4- cos дс.
4321. у =  4— Зе~х 4- е~гх. 4322. у  =  ех 4- х*.
4323. у =  х (С, 4- С , In | х | 4- С, In* | л-1).
4324 1 i -* =  « '• '(С , cos *4-С, sin<),

’ I У =  е »  [(С , 4- Ci) cos t +  (C ,-  С ,) sm tj.



4324.4.

4324.6.

4324.7.

4325.

4326.

4327. |

4329. |

4331. j

4333. |

4334.

4335. |

4324.2.
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1л: =  Cle‘ + С,е11, 4424 ч l *  =  «'(C,coe» + Ct sln30,
\у =  - С У  +  ЗС,е". \y =  e‘ (Cl sin 3* -  С, сов 3*). 
'х  =  С1е‘ + С,еи +

■ 5С,е~‘
(х  =  ( V  +  Cte»< +  ( *  =  С,
b - c N ' - a W  , 4324.5. < У — — 
\z =  Cle‘ +  C,e*‘ -SC,e-‘. \г =  С1

{
{

х =  С1 + ЭС,е*1,
2С,е" +  С,е-‘, 
+ С,еи -2С,е

х =  С1е‘ +  С.е“  +  С,е“ , 
у =  С ^ - 2 С ,е ’‘ +  С ,^ , 
z =  -  C V  -  3С,ег< +  ЗС,еи. 
х — Cieu -f е*‘ (С, cost -j- С, sin t), 
у = еи I(Cj +  С,) cos t +  (С, — С,) sin <], 
z =  С,й' +  еи [(2С, -  С,) cos t +  (С, +  2С,) sin t\.

\x =  Cle‘ + C,e-‘ +  tsh t, 
( у =  С,е‘ — Г  ~‘ Т  ■ ■ ■■ С,е~‘ +  sh t +  t ch t. 
x =  C,e-' +  +  - * '  +  4 * ' "

j, =  ±  C»«-“  -  С,е~и + У  +

rz==C,y

г У - ^ ’ = С ,

i - c ,

4328.

/С.+лг*
In C,

дг+ /*» +  С,

z =  y c ,+ - t ‘ In C,
jc +  K ^  +  C,

4330.

4332.

(x t + y l +  zt =  Ctyi 
\z= C,y.
j  x =  Cte4  +
\ у =  Cie_/ +  ЗС,?-1' +  cos t.

{ * « + y  +  z‘ =C,. 
ry - z * = c , :  
lj»z— у  — x =  C,. 
f лг =  Cte‘ +  C,e-‘ -f C, cos t -f C, sin t,
[y =  C,e* +  C,e~‘ — C, cos i — C, sin t.

t  — Ci +  C j +  C f

y = Cl - (C i + 2C,)t-±(Ct - \ )f- \ c ,t>  + -^-e ‘.
*+ .y  +  2=C,: 
x*+ y  + z* = c,.

2 7 3

4336. f z =  x ~ *
\у (у- 2 х )г = (х - у )\
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4340. Линии у, — С,Х2^-С* и Уг =  — ^  • ПР " заданных началь
ных условиях получаются гиперболы

3 — хг
У, =  - 2х У,-

2х

З +  х*
2х

х — у-\- 2 =  0;
4341. у  =  «*•*. 4342. Плоская линия

4343.

4344.

(

x - y - t z  =  v, 
г In | г |

у  2 •

*  =  у  +  — cos )]»

J ' = y [ ^ , + / .+ / l+ (/ .- / . )c° e ^ ] .
4 900х =  10 ch 2/ — JL c o e l4 / + 4 £ .

4У 4У '

у  =  10 ch 2t +  cos 14* -  .Здесь х — путь более тяжелого шарика, а у  — более легкого. 

-  ' - £ [ ■ - ( £ £ ) ’]• — -

4346*. Если 7" — количество яда, то —̂ = a N — bNT,-^=zcN  и dN
dt =  0

в момент, когда N = M .
S,H, +  StHt S,4347.

А,= S,//1 +  S,//, S,

5| + S|
‘ “ а д ",

5,4-5,

Si +  St st + st ( / / ,  -  / / , )  *  .

F414348. 1) 9 -  9, 4-0,002 (9*-9*) =  0 , 0 0 0 0 8 на 53*;
"о '

2) 9-9,4-0,001

4349. 1) 44,5*; 2) 46,2*.

6F* '2) 9 -  9, 4-0,002 (0* -  9*) =  .(200** -  sin 200*0: на 76*.

4350.
X 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25

У 1,000 1,000 0,997 0,992 0,984 0,973

X 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50

У 0,959 0,942 0,923 0,901 0,876
Ж

Ч
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4351. у\ =1 =3,43656...

У% У* Уг y t Уь

2,5 3,16667 3,37500 3,42500 3,43472

у г ласт относительную погрешность порядка 0,1*/#.
4352. 0,46128; то же дает формула Симпсона при 2/1=10. Все знаки 

верные.
, , . дг’ , 2дг* , 7дг‘ . 5дг* . 16дг* . /П„. ,

4353. у ,=  1 + *  +  -2- +  —  +  —  + 7 2  +  "75”  "  Т' У» (0,3) 1.543,
х* 2х* 7х* Пх* 22дг*/ (x )= l+ x  +  ̂ -  +  ^ -  +  -Jg- +  - ^ -  +  - ^ -  +  H т. д.: /(0,3)=» 1,545.

Погрешность менее чем 0,2®/*.
4354. 0,808.
4355*. 1,001624. Результат получается всего быстрее, если искомую 

функцию искать сразу в виде степенного ряда.
4356*. 1,0244. См. указание к предыдущей задаче.

4357. y =  x +  £ x *  +  l j f - x ’ +  ... +  2 " ^ П1~  1) +  ...; ft =  0,2297.

К г л а в е  XV
Cj* (- 1 )*

4353. sin** x =  j £ - j — 2,ь , [сое 2kx -  CJ* cos (2ft - 2 )х  +
+  С}* cos (2ft — 4) х — ... +  ( — l)** ‘Cj*- ' сов2дг]; 

sin***1 дг =  --jifr—  [sin (2ft +  1) дг — C J*+ , sin (2ft — 1) x +
+  C] i+ , sin (2ft -  3) дг----+  ( -  1)*C$*+ ,sin дг];

cos** дг =  lcos 2kx +  Ci* cos (2* ~  2) ДГ +
+ Cj* cos (2ft — 4) x + ... +  Cj*- 1 cos 2дг[;

cos**+1 дг = [cos (2ft +  l)x +  Cj* + 1 cos (2ft — 1) дг +

+  c \k + 1 co* (2ft — 3) дг + ... +  Cj* + , cos дг].
4360. cos fix =  cos" дг — C\cos'*-4 x sin* я  -f C* cos'*-4 x sin* x ...
Так кар sin дг входит только в четных степенях, то cos пх можно раци

онально выразить через cos дг.
4363. 1) 9 =  v ^ -  и ?  =  * я-̂ -1-, где > =  0, I, 2.......п\

2я2) f  =  v —— ( где м =  1, 2, ..., rt — 1 при п нечетном и v =  1, 2 ,..., п 

при п четном, и у =  (2ч — 1) д , гд е\= 1, 2.......п 4-1.
i i z

4365*. Заметить, что J  Ф „ (<р) df =  0. 4366. Да.



408 ОТВЕТЫ к ГЛАВЕ XV

4371. а) 
б)

4372.

bt =  b, =  Ь, = ... =  0 и а, =  а, =  а, = ... =  0; 
а0 =  в, =  в, = ... = 0  и bt =  b, =  bt =  ... =  0.

>in 2/ur 
"2л-

4374. л:
Л—1

— .у _ V J sin hjt
п

-1
(0,2*).

4375 2  V  « » (2 я + 1 )х
’ * Z j (2 n + l)‘ ’

л=о

^  +  4 f  ( _ 1 ) » “ 5*L; 2) ± 1 + 4  f  С- ^  - 4 *  V  * •* £ ;О Jml В* ’ 3 ^  L . П* Md П
Я “ 1 Я “ 1 п « 1

71̂ 7Г*̂ чт*
S‘ =  T *  5* =  Т 2 ' s * =  -T-ОО

4  У  ( - 1)"+‘ { 4  + 1  [( - 1)" - и) sin л*.
Я— 1

I  ( - 1)n( - £ - ^ r ) sinnx-л = 1

4376. I)

4377.

4378

4379.

4381.

4382.

4383.

4384.

2 +  1 г |  “ " a l l " * - 4 m  
/1*=0

*[*+!(•
« “ I
оо ГПс| JL± L̂ZL 

/ 41 V  I 7
2 *> Z i (2« +  1)*

2Л
Я

Г оо -1
1 . V i sin лЛ

т +  1  т С05П4я=»1 J
1 . [ sin nh \*- л . > cos^x

Я — J
Г (2n +  1) пх

1
П= Q

е**- 1
00

1 , V  ( cos пх п яп пх \ 
Y  +  Zd \ 1 +  /I* 1 +  Я* /

я — I

2/ + ' 2  /* +  я***
Я— 1

ЛЛЛГ
«  ( -  1 )"-*/» Sin

+  * (е1 — г 1) 2 ---- Г1*7Т 2
Я —1

= Sll /
ОО

1  +  2 2  <
/ cos

1)я

ппх
i - ил sin

К Г "

ппх

я —«1
/* + л*л!
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4385.

4386.

2 sin п а

п
2 sin па

/ 1 , a cos х а сое 2л: , \
\ 2а 1 — в* 2* — a* +  —]•
/ sin дг 2 sin 2х . 3 sin Зх \
[ 1 _  а* 2*- а *  +  3* -  а* “  " 7 '

4387. sin ах =

4388. cos ах =

4 a COS X , cos3x . cos5x
* [a* — 1 1 a* — 3* 1 a *- 5 *
4a I cos2x , cos 4x .

I * 2a* 1 a*-2* 1 3* — 4* 1 "

4 Г sinx 3 sin 3x . 5 sin 5x ,
* a* -  1* 1 a* — 3* 1 a* — 5* 1

4 2 sin 2x 4 sin 4x 6 sin 6x
1C L e* -  2* 1 a*-4 * 1 a*-6 *

...j (а — четное);

...J (а — нечетное).

4389., 2 sha ic  V  / н и -i пI ------  /  (— 1)я 1 —j—:— 5 sin пх.п а! +  л-
п  — I

4390. sh к 1+2 У  (-1 )»
Л — 1

4391
• /м-1+42

COS Л Х

Г + л 5

2пп

2_ у  1 1)" ch 1
1C 1 +  Л 5

п =» I
л sin пх.

sin 2ял .  / 2пл\_  3 ^ 1 - co s— )

/3
2пх COS-4icx cos

2ппг

8пх
З-

2яях cos—=— =

( 2nx 4itx 8icx
cos — cos-5— 

1 d
cos -»—

1 1
2ic* I  I s 1 2* 1 4» 1

. Л1Сsm -=■
4392*. /(лг) =  -̂- +  ^  У* — î cos у  sin 2лх — sin у  cos 2 л. г j =

З / З
л — I

2х
8ic

/ sin 2
I  Р

sin 4л: , sin 8л: sin 1 Ох
21

9 / cos 2х 
8 jc  \  Р

4*
cos 4х

I Юх , \
5*
cos8x , cos lOx

2* 5* + .
Воспользоваться результатом задачи 4368. 
43^3* 1ч _  4 /sin a- sin x , sin 3a -sin Зхi v * I . 4 / sin a • si

• 1> / И = т 1 --- p-

2)/(лг)=
a (к  —  a ) 1 2

3«

1 — сое 2яа

К . . ) ,

cos 2nx =__  nr
n«l

а (я — a) 2 /sin* a • cos 2x sin* 2a • cos 4x
1* 2»

Воспользоваться результатом задачи 4371.
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4394 1  V  sin (2Я -  1)лг «• 
к L  (2я — 1)* ' 32-

Я * »  I

« и .  « f  . )
я ■* I

со
* — х V i sin яд: .

4396 . — ----- ^  7 (я> +  1) (см> задачу 4374)-
П = 1

ОО

4397». :£-|- ^  (— 1)"~‘ — ^7 ^. sin пх (см. задачу 4374).
Л =* 1

ОО

д ю в *  (к —  х )г * ' . V  я ' —  14398*. ---4 . у  ■■■ ■ cos ядг.4 12 1 я- (я* +  1)П = I
Продифференцировать ряд и воспользоваться решением задачи 4374 и тем,

ОО

что У  =  f  (см‘ задачу 4376).
П = I

к* я т.хг v  !”11 " 2  / *  . * \
' 32 Т  8 2 cos дг -f- 2 d  пг (пг -  l ) COSnX ( ~ Т <  2 / ’

sin я ^
4299.

“  sinT
воспользоваться рядом — =  ^  cos яд; i см. задачу 4380 при Л =  — |

*-1

п-2 
кп

V  ( —  1)»-‘ к* и тем, что У-— -ф—  =  ^2 (см- задачу 4394).

4400. /| (дг) =» 27,8 +  6,5 cos дг — 0,1 sin х — 3,2 cos 2дг +  0,1 sin 2дг;
ft <дг) s& 0,24 -f- 0,55 cos x +  0,25 sin дг — 0,08 cos 2дг — 0,13 sin 2лГ, 
f, (x) =ss 0,12 -j- 1,32 сое дг 0,28 sin дг — 0,07 cos 2дг +  0,46 sin 2дг.

К г л ав е  XVI
X  X  V ^4401. Прямые, параллельные вектору А {а, Ь, с}: — -—- —  ̂ =  •

4102. Окружности с центром в начале координат дг’ -j-уг =  R*.
4403. Винтовые линии с шагом , расположенные на цилиндрах, оси

которых совпадают с осью г. х =  R  cos (ш* -f- а), у  =в R  sin (а>* «), 2 =  Л* +  /0. 
где R, « и 2, — произвольные постоянные.

4404. Окружности, образованные пересечением сфер с центром в начале 
координат н плоскостей, параллельных биссекторной плоскости у — z =  0: 
х1'  +  У* +  ** — R“t у — * +  6 '=  0, где R  и С — произвольные постоянные.

2) Окружности, образованные пересечением сфер с центром в начале 
координат и плоскостей, отсекающих на осях координат отрезки, равные по 
величине и по знаку: дг* -f- у* -f- г* =  R’, х у  +  г =  С.

3) Линии пересечения сфер дг* -f- У  +  г' =  R‘ и гиперболических парабо
лоидов гу — Сх.



4405. div А =  3, rot А =  0.
4406. div А =  0, rot А =  2 [(.у — г) / -f- (2 — x ) J  -f (*  — .У) *1-
4407. div А =  блгуг, rot Л =  дг (г* — У ) / +  у (х г — г*) J  -}- г (У  — дг*) ft.
4408. div А =  6, rot А =  0. 4409. div А =  0, rot А =  0.£
4410. div А = у г, где А — коэффициент пропорциональности, г — расстояние

от точки приложения силы до начала координат, rot А =0.
4411. div А =  0, ro ti4= 0. 4412. d iv .4 = 0 , ro ti4= 0. В точках оси Oz 

поле не определено. k
4413. div А = ---- ----- - т—  , где А — коэффициент пропорциональ-

г у хг У  +  г* 
иости. В точках плоскости Оху поле не определено.

4414. За. 4416. div b (га) =  (ab), div г (га) =  4 (га).
4417. 0. 4418. 1) 0, 2) 0, 3) 0.

4419. div А =  4 ./ ’ (Г), если поле пространственное, d iV j4 = ^ - ^ 4 " 
+ f  (г), если поле плоское.

4421. rot А 4- (grad 9 X  j4). 4422. Г *  0 .
4423. 2а. 4424. 2и>л°, где л °— единичный вектор, параллельный оси вра

щения. 4430. и =  Аг 4~ С.

4431. и =  -  1  А (х* 4- у  4- 2‘) -f С.

4432. Нет. 4433. Нет. 4434. и =  — ~  In (х* -^ У ) 4- С .

4435. Нет. 4437. I  1  4438. AS in Х (/ S ?  +  У  +  1 ~  х
3 3 2 У(1 + Х)*+у* - 1 - х

ОТВЕТЫ К ГЛАВЕ XVI 411

4439*. 4k (/ 2  -  1). 4440. У *  In * * ± У * + ***.* .о а
4441. 2А8а In (1 4-/ 2 ).
4442. — . arccos А, если Л <  1, 2яА, если Л =  1,

/ 1 - Л »
1п +  V Л* — 1), если Л > 1.

4 Ю . 1 )  2 Ы Я 2)  „ , « . , п » ± Щ ± Ж .  р „ „ .
лить цилиндр пополам сечением, параллельным основанию, и вычислить по
тенциал боковой поверхности цилиндра как сумму потенциалов боковых 
поверхностей обеих его половин, применяя результат пункта 1.

4444. 2kr.Rl. ______
« « • . I) ЬжЬ | It V R ' + ур -  I I ' +  Д’ In -  +  ^ — ;/i I .

2| * - [ w m r+ 7 P _ №  + 4* . , „ « ± !4 £ ± « ij ;
см. указание к задаче 4443.

'4446. «AW (/ — //), где I — образующая конуса.

*) В ответах к задачам 4439 — 4449 А — гравитационная постоянная
%
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« « . „  _  |  * ^ [ ( i  +  -  ( * ) ’ _  g + 1] „р . .  э  в

■ = ! Ч ( , + ? ) Ч 1 ) '+ 4 ( 4 ) Ч при a ^ R l

и — kr'f  8 (4 У 2 — 3) при а=  R.О
4448*. и =  (/?* — г*) =  ~  (М  — масса тела) при a^R\ 

и =  2кхЪ (#* — г*) при asgr; 
и =  -1^- (а* — г*) +  2Ак» (Я* — в*) при r ^ a ^ R .

Провести концентрическую сферу радиуса а и применить результаты 
первых двух случаев.

ллла кМ Г, . 2 I R\* 14449. ——  I I  -f- у  | —  j I где М — масса шара.

4450. И поток и циркуляция равны 0.
4451. Поток равен 2aS, где S — площадь области, ограниченной конту

ром L. Циркуляция равна 0.
4452. И поток и циркуляция равны 0.

3 *4453. Поток ^  r'R*< циркуляция 2r.R*.
4454. В случае, когда начало координат лежит внутри контура, поток 

равен 2к, в противном случае поток равен 0. Циркуляция в обоих случаях 
равна 0.

4455. Циркуляция равна 2я, если начало координат лежит внутри кон
тура, и равна 0, если вне контура. Поток в обоих случаях равен 0. 4456. 2. 
4458. 2xR*H. 4459. kR*H. 4460. 4к. Вычислить поток через основание 
конуса и воспользоваться результатом задачи 4457.

4461. 4462*. 4-. Воспользоваться формулой Остроградского и1о о
вычислить поток через основание пирамиды.

4463. 2**6*. 4464. 2itu> R*. 4465. — it. Применить теорему Стокса, 
взяв в качестве контура L линию пересечения параболоида с плоскостью Оху.



ПРИЛОЖЕНИЕ 

ТАБЛИЦЫ Н ЕКО ТО РЫ Х ЭЛЕМ ЕНТАРНЫ Х ФУНКЦИЙ

1. Тригонометрические функции

«• •In « tg а ctg а co s  a «• а радианов sin а lg a

0 0.0000 0.0000 __ 1.000 90 0 0 0,000 0.000
5,73 0.1 0,100 b o.ioo

1 0175 0175 67.3 1,000 89 11.5 0,2 0,lli9 - 0,203
2 0349 0349 28,6 0.999 88 17.2 03 0.296 - 0.309
3 0523 0524 19.1 999 87 22.9 0.4 0389 - 0,423
4 0693 С699 143 994 86 28,7 0,6 0.479 - 0,546
& 0,0872 0,0875 11.4 0,996 85 34.4 0.6 0,565 - 0,684
• 1045 1051 9.51 (ill; 84 40.1 0.7 0,644 - 0(842
7 1219 1228 8.14 993 83 ж
8 139 141 1.М 990 82. 45,0 _ — 0,707 4- 1.000
9 156 158 6,31 988 81 4

45.8 0.8 0.717 b 1.030
10 0,174 0.176 5.67 985 80 51.6 0.9 0,783 - 1.260
11 191 194 5,145 982 79 57.3 1.0 0,841 - 1.567
12 208 213 4.705 978 78 63.0 1.1 0,891 - 1.965
13 225 231 4331 974 77 683 1.2 0,932 - 2572
14 242 249 4,011 . 970 76 745 1.3 0,964 - 3.602
15 0,259 0,268 3,732 0,966 75 80.2 1.4 0.9S5 - 5,798
1« 276 287 487 961 74 86,1 1.5 0,997 -14,10
17 292 306 271 956 73
И 309 325 3,078 961 72 90,0 *т* 1,000 _
19 326 344 2.904 946 71 2

91.7 1.6 1.000 -34,23
20 0,342 0,364 2,747 0.940 70 97.4 1.7 0.992 -  7.697
21 358 384 605 934 69 103,1 1.8 0.974 — 4,286
22 375 404 475 927 68 108,9 1.9 0,946 -  2.927
23 391 424 356 921 67 114,6 2.0 0,909 — 2.1.85
24 '  407 445 246 914 66 1203 2.1 0,863 -  1.710
25 0,423 0,466 2.145 0,906 55 126,1 2.2 0,803 -  1.374
26 438 488 2.050 899 64 131.8 23 0,746 - 1.119
27 454 510 1.963 891 63 Зх
28 469 532 881 883 62 135,0 ~О,707 — 1,000
29 485 554 804 875 61 4 '

137,5 2.4 0,675 — 0,916
30 0.500 0,577 1.732 0,866 60 143.2 25 0,598 -  0,747
31 515 601 664 857 59 149,0 2.6 0,516 — 0.602
32 530 625 600 843 58 154.7 2.7 0,427 — 0.473
33 545 649 540 839 57 160,4 2.8 0.335 -  0356
34 559 « 675 483 829 66 166,2 2.9 0.239 0.246
35 0,574 0,700 1.428 0,819 55 171.9 3.0 0,141 — 0,143
36 588 727 376 809 54 177.6 3.1 0.042 — 0.042
37 602 754 327 799 53 180.0 ж 0,000 0,000
38 616 781 280 788 52
39 629 810 235 777 61

к 1 я V3
40 0.643 0,839 1.192 0,766 50 sin 6 — 2 ’

со, -•
41 656 869 150 755 49 •
42 669 900 111 743 48 tg * 1 ftp —  — V a .
43 682 .  933 072 731 47 6 у 'з 6
44 69} 966 036 719 46
45 0.707 1.000 1.000 0.707 «5 sin к *—  — cos-- 1

4 ( 4 ”  Y .i '
соа «

I 
3“

 
1 

” tg « S in  a •8 * . * T - c t g T - i .

« градусов

а радианов 0.017 0.035 0.0)2 0.070 0,0*7 0.105 0.122 0.140 0,157

1 радиан -57 Ч7 Ч5 "
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2. Гиперболические функции

X sh х eh x X sh x ch x

0 0 I

0,1 0,100 1,005 2,1 4,022 4,144
0,2 0,201 1,020 2,2 4,457 '4,568
0.3 0305 1,045 2,3 4,937 5,037
0,4 0,411 1,081 2,4 5,466 5,557
03 0321 1,128 23 6,050 6,132
0,6 0,637 1,185 2,6 6,695 6,769
0.7 0,759 1,255 2,7 7,406 7,474
03 0388 1,337 2,8 8,192 8,253
0,9 1,027 1,433 2,9 9,060 9,115

1.0 1,175 1,543 3,0 10,02 1037
1.1 1,336 1,669 3,1 11,08 11,12
1.2 1,509 1,811 3,2 12,25 12,29
1,3 1,698 1,971 3,3 1334 1338
1,4 1,904 2,151 3,4 • 14,97 15,00
1,5 2,129 2,352 33 16,54 16,57
1.6 2,376 2,578 3,6 18,29 18,31
1,7 2,646 2,828 3,7 20,21 20,24
1.8 2,942 3,107 3,8 22,34 22,36
1,9 3,268 3,418 3,9 24,69 24,71
2.0 3,627 3,762 4,0 27,29 27,31

При х >  4 можно принять, что sh х =ss ch x «= ■— с точностью до 0,01.

sh xz ■2 *
. e* +  r *  ch * =  — t;— ;

е* =  sh х +  ch x; e*‘ =  cos x -\- i sin x. ^

3. Обратные величины, квадратные и кубические корни, 
логарифмы, показательная функция

X
I
X V i Y  I0 x V • y m {Лоб* lg * In X X

l.o 1,000 1,00 3,16 1,00 2,15 4,64 ООО 0,000 2,72 1.0
1.1 0,909 05 32 03 22 79 041 095 3,00 1.1
1.2 833 10 46 06 29 93 079 182 3,32 1.2
1.3 769 14 61 09 35 5,07 114 262 3,67 1.3
1,4 714 18 74 12 41 19 146 336 4,06 1.4

1,5 0,667 1,22 3,87 1,14 2,47 5,31 176 0,405 4,48 1.5
1,6 625 26 4,00 17 52 43 204 470 4,95 1.6
1.7 588 30 12 19 57 54 230 530 5,47 1.7
1.8 556 34 24 22 62 65 255 588 6.05 1.8
1.9 526 38 36 24 67 75 279 642 6,69 1.9
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П р о д о л ж е н и е

X 1
* Y 7 У  ш \Г* У ш У  loo* •г * In X X

2,0 0,500 1,41 4,47 1,26 2,71* 5,85 301 0,693 7,39 2,0
2,1 476 45 58 28 76 94 322 742 8,17 2,1
2,2 455 48 69 30 80 6,04 342 788 9,03 2,2
2,3 435 52 80 32 84 13 362 833 9,97 2,3
2,4 417 55 90 34 88 21 380 875 11,0 2,4
2,5 0,400 1,58 5,00 1,36 2,92 6,30 398 0,916 12,2 2,5
2,6 385 61 10 38 96 38 415 956 13,5 2,6
2,7 370 64 20 39 3,00 46 431 993 14,9 2,7
2,8 357 67 29 41 04 54 447 1,030 16,4 2,8
2,9 345 70 39 43 07 62 462 065 18,2 2,9

3,0 0,333 1,73 5,48 1,44 3,11 6,69 477 1,099 20,1 3,0
3,1 323 76 57 46 14 77 491 131 22,2 3,1
3,2 313 79 66 47 17 84 505 163 24,5 3,2
3,3 303 82 74 49 21 91 519 194 27,1 3,3
3,4 294 84 83 50 24 98 531 224 30,0 3,4
3,5 0,286 1,87 5,92 1,52 3,27 7,05 544 1,253 33,1 3,5
3,6 278 90 6,00 53 30 11 556 281 36,6 3,6
3,7 270 92 08 55 33 18 568 308 40,4 3,7
3,8 263 95 16 56 36 24 580 335 44,7 3,8
3,9 256 97 24 57 39 31 591 361 49,4 3,9
4,0 0,250 2,00 6,32 1,59 3,42 7,37 602 1,386 54,6 4,0
4,1 244 02 40 60 45 43 613 411 60,3 4,1
4,2 238 05 48 61 48 49 623 435 66,7 4,2
4,3 233 07 56 63 50 55 633 459 73,7 4,3
4,4 227 10 63 64 53 61 643 482 81,5 4,4
4,5 0,222 2,12 6,71 1,65 3,56 7,66 653 1,504 90,0 4,5
4,6 217 14 78 66 58 72 663 526 99,5 4,6
4,7 213 17 86 68 61 77 672 548 110 4,7
4,8 208 19 93 69 63 83 681 569 122 4,8
4,9 204 21 7,00 . 70 66 88 690 589 134 4,9
5/0 0,200 2,24 7,07 1,71 3,68 7,94 699 1,G09 148 5,0
5,1 196 26 14 72 71 99 708 629 164 5,1
5,2 192 28 21 73 73 8,04 716 649 181 5,2
5,3 189 30 28 74 76 09 724 668 200 5,3
5,4 185 32 35 75 78 14 732 686 221 5,4
5,5 0,182 2,35 7,42 1,77 3,80 8,19 740 1,705 245 5,5
5,6 179 37 48 78 83 24 748 723 270 5,6
5,7 175 39 55 79 85 29 756 740 299 5,7
5;в 172 41 62 80 87 34 763 758 330 5,8
5,9 169 43 68 81 89 39 771 775 365 5,9
6.0 0,167 2,45 7,75 1,82 3,91 8,43 778 1,792 403 6,0
6,1 164 47 81 83 94 48 785 808 446 6,1
6,2 161 49 87 84 96 53 792 825 493 6,2
6,3 159 51 94 85 98 57 799 841 545 6,3
6,4 156 53 8,00 86 4,00 62 806 856 602 6,4
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Продолжени

X 1
X Vх У  ю* Vх ^10* {Поох ie х In X X

6,5 0,154 2,55 8,06 1,87 4,02 8,66 813 1,872 665 6,5
6,6 152 57 12 88 04 - 71 820 887 735 6,6
6.7 149 59 19 89 06 75 826 902 812 6.7
6,8 147 61 25 89 08 79 833 917 898 6,8
6,9 145 63 31 90 10 84 839 932 992 6,9
7,0 0,143 2,65 8,37 1,91 4,12 . 8,88 845 1,946 1097 7,0
7.1 141 66 43 92 14 92 851 960 1212 7,1
7,2 139 68 49 93 16 96 857 974 1339 7,2
7,3 137 70 54 94 18 9,00 863 988 1480 7,3
7,4 135 72 60 95 20 05 869 2,001 1636 7,4
7,5 0,133 2,74 8,66 1,96 4,22 9,09 875 2,015 1808 7,5
7,6 132 76 72 97 24 13 881 028 1998 7,6
7,7 130 77 77 97 25 17 886 041 2208 7,7
7.8 128 79 83 98 27 21 892 054 2441 7,8
7,9 127 81 89 99 29 24 898 067 2697 7,9
8,0 0,125 2,83 8,94 2,00 4,31 9,28 903 2,079 2981 8,0
8.1 123 85 9,00 01 33 32 908 092 3294 8,1
8,2 122 86 06 02 34 36 914 104 3641 8,2
8,3 120 88 11 02 36 40 919 116 4024 8,3
8,4 119 90 17 03 38 44 924 128 4447 8,4
8,5 0,118 2,92 9,22 2,04 4,40 9,47 929 2,140 4915 8,5
8,6 116 93 27 05 41 51 935 152 5432 8,6
8,7 115 95 33 06 43 55 940 163 6003 8,7
8,8 114 97 38 06 45 58 944 175 6634 8,8
8,9 112 98 43 07 46 62 949 186 7332 8,9
9,0 0,111 3,00 9,49 2,08 . 4,48 9,65 954 2,197 8103 9,0
9.1 110 02 54 09 50 69 959 208 8955 9,1
9,2 109 03 59 10 51 73 964 219 9897 9,2
9,3 108 05 64 10 53 76 968 230 10938 9,3
9,4 106 07 69 11 55 80 973 241 12088 9,4
9,5 0,105 3,08 9,75 2,12 4,56 9,83 978 2,251 13360 9,5
9.6 104 10 80 13 58 86 982 262 14765 9.6
9,7 103 11 85 13 59 90 987 272 16318 9,7
9,8 102 13 90 14 61 93 991 282 18034 9.8 I
9,9 101 15 95 15 63 97 996 293 19930 9,9

10,0 0,100 3,16 10,00 2,15 4,64 10,00 000 2,303 22026 10,0

В графе lg х  даны мантиссы десятичных логарифмов.
Для нахождения натуральных логарифмов чисел, больших 10 или мень

ших 1, нужно пользоваться формулой
In (х • 10*) =  In ж +  ft In 10.

Заметим, что
In 10 — 2,303; In 10» =  4,605;

lg х  =  0,4343 In x; ln x  =  2,303 lg x.
Формулы для приближенного извлечения корней:

1) v ' 1 +  * ^  1 +  ~  +  * -■ х' ПРИ 1*1 <1-

2) +  при | -А -| <  1.




