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SO‘ZBOSHI

Respublikamizda kadrlar tayyorlash Milliy dasturining birinchi (1997-
2001 vyillar) va ikkinchi bosqgichlari (2001-2005-yillar) yakunlandi. O'tgan
vaqt mobaynida Respublika Oliy ta’limi tizimida katta o'zgarishlar bo‘ldi,
xususan, yangi Davlat ta’lim standartlari ishlab chiqgildi va tasdiglandi. lIm-
fan jadal taraqqiy etayotgan, zamonaviy axborot-kommunikatsiya tizimlari
vositalari keng joriy etilgan jamiyatda turli fan sohalarida bilimlarning tez
yangilanib borishi, ta’lim oluvchilar oldiga ularni jadal egallash bilan bir
gatorda, muntazam va mustaqil ravishda bilim olish vazifasini go‘ymoqda.

Qabul gilingan yangi Davlat ta’lim standartlarida ilg'or chet el oliy
ta’lim muassasalarida keng qo'llaniladigan va yaxshi samara beradigan mus-
tagil ta’lim olish usuliga asosiy e’tibor qaratildi. Talabalarda o‘quv ada-
biyotini mustaqil o'rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil
gilish, mantiqiy fikrlashni o'stirish va matematikaviy madaniyatning umu-
miy saviyasini ko'tarish, tatbiqiy masalalarni matematikaviy tomondan tek-
shirish malakalarini hosil gilish va bu masalalarni matematikaviy tilda ifo-
dalashga o'rgatish magsadida o‘quv dasturlariga matematik analiz fanidan
mustagil ishlar Kiritildi va o'quv rejasida ularga mos soatlar ajratildi.

Ushbu qo'llanma matematik analiz fani chuqur o‘rganiladigan univer-
sitetlaming talabalari tomonidan mustaqil ishlarni bajarishga moijallangan
bo'lib, u bakalavriatning «Matematika», «Tatbigiy matematika va informati-
ka» va «Mexanika» yo'nalishlari Davlat ta'lim standartlariga mos keladi.

Qo'llanma to'qqiz paragrafdan iborat bo'lib, 1-8 da matematik analiz fa-
nidan mustaqil ishlarni bajarish jarayonida kerak bo'ladigan asosiy formula va
goidalar keltirilgan. Qolgan paragraflarda esa «Ketma-ketlik va funksiya limi-
ti», «Funksiya hosilasi va differensiali, ularning tatbiglari», «Anigmas va aniq
integrallar, ularning tatbiglari», «Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar», «Sonli gator-
lar», «Funksional ketma-ketliklar va gatorlar», «Xosmas va parametrga bog'liq
integrallar» va «Karrali va egri chizigli integrallar, Sirt integrallari va maydon-
lar nazariyasi elementlari, Furye qatorlari» mavzulari bo'yicha 8 ta mustaqil
ish tavsiya etilgan. Har bir mustaqil ishni berishdan awal shu mustaqil ishni
muvaffagiyatli bajarish uchun lozim bo'ladigan asosiy tushuncha va tasdiglar
keltirilgan (A bo'lim). B bo'limda talaba bajarishi va keyin topshirishi lozim
bo'lgan 21 ta variantdan iborat mustaqil ish vazifalari tavsiya gilingan. D
bo'limda esa talabaning mustaqgil ishni bajarishini va undagi materialni
o'zlashtirishini yengillashtirish magsadida 1 ta variantdagi (21-variant) barcha
misol va masalalar to'liq yechib ko'rsatilgan.

Qo'llanmani tayyorlashda mualliflar tomonidan mavzularning oddiy va
sodda tilda, tushunarli va ravon bayon etilishiga, fagat zarur, lekin fanni
malakali tushunish uchun yetarli ma’lumotlami berishga, Mirzo Ulug'bek
nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o'gitilishi jarayonida yig'ilgan tajribalardan imkon
darajasida to'lig foydalanishga harakat gilindi. Shu munosabat bilan muallif-
lar o'quv go'llanma talabalarda bilim olishga intilish hissi, mustaqil fikrlash
malakalarining shakllanishiga xizmat giladi, deb umid bildiradilar.
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I-§. ASOSIY FORMULA VA QOIDALAR
1°. Qisga ko‘paytirish formulalari va Nyuton binomi

.(axby =a2+2ab+

(axb)b=a3+ ba'b +3ab2+ b3.
(axhb)d=ad4+4aPb +6abh2+4abl +bim
a2-b2={a-b)(a +b).

. CPtb>=(atb)(a2+ab +b

SIS

6. («+*)' =ic,V -‘6°=1C.Vi*-* :
wi
yerda Co=—  M=1-2-... 1 va 01=1

7.a" - A'=(a-b)*Ta"-'-kbk= (a-b)Eakh"-1=
*0 AD

+0"-6+23” +6"') bu yerda neAf, /7> 1.
8.a" +b"=(a+b"a" '—a" ~b+a~~ —a"-*b' +... +b"~", bu yer-

n-i dan katta bo'lgan ixtiyoriy tog natural son.
2°. Daraja va ildizning xossalari. Logarifmlar

1L =1 r?.<?=el\ £ =«*-', (rf)ly=a\ {a-b)x=a'-b\ a*=+

2- Jab =4a-4b , =
i[Ha”4a, Vo"»*/»-

3.=47?" ={"m a8srail =»”~=-»",agar ,ao bo'lsa;
[-a, agsr bo'lsa
Y[a<"4b, agar o<a<b bo'lsa.

4. Ixtiyoriy x uchun a*>o;

ax=ayo m=jy.



x>y, agar a>1 boMsa,
[n-<~, agar O<a<l bo‘lsa
6. (*>0, a>0, ~>0, b>0). b=a°*b’ log_rjc=1 logvl=0»

5- a*>ay

log* (*>>) = log,,*+10og4y, log* —=logAx - log*y , log txm— logAX

log,a’ log* a
3°. Trigonometrik funksiyalar va trigonometriya formulalari
1. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari

Sinx COSX toIT ctgx
< + + + +
o< <—
A +
—_ <x <4
2
39 + +
RSy
+
— <Xx<24
[ ]

2. Trigonometrik funksiyalarning ba’zi bir burchaklardagi

giymatlari
Radianlar 0 A A A a A 3’ 21
H 7 7 7 T
Graduslar 0° 30" 45" 60° 90" 180" 270" 360"
sin.v 0 | 72 73 1 0 -1 0
2 2 2
COoSX 1 73 1 0 -1 0 1
2 2 2
tg* 0 £ 1 73 - 0 - 0
]
ctg* - 73 1 7:33 0 - 0



3. Asosiy trigonometrik ayniyatlar

1. sir% T+ coszx :'I.

in* f n
2. tgjc = - , *_l:ﬂ-ln
cosa 4 2 j
COS A 4 f 7
3. CtgX— —, (x*l‘ll‘l). 4., tgA *Ctg A—1, I.x g
sin* \ 2
5 1+tg:A=—1 \x®d*r+4an) dl+ctgx=—4-.(.r*nu), (nez).
Ccos X V J sin”.v K

4. Keltirish forniulalari
Yy ->

Flzi X nz+x I 2n A
sin_y GBA +sinx -COSA +sinx
cos V +sin A -COSA £Sil1A cosx
tgy +Ctg.Y +tg X CigA +tgx
ctgy +tgA iCtg.Y tgA +ctgx

5. Burchak yig‘indisi va ayirmasi uchun formulalar

) ] ] tgxxtgy
1. sin(.Y#j) =sinx-cos7+cosx-sin>'. 3.

+ tgx-tg>"_e
/ \ . . I .\ CtgA-CigV+l
2. cos(.y+ V) =cosy-cos V+sin.v-sinv 4. ctg(*+>") B’ s g

ctgvictg.Y
6. lkkilangan va karrali burchak uchun formulalar

. . 2tgA
1. sin2Xx =2sSIinXc0SX = - g

1+ tg- X
. ., l-tg 2x
cos2jy- cos”.Y-sin2y=2cos:-Y-1=1-2sin.@x=
1+tg-x’
tg 2 X = ="~ o = e 2 —oeeee 4 Clg2j=SB-J~1=clg*- ‘e*
1—+g" X Ctg”R~—tgyY * 2ctgx 2

sinjx = 3sinA —4sin jr. 6. c0s3*=4c0s39 —3cosy*



. 3tgr—g3n ctg3x-3ctgx
7. tg3nr= 16 2— . 8. ctg3x=-" —- -3 -
1-3tg X jetg .Y-I

7. Yarira burchak uchun formulalar

l-cosx l-cosx sin* l-cos™*
1 5|n——+j —————————— . 3. tg——+ = = :
2 \Y% 2 vl + cosx I+ cosx sinx
s o X /14 cosx A ct X . II+cosx  sin* 1+cosx
=+J— —————l c ——_
Stz %/ g Vli-cosx l—eosa " Sinx

X
Izoh: Tengliklardagi “+” yoki ” ishora — burchakning gay-
si chorakda joylashganligiga garab tanlanadi.

8. Trigonometrik funksiyalarning darajalari uchun formulalar

I- cost 2 _ l+cos2x
1. sin'X = —----—n- 2. COS X = --m-m-m-mmmm-
2 2
.3 3sinx-sin3x 3 3coSx +cos3x
3. SN X = —mmmmmemmeen 4. COS X = —--mmimmmmioieoan
4 4
9. Trigonometrik funksiyalarning yig‘indi va ayirmalari uchun
formulalar
o X+ -
1. sin;c+sinv:25in)-(---¥--cos—)s——y-. 7. sinx-smv= 25m y-cos -y
2 2 2 2
X+Vv _ X- . XtV . X-
3. cosx+cosv=2c0s Y cos—Y. 4. COSX-C0S_Yy=-2sin— YsinX-Y
(4

n
-+ x =\/2cos .
U J u4 j

6. A-cosx_+ Bsinx =\JA2+B2sin(x +>>);

bu yerda sin'=7J=7"
sin(x+y) sin(x +.y)
7. tgxxtgj/ = - - s. ctgx xctgy = , '
cosxcosy sinx-sinj;

cos(x-y) cos(x +j>)
9. tgX+Ctgy =--—-- m -\, 10. Ctgx—tg
cosxsin>> SMX-COS_Y



10. Trigonometrik funksiyalarning ko‘paytmalari uchun formulalar

1.

7.
8.

sinx-sinjy = -*[cos(x->>)-cos(x +,y)].
cos*ecosy ="[cos(x - y)+cos(m+y)].
sinx-cos>> = A-[sin(x->") +sin(x +7)].
cosxesiny =~[s'n(*+.y)“s'n(** >0] «

tgxmgy — g_j_tg_y ctgXectgy : ctgx +ctgy_
ctgx +ctgy tgx + tgy

sin (X +>esin (X - y) =€0S2y - COS2X .

cos(X - y) mos (X +y) = cos2y —sin2x .

Izoh: Yugorida keltirilgan ayniyatlar va formulalar tenglikning
har ikkala tomoni ma’noga ega bo‘lgan giymatlarida o‘rinli bo‘ladi.

1

L

4°. Teskari trigonometrik funksiyalar
y = arcsinx.

nn
DOO =[-1; I], E(Y) = 279

. Y = arc cosx.
apn =[-1; 1], £>>)=][0;r], arccos(-x)=;t—arccosx.
y = arctgx.

D(y) = (-«>;+00), E(y) =( ~ A [(-x)=-/(*).
V z z/
y = arc ctgx.
-O(») = (—&;-k»), E(y) =(0;;r), arcctg(-x)=7i-arcctgx. .
5°. Trigonometrik tenglamalar
. la]>1=>x€0
sinx =a:

|o] <1=>x = (-1)* arcsin a +1Kk,

9



n . n
bu yerda keZ va <arcsina< —

rH>i: 0
2. cosx=a: bu yerda O<arccosa <n.
|a] < 1=>x = larccosa + 2nk,
noan
3. tgx=a=>x=arctga+;rA:, bu yerda arctgae , , Va aeR-

4. ctgx=a x=arcctga+nk, bu yerda arcctgae(0;;r) va aeR-

6°. Eng sodda trigonometrik tenglamalar yechimlari jadvali (k e Z)

a sinx =a cosx=a
0 X =K - Dk
2
1 X =2NK
X = —+ 21T
2
-1 _ X =N +2/K
X=-—+20K
2 .
1
X=(-1Y —+5K X = —+20K
2 V' 6
' x:f—5*+"5+;r£ x:iy—+2nk
2 \% 6
U5 X-(-1Y | +x* X =% —+27K
2 6
X = () H=+1K X=t— +2;7f
2 3 6
A x=(-1Y —+nk X=%-+20*
2 v 74 4
3n-
A =+— + 2/l
oS V' 4 X 2 H

10



a tgX = tf ctgx = a

0 = 7K
X- —+1K
2
! X=—+JIK x =" 4 )
4 4
-1
X =-—+K X:E+/FA'
4 4
V3 X =— 41K X=—+NK
3
-}1/3 X = —ﬂl+ﬂlz X = Eg:_bg'q:
x =1L+ nk X =—+nK
3 6
3 X =- —+K x=2" 4k
3 6
7°. Giperbolik funksiyalar
ex- e'x ex
1. shx:=-— — . 2. chx:=—
2
3. = 4, cthg:=m
chv ex+e- sh* ex-e"
5. ch2jc—sh2jc=1. 6. sh2x=2shxchx.
7. ch2x =ch2x +sh2x. 8. thxcthx =1.
8°. Arifinetik progressiya
{an} :al,a2,...ai..... - arifmetik progressiya <= Vn<=N uchun
a,*\=°,,+d (d —ayirma).
1. an*=cin+d’ 2. an=a'"™~r +°"*1  («>1)e
3. an=a, +(/7-\)d. 4. an-ak+d\n-k) (1<&<wu-1).

u



5. a,=a"k*a—, (l<*<n-1). 6. an+aT=ak+ap, agar

n+T=kK+p bo‘lsa.

7. S,=al+a2+...+a,= Bt = 2a:x9(n:Y) n

9°. Geometrik progressiya

{M: b\b2...,bn,... (65*0) - geometrik progressiya <> VweN
uchun bn=bri-q (<jr-maxraj). -

LK*=b,,-q. 2. 62=ViA#H «>b

3bn=br ¢j"-". 4. bn=bk-qnk (1<A:</7-1).

5- bn=b,, t-ql,(]<k<n-\)- 6. bn+k=b,,-gk.

7.=bll k-bntk, (I <£ < 7—1)+ 8. 6n-b=bk-bp agar n+m=k+p bolMsa.
\-q™ b g—bf

Voo om = g4 L 2%1
9. Sn-bl+b2+..b, = 12 7 9-1

et 9=1
10. S=ton5,=j"-, agarO<|g|<| bo‘lsa.

10°. Tenglamalar
1. Chizigli tenglama ax=b; n
a) agar a* 0 bo‘lsa, yagona x=; yechimga ega;
b) agar a=0, b* 0 bo‘lsa, yechimga ega emas;
d) agar a=b=0 bo‘lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu holda
ixtiyoriy x tenglamaning yechimi bo‘ladi.
2. Chizigli tenglamalar sistemasi
(a,x +b,y =cl

\ax +h2y=c?2
Aytaylik, A=a"-, - ad,, Ax=b:c;-bx2 va Ay=af2-a Zx bo‘lsin.

AX Ay .
a) agar g”o bo'lsa, yagona x=—, y A yechimga ega;

b) agar g =0 bo‘lib, Ax va Ay lardan birortasi 0 dan fargli
boMsa, yechimga ega emas;

12



d) agar O=[Ox=[0>"=0 bo‘lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega.

e) Georaetrik talgini: ax+by =c tenglama tekislikda to‘g‘ri chi-
zigni aniglaydi. A*0 shart ikkita to'g'ri chizigning kesishishini va
ularning yagona umumiy nuqtaga ega boMishini bildiradi. b) dagi
shart ikkita to'g'ri chiziglarning parallel boMib, ularning umumiy
nugtaga ega bo'lmasligini anglatadi. Va nihoyat, A= Ax=Ay=0 shart
ikkita to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushishini va ularning cheksiz
umumiy nuqtaga ega bo‘lishini bildiradi.

3. Kvadrat tenglama ax2+bx+c=0: D =b2- 4ac bo‘lsin.

a) a- 0 bo‘lsa kvadrat tenglama yuqorida ko'rilgan chizigli teng-
lamaga aylanadi; a*0 bo'lib,

b
b) D=0 bo‘lsa, yagona *:_ﬁ yechimga ega;

. L -b£\[b .
d) D>0 boisa, ikkita &, =_""2_é"" yechimga ega;

e) D<O0 bo‘lsa, yechimga ega emas.
4. Viyet teoremasi:
a) agar v, va A2 lar x2+px+q =0 tenglamaning yechimi bo'lsa, unda

\Xi +x2=-p

bo'ladi; x-x2=q
b) agar mr, a, va X, lar m3+px2+qgx +r =0 tenglamaning yechi-
mi bo‘lsa, unda
"X, + X, +X3=-p,

X, %, + X, X3+ XX. =

bo‘ladi.
5. ax=b, a> 0 tenglama
a) b>0 bo‘lganda x=logu6 yechimga ega;
b) b<0 bo'lganda yechimga ega emas.
6. logox =b tenglama a >0 bo‘lganda x =ah yechimga ega.
7. Trigonometrik tenglamalar:
n—ixtiyoriy butun son bo'lsin.

a) sinjc=a tenglama Ja|<l bo'lganda x=(-1)"arcsina +«*

yechimga ega, lal>1 bo'lganda esa yechimga ega emas;

13



b) cosx=a tenglama |a|*1 bo‘lganda x =ztarccosc/+2wr
yechimga ega, |a]>1 bo‘lganda esa yechimga ega emas;

d) tgx =a tenglamaning yechimi * =arctga +wyr bo‘ladi.

e) ctgx =a tenglamaning yechimi x =arcctga +wr bo‘ladi.

11°. Tengsizliklar
1. Tengsizliklaming xossalari:
a) a>b » ixtiyoriy ¢ uchun a+c>b +c
b) a>b va ¢c>d = a-+c>b +d’,
d) a>b va ¢>0 => ac>hc\
e) ath va c<0 => ac<hcm
2. Chizigli tengsizlik ax>b
a) a=0 va b>0 bo‘lsa, yechimga ega emas;
b) 0=0 va b<O0 bo‘lsa, xe(-00;+00) boMadi;
fb ) f M

d) a>0 bo‘lsa, X8 —*°°" va a<0 bo‘lsa, ’\_00’5_1)
bo‘ladi.

3. ax<b tengsizlik (—1) ga ko'paytirilish yordamida -ax>-b
tengsizlikka keltiriladi.

4. Kvadrat tengsizlik ax2+bx+c>0: D -b2-/lac boisin.

a) 0=0 bo‘lsa kvadrat tengsizlik chizigli tengsizlikka aylanadi;

b) a<0 bo‘lib, D<0 bo‘lsa yechimga ega emas;

r-b +jD -6-VzP
2a 2a

d) a<0 bo‘lib, D> 0 bo‘lsa, xe boMadi;
e) a>0 boMib, D>0 bo‘lsa,

-b-Jd }u -b+y[D _ N1
2a 2a

Xxe -00:

f) a>0 va D>0 bo‘lsa, xe(-00;+00) boiadi.
5. ax2+bx+c <0 kvadrat tengsizlik (—1) ga ko‘paytirilish yor-
damida -ax2-bx-c> 0 tengsizlikka keltiriladi.
6. a) a>1 bo‘lganda a/(x)>agix) tengsizlik /(x)>g(x) teng-
sizlikka teng kuchli;
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b) 0<<<1 bo‘lganda af(x)>a*'x) tengsizlik f(x)<g(x) teng-
sizlikka teng kuchli.

7. a) b>1 bo'lganda log4/(x) >log*g(*) tengsizlik
f(x)>g(x)>0 tengsizlikka ekvivalent;

b) 0<6<1 bo‘lganda logA/(.x)>log,,g(;t) tengsizlik
0</(*)<#(*) tengsizlikka ekvivalent.

8. Ratsional tengsizliklar intervallar usuli yordamida yechiladi:
ratsional kasr surat va maxrajining barcha ildizlari butun sonlar
o‘qini intervallarga ajratadi. Har bir intervalda ratsional kasr 0‘z
ishorasini o‘zgartirmaydi. Kerakli intervallar tekshirish yordamida
topiladi.

9. Trigonometrik tengsizliklar:

a) sin;c>a tengsizlik:

1) a>1 bo'lsa, yechimga ega emas;

2) a<-1 bo'lsa, nre(-oo; +oo) bo'ladi;

3) -1l<a<1 bo'lganda, xe(arcsin<3 +2/?;r; n -arcsina+2/m)
bo‘ladi.

b) sinx<a tengsizlik:

1) a<-\ bo‘lganda yechimga ega emas;

2) a>| bo'lsa, are(-oo; +oo0) bo‘ladi;

3) —d< < 1 bo'lsa, xe(-/r-arcsina+2wr; arcsina+2nn)
bo'ladi.

d) cosx>a tengsizlik:

1) a>[ bo'lganda yechimga ega emas;

2) a<—1 bo'lsa, Jte(-o0; +o00) bo'ladi;

3) -l<a<l| bo'lganda* *e(-arccosa+2«/r; arccosa+ 2w;r)
bo'ladi.

e) cosx<a tengsizlik:

1) a<-1 bo'lganda yechimga ega emas;

2) a>1 bo'lsa, *e(-co; +co) bo'ladi;

3) -l<a<l bo'lsa, xe(arccosa+2/7/r; 2n- arccos<3+ 2«")
bo'ladi.
0 igx>a tengsizlik yechimga ega.
\
g) tgx<a tengsizlik arctga+nn  yechimga ega.
/



h) ctgxxj tengsizlik xe(w/r; arctgan-nn) yechimga ega.

i) ctgx <a tengsizlik xe (arcctga+nn\ n +nn) yechimga ega.

10. Modul gatnashgan tenglama va tengsizlikni yechish uchun
modul ostida gatnashgan funksiyalarning barcha nollari topiladi,

ular yordamida sonlar o‘qi oraliglarga ajratiladi va har bir oraligqda
moduldan qutulinadi.

12°. Ajoyib va muhim limitlar

on
1. >I>I-g>1>2_:0' 2. I|/|I_[%]—|:0.
3 nra =0 (0>1)- 4 NG =0 (Vo>0y
5. Hggnq =o, }q\l<1. 6. IirE:Va=I (a>0).
7. Ilim ~U o (n>1). 8. lim~n- 1.
. foly
0 lim—p==o 10. Hm 1+ -
X yjn\ XV onj
oo sinx o tgx o osin L thx SUIQf.X
11, %‘“X\'"I%ﬁ)_ —I|m—y —|)I([1'Io— =1, 12, um
. z . In(L-n
13. Ilrg(ll+jt;)1:e 14. Ilrg—l —————— =\
J=» X=> X
_eT-1 X1
15. _Irl_ga 16. 1!551———;———— Intf (a>o).
7.1 i m -a taeR).
X0 X

18, limxalnx = lim x~alnx = lim xae~x=0 (a>0).
.r->+0 X-*-He X-*+T.

13°. DifTerensiallashning umumiy qoidalari
1. y-c =const, y’=0. 2. y =c-u {c-const), y'=c-u’.
3. y=uzxv, y'-u’tv’. 4. y-=u-v, y'-ti'-v +u-v’.
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5.

y=" (ulyno), yr =2 6 y= iy (n=uGo):
™ Y=/(x), x-f'(y) Y* v 8. y=uv, y,=ur v’ \nu+uw"-v-u'.

11

13.

15.

17.

14°. Asosiy elementar funksiyalarning bosilalari

(X")’=;;xne\

(sinx)'=cosx.

(tg.r)’ =—V-
(Inx)'=-.
X
{ex)" =e\
(arcsinx) '=
(arctgx)' = -—---- r
1+ X"
(shx)'=chx.
(thx)'= 1
clrx

19< (arcsh.v)"

21.

(arcthx)’=

2.

4.

6.

8. (log,x)'=—— (a>0, a*\).
xma
10.

22.

14.
16.

18.
20.

22.

(xx)' =x*-(I + Inx).

(cosx)'=-sin x.

ctgx)' = —
(ctgx) sin2x

(a’)'=ajrlna (ar>0).

(arccos)' = - *
V1-x 2

arcctgx)' =-

( 9x) 1+x2m

(chx)"—shx.

cthx)' =-

( ) sh2x

(arcchx)' =

arccthx)’= -

( ) 1-x2

15°. Integrallashning umumiy qoidalari

1 d[\f(x)dx\ =f(x)dx.

17

2.

\dF (x) =F (x) +c.

i;...>/11'OTEK"

Bvx. TUN
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\dx =x +c.

+C

Jf-1

8. jV<E*=ex+c.

fsin.talx = -co
J

SX +C.

12, Jsjn=x =~ctSx +cm

14. fshxdx=chx+c.

16. { ~'y- ~cth-x +c.

f =arctgx +c.
JI+x
f dx .
h — =arcsmx+
vi-ar
0) JZdXH;r:D<C7

H&z,;a

3. |c/"(n-)a[x = c|/(n:)<alx  (c =const ®0).
4. j[1(*)xg(x)]A = J/(x)<fct |g(x)dx.
16°. Anigmas integrallar jadvali
1. Jo dx =n. 2.
3. jxadx=-"—~+c (a*-l1, aeR). 4.
5 Jit X
7. J "¥—=—ngx+6|+c (a*0).
9. jVtic= +Cc (a>0, agr*1). 10.
J Ina
11. JcosA'tix =sinx +c .
13. f dx— =tgx+c.
Jcos'X
15. jchxdx=shg+c.
17. |—=r--thx+c. \-*r=thx+c. 18
chx Jch'x
IR i y
19. \-A=-arctg-+c {a*0 . 20.
Ja~+x~ a a
' , dx :arcsinX—+C / \a>
23 J. x =—In +c (a*0)
" Ta -n 2a a—X

18
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X+\Ix2+a +c (a# 0)

24. h.r - -
yIxX +a
xdx /2 2
25. yjla‘AJ_rx_ =xyJa £x +cC-

26. JV<r-x2dx="T7a:-*2+y

217. 3V*2ia2dx :?ijZiaZi—Zlnx+y/x2+a +c,

dx (X an

X t
= - +cC. =In +cC
Intg 2 29. chosx 9 12 4)

28 Jsmx

2 N Anlnt+C 31 fdx =-Injcosic|+c

Ctg o

17°. Aniq integralning tatbiglari
1. Anig integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.

a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar /(.x)eC[a,A], /,(x)eC][a,i] bo‘lib,
\ci<x< b,

=<
{f.(x)<yS/.(x)

1

b) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar

boMsa, u holda

\a<<p<p,
D=<
[O<r<r{(p)
bo‘lib, r{(p)eC[a,p] bo‘lsa,

19



boMadi.
2. Anig integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
AB'- {(r’/(-x)):;ce[a’]} bo‘lib, f'[x)&C\a,b\ bo‘lsa, unda
AB egri chiziq uzunligi | ushbu

formula yordamida hisoblanadi.
b) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig yoyining uzun-
ligini hisoblash.
fx =<p(v),
Agar AB: U =vy/(f) a<t</3 bo‘lib, <p'(t)eC[a,0\ va

y/'(t)&C[a,0\ bo‘lsa,

l« NM O T+1V '00T**
bo‘ladi.
d) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizig yoyining
uzunligini hisoblash.
\a<(p<p,
A8ar AB-1r=r(p) bo‘lib’ r\(p)eC[a,p] boMsa unda

1=\yjr-{<p) +\r'{(p)\d<p

bo'ladi.

3. Aylanma sirtning yuzasi.

AB: {(*>/(*)) :ac€[a>*]} bo'lib, /(-v)>0 va f'(x)eC[a,b]
bo‘lsin. xB yoyni OX o°‘gi atrofida aylantirish natijasida hosil
bo‘lgan aylanma sirtning yuzasi ushbu

S=2nj/(* X /1 +[/*(*)]2dx

formula yordamida hisoblz;nadi.
20



4. Aylanma jismning hajmi.

fa <x <b,
Ushbu D=j0<y</-(g) egri chizigli trapetsiyani OX o‘qi

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma jismning hajmi

V=*[f(x)}dx
formula yordamida hisoblanadi.

5. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

OX o‘gida shu o‘q bo‘ylab biror jism F-F(x) kuch ta’sirida
harakat gqilayotgan bo'lsin. Agar F(x)eC[a,i] bo‘lsa, F=F(x)
kuch ta’sirida jismni a nuqtadan b nuqtaga o'tkazishda bajarilgan
ish ushbu

b
A= "F(x)dx
formula yordamida hisoblanadi.

6. Statik moment. Og‘irlik markazi.

Egri chizigning OX va OY o‘glariga nisbatan statik moment-
lari M. va My lar )

i
Mx = \ydl va

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl=yj(dx)2+ (dy)2~

yoy differensiali, | esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chizig og‘irlik markazining koordinatalari esa ushbu
M v M
*o=— ; Yo=—

formulalar yordamida hisoblanadi.
7. GeometriK figuralaming statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

fa<x<b

egri chizigli trapetsiyadan iborat bo'lsa, unda
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1 1 mv MJl
K =~{y3dx, My=17\x%c va (Wo) =

b
bo'ladi. Bu yerda $ ~ \y{x¥x —trapetsiyaning yuzi.

18°. Matcmatik bclgilar
Formula, ta’rif va tasdiglami yozishda quyidagi matematik belgi-
lardan foydalanish qulay bo'lib, yozuvni ancha ixchamlashtiradi:

g —tegishli,
g —tegishli emas,
c —gism,
V —ixtiyoriy,
3 —mavjud,
3!—mavjud va yagona,
=>—Kkelib chigadi, “...bo'lsa, ...bo'ladi”,
o —teng kuchli,
:=-ta’rifga ko'ra teng,

shunday,
n-va,
v -yoki,
< —ishotning boshlanishi,
> —jshotning oxiri.
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2-§. 1-MUSTARQIL ISH

Ketma-ketlik va funksiya limiti
Sonli ketma-ketlik va uning limiti.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar.
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti.
Fundamental ketma-ketliklar.
Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
Funksiyaning limiti.
Funksiyaning uzluksizligi va uzilish nuqtalari.
Funksiyaning tekis uzluksizligi.
A -
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Sonli ketma-ketlik va uning limiti

1-ta’rif. Agar har bir n&N natural songa biror qonun yoki qoi-
daga ko'ra bitta x,, hagiqgiy son mos qoyilgan bo‘sa, x,, X2, ..., xn, ...
sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va n {gr,} kabi belgilanadi.

xn («=1,2,...) miqdorlar {*,} ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
{£Y,} va ketma-ketliklar berilgan bo‘lsa,

K+n} ={"+N1» x2+y2,...},

= x2 y2,...},

1 (Y*o, u=12..)

ketma-ketliklarga mos ravishda {*.,} va {y} ketma-ketliklarning
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi.

2-ta’rif. Agar 31  (3w) son mavjud bofisaki, \/neN uchun
%, <M (*,>/>;) tengsizlik o'rinli boisa, {*,} ketma-ketlik yugori-
dan (quyidan) chegaralangan deyiladi. Aks holda esa, yahi
VA/ (V7)) son olinganda ham 3ne N son mavjud bo ‘saki, xn>M
{x,,<m) bo'tsa, {m,} ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralan-
magan deyiladi.
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3-ta’rif. Agar 3M >0 son mavjud bo'lsaki, \fne N uchun
xm\<M bo‘lsa, {n;,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. Aks hol-
da esa, yahi VM >0 son olinganda ham 3neN son topilsaki
la,|>M boflsa, {a,} chegaralanmagan ketma-ketlik deyiladi.

4-ta’rif. Berilgan {a,} ketma-ketlik uchun shunday a son topilib,
Vf>0 son olinganda ham 3n0=n0(e,a)e N son mavjud bo'lsaki,
n >n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun
\x,,-a\<£ tengsizlik o'rinli bofisa, a son {m,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi va X,,- @ Ko Tinishda belgilanadi.

Agar 4-ta’rifdagi shartni ganoatlantiruvchi a son mavjud
bo‘lmasa, {m.} ketma-ketlik limitga ega emas deyiladi.

5-ta’rif (4-ta’rifning inkori). Agar V/?0e N son olinganda ham
3s >0, 3n>n0 son topilsaki, |an-a\>s boflsa, a son {v,} ketma-
ketlikning limiti emas deyiladi va J™x,,=a Ko finishda belgilanadi.

6-ta’rif. Agar {a,} ketma-ketlik chekli limitga ega boisa, bu
ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi. Aks holda bu ketma-ketlik uzog-
lashuvchi deyiladi.

2°. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-kctliklar
1-ta’rif. Agar {r} ketma-ketlikning limiti nolga teng (*™xn )
bofisa, {a,j ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. Agar VM >0 son olinganda ham 3u0e N son mavjud
bofisaki, Vh>h0 natural sonlar uchun Ja,| >M tengsizlik ofinli boisa,
{a;,} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Agar {a,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, *™jid»=00
ko‘rinishda yoziladi. Agar {a,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lib,
biror nomerdan boshlab barcha hadlari musbat (manfiy) bo‘lsa,
tonxn=+00 (limA =-00) ko‘rinishda yoziladi.

Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi,

lekin bu tasdigning teskarisi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
1-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklar yig indisi
cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi.
2-teorema. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ket-
ma-ketlik kopaytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi.
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3-tcorema. Agar VneN uchun x,*0 bofib, {*,} - cheksiz

katta (cheksiz kichik) ketma-ketlik bo‘lsa, n holda |~ | cheksiz
kichik (cheksiz katta) ketma-ketlik bo'ladi.
4-tcorema. bofishi uchun {a,) ={xn-a\ ketma-ketlik-

ning cheksiz kichik ketma-ketlik bofishi zarur va yetarlidir.

3°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
1-teorema. Agar {r,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, uning
limiti yagona bo‘ladi.
2-teorema. Agar {*,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo'lsa, n che-
garalangan bo'ladi.
3-teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi
bo'lsa, n holda {*,tv,}, {xn-y,} ketma-ketliklar ham yaginlashu-
vchi bo'ladi va
Illi_gg(xniyn):lllexw_r H_r&ynr
lim(x, -y,,) =limx elimy
formulalar o‘rinli bo‘ladi.

4-tcorema. Agar {*.} va {.,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi

Xss
bofib, VneN uchun y,*0 va 1™y, *0 bo'lsa, |~ | ketma-

ketlik ham yaqginlashuvchi bo'ladi va

y  limx,
Iim—= —

Y, o it
formula o‘rinli boMadi.
5-tcorcma. Agar limx,, =a bo lib, biror nomerdan boshlab xn>c
(@n<c) bo‘sa, n holda a>c Ac) befadi.
6-teorcma. (“Ikki mirshab hagidagi teorema’). Agar limx, =a,
limyn=a bo'lib, biror nomerdan boshlab xn<zn<yn tengsizlik o'rinli
bo ‘Isa, n holda ;‘;r&zn=a bo fadi.
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X 0
lim”" =0 bo’lsa, nl_IQ"y— ga o ko'rinishdagi
anigmaslik deyiladi. % 0-00, 00-00 va boshga ko'rinishdagi
anigmasliklar ham shu kabi ta’riflanadi.

4°, Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

1-ta’rif. Agar {*,} ketma-ketlikning hadlari VneN uchun

jc,<a-hi (xn>wl) tengsizlikni ganoatlantirsa {m,} o'suvchi (kama-
yuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. 0 Suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton ket-
ma-ketliklar deb ataladi.

1-teorcma. Agar {*,} ketma-ketlik 0%uvchi bo'lib, yuqoridan
chegaralangan bofsa, n holda u yaqinlashuvchi bofadi.

2-teorema. Agar {a,} ketma-ketlik kamayuvchi bofib, quyidan
chegaralangan bofisa, n holda u yaqinlashuvchi bo'ladi.

5°. Fundamental ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar \/e >0 son olinganda ham 3n0=n0(e)eN son
mavjud bo'lsaki, V«>na va psN sonlar uchun %, p-x,\<£ teng-
sizlik bajarilsa, {*,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. (1-ta'rifning inkori). M70e N son olinganda ham shun-
day n>n0, peN, e >0 sonlar mavjud bofib, |v;{p-xn>e tengsiz-
lik orinli boisa, {y,} ketma-ketlik fundamental emas deyilali.

Tcorema (Koshi). Ketma-ketlikning yaginlashuvchi bofishi uchun
uning fundamental bo lishi zarur va yetarlidir.

6°. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori
va quyi limitlari
{a,} ketma-ketlik berilgan bo'lib, kl,k2....kn,... (k,,>n)
o‘suvchi natural sonlar ketma-ketligi bo'lsin. {*,} ketma-ketlikning
kt,k2,...,kn,... nomerli hadlaridan xk,x",...,xt ,... ketma-ketlikni
tuzamiz. Hosil bo'lgan {y*J sonli ketma-ketlik {*.,} ketma-ketli-
kning gismiy ketma-ketligi deb ataladi.
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1-teorema. Agar }}™x«=a bo‘lsa, u holda uning har ganday
gismiy ketma-ketligining limiti ham a ga teng bo'ladi.

2-teorema. (Bolsano-Veyershtrass). Agar {a,} ketma-ketlik che-
garalangan bo 1sa, n holda bu ketma-ketlikdan yaginlashuvchi bo‘lgan
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

1-ta’rif. {3} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi limiti {n-}
ketma-ketlikning qgismiy limiti deb ataladi.

2-ta’rif. Yuqoridan (quyidan) chegaralangan ketma-ketlik gismiy
limitlarining eng kattasi (eng kichigi) berilgan ketma-ketlikning yuqori

(auyi) limiti deyiladi va |thrLIFx [ITigN Ko finishda belgilanadi.

3-teorema. H';@ﬂ:a bofishi uchun lli_nix,,=M =a boishi

zarur va yetarli.

7°. Funksiya tushunchasi. Funksiya limiti

Bizga biror X c. R to'plam berilgan boiib, * o‘zgaruvchi mig-
dor X to‘plamdan olingan boMsin. Agar har bir xe X songa biror
gonun yoki goidaga ko‘ra bitta y son mos qgo'yilsa, u holda X
to'plamda funksiya aniglangan deyiladi va y =f{x) kabi belgilana-
di, x o‘zgaruvchiga erkli o‘zgaruvchi (yoki funksiyaning argumen-
ti), X to'plam /(n) funksiyaning aniglanish sohasi, x soniga
mos keluvchi y soniga esa funksiyaning x nugtadagi xususiy gi-
ymati deb ataladi. /(.*) funksiyaning barcha xususiy gqiymatlar
to‘plami Y ga f{x) funksiyaning giymatlar to‘plami (yoki o‘zgarish
sohasi) deyiladi. Shunday qilib,

Yy ={yeR: y=/(x), iel}.

Agar a (aeX a£ X) nugtaning ixtiyoriy atrofida x
to‘plamning a dan fargli kamida bitta nugtasi boMsa, u holda a
nugta x to'plamning limit nuqtasi deyiladi.

Bundan keyin butun paragraf davomida X ~ f{x) funksiyaning
aniglanish sohasi, a nuqta x to'plamning limit nugtasi deb tus-
huniladi.
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1-ta’rif. (Koshi). Agar Vf>0 uchun 3S =S{s,a) >0 topilsaki,
O<|x-o|<£ tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeX uchun
\f(x)-b\<s tengsizlik bajarilsa, n holda b soni f(x) funksiyaning
a nuqgtadagi limiti deyiladi va lim/(x) =6 kabi belgilanadi.

2-ta’rif. (Geyne). Agar X toplamning nuqgtalaridan tuzilgan, a
ga intiluvchi &t (v, *a n=1 2, ..) ketma-ketlik uchun {/(*,)}
ketma-ketlik hamma vaqt yagona b soniga intilsa, shu b soni f (x)
funksiyaning a nugtadagi limiti deb ataladi.

Keltirilgan ta’riflardan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning a nug-
tadagi limiti mavjud bo'lishi uchun funksiya a nuqtada aniglangan
bo‘lishi, ya’ni aeX boMishi, mutlago shart emas (a nuqgtaning
X to'plam uchun limit nuqgta bo'lishi yetarli, ya’ni, umuman
olganda, aS X).

Endi 1- va 2-ta’riflarga teskari ta’riflarni keltiramiz.

1-ta’rifning inkori. Agar 3g->0 topilsaki, VS>0 uchun
0 <|c—d <<% tengsizlikni ganoatlantiruvchi 3x&X mavjud bo'lib,
\f{x)-b\>£ tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning a nu-
gtadagi limiti emas deyiladi (limy (7-) M

2-ta’rifning inkori. Agar a nuqtaga intiluvchi
(x,,eX, x,xa, f7=1,2, ...) ketma-ketlik topilsaki, unga mos
{/(*,)} ketma-ketlik b ga intilmasa, n holda b son f(x) funksi-
yaning a nuqgtadagi limiti emas deyiladi.

1-teorema. Funksiya limitining 1- va 2-tariflari ekvivalentdir.

Biz 1-teoremadan quyidagi xulosani chigaramiz: funksiyaning

limitini hisoblayotganda gaysi ta’rif bo'yicha hisoblash oson va qulay
bo‘lsa, shu ta’rifdan foydalanish kerak.

Ba’zi bir hollarda f{x) funksiyaning a nugtadagi limiti mavjud
bo’lmaydi. Ana shunday hollarda funksiyaning nuqtadagi bir to-
monli (o‘ng va chap) limitlari to‘g‘risida gap yuritiladi.

3-ta’rif (Koshi). y e>0 wuchun 3S-S[a,e)>0 topilsaki,
a<x<a+S (a-S<x<a) tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe X
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uchun \f(x)~b\<£f tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning
a nugtadagi 0‘ng (chap) limiti deb ataladi va

|.|>'Bn+of(z)1()/:f(f +0)=b (lim/(x) =/(a-0) :Z%

kabi belgilanadi.

4-ta’rif (Geyne). a nugtaga intiluvchi V{x,}, xneX, Xx,,>a
(x,,<a) ketma-ketlik olinganda ham unga mos {/(*,)} ketma-ket-
lik b soniga intilsa, b soni f(x) funksiyaning a nuqgtadagi o‘ng
(chap) limiti deyiladi.

2-teorema. !i*rg/(at):G bodishi uchun f(a +0)-f(a-0) =b
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Endi funksiyaning jc->+°0 dagi limiti ta’rifmi beramiz. f(x)
funksiya (c,-H») cheksiz oraligda aniglangan bo‘lsin.

5-ta’rif. (Koshi). Ve>0 uchun 3A>0 (/1>c) topilsaki, Vx>A
uchun |/(x)-6]| <£ tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning
X _>+00 dagi limiti deyiladi va =b kabi belgilanadi.

6-ta’rif. (Geyne). +oo ga intiluvchi V{*,} (x, >c) ketma-ketlik
uchun unga mos {/(a,,)} ketma-ketlik b soniga intilsa, b soni f(x)
funksiyaning x —» +00 dagi limiti deb ataladi.

3- va 4-ta’riflar hamda 5- va 6-ta’riflar bir-biriga ekvivalent.
limf(x) =b ning ta’rifi ham yuqoridagiga o‘xshash aniqlanadi. Agar
limf(x)= xIi+rrlf(x) =b bo‘lsa, u holda XI)i(rﬂn/(x) =6 deb yoziladi.

7-ta’rif. Agar jll'—iLrI?/(*) =0 "im/(x) =0; bofsa, f(\);) funksiya

a nuqgtada cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiya deyiladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz katta
va cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun 2°-punktda keltirilgan
xossalarga ega.

8° Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari
I-ta’rif. Ushbu Us(a) ={xeR: 0<®-<r|<£} to'plam a nuqta-
ning o'yilgan 5 atrofi deb ataladi.
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1-teorema. /(*) va g(.v) funksiyalar a nugtaning biror oyilgan
atrofida aniglangan bofib, lim/(x) =2 va Hmg(.x) =c¢ bo'lsin. U holda
Dl0lim[Aa)xg@n)l=Hm/(.t)x limg(x) =bzc,
) lim[Aa) =g (M)1=Hm/()z limg(x)
2) [/ (a)m(*)]=1™/(*) 5" g(x)=b-c,
fix) lim/(*) b )
3) agar cp 0 boisa, lim . —— =— bo1adi.
=g(x)  limg(.Y) c
2-teorema. («lkki mirshab hagidagi teorema»). Agar f(x), g(x)
va h(x) funksiyalar a nugtaning biror oyilgan atrofida aniglangan
bo'lib, shu atrofda /(.v)<g(.r) </?(*) tengsizlikni ganoatlantirsa va
lim/(*) =limh(x) =b tenglik bajarilsa, n holda limg(x) =6 bo'ladi.
Funksiya limitini hisoblashda quyidagi ajoyib limitlar katta ahami-

yatga ega.
Birinchi ajoyib limit:

. sinx
lirg =1 €
Ikkinchi ajoyib limit:
Y
lim 1. - @
\

9°. Funksiya limiti uchun Koshi teoremasi

f(x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lib, a nuqta X
to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

Ta’rif. Agar Vf>0 wuchun 3£>0 topilsaki, argument x ning
0 <|v-0|<8, 0<|V'~4<S tengsizlikni  ganoatlantiruvchi
\IxX\'x” (.v'el.x'el) qiymatlarida |/(x")-/(.r")|<£ tengsizlik
o'rinli bolsa, f(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarila-
di deyiladi.

Ta’rifning inkori. Agar 3£:>0 son topilsaki, \/S> 0 son uchun,
0<|x'-<3|< £, 0<|n-"-a|<£ tengsizlikni  ganoatlantiruvchi
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yx<X7e X lar mavjud bo‘lib, |/(x")-/(x")|>£- tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya uchun a nugtada Koshi sharti bajarilmaydi deyiladi.
Teorema. (Koshi). f(x) funksiya a nuqgtada chekli Hmitga ega

bo'lishi uchun bu funksiyaning a nuqtada Koshi shartini bajarishi
zarur va yetarlidir.

10°. Funksiyaning uzluksizligi va uzilishi
/(x) funksiya a nugtaning biror to‘lig atrofida aniglangan bo'lsin.
1-ta’rif. Agar
lem/(jc) = /(f1() (3)

bo‘lsa, /(n-) funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya uzluksizligi ta’rifini Koshi va Geyne ta'riflari yordamida
ham berish mumkin. Biz ularga to'xtalib o‘tirmaymiz.

Endi /(jo funksiya a nuqgtaning biror o‘ng (chap) yarim
atrofida, ya'ni [a, a+S) (mos ravishda, (a-S, a]) yarim in-
tervalda aniglangan bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar

. . _
Jis<siw=/(*) te/M =1T")
boisa, /(*) funksiya a nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi.
Teorema. / (x) funksiyaning a nugtada uzluksiz bofishi uchun
uning shu nuqgtada o'nhgdan va chapdan uzluksiz bo'lishi zarur va
yetarlidir.

Faraz qilaylik, /(.v) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U
holda lim/(*) =/ (a) boMadi. [/(.y)-/(o)] =0. Agar
Ax:=x-a ~ argument orttirmasi va Ay:=Af(a)=f (x)-f (a) —
funksiyaning a nuqtadagi orttirmasi belgilashlarini Kkiritsak,
x=a+Ax va Ay=Af(a)=f(a +Ax)-f(a) bo'ladi. Natijada, biz

ekanligini hosil gilamiz. Shunday qilib,
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tenglik bajarilsa, f[x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
3-ta’rif. /(jr) funksiya (c,d) intervalning har bir nuqgtasida
uzluksiz bo 1sa, funksiya (c,d) intervalda uzluksiz deyiladi.

/(*) funksiya (c,d) da uzluksiz bo‘lib, s nugtada o'ngdan, d
nugtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, unda u [c,c/] kesmada uzluksiz
deyiladi.

X to'plamda uzluksiz funksiyalar sinfi C(J/1') kabi belgilanadi.

4-ta’rif. Agar

X™Mf(x)=b*f(.a) (1—hoi)
'r/(*)-2 (2—hoi)
lim/(jc) = (3—hoi)

boflsa, unda f(x) funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Funksiyaning a nuqtada uzilishga ega bo'ladigan hollarini alo-
hida-alohida ko‘rib chiqaylik.

a) limf(x) =b¢f (1) bo‘lsin.

Bu holda f&gfbl(x) :/(\9 +0) va thia[_ra)/(*) =/(<*-0) lar
mavjud bo‘lib, /(s +0)=/(a-0)*/(a) boMadi. Bunday nugta
bartaraf gilish mumkin bo‘lgan uzilish nuqgtasi deb ataladi.

Misollar.

ft n_J~2"agarjr*O bo‘lsa,
[l, agar jt=0 bo‘lsa

funksiya uchun n=0 nuqta bartaraf gilish mumkin bo‘lgan uzilish
nuqtasi boMadi, chunki

Jim 1(2) = lim/(j), =0 va /(0)=1,

Agar /(0)=0 deb gabul gilsak, funksiya uzluksiz bo'lib goladi.



1-xsin —agarn* 0 bo'lsa,
X

2, agar x =0 bo'lsa
funksiya uchun ham x=0 nuqta bartaraf gilish mumkin bo‘lgan
uzilish nuqtasi bo'ladi, chunki
I|m/( )= tIing/(jc)=| va /(0)=2.

x-*a+0

b) lim /bl -2 boMsin.

x-*a+0

Bunda quyidagi uchta hoi bo'lishi mumkin.
1 limo/(*) =/(a-0) va Jimd(x)=/(a+0) lar 3 wva

2.

/(a-0)*/(a +0).

Funksiyaning bunday nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilish va
/(o +0)-/(0-0)| ayirmaga funksiyaning a nuqtadagi sakrashi
deyiladi.

Masalan,

1—, agarx”O bo'lsa,
[« = 1+2T
0,agar x =0 bo'lsa

funksiya uchun *=0 nuqta 1-tur uzilish nuqtasi bo'ladi va funk-
siyaning bu nuqtadagi sakrashi 1 ga teng:
[[(0+0)-/(a-0)=]|/(+0)-/(-0)1 |o-1=1;
2) xA>a da f(x) funksiyaning o'ng va chap limitlaridan hech
bo'Imaganda biri 3. Funksiyaning a nuqtadagi bunday uzilishi

ikkinchi tur uzilish deyiladi.
Misollar.

sin— agarx >0 bo'lsa,
L /(*)= X
-X, agar x <0 bo'lsa
funksiya *=0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki
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.0, agara- irratsional bo‘lsa.
2. £>(*)=] .
1, agar A-ratsional bo'lsa
funksiya Voe/? nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki x->a
da D(a) funksiyaning o‘ng limiti ham, chap limiti ham 3.
3). x-ta da /(a) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan biri

cheksiz yoki o'ng va chap limitlar turli ishorali cheksiz. Funksiya-
ning a nuqtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi.

d) lim/(x) =00 boMsa, /(a) funksiya x =a nuqtada ikkinchi
tur uzilishga ega deyiladi.

11°. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

1-teorema. Agar /(a) va g(x) funksiyalar XczR toplamda
aniglangan bo lib, ulaming har bin a& X nuqtada uzluksiz bo isa, n holda

1) /(a)*£(a),
2) f (a) my(a),

3) (Vag”™ uchun #(a)*0)

funksiyalar ham shu nuqgtada uzluksiz bofiadi.
Izoh: 1-teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo‘lavermaydi.

Masalan, /(a)=a va

0, agar a=0 bo‘lsa

funksiyalar ko'paytmasi /(a)-4 (a)=a sinA funksiya R da uzluk-
siz, lekin #(a) funksiya x=0 nuqtada uzilishga ega.

Aytaylik, y =f(a) funksiya x to‘plamda, z=<p{y) funksiya
K7}



esa Y={y=f{x):x&x] to'plamda aniqlangan bo‘lib, ular
yordamida X to‘plamda aniglangan r =<z>[/(xX)] murakkab
funksiya tuzilgan bo'lsin.

2-teorema. Agar y =f(x) funksiya aeX nuqgtada, z=(p{y)

funksiya esa, unga mos vy, =f(a) nuqtada uzluksiz bo‘lsa,

z="[/(*)] murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Bu teorema limit hisoblashda juda muhim rol o'ynaydi va
uning yordamida -8 ning 9° -punktidagi muhim limitlar keltirib
chigariladi.

3-teorema. Agar lim/(.x)=6 (*>0) va limg(*)=c bo'lsa,
limMf(x)T }=c bo'ladi.
[/(a)]r<) ko‘rinishdagi funksiyaga darajali-ko‘rsatkichli funk-

siya deb ataladi.

12°. Funksiyaning tekis uzluksizligi

Biror y=/(a) funksiya X to'plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar Vf>0 son uchun 3$=8(e)>0 son topilsaki, X

toplamning [jc"—c’|<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Va' va x

(ar,n”6 X) nugtalarida |/(a")-/(a")|<f tengsizlik bajarilsa, f(x)
funksiya x toplamda tekis uzluksiz deb ataladi.
Ta’rifning inkori. 3f'>0 son topilsaki, \/S>0 son olinganda

ham |a"-a'|<£ tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday Vx'x”e X
nugtalar mavjjd boiib j/(a")-7(a')|~£- tengsizlik bajarilsa, f(x)
funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz emas deyiladi.

Kantor teoremasi. Agar f{x) funksiya [4,6] kesmada aniglangan
va uzluksiz bofisa, n shu kesmada tekis uzluksiz bo'ladi.
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COND AW

10

11.
12.

NAZORAT SAVOLLARI

Sonli ketma-ketlik tushunchasi.

Ketma-ketlik limitining ta’rifi va uning inkori.

Yaginlashuvchi va uzoglashuvchi ketma-ketliklarning ta’riflari.
Cheksiz kichik ketma-ketliklar va ulaming xossalari.

Cheksiz katta ketma-ketliklar va ulaming xossalari.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar orasidagi bog‘lanish.
Yaginlashuvchi ketma-ketliklaming xossalari.

Monoton ketma-ketlikning ta’rifi.

Monoton ketma-ketliklar hagidagi Veyershtrass teoremasi.
Fundamental ketma-ketliklar va Koshi teoremasi.

Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
Funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniglanish sohasi va giymatlar

to'plami.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
217.
28.

Funksiya limitining Koshi ta’rifi va uning inkori.

Funksiya limitining Geyne ta’rifi va uning inkori.
Funksiya limiti Koshi va Geyne ta’riflarining ekvivalentligi.
Funksiyaning bir tomonli limitlari.

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.

Ikki mirshab hagidagi teorema.

Birinchi ajoyib limit.

Ikkinchi ajoyib limit.

Funksiya limiti hagidagi Koshi teoremasi.

Funksiyaning nuqtadagi va to‘plamdagi uzluksizligi ta’riflari.
Bir tomonlama uzluksizlik.

Bartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilish nugtasi.

Birinchi tur uzilish nugtasi.

Ikkinchi tur uzilish nugtasi.

Uzluksiz funksiyalarning xossalari.

Funksiyaning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.
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- B -
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. J™*»=a ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin

3/7-2 3 *4»-|
1. , a=2
11 2 27+ 1
9-n3
4172 +1 4 14 x, =
1-3 X~3n2+2’ °~3 " 1+ 2/73
1-2n2 1 16 * = LA
15 X'~2+4//2° 0 2" R+1
n+1 1 27+1 2
18 *,,= . ’ a=—.
1,7 X' _1- 2n' 2* 3li—5 3
l-2n" 372 +2 3
* = 0=-2. —_——, a-—.
1.9 1.10 1 2
4+ 27 2 112 v 57+ 15 a=_5
=— ="T* . ’ — T
LI Xm0 2570 6-/7
" 2/7-1 2
13 «2 l 1.14 *” a- — .
a 1+2n2° a 2 2-3// 3
1.15 i = 1.16 _?_/Z+1 a= 1
' 57+ 1 a—|5. ‘ 10/7-3° 2’
1+ 377 211 +3
1'17 *11:- _____ y a:_g-- . =
P 1.18 e
- 10 372+ 2 3 2—3/72 =
~ T —Te 1.2 a
119 F-1>2%% LRI
121 «=2.
a -2
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2-masala. o soni {*,} ketma-ketlikning limiti cmasligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.

21 xn=(-1)" +1, 0=0. 2.2 xn=cos - o:-2.
1
2.3 xn=sin£|, 0=- 2.4 *,,=cos—p——n—, o=-1
0 2 100
2.5 1. 0=0- 2.6 ar,=n [1+(-1)-], c=
2.7 *,=(-D)\ a=-1. 2.8 =(-1)"", a=
2 -COSs4dr7 , (n
29 * = a=3. 210 *,= - o=1.
2+COSI‘I/j \"2j
2.11 a=lI. 2.12 0=2.
» n—~
213 x"=2"+r’ a=i' 2,14 A'=sin~f’ a=i-
2.15 xn:-ljr— a=-1. 2.16 :sinn—;, 0=0.
2,17 ~ =3-2w2’ a=~2"° 2918 *e = (-1)"" <=-1.
2.19 *,=nH)\ o0=0. 220 *,=-~~2/r, a=1.
7+ 1
2.21 =nl«: +1-77, 0=1.
3-masala.

Yaginlashuvchi ketma-ketiikning chegaralanganligi hagidagi teo-
remadan foydalanib {gr,} ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi
ko“rsatilsin.

3.1 xn~n( " 3.2 X :msin—z 3.3 :Vt?cos?

3.4 x,=(-1)" Inn 3.5 xn=()” Inn—* 3.6x,, = -n+7j(_l)"

Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka
ko‘paytmasi haqgidagi teoremadan foydalanib {js,} ketma-ketlikning
yaqinlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

. Sgn(tg77) - !
3.7 N~ oo 738 xn= Z‘“71(%3—+Zm/7) 39 104
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_m :
cosnn sin 2
i = * = 3.12-v =

Qismiy ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib
} ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

3.13 x,=(0,5)(N"- 3.14 xn=2(-"]n.
N I* * * 1 7rr|
3.15 xn="2 +(-1)*J*, 3.16 *,=sin 2002

«lkki mirshab hagidagi teorema» dan foydalanib {x,} ketma-
ketlikning yaqginlashuvchiligi ko‘rsatilsin.

3.17 *”:f5 3.18 —(WHOi]

RV
2.

3.19 *n:(ZM)! 3.20 jt,=-

sgp % o 2N *3N

4-masala. Koshi kriteriyasi, monoton ketma-ketlikning limiti ha-
gidagi teorema yoki limitlar ustidagi amallar hagidagi teoremalardan

foydalanib ketma-ketlik yaqinlashishga tekshirilsin.
n n
41 * =,-'T+18En 1 2~ 2
n In(74o
n~+n / ,\n . Qe
43 m,= , 44 *»=H) n
n-n
nn 7+ 1
45 - 46 T'~77: (8+5T77)-
« Y4 M - - ;f; 48 ¢ =(I"ten}(I'tei2) - { I'iB(io+»))-
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sinor sin2or sinna jsin sin2 sing
49 xT=' 410 x —J--__|L+5_2A' sin<g

ey 5 ) 5! 5
1 2
~ N~ L * = N -
75 R M R ) DR M AR
n\ ( v
4.13 ) 4.14 =" 1+-
n \VARY
co0s2 cosn
415 * =cosl+— +.+——
L n 416 XxX-=unxX - +7Tn -
4.17 . 4.18 *,,=Ay.
n «l
_ i i S\
4.19 =0,77 7. 420 a,=— - — +..+ -
n oa 1-2 2-3 12(/7+13

421 jec=1+—+ ,
2! n!

5-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin |limx,, -? ],
51 xn=n[yjn(n-2)-yjnz-3 . 52 xn={n-yjn3-5jnVn.

w&-8 -n*jn~n2+5)
5.3 =N+ 1D («: —4) —M?4-9 . 54 xn=

55 x,=V/2-3n+2-nm 56 mA=n+yj4-ir m

5.7 =Jn(n +2)-yIn2-2n +3. 5.8 xn="(n+2)(W+I)-~(/7-1)(«+3).

Jn(nA-\)-yl,i5-S . s5.10 a,=«2(n/5+«3—113+/?'|.

511 M= n/a2+3«-2-\/u2-3 » 512 = V/[T"V«+ 2 —V»-3j.

5.13 =N[107+5) -17. 514  =VI73+8|Vt73+2—yfms-1 .
AMI3HD)(r+3)-3,,(»J+2) r7 --

5.15 = —= . 5.16 =77-Nn(rr- 1)
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517 xn=n3"n 2(n6+4)-"Jns-\ . 5.18 x,,=Ifn ifn* ->]n(n-2)
519 Xi=yJn+2~n +3-yJn-4~. 520 x,=n(yjn* +3-n/n4-2).
5.21 xn-n”~yJs+Sn3-2nj.

6-masala Hmxn-?

N —1 @17+ D)'+(2/7+ 2)!
-+..+m 6.2 =

* -_—
61 x"=s +7 +* " 2/7 + 3)!
[+3+5+- +(2/7-1) 27+1 2K 43
- . 6.4 x. =
6.3 %, 7+1 2" + 3"
1+2+..+/7 1+3+5+..+(2//-1)
6'5 VsZ h ' 142 +34*..+H
1+3+5+ ..+ (2/7-1 1+4+7+..+(3/7-2)
6.7 *,= ( ) n. 6.8 X, =m
” 7+ yISIl* +/7 + 1

7+ 4)t- 7+ 2)! (3/7-1)1+ (37 + 1)

69 * = 6.10 n =
(7 + 3)! 3/71-(77-1)
1 1
IH— +—-+..h——
2" - 5 v ¥ °
611 * o= 2ﬁ+| +gl+2 * 612 l'f:'l-- }'— ++_1
5 5 5”
\Jh3+ 5 - \V3/74+2 B _H
6.14 x —
1+3+5+..+ (2/7-1) ° 3 +2
615 x=- /2 ST
' 14#2+3+..+/7 3 6.6 n-=6+36+"+—F

| ]
6.17 V =-~5+4-T+..+2»- (2/:+3) 618 Y= (2/1+ D)1+(2/7+ 2)!
n+3 e B2+ 3)1- 27 + 2)!
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619 Y m+yfn - |1 244+ ..+ 27
' 2+ 7+ 12+...+ (57T —3) 6.20 .= 7+ 3
3 9 1+ 2'
6.21 T ——(— +— +.. +
4 16 64 4"
7-masala. limx -?
\AlH
37 =617 + 7 2n2+2
7.1 Xx. 7.2 X, =
A3/77 +20/7-1 272+ 1
(./7—1’ W2 /% _1ﬂ
7.3 X, 7.4 x,=
u +3> yn oj
MRn+3r' 1T+1
75 X, 7.6 x,=
| 2n+1, /7-1
n
(T - 37+6 /7-10 "
1.7 X, 7.8 X, =
I TF +5/7 + 1 n+1
\
617-7 "2 ' 3Y72+4/7-1
7.9 xn 7.10 x, =
6/7+ 4, 2+ 27+ 7y
e me V" 272+5/7+7Y
7.11 x( 7.12 x, =
7 +/7—1 2n2+5n + 3
3
/7-1 572+3/7-1 \"
7.13 x, 7.14 x, =
7+ > 5/72+3/7 + 3
A \-N
'3/7 + 1Y**3 2072+717-1 |
7.15 x, 7.16 xn=
- 2/i2+3/i-1,
//73+ll'l 2'"5
7.17 X, 7.18 x, =
10/7-3 372~ 57
7.19 x, 7.20 x, =
.10/7-1. 3/72-517 +7
ydH
2rr +21//-7
7.21 X,

2n2+ 18/ +9

42
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8 masala. {* } ketma-ketlikning yuqgori va quyi limitlari topilsin

linn-,-?, \jmx,,
Jon7 e Jo

Z_ anVl 1+ (D"
8.1 *«= COS— 8.2 X,=
’ 7
1. m
_ » 84 Xx,=-+sin— .
8.3 *,=(-»)" - 7 3

8.6 v="4H)"+2

8,5 2. +3
H1 1
87 r =2H)"n- 7l
I an
89 A=2 +———7—7—rcosZr 8.10
7+1 2
m-1 M2+ 1 . 1N
8.11 p —mmemmme COSH# . 8.12 Jt, = —---sin "—
n+1 /17 —1 2
8.13 *”=_3_/_7__'_?_5ihln 1,5 cos
2
17ZS"|nT+1' ynr,2+3u_1
8.15 8.16 A, =(-1) 2
mel 1—/7—17
. 4R+3/7-2 . n  2nnn
8_17 X :_7__72____/__7___J_r___1co5__2§_7_7_ 8.18 *,=- . —sm —+-
27 -1 3 2-=n+nr 6 3
\% . AN 7+ 2 . nn
819 x = "'* ! (-1) +sm— . 8.20 xn=—"“sin— .
8.21 Sin/7

43



9-masala. y - f(x) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin
D(/M).

9.1 >=In[l - Jg(jr- —5n:+16)]. 9.2 y- log, logos(j-2*"'1).

9.3 y- logHH (x2- 3jc+2),

9.4 Y= log,(x2+2x- 2)'

95 Y VX+5 2x-

: . |g(9—5jC) 96 y=J Iog -1
3Xx-x2 X+2

9.7 y=Ilg 9.8 y=3 ,
je—1 lIlgcosx

9.9 y=Ig(l6- x2) +ctgx.

9.11 y ="X2- |jc|-2 .

9.10 v=(8-2x-*2p .

9.12 Y=1,

bl
9-13 y=n13-5x-2x2m 9.14 y
inx + cosx
9.15 Y=~"~, 916 vy = sinx
C0S 2X Y= \sinx-cosx

9.17 jy=arccos(0,5x-I).

9.19 y=arctg—*
X

arcsin (0,5x-1)
Vx -3x+1

9.21

9.18 y - arccosx - arcsin(3- x).

oo X~—1
9.20 y =arcsin:---—--- .

10-masala. Quyidagi tengliklar ta’rif yordamida isbotlansin

. 2X2+5x-3
lim o=

1 -7
**3 X+3

10.1

(S(e) -topilsin).

102 fip2eixlog



3ar +5x- 2 - Ax2-14X +6

o 10.4 [im--------m-m-mm—- =10.
-3 U 772— . x-*3 x-3
6x: +x-1 c oY -
T T 106 ""fxz s
3 2 X--
9x2-1
a4 lim —=—r-=- 108 fim3%.5x:2_,
107 _ 1 R R
3
3x2- 2x-\ .
An lim-——e 5= -4 1010 bm 22Xt g
X+ '~ X +1
3
2X2+3x%x-2
g2—4x +3 a7z b A
10.11 lim-— =2 1012 U J
X-3
2
i 6x2-5x +1 X . 10x2+9x- 7 n
1013 x0T i 10.14  hm7------=-- 7---="19-
-3 X -- X>5 X + -
2x2+13x+21 1 2x2- 9x+10 _ 1
10.15 iim7 2% + 7 H0.16 3 5 2jc-5 =2
Bl im BX2-75X-39 _ o
10.17 , J 1 7 10.18 x/"-i +1
T2 X 2 2
. . 5x2- 24x-5
10.19 lim2*~~21— "' -=23. 10.20 Qm =26.
XU x —11 S X-5

10.21 lim *2~9 =2.
X2- 3X



11-masala. Limitlar hisoblansin.
JE -1 n .1
11.1 h  jeu= _ oa = A2
11-2
11.3 lim”~’ X2 t~5. 11.4 lim .
\Ix~ -4 '~4V4 + x-V 2X
- - AN -
&R% |im_\_f_)f___§___f_g. .6 ™. 19x-3
*+2 *By/T+xX - -\V2x
~ T 240 . 116
« VI —l — . ifx—\
198 pm Vr XX 1110 lim—p X 2
AVT+X - VI-x XM IT+X-y[2X m
11 11 [im >/27-'-)(_>;/%7-j—( 11 i-> t, \;éo+'j;! +'x -Z-y
1 7» "~N+2-V7 o 11-12 Fkra------ e
. -2X +x2-(1 + V9+2.T-
5]1.13 I|m—\—!—]————)—(————)E————(l———-2( , 11.14 b ___9_ _________ 5
tfr-2
11.15 11.16 lim”™ ~ "~ +2
XHBVX - 4 Al 348
B9 fpyxti3-2n/xtl .18 |1-m.3’§3/2<.:l
X»3 N9 T1X0 pTije
nirrx-3 . VI+2x-3
1119 Jlrr8~9+§£( . 11-20 _9_ = -



12.1

12.3

12.5

12.7

12.9

12.11

12.13

12.15

12.17

12.19

12.21

12-masala.

1+ COSJIX

X** sm'7x

| + COS™-X

.as COS5jCc-cOS3X

sin-*
lim W ~ 2x\
VIO-3x-2

Knyl\.

@ —e

r->Tsin5.v-sin3A'

12.2 lim=2==f—-——=
*oy In*
lim £=sin.2jc
124 *(*m-4917
lim (8 3x
126y I -
NIX2 - 1-1
128 lim—=—=-22=

Limitlar hisoblansin.

yjx2-Ar+1 -1

_sin7x-sin3x

0 Js

§s-§*
1212 ,im SEi+bl".
*ert sinw
35,-3_32»
12.14 |™
-3
- i[lﬁx-\nn
" o) —
, .
12.16. .05 cosam sV
12.]8 in A
v._2 SHI2.7K
1- 2 cosjc
° ™ lim
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13.1

13.3

135

13.7

13.9

13.11

13.13

13.15

13.17

13.19

13.21

13-masala. Limitlar hisoblansin.

1 ] * - - H
lim 3*-fp=i
-r-»| -V +

. "2x-A Ne

|.Eq< X J
lim

. (2x-1
lim
o

. 1$2x1im2
lim (cos.y)C e

. r6-xY"6
lim
jr-»3

NT(3-2.\)'?2 .
Y

XX

. 6
lim
jr->3

limAcT'-1)'-".

3*-|
lim(2er*-1)*-" .

lim (sin I% 18sindt/™*'r

48

f sin .vN\-o
13.2 lim
x-*afsina,

1
\N/nx-2
134 lim (OBV

X-+2 ANcosS2>

I/cos(3,T/4-jr)

«.b |/|'**>>
4

EVAY.:1
13.8 lim 2 --
V a)

1/sin22a

13.10 lim (cosx)

. \i?gx/sin4.r
13.12 lim Scos*|

X-*4x

\S/tgSxim2x

13.14 lim écosx)

oo [ o \Ggxig3x
13.16 m> nYy)

2
13.18 Ilim

13.20 xI_|*r~n_(l + c0s3X)w

2



14-masala. Limitlar hisoblansin.

7 2x 53 -2X
- 53 e —e
. 14.2 lim . .
141 2X - arctgjx ¢*° 2arcsin X - sin x
i W W
62x-T 144 lim— ¢
sin3Y- 2v **sin2.T-sin,v
) 32* _53, - er_ eBx
14.5 !’;‘%arctgx+x' 14.6 um arctgx - x~
4jf 2.t
_ 3Bx-2x . &7 -¢
147 Jimy o ox 148 JH%arctgx - sinx
121- 5 e —
- 14.10 lim—-—- —
14.9 X!%arcsinx - X **sinx-2X
yX _97* Sx _ ex
i 14.12 lim- .
14.11 IJ‘[T’JOarcsin 2n- [T m*arcsinx +x° "
o 4x- 2K _ex-e
14.13 lim ooy 14.14 1@y - sinx
\o-x-T 14.16li gt o-e!
16lim—
1415 wr 2tgx - arctgx sin3.Y-sin5.\-
Tx-3X eJk- e2
14.17 T'm fgy + X 14.18 Im2tgx— sinx
32x- T e -e ™
14.19 NMm ) 14.20 lim,_.
Jx0arcsin 3jc- 5* ¥o 2sinx-/gx
9* - 23i
14 21 lim
*>oUrctg2x - Ix

15-masala. y=/(x) funksiyaning x =x0 nuqtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (/(.vO+0Q)-?, / (70- 0)- ?).

151 /(™) =arctg\—!—, x0=1. 150 [(F) = x0=0
- X
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153 /00 =- ~ ” *0=0.

155 /(*) =2** x0=0.

T
15.7 /(A) =sign(cosx),A0=—

1

159 ()= _ , x0=3.
a+ 33" 0

1511 /(a)=a+[a:],*0=10.

1513 /(A) =limr—

q 4 SinA
*':j?p X°= e

A -1
1517 /(*) =,

x0=1.

154 /(x) =arccos(x-1), ao=0

2(1- a2)+|1-x21

17 6 /(§) = yi=h=

*g=|

"
15.8 /(X) =arctg(tgA-),A:0 =—.

1510 /(*)=-

15.12 /(x) = lim------ 7t x0=1.
¥ + x

15.14 f(x) =e 2x,x0=0.

1516 /(%)= 37

3)

2
jT» x°~2-
1+ 224

15.18 ~ (A “

15.90 A xJJ:I sA . Xx0—0.

3 - 2imx

15.19 /(*) =— , *0=0.
A+, X<2,
* e
15.21 /( )_,'2a+l, X>2lXo:2l
16-masala.

16.1 /(*)::Saz- 1, AO=6.
16.3 [(*)=73%32- 3, X0=14 .
16.5 /(*)=:~2X2— 5, a0=2.
16.7 =-4a2-7, X0=1.
16.9 =-5a2-9, a0= 3.

fw =

[« =

v=/(x) funksiya a=a0 nuqtada uzluksiz ekanligi

16.2 [(*) =4a2- 2, Ao -5.

164 ,« = 2a2-4, a0=3.
166 , = -3a2-6, A0=1.
16.8 —5a" -8, x0=2.

/(( =
16.10 1(*) =-4a2+9, a0=4



16.11 [/(x) =-3x:+8, x0=5. 16.12 f{x) =-2T+7, x0=6.

16.13 f(x) =2x2+6, x0=7. 16.14 f(x) =3x2+5, x0=8.
1615 /(*) = 4jf2+4* x°=9" 1616 /() =5x2+3, x0=8.
16.17 f(x) =5x2+1, x0=7. 16.18 f(x) =4x2-\, x0=6.
1619 f(xj =3x2-2, x0=5. 16.20 f(x) =2x2-3, x0=4.

16111 f{x)~~2x2~4, *0=3.

17-masala.
Quyidagi funksiyalar a ning ganday giymatlarida +uzluksiz
bo‘lishi aniglansin.

Xctg2x, x*0, K< n \ax2+1 x>0,
171 y=\ 27 171.2 Y=\, y<o0
[a, x =0
Jecosx, x<0, jx2+a, x>0,
173 V _[fl(x-0), x>0 11—x2, x<0
\2X, x>0,
175 Y= 12 (x-1), x<0 17.6 y~
a. X--
c*-1 «
I(arcsinxWgx, x"O, , x*0.
17.7 y:][ 17.8 y -*
<7, X=0 a, x=0,¢c>0,
*0 ®0
= ' e ,X :
179 V= In(l+2x) 17.10
a. x=0 a x=0
Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va grafiklari chizilsin.
. In(l +e”)
x2'-1 .
17.12 Jim In(l +e')
17.13 /(x) =lim— r 17.14 f{x) =sign\ cos-
v —*1+x2 X
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17.15 /(*) =limcos2'x , 17.16 /(x) =[x]sin;rx.

17.17 I1(*) = urig)J)(++>% 17.18 /(x) :'ISTnZ/COSZ'XHinZ'x.
17.19 /({‘/)7=rl1i_q)¢ + X, 17.20 f{x) =x2—[,qa2].
i7.2i
18-masala.
Quyidagi funksiyalar berilgan oraliqda tekis uzluksizlikka
tekshirilsin

18.1 /(x) =" -], -1<x<lIl-e 18.2 /(x) =Inx, 0<x<1.

18.3 f(x) =" -, 0<x<Tt. 18.4 /(x) =e*cos-, 0<je<1-
X X
18.5 /(x) =arctgx, -o00<pg-<+00. 18.6 /(x) =xsinx,0<x<+°0.

., . flI-T, -1<x<0, fx+Lx<0,
18.7 o<je<l, -1<x<1 18-8 ' {<Mx>0, -00<x<+00

y - f{x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin.

18.9 /(x)=cosx—, X =(,1). 18.10 /(*)=-, * =(0,1).

X
18.11 —sin*", ZR e 18.12 /(x) =sin\ X =(0, ).
18.13 f(x) =x\ X =R. 18.14 /(x) =~ > x =(2, 3).

y =/(x) funksiya X to‘planida tekis uzluksiz ekanligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin (S =S(s) topilsin).

18.15 /(x) =-x +I, X=(-<o0,+00). 18.16 /(x) =Vx, X =[0;2].
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18.17 /(*)=p X = > 18-18 /{x) =b'-+5, X =[-\-,1].
18119 /(*)«**-2x-1, X=[-r 5]. 18.20 /(x) =x3+1 JT=[-2; 3].
18.21 /(jc) =2sinjc-cosjf, X =R.
-D -
Namunaviy variant yechimi

Namunaviy variant sifatida 21-variantni olib, shu variantdagi
misol va masalalarning yechimlarini keltiramiz.

1.21-masala. limxn=a ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin
bl *) -)m

21? )
a =
" r2?
< <> (V>0 3«0=n0(e)6iV: Vn>n0 |x,-a|<f).
2n 2t? - 2n3+6 . 6
\x,-a = -2
r?-3 VvV -3l
6
< <

(n-3/37/r +723n+731) «2+"3«+"9  V3n

<—<f=>[1> —=>[n=

Demak, V f>0 son olinganda ham a® max-=<2, deb ol-

sak, Vn>/;o vchun pn—<1<e bo‘ladi. "limx -a

2.21-masala. a soni {*,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.

xn=\In2+1-n, =1
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< ( *0)«m N '**A>QAN DK -c\>e) |x,-4 =|(yfe+i- « ) =

e 1 » W +\-n--2n-\\
\In2+ 1-(/7 + 1) 7+ 1 —(I7 + 1) In
JIn2+ 1+ 7+ 1 \In~+1+n+1 \Jn2+1 +n+1
2n 2n 2n 1

yjn2+3rf +n+n  2n+2n An 2
Demak, £=~ deb olsak, VweN uchun \xn-a\>e tengsizlik
bajarilar ekan. Bu esa 1™x,,* a ekanligini anglatadi. >

3.21-raasala. “lIkki mirshab hagidagi teorema”dan foydalanib
{n.} ketma-ketlikning yaginlashuvchiligi ko‘rsatilsin.

21+ 3
o
21+3 2w+37 §7 5 1
< == £————52— =977 o agar «>10 boMsa,
21+3_2+3_ 5 1 . "
— —>—r-=—=>— agar w>io bo'lsa.
n~ n n 20
1 1 _
Agar va Z="T deb belgilasak, unda v«>10
uchun yn<xn<zn qo‘sh tengsizlik bajariladi. limy,, = =® va

“ikki mirshab haqgidagi teorema” ga ko‘ra I™** =0 bo‘ladi. >

4.21-masala. x"~' 2]\+"'+~'1\ ketma-ketlik Koshi kriteriyasi,

monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teorema yoki limitlar
ustidagi amallar hagidagi teoremalardan foydalanib, yaginlashishga
tekshirilsin.

< Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremadan foy-

dalanib, berilgan {*,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini
ko‘rsatamiz.

1
-V, X'+
" («+ 1)1
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Endi bu ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini
Ko'rsatamiz:

1 1 1 1 1 1
X,, = 1H——- bt | < 1H—-——-1—T-+ — ...+
21 31 41 n!
cirlyled wlrpd o1 o
2 2- 2] 2 2n i
2
Shunday qilib, {*.}t va VneW uchun

%, <2 => lim.r,,-B = {*} -yaqinlashuvchi >

5.21-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin

( lim*..-?)
J1-+X

Xn=n +8/73 - 2«j

nr(5 +8«3)-(2n)31

an = i PIOH8G 2= SSI, - T==—

v(5+&3) +2n--j5+in3+4/r
5n

= lim- = lim- =0 >
0 8§ +iJN4 rord
6.21-masala. Hmx,,-?
l+2ll
X = —3—— 1’—§—— 1——9——1'... Y-
" 4 16 64 4”
3 5 9 1+ 2 1+2 1+2: 1+23 1+ 2
A, =-t—F+—+.+ - +— — +— —
4 16 64 4 4"
N
f—l _1 1 r 1+—1+ + l—y«+zn:'>
4- 4y [2+22 2 2
1 1
= lim(yn+z,) =limyn+ fim2., =, L1552
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7.21-masala.

, = hr+2u7-7
In2+187+9
. . "2rr+2\n-I . W2+ 18/7+9+3/7-16
limx. =lim =(r)=lim
n-rx 2/2+18/7+9 He 2/[2+18n+9
—lim 1 3n-16 V™ lim(l _ lik £
=jm " orr 4+ 18749 im(l+a)«=e tenglikdan oy-
dalanamiz.
3//-16
27 +18/7+9
|im-4 -?7H)
-H v)

8.21-masala. {*,} ketma-ketlikning yugori va kuyi limitlari

topilsin  limxn- 2, Jimxn- ?y'
=sin /P
< Berilgan ketma-ketlikning giymatlari to‘plamida
0, +sinl°®, %sin20,..., xsin89°, +1

sonlari cheksiz ko‘p uchraydi, chunki \Jn<=N vaVpeN uchun
keltirish formulasiga ko‘ra sin/M0=sin(3600j3 + /M) va
sin(180° +/z°) = +sin/7?. Demak, yuqoridagi sonlarning har biri ber-
ilgan ketma-ketlikning qismiy limiti bo‘ladi. Shu bilan birgalikda
{*.} ketma-ketlikning yuqorida ko'rsatilgan 181 ta sondan boshga
gismiy limiti yo‘g. va >

9.21-masala. y =f(x) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin

_arcsin(0,5x-1)
yIx2-3x +1
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[-1<0,5a-1<1

3-V5
dD{IY  zaris0 x — x_2*IEl 59
2 yl 2
fO<x<4
- 3+4/5 - +
e 0037VE ey VB 3Vs,

10.21-masala. Quyidagi

. a -9
lim4g ——=2

a--3 a
tenglik ta’rif yordamida isbotlansin (<?(£m) topilsin).
[lim/(.v) =5 o (V>0 3<?(f)>0: O<|a-i|<™ => |/(X)-Z>| <Em).

/ (a) funksiyani a =3 nuqtaning biror atrofida, masalan (2; 4)
intervalda, garaymiz.
Vf>0 son olamiz va |/(a)-2| ayirmani x*3 da quyidagi

I.B'*M:az-g , A+3 0 3-A _|A-3]
a2- 3a A A N
chunki ag (2; 4) edi.

Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinib turibdiki, agar S =2e deb olsak,
<|a-3|<£ tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vag(2; 4) uchun

IM-2"<1=4 -

a2-9
bo‘ladi. Bu yerdan ta’rifga ko‘ra i

m =2 ekanligini hosil
**3a -3 a

gilamiz >

. N9+ 2a-5 ) )
11.21-masala Ilnl—;r:—{— hisoblansin.
a -

oy

|im\pL5:f5):"m (9+2a)-52 1f7 +2-<fc +22

**8  <Jx-2 VOy [t’s a-23 yj9 +2a +5

i7



2(.t-8)(V7 +2.« +4) - </T+2-<G74

=lim msmrpes= = P - By —msmmama oo =24. >
M8 (X -8)(n/9+2x +5) VO+2m+5
12.21 I i ¢ ¢ hisoblansin
21-m . lim . . .
asala ’l‘—m‘sm 5. - sin 3x
i /m\  ((x =n +t almashtirish bajaramiz®
im
< sinbv- sin3x 10. X-»;r=>t-»0
Z e ™ . \-e’ : g -1
=lim . m=e*lim .- e"lim-. .
sin (5n-+5r)-sin(3;r +3/) “*»-sin5/+sin3/ <0 SIN5?-siN3/
e'-1 -1l
/I-Ilp f =1 1 e
<-*0sin5/_, sin3/ sina =TT &
51 Mt y

1Ssin &

13.21-masala. Jir*(sinY) ax hisoblansin.
2

_A
18sinr X =+t

lim(sinjc) «p =("*) =
" r+0 almashtirish bajaramiz /)

i L 18cos/ _(( . _ .
—lF|>0m(cos/)—I/_l)%1[l+(cos/—l)] « = limfl +th)» =e danfoydalanamuJIy

_ 36cos* /-sin*—
- h';m --------- (COS/-1) lim 186082/ 1 2* IhrS"

" 2sin4cos
=e o

18cos-/ i
e =e°=l.

14.21-masala. Ushbu limit hisoblansin.

*>0arctg2x - Ix

-1 , 2%-1
g - 2% -

lim- = lim- X
< arctg2x-7x  VO0j 2 arctS
2V
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lim E——_——-l: Ina aa IE'mir(lg/ =1
\S r-t0 f -*0 t
IN9-31n2 1. 9
= = —Tns, >
2-7 5 8

15.21-masala. y =/(x) funksiyaning n=n0 nuqgtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (/(a0+0)-?,/(n0-0)-?)

fx+1 x<2,
| « = Xn —2
[-2x+1 x >2,

< /00 +0)=/ (2+0)=Jim /(*) =Jimo(-2x +1) = -3
/U -0)=/(2-0)= lim/(x) =Jim (x+1)=3. >

16.21-masala. y =f(x) funksiya x =x0 nuqtada uzluksiz ekan-

ligi ta’rif yordamida isbotlansin topilsin).
[(*) =-2"2-4, x0=3
< f (x) funksiyani x0=3 nuqtaning biror atrofida, masalan,

(2; 4) intervalda qaraymiz. Vs>0 son olamiz va
[/(a)-/(~o)| =|/(A)“/(3) ayirmani baholaymiz:
[I(n)-1(3)] =|-2x2- 4- (-22)| =]-2x2+18 =2|x2- 9 =
= 2|jc+ 3|-[ic—3|<14-|jc—3|.

e
Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki, agar ~= deb olsak,

|x-3|<£ tengsizlikni qganoatlantiruvchi Vxe(2; 4) uchun
[/(x)-/(3)|<14|x-3|<14£ =14—=s bo'ladi. = [(x) =-2x2-4

funksiya x0=3 nuqtada uzluksiz. >

17.21-masala. -"(A) ~ —_ ZZ VT funksiya uzluksizlikka tck-

;i_nxj
shirilsin va grafigi chizilsin.
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a - it .
X. — +AK<X< —+4K.
X, |2siruc| <1, 6

X o,
f(x) = lim [2sing]= 1, 2* "=+ 7
I+ (2sin.v)3"
0. [2sin’jc|> 1 0. —+ 8K <X<— +17A A€2.
f Bu tengllkd\an kO/I’InIb tlér_lbdlk{ flzﬁ funksiya

F F
——-+9K;, — YK v ~ +9K, — +9K , KeZ oral'fglarda
6 6 S a

uzluksiz hamda X=i%+HK, k<=Z nugqtalar funksiyaning 1-tur
uzilish nuqgtalari bo‘ladi. Yuqoridagi ma’lumotlardan foydalanib funk-
siyaning grafigini chizish qiyin emas. >
18.21-masala. y =f(x) funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz
ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin (<5=d>(s) topilsin).
/(.r) =2sinx-c0s.Y, X =R
< (/(a) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz) o
(VFf>0 3£ =S(fi:)>0, \/x',xse X : = |/(ar")-/(n-")|<E)
vi>0 son olib |/(x")-/(.v')| ni baholaymiz:
[/(ar")-1(x")]=](2$1x"-cos.v")-(2sin.x'- cosx')| =

_ _ _ ) ~a-P a+P
=|2(sin.Y "-sinxn)-(cos.v"-cos.v,) = sina - sin/3=2sin - cos va

,. a-B . a+s .
cosa - cosp - -2sin----- —-esin-----— formulalardan foydalanamiz

. Xa—x' X"+x' . a"-a' . a"+x'

. X+ X " X '+ X
=2-sin- Z-C0OS---—--—- + sin <2- 2- cos- glil-

<lar-ar-2+1)=3

Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki 5=J— deb olsak, Hx"-;t‘h<£

tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx',x”eR uchun [/(*")-/(.r")|<e
bo‘ladi. => /(*) funksiya r da tekis uzluksiz. >
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3-8§. 2-MUSTAQIL ISH

Funksiya hosilasi va differensiali. Ularning tatbiglari.
Funksiya hosilasi va differensialining ta’riflari.
Hosilaning geomctrik va mexanik ma’nolari.

Turli usulda berilgan funksiyalarning hosilalari.
Yugori tartibli hosila va diflerensiallar.

Differensial hisobning asosiy teoremalari.

Lopital qoidasi.

0-simvolika.

Teylor formulasi.

Funksiyani to‘liq tekshirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Hosila va differensial ta’riflari. Hosilaning geometrik va
mexanik ma’nolari

y =i(n-) funksiya (a,b) oraligda aniglangan bo'lib, xe(a,b)
bo'lsin. Bu jc nugtaga shunday Ax orttirma beraylikki,
x+Axe(a,b) bao'lsin.

. f(x+ Ax)- /(jC) i

1-ta’rif.—f (x):= Ilr%K)/—A "% T (1) —funksiya-

ning x nugtadagi hosilasi.
/(je +Ac)-/(jc)

2-ta’rif. [/'(jc+ O) AGUQK)Ay rl»r)uo Ry - ong
. Vs . ﬂ/_ (* +,ﬂ.*)"/(*) ) ]
hosila. /'(j¢ —0) := I|m By llm Ay chap hosila.

1va 2—ta’rif|ardan quyidagilar chigib keladi:

1)Agar y =/(jc) funksiya x nuqgtada /'(jc) hosilaga ega bo‘lsa,
u holda /'(jc+0O) va /'(je-0) lar mavjud va
[’(n"+0) =/'(jc-O) =/'(jc) bo'ladi.

2)Agar /'(n-+0) wva [/'(g--0) lar  mavjud bo'lib,
['(* +0) - /'(jc—0®) bo'lsa, unda /'(jo ham mavjud va
AEv)d/'(* +0) = /' (jc—0) bo'ladi.
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1-teorcma. Agar x0 nugtada /'(.v0) mavjud bo‘lsa, n holda
y - f(x) funksiya grafigining (x0,/(.x0)) nugtasiga urinma o'tkazish
mumkin va bu urinmaning burchak koeffitsienti f'(x0) ga teng bo'ladi.
y =f{xo0)+f'{x0) {x- x0)-(P) - urinma tenglamasi.

y =f{xo0)~ N ix~x0)-(3) - normal tenglamasi.

Agar S=f(t) moddiy nuqtaning sonlar olgidagi t vagtga mos
keluvchi o‘rnini bildirsa, unda A/=/(/"+At)-f(t) - nuqtaning

o o F(E+AL)-f(1) .
At vaqt oralig‘idagi ko‘chishi, — ------=-2---m--- - EVtacha tezlik,

f'[t) esa t momentdagi oniy tezlik bo'ladi.

3-ta’rif. Agar Ay ni ushbu

Ay=f(x +Ox)- / (X) =A(X)*Ax+a (x,4T) *AX, 4)
bu yerda Ax-+0 da a(x,A4\-)->0 ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa,
unda y=f (x) funksiya .v nuqtada dilTerensiallanuvchi deyiladi.

A(.x) Ax ifoda funksiya orttirmasining chizigli bosh gismi yoki
funksiya differensiali deb ataladi va dy kabi belgilanadi.

or(x,A4r) ifoda funksiya orttirmasining goldiq hadi deb ataladi.
Agar O-simvolikadan foydalansak, Ot-» 0 da Ay=A-Ax+i (4X)
tenglikni xosil gilamiz.

2-teorema. y - f(x) funksiya x nugtada dijferensiallanuvchi bo fishi
uchun shu nugtada chekli f'(x) mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

3-teorema. Dijferensiallanuvchi funksiya uzluksiz bo'ladi.

Agar 2-teorema shartlari bajarilsa df(x) =f[x)-Ax- f{x)-dx
bo'ladi. Differensiallashning asosiy qoidalari va elementar funksiyalar
uchun hosilalar jadvali 1-§ ning 130 va 140 punktlarida keltirilgan.

2°. Turli ko‘rinishda berilgan funksiyalarning hosilalari
a) Murakkab funksiyaning hosilasi
Aytaylik,y =f{u\ va u=j(*) funksiyalar berilgan bo'lib, ular
yordamida y=/[j(x)] murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin. Agar
Z/=j(x) funksiya x nuqtada va y =f(u) funksiya & nuqtaga mos
keluvchi  n nuqtada hosilaga ega bo'lsa, unda
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®)

tenglik o'rinli bo'ladi.
b) Teskari funksiyaning hosilasi
Agar y =f(x) funksiya  nuqtada f'(x)*0 hosilaga ega bo‘lsa,
bu funksiyaga teskari x=f~"(y) funksiya x nugtaga mos
bo‘lgan 6 nuqtada hosilaga ega va
, 1
X*=] (6)
bo'ladi.
d) Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi

Faraz gilaylik, y =y(x) funksiya parametrik ko‘rinishda.
j*=e
Joao.o.. b r i a < t< P <7>
sistema yordamida aniglangan boMsin. Agar (p(t) va y/{t) funksi-
yalar differensiallanuvchi bo‘lib, (p'{t)* 0 bo‘lsa, unda (7)-sistema
differensiallanuvchi = (*)] funksiyani aniglaydi va

yw
y-=T W ) <8)
tenglik o'rinli bo‘ladi.
e) Oshkormas funksiyaning hosilasi
Agar biror oraliqgda differensiallanuvchi boMgan vy = fun-
ksiya F(x,>>)=0 tenglik yordamida aniglansa, unda oshkormas
ko‘rinishda berilgan funksiyaning y’=y'(x) hosilasini ushbu

~"F{x,y) =0 (9)

tenglikdan topish mumkin.

Masalan, ushbu f+ jf+y- x=0 tenglik yordamida oshkormas
ko'rinishda berilgan = funksiyaning y' hosilasini topaylik.
< (9)-tenglikka ko'ra

(y+y+j,-* [ =0=>5Y-Y +3Y-Y+Y-1=0=>Y 4 1, m
* 5y +3y~+1
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3°. Differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi
Ma’lumki, y =f(x) funksiya x0 nugtada differensiallanuvchi
bo'lsa, unda

A{x0)=dfM +o0(Ax)
tenglik o‘rinli bo'ladi. Agar df(x0)* 0 bo'lsa, bu tenglikdan yetar-
licha kichik g lar uchun
Ni(*o)a #(*o)

yoki

I (jffo+ Ax) */ (x0)+ f (g'0) mAv (10)
taqribiy hisoblash formulasini hosil gilamiz.

4°, Yugori tartibli hosila va differensiallar
a) y—f{x) funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensial-

lari ushbu

[ (YW ={/(°W } ("=2,3,..);

d'fid(<T"'y) (n=2,3,.);

tengliklar yordamida aniglanadi.
b) Asosiy formulalar
1) (ar*)"=«*- In"a (a>0); (er)W=ev

In) _

2) (SInJCJ =sin X 1o

3) Ecosx)W:cos x+—m—
4) I=a(a-\)...(a~u +\)xa", aeR
5 (h,p . H I (»-m)*

d) Leybnis formulasi

Agar u-u(x) va v=v(x) funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega
bo'lsa, unda y =u(x)-v(x) funksiya ham n-tartibli hosilaga
ega bo'ladi va

0 (11)
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tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu yerda bl0)=bl, Vv(0)=v va Ch- kI m_ky

(IN-formulaga n-tartibli hosilani hisoblash uchun Leybnis for-
mulasi deyiladi.

w(x)-v(.x) funksiyaning n-tartibli differensiali d"(u-v) uchun
ham Leybnis formulasi o‘rinli.

5°. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Aytaylik y =f(x) funksiya [a,b] oraligda aniglangan bo'lsin.

1-teorema. (Ferma teoremasi). Agar

1) f{x)eCJ[a,b\,

2)Vxe(a,b) uchun chekli /'(gr)-9,

3)ichki ce(a,b) nugtada /(n) funksiya eng katta (yoki eng
kichik) giymatga erishsa, unda /'(c) =0 bo‘ladi.

2-teorema. (Roll teoremasi). Agar

1) f(x)eC[a,b],

2)\/Ix<=(a,b) uchun chekli /'(gr)-3,

Df(a) =f(b)
bo‘lsa, 3x0e(a,b) nugta topiladiki, f'(x0)=0 bofiadi.

3-teorema. (Lagranj teoremasi). Agar

1) /(x)eC[a,A]

2)Vxe(a,b) uchun chekli /'(x)-3
boMsa Hi0e(a,6) nuqgta topiladiki

f(b)-f(°)=f"(0\b-a)
bo‘ladi.

1-natija. Agar V.ve(a,b) uchun /'(.x) =0 bofisa, unda (a,b)da
f(x) =const bo 1adi.

2-natija. Afar f(x) funksiya (a,b) intervalda chegaralangan f'{x)
hosilaga ega bo‘lsa, n holda f{x) (a.b) da tekis uzluksiz bo iadi.

Lagranj teoremasini ba’zi bir tengsizliklami isbotlashda qo‘llash
mumkin. Masalan, (I+x)“>I+ax Bernulli tengsizligi V.v>-1 va
a>i da o'rinli ekanligi isbotlansin.
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gl-hol. x>0 bo'lsin. Unda /(«) =(i +u)a, we[0,x] funksiya
uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra 3x0e(0,x) nugta topiladiki
[(*)_/(°)=0+* ~1=a,(1+nel ' x>ax bo'ladi =>(I+j:)o>1+ax

2-hol.-/<x<0 bo'lsin. Unda f[u) =(l +u)a, wue[x,0] funksiya
uchun Lagranj teoremasini go‘llaymiz. =>3x0g(x;0)
[(0)- f(X) =2-(1L+ V)" =a Kl +x,,)"4 0- 3)=((1+X%,<D)<-ax =>(1+ax)'l>\+.ax.

3-hol x=0 bo'lsin. Unda (I +x)“=1 +ax =1 bo‘ladi. Endi 3 ta
holni umumlashtirsak, isbot qilishimiz kerak bo'lgan Bernulli teng-
sizligini hosil gilamiz. >

4-teorema_(Koshi teoreraasi). Agar

1 f{x).9{x)eC[a,b],

2)Vxe(a,6) uchun chekli /'(x)va g'(x)-3 hamda g'(x)*0
bo'lsa, unda 3x0e(0,6) nuqta topiladiki,

f(b)-f(a) f'(x0)

g{b)~g{a) g’(x0)
tenglik o'rinli bo'ladi.

6°. Anigmasliklarni ochish. Lopital goidalari

00)
0-00, 00-00, ', 0° va shu kabi anigmasliklarga duch keldik. Bu

anigmasliklarni ochishda Lopital qoidalari katta yordam beradi.
Teorema. /(x) va g(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar

2-8 da ko'rganimizdek funksiya limitini hisoblashda biz 0 O

o'rinli bo'lsin.

0 /(*)va g{x) funksiyalar a nugtaning biror atrofida aniqlan-
gan va chekli hosilaga ega,

2) H/(x) = lima(x) =0

3)a nuqtaning shu atrofida [/'(x)]2+[g'(x)]2*0 ,

e
2y Smh ) cnekli yoki- cheksiz.

66



U holda
1(*) I'(*)
tenglik o'rinli bo'ladi.
Izoh: Agar bu teoremaning shartlari a nuqgtaning chap (yoki

/ *
o‘ng) yarim atrofida bajarilsa, unda teorema ) ning a nuqta-

dagi chap (yoki o‘ng) limitiga nisbatan o'rinli bo'ladi.

Yuqoridagi - ko'rinishidagi anigmasliklar uchun Kkeltirilgan
0° .

Looital teoremasi — ko'rinishidagi anigmasliklar uchun ham o'rinli
(00) 0 00

bo'ladi. Boshga ko'rinishdagi anigmasliklar esa - va —

ko'rinishidagi anigmasliklarga keltiriladi.

7°. O-simvolika

Funksiya limitini hisoblashda va funksiyaning asimptotik xarak-
terini o'rganishda «o-kichik» va «O-katta» tushunchalari muhim
ahamiyatga ega. Biz a nuqta deganda chekli son yoki oo ni tushu-
namiz. a chekli bo'lgan holda nuqtaning atrofi deganda quyidagi
to'plamlardan biri tushuniladi: (a-5;a), (a;a+S), (a-<5;a+<b),
bu yerda S>0- Agar a=< bo'lsa, u holda a nuqgtaning atrofi
deganda quyidagi to'plamlardan biri nazarda tutiladi: (-co;-4),
(4,+co) yoki (-oo0;-O4)u(A,+o00), bu yerda g>0- Aytaylik, berilgan
funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniglangan bo'lsin.

1-ta’rif. Agar shunday o'zgarmas Kk son topilsaki, a nuqta-
ning biror atrofida

tengsizlik bajarilsa, u holda shu atrofda <p(x) funksiya i//(x) ga
nisbatan o -katta deyiladi va (p(x) =0(<p(x)) kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar a nugtaning biror atrofida <p(x)=a(x)-t//(x)
tenglik o'rinli bo'lib, limor(n:)=0 bo'lsa, unda x”~a da <p(X)
funksiya i//(X) ga nisbatan o -kichik deyiladi va <3(x)=o0("(x))
kabi belgilanadi.
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A(n
I-ta’rifdan ko‘rinadiki, agar y/(n:)*0 bo'lsa, unda Ll,/((x))~"

bo'lganda <p(x) -o(i//(x)) bo'ladi.

Izoh. Quyidagi tengliklar o ‘rinli:

1) o(/(x))+to(/(a))=0o(/(*)),

2) £-0(/(x)) =0(/(x)),

3) o(/(m) o(/(a))=o(/(a)),

4) °(1(*))0 (/(*)) =0(/(*))>

5 *-»0 da xm=o(x") <=>//>>n

6) x->°0 da i”=o(x")om<n,

3-ta’rif. Agar x->a da ¥(x)-4(x)=0(y(x)) bo‘lsa, unda
x->a da ~(v) va y/(x) funksiyalar ekvivalent deyiladi hamda
(p[x)~y/{x) kabi belgilanadi.

Bu ta’rifdan ko'rinadiki, agar v(x)* 0 bo‘lsa, unda r

bo'lganda (x)~u/{x) bo'ladi.
1-teorema. Agar ushbu

<p(x) +o(<p(x)) Px)
N (n) +o(M(n-)) yo 1 xrali{x)
limitlardan birortasi mavjud bo'lsa, unda
T IUN+° (P ))_,- Vi¥)
*>aur(a) + o[y (n:)) xHaif/(n-)
tenglik o'rinli bo'ladi.
1-teoremadan foydalanish samaradorligi Teylor formulasi yor-
damida yanada oshadi.
2-teorema. Agar f[x) funksiya a nuqtada /'(«),
hosilalarga ega bo'lsa, u holda a nuqgtaning bi-

ror atrofida ushbu

[ (*)=f(a)+ ~a)+- +f "aY +°((x~aY)e
Peano ko‘rinisliidagi qoldiq hadli Teylor formulasi o'rinli bo'ladi.
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Natija. x-*0 da quyidagi tengliklar o'rinli bo'ladi.

IH(/In — —7
1 (1+jo) =L+mx+— 20 @ x +. + 40T e o

2 e*=|l+x+— +..+— +0fx")
2! ul K >

3. In(I+x)=.r-3+ A-DT -—+o(,u,rn)

4 SinA"= x- — + 4 (F1)71———————+ o(x2')
4 3! v o Q7 —11 Vv

Cc CO0SA=1— + ...+ (-D"- X +o(aruwd)
5¢ 2\ y 7 (2m) ' >

6. tgA=A+"X3+o(ad)

7. arctgx =x -jx 3+ o(a4)

.. INCOSA + X2
H ™ . "n H H
Misol. J9 o tox hisoblansin.
In fI jx2+0(*2)1 +x2
IncosX+X ! (*2)

lim ---==2- oo = llim— 1=
«x0  Sin.r- /gx *_%e (x +o( Y2))(.r + 0(x2))

-[.r2+0(8-2)] +o(T2)j + 2
= lim
X-»0 r +0(*2)
- a2+ o(y2)+ y2 - a2 ,
=lim 2 . \  — =lim-2— =—
X2+ 0(.y2) T>0 X2 9

Izoh. Limitni hisoblash jarayonida biz natijada keltirilgan 5, 4,
6> 3 tengliklardan va 1-teoremadan foydalandik.
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8°.Funksiyalarni tekshirish
a) Funksiyaning monotonligi

Faraz gilaylik ,y =/(.x) funksiya (a,b) oraliqda berilgan bo'lsin.

I-ta’rif. x, >x, tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx,*, e (a,b) uchun
f(x2)>f(xt) (f(x2)</(x,)) boisa, f(x) funksiya (a,b) oralig-
da o'suvchi t (kamayuvchi deyiladi.

Agar funksiya o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lsa, bunday funksi-
yaga monoton funksiya deyiladi.

1-teorema. f(x) funksiya (a,b) intervalda chekli f'(x) hosilaga
ega bo'lsin. Bu funksiya shu inteiyalda o Suvchi (kamayuvchi) bofishi
uchun (a,b) da f'(x)>0 (/'(*) <0) bo'lishi zarur va yetarli.

b) Funksiyaning ekstremumlari

y =f (x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo'lib, x0e(a,b) bo'lsin.

2-ta’rif. Agar xOnugtaning 3 U«j(A) atrofi mavjud bo’'lsaki,

V ieU jl») uchun
f(x)<f(x0) (f(x)>f(x0)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya x0 nuqtada maksimumga
(minimumga) erishadi deyiladi. /(x0) qiymat /(x) ning maksi-
mum (minimum) qiymati deyiladi va

f(x0)= max {/(X)} /(xn)= min {/(X)}

kabi belgilanadi.

Funksiyani maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumi deyiladi.

2-tcorema.(Ekstremumning zaruriy sharti). Agar f{x) funksiya
X0 nugtada ( X0e(0,6) ) chekli f'(x0) hosilaga ega bo'lib, bu nug-
tada f(x) funksiya ekstremumga erishsa, n holda /'(x 0) =0 bo'ladi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini kel-
tiramiz.

Faraz qilaylik, y =f(x) funksiya )Onuqtada uzliksiz bo'lib,
U a'ro)e{mo} da chekli /'(* ) hosilaga ega bo'lsin.
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3-teorema. Agar /'(x ) hosila x0 nugtadan o tishda o2z isho-
rasini musbatdan (manfiydan) manfiydan (musbatdan) o zgartirsa, unda
f (x)funksiya xOnugtada maksimumga (minimumi) erishadi. Agar
/'(.v ) ishorasini o zgartirmasa, n holda f (n)funksiya xOnugtada
ekstremumga erishmaydi.

4-tcorema. /( x) funksiya x0 nuqgtada f',f’,...f(0) hosilalarga
ega bolib,

f'{xo0) =f"(x0)=- =2"’0(*0)=Q / W

bo'lsin. Unda

1)agar n juft son bo‘lib,

/m7(*)<<> ([» (F)>»)
bo‘lsa, /(*) funksiya x0 nugtada maksimumga (minimumga) erishadi.
2)agar n tog son bo‘lsa, f(x) funksiya x0 nuqtada ekstrem-
umga erishmaydi.

Funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan yoki hosilasi mavjud
bo‘lmagan nugtalariga uning kritik nugtalari deyiladi.

Izoh: Funksiya hosilasi mavjud bo‘Imagan nuqtalarda ham fun-
ksiya ekstremumga erishishi mumkin. Masalan, /(x) =|x| funksiya
uchun /'(0)- mavjud emas, lekin funksiya *=0 nuqtada mini-
mumga erishadi.

[a,6] kesmada uzluksiz bo‘lgan /(*) funksiya o'zining shu
kesmadagi eng katta (eng Kkichik) giymatiga kritik nuqtada yoki
kesmaning chegaraviy nuqtasida erishadi.

d) Funksiyaning qavarigligi, egilish nuqtalari

3-ta’rif. Agar (a,b) oraligda berilgan y =f{x) funksiya grafigi
Vfx,,*,] ¢ (a,b) kesmaning chetki nuqtalarini tutashtiruvchi vatardan
yuqorida (pastda) yotsa, unda y =/(*) funksiya [a,b] oraligda
gavariq (botiq) dib ataladi.

5-teorema y - /(.v) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
bu intervalda chekli f'[x) hosUaga ega bo'lsin. f[x) funksiyaning
(0,6) da qavariq n (botiqu ) bo'lishi uchun f(x) ning (a,b)da
kamayuvchi (o'suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

6-teorema. y =/(a) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
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bu intervalda ikkinchi tartibli f"'{x) hosilaga ega boisin. f (x) ning
(a,b) intervalda n(u) bofishi uchun shu intervalda /"(x)<0
(/"(n)>0) tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

4-ta’rif. Agar x=a nuqtadan otishda y =f (x) funksiyaning
grafigi qovarigligi yoki botigligini o zgartirsa, n holda x=a nugta
funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

e) Funksiya grafigining asimptotalari

5-ta’rif. Agar J_i*ian/(.v2=co bo‘lsa, x=a tog*Ti chiziq y=f(x)
funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

6-ta’rif. Agar Q)g&f(x)fb bo'lsa, y =b to'g'ri chizig y=/(2‘)
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.

7-ta’rif. Agar lim[/(x)-(ax+6)] =0 bo'lsa, y=ax+b to'g'ri

chiziq y - f (v) funksiya grafigining og'ma asimptotasi deyiladi.
7-teorema. y =f (x) funksiya grafigi x-»+o0 da y =ax+b og'ma
asimptotaga ega bo'lishi uchun
lim  JF =a, lim I’f(x)—ax]J:b
Xbt0 X v-+nt 4
bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Bu teorema x-»-o00 da ham o'rinlidir.

9°. Funksiyalarni to‘liq tekshirish va grafiklarini chizish

Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash quyidagilarni aniq-
lash yordamida amalga oshiriladi.

1) Funksiyani aniqglanish sohasini topish.

2) Aniglanish sohasining chegaraviy nuqtalaridagi xarakterini aniqlash.

3) Funksiyaning juft yoki toqligini va, agar imkon bo'lsa, boshqa
markaz va simmetriya o‘qlarini aniglash.

4) Davriyiikka tekshirish.

5) Uzilish nuqtalarini topish va ularning turini aniglash (2-punkt-
ni toMdiradi).

6) Koordinata o'glari bilan kesishish nuqtalarini topish.

7) Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglarni aniqglash.

8)Monotonlik va ekstremumga tekshirish.

9) Egilish nuqtalari, qavariglik va botiglik oraliglarini topish.
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10) Asimptotalami aniglash

11) Tekshirish natijalarini yo‘llari x, y,f{x"),f'(x),f(x) larga
mos bo'lgan jadval ko'rinishida ifodalash (oxirgi yo'lda fagat isho-
ra aniglanadi).

12) Jadvaldagi nugqtalarni tekislikda ifodalash.

13) Asimptotalami yasash.

14) Yuqoridagi tekshirish natijalarini hisobga olgan holda tekis-
likdagi nugtalarni chiziq yordamida tutashtirish.

Izoh: Agar funksiya parametrik ko'rinishda yoki qutb koordina-
talar sistemasida berilgan bo‘lsa ham u yuqoridagi sxema yordam-
ida tekshiriladi.

CENDU R WN P

NNNONNNNMNNNNRPRpPRPRERPRERRPRRE
NOUAWNREPOO®ONDUAWDNDEO

Nazorat savollari
Funksiya hosilasining ta’rifi.
Bir tomonli hosilalar.
Hosilaning geometrik ma’nosi.
Urinma tenglamasi.
Normal tenglamasi.
Hosilaning mexanik ma’nosi.
Funksiya difTerensialining ta’rifi.
DifTerensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi bog'lanish.
Murakkab funksiyaning hosilasi.
Teskari funksiyaning hosilasi.
Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
Oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
Differensial yordamida taqribiy hisoblash.
Yuqori tartibli hosila va differensiallar.
Leybnis formulasi.
Ferma teoremasi.
Roll teoremasi.
Lagranj teoremasi.

. Lagranj teoremasining natijalari.

Koshi teoremasi.
Lopitalning birinchi goidasi.
Lopitalning ikkinchi goidasi.
O -simvolika.

. Teylor formulasi.

Funksiyaning monotonligi.

. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
. Yugori tartibli hosilalar yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
28.
29.
30.

Funksiyaning qavariqgligi va egilish nuqtalari.
Funksiya grafigining asimptotalari.
Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash.
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- B -
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib /(o) topilsin (agar u
mavjud bo‘lsa).

. L} 3)
17 _ sinixsin—l
‘9 "3+x2sin—J, x*0 12 /(x) =.
11 /(%) =" of (x)
0, x=0. 0, x=0.
0, x=0,
arcsing)gCCSg—l;LH%XX#O,
[13 X * =
L3I o 14 1Y qn 1ensin: | -1x%0.
=Y X.
arctg XC0s= ,x*0, sin ex "-1 +x,x*0,
1.5 /(*) = on: 1.6 /
0, x=0. 0, x=0.
In 1-sin jrsin- ,x*0, 0, x=0,
*) = X; =
1.7 1(*) B 18 /'w W2 -cost + X2 yxQ.
0, x=0. 3xX 2
- arctg M st X9 X2 €0S2— , X * 0,
TR T.= 3 1.10 /(*)- X
0 X= O O x o
sin x-cos—x*0, 2m2+x2c05s—x* 0,
111 /(*) = X 1.127)- X
0,x=0. 0, x=0.
(., .. 6 Incosx
X +arcsin *x+sin— x*0,
1.13/(w*) = \Y Xj 1.14 /(*)m= X
0, X=0. 0, x=0.
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tg V -\ +x ,X*0, 6X + Xsin—x*0

115 | W - 116 /(*)= X
> 0, x=0. 0x=0
7
Aarc/gx-sin—x*0, x* 0,
1.17 = n 1.18 /(*) = —
0, x=0 0, x=0.
1 rllsin-
[(*) =2x2 + Mcosh> X *°> 0 /(x)=]3 ™ -] +2x, x*0,
1.19 _
0 x=0. 0, x=0.
0, x=0,
N — o
121 /(*)= e'2—e0sXx X0
X

2-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 bo‘lgan nugtasiga

o‘tkazilgan normal (2.1-2.12 variantlarda) yoki urinma (2.13-2.21
variantlarda) tenglamasi topilsin.

2.1 y= 4 x0=2. 2.2 y=2x2+3x-1,x0=-2.
2.3 y=x—x3x0=-. 24 v=x'+8\/x-32,x0=4.
25 y =X +yfx*~x0=1e 2.6 y:th*- 20,x0=-8 ¢
1+ VX .
2.7 Y =20 2.8 y=8>/x-70,x0=16-
1-vx
X2- 3x+6
29 y=2V2- 3x+1,x0=1 s
X3+3
211 y  yfx-3\fx,x0=164« 2.12 N—XJ_2 =0 2.
aZ +6 . .
2.13 y=2x2+3,x0=—1. 2.14 WAy Po 1
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2.15 y =2x+—x0- 1.
X
517 y =3 04,
X +1
2.19 y =3(lfx-2yfx),x0=1.

221 P= -,x0=-2.

X+ 1

3-masala. Differensial yordamida ifodaning tagribiy giymati hisob-

lansin.

3.1 y=Ifc,x=7,76.

§3 y = _)S_-'_-_\_:]_:E)___Z(__Z,a: 0,98.

35 y=<Kk2+2x+5x=0,91
3.7 y=jc"jc=1,021.

3.9 y=Ifx2,x=\,03.

3.11 =V4jc—1,JT=2,56.
1
UK + A+ 1,X -1,016 f

1
3.15 y=-7%*=4,16,
VX

3.17 =np7,x—2,002.

3.19 y=j4x-3,x =\,IS.

321 y=7Z)X +1Ix,x=1012-

2(xst+2)

216 '~ 3. (* +[)* -1-
[T+

218 y= P9 j0=1
1-5x°¢

220 y=—"— x0=2
X+2

3.2 y=Ifx,x=21,54.

3.4 y=arcsinx,x =0,08.

3.6 y=JIx2+x+3,x=197
3.8 y =x2l,x=0,998.
3.10 j>=x6,x =2,01.

3.12 y=Vj?,x=1,03

3.14 jy=VI+x+sinx,x=0,0b

3.16 >=v3x+cosx,x =0,01.

3.18 y ="2x- sin~Y’X=1,02.

3.20 jy=Vx:+5x=197-
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4-masala. Hosila hisoblansin.

3x +\[x
41
(x +3)\/2x-\
4'3 A~ 2x + |
X-+2
NI &
Xy[x+ 1
4.7 y=—y[
X'+ X+1
X+7

49 } 6ylx2+2x+7m

X +\
411 \(xy-]_'ib-l
413 y=3 \Ix2+ X+1
4.15 (*+2)eyjx2+4x+5*
4,17 >= Vx-1-(3x+2)
4x1
I +x2
419 Y=
2V + 2x~
o+ x3-2
421 y-=
s/l —n:3

42 P=2-

44 vy

46 "

4.8

4.10

412 y

4.14

4.16

418 vy

4.20

7

1-n
[+>£*
_(2x+1)Vx:-x
X
X -1
(x2+5)Vx2+5

(2x2+3yjx2-3
- 9x3

y=(1-x2)Ix3+-.

_\j2x+3 (x-2)

X6+ 8x3-128
Y=-
v8 —

y=i
3X
(x2-2)-v4 +x°
- 24x3

4 + 3a
V=

c-ij(2 + x3y



5-masala. Hosila hisoblansin.

_ [ r-\llrsii

5.1 y = (arctgjc):'narcgv. 5.2 3=lsinvx)

5.3 y=(sinjc)5 5.4 y = (arcsinx)*

55 y=(Inx)' 5.6 y = rassinx

5.7 y=(ctg3x)'L. 5.8

59 n=(£n4 . 5.10 y =(cos5x)

5.11 y = (.vsinx)s™(ts™” . 5.12 >= (;t3+4)Kgx

5.13 j,= % 5.14 y={x"+5p.
5x .

515 J'=(sin*)T . (x +\5

517 ~=19* .vB1 5.18 y =x3®*

519 y =[s\njx) . 520 y=

5.21 7 =A2t-5r

6-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0=;c(/0) bo‘lgan nug-
tasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

X =y/3cost x=/(/cos/-2sin/)
6.1 y =smt,t0=ﬂ— 6.2 y =t(tsin/+2cos/),/0=—
3at
\x=2t-t2 AZ1+t?
6.3 [y=3t-t\t0=1 6.4 3at2
r :+=n =2
X =2sin3/ V-2 In(ctg/) +1
A n
6.5 Y=20033/,/0=y 6.6 >=tg/+ctg/,/0=7
x=3(/-sin/) X = atcost
67 /=3(1-cos/)./0= | 6.8 "y =ats\nt,t0="
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6.9

6.11

6.13

6.15

6.17

6.19

6.21

X=sin t

Y—coszt,to =

o|=

X = arcsin

V=arccos— =r,/0=1
yj\ +t2

1+ In/
X=-

3+2In/
y=— —J1 =>
1+/
=n
t2
3 2

X

X =asin;i/
a

3
=acos’t,t0=
y 6

x =a(/sin/ +cos/)

y =o(sin/-/cos/),/0==

Ix=1—
Ty=t-t°t0=2

6.10

6.12

6.14

6.16

6.20

X =
Ne— N1=-1
[x=In(l+T)

U =/-arctg/,/0=1

[x=/-(I-sin/)
ly =t-cost,t0=0
1+/3

|

t
N — _
= ~_1‘fo— 2
X =3cos/

3= 4sin/,/0:£
4

X-t-t
'y =t2-t{to=1

7-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ikkinchi

tartibli
Ix =cos2/ tX=#"T
{y = 2sec21 [y=Inr
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4 1 7.5
29 ‘x=t+sint
©y=2—o0s/

jm=sin/
7.10 ly =In(cos/)

fx =sint
713 17 =sec/

X =cos/ +/sin/
/.16 |v =sin/—/ COS/
7191 .=</n

8.1 j=sin2x+cos(.r+1).

4*+7
83 7=
2*+3'
85 7-23m
2X+5
87 133ty
8.9 sin(x+ ) + cos2x.

x=nl7-1

7.17

7.20

7.11

7.14

“Y=e cos/ =cos2/
> =¢'sin/ 76 | =rg2
=1
X=ylt- 3 /
“ir=In(/-2) 7.9 .
1+/2
=/-sin/
y= 7.12 /=2-cos/
j.y=coss —tgtl
. 715 1 = =
= [
[y = In(sin/) sin 2/
X=\Jt-1
/ .
/.18 | =arcsin/
x=2(/-sin/) f*:/+5in/
_ 7.21
=4(2 +cos/) b =2+cos/

8-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

82 y:Ng . | |

8.4 ~=Ig(5x+2)
X

88 y 2(3*+2)

8.8 y =435

8.10 y = Uy
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4*+ 15

8.12 ~=IgB.v+]).
811 y_ iy * o )
X
8.13 y=75T. 8.14 > 9(4x +9)-
4 5x + 1
8.15 y=5. 8.16 v 13 21-+3) *
817 y =523, 8.18 "~ =sin(3.r+1)+cos5.r.
11+ 12+
8.19 y = yjeix+ « 8.20 Gx+5

8.21 y=Ilg(2x+7).

9-masala. Quyidagi tengsizliklar isbotlansin.
9.1 \n(\+x)>j",x>Q. 9.2 In(l +x)<x,.Y>0.
9.3 e*>\ +x,xeR- 9.4 ex>ex,x>\.

9.5 bn-d'>n{b-ci)dy\0O<a<bLneN. 9.6 (a+b)I<a"™ +b'"' 0<p<\

9.7 cos.Y>Il-y’A>o0. 98 27>3--~>bh
3 .r3
9.9 sin.v>x-’\Fx>o. 9.10 arctgx>x—7,0<x<\

: » X
911 e'>|+x+5+...+—|.x>0.nsN. 9.12 arctgx<x—~o—,0<.V<1 .
! 7

v

2 3
9.13 Inl+p)<n--y +y.A-"0. 9.14 ex>\+x+— ,x>0.

«
2r

9.15 InB b’*—.0<b<a. 9.16 <1l+.r+— -,x>0.

9.17 xr-yIipx™ (x-y), 0<y<x, p>\. 9.18 In(l +.x)>X -— ,1->0.

81



9.19

9.21

10.1

10.3

10.5

10.7

10.9

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19

10.21

|arctga-arctgE>| <|a-#|.

9.20 In"> — -,0<bx<a.
b a

b" -a"<n(b-a)b"-\0<a<b,neN.

10-masala. Limit hisoblansin.

- 6X
Jimi— .

ber i
1
P*.

Ay w

iim *,00(0.0)\

X2 +sinA-

Ti .
p,-.{)ilex+ COSX

lim --2X£282 <,
SIN X + e~X

X4+cos*

limf

%fcosA')Aht.

10 2 lim \n(\-x) ctgrx,

H D EAY AL
10.4 }'rf%(z 2 )

limligx- (I - sinn) 11
X4 J*

10.6
>

10.8 J.|ri__'r'[b\fx In2* .

10.10  Jiggjosm

10.12 -In'l].
10.14

10.16 }_ig‘bx'z**

10.18

10.20 3 (tSx) XX,
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11-masala. Quyidagi masalalar yechilsin.

11.1 Yid'indisi o‘zgarmas a soniga teng bo'lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0,n>0) ko'paytmasining eng Kkatta
giymati topilsin.

11.2 Ko'paytmasi o‘zgarmas a soniga teng bo'lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0,n>0) vyig'indisining eng Kkichik
giymati topilsin.

11.3 Yuzasi Sga teng bo'lgan barcha to'g'ri to'rtburchaklar
ichidan perimetri eng kichik bo'lganini aniglang.

11.4 Kateti va gipotenuzasi yig'indisi o'zgarmas bo'lgan to'g'ri
burchakli uchburchaklar ichida yuzasi eng katta bo'lganini aniglang.

11.5 V hajmli yopiq silindrik bankaning o'lchamlari ganday
bo'lganda u eng kichik to'la sirtga ega bo'ladi?

YZ

11.6 +;j ellipsga tomonlari ellipsning o'glariga parallel
cr

bo'lgan shunday ichki to'g'ri to'rtburchak chizingki, uning yuzasi
eng katta bo'lsin.

11.7 R radiusli yarim sharga asosi kvadratdan iborat bo'lgan
shunday ichki to'g'ri parallelepipedni chizingki, uning hajmi eng
katta bo'lsin.

11.8 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
hajmi eng katta bo'lsin.

11.9 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
to'la sirti eng katta bo'lsin.

11.10 R radiusli sharga shunday tashqi konus chizingki, uning
hajmi eng kichik bo'lsin.

11.11 Yasovchisi | ga teng bo'lgan eng katta hajmli konusning
hajmini toping.

11.12 M(p,p) nuqta va yl=2px parabola orasidagi eng qisqa
masofani toping.

11.13 A(2,0) nugta va ,r+ j2=1 aylana orasidagi eng gisga va
eng uzun masofalar topilsin.

2 2

11.14 ~r+— =1 (0O<b<a) ellipsning B(0;-M nugtasidan
cr

o'tuvchi eng katta vatarini toping.
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X1 2
11.15 "F+XT=1 ellipsda shunday M[x,y) nuqtani topingki,

shu nuqtadan ellipsga o'tkazilgan urinma va koordinata o'glari yor-
damida hosil bo'lgan uchburchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.

11.16 R radiusli doiraga shunday ichki to‘g‘ri to'rtburchak chiz-
ingki, uning perimetri eng katta bo'lsin.

11.17 A(l;2) nuqgtadan shunday to‘g‘ri chiziq o'tkazingki, shu

to‘g‘ri chiziq va musbat yarim o‘glar yordamida hosil bo'lgan uch-
burchakning yuzasi eng kichik bo'lsin.

11.18 a musbat sonni shunday 2ta musbat go'shiluvchiga ajrat-
ingki, ular kublarining yig'indisi eng kichik bao'lsin.

11.19 Uzunligi / ga teng bo'lgan setka bilan bir tomoni devor
bilan to'silgan shunday to'g'ri to'rtburchak shaklidagi yer uchast-
kasini o'rash kerakki, uning yuzasi eng katta bo'lsin.

11.20 Teng yoqli uchburchakni 2 ta teng yuzali uchburchakka
ajratuvchi eng Kkichik kesmaning uzunligi topilsin.

11.21 Derazaning perimetri P ga teng, yuqori qismi yarim
doiradan iborat bo'lgan to'g'ri to'rtburchak shaklga ega. Deraza-
ning o'lchamlari ganday bo'lganda undan eng ko'p yorug'lik o'tadi?

12-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib funksiyaning
grafigini chizing.

x3-9x2
121 y = x2(/x-2)>~. 122 y = gt 6x-9.
123 y =2-3x2-x3. 12.4 jk=(x+1)2 (a-1)2.
125 y =2x3-3x2-4. 126 »=3:;r-2-x3.
12.7 y =(x-\)2.(x-3)2. 128 y=~ ~ 1-5.
129 y =6x-Sx3. 12.10 v=16n2-(jr-1)2.
12.11 y =2x3+3x2-5. 12.12 y =2-\2x2-Zx3.
12.13 y =(2x +1)2-(2x-1)2. 12.14 y =2x3+9x2+ 12x.
12.15 y =12x2-8x3-2. 12.16 y =(2jc- 1)2-(2nr-3)2.
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27(x3 X2) x-(12- x2)

1217 y=— N -eee —X o 12,18 Y —--mmmm -
fjr-4v
1219 y =—J---l-é-—- 12.20 y = 16[3—12x2—4 »
x2 X-4
1221 y = (16 )2

13-masala. Funksiyaning asimptotalarini toping va grafigini yasang.

X5-2X* -3x +2 132 Y= Ix-Y
131 y= 1-x2 ' nix2-r
x2-\\ 13.4 2x3-3x2-2x +1
183 y- 413 - Y 1-3x2
2x2-1 e 21-x2
135 y_yJ)<z—2 ' 0 Y 7X+9 '
X3+3x2- 2x- 2 _ X2+16
13.7 y - 138 Y= '
2- 3x2 n/9x2 -8
3x2- 7 13.10 X2- 6x +4
13.9 Y= o1 ' Y 3x-2
2-x2 X2+ 1
13.11 Y 13.12 Y
A9x2-4 * nlax2-3 '
1313 y X2 1314 y T
l Y 4x - 5" ' Y 4x + 8 ¢
3- 4 X2-3
1315 y o0 13.16 Y
3x2- 4" \13x2-2
4%’ +3x2- 8x - 2 2x9+2x2-3x-1
1317 y X T8x2-Bx 1318 y o e
2 - 3x2 2—4x2
2x2 -6 X3 - 5x%
13.19 vy 1320 Yy i
X -2 5-3x2
13.21 4x3- 3x
4x2—1"
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14-masala. Funksiyani to‘liq tekshiring va graflgini yasang.

X’ +4 4x
142 y =
3+x2"
14.3 = 144 Y= 12x
S Y S o ' T9+x2"
X2-3x +3 4-x3
145 y = 146 y= %
-1 X
X2- 4x+1 2n-3+1
147 y = | , 148 y =
2 X2
4.9 >= 1410 y =7— XT’
X~ y %““ﬁ

14.11 y:V|+;(jY

14.13 9+6x-3x2 1414 v = 8x
P -2 x4 13 R A S
frx-iv 3x4+1
1415 Y= 1416 y =
X+1y
4x
1417 Y= 14.18 Y=
(,+1y
1419 y=— ° 1420 y=2 2%
Y T v ox- 3 Y T iox-3
X2-nr+1
14.21 =:
X -\
-D-

Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib, /'(0) topilsin.



L JOHADAQ) N T g
Tao I F I L T e T

in"d Ax
) sm<
e -1 . 1- cosAt 2sinz

=t e S g oA TR

2.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 bo‘lgan nuqgtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasi topilsin.

X
Y x2+\ 7 X~ 27
< Ma’lumki, urinma tenglamasi

N=/(*0) +./'(xoM *-*0)

ko'rinishga ega. /(.y0)=/(-2) -2 _R
(-2) +1 5

“e(* 40 ~fs(d:+D [ +1- 2V

[« =
€7+l (x- +1f 2+ 1)
1-4 3
= mf(x0) =f'(-2) =-
25 25
my=-— — ¢(*+ 2)=> Urinma tenglamasi: 3v+25>’+16=0 >

3.21-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy giymati
hisoblansin.
y =<3+ Ix, v=1,012
< Tagribiy giymat
[ (x0+ &) *f(x0)+f (H0)eAx (1)
formula yordamida hisoblanadi.
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Bizda

f(x) =yjx3+7x ,nb=1, Ax=0,012=>/'(.v)=|n/x5+7xj = (X*+7x)3

=~ (X3+7xp ¢(x3+7x) =— 7 ,=f(x0)=VU7 =2,
Vv(x3+ ?x)
MMT)=5,4%9,7 %

Topilgan ifodalarni (1) tenglikka olib borib qo‘yamiz:
?/(1,012)47-1,012 *2+-6-0,012=2+5 0,002 =2,01 >

4.21-masala. Hosila hisoblansin.

X6+ x3- 2
>=- 5

(X6+x3- 2) eVT-x2-(x6+x3-2 (Vl-x2j

_ "X6+x5- 2
= n

y VI-X:

<y

(&Y3nr=).YTr-(>-4Y-2).7,

(1-x9-VI-X:

_ x(5x6-6 x4+2x3-3 x+ 2)
(x2-1)-V 1-x2

5.21-masala. Hosila hisoblansin.
y = XX-5*.

</=("-Y )'=["] =en"'5) [In(x2r-5)] =x*-5" [2xInx+x In5]' =
ii
=X *[2Int+2+ IN5] =X2r ¢5' ¢(2 + In5x2). >
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6.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0=x(t0) bo‘lgan
nugtasiga o ‘tkazilgan urinraa va normal tenglamalari topilsin.

(x=1-T,
\y =t-t\/0=2.

< Biz y=f(x0)+f'(x0) (x-x0)-(2) (urinma tenglamasi),
y —f ( xo0) ~ N o(Y- X0)-(3) (normal tenglamasi),
J

y

va Y*=~7-(4) (parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi)
i

formulalardan foydalanamiz:

D=1-22=-3; /(*0) =2 - 23= -6;

(I-r) - 4
Topilgan giymatlarni (2)va(3)-tengliklarga olib borib qo‘yib urin-
ma va normal tenglamalarni topamiz:

vV=-6 +?.(*+3) f4 y—1jc—9 = 0 —urinma

[4x +\\y+78=0-normal ¢t

7.21-masala. Paramstrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ik-
kinchi tartibli hosilasi hisoblansin.

fx =/ +sin/
\y =2+cost

< Bu masalani (4)-formuladan ikki marta foydalanish yordam-
ida yechamiz.

., Yi_(2 +cosf) _ -cost

(t+smt) I+cost
[ -cost n
1+cos/> sin/(l +cos/)-cos/sin/ sin/
1+ cosr (I +cos/)3 (1 +cos/)3'
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8.21-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

=In2v +7).
< >>—Ig(2x+7)— In(20+7) In(2x+7)
n10 InlO
......... I -.(2, +7)' =-i L
InlO 2X+1 v " InI0 2x+T
[ =(/)'=
=)= In 10 A (2x +7)2] In10 (2x+7):
23 2!

rTI: 1) -
ym=(") In10 (2*+7)3
Bu jarayonni davom ettirish natijasida VweN uchun

ny-rrata 2" (71~-11
In10 (2v+7)" tenSlikni h°sil Qilamiz.o

9.21-masala. Quyidagi

f’-a',<«(A-a)Z»'-,,0<0<6,«€N
tengsizlik isbotlansin.
< Bu tengsizlikni Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlaymiz.
f{x)-x" funktsiya uchun [a,6] kesmada Lagranj teoremasini
go‘llaymiz:
m-f{a) =f'{xoy{b-a),
x0e (a,b) =>b"—an=nw ' +(b-a) <n(b-a)-b"*~".>

10.21-masala. Limit hisoblansin.

lim(cosA®)sin

A-*0 V 7
lim K 605*) i .
<nm(cos. r)" =(r) =en sint = ((Lopital teoremasidan
. (in(cosjr)) . —sin_x
foydalanamiz )) = R,
e ( ! - e—>cosT _ e-40s-t =e° =\ 1>
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11.21-masala. Derazaning pcrimetri P ga
teng, yugori gismi yarim doiradan iborat boigan
to‘g‘ri to‘rlburchak shaklga ega. Derazaning
o‘Ichamlari ganday boMganda undan eng ko‘p
yorug‘lik o‘tadi?

< Masala shartiga ko‘ra deraza 1-chiz-
niada ko'rsatilgan shaklga ega. Chizmadan
ko‘rinadiki,

Unda
2

P=x+2y+n4 =x+2y+7—12X =

_P x nx
Y~~2~2~~4~"
Endi derazaning yuzasini topamiz:

s nRr Px x nx: inx- Px x- nx )
= 3 + mmm=== -
XYT o 2 2 44 8 22228

Derazadan eng ko‘p yorug'lik o'tishi uchun derazaning yuzasi
eng katta boMishi kerak. Buning uchun (5)-funksiyaga maksimum
giymatni beruvchi x ni topishimiz lozim.

P

4 P
f0=m — stat-

sionar nuqta. Bu nuqtada S"(.r0)--1- —<0=>max m Demak, de-

2P
razadan yorug‘lik eng ko‘p o‘tishi uchun uning asosi
bo‘lishi kerak ekan. Balandligi esa
_ P nP P(n+4-2-n) _ P
Y~2 2 4 ~2 mgt4 2a-+4) 2(n-+4) n+a

bo‘lar ekan. >
12.21-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib
_ X2 (pc-4)2

Y~ 16
funksiyaning grafigini chizing.



< Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saglanadigan
oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz.

X (-00;0) 0 (0-2) 2 (2:4) 4 (4:+00)
_ 0 + 0 - 0 +
Y min / wgx \ min /

Jadvaldagi ma’lumotlardan foydalanib, berilgan funksiyaning grafi-
gini chizamiz (2-chizma). >

4y -3
13.21-masala y = y - X

Ax9—1 funksiyaning asimptotalarini toping

fr

4r3-3.v_  x-(Axr-3) X+“2Jr ZJ
<! 4n2-1 @y+1)(2.r-] ot o\
| 2) ) l/]

va grafigini yasang.

a) Vertikal asimptota: x=~~ va x=- to‘g‘ri chiziglar ver-

tikal asimptota bo‘ladi, chunki Hm/(m*)=c0 \a *'rn/(.v) =00
X - %~ L-* 1
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Funksiyaning shu nuqtadagi o‘ng va chap limitlarini ham hisob-
laymiz:

lim /(n) = -o00 lim /(n) = +o0
T™=re° S\
lim /(n) =-co lim /(x) = +«3
jr-»2+0 Xty 0
] ] 4x3—3x .
b) Gorizontal asimptota: }™/(-r) = ——="°0=> gorizon-
tal asimptota yo‘q.
. fix) 4x -3x
d) Og‘ma asimptota: a = lim-—--- =lim——-— r=
X A*n-(4n- -1)
i _,. 4n3- X _ . 4X3-3n-4.1 +n-_ 2n-
A=lim[/(x)-m- ) =lim - —X _.Ell!g] ------- YT —rjl_rgjﬂ_—_i—o_>y—x —

og‘ma asimptota.
Bu asimtotalardan foydalanib, funksiya grafigini chizamiz
(3-chizma). >

3-chizma.

X2- X+1 L . . .
14.21-masala. y = X1 funksiyani to‘lig tekshiring va grafi-

gini chizing.
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< Funksiyani paragrafning A bo‘limi 9-punktida taklif gilingan
sxema asosida to'lig tekshiramiz.

Funksiyaning aniqlanish sohasi: O (>>)={ar 13

Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham emas.

y=1 nuqta funksiyaning 2-tur wuzilish nugqtasi, chunki
j™ /W =-°° va }""/(*)=+a0 OY o‘gi bilan kesishish nugqtasi:
7=1{0) =-1.

OX o‘qgi bilan kesishish nuqtasi: jy=0=>jr:-;t+1=0=>.xe0=>
OX o‘gi bilan kesishishmaydi.
Funksiyaning ishorasi o'zgarmaydigan oraliglar:

X (-°°51) (I;+co)

Y

+
Endi funksiyani monotonlik va ekstremumga tekshiramiz:

y- fr- X+ Y +1)-1 21 -3Y-Tl-.r +.Y-1 X2-1t -v-(.y-2)
w1 (1) 2 - = (T-D)i= (h)n

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saqlanadi-
gan oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:

(=<0;0) 0 (o) 1 1:2) 2 (2+co)
y + 0 - 3 — 0 +

Y / max 2 n@n

Qavariqglikka tekshirish uchun yni hisoblaymiz:

X-2X 1
y:(y) = 1--

3=>T<l1<3an va .Y>I<?au-
(Y-1y (n-1)

Funksiya asimptotalarini topamiz:
a) Vertikal asimptota: X =i -vertikal asimptota.
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. : . X =X\ .
b) Gorizontal asimptota: I|m/(N*)=I|m— _, '™ 00=>gorizon-

TI-»X X

tal asimptota yo‘q.

) LI (*) x2-x + 1
d) Og‘ma asimptota: X

JT—IC+1—V*+X . i
= *) - =1i /\_/\—_ :I— :I ————— =0= =A"
6=u4d/( )aV]w{'”)/(_l % *l)r)pi o im >y
og‘ma asimptota.
Endi topilgan ma’lumotlardan foydalanib, funktsiya grafigini
chizamiz (4-chizma). >
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4-8. 3-MUSTAQIL ISH
Anigmas va aniq integrallar, ularning tatbiglari

Boshlang‘ich funksiya.

Anigmas integral.

Anigmas integralni hisoblash usullari.

Ratsional funksiyalami integrallash.

Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funksiyalarni integrallash.
Binomial diflerensial va trigonometrik funksiyalarni integrallash.
Anig integral va uning tatbiglari.

Elliptik integrallar.

-A-
Asosiy tushuncha va teorcmalar
1°. Anigmas integral va uni hisoblash usullari

/(.y) funksiya biror (a,b) intervalda .aniglangan bo'lsin. Quy-
idagi masalani garaymiz: 3F(y) funksiyani topish kerakki V xe(a,b)
uchun F'(x)=f(x) boMsin.

1-ta’rif. Agar Vxe(a,b) uchun F’(x)=f(x) bnfisa n holda
F(x) funksiya (a,b) intervalda /(y) funksiyaning boshlang4ch
funktsiyasi deyiladi.

IMa’lumki ~(.v) funksiya boshlang'ich funksiya boMsa F{.\) -+c
ham boshlang‘ich funksiya bo‘ladi.

2-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan /( x) funksiya boshlang'ich
funksiyalarining umumiy ifodasi F(y)+c shu f{x) funksiyaning
anigmas integrali deb ataladi va

\f{x)dx

kabi belgilanadi.

Demalk,

JI(y)"y=F(a)+ec (1)

Integrallashning umumiy qoidalari va anigmas integrallar jadva-
li 1-8 ning 12° va 13° punktlarida keltirilgan. Biz ularga to‘xtalmay
anigmas integralni hisoblash usullarini keltiramiz.

1-teorema. (0 ‘zgaruvchilarni almashtirish). Agar

\f{t)dt =F(t) +c 2
bo'lsa unda
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ML<p()I(p*(x)dx = F[(p(x)] +c @A)

bo‘ladi ((3)-tenglikda f(t),(p(x),<p\x) funksiyalar uzluksiz deb faraz
gilinadi).

2-teorema. Agar u=u(x) va v=v(y) funksiyalar (a,b) inter-
valda uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalariga ega bo‘lsa unda shu
intervalda ushbu

(4)
boMaklab integrallash formulasi o'rinli boMadi.

Amaliyot shuni ko'rsatadiki boMaklab integrallash usulini qoMlab
hisoblanadigan integrallarni asosan, uch guruhga ajratish mumkKin.

Birinchi guruhga ko‘paytuvchining biri maMum funktsiyaning
hosilasi boMgan ikkinchisi esa ushbu
In (x), arcsinx, arc cosx, arc tgx, (arctgx)', (arcccmr)', In"(.x),...
funksiyalardan biriga teng boMgan funksiyalarning integrallari kiriti-
ladi. Bu holda 2z/(.v) deb shu funksiyalar belgilanadi.

Ikkinchi guruhga J(ax+A) cos(c.v)cEt, [(aT +6) "sin(c.v)<iY va
flax + b)"eadx ko‘rinishidagi integrallar Kkiritiladi. Bu holda
r/(n-) = (ax +6)" deb olinib boMaklab integrallash formulasi n marta
goMilaniladi.

Uchinchi guruhga JV"cosZmACc, je 1 s'mbxdx, jsin (Inx)dx,

Jcos(Inx)dx,... ko'rinishidagi integrallar kiritiladi. Bunda integralni

I deb belgilab boMaklab integrallash formulasini ikki marta go‘llasak,
I ga nisbatan chizigli tenglamaga kelamiz.

Bu uchta guruhga kirmagan ba’zi bir integrallarni ham boMaklab
integrallash usuli bilan hisoblash mumkin. Masalan

integral yugoridagi uchta guruhga kirmaydi lekin bu integralni ham
boMaklab integrallash usuli bilan rekkurcnt formulaga keltirish yor-
damida hisoblash mumkin:

1 X 2//-1 1
— —h- y (5)




r r dx | X _
A= |~,——-; =—arctg—+tc Agar (5)-tenglikda n=1 desak
x'+a' a a
N oa TN 4Bt 0ge arctgy +c ekanini topamiz.

Izoh: Ma’lumki, clementar funksiyaning hosilasi yana elementar
funksiya bo‘lar edi, lekin integral olish uchun bu tasdig o‘rinli bo'lishi
shart emas, ya’ni ba’zi bir elementar funksiyalarning integrallari el-
ementar funksiya bo'lmay qolishi mumkin. Masalan, ushbu

L je~'2Ax; 2. Jcosx:d.v;
3. Jsinx2*£t; 4, (.x>0,.v*I);
rcosx, rsinx
dx (x*orﬂ 6. ----- dx.
X * X

integrallaming har biri elementar funksiyalar yordamida ifodalan-
maydi. Bu funksiyalar amaliyotda ko‘p uchraganligi sababli ular-
ning giymatlarini hisoblash uchun alohida jadvallar tuzilgan va ular-
ning grafiklari yasalgan. Shu yo'l bilan elementar funksiyalarda in-
tegrallanmaydigan funksiyalar ham to‘la o'rganilgan.
Ir
2°. Ratsional funksiyalarni integrallash
3-ta’rif. Agar R(x) funksiyani ikkita kofphadning nisbati
ko'rinishida yozish mumkin boba, n holda R(x) ratsional funksiy-
alar (yoki ratsional kasr) deyiladi, yahi

RX°el}y 6
Pn(x)-n -tartibli, (a) - w-tartibli ko'phad.

Agar n>in bo'lsa kasr noto‘g‘ri kasr; n<m bo'lsa to‘g‘ri kasr
deyiladi.

Ixtiyoriy noto'g'ri kasr berilgan bo'lsa, ko'phadni ko'phadga
bo'lish yordamida har doim uni ko'phad va to'g'ri kasming yig'indisi
shaklida ifodalash mumkin. Ixtiyoriy to'g'ri kasrni quyidagi 4ta
ko'rinishdagi sodda kasrlarning yig'indisi kabi ifodalash mumkin.
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| ¢ r{K=2n

W g rpx+q IV faldpde < " =23).

2
Il va IV da x2+px+qg* 0, ya’ni p_ >0-

I va Il ko‘finishidagi sodda kasrlar to‘g‘ridan to‘g‘ri integralla-
nadi. W va IV ko'rinishidagi sodda kasrlami integrallash uchun

esa X+~ -t almashtirish bajarish lozim.

3°. Ba’zi irratsional ko‘rinishidagi funksiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.

N(x,>’) deganda x va y o'zgaruvchiga nisbatan ratsional bo‘lgan
funksiyani tushunamiz.

F( lax+bh) lax+b
a) X,\ cx+Jj integralni hisoblashda t=~" +” almash-

tirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga kelinadi.

b) yjax2 + bx +cNjdx integralni hisoblashda quyidagi 3ta hoi
garaladi.

1-hol. ax2+bx+c kvadrad uchhad har xil x, va x2 haqiqgiy
ildizlarga ega bo'lsin. =>ov2+Z>x+c=0(x-x1)(x-x2).Bunda

Jer(x-x,)(x-x2) =/(x-x,) @)

almashtirish bajaramiz.
2-hol. d>o0 bo‘lsin. Unda

oJax' + bx+c =t—yfax|yoki Vax2+bx +c =t + Vaxj (8)

almashtirish bajaramiz.
3-hol. ¢> o0 boMsin. U holda

mJax2+bx + ¢ =tx + y[c|yoki Vax2+bx +¢c =Ix- Jc (9)
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almashtirishni bajarish yordamida hisoblanishi kerak bo'lgan inte-
gral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
(7)-(9) almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb ataladi.

4°. Binomial differensiallami va trigonometrik funksiyalarni
integrallash.
a) 4-tarif Ushbu x"'(a+bx") dx ko'rinishidagi ifodaga binomi-
al differensial deb ataladi. Bu yerda m, n, p, -lar ratsional sonlar.
/= \xm(a + bx*)Pdx (10)
integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksiyaning integraliga kelar ekan.

1-hol. p-butun son. x=ts almashtirish bajariladi. Bu yerda N
soni m va n ratsional sonlar (ya’ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik
umumiy Kkarralisi.

2-hol . 0 butun son. Bu holda a+bxn=ZS,N- p ratsional

sonning maxaraji, almashtirish bajarish kerak.

m+1 a X .
3-hol. ——i-p-butun son. Bunda —+b=Z ,N-p ning
maxraji, almashtirish bajarish yetarli.
b) /= Ji?(sin*,cos*)*/*;

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni ushbu

N2=t ~nN<x<nis
universal almashtirish yordamida har doim ratsional funksiyani in-
tegrallashga keltirish mumkin:
smmg= 2 cos*=l—_r— dx = 2dt
) 1+r +/2 0 I+/2¢
d) Avytaylik,

[ = Jsin"*ecos"'xdx, (n,meZ)

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi
hollar garaladi.
1-hol. n-toq, m-juft =>cos* =/ almashtirish bajariladi.
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2-hol. n-juft, m-toq =>sinx =/ almashtirish bajariladi

3-hol. n va m-toq. Bunda cosx=t,s'mx-t yoki tgx=t al-
mashtirishlardan biri bajariladi.

4-hol. n va m-juft. Bu holda

Sin2x = 2sinX-c0SX va C€0S2X =C0$2X-Sin 2X
formulalardan foydalanib, tartib pasaytiriladi va yuqoridagi hollardan

biriga keltiriladi.

5°. Aniq integral va uning tatbiglari.

Anig integral tushunchasi va uni hisoblash usullari maktab kur-
sida gisman va ma’ruzalarda batafsil o'tilishini hisobga olib, biz
aniq integralni hisoblash usullariga gisman to‘xtalaniiz hamda asosiy
e’tiborimizni uning tatbiglariga qaratamiz.

1. Nyuton-Leybnis formulsi. Agar /(x) funksiya [a,b] kesma-
da uzluksiz bo'lsa va F'(x) =/(x) tenglik bajarilsa, u holda

a
formula o'rinli bo'ladi.
Formulaning isbotida uzluksiz f(x) funksiya uchun ham ba-
jariladigan ,

foo IO

tenglikdan foydalaniladi.
2. BoMaklab integrallash formulasi. Agar /(x) va g(x) funk-
siyalar [a,ft] kesmada uzluksiz difTerensiallanuvchi bo'lsa, u holda

J(*)s'(*)<k=/(*)e«(*)[ -
bo'ladi.
3. 0 ‘zgaruvchini almashtirish. Agar <p(t) funksiya \a,P\ kesma-
da uzluksiz ditfercnsiallanuvchi va <p(t) e [a,0\ F a=<p{a)F b= (p(0)
bo'lib F /(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, unda

Jf (x)dx =\f\g>(t)]<p'(t)dt\
bo'ladi.
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4. 0 ‘rta giymat hagidagi birinchi teorema.
Agar / (x) va g(x) funksiyalar [a,b1 kesmada chegaralangan va
integrallanuvchi bo'lib, g(x) funksiya (a,b) da ishorasini o'zgar-

tirmasa, shunday “e[nr, M] {(*)}» ~ =sup{/(X)}j nugta
topiladiki,

if(x)g{x)dx = Mejg(*)<k;

tenglik bajariladi.

a) Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.

1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.

/(nr)eC[<3,6] bo'lib Vxe[<7,6] uchun /(n)>0 tengsizlik ba-
jarilsin va D soha quyidagicha aniglansin:

ja<x<b
N=lo<>’</(*) ‘'egri chizi<?'i trapetsiya.
Unda
s=)/W * do
tenglik o‘rinli.

Agar yj(i)6CIfl,i], f2(x)eC[a,b\ bo'lib,

[a<x<b

bo'lsa, u holda

S= (12)
bo'ladi.
2) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar D soha qutb koordinatalar sistemasida

[a<(p<p

ko'rinishida berilgan bo'lib, r(g>)eC[a,0\ bo'lsa,
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s =N\ r 24<p)d<p (13)
a

formula o'rinli bo‘ladi.

b) Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.

1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.

f(x) funksiya \a,b\ kesmada aniglangan bo'lsin. Uning grafigi
quyidagi

{(C./(*)):* 6[a,6]}

nuqtalar to‘plamidagi iborat. Shu grafikdagi A[a,J(a)) va
B(b,f(b)) nuqtalar orasidagi ~ egri chiziq yoyi uzunligi 1 ni
topish talab qilinsin. Agar f'{x)&C\a,b\ bo‘lsa, unda

[=WH/"(*) ]k (¥

bo'ladi.
Agar (14) da b=x desak, I(x)=JVI+[/'(*)]2ck bo'lib,
d_
dx
Bu ifodaga yoy dilTerensiali deb ataladi.
2) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig yoyining uzunligi
hisoblash.
Agar

AB\y = V{f), aiilii/3"

bo'lib, (p'{t)eC[a,0\ va i/(t)&C[a,0\ bo'lsa,

I=U<P\t)Z+ ty {tfd t (15)
bo'ladi.
3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining
uzunligi hisoblash.
Agar
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bo‘lib, r'(*)eCla,/7] bo'lsa, unda

1=J " 2{9) +[r'{<P)"d<p (16)
a
formula o'rinli bo'ladi.

d) Aylanma sirtning yuzasi.

Aytaylik, /(x)eC[a,6] bo'lib, /(.v)>0 bo'lsin. “yoyni OX
o'gi atrofida aylantiramiz va aylanma sirtni hosil gilamiz. Agar
f'(x)eC\a,b\ bo'lsa, unda shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

S=2n[f (X)-yj\+[/'(*)]'& (17)

a
formula yordamida hisoblanadi.

e) Aniqg integral yordamida hajm hisoblash.

Faraz qilaylik, bizga biror T jism berilgan bo'lib, uning OY
o'giga parallel bo'lgan kesimlarining yuzasi ma’lum bo'lsin. Bu
yuza x o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi, uni S=S(x) deb belgi-
laylik. Agar 5(n)eC[a,A] bor'1lsa, unda T jismning hajmi K ushbu

(18)
a
formula yordamida hisoblanadi.
Natija. (Aylanma jismning hajmi). Ushbu
a<x<b

0<y<f(x)
egri chizigli trapetsiyani OX o'gi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan
aylanma jismning hajmi

V=ng§_ f{x)Jdx (129)

formula yordamida hisoblanadi.

f) 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

OX o'gida shu o'g bo'ylab biror jism F =F(x) kuch ta’sirida har-
akat qgilayotgan bo'lsin. Agar F(i)eC|[a,ft] bo'lsa, F=F(x) kuch
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ta’sirida jismni a nugtadan b nugtaga o'tkazishda bajarilgan ish ushbu

(20)
0
formula yordamida hisoblanadi.

g) Statik moment. Og‘irlik markazi.

Aytaylik, m massaga ega boMgan M(x,y)-material nuqta berilgan
bo'lsin. my va mx ko‘paytmalarga mos ravishda berilgan nuqtaning
OX va QY o‘glarga nisbatan statik momentlari deb ataladi.

Egri chizigning OX va QY o‘glarga nisbatan statik momentlari
M;' va My lar ham shulkabi aniqlar|1adi hamda

(1)

u u b -
formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl =" (dx)" +(dy)~ -yoy

differensiali, | esa berilgan egri chizig uzunligi.
Berilgan egri chizig og'irlik markazining koordinatalari esa ushbu

formulalar yordamida hisoblanadi.
h) Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

egri chizigli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda

(23)

va

(24)

bo'ladi. Bu yerda -trapetsiyaning yuzi-
a
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6°. Elliptik integrallar.

5-tarif Ushbu

dx
PO esfhg @)
E(k,<p) = jyjl-k2sm2xdx (26)

0
ko‘rinishdagi integrallar I va Il tipdagi elliptik integrallaming Lejandr
formasi deb ataladi.

(25) va (26)-integral ostidagi funksiyalarning boshlang‘ich funk-
siyalari elementar funksiyalar yordamida ifodalanmaydi. Shuning
uchun ham ularning giymatlarini hisoblash uchun maxsus jadvallar
yaratilgan.

Agar (25) va (26)-integrallarda =~ bo‘lsa, u holda bunday

integrallar to‘lig elliptik integrallar deb ataladi va ular F(k),E(k)

kabi belgilanadi.
Demak,

oV I-%sin'c ' <27)
E (k) = JVI - k2sin2A (28)
0

To‘lig elliptik integrallaming giymatlari ham maxsus jadvallar
yordamida hisoblanadi.

XZ 2
Misol. Ushbu E+); =1 ellips yoyining uzunligi hisoblansin.
- - - - - - A‘:aSin/ - -
Ellipsni parametrik ko‘rinishida S =6sin/, 0</<25 kabi ifo-

dalab olamiz.
n

Unda /=4/, =4°]¥Y[*'()] +[Y (/)| dt =4JI\Jcrcos:/+b:sin2tdt =
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X

X

=4jja 2(l - sin: r) +b2sin: tdt = 4a|J |-~ -~ -sin:tdt=4aE ~ =4a%)

0]

o O vV n ;

bu yerda s =— — --ellipsning ekssentrisiteti.

©EN DU A®ON

lash.

16.

lash.

17.
18.

Nazorat savollari

Boshlang'ich funksiya tushunchasi.

Anigmas integral va uning xossalari.

Anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish.
Anigmas integralda bo‘laklab integrallash formulasi.
Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ba’zi irratsional ko'rinishdagi funktsiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.

Binomial differensiallami integrallash.

Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

. Aniq integral tushunchasi.

. Nyuton-Leybnis formulasi.

. Aniq integralda boMaklab integrallash formulasi.
. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish.

0 ‘rta giymat hagidagi birinchi teorema.

. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligini

hisoblash.

19,
20.
21.
22.

23.
topish.

24.
25.
26.

27.

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
Aylanma sirtning yuzasini hisoblash.

Aniq integral yordamida hajm hisoblash.

0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

Egri chizigning koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlarini

Egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalarini topish.
Geometrik figuralarning statik momentlari.
Geometrik figura ogMrlik markazining koordinatalarini topish.

Elliptik integrallar.
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_B_

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
I-masala. Anigmas integral topilsin.

11 A@ﬁl’ﬁ)’l

1.3 |(V2 - 8yjsin3xdx.
1.5 J(4.v+3)sin5jcA.
1.7 J(y+5)sin3*cEc.

1.9 j(2.Y-5)cos4.Ydt.

1.11 J(W2 —3jcos2*fitc.

1.13 J(5* + 6) cos2xdx.
1.15 jarctgyj3x-\dx.
1.17 \e''x(2-9x)dx.
1.19 JIn(4*2+ 1)*/*,

1.21 J(4*- 2)cos2.ydx.

2-masala.

C dx
Xy/x2+1 ’
C dx

X\x~— *
f xdx

MNIX* +x2+ T

2.3

2.5

2.7 Jgx- In(cos V)dx.
3

X @K
29 \s{or .

1.2 Jsin3xdx.
f xdx
«c0s2,Y’
1.6 J(7A--10)sind*ciY.

14

1.8 J(2-3.v)sin 2xdx.
1.10 J(8-3;t)cosbx<iY.
1.12 |(4n'+7)cos3xdx.
1.14 J(3.y-2)cosbY(a.
1.16 jarctgyj5x-\dx.
1.18 je~2x(4x-3)dx.

1.20 |(2 - 4.v)sin 2xdXx.

Anigmas integral hisoblansin.

+ My ,
1 ax.

2.2
3 X

2.4 1 2+Inx2gix.
1 X

f(arccos.Y)J-1

> V w '
-COé(Y+I)
210 1 1-COSA* X

(a- sin*)'
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f sin X - cosx
J (COSx-+ sin f)*

n ri3+ni
2.13 e

2.11.

xdx

2.15. JZfTT*
(82+ )*/x
2.17

'(a3+3a+1) -

2.19 ﬂijz?*

j 2cosx +3sinx
(2sinx-3cosx)3

XCOSX +sinx

fosingn
(xsin x)2

2.12

r Xolx

‘Jw//ﬁﬁ - LT

") dx.

2.14

2.16 f'+In(®
x-1
darctgx - x
2.18 J. dx
1+ x2

20 J}AHEA

A2+ 2sinx

3-masala. Anigmas integral hisoblansin.

3.1 Hq ----- dx.
gR  13*3+hyy
J vY —

17 -c/X,

35 jx/z —4x +3

3.7 r2xsts, dx.

39 J -~

"ﬁ R3A3+25

Jo- +3,c|,+2
43+2n02+3

313 JE 1) (a-2)(n-3)

109

n3-3p2-12
3-2 |tT<Z4)(*_3)(*_2)

M*-3* -12
34 J(*-4)(*-3)*

r4n mg +2 dx
30 JpHtyp—2) v -

3% PRz
3K —x
r a3- ga2-12

3-10 J(~-43(t-2)jf

3.,2

J Y~ —V

Xs+373-1
T +n

3.14



3.15

3.17

3.19

3.21

4.

[EEN

4.3

4.5

4.7

4.9

411

4.13

4.15

3y3+ 2y2+1
by +2)(y-2)(y-1)

dx
(y-1)(y+ Dy +2)

—y5+ 25y3+1
X +5y

J-%y% 8y3+ 2
- 2X

-dx

3.16

3.18

3y5-12y - 7dx

J
X~ + 2X

r y3— 5y2+ 5y + 23

J_y5+ Qy3+4 dx
Y-+3A-

4-masala. Anigmas integral hisoblansin.

Y3+ 4y2# Byt 2
(y+D2-(y2+y) =
r2y”+Ix2+1x-1 dx
(y+2) «(y2+y+1) °
2y3+4j2+2y-1
(y+1) -(y2+2y+2)
X3+6x2+9y+6
(y+1)2(y2+2y+2)
f2y3+ 1ly2+ 16y + 10
(y+2)" o(y2+2y+3)

dx

3y3+6y2+5y-1 dx
(,+D'.(»+2) .

r'-f9.r Y217+ 21
dx

(*+3):-(.r+3)

X3+ 6y2+8y+8dx
(y+2)2 (y2+4)

dx

4,2

4.4

4.6

4.8

4.10

4.12

4.14

4.16

110

3y3+ 13y2-13y +1
(y-2)"-(y2-Y +1)

y3+2y +10y

dx

70X
(y+1)--(y2- y+1])

4y3+ 24y2+ 20y - 28
(y+3)2¢(y2+2y+2) '

Y +Y+1

dx

dx

2y3+4y2+2y+2

4y2+3y+4
(y2+ D) (*2+Y +1)

2y2- y+1

1(x: _ x+1) » +1) 9)31

| X +Y+|
(y2-y+1)qy2+1) '

dx

dx

-dx
2+y+i)(y2+y+2)



X3+ 50'2 +12n~ + 4 X3+ 2x2+* +1
417 J(@+2):+(*" +4) 418 ¢ 02 . vy 41

r2A-47~-16"0¢ 420 2X3+2x2+ 2v+1 dx

419 J(A_i):.(.r+4*+5) = ' (i2+.v + 1)(j:2+1)
03+ AX2+ 4x + 2 mix

4-21 NMar+ 1)2-(r2+*+1)

5-masala. Anigmas integral hisoblansin.

mox 52 dx.
51 JX-\XB X-Vx1
\V/EYA (fh+V7)
53 3 dx 54 ] -0x
XT e\Jx
yjl +yfx
55 { dx -
Xl PN
57 JINDDG cg MVitV7
\VEI'S '
m\/bl /7
j dx. 510 f1
X -Y Xs
511 dx 5.12 dx.
X myjx’ J X Ne
5.13 JV
-dx e
2V 5.14 fl iz
5.15 pi X 5.16 J n.

x-'h'- X2 i
11



5.17 p£+ LU -dx.
J X

rn/l +
5.19 J—) dx.
JX" ey/X

fVi+V7

5.18 j r-~dx.
-afx
(,+« 7
5.20 cttm
y2- "

6-masala. Aniq integral hisoblansin.

3N R p— JE—-A

Vdarctec - X
6.3 J— — dx

\+ X
J ;g+cosx

6.5 x~+25|nx

>8y - arctglx
1+ 4x

6.7

>s Y H----

6.9 f . x dx.
iVPTT

Nx-(arctgxyY
6.11 J— —dx
0 \+ Xx-

Sl (arcsin y)« +1 "
X

. dx
¢S bT3-T-

P (x2+ I)c/x
6.2 c‘)](trt+3.Y+I)
I x3x
M J777-

r 2cos.Y + 3sin.Y

6-6 lt— ---ev [J— M-
0 (251N N1--3¢08/"]

Cxdx
68 lttt-

rarctgx +x ,
610 T i 7 “* -

612



6.17

6.19

6.21

7.1

7.3

7.5

77

79

7.11

7.13

7.15

7.17

719
I

ne21

y2+ InY'.dX Va
f

X 6.18 Jtgx'In(cos.v)c/x
V x3mix I
6(-\/%"‘6; . l—cosy_dx
620 Jy siny)
xdx
l
OMY4+Y2+ 1
7-masala. Aniq integral hisoblansin.
J(y: + 5y + @cos 2xdx L 7.2 J(y2-4)cos3ydy.
2 ,
0
. .
E( 2+4jt+3)cosxdce 7.4 J(Y +2)* cos3Yfibc.
° T
K2+ Ix +12) cos xdx m 7.6 J(2n2+ 4x + 7) cos 2xdx #
; h
3(9*2+ 9x + | )cos3;rc/A‘ e 78 {(S*2+ 16jt+ 17)cosAxche (
2x 0
[(3.x2 +5)cos2ayZt # z . .
0 7.10 K~*2” 15)cos3Arcixe
2.7 0
3 ~ 7.T2) cos 2xcftre “
(l)( ) 7.12 J(I-8*2)cos4xdEre
0 0
|(~ 2+ 2jr+ 1)sin3xcfc. 3 _
1 7.14 j(*2-3.v)sin2”v e
n
f(v!-3x +2)sin:cdr # "2
9 7.16 f(*!-5Y +6)sin 3ydx.
Kx2+6y +9"sin 2xdx . hi
2 7.18 -5y Bsinyav.
0
J'(3y —y2) sin 2xdx g
A 7.20 JjfIn2JO&.

J(y-1)In2(y- dx m
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8-masala. Aniqg integral hisoblansin.

S cosxdx
8.1 \j .
(I + cosjc+sinn)'

cos xdx
8.3 r:]1+ cosjc-sin jc .

r cos xdx
8.5 > 1+ cosjc +sinA*
? sin xdx

8.7

@ 1+ cosx +sin*

*
A cosxdx
8.9 ’&I+sinjr—cosx-

8.11 cosxdx
) f 5+ 4 cosjc *

—orctgvl,'
r

dx

8.13 3sinJCyfl-sin jg)'

cosf:-siny ,
j == —TFdX
0 (I +sin.v)*

2arag?2 dX
J SR + cosjc).
2
2ardg2

8.15 |

8.17

dx

f r
8.19 i 'C_’I_ 0 i .
K/O/!’ snrj \5 cosjc)

r sinxdx
8.21

0 (1+siny)" °

8.2

8.4

8.6

88

8.1°

812

8.14

16

8.18

8.20

114

larclg

(I -sinA-)cfv
* Q611+ GBA)

cosxdx
i(l+cos.Y-sin.Y)-
i cosxdx
j  (I'+cosjc)(I-sinx)
lordsy2

1+ sin
i n)gdx .

I (1-sinjc)

1_ + cosjc)<tc
o VT aoosx+ siny

2\| 14-sin ic_
o b GQOBIC+ SinIC

% dx

I
2aatgy2(l + sin X-COSxf

2arcigl
dx

2R COSX- (1 - CO8X)*
A

2arag

}? cosxdx

e 2 + cosa-

cosxdx

~(I - cosy)j



9.1

9.3

9.5

9.7

9.9

9.11

9.13

9.15

9.17

9.19

9.21

10.1

9-masala. Aniq integral hisoblansin.

9.2 rsin6x— cos’ X—dx

mfsin'iA. : 0 4 4 ¢
R4 :

J28sin8ralx 94 J24sin4xcos4xcee>
X
0

2 sMGél:oszgdx 9.6 424sin4?—cos4?d>g

2

Jsind.x-cosd & 9. JsinzxcosoAav

% 0

o o 2 8sin2;ccos6.t<fr
|2 8sin4;t-cos4.rckt 910 | , :

. * ' b
ll2 ?

fstn- X cos6Xdx 9.12 JCOSB_ ,

: f
0 4 4
0
24 -cos8—J1 9.14 J28sin6xcos2 #
J 2 -«
2x

128sin8x<iv 916 JsinBArcos2:iixs
a 9 0

Zﬂn A

Jsin8xdx e 9.18 J24sin2AC0%*dv e
0 0

A 27

J28sin6* cos2xdx g9.20 Jsin43.rcos43xdx9
*)n(g 0

J28 sin2x mos6xdx

2

10-masala. Aniq integral hisoblansin.
%
) % v 10.2



10-3 '>—*=)* . 10.4
¥ ¢]
J o 106 jr-vo-.r<fr.
10.5 ]
2B
202 x*dx
107 4 (16 ) -sN6 T
dx 10.10 (|)-t'V25-rA.
10.9
4
10.12 jW 16 -x 2fi&
% x"a* 0

lon /e T -

1014\ ey

f—* [
1013 0(,6+.,-f o
\Y
10.15 jif.
IVx2-i j
10.18 I 4—
X dx r =
10.17
VMT. 5 v
dx 1020 525% \2)v25 +x2

1019 1(9+rf

i dx
10.21 (}ZZIQMVM +Xx2
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11-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzasi hisoblansin.

11.1 y =(x-2) »>=4x-8. 11.2 y=x"9- x2;y=0,(0£x<3)-
11.3 y=4-X";y =Xx=-2X. 1.4 y=4n-x*"y =fyx=(yx=1
115 ,=r~?;,U4 (0<«2). Mn.6 y=Je”~-];y=0;x=1In2*

nJ y“sI W "y~ x’'x‘e> 118 >-(*+0V =*+i.

11.9 y =arccosx;jy = 0;n-=0. 1110 y=2x-x2+3;y=%x2-4x +3.
11.11 y=xb6-x2;y=0-,(0<x<6). 1112 x=arccosy;x=0,y =0.

11.13 y =xarctgx;y=0;x=V3 . 11.14 y=xr\]&-.ic;y=0;{0<x<2-j2y
1115 x=Jey-\;x =0;y=\n2- 1116 y =xyj4-x2-y=0;(0<x<2)m
1,17 vy  T+7xy ~>'X~}" 4.18 x=(y-2)’-x=4y-S.

11.19 /X AN=0; =1 11-20 x=4-y2;x=y2-2y.

1121 A =(g--1)";"2=je—1

12-masala. Tenglaraalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan
chiziglar bilan chegarlangan shaklning yuzasi hisoblansin.

12.1 f =3sin(p\r —5sinm 12.2 r=2s\n(p\ r =4s\n(p.
12.3 r =2cos6#>. 12.4 r =cos"-sin#>.
12,5 r =cos(p+s\n(p. 12.6 ,.=2sin4”",
12.7 r =sin6">.
3 . 12.8 r =2cos(p;r =3cosy?.

12.9 r =—e0s<P;r = —€ostp. 12510 r =4cos4p.
1211 r=1+V2sin”. 1212 r :?sin’\>;/— = ?siny?.

r 2+C°™° 12.14 r =cos<p;r = 2cos<p.
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12.15 r =sin$>;r = 2sin”>. 12.16 r =6c0s3#>r=3(r£3).
12.17 r =" +sin$\ 12.18 r =6sin3$?;/-=3(r>3).
12.19 r =cos3”. 12.20. r =3sin3p.

12.21 r =4cos3™r=2.(r >2).

13-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq
yoyining uzunligi hisoblansin.

13.1 x=5(/-sin/);_y=5(l-cos/);0</<;r.

13.2 wv=3(2cos/-cos2/);j>=3(2sin/-sin2/);0</<2;r.
13.3 x=4(005/+/sin/);j>=4(cos/-Isin/); 0</<2-

13.4 4'=(r - 2)sin/+2/cosl;y =(2- I"')cos/ +2/sin/;0 </<n .
13.5 *=10co0s3/;;y = 10sin3/;0</<"-.

13.6 g=¢"(cost+sin/);y =¢'(cos/-sin/);0</<n.
13.7 x=3(/-sin/);7 =3(l -cost)™ <t<2n.

13.8 nglcost—jco*sZt;v:Zis'int—isinZI;:—</< 2—;

13.9 *=3(cos/+/sin/);j>=3(sin/-/cos/);0</<y.

13.10 x=(/: -2)sin/ +2/cos/;j>=(2-/:)cos/ +2/sin/;0</<"-,
13.11 *=6co0s3/;j =6sin3/;0</<y.

13.12 x=e'(cos/ +sin/);j>=e'(cos/-sin/);""[N;r.

13.13 *=2,5(/-sin/);jv =2,5(l-cos/);~"</< n.

13.14 x=3,5(2co05/-c032/);,y =3,5(2sin/-sin2/);0</<"-,
13.15 x=6(cos/ +/sin/);y =6(sin/-/sin/);0</ <n .

13.16 v=(r - 2)sin/+2/cos/;>’=(2-T )cos/+2/sin/;0<,t</.
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13.17 x =8c0s3/;y=8sin3/;0</<”".

13.18 x-e' (cos/ +sint)-,y =e' (cos/-sin/);,0</"2n.

13.19 x=4(l-sint);y =4(\-cost)-,"<,t<5-.

13.20 x=2(2cos/- cos2t)\y =2(2sin/ - sin2/),0 </<" .

13.21 x =8(cos/ +/sint)\y =8(sin/ -/cos/);0 <(-~

141

143

145
145

14.7
14.9

1411
1413

14.15

14n7
14.19

1421

14-masala.Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan
jismning hajmi topilsin.

2
—+y2=\;z=y;~=0.(y>0) z=X +4y;z =2.
/\ +4 -- =-|'-
—+N--7"' =]z =0;z=3. 144 4 T% .
£l1+Z1+fl1=1.,=i2=0 146 x2+y2=9-z =y,z =0.(y>0).
6 9 4 . V2
z=x2+9y,z =3
MJT* =0.
9 16 64 2
z=2y2+8y2,z =4. 14,12 YI+25~Z~=I;r =0;z =2-
—+Ml-—=-;r=12. 4.4 7 +y +8=i;*=°;z=3.
4 9 36 . y2 no
z=;r+ 5j'2,z =5, 14.16 +"N—z22=1;z =0;z =4.
T+ J ™ — 20- 14.18fi+f
z=4x2+9y2,z =6. 1420 z=2x2+\&2z =6.
.2 2 2
No+E +HiL -,
a- 62 c*
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15-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shakini
1-16 variantlarda Ox o‘qi atrofida, 17-21 variantlarda esa OY
o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

151 y =-x~ +5.v- 6;y =0. 152 2x-x2-y =0;2x2-4x+y =0.
153 y =3sinx; =sinx;0<x<”. 15.4 | =5co0sx;>'=cosx,x =0,x>0.

155 ==sin2x,x =y, y =0. 156 x=ljy-2,x =\,y=\.
15.7 y =xe\y =0,x =I. 15-8 y =2x-x2y =-x +2;x =0.
159 y =2x-x2)y =-x +2. 15-10 y =e2*,y =0,x=0,x=\.
1511 y =x\y2-x =0. 15.12 x2+ (y-2)2=1.
1513 y =1-x2x=yjy-2,x =1. 1514 y =x2,y =l,x =2.
V— . X

X o 1516 y=sin— j>=x2.

15.17 y =x2x =2,y =0. ISASy =(x-1)2,y =\.

1519 y =Inrg=2>>=0.
1521 )'=x2+1, =jcx=05=1.

1520 y =x"-2x +I,x =2,y =0.

16-masala.
Quyidagi chiziglarni aylantirishdan hosil boigan aylanma
sirtlarning yuzalari hisoblansin.
2

16.1 Y=~ (0<jh”™15) OY o‘qgi atrofida.
16.2 y2=4+p (v<2) OX o‘qi atrofida.
16.3 3ar +4y2=12 ellipisni OY o‘qi atrofida.

1.2 1, : .
164 X—Y ~2 Y 0-.Y”e) OX o‘qgi atrofida.

165 Y+4p =21n> (1<>><2) OY o'‘qi atrofida.
16.6 y =x3 (0<g-<1) OX o‘qgi atrofida.

16.7 x=e'sint;y =e¢' cost o‘qi atrofida.
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16.8 x =2cos/-cos2/,~ =2sin/-sin2/ ni OX o'‘gi atrofida.

16.9 12+ =1 ellipsning OX o'gidan yugorida joylashgan

bo'IagiginihE koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlari topilsin.
16.10 x+y =1,x=0,.y=0 chiziglar bilan chegaralangan uchbur-
chakning OX va OY o‘glarga nisbatan statik momentlari topilsin.
16.11 y2=2x,(y>0,0<x<2) parabola yoyining OX va OY
o‘glarga nisbatan statik momentlari topilsin.

rn S - . :
16.12 y :cosx2-<n <-2 egri chizig yoyining OX o‘giga nis-
batan statik momenti topilsin.

16.13 a—+—:1 to'g‘ri chizigning koordinata o glari orasida joy-
lashgan kesmasining koordinata o‘glariga nisbatan statik moment-
lari topilsin.

2 .
16.14 y:-i;;-i? va v =x2 chiziglari bilan chegaralangan shakl-

ning OX o‘giga nisbatan statik momenti topilsin.
16.15 x2+y2=a',y>0-yarim aylananing og‘irlik markazi
topilsin.

16.16 x%+v% =cfi,x>0,y>0 ~ astroida yoyining og‘irlik
markazi topilsin.
2 2
16.17 A|—+’t\}}<l(a>0,’\>0) ning og‘irlik markazi topilsin.
a

16.18 x=-y 2-~\ny (1<;;<2) chizig yoyining og‘irlik markazi
topilsin.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan tekis shakining og‘irlik
markazi topilsin.

16.19 ax=y2, ay=x2 (a-"0).
2
16.20 y- —a, Yy =sinx (x>0).
16.21 a2+4_y-16 =0;j>=0.
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- D -
Namunaviy variant yechimi.
1.21-masala. | (4jr-2)cos2.r<iv anigmas integral hisoblansin.
< Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:
du- 4dx "y
u=4r-2 -
| (4x-2)cos2Arrfr = ( i 4x:2 sin2.T-2-Jsin 2xak =
ch'=cos 2xdx v=?s|n 2x
=(2x - l)sin 2x +cos2.r +¢ >

f 2cos.v+3sinx |
2.21-masala. J(2siny-3co0s.y) anigmas integral hisoblansin.
<Bu integralni o‘zgaruvchilarni almashtirish usulidan foydalanib,
hisoblaymiz:
I 2cosx +3sinx (1

.............. 2sinx- = lgilaymiz =
(23|njc 3cosx),\3<£0:\}\ sinx-3cosx =/ deb belgilaymiz

=>(2sinx-3co0s.r) dx —t"edt yoki (2cos* +3sin*)cEv =c//jj =
fdt _r,3, T- | 1

= —= /dt=-—¢ =T +Cc= - r+c>
f ~2 2r 2(2sinn-3 cos.v)'
215-8.x3+2 . . : .
3.21-masala. J < 2% dx anigmas integral hisoblansin.

< Biz bu integralni ratsional funksiyani integrallash usulidan
foydalanib hisoblaymiz. Awal noto'g‘ri kasrni to‘g‘ri kasrga kelti-
ramiz, so‘ngra uni sodda kasrlarga yoyamiz:

000 = 2500 Sy s 2 iy b REBIONS

-2n H&-2) X-2 X J X - 2X

1 1 _ . -
:12“'+4-V3"“'X_2 « =" |- +In V=2 —n o]+ @=-A-+- - +In < 2 4o

r R3+4N2+4 +12
4.21-masala. 12 +n+1) " an'dmas integral hisob-

lansin.
< Bu integral ostida ham ratsional funksiya turibdi. Bu funksi-
yani sodda kasrlarga yoyamiz.
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x3+4y2+4x+2 A B Cx+D
R(x). --—- n—t——---—--- r=——t+ TT+—

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi noma’lum A, B, C va D larni
noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib topamiz. Buning uchun
tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va berilgan
kasr hamda hosil bo'lgan kasrlarning suratlarini bir-biriga tenglaymiz:

A(X+1) +#(y2+x+1)+(Cy+D) (X +1)2=y3+4y" +4X + 2
[A+C)X' +(2A+B+2C+D)x‘ +{2A+B+C+2D)X+(A+B+D)=X +4x*+4y+2
u
A+C=1
2 A+B+2C+D=4
"2A+B +C +7D =4 Bu sistemani yecllib A=0 va B=C=D=1
A+B+D—=

s 1 Y+ 1
ekanligini topamiz. Demak, R(X;=~---TT +—F"— 1T ekan.
(y+1) X +Y+1

Lo LI

X =t— . =zdx =dt
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/, va /, ning giymatlarini (*) tenglikka olib borib qo'yib, ush-
bu natijaga kelamiz.

F-¥§3L4X2+4X+2 dk = 1 +—1ln/.v’+X+1)+—}I=arctg£\llg-1+c >
u(R+1y" (nr mx+h ¥l @ v SRV

+& ) . . . .
5.21-masala. JfJQ ------- dr anigmas integral Hhiisoblansin.

2,552

< Integralni dlfferen3|al binomni integrallashdan foydalanib hisob-
laymiz:

WI +V*4 © v 4 3
/=3 J=—idx = KS. I+A-5 dx=>a=b=\m= " ,
] x2-V7 ] / s’ J'p=4
12
m+1 5 3 7 3 1
4P =— e+ = T+ =1 N +1=2 ~almashtirish
5

bajarish lozim =>* =(r4- 1)"54=>dx =-5r3e(r4- Ip Bularni /
ga olib borib go'yib topamiz:

Sz1 5 vi1

| =-5 \z6dz = +¢ =- (>
J 7 i X-z[7
6.21-masala. g'\lrx T 41 aniq integral hisoblansin.
Ml /1%
[ xdx - r X Z X =0=/=7" dt
<n \IX*+X2+I ) e + - N :—1dt,X:!:>/ :3— r+ -

(1-8 ning 16°-punktidagi 24-formuladan foydalanamiz))

A4 A . R
=-Inr+, /-+- In("|'.|.]9.|.J 1-bl-+1 :J.I,n 3-t-VT2:_1'_rIL3+2 3 >
2 3 2 3
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7.21-raasala. J(jc—+)3-In" (v—hrfx aniq integral hisoblansin.
2

<Bu integralni bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:

’ _2In(n- 1)
(- In2(x-1) 4T
jc—1)3eIn2 =

J(je—)3eIn2 (ar—)ste iv=(.Y-)VXx v_ (4~ 0*

dx

=(E_ILIn2(x-1) ] 3-ij(jf-1)3-I(x-1)dx =

"VelnWh- G

=412 - [(-1)" eln: (v- dx = A=(x-1)3dx _ (x- 14

le'tLML‘.ln(x-n g-ljtx-1)3* =4ln:2—é 4in2-1(.r-i)4 1

—

=41n;: 2-21n2 +— (16 -1) =41n22-21In2 +’\£.t>
32 v ’ 3

'?‘ sin.tdx o ] ]
8.21-masala. Oh(l-----;—77 aniq integral hisoblansin.

+sin X)

<Bu integralni hisoblash uchun tg~ =t universal almashtirish ba-

jaramiz. Unda x=0=>t =0;x :“?:>/:I.va dk:--liﬂ- sin/ :--!-t--.

Almashtirishdan so'ng berilgan integral quyidagi ko‘rinishga keladi:
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N4
|2 sinjrafr v 2fclt r/+ 1-1 Ydt V dt

b (I +sinx)~ o(/+!)" o/ +1]) J+1 N/ +T1Tr

=2 77D =7 M2+o-1 =2in2—e

n
J28-sin2x-cosbxdx . . _ _
9.21-masala. aniq integral hisoblansin.
<Integralni  sin2a =2sinar-cosa, cos2a = 1+ coszor va
. 2 l-cos2or
sin a =--—----—-- formulalaridan foydalanib, hisoblaymiz:

A a X
/= J2*sin2 xmcosIxdx =26 j(2sin.v-co0s.r)2+cosIXdx =2* Jsin22.r-(l + cos2.y) dx-
) . £
2 2 2

=24] [Siir 2r+2sin: 2v-cos2x+sin’ 2y-008; 24ftx=2, l-|(l - A/ +2' JiaZift/(sin2v) +

T

+23 Jsin24n'e/T= 23 -Y————jSi‘rMA' | T+245in 2.Y

"T+2J(1 - COSBY)fiEv =

=4T+2 x—;si'n&Y Lt =5a\>

dx
10.21-masala. /(4 +T2~ 4 +*2 aniq integral hisoblansin.

< Bu integralni hisoblashda uchun 2-hol uchun Eyler almashti-

rishini bajaramiz, ya’'ni >2+4 =t +y almashtirish bajaramiz.

=x=4— = "dt:>J ------ riv, ) -M A =2 | =
b 2r L(4+y )>/4+y2 an-n2+4)  o(7s-i) (12 +4)'
2 2 1
t2+4 4002 >
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11.21-masala. Quyidagi y =(n-1)2,Y =x-\ chiziglar bilan che-
garalangan shaklning yuzasi hisoblansin.

<
talarini topamiz: M,(1;0) va M,(2;I) Bu chiziglar bilan chegara-
langan soha 5-chizmada tasvirlangan.

y

5-chizma.

1=/T*"T-(x-1)21& =~ - 1) p - >

12.21-masala. Tenglamalari qutb koordinatalari sistemasida ber-
ilgan chiziglar bilan chcgaralangan shakilning yuzasi hisoblansin.
/ =4c0s3™>, r =2,(r>2)
<Birinchi navbatda bu funksiyaning aniglanish sohasini topamiz
va uning chizmasini chizamiz.

6-chizma.
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6] L2'6J L6 2
Yuzasini hisoblashimiz kerak bo'lgan soha 6-chizmada shtrixlab
r =4c0s3$?

ko‘rsatilgan.Integrallash chegarasini topishimiz uchun )
r=

sistemasidan (p ni topamiz

=> COSé(S = 51:>3i[7|7 = =>1? =

1Q
S =6S, =6 - jj"(4cos3p)'-2:jc/p=3 16 |cos: 3(pd(p-4 fdp

%
=3 8- J(I +cosb<p)c/y2-4p | =j §+-63in 60 g "

:3 @ +%S'n%-_j_1.__-_4_j.1 5 — c = :ﬂ_+ 3>

9 3
13.21  -masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyi-
ning uzunligi hisoblansin.
<x=8(cos/ +/sinf); »=8(sin/-/cos/); 0</<™.

(/) =8(-sin/ +sin/* +/oos/ =8/cos/)] [emmeme e —— -7
V'(/) =8(cos/-cos/ +/sin/) =8/sin/ =ZpINNTE v ‘VC”Z _8'|/]1

/= /5/[-TUO]2+[Y (0]'N = |s/<*=4/2 B=~-.>
(o] n *

X~ y~ 2
14.21-masala. Quyidagi ;+it+;:1 sirt bilan chegaralan-

gan jismning hajmi topilsin.
<Hajimni (18)-formulaga ko‘ra
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n%

V= Js(*)</jr

formula yordamida hisoblaymiz. Buning uchun S(.\) ni topish lo
zim.
0 ‘zgaruvchi x ni fiksirlasak, ellipsoid kesirnida.
22
yr , 2 TV (T x2

F_=12% yoki jl—
- ar yoki Cjl—*

ellips hosil

bo'ladi. Bizga ma’lumki, ~ +7 =1 ellipsning jmasi xmn ga teng

m n
edi.=>
S()=A b Jl~ ¢cll~ =ape Y= VS (x)dx =
of 2>
dx =nbe (x---LT |
lflfI ’32, f\x SaTJ

Natija. Agar a=b=c =R boMsa cllipSoM shama aylanadi va
shar hajmini hisoblash ucun

Mr=-nA3;
3JJ.

formulani hosil gilamiz.
15.21-masala. Quyidagi

y =x2+1, y =x, x=0,x=1
chiziglar bilan chegaralangan shaklini
QY o‘qgi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

<Awal OY o‘qgi atrofida aylanti-
rish kerak boMgan D sohani chizib
olamiz (7-chizma).
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D=D UA=>r =" +F =n

/ 1\
34 1n
=1 - - - *
3 10+|\2y 27 ;r Ie! *3 2>
16.21-masala. Quyidagi
x~+4y- 16=0"=0

chiziglar bilan chegaralangan shakilning og‘irlik markazi topilsin.

<Masala shartidan ko‘rinadiki, berilgan chiziglar bilan chega-
ralangan D sohani ushbu

-4<x <4
C 0<y<4--

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu shaklning ogMrlik markazining
koordinatalarini (23) va (24)-formulalardan foydalanib, topamiz.

- K dx- X—BV 6;

512
16 516 15"
4 f  m f VAV,
My ="xydx=Jv 4-— dx= ﬂ 4x~— d\- 2x =0.
-4 u 4y 4y Y 167
ll 1 M/_ K :f
Bu yerdan Yy 5 ) % ekanligini topamiz. >

\)<SsJ
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5-§. 4-MUSTAQIL ISH
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar

Rm fazo

fazoda ketma-ketlik va uning limiti.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va diffcrensiallari.
Yo‘nalish bo‘yicha hosila.
Ko'p o‘zgaruvchili funksiyalarning ekstremumlari.
Shartli ekstremum.
0 ‘zgaruvchilarni almashtirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

10. R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti

Ushbu
Rm=RxJRX IR ="x],x2,...,xm): Xk &R,k =\,m|
m-ta
to‘plamga m o‘lchovli Yevklid fazosi deyiladi.
Ixtiyoriy *= meRmM va ~= nuqtalarni

olaylik. Quyidagi

P(*y) = -x,)2 (n-w) (1)
miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deb ataladi.
U quyidagi xossalarga ega:
1) /c>(jc,j)>0 va (/?(ac.y)=0 » x=yy);
2) p(x,y) =p(y,x):
3) p(x,z)< p(x,y) +p(y,z); (uchburchak tengsizligi).
Natural sor lar to'plami N va Rm fazo berilgan bo'lib, f har bir
ga R"1 fazoning biror X1 =(jc"),...jew())e Rm nuqtasini mos
go'yuvchi akslantirish bo'lsin:

f:N AR m yoki n->xn)
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/ N -* Rm akslantirish obrazlaridan tuzilgan
(2)

to‘plam ketma-ketlik deb ataladi va u {m#)} kabi belgilanadi.

Demak, (2)-ketma-ketlikning hadlari Rm fazo nugtalaridan iborat.
{&(.,)| ketma-ketlikning mos koordinatalaridan tuzilgan Jal)]....|-v")I
lar sonli ketma-ketlik bo‘lib, ketma-ketlikni shu m ta ketma-
ketlikning birgalikda garalishi deb hisoblash mumkin.

Aytaylik Rm fazoda |jr(n} ketma-ketlik va a ~(a4,...,am)e R™
nuqta berilgan boMsin.

1-ta'rif >0,3n0(r)e N:Vn>n0=p et unda a nu-
gta {*(n)} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va Jm_e+=a kabi
belgilanadi.

Limitga quyidagicha ham ta’rif berish mumkin.

2-tarif Agar a nugtaning V [J<c7)={xe Rm:p(x,a) atrofi

olinganda ham N: VW>wo=>xne |J*0), unda a nuqta
ketma-ketlikning limiti deb ataladi.
Teorema. R" fazoda = ketma-ketlikning

a=(al,...,ameR" nugtaga yaginlashishi uchun /2->00 da bir yo‘la
X\a)-+ax...,x%] am boMishi zarur va yetarli.

R" fazodagi ketma-ketlik uchun ham sonli ketma-ketlik uchun
o‘rinli boMgan xossalar o‘rinli. Biz ularga to'xtalmaymiz.

2°. Ko'p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uning uzluksizligi

Ko'p o‘zgaruvchili funksiya, funksiyaning aniglanish sohasi va
giymatlar to‘planii, ko‘p o'zgaruvchili murakkab funksiya ta’riflari
bir o'zgaruvchili funksiyadagi mos ta'riflar kabi kiritiladi.

MczR'" to‘plam berilgan bo‘lib, a nugta M to‘plamning limit
nuqgtasi va y =f(x) =f(xx...,xn) funksiya M to‘plamda aniglangan
boMsin.

[-ta'rif. Agar Vs>0 uchun 3£=S(e,a)>0 ushbu
0<p(x,a)<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeM uchun
\f(x)-b\<e tengsizlik bajarilsa, unda b soni /(x) funksiyaning a
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nuqtadagi limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va
li[?/(v*)‘::ft yoki  lim /(*) =fte
kabi belgilanadi.

Agar a =00 Yyoki ft=o0 bo‘lsa , unda ham shu kabi ta’riflarni
berish mumkin. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun boshga for-
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan, bunda
awal bir o‘zgaruvchi bo'yicha limitga o‘tilib, golgan m-\ ta
o‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz gilinadi. Keyin, golgan m- 1
ta o‘zgaruvchining biri bo'yicha limitga o‘tilib, m-2 ta
o‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz gilinadi. Bu jarayonni m marta
gaytarish natijasida hosil gilingan limitga f(x,,...,.xm funksiyaning
takroriy limiti deyiladi. m o'zgaruvchili funksiyaning jami m! ta
takroriy limitini qgarash mumkin. Masalan, ikki o‘zgaruvchili

f(x1,x2) funksiya uchun 2 ta Jim lim /sy, x2) va
3|j_r)%|im/(*,,x2) takroriy limitni ko'rish mumkin.
Misol. Ushbu

r+ysin—y *o0,
fxy) =+ X
0,n=0
funksiyaning (0,0) nuqgtadagi takroriy va karrali limitlari hisoblansin.

<Jjmiy: v =g =0-3

;Il_gl!m/f.Y,v) =j|_|£ro1 ykl_rggslnx—) lekin
0 va =0+ Darhagiqgat,

\ >0

0<|/(.Y,V)-0] = Y+ySin- |y|+|y|(.y¢0)=>|ri_[n/(.y,y) =0>
y-r
Tabiiy savol tug‘iladi: Qanday shartlar bajarilganda karrali va
takroriy limitlar bir-biriga teng bo‘ladi?
Bu savolga quyidagi teoremalar javob beradi.
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Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x,y) e R2:\-x 0\<a,, \y- y0\a,J

to'plamda aniglangan bo'lsin.
1-teorema. Agar

1) I~imf(§,y)7=b-3,

2) Har bir fiksirlangan x da limf(x,y) =cp(x)-3 bo'‘lsa, u
holda Hmlimf(x,y) takroriy limit 3 bo'lib, lim IiMmof{x,y):b

#->1T Y-Y0
bo'ladi.
2-teorema. Agar
lim/(x,") =6-3
Yo

2) Har bir fiksirlangan y da = 3 bo'lsa, unda

-3 va b ga teng bo'ladi.

Natija. Agar bir vagtning o'zida 1 va 2-teoremalarning shartlari
bajarilsa, unda

A/ (>>) = Jig ity vy — Jgpling/ (") bo'lag]

Y0

Endi funksiyaning uzluksizligi ta’rifini beramiz.

M ¢R m to'plamda /(*) =/(*,,....,*,,) funksiya berilgan bo'lib,
a=(al,....am)eM nuqgta M to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. Quy-
idagi belgilashlarni Kiritamiz:

bf(ct) =f(a x+Axx...,am+Axm) - f (a x...,an) funksiyaning a nug-
tadagi to‘liq orttirmasi;

bxk{a) =f(ax....a" xak+Axkal#x....a )-f(ax...,a) - ftmksi-
yaning a nuqtadagi xk o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy orttirmasi (k =1,in).

2-ta'rif. Agar lim/(.r)=/(0) yoki AIV"T?) Af(a) =0 bo'lsa,
AL -0
unda f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
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3-tarif Agar JimgAXf(a) =0 bo‘lsa, f(x,,...,.xm) funksiya
a =(a,,—am) nuqgtada s* o‘zgaruvchi bo'yicha uzluksiz deb atala-
di. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligi uning hususiy uzluk-
sizligi deb ataladi.

3-teorema. Agar funksiya aeM nugtada uzluksiz
bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o'zgaruvchisi bo‘yicha ham
hususiy uzluksiz bo'‘ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo'lavermaydi.
Masalan,

0,y2+y2=0

funksiya (0,0) nuqtada har bir o'zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluk-
siz, lekin shu nuqgtada bir yo‘la uzluksiz emas, bu nuqtada hatto
limitga ega emas.

4-tarif Agar yoki =00, yoki jjjji/(*)==A*/(<*)
bo'lsa, u holda f (\v) funksiya a nugtada uzilishga ega deyiladi.

5-ta’rif. Agar Ms>0 uchun 3S=S(e)>0 M toplamning
p(x',x")<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi V.V va x" nugtalarida
1/(-y")- /(Y )!<e tengsizlik bajarilsa, f(x) funktsiya M toplamda
tekis uzluksiz funksiya deb ataladi.

4-teorema. (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya chegara-
langan yopig M ¢ Rm toplamda uzluksiz bo‘lsa, n holda funksiya
shu toplamda tekis uzluksiz bo‘ladi.

3°. Ko'p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
[-ta’rif. Ushbu

limitga f{x)=/ ( & funksiyaning n° nuqtadagi xk o zgaruvchi
bo'yicha xususiy hosilasi deyiladi va u kabi belgilanadi.
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Xususiy hosilaning geometrik ma’nosini bilish uchun M ¢ R-
to‘plamda aniglangan z=/(*m;>) funksiyani qaraymiz. Aytaylik

{x0'Yo)&M bo'lib, bu nugtada — ix a ~ oy lar 3
bo'lsin. z=f(x,y) funksiya grafigi r3 da biror sirtni aniglaydi.=>
2 =/ (x’Yo) ning grafigi sirt bilan y =y0 tekislikning kesishishida
hosil bo'lgan T, chizig bo'ladi. z=/(.v0,_y)ning grafigi I, chiziq
bo'ladi. Agar I, va T2 chiziglarning (x0, Y0,/ {>0,Y0)) nuqtasiga
o'tkazilgan urinmaning Oxy tekisligi bilan hosil gilgan burchak-
larini mos ravishda a va (3 deb belgilasak, unda

® (x0,¥n) . 3f(Wo) n

bo'ladi. Bundan z=f(x,y) sirtning (jr0,y0,z0) nuqtasiga o'tkazilgan
urinma tekislik tenglamasi ushbu

g~ o= DRV e\ MOV L&y ©

ko'rinishda bo'lishi hosil gilamiz.
1-teorema._ Agar f(x) funksiya x° nuqtada chekli
df(x°)

1,/h) xususiy hosilaga ega bo'lsa, unda f(x) funksiya

shu nugtada mos xk o'zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluksiz bo'ladi.
2-tarif. Agar /(*) funksiya x° nuqtadagi A/(x°) orttirmasini
L/(nr°) =A WA +...+AmmAm+ar Axl+...+am-Axm 4)

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, f(x) funksiya nuqgtada difie-

rcnsiallanuvchi deyiladi. Bu A,...,Am lar Ax,...Axn ga bog'liq bo'l-
lim ak=0,(k =1/n)

magan o'zgarmaslar va ﬁ&:o v tengliklar bajariladi.
(4)-tenglik ushbu
A {x0) =A *A* +-.+ AmmAxm+o(p) (5)
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tenglikka ekvivalent. Bu yerda P =y/(1T1,)'+...+(4cC,.)" .

2-teorema. Agar /(gm) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
ho'lsa, u holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.
3-teorema. Agar /(ar) funksiya r° nugtada differensiallanuvchi
bo'lsa, unda bu funksiyaning shu nuqgtadagi barcha hususiy hosilalari
3/(*°) df(x°)
va —; - =A, tengliklar o'rinli bo'ladi.
Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli boMavermaydi,

ya'ni barcha xususiy hosilalari 3 bo‘lgan funksiya differensiallanuvchi
bo'lishi shart emas.

0,(j5jO=(0,0)
funksiyaning (0,0) nuqtada hususiy hosilalari 3, lekin u bu nug-
tada differensiallanuvchi emas.

Demak, xususiy hosilalari 3 bo'lishi funksiyaning differensial-
lanuvchi boMishi uchun zaruriy shart ekan.

4-teorema. (Yetarli shart). Agar /(.v) funksiya x° nugqtaning
biror atrofida barcha o'zgaruvchilari bo'yicha xususiy hosilalarga ega
bo'lib, bu xususiy hosilalar x° nuqtada uzluksiz bo'lsa, unda f(x)

funksiya shu x° nuqgtada differensiallanuvchi bo'ladi.
Ushbu

ifodalarga mos ravishda /(.v) funksiyaning w nuqtadagi differen-
s*ali (to‘lig differensiali) va xk o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy diffe-
rensiali deyiladi.
Agar f{x) funksiya y° nuqtada differensiallanuvchi bo'lib,
bo'lsa
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fif(x0) =df(x° lim~1~1 =1 bo'ladi =sbf(x°) * df (x°
yokiI(X) (x®) +o(p) va p%)df](yrg) o'ladi (x®) * df(x°)

JP10 AR S® ) /(0. E) + YA, S AL (6)

bo'ladi (6)-formulaga taqribiy hisoblash formulasi deyiladi.

Endi yo'nalish bo'yicha hosila tushunchasini kiritamiz.

Ikki o'zgaruvchili z=f{x,y) funksiya ochig MczR2 to'plamda
berilgan bo'lsin. V A~~"~y~eM  nugta olib, bu nugtadan biror t
to'g'ri chiziq o'tkazaylik. Bu to'g'ri chizigning OX va OY koordi-
nata o'glari bilan hosil gilgan burchaklari a va p bo'lsin.

3-tarif Agar Anuqgta ¢ to'g'ri chizig boylab Ay nuqtaga intil-
ganda ushbu

w M p

A p(4rA)
limit mavjud bo'lsa, uning giymatiga f(x,y) =f(A) funksiyaning
=(x0,y0) nugtadagi £ yo'nalish bo'yicha hosilasi deyiladi va

3f(A) yoKi d/(x020) kabi belgilanadi.

Demak,
lim —-—------ 7)
dt ° />(I'I.ns
5-Teorema. Agar f(x,y) funksiya Ag=[x0,y0) nuqgtada dijfer-
ensiallanuvchi bo'lsa, u holda shu funksiya A" nugtada \E yo'nalish
bo'yicha hosilaga ega va

n”y!)cosa+ i~ A cos/3 (8)
dl ax dy
tenglik o'rinli.
Izoh: Funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo'lmasa ham u
shu nugtada biror yo'nalish bo'yicha hosilaga ega bo'lishi mumkin.

Agar differensiallanuvchi w=f(x,y,z) va x=<p(u,v),
y =t//(uyv), z=z(u,v) funksiyalar berilgan bo'lib, ular yorda-
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mida h=/1 (w.v),vw/(u.,v),~(m,v)1=F (n,v) murakkab funksiya
aniglangan bo'lsa, unda murakkab funksiya ham differensiallanuv-
chi bo'ladi va

dw dw dx dw dy dw dz

du dx du dy du dz du’

dw dw dx dw dy dw dz

dv dx dv dy dv dz dv

tengliklar o'rinli bo'ladi.
Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosila-
lari quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

©)

_57 T 4L
Do = gy ek dxk, dx, (10)
dx _d& _ _ o
Agar i=k bo'lsa, » » kabi yoziladi.
. 57 .
Agar i*k bo'lsa aralash hosUa deb ataladi.

Yuqori tartibli xususiy hosilalar ham shu kabi aniglanadi.

M to'plamda 1,2,3,..., k-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo'lgan funksiyalar sinfi OK(M;R) yoki OK(M) kabi belgilanadi.

4-ta'rif Agar f(x) funksiyaning x nuqtadagi barcha ikkinchi
tartibli xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, unda funksiyaning ikkinchi
tartibli differensiali quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

- dZ(x) x ow

d~f{x) =X -dx.dxkzva—*’ dx. +...+-Xm’-dx.. / «
Xuddi shunga o'xshash / \¢
dnfrd{d™f) = =2 dxi+..+-8 dkml (10
4&. dxm J

bo'ladi.

6-teorema. (Teylor formulasi). Agar x va x+h nuqtalarning o0'zi
va ularni tutashtiruvchi kesma JV to'plamga tegishli bo'lib,
/(**)eC(n)(N/) bo'lsa, u holda ushbu Peano ko‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi o'rinli bo'ladi:
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/(x, +hl,....xm+hn) -f (X X...,xm) =

It
1
“XTT A=+ +NT 1 /() +0()-

4°. Ko'p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

/(-y) =/ (*p ==*,) funksiya ochig M cz R2 to'plamda berilgan
bo‘lib, x0=("°,..,n")eM bo'lsin.

5-ta'rif Agar *0 nugtaning atrofi topilsaki,

veelU*) uhn fix~fe) (Z(<)*/00))
bo‘lsa, /(*) funksiya x° nugtada min (max) ga ega deyiladi. /(*°)
giymat esa /(.v) funksiyaning lokal (max) min giymati deyiladi va

kabi belgilanadi.
Funksiyaning max va min giymatlari uning ekstremumlari deb
ataladi.

x° nugtaning U*(-v°) atrofida

A=f{x)-f(x°) (12)
ayirmani ko'raylik.

Agar bu ayirma |Jti(x0)da o'z ishorasini saglasa ya'ni har doim

0>0(4<0) bo'lsa, /(n-) funksiya x° nuqtada min (max) ga
erishadi. Agar 4 ayirma x° nuqtaning y atrofida ham o'z isho-
rasini saqlamasa, unda /(.v) funksiya x° nuqtada ekstremumga
ega bo‘la olmaydi.

1-teorema. (Zaruriy shart) f(x) funksiya Vv° nuqtada eks-
tremumga erishsa va shu nugtada (x0),...,f~ (.r°) xususiy hosila-
lar 3 bo'lsa, unda

/n*o)=~.=n:(*°)=0 (i3)
bo'ladi.
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1-izoh. Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo‘lavermaydi.
Masala, f(x,y) =xy funksiya uchun /T0,0)=/1t(0,0) =0, lekin
funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga erishmaydi, chunki u (0,0)
nuqgtaning v atrofida har hil ishorali giymatlarni gabul qgiladi.

2-izoh. Agar /(n-) funksiya *o nuqtada differensiallanuvchi
bo'lsa, u holda funksiyaning ekstremumga erishishining zaruriy
shartini ~/'(ar°) =0 ko‘rinishda yozish mumakin.

2-teorema. (Yetarli shart.) f(x) funksiya x° nuqtaning biror
(Jf(x°) atrofida berilgan bo'lib quyidagi shartlarni bajarsin:

1) fix) funksiya (J.(.v') da uzluksiz birinclii va ikkinchi tart-

ibli xususiy hosilalarga ega;
2) A’ nugta f(x) funksiyaning statsionar nugtasi;

3) koeffitsientlari aik= fX(*°), (i,k =1wur) bo'lgan.
(FAE>eoon#tn)= /d (14).

kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan.

U holda /(x) funksiya x° nuqtada min (max) ga erishadi.
Agar kvadratik forma noaniq bo‘lsa, unda f(x) funksiya x° nu-
gtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teoremani m =2 bo‘lgan holda alohida ko‘ramiz:

a=/() e /() </ (*)
«ll —----JZ’ an ~ Qeteisco a2~ &2

A= ~ana2~ a2 boisin. Unda

1)4>0,arn >0 bo'‘lsa, min;

2)4>0,0n<0 bo'lsa, max;

3) A <0 bo'lsa, ekstrcmum mavjud emas.

4) o, =0 bo'lsa, shubhali hoi bo‘ladi.

Biz shu vaqgtgacha hech qganday shart berilmaganda

funksiya ekstremumini topish masalasi bilan

shug‘ullandik. Lekin matematikaning ko‘p tatbiglarida funksiyaning
argumentlari ba’zi bir shartlarni ganoatlantirgandagi ekstremumlarini
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topish talab qilinadi. Biz shunday masalani eng sodda hoi uchun
keltiramiz.
Aytaylik,
u=f{x, 15
funksiyaning { y) 19)
F{x,y) =0 (16)
shartni ganoatlantiruvchi ekstremumini topish talab qilinsin. Bun-
day ekstremumga shartli ekstremum deyiladi.
Agar (16)-tenglamadan y =(p(x) funksiyani topish mumkin
bo'lsa, u holda shartli ekstremumni topish masalasi
bI=/[*,2(*)] =®(x) (17)
funksiyaning oddiy ekstremumini topish masalasiga keladi. Lekin har
doim ham y =cp(x) funksiyani topish imkoni yo‘q. Shuning uchun
(16)-tenglamani yechmay turib shartli ekstremumni topishni

o‘rganamiz. Bunda Lagranj usuli yaxshi natijaga olib keladi.

Ushbu

MxGy)=1H(xGy) +XEF(xLY) (18)

Lagranj funksiyasini olamiz. (18) dagi s hozircha noma’lum
0‘zgarmas ko‘paytuvchi.

®(n\y) funksiyaning oddiy ekstremumi f(x,y) funksiyaning
F(.r,>) =0 tenglamani ganoatlantiruvchi shartli ekstremumi bilan
ustma-ust tushadi. ®(n%y) funksiyaning statsionar nuqtasi va
noma’lum koeffitsient A quyidagi

dx
D n

aT ° <19>

=0
shartlardan topiladi. Faraz gilaylik, MO(M0,y0) nugta @®(x,y) funk-
siyaning statsionar nuqtasi bo'lsin. Agar d20 [, >0 bo'lsa min va
d2® L >® bo'lsa max bo'ladi. Bu yerda d:® = ;—XaXﬂ--%a)’/ ®
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0 ‘zgaruvchilari soni ko'p bo'lgan funksiyalar garalganda shartli
ekstremum shu kabi aniglanadi va Lagranj funksiyasi yordamida
topiladi.

5°. 0 ‘zgaruvchilami almashtirish

a) Oddiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o'zgaruvchilarni
almashtirish

Aytaylik, y =y(x) funksiya va

A=0D(X,y,y'XY'*...) (20)
differensial ifoda berilgan bo'lib,
x=f(t,u), y =g(t,u) (21)

va n=u(t) bo'lsin. Differensial ifodada yangi t o'zgaruvchiga o'tish
talab gilinsin. Unda (21) ga ko'ra

v<_Y, . dt du
x df df
T Tau
ekanligini topamiz. Shunga o'xshash yuqori tartibli y~,... hosilalar
ham topiladi va (20) ga olib borib qo‘yib, yangi
A=0, {t,uu'nu,
differensial ifoda hosil gilinadi.

b) Xususiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilami
almashtirish.

Faraz qilaylik, z=z(x,y) funksiya va

_ dz dz d'z dZz dZ
B=F Xxy,z,- (22)
dx dy dx2 dxdy dy2

differensial ifoda berilgan bo'lib,
x=f(u,v) 7=g(u,v) (23)
bo'lsin. Bu yerda u va v lar yangi erkli o'zgaruvchilar. Unda

ffe dz_
dx'dy’™ busus,y hosilalar ushbu
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dz _dzdf dz dg
du dxdu dy du
dz _dz df dz dg
dv dx dv dy dv’

tengliklardan topiladi va ular (22) ga olib borib go‘yib, yangi

t 1
B =R u,v,z,dz dz d2z d'z dZ
du'dv' du2’dud\'" dv2’

differensial ifoda hosil gilinadi.
Umumiy holda (22) ifodada ushbu

x=/(i/,v,w), =>=g(uyv,M’), z=h(u,v,w) (24)

almashtirish bajarilgan bo'lib, u,v lar yangi erkli o'zgaruvchilar va
dz dz

w=w(u,v) yangi funksiya bo'lsin. Unda xususiy hosila-

larni topish uchun
dz(df df gwn dz(dg dg 5a1_dh dh dw

dx ydu dw duJ dVdu dw du) du dw du
dz (df df dz~dg +dg aun _ dh +dh chy

dxvdv dw dv  dy~dv dw dv) dw dv

tenglamalar hosil gilinadi. Bu tenglamalar yordamida xususiy hosila-
lar topiladi va (22) ga olib borib go'yib, yangi

dw dw d2w d2w d2w

du'dv du2 dudv'dv2’
differensial ifoda hosil gilinadi.

B=b

Nazorat savollari
Rm fazo.
Rm fazoda metrika.
R"1 fazoda ketma-ketlik tushunchasi va uning limiti.
Ko'p o'zgaruvchili funksiya (k. o', f.) tushunchasi.
K.o".f. ning karrali limiti tushunchasi.
K.o".f. ning takroriy limiti tushunchasi.
Karrali va takroriy limitlar orasidagi bog'lanish.

N WD
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8. Karrali va takroriy limitlarning tengligi hagidagi teorema.

9. K.o'f. ning uzluksizligi.

10. K.0'f. ning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.

11. K.0'f. ning xususiy hosilasi ta’rifi.

12. Urinma tekislik tenglamasi.

13. K.o'.f. ning differensiallanuvchiligi.

14. K.o'f. differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi

bogManish.

tiris

15. Tagribiy hisoblash formulasi.

16. Yo'nalish bo‘yicha hosila.

17. K.o'.f. uchun Teylor formulasi.

18 K.0'.f. ning ekstremumlari.

19. Shartli ekstremum, Lagranj usuli.

20. Oddiy hosiiani o'zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilami almashtirish.
21. Xususiy hosiiani ozida saglovchi ifodalarda o'zgaruchilami almash-

h.
-B-

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1-masala.

R2 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti «(ere/?2)
ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

13-n* 2n-1 12 r3n2+2 In’ '
*\W = >) =
LW ir2-an m-(-H I- 7 ) w - 1V -2 .'84
. (\-2n2 3n2 4+2/1 5m+ 15"
1.3 “+3 2-w 1-35 6-n )
AN4n2+1 4-9° 4 | I-2n2 50/l
L == o ioaramd s 2 2+4n2  THL
N £3/1-2 4/7-
1.7 10) _ cosw.vj; 0(0.0). P2 +1]
(cosn n-14
:B(0,0).
X “U/f+l 1-2n] U 2 N =4n V+1 (©.0)
MI 11": i ;n . = 2 "
(+41:..(00 112 >)=
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R1 fazoda quyidagi ketma-ketliwarning limiti topilsin.
/

1,2 /1 raws2y?
1.13. *<>:\J1 n T A 120+ )
"(2n +\)\+(2n +2)\/ « - | v,127
* 1 —
114 *(>= 2e+3) U +3

24 3y oo
LIS "= 243ty ooy

1+2+..+/1 27n-n3f!

116. =)= YA+ 2/7+ 1]

1) 1+4+7+...+(301—=2) 'n +iY
*

1.17. = 11 <n_\)
(n+4)!-(/7+2)! '|/|+3>lrl4\
L18. )= (» +3)i - 1+5
(

Yn3+5-Y3»4+2 [/ a3+1
1.19 n@ = 1+3+5+...+(2n-1)\»3-1

3.5 9 1+2"
1.20 ()= -4+E+a +...+—4 5+ 8/73 -2 «
121 R>= .

1-2  2-3 «(« +1)

2-masala. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari
topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.

2.1. n =arccos;(—-4—_—y— 2.2. n=In(xyr).
e Y



2.5. u=yjs\n(x2+¥Y1). 2.6. N="1- (jc2+>) »

T+J) -X

27 (= Ix-x2-y 2" 2.8. « =/ (jr+y2-1)-(4-jf2-/j .
[I— [ X22X F 72
2.9. u=yI\-x2+yjy2~\e  2-|°- U~\Jx2-2x +y2
5l Ly =arccos , 2.12. u=xy+\\n 9 Hy]x2+y2- 9.
— *1ozI_ i
”3M_mwyryy 2.14. M=l g %~
2.17. u=y]x-yjy ° 2.18. u=y[ys\nx.
] *>
n+y
2.19. u=yJxcosy . 2.20. «-arccos

2.21. u=arcsin—+arcsin(l -j>) t

3-masala. Karrali limitlar hisoblansin.

. sin,rv . X+y .

lim ' limM—-ceee2eeee -
3.1 .

ANbn]x-+y2 ¥ —xy+y

/ N

3.3 lim ra lim . w

V5 %gr +y

im2*Y

Yok yb 4y 3*6 ,L[-’O



x1

2 V+r

3.7 Hm 1+- 3.8 +
. Infr+e' sinfrj2
o ™y e
VR EY? YOSRS +VT
1
311 lim— 312 “M(1+*V )-A
535@*“ +Y4 0
1
N _/\ y
3 4 ey

315 Hm(V+Yy)=* -~ 31( Nuwv2+y’)In 1+sin |

2

y-*T AN X s
317 1™(X+Y)e 318 {1_|W)|(32+>|//|23,
y-+r> +
1o el as R k]
' ;_*(S)(Jt +31H. OLK iz 1/°r2-’|-72j\~
>21 fim . MAXHYL

MoVx2+y 2-2x+\ '

4-masala. j™ va |™ takroriy limitlar
hisoblansin.
41 /M =sin”-;llb=od)0=00> 4.2 /fry)=~ N o=Yo=°.
4.3 /fr>Hog,(ar+y);e=170=0. 4.4 /fry)= AN FO=Yo=".
2X+3y

45 1 A= AN = %= «. 46 g"N)=2W*WNn .n.0.



, 4 sm3x-tg2y X* +y*

4.7 N XY)= 6x+3y~X=Yo m 4-8 N XY)=~5~-aXo=Yo=(0.

4.9

4.13

4.15

4.17

4.19

4.21

5.1

410 / M =~05T ~ 00

1+Y
_ /AP EAT09 - . x>0
/M = 0.(.x.y)=(0,0).x0=y,=0" 4.12 f(X,y)= +>>
|/|+7:Oﬂ|b:y0:w
X—y+3C +y
Yy x> 1xy) sinx+sinv).£b o
"H 4.14 f[X))=  pa. O
ﬂ.ﬂy 0,X= N :y0=0 x+y
| Xr-y 2
A'sm—+v g

°>H =W Jo=Yo-®

\n(x+ey)
fxy) = 30 -2-1270 0y 18 £(xLy).-
f(X,y) = § fpix 0=y, =o. 4.20 f(x,y)=4»;?)" —H00
. N-(T+M
f(xy)=s™ Ajj->x0=y0=co.
5-masala.
/(dy)=" funksiya 0(0,0) nuqgtada cheksiz kichik

bo'lishi isbotlansin.
5.2 /(x,g>) =sii(x+>)In(x2+y:) funksiya 0(0,0) nuqtada chek-
siz kichik bo'lishi isbotlansin.

5-3 /(.ryy)

X
=\ ;y,,f funksiya quyidagi hossalarga ega ekanligi is-

botlansin.
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a) M(x,y) nugta 0(0,0) nuqgtaga shu <3(0,0) nuqgtadan o‘tuvchi
V to'g‘'ri chizig bo'ylab intilganda ham funksiya limiti 0 ga teng.
b) 0(0,0) nuqgtada funksiya limiti mavjud emas. (x0,y0) nuqtada
/ (-x,y) funksiyaning karrali va takroriy limitlari mayjudmi?

54 1(x.)= 7 Zy0=0. 55 /(x>)=logujc+>)"=1y0=0.
I +y
sinx+sinv X -y

5e /M = x+v JI-X,=0. 57 f(x,y)=— ;*.=1=°,

*y
558 (XY =ay2+ vy X950 59 ABPH=(*9)sin-sin-; =y, =0

2 XYy
5.i0 f(x,y)="r"i*o=yo0=0.

1 \*+.r
1+- X +Y *0

512 f(x,y)= \ X+¥Y/
1x+y =0.Xx0=y0=00

Quyidagi funksiyalami berilgan nuqtalarda har bir o‘zgaruvchi
bo‘yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birgalikda uzluksi-
zlikka tekshiring.

- Ky~ j,XA+y4*0,
+y

5.13 f{x,y) =" " 0(0,0) va A(L:2).
0,XA+y* =0
-« Y-T»**+ /[ *0,

514 f (xy)— <"V 0(0,0) va Af(107:10-5),

04+ /=0
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5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

X+ hy %0

f{x,y)="" +y 0(0,0) va N(-1;-1).
0A +y =0

X y- X2+y2*Q,
+

Hx,y)=" """ 0(0,0) va N(0;1).
\x2+y2=0
sinx+siny & '*6
------------ - Xr +y ' X N
f{x,y) =" " *y 0(0,0) va A= 4
I,x +y =0
COSX-cosy n
------------- ~>X -Y *°> (nn
/(xy)='" XxX~Y 0(0,0) va a\-;~
0,x-y=0
——(>"")
f{x,y) = X +y 0(0,0) va A(1,0).

[0.(.v.y) =(0,0).

Y CayPag,

f{xy)="*"Y 0(0,0) va /1(L0),
0,x2+y2=0
f(x,y)=" 2" 0(0,0) va JI(L;1).
0 X2+y2=0
6-masala.

fix,y) funksiyani M to‘plamda chcgaralanganlikka tekshiring.
6-1 f[x,y)= x2-y2, M ={(x,y)6/1" x" +y* <25}
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6.2 f(x,y)= x2-y2, M={(*y)e/?2*2+y- >25}.

2x2 | 2
6.3 f(x,y)= xr+y2 » M ={(x,y)tR2x2+y2*0}.

6.4 /(x,y)= cosr+y) - cos(x-Y) >[IV ={(x,y)e[2ny*0}.

sin (n: +y) - sin(X-Y) :
6.5 f(x,y)= — , M ={(x,y)eR2xy* O}.

INC—InV ,
6.6 f(x,y)= x_y .n/=((x,y)en:,Ny).

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan to‘p!amda chegaralangan-
ligini isbotlang, uning aniq chegaralarini toping va funksiya shu
giymatlarga erishish-erishmasligini aniglang.

6.7 f{x,y)= X+¥y2' JV={(n%y)eN2n2+y2*0}.

jcb + y6
6.8 f(x,y)= x2+y2’ M ={(x,y)eR20<x2+y2<9}.

2 2

6.9 f(x,y)=xrry4’ JV={(x,y)eN2n4d+yd*o}.

6.10 f(x,y)=Xe~*y, n/={(ar,y)6N3,.r>0,y>0}.

4y 4(x2+y2)+2z2
6.11 f(x,y,z)=— +y +zz— M=\fcc,y,2)eF?ixl+y +z*0}.

/(.v,y) funksiyaning M to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi
ta'rif yordamida isbotlansin(€£ =£ (£)-?).

6.12 f(x,y)=2x +3y +5 m =R2
6.13 f (x,y)=x2+y2 M =[(X,y)&R2x2+y2</].

6.14 f(x,y) =Jx2+y2 M =R2-
6.15 f(x,y) =x-2y+3, M =R2m
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Quyidagi funksiyalarni ko‘rsatilgan to‘plamda tekis
uzluksizlikka tekshiring.

6.16 f{x,y):*§<<:y4» M ={{x,y)&K20<x2+y2<\}.

6.17 f{x,y)=J'x2+
6.18 f(x,y)= x'S[n~

6.19

6.20 / (x.j~ycos-,

6.21 f{x,y)= x*-y*

sy

M ={(*>>)E* 20<*2<I}.

M ={(x,y)eR2 0<*< 10<y <lIj.

M ={(nr,y)eN12, 0<*<1, 0<y<lI}.

n/={(*,y)enz2 0<*<l1, 0<_y<lI]

funksiyaning n/=[(.r,y)€N21"g: <2,0<y<lJ

to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta'rif yordamida isbotlansin.

7-masala. Quyidagi funksiya 0(0,0) nugtada xususiy

hosilalarga egarai

7.1 u(x,y)= IX2+y2.

7.3 u(x,y)="¢c)>
75 u(x,y)==>Ix*+yA.
7.7 u(x,y)= {[xsiny.

7.9 u(x,y)= *X4+y* .

7.11 u(x,y)= IJx* +yn.

va bu nugtada differensiallanuvchimi?
x3+y 3

72 u{x,y)= W+M
o, N+N=o0

7.4 u(x,y)=Jxy-sin*,
7.6 u(x,y)=f"y.tgx.
7.8 u(x,y)= <hB+/

7.10 u(x,y)=yl2x2- 3y2e

*
7.12 M(*uﬂ.>):‘ ¥A+/ *0
0,x4+ 7/ =0
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7.13 u{x,y)=dcly? 7.14 u(x,y)= Ix* +y* .

NA+\Y\*0
7.15 u{x,y)= <I3+Y . 7.16 u(x,y)=' H+H
0, H+M=o0
717 ulYy)=I 7.18 u(x,y)= ifxy2min.y.
[0,r+Y=0

719 » (>Y)=L1Y- *8* » 7.20 1Ayy) =yjxysinx e

EZ':Y—*F,X2 +.}P*d1,
7.21 u(x,y)=" Ay

0,%2+y2=0

8-masala.
Sirtga ko‘rsatilgan nuqtada o‘tkazilgan urinma
tckislik tenglamasi topilsin.

8.1 ;:=xy; N 0,0). 8.2 z=sin(-yv) A ’3’ 5
8.3 ;=xy+y2 A{0, 1 1). 8.4 z=ex#,A(1,1,1).

8.5 u=*3+>3 A(1-1, 0). 8.6 z=x2+y2A\ 2, 5).
8.7 R+y- +z2=169; (3, 4, 12). 8.8 r =arctyg?-, A - f

8.9 =Y+ In— 1(1,1,1).
z =1) tekislik 0(0,0,0,) nuqgtada quyidagi sirtga urinma tekislik
bo‘ladimi?

8.10 z=.¥ +v2-aylanma paraboloid.

811 z=y]x2+y- -konus.

8.12 z =ny; -giperbolik paraboloid.

Quyidagi miqdorlarning taqribiy qiymatlarini hisoblang.
8.13. 1,002-2,0032-3,004’ 8.14 sin29° «/g46°.
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8.17 >/1023+1,973¢ 8.18 sin159 tg3,09.

8.19 . -y,3-3x% +3xy2+1 funksiya M(3; 1) nugtada shu nu-
gtadan (6; 5) nuqtaga garab yo‘nalgan yo'nalish bo‘yicha hosilasi
topilsin.

8.20 z =arctg(xy) funksiyaning M (I;1) nuqtada birinchi chorakn-
ing bissektrissasi yo'nalishi bo‘yicha hosilasi hisoblansin.

8.21 z=x)2-xy*-3y-\ funksiyaning M(2;1) nuqtada shu nu-
gtadan koordinata boshiga garab yo‘nalgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi
hisoblansin.

9-masala.
Quyidagi murakkab funksiyalarning xususiy hosilalarini toping
(f va g-diffcrcnsiallanuvchi).

9.1 m=f[Ix2+y2,yjy2+2z2,yjz2+x2). 9.2 u=f(x -y 2,y-x 2Xy).

9.4 u=f(x-ytxy).

9.5 u=f(xy)-g(yz). 9.6 /(Y+y.v2+/7/).

Agar f-ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u(x,y) funk
siya mos tenglamani ganoatlantirishini tekshiring.
du du



9.12

9.13

9.14

9.15

9.16
9.17

ning
yo'li

X
x?ﬁyyzl)‘ ™ iy ™ 7 Mun.

_ N
|/1=§/1nx+x/ry ' , x% +y% +zﬂl =y +2Y
z \z X) 0X ay dz z

Funksiya differensialini ko‘rsatilgan nuqtalarda toping.

Ve LS M(x,y,z) va MO0(1,2,3)

n 4

= >+
7=cos(x>"+xr), M(x,y,z) va MO . .

u=x\ M(x,y,) va MO0(2,3).

m=x1n(ny), M(x,y,) va MO(-1,-1).
M

M
— va " xususiy bosilalami hisoblash va f va g fuksiyalar-

hosilalarini (f va g-dilTerensiallanuvchi funksiyalar) yo‘qotish
bilan shunday tenglama tuzingki, m(x,j> funksiya uni ganoat-

lantirsin.

/ \

918 «=/ 1 £ 9.19 u=f(x-y,y-z).

\y' Z]
r

9.20 Il =xf =
vy 9.21 u=x+f(xy).

10.1 u=

10.3 u=erxs\ny +e?c0s

10-masala. Ko'rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va differ-
ensiallar hisoblansin.

x+y d°+u d it

X -y derdy" 10.2 M=x*/;

y - 8mtu cLY

27 dxvdy' w104 =e oy ax gydz
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Aon
105 f=sin*cos2y; A 6
i ~10 ,!]'°IA
10.7 =(*2+1) A
109 ,=V*2+/e**" dA e
10.11 w=x":d%n e
10.13 4=f(xy) g(xz)\ d2w
10.15 u=f[x +y,z2\,d-
1017 u=f(2x-3y +4z);dnu-

L*n
10.6 n=x*cosy+y sing, X*Qy* *

AU AN
108 »=sin™ |hFdy va
hel
OO n= ld2ue

1012 u=/(x +>j2+/); da.

10.14
10.16

10.18

M=/ (sinx +cosy); d 2u.
u=f(xy,x2+y2);ja.
n=f(2x,3y,2z); d"um
az

dz
z=z(x,y) bo‘lsa, — va Q lar topilsin.

10.19 F{xy,yz,zx) =0.
10.21

fr(3™-"x,ar-ry,r-ny) =0

10.20 /r(ny2m+y) =0.

11-masala. Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

111 iy=rp+ay +y 2 +—+—
Ay +y <y

1.3 n=x3+y3-3axy.

1.5 Kk=m+Y*-20.2+4ny-2y2.

11.7

119 wn=xy+yz +zx.
1111 w=4-(x2+y2y~.

n=e2x-(x +y2+2y).

11.13 u=br+y +z2-2xy+4z-X.
1115 =1- a/g2+y2.

11.17 N=2rd+yd-ar2-2y?2.

112 u=-x2-Xy-y2+x+y .
114 w=xA+yn-36xy.

116 w- x2-2xy2+y4- y5.

118 n=3x +/ -\Sx-30y.
11.10 n=(@2+y2)e N &N
11.12 u=j?+2j? +22-2x+4y-62+l.
11.14 n-x 1H)ty+yl-2zt+272+3y-1.
11.16 w=(jf-y +1)*.

11.18 n=x2y3 (6-4r-y).
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1119 u=x*+y4-x2-2xy-y1l nN-20 m=x2-(y-1):.
11.21 u=x2-2xy +4y2+6z2+6yz-6z.
12-masala.
Berilgan funksiyaning ko‘rsatilgan to‘plamdagi eng katta va eng
kichik giymatlari topilsin.

121 u=xy-x-~"~, 0<x£],0<y<2.
122 n=xr +byr-x +\by-4 0<n 10"y <Ll
123 n=x1+3y2- 3xy, 0<x<2,0<y<l1.

12.4

125 n=x6+yb- 3x2+6xy-3y2, 0<yiix<,2.
12.6 i/=cosx-cosy-cos(x +y), O0iX<7I,0<y<n.
127 n=(x-y2)-\1(\-x)~, y2<x<2.

12.8 m=xr+y*-9xy+21, 0<x<6,0<y<6.

129 n=x4+y* - 2x2+Axy- 2y2,. 0<x<2,0<y<2.
1210 u=Xxy+yz +zX, X2+y2+z2<9 .

1211 u=Xx+Yy +z, X2+y2Zz<1.

12.12 N=2sinx +2siny +sin(x +y), 0<x<—,0<y< —.

Oshkormas ko‘rinishda berilgan y =y(x) funksiyaning ekstrem-
umlari topilsin.

1213 y2-2y-sinx =0,0<.v<2. 1214 (y-.r) +3+6=0.
1215 (y-x’) =x5x2+y2* 0. 1216 x2+y2+xy =27 .
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Oslikormas ko‘rinishda berilgan z=z(x,y) funksiyaning
ekstrcmumlari topilsin.

1217 2x2+2y2+z2+8yz- z+8=0-

12.18 x*+y* +z4=2[x2+Yy2+122).

12.19 512+5y2+522-2xy-2x2-2yz-12 =0.
1220 z2+xyz-xy2-x3=0-+

1221 5z2+4zy+y2-2y +3x2-6x +4=0.

13-masala.

13.1 a tomoni va uning garshisidagi A burchagiga ko‘ra ber-
ilgan uchburchakning eng Kkatta yuzini toping.

13.2 Uchburchakning a,v tomonlri va ular orasidagi S burchak
ma’lum. Bu uchburchakning a va v tomonlaridan shunday kesma
bilan teng ikkiga (yuzaga nisbatan) boMingki, natijada kesma uzun-
ligi eng Kkichik bo‘lsin.

13.3 y =x2 parabola va *->>-2 =0 to'g‘ri chiziq orasidagi eng
kichik masofani toping.

13.4 (x0JV.z0) nugta bilan Ax+By+Cz+D tekislik orasidagi
eng Kkichik masofani toping.

2 2 7 2
135 gg +%{r+—cr =1 ellipsoidga ichki chizilgan eng katta hajmli

to'g‘ri burchakli paralepepipedning o‘lchamlarini toping.

13.6 0 ‘Ilchamlari ganday bo'lganda ko'ndalang kesimi yarim
doira, sirtining yuzasi 31r12 boMgan ochiq silindrik vanna eng katta
hajmga ega boMadi?

13.7 OMchamlari ganday boMganda usti ochiqg, hajmi 32 sm3
boMgan to‘g‘ri burchakli banka eng kichik sirtga ega boMadi?

13.8 Hajmi 54« boMgan silindrik banka, asos diametri d va
balandligi h ning ganday giymatlarida eng kichik sirtga ega boMadi.

13.9 Musbat a sonini 5 ta shunday musbat sonlarning yigMndisi
ko'rinishida ifodalangki ularning ko'paytmasi eng katta boMsin.

13.10 Qirralari uzunliklarining yigMndisi a ga teng boMgan to‘g'‘ri
burchakli parallelepipedning oMchamlari ganday boMganda uning
hajmi eng katta boMadi?
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13.11 Hajmi V ga teng bo'lgan to'g'ri burchakli parallelepipedn-
ing o'lchamlari ganday bo'lganda uning to'la sirti eng kichik bo'ladi?

Lagranj usulidan foydalanib u=u(x,y) (yoki u=u(x,y,z))
funksiyaning berilgan shartni ganoatlantiruvchi ekstremumlari
topilsin.

13.12 u=xyz, Xx2+y2+z2=3-

2 2 2

13.13 u=?T +%- +~
a b ~

, X2+y2+z2=1 (a>h>¢> 0).
13.14 u-x-2y+z Xx +y2-z2=1.

13.15 u=xy2Z3, x +2y +3z =6 (n'>0,y>0, z>0).
13.16 u=x3+y3-z3+5 x+y-z =0.

13.17 u=x2+y2+2z2 x-y +z=|.

13.18 n=xy x2+y2=1.

13.19 u=x+y, ~1’\+ y]‘-=-a]2-

13.20 u=x2+}/2, 3 +B =1-
13.21 n=x-2y +2z, x2+y2+z2=1.

l4-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida gabul
gilib, quyidagi tenglaraalarda o‘zgaruvchilarni almashtiring.



_ dz dz n 4 +Vv2
K4 2Y&+Db Y 'y°V X ~2~'

145 N +4fh "~ - %y yF(«-v)!-

I \dz / \dz n y +z
146 (*+2)S +( ™ )™ ° . «-* 7T~27"

dz  dz y
n-7 »-* y=

dz dz ,
us yfr—~ % "y e R=F by - vty -

—arctgL

14.9 u=In~l+r, 1 U

1410 h +yz.%:222 u=\nx, v=In>

az dz n i 2
1411 ,aTlT % R A

dz dz 0NV
1412 "x™ Sayf 2’ »-4*-T7* 7'

2z d2z

1413 ~ "~ 26' M=X~Y> Vv=Xx+y-

dZz d2zZ 1d zn

=2yfy.
1414 B?7+Y& +2Db N >0> '
dz -32Z .dz dz n 1, 4 V=A(2X +Y)
1415 25 7 -2W W ~b "t 3 (x~y)
dz dz

14.16 x~ +y fy =°. x =UCOSV, y =usinv.
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dz dz_
14.17 y~fa~x~fy~ » x=ucosv, y =Msinv.

*
bJ - -0, x=ucosv, y=wsinv.
dZz d'z _n _

1419 ~Qi+~Qji~ » * =hcosv, y =usinv.
d~z z

14.20 + = Y=ed cosv, y =ed-sinv.
2d22 2022

1421 * g T Uy’ =, Y=/ V—

-D -
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. r2 fazoda ushbu

Aiﬂ)— L+ L +..+ ‘
1-2 2-3 n-(n +1)

ketma-ketlikning limiti topilsin.

< YA~T"2 +T1>+""+n-(n+\) va zn=yl2-y/2-yl2-...-Kf2 deb
belgilasak.

limyn=Ilim 1—1 w;———l———+ ——1---- ) 1 va
oY T T T T T et VUB)[ »41ul
1

limz,=1m2 ~ 4 =22=2 bo'lib, limi"" =(U2) 'bnligini
n->0 n—C

hosil gilamiz. >
2.21-masala. Quyidagi M=arcsin— +arcsin(l-y) funksiyaning

aniglanish sohasi topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.
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D(u)=<y J oy <X-y O<yin2,-y2£xny2}

) 10 2 \V
[s ESEa

Bu soha 8-chizmada tasvirlangan. >

8-chizma.
3.21-masala. Ushbu
E_Jj bV it karrali limit hisoblansin.
vad +y -2x +\
lim In -((In(jtH-™) =1n[lt(jr-1+y)]-it-1 +y))-

7, +-2i+ 1
fx-1=rcos™ x->I|

_ =>r-» 0
" [v =rsin” y-»0J
2
=ijn6r (cosff+sni?) ._ (cos™ +sinto) limr =0
I~
4.21-masala. JME 7/ (*+ ") va takroriy limit-
lar hisoblansii.
4 . n(x+y) o0
. y oo nfXx+y) . T /3
<p“£n<)l)>rjn0/(/x,y)— I|mI|msm—2;(--;éy——I|msm3—- G
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lim I|mf(/x = limlimsin (---ﬂ)—:Iimsi'nn—:l"
Y~*Yax->*a 7 Fe-r« 2jC + 3_V y~*X 2

5.21-masala. Quyidagi funksiyani berilgan nugtalarda har bir

o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birga-

likda uzluksizlikka tekshiring.
Zﬂy _“qr +y2*0
/(*>)= X2+Yy2
0,x2+/=0

0(0,0) vaA(l 1)

< Ma’lumki, agar
1) J«n/(jc,y0) =/ (jf0,>'0),
2){“/ M )B/ (w«).
3)S“/ M a/ U ),
Y-
bo'lsa, unda f(x,y) funksiya (x0,y0) nugtada
1) x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy,

2) y o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy
3) x va y o‘zgaruvchilar bo'yicha birgalikda uzluksiz bo‘ladi.

Shular asosida masalani yechamiz.
a) 0(0,0) nuqgtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra /(0,0)=0

f(x,0)=/(0,y) =0~ limf(x,0)=lim/ (0,y) =/ (0,0)=> ikkala

0'zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluksiz.

limi{x,y0)81-A2L_= XTrCOS _p r2esinlh_g o0 .
5o G tuT My =rsinp PO

birgalikda uzluksiz emas.

b) A(1,1) nuqtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra 7/ (I, 1)=1 funk-
siya bu nuqtada ham xususiy, ham birgalikda uzluksiz ekanligini
ko‘rish giyin emas. >

6.21-masala. f(x,y)=xs-y 3 funksiya A/'={(x,y)€i?:I<x£2,0<>]
to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

<Vf>0 olib, quyidagi ayirmani baholaymiz:

Vo n)-/(w)l=H  “2 )=l )-W-A)|H"O U ~A=
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=P +2 N+ -n]-|3E NN 1| <<5(KT +KVK | +]3,12)+
+4W 2+ N-h] +hr)A"-(4 +2-2 +4) +(] +| +]) =15E=e=>g="

£
Demak, VE>0 uchun ~=— deb olsak , M to‘plammng ushbu
I*-*1<£ va \y2-yi\<$ tengsizhklami ganoatlantiruvchi V(jc,jy,)
a (x2,y2) nugtalari uchun \f{x2,y2)-f(x~y”~)\<e tengsizlik bajar-
iladi = f(x,y) funksiya M to‘plamda tekis uzluksiz. >
7.21-masala. Quyidagi
* +YT, X2 +y 2 *O
u(x,y) =\x2+y
Q x2+y2—0

funksiya 0(0,0) nuqgtada xususiy hosilalarga egami va bu nuqgtada
dif Terensiallanuvchimi?

< d™0°0) = fmuy(Ay.°)-u(0™)_ iim *?+0 =0|

AX D0 [Ox n=0(ax" +0]4x
=lim " O,EI,yZl (°-°) —IlmAy 0. Demak, xususiy
Qx Ay->0

hosilalar 3. Endi differensiallanuvchilikka tekshiramiz. Diffe-
rensiallanuvchi bo'lishi uchun

v ctc dy
yoki

Oxa+ayd /T~ TT\
Ay2+Ay2 (Y  + y ) bo'lishi kerak. =

f AX=rcostp"
jo o il A <Ay =rsin<p/
B p *Eo(Ix2+Ay2)-yjAx'+Ay y
=(cos4(p+sindp) limr =0=>
differensiallanuvchi. >
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8.21-masala. z=x2 2-xy3-3y-\ funksiyaning M (2;l) nugta-
da shu nuqtadan koordinata boshiga qarab yo‘nalgan yo'nalish
bo‘yicha hosilasi hisoblansin.
<Yo'nalish bo'yicha hosilani
df{M) =df(M)
dC ax

formula yordamida hisoblaymiz. M (2;l) nuqta va koordinata boshini
tutashtirib i to'g'ri chizigli hosil gilamiz (9-chizma).

moosa +3LM) o579
dy

2
\OWM=yj22+12=75 9-chizmadan cosa =cos(X +<p) =-cos<p =--j=

CosP =cos[ —+d j=- sin <p=—\% ekanligini topamiz.

dffM) N ) P
o = 4)-“3, L =xy -3xy2-3) =1

Topilgan giymatlarni yuqoridagi formulaga olib borib go'yamiz:

df(M
Mg 2 b o VE
dx vs. 75 75

du du
9.21-masala. — va ~ xususiy hosilalami hisoblash va f va

g funksiyalarning hosilalarini yo‘qotish yo'‘li bilan shunday tengla-
ma tuzingki, u(x,y) funksiya uni ganoatlantirsin.
u=x+f(xy)
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eV
w = (xy)

A :’>m£|'_w___y M:X. >

i =xf'(xy) AX Ay

Ay dz dz_
10.21-masala. z=z(x,y) bo‘lsa — va ~ lar topilsin.

F(y-zx,x-zy,z-xy) =0

<i"=y-zx, /=x-zy, £=z-xy deb belgilab, berilgan teng-
lamani differensiallash yordamida topamiz:

4z dz -z-Ff+Fg-y-Ff
(- xF{-yF; +F;)=z-F:-F;HF; dx  X-Ff +y-F;-r(

N (-XF-yFAF)=-F~z.F; +x-F'. bz T -zF-xf
dy xF"M+y . .F'-F(

11.21-masala. u=x2- 2xy+4y2+6z2+6yz- 6z funksiya eks-
tremumga tekshirilsin.

du du
— =2X-2 ,
dx xey dx °
du
QU= oy +8 -r-62, N =0
dy ¢ dy
— =122+6Yy-6 *L=0
az 2oy az
sistemani yechib, MO(-1,-1, 1) nuqgta statsionar nuqgta ekanligini

topamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblab, d21 K
ning ishorasini aniglaymiz.

da dlu _ dau d“u  da
2= @ =@ =dxdy dydx ™ dx O
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a":_,qm iy tfu 6 i

we 0 B —dydz arty 0 N

an 22 o

Al -28
on «2 03 2 -2 0 1 -1 0
«1 «22 «23 = '2 8 6 =24' '1 4 3
«31 «32 «J3 0 6 12 0 1 2

=48 >0=>d 2 LlI >0 =u"\n=« (_]:,_]; ]_):_3. >

12.21-masala. Oshkormas ko'‘rinishda berilgan z =z{x,y) funkt-
siyaning ekstremumlari topilsin.
S5z2+4zy +y2- 2y +3x2-6Xx +4=0m
< Birinchi navbatda oshkormas funksiyaning xususiy hosila-
larini va ular yordamida statsionar nuqtalarni topamiz:

_ 3
Oz mx+4yz't +6x-6 =0 ' 52+2y  \k=g
Fizez' +4z +4z7 ey +2y - 2=0 l-y-2z  j.—
Z>= 57 42y ’

sistema va berilgan tenglamani x, y, z o'zgaruvchilarga nisbatan
yechib /1/,(1; 1, 0) va M2(L 9; -4) statsionar nugtalarini topamiz.
Funksiyaning bu nugqtalarida ekstremumga erishishini tekshirish
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

3-3* -3 ¢(5z +2y) - 5z' ¥3- 3x)
5z +2y (5z +2y)2
" N _r3-3x N (8-3x)(5r; +2)
z, =(z) =
* X7y 52 +2y) (52 +2y)-
r\-y-2z'" (-1 2z;) %5z +2y)- (-1-y - 22) «(52; +2)
5z +2y (5z +2y)2

a) M,(; L 0) nuqtada ekstremumga tekshiramiz

|
a\\-zj 2: Ip“Z2>U 0 @ V
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2
=>Aaan -a;2=-. Demak g, <0 va [O>O=max=>znx=z(l, 1) =0

b) M2(1;9;—4) nugtada ekstremumga tekshiramiz.

Shunday qilib z” =z(l, 1) =0 va z™ =z(l, 9)=-4 >

13.21-masala. Lagranj usulidan foydalanib u=x-2y +2z funk-
siyaning x2+y2+z2=1 shartni qganoatlantiruvchi ekstremumlari
topilsin.
< O(X,y,r) =x-2y +2r +A(x2+y2+z2-1)
Lagranj funksiyasini olamiz va bu funksiyaning ekstremumlarini
gidiramiz:

ax

\+2/1x =0

-2 +2Ay =0

2+2Az =0

x2+y2+z2-1 =0

bo‘lsin y{= 4= _-
do ., d2 .
%‘% =2A, r= Er =2/1 va aralash hosilalar nolga teng.



d 26<0=>max: =Nl 220 P
'3 3*3

14.21-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida gabul
qilib, quyidagi tenglamalardan o‘zgaruvchilarni aimashtiring.

R LZ__y2.d:2=0 y=xy, Y:=—
y , y y

ax2 y dy2
az dz \ dz X &.
<z=z(x,y)*>z=z(u,v)=* fr-y y2 dv’
ot d 18 f gz b
dx2 chd* du y dv - S
1( d2z dz 1 d2z dz 1 dZ
+— -~ =/- -
dudv er'é\\r]'y =/ -EL-JI- +2 dudv y2 dv2
va
dz _d X__d_g___x dz' _ dz x dz
dy2 dy  gn y='~dv "du2 y2 dudv

X f d2z X dz'_ g3 dz
vV Kdudv yl dv\ Yy dv

2NE_2—-0Z X2 42 2%
du2™ y2 dudvy ‘dv2y  dv

. d2z d2z . . , - :
Topilgan o e E)r ifodalarning giymatlarini berilgan teng-

lamaga olib borib qo‘yamiz.

4x =0 I.X

2
dudv y dv 2X

dudv dv dudv  dv
Demak, berilgan tenglama almashtirishdan so‘ng ushbu
d2z _dz

dudv dv

2Xy

ko‘rinishga kelar ekan. >
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6-§. 5-MUSTAQIL ISH
Sonli gatorlar

Sonli qgatorlar va ularning yaginlashishi.

Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashish alomatlari.
Ishorasi o‘zgaruvclii qatorlar va ularning yaginlashish alomatlari.
Cheksiz ko‘paytmalar.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Yaginlashuvchi qatorlar va ularning xossalari.

Ushbu

hagiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin.
1-ta'rif. Quyidagi
a{+a2+e+a, +— (0

ifodaga qator (sonli qgator) deyiladi va u kabi belgilanadi.

Shunday qilib,

Yjan--=al +a2+...+an+... (2)
1=\
ekan. {a,} ketma-ketlikning al,g2...,an,...

elementlari gatorning had-
lari deyiladi, an esa gato

i_deb ataladi. Ushbu

2,.... 3)
yig'indilar esa (2)-gatorning qismiy yig‘indilari deyiladi.
2-tarif. Agar {5,} ketm?-ketlik chekli limitga ega, ya'ni
ImMS=S-

bo'lsa, unda gator yaqinlashuvchi deyiladi va bu limitning giymati
S (2)-gatorning yig‘indisi deb ataladi hamda u

<
5= +az2+..+an+..=y'ja,
n=\

kabi yoziladi.
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Agar {£} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lmasa, u holda uzog-

lashuvchi deyiladi.
3-ta’rif. Ushbu

n)_éﬂan- amH + a2 e (4)

gator (2)-gatoming (m-hadidan keyingi) qoldig‘i deyiladi.
1-teorema. Agar (2)-gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan
(4)-goldig‘i ham vyaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha, (4)-qoldig-
ning yaginlashuvchi bo'lishidan berilgan (2)-gatorning yaginlashuv-
chi bo'lishi kehb chigadi.
1-natija. Agar (2)-gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning qoldig'i

rm=am# +anm+2+ -

T-+03 da nolga intiladi.
2-teorema. Agar (2)-gator yaginlashuvchi bo'lib, uning yig‘indisi

@

S bo‘lsa, u holda gator ham vyaginlashuvchi bo'lib, uning
712
yig‘indisi C-S bo‘ladi, ya nlaD x
2/».=c-£8B.
1/ o
tenglik bajariladi. n n
3-teorema. Agar a gatorlar yaginlashuvchi bo'lsa,
/[1-1
unda +b”) qgator ham yaqginlashuvchi bo‘hb,
/7*1
) /1A /=1 /=1
bo'ladi.

2 va 3-teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi.

2-natija. Agar a X*”gatorlar yaginlashuvchi bo'lsa,
V=

/=1
T

IK + 4A ) (c,d-const) gator ham yaqginlashuvchi bo'lib,
/1=1

Yj(c-an+d-bn) =c-Y jan+d-Yjbn

/7-1
bo'ladi.
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4-teorema. (Qator yaginlashishining zaruriy sharti).
Agar (2)-gator yaginlashuvchi bo'lsa, n holda

lima, =0 (5)
bo'ladi.

Izoh. 4-teoremaning aksi har doim ham orinIi bo'lavermaydi.
*

Masalan, Z - uchun Ilma,, —|ImM——O Iekm bu gator yaginlashu-
«-= (( »=»

vchi emas.

5-teorema. (Koshi kriteriyasi) (2)-gatoming yaginlashuvchi bo lishi
uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: Ve>0 son
uchun 3n0(e) e N: Vw>n0 va v butun p>0 so/i uc/un

=1° + a»+l +- + an*p\<£ (6)
k=m

tengsizlik bajariladi.
2# Musbat hadli qatorlar va ularning yaginlashishi
Aytaylik,
y
Xa,=a,+a2+..+a,+.. (7)
1=N
qator berilgan bo'lsin. Agar \/neN uchun an>0 bo'lsa, unda (7)-

gatorga musbat hadli qgator yoki gisqacha musbat gator deb ataladi.
Bu punktda biz musbat hadli gatorlar uchun yaginlashish alo-
matlarini keltiramiz.

1-teorema. (Veyershtrass kriteriyasi) (7)-qator yaginlashuvchi
bo'lishi uchun uning gismiy yig'indilari ketma-ketligi {£,} yuqoridan
chegaralangan bo'lishi zarur va yetarlidir.

Misol. Ushbu

APV VR

umumlashgan garmonik gatoming a >1 da yaqinlashuvchi ekanligi
isbotlansin.

* SHIF = + 4 \a 535 4HrHr =*S}1-

Hndi uning yugoridan chegaralanganhgini ko'rsatamiz:
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=Sn< —} (9=12—3={£} ketma-ketlik yugoridan che-
® J

garalangan. 1-teoremaga ko‘ra %g\aﬂr umumlashgan garmonik ga-

tor a >1 da yaqginlashadi. >
Faraz qilaylik, (7)-gator va ushbu

Y Jn=b]+b2+...+bn+... 9)
qatorlar berilgan bo'lsin. Unda quyidagi taggoslash teoremalari o'rinli
bo'ladi.

2-teorema. (Birinchi taqqoslash alomati). Agar n ning biror
n0(nO£1) giymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

an ",
tengsizlik o'rinli bo'lsa, unda (9)-gatorning yaginlashuvchi bo'lishidan
(7) gatorning yaginlashuvchi bo'lishi va (7)-gatorning uzoglashu-
vchi bo'lishidan (9)-gatoming uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
3-teorema. Agar
=* (0S*S«)
bo'lsa,
a) K<oo bo'lganda, (9)-gatorning vyaginlashuvchi bo'lishidan
(7)-qatoming vyaginlashuvchi bo'lishi;
b) k>0 bo'lganda, (9)-gatorning uzoglashuvchi bo'lishidan (7)-
gatorning uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
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Natija. Agar n->co da an=0'(bn) bo‘lsa (y'ni 0<k<oo bo'lsa)
unda (7)-gatoming yaqinlashishi (9)-gatorning yaginlashishiga ek-
vivalent bo'ladi.

4-teorema. (lkkinchi taqqoslash alomati). Agar n ning biror
«o(wo - o giymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

@ K
tengsizlik bajarilsa, unda
1)(9)-qgator yaginlashuvchi bofsa, (7)-gator yaginlashuvchi;
2)(7)-gator uzoglashuvchi bo'lsa, (9)-gator uzoqlashuvchi bo'ladi.
Endi musbat hadli (7)-gator uchun yaqginlashish alomatlarini
keltiramiz.

5-teorema. (Dalamber alomati). Agar (7)-gator uchun
fape- =0
bo'lib,

1) d <1 bo‘lsa, gator yaginlashuvchi;
2) d >1 bo‘lsa, gator uzoglashuvchi bo ‘ladi.

6-teorema. (Koshi alomati). Agar (7)-gator uchun
nli_mfa =q
bo b,
1) g<1 bo'lsa, gator yaginlashuvchi;
3) g>\ bo'lsa, qator uzoglashuvchi boladi.

Izoh. 5 va 6-teoremalardagi d va q =1 bo'lsa, gator uzog-

© j

lashuvchi ham, yaginlashuvchi ham bo'lishi mumkin. Masalan, o

garmonik qator uchun d =q=1 va gator uzoglashuvchi; X

umumlashgan garmonik gator uchun ham d =q =1, lekin gator
yaginlashuvchi.

7-teorema. (Raabe alomati). Agar (7)-qator uchun
/ [ |
tn -7 =P (11)
bo'lib,
175



1) p> 1 bo‘lsa, qator yaginlashuvchi;
2) p<\ bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.

8-teorema. (Gauss alomati). Agar (7)-gator uchun

3L=r+H+ B
A (12)

\O\<c va £>0 bo'lib

1) A>1 bo‘lsa, qator yaqginlashuvchi;

2) A=1 va u> 1 bo'lsa, gator yaginlashuvchi;
3) A=\ va u<\ bo'lsa, gator uzoglashuvchi;
4) A<1 bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.

9-teorema. (Koshining integral alomati). Faraz gilaylik, f(x)

funksiya [l;+00) oroligda aniglangan bo‘lib, f(x)>0 va monoton
kamayuvchi bo'lsin. U holda

®
14 (<)

gatorning yaginlashuvchi bo'lishi uchun

"Jf(x)dx
1
integralning yaqginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

3° Ixtiyoriy hadli gatorlar va ularning yaginlasbisbi
Bizga biror

X
]I;:llan (13)
gator berilgan bo'lsin. Agar bu gatorning hadlari v ishorani gabul
gilishi mumkin bo'lsa, bunday qatorga ixtiyoriy hadli gator (yoki
ixtiyoriy qator) deyiladi.
I k (14)

[-ta’rif. Agar
gator yaginlashuvchi bo'lsa, n holda (13)-gator absolut yaginlashuvchi
gator deyiladi.
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1-teorema. Agar (14)-gator yagqinlashuvchi bo'‘lsa, unda (13)-
gator ham yaginlashadi, ya™ni absolut yaginlashuvchi gator oddiy
manoda ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

2-ta’rif. Agar (13)-gator yaginlashuvchi bo'lib, (14)-gator uzo-
glashsa, unda (13)-gator shartli yaginlashuvchi gator deyiladi.

Agar sonli gator ):él(-l) . a* yoki %()1(-1) ko'rinishda bo'lib,
an>0 bo'lsa, u holda bunday qatorga hadlarining ishoralari al-
mashinib keluvchi qator deyiladi.

2-teorema. (Leybnis alomati). Agar
EHIY (i)
gator berilgan bo'lib,
1) Yamh an>an* >0 («=1,2,..),
2) lima,=0
bo'lsa, u holda (15)-gator yaginlashuvchi bo'ladi.
AC-ir _, 1

Misol t>r 5 :1_2 +_3_m3,+

gator Leybnis alomatiga ko'ra yaginlashuvchi bo'ladi va uning shartli
yaginlashuvchi ekanligini ko'rish qiyin emas.

3-teorema. (Dirixle alomati). Agar

P (16)
gator berilgan bo'lib,
1){a,) ketma-ketlik monoton bo'lib nolga intilsa;
n
2) B,="~bk (n=\,2,b)K..., chegaralangan bo'lsa, u holda (16)-
gator yaginlashuvchi bo'ladi.
4-teorema. (Abel alomati). Agar (16)-gator berilgan bo'lib,

1) {a,} ketma-ketlik monoton va chegaralangan,
n

gator yaginlashuvchi

bo'lsa, unda (16)-gator yaginlashuvchi bo'ladi.
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Bizga v hadli (13)-qator berilgan bo‘lsin. Bu qator hadlarini

guruhlab quyidagi gatomi tuzamiz:
(a, +a, +...+a,,,)+ (a,H+aa2 +..+an2) +..., a7

bu yerda «,<«,<.. va K->° da «*->«>

5-teorema. /lgar (13)-qator yaginlashuvchi bo'lib, yig'indisi S so-
niga teng bo‘lsa, unda (17)-gator ham yaqinlashuvchi va uning
yig'indisi ham S soniga teng bo'ladi.

Izoh. 5-teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
Masaian,

£(_1)"#H=1-1+1-1+..
gator uzoglashuvchi, lekin bu qgatomi guruhlash natijasida hosil
bo'lgan
a_a4H+1-1)+1—D+..=0+0+...+0 +...
gator yaginlashuvchi.
Endi

=al+a2+.+an+.. (18)
Vdail

yordamida (13)-qator hadlarining o‘rinlarini almashtirishdan hosil
bo'lgan yangi gatomi belgilaymiz.

6-teorema. Agar (13)-gator absolut yaginlashuvchi bo'lib, yig'indisi
S soniga teng bo'lsa, 1 holda (18)-gator ham yaginlashuvchi va uning
yig'indisi ham S soniga teng bo'ladi.

Izoh. 6-teoremadagi (13)-qgatorning absolut yaginlashishi sharti
muhim shartdir. Aks holda teoremaning o‘rinli bo'lishi shart emas.

<Masalan,

h n 2 3 4 AV n
gator shartli yaginlashuvchi va S=In2 mDarhagiqgat,

In(l +x) =Jc-Y +y - "= +=-+(-ir*” +"W , *>-1 (19
yoyilmada x=1 desak,
In2=1-] +i- "~ +...+(-irl~ +r,(l) =5B+/-,,(I) va
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,0)1 bo'ladi. 5=H_I£>5.,:In2

n+1
Shunday qilib
AHOT
In2.
L %
ekan.=> Bu gatoming qismiy yig‘indilari
1 in
£EN2*-1 2t 27+1

cheldi S limitga ega:
}Il_r&SZw: H%S% =S =\
Endi berilgan gatorda hadlarining o‘rinlarini almashtirish yor-

damida quyidagi

1_|_I+I_I_I+ 1 1 ___l+“ (20)
2 4 3 6 8 2/7-1 4/7-2 47

gatomi hosil gilamiz. (20)-gatoming yig‘indisini hisoblaymiz.
f\ 1 1
2}fc-l 4k-2 4k

1 1 I 1 1 1 . L1y 1 1
-— =>limS' :Ilm—X(
2k-\ 4k-2 4k 2 2A-1 2k S 2*-1 2k.

gismiy yig'indini olamiz.

1 . 1
= limS2,=-S5=>lim =lim |Sg, +
2"~ 2/7+1y
1 1

= lim =—S=> _ : e
o7l 472 > (20)-qgatorning yig‘indisi

S'--S =2~In2 ekan.i
2 2

7-teoremu. (Riman teoremasi). Agar » gator shartli yaqin-

*Qshuvchi bo‘lsa, n holda ya (chekli yoki cheksiz) son olinganda
ham berilgan gator hadlarining o ‘rinlarini shunday almashtirish mum-
«<mnKki, hosil bo'lgan gatoming yig'indisi xuddi shu A ga teng bo'ladi.
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4e. Cheksiz ko‘paytmalar
Bizga
PXPi,s»Pn
sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ulardan tuzilgan

@

Pt P2’—Pn —=T\P* 1)

71*1

simvolga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ushbu

(1=12,..)

ko‘paytmalarga xususiy ko‘paytmalar deb ataladi.

Ta'rif. Agar Pn xususiy Ko paytmalar n —>00 da chekli yoki chek-
siz P limitga ega bo'lsa
limP,,=P,

1l-»CO

bu limitni (21)-kopaytmaning giymati deb ataladi va

f- Mp

kabi yoziladi. Agar P 0 va chekli bo'lsa, n holda ko'paytma ya-
ginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

Bundan buyon cheksiz ko‘paytmalarni tekshirayotganimizda
pn®0 deb faraz gilamiz.

Cheksiz ko‘paytmalaming birinchi m ta hadini tashlab yuborib

00

JIt= [ Pn=PA-Pm*2-- (22)
[he

goldiq ko‘paytmani hosil qilamiz.
1-teorema. Agar (21)-ko'paytma yaginlashsa, (22)-ko'paytma ya-
ginlashadi va aksincha, (22)-ko'paytmaning yagqginlashidan (21)-
ko'paytmaning yagqinlashishi kelib chigadi.
2-teorema. Agar (21)-cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi bo'lsa, unda
nlqir)rgo‘lrr: 1

bo ladi.
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3-teorema. (Cheksiz ko‘paytma yaginlashishining zaruriy sharti).
Agar (21)-kopaytma yagqinlashuvchi bo'lsa n holda

Jimp- =L
bo'ladi.

Yaginlashuvchi cheksiz ko‘paytmalar uchun 3-teoremaga ko‘ra

lim/>,=1=> Biror nomerdan boshlab hamma pn lar <=0 bo'ladi.

Demak, umumiylikka ziyon keltirmasdan, barcha pn lar uchun

pn>0 deb faraz qilishimiz mumkin.
4-teorema. (21)-cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi bo'lishi uchun

1> />, (23)

w*l
gatorning yagqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir. Agar bu shart
bajarilsa va (23)-gatorning yig'indisi S bo’'lsa, unda
P=es
bo 'ladi.
* )
Agar pn="Nran bo‘lsa, unda Y\P*~T1 (1+O) bo'lib, 4-teore-
H Ihl
maga ko'ra (21)-ko‘paytmaning yaqginlashuvchi bo'lishi uchun ush-
[
bu )émln(1+an) gatorning yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli

ekanligini hosil qilamiz.

5-teorema. Agar biror nOeN nomerdan boshlab, barcha n>n0

lar uchun an>0 (yoki an<0) bo'lsa, (21)-cheksiz ko'paytmaning
yaginlashuvchi bo’lishi uchun

2>, (24)
.

gatorning yagqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.
Umumiy holda, ya’ni anlar ishorani saglamagan va (24)-qator

yaqginlashgan holda, (21)-cheksiz ko'paytmaning yagqinlashuvchi
bo'lishi uchun
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D
Z ar? (25)

ml

gatorning yagqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Agar (23)-qator absolut yoki shartli yaginlashsa, unda (21)-chek
siz ko'paytma absolut yoki shartli yaginlashuvchi deyiladi. => (21)
ko'paytmaning absolut yaginlashuvchi bo'lishi uchun (24)-gatom
ing absolut yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

EERBRRBREBYPNCT, NP

NN
= o

N
N

Nazorat savollari

Sonli gator tushunchasi.

Sonli gator yaginlashishining ta’rifi.

Qator yagqinlashishining zaruriy sharti.

Qator yaginlashishi uchun Koshi kriteriyasi.
Musbat qatorlar uchun Veyershtrass kriteriyasi.
Birinchi tagqoslash alomati.

Ikkinchi tagqoslash alomati.

Dalamber alomati.

Koshi alomati.

. Raabe alomati.

. Gauss alomati.

. Koshining integral alomati.

. Ixtiyoriy hadli gatorlar va ularning yaginlashishi.
. Leybnis alomati.

. Dirixle alomati.

. Abel alomati.

. Absolut yaginlashuvchi gatorlaming xossalari.

. Shartli yaginlashuvchi qatorlar.

. Riman teoremasi.

Cheksiz ko'paytmalar va ularning yaginlashishi.

. Cheksiz ko'paytma yaginlashishining zaruriy sharti.

Cheksiz ko'paytma yagqinlashishining zaruriy va yetarli shartlari.
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-B—

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Qator yig‘indisini toping.

n 6

11 "9 n2+12n-5°

Y 6
13 tT9/72+6n-8"

K‘k N

I-56 X 4,248, +3-

3
-7 tr9«2+3w-2'

1.» §8 7 7 ~ ?

X N

111 §36/!2-24n-5"

* 4
1n3 I}\'ff «2+4/i-3"
n 0

115 8§9/72+3/7-20*

v" 7
117 49/?2-21/7-10*
A 7

1,19  49w2-35/1-6
/\. 3
L2l 2R 3,28

2-masala.

37+8
22 tf7/(/7 +)(/7T +2)"

V- 24
1,2 "9 «2-12/7-5"

y P
tT9n2+21n-8

A o ox 14
y
1.6 "49n*-28n-45

ny -
1,8 £M9/72-7/7-12
14
110 49n* -14M -48
a N

112 ~4 9 w2-84w-13

« 7
1,14 ~"4992+35/1-6
8

116 £ri6m2-8/7-15*

V N

1,18 4/32-9

y 12
1,20 £?36/72+12//-35

Qator yig‘indisini toping.

y 2-»
22 tf«(/7 +1)(« +2)"
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3—n n—i

23 £f(/i +3)(/7+ /T 24 w(n +1)(« +2)
A 4 A n-A
25 waqw-BYh-2) 26 Zeyn(n-\)(n-2)
A 37+1 A _5/7 +9 __
27 AIT-1)m(T+]) 28 An(u +1)UM+3)
A 4-n A 8/7-10
2.9 gf77(47 + (/7 IE)V . “ A(/7—|‘?(’/]70+a(’>7—2)
211 1~ b j - 2.12
A 1-n A 7 +2
2N3 tr [7(/7+1)(/7+3)" 204 N un(|7+1)(/7+2)"
A 7+ 6 y1l /7+5
2N5 7 + D)7 +2) 2N6 N7 +2)(n2-1)
A n—2_ n 7+ 2
2.17 n-3 (s —1)/7(7 +1) 218 A2/7T(/T-1)(17T-2)"
- A 3/7+4 n 2
2,19 A7 (w+1)(7+2) 2-20 A (M +2)(J7 +1) n’
yi 5/7-2

2,21 =2 (7-)nn +2)

3-masala. Qatorning gismiy yig‘indisi Sn va yig‘indisi S' ni

toping.

* 1 o
31 %6/7: -8/7-3 3.2 qu

v |
33 Fe236/7" —24/7 —5 34 9n2+7/7-12

@ 1 Y 1

% fa

3,5 5 4n2+4/7-3 6 6/72-8/7-15*
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1 2/l +1

38 Z-
3.7 £36m+12n-35 Fin2e(// +1)
TN —yjfl —1
3.10 Z "i .
39 1 (2u-1)-(2n +1y ot
3jj M=In+2=22In+H1+]. 312 zZm fl- 4 4.
n-2 \Y% ITJ
n -1
] 3.14 Z'n
33 Sm_ATO 2 N+
” 1 3 . 1
in— _ Yin- .
3.15 Zsin cos— . 3.16 . I(//+2)
X 1
3.17 “arctg—j. 3.18 5:IM r~r
A 2/7-1 Vin
319 ZAT ;- 320 Z5]-
v’ a . 3a

321 Z sin" T sn” -

n-1 .

4-masala.

Koshi kriteriyasidan foydalanib umumiy hadi an ga teng
D

bo‘lgan Z a" qatorning yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

17-1

OCOSTKZ sin//a
41 a,= 42 &=
’ ’ 3 : 17 -(« + 1)

cosa"
4-3 a,=— 44 a =
n

a cosna-cos(« +l)a
- («+1) 4.6 aN=A0+ +..+7+_ (] <10).

_ sinwa sin na

v 48 €7 77 +3)

47 a
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n-1

4'9 011: 4.10 a,,=_-‘)

n2-y n o+l
411 on=—sin 4.12 1
. =—sin—. . an=—-
n n 1_1} +n+1

Koshi kzig:eriyasidan foydalanib, umumiy hadi an ga teng bo‘lgan

gatoming uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.

n=|

1 n—i
413 a= 4.14 on= 3
2n+1 nz +1
n+1 arctgn
4.15 a,= 4.16 «,, =
n2+4 n
1 1
4.17 =In"1+-]- 4.18 °n =
an=in"i+-| \Jn2+1
1 1
419 an=-/=- 4.20 a, =
vy & an+2
a, =
4.21 -
yin-(n +%
5-raasala. Qatoming yaginlasliishga tekshiring.
sin25rvn n e 2+(-1a
51 | ———r— 52 Y 37 25D
«l  Jun (g2 n
nn-
it COos' A Inw
Yy
“1nn +1)(n +2) 54
1+ (=1)
. arc/g— V ~ -n
55 8 n 1- 56 £ . 2
f n- In)) ;{d_ ]_B+2
. n-1
n(2 +co3/v1-) arcsin——-—
57 X 58 X
2n2-1 n=2 NB-3n
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sin24a ® Inn/a2+3n

59 Z 510 Z
*24+" 2 N2 -U
X arccos—-— A *COS™* /1
511 ~ GI1L _
'l 242 na ASFS
+3
D ninn A
513 Z , o 514 .
A 1 . 2+(-D" 1na
515 £17,Tsm 6 ° 516 Z ., .1
. 9n 211
1+sin— . COS —
2 5.18 V 3
ne1 A ™ % 4P
. dAHA
a 2-+sin Z Inn
519 £ 4 mcta~r 5.20
M g +9
N2 +cos
521 £
</775

6-masala. Yaginlashishga tekshiring.

6.1 Z _ 8-
Fi 5 1+a—1 62 £on "8
63211"“ + foro
1% 64 2-~s,n -
al n + n-i v fl i
v _ w1 1
M
65 h ~ \arc,gw - 'a5+In4sa
+
67 ET N * 68 2o oon
Mn +sin2" ) 3 +sing



69 |»-coré6n

w 1

a1l I_j:llrarCtgyv\XI-

* 1 1
6.13 75|7 W5 sm—Q—i

61}

6.17 f.~iarctg”

619 Z_II\RISB-AI

A

a2l 2 1- cos— .
n)

610 1" n
D 1
612 Z 2 7-

® 1 w+3
6.14 'l g MArcty w45

46 | b -

618 f> - £
TR e o
60 Z'9n r—:
w1 \n + 2

7-raasala. Yaginlashishga tekshiring.

Vot-1- .
7n N27 afurdpl*

o 2/H-(n:,+1)
73 o (n+1)

AN2n +2) 1
7S f1dgab ke

5
* crrc/g-

77 t —— N
£ «!

O

v nl
7.11
= (nh)2

y (W)2
72 Z 8>2 .

A10M-2n
1A S  (2«)!

An+5. 2
76 Z — T sinI-

wi 3
[ L
78 Z N -
"3
70 So™Qr!

7.12
A2 E(2»-1)! -
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a 1-3-5-..-(2a-1)
7N3 h 3" —(n+I)!

f (G

715 tr(3"+1)-(2«)!
7.17 |

719 §in top-an

~Noon 1
721 “f@2ny ~ 5

Y n

7.14 A

Y g

N

7.16

5"-{/7
(n+)f
3-5-7-..-(2w +1I)
2-5-8-...-(3»-1)

718 Z

7.20

8-masala. Yaginlashishga tekshiring.

n"2 1

81 2,1~ .

X (2m2+1y

83 Z 4, 4

-

2n+1
87 Z
w 3n-2

N »___
8.13 Z " 2sn S

82 1 i v

84 Afi5n +4]

86 Z narcsin’ N .
%0

4/1

Af n+2M
88 ZU =1,
N 153"

8.10 A (2n +1)

812 £2-" e-.
Ja

N rsn-nan
814 -
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u«-=u

A

=Sl 3 n
8.19 }hn a'o®
cr 1 n

82) Evy AgpT

n=l =

« .

y — -

8.16 —<<(2I’12+|)?T

818 | mn+1j J_
' nJ 27

A4 2n 1
8.20 2> 'antg T—
H- an

9-masala. Yaginlashishga tekshiring.

1
91 §niln:@n+1)
1
9.3 X(2« +3)In2(2n +1)
X 1

95 ~ (3/7+4)In2(5/7+2)"

y

N (nnr +hhhenls +2).

1
9.9 2&2/»—|)|n (2<)

S
9.11 "(3n-1)lnwn

y —————— e .

9.13 “A2/7-3)In (3« +1)
K3 1

9,15 § ( n+3)1n22/7"

1

917 awin (w-1)

1
92 U/7In2(2n +1)'

94 §(3«-5)In2(4/2-7)
® 1
9.6 W\(oir + DIz (Njs +2j
1
98 §(n-2)In («-3)

* 1

90 S«+0Nn(2)
1

912 cow-nIn (« +1)

X 1

9,14 ~(/7 +2)In: /7

9N16 §(2/7 +3)In2(/7+1)’
1

918 75,7 _3in (317-1)
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* 1 * 1
9-19 S (/i-2)-71in(n-3Y 9,20 @Bn-1y\(n-17
X 1

9.21 1 (., +5)In2(N+1).

10-masala. Quyidagi tengliklarni isbotlang. Ko‘rsatma. Qator
yagqinlashishining zaruriy shartidan foydalaning.

qu 3/Mm!
101 br-A =8 102 |m~ j=0.
f
in X lim7—r-=0 |TM__~  —o
N (2/7)! 104 a>(nnH3~
n+2)!
105 ||m12‘"’)- = 106 bm 1 2o
” Mn
107 lim )1 =4
1U,/  «=*=(2/7-1)! ,08
rT .
i “ = 10 il (2" +)» =0
i0.9 P )2 0 10.10 o
(4n)!
10.11 lim —j—=0. 1012 Jim-—p-=o.
2 " —o
10.13 Iimq =0. io.i4 & -
10.15 Ilim”~ +D!=oi
n n"
10.17 =0 10.18 Mm =0,
2/1+1) (2n +3)!
. 2(( +?}?||
10.19 lIim - "i—=0 10.20 I|m— -"- =0,
"—«(2/7-1)! n-+oo A

10.21 HmfelT)” - g
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11-masala.

gator a ning ganday giyraatlarida yaqinlash-

ishini aniglang.

I-nsin

1
11.3 an= arctg— In 1+—

/ &
I
115 «1= € n-1
y
fid Vv
e " -1—
Y n)
e T VE2-n
11.9 °n N N
|
(— arctg—
V« n)
(1 \Vad

1113 tm= A -cos—

11.15 a,= Inn+In sin—
V nj

n+ 1l 2
11.17 an In
n-1 n-1

,n>2.

11.2 an=«“[In(w2+1)-21n77]..

NP2 +1-\In2-1
114 a =

" 1IN
11.8 an= Inlarctg—j—in g~

vV o nj
Y
= -Sm -
11.10 an on 41
i
11.12 0, = 1-Tcos 2
< n>
r iv
e- 1+-
n.
11.14 a"~
1-cos—
n.
r— k—-j-y

yjin2+/7+1 ~"n+ 2

N
11.18 an=
L R
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I .1 1 ¥ n Al
11.19 an= |nsin—-cos 11.20 a, = LI2/|+2_QB_In +2)

11.21 a,=(yfc71l-yfc)a-Inj»

12-masala. Yaginlashishga tekshiring.

®» p-'r 4rk-

/1+1
o

123 ZE In(1+1J)

“ | Hrd

(-1)"
124 Z 5 /i-(InIn/i)=Inw

1 ( 0
125 3V - T' T, 126 £(/j +)-In/T
Y[R3
N CON Li
2.7 £/iin (i +1)° %/n |f|21+3
A-)n™ fr .
129 V hiJL 12.10 Z0-)" cosi-

£i n/3nT7

\" LIV
1211 ge I‘nc]é/u) 1212 Z (1)~ * -

o (_0 (-0~
12.13 Z 12.14 mHcos_??L..~3n+inn
(/7 +1)*23 A
n-1
(-D 2w-1
12.15 12.16 %ﬁH ) Ry
(=1’

12'18 gS(2M+0 22:H_2
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12.19 I_ErHr Gr_

12.21 Y — M e.
tr  Vs/~T

« sinlnyfn)
1220 Zz(-1)"—-—L— ~
n-1

nsn

13-masala. Quyidagi qatorlarning absolut
yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

(n+I) cos2/i
13.1
JH A{n +3n +4

-1)”  _cos-k1
133 £ 1n2(n +1) n>

arctg(-n)
yjln6+H1+\

(-1r'-1n2n
13.7 £ .
M 2
+1

n
13.9 £ cos3n orc/g
m3+2

i3.il £(_"

nl (@2n)!

N(-D)n n2(n+1
BBk

. M) 2-+,.2
13.15 K-1) 2 -T—T

n-1 3 + N

Sin/7
132 v "
13.4
n-yJn +2
nan
cos—
136 £

i (1 +2)y\3(n +3)

~(-1)n Y
13.8 earcsin—
</n 4n

1

13.10 £ « 3sinW-e

n-1

13.12 S (n+1)
_ COSi cos/rn
13.14 n—s‘rﬂi n
Vv n
* ( 1 1"

13.16 2p-0"h*»«-r- aresm%(&
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n (-1)"-sin37
ANT-In(/7 +1)-In2(n +2) m'b X AT n

Sin77 (sth7™\ * ih
1319 Z -sm 13.20 Y In''cosn®e
Ne Ne //
-

1321 |V A 'hl+

14-masala. Quyidagi gatorlarni yaginlashishga tekshiring.

a wi-) 1 A sin7
_ N _ .
141 K- B 142 Z |7 p
Qo277 cos 37
143 Z 144 Z
“7r WMoV
/ T
v, sin 2 o OB 7+ -
1 146 X-
:I.ZBS IS m In2¢7 + 1)
.-
cos22/7 sin Y
147 K -t)" 14.8 £(-1)"
“ VT"_ n))l
» n{n-1) 1
149 K-1)— ;1 ay_
M V/I7T+1 4 nl

N y (-1 4dnin(77+2)
14.11 ﬂz_l Ij,»_ B UA2 In (/7 +1)

1413 t —

™ foin _
A(7+2)-AT +1 14.14 ,Z CD4VF + sin®
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1415 EN Y Y 1 cos?
TH -

CVY aa wn+2
1417 Z H) .
gz yin—+4

14.19 Z~7=W"-
n- IVM+S|nrt

V=  sin2w
1421

K
s arctS~Y-

o« MHL
1416 Z(“0
Ne +1

sin n
1418 Z~r"-
» V «

14.20 Xsin(W «2+1)..
M v '

15-masala. Quyidagi gatorlar a ning ganday giymatlarida

a) absolut yaginlashuvchi,

b) shartli yaginlashuvchi boMishini aniglang.

(-1)" sin2'a
151 £ -

sin2n In2n
153 Z

(2/7-1)1

15.5 HTI'

il'l'l

(2»)H

sin?

159 7 Nl (i1’

15-11
MW

2" ecos2'or
n=1 Tn
y __H T _

15%4 =[N+ (-1)-1“

(-1)"
15.6

n-2

(-m
15,8 —* [«In/j+~i)"]

vV 2+(-0"
1510 %(-0 [mn*(n +
sinn
15.12 Z
™ N
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1513 ™Y

Ztn-a
‘(-0#

15.15

n

1+ (=01

1517 5 >
(«+1T

(-0=9

S P

cosn

15.21 r—e

n-1 ~

Yy (-0s

15.14 =? f-1)"
T+
n
N a(a-1)(a-2)-(or-2n)
15,6 t! 2n+2)!
1518 f1-1)" TN
(-01
15.20 !

2 [n2Inn +(=1)"J

16-masala.
Tengliklar isbotlansin.

nn Il =2

X sin*
M5 M «*£ -

*- 2 2
16.7 2 -4
N2 N2 22

169 - =IT—"2 (\Vallis
2 ,.}4n2-1 formulasi)

16.1, n il— 1 2
n-1 4n-

*n3-1 2
16.2 N

n-2

@

16.4 N 1-—
n-(n+1) 3

16.6 M(1 +12)=—* —(]*|<0-

168 | 3
N\3n-1 3n+1J
1fiin [ |- n

0 LT @n+1y I

M.12

n-1 n n



Quyidagi cheksiz ko‘paytmalaming yaginlashuvchiligini isbotlang
va ulaming giymatlarini toping.

inrl}2\—4 irr 2r| +21)(2n +7)
BEMNNT B4
16.15 N 04 16.16 %nz "

Quyidagi cheksiz ko‘paytmalami absolut va shartli
yaginlashishga tekshiring.

(1)11
1+7- L+t £
16.17 T 16.18 ], S
TT  >W
N\ XK
1619 1, D 16.20 ﬂ 0

-1)"
16.21 N 1"';\—‘?—

-D-
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Ushbu

1?79n -3n-2
gator yig‘indisini toping.

3 3 1 1
9N2-3n-2 9~ +i¥ - |j'(3» +)(3»-2) 3n-2 3m+1

+ =yf J Pl=i_ 1+ 1+ | J I =i
&BI-2 X+ "4 47 7 10+"+30-2 K+ 3n+T
. . 1
Demak, S:=lim =Ilim 1- =1.>
5 "-*4  3n+1

2.21-masala. Ushbu
5n-2
"m-1L)n(n +2)°
gator yig‘indisini toping.
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< Birinchi navbatda bu gatoming umumiy hadini noma’lum
koeffitsientlar usulidan foydalanib, sodda kasrlarga yoyamiz:

5/7-2 1 1 2 f 1 O ,.fi__ Ll=a+c
(n-Dn(n+2) n-1 n /[f1+2 1/i-1 nj 7+2]
(11111 1 0O Ji 1111111 1 11
(I_2+2 3+3 4 "% -1 n)+[2 4+3 5 4 6 5 7 " n un+2,T
r—cgt2fi+i-J——L L L L J-—2_.=S=limS.=]=2].
»/ {2 3 n+1 n7+2; 3 17 n+l 742 g 3 3

3.21-masala. Quyidagi

L 1si ”731@!1' —s'mZ}HSG'E[
A z

gatoming gismiy yig'indisi Sn va yig'indisi S ni toping.

< Bu masalani yechishda

sinx-siny ="[cos(jc-y)-cos(x +>")];

formuladan foydalanamiz.
A. a , 3 Iff a a\
§ Sm2“ 'Sm2¢ Pvr

_1( a a

a a a a
=-—c0s— cosa +C0s-" - coS—+C0S— —C0S—-"-+...+cos ~7—CO0S— -
2 2 2 2 2

N

J

if 1 .
— cosg—— cosor\:>S =1limS,, = —(I—cosar)q: sin'—.>
2\ 2n 2 ’ 2

4.21-masala. Koshi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi

o V" (n+1)

bo‘lgan Z'(_llan gatorning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.

g Ma’lumki, 3s>0 son topilsaki ,NOeN olinganda ham
37>n0 va butun pt O sonlar mavjud bo‘lib,
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n+p
K»n

tengsizlik bajarilsa, unda gator uzoglashuvchi bo'ladi.

wl

Agar e=i va p=n deb olsak, unda V«0e N olinganda ham
3n>n0 topiladiki va

fa o1 1 1 |
ko Kae(E 4+ yIn-(n+])  J(nH)(n +2) Yiln+p)(n+p +J)
P . _ P s " n 1 *
vliin+p)(n +p+1) rAHp+N2n+p 2n+n 3 bo ladi ga-

tor uzoglashuvchi. >

N2 +cosyj>/w

5.21-masala. | gatorni yaginlashishga tek-
- <7 +5
shiring.
f2 +cos— y i-
- | 2] (2+1)-yn

<a = e <'___47:~17J}i* bo‘lib’ _ _(A

gator yaqginlashuvchi, chunki ->1. Unda taqqoslash alomatiga ko‘ra

berilgan gator ham yaginlashuvchi. >

* an
< 6.21-masala. £ (I —-cos—~ _ gatorni yagqinlashishga tekshiring.
MV n)

a,,:l—cosA:Z—sinZ’éa. Agar bn=~1 desak, ;t0 da an=0'(bn)

bo'ladi. Darhagigat, M (M a R)

m ac” ]
= Z -I -yaqinlashuvchi =>taqgqoslash alomatiga ko'ra
=\ n»11

£an=#+ 1-cos* gator ham yaginlashuvchi. >

w=1 Mm1
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z Al 1
1(2nN\8'y gatorni yaginlashishga tekshiring.

< Dalamber alomatidan foydalanib, tekshiramiz.

(N 1
°n~27)\. 8 5a°'
n+1! 1 n-n+1 1

a"#{=(2n+2)175" “ (2n)! 2n +1)-[2n+2]" 5'Hl

1

1 5 | 1 1
n=lim m - lim— 7Z-—--r--——=— lim--————-=0<1=>

™ a r|—»*2 (2n +1) t 1 10"—»x 2n+1

5a

Berilgan gator yagqinlashuvchi. >
8.21-masala. |/(x) -f,, (@)l <s qatorni yaginlashishga tekshiring.
< Koshi alomatidan foydalanib, tekshiramiz:

g=lim=ifal=-limf— | =-dimf*-"-1 =Alimfl +-1 ="<1=>
«* 3'-»c\n +1J n J 3>\ nJ 3

Berilgan gator yagqinlashuvchi. >
*

9.21-masala. ~ +5)[n2(,, +1) gatorni yaqginlashishga tek-

shiring.
<Bu qatorni yaginlashishga taqqoslash va Koshining integral
alomatlaridan foydalanib, tekshiramip n

n+51n2(n+1) W+DIn2(n+1) neln2n

7 dx
Jr2* - /(*) bo'lgani uchun Koshining integral alomatiga

ko‘ra Y jbn gator yaginlashuvchi va tagqoslash alomatiga ko‘ra
berilgan gator ham yagqinlashuvchi. >
10.21-masala. Quyidagi
cmZ7Ht
n
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N\N\a ketma-ketlik monoton (monoton o‘suvchi) va chegaraian-

gan 0O<cos—<1
y M
§in 2n
=“7'InIn(w +2) 4ator Dirixle alomatiga ko‘ra yaqinlashu-

vchi bo'ladi. Darhaqigat, agar
1

IniIn(n +2) va K=sm2n

deb belgilasak,
a) N, jl va Vjoo6 M
sin N+1)-sin/7 n .
b) Bn=2_Ibk =2sm2k = ————— —Z———— chegaralangan bo’ladi
S Dirixle alomatiga ko'ra X n (*) gator yaginlashuvchi.
Shunday qilib, berilgan gator uchun Abel teoremasining shart-
o sin2w 1
lari bajarilar ekan =>Y]arbi='Y ——— -—— -cos— gator yaginla-
shuvchi. o " -bl«(*+ 2) »

Izoh. Bu misolni yechishda elementar matematika kursidan
ma’lum bo'lgan ushbu
mn+x, _, nx
'Sin

S(x) ="£jsinkx = ———-- 2— 2_, x*2mn, meZ
* sin—
2
formuladan foydalanildi.

15.21-masala. Ushbu
Qoe/7

nl «*
gator a ning ganday giymatlarida
a) absolut yaginlashuvchi,
b) shartli yaginlashuvchi bo‘lishini aniglang.
< Birinchi navbatda berilgan gator a ning ganday giymatlar-
ida yaginlashuvchi bo'lishini aniglaymiz. Bunda Dirixle alomatidan
foydalanamiz. Agar
1
an~ ~ va bn=cosn deb belgilasak
n . 1
1)a>0 bo'lganda \m}l va limer =Ini_r1r1]— =0,
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n+1 n
cos— --COS- 1
2)Bn="b k= j va I»r _ i Do ladi. DJnxle
sin— SiIn=
2 2
N cosft

alomatiga ko‘ra 2-a»b» =2->~—T gator a>0 bo‘lganda yaginlasha-
Ji=| Ji%8

di. a<0 bo‘lganda esa bu qator uzoglashadi, chunki a <O
bo‘lganda qator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.

ct Q

Endi gatomi absolut yaginlashishga tekshiramiz. —

00 J

"Y ,~— umumlashgan garmonik gatoming a >1 da yagqginlashuvchi
A COS/7)

bo'lishidan a> 1 da I'I gatoming yagqginlashishini hosil qil-

amiz.

Endi O<or <1 bo'lganda berilgan gatorning absolut yaqinlashu-

j~coswl
vchi emasligini, ya’ni ¥Y.— — qgatorning uzoglashishini ko'rsatamiz.
1l n
Joos] cos2/7_ 1+Q082/7_ 1  cos2n
na ~ if ~ 2/ ~2tf+ 2/7¢

mpCO52/7
tengsizlik hamda 21 W~~~ gatoming Dirixle alomatiga ko‘ra yaqgin-
n_
lashuvchi bo'lishi va X0 gatoming uzoglashuvchi ekanligidan {m$> ()}
gatoming ham uzoglashuvchi ekanligini, taggoslash alomatiga ko‘ra
Sn(X) - gatoming uzoglashuvchiligini hosil gilamiz.

cu . \neos/7
bhunday qilib, 2~—7—~ qator

a) a> 1 da absolut yaqginlashuvchi,

b) O<a <1 da shartli yaginlashuvchi bo'lar ekan.>

16.21-masala. Quyidagi



cheksiz ko‘paytmani absolut va shartli yaginlashishga tekshiring.

p , I/I r 1 _("1]_1 4° punktga ko'ra berilgan

np «
cheksiz ko'paytma absolut yaqginlashuvchi bo'lishi uchun %»_1ian ga-
.

toming absolut yaqginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

AJ(]_

ZkhS -

Cheksiz ko‘paytmani shartli yaginlashishga tekshirishda 4°
punktdagi 5-teoremadan foydalanamiz.
Unga ko‘ra cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lishi uchun

X [°
" gator yaginlashuvchi bo‘lgan holda y gatorning yaqin-
g3

lashuvchi bo'lishi zarur va yetarli edi.
» O (—)”
Y jan=2Z p gqator p> 0 bo'lganda Leybnis alomatiga ko‘ra
M\ m-1 w

yaginlashadi.

l *
a, >0 gator esa P>—é da yaginlashadi, anX(—x) da esa uzoqg-
lashadi.

Shunday qilib, berilgan

Q]iﬂr

cheksiz ko‘paytma

a) p> 1 da absolut va

b) 2<P~1 shait™ yagqinlashadi.>
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7-8. 6-MUSTAQIL ISH
Funksional kctma-ketliklar va gatorlar

Funksional ketma-ketlik tusbunchasi.

Funksional ketma-ketliklaming yaginlashishi va tekis
yaginlashishi.

Funksional gator tushunchasi.

Funksional gatorlarning yaginlashishi va tekis yaginlashishi.
Funksional qator yig‘indisi va funksional ketma-ketlik
limitining xossalari.

Darajali gatorlar.

Teylor gatori. Elementar funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish.
Darajali gatorlarning tatbiglari.

—A—
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Funksional ketma-ketliklar, ularning yaginlashishi

va tekis yaginlashishi.

X a R to'plam berilgan bo'lib, unda
fx (x)Ji{x),..., /, (*)>eee
funksiyalar aniglangan bo'lsin. Ana shu funksiyalardan tuzilgan ket-
ma-ketlikka X to'plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyiladi
va u {/,,(*)} kabi belgilanadi:
{fn (*)}: X [x),f2(x),...,fa(™),... (1)
f,,(X) ga funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.
Ixtiyoriy X0e X nuqta olib, ushbu
{Nn(wo)}:/(no),/2(n0),...,/a(aro),... 2
sonli ketma-ketlikni garaymiz. Agar bu sonli ketma-ketlik yaqin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) bo'lsa, {/,,(*)} funksional ketma-ketlik
X0 nuqgtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, X0 nuqta esa
funksional ketma-ketlikning yaginlashish (uzoglashish) nuqtasi deb
ataladi.
{/a(*)} funksional ketma-Kketlikning barcha yaginlashish nuqgta-
laridan iborat M (Meii) to'plam (J1(x)} funksional ketma-ket-
likning yaginlashish sohasi deyiladi. =>VxeM uchun ushbu
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lim/,,(x)-3 bo'ladi. Agar VxeM uchun unga mos Kkeluvchi
ni mos qo'ysak, ya'ni
[:*=> AEQQ,’"(X)
bo‘lsa, unda M to'plamda aniglangan f(x) funksiya hosil bo‘ladi.
Bu f(x) funksiya {/,, (*)} ketma-ketlikning limit funksiyasi deyila-
di. Demak,

M2n (%)« /1(*) ix*M) (3)
Tarif. Agar Vf >0 son olinganda ham 3«0=n0(s)eN :Vn>n0

va VxeM uchun

1/(%)-/1«(*)<>* 4>
tengsizlik bajarilsa, {/,,(n)} funksional ketma-ketlik M to'plamda
f(x) limit funksiyaga tekis yaginiashadi deyiladi va f,,(x) Z f(Xx)
(e M) kabi belgilandi. Aks holda, ya’ni 3ei#0 VneN olingan-
da ham 3m>n va 3x0eM lar mavjud bo'lsaki

Nf(*0) ~fm(*0)|~ £0
tengsizlik bajarilsa, {/,,(*)} funksional ketma-ketlik M to'plamda
f(x) limit funksiyaga tekis yaginlashmaydi yoki notekis yaqin-
iashadi deyiladi.
1-teorema. {/,,(*)} funksional ketma-ketlikning M toplamda
f(x) ga tekis yaginlashishi uchun

Um%>]/(*)-/,,(*)] =0 5)
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
2-teorema. (Koshi kriteriyasi). {f,, (*)} funksional ketma-ketlik-
ning M to'plamda f(x) ga tekis yaqinlashishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: Vs>0 uchun
3n0=n0(e) e N :Vn>n0 va v butun p> 0 sonlari hamda barcha
xeMlar uchun

/<, (*)-/»WN <*
tengsizlik bajariladi.
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3-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar 3{a,} sonlar ketma-
ketligi mavjud bo‘lib,
1) VneN uchun an>Ova
2) Vxe M va barcha neJVlar uchun
EAP{)-fn{Xx)\ "an
bo‘lsa, unda M to‘plamda fn ~ f(x) bo‘ladi.

2°. Funksional qatorlarning yaginlashishi va tekis yagqinlashishi.
Biror X aR to‘plamda {m,(x)} funksional ketma-ketlik be-

rilgan bo‘lsin. Quyidagi
“P(*) +»*(*) +-“+<<«(:_)+"-
ifodaga funksional gator deyiladi va u X w'(*) kabi belgilanadi.

17=1
X

X U0) = MOJ+BI 09 +. 40, () +. @)

ut(x),u2(x),...,u,(x),... larga funksional gatorning hadlari, un[x)
ga esa funksional gatoming umumiy hadi deyiladi.
Ixtiyoriy x0e X nuqta olib, ushbu

X
X, M1*) = VI(OO) +12(80) +.. +/((X0) +- ®)
sonli gatomi garaymiz. Agar bu sonli gator yaqinlashuvchi (uzog-

lashuvchi) bo'lsa, )r$‘1 u*(*) funksional gator xO nugtada yaginla-

shuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, O nugta esa funksional gatorn-
ing yagqinlashish (uzoglashish) nuqgtasi deb ataladi.

003

X MW iunksional gatoming barcha yaginlashish nugtalaridan

n-1

iborat M (J1/ czR) to‘plam bu funksional gatoming yaginlashish

sohasi deyiladi. => WXx0<=M nugta olib, X wW/(*0) sonli gatomi

ko'rsak, u yaginlashuvchi boMadi. Uning yig‘indisini S(x0) deb
209



belgilaymiz. Xuddi shunga o'xshash VxeM olib, unga %:_1“<.(*)

gatorning yig'indisini mos qo‘ysak, u holda M to'plamda aniqglan-
gan S(;t) funksiya hosil bo'ladi. Bu funksiya (7)-funksional
gatorning yig‘indisi deyiladi:

X

S(x)= /2=| M>(*) = u, (gr) +M2(gr) +...+ m,(ar) +...

Ushbu
n

5 =E«*(4 =1,2,..
A(s)=Eer (4«

yig'indilarga (7)-funksional gatorning qismiy yig‘indilar deyiladi.
Shunday qilib, (7)-gatorga mos keluvchi

(*).... (9)
funksional ketma-ketlikni hosil gildik va aksincha, (9)-qismiy
yig'indilari ketma-ketligi berilgan holda har doim hadlari (7)-funk-
sional gatorning hadlariga teng bo‘lgan quyidagi

St(x) +[S2(*) - StgH)] +... +[5. (X) - Sn, (*)] +...
funksional gatomi hosil qgilish mumkin. => Agar (9)-ketma-ketlik

X0 nuqgtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa, u holda (7)-qator
ham X0 nugtada yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘ladi va

S(x) =timSn(x)

tenglik bajariladi.

Demak, funksional gator yoki funksional ketma-ketlikdan bir-
ining xossalarini batafsil o'rganish yetarlidir.

Tarif Agar (7)-funksional gatorning gismiy yig'indilaridan tuz-
ilgan {*,(*)} funksional ketma-ketlik M to'plamda gatorning
yig'indisi .S'(jc) ga tekis yaginlashsa, unda (7)-funksional gator M
to‘plamda tekis yaqinlashadi deyiladi.

£

rcix) -S(x)~ Sn(jc) = X uk{x) deb belgilaymiz.
**[i+l

1-teorema. (7)-funksional qgatorning M to'plamda tekis yaqin-
lashuvchi bo'lishi uchun
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limSjlr..(*)] =0 (10)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-teorema. (Koshi kriteriyasi). (7)-funksional gatoming M
to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'lishi uchun quyidagi shartning
bajarilishi zarur va yetarli: Ve >0 uchun 3n0=nQ(e)e N :\/n>n0
va V butun p”"O hamda barcha xeM lar uchun

n+p
1> % (%) <€ (i)
bo 1adi.
Natija. (Funksional gator yaqinlashishining zaruriy sharti). Agar
(7)-funksional gator M to'plamda tekis yaginlashsa, u holda shu
to'plamda un(x) L, 0 bo'ladi.

3-teorema. (Veyershtrass alomati). Bizga ?ﬁ“»(*) fimksional va
()
anZ0 (12)

n=1
sonli gator berilgan bolsin. Agar VxeM uchun
M*)H°n> wn=12,.
Q

tengsizlik bajarilsa va (12)-sonli gator yaginlashsa, unda XIX(*)
Il

funksional gator M toplamda absolut va tekis yaginlashadi.
Aytaylik, ushbu

£E* (*)A () (13)

funksional qator berilgan bo'lsin.

4-teorema. (Dirixle alomati). Agar

1) har bir xgM uchun {an(x)} monoton va M toplamda an(x)
0 ga tekis yaginlashsa;

2) xX)=£ 4 (X) dgismiy yig'indilar M to'plamda birgalikda che-
Saralangan yani Vxe M \B,(®)|<K bo'lsa, n holda (13)-
Qator M to'plamda tekis yaqinlashadi.

5-teorema. (Abel alomati). Agar

1) har bir xeM uchun [an(x)} monoton va {an(x)j ketma-

211



ketlik M toplamda chegaralangan;
m

2) X A M funksional gqator M toplamda tekis yaqinlashuvchi
bo'lsa, unda (13)-qator M toplamda tekis yaginlashadi.

3°. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik
va qatorlaming xossalari

Funksional gatorlarda (ketma-ketliklarda) shuni ta’kidlash lozimki,
ularning har bir hadi uzluksiz bo'lgan taqdirda ham gatoming yig'indisi

(ketma-ketlikning limit funksiyasi) uzluksiz bo'lishi shart emas.

J
Misol. %(:dl‘l +X2¥' funksional qgator berilgan bo'lsin. Bu funk-
X2

sional gatorda un(Xx)=~—-T77€C (-«»,+«) . Berilgan gatorning
(I+x ]

yig'indisi topamiz:

.. , 0.x=0.

X - 2 >S(X) = hm.S,,(x) = 10

SAT+28 =X 1+ - (1) X +1,x*0

s*(x)=Y
Bu tenglikdan ko'rinadiki HmS(x) =Um(x2+1) =1 va
5(0) =0=>S(x) funksiya * =0 nuqtada uzluksiz emas. Berilgan

gator uchun ushbu

[e9] a

X no 0
munosabat o'rinli. >

Tabiiy savol tug'iladi: ganday shartlar bajarilganda funksional
gatorlarda hadlab limitga o'tish, ularni hadlab differensiallash va
integrallash mumkin?

Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.

Bizga M to'plamda yaginlashuvchi (7)-funksional gator berilgan
bo'lib, bu gatoming yig'indisi S(x) bo'lsin.

1-teorema. Agar VneN uchun u,(x)eC(M) bolib, (7)-qator
M to'plamda tekis yaginlashsa, S(x)eC(M) bo'ladi, yani
Vx0G M uchun

JmS(X)= lim£ un(*)=XJ C)Y=X (*0)=s(*0)

tenglik bajariladi.
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Agar M to'plamda yagqginlashuvchi (I)-funksional ketma-ketlik
berilgan bo'lib, /(gr) funksiya uning limit funksiyasi bo'lsa, unda
quyidagi teorema o'rinli bo'ladi.

2-teorema. Agar /,(i)eC(M), n-12.bo'lib, M to’plamda
/n(x)™/(x) bolsa, f(x)eC(M) bo'ladi.

3-Teoreta. Agar (7)-funksional gator M to'plamda tekis yaqin-
lashuvchi va x0 nuqta M to'plamning limit nuqtasi bo'lib,

><|Lr>2 un(x)=ca(n=12,...)

bo'lsa, n holda
®

5 X =c¢ 14+c2+...4+cC,,+...
VA

gator ham yaginlashuvchi, uning yig'indisi C esa S(x) ning X-*x0
dagi limitiga teng bo’'ladi:

IimS(XX)= lim£ un(x)=]r Hm,, (X) = =C

Faraz gilaylik, [ab\ kesmada yaginlashuvchi (7)-funksional qgator
berilgan bo'lib, uning yig'indisi S(x) bo'lsin.

4-teorema. Agar (7)-gator [ab\ kesmada tekis yaqinlashuvchi
bo'lib, un(x)eC[a,b] (1=12..) bo'lsa, u holda quyidagi

h b b
Im (X)dx + IJm2(X)cEc +...+ jw,,(X)<ijc
a a a b

gator ham yaginlashuvchi va uning vyig'indisi Js(x)cfr ga teng
bo'ladi:

()dx=j J H,(x) dx=£ Jm,(x)dx.
a aL J F1Q
boh. 4-teoremadagi (7)-gatoming tekis yaginlashuvchanligi sharti
yetarli shart bo'lib, u zaruriy shart emas, ya’ni ba’zan tekis yaqin-
lashmaydigan gatorlami ham hadlab integrallash mumkin.
i i N
Misol. X (O~x”"1) funksional gator berilgan
k=1
bo'lsin.



f | in 0,x=0,
=_ -+ => =i =
X +x24=>5(x) = limS, (x) I-x,0<x:£l

s.W [o.”] da S(x) ga tekis yaginlashmaydi, lekin

Js(x)<fr=J(I-*)<k =" Ya 'L\un(X)dx =
o

(
B X 42"'1 1 -1y f1_ LI =iiimy fl__ —
=Z 7 Lo ZSn(n +) 2“f(a u+lj 2™ SU *+e
——Ilmrl— —1l=—
n+lj 2

Demak, (S( )* =Z \u,,(X)dx=~, lekin £«, (*) 4ator t0']]
-lo 2 "1
kesmada tekls yaginlashmaydi. >
5-teorema. [O%or (7)-funksional gatoming har bir un(x) hadi

[ab] kesmada uzluksiz u, (X) hosilaga ega bo'lib,

(*) =<' (*) +bR (X) +... +un (X) +... (14)

funksional gator [ab\ da tekis yaqginlashuvchi bo'lsa, n holda berilgan
(7)-gatoming yig'indisi S(x) shu [ab\ da S'(x) hosilaga ega va
/

£'(*)= = E bk W
_7=1 _ n=1
tenglik o'rinli bo'ladi.
Izoh. Bu teoremada ham (14)-funksional gatoming tekis yaqin-

lashuvchanlik sharti yetarli shart bo'lib, zamriy shart emas.

4°, Darajali qatorlar
1-ta’rif Quyidagi
+ an(x-xQY (15)

17-0

ko'rinishdagi funksional gatorga darajali qator deyiladi. Bu yer-
da alaZz...,aq,..,x0 lar o'zgarmas haqiqiy sonlar.
Agar (15) da £ =x-x0 deb belgilash kiritsak,
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1>, £" (i6)
n»0

darajali gatorga kelamiz. Demak (I6)-ko‘rinishdagi darajali gator-
lami o‘rganish kifoyadir.
1-teorema. (Abelning birinchi teoremasi). Agar
@ *
X amxn=al0+ax+ax2+...+a, X" +... (7

n*0
darajali gator x=x0*0 nuqtada yagqginlashsa, n holda gator x ning
Id <|x01 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida absolut ya-
ginlashuvchi bo fadi.

Natija. Agar (17)-gator x=x0 nuqtada uzoglashuvchi bo‘lsa, u

holda bu qator {|g|>pO[} da ham uzoqglashuvchi bo‘ladi.
K
2-tarif Agar ‘'Ja,x" darajali gator da yaqinlashib,
n=0

{z|> R} da uzoglashsa, v holda shu R> 0 soniga darajali gatoming
yaginlashish radiusi, (-R, R) oraligga esa yaginlashish intervali
deyiladi.

2-teorema. Ixtiyoriy darajali qatorning yaginlashish radiusi R
mavjud bo'lib, bu qator |licl< da absolut va Vr <Ruchun |4
da tekis yaginlashadi.

Izoh. Darajali gator yaginlashish oralig'ining chegaraviy Xx==*R
nuqgtalarida yagqinlashishi ham, uzoglashishi ham mumkin. Darajali
gatorni bu nuqtalarda alohida tekshirish lozim.

Darajali gatorning yaginlashish radiusini quyidagi teoremalardan
foydalanib, topish mumkin.

3-teorema. (Dalambers). Agar IMm mavjud bo'lsa, 1 holda

R = lim (1S)
bo ‘ladi.
4—-teorema. (Koshi). Agar lim”"IN\aJ] mavjud bo'lsa, n holda
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bo fadi.
5-teorema. (Koshi-Adamar) Agar R soni (17)-darajali gatorning
yaqinlashish radiusi bo'lsa, »n holda

R- (20)

formula (Koshi-Adamar formulasi) o‘rinli bo'ladi.

Darajali qatorlar quyidagi xossalarga ega.

6-teorema. Darajali gatorning yig'indisi S(x) yaginlashish
oralig'iga tegishli bo'lgan v nuqgtada uzluksiz bo'ladi.

7-teorema. (Abelning ikkinchi teoremasi). Agar (17)-gator
Xx=R (a:=-R) nuqtada yaginlashsa, unda bu qator [0;i?] ([-./?;0])
kesmada tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Natija. Agar (17)-gqator x=R (Xx=-R) nuqtada yaginlashsa, wn

holda S(x) yig'indi [0;/7] ([-;0]) kesmada uzluksiz bo'ladi.

Endi ko‘rinishidagi darajali gatomi ko‘ramiz. Bu

gatorning yaginlashish radiusi 2-a"x qatorning yaginlashish radi-
usini hisoblash formulalari yordamida topiladi, fagat bu yerda ya-
ginlashish oralig‘i | x-x0]<i?]|=(x0-i?,x0+i?) interval bo‘ladi.

8-teorema. Agar R>0 soni quyidagi

/W =2Z a»(JC_jCo)" (21)

darajali gatorning yaginlashish radiusi bo'lsa, n holda

1) f(x) funksiya (XO0-R, xO0+R) intervalda ixtiyoriy tartibli
hosilalarga ega bo'ladi va n hosilalar (21)-darajali gatorni hadlab
differensiallash yordamida topiladi;

2) bu gatomi V[a,6]c= (x0-R, x0+R) oraligda hadlab integral-
lash mumkin.
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3) (21)-darajali gatomi hadlab differensiallash yoki integrallash-

dan hosil bo’lgan yangi gatorlaming yaginlashish radiuslari ham (21)-
gatornning yaginlashish radiusi R ga teng bo'ladi.

Izoh. Agar /(*) funksiya (21)-tenglik yordamida ifodalanib,
~>0 bo‘lsa, u holda /(*) funksiya X0 nuqtada (anigrog‘i, xO
nuqtaning atrofida) analitik funksiya deyiladi. 8-teoremadan anali-
tik funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
Lekin, ixtiyoriy cheksiz differensiallanuvchi funksiya analitik bo'lishi

shart emas. Bunga misol tarigasida /(-*)=exP”_"rj funksiyani

olish mumkin.
9-teorema. Agar /(*) funksiya xQ nuqtada analitik bo'lsa, yahi

/(*) =2 a"(*~*o)"
tenglik X0 nuqgtaning biror atrofida o'rinli bo'lsa, n holda

a, = f—(\—’\,m =0,1.2,..
nl
bo'ladi, yani
A"y
*)y=1
7¢) »0 U
tenglik ham x0 nuqgtaning o'sha atrofida o'rinli bo'ladi.

5° Teylor qgatori. Elementar funksiyalarni
Teylor gatoriga yoyish
Ta'rif. Faraz qilaylik, f (x) funksiya x0 nuqtaning biror atrofida
aniglangan va shu nuqtada ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega bo'lsin.

U holda qu idagi
y o fa)
X I-T -ix-to)" 22
0 Ao ) (22)

gatorga /(*) funksiyaning X0 nuqtadagi Teylor gatori deyiladi.
Izoh. (22)-gatorning yig'indisi har doim ham f(x) bilan ust-
ma-ust tushavermaydi.

Masalan, /(*):epr—XT) funksiya uchun barcha hosilalar
/ (M(0)=0 va (22) gatoming yig'indisi 0*/(x)
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Lekin ba’zi bir shartlar bajarilsa ular orasida tenglik o'matish
mumkin.

Teorema. (Teylor). Faraz gilaylik (x0-h,x0+h) intervalda f(x)
funksiyaning ozi va barcha tartibdagi hosilalari birgalikda chegara-
langan bo'lsin, yahi 3M >0:Vxe{xo-h,x0+h) uchun

A=01»2,3,...

tengsizlik bajarilsin. U holda (x0-h, x0+h) oraligda / (x) funksi-
ya Teylor qatoriga yoyiladi, ya’'ni

1(*) =2 (23)
tenglik o'rinli bo'ladi.
Agar Teylor gatorida x0=0 bo'lsa, u holda hosil bo'lgan ga-
tcwga Makloren gatori deyiladi.
< Endi asosiy elementar funksiyalarning Makloren qatoriga yoyil-
malarini keltiramiz.

Fel=Z277 =1+ICH5{ + 5f +- (—<»<*<+«>).
2 Stezﬁl_(Zrl +1) "m 3! +5 +""'+(2n +|) !+ (_OO<JC<+OO)'
3-cte=I ( f r I+~ +'“+S +' (-<*<m>»)m
»/ IYV-1 (-0’
4 h ><*<«>),
ft (2»)! 21 4 2n)! r w<*<+00J-
6. Ula)=1(-b“e=,- |1 +-..+H T ~ ... (-Kxsr).
O T o i Gl it LA NN ol Coul) VR
’ tl nl 2!
or-(a-1)(a-2) , a(a-D-...-(a-«+I
B G (G ML et Gl IV SOPROPY
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6°. Darajali gatorlarning tatbiglari

a) Darajali qatorlar yordamida differensial tenglamalami yechish.
Aytaylik,

[ +p(X)y" +q(x)y =j(x) (24)
differensial tenglamaning ushbu
A x0)=1 Y (*o)=/ (25)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qi-
linsin.

Agar p(x), qg(x), f(x) funksiyalarni x0 nuqgtaning biror atrof-
ida shu funksiyalarga yaqinlashuvchi

(g29)
ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, unda yuqgoridagi Koshi ma-
salasi yagona yechimga ega bo'lib, uni
@
K*) = \%‘Oa»(*“ x0)" (26)

ifodalash mumkin. (26)-qatordagi noma’lum an koeffitsientlami
topish uchun (24)-tenglamadagi vy, y', v", p, q, f lar o'rniga ul-
aming yoyilmalari olib borib go'yiladi va noma’lum koeffitsientlar
usulidan foydaniladi.
Misol.
y"-xy =0 27)
tenglamaning ushbu
/() =1, /(0)=0 (28)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
< (27)-tenglamaning yechimini
<
Y=T ardl (29)
rro

ko‘rinishda gidiramiz. Unda

/ =X n(n-0ax=2=2a2+£ (1n+2)(n+Damx",

n-2 *—|

xy=xm aj'= aX'+=£
no JF0 ™
bo'lib, (27)-tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:
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2a2+E (" +0C" +2)armX"'=5X-1*"-
Ja WL
Bu tenglikdagi x ning mos darajalari oldidagi mos koeffitsient-
lami tenglash yordamida
a2=0, (n+(« +2)a,+=anx n&N (30)
rekkurent formulani hosil qilamiz. a2=0 bo‘lganligi sababli bu
rekkurent formuladan as=0, 08=0 va umuman

3~ =0>
ekanligini topamiz. Shu formuladan yana

e (2 3)(5 6)-...{(3«<=1)3»]"

=(m)(6w)m [3n+(3n+1)j’
tengliklar o'rinli bo'lishi kelib chigadi. (28)-shartlar va (29)-teng-
likdan =>a0= 1< =0.
Demak, (27)-tenglamaning (28)-shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi quyidagi ko'rinishga ega ekan:
x3 X6 x3 n A
T20 +(2-3)-(5-6)+""+(2-3)-(5-6)-...{(3/7-)-3«]+'" >
b) Darajali gatorlar yordamida integrallarni hisoblash.
Integrallarni hisoblashda ham integral ostidagi funksiyani dara-

jali gatorga yoyish ko'p hollarda yaxshi natija beradi.
Misol. Ushbu

Vin(l +x)

integral hisoblansin.

< Awalgi punktdagi In(l +x)ning Makloren gatoriga yoyilmas
dan foydalanamiz:

AW Lir* ij” T  « L4

o X 0 1M ftJ b4 H r~J“‘,,§HréVA"

s
&Y HI_ =y 1y J__£1_ =

h n h{2n-1)2 4£f/T~8 24 12
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Izoh. Sonli gatorlarning yig'indilarini hisoblashda ko‘p hollarda
quyidagi tengliklar katta yordam beradi.

(31)
(32)
(33)
(34)

Yuqoridagi misolni yechishda (33) va (32)-tengliklardan foy-

dalanildi.
Nazorat savollari

1 Funksional ketma-ketlik tushunchasi.

2. Funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi tushunchasi.

3. Funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashishi ta’rifi.

4. Funksional ketma-ketlik tekis yaqginlashishining zaruriy va yetarli sharti.

5. Funksional gator tushunchasi.

6. Funksional gatorning yaqinlashishi tushunchasi.

7. Funksional gator tekis yaqinlashishining ta’rifi.

8. Funksional qator tekis yaginlashishining zaruriy va yetarli sharti.

9. Funksional gator tekis yaginlashishining zaruriy sharti.

10. Funksional qatorning tekis yaqginlashishi hagidagi Veyershtrass alomati.

11. Dirixle alomati.

12. Abel alomati.

13 Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.

Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi.
Funksional gatorlarni hadlab integrallash.

. Funksional gatorlarni hadlab differensiallash.

. Darajali gator tushunchasi.

. Abelning birinchi teoremasi.

. Darajali qatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish oralig'i.

Darajali gator yaginlashish radiusini topish uchun Dalamber formulasi.

. Darajali gator yaqinlashish formulasini topish uchun Koshi formulasi.
. Koshi-Adamar formulasi.

Teylor gatori va Teylor teoremasi.
Elementar funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish.

. Darajali gatorlar yordamida differensial tenglamalami yechish.
. Darajali gatorlar yordamida mtegrallami hisoblash.
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_B_
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. {/,,(*)} funksional ketma-ketlikning M to‘plamdagi
limit funksiyasini toping.
1.1 /,, (X) =Xa-3x"R+2xn\M = [0;1].
X~

= ,M = [0;+00).
1.2 /, W AW

13 /,W =] 2+° M =R-
1.4 fn(x)=(x-\)arctgx",M = (0;+00],

15 fn(x)=" 7 , M =[0;:2],

16 f X)=-—-R
JnK > 1 +1tTx
1.7 fn(x) = sin" x,M =[0y+]
In2w+x2
_ - o .2 M =(0;W).

18 1, (X) 21n2|/| +X +x|nw

an
1.9 /,,(X) = yIxs\nx,M = 01

an

1.10 /,,(*) = 4fco$x,M = 219

1.11 fa(x)=n3xk2 e"a,M =[ t+<0).

1.12 /, (X) =n ¥2+—-x ,A/= (O;+OO).

113 /.(*)=« x"-1 M =[13].
4 >
bl4 /,,(*) = narctgnx2,M =(0;+00).
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i 1>
1.15 /,(* =W Xa-x2' >A =(0;+00).

) ffy
1.16 fn(x = njl +x" + = [0;+00).
= S™NG M = [0400)
117 £.{X 7 inu+1) o
= — MfrergVnx, A/ = [0;+<»).
118 f,(X T oy rCM0 [0:+<»)
f
-In 1+ cosmx M = [0;+00).
1.19 f,,(X A yjn +Xj

1.20 /,,(Xx =n" m-e~"",M = [0;+00).

_In 3+- ,M = [0;+00).

121 /.(* v asgxy

2-masala. Berilgan funksional ketma-ketlikni ko‘rsatilgan
oraliqda tekis yaqginlashishga tekshiring.

1
21 / (x))=ﬁlnﬁ;0<x<l. 2.2 fXx)=x";0<x<-.
23 fn(x)=e{xF?P;-1<x<1l 24 /,(X)=Y -xH#,0<x™1
25 f,(X) = eqH);0<x< 1 2-6 /,,(x)= m;0<x"1.

2-7 /,,(X) = xarctgnx,0 < x < +00. 28 /,,(X)=X"-x210<x£ 1L

2-9 f,,(x) = arctgnx;0<x< -wo. 2.10 f,,(X) =77 NMN'®<Xx< WP

nx
211 /,(*)= sin®;-00<x<+00. 2.12 f,,(x)=
1+n+Xx
= ./ 4 sinnx
= _%0<x<+
213 TAX)==——=;-*0<x<+oo. 214 A(X)=T77°"X"1- A > a
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2.15 /,,(*) =" M/ 0<0+<,

2.16 /,(xX)=j"-;i-ffSx<i+e,<r>o0.

217 /W =IxJ+i ;00 <x <400, 2.18 /,W =-j7°T ;2" je<+ oo.

219 /,(*) =1
A +X

221 /nwW ="'
N+X+\lk

;1<x<+00.

2.20 1,(*)=, ¢, ;0EXSI.

,a)0 <X < +00,A)0" X< 1

3-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib, berilgan
funksional qatorlarni ko‘rsatilgan oraliglarda tekis
yagqinlashishini ko‘rsating.

2X
3.1 Y.arctS X Fn M <+0°-

33 NN | W3

n»’l

f cosnx
35 gd 5 5X =™

37 S—7'H<2-
Wl n.

NnX 11

3.9 | ) 5 I 'W <+00-

Wg\—iV
3.11 X-"r;=2</[:<+co.
WX +2"

4d-1

* (-1

3.13 z ( l; - ;0<x<+o00.
L X + yTI
A (-1)” X2

315 Z -~ ——-1<Xx1

X
3.2 é{lrQe o0~ g;<+430-

sinux <00
; e .
3.4 £1 WM
sinnx
36 Z t siel<-+oo.
1

B b A M+xr 2 A X~2

3.10 Z T;0<x<+00.
| =Y

112 Y ————;-00<X<+00.
J>1Z N x 24+un2

* (-1v "1Xn
3.14 7 /—=—— 10N JfAL.
n-1 V «

3.16 gf€X+2«—i)_(X_|_2/7+i) :0<x<+°a
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' m2 '.
3.17 Vsin-rarc/g~ T—i-oocn<+oo. 318 Z M\ ., o i=00<X<+00.

nw\ yin X +on s

*  (x=D" Aunln(l +rco)
3,9 8§8(>TIFr;-1Sj:<3" 320 b ~ — I<*<*»m

2L HHA7 0} 0« 2

4-masala. Berilgan funksional gatorning ko‘rsatilgan oraliqda
tekis yoki notekis yaginlashuvchiligini aniglang.

nx

; 0<x< 1
fix 1AX<-100
A2 (1 +x) (1 +2%)...(1 +nx) '
1
0<X< —HD.
43 (X+n)(x +7+!1)’
Yy X :0<x<+°0.
4 .4 n:\[(((—l)X"‘I](/’)X +|)
45 t (x X ;-1l<x<1. 46 X(1-x).*;10<x<1.
’ X« n-+Ix n=0
x T
47 Y — ;0<x<-hx> 4.8
221\ N
—isin/2T n 3n sinnx .
xsin 4.10 Z “eee- :0<x<2n-.
M n 2 2
() i x fY*
411 Z2"-sin— ;0<x<+00. 412 Z « TT;0<:c<+co’
-l X+
2nn
* f-iv » COS—
413 Y -v ; ;0<x<2;r. s
,2WN+sin X YR +x2
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4.15 b L

417 %{L(Hr |/|—(>.<I:| 1 1 <X<+CO.
4.19 1 1WA Ex<+«>.

4.21 VC

X @ +2x2)(L +4x2)... (1 +2mx~)

» /

416 Z 121+ ;0<x<+o0.

1+nV

418 £ v ——;0<x<+co,
f 1+1nx3
0]
X«
4’20 §(1 +uxy

;o 0< X< +o00.

7 1<x<+co.

5-masala. Berilgan funksional gatorning yaginlashish sohasini

toping.
oL ) flox W
tf(x +H)- 52 2n i 1+ /¥
It 1

Ne3 P+1 (3x2+4x +2)

557 t-TI-

n=l 1—n

57 Z

td+ x"

n i fi+xY

59 5n +3U-xJ °
A 1

511 n +yJ7+1j

(-0

5.13 %QJYJX n

n +x)"

515 Z

54 £24)1*>-4x+«)[.
:|_J\}J' «)

n +3

56 ,../1+1 (27x2+12x+2)"

Y. ne2" 1
58 Aa+1 (3x2+8x +6)"

ell y (x2-6x+12)"
510 h 4" e.m2+1)

512 7 O
JH (X +n)J

514 b 5".(n’ +5)
® 1

5,16 8 (H +xY



517 Y+1>1 5-18 7.p {.

.1 (X +n)
7+1 Y" V7
—_ 7 520 Z ~
519 HlX n7 —n
V ———IL—————(25x2+1)".

521 tl2"\.n2+\ K ’

6-masala. Berilgan funksional gatoming yaginlashish sohasini

toping.
* QI » A"
61 Y - X 2u-sin(x +;Tu). 6.2 Y — xaesin
' £?2 N n n
, A A f5V 1
6.3 Y — X 4-cos(x+"n). 64 1 r =
n n=l vJ /
co ~3/i oc
6.5 YTT=—*4 *Sin(3X +sH). 6.6 *sin
’ /=1 M
x«
£ N = = X 2r-cos(X—+n). Y — x2 esin
6.7 A7 ( ) 68 Zram
X X
69 1 2' X -sin- 6.10 Z3-.x".sin
=1 =1 27
.. 2x
6.11 4_/1—:12,3“ X" sin— . 6.i2 7. 3,-*2 sin], r-
3%
. "t 6.14
613 £ y "8 ™\ a7
2X ] -
615 1Y "-* 616 Z2—3amf.
. - 6.18 £32"-x5"-arcsin-".
6.17 %:1 16n-A3 —arcsmlv\l;v ~ V77
som A_ L
6.19 Yj2"-x arct%+1. 6 Z2'X3 acis 21 +3)

6.21 Yj2V ==>"mrctg
M 2/7 +1
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7.1

7.3

7.5

7.7

711

7.13

7.15

LYl

719

7.21

7-masala. Berilgan funksional gatorning
yaqinlashish sohasini toping.

E2*N/A2-e (&

71=1

X \a
g 1+- 5 (r¥) .

n=1

-(~M2
%
_/73 S'in'_A: L
Z5
X
Z
/1
Jini
b
Inl 1+—I1+Inlnx
£
"-1In"
?ﬁ( Jnsrln.
7=

In" X+-

7.2 nj

74 jSV>/X"T-e
gl

76 Z 1+-1 -3

MmVv nt
1
78 Zah#(x-1)"
1

7-10 §in"(.v +2)'

1
7-12 In" (* +e)

b mn2
718 Z sin" y_ -,

-n arcurl—,&;/

720 X N )"5



8-masala. Berilgan funksional gatorning
yaginlashish sohasini toping.

A(»=-2)3-(x+3)2n
81 ¢ L :3 -

£ (Ok-1)"

8.3 § n-9" *

- |V_,(/\_2)2-
85Z( 0 % !

7 #3H
3= {x-2)"

* (4a+5)2n"
89 2?74 .(2/i-1)*

\--2¥

813 t(* +5)'-<*y-

8.15 é—;_yix_l)

537 ¢ » ~ ]

A (BW-2)-(x-3)"
8,19 5 (n+1)2-2"4

8.21

é(n+ 2).In(/j£|'2).(x_3)-..

0, vV (-1)" (*-3)1
82 h (» +0-5-

Vv 2?7 +3

8,4 «='("+0

r (x—52+
86 ff.'f 3t

Aq it

88

yr o(*=7
8/10 "(2«2-5«)-4""

”‘3n(x—2)y:L
812 :

8.14

816 23 .

=l

A8 /i +H +5 H-

" (*-5T
820 S 0*+4)-In(/» +4)
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9-masala Ta’rifdan foydalanib, berilgan funksional gatorning [O;l]
kesmada tekis yaqginlashishini isbotlang n0(r-)-?. n ning ganday
giymatlarida gatorning qoldig‘i V.ve[0,]] uchun 0,1 dan Kkatta

bo‘Imaydi?
D n

92 £<-**-.m

) \»
93 N->TJ7 5 94 K- T g7 &
(] D N
95 5 (-,rJ-5- 96 5n-9
K3} V'
" . o
07 T( QG gy y 98 ,C - 0T
@ n
910 Z M “jf
99 Z, ol
© 1J-I
9l Tl 9.2 5 (-) 6u-8
013 t(-1) __ 914 Z(, Q" 5
@ »
N5 1 (1 8n-12 9-« §<-'r6; 7
917 5n-8 9.8 I*— 1 6n-(
® ° -
919 §(-*)m J-7- 020 1Y 1) Sn-1

921 57 A 7/7-13
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10-masaia.Berilgan gator uchun uni majorirlovchi gatorni toping
va ko‘rsatilgan oraliqda tekis yagqinlashishini isbotlang.

yfx +I- cos nx 102 7 3.3
01 Z ;[0>2] S Eoxeon 2°2
A i 33
0.3 t"2'2} 104 4,1, .U 2*2
ni A,(*_s)" ’ :
052" 50 10- L Srg7~ —=d
« (x-3)n N(M-Xx) cos2?%ar
0.7 ZH) (251 +1)-rvich t2-4- 10.8 m[0-4
09 [-131. 100-» Zz A~~~ - K-Y-
17=1 a*y JEL *
0.11 ,I,Ele Fl-l(n+§)'£ I];En+_|) nn 1012 Z tt- [-3,3].
2-1.~-2
0.i3 X (4w-3)
,(* +5)2 (X+2)"J
«*15 [-7.-3]. 0.16 |
5] « 4 |
o1y - (7+)42
i-2)" '35 A HY T
29 10.20 Zz 3 » 1-6"-4]
021 t £ $ r . ™
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Il-masala. Berilgan funksiyani Makloren gatoriga yoying.

11.1 /(x) =(l +x)<Tx. 11.2 s SinN2x- cos2x.
1-x
11.4 * s Arc/g
1+Xx
= . X
115 f(x) = arctg--—-. 11. x s arcsin—==
(V) g 1-X 6 - NnA +X:
11.7 /(*) =arccos(l-2x2). 11.8 3 s COS2x.
/ 11.10 xD
11.9 =sinJX. . *
(X) =sin /(%) 1«
X
n n 1112 /(%) yfl- 2x
o N X
ii.i3 /(*)-"» Jjif- 11.14 / « 1o x - 2x2

X
11.16

. =e2x+2e'X
1117 11.18 ;450

12 - 5x

1119 /(*>= 11.20 I(*) g_5y_x2

11.21 /(x) =In(x2+3x +2).

12-masala. Berilgan funksiyani ko‘rsatilgan nugta atrofida Teylor
gatoriga yoying va bu gatorning yaginlashish sohasini toping.

12.1 /(x) =Vx;x0=4. 12.2 f(x) =ex;x0=-2.

71
12.3 /(x) =cosx;x0=-. 12.4 f(x) = —1;x0:—2.

125 /(*) = o W =2" 126 /W=-T-4-—7:*0=1-

T 7
12.7 / (X) = cosdx;x0= 12.8 /(x) =sindx;x0=

129 /W =7770=3- 12.10 f(x) =e2x0=-1
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12.11 f{x) =sinx;x0="-. 12.12 f(x) =yfc;x0=3.
12.13 f(x) =sm2x;x0= - -. 12.14 f(x) =cos2x;x0=y.
1215 /W =777~7g;Xx="1- 1216 f{x)=fcxo0=8.

12.17 /(A-) =sin3x;x0=-. 12.18 /(x) =cos3x;x0= z
VAN — N _ N - - —- _ * - N
12.19 /(™) rl—jc o] 1 12-20 /(*) \—2x—xr’ o]

12.21 / ( a—): cos4N N o="-

13-masala. Quyidagi gatorning yig‘indisini toping.

18312, 1 0" 13-2 ZmSZ"H)* .
A Yu3In +)x 3 %
133 Z~— y— 3 134 & wo(« +1y*
sin nx
135 Z«V . 136 Z
™\ tl
. @ xn
13.7 Z —- 13-8 z 7
tin eV /
139 2 > +,K- 13.10 I}Eﬁ(—ll" (2n-1Y n
K ¢ Z £y
i i »—(K i3.i
i3.il é ( 13.i12 Tt
f (-H71 V 2w 1
1303 ~(2n-1)-381 13-14 §  2n
ama *> 2/
1315 n=o02u +1 016 $oH )' 2n+1
18
13.17 Zj,rp—d’):i—. 13.18 x-4x2+913-16x4+
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13.19 \eX+2-3x2+3-4X3+....

1 1 1 1

4-5 +

13.20

1
o+ — — 4

1-2-3  2-3-4

14-masala. Berilgan gatorning yig‘indisini toping.

13'21 b2~:F3 +3-4
r,-+i
A %H) 1,
1 1
° + (=
3 +(-1) n n+2

y I+( O x2+
tg 2m7+1

(-1y-"x”
nz

27142

m Z (2/7+1)(2«+2)

JT+1

271

15 tz; 277-(2/7-1)

17 7 1+
(-1)y*!

19 Z (&7+ 1)(/7+2)
%+

21 Z

217« (217 + 1)

JH2

234

2

Zx(2¢-3)(2/j-2)

4 tr 4v.(2/7-2)

6 %:1 ) ‘-I._ |I/|/

®

s ,72,0 2/7 +1

n ,2/1+2

0 Y &)

X168 " -(2/7+ 1)

1

1 .
12 2 (-0 T H——IX.

JA n m+1

14 7 ——-
16 Z (=D +i
n

=1
( O/7+1

18 %[n\ n +\X*x'

sin" X

20 %nﬁ?r-(/? -1

3-4-5

+.



15-masala. Quyidagi qatorning

151 2 (4w: + 9?+ 5)X"H. 15.2

15.3

15.5

15.7

15.9

15.11

15.13

15.15

15.17

15.19

15.21

«*0

2 (n: +n+1xH3 154
n»0
Z (" 2+5" +3K- 15.6
n*o
£ (ac2+ 8+ B)XIH2 15.8
/>-0
X(2n2+7«+ 5)x"H 15.10
n—o
Z«-(2«=I>c"+2 15.12
n=0
X (2n2-/7-1)x". 15.14
n=0
X («2+7« +4)x". 15.16
n-0
Z (2 « 242w +1)x". 15.18
n-0
£{n2+2n+2y\ 15.20
n*0

X (w2+5w+4)x"+2
Mo

16-masala.

yig‘indisini toping.

Z(3n2+7«+4)x".

n=0

£(2nN2+4a +3)x"+2

n*o

X (2 «2+5n +3)x"4

n=0

X (2 n2+8n +5)x".

n=0

£(3/r+ 7/7+ 5>",

n-0

110 —n+ X"
n-0

£(3»r+5n+4)>""

n-0

X (2"2-n-2)x"4
n-0

n-0

+4» +3)X"H

n=0

Integral ostidagi funksiyani gatorga yoyish yordamida berilgan
integralni hisoblang.
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Y Tz pd i
16.3 )- X~ 16.4 ]
472k 3ET\
1In (X +NL+X2
16.5 f—j-——————
O *

Darajali qatorlar yordamida quyidagi differensial tenglamaning
berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.6 y'-y =0, _y(0)=1. 16.7 (I1+x2)y - 1=0, j>(0)=0.
16.8 y'+N13/=0, y(0)=1 y(0)=/1. 16.9 y'-xy=0, y(0)=1 ¥ (0)=0.
16.10 (I-x2)/-xy'=0, y(0)=0, ¥(0) =1.

16.11 (I-x2 - 5xy'-4y=0, j(0) =1, /(0) =0.

16.12 y"-xy =0, >>0)=0, ¥Y(0) =1.
Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish usuli
yordamida berilgan integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.

16.13 J— dx. 16.14 jVxcosxrfr.
0 *
1 1 gx
16.15 Jsinxadx. 16.16 |
oVI +x4
16.17 I~ Xx. 16.18 ]~"d x .
2 0 X
K dx °In(l + x2)
16.19 16.20 J— 5-dx
01 -X 5 N
1
16.21 je~dx.
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-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu /m(*)-,n 3+n e funksional ketma-

ketlikning A/ = [0;+00) to‘plamdagi limit funksiyasini'toping.

XN e i N2
na+ lim In
lim In [3+/: Y ' ] patld 3{(na+e2)
nZx
In 1+
= In3 +lim- lim —=In3+10=1In3t.
3(/j4+e2x)
3(n4+edrj|
n+ X

2.21-masala. f, (*) - funksional ketma-ketlikni a)

n+x+fnx
O<x<+°0 b) 0<jc<1 oraliglarda tekis yaginlashishga tekshiring.
< lkkala oraligda ham fn(x) ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

14+
n —

N+ X
/(, v = = mlimm =1
- - = 'l'"n“n x +yfnx D M
1+ -+ {/—
n n
bo‘ladi. Endi tekis yaginlashishga tekshirish uchun i°-punktdagi
1-teoremadan foydalanamiz.

n+x yiX
n+ X+ yfnX n+ X+ yfnx
deb belgilasak, 1-teoremaga ko'ra {J1 (A} ketma-ketlik M to'plamda
tekis yaginlashishi uchun ushbu

1.

nT3n/?/- (n) =0
xevl

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
a) O<x<+oo0 bo'lsin.

M u -x

) Sup r,,(x)=m(n) =

ifx-~n+x +yfnx”® «[04«]
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n+n+sin-n 3n 3 g>%a™" 3

b) o<jc<1 bo'lsin. Bu oraligda rh(x)>0 bo'lgani uchun

{'.(@m1ir =* s5r/p/l-,(x)=r1 (1) = — ~~T1T *m Supr;,(*) = lim— ~~~r=0 =*
>s "W w n+1+Jn -«0*f£ W "»un + 1+ n/n

fn(x) funksional ketma-ketlik 1 ga tekis yaginlashmaydi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik O<x<+°0 to'plamda
notekis, 0<x<I| to'plamda esa tekis yaginlashar ekan.>

3.21-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib,
1+ X
|n:I " neln” (W+1) funksional gatorning 0<x<2 oraligda tekis

yagqin ashishini ko‘rsating.

= 1+ - - _
w, W =In <o In2(w+1) Berilgan 0<x<2 oraligda qu

yidagi tengsizliklar o'rinli

kWI:ml =In 1+

+ -
[7-1n(r7 +1) w-=In*+l)  /7-mre7=1 w-int@7+1

Agar a,, il'\ deb belgilasak, Koshining integral alo-

7?7 +1;

matiga ko'ra =~ /r.in2 +1) son™ gator yaginlashuvchi

bo'ladi. Unda Veyershtras alomatiga ko'ra berilgan funksional ga-
tor 0<x<2 oraligda tekis yaginlashuvchi. >

4.21-masala. Berilgan ushbu
%

i (1 +2x2) (1 +4x2) m..o(1 +2tix~) ’

funksional qatorning i<Xx<-k» oraligda tekis yoki notekis yaqin-
lashuvchiligini aniglang.

< Bu qatorning tekis yaginlashishini tekshirish uchun 2°-punkt-
dagi 1l-teoremadan, ya’'ni (I0)-tenglikdan foydalanamiz.
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ri
(1 +21r) «(1 +4%x2)-... (1 +2nX2)

I *

=23
x (14252 (| +4x2)e.m(l +2(n=-)v:) (1 +25x2)(1 +412)e... (| +2/wr)

va
<<W=A(1- i7)= AW =])'W=2?2 1 (ithirf)...(i=3r)

=>VA-€[l,+00) uchun £(*) = K]|5»(*)=: " va /;(X)=5'(X)-5,,(x) =

(i +2a2)-(1 +4a2)-...-(q +2/nr) AN (L +2)(1 +4)-.. A1+ 2/7)

=>p»" .@%Ir'(x)I:@\ Berilgan qator Ll-l-oo} oraligda tekis ya-
ginlashadi. >

5.21-masala. X 2« N +jj'(25v +1) funksional gatorning ya-

ginlashish sohasini toping.
< Yaginlashish sohasini Koshi alomatidan foydalanib, topamiz:

I i m =I i m <1
11
5 g da gator ya-
YT
ginlashadi. Chegaraviy x=¢75 nugtada esa U,, sj nz2+1 bo'lib,
, 4= lim—"— =10

Y »s *N2+*
gator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi => yaginlashish

f 1 i\

sohasi | — interval ekan.>
1 55
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6.21-masala. Ushbu

£2 7 "-x3n-arctg- 3
2w+3
funksional qatorning yaginlashish sohasini toping.
< Bu gatoming yaginlashish sohasini Dalamber alomatidan foy-
dalanib, topamiz:

27" «Jf3n3e«arcl
9 2n+5 ) 3W  2«+3
H—md = }'m = 27]jc} «lim =27x" <1:
T Al 3x 2¢+5 3-bl
X) IT x3 arclg
2n+3

bo‘lsa yaginlashadi. =>]*]<- yoki da yaginlashadi.

33;
Chegaraviy nuqtalarda tekshiramiz.

r i N
* = 'Isi = =AN_N_=Z°*
1) *=7 bo'llsin => «,[1) P 2743 Y& 2n+3

uzoglashuvchi =>berilgan gator nugtada uzoglashadi.

N 1
o Vi -1 arctg-—
2) *=“3  bo'lsin 3, ( ) 95, ., V@

K -r arctzzlzg gator Lebnis alomatiga ko'ra yaginlashuvchi
|

=> berilgan gator X=-" nuqtada yaginlashuvchi.

Demak, berilgan funksional gatorning yaginlashish sohasi

11
> yarim interval. >
] Jy
7.21-masala. Berilgan

gatorning yagqinlashish sohasini toping.
< Koshi alomatiga ko'ra
t-————— -nin(l+-)

limr/k gx) =lim3 1 "J=3'*<1;
| n->cC

v-»3r VI
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bo'lsa, ya’ni x>0 bo'lganda berilganmqator yaginlashadi. Chegaraviy

X=0 nuqgtada Ml(o) =(-1)a bo’lib, Z (-1) qator uzoglashadi.
Demak, berilgan gatorning yaginlashish sohasi (0,+00) oraligda
iborat ekan. >

1
21— .z ./
8.21-masala. 27 o) ein(» +2) (- 30

yaginlashish sohasini toping.
< Qo'yilgan masalani Dalamber alomatidan foydalanib, ye-
chamiz. Agar

||im »K(X) — lim— 4253+ 2y (A3t =—F2< |

=X M +3)In (W+3)e(x -3)"+ (x-3)

funksional gatorning

bo'lsa, unda berilgan  funksional gator yagqginlashadi
= (x-3)2> 1= |x-3] > | =>xe (-00;2)U(4;+00) to'plamda berilgan
gator yagqinlashadi. Chegaraviy x=2 va x=4 nuqtalarda

(V=(w+2)h(n+2) «
1
bo‘lib® §0r+2)1n(n +2)

ko'ra uzoglashadi => Berilgan funksional gatorning yaginlashish
sohasi (-00;2)u(4;+00) to'plamdan iborat. >
9.21-masala. Ta’rifdan foydalanib,

sonli gqator Koshining integral alomatiga

£(-0" 7w-13
funksional gatorning [0; I] kesmada tekis yaginlashishini isbotlang
(wo(£m)-?). n ning ganday giymatlrida gatoniing qoldig'i Vxe [0, 1]
uchun 0,1 dan katta bo‘lmaydi?
< Bu masalani yechish uchun Vf>0 olinganda ham
Amo=no(e)eN topishimiz kerakki, V/r>rto va barcha xe[O0,l]

uchun M*)j= (X)<E tengsizlik bajarilishi lozim. Vf:>0 son

olamiz va quyidagi baholashlarni amalga oshiramiz:
Yy iT4
‘. +(-Ir .
H e\ n- " 2y 75423
241
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1 ! | U | I 1
7/1-13 [7(n_+15—1‘3_(7_7 T+2)-13) ~7(n +3)-13 7(?+4)-13J

- P et 79-13> —"7w > —+13=>/j>—F—+13|="VE£->0;
79-13  7n-13 e e N\e )

olinganda ham no(f)= y[~+13 deb olsak, V/7>«0 va Vxe[O,l]

lar uchun am 8 tengsizlik bajariladi. Bu esa X (-1) 71-13

funksional gator [O,I] kesmada tekis yaginlashishini anglatadi.
Masalaning ikkinchi gismini yechish uchun £=01 deyish ki-

23

foya => «(e)= +13 -3=> barcha n> 3 lar uchun

Ir..(x)]<0,] bo'ladi. >
10.21-masala. v O(—arl funksional ~ator uchun uni [I;3]

kesmada majorirlovclii gatorni toping va ko‘rsatilgan oraligda tekis
yaginlashishini isbotlang.

o 2N\ 1
< Vxe[L3] uchun hW ]| (2/j)-2" —(2n—1)-2" lib,
an={2n-\)-2" desak> =7Z"2/j-1)-2" sonli gator beril§an

gator uchun uni majorirlovchi gator bo'ladi. X a* qator yaqin-
=

lashuvchi bo’lgani uchun Veyershtrass alomatig_ja ko'ra berilgan

x—2)"
Z (9,,-1),2" gatorning [l; 3] kesmada tekis yaqginlashuvchi ekan-

ligini hosil gilamiz. >
11.21-masala. /(*) =In(.Y2+3x +2). funksiyani Makloren ga-

toriga yoying.
< Bu masalani yechish uchun

/ (y)=In(jr +3x+2). = In[(x +1)(Xx +2)J =

=In(l +x) +In(2 +x) = In(l +x) +In2 +Infl +"j ;
deb olib, 5°-punktda keltirilgan
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UWi1+*)=E (-1 1;
tenglikdan foydalanamiz:

(. xNn
In(jc2 +3x+2). =In2 +In(l +x)+Inl" 1+—

(-1)" X
|n2+§:|(—lr; +:rl;:|_ I—I
SHL
=In2+Z H) X\>
1+r

A
12.21-masala. f (jc) = cos4x funksiyani *0=— nugta atrofida Teylor
gatoriga yoying va bu qatorning yaginlashish sohasini toping.

< Awalo cos2* = - (! +cos2x) ekanini e’tiborga olib,
/ (X) = cos4x = (cos2x) ="~(I +2c0s2.v+Cc0s22X) =

| +cos4;t

=— | +2cos2.v + = - +iCc0S2X +-C0S4Xx

8 2

A
bo‘lishini topamiz. So‘ngra X=t+~ almashtirishni bajaramiz:

=—+—cosf2t +— +-cos(4/ +/H)=- ——sin2/~cos4f.
8 2V 2, 8 2 8

Endi sinv hamda cos* larning 5° punktda keltirilgan yoyilma-
laridan foydalanib, ushbu

« (-M".2
sin2/=Y ¢ ~Mt
& (2n+ )
* (-n".mn
cos4/ =Y "~ —— it
tS (24!
tengliklarga f*a bo‘lamiz. Natijada
2w+ / N\ - H,\'m
X — i f (—O 4 X —
8 2/70 (2/7 +1)! 4, 8~ (2n)! 4
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4 Zo (27+1) 2;)!
gatorni hosil gilamiz. Bu gatorning yaginlashish sohasi (-00,+00)
ekanligini ko‘rish giyin emas. >
13.21-masala. Quyidagi
1 1 1 1
—-o

12 2-3 3-4 45
gatorning yig‘indisini toping.

< Berilgan 2j Mt t hun 0O -0
erilgan Zj to, ' gator uchun L(2+)  «(«+1) NTJ
taggoslash amlomatiga ko‘ra u absolut yaginlshuvchi Chekli
yig‘indiga ega. A
S=Z1K(rr+1)
deb belgilaymiz.
Ushbu
s(X)=Y-x—
“ WA +1) b

yordamchi qatomi kiritamiz. Bu qgator |*|<l da absolut va tekis
yaginlashadi. Abelning 2-teoremasiga ko‘ra (5° punktdagi 7-teore-
ma va uning natijasiga garang)

5= ieSH79
boMadi. S(x) funksiyani topish uchun (I)-tenglikni 2 marta diffe-
rensiallaymiz.

c I
5'W =1-,
nli
S"(X) ="M X~ = 1+mo+;r +13+... = —— |x|<1=>
ad I —X

= S'(xX)=In"— +C va S"(0)=0=>
rz>c, =0=>S’(*) = (I-x)In(I-.\) +,c+c2 va 5(0) =0=>c, =0;
Demak, 5(g,)=(1-X)1n(1-7;)+n- ekan =*S=IJmiPH(x)=2In2-1.>
K X2t
14.21-masala. 27T (7n+1) Qatorning yig‘indisini toping.
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< Bu gatorning yaginlashish sohasi [-1; I] kesmadan iborat
bo‘Hb, bu kesmaning ichki nuqtalarida gatorni hadlab, differensial-
lash mumkin:

Jsre(-L) <S@{o=Ipp-abr+c, =-iln(l-x2+Cj va 5'(0)=0=>q =0=>

S(x) = A"S'(X)dx +c2 = JIn(l-jc: )c/x+c2= ((boMaklab integral-
. . X A\ 1. 1—X
lash usulidan foydalanamiz)) = -—n(l-x~J+x+—ny—+c2 va
S(0)=0=> c¢,= 0.

via o x2'4 1, 1=X 4 2\
Demak,- §2n _(2» _|_|) "+ 2 2 *>m ekan' Tei,S-

lik (-1; 1) intervalda o'rinli. >

15.21-masala. ﬁé/r +5w +4)x'H . gatorning yig‘indisini toping.

< Berilgan qator (-1; I) intervalda absolut va tekis yaqin-
lashadi va shu intervaldagi v oraligda bu gatorni hadlab integral-
lash mumkin:

S(-y)= +5« +4).r"*2="(/T+1)(/; +4).r"*2=>n-5(71)=2](/; +1)(n +4).r"46=>
r/J fidll 60
= NCS(Gr)dr=1T (G, +1)Y 4+ =/ME (n+)v" +c, =x* <5 (*)+c,
no i"0
x=0 da 5(0)=S(0)=0=>¢ =0
Demak,
Jx -5(y)ox=x4.S1(y) va m(*)= ﬂ)(» +* = =

»

=2>"H4=* 4F¥Q4*34 = —— H = 5 =0=>c.=0.
%,O 2+*3 Y c2 X=0 da slglOL 0 02 0

1o X - 0_*)42. Bu tenglik va
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fx-S(x)dk=x4-Sl(x) dan

=>XxS(x)=(x4 S,(x)) = 4x3 (1-a)" +2x4 (1-x)

LoA4- :

_2X -2 X) , N_2X (2 X)

B
Shunday qilib,

f(»* +Si.+4V« =2%a"(2~ A x«(-I; 1)>
SSI [ (1_*) ] Ll

16.21-masala. IIntegral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish

usuli yordamida (‘)e*dx integralni 0,001 aniglikda hisoblang.
< Agar 5°-punktda ex uchun keltirilgan yoyilmadan foydalansak,

Lj-VLH"'Z

n-0 A
ekanligini, bu yerdan esa
(-1 *2 — (-1F
(0] 7N n s i Al Mo MAN@R+1) M- (207 -*-1)
uu MoHUM iwpatiuz,. uu hudu uu
uning m-hadidan keyingi qoldig*
y WIr

o, ttWL2H +I1) "’
uchun

k. <e
(w +D)!-2m+3)’
bo'lishi bizga ma’lum. [FI]<0,001 bajarilishi uchun oxirgi tengsiz-

Ukdan m~.4 bo'lishi kifoyaligini aniglaymiz. Demak,

+ +— «0,747 >
0 3 5 42 216
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8-8. 7-MUSTARQIL ISH
Xosmas va parametrga bog‘lig integrallar

1-tur xosmas integrallar va ularning yaginlashishi.

2-tur xosmas integrallar va ularning yaginlashishi.

Xosmas integrating Koshi ma’nosidagi bosh giymati.

Parametrga bog‘lig bo‘lgan xos integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Parametrga bog‘lig bo‘lgan xosmas integrallar va ularning tekis
yaginlashishi.

Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Eylcr integrallari.

A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

Biz 1-kursda \f(X)dx aniq integralni o‘rganish jarayonida unga

2 ta shart qo'ydilz:

1) a va b lar chekli sonlar,

2) [ab\ da berilgan f(x) funksiya shu kesmada chegaralangan.

Endi biz aniq integralni quyidagi umumiyroq hollarda
o‘rganamiz.

1-hol. Oraliq cheksiz, lekin funksiya chegaralangan,

2-hol. Oralig chekli, lekin funksiya chegaralanmagan.

1-holda hosil boigan integralga I-tur xosmas integral, 2-holda
hosil bo'lgan integralga esa Il-tur xosmas integral deyiladi.

Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar va ularning xossala-
rini alohida-alohida va batafsilroq o‘rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar
(I-tur xosmas integrallar)

Integrallash oralig‘i cheksiz boMgan holni ko'raylik. Bunda 3 ta
vaziyat yuz berishi mumkin:

1) a<jc<+o00;

2) -co<x<b',

3) -co<x<+N
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Aniglik uchun 1-vaziyatni to‘lig ko‘rib chigaylik.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,+00) nurda aniglangan bo‘lib,

A
VA>a soni uchun \f{x)dx mavjud bo'lsin.
a A

F(A)=\ f(x)dx; @

deb belgilaymiz.
I-ta’rif. Agar ushbu

Jim A) =dim (¥ &;

a
limit mavjud va chekli bo'lsa, uni f(x) funksiyaning [a,-ko) ora-
ligdagi I-tur xosmas in%grali deyiladi va u

JIW ~; @)

kabi belgilanadi hamda 22)—xosmas integral yaqinlashuvchi, aks hol-
da esa uzoglashuvchi deb ataladi.

Shunday qilib,
4x A
N f(X)dx: =\ [mjf(x)dx.
Qolgan 2 ta vaziyatda ham I-tur xosmas integral shunga o‘xshash
ta'riflanadi: h
Jf(x)dx:=N\"\mjf(x)dx,
5K A

400 B
N f(X)dX :=Jim J/(X)dx\
H>EA

a

Agar _@f(x)dx va MO)AX yosmas integrallar yaginlashsa, u
(o]

ux

holda J/(*)”* xosmas integral ham yaginlashadi va

1/(a)N= J/(r)<&+ Jf(x)dx-'
& S a
bo'ladi.
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Misol. erx (a>0 va A - V hagigiy son) xosmas integralni
yaginlashishga tekshiring.
< V A>a olamiz
A-i gt
1-A -A
InNX InA-1na,A=1

A* 1]

a'-
A>1 bo'lsa lim F(A) :'—0\—'”'1 bo'lib, integral yaginlashadi. A<l

bo'lsa =  bo'lib, integral uzoglashadi.
Shunday qilib,
4dx Jyaqginlashadi, agar A> 1 bo'lsa,
J xxX [uzoglashadi, agar A< 1 bo'lsa.
1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (2)-xosmas integrating yaqin-
lashuvchi bo'lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir: Vf>0 uchun 3B>a:VAt>B va A‘*>B lar uchun

N\f(X)dx <e:

bo 'ladi.
Ko‘p hollarda Koshi shartini tekshirish giyin bo’ladi. Shuning
uchun tekshirish oson bo Ilgan alomatlarni keltir%iz.

Bundan buyon biz har doim \/A>a uchun Jf(x)dx mavjud

deb faraz gilamiz.
2-teorema. (Umumiy taqgoslash alomati). Faraz gilaylik, [o,+00)
nurda

N\fX)N\<g(x)

bo'lib, Jg(x)JA- xosmas integral yaginlashsin. Unda \f(x)dx xos-

mas integral ham yaginlashadi.
3-teorema. (Xususiy taqqoslash alomati). Faraz qilaylik

O<a<x <+ nurda N®| < ¢, A-const va A>1 bo'lsin. U
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w0

holda \N(X)dX  yosmas integral yaginlashadi. Agar 3c >0+

nop-.
&«

bolib, A<1 bolsa, N{X)IX  xosmas integral uzoglashadi.

a
+X

2-ta’rif. Agar J|/@)le yaginlashuvchi bo'lsa, n holda

a
+0C

N\f(X)dX  xosmas integral absolut yaginlashuvchi deyiladi.

2-teoremaga ko‘ra absolut yaginlashuvchi integral oddiy ma’noda
ham yagqginlashuvchi boMadi.

+* +00

3-ta’'rif. Agar Jf(x)dx vyagqginlashib f]/(*)]*k uzoglashsa,

N\f(X)dX xosmas integral shartli yaginlashuvchi deyiladi.

4-teorema. / (X) va g(x) funksiyalar [<-h¢) oraligda anig-
langan bo'lib, f(x)>0 wva g(x)>0 bo'lsin.
Agar x—»+00 da

7(*)=0"(g(*));

4x -
bo'lsa, ff(x)dx va N\g{X)dX yxosmas integrallar yoki bir vaqgtda

yaginlashadi yoki uzoglashadi.
5-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a +co) oraligda anig-
langan bo'lib, ular quyidag;shartlarni bajarsin:

(Abel alomati) a) \f(x)dx yaginlashuvchi,
b) g(.x) funksiya [a+co) da monoton
va chegaralangan;

(Dirixle alomati) a) »x \Asa \f(x)dx<K,
b) g(x) funksiya [a,+00) da monoton
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va  limg(*) =0.

U holda \f(X)dx xosmas integral yaginlashuvchi boMadi.

a
+C

Misollar. 1) jsm*2fr XOSmas integral yaginlashishga tck-
1
shirilsin.
@ +» 1 J
< Jsinxx&= Jxsinx2e—dfc deb olib, /(*) =*sin*2, g(x) =-

i i X s s
deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:

1) f(x) =xsinx2eC[l,+°0) va F(x) =--cosx2- chegaralangan;
R ALY O
41 X

sinx2ix - yaginlashuvchi. >
I [

*

“rsm.v , . . . . . .
2) J — xosmas intcgralning shartli yaginlashuvchi ekanli-

gi ko'rsatilsin.
< Agar /(x) =sinx va g(*) =
yaginlashuvchi ekanligini hosil gilamiz.

“ desak, Dirixle alomatiga ko‘ra

Endi
dx;
i K X
xosmas integrating uzoglashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz.
1-cos2jc

v .2
sinx >sm X=-——-——— .

Unda \A>i uchun

fisina-, 1N\ 1 rcos2x , .
——dXx>—. —— =, ————dX;
J Vv 2 ¥X 7% x

boMadi. MaMumki,

"edx ~rdx .. fCOs2x_+Cos2f
J— "uzoqlashuvchi va J™ J -J

1 I I
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Dirixle alomatiga ko'ra yagqinlashuvchi. Shulaiga asosan oxirga teng-

sin*
sizlikda a ->+00 da limitga o‘tib, J xosmas integrating
1 X

+X

uzoglashuvchiligini topamiz. => f— —dx integral shartli yaqin-
*

lashuvchi. > T

Eslatma: Birinchi tur xosmas integrallarda ham ma’lum shart-
lar bajarilganda aniq integrallarni hisoblashda qo'llaniladigan
o'zgaruvchilami almashtirish, Nyuton-Leybnis, bo‘laklab integral-
lash va shu kabi boshga formulalar o'rinli bo'ladi. Ularning shart-
larida va ifodalanishida printsipial farg bo'lmaganligi sababli biz
ulaiga to'xtalmaymiz.

2°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
(I1-tur xosmas integral)

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [0,6) yarim segmentda berilgan
bo'lsin. Agar Va>0 soni uchun /(x) funksiya [ab-a)<“\a,b)
da chegaralangan bo'lib, [a,b) da chegaralanmagan bo'lsa, u holda
b nugta f{x) funksiya uchun maxsus nuqgta deyiladi.

Aytaylik b nugta [a,b) oraliqda berilgan f(x) funksiya uchun
maxsus nugta bo'lib, /(jc) funksiya [a, b-a\ kesmada integral-
lanuvchi bo'lsin.

F (<= Jf(*)dx;

deb belgilaymiz. Bu funksiya (0,6-a] yarim segmentda aniglan-
gan.
Ta’rif. Agar ushbu

TI)*;
a b}
limit mavjud va chekli bo'lsa, uning giymatiga f[x) funksiyaning

[c/6) dagi Il tur xosmas integrali deyiladi va
b

I1(*)*; ©)
kabi belgilanadi hamda (3)—xoasmas integral yaqinlashuvchi , aks holda
esa uzoglashuvchi deb ataladi.
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Shunday qilib,
b-a

J/(x)cft:=Jim J/(x)<fc;

Xuddi yuqoridagidek, a nugta / (/x)\ funksiyaning maxsus nugtasi
bo'lganda (a,b] oralig bo'yicha xosmas integral, o va A nugtalar funk-
siyaning maxsus nugtalari bo'landa (a,b) oralig bo'yicha-xosmas in-
tegrallar quyidagi tengliklar yordamida aniglanadi:

j/(x)Ix:=Jim \f(x)dx.

a at+a

J/I(x)N:= lim, J f(x)dx
p—Ek%ﬁ

Misol. "b-x)X*"X (~>0) xosraas integral A<1 bo‘lganda

yaginlashadi va A£ 1 bo‘lganda uzoglashadi.

Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham birinchi tur xosmas in-
tegrallarda o'rinli bo'lgan ulami hisoblash usullari va yaqginlashish alo-
matlari o'rinli. Ularning hammasiga to'xtalmay, asosiylarini keltiramiz.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (3)-xosmas integralning yagin-
lashuvchi bo lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir: \/e>0 uchun 3(5>0: O<a'<a'<6 tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi v a' va a" lar uchun

—

Jf(X)dX <f£m

tengsizlik bajariladi.
2-teorema. / (X) va g(x) funksiyalar \ab) da berilgan bo'lib,
b shu funksiyalaming maxsus nugtasi bo'lsin. Agar Vxe[o,i) da

0</(x)<g(x);

b b

bo'lsa, n holda \s(x)dx integralning yaqinlashuvchiligidan
a h

a

n‘ng yagqinlashuvchiligi; \f{x)"x integralning uzoglashuvchiligidan
h 3

JI()<*T ning uzoglashuvchiligi kelib chigadi.
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Natija. Agar |/(xX)]<c-(ti-ar)'a bo'lib, A<1 bo'lsa (3)-xosmas

integral yaqinlashadi. Agar (b-—)z)7r» ¢ >0,bo'lib, A"

bo'lsa, u holda (3)-xosmas integral uzoglashadi .

3-teorema. Agar x">b-0 da /(.v)=(9 (g(x)) boisa, unda
h

b
JE(X)dX va \g{x)dx integrallar bir vaqtda yaginlashadi yoki uzog-
lashadi. )
4-tcorema. f(x) va g(.t) funksiyalar [a,b) da berilgan bo'lib,
ular quyidagi shartlarni bajarsin:
b
(Abel alomati) a) j/(.x)A integral yaginlashuvchi,

a

b) g(x) funksiya [0,6) da monoton va chegaralangan;

(Dirixle alomati) a) Wk \s>0 Jf{x)dx ZK,

b) £¢(*) funksiya [a, b) da monoton va

Jinge0,=0
n
U holda \f{X)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'ladi.

3°. Xosmas integrating bosh qiymati

1-ta’rif. Aytaylik, f(x) funksiya -oo<je<+o0o togTi chiziqda anig-
langan bo'lib, undagi v kesmada integrallanuvchi bo'lsin. Agar ushbu

JM™M /q * ) * -
limit mavjud va chekli bo'lsa, /(x) funksiya (-oo,+00) oraligda
Koshi ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. Bu limitning giymatiga
esa f(x) funksiya xosmas integralining Koshi ma’nosidagi bosh qi-
ymati deb ataladi va

VP \f(*)dx;
kabi belgilanadi.
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Demak,

Vp*ff{x)dx :=Jim \f{X)dx m
A

—a@
Teorema. Agar f(x) funksiya toq bo'lsa, n holda n Koshi
Ta hosida integrallanuvchi va uning bosh giymati 0 ga teng bo 1adi.

Agar f (v) funksiya juft bo'lsa, n Koshi T ahosida integrallanuvchi
bo'lishi uchun

) f(x)dx;
0

xosmas integrating yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

2-ta’'rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya \ab] kesmaning s
(a<c<b) nugtasidan tashgari hamma nugtalarida aniglangan bo'lib,
(a,c) va (c,b) ga gism bo'lgan v kesmada integralanuvchi bo'lsin.
U holda, agar

A@O jF(x)dx+ J f(x)dx

limit mavjud va chekli bo'lsa, f(x) funksiya \ab\ kesmada Koshi
ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va bu limitning giymatiga inte-
grating Koshi ma’nosidagi bosh giymati deb ataladi hamda wn

V.p\f(x)dx ;
a
kabi belgilanadi.
Misol. f (*) = funksiya [I; 5] kesmada xosmas mahoda

integrallanuvchi emas, lekin Koshi mahosida integrallanuvchi ekanli-
gi ko'rsatilsin.

< Xosmas ma’noda integrallanuvchi emasligi ravshan. Koshi

ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

7 dx r dx
T fx-2 1 X-2+ppx-2. =1“5LniA-2r  +Inff-21L ]=

= lim !In« +In3-Inor) = In3.>
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4°. Parametrga bogiig xos integrallar va ularning funksional
Xxossalari

f(x,y) funksiya R2 fazodagi biror D ={(.v,")e R2:a<x <b,
yeEczR} aniglangan va v fiksirlangan yeE uchun f(x,y)
funktsiya x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] oraligda inte-
grallanuvchi bo'lsin.

Quyidagi )

d (Y)= \AXy)dx; 4)
a

integralga parametrga bog‘liq integral, u o'zgaruvchi esa parametr
deyiladi.

Parametrga bog'liq integrallarda ®(y) funksiyaning bir gator xos-
salari (limiti, uzluksizligi, differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi
va hokazo) o‘rganiladi. Bu xossalarni o'rganishda f(x,y) funksiya-
ning u bo'yicha limiti va unga intilish xarakteri muhim rol o'naydi.

f(x,y) funksiya D to'plamda berilgan, y0 esa E to'plamning
limit nuqgtasi bo'lsin.

1-ta’rif. Agar v f>0 olinganda ham (\fxe \ab\ uchun) shun-
day 8=8(s,x)> 0 topilsaki, \y-yO\<8 tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi Vve E uchun

NfY)-(PX)\<s, xe[ab]\
boisa, n holda <p(X) funksiya f(x,y) funksiyaning y —>y0 dagi
limit funksiyasi deyiladi.

f(x,y) funksiya p to'plamda berilgan bo'lib, od nugta Ye
to'plamning limit nugtasi bo'lsin.

2-ta’rif. Agar VE->0 olinganda ham fVA-e[<7,6] uchun)
BO=A(f,.r)>0 topilsaki, M>A tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Vye E uchun

N\H{Xxy)-(p(X)\<e, xe[a,b];

bo'lsa, v holda <p(v) funksiya f(x,y) funksiyaning y->°o dagi
limit funksiyasi deyiladi.
Limit funksiya ta’rifidagi 8 =8(s,x) >0 ning fagat £->0 gagi-
na bog'liq qilib tanlanishi mumkin bo‘lgan hoi muhimdir.
3-ta’rif. D to'plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y->y0 dagi
limit funksiyasi <p(X) bo'lsin. Agar VE>0 uchun 38 =8(e)>0 topil-
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saki, \y-yO\<3 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye £ Ba Vxe[o0,6]
lar uchun
Hxy)-a>{x"<s%
bo'lsa, f{x,y) funksiya oz limitfunksiyasi <p(X) ga [a,6] da tekis
yaginlashadi deyiladi.
4-ta’rif. D to'plamda berilgan f{x,y) funksiyaning y->y0 dagi
limit funksiyasi <p(X) bo'lsin. Agar 3e0>0, \/S>0 olinganda ham
3 X0&\apb\ va In-"ol tengsizlikni ganoatlantiruvchi yN\e E topil-
saki, ushbu
I/(w.)-p(*o)|"*0.
tengsizlik o'rinli bo'lsa, v holda f{x,y) funksiya <p{X) ga notekis
yaqginlashadi deyiladi.
1-teorema. (Koshi kriteriyasi) f(x,y) funksiya y-+y0 da lim-
it funksiya (p{X) ga ega bo'lib, unga tekis yaqginlashishi uchun quy-
idagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: Ve>0 uchun
S=£(e)>0 topiladiki, W-yON\<G \y-yO\<d tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi Vy'y’ e E hamda Vxe[a,£] uchun

N y)~H{xy)\<e,

tengsizlik bajariladi.

Endi parametrga bog'liq integrallaming funksional xossalarini
keltiramiz.

2-teorema. Agar

1) v fiksirlangan veE uchun f{x,y)&C[a,b\,

2)y->y0 da f{x,y) funksiya <p(xX) ga tekis yaginlashsa,

1 holda . .

UmJf{x,y)fo=\g>{x)dx ®)
bo'ladi. e
3-teorema. Agar f(x,y) funksiya
D ={(x,y)eR-:x&[a,b\ >€[c,tf]}

to'plamda uzluksiz bo'lsa, n holda
th 00 = Jf{ x>y)dx

funksiya \cd\ kesmada uzluksiz bo'ladi.
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4-teoreraa. Aytaylik f(x,y) funksiya
2 ={(*>>)E/?2:xe[a,6], Ye|[cIT}
to'plamda aniglangan va
1) v fiksirlangan yeE uchun f(x,y)&C[a,b\
2)f;(x,y)~3 va eC(D)
bo'lsin. U holda \cd\ kesmada ®'(>>) mavjud va ushbu

<&'{y)=\f,{x,y)dx (6
a
tenglik o'rinli bo'ladi.

5-teorema. Agar f(x,y) funksiya 3-teorema shartlarini ganoat-
d

lantirsa, unda o (*)®' integral mavjud va

dm b bd
J \f(xy)dx dy=\ Jf(x,y)dy dx R

munosabat o Yinlidir.
Endi umumiy ko‘rinishda berilgan parametrga bog'liq integral-
lami keltiramiz.
Faraz qilaylik, x=<p(y),x=u/(y) funksiyalar [c,d] da aniglan-
gan bo'lib, \AeN\cd\ uchun
a<,(p(y)<4(y)<b\ ®)

munosabat bajarilsin.
6-teorema. f(x,y) funksiya ushbu
D ={(x,y)eR} \xe[ab), yz[c,d"
to'plamda aniglangan bo'lib,
Df(x,y)eC(D);
2) <p(y), y/(®)6CJ[c,(/] bo'lsin. U holda
<)
<>(y)= f f(x,y)dx (9)
®)
funksiya ham [c,d] oraligda uzluksiz bo'ladi.
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7-teorema. (Leybnis formulasi). Agar
Df(.y)*C(D),

2) f,(>,y)*C(D),

J) <p'(y) va i//'(y)<sC|[c,d]

bo'lsa, n holda ®(y) funksiya ham [c,d] oraligda hosilaga ega va
IKV)

oo~ <pE]o Fy{ry)adx+¥\y) fiy{y)>ye<P{y) fL oY)yl (10

munosabat o'rinlidir.

6-teorema shartlari bajarilgan holda ®(y) funksiyaning N\cd\
oraligda integrallanuvchi ekanligi kehb chigadi va (9)-funksiya uchun
ham (7)-tenglik kabi tenglik o'rinli bo'ladi.

5°. Parametrga bog‘lig xosmas integrallar va ularning
tekis yagqinlashishi
f{x,y) funksiya

£)=|(r.y)e/?2:xg[o,+00), yeEczR}

to'plamda berilgan bo’lib, V fiksirlangan yeE uchun
€

N\ f(x,y)dx (Y&E)
mavjud va chekli bo'lsin. aBu integral u ning giymatiga bog'liqdir.

I{y) =*1f(x.y)dx (@)
(Ih-integralga parametrga bogiiq I-tur xosmas integral deyiladi.
Xuddi shu kabi

a -|€D )

NHXY)dX va  Jf{x,y)dx

—8¢ —€C e e
parametiga bog'Uq bo'lgan 1-tur xosmas integrallaming ta’rifini berish
mumkin.

Endi f(x,y) funksiya
D, ={(x,>")6/12:*e[cr,6), y&EC.R\
to'plamda berilgan bo'lib, v fiksirlangan yeE da X=b nuqta

259



f{x=y) funksiyaning maxsus nugtasi bo'lsin va bu funksiya [ab\

oraligda integrallanuvchi, ya’ni
K

N\ f(x,y)dx
xosmas integral mavjud bao'lsin.bUnda

IM =\ f{x,y)dx 12
a

integralga parametrga bog‘lig bo‘lgan U -tur xosmas integral deyiladi.

Xuddi shunga o‘xshash X=a nugta maxsus nuqgta bo‘lgan para-
metiga bog‘lig bo‘lgan ll-tur xosmas integralga ta’rif berish mumkin.

Umumiy holda, parametrga bog'lig chegaralanmagan funksiya-
ning chegarasi cheksiz xosmas integrali tushunchasi ham yugori-
dagidek Kkiritiladi.

Biz asosan, (Il)-xosmas integralning xossalarini o'rganish bilan
shug‘ullanamiz.

Aytaylik, f(x,y) funksiya D to'plamda aniglangan bo'lib, V
fiksirlangan yeE uchun

+00

jif(x,y)dx-3

bo'lsin. = VJ[a,f] e [a,+00) da

FM=\f{x>y)<b (13)
integral mavjud va )
Hec
I(y)= jf{*.y)dx= limF(ty). (14)

(14)-tenglikdan ko'rindiki 1(y) funksiya F(t,y) funksiyaning
t—+00 dagi limit funksiyasi bo'ladi.

1-ta'rif. Agar /-»+00 da F(t,y) funksiya E to'plamda o2z limit
funksiyasi I(y) ga tekis yaginlashsa u holda (Il)-integral E to'plamda
tekis yaginlashuvchi, notekis yaginlashganda esa notekis yaginla-

shuvchi deyiladi.
1

Shunday qilib, \f(x,y)dx integralning Ye to'plamda tekis ya-
ginlashuvchi bo'lishi quyidagini anglatadi:
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-KC

1) VyeE uchun jf(x>y)dx xosmas integral yaginlashuvchi;

a

2)Ve>0 uchun 35=5{e)>0:Vt>5 va VysE uchun
+00

Jf(x,y)dx <e;
|

tengsizlik bajariladi.
N\ f{x,y)dx integrating E to'plamda notekis yaginlashuvchi ekan-
ligi esa quyidagini anglatadi:
&
1) e£ wuchun Jf{x,y)dx xosmas integral yaqginlashuvchi;

a

2) 3ff0>0, >0 olinganda ham 3s0ef wva 3t0>5,
/Oe[a,-w00) topiladiki,
fee

N\/AXx,y0)dx >sn
bo’ladi.
4
Misol. K{y)="yexdx parametrga bog'lig integral a)
0
£ = (0,+00) va b) =[2,+00)c £ oraliglarda tekis yaginlashishga
tekshirilsin.

<a) F{ty)="Nedydx=-\e*yd{-xy)=I-e"*
0] 0

(0</<+00)=>Vy€(0,+00) uchun Ky) P(Hy) =f*y(—g—<) =
&0

1-1=>/(>»)= jye vsbc- yaginlashuvchi.
0
Endi benlgan integralni tekis yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.

~e £ =(o,+00) bo'lsin. Agar VE>0 uchun f0=j,/0>" va y°=~
deb olsak, u holda



1 1
Jy@—"dx =e-db=e 1=—>—3=e0
e
bo'ladi. => integral E =(0,+00) da notekis yaginlashadi.
b) Endi integralni £, =[2,+00)c £ to'plamda tekis yaginlashu-
vchanlikka tekshiramiz. Vf >0 olamiz.

N =\-e* =¥ = —j-= i =£ = =i
J_fye dx i\eur e el ((y>2t>£))<Aj=£=S |2|nS-

deb olsak, tekis yaginlashish ta’rifidagi shartlar bajarilar ekan.

+0

~ (Y= (}ye-"dx integral El=[2-t0) oraligda tekis yaginlashadi. >

2-ta’rif. Agar Ve>0 wuchun 3S=S(s)>0: t'>5, t'>S ni
ganoatlantiruvchi \A't' va Vye£ uchun

le
Jf(xy)dx <e;

tengsizlik bajarilsa, unda (11)-xosmas integral Ye to'plamda funda-
mental integral deyiladi.
[ 3]

1-teorema (Koshi). /(>")= \f{x,y)dx integralning Ye to'plamda

tekis yaginlashuvchi bo'lishi uc?mn uning Ye to'plamda fundamental
bo'lishi zarur va yetarlidir.

Bu teorema nazariy ahamiyatga ega bo'lib, undan amaliyotda
foydalanish ancha qiyin.

2-teorema (Veyershtrass). Agar 37 (x)"0 (xe[a,+00)) funksi-
ya topilsaki
1) Vxe[a-k») va VyeE uchun | ¥ ~»

+00

2) N{x)dx yaginlashuvchi

bo'lsa, unda *(y)= \f(x,y)dx integral Ye to'plamda tekis yaqin-

lashuvchi bo'ladi.
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3-teorema (Abel alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar

D ={(x,y)eA2:xe[a, +m0), yeE);
to'plamda berilgan bo'lib,
1) v fiksirlangan yeE uchun g(x,y) funksiya [a,+00) da x
o'zgar%chi bo'yicha monoton va n D toplamda chegaralangan,

2) \f(x,y)dx integral Ye da tekis yaginlashuvchi bo'lsa, n holda
a «

Jf(x,y)-g{x,y)At-t

integral Ye to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

4-teorema (Dirixle alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D
to'plamda berilgan bo'lib,

1) \/t>a va Vyef uchun

NHXY)dX _¢ (¢ =const),

2) v fiksirlangan yeE uchun g(x,y) funksiya [a-w) da x
0'zgaruvchi bo'yicha monoton va x —>s+» da g(x,y) funksiya 0 ga
tekis yaqginlashsa, n holda

Gf{x,y)—g(x,y)dx—t

integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

6°. Parametrga bog‘lig xosmas integrallaming
funksional xossalari

f(x,y) funksiya D ={(x,y)e/?2:xe[a, +co), yeE] to'plamda
berilgan bo'lib, yO nugta Ye to'plamning limit nuqgtasi bo'lsin.

1-teorema. Agar

1) v fiksirlangan yeE wuchun f(x,y)eC[a,+<x>),

2) y->y0 da V \at\ (a</<+co) kesmada f(x,y) funksiya
P{) ga teki: yaqginlashsa,

3) 1 (y) = \f{x,y)dx integral Ye to'plamda tekis yaqginlashuvchi

bo'lsa, n holda y->y0 da I(y) funksiya limitga ega va
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n» 1(y)=i*7f(x>y)dx=7[g» f{*>y)W =7 pX)dx
bo Usdi ) " J
2-teorema. /lgor /(x,.y) funksiya
= y*c,dn
toplamda berilgan bofib,
1)f{x.y)eC(D),

+00

{/("3")" integral [cd\ da tekis yaqinlashuvchi

boba, n holda Ky)eC\c,d\ bo'ladi.

3-teorema. Agar f(x,y) funksiya
S={(x,Ne/l- :ne[a+<), ye[c,dT}
to'plamda berilgan bo'lib,
Df{x,y)eC(D), f;{x,y)eC{D),

2) v fiksirlangan yeN\cd\ uchun Ky) = J/(x,.y)<ir yaginlashuvchi,

O 1fy(x,y)dx integral \cd\ da tekis yaqginlashuvchi bo'lsa, u
holda °[{y) funksiya [c,d] oraligda /'(y) hosilaga ega bo'ladi va

/'00 = a1-C(*—>Or| ;
tenglik bajariladi.
4-teorema. Agar f{x,y) funksiya
ii=((1,}-)etir:x6[a,-ko), ye[c,d?
to'plamda berilgan bo'lib,
1) f(x,y)eC(D),

2) I(y)= Jf{x,y)dx integral [c,J] da tekis yaqginlashuvchi
bo'lsa, u holda /(>>) funksiya \cd da integrallanuvchi va
+00 d
NIy)dy=\ 7 f(x,y)dx dy= f \f{x,y)dy dx.
c c\_a
bo'ladi.
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7°. Eyler integrallari
(Beta va Gamma funksiyalar)
a) Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning Xxossalari

1-ta’rif. Quyidagi
B(P.a)=\xp{ (\-x)4" dx (15

0
integralga Beta funksiya yoki 1-tur Eyler integrali deyiladi.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.

1) (15)-integral M ={(p.q)eR2: pe (0, +o00), ?e(0, +o00)j
to'plamda yaginlashuvchi, (p0>0,qo>0) to'plamda esa tekis yaqin-
lashuvchi bo'ladi.

2) B(p.q)e C(M).

3) B(p.q) =B(a.p).

4)

Natija. Agar =\-p (0<p <1 bo'lsa,

B(p,\-p)= PPt __ 7 16
PN P= = S gel
tenglik o'rinli bo’'ladi.
(16) dan = =
n 7 sin—
5 V/7>0 va g> 1 uchun
B(p.q)= pﬁql_—l B(p.q-1) 17)
tenglik o'rinli.
N aU ia’ v (m+|/|—1)|

b) Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
2-ta’rif. Quyidagi w
F(p)= \p-e~>dx
0 (18)

integralga Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi.
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.
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nra)=r@2)=1

2)(18)-integral (0,+00) oraligda yaginlashuvchi, V[a,6]c(0,+00)
(O<a<b6<+a0) kesmada esa tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.

3) I(/?)eC(0,+<») va Vh=12... uchun

H{n)(p) = Ix/' E'x(Inx)"<atceC(0,+00)

4) F(p +N=pl(p) (19)

Natija. .r(a+H=nl

Beta va Gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanishni quyidagi te-
orema ifodalaydi.

Teorema. Vp>0, g>0 uchun

(20)
tenglik o'rinli.
Natija. Vpe(0, 1) uchun
r .r(i-p).-JL
(p).r(i-p) Snon 21)
tenglik o‘rinh bo‘ladi.
Agar (21)-tenglikda p =- desak
r (22)

bo‘ladi.

Eyler integrallari yordamida ko‘pgina xosmas integrallami hisob-
lash ancha osonlashadi.

Misollar.

+00

1) /= je~xdx- Eyler-Puasson integrali hisoblansin.

(

1= je'dx =

"x =E>X=\1
dx——t 2t
2
X'dx . . .
xosmas integral hisoblansin.
2 ) Jit
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Nazorat savollari

1-tur xosmas integral tushunchasi.
1-tur xosmas integrating yaginlashishi.
Koshi kriteriyasi.
Umumiy tagqoslash alomati.
Xususiy taqgoslash alomati.
Absolut va shartli yaginlashuvchi 1-tur xosmas integrallar.
1-tur xosmas integrallar uchun Abel alomati.
1-tur xosmas integrallar uchun Dirixle alomati.
2-tur xosmas integral tushunchasi.
2-tur xosmas integralning yaginlashishi.
2-tur xosmas integral uchun Koshi kriteriyasi.
2-tur xosmas integral taggoslash alomatlari.
2-tur xosmas integral Abel alomati.
2-tur xosmas integral Dirixle alomati.
Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh giymati.
Parametrga bog'liq xos integrallar.
Parametrga bog'liq xos integrallarning tekis yaginlashishi.
Tekis yaqginlashishning inkori.
Koshi kriteriyasi.
Parametrga bog'liq xos integralning uzluksizligi.
Parametrga bog'liq xos integrallarni differensiallash.
Parametrga bog'liq xos integrallarni integrallash.
Parametrga bog'liq xosmas integrallar.
Parametrga bog'lig xosmas integrallarning tekis yaginlashishi.
Koshi kriteriyasi.
Veyershtrass alomati.
Abel alomati.
Dirixle alomati.
Parametrga bog'liq xosmas integrallarning uzluksizligi.
Parametrga bog'lig xosmas integrallarni differensiallash.
Parametrga bog'liq xosmas integrallarni integrallash.
Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
Beta va Gamma funksiyalari orasidagi bog'lanish.
Eyler—Puasson integrali va uni hisoblash.



-B-

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Quyidagi xosmas integrallar hisoblansin.

1.1 ki (|j—)|(
v P
“¥ Xdx

3

15 1(7 +» N 4»-
r X—eangK

1.7 - ,
. (A+x2)-71A 7n
f n

19 0 (N 2+1+gr)

rx—+iz
111 n(xr+1)2

1.13 J' '**- «*

+p
f

LS or-nurrrT-

7 flc

1.17 3 (4x
~*rc,g(1-x)

119 J M
0 v(*-0

~r  dx

0 ex +ylex
4 x2+1 1
14 /TTT*-

16 | 5""*-

-+ dx
18 I3/ e pexi
! dx
110 ! (4x2+1)y/x2+I
&L

mz
8t

114

Inx
bl« Jtt?*-

7 xlnx

1-18 i(l+ i!):

« 2

1.20 - r=dx.
IX 3-yf77i



2-masala. Quyidagi 11-tur xosmas integrallar hisoblansin.

2.1 %(Incosx)—cosanl‘l ,JeN.

2.2 ?**(Insin.x)abc.

0
X
2.3 lJincosjafr. 24 J° _i|nf'__'|__x__-|-c=b(r_
-i 1-* VI-x2
Mjc3arcsinx Y ..n n_ n\
25 )] m 2.6 J"xsmp—-cos-"Jck.
0
n ‘A
2,7 -i"(I-x2)arccosx 2.8 (!yjtgxdx
b
2.9 j>/ci&Jafr. 210 J¥e«/—-dx,b>a.
0 A-X
a  dx r x'ax
211 i =,a> 0670. 212 J/—— —r==
Jja 2+b2-2bx 112 A(\+x2)-y/1"x
f A dx
214 J; :
2,13 _,(16—JCZ)—V|—JC2 _|(4_X)_yj\_xz
L)
215 [—1 1 216 Hinsinuate
i X-\J3X —2jc—1 0
f dx ! dx
218 /(2-*).,/0T
-0, dﬁ( 1
2.19 -on j_r:\7£;+l . 2.20 {*1n3%*atc.
4
221 J™M/r=W =T,6>a
3-masala. Quyidagi Il-tur xosmas integrallarni yaqginlashishga

tekshiring.
*in(i+V7)



3.3
0 X

35fdx

3.7
0 *
% (x-2)dx

39 x3-3x2+4

TInsin*
3.11

I«

'fl- COSJC ,,
318y dx.

jVve2+i2
3.15

0 X
3.17

o tg*X

3.19 Na An?-dx.
0 *
A
3.21 Jsin“ x mosfi xdx.

4-masala. Quyidagi xosmas integrallarni yaqginlashishga tekshiring.

4/1.5@&&
I n

# dx
43  Jx-In"

4.5
O *

1
n

AInQ +io)
*

m\acate
e 1

1
38 6-]x+arctgx

3.4

3.6

) bx dr
3.10 oVsinx

VvV odx

3.12 *arccos X

A eaa*x- VI +2cosjc
3.14 dx.

0 VcOS5XC

fIn(l +23c)-Jce-*A
3.16 J 1- cos“ jc
3.18 ic“ (I -i9" *In*<&

0

3.20 Jic" *(1 - X)PdX.
0

7 dx
42 AT X

4+  eadX
44 3 1) WX

46 J
0 yjxa+X
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7 dx ~In(l +x2)

47 1- _a "'l - 48 h ————rdx.
01+3t -sin X 0 (X+OCS
1 xa dx, ¥ «.In(l +x+x")
49 JarcAT 73 ~.(a>"°)- 410 j~ " /-r-—-dx(a>0).
9 Jarc 1_|_|£'|_3 -(a ) 0 5 ][VXr dx(a>0)
+7In(x“ +ex) dx
40U ~ N~ T n(a>0)- 412
N a~n }odx
- - AN = — e |-
4.13 j*T 1r> 0 4.14 bX =y
7 sin2j: 2 N
415 J——n* 4.16 J cos— | ae
o X 1V x
1
nt sin—
iy e g1g FET
' 1x\X -1 ' | x-cos —j
+» | +C
xofct
419 J-pOrcr/g——7-A. 420 f
0 VX 2 +VXx 0 1+x2 sin2x"
r dx
421
5-masala. Quyidagi xosmas integrallar absolut
va shartli yaginlashishga tekshirilsin.
V1 Vx-1, 1__f n dx
51 J—T-cos— 5.2 [Isin ——
0 XVX X J vsinX  sin X
°ch053(lnx)d.x fc_mli£'7_ d*
>% 37 xdx o4 SN st
5.5 J(I - x)° sin-"—dx. 5.6 [—— sin-<it.
0 1-x ie .\ x

271



1 a n

57 fl—_sin—dx
X/ PX-+\ X

X
59 xa

S1fc) aa’n

“rsmx
513
1

O (x+D)* sinx

515 J dx.
2 Inx

wC .
rsinfmx)
517 J— 7 sin xdx.

*7x“minx , a -
519

1 1
|
521 S, g

5.8 ﬁfinxadx

i sin —

510 J X dx

5.12 Y0=")=sthlox

X’ «SinX
dc
X +1

X .
" cosxdit

5.16 ZJX" +Injr

“f QOSyfx
5.18 ,
e X Inx

-KC

5.20 Jx" sinxpdx.

6-masala. Quyidagi xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi
bosh qgiymati topilsin.

6.1 V.p.rsxnxdx.
N

63\~

6.5 V.p\arctgxdx.

-

73 4 N
6

5

N

40
6.4 F./> Jcos«fr.

—<c
it

6.6 r./>Jx/gxrf*.

1 £
12 2

6.8 arctgx+
\Vj

-0
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n dx

6.9 v-P-\I 6.10
B— sinx S5=-*
r/ ~ 134X R ;
6 6.12 N &
-n @ X2+X-6
. % g
N jl
QB3N [1Irw .
"fit
6.15 K//}— & 6.i6 M f.
e+ X - 2
V 1 dx
«17 Vp >T"7- 618
7
6. r-p-\— 6.20 r ,
P> (x-1)3
40
6.21 FKk -$x+I

masala. Quyidagi funksiyalarning berilgan to‘plamda limit
funksiyalarini toping va tekis yaginlashishga tekshiring.

7.1 f(x,y)=¥i-sin —2j=;D ={(X,y)eR2:xe R,0<y <+*>}, yO=—a0.
7.2 /(x,n) =x2;£) = |(jc,>")e/?2:0Sx<"-,weiv], n0=m

7.3 f{x,n) :’i— XT/ ;D :}(x,n)eRZ £ x<+ene N\, n0=°o
_’_n

2 2 2
7.4 /(xn)=—-4— sin”=r;D ={(x,/7)ei?2:15x<+0>, ne/1"}, n0O=m
1+n‘x vin

f (x,n) =sin(ne~"xy,D = | (x,n)e N2:1£ x < +co,ne N},wO=m
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7.6 f(x,n)=—1tS-D = {(x,n) eR2:1<,x< +00,n eN},n0= co.
v nx \Y;
4—4

1fcos— ;Z)={(x,w)e/?2:0Ex<+«>, we#}, /Y%=,
7.8 /(") :Q 'cos“y;D::{(;c”‘)e R2:0 <x<I,0<y<+00}, y0=00-
7.9 /(xX,y)=(x-Dantfgr’;Z)={(x,y)e":0<x<4<0,0<y<-Ko}, yo=—»
7.10 f(Xx,y) =""x2+-j=—;D={(X,y)eR2:xeR,0<y<+<x>}, y0=-00.
7.11 /(x,y) =xr;&>={(x,y)ei?2:0<x<;l,0<y<I},y0=0.

7.12 | () = ={(x,n)e /?72:0 " x<+0,neiVj,«0 =+,
VI? +2X

7.13 /(x,n) =V I+*e>={(*>«)e ] 2:05x£2,ne/1'},/?0=00.

7.14 f(x,n) =narctg-j-r;D ={(x,n)<=R2:0Zx<+co,neN},n0=oo.
7.15 / (x,n) =nixx2"xD = | (x,n)e A2:0 * X < -K»N 6 #},N0=c.
7.16 f(x,n) :yfns'mF]Q?]—,D:{(x,n)eR2:O<,x<+co,ne N},n0=oo.

f \

717 /(*>wW=In 1+ 2! ;z) ={(X,«)e.R2:0 <x<+00,weW},/D=a>.
n \In + Xy

718 /W ) =7"rA7T 7N = 6*2:0" by e n},y0="-
7.19 / (*>jv)=*sin® 2)={("y)e J12:0;Sx<3,ye /?},y0=Vy .
7.20 /(x,y) =sin*-;.D={(x,y)e O2:xe/?,0 <y<+00},y0=hc,

7.21 f{x,y) =x2siny,D ={(x,y) e 12:0<x<50<y <*},y0o=j.
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8-masala. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping.

8.1 F{a)= \edXx. 8.2 F{a)=\" +ax"dx
sina 0 X
4 Db¥sinax . , 4 ,
8.3 ~(a)- J 84 ~(a) =]1/(*+«,*-«)<&.
et 0
a2 rta X

85 /r(«)= fa Jsinfjr+y-a2”~. g.6 *m(«)=

0 Xx-a

X

8.7 £(«)= |x+=>")/(=")it,/(~) - differensiallanuvchi funksiya;
0

F(x)-1
8.8 F@=\fy)-\x-y\dy, a<b saf{y)eC[a,b]:F'(x)-I

8.9 F(a)=\f(y) {x-y)n-dy, Fw (X)-? g>10 F(a)= \aW dy.

"x > -
8.11 F(a)=\.e-xjdy. 812 r(y)=1 dx.
1 cosv
X 4
8.13 F(y)=]f(x +y,x-y)dx. 8N4 J In™ +0)-dx.
y ? X
815 F(y)= j~d x . 8.16 F{y)J\.2-"dx.
I+y X /
8.17 F(>>)=j"sin”" +yjrfr. 8.18 F[y)="(y).(x-yfdy,F1(x)-?

.
8.19 F(y)= \f(y) \x-y\dy,f(y)e C[1,2] F'(x)-?

)
X

820 £(>/)= I(x+x)/(>)p,/r(r)-?, /(.y)- differensiallanuvchi

funksiya;
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8.21 F(*>y)= \{x-yz)f(z2)dz,FK(x,y)-I, f(z)- differensialla-

nuvchi funksiya”®

9-masala. Quyidagi integrallarni ko‘rsatilgan oraligda tekis
yaginlasliishga tekshiring.

+* +x
9.1 JV~-sinxdx; lEa<+o00. 9,2 ae—xdx; 2£ a £ 3.
0
_'?:cosax , r dx .
9.3 — <«<*y», 94 1(717~77’ °Ma<+o0o0.
Hsinx —iilnp'c NN
95 ——-e A0 <ar<+oo. 95 ——J:dsc O"pralo.
0 X | Xn/x
+X COSX . 40
9,7 JV“X——-tie; 0~cr<+o00. 93 j-Jaedx; Ofa<+oo0.
1 X 0
** 2 +00 2
9.9 27ar<3. 9,10 €t; —«><a<-H30.
—00 —K
-foo X +00
9.11 \e sinxts®, —-oo<x<+co. 9,12 Je'ax ©2-dx;0<,a <+00.
0 I a
7 sinx2 VvV x' , N
9.13 Jr—7 ™ PMNO- 914 j 1 - dx O<K-KX>.
0 1+* Ovl—x
vV 1 r 111 1
9.15 0<»<2. ,,6 1 Ao A o* o al<2-
0 * *
"or , V smarx
9 17 Jvor-e™ 0Ma<+o00. 913 J-A==7 ’
2 *  O0y/F Q]
+» 21 2 1
9.19 Je cosydy; xgR. 9.20 j**"1*In— p > 0.
0
‘€ cosn o
9.21 Je"x— 0~ a < +00,p > 0 - fiksirlangan.
1 X
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10-masala.

10.1 Agar /(x)eC(0,+00) va VA>0 uchun j—/—M dx integral

A X

mavjud bo‘lsa, unda ushbu

1/H - /(fa)A=5/(0).hi (a>0, »>0).
X a

Frullani formulasini isbotlang.

+30 . o

10.2 lia)= je °X—-Xdx (a>0) integraldan foydalanib, ushbu
0 *

Dirixle formulasini isbotlang.

Quyidagi integrallarni hisoblang.

103 "r " ~ g'fo* (0o>W>0). 104 T (.»W»0).
0 X 0 X
105 J-—————- dx (a>0,/?>0). 0.6 J--—-— ashxr (or>0,/?7>0).
0
".Infl—a2*2) In(l—a2*"2)
107 J ', (H<1). 108 / 2 dx (J«h-
ox'-yjl-x 0
*7 In(or2+nar) + arctgax mrctgflx
i°.» i»-i® J r
o P x 0
In(l +a V In(l +/?V
10.11 J”;\ 2V TR 1012 fek  xx(@s o)

+X —ax2 —fix2

400
10.13 J-—— — — aEc(@>0,y5r>0). H0.14 e cosbxdx(a > 0).
0 X
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VO
| >xe—-aji sinbxdx(a > 0).
0

10.15

1017 le -f°s™ &.

10.19
oP S '*

7 arctgax
10.21 9 o
X~EN2 -1

dof -
fl sinajc

1016 Jr * /

dx.

sin flic

10.18 J dx
rsin xdx
1020 J--vi—

11-masala. Quyidagi integrallarni hisoblang.

N
j In(02sin2x +b2cos2x)dx.

rctgx  dx
r* Vi-jr

; sindax - sin4/?x
115 |

111

11.3

v

Xsmax

17§y, *

(f , 2
Sin™X .
|-—— —dx.
0l+x

-«

Jsinx2 cos2axdx.

11.9

1111

r
1113 3po_

= al ,61

4.2 ﬁn(l—Zacosx +a2)fifc.

i/ 1>
>-
11.4 Joos In- *~ *%dx,a>0,b>0,
0 Vv XJ Inx

rcosax .
116 )t dx-

* cosax
dx.

118 / (1+x2)2

+00

11.10 Jsin(ax2+&t+c)c&(a*0).

-0

+00

11.12 f cosx2 —cos2fIxcfr.

11.14

1115 ' X—dx(a>Q,b>Qi). 11/16 JeQOM-sin(asinx)— .
n 1 X n X
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*

* o a? T ¢ «2n
1118 le -cos-Liakr. .19 Je sm;rdr.

* Y

1-0COSJC CoSa
11.21 fsin®In*-""-rfr,a>0,A>0.

Ko‘rsatma. 10 va 1l1-masalalami yechishda xosmas integrallarni
parametr bo'yicha differensiallash yoki integrallash hamda Frullani

va Dirixle integrallaridan foydalanish yaxshi natija beradi.

12-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi
integrallarni hisoblang.

12. n.2 m>o0).
104 =« r dx
123 J-j— *(0<»<1). 124 j +
i r2«i f XZHX
125 /iA 7 n(0<a<1l)- 126 ‘f i i-*2)"
- = dx
127 128 IMT
12.9 Jsin6x-cos4xrfx 12.10 >
-0 Ay'—|
1211 fX2e"*ldx(n -butun son) 1212 j~r N (« >0)
o] 0 1+*
1213 1(177~*" 1214 1 (~ f (“>0t>0-2>0)-
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/

12.16 fe'Xdx(n>0).
1215 f e (" >0)- fe™xdx(n>0)

.
12.17 |sin" x-cos" xdx. 12.18 e Xdx
o 0

0_4 ,
12.19 jlg’>ax 12.20 j[In*]

x-a)n (b-xy
1221 J'{ mf2 tic (0<a<se, c>0).

(x+c)
-D-
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Quyidagi
dx

(x2+ X+1)3
xosmas integral hisoblansin.

X+2 1

= _d&__=f dx almashtirish  _ | &
“(x+x+1)3 fx+l1V +3_ bajaramiz

17 2) 4 o

Bu integralni hisoblash uchun xosmas integralda bo'laklab inte-
grallash usulidan foydalanib, quyidagi ishlarni bajaramiz.

po gy Tt )
7.d 2 i A ,2a_ In 1 dt 2+
Jfexif" | w —|rr H |
\v=dtv=t //
B.N. f
1] ) dt-21 dt__ 31 dt _a4x 31 dt
t'+3
N2~ H 1
d _ 4n
a 3Y-3n/3’
|(n*3
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4y_] dt rdt=

o >3
**]/2+ - r+-
4;
Shunday qilib, berilgan integral | ga nisbatan ushbu
4n 16+
=_7=-3/-
3 3T3

tenglamaga keldik. Bu tenglamadan

1 B4jia™#% ekanligini hosil gilamiz. >

2.21-masala. Quyidagi

dx
4. - b>a.
yH{x-a)(b-x)
II-tur xosmas integral hisoblansin.
< X=a vax=Db nugtalar integral ostidagi funksiyaning maxsus

nugtalari bo‘ladi. Agar integralda

X =acos2t +bsin21;
almashtirish bajarsak, berilgan xosmas integral oddiy xos aniq inte-

gralga kelib qoladi. Darhagigat,
x=a=>t=0 |.Y-B=(A-a)sin;r
>va< «dx = 2(b - a) sin/ costdt.
b-x =(b-a)cos21

Bu ifodalami berilgan integrallaiga olib borib go‘yib topamiz:



3.21-masala. Quyidagi

sin“ X ecosp xdX.
0
integralni yaginlashishga tekshiring.
<lIntegral ostidagi funksiya uchun a <0 bo'lganda *=0 nug-
ta, p< 0 bo'lganda esa *=y nuqgta maxsus nuqta bo'ladi. Shu

sababli integrallash oralig'ini ikkiga ajratamiz:

integral «>-1 da

yaqginlashishini e’tiborga olsak, taggoslash alomatiga ko'ra /, inte-
gral a>-1,/?-V va /, integral /?>-1 a-V bo'lganda yagin-
lashishini hosil gilamiz => Berilgan integral a>-1 /?>-1 da ya-
ginlashadi. >

4.21-masala. Quyidagi

integralni yaginlashishga tekshiring.
<1) Faraz gilaylik a> 1 bo'lsin. =>e=a -1 deb belgilasak,
e > 0 bo'ladi. Unda

xa XpxX X+ Npx J 2-NpX X2
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lim 1 =0=>3A>2:\/XZA ughup — <1 bodadi
jl’-))'|®./ -K/* %_lj}%/

=>VX2A da /(*)~M"NT7 = bo'ladi
X 12
7 * 4 * LN =+
j X'mnlx~ jx" b”x IX" bex ,,+h
A (ic-

desak, h =J-Q[M vy integral oddiy uzluksiz funksiyaning integrali

bo‘lgani uchun yaginlashuvchi.

. dx
L= jx,, X integral esa tagqoslash alomatiga ko‘ra yaqin-
A
%)
lashuvchi, chunki \Ww{X)dx- J— 7 vyagqinlashuvchi.
A A X

dx
Shunday qilib, _?J\T’\FX integral a >1 bo'lganda V/? uchun

yaginlashuvchi.

2) Endi a =1 bo'lsin.

f dx dx *_rd(\n*) _ [yaginlashadi, /?> 1,
ch*-ln*rt~ \In"x J In"x  [uzoglashadi, (3<1

3) a< 1 bo'lsin. Bunda s=\-a deb belgilab, I)-holda bajar-
gan ishlami bajarsak, berilgan integralning uzoglashuvchi ekanligi-
ga ishonch hosil gilamiz.

Demak, berilgan integral a> 1 bo‘lganda V 3 va a=1
bo‘lganda, /?>1 lar uchun yaginlashadi. Qolgan barcha hollarda
esa uzoglashadi. >

5.21-masala. Quyidagi

ax
X
integral absolut va shartli yaginlashishga tekshirilsin.
< Berilgan integralning yaginlashishini Dirixle alomatidan foy-
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dalanib, ko'rsatamiz

RN Arb o) =1-

deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:
H/(x)eC[O0,]) wva /(*) ning boshlang'ich funksiyasi

cos {1-x —chegaralangan;

= \— i =+ i 1) =
2)g(x) =\=x funksiya [0,1) da = va *I_|>T_Og(,t) 0

3 g'(MN=-16C[°.1)- o :
Dirixle alomatining shartlari bajarilayapti =

= Js'nf§j— 1'T3- yaginlashuvchi.
0 0 \1~X) 1 x
Berilgan integral absolut yaginlashuvchi emas. Bu tasdiq

*Sin— sin’
I-x I-x I-x I-x

tengsizlikdan va

- dx
jsin2
I-x
integralning uzoglashishidan kelib chiqdi. Oxirgi integralning uzoglash-
ishini I°-punktda keltirilgan 2)-misoldan foydalanib, ko‘rsatish giyin
emas. Shunday qilib, berilgan integral shartli yaqginlashuvchi. >
6.21-masala. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh diy-

mati topilsin:

dx
VP Y =3x+2
dx
X=-bx +2 o(*-1)(n:-2)
dx dx Foooax

VT ML) (x-2)" 3 (x-D@r-2) N2>
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24

1.3 dX d>( dX
+I£H}€) | 41;\tz
=N - (x-2) 00"2
. dx
LL%J‘
A 3%*_0(*_2)'
AB8ar ekan
ligidan foydalanib, yuqoridagi limitlarni hisoblasak,
1 dx

V-PJx2_ 2x+-0—  tenglikni hosil gilamiz. >
7.21-masala. D=](*,,y)e2:0£x£5, 0<y<7r), to‘plamda

berilgan f{x,y) =x2siny funksiyaning Yo=" nugtadagi limit funk-
siyasini toping va tekis yagqinlashishga tekshiring.

A
<  (EX)=Ilim/(*,>>)=Ilimjrsiny=— x2- limit funksiya.
Nl 2

f(x,y) funksiya (p(xX) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini 4°-punkt-

dagi 3-ta’rifdan foydalanib, ko‘rsatamiz. V£>0 va quyidagi ayir-
mani olamiz.

-*/b +a/
X2-S|ny——i)(J rlsfny—sfnélzxzo 25iny—2— —cosY—E—

<x2-2 X1-8 <25S=e=>S =2—5 .

Demak, Ve>0 olingarda ham — deb olsak, y—iE <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye(0,;r) va Vxe[0,5] lar uchun
\f(xy)-<p(x)\<e tengsizlik bajariladi. Bu esa Y~*~" da f{x,y)
funksiya <p(x) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini anglatadi. >
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8.21-masala. Agar
Y
F(X,y)- Nx~¥2)f [2)dz f(z)-differensialianuvchi funk-
g -
siya bo‘lsa, Fv (Xy) ni toping.
< Bu masalani 4°-punktdagi 7-teorema va (I0)-tenglikdan foy-
dalanib, yechamiz. Teoremaning shartlari bajarilishi ko'rinib turib-
di. (I0)-formuladan ikki marta foydalanish natijasida talab gilingan

hosilani topamiz:
fx\

Fx (X>Y)= \fH{z)dz +y {x-y-xy)f(xy)- v
|

= \f{2)dz +(xy-xy")-f(xy)\

y
KNy ="Q'dz+x - fNe )- [ F[] +(X-3xy-)f(xy)+
+(xy-xy>) f{xy) x=x(2-3y2)/(xy)+y f[* +1y{x-YIN\xy)->
9.21-masala. Quyidagi

|l e
I

integralni O0<a <+co, P> 0-fiksirlangan boMganda tekis yaginlash-
ishga tekshiring.

< Berilgan integralning tekis yaginlashishini Abel alomatidan
(5°-punktdagi 3-teorema) foydalanib, ko'rsatamiz. f(x,a) =e-ax va

Yy COSX

g(x,a)- - — deb belgilab, Abel alomatining shartlarini tekshiramiz.

1 f(x,ce) =e-ax funksiya har bir fiksirlangan are[0,-ko) uchun
monoton va D ={(x,a)e/?2:xe[l,+00),are[0,+00)| f to‘plamda che-

garaiangan |/(x,a)] <1.
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(cosx

2) J——dx~integral Dirixle alomatiga ko‘ra 0<«<+<»

i X

to'plamda tekis yaginlashuvchi. Abel teoremasining shartlari bajaril-

di. => berilgan intengral 0”a<-H» to'plamda tekis yaginlashadi.>
10.21-masala. Quyidagi

f arcf ax dx

iX'—i
integral hisoblang
-V "'loarctg ,
< I(«j= J—]j , —** deb belgilab olib, bu integralni para-
i X -Vx*-1

metr bo'yicha differensiallash amalidan foydalanib, hisoblaymiz. Bun-
ing uchun awal xosmas integrallarda parametr bo'yicha differen-
siallash mumkinligi haqgidagi 6°-punktda keltirilgan 3-teoremaning
shartlari bajarilishini ko'rsatamiz.

y arctgax . j
f[x,a) =——]==== va 2)= (,qc,a)el'l*:1<,qc<+oo,—00<a<+00f
X =\Ix—I

deb belgilaymiz.
Ww,)i.J=9 2 Ls 4
IM i x'=JIx”I 2x2- yf?—-l

-T— 2 ,*—/V - ;
{*Xk)l ,q'(1+a'£!,i;)v1r—l Wr-1

~ thfr 7 1 ,
tengsizliklar va _,/, , , J TTI“r integrallar yaqin-
i 2icvx -1 iWr-

lashuvchi ekanligidan Veyershtrass alomatiga ko'ra \f(x,a)dx \a
+0 n 1

\fa (x,a)dx integrallaming -oo<a<+oo to'plamda tekis yaqin-
1

lashishini hosil gilamiz. Demak, berilgan integraldan parametr a
bo'yicha xosila olish mumkin:

I'GN -1 *
MHO\+a 22)-y[x*-i Bu integralda x=cht almashtirish
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\a\

1- bo'lishini topamiz. Bu tenglikdan
W\+az2, P g
I (a) ni topamiz. a 2.0 bo'lganda
or
1-m dor + c= -Vl+a:j+c,af£o0
k M+ar2]

/(0)=0=>c ="-=>1(a)="{\ +a -yjl +a2j,ar £ 0.

Xuddi shu kabi «”~0 bo‘lganda I{a)=-~[\-a-yJ\ +a 2]

ekanligini topamiz. Ikkala  javobni umumlashtirsak,

l(@)=~(1+H -yJl +a2)sgna, JaJ<oo tenglikni hosil gilamiz. >

11.21-masala. Quyidagi

JsinTin—l-— —dx, a>0, b>0-
(o] \ X/ I*1-*
integralni hisoblang.

X X3 A
< Bu integralni ushbu * =xlY tenglik va parametrga
a

bog'lig integrallarni parametr bo'yicha integrallash hagidagi teore-
madan foydalanib, hisoblaymiz:

dx-
X )y A~ - XK H 4 M x>
/ 1 X =e~' =>dx =-e~'dt N
In—Idx dy =
N\ X =0=>/=+cox=1=>/=0

=j Je"h*-sintdt dy =

t™w

7= Je ( » -sintdt integralda iklci marta bo1iaklab integralla-
o
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sak, | go nisbatan chizigli tenglama hosil qilamiz va

| ———-~A7— ekanligini topamiz = f---—— 5=arclg (> +)1* =arctg (b +l)-
(y+j)'+1 3 J) °

12.21-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi

a (X +C)
integralni hisoblang.
< Berilgan integralni Eyler integraliga keltirish uchun shunday
almashtirish bajarishimiz kerakki, natijada [a,b\ kesma [0,1] kes-
X-a b-a
maga o'tsin. Buning uchun t almashtirish bajarish
X+C b+c
kifoya.
Agar berilgan integralda shu almashtirishni bajarsak,
b-a b-x b-a1
J— = =T 1-/)"
f T fb-l-c, O a4 @-N" va
dx b-a

(x+c)2 (b+c)-(a+c)

bo'lib, u quyidagi ko'rinishga keladi va oson hisoblanadi:

I \AL+n+2 1, (\m+1/ _\/.+|y \("’J_”LU
a (Vv+c) (6+C) +(a +cC)

g
B(/a +1,n+1).

Natija. Agtr berilgan integrallarda m va n lar natural sonlar
bo'lsa, unda
(b— )m—l—n+1 T|/|!—|/|!

=7 "N/

(6 +c) —(a+c) fm+n +|y bo ladi. >
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9-8. 8-MUSTAQIL ISH

Karrali va egri chizigli integrallar. Sirt intcgrallari va
maydonlar nazariyasi elementlari. Furye qatorlari

Ikki karrali integrallar va ularning asosiy xossalari.
Ikki karrali integrallarni hisoblash.

Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar.

Ikki karrali integrallarning ba’zi tatbiglari.

1-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

2-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

Grin formulasi va uning tatbiglari.

1-tur sirt integral! va uni hisoblash.

2-tur sirt integrali va uni hisoblash.

Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari.
Maydonlar nazariyasi elementlari.

Furye gatorlari.

—A-
Asosiy tushunsha va teoremalar
1°. Ikki karrali integralning ta’rifi va uning asosiy xossalari

Rimanning karrali integrallar nazariyasi Rn fazodagi Jordan
o'lchoviga asoslangan. Jordan bo'yicha o'lchovli to'plamlaming asosiy
xossalaridan biri, uning chegaralangan bo'lishidir. To'plam chegara-
sining Jordan o'lchovi O ga teng bo'lishi zarur va etarlidir. R2(R3
fazoda Jordan bo'yicha o'lchovga ega bo'lgan to'plamga kvadrat-
lanuvchi (kublanuvchi) soha deyiladi. n>3 bo'lganda karrali inte-
grallar nazariyasi ikki karrali integrallar nazariyasidan prinsipial ji-
hatdan farg gilmaganligi va ikki karrali integrallarni tasawur qilish
osonrog bo'lganligi sababli biz asosan ikki karrali integrallar nazari-
yasini keltirish bilan kifoyalanamiz. Butun paragraf davomida biz
garalayotgan sohani kvadratlanuvchi deb faraz gilamiz.

Aytaylik DczR2 sohada f(x,y) funksiya aniglangan bo'lsin.
D sohani V egri chiziglar to'ri yordamida n ta D],D2...,Dn soha-
chalarga bo'lamiz.

DKsohada V(£r,74) nuqgta olib, ni hisoblaymiz ham-
da quyidagi
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(o
K\
f(x,y) funksiyaning D soha uchun integral yig‘indisini tuzamiz.
Bu yerda Sk - DK sohaning yuzasi.

Tarif. Agar (I)-integral yig'indining A= m?xdiam DK 0 ga in-

tilgandagi limiti mavjud bo'lib, n chekli songa teng boba hamda uning
giymati sohaning bofinish usuliga va KTjk) nugtalaming tanlanishiga
bog'lig boimasa, n holda o'sha son f(x,y) funksiyaning D soha bo'yicha
ikki karrali integrali (Riman mahosidagi integrali) deyiladi va n

1~ Ny )ds yeki 1~ \N{Xx,y)dxdy;
D D

kabi belgilanadi. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi deyi-
ladi. Aks holda f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi emas,
deyiladi.

Shunday qilib,

I = \\f{x,y)dxdy :=lim ,77) «Sk 2

Izoh. Karrali Pntegrallar uchun int(:,grallanuvchi funksiya chega-
ralangan bo'lishi shart emas. Lekin, biz tasdiglaming sodda bo‘lishi
uchun paragraf davomida integrallanuvchi funksiyalardan ularning
chegaralangan bo'lishini talab gilamiz.

Ikki karrali integralni ham bir o'zgaruvchili funksiyaning aniq in-
tegralidagi kabi Darbu yig'indilari yordamida ham aniglash mumkin.

Aytaylik, MK=Sup{i\x,y):(x,y)eDR va nk=inf{/(x,y):(x,>)eDK
bo‘hb, ak=Mk-mk-f(x,y) funksiyaning DK sohadagi tebranishi
bo'lsin.

1-teorema. f(x,y) funksiya d sohada integrallanuvchi bo'lishi
uchun

tenglikning bajarilishi zarur va etarlidir.

2-tarif. Agar Vf>0 wuchun EcR2 to'plamni yuzalarining
yig'indisi e dan kichik bo'lgan sanogli sondagi to'g'ri to'rtburchaklar
bilan goplash mumkin bo'lsa, n holda E to'plamning Lebeg o'lchovi O
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ga teng deyiladi. Agar E toplamni yuzalarining yig'indisi etarlicha
kichik bo'lgan chekli sondagi to'g'ri to'rtburchaklar bilan goplash mum-
kin bo'lsa, unda E to'plamning Jordan o'lchovi O ga teng deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, Jordan o‘Ichovi O ga teng to'plamning Lebeg
o'lchovi ham O ga teng bo'ladi. Teskarisi o'rinli emas lekin Lebeg
o'lchovi 0 ga teng kompakt to'plamning Jordan o'lchovi ham 0 ga
teng bo'ladi. Jordan o'lchovi O ga teng bo'lgan to'plamlaming chek-
li sondagi yig'indisining Jordan o'lchovi, Lebeg o'lchovi O ga teng
bo'lgan to'plamlaming sanogli sondagi yig'indisining Lebeg o'lchovi
0 ga teng bo’ladi.

2-teorema. (Lebeg teoremasi). Agar f(x,y) funksiya o'lchovga
ega bo'lgan yopiq D sohada chegaralangan va bu sohadagi Lebeg
o'lchovi 0 ga teng bo'lgan E sohada uzilishga ega bo'lib, golgan
barcha nugtalarda uzluksiz bo'lsa, u holda f(x,y) funksiya D so-
hada integrallanuvchi bo'ladi.

Natija. Agar f(x,y) funksiya o'lchovga ega bo'lgan chegara-
langan yopig D sohada uzluksiz bo'lsa, u holda f(x,y) funksiya
D sohada integrallanuvchi bo'ladi.

Ikki karrali integrallar ham oddiy bir o'zgaruvchili funksiyaning
aniq integrali uchun o'rinli bo'lgan gator xossalarga ega. Biz ul-
aming barchasini takrorlamay, o'rta giymat haqidagi teoremalarga
to'xtalamiz, xolos.

f(x,y) funksiya D sohada aniglangan bo'lib, shu sohada che-
garalangan bo'lsin, ya’ni 3m va M sonlar: \./(X,y)eD uchun

m<f(x,y)<M;
bo'ladi.
3-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lsa, n
holda 3 o'zgarmas U, (T</n<M) son mavjudki,

/= Jf(X,y)dxdy = M-S;
D
bo'ladi. Bu yerda S — D sohaning yuzasi.
Natija. Agar f(x,y)eC(D) bo'lib, D yopiq bo'lsa, unda
3(a,b) e D nugta topiladiki
1= jif(x,y)dxdy =f(a,b)-S;

bo'ladi.
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4-teorema. Agar funksiya D sohada integrallanuvchi
boHb, n shu sohada o'z ishorasini o'zgartirmasa va f(x,y)eC (D)
bo'lsa, n holda 3(a,b)<=D nugta topiladiki,
N\\Ff(Xy)g(x,y)dxdy =f(a,b)- jjg(x,y)dxdy;

D D

bo'ladi.
2°. Ikki karrali integrallarni hisoblash

Ikki karrali integrallar amaliyotda takroriy integralga keltirish
yordamida hisoblanadi. Biz D soha to‘g‘ri to‘rtburchakli va egri
chizigli trapetsiya bo'lgan 2 ta holda ikki karrali integralni takroriy
integralga keltirish hagidagi teoremalami keltiramiz.

l-teorema. f(x,y) funksiya D=\(X,y)el" :a<x<b, c<,y<d"
sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin. Agar har bir fiksirlangan

xe\ab\ da
d

integral mavjud bo'lsa, v holda ucshbu
chd
N\ f(x,y)dy dx.

takroriy integral mavjud bo'lib,

@

tenglik o'rinli bo'ladi.
2-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lib,
V fiksirlangan ye\c,d]da
b
I (X) = \f{"y)dy\

mavjud bo'lsa, u holda

integral ham mavjud bo'ladi va
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d
=1

b
\jf(x,y)dxdy N\f(Xy)dx dy

©)

tenglik bajariladi.
Endi soha

D ={(x,y)eR2:a<x<.b, (p,(X)<y<(p2(x)}

egri chizigli trapesiya ko'rinishida berilgan bo'lib, <(*) va
(@{9eC\ab\ bo'lsin.
3-teorema. f{x,y) funksiya D sohada berilgan va integralla-
nuvchi bo'lsin. Agar v fiksirlangan xe[ab\ uchun
»(*)
/(x)= 1)f(x>y)oy
«

integral mavjud bo'lsa, n holda

0o

] I f{xy)fy ox

mavjud bo'ladi va

Wf,y)dxdy = j | f{x,y)dy dx. (6)

tenglik bajariladi.
Agar D soha
D ={(x.y)e R2:y/(y)"x"y/2(y), c<y<d}
ko'rinishda bo'lib, i/z"y) va iff2(y)eC[c,d] bo'lsa, unda quyidagi
teorema o'rinli bo'ladi.
4-teorema. f(X,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lib,
V fiksirlangan yeN\c,d\ uchun

+Ay)

1(y)= Jf(x,y)dx\
My)

mavjud bo'lsa, unda
bl y)

J f(x,y)dx dy;
.My)

mavjud va
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d b
N\f{xy)dxdy=J j f(x,y)dx dy @)
0 ¢ Uwy)

bo'ladi.

3°. Ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilami almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

DczR2 soha berilgan bo'lib, f(x,y) funksiya D da integral-

lanuvchi bo'lsin. => ~M(x,y)dxdy-3

] @)

deb belgilaymiz. Bizdan (7) ni hisoblash talab qgilinsin. Ravshanki,
f(x,y) funksiya hamda D soha murakkab bo'lsa, (7)-integralni
hisoblash giyin bo’'ladi.

Ko'p hollarda x va un o'zgaruvchilami boshga o'zgaruvchilarga
almashtirish natijasida funksiya ham, soha ham soddalashib, ikki
karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Aytaylik, 2 ta xOu va uOv tekisliklar berilgan bo'lsin. xOu tek-
isligida chegaralangan, chegarasi 8D sodda, bo'lakli silliq chiz-
igdan iborat bo‘lgan D sohani qaraylik. Ikkinchi uov tekisligida
ham xuddi shunga o'xshash [, sohani olamiz.

<p(u,v) va <//(uyv) funksiyalar [ da berilgan shunday funksiy-
alar bo'lsinki, ular A sohadagi V(m,v) nuqtani D sohadagi
nuqtaga akslantirsin, ya’ni

X=<p(uv)
y = If/(u,v) ®
funksiyalar [ sohani D sohaga akslantiradi.
Faraz gilaylik, bu akslantirish quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) (8)-akslantirish o'zaro bir giymatli,
2) <p(xy),t//(x,y)eC(D) bo'lib, bu funksiyalaiga teskari bo'lgan
funksiyalar gt(m,y),”,(n,y)eC(4) va ularning barcha birinchi tar-
tibli xususiy hosilalari 3 bo'Ub, ular ham mos sohalarda uzluksiz bo'lsin,

3) (8)-sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilalaridan tuzilgan
determinant (yakobian) uchun
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du Sv
shart bajarilsin.
Teorema. Faraz qgilaylik, (8)-sistema yordamida aniglangan funk-
siyalar [, sohani D sohaga akslantirsin va yuqoridagi I)-3)-shartlar-
ni ganoatlantirsin. U holda

1= jif(*>y)dxdy= \N\F\y(U,V),4UV)~\-NI(u,v)\dudv (10)
D A
bo ‘ladi.
(10)-formulaga ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilami almash-
tirish formulasi deyiladi.
Uch karrali integrallarda o‘zgaruvchilami almashtirish formula-
lari ham shu kabi bo'ladi. Masalan,

X =<p(u,v,w)
-y =t//(u,v,w)
z=z(u,v,w)
funksiyalar [et13 sohani DczR3 sohaga akslantirib, yugoridagi

)-3) shartlami qganoatlantirsin. Agar D sohada integrallanuvchi
f(x,y,z) funksiya berilgan bo'lsa, u holda

) Z)dxdydz= jfj[p(u,v,w),y/ v,W]
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda

dx dx dx

du dv dw

/(uvw) 1{x>y>z CV dy  do

D(u,v,w dv  dw

dz dz oz

du dv dw

berilgan akslantirishning yakobiani.

Ikki karrali integrallarni hisoblashda qutb koordinatalar siste-
masiga o'tish (X =rcos<p, y=rsii\({p, | =r), uch karrali integral-
lami hisoblashda esa silindrik yoki sferik koordinatalar sistemasiga
o'tish ko'p hollarda yaxshi natija beradi.
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Silindrik koordinatalar sistemasida VA/e /13 nuqta M(<p,r,z)
kabi beriladi (10-chizma).

10-chizma.

Silindrik koordinatalar sistemasini Dekart koordinatalar siste-
masi bilan bog‘lovchi formulalar (11) va (12) tengliklarda keltirilgan.
X = FCOb(p

w )
Y =15\Yp
z=2, 0 (pti2a, 0~r<+oo0
r=\p+y2
= arctgl (12)
X
=7

(Il)-sistema uchun yakobian

Sferik koordinatalar sistemasida VM eR3 nuqta M[cp,p,y/) kabi

z

2

K 11—-chizma.
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beriladi (11-chizma). Sferik koordinatalar sistemasini Dekart koordi-
natalar sistemasi bilan bog‘lovchi formulalar (13)-tenglikda keltirilgan.

X =pcos<p-s,mif/

y =psm<p-smy/ 0ii(p” 2n, 0<p<+o00, O<u/*TC (13)
Z = pcosiy
(13)-sistema uchun yakobian
D{x,y,z .
xy.2) =p1l-sin®
D{v,p,v)

4°, Ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiglari

a) Jismning hajmi. R3 fazoda yuqoridan z =f(x,y) sirt bilan,
yon tomonlaridan yasovchilari OZ o‘giga parallel bo'lgan silindrik
sirt hamda pastdan OXY tekishgidagi D soha bilan chegaralangan
(V) jismning hajmi V ushbu

V=j1f(x,y)dxdy (14)
D
formula yordamida hisoblanadi.
Misol. Ushbu
xt 21’

2 Vi
ellipsoidning hajmi topilsin.
< Agar |z>0} yarim fazodagi ellipsoid bo'lagining hajmini V,
desak, unda

2 12
V=2V,=2clW x-*"-~dxdy;

4 Il H

n arcoscp  almashtirish  bajaramiz, wunda D soha
ly =brsin(p

bo'ladi. Bu yerda
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O ={(r,<p) :0<r<,\,0~(p< 2n\ to‘g‘ri to'rtburchakka akslanadi va ya-
kobian

dx dx

dr o acos(p,-ars\x\(p

dy dy bsin<pbrcosp

dr dep
bo'ladi. Unda

V =2¢JjV I-r2eabrdrdcp =labc | r<Jl-r2 Jd<p dr =4nabc jW |-r20vV=— abc. >
& 0 0 0 3

b) Yassi shaklning yuzasi.
Ikki karrali integralning ta’rifiga ko‘ra, D sohaning yuzasi

5 (15)

formula yordamida hisoblanadi.
Xususan, soha 1>=|(gr,>")eN12:a<x<,b, 0~y</(*)j egri chiz-

igli trapetsiya bo‘lsa, u holda

M
S=N\dxdy=J \dy dx= {/(*)<&;

bizga ma’lum bo'lgan formulaga kelamiz.

d) Sirtning yuzasi. Aytaylik, z =f(x,y)eC'(D) bo'lib, bu ftmk-
siyaning grafigi R3 fazoda (S) sirtdan iborat bo'lsin. U holda bu
sirt yuzasi

S= Jfyl+[/I(*>>")] +[/> <oy (16)

formula yordamida hisoblanadi.

e) Ikki karrali integral] it yordamida mexanikaga oid masala-
lami yechish.

Aytaylik, D — xOu tekisligida berilgan zichligi p(x,y) ga teng
bo'lgan bir jinsli plastinka bo'lsin. Unda quyidagi formulalar o'rinli
bo'ladi.

M =\\p(x,y)dxdy (17)

(17)-plastinkaning massasi.
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M X= Jy-p(x,y)dxdy,
D

My = \\x- p{x,y)dxdy (1B)
(18)-plastinkaning OX va OY o‘glariga nisbatan statik momentlari.
M
A
M. (19)
Yo= M

(19)-plastinka og‘irlik markazining koordinatalari.
Ir= Jy 1mp{x,y)dxdy\
D

ly = JxIp(x,y)dxdy (20)

(20)-plastinkaning OX va OY o'glariga nisbatan inersiya mo-
mentlari.

lo=1Ix+1y = J[x2+y2)-p{x,y)dxdy (21)

D

(21)-plastinkaning koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti.

Eslatma. Ikki karrali integral oddiy bir o‘zgaruvchili funksiya aniq
integralining ganday umumlashmasi bo'lsa, uch Kkarrali integral ham
ikki karrali integralning shunday umumlashmasi bo'ladi va prinsipial
jihatdan undan farg gilmaydi. Shu munosabat bilan uch Kkarrali in-
tegralning ta’rifi, uni hisoblash usullari va ulaming tatbiglarini o‘qib,
o'iganib olishni o'quvchining o'ziga havola gilamiz.

5°. Birinchi tur egri chizigli integrallar va ularni hisoblash
Ushbu x =(p(t), y =i/l(t) funksiyalar [a,0\ kesmada aniglan-

gan va uzluksiz bo'lib, ular t ning turli giymatlariga R2 da turli
nuqtalarni mos qo'ysin. Bu holda [a,0\ kesmaning

\x = (p(t)
\y =4/{t)
funksiyalar yordamida r2 da hosil bo'ladigan aksi y ga sodda
egri chiziq deyiladi:
F={(*>>0e N2:x=<p(t),y =ii/(t),t 6 [a,0\] .
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A =y(a) ga egri chizigning boshlang‘ich nuqtasi B=y(0) nug-
taga esa egri chizigning oxiigi nugtasi deb ataladi. Biz garalayot-
gan egri chizig to‘g‘rilanuvchi, ya’ni chekli uzunlikka ega bo'lsin
deb faraz qgilamiz.

Aytaylik, xOy tekisligida biror sodda AB egri chiziq yoyi va bu
yoyda f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin. AB egri chizigni A dan V
ga qarab A 0=A, A, A,, .. ,An=B nugtalar yordamida n ta AkAk#
U =0,w-1) yoyga ajratamiz. AKAtH yoyning uzunligini ASk va

deb belgilaymiz. Endi Y(£k,yK)e AKAIH (k=0,n-1)
nugtalar olamiz va quyidagi

yig‘indini tuzamiz.

Tarif Agar ;&%cr—s bo'lib, u chekli | soniga teng bo'lsa va |
ning giymati ~B n‘nS bo'linish usuliga hamda (£k,Tk) nuqtalaming
tanlanishiga bog'lig bo'lmasa, u holda shu | soniga f(x,y) funksi-
yaning AB egri chiziq bo'yicha birinchi tur egri chizigli integrali
deb ataladi va u

Jf(x,y)ds
AB
kabi belgilanadi.
Shunday qilib,
jT(x,y)ds:. Bm<r= (22)
ekan.

Birinchi tur egri chizigli integrallar quyidagi xossalaiga ega.

D \f{x,y)ds=\f(x,y)ds.

aB Ba

2) AB=ACuCB=> \f(x,y)ds= \f{x,y)ds + \f(x,y)ds.
CB

ah AC

3) jef{x,y)ds =cmjf(x,y)ds(c =const).

AB AB

4) J[/I(*>>")£S'(*.v)]<fc = \f(x,y)dsx \g(x,y)ds.
AB aB aB
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5) Agar V(x,y)eAB da /(x,*)"0 bo'lsa, u holda
jf(x,y)dszo0.

AB

ab

6 JHx.y)ds < \i(xy)\is.
AB

7) 3(c,,c2eNdA nuqta topiladiki, \f{x>y)ds=f(c\,c2)-S
AB
bo'ladi.
Izoh. Yugoridagi xossalaming hammasida f(x,y)eC(AB) deb
faraz qilinadi.
Teorema. Agar AB=[(x,y)&R2:x=(p(t),y=if/(t),te[a,0"

sodda egri chiziq va f(x,y)e.C(AB) bo'lsa,

[f{x,y)ds= +ly'(f)]2<* (23)
AB a
bo'ladi.
Bu teoremadan quyidagi muhim natijalar kelib chigadi.
1-natija. Agar AB=[(x,y)el?\y=y(x),c<x<1” (y(a)=A,y(b)=B)

bo'lib, y*'(x)eC[a,0\ bo'lsa, u holda

[f{x,y)ds = JF[x,y (xj\-yil +[y'(x)]"dx (24)
AB a
bo'ladi.
2-natija. Agar AB =[(r,cp)ir=r("),p, <(p<t2} bo'lib,
bo'lsa, u holda

jf(x,y)ds= $f (rcos<prsin<p)-“r2+\r'((p)J dip (25)
AB L,
bo'ladi.
Eslatma. Agar 1-tur egri chizigli integralda f(x,y) =\ desak,
rH
o = o bo'ladi, ya’ni

£= "ds (26)- AB yoyning uzunligini hisoblash formulasi.
B
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6°. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar va ularni hisoblash

TekisUkda biror yopig bo‘lmagan sodda AB egri chizig beril-
gan bo‘lib, f(x,y) funksiya shu chizigda aniglangan bo'lsin. AB
egri  chizigni Ak (k=0,n) nuqtalar yordamida n ta
AKAM (k =0,n-1) bo'lakka ajratamiz va V ) e AtAIH nuqtalar
olib, quyidagi yig'indini tuzamiz:

=R > 79
Bu yerda Axk=xkH-xk - AkAkH yoyning OX o'gidagi proek-

siyasi, "= N k~AkAky ning uzunligi, deb belgilaymiz.
Ta’rif. Agar =" mavjud va chekli bofib, I ning giymati
AB ning bofinish usuliga va ("k,rjk) nugtalaming tanlanishiga bog'liq
bofimasa, u holda | soniga f(x,y) jimksiyadan j# egri chiziq bo'yicha
olingan ikkinchi tur egri chizigli integral deb ataladi hamda u

1= \f(x,y)dx.
A

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

. (27)
ekan.
Xuddi shunga o'xshash f{£k,tjk) lami Axkga emas, Ayk larga
ko'paytirib,
r = = (28)
ni hosil gilamiz.
2-tur egri chizigli integral ta’rifidan quyidagi xossalar kehb chigadi.

1) \M(x,y)dx =-\f(x,y)dx va \f(x,y)dy =-\f(x,y)dy.
AB SA AB BA
2) Agar AB Y°Y OX o'giga (OY o'giga) perpendikular bo'lgan
to'g'ri chizig kesmasidan iborat bo'lsa, u holda
\f(x,y)dx =0 | | f (x,y)dy =0
aB .
bo'ladi.
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Endi faraz gilaylik, AB egri chizigda 2 ta P(x,y) va Q(Xx,y)
funksiyalar berilgan bo'lib,

\P(x,y)dx va \Q(x,y)dyt
AB AB
2-tur egri chizigli integrallar mavjud bo'lsin. Ushbu

\p(x,y)dx+ jQ(x,y)dy;

AS AB
yig'indi 2-tur egri chizigli integralning umumiy ko‘rinishi deb ata-
ladi va

\P(x,y)dx +Q(x,y)dy-t

AB
kabi yoziladi. Demalk,
\P(x,y)dx +Q(x,y)dy= "P(x,y)dx+ JQ(x,y)dy n9)
AB AB AB

Aytaylik, AB egri chizig, sodda yopiqg egri chiziq bo'lsin, ya’ni
A va V nuqtalar ustma-ust tushsin. Bu yopiq chizigni y deb belgi-
laymiz. Bu yopiq chizigda ikkita yo'nalish bo'ladi. Ularning birini
musbat (soat strelkasiga garama-qarshi yo'nalganini), ikkinchisini
manfiy yo'nalish deb gabul gilamiz.

Faraz qilaylik, y da f(x,y) funksiya berilgan bo'lsin. Bu y
chizigda 2 ta mad B nuqtalar olamiz. Natijada y yopiq chiziq 2
ta AaB va BbBA egri chiziglaiga ajraladi (12-chizma).

Agar Jf(x,y)dx+ | f(x,y)dx integral mavjud bo'lsa, u
AaB BhA

f(x,y) funksiyaning y yopig chiziq bo‘yicha 2-tur egri chizigli

integrali deb ataladi va (Jf(x,y)dx kabi belgilanadi.

12-chizma.
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\EP(x,y)dx + [jQ(x,y)dy bo'lgan umumiy hoi ham xuddi shun-
ga o*xshash ta’riflanadi.

Agar AB e8ri chiziq fazoviy chizig bo‘hb, f(x,y,z) funksiya
shu chizigda aniglangan bo'lsa, u holda

if(x,y,z)dx, jf(x,y,z)dy, jf(x,y,z)dz, iar va

AB AB AB

jP(x,y,z2)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz =

AB

= \P(x,y,2)dx+ JQ(x,y,z)dy+ JR(x,y,z)dz
AB AB AB
lar ham yuqoridagidek aniglanadi.

Endi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblashni
o'rganamiz.

Faraz qgilaylik, AB ={(x,y):x =<p(t),y =if/[t),te[a,p” bo'lib,
<p(t).4(t)e Cla,p].(<p(a),4/(a)) =A, \<p(p).y/(p)) =B bo'lsin,
hamda t parametr a dan p ga garab o'zgarganda
(x,y) =(<p(t),y/(t)) nuqgta A dan V ga qgarab o'zgarsin.

1-teorema. Agar <p'(t)e Clor,/?] bo'lib, f (x,y)eC(AB}J bo'lsa,
n holda

Jf(x,y)dx= jf[p(t),4(t)y(t)dt (30)

AB a

bo fadi.
2-teorema. Agar y/'(t)eC[a,0\ bo'lib, f(x,y)eC{*AB) bo'lsa,
n holda

\f(x,y)dy =\f[<p(t),4(tj)i/\t)dt (31)
bo'ladi. X
1-natija. Agar cp'(t),if/'{t)e.C\a,p\ bo'lib,
P{x,y),Q(x,y)eC*"AB) bo'lsa, n holda
\P{x,y)dx +Q (x.y)dy=1[p (? (0»KO)N 0O+~ NO"'NO)N 0)}* (32)
AB a

bo'ladi.
305



2-natija. Agar AB={(x,y):y =y(x),a<xiib), y'(x)&C[a,b]

bo‘lib, P(x,y),Q(x,y)eC(AB) bo'lsa, u holda
b

| P(x,y)dx +Q(x,y)dy = "LP(x,y(x)) + Y (@nl*.  (33)
An a
bo'ladi.

Misol. Agar OA e8ri chizig 0(0,0) va Ji(1,1) nuqtalami tut-
ashtiruvchi

a) to‘g‘ri chizig kesmasi.

b) ORA sinig chizig, P =(l,0) nuqta;

d) OQA sinig chizig, £?=(0,l) nugta bo‘lsa,

1= "M x-y2}dx +2xydy
hisoblansin. al
< a) pA\ly =x,0<x<\-=$ | = 8"[x-x2) +2x~"\ftx =-
0 6

b) 1= J(x-yr)ckc+2xydy = |[(* - ¥ )dx +2xydy+ " (x-yz)dx + 2xydy =
HA
"(OP.y=0,05x<I: >y=oV '
[p/4:x=1,0""1 = mX=0
d /= j(x-yDdx+2xydy=f(x-yhdx+2xycty+f(x-y1)dx +2xydy =
OQA @ o*
"00:x =0,0<j<I=>rfv =0 1
MQAy =10<x<Il=$dy =0)y
Izoh. Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, 2-tur egri chizigli inte-
gralning giymati umuman olganda, A va V nuqtalami tutashtiruv-
chi integrallash yo‘liga bog‘lig ekan.
Qanday shartlar bajarilganda uning giymati integrallash yo‘liga
bog‘lig bo‘Imaydi, degan savolga keyingi punktda javob beramiz.

7°. Grin formulasi va uning ba’zi bir tatbiglari

a) Grin formulasi.
1-teorema. (Grin). D aR 2 soha berilgan bofib, uning chegarasi
dD bofakli-silliq chizigdan iborat bofisin. Agar P(x,y) va Q(X.,y)
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funksiyalar D da berilgan va P(x,y) ,Q(X,y),

boba, n Hollla

[ir(x,y)dx*Q(x,y)d}.= 1 ("~ -~ U dy (34)

tenglik o'rinli bo'ladi.
(34)-formulaga Grin formulasi deyiladi.
Grin formulasidan D sohaning yuzasini hisoblash uchun ushbu

S =~$ydx, (35)
dD
5'=[Jxrfv, va (36)
?D
5=i[Jxdy-ydx, (37)
~ dD

formulalar kelib chigadi.

2-teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar D sohada Grin
teoremasining shartlarini bajarsa, unda quyidagi 4 ta shart bir-biriga
ekvivalent bo'ladi.

1) Dda — =—  (38) tenglik bajariladi.
dy dx

2) D sohadagi v yopig kontur y uchun \§Pdx + Qdy=-0.
Y

3) \V/A,BgD nugqtalar va bu nuqtalarni tutashtiruvchi Yy
uchun
JPdx +Qdy;
AB
integralning giymati integrallash yo'liga bog‘lig emas;
4) P(x,yMNx+ Q(x,y)dy ifoda to‘lig differensial bo‘ladi, ya’ni
D sohada shunday u(x,y) funksiya topiladiki du =Pdx +Qdy teng-
lik bajariladi va unda

jPdx +Qdy =u(B)-u(A) bo‘ladi.
AB
307



Agar du-de+Qdy bo'lsa, unda u(x,y) funksiya ushbu
u{x,y)= \P(x y)dx+ fQ(xO y)dy +c (39)

formula yordamida topi‘\l>adi. Bu yerda (x0,y0)e D -ixtiyoriy nuqta.
Misol. Agar y chizig koordinata boshidan o'tmaydigan va
yo'nalishi musbat bo'lgan v yopiq chiziq bo'lsa,
rxdy-ydx
NoX2+y2
integralni hisoblang.
< vy chizig bilan chegaralangan sohani D deb belgilaymiz.
1-hol. OeD bo'lsin.
dP  8Q y2-x2

A:'kﬁi-}-‘yTZ’e‘:'XZiyZ dy dx (*2+y2)

Grin formulasiga ko'ra 7=0.
2-hol. 0ez) bo'lsin. Bu holda Grin formulasidan foydalana

olmaymiz, chunki, P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar 0(0,0) nugtada
aniglanmagan.

13-chizma.

D sohaning ichida yotuvchi V yr={(x,y):x2+y2=r2} aylana
olamiz. Endi G soha sifatida y va yr chiziglari bilan chegaralangan

dP _dQ . .
sohani olamiz. G da va 0gG. Unda Grin formulasiga ko'ra
[JPdx+ Qdy = 0 m>0 = jj Pdx + Qdy + [J Pdx + Qdy - [JPdx +Qdy - [JPdx + Qdy =>

rr
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rxdy-ydx ffx =rcost,0<.t*27r,dx =-rs'mtdtX"
Noxo 2+y2 LAY =rsint,dy =rcostdt J,

= fdt = 2ff.>

8°. Birinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash
»

Birinchi tur egri chizigli integrallar oddiy anig integrallaming
ganday umumlashtirilishi bo'lsa, birinchi tur sirt integrallari ham
ikki karrali integrallarining shunday tabiiy umumlashtirilishidir.

Bizga bo'lakli sillig kontur bilan chegaralangan ikki tomonli
sillig (yoki bo'lakli silliq) (S)c/?3 sirt berilgan bo'lib, f(x,y,z)
funksiya shu sirtda aniglangan bo'lsin. (S) sirtni v tarzda o'tkazilgan
egri chiziglar to'ri yordamida (S,),(S2),...,(S;) qismlarga ajratamiz.
(SK) ning yuzasini Sk deb belgilaymiz =1 n). Har bir (5t) da

nudta olib

=
integral yig'indini tuzamiz va A=mmdiam(Sk) deb belgilaymiz.
Tarif Agar J™<r=1 mavjud va chekli bo'lib, I ning giymati
(S) sirtning bo'linish usuli hamda (”k,rjk,Ck) nugtalaming tanlan-
ishiga bog'liq bo'Imasa, u holda I ga f(x,y,z) funksiyadan (S)
sirt bo'yicha olingan 1-tur sirt integrah deyiladi va

JIf(x,y,z)ds;

V)
kabi belgilanadi.

Teorema. Agar sirt ushbu (5) ={(x,7,2)g9/@\z=z(x,y),(x,y)eD}
ko rinishda berilgan bo'lib, z(x,y),z'x(x,y),2'y(x,y)&C(D) va
f(x,y,z)er"iS)] bo'lsa, n holda

;\)f(x,y,z)ds = \/J)J/[x,y,z(x,y)]JI +[r*1(x,>>)J +[ r (Xy)fdxdy (40)

bo 1adi.
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9°. Ikkinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash

Bizga ikki tomonli sillig (yoki bo‘lakli sillig) (Sjc/?3 sirt ber-
ilgan bo'lib, f(x,y,z) funksiya shu sirtda aniglangan bo'lsin. (S)
sirtni v tarzda o'tkazilgan egri chiziglar to'ri yordamida
(S,),(S2),...,(S,,) gismlaiga ajratamiz. (Sk) (*r=1, n) ning OXY
tekislikdagi proeksiyasini Dk, Dt ning yuzasini esa SO deb belgi-
laymiz. Har bir (Sk) da V (<k,tjk,Ck) nuqta olib quyidagi

i)
yig'indini tuzamiz va A=nm.diam(Sk) “eb belgilaymiz

Ta’rif. Agar F™Mcr=1 mavjud va chekli bofib, 1 ning giymati (S)
sirtning bo'linish usuliga hamda (“k,nk,Ct) nugtalaming tanlanishiga
bogiiq bo 1masa, n holda | ga f(x,y,z) fiinksiyadan (S) sirtning tan-
langan tomoni bo'yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali deyiladi va

Wf(x,y,z)dxdy.i
©®
kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

W 5|/(ih>,, )54 (41)

Shuni aytib o'tish kerakki, funksiyadan (S) sirtning bir tomoni
bo'yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali, funksiyadan shu sirtning
ikkinchi tomoni bo'yicha olingan ikkinchi tur sirt integralidan fagat
ishorasi bilangina farq giladi.

Ushbu \\f(x’y’z)dydz va jjf(x,y,z)dzdx ikkinchi tur sirt in-
fs) ©

tegrallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.

Ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko'rinishini keltiramiz.
Faraz qilaylik, (S) sirtda P(x,y,z), Q(x,y,z) va R(x,y,z) funksi-
yalar berilgan bo'lib,

Ushbu
i1'P(x,y,z)dxdy jiQ(x,y,z)dydz jiR(x,y,z)dzdx.
© e 0
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integrallar mavjud bo'lsa, u holda ularning yig'indisi 2-tur sirt in-
tegralining umumiy ko‘rinishi deb ataladi va

2ydxdy +Q(X,y,2)dydz + R(x,y,z)dzdx;
©®
kabi belgilanadi.

Endi R? fazoda biror (V) jism berilgan bo'lsin. Bu jismni o'rab
tuigan yopiq sirt sillig sirt bo'lib, uni (S) deylik. f(x,y,z) funksiya
(S) da berilgan bo'lsin. OXY tekislikka parallel bo'lgan tekislik bilan
(V) ni 2 gismga ajratamiz: [V) =(VI)u(V2). Natijada, uni o'rab tur-
gan (S) sirt (5,) va (S2) siitlaiga ajraladi. Ushbu

JIf(x,y,z)dxdy+ JIf{x,y,z)dxdy 42)
(Si) Ne)
integral (agar u mavjud bo'lsa) f(x,y,z) funksiyaning yopiq sirt
bo'yicha 2-tur sirt integrali deb ataladi va
iff(x,y,z)dxdy\
V)
kabi belgilanadi. Bu yerda (42)-munosabatdagi birinchi integral (5,)
sirtning ustki tomoni, ikkinchi integral esa (S,) sirtning pastki
tomoni bo'yicha olingan. Xuddi shunga o'xshash

i f f(x,y,z)dydz Liff(x,y,z)dzdx-
® TS
hamda umumiy holda

z)dxdy + Q{x,y,z)dydz + R(x,y,z)dzdx.
«

integrallar aniglanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu

(8) ={(x.y,z)eR":z =z(x,y).{x,y) e D}
ko 'rinishda berilgan bo'lib, z(x,y), zX(x,y), zy(x,y)eC(D) va
/(xj,z)eC[(S)] bo'lsa, n holda
JIf(x,y,z)dxdy= \\f\_x,y,z(x,yj\dxdy (43)

m d

bo'ladi.
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Izoh. Agar (S) sirtning pastki tomoni garalsa, unda barcha SO lar
manfiy bo'lib,
WH{x,y,z)dxdy =-\\f[ x >y,z(x,y)"\dxdy.f
(S) n
bo'ladi.
Natija. Agar (S) sirt yasovchilari OZ o'giga parallel bo'lgan
silindrik sirt bo'lsa, unda

jif(x,y,z)dxdy =0;
©)
bo'ladi.

Demak ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integral-
lariga keltirilib hisoblanar ekan.

Agar (S)-ikki tomonli sillig sirt bo'lib, P(x,y,z), Q(X,y,z)
i?(ij,z)eC[(5)] bo'lsa va (S) sirt normalining yo'naltiruvchi ko-
sinusilarini cosor, cos[ cos;' desak, u holda 1 va 2-tur sirt inte-
grallari orasida quyidagi munosabat o'rinli.

fl*** z)dydz + Q(x,y,z) dzdx + R(x,y, 2)dxdy =
©
cosa + Q(x,y,z)cosp +R{x,y,z)cosy”Js (44)
V)
Izoh. Agar (S) sirt z=1z(x,_y) tenglama yordamida berilgan
bo'lsa, sirtning (x0,y0,z0) nuqtadagi normalining OX, OY, OZ

o'glarining musbat yo'nalishlari bilan tashkil gilgan burchaklarini
mos ravishda a, /3, y orqgali belgilasak,

cosa =
4 +K) +(2-T
t

COSP = -

(45)

bo'la.di va ular normalning yo'naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
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Ildiz oldida ma’lum bir ishorani tanlab olish bilan biz sirtning aniq
bir tomonini tanlab olgan bo‘lamiz. Masalan, ildiz uchun musbat ishora-
ni olsak, cosy >0, ya’ni normal OZ o‘gi bilan y o‘kir burchak tashkil
etadi va bu holda (S) sirtning “yuqori” tomonini tanlab olgan bo‘lamiz.

10°. Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari

(S) ={(x,.y,2)el?3:z=z(;r,.y),(x,.y)eE>} bo'lib, 9(5)-bo'lakli sil-
lig egri chiziqg va 9(5)-ning OXY tekisligiga proyeksiyasi dD bo'lsin.

Faraz qilaylik, (S) sirtda uzluksiz P(x,y,z), Q(x,y,z) R(x,y,z)
funksiyalar aniqlangan bo'lib, bu funksiyalarning barcha birinchi
tartibli xususiy hosilalari (S) sirtda uzluksiz bo'lsin.

1-teorema. (Stoks). Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa, » holda ushbu

J P(x,y,2)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz= 1 9P dxdy +

e(s) (s). X dy

dR dydz + *_dR dzdx. (46)
dy dz dz dx
Stoks formulasi o'rinli bo'ladi.

Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo'yicha olingan 2-tur
sirt integrali bilan shu sirtning chegarasi bo'yicha olingan egri chizigli
integralni bog'lovchi formuladir.

Endi Ostrogradskiy formulasini keltiramiz. R- fazoda pastdan
z="(x,y) tenglama bilan aniglangan sillig (5,) sirt bilan, yu-
qgoridan z =cp-,(x,y) tenglama yordamida aniglangan (52) sirt bi-
lan, yon tomondan esa yasovchilari OZ o'giga parallel bo'lgan sil-
indrik (53) sirt bilan chegaralangan (F) jismni qaraylik. Bu jis-
mning OXY tekisligidagi proeksiyasini d deb belgilaymiz. Faraz
gilaylik, (F) da uzluksiz P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) funksiya-

dP dQ 94 r,
lar berilgan bo'lib, fa' fy’ ¢ Lv )] shartlar bajarilsin.

2-teorema. (Ostrogradskiy). Agar yugoridagi shartlar bajarilsa,
u holda ushbu

(dP | dQ , 9R ixdydz = [J0Pdydz + Qdzdx +Rdxdy  (47)
fl dx dy dz

Gauss-Ostrogradskiy formulasi o'rinli bo'ladi.
313



11°. Maydonlar nazariyasi elementlari

Uch o'lchovli Yevklid fazosi r3 ni olib, undagi nugtalami
(x, y, z), koordinata o'glari bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlami esa
e,, €2, e, kabi belgilaymiz. Aytaylik, D cR 3 sohadagi har bir
(x, ¥, z) nuqgtaga A(x, y, z) vektor mos go'yilgan bo'lib, tanlan-
gan koordinatalar sistemasida u A (x, vy, z), A‘(*, vy, 2),
A)(x, y, z) ko‘rinishga ega bo'lsin. U holda D sohada vektor funk-
siya aniglangan yoki D da vektorlar maydoni berilgan deyiladi. Agar
har bir Ak(x, y, z), k=\, 2, 3, funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi
va hakozo bo'lsa, unda a vektor maydon uzluksiz, differensialla-
nuvchi va hokazo deb ataladi. Agar D sohada U(x, y, z) funksiya
aniglangan bo‘lsa, u holda D da u skalyar maydon berilgan deyiladi.
Tanlangan koordinatalar sistemasida garalayotgan skalyar va vektorlar
maydoni kerakli darajada sillig bo'lsin deb faraz gilamiz.

Ushbu

gradu = du dU du
Adx ' dy ' dz
operatorni (gradiyent) aniglaymiz. U bilan bir gatorda A vektorni
U skalyar maydonga akslantiruvchi

operatorni (divergensiya) garaymiz. Vektor maydon vektor may-
donga quyidagi

O A2 A
formula yordamida aniglanadigan rotor operatori yordamida akslanadi.
Agar simvolik nabla differensial operatorini (Gamilton operatori)

tenglik yordamida aniglasak, u holda
gradU = Vf/,
rotA =V x A
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divA=V /1

bo'ladi.

Kiritilgan operatorlardan foydalanib, quyidagi tengliklaming o'rinli
bo'lishini ko'rsatish giyin emas:

1) rotgradU =V xVE/=0,

2) divrotA =V (VxA) =0,

3) graddivA=V(V wl),

4) rotrotA =V x(V x"),

5) divgradU =V VU

(44)-formuladan foydalangan holda Stoks formulasini quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

J P(x,y,2)dx +Q(x,y,z)dy + R(X,y,z) =

QBar COS0 cosy

ds.
ax dy dz
P Q R
Agar bu tenglikdagi P, Q, R funksiyalar o‘rniga A vektor
maydonning komponentalarini olsak va dS =(dx,dy,dz) deb belgi-
lasak, tenglikning chap tomonidagi integralostidagi funksiyani A-dS
deb yozish mumkin. Agar w=(cosa, cos[] cos”)-birlik normal
vektor bo‘lsa, tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi funksi-
yani rotA-n deb yozish mumkin bo'lib, Stoks formulasining vektor
ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:
[J AmdS = jj« *rotAdS
t\S) (i)
(48)-tenglik maydonlar nazariyasi tilida quyidagicha aytiladi: A
vektor maydonnning sirtning chegarasi bo‘yicha olingan sirkulyat-
siyasi rotA maydonning (S') sirt bo‘yicha olingan ogimiga teng.
(44) formuladan foydalanib, Gauss-Ostrogradskiy formulasi vektor
ko'rinishida quyidagicha yoziladi:
endS = jjjdivAdV
v
bu yerda dV =dxdydz hajm elementi.
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(48) va (49) formulalar vektorlar maydonidagi rotor va divergensi-
ya operatorlarining invariant ekanligini ko'rsatish imkoniyatini beradi.

1-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday skalyar n may-
don topilib, gradU =A tenglik bajarilsa, unda A vektor maydon
potensial maydon deyiladi. n funksiya esa A maydonning skalyar
potensiali deb ataladi.

2-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday B vektor maydon topilib,
rotB =A tenglik bajarilsa, n holda A maydon solenoidal maydon deyiladi.
V vektor maydon esa A maydonning vektor potensiali deb ataladi.

Punktning oxirigacha biz maydonlar uch o'lchovli fazoda qara-
layapti, deb faraz gilamiz.

1-tcorema. A maydon potensial maydon bo'lishi uchun rotA =0
bo'lishi zarur va yetarli.

2-teorema. A maydon solenoidal bo fishi uchun divA =0 bo fishi
zarur va yetarli.

(48)-Stoks formulasidan va 1-teoremadan quyidagi tasdiq kelib
chigadi: Agar A potensial maydon bo'lsa, u holda maydonning yopiq
egri chizig bo'yicha olingan sirkulyatsiyasi 0 ga teng bo'ladi.

(49)-Gauss-Ostrogradskiy va 2-teoremadan quyidagi tasdiq kelib
chigadi: agar A solenoidal maydon bo'lsa, u holda maydonning biror
jismni o'rovchi yopiq sirt bo'yicha olingan ogimi 0 ga teng bo'ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ixtiyoriy vektor maydonni potensial va
solenoidal maydonlarning yig'indisi ko'rinishida ifodalash mumkin.

11°. Furye qatorlari

1-ta’rif. f(x) funksiya [-n-;;r] kesmada absolut integrallanuvchi
bo ‘Isin. Koeffisientlari

(50)
trigonometrik gator /(*) funksiyaning Furye gatori, an, bn sonlar
esa-Furye koeffisientlari deyiladi.
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Absolut integrallanuvchi funksiyaning Furye koeffisientlari n-t oo
da 0 ga intiladi. Agar funksiya juft bo'lsa, Furye qatori fagat kosi-
nuslami, toq bo'lsa fagat sinuslami o'z ichida saglaydi.

1-teorema. (Rimanning lokallashtirish prinsipi). f(x) funksiya
Furye gatorining x0 nuqtada yaqinlashishi, ixtiyoriy kichik S >0 soni
uchun f(x) funksiyaning [g0-S;x0+<§ kesmadagi giymatlarigagina
bog'lig bo'lib, bu kesmadan tashqaridagi giymatlariga bog'liq emas.

2-teorema. Agar f(x) funksiya [-n-;n-] kesmada bo'lakli-uzluk-
siz bo'lib, har x nuqtada chekli bir tomonli

/;v).flg(rﬂo/(* +.U.*L)l;/(*+0)

Y1\ _ /\(-*+Ax)\/(x O)
/ QL A’»—O
hosilalaiga ega bo'lsa, u holda /(*) funksiyaning Furye qatori har

bir x nuqtada yaginlashadi va umng yig mdisi A=+ Q) -/(*-0)
ga teng bo'ladi. Xususan, funksiya uzluksiz bo'lgan nuqgtada Furye
gatori funksiyaning shu nugtadagi giymatiga yaqinlashadi.
Yaginlashuvchi Furye qatorining yig'indisi davri 2n ga teng
bo'lgan davriy funksiya bo'ladi.
3-teorema. Agar /(*) funksiya [-n-n] kesmada Icvadrati bilan
integrallanuvchi funksiya bo'lsa, n holda quyidagi Bessel tengsizligi o'rinli:

2T q (e (51)

Agarfunksiya [-n; n] da uzluksiz va /(-n) =/(n) bo'lsa, unda
ushbu Parseval tengligi o'rinli:

B +'Z{" +bR)=-] f 2{x)dx. (52)
p=| fl

Agar f(x) funksiya [a, 6] kesmada berilgan bo'lib, Taturn

shartlarni ganoatlantirsa, unda uni umumiyrogq ko'rinishdagi tri-

X-a

gonometrik gatorga yoyish mumkin. Buning uchun t~-n +1n-——

akslantirish yordamida [a, 6] kesmani [-n; n] kesmaga akslanti-
ramiz. Natijada,
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I(*YM*(0=/(a+ - 0)]
bo'lib, <p(t) funksiya [-a-; n] kesmada aniglangan. <p(t) funksiya
[-9; n] kesmada Furye qatoriga yoyiladi va t o°‘zgaruvchidan x
o‘zgaruvchiga gaytsak, f(x) funksiyaning [a, 6] kesmadagi Furye
gatorini hosil gilamiz. Masalan, f(x) funksiya [-/; /] kesmada
2-teoremaning shartlarini ganoatlantirsa va u shu kesmada uzluksiz

bo'lsa, u holda

a0 Vv'C nax o [IAXA
”X) A +L a*COS—r +ASm—"
* * /
tenglik o'rinli bo'lib,

a":-1Y/r(}f)\cosnnde, n=01 2.,

& ,,=%}ji/(*)sin~fr, [1=1,

bo'ladi.

Agar /(*) funksiya [0; 2/] oraligda berilgan holda ham yu-
qoridagi tengliklar o'rinli bo'ladi, fagat koeffitsientlami hisoblashda
integrallarni [0; 21] oraliq bo'yicha olish kerak.

Nazorat savollari

Ikki karrali integralning ta’rifi.

Darbuning yugori va quyi yig‘indilari hamda ulaming xossalari.
Lebeg teoremasi.

Ikki Kkarrali integralning asosiy xossalari.

O'rta giymat haqgidagi teoremalar.

Ikki Kkarrali integrallarni hisoblash.

Ikki Kkarrali integrallarda o'zgaruvchilami almashtirish.
Silindrik koordinatalar sistemasi.

Sferik koordinatalar sistemasi.

. Ikki Kkarrali integral yordamida hajm hisoblash.

. Tekis shaklning yuzasini hisoblash.

. Sitr yuzasini hisoblash.

. Ikki karrali integrallaming mexanika masalalariga tatbiglari.
. 1-tur egri chizigli integral tushunchasi.

. 1-tur egri chizigli integrallaming xossalari.

. 1-tur egri chizigli integrallarni hisoblash.
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17. 2-tur egri chizigli integral tushunchasi.
18. 2-tur egri chizigli integrallaming xossalari.
19. 2-tur egri chizigli integrallarni hisoblash.
20. Grin formulasi.

21. Grin formulasining tatbiglari.

22. 1-tur sirt integrali tushunchasi.

23. 1-tur sirt integralini hisoblash.

24, 2-tur sirt integrali tushunchasi.

25. 2-tur sirt integralini hisoblash.

26. Stoks formulasi.

27. Gauss-Ostrogradskiy formulasi.

28. Maydonlar nazariyasi elementlari.

29. Furye qatorining ta’rifi.

30. Rimanning lokallashtirish prinsipi.

31. Furye gatorining yaginlashishi.

32. Bessel tengsizligi.

33. Parseval tengligi.

-B-
Mustaqil echish uchun misol va masalalar
1-masala. Berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan D soha

uchun \\f{x”y)dxdy ikki karrali integral takroriy integralga
D

keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda go‘yilsin.

11 y=0,y=3, y=%X, y=x-6. 1.2y=Il, 2y=x, 2y-S-x, y=0.
1.3 y=x,y =x+3,y =2x,y =2x-3. 14 y =x2, x-y +2 =0.
15 x2+y2>2a2, x2+y2<2ax. 16 y=2x-Xx2, y =-X.

1.7 y=x2-4x, y =X. 1-8 xy=4, y7>"x2, yZ6.

1-9 y<,9-x2, y> 2x2 10O Y=x, y=4x, xyZ4, y<8
111 y =X, y =4x, xy>4, y <6.
1*12 y =yf2ax, x2+y27>2ax, x =0, x =2a, y =0.

1.13 y =x2-4x, 2X-y =5. 1.14 Y=7Xr, yy/3-X2, 0<x~1.
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1.15 xy =9, x+ y=10, \<>y<b.

117 y>x2+4x,y =x +4.
119 y2-3x =4, y2+4c=11.

121 7~ +2x, =x+2
2-masala. Integrallash
- 10 0 0
0 0 10

25 jdx [_Ne + °d*\fdy-
-1 *

-1 fivy 0 £
2.7 fdy j fdx + jdy J fdx.
2 -10
-1 0 x
2.9jdx j fdy+JdXdey
42 -10
11 + 1
2.11 jdx j fdy+jdxjfdy.
0 I*2 1 hit
14 sinv *h cosv

2.13 \dy Jfdx+ J& 4)
0" 0 *n

1 Wy c |
2.15 \dy \fdx+ [dy j fdx.
00 I Ky

2.17 \dy\fdx+]dy J fdx.

[¢] 4 |

1.16 y2+Sx=\6, y2-24x =48S.
1.18 y2>x2- 4x, y<x, jc>1.

1.20 y2<6+3x, y2£&-4X, [MV2.

tartibini o ‘zgartiring.

2.2 jdy j fdx+ jdy | fdx.

0 -jy Y 13
1 fy 2 firny
2.4 jdy jfdx+jdy j fdx.
0 o 10
X2  acry 1 axy
26 J~ J /N + \dy \
00 Xt 0
1 0 e\ny  -biy

28 fo 1fdx+ \ dy \ fdx.
0 1-71

S o 0 0

210 [dx I fdy+ Jdx J fdy
2 -Jax2 "3 a2

\ tly Y
2.12 jdy j fdx +fdy j fdx.
0 O 10

-10 0 0

2.14 jdx J fdy+jdxjfdy

2 ~(2*x) Ui

2.16 fo fdx+)dy j fdx.
0 S) )iy—ffry

1y 2 2y
2.18 \dy jfdx+ jdy Jfdx.
0 0 10
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n ) 2 0 1 0 0 o
219 | J Ne + 2.20 J fdx+)dy,y dx'

I 2 e
2.21 [/d + J Ne .
00 i o

3-masala. Ko‘rsatilgan D soha uchun ~f(x,y)dxdy integralda
D
gutb koordinatalariga (* =rcos<p,y =rsin<p o‘tib, integrallash

chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.
3.1 D={(x,y)\x2+y2-£2y).

3.2 D={(*y):a2<x2+y2<b2,a>0,b>0).

3.3 A ={(*>K):(*2+Y2)' =a2(x2-y 2),*<;0}.

3.4 D soha jc=0, y=0, y =Il-x chiziglar bilan chegaralangan.
3.5 D soha x2=ay, y =a (a>0) chiziglar bilan chegaralangan.
3.6 £={(x,;y):0<xEl,;r Ey£*}.

3.7 £&={(*y):0<y<2,y<*<T3y).

3.8 D={(x,y):0<x<2,0<y<.y/3xj.

3.9 D ={(r,tp):r>2cos<p,rf4cos<p}.

3.10 D ={(x,y)\x2+y2<4,x+yZ2\.

3.11 £ ={(*y):*2+y2>8,x2+y2<4*}.

3.12 D={(x,y):x2+y2>18,x2+y2<6y}.

3.13 D={(x,y):x2+y2+4x>0,x2+y2+8x<0}.

3.14 D={(.v,y):jt>y, x+y £6, y>0}.

3.15 D =[(x,y) :x2+y2£ 4*|y| £ [*|}.

3.16 D =\"r,0):r~2.2%\n<p,r <5s\n<p,0<,(p<.M.
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510 fae*dxdy, D:y=In2, y=In3, x=4, *=8

5.11 fay 2sinxydxdy, D:x =0, ¥= Y ~x-

D

512 fay2sinixydxdy; D:x =0, y =yf2x, y =2x.

D

513 W_Vcos2xydxdy; D:y=—, y=n, X=2>*=1-
' d 2 2

514 fay cos2xydxdy; D:x=-4, y =", x=1, x=2
' 0

515 fa2e *dxdy, D:x=0, y =2,

5.16 fa 2-e 2dxdy; D:x =0, y=J2, y =x.
5.17 fa s\nxydxdy, D:y=T7t y=2n, x=~l, x =1

° n X
518 fa 2cos2xydxdy; D:x =0, y=J[j, y=~n-
D Yy 2 2

5.19 B’iyeébgdxdy; D:y =In3, y=|nf, X=j, x=\-

520 fay2sinY”~xdy; D:x =0, y=)J'y’y~\x'
5.21 fa cosxydxdy, D:y =n,y =3n,x =)-,x =\.
' D 2

6-masala. Hisoblang.

.I: dxdydz XY 2
6.1 3 4 8

H h R T () -0¥=0z=0
62 f15 (/+«>**; PY:{*U7=T*-01"

(y=x,y=0x=1l
6.3 No X+*y)dxdydZ' M :(z=5(r+,’),2=0.

324



_f__ }__)_/__1__ = ]_;

' ) 16 8 3
Ul T eyt 7 x=0x=02-0
: * R N L[ I
Lo bwo YYE n); ot
fIf(15ick 30N &; (,,):W + 3 /.* =0.
61 () C Nm=*>=0%=1
r->*~ «|:t:2£:07°
f — * **{sar
dxdydz X 1Y 12 g
611 N2 « vy N6 N 10 8 3
+5 Y x=0,y=0,2=0
gH )™ -
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dxdydz

|<
o 'N

2(+ +-=1;
6.15 (ry- 2 4
4 6) £=0,y=0,z=0.

Doy +\22) dxdydz; (yy V=X YTO.X=h

w10 [z=3x2+2y2z =0.
617 DXryz)ydxdydz (yy \y =x,y =0,x =V,
. [z=30*%2+60y2z =0.
dXdde 2( +_>/+i:l;
6.18 1.x, Y, 72 r (N: 6 4 16
6 4 16 x=0,_y=0,z=0.

6.19 ydxdydz; R//ii\zz|0(3x+y)lx+y:\;
Vv [*:O’y:O’Z:O_

6.20 K dxdydz', (y) y=x,y=0x=1;
| z=x2+15y2, =0.

dxdydz N

mlru<

X
6> (v): 3

N * H =

7-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzasi hisoblansin.

7.1 y:§, Y=4ex, y =3, y =4. 7.2 X=h 6-y2, xX=6-"36-y 2.

I U'I'N

6.21 (%

o

Y

7.3 x2+y2=72, 6y=-%x2 (y<0). 7.4 x=&-y2, x=-2y.

. - = = =8. . =N~ =N-> *=16-
75 y-K Y=8ex y=3 y=8 76 Y="5, Y=/>*=16

77 x=5-y2 x=-4y. 7.8 y =5 y =5ex, y =2, y =5.
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7.9

7.11

7.13
7.15
7.17
7.19

7.21

8.1

8.2

8.3

8.4
8.5

8.6

8.7
8.8

8.9

8.10

x1+y2=12, S y =x2 (y<0). 7.10 x2+yr=36, 3n/2"=ar2 (y"0O)
A A
y:-z'[*> 21, *=09, 7.12 N =3VX, >-:—X, X =4,
j'=sinx, >=cosx, x=0 (x>0). 7.14 Y~~"~ x ’ ¥ ~X
>=20-x2, y =-8x 7.16 y«7e*, N=2 y=T1.
=322, y=-4*, 7.18 xMy/TTy*, 6x=yl y=0 [y>0)

.Jy=sin;t, y=cosx, jc=0 (je<0). 7.20 y =S-x2, y =-2X.

y =\16-x2, y =y[6-y16-x2.

8-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan
shaklning yuzasi topilsin.

Y2~2y +x2=0; y2-4y +x2=0; Y=" Y=/x.
X2-2x +y2=0; x2-10*+y2=0; y =0, y =J3x.
X2-4x +y2=0; x2-&x +y2=0; y =0, y =-

y2-62y +x2=0; y2-10~ +x2=0; y-x, x=0.
y2-6y +x2=0; y2- Sy +x2=0; Y ~~A"' Y=~">x-

X2-2x +y2=0; x2-4x +y2=0; y= */j*, y =\I3x

X2- 2X+y2=0; x2- 4x+y2=0; y =0, y-x.
y2- 2y +x2- 0; y2- 4y +x2=0; y =\j3x, x =0.

y2-Sy +x2=0; y2-10y +x2=0; y=-yj, y =331
X2-2x +y2=0; gr- 6x+y2=0; y= x/*, y =\/3x.
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8.11

8.12
8.13

8.14

8.15

8.16

9,17

8.18

8.19

8.20
8.21

m2- 4x+y2=0; x2-Sx +y2=0; jv=0, y =x.
y2- 4y +x2=0; y2- 6y +x2=0; y =y/3x, x =0.
y2- 4y +x2=0; y2-6y +x2=0; y =x, x =0.

X2-2x +y2=0; x2-Sx +y2=, y = y =J3x.
y2-2y +x2=0; y2-6y +x2=0; y= 'y *=0-
X2-2X +y2=0-, x2-6x +y2=0; =0, Y= j-
X2-2x +y2=0; x2-4x +y2=0; y =0, y=
Y2~4Y+x2=0; y2-l0y +x2=0; y= */j*, y =J3m.
y2~2y +x2=0; y2-lOy +x2=0; y=V ", y =J3x.

X2-2x+y2=0; x2-6x +y2=0; j =0, y-X.
y2- 2y +x2=0; y2- 4y+j2=0; y =x, x=0.

9-masala. Zichligi p =p(x,y) boMgan va quyidagi tengsizliklar

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

yordamida berilgan d plastinkaning massasi topilsin.

D:x’ +142<I; p=y2

X2
D: 1 +Y2£ 1 *70; y>0, p =6x3-y\

X2 v2 *
D: —+2-£1; y>0; =X~-Y.
4 25 y P y
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96 Ay +T "1 P=*2y2

9.7 " 4 +MS1L: ~ °;, P=TT
2
9.8 D:E+yzzl; xZ0O; y20; p =5xy\

9.9 Z>Z|<’\+>>2<4;y/\0;y>yxp =81 /3-
*
9.00 Di—-+y2£L; *>0; Y20; /2=30x3 .

9.11 D:x/Q+y2£1; x>0; p =Ixy6.

2 .2 2
9.12 D:\’\+’\j<>y,y’\y’\—x.p=¥//.
9.13 D:xYA+y2<I1;/?=41.

v2
9.14 D\x2+~<\\y>0p =Ix*y.
9.15 D:I£?]+2-£4;xZ20;yZ3x/2.p= *¥.
9.16 D:jc2+"-<l;y~0;p =35xV-

9.17 D:\<”™ +7-<4 xZ0;y>x/2.p= *ly.

X2 XZ 2
9.18 Bi— +7-<l;.p=*

4 9
9.19 D: §+’%2<\;x20;y>0.p =x3y.

9.20 Z):I<x2+/16<9;y£0;y<4x./9 = _}12.

9.21 D:\< X—2+’yr2<25;xZO;y>2x—,p :2(.
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10-masala.
X~ y~

10.1 a—+—bl =1 y>0. chiziglar bilan chegaralangan plastinka-
ning og‘irlik markazi topilsin (/9 = 1).

10.2 r2=a2cos2<p (o‘ng yaproq) egri chizig bilan chegaralan-
gan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin. (p =1).

10.3 x2+y2=a2,x>0,y>0 tengsizliklar bilan aniglangan plas-
tinka uchun 1IxJy inersiya momentlari topilsin (p =1).

104 y2=4x+4 va y2=-2x +4 chiziglar bilan chegaralangan
plastinkaning og'irlik markazi topilsin (p =1).

X2 y2
10.5 -aj +7t);7 =1 egri chizig bilan chegaralangan plastinka uchun

Ix,ly inersiya momentlari topilsin (/7=1).
Xy Xy - .
106 ——=1, ——=1y =0 chiziglar bilan chegaralangan

plastinka uchun Ix,ly lar topilsin (/? = 1).

10.7 x2+y2716, x>2y[b tengsizliklar bilan aniglangan plas-
tinkaning og'irlik markazi topilsin (p =1).

10.8 xy=I,xy =2,y =2x,x =2y chiziglar bilan chegaralangan
plastinka uchun Ix,ly inersiya momentlari topilsin (p - 1).

10.9 Agar 1rx2+y2<4 doiraviy halganing har bir nuqtasidagi
massa zichligi p =x22 formula bilan aniglansa, uning massasi
topilsin.

10.10 Agar y =x2-4x; y-x chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning har bir nuqtasidagi massa zichligi p =x +y formula bilan
aniglangan bo'lsa, shu plastinka og'irlik markazi topilsin.

10.11 *y=4, y ="x2, y=6 y~ x2’ chiziglar bilan chegara-

langan plastinkaning og'irlik markazi topilsin (/? =5x+3).

10.12 y2=3x+4 va y2+4x=I\" (j~0) chiziglar bilan chega-
ralangan plastinka massasi topilsin (p =y) .
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10.13 Ikkita =0 va <p=n nurlar hamda r-a<p (0 <<p<Tr)
Arximed spirali yoyi bilan chegaralangan plastinkaning og'irlik
markazi topilsin (p =1).

10.14 y =x\ x+y =2, x=0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning og‘irlik markazi topilsin (p =1).

Quyidagi 10.15-10.19 misollarda plastinkaning chegarasini anig-
lovshi chiziglar berilgan. Har bir plastinkaning og‘irlik markazi
topilsin (p =1).

10.15 jc=o(f-sin/), *=a(l-cos/); A

1
©

x*
10.16 x2+y2=az; ?+ET=L' *=% *NQ; 7TMO-
10.17 r=o(l +sinp).
10.18 r =asin 2p, 0<<pfj.

1019 r=\2, r=29n<p, P4<.<p<34n

10.20 ay=2ax-x2, =0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning Ix, ly inersiya momentlari topilsin (/0=1).

10.21 r=a(l +cosp) kardioda bilan chegaralangan plastinka-
ning Ox va Ou o‘glariga nisbatan Ix, ly inersiya momentlari topilsin

(12=1)-

11-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtlarning yuzalari topilsin.

11.1 y2+z2=x2 sirtning x2-y2=a2-silindr va y =xb- te-
kisliklar bilan ajratilgan gismi.

11.2 z2=4x sirtning y2=4x- silindr va jc=1— tekisliklar bilan
ajratilgan gismi.

11.3 {x2+y2Y'+z =1 sirtning z =0 tekislik bilan ajratilgan gismi.

11.4 xi+y =xax silindrlaming gr+y +Z2=cr shar ichidagi gismi.

11.5 (x+y)2+2z2=2a2 silindrik sirtning 1-oktandagi gqismi
(*£0, y >0, z£0, x2+y2+z2*0).
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11.6 (x+y)rz=x+y sirtning \lix2+y2Z4,x>0,y>0 sohadagi gismi.

11.7 az=xy giperbolik paraboloid sirtning (x2+y2) =2aXy
silindr ichidagi gismi.

11.8 z2=2xy konus sirtning x2:0° z=0

x2+y2*0 a>0,b>0 sohadagi gismi.
11.9 3z=I(xy[x +yjy'j sirtning x=0,y=0,x+y =1 tekisliklar
orasidagi joylashgan gismi.

11.10 z=y[x2+y2 konus sirtining x2+y2=2x silindr ichida
joylashgan gismi.

11.11 x2+y2=2az paraboloid sirtining (x+y)2=2a2y(a>0i)
silindrik sirt ichida joylashgan qismi.

11.12 az=xy giperbolik paraboloid sirtning x2+y2=a2(a>0)
silindr ichida joylashgan qismi.

rx N2 2z o .
1113 -+ -J +— =1 sirtning x=0,y=0,z=0 koordinata tek-

isliklari orasida joylashgan qismi.
11.14 z2=2xy konus sirtning x+y =\,x=0,y=0 tekisliklar
orasida joylashgan gismi.

11.15 z=—(x2-y 2) giperbolik paraboloid sirtining
(x2+y2) =x2-y 2 silindr ichida joylashgan qismi.

11.16 z=yjx2+y2va x+2z =a sirtlar bilan chegaralangan jism-
ning to‘la sirti (a>0)

X z
11.17 - +}/ +- =1(a,6,c>0) sirtning l-oktantdagi gismi.

11.18 x2+y2+z2=R2 sfera sirtining (x2+y2)* \x2-y2)
silindr ichidagi qismi.

11.19 x2+y2=6z sirtning (x2+y2)"=9-(x2-y 2) silindr ichi-
dagi gismi.

11.20 z2=JIx sirtning y2=4x,x =1 sirtlar bilan ajratilgan gismi.

11.21 y2+z2=x2 sirtning x1- ay sirt bilan ajratilgan gismi.
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12-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi hisoblansin.

X2+y2=2y;

121 ;- -X2, =0

X2+y2=7x, x2+y2=10x, * =0 (y"0O);
122 z=yjx2+y2, z=0.

X2+y2=y, X2+y2=4y,
12.3 Z=yjx2+y2, z=0.

JX2+y2=8n2>>;

\z =x2+y2-64, z=0 (z"0O).

\x2+y2=by[2x\
*Ne5 \z =x2+y2-64, z=0 (z£0).

[-+y2=2y;
126 ;-13.x2 ;=@
4

[x2+y2+4x =0;

12.7

[z=S-y2, z=0.

(Xx2+y2=3> x2+ =6y,
128 [z="x2+ [, z=0.

[x2+/=6x, x2+/=9x; y=0 (*<0);
12.9

[z=vy+y2,z=0.
%2+ 32=6>/2X;
12.10 [z=x2+/-36, z=0 (z"0).
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12.11

12.12

12.13

12.15

12.16

12.17

12.18

12.19

12.21

\X2+y2=6j2y;
[z=x2+y2-36,2z=0 (r”~o).

\x2+y2=2y/2y;

\z =x2+y2-4, z=0 (z"0).
X2+y2:2y1 \X2+y2=4X,
z=— x2, z=0Q 12.14 [z=\2-y2, z=0
|Xx2+>2=2y, g2+y2=5y,

[z=yP2+Y , z=0.

g2+y* =8x, ;2+Y =11* y=0 070);
Z =yjx2+y2, z=0.

X2+ 2+ 2n/2y = 0;
z=J2+>2-4, z=0 (z2:0).

X2 +y2=4yl2x,

z=x2+y2-16, z=0 (z£0).

,q?+j|2=£ic, \x2+y2=4y,
z=10-_y2, z=0. 12.20 IZ=4—32, z=0.

X2+y2=4y, x2+y1=Ty,
Z=yjx2+y2, z=0.

13-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning

131

hajmi hisoblansin.

\z=2-12(x2+y2), [z=24(x2+.y2) +1,

13.2

Iz =24x + 2. |z =48at+ 1.
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13.3

13.5

13.7

13.9

13.11

13.13

13.15

13.17

13.19

13.21

z=lo[(jc-1)2+y2] + »

z =21-20x.

[z=8(i2+ /) +3,
[z=16x+3.

z=2-20[(x+1)2+y2]>

z=-40x-38.

|z =4-14(x2+>'2),
[z=-34-28x.

Jz=28-[(x +1)2+ /] +3,

|z =56x + 59.

z=32(jt +y?2)+3,

z =3- 64x.

r=4_6[(x-1)2+¥Y2],

z=12x-8.

jz =2-4(jc2+r) +3,

|z = 8x + 2.

jz =22<[(x - 1)2+ y2] +3,

[z=4T7- 44x.

fz=2-18(x2+r),
1z = 2-36y.
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13.4

13.6

13.8

13.10

13.12

13.14

13.16

13.18

2 =2-18[(x - )2+/],

z=-36x-34.

\z=-16(x2+y2)-I,

|z =-32x-1:
z=30[(x+N2+ /] +1I
Z=-60x-61.
[z=26(x2+/)-2,
[z=-52x-2.
fz=-2[(x-1)2+/]-1,
[z=4x-5.
[z=-2(x2+y2)-I,
[z=4y-I.
z=26[(x-1)2+/]-2,
z=50-52x
[z=30(x2+ /) +1,
[z=60>»+1
z=-16[(x+D2+ /]-1,
z =—32x—33.



15.13 \(x2+y2)dx +xydy, y:y =ex chizigning (©; 1) va (l; e)
nuqtalari orasidagi yoyi.

15.14 + 1 to‘g‘ri chizigning (a; 0) va (0; b)
nuqgtalar orasidagi kesmasi.

15.15 Ye [x +¥Y ) ~a [x +Y )-lemniskata yoyi.
r

15.16 \(xAi+ y ~, y\x/b +y% =a% - astroida.
7

15.17 /(*+>)*. r S-S -v» * . lemniskata.
Y

15 18 jx2As, y:x2+y2=a2 x>0.

Y
15.19 [yds* ¥- ¥ =2xt y parabolaning (0; 0) va (*>")

nuqtalari oFasidagi yoy.

15.20 /ylx2+y2+4**" Y va (U 2) nugtalarni tutash-
tiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi.

15.21 jxyds> [:3|ar|-H4jjh| = 12, y > 0.

/
16-masala. Hisoblang.
(2:3) (2;3)
16.1 | xdy+ydx. 16.2 \(x +y)dx +(x-y)dy.
(-1:2) ©:)
("rydx-xdy
16.3  J -~ 2-----"
1) n
(‘fydx-xdy
164 J 2 -Oy o'gini kesmaydigan chiziglar bo'ylab.
@o >
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1y

16.5 J (4xy-15x2y)dx +(2x2-5xJ+1)dy.
02

(6f*xdx +ydy
166 J 1%~ * koordinata boshini kesib o'tmaydigan chiz-
o) \]x" +y
iglar bo'ylab.

(i-i)

16.7 j [x-y)(dx-dy).

O'-i)
()
16.8 f (x4+W )dx +(6x22-5/)dy
(2-0
(3:-4)
16.9 J xdx+ydy.
@
(p xdy-ydx L : -
16.10 17 2 Y x toffi chizigni kesmaydigan chiziglar
@-) [X-y)
bo Ylab.
«?)
16.11  {f{x +y)-(dx +dy),f(u)~uzluksiz funksiya.
(09)
(@b
16.12 \et{cosydx-smydy)m
©0

16.13-16.21 misollardagi ifodalarning biror /r(g:”~) funksiya-
ning to‘liq differensiali bo'lishi yoki bo‘lmasligini aniglang. Agar u
to‘lig differensial bo‘lsa, F(x,y) funksiyani toping.

16.13 (x2+2x-y2)dx+(x2-2xy-y 2}dy.

1/\
Cooxy war axe (5,3 %)
\ y)y 177y
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X2+
16 15 'dX' 'dy
' m4? 4+ \2-yIx2+y2

(x2+2xy +5y2)dx +(nr - 2xy +y 2)dy
16.16 E \

ydx - xdy
16.17 3x2- 2xy +by2

16.18 exmley(x-y +2) +y]dx +e*-\ey-(x-yj+1]"

xdy - ydx

1619 r W ’
27(—f% +-~dy.

16J0 (l1+*!): I+*!

16.21 dx+ -+ dx.
J* 2+y2

17-masala. Quyidagi I-tur sirt integrallari hisoblansin.

2 2 2
17.1 jiygr +y2ds, (5)-~7+”77-77 =0, 0<z<b konusning yon sirti
(v) " a
17.2 A (*'+>0<*’ ushbu yjx2+y2<,z<\ jismni chega-
«)
ralovchi sirt

17.3  dA{xy+xz +yz)ds, (S)- z=yjx2+y2 konus sirtining
®)

x2+y2=ax sirt bilan ajratilgan gismi.

17.4 JJ(*2+y*')zcis’ (S)-x2+y2+z2=a2, z>0.

17.5 (S)_birinchi oktantdagi x +y +z =1 tekislik bilan
)
ajratilgan tetraedrning to‘liq sirti.
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176 jj(** +/)<*> (S)-x2+y2+z2-a?2
¢
17.7  \\(x +y +z)ds, (5)-ushbu O<x<a,0ily<a,0<ria
©
kubning to'liq sirti.
17.8  JJOGXx +4>"+3r)ds, (S)-x+2>'+3z=6 tekislikning |-
®)
oktantdagi gismi.
17.9 J¥zds, (S)-z =yj\6-x2-y 2 sirtning x>0,y*0,x +y<4
()
sohadagi gismi.
17.10 JJ[x2+y2+2z2)ds, (S)-x2+y2+4x=0, 2£z<4 silindr-
)
ning to‘lig sirti
17.11 Jrfifc, (S)-z-xy sirtning x2+y2=4 silindr ichidagi gismi.
(s)
17.12 jjyds, (5)-x=2y2+1(y >0) sirtning x=f +/,x=2,x=3
()
sirtlar orasidagi gismi.
17.13 JIVr ~x2ds, (S)-x2+y2=2z2 konus sirtining x2+y2=a2
)

silindr bilan ajratilgan gismi.

1714 <s* " Ar+6r+7 = (2>',>c>0)-

N _ L v LV N
17.15 %XTJ;‘FU (5) +,,+2S1" VEO 220

tetraedrning chegarasi.

17.16 \"(xy +yz +zx)ds, (S)-z= sjx2+y2, x2+y2<lax.
o>
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17.17 [f[(*2+y2)ds, (S) - yjx2+y2<z<1 jism chegarasi.
$
17.18 [fffx'+y'+z~—ds. (5) - 2z=2-x2-y2 z>0 Pa_
WV
raboloid qismi
17.19 [jf(3x2+5y2+Dbr2- 2)ds, (S)-y =\Ux2+z2 konusning
y =0 va y =% tekisliklar orasidagi qismi.

17.20 |Jxyzds, (5) - z2=2xy, z>0 konusning x2+y2=a2
()

silindr ichidagi qismi.
17.21  Jxyz|*fe, (5')-r =n2+y2, sirtning z=\ tekislik bilan

ajratilgan cfSmi.

342



-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu y>xr+2x,y =x+2 chiziglar bilan chegara-

langan D soha uchun ikki karrali integral takroriy in-
tegralga keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

<l Birinchi navbatda y >x2+2* =(x+1)*-1 va y =x+2 chiz-
iglarning kesishish nugtalari M,(-2;0), Af,(I;3) lami topamiz va
sohani chizmada tasvirlaymiz (14-chizma).

14-chizmadan ko'rinadiki, D sohani tengsizliklar yordamida qu-
yidagicha ifodalash mumkin:
D={(Af,~):-2<jril, X1+2XZyEx+2} ={(X,y):-\-Jy+izxZ-1+Jy+I;-\4y£0\'J

u 1y - 2sx <-1+tv +1;0s y <3j.
Bu yerdan 2°-punktdagi 3 va 4-teoremalarga ko‘ra quyidagi
tengiklami hosil gilamiz:
w - 45t
Wxy)dxdx= 3 J f{xy)dy d=j | feoy)dx dv+] 3 f(xy)dx dv

y-2

2.21-masala. Integrallash tartibini o‘zgartiring.

i jr fi  'h-x1
\dx\fdy + \dx J fdy.
0 0 10

<Masala shartiga ko‘ra
D ={(x,y):0<x£\, O<y<x2}v{(x,y):\<x<yf2, o~y <ni2-ar}

D soha 15-chizmada tasvirlangan.
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15-chizmada ko'rinadiki, D sohani quyidagicha ham ifodalash

mumKkin:
1 » n 1

D=I(x,y):yfy <x<yj2-y2, O<g>< |.| =>Jdv |/~ + jotv J fdy=\dy [ Noem>
! ] n | n n \g
3.21-masala. £={(*,v): 0~na<] 2x<y<,bx} soha uchun

integralda qutb, koordinatalariga x=rcos<p,y=rsin(p
o‘tib, integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

< Integrallash chegarasini go'yish uchun awal D sohani chiz-
mada tasvirlab olamiz (16-chizma).
Y,
3 8 /y.ix
A
r I
0 C
J oo
V

Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilami almashtirish uchun bir-
inchi navbatda akslantirish yakobianini hisoblaymiz.

dx dx
D(x,y) dr dip _cos<p -rsiniO_r

D(r,tp) dy_dy_ sin”™  rcoscp
dr dtp

344



Undan so‘ng D sohani qutb koordinatalar sistemasida ifoda-
laymiz, ya’ni D sohaning akslantirish natijasidagi obrazi [ ni
topamiz va (10)-formuladan foydalanamiz.

<AOC =arctg2. <BOC-arctg3. OA=\lI'+21=Vs, OB=-Jv+3' =-JIO: r=1=>
=>; cosw=I|=>/e=—— =D =\(r tp):arctg2<tp<arclg3. 0<r< —
asp - P Y
=1 u D2= {(~p):arctg2 <tp< arctg3,0<r <VJi}u

u|(r,9):arctg—<tp<arctgl, » <r<Vioj=>

anig3 V5 " anfg3

\Wf(x,y)dxdy = J dtp \if (rcostp,rsintp)dr= [dr j rf(rcostp,rsintp)dtp+
—» n 0 a’ﬁg
o »'3
+ | dr J rf(rcostp,rsintp)dtp >
\Bb

4.21-masala. Hisoblang.

I = ||(xy- 4x33)dxdy; D:x =1 y =x3 y =-JX.
D
< 2) sohaning shaklini chizib olamiz (17-chizma) va Kkarrali
integralni takroriy integralga keltirib, uning giymatini hisoblaymiz:

= jV- 41Y ) Wv=((0 {(T0):0Mt< I -~ASv<.v,}))=)dX J(.Ty-4.TY)N

P Y "TAHH Q-



5.21-masala. Hisoblang.

I =7~y cosxydxdy, D-.y-n,y=bn *=-, x=\
0 2
< Masala sbartiga ko‘ra £=j(x,.y): n<y<3nh
soha to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat. Unda
13* F 1 W \
I - jjy cosxydxdy= jdx Jycosxydy = jcfyjycosx}tdx=J'y =sin.19 <fy=
" i * » i A Y J-
3
= J7sin,y-sin?jrfy =
6.21-masala. Hisoblang.
dxdydz *
"o y - +—y+ Z_ 1
fl+2<+Y_+_Z)6’ 8 3_ 5
I 8 3 5j x=0,jy=0,z=0.
< Masala shartidan ko‘rinadiki (F) jism uchburcbakli piram-

ida bo'ladi va uning shakli 18-chizmada tasvirlangan. (V) jismni
tengsizliklar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

(F): Ux,y,z): 0£x<8, 0<j£3 , 0<z£5|ll—é-’\3

Berilgan uch karrali integralni takroriy integralga keltirish yo‘li
bilan hisoblaymiz:
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8 32 - 8 8 8
Izoh. Agar 6.21-misolda o°‘zgaruvchilarni almashtirsak, ya’ni
X =8u, y =3v, z=5w almashtirish bajarsak, integralni hisoblash an-

cha yengillashadi.

D(x.y.v) 8 00
Bunda yakobian D(x,y,w) 2 2 z =120 phoib,

(F) jism ushbu (a) =¢w, v, w): 0<m<1, 0<vSI-m, 0<w<Il-«-v}
jismga akslanadi va o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasiga ko‘ra

quyidagilarga ega boMamiz.

i j-u-v d
/=12030M j dv | W
0

0 0 (I+u+v+wf
Bu integraini hisoblab, / =i ekanligini tekshirish giyin emas.
7.21-masala. Quyidagi

Y=vyj6 -x2, y —u/6-\16-X~ ;

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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y =\J6-%x2
< y -)Yb_yjb-x2 s‘steman* echamiz va bu chiziglarni kes-

ishish nuqgtalarini topamiz.

w6-n" =n/6- yjbp—x2=> x| =— Iy =
nr2 ‘£ V2
Berilgan chiziglar bilan chegaralangan £) sohaning shaklini

chizamiz (19-chizma) va bu sohaning yuzasini (15)-formula yor-
damida hisoblaymiz.

112 \'6-x" Jb-x2
S=jjdxdy= Jdx J dy=2-jdx J dy=2j bl 6-x2-J6)dx =
> —L sfc-je-.x2 ¢} yli-yje-x1 0

jyja2-x~dx =—la2-x~ +—arcsin—+c, formuladan foydalanamiz

=2, x\16-x2+6 arcsin9r-n/6x =9-f 3 1*
| % Jo [n2 V2

3n/3
=2.2n- = 4n 343 kv.birl. >

8.21-masala. Quyidagi

y2-2y +x2=0, /-4y +x2=0, y=%*, jc=0.
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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-2y +x2=0 => x2+("-1)2=1;

N2 -4y +x2=0 => x2+(y-2)2=4.
Bu tengliklardan foydalanib, berilgan chiziglar bilan chegara-
langan D sohaning chizmasini osongina chizamiz (20-chizma).

D sohani tengsizliklar yordamida yozib olamiz:
D =|(x,>): sl2y-yl<x<y: 1<>'<2|u|(at,v): 0<Xx</N4y-y2; 2<yid4".

Bu munosabatdan foydalanib, D sohaning yuzasini hisoblaymiz:

S=\\dxdy=\dy j dx+'\dy \ dx=\iy-yj2y-y2\dy+ "4y-y2dy=

D 1 : o 1
jlv- @ - (y- 12)fy+) j4- -2\Mdy=y -~V I-CvVv-1)2— arcsinv-1
+72LzIN4_ (N -2)2+ 2arcsin |t="2-iarcsinlj-~ + 2arcsinl = | +~ arcsin 1=
3(2+jr) .
+* - kv. birlik. >

9.21-masala. Zichligi P ~ .. bo‘lgan

4 16
plastinkaning massasi topilsin.
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< Plastinkaning massasini (17)-formula, ya’ni M =\\p(x,y)dxdy
n

formuladan foydalanib, topamiz. Bu integralni hisoblashni yengil-
lashtirish uchun umumlashgan qutb koordinatalar sistemasiga o'tamiz:
ji=2rcoscp _~ _ D(X,y) = 2cosq> - 2rsin$? -
y =4rsmip D{r,(p)  4sin$? 4rcosr?

y=2] frsivo=4ocml> Ay

x= 0 [2rcos<p Bajarilgan almashtirishdan

V=Xx/2

so‘ng berilgan D plastinkaga ushbu A=|(/%p):-|<<r><lIsr”sj

plastinka akslanadi =>M= "p(x,y)dxdy =

= \%rp(2rcos(p, 4rsm(p)drd(p =%\d(p \r. fdr=4 — =
At Ly 3 T

=481n|sin” =48] Insin-"-Insin— = 48 -|n_I:| =481nV2=241n2.t>
2

10.21-masala. r =a(\ +cos<p) kardioda bilan chegaralangan plas-

tinkaning Ox va Oy o‘glariga nisbatan 7r va ly inersiya moment-
lari topilsin. (/3=1)

< Berilgan plastinkaning Ox va Oy o‘glariga nisbatan inersiya
momentlari (20)-formulalarga ko‘ra

h ~\\p'y’dxdy = fyrdxdy va 7v= \"pxaxdy - ”x Zxdy teng-
D D D U
liklar yordamida topiladi.

Bu formulalar qutb koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishga
keladi:

Ix=J3)"3sin2<pdrd(p va 1y = JIV3cos; <pdrdg,

Pt A

bu yerda A=|(r,p): - j <<p<n\ 0<r<a(l +cos<p)j (21-chizma).
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21-chizma.

X s I

Ix = JjV3sin: cpdrdcp= Jsin: (pd> J r3dr =32a4Jsin2—ecos"dtp =
n - n n 2 2
P s M 2%
sin == r => tp=2arcsin z=> dip = —<==~
2 £ VT7
$=0=z=0 =64a<)z2 (l-z2fdz =

p=n =z =1

22=t=>dz ="t *dt  =3.0"\[- (I- dt=32aAdv-" (I-1)T* dt
0

0
_2lna*
v2 2 r(7) 3r
s

= JJ/-3C0S2<pdrd<p = jjr3drd<p-1x= jd<p J rVr-/, =

fo. rl:Q)i
=8a: jcos8y - dp- Ix =8aA UJF(S) o] = 493204

21 49
Demak, /, =—*" >

11.21-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtning yuzasi topilsin.

(5): y2+z3=jr2 sirtning x2=ay sirt bilan ajratilgan gismi.

< Yuzasini topishimiz kerak boMgan sirtning Oxy tekisligidagi
proyeksiyasi 22-chizmada tasvirlangan.
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22-chiz.ma.
Sirtning yuzasini (16)-formuladan foydalanib, hisoblaymiz. Agar

D={(x>>): 0<y<a, y<x<yfc] desak, unda s=4- +{2% dafy
D

bo‘ladi, chunki, y2+z2=x2 konus sirtning Oxy tekislikka nisbatan

simmetrik joylashgan z >0 va z <0 tengsizliklar bilan tasvirlanadi-

gan gismlari bor, ham D soha (S’ sirtning Oxy tekislikdagi proyek-

siyasining yarim bo'lagi.

. . . . VI*
S'=VAVv2 =>-<=-- -], z2,'=—= L = = MNit+(--})2+(z;)?=- —
yix-y yix -y- alx -y

S =4yf2\dy j -/=~==7 =4>[2 jy/x2-y 2 dy =JM2 \yjay--y2dy-
O vi\jx2-y2 (i/ Yy 0

a a

V—— 1 \%
2 hsoor L a ,  nar
5 Fayzy+ 5 arcsth - or
2

na~
Shunday qilib, » - —£-kv. birl. >

12.21-masala. Quyidagi

X2+y =4y, x~+y2=7y, z=y[x2+y2, z=0;

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.
< Jismning hajmini ikki karrali integral yordamida (I4)-for-
muladan foydalanib, hisoblaymiz:

Y - \\f(x,y)dxdy= j\\]x2+y 2dxdy,
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Y bu yerda D soha x2+y2=/ly va
x2+y2=1ly aylanalar bilan chegaralan-
gan (23-chizma).

Hisoblashni yengillashtirish uchun
qutb koordinatalar sistemasiga o'tamiz:
X =rcos<p, jy=rsin?).
23_chizma. Unda D soha ushbu

A={{r<z>): 0<<Pp<qa, 4sin<z><r<7sn<L}
sohaga akslanadi va hajm osongina

0]

hisoblanadi.

r 7sin "A 7»in(P *A 3 '~

V= [jrdrdtp=[dtp | rdr=2- [dtp | rdr=2j— dtp =\S6 [s\n* tpdtp

Demak, F =124 kub. birlik. >

13.21-masala. Quyidagi z-2-\% {x2+y) va z=2-36_y Sirt-
lar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.

< Bu jismning hajmini ham (14)-formuladan foydalanib, hisob-
laymiz. Awal jismning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi D ni topamiz:

j--- 18( +>)=>2-18(x2 hy2)=2-36y=>x1+Y -2y=0=>\n +(_y-1)2=1=>
[z=2-36y

Demak,
V=JJ[2-18(x2+Y)-(2-36Yy)] N« ) +Y -2>)<&4=-18j|V +(y-I):-l][<M'=
D
x 1

) =-18 [dtpY (n’-\)dr =
JU-l=rsin«» /

r=rcostp=>ly|=r, 4={(r.tp)M@<tp<2n, 0<r<I}

04 Jo
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14.21-masala. Quyidagi
x2+y 2Fz-%é\az, X 2Fyzzz', X'+y2=-z

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali integral
yordamida hisoblang.
< Izlangan hajmni topish uchun awal (13)-formulalardan foy-
dalanib,
X = pcos<p -sin~,
my = ps\n(p -sini/l,

Z=pcosh.

akslantirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o'tamiz.
Bunda yakobian

bo'lib, (K) jism (4) jismga akslanadi. lzlangan hajmni hisoblash uchun

V = Jjjdxdydz = 333p2 -sin if/dpdcpdil/.
\)) )

formuladan foydalanamiz.
Berilgan sirtlaming tenglamalarini sferik koordinatalarida yozamiz.

[x2+y2+z2=2az] ->{/>=2nco$"},

Demak, (F) jism quyidagicha bo'ladi.
(4) =\{p,<p,y/): 0<(p<2x, E<i//<_' 0<p<2acosif/
I 4
Shunday qilib, izlangan hajmni osongina hisoblaymiz:
| 201 167Tal 4
V= \d<p fsiny/ny/] p-dp =— Mo JcosV -sinA=—net (kub.birl)>.

6 6
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15.21-masala. Egri chizigli integral hisoblansin.

fxyds, y:3\x\ +4\Wy\ =\2, y>0.
r
< y yoy Oxy tekislikda ABS sinig chizigni beradi. (24-chizma).

AC 3x +4y =120<x<4; AC:y =--x +3,0<x<4.

N

3
BC:-3x+4y=12-4 <x<0; BC:y =-x +3,-4<x <0.

Birinchi tur egri chizigli integralning giymatini (24)-formula-
dan foydalanib, hisoblaymiz:

Wyds =jxyds+ jryds = J*{* *+3)"j I+(-~) du+ +3) 3 1+(]) N1
P i\o0

3x2 X3'4 ~

S,+3|.n+bl -x+31-n1--. X o (X,

_).K' 2 4 4 4 2

=|(24-16) +|(16-24)=0>
16.21-masala. Ushbu

Ly dx+ -+ dy.
+Yy Jx'+y2
ifodaning biror F(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lishi yoki
bo‘lmasligini aniglang. Agar u to‘liq differensiali bo‘lsa, F(x,y)
funksiyani toping.
< P(x,y)=-TJ== +y va g(x,y)=-;====r+X,
AX=+ Yy~ W*2+Y2
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deb belgilasak, Pdx + Qdy ifodaning to'lig differensiali bo'lishi uchun
(38)-tenglik, ya’ni

dP__dQ
dy dx’
munosabat bajarilishi kerak. Shuni tekshiramiz:
dpP 1 i
d —X————r +yY “ 7 cl3—\3+i %Q:> Berilgan ifoda
Y u*xr 3, (3777) &

biror F(x,y) funksiyaning to'liq differensiali. F(x,y) funksiyani
topish uchun (39)-formuladan foydalanamiz. Soddalik uchun
x0=0, yo=I1 deb olamiz.

X
F(x,y)= \P(x,y)dx+\Q(0.y)dy=j . X , Ty dx+ jdy +c=y]x2+y2 #A>+c.
0 | 0\JIX~+y J i

Demak, F(X,y) =yjx2+y2+xy +c.>

17.21-masala. Quyidagi I-tur sirt integrali hisoblansin.

llayr|iib, (S)-z =x2+y2, (5): z=x2+y2 sirtning z =\ tekis-

Uk bilan ajratilgan gismi.
< z=x2+y2 paraboloid aylanma sirtdir, unda z >0.
Demak, integral ostidagi funksiya
f(x,y,z) =\xyz\ =z-\xy\
ko'rinishda yozilishi mumkin. To‘rtta oktantda olingan
Mi(x,y.z), M2(-x,y,z), M-(-x,-y,z), MA(x,-y,z) nuqtalarda bu
funksiyaning giymati o‘zaro teng.

Shuning uchun integrallashni 1-oktantda (unda/(*,y,z) =xyz)
olib boramiz va natijani 4 ga ko'paytiramiz.

[ =4, =4e\\xyzds =4 ¢J)Xyz J | +(zX f +(z'y)2dxdy,
(s) 1> v
bu yerda (S’) sirt (S) sirtning l-oktantdagi gismi, D esa (S,) ning
Oxu tekisligidagi proyeksiyasi (25-chizma).
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X =rcos<p 0fr2l

[ =2x, zy =2y =I= +/)>/1 +4v: +4/dxdy = — — g
b y =rs\\g> => Oii<pii 5))
I £ I
4 jV5e~M\+4r~dr |sin (pecos<pdp=2- J/-5¢I\ +4r2 min: p2dr = 2J/-5«V I+iT 7dr
I n 1 0 0
y/l+4rd =t, desak, r=0"t =1, r=-(t2-1)

||d>

n=1=>/=-Js, rdr :tht
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