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KIRISH
ANALITIK GEOMETRIYA PREDMETI HAQIDA

Tekislik yoki fazoda koordinatalar sistemasini Kiritganimizda,
geometrik figuraga tegishli nuqgtalar koordinatalarga ega bo‘ladi. Agar
figuraga tegishli nugtalarning koordinatalari biror algebraik tenglamani
ganoatlantirsa, u algebraik tenglama bilan aniglanuvchi geometrik figura
deyiladi. Masalan, markazi A(a,b) nuqtada bo‘lgan va radiusi R ga teng

aylana tenglamasi (x—-a)2 +(y-b)2 —RY =0 ko‘rinishga ega
bo‘ladi.

Analitik geometriya kursida o‘rganish metodlarining asosini
koordinatalar metodi tashkil giladi. Biz asosan figuralarni ularning
tenglamalari yordamida o‘rganamiz, ya’ni algebraik tenglamalarini
o‘rganish bilan shugullanamiz. Bu yerda algebraik metodlar asosiy rolni
o‘ynaydi. Biz asosan birinchi va ikkinchi darajali tenglamalar bilan ish
ko‘ramiz. Analitik geometriya kursida o‘rganiladigan geometrik figuralar
sinfi unchalik katta bo‘lmasa ham, birinchi va ikkinchi darajali
tenglamalar bilan aniqlanuvchi geometrik figuralar fan va texnikada
juda katta rol o‘ynaydi .

Birinchi darajali algebraik tenglamalar bilan aniglanuvchi geometrik
figuralar — to‘g‘ri chiziq va tekislikdir. Ushbu asosiy geometrik figuralar
bilan siz elementar geometriya kursidan tanishsiz. Tekislikda ikkinchi
darajali tenglamalar ikkinchi tartibli chiziglarni, fazoda esa ikkinchi
tartibli sirtlarni aniqlaydi. Yuqoridagi misoldan ko‘rinadiki, aylana
ikkinchi tartibli chiziqgdir.

Fazoda (x - a)2 + (y - b)2 + (z - c)z —~ R? =0 tenglama bilan
aniglanuvchi nugqtalar to‘plami esa sferadan iborat bo‘lib, u ikkinchi
tartibli sirtdir.

Analitik geometriya kursida vektorlar algebrasi ham o‘rganiladi.
Vektor tushunchasi muhim fundamental tushunchalardan bo‘lib,
fagatgina analitik geometriya kursida emas, balki matematikaning boshqa
bo‘limlarida ham muhim rol o‘ynaydi.

Bu darslik muallifning O‘zbekiston Milliy universitetining mexanika-
matematika fakultetida o‘gigan ma’ruzalari asosida yozilgan. Darslik
universitetlarning mexanika va matematika yo‘nalishlarining bakalavriat
talabalari uchun mo‘ljallangan.



I BOB
VEKTORLAR ALGEBRASI

1-§. Vektorlar va ular ustida amallar

1-ta’rif. Yo ‘nalishga ega bo ‘igan kesma vektor deb ataladi.

Biz vektorni 4B ko‘rinishida yoki bitta kichik lotin harfi bilan @, b, ¢

ko‘rinishida belgilaymiz. Vektorni AB ko‘rinishida belgilasak 4, B
nugtalar mos ravishda vektorning boshi va oxiri joylashgan nuqtalardir,

I~ 1=
vektorning uzunligi !AB , [Cl! ko‘rinishida belgilanadi.

Agar vektorning boshi va oxiri bitta nuqgtada bo‘lsa, u nol vektor
deyiladi. Nol vektor yo‘nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga

teng. Nol vektor O ko‘rinishida voziladi.

B - b
/ )
a - -
A a+b
1-chizma. 2-chizma.

2-ta’rif. Ikkitaa = A—B val; = 65 vektorlardan 1—7 = EB vektor

boshini @ = AB vekior oxiriga qgo vilganda AB vektor boshidan CD
vektor oxiriga yo ‘naltirilgan vektor, bu vektorlarning yig ‘indisi deyiladi va
E + E ko ‘rinishida yoziladi.

Yugorida keltirilgan vektorlarni go‘shish qoidasi uchburchak goidasi
deyiladi.



3-ta’rif. Berilgan A haqigiy son va @ vektorning ko ‘paymmasi shunday
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vektorki, uning uzunligi W’af ga teng, yo‘nalishi: A >0 bo‘lganda a

vektor yo ‘nalishi bilan bir xil, A <0 bo‘lganda esa q vektor yo ‘nalishiga

qarama-qarshi bo‘ladi. Ko‘paytma A a ko ‘rinishida yoziladi.

Vektorlar algebrasi deganda, vektorlar to‘plamida vektorlarni qo*shish
va skalyar songa ko‘paytirish amallari tushuniladi. Biz V' bilan hamma
vektorlar to‘plamini belgilavmiz. Bunda vektorlarimiz bir to‘g'ri chizigda,
bir tekislikda yoki fazoda yotgan bo‘lishi mumkin.

Vektorlarni qo‘shish va hagigiy songa ko‘paytirish amallari quyidagi
xossalarga ega:

1.Va,beV uchun; a+b=b+a —kommutativik.

2. V;l, I;,E eV uchun; (a + E) +c=a+ ([; + Z') -assosjativlik.

3.VaeV whnIbelV a+b= 0. tenglik o'rinli va b=-a

4 Yae V uchun; al=a - tenglik o‘rinli.

5.Va,be€V hamdaVAe€R uchun /7(5 + E) =Ada+ Ab
tenglik o‘rinli.

6. VA, ueR va VaeV uchun: 5(/7. + 1) = da+ ;15
tenglik o‘rinli.

7.VA,HER va VYaeV uchun l(/lg) = (/1;1)5 tenglik
o‘rinli.

8.Vael uchun g+ 0=q tenglik o'rinli.
Bu xossalarning ba'zilarini isbotlaymiz, ba'zilarining isbotini esa
o‘quvchilarga havola qilamiz.

Birinchi xossani isbotlash uchun ixtivoriy ikkita a va b vektorlaring

boshini bitta O nuqtaga joylashtiramiz va 3-chizmadagi OABC
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b b A
V'Y
a
C
C
0] a A o)
3-chizma. 4-chizma.

parallelogrammni hosil gilamiz. Bu parallelogrammdagi OAC

uchburchakdan %=E+E tenglik, OBC uchburchakdan esa
OC=b+a tenglikni hosil gilamiz (3-chizma).

Ikkinchi xossani isbotlash uchun a vektorning boshini O nuqtaga, b

vektorning boshini @ vektorning oxiriga, ¢ vektorning boshini esa b
vektorning oxiriga joylashtiramiz. Chizmadan quyidagi tengliklarni hosil
qilamiz

(5+5)+E=% E+(E+E) =0C
Har bira = ZE vektor uchun b=BA vektor avektorga garama-

garshi yo‘nalgan, uzunligi esa @ ning uzunligiga teng vektordir.

Vektorlarni qo‘shish qoidasiga ko‘ra ZE+E47=-O_ tenglikni hosil
gilamiz.

Beshinchi xossani isbotlash uchun @ va E vektorlarning boshlarini
bitta nuqtaga joylashtirib, ular yordamida quyidagi ABCD
parallelogrammni hosil gilamiz.



A —p >
p D Ab

S-chizma.

Berilgan 4 son uchun A a va A B vektorlarga qurilgan
parallelogramm ABCD parallelogrammga o‘xshashdir. Shuning uchun
uning diagonali uzunligi ABCD parallelogramm diagonali uzunligidan

‘ﬂ,l marta “kattadir”. Bundan esa /7,(5 + B) = /15 + ZE tenglikni hosil
gilamiz.
Oltinchi xossani isbotlash uchun A >0 va A <0 hollarni

garaymiz. Birinchi holda A va At sonlarining ishorasi bir xil bo‘ladi.
Shuning uchun ularning ikkalasi ham yoki manfiy yoki musbat bo‘ladi.
Biz ularning ikkalasi ham manfiy bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda ,

5(,1 + U), /15 + ,ug vektorlar @ vektorga qarama qarshi yo‘nalgan
bo‘ladi. Demak, ular bir xil yo‘nalishga ega. Ularning uzunliklari esa

|/1 + ,u”a} ga tengdir. Agar 4 va £/ sonlari musbat son bo‘lsa, yuqori-

dagi mulohaza takrorlanadi. A va # sonlarining ishoralari har xil bo‘lsa
biz yana ikkita holni qaraymiz:

A+pu>0val+pu<0.Agar A+ >0 bo'lsa a(A + ),
Aa+ fta vektorlara vektor bilan bir xil yo‘nalishga ega. tia
vektorning boshini Aa vektorning oxiriga joylashtirib, ularning uzunligi

ham tengligini ko‘ramiz. Qolgan hollar yuqoridagidek mulohazalar asosida
tekshiriladi.




4-ta’rif. Bir tog'ri chizigga parallel vektorlar kollinear vektorlar
deyiladi.

Vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsa, 5 TT E ko‘rinishda, agar
garama qgarshi yo‘nalishga ega bo‘lsa, E ’N, E ko‘rinishda belgilaymiz.

1-tasdig. Nol vektordan farqgli ;,I_) vektorlar kollinear bo‘lishi
uchun A € R son - mavjud bo‘lib, C_l = /11; tenglikning bajarilishi zarur
va etarlidir.

Isbot. Vektorlar uchun ;=/1b shart bajarilsa,zl_,g vektorlar

kollinearligini isbotlash sodda bo‘lganligi uchun uni isbotlashni
o‘quvchilarga havola etamiz. Bu shartninig zarurligini ko‘rsatamiz. Agar

a, b vektorlar kollinear bo‘lsa, ularni parallel ko‘chirish natijasida bitta

to‘g‘ri chizigga joylashtirish mumkin. Shuning uchun ular /7 to‘g'ri
chizigda yotadi va ularning boshi O nuqtada deb hisoblaymiz. Agar

- _ a _ _
a,b vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsa i = ||bT|| uchun a=A1b
tenglik bajariladi. Agar a, b vektorlar qarama qarshi yo‘nalishga ega
4
/1="T
i
S-ta’rif. Vektor yotgan to‘gri chiziq ¢ tekislikka parallel bo‘lsa, bu
vektor (¢ tekislikka parqllel deyiladi.

bo‘lsa uchun 5 = /1[; tenglik bajariladi.

6-ta’rif. Uchta a,b,c vektorlar bitta tekislikka parallel bo ‘Isa,ular

komplanar vektorlar deyiladi.
Tabiiyki, agar vektorlar komplanar bo‘lsa,ularni paralle] ko‘chirish
natijasida bitta tekisllikka joylashtirish mumkin.



2-§. Chiziqli erkli va chizigli bog‘lanishli vektorlar oilasi
Bizga {51,52,;3,,,,,2,, } vektorlar oilasi vap ta
Ay> Ay seeny Ay sonlar berilgan bo‘lsa, /1121 + /1252 +...+ lna,,

vektor @ay,as,...,a, vektorlarning chizigli kombinatsiyasi deb ataladi.

Chizigli kombinatsiyada gatnashayotgan sonlaming birortasi noldan fargli
bo‘lsa, u notrivial chiziqli kombinatsiya deb ataladi.

Ta’rif. Berilgan { 51 , 52 , 53 yooes E” } vektorlar oilasi uchun kamida
birtasi noldan fargli bo ‘igan ;L,l s 22 yorey A p Sonlar mavjud bolib,
/11611 + /12(12 +...+ /1”61,; = 0

tenglik o‘rinli bo‘lsa, { ay,a2,qas,...,dn } vektorlar oilasi chizqli

bog lanishli deyiladi.

Izoh. Vektorlar oilasi chizigli bog'lanishli bo‘lsa, uning birorta
notrivial chizigli kombinasiyasi nol vektor bo'ladi.

I-teorema. Ikkita vektordan iborat oila chizigli bog‘lanishli bo ‘lishi
uchun bu oila vektoriarining kollinear bo ‘lishi zarur va vetarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli ikkita; vaE vektorlar chizigli bog‘lanishli
bo'lsa, kamida bittasi noldan farqli ﬂ,l,/lzsonlari mavjud
bo'lib, La+A,b=0 tenglik bajariladi.  Agar 4] # 0
bo‘lsa,az—(ﬂ,l //12 )E tenglikni hosil gilamiz. Bu esa birinchi

tasdigga ko‘'rag vab vektorlarning kollinear ekanligini ko‘rsatadi.

Va aksincha, @ va b vektorlar kollinear bo‘lsin. Ularning boshlarini
bitta nuqtaga joylashtirsak, ular bitta to‘g‘ri chiziqda yotadi. Bu to'g'ri
chizigda vektorlar boshi joylashgan nuqtani koordinata boshi sifatida
olib, koordinatalar sistemasini kiritamiz. Vektorlarning oxirlarini A va B



harflar bilan belgilaymiz: E = 5,2 , B = @ . Vektorlardan bittasi, misol

uchuna noldan fargli vektor bo‘lsin. Demak, E # 6 va O nuqta AB
kesmani biror 4 nisbatda bo‘ladi: BO/OA = A yoki BO=A0A4

Endi b=- 12 tenglikni ko‘rsatamiz. Agar a, b vektorlar yo‘nalishi

bir xil bo‘lsa, O nuqta 4B kesmaga tegishli emas va A <0. Agar a, b
vektorlar yo‘nalishi qarama-qarshi bo‘lsa, A4 >0 bo‘ladi. Shuning

uchun b va - /15 vektorlarning yo‘nalishlari bir xil. Ularning uzunliklari
ham teng:

[51=1B0 |=|2lloal=|1llal=]-ral
Demak, bu vektorlar tengdir. Endi p=- g

tenglikdan — g + b =0 tenglik kelib chiqadi. Demak, g vap
vektorlar chizigli bog‘lanishli oilani tashkil giladi.

2-teorema.

1) Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli bo‘lsa, bu oila chizigli
bog ‘lanishlidar.

2) Vektorlar oilasi birorta chizigli bog‘lanishli vektorlar oilasini 07
ichiga olsa, bu oila ham chizigli bog ‘lanishlidir.

Isbot.

1) Berilgan {51,a2,53,,,,,5n }oilada aj =0 bo'lsa, A; =0,
1j=1,i¢j sonlar uchun /1,-] Cl—,-l'*‘ /1;2 Eiz '*'/1,-3 aji ..t
+ A, @iy =0 tenglik orinli bo‘ladi.

2) Berilgan {51,52,53,,,,,5" } oilada bir nechta a,

k =1,2,...m, m < n, vektorlar chizigli bog‘lanishli oilani tashkil gilsa,
ularning birorta notrivial chizigli kombinatsiyasi nol vektor bo‘ladi:

10



>— )/A
Aa

6-chizma.

a

Biz agarA, =4, ,j=j, va 4, =0, j# j, tengliklar bilan n ta
Al A2, A3,...e Ay SONIarni aniglasak

AQa, +XQa, +Aza, +..+A4,a =0

tenglikni hosil gilamiz.
3-teorema. Uchta vektordan iborat oila chizigli bog‘lanishli bo lishi
uchun ularning komplanar bo‘lishi zarur va etarlidir.

Isbot. Oilaga tegishli uchta (—1_, Eva E vektorlar chizigli bog‘lanishli
bo‘lsa, ularning komplanarligini isbotlaymiz. Chizigli bog‘lanishlikning

ta’rifiga asosan, kamida bittasi noldan farqli OL,B,y sonlar uchun
aa+pPb+yc=0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Aniqlik uchun ¢ noldan fargli bo‘lsin, unda

avvalgi tenglikdan

- ad —- ﬂ'b‘

11



tenglik kelib chigadi. Bu tenglikda A=ct/y, p= B/y belgilashlarni kiritib
c=Ada+ ,Ub tenglikni hosil gilamiz. Agar a,b va E vektorlarning
boshi bitta umumiy O nuqtaga joylashtirilgan bo‘lsa, oxirgi tenglikdan ¢

vektor Aa va ,le vektorlarga qurilgan parallelogramm diagonaliga

tengligi kelib chigadi. Bu esa ular bitta tekislikda yotadi deganidir, demak,
ular komplanar vektorlardir.

Va aksincha, a,b va ¢ vektorlar komplanar bo‘lsin. Ular chizigli

bog‘ligligini isbotlaymiz.

Berilgan uchta vektorlar orasida kollinear vektorlar bo‘lgan holni
chiqarib tashlaymiz. 1-teoremaga asosan, ushbu vektorlar jufti chizigli
bog‘lik bo‘lar edi va berilagan uchta vektor ham chizigli bog‘ligligi kelib

chigar edi. Shuning uchun ;,/; va E vektorlar orasida hech bir jufti

kollinear bo‘Imagan holni ko‘rib chigamiz (xususan, ular orasida nol
vektor ham yo‘q). Vektorlarni bitta tekislikka ko‘chirib, ularning

boshlarini O nugqtaga joylashtiramiz (6-chizmaga garang). Keyin E
vektorning C uchi orqali 5 vaE vektorlarga parallel to‘g‘ri chiziglar
o‘tkazamiz, 5 vektor yotgan to‘g‘ri chizigning E vektorga parallel to‘g‘ri
chiziq bilan kesishish nuqtasini 4 deb belgilaymiz va Z)_ vektor yotgan
to‘g‘ri chizigning 5 vektorga parallel to‘g‘ri chiziq bilan kesishish

nuqtasini B deb belgilaymiz. (Ushbu nuqtalarning mavjudligi,a va Z;
vektorlar kollinear emasligidan kelib chigadi). Vektorlarni qo‘shishning

parallelogramm qoidasiga ko‘ra ¢ vektor OA va OB vektorlar
yig‘indisiga teng, ya’'ni

¢ = OA + OB tenglik o‘rinlidir.

OA4 vektor noldan fargli 5 vektorga kollinear (u bilan bir to‘g‘ri
chiziqda yotuvchi), demak, shunday , haqiqiy son topiladiki,

12



OA=la
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash, b—g = /15 tenglik ham
o‘rinli. Bu tengliklardan

c=Aa+ ub
tenglik kelib chiqadi. Oxirgi tenglikni Ag+ ub + (1) =0
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu tenglikdagi A, 1. va —1 sonlarning
kamida bittasi noldan fargli bo‘lganligi sababli, oxirgi tenglik E,B va

¢ vektorlarning chiziqli bog‘lanishligini ifodalaydi. Teorema isbotlandi.

1-natija. Agar E,E va E vektorlar komplanar bo ‘Imasa, ular chizigli
erkli bo‘ladilar.

2-natija. Ixtivoriy uchta komplanar bo Imagan vektorlar orasida ikkita
kollinear vektorlar bo ‘la olmaydi. Shuningdek ular orasida nol vector ham
bo ‘Imaydi.

3-§.Vektorlarning o‘qqa proeksiyasi

Vektorning o‘qqa proeksiyasi vektorning yo‘nalishiga qarab musbat,
manfiy yoki nolga teng bo‘lgan son bo‘lib, q vektorning ¢ o‘gqqa
proeksiyasi quyidagi qoida bo‘yicha
aniqlanadi: (7-chizma)

Agara=AB bo‘lsa, A4 va B
nuqtalarning ¢ o‘qdagi ortogonal

proeksiyalarini mos ravishda A’, B’ bilan

belgilaymiz. 4B’ kesmaning ¢ o‘qdagi

kattaligi Z vektorning ¢ o‘qdagi
proeksiyasi deb ataladi. Proeksiya uchun

Pl a= H cosp 7-chizma.f

13



tenglik o‘rinli bo‘lib, bu yerda @ -berilgan ¢ vektor va ¢ o‘q orasidagi
burchakdir.
Proeksiyaning xossalari:

. pr,ﬂ/15=/lpr, a, jeR!
2. pr, (}; +l_7): pr, a+ pr,l_)
Isbot. 1. Birinchi pr,,15 = Apr, a tenglikni isbotlash uchun quyidagi

hollarni qaraymiz:

a) 1 =0 bolsa g =0 tenglik o‘rinli bo‘ladi va natijada A’ = B’
munosabatdan

pr Aa=0 va pr Aa= /1pr‘€5=0
tengliklar kelib chiqgadi.
b) A > 0 bo‘lsa, 5 TT E munosabatdan @=x tenglik kelib chiqadi;

bu ¢ verda va ¥/ mos ravishda vab vektorlarning ¢ o‘q bilan

va demak

hosil qilgan burchaklaridir. Bu holda lla‘=ﬂ}a
r, (15): ’/12’ cosly = Apr, a.
|

B) A4 <0 bo‘lsa, A 5 va a vektorlar uchun E'Nzg munosabat

o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun ¥ =@ + 7 tenglikdan quyidagi
munosabat kelib chiqadi:

r, (ﬂZ):

Ad cos(p+rm)= —A‘Z( cos(¢ + 71') = Apr, a.

2. pr, (g + E): pr, a+ pr,g tenglikni isbotlashni keyinrogga qoldirib,

skalyar ko‘paytmani o‘rganishga o‘tamiz.

14



4-§. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi

Ikkita c_z va E vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb

(5,1_7)=15“1_ch05(/) ifodaga aytiladi. Bu yerda (p—a va 1_7 vektorlar

orasidagi burchak.
Skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan bevosita quyidagi fakt kelib chigadi:
1-xossa. Ikkita vektorning skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘lishi
uchun ularning o‘zaro perpendikulyar bo‘lishi zarur va etarlidir.

(5,5)=0©(/)=§,h5

2-xossa. (5,5): ‘5\2

3-xossa. Kommutativlik (5—1 , E): (E ,;)

4-xossa. (/121— , E)= /1(5 ,b), AeR

S-xo0ssa. (5 +b, 5) = (E, E)+ (l;, E)

Beshinchi xossa isboti proeksiyaning ikkinchi xossasidan kelib chigadi:

(E + _b_,z):: 5 + E‘i;l cos @ = pr. (Z+E)H = pl',(;+g){_c_'i =
pr,g-|(;!+ pr,l;H =‘EHZ‘ cos X + IB; . 'Elcosgo.

5-§. Bazis va vektorning koordinatalari
Ta’rif. Berilgan { €1,€2,...,€y
ixtiyoriy vektorni ularning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalash

mumkin bo‘lsa, bu oila bazis deyiladi.
Quyidagi muhim faktlar o‘rinlidir:

} vektorlar oilasi chiziqli erkli bo‘lib,
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1-xossa. Bir tekislikda yotuvchi
vectorlar uchun har ganday ikkita
nokollinear vektorlar bazisni tashkil
giladi.

2-xo0ssa. Fazoda yotuvchi
vectorlar uchun har ganday uchta
nokomplnar vektorlar bazisni
tashkil qgiladi.

Bu xossalarning birinchisi 1-
teoremaning bevosita natijasidir.

Ikkinchi xossani isbotlaymiz:

Bizga uchta nokomplanar

a,b,c vektorlar berilgan bo‘lsin.

Ikkinchi punktda isbotlagan
teoremaga ko‘ra ular chiziqli erkli
oilani tashkil qgiladi. Endi ixtiyoriy

&-chizma

3 vektorni olib, uni a,b,c vektorlar orgali chiziqgli ifodalash

mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning uchun a,b,c vektorlarning boshlarini
O nugtaga joylashtiramiz va ¢ vektorning oxiridan ¢,b vektorlar

tekisligiga, E,E vektorlar tekisligiga va c,b vektorlar tekisligiga paral-

lel tekisliklar o‘tkazamiz. O‘tkazilgan tekisliklarning d,b,c vektorlar

yotgan to‘g‘ri chiziglar bilan kesishish nuqtalarini mos ravishda 4,B,C
harflar bilan belgilaymiz.Vektorlarni qo‘shish qoidasiga ko‘ra

d =04+ 0B +0C

tenglikni olamiz. Bu yerda O_A, ﬁ’ 55 vektorlar mos ravishda

a,b,c vektorlarga kollinear bo‘lganligi uchun shunday A, A, v sonlar
mavjudki

OA = Aa: @=;15, OC =vc

16



tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklarni hisobga olib
d=Aa+ub+vc
tenglikni olamiz.

Ta’rif. Bizga {él—’ e_z,,;} bazis berilib, -c; vektor uchun

a=alel +a262 +...+anen

tenglik o‘rinli bo‘lsa, {a] N2 YN/ } sonlar g vektorning koordina-

talari deyiladi.
6-xossa. Har bir vektor berilgan bazisda o‘zining koordinatalari bilan
yagona ravishda aniqlanadi.

Berilgan Evektor uchun ikkita

a=ae +a,e,+...+a,e

n€n
a=be +bye, +...+b,e,

tengliklar o‘rinli bo‘lsa ularning birini ikkinchisidan hadma-had ayirib
(a,—b)e, +(a, ~b,))e, +...+(a,~b,)e, =0

tenglikni hosil gilamiz. Bazisni tashkil giluvchi {a ,e_z ,,,,,a}vektorlar

chiziqli erkli bo‘lganligi uchun

a—-b=0,a,-b,=0, ..,a,-b,=0

munosabat hosil bo‘ladi.

6-§. Affin koordinatalar sistemasi
Fazoda yoki tekislikda affin koordinatalar sistemasini kiritish uchun

birorta bazis va bitta nuqta tanlanadi. Agar {a,e_,‘,;‘} bazis va (O

nuqta berilgan bo‘lsa, OM vektorning {a,_e;;]} bazisdagi

koordinatalari M nuqtaning affin koordinatalari deyiladi.
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1-ta’rif. Berilgan {g, e_z-,,a}

d bazis uchun

(erey)=17 077
€j,€; )= 0,i% j tengliklar

A B bajarilsa, {el ,ez,,_,,en} — ortonor-
kil > mal bazis deyiladi.
. A 2-ta’rif. Ortonormal bazis
9-chizma. yordamida berilgan koordinatalar
sistemasi to ‘g ‘ri burchakli yoki dekart
koordinatalar sistemasi deb ataladi.
Teorema. Dekart koordinatalar
sistemasida vektorning berilgan bazisdagi koordinatalari, uning
koordinatalar o ‘glariga tushirilgan proeksiyalari bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Bizga i,j,k ortonormal bazis berilgan bo‘lsa, ularning

boshlarini O nuqtaga joylashtirib OXYZ koordintalar sistemasini
kiritaylik. Agar

a =x;+ y}+ zE bo‘lsa, E vektorning boshini koordinata

boshiga joylashtirib, uning oxirini M bilan belgilaymiz. Agar M
nuqtaning koordinata o‘glariga ortogonal proeksiyalarini 4, B, C harflari
bilan belgilasak OA = xi, OB=yj,0C = zk tengliklarni hosil

gilamiz. Ikkinchi tomondan OA, OB, OC kesmalarning kattaliklari

mos ravishda X,),Z sonlariga teng bo‘lgani uchun Xx= pr,, E,

Y =Dl a,z=pr, E munosabatlarni hosil gilamiz.
I-natija. pr (Z + E) =pr; E+pr1 b
Isbot. Bizga fo‘q berilgan bo‘lsin: shunday OXYZ koordinatalar



sistemasi kiritamizki, OX koordinata o‘qi £ bilan ustma-ust tushsin. Agar
a=Xai+y,J+z,k, b=xpi+ypj+zpk,
a+b= (xa+b )i + (ya+b )J + (Za+b )k

bo‘lsa, teoremaga ko‘ra pra=x, va pr,=x,, pn (E+l;)= X,h

tengliklami hosil gilamiz. Lekin vektorlami qo‘shganda ularning koordinatalari

mos ravishda go‘shilgani uchun pr, (a + b)= X, + x, munosabatni olamiz.

7-§. Vektor va aralash ko‘paytmalar

I-ta’rif. Tartiblangan {_a_, E, E} uchlikdag vektor oxiridan c—z,l;

vektorlar tekisligiga qaraganimizdaa danb ga gisqa burilish yo ‘nalishi
soat mili yo‘nalishiga qarama-qarshi yo‘nalgan bo‘lsa, bu uchlik o‘ng
uchlik deb ataladi. Agar bu yo ‘nalish soat mili yo ‘nalishi bilan ustma-ust

tushsa, {a, b,/ uchlik chap uchlik deyiladi
Quyida {Zz-, E,E} o‘ng va {B E,Z} chap uchliklar ko‘rsatilgan.
Shunda {Z,E,E} {E,E,Z} {E,a,l;} uchliklar o‘ng, {5,5,2},

{@,e,b}, {,b,a} uehlikiar chap uchlik hosil giladi.

10-chizma. 11-chizma.
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2-ta’rif. Ikkita a va l_) vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb shunday

vektorga aytiladiki, bu vektor [E,BJ kabi belgilanadi va:

1) I.E,E_I ning uzunligi 5 va E vektorlarga qurilgan parallelogramm

. N 17 e “AT
yuziga tengdir: i [a,bJ|=| a | | b |sm Y, p=a b;

2) E,EJ vektor 5 va E vektorlarga perpendikulyar bo‘lishi kerak:
[a,bJLa, [a,bJL b;

3) 5,5 vektorlar va vektor ko‘paytma l;,l—v o‘ng uchlik hosil

giladi:
Vektor ko‘paytmaning xossalari:

D |a,b]==-p,al;

» |12,5]= 2l b|= B3] 2 k;

Y A W e W s

4 |a,b]=0 = a/b.

I-tasdig. (Yordamchi fakt). Berilgan ¢ tekislikda E vektor va unga

perpendikulyar birlik ; vektor berilgan bo‘lsin. Agarg vektor ¢
g tekislikka perpendikulyar

vag,c,g o‘ng uchlik

bo‘lsa, ¢ tekislikda

yotuvchi har qanday a
vektor uchun

- [E,E]= pr. EH—g—
12-chizma tenglik o‘rinlidir.
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Isbot. 1)Vektorlar tengligini ko‘rsatish uchun ularning yo‘nalishlari
bir xil va uzunliklari tengligini ko‘rsatamiz. Vektor ko‘paytmaning ta’rifiga

ko‘ra uninig uzunligi Z; va E vektorlarga qurilgan parallelogrammning

yuziga tengdir: l [E,EJ |=S . Chap tomondagi vektorning uzunligi esa
I prL,Z l lC} ga tengdir. Agar parallelogrammning asosi sifatida E
vektorni olsak, uning yuzasi Icl hga tengdir. Bu yerda /1 balandlik

bo‘lib, ' pr;a |=h tenglik o‘rinlidir. Demak, vektorlarning uzunligi
tengdir. Endi ularning yo‘nalishi bir xil ekanligini ko‘rsatamiz. Agar

a,c, g -o‘ng uchlik bo‘lsa, g va l;,; vektorlar bir xil yo‘nalishga ega.

Bu holda g va ; vektorlar E vektorning bir tomonida joylashgan va

preg >0 bo‘ladi. Agar q,c,g -chap uchlik bo‘lsa, preg <0 va
pre; 'C' § vektor g vektorga gqarama-qarshi yo‘nalgandir. Demak,

P”e‘_l ICI § vektor yo‘nalishi ZZ_, EJ vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo‘ladi.

Natijada [a,¢)= pr.a-|elg tenglikni hosil qildik.

3-ta’rif. Uchta a,b,c vektorlarning aralash ko ‘paymmasi deb,
E,ELE) miqdorga aytiladi va quyidagi ko ‘rinishda belgilanadi:
abe = (a,bc)

2-tasdig. Berilgan nokomplanar (chizigli erkli) E,E,E vektorlar o ‘ng

uchlikni tashkil qilsa, ularning aralash ko ‘paytmasi ularga qurilgan
parallelipipedning hajmiga, aks holda esa hajmning manfiy ishora bilan
olinganiga tengdir.
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Isbot: Biz a,b,c vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini
I/ bilan belgilaymiz. Agar§ bilanZz- va b vektorlarga qurilgan
parallelogrammning yuzasini belgilasak, 5, l;]: S; tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bu yerda e vektor |a,b] ko‘paytma bilan bir xil yo‘nalgan birlik
vektordir. Skalyar ko‘paytmani proeksiya yordamida yozsak,

abe=Sld pric tenglikni hosil gilamiz.

_7
1/ /

€ /
P
a

»
>
ey

13-chizma.

Bu yerda pr; E absolyut giymati bo‘yicha a, b, ¢ vektorlarga qurilgan

va asosi @, b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan iborat

parallelipipedning balandligiga tengdir. Agar a, b, ¢ o‘ng uchlikni tashkil

qilsa, pr;E=h, agar a,b,c chap uchlikni tashkil gilsa, prE—é:—h
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda }; qaralayotgan parallelipipedning

balandligidir. Shuning uchun V(a,g, E) = S h formulani hisobga olsak

biz bevosita tasdiq isbotini olamiz.
Endi biz vektor ko‘paytma xossalarini isbotlashga kirishamiz.
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1-xossa isboti 21_, 5 5,5 J va ;,l;, [5 ;J uchliklarning orientatsiyalari
har xil ekanligidan kelib chiqadi: birinchi uchlik o‘ng orientatsiyaga,
ikkinchi uchlik chap orientatsiyaga egadir.

2-xossani isbotlash uchun ikkita holni ko‘ramiz 4 > () va 4 < (.

Birinchi holda a va /15 vektorlar bir xil yo‘nalishga ega va shuning
uchun 5,5,[1&5] vag, B, lc—z, b J vektorlar bir hil orientatsiyaga ega.
Demak, [ ,1;, ZJ va ,115, SJ vektorlar uzunliklari teng va bir xil yo‘nalishga
ega.

Ikkinchi holda @ va /15 vektorlar yo‘nalishlari qarama-qarshi va

Z,I;,[ AZ,EJV&) 5,};,[5, I;J vektorlar uchliklari har xil orientatsiyaga ega
bo‘ladi.Bundan esa /15, Z-JJ va [51‘,] vektorlar garama qarshi yo‘nalishga

ega ekanligi kelib chigadi. Demak, l 15, EJ va ,1'_5, EJ vektorlar bir xil

yo‘nalishga ega va uzunliklari tengdir.
3-xossa isbotini keltiramiz.

a)a,b, va o komplanar

vektorlar, ¢,c,g — o‘ng uchlik

bo‘lib, e,g vektorlar 1-tasdig
shartlarini qanoatlantiruvchi vektorlar
bo‘lsa, ikkita vektor ko‘paytmani
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

[a.c]=pr. ale
[5, Z]: pr: B’El E ) 14-chizma.
Endi proeksiya xossasidan foydalanib,

[;+Z,;]= 2 (;-i-g) H § = pr, ;IZ’IE + pr; 5‘;

g va

g
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tenglikni hosil gilamiz.

b) a,b, va c komplanar vektorlar emas;

Bu holda [E+E,;J,[E,C—HZ_),E— vektorlarning barchasig

vektorga perpendikulyar bo‘lganligi uchun ular komplanar oilani tashkil
etadi. Demak, ular chizigli bog‘lanishli bo‘ladi, ya’ni kamida bittasi

noldan fargli 4,,A,, 1 ,sonlari mavjud bo‘lib

Ala+be |+ a]ac]+a:|bc]=0
tenglik o‘rinli bo‘ladi.Bu tenglikdan

Ala+be =2, ac |- a:lbc]
tenglikni hosil qgilib, uning ikkala tomonini b ga skalyar ko‘paytiramiz
va

Ala+b)cb==1, acb
tenglikni hosil gilamiz. Yuqoridagi aralash ko‘paytma hagidagi tasdiqqa
ko‘ra

(a+bychbvaach
aralash ko‘paytmalarning absolyut giymatlari mos ravishda V(a+b)cb ,

V

ach Parallelipiped hajmlariga tengdir.

Bu parallelipipedlarning asoslari sifatida mos ravishda Z,'.{.E,B
va E,E, vektorlarga qurilgan parallelogrammlarni olsak, ularning
balandligi tengligini ko‘ramiz. Shuning uchun Vacb =Sih va

V(a+b)cb = Szh tengliklardan va ularning asoslari yuzal ri ham
tengligidan bu hajmlarning tengligi kelib chigadi.

Endi (; + 1;) E I; va E E E aralash ko‘paytmalar bir xil ishoralarga
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ega bo‘lishi, a+b,c, b uchlik orientatsiyasi a ,E,B uchlik orientatsiyasi
bilan ustma-ust tushishidan kelib chigadi. Demak, (E + 5) E l—y == 5 Z Z
Bundan esa A; = —A, munosobatni hosil qgilamiz. Xuddi shunday usul
bilan A; = ~ /A, tenglikni isbotlaymiz.
Demak,
l6+5.2)=[ac]+ .
tenglik o‘rinlidir.

4-xo0ssaning isboti a va b vektorlar parallel bo‘lganda ular orasidagi
burchakning sinusi nolga tengligidan kelib chiqadi.

8-§. Vektor va aralash ko‘paytmani koordinatalar orqali
ifodalash

O‘ng uchlikni tashkil giluvchi ortonormal €, €,.€, bazis berilgan

bo‘lsa, 5,1—), va ¢ vektorlarni
a=ag +(lz€2 + ases,

b=be +b,e, +bye;,

c=ce tc,6, +c3e3

ko‘rinishda yozib, skalyar, vektor va aralash ko‘paytmalami hisoblaymiz.
Skalyar ko‘paytma uchun

(5, b) = a;b; +a,yb, + a;b; tenglik hosil bo‘ladi.
Vektor ko‘paytmani hisoblashda



e,,e,J—e, s le3,elJ 62 82,8-J 5]
munosabatlarni hisobga olib
la,b J= (a,b, —asb,)e, +(a,b, —a\by)e, *(a,b, —a,b))e,

tenglikni hosil gilamiz.
Qulaylik uchun vektor ko‘paytmani koordinatalari orqali
a, a,| |a; q

[&FF{@%,%@,

ko‘rinishda yozish qabul gilingan.
Bundan foydalanib aralash ko‘paytma uchun

a, a,

)

b b

a, a, a,
abc= ibl b, b,
’Cl Cy Cy

formulani hosil gilamiz.

9-§. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi

Tekislikda kutb koordinatalar sistemasini kiritish uchun birorta O
nuqtani va bu nuqtadan o‘tuvchi o‘qni tanlab olamiz. Tanlangan nuqtani

qutb boshi, o‘qni esa qutb o‘qi deb ataymiz va uni ¢ bilan belgilaymiz.

Tekislikda berilgan ixtiyoriy O nuqtadan farqli M nugta uchun P bilan

iOM l masofani, ¢? bilan esa ¢ o‘q bilan OM nur orasidagi burchakni

belgilaymiz. Bu kattaliklar M nuqtaning qutb koordinatalari deyiladi va

M(P,9) ko‘rinishda belgilanadi.

Tekislikning O nuqtadan farqli nuqtalari bilan qutb koordinatalari
o‘rtasidagi moslik o‘zaro bir qiymatli bo‘lishi uchun 0 va @ Kkattaliklar

uchun quyidagi chegara qo‘yiladi: ¢ <p< +c0, 0< @ <27 .
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Agar (x,y) Dekart koor-
dinatalar sistemasini 15-chizma-
dagidek kiritsak, quyidagi

X=pCosQY, y=psing
bog‘lanishlarni olamiz.Berilgan M
nuqtaning Dekart koordinatalari

¢

ma’lum bo‘lsa,uning qutb
koordinatalarini topish uchun

p=x*+y°

formula bo‘yicha birinchi qutb

15-chizma

koordinatani topamiz.lkinchi qutb

koordinatani topish uchun M nuqtaning qaysi chorakda joylashganligini

bilishimiz kerak va

Y

X
@ =arctg= @=arccig—
X y

-

tengliklardan foydalanishimiz kerak.

10-§. Silindrik koordinatalar sistemasi

Fazoda silindrik koordinatalar
sistemasini kiritish uchun biz fazoda
bitta tekislikni va unga tegishli birorta
O nugqtani tanlashimiz kerak.
Tanlangan tekislikda O nuqtani qutb
boshi sifatida olib, bu tekislikda qutb
koordinatalarini kiritamiz.Berilgan
tekislikka perpendikulyar va O

nugtadan o‘tuvchi o‘qni 0Z o‘qi
sifatida olib, fazoda silindrik
koordinatalar sistemasint quyidagicha
kiritamiz:

e m———

-

fazoda berilgan M nugtaning X

b g

(O AN S

16-chizma.
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tekislikdagi proyeksiyasini N bilan, uning OZ o‘qdagi proeksiyasini M’
bilan belgilaymiz. Silindrik koordinatalar sifatida (p,(,z) Kattaliklarni
olamiz. Bu yerda (p,(p)' N nuqtaning beriigan tekislikdagi qutb

koordinatalari, z esa OM' Kesma kattaligidir.

Agar biz fazoda QXY tekislik sifatida tanlangan tekislikni, OX
o‘q sifatida qutb o‘qini olib dekart koordinatalar sistemasini kiritsak

X = pCcose, x=psing ,z=z
bog‘lanishlarni olamiz. Bu yerda 0, o‘zgaruvchilar uchun

0<p<+mw, 0Zp<27m

munosabatlar o‘rinlidir.

Fazoda silindrik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo bitta
o‘qqa ega bo‘lgan ichma-ich joylashgan (konsentrik) silindrlarga ajraladi.
Fazoning har bir nuqtasi bu silindrlarning faqat bittasiga tegishli bo‘ladi.

Agar nuqtaning silindrik koordinatalari 0, ¢, Z bo‘lsa, bu nqta yotgan
silindrning radiusi O ga teng bo‘ladi. Agar nuqta silindrlar o‘giga tegishli
bo‘lsa, u tegishli bo‘lgan silindrning radiusi nolga teng bo‘ladi. Yugoridagi
tanlangan dekart koordinatalar sistemasida silindrlarning o‘qi Oz o‘gidan
iboratdir. Bu dekart koordinatalar sistemasida konsentrik silindrlar
tenglamasi

2 2
X2+ y?=p?
ko‘rinishda bo‘ladi.
11-§. Sferik koordinatalar sistemasi
Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritish uchun Oxyz —Dekart
koordinatalar sistemasi kiritilgan deb hisoblab, berilgan M nugta uchun
markazi koordinata boshida bo‘lgan va radiusi p = IOM | gateng bo‘lgan
sferani qaraymiz. Berilgan M nuqgtaning Oxy tekisligiga proeksiyasini
M' bilan, OM vektor va Oz o‘qi orasidagi burchakni bilan,
OM ' vektor va Ox o‘qi orasidagi burchakni {/ bilan belgilaymiz.
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Burchaklarni aniglashda ¢ burchak shunday tanlanadiki, (Jz o‘qining

musbat yo*nalishi tomonidan garaganimizda, (Jx o‘qini —O—M—' nur bilan
ustma-ust tushirish uchun soat mili yo‘nalishiga garshi yo‘nalishda @
burchakka burish kerak. Yuqorida aniglangan 0, @, i/ kattaliklar M
nuqtaning sferik koordinatalari deyiladi. Bunga sabab, fazoning
koordinatalari © = const tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalari

to‘plami sferani tashkil giladi. Fazoning har bir nuqtasi radiusi koordinata
boshidan shu nuqtagacha bo‘lgan masofaga teng bo‘lgan sferada yotadi.
Nugtaning dekart koordinatalari bilan sferik koordinatalari orasidagi

bog‘lanish quyidagicha bo‘ladi:

(x = psinycosp, 0<p<2zx

: 4 r
1y = psingcosy, ——2-<y/<—2—

|z=pcosyp

17-chizma.

Odatda fazo nugqtalari bilan ularning sferik koordinatalari orasidagi
moslik o‘zaro bir giymatli bo‘lishi uchun

0<p<w, 05p<2n, 0<y<rx

chegaralar qo‘yiladi.
Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo markazi
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bitta nuqtada bo‘lgan sferalarga ajraladi. Agar nuqtaning sferik
koordinatalari 0O, @, I/ bo‘lsa, u yotgan sferaning radiusi 0 ga teng
bo'ladi. Bu masofa nuqtadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofaga
tengdir. Nuqta O radiusli sferada yotgan bo‘lsa,

@ va Y/ burchaklar uning sferadagi vaziyatini aniglaydi.

12-§. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish

Orientasiya: Bir vektordan ikkinchisiga gisqa burilish yo‘nalishi soat
strelkasi yo'nalishiga qarama-qarshi bo‘lsa, bu vektorlar o‘ng ikkKilik,
aks holda chap ikkilik tashkil giladi deyiladi. Bazis sifatida biror ikkilik

tanlansa, biz orientatsiya tanlab olingan deb hisoblaymiz. Bizga {i, J }
va {1", Jj '} ortonormal bazislar berilgan bo‘lsin. Bu bazislar yordamida

kiritilgan Dekart koordinatalar sistemasilarini mos ravishda Oxy va

O'x'y' bilan belgilaylik. Nugtaning “eski” va “yangi” koordinatalari
orasidagi bog‘lanishni topamiz. “Yangi” koordinatalar sistemasi
markazining “eski” koordinata sistemasidagi koordinatalarini (a, b) bilan
belgilaylik.

e e
¢ € > ¢ & >

18-chizma.

Tekislikda M nuqta berilgan bo‘lib,uning Oxy vaO'x"y’

sistemalardagi koordinatalari mos ravishda (x, y) va (x', y') juftliklardan
iborat bo‘lsin.
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Biz quyidagi tengliklarga ega
bo‘lamiz:

5A7=x;+y}, 0’M=x’7+y’7'.
W=a;+b;

> Har bir vektorni {;,;} bazis
orqali ifodalash mumkinligi uchun

19-chizma. - - —
o0 . .
l —a”l‘l"a]z]’

Jj'=ayitayj (1
munosabatlarni hosil gilamiz. Bu ifodalarni

OM =00 +O0'M» OM =xi+yj

tengliklarga qo‘yib

x1+yj = ai+b]+ al ]x’i+ alzx’j""az]y'l‘ + azzj”j
tenglikni hosil gilamiz.
Bazis vektorlari {7,;} chiziqli erkli oilani tashkil etganligi uchun
yugoridagi munosabatdan
! ’
x=a,x +a,y +a
y= azlx' + azzy' + b 2)
formulalarni olamiz. Endi @ ij koeffitsientlarni topish uchun ikkita holni
garaymiz.
Birinchi hol: {7,;} va {—1—',7} bazislar bir xil orientatsivaga ega.
Bu holda agar ¢? bilan ; va i’ vektorlar orasidagi burchakni belgilasak,j
va}'_’ vektorlar orasidagi burchak ham @ ga teng bo‘ladi. Yuqoridagi
(1) tengliklarning har ikkalasini; va} vektorlarga skalyar ko‘paytirib,
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a,, =cosQ,a, =sing a, =-sing, a,, =cose
formulalarni olamiz. Agar { ;,}} va {7,_]_’} bazislar har xil
orientatsiyaga ega bo‘lsa, ; va 7 vektorlar orasidagi burchak 7 — @
ga teng bo‘ladi. Bu holda (1) tengliklarning har birini ; va—]-' vektorlarga
skalyar ko‘paytirib ayj =Cos@,ay, = Sin(p y Oy =SIngQ,
a,, =—cos¢@ formulalarni hosil gilamiz. Bu formulalarni (2)
formulalarga qo‘yib, mos ravishda quyidagi ikkita formulalarni olamiz:

x=x'cosp—y'sing+a
Y ' (3)
y=x'singp+y'cosp+b
Bu holda o‘tish determinanti uchun

ay Ay

A= =1

ay Ay

tenglik o‘rinli.
Ikkinchi holda bazislarning orientatsiyalari har xil va koordinatalarni
almashtirish formulalari
x=x'cosp+y'sinp+a
y=x'sing—-y'cosp+b K

ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu holda o‘tish determinanti uchun

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, koordinatalar
sistemesini almashtirganimizda o‘tish matritsasi-
ning determinanti musbat bo‘lsa, oriyentatsiya
o‘zgarmaydi. Agar oftish matritsasining
determinanti manfiy bo‘lsa, oriyentatsiya garama-
qarshi oriyentatsiyaga o‘zgaradi.

20-chizma.
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13-§. Birinchi bob bo‘yicha oraliq nazorat uchun topshiriqlar
namunalari

Variant Ne 1
1. a(; + B): O(ZI + aB tenglikni isbotlang.
2. Berilgan g =2~ j+3k, b=i-3j+2k . c=3i+2j -4k

vektorlar uchun (;,(—,)_—. -5, (;C,E)z -11, (x,c)=20 shartlarni

ganoatlantiruvchi } vektorni toping.
3. Uchburchakning A4( ~1,-2;4) , B(~4;-2,0) va C(3;-2/1)

uchlari berilgan. Uning B uchidagi burchagini toping.

Variant Ne 2
1. (a+,u)a =qaa+ pa tenglikni isbotlang.
2. Uchburchakning A4(¢3;2;,-3) , B(5,1;,-1) va C(l,‘é‘l)
uchlari berilgan. A uchining tashgi burchagini toping.
3.Berilgan ¢ =2i —j +3k , b=i-3j+2k , c=3i +2j -4k

vektorlarga qurilgan parallelipiped hajmini toping.

Variant Ne 3

1. (a+b,c)= (a, c)+ (b,c) tenglikni isbotlang.

2. Berilgan ag=ai-3j+2k b=i+2j—ak vektorlar

perpendikulyar bo‘lishi uchunn ¢ ning giymati qanday bo‘lishi kerak.
- V4
3. Berilgan ¢ va b vektorlar orasidagi ¢ burchak 3 ga tengligi va

|ZJ|=\/§ ,|I—J]=l ekanligi ma’lum bo‘lsa, ;:E+b va 5:5—5

vektorlarga qurilgan parallelogram yuzasi topilsin.
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Variant Ne 4
I [2a,b)=a. 4b]= Ala, b] tenglikni isbotlang.

2. Uchburchakning 4(-1,-2;4) , B(-4,-2,0) va C(3;-2,1)

uchlari berilgan. Uning B uchidagi tashgi burchagini toping.
3. O'ng uchlik tushunchasini keltiring.

Variant Ne 5
1. Ikkita nokollinear vektorlarning chizigli erkli ekanligini isbotlang.
Vs

5 ga tengligi va

2. Berilgan ; va B vektorlar orasidagi (¢ burchak
|5|:J§ ) |B|—_-1@kan1igi ma’lum bo‘lsa, ;:ZHB va 2}:5_5
vektorlar orasidagi burchak topilsin.

3. Chap uchlik tushunchasini keltiring

Variant Ne 6
1. Uchta nokollinear vektorlarning chizigli erkli ekanligini isbotlang.

2. ;:;_3}'4-75 , B:Q}'—}'+3% vektorlarga qurilgan

parallelogramm yuzini toping.
3. Vektor ko‘paytmaning ta’rifini Keltiring.

Variant Ne 7
1. Bazis va koordinatalar. Dekart koordinatalar sistemasi.

2. Berilgan ;: {1501,5 =11 ,1} vektorlar orqali E: {— 1,0}
vektorni chiziqli ifodalang.
3. Aralash ko‘paytmani aniglang.

Variant Ne 8
1. Skalyar ko‘paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib
chiqgaring.

2. Uchburchakning A(3;4;-1), B(2,0;3) va C(=3;5;4)
uchlari berilgan. Uchburchakning yuzi hisoblansin.
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3. Berilgan a= {2,—1,3}, b ={1, 4,2} vektorlarning vector
ko‘paytmasini toping.
Variant Ne 9

1. Vektor ko‘paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib
chiqaring.

2. Fazoda M(—- 5;7;—6) va N(7;—9;9) nuqtalar berilgan.

Berilgan g = {1;—3;1} vektorning MN vektor yo‘nalishdagi o‘qqa
proeksiyasini toping.
3. Beri]gana = {2,— 1,3}, B = {1,4,2} vektorlarning kollinear
bo‘lish yoki bo‘lmasligini aniglang.
Variant Ne 10

1. Aralash ko‘paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib
chigaring.

2. Uchlari  A(2:-1:1), B(5,5;4),C(3;2,-1),D(4,1,3)
nuqtalarda bo‘lgan tetraedr hajmi hisoblansin.

3. Berilgan g = {2,-— 1,3}, b= {1,4,2}, c= {3,1,— 1} vektorlarning
komplanar bo‘lish yoki bo‘Imasligini aniglang.

Variant Ne 11
1.Skalyar ko‘paytmaning xossalarini keltiring.

- - i
2. Berilgan a va b vektorlar orasidagi ¢ burchak o ga tengligi va

ﬂﬂ:ﬁ , !1—7|_—.] ekanligi ma’lum bo‘lsa,;za-}-l; va—é =a—5
vektorlari orasidagi burchak topilsin.

3. Berilgan a={2,~13}, 5={,4,2},c={3,1,-1} vektorlarga
qurilgan parallellopipedning hajmini toping.

Yariant Ne 12
1. To*g‘ri chizigda koordinatalar sistemasini kiriting.
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2. Berilgana=ai—-3/+2k b=i+ 2;’ —ak vektorlar

perpendikulyar bo‘lishi uchunn ¢¢ ning qiymati qanday bo‘lishi kerak .

3. Berilgan ¢ = {2,— 1,3}, b= {1,4,2},2 = {3,1,— 1} vektorlarning
o‘ng yoki chap uchlik hosil gilshini aniglang.

Variant Ne 13

1. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini kiriting.

2. Uchlari A(2;-11). B(5:5;4). C(3:2;:-1), D(4;1;3) nugtalarda
bo‘lgan tetraedr balandligi hisoblansin.

3. Berilgan a = {2,—- 1,3}, b= {1,4,2},5: {3,1,— 1} vektorlarning
bir tekislikka parallel bo‘lishi yoki bo‘lmasligini aniglang.
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II BOB
TO‘G‘RI CHIZIQLAR VA TEKISLIKLAR
1-§. Tekislikda to‘g‘ri chiziqlar
1. To‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasi

Tekislikda Oxy Dekart

koordinatalar sistemasi ]
kiritilgan bo‘lsin. Agar ‘

tekislikda biror ¢ to‘g‘ri chiziq Mp (Xo,¥0)
berilgan bo‘lsa, unda yotgan M(x.y)
nugqtalar koordinatalari birinchi 21-chizma.

darajali Ax+By+C=0

tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Tekislikda yangi O'x'y’
koordinatalar sistemasini shunday kiritamizki ¢ to‘g‘ri chiziq absissa
o‘qi bilan ustma-ust tushsin. Yangi O'x’y’ koordinatalar sistemasida ¢
to‘g‘ri chiziqdagi nuqtalarning koordinatalari y' =0 tenglamani
qanoatlantiradi. Biz Q’xy’ koordinatalar sistemasidan eski Oxy

koordinatalar sistemasiga o‘tsak yuqoridagi tenglama Ax+ By +C =0
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda koeffitsientlar quyidagi munosabatni

ganoatlantiradi: A>+B*>0
Teskari masala qgo‘yamiz, ya’ni berilgan tenglamaga

Ax+ By+C =0 ko‘rato‘g'ri chizigni aniglaymiz.
Koordinatalari Ax+ By +C =0 tenglamani ganoatlantiruvchi

M (.\‘0’ yo) nuqtani olamiz. Agar ¢ bilan M (xo. yo) nugtadan o‘tuvchi

vaE:{A,B} vektorga perpendikulyar to‘g‘ri chizigni belgilasak,

M (x, y) nuqta ¢ to‘g‘ri chiziqqa tegishli bo‘lishi uchun A/ A{ vektor
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n= { A, B} vektorga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarlidir. Ortogonailik
shartini skalyar ko‘paytma orqali yozsak

Ax+By+C=0, )

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy
tenglamasi deyiladi. Agar (1) tenglamada A =0 bo‘lsa, (1) tenglama
Ox o‘qiga parallel to‘g‘ri chizigni, B=0 va C =0 bo‘lgan hollarda
mos ravishda Oy o‘giga parallel va koordinata boshidan o‘tuvchi to'g‘ri

chiziglarni olamiz.
Bizga berilgan (1) tenglamaning hamma koeffitsientlari noldan fargli
bo‘lsa, tenglamani

X Yy
4L =
-¢ -=C )
A B
. . c c o
ko‘rinishda yozib va @ = “Z,b = --E belgilashlar kiritib, uni
x Y
—+==1
R P (3)
ko‘rinishga keltiramiz. Bu tenglama
to‘g‘ri chizigning kesmalardagi
tenglamasi deyiladi. Bu holda to‘g‘ri
b chiziq koordinata boshidan o‘tmaydi
va koordinata o‘qlaridan kattaliklari
. mos ravishda a va blarga teng
\ a " bo‘lgan kesmalarni ajratadi. Bu

x tenglama to‘g‘ri chizigni chizish
uchun qulaydir.
22-chizma.
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2-§. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

To‘g‘ri chiziqqa parallel har ganday vektor to‘g‘ri chizigning
yo‘naltiruvchi vektori deyiladi. Agar to'g‘ri chizigning bitta nuqtasi va
yo‘naltiruvchi vektori berilgan bo‘lsa,uning tenglamasini tuzish masalasini

garaylik. Agar E: {E, m} yo‘naltiruvchi vektor bo‘lib, M(xo,yo)

nuqta to‘g‘ri chizigqga tegishli bo‘lsa, to‘g‘ri chizigning har bir M(x,y)

nuqtasi uchun MM vektor q= {@,m} vektorga kollinear bo‘lishi

kerak. Kollinearlik shartini yozsak, quyvidagi tenglamani olamiz:

X=X -
€ 0o_Y—Yo @)
m
Bu tenglama to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.
Yuqoridagi (4) tenglamaning o‘ng va chap tomonlarini¢ bilan
belgilasak quyidagi parametrik tenglamalarni olamiz:

x=xqg+{Lt, y=yqo+mt

Agar abssissa 0‘giga parallel bo‘lmagan L to‘g‘ri chiziq OX o‘qini
A nuqtada kesib o‘tsa,abssissa 0‘qi bilan to‘g‘ri chiziq orasidagi burchakni
¢ bilan belgilaymiz. Burchak ¢ yagona ravishda tanlanishi uchun
to‘g‘ri chizigning birorta yo‘naltiruvchi

Z[ = {f, m} vektorini tanlab burchakni YA

OX o‘gidan yo‘naltiruvchi vektorga soat
mili yo‘nalishiga qarshi yo‘nalishda
hisoblaymiz. Bu burchakning

tangensini & bilan belgilasak

k=2
/

tenglikni hosil qilamiz. To‘g‘ri

4
o 1
chiziqning birorta N[(xo,yo) Oj >

. A
nuqtasini bilsak, uning tenglamasini / . X
23-chizina.
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y—yO:k(x—xO) S

ko‘rinishda yoza olamiz. To‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni hisoblash
formulalarini keltirib chigaramiz. Agar Ly va Ly to‘g‘ri chiziglar
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, ular orasidagi burchak ularning
a = {Al aBl }, _}7—2- = {Az , 32 } normal vektorlari orasidagi burchakka
tengdir. Vektorlar orasidagi burchak bizga ma’lum bo‘lgan

V47 + B4 + B3

cosQ =

(6)

formula bilan hisoblanadi. Agar Ll va Lz to‘g‘ri chiziglar mos ravishda

X=X _V=h X=X _JY—) .
2, m 4, m, 0

tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, bu to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak,

ularning yo‘naltiruvchi alz{el,ml} va azz{ez,mz} vektorlari

orasidagi burchakka tengdir. Bu holda ham to‘g‘ri chiziglar orasidagi
burchak skalyar ko‘paytma yordamida

£.4, +mm,
\/ff +ml2 \/622 —.Lm22 ®)

formula bilan hisoblanadi. To‘g‘ri chiziglarning parallel yoki
perpendikulyar bo‘lishi mos ravishda ularning normal vektorlari (agar
ular (5) tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa) yoki yo‘naltiruvchi
vektorlarning (agar ular (7) tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa) parallel
yoki perpendikulyar bo‘lishiga ekvivalentdir. Shuning uchun
ﬂz—BiL va A]A') +B|Bz =O
A4, B )

tengliklar to‘g‘ri chiziglarming parallellik va perpendikulyarlik shartlaridir.

cosp =
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Mustaqil ish — 1. Agar to‘g‘ri chiziglar (7) tenglamalar bilan berilgan

bo‘lsa, ularning parallel yoki perpendikulyar bo‘lishi shartlarini yozing.

To‘g‘ri chiziglar mos ravishda

y=k1x+b1 vay=k2x+b2 )
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, ularning absissa o‘qi bilan hosil gilgan
burchaklarini & va@, bilan belgilasak, to‘g‘ri chiziqlar orasidagi
burchak ¢ uchun

P =0~
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan

_ tgaz —tgal _ k2 —k]

tep=tola, —a =
£¢ g( 2 l) l+tgaltga’2 1+k|k'_;

(10)

formula orgali

t _k2_kl
& kks

munosabatni hosil qilamiz.

Mustaqil ish-2. To*g'ri chiziglar (9) tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa,
ular uchun paralellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.

3-§. Nugtadan to‘g‘ri chiziqggacha bo‘lgan masofa
Bizga { to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsa, koordinata boshidan o‘tuvchi

va [ to‘g'ri chiziqqa perpendikulyar to‘g'ri chizigni L bilan, ularning

kesishish nugqtasini MO bilan belgilaymiz. Agar ; bilan L to‘g'ri
chizigning birlik yo‘naltiruvchi vektorini belgilasak, u

n = {cos6,sin B}
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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Tekislikning M(x,y) nuqgtasi / to‘g‘ri chizigga tegishli bo‘lishi

uchun OM vektorning L to‘gri chiziqga proeksiyasi OM

vektorning uzunligiga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir. Agar OMO

vektorning uzunligini P2 bilan belgilasak,

pr-OM =p
tenglikni hosil gilamiz. Proeksiyani skalyar ko‘paytma orqali ifodalash
natijasida biz

xcos@ + ysinf - p=0

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi deyiladi.

Agar M(x,y) nugta tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, NO bilan

;M(x,y) nugtaning [ to‘g‘ri chiziqdagi proeksiyasini belgilasak,

My N, kesma Kattaligi uchun quyidagi MyNy=0ONy—-OM, =

=ONO — p tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda ON, = pr-OM
A bo‘lganligi uchun

Y MyN, =xcosf@+ ysinf - p
\ formula M ;N kattalikni hisoblash imkonini

beradi. Bu kattalik ]\/[(x,y) nugtaning / to‘g‘ri
chizigdan chetlashishi deyiladi. Chetlashishning

absolyut giymati M(x,y) nugtadan/ to‘gri

M chizigga bo‘lgan masofaga tengdir. Demak,

nuqtadan to‘g‘ri
0O » chiziqggacha bo‘lgan
masofani hisoblash uchun
to‘g‘ri chiziq tenglamasini

24-chizma.



normal ko‘rinishga Keltirish keyin esa nuqgta koordinatalarini normal
tenglamaning chap tomonidagi o‘zgaruvchilar o‘rniga qo‘yish yetarlidir.

To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishga keltirish
uchun uning ikkala tarafini

1

A + B,

ifodaga ko‘paytirish zarur bo‘ladi. Bu yerda tC = — p tenglik bajarilishi

t=F

kerak. Shuning uchun ¢ ifodaning ishorasi (C ning ishorasiga garama-
garshi bo‘lishi lozimdir.

4-§. Fazoda tekislik va to‘g‘ri chiziq tenglamalari
4. 1 Tekislikning umumiy tenglamasi

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi Kiritilgan va unda O tekislik
berilgan bo‘lsin. Bu tekislikka tegishli nuqtalar koordinatalari birinchi
darajali chizigli tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Tekislikka

tegishli A/[O(xo.yo,zo) nugtani olib, & tekislikka perpendikulyar

birorta vektorni /7 bilan

belgilasak, M (x.y.z) nuqta O d Q,
Mo

tekislikka tegishli bo‘lishi uchun

MyM vektorning 1 vektorga
perpendikulyar bo‘lishiga teng M

kuchlidir. Demak, M(.\‘. Y. :) 25-chizma.
nuqtaning koordinatalari
A(x=x)+B(y~y,)+C(z-2,)=0

tenglamani ganoatlantirishi kerak. Agar D=-Ax - By -Cz belgilashni
kiritsak,
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Ax+By+(Cz+ D=0
tenglamani hosil gilamiz.
Teskari masala qo‘yamiz: 4x + By +(z+ D = 0 tenglama berilgan

bo‘lsa, koordinatalari berilgan tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalar
to‘plami tekislikni hosil qilishini ko‘rsatamiz. Koordinatalari berilgan

tenglamani ganoatlantiruvchi birorta MO (xo,yo,zo) nuqtani olib,
Mo(xo,yo,zo) nuqtadan o‘tuvchi vaﬁ:{A,B ,C} vektorga

perpendikulyar tekislikni & bilan belgilasak, bu tekislikdagi nugtalarning
koordinatalari berilgan tenglamani qanoatlantirishini ko‘ramiz. Va
aksincha, koordinatalari berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi

nuqtalarning har biri o¢ tekislikka tegishlidir.

4.2 Berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasi
Fazoda bir to‘g‘ri chiziqda yotmaydigan M), (xl V1,2 ),

Mz(xzahazz)’ M3(x3,)’3,23)

nugtalar berilgan bo‘lsa,ulardan o‘tuvchi ¢ tekislik tenglamasini

tuzaylik. Fazoning M (X, y,z) nugtasi ¢ tekislikka tegishli bo‘lishi

MM, MM, MM,vektorlar-
larning komplanar bo‘lishiga teng
kuchlidir. Bu vektorlarning
aralash ko‘paytmasi nolga teng
bo‘lishini koordinatalar orqali
yozsak

X3 =Xy V3=V 237Z

26-chizma. tenglamani hosil gilamiz.
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4.3 Berilgan nuqtadan o‘tuvchi va ikki vektorga parallel tekislik
tenglamasi

Bizga fazoda M (x(, 0,2 ) nuqta va nokollinear ;, b vektorlar

berilgan bo‘lsin. Berilgan nuqgtadan o‘tuvchi va Zl-,-b— vektorlarga parallel

o tekislik tenglamasini tuzaylik. Bu holda M(x,y,z) nuqta ¢¢

tekislikka tegishli bo‘lishi uchun MOM ,5,5 vektorlarning komplanar

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Agar 5:{al,az,a3},5={bl,b2,b3} bo‘lsa,aralash ko‘paytmani
koordinatalar orqali yozsak

tenglamani hosil gilamiz.

27-chizma.

4. 4 1kki tekislikning o‘zaro vaziyati

Bizga dekart koordinatalari kiritilgan fazoda ¢z va # ikkita tekisliklar
mos ravishda quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin:

a: Ax+By+Cz+D =0, f: A, x+B,y+C,z+D, =0.

Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning normal vektorlari orasidagi

burchakka tengdir. Ularning ;1— = {Al ,Bl,Cl} va Z = {AZ,B2 ’Cz}
normal vektorlari orasidagi burchakning kosinusini
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A A, + BB, +C,C,
V/Af +B] +C; \/A° +B; +C;

formula bo‘yicha hisoblashni a
bilamiz. Tekisliklarning parallellik Z
sharti ularning mormal vektoriari
parallelligiga teng kuchlidir.
Shuning uchun bu shart

4 B G

cosg =

4, B, G,
ko‘rinishda yoziladi. Tekislik-
larning perpendikulyarlik sharti
ularning normal vektorlari
perpendikulyarligiga teng kuchli va

44, +B B, +CC, =0
ko‘rinishda voziladi.

28-chizma.

5-§. Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofani hisoblash

Fazoda ¢ tekislik berilgan bo‘lsa, koordinata boshidan bu tekislikka
perpendikulyar ¢to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz va bu to‘g‘ri chizigniug wekislik

bilan kesishish nuqtasini M, bilan belgilaymiz. To'g‘ri chizigning Opf

vektorga parallel yo‘naltiruvchi birlikg vektorini

€= {cos o, cos B,cos 7}

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Bu yerda € vektorning koordinata o‘qlari
bilan hosil gilgan burchaklari mos ravishda «, 8,y harflari bilan

belgilangan. Agar M, nuqta koordinata boshi bilan ustma-ust tushsa,(_a
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vektor sifatida ¢ to‘g‘ri chiziqqa parallel ixtiyoriy vektorni olish mumkin.
Bu vektorning tanlanishi ¢ to‘g‘ri chizigda yo‘nalishni aniqglaydi va
¢ to‘gri chiziq o‘qqa aylanadi. Fazoning M (x, ¥, z) nuqtasi ¢ tekislikka

tegishli bo‘lishi uchun OM vektorning ¢ o‘qqa proeksiyasi OM o vektor
uzunligiga teng bo‘lishi lozimdir. Demak,

pr,OM =p
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Buyerda p - koordinata boshidan ¢¢ tekislikkacha
bo‘lgan masofa). Bu tenglikda E vektorning birlik vektor ekanligini
hisobga olib, tenglikni

pr-OM =(e,0M)

ko‘rinishda yozamiz. Skalyar ko‘paytmani koordinatalar orqali
ifodalasak,yuqoridagi tenglik

xcosa+ycos B+zcosy—p=0
ko‘rinishga keladi. Bu tenglama tekislikning normal tenglamasi deyiladi.

Bu tenglama yordamida berilgan JM(XO,yO,ZO) nuqtadan o
tekislikkacha bo‘lgan masofani hisoblash mumkin. Berilgan

M(xo,yo,zo)nuqtadan « tekislikkacha bo‘lgan masofani bilan,
]L’[(xo,yo,zo) nuqtaning ¢ o‘qdagi proeksiyasini N bilan belgilasak,

yo‘nalishga ega bo‘lgan M N kesmaning Kkattaligi /U(xo,yo.zo)

nugtaning ¢ tekislikdan chetlanishi deyiladi. Bu chetlashishni § bilan
belgilasak

o0=M/N=0ON-0M,
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda p = OM  tenglikni hisobga olsak
0=0ON-p

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikda OM vektorning ON proyeksiyasini
skalyar ko‘paytma orqali yozsak,
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O =x,c08+y,cosf+z,C08y —p

formulani olamiz. Bundan esa  uchun

X, +B»0 +(‘.0 +D|

-
I
formulani topamiz.

Biz oldingi paragraflarda tekislikda nugtadan to‘g‘ri chiziggacha
masofa formulasini ham Kkeltirgan edik. To‘g‘ri chiziq va tekislik
tenglamalarini vektor ko‘rinishda yozib, biz ikkita formulani bitta for-
mula ko‘rinishida yozishimiz ham mumkin. Haqiqatan tekislikning

(to‘g‘ri chizigning) normal vektorini n= {A,B,C} ( to‘g‘ri chizig uchun

n= {A, B}) ko‘rinishda ,tekislikka tegishli (to‘g‘ri chizigqga tegishli) nuqgta

radius vektorini r,bilan belgilasak, tekislik (to‘g‘ri chiziq) tenglamasini
(r-7,.n)=0

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. Radius —vektori Z bo‘lgan

A!( Xg.¥o- _0) nuqtadan tekislikkacha (to‘g‘ri chiziggacha) bo‘lgan
masofa skalyar ko‘paytmaning moduliga tengdir:

d= lro,H

6-§. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari
Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan fazoda bizga ¢ to‘g‘ri chiziq
berilgan bo‘lsa, ;: {al,az,a_,‘} vektor / to‘g‘ri chizigqa parallel

vektorlardan bittasi bo‘lsin, .M(.\‘o.yo,zo) esa to‘g‘ri chizigga tegishli
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birorta nuqta bo‘lsin. Berilgan M(xo,yo,zo) nuqgtaning radius-
vektorini 7, bilan belgilasak, fazoda radius-vektori ; bo‘lgan M(x, y,z)

nugtaning to‘g'ri chiziqqa tegishli bo‘lishi )——E va g = {al,az,a3}
vektorlarning parallelligiga teng kuchlidir. Bu shartni

r=r, +at (1
ko‘rinishda yozib,to‘g‘ri chizigning vektor ko‘rinishdagi tenglamasini

olamiz. Bu yerdas parametr —ocodan oogacha o‘zgarganda » vektor
oxiri ¢ to‘g‘ri chiziq nuqgtalarini hosil giladi. Yuqoridagi tenglamani
koordinatalar orgali yozsak

X=Xx,+al ,y=y,ta,t ,z=2z,+d,l
tengliklarni hosil gilamiz. Bu tenglamalar to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamalari deyiladi. Agar bu tenglamalardan¢ ni yo‘qotsak

X~X Y=Y _27% 2

a, a, a,

tenglama kelib chigadi. Bu tenglamay/¢ to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamasi deyiladi.

6.1 IkKki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
Fazoda radius-vektorlari mos ravishda Z,Z bo‘lgan M, (x, >V ,z,)
va 1’\/[2(x2,y2,zz) nugqtalar berilgan bo‘lsa, bu nugqtalardan o‘tgan ¢
to‘g‘ri chiziq uchun —r:-gvektor yo‘naltiruvchi vektor bo‘ladi.
Yuqoridagi (1) tenglamadagi vektor o‘rniga E—Zvektorni go‘ysak,

M, (xo,yo.zo) nuqta sifatida A, (xl,yl,zl) nuqtani olsak ¢ to‘g‘ri
chizigning vektor ko‘rinishdagi parametrik tenglamasini

Fer 4+l - ) (3)
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ko‘rinishda yozish mumkin. Agar (3) tenglamada ¢ parametrni yo‘qotib,
uni koordinatflar orqali yozsak ¢ to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini

X=X, _ Y-y Z27Z

X=X = 27 E

ko‘rinishda hosil gilamiz.

4

6.2 To‘g‘ri chiziq ikkita tekislikning umumiy qismidir
Bizga ¢ to‘g‘ri chizig kanonik

X=Xy Y= )Vo 274

a, a, a,

J

tenglama yordamida berilgan bo‘lsin. Bu tenglamadan quyidagi ikkita
tenglamalarni hosil gilamiz

X=X _Y=)Yg Y7V _2720
- , - (5

a, a, da, ay

Bu tenglamalarni

az(x_xo)_al (.V—yo): 0, (13(y—y0)—a2(z—zo): 0

ko‘rinishda yozsak ¢ to‘g‘ri chiziq

az(x_xo)_al(y_yo)z 0 va (’3(}’"‘}’0)_512(2“-’70):0

tenglamalar bilan aniqlanuvchi tekisliklarning kesishishidan iborat
bo‘lishini ko‘ramiz. Agar bizga ikkita oo va [ tekisliklar

Ax+By+Cz+D =0vad,x+B,y+C,z+D, =0
tenglamalar bilan berilib

Al Bl Cl

4, B, C,
matritsaning rangi 2ga teng bo‘lsa,ular parallel bo‘Imaydi va birorta ¢
to‘g‘ri chiziq bo‘ylab kesishadi. Bu to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini
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tuzish uchun uning birorta nuqtasini va bitta yo‘naltiruvchi vektorini
bilishimiz yetarli. Biz koordinatalari

A x+By+Ciz+D, =0
A,x+B,y+C,z+ D, =0
sistemani qanoatlantiruvi Mo(xo,yo,zo) nuqtani topib, ¢ to‘g‘ri
chizigning yo‘naltiruvchi vektori sifatida E:{AI,BHCI} va

n, ={4,,B,,C,} vektorlarning vektor ko‘paytmasini olamiz,chunki

bu vektor ko‘paytma ¢ to‘g'r