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СУЗ БОШИ

Мазкур дарслик техника олий укув юртларида таълим 
олаётган биринчи курс талабаларга мулжалланган булиб, 
бакалавр мутахассислар тайёрлайдиган бундай уцув юрт- 
лар учун тасдикданган «Олий математика» дастури асо- 
сида ёзилган.

Дарсликни ёзишда муаллифнинг Абу Рай\он Беруний 
номидаги Тошкент Давлат техника университети талаба- 
ларига «Олий математика» курсидан куп йиллар давоми- 
да укиган маърузалари ва муттасил амалий машгулотлар 
одиб бориш тажрибаларидан \амда олий математикага 
дойр рус ва узбек тилларидаги мавжуд укув кулланма ва 
дарсликлардан фойдаланилди.

Бу дарсликдан бошкд ихтисосдаги (олий математика- 
дан кам соат ажратилган) укув юртлари х,амда техника 
олий укув юртларининг сиртк^и булим талабалари бема- 
лол фойдаланишлари мумкин.

Олий математика курси буйича олиб бориладиган ама­
лий машрулот материаллари бобларга булинган булиб, \ар  
бир тема бошида масала ва мисолларни ечишда керак 
буладиган зарур назарияга оид маълумотлар (асосий таъ- 
риф, тушунчалар, теоремалар, формулалар) берилди.

Сунфа амалий машрулот дарсида мустакил ёки дос- 
када ечиш учун мисол ва масалалар берилди.

Хар бир бобнинг охирида 25 та вариантдан иборат (1—
4 тагача) мустак,ил уй иши ва бу вариантларни ечиш наму­
наси келтирилди. Гурух, журнал руйхат номери билан ва­
риант номери туфи келган вариантдаги мисол ва масала- 
ларни талабалар алох.ида дафтарга бажаришлари керак.

Саккизинчи бобда талабаларнинг олий математика- 
дан олган билимларини амалда татбик, к,ила билишлари
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учун юздан ортик, масала ва машкдар (зарур булган жой- 
ларда методик курсатмалар билан) берилди.

2-§ да амалий машгулот дарсида ёзма иш утказиш вари- 
антидан намуналар берилди.

Дарсликни тайёрлашда узларининг к,имматли ёрдамла- 
рини аямаганлари учун Узбекистан Миллий университета 
«Оптимал бошк.арув назарияси» кафедраси мудири акаде­
мик Н.Ю. Сатимовга ва «Математик анализ» кафедраси до­
цента Т.Т.Туйчиевга, Тошкент Давлат техника университе­
та биринчи ва иккинчи «Олий математика» кафедраси му- 
дирлари Х.Р.Латипов ва Ф. У. Носировларга хамдадоцент 
Э. К,аюмовга муаллиф Уз миннатдорчилигини билдиради.

Кулланма \ак,ида билдирилган фикр ва муло^азаларни 
мамнуният билан кабул килинади.

Муаллиф

I б о б
ФУНКЦИЯЛАР. ЛИМИТЛАР.

ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

1-§. Сонли тупламлар.
Функциянинг таърифи ва берилиш усуллари

Барча рационал (Q) ва иррационал (I) сонлар тупла- 
ми биргаликда хакиций сонлар т^пламини ташкил к;ила- 
ди. Хакик,ий сонлар туплами R харфи билан белгилана- 
ди.

Тугри чизикдаги нукталар туплами билан R туплам 
орасида \ар доим узаро бир кийматли мослик урнатиш 
мумкин. Агар бу мослик урнатилган б^лса, у холда тугри 
чизик, сонлар щ и  дейилади. Куйидаги а<х<Ь (а < х< Ь ) 
тенгсизликни каноатлантирувчи хамма х сонлар туплами 
очик, (ёпик) оралик, ёки интервал (кесма, сегмент) дейи­
лади ва (а\Ь) ёки ]а\Ь[ ([о;6]) куринишларнинг бири би­
лан белгиланади, а< х< Ь  ([а;Ь)) ва о <х<Ь {{а\Ь\) лар 
эса ярим очик, интерваллар дейилади.

Хакик,ий сон а нинг абсолют циймати (модули) цуйи- 
дагича аникданади:

-а , агар а < 0 б^лса,
а, агар а > О булса.

Ихтиёрий иккита а ва b хак,ик,ий сон учун 1) | а + b | <
I а I + I Ь J, 2) | а | — | b | < | а — b |, 3) [—1 = ггт 5,1 0) муно- 

,  I * I I ь I
сабатлар \ар  доим туфидир.

Т а ъ р и ф .  D ъа Е тупламлар берилган булсин. Агар D 
тупламдаги хар бир х  сонга бирор к,оида ёки конунга кура 
Е ~ { /  (х), X Е D} тупламдан битта у  сон мос куйилса, D 
т^пламда функция берилган (аникланган) деб аталади ва 
У У ~ f  (х) каби белгиланади, бунда х  эркли узгарувчи ёки 
аргумент дейилади.
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Бу таърифдаги D ва Е лар орасидаги бояланиш функцио­
нал богланиш дейилади.

D туплам функциянинг аницланиш со^аси дейилади. Е 
туплам, яъни D нинг \ар  бир х элементига мос келган/^х,) 
элементлар туплами функциянинг узгариш со^аси дейилади.

D ва £тупламлар \a\b\ кесма, (а\Ь) интервал, (а,Ь\ ёки 
[а\Ь), ярим интерваллар, сон у^инингбирор нуктаси, бутун 
СОН ук,и (-^оо; + оо) булиши МуМКИН.

Функциялар жадвал, график, аналитик усулларда бери- 
лиши мумкин: у = f(x) функция аналитик усулда бсрил- 
ганда унинг D ва Е со^алари берилмаган булиши мумкин, 
аммо уларни f(x)  функциянинг хоссаларидан фойдаланиб 
аникданади.

Ми с о л . } »  = lg(4 — Зх — х2) функциянинг аникданиш 
ва узгариш со^аларини топинг.

Е ч и ш . Логарифмик функция 4 — Зх — х2 > 0 бул- 
ганда маънога эга булади. Квадрат учхдднинг илдизлари 
х,= — 4, х2 = 1 булгани учун юк,оридаги тенгсизликни
-  (х + 4)(х -  1) > 0 куринишда ёзиб оламиз.Бундан х > -  4 
ва х < 1 келиб чикади. Демак, функциянинг аникданиш 
со\аси, яъни х нинг берилган функция маънога эга булади- 
ган кийматлари туплами (D) (— 4;1) интервалдан иборат. D
сохдда функциянинг кийматлари 0 < 4 - З х - х 2 < Ч- ора-

25ликда узгаргани учун (бунда у0 = — берилган функция 
аникдайдиган парабола учининг ординатаси) |— 00 > ■»(*))
интервал Е  со^адан иборат булиб, у функциянинг киймат-
лари туплами булади.

Агар D со.\ани Е со\ага акслантирганда узаро бир к,ий- 
матли мослик, яъни у  = f(x) функция бажарилса, у *олда х 
ни у оркдли х = g(y) каби ифодалаш мумкин. Охирги функ­
ция у = f(x) функцияга тескари функция дейилади. х = g(y) 
функция учун Е — аникданиш сох,аси D эса функциянинг 
узгариш сохдси булади. g(f(x)) = х ва f(g(y)) = у булгани учун 
У = f(x) ва х =  g(y) функциялар узаро тескари функциялар 
булади.

Одатда х = g(y) тескари функциядаги х ни у  билан, у 
ни х билан алмаштириб у  = g(x) куринишда ёзилади.
Масалан, у = х3 ва у  =  \[х  , у  = 2х ва у = log2x, у  = sinx ва
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у  =  arcsinx \ар  бир жуфт функциялар узаро тескари фун­
кциялар. Уларнинг аникданиш сох;аси мос равишда куй- 
идагича:

х £ (—оо; + оо) ва XG(— оо; + оо), xG(—оо; + оо) ва XG(0; + o°), 
x g (—оо;+оо) ва х е [—1;+ 1].

Агар и = (р(х) функция D со*ада аникданган, G унинг 
Узгариш со^аси, у = f  (и) функция G со\ада аникданган 
булса, у холда у  = /[ j^ x )j = F(x) функция мураккаб функция 
дейилади.

У = /  Ы*)] мураккаб функция у  = /  (и) ва и =  ̂  (х) функ- 
цияларнинг композицияси дейилад^.

Функцияларнинг композицияси бир нечта функциялар- 
дан иборат булиши мумкин. Масалан, у  = sin (х2 + 1) функ­
ция у  = sinw ва и = х2 + 1, яъни иккита функциянинг компо­
зицияси булса, у  = lg(cos 2 ) функция эса учта:^ =  lgи, 
и = cosv, v = 2W, w = х 2 функцияларнинг композициясидан 
иборатдир и, v, w узгарувчилар оралик, аргументлари дейила­
ди.

Агар бирор (а\Ь) ораликда аникданган у  =j{x) функция 
Е(х,у) =  0 тенгламани каноатлантирса, у \олда у  =_Дх) функ­
ция F{x,y) =  0 тенглик билан аникданган ошкормас функция 
дейилади. Функцияни ошкор куринишга келтириш учун 
F(x,y) = 0 тенгликдан у  ни топиш керак. у  ни хдр доим х,ам 
топиб булавермайди, баъзан эса умуман топиб булмайди. 
Масалан, у  + х- 3V= 1 тенгламани у  га нисбатан умуман 
ечиб булмайди.

Текисликнинг (х ;/(х )) каби аникданган нук,таларидан 
иборат ушбу

{(*;/(*))} =  {(х; у) : хЕХ, у  = /(x )G  У}

гуплам у = /(х ) функциянинг фафиги деб аталади. Му­
раккаб функцияларнинг графиги уларнинг ординаталари 
устида (кушиш, айириш, купайтириш, булиш, даражага 
кутариш, илдиз чицариш, логарифмлаш ва ^.к.) амаллар 
бажариш ёрдамида такрибан чизилади.

Даражали, курсаткичли, логарифмик, тригонометрик 
ва тескари тригонометрик функциялар асосий элементар 
функциялар дейилади.
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1 -ж адвал

Асосий элементар функцияларнинг аникланиш ва узгариш 
содолари

№ Функция Функциянинг 
аник*ланиш со\аси

Функциянинг узгариш 
со\аси

1. у= х" , 
п —натурал сон (—оо;+оо)

п жуфт булганда: 
[0;+®), я ток; булганда:

(—оо;+оо)
2.

$
II>> [0;+оо) [0;+»)

3.

$

II (—оо; +оо) (—оо; + оо)

4. у  = <е (—оо;4-оо) (0;+оо)

5. у = \&х (0;+оо) (—оо; + оо)
6. у  = sin х (—со ;+со) |- | ; + Ч
7. у  =  cos X (—со; -f оо) М ;+ 1]

8. У = tgx [ ( 2 » - i) f ;  (2 « + i)f J,

п = 0 ,± ],± 2 ,...
(—оо; + оо)

9. у  = Ctg X (лл;(л+1)л), 
п = 0,±1,±2„..

(—оо; +со)

10. у  = arcsin х Н ;+И
к п
2' + 2

И. у  = arccos х [~1;+1| 10; л]

12. у = arctg х (—оо;+оо) Г-";2 2
13. у — arcctg х (—со; + оо) Ю; я]

Машк^ар

Куйидаги функцияларнинг аникланиш сох,асини топинг:

1. у  = л1хГ^ 6 х  + 5 .  4. у  = lg(— дг2 — 5х + 6).
2х

2.>  = arccos 7 7 7 . 5 .y  = lg(2b - 4 ) .

3 . у  =  V25 — х 2 + In sin jc 6 v = 1
' /  л /7 7 7 '
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Куйидаги мураккаб функцияларни функцияларнинг 
композицияси куринишида, яъни элементар функциялар 
куринишида ёзинг:

1. у  = 2__ osin̂ /lr 9 . y = tg \ f \g x .

10. у = arctgV2x4 .8. у = y ig s in x 3 .

Куйидаги функцияларнинг графигини чизинг:

12. у = |3* + 4 - х 2| 

14. у  =  xsinx

11. У = 2̂ т -

13. у = -  2sin(2x + 2).

15. у =
1 + х, агар а < 0 булса,
2 sin х, агар 0 < * < я булса, 
х — я, агар х  > п б^лса.

Куйидаги функцияларга тескари функцияларни топинг:

16. а) у = Ъх\ д) у  =  10х*1;
б) у  = 1 — 5.x; е) у  =  1 + lg(jc + 2);

в )у  =  л*+1; ж) У = ------ ;
I +  2 *

г) у  = Vjc2 +1 ; з) у =  2sin3x.

2-§. Кетма-кетлик ва фуикцияиипг лимити.
Энг содда ашщмасликларни ечиш

1 - т а ъ р и ф . Агар \ар  кандай е > 0 сон учун шундай 
п0= л0(£) > 0 сон топилсаки (бунда л0 — бутун сон), барча 
п > п0 лар учун \х~А\ < е тенгсизлик бажарилса, у хрлда 
А сон {хп} сонли кетма-кетликнинг лимити дейилади ва 
бу

lim х п = А
п—><■»

к5финишда ёзилади.



куринишда ёзилади.
Лимитга эга булган кетма-кетлик я^инлашувчи, акс хол­

ла эса узоцлашувчи кетма-кетлик дейилади.
1 - м и с о л . {хп} = 12Л-+ 3+ I кетма-кетликнинг лимита

А = 2 га тенглигини исбот килинг.
И с б о т . Бу хрлда {*„} = ^ ± 1 \ ,А  = 2. Ихтиёрий е > О

сон оламиз ва \х — А\ айирманинг абсолют кийматини

караймиз:

К  ~ А \*  — — = ----------------  = ----- <£■
2п + 3 2л + 3 -  2л -  2 1
л + 1 л + 1 л+  I

Охирги тепгсизликни ечиб п > ± -1  Ни хосил киламиз, 

]• -1  +1 деб олиш мумкин. Шундай кдлиб, я0демак, л,, =

сони мавжуд ва п > п0ларучун |х ~ 2 1 < е тенгсизликбажари-

лади. Бу эса lim хл -  lim -------= 2 эканини билдиради.п + |

У —J  W  функция бирор х0 нуктанинг атрофида аник,- 
ланган булсин.

2 - т а ъ р и ф . Агар хар кандай е > 0 сон учун шундай 
(3 > 0 (d = (3(e)) сон топилсаки, аргумент х нинг 0 < | jc —jc0| <5 
кийматлари учун \J{x)—A | < е тенгсизлик бажарилса, А сон у  
= f(x) функциянинг л:-»х0 даги лимита дейилади ва бу куй- 
идагича ёзилади:

lim f ( x )  = А .А->ДГ0
3 - т а ъ р и ф .  Агар хар к;андай s > 0 сон учун шундай 

д = д(е,х0) сон топилсаки, х  аргумент нинг х0 < х  < х0 + 5 (х0~
— д< х  < х0) тенгсизликларни каноатлантирувчи барча хеХ  
кийматларида \/{х)—А\ < е тенгсизлик бажарилса, А сон 
А х) функциянинг ха нук,тадаги унг (чап) лимити деб ата- 
лади ва куйидагича ёзилади:

Л™  о = А ёки / ( хо + 0 ) = А ,

= А ёки f ( xo ~0) = А).

Агар Y m f(x )  лимит мавжуд булса, А сон у  = /(* )  функ-
а—»«>

циянинг х даги лимити дейилади.
Ф ункциянинг чап ва унг лимитлари унинг бир томон- 

лама лимитлари дейилади.
Агар иккала бир томонлама лимит мавжуд булиб, улар

узаро тенг ( / U 0 ~ ° )  = / ( xо + ° ) )  булса, Дх) функция 
х-* х0 да лимитга эга дейилади.

Куйидаги лимитлар хакидаги асосий теоремалар уринли.
1 - т е о р е м а . lim /,. (х) (/ = 1,п) лимитлар мавжуд бул-

х -* х0
СИН.

У х̂ олда

lim j ?  /,. (л) = J )  lim f t (х), lim f i (x) = f ]  lim J] ( x ) .
x->x„ ,=] ,=1 *-»*o i=1 ,=1 t_>JC0

2 - т e о p e M a . lim f ( x )  ва lim <p(x) *  0 лимитлар 
мавжуд булсин. Л_>А° х~*х°

У холда
lim /  (дг) 

х~*хо,• /(* )  lim - f - L
х-*хо ф (* ) lim ф (х )

х~*хо
(Бу теоремалар х0 = ±°° булгандахам уринли).
Агар бу теорема шартлари бажарилмаса, оо—ос, ~ , -  

ва бошк^а куринишдаги аникмасликлар хосил булиб, улар- 
ни алгебраик алмаштиришлар ёрдамида \исоблаш мумкин. 
Умуман оо-оо, о-оо, 0°, оо°, 1" аникмасликлар мав­
жуд ва уларни хисоблашни мисолларда курсатамиз.

2 - м и с о л .  l’17] ~ ;------------ , лимитни топинг.
х̂ 2{ х2 -4  х - 2 )

Е ч и ш . Агар а- урнига 2 ни куйсак, оо — оо куриниш­
даги аник,маслик хосил булади. Бу аникмасликни ечиш 
учун кавс ичидаги ифодани умумий махражга келтирамиз.

2 -
Натижада Urn - -  г яъни^- куринишдаги аник- 

маслик хосил булади. Агар дг — 2 *  0 деб каерни кискар-



тирилса, аник,маслик осонгина ечилади, яъни берилган ли­
мит куйидагига тенг булади:

l i m ,
*->2 X + 2

1  .• З х - х  +53 - м и с о л .  lim —— -—
х- * ~  х 3+х2-д

лимитни топинг

Е ч и ш  . Бу \олда £  куринишдаги аник;масликка эга- 
миз. Уни ечиш учун лимит белгиси остидаги касрнинг 
сурат ва махражини х3 га буламиз.

lim
x —t i  ~

* X3
X X '
X г2

Юк,орида келтирилган лимитлар \ак,идаги теоремаларга 
кура куйидагига эга буламиз:

, 3 , ,  lim 3- lim -!- + lim —
,jm  3x3- x 2+S = =  3

*->±~ х3+х2- х  lim 1+l im - - l im  —
х - к »  х - * ~ Х  д-_,_ д-2

4п + 5
Машцлар

кетма-кетлик А = 4 лимитга эга
, п -1

булишини исбот дилинг.
Куйидаги функцияларнинг лимитини \исобланг:

Vx+13-418- а) П т - Г 3
j?-9

19. a) lim Зп2+Зя-5
1-я2

20. a) lim
*-*±- х -Ю х'Ч х

21. a) lim 4 = ? ^ ;
х->2 х 2 - 5 х +6

22. a) lim •
’  х-*2 х 2- 4 х +3 ’

б) lim'  Х-.3

б) Нш 2+4х2-Зх3 
’  * -> ± ~  7JC-10-JC3 •

б) lim ^ ~ ^ 3+3 ,
х - * 2  X 2  - 3

б) lim * ~25
х -* $  ^ Г л - 2  ■

б) lim |х  (\1х2 + 5 -  л/х2 + 1 jj

23. a) lim’ х-,2 8-^Г

24 a) lim ■
'  х -> 2  Vх+2-2 ’

2 5 .» ) “Я ( Й Г Г 7 ) ;  б) lim

б) П т j f l * 2+2 
’ х-*5 х 1-7х+6

б) lim |х  |>/х2 +4  -  x ) j .

Sx2-8x+3 
х* "l" X1 -4 х  + 3 '

3-§. Ажойиб лимитлар

Мисол ва масалалар ечишда куйидаги иккита ажо­
йиб лимит жуда куп ишлатилади:

j lim = 1
 ̂-*о х

2 . lim f 1 + —1 = lim(l + a ) ,/a = е ~ 2 ,71828.

, sin7x
1 - м и с о л . unJ ——-  лимитни топинг.sin3x
Е ч и ш . Л и м  ит белгиси остидаги каср х*0  да маънога 

эга булгани учун касрни куйидаги куринишда ёзиб ола- 
миз ва ечишни давом эттирамиз:

sin7x

= lim (£ ) -
x-tO \ 3 х /

-•7х
н ш  ——г— — m u —r ~ -------x-*0 Sin 3JC x->Q Sin 3x

3jc

2 - м и с о л .  limx->± «
Е ч и ш .

3x+l
3 x - l

sm Ix hm—-—  _ 
*->» 7x _  ]_

sin3x 3 ’ lim —г—
x-tO 3x

лимитни топинг.

Um /Зх+ l p 1 = lim (3 £ d ll)3v+l = lim (i+T̂ - f +1,
x->± ~ \3 x -l /  л_»±~\ Зх-I / *-*± «. \ 3 jc—1 /

_ 1_= 1  Деб белгилаймиз. У хщда х = |  у  + I  ва х-»±<» да 
у-»±со булади. Буларни урнига к^йиб, лимитни топамиз:

lim ( l + - M  
- ± ~ \  3JC-1 /

3-v+r t ч2(г+1)
= lim 1+1

у

= lim I I 1+1 у

бУнда Д̂ (4 ) = ’’ ДТ-(1+т) =*•



Машцлар
Куйидаги лимитларни топинг:

26.
х-*0  S in 3 x

2 8 .  | j m  sin 2(.v — 1) . 

д г -7дг + 6

3 0 . l im  sin Зд - sin .г .
дг-»0 5д.

27. lim 1 -cos6a: 
лг->0 xsin 3.v 

29. ц т  arcsin 5.t 
д-*п sin 3.x

31. lim 1 1 1
x->±- 1 2JC-I

32. lim ( I

33. lim((2x + l)(ln(3x +1) -  ln (3x - 2)))

34. lim f i l l 35. lim f 2x
*->” [ 2.V-3

36. lim f £+2
Л +  1

4-§. Чексиз кичик функцияларни таодослаш.
Узлуксиз фуикциялар

Агар Н т а (х )  =  0  , яъни ихтиёрий е >  0  сон учун шун- 
лай д > 0 мавжуд булсаки, барча 0 < |х —х0| < д лар учун 
1а  (х)| < £ тенгсизлик бажарилса, у ^олда а(х) функция х-»х0 
да (х-*хига интилганда) чексиз кичик функция дейилади.

Иккита а(х) ва /?(х) чексиз кичик функцияларни так- 
кослаш учун улар нисбатининг х-*х0 да лимита топилади:

« М . , -  (U)lim = С.
х->х0 /?(х)

Агар 0 < |С| < оо булса, а(х) ва(i{x) фуикциялар х -»х0 да 
бир хил тартибдаги чексиз кичик фуикциялар дейилади.

Агар С = 0 булса, а(х) функция /3(х) функцияга нисба- 
тан юкори тартибдаги чексиз кичик функция, /3(х) функ­
ция а(х) функцияга нисбатан куйи тартибдаги чексиз 
кичик функция дейилади.

Агар
Пт _ « (х )  = с ( 0 < |С |< о о )

булса, у \олда а(х) функция /3(х) функцияга нисбатан х -* х0 
да к тартибли чексиз кичик функция дейилади.

Агар
а (х) , lim = 1

дг->х0 А х)
булса, а(х) ва /3(х) чексиз кичик фуикциялар х -» х0 да эк­
вивалент  (ёки тенг кучли) фуикциялар дейилади ва 
а(х)~Р(х) каби белгиланади.

, , • sin 5х1 - м и с о л .  п т - - — г лимитни топинг.
,v-*0 ln (l+ x )

Е ч и ш .  х -» 0 да sin 5х ~ 5х, ln( 1 + х)~ х фуикциялар 
узаро эквивалент булгани учун берилган лимитни куйи- 
дагича ёзиб оламиз:

lim sin5x , 5jc -  .. * гг— r = lim — = 5.о 1п(1+дг) .м о  д:

Функция узлуксизлиги тушунчаси му\им тушунчалар- 
дан ^исобланади.

1)Л х) функция х = х 0 нукта ва унинг атрофида аник,- 
ланган;

2) х0 нук,тадаДх) функция лимитга эга;
3) функциянинг х-*х0 даги лимита функциянинг х0 

нуцтадаги цийматига тенг, яъни

lim f ( x )  = f ( x о) ( 1.2)
*-+■«0

булса, у -  fix ) функция х = х 0 нуктада узлуксиз дейилади.
Агар х урнига х = х0+Дх ни куйсак, (1.2) узлуксизлик 

шартига тенг кучли булган шартга эга буламиз:

lim Д/ ( х )  =  lim ( / (х0 + Ах) -  / ( х 0)) = 0 ,Д*—>0 Ьх—>0
яъни функция аргументининг х0 нук,тадаги чексиз кичик 
орттирмаси Дх га функциянинг чексиз кичик орттирма- 
си ДДх) мос келганда ва фак,ат шунда у  = f x )  функция 
шу нуктада узлуксиз булади.



Бирор со\анинг \амма нукталарида узлуксиз булган у — 
Ах) функция шу со\ада узлуксиз дейилади.

2 - м и с о л .  Ихтиёрий x eR  учун у  = sin5x функция 
узлуксиз эканини исбот к,илинг.

Е ч и ш .  Ихтиёрий Дх орттирма учун функциянинг 
орттирмаси куйидагича булади:

Ду  = sin 5(х + Ах) -  sin 5х = 2cos |5х + у Дл: j • sin у  Ax.

У \олда

lim Ay = 2 lim cos|5x + |  Дх)- lim sin4 Дх = 0.Дх-*0 Дх-*0 \ 2 / 2

Демак, у -  sin5x функция сонлар укининг х,амма нук­
таларида узлуксиз.

Агар х0 нуктада функция узлуксизлигининг юк,орида- 
ги учта шартидан бирортаси бажарилмаса, х0 нукта узи­
лиш нуцтаси дейилади.

Агар х нуктада lim /(х )  = / ( х 0 -0 )  ва lim / ( х )  =
х-»л0 - 0  ” jc->jro+0

= / ( х 0 + 0) лимитлар мавжуд булиб, f ( x -  0) * /  (хо+ 0) булса, 
х0 нукга I тур узилиш нуцтаси дейилади.

Агар t lim+o/(x ) , U m J (x) лимитлар ёки уларнинг би­
рортаси мавжуд булмаса ёки оо га тенг булса, х0 нукта 
IIтур узилиш нуцтаси дейилади.

Агар х0 нуктада бир томонлама лимитлар мавжуд ва 
/ К - 0 ) = /( * o+ 0)*/(*o> булса, у х;олда х0 нукта бартараф 
цилиниш мумкин булган узилиш нуцтаси дейилади.

Масалан,

/  (х) = ’ агар х 54 °* б^лса’
[2, агар х = 2 булса

функция учун х = 0 нукта бартараф килиниши мумкин 
булган узилиш нуктаси булади.

Машцлар
Куйидаги лимитларни топинг:

37. lim sin 3 Q -2 ) 
*_>2 jc2 -3 :t+ 2

38. lim sinЗ(лг-И), 
x~ + 4.r-5

39. lim rid L .
sin 10* 

41. lim |n(i + 7.r)
x-*0 sin Ix

40. lim p“"7> -1

42.

x~>2 дг+Здс
tg(*2-  Здг+2)

lim
jc—»2 x -  4

1хг
43. у  -  x* +1 чексиз кичик функциянинг х -* 0 да х чек-

сиз кичик микдорга нисбатан тартибини аникданг.
Здг + З
2* +4

ланг ва унинг узилиш нуктасини топинг.

45. у  = 3*+| +1 функциянинг х, = 1 ва х2 =  —1 нукта- 
ларда узлуксизлигини текширинг.

f t  \ _  2х+4
46. J \х ) _ 3^79 функциянинг х, =  — 1 ва х2 =  - 3  нук- 

таларда узлуксизлигини текширинг ва чизмасини чизинг.

47. Ушбу f  (х) =

х 2 + 1,агар х < 0 булса, 

sin х, агар 0 < х < у  булса,

У = х -  у  + 1, агар х > j  булса

функция берилган. Функциянинг узилиш нукталарини 
топинг ва унинг графигини чизинг.

48. Ушбу f ( x )  =

1, агар х < 0 булса,

cos х, агар 0 < х < у  булса,

1 х, агар х > у  булса

функциянинг узлуксизлигини текширинг ва графигини 
чизинг.

5-§. Биринчи мустакил уй иши

Бу параграфда талабаларнинг мустакил бажаришлари 
учун мулжалланган 25 та вариантга б^линган мисоллар 
келтирилган. \ а р  бир вариантда туккизта мисол булиб, 
уларнинг лимитини х;исоблаш керак. __

" V-' ' г тJ ТОТЕКА2 — Ш. И. Тожиев

i

17 Г .. Т И П и Л П
N3 ̂  /А 6 ^



Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини келти- 
рамиз.

Берилган лимитларни х,исобланг.
5дг + 13.Г + 61. lim

х->~2 Зх2 + 2х - 8

Е ч и ш .
5х2 + 13х+6

.  lim lim ^  = 1  = 0,7v—»_? I r + 9  IN  V 4.4^ x . i  7 v _Л IA y •
lim ....... ...... .............. ________

x->-2 3x 2+2x -S  x->-2 (x+ 2)(3x+ 4) x-,-2  3 x -4  10

2  l im  3 x ; - ) 0 x - 8  
*->* 4,v2 + 6x  -  64 

Е ч и ш .
l im  3x2- 1 0 x - 8  = i _ =  Q 

*-»4 4x2 + 6 x - 6 4  24

3. l i m ^ x M  
*-»“  6x  +3x -7 x

Е ч и ш .

4 . lim

U m K W i l , lim
6x +3x ? 7x  *“**”

I Ojc—3

x4
f 7 + - + A ]
1 JC' JC4 j 7

x4|’ t J - L ' 1 6

1 .<= /

2x3+4x+3 

Е ч и ш .

lim 10x-3 lim

5. lim 2x5-3 x 3-4

I " . ’ !  Um
*— 2+± +J -

X2 x3

^  = 0 .

*->— 3x -4x+2 
Е ч и ш .

l i m ^ . l i m
3x -4x+2 *->—

xs| 2+—- 4 1i x2 x4
x2H - J .

X2 J
= lim

A"—>—oo 3 - П Г
X v-2

6 . l im
У21+Х-5

*->4 x 3-64  
Е ч и ш .
71177-5 (V2i77-5)(V2T77+5) 21+X-25

lim —---------= lim -Ц----------, -------  = lim 7-------- , _ =
*-*4 x  -6 4  *->4 Iaj -64 |(V 2I+ x+ 5) x^ 4 f-x3-6 4 j(V21 + a +5)

JC -  4 I _ 1 _

480(x - 4 ) |x 2+4x+16 j(%/21 + jr +5~) (х 2+4х+1б)(ч/21 +x+5)

Е ч и ш .

l i m f - ^ - f  = limf 1+— — 11 = Н т Ы ^ 2**3 Yх-»-^2х-3^ jf-к-̂  2x-3 ) x-w  ̂ 2x-3 J

= lim f l+ ^ ~  j = lim
•I, 2x -

2 * - 3  А 2.Г-3

lim
X-»oo 2

lid1 11 
* =e~2 = —

8 . и т № Г Х-2x-5 J

Е ч и ш
lim | М Г . 2 ^ > Ч  

x->-~^ 2x-5 J
= 2-"  = 0.

« A1-sm—
9. l i m ^ —

Е ч и ш .

lim
. x  1 __c| я  X ] - . 2 71—X1-sm— 1-cos — 2sin ——

im —— = Hm------ — l =  l im7------------ .. 4 . =lim w ^
х—*я (Tt- х д я + х )

2 sin; 71—x
limX->71 * K ~ X  / \4 .— — ( * « )

= у  lim _ j E L  = I . JL = 02 *-*я я+х 2 2 n



1 .  l i m
x '-S

x-*2  л ^ + Д '- б ’

4 lim 2J+S.X+7 .

Зд2 _ 2 x l  + x ’

7 . i i m t e f +2;
a - » ~ ^ j c + 4  J

l .  l i m  x 2 - x - 2 :
x —+ - i "  ̂ ; ’ X +1

1-вариант 

2. 1 i m ^ + l9 * - s -
* - ► -5  2 x ^  +  l l x + 5  ’

5. lim U  + b x '- S

3 .  l i m
4 .V2 +  5 x - 7

*-*- 2JC2-jc+10 ’

6. l i m ^ L ^ .
1-10 л/х2 +1 -1

9 .  l i m  f  J ---------- — 1
x - » 0  ^  t g x  s m  x  I

* - * “  2 x 4 6 x + l

S . l i m f ^ l f 3;
*-»«■ \  x + 4  /

2-вариант

2 .  l i m  -v’ +  -v2 +  Д - - 3  ■ з  l i m  3 x 4 + 2 x + l  . 

Х _ И  x 3 +  x - 2  ’ ^ “ x 4 - x 3 + 2 x ’

4 .  l i m  2 x *  +  4 x 2 -  7  • 

x_ > “  2 х - + 1 х - г  ’

7 .  l i m f l ^ r
л— V2jt—1 /

5 .  l i m  4 - 3 . y - 2 . x -  : 6 .  l i m  V 7 ^ - V 7 + ^  ■ 

x —  3 x 4 +  5 x  * - °  f T x  '

8. l im f |^ .]  ; 9. lim sin23x-sin2x
x-+~y7x+4) x-»o-------- ^ -------- *

1 .  l i m  x 2 - i 6  : 

x - > 4  x 2 + x - 2 0

4 .  l i m  s . y-  -  3.Y2 +  7 : 

x _ " ~  2 x 4 -  4 x + 1 ’

\ 2 j r - 3

3-вариант

2 .  l i m  х г - 2 х + \  ■ 

™ l 2 * - l x + 5 ' 

5 .  l i m  7 -  Злг4 

x-* ~  2 x 4  3 ^ - 5

7 .  l i m f f i i ' )  x "  ;  8 .  l i m  Г  * - 5

~ - [ э ^ Г 4

3 .  l i m  3 j t  + 2 . y + 9  •
x -* * °  2 Г  2* - jc + 4

6 .  l i m  3 x

~ 0 v n r ^ r r

9 .  I ' m  s i n 7 x - s i n 3 x

1 .  l i m  4 л -  +  4 . x - 2 4 -
x —> - 3  5 Г  ”—  5

x ~  +  2 x -  3  

4 .  l i m  s . r  - 3 . Y + 1 :

x _ > ~  1 +  2 x -  x *  ’

7 .  l i m  M L
X - 3

4-вариант

2. l i m x  -  J
2-y2 -9x+I0

3 .  l i m  З . г  + 5 л - - 7  ■

x " “  3 * 4  x + 1  ’

5 .  l i m  8 a 4 +  i x *  - 3  • 6  l i m V I n T - 3 -  

3x2- 5x + i — ' v ^ T v r ’

8 . l i m f ^ l f  • 
x - » ~ l _ 4 x - 5 j  ’

9 . lim I-cos5л- 
x_,° 2.x2

20

1 .  l i m  3 j r - 7 . x - 6 ;  2 .  l i m  9 x 4 l 7 x - 2 ; 3 . l i m  2 л 2 + 7 . X - 2  • 

^  ДГ+2.Х З х 2 - л г - 4  ’

6 .  l i m  > / 5  +  . x - 2  •

~ _ |  V ^ - з ’

5-вариант

4. lim 2.хЧз.х2+5 ; 5. ijm 3x+7
3 x * - 4 x + l  x _ > ^ ‘ 2 - З Л - + 4 Х 2 ’

7. lim Г3x^4>• 8 lim Г x - 2 y*. 
х->“ (з .х + 2 J ^ - ( З х + l j  ’

6-вариант

1 .  l i m 4 x 4 7 x - 2 -
A"—>—2 “  i  ------------  ’

3 x ‘  +  8 x  +  4

4 .  l i m 6 x 2 - 5 x + 2 -  

x _ * “  4 . x 3 +  2 x - 1 ’

7 .  l i m  f  2 х - 1 л 3 * ~ '

1 .  l i m  5 x 2 + 4 x - 1 ;
X—• —I ~z~2  — ’

З х '  +  X -  2

4 .  l i m  l l x 3 + 3 x  • 

x->' ” 2x2- 2 x + l  ’

7 .  l i m  f 2 _ x - 4 ' ) - 3jc:

2x

1 .  l i m  x 2 - 4 x - S  • 

3 . x 2 +  x -  2

4 .  l i m  8 . x 2 + 3 x + 5  • 

x _ > ”  4 х ' - 2 . х 2 + Г

7- !&(¥)

2 .  l i m  x 3 + x - 2
jc-H

x 3 -  X 2 -  X  +  1

9 .  l i m  c o s 2 x - c o s 4 x  

~ °  ------‘

3 .  l i m  1 8 x 4 5

8  -  3 x -  9 x 2

5 .  I i m 2 x 3 - 3 x + l -  
z ~  ’7.V+5

8. l i m f c T 1.
x - » ~  \  x + 4  /  ’

7-вариант 

2 .  I i m  4 * ?  -  2 . x 2 +  5 x  •
*->0 2 ~----- ’

3 x  + 7  x

5 .  l i m  i O x - 7  • 

•t _ > “  3 x 4 +  2 x ’ + 1  ’

x - 2  V х
8 .  l i m

■*-*— ^ 3 x + 10 J

8-вариант  

2 .  l i m  4 x 4 -  5 . x 2 + 1  •А-» I i -----  ’x2-!

5 .  l i m  5 .X4 -  З х 2 ; 

x - > ~ °  1 +  2 X + 3 . X 2 ’

8. l i m f ^ r i r 1;
x-»-~\x+4/

6 .  l i m V x + 4 - з

^  ^ T \ - 2

9 .  l i m  ^ 1 8 2 *  
a - » o t g 3 . x

3 .  l i m  3 x 4 - 6 . x 2 + 2  
x~>” 3 — ’ 

x  + 4 x - 3  

6 .  l i m  V x - 3 - 2  •

X- 7 ^ T 2 u

g )jm  tg3x-sin3x 
x^o 2x2

3 .  l i m  8.X2 + 4 x - 5  •
A-»eo

4 x 2 - 3 x + 2

6 . lim V 4 . X - 3 - 3  •
x-> 3

x 2 - 9

9. lim 1 -  s i n  2 .x

x - t -  л г - 4 х



I. lim 7 л- + 4 .v - 3 : 
x ' 4"' 2x2 +3.V+1

4. lim бх1 +5.Г + 3 ; 
x -,~“  2 .Г - Х + 7

7. l i m f .v - 7 ^ 2;

1. l im  2 .r  -3 .V -2 0  :
*-»4 jдг - x -12

9 -в а р и а н т

2 . l im  2x 2 - 5 x - 3  ;
-t-*3 ~ 1 ё—77 x  - 5 * +  6

5 . l im  S.v+3 :
x —*** i  ,  ijr  -  4лг -  x 

b

3 . lim  8x4 + 4 x : + 2  
x~ “̂  2 л:4 +1

6 . l im  л/S x + l -  4 : 
*~*3 .Г + 2 .Х -15

8 . l im  f  x + 3  ^ x; 9 ] im c o s 4 x - c o s 34.v

1 0 -в а р и а н т

2 . l im  х * - x - 3 0 : 3 . lim  З.г - 4 x + 2  : 
x->~5 jc3 +125 x_>“  бдг + 5x+ I

4 .  l im  Зл- + 4 .v - 7  : 
x _ > “  х 4 - 2 л - '  +  1

7. l im  f  x + 2 ) 3" 2Jt;x—><*>;
^ -v )

5. l im  3x4 + 5x 
x_>^“ 2x 2 - 3 x -  7

8 . l im  [ блг+5 
x->~ л- 10

6 . l im  2 -Л 2 + 4 - 4 ;
л* —+0 -  •>3jc“

9 . l im  f_1_____ l _
л-*° I s in 2x  lg2x

1. l im  2л- - 9 x + 10 : 
x~*2 . г + З л :-1 0

4 . lim  8x5 - 4 x 3 + 3 : 
x^~~  2 x 3 + x -  7

7. l im  f  2 - З л У ;
X_*~ 5 -3.x

/ 1-в а р и а н т

2. lim  -v2 + 3 x - 2 8
a - > 4  i

x  - 6 4

5 . l im  2x* - 5 x + 3  ; 
л_>“  3x4 -2.V2 + x

8 . l im  ( 3x+  7 
x +  4

3. lim  7 x , + 4 x  ; 
x_>”  x  - 3 x + 2

6 . l im  -Jx2 + 4 - 2  ;
дг—>П I ,  ------

т/лг + 1 6 - 4  

9  l im  cos2 x - c o s J 2 xЛ-.0 p •

1. l im  4xJ + x - 5  : 
v̂ '  x2 - 2 x + l

1 2 -в а р и а н т

lim 8x 3 - 1  
, l

3. l im  l + 4 x -  x4

Jt" * " x + 3 x 2 + 2 x 4

4 . l im  2X2 - 7 x + i  
x_>°° x3 + 4X2 -  3

’• Ssffelp

5 . lim  2 .v5 -  x 1 . 
г~* “  4.Г + 3 x - 6

8 . lim  f  x - l  V ";
(  4x+  5 J

6. lim- , ,3x,----
*-+0 i/x -5 -V x + 5

9. lim arcsinSx

22

13-вариант

1. l im  - 5 .Г  + 11x — 2 • 2 . lim  x 2 + 3 x -2 8  ■ 
3x2 - x - 1 0  x_>4 x 2 - 4x

4 . lim  5x4 - 2 x ’ + 3 
2.V2 +3x-7

7. I i m f 4 x - i y " 3. 
4x + l J

5 . l im
X—»<*>

3 x + 1
x  -  5.v + 4 x

8 . lim  ' b x - i  
x->"~. x + 6

3 . l im  2x ' + 7x: -  2 

x_>°° 6x3 - 4 x + 3

6 . l im  t /2 x + 7  - 5  • 
3--Jx

9 . l im  1 - c o s 2 2 x
.x-»o : ’ 

.Yarcsm.Y

1. l im  -y2 - 5 x - 1 4  
■ ^ 7 2x 2 - 9 x - 3 5

4 . l im  8x s + x2 — 7 • 
2x‘ -  5x+  3

7 . l im  (  3x+  4
3x

1 4 -в а р и а н т

2. l im  3.Y2 + 1  l x + 10
л -* -2 ; -----'

x~ - 5 x - ] 4

5 . lim  2 -  x -  Зх2 ■ 
“  x 5 -1 6

8 . l im  f  3 - 4 x  
2  -  x

3. l im  3 x + i 4 . v :  

X~> 1+2.V+7X2

6 . l im  2 - V x  •

9 . l im  l - c o s 4 x
x  —> 0 ■ '

-VS 1П X

I . l im  Зл-2 - 6 . V - 4 5  • 

X ~*S 2 x 2 -  3 x -  3 5  '

4. lim  Зл-4 + 2.\- -  з ; 
8 x ’ - 4 x + 5  ’

7 . l im  (  2 x - 1 y~x ■
2 x  +  4

1 5 -в а р и а н т

2 . l im  x 2 + 2 x • 
x~"2 Зх2 +x-10 ’

5. lim  4x2 - i o x + 7  • 
i i ’ 

2x  - 3 x

5. lim  f  1 ~ 2 л~У v:
3 - x

3. lim  x - 2 j t  + 5 x 4
~Z I  ^ 7~
2  +  3 . v  +  x

6 . l im  -v3 - 2 7  • 
^ J T x - x ’

9 . lim  COS5.V-COSX.r-+0----- 7—;-----*
4 . Г

1  l j m  4 ^ _ - 3 x - 2 7  . 

->-►-3 x  + 2 x - 1 5

4. lim  3x4 + 2 x -  4 ■ 
X~*“  Зх2 - 4 x + 1 ’

7. l im  f  3 x +  4

X” “ i 3 x + 5

1 6 -в а р и а н т

2. l im  Зх2 +.v :
A-»0 . J c '4.\- -  5x

5. l im  2-r - 3 x + l
Xs  +  4 X 3

8 .  lim  ^ 4 + 3 x
X—>-00 ~

^  5  +  x  

2 3

3. l im  3 x 4 -  2 x 2 -  7
X-><~ 4 “ ~

3 x  + 3 x + 5

6 . l im  Vi + Зх2 - 1  •
x " °  x 3 + x 2

9 . l im  s in 5 x + s in x .
.v-+0 “  ’



1. lim  З .г  -  2 6 .у -  225 

x _ ,~5 2 x z +1 lx  + 5

4. lim 7x* - 2.V+4 ;
x_" “  2 x 2 +  .V -5

7 . l im f i + 2.x

1. l im  2-v2 +15.V-8 : 
x_,'',, з х Ч г з х + в

4 . lim  4-v + 5-v2 -  3.v; 
x~*“  Зх2 + X -10

7. l im  (  3x
x_>” [ з х + 2

1. l im  3x2 -2 .Y -4 0  • 
x~*4 x 2 -  3 ,v- 4

4 . l im  2 .y2 + lO.v- 11 

x‘* '~  3x4 -2 ,y + 5
\3-2jt

7 . l im  [ _ x _
x - \

2. l im  2-Y2 — 11 -V — 6 ; 3 . l im  4 -5 .Г -3 -У 5 ; 
х~*6 3.Y2 -20x+12

17-вариант

5. l im  2лг—13 :
A .Y7 -3.Y5 +4.Y

8 . l im  f  Зл-—
x i 2x

- i f '

18-вариант

2 . l im  -V2 +2-Y -24 
x~ " 6 2X2 + 15x+ 18

5. lim  2 x * - 3 x + l ; 
x 5 + 2 x - 5

8 . l im  Г 1 ~ *  V ’ :
x~>” [2-10.y J

19-вариант

2 . l im x3 - 2 x - 4  .
*->2 A'2 -1  1.Y+ 18

5. lim Xs -8 1  
Зх2 + 4.V+ 2 ’

8. lim Г 3 + л-V v: 
x_>“\ 9 x - 4  J

20-вариант

XT + 6.Y+ 8

6 . l im  V .y + 2 0 -4  
x ' >' 4 x3 + 64

9 . l im  i -  sin .y _

N

3 . l im  5 -y '-7 .v 2 + 3 ;
x" ~  2 + .Y2 -  ,v3

6 . l im  2-y2 -  2 :
/  8 + .V-3

9 - U m  ( f - x ) t g x .
A—» — ' '

3. l im
4x’ - 2 x + l

*-*“  2л-' + Зх2 + 2 ’ 

6. l i m ^ b l ;
*-*0 JT + X

9 . l im - 7x
*0 s in x + s in 7 x

1 . l im  2лг + 5 x - 3  : 
x_>~3 Зх2 +10.Y+3

4 . l im  7.Г + 3-y- 4 : 
x^ ~  2x2 - 5 x + l

7. lim Г4-2*У>|; 
x_>“  {  1 -  2 .Y J

2. l im  - 6 4
x" 4 7.Y2 -  21 x - 4

5. l im  7 .y+ 4  : 
X~*~“ 3x’ - 5 x + l

8 . lim x + 5
4 x -  2

3. l im  5a-2 -  3x 4-1 ;
x->“  3.Y2 + x - 5

6 . l im  V4.v+i - 3 :
x -*2 x ’ - 8

9  lim  COS.Y-COS3-Y 
‘ x- °  5 ?  '

24

21-вариант

1. l im  2X2 -7.Y+6 •
X_>2 "y2 -5 .Y +6 ’

2 . l im  A-4 -  ,Y2 + X+1 ; 3 l im  X3-4.Y 2 +29.Y •
Л" —> — I 4 . у-_к oo , ,  5

*  -1  5У +ЗУ  + .Y-1

4 . l im  j £  + 7.У- 1 ■ 5  l im  4.y3 - 2 x 2 + a-: lim  V 3 T 2 ^ - V I T 4 -  
3x4 + 2 x + 5  x^ - ~  .. * -* i— Г Т — :----- —  ’

7. lim  (  2 a-+5 4| Sx 
~ ~ [ 2 x +l J ’

1. l im  12-.Y -.Y 2 • 
x" 3 x 3 - 2 7

4 . lim  2x 4 7 x 4 4A"—► —«0 * 4 “ "
x  + 5 ,v - l

7 . l im  f х + з л_5х

8. l i m ( ^ )
•*->- V x - 2  /

Зх2

Л+4
3x2-4x+1

9 . l im  /« x -s in x  
x_>° З х 2

22-вариант

2 . l im  2 x 2 - 3 x + 1 - 3 ] jm  3x2 + i 0x + 3 -
x~>1 x->~— ,— -— ->

x  - 1  2 л г + 5 х - 3

5. lim  3x4 -  2 x + 1 : g  | im  x 2 - 3 x + 2  • 
x^ 3 x 2 + 2 x - 5

8 . l im  ; 9 . l im  arcsin5x
*-»— \3 x - l  /  x-»0  Г̂Г--------------sin3x

23-вариант

1 . lim
Зх2 + 2 x - 1

J f o ~ 27v»-T ’ 2' S S i - j ~ X~ 2 » 3- lim z3x4x4_Y ;
/з  1 5x^ + 3 x -  26 ~ 4 + 3 x - 2

4 . lim  3 V j - 5 x 4 2  j 5 lim  2x 2 - S x + 2  
д“>~“ 2 x3 + 4 x - 5  x~*“  а:4 + З У  - 9

7 . l im  ( x + 2 ' ,+2x 8 . l im  Г 2 x + l
x - l

6 . l im  3x 2 + 4x + 1
JC-»-I ~/ I—

•vx + 3 - v5 + 3jc 

9. l im  1 - s in 5 x----------- •
n  -  2 x

24-вариант

1 . lim x2 - 4 x - 5
" l x 2 - 2 x - 3  ’

2 . l im x * + 2x  . 3 . l im 2.Y2 + 7 x + 3
x-*“  5x2 - 3 x + 4  ’д;2 +  4  x +  4

4 . l im  £ l+_5x2-4 x ; 5. l im  5x2-4a-+2 : 6 ljm 2x2-9x+7 • 
Зх2 + l l x - 7  x̂ “ 4x2+2x-5 x^ ^ 7 v T r ? ’

7 . Hm (£ ± 2 )  ; 8 . l im  f  * + i V х-
~ - u - i ; x— ’

9. U m ( l - x ) t g H .

25



1. lim 3*:,+ 2х- Ь  2. lim x'--i :
*-»-l -  j r  + лг+2

25-вариант

3. lim --x3 + 3x+l :
X-*oo ^ 2  -

Зл' +  jc- 5jc-+3jc + 2
4 . lim 7-v2 + 5x+9 : 5. lim 2xJ -3x* + 2x: 6 lim >/2x+l -Vx+6 : 

l + 4x-xJ x_>“ JC2 + 7лг+1 x->s 2a2 - I x-  15

7. lim 2x
2 x -  3

9 ]im Ig2. t - sin 2A
X—>0 y

6-§. Иккинчи мустакил уй иши

Иккинчи мустак^ил уй ишининг х,ар бир вариаитида 
туртта мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича:

Биринчи мисолда: Дх) ва <р(х) функциялар х-»0 да бир 
хил тартибли чексиз кичик функциялар булишини исбот 
килиш керак.

Иккинчи мисолда: чексиз кичик функцияларнинг эк- 
вивалентлигидан фойдаланиб лимитни топиш керак.

Учинчи мисолда: берилган функцияларнинг узлуксиз- 
лигини текшириш ва чизмасини чизиш керак.

Туртинчи мисолда: берилган функциянинг курсатил- 
ган нук,таларда узлуксизлигини текшириш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз:

1- Ах) — cos2x — cos32x ва ip(x) = Зх2 — 5х3 функциялар 
л -* 0 да бир хил тартибли чексиз кичик функциялар були­
шини исбот К.ИЛИНГ.

И с б о т и .  /(■*) нисбатнинг лимитини топамиз:
<Р(х)

lim / ( * )  _  j- cos 2 х -  cos3 2л:ШИ —; ч-
х ->0 ф(х) lim

х->0 Зл2 — 1---------------- l i m
5л х (3-5х)

4 c o s 2 x s in 2 x s in 2 x  4

( i -  cos2 2x)cos2x

= lim со--* sin 2x = lim 
x (3-5x) 2x • 2x (3-5x)

бунда lim cos 2x = 1, lim
<o *->o 2x ■ ‘• Й ( з ^ ) * 5 ' дема|с' л )

ва (p(x) функциялар нисбатининг лимити мавжуд ва у 
26

нолдан фаркди узгармас булгани учун ( 1.1) формулага асосан 
берилган функциялар бир хил тартибли чексиз кичик фун­
кциялар булади деган хулосага келамиз.

2. Чексиз кичик функцияларнинг эквивалентлигидан
фойдаланиб lim агс51п8л лимитни топинг.

Е ч и ш .
arcsin8x

*->0 1п(1 + 4х)

lim
X-

«  Ах

пп. —г----- г = l i m - i  = 2, бунда arcsinSx ~  8х, 1п(1 + 4х)~
х-,0  1п(1+4х) ж-»о 4х

3. Берилган функциянинг узлуксизлигини текширинг 
ва чизмасини чизинг:

/ ( * )  =

х2, агар -  оо < х < 0 булса,
(х -  I)2, агар 0 < х < 2 булса, 
5 - х ,  агар 2 < х < булса.

Е ч и ш .  Дх) функция ( - 00;0), (0;2) ва (2;+оо) интер- 
валларда аникданган ва узлуксиз булган элсментар функ­
циялар билан берилган.

Демак, факдт х, = О ва х2 — 2 нук,таларда узилишга эга 
булиши мумкин. х, = 0 нук,та учун чап ва унг лимитлар- 
ни \исоблаймиз:

lim / ( х )=  lim х2 = 0 , lim /(х )  = l i m( x - l )2 = 1 ,
.. .п л * 7 4 '  v_»h_n х-»0+0 х-»0+0х—>0-0

Бу эса х, = 0 нук,тадаДх) функция биринчи тур узи- 
лиш нук,тасига эга булишини билдиради. 

х2 =  2 нукта учун:

lim /(х )=  lim ( х - 1)2 = 1 ,
х—>2-0 J  '  -х—>2-0

lim / ( х ) =  lim (5 -х )  = 3,
х—>2+0 V х—>2+0

/~(2) = (jc— I)2j л =1 ларга эга буламиз. Бу эса, х2 = 2 нук,- 
тадаДх) функциянинг биринчи тур узилиш нук.тасига эга 
булишини билдиради.

Берилган функциянинг графиги 1-чизмадатасвирланган.

4. f  (х) = 8 ,_3 +1 функциянинг х, = 3, х2 = 4 пук,талар- 
да узлуксизлигини текширинг.
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Е ч и ш . х, = 3 учун куйидагиларга эга б^ламиз.
(  j _  л 

8"-3 +1lim f(x )  = limх-»3-0 .v—>3—Cl

lim f(x) -  limjt-*3+o д-43+q
(  J_ 

8 '-3 +1

= 8"“ +1 = 1 . 

=  8°° +  1 =  oo

Бу эса fix )  функция x t = 3 нуктада иккинчи тур узи­
лиш нуктасига эга эканлигини билдиради. 

х2 = 4 нукта учун эса:

lim fix )  = limj| 8 v' 3 +1
V - . 4 - 0  _v—»4—oj

lim fix )  = lim.V—>4+0 .v—>4+0
(  j_  

8 '-3 +1

= 9,

= 9,

№  = Iх-3 +1 + 1 = 9.

Демак, fix )  функция x2 = 4 нуктада узлуксиз.

1-вариант 

\ . f x )  = tg2x, <р{х) =  arcsin х.

28

2. lim совЗх-сотх. 
*-*° г*2

Isinx, х < 0 , 
х, 0 < х< 2,

0 , х > 2 .

4- /( х )  = (х -3 )(х+ 4 ), дс, = -5 , Дг = -4- 
2-вариант1. 4.г
Зс̂ 1

COS X, X <  — 
2

3 . / W  = ^0> —< х< л , 

2, х> л .

4- / ( * )  = *i =  3> *2 =  2-
3-вариант

1 • / 0 е) = sin8x, cpix) = arcsin5x. 

х - 1, x < 0, 
x2, 0 < x < 2,
2x, x  > 2 .

3. m =

4. f i x )  = 5T~3, x , = 3 , x 2 =4 .
4-вариант

1. /(x )  = sin3x+sinx, <р(х) = 10х. 

x + 1, x < 0 ,
3 . / ( x )=  x 2 - l ,  0 й х < 2 ,

-x ,  x > 2 .
2

4. /(x )  = 4 х' 1 -  3, x; = 1, x, = 2
29

2 . iim h £ £ ^ . .
+o 4x

2. x-»o ln(l+2x)

2 . lim arcsin 4x
x-»o tg5x



5-вариант

1. /(х )  = cos7x- cosx, (p{x) = 2x2

3- f i x )

- x ,  x<  0, 
x2 + l, 0 < x < 2, 
дс+1, x > 2 .

4. f i x )

1. f i x )  

3. f i x )

4- A x )

= 2‘~x - 1, x, = 0, X2 = 1.

6-вариант 

= 1 -  cos 2x, (p(x) = 8x2.

x + 3, x < 0 ,
1, 0 < x <  2, 
x 2 - 1, x> 2.

= 8 X_2 - 1, x, = 2, x, = 3.

7-вариант 

= 3sin: 4x, (р(х) = х2 - х л-

fx—1, x < 0, 
i = jsinx, 0 < x < 7r,

[з, х> л .
4

= 5 ’_ v +1, x, = 2, x, = 3 .

8-вариант

l /W  = tg(x2+ 2x), <p(x) = x2+ 2x.
x + 1. x < —1,

3. / ( x ) = x 2 +l,  - 1 < x < 2,
2x, x> 2.

30

2. lim —— .
*-*0 sin2.r

2 . l i m ^ +2),*-.0 x2

2 ]im sin^+2) 
x -* -2  x +8

2 lim arcsin^ 
x —»o tg4x

9-вариант

1 • f{ x )  = arcsinfx2 -  x), cp(x) = X s -  x . 2 lim *3~64 
Г1, X <  0 ,  - 4 t g ( X - 4 )

3. f i x )  = 2X, 0 < x < 2, 
x+3, x>2.

4. f ix)  — x, = 1, x, = 2.
x 2 -  j 1 2

10-вариант
1- f i x) = sin 7x+sin x, (p{x) = 4x. 2. lim cos2,y-cos4.v

_ л X->0 Tv2
- x  + 2, x < - 2,

3. /(* )  = x3, -  2 < x < 2, 
2, x>  2.

4. /(x )  = 2 t+2 +1, x, = -2, = -1 .

11-вариант

f i x )  = л/4 + x + 2, <р(х) = 3х.
Зх + 4, x < -1,

3- /(x )  = ■ x 2 -  2, - 1  < x < 2,
x, x > 2 .

3

4- /(* )  = 4 x-2 + 2, xi = 2, Xj = 3 •

12-вариант

1 - f i x )  = sin(x2 -  2x), (pix) = x4 -  8x .

31

2 . lim
x - ,o  2 j t

2 . lim ggg5* .
A"—>0 t g l x



X, Х^1»

3. Д х ) =  (x - 2 )2, 1<х<3 ,
- х + 6, х>3.

2

4 . / ( x )  = 3 * ^ -2 , x , = - l , * 2 = 0 -

13-вариант

1. Дх) = y i y  <p(*) =  2x-x2. 
x —1, x<l ,

3. /(x )  = - x2 + 2 , - l < x < 2,
- 2x, x>  2 .

4. Д х ) = 5~*+1, x, = -5, x2 = -4 .

14-вариант

1.Дх) =

3. / «

4. Дх) =

_ _ - ^ ( x ) =  3 x ^ .  

- x 3, х < - Ь
Х -1 ,  - 1  <  X <  2,

- х  + 5, х>2.

х - 4__I  Y =  —5 Л1
х + 2

■2, * , - - ! ■

2. lim
s in 3 x

1. Д х )

3. /(х )  =

4.Дх) =

15-вариант

= sin(x2 + 5х), (р{х) = х3 -  25х.

X х < - 2, 
х - 1, - 2 < х < 1, 

х2 - 1 ,  х >  1 •

* - 4  _  1 v  =  —9
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х™ 1п (1  + 2 х ) '

2. lim
arcsin 8х

" “ о tg4x

е5х2. lim*_»о tg2x

16-вариант
16-вариант

1 • Д х )  = cosх -  cos3 х, <р(х) = 6х2 •

3. Д х )  =

х + 3 , х < 0 , 

- х~ +4 ,  0 < х < 2, 
х - 2, х> 2 .

х + 5
4-Дх) = х, =  3, х2 =  4.

17-вариант
I/-вариант

1 ■ / (х) = arcsin2x, ср(х) = 8х.
.

О, х < - 1, 
х" — 1, - 1< х < 2,3. А х )

4. /(x )  = 5 '-v+ l, х, = 1, х2 = 2.

2х, х > 2.

18-вариант

1. Д х) = 1 -  cos 4х, ср(х) = xsin 2х •

Г— 1, х < 0 ,
3. Д х )  = \ cosх, 0 < х<  /г,

1 -х , X > п.

4- Дх) = - i L
“  х +  5 ’

х, =  -  5, х2 = -  4.

19-вариант
/■ ианпг

1 • Д х ) = sinx+sin5x, ср{х) = 2х.

3. Д х )
V l- x ,  х < О,
0. О < х  < 2, 
х - 2 ,  х > 2 .

3 — Ш. И. Тожиев 33

2 lim  1п(1 + 4х) 
s in 2 x

2 . lim sin(v~3). 
л  -  27

2 .
jtr>-5 x ‘ - 2 5

2 li m ln(U3x) 
s in 2 x



20-вариант

4. /(л-) = 5 '-4 -  2, .V, = 3, л* =  4 .

1. / ( х )

3. / ( * )  =

4. /( х )  :

1. f i x )  

3. /(X):

Зх / \ х

|х -  3, х < О, 
х + 1, О < х < 4,

3 + х, х > 4.
I

= б*"3 +3, л; =3, х2 = 4 .

21-вариант

- cos3x-cosx, (р(х) = 7х2.

X* + 1, х < 1,
2х, 1 < х < 3, 

х+2, х>3 .
1

4 . Д х )  = 4 ^ + 2 ,  х, = 2, х, = 3.

22-вариант

1. /(х )  = х2 -  cos2x, <р(х) = бх2. 
- х ,  х < О,

3 . f ( x )  = ■ х 2, О < х  < 2 , 

х  + 1, х  > 2 .
I

4- / (х) = 92~х, х ,= 0,х 2 = 2 .

23-вариант 

1. /(х )  = л/l + x - l ,  <р(х) = 2х.
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2. lim L _ i .
л:-*П tg3x

2. lim artf 6v 
2x -Зх

2 . lim arcsin3x
*->0 2 x

2. lim sin5x 
6 arctg2x

-  2(x + 1), x < - l ,  
(x + 1)3, - l < x < 0, 
x, x>  0 .

3. f i x )  =

4. f ( x )  = 2 V_5 +1, x, = 4, x, = 5.

24-вариант

1 • /(x )  = л /9 -х  -  3, <p(x) = 2x.

[2, x < —1,
3. /(x )  = j l - x ,  - 1< x < 1,

[inx, X>1.
2

4- /(x )  = 6 4-1, x, = 3, x, = 4.

25-вариант

1. /(x )  = cos3x- cos5x, <p(x) = x2.

3. /(* )  =

-  x, x < 0 ,
X3, 0 < x < 2, 
x+4, x > 2 .

x + 1
4-Ax) = x, = 2, x2 = 3.

2. lim 1 -  cos8x
x-»o 2x~

2. lim M ±^x)
x->0 s in 3x

II б о б
БИР УЗГАРУВЧИ ФУНКЦИЯСИНИНГ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХИСОБИ ВА УНИНГ 
ТАТБИЦЛАРИ

1-§. Хосила, унинг геометрик ва физик маъноси. 
Дифференциаллаш к,оидалари ва формулалари

У = А х) функциянинг орттирмаси 
4 У = А х  + Ах)—Дх) 

куринишда ифодаланишини эслатиб утамиз, бунда Дх ар­
гумент х нинг орттирмаси.
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2-чизмадан

(2 .1)

тенгликни ёзиш мумкин.
Т а ъ р и ф . у  =J[x) функциянинг х нук,тадаги %осиласи 

деб, шу цуцтадаги функция орттирмасининг уни шу ортгир- 
мага эриштирадиган аргумент ортгирмасига нисбатининг их- 
гиёрий Дх нолга интилгандаги лимитига айтилади ва куйи- 
даги белгилашларнинг бири билан белгиланади:

Шундай цилиб, таърифга кура: 

У' = / '( * )  = ‘-~  = lim — = lim
а х  лх->о Дх дд--->о

f ( x + A x ) - f ( x )
(2 .2)

Агар (2.2) формуладаги лимит мавжуд булса, Дх) функ­
ция х нуктада дифференциалланувчи дейилади.

Хосилани топиш амали функцияни дифференциаллаш 
дейилади.

(2 .1) генглик ва хосила таърифидан х нуктадаги х,оси- 
ла у = f(x )  функция графигидаги М(х;^) нуктадан утка- 
зилган уринманинг Охук,и билан ташкил этган а бурчаги
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тангенсига тенг эканлиги келиб чикдди (2-чизмага каранг). 
у ' - f ( x )  \осилани физик нуктаи назардан караганимизда 
у  функциянинг х нуктадаги узгариш тезлигини билди- 
ради.

Агар С — узгармас сон ва и = и(х), v = v (x )  бирор 
дифференциалланувчи фуикциялар булса, у \олда цуйи- 
даги дифференциаллаш коидалари уринлидир:

1) (O ' = 0;
2) (х)' = 1;
3) (u±v)' = w'±v';
4) (Си)' = Си';
5) (м-v)' =  m'v+ mv’;

и if) -v <! '»>;
8) агар у  =Дм) булиб, и = <р(х) булса, яъни у =f\<p(x)\ 

мураккаб функция дифференциалланувчи функциялар- 
дан тузилган булса, у холла

• .. dy dy
У* = У и ■ и, еки -7- = ^г * * d x  du

du
d x

9) агар у  =Дх) функция учун дифференциалланувчи
_  ■"/ \  1 <к г. ~х ~  ,?(>') гескари функция мавжуд ва i  = g (у) * 0 булса, 

у холда dy лса.

/ '  (х) = 1
g'(y) ■

Хосила таърифи ва дифференциаллаш кридаларидан 
фойдалапиб асосий элементар функцияларнинг хосила- 
лари жадвалини тузиш мумкин:
лари жадвалйни тузйШ мумкин-

(а е  Л);1) (и“) ' = аи°
1) (и ) аи
3) (еи)' = еии",

{
5) (In и)' = -  ■ и ' ; и
7)) (cosи)' = -s in  и • и ' ;

) fcos in = - s m и и '\

2) (аи)' = а“ In о и '; 

4) (log,, !/)' = ——  и';
u l n a

cos и и ; 
j

8) (tgw)' = — г “ м';
cos и

6) (sinи)'
о) (sin in' 

(tgw
(tgM
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9) (Ctg«)' = - ZT-  W';
'  sin (V

I
11) (arccostO' =

13) (arcctgw)' = -

yl\-u2

1

10) (arcsini/)' = 

12) (arctgw)' =
1+И2

l+«2

15) (chw)’ = shu ■ u ’; 

17) (cthw)' = •«' •

1 4 )  ( s I i h ) '  =  c h ; /  u " ;

16) (th«)'

у  = fix) эгри ЧИЗИК.НИНГ M0(x0; flx{])) нуктасидаи утка- 
зилган уринма тенгламаси:

У~Лхп) = f ( x 0) ( x - x 0).

у  = fix) эф и  чизик,нинг Л/0(х0;/(х 0)) нук,тасидан утка- 
зилган нормал (перпендикуляр) тенгламаси:

У - f i x  о) ( х - х 0) ( f i x 0) * 0 ) .

Агар f '( x 0) =  0 булса, норма! тенгламаси А' =  х0 кури­
нишда булади.

Эгри чизик, билан нукта орасидаги бурчак деганда, шу 
нуктадан утувчи уринма билан эгри чизик; орасидаги бур- 
чакни тушуниш керак.

1-м и с о л  . Хосилатаърифидан фойдаланиб (2.2 фор- 
мулага к,аранг) у  = функциянинг \осиласини то­
пинг.

Е ч и ш .  Ихтиёрий Дх орттирма учун функция орт- 
тирмасини топамиз:

Ду 2 ( х + Д х )  2 х  6х 2+6х Ах +2х +2Ах - 6 х 2- 6 х Ах - 2 х

3(х+Дх)+1 Зх+1 

2Д х

(Зх+ЗАдг+1)(Зл+1)

(Зх+ЗДх+1)(Зх+1) '
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Иккала кисмини Дх га буламиз:

Ду

Дх (3x + 3A.v+[)(3x + l) ’

Бу нисбатнинг Дх-»0 да лимитини \исоблаймиз:
дуу ’ = lim ~ - = lim

iv -> o  А х  д г - > 0  (3 * + З Д л  + 1 )(З л -+ |)  (3.V + 1)2 •

2 - м и с о д .  у  = |х| функция хосидасинингх = 0 нук,- 
тадаги кийматини топинг.

Е ч и ш .  Эркли узгарувчи х нинг ихтиёрий орттирма- 
сида функциянинг х = 0 нук,тадаги Ду  орттирмаси |Дх| га 
тенг:

Ау = |дх| = [ _ЛХ’ агар Л л < 0  бУлса’
[Дх, агар Дх > 0 булса. 

Хосила таърифига кура:

у ' = lim ^  = f_1,araP Д *<0 булса,
Ам04х j 1, агар Дх > 0 булса.

Бу эса х — 0 нук;тада у  = | х | функция \осилага эга 
эмаслигини билдиради.

Аммо, бу функция бу нук,тада узлуксиз, яъни

lim Ду  = lim I Дх I = 0
А * -» 0  Д д - . О 1 1

Демак, х нук,тада узлуксиз булган \амма функциялар 
бу нуктада дифференциалланувчи булавермас экан.

Маштар

49. Хосила таърифидан фойдаланиб у  = Зх3-2 х 2+Зх-1 
функциянинг \осиласини топинг.

50. Хосила таърифидан фойдаланиб у = L функ­
циянинг \осиласини топинг. 2*+5

51. у = >/х функция х = 0 нуктада узлуксиз ва диффе- 
ренциалланувчи экзнлигини курсэтинг.
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9) (ctg«)' = ——'  cm // 10) (arcsin «)' = ■u ;

11) (arccos и )' = -

13) (arcctgt/)'

’Jl-u2 

1

15) (chw)' = shj/ ■ u ’;

17) (cth«)’ = — u' 
sh w

12) (arctgw)' = — -  и'
1 +U1

14) (shw)' = chw • u ' ;

16) (thw)' = —— • u'
ch и

У = fix ) эгри ЧИЗИК.НИНГ Л/0(хй; fix 0)) нуктасидан утка- 
зилган уринма тснгламаси:

У~Лх0) = /'(х0) ( х - х 0).

у  = fix) эгри чизик,нинг Мп(ха; fix0)) нуктасидан утка- 
зилган нормал (перпендикуляр) тенгламаси:

У - / ( * о )  =  - у т ^  ( * - * о )  ( / " ( * о ) * 0 ) .

Агар / ’(х0) = 0 булса, нормал тенгламаси х = х0 кури- 
нишда булади.

Эгри чизик, билан нук,га орасидаги бурчак деганда, шу 
нуктадан утувчи уринма билан эгри чизик, орасидаги бур- 
чакни тушуниш керак.

1 -м и с о л . Хосила таърифидан фойдалаииб (2.2 фор- 
мулага каранг) у  = функциянинг хосиласини то­
пинг.

Е ч и ш . Ихтиёрий Ах орттирма учун функция орт- 
тирмасини топамиз:

АУ
2(х+Дх) 2х _ 6х2 +6х&х+2х +2Ах - 6 х 2- 6 хЛх- 2 х

3(х+Дх)+1 Зх+1 

2Дх

(Зх+ЗАх+1)(Зх+1)

(Зх+ЗДх+1)(Зх+1)
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Иккала к,исмини Дх га буламиз:
Ду
Дх (Зх+Здх+1)(Зх+1) •

Бу нисбатнинг Дх-»0 да лимитини \исоблаймиз:

У '  = lim = lim
a.v—»о Дх Av-,0  (З х + З Д х + 1 )(З х + |)  (3JC+I)2 •

2 - м и с о д . у  =  |х| функция хосиласининг х =  0 нук,- 
тадаги к,ийматини топинг.

Е ч и ш.  Эркли узгарувчи х нинг ихтиёрий орттирма- 
сида функциянинг х = 0 нук,тадаги Ду  орттирмаси |Дх| га 
тенг:

Ду = |Дх| = -Дх, агар Дх < 0 булса,
[Дх, агар Дх > 0 булса.

Хосила таърифига кура:

у ' = lim | _1, агар ^  < 0 бУлса, 
длг-*одх | i 5 агар дх > 0 булса.

Бу эса х = 0 нуктада у  = | х | функция хосилага эга 
эмаслигини билдиради.

Аммо, бу функция бу нук,тада узлуксиз, яъни

lim Ду  = lim I Дх I = 0
Д х—>0 Д х —»0 1

Демак, х нуктада узлуксиз булган хамма функциялар 
бу нуктада диффсренциалланувчи булавермас экан.

Машк^ар

49. Хосила таърифидан фойдаланиб у  =  Зх3-2 х 2+Зх-1 
функциянинг хосиласини топинг.

50. Хосила таърифидан фойдаланиб у  = — ~-1 функ­
циянинг хосиласини топинг. 2х+5

51. у  = lfx  функция х = 0 нуктада узлуксиз ва диффе- 
ренциалланувчи эканлигини курсатинг.
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52 Куйидагм ййгнкцияяарнинг хосиласини топинп 
52. Куйидаги функцияларнинг хосиласини топинг:

1. У 5х 3 ^ 7  + -̂ - + 4.
жг

2. У ■ Зх2 + 5л/х^ -  ■

з. у  = v x 5 -  + 7х5.
Л

5. ^ = (х5 + Зх -  I)4 .

7. у  = (х + l)cos5x . 

9. у = х 2 ■ tgx • е2х .

11. У

у = 4VT + 4 -  + 3X2
4 
4
7 7  

i '! •6 . у = х s in x .
,

8 . у  = х  ■ sinx •
IП Л
1пх .

13. У =

10. У

12. У =

л — 1
sin2 х 
х̂  + 1

14
14.

x i + \^  
х 3 - 1

53. у  = х1 + 2х -  2 эф и  чизикка абсциссаси х0 =  1 булган 
пуктяпян утказилгап уринма ва нормалнинг тенгламаси- 
ни тузинг.

54. у  =  1п(х2— 4х + 4) эф и  чизикка абсциссаси х0 = 1 
булган нук,тадан утказилган уринма ва нормалнинг тенгла- 
масини тузинг.

55. у  = х2 ва х2 + 2у1 = 3 тенгламалар билан берилган 
эгри чизикдарнинг кесишган нукталаридаги бурчакларни 
топинг.

56. Моддий нуктанинг t вак,г ичида босиб утган масофа- 
1 , 1 ,

си .? = —/ • - / +  2/ + 1 га тенг. Берилган нуктанинг тезли-
ГИНИ ТО П И Н 1.

57. Дифференциаллаш коидалари ва формудаларидан 
фойдаланиб берилган функцияларнинг хосиласини топинг:

1) у  = х1 sin3x; 
3) у =  x2cos23x; 
5) у = xctg27x; 
7) y = 2-j™*5x-, 
9 ) у  = 2 ^ х ;

11) У (2,g3jr + tg3x)~

2) у = х sin3x;
4) у  =  е1 tg4x;
6) у  = 4 х  ■ cos Vx_: 
8) У = (2И -  tg4x 

10) у = 3,*35’г;
12) у = х  ■ sin' х • 2

40
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/ /—\ 13) У = Sin^tgVxl;
15) у  = х  sin7x tg-x;
17) у  = е^  .
\9) у = xV83*;
21) у  = 1п5(х -2 *);

14) у = (sin^x+cos^j 
16) ,у =  х ctg25x;
18) у = е~^х
20 )у
22) у

ln(x,-sin3x);
log3(x2+sin3

2-§. Мураккаб курсаткичли ва ошкормас 
функцияларнинг хосилалари

1. Асоси хам. дзража курса+кичи хам я  нинг фущ
1. Асоси хам, даража курсаткичи хам х нинг функ^ 

сидан иборат булган, яъни

куринишдаги функция мураккаб курсаткичли фун^ 
дейилади.

Масалан, у  =  (cosx)' , у  =  у  = х \  х =  (log,* 
шунга ухшаш функциялар мураккаб курсаткичли ф 
циялардир. Бундай функцияларнинг хосиласини toi, 
да берилган функция логарифмининг хосиласини toi, 
дан иборат булган усулни кул-лаш купинча хисоблй 
бирмунча соддалаштиради.

Масалан, у  = и' функцияни логарифмлаб хосил^, 
топишдан куйидаги формулага эга буламиз:

.
у '  = и1’ In и • v ’+ VM

бунда и = uLxi ва v =  v(x). 
бунда и = и(х) ва v =  v(x).

, ( ■ и \*31 - м и с о л . у  = (sin 4х) 
пинг.

Е ч и ш

фун кциянин г хос i глас и I 
функциянинг хосиласи!

Тенгликнинг иккала томонини логарифм
миз:

lny = xjnsjn4x. 
lny = x3lnsin4x.

Бу тенгликнинг иккала томонини х буйича дифци
циаллаймиз:

=  ( V ) • lnsjn4x + .¥,(lnsin4xY 
(lny)’ = (х3)' • lnsin4x + x3(lnsin4x)'.
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Бундам

— = Зх2 In sin 4х + 4х3 ■------ cos А х.
у  sin 4л-

Соддалаштирамиз:

у ' = у  (Зх2 In sin 4х + 4x3ctg4x).

у  урнига у  = (sin4x)x ифодани куйиб, ушбу натижаии 
\осил к,иламиз:

у ' = (sin 4х)' (Зх2 In sin 4х + 4x3ctg4x).

2. Иккита х ва узгарувчилар орасидаги богланиш

Кх,у) = 0 (2.3)
тенглама куринишида берилган булсин.

(2.3) ошкормас функцияни ошкор куринишга келтир- 
масдан хосиласини топиш кридасини курсатамиз.

у  ни X нинг функцияси деб (2.3) тенгламанинг иккала 
кисмини дифференциаллаш, сунгра ^осил цилинган тенг- 
ламадан у  ни топиш керак. Буни куйидаги мисолда курса­
тамиз.

2 - м и с о д . Х'+у4—Зху = 0 ошкормас функциянинг /  
^осиласини топинг.

Е ч и ш .  у  ни х нинг функцияси деб берилган тенгла­
манинг иккала кисмини дифференциаллаймиз:

4х3 + Ау3 ■ у’ — Зу— Зх / = 0.
Бундан эса

. 4 х^-Зу  
З х -4 у 3

ни топамиз.

Машклар

58. Берилган функцияларни логарифмлаб сунгра \оси- 
ласини топинг:

1) у  = 3х ~  tg42x ; 2) у  = X3th 3X;
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3)y = lg4(x5- s i n 52x); 4) у  = arctgvl + е~ 

5) у — x3ln2(sin2x — tg2x); 6) у = (sin3x)cos5x;

1 )у =  (х3+ I)*2*;

9 )у =  (1 + xA)lglx]

8) У = (tg3x)x ;
*3-i10) у  = (ctg5x)' " .

59. Куйидаги ошкормас куринишда берилган функция­
ларнинг хрсиласини топинг:

1) Ух + tfy  = а ; 2) у 2 + х 2 -  sin (х2 -  у 2) = 5 ;

3) 2х + V  = 2Х*У ; 4) е”  -  х4 + /  = 5;

5) еху -  х3 -  у 3 = 3 ; 6) ху -  arctg j  = 3.

3-§. Юк,ори тартибли \осилалар

1. Биринчи тартибли \осиладан олинган хреила, яъни

(У)’ =  (Г(.х))’ ёки /  = /  "(х)

х,осила у  =Дх) функциянинг иккинчи тартибли хрсиласи 
дейилади в а / ', / " ( х ) ,  белгиларнинг бири билан бел- 
гиланади.

Иккинчи тартибли \осиланинг \осиласига учинчи тар­
тибли \осила дейилади ва у"', f'"(x), —у белгиларнинг 
бири билан белгиланади.

Умуман, у —J[x) функциянинг и-тартибли ^осиласи деб, 
унинг {п — 1)-тартибли хрсиласининг хрсиласига айтилади

ува у {" \ f in)(x), — белгиларнинг бири билан белгиланади.
1 - м и с о л . У = In |х  + 4х- + а2 j функциянинг иккин­

чи тартибли ^осиласини топинг.
Ечи ш. Да с т л а б  х,осилалар жадвалидан фойдаланиб 

биринчи тартибли х;осилани топамиз:
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У = 1 - ■ (х + Ух2 + а1) = — ■ ■(] + — х ■ -1 = 
х г +а2 '  ' х+ \1 х2+ а2 [  \1х2+а2 J

.•> ___ x+-jx  ̂~о‘ \ \х~+а: “J
1 х+ \1х2+а2 _  1

х + 7 х 2+ о2 %1х2 +а2 у]х2+а2 ’
x+v1Л'+а" удг+«‘ V.v+a

Хосил булган натижадан яна х;осила оламиз:
Дрсил оулгап натижадан яна \осила оламиз:

W № * - >
=  - 1 . ( х 2 + ^ ) - 2 . 2 х  =  _

\l(x2+°2)3 1 /

2 - м и с о л .  у =  (2х -  I)4 функциянинг биринчи ва 
иккинчи тартибли хосилаларининг х, = 1, х2 = -1  нукта- 
лардаги кийматларини хисобланг.

Е ч и ш .  Биринчи тартибли хосилани топамиз:
е ч и ш .  Ьиринчи тартйбЛй \осил;ш и топамиз:

У =  8 (2х -  I)3.
х, = 1 да / (  1) = 8; х2 = - 1  да / ( - 1) =  -216.

Энди иккинчи тартибли хосилани топамиз:
■ . .

у" = 48(2х —I)2; х = 1 да / ( 1 )  = 48,
v -  4«rzx — IV: г: = 1 да у СП = 48.

х  =  -  1 да у"( -  1) = 432.
i л; I ) = 432.

3 - м и с о л .  у  — sinx функциянинг л-тартибли хосила- 
сини топинг.

Е ч и ш .
Берилган функцияни кетма-кет п марта дифференци- 

аллаб топамиз-

у  = COS X
у  -  COS
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= cos ( x + („ - 1)f ) = si„ i |in-^ , y ;

2. Параметрик берилган функция.-; 
тибли хосилалари. ^яларнинг юкори тар-

Агар х нинг функцияси у  ушбу

х = ф(Г),
у  = v (0 (2.4)

параметрик тенгламалар билан берил1 .
дага функциянинг параметрик кури^ '11ган булса, (2.4) ифо-
деиилади. ннишдаги берилиши

Бу холда у нинг х буйича хосиласк.
^Е И  у 'х

dy_

=  у  ' =  ж  ~  1 “

dt (2.5)

тенглик билан аникланади. 2
Иккинчи хосила у" ёки ни 

функцияси Гэканлигини назарда тутиг  ггопиш х  нинг 
буйича дифференциаллаймиз:

Л'ттс
^б, (2.5) тенгликни

d x  d 2y  d y  d ^  
d 1 У _  d t d t2 d t d t $ ~  

---------------~f)
еки

d  у  _  ф '( 0  ■ v " ( t )  -  v ' ( 0
dxL

Шунга ухшаш 
пиш мумкин.

d у  d Ay
d x i ’ d x 4

[фЧО]3

ва хока

ф"(0 (2 .6)

о хосилаларни то-
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4 - м и с о л .  Ушбу

у  = sin 2/

параметрик тенгламалари билан берилган у  функциянинг 
иккинчи тартибли ^осиласини топинг.

Е ч и ш .
I у с у л .  (2 .6) формула буйича хрсилаларни топиб, 

сунфа урнига куямиз:

х , ' = 2 sin / cos t = sin 2/, x, " = 2 cos 21,

y , ' = 2 cos 2t, y , " = -4  sin 2 / ,

_  sin 2 r(-4  sin 20 -2 cos 2/-2 cos 2/ _  -4(sin2 2 Mcos2 2 f) _ _  4
(sin 2/)3 sin3 2/ sin3 2t '

II у с у л  . Биринчи тартибли хосилани топамиз:

. = i V ;= 2 c o s 2 /= 2 c tg 2 ,
х/ sin 2/

Бу \осилани

у '  = 2ctg2/, 
а: = sin21

куринишда парамефик берилган функция деб караб, (2.5) 
формула буйича иккинчи- ^осилани топамиз:

,  2 4
" =  ft-У. =  =  (2ctg2Q' _  sin2 2 1 _  _  sio i2x  _  _  4

xz x , ' (sin2/ ) ' 2 sin rc o s /

Куриб турганимиздек, натижалар бир хил.
sin 2/

Машцлар

60. Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли \оси- 
ласини топинг:

I) У = (1 +  4x2)arctg 2х\ 2) у  =  (х2 + 1)1п(1 +  х2);
3) у  — е~Ъх (cos2x + sin2x); 4) у  = v l -  4х 2 • arcsin 2х .
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61. Куйидаги тенгламалар билан берилган функциялар- 
нинг иккинчи тартибли \осиласини топинг:

у  = /3 + t2 -  1, 
х = t2 + t+ 1;

I у = / 3 + t.

5) [у = (2r + l)cos/, 
jx  = In /;

2)
у  = 2 sin31, 
x  = 2 cos3

ly = /3 + /2 + 1,

4, U ;1 /

6) J j  = l - c o s / ,  
I x  = t -  sin t.

62. x4 — xy + /  —\ = 0 тенглама билан берилган ф унк­
ция иккинчи тартибли ,\осиласининг М (0; 1) нук,гадаги 
кийматини х,исобланг

63. еу + у  — х  = 0 тенглама билан берилган функция 
иккинчи тартибли ^осиласининг N (1 ;0 ) нуцтадаги кий- 
матини \исобланг.

64. х3 + у3 — ху = I ва х2 + 2У — ху + х  + у  = 4 тенгла­
малар билан берилган функциялар иккинчи тартибли 
\осилаларининг @(1;1) нук,тадаги кийматини х>исобланг.

65. Нук^анинг Ох буйича ^аракат тенгламаси х  =  100—  
5t — 0,001 г5 берилган (бунда х  — метрда, t — секундда). Бу 

нуктанинг вактнинг ta =  0 , /, =  1, t2 =  Юс пайглардаги 
тезлиги ва тезланиш ларини топинг.

4-§. Функциянинг биринчи ва юцори тартибли 
дифференциали ва унинг татбици

Х,осила таърифига кура

у ' = lim —
Дх—>0 Д х ’

лимитнинг таърифига асосан

Ау = у ' Ах + е(х)Дх 
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ифодага эга буламиз (бунда lim е(х) = 0 )• (2.7) тенгликдан 
куриниб турибдики, функция ортгирмаси Ду ни икки 
кисмга ажратиш мумкин. Биринчи кием эркли узгарувчи- 
нинг орттирмаси Ах га нисбатан чизикди булган, иккинчи 
кисми Ах га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик мик- 
дордан иборат. Биринчи кием у 'Ах функция орттирмаси-
нинг асосий кисми (бош кисми) ёки дифференциалы дейи-

,госии кисми (оош кием и 7 ски дафференц1— J “----лади ва
dy =  V 'Ах

ijtu дейн- 

(2 .8)

каби белгиланади. Эркли узгарувчининг дифференциали
унинг ортгирмасига тенг, яъни dx = Ах. У \олда (2.8) ифода
унинг орттирмасига тенг, яъни dx = Ах. У \о:па (2.8) ифода 

dy = у 'dx ёки dy —f'(x )d x  (2.9)
■ V i  d \ СКА (IV <ХШХ (2 4

каби ёзилади.
Юкори тартибли дифференциаллар куйидагича аник- 

ланади:

d 2y  =  d(dy); d 3y  = d (d2y),...y d"y =  d(d" 'y).
(7 i = ofdyy, d v ~ d (d -у).....a у  — d{d" ly) ,

Агар у  = fix)  функция берилган булса, унинг юкори 
тартибли дифференциаллари куйидагича аникданади:
гефтиоли л иффере н и и. и I лари куйидагича аникданщш^

d 2y  = f" (x )d x 2, d 3y  = f'" (x )d x3,..., d My —f (")(x)dxn. 

Агар у  =  fiu ) , бунда и =  <p(x) булса, dy = f(u )d u , 
du -  <p (x)dx, d 2y  = y"(du)2 + y 'd 2u ва \оказо.

(2.9) формуладан куриниб турибдики, функциянинг' 
дифференциалини топиш учун унинг хосиласини топиб, 
хосилани эркли узгарувчининг ортгирмасига купайтириш
керак экан. узгарувчинин масига купайтириш

1 - м и с о л  у  =  sin43x функциянинг дифференциали­
ни топинг

Е ч и ш . Берилган функциянинг хосиласини топамиз:
Еч н in . Берилган фу нкциянинг хосиласини топами к

У = 4sin33x cos3x • 3.
v -  4sm jx

(2.9) формулага кура функция дифференциали :
( I формулага кура функция дифференциали

га тенг.
га тенг.

dy — 12sin33x ■ cos3xdx
cos
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2 - м и с о л  у ~  ln( 1 + x3) функциянинг иккинчи тар­
тибли дифференциалини топинг.

Е ч и ш . Функциянинг биринчи тартибли хосиласини
.топамиз:

топамиз.
• = Зх 

^  I+JC3 ’

Энди у ' функциядан хосила олиб, иккинчи тартибли
хосилани топамиз:
хосилапи топамиз:

ti _  6дг(1+х3)-3л‘2-3.х2 _  6 х + 6 х 4- 2 х а _  З х (2 -д 3)

(1+-х3)2 (1+*3)2 м * - -

Демак,
Демак.

d2 W z ^ d x 1
i\+ x i

у  =  fix) функциянинг бирор х нуктадаги киймати ва 
хосиласи берилган булсин. f ix  +Ах) функциянинг бирор 
х + Дх нуктага якин кийматини кандай топишни курсата- 
миз. Ду ~  dy ёки Ду =  /(х)Ахтенгсизликдан фойдаланамиз. 
Ay =fix+  Ах) ~ /(х ) булгани сабаблиДх+Дх) — Дх)=/'(х)Дх, 
бундан

f ix  + Дх) =  fix) + /  '(х) Ах. (2.10)
/f:V + Ах) = /(.() + j  f.v),.Vv. (210)

(2 .10) формула эркли узгарувчи х нинг кичик ортгир­
маси Дх учун функция кийматини топишда кенг кулла- 
нилади.

3 - м и с о л .  Агар кубнинг хажми 27м3 дан 27,1м3 га 
ортганлиги маълум булса, унинг томонининг орттирма- 
сини хисобланг.

Е ч и ш .  Агар кубнинг хажми х булса, унинг томони 
У ~ vx булади. Масала шартига кура: х = 27, Ах = 0,1. 
Куб томонининг орттирмаси 
K\i> iOMomiHiim орттирмаси

Ду = dy = у '( х )Дх = ~ 1—  0,1 = М  “  0,0087 м
зИп2 27

ни ташкил этади.
НИ ташкил этади.
4 — Ш. И. Тожиев
4 — UJ И. Тожиев
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4 - м и с о л . Баландлиги Н  = 40 см, асосининг радиуси 
R = 30 см булган цилиндр берилган. Асос радиусини 0,5 см 
га орттирилганда цилиндр хажмининг к;анчалик ортишини 
такрибий хисобланг.

Е ч и ш .  Н баландлик узгармас ва асос радиуси узгарув- 
чи булганда V ,\ажм R нинг функцияси булади: V = 
= я Н  ■ R2. \аж м нинг Д Корттирмасини топиш учун d V ни 
Д V билан алмаштирамиз:

Д V ^bzHRAR.

Масала шартига кура / / = 4 0  см, R = 30 см ва ДR = 0,5 см 
булгани учун

Д V =  2л ■ 40 • 30 • 0,5 =  1200л =  3770 (см3).

Такрибий хисоблашларда у ёки бу сабабларга кура ха- 
толикларга йул куйилади. Уларни абсолют ва нисбий ха- 
толикларга булиш мумкин.

1. А б с о л ю т  х а т о л и к .  Агараргументнингабсол­
ют хатоси ех берилган булса, функциянинг е . абсолют ха- 
тоси функция дифферснциали ёрдамида хисобланади.

Амалий масалаларда аргументнинг кийматлари улчаш- 
лар ёрдамида аникданади ва унинг абсолют хатоси \ам 
топилади.

Функциянинг абсолют хатоси куйидагича аникдана-
ди:

бундан
| / ( * )  -  Д * 0)| -  |А * Ь ) | ' \dx\ < | / ' ( ^ ) |  • ех ,

е, = |/'(дс0) | е , .

2 . Н и с б и й  х а т о л и к .  Нисбий хатолик деб £v аб­
солют хатоликнинг улчанаётган катталикнинг такрибий 
к,иймати J{x0) модулига нисбатига айтилади ва куйидаги- 
ча белгиланади:

-  У
=  Т ? ё г Е *  = | ( 1п / ( ^ о » , | е ,|/(*о)| |/(дь)|

50

5 - м и с о л .  sin3I° нинг такрибий кийматини топинг. 
Е ч и ш .  х  = -  деб оламиз, у холда

Дх = Г — = 0,017 
180°

Демак, аргументнинг абсолют хатоси е х = 0,017. 

sin31° = sin(30° + Г) = sin 30‘ + cos30° 0,017 =

= 0,5 + 0,017 = 0,515.

Функциянинг абсолют хатоси:

е =  Icos^l 0,017 =  0,015
О

Нисбий хато:
s  0,015

у = “ о Х

Машцлар

66 . Куйидаги ф ункцияларнинг биринчи тартибли 
дифференциалларини топинг:

l ) y = x t g 3x;

3) у  = ln(x + V4 + x 2 );

5) У = -рг~аrcctg^-; 
7 )у  =  (х2-  I)2 -  У;

2) У = -y/arctgx + (arcsin х)2;

4) У = ^  + a r c tg j ;

6) y = yl(x + l)3 - V * 5 + 1 ;
8) у  = cos2x— lnsin4x;

9) x2y2 = (o + x)3(o — x); 10) у  = ln(l + e[0x) + arctge,x.

67.К,уйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли диф­
ференциалларини топинг:

1) у = Зх5 + х3 — 2х + 5; 2) у  -  ln(3x — cos2x);
3) у = х 2е ъ\ 4) У = arctg (Зх + J x ) ;
5) у  — е~х - sin2x; 6) у  =  х3 • sin(4x + 1).



шаги функцияларнинг учинчи тартибли лиф- 
68. Куйидаги функцияларнинг учинчи тартибли диф-

ференциалларини топинг:

• 20 1) у  =  sin22x; 2) У
In А" 2) У ~  ХГ1ПХ.

3) у  =  х31пх.

69. у  = х3-  4х2 + 5х + 3 функциянинг х = 1,03 да так,- 
рибий «.ийматини вергулдан кейинги иккита ракамигача 
аникдик билан топинг.

/ГГх . „  , „70. V = . -—  функциянинг х = О, I да такриоии к,ии-
V 1+л

матини вергулдан кейинги учта рацдмигача аникдик би­
лан топинг.

71. у  = л/х2 -7 х  +10 функциянинг х = 0,98 да такри- 
бий кийматини вергулдан кейинги иккита ра^амигача 
аникдик билан топинг.

72. Куйидаги ифодаларнинг такрибий кийматини вер­
гулдан кейинги иккита рак,амигача аникдик билан топинг.

а) у  = ^ \7 ;  б) j/ = V82 ; в) sin61°; r)tg31\

5-§. Диффереициалланувчи функциялар 
хак,ида баъзи теоремалар. Лониталь цоидаси

1. Ролль теоремаси. Агар у  =Дх) функция [а,Ь] кесма- 
да аникданган ва узлуксиз булиб, шу кесманинг ички нук,- 
галарида дифференциалланувчи в а /й )  =ДЬ) булса, у холда 
камида битта х = с (а < с < Ь) нук,та топиладики, бу нук,- 
тада /  ’(с) = 0 булади.

2. Лагранж теоремаси Агар у  =Дх) функция [а\Ь\ кесма- 
да аникданган ва узлуксиз, шу кесманинг ички нукдалари- 
да дифференциалланувчи булса, у холда бу кесмада энг ка­
мида битта х = с (о < с < Ь) нукда топиладики, бу нукдада

/(b ) -Да) = 
Ь - а

f i x ) (2-11)

тенглик уринли булади.
(2.11) формула Лагранж формуласи ёки чекли орттир- 

малар формуласи дейилади.
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3. Коши теоремаси. Агар у =Дх) ва у = <р(х) функциялар 
[а;6] кесмада узлуксиз ва унинг барча ички нук,таларида 
дифференциалланувчи хамда шу кесмада <р'(х)*0 булса, у 
холда шу кесмада энг камида битта х  -  с (а<с<Ь) нукта
топиладики, бу нуклада куйидаги тенглик уринли булади:
топиладики, бу нуктапа купидат тенглик уринли булади:

f(b) ~ /(д) /  (с) 
фФ)-<р(а) ~ (р\с)

4-теорема. Лониталь коидаси. -  ва — куринишдаги
о ~

аникмасликларни ечиш. Агар у  = д х ) ва <р(х) функциялар 
х = х0 нук,танинг бирор атрофида Коши теоремасининг 
шарт ларини к ,аноатлантирса, х-»хп да l i m/ ( x ) = 0 ,

f '(x )
lim ф(х) = 0 (ёки +°° га) интилса ва lim -77-г лимит мав- 
W W fflt .• f i x )жуд булса, у холда lim  - 7- г  лимит хам мавжуд булиб, бу,v-*A0 Ф1^
лимитлар узаро тенг булади, яъни
лимитлар узаро гонг булади, яъыи

lim = lim Ц -9-.
*->Ч> Ф(Х) ф(.Х)
>-».<*) ф(-Х) Ф (■*)

Лопиталь кридаси х„-»+оо булганида хам уринлидир. 
Агар f \ x a) = <р'(х0) =  0 (ёки оо) булса ва теорема 

шартларида у - Д х )  ва у = <р (х) функцияларга куйилгац 
шартларни /'(х ) ва <р'(х) хосилалар хам каноатлантирса, у 

/ '(* )шар 
холда

Ф’(х )
lim ^ ± 1  = Пт

x->jq) ф ( х )  x-iX Q

/V )Л £ )  =  

ф '( * )

1 - м и с о л  . lim

нисбатга Лопиталь кридасини кулланиб

37-г формулага эга буламиз ва хоказо. 
ф ' L** 1■4*Hl
хДо sin б.г ни хнеобланг.

Е ч и ш .  Берилган каернинг сурат ва махражи узлук­
сиз, дифференциалланувчи ва лимита нолга тенг, яъни
о
7г куринишдаги аник^асликка эгамиз. Шунинг учун унга
ггЛопиталь коидасини куллаш мумкин:
Лопиталь коидасини куллаш мумкин:

lim *-1 = lim - 1)' = lim 4e
х-*о sin 6x x->o fsin 6x)' 6cos6x 6 3 ’

'  )fsin 6 x ‘
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Агар lim f  (х) = 0 ва lim<p(x) = °° булса, у холда Ях)
x - 4 .ro '  7 X -» X Q

ва <р(х) функцияларнинг купайтмасидан О-оо куринишда- 
ги аник,масликка эга буламиз.

Агар lim / ( х )  = °° ва lim ф (х) = оо булса, у холда бу
х - > Х 0 4 7 x - > x q  4 7

функцияларнинг айирмасидан о о - о о  куринишдаги аник,- 
масликка эга буламиз.

Иккала холда хам, яъни О-оо ски < » -о о  куринишдаги 
аник,масликларни ечиш учун уларни алгебраик узгарти-

о ..  „ришлар ердамида -  еки ^  куринишга келтирилади.
2 - м и с о л . lim х V * лимитни хисобланг.

Х - > ~

Е ч и ш .  l i m x 2 =  о о , l im  е ~ х  =  0  б у л г а н и  у ч у н  0-  оо к у р и -
А —»<о X —

нишдаги аникмасликка эгамиз.

■> и \ '
lim х 2е * = lim^- = lim
х—>«» х— е х->оо = lim ^4- = lim (2-v) _

= lim Д- = i .  = 0 .

3 - м и с о л . lim (-I— -  —5—I лимитни топинг.х —>I \Х —1 In JC/
Е ч и ш .  х-*1 да со -оо  куринишдаги аник;масликка эга­

миз. Каве ичидаги ифодани умумий махражга келтира- 
миз:

l i m ( ^ - - - L )  = l i m f L ^ i I .
х-»1 \Д--1 1 п х / х—> I ( x - l ) l n x

Натижада ^ куринишдаги аникмасликка эга булдик. 
Энди унга Лопиталь коидасини татбик этамиз:

I- x ln jc -x+ llim — г-—  = lim ( j r l n x - x + l )  _  ..= lim in x
1 (jc-l)tn JC X-+I *->1 ,nx+ x~ l

= lim (In*)' = lim

[ / M f  куринишдаги функцияларни караймиз, бунда 
цуйидаги холлар булиши мумкин:
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1. Агар lim / ( х )  = 0 , lim ср(х) = 0 булса, 0" куриниш-х~**0 X—
даги аник.масликка эга буламиз.

2. Агар Jim /( х )  = 1 , Пт ф(х) = оо булса, 1“ куринишда­
ги аникмасликка эга буламиз.

3. Aiap lim /(х )  = оо t lim ф(х) = 0 булса, °оп куринишда­
ги аникмасликка эга буламиз.

Бундай аникмасликларни ечиш учун логарифмлаш 
усулидан фойдаланиб уларни юкррида курилган аник.мас- 
ликка келтирилади. Ушбу

lim [ / ( , ) ] * > _  л

белгилашни киритамиз ва унинг хар иккала кисмини ло- 
гарифмлаймиз ва логарифмнинг хосс&чаридан фойдала- 
намиз:

Ш п [ф (х ).1п / ( х ) ] = 1пЛ.

Бу О-оо куринишдаги аникмасликдан иборат. Уни — 
куринишга келгириб ечилади:

In А = lim In f { x )  
— I—  

ф(х)
(:)•

I
4 - м и с о л . lim (ех + х)* лимитни хисобланг.
Е ч и ш .  Изланаёгган ифоданинг лимитини А деб 

белгилаб оламиз ва иккала кисмини логарифмлаймиз:

In А = 1Ьп i  In (е- + х) = lim = |im Н * * ” )
X—>0 Л' ' /  х —>0 X  y '

е* + \

= lim  = 2.
х-»0  I

Демак, InА = 2, бундан А =  ег.
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Машцлар

73. fix ) =  л- -  функция [—1;0] ва [0;1] кесмаларда 
Ролль теоремаси шартларини к,аноатлантиришини курса- 
тинг ва унга мос С нинг кийматини топинг.

74. [1;е] кесмада у = Inx функция учун Лафанж теоре­
маси туфилигини текширинг.

■7 С Г/Ч  ̂ 1 л  „ , i <75. [0 ;-  ] кесмада д х ) =  sinx ва <р(х) =  х + cosx функ-
L  , ,

циялар учун Коши теоремаси туфилигини текширинг.
76. Куйидаги лимитларни топинг:

а) l im  -V3 -  1.x1 + 4х+  2 .
х3 -  5.V+ 4

б) lim
.YCOS.V-Sin.V

в) l i m ^ i'  д->0 tg3.v

д) lim

г) lim f—т~т—Jf —►! ^*“ 1 III JC

e) lim (tg x )^ ;
x->72

ж) lim (2 -  —)*
x— \ « /

нг:
77. Куйидаги лимитларни топинг:

а\ lim i-cos7.v. 
■t_>0 x sin 7 x

1
6) lim (cos2-v)v ;X—>0

. / 
д) l im|xsin &

j
Ctg-\ .. — j 

) lim — 4-
x-*2 X - 2

У —
e) l ^ x ' - .

,  „
o-§. Функцияларни текшириш ва уларнинг 
графикларини ясашга хосиланинг татбики

I , а / ,1 - т а ъ р и ф.  Агархаргументнинг (а;Ь) интервалдаги кат- 
та (кичик) кийматига функциянинг катга (кичик) киймаги 
мос келса, яъни х, < х2 да Дх,) < f i x j  (Дх,) > fix2)) булса, у 
Холда у =fix) функция усувчи (камаювчи) дейилади.

Функциянинг усиш (камайиш) аломатларини курса- 
тамиз. ,,JO

о.1. Агар дифференциалланувчи у = fix) функция [а;А] 
кесмада усувчи (камаювчи) булса, унинг шу кесмадаги 
хосиласи мусбат (манфий), яъни /'(х )>  0 (f'(x)<  0) була- 
ди’ ,  „

2. Агар [а,Ь) кесмада узлуксиз ва кесманинг ички нук- 
таларида дифференциалланувчи функция мусбат (ман­
фий) хосилага эга булса, у  =  Дх) функция шу кесмада 
усувчи (камаювчи) булади.

Агар ихтиёрий х,< х2 лар учун Дх,) <Д х2) (Дх,) >Д х2)) 
булса, у  =Дх) функция бирор интервалда камаймайдиган 
(усмайдиган) функция дейилади.

Функциянинг камаймайдиган ёки усмайдиган интер- 
валлари унинг монотонлик интерваляари дейилади.

Агар берилган кесмада у  =Дх) функция фак,аг усувчи 
ёки фак,ат камаювчи булса, шу кесмада у = fix) функция 
монотон дейилади. и л и  к  х а р а к т е р »  ф х н к и й я ш ш г

Функциянинг монотонлик характери функциянинг
хосиласи ишорасини узгартирмайдиган нукталарда узга- 
риши мумкин.

Функциянинг биринчи тартибли хосиласини нолга ай- 
лантирадиган ёки узилишга эга буладиган нукталари 
У =Л Х) функциянинг критик нук,талари дейилади.

1 - м и с о л .  у  = 2х2 —1пх функциянинг монотонлик 
интерваллари ва критик нукталарини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функция х > 0 да аникланган. Унинг 
Хосиласини топамиз:

1 1-
/  = 4 х - 1  = 4х

[ |
у  = 0, 4х2-1  = 0, бундан х, = - ,  х2 =

1 I ~ I
х 2 = - -  критик нукга функциянинг аникданиш со- 

Хасига кирмагани учун уни ташлаб юборамиз. Топилгап 
1

х\ критик нукта функциянинг аникданиш сохасини 
/1 \

ва Т ’+°° интервалларга булади.
Бу интервалларда у' хосиланинг ишорасини аникдай- 

миз.

а ) ( 0 ; | ) д а  -§ ■< 0, б) (-р+°°) да / ( 1 ) = 3 > 0 .
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Бу эса биринчи интервалда функция камаювчи, иккин­
чи интервалда усувчи эканипи билдиради.

2 - т а ъ р и ф .  Агар ихтиёрий кичик | Ах| 0 аргумент 
орттирмаси учунЛх,+ Ах) <У(х,) (Дх + Ах) >/(*,)) тенгсиз- 
лик бажарилса, у холда х, нукта у  =  Дх) функциянинг 
лекал максимумы (локал минимумы) дейилади.

Функциянинг локал максимуми ва локал минимуми 
унинг локал экстремуми дейилади.

1 - т е о р е м а  (функция экстремуми мавжуд булиши- 
нинг зарурий шарти). Агар у  = f(x) функция х — х0 нуцтада 
экстремумга эга булса, у х,олда f ' ( x j  = 0 булади ёки f ' ( x j  
мавжуд булмайди.

Экстремум ну^тасидан дифференциалланувчи функция 
графигига утказилган уринма Ох щига параллел булади.

2 - м и с о л .  у  =  ( х + 2)3 функциянинг экстрсмумини 
текширинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг хосиласини топамиз: 

у ‘= 3(х+ 2)2, у '=  0 , х, = - 2 .

•*, = ~2 нуктада берилган функция экстремумга эга 
эмас, чунки х>—2 да у = (х+2)3>0 , х< -2  да у  = (х+2)3<0 , 
х = - 2  да у  = (х+2)3 = 0 .

Демак, функциянинг хосиласини нолга айлантиради- 
ган нуктанинг мавжуд булиши функциянинг экстремуми 
мавжуд булади. лейиш нотугри экан.

2 - т е о р е м а  (локал экстремум мавжудлигини егарли 
шарги). у = Дх) функция х  = х0 критик нук,та булган бирор 
интервалда узлуксиз ва бу интервалнинг х,амма нуцталарида 
дифференциалланувчи булсин. Агар х  < х() да/'(х)>  0 мусбат, 
х  > х„ да /  '(х) < 0 манфий булса, у х;олда у  = f(x) функция 
максимумга эга булади. Агар х<х0 да /'(х )< 0 манфий, х>  хи 
да / '(х ) > 0 мусбат булса, у  =  Дх) функция минимумга эга 
булади.

Теоремада курсатилган тенгсизлик /'(х ) > 0 ёки/'(х)< 0 
х = х() критик нуктанинг егарлича кичик атрофида бажа- 
рилиши кераклигини эслатиб утамиз.

У =ДХ) функциянинг экстрсмумларини биринчи хосила 
ёрдамида топиш учун куйидаги амалларни бажариш ке­
рак.

S8

1. Берилган функциянинг биринчи тартибли у ' хосила- 
си топилади.

2 . У хосилани нолга айлантирадиган критик ва / '(х )  
мавжуд булмаган нукталари топилади.

3. Х,ар бир критик нуктадан чап ва унг томонда / '(х )  
нинг ишораси ани^анади; у =Дх) функция х,, х2, х3 кри­
тик нукталарга эга булса, у холда куйидаги холлардан бири 
булиши мумкин.

а) агар х, критик нуктанинг чап томонида хосиланинг 
ишораси мусбат, унг томонида манфий булса, бу нуктада 
Дх) функция локал максимумга эришади;

б) агар хг критик нуктанинг чап томонида хосиланинг 
ишораси манфий, унг томонида мусбат булса, бу нуктада 
Дх) функция локал минимумга эришади;

в) агар х3 критик нуктанинг чап ва унг томонида хоси­
ланинг ишораси бир хил булса, бу нуктада функция экс­
тремумга эришмайди.

Функция экстрсмумини биринчи тартибли хосила ёр­
дамида текширишни куйидаги жадвал (2 . 1-жадвалга 
Каранг) куринишда ёзиш мумкин.

2 . 1 - ж а д в а л

Критик нуцта х , дан утишда/  \х) хосиланинг 
ишораси Критик нуктанинг 

характери
X < X, X = X, X > X,

+ /'(x ,)= 0  ски узилиш 
нуцта с и - Максимум нуцтаси

- /'(*,)=<) ёкиузилиш 
нуцтаси + Минимум нуцтаси

+ /  1х,)=0 ски узилиш 
нуцтаси

+ Экстремум йуц 
(функция усади)

- 0 ёки узилиш 
нуцтаси -

Экстремум йУц 
(функция камаяди)

3 - м и с о л . Ушбу у  = y  -  2х2 + Зх + 1 =0  функциянинг 
максимум ва минимумини текширинг ва графигини ясанг. 

Е ч и ш .  1) Биринчи хосилани топамиз: у ' = х 2-4х+3.
2) у ' = 0 ёки х2—4х+3=0 тенгламанинг хакикий илдиз- 

ларини, яъни критик нукгаларни топамиз: х, =  I, х2 =  3.
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Хосила сонлар укининг \амма нукталарила узлуксиз. 
Узилиш нуктаси йук. Шунииг учун х, = 1, ва х, -  3 критик 
нукгадан бошка критик нукта йук-

3) Сонлар укини бу нукталар ёрдамида учта интервал га 
буламиз ва бу интсрвалларнинг \ар бирида берилган функ­
ция хрсиласининг ишорасини аникдаймиз. у  '=  (х -  1 )(х-
3)

а) ] -  «>; 1[ да /  '(0) = 3 > 0 ,
б) )1; 3[ да /  '(2) = — 1 <0,
в) ]3; + оо [ д а /  ’(4) = 3 > 0.
Дсмак, х, = 1 кийматда функция максимум, х2 = 3 кий- 

матда минимумга эришади. Функциянинг критик пукта- 
лардаги кийматларини топамиз:

■

Ушах = >'|х=1= /  (1) — -j> Ут|„ = У|х=з= / ( 3 )  = 1.

Баъзи \олларда у =J[x) функциянинг критик нуктала- 
рида локал максимум ёки локал минимумга эга булиши- 
нй иккинчи ,\осила ёрдамида текшириш осонрок булади.

3 - т с о р е м а .  у  ~ f(x) функциянинг биринчи тартибли 
уосиласи нолга тенг ( f  '(x j = 0) булиб, иккинчи тартибли 
x,ocuiiacu мавжуд ва нолдан фарк,ли (f"(x) *  0) булсин. Агар 
/  (х)<0 булса, у  х,олда х  ' — х0 нуцтада функция максимумга 
эга, агар /  ”(х) >0 булса, у  х,олда х  -  х0 нуцтада функция 
минимумга эга булади. 
мини.тчга >.•> г а ' .

-чюма.
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/  (х) = 0 булганда, х  = хД нук,та экстремал нун;пга булмас- 
лиги мумкин. Функциянинг экстремумини иккинчи коси­
ла ёрдамида текширишни куйидаги жадвал-схема кури- 
нишда ёзиш мумкин (2.2 жадвал).

2.2-ж адвал

/ '(-V Критик нуктанинг
характери

Q Максимум нуктаси

о

0 0 Ночаълум

у  =Дх) функциянинг экстремумларини иккинчи тар­
тибли х,осила ёрдамида топиш учун куйидаги амалларни 
бажариш керак:

1) биринчи тартибли \осилани топиш;
2) хосилани нолга айлантирадиган критик нукта- 

ларининг сонини аникгсаш;
3) иккинчи тартибли хрсилани топиш;
4) топилган критик нукталарда иккинчи тартибли коси­

ла ишорасини аниклаш.
4 - м и с о л .  Иккинчи тартибли хосила ёрдамида 

у = .\  ~е-х функциянинг экстремумларини гекширинг.
Е ч и ш . Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 

тартибли чраы алгфипи топамиз:

у  = 2хе~х—х2е~х =  (2х - х 2)е~х, 

у" = (2 — 2х)е-х— (2х — х2)е~х =  (х2— 4х + 2)е~х.

Биринчи тартибли \осила x eR  да узлуксиз булгани 
учун берилган функциянинг критик нукталари 2х - х 2 = О 
тенгламани каноатлантиради. Бундан х, = 0, х, = 2 .

Энди иккинчи тартибли \осиланинг критик нукталар- 
даги ишорасини текширамиз:

у"(0) = 2>0 , шунинг учун берилган функция х, = 0 
нуктада минимумга эришади, ymin =  у(0 ) = 0 .

у"(2) = — 2е~2<0, шунинг учун функция х2 = 2 нуктада 
максимумга эришади, утач = у(2) =  4е~2.
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Функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини 
топишни курамиз.

У = Дх) функция \a\b\ кесмада узлуксиз булсин. Бундай 
функция узининг энг катта ва энг кичик кийматларига 
кесманинг ичида ва учларида эришиши мумкин. Уни то­
пи ш коидаси куйидагича:

1) функциянинг биринчи тартибли хосиласини топа­
миз ва уни нолга тенглаб, барча критик нукталарни аник,- 
лаймиз;

2) функциянинг барча критик (агар бу критик нукга- 
лар берилган кесмага тегишли булса) ва кесманинг ички, 
четки (Да); ДЬ)) нукталардаги кийматларини хисоблай- 
миз;

3) бу кийматлар ичидан энг катта ва энг кичигини 
танлаймиз ва улар мос равишда функциянинг энг катта 
ва энг кичик кийматлари булади.

5 - м и с о л . Дх) =  х3-  Зх функциянинг [—1,5; 2,5] кес- 
мадаги энг катта ва энг кичик кийматини топинг.

Е ч и ш .  1. Функциянинг критик нукталарини топа­
миз.

У —f \ x )  =  Зх2-  3 -  3 ( х -  1)(х + 1), бу ердан х, =  —1, 
х, = 1 ну^таларда/'(х) = 0 эканлиги келиб ч и кади ва улар 
берилган кесмага тегишлидир.

2. Функциянинг критик ва берилган кесманинг четки 
нукталардаги кийматларини хисоблаймиз:

Л - 1 )  =  (—I)3—3 • (—1) =  2;
/ 1 )  = (1)3- 3  • 1 = - 2 ;
Д —1,5) =  (—1,5)3- 3  - ( -1 ,5 )  =  1,125;
Д2,5) =  (2,5)3—3 • (2,5) = 8,125.
3. Демак, функциянинг берилган кесмадаги энг катта 

киймати х = 2,5 (учидаги) нуктада Д 2,5) = 8,125 га ва энг 
кичик киймати х = 1 (ички) нуктада .ДО = -  2 га тенгдир.

Функциянинг каварик ва ботшушги.
Бурилиш нуктаси

3 - т а  ъ р и ф . Агар функциянинг графиги унинг ихтиё­
рий нуктасидан утказилган урипмасидан пастда (юкорида) 
жойлашган булса, (а\Ь) интервалда дифференциалланувчи

У —Д х) функциянинг графиги шу интервалда каварик (бо­
тик) дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  Ф ункция графигининг каварикдик кис- 
мидан ботикдик киемнни ажратадигап нуктаси бурилиш 
нуктаси дейилади.

4 - т е о р е м а  (функция графиги каварик (ботик) були- 
ш ининг етарли шарти). Агар (а;Ь) интервалнинг барча нук- 
таларида у  — f(x )  функциянинг иккинчи тартибли х,осиласи 
манфий (мусбат), яъни f" ( x )  < О (J "(х) > 0) булса, у  холда 
У =f(x )  эгри чизик бу интервалда каварик (ботик) булади.

Бурилиш нуктасида ф ункциянинг иккинчи тартибли 
Хосиласи узининг иш орасини узгартирали, ш унинг учун 
бундай нукталарда ф ункциянинг иккинчи тартибли хоси- 
ласи нолга тенг булади ёки узилишга эга булади ёки мав­
жуд булмайди.

5 - т е  о р е м  а (бурилиш нуктаси мавжуд булиш ининг 
етарли шарти). Агар функциянинг иккинчи тартибли хоси- 
ласи /  "(Хд) =  0 булса ёки мавжуд булмаса ва хп нуктадан 
утаётганда f" ( x )  уз ишорасини узгартирса, х  =  х п абсцис- 
сали нукта у  = f(x) эгри чизикнинг бурилиш нуктаси булади.

- х

6 - м и с о л  . у  = е 2 эгри чизикнинг кавариктик, бо- 
ти к 1ик интервалларини ва бурилиш нуктасини топинг.

Е ч и ш .  Биринчи ва иккинчи тартибли хосиЛаларни 
топамиз:

у ' = - х е  1 , у ’ = (а-2 -  I'je 2 .

Биринчи ва иккинчи тартибли хосила ихтиёрий хЕУ? 
да маънога эга. у" ни нолга тенглаб, х, =  - 1 ,  х, =  1 ларни 
топамиз. х, =  — 1 нуктанинг атрофида иккинчи хосила 
иш орасининг узгариш конунини аникутаймиз:

х < -  1 да у " ( -2) = Зе~2 = Д- > 0;
х > — 1 да у"(0) =  — I <0;
х >  1 да, у "(2) =  3е^>0.

Демак, (—оо 1) ва (1; +оо) интервалларда / ’>0 булга­
ни учун шу интервалларда эгри чизик ботик; (•— 1; -1) ин­
тервалда у"< 0 булгани учун эгри  чизик каварик булади.
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х, = — 1, х, =  1 кийматлар бурилиш нуктасининг абсцисса-
Л

Лари. Бурилиш нуктасининг ординатаси эса: у (-1) = е 2,
-- ( т 1Л

у( 1) = е 2. Бурилиш нукталари: М Л -  1;е"2 , М, 1;е~2

лар булади. Берилган функциянинг графиги 4-чизмаДа 
тасвирланган.
тасннп I !:!г:и:

Функциянинг асимптоталари
Фуккниянинг ясимптоталари

Функция аргументи х чексизликка интилганда функ­
ция графиги бирор туфи чизикка чексиз якинлашиш хос- 
саси унинг графигини чизишда му*им роль ^йнайди.

5 - т а ъ р и ф .  Агар у  = f[x) эф и  чизикнинг М  нукта- 
сидан L туфи чизиккача булган S  масофа М нукта чексиз 
узоклашганда нолга интилса, L  туфи чизик У=АХ) эгри 
чизикнинг асимптотаси дейилади.

Агар шундай х  = х, (/ = 1,л) нукталар мавжуд булса- 
ки, улар учун lim ( /(х ))  = ± °° булса, яъни функция ик­
кинчи тур узилйш'га эга булса, у \олда х = х, (/ = I, и j туфи 
чизиклар у  =ЛХ)  Эфи чизикнинг вертикал асимптотала­
ри дейилади

f ( x )
Агар k  = lim ,b  = lim ( / ( х ) - А х )  лимитлар мав- 

х ,*h*r „  _  .жуд булса, у ^олда у  = кх+b туфи чизик у — Ах) эф и
чизикнинг от а асимптотаси деиилади.
чизикнинг огма асимптотаси дейилади.

6 4

5-чизма.
*

Агар у = кх + Ь огма асимптота тенгламасини аникдашда к
О (хусусий *олда к = О, b = 0) булса, у *олда у = Ь (ёки у  =

0) туфи чизик горизонта,! асимптота дейилади.
7 - м и с о л .  у  -  - j —- эф и  чизикнинг асимптотасини 

топинг.
Е ч и ш . lm  = - j —- = ±°о булгани учун берилган эф и  

чизик иккита, яъни х =  1 ва х = — 1 вертикал асимптотага 
эга. Ofm3 асимптотасини топамиз:

к = lim -  = lim , х~ т = 1,
*-+±-Х *->±-

Ь = lim ( / (х ) -кх )=  lim (-4— - х ] =  lim - 4 -  = 0.
4 '  > х-»±~1 х * - \  I jc—*± ~ X —\

Шундай килиб, берилган эф и  чизик тенгламаси у  = х 
булган битта огаа асимптотага ва иккита х = ± 1 вертикал 
асимптоталарга эга экан (5-чизма).
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Машцлар

Куйидаги функцияларнинг монотонлик ораликдари- 
ни топинг:

78. у  =  х4- 2 х 2- 5 .

80. у  = х3 — Зх2 — 9х + 7.

79. У = - г
X  - 6 х - 1 6

81. у  = ln( 1 х2).
Биринчи тартибли хосила ёрдамида куйидаги функ­

цияларнинг экстремумларини топинг:

82. у  = З ^ - х 2. у  83.у = л:(х+1 )3(х—З)2.

84. у  = 3>/(х2 - б х + б )2 . 85. y  = 3yj(x2 - l )2 .

86. у = х -  1п(1 + х ) . 87. у  = х]п2 х .^ у

Иккинчи тартибли хосила ёрдамида куйидаги функ­
цияларнинг экстремумларини топинг:

88. у = 2х3 -15х2 -84.г + 8 . V 89. у = .
14

90. у = v4_8y2 + 2 ■ 91. у  =  sin3x — 3sinx.

Куйидаги функцияларнинг берилган ораликдаги энг 
катта ва энг кичик кийматларини топинг:

92. у = 2л°+3х2-  12х + 1, [-1 ; 5] кесмада.
93. у = х+ Зл/х, v  [-1 ; 1] кесмада.
94. у = х21пх, \
95. у  =  2sinx + sin2x,

[—1; е] кесмада. з
[0 ; - п ]  кесмада.

Куйидаги функцияларнинг ^аварик^шк, ботикдик ора- 
ликдари ва бурилиш нук,таларини топинг:

96. у = х  — lnx.v 97. у  = 1п(1 + х2). 98. у  = arctgx —х.

99. У = у  + ^ - . \  100. у  = 1 j  ■ 101.у = х - arctgx.
£  X  \  ( *  +  1)

Куйидаги эгри чизикдарнинг асимптоталарини топинг:

102. у = х + — . 103. У =
л/х2- 1

104. У = 2(х+1)

66

7-§. Функциями текширишнинг умумий схемаси.
Функция графигини ясаш

Ф ункцияни  тулик  текш ириш  ва унинг граф игини 
ясаш ни куйидаги тартибда олиб бориш тавсия этилади:

1) функциянинг аникданиш сохаси, жуфт ёки токди- 
ги, даврийлиги текширилади;

2) функциянинг узилиш нук;талари, унинг графиги- 
нинг координата укдари билан кесиш иш  нук;талари аник;- 
ланади;

3) функциянинг монотонлиги ва экстремумлари тек­
ш ирилади;

4) каварикдик ва ботиклик интерваллари, бурилиш 
нуктаси аникданади;

5) функциянинг асимптоталари топилади;
6) бу маълумотлар ф аф и кн и  чизиш учун камлик кдп- 

са, кушимча зарур булган хисоблашларни бажариш ке- 
рак;

7) юкрридаги маълумотларга кура функция ф аф иги  
ясалади.

Мисол курамиз.

М и с о л .  у  = \1(х+3)х2 функцияни тулик текш иринг 
ва графигини ясанг.

Е ч и ш .  Тавсия этилган схемадан фойдаланамиз.
1. Берилган функциянинг аникданиш сохаси: xeR.
2. Функция узилиш нук;тасига эга эмас ва Ох укини 

х  = — 3 ва х = 0; Оу укини эса х = 0 нукталарда кесади.
3. Ф ункция жуфт хам, ток, хам, даврий хам эмас.
4. Функциянинг хосиласини топамиз:

/ ' ( * )  =
х+2

*1 2 нуктада /  '(х) -  0 ва х2 — — 3, х3 = 0 нукгаларда 
J{x) мавжуд эмас. Бу нукгалар функциянинг аникданиш 
сохасини (—оо; - 3)) (—3; —2)> (—2; 0), (0 ; + оо) интервал- 
ларга булади. Хар бир хосил килинган интервалларнинг 
ичида хосила ишораси сакданади, яъни (-оо; 3), ( - 3 ; 2), 
( ,+ о о )  интервалларда / '(х )> 0  ва (—2 ; 0) интервалда 

W  < 0. Бу эса (—оо; —3), (—3 ; —2) интервалларда функ-
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ция усувчи, ( - 2; 0) интервалда камаювчи ва (0 ; + « )  интер­
валда усувчи эканини билдиради. х 1 = - 2  нуктанинг аф о ­
фида х^сиши билан биринчи тартибли хосила ишорасини 
«+» дан «-» га узгартиради, шунинг учун х, = - 2  нукта 
максимум нуктаси булиб,

Утя = у ( - 2) = 4/4 булади.

х3 = 0 нукта учун биринчи тартибли хосила ишораси­
ни «—»дан «+» га ^згартиради, шунинг учун х3 = 0 мини­
мум нуктаси булиб,

>\шп =>' (0) = 0 булади.

х2 = —3 нуктада функция экстремумга эга эмас, чунки 
унинг атрофида f '(x )  ишорасини узгартирмайди.

5. Иккинчи тартибли хосилани топамиз:

Г М - . -
^(х+3)5д

Ихтиёрий чекли х  учун / ”(х) > 0. Шунинг учун бури­
лиш нуктаси иккинчи тартибли хосиласи мавжуд булма- 
ган х3 =  — 3 ва х3 = 0 нукгалари булиши мумкин. Бу нук- 
талар билан булинган интервалларда у" нинг ишорасини 
аниклаймиз:

х  G (—оо; -3 )  интервалда / ”(х)> 0 — эф и  чизик ботик; 
х  е  (-3 ; 0) интервалда f \x )<  0 — эф и  чизик каварик; 
х е  (0 ; +оо) интервалда f \ x )  < 0 — Эфи чизик каварик; 
х2 = - 3  нукта афофида иккинчи тартибли хосила ишо­

расини узгартиргани учун М(—3;0) нукга бурилиш нукта­
си булади. х, = 0 нукта бурилиш нуктаси булмайди, чун­
ки унинг афофида иккинчи тартибли хосила ишорасини 
узгартирмайди.

6 . Берилган функция барча сонлар укида аникданган- 
лиги сабабли вертикал асимптотага эга эмас. у = кх+Ь 
OFMa асимптотасини аниклаймиз:

flx+3).*2 _к = lim -  = lim . = пт  зД + 2  = l.
X— >± x  Д Г - > ±  o e  X  j c — » ±  «  А/ X
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b = lim (y -  kx) = lim (^j(x + 3) • x2 -  x j =

^ ( x + i y x 2' -x^ l](x+ 2 )2 x A +xjf(x+3)xl + x2 j
limX-*± « ]J(x+3)2 x4 + x^/(x+3) x 2+ x2

.. (x+ 3)x2- x s = lim ■■■,-------v.. ' , ----
*-** ~ lj(x+3)2 x< +x^j(x+3 }x2+x2 

= lim
*~>± “  Щх+3)2 х4 +хЩх+3) х2 + X 2

i+A+X+з i+1 +i
= 1.= limx->± ~

OFMa асимптотанинг тенгламаси у  = x  + 1 эканлигини 
топдик.

7. Функция фафигини чизишдан олдин Эфи чизик­
нинг абсциссалар укини х2 = -  3 ва х3 =  0 нукталарда 
кандай бурчак остида кесишини аникдаш керак. Бу нук­
таларда у ' = tgа = оо ва а  = у . х 3 = 0 кийматида берилган 
функция нол кийматга эришади, яъни бу нукта афофида

6-чизма.
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функция графиги Ох укининг юкори кисмида ётишини 
билдиради. Шунинг учун х3 = 0 нукта функция графиги- 
нинг кайтиш нуктаси булади.

8 . Текшириш натижаларига кура функция графигини 
чизамиз (6-чизма).

М а ш ц л а р

105. Куйидаги функцияларни тулик текширинг ва гра­
фигини ясанг:

а) у =  х3 -  Зх2; 6 ) y  = x 2 + i ;  в)>> = ^ у ;

г) у  = 1п(х2+  2х +  2); д) у  = -2х~\ ; е )у=  -1п(х2-4х+5).
( х - 1 )

8-§. Максимум ва минимум назариясининг 
амалий масалаларни ечишга татбици

Максимум ва минимум назарияси ёрдамида геомет­
рия, механика ва бошка фанларга дойр купгина масала- 
лар ечилади.

Шундай масалаларнинг баъзиларини ечиб курсатамиз.
1 - м ас ал  а . Юзи S  =  75 лм 2 булган тунукадан асоси- 

нинг радиуси R ва баландлиги Я  булган усти очик шун­
дай цилиндр бак ясангки, унинг \ажми энг катта булсин.

Е ч и ш . Бакнинг c h f h m h  (х,ажми) V = n R 2Н ,  уни ясаш 
учун S  = лЯ 2+ 2лЯ Н  юзга эга булган материал кетади. 
Бундан Н  баландликни топамиз:

У хрлда бакнинг сигими:

v = nRl Т й Г  = —Т “  = V {R)
га тенг ва у R га боглик функциядан иборатдир.

R нинг шундай кийматини топамизки, унда c h f h m  V{R) 
максимум булсин. V{R) дан R га нисбатан биринчи тар­
тибли ^осилани топамиз:
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V' = j ( S -  3nR2 ) ,V ' = 0, 

s - 3 * K ' . o ,

Иккинчи тартибли косила V" = — ЗлЖ О  булгани учун 
топилган R = 5 кийматда бакнинг сигими энг катта (мак- 
симал) булади.

Юкоридаги (А) формуладан бакнинг баландлигини 
топамиз:

Н  =
S - n R 2
2nR

5-71---

2я-4
Ж  = JI = Ш = 5м.
5 V Зл V Зя

I Зя

2 - м а с а л а .  Сугориш каналининг кундаланг кесими 
тенг ёнли трапеция шаклида булиб, унинг ён томони 
кичик асосига тенг (7-чиз- 
ма). Бу трапециянинг ён то­
мони нишаблик бурчаги а 
Кандай булганда каналнинг 
кундаланг кесими юзи энг 
катта булади?

Е ч и ш .  Трапециянинг 
ён томони ва кичик асоси- 
ни а деб, каналнинг кунда­
ланг кесим юзини а бурчак-
нинг функцияси каби аникдаймиз. У *олда 7-чизмадан:

7-чизма.

I АВ\ -  а, | B E | =  a c o s a ,  | D C | =  а  +  2 o c o s a ,  С Е  =  a s i n a ,

с _  \AB\v\DC\ |_ „ |  2o+2ocosa • 2 /  • 1 ^ ------- j — 1 ■\СЕ\ = ----- --------а sin a  = а l s ma  + у sin 2a

ни \осил киламиз. Бу а  узгарувчининг функциясидан 
иборат булгани учун, унинг экстремумини текшира- 
миз:

S' = a2(cosa + cos2a).



Критик нукталарда S ' = 0, яъни cosa + cos2a = 0 ёки 

cos ^  • cos у  = 0 .

Аникданиш сох;аси 0 < а < ^  булгани учун c o s y * 0 .  
Шунинг учун cos у  = 0 , бундан —■ = у  ёки a  = | .

Энди “  = у  булганда S  функция кесмада энг
катта кийматга эришишини исбот киламиз.

Хаки катан, S" = а \ -  sina -  2sin2a), £ '(* )  = а1 —  -
r—\   ̂ Д  К V ^

-V 3 = - f l  - y < 0 .  Шунинг  учун a  = у  да функция 

S '( ^ j  = Smax~ a 2 локал максимумга эга, 5 ( 0 )  = 0,

< Smax булгани учун [о; y j  кесмада S  функция 
энг катта кийматга эришади.

3 - м а с а л а .  Брусокнинг ма^камлиги унинг кундаланг 
кесими булган туфи туртбурчакнинг эни b га ва И баланд- 
лигининг квадратига пропорционаллиги маълум. Радиу­

си R = 2>/3 дм булган ходадан 
шундай брусок тайёрланганки, 
унинг ма^камлиги энг катта 
булсин (8-чизма).

Е ч и ш .  Брусокнингма^кам- 
лиги куйидагича ифодаланади:

N  = kh2b,

бунда к — пропорционаллик ко­
эффициента, к > 0 . 8-чизмадан 
h2+ Ь2 = 4R2 ёки И2 = 4R2 — Ь1 
тенгликни ёзамиз. У \олда бру­
сокнинг ма^камлиги:

N  = k(4R2- b 2) Ь.

N  = А\Ь) функциянинг экстремумини топамиз:

N ’ =  k(4R2 -  W ).

Агар ЛГ= 0 булса, 4R2 — З^2 = 0 булади, бундан Ь = = 
_ 2-2Уз _  4дм  Баландлик эса

Л

= 2 - 2 ^ ф -  = 4 Д

яъни h = 472 дм га тенг. Иккинчи тартибли \осила N " -  
= -  6kb < 0 булгани учун, аникданган b ва И нинг киймат- 
ларида брусокнинг ма^камлиги энг катта булади.

Машцяар

106. Сигами V -  16л =  50 м3 булган ёпик цилиндр бак 
ясаш талаб цилинади. Бакнинг улчамлари (радиуси R ва 
баландлиги Н) кандай булганда уни тайёрлаш учун энг 
кам материал кетади?

х2 у 2
107. + -р- = 1 эллипснинг ичига чизилган юзи энг 

катта булган туфи туртбурчакнинг томонларини топинг.
108. Ясовчиси 20 см булган конус шаклидаги воронка 

ясаш талаб килинади. Воронканинг \ажми энг катта були- 
ши учун унинг баландлиги к,андай булиши керак?

109. R радиусли шар ичига энг катта \ажмга эга булган 
мунтазам уч бурчакли призма чизинг.

110. Кундаланг кесими тугри туртбурчак булган ёгоч- 
нинг ма^камлигини энига ва баландлигининг кубига туфи 
пропорционал деб кабул килиб, диамефи 16 см булган 
ходадан кесиб олинадиган турт киррали тусиннинг эни 
Кандай булганда у энг катта ма?усамликка эга булишини 
топинг.

9-§. Биринчи мустакил уй иши

Бу мустакил уй ишининг хар бир вариантида 14 та 
мисол булиб, уларда берилган функциянинг биринчи тар­
тибли хосиласини топиш керак.

2 R



Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини келти- 
рамиз.

Берилган функцияларни дифференциалланг (бирин­
чи тартибли хосилани топинг).

1. у  = 9х4 -  -ij- + -  Зх + 4.
X

Е ч и ш .

/  = 9 .4 х 3- 4 - ( - 3 ) * - 4 + 1 - х ^ - 3  = 36х3 +Ц. + 1 1 / 7 - 3 .
х 3

Е ч и ш .

у ' = \  (2х2 -  Зх + !)'< - (4х -  3) -  6 • (-3) (х + i f  =
_  3 4JC-3 | 18 

4  у ! 2 х 2- З х + [  (х + 1 ) 4 ‘

3. у = tg5(x + 2) • arccos3x2.

Е ч и ш .

/  = 5tg4 (х + 2 ) -----J —— arccos3x2 + tg5 (х + 2)-car(jc+2) °  ' /

(  1 |  5tg4(x + 2 )a rccos3.Y2 бд: tg5(jc+2)

{ л/l - 9 x 4 J с й ^ х + г )  ~ ^ 1 - 9 * 4

4. у = arcsin5 4х • log2 (х -  5).

Е ч и ш .

у ' = 5 arcsin4 4х • ■ 4 log2 (х -  5) + arcsin5 4х •
\1-I6x

1 _  20 arcsin4 4x lo g 2(x -5 )  , arcsin5 4х

(-r- 5)ln2 V T w  (*-5) '" 2 '
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5. у  = З'*4 • ctg7x3.

Е ч и ш .

у' = З'*4 ■ In3 • (-4x3) • ctg7x3 + Зх-И • x4 • (— Ц ^ )  • 21 x2

= -41ПЗ-3'-*4 -x3 • ctg7x3 - 2,x r 3 3 .
sin 7xJ

6. у  = cth23x • arctgVx 
Е ч и ш .

= 2аЮх • (’ 5? s )  ■ 3arc,s ^ +CIh13,1 l h ■ j k  -
_  _ 6cth3.xarctgVx cth2 3.v

sh23x 2(\+x)4x '

„  „  Ъ х 2-7х+5
1. У = ------- 3— •

e~x

E  ч  и  ш  .

у ' = (л/Зх2 -7 x  + 5 • ex*) = _(^л ~7)е r + л/Зх2 - 7 x  + 5 x 
' 2V3x2-7x+5

x e"4 • 4x3 = - (^1: 7)еД + 4 x V 4ч/Зх2 - 7 x  + 5. 
2v3x2-7x+5

8.

arcctg 5дг

Е ч и ш .

/  = (lg(*■ -  3* ♦ S) ■ arcctg-'5л)' » < ; у > гсс'8~’5> +
v x '  > (x -3jc+5)in 10

+ (-2) arcctg"35x ( -  T- l - r ) 5 • lg (x2 -  3x + 5) =
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Q _  л/arcsin Зх 
у ------sh х

Е ч и ш .

/ _  2Varcsin 3jc , / l -9 x 2
3 sh2x -  2shxchxVarcsin 3jc

sh’x
3sh2x

2Varesin 3x • >/l-9x2
-  sh2x • Varcsin 3x

sh x

3!n(x2-5) 
10. У = ----'

(x+3)

Е ч и ш

—

11- y  =  \ ] ~ j - c tg ( 3 x - 4 ) .

Ечиш.

/ = .  i H ^ l ctg(3x.  4 ) .  I____ }1Щ  =
'*  5 /  (x-5) sin (3x-4) V.x-5

=  -  у  • ctg (Зл- -  4) ? E S  -  —у!------ ?1Ш
7 Ь * +5) s‘n (3^-4) Vx-5

12. >> = ( t h V ^ T ) ,n(3*+2).

Е ч и ш .
Берилган функцияни логарифмлаймиз:

In .у = In (Зх + 2) In (thVTTT) .
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У холда

1 / .  3 m (thV 772)>  М з»2)
^ Зх+2 \ / rh-\/x+2 eh2 i /r+ ? Л^ " Зх+2 \ /  thV x+2ch2\/x+2-2Vx^f

Бундан у’ ни топамиз:

/ /------ \'/  = (thvx + 2 J
1п(Зх+2) 3ln(th>/x7Y)  ̂ 1п(Зх+2)

3;с+2 2̂ 1 х+2 sh yfx+2ch-Jx+2

13. у  = (sin7x)arc,8<3x_5).

Е ч и ш .
Берилган функцияни логарифмлаймиз:

1цу = arctg(3x — 5) • ln(sin7x).

У \олда

" йзЬг ■31п (sin 7i) + arc,g <31 - 5) ■ S 5 7  7 cos 7);-
Бундан у  ни топамиз:

миз:

v ' =  (cin  7 v \arclg(3*"s) f  3ln(sin7x)  ̂ 7arct(3x-5 )cos 7x
1 ^ 1+(Здг-5)2 sin 7x

И  у -
(x-lf{x+3f

Е ч и ш .
Логарифмлаш усулини татбик, этиб дифференциаллай-

Iny = у In (х + 5) -  2 In (х -1)  -  5 In (х+3) ,

I  У' = _____ 2____ 5_
У J  7(х+5) х -1  х +3 '

j,, _ lj(x+sf (  б _ 2 5
(х-1) (х+3) |^7(*+5) х-1 х+3 J" 
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1-вариант

2 _2_1. у  = 2л/х̂ ~ — — + Зх2 -X

3. у  = 3tgjr • a r c s ^ x 4.

5. у = arctg4x ■ COS7A4 .
у1з+2х- л

9. У -_  arcsin2 4х
tg(5x-3) '

2■ у  = — 7 з + ^ 8х - 3  + х 2.
( x - l )

4. у  = ( х -  4)5 • arcctg3x2.

6. у = sin42x • arccosx2.

8 у = .Ц > - 2) 
б ' '  !g(x+3) •

(х+6)

1 !• J' = ^ j ~ - s i n { 3 x 2 + l). 12. у = (ch3x)
ctgx

13. у  = (arctg5x)log2̂ +4*. J4 _ j f l W
(x - l)  (x+3)

2-вариант

I. у  = lx  + \ - i f x *  + - '  2 У = V3x4 - 2л:3 + x -. . • й  v

3. У = sin3 2 x c o s 8 x 5. 

5. у  = tg4x • arcsin 2x3.

(x+2)3

4. У = arctg2 5x • ln(x -  4).

6 . У = (x  -  3)4 • arccos 5x3.

s/x+5

, _  arcctg45x 
s h J x

у  =  lo g 5 (3 x -7 ) 
ctg7x3

9arcg(x+7) 
10- У (x - l )2

7. У =

9. У

11 • У = ■ lg(4x + 7). 12. у  = (cthЗ х р "  *.

13. У = (arccosx)'g2x i4 у  -  >/*+7-(x-3)4
(x+2)3 •
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3-вариант

\ . y  = 5x2 -■ ^ F + 4 - | .  2. у = VOt -  7)5 +jr x
3. у = cos5 3x • tg(4x + l)3

5. у = (x — 2)4 • arcsin 5x4

7 y = i£ ll> l ' •  ̂ ârctgx •

,, _  arctg32x 

9 ‘ ch-L •

4x^ + 3 x -5

4- у = arctg3 2x ■ ln(x + 5) ■

6- у  = (Зх -  4)3 • arccos Зх2 • 
о ln(Sx-3)

4tg3x4 '

8arctg(2x+3)
У  "  (x + 1)3 ’

П . ^ , п ( 5х 2 - 2х + 1,  l2 - y  = (cos(x + 2))'nx 

13. У = (arcsin 2x)ctgU+1), 14 » -
J(x-1)3

4-вариант

i. y  = 3x5 - * - 4 7 + ™
X  X  '

3. У = tg4x • arcsin 4x5. 

5. y = 2‘*2-arcstg7x4 •

7. У -  ■
Vx2+ 5x-l

arccos 3x4 
th3x

2. y  = fj(x  + 4)6 -  —j J -----
v 2x -3 x + 7  '

4 . У = arccos4 x  • ln(x2 + x  + 1) 

6 . У = s lrx  ■ arccos Vx

8. v =
5cos4x

10. y  =
7arccos(4x-l)

(x+2)4

11>> ~ л/^Т Iog3^ 2 + * + 4) - 12. у  = (sin3x)a 

!3. y = (arctg(x + 7))cos2x. и  j. -  (*-2)3л/(*+1)5
(x -4 )
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I ■ У = V ? "  + 1  _ 4д-5 4 
* ** + рг.

3. У = arcsin2 2x ctg7x4
5. у  = (х + б)4 . arctg3x5

7 v =  __ е~с'е2х

9. У = arcs‘n5x3 
~~ch7x~~'

Ч. У

5-вариант

4 ■ у  =  V a r c c o s i x T r  

6- - ^ ^ У х - а г с ^ З х 2.
8. у  = _sin35-r_

ЬЧ23Г̂ зУ •

10 у  = 6arcsin(3x+?)
(х-3)2------- (*-зг

= 6ГХ-4 ,
\Тх+4 &s(3x2 +2х) п  /

12- У = (th5x)arcsin(jr+l> _

13 -V = (arcctg(* -  3))-»4». 14 у  = (х-3)5(̂ 2)2
(*+7? •

6-вариант

7дт2 + ^ г _ 4 _ 2  ,л-~— —

х р г . 2 . y  = V4x2 - 3 x - 4 — J _ _
ctg3x ■ arccosЗх2 л v , «_ (*"3)2
3«*, . 2 ^ ~ tg Здг • arctg7x2
J b (x 2 - 3x + 7) j; = cfhJ ,
yf ^ ~  ■ y  5x arcsin 3x2

1. У =

3. y  =

5. ^  =

7 .  у  — ' J l x 2 - 5 x +1
e cos дг cos2 3x

9. ,

п .  у

13. ^

:£th2(£+J)
агссм2х"‘ 10. У

- , E 7 ,  ( M)  •
f e n  Is(7j t - I 0) , ,

J2. у  = (sh(x + 2) jarcsin2-«r

: (Ctg(3x -]))*татЗдг = (дг+2)7(д-_з)3
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7-вариант

{ у  = 4хь + 1 - ъ4 7 - ± г .  2 . У = Ь х г + 4 х - 5 + - ^ - ^

3. у  = arccos2 x ■ ln(x — 3). 4. У = 5'* • arcsin Зх3.

5. У = log2(x - 7 )  arctg%/x . 6. у  = ch -  ■ arctg(7x + 2).

1. У ~

9. У =

Ь х 2 +х - 4

th3jcs 
arctg2 Зх '

i. У =

io. y =

lg(5x+l) ' 

2arcctg(3x+2)
(x-1)4

Л  у = ln (3 x -x 2). 12. у = (cos5x):

13. y  = (tg (4x -3 ))arccos3\

irctgVx

(x-1) (x+2)
14. У = j . ~ . 

V(x-4)2

8-вариант

1. y = 4х4 - 1 - ^  + ЛX X

3. у = In5 x arctg7x4.

5. у = arccos3 5x • tgx4.
«sin x

7- У -

9. у  =

(x-5)

arccos7 2x 
thx3

2.

4. у  = arctg4x • log2 (x -  3) 

6. у = ch34x ■ arccos 4x2.

_  log3(4x+5)
2ctgVx

T •

10. У =
4 arccos 3x

П- r  = ^  log4(2 x -3 ) .

13. у = (cos(2x -  5))arcle5*.

6 —  Ш. И. Тожиев

(x+2 f  ■

12. у  = (arctg2x)lh(4jr+1).

14. (x+2)'



9-вариант

1. у  = 5х > + + L  2 y = ^ ^ - l J 5 x - 7 x2 _3 
х 1 X '  (х+2)

3. у  = arctg34x • 35|ПЛ' .

5. у  = (х - 5 )7 -arctg7x3 .

7. У =

9. v =

^2х2-Зх+1
е~х

arcsin3 4х 
sh(3x+l)

16х+5

13. у  = (sin(7x + 4))aragI.

4. у  = arccos Зх • log3(x + 5).

6 - у  -  sh33x • arcctg5x2 •

8. у  = Jn(74 ~ 3) .
3tg24x

IQ arcsin(3x+8)
(x -7  )3

12. у  = (ln(x + 3)Jiin-s/T

14. j, -  (*-7)'°УрГ 
(X+3)3

10-вариант

1. y  = \ - l  + l J 7 - 7 x \jr  x

3. y = 2C0Sj: • arctg2 5 x .

5. у = arccosx2 • ctg7x3.

7 „  _  Vx3+4x-5/. /  -5----- .

9 У = th <2*+5)
arccos 3x

n ^  = ^ l g ( 2 x 3 - 3 ) .

13. У =  ( a r c s i n  2 x ) ln(jr+3).

2. у  = V (x  - 1)5 -  — y ± —  
’ 7x -3x+2

4. у  = e_JC. arcsin2 5x •

6. >> = th5 3x arcsin >/x.

0 ,, _  lg(l lx+9)
8- У --------Tc—  •cos 5x

10 7arcctg(4x+l)
(x -4 )2

12. у  = (lqg2(x+  4))cl8?x.

14. r -  (x+l)8(x-3)2 

л/(^+2)5
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11 -вариант

, y = i r + i - 4 > / 7  + 2x 7. 2. y = ^ ( x - 2)6 -  

3 у = 4‘* -ln5(x + 2).

3
ЗТ77Г

5. у = 5_t • arccos 5x4.

- c i g 5 x

7x - x  -4

4. у  = log4 (x -1 ) • arcsin4 x

6 . у = cth2 (x + 1) • arccos —.

7. у  =
(x+4)У

ctg25x
У = —ln(7x-2)

9 у = ^arcl§j£
7 sh x

11. у = • sin(3x2 + 1) • 12. у = (sh3x)'

10 — 3arcsin(2x-7)
(x + 2 )4

a r c i g ( x  + 3)

13. у  -  (arccos 2x)ls<5jt 3). 14. у = .
Щх- l ) 4

12-вариант

3. у = 5x2 ■ arccos 2x5.

5. у = 4(x -  7)6 • arcsin 3x5

7. y =

4. у  = ctg34x • arctg2x3.

6 . у  = ch3(2x + 3) ■ arctg2x.

•^3x2-4x+ 7
J7 =

arctgx

sin (5x+l) 
lg(2x+3)

(x -1 )

11. v = J —  ■ cos(2x3 + x ) . 12. .y = (arcsin 5xV
V x+7

13. у = (arctg7x)lg(xtl).

ig-/»

14. y =  ^(x.~1-)7 y . 
'  (x + l) (x-5)
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13-вариант

I .  у  =

3. У = 

5. У =

7. У = 

9. у  =

II . У 

13. У

10х2 + З-у/х5̂ -  — -  • 
х х 4

sin4 Зх • arctg 2х*

(х + 5)2 • arccos3 5 х .
sin 2х

(х+5)4 '

arcsin 4 x s 
tP x  ‘

= • tg(3x2 -  4х + 1).

2. У = (х-1)3 6х2+Зх-7 

4 у  = e 'cosx • arctg7x5. 

6. У = th34x • arcctg3x4.

о _  cos2(5x+7)
У lg(x+5) •

, n v _  41og3(3jc+l)
, 0 - ■

12. У — (arccos 5х)'"л _

1. У =

3. У = 

5. y  =

= (log4(2x + 3 Гк

U  С Lc< ^

V 7 - l + 4 - 3 x 3.
X  X 3

cos4 3x • arctgVx . 

2 ' smx - arcsin3 2 x .
e cos5x

Vx2-5 x -2

, .  _  !/(x - 2 ) s(« *3 ); 
И - У -------- 0 ^ 7 ? —

14-вариант

7. У =

9. у ш  

11. У

13. у  -  (log3(3x + 2))

arctg3(2jc+1) 
chVx

= ^  Ctg(2x + 5).

2. y=y / l  + 5 x - 2 x 2 + * 
(x -3 )4

4. у  = (x + 1) ■ arccos 3x4.

6. у  = cth4 7x • arcsin Vx .

о v _  sin2(4x+l)
S - У !n(7jc-l) •

10 у = 71о^ ( 2х~5)
(x - l)5

12. у  = (arctg2x)'m >.

14 = V(*+2)3(x - l)4 
(x+2)7

15-вариант

1. У

3. У = 

5. У = 

7. У =

5 7
■ V 7 .х хч 

tg32x -sinx5.

(х + 2)7 • arccos \[х . 

(2х+5)2

9. У = 

11. 7 

13. у

е1** -
arccos 4Х3 

sh4x

2 у = л/5 + 4х -  х 2 ----- —г
(Х+1)5

4. у = 2s,nx -arctgx4 .

6 . у =  sh32x-arcsin 7х2.

8. у = ctg3(2jc~1'3) . 
log2(x+ 2)

Ю  Ы 7 х + 2 )
'  (x -6 )4

= • sin(4x2 -  7* + 2). 12. у  = (ln(x + 7)) 

= (lg(7x + 5)arctg2x .

,ctg2jt

14. ,, -  \/(х~8)(х+2)8 
( x - l )5

16-вариант

1. y  =

3. y = 

5. y  =

7. y = 

9. уш  

11 . y = 

13. у

3VT + 4- + ^ 7 - - -  2 . у = V5x2 - 4x +1 — 4 т -  
x x  (x -5 ) z

ctg7x • arccos 2x3. 4. у  = 3~*2 • arctgxs .

(x -  7)3 • arcsin 7x8. 6. y = th54x • arccos 3x4.
e->e2*

4x2- 3 x +5

cth3(x -2 )  
arccos 3x

s. у  = -i
lg2 x

sin5x2 '

1 0  =  4 lg(3x+7) 
(x+1)7

x -3  
x+3

= (ln(5x -  4))arelgx.

■ cos(x2 -  3x + 2). 12. у  = (ctg(7x + 4)) 

14. у  = --------------
(x+8)

,Jx+3

^ Г Г Г (х -з)7
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I. у

3. У- 

5. у -

7. у .  

9. у -

II. У 

13. .у

-  7

е'™х tg7x5.

1п (х - 3 ) - arccos Зх4.

(2л-5)6 '

th3(3x tl) 
arcsin Зх

I Зх-2

2. у  = Ь - 7 х  + х 2 ----- 1 т
(х-7)

4. у = 3COSA' -arcsin2 Зх .

6. .у = сИ35 х а г ^ л /х .

о .. _  ln2(x + l)  
cos3x4 ’

10 у -  5l°e2(x2 + i)
(* -3 )4

= ^  ■tg(2* 2 "  9) • 12. у  = (th  (VTiTJJ
arclg2x

I Зх+2 

(log2(6x + l))arcsin 2jc 14. .
(x+l)2(x -6 )5

■A? 18-вариант

1. у  = 7x2 + - - ч / х 4"+; 2. _y = -  3)7 + —j-?-------
W ’ 7x -5 x -8

4. ^ = ln(x -10) • arccos2 4x .3. _y = ecosxctg8x3.

5. у = logj (x -  4) • arctg34x . 6 . у  = cth4 2x • arctgx3.

7. J  = 

9. y = 

11. y  = 

13. У-

3x -5x+10
T * 1

cth3(3x-l) 
arccos x

12x+3

8  V  =  1оёз(7х+1)
’ ^  t g ^  ■

10. v = 61og3(2x-f9) 
(x+4)2

ctg(3x2 + 5). 12
V 2x-3 

(lg(4x -  3) / ~ “ 4*

! i \ai 
• H cthi)

14. J  =
л/(х + 1)2

(x-3) (x-4)
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19-вариант

1. >' = 8x 3 - ^ - - 4  + -v/x7 . 2. У = ~8)4 -X X

3 . у = cos5 x  • arccos 4x .

5. у = ( x - 7 )4 • arcctg27x .

7
' ^  ~  (2x2 -x + 4 )2 ’

sh3x 
arccos 4x ’

/х+5

l+ 3 x -4 x 2 

4. _y = lg(x -  2) • arcsin3 x • 

6 . _y = sh35x • arccos3x2 ■

8. у -  |оёз(4х-1) 
ctg2x

10 у -  31og2(5x-4)
(x -3 )5

11. У = ■ sin(3x2 + x + 4). 12. у  = (cos(x + 3))a

13. у  = (ln(7x-3))_  -5\\arctg5x 14. V = Ix -2 x -3

/T ^f^  20-вариант

I. >> = 8 x - 4 -  + i - V x T .
X ^  X

3. _y = sin3 7x • arcctg5x2.

5- у = -  3 ■ arccos4 2x •

7. v -  ^  .
(3x+5)

2- y ‘ 7 d ^ - ' ^
4. у  = log4 (x + 1) • arctg5 7x

6 . у  = ch3 9x ■ arctg(5x -  1) • 

ln3(x-5)У =
t g -

9 .  у  = _̂ ch * i n  _  71ogs(x2+x) 
arctg5x / ------- „3-----------arctg5x

П. У = ■ cos(7x + 2).V X  +  6

13. .У = (Iog5(2x + 5))arc,gI.

(x+3)
/  i---------- \arccos

12. ^  = (V x T 5 )

14. v =
(x -5 )(x  + I )7
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Ai-V \  21 -вариант

1. у  = № - -  + ^  + Зх .
X X 5

3. у  = sin3 2x ■ arcctg3x5.

5. у  = Ух -  4 • arcsin4 5л:.

„clgSx
7. У =

9. У =

(Зх-5)3 • 

th2(x+3)

2. У = 

4. у  = 

6. у *

8. у  =

10. у

- - ~  + ^(2 х2 -З х  + 1)5 

= 1п(х + 9) • arcctg3 2 х .

= th4x- a rcc tg -.
х

■ lg(*+2) 
sin 2х3 '

_  log7(2x2+S)
(х -4 )2arctgVx ’

11 ’ ^  = у/ Ш  ' arcsin(2* + 3) • 12. У = (sin 4x)arc,g* _ 

13. у  = (sin(8x - l ) ) cth(jr+3). 14. у, _  (х+4)3х -2 )4

^ 3 7

ел 22-вариант

1. у  = 4х3 + - - ^ -  2
* JC

3. у = cos \/х • arctgx4.

5. у = (х -  5)4 ■ arccos Зх5 •

4 . У - И & .

2. У = у [ (х -  4)7 -  

4. у  =

9. у = arcsin2 Зх 
ch(jc-2)

6 . у = 

8. У = 

10. у :

П . У = • arccos(3x -  5). п .  У

13. у  = (cos(3x + 8))lh(*-7). 14. у  =

Зх2+5х+1 ’

lg(x + 2) • arcsin2 Зх . 

cth34xarcsin(3x + l)
tg3 7х 

ln(3x+2) •

2 ln(3x-10)
"  <*+5)7 '

(x - l)s(x+2)3

t/(x+3)2

/^ а ц Г  23-вариант

1. У = 4х5 - 1 - 4 > / Р ‘ + р - . 2. y  = - ^  + D4

3. у  = tg62 x c o s 7 x 3- 4. у = 4~ш дгarctg3x.

5. у = у](х + З)5 • arcsin Зх4 • 6 . у  = ch2 5х • arctgx4 •

(Зх+1)4
7. У = —^ г - -

9. у  = arcctg3x
sh(2x-5)

о _ ctgyGTI 
У  !g(3x+5) ’

Ю. у  = 818(4л'4,5) . 
(х-1)3

11. У = ■ arctg(5x + 1). 12 У = (ctg2x3) 

13. у = (tg(9x + 5))ch(2' - |) .

;in >/х

, 4  y  =  U 4 ) V ^  

Щх+2)

.X  24-вариант

1. y - U ^ - t l 7 - 2 x ‘ . 2 . У ‘ ~ г - ^ - Ь  + 2хг

3. у = ctg34x- arcsin >/х. 4. у = 2C0SX ■ arctg3x .

5. у = ^/(х + 1)2 • arccos З х . 6 . у = th4 7х • arccos х2.

7. У =

9. у =

5х2+ 4х-2

arccos3 5х 
th (x -2) -

8 . у  = 11^ 1 ? ) .
In (х+3)

Ю у = 21°езН*+7)
(Х +3)4 •

•Ух+2п .  y = ^ [ .a r c c tg ( 7 x  + 2). 12. у = (tg7x)

13. у = (ctg(7x + 5))sh3jr. 14. у -  (х~3)
Vx2+ 3x-l
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3. Агар y = ^ - | c o s 2x булса, У" ( f )  ни топинг.

Е ч и ш . Берилган функциянинг учинчи тартибгача 
хосилаларини топамиз:

. 1  1 • лу -  y co sx  • sinx = - s m 2 x , 

y" = yCOs2x, у'" = -s in 2 x .

Демак,

= ^  "(45°) = - s in 2 • 45" = -  sin- 90° = -1  .

4. у  =  хе* функциянинг я-тартибли хосиласини то. 
пинг.

Еч и ш.  Берилган функциянинг биринчи, иккинчи, 
учинчи ва хрказо тартибли хосилаларини топамиз:

у '  =  е*+ хе* 
у" = е*+ е* + хе* = 2е*+хе* 

у"' = 2е*+ е* + хе* = Зе*+ хе*.

у \  у", у'"пар учун хосил кдлинган ифодаларни солиш- 
тириб я-тартибли хосила учун

у*) = пе*+ хе*

формулани ёзамиз.
5. у  = х2 — 9х — 4 эгри чизикда абсциссаси х  = — 1 булган 

нукуадан угказилган уринма тенгламасини ёзинг.
Е ч и ш .  Уринманинг уриниш нуктаси ординатаси 

у  (— 1) = 1 + 9 — 4 = 6 га тенг. Ихтиёрий нукта учун у '— 
=  2х -  9, уриниш нукуасида: у*(— 1) =  — 11. Шунинг учун 
М{— 1; 6) нукуада Утувчи ва бурчак коэффициенти к = 
= — 11 булган уринманинг тенгламаси у  — 6 = — 11 (х + 1)=* 
=> у  = — 11 х -5  булади.

6 . Ох уки буйича иккита моддий нукуа х, = -  4 ва
х2 = у / 2 -12? + 3 конун буйича харакатланади. К,андай 
вактдан кейин уларнинг тезлиги тенг булади?
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Е ч и ш .  Иккала нуктанинг тезлигини топамиз:

Х |= / , Xj = 7/ —12 •

Масаланинг шартига асосан: х,' = х2' , яъни t2 = 7 / -  12, 
t 1 — I t  + 12 =  0, бундан t, = Зс, t2 =  4с.

1-вариант 

1. arctgy = 4х + 5у. 2.

3. у  =  e xcosx, х0 =  0 . 4. у =

y  = f t .  
1

х+5

5. у  = х 3 — 5х2 + 7х -  2 э ф и  чизик,нинг ( 1; 1) нукуасида 
угказилган нормалнинг тенгламасини ёзинг.

6 . Моддий нукуа S  = t 4 — 3 /2+ 2/ -  4 к,онун буйича 
харакатланади. Нукуа харакатининг t =  2с даги тезлиги­
ни топинг.

2-вариант

1. у2 -  х  = cosx. 2.
х =

1+>2
л

У =

3. у = sin2x, х0 = п.

1+/2 

4. у = е-2х.

5. х2 — у * + х у — 1 = 0 эф и  чизицнинг (3;2) нукуасида 
утказилган уринманинг бурчак коэффициентини аник,- 
ланг.

6. Моддий нукуа S = З/ 4 — / 3+ 4 / 2+ 6  конун буйича 
Харакатланади. Нукта харакатининг t = 2с даги тезлиги­
ни топинг.

3-вариант

1. Зх + siny =  5у.

3. У = (2х + I)5, х0 -  1.

2 .
х  = ^ \ ,  

г+1
У =

4. у = 1п(3 + х ) .
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5. у2 = 4х3 эф и  чизикнинг кайси нуктасида утказилган 
уринма х + Зу — 1 = 0  туфи чизикка перпендикуляр була­
ди?

6 . Моддий нукта J = 4cos(-^-+ | j  + 6 ^онун буйича 
акатланади. Нукта харакатининг t = л  с даги тезлиги-\аракатланади 

ни топинг.

4-вариант

1 • t&y = Зх + 5>». 2.
х = 4/ + I t 2, 
у  = 5/3 -  З/2.

3. у  = In(l +jf), х„ = 2. 4, у  = 4 ^ .

5. у  = х2-  6х + 2 эф и  чизикка абсциссаси х = 2 булган 
нуктада утказилган уринманинг тенгламасини ёзинг

6. Моддий нукта s = 4 sin j -  8 конун буйича \apa- 
катланади. Нукта х;аракатнинг /=  ~ 
топинг.

с даги тезлигини

5-вариант

I . ху = ctgy.

3. у  = - х 2ех , *0 =  0 . 4. у  = хе

5- у -  -  х  + 5 эгри чизикка абсциссаси х = 4 булган 
нуктада утказилган уринманинг тенгламасини ёзинг.

6 . Моддий нукга s = -3cos|^- + j j j  + Ю конун буйича
харакатланади. Нукта хдракатининг / = ^  с даги тезлиги­
ни топинг.

6-вариант

1. у  =  & + 4х.

3. y=arcsinx, х0 =  0 .

2.
х = е' cos t,
у  = е' sin/. 

4. у  = 1п(х - 3 ) .
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5 . у  = —  -  21 х  + 60 эгри чизикка абсциссаси х =  2 
булган нуктада утказилган уринманинг тенгламасини 
ёзинг (

6 . Моддий нукта 5 = уГ3 - у Г 2 +7 конун буйича \apa- 
катланади. Неча секундан кейин унинг тезлиги 42 м/с га 
тенг булади?

7-вариант

X = г

3. у  = (5х - 4 ) 5, х0 = 2.

2 . ,
[у = In Л

4. у  = 1п(5 + х )2 •

5. _у = - — + 7 х -----эгри чизикка абсциссаси х = 3
булган нуктада утказилган уринманинг тенгламасини 
ёзинг.

6 . Моддий нукта S  = 4/3-  2 t+  11 конун буйича \apa- 
катланади. Неча секундан кейин унинг тезлиги 190 м/с 
га тенг булади?

8-вариант

1. у2 + х2 =  siny.

3. у  = xsin 2х , х0 = ^  .

х = 5 cos t, 
у = 4 sin Л

у  = е*х ■

5. у  — 3tg2x+ 1 эф и  чизикка абсциссасих = -  булган 
нуктада $т"казилган нормалнинг тенгламасини ёзинг.

6 . Моддий нукта S  =  2t5-  6г3-  58 конун буйича \apa- 
катланади. Нукта \аракатининг t = 2с даги тезлигини то­
пинг.

9-вариант

1. еу =  4х — 7у.

3. у  = х 2 In х, х0 = - ,

I х = 5 cos2 1, 
2■ у  = 3sin2 1. 

l4. у  =
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та

ну

\а\
ни

5 .у  = 4tg3jc эгри чизикка абсциссаси х = -  булган нук,- 
тада угказилган уринманинг тенгламасини ёзинг.

6 . Моддий нукта s = j / 3 - 2 /  + 7 к,онун буйича хара­
катланади. Нукта харакатининг t = 4 с даги тезлигини 
топинг.

10-вариант

1. 4sin2(x+.y) =  х.

3. у  = x s in 2x, х0 = - j .

х  = arctgt,
[у = 1п(1+/2).

4. у  = 5х -

5. у  =  6tg5x эф и  чизикка абсциссаси х = — булган 
нуктада угказилган нормалнинг тенгламасини езинг.

6 . Ох ук;и буйича иккита моддий нукта х  = 3f2 — 8 ва 
х=  2t2 + 5t+  6 конун буйича харакатланади. Бу нукталар 
бир-бирлари билан учрашганларидан кейин кандай тез- 
ликлар билан узокдашадилар?

11-вариант

1. s in y  =  7х  +  3у. 2 .
х  = arcsin t,

у =  4 Г 7 .

4. у  = е~5х ■

5. у = 4sin6x эф и  чизикка абсциссаси х = булган 
нуктада Угказилган уринманинг тенгламасини тузинг.

6 . Ох уки буйича иккита моддий нукта х =  5/ 2 - 1 + 6 ва 
х = 4г2 + 18 конун буйича харакатланади. Бу нукталар бир- 
бирлари билан учрашганларидан кейин кандай тезликлар 
билан узокдашадилар?

12-вариант

1. tgy = 4^-5х.

З.у = х4 lnx,  х0 = 1

2 Гх = 3(/ — sin /), 
{у = 3(1 -co s t) . 

4. у  = 1п(4 + х ) .

5 .у  = sin2x эф и  чизикнинг кайси нуктасида утказилган 
уринма Ох уки билан ^  бурчак ташкил этишини аникданг.

6 . Ох Уки буйича иккита моддий нукга х = | / 3 - 7 /  + 16 
ва х = Г3 + I t1 + 5/ -  8 к,онун буйича харакатланади. Кдн- 
дай вакгаан кейин уларнинг тезликлари тенг булади?

13-вариант

1. у =  7х — ctgy. 2 fx = 3 (s in /- /c o s0 ,  
[у = 3(cos t +t sin /).

3. у = x  + arctgx, x0 =  1.

5. у = 2x3 — 1 эф и чизикнинг кайси нуктасида утказил­
ган уринма Ох уки билан у  бурчак ташкил этишини аник-
ланг.

6 . Моддий нукта J = у /3 -  2/2 -  1 1/ + 275 конун буйи­
ча харакатланади. К,андаи вактдан кейин уницг тезлиги 

■10м/с га тенг булади?

14-вариант

1. ху — 6 =  cosy. х = sin It, 
у  = cos2 1.

3. у  = cos2 X, x0 = J . 4. у  = 10х •
X 2 x 2

5- У  ~  ~ Y  ~  7x + 9 Эфи чизикнинг кайси нуктаси­
да утказилган уринма Ох уки билан бурчак ташкил 
этишини аникданг.

6 . Моддий нукта ху = 20 гипербола буйича харакатла­
нади. Унинг абсциссаси 1м/с тезлик билан текис усади. 
Нукта (4;5) холатга келганда унинг ординатаси кандай 
тезликда булади.

15-вариант

1.3 у  = 7+ху. х = е3', 

у  = е '3'.
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3. у  = ln(x2 - 4 ) ,  х0 = 3. 4. у  = Г .

+ 7х + 4 Эфи чизикнинг кайси нуктаси- 
да утказилган уринма Ох уки билан ~ бурчак ташкил 
этади?

6 . у 2 = 8х параболанинг кайси нуктасида ординатаси 
абсциссасига Караганда икки марта тез усади?

16-вариант

1. у 1 -  х + In -  .

3. у  = х1 c o sx ,  х0 = -£. 4. у  = cos Зх •

5. 9хгу  = —------^- + 2 0 х - 7  эфи чизикнинг кайси нукга-
сида утказилган уринма Ох укига парад л ел булади?

6 . Ох уки буйича иккита моддий нукта х  = 5г2 + 2г + 6 
ва 4/2+ 3/ + 18 конун буйича \аракатланади. Бу нукталар 
бир-бирлари билан учрашганларидан кейин кандай тезлик- 
лар билан узокдашадилар?

7 7-вариант 

1. ху2 - у 3 = 4 х — 5. 2.

л/33. у  = х  arccos х , х0 =

х = arccos t, 

y  = V T 7 .

4. у  = 1п(3х -  5 ).

5. у  = 7 эф и чизикнинг кайси нуктасида утка­
зилган уринма у  = 8х — 4 туф и чизикка параллел булади?

6 . у 2 = 16х эфи чизикнинг кайси нуктасида ордината­
си абсциссасига Караганда турт марта тез усади?

18-вариант

1. х2У  + х  = 5у.

3 у  = (х+  l)ln (x+  1), хо 4. у  = — г- jc+5

 ̂ v = -  Зх2 + 4х + 7 эгри чизикнинг кайси нуктасида 
утказилган уринма х -  20у + 5 = 0 туф и чизикка перпен­
дикуляр булади?

5 х2 = 9у  параболанинг кайси нуктасида абсциссаси
ординатасига Караганда икки марта тез усади?

19-вариант

1. х* + x3f  + у  = 4. 

3 . у  = ln ’x ,  xu = 1.

2 Jx  = 5sin3 /,
[у  = 3cos3 1.

4. у  = In-r-J—. 
4 - х

5. у  = 3jc2 — 4х + 6 эфи чизикнинг кайси нуктасида 
утказилган уринма 8х - у  ~5 = 0 туф и чизикка параллел 
булади?

6 . х2 = 10у  параболанинг кайси нуктасида абсциссаси 
ординатасига Караганда беш марта тез усади?

20-вариант

1. siny = ху2 + 5.

3. у  =2*2 , х0 = 1.

2.
у  = е у .

4- у  = у/х + 7 •
5. у  = 5х2 -  4х + 1 эф и чизикнинг кайси нуктасида 

утказилган уринма х + бу + 15 = 0 туф и чизикда перпен­
дикуляр булади?

6 . Ох уки буйича иккита модций нукга х  = 2г3 — 212 + 6? — 
— 7 ва х  = ~t3 - 12 + 14/ + 4 конун буйича х,аракатланади. 
Кандай вазиятдан кейин уларнинг тезлиги тенг булади?

21-вариант

2 |х = # - 1)2, 

( у  = Т Т Л ”.



5. у  = Зх2 -  5х -  11 эгри чизикнинг кайси нуктасида 
утказилган уринма д: — >’ + 10  = 0 тугри чизикка параллел 
булади?

6 . Моддий нукта эгри чизик буйича S  | /3 - 1 /2 -  30/ +18 
формула билан берилган конун асосида х,аракатланади. Вакг- 
нинг кдндай пайтида нуктанинг тезлиги нолга тенг булади?

1. J x  +у[у =y/l .
22-вариант

2. j x  = ln2 /, 
(у  = / + In /.

3. у  = x arcc tgx , х0 = 2 .

5 . у - - х г + 7х+ 16 эфи чизикнинг кайси нуктасида утка­
зилган уринма у  -  Зх + 4 туфи чизикка параллел булади?

6 . Жисм Ох туф и чизик буйлаб у  = |/3 - 1- /2 -10/ -1 6  
Конун буйича \аракатланди. Жисмнинг тезлиги ва тезла- 
нишини аникяанг.

23-вариант

У2 = —  х+у
х = te',

I
У = тг-

3. у  = (7х -  4)6 , xn = 1. У = 1+х
1 7 "

5. у  = 4х* — 10х+-13 эфи чизикнинг кдйси нуктасида утка­
зилган уринма у  = 6х — 7 туфи чизикка параллел булади?

6 . / вакгда бирор кимёвий реакция натижасида олин- 
ган модданинг массаси х = 7(1 -  е~4') (кг) тенглама билан 
ифодаланади. / = 0 булганда реакция тезлигини аникданг.

24-вариант

1- sin2(3x2 + _у2) = 5 ■
х  = 6/2 -  4, 
j> = 3/5.

3. у  = х sin2/, х0 = -  . 4. У = — г.х +1

5 У  =  7 Х 2 -  5х + 4 Эфи чизикнинг кайси нуктасида 
утказилган уринма 23у + х -  1 = 0 туфи чизикка перпен­
дикуляр булади?

6 Моддий нукта туф и чизик буилаб v2 = 6х конун 
буйича каракатланади (бунда v -  тезлик, х  -  утилган йул). 
Тезлик 6 м/с булганда нукта тезланишини аникланг.

25-вариант

1. ctg2(x + у )  = 5х.

3. у  = sin(x3 +71), х0 = 1/п ■

х = arcsin /, 
у  = In /.

4 ■ у  -  1п(5х -  1)

5. _у = ^ - - 7 х  + 5 эгри чизикнинг кайси нуктасида 
утказилган уринма у  = 2х + 5 туфи чизикка параллел була­
ди?

6 . Моддий нукта S=  3/+ /3 конун буйича хдракатлана- 
ди. Унинг / = 2с даги харакат тезлигини топинг.

11-§. Учинни мустакил уй иши

Учинчи мустакил уй ишининг \ар бир вариантида ет- 
тита мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1—5 мисолларда:  берилган функцияларнинг лимитини 
Лопиталь коидаси ёрдамида топиш керак.

6—7 мисолларда: берилган ифодаларни дифференциал 
ёрдамида такрибий \исоблаш ва хатоликни бахрлаш (вер- 
гулдан кейин иккита ракамигача аникдик билан) керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

Куйидаги лимитларни Лопиталь коидасидан фойда­
ланиб топинг.

1
УзхЦ

Е ч и ш .  х -* оо да лимит белгиси остидаги касрнинг 
сурат ва махражи чексизликка интилади.

Демак, куринишдаги аникмасликка эгамиз. Бино- 
оарин, унга Лопиталь коидасини куллаш мумкин:
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Е ч и ш .  х = |  да ^ куринишдаги аникмаслик \осил 
булади. Унга Лопиталь кридасини татбик, этамиз:

lim 1 -sin x  ( О -cos 2.vcos х7— °)= ]\т  ~cos* = lim 4 . ,2-1- l^oj 2 л-»я/ 4sin2л-х-,у2 tg 2 х ^Oj >■-*% 2 tg2 x ----- \----  *-*%.
cos 2х

I 1 I| lim (-co s3 2x)- lim .LOi,A—  = -i-• 1 lim,-r-J- .
4 x-*y, 2 s in x c o s x  4 2 sm x  4 2 8

3.

Е ч и ш .  q куринишдаги аникмаслик, уни Лопиталь
кридаси ердамида ечамиз:

х_,о е5х-1 { О J а-»о 5е 5

4 lim
х->0 ^  2 - ^ 4 +х2 \/I6 + X -4

Е ч и ш .  Бу ерда »> -о о  куринишдаги аницмаслик булга­
ни учун уни алгебраик алмаштириш ёрдамида у  кури­
нишга келтирамиз:
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Е ч и ш  . 1” куринишдаги ани^маслик.

белгилаш киритамиз, сунгра х,ар икка­
ла томонини логарифмлаймиз:

, , х2+Зх - 4  In у  = X In—,-------
х '-х + З

. х 2+Зх-4
-3 Г<П_lim In у  = lim —

х->» 1  I о

= limX—>«•

х 2+Зх-4 V  (2 x + 3)(x 2- x - 3 ) - ( 2 x- 1 ) ( x2+ 3 x- 4 )  

х 2- х - 3  I (х2- х - 3 )2

"ТТ

= lim  _х 2 (2х3 -2  х2 -6  х+3 х2 - 3 х -9 -2  х3- 6 х2 +8 х+ х2 +3 х-4)_ 
*->- (х 2+ 3х-4 )(х2-х -3 )

= l i m ^ W 1 2x-i3)_ = 4 
* -» - (х  +Зх-4)( х - х - 3 )

1пу = 1п .1™ ( т ^ )  = 4 булгани учун l i m ^ ^ ^  j  = 
булади.

юз



6 . 3/g4 ни вергулдан кейинги икки рацамигача аник,- 
лик билан топинг.

Е ч и ш .  Берилган ифодани куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз: ^84 = Я/43 + 20 ва у  -  ifx функцияни киритамиз, 
бунда

л: = х0 + Дх, Дх = 20, 

у  = (х0+ Дх) = у(х0) + / (х 0)Дх

формуладан фойдаланамиз.

у(х0) = ^64 = 4 ,  у '  = ; У (64) = = 4g •

У холда

^84 = 4+ ^  = 4,42 .
48

Нисбий хато

5 = • 100% = 2,7%4,42

7. arctg0,98 ни такрибий хисобланг.
Е ч и ш .  6-мисолдаги каби ишларни бажарамиз: 

у  = arctgx, х0 = 1, Дх = 0,98 -  1 = -  0,02. 
у (х0) = arctgl = J  ,

>; , (1) = 0>5’ arctg0,98 = J - 0 , 5  0,02 = 0 ,77 . 

Нисбий хато

5 1077 -0781 . Ю0% = 13%
I 0,77 |

1-вариант

1. l im (n - 2arc tgx )ln x . 2 . l im --------- . —
лг-юо х -»0  Sin X
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пх
ln ( l-x )+ tg—

3- Е Е —

5. lim(cos 2х)*2 •
х-*0

7. cos 59°.

4. lim (l + sin2 x ) l£>2 *-*o

6 . л/70 .

1. lim
x—>

3. lim

a x - 1  ix .  

cosx ■ ln (x -e )
x->a ln(ex- e e )

5. lim(ln ctgx),g* .

2-вариант

2 . lim (— — — )• \ctgx 2  cos x/

4. lim (l - x ) lnJC.x-*l

6 . (2 , 0 1)3 + (2 , 0 1)2 .

7. e2,01.

lim • —
jc—> i \ln X ln x y

3-вариант

2 . lim (n -  x ) • tg -  •Х-»Я I

3. lim
*-»! C0 S“~ ’ ln(l ~x)

4 . lim (ln(x + e x) )x

TLX

5. l i m( 2 - —) 2a. 6 . y[65 .
х - м \  a )

7. Intg46” •

1. H m J f i ^ -  —x-t0 x  -  sin xr

4-вариант

2 . l i m ^ l £
x-*0 X

3. lim
cos e* - 1

x-> 0  cosx-1
4. lim(sin x ) lgx.

x-*0
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5. l im x ln<' x_l>.x->0

7. arctg VT02 ■

2,9

V (2 ,9 )2 +16.

I. l i m * * ! * - .  ^
x->0 2sinX +JC v

3. l im e -co s otx
*-»0 e^-cosPx

5-вариант 

2.

4.

&
1 -s in  ox

(2  a x -n )T ’ _

iim </x .л:-»0

5. lim , — ,—
•c-*°^2+ v9+ x

7 . arctg yj0,97 .

4-3 ,02 
11+3,02

6-вариант

1. lim —-* ■
•v-*~ 2 arctgx - я

lim 1: 2s‘nx 
л cos За-

3. lim
x -a

5■ Ы ' Ч Г
7. arctg 1,01.

4. lim (l -  л:) 2 .

6 . V* ^ 8

1. п т * 3- 2**-**2 . 4/
->0 x 3 -7x+ 6

3. lim x sin .
x-*°° 6 x

7-вариант 

2. 

4.

lim e2X-1 
*-*o ln(l +2 x)

lim x sin* .
x-»0

5. lim(e* + *)* ■
x->0

7. ln(eJ + 0,2) •

, x c o s x - s in x  ,
1. l im ------- j—----- u

x-»0  x ‘

6 . # 0 .

8-вариант

3tg4x-12tgx ^  
v^o 3 s in 4 x -1 2 s in x  '

,2 i - i5. lim (tgx)

7 . arctg 1,03.

3. lim -
x->yA 2  sin x - 1  

5. lim ( -  ardgx)x-*~ \n /

7 In tg 47°15

2 . l im ^ r r -  n /x-»o e*-l

4. lim (l + x 2) * . 

6 . >/200 .

9-вариант

2. >/ 
Jt-*l ctgx

4. l im x *-1 .
X —> I

6 . ^ 3 4 .

10-вариант

1. lim I —x 2 . l i m J ^ . V /x-»l 1 —X
■*' 1-s in  —2

3 . lim * ^ +1>-2^ - Л
x-»0 X

5 . l i m f - ^ l ^ 2 .
x->o^cos2 x  

7- Ig9,5 .

4. H m (tg 2 ) ' 

65 / (2.037)2 — 
\ (2,037)2 +
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1 - lim

3. limлг->0

ln x
w

arcsin 2 x - 2  arcsin x

11-вариант

5 . l im ( 1+tgJC ) .
x->oo \l-t-Sin JC /

7. arc tg73 J .

1. lim

3. lim

chx-I
-V-*0 1-COSX

ах-аш>
-»o ?  ‘

5. lim (cos-  + sin .
x - > ~ \  x  x ]

7. 22

1. lim x .x-*0 ПХ Ctgy

3. lim (tgx)*2'
*■+%

5. lim (x -  1)ел-'
X—>1

1.27. 4

--- 2----2t&lc
1. lim c°s * „—

l+cos4x

2. 

4. 

6.

/2-вариант

2.

4. 

6.

13-вариант 

2.

4.

6.

14-вариант

2.

lim I-COS* 
о 1-co s Ax

Й1 ("*?)'
V1 3 0 .

limx-+a Xn-a n

X-.-U+3/

lim e - 1
x-»o s in 2 x

lim ( I ) 1'*-*0\xl

7T ?.

l im (x ln x ) .
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x-»o  ln (c o so x )

7- tg59“-

3 .

1. lim ln(sinmx) 
x-tn ln(sinx)

3 . lim,
2  sin x - l

5. lim X +1 
x2-2

7. Iog2 1, 9 .

1. l i m ^ .
х-*уг tg5x

3. l i m f i -----— I
*-»o \x e*-I )

5. lim >/l -  2x .x-»0

7. arctgT ^T .

6.

15-вариант

2.

4. lim (ctgx)si
x -»0

7640 .

l im (—J—  -  ' )•x^l \xsinx X1 )

4. lim (ln x)x .

6 . 7 U .

16-вариант

2.

4.

6.

17-вариант

lim (l - e 2*)ctgx.x-*Q

lim x 1+21n* .

'71025 .

1. lim (l -  cos x )c tgx .

3. lim x2e~*'-m*

2. lim ax-bx
x V l-x 2

4. lim (l -  e x)x .
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. 2 2 s in  —+ COS5 . lim (si 

7. ctg29".

1. lim (l - x ) t g ^ -  •X-»l I

-j 1п(1+хе*)3. l i m—  . t— 
I_>0 ln(x+Vl+x2 )

5 . lim -\/ cosVx .
x->0

7. sin 93°.

1. l i m x s i n - .x-.- x

) ' •
6 . (3 ,02 )4 + (3 ,02 )3

18-вариант 

2.

4.

6.

19-вариант

2.

lim
w i  sin2 2 x

l i m ( x - l ) ln2(x' l)

(5,07)3-

lim
„xVx

_ y\Iog2 *3 . lim(l -  x)

5 l im( l+ s in 7tx)a8,“x-«i

*-»<> Vsin bx

lim (cos ™ j4.

6 . (4 ,01)1’5 .

7. lg 1,5 .

1. lim л/1+2 х +1Ш11 ,---- ---  •
■*-»-! v  2 +x+x

4

,  g*2 -1 
X™ 2 arct&y2- n

5. П т (~ ~ Г  •x->~ \ x - a l

7. sin 29° •

20-вариант

2. l i m J n ^ A
x ->0 co s3 x -e

4. lim (ctg2x)lnJ 

6. V l 02 ■
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21-вариант

1. l im ------ -3------
x —>0 Л

, x c o s x - s i n x
Л

2 . lim

3 lim In 2x  • ln(2 x  - 1) .

5. lim xx .

4. lim (-Ц - -  - y  5 )• 
x-» 5  \ x -5  x r - x - 2 0 /

6 . cos 151'.

7. lglOl

22-вариант

1. l im l - x

x^ ‘ 1 —sin----2

3. l i m l ^ T - r r - l
x->K \3x 1 In3x/

«  .. ln(x+7)2 . lim J ----  .
v x -3

4. lim x 2 sin — •

5. lim x 4+lnx •
x-»0

7. sin 31°.

1. l i m i ^ i .x_>0 4 x -s in x

3. lim arcsin x  • tgx .x-»0

5. lim x sm\
x —>0

6 . a rc tg l,05 .

23-вариант

2 - lim *x-> 0„t„ 5 x
ctg—

4. lim

7. lg 0, 9.

*-»i V 2(1 -л/х) 3(1-tfo  

6 . cos 61°.

1. l i m ^ .
*->y2 tg5x

24-вариант

2. lim (l -  cos 2x)ctg4x
x-*0
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3. l i m x V * .
X—>»o

5. l im ( ' p .*->o \x/
7. e0-23.

1. Um g g j * - 2tg* 
1+C0S4X

3. lim (x - 1) * '1.JC-»I '

5. iim ^ 2*2- * +2 
x->\ x  -7x+6

4. lim (l - x )  2лг-»1 '

6 . tg44°\

булади, бундан

25-вариант
2 . lim:im (x2 sin .

4. lim (ctgx)sin

6 . arctgO, 98.

7. Vl5.

12-§. Туртинчи мустакил уй иши

Бу мустакил уй ишининг \ар бир вариантида туртта 
мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича:

Биринчи мисолнинг шарти вариантда берилган. 
Иккинчи ва учинчи мисолларда : берилган функдиялар-

ни тулик текшириш ва уларнинг чизмасини чизиш ке­
рак.

Туртинчи мисолда : берилган у  =Дх) функциянинг [а\ Ь\
кесмадаги энг катта ва энг кичик кийматларини топиш 
керак:

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1. Берилган S  туда сиртга эга ва асоси квадрат булган 
барча тугри параллелепипедлар ичидан энг катта \ажмга 
эга булганини топинг.

Е ч и ш .  Параллелепипед асосининг томони х ва ба- 
ландлиги у  булсин, у холда унинг туда сирти:

S  = 2х2 + 4х у  
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У =
S -2 x z

Ах

Параллелепипеднинг х,ажми:

у  = х>у ёки V = x2 , ^ = *(£-2^
J 4х  4

V = i-Sx -  у х 3 |̂ 0 < 2х2 < S, 0 < х < j .

Биринчи ва иккинчи тартибли \осилаларини топамиз: 

Г  = 1  S-lx2; Г - 0 ,  I - 5 - 1 x 2 =0, x  = jy / 6 S ,

V" = -Зх, Г"(1Тб5г) = -31л/б5г = -1л/б5 <0

булгани учун аргументнинг бу кийматида функция (V) 
максимумга эришади. Параллелепипеднинг баландлиги:

л/65 .

Демак, энг катта \ажмга кирраси ^ V65 булган куб 
эга булади.

2. у == (х+3)2 функцияни тулик текширинг ва унинг
х -4Л ----г

графигини чизинг.
Е ч и ш .  Берилган функцияни юкорида баён килин-

ган схема буйича текширамиз.
1. Функциянинг аникданиш ад аси : х£  (—оо ;4 )и  (4; +<»).
2. х  > 4 кийматларда у  > 0 ва х  < 4 кийматларда у  < 0 

булгани учун берилган функциянинг графиги х  = 4 нинг 
унг томонида Ох укининг юкорисида, х = 4 нинг чап 
томонида эса Ох укининг пастки кисмида жойлашиши- 
ни билдиради.
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3. Берилган функция графигининг координата укдари
билан кесишган нуктаси: 0 ; - -т  ва ( — 3; 0 ).

'  '  (х+ Зг4. х = 4 — вертикал асимптотаси, чунки l im------— = °°
булгани учун: х_>4 х~4

lim у  = lim - +3J  = -<*>, lim у  = lim ^-+3̂ .. = -н».
-Т -+ 4-0  , г - » 4 - 0  Х - 4  л - » 4  + 0 i - t 4 + ( l  Х - 4

Ояиа асимптотасини топамиз:
\

к = lim = lim = 1
:-»± ~ X  х->± ~ х ( Х - 4 )

b = lim ( f ( x ) - k x ) -  lim
дг->± ~  '  x -> ± «

x2+6x+9-x2+4x= limX->± с x - 4

(x+3f  
x-4

10x+9 
x‘“±“~ x-4

- х Ы

= lim = 10 .

Шундай к,илиб, функция ягона у  = х + 10 о ш а асимп- 
тотага эга экан.

5. Ф ункциянинг усиш, камайиш ораликдарини ва ло­
кал экстремумларини текширамиз:

, _  2 (х+ 3 )(х -4 )-(х + 3 ) 2 _  2хг - 2 х - 2 4 - х 2-6 х -9  _  х 2 - 8 .x-33 
У (x -4 )2 ( jc -4 )2 ( х - 4 ) 2

у '  = 0 дан, х2 — 8х — 33 = 0, бундан х, = 11, х2 = — 3.
а) ( -  оо; -  3 ) интервалда у ’> 0 , демак, функция бу 

интервалда усувчи;
б) (— 3; 4) интервалда у'< 0, функция камаювчи. Шу­

нинг учун х = — 3 нуктаси локал максимум булиб, у (— 3) = 0 
булади;

в) (4; 11) интервалда у'<  0, функция камаяди;
г) (11 ; +оо) интервалда / > 0 , функция усади.
Шунинг учун х = 11 нук,та локал минимум булиб,

. у (И)  = 28 булади.
6 . Ф ункция графигининг каварикдик, ботикдик ин- 

тервалларини ва букилиш нуктасини текширамиз, унинг 
учун икинчи тартибли хосилани топамиз:
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„ (2х -8 )(х -4 )2(х 2-8 х-33)2(х-4) _  
У (х -4 )4

2х2 -8х-8х+32 -2 х 2 +16х+66 _  98
(х -4 )3 (х -4 )

а) ( — оо; 4 ) интервалда у"<  0 ва бу интервалда эгри чи- 
зик каварик,;

б) (4 ; +оо) интервалда у"> 0 ва бу интервалда эгри чи- 
зик ботик..

х = 4 нуктада функция маънога эга булмаганлиги учун
букилиш нуктаси йук,.

7. Функциянинг графиги 9-чизмада тасвирланган.
X2

3 . у  -  хе  2 функцияни тулик, текширинг ва унинг
графигини ясанг.

Е ч и ш .  1. Функциянинг аникданиш со^аси: (— оо; +оо ). 
2 . х = 0 да у  = 0 булгани учун график координаталар 

бошидан утади.
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3. Функция (0 ;+оо) интервалда мусбат кийматларни ва 
(— оо; 0 ) интервалда манфий кийматларни кабул килади.

4. Вертикал асимптотаси йук.
Огма асимптотасини аниклаймиз:

X2
к = lim l i m ^  = 0 ,

jc—>± «  X  х —»± «» X

b=  lim ( f ( x )  -  кх) = lim = lim - V  = 0
Х-)± »  '  '  X—»± <« j r  х->± »■

е г  е 2

у  = 0 горизонтал асимптотага эга булдик.
£

5 . у ( -х )  = - х е  2 = -у (х )  булгани учун функция ток ва 
унинг графиги координаталар бошига нисбатан симмет- 
рик булади.

6 . Ф ункциянинг монотонлик ораликдарини текшира- 
миз:

[ V xi £l £
, _  х  _  е 2 - х  ■ хе 2 _  е 2 (1- х 2)

Агар у '  = 0 б^лса, у холда 1 -  х2 — 0 булади, бундан 
jCj = — 1, х2 = 1. Бу нукталар сон укини учта интервалга 
булади:

а) (— оо; — 1) интервалда у'<  0 ва функция бу интер­
валда камаяди;

б) (— 1; 1) интервалда у ’> 0 ва функция бу интервалда 
усади;

в) ( 1; +оо ) интервалда у'<  0 ва функция камаяди. 
Демак, берилган функция х = — 1 кийматида у (-1 ) =

= -\ е  2 = - - L  = _о,6 булиб, ( — 1; -  0,6) нукта минимум
j e  .1

нуктаси , х = 1 кийматида эса У(1) = 1 е 2 = -  —р = 0 ,6
2е

булиб, ( 1; 0 ,6) нукта максимум нуктаси булади.
7. Ф ункция графигининг каварикдик, ботикушк ора- 

ликлари ва букилиш нуктасини топамиз:

е 2

_  — _
-2хе 2 - ( \ - х ) 2 х е г  _  хе~2 (-2-1+ х2) _  х (х2-3)

Агар у"  = 0 булса, х(х2 — 3) = 0 булиб, бундан х, = О, 
х2 = -7 3  , x3 =V3.

а) (— °°;>/3) интервалда у"< 0 ва эгри чизик бу ин­
тервалда каварик;

б) ( — л/З ; 0 ) интервалда у"> 0 ва эгри чизик бу интер­
валда ботик;

в) (0;>/3) интервалда у "< 0  ва эгри чизик бу интер­
валда каварик;

г) ( 7 з  ;+оо ) интервалда у"> 0 ва эгри чизик бу интер­
валда ботик

х = ± 7 з , х = 0 нукталарда у" иккинчи хосила ишора­
сини узгартиргани учун х нинг бу кийматлари функция­
нинг графиги учун букилиш нукталарининг абсциссаси 
булиб, унинг координаталари

у  (±73) = ±\/з/е3/2 = ±0 , 4, у (0 ) = О

булади.
8 . Бу олинган маълумотлар ёрдамида функциянинг гра- 

фигини чизамиз ( 10-чизма).
4. у = 2sinx + cos2x функциянинг 0; кесмадаги энг 

катта ва энг кичик кийматини топинг.
Е ч и ш .  Критик нукталарни топамиз: у'=  2cosx —2sin2x
Агар у ' = 0 булса, у холда

2cosx -  4sinxcosx = 0, 2cosx(l -  2sinx) = 0.

Агар cosx = 0 булса, х = ~ + 2кп\ агар sin х = | булса, 
х  = (-1)" ^ + п п , бунда к, пЕ  R.
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Я ПА ниманган  критик нук,талардан фа^ат х  = -  ва х  -  -  

нукгалар берилган |̂ 0; y j  кесмага тегишли. Ш унингучун 
х = О, х = ~ ,  х  = у  да функциянинг  к,ийматларини 
\исоблаймиз:

у(0) = 1, у  = 2 sin 30° + cos 30” = 1 + у  = 1,5 ; 

у  ̂  у  j  = 2 sin 90° + cos re = 2 — 1 =1 .

Демак, [̂ 0; y j  кесмада берилган функция х = ^ да энг 
катта к,иймати У | = 1.5 га, х = 0 ва х  = у  нукталарда 

энг кичик к,ийматига, яъни j40 ) = у  (у ) = 1 га эришади.

1-вариант

1. Кундаланг кесими тугри туртбурчак булган хода- 
нинг ма\камлиги энига ва баландлигининг кубига тугри 
пропорционал деб к,абул к,илиб, диаметри 16 см булган 
ходадан кесиб олинадиган турт циррали ёгочнинг эни кан- 
дай булганда у энг катта махкамликка эга булади?

2-вариант

1. Маълумки, тусиннинг сик,ишга булган царшилиги 
кесим юзига пропорционал. d  диаметрли думалок, хода-
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дан кесим юзи тугри туртбурчак булган шундай тусин к,ир- 
к,иб олиш керакки, унинг сик;ишга булган к,аршилиги энг 
катта булсин.

2 -У  = 1 7 -  3. у х е - .  4 . У = ^ ;  [ l ;2 j .

3-вариант

1. Иккита мусбат соннинг йигиндиси а га тенг. Агар 
уларнинг кублари йигиндиси энг кичик сон булса, у холда 
шу сонларни топинг.

2. Ĵ  = x  + i ^ .  3-У  = ~ т -  4. y ^ l x - x 1- [-2 ;2 ] .

4-вариант

1. Туфи бурчакли координаталар системасида (5; 4) 
нук,та берилган. Бу нук^адан шундай туф и чизик, утказил- 
синки, у координата ук,ларининг мусбат йуналишлари би­
лан энг кичик юзли учбурчак хосил килсин.

2- У -  х -  1п(1 +х2) . 3. 3, = i!z£>L- 4. у  = А - е ~*2; [0; 11.
( х -2 )

5-вариант

1. Узунлиги 50 см булган сим булагидан энг катта юзга 
эга булган туфи туртбурчак ясанг.

Z y  = x + V ^ 7 I -  3-У  = хеХ■ 4. у  = ^ ;  [1; 2 ] .

6-вариант

1. Берилган р  периметрли туф и туртбурчаклар ичи- 
дан юзи энг катта булганини топинг.

2. у  = х2 - 2 1 п х  . 3. у  = х2е х . 4. у  = хех; [-2 ;0 ] . 
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1. Кирраси а булган куб ичига куйидагича цилиндр ясал- 
ган: Цилиндр уки куб диагонали билан устма-уст тушади, 
асосларининг айланалари кубнинг ёкларига уринади. Шун- 
дай цилиндрларнинг энг катта \ажмга эга булганини то­
пинг.

7-вариант

2 . у  = хъе  2 . 3. у  =
(х  + 1 )2

4. у  = ( х - х 2) е х\ [—2; 1].

8-вариант
1. Иккита мусбат соннинг йигиндиси а га тенг. Улар- 

нинг купайтмаси энг катта булиши учун бу сонлар кан­
дай булиши керак?

2-У  = ^ г £ -  3. у  = (х + 2 ) е 1-*. 4. у  = ( х - 1 ) е - * ;  [0 ;3 ].

9-вариант
1. R радиусли доирага ички чизилган барча тугри 

туртбурчаклар ичидан энг катта юзга эга булганини то­
пинг.

3. у  =-!*£.X

10-вариант
1. Берилган 2р  периметрли барча туфи туртбурчактар 

ичидан диагонали энг кичик булганини топинг.

1

11-вариант
1. Юкорига тик отилган жисмнинг харакат конуни 

S — 18r — 6 f 2 тенглама билан берилган. Жисм энг юкорига 
кутарилган баландликни топинг.

2 . у  = ln (x2 + 1) .  3. у  = х 3 

9 - х 2 ' 
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4. у  = е 4х- х2; [1;3].

1. Юкорига тик отилган жисмнинг \аракат конуни 
S = #</ -  у  g t 1 тенглама билан берилган. Жисм энг юкори­
га кутарилган баландликни топинг.

12-вариант

2. У =
х 2 + 6

х 2 +1
3. у  = (х  +1) е г* . 4. у  = ^-^-\ [-3 ; 1 ] .

13-вариант
1. Жисмнинг туф и чизикли харакати S = — /3+ 9 /2 — 

— 241— 8 тенглама билан берилган булса, жисм харакати­
нинг максимал тезлигини топинг.

2. у  = х 1пх . 3. У -
4х

4+х

14-вариант
I. Радиуси 16 га тенг булган доиравий майдоннинг 

чегараси максимал ёритилган булиши учун фонарни май- 
дон уртасидан кандай И баландликка урнатиш керак?

2 . у  = ( х -  1)е3 3. у  = 4. у  = x ln x ;  [ j r ! 1]-

15-вариант
1. R радиусли шарга ички чизилган барча конуслар 

ичидан ён сирти энг катта булганини топинг.

2 . у  = х -Зх+2
Х + 1

3 . у  = 1п(х2 - 2 х  + 6).

4. у  = x V * ‘ ; [—4; 0 ].

16-вариант

1. R радиусли шарга ички чизилган барча конуслар 
ичидан \ажми энг катга булганини топинг.

2 х - 1

(х+ 1 )2

4. у  = х 2 -  2х +

З.У = Inf1 -~ г)-

г ; И; з].х— 1
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1. R радиусли шарга ички чизилган барча цилиндрлар 
ичидан сн сирти энг катта булганини топинг.

17-вариант

2. у  = X -I 3. у  = х3е х 4. У = (х + [)№;  Г-у ;з".

18-вариант
1. R радиусли шарга ички чизилган барча цилиндрлар 

ичидан х,ажми энг катта булганини топинг.

2 . у  = ^-4— . 3. у  = х -  1п(1 + х )2. 4 . у  = е 6х~х1; Г—3; 3] .X

19-вариант

I. Берилган конусга ички чизилган барча цилиндрлар 
ичидан хажми энг катта булганини топинг (конус асоси- 
нинг радиуси R ва баландлиги Н берилган).

2. У = |л/х^(х- 5 ) .  3. у  = 1 -1п 3 х .  4. у  = ^ г - ; [1; 4 ].

20-вариант
1. Берилган конусга ички чизилган барча цилиндрлар 

ичидан туда сирти энг катта булганини топинг (конус 
асосининг радиуси R ва баландлиги Н берилган).

„з
2.У =

х4-1 3-У = ( х - 1 ) е 4х+2.

4 . у  = Зх4 -  16х3 + 2 ; [ —3; 1 ] .

21-вариант
1. Берилган конусга ички чизилган барча цилиндрлар 

ичидан ён сирти энг катта булганини топинг (конус асо­
сининг радиуси R ва баландлиги Н берилган).

2л-2 +4*+2 
2 -х

4. у  = х 5 - 5 х 4 +5х3 +1; [ - 1 ;2 ] .

1. Х.ажми Vберилган, тула сирти эса энг кичик булган 
туби квадрат шаклидаги усти очик (копкоксиз) яшикнинг 
улчамларини топинг.

2. у  = х 2 + - ^ .  3 . y  = - x ln 2 x .  4. у  = (3 -  х)е~х\ [0; 5|.

22-вариант

23-вариант

1. Улчамлари 100x60 см булган тугри туртбурчак ш ак­
лидаги тунуканинг учларидан тенг квадратлар киркиб олиб 
ташлаб, сунгра унинг четларини букиб, энг катта \ажмга 
эга булган усти очикяш ик ясаш керак. К^иркиб олиб таш- 
ланадиган квадратларнинг томони кандай булиши керак?

5х4+3 3. у  = х 2 -  2 In х  . 4. У = Л + cos . п. пх; 0 ; у  .

24-вариант

1. Асоси ва баландлигининг йигиндиси а га тенг булган 
барча учбурчаклар ичидан юзи энг катта булганини то­
пинг.

4 -2 *
3 .  У  = е 3 4  у  = 108х -  х 4; |—1; 4] .

25-вариант

1. а  радиусли доирага тугри бурчакли учбурчак ички 
чизилган. Катетларининг муносабати кандай булганда 
учбурчак энг катта юзга эга булади.

2 . у  = 5х

4 - х 2
з. у  = ln(4 -  X2).  4. у  = ^  -  6х 3 + 7; [16; 20 ].
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III боб 
КОМПЛЕКС СОНЛАР

1-§. Комплекс сон хак,ида тушунча.
Комплекс сонлар устида асосий амаллар

Комплекс сон  деб z — х + iy  куринишдаги ифодага ай- 
тилади, бу ерда х ва у  х,акик,ий сонлар, / = >/Ч — мав^ум 
бирлик д е б  аталади.

х — комплекс сон z нинг х;ак;ик;иы к;исми, iy  эса мав>;ум 
цысмы дейилади. Улар х = Rez, у  -  Zmz билан белгилана­
ди. Агар л: = 0 булса, 0 + iy  = iy соф мавхум сон дейилади, 
агар у  = 0 булса, х = х £ R х;акик.ий сон хрсил булади.

Ф акат мав^ум кисмининг ишораси билан фарк, кила- 
диган z — х + iy  ва z — х — iy  комплекс сонлар бир-бирига  
кушма  дейилади (11-чизмага каранг). Геометрик нук,таи 
назардан z — х + iy  комплекс сон Оху текисликда коор- 
динаталари х ва у  булган М(х;у) нук,танинг ОМ вектори- 
ни аникдайди ва аксинча х,ар бир М(х,у) нуцтага z — х + 
+ iy  комплекс сонлар мос келади.

Комплекс сонлар туплами билан Оху текисликдаги 
нукталар орасида узаро бир кийматли мослик урнатилга- 
ни учун берилган Оху текислик комплекс текислик дейи­
лади ва у Z билан белгиланади.

Комплекс сонлар туплами G \арфи билан белгилана­
ди, R С G.

Узгарувчи Z комплекс текислигининг (z = х) Ох укда 
ётувчи нуцталарига \ак.ик,ий сонлар мос келади, шунинг 
учун Ох ук. комплекс .текисликнинг х,ак,ик,ий щ и  дейила­
ди. Оу укда ётувчи нукталар (z = iy) соф мавхум сонни 
ифодалагани учун Оу у к  комплекс текисликнинг мавх,ум 
сонлар щ и  ёки мавхум щ и  дейилади.

Агар иккита £ , —* , +  /у, ва ^  = х2 + iy2 комплекс сон 
берилган булса, уларнинг устида арифметик амаллар куй­
идаги крида буйича бажарилади:

1) Z, + г2 = (х, + iy,) + (х2 + iy2) = (х, + х2) + /Си, + у 2),
2) z] ~z2 = (х, + />,) -  (х2 + iy2) = (дс, -  хг) + /(у, ~ у 2),
3) г,- Z2 = (x] + iy ,) + (х2 + iy2) = (х, х2 -  у , у2) + i(x{y 2 + 

+  * 2 * ) .
А  -  Х1 +<>1 • *1^2 _  *1*2+ W 2 J . I *1У\ -Х\У14) х2+1Уг г2-г2

Комплекс сонлар устида амаллар бажариш коидалари 
шуни курсатадики, комплекс сонларни кушиш. аийриш, 
купайтириш ва б^лиш натижасида яна комплекс сон *осил 
булади.

1-м и с о д  . z{ = 2 + 3/, Zj = 3 -  4/, Zj = 1 + / комплекс
с ,  Z| + Z|Z2 + Z2сонлар берилган. z = — —  ни топинг.

Е ч и ш .  Дастлаб куйидагиларни ^исоблаймиз:

z, + z 3 = (2 + 30 + (1 + 0  = 3 + 4/,
V  г , = (2 + 3/)- (3 -  40  = (6  + 12) + /(9 -  8 ) = 18 + /,
z22 = (3 -  4О2 = 9 -  24/ -  16 = -  7 -  24/,
г, + г, • г2 + z 2 = 2 + 3/ + 18 + / -  7 -  24/ = 13 -  20/.

Бу к,ийматларни урнига куямиз:

7 = 13~20' _  (13-200(3-4/) _  (39—80)+/(—60—52) _  41 . 112 
3+4/ (3+40(3-4/) 25 25 25 •

г  = |ОА/| = yjz ■ z = yjx2 + у 1 сон z комплекс соннинг 
модули  дейилади.

ОМ вектор ва Ох ук,ининг мусбат йуналиши орасида­
ги бурчак z комплекс соннинг аргументы дейилади ва 
tp = Argz деб белгиланади.
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Хар кандай z = х + i y  комплекс сон учун (1 1-чизмага 
Каран г)

х = г  cosip, у  = rsin^  (3.1)

r  = y jx^+ y2, coscp = ^ ,  s in 9  = ^

формула уринлидир, бунда у  = argz аргументнинг асосий 
Киймати — л < argz ^  л  ёки 0 < arg^ < 2л тенгсизликни 
каноатлантиради.

Хар кандай z —х + i y  комплекс сонни тригонометрик 
шаклда

Z = г  (coŝ > + / sin<p ) (3.2)

ёки курсаткичли шаклда

г  = ге'ф ' (3.3)

каби ёзиш мумкин. (3.2) ва (3.3) дан

е"* = cos ф + / sin ф (3.4)

Эйлер формуласига эга буламиз. Комплекс сонларни 
купайтиришда, даражага кутаришда (3.2) ва (3.3) форму- 
лалардан фойдаланиш максадга мувофикдир.

Агар г, = гДсоб^, + /sin^,), z2 = r2(cos<p2 + /siny?2) ком­
плекс сонлар берилган булса, у \олда

= “ ■ (сов(ф, -ф 2) + /5т (ф | -ф 2)) = ^  (z2 *0) t

Zn - г "  (co s/?ф + /s in лф) = г" ■ . (3.5)

(3.5) формула Муавр формуласи дейилади.
(3.2) комплекс соннинг я-даражали (я > 1, я Е Z) ил- 

дизи куйидаги формула билан топилади:

zk = f z  = ^ ( c o s ^ i M  + / s i n = f r  ■
Х п ___  п 1 (3.6)

(к = 0, л - 1 ) .
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(3.6) ифода илдизнинг я та кийматини аниклайди, yfr 
эса арифметик илдиздир.

2 -м и с о л .  (,1 + /)12 ни хисобланг.
Е ч и ш .  z = 1 + комплекс сонни (3 .2 ) ёки (3 .3 ) фор- 

мулалар ёрдамида тригонометрик ёки курсаткичли ш ак­
лда ёзиб оламиз:

г  = у!  1 + 1 = л/2 , cosф = , sin ф = -J— , ф = ^ 

z = -J2 (c o s f  + /sin j j  = у/2. ■ е 4 .

Муавр формуласига кура:

= 64 • (cos Зя + / sin Зя) = -  64 .

3 - м и с о л . ^ 6 + 1 = 0 тенгламанинг илдизларини то­
пинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани z6 = - 1 ёки z = V-T 
куринишда ёзиб оламиз.

-  1 соннинг (3.2) формулага асосан тригонометрик 
шакли

- 1  = 1 - (cos л + / sin л)

куринишда булади. (3.6) формулага кура берилган тенг­
ламанинг илдизлари

1 • ( c o s ^ L  + /sin

каби топилади, бунда к = 0,5; А: га кетма-кет 0 ,1 ,...,5  кий- 
матлар бериб, ^ + 1=0 тенгламанинг олтита илдизини то­
памиз:

jl г г  n i

Zo = cos -  + /sin £ = —  + 1  / = е ;
о 6 2 2

я  —Zt = cos у  + i  sin J  = / = e  2 ;



Г  -  —5п . . 5я v3 , 1 . _  ~ 6 . z2 = c o s T  + i s m T  = - т  +j i - е  ,

7 n i 5m'
7Я . ■ 7л V3 1 ; „ 6 — /3 6 г3 = cos -g- + / sin -jr- -  - y  2

e

1 In/

11* . IIя ^  1 „ 6 _ p 6 zs = cos-g - + 1 s in -g -  = ~ y ~ 2  - e  ■

4 - м и с о л .  г 3 - 1  + '^ 3 = 0  тенгламанинг илдизлари- 
ни топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани z3 = l - w 3  куриниш­
да ёзиб оламиз. Унг цисмидаги комплекс сонни тригоно­
метрик шаклда ёзиб сунгра (3.6) формулага кура топа­
миз:

Zi = 1 -  ь/3 = 2 (cos j  -  / sin y j .

Zk = l f z  = У 2 cos
—+2я£ —+2я& 
3____ _ _  / c in  _2-------- , (A: = 0,2)

Демак, берилган тенгламанинг илдизлари: 

го =3/2 ( c o s | -/ s in y ) ,

г, = V2 • (cos у  -  /' sin у  j , * ^

, 2 = ^ . ( c o s ^ - / s i n ^ ) .

М аш цлар

111. Куйидаги комплекс сонларни тасвирловчи нук,- 
таларни  кур сати н г. г, = 2  + 2/, г2 = 1 - / ,  z3 = — 1 + 3/,

г 4 = - 7 з  + / , z 5 = - 6 ,  Zi = 8 ,  z 7 = J 2  ■ i,  Zi = 5+12/ .
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112.  Агар  Z| = 4 + 5/ , £2 = 1 + / , z} = 7 - 9/ б ул са , 
_ г|(г2 + г3)

^ ' '  ифоданинг кийматини топинг

113.  А гар  г, =4 + 8/ , z2 = l - / ,  z3 =9 + 13/ б ул са , 

„ _ г1 + г2г3z --------—  ифоданинг кииматини топинг.

114. Агар z, = 2 - / ,  г2 =- 1  + 2/, z3 = 8  + 12/ булса, 

„ _ г2+г2+г3 ,
Z ---------——  ифоданинг кийматини топинг.

115. Куйидаги комплекс сонларни тригонометрик ва 
курсаткичли шаклда ёзинг.

= л/з + / , z2 = - 1 + 7 з / ,1̂ -  . . J ч.2 -  I ■ 2 ’ 1+/ ’

Zs = - Т з  -  / , ^6 = 2  — 2 / , г 7 = - 1 + /, Z s = - i .

116. Куйидаги тенгламаларнинг илдизларини топинг:

1 ) г 2 - /  = 0 ; 2 ) г 4 +/  = о ;  3 ) г 3 +/ = о ;  4 ) ^ 8 - /  = 0 -

IV боб  
АНИКМАС ИНТЕГРАЛ

1-§. Бошлангич функция ва аницмас интеграл

Берилган у  = Дх) функция (а,Ь) интервалда аниклан- 
ганбулсин. Агар F \х) =Дх) (бунда хЕ(а;Ь)) тенглик урин­
ли булса, F(x) функцияДх) функциянинг (а; Ь) интервал- 
даги  б ош лан гич  ф унк ци я си  дей илади . Берилган f (x )  
функциянинг ихтиёрий иккита бошлангич функцияси 
бир-биридан узгармас сонга фарк килади.

Дх) функциянинг F(x) + С (бунда С — узгармас сон) 
бошлангич функциялар туплами Дх) функциянинг аниц- 
т с  интегрсыи дейилади ва

| f (x )dx  = F(x ) + С (4.1)

куринишда белгиланади.
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Асосий интеграллаш к;оидаларини келтирамиз:

J 1. \ f ' (x )dx  = \d[f{x)] = f ( x )  + C.

2. d f  f (x )dx  = d(F(x) + С) = f{x)dx .

3. J (f ( x ) ± фix))dx = J f (x )dx  ±\ tp(x)dx .

4. f a f ( x )  = a j f (x )d x ,  (a = const).

5. А гар  j  f ix ) d x  = F{x) + С булса ,  j  f ( a x  + b)dx =
-  ~ F{ax + b) + C , бунда a *  0 , b — ^згармас сонлар.

6 . Агар \ f{x)dx  = F(x) + С булиб, и = p(x) -  ихтиё­
рий дифференциалланувчи функция булса, у \олда

J f ( u ) d u  = F(u) + С .

Интеграллаш натижасини тугри бажарилганлигини 
текшириш учун аникданган бошлангич функциядан коси­
ла олиш керак, яъни

(.F{x) + C)' = f ( x )

тенглик уринли булиши зарур ва етарлидир.
Интеграллашни енгиллаштириш учун асосий интег-  

раллар жадвалини  тузам из: 4
г х л+|

1) j x"dx = — у  + С (п *  - 1); п = 0 булса, \dx = x + C\

2 ) J ^  = in |x | + C; (л = -1 );

3 ) j a xdx = + С ;
1 In а

4 ) j e xdx = е х + С ;

5) j  sin xdx = -  cos x + С ;

6) J cos xdx = sin x  + С ;

7) ■I = I arctg i + c = ~ I  arccts  J + c ; o ) ;

8 )/ - ^ T  = i ln |— | + C = - J - l n H  l + c ;'  а ч г  2 a I x -a  1-----1 ’2  a
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9 ) j  dx = In x + -Jx2 ± a 2 j + C\ ia Ф 0 ) ;

10)

11)

12)

13)

И)

15)

16)
17)

18)

19)

20) 

21) 

22)

dx _ = arcsin -  + С = -arccos -  + C; (a > 0 ) ; 
„2 „2 a a

_ 5 -  = t&V + C ;
COS X

= -CtgX  + С ;
sin x

= In Itg + С = In | J— -  ctgxl + С • sinx I 21 I sinx I *

—  = In Itg + j)\ = In I—!— + tgxl + С ; 
cosx I \ 2  4 /| |cosx [

tgxtfx = -  In |cos x| + С ; /

ctgxdx = In |sin x| + С ;

shxtfx = chx + С ;

chxrfx = shx + С ;

A -  = thx + С ; 
c lr x

dx 
sh2x

= -cthx + c ;

^ Л  = 1п|/(х)| + С ; 

j £ L d x  = 2y[ f W + C .

1 - м и с о л . Интеграллаш коидалари ва интеграллар 
жадвалидан фойдаланиб, куйидаги интегралларни топинг:

1)| (зх 2 -2 t [ x  + -^- + l)</x; 2)\ У {^ х )1 dx ;

3)\9xe 2xdx\ 4 )J  (Зх -  6)*dx ;
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5)J sin(4x -  5)dx > 

7)1-

6)J

sin 2x i 
TTZ >

x -arc tgx  
1+x2 

x - l

dx I 

<r/.v.4+sin x ~/J л'2 —4.x+6

Е ч и ш .  1) Берилган интегралда интеграл остидаги 
функциянинг шаклини узгартириб ёзамиз, сунгра интсг- 
раллар жадвалидаги 1-формуладан фойдаланамиз:

J^3x2 - 2 у/х + - -̂ + lj</x =3f x 2dx - 2 \xldx +3\x~2dx +\dx =

= 3 • _____2 • —
2+1 I - + 3- x- ^ 1

- 2+1
+ x + С =

= * 3 -  ~  -  x ’ 1 + x + С =

= x 3 -  3xl/x - -  + x + C ■
X

2) Берилган интегралда интеграл остилаги функция- 
. *\ интеграллаш учун кулай куринишда ёзиб оламиз, 
^унгра 1,7-фор.мулалардан фойдаланамиз:

r J ± 2*2 -  f 0 +x2 )+x2 _  r i+ x2 , f ’ 
lZ7777Z^dx dX~ l ^ i ^ T dx + !x (1 +x) x 5(l + x)'

■dx =

r dx r dx 1
= ^ +̂  = - 7  + arct^  + c -

Колган интефаллар \ам интеграл остидаги функция­
ни бош^ача куринишда ёзиб олингач, жадвалдаги тегиш- 
ли формулалар ёрдамида топилади:

3) \ 9 Xe 2xdx = / 32xe 2xdx = \ (3 e ) 2xdx = —  )2-- + С
1 3 21п(3е)

4 )} (З х -  6 fd x  = | j (Зх -  6)s3dx = U (Зх -  6)sd{Зх - 6) =

_  1 (З х -6 )9 + С = ± ( 3 х - 6 ) 9 +С .

132

5) J sin(4x -  5)dx = j J s in (4 x  -  5)4dx =

= I  f sin(4 x -  5)rf(4x -  5) = -  j  cos(4x -  5) + С .4 j

6) г x-arctgx dx = J * dx -  J ̂  =
J 1+x J l+x2 1+x2

= 1  f J±L dx -  f arctgx </(arctgx) =
2 J l + X J

= у  In |l + x2| - j(a r c tg x )2 + C =

= I  [in  |l + x 2| -  (arctgx)2 J + С ■

7 ) J «"LjjL dx = \ 2- f x cf  * </x = J dJ ^ A  dx =
4+sin x  4+sin x  J 4+sin‘ x

= ln(4 + sin2 x) + C.

x 2 -4x+ 6  2 J x  -4x+ 6  2 J x 2 -4x+ 6 

= j  ln(x2 -  4x + 6) + С = In Vx2 -  4x + 6 + С .

М аш цлар

Асосий интефаллар жадвалидан фойдаланиб, куйи- 
даги интегралларни топинг ва натижани дифференциал- 
лаб текширинг:

117.J(3x> - 4 ^ 7  + ^ ) л . IIS.

119 J cos2 x
cos x s in 2x 120 . J 3̂ sin x  - 2ix3x - - i J r f x .) 2 x ? j c  1

9+x2

J21- 1 $5 х  + 3)3dx . 122. j ~ .  = dx .
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124. J  (4* - < / 7  + 2 s in  x  -  l^ d x  ■123. r 3-2ctg\x dx
COS X

125. / ( х * - ^  + 2 ' ) л .  126. |

127. |Г—L = - c o s 7 x s in  x  jfifx. 128. J - rfx.

129. f e 2x 1 + - Ц - Ц .

131. 123x • 42jr -5xdx.

133. Jx s in (x 2)o!x. 

135. / л/cos x  sin x d x .

132. /

x2+2x +4

e3*
d x .

e3jt+5

2 3x 1 _ 2
j

dx dx
Xln X

134. j  (ax1 + b y  xdx ■

136. f  cos(sin x) • cos xdx .

2-§. Функцияларни бевосита интеграллаш

Агар интефал остидаги функция бир нечта функция- 
лардан иборат булса, у холда бу функцияларни алгебраик 
алмаштиришлар ёрдамида ёки айрим купайтувчи функ­
цияларни дифференциал белгиси остига киритиш ёрда­
мида жадвал интефалларидан бирига келтирилади. Буни 
куйидаги мисолларда курсатамиз.

1 - м и с о л . j  c tg 'xdx интефални топинг.

Е ч и ш .

I ctg 'xdx = I . ctgxdx = J sm x ■ Ctgxdx =
s i r x  J sin2 x

= !  (—V - • ctgx -  ctgx W  = - f  ctgx</(ctgx:) -  f rf(sinx) =
' Sln x  / J sinx

= - ^ ~ - I n  |sin x| + C.
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2 - м и с о л . f dx интефални топинг.
Е ч и ш .  х+5

= х - 8  1п|х + 5| + С .

3 - м и с о л . / ^ - ^ —  интефални топинг.
Ечиш. х +4х+8

г dx _  г dx  _  г dx  г d (x + 2 )  _
х 2 + 4х+ 8  х 2 + 4 х + 4+ 4 (х + 2 )2 +4 4 + (х + 2 )2

= -Larc, g i l i  + C .

Ушбу j  sin тх cos nxdx , j  sin mx sin nxdx , j  cos mx cos nxdx 
куринишдаги интефаллар берилган булса, уларни интег­
раллаш учун ф игономеф иядан маълум булган куйидаги 
формулалардан фойдаланиш керак:

sin mx cos nxdx = I  (sin(m + n)x + sin(w -  n )x ) ,

sin mx sin nxdx = i  (cos(w -  n)x -  c o s (m  + n)x ) ,

cos mx cos nxdx = 2  (cos(m -  ri)x + cos(m + n)x ) .

4 - м и с о л .  J s in (2 x -1 )  sin(3x + 5)dx интефални то­
пинг.

Е ч и ш .
f  sin(2x -1 )  sin(3x + 5)dx =

= ^ J (cos(2x - 1  -  3x -  5) -  cos(2x  - 1  + 3x + 5))</x = 

= J  J (cos(x + 6t) -  cos(5x + 4 )) dx =

= ~ j  cos(x + 6 )d(x  + 6 ) - 1 j  cos(5x + 4)d(5x + 4) = 

= \ sin |x + 6| - 1 .  sin(5x + 4) + С .
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Ушбу f  cos'" x  sin" xdx ( m , n e  Z) куринишдаги интег- 
рапларни интеграллашда куйидаги холлардап бири булиши 
мумкин:

а) т ёки п ток, масалан т = 2к  + 1 ток сон булсин, у хрлда

{ cos'" х  sin" xdx = } cos2* x  sin" x  cos xdx =

= J ( l- s in 2 x)* sin” xi/(sin x)

куринишдаги даражали функциянинг интеграли хосил 
Килинади.

5 - м и с о л .  J sinb х cos3 xdx ни топинг.
Е ч и ш .

{sin5 х  cos3 xdx = J sin5 x cos2 x  cos xdx =

= J sin5 x (l -  sin2)tf(sin x) = J sin5 xd{sin x) -  j  sin7 x</(sin x) =

= | s in 6 x  - | s in 8 x + C .
6  О

б) m ва n жуфт булсин. У холда тригонометрик функ­
цияларнинг даражасини пасайтирадиган куйидаги фор- 
мулалардан фойдаланилади:

2cos2 ах = 1 + cos2ссс, 2sin2 ах = 1 - c o s 2 cu ( а е  R ) .

6 - ми  с о л  . /sin2 4xdx ни топинг.
Е ч и ш .

| sin2 4xdx = j  1 c“s8 y dx = у  J dx -  j  cos 8xc/(8x) =

= \ x - ~  sin 8x + С ■
2  16

7 - м и с о л .  J ~r~~~—г  ни топинг.
1—Ьх—х

Е ч и ш .
Интегр&п остидаги каср махражидан тулик квадрат 

ажратамиз. Натижада куйидагига эга буламиз:

dx г dxг dx _ с dx _  г dx _  _1_ ^  lx+3+4
 ̂ 1 - в х - х 2 J 7+9-(9+6х+х2) J 16-<х+3)2 2 4 U + 3-4

+ с =

= 1т|£±7| + с .
8 | jc—11

8 - м И С О Л • ни ТОПИНГ.
Е ч и ш .  _
Берилган интегрални хисоблаш учун интеграл ости- 

даги функциянинг суратини махражига (купхадни купхад- 
га булиш коидаси буйича) булиб, унинг бутун кисмини 
ва каср кисмини (колдикни) аниклаш керак.

х4 +2
х4 + 9х2 х 2 -  9

Бу эса интеграл остидаги функцияни бутун купхад ва 
бирор туфи каср йигиндиси куринишида ёзиш имкони- 
ни беради.

Натижада берилган интеграл куйидагича топилади: 

j £ | &  = j ( x ’ - 9 * ^ ) * - I x ’dx - 9 J dx + 83f 3 +x

= У  -  9x + у  arctg у  + С •

Машцлар

Куйидаги берилган интефалларни топинг:

137. | (22* + 2~}х) dx . 138. | {<?* - е ' 2х) dx .

139. jV l -  6xix2dx.

141. \ ^ L d x .
\1л+х2

143. j  cos4 2x sin3 2xdx.

140. J\/l +3x 4x 3J x .

142. 1 - 7 = ^  ■
V* + 9

144. | cos2 3xs in 5 3xdx .
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145. /ctg32xdx.

147. f A'~ — I 
X2+l

d x .

149. J s in 6x s in 8x d x .

dx
^ x 2 + 4x+ 1 3  

153. J _ *  •
J 8- 2x - x

155. f ^ a b f  • J x+1

146. J tg ^ x d x .

148. | x  -5  
x 2+4

d x .

150. / cos 1 Ox sin 2x d x  .

152. j  

154. j

dx
x 2-6x+7

dx
9 - 8 x - x 2

dx .

156. } ^ i i  dx .
x +1

3 -§ .Квадрат учхад катнашган 
функцияларнинг интеграллари

Куйидаги куринишдаги интегралларни цараймиз: 

г Ах+В
х  +Ьх+с

d x . (4.2)

Агар /1*0 булса, у холда каср суратидан махраждаги 
квадрат учхаднинг хосиласига тенг булган 2х + b к^ши- 
лувчини ажратиб олиш мумкин. Натижада одаий алмаш- 
тириш ёрдамида берилган интефал куйидаги куриниш- 
ни олади:

,  „  ,  (2  х+Ь)+\— -Ь

J dx = T lx 2+bx+c
2 x+b

dx
x 2+for+c 2

x 2+hx+c 

= 4  In Ix2 + b x  +

2 ~r + ix+ c
dx +

dx
x 2+bx+c

Охирги интефални топиш учун махраждаги квадрат 
учхадни куйидаги куринишга келтириб оламиз:

х2 + Ьх + с -Н ) 2 h2 
+ с - т -

Бунда с  -  — ифодани ишорасига к,араб куйидаги 
4

г ^ . . .
х 2 ± о2

жадвал интефалининг бирига эга буламиз.

1 - м и с о л  . f ,5х~2— dx ни топинг.
1 х  + 4х+ 13

Е ч и ш .

Г 5 х - 2  d x  _  5  г 2^ 4 ~4 - |  ^  5 2х +4  

v 2+ 4x+ 13 2 х 2 + 4х+ 13 2 х 2 + 4х+ 13

dx _ г tf (x 2 + 4 x + 1 3 ) j 2 [  
x 2 + 4 x+ 13  2 x 2 + 4 x + 1 3  b - . , *(x+2) +9

= | ln (x2 + 4x + 13) -  4arctg ̂  + С .

2 - м и с о л  . f 15'Y~7 dx ни топинг.
J x  -8 x + 7

Е ч и ш .
14

,  .  2x - 8+8- - j -
f -5 fltx = -  f—5-------S-rfx =
* x  - 8x +7  2  J v 2 _ S r j-7

= ! l
2x -8  

2 J x 2 -8 x + 7

dx
( x - 4 ) z - 9

= | ln|x2 - 8x  + 7| + i l l n | ^ ± 4 | + C =
2 1 I 2-3 | x —4+31

= | ln|x2 - 8х  + 7| + ^ 1 п И  + С.2 I 1 6  Ix—11

Эслатма. Агар (4.2) интефалнинг махражидаги квад­
рат учхад ах2 + Ьх + с  (а *  0 ) куринишда булса, у холда а 
ни кавсдан ташкарига чикариш керак, яъни

ах2 + Ьх + с  = а^х2 + “" д: + '“ ) 

3 - м и с о л . | — — dx ни топинг.
2х 2 - 12 х +10



2.V-6+6--
j  ^ - 3 dx = U 4 ^ d x  = C -^ — L dx = 
J 2.x:2 - 1 2 x + I0  2 j  x 2- 6 x +5 3 x 2-6.\+5

dx____  j  d(x  - 6 .V+5) + 9 f t/v_____________ и л ^ _  _____________  j; Л- V f _____________

х 2 -6л+5 *** 2 J jr2 _6.v+5 1 x 2-6x+5 ~  2 > (x -3 )2-4

= In |x2 -  6x  + 5| ± ~ In —  + С .

Ушбу

Я\+Д
ylax2+bx+c

dx (4.3)

куринишдаги интеграл (4.2) куринишдаги интеграл каби 
топилади, аммо натижада хосил булган интеграл бошка 
жадвал интеграли булади. А#0 булса, (4.3) ни куйидаги 
куринишда ёзиб оламиз:

■ с1(ах2 +Ьх + с )  + [ в  j J -
/ b V ь2a JC+—— + с -----

I  ̂ 2а 4(7

= А_ ̂ ах2 +Ьх + с  + { в - ЬЛ у
, b Т ь2а\ х+—  + с - —  

2 а 4а

Охирги интеграл учун с - ~  = ±к2 ва о > 0 булса,

/ -/-7 х — = In х 2 Vx2 ± к 2 + С
six ±к

dx = arcsin — + С
'х2- * 2

куринишдаги жадвал интеграллари \осил булади.

4 - м и с о л .  J - 5*-1 ,dx  ни топинг.

Е ч и ш .
six2- 4х+20

Г 5д - - ^ х = ||2.х-4 + 4 - 2 / 5 ^ = 5| 2.V-4 ^  . 
\1х2-4 х+20 \1х2-  4.V+20 2 л/х2-  4.V+20

+9J х̂ _ 5 г tf(x2-4*+20) + rfx _
’Jx2 -4л+20 2 Vx2 -4л:+20 yj(x-2)2+\6

= 5-v/x2 - 4 x  + 20 +9 I n |x - 2  + V ( x - 2 ) 2 +16 +C-

5 - м и с о л .  f- 4- +5 — dx ни топинг.j /„ .  7

Е ч и ш

J . 4*_+.s .<fr = - 2 f -^+ 2-2-5/2dx -  2J .-M *  J x  +
Л Г Т J J » + 2 x -x 2 ’h + 2 x - x 2

+9j - dx
■J»+2x- J - 2I

d(8+ 2x-x2)

I f+2jc -jt
■9J

dx

yj9-(  1 -x )2

= ->/8 + 2x -  x 2 + 9 ■ arcsin + С .

Куйидаги интефал берилган булсин: 

Ах+В
J - --------- I(x ‘ +px+q)

d x , (4.4)

бунда к  — бутун сон, к > 0, р2 — 4q < 0 булсин. Агар А *  О 
(к=  1) булса, у холда (4.4) дан (4.3) га ухшаш интефални 
ажратиб оламиз:
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A f 2х+р  ,/v -  А f d ( x 2+px+q) _
2 J (x 2 +,px+9)*  ̂ ;2 ( x 2+px+q)k

- + C, (k *  1).
- k +1

Энди (4.4) ни тулик топиш учун иккинчи интефални 
топамиз:

Г dx г
( x 2+px+q)k J

dx

f£ f +± V
2 )  4

= I TT^TJi > (4.5)(u +a )

бунда и = x + у  , a = p2 , 4q -  p 2 > 0.
(4.5) куринишдаги интефалларни топиш учун куйи- 

даги махраж даражасини пасайтиришнинг рекуррент фор- 
муласидан фойдаланамиз:

d u 2к-3
-1 (и2+а2)к 2аг(к -\)(и 2 +о2)*”' + 2 я 2 ( * - 1)  ̂ (и2 +о2)* '

Буни куйидаги мисолда курсатамиз.

6 - ми  с о л .  f л 4*+5—Tdx ни топинг.
1 (х  +6х+25)

Е ч и ш .

d u (4.6)

\ 7 ^ ^ ^  = 2 \ ^ ^ d x  = 2 \ ^ ^ d x -(х +6х+25)2

-7 J
dx

(х2+6х+25)2 

■=!

(х2+6х+25)2

__________ _ г d ( x 2 +6х+25) -,r dx
(х2+6х +25)2 (х2+6х +25)2 [ ( х +3)2 + 42] 2

2_____7 f ____ dx _  _  2
,2+ 6х +25 [<jc+ 3)2 +4 2]  х 2 + 6х +25

-7
х+3 dx

2 -4 2 (2 - 1)[(x+ 3 )2 +4 2J  32 (х+3) 2 +4 х2+6х +25

7(х+3) 7 х+З ^
• ^ , м ) - а , 1а > т < с -

Бунда иккинчи интефадга (4.6) формулани кулладик.

Машцлар

Куйидаги интефалларни топинг.

157. J- dx 158. J
х 2+2х+17

159.

1 61 . 1 

163. J

x 2 +x+l

7x+3
2 x 2+4x +9

3 x -l

dx

dx.
6x+I3

165. J- 7 x - 2

• J s -A x -x 1 

167. / 3 x - l

dx

(х^+гх+юг
dx .

160. J

162. J

.x -2
x 2 -8x+7 

x+1 
5x 2 + 2 x +1

dx •

■dx.

164. J 

166. J

>/x2+ 2 x +2 

dx

dx

x -3 x  - I

168. J x -7
(x 2+10x +9)2

dx .

4 -§ . Узгарувчини алмаштириш усули 
билан интеграллаш

Агар дг = y>(f) функция узлуксиз ва хрсилага эга булса, 
У Холда / f i x )  dx интефални янги узгарувчи (/) киритиш 
оркали куйидаги формула буйича топиш мумкин:

\ f(x )dx  = J Л ф ( г) ] ф  '(/) d t . (4.7)
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(4.7) формуланинг унг кисмидаги интефални (агар уни 
топиш мумкин булса) топамиз ва уни яна х  узгарувчи ор- 
Кали ифодалаймиз. Бундай усулга аникмас иптегралда у з г а ­
рувчи алмаштириш ёки урнига цуйиш усули  билан интефал- 
лаш дейилади. х = <p(t) алмаштириш бажарилганда Д в а Д  
аникданиш сохалари узаро бир кийматли ( Д< = > Д ) хамда 
<p(t) т Д х )  функциялари аникданган ва х е Д н и н г  хамма 
кийматларини <p(t) функция хам кабул килиши керак.

Буларни куйидаги мисолларни ечиш ёрдамида курса- 
тамиз.

1 - м и с о л . | xV 1 -  х dx ни топинг.

Е ч и ш .

, t = Vl - х  формула ёрдамида янги узгарувчи / ни ки- 
ритамиз.

У холда

/2 = 1 -  *  = > л: = 1 -  /2, dx = -2tdt  ■
Бунда Д  : 0 < / < °°, д , : 1 < х  < °° ва Д  <=> Д  . (4.7) 

формудага асосан куйидагига эга буламиз:

J W l -  л dx = J (1 -  /2) • t ■ ( - 2t)dt = - 2J (1 -  t2) t2d f  =

= 2j ( f 4 - t2)dt =2 ( J t*dt -  f  t2dt} = 2 y l  + С =

= 2
5 3

J. Г  -  2 ( l - x ) 2 V b 7  2 ( l-x )V T T  , ^
°  5------------------- 3------- + C.

2 - м и с о л r \lx2+b2 iJ ---^2—dx ни топинг.

Е ч и ш .  x  = <p(t) = btgt урнига куйишдан фойдалана- 
миз. х = btgt нинг аникданиш сохаси Д  : -  у  < t < у  й^либ, 
у куйидаги шартни каноатлантиради: Д  <-> Д  (_х.;+00) 
ва D да ^ '(0  хосила узлуксиз. У холда ва (4 7 )

cos / '  '
формулага асосан берилган интефал куйидагича топила­
ди:
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f ^x2+b2 dx  = Г &  = Г ^ +[g2-^-dt = \------ — т-d t  =
1 x 2 6 2tg2/cos2 / sin2/ cos/sin '/

f COS2 / + Sin2/rf f COS£^/+ f_^_ = ---- !— + In |tg/ -h —Ц-1 +
J COS/sin2 / 1 COS/ S.n/ Г  COS/I

с = - V'+tg2* + in |tg/ + 1̂ + tg2f| + с = -
tg/ I I

+ In + c.

3 - м и с о л .  |-Уа2 ~ х2 л̂: ни топинг.
Е ч и ш .  х = asinr  тригонометрик урнига куйишни тат- 

б и к  этамиз .  У холда dx = a c o s t d t .  Д : - у < х < у ,  
Д  : - а  < х < а • Д  <=> Д  бажарилади. Берилган интег- 

рални янги узгарувчи t оркали ифодалаб топамиз:

j \1а2 - х2dx = J yja2 -  a2 sin2 t ■ a c o s t d t  = a2 J|cos/|costdt = 

= a2 Jco s2 tdt = a2\ \ --'~~-dt = } dt + ~  Jco s2 tdt =

= — t + — sin 2/ + С = — t + — sin t • cos t + C .

Энди t = arcsin у  ва cos t = Vl -  sin21 = J l  -  ^5-

клардан фойдаланиб, охирги ифодани х узгарув 
1и ифодалаймиз. Натижада куйидагига эга була

\ yla1 -  х2 dx = %- arcsin — + ■ — Jl -  + С =
3 2 a 2 a \ a1

тенг-

= arcsin -  + 4  Vfl2 - x 2 + C.
2 a  2

Айрим ф ункцияларнинг интегралини топишда х = 
<p(t) алмаштириш эмас, балки t = гр(х) алмаштириш м ак- 
садга мувофикдир. Бун и куйидаги мисолда курсата- 
миз.
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Е ч и ш .  1+cosx = t урнига куйишни бажарамиз. У 
холла — sinxa!x = dt булиб, берилган интефални топиш 
куйидаги куринишни олади:

_______  I 1+,
/ У\ + cos х  • sin х  dx = - j  ift  ■ dx = -/ t 3dt = -  ~  + С =

4 - м и с о л .  J\/l + cosх - s inx  dx ни топинг.

= - 4 ^ + C = ~ zV ( 1 + cosx )4 + c .

5 - м и с о л .  J e " '4x 3 dx ни топинг.
Е ч и ш .  - x 4 = t урнига куйишни бажарамиз. У холда

-4 xid x - d t ,  Xsdx = ~~dt ва берилган интефал куйида­
гича топилади:

/е~х4х3 dx = j е' dt = - L j e 'dt = - L e ' + C =

6 - м и с о л .  J

= - j e ~x4 +C.4

dx

(x-l)V*2 + 2x+2
I

ни топинг.

Е ч и ш .  Бу холда / = урнига куйишдан фойдала- 

ниш максадга мувофикдир. Бундан х = | + 1 , dx = - \ d t  
булиб, берилган интефал куйидагича топилади: '

j  dx
( x - \) J x 2+2x+2 " J

1A
т — J-

— J-
dx

г-j— = -/  -г4 =  = \ ,п I3' +V^TTI + с =
9/ +1 V(3/)2+l 3 I

— + к*  + 1 \(х+ 1 У
+ 1 + с .

Эслатма. А никмас интегрални урнига куйиш ёки 
булаклаб интефаллаш усулларидан фойдаланиб топишда 
ёзувни соддалаштириш ва кискартириш максадида ки-
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ритилаётган белгилашларни иккита вертикал чизик ичига 
ёзишни тавсия этамиз. Буни юкорида ечилган 3-мисолда 
курсатамиз.

Е ч и ш .

f  4  а1 -  х2 dx = х = a  sin t 
dx = a cos tdx = j  Vo2 -  a2 sin2 t ■ a • cos tdt =

= a 2J|cos/|cos/<* = a2j c o s 2tdt = a 2J {+c°s2' dt  = 

= y  \dt + y J c o s 2 tdt = у  t + у  sin 2t + С =

= y /  + y S i n /  -  cos t + C -
t = a r c s in - ,  sin / = -

cos t = л/l -  sin21 = ^1 - -

= a rc s in -  + y x j l - 4  +C =I a 2 V a

= --- arcsin -  + i  >/a2 - x 2 + C.
2 a  2

Машцлар

Куйидаги интегралларни узгарувчини алмаштириш 
усули билан топинг:

169. J dx
l + sfx + 3

171.

173. j  (2 ln x +З) 3

175. J x 3(1 -  2x 4)3dx

, r sin 4xAc .177. J — Гг------dx
cos 2x+4

179. J arctgx
1+x2

dx

170. j  xjj (5x2 -  3)7 dx 

172. J x 2Vx3 + 5rfx.

eV2x-l
174. V2x -1

176. . . .
J (x-lb/x

180. J cosx 
1 + sin2 x

d x .



5-§.Булаклаб интеграллаш

Булаклаб интеграллаш усули купи даги формулага асос- 
ланади:

j  udv  = uv  -  j  vdu , (4.8)

бунда ы(х), у(х)лар узлуксиз дифференциалланувчи функ- 
циялар деб к,аралади. (4.8)формула булаклаб интеграллаш 
формуласи дейилади.

(4.8) формулани хам м а интегралларга хам куллай 
бериш мумкин эм ас . Агар интеграл остидаги ф унк- 
ц и я л а р  /^(x)sin/ix, Pn( x ) c o s n x ,  Рп(х)е"х, ^ ,(х)1п*'х , 
Pn{x)chnx, akx sin пх > <7Ь cos пх , arcsin х  > arctgx (бунда 
к, п — мусбат бутун сонлар), Р„(х) = апх" + ^х"*' + ... + «„ 
купхад  куринишда  б улса, у холда (4.8)  формулани 
Куллаш натижасида берилган интеграл жадвал интег­
рал и га келади.

Айрим мисолларда булаклаб интеграллаш формуласи 
бир неча маротаба кулланилади. Булаклаб интеграллаш- 
да куйидаги уч холга эътибор бериш керак:

а) агар интефаллар j  Рп(х) • sin nxdx, j  Рп(х) ■ e axdx,...
куринишларда булса, у холда и = Р„(х), dv  = sin nxdx деб 
белгилаш керак.

Буни куйидаги мисолда курамиз.

1 - м и с о л .  J ( x 2 + 2x )c o s2xdx ни топинг.
Е ч и ш .

J (х 2 + 2x )c o s2xJx
и = х 2 + 2х, du = (2х + 2)dx

dv  = cos 2xdx, v = j  cos 2xdx = ^-sin 2 x

= (x2 + 2x) - - s i n 2x - J  | s in 2x -(2x + 2 )dx =

= у  (-’c2 + 2x) • sin 2x -  J (x  + 1) sin 2xdx ■ 

и = x + 1, du = dx

dv — sin 2xdx, v  = J s in 2x</x = - | c o s 2 x
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= j ( x 2 + 2 x )s in 2 x -^ (x  + l ) ( - I c o s 2 x ) - J - i c o s 2 xatc] =

= I  (x2 + 2x) sin 2x + j ( x  +1) cos 2x - 1  sin 2x + С •

б) агар интефаллар j  Pn(x) \n" xdx, f  P„(x) arcsin xdx,...
куринишларда булса, у холда и = In" х  ёки и = arcsin х 
dv = P„{x)dx деб белгилаш керак.

2 - м и с о л .  j  х arctgxdx ни топинг.
Е ч и ш .

J x  arctg xdx
и = arctgx, du = dx

\+P

dv  = xdx, v = jxdx =

dx =

= ± _ a r c t g x - i J ^  + l j T% = £ l a r c t g x - i  + i2 2 arctgx + C.

3 - м и с о л .  j x 2 In2 xdx ни топинг. 
Е ч и ш .

J x 2 In2 xdx
и = In2 X , du  = 2\n x ■ - d x

X
i  r 3d v  = x dx, v = y -

T ln2 *  ~ / T  2 ,n *  7  dx = x ln2 *  -  т  J V  In xdx

и = In X, du  = -  dx
X

dv = x2dx, v = ~

= у  In2 X - 1 X 3 In x + ~ x '  + C.
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в) агар интеграллар J a"* sin mxdx , j  е"х cos kxdx,... кури­
нишларда булса, у холда (4.8) формулани икки марта тат- 
бик, этиш натижасида берилган интефал хрсил булади. Бунда 
биринчи марта и деб курсаткичли функцияни белгилаган 
булсак, иккинчи марта (4.8) формулани татбик, этилганда 
яна курсаткичли функцияни и деб белгилаш керак.

4 - м и с о л .  | в3х sin xdx ни топинг.
Е ч и ш .

j  е 3х sin xdx
и = sin х, du = cos xdx 

d v  = e 3xdx, v = ] - e ix

и = cos x, du = -  sin xdx 

dv = e 3xdx, v = ^ e 3x

sin x - 1 |д e 3x cos x - j j e ,x ■ ( -  sin x)dx j  = 

= i  e 3x sin x -  ~ e 3x cos x -  i  j  e 3x sin xdx.

Унг томондаги охирги интефални чап кисмига утка- 
зиб соддалаштирсак, куйидаги га эга буламиз:

f { e 3x sin xdx = | е 3х s i n x - j e 3x cosx + ^ C .

Д емак,

f  е 3х sin xdx = в3* sin x  -  ~  e3' cos x  + С . 

Машцлар

Куйидаги интефалларни булаклаб интефаллаш усули 
билан топинг:

181. J х  sin xdx . 

183. J arcsin xdx .

182. f  x ln xdx . 

184. /In2 xdx.
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185. J л/х In xdx. 186. J x  arccos 2xdx.

187. \x2e 3xdx. 188. J arccos xdx.

189. J ( x 2 - 2х  + 5) e xdx. 190. j xc(f x dx.
sin x

191. j x 3e ' x2dx. 192. f  x2 ■ 2~3xdx.

193. / А х . 194. Jsin(lnx) dx.
L+\

195. J xex dx. 196. JlnU + x2) ^ .

197. jx co s^ y+  l j  dx. 198. \\п(х-Ъ) dx.

199. j  e ir cos xdx. 200. J 22x sin 3xdx.

6-§.Рационал функцияларни интеграллаш

Куйидаги икки купхдднинг нисбати ка ср -рационал  
функция ёки  рационал ка ср  дейилади:

Qm(x) _  Ь0Хт+Ь\Хт х+... + Ьт 
р п М  а0х "+ а ,х /’~1+.. .+ап

(4.9)

бунда т, п — мусбат бутун сонлар, ар b e R  (/ = 0, п , j  = 0, т ).
Агар т < п булса, у холда (4.9) функция туф и рацио- 

нал каср, т> п булса, нотуфи рационал каср дейилади.
Хар кандай нотуфи касрнинг суратини махражига 

булиш натижасида уни бирор купхад ва тугри каср йи- 
гиндиси шаклида ёзиш мумкин:

9пб5) = М  (х) + 
рп(х ) w  +

х̂  +4
Масалан, л.2+3л:_| нотуфи касрнинг суратини махра- 

жига булсак, куйидагига эга буламиз:

~г~т~т -  х 1 -  Зх + 10 + - ^ - +|4 ■
ДГ+Зх-1 +Зх- 1
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Х,ар кандай купхад осон интефалланади ва рационал 
функцияни интефаллаш  туф и касрни интеф аллаш га 
келтиридади. Шунинг  учун рационал функцияларнинг 
т < п шартда интефалини толишни курамиз.

Куйидаги куринишдаги касрларга энг с одда  рационал  
касрлар  дейилади:

1 ) -4 -
х -а

2)
( x - a f

3) Mx+N
x 2+px+q

4) Mx+N 
(x  +px+q)n

бутун сон,бунда A,M>N,p,q — узгармас сонлар; п 
р 2 -  4q < 0 .

Биринчи ва иккинчи турдаги касрларнинг аникмас 
интефал и осон топилади:

f ^ l  = A lnlx 
1 х - а  '

Adx А

■а\ + С

( х - а ) ” (I - п ) ( х - а ) п
+ с .

3) ва 4) куринишдаги касрларни интефаллаш 4-§ да 
курилган.

Шундай килиб, хар кандай энг содда рационал каср­
ни уни ташкил этувчи элементар функцияларнинг ин- 
теграллари каби интеграллаш мумкин экан.

Х,ар кандай хакикий коэффициентли Рп(х) купхадни 
Хакикий сонлар тупламида куйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

рп(х) = а0( х -  а ,)*1 . . . ( x - а р ) р -(х  + д х  + 0 ,)4.. 

. . . ( х 2 + p sx  + qs)’s ,
(4.10)

бунда  сс,..., а,, лар Рп(х) к у п \ а д н и н г  ки ...,к$ кар р али  
^акикий илдизлари, P.?-4q.f <0  (7 = 1, 5) ;  kt +k2 + ... 
... + Лр + 2tx + ... + 2ts = п  ; ki t . . . ,k^,  tl f . . . ts  мусбат бутун 
сонлар. Агар купхадни (4.10) куринишда ёзиш мумкин 
булса, (4.9) рационал касрни куйидаги рационал касрлар 
йигиндиси куринишида ёзиш мумкин:

А\ _1_ __ , Ak
x - a r (x -a r y + . . .  +

(x -a ,-)* 1
(4.11)
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(4.10) купхад ts каррапи жуфт кушма комплекс сондан 
иборат илдизларга эга булса, у холда (4.9) рационал каср 
куйидаги элементар касрлар йигиндиси куринишида ёзи- 
лади:

M \X + N \
—3----------х +pyx+qy

Af2X + N2 M sx+N s 
(x1+pyx+qyf  '

(4.12)

Энди (4.11)  ва (4 .12) даги  номаълум Ar  Av  Ак ва 
Nr Nv ...,Ns коэффициентларни топиш учун 

(4.11) ва (4.12) ни кушиб умумий махражга келтирамиз, 
натижада узаро тенг булган

( ? » (* )  = Qm-Лх) (4.13)

(л -  1)-даражали купхадларга эга буламиз.
(4.13) дан осонгина номаълум коэффициентлар топи­

лади. Уларни икки усул билан топишни куйидаги мисол- 
ларда курсатамиз:

1 - м и с од  . J- 2х -3 dx ни топинг.
х(х+ 1)(х+ 2 )

Е ч и ш .  (4.11) формулага асосан элементар касрлар­
нинг йигиндиси куйидагича булади:

2 х -3  _  А_ + Л _  + С 
х(х+ 1)(х+ 2 ) х  х +1 х + 2

(А)

(A) нинг унг томонини умумий махражга келтирсак, у 
\олда иккита касрнинг тенглик аломатига кура

2х —3 = А(х+ 1 ) ( х + 2 ) + В ( х + 2 ) х +  С(х+  1)х (В)

ни хосил киламиз.
( B) нинг иккала кисмидаги х нинг бир хил даражалари 

олдидаги коэффициентларни тенглаб, куйидаги системага 
эга буламиз:

х 2| 0 = А + В + С, 

х'| 2 = ЗА + 2В + С, 

х°| -3  = 2 А.
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3 7Бундан А = , В = 5, С = -  -  келиб чикади.
Бу усул номаьлум коэффициентларни топиш усули  дейи­

лади.
Энди А, В, С номаълум коэффицентларни х нинг мах- 

ражни нолга айлантирадиган сон кийматларини куйиш 
усули билан топишни курамиз. Агар (В) тенгликдаги х 
урнига кетма-кет 0, —1, —2 к,ийматларни куйсак, натижа­
да А, В, С номаълум коэффиииентлар топилади: 

х = 0 : да 2 0  — 3 = 2А => A = - j  ; 
х = -  1 : да 2 • (—1)—3 = В ( -  1 + 2 ) ( -  1) = > В = 5;
х = - 2  : да 2 • (—2)—3 -  С ( - 2 + 1) • ( -  2) = > С = - 1-  ; 

натижа бир хил чикади.
Энди бу топилган кийматларни урнига куямиз:

2 х -3
x (x+ l)(x+ 2 ) 2х х+1 2(x+ 2)

Натижада берилган интеграл куйидагича топилади:
2дг-3

x(x+l)(x+2) dx J (где + JC+1 2й Т 2 )) ^  ~

= - 1 In 1*1 + 5 ln|x + 1| - п-  In \x + 2| + С .

2 - м и с о л . /
xdx

, НИ ТОПИНГ.(x-2)(x+ 2)

Е ч и ш .  Туфи каерни энг содда каерлар йигиндиси 
куринишида ёзиш коидасига кура:

J
xdx

( х - 2 )(х+2 )2
В и 1 ,

(х+2)2 х+2 Х '

К,авс ичидаги каерларни умумий махражга келтира- 
миз ва унинг суратини х га тенглаймиз:

х = А(х + 2)2 + В(х -  2) + С (х -  2)(х + 2 ) .

х = 2 да: 2 = 16А -  > А =

х = — 2 да: -  2 = 4 5  = > В = j  .
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С номаълумни топиш учун тенгликнинг унгтомонида- 
ги к,авсларни очиб х2 олдидаги коэффициентлар йигинди- 
сини нолга тенглаймиз, натижада

1
0 = А + С, бундан С -  -  -

келиб чикади. Бу кийматларни урнига куйиб берилган 
интегрални топамиз:

xdx
( х - 2) (х +2 У

1 1 1
8 ( х - 2 ) 2 (х+2 ) 8 (х+2 ) 

1 I

dx =

- i| n | x  + 2| + C .= i ln ^ - 2| - 2(„ 2 ,  .

3 - м и с о д . Г *4+3л'~~5 dx ни топинг.
1 хчгх^+бх

Е ч и ш .  Интефал остидаги функция нотуфи каср булга­
ни учун унинг суратини махражига булиб, каерни бутун кием 
ва туфи рационал каср йигиндиси куринишида ёзиб оламиз:

х 4 +ЗХ2 -5  _  х  2  ) 2х2 + 10х-5 , 
х3+2х2+5х х 3+2х2+5х

Энди охирги туфи каерни энг содда каерлар йигин­
диси куринишида ёзиб оламиз:

2х2 +10х-5
х (х 2 +2х+5)

± + . Mx+N
х 2 +2х+5

Бу тенгликнинг унг кисмини умумий махражга кел- 
тириб, каерларнинг суратларини тенглаймиз:

2х2 + 10х -  5 = А(х2 + 2х + 5) + Мх1 + Nx ■ 
х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициент­

ларни тенглаймиз:

х 2| 2 = А + М, 

х'| 10=2 A + N, 

jc°| -5  = 5А,

бундан А = —1, М  = 3, N  = 12.
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Натижала берилган интеграл куйидагича хисобланали:

/ a34+3x/ - 5 dx = / (x -  2 -  1  + - i f l l i . )  rfv = 
x  +2x +5x J l  x  x  +2x+5/

= /(x -  2)d(x -  2) -  / *  + 2 / Л  =
*  2 x +2x+5

2------ln|x| + 2 j ^ £ l 5 ) +4 . 6 f _ * _  =
2 x +2x+5 2 (x+1)2 +,

= -  In |л| + у  ln |*г + 2x + 5| + y i i r c t g ~  + C ■

Машцлар
Куйидаги интегралларни топинг:

201. J  _f*L_ .

203.J 

205J -

x  - x

x 5 +x4 -8  

x 3- 4 x
dx .

x -2x+3
(x -1 )(x3- 4 x 2+3x) 

207. f .
J x4-1

209./-

211./
r(x2 +4) 

dx
x (x 2 - I )  '

dx .

9П  f...2x2+4lx-9l .
3 (x-i)(x+3)(x-4) '

202. / x-4
x 2-5x+6

x3+l
' x3-x"

dx .

-  dx .

204. /4 4  dx .
"-X-

206. /- 2a'2-3x-3
(x-l)(x -2x+5) dx

208. / 2ja& 

210./
(x + l) (x 2 + ! ) 2 

1
х(х+1Г dx

212./

214./

dx
(x-l)(x+2)

13Л
x(x2+6x+13)

d x .

7-§. Баъзи иррационал функцияларни интеграллаш

Куиидаги куринишдаги интефаллар берилган булсин:

/ R(x,xa,x*yx',...) dx , (4.14)

j  R(x,(ax + b)a,(ax + b f  + (ах + b)' ,...) dx , (4.15)

<4i6)

Бу ерда a  = — , P = —  , t = — рационал сонлар булиб,
Я| " 2  ” 3,

А: уларнинг умумий махражи булса, у холда (4.14) учун 
х  = /*, (4.15) учун эса = tk алмаштиришлар ёрдами­
да бу интегралларни топиш рационал функцияни интег- 
раллашга келади. Бундай интефалларни топишни мисол- 
ларда курамиз.

sfcdxf Sixdx
1 - м и с о л .  J 77=7—  ни топинг. 

VxJ +4

Е ч и ш .  Бу мисолда к  = 4 булгани учун юкоридагига 
кура берилган интефал куйидагича топилади:

г sfxdx

1 № +4
у/х = /, х  = /4 
dx = 4/3d/

= 4J —t3dt =4/ i  
?+4 3 г

tbdt_
+4

= i / 3 - y ln | / 3 + A\ + C = Y ^  - y i n  | ^  + 4| + C.

2 - м и с о л .  [ ^*+2 dx интегрални топинг.
3 -Jx + 2+yJx + 2

Е ч и ш .  Бу мисолда к = 6 булгани учун интеграл куй- 
идагича топилади:

г Vx+2 ,

 ̂ \lx+2+\Jx+2 Х
л/х + 2 = Г, х + 2 = г* 
dx -  6tsdt

= ( ' 6 t 5dt =r+ r

= 6/ - j i i -  dt = 6/ -^-d/ = 6/ fr3 -  r2 + /■ -1  + _L) dt =
3 t2(t+i) 3 t+l J \ i+ l/
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= |/4 -2 / 3 +3t2 - 6t + 6 In \t + ]\ + C = ^ ( x  + 2)2 -  

-2 six + 2 + 3\Jx + 2 -  6yfx + 2 + 6 In |^x + 2 +11 + С .

3 - м и с о л .  \ dx ни топинг.

12—x
Е ч и ш .  = t алмаштиришни бажарамиз, бундан

Х в а Л  =
1+/ (i+/J)2

Демак,/
( 2 - х ) 2

dr булади. 

3 г dthJLdx = - J j 2/  dt = - 1  f *  =
2+x J I6 /J (I+/3) 2 2 J , 3

4/' + С ' f ' ® + С

Куйидаги куринишдаги интеграл ни караймиз:

\lax2+bx+c
(4.17)

бунда Р„(х) л-даражали купхад. (4.17) куринишдаги ин- 
тегрални \ар доим куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

J -/ Pj X)(? X = Qn-1 (x)ylax2 + bx + с  + Xj dx (4.18)
\lax +bx+c \lax +bx+c

бунда X e  R ; (^„.^(x) эса (n - 1 )  - даражали коэффициент- 
лари номаълум булган купхад булиб, улар куйидагича 
аникланади. (4.18) тенгликнинг ^ар иккала кисмини диф- 
ференциаллаш ёрдамида Q„_i>(x) купхдднинг номаълум 
коэффициентлари ва Я сон топилади.

Буни куйидаги мисолда курсатамиз.

л Г х 4 +4х2 f4 - м и с о л . J —  dx
six2+4 НИ топинг. 

Е ч и ш .  (4.18) формулага асосан:
• х 4 +4х2

\ ^ £ r dx = (Ax:s + Bx2+ C x + D yJx2 + 4 +X(
six2* 4 7 ^ 7
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Охирги тенгликни дифференциаллаймиз: 

x*+4*2 = (ЗАх2 + 2 Вх + C)VxJ +4 +
Jxz+4

+(Axi + Вх2 +Сх + D)
Jx2 + 4

■ + Х-
4 х 2+ 4

Бу тенгликнинг иккала томонини л/х̂  + 4 га купайтира- 
миз. У \олда х4 + 4х2 = (ЗАх2 + 2Вх + С) ( х 2 + 4) + (Ax' + 
+ Вх1 + Сх + D) х + X .

Бундан куйидаги системага эга буламиз:

х 41 1 = ЗА + А,

х 3| 0 = 2В + В ,

х21 4 = 12Л + С +

х'| 0 = 4 B + D,

х°| 0 = 4С + X.

Бу системанинг ечимини топамиз: ^  = j  > В = 0 , 
C = i ,  D = 0 , Х = -2 .  Демак,

Г **+4*2 dx = V T T 4  -  2J =

Биномиал дифференциалларни интеграллаш 
Ушбу

Х”(а + bx”)pdx

дифференциал ифода биномиал дифференциал деб ата- 
лади. Унинг интефали

\xm(a + bxn)pdx (4.19)

берилган булсин. Бунда а, b узгармас сонлар, т, п, р  — 
рационал сонлар. (4.19) интефални \исоблаш т, п, р  ра- 
ционап сонларга бомиклигини рус математиги П.Л.Че- 
бишев курсатган. (4.19) интефал куйидаги учта
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Агар куйидаги R(— sinx, — cosx) = /?(sinx,cosx) тенглик 
уринли булса, t = tgx алмаштириш кулай. Бу алмашти- 
ришда тригонометриядан маълум булган

sin х = 1

cosx  =

T w 2 ’ 
1

J l  + t g 2X v l  + t  

d t

7+?
(4.22)x  = arctg/, dx = 

формулалардан фойдаланилади.

2 - м и с о л .  f — ни топинг.
3+sin х

Е ч и ш !  / = tgx алмаштиришни бажарамиз ва (4.22) 
тенгликларга кура топамиз:

Г _ *  = Г = Г Л = ' arctg + С =
J 3+sin2 х J t 2 J 3+4r  2V3 >/3

+ 1+/2
= 1 a r c t g ^  + C.

2-v/3 °  J 3

3 - м и с ол . | tg52xdx ни топинг.
Е ч и ш .  / = tg2x алмаштиришни бажарамиз. Бунда

х ~ \ arc tg/ , dx = \ - T±T d t ,

Jtg 52xdx = j t 5 - \ - A r dt = ± j ^ d t  =

=т/('3-'+т̂ )л 4 М '2+тЧ1+'1+с =
= | tg4x - 1  tg2x  + |  In |l + tg2x| + C.

Агар интеграллар J sin x  • /(cos x ) dx ёки J cos x  • / (sin x ) dx 

куринишда булса, у хрлда
cosx = t  еки 
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sinx = t

алмаштириш натижасида улар t  га б о т и к  рационал функ­
ция га келади.

4 - м и с о л .  f Sl”A  dx ни топинг.
cos X

Е ч и ш .  cosx = t алмаштириш бажарамиз, у ,\олда 
dt — — sirm/x ва

I dx  = / sin xdx .  I  „
COS X COS X t

= - j - ^ d t  + j ^ d t  = уГ3 - |  + c  =

■+c.__1_
3cosJ x  cosx

cos 2 xdxr cos 2 x dx  
3 - М И С О Л .  J ,1 - , НИ топинг.

^(2+3sln2x)

Е ч и ш .  2+3 sin 2x = /3 деб оламиз. У \олда cos 2xdx = 
= ^ t 2dt ва берилган интефал куйидагича топилади:

cos2 x,fc = 1 , U / = l ,  + c  =
^(2+ 3sin2x ) 2 2 ‘ 2

= j- ̂ /(2 + 3 sin 2х) + С.

Эслатма. 1 -  t g y  алмаштиришни юк,оридаги ,\амма 
мисоллар учун куллаш мумкин.

Машцлар
Куйидаги интефалларни топинг:

225. J 

227. J

dx
3+5 cosx 

cos 2х

229. J sin
l+cos2 x

226. J *

228. J

230. J

4 -5 s in x  

sin 3x 

^(3+2 cos 3x ) 2

_____dx_____
3sin2 x+5cos2 x

i/x
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231. J cos3 x s in 10 xdx . 

233. Js in4 8xrfx.

235. J- dx

232. / 

234. J

sin2 Jt+3sin XCOSX+COS2 X

236. J *

cos jc-t-sm -y 
cos2 x -s in 2 x 

sin.vrfx

d x .

sin x+1

9 -§ .Биринчи му ста кил уй иши

Бу мустакил уй ишининг \ар бир вариантида 14 та 
мисол булиб, уларнинг интегралларини топиш керак, 
шунингдек, 1—5-мисолларда натижани дифференциал- 
лаш оркали текшириш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

Аникмас интегралларни топинг ва 1—5-мисолларпинг 
натижасини дифференциаллаш оркали текширинг.

1 Г3-2х +И7 dx.

Е ч и ш .  Интеграл остидаги ифоданинг суратини мах- 
ражига буламиз ва интсграллар жадвалига кура куйида­
гига эга буламиз:

4 з/т 1 — —
j  dx = 3 jx ' d x  -  2\X* dx + J x 12dx =

= + } l x^  +C = 44y [ 7  + £ ' £ 7  + C.\y 17 I у  1/

Натижани текширамиз:

= 4 • - x -  — ■ — x* + — • — v"2 = Зх'4 -  2хт  + x 72 
4  4 19 4 17 12

2. J -j-— —  ■
^/(4-8jc)2
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Е ч и ш.

f = f(4 -  8x) 3rfx
1 ЩА-Нх)2

d (4 -  8x) = -8</x 

<fr = -± < /(4-8x)

=  _ ' | (4 -  8x ) ' W  -  8x) = - 1  • 82x) 3 + С =
" 3 + 1

= - l ( 4 - 8 x ) ' 3 +C.

Натижани текширамиз:

_ ! ( 4 - 8 x ) ^  + c ] = - f - i ( 4 - 8 x ) K ( - 8 )  =

= (4 -  8x) 3 =

3.
J 5 -6x  

Е ч и ш .

5-6x

f/(5 -  6x) = -6</x 

</x = ~^d(5 -6 x )

Натижани текширамиз:

( - i- ln | 5 -6 x |  + c) = - ^ - ( - 6 )  = з ^ .

4. J cos(2 -  5x) dx ■ 
Е ч и ш .

J cos(2 -  5jc) dx
d ( 2 -  5x) = -5a!x 

dx = - I r f ( 2 - 5 x )

-  j  Jcos(2 -  5x) - d ( 2 -  5x) = -  jS in (2  -  5x) + C.
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Натижани текширамиз: 

у  sin(2 — 5л:) + c j  = -| co s (2  -5 л :) - (-5) = cos(2 -  5л-) •

5.
^ 4х2-3

Е ч и ш .
3 dxГ - idx-  = 2 f  

4 x 2- 3  2

2dx d (2 x)

^(2x)2- ( # )  2 ](2-x)2- [ 7 ? )

= | In 2x + -\/4x2 -  3 + C.

Натижани текширамиз:
8дг

" 4 In 2x + V4jc2 - 3  + c )  = - •  2f o 2~3 = 
J 2 2 x W 4 x 2-3

2 yJ4x -3  + 2x

^ 2 x W 4 x 2- 3  j--\/4x2-3  V4x2-3

6. l - l * d x -
1 3x +4

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функциянинг (касрнинг) 
шаклини шундай алмаштирамизки, натижада суратида 
махражининг хосиласи хосил булсин:

f ^ d c  = l f - ^ - ^  = J f ^ ^  = Iln|3x2 + 4| + C-
Зх +4 6 J 3jc2 +4 6 J Зх +4 6  I I

7- J

1 ч i

J-

dx
V 6-5x2 

Е ч и ш .

dx _  г V5dv 1 /■ d(-JSx)
J b -5x2 j 5yl(y/6)2- ( j 5-x)2 ~J5 J ( S ) 2-(s[5x )2

= 4= arcsin ~  + С . 
S  V6

8. j e 5-*xdx-  
Е ч и ш .

\e$- u dx
\d( 5 -  4x) = -4Лс 

|dx = -2 < / (5 -4 x )
= - i j e 5-4V ( 5 - 4 x )  =

= _ ‘ e 5' 4x+C.
4

9
x +2

Е ч и ш .

I ^ln̂ x2+2) rfx = J In '(x  + 2) rf(ln(jf + 2)) = 

= ^1 пТ (х  + 2) + С = ^]]\п'0(х + 2) +C.

i n r cos 3 xdx
J Ш:v ŝin Здг-4

Е ч и ш .

J 3̂ /a = 7 {(sin Зл: -  4) 5 cos 3xrfx =
V s in 3x -4  J

1 - 1  4
= j  J (sin 3x -  4) 5rf(sin 3x -  4) = I  • I  (sin 3x -  4)5 + С =

= ^/(sin Зх -  4)4 + C.

П . J
sin2 

Е ч и ш .

dx_____
sin2 4x-^ctg2 4x

J -
dr

sin2 4x-^ctg2 4x 

2
-  i  { ctg 3 4xrf(ctg4x) = - 1  c tg ^ x  + С = -  2  3 / ^ 4 1  + С.
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1 2  f ^/arctg5 2 x  d x  
. J l+4x 

Е ч и ш .

I - 8
= -  J arctg3 2xd(arctg2x) = i  ^ arctg3 2x + С =£. 2 о

= ^/arctgs2x + С.

13. J e 3cosx+2sin xd x .
Е ч и ш .

J ̂ ЗстлгО sin ^  = _ j  j  e i™*+2d(3 cos л- + 2) = _ 1 e3cos "2 + c

14.
6 x -4

Е ч и ш .

6x2 -4 4 J 6,v2 -4

J ^ ?  = ̂ lnl6̂2"4l + 276In\fbx-2
\/бх+2

+ c.

1-вариант

1. J & y + 3 <fr. 2. f s / T ^ d x .

4. | s in (3 -4 x )d x .

dx
4 3x -7

10 J
cos xrfi 

■y/(sinx-4)3

13. J<?5x -3xdx .

5.
J 75x273 

8. J e 2x- |0d x .

П . f S I d x .

14. J

sin* 3x

x-l
5-2x2
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dx .

3- J 

6 . 1

rf.Y
3x+4

d x .

9- J 

12. J

2x2-7

l/ln5 (.V+l) 
x +1 

arccos2 2 x

dx

dx

2-вариант 

l ] d x .  2. f l i d  -  x)2 dx1. j ( ^  - - p -  + l j d x .  2. | ̂ /(2 -  x )2dx . 3. J 

4.|sin(9x + 7 )d x . 5. 1 ^ = = f  • 6- 1

rf.Y ; 
6*+l :

3x2+8
dx

7- J
dx

3x2+7
ln(3x+5)

3x-t-5 d x .

10. J sin ox 

13. } e ' '4x'x d x .

1. j [ x 2 - ^ - 3 | d x

8. j  e*~lxdx . 9. J

11. f J i^ f L d x .  12. f dx
1 cos2 7x j  '-‘-O’' 2l+9x

14. J 2x+3 d x .

4. | cos(10x -3 )d x  . 5. |

6x2-7
7. f- л  

J f

1/cos x 4 2 x

l-3x2 

3-вариант  

2. J</(3 + 5x)3dx .

•JSdx 
л/3-4х2

8. J e8x+ld x .

6- J 

9- 1

2x
3x2-7

d x .

10. J- sin 2 x dx .

13. J e ix~+ixdx .

1. j ^ - 2x$+3dx.J X

4. j  sin(9x -1 )  dx .

11. f i ^ i d x .  
sin 6 x

14. f i ^ i l d x .
J 5x +2

4-вариант 

2. \ л/3 + 2xdx . 

5. f - r ± - .

12. J

ln(x+9)dx.

dx

x+9 

arccos 4x
-16x

3. J dx 

6. j

2x+9

2x dx

7‘ J 7x2+6
8. J e 2x+2dx . 9. J rfx

(x+4) In (x+4)
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10 f fin4x- Лу 11. f m  * *dx .  12 J arcsm_x ^
1 ^cos4x cos2 4x / i-x z

13. fesinjt+l cosxdx. 14 . J - ^ - d x .
J J 4x +1

5-вариант

1. J^2L  + 2xJ - 4 j dx .  2. JV 3 - 4xdx . 3.

dx4. f  cos(8x -  4) dx

7- f-

5 ‘ ^ 2 x 2 +7 '

8. J e 7+3idx .

6. J , л - d x .

9 j  dx
x +6

10. f sin5 4xcos4xdx . 11. J cte, 3x d x . 12. f arcsin~2x 
J J sin2 3x J г Г Т г dx

l - 4 x z

13. J e 4~x*xdx. 14-
x -3 dx .
4 x 2

6-вариант

1 f У*3- 3***2 dx . 2. f >/4 -  2 x d x . 3. f . 
J x  J 3 5 -2 x

5. j  *4. / sin(8x -  5)dx.

7‘ J
dx 

6 x 2 + l

•Jix2+ i ' 

8. J e 5~xd x .

6- I 2x +9
d x .

9 r J n V j ) ^
j r—8

10. J sin4 8x cos 8xdx . 11. J л . 12. J л
V 1-25 jc2 arcsin 5л:

13. | е ЪхЪx2dx . M .f ^ ^ ld x  .
;  1 x  - 8

7-вариант

1. |(2x3 -  Зл/? + d x . 2. |л/2 -  5xdx . 3.
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4- J cos(3x -  7) dx • 5. .
v3x2 + 2 6 - l 7

7 f - A = - 0° •t*- &• 9- !3 и

10. j  л/cos3 2x sin 2xd x . 11. f tg6,2x d x .
J cos2 2x

12. J

13. j j g *  .
e* +1

14. J *"5, dx.J 8-4x 

8-вариант

1 f 2xA-J*~+5 dx. 2 .J^ / (6 -5 x )2dx. 3.

Sx
3 -5 x 2

d x .

dv

l+9x“

4. Jsin(7 - 4x) dx . 5. |

M
dx

3 x 2 - 5

cos6 x10. f ^ iH - d x .
sin 6 x

13 [~ x—
V - з

d x .

sfldx 

h - 2 x 2 

I  | e }~*xdx

11. J § * d x .

14. J

s in  X

x+4
7x 2 +3

d x .

6. J-

2+7x 

—  d x .

1 2  f arccos^Tx d x  
V l-49x 2

9-вариант

1- J  3x2- f + 1d x -X
2 . J V 5  -  4 x d x  . 3 . f  —J l+ 6 x •

4. \  c o s (7 x  + 3 )dx  . 5 . f ^  .
J 2x - 7

6 . \ - Л ~ < Ь с .
V5x +3

7 .
7 ^ 3 ? '

8 . J  e 2~Axd x . 9 . r M * +3>
J x+3

1 0 . J  s in 6 3.x co s  3 x d x  . U .  f S l d x -
sin^jc

1 2 . f \/arctg3x ^  
J 1+x2

13< Л Л' 14. f -,3* +2. d x  .
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! j  3x4-lfx*+l d x .

10-вариант 

2 . j  У 5 -  2xdx .

4. J sin(7x + 1) dx . 5. J dx

dx
7- J-

З-Зх2

10. J Vcos 7x sin 1 xdx . 

13. f e 4' 5x2xdx.

l - j ( « F - £  + 4 ) & .

4. J cos(5x -  6) d x .

7. f / x .

j q  г sin 5xA  
cos4 5x

13. j j s *

8x2+9 

8 . | e 2' 6*dx

11. J ,g?4x
cos2 4.x 

x -5  

4 -9 x 2
14. J ^ L _ d x .

11-вариант

M  

5' J 

8. }<

dx
(2  + x)

dx
3x2-2

11. f S Z d x .
s i r r x

4. J cos(3x - 7 )  d x .

7x2+4 

12-вариант 

r dx

dx ■

dx
J 4 x 2 + 3  

f e 3*'4dx .

Г
J 1-7ЛГ *

6- J 

9- /

3x - 6

In (x -7 ) 
x -7

d x .

d x .

d x .  1 2 . ( 5 * ^  
l+64x

3. f _ * _ .  
J 6 + 5x

6. / - 4 - d x -  
5x2+1

9. J vln('*+7)
X4-7

d x  •

, 2 t h ^ d xj 1 1 n Jl+9x

6- J

6 -3 x

5x
5x -3

d x .

9  г ]r r (x -5 )  d x  
J x -5
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10.
■v/sin- 5x

13. ! ^ -
e* +3

U- J
dx

xslm3* '

14. f i ^ L d x .  
J 5x -1

12. J ^ g i d x .

I r Ifx -  2x2+4
J Y~ dx • 2. !

13-вариант

dx

4. j  cos(5x -  8)dx . 5. J-

/(3 -x )  
dx

5 '

M 2x2 + 7
8. J e2 5jtdx .

10. J sin3 5x cos 5xdx . 11. J — dx

13. f ^ L - d x .  14. f i * ± d x -
e +1 5x +1

14-вариант

I. ||^Vx--^y + 2 |dx. 2. j%/l + 3xdx .

4. |sin(3x + 6) dx .  5. |

7‘ J
dx

4x -3 
10 J sin4xrix 

/̂cos2 4x

13. jV 'n * cos xdx .

3-4x2 

. J e '^ d x .

11.  J - tg 5 2.x

sin2 2x 
x+3

dx:.

14. f -Z ^ - d x .
J 77T4

3.
5+4x

6- I 

9- I
2x -7

dx.
dx

(x+5)ln3(x+5)

, 2  f arccos2 3x 

J V l-9 x 2

3. f _ * _ .
J 3-5x

6. f 9£ _dx

dx9- f (x+3)ln4(x+3)

12 jarcctĝ x̂ x.
J l+4x

15-вариант 

И ( ^ / * - р -  + 2) d x .  2. j V n i l d x .
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3- J
dx

5+3jc



4. j  sin(5 -  Зх) dx . 

dx

dx

M 3x2 + l

5'  ̂V9-8x2 ' 

8 . \el ' 5xdx.

M 
9- 1

3x
9x2+2

dx •

In (Злг-t-l) 
3x+l

d x .

10. f л/cos3 2x  sin 2xdx . 11. f JL i^L  dx 
J J cos2 4x

12. J

13. }.

! .  f № - 2 x 2 + 3  d x  .
J X

4. j  sin(5x -  3) d x .

7 f , ф -

10. J %/cos 2x ■ sin 2xdx

r s i nx^
1 J cosx

L l [ i r ~ l ?  + l ) d x -

4. j  cos(3x + 5) dx .

7. f .
V5-4jc2

10. I sin3 4x cos 4xrfx .

14. j 3 x -2
2aj +7 

16-вариант

d x .

2. j  УЗ -  2xdx .

5. f *  . 
4x2-3

8. J e 4~2xd x .

I :

3. f - * - .  J 3 -2 x

5x

1ТхГ-\
dx

6.

9. I (x+3)VinCx-i3)

11. f j l& Ldx-
cos2 5x

14. \ J l ^ d x -  
3 3x +1

, 2  f f c i W  3x. d x  
J J l-9 x 2

dx
l f 2 - 5 x

x213. f ^ - d x .

17-вариант

5. f _ *
J 8x  - 9

8 . J e 5~2xd x .

11. J - Й ^ - Л .
cos2 2 x

14. f *~5

3. j J l
5x-3

3x6. f - r ^ — dx.
V9x2+5

о г \jln7 (x+4) 
' J x+4

12.} arcctg Зх 
l+9x2

dx

dx

8-4x
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dx •

18-вариант

2x 5

4 . J cos(2 + 5x) dx

-  + 6 dx • 2. J dx

7. J
n/i - 3 x2

5 '  ̂ 4x2+7

8 . j e 6x' la

ll( 3 -4 x ) 2 

dx

10. J sin 4x
И  f S i x

J sin x

13. J-T T  J e* *1
dx . 14. J x+4

7x2+3
d x .

19-вариант

dx

4. J cos(3 -  4x) dx . 5. j

7- I
dx

2 dx 
4+3x2

,4x  + 5

10. J 

13. I

V4x2 + 5 

sin5x
/cos 5x

dx 11. J 35J c«

6- J 

M

2 x
5x2-3

d x .

(x+ l) ^ ln (x+ l)

1 2  f arccos^Tx ^  
V l-49x 2

3.
J 5 -3x  

6 -1 3x -2
dx.

. J e Ax*5dx . 9. J
x+l

12 (■ ^/arcctg 
. 1+x2

dx

e2x2+l dx . 14. f ,3*+2 dx .
V2x 2-1

20-вариант

1. 2 . J , * . .

4. Jcos(4x + 3) dx . 5. J 2<&

3. f _ ^ .
4 x -2

3x2-2
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6- I
7x

7x2+1
d x .



I

ч
10. /

dx
Зх2- 2

sin3x

8 . j e 4x+3dx .  9 . с^1п2(лч-[) 
1 *+l d x .

cos2 3x d x .

13. f e ' - ^ x d x .

1.

4. J  cos(3 -  4x) dx .

II. J - ^ L  
cos23x

14. J *-5

dx 12. J = ^ d x
I +64jc

7- J
dx

4x2-5

cos3x

U - 9 x 2 

21 -вариант

2- J \/l + xdx .

5. f dx 
4x2+3 '

8. / e2+4*dx .

dx .

3. f dx
J 2+3x

6. i - r i - d x .  
v5-4jc

10. / ^ L d x .  
sin 3*

13- / ~т4— d x .„3*2-3

I.
2дг

4. Jsin(6 -  7x) dx 

7 f *
J 7 ^ T

l i .  /-

9. j  ^in2(i-j 

12. /

•r)
X-I 

^arcsin j

dx . 

dx.

, 4 ' J g ? * -

22-вариант

2 . / V a+ x )Td x . 3.

5. f *
J 9x2+3 ’ 6 ‘

С tfa
J 4-5x ' 

3jcJ — - dx . 4jc +1

8- J e 3~5xd x . 9 . J

sin 3jc 
cos43x10. J - ^ ^ d x

13. /es,n * cos xdx .

" • Ь - т ^ Ч г .  12.sm̂  xctg4x

14.
J 5x 2+l ™  '

176

_____ dx_____

j W 3 . ^  
Vi-9л : 2

I _ f iJx *2tl dx .
3 yJX

4. j  cos(3 -  4x) dx .

7‘ 1

10. j s in 2 x dx •
-/cos 2 x 

13. Je coex sin x d x .

i . г dx ■
3 x 

4. J cos(3 + 5x) dx

7. f *  .
J 2x +5

Ю. f - ^ - d x .
J COS X

dx
/l+2 x

9dx

]9x 2- 3

2- l ;

5- J;

8 . J e 2x+1d x .

"•IsSe *

24-вариант

2 - 
' J ( i-2 x )

23-вариант

5. J-
dx 

h - 9 x 2 '

? x~2dx .

11. J cos 4x

13. J e 2"3 'x 2dx . 14. J 3x-2
2x2+9

dx

1. f4 x 3-v/x+4 Wv. j — ax

4. } sin(4 -  7x) dx .

*2 — Ш.И.Тожиев

25-вариант

2-

dx
M 7 x 2 - 4
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l-5 x

4x

3-4х^
6. \ ^ - d x .

dx
9- J

( l-x h / ln 3 ( l - x )

12. | 2 E 0 £ d x .

3. f _ * _ .
‘ 3+5x

6. J - J i - r f x .
V8 x -9

9 fin !ib £ ld x .
J l - x

12. J Varccos2 x

/1 + Х

6. | -/=== dx . 
V4x +3



7- J dx 8 . f e 3* '5d x .  9. I ^ x - »  d x .

10. f sin7 2x cos 2xdx . 11. f ^X̂ 5x dx . 12 f 
J 1 cos2 5* 1

14. j 5 - x
Зх2+1

d x .

dx
(]+ * )arctg дг

Ю-§.Иккинчи муста^ил уй иши

Бу мустак,ил уй ишининг ^ар бир вариантида 10 та 
мисол булиб, уларда берилган интегралларни ^исоблаш 
керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

Аникмас интегралларни топинг:

1. J.3-7^
4х2+5 

Е ч и ш .
3-7х

dx ■

[ *~1х d x -  3f dx „  7 f ____ = .
4 * 2+5 (2х)2 + (Л ) 2 4дг +5 2 J (2x)2 +(V5)2 8

г </(4дг2 +5) _  3 I 2x 7 . . .  2 -ч
!  4 x h 5  ~ 2 ' j 5 arC tg7 5 ~ 8 ln (4 x  + ^  + C -

xdx
= | J ;

d (  2x )

2 J
dx

e ix ( 2 - e ~ ix )

Е ч и ш .

dx t = 2 -  <Г3х 

dt = !>e3xdx %-= *3 ^

l ri/i  1 и  . „  I

е3л:(2-е-3х)

= j j f  = з 1пН + С = 1 |п| 2 -е-31  + С.

3.
;с2+1

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция нотугри каср 
булгани учун, унинг суратини махражига булиб, касрнинг
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бутун кисми ва каср к,исмини топамиз. Натижада алгебра- 
ик йигиндининг интегралига эга буламиз:

3x5 -  4x x 2 +1

3x5 + 3x3 Зх3 -  Зх

-З х3 -  4х 
-З х3 -  Зх 

-х .

= \х* -  \ х 2 -\ \ п (х 2 + \) +С.

4. J cos3(7x + 2) dx .
Е ч и ш .
cos2(7x + 2) = 1 -  sin2(7x + 2) тригонометрик айниятлан 

фойдаланамиз:
J cos3(7x + 2) dx = j  cos2(7x + 2)cos(7x + 2) dx =

= | } (1 -  sin2(7x + 2 »  d(sin(7x + 2)) =

= | J d(sin(7x + 2) -  j j  sin2(7x + 2) d(sin(7x + 2)) =

= |sin (7x + 2 ) - ^  sin3(7x + 2) + C.

5. | ctg4 5xdx.
Е ч и ш .

ctg25x = — ~ 1 булгани учун берилган интегрални 

куйидаги куринишда ёзиб оламиз.

1 « 8‘ 5дгл = ( с 1 е > 5 * у ^ - 1 ) л  =

= f ctg2 5 х ---- 1—  dx -  f ctg2 5xdx =
J sin 5x 1
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= - 1 J  ctg2 5xd(ctg5x) - I  / - J *  + f d x *  
J ■> s ir r  5* 1

= “  -j • j  ctg3 5x + i  ctg5x + x + С =

-  -  ctg'’ 5x + j  ctg5x + X + C.

6. J s in ^ x s in | x d x . 

Е ч и ш .

/ sin - x  sin ^ xdx = ~ j  (cos 2x -  cos 5 x)dx =

= 2 I c o s2 x d x - j J cos5xdx =

= \  J cos 2xd(2x) -  ±  J COS 5xd(5x) = i  sin 2x - 1  sin 5x + C.

dx7. Г 
J 6дг-Зх+ 2

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функциянинг махражи- 
дан тулик, квадрат ажратамиз ва интеграллаймиз:

dx[ __ ____ _ 1 f dx _ 1 f
6*2 -З л +2 6  > x 2_L x+ l  6 1 ,  ,v*  , , 

2 3 Г  4 j +3 16

- 1 f dx 4-УГз л ~7 _

“  к н я Г 1 *  Г

'  2 -5 jc- jc

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функциянинг суратидан 
махражининг хрсиласини ажратиб оламиз:

8.

Зх- 6

= - 4 /
3 r r f (2 -5 x -x 2) L 27

2 -5 jc - jc 2

2-5X-X2

dx

2' ч ц щ

= -  4 In \2 -  5x -  x21 + —t\— ln 
2 I I 2/33

-  | ln | 2 - 5 x - x 2| + | ^ l n

5 733 
* 3 2

5 733 
X 2+ 2

2jc-5-V 33
2лг-5+ТзЗ

+ c =

+ c..

c/a*
V 5 jc + 2 jc—7

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функциянинг махражи- 
дан тулик квадрат ажратамиз:

f dx I f dx _  1 f dx
4 b x K 2 x - 7  ] lx2 + l  7 ~ 7 5 1 l(  n 2 ?

V 5 5 \ПХ+5 1 ~ Г 2 5

: 7s
In X +J+J'x2 + J x ~ J + C.

10- J 2jc-7 -dx.

Е ч и ш .  Берилган интегрални шундай иккита интеграл 
йигиндиси куринишида ёзиб оламизки, бунда интеграллар-
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дан бирининг суратида иддиз остидаги ифоданинг хосиласи 
турган булсин:

_J_ с d ( \- 4 x - 3 x 2) _  25 с 

3> J \ - 4 x - 3 x 2 ^ 3 J
dx

= - | V  1 -  4лг -  3jc2 - 25
57з a rc s in

3

3*+2
~7Г + C.

I-вариант

1. № d x .1 x+2

4. Jsin2(l - x )  dx.

7. f — cbc .
4x2-5x+4  

2 x -l

1. j - ^ L L d x .

2 . f - sinx 
3 1+3cos2x

5. | t g2xdx .

8- I

dx.

dx
V4+8x-j

2-вариант  

2 . \ K d x .

3.
J 1 +x 

6 . J sin 3x cosxdx . 

9 r *+l
2jc2+3*-4

dx-

3 .
J3x^-4  '  I - * 2 "  3 2хг- \

4. j sin3(l - x )  dx . 5. J tg54xdx . 6 . Js in 5 Ix cos 2xdx .

7- 1

10. j

3x2+5x +1

x-3

dx

Ь х 2 - 4 х -1

•J2x2-4 x - l
dx .

1. j ^ l d x .

3-вариант

2 .J  sin3x 
J 3—cos Здс

5. J tg43xdx .

8 . J- <£c

1.
J 2x -1

4. J"cos3 5xsin5xdx . 

7. f__
J 2jc~ + .r-6

4-вариант

2 . ( —?—  d x . 
3 2ex +3

5. | tg27xd x .

dx

six2+6x+8

10. J 2x+l

\]l+x-3x2
dx .

l .  J - ^ L d x .
;2-xz 

4 . | c o s 3( l  -  x )  d x .

M : 5.v2+2x+7

10. b  2*-+S dx. 
V4x2+8x+9
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5-вариант

2 . j  _ sin 2£ _  d x  . 
cos x -4

5. J tg5xdx .

8.
V 2+8jc-2* 2

183

x+6
3x2+x+l

dx ■

3- f ^ d x -
J x 2- l

6 . J sin2 3xcos3xdx

9 -/
2 x - l

\13х 2 - 2 х +&
d x .

3
6 . J cos3 5x sin 5xdx

9  f x d x  
3 2x2+x+5 '

3- l ^ f l d x -
3 x 2- 4

6 . f s in ^ c o s x ^ d x
4 4

9. x+5
* 2+ x -2

dx



6-вариант

l .  \ ^ 2 ^ d x .

4. J ( 3 - s in 2 x )2dx

dx
M 2x -2 x + l

10. j 2 jc -1 0 d x .

2 Л -^— dx.  J 4-Зе* 3. J 2.v -3  
x 2+l

dx .

5. j  xtg2x 2dx . 6. } cos x  • sin 9xdx 

я f ____ * ____  о r 3x -2
Ь + 2 х -2 х 2 5x2-3x+2

dx

1. f ,5 3 x d x .

4- j  sin2 у  dx ■

M

-;„2 3x 
2

dx
2x2- llx + 2

10. J- 2x -8 dx .

7-вариант

2 - J ^ d x -  
J 7 -5 x 3

5. | ctg3x d x . 

о r dx
•J 2 - 2 x -3 x 2

3. f i i l d x -
J 2x+!

6. J sin4 2x cos 2xdx

9. x+4
2x2-6 x -S

dx ■

8-вариант

1. dx.
J 2x +1

9-вариант

2- \ А ; * х -
J 5 + e

6. j s in y c o s ^ d x

f - ? — dx 
1 x 2+3
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4. j  cos3(x + 3) dx ,

dx
7- J 3x2-12x+3

10. J ^ U . dx
v2x -5x+ l

1
1-5a~

I+25x2
dx

4- Js ir  ^ d x -

5. J tg3 у  d x . 6. J cos5xsin  xdx

dx
Ь х 2 - 1 0 х + 4

. 9. 5x -2
2x2-5x+3

dx •

10-вариант

2. f J ^ L d x -
J 7+2x

8. J dx

•J 2x+ 3-a

/1-вариант

6x3+x2-2 x +1
2 x - l

dx ■

|tg24xdx- J cos 2x cos 3xdx •

4 4 x - l
4x -4x+5

dx ■

1. f i l z l d x -
J 3x -4

4. | (1 - c o s x ) 2dx .

7. f__ * L _ .
x2- 5 x +6

10. Г-, * -4 ...dx .
>/2x 2- x +7

I. J ^ L d x .

4. Jsin2(2x — 1) dx .

2. f _ i ^ d x -  3. J 4 -
J Tv.2_<v.j.I7 X -32x2- 5 x+I7 

5. Jc tg3xdx.

dx .

atx

12-вариант 

2. \ - ^ - d x .7x3 
2x4 +5 '

5. |ctg25xdx. 
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6. J sin 5xsin 7xdx

9- I
x+l

2x2+x+1
dx ■

3. j ^ d x .
x̂ +1

6. | sin 4xcos 2xdx



7- J
dx

2 x -3 - 4 x 2

10. J . 2* - 1 d x .
Vx2-  3x+4

8. J- t/jc ДГ+1

3x2- 2 x+3
dx ■

13-вариант

dx .1. f *~3 
1 9x2+7

4. J sin3 6xdx.

7. f__ x̂
1 3x2- 8 x - 3

10.
v 2 + x -x 2

2. J T7
cos 3x 

Vsin 3x -2

з x

dx. 3. rxMx+6

5. J tg 3| d x .

8. J dx

x+4

dx
J x ' - 4  

6. J cos3 4xsin 4xdx . 

9 f 4x+8
4x 2 +6x-I3

— dx •

14-вариант

И
5-Зх d x . 2 .J sin 2x dx . 3. f *3-l

4. Jsin  0 .5xdx. 5. / (1 tg2x)2dx . 6. J cos 3 2x sin 2xdx .

И
dx

8-2jc- jc2 8- J
dx

V 2+ 4x-3x2

10. J . 5x-3 d x .

9 f 5x+lJ dx •
x  -4x+ l

1- J
4 -2 x

7 l - 4 x 2=
dx

15-вариант

2 .\ _ ™ x _ d x . 3.
J l+3cosx J JC2_j “■*

4. /sin |6 + ljd x .  5. J tg 52xdx. 6. Jcosxsin9xdx

186

7- J
dx

Sx -x2-6  

3x+2

dx 4 xdx
2x2+2x+5

dx •

16-вариант

1. J ^ d x -
J 2+x

4. J cos2 2xdx .

7. f . *  - ■
x +4x+25

10. J , *~7— dx .
V3x2-2x+ l

2-1
sin2x d x . 3. f ^ i d x .J v-2.14-sin  x J x* + l

5. J(2 x  + tg27x)dx . 6. |sin 4xcos 2xdx

dx
\1зх+2-2х2

9. x-3
x  -5x+4

dx ■

17-вариант

1. j - ^ d x . 2 . f ^ L d x -  3. f £ ^ ! d d x -  J ^  J x2 + ,

4. j| l + 2 c o s f  j  d x . 5. J tg 4 3^ dx. 6. Js in3xcos2xdx

4 dx
2x2-8x+30

10. J x+5

6 x —X
d x .

dx
V 2 x 2 - 8 x +1

2 x - l
2 x 2 + 8 x - 6

dx •

18-вариант

5 -4x1. I ^ ^ d x .
7+3x

dx / 4 ± id x  
J x  -4

4- Jco s2 3xdx. 5. J(tg2x  + ctg2x)2dx • 6. Js in 3 7xco s7xdx

187



7-J dx
Зх2-9х+ 6

10. f - , 2x+4 dx. 
V3x2 +x-5

dx
Vx2-  5x+6 ’

9- J 2 -x
4x2 + 16x-12

d x . 7 - J
dx

5x2-IOx+25

10. |т М - л .
V2 x 2 - x + 6

dx 9- J x -3
4x2+2x-3

d x .

1- J ^ = d x .
i x  -3  

4. f  sin4 2xdx

dx
2x2 -2x+ 54

10. j 7 x -2
172 -5x+l

d x .

1. / - ^ d x .  
1 4x -1

4. |sin2 3xdx.

1. J ^ d x .  2 
1 3 -2x

4. J cos2 d x . 5.

/ 9-вариант

2 . j 2 £ ± d x .
1 x  +2x

5. J ( l  -c tg x )2dx.

3

6 . 1 ^ *
COS A-

2x - l
9- /

3x2- 6 x - 9

20-вариант

2-J dx. 3 - j £ r * .

5. Jc tg33xdx 6- И
x"+l

cos2 x

(/x
sin4 2 x

2 x - l
3+ x-2x 2

d x .

dx

21-вариант

■ 2 x 2+5

/ tg 4xdx . 6. J cos 2x cos 5xdx

188

1. l - P ^ d x .
V9-x2 

4. f  sin3 5xdx

J 2x +6x+3 

x -910. J
V4+2x-x2

dx

1. J 2£ ± d x .
J x  -5

4. | sin" xdx .

7. f__ dx .
x2+7x+11

io. j - 2*:7 .dx.
Vx2 +5x-4

1. f ^ l d x .  

4. J cos4 x d x .

5. | tg4 у  d x .

dx

>/5-7x-3x2

23-вариант

4 sin 4x
Vcos4x+3

dx ■

3- J
x 3+3x+l

x 2 + 2
d x .

6. f i “ * dx.  
sin x

9- 1
x + 2

3x -x+ 5
d x .

3. j ^ d x .  
J 2 - x

5. J tg 4(x + 6 ) dx .  6. j  sin 2x sin 3xdx .

J-
dx

9- 1
x -5

2x^+x-4
d x .

24-вариант

12x2+5x4
4x3+x5 d x . 2x +5 dx .

5. J tg3(x -  5) d x .
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3 ‘ 1 x -7  

6. j  sinx cos3 x d x .



dx dx

2x2-3 x +\ 9- \
2x+3

3x2+2jt-7
dx .

10. l - J p — dx .

25-вариант

1. f 4 ±
3 x 1 - !

d x . __sin 2x

76-co s2 x
d x .

4. j  cos3 4xdx. 5. J tg 2(4x + 1) dx .

3. f dx.
3 x - l

6. j”sinxcos4xdx .

M
dx

2 x l - 3 x + 2
8. J d x

\j4 -3x- 4 3x+l
.c2- 4 x-2

dx •

10. J- 2x+5 d x .

11 -§ .Учинчи мустак,ил уй иши

Бу мустакил уй иши вариантларининг \ар бирида 8 та 
мисол булиб, уларни бажаришда куйидагиларга эътибор 
бериш керак.

1-мисолда: берилган интегрални тригонометрик алмаш- 
тиришлар ёрдамида топиш керак;

2-мисолда: берилган интефални узгарувчини алмаш­
тириш ёрдамида топиш керак;

3-8-мисолларда:  берилган интефалларни булаклаб ин­
тефаллаш формуласи ёрдамида топиш керак.

Куйида вариант мисолларни ечиш намунасини кел- 
тирамиз

Аникмас интефалларни \исобланг.

1. J х 2 V16 -  х 2 dx .

Е ч и ш .

|х = 4 sin t, dx = 4 cos tdt
J x 2V 16 -  x 2dx

sin t = —, t -  arcsin —4 4

= j  16sin21 ■ Vl6 -  16sin21 • 4cos/d/ = 256Jsin2 1cos2 tdt = 

= 64j sin2 2tdt = 32J (1 -  cos 4t) dt  = 32/ -  8 sin 4t + С =

= 32 arcsin j  -  8 sin 4 (arcsin i  j  + С =

= 32 arcsin i  ^  (8 -  x 2 )V 16 — x 2 + C.

l + 5 +
x  2  \ x  x

3. J ( x  + 2)sin4xdx : 

Е ч и ш .

J (x  + 2)sin4xdx
ы = x + 2, d u -  dx

|dv = sin4xdx, v = - - c o s 4 x

= - i ( x  + 2 )co s4x  + i jc o s 4 x d x  = 

= -  i  (x + 2) cos 4x + -^ sin 4x + C.
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4. / arccos 5xdx. 
Е ч и ш .

J arccos 5xdx
и = arccos 5x, du = -  

dv = dx, v = - x

5dx
si\-25x2

-50xdx
= - x  arccos 5x + 5/ , Af/A — = - x  arccos 5x -  / ■

J s h - 25x2 lu V1-25X-

= - x  arccos 5x - j> / l -  25x2 + C.

5. | xett3d x .
Е ч и ш .

и = x, du = dx 
dv  = ex+3dx, v = e x*z 

= хех+3 -  J ex+3dx = xe*+3 -  г**3 + C.

| xes*3dx

6. f ^ E E d x
Vl+x2

Е ч и ш .

• xarctgx 

>il+x2

и = arctgx, du =
dx

dx
Ux5

xdxd v  = - ^ - ,  V = V  1 + X 2 
Jt+X

= VI + x 2 arctgx

- f  . ^  = Vl + x 2 arctgx -  ln |x + VTVx2" + C.
J V1T7  1 1

7. J (x2 -  4x + 3)e '2xd x .
Е ч и ш .

и = x 2 -  4x + 3, d« = (2x -  4)dx,
/ (x2 -  4x + 3)e“2xdx ! 2x
J dv = e  dx, v = -  у  e

192

= -  j  (x2 -  4x + 3)e~2x + j (x  -  2)e"2xdx ■ 

и = x  -  2, du = dx 

dv = e~2xdx, v = - 1  e~2x

= -  i  (x 2 -  4x  + 3)e'2x -  i  (x  -  2)e'2x +1 J  <r2xdx = 

= -  у  (x2 -  4x  + 3)e'2x - 1  (x  -  2)e~2x -  i  e -2x + C.

8  j  ln(ln(x+2 ))ln (x+ 2 ) j x  

Ечиш' .

j  ln(ln(x+2 )) ln(x+2 ) d x
и = ln(ln(x + 2)), du = dx

(x+2)\n(x+2)

dv = ~ r r - d x ,  v = i l n 2(x  + l)x + 2  '  2

= i ^ . l n ( l n ( x  + 2 ) ) - I j ^ d x  =

= jnjx+2) ,|n(in(x + 2)) - 1  ln 2(x  + 2) + C.

1-вариант

■ -\/(4-x2 ) 3 2- I-
dx

4- J
x  arccos 2 x dx. 5. /x2e*xdx.

V l-4 x 2

7. J x arctg xdx . 8. / x cos(x -  7) d x .

3. /ln(x + 4 )d x .

6. / ( x - 5 )  cos xdx

2-вариант

'(l+ x2 ) 5 ’ 

13— Ш.И. Тожиев

2- J-
dx

xVx2 +x- 2 
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3. J :
. x ln (x+ V l+ x 2 j

dx



7. j  x2e 2xd x .

\ A & ± d x .
J X

4. J arctgxrfx .

7. Jx co s(x  -t- 4) t/x .

4. J arccos 2xdx . 5. f - J —  d x -  6. J (x + 5) sin x d x  . 
sin x

8. Jx s in (x  -  3)dx ■

3-вариант

2- f 

5- J ;

dx

(x+ l)\lx2 -x+ \

d x .

8. j ( x - 4 ) e xdx .  

4-вариант

U -
dx

2- I
dx

iyjx4 jargcô vx dx

7. j  xcos(x  + 3)dx.

I. \x3sj9 -  x2d x . 2. J

(jc+1)Vjc2 — jc—1 

5. Jx tg2xdx.

8 . j  xe~*xd x . 

5-вариант

dx

(jc+1)Vjc2 +jc+1 

5. J ( x 2 + 2 Г Л .

7. | x  cos(x - 2 )  dx .S .  j  a r c t g lx dx .

6-вариант

dx
l . f x 2y](x2- l ?  ' 2. J

U + 1)7 jлг+х-1
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3. |H s|£ )dx - 
sin x

6. |(x + 9) sin xdx .

3. J x 2 In(x + 1) d x . 

6. J (x  + 7) sin 2xdx.

2 j  In x  ln(ln x)

6. J (x  + 4) sin 3xdx .

3. | ln(x2 + 1) d x .

■ ar££2Li dx ■ 
J l-x

7. \xexc*2d x .

5. J x 2 sin2 xdx . 

8. J arcsin 5xdx .

I f
dx 2- J-

7-вариант

dx

x 2yJx2- \  J (x+\)yjl+x—x 2

2/4. Jarctg2xdx . 5. J x 2(cos 2x + 3) dx . ( 

7. J xe‘7j:</x:. 8. J l n ( x - 7 ) d x .

8-вариант

7 ^ 9 2- f
dx

(x - l) \ lx 2+x+l

4 | x a r e c tg x J x  5 J  -j. 2)e~x d x .
v I+jc- jc

7. | arcsin 2xrfx . 8. J x  cos(x + 6)rfx .

9-вариант

4 2- J
__dx

(jc-1)V jc2- J c+1

4. J arcsin 2xrfx . 5. J (x3 + 3) sin xcfcc. ( 

7. J x s in (x  + 7)dx. 8. j  arctg j  dx .

10-вариант

1 r -J9~x2 dx ■
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6. J (x + 3) sin 5xdx.

i. J ( x  -  4) cos 2xdx .

3. J yfx In2 xdx .

6. j ( x  -  8) sin xdx .

I. {In t ^ d x .  

i. J (x  + 4) cos 3xdx .

J (x 2 -  x  +1) In xdx .



4. J * a,rcsii?|^ d x . 5. | (x2 -  3) cos xdx . 6. J (x  + 8)sin 3xdx ■
V I-4x

7. J x  cos(x -  4) d x . 8. Jln (x  + 8)dx .

11-вариант

1 . J -

4. J-

dx
2- 1

dx

(x - lKx * - x - l
3. J \[x In xdx .

dx • 5. J ( x 2 +1 ) e xdx .  6. J (x  + 6 )cos4xdx .
1 й

7. Jx s in (x  + 4) dx. 8. J a r c t g y d x .

12-вариант

dx1. J x 2V l - x 2dx.  2. J- 3. jM s in x ) ^ .
(X -l)V l+X -X 2

4. | x 2arctgx d x . 5. J (x2 -  1 ) exdx . 6. J (x -  6) sin у  dx . 

7. J x  cos(x + 9) dx . 8. J ln(x + 12) dx .

13-вариант

1 - f x 3 Vl - x 2dx . 2. J ------- f* -  - . 3. f x  ln (x2 + 1) d x .
(X + 1W1-JC-X2

4. Jxarctg2xdx . 5. J x 2 cos2 xdx. 6. J (x  + l)co s7xdx . 

7. J (x  + 3)e~xdx . 8. J arcsin у  d x .

14-вариант

4
n/(4-x2 )3 dx . 2. J- dx

3. J x l n 2 xdx .
( x - l ) V l - x - x 2

4. | arctg(x + 5) dx ■ 5. J (x2 + x) sin xdx .6 .  J (x + 2) sin у  dx 

7. J arccos xdx. 8. J ln (2 x - l)d x .

15-вариант

r d-x 

4. J x 2arctgxdx.

7. J (x'2 -  3)exdx .

J x4 

4. Jxarctg2xdx.

7. J xe~Axd x .

4. | x 2 cos у  dx .

7. J x  cos(x + 7) dx

2. J -  *  .
x y j l - x - x 2

5. J (x2 + x ) cos xdx 

8. J ln(2x + 3) dx . 

16-вариант
dx

2' x\lx  + x-3

5. J ( x 2 + l)e*d x . 

8. | arccos у  dx . 

17-вариант

2- J-
(x+l)\]x2+ x-2  

5. f ( x2 -  l)e~xd x . 

8. J a r c tg y d x .

L i ~ r ~ r dx ■\ 9 - x 2 

4. Jxarcctg2xdx . 

Jx<T5jtctx.

2- J

1 - J ^ d x

18-вариант
dx

(x+l)V 2 - x - x 2

5. J x s in 2 x d x .

8. J arcsin у  dx .

19-вариант

2. f —
>-</1 n ..2

3. J x 2 In xdx- 

6. J x  sin у  dx

3- J x  ln(x + 1) dx • 

6. J (x  + 4) cos у  dx

3. J sin(ln x) dx .

6. J (x + l ) s in y  dx

I. J ( x 2 -4 )s in 5 x d x  

i. J (x  + 2) cos у  dx .

3. J ln(x + 5) dx .



4. J;c2 sin 2 xdx . 5. J arcsin 9xdx . 

1. j x e x*3d x .  8. Jarctg6x dx .

20-вариант

4 Vi6- d x . 2- J-
dx

6 . } (x  + 3)sin  j  dx .

3. f in p ! - d x .  
1 2+дг

4. J (x2 + 4) e2xdx • 5. | xarctg2xdx. 6. j  (x -  9) sin ~ dx 

7. | x  cos(2 - x ) d x .  8 .1  arccos j  dx .

21-вариант

dx\ . \ S ± d x .  2. J -------
x (x+l)Vx -1

4. { Vl -  X arcsin sfxdx . 5. J x s i n 2 xdx.  

7. | (x + 1) • e '4rd x . 8. Jxco s6xdx

22-вариант

ц ш а dx. 2 . j — 4 = ^ .

3. Jco s (!n x )d x  

6. |(x -  2 ) exdx .

3. J ^ f d x

4. J x  arctg 2xdx. 5. J x  sin x  cos xdx. 6. f  (x -  7) cos 2xdx .

7. J x V xdx. 8. } arcsin 3xdx. 

23-вариант

1-J
П-х2 d x . 2. \~£L—

x\l\-x2 
A i4. f ar“ 'nx dx - 5. J x 2(s in 2 x -3 )  d x .

J vx+1

7. J x 2e‘ 2xdx. 8. |(x + 2) cos3xdx.
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3. J ln(x + 2) d x .

6. |(x + 2 )cos3xdx .

4 f arcsin x
1 Sl-x

7. J a rc tg 3 x d x .

4
yJx2+9 dx.

24-вариант

j f j T ^ S d x .  2. j —j L ln(cosx) d x .

5. J x 2(sin x  + 1) d x . 6. J (x -  2) cos 4xdx . 

8. Jx s in (x  -  2) dx .

25-вариант

2- f
dx

3- J
ln(lnx) d x .

4. f arcsin 'f* (h- 5. f (x2 + x)e~xdx . 6. J (x  -  4)sin  2xdx. 
1 -J^x

7. Jx co s8x d x . 8. J arcsin 8xdx.

12-§.Туртинчи мустакил уй иши

Мазкур мустакил уй иши вариантларининг \ар бири- 
да 9 та мисол булиб, уларни бажаришда куйидагиларга 
эътибор бериш керак.

1-4-мисолларда: берилган интегрални интеграл ости­
даги касрнинг махражини купайтувчиларга ажратиб, 
сунфа туфи касрни энг содда рационал касрлар йигин- 
диси куринишида ифодалаш ёрдамида топиш керак.

5-6-мисолларда:  берилган интефални интефал ости­
даги функциянинг илдиз остидаги ифодасини бирор узга- 
рувчи билан алмаштириш ёрдамида топиш керак.

7—8-мисолларда :  берилган интегрални / = t g i  ва 
1 = tgx тригономефик алмаштиришлар ёрдамида топиш 
керак.

9-мисолда: берилган интефални илдиз остидаги ифо- 
дада янги узгарувчи киритиш ёрдамида топиш керак.

Вариант мисолларини ечиш намунаси келтирамиз.

I. I
1х-х -А dx(x+ij(x2-5x+6) интегрални топинг.
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, г 2х3- 5 х 2+ 8х-32 ■J х*+9х2 +20  интеграл ни топинг. 
Е ч и ш .

• 2х3-5 х 2+ 8х-32 ^  _  j  2х3 -5 х 2 + 8х -32  ^  _J х А+9х2+20

-/(Ах + В + Cx+D 
х 2+4 х 2 + 5

(х 2+4)(х2 +5) 

jd x  =

2x 3 -  5x2 + 8x -  32 = (Ax + B)(x2 + 5) + (Cx + D)(x2 + 4)'
x3 2 = A + C
x 2 -5 = B + D A = 0, В = -2 ,
X 8 = 5 A + AC С = 2, D = - 3.
x° -22 = 55 + AD

' 1 ( т т « +£ ; ) 1*  ‘  “arc'8 f + ln(* ! +5>-  i  огс«  f 5 +с

5- \ j _ ^ _ 2~ dx  интегрални топинг 

Е ч и ш .

V x -2  = /, х - 2  = t 2 
х  = t 2 + 2, dc = 2 tdt

x+\
Т Г-2

- dx = - 2 f (/2+3)^/ _  
J /-3

= - 2 j (/2 + 3/ + 12 +

= _2( l /3 +I /2 + *2/ + 36 In |/ -  3|j + С =

= - 1V (x  -  2)3 -  2(x -  2) -  24V* -  2 -  72 In |Vx^2 -  з| + C.

A г 4\[x-2-\fx^2 .
Tx'- 2 +2^x- 2  интегрални топинг.

Е ч и ш . I J I касрларнинг умумий махражи /и = 6 
2 3 6

булгани учун керакли алмаштиришни бажариб интеграл­
ни топамиз:

j 4х^2+2Чх-2

х - 2  = /6, х = t6 + 2 
dx = 6 t bd t

= 6

= 6J 4 ^  d t  = j  (4/5 -  8/4 + 15/3 -  30Г2 + 60/ -  120 + d t  

12 ,« _ £ /5 +1 1 /4 _ 10/3 + 60,2 _ I20f + 2401п|/ + 2|) + С
\3 5 4 /

= 4 ( x - 2 ) - f  ! ] ( x - 2 ? + ^ l l ( x - 2 f - 6 0 y [ T ^ 2  +

+ 180VxT 2 -  720Vx -"2 +1440 In |V x-2 + 2| + C.

7 f --------^ ------- г интегрални топинг.
'•  J 3 s in x -2 co sx + l

Е ч и ш .

die
r - l g i .  s i n x . ^ - ,  c o s * - I ^

3sinx-2cosx+l X = 2arctgt, dx =

= 2J 6 t-2 + 2 t2 + \+t2 ^ 3 / 2 + 6f-l 3 J ^ +1^2_4
d t

- t J-

2 dt 
7+?

Л

, 2
~7з

T
Г+1 +

V3
+ c -  273ln

V3tg|+>/3-2

T 3 tg f+V3+2
+ c.

8. f —5------—— -— Г" интегрални топинг.
2sin x -sm 2x+ 3cos x

Е ч и ш .

/ = tgx, sin2 x  = cos2 x  -
t j  d t 

sin x cos x = -— r , d x  = — j  1 +r i+f

f _______ rfx______
2 sin2 x -s in  2x+3cos2



- J 2r2 -2 r+ 3  2 J , 2_ , + 3 2

(4)4
г | 1Я8̂ *С4 ,га8̂ * С'

9 Г cos36x ^  интегрални топинг.
v'sin 6x

Е ч и ш .

f cc
%/sin 6xf £ ^ d x

sin 6x = t 
dt = 6 cos 6xdx

= L \ ( h lh dt = 
6 J #

ОУ 1*0 1
— |«o1 — 

|чо 
II Г 5 1 5 - t S -  — t s 4 14

 ̂ у I J
24 v

3x2+20x+9 
(x 2+4x+3)(x+5)

3. j  3*+l3

4 dx .

84 v 

1-вариант

2- J
x +1 d x .

( x - 1 ) (x 2+2x+5) 

dx

-  d x . 4- J
5x

д +3x -4
dx.

5. f ______
J 2+ТхТз

7. J *
5+2sinx+3cosx 

9. Jco s4 3xsin2 3xdx

dx8. f _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
8 sin2 x - I 6 s in xco sx

2-вариант

4
12fltc

3 . J

( x - 2 ) ( x 2 -2 x + 3 ) 

x 2 - 6 x + 8

x +8 - dx .

2. J  x 3- 2 x 2-2x+ 1 d x  

x - x z

4 | 2ф 2«1 л  
1-x
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5
 ̂ r 3/x+Vx 

6 -

dx
7- I 5 _ 4 Sin x + 2 c o s x

9 . f Vsin4̂  cos3 xdx .

5- I
dx

d x .

16sin x -8sinxcosx

3-вариант

4
43x-67

(x - l ) ( x  - x - 12)
dx

3 [_  l2^ ------dx
•I ( x - l ) ( x  -4x+13)

2  f 3x2+I 
J (x —l)(x  1)

4  f x 4 +x3+2x 2+x+2 d x
•I x +5x +4

ч ё -
_ r 3sin x - 2 cosx d x  

' J 1+cosx

9 . J cos3 x sin8 xdx .

6,
J - 1 x?/yj.1

l+3cosz x

, f 2x4+8x3+9x2-7 ^v 
L J (x2+x-2)(x+3)

3  | 2 x 2 + 2 x + 2 0 _ ^ x

4-вариант

2. I x+2

(х-^сх^+гх+б) 

xdx
2+yfx+A 

dx

5- 1

 ̂5+3cosx-5sinx

9 . J cos4x sin5 x d x .

4. | 5ctx

6- I

x4 +3x2 -4  

(3/x+l)(Vx+l)

8- f ■ , 2tT 3 2J sinz x +2 cos x

dx . 

dx

5-вариант

1J
8xdx

(x  +6x+5)(x+3)
dx .
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х 2+ 3х-6
3- J

5. Г 
1 yjx+ I

7 f dx

(x+l)(x2+6x+13)

x2dx

d x 4- J 

6- P

x 3+8x-2 
x 4 + 4.v2

d x .

dx .

1

9- 1

5cosx+ 10sinx t 

cos3 xdx

t-lfx̂ +tyx
x(l+l/x)

dx
3cos2 x+4sin2 x

VSirHx

2x4-7 x 3+7x2-8x
(x2- 5 x+6)(x+I)

dx .

6-вариант 

2 ‘

3- J

4

x2+3x+2

x+1

dx .

xslx+2

7. j  dx

dx ■

3+ 2co sx -s in x

9. | л/sin3 2x • cos’ 2xdx.

m

4- I 

6 -1  

8 . 1

X +X

2x3-2 x 2+5
(x - I )2(x2+4)

dx .

\/2x+T+̂ 2x+T
■j2x+\

- i s *  rfx.
I —Ctg X

d x .

, f 2x4+8x3-4 5 x -6 4  
, J (x -1 )(x2+5x+6)

36dx
( x + 2 ) (x 2 - 2 x + 1 0 ) ’

3 -1

5 -1 (x+l)Vx+4

5 -3 co sx

cos3x9 . d t
/̂sin2x

7-вариант 

2 -1  

M  

6 - 1

,V 1
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4x
( x 2 - 2 x + I ) (x + I) 

x 3+x2- x - 3

dx

d x .

d x .

dx
4 sin2 x -5 co s2 x

8-вариант

r 2 x 4 + I7 x3+ 3 2 x 2- 7 x  ^  

b  J ( л 2+ 4х+ 3)(х + 5 )

3 f____ 9x-9-------^Х.
J (x+i)(x -4x+l3)

5 f ^ l 2. dx .
J x-3

2 . J 2x f 2X3 -  •J x  - x

4. г - f - x; 5 - d x .
* x4+3x^-4

6 f ^
2% /x-lW x-l

dx-  r dx 8 . f ______—______
' 8 -4 s in x + 7 co sx  ’  ̂ 7 cos2 x+ 2sin2 x

9- Ь Г Т - Л -VCOS X

I [ 6x2+6x-.6— d x . 
1 (x+ l)(x  + x-2)

- M g f c -

7. f <** .
J 3+5cosx

9 r W x  dx
COS X

1 J 37X-85-----dx
J (x  + 2x-3 )(x-4 )

9-вариант

2. f 2f 2- 5f +l dx .
J x 3-2 x  +x

8. J * " 2*— dx. 
J s in  x+ c o s  x

10-вариант

2  r 4x4 +8x3- x - 2  ^  
J x (x+ l)

3 [ —4x2+3x+17 d ,  4 f ___2xV 7- ^ -----dx .
* (x -I ) (x 2+2x+5) ' ' ■* ( x - l) (x ^ -x  + 4x-4)

л  6. f 3̂ rrr - - d x .
VX-l+VX-1
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J Vx(x+3)



dx
^ 2sinx+3cosx+3 ’

9. J sin3 xco s4 xdx .

l . J  З̂ З х -2 4
J (x 2 - x - 2 ) (x -3 )

3. J x4 + 4xz

5. / - ^ d x .
ДГ+л/Х

7. Г__ Л
j 5

. • з

8 - / г
dx

COS AT s in3*

11-вариант

2. J — 4 * ^ - 4 * +  l A -
x ( x - l ) 2

4 - J
4x+2

? + 4 x 2
dx .

6. J _ ^ + L d x .
l+^x+3

5+4 sinx
dx 

1+sin2 x

9. \ f ^ - d x .
V COS X

t j 2 ^ -7x4 3 x+20^
J (x -2 )(x  -2 x -3 )

э r x2-5 x+40 ,J 7——; i .--- — dX ■

12-вариант

2. J 3x - x 2-2
x (x+ l)2

dx

M

7- /

(x+2 )(x 2 - 2x+10) 

xdx
з г г :

dx
8+4cosx ’

4-
x - x +2

6- J
Vx+̂ /x 
yfx + \[x

d x .

dx ■

dx

9. J Vcos2x s in 2xdx . 

3x2-15

4sin 2 x+8 s in xco sx

13-вариант

4 (x -I ) (x 2+5x+6)
d x . 2 - /

2x 3+l

3- I
4x - x2-12

x 3+8
d x .

x 2(x+I)

X2 -1-2x 4 

x 4 +5x2+4

dx

a r x 2 +2x+4 , 4. J a _ , -  dx
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5 - ! & * ■
6. J - ** !* d x .

\/x+3+Vx-t-3

8- L j g b : * -

9. J-v/sin2 x  cos3 x  d x .
14-вариант 

dx .  2 . fl . J
x 2-I9x+6 л r x3-3

(x - l ) ( x 2 - l )(x -1 )(x 2+5x+6)
d x .

3. f *L 13*+1- ^ - d x .  4 . f 2 x 5 - 2 x 3 + x 2 d x
J (x+ l)(x2-4x+13) J I -x 2

5- J 

7- J

dx
3+Vx+5

dx
7 s in x -3 c o sx

( , | £ ! £ № й  
J (х+1) ( 1+Ух+1 )

J:
dx

;in2 x -4 s in x co sx + 5 c o s2 x

9. J ̂ /cos3 2x sin3 2xdx .

15-вариант

4
6  xdx

x 3 +2 x 2 - x - 2 2 ‘ 1
x 2 -3x+2

x 3 + 2 x 2 + x
d x .

3- 1 4
3-9x

x4 +4x2
d x . b

x4dx
x4 + 5x44

M

7. 1

6. j л . 
1 (V x+ l)jx

dx
2+ 4sinx+ 3cosx

dx
4cos2+3sin2 x

9. J ^ i L d x .

16-вариант

, f 4x2+32x+52 ^ f x+2
J (x 2+6x+5)(x+3) ■ ^  J

14 — Ш.И. Тожиев 209
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3. J ^ d x .
1 x  +8 

5. f _ £ _ d x .J xy/x̂ J

1■ h ----- -------- •J 4 cos x+3sin jc

9. /sin2 2xcos4 2xdx .

4 . \ ^ ± d x .  J — 1x 4 - l

>/з7 й +2^з7ТТ

dx
3 c o s 2 x - 2

1 7 - в а р и а н т

4 4 ^ - +4l*-9 ‘ dx
1 ( x  + 2 x - 3 ) ( x - 4 )

3. /

2- J
4x4 t8 x 'l- l

( x 2 + x )(x + l)
dx .

4 x -1 0

(x+2 )(x  - 2x+ 10) 

1+x

dx • x 3+ 4 x - 3  

x 4 + 4 x 2

ел -гчх-з I
4. J —ar - r i dx .

5. f_ !£ L rfjc . 
J xVx-1

2-sinx+3cx d x .7 .  f ------------
J 1+cosx

9 .  J \ l c o s Ax  s i n 3x d x .

4

4

dx

7 ( 2 x + 1)2 -> /2x +I

_______Л _______
s in 2 x + s in  2 x + 3 c o s 2 x

l . j j V y - 1 7 , - ^
J ( x  + 2 x -3 ) (x + 2 )

3 j- x2 +23 ,
 ̂ ( x + l ) ( x 2 + 6 x+ l3 ) *

5  f -*2<&
■ J 7 ^ T

7 .  J  d x

1 8 - в а р и а н т

M
4 xdx

( x 2 - l ) ( x + l )

5 + s in x + 3 c o s x

4 -

6. 1 3/x-^-l 

____ л ____
5 s in 2 x - 3 c o s 2 x/

9. J - ^ r f x .
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. r 2 x 4 + 17x3 + 4 0x2 + 37x+ 36  d x  2 I d x  

'■* ( x + I ) (x 2+ 8x+ 15) ' ' ■>

3. f 2x' ^ : 1 . dx.

19-вариант

<*~1>(х*+2х+5)

x l dx

x3+x2 

■ г x 3+2x2 + 4x-2 .
4 ' 1 ТТзРЦ dx -

6■ ( 4 - * -

dx7. f -----
J 4 s in x + 3 c o s x + 5  

9 .  J s i n 4 2 x c o s 2 2 x d x .

4 -
dx

s in 2 x + 3 s i n x c o s x - c o s 2 x

2 0 - в а р и а н т

4
6x

(x -1 )(x 2+3x+2)

3  f 19x-x2-34  d x  
J (x+I)(x2-4x+13)

d x . 2 .  J  x 3+ 4 x 2 +2x~1 d x

4 [ 4x ~2 d x  -

5. f£+±dx-J Y
6. [ J H O h U dx.

V 3 x+ l-^ / 3 x+ l

7 - J
7+6 si i) S c o s x  

1+ co sx
d x . *• b

s in 2 x

s in 4 x + 4 c o s 4 x
dx .

9 f c o s ^  dx 
\/sin2 2x

2 1 - в а р и а н т

j r 2x4-5 x 3-15x2+40x-70 ^  2 Г . * 3- 4* +5

3. J

(x  + 2x-3 )(x -4 ) 

2x +22

dx

(x + 2)(x 2 - 2 x + I0)

5- J — !r - -J 2+Vx-8

d x . 4-J

( x M ) ( x - l )

(2x+3)
(x -1 )(x 3- x 2 +4x-4)

d x .

M
Jx dx  

4 x -V x 2
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dx
 ̂2 -3 co sx + sin x  

9. /sin43jc cos23xdx.
3sin2; - d x .

22-вариант

I J 2x4- 7 x3+2x2+I3
(x2-5 x +6)(x+1)

dx

1 г 5x2+17x+36 ,
J 7 1 .. tv/ 5 ^----- г т г  d x

( x + l ) ( x J + 6x+ 13) 

dx
177^6-

2. l ^ ^ d x .  
J x(x+I)2

x 3+x2+ x-l
4-

л-4+5дг2+4
dx

■ V T d x6. J f ^ i d x

dx7. J- ------ -
3sinJf-COSJC *

9. Js in 4 xco s5 xdx .

, f 7x2- I 7 x 

6x

*■ J -
tgX

! x+3 cos2
dx .

23-вариант

2- b
x+5 dx

3-

M  ’

4 -/

6-/

x - x  -x+1

2x5-2 x 3- x 2 ,^---- OX.1—X 

x-^x2
x l  + ? x

dx

7. f. _____ .
4 -4 s in x + 3 co sx

9. / sin5 X • ^/cos3 xdx

24-вариант
j r 6x4-3 0 x 2+30 j  

3. S ^ i i d x .
1 X -I

6 -3co s2 x

3x2- 7 x+2

4. J —
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5. 

7. 

9.

1.

3.

x - l

dx

dx .

1 c o sx -3 s in x

t* ss£*dx .
sin x

6.
J

4
dx

2sin2 x -s in 2x+ co s2x

J 3 x 2 - I 7 x + 2  ^  
1 ( x - 1 ) ( x 2+ 5x+ 6)

f 4 x 2+7x +S . 

■* (x - I ) ( x 2 +2x +5)

25-вариант

2 -1
x  +x+2 
x 3+x2

d x .

4. J f ^ ^ dx.
x4- l

dx ■ 6. J — dx

dx
3+5 sin x+3 cos* ’ 

J sin 3x cos8 xdx .

Зх+^х2

cos2 x 
1+sin2 x

8. J ^ L d x .J r

V б о б  
АНИК ИНТЕГРАЛ

1-§.Аниц интеграл хасида тушунча.
Аник интегрални кисоблаш

Бирор [а\Ь] кесмада узлуксиз у  =/[х) функция берил­
ган булсин. Бу кесмани ихтиёрий равишда нукталар би­
лан п та кием га буламиз ( 12-чизма):

а = х0 < х, < *2 < ... < хп = b .
Бу кисмларнинг узунликлари мос равишда

Ах, = х, - х 0, Дх2 =х 2 — Х|, . . . ,Дхл =х„ - х я_,
га тенг. Хар бир кисмий интервалларнинг ичида битта- 
дан ихтиёрий £,■ нукта танлаб оламиз:

1̂ > ̂ 2> ̂ 3> ■ •• > \п ■
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Бу танланган нукталарда функциянинг кийматлари- 
ни \исоблаймиз:

Бу микдорлардан

S„ = / (£ ,) Ах, + f (Z 2) Лх2 + ... + f(£„)A xn =

= Е / а , ) л х ,  (5Л)
i=i

йигиндини тузамиз. (5.1) йигинди у  = fix) функциянинг 
[а,Ь\ кесмадаги интеграл йигиндиси дейилади. Sn йигинди 
геометрик нуктаи назардан 12-чизмадаги штрихланган 
туфи туртбурчаклар юзларининг йигиндисини билдира- 
ди. (5.1) интефал йигиндининг Ах( ларнинг энг каттаси 
узунлиги нолга интилгандаги (дх, —» 0 ) лимити (кийма- 
ти) [а\Ь] кееманинг булиниш усулига ва ундаги >•••>£» 
нукталарнинг танланиш ига б о т и к  булмаса, бу лимит 
у  =fix) функциянинг х = а дан х — b гача олинган аник, 
интеграли дейилади ва куйидагича белгиланади ('J(x) дан 
х буйича а дан b гача олинган аник интефал" деб укила- 
ди):

lim Д / tf ,)  Ах, = } / ( * ) & . (5.2)
шах Ах/ —>0 i Ji - i  а

f(x) — интеграл остидаги функция, f(x)dx — интеграл 
остидаги ифода, [а;Ь] — интеграллаш оралиги, а ва b — 
сонлар мос равишда интефаллашнинг куй и ва юкори 
чегаралари дейилади.

Т е о р е м а .  Агар у  = f(x) функция [а;Ь]  кесмада узлук­
сиз булса, у  холда f(x) функция шу кесмада интегралланув- 
чидир, яъни бундай функциянинг аниц интеграли мавжуд- 
дир.

Агар f(x) > 0, х е [а ;6]булса, у \олда бу функциянинг аник 
интефали у  = f(x) функциянинг фафиги, Ох ук  ва х — а, 
х — Ь туфи чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини 
ифодалайди. Бундай шакл эгри чизицли трапеция дейилади.

Масалан, 13-чизмада курсатилган функциянинг гра- 
фиги билан чегараланган юз учун:

J / (х) dx = 5, -  S2 + Sy .
а

Аникинтефалнингасосий хоссаларини курамиз (куйи- 
да келтирилган f(x)  ва <р(х) функцияларни [а\Ь] кесмада 
интегралланувчи деб оламиз).

1. j  ( f ix )  ± ф(х)) dx = J f{x) dx ± } ф(х) dx.
а а а

h h
2. J c f(x) dx = c j  f{x) dx (c  = const).



3. J / (x ) dx = - j  / (x ) dx.

4. J / (x ) rfx = J / (x ) dx + f  f (x )  dx.
a a с

5. Агар | a;b\ кесмада f(x)  > 0 ва a < b булса, у холда 
J / (x ) dx > 0 ■

6 . Агар <p(x) < f(x), x e  [a;b\ ва a < b булса, у холда
Ь h

j  ер(x )dx  < j  / (x)dx.
a

7.
холда

7. Агар m = min / ( x ) , M = шах / (x ) ва a < b булса, у
x e  | о;  h\ x £ | a;  AJ

m(6 -  a) < J / (x ) dx < M (b -  a).
a

8. Агар /fa) функция [a\b] кесмада узлуксиз булса, у 
холда шу кесмада х  = с < (а < с  < Ь) нукта топиш мум- 
кинки,

J / (х ) dx = f ( c ) ( b  -  а)
а

тенглик уринли булади; ,
9. Агар f(x) функция узлуксиз ва Ф '(х) = J /(/) dt булса, 

у холда куйидаги тенглик уринли булади: а

Ф ’(х) = Д х ) ,

бунда Ф(х) га / (х ) функциянинг бошлангич функцияси 
дейилади;

10. Агар F(x) функция f(x) функциянинг кандайдир 
бошлангич функцияси булса, у холда куйидаги тенглик 
уринли булади:

J /(X) dx = F(b) -  F(a) = F(x) \ . (5.3)
a a

Бу тенглик Ньютон — Лейбниц формуласи дейилади. 
Аник интеграллар асосан (5.3) формула ёрдамида хисоб- 
ланади. Энди куйидаги аник интегралларни хисоблаймиз.
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1 - м и с о л . {2(х  + 2)2dx интефални хисобланг.
I

Е ч и ш .

{2(х + 2)2dx = 2j ( x  + 2) 2d(x + 2) = | (х + 2) 3| =
1 ' 1
= у  ((3 + 2)3 -  (1 + 2)J ) = у  (125 -  27) = у  98 = ^  ■

2 - м и с о л .  1 Ы^х + >/х) dx интефални хисобланг.
о

Е ч и ш .
1 8 1

} [!Г х  + ! f r ) d x  = s/2 J &<Ь + } Л *  = V2 j +1*3*  

_ Л-2»3 |' + 5 il| ' . 2 £ j f + ’ 8* +
-------- 1-----1 4 I 8 4 3 4

0 о
= ^  + 12 = 3 3 i .

Д

3 - м и с о л .  }sin3xdx интегрални хисобланг.
о

Е ч и ш .

5 -  !
J sin3xdx = I sin2x sin xdx = - J  (1 - c o s 2x ) d (cosx) =

Л К
I  I 2

- j  d(cos x) + J cos2x d(cos x) = -co s x|  ̂+
О о

= 1 - 1  = 2 . 
1 3 3

4 - м и с о л .  f 2x~- dx интефални хисобланг.
 ̂ хг +х
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Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция тугри рационал 
каср. Уни энг содда рационал каерлар йигиндиси кури­
нишида ифодалаймиз ва кейин интегрални х,исоблаймиз:

2 х -1 Вх+С
х*+х х + x z + ! , 2х -1  = А(х2 +1) + Вх2 +Сх.

А + В =0, 
С = 2,
А = - 1

бундан А = — 1, В = 1, С = 2. 
Демак,

} 2-^± dx  
, дг+х -N - х +1 \+х‘

-j =

x| + i| l+*2| +2arctgxJ| =

= - l n 2 + y l n 5  + 2 arctg 2 -  у  In 2 -  2 arctg 1 =

= i l n |  + 2 (arctg2 - j )  = 0,38.

Агар у  — f(x) функция [a\b] кесмада узлуксиз, x = <p(t) 
функция эса узининг \осиласи билан бирга \a\b\ кесмада 
узлуксиз ва монотон булиб, tp(a) = a, tp(b) = b ва f[<p(t)\ му­
раккаб функция 1«;/3] кесмада узлуксиз булса, у хрлда аник 
интеграл учун куйидаги узгарувчини алмаштириш фор- 
муласи уринли булади:

\f{x)dx = \f\y(t)\q>Xt)dt. (5.4)
а  а

Бу алмаштиришни к^ллашга дойр мисолар курамиз.
Н

5 - м и с о л .  f ■х . //у интегрални \исобланг.
з v m

Е ч и ш .  у/\ + х = / алмаштиришни бажарамиз. У \олда

f- = 1 + х, х = t2 — 1, dx = 2r dt
x = 3 да t = 2 = a, x = 8 да эса t = 3 = b.

Булар учун юкорида санаб утилган \амма шартлар бажа- 
рилади. Демак,

j  - f i -  dx = IЧ--- ■* = 2 J а ■ - 1) d: = 2 ( £ -  > ||’

„ 2 (9 - з - |  + 2)  = | .

6 - м и с о л .  | dx интефални ^исобланг. 
J0 2cosx+3

Е ч и ш .

/ = t g i  алмаштиришни бажарамиз. У хдлда 

г2
1+7

cos X = , X = 2arctgt, dx = 2d I
7+7

Демак,

a  = tg0 = 0, p = tg ^ = 1

dx _ r \+rdt . _ f }dt_ _ 2 arct I | 
2cosx+3 L i -/2 J/2+5 ^5 7 5 '0( 2cosx+3 0 1-/

1+r

= ^ аГС,8 7 5 " ° ' 28'

Агар ва у (х )  функциялар [a,b\ кесмада узлуксиз 
ва ^осилага эга булсалар, у \олда

Ь h  h

\ u(x)dv(x) = и(х) u(x)| -| i? ( .v )d « (x ) (5.5)

тенглик уринли булади. (5.5) формула аник интефални 
булаклаб интеграллаш формуласи дейилади. (5.5) формула 
татбикига дойр мисолар караймиз.

Я

7 - м и с о л .  J x s in xdx интефални \исобланг.
о



Е чиш .
я
f x sin xdx и -  x, du = dx

du = sinxdx , и = — cos x
я  я  л я

= -xcosx|  + Jco sx d x  = -xcosx|  -s in x |  = 
0 0 0 0 

= - n  • cos 71 + 0 • cos 0 = n.
e

8 - м и с о л . | х ln2x dx интефални \исобланг.
I

Е ч и ш .

e
J x ln 2xdx

a = ln2x, du = l\nxdx
X

d v  = xdx, x> = —

= y - ln 2 x\ -  j x  ln xdx  = 
i i

V2 , . '  V2 I '
= y - ln  x| -  — lnx| + -]x dx  -

U = \nx, du = —dx

d v  = xdx, ъ = — 
2

x 2 . г \e  x 2 ■ i*1 x 2 ie  e 2 e 2 e 2 1 1 / 2  i\
- T 1" т  l,+r l ,  = T - T + T - 4 s 4

М аш цлар
Куйидаги аник, интефалларни хисобланг:

237. |(2х 2 + -2.) dx ; 238. j (2х + - j J j  dx ;

239. \ Ш  + ̂  + * 3) d x ;  240. I  dx :
o ' <lx 1 •* xVl+lnx

Я

241. {__ —__; 242. j  V cosx -  cos3x dx ;g x  +4x+5
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243. J -ф - d x l  

245. j  - p - d y ,

249 l - r n - ;l xVx^+Sx+l

xdx251. f _____ ,
4 (1 + X2)3
Я

253. | cos x  sin3 xdx
Я

6
1

255. jx  arctg x d x ;

244 r jcdx_ 
о l+fx

246. __ ;
о 1+V2x +1

247. j  x 5 Vl + x 2 dx > 248. J J 4 — x2 dx ;

250. f _  *
0 2x + V3x+l

252. xdx ;
0 cos2(x 2)

254. dx
4 x2 -9

256. Jx tg 2x d x ;

2-§. Хосмас интефаллар

в Агар у  = f(x)  функция a < x < + °° да узлуксиз булиб, 
J f (x)dx  = У(Я) булса, бунда J(B) — бирор узлуксиз функ­
ция (14-чизма), ушбу

ь
lim f/ (x )dx (5.6)
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лимит юк,ори чегараси чексиз булган хосмас интеграл дейи­
лади ва у

Т f (x )dx  (5.7)
а

каби белгиланади. Д емак, таърифга кура:

/ f (x )dx  = lim f / (x)dx ■
a b-*^a

Arap (5.6) лимит мавжуд булса, (5.7) интеграл яцинла- 
шувчи, агар (5.6) лимит мавжуд булмаса ёки чексизликка 
интилса, (5.7) интеграл узо^ашувчи  дейилади.

Худди шунингдек, куйи чегараси чексиз булган хосмас 
интефал туф исида х;ам гапириш мумкин, у куйидагича 
аникданади:

\ f(x)dx = lim f У(x)dx ,
a —>-oo-во a

\ f(x )dx  = lim J f(x )dx  + lim J f(x)dx,
в— о />-)+«— о  с

бунда — 00 < С < 00.
+«о

Агар \\f(x)\dx интеграл якинлашувчи булса, (5.7)
а

интеграл абсолют якинлашувчи дейилади. (5.7) интеграл- 
нинг якинлашишини аникдаш учун куйидаги таккослаш 
аломатларидан фойдаланилади.

1 - т е о р е м а ,  х нинг барча х > а кийматларида
О < f(x) < <р(х) тенгсизлик уринли булса, у  холда

\)агар \ \<p(x)\dx якинлашувчи булса, у  холда j  f (x)dx
“ аХам якинлашувчи:

2) агарх > а цийматларда 0 </(х) < <р(х) тенгсизлик урин­
ли булса, у  ̂ олда j  cp(x)dx узоцлашувчи булса , J f (x)dx хам 
узок^ашувчи булади. а

Бу теоремага дойр мисоллар кдраймиз.

1 - м и с о л .  J з г  (л > 0) интеграл п нинг кандай кий-
I Х

матларида якинлашувчи ва кандай кийматларида узокла- 
шувчи булишини аникланг.
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Е ч и ш .  п*  1 булсин деб фараз киламиз. У холда

- т Ы 4' " - 1) ’

Т *  = lim > ( * ' - - 1 ) .
> х" 1-л V >

б^либ, берилган интефал якинлашувчи булади; агар п < 1 
булса,

У ^  = +0с
J „Я I х

булиб, берилган итеграл узокдашувчи булади. п = 1 булса, 

f — = lim In b =
I x"

булиб, интефал узоклашувчи булади.
Д емак, 0 < п<  1 да хосмас интеграл якинлаш увчи, 

1 < п < оо да эса узокдашувчи экан.
dx2 - м и с о л .  j

■j х  +4jc+13
хосмас интегрални хисобланг

еки унинг узоклашувчи еки якинлашувчилигини аник­
ланг.

Е ч и ш .

= 3&.(arct8T?-arc,8l) = l(i-7)''5-
Демак, интеграл мавжуд ва якинлашувчи экан.

3 - м и с о л .  J dx

1 x+2 I

гини курсатинг.

интефал якинлашувчи эканли-
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- j '  s-L jK H rcH am K jpH H .Е ч и ш .  x > 1 булганда 
ли ва хосмас интеграл

/ ТГ^ГТ = i im = lim arctgx| =
I (1 + д г)е *  »-*+-•{ 1+дг ь->*~

= lim (arctg b -  arctg 1) = ^  = -  
2 4 4

якинлашувчи булгани учун ( 1-теоремага кура) берилган 
интеграл ^ам якинлашувчи булади.

У ~f(x) функция \a\b\ кесманингх = с нуктасидан бош- 
Ка \амма нукталарида узлуксиз булсин, х  = с нуктада эса 
узилишга эга булсин (15-чизма). У ^олда таърифга кура

*  С -Е  Ь

(5.8)/ Дх) dx = lim j  f{x) dx + lim f f ( x )  dx 
£* a e^ 0Je2

бунда e, > 0 , e2 > 0 . (5.8) интеграл узлукли функциянинг 
хосмас интефали дейилади. Агар (5.8) нинг Унг томони- 
даги иккала интеграл мавжуд булса, у *олда берилган 
интефал якинлашувчи булади.

Агар (5.8) нинг унг томонидаги интефаллардан би- 
рортаси узокуташувчи булса, у \олда берилган интеграл 
\ам узокдашувчи булади.

а = с  ёки b — с  булган \олда (5.8) тенгликнинг унг 
томони бигга лимитдан иборат булиб колади.

4 - м и с о л .  (п = const > 0 ) хосмас интеграл-

нинг якинлаш увчи ва узоклаш увчи булиш шартларини 
топинг.

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция х = 0 да узи­
лишга эга. Агар п 1 булса, у \олда

}— = limte- lim £ 1 \  = lim Г * £J хп е->о+0 q х е-»0+0 —/1+1 е—>0+0 ( —/1+1 —
•л+1

Л+Г

\п < 1 да
1 - л  ’

[и > 1 да оо 

Агар, п = 1 булса, у х;олда

Г — = lim In [х ] I = -  lim
i  r "  E -*0»0  L £-<0 + 00 й” e

= -  lim In e = +oo.
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Д емак, берилган интеграл 0 < « <  1 да якинлашувчи 
ва п > 1 да узоклашувчи экан.

5 - м и с о л .  } хосмас интегрални х,исобланг. 

Е ч и ш .  х = 1 да интефал остидаги функция узилиш­

га эга. Шунинг учун таърифга кура:

f if* = lim J (1 -  xY^dx = lim ( - 2)(1 -  x )~2 I =
о V l - x  «->o q '  E->0 v

= -2  lim (Vl -  L + e -  VT^o) = 2 l im (l -  Ve) = 2 (e > 0).

Д емак берилган интефал якинлашувчи.
2 - т е о р е м а .  f(x), <р(х) функциялар [а\Ь] кесмадаги х = с

нуктада узилишга эга ва [а;Ь] кесманинг х = с  нуктасидан
бошка %амма нуцталарда <р(х) >f(x) > 0 тенгсизлик бажа-
рилсин. У х;олда 

b

1) агар j  с? (х) dx якинлашувчи булса, у  х,олда j  f ( x) dx 
х,ам якинлашувчи; а
15 — Ш. И. Тожиев 225



2) агар х = с  дан боища барча нукталар учун f(x) > <р (х) > О
h

тенгсизлик уринли булса, у  %олда J ф (д-) dx узок,лашувчи 
булганда, f  / (х ) dx %ам узок^ашувчй булади.

° 16 - м и с о л .  / х з интегралпинг якинлашувчилиги-
о \Х+2х

ни текширинг.
Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция х  = 0 да узилишга 

эга. х > 0 да jj^ + 2 x 2 -  ^  булгани учун куйидаги хосмас 
интегрални хисоблаймиз:

I §  = 158 ! §  = lim 1 ^ 1 = 1 Й5 (‘ -  >£) = !  (£ > °) •

Хосмас интеграл якинлашувчи булгани учун берилган 
интеграл хам якинлашувчи булади.

Машцлар
Куйидаги аник интегралларни хисобланг:

257. j  xelxd x .
0

259. \\nxdx-
1

*2 _  
261. JcosVxo!x

Л

263. Jjce‘ xrfx.

258. Jx s in x d x . 
о

260. J х 2 cos x dx .

262. j  x arctg x dx .

264. j  x2e xdx . 
о

Куйидаги хосмас интегралларни хисобланг ёки якин- 
лашувчилигини текширинг:

265. J. dx

V*
267. J

о * ( 1пдг)

266. }.
I

268. / dx
е *(1п;с),з •
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7 rfx 
269. J — Тз-

о ('+*)

271. 7 2+^£ dx ■' J г

270. J х 3е л rfx-
о

272. Г

3 -§ . Аник интегралпинг геометрияга 
оид масалаларни ечишга татбики

1. Ясси шакллар юзларини 
хисоблаш. 1-§ дан маълумки, 
агар \a\b\ кесмада у  =f(x) > 0 
булса, у холда у  =/(х) эгри чи- 
зик, Ох уки ва х = а, х = b 
тугри чизик1ар билан чегара­
ланган эгри чизикли трапеци- 
янингю зи

5  = I f ( x )  dx

формула билан аникланади.
Бу формула ёрдамида юзлар- 16-чизма.
ни хисоблашга дойр мисол- 
ларни курамиз.

1 - м и с о л .  у  = х2 - 2 х  эгри чизик, х = — 1, х = 1 туфи 
чизиклар ва Ох уки билан чегараланган шаклнинг юзини 
хисобланг.

Е ч и ш .  Дастлаб берилган чизиклар билан чегаралан­
ган ша клни чиз амиз  (1 6 -ч и з м а ) . И зл ан аётган  юз 
5  = | 5, | + | 5 2 | = 5| -  5 2 t шунинг учун:

5  = J (х 2 -  2х) dx - 1 (х 2 -  2х) dx =

С - И - М -
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У i у= f2 Ы

щ  ™
0 Q

Ж  И
у /  y=V*> ^

Ь у.

17-чизма.

Агар ясси шакл х = а,х  = b тугри чизикдар ва у  = /  ( х ) , 
У -  f 2(x) эгри чизиклар  билан ч егар алан ган  хам да 
Д(х) < /2( х ) , х е  [а\Ь] булса, у холда шаклнинг юзи (17- 
чизма)

S = \{f2(x)~ f ( x ) ) d x  (5.9)
а

формула ёрдамида аникданади.
2 - м и с о л .  у  = Зх -  х 2 ва .у = - х  чизикдар билан че­

гараланган шаклнинг юзини хисобланг.
Е ч и ш .  Берилган чизикдарнинг кесишган нуктаси- 

ни, сунф а изланаётган шаклнинг юзини чизамиз. (18- 
чизма).

18-чизм а.
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у  = 3 х - х 21 У = ~Х, 
у  =  - X  -  X  =  Зх -  х 2

Бу системанинг ечими х, = 0 , х2 = 4 , у, = 0 , у 7 = -4
(5.9) формулага асосан:

S = J(3x  -  х 2 -  ( -х ) )  dx = j (4х -  х 2) dx =

,з Y4 32

Агар у  =f(x) эфи чи­
зик, тенгламаси парамет­
рик, яъни х = <p(t), у  = ip(t) а 
куринишда берилган бул­
са, эфи чизикди фапеци- 
янинг юзи

S  = J v ( 0  <рЧ0 dt (5.10) а
19-чизма.формула билан топилади, 

бунда а ва b лар <р(а) = а
ва трф) = b тенгламалардан аникданади.[а;уЗ] кесмада rp(t)>0 
деб олинади (19-чизма).

2  2
З- ми с о л .  * +2L = i эллипс билан чегараланган шакл- 

6* ь1
нинг юзини хисобланг.

Е ч и ш .  Эллипснинг парамефик тенгламаси х = acost, 
у  = bsint куринишда эканлигидан ва укларга нисбатан сим- 
мефиклигидан хамда (5.10) формулага асосан хисоблаймиз:

П
а  0 2

S = 4\ у  dx = 4 \ a sin t( -b  sin t) dt = Aab] sin2 / dt =
0 я  „

2
5  я

= 4ab ]x—~ ± d t  = 2ab[t-]^s\n2t)\ = nab.

Агар узлуксиз у  —f(x) эгри чизик, кутб координаталари- 
дар  -р(<р) тенглама билан берилган булса, ОМх ва ОЛ/2кутб
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радиуслари билан чегаралан­
ган Л/, 0М2 эгри чизикди сек- 
торнинг юзи куйидаги аник 
интефал билан ифодаланади:

5  = i  J (р(ф))2 d(p, (5.11)

X бунда Ф, ваф2 мое равишда 
20-чизма. ОМ1 ва ОМг кутб радиуслари-

нинг кутб бурчаклари (20-
чизма).

4 - м и с о л . Б ернулли л ем н и с катас и  (х 2 +.у2)" = 
= о~ (х 2 - у 2) билан чегараланган шаклнинг юзини \исоб- 
ланг (21-чизма).

Е ч и ш .  Берилган эфи чизиктенгламасини кутб коор- 
динаталар системасида ифодалаймиз. Бунинг учун х = г  cos ip, 
у  =р51пцс_алмаштириш б аж ар сак , р 2 = a 2 cos2(p ёки 
р = a/cos 2ф га эга буламиз.

Ш аклнинг симмефиклиги хоссасини эътиборга олиб 
(5.11) формулага асосан изланаётган юзни топамиз:

-  1 I 4 * 4
S = 4 • -  f a 2c o s2 y  d(f> = 2а2 • — s in 2фI = а2.

о 2 о
2. Эгри чизик, ёйиникг узуилигиии хисоблаш. Агар АВ ёй 

у  =f(x) тенглама билан берилган булса (бунда f(x) — узлуксиз, 
дифференциалланувчи функция), у холда унинг узунлиги
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М Л + у dx (5.12)
У‘ В

1
А С

Ус
а 0 ь X

формула ёрдамида хисоблана- 
ди (22-чизма).

Агар ёй тенгламаси х =
^ (t), у  = ip(t) парамефик кури­
нишда (бунда <p(t), ip (t) узлук­
сиз, дифференциалланувчи 
фуикциялар) берилган булса, у холда ёй узунлиги /куйида- 
гича хисобланади:

22-чизма.

I = | у]х'2+ у '2 d t , (5.13)

бунда а, /3 лар t параметрнинг мос равишда А ва В учлар- 
даги кийматлари.

Агар ёй тенгламаси кугб координаталар системасида 
р = р((р) тенглама билан берилган булса, у холда куйидаги 
формулага эга буламиз:

2 + р  '2 d<p (5.14)

бунда ф,ваф2мос равишда М] ва М, ёй охирлари кутб ра- 
диусларининг Ор  у к  билан ташкил этган кутб бурчаклари.

5 - ми  с о л .  Учларининг абсциссалари х, = >/3 ва 
х2 = л/8 булган у  = \ 4х* эфи чизикнинг узунлигини хисоб­
ланг.

Е ч и ш .  (2. 12) формулага кура, куйидагига эга буламиз:

-  J
VS -------

dx = j  Vl + x dx =
S

3 J i
(1+x)2 ' 38 

3 •

6 - м и с о л . у  - а (  1 -  cos /), х  = о(/ — sin/) циклоида бит- 
та арки узунлигини хисобланг.

Е ч и ш .  Циклоида арклари бир хил булгани учун унинг 
битта аркипи оламиз. Бунда t парамеф  0 дан 2л гача узга- 
ради. х - о ( 1— cos t), у '  = asin / булгани учун (5.13) форму­
лага кура эфи чизикнинг узунлиги куйидагича аникла- 
нади:
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/ = / J a 2 (1 -  c o s t ) 2 +a2 sin2/ dt =
0

2 л i----------------------------------
= J o v l -  2 cos/ + cost2 + sin2/ dt =

I------------------  in . . Ln
-  a j  J 2(1 - c o s t )  dt = 2a J s in - d t  = -4acosy| = 8a •

о о 0

7 - м и с о л .  р = еф логарифмик спирал биринчи урами- 
нинг узунлигини кисобланг.

Е ч и ш .  (2.14) формулага асосан:

I = J л/е2ч> + е 2* </<р = J V2e« dcp = 72<?ф|* =
О О О

= у/2 ( е2к -  l)  = 108,16.

3. Жисмлар \ажмини кисоблаш.Фазода х = а, х = b
текисликлар орасида жойлашган бирор жисм берилган 
булсин. Ох укига перпендикуляр ва хЕ[а;Ь\ нукталардан 
утувчи кар кандай текисликлар бу жисмни кесганда косил 
булган кесимнинг юзи 5(х)га тенг булсин (23-чизма). У 
колда х = а,х  = b текисликлар орасидаги жисмнинг кажми 
ушбу формула билан кисобланади:
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V = j  S(x) dx. (5.15)

Хусусий колда аАВЬ эгри чизикди трапециянинг Ох уки 
атрофида айланишидан косил булган жисмнинг кундаланг 
кесим юзи Дх) = я(Дх))2 булади (24-чизма). Шунинг учун 
эгри чизикди трапециянинг Ох уки атрофида айланишидан 
косил булган жисмнинг хджми ушбу формула билан \исоб- 
ланади:

(5.16)

8 - м и с о л . х2 + >'2 + г 2 = 1 сирт билан чегараланган
' и

жисмнинг кажмини кисобланг.
Е ч и ш .  Берилган тенглама буйича эллипсоид ясай- 

миз (25-чизма). Бу эллипсоидни Оу у к ига перпендику­
ляр, y G [-  b;b) нукталардан утувчи ихтиёрий текислик 
билан кесилганда косил булган кесимни караймиз.

х2Кесим тен глам аси  - г  + - =  1 - U
1 -  > 0 булса, у колда

ярим укдари а, = а .1  -  *

( у -co n st)  ёки
у2 .- ----- = I , яъни

CI ’ CJ ' l _ 2L булган эллипсга
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эга буламиз. Бу кесимни юзи эса S(y)  = па,с, = n a c f  I 
га тенг. У холда (2.15) формулага кура: I 1)2 }

9 - м и с о л . Оху текисликда ётувчи у2 = 4 - х , х = 0 
чизиклар билан чегараланган шаклнинг О у  у к, и атрофида 
айланишидан хосил булган жисмнинг хажмини хисоб­
ланг (26-чизма).

Е ч и ш .  (5.16) формула ва 26-чизмага кура:

Vy = п\ x2dy = я/  (4 -  у 2 f d y  = 2nj (4 -  у 2 f d y  =

26-чизм а .
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= 2я (з2 - ^  + ^ )  = ^ -  я  = 107,23.

4. Айланиш жисмининг сиртиии хисоблаш. Агар АВ эфи 
ЧИЗИКУ = А Х) функциянинг графигидан иборат ва эфи чи­
зикнинг четки нукгаларини координаталари А (аДа)), B(b, 
f (b )) ,  булса, (бунда Дх) — узлуксиз, дифференциалланувчи 
функция) у холда унинг Ох уки афофида айланишидан хосил 
булган сиртнинг юзи куйидаги формула билан аникланади:

Qx = 2я| f (x )y j l  + ( f ' (x ) )2 dx. (5.17)
а

1 0 - м и с о л . Абсциссалари х, = 1, *2 = 7 булган нук- 
талар билан чегараланган у  = 2х + 1 парабола ёйининг 
айланишидан хосил булган сиртнинг юзини топинг.

Е ч и ш .  27-чизма ва (5.17) формулага кура изланаёт- 
ган сиртнинг юзи куйидагича топилади: у  = V2x + 1 ,

= 2л|( 1 6 - 8 у 2 + y * ) d y  = 2 я ^ 1 6 у - | У  + -
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Qx = 2nJ V 2 x + l j l  + j dx = 2 n jV2x + 1 + 1 dx =

= 2nf s[2x + 2 dx =2n • i  • = 1 2л(64 -  8) = —
i 1 _  J 3 3 •

Машцлар

273. j /2 = 9x, у  = Зх чизиклар билан чегараланган шакл­
нинг юзини х,исобланг.

274. у 2 = х + 5 , у 2 = —х + 4  чизиклар билан чегаралан­
ган шаклнинг юзини хисобланг.

275. у  = х2 + 4х, у  = х + 4 чизиклар билан чегаралан­
ган шаклнинг юзини хисобланг.

276. у  = (х — 4)2, у  = 1 6 - х 2 чизиклар билан чегара­
ланган шаклнинг юзини хисобланг.

277. 4у = 8х — х2, 4у = х + 6 чизиклар билан чегара­
ланган шаклнинг юзини хисобланг.

278. У = , У = ~2 чизиклар билан чегараланган 
шаклнинг юзини хисобланг.

279. .у2 = х2 — х4 ёпик чизик билан чегараланган шакл­
нинг юзини хисобланг.

280. Ох уки ва у  = а(\ -  cos t), х = a ( t— sin t) циклоида- 
нинг биринчи арки билан чегараланган шаклнинг юзини 
Хисобланг. х2

281. у  -  хе 2 чизик ва унинг асимптотаси билан че­
гараланган шаклнинг юзини хисобланг.

282. х2 + у 2 = 4, х2 + у 2 = 9, у  = х, у  = чизиклар 
билан чегараланган шаклнинг юзини хисобланг.

283. х = З/2, у  = 3t -  t2 чизиклар билан чегараланган 
шаклнинг юзини хисобланг.

284. у  = 4Г2— 6г, х  = 2/ чизиклар ва Ох уки билан чега­
раланган шаклнинг юзини хисобланг.

285. р  = a cos 2<р чизик билан чегараланган шаклнинг 
юзини хисобланг.

286. г  = а<р ( а  > 0) Архимед спиралининг биринчи ва 
иккинчи урамлари билан чегараланган шаклнинг юзини
хисобланг.

287. х  = a cos3r, у  = a sin3f астроида узунлигини хисоб­
ланг.

288. у  = 2\1х параболанинг абсциссалари х, = 0 ва х2 = 1 
булган нукталар орасидаги ёйининг узунлигини хисобланг.

289. У = У ( 2 х - \ )3 эгри чизикнинг абсциссалари 
х = 2 ва х2 = 8 булган нукталар орасидаги ёйининг узун­
лигини хисобланг.

4 _ п
290. у  = тХ  чизикнинг абсциссалари х, = 2 ва х2 = 8

булган нукталар орасидаги ёйининг узунлигини хисоб­
ланг.

291. у  = 1пх эгри чизикнинг абсциссалари х, = V3 ва 
x 2 = V 8  булган нукталар орасидаги ёйининг узунлигини 
Хисобланг. ______

292. у  = j  yj(x -  I)3 эгри чизикнинг абсциссалари х, = 1 
ва х2 = 9 булган нукталар орасидаги ёйининг узунлигини 
хисобланг.

293. р  = (1 -  cos <р) кардиоиданинг узунлигини хисоб­
ланг.

х2 X2294. z = ~4 + 2̂ > z = 1 сиртлар билан чегараланган 
жисмнинг хажмини хисобланг.

X2 г2295. у  -  — + -^-, У — 1 сиртлар билан чегараланган
жисмнинг хажмини хисобланг.

296. Оху текисликда ётувчи ва у  = х2, х = у2 чизиклар 
билан чегараланган шаклнинг Ох уки атрофида айлани- 
шидан хосил булган жисмнинг хажмини хисобланг.

297. Ох уки ва х  = a(t — sin t), у  = а( 1 -  cos t) циклоида 
биринчи аркининг абсциссалар уки атрофида айланиши- 
дан хосил булган жисмнинг хажмини хисобланг.

298. у  = I  <j4x -1  эфи чизик ёйининг абсциссалари х, = 1 
ва х2 = 9 булган нукталар орасидаги кисмининг Ох у к  афо- 
фида айланишидан хосил булган сирт юзини хисобланг.

299. у  = Зх туфи чизик кесмасининг абсциссалари х, = 0 
ва х2 = 2 булган нукталар орасидаги кесмасининг Ох Уки 
афофида айланишидан хосил булган сирт юзини хисобланг.
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4 -§ . Аник, интегралнинг физикага 
оид масалаларни ечишга татбици

1. Моддий пуктанинг босиб утган йулини тезлиги буйи­
ча х,исоблаш. Агар и =f(t)  функция моддий нукта траек- 
ториясини ифодаласа, моддий нуктанинг [r,;f2] вакт ора- 
лигида босиб утган йули S куйидаги

S = / ДО dt (5.18)

формула билан кисобланади.
I - м и с о л .  Моддий нукта бирор тугри чизик буйлаб 

u(t) = At1 + 2t + 1 тезлик билан харакатланади. Бу нукта- 
нинг [0;3] вакт оралигида босиб утган йулини топинг.

Е ч и ш .  (5.18) формулага кура:

5  = j  (4Г3 + 21 + 1) dt = (/4 -  t2 + /)| = 75 (м).
О о

2. Узгарувчи кучнинг бажарган ишини хисоблаш. F(s) 
куч таъсирида моддий нукта Os тугри чизик буйлаб хара- 
катлансин.

Бу кучнинг [а;Ь] кесмадаги бажарган иши

А = J F(s) ds
а

формула билан топилади.
2 - м и с о л .  Агар пружинани 1 см га чузиш учун 1кН 

куч куйиш керак булса, пружинани 10 см га чузишда ба- 
жарилган ишни \исобланг.

Е ч и ш .  Гук конунига асосан /"кучнинг пружинани 
чузиши унинг чузилишига пропорционаллир, яъни, F = 
кх, бунда х — пружинанинг чузилиши (метрда), к, — про- 
порционаллик коэффициенти.

Масала шартига кура х = 0,01 м, куч эса F = 1А:Н 
булгани учун 1 = 0,01 А: тенгликни х;осил киламиз. Бундан 
к ни топамиз: к  = 100 ва F = ЮОх.

Демак, изланаётган иш:
0.1 0.1 

А = | 100xdx = 50x2 | =0, 5 кЖ. 
о о

х2 V23 - м и с о л . Крзон z = -т- + эллиптик параболоид
4  у

ш аклида булиб, унинг баландлиги Н = 4 м. К,озон зичли- 
ги d  = 0,8 т/м3 булган суюкдик билан тулдирилган. К,о- 
зондан суюкликни насос билан чикариб ташлашда бажа- 
рилган ишни хисобланг.

Е ч и ш .  z баландпикда Дz, калинликдаги элементар су- 
юкдик катламини оламиз. Бу катлам горизонтал кесими 
ярим укдари а = 2^  ; Ь = булган эллипс булиб, унинг 
массаси Д/п( = блуб^Дг,, хажми эса До, = п ■ 2 ^ 3 ^ Az, га 
тенг.

Суюкдикни чикариб ташлаш учун бажарилган иш:

А = lim £  бmgbzAH -  г,)Дг, = f 6ngSz(H -  z) dz =
>=i 0

= 6 n g b \ H ^ - l = ngSH* = 6л#5 = 1575,53 кЖ.

3. Суюкликнинг пластинкаларга таъсир этувчи босим 
кучини хисоблаш. Бундай масалаларни ечишни аник ми- 
солда курсатамиз.

4 - м и с о л . Асоси а = Зм ва баландлиги Н = 2м булган 
учбурчакли пластинка суюкдикка учи пастга килиб шун­
дай ботирилганки, унинг асоси суюкдик сатхи билан па­
раллел ва ундан 1м узокдикда жойлашган. Суюкдикнинг 
зичлиги д  = 0,9 т/м3га тенг. Суюкликни пластинканинг 
хар бир томонига таъсир этувчи босим кучини хисобланг.

Е ч и ш .  Паскаль конунидан фойдаланиб суюкликнинг 
босим кучини аникдаймиз. Унга кура И чукурликдаги AS 
юзга суюкдикнинг Др  босими Ар = dghAs га тенг, бунда 
д  — суюклик зичлиги, g  — эркин тушиш тезланиши.

Энаи AS юзни суюкдик сатхидан у  + d  масофада ётув­
чи ва унга битта томони параллел булган dy  калинлик 
билан фарк килувчи учбурчакларга ажратамиз (28-чиз- 
ма). Хосил булган ABC ва Л^С^учбурчаклар ухшашлиги-
дан:

I | _  н - у^ ^ \ А , В]\ = ± ( Н - Уу.
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— — —Зм —*■ 4 * -  ~и
_ , А чршшй mi/Ьт*T = t -
__------АГ Ш \

__ __ г
p r t V z l  -

г у —  —
28-чизма. 

Кесилган (эни dy  булган) юз

dS = ± ( H - y ) d y .П  -  г  +  -

Текис учбурчакнинг томонларига таъсир этувчи босим:

dP  = -^-5g ( d  + у ) (Н - y ) d y .
Охирги тенгликнинг иккала кисмини интеграллаб, из- 

ланаётган босимни топамиз:

2

Р I # 5g(d  + у )  (Н -  У) <1у = j 8 g j ( 2  + у - у >) d y  =I)

= |Sg|^2.y + ^ - ^ - j |  =55^ = 44,1 кН.

4. Чизик ва доиранинг инерция моментларини хисоб- лаш.

а) узунлиги / булган бир жинсли таёкчанинг иккинчи 
учига нисбатан инерция моменти куйидагича хисобланади:

J  = y ' f x2 dx = у ~ .
о

Агар таёкчанинг массаси М берилган булса, у холда
Y = — булиб,

га эга буламиз.
J  =  —  • —  -  М е * 1 АЛ 2 е  3 =
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29-чизма.

б) радиуси г  булган 
айлананинг марказига 
нисбатан инерция мо­
менти

J  = 2тгу г 3 
формула оркали аник- 
ланади.

в) радиуси R булган 
бир жинсли доиранинг 
м ар к ази га  н и сб атан  
инерция м ом ентини  
хисоблаш учун доира-
ни эни dr булган п та халкаларга ажратамиз. Бу халкача- 
ларнинг хар бирининг юзи dS = Ijzrdr га, массаси dm = 
2лrd-dr га тенг, бунда 8 = — -̂ — зичлик. Битта халкача-71 К"
нинг инерция моменти (29-чизма): 

dJ0 = 2л5 г 3 dr.
Бундай инерция моментлари йигандисининг п-*оо даги 

лимити мавжуд ва у куйидаги аник интегралга тенг:

/0 = J 2л5г3 dr  = 2я8 у  \ = \ nRA = 1 МЯ2.лЛ7 2

5. Текис шаклнинг огарлик марказини хисоблаш. Куйи­
даги холларни караймиз:

а) бирор текис шакл 19-чизмада курсатилганидек бе­
рилган булсин. Текис шакл д  = <5(х) зичликка эга булса, у 
холда текис шаклнинг огирлик маркази С{хс,ус) нинг ко- 
ординаталари куйидаги формула билан топилади:

J x6(x)\jl+y’2dx blyb(x)s]\+y 2dx
Ус = V

/ Ь(х)\]\+ y * d x  J b (x )^\+y,2dx
(5.19)

б) агар текис шакл [а,Ь] кесмада пастдан у  = /,(х), 
юкоридан у  =/2(х) чизикдар билан чегараланган (17-чиз­
ма) ва зичлиги д  = д(х) булса, у холда унинг огирлик мар­
кази С(х.;ус)нинг координаталари куйидаги формула би­
лан аникланади:
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I x80c)(/2(x)-/j (x))dx \ yb(x)[f2(x )- f2(x)}dx
x- = h ------------------------------ . Ус = H------ -------------------. (5.20)

\b(x){ f2( x ) - M x ) ) d x I S (x ) ( f 2(x ) - f , ( x ) ) d x

5 - м и с о л .  Марказий бурчаги 2а ва радиуси R булган 
бир жинсли айлана ёйи билан чегараланган шаклнинг 
огирлик марказини топинг.

Е ч и ш .  Координаталар системасини 30-чизмада кур- 
сатилганидек оламиз. Бу холда 
ёйнинг симметриклигидан ва бир 
жинслилигидан у с = 0 га эга 
буламиз. хс ни (5.19) формула- 
дан топамиз:

Айлананинг параметрик тенг- 
ламасидан фойдаланамиз:

j x  = R co s t ,
[у = Rs'mt.

Ухолда

а -у а
j  R  c o s t  d t  s in / 1

* c= — a---------  = R ----f±=  / ?^ £ .
I R dt ,  I a

6 - м и с о л  j = 6  - x 2, y  = 2 чизиклар билан чегаралан­
ган бир жинсли текис шакл огирлик марказинииг коорди- 
наталарини топинг.

Е ч и ш .  31 -чизмада курсатилгандек шаклни чизиб ола­
миз. Чизмага кура х  = 0 булади. у е ни топиш учун (5.20) 
формуладан фойдаланамиз:

Ус
j ( 4 - х 2) dx

- 2
J ( 4 -х 2) dx

-2
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У 6

| щ

н 2

-2 0 2

31-чизма.

32л- 4 x 4з *

Гб

192

= 1 - 4 - =  3,6.
4х

Машклар

300. у2 — 9х, у  = Зх чизиклар билан чегараланган шак 
лнинг юзини топинг.

301. у>2 = 2рх, х2 = 2р у  параболалар орасидаги соханинг 

эллипснинг Ох ук. атрофида айлани-
юзини топинг.

V 2 V 2 
3° 2- ^  + ¥

шидан хосил булган жисмнинг хажмини топинг.
303. Координаталар бошипи (а\Ь) нукта билан туташ- 

тирувчи тугри чизик кесмаси Оу у к  атрофида айланади. 
Хосил булган конуснинг хажмини топинг.

304. у2 = 4ох параболанинг Ох у к  атрофида айланиши­
дан хосил булган сиртнинг координаталар бошидан абс­
циссаси х = 3а булган нуктагача ораликдаги юзини топинг.

305. у  — Зх туфи чизикнинг х  = 0 дан х = 3 гача ора­
ликдаги кесмасининг: а) Ох у к  атрофида; б) Оу у к  атро­
фида айланишидан хосил булган конус сиртининг юзини 
Хисобланг.
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306. ay2 = x3 ярим кубик парабола ёйининг координа- 
талар бошидан абсциссаси х = 5а нуктагача булган узун- 
лигини хисобланг.

307. у  = 1пх эгри чизик, ёйининг х = \1з дан х = 
гача булган уз^нлигини хисобланг.

—j  + = 1 (дс > 0, ^ > 0) эллипс чорак кисми308.
юзининг огирлик марказини топинг.

309. х2 + 4у  = 16 парабола ва Ох у к  билан чегаралан- 
ган шакл юзининг огирлик марказини топинг.

310. Жисм тезлиги u = >j2t + 3 м/сек формула билан 
ифодаланади. Харакат бошлангандан 3 с ичида жисм бо­
сиб утган йулини топинг.

311. 48 км/соат тезлик билан харакат килаётган авто­
мобиль тормозлана бошлади ва 3 с утгач тухтади. Авто­
мобиль батамом тухтагунча босиб утган йулни топинг.

312. Радиуси 3 см га тенг ярим дойра шаклдаги текис 
тусик сувга шундай ботирилганки, унинг диаметри сув 
сатхида жойлашган. Сувнинг бу тусикка булган босим ку­
чини аникланг.

313. TyFOH вертикал туф и трапеция шаклида булиб, 
унинг юкори ва пастки асослари мос равишда 80 ва 50 м 
га, баландлиги эса 25 м га тенг. Тугонга таъсир килаётган 
сувнинг босим кучини аникланг.

314. Устки асоси а ва остки асоси b (а > Ь), баландли­
ги h булган тенг ёнли ф апеция шаклидаги вертикал тугон­
га таъсир килаётган сувнинг босим кучини хисобланг.

5 -§ . Биринчи мустакил уй иши

Мазкур уй иши вариантларининг хар бирида 8 та ми­
сол булиб, уларни бажаришда куйидагиларга эътибор бе- 
риш керак:

1—7-мисолларда'. берилган аникинтегралларни вергул- 
дан кейинги иккита ракамигача аниклик билан хисоб­
лаш керак.

8-мисолда: берилган хосмас интефални хисоблаш, узок­
лашувчи ёки якинлашувчи эканлигини аниклаш керак.

Вариант мисолларининг ечиш намунасини келтира- 
миз.

Куйидаги аник интефалларни вергулдан кейинги ик­
кита ракамигача аникдик билан хисобланг:

ч dx
х(\+х )2\*

Е ч и ш .  Интефал остидаги каерни рационал каерлар 
йигиндиси куринишда ёзиб оламиз ва хисоблашни давом 
эттирамиз:

dx = j ( i  + ^ )  dx
[ x(l+x ) I \x 1+X

1 = A( l + x 2) + (Bx + C)x,
X  = 0 l=A, /4 = 1,
X2 0 = A + B, B = - 1,
X 0 = C,

оIIО

= - I 0  = lnM I  " T ln(1+*2)l =1 x 1 l+* 1 1
= l n 2 - i l n 5  + i l n 2 = | l n 2 - i l n 5  =

= A-0,69- l - l , 6l  =0,24.

2. |ln2xa!x.
i

Е ч и ш .  Булаклаб интеграллаш формуласини икки 
марта татбик этиб, куйидаги натижага эга буламиз:

j ln 2x dx
и = In2 х, du = 2 In х ■ — dx, 
d v  = dx, и = x,

= x ln 2x | -2\\n x dx
и = In x, du = —dx,X
d v  = dx, v  = x,

= e l n 2 e -  2 (x ln  x -  x)| = e -  2e + 2 e - 2  = 0,72.
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3-J 9х2-14х+1
x 3 - 2 x 2 - x + 2

dx.

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция тугри касрдан 
иборат. Унинг махражини купайтувчиларга ажратамиз, 
сунгра содда рационал касрларнинг йигиндиси курини­
шида ёзиб оламиз ва интегрални \исоблаймиз:

Г i f - 'pL + L  dx = ) - 9xl - |4-f +L  dx J ( *  + * + C \ dx .
2 x  —2x  —x +2 J3 (x + l) ( x - l) (x - 2) j3 \ x +1 Jf-1  x - 2 )

9x2 -  14x + 1 = A(x -  1)(дг -  2) + B(x + l)(jf -  2) + C(x + l)(x -  1),
x = - l  
x = 1 
x = 2

24 = 6 A, 
-4  = -25 , 

9 = 3 C,

= f  (-^-r + — -  + -Ar-) dx =
J3 \x+I x —1 x - 2 /

= ( 4 1п|л- + 1| + 2 In |лг -  l| + 3 ln|x -  2|)| =

= 41n5 + 21n3 + 3 1 n 2 - 4 1 n 4 - 2 l n 2  = 

44
= In (5‘ • 3’ • 2)  -  In 4‘  .  In =, In ! i | »  = 3> 7g

4  [ x3dx

Е ч и ш .  

i
/-0 vx +1

yjx2 + 1 = r, x 2 + 1 = t2, xdx = tdt, 
x = 0 да t = 1, x  = 1 да / = V2 .

d/ = f ( r 2 - l ) d r  = ( i/ 3 - / ) f  = 0 , 2 0 .

246

5 .J _______ dx_______
4-3co s2 x + 5sin2 x

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция sinx ва cosx га 
нисбатан жуфт функция булгани учун г = tgx алмашти­
ришни татбик, этамиз ((4.21) формулага каранг):

______dx
4 -3  cos2 х+5 sin2 х

t = tgx, dx = ~~~~y, cos2 x  = *  sin2 x =
i+T2 T+72 T+P

x  = 0 да t = 0, x  = ~ да t = 1 
4

=  1
/l 112 )\ 1 3 15,2)
[ \ 1+,2 I+/2J

= f_A _
о 9/2 + I

= у  arctg 3/1 =

= -  (arctg 3 -  arctg 0) = 0,42.

Е ч и ш .  Берилган интегрални шундай иккита интег- 
ралга ажратамизки, биринчи интеграл остидаги функция­
нинг сурати квадрат илдиз остидаги квадрат уч^аднинг 
\осиласидан иборат булсин. Зарур алмаштиришларни 
бажариб, натижада куйидагига эга буламиз:

f - ^ L ^  = - 4 L ± L
о V 3 -2 x -x 2 и V 3 -2 x -x 2

dx - 19

= - 8>/з -  2х -  х 2 | -  19arcsin =

= 8л/3 -  у  п + л = -6 ,05 .
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xdx
7‘ I (3x-lb/3x-l'

3

Е ч и ш .  Берилган интеграл 73х - 1  = t алмаштириш 
ёрдамида жадвал интеграл и га келтирилади:

xdx
2 Ox-Y)sJ3x-i

\1 З х -1  = t, Зх - 1  = t2, х = j  (/2 +1), dx = у  7 dt, 

x = j  да / = 1, x  = y  да г = 3

8. Хосмас интефалларни хисобланг: 

а) jc2 + 4jc+9
Е ч и ш .

6)Ш Л-

a) J dx = Г__ ____+ f _______
j^x:2+4x+9 о x2+4x+9

dx
x2+4x+9

= lim j  -
n --i —M » <

dx dx
<*-*— £ ( x + 2)2 + 5 P -*+ -q ( x + 2)2 +5

= lim - J - a r c t g ^ - l  + lim -!-arc tg^ i^|  =
«— 7s 7 T 'a p->+~7? V5 о

"  ii? -  ( j s a rc ts£ ~  7s а гс ,е^ г ) *

+,!™- (7? агМ8 l i r  '  7s arctg J i)  *
1 » _ 2  1 / n\ 1 л 1 t 2 n

-  75 arCtg7 ?  "  75 Г  2 ) + 75 ' 2 -  75 arCtg^  -  75 •

Демак, берилган интеграл якинлашувчи
. ~ 0 _  ̂ У ■* „2 . л

б) j  dx = J dx + j  ^ 4  ̂dx
![x> -I n/x2 0 </*2

= Hm J f Зх1 + 2 x '3 j  dx + lim  j j^3x3 + 2x 3 dx =

= limp-*o-o
i x 3 + 6 x3

1 \

v

= lim
P-.0-0

(  7 I Q ^
ip 3  +6 P3 + y  + 6

4

+ lim ( у  + 6 - ^ а 3 - 6 a 3"j = 1 4 y .
a-*0+0 l 7 / j

Демак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи. 

1-вариант
4

2. J (у  - 1) In у  dy
' | ? Т г

4

3
3 .  f 3 x 2 -^ 2 x -3  d x  

J х -х

3
} tg x dx ■
0

y d l ± d x .
о е*+з

16x4-l

4. j" 73 -  x 2 dx • 
0

f ___* ___.
I , 4 x 2 +4.X + 5 

~2

6) j-
dx

2-вариант
dx

n
2- ] x t g 2x dx
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3- I

n
5- J

x dx
( .x - l )3

sin x
(I-cos JC)- 

dx

dx.
2

2  In 2

"  I

8. a) ) - --------- -
0 ^(I6+x2)5

4xdx

4‘ /7(1 ~x2)3dx

M
Здг-2

* 2-4x+5
d x .

6) / In2dx
I (1—Jtr)ln2(I—JC)

3-вариант

3 - j
dx

(Jt-l)(.x+ 2 )

4
5. / 2 cos x sin 3x dx .

0

,n 2 r—
7. J Ve' -  1 dx .

8. a) J
.x2 -4x+ l

I
2- Jx a rc tg x d x .

4. j __ «k
л  x2ja+x2)3 '
3

6-
_з -x +3x+4

6) j  Ш 4
ft  ̂ Здг

1- J ^ d x ., x

3. j
3 U + l)(x - 2)

4-вариант

2- /x3Vx2 +9 dx.

J ^ l d x -

250

5. | cos у  cos j  dx • 6 . f * — dx 
x  -4 x  +3

xdx
7- J

8. a) | dx
, n(x +4x+5)

6) \ f 7 dx. 
0 l~x

5-вариант

1- \ ^ d z ~0 z +1

3. f l l l ^ d x .
Jo U -2)3

л
5. J (32cos2 4x -  I6) d x . 

0

7. j- dx 
0

8. a) j

2 . | (x  + l)e '2jrdx •

4- I
с/х

W ( x 2 +3)3 ‘

6 - 1I x 2+x+l
d x .

, 1+V2x+T 

xdx
x2+4x+5 ’

О

б) I
cos 3.x

о ^ (1-s i
- dx

sin 3x)

6-вариант

t
*• J

j. arcsin—

■ ! ^ r
с/х ■

3- j
dx

J2 (x —1)2(jc+1)
4. j  ^ 2 -  x2 dx .

5 .  j  co sx d x 6- J
о sin x+I 7 x -3x+ 2
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7 V2+3x

8. a) d x ;0 л (1 + 4 х  )
6)/ 2 xdx

0 Vi-*

7-вариант

4
dx

2 V5+4x-xz

M
5 ( x 2 + 2 )d x

2. | !n(3x + 2) dx

4. r_*2<fe
J0 (x 2 + l )2

5. J tg4x d x .
Я

4

In 3

7- J dx

5 j  ,
6. f . * ± —  

3 V 8x -x2-15

8. a) J 16dx

6) t
dx

? ь з Г -

8-вариант

1 ■ j  x 3 V4 + 5x4dx ■

3. j i ^ I d x .  
о <*+DJ

2. f arctg— dx • 
i x

4. f *
2ч/з x 2Vx2 + 9

5. J cos у  cos —  dx •

1 2 ,
7 f x dx

' I ( l+ * )4

M
d x

x 2 + 4 x + 5

252

xdx
8aM r a ;

9-вариант

1. | sin2 у  dx • 2. j  x ln ( l - x ) d x

3 °f ^ -2 x 4 3
J. (x -2 )

4. | — rrr~
I X 2 s l x + \

J2

4
5. Js in 3xco s5x  dx 6- Ь

dx

iT 2^ 6x -9 ?

7‘ I dx
1+^/x+l

8. a) J
(x+2)dx 

о ^/(x 2 + 4 x + 1)4

10-вариант

J .  je^dx 2. f -± £ -  
q cos 3x

M
xdx  

I  x 2 + 3 x + 2

4 . | >/l - x 2d x .

5. M
d x

7- I
e xdx
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15-вариант 17-вариант

2 г sin In xdx
J  X1 *

3. J x*L.
-i ^-1 
П

5. J sin6 x d x .

2. J ( x  + 3)sin xdx
о

4- I xl dx

Vd-JC2)3

6 ‘ • r2 +5/+4

COSJ'd}'

о 4+Vsiny

8. a) } ndx
(l+ 9x2 )arctg23x ’ б) I

dx
9x2-9x+ 2

16-вариант

!• J
dx

l x V l- ln 2 ;

S

3- J
3f 2x2+4

X-’ - X ^ + X - l
-dx .

2. j x 2 In xdx •

}
dx

5. ism x
3 

5

Ч « д & г

8. a) J-
7dx

6‘ J
xdx

о x 2 +3x+2

6 ) J  3 si:3 sin3 xd x

1 . J Vx + 1 dx

3- I
dx

\ x2( x - l )  ’

Я

5. ] cos5 xd x .

7- 10

8. a) J

dx

dx
j (jc H-2jc) In 3

2. f ln(x+D f a  .
\ (x+1)2

4.
2 x

6- 1

6) j

x -5
х^-гх+г

<У9х dx

^ I 2' ‘

d x .

18-вариант

1. } sin a co s3a d a .
Л
6

2

3 - J
dx

Jo (x + l)(x2+4)

5. j  Vl + sin x dx .

7- J
dx

Ci/l-t-lnx

S. a) f e - 3xxdx;  
о

2. J (x + 2) cos
0
£

4 . J x 3^7 + x 2dx.

6- J
x -5

, x ‘! +2x+5
dx •

6) }
0 ^/l-x5
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19-,вариант

J. / \ 2tg3xdx
2- } х sin 4xdx

3. fLL2- * +2)dx 
7 * 4 - 5 л г 2 + 4

VJ Г~2 T 4 j  VS-8
m  x
3

dx.

5. J - ^ a - x
I  Sin 2,v •

-> ln4 j7. j  dx 
in 2 \/l+e*

s. a) I
x - l  l+P d x ;

6. f dx
о x 2+2x

6) \ ~ r ~ d x .  
о v 6 4 - x 6

20- вариант
J - /~r=== •

3 . J - x dx
4 * 3 - 6 .V2 + I 6 j r - 6

5 . | sin 2xdx  
n cos3 x

7. Г . In-trfy
e2 X (J-ln2x)

?. a) / A:
0 2x2~2x+l ’

2■ )  six In xdx

л Л ,4. f  dx
I ~x4x2-\

6.
i J x - 2
2

6) / * А -VT— 2x
2
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21-вариант

xdx
1- J

3.
■J JC3+1

5- J sin x sin 3xdx

l . ) ^ d x .

8. a) | dx
x 2(x+ l)

2. J arctgVx dx ■
0

4. ]x 4j 9 - x 2dx

2x-&

1 Vl-x-д
dx

6) 1
x'dx

л/31(лг3-1 ) '

J ^ d x .
J  V-

22-вариант

5. } s inx sin2x sin3xdx

V7
(*2 + l )3

8. a) J dx
'Z J t ( l n x - l ) 2

2- I
xdx
„3*

4- J
о \l9+x2

6- j
\l2+3x- 2x

6) | rfx
l Ь х - х 2 - 2
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23-вариант

2 - f ^ d x .

у/б -------------

4. f  \ !б- x2dx .
о

25-вариант

&
г xdx

!• J

3.
3 x  '

5. | sin4 у  dx ■

2. f  x s in x co sx c tf  •

4. I £ f d x .  
x

5

6- J

7- J
dx

/ 5 -4 *

8- a) J dx

3, 5

3x 2 - 3 x +2
6 ) J

x 2- 7 x +13

dx

d x .

Jo ( 2 x - i y

6 - § .Иккинчи мустакил уй иши

Иккинчи мустакил уй ишининг \ар бир вариантида 7 
та мисол булиб, уни куйидагича бажариш керак:

Биринчи мисолда: берилган чизик билан чегараланган 
шаклнинг юзини (вергулдан кейинги иккита ракамигача 
аниклик билан) \исоблаш керак.

Иккинчи мисолда: берилган чизик ёйи узунлигини (вер­
гулдан кейинги иккита ракамигача аниклик билан) кисоб- 
лаш керак.

Учинчи мисолда: тенгламаси берилган чизиклар билан 
чегараланган Ф шаклнинг курсатилган координата уки 
атрофида айланишидан \осил булган жисмнинг \ажми- 
ни (вергулдан кейинги иккита ракамигача аниклик би­
лан) ^исоблаш керак.

Туртинчи мисолда: z эгри чизик ёйининг курсатилган 
УК атрофида айланишидан \осил булган сиртнинг юзини 
(вергулдан кейинги иккита ракамигача аниклик билан) 
Кисоблаш керак.

Бешинчи мисолда: Р идишдаги сувни чикариб ташлаш учун 
сарф ул1ан ишни х,исоблаш керак. Сувнинг солиштирма
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32-чизма.

огирлиги: 9,81 кН/м3 ва л = 
3,14 деб олинг. Натижани бу­
тун кисмигача яхлитланг.

Олтинчи мисолда: сувга 
вертикал ботирилган пластин- 
кага сувнинг босим кучини 
хисоблаш керак. Сувнинг со- 
лиштирма огирлиги: 9,81 кН/ 
м3. Натижани бутун кисми- 
гача яхлитланг. Пластинка- 
пинг шакли, улчамлари ва 
жойлашиш чизмаси 38—62-

чизмаларда берилган.
1—13-вариантлардаги еттинчи мисол нинг шарти куйидаги­

ча: z эгри тази к билан чегараланган бир жинсли текис шакл 
огирлик марказининг координаталарини топиш керак.

14-25-вариантлардаги еттинчи мисолнинг шарти куйи­
дагича-. берилган чизиклар билан чегараланган текис бир 
жинсли Ф шаклнинг огирлик маркази координаталарини 
топиш керак.

Вариант мисолларини ечиш намунасини келтирамиз.
1. у  = 1пх ва у  = 1п2х  чизиклар билан чегараланган ш ак­

лнинг юзини (вергулдан кейинги иккита ракамигача аник- 
лик билан) хисобланг.

Е ч и ш .  Берилган чизикдарни ясаймиз (32-чизма). Бе­
рилган чизиклар кесишган нукталарнинг координаталари­
ни топамиз: Л/,(1;0), М2( 1; 1). Энди (5.9) формуладан фойда- 
ланамиз:

| ln2x dx

S  = j ( l n x - l n 2 х) dx
I >

u = ln2 X, du = 2\nx--dx ,
X

d и = dx, u = x 
= x l n 2x - 2  In xdx.

J in xdx u = lnx, du = — dx,
X =

du = dx, u = x
= x \ nx - jdx  = x l n x - x  + C.

У холда

S = \\nxdx-\\n2xdx  =
i i
e  e

= (x In x -  x) | -  (x  In2 x  -  2x In x + 2x) | =
i i

= e  In e  -  e  + 1 -  (& In2 e  -  2e In e  + 2e) + 2 = 3 -  e  = 0,28.

2 . x =  (r2-  2 )sin  t+  2 /cos /, у  = (2 — 12)cos / + 2rs inf  
(0 < t < л) чизик ейи узунлигини (вергулдан кейинги ик­
кита ракамигача аниклик билан) хисобланг 

Е ч и ш .  (5.13) формуладан фойдаланамиз:

= ] M U W d t .  ] \\dtl \dt)

Интеграл остидаги функцияларни топамиз:

^  = 2/ sin / + (t2 -  2) cos I + 2 cos / -  2/ sin t = t2 cos t, dt

-r- = -2 1 cos / -  (2 - 11) sin t + 2 sin / + 2t cos t = t2 sin t, dt ' '

У холда изланаётган ёй узунлиги:

l = ] t 2 d t M  = ^  = 10,32.
о J о

3. х - 2 у  + 6 = 0, х = 2 ва у  = 0 чизиклар билан чегара­
ланган текис шаклни абсциссалар уки атрофида айлани­
шидан хосил булган жисмнинг хажмини (вергулдан кей­
инги иккита ракамигача аникдик билан) хисобланг.

Е ч и ш .  Текис фигурани ясаймиз (33-чизма). х — 2у  + 
+ 6 = 0 тугри чизик Ох укни А( -  6;0) нуктада кесиб ута- 
ди. Интеграллаш чегаралари: а = — 6 , ва b = 2. ABC уч§ур- 
чакнинг Ох уки атрофида айланишидан хосил булган ко- 
нуснинг хажмини (5.16) формула буйича хисоблаймиз:
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34-чизма.
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Е ч и ш .  (5.17) ва (5.14) формулалардан (кутб координа­
талар системасида ёзилишидан) фойдаланамиз:

5  = 2 л | у 7 г ' 2+ г1 dip , бунда у  = г  sin <р.
т

Сунгра, г \  = 10 cos ф, у  = r s i n p  = 1 Osin sin =
= 10sinV> <р, — 0 , <р2 = п.

Бу кийматларни урнига куямиз:

S = 2п\ 10sin2 ф7Ю0 со52ф + 1005т2ф£/ф =
о

= 2007г/sin 2ф t/ф = 200тгJ -—с?-— dip -
о о 2

= ЮОтс ф̂ — ys in  2ф̂ | =985,96.

5. Асоснинг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган цилин­
дрик цистерна 35-чизмада курсатилганидек \олатда булиб, 
сув билан тулдирилган. Цистернанинг юкоридаги теши- 
гидан сувни тортиб чикдриш учун зарур буладиган ишни 
хисобланг. Сувнинг солиштирма огирлиги: g  = 9,8кН/м3. 
Натижани бутун кисмигача яхлитланг.

Е ч и ш . z баландликдан dz катлам сувни ажратиб ола­
миз (35-чизма). Унинг кажми:

dV = 2\0U B\Zdz = 2Z\jR2 - ( R - r ) 2dz = 2zyJz(2R -  r)dz.

33-чизма.

т/-6
V = я/ ( I  jc + з )2 dx = я/ ( I * 2 + 3x  + 9) dx =

71 Т2 Х + Л~ + 9-,с]|2 = 133,98.

4 . r — lOsin^ айлананинг 01 кугб ук, атрофида айлани­
шидан х;осил булган сиртнинг юзини (вергулдан кейинги 
иккита ракамигача аниклик билан) кисобланг (34-чизма).

35-чизма.
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Бу катламни H -2 R  — гбаландликка кутариш керак. dz 
катламдаги сувни чикариб ташлаш учун dA элементар иш 
Куйидаги формула билан аникданади:

dA = HydV = 2yl(2R -  z)Jz(2R -  z)dz.
Хамма сувни чикариб ташлаш учун бажарилган А иш 

барча элементар ишларнинг йигиндисига тснглигидан:
2R 2 R ___________

А = f  dA = I 2yl(2R -  z)yjz(2R- z)dz =
0 ft

2R 1  3 ( 1 )
= 2yl \ z2 ( 2R - z ) 2 dz- 

0

Энди (1) интегрални хисоблаймиз. Бу интеграл бино­
миал дифференциални интеграллашдан иборат булгани
учун, (4.19) формула ёрдамида топамиз. т = \ ,  п = 1 ,

3 т+I __ , 2
Р = 2  в а ~j~ + /> = -> булгани учун а + Ьх" = и х" алмаш- 
тиришни оажарамиз:

2R I  з
Л = 2у// z2 (2R -z )*  dz

О

2 R - z -  u2z, dz =
2 R

\z = -, агар г  =

= -  4Ru(u2 + 1 y 2du,
-  О булса, и = °°, arap z - 2 R  булса, и = О

= 32у/Я3? - ^ .

Хосил булган интеграл хосмас интефал булиб, интеграл 
остидаги каср туфи каср ва уни содда рационал касрлар 
йигиндиси куринишида ёзиб оламиз. Сунфа хосил булган 
интефалларга (4.6) формулани, яъни махраж даражасини 
пасайтиришнинг рекуррент формуласини татбик киламиз:

du =

266

Ш ун д ай  к и л и б ,

А = 32ylR3 • £  = тгу/Л3.

Агар I -  5 м, R = \ , у =  9 ,81, л  = 3,14 кийматларни
у р н и г а куйсак,

А = 3 ,14-9 ,81 • 5 • 1 ~ 154 кЖ

натижага эга буламиз.
6. 36-чизмада тасвирланган пластинка сувга вертикал 

к^илиб шундай ботирилганки, унинг битта кирраси сув 
сиртида ётади. Сувнинг солиштирма огирлиги 9,81 кН/м3 
деб унинг пластинкага берган босим кучини хисобланг.

Е ч и ш .  Координаталар системасини 36-чизмада курса- 
тилганидек оламиз. У холда эфи чизик х2 = -  2ру  парабо­
ланинг содда тенгламаси булади. Парабола нук­

тадан утганлиги учун Р = \ булади ва х 2 парабола 
тенгламасига эга буламиз. х  чукурликда эни dx булган го- 
ризонтал чизиклар билан чегараланган юзчани оламиз. 
Унинг юзи: ds  = ( l . Бу юзчага тасир этувчи сув­
нинг босими АР = yx(l-|^|)dx = ух(1 - 4 x 2)dx га тенг.

У холда сувнинг бутун пластинкага босими:
н , (  Л н

Р = у j  х(1 — 4х )dx = YI —  х
( Н2 = т|—  - и
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Я  = -  м ва g  — 9,81кН/м3 кийматларни урнига куйсак:

/’ = 9' 81 ( 5 - к )  = Т Г - ° ’ 6 " 'Н'

7. у  = х2 ва у  = >/х эгри чизиклар билан чегараланган 
бир жинсли шакл огирлик марказининг координатала- 
рини топинг.

Е ч и ш .  Берилган шакл (37-чизма) огирлик маркази­
нинг координаталари (5.20) формула ёрдамида х,исобла- 
нади, бунда

A(x) = x2, f 2(x) = ^ .

Эфи чизимарнинг кесишиш нуктаси (0;0) ва 5(1; 1) 
булгани учун а = 0 , b = 1 булади. Дастлаб куйидаги ин­
тегрални хисоблаб оламиз:

Ш х)~ М х))(1х  = ] [ ^ - х ^ х  =

J А/г м  ~ Л (X))dx = 1X -  X2) dx = 1 1 J  -  

Бу кийматларни (5.20) га куйсак:

И К

Х 4 1 7 1 _  2 _

~  ~ Т ” ' 2 0о ^

х = V = Ж = А  
с Ус 1  20 • 

3
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1-вариант

1 г = 3 cos 2<р.
2 2 2

2. х 1 + У3 = 4 3 - . \
3. Ф: х  = 3 cos2t, у  = 4 sin2/ Оу.
4. J: У = Jx  ЭГРИ чизикнинг у  = х туф и чизик билан

кесилган кисмини, Ох.
5. р — юкори асосининг радиуси 1 м, пастки асоси- 

нинг радиуси 2 м, баландлиги 3 м булган кесик конус.
6. 38-чизма.
7 j . p  = o ( l +  c o s y ) ,  (0 <<р < р) кардиоида ёйи.

2-вариант

1. г=  2( 1-  co s tp).
2. у 2 = (х + I3) эфи чизикнинг х  = 4туфи чизик билан 

кесилган кисми.
3. Ф: х  = \]\ -  у 2 , У = у / ^ , у  = 0, Ох.
4. У: х =  2 (/ - sin t), у  = 2 (1 -  cos t), (0 < t < 2л), Ox.
5 р — асосининг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган 

цилиндрик цистерна.
6. 39-чизма.
7. У: р = ае* ^  < ф < п| логарифмик спирал ёйи.

3-вариант
1. г 2 = 2 sin 2<р.
2. у  = 1 — In cosx,
3. Ф: у 2 = (х -  I)3.
4. У: х  = cos t, у  = 3 + sin 1, Ох.
5. Р — асоси 2 м ва баландлиги 5 м булган мунтазам 

учбурчакли пирамида.
6. 40-чизма.
7. У: х  = 3(/ -  sin t), у  = 3(1 -  cos t) циклоиданинг бир 

арки.

к,(о<х<£]. 
I)3, х =  2, Ох.

4-вариант
1 .x  — 4(r -  sin t), у  = 4(1 - cos t).

269



40-чизм а.

2 . /- = 6 c o s 3 y ( 0 < ( p <  y j .

3. ф: у  = V 1 - х 2, у  = | х ,  у=0, Ох.
4. У: Зх = у3 (0 < .у < 2), Оу.
5. Р  — юк,ори асосининг томони 4 м, баландлиги 6 м, 

учи пастга йуналтирилган мунтазам учбурчакли пирами­
да.

6 . 41-чизма.
7. У: х  = 2 cos3 ^ , у  = 2 sin3 ^ биринчи квадрантда жой- 

лашган астроида ёйи.

5-вариант
1. г=  2(1 + cosip).
2. х  = 4 cos31, у  = 4 sin4t.
3. Ф: у  = sjn х, j  = 0, (0 < x < 2), Ox.
4. У: у  = у  ( — 1 < х — 1), Ох.
5. Р — асосининг радиуси 3 м, баландлиги 5 м, учи 

пастга йуналтирилган конус.
6. 42-чизма.
7. У: х  = ё- ■ sin t, у  = е1 • cos t ^0 < t < эгри чизик, ёйи.

6-вариант
1. г = 2 sin 3<р.
2 . у 2 = ( х -  1)3эфи чизик,нинг/1(1;0) нуктадан В(6;VT25) 

нук,тагача к,исми.
3. Ф :У = 4х; х2 = 4у, Ох.
4. У х = cos /, у  = 1 + sin Г, Ох.
5. Р — устки асосининг радиуси 3 м, пасткисиники 1 м, 

баландлиги 3 м булган кесик конус.
6. 43-чизма.
7. У:/7 = 2(1 + cos уз) кардиоида ёйи.

1. г = 2 +
7-вариант

cos <р

270

2. У  = х5, эгри чизикнинг х  = 5 туф и чизик, билан 
кесилган к,исми.

3.Ф: х  = 2cos t, у  = 5sin t, О у.
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44-чизма.

45-чизма.

272

4. /: х2 = 4 + у ,  эгри чизикнинг у - 2  тугри чизик билан 
кесилган кисмини, Оу.

5. Р— асосининг радиуси 2 м ва баландлиги 5 м булган 
конус.

6. 44-чизма.
7. J: r=  2sin у? эгри чизикнинг (0,0) нуктасидан(>/2,^) 

нуктасигача ёйи.

8-вариант

1. у  = -1- -  у  = 111 2 9 * Т '1 + X1 2

2. г  — 3cos <р.
3. Ф: у  = х2, 8х = у 2, Оу.
4. J: х = 3(/ -  sin /), у  = 3( 1 -  cos /) (0 < х < 2р).
5. Р — юкори асосининг томони 8 м, пастки асоснинг 

томони 4 м, баландлиги 2 м булган мунтазам туртбурчак- 
ли кесик пирамида.

6. 45-чизма.
7 . J: х = o (cosr + /sin /), у  = a(sin t — t cos /) (0 < x < p) 

айлана ёйи.
9-вариант

1. у 2 = х + 1, у2 = 9 -  х.
2. г = 3(1 — cosy).
3. Ф: у  = е*, х -  0, у  = 0, х  = 1, Ох.
4. У: х  = cos3/, у  = sin3/ , Ох.
5. Р — асосининг радиуси 2 м, чукурлиги 4 м булган 

параболоид.
6. 46-чизма.
7. У: р = 2-Уз cosip эгри чизикнинг <р = 0 васр = ^ нур- 

лари орасидаги ёйи.

10-вариант

1. у2 = х3, х = 0, у  = 4.

2. г  = 2 cos3 .
4х3. Ф : у 2 = « ,  3, Ох.
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50-чи зм а.

274

4 . j. г  = л/cos 2ф кутб уки атрофида.
5 /> — асосининг радиуси 1 м, чукурлиги 2 м булган 

ярим эллипсоид.
6. 47-чизма.
7 /; х  = Т з/ 2 , у  = / -  г3(0 < / < 1) эгри ЧИЗИК ёйи.

11-вариант

1. r= 4 s in fy .
2. х  = 5cos2r, у  = 5sin2r < / < y j .
3. Ф: у  ~ 2х -  х2, у  = 0, Ох.
4 у. у  = 4 + х параболани х = 2 тугри чизик билан 

ажратган кисмини, Ох.
5. р  — юкори асосининг томони 2 м, пастки асоснинг 

томони 4 м, баландлиги 1 м булган мунтазам туртбурчак- 
ли кесик пирамида.

6. 48-чизма.
7. У: х2 + у2 = Я2 айлананинг Ох укидан юкоридаги 

ярим кисми.

12-вариант

1. х = 3cosf, у  = 2sinf.
2. 9у2 = 4(3 — х)2 эгри чизикнинг Оу Укини кесган нук- 

талари орасидаги ёйни.
3. Ф: г  = 2(1 + cos<p), кутб уки.
4. У: у2 = 2х, эгри чизикнинг 2х = 3 тугри чизик билан 

ажратган кисмини, Ох.
5. Р — асосининг томони 1 м ва баландлиги 2 м булган 

мунтазам туртбурчакли пирамида.
6. 49-чизма.
7. У: х  = a(t -  sin/), у  = а(\ -  cost) (0 < х  < 2л) цикло- 

иданинг биринчи арк ёйи.

13-вариант

1. у1 = 9х, у  = Зх.
2. г  = 3sin</>.
3. Ф: х  = 7cos3/, у  = 7sin3/, Оу.
4. У: Зу = х3 (0 < х < 1), Ох.
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51-чизма. 52-чизма.

55-чизма. 56-чизма.
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5. Р — асосининг томони 2 м, баландлиги 6 м ва учи 
пастга йуналган мунтазам олти бурчакли пирамида.

6 . 50-чизма.
2 2 2

7./: х 3 + у 1 = а 3 астроиданинг учинчи квадрантда жой- 
лашган ёйи.

14-вариант

1. х  = 3(cos/ + /sin/), у  -  3(sin/ — /cos/), у  -  0, (0<х<2л).
2. у  -  Insinx < х < •

Ох.
4. /: л2 = 4cos2ip, кутб уки атрофида.
5. Р — асосининг радиуси 1 м ва баландлиги 3 м булган 

цилиндр.
6. 51-чизма.
7. Ф — томонлари х + у = а ,  х  = 0 ва у  = 0 тугри чи- 

зикдар устида ётувчи учбурчак

15-вариант

1. у2 — 4х, х2 = 4у.
2. х = 9(/ -  sin/), у  = 9(1 — cos/) (0 < / < 2л).
3. Ф: х3 = (у -  I)2, х  = 0, у  = 0, Ох.
4 . J: г  = 6sinp, кутб ук.и атрофида.
5. Р — юкори асосининг томони 1 м, пастки асоси­

нинг томони 2 м, баландлиги 2 м булган мунтазам олти 
бурчакли кесик пирамида.

6. 52-чизма.
7. Ф: V2

W
укдари билан чегараланган шакл

* +2L. = 1 эллипс ва ( х < 0 , у  < 0) координата 
ь

16-вариант

1. у 1 = х 3, х  = 2 .
2. г  = 2(1 -  costp).
3. Ф: ху = 4, 2х + у  — 6 = 0, Ох.
4. J : х = / — sin/, у  = 1 — cos/ (0 < / < 2л).
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5. р — тарновнинг перпендикуляр кесими радиуси 1 м 
булган ярим айланадан, тарновнинг узунлиги 10 м.

6. 53-чизма.
7. Ф: х = а (/ -  sin/), у  = а(\ -  cos/) циклоида биринчи 

аркининг Ох ук;и билан чегараланган кисми.

17-вариант

1. у2 = х2, у  = 2 — х2.
2. у 2 = (х -  I)3 /1(2; -  1) нуктадан В{5; -  8) нуктагача.
3. ф: х -  >/з cos /, у  = 2sin/, Оу.
4 . У: г = 2sinv?, кутб уки атрофида.
5. Р— юкори асосининг томони 2 м, пастки асоси­

нинг томони 1 м, баландлиги 2 м булган мунтазам олти 
бурчакли кесик пирамида.

6 . 54-чизма.
7. Ф: у 1 = х, у  = х2 эгри чизиклар билан чегараланган 

шакл.

18-вариант
1. у 2 — 4/Ох3, х = 0.
2. х ~ 1 (/ -  sin/), у  = 7(1 — cos/) (2р < / < 4л).
3. Ф: у  = 2 -  х2, у  = х2, Ох.
4. У: г  = jc o s ip , кутб уки атрофида.
5. Р — радиуси 2 м булган ярим сфера.
6 . 55-чизма,______
7. Ф: у  = \lR2 -  х1 айлананинг Ох уки билан чегара­

ланган юкори кисми.

19-вариант
1. г = 3sin4a>.

X .X

2. у  = е 2 + е  2 (0 < х < 2).
3. Ф: у  = — х2 + 8, у  = х2, Ох.
4. J: х = 3cos3/, у  = 3sin3/, Ох.
5. Р— асосининг томони 2 м ва баландлиги 5 м булган 

мунтазам туртбурчакли пирамида.
6 . 56-чизма.
7. Ф: У = (а > 0, b > 0) парабола ёйи, Оу уки ва 

у  = b тугри чизикдар билан чегараланган шакл.
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20-вариант
1. у  = х 3, у  = 1, х  = 0 .
2. х  = 4cos3/, у  = sin3/.
3.Ф: у 2 = (х + 4)3, х = 0, Ох.
4 . У: х  = 2cos/. у  = 3 + 2sin/, Ох.
5. асосининг томони 2 м, баландлиги 6 м булган 

ва учи билан пастга йуналган мунтазам туртбурчакли пи­
рамида.

6. 57-чизма.
7. Ф: у 2 = ахг —х4 ёпик чизик билан чегараланган шакл.

21-вариант

1. ху = 6 , х  + у  — 7 = 0.
2. х  = >/3t2, y  = t - t } (сиртмок).
3. Ф: у  = х3, х  = 0, у  = 8, Оу.
4. У: г2 = 9cos2<p, кутб уки атрофида.
5. р  — шакли сферик сегментдан иборат булиб, ради­

уси 1 м ва баландлиги 1,5 м га тенг козон.
6. 58-чизма.
7. Ф: координата уклари ва биринчи квадрантда жой- 

лашган астроида ёйи билан чегараланган шакл.

22-вариант

1. у  = 2х, у  = 2х — х2, х = 0 , х  = 2.
2. г  = 5sin<p.
3. Ф: х = cos3/, у  = sin3/, Ох. 2
4. У: у  = х3, эгри чизикнинг х  = ± у тугри чизикдар 

орасидаги кисмини.
5. Р — асосининг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган 

ярим цилиндр.
6. 59-чизма.
7. Ф: г  = о(1 + cos</?) кардиоида билан чегараланган 

шакл.

23-вариант

2. г  = 4cosy>.
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59-чизма. 60-чизма.

61-ч и зм а .
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3. Ф: 2у  = х2, 2х + 2у — 3 = 0.
4. J: х = 2cos3f, у  = 2sin3/, Ох.
5 />_ тарновнинг перпендикуляр кесими парабола- 

дан иборат. Тарновнинг узунлиги 5 м, эни 4 м, чукурлиги 
4 м га тенг.

6. 60-чизма.
7 ф- = a2cos2ip Бернулли лемнискатасининг бирин­

чи сиртмоги билан чегараланган шакло.

24-вариант

1. у  = х + 1, у  = cosx, у  = 0 .
2. г  = 5(1 + cos</>).
3. Ф: у  = х ~ х2, у  = 0, Ох.
4 . J. х = cost, у  = 2 + sin/, Ох.
5 /> — асоснинг радиуси 8 м, баландлиги 10 м булган 

конус шаклидаги воронка учи пастга килиб куйилган.
6. 61-чизма.
7. Ф: координата уклари ва yfx +~Jy =4а  парабола 

билан чегараланган шакл.

25-вариант

1. х =  2cos3/, у  = 2sin3r.
2. у  = х3 эгри чизикнинг /4(0;0) нуктадан В(4,8) нукта- 

гача кисми.
3. ф; у  = 2 -  , х + у  = 2, ОУ-
4. У: /• = 4sin<p кутб уки атрофида.
5. Р — р ади уси  1 м 

булган ярим шар шаклида­
ги козон.

6. 62-чизма.
7. Ф: х = а (а > 0) тугри 

чизик ва ау1 = х3 ярим ку­
бик парабола билан чега­
раланган шакл.

62-ч и зм а .

281



БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХИСОБИ

1-§.Бир неча узгарувчили функциялар хакида тушунча.
Хусусий хосила

1 т а ъ р и ф .  Агар D сохадаги \ар бир х = (х,, х2,...,х„) 
нуктага бирор коида ёки конунга кура битта хакикий сон 
z (z&R) мос куй ил ган булса, D сохада куп узгарувчили (п та 
узгарувчили) функция берилган (аникданган) деб аталади 
ва уни

Z = / (х , ,х 2,...,х „ )

каби белгиланади. Бунда D — ф ункциянинг берилиш 
(аникданиш ) сохаси, х , ,х 2,...,х„  — эркли узгарувчилар 
ф ункциянинг аргум ентлари , z эрксиз узгарувчи эса 
Xj, Xj, . . . , хл узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

Икки Узгарувчили функция z =А*,У), z = <p(x,y), Z ~ 
= z(x,y) ва х- к. куринишда белгиланади.

Хар кандай z~ АХ>У) тенгламаOxyz декарт координа- 
талар системасида бирор сиртни ифодалайди. Бу сирт икки 
узгарувчили функциянинг графиги дейилади. Ш унинг- 
дек, бу сиртдаги барча М(х; у; z) нукталар тупламининг 
координаталари z = Д х;у) тенгламани каноатлантиради 
(63-чизма).

1 - м и с о л .  z — lnCy + 2х -  х2) функциянинг аникданиш 
сохаси D ни ва функциянинг кийматлар сохасини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функция Оху текисликдаги у  + 2х —
— х2 > Оёки у  >х2 -  2хтенгсизликни каноатлантирадиган 
нукталарда маънога эга.

Текисликда у  = х2 — 2х тенгламани каноатлантирувчи 
нукталар туплами D соханинг чегарасини ташкил этади. 
у  = х2 — 2х тенглама параболадан иборат булиб, у D соха- 
га тегишли эмас (64-чизма). у  = х2 — 2х парабола ичига 
жойлашган нукталар туплами у  > х2 — 2х тенгсизликни 
каноатлантиради. Ш унинг учун D соха очик ва уни куй­
идаги тенгсизликлар системаси ёрдамида ёзиш мумкин:

D : {— оо < х  < + оо; х2 — 2х < у  < +оо}.

VI бо б

63-чизма.

Логарифм ишораси остидаги ифода исталганча кичик 
ва исталганча катта мусбат кийматларни кабул кдлганли- 
ги учун функциянинг кийматлар сохаси:

Е: {— оо < z< +оо}.

2 - т а ъ р и ф .  Агар ис- 
талган е  > 0 сон учун шун­
дай д > 0 сон атрофи топил- 
саки, ушбу 0 < |х —х0| < <5 ва
О < |у — у0| < д  тенгсизликлар- ' 
ни каноатлантирувчи барча 
(x;y)sD  нукталарда

|Ах,У) -А  | < £ 

тенгсизлик уринли булса, у 
Холда А сон z =АХ,У) функ­
циянинг М0(ха,уа) нуктадаги 
лимити деб аталади.

Агар А сон z =АХ>У) функ­
циянинг Af0(x0;y0) нуктадаги

-1

Ку=х2-2х

64-чизма.
283
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лимити булса, бу куйидагича ёзилади:

А = J inl  Л *»*) = lim f i x , у ) .M-*Mq л: —► jcq
У~*УО

2 - м и с о л .  А = lim -j—*- - лимитини хисобланг. 
vHo V* +1-1

^си остидаги ис}
:оддалаштириб,

2+у2^\]х2 + у 2 + \ +1

Е ч и ш .  Лимит белгиси остидаги ифодани элементар 
алмаштириш ёрдамида соддалаштириб, топамиз:

А = lim т-=
*->0 I /г у-> О Vя i j^ y jx 2 +у2 + 1+1

(x2+y2) U x 2+y2 + l+\) , /_ -----------  >
= lim -------- У—,------------  ̂= lim ( J x  + +1 +11 = 2.Х-+0 X +У +1-1 х-*0 \ />>-»0 >■—>0

3 - т а ъ р и ф .  Агар

А = lim f ( x , у )  = Дх0, у 0)X-tXQ
у->т

тенглик уринли булса, у х,олда z =A*,y) функция М0(х0;у0) 
нуктада узлуксиз  дейилади.

Масалан, z = — 1
2дг +>г функция текисликнинг Л/(0 ;0)

нуктасидан бошка \амма нукталарда узлуксиз. Бунда 
Л/(0 ;0) нукта узилиш нуктаси булади.

Агар D со\анинг хдмма нукталарида функция узлук­
сиз булса, у \олда, берилган функция шу со\ада узлуксиз 
дейилади.

Агар х узгарувчига Ах орттирма бериб, у  ни узгармас 
деб олсак, у  х,олда z — АХ>У) функциянинг х  узгарувчи 
буйича хусусий ортгирмасига эга буламиз ва у куйидаги­
ча ёзилади:

AXZ = Д х  + Ах,у) -  Д х , у ) .
Худди шунингдек, агар у  узгарувчига орттирма бе­

риб, х  ни узгармас деб олсак, у *олда z =АХ,У) функция­
нинг у  узгарувчи буйича хусусий орттирмасини косил 
Киламиз:
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b yZ = f i x , y  + Ay)~ f i x ,  у ) .
Агар куйидаги

лимитлар мавжуд булса, улар z ~АХ>У) функциянинг х  ва 
у  узгарувчилар буйича хусус ий х,осилалари дейилади.

Бир неча узгарувчили функциянинг хусусий хосиласи 
бу ^згарувчилардан бирининг функциясининг ^осиласи 
сифатида топилади. Ш унинг учун бир узгарувчили функ­
циянинг хосилалари учун келтириб чикарилган барча диф- 
ференциаллаш формулалари ва коидалари бир неча узга­
рувчили функциянинг хусусий \осилалари учун хам сакда- 
нади. Бу ерда факат бирор аргумент буйича хусусий хоси- 
лани топиш учун бу коидалар ва формулаларни кулланила- 
ётганда колган аргументлар узгармас деб \исобланишини 
ёдда тутиш лозим.

3 - м и с о л .  z = arcctg — функциянинг хусусий хосила- 
ларини топинг.

Е ч и ш .  Юкорида айтилганларга кура топамиз:

Эх

'ii
т ‘ (-7 )" У

х*+у

Э£ 1 1
т ' т

4 - м и с о л . и = In2 (х 2 + у 2 + Z2) функциянинг хусусий 
хосилаларини топинг.

Е ч и ш .

£ .  2 in (х> + /  + z ')  - А - г  ■ 2х .  « !>,
дх \ 7  / x 2 + v 2+z.2 x*+y* + z

Эн J ? 2\ 1 Т .. 4>’1п(х2+у +г ) = 2 In х 2 + у 1 + Z ) ■ - j — т— т • 2у  = ----- j— 2— j—ау \ J > х + v +7 ЛГ + У +Zx"+y"+z

+У
x*+yl + T2\

x ‘ +y2+zJ
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g  = 2 In (x 2 + y 2 + z2) ■ - т - Л - т  - 2г = i l ln^ 2+/ 2^ 2)
'  x '+ y ' + z 2 x 2+y2+z2

Z ~ Лх>у) функциянинг хусусий дифференциаллари 
Куйидагича аникланади:

dxZ = f ’x(x,y)dx,  dyz = f ' y (x, y )dy ,

бунда dx = Ax, d y  = Ay булиб, унга эркли x ва у  узгарувчи- 
нинг дифференциали дейилади.

5 - м и с о л .  и = (ху~') функциянинг хусусий диффе- 
ренциалларини топинг.

Е ч и ш .

dxu = zl (ху2)* 1 y 2dx, 

dyii = z3 (xy2)* -2xydy,  

dzu = (xy2)' ■ \n(xy2) -3z2dz.

6 - м и с о л .  и = yfx2 + y 2 + z2 функциянинг x, у, z узга- 
рувчиларга нисбатан хусусий \осилаларининг Р(2; -  2;1) 
нуктадаги кийматини хисобланг.

Е ч и ш .  Хусусий \осилаларни топамиз:
Ды х
Эх ^.2 , „2 . .2

J;

ijx+yz+z‘ 
У

2 , у2 . -2 

Z

ди  _

~Jx‘ +y* + z
ди

lx2+ y 2+ Z 2

- y z ,

- x z ,

- х у .

Бу ифодаларга берилган нуктанинг координаталари- 
ни куямиз:

—| = 1  + 2 = -  i d  -  2 ? _  8 Э«| I ,  13 
дх\р 3 z  3 ' ду\р ~ т_2-~т> d = Т + 4 = - -3 ’ ad

Машцлар

315. Куйидаги функцияларнинг аникданиш со\асини 
топинг:

a) z = \1у2 - 2 х  + 4 ;

в) г = 1 п ( 4 - х 2 + / ) ;  

д) z = l nx  + In cos у ,

б) Z ----т-----+ л]х У\
J x + y

r )Z  = ^ ■х1- + у  ;

ж) Z — \[ху + \]х -  у  ;

е) г  = >/х2 -  у 2 -  9 ; 

з) z = ^4 -  у 2 + х  .

316. Куйидаги функцияларнинг хусусий \осилалари- 
ни топинг:

у .
X ’а ) z = (х3 + У3 -  ху2)3; б) z = arcsin ^  

в) z = x j y  + ^ j j ’ г) г = 1п (х  + yjx2 + у 2 j ;

д) z = In (ху + In ху) ; е) z = sin2 (xco s2 у  + у  sin2 х ) ;

ж) z = arctg x - у . з) z
■ 4

317. Агар и = l n( l  + x + у 2 + z2) булса, u ' x+u ' y +u \  
нинг Л/0(1;1;1) нуктадаги кийматини хисобланг.

318. Z = х + у  + yjx2 + у 2 функция хусусий косилалари- 
нинг М0(3;4) нуктадаги кийматини хисобланг.

319. Куйидаги функцияларнинг хусусий дифференциал- 
ларини топинг:

a) z = In \]х2 + у 1 ; 

в) и = х п \

Д) и = In у з ;
X + у  + Z

б) z = arctg ух+у  
-ху  ’

Ч _  x2+y2-z2 .г) и ----5--- j—j  1
zr-x-y

е) и = tg2 (х  -  у 2 + z2) •
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2 -§ . Функциянинг тула дифференциали.
М ураккаб ва ошкормас функцияларни дифференциаллаш

z ~Ах,у) функциянинг тула орттирмаси деб 
Дг = Д х  + Дх, у  + Ay) -  Ах,у) 

айирмага айтилади.
z ~Ах,у) функциянинг Дх ва Ду га нисбатан чизицли 

булган бош кисми бу функциянинг тула дифференциали 
деб аталади ва dz билан белгиланади.

Агар z =Ах,у) функция узлуксиз хусусий хосилаларга 
эга булса, у х;одда тула дифференциал мавжуд булади ва у 
куйидагича ёзилади:

dz = dx + dy,
ОХ д у

(6 . 1)

бунда dx = Дх, dy = Ду.
п та узгарувчили у  = / (х , ,х 2, . . . ,х я) функциянинг тула 

дифференциали куйидагича аникданади:

dy  = Y~dxt + dx2 +... + ~  dxn. 
ЭХ| 1 dx2 ‘  dx„ "

(6.2)

l - м и с о л .  z = x2 -  ху + у 2 функциянинг тула орттир­
маси ва тула дифференциал и ни топинг.

Е ч и ш .  Таърифга кура:

Az = (х  + Дх)2 -  (х  + Дх) ( у  + Ду) + (у  + Ду)2 -  х 2 + ху -  у 2 =

= х 2 + 2хДх + (Дх)‘ -  ху -  хДу -  уДх -  ДхДу +

+ у 2 + 2уДу + (Ду)2 -  х 2 + ху -  у 2 =

= 2хДх -  хДу + 2уДу -  уДх + (Дх)2 -  ДхДу + (Ду)2 =

= ( 2 х - у )Д х  + (2у - х ) Д у  + (Дх)2 -  ДхДу + (Ду)2 .

Бунда (2х -  у )  Дх + (2у  -  х)Д у ифода Дх ва Ду ларга 
нисбатан чизикди булган кисми функциянинг дифферен­
циали dz дан иборат, а  = (Дх)2 -  ДхДу + (Ду)2 микдор эса 
Др = yj( Дх)2 + (Ду)2 га нисбатан юкори тартибли чексиз ки­
чик микаор. Шундай килиб, Az = dz + ос ни хосил киламиз.
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2 - м и с о л .  м = In2 (х 2 + у 2 -  z2) функциянинг туда диф- 
ференциалини топинг.

Е ч и ш .  Дастлаб функциянинг хусусий хосилаларини 
топамиз:

Л ,„ / „ 2  , „2  , 2 \ I _  4х1п(х2+.у2- г 2)— 21п (х  + у — z ) •—5— 1— г --------5 1 1 ’
'  > Xг+у -Z  X +v - z

Эн

эГ х  + у  - z

= 2 Ш (х2 + У2 -  г 2) •д у  \ '  Xi +Vi - 7 l  X + Vx * + y - z
4 y \ n (x 2 + у 2 - z )

— 5----- 5-----5------>x i +y - z

x 2+ y2 - z 2

(6.2) формулага кура куйидагига эга буламиз:

du = 41n(f 2+2r 7 2> ’ (xdx + У® ~ zdz) ■x +.У - z

Тула дифференциалдан функциянинг кийматларини 
такрибий хисоблашда фойдаланилади.

Бизга маълумки, Az ~ dz, яъни

/  (х0 + Дх, Уо + Ду)  ~ /  (х0> У о ) + dz (х0, у0).

3 - м и с о л .  (1, 02)3 " ни такрибий хисобланг.

Е ч и ш .  z = ху функцияни караймиз. х0 = 1 ва у0 = 3 
да Zo = 1’ = 1 ни хосил киламиз. У холда z = (1,02)3 0' ~ Zo + 
+ dz = 1 + 0,06 = 1,06 га эга буламиз.

Дх = 1 ,0 2 -1  = 0,02, Ду = 3 ,0 1 -3  = 0,01.

z = ху функциянинг ихтиёрий нуктадаги тула диффе- 
ренциалини топамиз.

Аникланган Дх = 0,02 ва Ду = 0,01 орттирмалари ва 
А/(1;3) нуктадаги тула дифференциалини хисоблаймиз:

dz = 3-12 -0.02 + 13 - In 1-0,02 = 0,06.
У холда z = (1,02)3 01 = Zo + = 1 + 0,06 = 1,06 га эга 

буламиз:
Агар z =Au,v) функцияда и = <р(х,у), v = хр(х,у) булса, у 

холда берилган функция х  ва у  узгарувчи ларга нисбатан
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мураккаб функция булиб, унинг хусусий \осиласини то­
пиш учун куйидаги формулалардан фойдаланилади:

dz _  Эг du + Эг Эу dz _  Эг ди  + Эz dv  
Эх ди  Эх Эу Эх ’ Э>' Эи Эу dv  д у '

(6.3)

и = <р(х), v = гр(х) булган \ол учун (6.3) формуладаги 
иккинчи ифода йуколади (яъни нолга тенг булади) ва бу 
формула куйидаги куринишни олади:

(6.4)Эг _  Эг ди  Эг Эу 
Эх ди  Эх Эу Эх

Агар и = х, v = у(х) булса, у \олда (6.4) формула куй­
идаги куринишни олади:

dz _  Эг + dz d y  
dx Эх д у  d x '

(6.5)

(6.5) формула функциянинг тула \осиласини ифода- 
лайди.

4 - м и с о л . Агар z — cos(wv) функцияда и = 2х+3у, 
v -  ху булса, унинг хусусий хрсилаларини топинг. 

Е ч и ш .  (6.3) формулага асосан:

= - v c o s ( m v ) - 2 - и c o s ( m v )  • у  =

= -(4  ху + 3 у 2)- cos(2 х2у  + 3 ху2),

= -v  cos(wv) • 3 -  и cos(uv) ■ х =

= -(6  ху + 2х2) • cos(2x 2y  + 3 ху2).
5 - м и с о л . Агар и = х + у 2 + г} функцияда у  = sinx, 

Z— cosx булса, унинг тула \осиласини топинг.
Е ч и ш .  (6.4) формулага кура топамиз:
du  д и  . ди  d y  ди  dz ■ г ,  \-V- = -Т- + V- ■ + Т- • -Г -  1 + 2у  cos X + 3 z ( -  sin х) =dx Эх д у  dx dz dx

= 1 + 2 sin x cos x  -  3 cos2 x  sin x.
Агар y(x) ошкормас функция F(x,y) = 0 тенглама билан 

берилган ва F'у{х,у) ф 0 булса, у \олда унинг косиласи
±  = -1 : .х(х,У) (66)
dx F ' y ( x , y )  V ’

формула билан аникланади.
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Агар z(x,y) ошкормас функция F(x,y,z) = 0 тенглама би­
лан берилган ва F\(x ,y ,z )  *  0 булса, у *олда куйидаги 
формула уринли:

_  _  F 'x(x , y , z )  dz_ _  _  f ' y (x , y , z )  ys
dx F 'z(x , y , z ) ’ d y  F 'z(x , y ,z )  '

6 - м и с о л . х 3 + у 3 -  е** -  5 = 0 тенглама билан берил­
ган ошкормас функциянинг *осиласини топинг.

Е ч и ш.  (6.6) формулага асосан:
d y __ Зх2- ^ ^

dx ~ З у ^ - х е ^  '

7 - м и с о л . xyz + х 3 -  у 3 -  z2 + 5 = 0 тенглама билан 
берилган ошкормас функциянинг хусусий хосилаларини 
топинг.

Е ч и ш .  (6.7) формулага асосан куйидагиларга эга була­
миз:

dz_ _  _  yz+Зх2 dz _  _  xz- З у 2 
dx x y - 3 z 2 ’ dy  x y - 3 z 2

Машцлар

320. Куйидаги функцияларнинг тула дифференциал- 
ларини топинг:

a) z = х 3 + ху2 + х2у ; б) z = e x2~y l ;

B ) z = e « * W > ;  г) г  = 1п2(х 2 + у 2) ;

д) и = sin3( x y V ) ;  е) и = ctg3(xy2 - у 3 + xz2) .

321. Куйидаги ифодаларни такрибий хисобланг:

а) (1,02)3 ■ (0.97)3; б) у/(4.05)2 + (2.93)2 .

322. Агар и = xsiny, v =ycosx булса, z = V«2 + v2 функ­
циянинг хусусий \осиласини топинг.

323. Агар и =ху, v = -  , t = е ху булса, z = ln(w3 + v3 -  /3) 
Функциянинг хусусий ^осиласини топинг.

324. Агар у  = sin 7 х  булса, г = tg2 (х2 -  у 2) функция­
нинг хусусий хосиласини топинг.

291



325. Агар у  = е '** булса, z = arctgyjx2 + у 2 функция­
нинг хусусий хосиласини топинг.

326. s i n x y - x 2 - у 2 = 5 тенглама билан берилган у  
ошкормас функциянинг хосиласини топинг.

327. Куйидаги тенгламалар билан берилган z ошкор­
мас функцияларнинг хусусий хосиласини топинг.

а) xyz -  sin2 xyz + х 3 + У  + г 3 = 7 ;

б) x2y 2z2 + 7 /  - 8хг3 + zA = 10.
328. х 3 + у г + г 3 -  xyz = 2 тенглама билан берилган z 

ошкормас функция хусусий \осиласининг Л/0( 1; 1; 1) нук­
тадаги кийматини хисобланг.

3 -§ . Юк,ори тартибли хусусий хосилалар.
Сиртга утказилган уринма ва нормал 

текисликларнинг тенгламалари

Биринчи тартибли хусусий \осиладан олинган хусу­
сий хосила иккинчи тартибли хусусий хосила дейилади ва 
уни куйидагича ёзилади:

э2Z = д_ 
а ?  дх (| )

Эу‘  Зу  [ д у  )  = ^  уу‘ Х' У ) '

f " „ ( x , y ) .

dzZ

А .
дх д у

Э г _ Э ГЭг 
ЭуЭх дх  I Эу

Худди шунингдек, уч ва ундан юкори тартибли хусу­
сий хосилалар хам юкоридаги каби аникданади.

дп7■ -у- ёзув z функция х узгарувчи буйича к марта ва
д х д у "  *

у  узгарувчи буйича п—к марта дифференциалланганли-

гини билдиради.
f"xy(x ,y)  ва / " ^ (х .у )  хусусий хосилалар г = Лх,у) 

функциянинг аралаш хосилалари дейилади.
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I _ м и с о л . z — ех г  функциянинг иккинчи тартибли ху­
с у с и й  хосилаларини топинг.
" Е ч и ш • Дастлаб биринчи тартибли хусусий хосила­

ларини топамиз:

2 ху2 ■ 2 х2у.
дх ~ У ’ д у

Буларни яна дифференциалласак, куйидагиларга эга 
буламиз:

= ех2у2 ■ 4х2у 4 + е х2у2 ■ 2у 2 = 2у 1ех2у2 (2хгу г + 1),
дх

■ 4х4у 2 + е х2у2 - 2х 2 = 2x V V  (2х У  + 1),
д у

d_j_ _ е хЬ2 . 4xiy)  + е*Ч  . 4Ху  _ 4Ху вх2у2 (х1 у 1 + 1),
дхду

- l i -  = e x2yl • 4 х3у 3 + е х2у2 ■ 4ху = 4хуех2у2 (х2у 2 +1).
ду дх

Охирги икки ифодани солиштириб, уларнинг узаро 
тенг эканлигига ишонч хосил киламиз:

Э2г = Э2г 
дх д у  д у дх  '

Демак, битта функциянинг факат дифференциаллаш 
тартиби билан фарк киладиган аралаш хусусий хосилала- 
ри узлуксиз булса, улар узаро тенг булар экан.

2 - м и с о л .  z = a rc tg -  функция ^ 4  + -̂4- = 0 Лаплас 
х дхг д у 1

тенгламасини каноатлантиришини исбот килинг.
Е ч и ш . Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 

тартибли хусусий хосилаларини топамиз:
д£ _ _У_
дх г - ч

д  2г 2 ух

dzz
Эу7

7ху

Буларни Лаплас тенгламасига куямиз:
2 ух+ Z -  

дх2 д у 2 (х2 + у 2)2
2ху = О5----Т7Т — V/.
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z =Ax,y) функциянинг иккинчи тартибли тула диффе­
ренциали (cfz)

d 2z = ^ d x 2 + 2 ^ d x d y  + * * d y 2 
дх2 дхд у  Ъу1  *

формула билан ифодаланади.
3 - м и с о л . z = х 3 + у 3 + х : >’2 функциянинг иккинчи 

тартибли тула дифференциалини топинг.
Е ч и ш .  Берилган функциянинг иккинчи тартибли 

хусусий хрсилаларини топамиз:

| i = 3x! + 2 V ,  0  -  ЗУ +

0 - 6 - 2 У ,  0  = 6, + 2х-. Ц - 4  л,.

Демак, d 2z = (6х + 2y l )dx2 + 8xydxdy + (6у  + lx 2)dy2. 
Агар сирт z =Лх,у)  тенглама билан берилган булса, у 

Холда М0(хи;у0;^)  нуктада берилган сиртга утказилган урин­
ма текислик тенгламаси

Z-Zo = A ( W o ) ( * - * o )  + / ’/*o^o)(.V -.yo) (6-8)
формула билан, сиртга MQ(x0; у 0\ г,,) нук,тадан утказилган 
нормалнинг каноник тенгламаси эса

* - * о  _  У~Уо _  z- zq 
f ' x ( x a , y 0 ) / ' У( х о , у о )  / '; ( а о ,> ь )

(6.9)

формула билан ифодаланади.
Агар сирт тенгламаси F(x, у, г) = 0 ошкормас кури- 

нишда булиб, F{x0, у ц, ^ )  = 0 булса, у \олда М0(х0;у0;^) 
нук,тада утказилган уринма текислик тенгламаси

F 'А о -Уо, Zq) (x -  jq,) + F'^Xq, уп, Zv) + ( у  -  Jo) + 

+ /’ ',(X0,y 0,*o)(£-Zfl) = 0,
(6. 10)

нормал тенгламаси эса

х-хр 
F'x(Xo,yo,Zo)

куринишда булади.

У-Уо z -Z o
F'y(x̂ ,yn,Zn) F\(XQ,y0,^) (6.11)
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4 - м и с о л .  х 3 + у 2 + г 3 + xyz = 0 сиртга Л/0( 1; 2; -  1) 
нуктада утказилган уринма текислик ва нормал тенгла- 
маларини топинг.

Е ч и ш .  Хусусий х;осилаларнинг М0( 1;2; -  1) нукта- 
даги кийматларини хисоблаймиз.

^ ' Д х ц , ^ , ^ )  = (Зх2 = 1,

Р ' у (х0, у 0, ^ )  = (3х2 +хг)|„ =11,

F \(x0, y 0,Zo) = (Зх2 +ху)\ =5.'Щ
Буларни (6.10) ва (6.11) тенгламаларга куйиб, уринма 

текислик тенгламасини ва нормал тенгламасини \осил 
киламиз.

( х - 1 )  + 1( у - 2) + 5{z +1) = 0, ^ l i  = 2 ^  = i l i .

Машцлар
329. Куйидаги функцияларнинг иккинчи тартибли ху­

сусий \осилаларини топинг ва аралаш хусусий \осила- 
ларнинг тенглигини аникланг:

а) z = j J ( x2 + y 2)3’

В) Z = In (х 2 + У2 у ,  

Д) * = arctg
1 -х у

б) Z = In ^х + у ] х 2 + у 2 j ; 

г) z = ех (sin у  + cos у ) ;

е) z =
Х -У

330. z = ех (х  cos у  -  >» sin И функция + тенг-
дх Эу1

ламани каноатлантиришини исбот килинг.
"1Э| ,  _  „-«вОг+Зу) , d2Z , d2z

■ z ~e  функция т т  + т т  тенгламани кано-
атлантиришини исбот килинг. х ^

332. Куйидаги берилган сиртларга берилган нуктада 
Утказилган уринма текислик ва нормал тенгламаларини 
топинг:

а> хк 2 + 2у2 + 3yz + 4 = 0 , М0 (0; 2 ; - 2 ) ;
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б) Z = jX 2 - ^ y 2, М0 (3; 1; 4 ) ;

в) х 2 + 2у2 + З г  = 6 , Л/0 (1; - 1; 1) ;

г) z = i + x2 + у2, М0 ( 1; 1; 4) .

4 -§ . Икки узгарувчили функциянинг экстремуми

Агар Л/0(х0;у0) нуктанинг шундай кичик атрофи мав­
жуд булсаки, бу атрофнинг А/0дан фаркли барча М(х\у) 
нук,талари учун

/  (*0»Уо) *  f  (*> У) (/  (*о. Уо) * /  (* . у ) )
тенгсизликлар бажарилса, Л/0(х0;у0)нукта z = АХ<У) функ­
ц и я нинг  локал  м а к с и м у м и  ( ми н и м у ми )  дей и лади . 
Ф ункциянинг максимуми ёки минимуми унинг эк стре­
муми дейилади. Ф ункциянинг экстремумга эришадиган 
нуктаси унинг экстремум нуктаси  дейилади.

1 - т е о р е м а  (экстрем ум  м авж удлигининг етарли 
шарти). Агар Ми(х0',у0) нукта z = fix,у) функциянинг эк ст ­
ремум нук;таси булса, у  х;олда унинг хусусий х,осилалари 
/  \ (х0; у 0) = /  \ (х0; у 0) = 0 булади ёки бу %осилалардан би- 
рортаси мавжуд булмайди.

Бу шартни каноатлантирадиган нукталар стационар 
ёки критик нукталар дейилади. Экстремум нукталар х,ар 
доим стационар нукта булади, аммо стационар нукталар 
экстремум нуктаси булиши \ам, булмаслиги \ам мумкин. 
Стационар нукта экстремум нуктаси булиши учун экст­
ремум мавжуд булишининг зарурий шарти \ам бажари- 
лиши керак.

Икки узгарувчили функция экстремуми мавжуд були­
шининг зарурий шартини таърифлаш учун куйидаги бел- 
гилашларни киритамиз:

^  = / " « ( л ь ;л ) .  в  = / ”ху{х^уй),
C = f  уу (*оiJo )) А = AC -  В~.

2 - т е о р е м а  (экстрем ум  мавжудлигининг зарурий 
шарти). М0(х0;у0)стационар нуктага эга булган бирор сох;а­
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да z =ЯХ>У) ФУнкЧия  узлуксиз ва учинчи тартибли хусусий 
хосилага эга булсин. У х,олда\

]) агар А > 0 булса, Ма(х0;у0) нукта берилган функция учун 
экстремум нуктаси булиб, А < О (С  < 0) да максимум нукта, 
А > 0 ( С> 0) да минимум нукта булади;

2) агар Д < 0 булса, М0(х0;у0)нукта экстремум нуктаси 
булмайди;

3) агар Д = 0 булса, М0(х0,у0)нукта экстремум нуктаси 
булиши мумкин, булмаслиги х;ам мумкин.

Учинчи колда кушимча текшириш утказиш зарурли- 
гини эслатиб утамиз.

1 - м и с о л .  z = х 3 + у 3 - 3 ху функциянинг экстрему- 
мини текширинг.

Е ч и ш .  Берилган функция учун ва **£ кар доим
дх д у

мавжуд ва бу хусусий косилаларни топамиз:

; ;  |  = з * 2 - з у ,  |  = з ^ - з * .

Энди куйидаги системани тузамиз: 

х2 - у  = 0,
у 2 -  х = 0,

бундан jc, = 0, х2 = 1, У, = 0, у 2 = 1. Шундай килиб, 
М,(0 ;0) ва Д/2( 1; 1) иккита стационар нуктага эга булдик. 

Энди куйидагиларни топамиз:

6х, Л - # — 3, С - * = 6  у.
дх дхду  д у

У \олда
д  = АС -  В2 = Збху -  9.

А/((0;0) нуктада Д = — 9 < 0 булгани учун бу нуктада 
экстремум йук.

Л/2( 1; 1) нуктада Д = 2 7 > 0  ва Л = 6 > 0 булгани учун 
бу нук,тада берилган функция локал минимумга эриша- 
ДИ: 1.

<Р ( х ,у )  = 0 функция ёрдамида z —Ax>y) функциянинг 
топилган экстремумини шарпыи экстремум  дейилади. 
V\x,y) = 0 тенглама богловчи тенглама дейилади.
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Геометрик масалаларда шартли экстремумларни аник- 
лаш z = АХ>У) сиртнинг <р(х,у) = 0 цилиндр билан кеси- 
шишидан \осил булган Эфи чизикнинг эксф емум  нук- 
таларини топишга келтирилади.

Агар <р(х,у) богловчи тенгламадан у  = у(х) ни топиб 
(агар уни топиш мумкин булса), уни z =Ах,у) функцияга 
куйсак, шартли эксф емумни топиш масаласи z — (•X.Mx)) 
бир узгарувчили функциянинг эксф емумини топишга кел­
тирилади.

2 - м и с о л .  z ~ х2 — у 2 функциянинг у  = 2х — 6 шарг 
буйича эксф емумини топинг.

Е ч и ш .  у  — 2л: — 6 ни берилган функцияга куйиб, х  
узгарувчига нисбатан бир узгарувчили куйидаги функци- 
яни косил киламиз:

Z = х2 -  (2х -  6)2 , z = -З х2 + 24х -  36.
Унинг косиласини топамиз ва уни нолга тенглаймиз:

Z = — 6х  + 24; z — 0, бундан 
х  = 4, у  = 2х — 6 = 8 — 6 = 2.

Иккинчи тартибли косила z " -~  6 < 0  булгани учун 
М(4;2) нуктада берилган функция шартли максимумга 
эришади: z = 12.

Дифференциалланувчи функция чегараланган ёпик D 
со\ада узининг энг катга (энг кичик) кийматига ёпик Ъ 
сока ичида ёгувчи стационар нуктасида ёки шу соканинг 
чегарасида эришади. z = АХ>У) функциянинг чегараланган 
ёпик D сокадаги энг катта ва энг кичик кийматларини то­
пиш учун функциянинг бу со\ага теги шли критик нукталар­
даги кийматларини камда унинг J) сох^нинг чегарасидаги 
энг катга ва энг кичик кийматлар аникданади. Бу киймат- 
ларнинг орасидаги энг каттаси ва энг кичиги берилган фун­
кциянинг Ъ сокадаги мос равишда энг катга ва энг кичик 
кийматлари булади. Буни куйидаги мисолда курсатамиз.

3 - м и с о л .  z — х 2 + у 2 -  ху + х + у  ф ункциянингх = О, 
у  = О, х + у  = — 3 чизикдар билан чегараланган сокадаги 
энг катта ва энг кичик кийматларини топинг.

Е ч и ш .  Охутекислигида Ъ сокани чизиб оламиз (65- 
чизма). D сокага тегишли стационар нукталарни аник­
лаймиз:
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У‘

\ а -Ъ/2 -1 Мъ О
-ъ '^Ш>/ 1 М2 х

-3/2

В
/

Х .у .- ]  ^

65-чизма

бундан х - -  1, у =  ~ 1. 
д/( — 1; — 1) н уктан и  
хосил киллик, бу нукта­
да Z-I 1 = “ 1 •

Берилган функция ни 
сока чегарасида текши­
рамиз.

ОВ тугри  ч и зи кда  
(65-чизма) х  = 0 булиб,
z = у* + у  тенгламага эга буламиз ва бу тенглама [— 3;0] 
кесмада бир узгарувчили функциянинг энг катта ва энг 
кичик кийматини топиш масаласига келади. У = 2у+  1 
ни топиб, уни нолга тенглаймиз: 2у+  1 = 0 ,  бундан 
y  = - i ;  z"yy = 2 булгани учун Л/2 |0;- | |  шартли локал
минимум нуктага эга буламиз ва унда z2 =
кийматни косил киламиз. ОВ кесма учларида:

z} = г(0, -3) = 6, z4 =z(0,0)  = 0.
ОА туф и чизикда, у  = 0 булиб, z = х г + х  ни косил

киламиз. z = 2х + 1 = 0 , х = -  -  , z" = 2 ,  яъни Мг ( - 7 ; 0 )
I 1 л\ ^

локал минимум нуктаси б^либ, унда Zs = г 1_ 2 ’ ) = _ 4 ‘ 
А нуктада: z6 = z( ~ 3,0) = 6 .
АВ кесма тенгламаси х +у  = -  3 булиб, ундан у  = — х — 3; 

z = Зх2 + 9х + 6, = 6х + 9, х  = , А/4 (—■§■ I- ■§) стационар

нуктага эга булдик: г7 = z ( - 1 ^ . Функциянинг АВ 
кесма учпардаги кийматлари юкорида аникданган эди.

Берилган z функциянинг топилган барча кийматлари­
ни солиштириб, функция А ( — 3;0) ва В(0; — 3) нукгалар- 
да энг катта -  6 ва Л/,(— 1;— 1) стационар нуктада энг 
кичик г,нг ̂  = — 1 кийматларга эришишини аникдаймиз.

4 - м и с о л .  Тула сиртининг юзи S, кажми эса энг катта 
булган т^фи бурчакли параллелепипеднинг улчамларини 
аникланг.

299



Е ч и ш .  Tyipn бурчакли параллелепипеднинг \ажми V 
= xyz га тенг, бунда x,y,z — параллелепипеднинг улчамлари. 
Тула сиртининг юзи: 5 =  2(ху +xz + yz), бундан

z = S-^ - V = xyz = * ? - 2-хУ - = V(x у)
Z 2( х + у ) ’ y i  2(х+у )  К ' У)  •

V = V(x;y) функциянинг экстремумларини топамиз:

ЭК _  y 2(5 - 2 x 2-4xj>) _  ^
Эх 2(х+^)2 ’

ЭК _  х 2(5-2> ’2 -4х>') = 0  
Эу 2(х+у )2

S -  2х2 -  4ху = О,]
S  -  2у 2 -  4ху = 0.|

Масала шартига кура х> 0, у  > 0 булгани учун охирги 

си стем адан  х = У = y j j  ни топ ам и з. Д ем ак , ягон а 

М0 стационар нуктага эга. У V = V(x\y) функ­

ция учун максимум нуктаси булади.
Шундай килиб, х,ажми энг катта булган параллелепи­

пед, яъни кирраси га тенг кубга эга буламиз.

Машцлар
333. Куйидаги функцияларнинг экстремумини текши­

ринг:

а) z = х 3 + 3ху2 — 15л: - 12у  ;

б) z = х2 + ху + у 2 -  2х -  у  ;
в) z = 3ху -  х 2 -  у 2 -  10х  + 15j> ;
г) z = х 3 + х 2 -  Зх + 2 у ;

д) z = Ху[у -  х2 -  у  + 6х  + 3 ;
е) z = Зх2 -  х 3 + 3у 2 + 4у  .

334. z = х+2 у  функциянинг х2 + у 2 = 5 шарг буйича 
экстремумини топинг.

зоо

335. Z = х 2 -  2у 2 + 4ху -  6х  + 5 функциянинг х = 0, у  = О, 
х +у  = 3 чизиклар билан чегараланган со\адаги энг катта ва 
энг кичик цийматларини топинг.

336. Z = х 2>’( 4 - х - > ' )  функциянингх  = 0 , у  =  0 , х + у  = 6 
ч и зи к л а р  билан чегараланган со\адаги энг катта ва энг ки­
ч и к  кийматларини топинг.

337. Тула сиртининг юзи энг кичик булган V ^ажмга 
эга тугри бурчакли параллелепипеднинг улчамларини 
аникланг.

5 -§ . Биринчи мустацил уй иши

Мустакил уй ишининг х,ар бир вариантида олтита ми­
сол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-мисолда: берилган функциянинг аникданиш со\асини 
топиш керак.

2-мисолда: берилган функциянинг хусусий хосиласи­
ни ва хусусий дифференциалини топиш керак.

3-мисолда: берилган функциянинг М0 (x0; y a-,Zo) нук- 
тадаги хусусий \осилаларини ( f x(M0) , f ' y(M0),f\ (M 0)) кий- 
матларини вергулдан кейин иккита ракамгача аниклик 
билан х,исоблаш керак.

4-мисолда: берилган функциянинг тула дифференциа­
лини топиш керак.

5-мисолда: и = и(х,у)  (бунда х  = x(t), у  =у(0)  мураккаб 
функция хрсиласининг Г = t0 даги кийматини вергулдан 
кейин иккита ракамгача аникдик билан хисоблаш керак.

6-мисолда: z(x,y) ошкормас куринишда берилган функ­
ция хусусий ^осиласининг М0 (х0; y Q; Zo) нуктадаги кий­
матини вергулдан кейин иккита ракамгача аникдик би­
лан \исоблаш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1 - м и с о л .  z = 1п(х2 - З у  + 6) ф ункциянинг аникла- 
ниш со^асини топинг.

Е ч и ш .  Логарифмик функцияларнинг аргументлари 
факат мусбат булгандагина маънога эга булгани учун 
х -  Зу + 6 > 0 булиши керак. Бундан

Зу < х2 + 6 ёки у  < I  х 2 + 2 .
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6 6 - ч и зм а .

Демак, аникданиш сох,а чегараси х 2 - 3 у  + 6 = 0 ёки 
х = Зу -  6 чизик,, яъни параболадан иборат. Берилган 
функциянинг аникданиш со\аси парабола ташк,арисида- 
ги нук,талардан иборат (66-чизма).

3Г 2 ГУ
2 - м и с о л .  z = е  +:>у функциянинг хусусий х,осила- 

ларини ва хусусий дифференциалларини топинг.
Е ч и ш . Функциянинг х  буйича хусусий х,осиласини 

топамиз. Унинг учун у  ни узгармас деб бир узгарувчили 
мураккаб функцияни дифференциаллаш формуласидан 
фойдаланамиз:

К - Л х * Ьу -  | (х 2 +5у2) 3 -2x1 =

_  _  2х 0-̂ 1 х2 +5у2
\j(x2 +5y2)2

Ш унингдек, х  ни узгармас деб у буйича хусусий \оси- 
лани топамиз:

д у - 1 ( , Ч

= _12Ур-У*2̂ 2 I
3

5у2р  -Юу 

\](х2 +5у2)2
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Хусусий дифференциалларини топамиз:

l j (x2+Sy
■ dx.

dyZ = Iz-d x  = 1 dy.
3 l ] ( x + S y )

3 -  м и с о Л . / (x , y ,  z) = \[xy cos Z функция хусусий *ОСИ- 

лаларининг ( f x(M0), f ' y(M0), f ' z(M0)) A/0 ( l ; l ; j )  нуктадаги 
к,ийматларини вергулдан кейин иккита ракдмгача аник­
лик билан х,исобланг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг хусусий *осилалари-
ни топамиз, сунгра уларнинг Л/0 f 1; 1; у J нуктадаги кий- 
матларини ^исоблаймиз:

f ' x(x ,y ,z )  = TT= cosz,
2 J x y

f \ ( x , y , z )  = ^=--COS г,

f \  (l>l> j )  = 0-25, 

f ' y ( l , l ,  I )  = 0.25,

f ' z(x ,y ,z) = yfxy ( - s in z ) ,  f \  (1, 1, 3) = - 0 .86.

4 - м и с о л .  Z = arctg /- функциянинг тула дифферен- 
циалини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг хусусий \осилалари- 
ни топамиз:

Эг _  _ 1_  1 1 _  у  - J y  . 1  _  Уу
Эдг +- 7 Wу %у

у  х+ у  i j x  у  2- J x (x + y )  ’

—  = 1 1 ( _  X ^ _  у  J y _ (  х \ = '/■У
' ~у* ) ~  х+ у  2~jx I У  I 2 у 1 у (х + у )1* *  2.|£

(6 .1) формулага асосан куйидагига эгамиз: 

dz = —Л —  dx -  —т~~~---- dy.
2 J x ( x + y )  2 j y - ( x + y )
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5 - м и с о л .  z -  arccos у  (бунда, х =  1+1пГ,у = -2е~'2*1) 
мураккаб функция ^осиласининг rg = 1 даги к^йматини 
вергулдан кейин иккита ракамгача аникдик билан \исоб- 
ланг.

Е ч и ш . (6.4) формулага асосан куйидагига эгамиз:

/-вариант

dz _  dz Эх + dz d y  _  _  
d t  dx d t  d y  d t

7

2x 1 
У t

l-= r

x2
' 7 ( - 2^ - ) . ( - 2,) .

,  „ . _ dz\ 4
tQ = 1 булса, x  = I, у  = — 2 ва -̂| = ни \осил

кдламиз.
6 - м и с о л .  4х3 -  Зу3 + 2xyz -  4xZ = 3 -  z 2 ош корм ас 

функция хусусий х,осилаларининг Afo ( 0 ; l ; - l )  нуктадаги 
к,ийматини вергулдан кейин иккита рак,амигача аник^ик 
билан хисобланг.

Е ч и ш . Берилган мисол учун

F(x,  У, Z) = 4х3 -  3у г + 2xyz -  4xz + z2 -  3.
Унинг хусусий хосилаларини топамиз:

F 'x = 12х 2 + 2 y z - 4 z ,  F \ = - 9 у г + 2xz ,

F \  = 2 x y - 4 x  + 2z .

(6.7) формулага асосан:

_  _J __ х_ _
F \

I 2x2+ 2 y z - 4 z  dz _  _  F ' y  _  <)y2 + 2xz 
2ху-4х+ 2г ' d y  F ' ~  2 x y - 4 x + 2 z

Ix Ba 0  ларнинг Л/0 (0; 1; - 1) нук,тадаги кийматлари­
ни х;исоблаймиз:

Эг(0,1,-1) _  , Эг(0,1,-1) л с 
Эх ^

304

1. Z = \1х2 + у 2 - 5  .

2. z = tg(x3 + у2) .
3. f ( x , y , z )  = ln co s(xV  + z ) ,  Л/о(0 ;0 ;^ ).
4 . z = cos(x2 -  у 2)  + х3 .
5. и = ln(e* + е у ) , x = t2 , у  = /3, = 1 .
6. г3 +3хуг + 3у = 7 , Л/ 0 (1; 1; 1).

2-вариант

1. z = arccostx + у ) .

2. Z = Ctgл/ху3" .

3. f ( x , у , z) = 27^х2 + у 1 +z2, M 0 (3 ;4 ;2 ) .

4 . Z  =  1п(3х2 -  2 у 2).

5. и  = ху, х  = е ' ,  у  = In Г /0 = 1.
^ 2 2 2 3 I ,  /и З п ,я \
6 . COS х + cos у  + COS z = 2 ’ Ц ; Т : 4/'

3 -вариант

1. г  = 3х + ^ — .2-х+у

2. г  = <гх2+г\
3. f ( x , y , z )  = arctg(x>'2 + z),  М а (2; 1;0).

4. z = 5ху2 -3xV * .
5. и = e> ' 2* , х = sin Г, у  = t3, t0 = 0 .

6. ег-1 = cos х cos у  + 1, М0

4-вариант

1. Z = \J9 -  х 2 -  у 2 .

2. z = 1п(3х2 -  у4) .

20 — Ш.И. Т ож иев  305



4. z = lg(x+->,)дс-у
5- u = ^ , x  = e ' , y  = 2 - e 2' , t 0 = 0.

6. x2 - 2 y 2 + z2 - 4 x  + 2z + 2 = 0 ,M 0 (1; 1; 1).

11-вариант

1. г  = т ^ .
3+ x-.y

2. * = e2jc2- '2.

3- Д х ,  у ,  z) = ln(x + у 2) -  f V ,  M0 (5; 2; 3).

4. г  = ctg ^ .

5. и = \п(е-х + e 2y) , x  = t2, y  = ± t\ t0 = 1.
6 . х 2 + у 2 + z 2 - 2 xz = 2, М п

12-вариант

1. z = arccos(x + 2у ) .

2. z = In (yfxy -  l j .

3. f i x , y , z )  = 4 z  xy , М0 (1; 2; 4 ).

4. z = ху* -  Ъх2у  + 1.

5. и = у[ ? Ч / Т з ,  x = l n t t  y  = t2, to = l

6. e l - x y z - х + 1 = 0 ,  M0 (2; I; 0) .

13-вариант

1. z = arcsin(2x -  y ) .

2. z = arcsin(2x 3>').

3. Д/л (Т 2 ;7 2 ;Л ) .

4. г  = ln(x + лу -  у 2) .
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5.

6.

1.

2.

3.

4.

5.

6.

1.

2.

5. и -  arcsin — , *  = s in / ,  = cos/ , t0 = n  ■

6. х 3 + 2 /  + г 3 - З х у г - 2 у - 1 5  = 0 ,  Л/0 (1 ;-1 ;2)-

14-вариант

I. z = ln ( 9 - x 2 -  y 2) . 
arctg .

у

J -  ..2

= 1 -  21, У -  1 + arctgr, t0 = 0 .

15-вариант

3. f i x ,  у ,  z) = - r ^ ,  M 0 (2; 3; 25).

4. z -  y j lx 2 -  2 y 2 + 5 .

5- u = T- “ -  > x = sin r , >> = cos t . /0 = т  -x  >- 

«-2 . „2 , ,26 . X 2 + y 2 + z2 = y - z  + 3 ,  M0 ( 1 ; 2 ; 0 ) .

16-вариант

1. Z =
x +y - 5

2. * = sin ^ .
Х - У

3- f i x , y , z )  = 8^/x3 + x2 +<: , Л/0 (3; 2; 1) .
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3. f ( x , у ,  z) = z e

4. z = У2 -  3xy -  x‘ »
5. и = yjx + y  + 3 ,

arcsin

1 7-вариант
20-вариант

1. г = ln(2x -  у ) .

2. * = ln(3x2 - y 2) .

4. z -  arccos(x + у )Z = arctg(x -  y )

и = arcsin

18-вариант 21-вариант

“• x -4 y

2. z = arccos(x -  y ) .

3. f ( x , y , z )  = ylz \ n ( J x + y [ y ) ,  Af0 (4 ; l ;4 ) .
4. z = 1п(У -  x 2 + 3).

2x5. и = arcsin — , x  = s in /, у  = cos t > tQ= n -
У J

6. x 2 + у 2 + г 2 -  2xy -  2хг -  2z = 17 , Л/0 ( - 2 ; - 1 ;2 )

22-вариант

4. Z = V3x2 -  y 2 + x .

5. u = £ - Z , x  = sin 2/, у  = t g2t, t0 = j .
у  X 4

6 . x 2 - у 2 -  г 2 + bz + 2 x - 4y + 12 = 0 , Л/о (0 ;1 ;-1 ).

19-вариант

. 5
I- z -  г . . г~ .T-

2. z = arcctg .

3- / ( * , y , z )  = f ±  Л/0 (3;1;1).л у



Z = 2 -  x 3 -  уъ + 5x . 
u = \n(e2x + e y) ,  x = t \  y  =  f ,  ro= 1.

x 3 +3x y z - z *  = 12, M a (3; 1; 3) .

23-вариант

- J KZ = e y 2-1

2. z = cos - * y > .
X +y

3. f ( x , y ,  z ) = yjx2 + y 2 -  2xy cos г  , Л/„(з;4; - ) .

4. z = I x -  х ъу 2 + у 4.

5. и = arctg(x + , x  = /2 + 2 , y  = 4 - t 2 , tn = 1
6. In г = x  + - г  + In 3 , л/0 (1;1;3).

24-вариант

!• г  = x2+y2- 6 ' 

г = sin J - Z —
\ х + у  ■

f { x , y , z )  = z e - xy, Ма (0; 1; I) - 

г  = .

u = J x 2 + y 2 + 3 ,  x = \n t , у  = ?  , r0 = 1 . 

2х 2 + 2 у 2 + z3 -  8xZ -  z + 6 = 0 , М 0 (2; 1; 1) . 

25-вариант
,  _

* 1 ^ 7 '
Z = e~(x2+y2).

/ (х, у , z) = arcsin (x ,/ J) -  y Z2, Л/0 (0; 4; 1) . 
г  = arctg(2x -  j ) .

ы = arctg(^y), x = t + 3 ,  у  = е ' , t0 = 0 .
Z2 = x y - z  + x2 - 4 ,  Л/0 (2; 1; 1).
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6-§ . Иккинчи мустакил уй иши

Мазкур мустакил уй ишининг \ар бир вариантида беш- 
та мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича:

1-мисолда :  берилган S  сиртга М0 (х0; у 0; Zc) нуктада 
утказилган уринма ва нормал текисликлар тенгламасини 
топиш керак.

2-мисолда : берилган функциянинг иккинчи тартибли 
\осилаларини топиш ва z"xy = z"yx тенглик тугрилигини 
текшириш керак.

3-мисолда : берилган U функция берилган тенгламани 
каноатлантиришини текшириш керак.

4-мисолда :  функциянинг экстремумини текшириш ке­
рак.

5-мисолда :  берилган чизиклар билан чегараланган D 
со\ада z = z(x,y) функциянинг энг катта ва энг кичик 
кийматларини топиш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1 - м и с о л .  S: z = x2 - у 2 + З х у - 4 х  + 2 у - 4  си р тга  
Мй(— 1 ;0; 1) нуктада утказилган уринма ва нормал текис­
ликлар тенгламасини топинг.

Е ч и ш .  Хусусий \осилаларни топамиз:

= 2х + 3j> -  4 ^  = - 2 у  + Зх + 2 •
д у

Хосил килинган ифодаларга Ма(— 1 ;0; 1) нукганинг ко­
ординаталарини куямиз, натижада S  сиртга перпендику­
ляр ва берилган нукгадан утувчи Я векторнинг коорди- 
наталарига эга буламиз:

А = Щ = 6 ,дх\Ма В ~ Т у
= - 1 , С = -  1.

щ
(6 .8) формулага асосан уринма текислик тенгламаси 

Куйидаги куринишда булади:
6 (х + 1 ) - у - ( г - 1 )  = 0 ёки 6х  + ^ + г + 5 = 0.

(6.9) формулага асосан нормал тенгламаси:
х+1

6
. у_ _ 
' 1 
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2 - м и с о л .  Z = a r c c o s функциянинг иккинчи тар­
тибли хусусий хосилаларини топинг.

Е ч и ш .  Дастлаб берилган функциянинг биринчи тар­
тибли хусусий хосилаларини топамиз:

1 1 1 - 1 
Ч  2 if

Z x - ~
2 \fx j y - x  ’

Бу хосилаларнинг хар бирини л: ва у  буйича диффе- 
ренциаллаб, берилган функциянинг иккинчи тартибли ху­
сусий хосилаларини топамиз:

1 I----  \[х
_

2 х ( у - л

£
2

y j y -  х  +

________________________ у - 2 х
4ху[х у 1 у - х ( у - х )  4 x s f x ( y - x ) J y - x  ’ 

У  Л

у 2 ( у - х )

_  \fx- (2x+3y)  
~ ~ 2 у 2( у - х )  ’

г " »  = ~ а И ' 4 ) в ’ -*>~7

2 У

■Jy-x [ -Jx 
2у[х 2s j y - x  _ у - х + х

у х  4 у(у- х)7х7у^х 4jx  ( y - x ) J y ^ '

Булардан аралаш хусусий хосилалар тенглиги (У = У ) 
куриниб турибди. 39

3 - м и с о л .  и = In(х 2 + у 2) функция

Э и _ 2 Ху  д  и ( Э2и _  4 у 2 Эи 
Эх^ дх д у  д у 2 ~х+у2 дх

тенгламани каноатлантиришини текширинг.
Е ч и ш .  Берилган и функциянинг х ва у  узгарувчилар 

буйича биринчи ва иккинчи тартибли хусусий хосилала­
рини топамиз:
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Эи
Эх

2х Эи _  2у  
д у  х*+у

Эи
а? (х2+, 2)2

Эи
дхду

4 ху  Эи  

(х2+>2)2 у̂

2 х-

[х  +у

Топилганларни берилган тенгламанинг чап ва унг то- 
монига куямиз. Чап томонда:

8х V2..2 2[Х - у
+ -5------ ' )  _  8 х У

Т  ~ Т 1  7 Т -

Унг томонда эса:

4,2 2х 8ху2

(х2+ у
тт-

\осил килинган натижалардан берилган функция тенг­
ламани каноатлантирмаслиги куриниб турибди.

4 - м и с о л .  Z = x y (x  + y -  2) функциянинг локал э к ­
стремумларини текширинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг биринчи тартибли ху­
сусий хосилаларини топамиз:

z ‘ = 2ху + у 2 - 2 у , z 'y  = X2 + 2ху  -  2 х ,

Уларни нолга тенглаб куйидаги тенгламалар система- 
сини хосил киламиз:

у  (2х + у  -  2) = 0,1

х (х  + 2 у  -  2) = 0 .|

Бундан берилган ф ункциянинг Л/, (0 ;0 ) ,  М 2 (2 ;0 ) ,  
А/3 (0 ;2 ) , д{А стационар нукталарини аникдаймиз.
2-теорема ёрдамида бу нукталарнинг к,айси бирлари э к ­
стремум нук,талари эканлигини аникдаймиз. Унинг учун 
берилган функциянинг иккинчи тартибли хусусий хоси­
лаларини топамиз:

z = 2у ,  z ''ху =2х + 2 у - 2 ,  z "уу = 2х .
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Хосил килинган ифодаларга стационар нукталарнинг 
координаталарини куямиз ва экстремум  мавжудлигини 
зарурий шартидан фойдаланиб куйидагига эга буламиз:

Л/, нукта учун А = — 4 < 0, яъни экстремум йук;
М, нук,та учун А = — 4 < 0, яъни экстремум йук;
Л/3 нукта учун А = — 4 < 0, яъни экстремум йук;

А/4 нукта учун Д = у  > 0 , Л = у  > 0 , яъни экстремум 
нукта йук, лекин берилган функция локал минимум н ук­
тага эга ва унда

5 - м и с о л !_х  = 0, у  = 0, х + у  — 1 = 0 чизикдар билан 
чегараланган D со\ада z = ху -  у 2 + Зх + 4 у  функциянинг 
энг катга ва энг кичик кийматини топинг.

Е ч и ш .  Дастлаб берилган D со^ани чизиб оламиз 
(67-чизма). Берилган D со\а, яъни ОАВ учбурчакнинг 
ичида ётувчи стационар нукталар бор ёки йукпигини аник­
лаймиз. Унинг учун берилган функциянинг хусусий ^оси- 
л&тарини топамиз:

Z'x = y  + 3 ,  z 'y = x - 2 y  + 4.
Бундан

Z 'х = У + з = 0, ) .. у  + з = о, 1
„> еки \

Z y = x - 2 y  + 4 = 0 j  x - 2 y  + 4 = 0 .j

Хосил килинган системани ечиб А/ (—10; —3) стацио­
нар нуктани топамиз. Бу нукта D сох,а таш карисида 
булгани учун уни масалани ечишда \исобга олмаймиз. 
Функциянинг кийматларини D со\а чегарасида текш и­
рамиз.

ОАВ учбурчакнинг ОА томонида (у  = 0, 0 < х < 1 )  z 
функция z — Зх куринишда булади. ОА кесмада стационар 
нукта йук, чунки z' ~ 3. О ва А нукталарда, мос равишда 
2(0 ,0) = 0, z( 1,0) = 3. Учбурчакнинг ОВ томонида (х = 0,)
0 < у  < 1) г  функция: z' = y 2 + 4 y ,  z ' = - 2 у  + 4 . Стацио­
нар нуктани -2 у  + 4 = 0 тенгламадан топамиз, яъни у  = 2. 
Д/,(0;2) нукта D со\ага тегишли эмас. В нуктадаги функци-

янинг киймати z(0, I) = 3.
Энди тенгламаси х  + у  = 1 
булган томондаги энг кат­
та ва энг кичик киймати­
ни то п ам и з . Б ун да 
У -  1 - х  ,
Z = -2 х 2 + 2х + 3 , у хрлда Л'У ~1 
Z' = -4 х  + 2 ва z ' = 0 дан 
х = -  га эга буламиз ва на­
тижада D со\ага тегишли 
булган М 2 (у ; стацио­
нар нуктага эга оулди к. Бу 
н уктад а  фу н к ц и я н и н г  
Киймати: = 3-5 . Олинган функциянинг барча кий­
матлари га кура

1-ж . к а т .  =  ( у  » у )  =  3, 5, Z ,h, .  к и н .  = Z (0, 0) =  0 .

1 -вариант

1. S  : х 2 + у 2 + z2 -  б у  + 4z + 4 = 0, М 0 (2; 1;—1).

2 . z = arctg (х  + у ) .
2 Э~// т Э Ы n xv3. х —т + у  —v = 0, и = е  у .

Эх-  д у *

4. z = 2х3 + 2у '  -  6ху  + 5 .
5- z = х 2 + у 2 -  2х -  2 у  + 8, D : х  = 0, у  = 0, х  + у  -  1 = 0 .

2 -вариант

1. S  : х2 + z2 -  5yz + Зу = 46, М 0 (1; 2; - 3 ) .

2. z = arccos(2х  + у ) .

4. г  = Зх3 + Зуг - 9 х у  + 10.
5. z = 2х3 -  х у2 + у ,  D : х  = 0, х  = 1, у  = 0, у  = 6 .

3-вариант
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1. S  : X2 + у 2 -  XZ -  yz  = 0, M0 (0; 2; 2 ).

2. z = arcctg (x  -  3 y ).

3.
dxz — r  + ~~ t  = 0 ,  ы =  - j -----------------Э/ Э ? J x2+y2 + z2

4. z = x 2 + xy + y 2 + x - y  + l .

5. z = 3x + 6y - x 2 -  x y - y 2, D : x  = 0, x  = 1, у  = 0, у  = 1 .

4-вариант

1. S  : x 2 + y 2 + 2 y z - Z 2 + у - 2 г  = 2, A/0 (1; 1;1).

2. z = arcsin (x  -  y ) .

T „2 Э2и Э2U -2/  ч3. я  —т  и = sin (х -  о у ) .Эх̂  dyz
4. z = 4(х -  у ) -  х 2 -  у 2.

5. z = x 2- 2 y 2 + 4 x y - 6 x - l , Z > : x  = 0, у = 0 ,  х  + у - 3  = 0.

5 -вариант

1. S  : у 2 -  z2 + х 2 -  2xz + 2х = z, Мй (1; 1; 1).

2. z = In (Зх2 -  2у 2) .

3. а 2 О  Эи _  _-cos(.v+ay)
Эдг Эу

4. z = 6(х -  у ) -  Зх2 -  Зу2.
5. z = х 2 + 2ху -  10, Z? : у  = 0, у  = х 2 - 4 .

6-вариант

1. S\ z = х2 + у 2 -  2ху  + 2х -  у , М0 (—1; —1; —1) .

т  2-г2 + V22 . z = е 1 у .
-  Эи Эи ди  п  ,

Эх Эу Э? = u  = ( x ~ y ) ( y - Z ) ( z - x ) .
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4 z = X2 + ху + у 2 -  6х -  9у  .
5 . г - ч г - г у - л  D:  х = 0, у - 0, х - 3 ,  у - 4 .

7-вариант

1 5  : г  =  у 2 -  х 2 +  2ху -  Зу, М0(1; - 1; 1)-

2. z = ctg ~ •

3 . * ё +>,¥  = м’ M = jc ln i -
4 . г = ( х - 2)2 +2у 2 - 10 .

5 г  i  х 2 -  ху, D  : У  =  8 , у  = 2х2 .

8 -вариант

1 5  : х2 -  у 2 ~ 2ху -  х -  2у, А/0 (-1Д>1)-

2. Z = tg J x y  .
3 у Эи *1 = 0, и = 1п(х2 + у 2) •

'Э х  Эу

4. г  = (х -  5)2 + у 2 +1 •
5. z = Зх2+ Ъу1 -  2 х -  2у+  2, D : х = 0, у  = 0, х  + у  1

9 -вариант

1 5  ■ х2 -  2у2 + z2 + xz -  4у  = 13, М 0 (3; 1,2) .

2 . г  = co s(x2y 2 -  5).
2

3. ЁИ -  ху  + У2 = 0> и  = 17 + « ^ ( х у )  ‘

4. z = х 3 + у 3 -  Зху . ,-----—
5. г = 2х2 + Зу2 +1, D : y  = J 9 - * х  , У = 0 .

10-вариант

1. 5  : 4 у2 - z2 +4ху - хг + Зг = 9, М0 (1 ;-2 ;1 )-

2. Z = sin л/х3)’ .
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3.x 2 ^ - - 2 х у ^ -  + у 2 \ ^  + 2ху, и = 0, и = е х>' . 
дх2 дх ду  д у 1

4. z = 2ху -  2х2 -  4у 2.
5. z = х2 -  2ху - у 2+ 4х + \,D'.x= — 3, у  = 0 ,х  + у+  I = 0.

11-вариант

1. S : z = х 2 + у 2 - З х у - х  + у + 2, Л/0 (2; 1;0).

2. z = arcsin ( х -  2у ) .
3. Л  =0, и = a r c t g •

дхОу I ХУ
4. z = х^[у -  х 1 -  у  + 6х + 3.

5. z = Зх2 + Зу2 -  х -  у  + 1, D : х  = 5, у  = 0, х  -  у  -  1 = 0 .

12-вариант

1. S :  2х2 - у 2 + 2z2 +xy + xz = 3, М 0 (  1; 2; 1) .
2. z = arccos(4х -  у ) .

3. ^  = 0, и = 1п(х2 + у 2 + 2х + 1) •
дх д у

4. z = 2ху -  5х2 -  З у2 + 2 .

2
13-вариант

1. 5  : х 2 - .у 2 + z2 - 4 х  + 2 у  = 14, Л/0 (3; 1; 4 ) .

2. z = arctg (5х + 2у ) .
т Эи ди  , п. 2х+3у3. х  + у  ■=— + и = 0, ц = 2 j  ■

дх д у  дГ+у*
4. Z = x y ( l 2 - x - y ) .

5. z = X2 -  2ху  + | у 2 -  2х, Z): х  = 0, х  = 2, у  = 0, у  = 2 .

14-вариант

1. 5  : х 2 + у 2 -  z2 + xz + у  + 4, М0 (1; 1; 2 ) .

2. г = arctg (2х  -  у ) .

320

/ х 2 +  j 2 +  г 2

5. z = 2х2 + 2ху2 -  \ у 2 -  4х, D : .у = 2х у  = 2, х = 0 .

3(?)J+r*T+1J' \Эх/ | д у  ) \Эг
Эи Г  ,  г

ч . э Г ] =1>М = ^
4. z = ху  — х — у 2 + 9.

5. Z = ху -  Зх -  2у,  D : х = 0, х = 4, у  = 0, у  = 4

15-вариант

I- X2 -  У  -  г 2 + хг + 4х = -5 , Л/0 (-2 ;1 ;0 ) .
2. г = In (4х2 -  5 у2 j .

4. z = 2ху -  Зх2 -  2 j 2 + 10 .
5. z = х 2 + ху -  2, D : у  = 4х2 -  4 , j , = о .

16-вариант

1. ^ х ' + У - х г  + ^ г - З х  + П, Л/0 (1;4; — 1)

2. z = e J*+>.

3 Ф  + £ - 0 . « - * ™ . * п ( х  + З у ) .

4. z = х 3 + 8У  -  6ху + 1 .

5. z = x2y ( 4 - x - y ) ,  D : х = 0, у  = 0, у  = 6 - х

17-вариант

1. 5  : X2 + 2 г  + г 2 -  4хг = 8, М0 (0 ;2 ;0 ) .

2. г = arcsin (4х  + у ) .
1 д  и * Э2и о ^

^  + 2x y ^ - -  + j  - 5- = 0, и = х в 'дОГ
,,2 Э2И 

Эу1
4. .г = ^ 7 х  -  У  -  х  + б;у.

5. Z = X3 + у 3 -  3ху, £>: X = О, X = 2, у  = -1 ,  у  = 2

18-вариант

1. S : x 2 - / - 2*2 - 2;> = 0, Л/0 ( - 1; - 1; 1) .

2 . z = arccos (х  -  5 у ) .
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3. ^  = 0, и = arctg -  •
Эх д у  х

4. z = х2 -  ху + у 2 + 9х -  б у  + 20.

5. Z = 4(х -  у )  -  х 2 -  у 2, D : х  = 0, х  + 2 у  = 4, х -  2 у  = 4 .

19-вариант

1. S : х 2 + у 2 - l z 2 + ху  = -2z ,  Л/0 (1;0 ;1).

2. z = sin y/ху .

3 .х ^ -  + у ^  = 0, и = arctg
дх д у  У

4. z = ху(6 -  х -  у ) .
5. г = х 2 + 2ху -  у 2 -  4х, D : х = 3, у  = О, у  = х + 1.

20-вариант

1. 5 :  2х2 - у 2 + Z2 - 6х + 2у  + 6 = 0, Л/0 (1;-1 ;1)-

2. г  = cos(3x2 -  у 3) .

3. = О, и = 1п(х + в~у ) • 
дх дх ду  д у  дх

4. z = x 2 +у 2 - х у  + х + у .  
5 z = f a y  — 9Х2 — 9У2 + 4х + 4у, D: х = О, у  = О, х  = 1, 

у  = 2.
21-вариант

1. S : х2 + у 2 - z 2 + 6 x y - z  = 8, М 0 (1; 1; 0) .
2. г = arctg (Зх + 2 у ) .

3 .x  — + v — = О, м = arcsin •
Эх у  ду ’ х+у

4. z = х2 + ху + у 2 -  2х -  у  •
5. £ = х 2 + 2ху -  у 2 -  2х + 2у, D : у  = х + 2, у  = О, х  = 2 .

22-вариант

1. 5  : г = 2х2 -  Зу2 + 4х -  2у + 10, Л/0 (-1 ;1 ;3 ).

2. z = 1п(5х2 -  Зу4) .
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1 Эи . 1 . Эи к и  _  У 
х ' д х  у  д у  У ’ (х 2- у 2)5 '

4. z = ( x - l ) 2 - 2 y 2.
5 . г = 4 - 2 х 2 - у 2, Z>: у  = 0, у  = 7 1 - х 2 .

23-вариант

1. 5  : г  = * 2 + у 2 -  4яу + Зх -  15, Л/0 (-1 ;3 ;4 ) .

2. г = arctg (х  -  4 у ) .
3 Эи Эы _ х+у _  х 2+у2 

Эх Эу х - у  ’ х - у

4. г  = лу -  Зх2 -  2у2 .

5. г = 5х2 -  Зху + у 2 + 4, Z): х  = -1 , х  = 1 у  = -1 , у  = 1 .

24-вариант

1. S  : z = х2 + 2 у 2 + 4 л у - 5 у -1 0 , Л/0 (-7 ;1 ;8 ).

2. z = In (Злу -  4 ) .
■> ди ди  2 у  [Z 7
3- Ш + д У = Т ’ U ~ V 2дгУ + У •

4. г = х 2 + 3(у + 2)2.

5. г = х 2 + 2ху + 4 х - у 2, D : x  + y  + 2 = 0, х  = 0, у  = 0.

25-вариант

1 • 5  : z = 2х2 -  Зу2 + ху + Зх + 1, Л/0 (1; - 1; 2 ) .

2. £ = t g ( j y 2) .

3 Э2й Э21/ „ , / 2 2 ч
Э?~Э^ = 0’ " = 1"(*2- у 2)-

4- г = 2(х + у ) - х 2 -  у 2.

5. г = 2х2у - х 3у - х 2у 2, D : x  = 0, у  = 0, х  + у  = 6 .
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VII б об
ОДЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. Асосий тушунчалар.
Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар.

Изоклин усули

Дифференциал тенглама  деб эркли х узгарувчи, у  но­
маълум функция ва унинг турли тартибли хосилалари ёки 
дифференциалларини богловчи тенгламага айтилади.

Дифференциал тенгламанинг т арт иби  деб унга ки- 
рувчи юк,ори хосиланинг (ёки дифференциалнинг) тар­
тиби га айтилади.

Агар номаълум функция бир аргументли функциядан 
иборат булса, бундай дифференциал тенглама о д дий  диф­
ференциал тенглама дейилади.

Агар номаълум функция бир нечта аргументга боглик, 
булган функциядан иборат булса, бундай дифференциал тен­
глама хусусий хосилали дифференциал тенглама дейилади.

М асалан, 2ху -  Ъу + х  = 0 (бунда у  = у(х)) тенглама 
биринчи тартибли оддий диф ф еренциал тен гл ам а , 
и 'х+ и ' у - х у  + 2 = 0 (бунда и = и(х,у)) тенглама биринчи тар­
тибли хусусий хосилали дифференциал тенгламадир.

Бу бобда фак,ат оддий дифференциал тенгламаларни 
караймиз, шу сабабли кискалик учун "оддий" сузини иш- 
латмаймиз.

Умумий холда w-тартибли дифференциал тенгламани 
куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Ф [ х , у , у ' , у " , . . . , у {п~1), у п) = 0. (7.1)

Агар (7.1) тенгламани энг юкори тартибли хосилага 
нисбатан ечилган

У" = f ( x , y , y ' , . . . , y in~]))  (7.2)

куринишда ёзиш мумкин булса, бундай тенглама нормал 
куринишдаги n -тартибли дифференциал тенглама дейилади.

Дифференциал тенгламанинг ечимини топиш жараё- 
ни тенгламани интеграллаш  дейилади.

(7.1) (ёки (7.2)) дифференциал тенгламани каноатлан- 
тирадиган, яъни уни айниятга айлантирадиган хар к,ан-

дай у  — У(х) ФУНКЦИЯ Дифференциал тенгламанинг ечими  
( ё к и  интеграли) дейилади.

1 -м  и с о л .  Сон укининг хамма нукталарида аник- 
ланган у  = х е1* функция у 4 у '+ 4 у  = 0 дифференциал 
тен гл ам ан и н г ечими булишини исбот килинг.

Е ч и ш . Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 
тартибли хосилаларини топамиз:

у '  -  е 1х( 1 + 2х), у ” = 4е2х(1 + х ) .

Берилган функция ва унинг хосилаларини тенгламага 
куйсак, куйидаги айниятга эга буламиз:

4 е2х(\ + х) -  4 е2х(1 + 2х) + 4хе2х = 4 е2х(1 + х - 1  -  2х + х) = 0.

Демак, у  = хе*  функция берилган тенгламанинг ечи­
ми экан.

2 - м и с о л . F(x, у )  = In — -  5 + ху  = 0 ошкормас кури­
нишда берилган функциянинг (х  + х у2) у ‘ -  у  + х у2 диф­
ференциал тенгламанинг ечими булишини исбот дилинг.

Е ч и ш .  F (x ,у) = 0 ошкормас функцияни дифферен- 
циаллаш к,оидаси, яъни (6.6) формулага кура

_ F*' _ (^~ *1 _ У 1 -ху _ у-ху2
f y -  х + 1  X l+xy х+х2у  

У
ни хосил киламиз. Топилган хосилани берилган диффе­
ренциал тенгламага куйсак, айниятга эга буламиз.

(7.1) (еки (7.2)) дифференциал тенглама ечимининг (ёки 
интегралининг) Оху текислигидаги графиги инт егра ,1 э гри  
чизик; дейилади. Демак, хар бир ечимга ёки интегралга унга 
мос битга интеграл эгри чизик тугри келади.

(7.2) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги 
ва ягоналиги хакидаги масала куйидаги теорема ёрдами­
да хал килинади.

1 - т е о р е м а  (Коши теоремаси). Агар (7.2) тенглам а­
нинг  у н г  ки сми

х ^ У ^ У о ' , . . . ^ " - "  (7.3)

Киймат атрофида  у з л у к с и з  ф ункция  бул са ,  у  холда (а;Ь) 
интервалда ёт увчи  х0 у ч ун  у  ф ункция  ва  у н и н г  хосилалари



У(хо) = У„, У \х о) = у ,0, . . . ,У ' ,- , , (х0) = у01"~1) (7.4)

кийматлар кабул  килса ,  (7.2) тенглама у  = у(х) х у с у си й  
енимга э г а  булади .

Агар олинган атрофда бу функциянинг аргументларга 
нисбатан хусусий хосилалари узлуксиз булса, ечим ягона 
булади (Коши масаласи). (7.4) тенгликлар бошлангич utapm- 
лар дейилади.

Ихтиёрий (7.2) дифференциал тенглама Коши теоре- 
масини каноатлантирувчи сохада чексиз куп ечимга эга 
булади. Бу ечимлар тупламини таърифлаш учун умумий 
ечим тушунчасини киритамиз. (7.1) ёки (7.2) дифферен­
циал тенгламанинг умумий ечими  (умумий интеграли) деб 
у  = <p(x,C,,C2,...,C „ ) ёки кискача у = ф {х£ Л  куриниш­
даги ф ункцияга айтилади, бунда С, (/ = 1, п\ ихтиёрий 
узгармас булиб, улар куйидаги иккита шартни к^аноат- 
лантириши керак:

1) С, ихтиёрий кийматларида (7.1) ёки (7.2) диффе­
ренциал тенглама ечимга эга;

2) *о,Уо»>'о '«--У о1”"11 ихтиёрий бошлангич кийматлар 
учун С. = Ся узгармаснинг кийматлари

ф(^о>С/о) = Уо> Ф (xa,Cj0) = у 0 ф(” ^(jt^.C/o) = у 0(" 
бошлангич шартни каноатлантиради.

С/о ларга маълум кийматлар бериб хосил килинадиган 
хар бир ечим (7.2) тенгламанинг х у с у си й  ечими  дейилади.

Дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан бошкд, 
ихтиёрий узгармаснинг хеч кандай кийматида хосил 
булмайдиган ечими (интеграл) мавжуд булиши мумкин. 
Бундай ечим (интеграл) м ах су с  ечим  дейилади. Махсус 
ечимнинг ихтиёрий нуктасида Коши теоремасининг би- 
рор шарти бузилади. Масалан, у "  = 3l j ( y ' -  I)2 дифферен­
циал тенгламанинг умумий ечими

у  = x  + i ( x  + C,)4 +С2

дан иборат, бунда С,, С2 — ихтиёрий Узгармас. у  = х + С 
(бунда С — ихтиёрий узгармас) функция хам берилган тенг- 
ламани ечими. Лекин бу ечим умумий ечимдаги С, ва С2 
узгармасларнинг бирор кийматларида хосил булмайди. Бун-
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лан ташкари у  -  1 да ечимнинг ихтиёрий нуктасида ечим­
нинг ягоналиги хакидаги Коши теоремасининг шарти бузи­
лади ёки берилган тенгламанинг унг кисмида у' хусусий хосила 
у  = 1 да узлукли. Шунинг учун у  =х  + С махсус ечим булади.

Аникмас интеграллар назариясида курилган барча 
интеграллар энг содда у  = f ix )  дифференциал тенглама­
нинг умумий ечими эканлигини таъкидлаб утамиз:

y  = l f ( x ) d x  = F(x) + C ,

бунда F(x) — f ( x )  функциянинг бошлангич функцияси, 
яъни F (х) = / ( х ) ; С — ихтиёрий узгармас сон.

Умумий холда биринчи тартибли дифференциал тенг­
лама куйидаги куринишда ёзилади:

F ( x , y , y ' )  = 0 (7.5)
ёки

У' = П х , у ) .  (7.6)

(7.5) ёки (7.6) тенгламалар учун куйидаги теоремани 
исботсиз келтирамиз.

2 - т е о р е м а  (Коши). Агар f (x , y )  функция  M / x^ yJ  н у к ­
та ва у н ин г  ат роф ида  у з л у к си з  б ул са ,  у  холда (7.6) т ен гла ­
ма y ( x j  -  у 0 бошлангич  шартни каноат лант ирувчи  у  = <р(х)

а/
ечимга э г а  булади. Агар берилган ф ункциянинг  ^  ху с у си й  
хосиласи  б у  н у кт ада  у з л у к си з  бул са , у  холда у  = <р(х) ечим  
я г он а  ечим булади.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламани куйи- 
дагича кулай куринишда хам ёзилади:

P (x ,y )d x  + Q (x , y ) d y  = 0 . (7.7)

(7.7) — дифференциал тенгламанинг дифференциалли 
куринишдаги тенгламаси дейилади.

(7.5) ёки (7.6) дифференциал тенглама учун тенглама 
ечимининг мавжудлик ва ягоналиги хакидаги Коши тео- 
ремасини исботсиз келтирамиз.

Агар (7.6) тенгламанинг у н г  томони ва ун ин г  f  (х,у) х у с у ­
сий  хосиласи  х ва у  уз гарувчиларнинг бирор у з гариш  сохасида  
аникланган ва у зл ук си з  булса , б у  соханинг (х„ y j  ички н укт а ­
си  кандай булмасин, берилган тенглама у  ( x j  = у  бошлангич  
шартни каноатлантирувчи я го на  у  =<р(х) ечимга э га  булади.
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Бу, геометрик нуцтаи назаридан, соханинг \ар бир (х0; >;,) 
ички нуктаси оркали ягона интеграл эфи чизик, утиши- 
ни билдиради.

у '  = f ( x , y )  тенгламанинг >’(х0) = у0 бошлангич шарт- 
ни каноатлантирувчи ечимини топиш масаласи Коши ма- 
саласи дейилади.

Хосиланинг гсометрик маъносига кура:

v ' = / (х , у )  = tga = к  ,

бу ерда а  — уринманинг  Ох укка ofhlu бурчаги. Бу эса 
интеграл эгри чизикка унинг \ар бир нуктасида утказил­
ган уринманинг бурчак коэффициента (7.6) дифферен­
циал тенглама унг томонининг бу нуктадаги кийматига 
тенг эканини билдиради.

Текисликнинг \ар бир нуктасига Ох укка ofhuj бурча- 
гининг тангенси (7.6) дифференциал тенглама унг томо­
нининг шу нуктадаги кийматига тенг буладиган килиб 
кесма куйилган кисми бу дифференциал тенгламанинг 
йуналишлар м айдони  деб аталади.

Текисликнинг майдон кесмалари бир хил йуналишга 
эга буладиган барча нукталар туплами дифференциал тенг­
ламанинг изоклина си  дейилади.

Ушбу
f ( x , y )  = k (7.8)

муносабат (7.6) дифференциал тенгламанинг изоклина- 
лар оиласининг тенгламаси деб олинади. (7.8) изоклина- 
лар оиласи ёрдамида интеграл эгри чизиклар оиласини 
такрибий ясаш мумкин.

3 - м и с о л .  y '  = -^ L  дифференциал тенгламанинг
интефал эфи чизикдарини изоклиналар усули билан так- 
рибий ясанг.

Е ч и ш  . = к  (к  = const) деб берилган тенглама­
нинг У = -  2 х изоклиналар оиласи тенгламасини топа­
миз. Улар координаталар бошидан утувчи тугри чизик,- 
л а рд а н  иб ор ат б улиб ,  й у н а л и шл а р  ма йд о ни  эса  
у ’ = к  = tga тенглик билан аникланади. к  га х,ар хил кий- 
матлар бериб, уларга мос изоклиналарини топамиз ва ин­
тефал Эфи чизикка Утказилган уринманинг О хукка огиш
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бурчаги а  буйича йуналишлар майдонини аникпаймиз. Улар- 
ни куйидаги жадвал куринишида ёзиб оламиз:

к 0 *73 ±1 ± s ±2 ±3 ± ОО

а 0 ±30’ ±45° = ±60” = ±64° = ±72° ±90°

* v
У = ~ I х у=0

+1II

У = ± ? х У = ± 4 - х у=±х У = ± \ х у= 0

Бу жадвалда берилганларга кура майдон йуналишларини 
чизамиз (68-чизма) ва интефал эгри чизикларни такрибий 
ч и з а м и з .  а  бурчакнинг мусбат ёки манфий кийматига караб 
Охукидан соат стрелкасига карама-карши ёки соат стрелка- 
си йуналишида интеграл чизиклар чизилади.
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2-§ . Узгарувчилари ажраладиган ва бир жинсли 
дифференциал тенгламалар

Ушбу
P(x)dx + Q (y )d y  = 0 (7.9)

тенглама узгарувчилари ажралган  дифференциал тенглама 
дейилади. Унинг умумий интеграл и

\ P (x )dx  + \ Q (y ) d y  = C  (7.10)

каби аникланади, бунда С — ихтиёрий узгармас.
Ушбу

M l(x)Nl ( y ) d x  + M2(x)N2( y )  d y  = О (7.11)
ёки

У'= ^  = Л(х)/2( у )  (7.12)

тенгламалар узгарувчилари аж рал а ди ган  дифференциал 
тенгламалар дейилади.

(7.11), (7.12) тенгламаларда узгарувчиларни ажратиш 
куйидагича бажарилади. Ф араз к,илайлик, N , ( y ) * 0 ,  
М 2 ( х ) ф  0 булсин. (7.11) тенгламанинг иккала кисмини 
М\(у)Мг (х) га буламиз, (7.12) тенгламанинг иккала кис- 
мини dx га купайтирамиз ва f 2( y )  га буламиз. Натижада 
Куйидаги куринишдаги узгарувчилари ажралган тенгла- 
маларга эга буламиз:

Булар (7.10) формула ёрдамида интегралланади:

1 - м и с о л . (ху  + y ) d x  + (ху + х )d y  = 0 дифференциал 
тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  х  *  0, jy *  0 деб фараз к,илиб, берилган тенг­
ламанинг иккала кисмини ху  га буламиз. Натижада узга­
рувчилари ажралган куйидаги тенгламага эга буламиз:

(' + l )  dx + f1 + у ) d y  = °-
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(7. 10) формулага кура унинг интегралини топамиз: 

j(l+ i)< /x  + |(l+ i)</y = ln|C|,

х + 1п|х| + у  + 1п|у| = In |С|,

ln|x_v| + ln e i+v = ln|C|, х у ех+у = С.

Охирги тенглик берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий интегралидир. Уни топишда х *  0, у  * 0 деб кабул 
килган эдик. Аммо х = 0 ва у  = 0 \ам берилган тенглама­
нинг ечими булишипи осонгина текшириш мумкин. И к­
кинчи томондан, уларни умумий интегралда С = 0 деб 
топиш \ам мумкин. Демак, х  = 0, у  = 0 берилган тенгла­
манинг хусусий ечими

2 - м и со  л . (1 + е 2х) у 2у ’ = е* дифференциал тенгла­
манинг у (0) = 1 бошлангич шартни каноатлантирувчи ху­
сусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани дифференциалли шакл- 
да ёзиб оламиз ((7.7) формулага каранг):

(l + е 2х) y 2d y  -  e xdx  = 0 .

Узгарувчиларни ажратамиз:

y 2d y~  ^ d x  = 0.

Бу тенгламани интеграллаб берилган тенгламанинг 
умумий ечимини топамиз:

J y 2d y  — \ dx = y

ёки

^  -  arctgev = у , у  -  yjC + 3arctge''.

Бошлангич шартдан фойдаланиб ихтиёрий узгармас 
С нинг кийматини аниклаймиз:

1 = J  7С => С = 1 -  я.

Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими куйи­
дагича куринишда булади:
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У -  я  + 3 a r c t g e Ar.

Агар f ( t x , t y )  = t " f{ x , y )  (п  — узгармас сон) тенглик их­
тиёрий rGR учун уринли (Д/х, Гу) функция аник^анган) 
булса, Д х, у ) функция х  ва у  аргументларга нисбатан п 
улчовли бир  ж ин сли  ф ункция  дейилади.

Масалан, Дх, у )  = 2)^ -  ху3 + у* функция турт улчовли 
(л = 4) бир жинсли функция булади, чунки

/ (fie ,t y )  = 2 • (fir)4 -  (fic)3(/y) + (*)04 =

= /4(2х 4 -  хуу  + у 4) = г4/ (х ,у ) .

f ( x , y )  = 4yjx2 - 2 l [ x y ~ 3 l [ y 2 функция

f ( t x ,  ty )  = 4lj( tx)2 -  2$l(fx){ty) -  3t i t ty )2 =

= i f t 2 4̂%/x2" -  2 t fx y  -  I l f / )  = t 3f{x ,  y )

булгани учун n = | улчовли бир жинсли функция булади.
Агар /7 = 0 б^лса, бундай функция ноль улчовли бир 

жинсли функция дейилади. Масалан,

функция учун

(бунда t * 0) булгани учун берилган функция ноль улчов­
ли бир жинсли функция булади.

Агар Дх, у )  функция узининг аргументларига нисба­
тан ноль улчовли бир жинсли функция, яъни

f ( t x , t y )  = tnf ( x , y )  = f ( x ,  у )
булса, у холда куйидаги нормал куринишдаги

Г - % - Л х . У )
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дифференциал тенглама х ва у  узгарувчиларга нисбатан бир  
жинсли тенглама  дейилади.

Агар бир жинсли Р(х, у ), Q(x, у )  функциялар бир хил п 
улчовли, яъни

P(tx, ty) = t 2P(x, у ) , Q(tx, ty ) = t2Q(x, у )  

булса, у \олда тулик, дифференциалли 

Р(х, y )dx  + Q(x, y ) d y  = 0 
тенглама бир жинсли булади. Хаки^атан, уни куйидаги 
нормал куринишда ёзиб оламиз:

. _  _  Р ( х , у )  _  f {  . 
Q ( x , y )  J K X ' y h

бундан

(7.13)

булгани сабабли Д х, у )  функция ноль улчовли бир жинс­
ли функция булади.

Нормал куринишдаги (7.13) бир жинсли дифферен­
циал тенгламани \ар доим у '  = /(х,у)= ? f ( t x , t y )  куриниш­
да ёзиш м у м к и н  ва t = — а л м а шт и р и ш ёр д ам и д а  
у '  = fjjL = / | i5Zj = <p(z) ни \осил цилинади. Д емак, (7.13)

тенгламани У = хи [и = у ’ -  и + хы'| алмаштириш ёрда­
мида х ва янги и(х) функцияларга нисбатан узгарувчила- 
ри ажраладиган тенгламага келтирилади:

. / ч d u  ,  \ d u  dx
U + XU = ф ( и ) ,  X = ( р ( и)  -  и ,  — Т-----=  — .

dx ч>(и)~и х

3 - м и с о л .  2х 2у ' = х2 + у 2 дифференциал тенглама­
нинг умумий ва ><1) = 0 бошлангач шартни каноатлан­
тирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  2х2 ва х2 + .у2 функциялар икки улчовли бир 
жинсли булгани учун берилган тенглама бир жинсли була­
ди. у  = хи, у  = хи' + и алмаштиришни бажарамиз:

2х 2(и + хи')  = х 2 + (xw)2, 2х 2(ы + хи')  = х 2(1 + и2).

х *0  деб тенгламанинг иккала к,исмини х2 га буламиз. 
Сунгра узгарувчиларни ажратамиз:

ззз



*  Г_*Ц. = / £ ,  f * “=!> = ' Inlxl + l n C ,
(и- l )  2x J (и—1) 1 2x 1 (u- l )2 2 1 1

- ^ i r  = I l n N  + l n C ’ • = ( ! - « ) I n (c ^ w ) .

Oxiiprи ифодадаги н нинг урнига ^ кийматини куямиз:

2u + 2 x ^  = l +  u \  2xdu = (1 -  2 u + u2) d x .

= ( * - Й 1п№ ) >  х = ( х - у ) ] п ( с ^
Уни у  га нисбатан ечиб, берилган дифференциал тенг­

ламанинг умумий ечимини топамиз:
у  = х -

Inlc j lx!

у ( 1) = 0 бошлангич шартдан фойдаланиб, узгармас С 
нинг кийматини аниклаймиз:

0 = 1 - й с -  Ш С - 1 , С - е.

Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими куйи­
даги куринишда булади:

у  = х -
1+1п 7\ ~Л

М ашцлар

338. y ( x ,Q  функция (бунда С — ихтиёрий узгармас 
сон) берилган дифференциал тенгламанинг ечими (ин­
теграли) буладими:

а) у  = х 2 1 + Ce2j ,  х 2у'+  (1 -  2х )у  = х 2;

б) у  = Се* -  е~*, х у "+ 2 у х у  = 0 ;
в) х 2 + у А = Су2, x yd y  = (х 2 -  y* ) d y  ;

г) у  = Сх + 1 xy'-> ' + i  = 0;

д) у  = т Ш ’ 20  + х 2у ’)  = у  -  х у ' ;
У

е) е*  = Су, х у у ' -  у 2 = х2у '  ?
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339. Куйида берилган х,ар бир дифференциал тенглама 
у ч у н  изоклина усули ёрдамида йуналишлар майдонини ясанг 
ва интеф ал эгри чизикдарни такрибий чизинг:

V 2а) у '  = х + у\  б) 2Ху '  = ^ \  в) х у  = \ - у .

340. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг уму­
мий ечимини топинг:

а) (\ + е х) у '=  у е х ■,
б) х у ’ = у 2 +1 ;

в) 3 /  = £  + 9 j  + 9 ;

г) ху '  = y  + yjx2 + у 2 ;

д) ydx  + ( J x y  - >/x) d y  = O',

е) 4(х2у  + y ) d y  + л/5 + у 1 dx -  0 .

341. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг берил­
ган бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечи­
мини топинг:

а) (х + хy ) d y  + ( у  -  xy)dx  = 0, у (1) = 1 ;

б) x /  = x s in £  + y , у (2) = я ;

в) ydx  + (\[ху -  x^jdy = 0, у(1) = 1;

г) х у ' = у (1 + In у  -  In х ), у (1) = е 2 .

3 -§ . Биринчи тартибли чизикли 
дифференциал тенгламалар.

Бернулли тенгламаси

Номаълум у  функция ва унинг у'\осиласига нисбатан
у '+ Р (х ) у  = Q(x) (7.14)

куринишдаги тенглама (ш унингдек, алгебраик алмашти- 
ришлар ёрдамида (7.14) куринишга келтириладиган тенг­
лама) биринчи  т артибли  чи зицли бир  ж и н сл и м а с  д и ф ф е ­
р енциал  тенглама  дейилади. Р (х ) *  0 ва Q(x) *  0 функ-
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циялар бирор со\ада узлуксиз булиши керак. Масалан, [а\Ь\ 
кесмада Коши теоремасининг шарти бажарилсин. (7.14) 
тенгламанинг умумий ечимини *ар доим куйидаги кури­
нишда ёзиш мумкин:

у  = e~[P{xyLx (J Q(x) e IP(x* d x  + C ) , (7.15)

бунда С — ихтиёрий узгармас. Шундай килиб, (7.14) тенг­
ламанинг умумий ечими маълум булган Р(х), Q(x) функ­
цияларнинг интеграллари оркали ифодаланади.

Агар (7.14) тенгламада Q(x) = 0 ёки Р(х) = 0 булса, 
у \олда узгарувчиларга нисбатан ажраладиган диффе­
ренциал тенглама х,осил киламиз ва унинг  умумий ечи­
мини мос равиш да (7. 14)  тен гл ам ада  Q(x) = 0 ёки 
Р(х) = 0 деб аниклаймиз. £?(х) = 0 булган х,олда (7.14) 
тенглама чизикли бир жинсли дифференциал тенгла­
мага айланади.

1 - м и с о л . (х2 -  х ) у  ’+ у  = х1 (2х -  1) тенгламанинг уму­
мий ечимини ва у { - 2) = 2 бошлангич шартни каноатланти*- 
рувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламанинг иккала кисмини х2 — х*0  
га булиб, уни (7.14) куринишдаги тенгламага келтирамиз:

у  + у  _ х 2(2 х - 1)

Бунда Р(х) = Q(x) = х ‘ ( 2х - 1) _  х (2 х - 1)

(7.15) формулага асосан берилган тенгламанинг уму­
мий ечими куйидаги куринишда булади:

у  = е )<& + с
JC-1

Бу ечимдаги интегралларни топамиз:

a) J
dx В

х (х -1 )| х  Х-1 х (х -1 )

= J (~х + хЬ") = - l n N  + ln|x-l|  = In
X -1
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б) J х(2х -1 ) Ax — f * (2 * - l )  lx -1
x - l

= ±J(2x - 1) dx = ±(x2 -  x), 

бунда ( + ) ва ( - )  ишоралар j^zij = ± £ li тенгликдан хосил 

булади. Топилган (а) ва (б) интегралларни умумий ечим- 
га кУямиз:

у  = е  " Ц ± ( х 2 -  х) + С) = \-~ I • (±(х2 -  х) + О  =

= ± ^ - ( ± х ( х - 1 )  + С) = х 2 + ^ г .

Ундан у ( -  2) = 2 шартни каноатлантирувчи хусусий 
ечимини ажратиб оламиз:

2 = 4 — С = -3 , у  = х 2 -
- 2-1

Зх
ЗП

х = е

Айрим хрлларда дифференциал тенгламалар х га нис­
батан чизикли булиб, уларнинг умумий куриниши куйи­
дагича булади:

~ + P(y )x  = Q(y).  (7 1 6 >
d y

(7.16) нинг умумий ечими куйидаги формула ёрдами­
да аникланади:

• _ л-\пу*у ^ Q ( y ) e ' P(y)dyd y  + C ) .  <7Л7>

2 - м и с о л . (2х — у*)у' = 2у  дифференциал тенглама­
нинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама х(у ) функцияга нисбатан 
чизикли булгани учун, уни куйидаги куринишда ёзиб ола­
миз:

С х - Л * - 2 , .

яъни (7.16) куринишдаги тенгламага эга булдик. (7.17) фор­
мулага асосан берилган тенгламанинг умумий ечими куйи­
даги куринишда булади:

22 — Ш. И. Тожиев 337



-Is -
- f f e  y d y  + С ь y_ p lnW

2
d y  + C) =

- W _ T / гг dy + с = -£f rfn + c  = c - l / .

(7.14) чизикли дифференциал тенгламани Бернулли 
усули билан хам интефаллаш мумкин. Унинг учун икки­
та: и(х) ва v(x) номаълум функциялар булган у  = и{х) ■ v(x) 
алмаштиришни (Бернулли алмаштиришини) куллаймиз. 
У холда у  = u'v + uv  (7.14) тенгламадаги у  ва у', ларни 
урнига куйиб куйидаги

u'v + u v  + P(x)uv  = Q(x) 
тенгламани х;осил киламиз. Бундан

(v' + Р(х) ■ v )u  + u'v = Q(x). (7.18)
Номаълум функцияларнинг бирини ихтиёрий танлаб 

олиш мумкин булгани учун, масалан, v ни шундай ола- 
мизки, у (7.18) тенгламадаги и нинг олдидаги коэффици- 
енгини нолга айлантирувчи тенгламанинг v = v(x) хусу­
сий ечими булсин. Бундан кейин (7.18) тенглама u'v = Q(x) 
куриниш га келади . Бу тенгламанинг  умумий ечими 
и = и(х ,Q  булсин, у холда у  = u (x ,Q  • v(x) (7.14) тенгла­
манинг умумий ечими булади. Шундай килиб, (7.14) тенг­
ламани интеграллаш иккита узгарувчилари ажраладиган 
тенгламани интеграллашга келтирилади.

3 - м и с о л .  у ’+ ytgx = тенгламани Бернулли усу­
ли билан интефалланг ва унинг у (л )  = 1 бошлангич шартни 
Каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  у  — uv, у  = u’v  + uv  Бернулли алмаштириш­
ни бажариб, куйидагига эга буламиз:

u'v + uv' + uvtgx  = (v' + vtgx)w + u'v =

v' + vtgx = 0 тенгламанинг хусусий ечимини топамиз:
dvd v  + vtgxdx = 0 , — + tgxdx = 0 ,

J “  + I tgxdx = 0 , In |v| -  In |cos x| = In C, .

С, -  1 деб тенгламанинг v = cosx хусусий ечимни ола­
миз. Сунф а u'v = —— (бунда v= cosx) тенгламанинг уму­
мий ечимини излаймиз: 

1 « - J . dx + С = tgx + С.

Берилган тенгламанинг умумий ечими: 

у  = UV = (tgx + C)cosx.

Ундан у{л) = 1 бошлангич шартни каноатлантирувчи 
хусусий ечимни ажратиб оламиз: 1I = (0 + С) • ( — 1), бун­
дан С = -  1. Бу кийматни умумий ечимга куйиб, берил­
ган тенгламанинг хусусий ечимини топамиз:

у  = (tgx — l)cosx = sinx -  cosx.
Ушбу

у  + I\x)y  = Q(x)y" (7.19)

дифференциал тенглама (бунда п = const е  R, п *  0, п *  1), 
шунингдек, бирор алгебраик алмаштиришлар ёрдамида 
(7.19) куринишга келтириладиган исталган тенглама Б ер ­
нулли т ен гламаси  дейилади.

z(x) янги функцияни z = У"'1 формула ёрдамида ал- 
маштирилса, у холда Бернулли тенгламаси шу функцияга 
нисбатан чизикли тенгламага келтирилади:

г’ + ( 1 -  n)P(x)z  = ( 1 - n)Q(x).  (7.20)

Юкоридаги усуллардан фойдаланиб, (7.20^ тенгламанинг

Z = г(х,с) ечимини топамиз. Сунф а у  = z 1'" топилади.
Бернулли тенгламасининг ечимини у  = ы(х) • v(x) Бер­

нулли алмаштириши ёрдамида \ам топиш мумкин. Буни 
мисолда к^рсатамиз.

4 - м и с о л .  Ушбу у ‘+ 2 еху  = 2 exJ y  Бернулли тенгла­
масининг умумий ечимини топинг.

Ечиш.  Берилган тен гл ам ада  «  = у  булгани  учун 
ZJ = У' " = у[у алмаштиришни бажарамиз. (7.20) тенгламага 
кура z + exz = e x тенгламани хосил киламиз, унинг уму- 
мии ечими (7.15) формулага асосан куйидаги куринишда 
булади:
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l  = e ' i<rXdx e x ■ e le*dxdx+  c j  = e  c' (j e x ё *  dx + c )  =

.  = (j dxe* + с) = e“r' (еГ' + c) = 1 + Се"* .

Берилган тенгламанинг умумий ечими: 

y  = z2 = ( l + G f ^ ) \

5 - м и с о л . Ушбу ху’ + у  = хуЧпх дифференциал тенг­
ламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг иккала кисмини га була­
миз. Натижада п — 2 булган Бернулли тенгламасига эга 
буламиз. Уни Бернулли алмаштириши ( у  = uv, у  — u v  + uv’) 
усули билан ечамиз:

x ( u v  + u v )  + uv  = x(Mv)2lnx
xv  +v = 0 тенгламанинг хусусий ечими v = х~‘ осон- 

гина топилади. Энди xvu  = xt/Vliuc тенгламанинг уму­
мий ечимини топиш керак.

v = х -1 кийматни урнига куйиб, и ’ = и 2 • —  тенглама- 
ни \осил килам из.

Охирги тенгламадаги узгарувчиларни ажратамиз ва уни 
интеграллаймиз:

C+ln^x

Д емак, берилган тенгламанинг умумий ечими:
2у  = uv  --------------,— .х(С+In х)

М ашклар

342. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг турини 
аникланг ва уларни ечиш йулларини курсатинг:

а) х у ’+ 2,[ху = у ; б) y ’ cosx  = 7̂ ;In у

340

в) у ’ = г) (1 + e 2x) y 2d y  -  e xdx  = 0 ;2х In v +y -x  *

д)  у ’ =  е 2х -  е ху  ; е) х у ’+ у  -  у 2 = 0 ;

ж) 2х cos2 ydx  + (2у  -  х 2 sin 2y ) d y  = 0 ;

з) у 2 + х 2у  ’ = хуу  ’ .

343. Ушбу дифференциал тенгламаларнинг умумий 
ечимини топинг:

а) у ’+ j  = 1 + 2 1п х ;

б) у ’+ 4ху = 2х~х2у ;

в) (2у  -  х 2 sin 2 у ) у  ’+ 2х cos2 у  -  0 ;

г) (х2 - х у ) у ’+ у 2 = 0 ;

е) xdy  = (е~х -  y ) dx  .

344. Ушбу дифференциал тенгламаларнинг берилган 
бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини 
топинг.

а) 2xydx + ( у  -  x 2)d y  = 0, у ( - 2 )  = 4 ;

б) у '  = 2 у - х  + е х, у (0) = -1 ;

в) у ’+ Зу = е 2ху 2, у(О) = 1 ;

г) у  ’+ y t gx = —1—, у (я ) = 5 ;
COS X

д) y 2dx =
I л

х + у е dy ,  МО) = - 3 ;

е) у Т у  = e ixy 2, у (0) = 2 .
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4 -§ . Тулик дифференциалли тенглама

Агар D сохдда Р(х,у), Q{x,y) функциялар аннкданган ва 

dP (x , y )  _  dQ (x , y )  (7.21)
d y  dx

тенгсизлик бажарилса,

P(x,y)dx + Q(x,y )dy  = О (7.22)

тенглама ечими мавжуд булади. (7.22) куринишдаги тенг­
лама тулик; дифференциалли  тенглама дейилади.

(7.22) тенгламанинг умумий интеграли куйидаги фор- 
мулаларнинг бири билан аникланади:

j Р (х , у 0) dx + J Q(x,у )  d y  = С, (7.23)
*0 >0

I Р (х , у )  dx + \ Q(x0, y )  d y  = С, (7.24)
*о >"0

бунда Mn(x0,y0)ED.
М и с о л .  (х2 + у  — 4 )dx  + (х + у  + e>')dy = 0 тенглама­

нинг умумий интегралини топинг.
Е ч и ш .  Р = х2 + у  -  4, Q = х + у  + е> деб белгилаб 

оламиз
dP[ 
d y

I
’ dx

булгани учун (7.21) шарт бажарилади ва берилган тенгла­
ма тулик дифференциалли тенглама булади. Унинг уму­
мий интегралини (7.23) ёки (7.24) формуладаги хи = О, 
у 0 = 0 деб топиш мумкин.

Танлаб олинган х0, у 0 нинг бу кийматларила Р(х,у), 
Q(x,y) функциялар ва унинг хусусий хосилалари аник- 
ланган, яъни Mo(0,0)ED. (7.23) формулага асосан куйида­
ги га эга буламиз:

] (х2 + 0 -  4) dx + j (х + у  + е у ) d y  = С,
о о

-3 V2 + е у - 1  = С.
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(7.24) формулага асосан:

{(х2 + у  -  4) dx +1 (0 + у  + е у ) d y  = С,

— + ху  -  4х + Y  + е у - 1  = С,

яъни аникпанган умумий интеграл билан бир хил нати- 
жага эга булдик.

Машцлар

345. Куйидаги дифференциал тенгламапарнинг уму­
мий интегралини топинг:

а) ( е у + у  + sin y )dx  + (еу + х  + х cos y)dy = О;

(  ХЛ
2х + е у

V j

dx +1( l - i )  e 'd yб)

в) =
4 у -х

г) (3х 2у  + sin x)dx + (х3 -  cos y ) d y  = 0 .

346. Куйидаги дифференциал тенгламапарнинг хусу­
сий ечимларини топинг:

а) e ' ydx + (2у  -  хе~у )d y  = 0, у (-3 )  = 0 ;

б) xdx + y d y  = - , у (1) = 1 ;
X +у

в) х + у е х + ( у  + е х) у '  = 0, у(0) = 4 ;

г) (2х + у  + 3x2sin_y)dx + (х + x ’cosy + 2y ) d y  = 0. ><0) = 2.

347. /4(1 ;0) нуктадан утувчи шундай эгри чизикнинг 
тенгламасини тузингки, унинг исталган уринмасининг 
ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш нуктаси­
нинг абсциссасига тенг булсин.

348. /1(2; 1) нуктадан утувчи шундай эгри чизикнинг тен­
гламасини тузингки, унинг \ар кандай нуктасига утказил­
ган уринманинг бурчак коэффициента уриниш нуктаси­
нинг радиус-вектори бурчак коэффициентининг квадрати- 
га тенг булсин.
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349. Радийнинг емирилиш тезлиги унинг мавжуд мик- 
дорига пропорционалдир. Агар 1600 йилдан сунг бошлан­
гич микдорнинг ярмиси колиши маълум булса, неча йил­
дан сунг 1 к г  радийдан 650 г цолишини хисобланг.

350. Тандирдан олинган нон 20 мин. ичида 100° дан 
60° гача совиди. Атрофдаги хавонинг темпсратураси 25° 
га тенг. Ноннинг совиш тезлигини нон температураси ва 
унинг атрофидаги хавонинг температураси айирмасига 
пропорционал деб хнсоблаб, нон к,анча вакт ичида 30° 
гача совишини аникланг.

5-§.Тартибини пасайтириш мумкин булган юкори 
тартибли дифференциал тенгламалар

Тартибини пасайтириш мумкин булган юкори тартибли 
дифференциал тенгламаларнинг баъзи турларини куриб 
чикамиз.

I. / я) = Д х ) (7.25)
куринишдаги тенгламанинг умумий ечими я марта ин­
теграллаш усули билан топилади. Унинг иккала кисмини 
dx га купайтириб интегралласак, (и—1)-тартибли тенгла- 
мага эга буламиз:

У ”*1’ = |y in)dx  = \ f ( x )  dx = ф,(х) + С,.

Бу ишни такрорласак (и-2)-тартибли тенгламага эга 
буламиз:

у ( «-2) _ j y ^ - ^ d x  = J (ф,(д:) + С,) dx =

= J ф,(дс) dx + jC ,dx  = ф2(х) + C,x + C2.

n марта интеграллаб (7.25) тенгламанинг умумий ечи­
мини хосил киламиз:

У = Ф„(х) + Qx"-' + С2х"-2 + ... + С„_,х + С„, (7.26) 
бунда С,(/ = 1 , п )  — ихтиёрий узгармас сонлар булиб, улар 

С|,С2,...,С „  ихтиёрий узгармас сонлар билан аникданали.
1 - м и с о л .  Ушбу у ' У -

(х -3 )5
ламанинг умумий ечимини топинг.
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дифференциал тенг-

Е ч и ш .  Берилган тенгламанинг иккала кисмини dx га 
к у п а й т и р и б , учинчи тартибли тенгламага эга буламиз:

у ' "  = \ y ,v dx =| Ых ■ + с,.
(х -3 )5 (Х-ЗГ

Бу тенгликни яна уч марта интегралласак, берилган 
тенгламанинг умумий ечимига эга буламиз:

y '  = \ y ”dx = \\ 3^ 1 3 7 + c ix  + c 2 dx =

3 (x-3 ) 2
T + T C,X2 + C2x + C3,

y  = \y'dx  = - 3^ -  + \ Q x 2 + C2x + C3 y x = 

1 + ^C ,x3 + \ C 2x2 +C3x + C4 =
3(x-3 ) ’ 6 '

= ЗоЬ ) + C'xl + Сг* 2 + C'x + Ca’

бунда С, = | c ,  C2 = I C 2, C3 =C3, C4 = C.

И. л-тартибли дифференциал тенгламада изланаётган 
у  функция ва унинг А:(1 < к  < п) тартибгача хосиласи иш- 
тирок этмасин, яъни

F(x,y<k\ y ^ l\ . . . , y w ) = 0 .  (7.27)
г(х) номаълум функцияни z = У*} формула буйича ки- 

ритамиз ва у*+ ’> = z,  У*+ 0 = г",...,У',) = г*"'*’ ларни эъти- 
борга олиб, г(дс) функцияга нисбатан (л-^)-тартибли

F (x , z , z ’, z " , . . . , z (n-k)) = 0 (7.28)
дифференциал тенгламага эга буламиз, яъни (7.27) тенгла­
манинг тартиби к  га пасайтирилади. Агар (7.28) тенглама­
нинг умумий ечимини z = ф(х,С,,С2, . . . ,С (1_*) куринишда 
аниклаш мумкин булса, куйидаги дифференциал тенглама­
га эга буламиз:
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z=/k'=<p(x, C,, C2,.. .,Cnk).

Бу (7.25) куринишдаги тенгламадан иборат булиб, 
унинг ечими к  марта интеграллаш ёрдамида топилади. 
Хусусий холда, агар п = 2, к  = 1 булса, (7.28) тенглама 
биринчи тартибли тенглама булади.

2 - м и с о л .  Ушбу ху" = у '  I n y  дифференциал тенг­
ламанинг у ( 1) = е, у '( 1) = е г бошлангич шартни к,аноат- 
лантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламада у  катнашмагани ва п = 2, 
к  = 1 булгани учун у II тур куринишдаги тенгламадир. 
Z = у  деб бу тенгламанинг тартибини биттага пасайтира- 
миз. У холда £ = у" ва берилган тенглама изланаётган z 
функцияга нисбатан биринчи тартибли бир жинсли диф­
ференциал тенглама куринишига келади:

Уни ечиш учун z -  х и(х), i  = и + хи' алмаштиришни 
бажарсак, тенглама куриниши куйидагича булади:

и + хи' = и\пи.
Бу тенгламада узгарувчиларни ажратамиз ва интеграл- 

лаймиз:

^ h ) = T ’ 1п |>пы-1| = Inx + InC„

In w — 1 = C,jc, M=el+C,jr, z = x e uc ,x.

Z —y' булгани учун, охирги тенглама биринчи тартиб­
ли дифференциал тенглама булади ва у  бир марта интег­
раллаш ёрдамида ечилади:

Z = у ' = xeUClx, у  = |xeu c 'xdx = ~ \ xd{eu c 'x) =
Я

= ^  (хе'+с 'х - 1 e u c 'xdx) = + С2.

Берилган тенгламанинг умумий ечимини топдик. у ( 1) — 
е ' у ' ^  = ?  бошлангич шартлардан фойдаланиб С, ва С2 
ихтиёрий узгармасларнинг кийматини аниклаймиз:

е = ^ 1 е1+С| + С2,

<?2 = е1+с‘ .

Бундан С, 1, С2 б.
Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими
у  = (х — 1) е' +х + е  булади.
3 - м и с о л . Ушбу у " 1 - ctgx + у  " = 2 тенгламанинг уму­

мий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Берилган тенглама учун п = 3, к  = 2, демак, 

берилган тенглама II тур куринишдаги тенгламадир. z = t  
янги функция  киритамиз  ва берилган  тен глам адан  
z'ctgx + z = 2 чизикли тенгламани хосил киламиз. Уни 
куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Z'+ ztgx = 2tgx .

Унинг умумий ечимини (7.15) формулага асосан то­
памиз:

z = e -,,6xjx (J 2tgx • e ^ d x  + С,) =

_ elnlc“ Jtl . (2J tgx • e~,n'COSJtWx + С,) =

= Icosxl f2 f r ^ d x  + C ,] = 2 c o s x J - ^ d x  + C, cosx  =
1 1 I 1 |cos jc| J  cos^x

= 2 cos x  • —— + C, cos x = 2 + C, cos x  .
cosx

Z =y" булгани учун 1 тур дифференциал тенглама кури- 
нишга эга буламиз. Уни куйидагича ёзамиз:

у  " = 2 + С, cos х , у ' = \ (2 + С, cos х ) dx = 2х + С, sin х  + С2,

у  = {(2х + С, s i nх + С2) dx = х 2 -  С, cos х  + С2х + С3 .

Демак, умумий ечим у  = х 2 -  С, cos х + С2х + С3 булади.

III. Эркли узгарувчи х ошкор катнашмайдиган куйида­
ги л-тартибли дифференциал тенгламани курамиз:

Г(У,У ' ,У", . . . ,У ("))  = 0 . (7.29)
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Бу \олда Р{у) =>У (бунда у  нинг аргумента деб карала- 
„л) янги функция киритиш тенгламанинг тартибини бир 
бирликка пасайтириш га имкон бсради. Бунинг учун 
у ’,у",...,У ',) ларни аргумента у  булган янги функциянинг 
хосилалари оркали ифодалаш керак. Мураккаб функция­
ни дифференциаллаш коидасига кура:

= О. =
dx

dx

= Р

5 V'
. _  dP _  dP dy

dx d y dx

к

5]о. . dP dP
dx 1 d y  J ' dx ' dx

U p ]  + p 2 d 2P
 ̂ dy J ' ~dyT

= p±L
d y  ’

+ Р ТТ  : dxdy \

(7.30)

вахоказо. Бажарилган'хисоблашлардан куриниб турибди­
ки, у*> хосила тартиби к— 1 дан катта булмаган Р  функ­
циянинг у  га нисбатан хосилалари оркали ифодаланади. На­
тижада (7.30) тенгламаларни эътиборга олсак, (7.29) тенгла­
ма куйидаги куринишни олади:

d(r-t)Pф \ у , р " , £ Г
d y  d y =  0 . (7.31)

Агар (7.31) тенглама

Р = ф(у,С|,С2,...,С (,_|)

умумий ечимга эга булса, Р  = ~  ни эътиборга олиб (7.29) 
тенгламанинг умумий ечимини топиш охирги тснглама- 
да узгарувчиларни ажратиш ва уни ечишга келтирилади:

^Ф(>’,С1,С2 .̂..,С„.|) = = х + С „ .

Агар (7.29) тенгламада п -  2 булса, (7.31) тенглама 
биринчи тартибли тенглама булади.

4 - ^ м и с о л .  Ушбу у " 1 -  = 6(у  ')2у  тенгламанинг 
у (2) = 0, у '(2) = 1, У (2) = 0 бошлангич шартларни кано­
атлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама (7.29) куринишдаги тенглама, 
бунда л = 3. (7.30) тенгликларни эътиборга олиб, янги Р(у) 
функцияни киритамиз ва Р(у) функцияни топамиз:
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d P
Р 2 ^ т + Р \ уd y 1 \ d y  

л (  d 2P

Ж . 6 Р 2у

Р 21 ^  _ бу | = 0, ( Р *  0 ) ,

бундан = 6у  • Ьу 1 тур тенглама булиб, унинг ечими 
dy . ..икки марта интеграллаш ердамида топилади:

dP. = J 6y d y  = Зу2 + С,, Р  = J (Зу2 + С,) d y  = у 3 + С,у + С2,
dy

Р = у '  = у 3 + С ,у + С2.

У *(2) = Р(0) = 1, у  "(2) = Р(0) =0 бошлангич шарт- 
лардан фойдаланиб, С, = 0, С2 = \ ларни топамиз. Энди 
у  = у> + 1 тенгламани интеграллаймиз:

Щ :  ■

Энди у(2) = 0 шартдан фойдаланамиз: С3 = -2  -  ■ 
Демак, изланаётган хусусий ечим:

1 . 2 у -1  , 1 |у+1Г , т  . п 

Машцлар

351. Куйидаги тенгламаларнинг умумий ечимини то­
пинг:

а) у 1" = х2 -  sin х ;

В) у у "  = у ' 2 -,

г) х2у ш  = у " 2;
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Д) х у " - у ’ = х 2е* ;

е) х у" + у '  = у ' 2 ;

352. Куйидаги тенгламаларнинг берилган бошлангич 
шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг:

а> У" = ^ >  ^(1) = 3, у ' (  1) = 1;

б) х у1" -  у  " = х 1 + 1, у ( - 1) = 0, у ' ( _ 1) = 1 ;

в) у "  = е 2у, у (0) = 0, У '(0) = 1;

г) 2 у ’2 = ( у - 1 ) у " ,  у ( 0) = 0, У (0) = 1 ;

д) у 3у"+  1 = 0, у (1) = 1, / (D  = 0 ;

е) 2у"  = 3 / ,  у ( 2) = 1, / (2 )  = -1 .

353. Тугри чизикли харакат килаётган моддий нукта- 
нинг тезланиши вактга боглик булиб, у  a (t ) = 6г -  2 фор­
мула ёрдамида ифодаланади. Агар вактнинг бошлангич 
момента t = 0 да тезлик v = 1 м/сек, йул эса 5  = 0 булса, 
нук,танинг харакат конунини топинг.

354. Йулнинг горизонтал кисмида v = 90 км\соат тез­
лик билан харакатланаётган автомобилга вактнинг бирор 
моментида тормоз берилди. Агар харакатга каршилик 
автомобил огирлигининг 0,3 кисмига тенг булса, тормоз 
берилгандан кейин утган вак,тни ва босиб утилган йулни 
топинг.

6-§ . Юк,ори тартибли чизикли 
дифференциал тенгламалар

У м у м и й  к о л .  Ушбу

У л) + а ,( х ) у 1п- ]) + а2(х ) у ("~2) + ... + а„(х )у  = / (х ) (7.32)
куринишдаги (бунда а ,(х ) (/' = 1 , п ) ,  / (х ) — бирор D сохала 
берилган фуикциялар) тенглама п-тартибли  чизикли бир  
жинсли булмаган дифференциал тенглама дейилади. Агар (7.32) 
нинг унг томони D со\ала/{х)=0 булса,
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у (п) + а 1(дг)У" |}+ а 2( х )У " " 2 )+ .. .  + а л(д:)^  = 0 (7 -33)

тенгламага эга буламиз. (7.33) тенглама n -тартибли чи­
зикли бир  ж ин сл и  дифференциал тенглама  дейилади.

Агар а ,(х ), / (х ) фуикциялар D сохддаги (а\Ь) интервал­
да узлуксиз булса, (7.32), (7.33) куринишдаги исталган тенг­
ламалар  учун у (х0) = y0,j>'(x0) = = Уо"''\ 
х0 е  (а; Ь) бошлангич шартларни каноатлантирувчи ягона 
ечим мавжудлиги хакидаги теорема уринли булади.

(7.32) ва (7.33) тенгламаларнинг умумий ва хусусий 
ечимларини топишда у 1( х ) , у 1(х ) , . . . , у „ (х ) функциялар­
нинг чизикли богликдиги ва чизикли эрклилиги мухим 
рол уйнайди.

Агар хеч булмаганда биттаси нолдан фаркли Ц|,Ц2,---,Ц„ 
сонлар мавжуд булсаки, бирор (а\Ь) интервалга тегишли 
барча х лар учун

Х й Л О О - О  (7-34)
/=1

тенглик уринли булса, у {, у 2, . . . , у „  фуикциялар (а;Ь) ин­
тервалда чизикли б о глик  дейилади.

Агар (7.34) тенглик (а\Ь) интервалга тегишли барча х 
лар учун факат й, = 0 да бажарилса, у ,(х ) фуикциялар 
шу интервалда чизикли эркли  дейилади. Ушбу

У\ У2 - Уп

Щу1,у2, - , у п) =
у '  1 у\ - У'п

уГ *  уГ " ..

детерминант Вронский д ет ерминанти ( ё ки  вронскиан )  дейи­
лади.

Ф у н к ц и я л а р н и н г  ч и з и к л и  б о г л и к  в а  ч и ­
з и к л и  э р к л и  б у л и ш и  а л о м а т и .

Агар у,(х ) (/ = 1 , п )  фуикциялар системаси (яъни (а\Ь) 
интервалда (л -1)-тартибли хосиласигача узлуксиз булган 
фуикциялар) (а,Ь) интервалда чизикли боглик булса, у холда 
(a ,b )aa  0 булади.

Агар 1УФ0 б^лса, у холда у ,(х ) функциялари чизикли 
эркли булади.
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Масалан, \,х ,х2 функциялар учун W$Q, шунинг 
учун улар чизикли эркли булади.

п та чизикли эркли у 1(,х ) ,у г ( х ) , . . . , у п(х) ечимлар тупла­
ми (7.33) тенгламанинг ф ун дам ен т ы  ечимлар си ст ем а си  
дейилади. Бунинг ёрдамида (7.33) бир жинсли тенглама­
нинг умумий ечими аникданади.

1 - т е о р е м а .  Агар У\,У2.......У„ функциялар (7.33) т енг -
л ам с .и н г  фундаментал ечимлари си ст емасини  ташкил этса ,  
у  холда

у  = С,у, + С2у 2 + ... + С„у„ = i  С,уДх) (7.36) 
1=1

функция (7.33) тенгламанинг умумий ечими булади  (бунда 
С — ихтиёрий узгармас сон).

1 - м и с о л . е х\ е~х, е 2х функциялар У" -  2у" - у  + 2у  = 
= 0 тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси були­
шини курсатинг ва унинг умумий ечимини ёзинг.

Е ч и ш .  у , = е х, у 2 =е~х, Уз = е 2х функцияларни ва 
уларнинг х1осилаларини берилган тенгламага куйиш на- 
тижасида, улар тенгламанинг ечими эканлиги аниклана- 
ди.

Унинг вронскиани (7.35) куйидаги куринишда булади:

Щ е х, е - х, е 2х) =
е * е ' х е 2х 
е х - е - х 2 е2х 
е х е ' х 4 е 2х

1 1 1 
1 - 1  1 
1 1 4

= - 6 е 2х *  0.

Демак, е*,ё~х, е 2х лар чизикли эркли ва берилган тенг­
ламанинг фундаментал ечимлар системасини ташкил эта- 
ди. Унинг умумий ечими (7.36) формулага асосан

у  = Схе х + С2е~х + Съе 2х
куринишда булади.

2 - т е о р е м а  ((7.32) тенглама умумий ечимининг кури­
ниши хакдда). (7.32) чизикли бир жин сли  булмаган тенглама 
умумий ечимининг куриниши у  = у  + у  каби  булиб , б унда  У
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— ун га  м о с  (7.33) бир ж ин сли  тенгламанинг ((7.36) к уриниш ­
даги ) умумий ечим, у ’ — (7.32) тенгламанинг бирорта х у с у сий  
ечими.

Бундай тенгламаларни ечишни мисолда курсатамиз.
2 - м и с о л .  Бирорта хусусий ечими у  = х  + 1 функ- 

циядан иборат булган у " 1 -  2у ” -  у  + 2у  = 2х + 1 тенгла­
манинг умумий ечимини ёзинг.

Е ч и ш .  1 -мисолда бир жинсли тенгламанинг у  ум у­
мий ечими аникданган эди. Ш унга кура берилган тенг­
ламанинг умумий ечими

У = У + У = Схе хСге~х + Съе 2х + х + 1
куринишдаги функция булади.

Агар (7.33) тенгламанинг фундаментал ечимлар сис­
темаси маълум булса, у холда (7.32) тенгламанинг хусу­
сий ечими у  ни ихтиёрий узгармасларни вариациялаш 
усули (Лагранж усули) билан топиш мумкин. Бу усулда 
у *  куйидаги куринишда изланади:

у  = С ,(х )у ,(х ) + С2(х )у2(х) + ... + С„(х)у„(х) • (7.37)

Бунда уДх) (7.33) тенгламанинг фундаментал ечим­
лар системасини ташкил этади, С,(х) номаълум функция­
лар эса куйидаги системадан аник^ланади:

С1' у 1+С2' у 2 +... + С „ ' у п =0,
Q ’ У\'+ с 2' У2 '+ • • • + с „ ' у„ ’ = о,

(7.38)

С ,> , (л-1) + с, ■ли-|) + . 1. + Сп ' у Г , ) = Д х ) .

Бу система С, ' ларга нисбатан чизикли алгебраик тенг­
ламалар системасидан иборатдир. Системанинг детерми­
нанта Вронский детрминантидан иборат булиб, у нолдан 
фаркли. Ш унинг учун (7.38) система С ,' = ф,(х) ягона 
ечимга эга булади. Охирги тенглик биринчи тартибли 
дифференциал тенглама булгани учун уни интеграллаб 
С,(х) = \ Ф, (x )dx  ни топамиз.

Демак, (7.32) тенгламанинг хусусий ечими

У = У\\<Pi(*) dx + у 2\ф2(х) dx + ... + y „ j ф„(х) dx (7.39) 
куринишда булади.
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1-изоу;. (7.39) формула ёрдамида интегралларни топишда 
п та узгармаслар хосил булади. Уларни нолга тенг деб олиш 
мумкин.

3 - м и с о л . Ушбу у ' "  -  2 у  y ' + 2 y  = 4 L  тенглама­
нинг умумий ечимини топинг. е +|

Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими
1-мисолдан маълум:

у  =С,е* + С2е ' х + Съе 2х.

Берилган тенгламанинг хусусий ечими у  ни Лагранж 
усули билан топамиз. (7.37) формулага асосан:

у  = Сх(х ) ех + С2(х)е~х + С3(х)е?х .

(7.38) система бу \ол учун куйидаги куринишни олади:

С , ' е х + С2 ' е~х + С3' е 2х = О,
С ,' е х -  С2 ' е х + 2С3 ' е 2х = 0,

С ,' + Ст' е~х + 4 С ,' е 2х =
3 е*+1

Унинг детерминанти w  = - 6 е 2х *  0 - Системани Кра­
мер формуласи ердамида ечиб, куйидагиларни топамиз:

с , ' = -  i . _fl_ с ' = 1 . е3ж Г  • -  1 12 е* +, ’ 6 С3 - у  —

Бу ифодаларни интеграллаймиз:

С, = - i  f _ 1 Г <*(**+!) _ 1 I / д
2  ̂ ех+1 2-f“e4 l  “ 2 П̂ е + ^  ’

(7. = 1  f -  1 f e2xd{ex) I f /.,' ] \

= l [ V ~ ^  + ln^ v+1)j>

= з ( х “ 1 ^ г ]  = у ( ^ - |п(е1 + 1) ) .
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/  = - 1 е1 ln(e* + 1) + i  e~* ( i  e2* -  e r + ln(e* + I)) +

+ \ e 2x(x -  ln(ex + 1)) = -!~е*- i  + i xe2x +
3 IZ О J

+ ( l e ^ - \ e x - l e 2xy n ( e x + l).

Берилган тенгламаниг умумий ечими:

у  = у  + у  = С,х + С2е х + С}е 2х + -L (4х<?2х + е* -  2) +

+ i ( e - Jt- 3 e t - 2 e 2" )ln (ex + l ) .6
2-изо%. (7.33) тенгламанинг фундаментал ечимлар сис- 

темасини топиш мумкин булмаса, (7.32) тенгламанинг 
хусусий ечими у  ни ва умумий ечимини топиш мумкин 
эмас. (7.32) тенгламаларни ечишнинг бошк,а усуллари хам 
мавжуд булмаса, факат хусусий холда, яъни (7.32) тенг­
ламадаги хамма а,(х) коэффициентлар узгармас сонлар 
булгандагина фундаментал ечимлар системасини ва (7.32) 
тенгламанинг умумий ечимини топиш усули мавжудли- 
гини эслатиб утамиз.

Узгармас коэффициентли чизикли дифференциал  т ен г ­
лама. (7.32) ва (7.34) тенгламаларга а,(х) = Р,| = co n st, 
Pi е R ни куямиз:

У{п) + Р У - и + Р2у ("~2) + ... + РЯ. У +  Р„У = f ( x ) , (7.40) 
у>  + Ру «-о + p y n - i )  + + pn iy-+ рпУ = о , (7.41)

(7.41) тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси­
ни факдт алгебраик усулдан фойдаланиб куйидагича то­
пиш мумкин.

(7.41) тенгламага асосланиб

V + + ... + Рп_х\ + Р„ = 0 (7.42)

алгебраик тенглама тузамиз. (7.42) тенглама (7.41) тенгла­
манинг характеристик  тенгламаси дейилади. У л та илдиз- 
га эга булиб, улар ичида содда хак,ик,ий, каррали илдизлар 
ва комплекс кушма содда илдизлар булиши мумкин.

Тенгламанинг хусусий ечими:
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Агар (7.42) характеристик тенгламанинг хамма А, илдиз- 
лари содда ва х,ак,ик,ий булса, у холда (7.41) тенгламанинг 
фундаментал ечимлар системаси куйидагича булади:

ел'х, <?Х2*.........  . (7.43)
(7.42) характеристик тенгламанинг к  та каррали Я ил- 

дизи х.ак.ик.ий булса, у холда унга мос (7.41) тенглама к  та 
чизикли эркли ечимга эга булиб, унинг куриниши куйи- 
дагича булади:

У\ =е**, у г = х екх, у„ = х ^ ' е *  . (7.44)
(7.42) характеристик тенгламанинг т  та каррали, ик­

кита a±if i  комплекс кушма илдизлар учун (7.41) тенглама 
2т та чизикли эркли ечимга эга булиб, унинг куриниши 
куйидагича булади:

Pi = е°* cos(3x, у 2 = е™ si п Рх,
Уз = хещ  cos (Зх, у4 = х е "  sin (Зх,

у5 = х 2̂  cos (Зх, у6 = х 2£>“  sin рх, _

Угт-\ ~ хт ’eavcospx, у 2т = xm~'eaj: sinpx.

Курилган умумий мулохазалардан куриниб турибди- 
ки, (7.42) характеристик тенглама п та илдизга, мос ра­
вишда бир жинсли (7.41) тенглама я та чизикли эркли 
ечимга эга ва улар фундаментал ечимлар системасини таш­
кил этади. Улар ёрдамида ва (7.36) формула асосида (7.41) 
тенгламанинг умумий ечими топилади.

4 - ми  с о л .  Ушбу

y ,v  -  16у = О
узгармас коэффициентли туртинчи тартибли чизикди бир 
жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечимини 
топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама учун характеристик тенгла­
ма тузамиз ва унинг илдизларини топамиз:

X4 -  16 = О, (Я2 -  4)(Х2 + 4) = О, X2 = 4, Х| 2 = ±2 ,

Х~ = -4 , 4 = ±2/. •
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Иккита хакикий ва иккита комплекс кушма (а  = О, Ь = 2) 
сонлардан ибораттуртга содда илдизлар хосил килдик. (7.43), 
(7 45) хусусий ечимлардан фундаментал ечимлар система­
сини хосил к,иламиз:

у, = е 1х, у 2 = е~2х, Уз = е Пх co s2x = cos2x, 
у 4 = e ttx sin 2х = s in 2x.

(7.36) формулага асосан берилган тенгламанинг уму­
мий ечими

у  = Q e 2x + С2е~2х + С3 cos 2х + С4 sin 2х

куринишда булади.
Агар (7.41) тенгламада я = 2 булса, у холда узгармас 

коэффициентли иккинчи тартибли чизикди бир жинсли 
дифференциал тенглама хосил к,иламиз:

у  "+ Р ,у '+ Р2у  = 0 . (7.46)

(7.46) тенгламанинг характеристик тенгламаси

X2 + Р,Х + Р2 = О (7.47)

ва унинг илдизлари:
1) хак,ик,ий ва хар хил: X, ф Х2 ;
2) хакикий ва бир бирига тенг: X, = Х2;
3) комплекс кушма: А, 2 = а  ± р/ илдизларги эга були­

ши мумкин.
Уларга мос куйидаги фундаментал ечимлар системаси 

ва (7.46) тенгламанинг умумий ечими тугри келади:

1) У\ = У2 = еХ2*; у  = с ^ ' х + с 2е'-2х-

2) У\ = еКх, Уг = у  = С,еХх + С2хеХх = е** (С, + С2х ) ;
3) у '  = e"vcos/3x, у2 = eaxs\nfix; у  = е “х{ С, cos /Зх + С2 sin /Зх).

5 - м и с о л .  Ушбу тенгламаларнинг умумий ечимини 
топинг:

а) у" — 15у' + 26у = 0 ;
б) у" + бу’ + 9у = 0;
в) у" — 2е  + Юу = 0 .
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Е ч и ш .  Хар бир ход учун характеристик тенглама туза- 
миз, унинг илдизларини, фундаментал ечимлар системаси­
ни ва умумий ечимини топамиз:

а) А2 -  15А. + 26 = О, А, =2, Х2 = 13;

У\ = е2х, >’2 = е Пх ;
у  = С,е2х + С2е '}х;

б) X2 + 6Х + 9 = 0, А, = Х2 = -3  ;

У\ = е ~3х, у 2 = xe~ix ;
у  = е"3дг(С, + С2х ) ;

в) А2 -  2А + 10 = 0, А12 = 1 ± 3/;
у, = cos Зх, у 2 = е х sin Зх ;

у  = ^ (С , cos Зх + С2 sin Зх ).

Шундай килиб, узгармас коэффицентли чизикли тенг­
ламани ечиш учун:

1) унинг фундаментал ечимлар системасини топиш;
2) (7.41) бир жинсли тенгламанинг у  умумий ечимини 

тузиш;
3) Лагранж усули билан (7.40) тенгламанинг /  хусу­

сий ечимини топиш;
4) у  = у  + у ‘  формула ёрдамида (7.40) тенгламанинг 

умумий ечимини топиш керак.
(7.40) тенгламанинг унг кисми Дх) куп холларда му- 

хандислик ишларида кулланиладиган ало\ила куриниш- 
ларга эга булади:

Д х )  = e ax(Pr{ x ) co sbx  + Q ,(x)sin& c), (7.48)

бунда Pr(x), Qs (x) — мос холда г  ва j  даражали купхад;
а, b — бирор узгармас сонлар. Дх) функциянинг хусу­

сий холлари куйидагича булиши мумкин:

f ( x )  = Рг (х ) е ах (6 = 0 ) ; (7.49)

f i x )  = Pr(x) cos Ьх + 0 5(х ) $ т  Ьх (я = 0 ) ; (7.50) 

f{ x )  = e axiA c o s b x  + B sm b x )  (А = c o n s t ,  В = conrt); (7.51) 

f i x )  = ,4cosfct+ B s in b x  (a  = 0, Prix)  = A, Qsix) = B ) ; (7.52) 
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Бу хамма холлар учун, шунингдек, умумий хол учун 
((7.48) формулага каранг) (7.40) тенгламанинг у  хусусий 
ечим и  унг кисмининг тузилишига караб топилиши исбот 
килинган.

Дх) функциянинг умумий холи учун хусусий ечим

у  -  хке ах{Рт(х) c o s  Ьх + Qmix) s in  Ьх) (7.54)

формула билан аникланади, бунда Рт{х), Qmix) — дара- 
жаси т  = max{/-,s} булган купхад; к  эса (7.42) характерис­
тик тенгламанинг z — а +  bi илдизлар сонига мос келувчи 
сонга тенг. Шундай килиб, агар АД/ = 1.«) илдизлар ичи- 
да z сони булмаса, к  = 0; агар битта илдиз z сони булса, у 
Холда к  = 1; агар илдизлар ичида икки каррали илдиз z 
сони булса, у холда к = 2 ва хоказо.

Демак, (7.54) формула ёрдамида факат Pmix)  ва Qmix)  
купхаднинг коэффициентлари маълум булган у  хусусий 
ечимининг тузилишини бирдан ёзиш мумкин экан.

(7.40) тенгламага у  хусусий ечимни ва унинг хосила­
ларини куйиб чап ва унг кисмидаги ухшаш хадлари ол- 
дидаги коэффициентларни тенглаб, ноъмалум коэффи­
циентларни хисоблаш учун керакли булган сондаги чи­
зикли алгебраик тенгламаларни хосил киламиз.

Демак, у  тузилишини ((7.54) формулага каранг) бил- 
ган холда, элементар амаллар ёрдамида (яъни дифферен- 
циаллаш ва чизикли алгебраик тенгламалар системасини 
ечиш) интеграллаш амалини бажармасдан, (7.40) тенгла­
манинг хусусий у  ечимини топиш мумкин экан.

6 - м и с о л . Ушбу у 1У -  3у " 1 = 9х2 тенгламанинг уму­
мий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг характеристик тенгламасини 
тузамиз, унинг илдизларини, фундаментал ечимлар сис­
темасини ва бир жинсли тенгламага мос у  умумий ечимни 
топамиз:

-А3 = 0, X2iX2 - 3 )  = 0, А, = А2 = 0, А34 = ±7з ;

У| = е 0х = 1, у 2 = хв1)х = х, у 3 = ё ^ х, у 4 = е ~^х ;

У = С, + С2х + С3ед ' + Сле~Г1х.

f i x )  = Pr ix) ia  = 0, 6 = 0 ) . (7.53)
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Берилган тенгламанинг унг кисми (7.53) хусусий хол 
куринишда, шунинг учун z — 0 . Характеристик тенглама­
нинг X, = Х2 = 0 каррали илдизи z = 0 билан бир хил, 
бундан к  = 2 эканлиги келиб чикдаи. (7.54) формулага 
асосан у  хусусий ечим

у '  = а 2 (Ах2 + Вх + С) = Ах4 + Вх3 + Сх2 
куринишда булади. \исоблашни осонлаштириш учун у ,  
у 1, у " ,  у ’"', / /иифодаларни алохида сатрларга ёзамиз ва 
вертикал чизикнинг чап томонига тенгламадаги уларнинг 
олдидаги мос коэффициентларни ёзамиз. Бу ифодаларни 
коэффициентларга купайтириб кушамиз ва ухшаш хад- 
ларни ихчамлаймиз:

0
0

-3
0
I

у  = Ах4 + Вх* + Сх2, 
у 1 = 4 Ах3 + 3 Вх2 + 2 Сх, 
у "  = 12 Ах2 + 6Вх + 2Сх, 
у ш  = 24 А + 6 В, 
у ,у  = 24 А,

y ' v -  3 у "  = -36  Ах2 -  1 85х - 6  С + 24 А = Эх2.
Охирги тенгликнинг чап ва унг кисмидаги а : н и н г  бир 

хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб. А, В. 
Сларни аникдаш учун куйидаги алгебраик тенгламалар си- 
стемасини хосил килам из:

„2 -36/1 = 9,
-1 8 5  = 0,
-6  С + 24 А = 0 1

7 _ м и с о л . Ушбу у " -  7 у'+  6 у  = (х -  2 )е* тенгламанинг 
умумий ечимини топинг.
' Ечиш. X2 -  7Х + 6 = 0 характеристик тенглама илдиз- 
лари Х,=1,  Х2 =6 булган и  учун у " - 7 у ' + 6 у  = 0  бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими 

у  = С,ех + С2е 6х

функциядан иборат булади.
Берилган тенгламанинг унг кисми (7 .49) куринишда­

ги  функциядан иборат, бунда а  = 1; b  = 0 ;
Р,(х) = х  -  2 , z = 1 ,г  характеристик тенгламанинг ил­

дизи булгани учун к  = 1 ва берилган тенгламанинг хусу­
сий ечими

у  = хех(Ах + 5 ) = е х(Ах2 + Вх) 
формула билан аникланади. Сунгра 6-мисолдаги каби 
давом этамиз:

6 /  = е х(Ах2 + Вх),
-7  у ' ' = е х(Ах2 + Вх) + е х(2Ах + В),
1 у  " = е х(Ах2 + (2А + В)х + В) + е х(2Ах + 2А+ В),

у  7у ' '+ 6у '  =
= e x((6A -7 А  + А)х2 + (6 В - 7 В - \ 4 А  + 2А + В  + 2 А)х -  

-7 5  + 2А + 2В = е х(х -  2).
Охирги тенгликнинг иккала кисмини е х ф 0 га була­

миз ва а  нинг чап ва унг кисмдаги бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни тенглаймиз:

а 2 0  = 0 .
бундан Л = - { ,  В = 0, С = - 1 .

а '

IIо
 

■ < 1

Демак, А° 2/ 1 -5 5  = -2 ,

\ 4 /
Берилган тенгламанинг умумий ечими

б у н д а н  Л  = - 1 ,  В = ± i

у  = у  + у '  = С, + С2х + С,еЛх + C4e~Sx - 1  а 4 -  а 2 у  =
функциядан иборат булади.
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Берилган тенгламанинг умумиий ечими

у  = у  + у  = с , е х + С2е 6х + е х ( - - i x 2 + -^ х )

дан иборат булади.
Агар (7 .40) тенгламада f ( x )  = f l (x) + f 2(x) булса, у 

Холда унг томони мос равишда /|(х) ва /2(х) булган (7.40) 
куринишдаги

У(п) + РУ"-1) + : .  + Р„У = М х ) ,  (7.55)

у м  + Р у п-'>+... + Рпу  = /2(х) (7.56)

иккита тенгламанинг хусусий ечимлари у,’ ва у г булади.
Унт томони f ( x )  булган (7.40) тенгламанинг ечими 

У -  У\ + Уг функция булади.
/1(х) ва /2(х) функциялар (7.49)—(7.53) куринишда­

ги функциялар булиши мумкин. У холда (7.48) формула 
ёрдамида (7.55) ва (7.56) тенгламаларнинг у\ ва у 2 хусу­
сий ечимлари топилади. Бундан ташкари f x(x) юк,орида 
курилган тур фукциялари булиб, / ,(х) умуман курилма- 
ган функция булсин. Бу холда (7.40) тенгламанинг /  ху­
сусий ечимини Лагранж усули билан топиш мумкин ёки 
(7.55) тенгламани ечиш учун (7.48) формуладан фойдала­
ниб, (7.56) тенгламанинг ечимини Лагранж усулини тат- 
бик, этиб топиш лозим.

8 - м и с о л .  Ушбу

у  "+ у  = х  sin х  + cos 2х (А)
тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  А.2 +1 =0  характеристик тенгламанинг илдиз- 
лари Я, = /, Х2 = -/ , у холда у  "+ у  = 0 бир жинсли тенгла­
манинг умумий ечими

у  = С, cos х  + С2 sin х

функция билан аникданади. Берилган тенгламанинг унг 
Кисми (7.50) ва (7.52) куринишдаги иккита функциянинг 
йигиндисидан иборат: /,(х ) = x s i n x  , /2(х) = cos2x . Шу- 
нинг учун (7.54) формуладан фойдаланиб

у " + у  = x s in x  ^

„нгламанинг у,' хусусий ечимини ва 
у " + у  =  C O S 2 X

(С)

те н гл ам ан и н г у\ хусусий ечимини топамиз. (В) тенглама 
учун а  = 0, b  = 0, Z = i  = X, 2 булгани учун к  = 1 ва

у ’ = х((/4х + В)  cos х  + (Сх + D) sin х)

куринишда булади. Номаълум А, В, С, D коэффициент- 
ларни юкорида курилган схема асосида хисоблаймиз ва
у,' ни топамиз:

у,' = (Ах2 + Вх) co sx  + (Ос2 + />лг)sin х, 
у ’ ' -  (2 Ах + В) c o s  х - ( А х 1 + Вх) s in x  + (2Сх + Z))sin х  + (От2 +
+Dx)co sx  = (Сх2 + 2Ах + Dx + В ) c o s x  + (-Ахг -  Вх + 2Сх + D )sinх , д  

у ’ " = (2Сх + 2 А + D) c o s x -  (Сх2 + 2 Ах + Dx + 5 )  sin х  +
+(-2 Ах -  В + 2С) sin х  + (-Ахг -  Вх + 2Сх + D) cos х,

у ’ "+ >>,' = (Ах2 + Вх + 2Сх + 2А + D -  Ах2 -  Вх + 2Сх + D)  cos х +
+(Сх2 + Dx - С х 2 -  2Ах -  D x -  2Ах -  В  + 2C )s in x  = x s in x .

Охирги тенгликнинг чап ва унг кисмидаги ухшаш хад- 
лар олдидаги коэффициентларни тенглаб, номаълум А,
В, С, D ларни топамиз:

х cos х 
cosx 
xs in  х 
sin x

4C = 0,
2 A + 2D = 0, 
-4/4 = 1,
- 2 B  = 2C = 0,

бундан A = _ 1 b  = q с  = 0, D = i  •4 4
Демак,

у* = x ^  x cos x + ^  sin x j  = i  x(sin x  -  x  cos x ) .

(С) тенглама учун a  = 0, b = 2, z = 2/ булгани учун 
к  = 0 ва

у 2* = Л/ cos 2х + N sin 2х 

булади. М  ва N номаълумларни топамиз:



у 2 = М  cos 2х + N sin 2х, 

у 2 ’ = - 2 М  sin 2х + 2N cos 2х, 

у 2 " = -АМ cos 2х -  AN sin 2х,

у 2' "+ у 2 = - 3 М  cos 2х -  3N sin 2х = cos 2х, 

бундан -  ЗА/ = 1, — 3N = 0 булгани учун 

у 2 = -  i  cos 2х .
Натижада

У* = У\ + y i  -  \  х (sin х + cos х )  -  | cos 2х 

ва берилган (А) тенгламанинг умумий ечими 

У -  У + У = С, cos х  + С2 sin х +

+ j  x(sin x  -  x cos x) -  j  cos 2x

функциядан иборат булади.
9 - м и с о л . Ушбу у " -  2 у ’+ 5у = Зех + e xtg2x  тенглама­

нинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  у " - 2 у '+ 5 у  = 0 бир жинсли тенгламанинг 

умумий ечимини топамиз.
Унга мос X2 -  2Х + 5 = 0 характеристик тенгламани ту- 

замиз. У Я, = 1 + 2/, Х2 = 1 -  2/ илдизларга эга.
Тенгламанинг умумий ечими

у  = е х (С, cos 2х + С2 sin 2х) 
дан иборат булади.

Берилган тенгламанинг унг к,исми иккита функция­
нинг йигиндисидан иборат. Улардан биринчиси f ^ x )  = Зех 
(7.48) куринишдаги функциядан иборат булиб, у учун 
Рг (х) = 3 , а = 1 ,  6 = 0, Z = 1 *  Я, 2 , к  = 0 булади. у " -  2 у  + 
+ 5у = Зех тенгламанинг у хусусий ечими у," = Аех кури­
нишда булади. Ноъмалум А коэффициент куйидаги тенг- 
ликдан топилади:

( А- 2А + 5 А)ех = Ъех, А = I , у х = \ ех .
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Иккинчи f 2(x) = e xtg2x функция юк,орида курилган 
функцияларнинг бирортасига ухшамайди, шунинг учун 
У З у '+ 5 у  = « Xtg2x тенгламанинг У2 хусусий ечимини 
ихтиёрий узгармасларни вариациялаш (Лагранж усули) 
усули ёрдамида кддириш керак.

(7.37) формулага асосан:

у 2 = ex(C i(x )co sx  + C2(x ) s in x ) .

Бу хрлда (7.38) система иккита тенгламадан тузилган 
булади (У, = ех cos 2х, у 2 = ex s in 2 x ):

С ,' е х cos 2х + С2 ' е х sin 2х = О,
С ,' e*(cos 2х -  2 sin 2х) + С2 ' e*(sin 2х + 2 cos 2х) = e*tg2x.

Бу тенгламалар системасини е х га кискартирамиз:

С, ’ cos 2х + С2' sin 2х = О,
С, '(cos 2х  -  2 sin 2х) + С2 '(sin 2х + 2 cos 2х ) = tg2x.J

Охирги системанинг детерминанта (вронскиани)ни 
\исоблаймиз:

cos 2х sin 2х
|cos2x - 2 s in 2x  s in 2x  + 2 cos2xW = =  2 .

С ,', C2’ ларни Крамер формуласига кура топамиз:

О sin 2х
tg2x sin 2х + 2 cos 2х

С ' = 1
cos 2х О

cos 2х -  2 sin 2х  tg2x
= -  sin 2х .

Энди хосил килинган тенгликларни интеграллаймиз:

4х =_  1 f 1-cos2 l x Av  _ 
2 J cos2x ' 2 cos2x

= ‘  + 1 1 COS 2xdx = { ,П |tg ( J  "  Х) И 51П 2X ’

C2 = i J  sin 2xdx = -  У cos 2x .
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Демак,

у 2 = е ' ■ Inн -̂х1cos 2х + -  sin 2х cos 2х -  4

-  i  sin 2x cos 2л-) = I  e* ln |tg ( j  -  л-)| cos 2л :.

Шундай кидиб. берилган тенгламанинг хусусий ечи­
ми куйидаги куринишда булади:

У =У\ +У2 = ^ еХ+\ е х ln | tg ( j - x | c o s 2x  =

= j  е х  ̂3 + In |tg ^  -  л')| cos 2л:

Умумий ечим эса куйидаги функциядан иборат була­
ди:

У = У + У = е*(С, c o s  2х + С2 sin 2л:) +

+ i eXl 3  + х) cos2x  .

Машцлар

355. Куйидаги чизикли бир жинсли иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламаларнинг фундаментал ечимлар 
системасини ва умумий ечимини топинг:

а) у "+ 5 у '+ 6 у  = 0 ; б) у " - 2 у ' - 4 у  = 0 ;

в) у " - 7 у ’+ 6у = 0 ;  г) у "+ 6 у '+ 9 у  = 0 ;
Д) у " -6 у '+ 1 8 у  = 0 ;  е) у ”-  25у  = 0 ;
ж) у " + 2 у ' - \ 5 у  = 0 ; з) у " + 2 у '+ у  = 0 ;
и) у"+ 36у = 0 ;  к) у " - 2 у ’+5у = 0 .

356. Куйидаги чизикли бир жинсли юкори тартибли 
дифференциал тенгламаларнинг фундаментал ечимлар 
системасини ва умумий ечимини топинг:

а) у " + 9 у ' = 0 ; б) у ш  + 2 у ' - у = : ( ) ;

в) 4у ш  -  З у '+ 5у = 0 ; г) у 1"  -  5у  "+ 1 б у 12у = 0 ;
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Ж) уГ _ 6 у 1Г + 9у" '  = о ; 3) y " - 3/ + 3y " - 0 .
157 Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 

нгламаларнинг берилган бошлангич шартларни кано­
атлантирувчи хусусий ечимларини топинг:

а) у ”- 3у ’+ 2у  = <?3х(х 2 + х), у (0) = 1, у  '(0) = -2  ;
б) ш _ у ■ = 2х, у{0) = 0, у  '(0) = у  "(0) = 2 ;
в) f f  - у  = 8е*, у(0) = “  1. У(°) = °- /<°) = ^ " (0) “  0;
г ) у "- 2 у '+ 2 у  = 4ех cosx , у (п) = пек, у ' ( п )  = 2я ;  

у "+ 4у  = 4(sin 2х + cos 2х), у (я ) = У '(л) = 2 п ;

е) у " - 2 у '  = 2 ех, у (1) = - 1, у ' ( 1) = 0 ;
ж) У "+ 4у  = х, у(0) = 1, У (0) — ~2 >
з) у " - 6 у ' + 9 у  = 10 sin х, у (0) = - 0, 6, у '( 0) = 0, 8 .

358. Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламаларнинг хусусий ечимини топинг:

а) у " -8 у '+ 1 6 у  = е4х(1 -  х)

б) у " - 3 у ‘ = е 1х - 2 8 ;
в) у  "+1 б у  = x s i n 4 x ;

г) у т  + у "  = 2х + ;
д) у  4 у ' = 2 cos2 4х ;
е) y lv -  у  = Зхех + sin х  ;

ж) у " - 1 у '  = ( х - 1)2 ;

з) y ,v + у "  = х 2 + 2х ;
и) у 4 у '+1 Зу = е 2х(х2 cos Зх + sin З х ); 

к) у у -  у ,у  = 2хех -  4 .
359. Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 

тенгламанинг умумий ечиминй топинг:

а) у  "+ 4у  = cos2 х  ; б) у"+ 5 у ’+ бу = е  ' + е  2 ,

в) 4у у  = х3 -  2 4 х ; г) у " 1 + у "  = бх + е  ,

. ,  iv  _ 8 у " + 1 6 у  = 0 ;  е )  у 1У - 8 у " +  7 у  = 0 ;
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д) у " + 4 у  = —т—;sin' X
ж) у  "+ 4у '+ 4у  = е~2х In л:;

и) у  2 у '+ у  =
Х+1

е) у + /  = tgx ; 

з) у  "+ у  + ctg2*  = 0 ; 

к) у " - Ъ у '  = Зх3 + х 2.

7 -§ . Дифференциал тенгламалар системаси 
хакида тушунча

Ушбу

Ух = Ш , у и у 2, . . . , у п),
У}' = f 2( x , y {, y 2, . . . , y „ ) ,

Уп' = f n ( x , y {, y 2, . . . , y n)
(7.57)

к>финишдаги система биринчи тартибли п  та диф ф ерен ­
циал тенгламаларнинг нормал шаклда ги  си ст ем а си  ёки нор ­
мал си ст ем а  дейилади.

Бунда /(/ = 1, п) функция бирор (п + 1) улчовли D со\ада 
аникланган, х , у 1, у 2, . . . , у п — узгарувчилар, у,(х), у г (х),...,уп(х) 
лар изланаётган функциялар.

Нормал система тенгламаларининг унг кисмида изла­
наётган функцияларнинг хосилалари булмайди.

(7.57) системанинг (а,Ь) интервалдаги ечими деб (а\Ь) 
интервалда узлуксиз дифференциалланувчи ва бу систе­
манинг  хар бир тенг ламасини каноатлан ти радиган
У\ = У)(х), у 2 = У2(х ) , . . . , у „  = у п(х )ечимлартупламигаайти­
лади.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар систе­
маси учун Коши масаласи куйидагича ифодаланади.

Ушбу

УДхо) = Уюу У2(х0) = У2о,- - - ,Уп(Хо) = Упо (7.58)
бошлангич шартларни каноатлантирувчи (7.57) система-- 
нинг у , = у , ( х ) ,  у 2 = у 2( х ) , . . . , у п = у п(х) ечимларини то­
пиш лозим, бунда у 10, у 2П, . . . , у „ 0 — берилган сонлар; 

е  (« ; Ь ).

Теорема (Кошининг мавжудлик ва ечимининг ягоналиги 
м асаласи). Агар /Д/ = 1, л) функциялар  (Хо1у 10,у 20, . . . , у ы)) е  D 
ну^та атрофида у зл ук си з  хамда  (/ = 1,я) у зл ук си з  х у с у си й  
хосилаларга э га  булса, у  холда (7.57) си стеманинг  (7.58) бoui iia-  
нтч шартни каноатлантирувчи я гона  ечими м авж у д  булади .

(7.57) системанинг умумий ечими  деб п та ихтиёрий 
у з г а р м а с  С1,С2,. .. ,С„  со н л ар га  б о гл и к  б ул ган  п т а  
у .  = ф,(х,С|,С 2, . . . ,С 11) (/ = 1,я) функциялар тупламига ай ­
тилади ва у куйидаги шартларни каноатлантириши к е ­
рак:

1) х,С|,С2,...,С „  узгарувчиларнинг бирор узгариш со-
Лр,

хасида Ф, функциялар аникланган ва узлуксиз хусу­
сий хосилаларга эга булиши керак;

2) С, нинг ихтиёрий кийматларида Ф, ф ункциялар 
туплами (7.57) системанинг ечими булиши керак;

3) D сохадаги ихтиёрий (7.58) бошлангич шартда Коши 
теоремасининг шартини каноатлантирадиган ш ундай 
ихтиёрий узгармас С10,С20,. . . ,С л0 кийматларни топиш 
мумкинки, улар учун у т = ф,.(х0,С 10,С20,...,С „п) тенглик 
уринли булади.

(7.57) системанинг умумий ечимидан ихтиёрий узгар- 
масларнинг мумкин булган баъзи кийматларида хосил 
буладиган ечимлар х у с у си й  ечимлар  дейилади.

Юкорида айтилганларнинг хаммаси (7.57) системанинг 
хусусий холи булган

И ' = « iiW y , + а2[(х ) у2 +... + anl(x)y„ + f x(x),
У2 ' = вц(*)И  + а22(х ) у 2 + ... + ая2(х ) уИ + /2(х),|

Уп ' -  а я1( х ) у х + ап2( х ) у 2 + ... + апп( х ) у п + /„(*)

(7.59)

куринишдаги чизикли дифференциал тенгламалар с и ст ем а -  
си  учун хам уринли, бунда а^(х), f ( x )  ( i , j  = \,п) функ­
циялар бирор (а,Ь) интервалда узлуксиз деб олинади. Агар 
Хамма f ^ x )  = 0 булса, у холда (7.59) система бир  ж и н сл и , 
акс холда бир  ж ин сли  булмаган  система дейилади. Агар 
a,j(x) = const булса, у холда (7.59) система у з га р м а с  к о эф -  
фициентли си ст ем а  дейилади. Бундай системаларни ин- 
теграллаш усуллари мавжуд. Улардан иккитасини курамиз.
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1 - у с у л  . (7.59) системада ау (х) = const булсин. Бу сис- 
теманингушбу

О, | X G■

Я.

-  А

= 0 (7.60)

характеристик тенгламасини тузамиз. (7.60) тенглик Я га 
нисбатан /?-даражали алгебраик тенгламадан иборат булиб, 
у п та илдизга эга булади. Куйидаги хрллардан бири були- 
ши мумкин.

1. (7.60) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л ­
д и з л а р  и \ а к  и к. и й в а  \ а р х и л .  Уларн и 
Л, Д2,..._ДЛ билан белгилаймиз. М аълум ки , \ар бир 
А., (/ = \,п) илдиз учун унга мос

у,(,) = a/'V'*, у2 = a 2' '<? Л (0 = a„( V " (7.61)
куринишдаги хусусий ечимларга эга булади, бундаги 
а , ” , а , (|>, ... , а„(|) коэффициентлар

(й,, - Х,)а\п + ап <4° +. . .  + = 0,

+ («22 ~ ) « 2) + ••• + = 0,
(7.62)

ап ^ Т  + а„2с ф  + ... + (апп - Х , ) а ^  = 0
чизикли алгебраик тенгламалар системасидан аникланади.

Хамма (7.61) куринишдаги хусусий ечимлар фундамен­
тал ечимлар системасини ташкил килади.

(7.59) системада ау (х) = con st, / (* )  н 0 булган \ол 
учун бир жинсли системанинг умумий ечими (7.61) ечим- 
ларнинг чизикли комбинациясидан иборат куйидаги 
функциялар тупламидан иборат булади:

У, = X Qy!n = C t f ' e *  + С2 a< V 2* + ... + C„a<V"\

>’2 = 2 j ОУг0 = C ,4 ‘V |X + C2a*2)eA2x +.. .  + C„a.2 )e'-nX

У„ = 1  С,Уп} = C ,a‘V ,x + C2aJ,2>eX2Jr +. . .  + C„a‘"V"x 
i=i

бунда С, — ихтиёрий узгармас сон.
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(7.63)

И ' = Зу, - у 2 + у3, 1 

Л ' = -У\ + 5у2 -  Уз. |
Уъ' = Ух~У2 + ЗУз. )

бир жинсли системанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш.  Берилган системанинг характеристик тенг­

ламасини тузамиз:

1 - м и с о л .  Ушбу

3 -Х  -1 1 
-1 5 -Х  -1 
1 -1 3 -Х

= 0

Бу тенглама х,акикий \ар хил илдизларга эга: Я, = 2, Я2 
= 3, Я, = 6 . Уларнинг \ар бири учун (7.62) куринишдаги 
система тузамиз:

Я, = 2 учун: -  а 2 ’ + аз” = 0, 
-a j1’ + За̂ 0 -  а3° = 0, 
а 1,0 -  а ”* + а'з0 = 0 .

Я = 3 учун: а 22) + а ,2’ = 0,v (2) _  ,

Я3 = 6 учун:

-a j2) + 2а22) -  а3 * = 0, 
aj2) -  а22) = 0.

-За(,3) -  а (23> + а 33> = 0, 
-а{3) -  а (23) -  а (33) = 0, 
а (,3) -  а (23) -  За33) = 0.

Бу системаларнинг детерминантлари нолга тенг булга­
ни учун, уларнинг х,ар бири чексиз куп ечимларга эга 
булади. Бу \ол учун ечимлардан a jn = a (|2> = a (,3> = 1 булга- 
нини ажратиб оламиз.

У колда юкоридаги системаларнинг куйидаги ечимларига 
эга буламиз: агар Я = 2 булса, a j0 = 1, a 2 ’ = 0, a 1/’ = -1 ;  
агар Я2 = 3 б^лса, a , = 1, а (,2) = 1 , а 32) = 1; агар Я3 = 6 булса, 
a |}| = 1, а 23) = - 2 ,  а (33) = 1 булади. Бу кийматларни урнига
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куйиб куйидаги фундаментал ечимлар системасига эга була­
миз:

У10> = е 2х , У ?  = 0 , y l l) = - е 2х ; 
у ™ = е 3* ,  у<2> = е 3х, У ? = е 3х; 
у (3) _ е б* > у(3) = _26х; у 3» = ебх _

Бу ечимларнинг чизикди комбинацияси ва (7.63) функ- 
циялар тупламига асосан берилган системанинг умумий 
ечими куйидаги куринишда булади:

у, = С,е2х + С2е 3х + С3е 6х, 
у 2 =С2е 3х- С 3е Ьх, 
у , = - C te 2x + С2е 3х + Сге Ьх.

2. (7.60) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л -  
д и з л а р и  Я|,Я2,...,Я „ х,ар х и л ,  а м м о  у л а р  о р а -  
с и д а  к о м п л е к с  с о н л а р  м а в ж у д .  Маълумки, ха­
рактеристик тенглама комплекс илдизларга эга булган 
Холда Я, 2 = а  ± ib комплекс илдизлар жуфтига иккита ху­
сусий ечим мос келади:

y f } = а ]1)е ^ ' Ь)х, (7.64)

y < 2 )  _  g ( 2 ) g ( a - i b ) x (7.65)

бунда j  = 1 , л ; a j0, a^2’ коэффициентлар X -  a -  ib учун
(7.62) системадан аникланади.

Бу холда e°r cosbx ва е°хsinbx  куринишдаги функция- 
ларга эга булган хакикий ечимлар жуфтига эга буламиз. 

2 - м и с о л .  Ушбу
У,’ = -7у\ + у 2,
У2' = “ 2у, -  5у2

системанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Берилган системанинг характеристик тенг­

ламаси

= Я2 + 12Я + 37 = 0
- 7 - Я  1 

-2  - 5 - Я

куринишда булиб, у Я12 = -6  ± /' илдизларга эга.
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(7.62) формулага асосан

(-7  -  Я)сс, + а 2 = 0,
-2 а , + (-5  -  Я )а2 = 0 

системага эга буламиз. Я, = -6  + / учун:

(_7 -  Я^а}0 + а (2и = 0, ] (-1 -  Оа}0 + а (20 = 0,
_2a ‘!) + (-5  -  Я, К »  = 0,} ^  -2а{° + (1 -  i ) a (" = 0,

а{° = 1, 
с4 ° = 1 + 1.

(7.64) формулага асосан хусусий ечим:

у (\ )  _  а (1 )е (а * ‘Ь)х _  е (-6+!)х _  £ - 6 * ( c o s  х  +  / s j n  х )  t

уМ = а 2)е {а+'>’>х = (1 + />(-6+,)х =

= e~bx( c o s  х -  sin х + /(cos х  + sin х)).

(Бу ерла Эйлер формуласи ё а + 'ш  = ^ ' ( c o s b x  + /' sin bx) 
дан фойдаландик). Бу ечимнинг хакикий ва мавхум к,исм- 
ларини аяохида олиб, берилган системанинг фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этувчи иккита хаки^ий кури­
нишдаги ечимига эга буламиз:

дг-<‘> = е ~*х, = e '6jr(cos х  -  sin х ) ,

=(D _ е -Ьх sjn х =U> _ е-«х(со5х + s inx)  .

У холда берилган системанинг умумий ечими куйида­
ги куринишда булади:

У\ = С,у,'(|) + С2у{,} = е“6дг(С| cos х + С2 sin х),
Уг = с \Угт + c 2f 2(l) = e^x(C,(cos х -  sin х) + C2(cosx + sin x )).j

Иккинчи X2 = -6  - i  илдиздан фойдаланмадик, чунки 
бу илдиз учун юкоридаги амалларни бажарсак, натижада 
охирги хосил килган системанинг умумий ечимига эга 
буламиз.

Бу усул ихтиёрий чизикди бир жинсли дифференциал 
тенгламалар системаси учун тугридир.
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3 . ( 7. 60)  х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  
Х,,Х2,...,Х„ и л д и з л а р и  и ч и д а  к а р р а л и с и  м а в -  
ж у д . Бу х;олда куйидагича иш тутамиз. (7.60) характерис­
тик тенгламанинг Я илдизлари ичида к  таси каррали 
булсин. У \олда (7.59) ечимлар системасини ( а,у(х) = const 
f ( x )  = 0 ,  ( i j  = \,ri) \ол учун) куйидаги куринишда из- 
лаймиз:

у { = (а10 + а ,,*  + а |2х 2 + ... + a u._,x*~')ex* 

Уг = ( « 2о + « 2|Х + а 22*2 + ••• + а 2*-1л'*"')еь
(7.66)

V

aj(> = j  = 0,к - 1) сонларни куйидагича аниклана­
ди. (7.66) даги y i функцияларнинг ва унинг у/хрсилалари- 
ни (7.59) системага куйиб, е 'х * о га кискартирамиз, сунгра 
\осил килинган тенгликнинг чап ва унг кисмидаги л: нинг 
бир хил даражалари олдидаги коэффицентларини тенглай­
миз. Бу жараёнларни куйидаги мисолда курсатамиз.

3 - м и с о л .  Ушбу

Л - Л ' + Л .

У г = У \ + У г - У ъ , -  (О

Уз '=У2 +Уз
системанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш.  Берилган системанинг характеристик тенгла­
масини тузамиз:

-X
1
0

1 1
1-Я  -1

1 1-х
= -(1 -  Х)2Х = 0. (2)

Бундан X, = Х2 = 1 каррали ва Х3 = 0 илдизга эга була­
миз. (7.66) формулага асосан X, 2 = 1 илдиз учун

>iU) = ( « т  +о.их)ех, 
У {2 '2) = ( « г о  + а 21х)е*, 
Уз’2) = (а 30 + а 3|х)е*

(3 )
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ку р и н и ш д аги  ечимларга эга буламиз. atj(i  = 1,3, у = 0,1) ко- 
зффициентлар берилган системага У\> Уг> Л . У\ > Уг » Уз 
л ар н и  куйиш ёрдамида косил булган куйидаги системадан 
ан и к л а н а д и . е х * 0 га кискартирилгандан сунг

а,, + а10 + а,,х = а20 + а 2|х + а30 + а31х,
а 21 + а20 + а21х = а,,х + а |0 + а20 + а 2,х -  ам -  а31х,
а 3, + а30 + а 31х = а 20 + а 21х + а 30 + а 31х J

системага эга буламиз. Бундан чап ва унг кисмидаги х  нинг 
бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб

« I I  +  « 1 0  =  « 2 0  +  « 3 0  >

« I I  =  « 2 1  + « 3 1 »

« 2 1  +  « 2 0  =  « 1 0  +  « 2 0  — « 3'

« 2 1  =  « I I  +  « 2 1  — « 3 1  >

« 3 1  = « 2 1  + « 3 1 >

« 3 1  +  « 3 0  =  « 2 0  +  « 3 0

системани косил киламиз. Бундан а 20 = а 3| = а п , «зо = «го, 
а 20 = 0 ни топамиз. а ю ва а и сонларни ихтиёрий параметр 
деб олишимиз мумкин. ot|0 = Сх ва а п = С2 деб белгиласак, 
(3) ечимни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

у}1-2» = (С, + С2х )ех , j4U) = С,ех , у <"> = (С, + С2х ) ех . (4) 

Х3 = 0 илдиз учун (7.61) формулага асосан

у о> =  а (3)е 0.х =  а (3 , > у (3 , =  а (3 )е 0х =  а (3) 5 ,<3> =  а (3)е ох =  а (3 , ( 5 )

ечимлар мос келади. а (,3), а (23), а^3) сонлари (7.62) систе­
мадан аникланади:

+ о43) = 0,
, + а 23) -  а 33) = 0,„(3)

а г  + аV

Системанинг ечими: а !3) = 2С3, а 23) = -С 3, а (}}> = С3. 
Демак, Я3= 0 илдиз учун ( 1) системанинг (5) куриниш­

даги ечими куйидаги куринишда булади:



бунда С3 — ихтиёрий узгармас сон.
Берилган системанинг умумий ечими

У, = Уi(U) + у !3’ = (С, + С2х )е ' + 2 С3,
у 2 = у" -2' + = С,ех -  С3,

Уз = У™  + У?' = (Q  + С2х ) ех + С3

куринишда булади.
Агар система бир жинсли булмаса, унга мос бир жинс­

ли системанинг (7.63) куринишдаги умумий ечимини бил- 
ган \олда бу ечимдаги С|,С2,...,С „  ихтиёрий узгармас- 
ларни вариациялаш усули билан берилган бир жинсли 
булмаган системанинг умумий ечимини топиш мумкин. 
Бир жинсли булмаган системанинг умумий ечимини хар 
доим (7.63) куринишда ёзиш мумкинлиги исбот килинган. 
Бунда (7.63) даги С1,С2, . . . ,С п ихтиёрий узгармасларни унга 
мос С, (х ) , С2( х ) , . . . , С„ (х )  (хар бирига мос С1,С2, . . . ,С„  их- 
тиерий узгармаслар иштирок этувчи) функциялар билан 
алмаштириш керак. Бу функцияларни берилган бир жин­
сли булмаган система ёрдамида аникланади. Унинг учун 
системага У],У2,. . . ,У„ ,  У, ' , у 2 \ --. ,У„' ларнинг кийматини 
куйиб С, (х ),С 2(х ) , . . . ,С '(х )  ларга нисбатан п та чизикли 
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу сис­
теманинг ечими хар доим мавжуд ва у куйидаги куринишда 
булади:

С ,' О ) = (р1 (х) ,  С ,'(* )  = <р2(х ), . . . , С п ' (х)  = (рп ( х ) *

бунда ф,(х) ( / = 1 ,п )  — маълум функциялар. Бу генглик- 
ларни интеграллаб C ,(x),C 2(x ),...,C „ (x ) функцияларни 
топамиз:

Cl (x) = J<pi ( x ) dx  + Cl-,

бунда С, ихтиёрий узгармас. (7.63) ечимдаги С, = const 
нинг урнига СДх) аникланган кийматларни куйиб бир 
жинсли булмаган тенгламалар системасининг умумий ечи­
мини хосил киламиз. Буни куйидаги мисолда курсатамиз.

у!3> = 2С3 , у<3 )= -С 3, у?> = с3,
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(1)
Уг = У \ -^ У г+х

системанинг у ,(0) = I , у2(0) = 2 бошлангич шартни кано­
атлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Дастлаб бир жинсли булган системанинг уму­
мий ечимини топамиз:

4 - м и с о л .  Ушбу

У\ = 4У\ ~ 5Уг - 4 х  + 1,

(2)

(3)

у '  =Лу\ - 5 у 2,\

У2 =У\- 2Уг-
(2) нинг характеристик тенгламаси

4 ' Х “ 5 = А2 - 2 а - 3  = 0 булиб, у X, = -1 , Х2
1 - 2 - Х

илдизларга эга. (2) системанинг умумий ечими

у, = С,е~х + 5 С2е 3х,

У2 = С2е~х + С2е Ъх

куринишда булади. (3) ечимдаги С, ва С2 узгармасларни 
С,(х) ва С2(х) ноъмалум функциялар деб хисоблаймиз. 
Шунингдек, (3) даги у  ва у 2 лар (1) системанинг ечими 
деб оламиз. (3) нинг хосиласини топамиз:

У[' = С,'(х)<Г -  С,(х)<Г* + 5С2'(х ) е}х + 15С2е Ъх

у / = С ,(х)е"х -  С,(х ) е -Х + С2 (х ) е3х + 3С2е Ъх.

(1) системага у ]у у 2, У\ > У2 кийматларни куямиз ва 
ухшаш \адларни ихчамлангандан сунг

С ,(х )е 'х + 5C2\ x ) e ix = 4х +1,]

С/(х)е'* + С/(х)е3* = х \ 

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими:

С,'(х) = 1 (х  -  1)ех, С2'(х )  = 1 (3х+  1 ) ^  .
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С,(х) = I ( х  -  2 ) ех + С,, С2(х) = - 1  (Зх + \)eix + С2.

(3) тенгликдаги С, ва С, ни урнига С,(х) ва С2(х) 
ларни куйиб, берилган бир жинсли булмаган система­
нинг умумий ечимини \осил киламиз:

у, = C.e'* + 5С2е3* + i  (х  -  2) -  ±  (Зх + 2),

у 2 =С,е - х +С2е 3х+ i ( x - 2 ) - l ( 3 x  + 2).

Бошлангич шартлардан фойдаланиб С, ва С2 узгар- 
масларни аниклаймиз:

1 = С1+5С2 - * - Ц

2 = с 1 + С2 -  i - i ,  J

бундан с, = — . С, = -  — •
1 4 2 12

Шундай килиб куйидаги хусусий ечимга эга буламиз:

У\ = т в~х ~т2е 'х +\ ( Х- 2)~Т2&Х+2К

У2 = Т е ' Х~ |^е3х + 1 ( х - 2) - - 1 (Зх + 2).

2 - у с у л  . (7.59) системани интеграллашнингиккинчи усу- 
ли (чщ ар и ш у с у л и ) куйидагидан иборат. Бирор шартни кано- 
атлантирган холда у , функциядан бошка \амма номаълум 
функцияларни хар доим чикариш (йукотиш) мумкин. Нати- 
жада у,(х) учун битта я-тартибли узгармас коэффициентли 
(агар (7.59) системада а.. = const булса) чизикли бир жинсли 
булмаган дифференциал тенглама хосил киламиз. Уни ечиб, 
сунгра ечимини дифференциаллаш ёрдамида колган хамма 
номаълум У2(л:),У з(х),...,> ’;1(х) функцияларни топамиз. Бу 
ишлар куйидагича бажарилади. (7.59) системадаги биринчи 
тенгламанинг иккала кисмини х буйича дифференциаллай- 
миз, сунгра унга системадаги У\,У2 ,.. .,У„ кийматларини 
Куямиз:

Охирги тенгликларни интеграллаб, топамиз:
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У\ " = а\\У\ ’+ ап у 2'+ ... + а1пу „ '+ /  \х) =

“ /аО’р Л . - . Л ) + /$(*), (7 -67)

б ун да 12(У\,У2,---,У„) — у з г а р м а с  к о э ффи ц и е н т л и  
У\,Уг>- -'Уп функцияларнинг маълум чизикли комбина­
циям, F2(x) эса /1(х ),/ 2(х ) ,... ,/ „ (х ) ва //(х )  ф ункция­
ларнинг чизикди комбинациясини билдиради. (7.67) нинг 
иккала кисмини х буйича дифференциаллаб

L  у!"  = 1г(У1>Уг.......y„ )  + F)(x)
чизикди бир жинсли булмаган тенгламага эга буламиз. 
Бу жараённи такрорлаб

К 'т  r f ' •1.<У1>Уг*->У,) + Ъ (х )

ни топамиз.
Натижада куйидаги я  та тенгламалар системасига эга 

буламиз:

у . ' = а и у { + ап у 2 + ... + а 1пУп + /Дх),

У\ +
(7.68)

У " '0 = 1*-\(У\,Уг’ ~>Уп) +

(7.68) тенгламалар системасидаги дастлабки я -1 та тенг­
ламалар У2,Уг,.-.,У„ функцияларга нисбатан ечиладиган 
тенгламалардир. Бу фуикциялар х ,у , ,у ,  ' , у х у}*'0 лар 
оркали куйидагича ифодаланилади:

у2 =(р2(х ,у1,у1' ,у1" ,-- . ,уГ1>)> 
у3 =<р3(х ,у , ,у , ' ,у1 у,(я~п), (7.69)

Уп ~ Фя(*»У|,У1 ’>У1 "»•••>
(7.68) системанинг охирги тенгламасидаги У2,У},---,У„ 

ларни урнига (7.69) системадаги ифодаларни куйиб, куйи­
даги узгармас коэффициентли я-тартибли чизикди бир 
жинсли булмаган дифференциал тенгламага эга буламиз:
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(1)

Уп ~ Ф„(■*>Q , С2, . . . ,С п).

Куйидаги мисолни курамиз.
5 - м и с о л . Ушбу

У\ = 2У\ ~Уг+Уз + е х, 

Уг = У\+ Уг+ Уъ+ х,

Уз = 4У, -  у 2 + 4у3

системанинг чикариш усули билан умумий ечимини ва 
у,(0) = 0,34, у 2(0) = -0,16, у3(0) = 0,27 (2)

бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимни 
топинг.

Е ч и ш .  ( 1) системанинг биринчи тенгламасини х 
буйича дифференциаллаймиз ва у, ' , у 2 ' ,Уз' ларнинг урни­
га бу системадаги уларнинг ифодаларини куямиз. 

Натижада

У\ = 3У\ Уг '+ ^3 '+ ех = 3(3у, -  у 2 + у3 + ех) -  

~(У\ + Уг + Уъ ~ х) + 4у, -  у 2+ 4у3 + е х =

= 12у, -  5у 2 + 6у 3 + 4 ех + х 
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у,(я> = F{x,yx,y{ , . . . , y\ n- l)) .

Унинг умумий ечими (5-§ ни куринг) бизга маълум усул 
ёрдамида аникланади:

У1 = Ф|(х,С,,С3, . . . ,С п) . (7.70)

Охирги ифодани х буйича /7-1 марта дифференциаллаб 
у , \у, yf"~n \осилаларни топамиз. Бу ^осилаларни
(7.69) системага куйиб ва (7.70) функция билан биргалик- 
да оерилган системанинг умумий ечимини \осил киламиз: 

•Vi = Ф|(х, С|,С2,. . . ,С Л),
Уг = Фз (-*> С\ , С2 > , С„), 
У г - М х , С „ С г , : . , С я), (7 71)

хрсил булади. У| " ни х буйича дифференциаллаймиз ва 
яна У\',Уг>Уз ларнинг урнига (1) системадаги ифодаларини 
куямиз:

у{"  = 12у , 5у 2 '+ 6 у3 '+ 4 ех + 1 = 12(3у, -  у 2 + у3 + е х) -  

- 5 (у, + у 2 + у3 -  х) + 6(4у,  -  у 2 + 4у3) + 4 е х + х =

= 55у, -  23у2 + З1у3 + 1бех + 6х.

Демак, бу \ол учун (7.68) система куйидаги куриниш­
да булади:

У\ = Зу1 ; У2 '+ Уз '+
у, " = 12у, ’-  5у 2 ’+ 6у3'+ 4 ех + х,
у ( "  = 55у, 23у 2 ’+ 31 Уз'+ 16ev + 6х.

(3)

Биринчи ва иккинчи тенгламалардан у 2 ва у3 ларни то­
памиз:

Уг = У\ б у , '+ бу, + 2 ех -  х, 

Уз = У\ 5У ,'+ Зу, + <?* -  х.
(4)

у 2 ва у3 нинг кийматларини (3) системадаги учинчи 
тенгламага куямиз:

У!" =55у, -  2 3 ( у , б у , '+ 2 ех -  х) + 31 (у, 5у, ’+

+3у, + е х -  х) + 16е* + 6х = 8у, 17у, ’+ 10у, + е х -  2х.

Бундан

у ! "  -  8у, "+ 1 7 у , 1 0 у ,  = е х -  2х (5)

куринишдаги учинчи тартибли узгармас коэффициентли 
чизикли бир жинсли булмаган тенгламага эга буламиз. 
Бундай тенгламани ечиш усулини (5-§ га каранг) била- 
миз. Тенгламанинг характеристик тенгламасини тузамиз:

X3 - 8Х2 + 17Х -10 = 0 .  (6)
Унинг илдизлари X, = 1, Х2 = 2, Х3 = 5 . (5) тенглама­

нинг мос бир жинсли тенгламасининг умумий ечими у, 
КУйидаги куринишда булади:
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у, = С,е* + С2в 2х + С3е 5х.

(5) тенгламанинг унг кисми (7.49) ва (7.53) куриниш­
даги функциялар йигиндисидан, яъни f ( x )  = /J(x) + /2(х ) 
f i (x )  = е * , А (х ) = 2х дан иборат /|(х) = е х учун z = 1 га 
тенг, чунки Я., = 1 тугри келади, шунинг  учун к  = ] 
/2(х) = - 2 х  учун z ~ 0 ва у характеристик тенгламанинг 
илдизлари ичида йук, шунинг учун к  = 0.

Демак, (5) тенгламанинг хусусий ечими у\ ни куйи­
даги куринишда излаймиз:

у, = Ахех + Вх + С ,

бунда А, В, С номаълум сонлар. Бу сонларни топиш учун 
У\ -У\ *У хосилаларни топиб, уларни у\ билан бирга- 
ликда (5) тенгламага куямиз:

у | ' = Аех + Ахех + В , У\ " = 2 Аех + Ахех t 

у = ЗЛех + Ахех ,

3Аех + Ахех -  8(2 Аех + Ахех) + \1(Аех + Ахех + В) -  

-1 0 (Ахех + Вх + С) = е х -  2 х ,

4Лех + 175 -Ю В х -Ю С  = е х - 2 х ,

4А = 1, ]
-1 0 5  = - 2,
175 -  ЮС = 0,J

бундан А = ! ,  5  = - ,  С = —
4 ’ 5 ’ 50 '

Шундай килиб,

(5) тенгламанинг умумий ечими

У\ = Й + Ух = С{х  + С2е 2х + С3е 5х + I ;cex + j x  + g

функциядан иборат булади.
Системанинг умумий ечимини топиш учун j/j, у"  хоси- 

лаларни топиб, уларни (4) тенгликка куямиз: ’’

у, " = Схе х + 4Сге 2х + 25С3е 5х + i  <?х + -i- х<?х > 

у 2 = С,ед + 4С2е 2х + 25С3е 5х + | е* + У хех -  6(С,ег + 

+2С2<?2х + 5С3е5х + Уех +^хех + 1) + 6 (С,ех +

+ С2е2х + С3е5х + j  хех +1 х  + Д )  + 2ех -  х =

= C,ex -  2С1е 1х + С,е5х -  ех + |  хех + 1 х  + Ц  >5 "  25

Уз = С,ех + 4С2е 1х + 25С3е5д + \ е х +1 хех -
I,- 5(С,<?Х + 2С2е 2х + 5С3е5х + I  х<?х + j )  + 3(С,ех + 

+ С2е2х +С3е5х + jx e x + i x  + ^ )  + ex - x  =4 ' "  ' 5 '  
„5* , 1

50 '

= -С ,ех -  ЗС2е2х + ЗС3е5х + ^ е х - 1  хех - 1  х  + ±  ■ 

Демак, (1) системанинг ечими:  

у, = С,ея + Сге 2х + С3е 5х + I  хех + 1 х + ^ , 

у2 = С,ех -  2C2e2v + С3е 5х -  е х + ~ х ех + | х  + ,

= -С ,ех -  ЗС2е2х + ЗС3е5х + I  ех -  i  хех -  |  х  + ±

Системанинг хусусий ечимини топиш учун (2) бош­
лангич шартлардан фойдаланиб куйидаги системани \осил 
Киламиз:

17 п  п  п  17
50 — 1 3 .50 ’

- А  = с , - 2 С 2 + С3 - 1 + § ,  

^  = - C ,- 3 C i + 3C! + i  + ± ,

булардан С, =0, С2 = 0, С3 = 0з -  и ларни топамиз. 
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Изланаётган хусусий ечим куйидаги куринишда булади: 
1 x 1 17 

Л  - 4 »  5 ^  5 0 ’

У1= Т х е * - е *  + 1 х  + £ ,  

Уз = - \ х е *  + \ е* 2 , 1 
"5 50 '

М ашцлар

Куйидаги дифференциал тенгламалар системасининг 
умумий ечимини топинг:

у, ’ = -Ту ,  + Уг, 
у 2 ' = - 2  у,  -  5у 2.

360.

362.

364.

365.

\У\
366. У2

U

361. У\' = У\ ~ 3У2> 
у 2’ = 3у> + у 2.

363.= -5у , + 2 у 2 + е \  

= Ух + 6 у 2 + е~2х.

= У\~ Уг ,

= У, +У2+еЛ-

= У| + у 2 -  cosx,
= - 2j| -  у2 + sin х + cos x.

У\ ‘ = Зу, -  2 у2 + х, 

У г ' = 3У, -  4у2.

= У, -У 2 +Уз> 
= У| +У2 -У з. 
= 2у, -У 2.

Гу, ’ = 5у, + 2 ^  -  Зу3, 

367. У2 , = 4У|+ 5У2 - 4Уз> 
[Уз' = 6у, + 4у2 -  4у3.

Куйидаги дифференциал тенгламалар системаси учун 
Коши масаласини ечинг:

= У2.
= Уз, У,(0) = у 2(0) = Уз(0) = 1.

= У|.

= У2 +Уз>
-  У\ + Уз> У,(0) = -1 , у2(0) = 1, у3(0) = 0. 
= У| +У2.
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8-§ . Биринчи мустацил уй иши

Мустакил уй ишининг \ар бир вариантида бешта ми­
сол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

2-, 3-, 5-мисолларда: берилган дифференциал тенгла­
манинг умумий ечимини (умумий интегралини) топиш ке­
рак.

4-мисолда:  дифференциал тенгламанинг берилган бош­
лангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини (ху­
сусий интегралини) топиш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини (уму­
мий интегралини) топинг.

1. (ху2 + x)dx  + (у  -  x2y ) d y  = 0 .

Е ч и ш .  Берилган тенгламани куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

у (1 -  x2)d y  = - х ( у 2 +1 )dx .

Бу тенглама узгарувчилари ажраладиган тенглама. Узга- 
рувчиларни ажратамиз:

y d y  _  -x dx  
1+у2 1 -х 2

Охирги тенгламанинг иккала кисмини интеграллай- 
миз:

У2 + 1 = С|х2 -  l|, у 2 =С|х2 -1 | -1 .

Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими

У = ±yjc\x2 -  l| -  1 

функциялардан иборат булади.

2. sec2 xtgydx  + sec2 y t gx d y  = 0 
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Е ч и ш .  Берилган тенглама узгарувчилари ажраладиган 
дифференциал тенглама. Узгарувчиларни ажратамиз ва уларни 
интеграллаймиз:

2 2 j  1 2sec y d y  _  _  sec xdx с sec y d y  _  _  r sec xdx 
tgy t&X ’ 3 tgy 3 tgx

,n M  = . t a W  + taC,
с

tg y  = — , tg y  • tg x  = С  
tg x

яъни дифференциал тенгламанинг умумий интегралини 
\осил К.ИЛДИК.

3 у - х ±  = х + у ^ .
Х dx Х У dx

Е ч и ш .  Берилган тенгламадан О. ни топамиз:
dx

dy_ _  у - х  
dx х+у

Бу тенглама биринчи тартибли бир жинсли тенгламадан 
иборат. Униу = х -  и(х) алмаштириш ёрдамида ечамиз:

I t  . . UX-X I и- 1у  = и х + и, и х + и = ------ , и X + и = ■'  х+их 1 + U

и- 1 —М —1и X = -—  -  и  = ---- —1+U U+1
du  _  _  u2 +1 

Х dx и +1

Узгарувчилари ажраладиган тенглама \осил килдик, 
уни ечамиз:

и+1 
«*+]
1 с 2 udu

d u ~ - *  t J £ L d u  = - l2 L
U^+l X 1 и +1 x

и+1 dx

1 j  2udu + j  du_ _ _ in |x | + in |C|
2 J и2+1 3 w +1 11 1 1 ’

у  In |ы2 + l| + arctg и = ln — , arctgu = ln
xv« +1

arctg -  = ln |C|

яъни берилган тенгламанинг умумий интегралини топдик. 
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4. Ушбу
d y  -  e ' xdx + ydx  -  xdy  = xydx

дифференциал тенгламанинг y{0) = 1п5 бошлангич шарт­
ни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш.  Тенгламада куйидаги алмаштиришларни ба- 
жариб \осилани топамиз:

d y  _  х у+ е 'у - у  dy_ Ь х  _  £
dx 1-х ’ dx + 1 -х  У 1 -х

+ у  = ~  тенглама биринчи тартибли чизикли тенг- 
ламабулгани учун ечимни у  = и(х) ■ v(x) алмаштириш ёр­
дамида топамиз:

у '  = u ' v  + u v ' ,  m'v +  « v ' + m v  =  — »

, (  d v  \ e~x 
U v  + U\ d x +V) ~  b x

(1)

^  + v = 0 шартдан фойдаланиб, v(x) функцияни то­
памиз:

d v= -у , *  = - d x ,  \— = -\ d x
dx ’ V J V 3

ln|v| = - x ,  v = e  x ■ 

v(x) учун топилган ифодани ( 1) тенгламага кУямиз: 

du  1du -х
! й е  - 1=1 * ~dx ~ Ьх 

dxdu = i \ du = \ ^  м = — ln|1 - x| + ln C,  H - l n ^ .  

У \олда
Су  = uv  = е  * ln

F * [

функция берилган тенгламанинг умумий ечими булади. 
Бошлангич шартдан фойдаланиб узгармас С ни топамиз:

МО) = 1пС = 1п5, С = 5.
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Берилган тенгламанинг хусусий ечими

у  = е "  In
I H

функциядан иборат булади.
5. Ушбу

(1 + х 2)^ п  = х у  + х2у 2dx
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг турини аниклаш учун алмаш- 
тиришлар бажариб,

dy  _ х 
dx l+x2 ' = ——5- у гI+X '

куринишдаги тенгламага эга буламиз. Бу тенглама Бер­
нулли тенгламаси булгани учун уни у  = и{х) ■ v(x) алмаш­
тириш ёрдамида ечамиз:

у ' = и ' v + u v u ' v  + u v ' -  — «v = —f2, u2v 2» 
l+x l+x2

« * v + ii( £ -  ”  ) = £ W  ( l)
I+x / l+x

dv  _ xv _  л
rfx l+ j? шартдан фойдаланиб v(x) функцияни 

топамиз:
rfv _ xv (/v _ xc/x с Jv _ /• xdx 
dx T+x7 ’ » l+x2 ’ J 7 " J u 7

ln|v| = i l n ( l  + x 2), V =  Vl +  X 2 ■ 

v(x) учун аникланган ифодани ( 1) тенгламага куямиз: 

^  J i  j_ v2 _xV(l+x2) du x2dx

r du _  f jc2rfx г с/и I

M[ (x) = x, du, = dx

d v ' = T T J ’ v-Vl+xz
=vr+ X
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= x JT + x 2 -  \ Vl + X2dx = xV1 + x 2 -  J - j i i l r  dx =
Vl+x

= W u * ’ - J  *  - J
xVx

I +x 1 +x 
x2dx= xVl + x 3 -  In x  + v l + x 2 -  f-JLfL - 2 C  .

I I Vl+x2

Охирги тенгламадан куйидаги тенгликни хосил кила­
миз:

2 f = x\J\ + х 2 -  In Ix + Vl + x 2| -  2С ,
Vl+x2 I I

f = I  x\J\ + x 2 -  i  In Ix + Vl + x 2| -  С .
Vl+x2 ' '

Демак,

_ I  = I x V l  + x 2 — i  In x + Vl + x 2 - C  ,
u 2 2

-  = \  In x + Vl + x 2 -  ^ xV 1 + x 2 + С >
u 2 I I

u = ^y l n j x  + Vl + x 2| -y x V l + X 2 +  C |  • 

Берилган тенгламанинг умумий ечими

У =
/l+x2

У lnjx+Vl+X2 j- ix V l+ x 2 +C

формула билан аникланади.

1-вариант

1. e x*3yd y  = xdx .
2. у ' + у  + у 2 = о

3- У2 + х 2у ' = хуу ' .
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4. У '~ У = е х, 7(0) = 1.

5. х у ' 2 у  + xsy 3e* = 0 .

2 -вариант

1. sin j  cos xdy  = cos 7  sin x d x .

2. y 2 \ n x d x - ( y - \ ) x d y  = 0.
3. x y ' - y  = xt g ^ .

X

4. xy'+ y  + e -*2 =0, y ( l )  = —
2e

5. y ' x 3 s i n y  = x y ' - 2 y  .

3 -вариант

1. y ‘ = (2 y+  l)tgx .

2. (x + y 2)d y  + ydx  -  y 2dx = 0 .
3. х у ' = у  -  x ex .
4. cos ydx  = (x + 2 cos y )  sin y d y ,  7(0) = -
5- (2x2y \ n y  -  x ) y ’ = у .

4 -вариант

1. (sin(x + у )  + sin(x -  y ) )dx  + = о
COS J*

2. y ' + 2 y - y 2 =o.

3. х у ' - у  = (х  + у )1 п ?±У

4. x у '+ ху +1=0 ,  ^ (l) = 0 .

5. 27
У x 2-\ '

5 -вариакт
1. (1 + e x) y y ' = e * .

2. (x2 + x )ydx  + ( y 2 + l ) d y  = о .

3. xy '  = 7 cos In ^ .
X
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4_ yx '+ x  = 4 y 3 + 3 y2, 7 (2) = 1 . 

5 x y ' - 2 x 2 - J y = 4 y .

6 -вариант

1. s i n M g y A - J j - O .

2. (x y3 + x)dx + (x 2y 2 -  y 2)d y  = 0 •

3. (7 + >/*y)dx = x dy  .

4. (2^7 + y ) dy  = У^х + 4 In y d y ,  7(0)

5. xy2y ’ = x2 + y 3 .

7-вариант

1. 3ex sin ydx  + (1 -  e x) cos y d y  = 0 .

2. (1 + y 2)dx -  (7  + yx 2)d y  = 0 .

3. X7 ' = yjx2 -  y 2 + 7 .

4- y '  = b h ? >  r t° )  = 1 .
5. (x + l) (7 ’+ 7 2) = - 7 .

8 -вариант

1. y ’ = £ L .^ lny
2 . у ’ = 2x7  + x .

3. 7 = x(7 *- y[e* ) •

4. ( 1 -  2x7)7  ' = 7 (7 - 1 ) ,  7(0) = 1.
5. 7 ' x + 7  = -X7 2 .

9-вариант

! •  y 2 *y d y  + xdx =  0 . 

2- 7 -  xy'  = 3(1 + x 2y ' ) .
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3. у '  = - - \ .
У

4. х ( у ' - у )  = е х, у(1) = 0 .

5. у ' -  ху = - у 3е~х .

10-вариант

1. (cos(x -  2у )  + cos(x + 2 у ) ) у  ’ = s e c  х .
2. 2х у у ' = 1 -  х 2.
3. у 'х  + х  + у  = 0.
4. У = х(у '~  л: cos х), у^|| = 0 .

5. ху'-2\[х* ■ у  = у .

11-вариант

1. у '  = е х2х(1 + у 2) .

2. (х 2 -  1 ) у ху = 0 .

3. ydx  + (2yjxy -  x )d y  = 0 .
4. ( x y ’- l ) l n x  = 2у, у ( е )  = 0 .

5. у '+ ху  = х 3у 3 .

12-вариант  

1 • ctgx cos2 ydx  + sin2 xtgy d y  = 0 .

2. ( y 2x + y 2)d y  + xdx = 0 .

3. xdy -  ydx  = J x 2 + y 2dx .
4. (2 e y - x ) y '  = 1, y(0) = 0 .

5. y '  =  +  у  . 
у

13-вариант

1. y ’ s i nx = у  cos л: + 2 cos a .
2. (1 + x 3)yV x -  (у 2 -  I )x 2d y  = 0 .

3. (4 a2 + 3xy + y 2)dx + (4y 2 + 3xy + x 2)d y  = 0
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4. xy'+(x + l)y  = 3x2e~x, y ( l )  = 0.

5. yx '+ x  = - y x 2 .

14-вариант

1. 1 +(1 + У')еу =0-
2. x y У = У2 ■
3. (x -  y ) y d x  -  x2d y  = 0.
4. (x + y 2)d y  = ydx, y(0) = 1 .

5. x ( x - l ) y '+ y 3 = x y .

15-вариант

1. у ' ctgx + у  = 2.

2. \jy2 + \dx = xydy  .
3. xy + y 2 = (2x2 + x y ) y ' .

4. (sin2 у  + xc tgy )y ' = 1, y(0) = j .

5. 2x3y y '+ 3x2y 2 + 1 =0 .

16-вариант

e - x 2 |
1. -—  d y  + — y— d x .

X  cos2 у

2. у ' -  x y2 = 2xy .
3. xy + y 2 = (2x2 + x y ) y '.

4. (x + l ) y ’+ у  = x 3 + x 2, y(0) = 0 .

5. f - ( i - 2 * ) « K .

17-вариант

1. e x sin ydx  + t g y d y  = 0 .
2. 2x2y y '+ y 2 = 2 .

3- (2 J x y  -  y )dx  + xdy  = 0 .
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4. х у 2 у  + х 2 = 0, ,у(1) = О.
5. y '  = x ] f y  =3у .

18-вариант

1. (1 + e b )xdx = e 3yd y .

2 - /  = К -1+JT
3. x y ’+ y ^ l n ^ - l j  = 0..

4. x y ’+ y  = s in x , y ^ j  = A.

х у '+ у  = у 2 In x  ’

19-вариант

1 ■ (sin(2x + у )  -  sin(2x -  y ) )dx  = ■
sin>>

2. y ' J T 7 7  = iL .

3. (x2 + y 2)dx + 2xyd y  = 0 .

4. (x2 -  l ) y xy  = x-1 - x , y ( - J2)  = 1.

5. xd x = { ^ - y A d y .

20-вариант

1. cos ydx  = 2-Jl + x 1 d y  + cos у  • V1 + x 2d y  .

2-(y  + l ) y ’ = - r1—  + ХУ.
V I—jc2

3. ( y 2 -  2xy)dx -  x 2d y  = 0 .
4. (1 - x 2) y ’+ *y = 1, y(0) = 1.
5. y'+ 2xy = 2x3y 3 .

21-вариант

1 - у '  -\/l -  x 2 -  cos2 у  = 0 .

2. (1 + х2) у '+ y\J 1 + х 2 = ху .
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з. (х + 2y)dx + xdy  = 0 .
4 у ' ctgx -  у  = 2 cos2 xctgx, .у(О) = 0 .

5. у ' + У  = у -

22-вариант

). e *tgydx  = (1 -  e x) see2 y d y .
1+x2

2. x y y  = j - p - .

3. (2x -  j)d x  + (x  + y ) d y  = 0 .
4. x2у ' — 2xy  + 3, j ( l )  = -1 ■

5. y ' -  ytgx + y 2 cosx  = 0 .

23-вариант

1. у '+ sin(x + у )  = sin(x -  у ) .

2. (xy  -  x)2d y  + y (l -  x)dx  = 0 .

3. 2x3y '  = j ( 2 x 2 - y 2)-
4. у '+ 2x>> = xe‘ v", ^(O) = 0 .

5. y ' +^L = ^ y - .
X  COS x

24-вариант

1. cos3 у  • у  cos(2x + у )  = cos(2x -  у)
2. (x2 -  у ) *  ’ = x2y  -  у  + x2 - 1.

3. y '  = l  + L.
У x

4. у Зх2у  -  х 2е*3 =0, y(0) = 0 .

5. у ' -  у  + у 2 cosx  = 0 .

25-вариант

2■ yjl -  у 2 dx + y\ll  -  x2d y  = 0 .
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3. Х2у ‘ = у ( х  + у ) .
4. х у '+ у  = In х  + 1, >>(1) = 0 .

5. y ' , x f , +  ” .

9 -§ . Иккинчи муста кил уй иши

Мустакил уй ишининг хар бир вариантида бешта ми- 
сол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-мисолда: берилган дифференциал тенгламанинг бе­
рилган бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечи­
мини топиш ва \осил килинган у  = у (х )  функциянинг х  = 
х0 даги кийматини 0,001 гача аниклик билан хисоблаш ке­
рак.

2-мисолда :  тартибини пасайтириш ёрдамида диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечимини топиш керак.

3-мисолда :  тартибини пасайтириш мумкин булган диф­
ференциал тенгламанинг берилган бошлангич шартни 
каноатлантирувчи хусусий ечимини топиш керак.

4-мисолда :  берилган дифференциал тенгламани интег- 
раллаш керак.

5-мисол:  шарти вариантда берилган.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1. Ушбу

,у"(х + 2)5 = 1

дифференциал тенгламанинг у(-1) = у = ~\ бош­
лангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини то­
пинг ва топилган ечимнинг х — — 3 даги кийматини 0,001 
гача аниклик билан хисобланг.

Е ч и ш.  Берилган тенгламанинг умумий ечимини то­
памиз (5-§ даги I тур тенгламага каранг):

У = (х+2)- > у ' Ч
dx 1

(jf+2)3 4(х+2)
+ С, ,

+ С|Х + С2 •
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Б о ш ланги ч шартдан фойдаланиб, С, ва С2 ларнинг кий­

матини аниклаймиз:
у ( г l ) = - i - C 1+ Q = - i ,  С2 - С , = 0 ,

/(-1) = - 1  + С ,= -1 , С, = 0, С2 = 0 .
Б е р и л га н  тенгламанинг бошлангич шартни каноатлан­

тирувчи хусусий ечими

I  У = — ^J  12U +2)3

куринишда булади. Энди ><х) функциянинг х  = — 3 даги 
кийматини хисоблаймиз:

i  у (~3) “  Т2Я Т 2?  = -  и- = -° -08 ■

2. Ушбу тартибини пасайтириш мумкин булган

Д Г  у " ( е х + 1) + у '  = 0
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама II тур тенгламадан ибо­
рат (5-§ ва 2-мисолга каранг). Ш унинг учун у  = г(х) ал- 
маштиришни бажарамиз. У холда у "  = ва

Ат
(е* + 1) + Z — 0, ( е х +1 ) = ~Z

dx
f *  = - f  Г’ J г 1 e*+\

dz _  _  dx
Z e 'v+l ' '  Z - e  + 1

Унг киемдаги интегралда ev + 1 = t алмаштириш ёрда­
мида куйидагига эга буламиз:

1п|г| = 1п(ел + 1) -  1пел + In С ,.

Охирги ифодани потенцирлаб 

z = C1 f

ни топамиз. z = у '  = ~  ни эътиборга олиб, берилган тенг­
ламанинг у м у м и й  ечимини топамиз:

d y  -  г  g  V+1 y  = Ci\e- ^ d x  = Q ( x - e - x) + C2.
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3. Ушбу тартибини пасайтириш мумкин булган 

У3У" = ~ 1
дифференциал тенгламанингу( 1) = 1,/(1)  = 0 бошлангич 
шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш.  Берилган тенглама III турга тегишли (5-§ ва
4-мисолга каранг). Шунинг учун тенгламанинг тартиби­
ни у  = Р(у) алмаштириш ёрдамида пасайтирамиз. У холда
У " = Р ~ -dy

yiP ^ . = - \ ) p jp  =

2у

Р 2 = -!j- + 2 с T ‘ + 2CI ’

Vl+2С,у2
dx ~ V , dx = ±

Vl + 2C,y2 ’

= ± b +С2 = ± ~г- / (1 + 2С ,/)"* </(! + 2С ,У ) ,
х/1+2С,у

x = ± ~ y f i 7 c y  +С2,

яъни берилган тенгламанинг умумий ечимига эга булдик. 
Бошлангич шартлардан фойдаланиб, С, ва С, нинг к,ий- 
матларини топамиз:

\ = ± ± - J \ + 2Cl + C2 ,

О = ±Vl + 2С, , 

булардан 1 + 2С, = 0 ,  С, = - 1 ,  С2 = 1 

Демак, изланаёгган ечим

х = ±yjI -  у 2 + ]
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кгопинишда булади. Бу ечим ( х - 1 ) 2 + Г - 1  айлананинг 
я р м и н и  (чап ёки унг кисмини) ифодалайди.

4. Ушбу

^1 _ у ъ + 4 ) dx + i  -  2>xy2^dy = О

тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш.  Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Р (х , у )  = ± - у '  +4, Q (x , y )  = - ^ ~ W

. ((7.22) тенгламага каранг). У холда

£ ^  = _ 3У2 ^2- = - З у 2 . 
dy  У ' dx У

= булгани учун берилган тенглама тулик диффе-

ренииалли тенглама булади. Унинг умумий интеграли (7.24) 
формула ёрдамида топилди:

j  ( I  _ у 3 + 4) dx + ] Зх0>-2) d y  = C0 ,

Г *  -  Г y 3dx  + 4 } dx  -  J -  Зхо J y 2d y  = C0 ,
Jt0 x *0 x0 У y°

In \x\ I -  y 3x I + 4x I -  ln |y| I -  3x0 1 -  C0 ,
XO *0 *o >0 w

ln |x| -  ln |x0| -  xy} + х0у г + 4x -  4x0 -

-  ln |y| + ln |y0| -  x0y 3 + x0y 0 = C0,

In -  -  xy1 + 4x = С , 
\y\

бунда С = C0 + ln + 4x0 -  x„ -  x„y03

5. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктаси М(х; у )  дан 
утказилган уринма, координата уклари ва уриниш нукта- 
сининг ординатаси билан чегараланган трапецияларнинг
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юзи узгармас миьуюр 3 га тенглиги маълум булса (69-чиз- 
ма), А(2;2) нуктадан утувчи эгри чизикнинг тенгламасини 
ёзинг.

Е ч и ш .  Трапециянинг юзи:

\МС\ = у ,  \D0\ = ±\DB\ + \В0\ = ±\DB\-\MC\ = ±\DB\ + у*  

\0С\ = jc, ±\DB\ = -|£/l/|tga = -|£M|y' = - х у ’ >

бунда, агар у '  = tga < 0 булса, \DB\ нинг олдидаги ишора « 
+ », агар y '  = t g a > 0  булса, « — » ишора олинади (69- 
чизма). Шунинг учун иккала холда ^ам \DO\ = - х у ’+ у . 
Бу кийматларни урнига куйиб, соддалаштирамиз;

о _ у -ху '+у  ,  1 2 . ,
°DAfCO---------2 ’ 2* ^  ’

- х У + 2 д у  = 6, у ' - | у  = - Д - ,  ( х * 0 ) .

Натижада биринчи тартибли чизикли тенгламани \осил 
килдик. Уни ечамиз:

у  = uv, у '  = и'  v  + uv ' ,  m ’ v  + w v ' -  — = - - * •

■ I dv 2v\ 6u v  + u (— —) = — —j- >

t/v _  2v _  q dv _  2rfx 
dx x ’ v x

l ± , 2 j f ,  ln|v| = 2ln|x|, v = * ’ .

(1) тенгламага v = x2 ни куйиб и ни топамиз: 

и ' х 2 = - 4 - ,  и '  = - \ ,  W = - 6 J ^  = 4 -  + C .X* х 1 хч х

У х,олда (1) тенгламанинг умумий ечими 

у  = uv  = (J,- + c jx 2 = | + Сх2.
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(1)

функциядан иборат булади. Масала шартидаги эгри чизик­
нинг /4(2;2) нуктадан утиш шартидан фойдаланиб, С нинг 
кийматини топамиз:

2 = |  + С - 2 2, С  = 1 -  

Изланаётган эгри чизик тенгламаси

У = 1  + Т '  (0 < х - хо = V l6)

куринишда булади. У 69-чизмада тасвирланган булиб, 
да минумум нуктасига эга булади.

1-вариант

1. У" — у~рг> У(0) = 0, у ’(0) = 0, лг0 = 1.

2. х у " - у '  = x V .

3- 2у у ' '  = у ' 2, у (0) = 1, у  '(0) = 1 . 

л 2х(1-еу ) , е у  , п4 - 71— ru~dx + -— T d y  = 0 .(l+ x2)2 1+ ^  ^
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т
5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган уринма- 

нинг бурчак коэффициента шу нукта ординатасининг уч- 
лантирилганигатенглиги маълум булса, А(0;2) нуктадан утув- 
чи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

2 -вариант

1. х у1" = 2, у (  1) = 1 , у\\)  = у"(1)  = 0, х0 = 2 .
2. у " х \ п х  = 2 у ' .

3. у у " - у ' 2 = у 4, у ( 0) = 1, у '(0 ) = 1.

4^ d x + y ^ d y  = 0 .
У У

5. Эгри чизик (2 ;| j нукта оркали утади. Бу эгри чи­

зикнинг ихтиёрий М(х;у) нуктасидан уринма утказилган 
булиб, унинг Ох у к  билан кесишиш нуктасининг абсцис­
саси уриниш нуктасининг абсциссасидан икки марта кат­
та. Эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

3 -вариант

1. у " 1 =е2*, у ( 0) = | , / (0 )  = i  у"(0) = - р  х0 =~.
2. х2у"+ ху '  = 1.

3. у "  = 2 у(0) = у ,  у Щ  = л/2 .

4.

5. Агар ихтиёрий нуктасида утказилган уринма-
нинг бурчак коэффициента уриниш нуктаси радиус-век- 
торининг бурчак коэффициента квадратига тенглиги маъ­
лум булса, й(2;1) нуктадан утувчи эгри чизикнинг тенг­
ламасини ёзинг.

4 -вариант

1. у ’"  = c o s 2 х, j/(0) = 1, у  ‘(0) = — ̂  > У"(0) = 0, х = п .
2. у ” х\пх  = у ' .
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3. У"  = \ - У ' 2, у ( 0) = 0, >-40) = 0 .

4. х(2х2 + y 2)dx + + 2y 2)d y  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган урин- 
м а с и н и н г  ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш 
н у к т а с и н и н г  абсциссасига тенглиги маълум булса, ,4(1:0) 
н у к т а д а н  утувчи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

5-вариант

1. У = >-(0) = 2, / (0 )  = 3, х0 = 1.

2. ху"  = у ' .

3. у " 2 =У', .КО) = j .  /(°) = 1 ■

4.
\Jx2+y2

+ 1 + 1  
X у

dx +
i x 2+y2

d y  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х,у) нуктасида утказилган уринма- 
нинг бурчак коэффициента шу нукта ординатасидан егти 
vfapTa катта эканлиги маълум булса, Л(0;5) нуктадан утувчи 
эгри чизик,нинг тенгламасини ёзинг.

6-вариант

2. у ” = у'+ х .

3. 2у у  у  '2 = 1, _у(0) = 2, у  ’(0) = 1 .

4. £
I 1

7Т
,]х2+у2 у  У

d y  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х;у)  нуктасида утказилган урин- 
манинг ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш 
нуктасидан координаталар бошигача булган масофага 
тенглиги маълум булса, /1(0; 1) нуктадан утувчи эгри чи­
зикнинг тенгламасини ёзинг.
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1. У" = х + s in x , у ( 0) = -3 , у '(0 ) = 0 .
2. ху  " = у '+ х 2.
3. У" = 2 - у ,  МО) = 2, у\ 0 )  = 2.

7-вариант

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нуктасида утказилган уринма­
нинг ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш нук­
таси абсциссасининг квадратига тенглиги маълум булса, 
>4(1; -  1) нуктадан утувчи эгри чизикнинг тенгламасини 
ёзинг.

8 -вариант

1. у "  = arctgx, М0) = / ( 0 ) '= 0 .

2. » - - / ! „ ( £ ) .

3. у "  = - Т, МО) = 1, у'(0) = о.У

4. ( 2x + ^ ) d x  = ^ d y .
I х ‘ +у I Xу

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нуктасида утказилган урин­
манинг бурчак коэффициенти уриниш нуктаси радиус- 
векторининг бурчак коэффициентидан уч марта катта- 
лиги маълум булса, Л( — 8; -  2) нуктадан утувчи эгри 
чизикнинг тенгламасини ёзинг.

9-вариант

'■ y " ‘ i sx  - ^ 4 ’ * 0 ) - f  у Щ ’ 0’ ^  = г
ху  + у  = In X *

3- у у ' ' - 2 у ' 2 =0, М0) = 1, у '(0) = 2•
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4. 3x2tgy -  dx + х3 sec2 у  + 4у

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган уринма­
нинг ординаталар увидан ажратган кесмаси шу нуктадан 
координаталар бошигача булган масофага тенглиги маълум 
булса, Л(0; — 8) нуктадан >ггувчи эгри чизикнинг тенглама­
сини ёзинг.

10-вариант

1. у ’" = е 2 +1, МО) = 8, у ’(О) = 5, у"(0) = 2, х0 = 2 .
2. y " t g x  = y ' + l .

3. у ' '  = у ' + у ' \  М0) = 0, М(0) = 1.

4. (Зх2 -  2х -  y ) dx  + (2 у  -  х  + 3y 2) d y  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нуктасида утказилган урин­
манинг бурчак коэффициенти шу нукта ординатасининг 
иккиланганига тенглиги маълум булса, А(— 1;3) нуктадан 
утувчи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

11-вариант

1- У" = ^г> М0) = 1, /(0) = - } ,  x0 = - i .
2. у''+ 2х у '2 = 0 .

3- У"+Т ^ У ' г = 0’ М0) = 0, у \ 0) = 1.

л xdx +.ydy , xdy-ydx _ n
— ~ + ----Z7----= 0 .yjx + у  X

5. Агар ихтиёрий M(x\y) нуктасида утказилган урин­
манинг уриниш нуктасига координаталар бошидан ту- 
ширилган перпендикулярнинг узунлиги уриниш нукта- 
сининг абсциссасига тенглиги маълум булса, Л(2;3) нук­
тадан утувчи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

12-вариант

1. у "  = sin2 Зх, М 0 ) - - £ ,  У'(0) = 0, х0 = *.
2. 2х у ' у "  = у ' 2+ 1.
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3. у  "(I + у )  = 5 у ’2, у(0 )  = 0, у '(0 )  = 1.
4. Ох2у  + y 3)dx + (х3 + 3x y2)d y  = 0 .
5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган урин- 

масининг ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш 
нуктасининг координаталари йигиндисининг ярмигатенг- 
лиги маълум булса, А(4\ 10) нуктадан утувчи эфи чизик­
нинг тенгламасини ёзинг.

13-вариант

1. у " 1 = х sin х, у(0) = 0, у  '(0) = 0, у  "(0) = 0, х0 = ~ .

2- y " - ^  = x ( x _ 1 ) -
3. ^ ”(2^ + 3 ) - 2 ^ -2 = 0, у(0) = 0, у ’(0) = 3 .

4. у ( х 2 + у 2 + a 2)dx + х (х 2 + у 2 -  a 2)dx = 0 .
5. Агар ихтиёрий М{х\у) нуктасида утказилган уринма­

нинг ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш нук- 
таси абсциссасининг квадратига тенглиги маълум булса, 
А(~ 2; 5) нуктадан утувчи эгри чизикнинг тенгламасини 
ёзинг.

14-вариант

1. /"sin4x  = sin2x,.y ) = у , У ' (| ) = U У” (|) = ~h х„ = - у .

2. у " '  + у " tgx = s e c x .
3. 4 у " 2 = 1 + у '2, у(0) = 1, у '(0 ) = 0 .

4. |sin у  + у  sin х + ^  j  dx + |х cos у  -  cos х  + у  j  d y  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган уринма­
нинг Ох укидан ажратган кесмаси уриниш нуктасининг 
абсциссасидан уч марта катта эканлиги маълум булса, А( 1; 1) 
нуктадан утувчи Эфи чизикнинг тенгламасини ёзинг.

15-вариант

1. у "  = cosx + у(0) = - е 'л, у '(0 ) = 1, х0 = п .

2. y " - 2 y ' c t g x  = sin3 х  .

3. 2 у ' 2 = ( y - l ) y " ,  МО) = 2, у '(0 )  = 2 .
4. (2 х - у  + 1 )dx + (2 у - х -  1 ) d y  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган урин­
манинг бурчак коэффициента шу нукта ординатасидан 
олти марта катта эканлиги маълум булса, А (-  2; 4) нукта­
дан утувчи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

16-вариант

1. у "  = sin3 х, y ^  = - l ,  ] = 0, ха = 2 ,5п .

2. у"+  4у '  = 2х2.

3. 1 + у ' 2 = у у \  у(0) = 1, у '(0 ) = 0 .

4. (Зх2 -  у  cos ху + y )dx  + (х -  х  cos x y )d y  = 0 .
H i

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган урин­
манинг бурчак коэффициента уриниш нуктаси радиус- 
векторининг бурчак коэффициентидан туккиз марта кат- 
талиги маълум булса, А( -  6;4) нуктадан утувчи эфи чи­
зикнинг тенгламасини ёзинг.

17-вариант

1. у т  = yfx -  sin 2х, у(0) = - 1 , у  '(0) = | cos2, у  "(0) =
х„ = 1.

2. х у ”-  у '  = 2 x V  .

3. у " +у у ' 3 =0,  у(0) = 1, у '(0 ) = 2 .

(  -  , ^ (
12х3 -  е у -

1
dx + ON V +

оII

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нуктасида утказилган урин­
манинг уриниш нуктасига координаталар бошидан ту- 
ширилган перпендикулярнинг узунлиги уриниш нукта­
сининг абсциссасига тенглиги маълум булса, А(4; — 3) нук­
тадан утувчи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.
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1. у" = 2 X COS —
2

18-вариант 

, y(0) = 0, у  '(0) = 1, хп = 4п .

2. x(_y"+1) + у '  = 0 .

3. у у " - у , г =0, у(0)  = 1, у\0 )  = 2 .

4. I + 2ху sin х2у  + 4 j dx +1 -ц— + х 2 sin х2у  j dy  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган уринма- 
нинг ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш нукта­
си координаталари йигиндисининг ярмига тенглиги маълум 
булса, А(9; -  4) нуктадан утувчи эгри чизикнинг тенглама­
сини ёзинг.

19-вариант

1. у "  = 2 s in xco s2 х, у (0) = - | ,  / ( 0) = - | ,  х0 = у  .

2. у "+ 4у ' = co s2х .

3. у у " -  у '2 = у 2 In у , у (  0) = 1, у '(0 )  = 1.

4. y - 3 xy\n3dx + (x -3xy\ n 3 -3 )d y  = 0.

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган урин- 
манинг ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш 
нуктаси абсциссасининг квадратига тенглиги маълум 
булса. /4(3; -  2) нуктадан утувчи эгри чизикнинг тенгла­
масини ёзинг.

20-вариант

1. у "  = 2 sin2 х  • cosx , j>(0) = i , у  '(0) = 1, x0 = n .
2. y"+ у ' = sin x  .

3. y ( l  -  I n y ^ 'V  (1 + In _y)y ’2 = 0, y (0 )  = 1, y ' ( 0 )  = 1.

4 ' ( ~  + 3x V ) dx + (7* V  -  3̂ )  d y  = Q.
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5. Агар ихтиёрий M(x\y) нуктасида утказилган уринма- 
нинг бурчак коэффициенти шу нукта ординатасидан беш 
марта катта эканлиги маълум булса, А ( -  2;1) нуктадан утувчи 
эфи чизикнинг тенгламасини ёзинг.

21-вариант

1. у "  = 2 sin х  cos2 х  - s in 1 х , у (0) = 0 , у ’(0) = 1, х „ = у .

2. х2у "  = у ' 2 .

3. У'\\ + У) = У'2+У’, У(0) = 2, у*(0) = 2 .

4 . + у  cos x>'j dx + + x  cos xy j d y  = 0.

5. Агар ихтиёрий M(x,y) нуктасида утказилган урин- 
манинг ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш 
нуктаси координаталари йигиндисининг туртдан бирига 
тенглиги маълум булса, Л(16;0) нуктадан утувчи эгри 
чизикнинг тенгламасини ёзинг.

22-вариант
- ,  2 

\.у  = 2 cosх sin" х -c o s  х , у (0) = у

2. 2х у " у '  = у ' 2-  4 .

у ’(0) = 2, х0 = 2 '

3. У =

4.

_  У

£

, у (0) = 1, у  '(0) = 2 . 

r_ 2x U  + - rA ? b  0 .

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган урин- 
манинг ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш 
нуктаси координаталари йигиндисининг ярмига тенгли­
ги маълум булса, А( 1; -  7) нуктадан утувчи эгри чизик­
нинг тенгламасини ёзинг.

23-вариант

1. У" = х  — Inх , у (1) = - -1 , у ' ( 1) = | , х0 = 2 .

2 . у" 'х  1п х  = у "  .
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3. уу"+ у ' 2 = о, у(0) = 1, у'(0) = 1.
4. (5х4у 4 + 28х6)(/х + (4х5у 3 -  3y 2)dy  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х,у) нуктасида утказилган уринма­
нинг уриниш нуктасига координаталар бошидан туши- 
рилган перпендикулярнинг узунлиги уриниш нуктасининг 
абсциссаси га тенглиги маълум булса, А(— 4; 1) нуктадан утув­
чи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

24-вариант

1. У" = 7Г> >’( 0  = 3, у ’(1) = 1, Xq =2.

2. у " ctgx + у '  = 2.

3. У" = -т- » У(0) = У'(0) = 0 .%1У
4. (2хехКу2 + 2у х + (2уе*2+у2 -  з) dy  = 0 .

5. Агар ихтиёрий Л/(х;у) нуктасида утказилган урин­
манинг ординаталар у к в д а н  ажратган кесмаси уриниш 
нуктасининг абсциссаси квадратига тенглиги маълум 
булса, А(2;8) нуктадан утувчи эгри чизикнинг тенглама­
сини ёзинг.

25-вариант

1. у '"  = cos4x, у (0) = 2, у  '(0) = Ц , х0 = п .
2. (1 + х2)у "  = 2ху.

3. у у " - 2 у у ' \ п у  = у ' 2, у (0) = 1, у ' ( 0) = 1 .

4. (Зу3 cos Зх + 7)dx + (3у 2 sin Зх -  2y )d y  = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х;у) нуктасида утказилган урин­
манинг бурчак коэффициенти шу нукта ординатасидан 
турт марта катта эканлиги маълум булса, Л(3; — 2) нукта­
дан утувчи эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.
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10-§. Учинчи мустакил уй иши

Бу мустакил уй ишининг хар бир вариантида бешта 
мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-мисолда: узгармас коэффициентли чизикли бир жинс­
ли булган дифференциал тенгламаларнинг умумий ечи­
мини топиш керак.

2- ва 3-мисолларда: узгармас коэффициентли чизикли 
бир жинсли булмаган дифференциал тенгламаларнинг уму­
мий ечимини топиш керак.

4-мисолда: дифференциал тенгламанинг берилган бош­
лангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимини то­
пиш керак.

5-мисолда:Дх) функциянинг куринишига караб берил­
ган чизикди бир жинсли булмаган дифференциал тенг­
ламанинг хусусий ечими у  нинг куринишини ёзинг.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел­
тирамиз.

1. Ушбу

а) 4у" — 11У + бу — 0 ;
в) у" — 2у + 37у = 0

б) 4уи -  4у + у  = 0;

дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Хар бир дифференциал тенглама учун харак­

теристик тенглама тузамиз ва уни ечамиз. Хосил килин- 
ган характеристик тенгламанинг илдизларининг курини­
шига караб (7.47 формула ва 6-§ даги 5-мисолга каранг) 
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини ёзамиз.

а) 4Л2 -  1IX + 6 = 0 , илдизлари А, = ^ , Х2 =2 хакикий 
ва хар хил, шунинг учун тенгламанинг умумий ечими 
Куйидаги куринишда булади:

у  = С,е4* + С2е 2х ;

б) 4А2 -  4Я. + 1 = 0 ,  илдизлари Я, = Х2 = j  хаки кий ва 
бир-бирига тенг, демак тенгламанинг умумий ечими:

— — — 
у  = С,е2 + С2хе2 = е 2 (С, + С2х ) ;
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в) А2 -  2А + 37 = 0 , илдизлари X, 2 = 1 ± 6/ — кушма ком­
плекс сон, шунинг учун тенгламанинг умумий ечими:

у  = е х(С, cos 6х + С2 sin 6х ) .

2. Ушбу

у  3у 4у  = 6хе~х
тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг характеристик тенг­
ламасини тузамиз:

X2 -  ЗХ -  4 = 0 ,

унинг илдизлари А, = 4 , Х2 = -1 . Демак, бир жинсли тенг­
ламанинг умумий ечими

у  = С,е4х + С2е ' х

формула билан аникланади.
Берилган тенгламанинг унг томонида турган f i x )  = 6хе~х 

функциянинг куринишига к,араб ((7.49) формулага к,аранг) 
унинг хусусий ечимини ёзамиз:

у  = (Ах + В)е~х ■ х = (Ах2 + Вх)е~х.

Бунда (Ах2 + В)е~х ифодани z = а + ib = -\ характери­
стик тенгламанинг илдизи булгани учун х га купайтирил- 
ди. Энди А ва В номаълум коэффициентларни аниьутй- 
миз. Унинг учун:

у  ' = (2Ах + В)е~х -  (Ах2 + Вх)е~х , 

у  " = 2Ае~х + (Ах2 + Вх)е~х -  2(2Ах + В)е~х .

у \  У у ’ " ларнинг аникданган ифодаларини берил- 
ган тенгламага куямиз ва иккала кисмини е 'г а  буламиз. 
Сунгра х2, х ва х" олдидаги коэффициентларни тенглай­
миз. Натижада А ва В ларни аниклаш мумкин булган сис­
темага эга буламиз:

2 А + Ах2 + Вх -  4Ах - 2  В -  6Ах -  
- 3 В + 3Ах2 + ЗВх -  4Ах2 -  4 Вх = 6х ,
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А + ЗА-4А = 0, 
В - 4 А - 6 А  + З В - 4 В  = 6, 

2А -  2В -  ЗВ = О,

бундан А = ~\, B =
• _ /з Г 6 \ -х 

У х;олда У ~ _ \5 Х + 2 5 Х) е  булади ва берилган бир
жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими куйидагича 
булади:

у  = у + у  = С,е4х + С2е -Х -  (1  х2 + А х )<гх .

3. Ушбу
I у  "+ у  ’ = 5х + cos 2х

тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг характеристик

тенгламасини тузамиз:
А2+А = 0,

унинг илдизлари А, = 0 , А2 = -1 . Демак, унинг умумий 
ечими

У = С, + С2е~х

куринишда булади.
Тенгламанинг унг кисмидаги f ( x )  = 5х + cos 2х функ­

ция /J(x) = 5x ва / ,(x ) = cos2x  функцияларнинг йигин- 
дисидан иборат. Унга мос иккита хусусий ечим мавжуд 
булиб, улар куйидаги куринишда изланади:

у '  = Ах2 + Вх

у ’2 = А, cos 2х  + В, sin 2х 

яъни У = у, + у 2 . Унинг косилаларини топамиз: 

у  ' = 2 Ах + В -  2А, sin 2х + 2В, c o s2 x ,

V " = 2 А -  4 A, sin 2х -  45, cos 2х .
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у ' ' ва у  " ифодаларни берилган тенгламага куямиз ва 
А, В, Аг  5, коэффициентларни аниклаймиз:

2А -  4 A, cos 2х -  4В, sin 2х + 2Ах + В -  
- 2 A, sin 2х + 2 В, cos 2л: = 5л: + cos 2х,

2А = 5, cos 2х -4А, + 25, = 1,1
2А + В = 0, s in 2x -2  А, -  45, = 0 j

бундан А = 1 ,  я  = _5> л  I „ = _ ±
5 1 ю1U

Шундай килиб, берилган тенгламанинг хусусий ечи­
ми:

у  = у  х 2 -  5х - 1 cos 2х + sin 2х , 
унинг умумий ечими эса

У = У + У = С, + С2е ' х + ^ х2 -  5х - 1  cos 2х + sin 2х
куринишда булади.

4.Ушбу

у  "+ 16 у  = (34х + 13)е~х

дифференциал тенгламанинг у (0) = -  1, / ( 0) = 5 бошлан­
гич шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини то­
пинг.

Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг Я.2 + 16 = 0 харак­
теристик тенгламаси X, 2 = ±4/ мав\ум илдизга эга. Унга
мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими

у  = С, cos 4х  + С2 sin 4х 

формула билан аникланади, унинг хусусий ечими

у  -  (Ах + В)е~х 
куринишда булади. у  ' ва у  " ларни топамиз:

/ ’ = Ае х -(Ах + В ) е х, 
у  " = -2Ае'х + (Ах + В)е~х .
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Берилган тенгламага у  ' ва у  ифодаларни куйиб куй­
идаги тенгликни хосил киламиз:

-2А + Ах + В + \6Ах + 16В = 34х + 13 , 
бундан А = 2, В = 1. У \олда

у  -  (2х + 1)е~х
булади ва берилган тенгламанинг умумий ечими

у  = С, cos 4х + С2 sin 4х + (2х + 1)е~х

куринишда булади. С, ва С2 нинг кийматларини топиш 
учун у (0) = - 1 , у ' ( 0) = 5 бошлангич шартлардан фойда­
ланиб куйидаги системани тузамиз:

у(0) = -1 = С, +1,
/ (0 )  = 5 = 4С2 + 2 -  l,j

бу ердан С, = -  2, С2= 1. Умумий ечимга С, ва С2 лар- 
нинг кийматини куйиб, берилган тенгламанинг хусусий 
ечимини топамиз:

у  = sin 4х -  2 cos 4х + (2х + 1)е'х '

5. Агар a) f ( x )  = (5 -  х ) е Ъх; б) / (x ) = x s in 2 x  булса, 
У"~9 у  = f ( x )  чизикли бир жинсли булмаган дифферен­
циал тенгламанинг хусусий ечими у* ни аникланг ва кури- 
нишини ёзинг.

Е ч и ш .  Характеристик тенгламанинг илдизларини 
топамиз:

X2 -  9 = 0, X, = -3 , Х2 = 3 .

а) / (* )  = (5 -  х)егх булгани учун хусусий ечим

у  = (Ах + В)е3х ■ х = (Ах2 + Вх)еЪх

куринишда булади. Бунда z = а + ib = 3 ва к  = 1 булгани 
учун х  га купайтирилди.

б) / (x ) = s in 2x  булгани учун

у  = (А̂ х + 5,) cos 2х + (А2х + 52)sin  2х 

куринишда булади.
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1. а) у" — 4у = 0; б )/  + 2У + 17у = 0; в ) /  - у -  12у = 0.
2. у" — бу + 10у = 51 е х.
3. У  — 2У = (4х + 4)е2х.
4. У  + бу = (cos4x -  8sin4x)ev, у(0) = 0, у'(0) = 5.
5. Зу" -  10У + Зу =Дх); а) Дх) = е1лг; б)Дх) = 2cos3x----

sin3x.

2-вариант

1. а) у" + у  -  бу = 0; б) у" + 9у  = 0; в) у" — 4у’ + 20у = 0.
2. у" + у  = 2cosx — (4х + 4)sinx.
3. у" + 2у' + у = 4Х3 + 24Х2 + 22х — 4.
4. у" — 4у' + 20у = \Ьхеъ , у(0) = 1, у'(0) = 2.
5. у" -  Зу' + 2у =Дх); а) Дх) = х + 2ех\ б) Дх) = 3cos4x.

3-вариант

1. а) у" -  49у = 0; б) у" -  4у' + 5у = 0; в) у" + 2у -  Зу = 0.
2. у" + бу' + 1 Оу = 74e3t.
3. у" — 4у' = 8 — 1бх.
4. у" -  12у' + Збу = 32cos2x + 24sin2x, у(0) = 2, у'(0) = 4.
5. у" -  4у + 4у =Дх); а) Дх) = sin2x + 2ех\ б) Дх) = х2 -  4.

4-вариант

1. а) у" + 7у' = 0; б) у" — 5у' + 4у = 0; в) у" + 1 бу = 0.
2. у" -  Зу' + 2у = 3cosx + 19sinx.
3. у" — 2у’ + у  = 4е*.
4. у  + у  = х3 -  4х2 + 7х -  10, у(0) = 2, у'(0) = 3.
5. у" — у' + у  =Дх); а) Дх) = e*cosx; б) Дх) = 7х + 2.

5-вариант

1. а) у" — бу' + 8у = 0; б) у" + 4у' + 5у = 0; в) у" + 5у' = 0.
2. у" + бу + 9у = (48х + 8)е\
3. у" — 8у' + 20у = 16(sin2x — cos2x).
4. У  - У  = (И  -  \6х)е~х, у(0) = 0, у(0 ) = -  1.
5. у" — Зу' =Дх); а) Дх) = 2Х2 — 5х; б)Дх) = e'xsin2x.

1-вариант
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6-вариант

1. а) 4у" — 8у  + Зу = 0; б) у" -  Зу = 0; в) у" — 2у + 10у = 0.
2. у" + 5у = 72е2х.
3. у" — бу' + 1 Зу = 34e“3*sin2x.
4 . у" + 8у  + 1 бу = 1бх2 — 16х + 66, у (0) = 3, у '(0) = 0.
5. у" + Зу -  4у = Дх); а )Д х ) = Зхе~4х; б )Д х) =xsinx.

7-вариант

1. а) у" + 4у  + 20 = 0; б)у" -  Зу' -  10у  = 0; в) у" -  1 бу = 0 .
2. у" -  5у  - 6у  = 3cos + 19sinx.
3. у" + 2у' — Зу = (12х2 + 6х — 4)е\
4. у" + 1 Оу* + 34у = -  9е~5х, у(0) = 0, у '(0) = 6.
5. у ” + Збу = Д х); а) Дх) = 4х<гх; б) Дх) = 2sin6x.

8-вариант

1. а) 9у" + бу' + у  = 0; б) у" -  4у' — 2 1у = 0; в) у" + у  = 0.
2. у" — 8у  + 12у = Збх* -  96х3 + 24х2 + 16х -  2.
3. у” + 4у' + 4у = 6е~2х.
4. у" — бу' + 25у = (32х -  12)sinx — 36xcos3x.
5. у" -  бу' + 9у  = Дх); а) Дх) = (х -  2 ) ^ ;  б) Дх) = 4cosx.

9-вариант

1. а) 2у" + Зу' + у  = 0; б) у" + 4у' + 8у  = 0; в) у” — бу' + 
+ 9у = 0 .

2. у" + 8у' + 25у = 18^*.
3. у" + Зу' = 10 — 6х.
4. у" + 25у = er(cos5x — 10sin5x), у(0) = 3, у'(0) = — 4.
5. 4ум *~5у' + у =Дх); а)Д х) = (4х + 2)ех-, б )Д х) = е’ЪтЗх.

10-вариант

1. а) у" — 10у' + 2 1у  = 0; б) у” -  2у + 2у = 0; в) у” + 4у' = 0.
2 . у" -  9у' + 20у  = \26e~2*.
3. у" + 1 Оу’ -ь 25у = 40 + 52х — 240х2 — 200х3.
4. у" + 2у' + 5у  = -  8e-*sin2x, у (0 ) = 2 , у '(0) = 6.
5. 4у" + 7у' — 2у =Дх); а)Дх) = Зе"21; б)Дх) = ( х — l)cos2x.
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11-вариант

1. а) у" + 6у  = 0; б) у" + 10/  + 29у  = 0; в) у  -  8/  + Ту = 0 .
2. у" + 36/ = 63 + 66х  -  36х3.
3. / ' + 4/ + 20у  = 4cos4x — 52sin4x.
4. /  -  10/ + 25у  = е5*, у(0) = 1, / (0 ) = 0.
5. >■ —у  — б у  = Дх); а )/{х) = 2е3*; б )Д х) = 9cosx — sinx j

12-вариант

1. а )/ ' + 25у  = 0; б )/ ' + 6/  + 9у = 0; в ) / ' + 2/ + 2у = 0.
2. у" + /  = -  4cosx -  2sinx.
3. / ' + 4/ + 5у = 5х2 -  32х + 5.
4. у" + у  -  \2у = (16х + 22)^\ у(0) = 3, / (0 ) = 5.
5. / ' -  16у  =Дх); а) Дх) = -  Зе4*; 6) Ах) = cosx -  4sinx.

13-вариант

1. а) /  -  3/ = 0; б) / ’ -  7/ -  8у = 0; в) /  + 4/ + 13у  = 0. ‘
2. / ' + 2/ -  24у  = 6cos3x -  33sin3x.
3. / ' + 2/ + у  = (12х -  10) е_х.
4. / ' -  2/ + 5у = 5х2 + 6х -  12, .КО) = 0, / (0 ) = 2.
5- / ' ~ /  = Дх); а) Ах) = (х -  2 ) ^ ;  б )Д х) = 3cos4x.

14-вариант

1. а) / ' -  3/ -  4у = 0; б) /  + 6/  + 13у = 0; в) / ' + 2/ = 0.
2. / ' + 6/  + 13у = -  75sin2x.
3. / ' -  4у  = ( -  24х -  Ю)^2*.
4. / ' + 8/ + 16у = 16х3 + 24Х2 -  10х + 8, у(0) = 1, /(0) = 3.
5. / ' -  2/ + 2у  = Д х); а) Ах) = (2х -  З)*4*; б) Дх) = 

e'sinx.

15-вариант

1. а) 2у  + 25у = 0; б) / ' — 10/ + \6у = 0; в) / ' — 8/  +
+ 1 б у  = 0.

2. / ’ + 5/ = 39cos3x -  105sin3x.
3. / ' + 6/  + 9у = 72еЧ
4. / ' -  2/ + 37у  = 36evcos6x, у(0) = 0, / (0 ) = 6.
5. 5/’ -  6/  + у  = Дх); а )Д х ) = х2е*', б )Д х) = cosx -  sinx.
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16-вариант

1. а) / ’ -  3/ -  18у = 0; б) /  -  б у  = 0; в) / ’ + 2/ + 5у = 0.
2 / ' — 4/ + 29у = 104sin5x.
3 у" + 16у  — 80 е1'.
4 « __ 8/  = 16 + 48х2 -  128.x3, у(0) = -  1, / (0 ) = 14.
5. 5/ ' + 9/ -  2у  =Дх); а) Ах) = х3 -  2х; б) Ах) = 2sin2x -

-  3cos2x.

17-вариант

1. а) у  - 6/ +  13у = 0; б) /  -  2/ -  15у = 0; в) /  -  8/  = 0.
2 у" — 4у  + 5у = (24sinx + 8cosx)-e2'.
3. /  + 4/ = 15е\
4 . у" + 12/  + 36у = 72х3 -  18, у (0) = 1, / (0) = 0.
5. у" -  2/ -  15у = Д х); а) Дх) = 4хе'*\ б ) Ах) = xsin5x.

18-вариант

1. а) / ‘ + 2/ + у  = 0; б) / ’ + 6/  + 25у = 0; в) / ’ -  4/ = 0.
2. / ’ + 16/ = 8cos4x.
3. / ‘ + 2/  + у  = (18х + 8)е*.
4. / ' + Зу = (40х + 58)<?2\ у(0) = 0, / (0 ) = 2.
5. / ' -  3/ =Ах); а) Ах) = 2х3 -  4х; б) Дх) = 2e3>cosx.

19-вариант

1. а) /  + 10/ = 0; б) / ’ -  б у  + 8у  = 0; в) 4 /  + 4/ + у  = 0.
2. / ’ + 9у = 9х* + 12х2 -  17.
3. / ’ -  14/ + 49у = 144sin7x.
4. у" — 9/ + 18у = 26cosx — 8sinx, у(0) = 0, / (0 ) = 2.
5. у" -  7у' + 12у  = Ах)', а) Дх) = хе3* + 2ех\ б) Ах) = 

= 3xsin2x.

20-вариант

1. а) / ’ + 5у = 0; б) 9/ ’ — 6/  + у  — 0 ; в) / ’ + б у  + 8у  = 0.
2. /  -  12/ + 40у = 2ФХ.
3. у + /  — 2у  = 9cosx — 7sinx.
4. /  + 8/  = 18х + 60х2 -  32х3, у(0) = 5, / (0 ) = 2.
5. у '  + 9у  =Дх); а) Дх) = х 2 + 4х — 3; б )Д х) = xe2tsinx.
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21-вариант

1. а) у" + б у  + Юу = 0; б) у" — 4у  + 4у  = 0; в) у" -  5у'+ 
+ 4у  = 0.

2. у" + 4у  = e'(24cos2x + 2sin2jc).
3. у" + 9у = Юе3л.
4. у" — Зу + 2у  = — sinx — 7cosx, у(0) = 2, / (0 ) = 7.
5. у ” -  4у’ + 5у  = Дх); a) Дх) = -  2хе'\ б) Дх) = xcos2x -

— sin2x.

22-вариант

1. а) У  — у  = 0; б) 4 /  + 8У — 5у = 0; в) /  -  бу + 10у = 0.
2. У  + 2У + у  = 6е_*.
3. 4у— 4У + у  = — 25cosx.
4. У  + 2У = 6х2 + 2х + 1.
5. У  + ЗУ + 2у =Дх); а)Дх) = (Зх — 7)е~х\ б) Дх) = cosx —

— 3sinx.

23-вариант

1. а) У  + 8У + 25у = 0; б) у ' + 9у  — 0; в) 9у '  + Зу' — 2 у - 0 .
2. У  + 2У + 37у  = 31 х1 -  ЗЗх + 74.
3. ЗУ — 5У — 2у = 6cos2x + 38sin2x.
4. У  + 1 бу = 32^*.
5. У  -  8У + 16у = Дх); а )Д х ) = 2xe4t; б )Д х) = cos4x + 

+ 2sin4x.

24-вариант

1. а) 6У  + 7У -  Зу = 0; б) у" + 16у = 0; в) 4у” — 4У + у  = 0.
2. б у  — У — у  = Зе2*.
3. У  + 4 у  + 29у  = 26е~*.
4. У  + 5У + бу = 52sinx, у(0) = -  2, У(0) = -  2.
5. У  + у  -  2у = Д х); а) Д *) = (2х -  \)е~х; б) Дх) = 

= 3xcos2x.

25-вариант

1. а) 9У  — бу + у  = 0; б) у" + 12У + 37у  — 0 ; в) у" — 2у'= 
= 0 .

2. 2У + 7У + Зу = 222sin3x.
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3 4у  + ЗУ — у  = 1 lcosx — 7sinx.
4; у  _  4у  = 8^ ,  КО) = 1, У(0) = -  8.
5. У  + ЗУ -  4у = Дх); а )Д х ) = 6хе~*; б) Дх) = x2sin2x.

11 -§ . Туртинчи мустацил уй иши

Муставил уй ишининг \ар бир вариантида гуртта мисол 
булиб уларнинг шарти куйидагича:

1-мисолда: берилган чизикли бир жинсли дифферен­
циал тенгламанинг хусусий ечимини топиш керак.

2-мисолда: берилган дифференциал тенгламалар сис­
темасини икки усул билан ечиш керак:

а) юк,ори тартибли дифференциал тенглама курини- 
шига келтириб;

б) характеристик тенглама тузиш ёрдамида.
3-мисолда: дифференциал тенгламани ихтиёрий у з г а р ­

масларни вариациялаш усули билан ечиш керак.
4-масала шарти вариантда берилган.

Куйила вариант мисолларининг ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1. Ушбу
у , у - у  = 0

чизикли бир жинсли булган дифференциал тенгламанинг 
у(0) = 5 , у ’(0) = 3 , У ’(0) = у " ' ( 0) = 0 бошлангич шартлар­
ни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг характеристик тенгламасини 
тузам из ва уни ечамиз:

X4 - 1 = 0 , (X2 -  1)(Х2 + 1) = 0 , X, = -1 , Х2 = 1 , Х3-4 = ±/.
Берилган тенгламанинг умумий ечими

у  = + С2е х + С3 cos х  + С4 sin х 
куринишда булади. у ’, у", У" \осилаларни топамиз:

У' = -С,е~х + С2е х -  С3 sin х + С4 cos х ,

У " = С,е~* + Сге х -  С} cos х -  С4 sin х ,

У1" = -С,е~* + С2е х + С, sin х  -  С4 cos х  .
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С,, С2, Су  С4 ларнинг к,ийматларини аниклаш учун 
бошлангич шартдан фойдаланиб, куйидаги системани туза- 
миз ва уни ечамиз:

С, + С2 + Cj = 5, 
-С, + С2 + С4 =3, 
С, + Cj — С, =0, 

-Cj + С2 — С4 =0
-2С, + 2С2 = 3,

бундан С, = i , С2 = 2, С3 = С4 = | .

Берилган тенгламанинг хусусий ечими

у  = j  е~х + 2ех + ^ cos х  + ^ sin х

куринишда булади.
2. Ушбу

х' = -7х  + у ,  x = x(t), х' = — ,} 

у '  = - 2 х - 5 у ,  y  = y{t), У' = ^ \

дифференциал тенгламалар системасини икки усул би­
лан ечинг:

а) юкори тартибли дифференциал тенглама курини- 
шига келтириб;

б) характеристик тенглама тузиш ёрдамида.
Е ч и ш .  а) Берилган системанинг биринчи тенглама­

сини х буйича дифференциаллаймиз:
х" = - 7 х \  у ' .

Энди у  урнига иккинчи тенгламадаги ифодасини 
куямиз:

х" = -Пх'- 2х - 5 у .
Бу тенгламадаги у  урнига у  = х'+ 7х ни куямиз. На- 

тижада x(t) номаълум функцияга нисбатан иккинчи тар­
тибли дифференциал тенгламани хосил киламиз:

х" = - 7 х ' -  2х -  5(х'+ 7х), x"+ 12х'+ 37х = 0 .
Охирги тенгламани бизга маълум булган усул (7-§ га 

каранг) билан ечамиз:
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х = е~ 6'(С, cos t + С2 sin t) .

Бунинг хосиласини топамиз:

х' = -6  е~ь,(Сх cos I + С2 sin t) + е ' 6'(-С , sin / + С2 cos/). 
у = х  +7х  тен глам ага х ва х’ нинг кийматларини 

куямиз:

у ' = -6е~ 6'(С, cos / + С2 sin /) + 6е~ 6'(-С , sin / + С2 cos t) +

+7е"6'(С, cos / + С2 sin t ) .
Демак, изланаётган ечим

х = е ^ ' (С, cos г + С2 sin /),

у  = е '6' (С, (cos / -  sin /) + С2 (cos / + sin /))

функциялардан иборат булади.
б) Системанинг характеристик тенгламасини тузамиз 

ва уни ечамиз:

X2 + 12А + 37 = 0, X, 2 = -6 ±у/36 -37 = -6 ± i  t

- 7 - Х  1 
-2  - 5 - Х

= 0, (7 + Х)(5 + X) + 2 = 0 ,

X2 + 12А. + 37 = 0, Хи  = - 6 ±/.

X, = -6  + / учун (7-§ даги 2-мисолга каранг) куйидаги 
системани хосил киламиз:

(-7  + 6 -  /) а  + Р = 0,
- 2 а  + (-5  + 6 -  /)Р = 0,

-(1 + /) а  + Р = 0,
- 2 а  + (-1 -  /)Р = 0.

а  = 1 деб, р = 1 + / ни топамиз. У холда берилган тенг- 
ламанинг биринчи хусусий ечими

_  Л- 6*1)1X. = ё , у, = (1 + /V
булади.
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Я, = -6  -  / учун система
(-7  + 6 + /) а  + (3 = 0,
- 2 а  + (-5  + 6 -  /)Р = 0, J 

(-1 + /) а  + 3 = 0,
- 2 а  + (1 + /)(3 = О J

куринишда булади. а =1 деб, 3 = 1 -/  ни топамиз, нати­
жада берилган тенгламанинг иккинчи хусусий ечими

= е‘"6Л  >’2 = (1-  /У -*-'*'

ни топамиз.
Куйидаги

г  -  Xi+Jf2 *  _ х\-т .
*1 - ~ 2->  Х* - ^ 2 Г

й _ Л +У2 тт _ У1-У2Л = 2 ’ Л  = 21-

формула  ёрдамида х|; х2, у , ва у 2 фундаментам ечимлар 
системасини топамиз. Унинг учун Эйлер формуласи

е(«±э)/ = ea'(co s3 ?± sin 3 0
дан фойдаланиб

х, = е ‘ 6/ cos /, х2 = е~61 sin /,

у, = e~6'(cos/ -  sin/), у2 = £>"6'(cos/ + sin/) 
ларни топамиз.

Берилган системанинг умумий ечими

х = Qxj + С2х2, у  = С,у, + С2у 2 
куринишда булади, яъни

х = е~6'(С, c o s t  + С2 sin /),

у  = е~ 6'(С, (cos t -  sin t) + C2(cos t + sin / )).
3. Ушбу

У"-У  = 4 7e -1

дифференциал тенгламани ихтиёрий узгармасни вариа- 
циялаш усули билан ечинг.
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Е ч и ш .  Берилган тенгламага мос бир жинсли тенглама­
ни ечамиз:

у  у  = 0, А" -  1 = 0, Я, = —1, Я2 = 1 .
Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими: 

у  = С,е~* + С2е х.
С ва С ларни х га бопшк, функция деб \исоблаймиз, 

яъни
у  = С,(х)<Г* + С2(х)ех .

С (х) ва С2(х) ларни ((7.38) системага к,аранг)

С, \х)е 'х + С2 \х)ех = О,
С, '(х)у , '+ С2 \х)у2' = / (* )] 

системадан аник,лаймиз, берилган тенглама учун:

С, \ х ) е х + С2 ’( * K  = 0, |

С, '(х У *  + С2 ’( х К  =
2ех I 
<>*-1 '

Бундан С,’(х) ва С2(х) ни, сунгра С((х), С2(х) ларни 
топамиз:

2С ,’(л)»- -  I f f ,  C2 4 * ) - ^ j

/ = е*, х  = In г 
i  
I

M l

» лd x -  —

= In |/ -  l| -  In |/| + C2 = In jy - j  + C2 - In e-x- l + C2,

e*-l

/ = e*, dt = e xdx 
x = In/
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Демак, (7.37) формулага асосан берилган тенгламанинг 
умумий ечими куйидагича булади:

У = (~е  х ~ In |ех - 1| + С, )е~х +1 In 

|е*-1

e x - l

= С,е'х + С2вх + е х In - е ' х In \ех - 1 - 1 .

4. Д  1;2) нуктадан утувчи ва куйидаги хоссага эга булган 
эгри чизик тенгламасини ёзинг: эгри чизик ихтиёрий 
нуктаси М{х,у) нинг радиус-вектори ва бу нуктада утка­
зилган уринма х;амда абсциссалар уки билан чегаралан­
ган учбурчакнинг юзи 2 га тенг (70-чизма).

Е ч и ш .  70-чизмадан: \ОА\ = \ОВ\ + \АВ\ = х + \АВ\. Уч­
бурчак ВМА дан:

1^1 = ctg(n -  а )  = - c t g a » \ВА\ = -yc tg a  >

\BA\ = ~ i i  = - j z  = - y % ,  \ОА\ = \ОВ\ + \ВА\ = х - у £ .
dx

Масала шартига кура:

$омл = 0 ,5  • \ОА\ ■ \МВ\ = 2 .
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Б у н га  \ОА\ ва \МВ\ ларнинг кийматларини куйсак, куй- 

идаги

4dx
Т у

т е н г л а м а г а ,  яъни х = х(у) функцияга нисбатан биринчи 
т а р т и б л и  чизикли дифференциал тенгламага эга буламиз. 
Уни х = uv  алмаштириш ёрдамида ечамиз:

> • «v  4 I d v  v\ 4и  V + U V --------= - —Т, И v+ w h 7------ = ' “I ’У у 2 \ dy у )  у 1

* - 1  = 0, f *  = f4., lnlvl = 1пЫ, v = y,
d y  у  v у  J v 1 у  11 11

du  4 . 4 d y  2 , г ,
Ту * ’ - ? '  d u ‘ - y - '  т - ■

х ’ { ? + с ) у - с у * г

Изланаётган эгри чизик Д 1 ;2 ) нуктадан утади, шу­
нинг учун 1 = 2 С + 1, С = 0. Д емак, унинг тенгламаси
х = |  ёки ху = 2 , яъни бу эгри чизик гиперболадир.

1-вариант

1 у п  -  у  = о, у(0) = 0, У(0) = 2, /'(О) = 4. 

х ' = -2х  + у ,  
у ' = -Зх  + 2 у.

3- у  "+ 2 у '+ у  = хех + -У- ■
хе

4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказилган 
уринманинг уриниш нуктаси билан координаталар боши 
орасидаги масофа уриниш нуктасининг абсциссасига тенг­
лиги маълум булса, шу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

2-вариант

у , щ С s  2уШ ~ 2у' ~У = 0’ У®) = °- У(°> = 0 , У’(О) = 0 ,

2 .
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2 J x ' = 6 x - y ,  
} y ’ = Зх + 2 у.

4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказил­
ган уринма, уриниш нуктасидан абсциссалар укига ту- 
ширилган перпендикуляр ва абсциссалар уки билан че- 
гераланган учбурчакнинг катетлари йигиндиси узгармас 
микдор а га тенглиги маълум булса, шу Эфи чизикнинг 
тенгламасини ёзинг.

3-вариант

1. у'"  + у" — 5у' + Зу = 0, у(0) = 0, / (0 ) = 1, у"(0) = —14.
2 Гх* = 2 х + у ,

[ у ' = -6 х -3 у .

3. у ”- 2 у ’+ 2 у  = - А —.
sin X

4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказил­
ган уринманинг Ох укидан ажратган кесмасининг узун­
лиги уриниш нуктасининг абсииссасидан икки марта ки­
чик булса, шу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

4-вариант

1. / "  + у" = О, у(0) -  0, / (0 ) = 1, /(О) = -  1.

2. К
[ у ‘ = х.

3. у  ”+ 2у  ’+ 2у  = e~xctgx  .
4. Агар эфи чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказилган 

уринма ва нормалнинг Ох укидан ажратган кесмаси 21 га 
тенглиги маълум булса, шу эфи чизикнинг тенгламасини 
ёзинг.

5-вариант

1 у ,и _  5у  + 8у  _  4у ж о, 3,(0) = j ,  у ( 0) = 1, у ’(0) = 0.
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(х' = - х - 2 у ,
|у' = Зх + 4у.

3 у " -  2 у ’+ 2у  = -4— .} ■ s in x

4. А гар  эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказилган 
ур и н м ан и н г Ох укидан ажратган кесмасининг узунлиги 
уриниш  нуктаси абсциссасининг у  кисмига тенглиги маъ­
лум б^лса, шу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

6-вариант

1. / "  + 3 /  + 2У = 0 , уф )  = О, У (0) = О, У (0) = 2.

2. К " 1 *
I  [У' = У- J

3. у " - 2 у ' + у  = р - .

4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказил­
ган уринманинг Ох укидан ажратган кесмасининг узун­
лиги уриниш нуктаси абсциссасининг кубига тенглиги 
маълум булса, Л(2;4) нуктадан утувчи шу эфи чизикнинг 
тенгламасини ёзинг.

7-вариант

1. у 1"  + ЗУ' + ЗУ + у  = 0, у(0) = -  1, У(0) = 0, / (0 )  = 1.
2 |х ' = 4х + 2у,

\у' = 4х + 6 у.
3. у "+ у  = tgx.
4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказил­

ган уринманинг Оу укидан ажратган кесмасининг узун­
лиги уриниш нуктасининг абсциссасидан уч марта кат- 
талиги маълум булса, Л (1;5) нуктадан утувчи шу эгри чи­
зикнинг тенгламасини ёзинг.

8-вариант

1 • У" ~ 2/  + 9у  — 18у = 0, у(0) = -  2,5, у'(0) = 0, / ( 0)= 0.
2 |х' = 8х -  Зу,

[ у ' = 2х + у,

429



3. у"+ 4у  = ctg2x  .
4. А( 1;2) нуктадан утувчи ва куйидаги хоссага эга булган 

эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг: ихтиёрий нуктаси ор- 
динатасининг шу нукта абсциссасига нисбати изланаётган 
эгри чизикнинг шу нуктасида утказилган уринманинг бур­
чак коэффициентига пропорционал ва пропорционаллик 
коэффициенти 3 га тенг.

9-вариант

1 у ш +  9у  = о , у (0 )  = О, У (0 )  = 9 , / (О ) = -  18.
2 J x ’ = 3х + у,

} у ' = х  + 3у.
3. у"+ у  = ctgx .
4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказил­

ган уринманинг уриниш нуктасидан Ох уки билан ке- 
сишган нуктаси орасидаги масофа уриниш нуктасидан 
координаталар бошигача булган масофага тенглиги маъ- 
|ум булса, шу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

10-вариант

1. у"1 -  13у" + 12У = 0 , у (0) = О, У(0) = 1, / (0 )  = 133.
2 |х ' = 2х + 3у ,

} у ' = 5х + 4 у.

3. у " - 2 у ' + у  = ~ .
4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказилган 

уринма, координата уклари ва уриниш нуктасидан абс­
циссалар укига туширилган перпендикуляр билан чегара­
ланган трапециянинг юзи узгармас микдор 3а2 га тенглиги 
маълум булса, шу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

11-вариант

1 . / у ~ 5У  + 4у = О, у(0) = -  2, У(0) = 1, У (0 ) = 2, 
у " Щ  = 0 .

(х' = х + 2у, 
у ' = Зх + бу.
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3. у " + 2 у '+ у  = ^ г .
4. Агар эгри чизик ихтиёрий 1{уктаси уринмасининг бур­

чак коэффициенти уриниш нуктаси ординатасининг квад­
ратига тенглиги маълум булса, А(2\ -  1) нуктадан утувчи 
игу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг. Пропорционаллик 
коэффициенти 6 га тенг.

12-вариант

1. у *  -  10У + 9у  = 0, МО) = 0, У(0) = 0, У (0 ) = 8 , 
/"(0) = 24.

2 |х' = 5х + 4у,
} у ' = 4х + 5у.

3. у " +  у  =  _ !_ •
COSX

4. М(х;у) нуктасида утказилган нормап Оу укидан узун­
лиги £_ га тенг кесма ажратувчи эгри чизикнинг тенг-

у
ламасини ёзцнг.

13-вариант

1. у" ' -  У  + У -  у  = 0, у (0) = 0 , у ’(0) = 1, у"(0) = 0 .

2 .
х ' = х + 2у, 
у  ’ = 4х + Зу.

3. у + у =  ‘ •sin X
4. Уринманинг Оу укидан ажратган кесмасининг узун­

лиги уриниш нуктаси абсциссасининг квадратига тенг 
булган эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

14-вариант
1. у"' -  Зу" -  Зу1 -  у  = 0, у(0) = 0, у '(0) = 0, у”(0) = 4.

2 |х* = х + 4у,
1 у '  = х  + у.

3. у ”+ 4 у  =
sin 2х
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4. Л/(х;у) нуктасидан утказилган нормал Оу укидан узун- 
у 2

лиги — га тенг кесма ажратувчи Эфи чизикнинг тенглама­
сини ёзинг.

15-вариант

1. У " - у "  + 4У -  4у  = О, МО) = -  1, У(0) = 0, / (0 ) = -  6.
2 J x ' = 3 x - 2 y ,

[ у '  = 2х + 8у.

3. у  "+ 4у  = tg2x  .

4. Агар эфи чизикнинг ихтиёрий нуктасидан коорди­
ната укдарига параллел (бу укдар билан кесишгунга кадар) 
тугри чизиклар ^тказилса, у \олда косил булган тугри 
туртбурчакларнинг юзи эф и чизик билан икки кисмга 
булинади, кайсики бирини юзи иккинчисиникидан икки 
марта катта булиш хоссасига эга булган эф и чизикнинг 
тенгламасини ёзинг.

16-вариант

1 у к  _  2у// + у -  = 0, у{0) = 0, У(0) = 0, / ( 0) = 1, у"'(0) = 2.
2 |х ' = х  + 4у ,

[у* = 2х + 3 у.
е -2х

3. у  +4у +4у = — .X
4. М(х;у) нуктасида утказилган нормал Оу укини -4  га 

тенг кесмада кесувчи Эфи чизикнинг тенгламасини ёзинг.

17-вариант

1. у "  - у  = 0, ><0) = 0, У(0) = 0, / (0 )  = 0, У п(0) = -  4.
2 |х ' = 7х  + 3 у ,

\у' = х + 5у.
е 2х3. У ~ 4 у + 4 у  = - Т .
хл

4. Эгри чизикнинг кар бир нуктасида утказилган урин­
ма абсциссаси уриниш нуктасининг абсциссасини икки
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? бараварига тенг булган нуктада у = 1 туф и чизик билан 
кесишади. Шу эфи чизикнинг тенгламасини ёзинг.

18-вариант

1 y v -  \бу  =  0 , ><0) =  О, У (0 )  =  0 , / ( 0 )  =  0 , / " ( 0 )  = -  8 .

2 fx ' = 4х - у ,
[у ' = - х  + 4 у.

3. у "+ 2у  ’+ у  = Зе~х \lx + 1 .
4. Х,амма уринмалари координаталар бошидан утувчи 

эфи чизикнинг тенгламасини ёзинг.

19-вариант

1. у"'  + у” -  4у — 4 = 0, у(0) = О, У(0) = О, /(О) = 12.

2 |х ' = 2х + 8у ,
[ у ' = х + 4у.

3. у  "+ у  = -c tg 2x .
4. Эгри чизикка утказилган уринмаларнинг Оууки би­

лан уриниш нуктаси орасидаги кесманинг узунлиги узгар­
мас 2 га тенг булган ва А{2;0) нуктадан утувчи эгри чи­

зикнинг тенгламасини ёзинг.

20-вариант
\.У" + 2ув + 9у + 18у = 0, у(0) = 1, у (0 ) = — 3, у”(0) = — 9.

2 х ' = 5х + 8у,
{ у ' = Зх + Зу.

3. у  у ' = е 2х - c o s e * .
4. Агар Оу уки , эгри чизикка утказилган ихтиёрий 

Уринма ва уриниш нуктасининг радиус-вектори билан че­
гараланган учбурчак тенг ёнли булса, шу Эфи чизикнинг 
тенгламасини ёзинг.

21-вариант
1. у у - y v + 9уШ =  0 ) у 0 )  =  у ( 0 )  =  у ' ( 0)  =  у г щ  =  о , 

/ " (О ) =  27.
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х' = -5x  + 2 у , 
у ' = X -  бу .

3. у ”- у '  = е 2* s i n e * .

4. Эгри чизикнинг бирор нуктасида утказилган нор- 
малнинг ординаталар уки ва эгри чизик билан кесишищ 
нуктаси орасидаги кесмаси шу нукта билан кордината- 
лар боши орасидаги кесмага тенглиги маълум булса, шу 
эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

22-вариант

1. У " + 2у  + У = 0, у ( 0 )  = О, У(0) = 2, / (0 )  = -  3.
2 f х ' = вх + Зу,

[ у '  = -В х -5 у .
3. у "+ у  — tg2x .

4. Агар эгри чизикка Утказилган уринманинг коорди­
ната уклари орасидаги кесмасини уриниш нуктаси тенг 
иккига булиши маълум булса, шу эгри чизикнинг тенгла­
масини ёзинг.

23-вариант

1. у1"  - у "  - у '  +  у  =  0 , у (0 ) = -  1, У (0 )  = 0 , / ( 0 )  = 1.
2 Гх ' ^Зх  + у,

\ у '  = 8х  + у.
3 " 2У + у  = —3 --  Sin X
4. Агар координаталар бошидан уринмага туширилган 

перпендикулярнинг узунлиги уриниш нуктасининг абсцис­
сасига тенг булса, шу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

24-вариант
1. у 11' + 5у  + 4у  = 0 , у (0)=  1, У(0) = 4, У (0 ) = - 1 ,  

/ " (0) = - 1 6 .

х '  =  х - 5 у, 
у '  = - х - 3 у .
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3. у " + 2 у ’+5 у  = sin 2х
4. Агар эгри чизикка утказилган уринманинг бурчак 

коэффициента уриниш нуктаси ординатасининг учлан- 
ганлигига тенглиги маълум булса, Л(0 ; -  2) нуктадан утув­
чи шу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

25-вариант

1. у ‘у + 10У  + 9У = 0, у(0) = 1, У(0) = 3, У (0 ) = -  9, 
/"(0) = -  27.

х ' = 4х -  8у,
у ' -  - 8х + 4у.

1

2 .

3. у п+9у = cos Зх
4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасида утказил­

ган уринма, уриниш нуктасидан абсциссалар укига ту ­
ширилган перпендикуляр ва Ох уки билан чегараланган 
учбурчакнинг юзи узгармас микдор Ьг га тенглиги маъ­
лум булса, шу эгри чизикнинг тенгламасини ёзинг.

VIII б об
1-§. Олий математика татбикига дори 

масалалар

1. Функция х,ак,ида тушунча.
Энг содда  функцияларни текшириш

1.1. Радиуси R ва маркази координаталар бошида булган 
айлана буйича моддий нукта v  тезлик билан соат стрелка- 
си йуналишга карама-карши йуналишда-текис харакатлан- 
мокда. Бошлангич пайтда бу нуктанинг абсциссаси а (|я|</?) 
га тенг, ординатаси эса мусбат. Бу нукта абсциссасининг 
тебраниш тенгламасини тузинг. Бошлангич вакт кандай 
булганида бу абсциссанинг модули энг катта булади?

Е ч и ш .  Маълумки, нукта \аракатининг тезлиги куйи­
даги формула билан топилади:
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У

( Л
?

JL aM '-d* )

1

К
aJ  X

бунда со — а нуктанинг бур­
чак тезлиги, v — унинг илга- 
риланма харакат тезлиги.

Масала шарти ва 71-чиз- 
мага кура:

Ф =  ф0 + ш  = arccos-~ + ~ t .
R  R

Энди куйидагиларни то­
памиз:

а) М нуктанинг абсцис­
саси t нинг функцияси (х(/)) булиб, унинг тебраниш тенгла­
маси:

71-чизма.

x(t) = R cos ф(/) = R cos t + arccos j =

= R 0 V . 1 я 2 • V-COS i-^ -s in Г = a  cos ^ t - y j R 1 -  a2 sin
К R •

a 6} max|x(/)| = R ш артдан  <p(r) = n , яъни a rcco s 
~R + ~Rf = n кели^ чик,ади; бу ердан изланаётган вакт t ни 
топамиз:

n-arccos— „R «----- -— — = — arccos И ) .

1.2. Кривошип-шатун механизми схемасини караймиз 
(72-чизма). Маховикнинг радиуси R, шатун узунлиги а га 
тенг. Маховик секундига п марта айланиб, соат стрелкаси 
йуналиши буйича бир текис харакат килади (айланади). 
Шатун ва кривошип t  = 0 да бир тугри чизикни хосил 
килади (чап “тинч» холатда), А нукта (крейцкопф ёки пол­
зун) О нукга (координаталар боши)да булади. А нукта (крей-

72-чизма

цкопф) -V кучишининг г вак,тга богликлигини текширинг. 
х(0 функциянинг максимуми тугрисида нима дейиш мум­
кин? Минимуми тугрисида-чи? Натижаларни чизмадан 
як.к.ол куриниб турадиган хулосалар билан такдосланг.

Е ч и ш .  х = х, + х2; ф = со• t = 2nnt\
х, = R -  R cos ф = R( 1 -  cos 2nnt) ;

x2 = a -  a cos \\i = a -  a<Jl -  sin2 ф = a -  -  j  ;

x(t) = R( 1 -  cos 2nnt) + a -  yja1 -  R1 sin2 2nnt .

x(t) функция ифодасидаги биринчи ва иккинчи куши- 
лувчилар бир хил нукталарда/тах = максимумга эриша­
ди лар; —------

*(Атх) = R( 1 + 1) + я -  Vfl _ О = 2R да эса а нукга “тинч” 
холатда булади. Худди шундай хулосани х(г) функциянинг 
минимуми учун хам чикариш мумкин.

1 .3 . / ток каршиликлари г , ва г2 булган иккита тар- 
мокка кандай таксимланганда вакт бирлигида утказгич- 
нинг кизишига сарф булган энергия микдори ( Q = PR)3Hr 
кичик булади? Токнинг аслида таксимланиши билан так- 
косланг (73-чизма).

Е ч и ш . г, каршиликдан утувчи ток / булсин, у холда г2 
дан утадиган ток /—/ га тенг булади. Энергиянинг кизишга 
сарф булган умумий йукотилиши Q = i2rx + (/ -  i)2r2 га тенг.

0 (0  функциянинг максимумини топиш масаласини 
ечамиз:

0  = /2г, + (/ -/ )2г2 - »  min, / е (-°о;+оо),

О ■ (Г, + г , ) г  -  2,г„- + - ( г ,  ♦ ,,) (/ ■ -  + -

Ф -
- D Q -

-G Z J -
73-чизма.

437



= (r, +r2) Iri '\ -  /2* \r\ +r2 , ' (n+'i)2

_ bj )2 +^ l l
r\+r2J

-> m in .

Булардан

П +ri
i2 = I  - i  = JH -  

П + г2

тенгликка эга буламиз, яъни^- = у  — токлар тармок^тар 
каршиликларига тескари пропорционал так,симлангандир. 

Токларнинг аслида так,симланиши эса куйидагичадир:

U = IR, 1  = 1  + 1 ,  яъни U = / -3 2 -,R п r2 г1+г2
бундан эса юкрридаги натижани \осил киламиз:

_ U .  1ч ]
' R\ г\ +гг ’ I 

/ -  и  -  /г<
2 R1 r\+r2 J

1.4. Занжирдаги ток бир хил частотал и иккита узга- 
рувчан ток генераторидан \осил килинади. Улардаги ток 
микдорлари/, = А, sin(co/ + ф,) в а /2 = Л2 sin(co/ + ф2) форму- 
лалар билан аникланади. Бу токлар йигиндисини топинг.

Мос холда Л: ва Аг узунликларга эга булган А, ва Л2 век- 
торларни горизонтал ук,кд ф, ваф2 бурчаклар остида утади- 
ган к,илиб ясасак, А, ва Л2 векторларни кушиб, А узунлик- 
даги ва укка <р бурчак остида огган А векторни \осил кдли- 
шимизни курсатинг (74-чизма); бунда А ва <р лар

Aj sin(cot + ф,) + А2 sin(a)t + ф2) = A sin(co/ + ф)

йигиндининг мос х,олда амплитудаси ва бошлангич фазаси.
Ечиш.со/'  + ф|= у деб белгилаймиз, у холда wf + Ф2 = 

= у -  ф, + ф, = ф2 -ф , + у = а  + у , бу е р д а а  = ф2 -ф , (74- 
чизмага каранг).
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A, sin(cot + ф,) + А2 sin(oof + ф2) = A, sin у + А2 sin (a  + у) =

= A, sin у + А2 sin a c o sy  + А̂ co sas in  у =

= (А, + А2 cos a )  sin у + А2 sin a  cos у.

Куйидаги белгилашларни киритамиз:

А, + А2 cos а  = В, А2 sin a  = С .

Натижада:

В2 + С2 = А2 + 2 А,А2 cos a  + А22 c o s 2 a  + А22 sin a  =

= Д 2 + A2 + 2A,A2 cos a  = A2 + A2 -  2 A,A2 cosfl = A2.

74-чизмага кура:

A,+A2 cos a  _  cos g A £ ^  = s in 5 .
A A

У холда
A, sin(wr + ф,) + A2 sin(a)t + ф2) = /l(cos S sin у  + sin 5 cos y) =

= A sin(y + 6) = A sin(cor + ф, + ф -  ф,) = A sin(a)/ + ф).

Векторларнинг хоссалари ва уларнинг проекциялари- 
дан фойдаланиб, бу натижани осонрок, йул билан хосил 
килишимиз \ам мумкин эди.

1.5. Параллел уланган иккита узгарувчан ток генера­
тор и

/, = As\r\{^-t + ф,|, /2 = sin ^  ? + Ф2|

А

Куйидаги тенгликни хосил киламиз:
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токлар беради. Шу токларнинг умумий йигиндисини то­
пинг. Йикинди токнинг 0 га тенг булиши ва энг катга 
кийматга (абсолют киймати буйича) эга булиш вактлари- 
ни топинг (1.4-масалага каранг).

Е ч и ш .  М асала шартига кура Л, = Л2 = Л булгани
учун ф = -ф|̂  . Йигинди ток 1 ни/ = /4 sin 
деб ёзиш мумкин.

Бу ерда__________________

А -  у]2А2 + 2A2 cos(92 -ф ,) = -J2A^\ -  со5(ф2 -ф ,)  .

1) Йигинди ток куйидаги \олларда 0 га тенг булади:

£ / + М .  = * я , яъни '  = 1 ^ - ^ ) ,

2) Йигинди ток куйидаги холда модули буйича энг 
катта булади:

+ = + яъни / = ^ ( ) Ы + f - ^ ) ,

1 .6 .у, = 4,0sin(/ + 0,64) в а >>2 = 3 ,0 sin(/ -  0,71) тулкин- 
ларнинг интерференциясини тавсифланг, яъни йигинди 
тебранишларнинг амплитудаси ва бошлангич фазасини 
топинг (1.4-масалага каранг).

Е ч и ш .  Амплитуда:

А = yjA2 + А22 + 2А,А2 cos(q>2 -  ф,) =

= yj\6 + 9 + 2 ■ 4 • 3 cos(0,71 + 0,64) =

у]25 + 24cos(l,35) = 5 ,5 .

Бошлангич фаза: ф = 5 + ф,,

sin ф = sin 8 cos ф, + sin ф, cos 5 =

= sin^ 2 -  ф|) cos ф, + sin ф,(у4, + А̂ со5(ф2 -  ф,)] = 
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= - j [A, sin ф, + А2 sin ф2 ] ;  

sin ф = [3 sin(—0,71) + 4 sin 0 ,64 ] = 0 ,0 6 2 1 

бу ердан ф = 0,06.

2. Функциялар графигини чизиш
2.1. Импульслар генератори пайдо киладиган куйида­

ги кучланиш осциллограммаларини формула оркали ёзинг 
(75-чизмага каранг)

Жа в о б л  а р :

а) u(t)  = 4  (/ -  х), х < t < х + h , даври Т  = А ;
J? h

ч (А, х < t < т + А, _
б) u(t)  = Т  = 2h\

[О, х + А < / < х + 2А,

в) u(t) = \t -  х\ -  а, х -  h < I < х + h T = 2A;

/-\ о +b b - а  2л / ч .г) M(/) = _  + _ s i n y ( x  + c ),

Д) U(t) = а( 1 — e_v(,_'D>), бу ерда v =

О, t < tn.

in! i

т-'о ,  t  > to , ;

2.2. Стержен узунлигига а  (бирор бирлик юзга таъсир 
этувчи куч) куч таъсир этса, у чузилади ва бу чузилиш 
узунлиги Гук конуни буйича аникланади:

 ̂= (* + т)  ’ бУ еРда Е ~  Юнг модули.

/ ни ст нинг функцияси деб бу функциянинг графиги­
ни ясанг. Аргументнинг кандай кийматларида / = /(ст) туфи 
чизик узунликнинг кучланишига бевосита богликдигини 
акс эттиради?

Ж а в о б .  0 < о < сттах, бу ерда о = отах булганда стер- 
женнинг пластик деформацияси (узилиши) бошланади.

4 4 1 ________________



а)

b)

2.3—2.7
нади:

г*л T*2h t ’3h t

° Г+Л W* МЛ Г*-!Л Г

масалаларни ечишда куйидагилар талаб щкили-

а) текширилаётган катталик (микдор) нинг ул ч ам и н и  
текшириш;

б) аргументнинг кандай кийматларида берилган функ 
ция аник физик богланишни -----------

В) функциянинг графигини*0 ЭГГИрИШИНИ ^Урсатиш;ясаш;
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г) фафикдан фойдаланиб берилган богланишни текши­
риш; куйилган саволларга жавоб бериш.

2.3. Актив (омик) каршиликсиз тебраниш контурида- 
ги электр тебранишлари В.Томсон формуласи билан бе- 
рилади: Т - 2п\JLC , бу ерда L — индуктивлик, С — си- 
гим. Г ни С нинг функцияси деб графигини ясанг.

2.4 . Иккита параллел актив (омик) каршиликлардан
иборат занжир булагининг каршилиги Я = га тенг. R 
ни г2 нинг функцияси деб (яъни г, ни узгармас деб хисоб- 
лаб) графигини ясанг. Бу фафикнинг горизонтал асимп- 
тотаси борлигини физик нуктаи назардан талкин этинг.

Ж а в о б .  г2 чексиз ортганда R каршилик г, га якинла- 
шади, буни г2 каршиликдан иборат занжир булагининг 
узилиши каби талкин этиш мумкин.

2.5. Ер сиртидан И баландликдаги массаси m га тенг 
жисмнинг Ерга тортилиш кучи (яъни жисмнинг огирли- 
ги) Ньютон конуни буйича, шунингдек, массалари М ва 
m булган сферик-симметрик жисмлар, бу жисмлар мар- 
казларига жойлашган М  ва m нуктавий массалар каби

п  г  M mтортишади, деган теоремага кура г  = / -  -  2 га тенг.
( а + л )

Бу ерда М ва R мос холда Ернинг массаси ва радиуси, 
/  = 6,67 • 1(Г"Н -м-г — фавитацион доимий. Р ни И нингкг*
функцияси деб графигини ясанг.

2 .6 . 1 моль (1 фамм молекула) газнинг изотермик жа-
раёнда бажарган иши А = RT In га тенг, бу ерда v —

vi
газнинг бошлангич ва v2 — охирги (натижавий) хажмлари. 

Т — температура (Кельвин буйича);
R — универсал газ доимийси (R — 2 кал/фад моль).
А ни д  нинг функцияси деб фафигини ясанг.
2.7 Хаво босими Р  нинг баландлик /? га боглик холда 

узгариши
УО *

барометрик формула билан ифодаланади, бу ерда Ра ва у0 
лар И = 0 баландликдаги мос холда босим ва солиштирма 
огирлик.

Т — температура (Кельвин буйича); 
к — Больцман доимийси (к = 1,4 • 1 0 16 эрг/град);
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Т = const булганда р  ни А нинг функцияси деб графиги- 
ни ясанг.

Бу функция монотонлигининг физикавий тал кин и 
Кандай?

Т = const шартнинг физикавий талкини кандай?
2.8 . / = /„ sin(cof + ф) синусоидал ток:
а) битта ярим даврли / = т а х (0, /0 sin(ur + ф)) тугрила- 

нишда;
б) иккита ярим даврли/ = |/„sin(co/ + ф)| тугриланиш- 

да узгарадиган токнинг графигини ясанг.
Бу \олларда узгарувчан токнинг энг кичик даври кан­

дай?
2.9. Каршиликка етиб келадиган синусоидал токнинг 

куввати ( “оний кувват” деб хам аталади)

W = f/()/0 sin2(co/ + ф)

га тенг. IV ни  t нинг функцияси деб графигини ясанг. 
Кувватнинг чуккилари такрорланиш частотаси /  кандай?

Ж а в о б :  f
2.10. R каршилик, L индуктивлик ва ЭКЖ  манбаи 

кетма-кет уланган занжир гуташтирилганда (бошлангич 
ток йук: /(/■<,) = 0 ) куйидаги ток вужудга келади:

I -  е

/ ни t нинг функцияси деб графигини ясанг. Бу холда 
горизонтал асимптотанинг мавжудлигига кандай физи­
кавий талкин бериш мумкин? R каршилик катталиги 
узгарганда график куриниши кандай узгаради? L узгар- 
ганда-чи? Е узгарганда-чи?

Ж а в о б .  Асимптотанинг мавжудлиги вакт ортиши би­
лан ток узининг баркарорлашган/„ = ^  кийматига якин- 
лаша бориб, деярли доимий (узгармас) булиб колиши 
билан талкин килинади. Занжирнинг/^ эса актив (омик) 
каршилигидан аникланади

2. 11. /частотали бирор асбобнинг курсатишлари х ва 
х + И ораликдарида ётади. Кичик А ларда бу частота куйи- 
дагиларга тенг булади:

( х - т )

а ) / " Ж
метрлари т, о  булган);

е  2°2 А Гаусснинг нормал конуни(пара-

б )/  = (Коши конуни).

/  ни х нинг функцияси деб графигини ясанг. Бу хол- 
ларда асбобларнинг энг тез-тез учрайдиган курсатишла­
ри кандай? т параметрнинг кийматлари узгарганда гра- 
фикларнинг куриниши кандай узгаради?

2.12. Сунувчи /(/) = /0е'*' cos(co/ + ф) (ш — частота, ^  — 
бошланшч фаза, к  — суниш декремента) токнинг гра­
фигини ясанг. Токнинг сунишини |/(/)| < 0,05/„ холда 
амалий жихатдан руй берган деб, к  = 1, w  = 2, Ф = \ол 
учун Т нинг кайси кийматидан бошлаб такрибан суниш 
руй беришини бахоланг.

Е ч и ш . е ' т < 0,05 дан: Т > In 20 = 3 . Амалий жихат­
дан Т = 3 деб олиш мумкин.

2.13. Актив каршилик булмаган занжир манбадан кабул 
килгичга бериладиган кувват максимуми (вакт буйича)

Е1W =
2го[1+со8(ф-фо)]

ифода билан аникланади, бу ерда Е, ^о.Ф.Фо — занжир- 
нинг турли характеристикалари (Е -  ЭЮК; Zq — бу холда 
манба каршилиги;Ф ваф0 — мос холда манба ва нагрузка 
каршиликларининг аргументлари).

W ни Ф нинг функцияси деб графигини ясанг.
Нагрузка ва манба каршиликлари аргументлари тенг 

булганда бериладиган кувват максимуми энг кичик були­
шини курсатинг. Бу аргументлар орасида кандай муно- 
сабат булганда бу максимум энг катта булади?

Бу натижалар кандай талкин этилади?
К у р с а т м а .  Ж(Фпт) = Wm3x = ~ ,буерда фтах - Фп =п.  

Х.ар иккала хулоса ( Wmin ва1Утм га нисбатан) актив (омик) 
Каршилик йук деган фараз оркали тушунтирилади. Маса­
лан, бу холда (манба ва нагрузка каршиликларининг аргу­
ментлари тенглигини хисобга олиб) булганда (каршиликлар 
Карама-карши фазада булганда) занжирнинг умумий карши- 
лиги 0 га тенг булади, берилаётган кувват чексиз булади.
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2.14. Бирор (Ван-дер-Поль системасида) механик сис­
тема тебранишларининг амплитудаси узгариш к,онуни куй­
идагича ифодаланади:

_ 2 
Р y]l+Се-* ’

бу ерда С — бошлангич шартларга б о т и к  булган узгар­
мас; ц  — система параметри. р  ни 1 нинг функцияси деб 
графигини ясанг.

2.15. Стержен ук,и билан <р бурчак ташкил этувчи ва г 
масофада стержен йуналишдаги магнит майдонининг куч-

ланганлиги Н = 1 + 3 cos' ф га хенг, бу ерда 
т — магнит массаси:
I — стерженн!'' >зунлиги (/< г); 
ц  — му^итнг !Г магнит сингдирувчанлиги.
Я  ни <р i l l1 ir (~ J  -  V -  j )  функцияси деб графигини 

ясанг.
2.16. Адиабатик жараёнда газнинг р  босими ва Т тем-X

ператураси орасидаги богланиш рГ1’ * = С(= const) тенглик 
билап берилади, бу ерда •/ > 1 — адиабата курсаткичи.

р  ни Т нинг функцияси деб графигини ясанг. % > ' 
нинг турли кийматларига мос келувчи графиклар узаро 
кандай жойлашган?

2.17. Узгарувчан ток занжиридаги ток ва кучланиш 
орасидаги фаза сурилиши куйидаги тенглик билан аник­
ланади:

бу ерда R — занжирнинг актив (омик) кдршилиги; L -  
индуктивлик; С — сигим, ш — бурчак частотаси.

(р ни:
a) L нинг функцияси деб;
в) С нинг функцияси деб; 
с) ш нинг функцияси деб графигини ясанг.
Учала функниянинг моногонлигини изоугаб беринг.
2.18. Синус-кучланиш узгартиргичининг (киришдаги 

кучланиш и булганда чикишда V = sim/ кучланиш \осил 
килади) киришига 2л даврга эга булган даврий кучланиш

берилган. Бу кучланиш - п <  t <п  да u(t) = /2 га тенг. Кни 
t нинг функцияси деб графигини ясанг.

2.19. Косинус-кучланиш узгартиргичининг (V= cos и) 
киришига и = 0,5sin(2r + 1) кучланиш берилган. Чикиш 
кучланиши V = V(t) нинг графигини ясанг.

2 .2 0 . У згарти рги ч -квадрато р  ( У = 2 и 2) киришиг а  
и = 2(1 -  е~') кучланиш берилган. V(t) нинг фафигини ясанг.

2.21. Агар F(u) ваJ{r) функциялар 76-чизмадаги график­
лар билан берилган булса, у \олда кучланиш узгартир- 
гичнинг (К =  Дм)) киришига и —J{t) кучланиш берилган- 
да унинг чикишдаги кучланиш графигини ясанг.

3. Лимитлар

3 . 1. 77-чизмадаги учта чизма тасвирланган занжир (гр 
г2 ва *•<<• каршиликлардан тузилган занжир) нинг умумий 
каршилиги R ни топинг.

R нинг киймати:
а) г2 каршилик чексиз кичиклашганда;
б) г г каршилик чексиз катталашганда нимага интили-

шини топинг.
Жавобларни физик жи^атдан аник булган хулосалар 

билан таккосланг.
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0 ----- 9 Y~~0

Е ч и ш .

1) 1  + J_ = _L , бу ердан R = -ПИ- ; a) 0; б) г  (2.4-масала
г, r2 R /|+г2

билан таккосланг);
2) J _  + I  = 1 ,  бу ердан R = ; а) JKL ; б) г,;

г,+г2 г3 /< /1+г2+Г3 г,+г2

3) -ПИ- + г3 = R ; а) г3; б) г, + г,.
Г|+Г2

3.2. Массаси /и га тенг моддий нукта иккита карама-кар- 
ши йуналган узгарувчан /J = к\14 + /2 ва F2 = &Vl + t2 куч- 
лар таъсирида харакат килади. Вакт узгариши билан х,аракат 
текис харакатга якин була боришини, яъни бу нуктанинг 
тезланиши нолга чексиз якинлашиб боришини исбот килинг.

Е ч и ш .

l im I M  = ]im = Um 3 = 0
/-►+* т /-»+х т ~̂*+дс \4+/ +vl+f

3 .3 . Тру бина нинг  ишчи гилдираклари  харакати  
In у  = - к 2х2 + 1п у0 тенглама билан ифодаланади, бу ерда 
у  — айланиш укидан х масофада гилдирак калинлиги; 
л: = 0 да у  = у 0.

lim ни топинг.
ж-»~ Уо
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Е ч и ш .  In у  = - к 2х 2 + In у 0 дан:

У_ _  е -к 2*2 в а  П т  —  = 0 .
Уо х->~ Уо

3.4. Ярим чексиз (0 < х< + оо ) кувур буйлаб газ кон­
центрациям (зичлиги) нинг вакт утиши билан (0 < t< + 00) 
таксимланиши (бунда вактнинг бошлангич (/= 0) пайти- 
да бутун газ массаси М  кувур киркими (кесим юзининг 
бирлиги) х = 0 да тупланган булса)

c (x ,t )  = - 7===e 
•JnDt

куринишда булади, бу ерда х — киркимгача масофа; D — 
диффузия коэффициенти.

Куйидаги холларнинг хар бирида бу концентрация 
Кандай кийматга якинлашишини топинг: '

а) г вактнинг жуда кичик ва чексиз усган кийматлари­
да кувурнинг исталган нуктасида;

б) х -* ю  да вактнинг исталган пайтида. Олинган на- 
тижаларни тушунтириб беринг;

ГО, х * 0,Ж а в о б :  a) l im с (х ,t) = 0 ; limc(jc,/) =
r-»+0

Биринчи тенглик газ кувур буйлаб таркалгани сабаб- 
ли концентрация пасайишини билдиради; иккинчиси — 
бошлангич пайтда кувурнинг кесилган кирким (торец) 
жойида газ йуклигини билдиради; с(0 ,+ 0)= оо тенглик 
х = 0 киркимда жойлашганда «нуктавий» М массаси бор- 
лиги тугрисидаги фаразга мос келади.

б) lim c(x,/) = 0 (/ *  0) вактни н г исталган пайтида 
узоклашган сари газ концентрацияси камайиб бориши­
ни билдиради.

3.5. Бирор кимёвий жараён шундай утаётган булсин- 
ки, бунда ораликлар кетма-кетлиги[/т,(/ + 1)т], / = 0, 1, 2,... 
даги хар кайси г вакт оралиги давомида модда купайиш 
микдори (кичик г ларда) бу оралик бошида булган модда 
микдорига ва оралик катгалигига пропорционал булсин. 
Вактнинг бошлангич пайтида модда микдори Qg булсин 
деб фараз килиб, t вакт (оралиги) утгандан сунг модда мик-
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лори Q\n' ни топинг, бунда модда микдори усиши t вакт 
оралигининг \ар бир я-кисмидат = -  содир булади деб 
олинг. Q = Нт(2,<л) ни топинг.

Е ч и ш .  Т -  г да: £), = Q0 + kQ{)x = Q0( 1 + kz) = Q0 (l + -^ j, 
бу ерда к  — пропорционаллик коэффициенти. ,

Худди шундай, Т = 2т да: Q2 = С?, (l + = Q0 + ’> 

T = 3r да: f t  = <2г (• + f ) = Qo (l + %)' ва *.к.

T = m  = t да: Q„ = Q„.x (l + | ) = Q, (l + £ )" ;

liniQ„(/) = J/niQo (l + “ ) = — моддалар купайиши 
конунига эга булдик.

3.6 . М амлакат а\олисининг сони йилига 2% усади. 100 
йил ичида у тахминан неча баравар усади. Жавобни 0,01 
гача аникдикда хисобланг.

Е ч и ш . Агар мазкур мамлакатдаги дастлабки жами а,\оли 
сонини А деб белгиласак, у бир йилдан кейин А + (А/ 
100) • 2 = (1 + 1/50) • А га тенг булади. Икки йилдан кейин
/4(1 + 1/50)2 га т енг  б ул ади . 100 йилдан сунг  эса  
А( 1 + 1 / 50)100 дан иборат булади, яъни [(1 + 1 / 50)50 J  мар­
та усади . Агар lim [1 + -Ч = е э к а нини  хисобга ол-п-> ~ \ п /
сак, (1 + 1 / 50)'н = е  = 2,12 деб ёзишимиз мумкин. Демак, 
мамлакат ах;олиси 100 йил ичида тахминан е2 = 7,39 мар­
та усади.

3.7. Узгармас ЭЮК Е, индуктивлик L ва R каршилик- 
дан иборат занжирда токнинг узгариш конуни занжир 
уланганда куйидаги куринишга эга булади:

бу ерда /0 — вактнинг t — 0 бошлангич пайтдаги ток
кучи;

а) вакт ортиши билан бу ток кандай баркарор к,ий- 
матга якинлашишини топинг;

б) /0 = 0 буЛсин. Индуктивлик катта ( I  > RT) булганда
0 < t< Т вак;т оралигида ток нимага тенг?

450

Олинган натижаларни изо\лаб беринг.
К у р с а т м а .  0 < / < Т да, яъни индуктивлик катта 

булганда (ёки кичик Т ларда) ток такрибан чизиклидир. 
Ж а в о б .

D N.

а
с 11

о
78-чизма.

3.8. Топографияда г  ра­
диусли айлана ёйи ABC нинг 
/= \BD\ каноти (сегмент ба­
ландлиги) узунлигининг бу 
ёйнинг ярмиси АВХВ нинг 
Каноти/; = I^ZJj га нисбати- 
ни топиш зарурати тугилади 
(78-чизма). Агар марказий 
бурчак АО В ж уда кичик  
булса, бу нисбатнинг такри­
бий кийматини топинг.

Е ч и ш .

/  = \BD\ = \ВО\ - 100| = г  -  г  cos у  = r (l ~ cos у )  ~ r  ;

y;=|S,A| = |510|-| i)I0 1| = r - r c o s J  = / - ( l - c o s f ) ~ r f ; 
а 2

lim А = -Ц- =т -
а->0 /  ОТ 4 

Г 8
3.9. Ёругликнинг синдириш коэффициенти л, булган 

мух,итдан синдириш коэффициенти п2 булган му\итга 
нормал (яъни иккита му\ит чегарасига тик) тушишда ёруг- 
ликнинг синиш коэффициенти (яъни кайтган ёруглик 
интенсивлиги / нинг тушувчи ёруглик интенсивлиги /0 
га нисбати) куйидагига тенг:

•о ^«1+«2 )
Ушбу
а) я , «  пг,
б) л,< л, доллар учун синиш коэффициенти г учун так­

рибий формулаларни топинг.
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Е ч и ш .  а) г  = —т («, -  я-,) ;
4л,

\2

б) Г =
1-Л V

1+ л
«1

« 11- ^  
«1

1 -  3 ^ .) _ 1 _ 4л>
«1

3.10. Индуктивлиги L, конденсатор сигими С ва к,ар- 
шилиги R булган тебраниш контурида заряд тебраниш- 
ларининг бошлангич амплитудаси (конденсатор катлам- 
ларидаги заряд узгаришининг Q = (?(/) функцияси)

О,А  =
s]\-R2C/4L

га тенг, бу ерда Q0 = Q(0) — конденсатор катламларидаги 
бошлангич заряд

Индуктивлик жуда катта (L > CR2) булганда /40 нинг 
такрибий кийматини топинг.

Ж а в о б :  Д, ~ Q0 + ^ -  •

3.11. Етарлича узунликка эга / узунликдаги коксиал 
кабел индуктивлиги

L = M / l n |

га тенг (СИ улчов бирликларида), бу ерда /?, ва R2 — ички 
ва ташк,и цилиндрлар радиуслари,

— магнит доимийси;
ц  — му\итнинг нисбий магнит сингдирувчанлиги.
Юпка катлам, яъни R2~RX булган \ол учун L нинг так­

рибий (чизиклаштирилган) кийматини топинг.
Е ч и ш .

L = Ш ц  Inf 1 + ^ - )  ~ М - • .
2 л  1 /?| I 2 п  К\

3.12. Антенналар назариясида куйидаги богланиш (му- 
носабат) учрайди:
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Г J  tg(n 1/Х)
41 2 nl/X ’

бу ерда L — тулкинни узайтиришда антеннанинг дина­
мик узиндукцияси;

L0 — стати к узиндукция;
/ — антеннанинг иш берувчи узунлиги;
Я — антеннанинг тулкин узунлиги.
Тулкин узунлиги Я ортиши билан L узиндукция нима- 

га якинлашишини (интилишини) топинг.
Ж а в о б :  lim L = ^  .к->~ 2
3.13. Бошкариш системасининг силжиб турадиган ба-

жарувчи элементи тезланишиа = кЩ ^-  га тенг, бу ерда
8(h)

I — бу системадаги иккита галтакдан биринчисидаги, /2 — 
иккинчисидаги ток;

/{I), g(D — берилган системани характерловчи функ­
циялар. Куйидаги х,олларда / = т , , / = т2 моментлар учун 
а тезланишнинг кийматини топинг (к = 1 деб олинг):

а) / (/) = 2/, £(/)  = /,  /, = sin /, /2 = 2/ - 2 , r 1= 0,/J = l ;

б)  / (/) = /2 , g ( I )  = 1 + / , / , =  sin/ , /2 = - c o s t  , г,  = О,

в)/ (/ ) = P , g ( I )  = I, I'=t2~t, /2 = 4tg(/ -  1) — 4 sin(/ - 1) ,  
7 = 1 ;

г) / ( / )  = V T + 7 - 1 , g ( i )  = V T T T - i ,  /, = 28^ / ,  
/2 = sinn/, г = 1;

Д) / (/ ) = 2 1 , g ( f )  = \ n l , /, = 0 ,5(e2' -  1), /2 = 1 + sin /, 
г = 0;

К у р с а т м а .
а )° (0  = Функция / = т, узлуксиз булгани учун:

а(т.) = = (2sinn/)f=o _ п
г ( 'гЫ ) 2(/— 1 )/=0

а(т2) = lim  Щ .  = lim = _л .
'->* gU2) г-н 2(i-i) 'S

б )2 ,1 ; в) 0,5; г) 1,2; д) 2.

453



3.14. Лампали генераторлар назариясида генерагорнинг 
ФИК токнинг “кертиш бурчаги» в  оркали куйидаги фор­
мула билан ифодаланиши исбот килинган:

20 -sin  20
Л = 4(sin 6 -0  cos 0) ч ,

бу ерда £ — кучланишларда фойдаланиладиган коэффи­
циент.

«Кертиш бурчаги» чексиз камайганда генераторнинг 
Ф И К  кучланиш лардан фойдаланиш коэффициентига 
якинлашишини курсатинг.

Е ч и ш .  Лопиталь кридасидан фойдаланамиз:
I._ 1;_  2G-sin20 у. _ iim  _______ ?_________
е™ *1 _ И  4(sin0-0cos6) ’ ^ е->и 4(cosO-cos0+0sin 0)

, l im “ ! ! » . 5 = lim S | e -4  = l m ^ 5  = 5.е->о 4Osin0 в-»о 0 в-»о I

Бу натижани, шунингдек, Тейлор формуласидан фой­
даланиб топиш \ам мумкин.

3.15. Куйидаги I(t) токнинг/> 0 лолларда баркарор- 
лашган кийматини (яъни, вакт утиши билан ток чексиз 
якинлашиб келадиган кийматни) топинг:

а) /(/) = 2 + 0,5 • е~2' (cos 3t -  2 sin 3/);

t2+2t+l .
б >

\ г /д t 2/+sin t . 
B) /(/) =/» 4 Ж ’

Д - *
г) /(/).= з/ (л//2 +1 -  /); д) i{t) = /„ ' - ;

e) l i t )  = v l  e ' - l  ; Ж) /(,) = /„ l n ^ .

Ж а в о б .  a) 2; 6 ) 0,5/0; u) 0,5/o; r) 1,5; д) l,5/0; 
e) 1; ж) /0.

3.16. Электрон лампа (триод)га иккита: мусбат ишорали
и,(?) ва манфий ишорали u2(t) кучланиш берилади. Куйида­
ги холларнинг кар бирида вакт утиши билан лампанинг 
очилиши руй беришида, яъни ишора «минусдан» «плюс»га 
узгарганда триод ток утказа бошлашини курсатинг:

а) и,(/) = и{е', u2(t) = и°(1 + a t 2)-, а  > 0 ;

б) «,(/) = u{t2, u2(t) = и°21п(а + /); а > 0 ;

в) м,(0  = и°еш, а  > 0; u2(t) = и°2 [ l  + р/1п(1 + /2) ] ,  р > 0 .
и2(1)

К у р с а т м а .  нисбатнинг/ —> «о даги лимитига 
Лопиталь коидасини татбик Килинг.

3.17. Шакллари доиравий стерженлар ва халкалардан 
иборат жисмларнинг букилма деформацияларини тахлил 
килишда татбик килинадиган куйидаги лимитларни топинг:

а) H m f ^ -
> ф-*0 l-COS(p ’

_ s in a - a c o s «
> a—*0 4(1-cos a )  >

a  sin a  2 . j a  — -  -  - s i n ' 1 —
д) l i m-4— a 2

1 . I, ,  xSincp--<f>cosq>
6 ) lim  2-----------2---------

<e->0 ф-sincp 
2 a-aco s a-sin  ar) l im

a -»o  4 (a -s in  a )

«->o 2 sin2( a / 2 )

К у р с а т м а .  Лопиталь коидаси ёки Тейлор форму­
ласидан фойдаланинг.

Жавоб. а) 0; б) 1; в) 0; г) 1; д) 0.

4. Функция узлуксизлиги
4.1. а) Агар и кучланиш тушишини (пасайишини) би­

рор (кичик) е  микдор аникдигида хисоблаш керак булса, 
утказгичдаги электр токи / ни (бу утказгичнинг маълум 
^ рш1^ иги ^  маълум булганда) улчашда кандай хатога 
йул куйиш мумкин? I ни хисоблашнинг етарлича юкори 
аникдикда хисоблашга эришиш мумкинлиги тугрими?

Агар R = 2 (ом) каршилик ва и0 нинг аник киймати 4(в) 
га тенглиги маълум булса, у холда и кучланиш тушишини 
улчашдаги хатолик ±0,2 (в) дан ошмаган холда I  токни 
улчашдаш хато кандай булиши мумкинлигини аникланг.

о) Юкоридаги саволларга P=/ 2R кувватни ±0,4 (вт) ха- 
толикка йул куйиш билан. улчаш холи учун жавоб беринг.

К - У р с а т м а .

I/ X = $  < Е/г б̂у ерда ^П=Т  = 2 а̂ ^  ш артдан
I °l R~ ни келтириб чикарамиз. Шундай килиб, I
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ни д  хатолик билан улчашда и ни улчашдаги хато е  дан 
катта булмайди.

Хусусан, г = 0,2 (в) дай  = 0,1 (а), яъни / е  (1,9; 2,1) (а) 
булади.

б) 5 = y J ^ + j  ~ h  *  б?лгани УЧУН 2Ш)лдм = °«1(в)
токни улчашдаги аниклик 0,4 (вт) дан ортмайди.

4.2. Юзи S  = 100 см2 булган квадрат металл пластинка 
ясаш талаб килинади. Пластинка юзи унинг лойиадяаги 
юзидан йул куйиладиган четланишга эга булса, у \олда 
унинг бир хил булган узунликдаги томонларига (пластин­
ка юзи учун четланишни саклайдиган) четланишлар курса- 
тиш мумкинлиги тугрими? Агар пластинка юзига четла­
нишлар: а) ±1 см2; б) ±0,1 см2; в) ±0,01 см2 булса, у х,олда 
пластинка томонига куйилган четланишлар кандай?

Ж а в о б :  а) 0,05 см; б) 0,005 см; в) 0,0005 см.
4.3. Юкорида — 2.2; 2.3; 2.4; 2.6-масалатарда каралган 

функцияларда аргументларнинг кичик узгаришларига бу 
функциялар кийматларининг кичик узгаришлари мос ке- 
лишини исбот килинг. Курсатилган масалалардаги функ­
цияларнинг бу хоссасининг физикавий талкини кандай?

4.4. 2.7; 2.8; 2.11; 2.17; 2.18-масалаларда каралган функ­
циялар узлуксизми? Элементар функцияларнинг узлук­
сизлигини маълум деб \исоблаймиз. Бу лолларда узлук- 
сизликнинг физикавий талкини кандай?

4.5. 2.13-масаладаги W((p) функция [<р0; ф0 + 2л] оралик- 
да чегараланганми? Узлуксизми? Мазкур \олда бу хосса- 
лар уртасидаги богланишнинг физикавий талкини кандай?

4.6. Конденсаторга диэлектрик киритилади. Конденса- i  
торнинг диэлектриксиз сигими С0 га тенглиги маътум, ди­
электрик тулик каратилгандан сунг эса сигими С, (С, > С0)
га тенг булади. Диэлектрикнинг маълум кисми киритил- 
ганда конденсаторнинг сигими С’ = -С()*С| га тенг булиши- 
ни курсатинг.

4.7. Товуш сигнали эфирга£20 элтувчи частота билан 
таркатилади, бундаQ0 частота ш0 дан ш, гача булган диа- 
пазонда жойлашиши маълум. Вакт утиши билан приём­
ник частотаси ш кандай узгарганда (яъни созлаш кандай 
булганда) узатувчининг частотасини (яъни сигнал) сезиб 
Колинади?
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Ж а в о б .  и) = to(t) функциянинг узлуксизлиги талаб 
кил и над и, бу ерда /е[/0, М ,  ы( о̂) = мо> (ёки
м(г') = со0 , ш (П  = со,, бу ерда t \ t " e  [Г0,/,]).

4.8. 2 .21-масалада каралган V(t) кучланишни улашлар 
маълум вакт оралигидаК(г,) = 2 ( в ) , ^ 2) = Ю (в) натижа- 
ларни берган булсин. Кучланишнинг бу вакт оралигида- 
п\ кийматлари тугрисида нима дейиш мумкин?

Ж а в о б .  Кучланишнинг оралик кийматлари 2 (в) дан 
10 (в) гача булган барча кийматлардан иборат булади.

4.9. Таркатувчи антеннанинг йуналтирилганлик диаг- 
рамма'характеристикаси, яъни антенна таркатаётган сиг-

cosf^sin ip] п  я
г = I 2 ) , -  т  < ф < 7  тенг- 

C0S %
лик билан берилади.ф аргумент± у  га якинлаш гзнда г 
нинг киймати чексиз камайиб кетади, яъни диаграмма 
нукта оркали утади. Чизикнинг чексиз кичик функция 
эканлигини аникданг.

нал узгармас булган чизик

Е ч и ш lim г(ф) = lim^ а-* О
2

( l_ c ° sct]  iim  sin[ f ( ' - cosa>] _
a-»0sin a

£ ( l- c o s a )  ™
= lim 2---------- = lim 2 -2 -  = 0 •

a—>0 Ot a—»0 CX

Бу натижани Лопиталь коидасидан фойдаланиб то­
пиш \ам мумкин.

4.10. Э\гимоллар назариясида ушбу «логарифмик нор­
мал конун» каралади:

/ (* )  =
1

ха\12к
[0,

(1пх-/п)
, х > 0, 

х <0 .

у  = / (х ) эгри чизик узлуксиз эканини курсатинг, 
унинг графигини ясанг.

К у р с а т м а .  f (x)  функция учун /=1п(х)( алмаштириш
1бажариш ёрдамида lim / (х )=  limх—>+0 /->-« o%l2n

2а2 = +0 га
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79-чизма.

эга буламиз ва худди шундай алмаштириш ёрдами- 
Да = ни топиш мумкин.

4.11. Ю^орида 2.1-масалада кдратган осциллограммаларнипг 
и(г) кучланишларининг сакраш нукгалари (О ва кучланиш сак- 
раши киймати (/г = u ( f  + 0) — u ( f—0)) ни топинг.

4.12. Агар К  калит г пайтда (бунда 0 < г < 7) уланса, у
\олда занжирдаги узгармас ии кучланиш остида булган
/(/) (бунда 0 < т < Т) ток графигини ясанг (79-чизмага 
Каранг).

Узилиш нуктапари f  ва сакраш катталиги И ни аник- 
лаб, 1(Г) функцияний^ узлуксизлигини текширинг. 

Ж а в о б .

/ е [ 0,т ];
/(0 = '

77F> , е [ т ’ Г1-г, +г2

t ’ = т, /; = и̂ ~
гМ +0 )

4.13. Куйидаги лолларда u(t) (t>0) кучланиш узлуксиз 
узгариб турадиган интсрвалларни курсатинг ва сакраш 
нукталари ( f )  \амда сакраш катталиги (Л) ни аникланг:

б) u(t) = w0arctg ~;

г) u(t) = — .

a) u(t) = и0е_п/ sin(o)/ + ф ) ; 

в) «(/) = «„/arctg i ;

1+е
Ж а в о б . б) /' = О, И = пи„ ; г) /' = 1, И = -м0 .

4.14. F(t) — юк ортиш чогида темир йул платформа- 
сига булган босим кучини такрибан ифодаловчи функ­
ция булсин. Куйидаги лолларда катта тош булагининг 
платформа юзи (поли)га урилиш момснтлари f  ни то­
пинг

а) F(t) = F0 ■ (е' -1 )  + /0 • i\(t -  т), 0 < t < т ,

бу ерда г|(/) = {*’ 1 ~ ~  Хевисайднинг бирлик функци­
яси. 1° ’ ' <

б) F « )= F 0t + - 4 ^ ,  0 < f < 7 \

Ж а в о б .  а) /* = т ; б) /* = у .

5. Х осила

5.1. Тормозланиш пайтида маховик 1 сек давомида 
^ = 3 + 8/ - г2 бурчакка бурилади. 1) вактнинг t = 3 сек 
моментида маховик айланишининг бурчак тезлигини то­
пинг; 2) t моментдаги бурчак тезланишни топинг; 3) ма­
ховик тухтайдиган вакт моменти t ни топинг.

Е ч и ш . 1) си бурчак тезлик деб, tp бурчакнинг т вакт 
давомида узгариш тезлигига айтилади. Бурчак тезлик бу­
рилиш бурчаги <р дан t вакт буйича олинган косилага тенг:

о  = = 8 -  2/. 
dt

1 = 3 сек да бурчак тезликни топамиз:
(0,=3 = 8 -  2 • 3 = 2 рад/сек.

2 ) е  бурчак тезланиш со бурчак тезликдан t вакт буйича 
олинган косилага тенг:

е = — = -2  рад/сек2. 
dt

3) со = 0 деб, 1 ни топамиз:
8 -  2г = 0, 1 = 4 сек.

5.2. Жисм температураси Т нинг / вактга боглик холда 
узгариши Т — 0,2/2 тенглама билан берилган. Вактнинг / = 10 
сек моментида бу жисм кандай тезлик билан кизийди?

Е ч и ш .  Жисм киздирилганда унинг Т температураси 
t вактга боглик \олда узгаради, яъни у t вактнинг функ- 
Циясидир: Т ~f( t) . Жисмнинг кизиш тезлиги Т темпера- 
туранинг t вакт буйича косиласи ^  дан иборатдир:
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W  = 0’ 4t’ ( ? )  =0 , 4 - 10  = 4.d t \ d t /fsjocwc

Вак,тнинг / = 10 сек моментида жисм секундига турт 
градус тезлик билан кизийди.

5.3. Ток кучи / вакт / га боглик холда I  = 0 ,4/2 (/ 
амперларда, / секундларда) конун буйича узгаради. Сак- 
кизинчи секунд охирида ток кучи узгаришининг тезли- 
гини топинг.

Е ч и ш .  Ток кучи узгаришининг тезлиги / то клан / 
вакт буйича олинган хосилага тенг:

г = 0-8'- ( f L . = 0' 8 8 = 6-4

5.4. / ток кучининг / вактга боглик холда узгариши 
/= 2/2 —5/ тенглама билан берилган (/ампер хисобида, / 
секунд хисобида). 10-сек охирида ток кучининг узгариш 
тезлигини топинг.

5.5. Тик юкорига отилган жисмнинг кутарилиш баланд­
лиги S  = д0/ ~ 4 ,9/2 тенгламадан топилади, бу ерда / — жисм 
s  (метр хисобида) баландликка эришиши учун кетган вакт 
(секунд хисобида), f>0 — бошлангич тезлик (м/сек). Агар

= ЮО м/сек булса, жисмнинг / = 5 сек моментдаги тез­
лиги ва тезланишини топинг (хавонинг каршилигини хисоб- 
га олманг). Неча секунддан сунг жисм энг юкори нуктага 
эришади ва бу ердан канча масофада руй беради?

Е ч и ш .

s  = 100/ — 4 ,9t2; v = §  = 100 -9 ,8/ ;

v,=5 = 100 -  9,8 • 5 = 51 м/сек; а -  ^  = -9 ,8 м/сек2.

Жисм энг юкори нуктага тезлиги нолга тенг булганда 
эришади, шунинг учун v0 = 0 деб, s  ни топамиз:

5 = 100 1 0 ,2 -4 ,9 (1 0 ,2)2 = 510м.

5.6. Жисм ер сиртидан v0 = 50 м/сек бошлангич тез­
лик билан юкорига тик отилган: 1) / = 3 сек моментдаги 
кутарилиш баландлигини; 2) / = 3 сек моментдаги тезлик 
ва тезланишни; 3) жисм кутарилган энг юкори нуктани 
ва бу нуктага кутарилиш учун кетган вактни топинг.
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5 .7 . л  радиусли доирага ички чизилган барча тугри 
туртбур чаклар  ичидан энг катта юзга эга булганини то­
пинг. u

Е ч и ш .  Доирага ички чизилган тугри туртбурчакнинг
диагонали 2 R га тенг; туф и туртбурчакнинг томонлари-' 
дан бирини х билан белгилаймиз, у холда иккинчи то- 
"мон2л/я-  х2 булади. Туфи туртбурчакнинг юзи узгарув- 
ЧИ микдор ва уни у  билан белгилаб,

у  = X • \J4R2 - х 2, (0 < х < R)

ни хосил киламиз.
Бу функцияни биринчи тартибли хосила ёрдамида 

текширамиз:

1) у ' = х ' M R 2 -  х2 + (л/4Я2 -  х 2) ’ х = л/4R2 -  х 2 -

2 х х = \Jar2 - .
2\Мл2- ?
4 R2- x 2- x 2 

•Jar2- x2 л/4л2

Tar2
AR2- 2 x2

2) 4л2- у2~х2 = 0 ,4 /?2 -  2х 2 = 0, х  = Rsl2;
J â x2

3) у - Щ й  . Ы Е Н ; ̂  . (+,(+, J<*);
■Jar - х  \Iar- - x2

W  = Н (+ ) = И -

Х,осила ишорасини ( + ) дан (— ) га узгартиряпти, 
демак, функция х = да максимумга эга.

Тугри тур тб ур ч акн и н г том он лари  х = Ry/2 ва

^4R2 -  (Лл/2)2 = л/4R2 -  2R2 = J l F  = R42 га тенг.
Туфи туртбурчакнинг томонлари тенг, демак, лоира- 

га ички чизилган туф и туртбурчаклар ичида юзи энг кат­
та булгани квадратдир.

5.8. R радиусли доирага ички чизилган барча туф и 
туртбурчаклар ичидан энг катта периметрга эга булгани- 
ни топинг.
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8 0 -ч и зм а .

5.9. R радиусли ярим доирага энг катта юзга эга булган 
тугри туртбурчакни ички чизинг.

Е ч и ш .  Туфи туртбурчакнинг томонларидан бирини 
х  билан белгилаймиз (80-чизма). Иккинчи томонни хто - 
мон ва R радиус оркали Пифагор теоремасига кура ифо- 
далаймиз:

Томонлари х ва 2-JR2 -  х2 булган тугри туртбурчакнинг 
юзи узгарувчи микдор; уни у  билан белгилаб,

у  = х  ■ 24 R2 -  х 2 = 2xJ r 2 -  х2, (0 < х  < R)

ни \осил киламиз.
Бу функцияни биринчи тартибли косила ердамида" 

текширамиз:

1) у ' = 2 Г х ' \lR2 -  х2 + |V R: -  х2 j ' х j  =

= 2 \ W ^ x2 +- - 2xx
2\l R2- x2

=  2 Rl - x l - x l

J r2- x

2 ( r 2 - 2 x 2 )

, 2(R2- x2 
2) v = -  ; = 0. R2 -  2x2 = 0; x  =

3) У

J r^ x2

S r 2 •Jfp-x'
; у  r =(+)(+)=(+)

7?
у  d = (-)(+ ) = (- )•

X>72
Хосила ишорасини (+) дан ( - )  га узгартиряпти, де­

мак, ф ункциях = -j= да максимумга эга.
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к
Туг ри т у р т б у р ч а к н и н г  т о м о н л а р и  х -  - д ва

Ш  *  - t f - S  ГаТСН1 . 2«  = | . 2
Туфи туртбурчак томонларининг нисбати: ,д  ’ Л  
5.10. Маълумки, тусиннинг сикишга булган каршили- 

ги кесим юзига пропорционап. ^диаметрли дум аю к хода- 
дан кесим юзи туфи туртбурчак булган шундай тусин кир- 
Киб олиш керакки, унинг сикишга булган каршилиги энг 
катта булсин.

Е ч и ш .  Агар тугри туртбурчакнинг томонларидан ои- 
рини х билан белгиласак, унинг иккинчи томони л/d2 -  х 2
булади. Кесим юзи — узгарувчи микдор: xyfd2 - х 2 .

Тусиннинг сикиш га булган каршилигини р  билан, 
у з га р м а с  булган пронорционатлик коэффициентини к 
билан белгилаб,

р = kx\ld2 - х 2 (0 < x < d )

ни хрсил киламиз.
Хосил булган функцияда к  = 1 деб оламиз, у \олда

р = x^Jd2 -  х2 . Бу функцияни биринчи тартибли \осила
ёрдамида текширамиз:

(~2х)х _
\ ) р '  = x ' 4 d 2 - х 2 + { 4 d 2 - х 2 j ' х  = \ld~ - x 2 +

2-Jd2

P d ~ (+)(+) = (+) 5
x<Ti

Хосила ишорасини (+) дан (—) га узгартиряпти, де­
мак, функция х = -̂ 2 да максимумга эга.
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Туфи туртбурчакнингтомонлари х = -С  ва J d 2 - (

л  v (га тенг.

Тусиннинг кесими — томони ~  = 0,707d  булган квад- 
ратдан иборат.

5.11. (Ж туф и чизикли катга асосий к,атнов йулидан АВ 
= b масофада завод жойлашган. Шу заводга сув кувурининг 
тармогини утказиш керак. Агар сув цувури тармогининг узун- 
лик бирлиги нархи OD, DN ва DB йуналишлар буйича мос 
равишда kv к2 ва къ сумга тенг булса, у холда ON катта асо­
сий йулнинг D нуктасидан DB туфи чизикли шундай йулни 
уткази керакки, натижада шу йулдан заводга утказилган сув 
кувури тармогининг нархи энг арзон булсин (81-чизма).

Е ч и ш . OD = х бирлик узунлик ва ОА = a, ON = I деб 
белгилаймиз. У холда сув кувури тармогининг OD кисми 
нархи ktx, DN кисми нархи &2(1~х), DB кисми нархи эса

кг - ^ [ а -  х)2 + Ь2 сумга тенг булади. Умумий нарх

к = к{х + 1 (̂1 -  х) +к3 ■ yj(a -  х)2 + b2
сумга тенг булади. Натижада бир узгарувчили функцияни 
хосил килдик. Унинг эксфемумини текширамиз. Бунингучун 
к  дан х буйича биринчи ва иккинчи тартибли хосила оламиз:

— = к - ь  -  к^ а~х)
dx  1

yj(a-x)2 +Ь2

-  > (« -* )  _п
•2+ь2 J i0-*)? +ь2

*1 -к2
( 1)

d 2k
dx2

J V * ) 2+62J
> 0

булгани учун ( 1) ни каноатлантирадиган х нинг киймати 
минимум нуктаси булади.

Бу масалани BDA = а  бурчакни аникташ усули билан 
хам ечиш мумкин.

81-чизмага кура
а -хcos а  = (2)

ни хосил киламиз. У холда (1) га кура:
к ,-к - ,cos а  = (3)

(бунда к — к2< к} булишини талаб киламиз). Д емак, DB -  
чизик буйича йулни (3) тенгликни каноатлантирадиган а  
бурчак остида утказиш керак экан. Энди х нинг кийма­
тини аниклаймиз, бунинг учун (2) нинг хар иккала томо- 
нини квадратга кутарамиз:

(а-х)2 2 (а-х)2+Ь2 2 —£— = cos а  => ----- —у— = sec а  =>
(а -х)  +Ь (а -х )2

=>1 +
(а-х)

= sec а  => b т  tg2a  =>
(а -х )

=>^ j  = ctg2a  => = ctg а  => х = a - b ctga,

бу ифодага а, b ва (3) формула ёрдамида аникданган а  
нинг кийматини куйсак, изланаётган D нуктанинг абс­
циссасига эга буламиз.

6. Аникмас ва ани% интеграллар

6. 1. Жисмнинг туфи чизикли харакат тезлиги v = 312 -  2t 
тенглама билан берилган. s  йулнинг тенгламасини топинг.

Е ч и ш .  Маълумки, жисмнинг туф и чизикли харака- 
ти тезлиги j  йулдан t вакт буйича олинган хосилага тенг:
v = ~  = 3t2 - 2 t , бундан, ds = (It2 -  2t ) d t . Интефаллаймиз: 
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j£ fc -J(3/ 2 - 2 f ) A ,  s  = t3 -  t2 + C .

6 .2 . Ну к т а нинг  тугри чизикли хар акат  тезлиги 
v = Зг2 -  8/ + 2 тенглама билан берилган. Нуктанинг хара­
кат тенгламасини топинг.

6.3. Жисмнинг тугри чизикли харакат тезлиги v = 3t2 + 4 
тенглама билан берилган. Агар / = 2 сек вакт ичида жисм 
20 м утган булса, 5 йулнинг тенгламасини топинг.

Ин-Е ч и ш .  v = ~  = 3t2 + 4 ,  бундан, ds  = (З/2 + 4 )dt 
теграллаймиз:

f d s  = j  (3t2 + 4 )dt, s  = t3 + 4/ + С .

Бошлангич шартлардан С ни топамиз: 20 = 23 + 4 ■ 2 + С, 
С =4.  Жисмнинг харакат тенгламаси куйидаги куринишда 
булади:

s  = t3 + 4t + 4 ■
6.4. Агар жисм харакатнинг бошлангич моментида 

тинч холатда булса, эркин тушаётган жисмнинг узгармас 
g тезланишда харакатланиш конунини топинг.

Е ч и ш .  Маълумки, тугри чизикли харакат килаётган 
жисмнинг а тезланиши s  йулнинг / вакт буйича олинган 
иккинчи тартибли хосиласи ёки утезликнинг / вакг буйича

аммо а  = g, демак.d s_ .  dv
олинган хосиласидир: а =
^  = g , бундан dv = g d t . Интефаллаймиз:

\dv = \ gd t , v = g t  + Q .

Бошлангич шартлар t = 0, v = 0 га кура С, ни топамиз:
0 = g • 0 + С,, С, = 0 .

Харакат тезлиги тенгламасига эга булдик: v = gt.
ds

Энди жисмнинг харакат конунини топамиз: v = , 
ds

аммо v = gt, демак, -jt ~ & ёки ds ~ &dt- Интеграллаймиз: 

\ds = \ gtdt, s  — ~~ + С2 ■

Бошлангич шартлар t = 0, s  = 0 га кура С2 ни топамиз:

0 = g  ■ ^  + С2, С2 = 0 .
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Тушаётган жисмнинг харакат тенгламасига эга булдик:

5 = ^ - .  л 2

6.5. Жисмнинг харакат тезлиги v = (12/ -  3/2) м/сек тенг­
лама билан берилган. Жисмнинг харакат бошлангандан 
то тухтагунига кадар босиб утган йулини топинг.

Ё ч и ш .  Жисмнинг харакат бошланган ва тухтаган 
пайтдаги тезлиги нолга тенг. Жисмнинг тухташ момен­
тами топамиз, бунинг учун тезликни нолга тенглаб, тенг­
ламани / га нисбатан ечамиз:

12/ -  3/2 = 0, /(4 -  /) = 0, /, = 0, /2 = 4 сек.

s  = J /(/) dt формула буйича s ни хисоблаймиз:

5 = |(12/ — З/2) dt  = (6/2 — 3̂)|ц =32 м.
о

6.6. Икки жисм бир пайтда бир нуктадан туфи чизик 
буйлаб бир хил йуналишда харакатлана бошлади. Биринчи 
жисм v = (12/2 + 2/) м/сек тезлик билан харакатланди , 
иккинчиси эса v = (4/ + 5) м/сек тезлик билан харакатлан­
ди. 5 секлан кейин улар орасидаги масофа кандай булади?

Е ч и ш .  Биринчи ва иккинчи ж исм утган йулни 
'2

s  = f f ( t )  dt формула буйича хисоблаймиз: 
п 5

s, = J (6/2 + 2/) dt = (2/3 + /2 )|* = 275 м,

s i = J (4/ + 5) dt = (2/2 + 5/)|о = 75 Mj
О
j, -  s 2 = 275 -  75 = 200 м.

6.7. Икки жисм бир пайтда бир нуктадан туф и чизик 
буйлаб бир томонга караб харакатлана бошлади. Бирин­
чи жисм v = 3/2 м/сек тезлик билан харакатланмокда, ик­
кинчиси эса v = (6/2 - 10) м/сек тезлик билан харакатлан­
мокда. 10 сек дан кейин улар орасидаги масофа кандай 
булади?

6.8 . Винт пружинанингхсикилиш и пружинага куйил- 
ган F кучга пропорционал. Агар пружинани 0,01 м си- 
киш учун 10 Н куч керак булса, пружинани 0,04 м сикиш 
учун керак буладиган F куч бажарган ишни хисобланг.
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Е ч и ш .  F=  10 Н булганда х  = 0,01 м. F = кх формула 
буйича к ни топамиз: 10 = к 0,01, бундан к = 1000 Н/м. к 
нинг тогшлган кийматини F = кх формулага куйиб, уш- 
буни \осил киламиз: F =  ЮООх, яъниДх)  = ЮООх.

Интеграллаш чегараларини 0 дан 0,04 гача олиб, из- 
ланастган ишни \исоблаймиз:

0.04 •> в-04
А = J ЮООхс/х = 1000 у = 0,8 (Ж).

6.9. 80 Н куч пружинани 0,02 м чузади. Пружинанинг 
дастлабки узунлиги 0,15 м. Пружинани 0,2 м гача чузиш 
учун канча иш бажариш керак?

Е ч и ш .  к ни топамиз: 80 = к 0 ,02, бундан к = 80
0,02

= 4000 (Н/м). к  нинг топилган кийматини урнига куйиб, 
F=  4000х ни х;осил киламиз, яъни Дх) = 4000х.

Интефаллаш чегараларини 0 дан 0,05 гача олиб изла- 
наётган ишни топамиз:

.0,050,05
А = J 4000хс/х = 4000

о “ 10

2 Г’”5

н  ■
2000-0,0025 = 5 (Ж).

6.10. Агар жисм М(4;0) нуктадан Ох ук буйлаб д  = 2t + 3t2 
тезлик билан х,аракатлана бошлаган булса, жисмнинг ^ара- 
катланиш тенгламасини тузинг.

Е ч и ш .  Туфи чизикли ^аракатда тезлик йулдан вакт 
буйича олинган \осилага тенг. Йулни х билан белгилаб, 
уш буга эга буламиз: v = ^  , у \олда — = 2t + З/2 ёки 
dx = 2tdt + 3l2d t . Интеграллаб топамиз: x  = r 2 + r 3+ C . 
Бошлангич шартлардан С ни топамиз. Масаланинг шар- 
тида t = 0 булганда х  = 4 булиши берилган. Бу киймат­
ларни умумий ечимга куйиб, С = 4 ни топамиз.

Жисмнинг Ох ук буйича туф и чизикли харакат тенг­
ламаси

х = t2 +t3 + 4
куринишда булади.

6.11. Суюкликда айланаётган дискнинг бурчак тезли­
ги ишкаланиш \исобига секинлашади. Ишкаланиш бур­
чак тезликка пропорционал эканлиги аникланган. 1) агар 
диск г = 0 булганда 12 рад/сек тезлик билан айланган

булиб, t = 10 секла эса унинг тезлиги 8 рад/сек булган 
булса, диск t = 12 сек моментда кандай тезлик билан 
айланишини топинг; 2) вак,тнинг кайси моментида унинг
1 рад/сек тезлик билан айланишини топинг.

Е ч и ш .  1) Дискнинг айланиш конунини г вакгнинг 
функцияси сифатида тузамиз. со — диск айланишининг бур­
чак тезлиги булсин, у холда диск айланишининг ишкала­
ниш кучлари таъсири остида секинлашиши ~  булади.

K/f ‘Л Г 'Л  п я и и и г  111 а  г \ т т * г п  t / w m  •Масаланинг шартига кура:
dw I

т г =  кю- (1)
бунда к — пропорционаллик коэффициента. Узгарувчи- 
ларни ажратамиз:

(2)^  = kdt.
СО

2) (2) тенгламанинг иккала кисмини интеграллаймиз: 
{ — = к\ dt, In со = kt + С , (3)

бундан
ш = е к'*с , со = е"е"  

со = е ь С, ёки со = С,еь . (4)

3) t = 10 сек ва w  = 12 рад/сек бошлангич шартларда 
узгармас микдор С, ни топамиз. Бу кийматларни (4) тенг­
ламага куйиб, С, ни топамиз:

12 = С / ° ,  12 = С ,.

С, нинг кийматини (4) тенгламага куйиб, ушбуни \осил 
Киламиз:

со = 12е*' • (5)
4) Дастлаб берилганлар t = 10 сек ва со = 8 рад/сек га 

мувофик, к  нинг сон кийматини топамиз. Бу кийматлар­
ни (5) тенгламага куямиз:

8 = 12е*10,
бундан

е ш = \ ,  10А: lg е = lg 2 — lg 3,
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, , _  lg 2—lg3 _ lg3—Ig2 _  _  0,4771-0,3010 _  _ft П/1П< 
lOlge 10 Ig e 100,4343 ’

к нинг к,ийматини (5) тенгламага куямиз:
со = ] 2е‘ 0,04П5'. (6)

5) Дискнинг t — 120 сек вакг моментидаги айланиш 
тезлигини топамиз. (6) тенгламага г = 120 сек кийматни 
куямиз:

со = 12е“00405120 = 12е' 4-9 = 0,09 рад/сек.

6) Диск 1 рад/сек тезлик билан айланадиган вакт мо­
ментини топамиз. (6) тенгламага w = 1 кийматни куямиз 
ва г ни топамиз:

1 = 12е 'п м05' » бундан е~°'м"5' = ~  ;

— 0,0405/Ig е = lg 1 — lg 12, / = ^ -  = 61 сек.

6.12. Суюкдикда айланаётган дискка таъсир килаётган 
секинлаштирувчи куч бурчак тезликка пропорционал. Агар 
диск t = 0 булганда 20 рад/сек тезлик билан, / = 8 да эса 16 
рад/сек тезлик билан айланса, дискнинг 2 рад/сек тезлик 
билан айланадиган вакт моментини топинг.

6.13. Электр эговловчи + е\ заряд элсктр майдонида 
эговловчи + е  заряд хосил килиб харакатланади. Кулон 
конунига кура эговловчи иккита зарядлар орасидаги кара- 
ма-карши кучларнинг сонли киймати

г
формула билан аникланади 
(82-чизма) .  + е  заряддаи 
утувчи А ва В нукталар тугри 
чизикда ётади деб, e t заряд- 

В нинг А нуктадан В нуктага 
кучишдаги ишни ан и клан г.

Е ч и ш .  dr га кучишдаги 
элементар иш

dA = Fdr = drГ
га тенг. Тулик иш эса 
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1"-е'е(Ч + т)
А - е ,  L - 1 .

ифода билан аникланади. Бунда кавс ичидаги ифода по- 
тенииаллар айирмаси ёки А ва В нукталар орасидаги куч- 
ланишни ифодалайди.

6.14. Бурчак тезлиги ш булган айланувчи валга радиуси 
R булган диск махкамланган ва у суюкдикка ботирилган. 
Суюкдикка ишкаланиш кучи диск сирти суюкликнинг р  
чизигига, тезлик квадратига ва ишкаланиш юзига тугри 
пропорционал деб, вал укига нисбатан ишкаланиш куч 
моментини аникданг.

Е ч и ш .  Дискнинг сиртига сую кдикнинг ишкаланиш 
кучи чукурлашган сари узгаради. Шунинг учун дастлаб 
элементар ишкаланиш кучи dF  ни хисоблаймиз.

Вал укидан узокликда ички 
радиуси г  ва ташки радиуси г  + 
dr булган халкани курамиз (83- 
чизма). Халканинг юзи

л ( г  + d r )2 -  7 t r :  = 2nrdr + n d r2

83-чизма.

га тенг. Бунда dr  га нисбатан 
dr2 нинг тартиби юкори булган 
чексиз кичик микдор булгани 
учун уни таш лаб, халканинг 
юзини 2nrd r  га тенг деб оли- 
шимиз мумкин. Чизикли тез­
лик v = шг  га тенг. Масала шар- 
тига кУра унинг квадрати coV га тенг, суюкдик зичлигир. 
Шунинг учун пропорционаллик коэффициенти к  ва вал 
Укидан гмасофадаги элементар ишкаланиш кучи dF  учун

dF  = kp2nrdrw2 г 2 
ни хосил киламиз, вал укига нисбатан моменти 

dm  = rdF  = (Ар2я/х/гш2г2)г , 

dm  = 2nkpia2r 4dr  .
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Бу ифодани 0 дан R гача интегралласак, у холда тулик, 
ишкаланиш куч моментини топамиз:

т = 2л&рсо2 J г* d r  = 2пкрш2 ■ г-  
о

= 2пкры2 ■ .

Агар дискнинг иккала сиртини назарга олсак, у \олда 
тулик ишкаланиш куч моменти

М = jn k p co2/?'
ифодага тенг булади.

6.15. а см узунликка эга булган АВ кесмада Р нукга 
олинган. Томонлари АР ва РВ кесмалардан иборат туфи 
туртбурчак юзининг Sm урта кийматини топинг.

Е ч и ш .  А нуктани бошланиш нуктаси деб кабул кила­
миз. Р  нукта А нуктадан х масофада ётган булсин. У холда 
АР = х, РВ — а~х булади. Томонлари АР ва РВ булган 
туфи туртбурчакнинг юзи х(а~х) га тенг. Юзларнинг урта- 
ча кийматини топиш формуласидан фойдаланамиз:

- I f « 2

ч
2

\_ _ « 2
а  6 6  '

Демак, Sm = ^ -см 2.

7. Дифференциал тенгпама

7.1. Температураси 20°С булган хонада турган бирор 
жисмнинг температураси 20 минут ичида 100°С дан 60°С 
гача совийди. Жисмнинг совиш конунини ва неча ми- 
нутдан сунг у 30°С га совишини топинг.

Е ч и ш .  Ньютон конунига кура (совиш тезлиги тем- 
пературалар айирмасига туф и пропорционал) куйидаги­
ча ёзишимиз мумкин:

%  = к { Т - 20) ёки Y=2 0 =kdt,  

яъни 1п(7~ -  20) = kl + In С .
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Агар t = 0 булса, Т = 100°С булишидан фойдаланиб, 
С = 80 эканлигини аниклаймиз. Агар / = 20 булса, у холда 
7*= 60°С булишидан фойдаланиб, к  ни топамиз:

In 40 = 20А: + In 80, бундан к  = -  .

Шундай килиб, жисмнинг совиш конуни

i!Si /, \-
Т -  20 = 80е 20 = 8 0 ( i ) 2 ёки Т = 20 + 80 Ш3

куринишда булади. ±
Т = 30° да 10 = 80 ( i ) 20 ё к и (1 )20 = I  га эга буламиз.

Бундан эса^у = 3 -»/  = 60 ни хосил киламиз. Демак, жис­
мнинг температураси 60 минутдан сунг 30°С булади.

7.2. Асосининг диаметри 4 м ва баландлиги 6 м булган 
цилиндр шаклидаги идиш вертикал холатда куйилган булиб, 
у сув билан тулдирилган. Идиш тагидан радиуси г  = — м 
булган дойра шаклидаги тешикдан сув чикиб кетади. Тула 
идишдаги сув неча минутдан кейин тулик чикиб кетади? 

Е ч и ш .  И баландликка эга булган идишнинг пастки
тешигидан чикиб кетувчи сую кликнингv ( у ) тезлигини 
аникловчи Бернулли формуласидан фойдаланамиз:

v = 5^2gh  ,

бунда g = 9,8 м/с2 -  тортиш кучининг тезланиши, д  — 
суюктикнинг хоссасига боглик булган узгармас коэффи­
циент (сув учун д~  0 ,6).

Фараз киламиз, t соатда идишдаги сувнинг баландли­
ги h м га, dt  вактда эса dh м га камайган булсин. dt  чексиз 
кичик вакт оралигида чикиб кетувчи сувнинг хажмини 
икки усул билан аниклаймиз:

а) dv  хажмининг баландлиги \dh\ ва асоси г( г  = 2 м) 
радиусли доирадан иборат булган цилиндр катлам хаж- 
мидан иборат, яъни

dw = n r2 \dh\ = - n r 2dh  ;

б) иккинчи томондан бу катлам хажмининг баландли­
ги vdt  (бунда v — суюкликнинг окиб чикиш тезлиги) ва
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идиш асосидаги тешикдан иборат цилиндр хажмига тенг. 
Агар тешик радиусини р  ( р  = — м) деб олсак, у *олда

dw  = n p 2vd t  = n p 28y]2ghdt
булади.

а) ва б) иккита бир хил \ажмни билдирувчи ифодалар- 
дан куйидаги

- r d h  = 5р2 ̂ JYghdt

тенгламага эга буламиз. Бу тенгламани узгарувчиларни 
ажратиб, сунгра интегралласак.

dt = ~. dh

' ~ с

ни хосил киламиз. Масада шартига кура / = 0 да И = А0 = 6 м 
булгани учун узгармас С нинг киймати

булади.
Шундай килиб, t ва А орасидаги богланиш

тенглама билан аникланади. Бу формулада А = 0 деб, сув­
нинг тулик чикиб кетиш вакти Т ни топамиз:

Т  = 2 г
5p“V2g  '

Масала шартида берилган кийматлар г  = 2 м , А0 = 6 м,
i  = 0,6 м , р = ^  м, g = 9,8 м/с2ларни урнига куйиб, 
Т~  1062, С «1 7 ,7  мин эканлигини аниклаймиз.

7.3. Иккита тугри доиравий

х 2 + у 2 = R2 ва х2 + z2 = R2
цилиндрлар билан чегараланган жисмнинг хажмини то­пинг.

Е ч и ш .  Цилиндрлар Ох укига перпендикуляр булгани 
учун ва хосил булган жисмнинг абсциссаси х ( — R<x< R)
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нуктадан утади. 84-чизма- 
да жисмнинг саккиздан' 
бир кисми тасвирланган. 
Кесим томони х2+У=Л2 
айлананинг ординатасига, 
яъни у  = 'JR2 -X 2 га тенг 
квадратдан' иборат. Квад- 
ратнинг юзи х нинг фун- 
кциясидан иборат булиб, у

5 (х ) = у 2 = R1 -  х 2

га тенг. Жисмнинг сак­
киздан бир кисмининг 
хажмини хисоблаш учун 
куйидаги интефални хисоблаш керак:

Бундан V = у  RJ (куб бир.)ни хосил киламиз.
7.4. Кундаланг кесими узгармас булган ходанинг эги- 

лувчанлиги ва охирги нукгасига тупланган эркли куч Р га 
эга булган холати

^2 ,., iK .

( 1)d  со 
dx2

Рх
Ez

дифференциал тенглама билан ифодаланиши материал - 
лар каршилигида исботланган, бунда о» — кесим абсцис­
саси х булган ходанинг эгилиши, Ez — хода кесимининг 
"бурилиш каттиклиги" деб аталувчи узгармас микдор. ( 1) 
тенгламанинг со(е) = 0 ; ш'(е) = 0 бошлангич шартни кано­
атлантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган дифференциал тенгламани икки 
марта интеграллаш ёрдамида умумий ечимини топамиз:

d w  Р с . Р х2 , г

w'(e) = 0 бошлангич шартдан фойдаланиб, С, узгар­
мас сонни топамиз:
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0 = - ' .
Ez 2

+ C, =>C, = -L .L _ = to l
Ez 2

P e2 
2 Ez '

Шунинг учун:
du) _ _ P_ л-2 Pe2 
dx l z ' T + 2Ez

Буни иккинчи марта интеграллаб,

со = • 4 | т - * 2* |+с’

ни хосил киламиз.
Биринчи w(e )  = 0 бошлангич шартдан фойдаланиб 

топамиз:

0 = - -^ -1  - -  е 3 \ + С 2Ez 3 е Г ^ з ,

бундан С2 = - f L . ни аниклаимиз ва натижада

со = -
2 Ez T ~ e 2 x \~Wz

ни хосил киламиз.
7.5. Олгуки буйича тугри чизикли харакат килувчи нук- 

танинг асосий харакат тенгламаси

т d 2x
~dir = F.

куриниш да ёзилади, бунда т -  нуктанинг массаси ,
1 _ УКидаги нуктага таъсир этувчи куч проекцияси.

Бошлангич тезлиги v0, бошлангич вакти t = t . ва унинг 
координатаси х = х0 га тенглигини билган ходда нукта­
нинг харакат конунини топинг.

Е ч и ш .  Масала шартидаги таъсир этувчи куч F = mg  
га тенг (g тортиш кучи тезланиши). У холда берилган 
тенглама

= mg  ёки d 2x
= gd t  "  d t l  

куринишга келади. Буни бир марта интеграллаймиз:

rf( f )
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г = /0 да бошланРич тезлик v = v0 га тенглигини эътибор­
га олиб, С, ни топамиз:

V,, = gt0 + Q С| = v0 — gtn.
Натижада:

^  = 10) + v0 => dx = [£(/ -  /„) + v0|</r.

Иккинчи марта интеграллаб,

x = v0t + g  t t&L + C2

ифодага эга буламиз. x = xQ, t = t0 бошлангич шартдан 
фойдаланиб Сг ни топамиз:

= v0t + С2 => С2 = х0 — v0t .

Натижада

х = у0 t + g U-i0)2 + х0 -  V„

ечимга эга буламиз. t0 = 0 булганда нукта харакат кону- 
нига эга буламиз:

gt2x = x0 + v0t + r̂~.

8. Куп узгарувчили функция экстремумини топиш

8.1. Периметри 2р га тенг булган учбурчакларнинг 
ичида тенг томонли учбурчакнинг юзи энг катта були- 
шини исбот КИЛИНГ.

Е ч и ш .  Изланаётган учбурчакнинг томонларини мос 
равишда х, у  ва z билан белгилаймиз.

Герон формуласига кура учбурчакнинг юзи:

S = >Jp ( p - x) ( p - y ) ( p - z )  ■

Агар z = 2р  -  х -  у  га тенглигини эътиборга олсак ва z 
урнига бу кийматни к$йсак, юз формуласи

$и,У) = VР(Р ~ х)(р -  у ) (х  + у  -  р)  

икки узгарувчили функциядан иборат булади.
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Бу функциянинг экстремумини текшириш учун уни 
квалратга кутарамиз:

f ( x , y )  = S ' = р (р  -  х )(р  -  у)(дг + у -  р ) .
Биринчи тартибли хусусий хосилаларини топамиз:

^  = Р(Р~ У)(2р ~ 2х -  у ) ;  £  = р{р -  Х)(2р - 2 у - х ) _

Бу хосилаларни нолга тенглаб,
Р(Р  ~ У) (2р  -  2х - у )  = О, 
р ( р  -  х ) ( 2 р  -  2 у  -  х )  = О

системага эга буламиз ва уни куйидагича ечамиз:

1) Р~У = 0 1 , 2) 2р  -  2 х - у  = 0| ,
р - х  = 0 J 2 р - 2 у - х  = 0\

3) 2 р - 2 х - у  = 0 ) ,  4) 2 р - 2 у - х  = 01.
р - х = 0 J Р~ У= 0

Бу системаларни каноатлантирувчи

(р , р ) ;  (у/>’у/>); (р,о); (о,/?)

стационар нукталарни топамиз. Бу нукталардан факат 

^  (з р ' \ р ] нУк>та масала шартини каноатлантиради, 
Колганлари эса каноатлантирмайди (бунга учбурчакнинг 
томони ярим периметрига тенг була олмаслиги сабаб була­
ди).

М [^ Р’ 1 Р) нУКта экстремумини текширамиз:

0  = - 2 р ( р - у ) - ,  %  = ~2Р(Р-Х)-  

^ - р а х + 2 у - 1 Р ) ] А ^ и . - 1 Р>.

-f& L
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д = А С - В 2 = - 4 , Р~ =

h

i
В а С

85-чизма.

■

4 4 I 4 1 4 -  п .
= 9 Р " 9  Р = з Р > 0 ’ 

д  > 0, А < 0 булгани учун текширилаётган нуктада функция 
максимумга эришади. Демак, *  = у  Р ,У = j Р да Функиия 
энг катта кийматга эришади. У холдаz = 2р  -  х - у  = ^ р  ва 
х -  у  -  Z булиб, учбурчак тенг томонли булади.

8.2. Каналнинг кун- 
д а л а н г  к е с ими т енг  А 
ёнли трапеция шакпи- 
да булиб, унинг юзи S 
га тенг. Каналнинг чу- 
курлиги ва трапеция ён 
томони асоси  билан 
ташкил этган бурчак а  
Кандай булганда сув те- 
гиб турувчи периметр 
энг кичик булади (85- 
чизма).

Е ч и ш .  Сув тегиб турган периметрии z билан белги- 
лаймиз. У холда

Z  = АВ + ВС + CD.
Чизмага кура

h = CDs i n a ,  CD = - Д - ,  ВС = а .sin a

У холда £ = а + - 2-,~ булади. а, И ва а  учта узгарувчили z 
функцияга эга булдик. Масала шартидан фойдаланиб, уни 
икки узгарувчили функцияга келтирамиз. Трапеция юзи

s = BC+AD_h ' в с  = а А£) = в с  + 2Ed = а  + 2/>ctgcx 

булгани учун: 5  = 2a+2̂ ,ctga h => S  = (а + Actga)/; =>

а = 4  -  Actga h
булгани учун z куйидаги куринишни олади:
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Z = У -  Actga + 3 - , h  sin a ’

бу эса Л в а а  га нисбатан икки узгарувчили функция. Унинг
хусусий хосиласини топамиз:

Зг S  2 Эг , „ 2 2Acosa= -  -т -  ctga + - — , — = A cos е с  а -------,— .
Эй Л2 sm a  da sin2 a

ва куйидаги иккита тенгламалар системасини ечамиз:

-  Д- -  ctga + -Д -  = О,77 °  sin a  .
, , 2/icosa п
A cos e c a  — п —  = и’ I sin a

буни соддалаштирамиз:
S  , 2 -cos a  _  п

— ТТ ' • '■'>h  sin a  
/ i(l-2 cosa) _  q 

sin2 a

Иккинчи тенгламадан, А(1 -  2 cos a )  = 0 бундан A = 0 ёки 
1 -  2 cos a  = 0 • Ammo А чукурлик нол була олмайди, шунинг 
учун 1 -  2 cos a  = 0 булади ва бундан cos a  = | , a  = у  хосил 
киламиз. а  нинг бу кийматини биринчи тенгламага куямиз:

5 + 2' ^ - о  
~7? + 17з

Энди а  ва А нинг аникланган кийматларидан фойда­
ланиб, иккинчи тартибли хосиланинг кийматини аник,- 
лаймиз:

а2:  _ 2S . Э2г • ---------- 2
т г  ’ до?

Э г д 2z _  2 l-cosa+cosz a  ^ ,
А2 ' да*  sin a

А, В ва С сонларни топамиз:

6 ; 5  = 0; С * 1 ^ 3 -> / 5 ; 

6

Э2г _  l - 2 cosot 
ЭаЭА sin2 а

/4 =

V3- V5 > 0 .

Демак, А ва а  нинг аникланган кийматларида г  функ­
ция минимумга эришади ва у

Zmin= 2 jS - i l 3
га тенг булади.

2-§ . Амалий машгулот дарсида олий математикадан 
ёзма иш утказиш вариантидан намуналар

Маъруза ва амалий машгулот дарсларида талабалар- 
нинг олий математиканинг бирор булимларидан олган 
билимларини аниклаш ва уни мустахкамлаш, шунингдек 
назорат килиш максадида ёзма иш утказилади. Ёзма иш 
вариантлари кандай тузилиши ва унда нечта мисол ёки 
масала булиши жуда катта ахамиятга эга. Шунинг учун 
ёш укитувчиларга ёрдам тарикасида куйида ёзма иш ва- 
риантларидан намуналар келтирилди.

1. Б и р и н ч и  ё з м а  иш "Лимитлар” бобига багиш- 
ланган булиб, унга бир соат вакт ажратиш лозим. Бу ёзма 
иш вариантларида 6 та дан мисол берилган б$шиб, улар­
нинг лимитларини топиш керак.

1. lim х 2 +Зх+1
1-вариант

шп —-------
*->-1 2х2-Зх -5

3 lim
V2X+1-3 ■ 

5. l i m i ^ E p ^
*-»<> sin2 Зх

2. lim 3 -8*-3 jc2
х2+х-6

4. lim j£i+x~3- 
*->- x  +3x+I

6 ■ 1 2 2 ( 5 5 ) '

3jc-2

2-вариант
1 . lim 2x2+5x+l

3 . lim - .  _ 
*-*o Vx+4-2

5. lim sin2 вх
x->o xtg2x

31 — Ш.И.Тожиев

2.
*->5 x  - x -2 0

4. lim ^ r4̂ 1
xj +3jc+1

6. I im f2 £ z 3 f2x
2x+l J
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1. lim
x + x - 2

3 2 -л/хТТ

sin 5^<: lim — ■. r—J ■ p_>o arcsm 2 >>

1 . limx-»-/

■г limJ  „ -n

j r - 1 6
n m  - y - т — -  
X-.-4 х̂ +Зх+г

>/я2 + 9 -3  

"-*0 ^4-n2 -2

5 . l i m J f e - .
v_»o l-c o s4 x

, .. x 2+x-3 
1. l im — j——x->3 x -4

3. I'm
5-Vm +9

З-варчант
_ 2x - x -1
2. l im —n — •x-и 4 -3 x  - x

,  . .  m3-8m + l
4 . lim — 5----- - .x-*~ 3m -m+4

6. !й(ШГ-
4-вариант

.  . .  2x 2-1 6 x +1
2- S B t f s t t -

. . .  Зл2-4л+1
4. lim —1-----7  •n_»oo 2/i -*-/1—2

l-4x/ 2 V 
й г и м )  •

5-вариант
_ Зх2+2х2 . l im — jx-»-l X —1 

2 -З л -л 2
4 . lim

m->4 s/2m+l-3

,  , • arcsirr x5. lim ^ —:—
x->o 3x sin x

, .. 2x2+x-3. l im - т -------7 .
x—* i x + x - 2

„ -Дх+Г-4з. lim—r-5-
X->3 X —7

,  .. tg24x 5. lim  ̂i .
x-»0 s in  3 x

2я2-/нТ *

6- Кго(1 + з з ы

6-вариант

2 . lim
2x  +x-3

x —»I 3x2+x+2 '

. Зл2-4 л 5+2
4. lim , < i- i— •2n +Зл -л

43x+l

4 l m.( £ )  -

1 . lim —y- z—r-
x-<2 x  -3x+ 2
.. 2x2- 3 x - 2

3 lim
x—>0

V4+3x-V4-3x
7x

5. lim
l-c o s4 x  

‘o x sin 3x

7-вариант
_ .. 4 x 2 + 2x-3
2 . lim —j-----— .x-.i x + x - 2

. 4 л 3-З л 2 +1 
4. l im —j- r —-  

л — 2л +3/1—5

« - ( s i r

, 3x2-10x+3

3 . l im # ' - 3

5. lim

■ 2 x 2- 2x 

1-cos4x
x—»o tg '5 x

8-вариант
.  . .  3 x 2 +10x+5

2- Й 7 ¥ Г -

„ x 6 - 3 x 2- 2
■ Х^Л1 2x 6 +4x+5 '

6- j i a l S f -

1 . lim
3x2 -1 4 x +5

x-*S x " -6 x + 5  

3x2-1 4 x - 5
3. lim11111 „ ■> s---™x-»5 2x  - 6 x - 2 0

5 l i m ^ ^
x- .o  4 x

9-вариант
„ .. 3x2-1 4 x - 5
2 . lim , ■— .

x-*5 2x  - 6 x - l 5

4. lim
6x 5 - 3 x 2+l

"  3x 5 +2x+3 '

x+3

6- ^ 1п( т ^ ё )

.. 2x  - 1 3 x -7
1- ' ' m —2-7x—>7 X -S-9x+14

5  l im  co sx  cos3 x  
x-*o 4x

10-вариант
„  .. 3x 2 - 5 x - 2
2- J S 7 T 5 T T -

. .  x 3- 4 x 2+5 
X ™  3x4 +2x2- x

6 - !\тЛ Ш Т -
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1. lim Y T T - y -  jc—♦-] 3x +x-2

3 lim - j=^~.
*->* 72x-2

<, lim 3.x • ctg7xjc-*0

1. lim
,v -»-5  2 x + 7 jc—15

3. lim
V6x+ !-5

5. lim
x->0 COS x - c o s  X

1. lim 2x2 +9x+4

3 lim

t -*-4 x “- x - 2 0  

Vx2+9 -3

0 7 x 2+25-5

5. Hm xtg2x
,v->o l-co s3x  '

1. l i m ^ - ^ i 2
jc—»i x  -4x+3

3 lim

,  arcsin2 3x5. lim-=— .x—>o 2xsin5x

19-вариант

2. l im 3x 2+x - 4

л—*i 2x2 +x-3 ’

<■ 5 s ™ -

«■ Й ! ( е т Г

20-вариант
^гх^-зх- i  
■*! 4x -3 x  -I

„  8x5 +3x2-I

«■ к(етГ
21-вариант

2. lim ^ i—*—  
x—*i x +2x-3

4. lim V-5rt+3
~я4 +3л-6

6- lim (3x -  2 )v ' •

22-вариант

2. lim 2*2/ 3* -14-. 
x->2 3x~-7x+2

4. l i m ^ * - .и -  2x - x  +4

6 . lim (±t|iV"2 .
V 1+3/ /
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23-вариант
]im хЧЗх+2_ 
x-t-2 2х +5х+2 2. l i m 3x_2-10x +8 

X~>2 2x - 3 x -2  '

l im ^ E 1Л
V2х+3-3 ' 4. lim  3 x W + 5  

x-*— 6x + 3x-l0

ИП х м п 2х  
д-»0 1-cos ■ 6 .

X 2
lim (5 -  2x )*-2

24-■вариант

lim 4 —х—>4 х  —2х—8 2.
lim 3 ^ - 2 x - 5  
x->-l x  +5x+4

Hmjc—>0 5jc 4. l i m ^ " V 4
я-»- 2n+n2-3 n

lim sin2 3x ctg25x.v-*0 6.
X

lim (7 -  6х)^-з

lim ф *~12 
х-»-з x^+5x+6

l i m - ^ t -  
•»-*4 V5x+5-5 '

l im - ^ ,3* 
x-+o arctg 2x  '

25-вариант
2x - 3 x -9lim

х-*э 3x - 5 x - l2

lim>2f ~ 7y 4
x-»~ 6x  -3 x 2+2 

l i m f ^ f
x-»~ \x-4/

2 . И к к и н ч и  ё з м а  и ш “Х,осила ва унинг татби- 
ки га дойр булиб, унга икки соат вакт ажратиш лозим. 
Бу ёзма иш вариантларида 5 та дан мисол ва 1 та масала 
берилган. Уларни куйидагича бажариш керак.

1-2-мисолларда: берилган функциянинг биринчи тар­
тибли ^осиласини топиш керак.

3-мисолда: берилган функциянинг аргумент х нинг бе­
рилган кийматидаги биринчи тартибли \осиласининг 
Кийматини х;исоблаш керак.

и 4-мисолда:  берилган функциянинг иккинчи тартибли 
СУ ) косиласини топиш керак.
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5-мисолда:  параметрик куринишда берилган функция-

нинг иккинчи тартибли х,осиласи I ни топиш керак.
6-масала шарти вариантда берилган.

1-вариант
еЗ .

1+sin Зх
2. у  = е-Гх

1+е2х

 ̂ j x  = arcsin(f2 -  1), 
\у = arccos 2/.

6 . у  = эгри чизик, а  нинг кандай кийматида Ох
укини 45° (эурчак остида кесиб утади.

2-вариант

3. f ( x )  = l[x2, х  = -8

4 yz z2a&2*.

2. у  = е

с \x = t2 +t +1,

6. х у = & в а х 1- у 2 = 12 гиперболалар тугри бурчак 
остида кесишишини курсатинг.

3-вариант

1. У 2. у  = ^(1 + sin3 2а-)2 •

3. / (х ) = 1& £ ,  х  = 0,01

4. у  = х • е* .
х  = ctgr,

у  = 1

6. х2 + у 1 = 8 ва у 1 = 2х эгри чизикдар кандай бурчак 
остида кесишишини аникланг.
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4-вариант

1 у  = ^ х  + х ■ л/х 

3. / (х ) = х 2 -  Д г ,  х  = ±2

4 . у  = хе *.

2. У = У

6. у  = -  гипербола ва у  = ,/х парабола кандай бурчак 
остида кесишишини аникланг.

5-вариант

\.У = { 

3. / (х )

1+sin Зх
3+2 sin Зх

= 4 - - Х 2 + Х , X = - 1 .

4. у  = 1п(1п х ) .

2 . у  = e^arc tg2x .

х  = 2 cos3 2/, 
у  = sin3 21.

6. у  = х - х 3 эгри чизик билан у  = 5х тугри чизик кеси- 
шиш нуктасида ташкил этган бурчакни топинг.

6-вариант

1 ■ у  = у]х + \fx .
3. f ( x )  = е х • cos Зх, х = 0 .

4. у  = xVl + x 2 .

2. у  = l+sin 2х 
1-s in  2х

X = 2/ -  t2, 
y  = 3 t - t \

6. х -  t 2, у  = /3 ярим кубик параболанинг t = 2 нукта­
сида утказилган уринма ва нормал тенгламасини тузинг.

7-вариант

3 -  2yj6x + 5 . 2. у  = cos 2х sin2 х .
х 3+х2+1

3. / (х ) = ln(l + х) + arcsin у , х  = 1.
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4. v = .5.
x = 3 cos /, 
у  = 4 sin2/.

6. x2 + y2 = 5 ва у2 = 4x эгри чизикдарнинг кесишиш 
нуктасидаги бурчакни топинг.

8-вариант

1. У =

3. / (* )  = tg3 ^ , х  -  2 .

4. y  = i!l£ .

2. у  = sin3 5х - sin5 З х .

х = 2 cos3 /, 
у  = 4 sin3/.

Х~~ 16 . У = эгри чизик абсциссалар укини кандай бур­
чак остида кесиб утади?

9-вариант

1. у  = х-.
'1 -х 2 •

3. 2у  = I + ху3, х  = \,у = 1

4. у = х 2 1пх3.

2. Д Х) = .

5.
х  = cos I + / sin /, 
у  = sin / -  /cos /.

6 . х2 + у2 + 4 х ~ 2 у  — 3 = 0 эгри чизикнинг Оу уки би­
лан кесишган нуктасида утказилган уринма ва нормал­
нинг тенгламасини тузинг.

10-вариант

1. у  = yjx + yfx . 2. у  -  е cos х  .

3. у  = (х + у )3 -  27(х -  у ), х  = 2, у  = 1 .
5 fx = 2 co s/ -co s 2/, 

[у  = 2 sin / -  sin 2/.

6. у  = 4 x —x1 эгри чизикнинг Ох уки билан кесишган 
нуктасида утказилган уринма ва нормалнинг тенгламаси­
ни тузинг.
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j у  = -Jx2 + I + ^/х3 + 1 . 2. у  = arcsin(tgx)
3. у е у = ех" ,  х = 0 ,у  = 1 •

5 \х = 21 +1,

11-вариант

4. y  = (l + x 2)tgx .
у  = In /.

6 Ху  = 4 гиперболага абсциссалари х, 1, х2 4 
булган нукталарда утказилган уринмаларнинг тенглама­
сини тузинг ва уринмалар орасидаги бурчакни топинг.

12-вариант

_ -Jx2+yTx
L
3 у 2 =-Х + In ^ , X = 1 ,у = 1.

4. V = е х cos4 х  •

2. у =

5. Iх - 3 /  /3’
[ у  = 3/2.

6. Моддий нукта 5  = ^ - З /2 + 3/ + 5 конун буйича 
тугри чизикли харакат килмокда. / вактнинг кайси мо- 
ментида нуктанинг тезлиги нолга тенг булади.

13-вариант

1. у  = 5^jx2 + >/х + 1  . , 2 . У = 1Ш п 1̂+cosx

3. х = /In/, у  = t = 1 .

4 . у  = e_Jt cos х .
х  = 2/ -  /3, 
у  = 21\

6 .  Иккита нукта 5, = /3 -  3/ ва S2 - 1} 5t2 + 1 It 4 k o h v i i 

буйича тугри чизикли харакат килмокда. Вактнинг кайси 
моментида уларнинг тезлиги узаро тенг булади.

14-вариант

1. у  = 1 + 1+х
/х-1

sinx2. у  = -------
^ 1+tgy

3. x = o (/ -s in/ ), у  = о(1 — cos/), t ~ \ -
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4. у  = 4х  е х.

6. Агар туф и чизикли харакат килаётган нуктанинг 
тезлиги v = /3 +/3- t + t  тенглама билан берилган булса, 
нуктанинг / = 3 моментдаги тезланишини топинг.

15-вариант

1. y  = j/ i™  . 
V Зх- 2

2. S = ~ .
cos t

3. х = е ' cos /, у  = е' sin /, t = - .
4

4. у  = хе'*2 . 5.
х = \nt,

6 . Нукта -  /3 - 1  /2 + 4 конун буйича туф и чизикли 
харакат килмокда. t = 5 да нуктанинг тезлигини топинг.

16-вариант

1. у  = Ух2 + Зх ~^/(6х-1)2 . 2. у  = I  

3. ^ = (1+х3)(5 -^ -| , х = 1,х = 0 .

1+£̂
ех

4. у  = arctg 2х
Г Р 5. * = Г ,

\У =

6. Нукта -S -  З/3 + /2 -  4 конун буйича туф и чизикли 
Харакат килмокда. t=  5 сек моментдаги тезлик ва тезла- 
нишни топинг.

17-вариант

2. у  = sin2 З х .1. у ,  * i L - 4 V i 7 7 .
V l+x

3- S  = 3 i j  + y ,  t = 0, t = 2

4. у  = x 3 l n x . 5 j x  = / -s in / , 
[y  = 1 -  cos t.
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6. Нукта S  = /2— 8t2 + 4 конун буйича туф и чизикли 
харакат килмокда. Вактнинг кайси моментида нуктанинг 
тезлиги нолга тенг булади?

18-вариант

1. У = 2. у  = >/l + In2 х .

3. / (х ) = х(1 + 7 7 ) ,  х  = 0 .

у  = cos t.

6 . Тормозланиш  пайтида маховик t с ек  даво м и - 
даср = 3 + 8/ - 12 бурчакка бурилади. Вактнинг t = 5 сек мо­
ментида маховик айланишининг бурчак тезлигини топинг.

19-вариант

1. у  = 7 х  + 7 х  . 2. У = 4 ln x  
1 —In X ‘

3. / (* )  = т~т> х  = 2 .
1 - х

4. y  = ln t g ( j  + j ) .  ̂ j  х  = cos а/,
[у  = sin at.

6 . Тормозланиш  пайтида м аховик t с ек  даво м и - 
даф = 4 -  8/ + t3 бурчакка бурилади. Вактнинг t моментда­
ги бурчак тезланишини топинг.

20-вариант

1- у  = y jlx 2 + 1 + yjx3 -  4 ■

3. / ( х ) - £ , ,  = 1 .

4. у  = Aarctgx.

2. У = { tg3x -  ctgx + х .

у  = cos t.

6 . Тормозланиш  пайтида м аховик t с ек  д аво м и ­
да ф = t2 -  St -  3 бурчакка бурилади. Маховик тухтайдиган 
вакт моменти t ни топинг.
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21-вариант

1 ■ у  = W 1 + х2 ■

3. S(t) = 3^  + 4 . '  = 0, r = 2 .

4. У =
x 2- l

2. y  = , „ l h S £ -  
V l-tgjr

5 I JC = COS у ,

у  = / -  sin t.

6. Жисм температураси T нинг г вактга б о т и к  холда 
узгариши Т = 0 ,4/2 тенглама билан берилган. Вактнинг 
/= 10 сек моментида бу жисм кандай тезлик билан кизий- 
ди?

22-вариант

1. у  = 5\/4х + 3 -  2
Vx3 +х+1

3 . у  = X = е .

4. у  = х -  arctgx ■

I —sin х  

1+COSX

5 jx  = tg/ + Ctg/, 
[у  = 2 lnctg/.

6. Массаси 5 кг булган жисм S  = 3l2 + 1 + 4 конун буйи 
ча туфи чизикди харакат килмокда. Жисмнинг харакат бош

л ( m v ‘лангандан 4 сек утгандан кеиинги кинетик энергияси - у  
ни топинг. v

23-вариант

1. 3'  = 3^x5 + 5x4 - 1  , 2. У = ln|er + Vl + ел j .

3. , - i j b i ,  * - § .

4. у  = s in x  -  j c o s 3 x  .  ̂ Jx  = s in /2 + l,

\у = е'2.
6. Ток кучи / вакт t га боглик холда / = 0 ,4Г2 конун

шининг тезлигини топинг.
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24-вариант
1. у  = 2. v = In X

Jx2+l
3. Д х)  = (x 2 + x + 1)(x2 -  x  + 1), x  = 0, x  = 1.

4. у  = arctg-Ул . 5 . | * - 3 c o s 4
[ j  = 2 sin31.

6. Нукта S  = 2/3 — 2/2 — 4 конун буйича туф и чизикди 
\аракат килмокда. t = 2 секунд охирида нуктанинг тезла- 
нишини топинг.

25-вариант

L y = x + V r h -V l - x

4. у  = ln(x + \[x) ■

2. у  = tg2(x3 + 1).

x = 0, x  = 1.
<. |x = t COS t,

Iy = fl/sin t.

6. у  = л 2 -  6x + 8 параболага абсциссаси x  = 4 булган 
нуктада утказилган нормалнинг тенгламасини тузинг.

3 . У ч и н ч и  ё з м а  иш “Аникмас интеграл” бобига 
багишланган булиб, унга икки соат вакт ажратилган. Бу 
ёзма иш вариантларида 6 та дан мисол булиб. берилган 
интегралнинг бошлангич функциясини топиш керак.

1-вариант

1. | x 3arctgxdx. • n/ (4 -x2)32.

1- 2х

1  ^ 4 ?
5. J In2 xdx .

dx .

X
2x - l d x .4- \ 21 5x -x+ 2

6. | sin 2x cos 5xdx

3 x - l
4x -4x+17

d x .

2-вариант

2- J
3x+4

V 6 x - x 2 - 8

495



4. .
J ^ T T

6- / 5
2x 2-5x+1
x 3- 2 x 2 +x

dx .

10-вариант

11-вариант

1+cos2 5x 

32 — Ш.И. Т ож иев

# „2*
2. /------rfx .

3 e x - l

4. J^/xM nxdx.

6. J sin 5x cos 3xdx .

2. J arctg V xdx .



ч 
5-1

х -4

\1х2-  2х+3
dx ■

\l4-x2

1. г h W * d x .
J COS X

3. н ¥ - .
sin x

5 J ctg4xdx

4

3. 1

M

3x3+x2+5x+l dx .
x  +x

dxJ L
1 +\fx 

xdx 
2 x 4 +5 '

x 4—16

4
dx

(l+ x2)(arctgx-3) 
In x

3.
5 . } Ь Л

J v

6.

12-вариант 

2 . 

4. 

6.

13-вариант 

2.

4.

6.

14-вариант 

2. 

4. 

6.

15-вариант 

2.

4.
6.

4.
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dx

sin3 x+1 d x .

x+2 dx -
x ‘ -4x+3 
dx

x z+l
(x -I )  (x+3)

dx

5x-3

n/2x2+8x +I

dx

dx

4 sin x+3 cos x+5 

(x + l)eA'dx .

(x 2 + 3) cos xdx

xdx
2x 2+2x + 5 ' 

sin2 xcos4 x d x .

3x+2
x 2-4x+12 

2 -x

dx •

dx
(7 -x )3 
(1 + sin4 x) d x .

Ж
И : dx

cos2 x(l+ tgx)3

3. J e 2x sin 2xdx .

dx
5- 1 5-3 cos x

1. f 4 — dx.J e4̂ _5 

4 f 5x+3 Ayr

5. | ln(x2 + 1) d x .

1. | (x2 + 3) e '2xdx .

3 -1
dx

x ln  X

x - l5. f - ^ d x3 -J2X-1

1. J (x  + 2) In xdx .

3. J - ,

5- J

2x+3
x  -5x+7 

dx

d x .

4 ^ * -

2.

4.

6.

17-вариант

2.

4.

6.

16-вариант

18-вариант

19-вариант

20-вариант

х+4

■\/7+6х-д

х 3+2х2 +х

d x .

xb/x+3/x)

dx

d x .

dx.

4 2X -X

rfx
xV 2x-9

rfx
3+5 sin x+3 cos jc

b - x - x 2
dx

x 4-6 x 3+9x2

sin x 
1+cosx

d x .

• x  +x+5 
x (x+ 3)(x-2 ) 

dx 
Vx+1+1 

■ _ d x _  
tg33x ‘

dx

2x+l
7 l+ 6x -

dx
3x
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х -3 dx
dx

4. j  sin(ln x )dx .

6. J 2 s in x -co sx  '

21-вариант

2х ■ 3хdx . 
x +1 d x .

5x^+2x+l

, sinx^  dx. 
/7+2 cosx

2. { arcsin xdx .

4- 1
x+3

M

(x+2 )(x  +x+l) 

!/ 7+2cosx

dx

22-вариант

3x-13
x2-4x+8

dx

dx .

2. j x l n ( x 2 + 1 )dx .

4 \ A r d x  
‘ J 9 -x

6. l ^ ^ d x .
1 x -I

23-вариант

/sinx cos5 x d x . 8x - l  1

1- x 4
d x .

cosx
1+sinx

d x .

3x2+2x+l

Л f (V x -I)(^ x + 1) 

' J p

25-вариант

И
1+lnx d x . dx

3. } x V  dx.

x +2

2- b Shi -vv.
4  j  3 x - l d x .

5‘ b х-’-гх'Чгх

x 2 - 6x+I0

6 . f - f f z L  rfx 
3

4 . Т у р т и н ч и  ё з м а  и ш “Дифференциал тенгла­
малар” бобига багишланган булиб, унга хам икки соат 
вак,т ажратилган. Бу ёзма иш вариантларида 5 та дан ми­
сол булиб, берилган дифференциал тенгламаларни ечиш 
керак. 1,2,3,5-мисолларда умумий ечимни, 4-мисолда бе­
рилган бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий 
ечимни топиш керак.

1-вариант

1. У’- * - = 0 .

2. <?I+A"tgydx = ^ d y .
3. у"+ у '  tgx = sin 2х  .
4. у  У = cos 2х, y(0) = - i ,  у '(0 ) = 1
5. у ”+ 4у  = ctg2x .

2-вариант

1. У

2. У
3. У
4. У
5. У

= 4 +L,*b t
= 2х- у .
1 = 4 c o s 2 x .
-  2у '+ 5у  = 5х2 -  4х + 2, у(0) = 0, у  '(0) = 2.

3-вариант

1. (х 2 + y 2)dx -  xydy = 0 .
2. (I + e 2x) y 2d y  = e xdx .
3. уу"+ у ' 2 = 0 .
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4. y "+ 3y ' - 10y  = xe~2x, y (0) = 0, y ’(0) = 0 .
5. y " - 3 y '+ 2 y  = 2x .

4-вариант

1. x y у  = x2 cos x  .
2. 3eA tgydx = (1 + e x) sec2 y d y .

3. х3у " + х 2у '  = 1.

4. y ' ' - 2 y '  = e x(x2 + x -  3), y(0) = 2, y '(0 ) = 2
e 2x5. y " -  4у '+ 5 у  ---------^  ̂ cos x

5-вариант

i .

2 . ~ >’ ’+ e* = 0 .

3. x V "  = 6 .
4 . y " -  4y '+ Ay = sin x, y (0) = 0, y '( 0) = 0 .

5. y"+ Ay = cos2 x  .

6-вариант

1. y'+  2xy = 2xy3.

2. y'+ у  = e x sin x  .

3. у  "'sin4 x  = sin2x-

4. y " - 3 y ,+ 2y = - e - 2x, y (0) = 1, y '(0 ) = 0 .

H c. . n 9x2+6x+2 3*
5- > = •

7-вариант

1. x 3y ’+ x 2y  + x + 1 = 0 •
2. (x + y)dx  + xdy = 0 •
3. yy"+ 1 = у '2 •
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у  ”+ у  = cos Зх, у [| )  = 4, / ( f ) = 1 

y"+ 2 y ’+ у  = 3 e ' xyjx + 1 .

8-вариант

У +
2у  _

i + ( i + y y  =0. 

x 2y  = у  "2 .
y " - y  = e2' ,  у(0) = 1, у '(0) = 2 . 
у  "+ у ' = tg x .

9-вариант
1. у '+ 2ху = хе х .

2. х  cos — (уг/х + xdy) = х2 sin ~ d x .
3. у ' 2+ 2уу" = 0 .
4. у ”- 4у = Зхе~х, у(0) = 0, у ’(0) = 0 .

5. у "+ 4у  =
cos2x ‘

10-вариант

ху + У = (2х + х у ) у '. 
у '+ —̂—г + х 2 = 0 .х+1

у  " -  2у у ' •
y"+ 4y  = s in x , у (0) = 0, у ' ( 0) = 0 .

-2*

11-вариант
ху  + у  = sin х  . 

y 2dx = ( х у - x2)dy  .

3. 2х у ' у " = у ,2-  1
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4. у  2 у  Ч 2 у  = 2х, у(0) = 0, у '(0 ) = 0 .

5. у ' ' - в у ' + 9 у  = 3 6 у [ х е Ух ■

12-вариант

1. х у ' - у  = x tg £ .

2. y '+k%Ly s s \.
хл

3. 2уу" = 1 + у ’2 .

4. 2 у "+ у '- у  = 2ех , у(0) = 0, у*(0) = 1-

г  .. 15. у + у  = cos 2х

13-вариант

1. у '-  У. = ех

2. У +
4 ху 1
ДГ + 1 x^+l

3. у " 2 = у ' 2+ 1.
4. у " -4 у '+  Зу = е 5х, у(0) = 3, у ’(0) = 9.
5. у "+ 4у  = 2tgx •

14-вариант

1. у '+ ytgx = —— . 
'  * cosx

2. ху = у - х у .

3. .ху у ' = х 2ех .

4. у"+ 4у  = 5е\ у(0) = 0, у '(0 ) = 1. 

I5. у " - у '  = 1+^
15-вариант

1. х у ' = у  + хех .

2. х  + у  = х у ' .
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3. х(у"+ 1) + у '  = 0 .

4. у " + у  = хе\  у (0) = 0,5, у ’(0) = 1 .

5. у"+ 2у '+ у  = е—  •

16-вариант

1. у'+ ху = х3.
2. у'+  -  у  = 4 - .X XJ
3. ху" = у ' + х 2.
4. у  у  = 2(1 -  х ), у(0) = 0, у  '(0) = 1 •

5. у " - 2 у '+ у  =
7 ^ 7 '

17-вариант

1. х  In — d -  ydx = 0 .
у

2 . у 'х  + у  = - х у 2 .
3. у"+ ^ у ’ = 0 .
4. у " - у  = 9хе2*, у(0) = 0, у '(0 )  = -5 .
«  .. 2 +cos3 х Ь. у  + у  = ------— •

COS X

18-вариант

1. у  'c o sx  -  у  sin х  = sin х .

2 . (х2 -  2y2)dx + 2xydy = 0 .

3. х 2у " + у '2 = 0 .

4. у "+ 6у '+ 8у  = Зх2 + 2х + 1, = У'(0) = 0 
15. У +У = sinx

19-вариант

хуеу + у dx = x 2evd y .

505



2. ху '\п^  = x + y l n ^ .

3. х2у "  = 4 .
4. у  6у  ’+ 9у  = е 3х, у(О) = 1, у  '(О) = О .
5. y " + y  = t g2x .

20-вариант

1- х2у '  = 2ху + 3 .

2 . у 2 + x V  = х у у ' .

3. у "  = y j l - y ' 2 .
4. y"+4j/ = <T2jr, у(0) = 0, у '(0 )  = 0 .

5. у " - 3 у '+ 2 у  = \ + —L .1+е

21-вариант

1- d y  = ( y  + x2)dx-
2. у  = у ’ In у .
3. / у  ”- 3  = 0 .

4. у " - 4 у ’+5у = хе2*, у(0) = - 1, у '(0 ) = 0 .
5. у "+ 4у  = Sin X

22-вариант

1- (х2 - 1) у ' - х у  = х 3 - х -
2. (х2 -  х2у ) у  ’+ у 2 + ху2 = 0 •
3. х у "+ 2 у ’ = 0 .
4. З у ' - 4 у  = 17s in х, у(0) = 4, у '(0 ) = 0 .

5. у " - 2 у ' + у  = — .X

23-вариант

1 ■ у 2ху = х е " 2 ■

2. 3extgyclx = (1 -  e x) s e c 2 y c l y .
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3. 1 + y '2+ y y "  = 0 ■

4. y " -  3y'+ 2 y  = e 3x(3 -  4x), >>(0) = 0, y '(0 )  = 0 .

5. У"+У = —i - .COS X

24-вариант

1. x y ' = 3y -  xAy 2 ■
2 . (1 + y 2)dx -  \fxdy = 0 .

3. y y "  = y ' 2 .
4. 3/"+ 2y'+ у  = 9e2x + x, y(0) = 1, y '(0 )  = 2 .
5. y"+ у  = ctgx .

25-вариант

1. y ' - y - t ^ :
2. x  + ху + у  '(у  + ху) = 0 .
3. у "  = 2 - у .
4. у ”+ у  = sin 2х, у(0) = О, У (0) = 0 ■

5. у  "+ 4у '+ 4у  = е~2х In х  •

3 -§ . Амалий маииулот дарсларида зарур 
буладиган формулалар

Ажойиб лимитлар

1) lim (l + - )  = е  ;

3) lim (1 + у )  = ек -
JC-̂ OO \ X /

5) П т —— = 1 •' Л-.0 .X

7) Пт ln(1-̂  = q  -
' *-»о *

4) lim (1 + кх)* = e k ;

6) Hm
1п(1+л)

x->0 X 

a x- 1

= 1

8) l im -—- = In a
x—»0 X

9) lim y  (a y - 1) = In a ■

(Хосила па интеграл жадвали китобнинг форзацида берилди.) 
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Энг олдий функцияларнинг юкори тартибли 
хосилалар жадвали

№ Функция п -  тартибли \осиласи
1. у  = хл y W  — _  2 ) . . . ( т  — п  + 1)х"

2. у  = InJC / - ) = ( - 1) - '( я  -  1)! ±

3. у  =  loguX у « = ( -  1 Г '  -^ 2 = Ш .±У V ;  Ina х"

4. у  = е** у<л>=Апе*1
5. у  =а* у<">=(1па)"а*
6. у  = акх / л,=(^ lna^o**

7. у  = sinx у  <">= sin
ях+п —

8. у  = cosx yn)=COs пх+п — 2

9. у  = sin/cx у" = к 2 sin | кх + п~

10. у  = cosArx У ' ^ к "  cos | кх + п~

11.

J5слп п -  жуфт булса, = shx, п -  ток 
булса, У")=сЬх.

12. у  — chx и — жуфт булса, У'" = chx, п -  ток 
булса, y",=shx.

Ж

Интегралларнинг куринишига к,араб, узгарувчиларни 
алмаштириш усуллар жадвали

Интеграл У згарувчини  алмаш тириш

J R |х, 4ах2 + bx + с  j dx.

t = "I

r = ’ б ун да r ~ n ’ m ' -  
со н лар га  булин увчи  э н г  ки чи к 
сон .

Эйлернинг куйидаги учта ал- 
маштиришлардан бирини ба- 
жарилади.
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1) агар а > 0 б^лса, I II lax2 + bx + c,

2) агар с  > 0 булса. Xt  + yfc  = yjlax2 + bx + c,

3) агар квадрат учх,ад
дх2 + Ьх + с  = (х-а)(х—/3) t(x — a )  = Jax2 + bx + c.

4.
булса,
| R^x,\lx2 + a2 ĵdx x = atg/ ёки x = a ctg/

5. j  R[x,y jx2 -  a2 j dx a  a
X = - — СКИ X = ----smf cosr

6. j  R^x,yja2 -  x2 j dx x  = a  sin t ёки x  = acosf.

АДАБИЁТЛАР
1. Б с р м а н т  Г.Н. Сборник задач по курсу математического ана­

лиза. — М.: Наука, 1985.
2. Б е р м а н т  Т.Н.. А р а м а н о в и ч  И.Г. Краткий курс математи­

ческого анализа. — М.: Наука, 1969.
3. Б о г о м о л о в  Н.В. Олий математикадан амалий машгулотлар. 

— Т.: “Укитувчи”, 1976.
4. Б у г р о в  Я .С ., Н и к о л ь с к и й  С .М . Дифференциальное и ин­

тегральное исчисление. — М.: Наука, 1988.
5. Д а н к о  П.Е., П о п о в  А .Г ., К о ж е в н и к о в а  Т.Я. Высшая 

математика в упражнениях и задачах,— М.: Высшая школа, 1986, ч. 1,2.
6 . Д е м и д о в и ч  В.П. Сборник задач и упражнений по матема­

тическому анализу. ■ М.: Наука, 1977.
7. Задачи и упражнения по математическому анализу для втузов. 

Под ред. Б.П.Демидовича. — М.: Наука, 1978.
8 . З о р и ч  В.А. Математический анализ. 1 и 2 т. — М.: Наука, 

1981.
9. И л ь и н  В.А., П о з н я к  Э.Г. Основы математического анали­

за. Ч. 1. -  М.: Наука, 1971, ч. 2 -  1973.
10. К р а с н о в  М.Л. Обыкновенные дифференциальные уравне­

ния. -  М.: Высшая школа, 1983.
11. К у д р я в ц е в  Л.Д. Курс математического анализа. В 3 т. -  М.: 

Высшая школа, 1988.
12. К у з н е ц о в  J1.A. Сборник заданий по высшей математике 

(типовые расчеты). — М.: Высшая школа, 1983.
13. Минорский. В. Олий математикадан масалалар туплами. — Т.: 

“Ук,итувчи”, 1963.
14. Р я б у ш к о  и др. Сборник задач индивидуальных заданий по 

высшей математике. Часть 1, 2.— М инск, Высшая школа, 1991.
15. Сборник задач по курсу высшей математики. Под ред. Г.И.К р у ч - 

к о в и ч а .  — М.: Высшая школа, 1973.

509



МУНДАРИЖ А
Суз боши ............................................................................................................................. 3

I б о б .  Фуикциялар. Лимитлар. Функциянинг узлукеизлигн

1-§.Сонли тупламлар. Ф ункциянинг таърифи ва берилиш 
усуллари .........................................................................................................................5

2-§.Кстма-кетлмк ва функниянинг лимити. Энг содда аник- 
масликларии ечиш.................................................................................................. 9

3-§.Ажойиб..лимитлар..................................................................................................  13
4-§.Чсксиз кичик функцияларни таккослаш. Узлуксиз 

фуикциялар...............................................................................................................  14
5-§ .Б иринчи  м уст акил  у й  иш и .................................................................................. 17
6 Иккинчи м уст акил  у й  иш и .................................................................................26

II б о б .  Бир узгарувчили фуккциясииинт дифференциал 
хисоби ва унинг татбиклари.

I Хосила. унинг геомстрик ва физик маъноси. Дифференциал­
лаш коидалари ва формулалари....................................................................35

2-§.М ураккаб курсаткичли ва ошкормас функцияларнинг 
хосилалари................................................................................................................. 41

3-§.Юкори..тартибли \осилалар..............................................................................43
4-§.Функциянинг биринчи ва юкори тартибли дифференциали

ва унинг татбики................................................................................................... 47
5-§.Дифференциалланувчи фуикциялар \ак,ида баъзи теоремалар. 

Лопиталь коидаси 52
6 -§.Функцияларни..текшириш ва уларнинг графикларини ясашда 

Хосиланинг татбики............................................................................................. 56
7-§.Функцияни..текширишнинг умумий схемаси ва унинг 

графигини ясаш ..................................................................................................... 67
8 -§.М аксимум ва минимум назариясининг амалий масалаларни 

ечишга татбики.......................................................................................................70
9-§.Биринчи..м уст акил  у й  иш и ..................................................................................73
10- § .Иккинчи м уст акил  у й  иш и ..............................................................................90
II -§ .Учинчи м уст акил  уй  иш и ...............................................................................  101
12-§. Туртинчи м уст акил  у й  иш и .......................................................................... 112

III б о б .  Комплекс сонлар.
1-§.Комплекс сон хакида тушупча. Комплекс сонлар устида асосий 

амаллар .-..............................................  124

IV б о б .  Аницмас интеграл.
1-§.Бошлангич функция ва аникмас интеграл..........................................  129
2-§.Функцияларни бсвосита интеграллаш.................................................... 134
3-§.Квадрат учхад катнашган функцияларнинг интеграллари......... 138
4-§.Узгарувчини алмаштириш усули билан интеграллаш.................. 143
5-§..Булаклаб интеграллаш...................................................................................... 148
6 -§.Рационал функцияларни интеграллаш................................................... 151
7-§.Баъзи..иррационал функцияларни интеграллаш...............................  156
8-§.Тригонометрик функцияларни интеграллаш.....................................  161
9 Биринчи м уст акил  уй  иш и ................................................................................ 164
10-§ .И ккинчи м уст акил  уй  иш и ...........................................................................  178

510

1 \-§.Учинчи м уст акил  уй  иши. 
\2-%.Туртинчи м уст акил  у й  ии

190
199

V б о б .  Аник интеграл.

1-§.Дник интефал хакида тушунча. Аник интегрални хисоблаш. 213
2-§.Хосмас интеграллар.............................................................................................221
3-§.Аник..интегралпинг геометрияга о ид масалаларни ечишга 

татбики.......................................................................................................................227
4-§.Аниц интегралпинг физикага оид масалаларни ечишга 

татбики.......................................................................................................................238
5 Биринчи м уст акил  у й  иш и ................................................................................244
6-§. Иккинчи м уст акил  у й  иш и ...............................................................................261

VI боб .  Бир ноча узгарувчили функиияларннинг 
дифференциал хисоби.

1-§.Бир неча Узгарувчили фуикциялар хакида тушунча. Хусусий 
хосила.........................................................................................................................282

2 -§.Функциянинг тула дифференциали. М ураккаб ва ошкормас 
функцияларни дифференциаллаш............................................................ 288

3-§.Юкори..тартибли хусусий хосилалар. Сиртга утказилган 
уринма ва нормал текисликларнинг тенгламалари........................ 292

4-§.И кки..узгарувчили функциянинг экстремуми...................................296
5 Биринчи м уст акил  уй  иш и ................................................................................301
6 -§ .И ккинчи м уст акил  уй  иши ...............................................................................ЗГЗ

VII б о б .  Оддий дифференциал тенгламалар.
1-§.Асосий тушунчапар. Биринчи тартибли дифференциал 

тенгламалар. Изоклин усули........................................................................ 324
2-§.Узгарувчилари ажраладиган ва бир жинсли дифференциал 

тенгламалар 330
3-§.Биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламалар.

Бернулли тенгламаси........................................................................................ 335
4-§.Тулик.дифференциали тенглама.................................................................342
5-§.Тартибини пасайтириш мумкин булган юкори тартибли 

дифференциал тенгламалар...........................................................................344
6 -§.Юкори..тартибли чизикли дифференциал тенгламалар................ 350
7-§.Диффсренциал тенгламалар системаси хакида тушунча.............. 368
8 Биринчи м уст акил  у й  иш и ................................................................................385
9 -§ .И ккинчи м уст акил  у й  иш и ...............................................................................396
Ю-§.Учинчи м уст акил  у й  иш и ................................................................................411
1 1-§. Туртинчи м уст ацил  уй  иш и ..........................................................................421

VIII б о б .
1-§.Олий математика татбикига дойр масалалар.......................................435
2 -§.Амалий машрулот дарсида олий математикадан ёзма иш 

утказиш вариантидан намуналар...............................................................481
3-§.Амалий машгулот дарсларида зарур буладиган формуллалар.. 507

Адабиётлар........................................................................................................................509



Тожиев Ш.И.
Олий математикадан масалалар ечиш. Олий укув юрт- 

лари талабалари учун дарслик. Т.: "Узбекистан", 2002,— 512 б.

ББК 22.161.6я73

Таджиев Ш укрулла Исмоилович 

ОЛИЙ МАТЕМАТИКАДАН МАСАЛАЛАР ЕЧИШ

Тошкент — " Узбекистон" — 2002

Му\аррир Я. Алимова 
Бадиий мух,аррир К- М е*м онов 

Техник му\аррир У. Ким 
Мусаххих, М. Рацим бекова  

Компьютерда тайёрловчи Л. А бкеримова

Теришга берилди 5.02.02. Босишга рухеат этилди 26.09.02. 
Когоз формати 84x l08V 3r Шартли босма т. 26,88. Нашр т. 23,79. 

Тиражи 2000. Буюртма №321.  Ба^оси шартнома асосида.

«Узбекистон* нашриёти. 700129, Тошкент, Навоий, 30,
Нашр № 13т2002.

Узбекистон матбуот ва ахборот агентлигининг 
F. Рулом номидаги нашриёт-матбаа ижодий уйи. 700129. Тошкент ш.. 

Навоий кучаси. 30. 700169. Тошкент. У. Юсупов кучаси. 86 уй.


