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Узбек истон — келажаги 
буюк давлат.

Целом Каримов

С?3 БОШИ

Китобхон эътиборнга давала цилинаётган мазкур Юлий матема
тика» дарслигининг бешинчи жилдига унинг математик физика тенг- 
ламалари, операцион ^исоб ва асосий сонли усуллар каби махсус 
боблари киритилган.

Дарслнкнинг бешинчи жилдини ёзишда ^ам олий уцув юртлари- 
нинг му^андис- техник ва кишлоц хужалик мутахассислнклари учун 
математик фанларнинг амалдаги «Дастур»ида кузда тутилган ва 
соатлари меъёрланган махсус боблари учун тавсия цилинган асосий 
ва кушимча адабиётлардан э^амда узбек тилида чоп этилган дарслик 
ва укув кулланмаларидан кенг фойдаланилди.

Муаллиф дарелнкнн ту’зишда, унинг махсус бобларини ёзишда 
берган маслахатлари ва ёрдамлари учун Тошкент архитектура-курилиш 
институти Юлин ва амалий математика» кафедраси у^итувчиларнга 
уз миннатдорчилигини билдиради.

Узбекистан ФА нинг ^акнкнй аъзоси, физика-математика фанла- 
ри доктори, профессор В. К,. К,обуловнинг дарсликка киритилган 
махсус бобларда келтирнлган мавзуларни такомиллаштирилган ^олда 
баён цилиш борасида берган танкндий фикр ва муло^азаларини 
муаллиф кадрлайди ва унга узининг миннатдорчилигини билдиради.

Муаллиф холнеона такриз, танкид ва дарсликни ёзишда йул ку- 
йилган камчнлнкларнн курсатганларн учун Тошкент к,ишлоц хужа- 
лигини механнзацнялаш ва ирригациялаш институти «Х,иеоблаш ма- 
тематикаси ва математик моделлаштириш» кафедраси укитувчиларига 
ва унинг мудири профессор X. Эшматовга, Тошкент ту^имачилик ва 
енгил саноат институти «Амалий математика» кафедраси уцитувчила- 
рига ва унинг мудири доцент Н. Муцимовга, та^рир ^айъатининг 
аъзолари доцентлар: £ . М. Хусанбоев, Р. Ж. Исомов, А Омонов- 
ларга уз ташаккурнни из хор килади.

Айникса, дарслнкнинг «Математик физика тенгламаларн» махсус 
бобини ёзишда доцент Н. И. К,идирбоевнинг беминнат ёрдамини 
муаллиф эътироф этншни узининг бурчи деб билади.

Дарслик адидаги танкндий фикр ва муло^азаларннн билдирган 
барча китобхонларга муаллиф олдиндан уз ташаккурини билдиради.

Муаллиф
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МАТЕМАТИК ФИЗИКА ТЕНГЛАМАЛАРИ

А. Н А З А Р И Й М А В З У Л А Р

1-§. Асосий физик жараёнлар ва уларнинг тенгламалари.
У мумий тушунчалар

Купчнлик физик жараёнлар математик физиканинг асосий тенг- 
ламаларини урганиш заруратига олиб келишини мисолларда курса- 
тамиз.

1.1 Исси^ликнинг таркалиши ва диффузия. Парчаланишли диф
фузия ва занжир реакцияда Диффузия. Изотроп жисм берилган 
булсин: и — жисм температураси, р — унинг зичлиги, у — солиштир- 
ма иссшушл- chfhmh; f  — иссицлик манбаларининг интенсивлиги, яънн 
х,ажм бирлигидан вакт бирлигида ажраладиган иссицлнк мнцдори.

Жисмнинг ^ажмини тулдирган зарраларининг вацт бирлигидаги 
иссиклик балансини ^исоблайлик. Тажриба натижаларига мос келади- 
ган Фурье гипотезасига асосан V ^ажмга AS  снрт элемент»! орцали 
келадиган иссиклик миадори У

AQ  = - А  —  • A S '- .

формула билан аник,ланади, бу ерда к — мусбат пропорционаллик 
(мутаносиблик) коэффициента булиб, иссиклик утказувчанлик коэф
фициенты деб аталади. Демак, V га 5  сирт орцали келувчи иссиц- 
лик мшдори Остроградский формуласига (2-жилдга ^аранг) асосан

— f f  k — d S =  f f f d i v ( * v a ) d T :  
dn Jv -

га тенг булади, бу ерда v u  — шу ы функциянинг градиенти. V га 
келадиган жамн иссиклик миедрри

d \v ( k v u ) d x +  j l  j / d x  
v v

тенглнк билан ани^ланади, бу ерда тенглнкнинг унг к,исмидаги ик- 
кинчи цушилувчи— манбалар ^исобига келадиган исснцлик микдори.

^ажмнинг d т элементи температурасини A t  ваь̂ т ичида du миц- 
дорга ошириш учун

Yd u p d x  =  YP —  A t  • d idt

иссиклик мицдори керак булади.
Жисмнинг V хажмни эгаллаган зарралари температурасини оши- 

рншга сарф буладиган жамн иссиклик мицдори вацт бирлиги ичида
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га тенг булади. =  Q2 десак, цуйидагига эга буламиз:

j f f  [div (Л vu) +  /] d x  =  f f 1 YP ^ r d x .  
v v dt

V сохр ихтиёрий эканлигинн ^нсобга олиб, урта циймат э^идаги 
теоремага а сосан

div(fevu)— YP-^- =  — f  ( 1. 1)
(J t

ни ^осил киламиз. ( 1.1) тенглик нсси^ликнинг бир жинсли булмаган 
жисмда тарцалиши дифференциал тенгламасидан иборат. Myjyrr бир 
жинсли булган ^олда бу тенглама

А и -----7  - f -  =  — Г ’ « =  / —  (1-2)аг at к  У у  р

куринишда ёзилади ва математик физиканинг асосий тенгламаси — 
иссщлик утказувчанлик тенгламаси деб аталади. Хусусан, агар 
иссицлик окими стационар, яъни ван,тга боглиц булмаса, у \олда бу 
Пуассон тенгламаси, ва агар бунда исси^лик манбалари йун; булса, 
у ^олда Лаплас тенгламаси булади.

Бирор му^ит газ билан нотекис тулдирилган ёки эритма билан 
тулдирилган ^ажмда эритилган модда нотекис та^симланган булсин. 
Бу ^олларда газ ёки модданинг зичлик катта булган жойлардан зич- 
лик кичик булган жойларга диффузияси соднр булади, бунда концен
трация дейилганда

dx
функция тушунилади, бу ерда dQ — газ ёки эритма билан тулдирил
ган ^ажмнинг d x  элементидагн модда ёки газ мицдори.

Нэрнстнинг экспериментал цонунига асосан V ^ажмдан вацт бир- 
лнги ичида сирт элементи A S  ор^али диффузияланувчи газ ёки 
модда миедори

AQ  =  — D —  A S
дп

формула орцали аницланади, бу ерда 'D  — диффузия коэффициента 
деб аталадиган мусбат пропорционаллик коэффициента. Демак, V 
^ажмга вацт бнрлиги ичида келадиган жами модда ёки газ миедори

— I  I s ,  -£• dS  +  J  Д If  <х =  I Д  [divj(ft VB) +  f]'dx.

булади, бу ерда тенгликнинг чап томонидаги иккинчи ^ушилувчи 
манбалар ^исобига келадиган модда ёки газ мин^дори; f  — бу манба- 
ларнинг интенсивлиги. d x  ,%ажм эдементида A t  вацт ичида концен- 
трациянинг du миадорга узгариши учун
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с d u d x  =  с —  \ t d x
dt

микдорда модда ёкн газ талаб цнлинади, бу ерда с — говаклик 
коэффициента деб аталадиган мусбат пропорцноналлик коэффи
ц и ен т .

V ^ажмдаги концентрацияни вакт бирлигида узгартнриш учун 
сарф буладиган жами модда ёки газ ми^дори

■d х

булади. Энди модданинг са^ланиш цонунига асосан

f ( ( [div (D y  и) +  f]d x  =  j  Г J c - ^ d x  
* v  v  at

га эга буламиз. Бу ердан, юцоридаги каби, бнр [жннслн булмаган 
му^итда диффузия тенгламаси

div (Dvm) — с —  =  — /  (1.3)

ни ^осил циламиз. Бнр жинсли му.\ит булган .\олда бу тенглама

17 бу ерда 0 = V t (М)
куринишни олади ва у иссицлик утказувчанлнк тенгламаси билан 
устма-уст тушади. Баъзи газларнинг (масалан, радийнинг эманацня- 
сида) диффузияланишида бу газлар молекулаларннинг парчалаииш 
реакцияси содир булади. Парчаланиш реакциясининг тезлнгини газ- 
нинг концентрациясига пропорционал деб олиш табний булади, шу 
сабабли (1.4) диффузия тенгламаси парчаланиш мавжуд булганда уш- 
бу куринишни олади:

д „ _  J .  . =  — JL,  [(1.5)
а »  dt  D  D  '

бу ерда р — мусбат пропорцноналлик коэффициенти булиб, парчала
ниш реакциясининг тезлигинн тавсифлайди. Бунга (1.4) тенгламада 
манбалар интенсивлиги /  нннг урнига (/ — ри) ни цуйиб, осон ншоич 
^осил килиш мумкин. Стационар диффузия булган .^олда (1.5) тенг
лама ушбу куринишдаги тенгламага келтирилади:

A u - * 2u =  — ( 16)

«Занжир реакциялар» мавжуд булган диффузия жараёнлари кат- 
та ^изициш уйготадн. Занжир реакцняларга хос нарса шуки, диф- 
фузияланаётган газ ёки модда зарралари атроф- мухит билан реак- 
цияга киришиб (таъснрланнб) «купаядилар». Масалан, нейтрон уран- 
нинг «актив» ядролари билан туцнашганда ядроларнинг булиниш 
реакцияларн содир булиб, бунда янги нейтронлар пайдо булади, 
улар эса уз навбатида актив ядролар билан реакцияга киришади ва

б



янги нейтронларнинг пайдо булишига олиб келади, бу жараён эса шу 
тартибда давом этади. Агар тавсифланган бу жараённи «диффузия» 
нуктаи назаридан каралса. реакция тезлиги концентрацияга (нейтрон- 
лар зичлигига) пропорционал деб олинса, биз манбалар ннтенсивли- 
гини (f +  fiu) га тенг деб олишимиз керак, бу ерда и — концентра
ция, Р — занжир реакция тезлигини характерлайдиган мусбат про- 
порционаллик коэффициенти. Шундай килиб, (1.4) диффузия тенгла- 
маси занжир реакция булган \олда

a „ - _ L  (1.7)
a* dt D D

куринишни олади.
Агар занжир реакцияли диффузия жараёнини стационар деб х,и- 

собланса. у .уыда (1.7) тенглама ушбу куринншга келади.

А

1-э с л а т м  а. (1.5) тенглама (1.7) тенглама каби номаълум функцияни од- 
дий алмаштнриш йули билан иссиклик утказувчанлик тенгламаснга келтирилади. 
Ха^и^атан э^ам, агар

1 ди f  ,
Ди ------ - • ------ \- си =  —  —  (а, с —  const)

a1 dt к

теигламада v =  ие~ а‘с1 деб олинса, у ,\олда бу тенглама ушбу куринишдап! ис- 
сицлнк утказувчанлик тенгламаснга айланади:

» 1 ди f  -a»ctД и -------- —  = ------е
а» dt к

1.2. Сицилмайдиган суюкдикнинг потенциал о>\ими. Узлуксизлик
тенгламаси. v — суюцлик зарралари ^аракатининг х, у, г, t нинг 
функцияси сифатида цараладнган тезлнк вектори, vx, v y , vz — унинг 
мос равишда х, у, г — уклар йуналншн буйича компонентлари; р — 
суюклик зичлиги, /  — манбалар интенсивлиги, яъни бирлик вакт ичи
да бирлик ха ж м дан ажраладиган суюклик микдори булсин.

V хажмга манбалардан 6' сирт ор^али вак,т бирлигн ичида кела
диган жамн суюклик микдори

Q = f Г pu„dS +  J f  f fdx =  ̂J j[ [—div(pv) +  /]dx
S V "v

булади. d т хажм элементидаги суюклик зичлигнни A t  вацт ичида
dp  микдорга орпирнш учун d p d x  =  —  A t d i  суюклик микдори

dt
керак булади, V х^жмдаги суюклик микдорини вацт бирлигн ичида 
ошириш учун керак буладиган суюклик миьдори эса

V
булади.

7



Бу суюцлик микдорими, юкрридаги каби Q га тенглаб, уз лук- 
сизлик тенгламаси деб аталадиган

^ + d i v ( p  ~ v ) = f  (1.9)

тенгламани ^осил циламиз.
_ Бу узлуксизлик тенгламаси ^аракатланаётган сую^ликнинг цан- 

дайдир хусусий хоссаларига боглиц булмай, у умуман ^аракатда 
булган исталган му^ит учун уринлидир.

Узлуксизлик тенгламасини и, =  — , v, =  — , v =  —  тенг-
d t  у  d t  г  d t

ликларга асосан бундай куринишда ^ам ёзиш мумкин:

—  +  p d iv tT  =  f .  (1.10)
d t

Хусусан, агар суюцлик сицилмайдиган булса (р — const), у ^олда

div и"= — . (1.11)
Р

Потенциал суюцлик оцими булган ^олда

v =  — у  и
ёки очиб ёзилса,

ди ди ди
vx =  — —  . V = ---- — , V2 ---------- ,

дх у ду дг

бу ерда и — шу х, у, z аргументларнинг функцияси булиб, ох,им- 
нинг потенциал функцияси деб аталади Сунгги тенгликларни
^исобга олган .\олда узлуксизлик тенгламасидан сицилмайдиган 
суюцликнинг ушбу потенциал оь;им тенгламасини ^осил ^иламиз:

А и  — — — . (1.12)
Р

Бу Пуассон тенгламаси, /  =  0 булганда эса Лаплас тенгламаси- 
дир.

1.3. Идеал суюцлик гидродинамикаси тенгламалари. Идеал 
сую^лик дейилганда зарралари орасида иг. . кучлари булма
ган, бош^ача айтганда, ёпиш^о^лнк кучлари мавжуд булмаган
сую^ликни тушунилади. v , р ва / — 1.2- баиддаги катталиклар,
р  — босим, F — масса кучи, яыш суюкликнинг масса бирлигига 
таищаридан цуйилган куч, масалан, огирлик кучи. Ва^тнинг t мо- 
ментида V ^ажмни тулдирадиган сую^лик зарраларини тайинлаймиз 
ва бу зарралар тупламига ^аракат мицдорининг узгариш цонунини 
татбик, этамиз: системанинг царакат мигфоридан вацт буйича олин- 
ган цосила ташци кучларнинг тенг таъсир этувчисига тенг. 
Математика тилида бу цонун шу зарралар тупламига нисбатан ушбу 
куринишга эга булади:
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•f- Ш  Р ^ т  =  J j  n p d S +  f f j p F d x .
at v  s  v

Бу ерда V ^ажмга 5  снртга утказилган п нормал йуналиши буйи
ча куйилган кучларнн ^исоблашда биз идеал суюцликда уринма 
кучланишлар шартга кура юзага келмаслигидан цатьий равншда 
фойдаланднк. p d x  катталик модданинг сацланиш цонунига асосан 
вактга боми^ эмас, шу сабабли

V V
2- э с л а т м а. Бу тенгламанинг макбуллиги шунДаки, унда I -f- A t вацт мо- 

ыентида з^ажм буйича интеграллаш ^згарувчиларни алмаштириш ёрдамида хажм 
буйича ннтеграллашга келтирилади.

Куйидагига эгамиз:

*1?. I7[JPp''u' —ЯГр<,т1 “

бу ерда V ', v ' , p ' , d i '  лар нос равищяа V, v, р, dr лар каби булиб, фа^ат улар 
t  вацт моментида эмас, балки t  A t ва^т моментяда олинган.

Энди Остраградский формуласига асосан

-  J J J T p d S - J J U p d T
s  V

та эгамиз. Шу сабабли харакат микдорининг узгарнш конунинн

курннишда ёзиш мумкин.
Бу ердан V нинг ихтиёрийлигига асосан

d  V V  D — ►

—  =  - — + / г (113)at р

ни з^осил циламиз. Бу Эйлернинг ^apamm тенгламаси деб аталади- 
ган тенгламадир.

Агар суюцлик сицилмайдиган булса, у ](олда (1.11) узлуксизлик 
тенгламаси ва (1.13) Эйлернинг харакат тенгламаси идеал сикил- 
майдиган суюклик гидродинамикасннинг тула снстемаснни ^осил
^илади. Бу ерда номаълум функциялар и ва р  дир, тенгламалар 
сони эси туртта.

Си^иладиган суюклик булган холда идеал суюклик гидродина- 
микасининг дифференциал тенгламалари тула системаси (1. 10) уз
луксизлик тенгламаси, (1.13) Эйлернинг ^аракат тенгламаси ^амда



цолат тенгламаси деб аталадиган ва номаълум функцнялар: р бо- 
сим ва р зичлик орасндаги берилган .ботланишни ифодалайдиган

Р =  Ф(р) К 1.14)
тенгламадан ёки номаълум функцнялар: р  босим, р зичлик ва Г 
абсолют температура орасндаги берилган богланишни ифодалайдиган

/ » = O i ( p ,  Т), / > = Ф 2(р, Т)[ (1.15)
тенгламадан иборат булади.

1.4. Газ динамикаси ва акустика тенгламалари. Газ харакати 
идеал суюклик ^аракати каби каралади, т у  билан бнрга бунда газ 
манбаларн йу^, масса кучлари эса нолга тенг деб ^исобланади. Газ 
^аракатинннг капа тезликларида (соатига 300 — 400 км дан ортиц 
булганда) газ сицилишини х1исобга олиш заруратн пайдо булади. 
Шу сабабли газ .^аракати тенгламалари тула системасини хосил 
цилнш учун узлуксизлик тенгламаси ва Эйлернинг ,\аракат тенгла
малари цаторига газ ^олати тенгламасини ^ам жалб килиш зарур. 
Бундай газ з^олати тенгламаси ^аракатланаётган газда кетаётган 
жараёнларнинг катта тезкорлиги сабабли .унинг адиабатиклнги ^а^н- 
даги гнпотезанн цушимча ^илинганда Пуассоннинг ушбу адиабата 
тенгламаси

—  =  с =  const, х =  —
Р* cv

дан иборат булади, бу ерда р ва р — 1.3-банддаги каби каттчлик 
лар, св ва cv — газнннг узгармас босимдагн ва узгармас ^ажмдаги 
иссиклик си^имлари (.\аво учун х 1.41).

3 - э с л а т м а .  Газ цолати теигламасини кушнмча номаълум сифатнда Т  аб
солют температурани киритиб. бошцача куринншда ёзиш \ам мумкин. Бу зрлда 
газ полати тенгламаси Пуассон адиабата тенгламаси ва Клапейрон тенгламаси- 
Дан иборат булади:

р  -= рR T .
бу ерда R  — абсолют газ дон.мийси.

Шундай цилиб, газнинг капа тезликларда адиабатик харакати 
тенгламалари ушбу

—  +  div(puj  =  0, И = — 1 ±  
dt dt р ’

JL. =  с =  const, х =  — (1-16)
Р* Cv

куринншда ёзнлади, бу тенгламалар газ динамикаси тенгламалари 
тула системаси номн билан маидурдир. Газ х,аракатинннг кичик 
тезликларида уни сицилмайднган идеал суюклик сифатнда цараш 
мумкин ва бу ^олда тегншлн тенгламалар системаси — аэромехани- 
канинг тенгламалари тула системаси 1.3-банддагн хулосаларга асо
сан ушбу куринншда ёзилади:

divTT =  0, ёГ =  — (1.17)
dt р
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Фазода товуш тулцинларининг таркалишини газ зарраларининг уз 
мувозанат вазияти атрофида товуш тулцинларининг тар^алиш йуна- 
лишида аднабатик бунлама тебранишлар сифатида талоны этиш та- 
биийднр. р0 ва р0 юцоридаги р  ва р дан фарцли улароц, тебрана- 
ётган газнинг босими ва зичлиги булсин. Тебранишлар частотасн-
нинг етарлича катталиги сабабли газ конденсацияси s =  -— — .

Ро

тезлик вектори и , ва шунингдек ва v s  лар етарли
ча кичик булади, бу микдорларга нисбатан юк,ори кнчиклик тарти- 
бидаги микдорларни ^исобга олмасликни шартлашиб оламиз. Бу
шартда р =  р0(1 +  s) тенглик ва адиабата тенгламаси р  =  р0(1 +  «)* 
га асосан

Р — +  X s)> \  Р =  PoJCd + s )x_1 V>,
•+ —* 

d v  ^  d  v] 

d t  =  d t

га эга буламиз ва энди Эйлернинг харакат тенгламаси ушбу кури- 
нишни олади:

Л ,  а = У Щ .

Шунга асосан, v векторни вактнинг бошлангич моментида потен
циал, яъни

—¥
и|/=0 =  У, 2)

деб ^исоблаб,
_  t

v — — у  и, и — Ф(дг, у, г) +  а -\ s d t ,
о

_  1 ди

ни ^осил циламиз.
Узлуксизлик тенгламаси

d i v p v  =  p d i v u  + у у р  =  р0 (1 +  s ) d i v y  4-

+  p0u v s  ~ p 0divy 
тенгликларга асосан ушбу куринишда ёзилади:

- | s + d i v 7 = 0 .  [(1.18)

Бу ердан и потенциал функция акустика тенгламаси деб атала- 
диган

Л ц ------ 7 - ё г  =  °-  * = l / ^  (1 .1 9 )as at1 г ро

тенгламани, яъни математик физиканинг асосий тенгламалари—тулцин 
тенгламасини цаноатлантиради. Бу тенгламани яна газ конденса-
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цняси, боснми ва зичлиги ^ам каноатлантиради, чункн улар потен
циал функция оркалн цуйидагнча осон ифодаланади:

4 - э с л а т м а .  Шуни цайд киламизки, масса кучлари мавжуд булганда, уша 
юкорида цнлинган фаразларда

d v  - * ■
—  =  a3 v  s +  F ,

t

v =  — у  и +  \ F d t
о

булади ва (1.19) тенглама (1.18) га асосан ушбу тенглама билан алмашинади:

1 d2u г
Д и — —  • —  =  div \ F dt. 

а *  д Р  •»о

1.5. Электростатика ва узгармас электр токи тенгламаларн Би.
pop му^итда — диэлектрикда берилган электр зарядлари х,осил цил.
ган доимий электр майдон берилган булсин, бунда Е — электр май- 
дон кучланганлиги, р — зарядлар зичлиги, е — диэлектрик $згармас. 

Агар му^ит бир жинслн, яъни е — const булса, у холда Кулон
конунига асосан ну^тавий электрозаряд интенсивлиги е ушбу

■ш
кучланишли потенциал электр майдон х,осил цилади, бу ерда г — 
фаэонинг е заряд турган нуцтасини унинг ихтиёрий нуцтаси билан 
туташтирувчи вектор, г — бу векторнинг узунлиги. Зарядни ураб
олган исталган ёпик S сирт орцали утувчи вектор оцими е е учун 
ушбу тенгликлар уринли булади:

J J » . * - Я  4 « .
5  Sj

бу ерда 5 г — марклзи заряд турган нуцтада булган сфера, dx ^ажм 
элементига жойлаштирилган pdx зарядни нуцтавий заряд сифатида,
берилган электр майдон кучланганлиги Е  ни эса нуцтавий заряд 
цушилишидан десил булган майдон сифатида цараш мумкин. Бунга
асосан Е  вектор потенциал майдонларининг цушилиши сифатида по
тенциал майдон булади, яъни Е =  — V и, бу эса

j £ , d s  =  0 (1.21)
5
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дир ва, бундан таш^ари,

-  J j  e £ a d S =  4л Г \“ Г pdx (122)
5  V

теиглик $ринлн булади.
Мух,ит бнр жннсли булмаган холда, яъни е ф  const да ( 1.21) ва 

( 1.22) тенгликлар бевосита эксперимент оркали аникланади, улар- 
Кулон цонунининг умумлашмаси сифатида к,аралиши мумкин. Наза- 
рий жи^атдаи ( 1.21) тенгликни энергия сацланиш принципииинг на- 
тижаси сифатида цараш мумкин, чунки бу тенгликнинг чап кием и 
мусбат бирлик заряднинг ёпиц контурни айланиб )тишидаги бажар- 
ган иши деб ^аралишн мумкин, бу иш эса берилган электр майдон- 
нинг узгармаслигнга асосан нолдан фарной була олмайди.

(1.22) тенглик эса вектор о^ими е Е  нинг са^аниш  ^онуни си
фатида тал^ин этилиши мумкин.

(1.21) ва (1.22) тенгликларни Стокс ва Остроградскнй формула- 
ларига асосан (2-жилдга каранг)

j  £ s ds =  j f (rot E  )v da, j  \ i div ( e £ ) d r =  4л ( f | pd i
с V  V  v

куринншда ёзиб, У ва о нинг ихтиёрийлигига асосан электроста
тика тенгламалари системаси деб аталадиган

rot Е — 0, div (е Е ) =  4яр (1.23)
системани з^осил циламиз.

Бу системадан шу нарса келиб чицадики, фацатгииа Е  вектор 
потенциал, яъни Е  =  — Лы булибгина цолмзедан, балки и потен
циал функция .\ам электростатика тенгламаси деб аталадиган

div (е V и) — — 4лр (1.24)

тенгламанн цаноатлантиради.
Сунгги тенглама бир жинсли му^ит булган зфлда Пуасс н тенг- 

ламасидан, зарядлар йуц булганда эса Лаплас тенгламасидан ибо- 
рат булади.

Бир жинсли электр утказуЕчи му^итда ,\ажмий зичлигн / (дг, у , г) 
булган стационар электр токи мавжуд булсин. Агар музрттда ^аж- 
мий ток манбаларн булмаса, у з^олда

div 7 =  0 . (1.25)

Е  электр майдон ток зичлиги орцали дифференциал шаклдаги Ом 
цонуни

~Е =  !-  (1.26)

дан аникланади, бу ерда X — му.ч,ит утказувчанлиги. Электр токи
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булган х,олда £  вектор потенциал булади, яъни шундай ы(х, у , г)' 
функция мавжудки,

£  =  —  v  и

булади. Буни ^исо5га олиб, (1.26) дан узгармас электр токи тенг
ламаси

ды =  0.

+  * - + * .  
дх* ду: dz*

ни ^осил циламиз. Бу тенглама Лапласнинг уч улчовлн тенгламаси 
билан устма- уст тушади.

2.6 Максвелл тенгламаси. Бнрор музуггда вацтга 6of.ihk, равиш- 
да 5'згарувчи магнит майдонн, бу магнит майдоннинг кучланиши
Н, дсэлектриклик доимийси е, му^итдаги магнит утувчанлик коэф
фициента ц берилган булсин. Фарадейнииг тажрибалар орцали олин- 
ган крнуннга мувофиц магнит майдонининг $згариши электр майдон
кучланишини индуктивлайди. £  — узгармас электр майдонига индук- 
тивланган электр майдонининг цушилиши натижасидаги электр май- 
доннинг кучланиши булсин (агар узгармас электр майдони булма-
са, £  фа^ат индуктнвланган майдон кучланиши деб царалади). 

Фарадей цонунннинг математик ифодаси цуйидагича ёзилади:

С а

Бу тенглик Стокс формуласига кура £  ва Я  векторлар цаноат- 
лантирадиган тенгламалардан биринк ёзишга имкон беради:

rot £  =  — — (1.28)
с dt

£  ва Н  ларни аншуиш учун иккинчи тенглама сифатида, таби- 
ийки, магнитостатиканинг биринчи тенгламасини олиш мумкин:

rot /У =  — X  div(nf / )  =  0- [(1.29)с
Бу ерда /  — £  вектор ^исобига пайдо буладиган угказувчанлик токи- 
нинг зичлиги. У .ухтда вектор анализнинг умумий div rot Н =  О 
формуласига кура div /  =  0 булиши керак. Умумий ^олда бунинг 
булиши мумкин эмас, чункн узлуксизлик тенгламасига мувофиц /
вектор учун div / = ----- - (р — вацгнинг функцияси булган зарядлар

dt
зичлиги) га эгамиз. Бу зичликни йу^отиш учун (1.29) тенгламани, 
узгарган ушбу

rot Н = ^ - ( 7 +  Тсы)
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шаклда оламиз. Бу ерда / —юкорида курсатилгаи утказувчанлик токи, 
/см эса бундам буён силжиш токи деб аталувчн, х,ознрча номаълум 
кушилувчи. Бизиинг ма^садимиз (1 29) тенгликдаги зиддиятни йуцо- 
тиш булганлиги сабабли, бу силжиш токи шундай танланиши ке-
ракки, div ( /  +  /с||) =  0 булиши лозим. Бу талабга мувофик узлук- 
сизлик теигламасидан силжиш токини ани^лаш учун

div / =  — —
/с“ dt

шартни десил киламиз. Ленин, е Е  вектор окимнииг узлуксизлик 
тенгламасига кура div (в Е) =  4лр га эгамиз. Шу сабабли силжиш 
токини аницлаш учун десил килинган шарт

divTa, =  i Jr - - |d i V (е£)

куринишда ёзилади. Бу шартни ягона булмаган усуллар билан ка- 
ноатлангириш мумкнн. Лекнн тайин дифференциал тенгламага эга 
булиш учун силжиш токини табиийки,

тенглик билан аннцлаш маъцул.
Шундай цилиб,

rot Н  = —  Т + -  —  ( г Е )  (1.30)
с с dt 

дифференциал тенгламага эга буламиз.
Бу ерда / утказувчанлик токи булиб, Ом денунига мувофнц

/ = Х £  тенглик билан аниь*ланадн, Я, — мух,итнинг утказувчанлик 
коэффициенти. (1.28) ва (1.30) тенгламалар электродинамиканиш 
Максвелл тенгламмари деб аталувчн тули^ тенгламалар система- 
сидир.

1.7. Симлардаги эркин электр тебраиишлар тенгламаларн. Чек- 
снз узун тутри чнзиь^ли утказгичдан ток утганида электромагнит 
тебраиишлар ^исобига тескари узиндукция электр юритувчи кучла- 
ри пайдо булади. Айтайлик, утказгич Ох уци буйлаб йуналган ва 
утказгичнинг мос равншда сигнми, омнк царшилнги, индукгивлнги, 
изоляция сиркишннн тавсифлайднган ва утказгичнинг узунлик бир- 
лиги учун х,исобланган С, R, L, G параметрлар х  нииг узлуксиз 
функциялари булсин. Агар бу параметрлар берилган деб .\исоблан- 
са, у делда j ва у номаълум функциялар (ток кучи i ва v кучланиши) 
учун дифференциал тенгламаларни электродинамика умумий тенгла- 
малари (1.28) ва (1.30) дан фойдаланмасдан бевосита тузиш мумкин.

^аци^атан л,ам, Ом ^онуннга асосан утказгичнинг dx  элементн- 
да кучланиш камайнши электр юритувчи кучлар йнгиндисига тенг, 
яъни:
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—  ^ -d x * =  i  R  d x + L ^ - d x .  (1.31)
dx dt

Вацт бирлигн ичида утказгичнинг dx элементига келадиган электр 
микдори

• 1 4  di J
=  - y x dx

булади, шу вацт ичида dx элементда сарфланган электр микдори 
эса

С — dx +  G vdx 
dt

булади. Шу сабабли электр сацланиш цонунига асосан ^уйидагига 
эга буламиз:

— — dx =  С — dx +  G vdx. (1-32)
dx dt

(1.31) ва (1.32) тенгликлардан телеграф тенгламалари системаси 
деб аталадиган

-*  +  С *L +  G v  =  0, 
дх д[ (1.33) 
—  +  L —  +  Ri =  О
дх dt

системани *осил циламиз.
5- э с л а т м а. Б у тенгламалар электромагнит майдон умумий наэарияси 

нуктаи на аридан та^рибийдир, чунки улар баъэи цуишмча фи ик гипотеэалар 
асосида Максвелл умумий тенгламаларидан хосил цилинииш мумкин, чунончи 
бу д-олЭа улар утказгич параметрмрининг берилишига мувофиц келади.

Хусусан, бу системанинг коэффициентлари узгармас булганда
д п  д биринчи тенгламага —  операторни, иккиичи тенгламага эса — С —  

dx dt
операторни татбик, этиб, t функцнялар учун ушбу тенгламанн ^осил
киламиз:

—  — LC —  — (RC +  LG) —  — RGi =  0.
дх* dt

v функцнялар учун ушбу тенгламалар ^ам шунга ухшаш \осил 
цилинадн:

—  — LC —  — {RC +  L G ) - - R G v  =  0.
дх2 dt- dt

Бу деган суз, i ва v функцняларнинг хар бири телеграф тенглама- 
сини ^анэатлантиради:

их х - ~  ио - Ь и , - с и = 0 ,  а =  - = ,  (1.34)

бу ерда Ь =  RC +  LG, с =  RG. Бу тенглама янги номаълум функ- 
— ‘

ция w  =  ие 2 ни кнритиш билан 
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"  оа - //  1 "  -  -  y i c

тенгламага келтирилади, бу ерда

k2 =  -  (a2bJ — 4С), k =  1  ffC .
4 7 2 V  LC

(1.36)

1.8. Top тенгламаси ва мембрана тенгламаси. Айтайлик, х, и 
текпсликда юр, яъни букилишга царшилигн йук; ингичка ип х  уци 
билан устма-уст тушадиган уз вазияти атрофида кичик кундаланг 
тебранишлар ^илаётган булсин. Т  — ипнинг таранглиги, р — унинг 
чизикли зичлиги, /  — масса кучи, яъни торга перпендикуляр цилиб, 
унинг бирлик массасига цуйнлган куч. Тор нукталарининг мувоза- 
нат ^олатидан огишнни нфодалайдиган и =  и (х, t) функция учун
тенглама тузишда тебранишлар кичик булганлиги сабабли — гадх
нисбатан ю^ори тартиблн кичикликдаги микдорларни ташлаб юбо- 
ришга келишамиз.

Аввало, шуни ^айд этамизки, мувозанат ^олатида таъсир ва 
акстаъсирнинг тенглик ^онунига асосан Т  таранглик узгармас була
ди. Сунгра торнинг мувозанат .^олатида турган dx элементи муво

занат ^олатидан огганда ds =  dx ^  1+ ^ j  (1. 1-шакл) узунлик-
ds . п  .  _ _ it? _____ка эга булади ва, демак, Д = ------ 1 ~  0 узайиш олади. [Бу деган
dx

суз, Гук цонунига асосан таранг
лик ^амма вакт доимий цолади.
Торнинг ds элементнга цуйилган 
барча кучларнинг и укда проекция- 
ларини ^исоблаймиз ва Даламбер 
принципига асосан нолга тенглай- 
миз. x  +  dx  ну^тадаги таранглик 
проекцияси

Г sin a  =  Т
\xJrdx V  1 +  ul x-\-dx

~ г  —
дх \x+dx

X  iC + C tr.

1.1- шакл

X

булади, d3 элементга к,','йилган таранглик кучлари тенг таъсир 
этувчисининг проект ,;ч *са

— т — - I
дх-

Бунга d 

ция кучш 

2—2928

'*+<*UXORO f.'UHMiDISLIK-
ниган  v» п^х  га u -нг кучн

•улиб, ДалаМи ^ •>и;щ.!пиг‘1 а|тч:ан
REESTR №



т  d '“
дх* dx +  р fd x—  —  pdx =  0 .

х+ОЛх dfS

1  ___________L a -  l / r  л  0 0 4
w  f  7 -  ( l '38)

Бу тенгликдан, dx га кис^артириб ва dx-*-0 да лимитга утиб, тор- 
нинг кичик кундаланг тебранишлари тенгламаси

£. . f !L  =  - L f  / 1371
дх* Т  дР Т

ни десил циламиз.
Хусусан, тор бнр жинсли булганда, яъни р =  const да бу тенг

лама ушбу куринишни олади:

\/ т _

Р

Бу тенглама битта фаэовий координата булган дел учун тул^ин 
тенгламаси билан устма-уст тушади ва одатда тор тенгламаси деб 
ачалади.

х, у, г фазода мембрана, яъни букилишга дершилиги йук, юп^а 
плёнка х, у  текнслик билан устма-уст тушувчи уз мувозанат дела- 
ти атрофида и уц йуналишида кичик кундаланг гёбранишлар ба- 
жарсин. Айтайлик, Т  — мембрананинг таранглиги, яъни мембрана 
кесиминннг бирлик узунлигига бу кесимга перпендикуляр ^илнб 
Куйилган ва мембрананинг уринма текислигида ётадиган куч, р — 
мембрананинг сирт зичлиги,/ — мембрананинг масса бирлигига цуйил- 
ган ва унга перпендикуляр куч. Мембрана нуцталарининг мувоза
нат делатидан огишини берадиган и =  и{х, у, z, t) функциянй ту-
зишда тебранишларнинг кичиклнгига асосан —  ва 6— га нисбатан

дх ду
юкорн тартибли кичиклнкдаги микдорларни ташлаб юборншга келн- 
шиб олайлик.

Энг аввало, таъсирнинг акс таъсирга тенглиги конунини мембра
нанинг мувозанат делатда чексиз тор тугри турт бурчакли кичик 
цисмларнга татбик этамиз. Бу цисмларни аввало х  уцига параллел, 
кейин эса у  у^ига параллел деб десоблаб, мувозанат делатда Т  та- 
ранглнк х  ва у  га боглиц эмас деб хулоса чикарамиз. Суигра мемб
рананинг мувозанат делатидаги ^ар цандай ds чизицли элементи 
мувозанат делатдан чицншда узунлиги

ds' =  ds 

булган элементга утади ва

4  — —  —  1 «  О
ds

нисбий узайиш олади. Бу эса Гук денунига мувофик, равишда Т  
таранглнк демма вацт доимий делишини англатади. Айтайлик С' — 
мембрананинг бирор булаги D ’ ни чегаралаб турган контур, С ва
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D  — уларнинг x  вз у  уцларнга проекцнялари Гбулсин. D + C '  га 
^уйилган кучларнн 
лаймиз. С' га цуГи 
сининг проекцияси

цуйилган кучларнннг тенг таъсир этувчиларини и уц^а проекцня- 
лаймиз. С' га цуйилган таранглик кучларннинг тенг таъсир этувчи-

Q = \ Т  sin a ds =  [ Т

ди
дп

У '+£1
ds&  — f Т —  ds

J дп

булади, бу ерда п вектор С контурга утказилган ички нормал (1.2- 
шакл). Бу ердан маълум Грин формуласига асосан (2-жилдга к,а- 
ранг):

Q =  f ( Т  div v udS =
D

=  \ \  T (u xx +  uyy)dS. (1.39) 
‘о

Бу катталикка D' га цуйилган мас
са кучларннинг тенг таъсир этув- 
чиси

f j  р fdS

ни ва мембрана булаги D ' нинг 
инерция кучлари тенг таъсир этув- 
чиси

Я (-£ ) dS

ни цушиб,

ш T ^ + u J + e / - ^ d S =  О (1.40)

тенгликни з^осил ^иламиз. Бу тенглнкдан D нинг нхтиёрийлигига 
асосан урта ^иймат ^ацидаги теорема бунича мембрананинг кичик 
кундаланг тебранишлари тенгламаси

д*и , д!и р д2и _  р .
дх* ду> Т  1 F  Г

д*и
(141)

ни х,осил циламиз.
Мембрана бир жинсли булган ^олда, яъни р =  const да мембра

на тенгламаси



a =  Y T-  (1.42)
e 5 p

ff'-u дги 1 d*u 
dx* ду1 ~  7 l  dt-

ни беради, у нккита фазовий координатали тулцин тенгламасидан 
иборат.

1.9. Ингичка стерженнинг буйлама тебранишлари. Ингичка стер- 
жен узининг Ох уци билан мос тушувчи мувозанатига нисбатан 
буйлама тебраниш холатида булсин. Бунда тебраниш шунчалик ки- 
чикки, стерженнинг Ох уцига перпендикуляр ясси кесимлари ясси- 
лигича цолиб, бир- бирларига параллел булган х,олда фацат Ох у^и 
буйлаб силжнйди, Е  — стержен материали учун Юнг модули, s — 
унинг кундаланг кесими юзи, р — чизик,ли зичлиги. Т — стержен
нинг таранглик кучи, /  — Ох ук,и йуналиши буйича таъсир цилувчн 
масса кучи, и(х, t) — стерженнинг мувозанат ^олатида х  абсциссага 
эга булган кесимннинг силжиш .^аракатини нфодаловчи номаълум 
функция булсин.

Стерженнинг мувозанат ^олатда х  ва х  +  dx ну^талардаги ке
симлари орасига жойлашган элементини цараймиз.

х  нуцтадагн силжиш и, х-\- dx  нуцтадаги силжиш эса u +  — dx
дх

булади, шу сабабли абсциссаси х  булган ну^тада стерженнинг нис-
бий узайиши — мшуюр билан аницланади, бу нуцтадагн таранг- 

d x \x

лик, Гук цонунига мувофик, Т  =  Es — муносабат билан аницла-

нади. Стерженнинг x  +  dx  абсциссали кесимидаги таранглик кучи 
га тенг булиб, стерженнинг dx узунликка эга булган

x+dx
элементига тенг таъсир этувчи таранглик кучи

Es ~  I - f s j l  e f ( £ s ? ) l  ( ° < 9 < 0
d x \x+dx д х \х д х ' д х 1 \x+ ejx

булади.
Бу ми^дорга стерженнинг абсциссалари х  ва х  +  dx  булган ке

симлари орасидаги элементига таъсир цнлаётган бош^а кучларнинг 
тенг таъсир этувчиларини, яъни масса кучлари р s fd x  ва инерция
кучи ( — р s ■—  dx j ни ^ушамиз. Сунгра Даламбер принципнга 

асосан барча кучлар йигиндисини нолга тенглаб

— ( Es — )| dx +  p s f d x  —  ps —  dx =  0 (1.43)
dx \  dx} \x+bdx HP

муносабатни хоснл циламиз.
Бу тенгликда dx-*-0  да лимитга утиб, стерженнинг буйлама теб- 

ранишлари тенгламасини хосил киламиз:

- ( £ s - ) - p s  —  =  — ps / .  (1.44)
d x \  д х )  у  dt1 v  ‘
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Arap Es — const дейнлса, тенглама

- g - F  £ = - £ - '  , , 4 5 >

куринишни олади. Агар стержен бир жннсли булса, охирги тенгла
ма тулцин тенгламаси билан мос тушади:

д '-и  

дх*
. 1 ( , .4б)
в1 Й1 a’ r р v '

Умумий тушунчалар

Хусусий досылали дифференциал тенглама деб, бир нечта эркли 
узгарувчиларнинг номаълум функнияси ва унинг хусусий з^осилала- 
ри орасидаги боглаиишни ифодаловчн

г . /  ди ди дги д*и \  пЛ
I ^ 1* ^2* • • • * хт’ а • • • • *  » ■>• • • • * j * ]  — ^1 \ 2 * to» to m dxf dx*J

(147)
тенгламага айтилади,

Номаълум функциянинг тенгламадаги энг юцори тартнбли х,оси- 
ласининг тартиби k —хусусий \осилали тенгламанинг тартиби дейи- 
лади.

Агар тенглама номаълум функция ва унинг барча хусусий ,̂ о- 
силаларига нисбатан чизи^ли булса, у чизикли хусусий хоси.гали 
тенглама дейилади.

Биринчи тартнбли, хусусий ^осилали, чнзицли тенгламанинг 
умумий куриниши куйидагича булади:

(^|) ^2' • • • » а ^2 (^1* ^2* • • • * . ~Ь • . • "ЬОХI иХу

(1.48)

“I" АД*|, х2, . . .  , хп) — h i4n+1 (дГц хг, . . .  , хп) =  О,

бу ерда A lt . . . , Лп+1 берилган функциялар, и (*,, х2, . . . , хп) но
маълум функция.

Агар (1.48) тенгламада Лп+1 (дс,, х2, . . . , хп) =  0 булса, у бир 
жинсли хусусий уосилали дифференциал тенглама, /1п+1(х,, х2, 

хп) ф 0 булса, бир жинсли бдлмаган тенглама дейнлади.
Бир жинсли булмаган тенгламанинг ечимини у(дг,, дс2, . . .  , хп, ы) =  

=  с курииишда излаб, бир жинсли тенглама куринишига келтири- 
шнмиз мумкин. Хаки^атан ^ам,

dv

—  =  — —  i =  "Г"л
dxi dv

ди

^осилаларни (1.48) тенгламага цуйсак, куйидагига эга буламиз:
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" ' " I ’ ~2................ .....  dxn " » + ' V~ 1* .................... du

Шунинг учун бундан кейин фацат бир жинсли булган тенгламалар
царалади. Бундан тенгламашшг ечнмн и (*,, х2............хп) цуйидаги
оддий дифференциал тенгламалар системаси

—  =  —  = - ^  (1.49)
Л2 А л

нинг интеграли
«(*,. ............хп)<=с (1.50)

булади ва, аксинча, (1.50) системанннг интеграли булса, и{хи хг, 
. . . , хп) бир жинсли хусусий ^ссилали дифференциал тенгламанинг 
ечимн булади.

Ушбу

4i(*>. x-i) - М , (xlt хг) - ~  = 0  (1.51)
оху dxt

хусусий .^осилали дифференциал тенглама берилган булсин. (1.51) 
тенгламанинг ечими и (дг,, хг) булса,

= - ^ i  (1.52)
A t At

тенгламанинг интеграли
«(*ь х:,) =  с

булади.
^ацицатан хам, (1.52) система ечимининг тули^ дифференциал» 

du (х„ x t) =  dx, -f  dxt
дху дх,

булади. Бу нфодада, (1.52) (га асосан, dx( ларни уларга пропор- 
ционал булган А1 лар билан алмаштирамиз, яъни dxi — 'KAl (i =
— 1,2) (бу ерда Я. — пропорционаллик коэффициента):

u (*i, *t) (1-51) тенгламанинг ечими булганлигн сабабли du(xlt х2) =
— 0 айннятнн оламиз.

(1.52) системанннг ечими и(хи хг) ни охирги ифодага цуйганли- 
гимнз сабабли у х( нинг функцияси булади ва унинг дифференци- 
али, демак, ^осиласи ,^ам нолга тенг булади, яъни у узгармас 
сон экан.

(1.52) системанннг интеграли (1.51) хусусий х.осилали тенглама- 
нинг ечими булншн \ам худдн шундай курсатилади.

М и с о л .  Куйндаги хусусий .^осилалн дифференциал тенглама- 
нннг ечимннн топннг:



A x (x , у ) =  xy, A 2 (x , у) =  — (хг - f  y'2).
Демак, мое оддпй дифференциал тенгламалар снстемаси

d x _ dy
ху

булади. Бу тенгламада х  эркли узгарувчн, у унинг функцияси деб 
цараб бир жинсли оддий дифференциал тенгламани ечамиз:

dy  «‘ -И/’ dy х  у—  --------- — еки — ------------- —.
dx ху  dx у х

— =  v деб олнб, у  =  vx ва — =  v +  х  — ни топамиз ва тенгла-
х  dx dx

мага ^уямиз:
. dv I .  dv 1 +2у*v +  х — -------------- v еки х — = ----------- ,

dx v dx v
" , dxdv — ------,

1+ 2у* x
2  d (1 +  2t>») _  dx 
4 1 +  2v* ~~ x  *

i - l n  (1 +  &*) =  //» | i | .

1 +  2vi =  —— .
(Cx)*

'ifi l l1 +  2 — = ------ , — =  с десак,,2 С*хг c \  
u(x, у) =  x* +  2* y .

Физик масалаларнинг купчилигн нккинчи тартиблн чизицли ху- 
сусий ^осилали дифференциал тенгламаларга келтнриладн. Иккинчи 
тартибли чнзи^ли хусусий ^осилали тенгламалар умумий ^олда

A ^  +  2 B - ^  +  C ^  +  D ^ -  +  E d-? +  F u = f ( x ,  у)
дх* дхду ду* дх ду

(1.53)
куринншга эга булнб, бу ерда А, В, С, D, Е, F коэффнциентлар 
х ва у  узгарувчиларнинг узлуксиз функцияларн, и (х, у) — номаъ- 
лум функция, / ( х, у) — бернлган функция.

Агар генглама коэффициентлари эркли узгарувчн х, у  ларга 
6of.hik булмаса, у ^олда у узгармас коэффициентли тенг.гама 
дейнладн. Агар (1.53) тенгламада / ( х, у) =  0 булса, у бир жинсли 
хусусий досылали дифференциал тенглама, f{x, у )ф  0 булса, бир 
жинсли булмаган тенглама дейнлади.



(1.53) хусусий хрсилали дифференциал тснгламаларнинг ечими 
деб, тенгламага к>йилганда уни анниятга айлантирадиган дс ва у  
нинг ихтиёрий и(х, у) функциясига айтилади.

Математик физиканинг асосий тенгламалари

I. Т у л ^ и н  т е н г л а м а с и :
&U 2 & U /I—  =  а2— . (1.54)
dt- дх* v '

Торнинг кундаланг тебраннши, стерженнинг буйлама тебраниши, 
снмдагн электр тебранишлари, айланувчн цилиндрдаги айланма теб- 
ранишлар, гидродинамика, газодинамика ва акустиканинг тебраниш 
билан боглиц жараёнларини тадкиц этиш шундай тенгламага олиб 
келади.

II. И с с и ц л и к  т а р ц а л и ш  т е н г л а м а с и  ё к и  Ф у р ь е  
т е н г л а м а с и :

ди , д*и ..
- = a s — • (1.55)dt дх*

Иссикликнинг бир жинсли му^итда таркалиши, диффузия ходи- 
салари, фильтрация масалалари, э.\тимоллар назариясининг баъзи ма- 
салалари шундай тенгламага келтирилиб урганилади.

III. Л а п л а с  т е н г л а м а с и :

*  +  * ! _ 0 .  (1.56)
дх1 ду* '  '

Электр ва магнит майдонлари ^ацидаги масалаларни, стационар 
иссиклик холати одидаги  масалаларни, гидродинамиканинг сицил- 
майд: ган суюкликнинг потенциал харакати ва стационар иссшушк
майдонлари га тегишли масалаларни ечиш Лаплас тенгламасига кел- 
тирилади.

Куп сонли у згарувчиларнинг функциялари учун ^ам тегишли 
тенгламалар каралиши мумкин. Масалан, агар изланаё1ган функция 
учта эркли узгарувчига боглиц булса, тулкин тенгламаси

иссиклик таркалиш тенгламаси

Лаплас тенгламаси

*1  (1.54')
и!‘ \ №  ду* Г v '

{гламаси

dt \ дх! ду3 ) у '

—  +  —  4- —  =  0 (1.56')
дх- ду* дг1 v '

куринншда булади.
Юкррида келтирилган математик физиканинг асосий тенгламала

ри тегишли масаланинг физик мо^ияти, масаланинг цуйилиши ва 
ечилиш услублари билан бнр-бирларидан фар^лана ди.
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2- §. Иккинчи тартибли иккм у згарувчили хусусий хосилали 
дифференциал тенгламаларнинг турлари ва каноник 

куринишлари
(1.53) тенгламани

I  =  £(*. у), Т] =Т](ДС, у) (2.1)
алмаштнришлар ёрдамида соддароц куринншга келтирнш мумкин. 
Алмаштириш бажарнлаётган бирор D со^ада |( х ,  у) ва г)(дг, у) 
функцнялар узлуксиз, нкки марта днфференциалланувчи ва якобиан

О (Б. ч)
D(x. у)

Ф о (2.2)

булиши керак. (2.2) шарт тескари алмаштириш
* =  *(£, л), у  =  у(1, л) (2.3)

мавжудлигининг зарурий иа етарли шартиднр. Янги узгарувчилар 
буйича ^оснлаларни топамиз:

“ хх =  “ы  Ч  +  и 1 Б „  +  «*„  1 Х Г\х +  !!„„  Л2 +  „ ч  ^  +

+  \  -  “к  Ч +  2“ln Чг +  “пп +  “& *  +  “,  ’Ixx- 
=  “ « * Л , +  «г Ъх \  +  Ычп Л, Л„ +  “ п л , л , +

+  и ^ \ 1 у ,

и уу =  ып5 Ч +  2 и Ь  Ъу л , +  л2 +  +  и ц ч\т . (2.4.)
(2.4) ни (1.53) га цуйиб, цуйндаги тенгламани .\осил цнламиз:

an uu  +  2au ui n + a n um +  F &  Ч. «. «6. «п) =  0, (2.5) 
бу ерда

fllI( |,  r O « i 4 6 * + 2 f i 6 J f  +  C 6*.

а 13(£. Л) =  ^ Л х + 2 В л хЛ„ +  Сл^.
а ,2 ft. Л) =  -41Х л* +  В](^ Л* +  Ъ„ Лу) +  С %у л„. (2.6)

(2.6) да £(*, у) ва л(*. у) функцняларнн шундан танлаймизки, на- 
тижада a u , a ls коэффнциентлар нолга айлансин ёки

AVx +  2 B \ x \ y +  C \ l  =  О,

А л* +  2 В г)х лу -г С л2 =  0 (2.7)
t  г»

булсин. Бу тенгламаларни — ва — ларга нисбатан ечсак,
£у Пу

gr - В ±  t В - - А С  гь =  - Д  ±  У В - - А С  
бу А ' Пу А

(2 .8)
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кфодаларни ,\оснл цнламиз. Демак, (2.7) нинг хар бнр тенгламаси 
хусусий ^осилали биринчи тартиблн чизикли

A tg + ( B - V B * - A C ) ly = 0, A ^  + iB + V B ^ A C )  Пу =  О
(2.9)

тенгламаларга ажралади. Бундай тенгламалар олдинги параграфга 
асосан мос равншда

d x  d y  d x  d u— = ---------' ва — = --------- ---------
А В -  | B-—AC А В +  V B - - A C

тенгламаларга эквивалент ёки

A d y  — (В — V  В- — AC) dx =  0, (2.10)

A d y  — {B +  V B - -  AC)dx =  0 .
(2.10) дан куринадики, нккала тенгламани битта тенглама курини- 
шида ёзиш мумкин

A dy- — 2 B d x d y  +  Cdx* =  0. (2.11)
2.10) нинг умумий ннтеграллари ф(дг, y) =  Cv  (дг, у ) = С г бул
син. Бу з^олда улар (1.53) нинг иккита эгри чизиклар оиласини таш- 
кил цилиб, тенгламанинг характеристикалари дейилади. (2. 11) 
тенглама эса (1.53) тенглама характеристикаларининг дифферен
циал тенг.гамаси дейилади.

(2.10) тенглама интегралларинннг кандай булиши ва (1.53) тенг
ламанинг содда куринишга келтирилиши Д =  В2 — АС дискрими- 
нантининг ишорасига боглик булади.

Дискриминант ^ийматларига 6of.ihk, раЕишда (1.53) тенгламани 
цуйидаги турларга ажратиш мумкин:

1) Агар D со.\ада Д > 0  булса, берилган тенглама шу со.^ада 
гиперболик турдаги тенглама дейилади.

2) Агар D со.^ада Д < 0  булса, берилган тенглама шу со^ада 
эллиптшс турдаги тенглама дейилади.

3) Агар D со.^ада Д =  0 булса, берилган тенглама шу со^зда 
параболик турдаги тенглама дейилади.

Курсатилган турлардаги хар бир тенгламаларнинг узларига хос 
каноник куринишлари мавжуд. Уларни келтириб чикариш учун (1.53) 
ни келтирилган турлар буйича алохида- алохида соддалаштирамиз.

1. Д =  В- — АС >  0 булган .\ол. Бу хрлда (2.7) га асосан (2.6) 
дан а п =  0, а ,3 =  0 ва а 12=?^0 эканлиги келиб чицади. Шунинг 
учун (2.5) ни 2 а ,2 га булнб

ut̂  = F {Z , ч, и, uv  u j  (2.12)

тенгламани з^осил щиламиз. Бу ерда F — — F/2al t . (2.12) гипербо
лик турдаги тенгламанинг каноник куриниши дейилади.

Агар (2.12) да i  =  г) =  р —а  алмаштиришни бажарсак,
гиперболик турдаги тенгламанинг иккинчи содда куринишига эга 
буламиз
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иаа — Upp — Fi(a’ P> M* ua' Uf)- (2 i3>
2. А «  В —■ A C < 0 . Бу *олда (2.9) ёки (2.10) нинг коэффициент- 

лари ва умумий интеграллари комплекс катталиклар булади. Шу- 
нинг учун элл и т и к  турдаги тенгламалар х,ацик,ий характеристика- 
л а р г а  эга булмайди. Комплекс ечимлар кушма булиб,

£ =  ф + » Ч .  т ) = ф  — «Ч (2.14)
куринншда булади; ф(дг, у) ва ф(х, у) функциялар х^киций функ- 
ц'иялардир.

(2.14) ни (2.7) га цуйиб, .\акик,ий ва мав^ум кисмларини ажра- 
тамиз:

А (фх +  i фх)5 +  2 В (ф, +  i 11зх)(ф„ +  I vfv) +  С (ф„ +  i $ у)г =  0,
A (fl -  А ^  +  2 Б ф , ф, -  2 В ^ У +  С Ф2 - С Ц  +
+  Л 2 Лфдфх — 2 В(фхфу +  фжфу) +  2 Сфу̂ )  = 0 . ] 

Комплекс функциялар хоссаларига асосан
А ф2 +  2 В ф ^  +  Сф£ =  Лф* +  2В  +  С 

А Ф Д, +  В (фхij>v +  фхФу) +  СфД-^ =» 0 

тенгликлар келиб чикади. Бу ердан (2.6) га асосан,

а п  =  °is* а \г =  0- 
Бу хрлда (2.5) ни а1Х га булиб

“ «  +  “чл =  &  Л. и, uv  ып) (2.15)
с  стенгламани .\осил киламиз. г \  = ------- . Бу эллиптик турдаги тенг-

а п
ламанинг каноник куринишидир.

3. Д =  В 1 — АС — 0 булсин. Бу ^олда (2.10) нинг умумий ин- 
теграллари ^а^иций ва тенг булади. Икки тенглама бир хил булиб, 
битта тенгламага айланади:

А —  +  В —  =  0. (2.16)
дх дУ 4 7

(2.16) нинг ечими
6 =  Ф ( х , у ) = С  (2.17)

булади.
Л (*. У) учун'якобиани ф  0 булган икки марта дифферен-

D (дг, У)
циалланувчи ихтиёрий функцияни оламиз. Бу ^олда (2.6) дан 
аи  =  0, alt =  0 б$глиши келиб чикади.

(2.5) ни а ,,  га булиб, параболик турдаги тенгламанинг каноник 
куринишига эга буламиз:

- F i ( f c  Л. и, uv  u j ,  (2.18)
бу ерда
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Хусусий х,осилали дифференциал тенгламаларни классификация- 
лашни эркли узгарувчилар учта ва ундан ортиц булганда ^ам кел- 
тириш мумкин. Юкорида келтирилган классификациялашга цараб, 
шундай хулоса чицариш мумкин.

1-§ даги тул^ин тенгламаси
&и =  2 д*и 
dt- ~  дх*

гиперболик турдаги тенглама, иссицлик тар^алиш тенгламаси
ди _  „ д‘и 

dt ~  дх *

параболик турдаги тенглама, Лаплас тенгламаси

^ + — = 0  
дх1 ду2

эллиптик турдаги тенглама булади.
М и с о л. Ушбу

,  д2и . п  ди . . .  д*и , ди , ди п  
х 7Z + 2 х у ——  +  у* —  +  Х —  + У —  =  0 

дх1 дх ду ду1 дх ду

тенгламани каноник курннишга келтирннг.
Ечиш.  Берилган тенглама учун

А =  х \  В =  ху, С =  у \
Д =  В 1— АС =  (ху? — х гу* =  0

Демак, тенглама параболик куринишдаги тенглама экан. Унинг 
характеристик тенг ламалари

xidy* — 2 x y d x d y  +  y 'dx1 =  0
ёки

(xdy — у dxY  =  0, 
xd y  — у dx =  0

куринншда булади. Шундай цилиб характернстикалардан бири

Л- — С
X

чизикдан иборат. Узгарувчиларни цуйидагича алмаштирамиз:

5 - * .  л =  *X

(иккинчи узгарувчннинг ихтиёрийлнгидан фойдаландик). Тегишли 
хоснлаларнн ^исоблаймиз:

дРи д*и у1 . ди 2 у



ду1 д £J хг д 5 д »i х д п3 
Буларни берилган тенгламага куйиб,

д цг т) д я
куринишдаги каноник тенгламани з^осил циламиз.

3-§. Коши масаласи, чегаравий масалалар, аралаш масалаларнинг
Куйилиши

Физик жэраёнларни математик ифодалашда масаланинг тегишли 
шартлар билан цуйилиши музуш аз^миятга эгадир.

Маълумкн, оддий ва хусусий з^осилали дифференциал тенглама
лар, умуман айтганда, чексиз ечимларга эга. Бирор физик масала
нинг ягона ечимнни топиш жараённи ифодаловчи дифференциал 
тенгламалар билан биргаликда цараладиган цушимча шартларнинг 
аниц танланишига борли^дир. Масаланинг цуйилишига цараб бу 
шартлар бошланрич, чегаравий, аралаш деб номланган турларга бу- 
линади.

3.1. Коши масаласи. Тенгламаларнинг турларнга цараб, ^ушимча 
шартлар з̂ ам турлича цуйилади. Агар тенглама биринчи тартибли 
булса, бу з^олда тенглама ечимини ифодаловчи функциянинг аргу- 
ментнинг бошланрнч цийматига мос келувчи киймати берилади. Агар 
тенглама иккинчи тартибли булса, у з^олда функция ва унинг узга- 
риш тезлиги (биринчи тартибли з^осила) нинг аргументнинг бошлан- 
ри ч  ^ийматига мос келувчи кийматлари берилади. Фак,ат бошланрич 
шартлари билан берилган масала Коши масаласи дейилади.

Тул^ин тенгламзлари учун бошланрич шартли масаланинг куйи- 
лишини курайлик. Узунлиги чегараланмаган торнинг эркин тебраниш 
тенгламаси

булади. Тор нуцталарининг вжтга 6 o f .ih k  булган з^олатини ани^лаш 
учун вацтнинг t =  О бошланяич пайтида унинг з̂ ар бир ну^тасининг
абсцисса увидан о ри ш и  и ни ва бошланрич тезлиги —  ни билиш

dt
зарур. Демак, масаланинг ^уйилиши ^уйидагнча таърифланадн: ик
кинчи тартибли хусусий з^осилали (3.1) дифференциал тенгламанинг

бошланрич шартларнн цаноатлантирувчи ечими топилснн. Шунинг- 
дек, куп узгарувчиларга 6of.ih^ булган тул^нн тенгламаси, иссик,- 
лик тарцалиш тенгламалари учун Коши масаласини келтирнш 
мумкин:

дГ-и
дГ-

(— оо <  X <  оо, t >  0) (3.1)

и(х, 0) =  /(*), =  F (х) ( - « , < * <  оо) (3.2)
at



1) иккинчи тартнбли хусусий ^осилали
=  а2 +  Ё 1  \  

dt* I  дх* ' д г )

дифференциал тенгламанинг — оо <  дс<  оо, — оо < у <  оо, t <  О 
со.^ада аницланган ва

и(X, у, О) =  /(* , у), >ди tx'J '  0| =  F(X, у)at
бошланшч шартларни ^аноатлантирувчи и (х, у, /) ечими топилсин;

2) Иккинчи тартнбли хусусий .\осилали

* 1  = а 3 (—  +  —  +  — )
д(- \  дх '  дУ* дР )

дифференциал тенгламанинг — оо < х < о о ,  — оо < у  < оо , — оо <  
< г < о о ,  * > 0  сщада аншупанган ва

и(х, у , г, 0) = / ( * ,  у , г), ‘ =  F(x, у, г)
at

бошлангнч шаргларни цаноатлантнрувчн и(х, у, г, t) ечими топил
син;

3) иккинчи тартнбли хусусий ,\осилали
ди _  2 &и 
d t  ~  дх*

исси^лик тар^алиш тенгламасннинг — оо< х<  оо, / >  0 со^ада аник- 
ланган ва

и(х, 0) = /(дс) (—о о с х с о о )  
бошлангич шартни цаноатлантирувчи и(х, t) ечими топилсин.

3.2. Чегаравий масалалар. Бирор со^ада Лаплас тенгла- 
масини ^аноатлантирувчи ва иккинчи тартнбли хусусий ^оси- 
лалари билан биргаликда узлуксиз булган функция шу сохада гар
моник функция денилади. Куп физик масалаларни курилганда улар- 
нннг стационар .\олатини, яъни физик жараёнларнинг узгариши вацтга 
боглн1\ булмаган .^олатнни текширилади. Асосан бундай масалалар 
эллиптнк турдаги тенгламалар орцали нфодаланади. Шунинг учун 
бу жараёнларнинг стационар полати фацат со^а чегарасида куйил- 
ган шартларга 6of.ihk булади. Куйида эллиптик тенгламалар учун 
цуйиладиган чегаравий масалаларни курамиз.

1) Бирор D со.\анинг ичнда

i S t + i S L - O  .(3.3)
дх1 ду* 1

Лаплас тенгламасинн ^аноатлантирувчи ва со.\а чегараси 5  чизиц 
устида берилган

и |s =  / ( * . « / )  (3.4)

цийматни кабул кнлувчи и(х, у) гармоник функция топилсин. Бун
да и (х, у) ва / ( х, у) узлуксиз функциялар. Бу масала Дирехленинг 
ички масаласи ёки биринчи чегаравий масала дейилади. Агарда
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и(х, у) функция 5  чегаранинг таш^арпсида изланса (бу ерда D со^а 
чексиз булади) бундан масала Дирехленнинг ташки масаласн дейи- 
ладн.

2) (3.3) Лаплас тенгламаснни цаноатлантирувчн ва со.\а чегараси 
S чизик устнда нормал буйича .\осиласи берилган

- r l  = / ( * .  у ) <3 -5)дп |s
цийматни ^абул цилувчн и(х, у) гармоник функция топилсин. Бу 
масала Нейман масаласи (ёки иккинчи чегаравий масала) дейилади.

3.3. Аралаш масалалар. Бундай масалалар чегараланган жисм- 
ларда содир буладиган физик жараёнларни текширишда уларга мос 
тенгламаларнннг берилган бошланшч ва чегаравий шартларни цано- 
атлантирувчи ечимларини топишда цуйилади.

1) Тулкин тенгламаси учун аралаш масалани уч улчовли тенгла
ма учун ёзамиз (бнр ва нкки улчовли тенгламалар учун шу тарзда 
ёзилади).

Иккинчи тартнбли хусусий .\осилали

дР \  дх* ду* дг* )

дифферэнциал тенгламанинг (дс, у, z )£V , t > 0  со хасида анницланган 
ва

u\l=0 =  f(x , у , г), (3.7)
ди
dt =  ф(*. у, 

1=0

бошлангич шартларни ^амда
I. ы|5 =  ^(х, у, г, t),

II. ^ 1  =  р(х, у, г, t), (3.8) 
дп \s

III ( - г  + р “)|  =  У’ г, 0'  дп ISдп

чегаравий шартлардан бирини цаноа глантирадиган ечими топилсин. 
Бу ерда S  — V со^нинг сирти, ц ва р функцнялар S снртда аник-
ланган узлуксиз функцияларднр. —  — сирт ну^тасида нормал буйи-

дп
ча олинган косила.

2) Иккинчи тартибли хусусий ^оснлали

*1 = а * (!*L  +  (3.9)
dt \  дх'- дУ- дг* )

дифференциал тенгламанинг (x, у , z)£V,  / > 0  со^ада аницланган
u |/=o =  / (*.«/ .  г) (3.10)

бошлангич шартни ^амда (3.8) чегаравий шартлардан бирини ^ано- 
атлантирадиган ечими топилсин.



Ю^орида масалаларнинг цуйилишидан курдикки, физик жараён- 
ларни ифодалайдиган тенгламаларнннг ечимлари бошлангнч ва чега- 
равий шартларга борлиц булади.

Баъзи ^олларда бу шартларнинг озгнна узгаришига ечимнинг 
жуда катта узгариши мос келиб колишн мумкин. Бу эса физик 
жараённи урганишда катта хатоликларга олиб келади. Ечим тургун 
дейилганда ^уйилган шартларнинг озгнна узгаришига ечимнинг оз- 
гина узгариши мос келиши тушуннлади.

Агар масаланинг ечими мавжуд, ягона ва тургун булса, у ^ол- 
да бундай масала (коррект) тугри ^уйилган дейилади.

4«§. Бир улчовли тул^ин тенгламасини 
Даламбер усули билан ечиш.

Дьюамель принципи
1. Бир жинсли (3.1) тенгламанинг (3.2) бошлангнч шартларда 

Даламбер усули билан ечнлишини куриб чи^амиз. Тенгламанинг 
умумий ечими иккита [ихтиёрий функциялар йигиндиси сифатида 
к,идирилади:

и(х, 0  =  (p(x — at) +  \p(x +  at). (4.1)
Бу ф ва чр функцияларнинг иккинчи тартибли .^осилалари мавжуд 

булсин. У взцтда, кетма-кет ^осилалар олсак,
их =  ф' {х—  at) +  ф' (дс -f  at),
и'хх =  Ч>" (х — at) +  (х +  at),

и, =  —  а ф' (х — at) +  а ф' (х +  at), 
и" =  аг ф' (д: — at) +  а2 ф* [х +  at)

лар з^осил булнб, натижа (3.1) тенгламани цаноатлантиради. Демак,
(4.1) функция умумий ечим булади. (3.2) бошлангнч шартлардан 
фойдаланнб, ф ва ф номаълум функцияларни топамиз:

f =  0 да /  +  (4 2)
^  { - a V'( x i i + a ^ ( x ) = F ( x )  ^

снстемага келамиз. Иккинчи тенгламани 0 дан х  гача булган ора- 
лицда интегралласак,

— а [ф (*) — ф (0)1 +  (*) — t  (0)1 =  f F (дс) dx
в

ёки
х

— ф(*) +  ♦(*) =  -  f  F (x )d x  +  C (4.3)
Я J 

0

куринишдаги ифодага келамиз. Бу ерда С =  — ф (0) +  ^  (0) узгармас 
сон. (4.2) ва (4.3) тенгламалардан ф (дс), ф(х) номаълум функцияларни 
ани^лаймиз:
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j  F ( x ) d x - j .
0

x

*  (x) =  1  f  (x) +  ±  J  F (x) dx +  -£  . (4.4)
о

Бу формулаларда аргумент x ни x — а/ ва х +  а< ларга алмаш- 
тириб, (4.1) формулага цунсак, и (х, /) функция топиладн:

X— о/
и(х, t ) = ± f ( x - a t ) - ± \  F (x )d x  +  ± f { x  +  at) +

о
*+о< дг-fa/+ J- J Г(,)*г = .»-*>+/<« + «> + J. J Fix)dx. (4.5)
О x—at

Бу (4.5) формула тор тебраниш тенгламаси учун Коши масала- 
сининг Даламбер усули билан топилган ечими дейилади.

Олинган (4.5) ечимнинг физик маъносини англаш учун и (х, t) 
ечимга кирган ф(х — at) ва <р(х +  at) функцияларни ало^ида- ало- 
?\ида текширамиз. ф (х — at) функцияни олиб, t га t =  t0, t  =  tu  
t =  /, ва хрказо усувчи ^ийматларни бернб, унинг графигини ясай- 
миз (1.3-шакл).

Шаклдан куринадики, ик- 
киичн график биринчисига нис- 
батан а?г микдорга, учинчисн 
at* ва хоказо микдорга унг 
томонга сурилган. Агар бу 
графикларнинг проекцияларини 
навбат билан экран га тушир- 
сак, гуё уларнинг юкоридаги 
биринчиси унг томонга «чо- 
пиб» утаётгандек булади. Тор- 
нинг бундай четланиши тулцин 
деб аталади.

Тенгламадаги а =  —■
коэффициент эса тул^инлар- 
нинг тар^алиш тезлиги дейн- 
лади. Энди ф(х + а / )  функ- 
цияни курайлик. / г а / 2< / , <
< t0 цийматларни берсак, 1.3- 
шаклдаги графикларда бирин
чиси пастдагиси булиб, тул- 
|^ин унгдан чапга а тезлик би
лан тарцалади. Энди Далам
бер формуласн (4.5) ёрдамида 
олинган ечимни текширамиз.

X
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Икки з^олни курамиз. Бнринчисида тор нуцталарининг бошланрич 
тезлиги нолга тенг булиб, тор бошланрич четлатиш ^исобига теб- 
рансин, яъни F(x) =  0 деб олсак, (4.5) форму ладан 1\уйидаги ечнм- 
ни з^осил ^иламиз:

» ( » . « ) -  ' ( , - ° °  + > * + * . (4.6)

Бу ерда f(x) берилган функциядир. Формуладан куринадики, 
ечим и(х, t) иккита тулцин йириндисндан нборат: биринчи у  f ( x  —  at)

тулкин а тезлик билан унг томонга, иккинчи - j f { x  +  at) тулцин

шу тезлик билан чап томонга тарцаладиган тулкннлардир.

~ f (x — ° 0  турри тулкин, - j  f ( x  + a t)  эса [тескари тулкин |деб 

аталади.
Бошланрич t =  0 моментда иккала тулкин профили устма- уст 

тушади. Фараз циламиз, бошланрич моментда f(x)  функция (— I, I) 
оралнкда нолга тенг булмаснн .\амда жуфт функция булсин.
1.4-шаклдаги чап устунда ~  f(x  + a t)  тул^иннинг чап томонга тар- 

цалишн, унг устунда эса вацтнинг турли моментларида ~  f ( x — at)

тулциннинг унг томонга тарцалиши, уртадаги устунда эса тул- 
цинлар й и ри н д и с н , яъни тор ну^талари умумий четланиши курсатил-
ган. t <  — моментда иккала тулцинлар бир-бири билан устма-уст 

а

тушади; t =  —  моментдан бошлаб бу тулкннлар устма-уст туш-
Cl

майди ва турли томонга ^араб узоклашади.
Энди иккинчи з^олни курамиз. Ториинг бошланрич четланиши 

ноль булсин ва бошланрич моментда тор нуцталари бошланрич тез
лик олиши натижасида тебрансин. Бу з^олда тор буйлаб импульс 
тулк,инлар тар^алади. (4.5) формулага f ( x ) = 0  ни цуйиб, и(х, /) 
функция учун ^уйидаги ифодани оламиз:

x+ at

и(х, 0  =  —  \ F (x)dx =  Ф{х +  at) —  Ф(х — at), (4.7)
2 a J  

х—at

бу ерда
X

Ф(х) =  —  Г F (x)dx  (4.8)
2 a J  

о
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Бу формуладан курннадики, ечим и(х, t) юцоридаги каби, тутри 
и j =  — ф  (дс — at) ва тескари ы4 =  Ф (дс +  а/) тулкинлардан нборат 
экан. Бошлангнч t =  0 моментда их =  — Ф(х), ы2 =  ф(л:) булиб, 
ц(х, 0) =  О булади. Агар F(x) (— /, /) оралнцда аницланган булиб! 
F(x) =  v0 бошлангнч узгармас тезликка эга булса, у вацтда Ф(.г) =

=  ~ а  J V°^ X ~  2 а  Х  б У Л И ® ’  б У  еРДЗ — I  <  X  <  / булади. X >  I 
" о

- I
Кийматларда Ф(дс) =  —  | v0dx =  = ~  т  х > —/ цийматларда

о
—I

f  v0dx  =  — =  — у  булади. Бу ерда h булиб.
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Ф(х) узлуксиз ва то^ функция- 
дир (1.5-шакл). Энди и(х, t) 
ечимнинг t нинг турлн ций- 
матларидаги графигини ясай- 
миз 1.6-шаклда чап устунда 
тескарн тул^ин иг =  Ф (х +  at) 
нинг турли моментдагн зрлати, 
унг устунда т>трн тулцин и1 — 
=  Ф ( х — at) нинг графнги, 
урта устунда эса тор нуцтала- 

ри умумий четланиши графит келтирилган. Биринчи э^олдан фар^- 
ли улароц, / =  Ода и(х, 0) =  0 булиб, t катталашиши билан нуцта 

ори га кутарилади, чунки (4.7) форму ладаги интеграллаш оралири
кенгаяди. t =  —  булганда 

а

А
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З̂ осил булади. t > —  булганда х,ам и (0, t ) = h  булади, чунки

(— /, /) дам ташкарида F (х) нолга тенг. Шунинг учун четлашиш 
функцияси и (0, 0  шаклда узгармас булиб ^олади. Мисол учун
х, =  — булсин. У ,%олда t нинг —  дан кичик цийматларида тес-

кари ва туfри тулцинларнинг биргаликда таъсири натнжасида нуцта
кутарилнб Соради. t>  —  моментда тескари тулкин четлашиши бу

нуцтада доимин ~  га тенг булиб, нук,та тугри тулкин таъсирида
,  3 /юкорига кутарилишни давом этади. моментда иккала тул-

циннннг четланиши га тенг булади ва и ^ , tj  [функцнянинг

циймати h га тенг булади.
Шундай килиб, и(х, t) функциянинг графигн t нинг турли к;ий- 

матларида куйидагича булар экан: / =  0 да ц =  0 — тугри чнзиц;
0 < t <  — да чизиц профили трапеция шаклида булиб, унинг юкр- а
ри асосн кутарилнб, катталиги камаяди: / =  — да профнл учбур-

а

чак ва / > — да профили кенгаядиган трапеция куринишида була- 
а

ди (1.6-шакл). Шундай килиб, торга берилган (— I, I) оралицдаги 
бошлангич тезланиш натижасида тор тебраннб, h баландликка кута- 
рилади ва ва^т утиши билан шу баландликда крлади (силжишининг 
Колдиги). Oxt текислнгини олнб, х — at =  ± 1  ва х +  at => ± 1  — 
характеристик тугри чизикларни юкрри ярим текисликда чизамиз 
(1.7-шакл). Ф(дг) функциянинг нфодасидан фойдалансак, тескарн тул- 
цин Ф(дс4-a t) нинг 11, IV ва VI зоналардаги четланиши узгармасга
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тенглиги келиб чикади. Ill,  V ва VI зоналарда турри тулцин
— Ф(дс — at) нинг четланишн з̂ ам — га тенг. Шунннг учун VI

зона силжнш колдиридан иборат булиб, бу зонага мос келган функ- 
циямиз и (х, t) =Ф(дс +  а/) — Ф ( х — at) = h  булади. IV зонада тут-
ри тулцин четланишн — А  га тенг; шунака четланиш V зонада

тескарн тугщинда мавжуд. Шунннг учун IV ва V зоналар тор нуцта- 
лари учун сокин зоналар булади. Нук,та текнсликнинг IV зонасидан
VI зонасига утганда тугри тулциннинг четланишн — j-  дан у  гача 

узгаради.
Шу муло^азалардан фойдаланнб, х0> /  булганда и(х0, t) функ- 

циянинг ^уйидаги ифодасини ёзамиз:

О, 0

и (*„ t) = A i l
2 I а ) ’

h, < > a ± i .

Х« — I < *0 +  I

u  k o  =  f W -

2. Энди Коши масаласнни бир жинсли булмаган тенгламалар 
учун курамиз. Бир жинсли булмаган

« * _ « ■  2 * + / ( , .  О (4.9)
Л - дх*

тул^ин тенгламасининг — оо < х < о о ,  < > 0  соз^ада аницланган ва

=  г|з(дс) ( — оо <  * <  о с )  ^ (4 .1 0 )

бошланрич шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин. Бу масала- 
да доил булган тебранишни икки тебранншнинг йириндиси шакли- 
да ^араймиз. Биринчиси, бошланрич огишдан доил булган тебраниш 
(ташци куч таъснрисиз), иккинчиси эса фацат ташки куч таъсирида 
ю з  берган тебраннш (бошланрич о ри ш  ^исобга олинмайди). Бу з̂ ол- 
да

и(х, t) — v{x, / ) + ш ( х ,  /) (4.11)

булиб, w(jc, t) функция

* L  =  аа —  (4.12)
дР дх*

тенгламанинг — оо < х  <  оо, t >  0 соз^ада

И =  ф(*). “  I =  Ф(*) (4-13)|/= о  от |<=0

бошланрич шартларнн ^аноатлантнрувчи ечими, w (x, t) функция эса 
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f E  = а г —  +  /(* , 0  (4.14)
дР дх* 1

тенгламанинг — о о с х с о о ,  ( > 0  ео^ада
ди>= 0,

t—0 dt
=  0  i ( 4 - 15)

/=о

бошланшч шартларни цаноатлантирувчи ечими булади. (4.12), (4.13) 
масаланинг ечими маълумки,

х-fa/
v(x. 0 = J ± = « L ± l< £ ± J !!> + ± j  ц х)<и (4.16)

jt—а/

куринншда булади. (4.14), (4.15) нинг ечимини топнш учун куйида- 
ги кушимча масаланн ечамнз:

(4.17)
dt1 дх*

тенгламанинг

“I =0- *418)|/= т  dt | / - т

(т— параметр) бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечими топил
син. Бу масала учун бошлангич момент t =  0 булмасдан, балки t = x  
булади. У з^олда (4.16) Даламбер формуласи

х+а  ( / - т)

(0 (х, t  — т) =  J -  j  f i t  T ) d l  (4.19)
х—а (t—т)

куринншда ёзилади. (4.19) ечим ани^ булса, (4.14) нинг (4.15) ни 
Каноатлантнрувчи ечими

t
w ( х, /) =  I СО (дг, t  —  x ) d x  (4 20)

о

булади. (4.20) нинг ^ацицатан ечим эканлигини (4.14) га цуйиб тек- 
шнрамиз. (4.20) ни t буйича дифференциялаймиз:

/
w,{x, t) = w | t=< +  f io,(x, t  t ) d т

0

(4 .18) шартнинг биринчи кисмига асосан:

ю , (х, 0  =  Г (о, (х , t  —  x ) d x .  (4.21)
о

(4.20) ва (4.21) дан куринадики, w(x, t) функция (4.18) бошлангич 
шартларни цаноатлантирадн. (4.21) ни яна t  буйича дифференциал- 
ласак, (4.18) шартнинг иккинчи кисмига асосан

i
Щ( х ,  0. =  +  j  «>„(х, t — x ) d x  =
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=  f(x ,  0  +  f <»w(x, t — i)dT; (4.22)
о

келиб чикади.
(4.20) ва (4.22) га асосан курнниб турибдики, w{x, t) функция

(4.14) тенгламанинг (4.15) бошлангич шартни цаноатлантирувчн 
ечими булади. Демак,

t х + а ( /-т )

W(Xf 0 =Я2^  J [  f T)dS]dT.  (4 23)
0 х—а (/—т)

Бу з^олда (4.9) нинг (4.10) бошлангич шартларни цаноатлантнрувчи 
ечими

г+ а/
+ - L  j  , M d x  +

х —аt
I z+ c(r—t)

+^П  J /(-T)d̂ ]dT (4-24̂
0 x—a(<—t)

куринишда булади. (4.23) ва (4.24) Дьюамель принципы ни ифода- 
лайди.

Ми со  л. Куйндагн бир жинсли булмаган
?-и _  6Ри .  

ах» ‘
тул^ин 1енгламасининг

- и - ^ д г .

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини Дьюамель прин- 
ципидан фойдаланиб топннг.

Еч иш.  а =  1 ва
/(* , t) — х, <р(дс) =  sin.v, ф (х) =  х

функциялар учун Дьюамель принципидан фойдаланамиз:
x + t

и{х  0  _  , ! ■ ( , - < ) + , ! , ( « + Д  + 1  ;■ x d x +

X—t
t X + t —т

+  1  j  [ j  x d x j d x  = U i (jc, 0  +  M * . 0  +  /).
0 X -/+ T

Хар и,айси цушнлувчини алохида- алохида \исоблаймиз:
{х  ч  _  sin (т 0  4-_sin (х ч- f> _  s .n IC0S (

X — t
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хг +  2 x t  +  P  —  X* +  2 x t  —  f i
X I ,

x ^ x . i i - [ t ± £ = S = ! ! = £ ± S ] * .
0 x - l+ x  0

7j
I

1 f  X- +  /* - f - t4 +  2 xf — 2 XX —  2 r t —г4 — Г- —  x * + 2 x t  —  2 x x  +  2 tx d t  =
2

0

=  Г ( x t  — x t ) d t  —  x  t  "i * — x  —-  J1 =  x t 2 — ~~ =  —~  .
J ' о 2 |o 2 2
о

Демак, масаланинг ечими
xP

булар экан.

и (x, t) =  sinх cos/ +  xt +  ■

5- §. Уч улчовли тулцин тенгламаси учун Коши масаласи.
Пуассон фсрмуласи. Гюгенс принципи

Уч улчовли

— - W — + — +  •^■'1 (5.1) 
дР  \  дх4 ду* дг* )

тулцин тенгламасининг

<=о =  ф (дс. У, г), ^  Г -  ф (х, у , г) (5.2)

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи и(х, у ,  г, t) ечимини то- 
пиш масаласини курамиз. Бу ерда ф(*. у ,  г )  функция учинчи тар- 
тибгача, ^(х , у, г) функция иккинчи тартибгача хусусий ^осилала- 
лари билан биргаликда фазонинг барча нукталарида узлуксиз функ- 
циялар булсин деб ^исоблаймиз. (5.1) ва (5.2) масалани ечиш учун 
Куйидаги ёрдамчи масалани курайлик. (5.1) тенгламанинг хусусий 
^олдаги

<6 - 3 >

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи uf (x,  у, г, t) ечими топил 
син.

^ L = v ( x ,  у , г, О 

десак, у х;олда (5.3) га асосан

w|/=o =  / ( ^  У< г),
dv I _&uj
dt |/=о dt1

_  & и , д>и, _  0
1=0 дх* дуг дгг



шартларни цаноатлантирадн. Шунинг учун, агар ы/  функция учин- 
чи тартибгача узлуксиз ^оснлаларга эга булса, (5.1) нинг (5.2) ни 
^аноатлантирувчн ечими

и (х, у, г, 0  +  и (5.4)

формула орк,али ифодаланади. Демак, (5.1) тенглама учун Коши 
масаласи uf  функцияни ани^лашга келтнрилади. Бу функциянн

uf (x, у, г, t) =  — —̂ ГI I lL iL - ]d a r (5 .5)
4 л a J J г

куринншда ёзамиз. Бу интеграл (5.1) тенгламанинг маркази М (х, у , г) 
нук,тада булиб, радиусн г — at булган S r сфера сирти буйича 
олинган ечими булишини курсатамиз. /(с, г), д) — ихтиёрий узлуксиз 
функция, d a r сферанинг юз элементи. (5.5) дан

1ЯU L ± * d0r ,,i 4 л  гг 
<  m ax  l / j ----------

булганлиги учун t-*-0  да u f -+ 0  булиб, (5.5) шартларнинг биринчи 
цисмини каноатлантиради. Иккинчи цисминн каноатлантиришнни 
текшнриш учун

t = x +  рлг, ц =  у  +  р2r, S =  г +  рзг (5.6)
алмаштиришларни бажариб, куйидагини ^осил ^иламиз:

uf =  ——  f  \ f (x  - f  Р,г, у  +  p,r, 2 +  рз r )d a v  (5.7)
|4 л a J J 

St

Бу ерда Pj +  Pj +  P ^ l .  — бУлиб* интеграл бирлик
сферанинг барча тайинланган х, у, г нукталарнда хисобланадн.

(5.7) ни t буйича дифференцналласак,

~  = 7 ” f i  f(x  +  ^ r ,  у +  р2г, z +  p / ) d o t +  
dt 4 л .) J

+ 3S-JJ(|,' f  + P- f  + |i4 ) d"‘ (5'8)
s.

булади. (5 .8) дан t -*-0 да (x, у, г) эканлиги келиб чн^а-
dt

ди. Энди, Uj функцнянинг (5.1) ни каноатлантиришнни исбот килиш 
кифоядир. (5.7) дан



З'~и' ифсдани ^исоблаш учун (5.8) ни цуйидагича ёзамиз:

JF - f + 77jK hJ6+P' f +|i-af)^-
- f+ .M t& + 3 +3 ) - * * - f +&  <510>

Уг

бу ерда

'» - ш & +з +£ )л* *V,

Vr —  маркази (х, у, г) нуктада булиб, радиуси г =  at булган шар.
(5.10) дан:

& и , _  _  и ,  + _1_ d u , d l( t)  _ J _____ l( t )  _
dP P  t dt ~Г  dt 4 л  at \  n o t1

=  — 0 ±  j 4 L  I / ( 0  i 1 d l ( t )  l ( t )  1 d l( t)
I* P  4 я at* 4 л и / &  4 л  aP 4 л  at dt

—7-̂ - ифодани .\исоблаш учун сферик коордннаталар системасига dt
ЗП'иб, d оГ =  /-s sin 0 d  0 d ф эканлигини ^исобга олсак, 

d t  (0
dt

тенгликни оламиз. Демак,

« в ff  ( * L + J l + * l ) dar 
J J  U s * п а *  ^  d ? ) a r

^  =  J - C n * L + * ± + * L ) dar  (5 .11)
dP 4 n t  J J  U g J  di\* a ? )

5r
булади. (5.11) ва (5.9) ни солиштнреак, (5.5) ор^али ифодаланган 
ы/(*. У. 2, 0  функция хакикатан ^ам (5.1) тулкин тенгламасини 
каноатлантиради. Ф (дг, у, 2) ва i|- (х, у, г) функцнялар тутрисидаги 
мулохазалар ва (5.4) га асосан Коши масаласининг умумлашган 
ечими

(512)

куринншда ифодаланади. (5.12) ни Пуассон формуласи дейилади.
Фазода Пуассон формуласи ор^али ифодаланган туллии тар^а- 

лишининг физик мо^иятини курайлик. Бошлангич тебраниш чегараси 
•S чизи^дан иборат булган бирор D со.\ада содир булсин. Бу со\а-



1.8- шакл

нинг ташцарисида <р ва ф функциялар нолга тенг (ички нуцталарда 
нолдач фарь^и). Муз^ит з^олатининг узгаришнни D со.^а ташкарисида 
ётувчи тайннланган М  нук;тадан кузатайлик ( 1.8- шакл). М ну^тадан
5  сиртгача булган энг якин масофа d lt энг узо^ масофа d 2 булсин. 
Марказн М нуцтада булиб, раднуси г =  at булган S r сфера
t <  —  га^тда D  соз^ага етиб келмайди. Шунинг учун сфера нуц-

таларида ф ва ф лар ноль булиб, (5.12) га асосан и (х, у, г, t) =  О
булади ёки t =  —  вактда S r сфера 5  сирт билан тукнашади, ёки

а
тулкиннннг олдинги фронти М  нуцтадан утади. Олдингн фронт 5  
снртнинг >;ар бнр нуцтасндан радиуси r — at булган сфераларнннг
урамасндан иборат булади (Гюйгенс принципн), / =  —  ва t  — —

а а
вактлар орасида S r сфера D созван и кесиб утади. Шунинг учун бу 
оралнцда, (5.12) га асосан, и(х, у, г, /) Ф  0. t > ~ -  вактда S r сфе

ра D сщанн уз ичига олади ва улар умумий нуцтага эга булмай- 
ди. Шунинг учун бу вактда, (5.12) га асосан, и(х, у, г, /) = 0  була
ди ёки бошланкич тебраниш М  ну ада и утиб булади. Бу деган
суз, t =  —- ва^т тул^иннинг орца фронтннинг М  чуцтадан утишн- 

а
ни анн^лайди. Демак, олдинги фронт тебраниш етиб келмаган нуц- 
таларнн ажратнб турувчи чизик;, орца фронт эса тебранишдан тух- 
талган (осойишталашган) ну^талардан тебранаётган нуцгаларни аж- 
ратиб турувчи чизи^ булади.

6- §. Икки ва уч улчовли тулцин тенгламаси учун Коти масаласи. 
Пасайиш (тушиш) усули. Масала ни ечишнинг 

Дьюамель принципи

Олдинги параграфда курилган масаланинг хусусий з^олини ёки 
/  функция г га боглиц булмаган з^олини курайлик. Бу з^олда (5.5) 
га асосан и функция з̂ ам z га боглик, булмайдн ва икки улчовли
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&и
дР \  дх* дУ> )

тул^ин тенгламасини

«!-»(*. лI/=0 Си /-=0 =  *(* . у)

(6 . 1)

(6 .2)

бошланрич шартларда каноатлантиради.
^исоблашларни осонлаштириш учун 5-§ даги (5.1) нинг ечимн- 

ни хОу текислигида ифодалаймиз. Бунинг учун S r сферанинг юк,о- 
ри ва пастки кисмларини унинг хОу текисликдаги маркази М  (*, у) 
нуцтада булган катта Сг доирасига проекциялаймиз (1.9-шакл). Бу 
*олда

1.9- шакл

j  dCr d a r =  — -
cos y (6.3)

булиб, (5.5) интеграл куйидагича ёзилади:

Sr Сг

Шаклдан:

r n s v  =  -!££ii _  У *  -  \Pi‘W  =  | > 4 - ( * - 6 | ) * - ( » - Ч , И
\МР\ 'г 7--------------------

Шунинг учун:
П / а . л . О  _  ГГ /(£.. Я1>^6, rfn.

r J J  V rX — С* — 5,)1 — (У—пО1'а»> сг
Демак, бу алмаштиришларга нисбатан (5.12) ни
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С,

, ГГ Ч1 (I. л) <*I d '» 1+JJ ,,.-„-£|. <6'4>
г

куринншда ёзнш мумкнн. Бу нккн улчовли тул^ин тенгламаси учун 
Пуассон формуласндир. У фазода олдинги фронти бор, орка фронти 
йуц (Гюгенс принципи бажарнлмайди), цилиндрик чулцинларнн нфо- 
далайди. Шу тарифа, агар /  функция факат х  га боглик, булса, и 
функция \ам х  га боглиц булиб, бир улчовли

д*и л
—  =  а2 —— (6.5)

dt- дх1 '  ;

тулцин тенгламасининг

и |  =  Ф (х ) .  - ^ 1  =  Ч>(*) (6 .6 )
|<=о dt |/= о

бошланрич шартларинн ’цаноатлантирувчн 'ечнми булади. Бу ^олда

JW4
Sr x—at

(5.5) курннишда булади (d a r =  2 л rd \). Шунинг учун, бнр улчовли 
тулцин тенгламасининг (6.6) шартларни ^аноатлантирувчи ечими 
цуйидагнча ёзиладн:

x+at x—at

x—at x—at
x+at

=  у ( * + о / ) + ф ( <  — at)
2

x—at

x-f-ai

+  2"7 J  * ® d l  ( 6 7 )

Бу Даламбер формуласндир.
Юкрридаги, (5.1) — (5.2) Коши масаласининг (5.12) ечимндан

(6.1) — (6.2) ва (6.5) — (6 .6) Кошм масалаларннинг (6.4) ва (6.7) 
ечимларини келтирнб чи^ариш усули пасайиш (тушиш) усули дейн- 
ладн.

Энди уч улчовли бир жинсли булмаган

£-*(£+■0 + £)+«*»■*•• <6'8» 
тенгламанинг — о о < х , у, z< o o , t >  0 со^ада

и(х. у, 2, < )|,.0 “ Ч’(», у, г).

S J b t i i l  _ ♦ ( « , » . , )  (6.9)
dt |<»о
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бошлангич шартларни каноатлаширувчи ечими— узлуксиз и(х, у, г, t) 
функцияни топнш билан шугулланамиз. Бундай масала товуш 
тарцалиш иазарияси, электромагнит птщинларнинг таркалиш наза- 
рияси ва физиканинг бошка со^аларида фуидаментал а^амиятга эга.
(6.8) — (6.9) нинг ечими, бир жинсли

* L = a * (610)
dt* \  дх* д(Г1 дг* ) ’

тенгламанинг

v \  =  ф(*. у, г), - J - I  =*$(х, у, г) (6 . 11)
|<-»0 at |/=о

бвшлангич шартларни ^аноатлантирувчи v(x, у, г, t) ечими билан 
берилган (6.8) куринишдаги

<Pw .  /  . д*& , d-'w \ . г /  ..Ы  + 1? +1?)+1{х' »•г' () (612)
тенгламанинг

tt’l = 0 , ^ 1  = 0  (6.13)|/=»о dt |/-о
бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи w(x, у, г, t) ечими йнгинди- 
сидан иборат булади, яъни и =  v +  w.

(6.10) — (6. 11) Коши масаласининг ечими 5 - §да  Пуассон форму- 
ласи орцали топилган эди.

(6.12) — (6.13) Коши масаласининг ечнмини эса Дьюамель прин- 
ципидан фойдаланиб топамиз.

Биринчидан,

Л * — в» + .2 2 Й  +  J 5 - \  (6.14)
dt1 \  dx"- ду* dz* )  ’

тенгламанинг t >  т учун (т — параметр)

<о(х, у, г, t, т) - 0 .  ^  
t- х  dt

=  /»(*. у, г, т) (6.15)

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини топамиз.
(6.14)— (6.15) масаланинг ечими Пуассон формуласи ор^али ифо- 

даланади. Фацат формуладаги t урнига t — т ни цуйиш керак, чун- 
ки бу ерда бошлангич момент t =  т. Бу \олда (5.7) цуйндаги

«(х, у, г, т) =  '-^ -т j  j f [ x  +  р, a( t  —  т), y +  f a a i t  —  т), 
s.

z +  p , a ( / - T ) ] d x  (6.16)

куринншда булади. Энди,

z (х, у, г, t) =  f со (ж, у, г, t, т)dal (6.17)
о
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функция (6.12)— (6.13) масаланинг ечими эканлигини курсатамиз.
(6.17) ни t буйича днфференциаллаймнз:

=  f  ^rd x]+ u ){x , у, г, t, т ) | . (6.18)
dt J d t

О
(6.15) нинг биринчи шартига асосан (6.18) даги иккинчи ^ушилувчи 
нолга тенг, шунинг учун

(6..9)
О

(6.17) ва (6.19) форму ладан куринадики, и>(х, у, г, t) функция (6.13) 
бошлангич шартларни цаноатлантиради. (6.19) ни яна t буйича диф- 
ференциаллаймиз:

Г * “ <*т +  £ - |  . (6 .20)
дС- .) дР dt

о
(6.15) га асосан:

&  = J ^ d T  +  /(x . у, z, t). (6 .21)
о

Бу ерда о) функцияси (6.14) тгнгламани цанозтлантиришини ^исоб- 
га олсак, (6.17) ва (6.21) ларга асосан, w функциянинг (6.12) ни 
каноатлантириши келнб чицади. Демак,

t

[w{x, у, г, о =|4- -̂ f (t]~  ' ) d  Г j1 j  fllx—%  d(t —  т),
0 s,

У +  IP,a ( t - t ) ,  г  +  ( J ,a (/]— » ] djpt . (6 .22)

(6 .22) да r = a ( /  — т) белгилаш киритнб, £ = *  +  р,г,  t] =  t/ +  раг,* 
g =  z - f  Р /  формулалар ор^али сферик координаталар системасига 
утсак,

(г =  V ( x - i r - r ( y - r ]r  +  ( z - Z ) i , Р? +  Й +  Р | -  1).

. /(*. я. С. t - j ) 
w(x, у, г, / ) = - — - \  \ ------------------------ d l d r ] d s [(6.23)

4 я  a* J  J  т
Vr

формулани ^осил циламиз. Бу ерда Vr— марказн (х, у, г) нуктада, 
радиуси r = a t  булган шар. (6.23) нфода кечикувчи потенциал дейи
лади.

Шунингдек, Дьюамель принципи ёрдамида икки улчовли 
&и  ,  /  & и  , д * и \



тенгламанинг

=  Ч>.(*. У) (6.25)=  ф(*. У)./=о at

бошлангич шартларни цаноаглантнрувчн и(х, у, t) узлуксиз ечнмнни 
топнш мумкин.

(6.24) — (6.25) Коши масаласининг ечими, бир жинсли

^ = W J * L  +  £ L \  (6.26,
df* \  дх* ду* )  v

тенгламанинг

» |  =* Ф(Jf. У), - х -1 У) <6 -27)|/=о dt |<>0

бошлангич шартларни ^анозтлантирувчи v(x, у, t) ечими билан

тенгламанинг

w =  0, -5-1  = 0  (6.29)
/=о dt !{=о

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ю(дс, у, () ечими йигиндиси- 
дан иборат булади: и =  v +  w.

(6.26) — (6.27) масаланинг ечими (6.4) формула орцали ифодала- 
нади. Ю.^орида келтнрилганидек, (6.28) — (6.29) масаланинг ечимини

w =  I' <0 (дс, у, т )# т  (6.30)
о

куринншда топамиз. Бу ерда <o(jt, у , t)

— аг ( d*о)
л* °  \ Hi* diГ-)

=  0, do)
Idt

1 !*• :
l/=»T — f  (Х ~У> T) (6.31)

тенгламанинг
гО)
‘ /=т

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимидир. Бу ечим

Д И (6 М)
О г<а (/—т)

куринншда ифодаланади.

7-§. Лаплас ва Пуассон тенгламалари. Грин формуласи.
Урта ^иймат хаки да ги теорема ва гармоник функцнялар учун 

максимум прннципи

Турли стационар физик жараёнларни, жумладан, иссиклик утка- 
зиш назарияси, электростатика, гидродинамика масалаларияи урга- 
иишда ^уйидагн дифференциал теигламага келамиз:
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дги . д'-и . &и п  .  .—  +  —  +  —  = 0  еки Ди = ,0 . (7.1)
дх1 ду- дг-

Б у тенглама Лаплас тенгламаси дейиладн. Тенгламанинг чап томо- 
нидаги нфода и функциянинг лапласиани, Д белги Лаплас опера- 
тори дейилади.

Бир жинсли булмаган
сТ-и . д:и , д*и . .  . .  . .

>■г ) еки  4 “ “ /  (72)  
тенглама Пуассон тенгламаси дейилади.

Бу тенгламаларнн текширишда Грин формуласи ва гармоник 
функциялар тушунчасн катта а^амиятга ага.

Грин формуласи. Вектор майдонлар назариясидан маълумки, век
тор майдоннннг хажм буйича тарь^алиши (дивергенцняси) ^ажмни 
чегараловчи ёпик сирт орцали майдон о^имига тенг, яъни

J.f an dS  (7.3)
V s

Агар u(x, у, z) ва y(x, у, г) функциялар ёпи^ V совда узлуксиз 
ва иккинчи тартиблн узлуксиз хусусий ^осилаларга эга функциялар 
булиб,

dv dv dv
=  w a ‘' ~ u 7 y  a * ~ u 7z

булса, у холда

dx dy d z  \  dx* dy- dz- )

, du dv , ди до , du dv . , _  , _  . . d v+  — +  -  — =  иди +  grad и • grad v, an =  и -
dx dx dy dy dz dz "  dn

булади, бунда n — V соханинг S сиртига утказилган таш^н нор- 
мал. (7.3) га асосан

|  j J иду dV =  J J  и ^  ds —  J J J  grad и • grad v d V

еки

C j j  uSudV  =  j j  у ^  ds — grad v ■ grad u d V .
V S  v

Бу икки тенглнкни бир-биридан айирсак,

Я !  л “>‘' 1 ,= Я  (7-4)
V S

формуланн з^оснл циламиз. (7.4) ифода Грин формуласи дейилади.
Икки улчовлн и{х, у) ва v(x, у) функциялар учун С эгри чи- 

зщ  билан чегараланган S  со^ада Грин формуласи
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куринишда ифодаланади. Бу ерда ds — dx dy, dl — С эгри чизиц ёй 
эл ем ен т

Гармоник функциялар цуйидаги хоссаларга эга:
1 - т е о р е м а .  Агар и функция С эгри чизиц билан чегаралан- 

ган соцада гармоник функция булса, у %олда

И с б о т .  Агар (7.4) да и =  1 десак, А у =  0 тенглнкка асосан
(7.6) тенглик келиб чицади.

2- т е о р е м а  (функциянинг урта цнймати .\ацида). Агар и функ
ция бирор М 0 нуцтани уз ичига олган бирор V со\ада гармоник 
функция булса, у  \олда функциянинг шу нуцтадаги киймати 
маркази М0 нуктада булган шарнинг S  сирти буйича олинган 
цийматларининг урта арифметигига тенг булади, яъни

R — сфера радиуса.
И с б о т .  и{х, у, г) функция Т  +  S r со^ада биринчи тартибли 

^оснлалари билан биргаликда узлуксиз гармоник функция булсни. 
Sr — Т  со^ани чегараловчн сирт. Ихтиёрнй М (х, у , г) нуцта (1.10- 
шакл) D =  T — V со еда  ётади. V — радиусн р булган шар, 5 р —

шу шарнинг сирти. М 0 (х, у, г) нуцта V шарнинг маркази. v — — 

функциями курайлик, бу ерда г =  V ( х —х ^  +  ( у ~ у 0У + ( г — г ^  —

(7 6)
s

булади.

1.10- шакл



М ва М0 нуцталар орасидагн маеофа. v функция М  =  М0 нуцтада 
узилншга эга .булганлиги учун Т  со.^ада и ва v функцияларга Грин
формуласини цуллаб булмайди. Лекнн D со.\ада v =  — функция 

чегараланган. Шунннг учун бу сщада и ва » = —  функциялар учун

(7.4) формулани цуллаймиз:

s p s p

D со^анинг тайней нормали буйича ^осила ^атнашган охирги икки- 
та ^ушилувчнни з^исоблаймиз:

булганлиги учун

Я “ £  ( т ) *  ”  ? Я <"P*“ ( « p ) =  4 я « ( М Д  (7.8)
Sp Sp

бу ерда Мр — 5 р сиртдаги ихтиёрий нуцта. Шунга ухшаш

г г 1 * л _ 1 Г Г й л _ ± 4 я р «  [ ± 1М 1 -
J J г дп р J J  дп р L дп 1
sp sp

Г ди (Ma ) I
“ 4nf> I dif~ J' (7-9>

D <щада Д (— j =  0 эканлигини зугсобга олиб (7.8) ва (7.9) ни (7.7) 

га цуямиз:

JГГ (-Т)—  ̂- Я [-=(тО -Т £]*■+
D S r

Г ди (Af _ ) 1
+  4ли (Мр) -  4лр [ J . (7.10)

р -*■ 0 да Мр —*■ M q булганлиги учун

■ < * « -= Я [г £ -Ш ]-Ш т "
Sr О

(7.10')
булади. Бу ерда 
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lim 4лр ди (,М—  =  О 
р-»о дп

эканлигинн ^исобга олсак,

'(т)
дп

1 ди 
г дп

ds - т ду (7.11)

келнб чицади. и — гармоник функция булганлиги учун ди =  0. Де
мак, (7.11) дан

“ <MJ — ГяШ“ (т)
дп

- 1  а-и1 *  
г дп \

(7.12)

булади. Хусусий ^олда (7.12) ни маркази М0 ну^тада, радиуси R 
булган сферага цуллаймиз (и функция сферада ва унинг 5  R сирти-

да биринчи тартибли хрсилалари билан биргаликда узлуксиз ва
гармоник функция). Таш^и п нормал сфера радиусига мос келади. 
Шунинг учун:

Демак,

* ( т ) *(7 ) 1

дп /■=« * &

S R S RS R

(9.6) ни ^исобга олсак,

и (М.) = 1
4л я* Я

SR

uds (7.13)

формулани ^осил киламиз.
3-т е о р е м  а (максимум принципи). Чегараланган Т соланине 

ичида гармоник булган ва S r +  T ёпиц со^ада узлуксиз булган и 
функция (и Ф const) узининг энг катта ва энг кичик цийматла- 
рига фацат со\ани чегараловчи сиртда эришади.

И с бот .  Шартга кура и ф  const. Фараз цилайлик, и функция Т  
соланин г ичида ги М0 нуцтада максимум цийматга эга булсин, яъни

и0 =  и(М в)> и (М ). (7.14)

и0 =  и (/И) эканлигини курсатамиз, бунда М  — соланин г ихтиёрий 
нуцтаси. Маркази М 0 нуцтада, радиуси р булган ва Т  со^а ичида 
ётувчн S p сферани оламиз. (7.13) формулада функцияни энг катта 
циймати билан алмаштнрамиз:
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ы(М°) = ^ Я и(Л*) л -
5Р

Урта циймат .\ацидаги теоремага асосан,

и(М 0) =  и (А!,) • 4лр2 =  и(Мр).

Мр — 5 р сиртдаги ихтиёрий ну^та. Бу тенглик ва (7.14) дан

и , =  и(М). (7.15)
Шу гарица (7.15) тенгликнинг Т  соханинг барча ну^таларнда бажа- 
рилишини исботлаш мумкин (.\ар гал кейинги олинган нуктада уни 
марказ килиб шар чизамиз ва юкоридаги муло^азадан фойдалана- 
миз; бу жараён охирги шар S r сирт билан уринганигача давом эта
ди).

8-§ . Грин функцияси. Унинг чегаравий масалаларни 
ечишда цулланилиши. Дойра ва шар учун Пуассон 

формулалари
Дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалаларни ечишда 

Грин функцияси усули куп ^улланиладиган усуллардан з^исоблана- 
ди. Унинг моз^ияти ^уйидагидан иборат: аввало берилган масалага 
ухшаш масаланинг махсус ечими топилади ва у ёрдамида берилган 
масаланинг ечими интеграл орцали .\исобланади.

Грин функцияси ^уйидагнча аншушнади. 7-§ да Т  +  S r сохада 
биринчи тартнбли з^осилалари билан биргаликда узлуксиз булган ва 
Т  сщ а ичида иккинчи тартиблн хосилага эга булган и функцияси 
учун Грнннинг интеграл формуласи

j ! [ f £ - ' 4 Й <8I>
уринли эканлиги исботланган. Агар w(x, у, г) ёпиц D соз^ада гар
моник функция булса,

J  j  J  (и 4 о -  и 4 u)i V -  f  j  (и |  -  v I )  *  (8.2)
D S f

формулани ёзиш мумкин. v — гармоник функция булганлиги учун 
Д v =  0. Демак,

0 "  i j ( °  " 4 “ d V - (М )

(8.1) ва (8.3) ларни цушамиз:

“  (М">= | /  [ s  ( г г + ' )  ■ - “  s  ( г г + ' ) ] ds -
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-JH( (84)

Агар

G(M, Mo) =  7 ----- Ьу, r =  V (x  —  JCo)* +  (y -  t/o)- +  (г—z,»)1 (8.5)
4лг

деб белгиласак,

“ W - J J  [ ° s - “ l r i ds-  I f f  с “ л '  <8-6>
булади. (8.5) дан куринадикн, G функцняни аниклаш учун Ди =  О
тенгламанинг махсус и = -----— чегаравий шартнн цаноатланти-

lsr 4лг
рувчн ечими v ни топиш кифоядир.

(8.5) куринишдаги G(.Vf, М0) функция куйидаги шартлар ёрда- 
мида аницланади:

1) G(M,  М 0) функция М  нуцтанинг функцияси сифатнда аннц- 
ланиб, тайинланган М 0 нуктадан бошка нуцталарда гармоник функ
ция ёки Лаплас тенгламасини ^аноатлантиради.

2) G(M, М0) функция М =  М0 нуцтада чексизликка айланади.
3) G(M,  М 0) функция соха и и чегара ловчи S r сирт устида нолга 

тенг:

G (М, М0) =  0, М б  5 ,. (8.7)

Юцоридаги шартлар ёрдамида аннцланган G(/Vf, М0) функция Д м  =  
=  0 Лаплас тенгламаси учун биринчи чегаравий масаланинг (Ди- 
рехле масаласининг) Грин функцияси дейилади. (9.6) да Ды =  О, 
и j =  f(M ) булса, бу формула

s r

(8 -8 )sr sr
;ияга боглиц булади (бн- 
=  0 ва иккинчи чегара-

куринишда булиб, факат G(M, М0) функцияга боглиц булади (би-
а I с диринчи чегаравий масалада и \  =  /, —

Is, дп
вий масалада и =  0 . %  

v дп

Sr

=  f(M)). (8 .8) формула биринчи чега-
Sr

равнй масаланинг, яъни Дирехле масаласининг ечимидир.
Грин функцияси Нейман масаласининг ечимини ва учинчи чега

равий масаланинг ечимларини топишда ^ам ^улланилади. К,уйида 
Грин функцияси ёрдамида ечнмлари топиладиган иккита масалани 
курамиз.
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Ш ар у ч у н  Д и р е х л е  м а с а л а с и н и н г  ечими .  Маркази 
М 0 нуктада булиб, радиуси г ва kS r сфера [билан чегараланган V

шарни курайлик. п — тайней нормал,Т — сферадаги, М  — сфера 
ташк,арисидаги ихтнёрий нук,талар булиб, М 0М  чизикдаги N  нук,та 
M 0N M 0M — г тенгликни каноатлантиради (1.11-шакл). N  нуктага

1.11- шакл

бирлик заряд жойлаштирамиз. (8.7) шарт бажарилиши учун М  нук
тага шундай бирлик заряд жойлаштириш керакки, сферада улар 
бир-бирини йу^отсин. Агар S n сферада ихтиёрий Af, нуцтани олсак, 
A M0MtN 'л Л М0М гМ  булади, чунки Y нккаласн учун умумий бур-
чак ва бу бурчак юмонлари пропорционал. Демак,

ёки (8.9)
М 0М Х M t M Г гх г , '  '

Бу ерда г3 =  — • г4 булиб, v --------— гармоник функция сферада
г Ttf%

и =  — гармоник функция цабул цилган цийматларни олади. Л1 
г »

нуктага жойлаштирилган заряд потенциали — — дан иборат. Демак,
го

Грин функцияси иккита заряд ^осил килган майдон потенциали.

G(Mlt A0 = f f - - — 1 (8 .10)
4л | / ,  V i J

куринишида гфодаланади. Юцорнда келтирилгандек, Дирехле маса
ласининг ечими



куринншда булали Сферага утказнлган ташци нормал п нинг йу- 
налнш н радиус йуналиши билан устма-уст тушади. Шунинг учун

А
JL =  — cos (п , г ) . Демак, 
дп дг

1 2 . =  _1 — -  — / I ' l l  -  (- '1  =
дп 4л [d r t l 'W  'о д п \ Г г ) \ ’ дп \г 3 )

= -----г  cos (г3 , п ), (8 . 12)
'з

L  =  -  -  • - V  cos ( г , , п ). (8.13)
Tq дп г0 г2

еки

д дан rj =  rJ -г г2 — 2rr3 cos ( r3 , л ),

Д M0Af,/Vf дан =  г* +  г2 — 2rr2 cos (г2 , п ),

_*л_* г* -I- г2 _  г2
cos ( г8 , п )  =  2Д- ~ .  (8.14)

г* +  г? — rf
cos (/"j , n )  — -----—------ • (8.15)irrt

rr-x r%— , тх =  — тенгликларга асосан. 
r„ r ,

r< г1гз
r » - A *  +  - 3

, ' i  d  
COS ( л , ,  П = ) -------

2 r -  
'o

_ rVg — y« — rVf _  rg — - f  r j  

2rV3 2Vo

Энди (8.10), (8 12), (8.13), (8.14), (8.15) формулаларга кура

I '* +  '3  — d  , r 'o  d +>% — '*dG  I = j _ r ____l г’ +  ' з - ' о  | r  ro *o ~t~ — r 1 __
дп | c 4л L 2/т, rt  rf r* 2r , r t  J

(8.16)_ L  r ~ r°
4 nr

Демак,
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булади. Бу формулани еферик координаталар системаснда ифода- 
лаймиз. Сфера маркази Af0 ну^тада, (г, 0, ф) — М х нуктанинг коорди- 
наталари, (г0, 0О, ф0) эса N  нукта коордннаталари, у — Af0M, ва M0N 
радиус—векторлар орасидаги бурчак булсин. г \= г* + г20 — 2rr0 cos у, 
алмаштириш якобиани /  =  г2 sin 0 булганлиги учун (10.16') фор
мула

и  (г0, 0 О, Ф0) =  ^  \ j
' 2 - ' о

--------  Т  Ф) s*n ®dQd<p (8.17)
ar ( r i— r2 — 2 rr0 cos y) 2

куринишда булади. Бу формула Пуассон формуласи дейилади.
Д о й р а  у ч у н  Д и р е х л е  м а с а л а с и н и н г  е чи м и .  Маркази 

М 0 нуцтада булиб, радиуси г ва С айлана билан чегараланган D
донрани курайлик (12- шакл) п — ташци нормал, М х айланадаги, М  
айлана ташкарисидаги нукталар булиб, М0М чизикдаги N  нуцта

M0N ■ М 0М =  г2 ёки г0г, =  г2 (8.18)
шартни цаноатлантиради. Д M 0NM X билан Д М 0М ХМ  ларнинг ухшаш- 
лигидан:

М

1.12- шакл

Ггг. _ / у „гг — —  еки г3=  — . 
'о г

Демак, юкорида цайд цилинганидек Грин функцияси

G (М, Л*) =  In — +  v ёки G(M lt N) — — In — — -  In —
2л  гл , 2 л  2л  r i f  i

(8.20)

куринишда булади. Бу ердан G = 0 ,  и =  — — In Лаплас
1с I с 2л Г3

тенгламасинннг ечими 
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U(N) =  — f f ( M t) i S.  ds (8.21)
>' Лис дп

куринншда булади. Бу ерда
dG  dG  , 1 1  ч , 1 1 Л - \—  cos {гг , г) =  — ----- cos ( п  г г ) +  --------cos ( п , r t).
дп дг 2л г8 2л г2

M0M XN  ва М0М ХМ  учбурчаклардан

/ -*А—ч t + ' l — 'o 'i + '2 —'2lcos (п  , г3) = -------------- , cos (л, гг) -- ----------------
2/т, 2 rrt

булганликларн учун
_  d_G 1 j  1 ’Л+ Гз— Г20 1 Г* - \- ij — г\ \

дп с  2я  \ r 3 2гг3 гх 2гг% )

(8.18) ва (8.19) га асосан

д_£
дп 2яг гз

булади. (г, ф) — Afх нукта ^утб координаталари, (л0, % )— N  ну^та 
^утб координаталари булса, M 0M XN  учбурчакдан т\ =  г2 +  г\ —
— 2rr0 cos (ф — ф0) булганлиги учун

_  d_G I =  j __________ ^  — 'о_________
дп |с  2 пг г* +  rg — 2rr0 cos (ф—<р0)

булиб, и |^ — /  (ф) ва ds =  rdO эканлигини ^исобга олсак, ечим
2Я ,

« М - М  -  о Г9----- ---------- - / ( ф) йф (8.22)
2я J  г* +  И — 2rr0 cos (ф—фо) 

о
куринншда булади. Бу формула дойра учун Пуассон формуласи 
дейилади,

9-§. Иссиклик тар^алиш тенгламаси. Коши масаласи. 
Аралаш масала. Максимум принцигш.

Иссиклик тар^алиши, диффузия ва ёпишцо^ суюкликларнинг .\а- 
ракати жараёнларини урганиш масалалари параболик турдаги

* = л ъ +% +ь) <9-‘>
тенгламаларни текширишга келтирилади.

М а к с и м у м  п р и н ц и п и  ^ а к и д а г и  т е о р е м а  ( и с б о т -  
сиз ) .  D со^а юцоридан Н кесма, ён ва паст томондан Г  билан 
чегараланган тугри туртбурчак булсин. Иссиклик тарк,алиш (9.1) 
тенгламасининг D сохада узлуксиз булган э̂ ар цандай ечими узи- 
нннг энг катта ва энг кичик ^ийматига Г  да эришади.

59



А р а л а ш  м а с а л а .  Бундай масала тенглама ечимннинг / = 0  
да цаноатлантирнши керак булган бошлангич шарт ва соха чегара- 
снда цаноатлантирнши керак булган чегаравий шартларнинг цуйили- 
шидан иборат булади (3-§.).

Чегараланган стерженда нсснклик тар^алиш масаласини курай- 
лик. Иккинчи тартибли хусусий ^осилали бир жинсли булмаган

ди ,  & и , . .  .. „
(9.2)

дифференциал тенгламанинг 0 < х  <  1, t > 0  со.\ада ани^танган ва

“ |,-о =  °> =ф(дс> (9.3)
бошлангич шарт ^амда

ы | = « ( 0 ,  0 = ^ ( 0 .  (9.4)
•д:*0

и I =  / == и ( / , / )  =  Ъг (/) 
и*=/

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи и(х, /) ечими топилсин. 
/(* , /) функция стержен буйлаб ташь^и нссицлик манбасининг таъси- 
рини нфодалайди.

Ечнмнн иккита v ва w функцияларнинг йигиндиси, яъни «={>-}-» 
шаклда ифодалаймиз. Бу ерда v функция

dv л d*v с.
¥ “ “ 3 ?  <9'5)

бир жинсли тенгламанинг v(x, 0) =  <р(х) бошлангич шарт ва

- 'М О .  v \  = * * ( 0  (9.6)
и = 0  ■*=/

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи ечими, w функция эса

^ = а ^ + Ц х . , )  (97)
dt дх1

бнр жинсли булмаган тенгламанинг

w I = 0  (9.8)
| /= 0

бошлангич шарт ва бнр жинсли булган

w I = 0 , ш I = 0  (9.9)
•*-0 '*-1

чегаравии шартларни цаноатлантирувчи ечими булади. \ а р  бир тенг- 
ламани алох,нда- ало^нда ечамиз. (9.5) — (9.6) масаланинг ечимини

v(x,t) =  V  ak (t) sin ^  (9.10)
* = i

куринншда излаймиз. Бу ерда 

60



ак =  у  j v (х, 0  sin k- j -  dx.

(9. 11) ни нкки марта булаклаб интеграллаймиз:

v {х, t) =  и, — dx =  du 
дх

клх , . I клх  sin —  dx =  dv, v ---------cos —
l кл  I

I

J  J  v(x, t) sin dx 
о

2 Г v(x,  t) l кях , I f  dv клх , 1=  ----------- ——■— COS ---- +  — — COS —  dx =
I i  кл  l кл  J  dx I J

dv(x, t) d*v . ,---- !------ =  u, —  dx =  du
dx dx1
к л х  , , I . клхcos ---- dx =  dv, V =  — sin ------

/ к л  I
l

_  _  2v(l, t)  ̂_  j.* 
кл

+
2v (0, Q 

кл
+  2 [ i  d o lU L  sin * «  | _ 1  Г —  sin —  d i 

кл  [fox dx I I к л  J  ёхг I

-  i  [ , ( 0 ,  o - ( -  1 )* . (/. *  -  £ •  j  £  »•" T -
0

(9.5) ва (9.6) га асосан:

a . « ) -  i  ( ♦ . » ) - ( -  1 ) 4 , ( < ) ] - ^  sin
0 I

(9.11) ни t буйича дифференциаллаймиз:
/

das 2 Г dv . клх  ,—-  =  — \ —  sin -----dx.
d t  I .) d t I

о
(9.12) ва (9.13) дан интегрални йукртиб, ак га нисбатан

№, (0 — (— D* *,(01

тенгламани ^осил цнламиз. (9.14) нинг умумий ечими

ak(t) =  e r i “ )‘|С „  +
2кла- I

- ( - 1)*ф2(т)Ы т1. 

бу ерда Сп =  ак(0). (9.5) га асосан:

(9.11) 

+  

] “

(9.12)

(9.13)

(9.14)

(9.15) 
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Демак,

ак(0) =  Ск =  — 1 (х) sin —  dx
I I /

о

булиб, ечнм

(ЛИ  |21 i

V { X . 0 = W ‘ U U M s m ^ d *  +
* = l  L ‘  o' 1

+  ’ ( ^ ( T ) - ( - l ) 4 2W l ^ l  (9.16)
0

куринншда булади.
(9.7)— (9.9) масаланинг ечимнни .%ам (9.10) куринншда излай* 

миз:

f(x, 0  =  £  /*(0 sin (9.17)
*«= 1

бу ерда
i

/*(0 =  7  J /(*• 0  sin ^  (918)
о

ёйилмани ^нсобга олган ^олда (9.7) дан

d-^ p - +  < a k{t) =  fk(t) (9.19)

тенгламани доил ^иламиз. Бу ерда ьк =  *^25.. (9.8) га асосан:
I

t
ак (0 =  Г «-"*«-»> М х) d t.

Топнлган ифоданн ечимга, (9.18) ни .^исобга атган х,олда цуй- 
сак,

I i
w(x, 0 = j  fG (x , I, t — т)/(£ , x) d tdT  (9.20)

о о

нфодани ^осил циламиз.
Бу ерда
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булиб, у Грин функцияси дейилади.
Демак, (9.12) — (9.13) аралаш масаланинг ечими

и(х, о  =  е ‘ f Ф(дс) sin dx +
*=1 о

t ( £ 2Л*Т
+  f е * » i W - ( -  >>*4>*(т)1 dr] sin 2 1  +

+  f fG (x ,  I, t - x ) f < £ .  x)dgdx (9.21)
о 0

куринншда булади.

10-§. Штурм— Лиувилл масаласи. Хос функция ва хос 
к,ийматлар. Асосий хоссалари

Оддий дифференциал тенгламалар назарияснда
[<f(x)y'Y— q { x ) y +  Ьр(х)у =  0 ( 10.1)

куринишдаги тенгламага Штурм — Лиувилл тенгламаси дейилади. 
Бу ерда ф(х), q{x), р(х) функциялар [а, Ь) кесмада узлуксиз функ
циялар булиб, ф (дг) >  0, q(x) >  0, р (х )> 0  булади. Я,— тенглама 
параметри. ( 10. 1) тенгламанинг нолдан фар^ли ечимнни топиш 
учун функция

сixy(a) +  а гу' (а) =  О,
Pi«/W +  M '(b )  =  0 ( 10.2)

чегаравий шартларни каноатлантиришн зарур.
Биз цуйида математик физика тенгламаларини ечишда куп цул» 

ланиладиган ( 10. 1) нинг хусусий .узлнни курамиз.
Я, параметрнинг шундай ^ийматлари топнлсинкн, бу кийматларда

X "  (х) -{- Я. X (х) =  0 (10.3)

дифференциал тенгламанинг

Х ( 0 ) = 0 ,  Х(/) =  0 (10.4)
чегаравий шартларни цаноатлантирувчи нолдан фар^ли ечими мав
жуд булсин. Бу масала Штурм — Лиувилл масаласи дейилади.

Я. > 0  булсин. Бу з^олда (10.3) нинг ечими

Х(х) =  С! cos У Х  х +  С, sin V x  х (10.5)

куринншда булади. (10.4) чегаравий шартларга асосан:



|С 1 1 + С 1_0 =  0,
1C, cos У  к I +  C2 sin y T  I =  0.

Бу ерда С, =  0, С, sin У  к I =  0 булади. Сг Ф 0 булсин (акс 
^олда X (х) =  0):

sin / X / =  0, / I /  =  *л, Ж  Z, =  — .

Шундай цилиб, (10.3) — (10.4) масаланинг нолдан фарцлн ечими
( kll \ 2

( 10.6)
“ ( < )

цийматларда мавжуд булади. Бу цийматлар масаланинг хос циймат- 
лари, уларга мос келадиган нолдан [фарцли

v  , . . knxХ*(*) =  sin — (Ю 7)

ечимлар масаланинг хос фунщиялари дейилади.
( 10.6) дан куринадикн, хос к,ийматлар сони чексиз, манфнй эмас 

ва чегараланмаган

(10.8)
кетма-кетликни ташкнл цилади.

Хос функциялар цуйидаги х о с с а л а р г а  эга.
1. Х,ар бир хос цийматга факат битта хос функция мос ке- 

лади (узгармас купайтирувчигача аницлик билан).
И с б о т . Битта кк=  к хос цийматга иккита хос функция Х т(х) 

ва Хп(х) мос келсин. Барча хос функциялар (10.2) чегаравий шарт- 
ларнн цаноатлантирадн. Уларнинг бнринчисидан

а ,Х т  (0) + «2Х т  (0) = 0, ос, Х „ (0) +  « X  (0) = 0 (10.9)

келиб чик,ади. а ,  ва а 2 лар бир вацтда нолга тенг эмас, шунинг 
учун (10.9) нинг Вронский детермннанти нолга тенг булади:

® 1*« (0). К  (0)11= Хя (0) х ' (0) -  х т (0) х л (0) =  о:
Демак, Х т(х) Ба Х п (х) функциялар чизи^ли бог лиц булиб, к =  

=  kk булганда битта боглицмас хос функция мавжуд булади, яъни 
Х т(х) =  СХп(х), (С =  const).

2. Х,ар хил кт ва кп ф  кт хос циймат.гарга мос келган икки
та Хт(х) ва Х п(х) хос функциялар [а, Ь] кесмада ортогоналдир 
ёки

$ X J * ) X n( x ) d ( x )  =  о. (10.10)
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3. \ а р  хил кт ва кп хос циймат.гарга мое келган иккита 
Хт(х) ва Х п(х) хос функциялар р(х) вазнли ортогонал булса, у  
цолда

j X J x )  ■ Х п(х) ■ p{x)dx -  0, (т ф п )  (10.11)
а

булади.
Биринчи хоссада цайд этилган узгармас купайтувчини шундай 

танлаймизки,

1 1 * 4 =  |p ( x ) X 2m(jc )d x = l  (10.12)
а

булсин. Бу шартни каноатлантирувчи хос функциялар нормаллан- 
ган дейилади.

Агар функциялар системаси (10.10) ва (10.12) шартларни ка- 
ноатлантирса, у ,\олда [а, Ь\ кесмада ортонормалланган система 
дейилади:

jp (x )X m(x) • X n(x )d x =  (®* аГар т ф П ' (10.13)
J \ 1. агар т — п.

11-§. Чегаравий масалаларни ечишда узгарувчиларни 
ажратиш усули. Унинг татби^ининг умумий схемаси

Математик физикада кенг ^улланиладиган усуллардан бири уз- 
гарувчиларни ажратиш усули ёкн Фурье усули .^исобланади.

Айницса, бу усул гипербатик ва парабатик турдаги тенгламалар 
учун ёпи^ со.\адаги чегаравий масалаларни ечишда цулланилади. 
Баъзи ^олларда эллиптик турдаги тенгламаларни ечишда з̂ ам к,ул- 
ланилади. J^ap бир турдаги тенгламалар учун биттадан масалаларни 
курайлик.

11.1. Чегараланган торнинг тебраниши. Биз икки томонидан 
ма^камланган торнинг эркин тебраниш тенгламаси

(и л »
дР '

нинг бошлангич шартлар

I -о  dt“ L - w .  x l  ( 1 1 2 )

ва чегаравий шартлар
1/=0

и\  = 0 .  и = 0  (11.3)
1дг=0

бернлгандаги хусусий ечимини топамиз. Бунинг учун Фурье усулидан 
фойдаланамиз. (11. 1) тенгламанинг (айнан 0 га тенг булмаган) хусусий 
ечимини иккита X (х) ва Т (t) функциялар купайтмасн шаклида ки- 
дирамиз:
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u(x, t) =  X(x) T(t). (11.4)
Бундан тегишли эрсилаларни топиб, (11.1) тенгламага ^уйиб, цуйн- 
дагнни х.осил циламиз:

Х ( х ) Т " ( 0  =  а*Х"(х)Т(1)
ва бу тенгликнинг ^адларини аг X  T га булиб

=  ( 11.5)
а*Т (0 Х(х)

тенгликни ^осил ^иламнз. Бу тенглик узгармас сонга тенг булган- 
дагина уринли булади. Унн — Я. билан белгилаймнз. Шундай ци- 
либ,

Т ” X ” _  ^  
агТ ~  А'

Бу тенгликлардан иккита тенглама \осил булади:
Х’ +  ХХ =  0, ( 11.6)

Т' +  аЧТ =  0. (11.7)
Бу тенгламаларнинг умумий ечимларини топамиз. Характеристик 
тенгламанинг илдизлари комплекс булганлиги учун

Х(х) =  А cos У Т х  +  В sin \ г \  х, (118)

Т  (/) =  С cos a V~Xt +  D sin a У к (  (11.9)
ечимларга эга буламиз. Бунда А, В, С, D — ихтиёрий узгармас 
сонлар. Х(х) ва Т (t) лар учун топилган нфодаларни (11.4) тенг- 
ликка ^уямиз:

и (лг, 0  =  (A cos УТ. х +  В sin У \  х) (cos a У Х  t +

+  D s i n a V b t ) .  ( 11. 10)I
Энди А ва В узгармас сонларни (11.3) шартлардан фойдаланиб то
памиз. ( 11.8) га х =  0 ва х =  / ^ннматларни цуйсак,

0 =  Л - 1 +  В-0. О =  А cos V b l  +  B sin К Г /  
тенгламалар ^осил булиб, биринчисидан /1 =  0, иккинчисидан 
В sin У~\  / =  0 эканлиги келиб чикади. В ф  0 , чунки акс э^олда 
Х =  0 булиб, ы== 0 булиб цолади. Бу шартга зид. Шунннг учун

sin V  “К 1 =  0

булиши керак, бундан УX =  — (п =  1, 2, 3, . . .)  хос кийматлар- 

ни топамиз. Уларга мос келаднган хос функциялар

mm »> ЛЯX  =  В sm —  х
I ( 11. 11)

66



тенглик билан нфодаланади. Топилган У  А, нинг нфодаснни (11.9) 
га цуйсак, у

7 ( 0  =  С cos / +  £> sin (я =  1, 2, . . . )  (11.12)

куринншни олади. п нинг .^ар бир киймати учун топилган ифода- 
ларни (11.4) га цуйиб, чегаравий шартларни каноатлантирувчн 
ип(дс, t) ечимларни доил киламиз:

. / i\ In 0ПП j 1 г. • °"я i. \  • лл(*. 0 = (с „ cos —  < + A , sin —  t ) sin —  дс.

Тенглама чизикли ва бир жинсли булгани учун ечимларнинг йишн- 
диси лам ечим булади ва шунинг учун

и(х, /) =  2 ( С» cos - р -  t  +  Dn sin - -  /  js in  —  jc (11.13)
n - l '  1 1 1

цатор билан ёзилган функция ^ам ( 11. 1) тенгламанинг ечими була- 
дн. Сп ва Dn узгармас сонларнн аницлаш учун бошлангнч (11.2) 
шартдан фондаланамнз. t =  0 булганда

/(*> “  2  Сп sin Y x (П  И )
n=l

булиб, f(x) функциянинг (0, I) оралицда Фурье цаторнга ёйилмаси 
мавжуд деб фараз цилсак,

i
Сп = 7  j  / (х) sin - f - x d x  (11.15)

о
га тенг булади. (11.13) тенгликда t буйича косила олнб, t — 0 да

оор  /  \ \ i  fv ОПЛ • ПЛF(x) =  >  Dn ----- sin — x
n i in— 1

тенгликни доил  циламиз. Бу к,аторнинг Фурье [коэффициентларини 
аницлаймиз:



Шундай цилиб, бия Сп ва Dn коэффициентларни анищладик, демак, 
чегаравий ва бошлангич шартларни каноатлантирувчи ( 11. 1) тенгла
манинг ечими булган и(х, t) функцияни аншутадик. Фурье усули 
математик физиканинг куп масалаларини ечишда жуда кул келади.

И з о Агар юцорида — X урнига -f  X =  к1 ифодани олсак, 
тенгламанинг умумий ечими ( 11.8):

X  =  Ае*х +  Ве~кх

булиб, (11.2) чегаравий шартларни каноатлантирмайди.
Хос функцияни ик(х, /) =  (Сп cos t +  Dn sin а̂ у- t j ■ sin ^  

куринншда ^осил цилган эдик. Уни шаклан узгартиреак,

ик(х, t) =  Fk sin sin (11.17)

куринишга келади.

Бу ерда Fk -  \  С\ + & к ва tg ф* =  £*•.
к̂

(11.17) формуладан куринадики, торнинг барча нущталари бир 
хил шк =  частота ва фА фаза билан гармоник тебранар экан.

кяхТебраниш амплитудаси Fk sin -у— га тенг булиб, у л га боглиц 

экан. к =  1 булганда (11.17) формуладан биринчи гармоника учун 

и^х, 0  =  f j  sin у -  sin t +  Фх|

формулани з^осил циламиз. х  =[0  ва х =  / булганда лузгал мае ну^- 
талар торнинг четлари булиб,\ х \ =  у  да торнинг четланиши энг кат

та булиб, Fx га тенг буладил(1.13- шакл). k — 2 булганда
.  .. -  2 я х  . >2па . , \

“ »(*. 0  =  Ft sin —  sm t +  Ф,1

булиб, ^узгалмас нуцта учта булади:
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х =  О, х =  х =  I.

31Амплитуда энг катта цниматига иккита х =  — ва х =  — нуцтада 

эрншадн (1.14-шакл). Умуман sin =  0 ̂ тенгламанинг илдизлари

цанча булса, |0, /] кесмада шунча цузгалмас нуцталар булади (улар 
тугун нукталар дейилади). Тугун нукталар’ орасида шундай битта 
нук,та мавжуд буладнки, бу нуцтада четланиш максимумга эрншади; 
бундай нуцталар «тутамлик» ну^галари дейилади. Торнннг энг ки
чик уз частотаси

па л I /  Т со, = — = — у  — 
1 I I r  р

(11.18)

га тенг булади, бунда Т — тор таранглиги, р — зичлиги.
(11.18) формуладан куринадики, таранглик Т  цанча катта булиб, 

тор ^анча енгил (/ ва р лар кичик) булса, овоз шунча ю^ори булар 
экан. 1\олган (ок частоталарга мос келган овозлар обертон ёки гор- 
моникалар дейилади.

М и со л . Четлари дс =  О ва х =  / ма^камланган тор берилган 
булиб, тор нукталарининг бошлангич тезлиги нолга тенг. Бошлан
гич четланиши учи (с, й) ну^тада булган учбурчак шаклида булса 
(1.15-шакл), торнннг гебранишини топинг. (Т0 — таранглик, р — зич-
лик ва а — у  — лар берилган).

Р

Еч и ш. и\ =  / (х) функция-
1/ssO

нинг аналитик ифодасн берилган 
(1.15- шакл):

/ W - Л ( / - X)
I  — С
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Масаланинг шарти буйича F (х) = — = 0 ,  демак, (11 16) га асо-
1»=о

сан ечнмда барча Dk коэффициентлар нолга тенг. Ск коэффнцнент- 
ларнн (11.15) формула ёрдамида топамиз:

I с
п  2 I . . клх , 2 Г h С клх . ,Ск =  — I f (jc) sin —  dx =  — — x  s in -----dx -+-

о 0

+  r b  T - ^ j -
0

J^ap бир интегрални булаклаб интеграллаймиз ва ушбу натнжага
келамиз:

с е с
/5 . кяхС . кях . 1х кях 

\  X S1I1 -----d x  --- -------- COS -------
J  l кл I

H------- sin —
к* л* /о

I c __ клс , I* кяс
кл

—  —  —  COS ---------- !---------sin —  ,
/ к-я* I

r „  \ . кях , I (l — с) клс , l l кяс\ { l  — x) sin —  dx =  —------ -  c o s -------------- sin — .
J  l кл l к* л* I
С

Шундай цилиб,
„  2hl- клсCk = --------------- sin —

* А?л*с(/— с) /

эканинн аникладик. Ск нинг нфодасини (11.13) формулага цуямиз 
ва ушбу ечимни оламиз:

/ л  2Л/а 1 . кяс . кях кяа! и (х, t) = --------------  >  — sin —  s in ----- COS -----.
Л-c (/ — С) к1 I I I

*=1

Агар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с =  у  булса, =

— J  булиб, к нинг барча жуфт цийматларида j  нуцта цузгалмас 

нуцта булади. Шунннг учун ечимда тоц гармоникалар булади, яъни:

/ Л  8л (— I)4 (2п +  1)ях ___ (2п -+ I )  ла!u(x, t) =  — Л  -— -—  sin - ---- 1— ----- - cos - ---- !—------ .
V '  л* ^ J ( 2n +  1)* / I

11.2. Чегараланган стерженда иссицликнинг тар^алиши. Исснц- 
лик таркалиши

— = а г —  (11.19)
dt дх1
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тенгламасннннг
и\  =  ы(дс, 0 )  =  ф (дс) ( 11.20)

бошлангич шартнн ва

и\ =  и (0, /) =  0, и | =  « ( / , / )  =  О (1121)

чегаравий шартларни каноатлантирувчи 0 <  дс<  1, / > 0  со^ада 
ц(дс, /) ечими топилсин. ( 11.21) чегаравий шартлар бир жинсли бул- 
ганлиги учун Фурье усулини цуллаш мумкин. ы(дс, /) функциянинг 
(О, 0) ва (0, /) нуцталарда узлуксиз булиши учун Ф (0) =  ф (/) =  О 
булиши шарт. Бундан таш^ари ф (дс) функция узлуксиз биринчи тар- 
тибли ^оснлага эга булсин. (11.19) тенгламанинг ечимини

иккита тенгламани хрсил циламиз. (13.23) чегаравий шартлардан

тенгликларни ^осил циламиз.
(11.24) — (11.25) масала Штурм — Лиувилл масаласи булиб, 

унинг ечими 10-§ да урганилган ва

булади. Демак, (11.19) нинг (11.21) нн каноатлантирувчи ечими

(11.22)

Г Ц ) +  агкТЦ) =  О, 
X"(jc) +  XX(jc) =  0

(11.23)
(1124)

Х (0) =  0, * ( /)  =  О (11.25)

(11.26)

куринншда булади. нинг кийматини (10.5) га цуйиб,

Г  (t) + T(Q =  О

тенгламани х;осил киламиз. Унинг ечими

(11.27)

булади. Бошланп:ч шартни ^аноатлантирлш учун
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и (х, 0) =  V  ак sin =  <р (дг), 0 «£ х ^  /. 
к— 1

Агар
i

а* =Ч>* = у  |ф (* )  sin -  dx (11.29)

ва

У  ф4 sin ~  = ф (х )
*=i

^аторлар абсолют ва текис я^инлашса, бу тенглик уринли булади. 
(11.29) ни (11.28) га цуйиб масаланинг ечимини топамиз:

и(х, 1) =  ^  ф^е 1 sin к— . (11.30)

Бу ечнм масаланинг барча шартларини цаноатлантиришнни текши- 
риб куриш цийин эмас.

11.3. Дирехле масаласини дойра учун ечиш. хч +  у% =  R* дойра 
берилган булиб, унинг айланаснда бнрор /(ф) функция берилган 
булсин (ф — цутб бурчагн).

Лаплас тенгламасини цутб координаталарнда ёзамиз:

^  +  _ L * f +  J _ ^ L  =  o. (11.31)
dr* г дг г* дуf  

Функциянинг дойра айланасидаги ьиймати берилган:
«I = / (  Ф). (11.32)

|г=  Я
Ечимни

ц =  Ф (ф) • R (г) (11.33)
деб фараз килиб, Фурье усулндан фойдаланамиз. Х,осилалар олиб, 
(11.31) тенгламага 1̂ ямиз:

г2 Ф (ф) R• (г) +  г (Ф) (ф) R' (г) +  Ф '' (ф) R (г) =  0.
S згарувчил:,рни ажратамиз:

+  =  _  ^  (П . 34)
Ф («р) R (г)

Бундан иккита тенглама ^осил булади:
Ф "(Ф ) +  Л*Ф(Ф) =  0, (11 .35)

цаторни тузамиз. (11.20) га асосан:



r 2R"(r) +  r R ' ( r ) - k 2R(r) =  0. (11.36)
Биринчи (11. 35) тенгламанинг умумий ечими:

Ф(ф) =  A cos fop -f  В sin k<f. (11.37)

Иккинчи (11.36) тенгламанинг ечимини R(r) =  rm куринишда излай- 
миз. Бу ерда т ни топиш керак. г т ни (11. 36) тенгламага 
цуйиб, ушбуни ^осил циламиз:

г2 т (т — 1) г т~2 +  rmr m~l — k*rm =  О
ёки

т* — к1 — 0 .

Бундан т =  ±  к экани куринади. Хусусий ечимлар г* ва г ~ к бу
либ, умумий ечим:

/? =  Сг * + / > “ * (11.38)
булади. (11.27) ва (11.38) ларни (11.31) формулага цуйсак, уш» 
бу з^осил булади:

ик =  (Ак cos к ф +  Вк sin к ф) (С /  * +  Dk /—*) (11. 39)

Биз доирада узлуксиз ва чекли ечимни излаймиз. г — 0 булганда 
(11.39) формулада Dk =  0 булиши керак. Агар к =  0 булса,
(11.35), (11. 36) тенгламалардан:

Ф "(Ф )= 0 , rFT(r) +  R'(r) =  0.
Буларни шпегрлллаймиз ва

«о =  Мо +  Д>ф) (С0 +  D0 In г)
ни з^оснл кнламиз. и0 ни (11. 39) билан k =  0да солиштириб, fl„=0,
D0 =  0 эканиии топамиз. У вацтда ио булади. Бу ерда ~  =

=  А0С„ деб белгиладик. к =  1, 2.............п, . . . мусбат кийматлар
билан чегараланамнз. Ечимлар йигиндиси яна уз навбатида ечим 
булгани учун

00

и{г, ф) =  у - 4 - V  а  „ (соэлф +  bn sir.n ф)лл (11.40)
л =  I

Бу ерда ап = £ „ Л -  Ьп =  Сп Вп деб белгнлаш киритдик. Энди 
ихтиёрий ап ва Ьп узгармасларнн четки (11.32) шартдан топамиз. 

г =  R да (11. 40) дан:
О»

/ ( ф) =  Y ~  +  2  К  cosn(f +  bn sin nq>)Rn. (11. 41)
Л = I

Бу тенгликдан



Л Л
а =  — —  ( /  (/) cos ntdt, bn =  (' f (t) sin ntdt (11.42)

я R n .' лК J

коэффициентларнн аницлаб, (11. 40) га цуямиз ва баъзи тригономет- 
рнк алмаштиришни бажариб, ушбу ни ,\осил киламиз:

л «= я

U(r, Ф) =  У 7 |  /(0 dt +  - 7  ^  f /(QcosП (t — у)dt ( - £ “)" =
— я п =  1 я

2л

1 +  2 ( “ ~ ) П C0S ” ^  _  ^  ^  =
Л =  1

- т г !  '«
х с -  1(1- V)

dt =

_ - L  Ь м -------------------- £ = £ ----------------
2л J ,V  R * - 2 R r  cos (/ — ф) + г *

■dt. (11.43)

Дирехленннг дойра учун цуйилган масаласининг и (г, <р) ечими 
Пуассон интегралига келди. Бу формула (12. 31) тенгламани к,ано- 
атлантиради ^амда r-*-R  да и (г, ф)-*-/(ф). яъни ечим булади.
11.4. Узгарувчиларни ажратишнинг умумий схемаси. Фурье усули- 
нинг гояси ^уйидагича: бир нечта узгарувчнларга бояли^ булган нз- 
ланаётган функция .\ар бири ало^ида бир узгарувчнга богли^ бул
ган функцияларнинг купайтмасн шаклнда изланадн. Бу купайтманп 
берилган тенгламага цуйнб, бир нечта дифференциал тенгламаларн
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х;осил циламиз. Булардан баъзилари Штурм — Лиувилл масаласини 
ташкил цилади.

a(t) j ?  +  c(x) ^ L  +  d ( t ) ^ -  +  e(x) g  +  IfAQ +  f t W ] « - 0

(11. 44)
куринишдаги гиперболик турдаги тенгламани курайлик. Бу а, с, d, е, 

/ 2 коэффициентлар 0 <  х <  1 ва 0 <  / <  Г со^ада узлуксиз 
функциялар булиб,

a(t) > а 0 > 0 , с(дг)< с0<  0 .
Берилган со^ада узлуксиз булиб (11. 44) ни ва

и {х, 0) =  <г, (х), — = > ,  (х) (11. 45)Of
бошлангич шартларни .^амда

/л л t (0, /) _а ,и (0, / ) +  а 2 — 1-----  = 0 ,
д х

М ( / .  /) +  р ,- * 1Ы 1 = 0, (11.46)
о х

а] +  а 2 Ф 0 , Р Н Р -2 ^ 0
бир жинсли чегаравий шартларни каноатлантирувчи и (х, t) ечимни 
топайлик.

Аввало, олдинги параграфда курганимиздек, (11.44) нинг нолдан 
фар^ли ечимини

и(х, t) =  T ( t ) X ( x )  (11.47)
курннишда излаймиз ва бу ечим (11.46) шартларни ^аноатланти- 
ришини талаб циламиз:

О(1)Т" (/)X (х) +  с(X)Т (t)X ’ (х) +  d(t) Г  (t)'X(X) +  е (х )Т (t) X' (х) +  
+  [ / i ( /y + M x ) l  T (t)X (x )  =  0

ёки
МО Т- (Q +  d(QT' (O+IAO Г (0 с (<) X" (д) +  g (*) X' (*) +  /, (*)Х (X) 

ПО Х ( х )

=  — Л.
Бу ердан

а (О Т" (t) +  d (t) Т' (t) - f  |/i (/) +  Я] Г  (/) =  0, (11.48)
с (х) X" (х) +  е (х) X' (х) +  [U (х)”~(— X] X (х) =  0 (11.49)

тенгламаларни ярснл цнламиз T(t) ф 0 булганлиги учун ( 11. 47) 
ни (11.46) га цуйиб, T(t) га ^искартирсак, чегаравий шарт

а,Х (0) +  а ,  Х '(0) =  0,
P iX (0 .+  P ,X '( / ) = 0  (11.50)
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куринншда булади. (11.49) нинг (11.50) чегаравий шартларни к,ано- 
атлантирувчи нолдан фарцлн ечимини топиш Штурм — Лиувилл ма- 
саласндир. Бу масала олдинги параграфда царалган Шунинг учун 
хос цнйматлар ва хос функциялар аншушнган, деб фараз циламиз. 
Бу х,олда (11.48)

Ф  7 "  (0 +  d. (t) Г  (/) +  \fuU) +  **] т U) =  0 (11.51) 
куринишга келади. Бу тенгламанинг умумий ечими Tk(t) иккита 
чизшуш 6of.ih^ булмаган T{̂ (t) ва 7^2> (0 хусусий ечимларнинг чи- 
зиклн комбинациясидан иборат булади ёки

Тк (/) =  (/) +  С<*> Г<2> (/). (11. 52)

С j*1 ва C(2*' лар ихтиёрий узгармаслар. Уларни шундай танлаймизки, 
t =  0 да

Г*') (0) =  1, ту> (0) =  0, Г<2> (0) =  0, Т^У (0) =  1. (11. 53)

Шундай цилнб, (11. 44) нинг (11.46) ни и;аноатлантирувчи ечими
ик (.х, t) =|[С«*)Г<»(/) +  С‘*) Г '2»(О **<*), к =  1, 2, . . . (11. 54)
куринншда булади. (11.45) бошлангич шартларни ^аноатлантириши 
учун ечимни

:« (X, /) =  £  IC f^ T p  (/) +  С № а> (0) х ,  (JC) (11. 55) 
* =i

куринншдагн катор оркалн ифодалаймиз. (11.55) ни (11.45) га КУ‘ 
йнб, (11.53) ни .%исобга олсак,

% А к Хк(х) =  ф,(лс), (11.56)
*=.1

i  Вкх к {х) =  ф* (JC) (11. 57)
* = 1

тенгликларни зрсил циламиз. Бу ерда
л, =  с<*>7'<'> (0) +  с<*т<2>;(0), в, =  q*)7,<»/ (О) +;q*>r<2>' (О), (i 1.58)

(11.56) ва (11.57) ^аторларни тгкис я.^инлашзди 'д?бфдраз цили5, 
Ак ва Вк коэффициентларни ани^лаш мумкин. Тенгликларнинг ик
кала томонинн p (x )X (x ) га купайтириб, 0 дан 1 гача интегралла- 
сак ва (10. 10), (10. 12) ларни з^нсобга олсак,

/ i

ч
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булади. Бу кийматларни (11.58) га цуйиб Cj*1 ва С(2к) ларни аниц- 
лаймиз.

Фурье усулини узгарувчилар сони бир нечта булганда ^ам цул- 
лаш мумкин.

12- §• Штурм — Лиувилл масаласининг хос функциялари системаси- 
нинг тулалиги ва ёпицлиги. Ёйиш ^ацидаги теорема. Уртача яцин-

лашиш

Хос функиияларнннг чексиз (улар ичида айнан нолга тенг бул
ган функциялар йу»0

(дс), Х г (х), . . . .  Х т(х), . . . .  Хп (х), . . . (12.1)

кетма- кетлиги берилган булсин. Бу кетма- кетлик берилган оралнц- 
да узлуксиз ёки чекли сондаги биринчи тур узилиш нуцталарига 
эга булган f{x) функция мавжуд булсин. Х п{х) функцияларнинг 
ихтиёрий С„ коэффициентларда

а

З Д  =  СхХ х (х )+  . . .  +  Спх п (х) =  У  СтХ п (х)
Лш4т =»1 

( 12. 2)
чизицли комбинациялардан шунданн топилсинки, у f(x) фупкцияга 
урта квадратик четланишдэ яцинлашсин ёки

Ь

« „ “ J  l f ( x ) ~ S n (x)]'dx
а

катталик эиг кичик цийматга эга булсин. ( 12. 2) дан
ь п ь п

d x =  j  I / W № - 2 V  CmX
ь m =  I a m =  1

6 n ft
X j  m  (x) d x +  2  C l  j  ( , ) * ,

a m =l a

’ \ W  dX =  Cm =  \ f (*) X m (*) dx
a a

деб белгиласак,
ь п пК= f I/M l' I с„Ст + 2
a m—1 я| — I
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бу ерда охнрги икки нфодани тула квадратга тулднрсак,
ь п п

«. - j ' r M d x - £ K . C i +  V l J C . - c J
а т= 1 т -1

булади, бундан курннадикн, ап нфода Ст =  ст булганда энг кичик 
цийматга эга булади. Демак,

ь п ь
6„ =  f  r ( x ) d x -  Y \  тС*т =  j  l / W - S „ ( x n  dx. (12. 3)

a ff*=l о

Бу тенглик Бессель тенглиги дейилади. (14.3) дан п-*- оо да 
® 6

\ ]  V *  <  j ' Г М а х  (12.4)
m =  1 a

тенгсизлигинн ?фсил киламиз. Бу тенгсизлик Бессель тенгсизлиги 
дейилади. (12. 3) дан курннадикн, Sn (х) функциянннг f (х) функция- 
га уртача якинлашишн учун

«° *

2 * .  с * . -]/■<*><<« <12- 5>
m—1 а

тенглик бажарнлнши керак. Бу тенглик з̂ ар бир узлуксиз /(*) 
функция учун бажарилса, ( 12. 1) система ёпщ  дейилади.

Агар [а, Ь] со^ада нолдан фарк,ли функциялар мавжуд булиб, 
( 12. 1) система функцияларига ортогонал булса, у .узлда бу система 
тула дейилади.

Умуман, (12 1) системанннг тулалик ва ёпицлик тушунчалари 
тенг кучли маънога эга.

С т е к л о в  т е о р е м а с и .  [а, 6] кесмада иккинчи тартибга• 
ча хрсилалари билан бирга узлуксиз булган ихтиёрий F (х) функ
ция (11. 50) шартларни цаноатлантирса, (12. 1) система бдйича 
Фурье цаторига ёйилади ва бу к̂ атор текис ва абсолют яцинла- 
шади:

оо

F(x) =  У ^ С кХ к (х). (12. 6)

И с бот. Бу цатор текис ящинлашувчи булсин. Ск коэффнциентларни 
аницлаш учун унннг иккала томонини р (х) • Х ( (x)(i—ихтиёрий номер) 
нфодага купайтириб, натижани [а, Ь] кесма буйича интеграллайми з. 
Текис яцннлашувчн каторни ,\адлаб интеграллаш мумкин булганлн- 
гидан
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ь ь
j  Р (*) F(х) X t (x)dx =  V c *  j*p(дс) X k (х) X .(x) dx (12. 7)

* = i

тенгликни ,\осил киламиз. (10. 11) га асосан унг томонда факат 
к =  1 булган х,адлар колади. Шунннг учун

Ь
f  р (х) F (дг) хк (X) dx

=  Т ----------------------------  (12. 8)

j p W  Х \(х )  dx
а

булади. Демак,
00

F(x) =  V FkX k (х), (12.9)
*= I

у ерда Fk — Фурье коэффициентлари.

13- §. Бессель тенгламаси. Бессель функциялари ва уларнинг асосий 
хоссалари. Асимптотикалар

Математик физиканинг куп масалаларнни ечишда
х2у" +  ху' +  (х3 — \ 2) у  =  0, (v — const) (13. I)

куринишдаги чизицли дифференциал тенгламаларга келпнаДи. 
Бу тенглама Бессель тенгламаси дейилади. (13. 1) тенглама х — О 
да мзхсус нуцтага эга. Шунинг учун тенгламанинг ечимини

у  =  х? (а0 +  ахх +  а2хг +  . . .) (а0 Ф 0) (13.2)
даражали цатор куринишида излаймиз. (13. 2) ни (13. 1) га «фшб, 
р курсаткични ва ак (к =  1, 2, . . .) ларнн аникланмиз:

у ' =  рхр~[ (a0 +  alx +  aix3 +  . . .) +  х р (ах +  2агх +  . . .)

у" =  р(р — \)х  р~ 2 (а0 +  ахх +  агх2 +  . . .) +  р х р~' (ах +  2агх +
+ . . .  + рх?~ ' (ах + 2^* + . . . )  + х», (2в1 + 3-2<ус+...).

х нинг бир хил даражалзрн олдидагн коэффициентларни тенглаш- 
тирамнз:

р2 — v* — О,
[(р +  I)1 — V1) ах =  О,

[(/* +  2)4 —  Vs] а г +  а 0 =  О,
1(Р — 3)* — (2 +  v2) ] а.Л +  =  О,

[ {р +  к)2 — vs] ак +  ак _  2 =  0.
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Биринчи 1енгламадан p t =  v ва р2 =  — v ларни аницлаймиз. /?! =  
=  v дан

f l ! = 0, fla =  -  2(2* _ 2) . . . .  

а ----------- ---------- (* =  2, 3, 4, . .  .)
* к (2v +  *)

fl2* + i =  0 (к =  О, 1, 2, . .  .).
Жуфт нндексли коэффициентларни цуйидагнча аницлаш мумкин:

02 ~  2* ( v - f l ) - l !  ’ °* ~  2* (v +  1) (v +  2) • 2! .............

=  ( “  l )  22* ( v + 1 )  . . .  ( V + * ) - * !  ( *  "  1.  2 . 3 ,  .  .  )

а0 коэф'.ициент ихтиёрий булганлиги учун уни

а , -------------!--------- (13.4)
2V Г ( v + l )

(Г (v +  1) — гамма — функция) куринншда танлаймиз. Бу ерда
во

Г (v +  1) =  v Г (v) =  v j e ~ V “  1 dx, Г ( п +  1) =  n!. (13. 5)
о

(13. 3), (13. 4) ва (13. 5) тенгликлардан:
(—  1 ) *___________

° 2  к 22*+v T(* +  v +  1)Г(* +  1)

+ j ва а2к коэффициентлар цийматларини (13.2) каторга цу- 
йиб, (13. 1) нинг ечимини ^осил цнламиз. Бу ечим v- тартнбли 1 
тур Бессель функция.гари дейилади ва Jy (х) оркали белгиланади

(,3 .6 )
^ Г ( * + 1)Г(А+у+1) ’

ра =  — v киймат учун

j .м- V  (- п*(т)
* ^ 0 Г(А+1) +  r ( * - v + l )

2* — V

(13.7)

булади. 7V(х) ва J_v(x) хусусий ечимлар чизи^ли боглиц булмаганлиги 
учун умумий ечим

J = v W  "Ь Су] _ у (дс) (13. 8)
«•



куринишда бйлади.
Агар v =  п (п — бутун сон) булса,

/ _ ( * ) - < -  1) V „ W

булиб, функциялар чизицлн борлиц булади ва (13. 1) нинг умумий 
ечимини топиш мумкин эмас. Бу э^олда тенгламанинг хусусий ечими 
тарикасида Уv (дс) функция билан чизицли булмаган

(х) cos А, л — J v (x)
Nn(x) =  \im Nv ( x ) =  iim — ^

X-n Я " » «

функция олинади. Nv (дс) функция Нейман функцияси дейилади ва 
умумий ечим

y  =  C1Jv (x) +  C 1 АГ„(дс)

куринишда булади.
Бессель функцияларининг куйидаги хоссаларини курамиз; 1) Бес

сель функциялари учун

±  т 1 (*) — —  W . (13.9)
dx х

« V + 1 W B 7  * v W  - « v - i W  (13-10)

реккурент муносабатлар уринли. Бу ерда Rv (дс) — исталган Бессель 
функциясини ифодалайди.

2) (13.6) ва (13. 7) дан

J ± (x) =  V ^ r sinx, J _ ± (x) =  Y A -  cos дс (13.11)
2 n  2

асимптотик формулалар келиб чицади. Умуман

У, м  -  у  1 2  [cos (х -  ^  -  i )  +  О ( * - ' )  ].

3) Ушбу
* У  +  ху' +  (fcV — v2) I/ =  0 (13. 12)

тенгламанинг ечими у  =  Jv (kx) куринишда ифодаланади. Бу ечим
р(дс) =  дс вазн билан [0, 1] оралицда ортогоналлик хусусиятга эга 
ёки

/

j x y v ( - ^ _ x ) y v ( - ^ - , ) d x  =-0, i +  /. (13.13)
о

ц t ва лар Уу (дс) =  0 тенгламанинг мусбат илдизлари. Агар I =  /  
булса, (13. 13) нинг \нг томони

6-2 9 2 8  8]



—  П+.ОО (v > — о

булади.
14* §. Ханкел функциялари ва уларнинг асосий хсссалари. 

Ейилма тугрисидаги теорема

(J3. 1) тенгламанинг Уv (дс) ва N4 (х )  функциялардан тузнлган

НУ  =  Jv (х) +  i  Nv (х), HV  =  Уу(х) -  i Nv (x) (14.1)
чизикли комбннацияларн ^ам унинг хусусий ечнмларн булади. 
Бу функциялар Ханкел функциялари дейилади.

Ханкел функцияларини биринчн тур цилиндрик функциялар 
(Бессел функциялари) оркалн цуйидагнча ифодалаш мумкин:

д а  = J M  +  i  , ' - ^ - " ' . 1 . 1
sin v л  |  sin v  я

/ / ( 2) =  y  (x) t J v |< )C 0SV 1,- J - v W  - J - v W  +  g ^ y v W
sin vn I sin vn

(14.2)

Бу формулалар v бутун сон булмаган ^оллардагина уринлндир; 
v бутун сон, яъни v =  п булса, бу муносабатларнинг унг томонн
— шаклдагн аницмасликка айланади. \ -* -п  деб, Лопитал ^оида- 
сидан фойдаланнб лимнтга утсак,

Я РМ  - л »  + f

ларга эга буламиз.
v бутун соннинг ярмига тенг булган холларда Ханкел функция

лари элементар функциялар оркали ифодаланади, хусусан:

Н 1\'(х) =  У ~_1_  _  
ПХ

2

н  <•; W =  у  л .  Л__ <_ г я*
2

Н™ (х) =  - У Л  е ~ 1х, 
f пх -------

/ /< ’> (*) =  } / А _  е
У лх

— и
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Агар (14.2) да v ни — v га алмаштирсак (v — ихтиёрий),

Я<1> {х) =  Л ( ^ ) - ^ Л ; - у И  e  g <чл J - y W  - « ~ <УЛ.Ц * )
— i sin vn

, , w  4 -  y v  W  +  «  “  |V"  J  - » ( * )  -  fVJI -  V W + ^ y  „ ( * )u<2> (x) =  -------------------------------=  e ---------------------------
n  "  — i sin vn i sin vn

/  sin vn 

v<
' —V

ларга ёки
(x);

H <2l(x)=e - * ЯН™(x) 

ларга эга буламиз. Агар х =  п булса,
/,<!>. « ) ( * ) = ( _  1) " Я ‘1К <2) (Х).

Ханкел функцияларнни аннклайдиган /14. 1) чизикли комбина- 
циялардан

gi \х J_ е — ixx 
cos v х ------------ --------- ,

sin v x  = e i v x - e  ~  ivx  

~~2i

Эйлер формулаларнга ухшаш ушбу

J (х) =  / / у >(дг) +  я у>(х)

А Ш  = 21
тенгликларни келтирнб чикариш мумкин.

Ханкел функдняларн .^ам Бессель функциялари кабн хоссаларга
эга:

^  dH(vl)- (2) (х )= _ н  ( 1). Р ) л а  l  v ы < » . (2)

dx
ОН*}1 (2\х )  

dx

J*> (х) =  //<»• <2> (jc) -  Н (v'! l? (X),

2

(14.3) формулада v =  0 деб олсак,
/ З Д  =  — Н1(х)

булади.

(14.3)

(14. 4)
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2) Ханкел функциялари цуйндаги куринишдагн асимптотик фор- 
мулаларга эга:

{ /  УЯ Я  \

н у ( х ) = у е  ' 2 4 [1 +  0 (х ~ ‘) J,

— i ( х — — — 2  \
я<2>(*) =  y r Z L  в I1 +  0 (JC- i ))t

УЯ< т

(£*)  =  / 3  е  е  2 ~  4 [1 +  0 (jc *) J,

у я <  ̂ ni

=  ] / Z I  в х 0 2 4 [1 +  в (х -■) ].

Энди ихтиёрий/(х) функциянинг Бессель функциялари орк,али ца- 
торга ёйилишини курайлик. Бу функцияни (О, I) ораликда текнс 
я^инлашувчи

/ М - ^ С . л Г т ' )  04-5)

цатор куринишида ифодалаш мумкин булсин. Бу ерда 0 <  kx <  kt <
<  . . .  <  kn . . . лар 7V(дс) функциянинг илдизлари, v > — 1 з а̂ки- 
ций сонлар.

(14.5) ни x J y [~ jx^  га купайтирамнз, бу ерда т бирор бутун 

сон. Х,осил булган купайтмани 0 дан I гача интеграллаймиз:

|  дг/ < * ) / ,  ( т х ) ^  =  2  С . |

< .
ёки (13.13) ни ва [ * ^*v ( — х) dx =  — У̂ +, (k) эканлигини фкоб-

о \1  ' 2
га олсак,

/ /
|  х/ (х) У, X ) dx -  Cm J  х у; x]dx =  Cm £  y2+i (* j

га эга буламиз. Бу ердан 
2 1

° т =  f*'$+i(*m) I  yv ( - у  х) dx, (m j=  1, 2, . . . )  (14.6)

Бу формула билан Фурье — Бессель цатори деб аталувчн (14.5) 
цаторнинг барча коэффициентлари аниьуланади.

Функцияни Фурье-Бессель цаторнга ёйилиш шартинн аницловчн 
теореманн исботсиз келтирамиз: агар
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\ t 2 1/(01 dt
6

интеграл мавжуд булиб, булакли узлуксиз f(x) функция о <  а <
<  b <  I шартни цаноатлантирувчи (а, Ь) оралицда узгариши чегара- 
ланган функция булса, у ^олда Фурье—Бессель цатори якинлашувчи
булиб, ^  [/(дс — 0) +  / ( * +  0)1 йигиндига эга булади, яъни цатор

f(x) функцияни унинг барча узлуксиз нукталарида ифодалайди.
Агар f(x) функция (а, Ь) ораликни а =  дг0<  хх<  xt <  . . . <

<  дс , <  хп =  Ь нуцталар билан ихтиёрий равишда булакларга бул- 
ганда

П

| 2  l / ( * J - / (* m - l) l  m* 1
йигинди jcm (0 <  т <  п) нуцта ихтиёрий ^танланганда л га боглиц 
булмаган М аник юк,ори чегарага эга булса, у .^атда бу функция 
(а, Ь) ораликда узгариши негараланган функция деб аталади.

15-§. Цилиндрик со^ада туллии тенгламаси.
Аралаш масаланинг ечими

Цилиндрик (г, ф, г) координаталар снстемасида туллии тенгла
маси

4- -L  *« , J L  = 1  (15 n
dr* r dr t* dip &  a* dfi

к\ринишда булади, бундай тенгламаларга доиравий мембрананинг 
тебраниши, чексиз цувурда газнинг радиал тебраниши ва .\оказо ма- 
салалар келади. Шулардан амалиётда куп учрайдиган радиуси / 
булган айлана чегараси буйича ма.\камланган мембрананинг тебра- 
нишини курайлик. Бу масала;

* “ + L L * 2 + J L 2 “ . i  2 “ (15 2)
dr2 г dr г* d<f l а1 дС1

тенгламанинг
и U ,  -  0 (15.3)

чегаравий шартни ва
fill

и 1/=о =  4>(г, ф), — J t=0 -  ♦ ( ' .  Ч>) (15.4)

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи и (г, ф. /) ечимини топиш 
ыасаласидир.

Ечимни Фурье усули буйича
[и(г. ф, 0  =  T(t)v (r ,  ф) (15.5)

куринишда излаймиз. (17.5) ни (17.2) га цуниб

I J_
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dr2 r dr r* dtp1

тенгламаларнн з^осил киламиз. (15.6) нннг умумий ечими
Т  (/) =  С, cosa\t +  С, sinaX/ (15.8)

куринншда булади. (15.7) ни ечииши и|г„ ,  =  0 чегаравий шартни 
Каноатлантирувчи хос функцияларни топиш масаласига келтирдик. 
у функния г =  0 ну^тада чегараланган булиб, даври 2л булган 
функциядир. А^асаланинг ечимини

у(г, ер) =  /?(г) Ф (ф) (15.9) 
куринншда излаймиз. (15.9) ни (15.7) га цуйнб

Ф"(Ф) ^ - ^ ( Ф )  = 0 ,  (15.10)
Ф(Ф) =  Ф(ф +  2л). Ф'(Ф) =  Ф'(Ф +  2л), (16 11)

К » +  |  Я » +  ( * * - £ )  Я - 0 .  (15.12)

[/?(/) =  О, (15.13)
R(0) — чекли катталик, тенгламаларнн хосил киламиз. (15.10) —
— (15.11) масаланинг нолдан фарцли даврий булган ечими р  =  п 
булганда мавжуддир.

(15.12) нинг умумий ечими р =  п булганда
K J r ) = D nJn( \ r ) + E nNn(\r)

куринншда булади. (15.13) шартга асосан
Jn( \ l ) =  0 ёки Уп(р) =  0 (15.14)

тенглама чексиз куп
.. <"> ..(п)Pi . Ц2 , • • •

„«•>
ечимларга эга. Бу зрлда кпт =  1 ™ (т =  1, 2, . . .  , п =  0, 1, 

2, . . .). Бу хос цийматга

хос функциялар мос келади. Шунинг учун (15.9) га асосан 
/ц(я) \

у„. m (г • Ф> =  К  [ "у -  г ] И„.т  cosn ф +  Вп msin nq>]. 

ечимни з^осил циламиз. Демак,



(15.4) бошлангич шартларни ^аноатлангиришн учун куйидаги ^ г о р 
ни тузамиз:

(15.4) бошлангич шартлардан, (13.23), (14.2) дан фойдаланиб, уму 
мий ечимни ёзамиз:

1-§. Биринчи тартибли икки узгарувчили хусусий досылали 
дифференциал тенгламалар

Ушбу параграфда биринчи тартибли икки узгарувчили хусусий 
^осилали дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимларини топиш- 
га дойр мисоллар царалади.

1- м и с о л .  j  =  1 тенгламани цаноатлантрувчи г =  г(х, у) функ

цияни топинг.
Е ч и ш .  Берилган тенгламани интеграллаймиз ва

функцияга эга буламиз, бу ерда ф (у) — ихтиёрий функция. Ха^ика
тан з̂ ам топилган г(х, у) функция берилган тенгламани цаноатлан- 
тирувчн функцнядир.

2- м и со  л.

и (г, ф, /)

Бу ерда ^  лар А $ т, Л<2>т , В<'»т , 5<2>т  коэффициент- 
лар оркалн ифодаланади.

Б. А М А Л И Й  М А Ш Р У Л О Т Л А Р

г = х  +  <р (у)

дг дг
Х 1 х  +  У 7 у  =  г

х  у  г

системани цараймиз.
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dx dy ,  y „  dx dz— — — тенгламани ечиб, — =  Cx га эга буламиз. — =  — тенглама- 
х у х х г
ни ечиб, — =  Сг га эга буламиз. Шунннг учун

ф ( т - т ) - 0ё ки  т  “ ' • ' ( г )
тенгламанинг умумий ннтегралидир. Бу ерда Ф ва ¥  ихтиёрий функ
циялар.

dz dz3- м и с о л . (х2 - f  у%) — f- 2ху — =  О тенгламанинг умумий ин- 
дх ду

тегралини топинг.
Е ч и ш . Куйидаги системани цараймиз:

dx dy _  dz
х* +  у* 2 ху  О 

Пропорциянинг хоссасидан фойдаланиб, — =  —  тенгламани
х1 +  у* 2 ху 

dx -f- dy _  dx — dy 
х» +  у1 +  2xy х * + У  — 2хУ

ёки
d ( x +  у) _  d ( x  — У)
(х +  у)* (х — у)-

куринишда ёзиб оламиз.
Юкорндагн тенгламани интеграллаб,

1 1 + С ,  —---------- —  =  С
х +  у Х — у  х — у Х + У

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликдан

_JiL_ =  с  ёки =  С»
х* -  у* х» -  у* 1

эканнни топамиз.
Системанинг иккинчи тенгламасидан dz =  О ёки г =  Ct  экани ке- 

лнб чицади. Шунинг учун умумий интеграл

куринишда булади. Юкоридагидек Ф ва V — ихтиёрий функциялар.

/- дарсхона топшириклари

1\уйидаги биринчи тартибли хусусий з^осилали дифференциал 
тенгламалар инг умумий интегралларини топинг:

, дг , дг _1. уг — +  хг -  =  — 2ху.
дх ду

Ж: **+  ^- =  S>(**-</*)•
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_ дг , дг .2. — su u  +  — smu •— sinz. 
дх ду *

\  1 t e

\  *  /  \  £

’  W

1 • мустщил иш топшириклари

Куйидаги биринчи тартибли хусусий косилали дифференциал 
тенгламаларнинг умумий интегралларини топинг:

. дг . дг
ь  уг -  +  хг —  =  ху.

дх ду

Ж; гг — хг +  г|)(«/2— х2).
„  дг дг п2. у ------ х — =  0.

дх ду

Ж: 2 =  ф (х* +  уг).

2-§. Икки узгарувчили иккинчи тартибли хусусий ^осилали диффе
ренциал тенгламаларни каноник куринишга келтириш. Характерис

тик тенглама
Икки узгарувчили иккинчи тартибли хусусий ^осилали ушбу 

А (х, у) ^  +  2В(дг, у) Ц  +  С(дг. j,) ^ ; +  F у. и. =  0

тенгламани каноник шаклга келтириш учун

A d y  — (B +  VB* — AC) dx =  0,

A dy — {В — У  В- — AC) dx =  0 
тенгламаларга ажралувчи

A (dy)2 -  2 Bdxdy +  С (dx? =  0
характеристик тенглама тузилиб, уларнинг умумий интеграллари то- 
пиладн.

1- м и с о л .  Ушбу х2 —— —— у г —— = 0  тенгламани каноник кури- 
дх* ду1

нишга келтиринг.
Е ч и ш . А =  х5, В =  0, С =  — у2, Д =  В1 — АС =  х'-у2 >  0. Де

мак, бу гиперболик тенгламадир.
Характеристик тенгламани тузамиз:

x2(dy)2 - y 2(dx)t =  0
ёки

(xdy +  ydx) (xdy — ydx) =  0.
Бу куйидаги дифференциал тенгламаларга ажралади:
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xdy - f  ydx =  0.1 
xdy — ydx =  0 \

Буларни ннтеграллаб, xy, =  С,, — =  С, тенгликларга келамиз. Бе

рилган тенгламани каноник курннишга келтириш учун Е =  ху ва 
т ) = — янги узгарувчнларнн кнритамнз. Улардан фойдаланиб, те-

гишли хоснлаларинн топамиз:
ди _  ди ди у2
дх <9g ^  <3т) х2’
ди _  ди ди I

ду d s х '

_  &и 2 _ 2  —  — -4- —• ■ — -4- 2 —• —
dx2 dg- л- dr)2 х4 dr) дса ’

d2!/ д/ и , n д*и , 1 дги—  =  х1 ------b 2 ------- --------- .
дР  д& д'Ъдт) хг е»па

Юкоридагиларнн берилган тенгламага куйиб, соддалаштиреак
&и „ . -  ди

еки

еки

&U _  _1_ du J. _ Q
d |d t] 2 d»i дгу

d*u ( 1 du _q

d£dn‘ 2gdn

каноник куринишга эга буламнз.
о  д*г . .  п  . дРг . ,  д*г п2- м и с о л . —  sin2* — 2 у s in jc -------f- у  —  =  0

дх2 * дхду ду1
тенгламани каноник куринишга келтирннг.

Е ч и ш . А =  sin-де, В =  — ysimr, С =  у2 булганн учун
д  =  В2 — АС =  у2 sin2* — уг sin2* =  0.

Демак, юкоридаги тенглама параболик тенгламадир.
sin2jt (d y f  +  2ysinxdxdy +  y2(dx)2 =  0

ёки
(sin xdy +\ydx)2 =  0

берилган тенгламанинг характеристик тенгламасидир. 
sin xdy +  ydx =  0 тенгламани интеграллаб,

Iny +  lntg — =  InC ёки yig — =  С

ни ^осил киламиз. 
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ТЕ
Берилган тенгламани каноник шаклга келтириш учун

Г л. X
1 =  У t g - ,

Ц = У
алмаштиришлардан фойдаланиб, тегишлн ^осилаларни топамиз:

дг I дг ,  х— — ------usee2 —,
дх 2 2
дг дг . х , дг
— =  п  tg — +  - .  
ду дъ 2 dii

д*г I дгг ,  . х , 1 дг ,  х  . х-— = ------ у- sec4 — —  у — sec2 — tg —,
4 д& * 2 2 У d l  2, 2

—  tg2 — +  2 t g ^  +  ^ ,  
dy* dss 2 agdr) 6 2 d»is

d4? 1 (<Рг , x , а*г \ ,  * . 1 *  ,  x
a*ay “  2 (as1 2 a s a j^ 5* 0 2 2 ag ^  2 '

Топилган хусусий .ухгилаларни тенгламага цуйиб,
1 дг .  х  , * • • | •  а !г дг ,  * . п— — у  sec2 — tg — sin2* +  ы2--------- - i/sec2 — sin* =  О
2 as * 2 s 2 * ату* as* 2

ёки
д*г дг . у  —  =  — sinjc 
ая1 as

тенгликка эга буламиз.

2tg —2 х Еsin* = --------- tg -  =  i-
1 +  tg! -  2 n

б^лганини эътиборга олсак, тенглама
^  2g дг

at|* V + *i* as
шаклдаги каноник курннишга келади^

3 - м и с о л .

* i _ 2 _)_ 2 —  =  О 
дхг дхду ду*

тенгламани каноник куринишга келтиринг.
Е ч и ш .  Л =  1, В =  — 1, С =  2, Д = В 2— ЛС =  1 — 1. 2 =  —

— 1 <  0 булгани учун юцоридаги тенглама эллнптик тенгламадир. 
Энди характеристик тенгламани тузамиз:

(dy? +  2dxdy +  2 (dx)* =  О,
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бундан («/')* +  2у'+2=*0 ёки у '=  — 1 ±  » ни \осил ^иламиз. Демпк,
у  4 - х  — ix =  С1() 
у  +  х +  ix =  Сг }

харак1еристеристик тенгламаларга эга буламиз. Ушбу
I =  У +  х.
Т] =ДС

янги узгарувчиларни киритамиз. Булардан фойдаланиб хусусий хрси- 
лаларни топамиз:

дг __ дг дг дг _  дг 
дх 55 д»)’ ду д£'

_  d h  2 <?г I
дх- “

Р г  _  д*г . д*г &г_ _  д*г 
Лгду дБ* д1дг{ ду2 ~  д & ‘

Буларни берилган тенгламага ^Сйиб соддалаштирсак, тенглама

^ + — = 0  
' дгр

каноник куринишга келадн.

2- дарсхона топширицлари 
Куйидаги тенгламаларнн каноник куринишга келтирннг:
,  ~ д*г , п сРг , .  д*г п1. х2 ------Ь 2х у ------- h уг—  =  0 .

дх1 дхду ду1

Ж: т ) = у ,  £ = 0 .
х diV*

2. —  — 4 — ---- 3 —-----2 —  +  6 ^  =  0.
5д:а с>дг<Э</ ду2 дх ду

Ж : Е = * + у .  ч - З х  +  ц,  ^ - | - 0 .

3 . 2  2S +  I * L _ o .
X1 дх1 I/1 <V

Ж : s =  i/2; TJ =  ^ ,

Л)1 2 \ £ q dr\)
2- мустацил uiu тошиирицлари 

К,уиндаги тенгламаларнн каноник куринишга келтирннг:
■ / i t  2\ д*и , / ,  , «V д1и . ди , ди Л
*• (1 +  х ) 7 1  +  ( 1+ ^ ) 'П7. +  * Т  +  У Г  = 0 -дх* дУ1 дх ду

Ж : §=  In (дс + V l +  х2), л = In (у + K l  + У2),
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■
д*и д*и _q

~д& dip ~

_ . ,  д*и п . д*и , ,  д*и п2. sin’x —  — 2у sin х ——  +  у г —  =  0 .
дх* дудх ду*

х д*и 21 ди лЖ: п _ , , - - 1 Г - г _ - 0 .

3. £■; — 2cos х ------ (З + s in ’*» ^  — у  j  =  0.
dx* axdy ду1 ду

Ж: £ =  2х +  sin х +  у,

г] =  2х — sin х  — у,
^ _ - 1 _ ! д и _ д ^ \ 0  

32 \д £  д г J
д*и

д I  <?л

3- §. Бир жинсли тулцин теигламасм учун Коши масаласини Да* 
ламбер формуласи билан ечиш

<Ри _  ,  &и 
d t * ~  дх* 

бир жинсли тулк,ин тенгламасининг

и {х, 0) =  Ф (х), 1 =  ф (х) 
dt 11 -  о

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини (Коши масаласини) 
топишда Даламбернинг куйидагн фэрмуласидан фойдаланилади:

« ( * . « -  +  J l T * w i t .
х — a t

1- мис ол .
д'-и _  д*и 
~dt* ~~ дх*

тенгламанинг

и (х, 0) =  х* ва J - 1 = 0  
dt | / _ о

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини топинг.
Е ч и ш :  а — 1, ф (х) =  х* ва ф (х) =« 0 эканлигини эътиборга олиб, 

Даламбер формуласига биноан ечимни топамиз:
х+1

и (х, о =  “7  (и  — 0* +  (* +  0 *) +  Y  j  о dx =
x—t
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тенгламанинг

и (*, 0) =  sin 2х, — I =  cos х 
& 11 -  о

бошланшч шартларни цаноатлантнрувчи ечиминннг t  =  —  вактдаги
2 |

цийматини .\исобланг.
Е ч и ш . а =  3, ф (дс> =  sin 2х, ф (*) =  cos х эканлигини эътиборга 

олнб, Даламбер формуласидан фойдаланамнз:
х+З/

, .. sin 2 (х — 3/) +  sin 2 (х +  3/) . 1 f  ,и (х, t ) ----------------- — 2------— — -  +  —  j cos xdx =
Jt-31

2 sin 2x cos 6/ . 1 / . ,  . 0 ,v . ,  „ „ v  . „  ^  ,+  —  (sin (x -f- 31) — sui (* — 3/)) =  sin 2x cos 61 -f2 6

-f  —  sin 3/ cos 2jc.
3

Топилган и (*, t) га i =  —■ цнйматни цуйиб, ечимни ^осил цила- 
миз, яъни

и (дс, =  sin 2* cos 6 •— +  — sin 3• — cos2дс =  — sin 2дс —
\  2 )  2 3 2

-----— cos 2дс.
3

3• дарсхона топширщлари

=  х бошлан-, , д*и / п\ п ди1. —  = 4 —  тенгламанинг и (дс, 0) =  0 ва — 
дС- дх3 dt I -  о

гоч шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.
Ж : и (дг, t) =  xt.
п д*и » дги2. —  =  аг —  тенгламанинг 

дР дх1

и (х, 0) =  0 ва — I =  cos* 
dt 11 „  о

бошланрич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Ж: и(х, t) =  — cos* sin at. 
a



-  д*и ,  д*и3. —  =  а* —  тенгламанинг
дР дх5

Ли
=  1и (дг, 0) =  sin х ва — 

dt ■■ о

бошлангич шартларни каноатлантнрувчи ечимининг / =  —  вактдаги
цийматинн ^исобланг.

Ж: и(х, — ) =  —
\  2 а )  2 а

3- муст анг иш топширицлари
. д'и д1и1. —  =  —  тенгламанинг 

дР дх-

и (дг, 0) =  sin х ва — I = 0
*  1/ - о

бошланрич шартларни цаноатлантирувчн ечимини топинг. 
Ж-' и (дс, /) =  sin х cos t.
_ д*и 0 _ д*и2. —  =  25—  тенгламанинг 

дР дх*

и (дс, 0) --  0 ва — I =  30 sin х 
ot \ t=, о

бошланрич шартларни цаноатлантирувчи ечимини топинг. 
Ж: и (х, /) =  6 sin дс sin 51.
_ д*и д*и3. —  =  —  тенгламанинг

дР дх*

бошланрич шартларни цаноатлантирувчи ечимининг t  =  л вактдаги 
цийматини ^исобланг.

4- §. Бир улчовли бир жинсли булмаган тулцин тенгламалари учун 
Коши масаласини Дьюамель формуласидаи фойдаланиб ечиш
Бир жинсли булмаган

дР дх1
тулцин тенгламасини нг — оо <  х <  +  оо, / > 0  да аницланган ва

и I ,-о  = ф(*). ^1 “ ♦(*) й  I I *= о
бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини (Коши масаласи) то- 
пиш учун цуйвдаги Дьюамель формуласидаи фойдаланилади:
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х +  at

X  —  » t

2a J

x  +  a (I — T)

\  /  a ,  r) di dx.

М и с о л .  Куйидаги бир жинсли булмаган

=  4 ^ + 2*
dt* дх3

тулцин тенгламасининг
.1 » дии =  X2, —  =  COS дс1 /=-0 «

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини Дьюамель форму- 
ласндан фойдаланиб топинг.

Е ч и ш . а =  2 деб олиб, Дьюамель формуласини цуллаймиз:
~ х  +  21

. .. (X — 2/)г +  (х +  2/)2 , 1 Г . ,и (дс, 0 =  --------- — 1— J----- f- —  \ cos xdx -f
х—2/

dx =  (дг, /) +  u2 (x, t) +  u,(x, /).
0 *—2</ —t)

X,ap кайси цушилувчини ало^ида ^исоблаймиз 

их(х, t) = дг" — 4дс/ -f- 4Р +  х2 - f  4xt +  АО 2 ..»---------- —------------------ ------ — ха +  4/а,

х +  2«1 Л J IX +  2,
«2 (*. О — — \ cos xdx =  —  sin х I =

4 J  4 Ix — 2?j r - 2< Zr

=  -j- (sin (x +  20 — sin (x — 2t) j  =  у  sin 2 t cos x.

< Г х  +  2(Г — т )1  I

« . f c o - i j
0 X — 2 (/ — T) 0

/
=  j1 [ ( x +  2/ — 2x)a — (x — 2/ +  2x)a]dx =

о
< i 

=  у  j*2x(4/ — 4x)dx =  2x j (/ — x) dx =

x + 2 ( / —2t )

x— 2« — T)

dx =

2xt2 — xt2 =  xt2.
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Топилган ut (х, /)г u2(x,f), u3(x,t) ларнн инобатга олиб, масала
нинг ечимини ёзамиз:

и (дг,/) =  х* +  /а +  xt* - f  - j  sin 2/ cos х.

4- дарсхона тотиирицлари

1. Бир жинсли булмаган

—  «  9 —  + 4  xt
дР дх*

тул^ин тенгламасининг

и I = / ,  1“ =  *1Г •= О ’
dt <-0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель форму- 
ласкдан фоидаланиб топинг.

- х  +  З/ • — 3t о - я
Ж: и(х, /) =  - ------- ------------ + x t + I ? - .* О

2. Bi р жинсли булмаган

1 6 ^ + х - /  
л 2 а**

тулцин тенгламасининг
ди = оде

/-.о
бошланшч шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель форму- 
ласидан фоидаланиб топинг.

е — х + 41 I х — 4/
Ж : и(дг, 0 = ---------- ----------- Н 5х/ +  ——

4- мустацил иш топшириклари

1. Бир жинсли булмаган

—  =  —  +  2/ 
дР дх*

тулцин тенгламаси учун

“ I , f | , . 0 = 2

бошланшч шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель формула-
т

сидан фоидаланиб топинг. Ж: и(х, () =  sinх  cos / +  2 Н ----- .3
2. Бир жинсли булмаган
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тулцин тенгламаси учун

“ I , . „ = 2 cos5x. * | #_ ф- в х

бошлантч шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель форму- 
ласидан фойдаланиб топинг. Ж: и(х, t) =  2 cos 5* cos 10/ -\-&xt-\-~.

5- §. Лаплас тенгламасининг баъзи содда ечимлари

К,уйида Лаплас тенгламаси учун бир нечта содда ички чегаравий 
масалаларнинг ечимлари билан танишиб чикамиз.

1- м а с а л а .

—  +  —  =  0 
дх* д!П

Лаплас тенгламасининг

и I х» +  у» -  а« — А
шартни каноатлантирувчи х- +  у г <  аJ доирадаги ечимини топинг. 

Е ч и ш .  и =  А, чунки
ди _  ди __ (Ри __ дги __ q 
дх ду дх* ду-

ва
и {х, f/) | А \ х> + ?  < *  =  А-

2- м а с а л а .  Лаплас тенгламасининг

. Ах
U I *•+!/* <  а* =  ~

шартни :;аноатлантирувчи
хг +  у 1 <  аг

доирадаги ечимини топинг.

Е ч и ш .  и (*, y ) \x,+v,_a, =  7 , чунки

du _  А 
дх а ’

д*и _  дРи _ди __ q  
дх* дух ду '

U (*. У) I =  — •v I *« + л* <а» a

3- м а с а л а .  Лаплас тенгламасининг



шартни цаноатлантирувчн,
х2 +  у* <  а2

доирадаги ечимини топинг.
т? / \ А -  В . В  — А .Е ч и ш . v (х, у ) =  — — +  — -  (х2 — у г)

2 2 а2

функциями оламиз. х = а  cos<p, у  = а  sin<p десак, чегаравий шарт

“ | **+»*=<!, =  А S'rl4(,) C0SS ^  

курннншнн олади. v (дс, у) функция эса ушбу v (дс, у) =  - В +

+  - — -  (a2 cos1 ф —а2 51Паф) =  A sin2 ф + В  cos2 ф куринишга келади.2 а*
Демак, v(x, у) чегаравий шартни каноатлантиради. Энди хусу

сий ^осилаларни ^исоблаймиз:
В — А 

дх ~  а* * ’
=  ВА 

дх1 а* 
dv В — А
—  -------- — у,ду а*

cftv _  А — В 
ду* а3

Юкоридан маълумки, и (дс, «/) тенгламани ^ам каноатлантиради. Де
мак, е (дс, у) ечим экан.

5- дарсхона топширицлари 

Лаплас тенгламасининг
!• Ы1х« +  ^  = а> =

ёки

2- “ I x. + v. = «. =А + ~  У
шартни ^аноатлантирувчи

дс2 +  у 2 <  а2
доирадаги ечимии топинг.

Ж: 1. и (дс, у) =  Аху.



5- мустацил uiu топширит 

Лаплас тенгламасининг
и I =  А 4- By

I Х‘ +  а  а> *

шартни каноатлантирувчи
хг 4 - у 2 <  аг

доирадаги ечимини топинг.
Ж: и(х, у )— А 4- By.

6- §. Лаплас тенгламасини тугри туртбурчакда узгарувчиларни 
ажратиш усули билан ечиш

д*и . д*и _ Q 
дх* ‘ ду*

Лаплас тешламасини 0 <  х <  а, 0 у  тугри туртбурчакда

“ I ,  = о = f M '  “ I , - ,  “ *<*>•

“ I , - 0  =  ^  (y), =  X W

чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимини узгарувчиларни аж
ратиш усули билан ечишда (топишда)

/ ( 0) =  Цз(0), /(о) =  х( 0).
Х( Ь)  =  ф ( а ) ,  ф ( 0 ) =  У ( Ь )

шартлар уринлн булиши керак.
Агар нуйилган бу шартлар бажарилса, масаланинг ечими \зга- 

рувчиларни ажратиш усули билан топилади ва у цуйндагнга тенг!

и (X, у) =  «о (х> У) +

sh (b — у) а

и л п  иsh —  b 
а

R а 1

• ЯП .sh — х +  
а

и  Я"  sh — и

Ф л ^ 7  +sh —  Ь
а

• яп 
sh —  х 

—  Ь 
Хп . ЯП 

sh —  а 
Ь

п а
_ s h T ( - X )

+  *« • ЯП
sh —  а 

Ь

ЯП

Бу ерда:
«о(*. y) =  A +  Bx +  Cy +  Dxy,
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A =  f(0), В =
a

„ _ * ( * ) —t(Q)
C » f 

n _  Ф (a) — Ф (0) _  /  (a) +  /  (0)- ' * ab
a

7 =  - J  J  (I(x) — U0(x, 0)) sin - ^ - x d x ,
0 

a
<p„ =  —  i (ф(дг) — «0 (*. b)) sin xdx, a J a

о
»

X* =  у  j (Х(У) — “o(0. 0»  sin - 7 -
0

b
^  =  — j  (ФО/) — «о(0. У))  sin ydy .

9

М и с о л .  Лаплас тенгламасининг 0 <  x <  1, 0 < y < 2  тугри 
туртбурчакда

“  I , - .  = x ' u I v™2 = * + 2.

“ I , - 0  =У> “ | , - i  = 1 + 1 /
шартларни цаноатлантирувчн ечимини топинг.

Е ч и ш .  / ( х) =  х, (р (дс) =  х  +  2,
У( У)  =  У'  Х(«/) =  1 +  У,  

а = 1, 6 =  2

эканлигини .\исобга олиб, юцоридагн шартларнинг уринли булишини 
текширамиз:

/ ( 0) =  0, tf(0) =  0,
/ ( D =  1, Х(0) =  1,

Х(2) = 3 ,  ф(1) =  3,
Ф(0) =  2, ф (2) =  2.

Демак, тегишли шартлар бажарнлди.
Энди А, В, С, D коэффициентларни аницлаимиз:

А =  / ( 0) =  0,
д _  /(«) — /(0) __ 1 J

1

101



„  _  ф (2) -  if (0) 2 - 0  
С 2 =  

р _ _  Ф(1) - Ф ( 0) -  / ( 1) +  /(0) _ п
2

Шундай ^илиб,
и0(х, у) =  х +  у.

Тегишли ннтегралларнн ^исоблаб, ф„ =  /„ =  >Г =  ijT =  0 экан-
лнгига ишонч ^осил цилиш мумкин. Демак, ечим и(х, у) =  х +  у 
дан иборат булади.

6- дарсхона топширицлари

1. — - +  — “ - =  0 Лаплас тенгламасининг 0 <  х < ‘3, 0 <  и <дх* ду*
<  5 тутри туртбурчакдаги

и (х, 0) =  0, и (х, 5) =  О, 
и (О, у) =  Ау (5 — у), 

и(3, у) =  О
шартларни цаноатлантирувчи ечимини топинг.

200 а ^  ch <2" + ' >  sin - (2-п ± 1>-Я-у-
Ж: и(х, У) =  M l  V 5 5

Л fSi (2я + 1)1 * с Ь 3(2п +  1)я
5

2. —  +  — =  О Лаплас тенгламасининг 0 <  х ^  л. О ^  и <  лдх* ду*
тугри туртбурчакдаги

и (х, 0) =  0, и (х, я) =  О, 
и (0, у) =  Ау {л— у), 
и (л, у) =  О

шартларни цаноатлантнрувчн ечимини топинг.

Ж * U (X и) =  8А V *  sh (2n  +  l) (л — л) sin  ( 2 n +  I) у
1 л  ^  s h (2я +  1) я  ( 2 n + l ) sп = О

б- мустакил иш топшири^лари

1. — - f  —  =  0 Лаплас тенгламасининг 0 *£ х <  10, 0 <  I/ <  
дх* ду*

<  20 тугри туртбурчакдаги
ц(х, 0) =  0, и(х, 20) =  О, 
и (0, у) =  30 у  (20 — у),
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ы (10, у) =  0 
шартларнн каноатлантирувчи ечимини топинг.

. (2л +  О (10 — *) я
оо sh — -------- — ---------

w  , ч 96000 V I  20 ^
й " — 2 ^ ------------------------------ *

(2л +  П л ,
__________ 20________

Х . (2л — 1) я  
------- i --------

2. —  +  —  =  0 Лаплас тенгламасининг 0 <  х <  1, 0 <  ^  2 я
дх* ду* 

тутрн туртбурчакдаги

и(х, 0) =  0, и(х, 2 л )=  О, 
и (О, у) =  л у  (2л — у), 
и ( 1, «/) =  о

шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.
. ( 2 л +  1) (1 — х) . (2n +  I) Ул  л----- г —  sln---- -2----

Ж: и(х, 1/) =  3 2 Л  -------------------------
*21  (2я+  1)* -sh

2 п +  1
2

7- §. Чегараланган торнинг эркин ва мажбурий тебраниш тенгла- 
маларини узгарувчиларни алмаштириш усули билан ечиш

Чегараланган торнинг эркин тебранншн тенгламаси
д*и _ , д*и 
dt* дх*

ни ушбу бошлангич шартлар

« Ь - о  =  Ф(*).

ди
дГ =  * (* )

t — о
ва

и \ х -  о “

“ l * - i
чегаравий шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини узгарувчи
ларни алмаштириш усулидан фойдаланиб топсак, у
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/ л  опл . , апл А к яы(дс, 0 = ^ ( C ncos — — t +  Dn s m —-— Л sin— —  х
п — 1

куринишда булади, бу ерда

с „ =  у  j  Ф (*) sin ~ ~ x d x ,

D. =
апл

^ г|з (дс) sin ~~~~ xdx.

Ми со л . Торнинг эркин тебраниш тенгламасининг

“ I i - о  =  cos^-
ди I п— =  2 cos дс
dt 11 „ о

бошлангич шартлар ва

“ 1 , - о  = 0 .  и | „ _ я  = °

чегаравий шартларни каиоатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Е ч и ш . Сп ва Dn коэффициентларни ^исоблаш учун аввал ушбу 

интегрални ^исоблаймиз:
/

I'COS X  sin пл xdx => j  cos дс sinVucdx —

i [ sir—  \ j sin (nx +  дс) +  sin (nx — дс) dx

1 f cos (лх  4- x) ! COS ( n x  — x) 1 I я _
2 [  rt +  i ' n — 1 JI о

J Г cos (я +  пл) I cos (я — пл) 1 1 ! _|_ _ J _ 1
~2 [  fl +  1 n  — I 2 n-f-1 ~  л —  1 J

n 1 /сда(л_4-пя) cos (л — пл) \
_  n* —  1 2 \  n + 1 n — I )

п жуфт ва тоц булганида мос равишда ушбуга эга буламиз:

1 п — ток,
П I

1
п — 1

, п— жуфт.
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I

Бунн эътнборга олсак, Сп — —  f  cos х sin nxdx =
я  j

о

я  (л +  1) 
2

я  (л — 1)

, п — ток, 

•, п — жуфт

л

D =  ——  \ 2 cos х si 
п ал я  .1

sin nxdx =  -----=  In —
алд

аля  (л +  1) 
4

ал я  (л — 1)

п — ток, 

• ,п — жуфт.

Демак,
х

и (х, /) =  V  ( -------------------cos a (2k — 1) t +
jm i  I л(* +  1)
* = i

H---------------------sin a (2k— 1) t  ) sin (2k — l)x  +
ал я  (k +  1) '  J

I--------------  cos 2akt H--------------------
V я(2А — 1) / t in  (2k — 1) )sin 2сkt ) sin 2kx.

Энди чегараланган торнинг мажбурий тсбраниш тенгламаси 

ни ушбу

дги ,  д*и . . .  .

бошланп'ч ва

“I х_ о = ° -  “ I * - /  = °
чегаравий шартларни к.аноатлантирувчн хусусий ечимини топамиз. 

Ечимни ушбу куринншда излаймиз:
и(х, t) =  v (х, t) +  w (х, t).

Бу ердагн v(x, t) функцияни шундай танлаймизки, у бир жинсли
» d1v

—  -  а2---
dt* дх*
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тенгламани
Д*|

=  Ч>(*)
I =,0

бошлангич ва

0  I * - о  = 0 ’ v \ х - I  = °

чегаравий цпртларда ^аноатлантирснн. [u»(jc, t) функция эса
d*w , d*w . . .  .,
- -  =  а 2 —  +  /  (*. ОдР дх*

тенгламани
I n dvw | г = о = 0, =  0

«= оdt

бошлангич ва

“Ч х - о  =  ° . “»| = 0
чегаравий шартларда цаноатлантирсин.

Чегараланган торнинг эркин тебраниш тенгламасининг ечими 
ушбу w(x, t) йигииди куринишида топилади:

ОО
w(x, 0 = y  v, (0  sinft! 1

бу ерда
i

/л  I С / \ • |Л ла(/ — х) ,
v*w “  i ^ r j * * < T ) s m — Т— , , t -

I
gk (t) =  у  j  f (x, t) sin - y -  d*.

о

7- дарсхона топшири^лари

, д*и д*и1. —  =  —  тенгламанин г 
dt* дх*

u(x. 0) = 0, 1 *1 = 0  
dt |«=о

бошлангич з^амда

и (0, t) =  0, и (/, /) =  i4 sin а) / 
чегаравий шартларни цаноатлантнрувчи хусусий ечимини топинг.
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_ d*u д*и , _ . ,.
2. —  = ------Ь 5л: (х— 1) тенгламанинг

dt* дх*

и(х, 0) =  0,
at

бошланрич ^амда
«(О, /) =  0, н ( 1, 0  =  0 

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Ж : и(х, 0  =  — ~ х ( х 3 — 2хг +  1) +

_8_ cos (2л +  1) я /  • sin (2л +  1) лх  
я» ^  (2л +  1)»

л =  0

7- мустакил иш топширицлари
. . д*и1. —  =  4 —  тенгламанинг

dt* дх*

«(*, 0) =  0, J !  = 0
dt 1< -о

бошланрич ^амда

и (0, 0  =  0, и (л, 0  = sin — 1

чегаравий шартларни цаноатлантнрувчи хусусий ечимини топинг.

............................. х . 1 , 1  ж л ( — О '1 _ ' . . .Ж: и (х, t) =  sin —  s i . i ------1----- >  —------------- sin nt +  sin nx
2 2 ”  s H  - j - - " ’

2 d*u d*u . .. —  = ----- h x (x— 1) г  тенгламанинг
dt* dx* '

и (x, 0) =  0 , ^
at

= 0  
I о  о

бошлангич ^амда

u (0. 0  =  0 , u(l,  0  =  0 
чегаравий шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.



X
Ж : „ (* , / ) = ------ —  V -  sin (2n -- 1) .иг

л» ^  (2л +  1)»

16 sin (2л4- 1)лх
я» ^  (2л +  I)*

п ■» О

16 sin (2л +  1) я* cos (2л +  О ^
lo (2л +  1)? 

л =  О

8- §. Иссиклик утказиш тенгламасини Фурье алмаштиришлари 
усули билан ечиш

Бу параграфда чегараланмаган ёкн бнр томондан чегараланган 
стерженларда иссиклик тарцалнш тенгламаларннннг Фурье алмашти- 
рншларн билан ечилиши ^аралади.

8. 1. Чегараланмаган стерженда иссиклик тар^алиши.
Ушбу

ди ,  д*и ,
— =  а  ---- , —  оо <  х  <  +  оо

д дх*

иссиклик тарцалиш тенгламасининг

=4><*)•
бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими Фурье усули билан то
пил ганда цуйидаги

+ .  (S — *)*
и(х, / ) = ------- ~ = ~  \ Ф (Ъ)е ~ ia‘‘

2 а \  л / J

Пуассон интегралнни ^исоблашга тугри келади. 
М и с о л .  Ушбу

д*и дРи .
---- =  а 1 ------, —  оо <  х  <  +  оо
dt дх*’

иссиклик таркалиш тенгламасининг
и (х, 0) =  х

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
Е ч и ш .  Пуассон формуласнга биноан ечим

+ оо (£-*»)

и(х, 0  = -------т = -  \ и  *
2а} п t



б\-ладн. Интегрални ^исоблаш учун — — —  =  г) янги узгарувчини
2 а  |  t

киритамиз. У ^олда:

« (-»f. О =  —~=r V  (x+2a»i У  Г) е ~ dr] =.
» я  3

? — X

=  —— 1Х +  2а^ ‘-  • / , булиб, бу ерда 
У я и

+ » +^0 
Л = \ е~ dr\, /2 = | Tie- ”’ dn.

— » _»

/^Пуассон интеграли ва дте- ** тщ  функция эканлигидан / j  =  
=  У  я  ва / ,  =  0. Демак, ечим ы (дг, t ) = x  экан

8. 2. Бир томондан чегараланган стсржснда исси^лик тар^а- 
лиши.

Ушб\-
ди о д*и п  ,— = а г ------ , 0 <  х <  +
dt дх*

иссиклнк таркалиш тенгламасининг
и(х, 0) =  ф (дг)

бошлангич шартни .\амда
U{о, 0 - 1» (О

чегаравий шартни ^аноатлантирувчн ечими Фурье усули билан топнш 
куйидаги интегрални ^исоблашга келтнриладн:

+«
и(х, 0  = ------- 7 = ~ \

2а \ г я  t J

-  <» -  f>* _  <S-r
е  4в«I _ е  4ПЧ +

о
I 3 лг*

X Г . . / .  . 2  ( » - ! ) •
— ----- .1 I

2а } л
-.1 Ц(т)(/ — т) cj d x .

S- дарсхона тотиириклари

ди д*и ,
• —  = ----- , —  оо <  х  <  +  оо
dt дх*

иссиклик тархалиш тенгламасининг

1. и(х, 0 ) = е ~ х'



2 и (х O'» — /  * * W <  1.
U{ ' ’ (О, |jc| >0

бошланрич шартларни цаноатлантирувчи ечимини топинг.

Ж: 1. и(х, /) =  \ е
т J

+

dx.

п /  л  * Г sin о>2. и(х, t) ——  I ------- c o s u x e  И(а
Л  J 0)

о

8- мустсщил иш топширщлари

ди д*и _ ,
---- =  — , —  оо <  ДС< -}" оо
dt дх*

иссиклик тарцалиш тенгламасининг

1. и {х, 0) =  е “ 1x1 ёки

2 и (х 0) =  I*’ И  ^   ̂’“ v ’ и; \0, |х| >  1 
бошланрич шартларни цаноатлантирувчн ечимини топинг.

+ ® е - ш ч
Ж: 1. и(х, 0 =  —  | (ul +  ; -coscoxdco.

о

2 »
2. и (х, /) = —  | |^ 1П (" — cos to ^ sin со- ----------dto.

9-§. Назорат иши
1. К,уйидагн икки узгарувчили иккинчи тартибли тенгламаларни 

каноник куринишга келтнринг:

£ “. +  5 - * ^  +  4 ^  =  0.
дх2 дх ду дуг

, . 2. 4 +  4 +  3 —  +  6 —  = 0 .
дх* дхду  ду2 дх дг/

,.3. * ± _ 6 ^ + 1 3 - ^ = 0 .
дх2 дх ду дуг

1.4. t f J £ - 2 x y £ - + , ' Ц - - 0 .  
дх3 дх ду ду2

,.5. у > * И - х >  ^ - - 2 x ^ = 0 .
J дх3 ду3 дх

1.6. —  +  дс —  =  0 (х >  0 со^ада).
дх2 ду2
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10. 
1.11. 

1.12.
1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1. 20. 

1.21. 

1. 22 .

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

£ f i  +  2 ^ - - 3 - ^ + 2 ^  +  6 - ^  =  0.
d t2 dx dy dy- dx dy

i ! ! i  +  4 +  + i i  +  2 Ё1  =  0 
dx1 dx dy dy* dx dy

Т 7 - 2Г Т + Т Т  + 7 ! : + 9 ' Г  + “  = 0-dx2 dx dy dy2 dx dy

— +  5 — + 1 1  — + 1 0 u = 0 .  
dx2 dx dy dy-
d2u . d?u ff-u __g du q

dx2 dxdy dy1 dx

ЛОа +  20 - ^ L ----—  a  0.
dx2 dx dy dy1

+  20 —  — 10 —  +  —  =  0 .
dx2 dx dy dy2 dx

+  15 -f- — — 5 —  =  0.
dx2 dx dy dy2 dy

^ + 5 ^ L + 1 5 ^ L  +  8 ^  = 0.
dx2 dx dy dy2 dx

—  — 12 —  +  30 —  +  5 —  =  0.
dx2 dx dy dy3 dx

8 ^ i _ l l _ f i L  +  5 ^ i = 0 .
dx2 d x d y  dy2

1 0 £ l  +  9 _ ^ _ _  8 ^ i = 0. 
dx2 dx dy dy2

2 5 - ^ - - ^ -  +  - ^  = 0 .
dx2 dx dy dy2

8 ± f i + i 3 - ^  +  ^ i  =  0 . 
dx2 dx dy dy2

_  4 +  14 =  0.
dx2 dx dy dy2

- ^ -  +  3 —  — 7 —  =  0.
dx2 dy1 dy2

* a  +  x°. =
dx2 dy2

* i i _  2 * - ^ i -  +  ^ i = 0.. 
dx2 dx dy dy2

4 . 9 — ------19 = 0.
dx2 dx dy dy2

^ ___18 +  —  =  0 .
dx2 dx dy dy2
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1.27. —  — 40 —  +  11 —  = 0 .
дх1 дх ду ду1

1.28. —  +  20 -  13 —  =  0.
дх1 дх ду ду*

1.29. — +  10 — ----- 29 —  =  0.
дх* дх ду ду1

1.30. ^ - — 1 6 —  — 5 —  =  0.
дх* дх ду ду*

2. =  а2 —  тор тебраниш тенгламасининг
дР дх1

I /  \  ди  

<-о dt = Ф(*)/=0

бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи ечимини |Даламбер форму- 
ласидан фойдаланиб топинг:
2.1. а  =  4, ф (дг) =  дс4, ф (дг) =  cos 2 дс.
2.2. а =  4, ф (дс) =  х3, ф (дс) =  sin 2 х.
2.3. а =  4, ф(дс) =  дс*, ф(х) =  cos*.
2.4. а =  4, ф (дс) =  х1, ф (дс) =  sin дс.
2.5. а =  9 , ф (дс) =  дс, ф (*) =  cos 3 дс.
2.6. а =  9, ф (дс) =* х®, ф (х) =  sin 3 дс.
2.7. а =  9, ф (дс) =  дс3, ф (дс) =  cos 4 х.
2.8. а =  9. ф(х) =  х \  ф (дс) =  sin 4 дг.
2.9. а =  16, ф (дс) =  sin 5 дс, ф (дг) =  cos 2 дг.
2.10. а =  16, ф(дс) =  siri 5 дс. ф(дс) =  sin 2 дс.
2.11. а =  16, ф(дс) =  s in 4 дс, \(>(x) =  cosx.
2.12. а =  16, ф(дс) =  s in 4 x , i|>(x) =  sin x .
2.13. а =  4, ф (дс) =  cos 5 дг, ф (дс) =  cos 2 дс.
2.14. а =  4, ф(дг) =  c o s5 x , \t>(x) =  s in 2 x .
2.15. а =  4, ф(дс) =  c o s4 x , ф (х) =  cos дс.
2.16. а =  4, ф(дг) =  co s4 дс, \|?(x) =  s in x .
2.17. а =  9, ф (х) =  cos 5 х, ф (х) =  ем.
2.18. а =  9, ф(х) =  $ т 5 х ,  ф(х) =  е6'
2.19. а =  9, ф(х) =  с о з4 х , ф(х) =  е7*.
2.20. а =  9, ф(х) =  sin 4х, ф(х) =  е \
2.21. а =  16, ф(х) =  <х«3х, ф(х) =  е н.
2.22. а =  16, ф(х) =  5Н13х, ф(х) =  ер*.
2.23. а =  16, ф(х) =  е5х, ф(х) =  сов2х.
2.24. а = 1 6 ,  ф(х) =  е5х, ф(х) =  ^ п 2 х .
2.25. а =  4, ф(х) =  е-Чх, ф(х) =  sin'3x.
2.26. а =  4, ф(х) =  е-5х, ф(дг) =  cos 2х.
2.27. а =  4, ф(дг) =<?~®\ ф(х) =  созЗх.
2.28. а =  4, ф (х) =  е_7\  ф (х) =  sin 4х.
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2.29. а =  9, (р(х) =  е х, ф (дс) =  sin х +  cos х.
2.30. а = 9 ,  ф (дс) =  е~2х, ф (д:) =  cos Зх.

10-§. Штурм— Лиувилл масаласи. Лежандр кугцадлари

10.1 [а, Ь] кесмада (k(x)y'(x))' — q(x)y(x) +  (*)«/(*) =  0 тенг
ламани

у{а) =  0, у(Ь) =  0, 
у(а) =  0, у ’ (Ь) =  О, 
у'(а) =  0, у(Ь) =  0. 
у'(а) =  0, у'(Ь) =  О

шартлардан бнрини каноатлантирувчи у(х) функцияни топнш маса- 
ласнни Штурм — Лиувилл масаласи дейилади, бунда /г (дс), q(x), 
Р(х) — [а; Ь] кесмада узлуксиз функциялар ва k (х) >  0, q(x) >  О, 
р(дс)>0. Барча Я лар учун Штурм—Лиувилл масаласининг у{х) £ 0  
ечими доимо мавжуд булавермайди. у(х) =0  ечим мавжуд булган 
Я* тенгламанинг хос сони ва унга мос у* (дс) ечим тенгламанинг хос 
функцияси дейилади.

Ми с о л .  [0; /] да
у ’ - к у  =  0, у(0) = у ( 0  =  0

Штурм — Лиувилл масаласининг хос сони ва хос функцияларини то
пинг.

Ечиш.  kl — X =  0 характеристик тенгламани тузамиз.
Икки ^олнн цараймиз: а) X >  0; б) \ < 0 .
а) кг\ — Я. ёки А, 2 =  ±  ва у  —Сх е*х х +  С2е~} х * . 

у (0) =  0 ва у(/) =  0 шартлардан
JC t +  CA- 0
I С,е * *х +  С2е"*, Г =  0

ёки С\ =  С, =  О экани келиб чикади. Бу ердан у{х) =  0 булиб, 
масаланинг ечими йуц.

б) kl — Х = 0, Я =  — ц5, 
fe2 +  Ц2 =  О, А, 2 =  ±  Ц», 
у =  Cj cos ц х +  С г sin ц дс.

у  (0) =  0, {/(/) =  0 шартлардан
fC1 +  С, • 0 =  О
[С, cos ц / +  С2 sin .и / =  О

ёки
| С , =  О,

I =» k л
экани келиб чикади. Демак, хос сон ва хос функциялар мос равнш- 
да
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X =

га тенг экан.
10.2. Ушбу

:l dn [(х* — 1)”]

Родрига формуласи ор^али аникланган куп^адлар Лежандр купхад- 
лари дейилади.

Хусусан,
Р0(х) =  1,
Р г ( х )= х ,

P2(x) =  j (  3 * ’ - l ) ,

РАх) =  у  (5 х* — 3 дс),

Р\ (х) =  (35 дс4 — 30 дг5 +  3),
О

Р ь(х) =  —  (63*4 — 70 г* +  15 дг)..........
8

Лежандр куп^адлари учун цуйидаги хоссалар ^ринлндир:
1. Бу куп^адлар (— 1; 1) ораликда ортогонал куп^адлардир, 

яъни

2. Лежандр куп^адлари жуфт п лар 'учун жуфт функция, то^ 
п лар учун эса то^ функциядир.

3. / > „ ( ! ) = !  ва Рл( - 1) =  ( - 1)".

4. Бу куп^адлар Лежандрнинг
((1— хг) у ’У +  п ( п +  \ )у  =  0

дифференциал тенгламаснни каноатлантиради.
Ю- дарсхона топширицлари

1. К,уйидаги Штурм — Лиувилл масаласининг хос сон ва хос 
функцняларини топинг:

у ’ - Х у  =  0, у' (0) =  0 , у' (/) =  0.

-1
2------- , т =  п,

бу ерда 6̂  =  2n +  1
0, т Ф п .

j  p M P m(x)dx =  (,mn,

, m =  л.
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ук(*) =  C O S- у - X, k =  1, 2,

2. Лежандр куп.\адлари учун
1 \дп Ф (/. х)1

Лл j/=o

оо 1

' . « - i t  
эканини исботланг, бу ерда

ОС

Ф(/, * ) =  Y V n( jt) r  = ___________v " w  у 1- 2 /*+/*
n=*U

10-муста^ил иш топширицлари
1. К,уйидаги Штурм — Лиувилл масаласининг хос сон ва хос 

функцияларини топинг:
у ’ - Х у =  0, у ’ (0) =  0, у'(1) — 0.

Ж : >10 =  0, у , ( х ) =  1, Х4 =  - \ f j ,

ук(х) =  c o s -y * x , А: =  1, 2.........

2. Лежандр]куп\адлар:1 учун ^уйидаги рекуррент формула тутри 
эканлнгини исботланг:

(л +  1) Р„+| (х) — ( 2 п + 1 ) х Р п(х) +  п (х) =  О, 

п =  1, 2, 3 ........
11«§. Лаплас тенгламасини доирадаги чегаравий шарт билан 

ечишда узгарувчиларни алмаштириш усули
Кутб координаталарида берилган

д'-и , ди_ ,___1_ д*и _  q
~дг* ^  ~  ~дг ~  ду*

Лаплас тенгламасининг

“ (r > <f)\r-R =  f ( ф)

чегаравий шартни каноатлантирувчи дойра ичидаги ечимини топишда 
Пуассоннинг

и (г, ф) =  —  ( / ( 0 --------- --------------------
'  2 л J /р  — 2/ ? r c o s ( / - 9) +г»

—Я
формуласидан фойдаланилади.

Ми с о л .  Ю^оридаги Лаплас тенгламасининг
ы(г, ф) | г-1 =  2 sin ф

чегаравий шартни каноатлантирувчи г <  1 донра ичидаги ечимини 
топинг.
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Ечиш.  Пуассон формуласига кура:

и(г = -L Г 2(1-'^sin/cft = l -г» L* мп[(/-у)+ф1Д =
* 2 л , 1  | _  2 г cos (< — ф) +  г 1 л  J l — 2 r c o s r t  — ® )+ г *

—я  —я
л

(I — г*) c o s y  1’  sin (/ — q>)dt_______ L

л  J  1 — 2 r  cos (/ — ф) +  r l
—я

я, (I — r*) sin Ф f1 cos (I — ф) d t  _
л  J  I — 2 cos (/ — ф) гг 

—я
_(1 — Г*) cosy,  , (1—Г*)$Шф,
------------------- i i ----------------- ‘ г-

л  л

Эндн / г ва / 2 интегралларнн ^нсоблаймиз.
Агар / ,  интегралда сурат ва махражни 2 г га купайтирсак, ин

теграл осон ^исобланади:

1г = —  Г - 2rsin* ' ----- =  _LIn(1 — 2rcos(< — Ф) +  г*)Г =
1 2 r  J  1 — 2 г c o s(/ — ф) -f-r2 2 г 1-л

—Я

=  —  (ln (l — 2 rc o s(n  — ф) +  гг) — 1п(1— 2rcos(— я  — ф )-г  г* ))= 0 .
2 г
/ 2 интегрални хисоблашда аввал интеграл ости функциясини

— 2 г га купайтириб буламнз, кейин суратга 1 +  г1 ни 1$шиб айи- 
рамиз, шу бнлан бирга

Я
dx я

о
эканини эътиборга олсак:

± 2 a 6 c o s j r + f r ! la1 — fr’l

Я

' • - - . - И
1 (* (1 — 2 г cos (/ — ф - f  г* — (1 -f- гг) ^

1 — 2 rc o s ( /  — ф) 4 - г4

---L  Г d tU -L tlL  f  ________ « ------- =
2 г  J  2 г J  I -  2 г  cos (/ —  ф) +  г *  г

—я —я
^  1 — г1 2 л  ____ ^ ^ _ л ( 1 4 - '* )

2 г 1 — г1 г / - (1 — г»)

Демак,

и (г, ф) =  1 ~ r* sin ф +  1 ~  — sin ф =  2 г sin ф. 

Шундай к,илиб, масаланинг ечими «(г, ф) =  2 г sin Ф буладн.



11-дарсхона тотиирицлари
д*и _1_ ди ,___1̂  д*и _  0
дг* /• <)/■ * г4 д ф*

Лаплас тенгламасининг берилган чегаравий шартни цаноатлантирув- 
чи донра ичидаги ечимини Пуассон формуласидаи фойдаланиб то
пинг:

1- «Ir=0 =  sin4 -

Ж : и (г, <р) =  — г sin ф — 4  ̂—j* sin 3 ф.

2. и ^ 5  =  2sin*9 +  8 .

Ж : и(г, ср) =  8 - f  -^-Г5тф  — 8 ^-rj*sin*<p.

11- мустацил иш топишриц.шри 
д*и , J _ ди_ , I д*и _ Q 
дг* г дг г4 ду*

Лаплас тенгламасининг берилган чегаравий шартни каноатлантирув- 
чн донра ичидаги ечимини Пуассон формуласидаи фойдаланиб то
пинг:

1. и  |г=2 =  5 sin ф.

Ж : и (г, ф) =  у  г sin ф.

2. ы |Гв1 =  sin® ф.

Ж . и (г, ф) =  3 sin ф — 4 г3 sin 3 ф.

12-§. Доирадаги чегаравий шарт билан берилган Пуассон 
тенгламасини ечиш

Ушбу
д*и . д*и . .  v
— +  —:  = / ( * .  У)дх1 ду1

Пуассон тенгламаснн i

U \x>+y'=R‘ ~  ®

шартни цаноатлантирувчн ечими
и(х,  y) =  v(х, y) +  w(x,  у)

куринишда цндирилади. Бу ерда v(x, у) функция Пуассон тенгла
масининг хусусий ечими ва ш(х, у)

d*w d*w _  Q 
дх* ' ду* ~

Лаплас тенгламасининг

® =  — о |X.+J,»_*.
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чегаравий шартни каноатлантирувчи ечимидир.
Ми со л. —-  +  =  — 4 Пуассон тенгламасининг

дх* ду*

Ы|х*+»*=.9 — 0 .

жтирувчн ечим 
ечими

v{X, у) =  -  X2 — у г

чегаравий шартни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
Тенгламанинг хусусий ечими

булади, чунки
с 
с

Энди

- = - 2 х. —  =  — 2 у, —  =  — 2, - ^  =  - 2. 
а* ^  * а** ду*

2!» +  =  о 
а** ду*

Лаплас тенгламасининг

®  |x»+j,«-9 — ~  у  |**-fv4=9 “  +  У*) L «+ j,«_=9 =  ^

чегаравий шартни каноатлантирувчи ечимини топамиз. Бу ечимни 
топишда

je=rcos<p,  I/ =  г sin ф 
деб олиб, цутб координаталарига утамиз, у ^олда w(x, у)

д*я _1_ д*я , _1_ д*а> _  q 
дг* г дг* г* д ф1

Лаплас тенгламасининг
4 - 9  =  9

шартни каноатлантирувчи ечими булади. w(x, у)  ни топишда Пуас
сон фоумуласидан фойдаланамиз, яъни:

/ ч 1' Г п  9 — г* ..w(r, ф) =  —  \ 9 ■ ----------------------------dt =
2 я  ,) 9 — 6 г cos (/ — ф) +  г*—я

=  9  <9  -  ' * >  (  ____________________ я _____________________

2 я  .) 9 — 6 r c o s ( /  — ф ) + г *

Энди Г ------ -— —--------- = ---- ------ эканини эътиборга олсак,
' а* ±  2 ab cos * +  Ь* (а* — Ь*)о



Демак, и (дс, у) =  v (х,]у) +  w (дс, у) =  9 — Xs — у1 экан.
12- дарсхона топшириги

dx* dy*
Пуассон тенгламасининг

U |х»+»*=16 =  О
чегаравий шартни цаноатлантирувчи ечимини дс2 +  у1 <  16 дойра 
ичида топинг.

. . г* . п . 16 р (16 — г») sin 2 / Л
Ж: ы(г, ф) = ------- s in 29  4------I —1---------------------------.

v Y 24 л  J  16 — 8 rc o s ( /  — <p)+r*
—Я

К у р с а т м а .  (дс; у) Декарт координаталар снстемасидан (г; ф) 
цутб координаталарига утинг.

12- мустацил иш топшириги 
д*и . д*и , П / 1— +  —  =  12 (дсга — ^*) 
дх* ду*

Пуассон тенгламасининг 1 г с  2 ^алцада

шартларни цаноатлантирувчи ечимини топинг.

Ж: и (г, Ф) =  ( 1 7 г « - 1 2 9 г ’ +  - р ) -  .

13-§. Тугри туртбурчак шаклидаги мембрананинг эркин тебраниш 
масаласини узгарувчиларни ажратиш усули билан ечиш

Тугри туртбурчак (0 <  дс <  /, 0 <  у <  т) шаклидаги мембрананинг 
эркин тебраниш тенгламасини

=  д* / —  +  —  ) 
dt* \ дх* ду* )

“ Lm> “  “U-i =  О -  “ I„ -*  “  0
чегаравий шартларда ечиш учун узгарувчиларни алмаштириш усули- 
дан фоидаланилади. Бу ечим

и (х, у, 0 - 2  — ('**■ " cos,, “ V  l j ) ' +  ( ^ ) ' / +  

куринишда булиб,



e * - " » „ , ra Y ( ± y + ( ± y  j j  'f ( v , 2 , s i n ”t s‘"  f  " г

формулалар буйича ^исобланадн.
М и с о л .  Юцоридаги масалани <р(дс, «/) =  s i n s i n  —у ва

/ т
if (х,у) =  0 булган ^олда ечинг.

Е ч и ш :  \|>(дг, у =  0 булганидан Bk n =  0(k, n£N)  булади.
Энди Ак п ни ^исоблаймиз:

л 4 Г* Г Злу . 8лг . nkv . лпг , ,Л* „ — — 1 I s i n ------sin —  sin — sin —
*■n lm J  J  / m I m о 0

Агар k Ф 3, л # 8  булса, n =  0. ШунинКучун Л3^  ни з^исоб- 
лаймиз:

i43, =  — С I sin2 —  sin* —  dvdz =
3-« / « Ц  l
i

еки

~ i  j ( ' - c “ * т )  d°- j  ( ‘ - OT ? ) *  =
I [  /  .  6 m i \ / V  [  m . 16jl?]m=  — It» — f sin —  • — • \ z ------- s i n ------  =

lm L \  I  )  6 n Jo  L 16 я  m Jo

=  1  ( /— 0 ]-[m — 01 =  I.
lm

Демак,

“ (*, У, t) =  A3 8 cosn a Y  ®. +  ^  f sin ^  sin 8- ^

u(x, y,t) =  cosn a l / i .  +  < sin —  sin — .
V l* ^  m* l m

13-дарсхона montuupuru

Мембрананинг
^ i  =  ai ^  +  £ “Y
dt* \dx* dy*/

эркин тебраниш тенгламасининг

“  x - 0  =  “ ж- l  “  u v - o  =  “ U i  =  0 .
и(дг, y, 0) =  * j/(l — x ) ( l  — у),

^ 1  = 0  
dt |(x; y. 0)

чегаравий шартларни ^аноатлантирувчн ечимини топинг.
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G4 ^  ^
Ж: u(x, y, t) =  ^  ^  ^  cos ) Л 2ш +  l)1 +  (2n +  1 )г л at x

Мембрананинг

m=0 п=*0
sin (2m - f  l)x sin (2n 4- Dy 
_  (2m +  I)> (2я +  1)3 '

13- муставил иш moniuupunt

= а г [ - Л - — \
dt* \dx* dy*) 

эркин тебраниш тенгламаснни чегаравий шартлар

И,«о =  “|у=о =  “U  =  “U i  =  °-
и (х, у, 0) =  О,

=  х«/(1 — х)(1 — у)
<*. у. 0)

булгандаги ечимини топинг.

Ж: » ( * . » . / ) - , £  2  S  si i i2 2 L ± il i  х  ^п(2л4-|)»  х
( 2 т +  1)* (2 я + 1 )»  

х  sin п at У  (2 т  +  1)« +  (2 я + 1 )«
К (2т +  1)* +  (2п +  1)»

ди
dt
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ОПЕРАЦИОН *ИСОБ

Назарий мавзулар ва амалий машгулотлар

Операцион хисоб математиканинг му хим булимларидан биридир. 
Физика, механика, аьтоматика, телемеханика ва электротехниканинг 
купгина масалаларини ечишда операцион ^исобнннг усулларидан фой- 
даланилади. К,уйида операцион эртсобнинг аеосий тушунчалари ва 
унинг баъзи дифференциал тенгламаларнн ечишга татбицлари билан 
танишасиз.

1-§. Лаплас алмаштириши. Оригинал ва тасвир.
Энг содда функцияларнинг тасвирлари

Фараз цилайлик, / >  0 .̂ ациций у з га Р У в ч и н ,ш г  /(О комплекс 
функцияси берилган булсин. Баъзан /(/) функцияни чексиз ( — оо, 
+  оо) оралиада аннцланган, лекин / < 0 да /(0 =  0 деб и̂соб- 
лаймиз.

/(0 функциянинг Лаплас алмаштириши деб, p =  s +  ix ( s> [0 , 
т  — одикмй узгарувчилар) комплекс узгаруг.чининг

F(p) =  J f(t)e -p‘ dt (1.1)
о

формула билан аникланадиган F (р) функцияга айтилади.
(1.1) тенгликнннг унг томонидаги хосмас интеграл Лаплас ин- 

теграли деб аталади. Бу интеграл яцинлашувчн булиб, бирор F(p) 
функцияни аницлаш учун f(t) функция цуйидаги шартларни цаноат- 
лантиради деб фараз циламиз:

а) /(0 функция узлуксиз ёки / > 0  даги ихтиёрий чекли ора- 
ликда чекли сондаги 1 тур узилиш нуцталарига эга;

б) t нинг манфий цийматларида нолга тенг, яъни t <  0 да 
/(0 * 0;

в) шундай М >  0 ва s0 >  0 узгармас сонлар мавжудки,

1/(01 < М е «

булади. s0 сон /(0 функциянинг уси<и курсаткичи деб аталади.
в) шартни барча чегараланган функциялар, масалан, sin/ ва 

cos t лар цаноатлантиради, улар учун ?0 =  0, | / (дс) | =  М  деб олиш 
мумкин.
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Шу шартнинг узини барча tk(k >  0) даражали функциялар хам 
канозтлантиради, чунки уларнинг э̂ар бири e'(s0 =  1) курсаткичлн 
функциядан секинроц усади.

t <  0 да /(/) =  0 талаб шунинг учун \ам киритиладики, физика 
ва техниканинг купчилик масалаларида t аргумент вакт сифатнда 
каралади ва шу сабабли вактнинг бирор бошлангич моментигача 
/(/) функция узини кандай тутншининг а^амияти йук.

а), б), в) шартларни цаноатлантирадиган исталган функция ори
гинал (ёки прообраз) деб аталадн. (1. 1) формула билан аннцланади- 
ган F(p) функция f  (t) функциянинг тасвири (ёки образи) деб ата- 
лади. /(0 орнгиналнннг тасвири F(p) булса, бундай ёзилади:

(«-*-» белги а̂мма вакт оригиналга цараб йуналган.)
Агар функция а), б), в) шартларнинг ,\еч булмаганда биттасини

цаноатлантнрмаса, у оригинал булмайди. Масалан, -j- ва tg/ функ

циялар оригинал булмайди, чунки улар учун а) шарт бузилади: ик- 
кала функция .\ам I I  тур узилиш ну т̂аларига эга.

е'‘ функция а̂м оригинал булиши мумкин эмас. чунки унинг учун
в) шарт бузилади: t-*-oo да у исталган М  ва s0 да Меи' функция
дан тезроц усади.

(1. 1) таърифдан фойдаланиб, .\аци̂ ий узгарувчининг бир катор 
элементар функцияларининг тасвиринн топамиз.

1- м и с о л . Хевисайд бирлик функцияси

нинг тасвирини топинг.
Е ч и ш .  Хевисайд функциясининг графиги 2.1-шаклда тасвирлан- 

ган. г,(0 функция оригиналнннг юцорндаги шартларини каноатлан- 
тиради, унинг тасвирини ( 1.1) формула буйича топамиз:

F(p )]-+ f(t) ёки F(p) =  L { [ ( t ) } .  

f( t)  оригинал F  (р) тасвирга эга булса, бундай ёзилади:
f(t)-*-F(p ).

л(/) ГО, агар '< 0  булса,
1, агар t >  0 булса

ОО

о

о i

Rep =  s > 0  дан t оо да t  < 0
е~*-+ 0.

t
0 t  > о

2.1 - шакл
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о
+  |sinr/(= е~и (cos2rt 4* sin2r/) =  е~st булса, у х;олда / —► оо ва 
s =  Rep >  0 дан / -*- оо булганда е-р< -*■ 0 га эга буламнз. Шундай 
цилиб, т)(0 Хевисайд бнрлик функцнясинннг Rep =  s >  0 да Лаплас

ннтеграли якинлашади ва унинг F(p) тасвнри — функция б\лади,
р

яъни i\(t) ■*-----ёки 1 .
Р Р

2-ми со л.  Ушбу курсаткичли функциянинг тасвнрини топинг:

^аци^атан ^ам, агар \е р1\ =  |е 5 +  'rt| =  е J/j е и,\ =  е s'|cosr/ +

» / л _ | 0, агар, / < 0  булса, 
\eat , агар, < > 0  булса,

бу ерда а — комплекс сон.
Е ч и ш .  Берилган функция оригиналнинг юцоридаги шартларини 

цаноатлантиради. Унинг тасвнрини (1.1) формула билан топамиз:

F{p) =  J  dt =  J e-ip- a)'dt =
Ь о

. —(р—ос)/ I Qo | .
=  — .------- - = ------  (Re (р — а) >  0).

— (р — а) |о р — а

Демак, берилган функция учун

e“' 4~ ~ e(Rep > Rea) 

га эгамиз. Шунга ухшаш,

е~ы ч -  —  (Rep >  Re (— a)), 
p +  a

3- м и[с о л . Ушбу функциянинг тасвнрини топинг:
г (л — 10, агар < < 0  булса,

[cos со/, аг ар t >  0 булса.
бу ерда to — ^ацикий сон.

Е ч и ш .  Берилган функция оригиналнинг юцоридаги шартларини 
цаноатлантиради. Унинг тасвнрини (1,1) га асосан топамиз:

00 00 
F(p) =  J f(t)e ~ r ,dt =  \ e~p'cos\mtdt =



Интеграллаш натижасини соддалаштнриб,
,  'рCOSO) t •*------------pi -(.ft)*

нн .\осил циламиз. Шунга ухшаш, ушбуни хрсил киламиз:
, <1»sinco/-<------------.

р *  - j _  0>*

4- м и с о]л . Ушбу функциянннг оригиналшш топннг:
г/л _  ГО, агар / <  0 булса,

\sh(o/, агар t > 0  булса,
бу ерда to — ^акиций сон.

Е ч и ш .  Маълумки, s1ko/= -^  (е®*— е—

шу сабабли тасвнрни ушбу формула буйича хисоблаймиз:

5- ми со л . Ушбу даражали функциянинг оригиналини топинг:

f( t)  =  [0* агаР * <  О булса,
I  tn, агар t >  0 булса.

Е ч и ш .  (1.1) формулага асосан

п марта булаклаб ннтеграллаб] ва] Rep >  0 да lim**e ^ =  0 (k =

Шундай ь̂ илиб,

sh at (Rep >  |Reio|).

Шунга ухшаш,
ch о) t •*-------—  (Re р >  IRe ы|).pi —

О

=  1, п) эканини и̂собга олиб.
ж л!

р-'T I6
ни *осил киламиз. Шундай цилиб,
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Хусусан, п =  О булганда
1— 1-

га, п =  1 булганда t -— -  га эга буламиз.
р *

Пировардида F  (р) тасвир чизнклилик хоссгсига эга эканлигини 
айтнб утамнз, яъни:

а) агар С — const ва f( t)+ -F (p )  булса, у .у>лда
С f  (()•*-C F (р)\ (1.2)

б) агар /i (t) F l (р) ва /а (/) Р г (р) булса, у *олда
fi( t)  +  F^ip).

Бу муносабатлардан ушбу натнжа келнб чи^ади:
С,/,(/) +  С2/2(/)+  . . .  + C nf n(t)* -C 1F 1(p) +  C1F i (p )+  . . .  +

+  CaFn{p).
Чизнклилик хоссаси (1.1) дан ва интегралнннг чизнклилик хосса- 

сидан куйндаги келнб чикади:
00 X
f  С/ (/) e~p,dt =  С \ f(t)e~p,dt =  CF(p),
о о

бундан (1.2) формулани с̂сил циламиз:
С f(t)-*-C F(p).

Асосий оригнналлар ва тасвнрлар жадвалн:
2.1- ж а д в  ал.

м> / (0  оригинал F  (p) тасвир

1 1
1

P

2 tn

-. 
+

 
C 

4

3 eat
1

p— a

4 sin со/
CO

p*+<o*

5 cos Cl)/
P

ра-Ио*

6 sh со/
a

pS—<0*

7 ch Ш
p

p i— (0*
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/- дарсхона топшириклари
1. /(/) =  s ill оit функциянинг тасвнрини таьрифдан фойдала

ниб ^исобланг.

2. Чизи^лилик хоссасн ва тасвирлар жадвалндан фойдаланиб, 
цуйндаги функцняларнннг тасвнрларинн топинг:

а)/(/) = o'; (г)/(/) = 4/*-2/ + 3:
б) /(/) =  4 — 5<?я ; д) /(/) =  cos3 t.
в) /(/) =  2 sin 2/ +  3 s/i 2/;

Ж : a) F(p) =  —7 —: б) / 4 0  =  1 - 5 - ! - ;
о— 1па р р—2

V £•/ V 4 I 6 \ С/ \ 8 2 _L 3 -в) F (р) =  —— -  +  — ; Г) F  (р) =  — — - +  — .
р*+ 4 р*—4 р* р* р

д) F(p) = 1 . - £ - + i -------— .
W W  4 p*+9 3 p*+l

/- муспкщил uiu топшириклари

1) f ( t ) = e *  cos функциянинг тасвнрини таърифга кура то
пинг.

_  р —сс
Ж : F(p) =

( р _  а ) *  + a )i

2. Чизицлилик хоссасн ва тасвирлар жадвалидан фойдаланиб, 
^уйидаги функцияларнинг тасвнрларинн топинг:

а) /(0  = 1 ^  +  4 cos 2/;
О

б) /(0 =  1 sin 3/ — 5;

в) /(0 =  cos* /;
г) f( t)  =  cos 2t • sin 3t.

г ,  ч I 3! . 4p . -v r /  . 1 3 5 .ж: F(p) ------------ — —  0) F(p) =  — ■ — — ------ ;
^  3 p* p*+ 4 3 p*+9 p

+  r > f W - F ( PT - l + ^ ) -

2-§. Операцнон ^нсобнинг асосий теоремалари

1-§ да биз тасвнрларнннг чизицлилик хоссаси билан танншдик. 
Бу параграфда эса биз Лаплас алмаштиришининг асосий хоссалари 
билан танишишни давом эттирамиз.

1. У х ш а ш л и к  теоремаси (эркли узгарувчи масштабининг 
узгариши). Агар f( t)  •*- F(p) булса, у \олда а > 0  булганда
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И с бот и. Лаплас алмаштириши таърнфига кура:

/(а/)-«- j  f(at)e~p‘ dt.

Бу ннтегралда at =  г, d t— — деб, куйидагиии хосил циламиз:
06

И'»*’*"’*-!/(£)■
о

Шундай цилиб, оригинал аргументининг а мусбат сонга купай- 
тирилиши тасвирнн ва унинг аргументини шу а сонга булинишига 
олнб келади.

2. К е ч и кнш  (ёки силжиш) теоремаси. Агар
f(Q + -F(p )

б$.гса, у %олда т  > 0  булганда

f( t  — T)-*-e-pt F(p)
булади.

Исбот и. Лаплас алмаштириши таърнфига кура

f ( t  —  x ) j  е-Р f( t  — x)dt.
о

Бу ннтегралда t — x — z, dt =  dz деб олиб, цуйидагинн хосил цн- 
ламиз:

f  (t — х) •*— \ е~ *<т+*>/ (г) dz =
—Т

=  e~pt | е~рг f  (г) dz =  e~Pt \ / (г) dz +
—Т —*Т

-г  [ e~pif{z)dz =  e-pt ^(p),
о

о
чунки биринчи интеграл  ̂ е~рг f(z)dz = 0  ( г<  О да /(г) = 0).

—X
Демак, оригинал аргументининг т  мусбат мицдорга кечикиши 

тасвирнинг е-рт га купайтирилишига атиб келади.
1-мисол. / ( / ) = ( * — О4 орнгиналнннг тасвирини топинг.
Ечиш. Тасвирлар жадвалидан дара жали функция учун п — 2 

булганда
С1* -  —

Р3
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га эгамиз. У о̂лда кечикиш теоремасига асосан а =  1 булганда 

(** “  i  е~ р- р3
3. С и лж нш  (ёки суннш) теорем а си. Агар f(t)-*-F(p ) булса, 

у уолда исталган а 5а
а<х* fU ) '*-F{p— а).

И с бот и. Хаци^атан .̂ ам,

e-p‘ e+a*f(t)dt =  J  e~lp-a),f(t)dt =  F (p -a ) .

Шундай цилиб, оригиналнииг е1' функцияга купайтирилиши р эрклн 
узгарувчинннг а га силжишига олиб келади.

2-мнсол. /(/) =  e^sinw/ оригиналнииг тасвирини топинг. 
Ечиш.  Жадвалдан

. шsin со/-
р 1 +  й>* 

г -1 эгамиз, у дотда
а/ . . “е sin о) t ■

(р —  а)* +  <о*

Шунга ухшаш,
а !  .  р  —  ае cos (о / •j’

(р — ш)* +  со*
4. Параметр буйича дифференциаллаш теорем ас и. 

Агар
f( t, х)*~ F {p , х)

булса, у х1олда
df (/. t) ( d f (р. дг) 

дх дх
И с бог и. Ха^икатан а̂м,

00
F(p , х )=  | е pif( t ,  x)dt

5
булганлнги учун ннтегрални х параметр буйича дифференциаллаб,

dF (/. х) =  °Г g-p t df (/, х) d t
дх J дх

О
ни доил циламиз, бундан,

df(t. дг) ( dF (р. ж) 

дх дх
Бу хосса куп сондаги тасвирларнн доил цилнш имконини беради.

3-м и со л. f( t) =  f  е** оригиналнииг тасвирини топинг.
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I l l

Ечиш .  e -------- мосликнинг нккала томонини ос параметр
p — о

буйича дифференциаллаб, ^уйидагиларнн з̂ осил циламнз:
л oJ I at 2te *---------- ; t*e

(р — a)* (р — a)3

/*еа<■*------—-----; я!
(р — а)« (р — а)п+|

4-мисол. f(t) =  tcosa>t ва /(/) =  /s inш/ оригнналларнинг тас- 
вирларини топинг.

Ечиш .  sin со t •*-------- -—  ва cos ш / -*--------------  мосликларнинг
р* 4 - со* р* -f- ю*

иккала томонини <о параметр буйича дифференциаллаб,
р* -Ь ш* — 2 о>* . .  , . 2 р (о tcosa t ------------------  ва / sin со / — |- •

(pi +  (О*)» (р* +  0)*)2
ларни )(осил циламиз.

5. О р и ги н а л н н  дифференциаллаш теорем ас и. Агар 
f( t)+ -F (p )  булиб, f ' ( t ) оригинал булса, у цолда

f  (t)-*-p F(p) — f  (0)
булади.

И с бот и. / '(0  о̂сила учун Лаплас алмаштиришини ёзамиз:

П О * - Г  n t) e ~ P‘ dt.
о

Булаклаб ннтеграллаб ва и =  e~pt, du =  — pe~pldt, dv — f ’ (t)dt, 
v =  /(0 деб олиб,

Г  (t)+-f(t)e~P‘\o + р “ /(0e"p,d/ (2.1)о
ни з̂ осил циламиз. f( t) учун 1-§ даги в) шартга асосан

/(0
га эгамиз, шу сабабли, агар Re р >  So булса, у з̂ олда t-*- оо да 

l/ (0 «"*| < A te (,,_RepM->-0.
Натижада (2.1) мосликда биринчи кушилувчида — /(0) к,олади ва
(2.1) муносабзт узил-кесил ушбу куринишни олади:

f ' ( t ) + - p F { p ) - f (  0). (2.2)
Хусусан, агар /(0 ) = 0  булса, у з̂ олда

f'{t)+~pF(p )\
Теоремани такрор татбнк, этиб, ^уйидагиларни з̂ осил киламиз:

Г  (0 + - Р №  (Р) ~  /(0)1 -  Г  (0) =  P *f (Р)“  Р/ (0) -  Г  (0). 
г  (0 « -  Р Ip *f (р) -  р/(0) -  Г  (0)1 -  Г  (0) =  P*F  (р) -

— р*/(0) — р /'(0) — ПО).
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(2.2) формулани п — 1 марта татбиц этиб, цуйидаги умумий 
формулани о̂сил киламиз:

г  (0 рп f  (р) -  рп- '  / (0) -  г 2Г  (0) -
— р"_3 Г  (0) — • • • — f ln~ l) (0). (2.3).

Хусусий о̂лда функциянинг ва унинг ^осилаларининг барча 
бошлангич кийматлари нолга тенг булганда

Г  (0 ■*“ PnF  (р)
ни о̂сил киламиз.

Шундай цилиб, бошланрич кийматлар ноль булганда оригинални 
л- карра дифференциаллаш унинг тасвнрнни рп га купайтнришга кел- 
тирилади.

6. О р и ги н а л н и  и н те гр а л л а ш  ^а^идаги  теорема. 
Агар

f( t)+ -F (p )
булса, у ,\олда

< F (р)
(2.4)

t
Исбот и. Дифференциаллаш теоремасини / (t) dt оргиналга тат- 

биц этамиз ва

( f(0d t+ -G (p )
о

деб белгилаймиз.

К  ( j f ( Q d ^  -*-pG (р)— f f  (t) dt (2.5)

(| /(0 <«У = / ( 0  ва j  / (/) dt — 0 булганлиги учун (2.5) форму

ла цуйидагн куринишни олади:
f(t)«-pG (p). (2.6)

Бирон̂  шартга кура
f( t)+ ~ F(p ). (2.7)

(2.6) ва (2.7) ни таедослаб, цуйидагини х,осил киламиз.

pG(p) =  F(p),
бундан

G(p) =  ^ ) ,  (2.8) 
р

яъни

Щ  \f { t ) d t + - ^ .



Демак, орнгинални 0 дан t гача интсграллаш тасвнрнн р га булиш- 
га келтирилади.

7. Тасви рн и  дифференциаллаш теоремасн. Агар 
f ( t ) + - F  (р) булса, у холда

— t f  (()■*-F '  (р). (2.9) 
Исботн. (2.9) формулани о̂сил цилиш учун

F(p ) =  J  f( t )e - p'd t
0

функция р параметр буйича дифференцналланади:

F '  (р) — °\ f  (0 (— 0  e~pl dt,
о

бу эса - t f { t ) + - F ' ( p )  эканлигини англатади. Шундай цнлиб, тас- 
В1фни дифференциаллаш оригинални — t га купайтиришга келти
рилади.

Масалан, (2.9) формулани

1 Р
мосликка кетма-кет татби^ этиб, цуйндагиларни .̂ оеил циламиз:]

1------------- . 1 — 1+---------- , яъни t-*- —  ;
р *  р *

2 2 — ------, яъни t - *-------ва х. к.
рз Р»

Умуман С ■*----- .
Р 00

8. Та с ви р ни  и н те гра лла ш те о р е м ас и .  Агар | F(z)dz
р

интеграл якинлашувчн ва f( t)-*~ F  (р) булса, у холда

—  1 F(z)dz,
p

яъни тасвирни p дан оо гача интеграллаш оригинални t га булиш- 
га мос келади.

5 -ми со л. /(/)= —~  оригиналнииг тасвирини топинг.

Ечиш .  sin  t-*----- -—  ва
р *  +  !

dz |°°------ --- — arcctg г  =  — arcctg оо +  arcctg р =  arcctg р
г* +  l I р

р

булганлиги учун
arcctg р. (2 .10)

оо

I;

Агар (2.10) формулага оригинални интеграллаш ^акидаги теоре
ма татбик; этилса,
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Маълумки, чап томонда турган интеграл элементар функциялар 
оркали нфодаланмайди ва элементар булмаган S it (интеграл синус) 
функцияни аншулайди.

Келтирилган хоссалардан фойдаланиб, тасвирларнинг тулароц 
жадвалини келтирамиз.

2.2-ж ад вал

.V. / (/) оригинал F  Ip) тасвир

? 1 1
1

P

2 tn
n1.

T

3 eat
1

p — a

4 sin (о/
<0

pi _|_ q>2

5 cos со/
P

P* +(!>*

6 sh a t
CO

pi — 6)8

7 ch со/ P
pi — 0)*

8 e^cos wt
p — a 

(p —  a)« 4- to2

9 ea ,sin<Dt
со

(P —  a)* +  a/

10 t "  eat
n\

( p _ a ) " + 1

И eosto i
p* —  CD*

(pt +  w*)*

12 t sin ш t
2 pm 

( p i+ w *)3

13 sin (/ — a) r — OLD 1

Р* +  1



Давоми

№ 1 (/) оригинал Я (p) тасвир

14 cos (/ — а) e- « P  P
P* +  l

15
sin t 

t
arcctg p

16

i
С sin / .

J — *0

arcctg p 

P

Операцион ^исобнинг асосий хоссаларини (теоремаларини) жамлаб 
келтирайлик:
1. Чизицлилик хоссаси: C J i (() +  C Jt (t) •*- CyFy (р) - f  C jF j (/?).

2. Ухшашлик теоремаси: Да/)-*- F  ^ j  .

3. Кечикиш теоремаси: /(/ — т ) ■«-F (р) ■ е~рх.
4. Силжиш теоремаси: е*1 f( f)-*-F (p  — а).
5 Параметр буйича дифференциаллаш теоремаси:

агар /(/, x )+ -F(p , х) булса, у х,олда ^  •

6 . Оригинални дифференциаллаш теоремаси:

f ' ( t ) + - p F ( p ) - f (  0).
Г »  (0 "*-pnF(p ) —  р"- ' / (0) -  . . .  -  /(" _,) (0).

I
j
* | 

f( t)d t+ ------/"(р).

о
8. Тасвирни дифференциаллаш теоремаси: — / f  (/) •*- F '  (р).

00
9. Тасвирни интеграллаш теоремаси: | F(z)dz.

• * ■о
2-дарсхона тогииирицлари 

Куйидаги функцняларнинг тасвирларини топинг:

1. Ж : ------ 5--------(Р +  5)* —  25
I t

2. f sin td t. Ж : 
о

3. ( / _ l

р (р * +  0
2

(р -  1)»

4. е- 7' ch7/. Ж: Р _ Л
( Р +  7 )*- 4 9

134



jj (p» +  4<o*)p*

2-муспкщил uui топширщлари 

Куйидаги функцияларнинг тасвирларнни топинг:

1. s in3(/— 2). Ж: е~2р —
р* +  9

2. f cos to td t. Ж: --------.
о Р*+<*

3. t cos t. Ж: pt ~  1
(Р* + 1 ) *

4 ------- . Ж : In —- —  .
t Р - 1

_ 1 — cos/ ./■_i , I
5.  ;----- • Ж : In ± £ ± ±  .

1 P
3-§. Оригинални тасвир буйича топиш усуллари

Операцнон и̂собда оригинални маълум тасвири буйича излаш 
учун ёйнш теорема лари деб аталаднган теоремалардан з̂ амда тасвир
лар жадвалидан фойдаланнлади.

£ й и ш  теорем ас и. Агар изланаётган /(/) функциянинг F(p)
тасвирини нинг даражалари буйича даражали цаторга ёйиш 

мумкин булса, яъни
о» а\ ап

f (p )  =  - + i ,  +  • • • + " з £ г  +  ••• (3.1)р р* рп+‘

булиб, у да F  (р) га яцинлашса. у %олда оригинал цуйида-
\р\

ги формула буйича топилади:

j / (0  “ a0 +  a i“  +  e* £ j- +  . . .  + о п-^  +  • • • (3-2)

Бу цатор t >  0 цийматлар учун яцин.юшади ва t <  О да /(/) =  О 
деб олинади.

Исботи.  Теоремани исботлаш учун цуйидаги учта шартларнинг 
бажарилишини курсатиш етарлиднр:

а) (3.2) тенгликнинг унг томонидаги цатор барча t ларда яь̂ ин- 
лашади;

б) унинг /(/) йипшдиси оригиналнинг б) шарти

1/(01 <  Me**'
ни каноатлантиради;

в) /(/) ва F  (р) функциялар орасида

операцнон мослик мавжуд.
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(3.1) катор F (р) функция учун Лоран натори эканлиги ва 
у \р\ >  —— да яцинлашувчилиги сабаблн якинлашнш со\асндаги нс- 

талган р да якинлашишнннг зарурнйлнк аломатига асосан

lim  1М  = 0 . 
л - .  |рГ+1

Бирок, бу з̂ олда каторнннг барча \адлари

и » £ * т
тенгсизликни каноатлантирадиган исталган р учун уз навбатида

- A T < k |  (3.3)
|р Г +

тенгсизликни каноатлантириши лозим, бу ерда М  >  0 — узгаРмас 
сон. (3.3) тенгсизликдан (3.1) катор коэффицнентларининг модуллари 
учун

к \ < ф

бахони топамиз, сунгра R x ни R  га исталганча якнн килиб таьлаш 
мумкин булганлиги сабабли, бу ердан

W  <  (з-4)

ба̂ о келиб чикади. Демак, оригинални аннклайдиган (3.2) катоР 
^адларининг абсолют кинматлари (/> 0  да)

I Р  \ ^  М 1п 
\Un n! I R"+l л!

бахони каноатлантиради Бирок,
«  U *71 »Л *

V  м —  =  —  v  J_  / JLY*
—  Я " * 1 я! R  —- n i l / ? )я=0 л—0

МКатор барча t лар учун якинлашади ва унинг йигиндиси —  eR га
R

тенг. Бу эса (3.2) катор >*ам барча t лар учун якинлашишинн ва 
унинг /(/) йигиндиси абсолют киймати буйича мажорант к а Т0 Р
йигиндиа .лн ортнк булмаслигини исботлайди, яъни

<3 -5 >

Шундай килиб, а) ва б) шартлар исбогланди, в) шартнннг бажари- 
лишини курсатиш учун Лаплас алмаштиришининг чизиклилигидан 
келиб чикадиган исталган k да т$три булган

V  —  V  f i l l  (3.6)
nts P"+1 Д  «I

A
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операцион муносабатнн ёзамиз. Агар бу операцион муносабатда
|р| >  —  деб олинса, иккала даражали цаторнинг текнс якинлашув- 

R
чанлиг ига асосан k -*■ оо да лимитга утиш мумкин ва шу билан 
учинчи шарт в) нинг тутрнлигнга ишонч .уэсил цилинади:

F (p )+ - f( t) . (3.7)
Ёйнш теоремаси исботланди.

1-мисол. F  (р) =  —  е р тасвир учун оригинални топинг. 
р

Ечиш .  F(p) функцияни р(р Ф  0) комплекс узгарувчинннг бутун 
текислнгида ушбу Лоран цаторига ёямиз:

I <— 1)п 1 1 1
f  (п) — —  е р =  У  ----------- ---------------------- 1-------- ----

W  Р «! P"+1 р Vpt 2 ! ' 3 -------

Ейилма биринчи теореманинг шартларинн каноатлантирганлнги са
бабли б1 функциянинг оригинали ^уйидагича булади: |

/(/) = | V  Г(__и1? 1J U  =  1 — — -------(— 111 — I /оо!
„to*1 -  *п!)* *1!>‘

Бу цаторнинг йигиндиси ноль нкдексли I  тур Бессель функцняси ор- 
цалн ифодаланади. Бессель функциясининг г нинг даражаларн буйича 
Каторга ёйнлмаси цуйидаги куринишдадир:

(-Г
:/.(*) ч !  к - ( з - 9)

л*0

Хакицатан >̂ ам, (3.9) катор z =  2 V t  булганда (3.8) цаторга айла- 
нади. Шундай кили*

/(/)]= /0(2 V T)
ва бнз куйидаги операцион муносабатнн доил кнламиз:

/0(2 V t ) ^ - e  р. 
р

Энди р нинг каср 'рацконал функцияси булган тасвирнинг, яъни
F ( p ) = 9 M

Р(Р)

нинг Q(p) ва Р{р) р га нисбатан мос равншда т  ва п даражалн 
(т < п ) купхддлар оригиналини топнш усулини курсатамиз.

Агар Р(р) махражнинг барча нлдизлари маълум булса, у До1да 
уни энг содда купайтувчиларга ёйнш мумкин:

Р(р) =  {р - р г ) к,( р ~ р л к'  . . .  ( Р - Р г ) кг ,
бу ерда

+  кг -+- . . .  4- кг =  п.
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Маълумки, бу о̂лда F  (р) функцияни куйидагн курннишдагн энг 
содда касрлар йипшдисига ёйиш мумкин:

A is

{Р -  Р,) к> ~ 1+1

бу ерда j  индекс 1 дан г гача булган барча кнйматларни, s индекс 
эса 1 дан kt гача булган барча н̂йматларнн кабул ^илади.

Шундай цилнб, F  (р) ни куйидагн куринншда ёзамнз:

2  2 — ~%~7тт • (310>%  (P~ P i)* l s+]

Бу ёйилманинг барча коэффнциентларини

\  =  г Ч п  ,im ^  [(Р -  P it*  • F  (311>'  ( S — 1)! Р - Р у  dp5- 1

формула буйича аниь̂ лаш мумкин.
Ajs коэффициентларни ани л̂аш учун (3.11) формуланннг урнига 

интеграл и̂собда рацнонал касрларни ннтеграллашда цулланилгди- 
ган элементар усуллардан фойдаланиш мумкин. Хусусан, бу усулни 
^уллаш Р{р) махражнинг барча нлдизлари туб ва жуфт-жуфти бн- 
лан кушма булганда мацсадга мувофицдир.

Агар Р(р) нинг барча илдизлари туб, яъни 
Р(Р) = ( Р —  P i )(P —  Pi) • • • (Р — Рп\ бу ерда/# k да р ,Ф р „  

булса, ёйнлма соддалашади:

(3.12)

F(p) нинг у ёки бу усул билан туб касрларга ёйилмасини тузншда 
/(О оригинал цуйндагн формулалар буйича изланади:

а) Р(р) махражнинг туб илдизлари булган .\олда:

б) Р(р) махражнинг каррали илдизлари булган уэлда:

/(/)= У У А « " ' ■  (3.14)

2-м и со л. F  (р) = ---------— — функциянинг оригиналини то-
р* — 4 р +  8

пинг.
Ечиш.  р1 =  2 +  2 i  ва рг — 2 — 2 » булгани учун, тасвнрни 

орнгиналлари маълум булган энг содда касрлар йигннднси шакли- 
дагн ёйилмасини топиш учун, элементар усуллардан фойдаланамиг:
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_  (р -  2) +  2 _  р — 2
р » _ 4 р  + 8 (р —  2)* +  4 ( р _ 2 ) *  +  4 ( р _ 2 ) *  +  4

2 .2 -жадвалнинг 8 ва 9-формулаларига кура:

e2, cos2 /; ---------------  e2/sin 2/.
(р - 2 )»  +  4 ( p _ 2 ) i+ 4

Шу сабабли

=  I — Г — а ■*“ 2 1 +  sm 2 /)- р* — 4 р +  8

3-мисол. F (р) = —̂ —- функциянинг орнгиналинн топинг.

Ечиш .  Яна интеграл хисобдан маълум булган касрлар ёйилма- 
синн топишнинг элементар усулларидан фойдаланамиз. Касрнинг 
махражи битта pt =  2 а̂к,икий илдиз ва иккита цушма р, =  — 1 +  
+  i V 3". Рз — 1 — i V 3 комплекс илдизга эга булганлиги учун 
(ра ва р, илдизларга р* +  2 р +  4 уч^ад мос келади) берилган каср 
энг содда касрларга бундай ёйилади:

1 А Вр +  С
р* — 8 р — 2 р* +  2 р +  4 

/1, 5, С коэффициентларни топиш учун к;уйидаги айниятга эгамнз: 
1 =  Л (р2 +  2 р +  4) +  ( р ; - 2) (Вр -КС). j

1 в-
р =  2 деб, 1 =  12/4 ни топамиз, бундан А =  —  .

р2 олдидаги коэффициентларни нолга ва озод а̂дни бирга тенг- 
лаб, куйидаги сжстемани о̂сил киламиз:

(А +  В  =  0.
\4 А— 2 С =  1.

Бундан В  =  — Л =  , С =  2 Л ------ = ----- —. Шундай килиб,
2 2 3

1 _  1 1 I р + 4  _  1 1
р* — 8 12 р — 2 12 р * + 2 р  +  4 12 р — 2

1 (Р+ D +  3

Демак,

F(p)

12 (р + 1)* +  (|3)»

1 I 1 р + 1
р » _  8 12 р — 2 12 (р +  1 ) * + (|/ 3 )«

__1_3 . ______ у 3 ^
12 (р +  1)* +  ( / 3 >

2.2- жадва пдаги 3, 8, 9 -формулалардан фойдалансгк,

f( t)  =  -  ±  ^ (c o s К З  / +  К З  sin / 3  О-

4-ми со л. F(p) =  -  ̂ тасвнрнинг оригиналини топинг.

139



■II

Ечиш. Тасвнрнннг махражи =  0, р, =  1, р3 =  — 1, р4 = / , 
р5 =  — i  туб илднзларга эга. Бу .%олда F  (р) функциянинг ёйнлмасн 
(3.12) куринншда булади:

F(p) =  i i  +  ^ .  +  _ i 2_  +  ^ k _  +
р р— 1 р +  I p — i р + 1 

А и Аг, Л3, А, коэффициентлар

А -  Q(Pi)
1 Р'  (Pj)

формула билан аникланади, бу ерда Q (р) =  Р2 +  Р +  1, Р ' (р) =  
=  5р4 — 1:

л _  0 (0> , _<?(П __ з . _Q (— I) _  1
/1| ” "  1 I лЛ Ч ~“  “ “  « * » •  _  ““  «

1 Р ' (  0) 1 Я '(1 )  4 3 Я ' ( — 1) 4

A ~ ' Q{i) 1 л  -  Q(~ °  -  1 
4 Я ' (0 4 ’ 5 р '( — 0  4

Эндн (3.13) формула буйича оригинални топамиз:

/(/) =  -  1 е°' +  -  в1-' +  -e ~ U  +  ^-е‘ r ' =  -  1 +  -J- (Зе‘ +
4 4 4 4 4

+  е ~)- 1  e<<- g~‘-  = - 1  +  1  (Зг' + е- ' ) - |  s in t.

5-мисол. F ( p ) = — * 7 ) *  1асвиРнннг оригиналини топинг.

Е ч и ш .  Я (р )= (р 2 — 1)3 = (о  — 1)3( р + 1 )3 га эгамиз, шу сабаб
ли F(p) нинг ёйнлмасн цуйидаги курннишга эга:

p /р) =  Р* _  л ч  +  А ч  _1_ ____ А ** 1_
(Р— D* (Р— 1)* ( Р - D* Р - 1 <Р +  1)3 (Р-1-1)*

р + г
(3.11) формулалар буйича ёйилманинг Ajs коэффициентларини топа
миз:

Аи  =  — lim  Up — l )3 — —— ] =  lim  — —  =  —:
11 0! p - i  [  (p* — 1)*J p -lp-И  (P + l)3 8

Ли  =■ — lim  - [ - £ J - l i m [ - £ -----------^ - J = - L ;12 1! р-й dp|.(p +  l)3] p-*i l (p+l)» (p +  l)4J 16

Au  =  — lim  —  [ — I =* -  lim  Г —2—
13 2! p -i dp* [(p + 1)»J 2 p -* l [ (p + l )3 (p + l)‘ ( P + l ) ‘

= _ ! •  
1 i 6’

A2i =  — lim  | (p +  1 )3— —— 1 =  lim  — —— = —21 0! i L (p2_ i)»  J p _*_H p _!)i 8

^  =  — Г———-1 =  lim [ - * 2 -^ - 1 = 1 ;
2- 11 1 dp l( p — l)3j p-̂ — l UP — l)3 ( P - 1 ) 4J 16
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** 2! \dpt[(p— 1)3J 2 p_*_ il(p— 1)* (p— l) 4 (p— 1)*J 16’ 
Берилган тасвнрнннг ёйнлмасн узил-кеснл куйидагича булади:

F(p) =  — - —  =  — — ------- Ь -------- --------- -------------- +( р * _  1)* 8 (р — 1)* 16 (р — I)» 16 р — 1 8 (р +  1)*

+  1 .  I . » »
16 ( р + 1 ) *  16 р + 1

Энди оригинални (3.14) формуладан (ёки 2.2-жадвалдан) фойдаланиб 
топамиз:

И Л  1 '* 1 4J  1 J  1 I*  -< , I , - t  . \ - гI (t) ---------- е Н— te -------е ------------е 4— te -i— е
- 8 2 16 16 8 2 16 16

еки

3- дарсхона топшириклари

1. куйидагн таевирларнинг оригиналларини биринчи ёйнш теоремасн- 
дан фойдаланиб топинг:

_

а) F ( p ) =  1 ; б) F{p) =  ~ e .
P ( l + P 4) Р

Ж : a)/(/) =  V ^ L  ( _ , ) »  + «;
л=1

б) /(0 =  ^  (— 1) л, (2п!).
п—0 '

2. куйидагн таевирларнинг оригиналларини иккинчи ёйиш теорема- 
сидан фойдаланиб топинг:

а) F(p) =

б) F(p) =

(Р* +  1 )(р *+ 2 р  +  2) 
1

( р - 1 )  (р1 — 4) ’

в) f(p ) =  - р1~ ’ .
Р (Р* +  4)*

Ж : а) /(/) =  — (cos/ +  2sin/) — j- e_<(cosf +  3sinf);
5 5

t /4\  ̂ /J _L  ̂ 1  ̂ . —2/,б) /(/) =  -  +  - «  +  -e  .

в) /(/) =  -  (cos2f +  5/ sin2/— 1).
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3-мустацил иш топширицлари
1. Куйидаги тасвирларнинг орпгиналларинп биринчи ёйиш теоре- 

масидан фойдаланиб топинг:

a) F(p) =  р — sin —;
Р

б) F < p ) - p l n ( l  +  l ) .

Ж : а) /(/) =  2  (— 1)" /2Л+1

б) /(о =  2  ( - о '' Тпп_Л ’ +  О (2л!)л— о

2. Куйидаги тасвирларнинг оригиналларини иккинчи ёйиш теорг 
масидан фойдаланиб топинг:

'р + 3а) F(p) =

б) F(p) =

в) F(p) =

р ( р * _ 4 р + 3 )

1
р (р ! —  5р* +  4)’ 

Р* +  Р +  1 
( P - 1 ) * ( P * + 1 ) '

Ж : а) /(0  =  l - e ’ + e 3'; б) / ( 0 = ^ -  j  ch/ +  ^  ch2/;

в) /(0 =  ~  * е< +  т  (sin /+  cos/).
4 4

4-§. Оригиналлар урамаси, унинг хоссалари. Ураманинг Лаплас
алмаштиришлари

Дастлаб урама деб аталаднган тушунча билан танишамиз.
/(/) ва g(/) функцияларнинг урамаси деб

;t
f  (4.1)

6
интегралга айтилади. Урама интеграл ости ифодасига кирувчи ва
(4.1) интегралнинг юцорн чегара узгарувчиси булган / нинг функция- 
сидир.

Функцияларнинг урамаси
t

/ • *  =  f
о

каби белгиланади.
Ураманинг му\им хоссаларини келтирамиз:
а) Урама /(/) ва g(t) функцияларга нисбатан коммутативдир, 

яъни
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f * g  =  g * f-
Хак,нкатан з̂ ам, g * f  учун интегралда куйидагн урнига цуйишни ба- 
жа рамиз:

t — '  =  т  j.d t =  — d~{, т  =  0 да т 1 =  / в а т  =  / д а т 1 =  0, 
у холда

I о

$ eWfV—х)<ь -  — J -
О t

t

=■ J f ( ^ e ( t — ^ d x l  =  f * g .
о

Демак, g * f  =  f* g .
б) Агар /(/) ва g(/) оригиналлар б\лса, у з̂ олда f  * g йипиа з̂ ам 

оригинал булади.
>̂ ацикатан зуам, /(дс) ва g(x) оригиналлар булса, у зуолда f * g  учун 

оригиналнинг биринчи ва иккинчи шартларн а), б) ни (1-§) текши- 
риш осон, в) шартнн текшириш учун цуйидагидан фойдаланамиз: 
шундай at ва at сонлар мавжудки, улар учун

|/(/)|<М1ва‘' ва |?(/)| < М геа'*
булади. otj ва а, сонларнннг энг каттасинн а билан белгнлаймнз. У 
з̂ олда (4.1) урамада интеграл остидаги f(~ )g {t— т) нфода ихтиёрий 
(О < " < / ) *  лар учун цуйидагн тенгсизликни цаноатлантирадн:

\f М  g(t —  ')| < M 1eat-М геа < ' - “> =  Meat,
бунда М  =  Интегрални ба.\олаш зодидаги теоремага асосан

t
I/ * g\ =  IJ  / (т) g (i -  т) *| <  Meat -t <  M e *™ ,

о
чунки барча t ларда t <  e‘.

Шундай килиб, урама оригиналнинг в) шартини .\ам цаноатлан- 
тиради, яъни агар берилган /(/) ва g(t) функциялар оригинал булса, 
у з̂ олда урама оригинал булади.

1- м и с о л . f( t) =  e‘ Bag(t) =  t функцняларнинг урамасини то
пинг.

Е ч и ш :  Иккита функциянинг урамаси таърифига кура;
I I

/ * g =  j  f ( r ) g { t  — x)d-. =  j  e\t — -)dx =
0 о

(u =  t — du =  — dx 1 T .
" U - e ’dT, o-e ’ l =e (/" ' t)lo +

1
+  j  exdr =  — / -f- eTfo =  — t +  ef +  1.

143



Шундай ^илиб, е * t — е — t — 1.
Ураманинг Лаплас алмаштиришини топишга утамиз: 
Та свнр ла р н и  к у  п айтириш теорема'си (оригнналларнинг 

урамаси .\акндагн теорема). Агар f(t)+-F(p), g(t)+-G(p) бдлса, у0 
%олда функцияларнинг f * g  урамасига тасвирларнинг купайтмаси 
мос келади:

f* g + -F (p )G (p ) . (4.3)

Урама учун Лапл с интегралини ёзамиз:
Г 1 I

/ * £ * -  ]  f —  T)dx e~ptdi. (4.4)
О 1 0 J

Бу ннтегрални 2.2- шаклда тасвирланган D  чексиз со.\а буйича олнн- 
ган иккн каррали ннтеграл сифатида каранмнз. Таш^н ннтегралда t 
узгарувчн 0 дан оо гача, ичкн ннтегралда эса ■ узгарувчн О дан t га
ча узгаради. (4.4) иккн каррали ннтегралда интеграллаш тартнбини 
узгартирамиз, яъни таш^н ннтегрални •: узгарувчн буйича 0 дан
оо гача, ичкн ннтегрални эса t узгарувчн буйича т дан оо гача 
оламиз:

00 <
f dt \ f(i) g (t — t) e~ptdt =
о о

=I  d~ j  f  (~) git — ") e~pl dt.
o t

2.2- шакл

Унг томондагн нчки ннтегралда t — ~ = t l , dt =  dtx урнига цуйишни 
бажарамиз, а̂мда f(t) ва купайтувчнлар t x интеграллаш узга- 
рувчиснга боглнц булмаганлиги учун уларни ички интегрчл белгисидан 
ташцарига чикарамиз. У *олда куйидаги икки каррали ннтегрални 
з̂ осил киламиз:

f * g  =  J  / М Л т }  g i t ^ ' d t , .

Бу эса интегралнинг купайтмасидан нборат, чунки нчки интеграл '  
га борлиц эмас. Бу интегралларнинг бнрннчиси F  (р), иккинчиси эса 
G(p) дан иборат, бу эса

f * g + - ‘F(p)G(p)
эканлигини билдиради.

Шундай цилиб, иккита оригинал урамасинннг тасвирн уларнинг 
тасвирлари купайтмаснга тенг.
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(4.3) формуладан купинча берилган тасвирни оригиналлари маъ- 
лум булган купайтувчиларга ажратиш мумкин булган о̂лда фойда- 
ланилади.

2-мисол. F(p) = ----- ——  функция оригиналинн урама >$а-
(р* +<0*)*

цидаги теоремадан фоидаланиб топинг.
Е ч и ш .  F(p) ни купайтма куринишида нфодалаймнз:

р (Р) =  - Г —, ~ г Ч  = F 'р® —р со® р® -}• со®

Тасвирлар жгдЕалидан фойдаланамиз:

F i (Р) = ] - * coso)/ «= /(/); F t (р) =  — - > si nwt = g ( t )
p i- f-ш*

Шу сабабли F \р) =  F x(p)Ft {p) -*■ f  * g, яъни:

(/?) —► j* sinw / - cosco (/— ~ )d x = Y  I [*in<o / + .sin  (2<o t  — to/) dx =

l г i l l '  1 1 Г=  у  bsinco/ — ^  cos (2(o т — (o/)J |Q=  -  /sinco/— ~  cos (to/) —

—  cos (— w/)j =  - sinw t

Шундай килиб,

(p* +  «о»)* ;2
НИ .\0СИЛ КИЛДИК.

3-м’нсол.  Тасвири F (р) =  (~ ф о р м у л а  билан берилган орн-

гнналнн урама ^ацидаги георемадан фойдаланнб топинг.
Ечиш.  F(p) тасвирни

F(p)
р» +  1 р> +  1

купайтма куринишида ифодалаймиз, бирок — ------ ► cos/, шу сабабли
р* - f  1

/(/) =  cos/ ва g(t) =  cost.
Демак, изланаёган оригинал

f * g =  f  cost cos (/ — т) d -=  ~  [ [cos/ +  cos (2 * — t)\d~ =
о 0

=  J  Jtcos/+ J  sin (2t — /) | j*= - i^/cos/+ 1  sin/ - r  ~  sin /j =

=  j  (/ cos/.+ sin/).
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Шундай цилиб,

4- дарсхона топшириклари
1. Функцняларнииг урамасинн топинг:
a) /(/) =  / ва g(t) =  cost; б) f(t) =  t ва g(t) =  sin/.
Ж : a) / * cost =  1 — cos/; 6) / * sin/ =  / — sin/.
2. Урама теоремасидан фойдаланиб, а) мисолнинг оригиналини 

топинг, долган мисолларнинг оригиналини оригинал буйича диф- 
ференциаллаш ёки интеграллаш теоремаларидан фойдаланиб топинг:

^ар бир топширизда берилган мисолларнинг биринчиси а) нинг 
оригиналини оригиналларнинг урамаси хацидагн теоремадан фойда
ланиб топинг. К̂ олган мисолларнинг оригиналларини шу а) нинг ори- 
гинали буйича оригинални дифференциаллаш ёки интеграллаш тео
ремасидан фойдаланиб топинг:

Ж : а) /(/) =  -  ( е '-  sin/ — cos/); б) /(/) =  -J- (в '+  s in/— cos/);
2 2

в) /(/) =  -!■ (е* +  cos/ — sin/ — 2).

6) F(p) =  - 1 — . 
p* —  l

Ж : a) /(/) =  -!■ (ch/ — cos/); в) /(/) =  у  (ch/+  cosj/— 2);

6) /(/) =  j  (sh/ — sint).

4- мустацил uui топшириклари

1. a) F{p) = ; 6) F(p) =
(P -  l)  (p* +  l)  ’

p
( p - l ) ( p ‘  +  l)  *



5- §. Дифференциал тенгламалар ва уларнннг системаларини 
операцион и̂соб усули билан ечиш.

Энди Лаплас алмаштирншини дифференциал тенгламалар ва 
уларнинг системаларини ечишга татбикнни куриб чицамиз.

5.1 Куйидаги чизицлн дифференциал тенгламани курамиз:

хп (/) +  а1дс(',- 1) (0 +  . +  а„_, x\t) +  апх (/) =  / (/), (5.1)

бу ерда alt . . .  , а„_,, а„ — берилган а̂ци̂ ий сонлар, /(/) — маъ- 
лум функция. Изланаётган x(t) функция, унинг царалаётган барча 
о̂силаларн ва f(t) функция оригиналлар булсин деб фараз цилайлик. 

Коши масаласнни ечиш, (5.1) тенгламанинг

*(0) =  0, х '(0) =  х ’0........... jc(n- |)(0) =  х * - "  (5.2)

бошланрич шартларни каноатлантирадиган ечимншфопишдан иборат, 
бу ерда х0, х'0, . . .  , дг0(г,-1) — берилган сонлар.

x(t)+-X(p) ва f(f,-+F(p)

булсин. Оригинални дифференциаллаш .̂ а̂ идаги теорема ва (5.2) 
шартларга асосан цуйидагиларга эга буламиз:

x'{t)+-pX(p)—x0, 
х" (/) р2Х  (р) — рх0 — дг',

х<-« (О -  р -1 X (р) -  р -г х, -  р"-э»  - .  . . -
х“ (0^ р ’ х м - р ' - ' х . - Г 1» - . .  1 - 4 ’ - " .

Тасвирларнинг чизицлилигидан фойдаланамиз | ва (5.1) тенгламада 
тасвирларга утамиз:

(рпХ ( р ) ~  рп~ \  -  р " '  Ж -  . . .  -  х0(п- ,)) +  а, (рп~ 'Х  (р) -
-  рп . *  -  дг0('*-2)) +  an X(p) =  F  (р).

(5.1) тенгламага мос тасвирлардагн тенгламани х,осил цилдик. Уни 
тенгламанинг оператори деб атаймиз. Бу X  (р) га нисбатан биринчи 
даражали алгабраик тенгламадир. Уни бундай ёзамиз:

Qn(p)X(p) =  F(p) +  R n_,(p), (5.2)

бу ерда Q„(p) ва R n_ x(p)— мос равишда п- ва п - 1-даражали 
куш^адлардир, Q„ (P) =  р" +  а,р" -1 +  . . .  + а л_,Р +  ап — (5.1) тенг- 
ламанинг характеристик тенгламаси, /?п_,(р) эса бошланрич шартлар
га борлик, куп^ад. (5.2) тенгламадан,

F ( p )  +  Я„_|(р) , к

* » > -  « . и  м
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экани келнб читали. Бнз (5.1) дифференциал тенгламанинг опера- 
торли тенгламасини х,осил цилдик. (5.3) функция тасвири буладиган 
x(t) оригинал (5.1) тенгламанинг (5.2) бошлангич шартларни цаноат- 
лантираднган нзланаётган ечнми булади.

Хусусан, агар барча бошланшч шартлар нолга тенг, яъни
. Х0 =  Хд =  . . . =  Х0<" '^=J0

булса, у *олда R„_^p) =  0 ва

(5.4)

(5.3) на (5.4) формулаларда тасвнрлардан оригиналларга утиб, изла- 
наётган x(t) ечимни хосил циламиз.

Чизикли дифференциал тенгламалгрнн операцион усул билан ин- 
теграллашнинг классик усуллардан устунлиги шундаки, бнз бу >̂ ол- 
да дифференциал тенгламанинг берилган бошлангич шартларни ца- 
ноатлантираднган ечимини дар^ол, (умумий ечимни .\осил цилишни 
четлаб утиб) топамиз.

Шундай килиб. Коши масаласини ечиш цуйидзги схема буйича 
амалга оширилади:

Дифференциал тенглама 
+  бошлангич шартлар 

(Коши масаласи)
Коши масаласининг 

ечими

* *

Операторли алгебраик 
тенглама

Операторли алгебраик 
тенгламанинг ечими

1-мисол.  Агар * ( 0) =  0, х'(0) =  0 булса, х" — 2х' — Зх =  е 
тенгламанинг ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламадан коператорли тенгламага утамиз:
x(t)+-X(p),

У з^олда]

x '(t)+-p X (p ), x"(i)+-p*X(p).
3 / 1

Тасвирлар жадвалндан е ■*---------ни топамиз.
р — 3

Операторли тенглама цуйидаги куринншда булади:

РгХ  (р) -  2Р Х (р) -  ЗХ  (р) =  - Ц
р — j

ёки

(Р2 — 2р — 3) А' (р) =  —
р —  3

бундан:

Х(р) ------------ ■---------.
(р - 3 ) ‘ (р + 1 )
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Раиионал касрни энг содда касрларга ёямиз:
»1 А , В  . С

Н------- - +
( р - 3 ) * ( Р + 1 )  (Р — 3)* р — 3 р +  1

1 =  А(р +  1) +  В\{р -J 3 )(р +  1) +  С(р- З)2.
А, В, С коэффнцнентларни цуйидаги [тенгламалар снстемасидан 

топамиз:
р =  — 1 1 =  16С, 
р =  +  3 1=4/1,  
р2 0 =  В  +  С.

Демак,

а  =  1 , ;с =  - ,  =
4 ‘ 16 ' 16

Шундай ^илиб,
I 1 , 1Х(р) =

4 (р —  3)* 16 (р —  3) 16(р +  1)

Тасвирлар жадвалидан фойдаланиб хусусий ечимни (оригинални) то
памиз:

/Л 1 .з/ 1 з/ , 1 —tx(t) =  — t e ------ е 4—  е .
4 16 16

2- м и с о л . х" — 3*' +  2х  =  / е' тенгламани х (0) =  1, х' (0) =  — 2 
бошлангич шартларда ннтегралланг.

Е ч и ш .  x(t)+ -X (p )  деймнз, у уэлда берилган бошлангич шарт- 
ларга асосан

x'(t)+-pX(p) —  1,
* " ( / ) - р *Х (р )-р  + 2.

Тасвирлар жадвалидан тенгламанинг биринчи кисмининг тасвнрини 
топамиз:

ie * ~ ( р -  1)*'
Берилган тенгламада барча функцняларни уларнннг тасвнрлари 

билан алмаштирнб, ^уйндаги операторли тенгламани з̂ оснл циламнз:

(РгХ ( р ) - р  +  2 ) - 3 ( р Х ( р ) - 1 )  +  2Х (р) =  — 1 -
( Р — О*

ёки

Х (р )(р * - 3 р  +  2 )- р  +  5 =  - J -
(р  — 1)*

Бу тенгламадан Х(р) ни аниклаймнз:

Х (р )=  i p ~ 5 + ------------- !-------------
Р* — Зр +  2 ( р -  1 )»(р 1 _З р  +  2)

ёки
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X  =  p » - 7 p » + l lp - 4  
( р - 1 ) » ( р - 2 )

X  (р) нинг оригиналини иккинчи ёйиш теоремасидан фойдаланиб 
ани л̂аймиз. Бунинг учун дастлаб рацнонал касрнн энг содда каср- 
ларга ёзамиз:

v/_\_ Ли I I Аи | Дм
ш  ~  < 7 ^ 7 *+  (7 П 7 -

Ап . Al t , Ап  коэффициентларни (3.11) формула буйича з̂ исоб- 
лаймиз:

Аи = i  Hm(P-  1) = lim * - 7*-+ l iP-=-4 = -  l.
11 0! р+.\ (р — 1)з (р _  2) р- i  р — 2

Л , » ±  И т  ( / - - 7 -  +  И Р - 4 Х  | 1 т /у - 1 4 р + и  _
1! р -1  I  р —  2 )  г — 1V 

р» — 7р*+11р — 4 ’
(р — 2)*

Р - 2

L ) - . .

Л„ -  i  lim ( У - ' * + "  - <--??■+п р - .у _
2! р- i  I  р — 2 (Р — 2)* /
=  1  l i m / 6Р — 14 _  Зр* — 14 р 4 - 11 _

2 pH?? \ р — 2
Зр* —  14р 4 -1 1  +  2 ( р » - 7 р » + 1 1 р - 4 ) у __

Р — 2
)\ =  з

(р — 2)‘ ’ (р — 2)* )

А„  =  ±  Нп, (р — 2) р* ~ 7рД +  " р~ 4 =  И т *** —7р* + =  —2.
01 _ •  (р — 1)*(р —2) < Р -1)Ч

Шундай ^илиб,

Х ( р )  =  -  — Ц -  -  — !— +  -
(р — 1 )* (р — 1)* р - 1  Р — 2 

Тасвирлар жадвалидан фойдаланиб, тенгламанинг ечимини з̂ осил 
циламиз:

x{t) =  — ~ e ‘ —  te‘ +  3ef — 2г*( ёки х  (/) =* « ' (з  — / — — 2е*'.

3-м исол. Jt" -Н 4дс — 2sin2/ тенгламани лг(0) =  — 1, дс'(0) =  0 
бошлангич шартларда интегралланг.

Е ч и ш .  Тасвирлар жадвалига кура

2sin2/ -<-------— .
Р* +  4

х(()-*-Х(р) десак, бошлангич шартларга асосан:]
x '{ t)+ -p X (p )+  1, х"(/)*-р *Х (р ) +  р.

Ушбу операторли тенгламани тузамиз:

РгХ(р) +  Р +  4 Х { р ) = - ± - .
Р* +  4

ёки
4

Х(р)(р'- +  4) +  р =
Р * +  4 
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Бундан

Х(р) = ------------------- р— .
(Р* +  4)* р* +  4

Ечимни юпиш учун бу тенглнкнинг унг томонннн умумий мах- 
ражга келтириб утнрмаймиз, чункн иккинчи цушилувчи учун оригинал 

t  ыаълум:

Р* +  4
•eos2/,

биринчи ^ушилувчини оригиналларнинг йнпждиси зодадаги теорема- 
дан фойдаланиб топамиз:

■sin2/.

I

Шу сабабли

4 2 2 р
г г — г г  — ■ " " . “ *■ \ sin2T sin2 (/ — i)dx.(pi +  4)* р» +  4 p i +  4 ■ ^

Сунгги ннтегрални .̂ исоблаймнз:
i , t

I sin2*sin2(/ — ~)di — — ( (cos (4т — 2/) — eos2t)d i =
о о

" 7 ( 7  s*n (4т — 2t) — * cos2/)|g *= — ycos21

Бундан узил-кесил

X (p )-*■ x(t) =  — -  cos2t — cos2/.
4 2

Шундай цилиб, берилган тенгламанинг ечими цуйндагича булади:

x(t) =  — sin 2/ ------ (t +  2) cos2f.
4 2

4-ми со л .  х ' +  2х' +  5х =  te' тенгламанинг умумий ечимини 
топинг.

Е ч и ш .  Умумий ечимни топиш учун цуйидаги ихтиёрий бошлан
рич шартларни оламиз:

дс(о) =  С„ * ' ( 0 ) = С .  
x(t)<-X (p ) деб олиб, бошланшч шартларнинг ихтнёрнйлигнга асосан 

(0 +- рХ (р У -  С,, х" (/) ч -  р*Х (р) -  Схр -  С* 
нн топамиз. Тасвирлар жадвалидан:

------ !— .
( P - D *

Куйидаги операторли тенгламани тузамиз:
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р 'Х  (р) -  С, -  С, +  2р X  (р) -  2С, +  5Х (р) =  — i —
(р — 1 )*

ёки

(р* +  2р +  5) X  (р) -  С» (/> +  2) —  Сг =  — .
(р— 1)*

бундан
^  _  Ct (р - f  2) .______ Сг______ ^ __________ 1__________

Р *  +  2р +  5 ‘ р* +  2р +  5 (р — 1)* ( р *  + 2 р  +  5)

Тасвнрлар жадвалидан фоидаланиб, бир неча айний алмаштириш- 
лардан сунг биринчи икки цушнлувчининг оригиналини топамиз:
q  Р - f  2 __ £  (р +  1) 4 - 1 _q  / Р + 1  I 1________2______\ t

1 р* +  2р +  5 1 (р + 1 )* +  2* 1 \(р +  1)* +  2* 2 ( p + l ) * + 2 * j

Су (e-/cos21 +  J  e~fsin2/) =  C1e_,(cos2/ +  ysin2/);

r  1 — r  1 =  2 * ____—______ ► 9* e_ ,sin21
V  +  2p +  5 s (p +  l)*+2* 2 (p +  l)* +  2* 2

Сунгги кушилувчининг оригиналини излаш учун уни интеграл \исоб- 
да рационал касрларнн интеграллашда цулланиладнган одатдаги цои- 
далар буйича энг содда касрларга ёямиз:

1 — А В Ср +  Р
( Р - 1 ) *  (Р * + 2 р  +  5) (р - I ) *  р - 1  p i+ 2 ^  +  5’

бундан
- 1 =  А (/>* +  2р +  5) +  р (р — 1) (рг;+  2 р ]+  5) +  (Ср]+ D )(p—  1)*. 
Ушбу

1 = 8 Л .
О =  В  +  С,
0 =  А — В  +  2В  +  D  — 2С,
1 =  5Л — 5В +  D , Z

тенгламалар системасидан А, В , С, D  коэффициентларни топамиз:

Р =  +  1 
Р3 
Р2
Р°

Л =  —, В  — — С =  - ,  D  =
8 16 16 16

Шундай килиб,
1 _  1 1 1 1  + _1_ р +  1

( р - 1 ) *  ( р * + 2 р + 5 )  8 ( р - 1 ) *  16 р - 1  16 (р +  1 )*+  4

-v  — -te1 — 5- е'’+  — e~*cos2/.
8 16 * 16

Барча цушилувчиларнинг оригиналларини жамлаб, берилган диффе
ренциал тенгламанинг ечимини о̂сил киламиз:

* ( 0  =  2±̂ - е  +  е~1[с х +  i )  cos21 +  С- ± ± *  sin2t.
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ёки

х (/) =  - — -  е‘ +  е~‘ (C,cos2/ +  С2 sin2/),
16

Су ерДа
7^ л  | • ~  +  С,
Ч  -  Cj Т  J—• С. —  •

Бир катор механика ва физика масалаларннинг операцион и̂соб 
усуллари билан ечилишини келтирайлик.

5.1. 1. Гармоник тебранма ^аракат. Оирлиги Р  булган кж 
тинч турган ^олатидаги узунлиги I булган вертикал пружинага 
осилган. Юк бнроз пастга тортилнб, кейин куйиб юборилади. Пру
жина массаси ва хаво каршилигини и̂собга олмай, юкнинг а̂ра- 
кат конунини топинг.

Ечиш .  Ох уцни юк оснлган нуцта ор̂ али пастга вертикал йу- 
налтнрамиз. Координаталар боши О ни юк мувозанатда булган х,о- 
латда, яънн юкнинг огирлиги пружинанинг реакция кучи билан му
возанат лашган ну т̂ада оламнз (2.3-шакл).

Я, — пружинанинг айни пайтдаги 
узайиши, ЯС1 эса статик узайиш, яьни 
чузилмаган пружина охиридан мувоза
нат ^олатигача булган катталик. У  хол 
да к =  А.ст -f- дг ёки к — А<.т =  х.

Х,аракатнинг дифференциал тенгла
масини Ньютоннинг иккинчи цонуни
F  =  т а  дан топамиз, бу ерда т  =
— —------юк массаси, а — харакат тез-

8
ланиши, F  — юкка цунилган кучлар- 
нинг тенг таъсир этувчиси. Курилаётган 
.\олда тенг таъсир этувчи куч пружи
нанинг таранглик кучи ва окирлик ку
чи йигиндисидан иборат.

Гук цонунига биноан пружинанинг 
таранглик кучи унинг узайишига пропорционал, яъни— ск га тенг, 
бунда с — узгармас пропорционаллик коэффициентн, у пруж1.;:а- 
нинг бикрлиги дейилади.

Шунннг учун ^аракаг дифференциал тенгламаси ^уйидаги кури- 
нишда булади:

<Рх . .т  —  =  ск-г р. 
dt* г

Мувозанат .\олатида пружинанинг таранглик кучи огирлик кучи 
билан мувозанатлашгани учун Р  =  скС1 булади. Дифференциал тенг- 
ламага Р  нинг нфодасини куйиб ва к — ЯС1 ни х билан белгилаб, 
тенгламани
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куринншда ёки —  =  № оркали белгилаб, т

—  +  кгх =  О 
dt*

курннншга келтнрамиз.
Бу тенглама юкнинг эркин тебранма царакати тенгламаси ёки 

гармоник осцилляторнинг тенг.гамаси дейилади. Бу коэффициентлари 
узгармас булган иккинчи тартибли чизикли бир жинсли дифферен
циал тенглама. Келтнрилган тенгламани операцион усул билан ечай- 
лик. Бошлангич шартлар

* (0) =  х0, х '(0) =  и0
куринншда булсин.

Оператор тенглама
[ргХ  (р) — (х0р — и„)1 +  k2X  (р) =  0

куринншда, унинг оператор ечими эса

хо>) =  - й г ± а
р * + * *  V  +  ** V + * *  

куринншда булади. Изланаётган хусусий ечим

x(t)] =  хй cos k t + ~  sin kt 
k

ёки
Jttf) =  A sin  (kt - f  a)

дан иборат; бунда

л - V  4 + ( ■ * ■ ) ' .  «  =  » rc ig (^ ) .

Агар v0 = 0  булса, x(t) =  х0 cos kt ёки x(t) =  x0sin [ktt+  y - j бу

лади.
5.1.2. Сунувчи тебранма \аракат. Юкнинг 5.1-масаладаги 

шартларда а̂ракат цонунини топинг, бу ерда а̂ракат тезлигига 
пропоршюнал булган х,аво царшилигини н̂собга олинг.

Ечиш. Бу ерда юкка таъсир этадиган кучлар ца тори га хавонинг

каршилик кучи R  =  — ji v (манфий ишора R  куч v тескари йунал- 
ганлигинн билдирадн) цушилади. ^аракатнинг дифференциал тенг
ламасининг Ох укда проекцняси куйидаги к\ринишга эга булади:

dlx dx



dt* dt

тенгламани фсил циламиз. Бошлангич шартлар
х (0) =  х0, х (0) =  у,

лардан иборат.
Оператор тенглама

\Р2Х  (р) -  (х0р +  г,,)] +  2п \рХ ( р ) - х 0) +  к*Х (р) =  0 
куринншда, унинг оператор ечими эса

X(р) =  -----£----- +  (0 +  2„,„)------- !-----
р* +  2пр +  А* р* +  2 np i-k* рг +  2np+k*

куринншда булади.
=  V  кг — л2 белгнлаш киритиб, {к2 — л2) >  0 да нзланаётган

хусусий ечимнн ёзамнз:

x(t) =  x^  ~nt I coskit — —-sin/s,/'j + v° + 2n*~e~"/sinfei< =
\ * i /

=  г - '"  |x, cosfĉ  +  tn ~  sin/f,/j.

К,уйидаги

/4 =  V  2 , a =  arctg
r  Xo - r  \ / ve +  nxt

белгнлашни киритиб, ечимнн

x (/) =  /4e“ n,sin (ktt +  a) 
куринншда ёзиш мумкин.

Агар (кг — л2) <  0 булса, у \олда h =  \г п1 — к2 деб ечнмни

*  (t) =  е~ы (x,ch (ht) +  vA ± H h  sh (Л/))
h

куринншда о̂сил киламиз.
Агар х2 — пг =  0 булса, у уэлда оператор ечим ушбу куриннш- 

ни олади:

Х ( р ) = х в v j  ■ +  («. +  2яХд)-- =  х0 7 - ^ = 7  +
о» +  я)* (р +  п)* (р +  л)*

v0 +  2пх0 _  хв С’о +  пх0 

(Р +  Пр р +  п ( р + п )*’

бундан оригиналга утсак,

х (0 =  x ^ - nt +  (с, +  nx0)te~n> =  е~ш[х9 +  (t/0 +  лх^]

ни з\Осил циламиз.
ЬА.ЪМ уцитнинг царшилиги цисобга олинмагандаги мажбурий 

тебранма царакат. Узунлиги / булган пружинага Р  огнрликдагн юк 
осилган. Юкка цузгатувчи Qsinarf даврий куч таъсир ^илади, бунда



Q ва p — узгармаслар. Пружинанинг массасини ва мухитнинг каршн- 
лигини з̂ исобга олмай юкнинг .\аракат цонуннни топинг

Е ч и ш .  5 .1- мисолдагига ухшаш цуйидаги тенгламани хосил ци- 
ламиз:

т  =  — I =  — сх +Ю  sinco/. 
dt21 1

С Оk2 =  —, а =  — белгилашлар киритсак, тенгламани 
т  т

—  +  кгх — flsinco t 
dt2 4

куринишда ёза оламиз. Бу тенглама узгармас коэффициентли иккин- 
чи тартибли бир жинсли булмаган чизтуш тенгламадир. Бошлангич 
шартлар

х(0) =  х0, х' (0) =  v0
лардан иборат булсин.

Оператор тенглама

[р1Х (р) — (pXq у0)] +  к*Х (р)
qio

p i—(at

куринишда, оператор ечими эса

X  (р) = ----------2?--------- +
(Р*+ **) (Р* +  ®*) Рг +  *

куринишда булади.
Орнгиналларга утишда цуйидаги икки з̂ олни курамиз:
1- з̂ о л. со3 =  k'2. Бу з̂ олда

х (/) =  ——— ( — sinorf— -  sinfc^ +  x0coskt -f- — sin& =
'  k2-  CO* \  0 )  k )  0  k

=  — -—  sinw/ +  x0coskt +  (— -------- —— A sinfc/ =
* *  — u>* 0 \ *  * (A *  +  co*)/

=  ■— -—  sin о->t +  *0 cos/г/ +  — ft'o------- ) sin  kt.
k2 — (l)4 0 k \ ° к2 — ш*)

Куйидагн

A =  ] / x2 +  1 ( 7 L  ? У '| 2, a =  arctg--------- ^ -------
У 0 Л* V 0 к2 — ш2) vt  — qu(k2 — со*)

белгнлашларни киритиб, ечимни

x (t) =  — -—  sin (ot +  A sin (kt +  a)
ki — Uj*

куринишда ёзиш мумкин.
2-з^ол. о3 =  №. Бу ,\олда оператор ечим цуйндагича булади:

Х ( р ) « _ _ е _ + £ * + & ,
(р* +  **)* Pi +  k2
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хусусий ечим эса

*(/) =  — — / cos kt +  x0cos kt +  -j- I v0 +  p\ sin&.
2k k \ 2k]

курии ишда булади. 
Агар

Л =  V  * + Ц * + к ) ‘- а = arctg „7 ~ т  “  arct8 , - T l s ;

белгилаш киритсак, хусусий ечимни куйидаги куринншда ёзиш мум
кин:

*(/)=* — £ / cos/г/, +  A sin (kt - f  а).

f  .5.1.4. Электр занжиридаги тебранишлар ^(щидаги масала.
Электр юритувчи куча e(t) ra тенг булган манбага кетма-кет 

уланган L  индуктивлик га л таги, R 0u ^аршилик ва С сигимдан ибо
рат контур уланган. Агар бошланшч пайтда контурдаги ток ва кон
денсатор заряди нолга тенг булса, занжирдаги i токни / вактнинг 
функцияси сифатида топинг (2.4-шакл).

Е ч и ш .  Кирхгоф ь>ону- 
н ига бнноан занжирдаги 
электр юритувчи куч индук- 
тивликдаги, ^аршиликдаги 
ва сигимдаги кучланишлар 
пасайиши йигиндисига тенг: 
е (/) =  uL +  uR - f  ис,
улар i  ток билан цуйидаги 
муносабатлар оркали боглан- 
ган:

2.4- шакл

u l  =  L  ~  • uR = R i ,  ис =  -J- J / ( T )d T .  
ш с *0

Эс л а т м а. Бу ерда охирги тенглик ток ва конденсатор заряди ора-

сида си муносабатдан топилади: i= ^ ~ ,  бундан \ i ( t ) d * + q 0; сунг-
dt о

Ч I ( <7о
Р3 ис =  ~  булгани учун ис =  —  ) / (т) d т Н----- берилган маса-

с с о с
лада шартга кура q0 =  0.

Шундай цилиб, цуйидаги тенглама о̂сил булади: 

e(0 =  L — +  R i  +  j  I( т ) d т .
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Бу интегро- дифференциал тенгламадир, у тенгламаларнинг энг 
мураккаб турларидан бирига мансубдир. Ленин мазкур з̂ олда унн t 
буйича дифференциаллаб, узгармас коэффициентли иккинчи тартнбли 
оддий дифференциал тенгламага утиш мумкин:

l * L  +  r O. +  ± 1 = ±  .
dt» dt С dt 

Икки з̂ олни курамиз.
1. e(t) =  E  =  const. Бу з̂ олда ~  =  0 ва охнрги тенглама бир

dt
жинсли

df- L  dt LC

тенгламага айланадн. Бу дифференциал тенглама ток учун механик 
тебранишларнинг муз̂ итнинг каршилигинн хисобга олингандагн тенг- 
ламасига ухшайди. Уни

* (0) =  0, i'{0 )  =  j

бошлангич шартларда операцией усул ёрдамида ечайлик.
Оператор тенглама

[р */ (р) _  L  ] +  L  р 1 {р) +  _ L  /  (Р) =  о,

оператор ечим эса

/(р ) = 4I  Я 1
Р * +  L P +  LC

куринншда булади.
— =  2 б деб белгилаб, цуйидаги уч з̂ олни курайлик:

1-з^ол. =  со, >  0 . Бу з̂ олда тасвирдан орнгиналга

утиб 1(f) ток учун сунувчи электр тебранишларнн ифодаловчи цуйн- 
даги

• /д Е  —б/ .
I  ( 0  = ------ г  е S i l l  COit

mxL

ечимнн о̂сил циламиз.
2 -*ол .  — = р 2> 0 .  Бу з̂ олда

i(t) =  ^ j- e - 6‘ sin f it.

i  ток даврий булмайди ва занжнрда з̂ еч ь̂ андай тебраиишлар содир 
булмайдн.

R2 13-з^ол. — ------- —  = 0 .  Бу з̂ олда оператор ечим
4 L * LC
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п р ) = 4L  (p+ 6) * ’ 
демак,

яъни бу з̂ олда з̂ ам /(/) ток даврнй булмай, электр тебраниш iap 
булмай ди.

I I .  e(t) =  £  sin со/. Бу ^олда —  =  £  со cos со / ва цуйидаги чизи^-
dt

ли иккинчи тартибли бир жинсли булмаган тенглама з̂ осил булади:
d4 , R  di . 1 . £  .------ ------------- ------- i =  — со cos со /
dt* L  dt LC L

Бошлангич шартлар куйидагича:
i  (0) =  0; i '  (0) =  0

1 R2булсин, — —  —  =  co]>0 булган з̂ олни курайлик. Оператор тенг

лама

p4(p) +  ± p I ( p ) + - L l ( p )  =  4 ?  - - r r z *
L  LC  p* +  a>*

оператор ечим эса

i ( p ) = ^ ------------------ *-----------------
L  I  R  1 \ ,

r + T p + z ^ J (̂ + “*)
1\уйидагн

=  6, —— =  0)2 со? =  со? — 62
2 L  LC  0 1  0

белгилашларни киритнб, тасвирдан оригиналга утсак:

j  (/) =  А Л  . ---------- _!------------- [ е~ ы [(а>2 — со?) соs со / —
w  L  (со* — coq) -(- 4 6* cd> I  *

— — (со2 - f  cog) sin  (О}/] — (cos — cog) cos со / +  2 бсо sin  ш Л .
COi J

Яна куйидаги

(0а — 0)2 =  соа------ --  =  — f c o L ------ L ) = A g ,  с = c o L ----- — ,
0 LC L  \ со С / L  coC

(co‘ -c o ^  +  4 62co2 =  £  G2 +  со2 =  £ (G 2 +  tf2) =  -21 • Z 2,

Z 2 =  G2 +  R\

со1 +  C05 =  со5 +  —  =  — (coL +  =  — G0, G0 =  со Z, H— —
0 LC  L \  coC j  L  со С

белгилашларни киритсак, у з̂ олда
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• / л __ EL, ( —bt Г СО ^  , ft со ^  , "j
|(0= —— \e — Gcosco,/--------- - G0 sin CO! / —

CO 2» I I L  CO, L J

E  (
~ ~ Ъ  ( —  K G c o e c M -fiG .sin c M  — Geos(ot — R sin o V j 

Энди
R G
— =  cosy, y = s ! n v

co,G 6 Go
V  сот G* +  6* Gq S inV l’ Va\G* +  tfiGl C° SY l*uj v- T  u- w0

демак, у .\олда

. =  £l/co,G t-i-6G0 e «/ sin  ̂  _  j  +  Z  sjn^  t _  ^  
cojZ* Z

Куйидаги

V  cd,G* +  6*G *,
— 4 —  ==o)0

тенглик урннли эканини курсатамнз. ^а^ицатан а̂м, илдиз остндаги 
ифодани куйидагнча узгартирсак,

cdjG2 +  6*Gg =  (cog -  б2) G: +  6G5 =  “ qG2 +

+  б1 (Gg -  G-) =  о#? +  б2 (G0 +  G) (G0 -  G) =

- - 8 0 . + S - 2 - 1 =

=  Ц(<Г' + R J) - 0)*Z ‘

1 2ни доил киламиз, чунки =  ©5.

Демак,

У  cof G +  б* G? со0 Z

--------- I -------- = —  = ( °о-
Юцоридагиларни эътиборга атиб узнл-кесил цуйидаги 

»'(*) =  е~“  • sin К  / — Yi) +  4 sin (a / -Y )(Oj Z Z

ни доил киламиз.
5.2. Узгармас коэффициентли чизнкли дифференциал тенглама- 

ларни ечншиинг операцион усулларинн бундай тенгламалар система- 
ларини ечишга х;ам татби^ цилиш мумкин. Фарк, шундай иборатки, 
бнтта оператор тенглама урнига изланаётган функцияларнииг тас-
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внрларига нисбатан чизикли алгебраик оператор тенгламалар снсте- 
масн о̂сил булади. Бундай берилган дифференциал тенгламалар 
системасини олдиндан узгартириб олишга зарурат колмайди, масалан, 
уларни нормал шаклга келтирнш зарур эмас. Берилган а̂р цандай 
системани, у кандай берилган булса, шу куринншда операцнон усул 
ёрдамида ечиш мумкин.

Биринчи тартнбли тенгламалар системаси берилган булсин:

* ;< * )+ £  а \к х к (0 =  h  (0.
* - |

* 2(0 +  2  а2***(0 =  /*(0 , 
к= 1

< ( 0  +  2  °п***(0  =  /п(0 . 
*-1

(5.5)

Куйндагн

(5.6)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимни топиш та- 
лаб цилинсин, бунда

L { f k) =  F k(p), L { x k( 0 ) = X k(p).

Оператор тенгламалар системаси куйидаги

рХ , (р) +  2  ai* Х к (р) =  F j  (р) +  х10.

рхг(р) +  2  а2ьх к(р) =  Л (р)+*2*.
*=i

pXn( p ) + V a nkX li(p) =  F n(p) +  хп0,

(5.7)

куринншда булади. (5.7) алгебраик чизикли тенгламалар снстемаснни 
Х к(р) тасвирларга нисбатан ечиб, сунгра топилган тасвирлардан 
xk(t) оригнналларга утиш керак, улар биргаликда (5.5) дифферен
циал тенгламалар системасининг (5.6) бошланрич шартларни каноат
лантирувчи хусусий ечимини беради.

Узгармас коэффициентли чизикли дифференциал тенгламалар 
системаларинн операцнон >̂ исоб усулларн ёрдамида ечишга мисоллар 
курамиз.

5-мисол. Ушбу

[х ' +  З х  — А у =  9 е2‘,
\2х +  у ' - 3 у  =  

чизикли дифференциал тенгламалар системасини
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лг(0) =  2. у (0) =  О
бошланрич шартларда ечинг. 

Ечиш .  Куйидагига эгамиз:

р- 2
JC (/) X  (р), y ( t)+ -Y  (р) деб оламиз. Бошланрич шартларга асосан 

x ' ( t ) ^ p X ( p ) - 2. у' (р)
операторли тенгламалар системаснни тузамиз:

оХ (р) — 2 - f  3 А (р) — 4 У' (р) —
Р  — 2 ’

2X (p ) +  p Y ( p ) - 3 Y ( p )
р - 2

еки

Х ( р ) ( р + 3 ) - 4 У ' ( р ) - 2  =  

2А(р) +  К (р )(р -3 ) =

Р  — 2 ’

Р - 2

еки

А(р)(р +  3 ) - 4 К ( р )

2 Х ( р ) + У ( р ) ( р - 3 )  =

2р + 5  

Р - 2  ’
3

р- 2

Бу системани X  (р) ва К (р) га нисбатан ечиб, куйидагинн о̂сил 
циламиз:

2 p i _ p _ 3  v / , р +  1
Х(р) =

(Р* — 1) (Р —2)
, У(р)

еки

=  2 Г ~ 3 " . ^(Р) =

(Р* — I)  (Р — 2) 

1
(Р — 1) (Р — 2) '  (Р — 1) (р — 2)

Топилган тасвнрларни энг содда касрларга ёйиб, к,уйидагини топа
миз:

X(p) =  - i —  +  1
р — 1

Тасвирлар жадвалндан:

6- ми со л. Ушбу

Р — 2 ’ у  0»)
1 1

р— 1 р — 2

х(0-=•' +  «*, 
y(t)

I 21е — е .
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/дг' +  2 х +  у' = 0 ,
(3* '  — у" +  2 у  =  0 

бнр жинсли системанннг умумий ечимини топинг.
Ечиш. Системанннг умумий ечимини топиш талаб эгилаётганли- 

ги учун бошлангич шартларни куйидаги куринншда оламиз:
дс(0) =  С», дг' (0) =  С2, у (0) =  Су у' (0) =  С,

x (t)*-X (p ), y ( t) * - Y  (р) деб олиб, бошлангич шартларга асосан 
куйидагиларни топамиз:

х 'Ц ) ^ р Х ( р ) - С х, у ’ ( / ) PY (р) -  С„
х* (/) +-р°Х(р) -  Схр -  С.. у ’ (0 -  p-Y (р) -  С3р -  С4.

Операторли тенгламалар системасига утсак:
|(/>2 +  2 )Х(р) +  рУ (р) =  Схр +  С2 +  С3,
\3 р X  (р) -  (Р2 -  2) У (р) =  -  СзР +  3 С, -  С4.

Бу системани ечиб, куйидагиларни о̂сил киламиз:
х , * =  (Р-1 +  р) С, 4 -(р* - 2 )  С ,-  2 С3 - рС,

IP* — 1) (Р* 4- 4)
У  ( ч _  - 6 С 1 +  ЗрСг +  ( ^ + 5 р ) С л Ч-(ра+ 2 ) С 4 

(Р* — 1) (Р* +  4)

Энди оригиналларнн топамиз. Куйидагига эгамиз:
1 =  (р*4- 4) — (р* — 1) =  _1_ / _ 1 __________ 1___ \

(Р* — 1)(р*4-4) 5 (р* — 1)(р* 4-4) 5 \ р1 — 1 р* 4 - 4 ) " ^

Бундан, оригинални дифференциаллаш коидаспга кура, кетма-кет 
Куйидагиларни топамиз:

р - 4- (cli t —  cos 2 О,
(р* — 1) (р* 4- 4) 5

----------—-----------— (sh / +  2 sin 2 0 .
(р1 — 1) (р* 4- 4) 5

_____  Р * ________ _ 1
(р*— 1) (p* 4-4) 5

Чап томонларда /(0) куринишдаги цушилувчилар, / (0) =  0 бул- 
ганлиги учун, пайдо булмайди. ^оснл килинган формулалардан фой- 
даланнб, Х(р) ва Y (р) нинг юкорнда келтирилган ифодалари буйича 
берилган системанннг умумий ечимини топамиз:

/л\ 2 С| — С л I . Cj 4~ 2 I , . 3 С\ 4~ С, п j |х (/) =  — —— - СП t --------------- - sh t ------— - cos 2 1 +
5 5 5

+  З С , + С ,  2
5

y ( t ) =  3 (Ci.+  2 С,) ch /— — (2 С, —- С4) sh / —
5 5
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— - ( 3 C ,  +  Q c o s 2 / +  -(3 C , +  C4) s in 2 /.
5 5

Интеграллашда операцион усулларнннг классик усуллардан устунлик 
томонларини таъкидлаб утамиз:

а) умумий ечимни топмай туриб, хусусий ечимни топнш имконияти 
бор (5- мисол);

б) системанинг умумий ечими шундай цулай усулда ёзиладики, 
берилган исталган бошланрич шартларни бевосита, тутридан- турри 
урнига куйиб, керакли хусусий ечимни ажратиб олиш мумкин 
(6- мисол).

5.2.1. Занжирни электр юритувчи кучи узгармас булган ман- 
бага улаш. L  индуктивлик С c h f h m  ва R  ^аршилик 2.5-шаклда тас* 
вирланган схема буйича уланган. Занжир узгармас электр юригувчи

L
кучи Е  га тенг булган ман- 
бага уланади, бунда ула- 
нишга а̂дар занжирда ток 
ва заряд булмайди. Узин- 
дукция ралтагидан утадиган
i  токни t ва^тнинг функ
цияси куринишда топинг.

Ечиш. #нг контурдаги 
токларни »! ва »2 орцали 
белгилаб, Кирхгоф цонуни 
асосида масаланинг тенгла
малар системасини тузамиз:

2.5- шакл

L % +  7  \ ( i - i i ) d x = E ,
dt С 0 (5.8)

R ix -  -  f (* — i\)dx =  0,
С о

бунда i  — i'x =  i f  
Бошланрич шартлар

1 (0) =  i\ (0) =  0 
булсин. Оператор тенгламалар системаси

L P1{P) +  - T  U ( P ) - / i ( P )  =  -  , С р р

R I 1 (p ) - ^ U ( p ) - I 1 (p ) ] = o
Ср

ёки
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курииишда булади.
Бу алгебраик системанииг иккинчи тенгламасидан 1 (р) ни топа

миз. / (р) нинг бу ифодасини алгебраик системанииг биринчи тенгла- 
масига ^уйсак,

Ш  =  £  1LC R  / 1 1

Р Г +  CR Р ~и LC

Икки трлии курамиз.
1-^о л. ~  — - J —  = © * >  0 булсин, бу зухтда оригнналларга

утиб, цуйидагнни топамиз:
I

2 RC

C L
t

E L  Г . 2 RC
=  — [ l - «  ’  c ( « « « , , ( + s i n», ( ) ] .

Юцорида келтирилган 1(p) нинг оператор тенгламасинн, /, (р) 
ифодась н фойдаланиб, цуйндаги куринншда ёзнш мумкин:

l ( p ) = J L \ C R ---------------!------------+ --------------- !------------- 1 .
LC R  L Р* +  Pl(CR) +  MLC р [ р* +  pJCR р +  1 /LC\

Бу нфодадан оригиналга утиб, цуйидагини топамиз:
< ___t

»(0 =  r f r -  [C R  —  е 2RC sin ©,* +  LC  [ 1 — е " fcos 
i- Cl\ (Oj [  \

+ ^ : s in" ‘' ) ] ) " f  { l _ c  J 7 r [ros- - '+

+  i r f e - T ) s in“ ' ' ] ) -

»,(/) ТОКНННГ цийматини унинг * (/)— (/) айирмага тенглиги ифо- 
дасидаи топилади.

2-^о л. — 777 =  Р2>  0 булсин. Бу з̂ олда оригнналларга

утиб, цуйидаги ифодани топамиз:

НО учун з̂ ам унинг оператор тенгламасидан фойдаланиб, ^уйидаги 
ифодани ёзиш мумкин:
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5.2.2. Индуктив богланган иккита контурдан иборат занжир
ни улаш. Электр юритувчи кучи Е  узгармас булган манбага 2.6- 
шаклда тасвнрланган индуктив богланган иккита контурдан иборат 
занжир уланади. Агар занжирга улаш ноль бошлангич шартларда 
амалга оширнлса, шу билан бирга L XL 2 ф  М2 булса, а̂р иккала 
контурдати 1, ва », токларни t вактнннг функцияси снфатнда топинг.

Ечиш.  Кирхгоф цонунига асосан масаланинг дифференциал 
тенгламалари системаси куйидаги куринишда булади:

м

я _______

1, L i

В  Е L ' 1

I  '

2.6- шакл

^  +  Л А  +  М $ - £ .

L i f -  +  R i i i  +  M d±  =  0. 

Бошлангич шартлар
*'i(0) - i , ( 0) =  0

дан иборат.
Оператор тенгламалар системаси

L t f !\  (Р) +  # ,Л  ip) +  Мр/, (р) =  —
р

L iP l t  ip) +  R i l i  (Р) +  M p Ix ip) =  0

еки

(5 9)

(/.,/>+я ,)  11 ip) +  M p it (р) =  -

Мр! ! ip) +  Щ р  +  R j  I  tip) =  0
куринишда булади.

Охнрги тенгламалар системасннинг иккинчи тенгламасидан
Мр

h iP )  =  — /,(Р)
l~ iP  4*

ни топамиз. Буни системанннг биринчи тенгламасига цуйиб, 
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Куйидаги белгилашларни киритамиз:

=  P l L l ^ 2 a l , —  = 2 а г,L i  L> L 2 1 k

У *0Л да
1

4 « Л  
Р +  1- * *

+

OjOt
—  А* -*

*
р(р* + 2 о р  -|- у

Энди о3 — - - *lOC- =  р2 >  0 булгани учун тасвнрлардан оригннал-
1 — А*

ларга утиб, цунидаги ифодани топамиз:

|  ' ■ « " f  ( , + r " ' [ ^ 5 i shP ' - ch|‘ ' ] } -
Эслатма. р — ^ацикий сон, чунки

0 з __  4 а ,а , _  (а! +  at)« _  4 а 1д1 _
1 — к* ( I—**)1 I —*1

_  ~  2 «1«1 +  «2 +  4 otl«2 ** _  (oct — etj)* +  4 а ,о2 ^  q

(1 —  А*)* (1 —  А*)-

** (/) нинг ифодасини топиш учун дастлаб оператор генгламалар 
системасидан 1г {р) оператор ечимни топиш зарур ва ундан сунг 
таевирлардан оригиналларга утиш керак.

5- дарсхона топширицлари
1. Берилган дифференциал тенгламаларнинг берилган бошлангич 

шартларни каноатлантирувчи ечимларини топинг:



а) х" +  2х ' +  х  =  е~\ дг(0) =  I, х (0) *= 0;
б) * ' +  4 jc =  cos3/, х (0) =  2. л:'(0) =  — 2;
в) х" — 9 jc =  sh/. х ( 0 ) = 1 ,  х '(0) =  3.

Ж: a) * ( / ) = ( l  +  / +  ;

б) x{t) =  -^-cos2/ — - cos3 / +  sin 2/;
5 5

в) x (/) — —— sh 3 / — ch 3 / ------ sh/.
Э

2. Берилган дифференциал тенгламалариииг умумий ечимларини 
топинг:

а) Xя +  9 х =  cos 3 /;
б) х ’ +  2 х ’ =  te~2i

Ж : a) x(t) =  Ct cos 3/+C t sin 3/ +  — sin 3 /;
6

3. Берилган дифференциал тенгламалар системаларининг ечимла
рини берилган бошлангич шартларда топинг:

4. Берилган дифференциал тенгламалар системасининг умумий 
ечимини топинг:

Ж : *(/) = C 1 +  Ct sh/ +  Cs ch/,
у (/) =  С4 — С, sh / — Ct ch / +  ch / +  cos /.

5- мустакил иш топишрицлари
1. Берилган дифференциал тенгламалариииг ечимларини берилга н 

бошлангич шартларда топинг:
а) Xя +  Ах =  s in 2 t, x(0) =  1, дг'(0) =  — 2;
б) з Г е1 , х(0) =  1. ж' (0) =  х * (0) =  0.

Ж : а) *(/) =  cos 2 / — —  sin 2 / — -  cos 2 /;
8 4

6) Jc(/) =  3 +  / +  ( / - 2)e' .

2. Xя +  x f = e ~ *sin/ дифференциал тенгламанинг умумий ечн- 
минн топинг.

Ж : а) х(/) = /cos/, «/(/) =  — /sin/;
б) х(/)]=  е , «/(/) =  Зе” .

(хя +  у ' =  ch 
[у* +  х' =  ch

ch / — sin /, 
ch/ — cos/.
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Ж : *(/) = C 1 +  Cie * + ^ е  1 (cos/ — sin /).

3. Берилган дифференциал тенгламалар снстемаларининг ечимла* 
рини берилган бошлангич шартларда топинг:

(х’ - у ' =  0, х(0) — у' (0) =  0, 
I* '! — У" =  2 cos t, х' (0) =  у (0) =  2. 

Ж : х (0 - * s i n / +  sh/, y(t) =  cost +  cht.
4. Берилган дифференциал [тенгламалар системасининг умумий 

ечимини топинг:
(Jf +  y ' t t ,
U r — х ' =  0 .

Ж : х(/) — Cj +  Ct sin/ +  C3cos/,
y(t) =  Ci +  C3s in t — C1c o s t + j .

6- §. Дьюамель интеграли, унинг татби^и
Бу парагргфда биз йигма ва тасвирларни купайтириш теоремаси 

билан танишишни дгвом эттирамиз.
1. f{ t)+ -F (p )  ва g(t)+-G  {р) булсин, у хрлда f( f)  вз g(t) функ- 

цияларнинг йнгмаси

f * 8  =  - T ) d t
о

интеграл булади. Тасвирларни купайтириш теоремасига асосан:

F (р)G(р)\— J / (т) g(t -Jt)Jd x.
о

Бу ердан оригиналларни дифференциаллаш теоремасига асосан
I

pF(p)G (p)-+  J f(T)lg (t — T)dx, (6Л)
о

чунки

I  Ц / 2 ( т) £ ( * - * ) ^ |  = J / ( T ) g ( ^  —  T ) d T  =  0.

(6.1) формуланинг унг томонидаги интеграл учун t параметрдир, шу 
билан бирга унга интеграл остидаги функция а̂м, интеграллашнинг 
юцори чегараси хам богли .̂

Математик анализ курсидан аник интегралнинг параметр буйича 
дифференциаллгшнинг куйидаги коидаси маълум:

МО *.(0

) *»(0 
Буни (6.1) формуланинг унг томонига татбиц этсак:
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p F(p )G (p )-+ f(t)g (0 ) +  j / ( T ) g ; ( / - T ) d t .  (6.2)
5

Бу формуланинг унг томони Дьюамель интеграли деб аталади. 
Йнгманинг ушбу

f*g *=g*f.
ёки

(7 (х) g(t -  x)d x =  fg(x) /(/ — T)dT 
о 0

коммутатиааик хоесаснга асосан (6.2) фэрмулани бундай цайта ёзиш 
мумкин:

p F(p )G  (р) - + g ( t ) f  (0) +  ( g (т) /; (t -  т) dx. (6.3)
о

1-мисол.  -------  тасвир учун оригинални Дьюамель фор-
(Рг +  1) рз

муласини татбиц этнб топинг.
Ечиш. Берилган ифодани кейингн и̂соблашлар цулай булади- 

ган шаклга келтирамиз:
I _ 1 ___  J _

(р* +  Up3 Р  Рг +  1 Р1 

Ифодаларни белгилаймиз:

F(p) =  —— , G(p) =  — .
w  pS 1 p*

Тасвирлар жадвалидан фойдаланиб, цуйидагига эга буламиз:

F  (Р) =  ~ r ~ :  - * sin i  — f  (0. 
р* — i

О0» =  ^ 5 7 “ *«>-р‘ з
Бундан:

g(0) =  0, g '(0 = - j  ■

Энди Дьюамель формуласига кура цуйидагига эга буламиз:
I

pF(p)G (p) = -------!-----------* - s in f -0  +  — f s inx(/  — x)dx.
(P3 +  П p3 2 Jо

Икки марта булаклаб интеграллаб, масаланинг ечимини \осил ^ила- 
миз:

1 — +  cos t — 1.
(P‘ +  I ) P 3 2

2-мисол. Дьюамель формуласини татбик, этнб,
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р
(р -\)(р  +  \)

тасвирнинг оригиналини топинг.
Е ч и ш .  Бу ерда

—L — - е '  =  f(t), - е- ‘ =  *(/). /(0) =  е° =  1, f  (/) =  е'
р— 1 р + I

булганлиги учун (6.3) Дьюамель формулаеи буйича куйидагига эга 
буламиз:

t
p F(p )G {p ) =  p - ± —  • — -  -+е~‘ - \ +  ^е~‘ • е<_т d т =  

р — 1 р +  1 Jо

=  е~' +  е‘ j  c -2t d T = e - ' - 4  - е~2т =  е“ ' -----1- е' (в“ 2/— 1) =
о

=  j  (2 е_< -  +  е ') =  у  (*' +  е~') =  ch /.

2. Дьюамель интегралидан дифференциал тенгламаларни интег- 
раллашда фойдаланиш мумкин. Бошлангич шартлари ноль булган 
узгармас коэффнциентли чизикли дифференциал тенглама учун Коши 
масаласи Дьюамель формулаеи ёрдамида унг томони 1 га тенг бул
ган ёрдамчн тенглама учун уша масалани ечишга келтнрнлади. ' 

Узгармас коэффициентли

* <n) +  aixln- "  +  . . . +  а„ +  апх =  f(t) (6.4)

чизикли дифференциал тенгламанинг

х(0) =  х ' (0) =  . . .  =  (0) =  0
бошлангич шартларни ца ноатла нтира ди га н ечимини топиш талаб 
этилсин. Бу тенглама билан биргаликда чап томони шу тенглама
нинг узи, унг томони эса 1 га тенг цуйидаги тенгламани хам ка- 
райлик:

г<п) - f  а1г (п~ ,) +  . . .  +  ап_ /  +  апг =  1. (6.5)

Бу тенгламанинг хам

г(0) =  г ' (0) =  . . . =  г*"-1’ (0) =  0 
Ссшланп.ч шартларни каиоатламтфадиган ечимини излаймиз. Энди

X ip )-+ x (t)„  Z ip )-+ z {t) , F  ip )-*-fit), — - * 1
p

деб олиб, (6.4) ва (6.5) тенгламаларга мос операторли тенгламаларга 
утамнз:

Pn X ip) +  aipn~x X  ip) - f  . . . +  an_, pX ip) +  an X  ip) =  F  ip),
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pn Z ( p ) + алрп ' Z ( p ) +  . . . + a n_ ip Z(p ) +  anZ ( p ) = - j  , 

бу тенгламалариииг ечимларини топамиз:

F (Р) 1
Х М = - 7 Г Т Г '  З Д  =  - Т Г 7 Т ’ (6-6>Q„ (Р) pQn (р)

бу ерда Q„ Оз)=р'1 +  . . • +ап_,р+ап. (6.6) муносабатлардан

X (p )= p F [p )  Zip).
(6.2) ёки (6.3) шаклдаги Дьюамель формуласнни гатбиц этнб, (6.4) 
дифференциал тенгламанинг ечимини цуйидаги шаклда \осил ^ила- 
миз:

р F  (р) Z  (р) =  X  (р) -*■ х (/) -  f / (т) г ' (t —  т) d т  =
о

=  r ( 0 / ( 0 )  +  f r ( T ) / ' ( / - T ) d x .  (6 .7)
о

Бу формулалар узгармас коэффициентлн чизикли дифференциал 
тенгламанинг бошлангич шартларн ноль булгандаги ечимини бу тенг- 
ламанннг унг томонидаги f( t)  функциянинг тасвнрини топмасдан 
туриб аницлашга имкон беради.

Шундай килиб, (6.4) дифференциал генгламанинг ноль бошлангич 
шартларни ^аноатлантнрадиган x(t) ечимини, агар чап томони ушан- 
дай, унг томони эса 1 га тенг (6.5) тенгламанинг ноль бошлангич 
шартларни каноатлантирадиган г(() ечими маълум булса, квадратура 
шаклида топишга имкон беради. Дьюамель интегралннинг чап то- 
монларн бир хил, унг томонлари эса турлича булган бир неча диф
ференциал тенгламаларнн дифференцналлашда татби^ этиш айницса 
фойдалидир.

3-м и со л. х" — 5 х' -4- 6 х =  sin / дифференциал тенгламани 
х (0) =  х' (0) =  0 бошлангич шартларда Дьюамель интегралини тат- 
биц этнб ечинг.

Ечиш .  Дастлаб ёрдамчн

г* — 5 г ' +  6 г =  1
тенгламанинг z(0) =  z '( 0) =  0 бошлангич шартларни каноатлантира
диган ечимини топамиз. Мос

p2Z(p) —  5pZ(p) +  6Z(p ) =  —
Р

операторли тенглама

Z(n)  =  1 __________1
*Р (Р* — 5 р +  6) Р (Р — 2) (р — 3) 

ечимга эга. Рационал касрни энг содда касрларга ёямиз:
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_________ 1 _  А [ В  , С

р(р  — 2 )(р  — 3) р р —  2 р —  3 ’

бунда
1 =  А ( р - 2 ) ( р - 3 )  +  В р ( р - 3 )  +  С р (р -2 ).

А, В , С коэффициентларни куйидаги системадан и̂соблаймиз:
/7 = 0  
/з =  2
Р  — 3

1 = 6 Л,
1 =  — 2 В,
1 = 3  С.

Бундан:

Шундай цилиб,

Z(p) =  - r - -
6 р 2 (р -  2) 3 (р —  3) 

Шу сабабли тасвирлар жадвалидан фойдаланиб,

г (0  =  J _ _ _ L  e2t +  —  е31
6 2 3

ни з̂ осил циламиз, бундан:

г ' (0 =  -  г2' +  *>"
Бер ил ran тенгламанинг ечимини излаш учун (6.7) нинг биринчи фор 
муласидан фойдаланамиз. Бизнинг з̂ олда / ( f ) = s in f ,  демак.

x(t) =  j  /(т) г ’ (t — x)dx =  f  sin x(e?3(' - T,- e 2(,_T,)d x =

= f e~3x sin x d x — e2< I' e-2T sin  x d т . (6 .8)
& о

Иккн марта булаклаб интеграллаб, куйидагини з̂ осил киламиз:

/ =  fee t s in T d x  =  |u==eaT du =  a eaT d х ) _
о [dv =  sin т  dx, v =  — cos т

— еат cos т
i t  i 

- f  a f eaT cos x d x =  1 — e cos / +  a f eaT cos т  d x =
0 0 0

_ j  u =  c1* d T ] =  1 -  e* cos / +  a (e“T s i n x)
[dv =  cos т  d t, у =  sin т  )

t t
— a f eax sin  т  d x =  1 — e1 cos/ +  a e1 sin t — a* f eax sin xdx,

о о
бундан

/ =  1 — eal cos / +  a ea> sin / — a* I,
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t
1 =  I eat sin xd  t  =  —!— (1 — e^'cost +  a e1' sin t).

J l + « lо
Бу натижани (6 .8) формулага цуйиб, а =  — 2 ва а — —  3 булган
да масаланинг ym6v ечимини доил киламиз:

х(() =  — e~3/cos/— 3e~3/sin/) =  — “jp (1 — e ' ‘ cost —

— 2 e~2,s in /) = —  (e3t — 2e ‘ — cost — 3 sin t - f  2 cos t - f  
10

+  4 sin /) =  —  (e3> — 2 e21 +  cos / - f  sin /).
10

4- м и с о л. Дьюамель формуласндан фоидаланиб, х ' +  х =  е* 
тенгламани jc(0) =  jc' (0) =  0 бошлангич шартларда ечинг.

Е ч и ш .  г '  +  г  =  1 ёрдамчн тенгламани г(0 ) =  г  (0) =  0 бошлан- 
гич шартларда караймиз. Унинг

P 'Z  (р) +  Z (p )----- —
Р

операторли тенгламаси
I 1 Р

Демак,

Z(P) =
Р (Р* +  О Р Р* +  1 

ечимни беради, бундан z ( t ) =  1 — cost ни доил киламиз. (6.7) фор
мулага кура г ' (/) =  sin/, f ( t ) = e at да дастлабки тенгламанинг из- 
ланаёгган ечимини доил киламиз:

x ( t ) = j  /(т) z ’ (t— х) d х =  J" eax s :i* (/ — x) dx =

— 1 ■ (e** — cCj t — a sin t).
a* + 1

5-мисол. Ушбу Коши масаласини Дьюамель формуласндан фой- 
даланиб ечинг:

х ’ +  х  — cos t, х (0) =  х ' (0) =  0 .
Ечиш. Бу тенгламанинг чап томони олдинги мисолдаги тенгла- 

манинг чап томони билан бир хил булганлиги учун ёрдамчн тенгла
манинг ечими яна уша функциянинг узи булади:

г (/) =  1 — cos t, г ’ (t) =  sin t.
(6.7) формула буйича f(t) =  cost булганда берилган тенгламанинг 
x(t) ечимини косил киламиз:

I I
x(t) =  j  cos т sin (/ — т) d т  =  - i-  J  (sin / +  sin (/— 2 x))dx =

о о
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-  у - ( т s in  t +  ~  c o s (/ —  2  t ) )  J' =  - 1 .  ( / s i n / +  - j -  cos / —

l л l . .----- — cost =  — i  s in  t.
2 / 2

7-§. Лаплас ва Фурье алмаштиришларииинг богланиши

Операцией хисоб Лаплас алмаштириши билан боглник булиб, 
у хакикий узгарувчинннг f( t) фуикциясига комплекс узгарувчининг 
г (р ) функциясини

00

F  (Р) — j  e~pl f( t)d t (7.1)
о

муносабат ёрдамида мос цуяди.
Юкорида айтганимяздек, операцией хиссбда орип.наллар деб 

аталадиган ва а), б) ва в) шартларни (1-§ га каранг) каноатлантн- 
радиган /(/) функциялар царалади.

Гармоник анализ функцияларни тригонометрик к.аторларга ёйнш 
хацидаги тушунча булиб, Фурье глмаштирншларига боглик. Мате
матик анализдан маълумки, Фурье алмаштириши /(/) фуикцня f(w) 
функцияни

(7.2)
—00

муносабат ёрдамида мос цуяди.
Фурье4 алмаштириши барча абсолют интегралланувчи фуикинялар 

учун аникланган, яъни унинг мавжуд булнши учун

7  1 Л 0 И
—  оо

интегралнинг якинлашувчи булиши талаб этилади. Бундан ташкарн, 
оригиналлар каноатлантирадиган биринчи шарт Фурье алмаштириши- 
даги мос шарт билан устма-уст тушадн. Лаплас ва Фурье ?лмашти- 
ришлари орасидаги богланишни аниклаймиз. Бир томонлг.ма Фурье 
алмаштиришни царайлнк. Бу алмаштиришда f(t) функция / <  0 да 
нолга тенг деб и̂собланади. У халда (7.2) формула ушбу куриниш- 
ни оладн:

F(<*) =  l ; f ( t ) e - ‘aldt.
о

Агар (7.1) Лаплас алмаштиришида р =  ко деб олинса, яъни р 
комплекс сонни ссф мав̂ ум сон деб хиссбланса, F {<л) нинг унг 
томони шу (7.1) Лаплас интеграли Силан гниц устма-уст тушадн. 
Бирок Лаплас алмаштириши яна в) шарт

|/(/)|< Ме*
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COHJIH УСУЛЛАР

^озирги замой техника ва технологнясининг тара^киёти матема
тик услубларнннг му.\андислик тадкицотларига кенг ми̂ ёсдаги тат- 
би и̂ билан тавеифлаиади. Халк хужалигининг купгина илмий- 
техникавий масалаларининг муваффа̂ иятли ечими Э.\М ларнинг о.мил- 
корлик билан кулланишига боглик булиб, бу мацсаднинг амалга 
оширилиши учун математиканинг тегишли сонли усуллари ншлаб 
чи^илган.

Табиий-илмий муаммоларни .\нсоблаш математикаси воснталари 
билан таджик килиш математик моделлаштиришдан бошланади, жа- 
раён чеклаиган аннкликда алгебраик, дифференциал ёки интеграл 
тенгламалар ёрдамида тасвирланади. Одатда, бу тенгламалар асоснй 
физик микдорларнинг — энергия, харакат микдорн ва хрказоларнинг 
сакланиш коиунларини ифодалайди. Математик моделлаштириш амал
га оширилаётганда албатта масаланинг тутри куйилганлиги, бошлан- 
т ч  маълумотларнннг етарлилиги, ь[\“йилган масала ечимининг мав- 
жудлиги ва ягоналиги текширилади.

Купгина .\олларда энг содда моделлар учун хам ечимни аналитик 
шаклда олиб булмайди. Айтайлик, масала ушбу

2х — cos 3jc =  О

бир узгар вчили тенгламани ечишга келтирилган булсин. Бу тенгла
манинг илдизларини аналитик усуллар билан топиб булмайди. Гра
фик усуллар билан хам тегишли аникликдаги ечимни олиш кнйин. 
Бундай холларда илдизларни топиш имконини берадиган сонли 
усуллардан фойдаланилади.

Барча сонли усуллар учун бир умумийлик булиб, у ,̂ ам булса 
математик масала ни чекли улчамли масалага келтирилишидир. К,У‘ 
йилган масала дискретлаштирилади, яъни узлуксиз функциялардпн 
узлукли, дискрет функцияларга утилади.

Сонли усуллар билан олинаднган ечим цуйилган масаланинг так- 
рибий ечими булади. Масала ечимининг умумий хатолигн бит неча 
ташкнл этувчилардан иборат булиб, улардан бнринчнси таджик кили- 
наётган жараённи узининг математик моделига канчалик мувофикли- 
ги билан белгиланади. Одатда масаланинг бошлангич ва чегаравий 
шартларн, тенгламаларнинг коэффицнентлари, унг томонлари донмо 
маълум бир хатолнк билан берилади. Натнжанииг аниклиги дастлаб- 
ки маълумотларнннг аншушгига боглиц булади.

Бирор масаланинг аник ечими R  булсин. Моделлаштирилиб урга- 
ннлаётган жараённи узининг математик моделига тулиь; мувофик ке- 
лолмаслиги ва дастлабки маълумотлардаги ани^сизликлар натижасн-
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да аннц ечим урн и га бошца /?, ечим олинади. Хоснл б\ ладиган д, =  
=  R  — R l хатоликдан масаланн ечиш давомида олиб борнладнган 
хисоблашлар жараёнида цутулнш иложи йу;ушги сабабли бундай 
хатолик й Щ о ти л м а с  х а т о л и к  дейилади. Тадкикотчи бу хато- 
ликларнинг катталигини билиши ва шунга караб натнжанннг й\ ко- 
тилмас хатосинн ба.холаши керак.

Масала ни ечишга кнришилар экан бирор усул танланади (маса
лан, сонли усул) ва .\нсоблашларни бошламасдан R l ечим урнига /?2 
ечимга олиб келувчи янгн хатолнкка йул ^уйилади. Д2 =  R x— R. 
хатолик усул х а т о л и ги  дейилади.

Ва нихоят щюблаш жараёнидаги оралиц натижаларда куп хо- 
нали сонлар .\осил булади ва уларнн яхлитлаб олишга 1\три келади 
(масала ЭХМда ечилганда хам сонлар яхлитланади). Шундай цилнб, 
масалани ечишда уюоблашнн аниц олиб бормаганлигимиз иатижа- 
сида а̂м хатолнкка йул цуйилади ва R , ечимдан фар̂ ли R3 ечим 
з̂ осил булади. \3 =  R i — R 3 хатолик хисоблаш  х а т о л и ги  дейи- 
ладн

Т$ л и ц  х а т о л и к  юкорида айтиб утилган хатоликлар йигинди- 
сидан иборат булади:

д =  +  д2 +  д3 — R  — R\ ~Ь R i — R i +R-i — R 3 — R  — R 3.
Масала ечиминннг аницлиги борасида тасаввурга эга булнш учун 

хатоликнинг барча турлари тулиц та.\лнл кнлиниши керак.

А. НАЗАРИЙ МАВЗУЛАР

1-§. Хатоликлар назариясининг элементлари
1.1. Бирор микдорнинг аник циймати дг, бу микдорнинг такрн- 

бий цийматн а булсин.
х аниц сон билан унинг а такрибнй киймати орасидаги х — а 

айирма х микдорнинг тацрибий циймати а нинг х а т о л и ги  деб ата- 
лади.

Агар х — а > 0 , яъни а с  х булса, у умда а сон х га кам и  
билан яцинлаш иш , агар х— а <  0, яъни х <  а булса, у хрлда 
а сон х га о р т и ги  билан яцинлаш иш  деб аталади. Масалан, 
Y 2  учун 1,41 сони ками билан такрибнй циймат, 1,42_сони эса 
ортиги билан такрибнй кнймат булади, чунки 1,41 <  V  2 <  1,41.
3,14 сони я  сони учун ками билан такрибнй киймат булади, чунки 
л >3,14; 2,72 сони е сонининг ортиги билан такрибнй цийматн бу- 
ладн, чунки е <  2,72.

Агар а сон аник х соннинг такрибнй киймати булса, бу бундай 
ёзилади: а т х .  Масалан, Y 2 « 1 , 4 1  ёкн 1^2 «  1,42, л « 3 ,1 4 ;  
е «  2,72.

Бирор х а ниц сон такрибнй киймати а нинг абсолют хатолиги 
деб, улар орасидаги айирманннг абсолют киймати |х— а| га айти- 
ладн.

х нинг аник киймати номаълумлиги сабабли \х — а| абсолют ха
толик \ам номаълум булади. Лекнн абсолют хатонинг узгариш це-
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гараларини курсатиш мумкин. Шунннг учун \ам абсолют хатолнк 
урнига чегаривии абсолю т х а т о л и к  тушунчаси киритилади.

1-таъриф. а тацрибий соннинг чегаравий абсолют хатолиги 
деб, бу соннинг абсолют хатолигидан кичик булмаган д сонга ай
тилади:

\х —  а| <  д.
Бундан буён «чегаравий» сузини тушириб о̂лдирамиз.
Сунгги тенгсизликдан х ани(\ сон ^уйидаги оралн̂ да ётишн ке

либ чицади:
а —  Д <  х а  +  Д.

Демак, а —  д сон х соннинг ками билан яцинлашиши, а 4- Д эса 
ортиги билан яцинлашишидир. К,ис%алик мацсадида куйидаги ёзувдан 
фойдаланилади:

х = а ±  л .
1- мисол. л сонини алмаштнрадиган та^рибий а =  3,14 сони- 

нинг чегаравий абсолют хатолигини топинг.
Е ч и ш .  3,14< л <  3,15 тенгсизлик уринли булганлиги учун 

|л — а| <  0,01 булади. Демак, А =  0,01 ни чегаравий абсолют хато
лик учун ^абул цилиш мумкин.

Амалиётда купинча «0,01 гача аниклик билан», «1 см гача аниц- 
лик билан» ва з̂ оказо ифодалар цулланилади. Бу нарса абсолют ха
толик мос равишда 0 ,01; 1 см га тенглигини Оилдиради ва х,оказо.

Такрибий соннинг абсолют хатолиги х аниц сонни унинг а так- 
рнбий киймати билан я^инлашиш сифатини етарлича тавсифлай ол- 
майди. Масалан, Д =  0,5 м абсолют хатолнк хонанинг буйини улчаш- 
да з̂ аддан ташцари катта, уй цуриш учун ер майдонини ажратишда 
йул цуйилиши мумкин, ша̂ арл.̂ р орасидаги масофани улчашда эса 
сезилмайди з̂ ам.

Улчаш ёки з̂ нсоблаш натижаси аниклигининг з^икий курсаткичи 
унинг нисбий х а т о л и ги д и р .

а такрибий соннинг нисбий хатолиги деб
(X —fl|

м
нисбатга айтилади.

2- т а ъ р и ф. а такрибий соннинг чегаравий нисбий хатолиги 
деб, нисбий хатоликдан кичик булмаган б сонга айтилади, яъни

\х — а| .  .  с Д1------- 5 <  о еки о ---------- .
N N

Бундан
д =  |о| • 6

нисбий хатолик купинча процент (фоиз) ларда нфодаланадн. Масалан,
3,14 сони л сонинннг тацрибий циймати. Унинг хатолиги 0,00159 
. . .  га тенг; чегаравий абсолют хатолик Д =0,0016 га тенг, чегара- 
вий нисбий хатолнк эса

б =  =  0.00051 =  0,051 %
3.14

га тенг деб з̂ исоблаш мумкин.
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1. 2. Агар а такрибий соннинг абсолют ха ттиги  бу сон охирги 
раками хонасининг бир бирлигидан (ярмпдан) ортнк булмаса, у ^ол- 
да а соннинг барча ракамлари кенг маънода ишончли (тор маъно
да ишончли) рацамлар деб аталади.

Такрибий сонларни факат ишончли ракамларни саклаган з̂ олда 
ёзиш лозим. Масалан, а =  52400 сонининг абсолют хатолиги д =  
=  100 булса, у о̂лда бу сонни куйндаги куринншда ёзнш керак: 
а =  524 • 10* ёки 5,24 ■ 103.

Ишончли ракамлари билан ёзилган 37 • 10; 370; 370,0; 370,00 
такрибий сонлар турлича аниклик даражаснга эга, уларнинг чега
равий абсолют хатоликлари 10; 1; 0,1; 0,01 га тенг.

Такрибий соннинг хаташгини, у нечта ишончли кийматли ракамга 
эга эканлигинн курсатиш билан ба̂ олаш мумкин. Кийматли рак,ам- 
ларнн санашда биринчи натдан фаркли ра̂ амдан чапда турган нол- 
лар и̂собга олинмайди. Соннинг охирида турган ноллар доимо циймат- 
ли ракамлардир (акс .уэлда уларни ёзилмайди). Масалан, кийматли 
рацамлар билан ёзилган а =  0,002080 сони туртта кийматли ракам, 
яъни 2, 0 , 8, 0 га эга.

Такрибий соннинг нисбий хатолиги цийматли рак,амлари сони 
билан богликдир.

Агар а сон п та ишончли кийматли ракамга эга булса, у о̂лда 
унинг б нисбий хатолиги

тенгсизликнн каноатлантиради, бу ерда k шу а соннинг бнрин- 
чи разами. Ва аксинча, нисбий хатолиги б булган а соннинг п та 
разами ишончли булса, у о̂лда п ушбу

тенгсизликнн цаноатлантирадиган энг катта туб сондир.
2- мисол. Агар а — 47,542 такрибий соннинг чегаравий нисбий 

хататнги 6 =  0,1 % булса, унинг ишончли ракамлари сонини аниц- 
ланг.

Е ч и ш .  (1.1) тенгсизликнн тузамиз: бу ерда Л — 4, 6 = 0 . 1 %  =

Равшанки, п — 1 = 2  ёки п =  3. Демак, а =  47,542 сони учта ишонч- 
ли ра̂ ам: 4, 7 ва 5 га эга.

Маълум бир маънода бундай .̂ исоблаш мумкин: фак,ат битта 
ишончли рацамнинг борлиги 10 % тартибида нисбий хататикка, 
иккита ишончли рацамнинг борлиги 1 % тартибида нисбий хататик
ка, учта ишончли рацамнинг борлиги 0,1 % тартибида нисбий хато- 
ликка мос келади ва з̂ оказо.

( 1. 1)

10 100 1000
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Математик жадвалларда барча сонлар ишончли рацамлари билан 
бернлади. Масалан, жадвалда lg 2 =  0,3010 берилган булса, у хрлда 
д =  0,0001, 6 =  0,03%.

1.3. Агар такрибнй сонлар ортицча (ски ишончсиз) ракамларга 
эга булса, унн ихлитлаш л озим. Яхлитлашда факат ишончли ра̂ амлар 
сакланади. Ортикча ракамлар ташлаб юборнладн, шу билан бирга 
биринчи ташлаб юборнлаётган рацам 4 дан катта булса, у холда 
саклаб цолинаётган охирги ра̂ ам битта орттирилади. Агар ташлаб 
юборнлаётган кием фацат битта 5 ракамидан ёки 5 ва колганларн 
натлардан нборат булса, у уэлда одатда охирги саклаб колинадиган 
ракам жуфт сон буладиган кнлиб яхлитланадн.

3-мисол Сонларни берилган аникликда яхлитланг:
а) а =  10,547 ни 10 ~2 =0 ,01  =  Д гача аникликда туртта ишонч

ли рацам билан;
б) а =  5,1997 нн 10 “ 3 =  0,001 =  Д гача аникликда туртта ишонч

ли рацам билан;
в) а =  3,855 ни 10_ 2 =0,01 = Д  гача аникликда учта ишончли 

ракам билан.
Е ч и ш . а) а =  10,5474 «  10,55 ортит бнлан;

б) а =  5,1997 «  5,200 — ортит билан;
в) а =  3,88 «  3,88 — ками билан.

1.4. Абсолют ва нисбий хатоликларнинг асосий хоссалари. 1\уйи- 
дагн иккита масалани царайлнк: аргументнннг абсолют хатолиги 
буйича функциянинг абсолют хатолиги топилсин; 2) функциянинг 
йул цуйнладиган абсолют хатолиги маълум булса, аргументнннг ннс- 
бий хатолнг и топилсин (тескарн масала).

Бу масалаларни .\ал этпшда куйидаги асосий теоремадан фойда- 
ланилади:

Теорема. Функциянинг чегаравий абсо.лот хатолиги аргу
мент чегаравий абсолют хатолиги ни бу функция \оси.гасининг 
абсолют киймати билан купайтмасига тенг:

Р « а | П * )| . (12 )
бу ерда а — шу х аргументнннг чегаравий абсолют хатолиги, р эса 
y — f(x) функциянинг чегаравий абсолют хатолиги.

Агар х аргументнннг чегаравий нисбий хатолигини Ьх оркали, 
у = / ( х) функциянинг чегаравий нисбий хатолигини 6  ̂ оркали бел- 
гнласак, у холда (1.2) тенгликдан фойдаланиб, куйндагини хосил 
циламиз:

6* = к т т 1  (1-3)у I f W I
4- мисол. у =  In х функциянинг чегаравий абсатют хатолигини 

топинг.
Е ч и ш .  у = 1 п х  функция учун (1. 2) формуладан фойдаланамнз:

X
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У холда
Р =  а

М
•=6.

Демак, логарифмнннг чегаравий абсолют хататнги р, аргументнинг 
чегаравий нисбий хатолиги 6t га тенг.

5 - мисол. у =  хп функциянинг чегаравий нисбий хатолигини 
топинг.

Е ч и ш .  у' =  пхп~ 1 булганлиги учун (1,3) формулага асосан 
цуйидагнни о̂сил киламиз:

пх /1—1

хп Ьх = И 6х

Демак, даражанинг чегаравий нисбий хататнги асоснинг чегара
вий нисбий хататнги 6̂  ни даража курсаткичнннг абсолют >\ийма- 
тига купайтирилганига тенг.

Хусусан. дойра юзининг чегараЕий нисбий хатолиги радиуснинг 
чегаравий нисбий хататигндан 2 марта капа, чунки 5  =  л г  булга- 
ни учун:

S ’ 
г  — Ь г = Г*

2 л г
S Г лг*

бг =  2 6Г.

Иккн узгарувчнли и — / (х, у) функциянинг чегаравий нисбий 
хатолигини ба.\олашда (1.2) тенгликка ухшаш ушбу формулани .40- 
сил ь̂ иламиз:

диди .

Л 1 ’ • + ду |
бу ерда ах — узгарувчн х нинг чегаравий абсолют хатолиги;

ау— узгарувчн у ниш чегаравий абсатют хатолиги;
|i— эса u — f  (дс, у) функциянинг чегаравий абсатют хато- 

лиги.
Охиргн тенглик исталган сондаги аргументлар функцияси учун 

умумлаштирнлиши мумкин Масалан, u =  x + i /  +  z +  . . . -Ы  
функция учун

rln sin I IНи ^ди ди ди I __ _  I ди

дх ду д: j ~  \dt
шунинг учун

— ах + а у -\-аг +  . ■ . +<*,,

демак, йигиндининг чегаравий абсатют хатолиги р ^ушилувчиларнннг 
чегаравий абсолют хататнкларн ах, atj, аг, . . . , at нинг йигинди- 
сига тенг.

Йигиндининг чегаравий нисбий хатолигини аниклашда ушбу икки 
*олни ажратиш керак:

1) Барча кушилувчнлар бир хил (анн^лик учун— мусбат) ншора- 
ли. Йигиндининг чегаравий нисбий хататнги

а
6 =

+  «  у +  • • • +  *  I
*  +  у +  . . .  + t

183



га тенг. 6̂ , 6 . . .  , б, —  мос равишда х , у , . . . .  t нннг чегара
вий нисбий хатоликларн булснн. У  з̂ олда ах= 6 х -х, я у — 6 ■ у, . . .  ,
a t =  bt t. 6max ва 6min орцали 6х, 6,;............ 6, сонларнинг ичида
энг каттаси ва энг кичигини белгнлаймиз. У  з<;олда

6 х ■ х+6 у +  . . . +  6, -I (х +  у +  . . .  I) flmix _  л
О =  ----------------------------------------------------------------<  ------------------------------------------------- —  и  m a x'

x  +  y + . . . + t  x  +  y . . . + t

ёки б <  б пцх. Шунга ухшаш, 6 >  бт|п ни зухил и̂ламиз. Шундай 
^илиб,

«■ !„<  6 <  бт.х-
Демак, бир хил ишорали ^ушнлувчилар йипшдисннннг чегаравий нис
бий хатолиги ^ушилувчнларнинг энг кичик ва энг катта чегаравий 
нисбий хатоликларн орасида ётади.

2) К,ушилувчилар турли ишорали, масалан, агар и =  х — у бул
са, у \олда унинг чегаравий нисбий хатолиги

6 =  а* +  а»
1* —  У\

га тенг. Демак, х ва у сонлар бнр-бирига якин булса, у холла х 
ва у сонларнинг чегаравий нисбий хатоликларн, з̂ атто жуда кичик 
булганда з̂ ам, улар айирмасннинг чегаравий нисбий хатолиги жуда 
катта булиши мумкин. Масалан, ишончли ра̂ амлар билан ёзилган 
х =  1,245 ва у =  1,235 сонлари уч\н цуйндагига эга буламиз:

ссх =  0,001, <ху =  0,001; 6Х =  0,08%; бу»=[0.08% ; ,

б =  ° '00- - 0 - - 1 • 100% =  20% .
0,01

2-§. Функцияларнинг цийматларини з^исоблаш.
Купзсадлар учун Горнер схемаси

2. 1. )̂ исоблаш амалиётнда купинча бнрор функциянииг берилган 
нуцтадагн кнйматннн з̂ исоблашга тугри келади. Бунда шуни назар- 
да тутиш керакки, математик эквивалент булган нфодалар уларнинг 
киймагларини з̂ исоблаш учун зарур булган амаллар сони маъносида 
з̂ амма вацт з̂ ам тенг кучли булавермайди. Масалан, 

a»t+  2ab't+ P  = (a ;+ [b f

айниятнинг чап цнсмнни ,\исоблашда турпа купайтириш амалини ва 
иккита кушнш амалини бажарнш зарур. Унг цисмнии з̂ исоблаш учун 
эса бор-йут бнтта у̂шиш ва битта купайтириш амалини бажариш 
зарур.

Функцияларнинг цийматларини .\исоблаш одатда элементар ариф
метик амаллар кетма-кетлигига келтирилади. Бу амалларни такрор- 
ланувчи цнклларга булиб, уларнинг сонинн камайтириш маъцулдир. 
Мисол тарикасида Горнер схемасини куриб чикайлик.
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2.2. Горнер схемаси — бу куп ^адни икки .\адга булишда тулик,- 
мас булинма ва цолдицни топиш |усулидир.

Даражали куп ^ад деб, ушбу
Рп(х) = а^хп +  агхп~' +  . . . +  ап_}х +.ап (2.1)

куринишдаги ифодага айтилади, бу ерда а0,аи . . . , ап коэффици- 
ентлар— кацнцнй сонлар, шу билан бнрга а0 Ф 0 ; ап — куп^аднинг 
оэод х;ади деб аталади.

(2 .1) куп^аднинг х  =  £ нуцтадаги цийматини укоблаш талаб 
к ил н ней н.

Рп(х) ни (дг — г) га буламиз, у уэлда

а0х" +  а 1 хп ' +  . . .  +  ап_^х 4- ап = (Ь^" 1 +  Ь, * 1 * +  . . .  +  

ra эга буламиз. Бу тенгликда х  урнига s ни к,уйсак,
bn = P n(t)

келиб чн^ади.
Демак Рп(1) ни кисоблаш уЧун Ьп ни топиш етарли экан. (2.2) 

тенгликда х  нинг бнр хил даражалари олдидаги коэффнцнентларнн 
тенглаштириб,

ао — bt.
<*i =  bt — b0l, 
аг = bt — btl,

<*п = bn —
муносабатларга эга буламиз. Бу тенгликлардан

в, =  ав.
+  b0l,

b% =  Oj “Ь b £  (2 .3)

Ьп = ап +  Ьп -£
ни косил киламиз.

^исоблаш жараёнида (2.3) тенгликларни ушбу
ао аг а3 . . . а„_, ап [|_

»«£ bil btj  . . .  b„_2i  bn_ ,£_____
ь0 bt bt ь3 . . .  i ьп_2 =  Pn (5)

жадвал шаклида жойлаштирнш \исоблаш ишларинн енгиллаштира- 
ди. Бу ерда Ь0 =  а0 булиб, охирги цатордаги бошка сонларнинг ^ар 
бири унинг устида турган иккита соннинг йнгиндисига тенг. Келти- 
рилган усул Г орнер схем аси  деб аталади.

Агар факдг Ьп =  Рп (?) ни ^исоблаш талаб килинса, у к°лда Гор
нер схемасини
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Pn(l) =  ( . . .  ((aal  +  fl,)c +  a !) +  . . .  +  <V,)£ +  e„ (2.4)
куринишда ёзнб олнш мумкин. Бу усул купхад цнйматнни \исоб- 
лашда хакицатан хам самарали усулдир. Чунки (2.4) формула ёрда
мида Рп(1) ни хисоблаётганда биз факат п марта купайтириш ама-
лини бажарзмиз. Оддий йул билан хисоблаганда эса ?2, Е3, . . .  
даражаларнн ^исоблаш учун (л — 1) марта купайтириш амалини ва
00="- • • • .  купайтмаларни ^оснл кнлаётганда яна п та
купайтириш амалини, ^аммаси булиб, 2п — 1 та купайтириш амалини 
бажаришга тутри келар эди.

1- м и с о л . Ръ (дс) =  хь +  Здс4 — 2.V* +  дс2 — х -f 1 куп.^аднинг х = 3  
дагн кийматини Горнер схемасидан фойдаланиб .\исобланг.

Е ч и ш .  Бу купхад учун Горнер схемасини тузамиз:
1 3 — 2 1 — 1 1 |_3

3 18 48 147 438
1 б 16 49 146 439 

Шундай килиб, Pt (3) =  439.
Биз Горнер схемаси буйича \исоблашлар бажарганимнзда фаь^ат 

Ьп — Рп{1) ни .\исоблабгииа цолмасдан, балки Рп{х) куп^аднн дс — I 
нкки ^адга булншдан ^осил буладиган тулнцмас булинма булмиш 

куп^аднинг коэффициентларинн ,\ам аниклаймиз. ^акнкатан
)̂ ам

Q n - i  W  =  Р«/~' +  Р.*"-2 +  • • ■ + К - 2  (2.5)
ва

/>„(*) =  <?„_,(*)(*-5) + Р„ (2 .6 )
булсин, шу билан бирга Безу леоремасига асосан (1 - жилд, 267-са.^и- 
фага царанг) булишдаги ^олднк Рп(?) га тенг, яъни Рп =  Рп(1).
(2.5) за (2.6) формулалардан

Рп (х) =  $оХп~' +РхХп~3 Р „ _ , )  ( х - 1 )  +  Р „

ни ^оснл циламиз. 1\авсларнн очиб, ухшаш хадларни ихчамласак,

Рп (X) =  Ро*" +  (Р , -  Р о ? )^ - 1 +  (Р , -  р ,? ) * 4- 2 +  . . . +
+  ( Р „ _ ,  -  р„_20* +  ( Р „  — Р „  _,)!

га эга буламиз. Бу тенгликнннг чап ва унг томонларндаги х узга- 
рувчининг бир хил даражалари олдидагн коэффициентларни та к ̂ ос
лаб, цуйидагини ^осил цнламиз:

а о =  Р о .
а 1 =  P i  Р о ? . 
a i  =  P i  P i e .

fln-l — Рл-1 Рп-2 '̂
°п  =  Р п Р - . *  '
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Р о  =  а 0 ~  1*1),
pt = а 1 +  р0Е =Ь„
Pi =  йг +  Pi? =  Ьг ,

Р п - 1  =  а п - 1 +  Р п - 2 *  =  °п  1*
Р =  а +  В ,1 = bг  П П 1 ' л —Р  п

Ана шуни исботлаш талаб этилган эдн.
Шундай ^илиб, (2.3) формула, ва демак, Горнер схемаси \ам, 

булишни бажармасдан туриб, Qn_, (дг) булинманинг коэффициетла- 
ринн ва Рп{1) колдикни топиш имконини берадн.

2-м и со л . Р„(х)— 12jc4-f 19д;3 — 4 куп.^аднннг £ =  — 2 нуцта- 
дагн цийматнни хисобланг ва Р4(х) ни х  +  2 икки хадга булишдан 
чикадиган Q3(x) булинма купхаднннг коэффициентларини аникланг. 

Е ч и ш.  Бу куп^ад учун Горнер схемаснни тузамиз:
12 19 0 0 - 4  1~2 

—24 10 —20 40
12 —5 10 —20 36 =  Р (— 2) — цолдиц.

Шундай цилиб, Р4(— 2) =  36 ва Q3(х) =  12х3 — 5а'2 +  Юдг — ?0 — 
Р4(х) ни х + 2  булишдан чикадиган булинма купхад.

2.3. Горнер схемасидан фоидаланиб, берилган Рп(х) купхаднинг 
хациций илдизлари чегараларини топиш мумкин. Айтайлнк х — Р (Р>
>  0) да Горнер схемасндагн барча Ь( коэффициентлар манфиймас 
шу билан бирга биринчи коэффициент мусбат булсин, яъни

Ь0 =  а0 > 0 ва bt > 0 (i =  1, n),
у холда Р„(х) купхаднинг барча хк хакикин илдизлари Р дан чапда 
жойлашган, яъни

хк <  Р(Л =  1, т, т <  п)
булади. Хакикатан хам,

Рп(х) =  (М "- ' +  • • . +  &„_,)(* -  Р) +  Ьп
булганлиги учуу исталган х >  р да юкорида келтирилган шартлар- 
га асосан Рп (х) >  0 булади, яъни Р дан катта исталган сон Р„(х) 
купхаднинг хеч ^ачон илдизи була олмайди. Шундай цилиб, куп- 
хаднинг хК хаки^ий илдизларини ю^оридан бахоладик. 

хк илдизларии куйидан ба^олаш учун

Qn(x) = ( - \ ) nP ( - x ) = a jc n - a 1x r - '+  . . .  + ( -  1)"а„
купхадни тузамиз. Бу янги купхад учун шундай х — я ( а > 0 )  сон- 
ни топамизки, мос Горнер схемасидаги биринчи коэффицнентдан таш- 
царн барча коэффициентлар манфиймас булсин, биринчи коэффициент 
эса равшанкн, мусбат булади. Юкоридагига ухшаш муло.^аза юри-

Бундан:
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тнб, Qn(x) купхаднннг xk{k =  l,m) ^акиций илдизлари учун хк <
<  а  тенгсизликни ^осил киламиз. Демак, хк > — а  куп^аднинг .yt- 
кикий илдизлари учун куйн чегараии хосил килдик. Шундай цилнб, 
Рп{х) купхаднннг барча .\ацицнй илдизлари (— х, р) кесмада жой-
лашган (3.1-{шакл).

3 -мисол .  РА(х) =  х*—
х — 2х* -г Зле2 +  4jc — 1 куп^ад- 

нинг ^акикий илдизлари чегара- 
ларини топинг.

- 0L X, 0 хт  ^

3.1 • шакл

Е ч и ш .  РА (х) купхаднннг, масалан, х  =  2 даги цийматини jyi- 
соблаймиз. Горнер схемасини тузамиз.

1 —2 3 4 — 1 12
2 0 6 20 

1 0  3 10 19 =  Р(2).

Барча коэффициентлар манфиймас булганлиги учун РА(х) куп
хаднннг ^ациций илдизлари, агар улар мавжуд булса, хк < 2  тенг
сизликни каноатлантиради. Демак, зоди^ий илдизларнинг юк.ори че- 
гараси топилди.

К,уйн чегарани ба^олаш учун янги куп^адни тузамиз:
Qt W =[(— I)4 Рл ( -  х) =  +  2ха +  Зх2 — 4* — 1.

Унинг кнй.матнни, масалан, дг =  1 да угсоблаймиз. Горнер схемасини 
тузамиз.

1 2 3 —4 — 1 II
1 3  6 2

1 3  6 2 1

Барча коэффициентлар мусбат, демак, — <  1, яъни хк > \— 1. 
Шундай килнб, ^акикий илдизларнинг к,уйи чегараси топилди. Де
мак, берилган Р*(х) купчаднинг барча з^иций илдизлари [—1, 2] 
кесманннг ичнда жонлашган.

2 .4 . К уп^адда узгарувчини алмаштириш. Ушбу

Р„ (х) =-■ о#*" + а,дс'1_1 + . . .  + а п

куп^адда х  узгарувчини
х  =  У +  1

формула буйича алмаштириш зарур булсин, бу ерда у  янги узгарув- 
чи, £ — тайин сон. Урнига ^уйгандан сунг унга нисбатан янги

Рп(у +  1) = Л0уп +  А 1у п- '+  . . .  +А„
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купхад ни \осил циламиз. Энди ^уйидагиларни курсатиш мумкин:

л п = Р п(И

Ап-\ = Р п-\&)< бу ерда Яп_,(х)—берилган Рп{х) куп.^адни (х —
— |)  га булишдан чиццан булиниа;

А п - 2 =  р п-г(*)>  бУ ерда>п_2(х) — Яч_,(х) ни х — % га булишдан 
чик^ан булинма;

А>=Яв® , бу ерда Р0 (х) — шу Я„(х) ни х —  s га булишдан чир
кан булинма.

PH(l) .Pn- i ( l h  Рп- 2(1)........... Л,(с) кийматларни *исо5лащда ушбу
умумлашган Горнер схемасидан фойдаланилади:

CLq Ql #2 • • 
bol b,l bti . .

• an-\ , °n IL
• K _ ,i  +  » _ ,S

Oq — frj b j bx b , . . .
c,l сЛ ctl . . ■ Cn- 2»

b0 = c0 cx ct c,t . . • Cn -1 =  Pn-\ (?) =  ^fl-l

4- м и с о л . Я* (х) =  х* — 8х* +  5х2 +  2х — 7 куп^адда узгарув- 
чининг учинчи даражасини йу^отиш учун х = у  +  2 деб олинг ва 
алмаштирилган куп^аднн топинг.

Еч иш.  Умумлашган Горнгр схемасини татбиц этамиз (5 =  2 да):
1 - 8  5 2 - 7  Ц = 2

2 — 12 —14 —24 -------
1 _ б  —7 —12 - 3 1  =  Л4

2 —8 —30 
1 —4 —15 —42 =  А ,

2 —4 
1 —2 —19 =  Аг 
______ 2

1 0  =  Л,
1 =  Л0

Демак, Р (у +  2) =  у* -  19уг — 42у — 31.
3-§. Функцияларни аппроксимациялаш

3.1. Функцияларни аппроксимациялашдан купгина амалий маса- 
лаларни \ал этишда фойдаланилади.
Р? Бирор экспериментнн утказиш жараёнида берилган х0, хх..........хп
ну^таларда y =  f{x) функциянинг

Уа — I (Xq), Hi — f  (Xj). . . .  . Уп f  (x„)



кийматлари хосил килннган булиб, бошка х ф  х{ (i =  0 , л) нуцталар- 
да /(дс) функцияни тиклаш талаб килннсин.

Аппроксимациялашнинг бошца кенг таркалган масалаларндан би- 
ри берилган yi =  f(x t)(i =  о, л) цийматлар буйича f ix )  .\осилани ва

Ь
\ f(x)dx интегрални аниклашдан иборатдир.

U
Бу каби масалаларни .\ал этишда классик ёндошув усули шун- 

дан ибораткн, fix) функция хасида мавжуд маълумотдан фойдалан- 
ган холда /(дс) га бирор маънода яцин булган бошка <p(*) функция 
каралади ва ф(дс) устида тегишли амални бажарнб, бундай алмашти
риш хатолигини олиш имкони булади.

Бундай ёндошувни амалга оширишда ушбу туртта масалани ку- 
риб чициш керак.

1. /(дг) функциянинг берилиш шакли ^акидаги масала. Бу ерда 
иккита асосий \ол булиши мумкин. Ф у н к ц и я  ё аналитик усулда. ёки 
жадвал усулида берилган. Функциянинг график усулда бернлишини 
аниц масалага боглИц равишда ё биринчи цолга, ёки иккинчи холга 
кнритилади. Бундан кейин биз [а, Ь] кесмада узининг етарли тар- 
тибгача хосилалари билан узлуксиз булган ва х. (бунда дс(. <  b ва
i =  1,л) тугунларда узининг у( =  /(*„) цийматлари билан аннкланган 
f(x) функцияни караймиз.

2 . Аппроксимацияловчи функциялар синфи, яъни f(x) функция 
цандай ф (дс) функциялар билан аппроксимацияланиши хакидаги маса
ла. Бунда ушбу икки факторга амал килинади. Биринчидан, аппрокси
мацияловчи функция аппроксимацияланувчи функциянинг узига хос 
хусусиятларини акс эттирсин, иккинчндан, унинг устида тегишли амал- 
ларнн бажариш цулай булсин.

Сонли анализда уч гурух аппроксимацияловчи функциялар кенг 
кулланилади. Биринчи гурух— бу 1, х, дс1, . . . дс'! куринишдаги 
функциялар булиб, уларнинг чнзицли комбинациялари ёрдамида да- 
ражаси л дан юцори булмаган барча куп хадлар синфини ^осил ки- 
лиш мумкин.

Иккинчи гуру.\ни Фурье цаторлари ва Фурье нцтегралнни хосил 
циладиган sinarv ва cosajc функциялар хосил цилади.

Учинчн гурух еа‘х экспоненциал функциялардан иборат.
К,уйида биз купхадлар билан аппроксимациялаш устида батаф- 

силроц тухталамиз, яъни аппроксимацияловчи функция устида бирор 
л-даражали куп^адни караймиз.

3. Аппроксимацияловчи ва аппроксимацияланадиган функциялар- 
нннг якинлиги масаласи, яъни ф  (дс)  функция каноатлантириши лозим 
булган мувофиклик мезонини танлаш хацидаги масала.

Мувофицлик мезони хацидаги масала шундан ибораткн, бунда бирор 
йул билан аппроксимациялануви ва аппроксимацияловчи функциялар
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орасндаги «фаркланиш» аницланади, кейин эса барча аппроксимация- 
ловчи функцнялар синфидан бу «фарцланиш»нннг энг кичик булиши- 
ни таъминлайдиган функция танланади.

Кенг таркалган мувофицлик мезонларидан бирн Чебишев мезони 
булиб, унда «фарцланнш» тушунчаси xi тугунларда ф (лг) функциянннг 
f(x) функциядан четлашишининг максимал микдорн деб каралишига 
асосланади:

д  =  m ax  | /  (Xj) —  ф (jff) |.

Бу ерда аппроксимациялоьчи функция учун Д =  О буладиган з̂ ол 
энг катта ахамиятга эга. Бу ^уйидагини бнлдиради: узинннг у. =  
= f(x t) кийматлари билан берилган у = f(x) функция учун (3.1-жад- 
вал) х{ тугунларда шу y = f{ x )  функциянинг кийматлари билан бир

3.1- ж а д в а л

X *0 *1 х п

у  =  1 ( х ) Уо У1 Уп

хил, яъни ф  (х) —  у  булган аппроксимацияловчи ф(л) функцияни 
тузиш талаб цилинад:. /(х) ва ф(х) функцияларнинг х{ тугунларда 
бир хил булиш мезонига асосланган бундай аппроксимациялаш усу- 
лн интерполяциялаш (ёки интерполяция) деб аталади.

Мувофиклик мезонига яна бир мисол келтирайлнк. Функциялар 
орасидаги «фаркланиш» тушунчасини xt тугун ну^таларда улар четла- 
нишларинн квадратлари йигиндиси сифатида бундай киритамиз:

Р =  > -  [ / ( * , )  — ф (*,)]*.
/= о

Энди аппроксимацияловчи функция сифатида бу р минимал булади
ган нуцтани танлаймиз Бу мезондан унча юкори булмаган аникликда 
берилган катта микдордагн маълумотлар берилган лолларда фойда- 
ланиш мацсгдаа мувофшушр. Бу мезонга асосланган аппроксимация
лаш усули купннча эн г к и ч и к  к в а д р а т л а р  усу ли  деб аталади 
(2-жилд, 336-са^ифага ^аранг).

4. >^осил кнлинган ечимнинг аншушк масаласн куп жи^атдан 
асосий масаладир. Бу ерда такрибий ечнм аник ечимдан берилган е 
дан ортик фарк килмаслиги лозим. Бу f(x) функцияни исталганча 
даражада аник я^инлаштириш масаласи булиб, у юкорида санаб утил- 
ган «параметрларга» (х{ тугунлар, ф(лг) функщ|ялар синфи, f(x) ва 
Ф (дс) нинг мувофиклик мезони) боглик булиб, умумий .\олда очикли- 
гнча колади ва хар бир тайин аппроксимациялаш жараёнида ало^ида 
тадкнк килиниши керак.

3.2 Бирор тупламда узларининг ^осилалари билан биргаликда 
узлуксиз булган

Фо(*), < P iW ...............
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функциялар системаси берилган булсин. Бу функциялар системасини 
асосий сист ем а  деб аталади. Ушбу

Q„ (*) =  а0Фо (*) +  W  +  . . .  +  ап Ф„ (х) 
куринншдагн функция л- т а р т и б ли  ум ум лаш ган . ф у н к ц и я
деб аталади, бу ерда а0, at , . . . .  ап узгармас коэффициентлар.

Хусусий холда, асосий система х  узгарувчининг бутун манфнй- 
мас даражаларидан иборат, яъни

Фо'(*) = 1 .  Ф1W =  х, Ф2 (дг) =  х 1............фл(*) =  хп
булса, у хо-чда одатдагн л-даражалн

Qn (■*) =  Og +  fli-* +  OjX2 +  . . .  + 0 ^ "
куп^адга эга буламиз. Агарда

Фо(*) = 1 ,  Ф1 W =  собдг, f ,(x ) =  sin*........... ф2„_ ,(•*•) =  cosпх,

% п(х) = sirouc
булса, у додда л-тартибли

Qn{x) = а0'+  a tcosx +  a2sinx +  . . . +  a2fI_,cosnjeJ+ a2nsirwx
тригонометрик куп^адга эга буламиз.

Шундай килиб, функцияларни аппроксимациялаш масаласи цуйи- 
дагнча цуйилади: берилган f(x) функцияни берилган л- тартибли 
Qn(x) умумлашган ф (х) =  Qn(х) куп\ад билан шундай алмаштириш 
кераккн, /(дс) функциянинг Qn(x) куп^аддан (маълум маънода) кур- 
сатилган тупламда фаркланншн энг кичик булсин. ф (дс) =  Qn (ж) куп- 
Хад умумий цолда аппроксимацияловчи куп.\ад деб аталади.

Агар курсатилган туп лам ало^ида
*0,  *1* • • ■ » Хп

нуцталардан иборат булса, у ^олда аппроксимациялаш нуцтавий 
якинлаштириш деб аталади. Агар бу туплам а <  х  <  b кесма бул
са, у х;олда аппроксимациялаш интеграл якинлаштириш деб аталади.

Амалиётда функцияларни оддий ва тригонометрик куп^адлар би
лан аппроксимациялаш жуда му.уш ахамиятга эга.

«Иккита функциянинг фаркланиши» атамасига келсак, у вазиятга 
караб турлича тушуниладн. Шунга мувофиц аппроксимациялашнинг 
турлича масалаларига эга буламиз: уртача квадратик якинлаштириш, 
текис якинлаштириш ва хоказо.

4- §. Энг яхши нуктавий ва интеграл уртача  
квадратик я^инлашишлар

/(дс) функцияни ф(дс) функция билан энг кичик квадратлар усу
ли ёрдамида аппроксимациялаш натижасида бу функциялар орасида
ги фаркланиш улчови уртасида нуцтавий якинлашншлар учун,

Р =  2  (/(ДС,)) — ф(дс,))а.1= 1
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интеграл якннлаштиришлар учун эса

Р = 1  {f(x) — <t(x)Ydx
а

олинадн ва у уртача квадратик яцинлашиш деб аталади.
а) Нуцтавнй якинлашиш. Айрим дс,, дс„ . . . , хп нук,талардагн 

y v  У г, • • • . « / „  цийматлари маълум булган у  =  /(дг) функциянинг 
аппроксимациялайдиган

у  =<р(дс, а„  а2........... ап)
функцияни топиш талаб цилинснн. Энг кичик квадратлар усули бу- 
йича ф (дс, а , ........... ат) функцияни

Р =  2  (/(•*/) — Ф (*,))*. бунда /(дс(.) =  у(,

мнкдор энг кичик буладнган килиб танланадн. р микдорнннг барча 
а„  аг, . . . , ат узгарувчилар буйича хусусий х,осилаларини топамиз. 
Бу хусусий ^осилаларни нолга тенглаб, а ,, а2, . . . , ат номаълум- 
ларни топиш учун ушбу т та номаълумли т та

*Р = 0 , —  =  0 , .
да.да , да-, ' дат

тенгламалар снстемасинн .\осил циламнз. Бу тенгламалар системаси- 
ни ечиб, аи аг, . . . , ат ларнн топамиз. Бу коэффициентларга эга 
булган у =  ф(дс, а,, а2, . . .  , ат) функция энг кичик уртача квад
ратик четланиш pmln га эга булади.

Хусусий .\олда
у =  ф(дс, а, Ь )= ах +  Ь 

куринишдаги чизицли богланиш изланаётган булса, а ва b коэффи- 
циентлар ушбу чизикли тенгламалар системасидан топилади:

a i JC/ +  b 2  xi = ~  х1Уп 
‘Г’ ,=Л „ ,= ' (4-0

a ^ x ^ b  n  =  V  у ( . 
i=i i-i
у  =  ф (дс, а, Ь, с) = а х 2 +  Ьх +  с

куринишдаги уртача квадратик четланиш изланаётган булса, у ^ол- 
да а, Ь, с коэффициентлар ушбу чизикли тенгламалар системасидан 
топилади:

a j \x *  +  b V x t  +  c ^ x *  =  £  **«/.,
(=i ;=Г /»| (>i

a ^ x ,  +  6 =  <4-2>

Агар

i=i
n

/ - I
n

/=1 1= 1

a ^ x *  +  b 'V x l +  c n  = ' £ y r 
i=i (=i i= i
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б) Интеграл якинлашиш. Изланаётган y = f( x )  функциями [а, Ь\ 
кесмада аппроксимацияловчи у  =  ф (х, ах, аг, , ат) функцияни 
энг кичик квадратлар усули буйича топиш талаб цилинсин. ф(дг, а,, 
а„  а3, . . .  , ат) функцияни изланаётган у = f(x )  функциядан фарь̂ - 
ланнш улчови сифатида

9 = )  (/(х)-< р(х))Ч х
а

кабул цилинади. Энг яхши уртача квадратик аппроксимациялашда 
р мнедор энг кичик циймат цабул ^илади.

а) банддаги каби

* = 0 , ...........^  - о
дах да., дат

тенгламалар снстемасини ^осил циламиз ва бунн ечиб, alt а2, . . .  , 
. . .  , ат номаълумларнинг р минимал буладиган цийматларнни то
памиз.

Одатда аппроксимацияловчи функция сифатида 'купз^ад танланади. 
Интегралли аппроксимациялашда аник; интегралларни хисоблаш- 

га тугри келади, улар жуда мураккаб булнши ёки элементар функ
циялар орцали умуман ифодаланмаслигн ^ам мумкин. Шу сабабли 
ну^тавин аппроксимациялаш усули афзалрокднр.

Мисол .  у  =  3х функцияни [— 1; 11 кесмада учинчи даражали 
куп^ад билан уртача квадратик аппроксимацияланг.

Е ч и ш .  Изланаётган функцияни
Qs W  =  а0 +  ахх +  atx- -f а»*8

куп^ад куринишида танлаймиз. Ушбу 
1

Р =  J (3* — а0 — aix — (hx ' — a3x*)-dx 

мицдорнинг энг кичнк цийматини

шартлардан топамиз. Ушбу тенгламалар системасини ^осил киламиз:

—  =  — 2 \(3Х — а0— ахх  — а ^ 2 — a ^ y ix  =  0 , 
дао 1]

?В- =  — 2 ( (3х — а0 — ахх — агх3 — а^х3) xdx =  0,
.*»i -1

—  =  — 2 f (3х — а® — а,х — агх3 — a3x^)x2dx =  0,
*4 i t

О - =  — 2 [ (3* — а0 — охх — а ,Xs — a ^ jx^d x  =  0 . 
да3 i i
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I ;0 , n tox булганда,
| x"dx — . _ 2_^( n жуфт булгаНда 

“ I In -f- 2
эканлигини .\исобга олиб, куйидагнга эга буламиз:

2а0 +  — а2 =  j" 3* dx.
3 - i

2 , 2  1i ei + ±e,_jixз»*,
4  “ i “  f *!3x<fa,о Э _1|

— flj +  —а, =  Г x?3*dx
5 1 7 3 i ,

еки
6а0 +  2а, =■ 7,2819;
2а, +  1,2а3 =  2,4739;
2а0+  1,2а3 =  2,7779;
2,8а, +  2а3 =  3,5366

система ни ечамнз:
а0 =  0,9944; а, =  1,1000, а2 =  0,6576; а3 =  0,2335.

Шундай килиб, изланаётган функция
Q3 (jc) =  0,9944 +  1, 1000л: +  0.6576*3 +  0,2335-t3 

куринишга эга булади.

5-§. Функцияларга алгебраик кугцадлар билан 
энг яхши текис якинлашиш

f(x) функцияни ф (дс) функция билан яцинлаштнришда бу функ- 
циялар орасидаги фаркланиш улчови сифатида

Д =  max |/ (х) — ср (х) |
микдор цабул килинса, бундай ящинлашиш текис якинлашиш деб 
аталади.

Якинлашиш энг яхши булиши учун бу мнкдор fa, 6] кесмада 
бошка функцияларга нисбатан энг кичик булиши талаб цилинади.

fix) функцияни Qm(x) алгебраик купх,адлар билан аппрокснма- 
Циялаш учун ушбу Веиерштрасс теоремасн уринлн: агар /  (дс) функ
ция [а, Ь\ кесмада узлуксиз б^лса, у х1олда исталганча кичик г >  0 
учун етарлича катта т-даражали шундай Qm (jc) куп.\ад топи- 
ладики, унинг учун

I/ W  —  Qm (дс)| <  е
бС)лади.
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*£la. 6]
ми^дорга энг кичик циймат берадиган бундай Qm(x) купхад f(x) 
функцияга [а, Ь] кесмада энг яхши текис яцинлашувчи купхад ёки 
/(дс) функциядан [а, Ь] кесмада энг кам фарц.шнадиган функция 
деб аталади.

пппдш =  Ет
энг кичик фарцланиш [а, Ь] кесмада f(x) нинг энг кичик фарцла- 
ниши деб аталади.

^уйидаги теорема уринлидир: ёпиц чегараланган тупламда (бу 
[а, Ь] кесма ёки чекли сондаги хх, хг, . . . , хп нуцталар системаси 
булиши мумкин) узлуксиз булган исталган f{x) функция ва истал
ган т натурал сон учун даражаси т дан ортщ булмаган ва энг 
кичик Ет фарцланишга эга бу.1ган Qm (х) купхад мавжуд, шу би
лан бирга бундай купхад ягонадир.

Qm(x) купхад га баъзан ь;ушимча чеклашлар цилинадн, масалан, 
ат =  1 деб олинади, бу *олда

QmW =  а0 +  ахх +  . . . +  хт
га эга буламиз:

Хусусан, f{x) =  0 булса, у ^олда
pm =  max |Qm(x)|

*£ [a.o]
мицдорга энг кичик ь̂ иймат берадиган Qm(x) купхад [а, Ь\ кесмада 
нолдан энг кам фарцланадиган купхад деб аталади. Ана шундай 
хоссага Чебишев купхадлари эга булиб, улар сонли усуллар наза- 
рияси ва амалиётида катта ахамнятга эга.

6- §. Чебишев купхадлари

Чебишев купхадлари [—1, 1] кесмада
Т т (х) — cos (m arccosx), т >  0 (6 .1)

формула билан берилади.
Агар т =  0 ва т =  1 булса,

Т0(х) =  1 ва Т х(х) — х
га эга буламиз. Сунгра

cos (m — 1) ф +  cos (m +  1) ф =  2 cos ф cos m ф
ёки

cos (m +  1)ф =  2 cos ф cos m ф — cos (m — 1) ф 
айниятдан фойдаланиб ва ф =  arccos х  деб олиб, (6 .1) га асосан

Тщ+i (х) = 2 х  Тт (х) — Тт 1 (х) (6.2)
ни хосил киламиз, бу ерда т =  1 , 2 ...........

Бутун Ох сон ут^ида Г9(х) =  1, Т 1(х) = х  деб ва (6.2) рекуррент
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формулами бутун Ох уцига ёйиб, бу формула буйича кетма-кет 
куйидагиларни топамиз:

Тг(х) =  2 х Т 1(х )+ Т 0(х) =  2 хг — 1,
Т3 (х) — 2 х Т , (х) +  7 \ (х) =  4 .г3 — 3 х,

Т ^х )  =  2 х Т 3(х) +  Т 2(х) =  8 х* — 8 ха +  6 ,
Ть (х) =  2 х Tt (дс) +  Т а (х) =  1 6 ^ - 20х» +  5х.

Ч е б и ш е в  к у п ^ а д л  а рн н и н г х о с с а л а р и :
1. Чебишев куп.^адлари m жуфт сон булганда жуфт, пг тоц сон 

булганда тоц функциялардир.
2. m >  1 да Тт(х) купхдднинг юцорн коэффициентн 2т_ | га 

тенг.
3. т 2» 1 да Тт(х) куп^ад (— 1, 1) оралицда т та турли ^ацн- 

цнй илдизга эга ва улар
2 k  — 1 . ■;-------х. =  cos---------- л, k = 1,т

* 2 т
формула билан аникланади.

4. Тт(х), m >  О куп.^ад модулининг [— 1, 1] кесмадаги энг 
катта циймати 1 га тенг, яъни

тах  |Гт И  =  1 
« [ - 1.1]

шу билан бирга х  =  cos —  , п =  0, т да Т  (х) =  (— 1)" .пх
Бундан барча х£ [— 1, 1] учун

Р .  M l«  1
булиши равшан.

Тт(х) орцалн юцори коэффициентн 1 га тенг булган Чебишев 
куп.^адинн белгнлаймиз:

T J x )  =  2l~m ■ Tm (х),
- у эуэлда, равшанки,

П »  1Г . И 1 - 21- " .
« 1- 1. 1)

5. т-даражалн (т  >  1) Тт{х) Чебишев куп^ади ш ( т >  1) дара- 
жали ва юкори коэффициентн бир булган бошца Qm(x) куп^адга Ка
раганда нолдан энг кичик фарц цилади, яъни max | Т  (х)| <

_  1]
<  max | Qm(x) |. Бу куйидагнни англатади: т- даражалн ва юцори

« [ - I .  ij _
коэффициентн бир булган исталган Qm (х) куп^ад учун

max |Qm(x ) |> 2 ' - m 
«[-l. i]

тенгсизлик уринли.
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Бундан ташцари /(дс) =  дс“, т >  1 функция учун (— 1,1] кес
мада энг яхши я^инлашувчи (ш — 1)-даражалн Qm_i {x) =  о0 + a 1Jc-f
+  • • • купхад

булади, бу ерда Тт(х) юцорн коэффнциентн бнрга тенг булган Че- 
бншев купхади.

Ха^икатан хам>

айнрма масала маъноснга кура [— 1_, 1] кесмада нолдан энг кичнк 
фарцланадиган куп^аддир, яъни у Тт(х) Чебишев куп^адидан нборат. 
Бу ердан (6.3) формула келиб чикадн.

5-хоссадан фойдаланиб, ихтиёрий [а, Ь] кесмада нолдан энг ки
чнк фаркланаднган m-даражали ва юцори коэффнциентн 1 га тенг 
булган Тт(х) куп^адни тузиш мумкин. ^ацицатан ,\ам,

алмаштириш а <  х  <  b кесмани — 1 <  t <  1 кесмага алмаштиради,

га тенглиги келиб чикади.
Мисол.  / (х) =  х1 функциянинг [0 , 1] кесмада биринчи даража- 

ли Q t(дс) =  Ах +  В купхад ёрдамида энг яхши текис яцинлашишини 
топинг.

Ечиш.  А ва В коэффициентларнн

купхад [0 , 1] кесмада нолдан энг кичик огади.
а =  0, Ь =  1 цийматларнн урнига цуйиб, (6.4) формуладан цуГи- 

дагиларни хосил киламиз:

(6 .?)

2 2

шу билан бнрга tm олдидаги юк,орн коэффициент 
тенг. Бу ердан цуйидагини хосил циламиз:

(6.4) формуладан Тт(х) купхаднинг нолдан опиии

иЮ; I]
микдор энг кичик буладнган килиб танлаймиз. Демак,

Q, (дс) =  jc3 — Ах — В

£ , =  шах \хг — Q, (дс)|
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Q ,< * “ ( V - ) ! r »
b — a \ i  _i—2

h+a>
X  — -

b — a

X  —
2_ = 1  7 ,(2 *-  1) -  |- (2 (2 x -1)* -  1) -

1 да

=  ± {8 x* - 8 x +  l ) = ^ - x  +  - i  = x J - ( x - i - ) .

Бундан Qx(x) — x ---- —, шу билан бнрга £ , =  2 'j =  — ,
8 \  4 /  8

шу сабабли £ x =  — огнш учта нуцтада: дг, =  0 , дс, =  —- , х =
8 2

руй беради. Бу энг яхши яцннлашши куп^адларнннг узига хос
хусусиятидир.

Геометрнк ну^таи назардан y=Qi(x) функниянинг графигн /4(0,0) 
ва £ ( 1, 1) нуцталар ор^али утувчн ватар билан бу ватарга параллел 
урннма уртасндан уларга параллел булиб утган тугри чизицдир, 
бунда эгри чизиц у = х 2 функциянинг графигндан иборат (3.2-шакл).

7-§. Функцияларни интерполяциялаш.
Хатоликни ба^олаш

7.1. Интерпатяциялаш дейнл- 
ганда функциянинг жадвал усу- 
лида берилишидан аналитик усул- 
да берилишига утишни тушу ни - 
лади.

Энг содда интерполяциялаш 
масаласи цуйидагидан иборат:
(а, 6] кесмада интерполяция ту- 
гунлари деб аталадиган п +  1 та

*0. xt, х2...........хп

нуцта ва бу ну^таларда бирор 
У = f(x) функциянинг

Уо =  /(*о). Ух = /(*г). У »  =
=  /»(* 2) ............. Уп =  ( ( Хп)

цийматлари берилган. Бу маълу- 
мотлар жадвал шаклида ёзилган 
булсин (3.2- жадвал). 3.2- шакл
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3.2- ж ад  в а л

X *0 *1 *1 х п

У Уо У1 Уг Уп

Маълум синфга тегишли булган ва интерполяция тугунларида 
У — f( x) функция ^абул киладиган кийматларнн кабул циладнган, 
яъни

F W  =  Уо. Н * ,) =  У1. F(*i) — Уг...........F(xn) =  уп
булган у — F (х) функцияни (аппроксимацияловчи функцияни) топиш 
талаб цилннади. Геометрик нуктаи назардан бу берилган

М 0(*о. Уо)' У1). MA*i>  Уг). • • • . м п (х п' Уп)

ну^талардан утаднган маълум тнпдагн эгри чизн^нн топиш лозим- 
лигини англатади (3.3-шакл)

Масала бундай умумий цуйилганда чексиз куп ечнмлар туплами- 
га эга булнши ёки мутлацо ечимга эга булмаслиги мумкин. Бироц 
ихтиёрий F (х) функция урнига

Л ,(*о) =  У о. p n(xi)  =  Ук =  Уг............. ...  Л ,(*л ) =  Уя
шартларни цаноатлантирадиган даражаси п дан ортиц булмаган 
Рп(х) куп^ад изланадиган булса, масала бир цийматли ечнладн. Бу 
шартлардан фоидаланиб, номаълум а„, ах, аг, . . . , ап коэффицнент- 
ларни ани^лаш учун цуйидаги (л +  1) та номаълумли (я -f 1) та 
тенгламалар системасини ^осил киламиз:

a9 +  alxt  +  atxs0 +  . . .  + а пх^ = у0, 
а0 +  ахх  1 +  агх] +  . . . +  ап х[ =  у х,
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Агар х0, дгх, х2, . . . .  хп цийматлар бир-биридан фаркли булса, сис
тема ягона ечимга эга эканлигини айтиб утамиз. Бу системани ечиб, 
ас, а 1, аг, . . . , ап коэффициентларнинг цийматларинн аннклаймиз 
ва цуйилгаи масаланинг ечимини бераднган Рп (х) интерполяцион 
куп^адни хосил циламнз.

1- м и с с  л. Ушбу жадвал (3.3-жадвал).

3 . 3 - ж а д в а л

X 0 1 2

У 1 1 3

билан берилган f(x) функция учун интерполяцион куп^аднинг дара- 
жасини ва узини топинг.

Ечиш.  Тугуилар сони ва параметр-тар сони п +  1 = 3  шу са
бабли, интерполяцион куп^аднинг даражасн п =  2 булади. Рг (х) ни

Рг (х) =  о0 +  а^х +  агх2
куринншда ёзамиз ва жадвалдаги маълумотлар буйича ушбу чизицли 
тенгламалар системасини тузамиз:

ао *Ь ai ■ О "Ь й2 • 0 =  1,

0,  +  а , - 1 +  0 , 1* =  1,
а„ +  а1 2 +  аг 2г = 3 .

Бу системанн ечиб, а0 =  1, а, =  — 1, аг =  1 ни топамиз, демак, 
интерполяцион купхад бундай куринншда булади:

Pt (x )=  1 — х +  хг.

У хуйилган шартларни цаноатлантиришини аниклаш кийин эмас.
7.2. Интерполяциялашда мувофиклнк мезонн сифатида f(x) ва 

Рп(х) функцияларнинг интерполяция тугунларнда устма-уст тушиши 
шарти кабул цилинади.

/(дс) функциянинг бирор х ф х ( нухтадаги цийматини хисоблаш 
зарур булган х°лда интерполяция хататиги А деб, а ниц ва тацри- 
бий кийматлар орасидаги

Я„(*> = \f(x) — Pn(x)\
айирмага айтилади, бу ерда Rn(x) — интерполяция формуласининг 
хатолиги.

Тайин дс нуцта учун хатолик ушбу тенгсизликнн цаноатланти- 
ришини исботлаш мумкин:

Af
l*,(«)l <  (п -f.~V); К ( * ) 1' (7Л)

бу ерда
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«я(дс) =  п  (*  — *,) =  (* — *о)(*— дс,) . . . (х  — хп),
1-0

^ +1 =  m a x i r +1W |.
x i [а. 6]

[а, b] кесмада f(x) функциянн Рп{х) купхад билан интерполяциялаш
натнжасида .\осил буладнгаи хатолик цуйидаги муносабат оркалп 
аникланадн:

\Rn(x)\ =  шах |/(дс) — Рп(х)\ <  шах | <о„(дс)|,
« (а , 6) ' « [а , Ь]

бу ер а
п

М, =  П (х — х,).
1=9

2-мисол.  Интерполяция тугунлари сифагида 
х0 =  100, х, =  121, х2 =  144

ни танлаб, у  =  У х  функция учун ннтерполяцнон купхад ёрдамида 
У 117 ни цандай аниклнкда ^исоблаш мумкин?

Е чи ш. Энг аввал М3 =  max \{V х )' \ ни аниклаймиз. Бунинг
лге[100. 144J

учун ^уйндагиларни топамиз:

V  -  -  г  , у - ---------L  Х -* . у"' -  4  х ~ м -i f  2  ’ *  4  а  8

Бундан:

(7.1) муносабатга асосан:

)~5|(117 — 100) (I

— 144)| « 0 ,1 2  • 10~2

м з = —  100—5/2 =  -  10~5. 
3 8 8

|Л, (117)1 <  — • 10 |(117 — 100) (1174— 121) (117 —
8

8-§. Лагранж ва Ньютоннинг ннтерполяцнон куп^адлари

Рп(х) ннтерполяцнон куп^аднинг а{ коэффицнентларини ^исоб- 
лаш юцори тартибли тенгламалар снстемасини ечиш билан богли^. 
Шу сабабли амалий масалаларни .\ал этншда ннтерполяцнон куп- 
Хаднинг махсус турларн билан иш курилади.

8.1. Лагранжнинг ннтерполяцнон формулаеи деб ушбу
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(X — X0) ( X  —  X i ) . . .  ( х  — х , _ , ) ( х  — х , + 1 ) . . .  (х — хп )
L (X) =  >  -------------------------------------------------------------------------- - у,

Д  (*t — *о> (*; — *l) • • • (*/ — •*;_!> (*, — xl+i) . . .  (х( -  хп )

интерполяцион куп.\адга айтилади. Касрнннг сурат ва махражини 
(дг — х,) га купайтириб з̂ амда

W  =  (*— *„) (х — x j  . . . (х— хп),
(xt) = (Xi — ДГо){х, — X,) .. . (X, — jf,_,)(*,—*,+,) .. . (*, — *„)

ларнн ^исобга олиб, (8.2) Лагранж интерполяцион куп^адини бун
дай куринншда ёзиш мумкин:

1■w ” i » < , - i у , i , w - <8'з>S  ( х - х { )ып (х) Jj*

у , лар олдида турган /,(*) = ----- ^  *.------, t = 0 , п коэффициент-
(х — х0) шп (X, )

лар Л агранж  купайтувчилари деб аталадн. Улар учун куйидаги 
тенглик уринли:

£ / i W - i .
1 = 0

3-мисол.  / (дг) функция 3.4-жадвал билан берилган.

3.4- ж ад  в я л

X 0 1 2 6

У — 1 —3 3 1187

Унинг дг =  4 нуцтадаги кийматнни Лагранж интерполяцион куп- 
з^адидан фойдаланиб хисобланг.

Ечиш.  (7.3) форм у лага х( ва yt нинг ь^ийматларини цуйиб, 
л =  3 в а х = 4 д а  цуйидагини .^осил киламиз:

г 1 ( 4 - 1 )  ( 4 - 2 )  ( 4 - 6 )  4 • (4 — 2) (4 — 6)
(— О (—2) (—6) I - (1 — 2)(1 — 6)

< ( « - | ) ( 4 - 6 >  4 ( 4 - П ( 4 - 2 .  _  2 5 5
2 (2 —  1) (2 —  6) 6(6 —  1)(6 —  2)

Одатда ^нсоблашлар кулай булиши учун ушбу ёрдамчн жадвал 
тузилади (3.5-жадвал):
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3.5- ж а л в а л

X —  Х0 Xo— Xt *0 —  *» х „ - х „ *»

Xi —  х„ X —  X, X, — X, * 1 - хп

Xt —  X0 X , — X, X —  X, хг — *п k2

x „ - x 0 хп - х . х  —  х_п

Бу ерда**,,, дс„ дг,........... дгя —• интерполяция тугунлари, х  — аргу-
ментнииг циймати булиб, унинг учун Лагранж интерполяцион куп- 
Хадининг киймати аницланади. i-сатр элементлари купайтмаларини 
к (» =  0 , п) орцали белгилаймиз:

к0 = (х — дСо)(дг0 — дг,) . . . (х0 — хп),

%  = ( * 1  — *о)(* — *i) • • • (x i —  xn),

К  =  (*„ — *0) (*„ — дс,) (дс„ — дс,) . . . (х — хп).
k0, ft,, кг...........кп сонларни жадвалнинг унгдан охирги устунига
жойлаштирамиз. К,ушимча равишда бош диагоналда турган элемент- 
лар купайтмасини ^исоблаймиз:

< »„(* ) =  ( *  —  x j { x  —  дс,)- . . .  (дс — дг„).

Энди (8.3) Лагранж интерполяцион кутцадини бундай кчринишда 
ёзиш мумкин:

(8-4)1

4-ми со л. 3- мисолни (8 .4) формуладан фойдаланиб ечинг: 
Ечиш.  Жадвал тузамиз (3.6- жадвал):

3 .6 -ж а д в а  л

О1 0 — 1 0 1 го 0  — 6 к 0 =  — 48

1 — 0 4 — 1 1 - 2 1 — 6 * , =  15

ю 1 о 2 — 1 4 — 2 Щ 2 . - 6 =  — 16

6 — 0 6 — 1 6 — 2 4 — 6 kt  =  — 240

(8.3) формулага ва жадвалга асосан:
ш3 (4) =  4 (4 — 1) (4 — 2) (4 — 6) =  — 48.
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функциянинг х =  4 нуцтадаги такрнбий к,ийматини, яъни /(4) я» 
«  1 3(4) ни ушбу формула буйича з^нсоблаймиз:

+ '= Т Г + ^ + ^ ) - * “ -

8.2 . Энг куп кулланиладиган интерполяциялаш масаласи тенг 
узокликдаги тугунли интерполяциялаш масгласидир. Бу холда ин- 
терполяцион куп^адларнинг шаклигина эмас, балки ^исоблаш жара- 
ёнининг узи з̂ ам ихчамлашади.

Тенг узоцликдагн тугунли ннтерполяцнон куп^адларни тузишда 
чекли айирмалар деб аталаднган микдорлардан фойдаланилади.

у =  f(x) функция тенг узокликдаги тугунли жадвал билан берил
ган булсин (3.7-жадвал): '

3.7- ж а д в а л

X *0 *1 х п

У Уо Ух Уг Уп

Бу ерда хх— хй =  хг — хх =  . . .  =  хп— xn l =  h — const, h - ц а -
дам деб аталади,

Биринчи тартибли чекли айирма деб, функциянинг тугундаги 
ва ундан олдинги тугундаги ^ийматларн орасндаги айирмага айти- 

 ̂ лади, яъни:
ЬУо = У л~ У о’
ЬУх=У1 — У\,
ЬУг= Уз — У1,

Ь У п-\= У п— Уп-1-
I  Иккинчи тартибли чекли айирма деб, тугундаги ва ундан олдинги 
, тугундаги биринчи тартибли чекли айирмалар орасндаги айирмага 

айтилади, яъни:
Д!у0 =  А Ух — Д «/о.
Аг{/х =  Д */2 —  A«/i,

Ь*Уп-1 =  ЬУп- \ - А Уп-2-

Г Ихтиёрий Л-тартибли чекли айирмалар ,\ам шунга ухшаш аншутана-
> ди, яъни:

aV o =  A*_ V i -  Д * Л о .  

aV i =  =  А*- '*/!.
ва зфказо.



Чекли айирмаларни жадвал шаклида ёзиш кулан булади (3. 8- жад
вал):

3.8- ж а л в а л

/ X У Д у А*у Ь3у

0 дг* Уо ДУо =  У1 — Уо \ гу0 =  \ y t— S y i ДЗу0=Д*У1—  
—  д  гУо

1 *1 У\ ЬУ1=--Уг —  У1 Д *</1=Д г/*— ДУ1
Д3‘/ 1= Д г!/г —  

— Д*г/1

2 х г Уг ЬУг =  У з ~ У г д  -У»=Д 1/3— Д Уг Д*у*=Д*у*—  
—  Д гУг

3 х* Уг Д У» =  У4 —  Уз Д‘у*=Дг/4— Д Уз
Д<(/з=Д*1/4—

— Д*Уз

.  .  . .  .  .

п  —  1 х п - \ Уп-1
Д Уп- l  = У п ~  

—  Уп-1

п х п Уп

5 - м и с о л .  у = х 3+ З х 1 — х — 1 функциянинг х0 =  0 дан бош- 
лаб h — 1 цадам билан 4- тартиблигача чекли айирмалари жадвалн- 
ии тузинг.

Е ч и ш .  Берилганларга асосан п =  5 ва х0 =  1, хх =  1, . . .  , 
х5 =  5 да у =  дс3 +  3*г — х  — 1 функциянинг мос кийматларнни то
памиз ва жадвалга кнритамиз. Чекли айирмаларни бевосита жадвал- 
да кисоблаймнз (3. 9- жадвал):

3. 9- ж  ад  в а л

1 X У Д У Д* у А3у Д *у

0 0 —1

сп17т

15 — 3 =  12 6 0

1 1 2 17— 2 =  15 3 3 — 1 5 =  18 6 0

2 2 17 5 0 — 17 =  33 5 7 — 33 =  24 6

3 3 50 107—50=57 00 1 сл **4 II 8
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давоми
i * 1 У Ду Д* у Д5(/ Д««/

4 4 107 194—107=87

5 194

Юкоридаги жадвалдан куриннб турибдики, учинчи тартибли чек- 
ли айирмалар узгармас. Бу /  (х) функция учинчи тартнбли купхад 
эканлиги билан тушунтириладн. Учинчи тартибли чеклн айирмали 
Д п Рп (х) =  n'.aji п формула буйича хисоблаш хам мумкин эдн.

8 .3 . Тенг узокликдаги х( =  х0+  ih(i = 0 ,  п) цадамлар учун Ln(x) 
Лагранж кулхади Ньютон интерполяцион купхади шаклнда ёзилиши 
мумкин:

Pn {x) =  y0 +  ^ - ( x  — x0) + j r^ ( x  — x0)(x  — x i) +  . . .  +

+  ^ j ^ ( x  — x0)(x — x i) . . .  (х — *„_, ) ,  (8.5)

бу ерда д у0, Д-у0, дЗу0, . . . .  Дпг/0 — турли тартнбли чекли аг.ир- 
малар.

Энди
х — х0

деб, (8 . 5) Ньютон интерполяцион купхадини ушбу куринншда ёзнш 
мумкин:

К  М  *■ » •  +  » 4  » •  +  " "  4 '  у ,  +  . .  . +

+  . . . t o — - И )  а . ^  ( 8 6 )
п!

(8 . 5) ёки (8 . 6) Ньютон формуласнда h =  I деб олиб, ушбу чпзнцли 
Интерполяциялаш формуласини хосил киламиз:

Pi (x) = y0 +  q{^ У0 ёки Pj (х) =  у0+  - - (* — *с) (8- ')п
п =  2 булганда квадратик интерполяция формуласи хосил бу

лади:
Рг (х) = y0+ q & y0+  4-q~ ]- дг у0

ёки
Рг  (*) =  У о +  -Vx~h yt ' —  хо) +  Уг~ 2̂ г ~ У0 *о) (* —  * 1)- (8 .8)

(8 . 5) ва (8 . 6) формулалар Ньютоннинг биринчи интерполяцион 
формулалари деб аталади. Уларни [х0; дг,] да интерполяциялашда 
цулланилади. хпj да интерполяциялашда Ньютоннинг ушбу
иккинчи интерполяцион купхадларидан фойдаланилади:
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\ У „  _  , А*У п—2
Р п ( * ) = У п + ------—  < * “ ' * п )  +  ~ Н 2  '  (Х  ~  Х г) ( Х - Х п _ 1) +

+  . . .  +  A, v .  (х — хп) (* — * „ _ , ) . . .  (дс — *,) (8 . 9)/II л *-
ёки

л

белгнлашни кирнтиб, (8 . 9) ни ушбу куринншда ёзамиз:

Р п  ( х ) я я У п  +  А У  п —1 t  +  1 {‘ 2  ^ У п -  2 +  • • . +

+  ‘ (< +  1̂ • • • - Д п у0. (8 . 10)
л!

6- ми со л . Жадвал билан берилган у — 3х функциянинг хг =  
=  0,63 ва хг =  1,35 нукталардагн кийматлари ни Ньютон куп.^адла- 
ри ёрдамида (туртта ишончли рацам билан) хисобланг (3. 10- жад
вал):

3.10- ж а д в  ал

X 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50

У 1,732 2,280 3,000 3,948 5,196

Е ч и ш .  Чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3.11- жадвал):

3.11- ж а д в а л

1 X У Лу Л*у Д*|/
I

Д*г/

0 0,50 1,732 0,548 0,172 0,56 0,16

1 0,75 2,280 0,720 0,228 0,72

2 1,00 3,000 0,948 0,300

3 1,25 3,948 1,248

4 1,50 5,196
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Сунгра дс, = 0 ,63  жадвалнннг бошида, *а =  1,35 эса охирпда 
жойлашганлиги учун /  (0,63) ни кисоблашда Ньютоннннг биринчи 
ннтерполяцнон куп\адндан, f  (1,35) ни ^исоблашда эса иккинчи нн- 
терполяцион куп^адидан фойдаланиш лозим.

Шундай килиб, х0 =  0,5 деб олнб, q ни .^исоблаймиз:

q =  r° =  ?-63~ iL 5 =  о , 52 .
4 h 0,25

q нинг бу кийматини Ньютон биринчи ннтерполяцнон куп^ади- 
нинг (8 .6) ифодаснга куйнб ва чекли айирмалардан фойдаланиб куйи- 
дагнга эга буламиз:

/(0,63) ж  РА (0,52) =|1,732 +  -0,52 +  -0,52 (— 0,48) +

+  2 ^ 1 .0 ,5 2  ( -0 .4 8 )  ( -  1,48)+ 0 .48Х - 1,48)(— 2,48)»
3! 4!

ж  1,999
(туртта ишончлн ракамни колднрнб, колган рацамларни яхлнтлай- 
миз). Шунга ухшаш, =  1,50 деб,

t = ~ * 4 = 1,35~ 0,50 = — 0,60 
h  0,25

ни ^исоблаймнз ва Ньютоннинг иккинчи ннтерполяцнон куп^ади 
ифодасн (8 . 10) дан фойдаланиб, куйндагини косил киламиз:

/  (1 ,35)» Pt ( -  0,60) =  5,196 +  ( -  0,60)+
О ЧОП П 79

+  ^  (— 0,60) (0,40)-)- (— 60)-(0,40) (1,40)+

+  (— 0,60) (0,40) (1,40)-(2,40) »  4,407.
4!

9- §. Сплайнлар билан интерполяциялаш

[а, Ь] кесма п та тенг [jct, *1+1] кисмнй кесмаларга булинган 

булсин, бу ерда xl =  а +  ih, i =  0 , п, хп =  b, h =  A zJi _
П

Сплайн деб, бутун [а, Ь\ кесмада бир неча ^осилаларн билан 
узлуксиз, кар бир кисмий кесмада эса алохида бирор алгебраик куп- 
Каддан иборат булган функцияга айтилади.

Барча кисмнй кесмалар буйича купз^адларнннг даражаларининг 
энг каттаси сплайннинг даражаси, сплайннинг даражаси билан [а, Ь\ 
да узлуксиз з^осилаларнинг энг катта тартиби орасндаги айирма 
сплшшнинг дефекти деб аталади. Масалан, узлуксиз булакли — 
чизикли функция (синик чизик) дефекти бирга тенг булган биринчи 
даражали сплайндир, чунки факат функциянинг узи (нолинчн тар
тибли косила) узлуксиз, биринчи косила эса узлукли булади.
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Амалиётда [а, b\ да узлуксиз иккинчи ^осилага эга булган учин- 
чн даражалн сплайнлар кенг таркалган. Бу сплайнлар кубик сплайн- 
лар деб аталади ва S3 (х) ор^али белгиланади.

Сплаинлар воситасида интерполяциялаш берилган ну^таларда
берилган y ( = f  (*,). * =  0 , п ^ийматларнн ь а̂бул циладиган ва ку- 
шимча шартларни каноатлантираднган интерполяцион куп^аднн ту- 
зншни англатади. Масалан, [а, Ь] да бир нечта куп^адлардан «улаб» 
тузилган ва узлуксиз иккинчи ^осилага эга булган 5 , (дг) кубик 
сплайн учун ушбу шартлар цуйилади:

Демак, э̂ ар бир цушни тугунлар жуфти оралигида интерполяцион 
функция учинчи даражалн куп\ад булиб, уни бундай куринншда 
ёзиб олиш кулай булади:

S"3 (х) =  2с( +  6d ^ x — *,_,). \

(8 . 11) шартларни тузиб, а., Ь{, с(, d{, i =  1, п ларии топиш учун
чизицли тенглама системасини з̂ осил киламиз. Масалан, п =  2 бул
ганда тенг узокликдаги учта дг0, хи xt тугун нуцталарга ва функ
циянинг уларга мос у0, у и yt кийматлари учун (3.4- шакл) [дг0, д:,) 
кесмада

S,(x ,)= *ylt i =  0 , п (9.1)

53 (Х/_0) — <S3 (x .^q), i — 1, п 1; S3 (x„) 5 3 (̂дсп) 0.

5 , (дс) =-a l +  bl (x — *,_,) +  ci (x — *,_,)* -f  di (х — *,_,)»,

<дс < х {; i  =  1, п.

Х,осилаларни топамиз:
-S3 (*) =  bt+  2с, (х — *,_,) +  3d/ (х -  дг,_,)5 (9.2)

S 3 М  =  «1 +  bi (х — х0) +  c, ( jc —
— x0)i +  d1 (x — xj*  

купхадга, [*„ хг] кесмада эса
5 , (х) = а г +  Ь2 (д: — дс,) +  сг (х —

куп^адга эга буламиз.
(9.1) ни з^исобга олсак, (9.2) 

шартлар бундай куринишни ола- 
ди:

- x . Y  +  d, (х — дг,)3

3.4- шакл
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УI =  at + [ M  +  cihl +  dx h3,
& , = & ! +  2Cjh +  З^Л 5, 

с, =  +  З^Л, 2c, =  0 , c,‘+  d2h =  0 .
Бу 8 номаълумли 8 та тенгламалар системасини ечиб, хаР бнр кес- 
мадаги 5 , (дс) купхад ни топамиз.

10- § . Чизмцли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

Чизицли тенгламалар снстемаларинн ечиш усуллари аннц усуллар 
(Крамер цоидаси, Гаусснннг нэмаълумларни чицарнш усули, Гаусс— 
Жорданнинг яхшиланган усули) вз итерзцион усуллар (уч диагоиал- 
ли системаларга татоик; этиладиган «прогонка» усули, оддий итера
ция усули, Згйдель усули вэ бэшцалар) га булинадн.

Итерацион усуллар (тацрибий усуллар) системанииг ечимини бг- 
рилган аннцлнкда х°сил цилиш имконини беради.

1 1 -§ . Гаусс —  Ж ордан усули. Матрицаларни алмаштириш ва де-  
терминантларни хисоблаш

11.1 . Олий математиканннг умумий курсидан маълумки, чизшуш 
тенгламалар системаларини Гаусс усули билан ечишда бу система 
учбурчакли система шаклига келтирилади. Номаълумларнинг циймат- 
ларнни бевосита топишга имкон берадиган Гаусс—Жордан яхшилан- 
ган усулини куриб чицамнз.

Ушбу ихтиёрий чизшуш тенгламалар системаси берилгаи булсин:

В матрицада нолдан фарцли а.к элементни танлаймиз. У ни %ал
этувчи элемент деб атаймиз; матрицанинг i- сатрини %ал этувчи 
camp, к- устунини эса %ал этувчи устун деб атаймиз. В матрица ус
тида элементар алмаштиришлар бажариб, бу матрицага эквивалент 
ва k- хал этувчи устунида а[к дан бошца барча элементлари ноллар 
булган янги матрицани хосил цнламиз. Шундай килиб, сатрлар ус
тида элементар алмаштиришлар ёрдамида, хал этувчи элемент си
фатида бир хил номерли сатр ва устунларнинг кесишган жойларида 
турган элементларни танлаш йули билан В матрица ушбу куриниш
га келтирилиши мумкин:

ац *i +  а 1гх г +  . . . +  а1п хп =  Ьи  

a n x i +  x i  +  • • • +  а2п ХП =  К

(11. 1) системанииг кенгайтирилган матрицасинн цараймиз:
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Амалиётда [а, Ь] да узлуксиз иккинчи ^осилага эга булган учнн- 
чи даражали сплайнлар кенг тарцалган. Бу сплайнлар кубик сплайн- 
лар деб аталади ва S3 (дс) орцали белгиланади.

Сплайнлар воситасида интерполяциялаш берилган x t нуцталарда
берилган у{ = f  (*,), i =  0 , л цийматларни ^абул циладиган ва цу- 
шимча шартларни каноатлантнраднган ннтерполяцнон куп^аднн ту- 
зншни англатади. Масалан, [а, Ь] да бир нечта куп^адлардан «улаб» 
тузилган ва узлуксиз иккинчи ^осилага эга булган Ss (дг) кубик 
сплайн учун ушбу шартлар цуйилади:

Демак, >̂ ар бир цушни тугунлар жуфти оралнгида интерполяцион 
функция учинчи даражали купхад булиб, уни бундай куринишда 
ёзиб олнш кулай булади:

(8 . 11) шартларни тузнб, а{, b(, ct, dt, i =  1, л ларни топиш учун
чизицли тенглама системасини з̂ осил циламиз. Масалан, л =  2 бул
ганда тенг узокликдаги учта дг0, хи хг тугун нук,таларга ва функ- 
циянннг уларга мос у0, у х, у2 кийматлари учун (3.4- шакл) [дг0, x j  
кесмада

Ss (*,) =  у., 1 = 0 , л (9.1)

53 (х(_о)—5 3 (х,_|_о)' * — 1* п 1; -S3 (дГд) S 3 (xn) 0 .

S 3 (дс) =  а, +  Ь, (дс — д с ,_ ,) +  с( (х — дс; - 1 ) 2 - f  di (х — ̂ _ , ) 3 ,

* / _ i  <  х  < д с , ;  I =  1, л.

^осилаларни топамиз:

(9.2)

S3 W  = а 1 +  Ь1(х — х0) +  сг(х —
— хаУ +  (дс — дго)3 

купз^адга, [хх, дс2] кесмада эса 
= а г + Ь г (х — дс,) +  с2(дс —
-  Xiy  +  dt ( x - xi)3

куп^адга эга буламиз.

3.4- шакл

(9.1) ни ^исобга олсак, (9.2) 
шартлар бундай куринишни ола- 
дн:
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УI =  fli + [ M  +  сгЛа +  dxh*, 
b2 = b l +  2cxh +  3d ,h \ 

cx =  cx -f- 3dxh, 2c, =  0 , ct'+  d2h =  0 .
Бу 8 номаълумли 8 та тенгламалар системасини ечиб, хаР бир кес- 
мадагн 5 , (х) купцадни топамиз.

10- § . Чизмцли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

Чизицли тенгламалар системаларини ечиш усуллари аниц усуллар 
(Крамер цоидаси, Гаусснинг нэмаълумларни чицариш усули, Гаусс— 
Жорданнинг яхшиланган усули) вэ нтерацион усуллар (уч диагонал- 
ли системаларга татоиц этиладиган «прогонка» усули, оддий итера
ция усули, Зайдель усули ва бэшцалар) га булинадн.

Итерацион усуллар (тацрибнй усуллар) системанииг ечимини бэ- 
рилган аншушкда хосил цилиш имконини беради.

1 1 -§ .  Гаусс —  Ж ордан усули. Матрицаларни алмаштириш ва де-  
терминантларни хисоблаш

11.1. Олий математиканинг умумий курсидан маълумки, чизицли 
тенгламалар системаларини Гаусс усули билан ечишда бу система 
учбурчакли система шаклига келтириладн. Номаълумларнинг циймат- 
ларини бевосита топншга имкон берадиган Гаусс—Жордан яхшилан
ган усулинн куриб чицамиз.

Ушбу ихтиёрий чнзицли тенгламалар системаси берилган булсин:
an  +  ап хг +  . . . +  а1п хп =  Ьи
О цх 1 Ч" ^2* х г “Ь • • • "Ь а ;>| Хп =  bt , / < ] i\

а т х ,+  ат х .+  . . .  +'а_,„ х„ =  ЬШ1 1 ш ,  * п*п п  ТП

(11. 1) системанииг кенгайтирнлган матрицасннн цараймиз:
/  а 11 а 1* • • • “to Ь' \

в -  Г "
• а2п bt \

\  а _ а_ . . . а_ ь )\  т1 п г тп т  /
В матрицада нолдан фарцли aik элементнн танлаймиз. Уни %ал

этувчи элемент деб атаймиз; матрицанинг i- сатрини %ал этувчи 
camp, к- устунини эса дал этувчи уступ деб атаймиз. В матрица ус
тида элементар алмаштиришлар бажариб, бу матрицага эквивалент 
ва k- хал этувчи устунида а1к дан бошца барча элементлари ноллар 
булган янги матрицани хосил циламиз. Шундай цилиб, сатрлар ус
тида элементар алмаштиришлар ёрдамида, хал этувчи элемент си
фатида бир хил номерли сатр ва устунларнинг кесишган жойларида 
турган элементларни танлаш йули билан В матрица ушбу куриниш
га келтирилиши мумкин:
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(бунда система матрицаси ранги г *S п).
(11. 2) матрица ушбу системанннг кгнгайтирилган матрицасидир:

х1 а\, г+ 1 Хг+\ +  • • • +  а1пХ п =  ^ 1.
-V, +  а 2 Т +  • • • +  0 2п Хп =  ^2 •

*  г +  <  г +  1 X  г+1 +  • • • +  а т  Хп =  К

о = » ; + «

бу система эса (11. 1) системага эквивалентдир.
1) Агар Ь'+1 , . . . , b'm сонлардан хеч булмаганда биттаси нол-

дан фаркли булса, у холда (11.3) система, ва, демак, (11.1) систе
ма з̂ ам биргаликда эмас.

2) Агар Ь'г + 1 =  . .  . = Ь ’т =  0 булса, у .узлда
а) г<  п булганда система биргаликда ва чексиз куп ечимлар туп- 

ламига эга з̂ амда (11.3) формулалар xv  xs, . . . , хг баъзи номаълум- 
ларнинг хг+1, хг+2, . . .  , хп озод номаълумлар ор^али ошкор ифо- 
даларини берадн .

б) г =  п булганда бу системанннг ечимларн ягонадир.
1- ми со л . Ушбу тенгламалар системаснни ечинг:

6*х —  5 х , +  7х3 -г  8х4 =  3,
Зхх +  1 \хг +  2х3 +  4xt =  6 ,
Здсх +  2х 2 +  З х 3 +  4 * ,  = •  1,
*1 +  *!■+*» =  0 .

Е ч и ш .  Снстеманн бундай кайта ёзиб оламиз:

хх +  х2 +  х 3 =  0 ,
3*! +  1U, +  2ха +  4х4 =  6 ,
3 * !  +  2х 2 +  З * 3 +  4лг4 =  1 ,
6*! — 5х2 +  7х3 +  8х4 =  3.

Кенгайтирилган мзтрицани тузамиз:



Ml  1

Хал этувчи элемент снфатида ап  =  1 нн (биринчи сатрнинг биринчи 
элементини) оламиз:

В ~

Олднн учинчи сатрни (— 1) га купайтириб, иккинчи ва учинчн сатр- 
ларнинг уринларини алмаштирамиз:

/ 1 1 1 0

1 ° 8 --  1 4 6
1 0 -- 1 0 4 1
\ о - -1 1 1 8 3 )/

/ 1 1 1 0 °\1 ° Ц | 0 —4

1° 8 - 1 4 6 )\ 0 - -11 1 8 3 /
Хал этувчи элемент сифатида ап  =  1 (2- сатрнинг 2- элементи)ни 
оламиз:

В ■

/ 1 0 1 4

1 ° 1 0 —41° 0 — 1 36
\ 0 0 1 - 3 6

Система биргаликда эмас ( а) ^ол).
2-мнсол.  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

х \ — хг +  2 х3 +  5 =  0.J 
3* , +  * , — х3 =  — 1,
4 *1 — x, +  jts +  хА = 6 ,
2 x l — 3xi + x3— 2 x t = 8 .

Ечиш.  Кенгайгнрнлган матрнцчнн тузамиз ва мементар алмаш- 
тиришлар бажарамиз:

В =
2 5 
1 О 
1 1
1 — 2

1 — 1 2 5 
О 4 — 7 — 15 
О 3 — 7 — 19 
0 — 1 — 3 — 12
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16

Система бнргаликда ва ушбу ягона ечим га эга:
*1 =  1. *» =  1. *3 =  5, xt = — 2.

3-мисол.  Тенгламалар системасини ечинг:
х1 +  2 х1 +  хг +  х1 = 5 , 

хг +  хг +  дс4 =  3,
Jfi Ч- х, =  2 .

Ечиш.  Кенгайтирилган матрицани тузамиз ва элементзр алмаш- 
тиришларни бажарамиз:

В =

/1 0 --1 --1 - 1\

0
1 1 1

3
\0 0 0 0 0/.

Система бнргаликда, иккита параметр (л— г — 4 — 2 =  2)х3 Еа хх 
га 6 о«у ш ц  булган ушбу чексиз куп ечимлар тупламига эга:

*1 =*3 +  *4— ••



11.2. Элементар алмаштирншларни бажарнб, тескари матрицами 
топиш мумкин. Бунннг учун берилган л- тартибли А квадрат матри
ца учун бу матрицанинг ённга унг томондан ушандай тартибли Е 
бирлик матрица ни ёзиб, л х  2 л улчамли (А/Е) т\трн туртбурчак 
матрица тузилади. Агар А матрица махсус матрица булса, сатр- 
лар устида элементар алмаштиришлар бажариб, тузилган матрнцани 
^ар доим (Е/В) куринишга келтириш мумкин. У .холда В матрица 
А матрица учун тескари матрица булади, яъни В =  А ~ \

/ 1  2 2 \
4- ми со л. А =  2 1 — 2 матрица учун тескари матрицани 

' 2 — 2 I I
элементар алмаштиришлар усулидан фойдалаииб топинг.

Ечиш.  Янги (А/Е) матрица тузамиз ва унинг устида элементар 
алмаштиришлар бажарамиз:

(А/Е)
/ 1 1 1 2 2 1 0 0\ Л 2 2

( 2 1 — 2 0 1 0 Н °
- 3 — 6

\  2 — 2 1 0 0 \) \о — 6 — 3

-  1/3 
2/3

— 2

/1 0 — 2 — 1/3 2/3 ° \
°

1 2 2/3 -- 1 / 3
°' о о m 2/9 --2 /9 1/9/

1/9 2/9 2/9 
2/9 1/9 — 2/9 
2/9— 2/9 1/9

Демак, тескари матрица:

л - '  =
/1/9 2/9 2/9 \

=  2/9 1/9 -  2/9 )
\  2/9 — 2/9 1/9/ .

Детерминантларни ^исоблашда бунга ухшаш алмаштиришлардан 
бош диагоналдан таш^арида ётадиган барча элементларни нолга ай- 
лантириш учун (}юйдаланиш мумкин.

5-мисол.  Детерминантни ^исобланг:
1 1 — 2 О
3 6 — 2 5
1 0  6 4
2 3 5 — 1
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Ечиш.  К,аралган усулни мазкур детермннантга татбик, этамиз. 
Ушбу хоссадан фойдаланамиз: агар детерминантнинг бирор сатри 
элемеитларига Сошка сатр элементларн цушилса (ёки айирилса) детер
минант узгармайди:

1 1 — 2 0 1 1 — 2 0
0 3 4 5 =
0 — 1 8 4 0 
0 1 9 — 1 0

1 0 0 40/17 
О 1 0 - 4 4 / 1 7

= 0 0 17 3 =  “
ООО 240/17

О 
5 
4

5 - 1

LLL 1 - 2
3 6 — 2 
1 0 6 
2 3

1 0 — 11 1 
0 1 9 — 1
о о (TTj з
О 0 — 21 8

240

0 M J
—  1

3
1 о
О 1

9 — 1
8 4 
4 5
О О 
О О

О 0 17 О
О О О  240/17

240=  (— 1)1-17- -р -  = — 240 Демак, берилган детерминант — 240

га тенг.

12-§. Уч диагоналли системаларни ечишнинг «прогонка» усули
К,уйидаги махсус куринишдаги {чизицли алгебраик тенгламалар 

системасини курайлик:

■ M i  +  с\хг = dt,
Ь2хг 4- с2х3 =  d2,
а-^г — ЬзХ3 +  Cj*4 =  d3,

а\хз — bixl +  ctx5 *=d4, ( 12.1)

апХп-1 ■b_x_ = d„

бу ерда дг,, x2, x3, . 
лум сонлар.

(12.1) системанииг А матрицасини тузамиз:

, хп — номаълумлар, at, bit dt, с( лар маъ-

А =

Cl 0 0 0 . . . 0 0 0
аг -- ь 2 сг 0 0 . .. . 0 0 0
0 - ь 3 с* 0 . . . 0 0 0
0 0 ах -- ь4 с4 . .  .  0 0 0

0 0 0 0 0 .  ., .  0 оп--Ьп
Уч диагоналли матрипанн хосил цилдик, унинг бош диагонали 

ва унга цушни иккита диагоналида [ётмайдиган барча элементлари 
нолга тенг.

( 12. 1) тенгламалар иккинчи тартибли [айирмали тенгламалар 
ёки уч нуцтали тенгламалар деб аталади.

Агар ушбу

IM >  KI +  Iе,I
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шарт бажарнлса, у холда ( 12.1) система ягона ечим га эга ва уни «про
гонка» усули ёрдамида топиш мумкин.

Усулнинг мохияти цуйидагича: (12.1) системанинг биринчи тенг- 
ламасини га ннсбатан ечиб,

xi =  ,“ ■>» — ёки =  а , х2 +  р, (12.2)

ни хосил киламиз, бу ерда

a x = i L  ва р1 - - = * - ■  (12.3)
i*i

( 12.2) ни (12. 1) системанинг биринчи тенгламасига ^уйиб ва уни 
га нисбатан ечиб,

х г = а г х3 + р2 (12.4)
ни хосил циламиз, бу ерда

а ,  = -----=  .
Ьг — а2 а х Ьг — аг

хг учун топилган (12.4) ифодани (12.1) системанинг навбатдаги тенг- 
ламасига цуйиб, х3 ва дг4 ни богловчи тенгламани .укнл киламиз ва 
зужазо. Энди

xk ~  a ***+i "Ь Р* (12.5)
ифода топилган деб фараз цилайлик, бу ерда

ак P*-i — dk 
ик — “* «*-1 ьк — ак a*-i

« * = - -----2 ( 12.6)
Ь* —  <*ь ®*_i bL — аь <хь

Шундай килиб хк, xk+l, к = \ , п — 1 куш ни цийматларни богловчи
(12.5) тенгламаларнинг коэффициентларини [a lt ва р, (12.3) да но- 
маълум булганлиги учун1 (12.6) рекуррент муносабатлардан к =  
=  2, п — 1 да топиш мумкин.

(12.1) системанинг сунгги тенгламасига хп нинг [(12.5) формула- 
дан k =  п — 1 учун] ифодасннн ^уйиб,

(12.7)

ни з̂ осил циламиз, бу ерда)

Рп =  — Т1  • (12.8)

Сунгра (12.5) формула буйича ушбу кетма- кетликдан цолган 
хп- 2> • • ■ • xi номаълумларни топамиз.

а *- Р* * =  1 >п коэффициентларни ( 12.6) формулалар буйича з̂ н- 
соблаш жараёни «прогонка» нинг тугри йули, хк номаълумларни
(12.5) ва (12.7) формулалар буйича топиш эса «прогонка» нинг тес- 
кари утиш йули деб аталади.
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Здг, +  хг = — 5,
х1 — Ах1 — х3 =  8 ,

2 х2 — 5 х3 +  *4 =  — 6 ,
— 3 =  — 8 .

Ечиш.  Коэффициентлардан жадвал тузамиз (3.12-жадвал):
3 . 1 2 - ж а д в а л

М и с о  л. «Прогонка» усули билан ушбу тенгламалар снстема-
сини ечинг:

1 3 1 —5
2 1 4 —1 8
3 2 5 1 —6
4 1 3 —8

Тугри «прогонка» йули ак ва pt коэффициентларнн (12.3), (12.6) 
ва (12.8) формулалар буйича зукюблашдан иборат:

а, = С1 __ 1 о
—  Г" > Pi

а, = __ _
Ь2 — а2 ах

а,  =
Ь3 — а3 а 2

„ — £1 - а. =  ------

2
3
3
11
И
61

— d1_

Р*
_  0 |  Pi  — dt ____ J9_

Ьг — at a t 11
°з Pa — d3 _  28^
k3 — a3 а ,  61

Тескари «прогонка» йули JCt номаълумларни (12.5) ва (12.7) форму
лалар буйича топишдан иборат:

у  _  04 —  а 4Рз __  о.х А ------ — о,
1 — а4а3

^з =  а ^ 4  +  Рз =  1;
*1 = « 1*2 + Pi =  1.

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар учун уч нуцтали 
айирмалн схема уч днагоналли чизикли системаларга олнб келади.

13-§. Тенгламаларни ечишнинг итерация усуллари.
Кузгалмас нукта хаки да г и теорема. Итерация 

жараёнинииг якинлашиши
13.1. Алгебраик тенгламани ечишнинг энг му^им усулларидан 

бири итерация усули ёки кетма-кет я^инлашиш усулидир. Бу усул- 
нинг асосий афзаллиги х1ар бир цадамда бажариладиган операциялар 
бир хиллнгн булиб, Э^А\ лар учун итератив алгоритмларга асос
ланган дастурлар тузиш ншини жуда осонлаштнради.
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/ W - 0 .  (13.1)
бу ерда /  (лг) — узлуксиз функция, i  нинг адиций илдизларини то
пиш талаб цилинади. Берилган (13.1) тенгламани унга тенг кучли

х=<р(х). (13.2)
тенглама билан алмаштирамиз. Бирор усул билан бу тенгламанинг 
илдизи яккаланган [а, Ь] оралиц (яъни бу тенгламанинг фацат бит
та илдизини уз ичига олган оралик) ажратилган булиб, дг0 бу ора- 
лицнинг исталган нуцтаси булсин. Уни илдизнинг нолинчи яцинла- 
шиши деб атаймиз. Навбатдагн хх яцинлашишни топиш учун (13.2) 
тенгламанинг унг томонида х нинг урнига х0 цийматни цуямнз, яъни

=  Ф (*«.)•
Кейинги якинлашишлар ушбу кетма-кетлик буйича амалга оширн- 
лади:

хг =<p(*i),
=  ф(*2).

................. (13.3)
* п = ф (* „-,)•

1-т е о р е м  а. Агар ф(х) функция узлуксиз ва (13.3) кетма- кет- 
лик яцинлашувчи булса, у %олда унинг лимити (13.2) тенглама
нинг илдизи булади.

Ис боти .  Теорема шартига кура {*„} кетма-кетлик яцинлашади,
демак, п-*- оо да унинг лимити мавжуд, уни х  орцалн белгнлай- 
миз:

l imxn =  x.  (13.4)

(13.3) муносабатларни ^исобга олиб, (13.4) тенгликни

х =  lim ф(дгп_,)п -*■«>

куринишда ёзамиз.
Ф (jc) функция узлуксиз булганлиги сабабли бу тенгликда функ

циянинг ва лимитнинг ф ва lim символларининг уринларини алмаш- 
тириш мумкин, яъни:

х =  ф(Пт *„_,),
Л-*00 “

бу ерда (13.4) ни эътиборга олсак,
х  =  ф(Г)

га эга буламиз. Шуни исботлаш талаб этилган эди.
13.2. Энди (13.3) итерация жараёни цандай шартларда яцинла- 

шишинн куриб чицайлик.

Усулнннг мохняти куйидагидан иборат. Ушбу тенглама берилган
булсин:
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3 лг, +  дс2 = — 5,
Х х —  4  ЛГ, —  дг, =  8,

2 ха — 5 х , +  х4 =  — 6 , 
х3 — 3 дс, =  — 8.

Ечиш.  Коэффицнентлардан жадвал тузамиз (3.12-жадвал):
3 . 1 2 - ж а д в а л

М и с о л .  «Прогонка» усули билан ушбу тенгламалар система-
сини ечннг:

3 1 —5
1 4 —1 8
2 5 1 —6 
1 3 —8

TyFpn «прогонка» йули а к ва ^  коэффициентларни (12.3), (12.6) 
ва (12.8) формулалар буйича ^исоблашдан иборат:

а  =  —  =  —  В =  — =  JL- 
1 ь 3 ’ Pl bx 3 ’

а _  ci ____3_ . о _  аг Pi — __ _
b2 — о* «  1 11 ‘ Ьг — а» а , 11 ’

а _  сз____ _  JJ_ . о __ °з Рд — _  28_
3 Ь3 — а31г 61 ’ Рз к3 — а3 а ,  61 ’

*1. =  JL
*4 3 Ь, 3

Тескари «прогонка» йули хл номаълумларни (12.5) ва (12 .7) форму
лалар буйича топишдан иборат:

,  = 3 ;
1 — а4а3

*з =  «з*4 +  Рз =  1; 
х 4 = а 1х ,  +  р 1 =  1.

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар учун уч ну^тали 
айирмали схема уч диагоналли чизикли системаларга олнб келади.

13-§. Тенгламаларни ечишнинг итерация усуллари.
Кузгалмас ну^та ^акидаги теорема. Итерация 

жараёнининг якинлашиши
13.1. Алгебраик тенгламани ечишнинг энг музуш усулларидан 

бири итерация усули ёки кетма-кет я^инлашиш усулидир. Бу усул- 
иннг асосий афзаллиги хар бир цадамда бажариладиган операциялар 
бир хиллигн булиб, ЭХ,М лар учун итератив алгоритмларга асос- 
ланган дастурлар тузиш ишини жуда осонлаштирадн.
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/(*) 0, (13.1)
бу ерда fix)  — узлуксиз функция, i  нинг адикий илднзларини то
пиш талаб к и л и н а д н .  Берилган (13.1) тенгламани унга тенг кучли

x=<pix). (13.2)
тенглама билан алмаштирамиз. Бирор усул билан бу тенгламанинг 
илдизи яккаланган (а, Ь] оралиц (яъни бу тенгламанинг фацат бит- 
та илдизини уз ичига олган оралнк) ажратнлган булиб, дг0 бу ора- 
лицнинг исталган нуктаси булсин. Уни нлднзнннг нолинчи яцинла- 
шиши деб атаймиз. Навбатдагн якинлашишнн топиш учун (13.2) 
тенгламанинг унг томонида х  нинг урнига дг0 кийматни цуямиз, яъни

=  Ф (*<»)•

Кейинги якинлашишлар ушбу кетма-кетлик буйича амалга оширн- 
лади:

X'l ~  ф (*,),
*3 = ф (* 2).
................. (13.3)

*„=ф(*л-|)-
1 -теорема .  Агар ф (дг) функция узлуксиз ва {13 3) кетма- кет- 

лик яцинлашувчи булса, у цолда унинг лимити (13.2) тенглама
нинг илдизи булади.

Ис б о ти .  Теорема шартнга кура {*„} кетма-кетлик яь^инлашади,
демак, «-►оо да унинг лимити мавжуд, уни х  ор^али белгнлай- 
миз:

lim лг„ =  х\ (13.4)
П—► оо

(13.3) муносабатларни ^исобга олиб, (13.4) тенгликнн

х =  lim ф (*„_,)
л-»-®

куринишда ёзамиз.
ф(дг) функция узлуксиз булганлиги сабабли бу тенгликда функ

циянинг ва лимитнннг ф ва lim символларининг уринларинн алмаш
тириш мумкин, яъни:

х  =  Ф ( П т  *„_,),Л-** “
бу ерда (13.4) ни эътиборга олсак,

л Г = Ф ( х )

га эга буламиз. Шуни исботлаш талаб этилган эди.
13.2. Энди (13.3) итерация жараёни цандай шартларда я^ннла- 

шишини куриб чикайлик.

Усулнинг мох,ияти к.уйидагидан иборат. Ушбу тенглама берилган
булсин:
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2-те о рем а. Агар cp(x) функция [а, Ь\ кесмада аницланган ва 
дифференциалланувчи бдлиб, шу билан б ирга унинг барча к,ий мат- 
лари (а, Ь] га тегишли ва а <  х <  Ь да

|Ф'(*)|<<7<  1 (13.5)
булса, у цолда (13.3) итерация жара'ени исталган х0 £ [а, Ь] да 
яцинлашувчи булади.

q сон сифатида хосила модули |ф' (дс)| нинг 0 <  х  <  Ь даги энг 
катта цийматини (ёки юцорн чегарасини) а т ш  мумкин.

Исботи .  [а, Ь] кесма дс =  ф(дс) тенглама илднзининг яккаланн- 
ши оралоти булиб ф (дг) функция дифференциалланувчи булсин ва 
унинг хосиласи теорема шартини каноатлантирснн. дг0£ [а, Ь] кесма- 
нинг исталган нуцтасн ва лСх =  ф (дг0) биринчи яцннлашиш булсин. 
Агар х  бу тенгламанинг аниц илдизи булса, у холДа > Лагранж тео- 
ремасига кура,

X — JCi =  ф (х) —  Ф (*о) =  ( X — х0) ф' (^)
ни хосил киламиз, бу ерда дг0 нуцта х  ва х0 нукталар орасида 
(яъни [а, Ь\ оралицда) ётади. (13.5) тенгсизликка асосан,

I* — *il =  \ х ~ *01|ф' W I < Ч \ х  — х0\.
Шунга ухшаш, хг =  ф(*0 иккинчи якинлашиш учун (теорема 

шартнга кура дсх нуцта [а, Ь\ га тегишли)
X — хг =  ф (х) — Ф (ДС,) =  (х —  -Г,) ф' (*,)

га эга буламиз, бу ерда дс, яна а ва b орасида ётади. Олдинги тенг- 
сизликни татбнц этнб,

\х  — х г\ < 1дс — дг0| 
ба^онн аниклаймиз. Бу жараённи давом эттнриб,

\х  -  xn\ ^ q n\x  — x0\ (13.6)
ни хосил циламиз. (13.5) га асосан q <  1 булганлиги учун п->  оо 
да qn —*• 0. Энди (13.6) теигсизликда лимитга утиб,

lim(* — хп) = 0
П-р-ао

ни хосил киламиз, яъни

lim х =  х ,
п-+» п

шуни нсботлаш талаб цилинган эди.
Шундай цилиб, итерация жараённнинг яцинлашиши учун царала- 

ётган ораликда |ф' (дс)| <  1 булиши етарлидир.
13.3. 2-теорема исботининг асосида ётадиган гоядан итерация 

жараённда эришилган аницликни бахолаш учун фойдаланнш мумкин.
Илдизнинг аниц ва тацрибнй цийматлари орасидаги айирмани 

царайлик:
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I* — *„l =  И * ) — (*„_i)l < q \ x - x n-i\ =
=  <?K*~ xn) +  (xn - *„_,)! < q \ ~ x - x n\ +  q\xn —  дсл_,|. 

Бундан цуйидагига эга буламиз:

екн

\х  -  *1 < \хя — хп_,| (13.7)

х  ~ х п \ <  r=Tj l*i — *ol- (13-8)

(13.8) муносабат биринчи итерациядан кейинок илдизни берилган 
е ани^ликда ^нсоблаш учун зарур булган итерацияларнинг энг кат- 
та сони N (г) ни топиш имконини беради. )^акикатан хам,

TZГа К  — *•! < е

I k - * n J < e- (13-9)

I* — *„1< е
f* тенгсизлик бажарнлиши учун

£
1 — q

булиши етарлидир, бундан
,  И 1 -<?)

Н(г) > — К ~ . 
igfl

q ^  — булганда (13.7) хатолик ба.ухи соддалашади ва ушбу
2

куринишнн олади:

Умумий холда итерация жараёнини иккита кетма-кет яцинлашиш 
Г уч\н

I  <13.10)

тенгсизлик бажарилмагунга цадар давом этпфиш лознм, бу ерда е 
: х  илднзнинг берилган чегаравий абсолют хатолиги ва |ф'(х)| < q <  1.

У хрлда (13.7) формулага асосан ушбу тенгснзлнкка эга буламиз:
\х  — х„| < е ,

ЯЪНИ X  =  Хп ± Е .

13.4. Итерация жараёнининг яцинлашиши учун тенгламани
X = ф (дс)

,■ шаклда ёзилиши хам маълум а ха мнят г а эга, чунки |ф' (дс)| айрим 
^олларда изланаётган илдизнинг атрофларида кичик булиши, бош^а 
бир лолларда эса катта булиши мумкин. Шу сабабли /(дг) =  0 тенг-
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ламани * =  <p(x) куринишга |ср' (х)\ <  q <  1 шарт бажариладиган 1̂и- 
либ келтириш учун уни ушбу

х =  х +  Xf(x) (13.11)

эквивалент куринншда ёзиб оламиз, бу ерда X сонини

|ф' WI < 1
тенгснзлик бажариладиган килнб танлаш лозим. (13.11) формула* 
дан

(f(x) = x +  k f(x )  (13.12)
булиши келнб чицадн. к пара.четрнн итерация жараёнининг якинла- 
шиши учун етарли булган (13.5) шартдан аниклаш мумкин:

|ф 'W| =  U +  */'(*)! < 1- (13.13)
Агар

1 +  Я / ' ( * о )  =  0

деб олинса, нолинчи яцинлашиш х =  х0 атрофида (13.12) тенгснзлик 
бажарнлади ва бундан / '  (х0) Ф  0  булганда

х - ~ т Ь  (13|4)
ни хосил киламиз.

13.5. Пироварднда итерация жараёнининг геометрик маъноснни 
ва итерация жараённ як,инлашадиган (13.15) шартни куриб чик,амиз.

f ( x ) = 0  тенглама берилган булсин. Бу тенгламани х =  (р(х) 
куринишга келтирамиз ^амда у =  х ва у=(р(х)  функцияларнинг 
графикларнни чизамиз (3.5-шакл). Бу функциялар графиклари кеси- 
шиш нуктасининг х абсциссаси берилган тенгламанинг илдизи бу
лади. Мумкин булган турт ^олни куриб чицамиз.

3.5- шакл
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1) Агар ф' (дс) >  0, |ф' (лг)| <  1 булса, у ^олда жараён яцинлаша- 
ди (погонавий якинлашиш). дг0, дгх, хг, . . , кетма-кет яцинлашиш- 
лар монотон камаяди, А0В1А1В2Аг . . . синиц чизиц, «погонавий» 
шаклда булади.

2) Лгар ф' (jc) <  0 , \ф' (лг)| <  1 булса, жараён яцннлашади («спи
рал» буйича якинлашиш). дг„, xlt xlt . . . якннлашишлар дг илдиз 
атрофида тебраиади. А ^ ^ А ^ ^ А ^  . . . синиц чизиц «спирал» шак- 
лида булади (3.6-шакл).

Шундай цилиб, агар ф' (дг) хосиланинг ншораси бир хил саклан- 
са ва |ф '(дг)|<7 < 1  тенгснзлик бажарилса, у холда кетма-кет 
якннлашишлар ф'(дс) > 0  да нлдизга монотон якинлашади ва ф'(дг) < 0  
да илдиз атрофида тебраниб яцннлашадн.

3) Агар ф'(дг)>0 ва ф' (дг)> 1 булса, у холда жараён узоцлаша- 
ди. «Якннлашишлар» х илдиздан А0В1АхВгА г . . . «погона» буйича 
узоцлашади (3.7-шакл).

/Z ix }x s x x i x k Хг Хс
-------X-

3.6- шакл

О
/

3.7- шакл 3.8- шакл
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4) Агар <p'(*)<0 ва |ф '(х)|>  1 булса х,ам жараён уэсиуишади. 
«Якинлашншлар» дс илднздан А0В1А1В.,А2 . . . «спирал» буйича узоц- 
лашади (3.8-шакл).

М и с о л. 2 х  — In х — 4 = 0  тенгламанинг катта илдизини е =  0,01 
гача аницликда зуюэбланг.

Ечиш.  Бу тенгламани 2 х  — 4=1пдс куринишида ёзиб олиб, 
у =  2 х  — 4 ва у =  Inх функцняларнннг графикларини битта чизма- 
га чизсак, катта илдиз 2 ва 3 сонлари орасида ётишини курамиз 
(3.9-шакл). Илдизга нолинчи якинлашиш сифатида х0 =  3 ни ола- 
миз. Берилган тенгламани, бу ерда /(дс) = 2 х  — In х —  4 эканиии 
х,нсобга олиб, (13.11) куринншда ёзиб оламиз:

^исоблашлар цулай булиши учун Я, =  — 0,5 деб оламиз, бунда хам 
жараён яцинлашишининг етарлнлнк шарти (13.13) бажарилади. )^а- 
цицатан, к =  — 0,5 цийматни (13.14) га цуйсак, цуйидагини хоси-1 
циламиз:

Энди итерация жараёнини (13.15) формула буйича х9 =  3 да 
белгилаймиз:

3.9- шакл

х = х к ( 2 х  — In дс — 4). 
к параметрни (13.14) шартдан топамиз:

(13.15)

=  — 0 ,6 .

* *о=3

х  =  — 1п х +  2 , (13.16)

шу билан бирга

Ф(дс) =  —  1пдс +  2,

ф' (дс) =  —  ва [2, 3) кесмада |ф' (дс)| <  1 .
2 х
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X, =  у  In 2,549 +  2 =  2,467, 

xs =  - j  In 2,467 +  2 =  2,451,

*4 = y  In 2,451 +  2 =  2,448,

л-j =  у  In 2,448 +  2 =  2,447.

Туртинчи якннлашишнинг абсолют хатолиги

q =  max |ф' (x)\ =  max I— I =  i -  <  i -
2 < x < 3  2 < x < 3  |2 * I 4 2

ни ^исобга олиниб, (13.9) ва (13.10) формулалар буйича бахолаиади:
\х  — Xjl < 1*1 — Х3\ =0,003 <  0,01.

Шундай цилиб, 0,001 гача аникликда илдиз 
х  «  хх =  2,448 як 2,45

га эга булднк.
14-§. Тенгламалар системаларини ечишнинг итерация усуллари. 

Оддий итерация усули. Якинлашишнинг етарлилик шартлари
14.1. Итерация усулини, умуман айтганда, чизикли булмаган 

тенгламалар системаларини ечишга татбиц этиш мумкин. Куйидаги 
тенгламалар системаси берилган булсин, соддалик учун, фаь^ат икки
та тенглама билан чекланамиз:

f/i(*. У) — 0, / j 4 п
1/,(*. У) = о .  ц * '1)

Бу системанинг ечимини берилган аникликда ^исоблаш талаб этила- 
ди. х0, у0— (14.1) система ечимининг нолинчн якинлашиши булсин, 
уни график усул билан топиш мумкин. (14.1) системани

=  <М*. У), (14.2)
=  Фа (-̂ . У)

шаклда ёзиб олнб, итерация жараёнини татбик этамиз, у маълум 
шартларда илднзларнинг берилган ^нйматларинн аниклаштириш им- 
конини беради. Бунинг учун (14.2) система тенгламаларининг унг 
томонларига х  ва у  нинг урнига нолинчи якинлашнш кийматлари 
х0, у0 ни ^уямиз ва биринчи яцинлашишнн ^осил циламиз:

*1 =  Ф1 (*о. Уо). Ух =  Фг (*о. I/o)
Иккинчи яцннлашишлар хам шунга ухшаш з̂ осил ^илнниб,

=  Фж (Jfi, Ух), У2 =  Фг(*1. Ух)
15-2928 225

=  -1  In 3 +  2 =  2,549,

I * "(У =



ва, умуман, п- яцинлашишлар хам шу тартибда цисобланадн:

=  Ф 1 К - i .  Уп =  Ф *  ( * л - Р  Уп- J -

Агар ф, (лс, у) ва ф2 (дг, у) функцнялар узлуксиз цамда {дгп} ва (уП} 
яцинлашишлар кетма- кетлнкларн яцннлашувчи булса, у ^олда улар
нинг лимитларн (14.2) системанннг, ва демак, (14.1) снстеманинг 
цам ечими булишини нсботлаш осоп. Бу цолда итерация жараёни 
яцинлашади дейилади, яъни

lim дг„ =  дг, lim уп =  у ,
Л-*- *> л-*-»

бу ерда дг, у — берилган системанннг ечими.
Агар итерация жараёни узоцлашса, у цолда ундан фойдаланиш 

мумкин эмас.
14.2. Юцорида тавсифланган итерация жараёни яцинлашувчн 

булишининг етарлилик шартларинн тавснфлаймиз.
Т е о р е м а .  Агар 1) ёпиц со^ада (14.2) система-

нинг битта ва фацат битта х — х , у  =  у ечими мавжуд\
2) фх(*, У) ва ф2(х, у) функциялар х = а , х = Ь, у  =  с, y = d  

mijFpu чизицлар билан чегараланган mijFpu туртбурчакда аницлан- 
ган ва узлуксиз дифференциалланувчи:

3 ) дг0, Уо бошлангич яцинлашши ва кейинги барча дг„, уп яцин- 
лашишлар R myFpu туртбурчакка тегишли ва бу mijFpu турт
бурчакда

^  Я\ 1> 

<<7а<1
(14.3)

тенгсизликлар бажарилса, у цолда итерация жараёни (14.2) система- 
нинг дг, у  ечимига яцинлашади, яъни

lim хп = х , lim уп =  у.

Агар (14.3) шартни

' ^ 1  +  Р-М  < « * < ! .дх  I I ду  |
(14.4)

шарт билан алмаштнрнлса \ам, теорема тутри булаверади. 
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а

3.10- шакл

(14.5)

(Теоремаиннг геометрик тал цини (3.10-шаклда таевирлангаи).
Ми со л. Итерация усули билан

/М *. у ) - х +  3 lgjc — I/3 = 0 ,
! /* ( * .  У) =  2 х 2 —  ху —  5 х +  1 = 0

системанииг илдизларини турт
та кииматлн ракамларн билан 
топинг.

Ечиш.  Г рафик усулда эг- 
ри чизицларнинг кесишиш нуц- 
талариии топамиз (3.11- шакл).
Улар иккита нукта булади.
Улардан мусбат координата- 
ларга эга булган нуцтанн ца- 
раймиз. Илдизиииг яккалаииш

ссирси сифатида

тугри туртбурчакии олиш мум
кин. Энди системани (14.2)
Ктжнишга келтирамиз. Буни 
турли усуллар билан амалга 
ошириш мумкин. Масалан'-

3.11- шакл

Iх = у3 — 31gx, у холда ф, (дг, у) =  t/2 — 31g*,

I у = 2х +  -— 5, у холда ф*(х, у) =  2дс +  — — 5.
I Х X

Хусусий хосилаларни топамиз:

Й ! _  _  * Е . *0. _  ь . _  2 -  1 ;  -  0.
дх х ду дх х* ду

Булардан куриииб турибдики, каралаётган т\три туртбурчакда ушбу 
теигсизликлар уринли:
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1— 1 +
l&p.

>  1,
|дф.

+  1^11 dx 1 1 dx 1 ду 1 ду |

Бу эса система бундай куринишда булганида итерация жараёни 
уэснушшищини курсатади.

Энди х ни (14.5) системанинг иккинчи тенгламасидан, у  ни эса 
бу системанинг биринчи тенгламасидан аннцлан.миз:

х =  у Ш Ш Е ± ,  у Зфлда <М*, У) -  у

Бу ерда
у  =  У 31gx +  х, у *олда «fi (х, у) =  V 31gx +  х.

5 +  У . дф! _  1&ti _  I ________________ ___________
дх 2 / 2  ‘р 'х ( 5 Н-у) — I * ду 2 / 2  У * ( 5  +  у ) - Г

.  | +  -  м^ф! _  X , <*£j _ 0
дх 2 / x  +  31g х' ду

Илдизнинг яккаланиш соз а̂си
(3 <  х <  4,
[2 < у <  2,5

да
|дф,
дх

+ ю <1 l i y + i i s U i
|Лг| | di(| |a#l

шартлар бажарилади. Демак, итерация жараёни яцинлашади. Нолин- 
чи яцинлашиш сифатида, масалан, х0 =  3, 4; ва у0 — 2,2 ни оламиз, 
колган якинлашишларни

« . - / i t 1 (5 +  У„_|) — 1

Уп =  У  х„_, +  3 lgx„_,
формулалар буйича з^исоблаймнз. ^исоблаш натижаларини 3 .13-жад- 
валга ёзамиз:

3.1 3- ж а д в а л .

п хп Уп

0 3,4 2,2
1 3,426 2,243
2 3,451 2,2505
3 3,466 2,255
4 3,475 2,258
5 3,480 2,259
6 3,483 2,260

Шундай цнлиб, х  =  3,483, у  =  2,260 деб олиш мумкин. 
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!5-§. Чизицли системаларни ечишнинг оддий 
итерация ва Зейдель усуллари

15.1. Номаълумлар сони катта булганда чизнцли тенгламалар 
системаларнни ечншда баъзан тацрнбнй сонлн усуллардан фойдала- 
ншп цулайроц булади. Булар жумласига оддий итерация усули, Зей
дель усули ва бошцалар хосдир.

п та номаълумли п та чизицли тенглама системаси берилган 
булсин:

Энди (15.1) системани матрицали тенглама шаклида ёзамиз:

°ц. °22. • • • . апп днагонал элементлар нолга тенг эмас, деб цисоб- 
лаб, (15.1) системанннг биринчи тенгламасинн хх га нисбатан, ик
кинчи тенгламасини х2 га нисбатан ечамиз ва цокаэо. Натижада 
цуйидаги эквивалент системани цосил циламиз:

+  . . .  +  ainxn = blt 
аг lXl +  аггхг +  . . .  + a 2nxn = Ьг, (15 1)

(

Ax = b. (15.2)

Xi =  Px +  a ,,* , +  a lsAf3 +  . . . +  а ыхп> 
Xt = Pa + «л*! + <х2л  + • • + <*2„ xn, (15.3)

бу ерда

Р/ =  — , i Ф  j  булганда a,, — — 
au ' au

ва

i — H i, j =  1, П) булганда a(j =  0 . 
Ушбу матрицаларни кнритамиз:
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бу ерда а матрицанинг бош диагонали элементлари нолга тенг.
(15.3) системами

х =  р +  ах. (15.4)
матрицали тенглама шаклида ёзиш мумкин.

)^осил булган (15.4) системани кетма-кет якинлашишлар усули 
билан ечамиз. Нолинчи якинлашиш сифатида, масалан, озод ^адлар 
устуни

х,0)= р
ни оламиз. х<0) ни (15.4) нинг унг томоннга хуйиб,

х"» =  р +  а х (0)

биринчи яцинлашишни оламиз. х*'1 ни (15.4) нинг унг томоннга ху- 
йнб, иккинчи яцинлашишни оламиз Жараёини такрорлаб,

„(0) (I) (*)
Л  у Л  у • . . , Л  у .. .

яцинлашнш кетма-кетлигинн хосил киламиз, бу ерда исталган к- 
яцинлашиш

х**' = р  +  а х <*~1) (15.5)
формула буйича хисобланадн. Агар {хй)} якинлашишлар кетма-кет- 
лиги

limx,A> =  х
k—►оо

га эга булса, у холда бу лимит (15.3) системанииг ечими булади.
(15.5) формула билан аницланадиган кетма-кет якинлашишлар 

усули оддий итерация усули деб аталади.
Агар а матрицанинг элементлари абсолют цийматлари буйича ки- 

чнк булса, у холда итерация жараёни яхши яцинлашади, яъни (15.1) 
системанииг ечимини берилган аницликда х00^  цилиш учун зарур 
булган якинлашишлар сони катта булмайдн. Бошцача суз билан айт- 
ганда, итерация жараёнини муваффацият билан цулланиш учун А 
матрица бош диагонали элементларининг модуллари бу матрицанинг 
шу диагоналидан ташцаридаги элементларига нисбатан катта булиши 
лозим.

Итерация жараёнининг якинлашиш шартини исботсиз келтирамиз. 
Т е о р е м а .  Агар (15.3) система учун

2  |а,,| <  1 (i =  1, п) ёки 2  1*„1 <  1, (/ =  1. п)

шартлардан хеч булмаганда биттаси бажарилса, у %олда итера
ция жараёни бошлангич яцинлашшининг танланиичига бог лиц бул
маган равишда бу системанииг ягона ечимига якинлашади. 

Н а т и ж а .  (15.1) система учун
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тенгснзликлар бажарнлса, яъни (15.1) системанннг . а̂р бир тенгла
маси учун бош диагоналдагн коэффициентлар модули кол га н бошца 
барча коэффициентлар (озод цадларнн цнсобга олмаганда) модулларн 
йнриндисндан катта б\лса, итерация жараёни яцинлашувчи булади.

Ми со л . Чизицли тенгламалар снстемасини итерация усули 
билан ечинг:

4*, +  0,24*3 — 0,08*, =  8 ,
0,091*! +  3*2— 0,15*, =  9,
0,04*! — 0,08*2 +  4*з =  20.

Еч и ш.  Бу снстемада бош диагоналдагн 4, 3, 4, коэффицнент- 
лар (^ар бир тенгламадаги) номаълумлар олдидагн коэффнцнентлар- 
нннг абсолют цнйматлари йнриндисндан катта. Юцорнда таърифлан- 
ган натижага асосан итерация жараёни яцннлашувчн булади. Систе- 
мани (15.3) куринишга келтирамиз:

*! =  2 — 0,06*2 +  0 ,02*,.
*t =  3 — 0,03*! +  0,05*,, (15.7)
*, =  5 — 0,01*! +  0,02*,.

Бу системани матрица шаклида бундай ёзнш мумкин:

(хЛ  / 2 \  (  0 - 0 ,0 6  0 ,02 \  (хЛ  
U  =  3 +  - 0 ,0 3  0 0,05 *,
\* , /  \5 /  V— 0,01 0,02 0 /  \* , /

Берилган система ечимига нолинчн якинлашиш сифатнда

К  * Г  =  2, *2(0) =  3, *,<0) =  5

цнйматларнн оламиз.
Бу цнйматларнн (15.7) тенгламаларнннг унг томонларига цуйнб, 

биринчи якинлашишни ,\осил киламиз:
•

*!(|> =  2 — 0.06-3 +  0,02 5 =  1,92,
*2<,) = 3  — 0,03-2 +  0,05-5 =  3,19,
*,(1) = 5  — 0,01-2 +  0,02-3 =5,04.

Сунгра бу топилган яцинлашншларни (15.7) тенгламаларнннг унг то
монларига цуйнб, ечимларга иккинчи яцинлашишларни топамиз:

*|2) =  1,9094; *2(2) =  3,1944; *3(2) =  5,0446.

Янги урннга цуйишдан сунг учннчи яцинлашишларга эга була- 
миз. Натижаларни жадвалга ёзамнз (3.14-жадвал):



3.1 4- ж а д в а л

к *«*> 4*> 4*»

0 2 3 5
1 1,92 3,19 5,04
2 1,9094 3,1944 5,0446
3 1,90923 3,19495 5,04485

15.3. Зейдель усули оддий итерация усулининг модификацияси-
дан иборат булиб, xt {i >  1) номаълумнинг (к +  1) - яцинлашишини
^исоблашда xlt х2, . . . , номаълумлариииг (к +  1)]-якинлаши-
шидаги топилгаи цийматлари .\исобга олинади. (15.3) келтирилган
тенгламалар системаси берилган булсин. Танланган

„(0) „(0) „(0)
* л2 , • • • , Хп

нолинчи яцинлашншнн (15.3) системанииг биринчи тенгламасига
цуйиб, xj1* биринчи яцинлашишни ^осил циламиз.

(15.3) системанииг иккинчи тенгламасига
„(1) „0 (0) <0)"1 * «*2* "3 » • • • » Лп

ни цуямиз ва дг2(1) биринчи яцинлашншни ,%осил циламиз. Системанииг 
учинчи тенгламасига

V(D „(1) „(0) „(0)Х2 * ^3 у • • • у Хп
ни цуямиз хам да д̂ 1* биринчи яцннлашишии \осил циламиз ва хрка- 
зо, дг̂ 1* ни ^осил цилиигунга цадар шу жараён давом эттирилади.

Иккинчи, учинчи ва хрказо итерацияларни шунга ухшаш бажа- 
рамиз.

Оддий итерация учун яцинлашиш теоремаси Зейдель усули учун 
хам уринли булади.

16-§. Чизицлн булмаган системаларни ечишнинг 
Ньютон усули

Чизикли булмаган системаларни ечишнинг яна бир усулини ку- 
риб чнкамиз. Иккита номаълумли иккита тенглама системаси булган 
^олни та^лил циламиз:

М*. у) = о. (16Л)
»(*. У) =  0.

Бу система ечимининг (х0, у0) яцинлашишларини маълум деб х,и- 
соблаймиз. Тегишли аницликка эга булмаган бу цийматларга тузат- 
маларни h ва к орцали белгилаб, уларнн излаймиз. Ечимнинг х  ва 
у  аниц кийматларини

х  = xt +  h, у =  у0+ к
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куринишда ёзамиз. Шундай килиб, (16.1) система урнига
(fi(x0 +  h, у0 +  к) — О,1/.< шштш1 (*0 +  Л, у0 +  к) =  О

га эга буламиз. /, (дс) ва / 2 (х) функцияларни h на k нинг даражаларн 
буйича Тейлор каторига ёямиз:
fi (х0 +  h, у0+  к) =  / ,  (дг0, у0) +  hf\x (х0, Уо) +  kf\y (дг0, t/o) +  0 1 (Л, Л) 
/ *  (*о  +  Л . Уо +  * )  =  / г  (*о . «/о) +  Ы'2х (*о . Уо) +  (*о . Уо) +  0 2 (*». * )•

Бу ерда Ох (Л, к) ва Ог (h, к) лар h ва к га нисбатан юцори тартиб- 
лн кичик х,адларни уз ичига олади. Бу ^адларнн эътиборга олмас- 
дан, яъни h ва к катта эмас деб кабул килиб, h ва к тузатмалар- 
иинг такрибий кийматларннн аниклаш учун ушбу чизикли тенглама
лар системасини хосил киламиз:

|/ i  (*о. Уо) +  Ы\Ах0' Уо) +  kf[y (xо, у 0) =  О,
|/г (*о. Уо) +  Ы'2х (*о. у о) +  kf!2y (х0, у0) =  0 .

(16.2) системадан тузатмалар учун (Крамер формулаларн буйича) ку- 
йидагиларни косил киламиз:

(16.2)

hi =

— fi (*о . Уо) f[y(x0, Уо)

— ft(xо, Уо) f ’t y i X о, Уо)

*1 =

f l J x * Уо) f \ y i x о, Уо)

f 2х (■'■O’ Уо) f 2у ( * 0 . Уо)

f  \х ( * 0 . Уо) f  1 (Хо Уо)

f i x  ( * 0 . Уо) f  1 (Х с Уо)

f ' lx(XС Уо) /  1у (Х„, Уо)

f i x  (*0> Уо ) f 1 у ( * 0 Уо)

(16.3)

Шундай килиб, илдизларнинг (х0, у0) га Караганда аникрок ушбу 
Кийматлари косил булади:

xi = х 0 +  Л„
У1 = У о + * 1-

Худди шу йул билан хь  г/! ларнннг такрибий ечнмлигини инобат- 
га олиб, кейинги тузатмаларни косил кнлиш мумкин. Баён кнлин- 
ган усул Ньютон усули деб аталади.

Ми с о л .  14- § даги мнсолда келтирилган

x +  31gjt — уг = 0 ,
2хг — ху — 5дс +  1 =  0.

тенгламалар системасинн Ньютон усули билан ечинг.
Еч и ш  14- § даги мисолдан х0 =  3, 4 ва у$ =  2,2 га эгамиз. 

Сунгра
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№  у) = 1 +  ; /■'»<*• у) =  - 2у.

fix(*. У) “  4*— У — 5; Ну (*. У) =  —х.
fi(x, у), f i(x< У) функцияларнинг цийматинн ва уларнннг цоснла- 
ларннинг кнйматини (*0, у<) нуцтада цнсоблаймиз:

f x (3, 4; 2,2) =  0,1545; /,  (3,4; 2,2) =  -  0.3600,
/и(3>4; 2,2) =  1,383; / 'х(3,4; 2.2)= 6,400;
f[y{3,4; 2,2) =  -  4,400; £„(3,4; 2,2) =  -  3,400.

Шундай цилиб, (16.2) тенгламалар снстемасн ушбу куринншда була
ди:

/0 ,1545 +  1,383/z, — 4,4/г, =  О,
1— 0,36 +  6.4/1, — 3,4*, = 0 .

(16.3) Крамер формулаларн /i! =  0,089, ft, =0,063 ечимни берадн. 
Шунинг учун ечимларнинг биринчи яцинлашиши

Xl =  3,4 +  0,089 =  3,483; 
у, =  2,2 +  0,063 =  2,263

га тенг. Илдизларнинг цосил цнлинган кийматларини бошлангич кнй- 
матлар сифатида олиб, яна бир цадам аницлаштирнш мумкин:

/,(3,489; 2 ,2 6 3 )= -0 ,0 0 4 1 , / 2 (3.489; 2,263) =  0,0056; 
f\x (3,489; 2,263) = -1 ,3 7 3 4 , /'^ (3,489; 2,263) =  66930; 
f\y (3,489; 2,263) =  — 4,526; f ’_y(3,489; 2,263) =  3,489. 

Топилган цийматларии (16,3) формулаларга цуйиЗ,
/1а =  — 0,0016, =  — 0,0014 

ни э̂ осил циламиз, бундан:
=  3,489 — 0,0016 =  3,4874, 

уг =  2,263 — 0,0014 =  2,2616.
Агар бу иккинчи яцинлашиш учун шу ишларни яна такрорласак, 

туртинчи ракамдан кичик булган тузатмаларни оламиз.

17- §. Сонли дифференциаллаш

17.1. Купгина амалий масалаларни ^ал этишда жадвал шакли- 
да ёки мураккаб аналитик ифода шаклида берилган y = f ( x )  функ
циянинг турли тартибли х,осилаларининг кийматларини ^исоблашга 
тутри келади. Бундай доллар да дифференциал \исо6 усулларини бе- 
восита татбиц этншнинг ё иложн булмайди, ёки бу жуда цийин бу
лади. Шунинг учун уларга тсщрибий сонли дифференциаллаш усул- 
лари цулланилади.

Сонли дифференциаллаш формулаларнни келтнриб чикариш учун 
аввал берилган }(х) функцияни бирор [a, ft] кесмада Рп(х) купз^ад 
билан интерполяцияланади, кейин эса
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/ ' ( * ) « / > »

формула билан топилади (яънн интерполяция куп.^ади хоснласининг 
хатолиги бу купхад хатолнгининг ^осиласига тенг).

Сонли дифференциаллаш интерполяциялашдан кура камроц аниц- 
ликка эга булган операциядир, яънн 1а, Ь] кесмада y = f ( x )  ва у =
— Рп(х) эгри чизиклар ординаталарининг бир-бирнга якинлиги бу 
кесмада уларнинг / ' (х) ва Р'п(х) хосилаларининг бир-бирига яцин бу- 
лишлигига кафолат була олмайди.

17.2. у  = /(* )  функциянинг цийматлари [а, Ь] кесмада тенг узок,- 
ликдаги дг0, Ху, хг...........хп тугунларда берилган булсин:

[а, Ь] кесмада у' = fix ) ,  У" =  f" (х) ва ^оказо хосилаларии топиш 
учун у функцияни шу тугун нуцталар системаси учун тузилган
(8 .6) Ньютон интерполяцион купхади билан алмаштирамиз.

(q — i) куринишдаги биномларни купайтириб, цуйидагини хрсил 
циламиз:

Уо = f(x0), У = f ix ,). . Л , уп =  /(*„).

+  д(д — 1) (д — 2) (д -  3) д4
4! Ь*Уо +

бу ерда q =  — ва h =  х(+х — х., i =  0 , п.

y&y<> + qbyo + д* у о +
д* — бд3 -j- I lq1 — Ctg д4

21ZZl л*

24 Д4 Уо +

Суигра
у' — dy — ? =  _!_

dx dg dx h dg

б^лганлиги учун

(17.1)
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UIvHra ухшаш

dx dq dx n dx

булганлнги учун

У" =  1[а«Уо +  (9 -1 )А » Уо +  ^ - %  +  ?1А«Уо+ . . . ] .  (17.2)

у =f ( x )  функциянинг исталган тартибли цосилаларини х,ам шунга 
ухшаш цнсоблаш мумкин.

Тайин х  нуктадаги цосилаларни топишда х0 сифатида аргумент- 
нинг жадвалдаги шу х0 га энг яцнн кнйматини танлаш лозим.

Жадвалдаги х. нуцталардаги цосилаларни топишда сонли диффе
ренциаллаш усулларн соддалашади, чунки жадвалдаги х,ар бир кий- 
матни бошлангич циймат сифатида олиш мумкин булганлнги учун 
х — х0, q =  0 деймиз, у цолда (17.1) ва (17.2) дан куйидагини ко- 
снл киламиз:

У ( * > ) * - ( Д 0 О -  —  + — ----------- 4 ~  ~ 5--------( 1 7 3 )

у" w = (*2уо ~  л3у«+ Ti A4f/o — i  л5у° “  ■ ■')’ ( 17'4)
Шунга ухшаш, учинчи, туртинчи ва К- к. тартибли цосилалар учун 
тегишли формулаларни хосил цилиш мумкин:

A V .+  • • •)• (17.5)

У'у(х,) « ^ ( 4 -  • ••  )• (17-6)
п .

h кичик булганда ушбу такрибий формулаларни косил киламиз:
и ’ I v  \  ~  r i i "  l v  ■» ~  &гУо / у  \  ЪУ (*о ) ~  —т • У (*о ) ~  ~тт > У (* о ) ~  ——, .  . .п Л2 пл

Бу формулалар ^осилаларин тегишли тартибли чекли айнрмалар би
лан боглайди.

Биринчи косила учун хатолнк ушбу формула буйича кисоблани- 
шини айтиб утамиз:

R M ~ l - " n *a+'y\
nV ° '  h (n  +  1)

1- м и с о л .  3.15-жадвал билан берилган у — lgx функциянинг 
«/'(50) косиласинн топинг.

3.15- ж а д в а л

X 50 55 60 65

lg* 1,6990 1,7404 1,7782 1,8129
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Е ч иш .  Бу ерда h =  5 -я =  50 нуцта интерполяция ту гунн дг„ =  
=  50 билан устма-уст тушмокда. ^осилани ^исоблаш учун (17.3) 
формуладан фойдаланамиз. Аввал чекли айирмалар жадвалини туза- 
миз (3.16-жадвал).

3.16- ж а д в а л .

X lg* Ду Л*1/ Д Зу

50 1,6990 0,0414 —0,0036 0,0005
55 1,7404 0,0378 —0.0031 _
60 1,7782 0,0347 — _
65 1,8129 - - —

Шундай килиб, (17.3) дан куйидагини ^оснл киламиз: 

у ' (50) я  1(0,0414 — ~ ° '00-ЗГ) = 1 (0 ,0 4 1 4  +  0,0018 +
5 \  2 3 / 5

+  0,0002) =  0,0087.
2-м исо л . у  =  f(x) функция 3.17-жадвал билан берилган.

3. 17- ж ад  в а л

X 0 1 2 3 4 5 6

У 0 2 10 30 68 130 222
1

/ '  (3,5) ва / '  (3,5) ларнн .^исобланг.
Е ч и ш.  Бу ерда h =  1. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз 

(3. 18- жадвал):

3. 18- ж а д в а л

I X У Лу Д«у Д3</ Л*у

0 0 0 2 6 6 0
1 1 2 8 12 6 0
2 2 10 20 18 6 0
3 3 30 38 24 6
4 4 68 62 30 ■

5 5 130 92
6 6 222

3 5_з
х0 учун дг=3,5 га энг яцнн х0= 3  ни олиб, q=  ’’  ̂ ■ - =  0,5 га

эга буламиз (17. 1) ва (17. 2) формулаларни татбик этиб, ^осилаларни 
хисоблаймиз:



/ '  (3,5) ж  1 (3 8  +  2- 5-~ *  -24 +  3- ° ’5 , - ^ ° ' 5 + 2  -б) =  37,75;

/" (3 ,5 )ж  -р  (24+ ( 0 ,5 -  i) .6+ ^ ^ y ^ ± ^ L - 0 ) =  21.

17.3. Такрибий дифференциаллаш формулалариии Ньютоннинг 
иккинчи интерпатяция формуласидан ^ам ,\осил цилиш мумкин:

у « у. + л у, . , / + 1 £ ± » л ч _ г +  , ( ,+ | ,3;,+ г )  + ....
бу ерда

Г — ДГ- 
/ =  — -

'  1 Г. 1 2* + 1  4 2 I 3 /* - j-6< +2  .3 , 1
У *  Т  [ Уп- Х “  Уп- 2 + --1 ---- Уп-3 + • • • J (17,7)

у "  » - ^ - л ,«/„-2 + ( * + D ЛЧ ,- з  +  • • •] ( 17-8>

ва \оказо.
3- ми со л . у =  / ( jc)  функция 3. 19- жадвал билан берилган (Л =  

=  0,1 цадамли):

3.19- ж а д в а л

X 0,6 0.7 0,8 0, 9 1.0 1.1 1.2

У 1,8221 2,0138 2,2255 2,4596 2,7183 3,0042 3,3201

f  (1,06) ни ^исобланг.
Е ч и ш.  Чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3. 20- ж а д в а л ) :

3. 20- жадвал

< X </ =  /(* ) Ду Д *у Д »у

0 0.6 1,8221 0,1917 0,0200 0,0024
1 0,7 2,0138 0,2117 0,0224 0,0022
2 0,8 2,2255 0,2341 0,0246 0,0026
3 0 .9 2,4596 0,2587 0,0272 П ПП9Я
4 1.0 2,7183 0,2859 0,0300
5 1.1 3,0042 0,3159 —
6 1.2 3.3201
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Энди дс =  1,06 учун ^осиланинг цийматини аницлаш талаб цили- 
наётганлиги туфайлн (17.7) формулани татбик, киламиз, бунда хп 
учун дс =  1,06 га энг я^ин 1,1 ни оламиз:

t  =  х ~ * п =  1.05—М  _  - 0 .0 4  _  _ 0 4 
~~ h 0.1 0,1 ’ ’

ва ни.\оят,

/ ' (1,06) =  -j j  / 0,2859 -(- ~ °  422 + -1 0,0272 +

\ +  3 0Л6- ^ ° , 4 + 2  • 0,0026 J =  2,8865.

18-§.  Сонли интеграллаш. Тугри туртбурчаклар, трапециялар, 
Симпсон усуллари.

18.1. Ушбу

аник ннтегрални хисоблаш талаб этилаётган булсин. Математик ана
лиз курсидан маълумки, [а, Ь] кесмада узлуксиз /  (x) функция учун 
бу интеграл мавжуд ва у /(дс) учун бошлангич функция F (дс) нинг 
b ва а нуцталардаги кийматлари айирмасига тенг:

о о

Г /  (дг) dx — F(x) I =  F(b)— F (a),
t' I n

бу ерда F' (дс) =  /  (дс).
Биро^ купчилик амалий маеалаларда бу бошлангич функцнялар- 

ни элементар функциялар оркали ифодалашнинг иложи булмайди. 
Бундан ташцарн, /(дс) функция купинча аргументнинг маълум кий
матлари буйича узининг кийматлари жадвали оркали берилади. 
Бу доллар эса интегрални такрибий ^исоблаш усулларига булган 
э^тиёжни юзага келтиради э̂ амда бу усуллар шартли равишда ана
литик ва сонли усулларга ажралади. Функцияларни, сонли интеграл- 
лашнинг айрнм усулларннн куриб чицайлик. Улар ннтегралнинг сон- 
лн кийматини бевосита интеграл остидаги функциянинг тугунлар деб 
аталаётган ну^тзлардаги берилган цийматларига асосланиб ^исоблаш 
имконини беради.

Интегрални сонли аниклаш жараёни квадратура, тегишли фор
мулалар эса квадратура формулалари деб аталади.

9

Сонли интеграллаш j* /  (х) dx интегрални
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A ,f(x{)

квадратура формулаеи буйича топишдан иборат булиб, бу ерда x t 
ну^талар формула тугунлари деб аталади ва улар [а, Ь] кесмага 
тегишли, At ^акикий сонлар вазнлар ёки вазний коэффициентлар 
деб аталади. Формулаиинг унг томонида тургаи йигиндининг кури- 
нишн интеграллаш усулини,

айирма эса усулнинг хатолигини ани^лаб беради.
Квадратура формулалари турли мезонлар асосида тузилади: интег

рални интеграл йигинди куринишида нфодалаш, интеграл остндаги 
функцияни аппроксимациялаб ёки интерполяцнялаб, кейин интеграл
лаш ва ^ . к.

18.2. Олий математика курсидан маълум булган энг содда квад
ратура формулаларини ёдга олайлик. у =  f  (х) функция [а, 6] кес
мада кнйматлар жадвали билан берилган булсин (3. 21- жадвал):

3. 21- жадвал

X а — х 9 *1 .  .  . х 1 -  1 Х 1 .  . . х п - *

У = / ( * ) Уо Ух . . . У 1 - \ У1 .  .  . У п ~ а

Бу ерда х1 — х0 = хг — х 1 =  . . . =  х, — ..  =  х„— х„_, =  h ; 

h -  — интеграллаш [цадами.
П

ь
a) ^ j {x)dx  интегрални ^исоблаш учун чап тугри туртбурчаклар

а

формулаеи
ь п — 1

/ ( x ) d x «  -^=-2. (у0 +  у х +  . . .  +  Уп__х) =  h V  y t 
П (=0

куринишда, унг тугри туртбурчаклар формулаеи 
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куринишида булади. Бу формулаларнинг номлари интегралнинг гео- 
метрик маъноси билан боглиц. Агар Оху текисликда у  =  f  (х) эгри 
чизицнн чизиб [а, b] кесмани xt нуцталар билан п та тенг булакка 
булинса, у ^олда чап тугри туртбурчаклар формуласи интегралнинг 
тацрибий циймати сифатида 3. 12-шаклдаги штрихланган тутри турт
бурчаклар юзларн йигиндисини беради, унг тугри туртбурчаклар фор- 
муласн эса 3. 13- шаклдагн штрихланган тутри туртбурчак юзлари 
йигиндисини беради.

3.12- шакл

а«То х , Xi, Trt=b 

3.13- шакл

б) \ f ( x ) d x  интегрални х,исоблаш учун трапециялар формуласи

ушбу куринншда булади:
Ь

I — а (Уо +  Уп§ f ( x ) d x ж  ± ^ \ p ± f L . + yi +  y t +  . . .  +*„_ ,)•
а

Геометрик нуцтаи *назардан у интегралнинг тацрибий ,иймати сифа
тида 3. 14- шаклда штрихлаб курсатилган т\три бурчаклн трапеция
лар юзлари йигиндисини беради.

16-2928
3.14- шакл
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в) \ f(x)dx интеграл ни цисоблаш учун Симпсон формуласи ушбу
а

куринншда булади:
Ь
j  f(x) d x »  —  (у, +  y.,n +  4 (yx +  y3 +  . . .  +  Узп _ , j  +
a

+  2^1 +  04+ • • • +  Узп-2 ) ]>

бу ерда [a, b] кесма 2n та тенг булакка булинган ва

Симпсон формуласини бошкача параболик трапециялар форму
ласи деб а̂м аталади, бунга сабаб шуки, уни келтириб чицаришдз 
функциянинг [а, Ь] кесмадагн графнги у21 , у21 _ , , y2i киймат- 
лар буйича ясалган пара бала билан такрибий алмаштирилади (интер- 
поляцияланади).

Симпсон формуласи юкори аникликка эга.

Мисол. jV l+ * *  dx интегрални тугри туртбурчаклар, тра-
о

пециялар ва Симпсон формулалари буйича хнсобланг. Натижаларни 
интегралнинг аник, киймати билан таццосланг. ____

Ечиш . [О, 1] кесмани 10 та тенг булакка буламиз. у —V 1+ х 4 
функциянинг булиниш нуцталаридаги кийматлари жадвалини тузамиз 
(3. 22- ж адвал):

3. 22- ж а д ва л

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x i 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 0,10

У1 1,000 1,005 1,020 1,044 .1,077 1,118 1,166 1,221 1,281 1,345 1,414

а) Тугри туртбурчаклар формуласи:

I
j V W F d x  =  0.1 (1,000 +  1 ,005+ 1,020 4- . . .  +  1,345) «  1,128
о
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j v T T ^  dx =  0,1 (1,005+ 1,020+ . . . +  1,414) -  1,169 (унгтуг-
о
ри туртбурчаклар, 3. 13- шакл);

б) трапециялар формулаеи: Л =  0 , 1.
I
Г V T + x 1 dx^Q,\ ( —" -'414 - +  1.055+ . . . +  1,345) =  1,158. 
*о

в) Симпсон формулаеи:

h =  = о ,1:
10

1
j  у  1 +  JC* d x »  _ 2 iL (  1,000+  1,414 +  2(1,005+ 1,044+1,118+
о
+  1,221+ 1,345)+ 4 (1,020+ 1,077+ 1,166+ 1,281))= 1,1478.

г) аник ечим:

jV 1 +  X1 dx = ~ ~  Н— ~ !п  +  1) =  1,147.
о

Интегралнинг Симпсон формулаеи буйича з̂ исобланган кийматп 
унинг аниц кийматига энг якиндир.

18.3. Тугри туртбурчаклар, трапециялар ва Симпсон формулала- 
рининг унг томонлари тегишли интегралдан R n хатоликка фарц к,и- 
лади. Бу мицдор ушбу тенгсизликлар билан тавенфланади.

Тутри туртбурчаклар усули учун:

(чап тугри туртбурчаклар, 3. 12- шакл);

Rn ^ -^-(b  — а) М1( 6v ерда М х =  max
2 ’ [а, 6]

Г  (х) I. (18.1)

Трапециялар усули учун:

R n <  (Ь —  а) М г, бу ерда М , =  max I /'(дс)I. (18. 2)
• * [а. ь] | I

Симпсон усули учун:

R„ <  — (b — a)Mv бу ерда М4 =  max | f IV}(x) | (18.3)

Агар f  (х) функцияни, т -  даражали ихтиёрий алгебраик купхад бн- 
лан алмаштирилганда

Ъ п

j 7 ( x ) d * «  V  A i f  ^  ( 1 8  4 )

i =  1
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та!фибий тенглик аниц тенгликка айланса, у о̂лда бу квадратура 
формуласи т- даражали куп̂ адлар учун аник формула деб аталади.

К,олдиц цадларииинг (18. 1), (18. 2), (18. 3) ифодаларидан кури- 
ниб турибдики, тугри туртбурчаклар формуласи нолинчи даражали 
купхад учун, трапециялар формуласи биринчи даражали купхад учун, 
Симпсон формуласи эса учинчи даражали купхад учун аник форму- 
лалардир, чунки улар учун цолдиц *ад нолга тенг.

Бундай масала юзага келади: (18. 4) квадратура формулалари 
орасидан п та х( тугуннн [а, Ь] кесмада шундай жойлаштнриш ва А{ 
вазнларни шундай топиш керакки, уларга мос квадратура формуласи 
максимал даражали алгебраик кугцадлар учун уринли булсин.

19- §. Гаусснинг квадратура формуласи
19.1. Бизга Лежандрнинг куп.\адлари а̂цида баъзи маълумотлар 

керак булади. Ушбу

=  -------пг- I(JK* — 1)1" . л =  0, 1, 2, . . .2n n ld x
куринишдаги куп^адлар Лежандр купхад лари деб аталади.

Асосий хоссалари:

а) Р п (1) =  1, Рп (— 1) =  (— 1)", п =  0, 1, 2, . . .
I

б) J  Рп (дс) Qk (дс) dx =  0 , k >  О булганда, бу ерда Qk (дс) — дара-
-  I

жаси п дан кичик булган исталган купхад.
в) Р п {х) {п =  0, 1, 2, . . .) Лежандр куп^ади (— 1, 1)оралицда п

та турли хакикий илдизга эга.
Лежандрнинг биринчи бешта куп^адини ва уларнинг графикла- 

рини келтирамиз (3. 15- шакл):

VI
к Ро(х)

Г "
1\\ р»(х) 
| \ \ / Х  ^

1 \ X  У
1 \ / \  /  N

К /  ' ■-1  А у  / \  V  //  1

/  У  Щ

-1
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19.2. Гаусснинг квадратура форму ласинн келтириб чицариш. 
Аввал [— 1, 1] кесмада берилган у =  / (/) функцияни караймиз. Уму
мий цолдагн (а, Ь] кесмани бизнинг о̂лга эркли узгарувчини чизнц- 
лн алмаштириш йули билан келтириш мумкин.

Масалани бундай цуямиз: tt тугунлар ва А( коэффициеитларни 
шундай танлаш кераккн,

квадратура формуласи мумкин булган энг юцори т -даражалн куп- 
э̂ адлар учун аник булсин. Бизнинг нхтиёримизда 2л та t t ва At (i =
*= 1, п) узгармаслар булиб, (2п — 1) -даражали купхдд эса 2п та 
коэффициентлар билан аницланганлиги учун, бу энг юкори даража 
умумий о̂лда (2п — 1) га тенг булиши равшан.

(19. 1) тенглик цаноатлантирилиши учун

П
(19. 1)

/(0  =  1, t , t\  , t 2n- 1

тенгликлар уринли булиши зарур ва етарлидир. 
^ацицатан,

t kdt =  У  А, /*. * =  0 ,2л -1 (19.2)
- 1 *= >

ва

2п —1
/(/)=  V  CK tk

деб, куйидагига эга буламиз:

п 2п — 1 п

Шундай цилиб,
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t dt =
1 -  ( -  1У

k +  1
k жуфт булганда,

=  * -H
“  1 [0, k ток; булганда

муносабатнн хисобга олсак, куйилган масалани ечиш учун ва А. 
ларни ушбу 2п та тенглама системасидан аницлаш етарлиднр, дегзн 
хулосага келамнз:

± Л ' - 2 .
< = 1

<■= I

(19.3)

V  а  /2‘ ^  n i */
л -  I

/ = I

(19. 3) система чнзикли эмас ва уни одатдагн йул билан ечиш катта) 
математик цийннчиликлар билан боглиц. Лекнн бу ерда ушбу сунъий 
усулни цуллаш мумкин.

Ушбу куп^адларни караймиз:

f( t)  =  t kPn(t), k — оГ"й—Т ,
бу ерда Рп (0 Лежандр кудцадларн.

Бу купцадларнинг даражалари (2м — 1) дан ортик; булмаганлиги 
учун (19. 3) системага асосан улар учун (19. 1) ва

1  п  __________________

\ t kP J t) d t  =  V  At f P HQt), k =  0, п — 1 (19.4) 
-1  ‘ = i

формула уринли булиши керак. Иккинчи томондан, Лежандр куп- 
Хадларининг ортогоналлнгнга асосан (б) хосса)

1
k <  п да \ t * Рп (/) dt — О 

" i

тенгликлар бажарилади, шунинг учун

2  А 1 *1 р п ( О  =  0 . fe =  0 . « - ! •
■ = 1

(19. 5) тенгликлар, агар 
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Р„ (t,) =  0, I =  1, п (19.6)

деб олинса, х,еч сузсиз бажарнлади, яъни (19. 1) квадратура форму- 
ласи энг кжорй аннклнкда булиши учун t i нуцталар снфатнда тегиш- 
ли Лежандр купхадларининг нолларини олиш етарлиднр. Маълум
ки, [в) хосса], бу ноллар х^инин сонлар, турли ва (— 1, 1) ора- 
ликда жойлашган. t l абсциссаларни билган холда (19. 3) системанинг
биринчи п та чизшуш тенгламасидан Ait i =  1, п коэффициентлар- 
ни топиш осон. Бу системанинг дастлабки п та тенгламасининг де- 
терминанти Вандермонд детерминантндир:

= П(/,-/,) = о
о/

1 1 1 .. 1
11 и 3̂ •• • к

д = '2, А п •• • '2Л

t Г 1 'Г 1...
Демак, А1 лар бир кийматли аникланадн. (19. 1) формула 
Гаусс квадратура формулаеи деб аталиб, унда t t лар Р п (t) Ле
жандр куп^адининг ноллари ва Аг  1 =  1, п лар (19.3) системадан 
аникланади.

1- мисол. п =  3 учун Гаусс квадратура формуласини келтириб 
чицаринг.

Ечи ш . Учннчи даражали (п = 3 ) Лежандр куп^ади бундай бу
лади:

Р3 (0 =  у ( 5 /3 -3 / ) .

Бу купхадни нолга тенглаб, илдизларини топамиз: 

tt = — У '.|Г «  — 0,774597;

/, =  0;

t3 =  у .| ~  0,774597.

/4,, Л„ А3 коэффициентларни аницлаш учун, (19.3) га асосан, 
ушбу тенгламалар системасига эга буламиз:

At +  Л -̂f- А3 =  2,_

- V iA<+V тА’-0'
- А х +  - Л ,  = - ,
15 1 5 3 3

бундан Ах =  А3 =  Л, =  ~  ни олами?.
Демак,
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j W 4 H - / i ) + 8'< o > + 5' ( J / 4 ) l '

Гаусс квадратура формуласининг ноцулайлиги шундаки, tt тугунлар 
ва Л(. вазнлар, умуман айтганда, иррационал сонлардир. Лежандр 
куп^адининг илдизлари t — 0 нуцтага нисбатан симметрнк жойлашган, 
At вазнлар эса мусбат ва исталган п да симметрик тугунларда устма-уст 
тушади. п =  1,4 учун Гаусс формуласидаги tl тугунлар ва Л; вазн- 
ларнинг кийматлари жадвалини келтирамиз (3.23-жадвал):

3.23- ж ад вал

п 1 и Л

1 1 0 2
2 1.2 =F 0,57735027 1
3 1:3 0,77459667 5

2 0 — =  0,555 555 56
4 1,4 Т  0,86113631 9

2.3 т  0,33998104 8
— =  0,888 888 89 
9

0,34785484
0,65214516

19.3. Энди Гаусс квадратура формуласини

U W X
а

интегрални хисоблашга цуллайлик. Узгарувчини бундай
Ь 4-  а . Ь — а .X =  — ------------ t

2 2

алмаштириб, цуйидагини о̂сил циламиз:

/ 1 щ ,  =  ь- = !  {| f ( i ± t + tju.

Бу ннтегралга (19.1) Гаусс квадратура формуласини татбик, килиб,

J /(*И * =  b~ Y  (19.7)
“  <=i 

га эга буламиз, бу ерда
Ь а . b — о . . ,X, =  —  +  —  tt, I =  1,п. (19.8)

лар P n(t) Лежандр куп^адининг ноллари, яъни Рп(tt) =  0. 
п та тугунли (19.7) Гаусс формуласининг цолдиц х,яди бундай 

ифодаланади:
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R < (b - a f ^ ' ( n r  щах \Г(хУ\, ( l9 9 )
" |(2л!)|*(2я+1) e€ia.a] 1 U -y;

бу ердан куйидагиларни хосил киламиз:

R - * ; ^ ( ^ f c |r(x)|-

R * < i i 4 r ( i ; r ) , 3 f J r w '
ва о̂казо.

i  
2-ми со л. Г V 1 4- 2xdx интегрални Гаусс формуласини татбнц

о
эгиб цисобланг (п =  3).

Ечи ш . а — 0 ва & =  1 га эгамиз. (19.8) формула ва келтирил- 
ган жадвалга асосан х. тугунлар (бешта кийматли рацамгача) ушбу 
цийматларга эга булади:

X l  =  7 + 2 / l  =  0 , 1 , 2 7 0 ;

д:, =  ! + ! / ,  =  0,50000;

*3 =  Г + 7 <3=0’88730-
(19.7) формуладаги мос коэффициентлар бизнинг х,олда бундай б̂ - 
лади:

с, =  Ь- ^ А 1 = - • - = - =  0,27778;
2 1 2 9 18

с, =  —  /?, =  - • - = - =  0,44444; 
2 * 2 9 9

с3 =  —  А, =  1 - 1  =  1  =  0,27778.
3 2 3 2 9 18 

Кейинги цисоблашларии жадвалга ёзамиз (3.24-жадвал):
3 .24-ж а д ва  л

1 xt У.1 = V  1+2*1 Cl с Vi

1 0,11270 1,10698 0,27778 0,30747
2 0,60000 1,41421 0,44444 0,62853
3 0,88730 1,66571 0,27778 0,46270

2 1,39870

Демак,
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I 3
Г V l  +  2xdx =  2  c, y. =  1,39870.
о (-1

Хатоликни бахолаш учун у — f(x) =  V\ - f  2x функциянинг ол- 
тинчи тартибли хосиласини топамиз:

_ и

/<6> (JC) =  — 945 (1 -h 2дг) 2-
Бу ердан:

max |/<6)(х)| =  945.
t£[0. I] 1 1

Демак, формуланинг абсолют хатолиги бундай кийматга эга бу
лади:

п  I /ft — а\1 ix<6), v, 945 / 1 \7 1
3 15750 ( 2 ) ™ Х„] К  I =  15750 ( 2 )  ~  2000’

Солиштириш учун интегралнинг аниц кийматини келтнрамиз:

lV T + 2 x d x  =  V ' 3 - - «  1,39872.
о 3

20- §. Монте-Карло усули

20.1. Масалаларни тасоднфий микдорлзрдан фойдаланиб ечиш 
усуллари умумий ном билан Монте-Карло усули деб аталади. Улар- 
нинг номи Монте-Карло шазфи номи билан боглнк,.

Монте-Карло усулннинг мо и̂ятн цуйидагидан иборат: бирор урга- 
нилаётган микдорнинг а и̂йматинн топиш талаб цилинади, бунинг 
учун математик кутилиши а га тенг булган X  микдорни танланади:

М  (X) =  а.

Амалда эса бундай йул тутнлади: п та синов утказилади, бунинг 
натижасида X  нинг п та мумкин булган циймати олиниб, уларнинг 
урта арифметик кнймати

x - i i x ,  
п Я

и̂собланадн ва X  ни изланаётган а соннинг а бахоси (такрибий к,ий- 
мати) сифатида кабул цилинади:

а т а  =  X .
Монте-Карло усулн куп сондагн синовлар утказнлишннн талаб эт- 
ганлиги учун уни купинча статистик синовлар усули деб аталади. 
Бу усул назариясида X  тасоднфий микдорни цандай килиб энг мак- 
садга мувофик равишда танлаш, унинг мумкин булган цнйматларини 
каидай килиб топиш курсатилади.
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20 .2. X тасодифий микдор математик кутилишн а нинг ба̂ осини 
з̂ оснл килиш учун п та эркли сннов угказилгзн ва улар буйича X  
танланманинг урта цийматн топилган булиб, у изланаётган бах,о си
фатида кабул килип гаи булсин: а =А.

Агар сннов такрорланадиган булса, у холда А' нинг бошка мум- 
кнн булган кийматлари олиниши равшан, яънн бошка уртача киймат, 
ва. демак, бошка а бахо о̂сил булади. Бундан математик кутилнш- 
иинг аник бахосннн цосил килиш мумкин эмаслиги келиб чнкади. Йул 
Куйнлиши мумкин булган хатолик ^акидаги масала юзага келади. Биз 
фацат берилган у э\тимоллик (ишончлилик) билан йул цуйилишн мум
кин хатоликнинг юкори чегараси б ни нзлаш билан чекланамиз:

/> (| X -a | < 6) =  Y.
Бизни кизицтираётган хатоликнинг юкори чегараси б математик ку- 

тилишни танланма урта киймати буйича ишончлилик ораликлари ёр
дамида ба̂ олашдир.

Олнй математика умумий курси (эхтнмоллнк назаарнясн) натижа- 
ларидан фойдаланиб, ушбу уч \олни куриб чицамиз:

а) X  тасодифий микдор нормал таксимланган ва унинг урта квадра
тик четланиши маълум. Бу з̂ олда у ишончлилик билан юкори чегара

6 =  - ^  (20.1) 
> я

га тенг, бу ерда п — синовлар сони; t — Лаплас функцияси аргу-
ментининг Ф(/) =  у  буладнган киймати, б — шу X  нинг маълум

урта квадратик четланиши.
1-мисол. Урта квадратик четланиши 0,5 га тенглигн маълум 

булган X  нормал микдорнинг математик кутилишини ба̂ олаш учун 
100 та синов утказилган булса, б хатоликнинг юкори чегарасини
0,95 ишончлилик билан топинг.

Е чи ш . Бу ерда п =  100, 6 =  0,5, у = 0,95, Ф(0 = у  =*
=  0,475. Лаплас функцияси жадвалидан / =  1,96 ни топами* Ха
толикнинг изланаётган юкори чегараси:

б =  1,96 =0,098.
V  loo

б) X  тасодифий микдор нормал таксимланган, шу билан бнрга 
унинг урта квадратик четланиши о номаълум. Бу о̂лда у ишонч
лилик билан хатоликнинг юкори чегараси

б =  *т - 4 г  (20.2)
7 > и

га тенг, бу ерда п — синовлар сонн, S  — танланма урта квадратик 
четланиши, ty — жадвалдан топилади.

2-м исол. Агар нормал таксимланган X  тасодифий микдорнинг ма
тематик кутилишини ба̂ олаш учун унинг устида 100 та синов уткази- 
лнб, улар буйича 5=0 ,5  танланма урта квадратик четланиш топилган 
булса, хатоликнинг юкори чегарасини 0,95 ишончлилик билан топинг.
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Ечнш . Шартга кура 5 = 0 ,5 ,  у =  0.95 ва п =  100. Шунннг 
учун =  1,984 хатоликнинг изланаётган юкори чегарасн:

б =  1,984- Д ^  =  0,099. 
у 100

в) X  тасоднфий микдор нормал таксимотдан фаркли таксимотга 
эга. Бу .yvua X  тасоднфий микдорнинг урта квадратик четланишн 
б маълум булса, синовлар сони етарлича катта (п >  30) булганда 
хатоликнинг юкори чегарасини у ишончлилнк (20.1) формулаеи буйи
ча и̂соблаш мумкин, агарда 6 номаълум булса, (20.1) формулага тан- 
ланма урта квадратик четланиш S  ни куйиш мумкин ёки (20.2) фор- 
муладан фойдаланиш мумкин.

Агар п канча катта булса, иккала формула берадиган натижалар 
орасндаги фарк шунчалик кичик булишини айтиб утамиз. Хусусан 
(1 ва 2- мисолларда), п =  100 ва Х =  0,95 булганда хатоликнинг юко- 
ри чегарасн (20.1) формула буйича 0,098 га ва (20.2) формула буйи
ча 0,098 га тенг, куриб турибмизки, фарк унчалик катта эмас.

Хатоликнинг олдиндан берилган б юкори чегарасини таъмнн эта- 
днган энг кичик сондагн синовлар сонини аниклаш учун п ни (20.1) 
ва (20.2) формулалардан топиш керак:

______ _____________________я  ( I ______
6* * б*

Масалан, б =0,098, t =  1,96, о =0 ,5  булса, хатоликнинг 0,088 дан 
ортмаслигнни таъмнн этадиган синовлар сони

0 ,0 9 8 *

20.3. Ю̂ орида 20.1-бандда биз Монте-Карло усули тасодифий 
сонларни татбик этишга асосланганлигнни айтиб утдик. Энди бу 
сонларни таърифлаймиз.

Тасодифий сонлар деб, (0,1) ораликда текис таксимланган R  та
содифий микдорнинг мумкин булган г цийматларини айтилади.

Аслида эса мумкин булган кийматлари, умуман айтганда, чексиз 
сондагн ракамларга эга булган текис таксимланган R  тасодифий 
микдордан эмас, балки мумкин булган кийматлари чекли сондагн 
ракамлардан иборат булган R* квазн текис тасоднфий микдордан 
фойдаланилади. R  ни R* га алмаштириш натижасида миьдор аник 
таксимотга эмас, балки такрибий таксимотга эга булади.

20.4. Узлуксиз X  тасодифий микдорнинг f(x) таксимот зичлиги- 
ни билган колда унинг мумкин булган X ,(t =  1, 2, . . . )  кийматла
ри кетма-кетлнгини топиш талаб килинаётган булсин.

X  устида синов утказиш коидасини келтирамиз: f(x) таксимот 
зичлиги маълум булган узлуксиз X  тасоднфий микдорнинг мумкин 
булган X. кийматинн топиш учун г  тасоднфий сонни танлаш ва 

Xi Xi
J f(x)dx =  r t тенгламани ёки \ f(x)dx =  г.
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тенгламани х( га нисбатан ечнш лозим, бу ерда с — шу X  тасоди
фий мицдорнинг мумкин булган энг кичик циймати.

3-м и со л. Узлуксиз X  тасодифий микдор

f(x) =  ke~^x, х > 0

курсаткичли конун буйича таксимланган X  нинг мумкин булган кий- 
матларини олиш учун ошкор формула ни топинг.

Е чи ш . Келтирнлган коидага мувофик.
х‘ , к f e~Kxdx =  г.
о

тенгламани ёзамиз. Иитеграллаб,

ни хосил киламиз. Бу тенгламани X. га нисбатан ечамиз:
_ _ i _

Х . =  х1п(1 — г,)

r i тасодифий сон (0 , 1) ораликка тегишли, демак, 1 — г. а̂м тасо-- 
дифий сон ва (0,1) ораликка тегишли. Бошкача айтганда R  ва 1 — R  
микдорлар бир хил таксимланган. Шу сабабли X. ни излаш учун яна 
х,ам содда рок

х , = In г.

формуладан фойдаланамиз. Масалан, агар к =  5 булиб, гх =  0.73 
таиланган булса, у хрлда мумкин булган Х х киймат бундай булади:

Х ,=  — — In 0,73 =  0,2 0,31 =0,062.
5

Нормал тасодифий микдорнинг мумкин булган кИ1”шатларини топиш 
коидасини келтирамнз: а =  0 ва о =  1 параметрли нормал X  тасоди
фий микдорнинг мумкин булган X , кийматини топиш учун 12 та эрк- 
лн тасодифий сонларни кушиш ва о̂сил булган йнгиндидан 6 ни 
айириш лозим:

12

* i - 2  ' * - 6- *=i

4-мисол. а =  0, о =  1 параметрли нормал X  тасодифий мик
дорнинг мумкин булган кийматини топинг.

Ечи ш . Тасодифий сонлар жадвалидан 12 та сонни танлаймиз, 
уларни кушамиз ва о̂сил булган йипшдидан 6 ни айирамиз.

Х ,=  (0,10 +  0 ,09+ . . .  +0,67) — 6 =  5,01 — 6 =  — 0,99.
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Агар а Ф  0 ва а Ф  1 параметрлн нормал тасодифнй микдорнинг 
мумкин булган Z i кнйматини топиш талаб цилинаётган булса, у хол
да шу банддаги сунги цонда буйича мумкин булган кийматни топиб, 
кейин изланаётган мумкин булган кийматни

Z t =а  X , +  а

формула буйича топамиз.
20.5. Аниц интегралларни Монте — Карло усули буйича хисоб- 

лашнинг куплаб усуллари яратилган. [Улардан бирини — интеграл
остидагн функциянинг урта кнйматини топиш усулини келтирамиз.

6
Ушбу j  ф (x)dx аник ннтегралнн хисоблаш талаб этилаётган булсин.

а

(а, Ь) интеграллаш оралнгида /(*) = ------ зичлик билан текнс так-
ft — а

симланган X  тасодифнй мнкдорни караймиз. У холда математик ку- 
тилиш

М (ф (X)] =  f ф (дс) / (x)dx =  — Г ф (х) dx. 
а Ь - a i

Бундан

J ф (дг) dx =  (b —- а) М [ф (X)].
а

М [ф(Х)] математик кутилишнн унинг бэхоси, яъни танланма ур
та кийматн билан алмаштирнб, изланаётган интеграл учун ушбу так
рибий тенгликни хосил киламиз:

ь v  <р(Х, ) 
f ф (x)dx *  (b — a) --------- (20.3)
а П

бу ерда X , — шу X  тасодифнй микдорнинг мумкин булган кийматн.

X  микдор (а, Ь) ораликда /(дс) =  —i— зичлик билан текис тацсим-
Ь — а

ланганлиги учун X i ни ушбу формула буйича топилади:
*( , Xj
J f(x)dx =  —  |  dx =  r (.
a a

Бундан
Xi = a + ( b - a ) r -  (20.4)

бу ерда r t — тасодифнй сон.
и̂соблаш натижалари жадвалга ёзилади.

з
5-мнсол. j  (х - f  1 )dx ннтегралнн Монте — Карло усулн билан

Хнсобланг: а) хисоблашнинг абсолют хатолигини топинг; б) хатолик- 
нинг юкорн чегараси о =  0,1 булишини Y =  0,1 ишончлилик билан 
таъминлаб бераднган синовларнинг энг кичик соннни топинг.
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форму ладан фойдаланамиз, бу ерда а =  1. b — 3, <р(х) =  х +  1. Сод- 
далик учун синовлар сонини п =  10 деб оламиз. У о̂лда

j  (х +  \)dx* ;£ ( * , .+ 1),

бу ерда X i нинг мумкин булган и̂нматлари ушбу формула буйича 
топилади:

X . =  а +  (Ь — а) г( ёки Xt =  1 +  2гг

г( сонлар тасодифий сонлар жадвалидан вергулдан кейин учта 
рацам билан олинган.

Унта синов натижаси жадвалда келтирнлган (3.25-жадвал). Жад- 
валдаи куриннб турибдики,

10 10

2  Ф (X ,) =  2  [X , +  1 ) =  29,834. 
i= i i= i

Демак, изланаётган интеграл:
3 I
1 (х +  \)dx »  — -29,834 =  5,967.
i 0

а) Интегралнинг аник цнймати:

J ( х +  \)dx =  — ~—  j i =  6.

Шунинг учун абсолют хатолик:

6 — 5,967 =0,033.
б) Хатоликнинг юцори чегараси б =  0,1 булишини у — 0,95 

ишончлилик билан таъминландшан энг кичик синовлар сонини
/* 6»

П ~  (А

формула буйича и̂соблаймиз. t сонини Ф (/ )= — =0,75 формула

буйича Лаплас функцияси жадвалидан топамиз: t =  1,%.
X тасодифий мицдор (1,3) оралнкда текис тацсимланганлиги ва 

унинг дисперсияси

D ( X ) = o = = ^ - , = l  
' 12 6

га тенглигини хисобга'олиб, урта к,иймати топнладиган ф (x) =  х +  1 
функциянинг дисперсиясинн топамиз:

Е ч и ш .  Ушбу

J (х +  1) dx «  2  Ф (X;)
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3.2 5- ж а д в а л

1 Г1 2 r i X ,  =  1 + 2 r t ф(А'^)»Х(-И

1 0,100 0,200 1,200 2,200
2 0,973 1,946 2,946 3,946
3 0,253 0,506 1,506 2,506
4 0,376 0,752 1,752 2,752
5 0,520 1 ,040 2,040 3.040
6 0,135 0,270 1,270 2,270
7 0,863 1,726 2,726 3,726
8 0,467 0,934 1,934 2,934
9 0,354 0,708 1,708 2,708

10 0,876 1,752 2,752 3,752

V 29,834

О2 = D ( X +  \} = D {X ) =  - .
3

Энди изланаётган энг кичик синовлар сонини топамиз:

„ _ ! ! « ! , ----------— i  =  128.
& 0,1

21-§. Биринчи тартибли оддий дифференциал тенгламаларнн 
Эйлер усули билан ечиш

2 1 .1 . Биринчи тартибли

У' - / ( * .  У)

дифференциал тенглама текисликда йуналишлар майдонини, яъни 
текнсликнинг /(jc, у) функция мавжуд булган а̂р бир нуцтасида бу 
нукта оркали утувчи интеграл эгри чизицнинг йуналишини аниклай- 
дн. Коши масаласини ечиш, яъни у' = / ( jc, у) тенгламанинг у(х0) =  
=  у0 бошлангич шартнни каноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
этилаётган булсин.

\атто энг содда дифферента.! тенглама учун а̂м бу шартларни 
к;а ноатлантирадига и ечимни чекли соидаги математик амаллар ёрда
мида топиш, умуман, мумкин эмас. Бу нарса дифференциал тенгла- 
маларни та̂ рибий ечишнинг турли сонли усулларинннг яратилишига 
атиб келди. Бу усулларии улариинг ечимларини цандай шаклда бе- 
рилишига ка раб асосан уч гуру^га булиш мумкин:

а) аналитик усуллар, дифференциал тенгламанинг та̂ рибий ечи
мини аналитик нфода шаклида беради;

б) график усуллар тацрибий ечимни график куринишида беради;
в) сонли усуллар такрибнй ечимни жадвал шаклида беради

256



Бундам тавсиф маълум маънода шартли эканлигини антнб утамнз. 
Масалан, Эйлер синиц чизиклари график усули бир вацтда диффе
ренциал тенгламанинг сонли ечимини цам берадн.

21.2. у(х0) =  у0 бошлангич шарт билан берилган биринчи тартибли
У '=  f ix , у)

дифференциал тенгламани (Коши масаласи) такрибий ннтеграллаш- 
нинг Эйлер усулинн куриб чицамиз.

[х0, дг] кесмани, Х—̂ 1 =  h деб олнб, хи хг..........хп =  х нуцталар

билан п та булакка буламиз, бу ерда h — интеграллаш цадами.
у' функция биринчи кесманинг ичида хп дан jc, гача / (х0, у0) уз

гармас кийматни саклайди, деб фараз киламиз, у цолда интеграл эг- 
ри чизицни бу булакда унга Af0(x0. у0) нуцтада утказилган уринма 
билан алмаштириб,

У1 =  yo +  hf(xa, у0)

ни цосил циламиз, бу ерда ух — изланаётган функциянинг хх =  х0 +  
+  h даги цнймати. Юцорндагини такрорлаб, изланаётган ечимнинг 
кетма-кет кийматларини хосил циламиз:

Уг =  Ух +  Л/ ( * i  y i) ,
У з = У *  +  N  (*». у г).

у 1+1 =У( + /1/Ц. yt)-

Шундай цилиб, интеграл эгри чнзиц учлари М, Ц , у() нуцталарда 
булган синиц чизицдан иборат булади, бу ерда

X( .̂i -f- h, yt+i =  I/,• +  h•/(xt, t/(). (21. 1)

Бу усул Эйлер синиц чизщлар гусули ёки оддийгина Эйлер усуш 
деб аталади.

Эйлер синиц чизириии цоснл цилиш учун Р  (— 1, 0) цутбни тан- 
лаймиз ва ординаталар уцнда ОА0 =  f  (х0, у0) кесмани цуямиз. Рав- 
шанки, РА0 нурнннг бурчак коэффициентн / (дг0, у^ га тенг, шунинг 
учун Эйлер синиц чизигининг биринчи буллтни цосил цилиш учун 
М„ (jc0, Уо) нуцтадан МоМ\ тутри чизицни РА0 га параллел цилиб,
х — хх тутри чнзиц билан бирор М t (хь ух) нуцтада кесишгунга ца- 
дар у-гказиш етарлидир. Сунгра (xlt yt) нуцтани бошлангич нуц- 
та цилиб олиб, ординаталар уцнда ОАх =  h  (дг,, ух) кесмани цуямиз 
ва М х нуцта орцали М ХМЛ || РАх тутри чизицни х — дс, тутри чнзиц

17— 2928 257
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3.16-шакл

билан Afj нуктада кесишгунга цадар утказамнз ва х,оказо (3.16- 
шакл).

Эйлер усули дифференциал тенгламани энг содда сонли иптег- 
раллаш усулндир.

1- мисол. ^(0) — 1 бошланрич шартни каноатлантнрадиган

дифференциал тенглама иитегралининг [0, 1) кесмадаги киймат лари 
жадвалинн, Эйлер усулидан фойдаланиб, тузинг. ft =  0,1 деб олинг. 

Ечиш . Аргументнннг кетма- кет цийматларини тузамиз: х<, =  0, 
=  0,1; xt =  0,2; . . .  ; xl0 =  1. Изланаётган функциянинг мос ций- 

матларини (21. 1) формула

У<+1* 01+  *•£(*<. У<)
буйича \исоблаймиз, бу ерда

/(*, y ) = f -

и̂соблаш натижалари жадвалда ке.тгирилган (3. 26- жадвал).
£

Жадвалнинг сунгги устуиида у =  е 4 аник ечимнинг кийматлари так* 
Кослаш учун келтирилган.

Жадвалдан куриниб турибдики, «/,„ кийматиинг абсолют хатолиги
1,2840 — 1,2479 =0,0361,

нисбий хатолиги эса такрибан 3 % га тенг. Эйлер усулининг, уму- 
ман айтгаида, аниклигн а̂м ва хатолик маъносида нисбатан кони' 
Карлн натижаларни h кадам кичик булгаидагнна беради. Эйлернинг 
баъзи бир такомиллаштирилган усулларини куриб чикамиз.

21.3.
У' -  / ix. У)
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3. 26- ж а д в а л

i X

0 0
1 0,1
2 0.2
3 0 ,3
4 0,4
5 0,5
6 0 ,6
7 0.7
8 0,8
9 0,9
10 1.0

Ч  (*. у) У ~ е  jfl! 4 
аниц ечим

1
1
1,005 
1,0151 
1,0303 
1.0509 
1.0772 
1,1095 
1,1483 
1,1942 
1,2479

0
0,005
0,1005
0,1523
0,2067
0,2627
0,3232
0,3883
0,4593
0,5374

О
0,005
0,0101
0,0152
0,0206
0,0263
0,0323
0,0388
0,0459
0,0537

1
1,0025 
1,0100 
1,0227 
1,0408 
1,0645 
1,0942 
1,1303 
1,1735 
1.2244 
1,2840

дифференциал тенгламани

У (*о) =  У о
бошлангич шарт билан ечиш талаб килинсин. h кадамни танлаб 
Эйлер усулига асосан изланаетган ечимнинг кетма-кет кийматларини
x i — хо +  [ I =  0, п лар учун

y i+ 1 -  У i +  hf(х;, у{) 
такрибий формула буйича и̂еоблаймиз.

Такомиллаштирнлган Эйлер сини̂  чизицлари усулининг аниклиги 
юь;орирок булиб, бунда аввал

X I = 'х , +  —
«•+- ‘ ' 2 *

оралиц кийматлар *исобланади ва интеграл эгри чизицлар йуналнш- 
лар майдонининг циймати (* у  ) ^  ндада 70пилади>

2 2
ЯЪНИ

н̂собланади, кейин эса бундай олинади:

У,+1 = У , +  h f( x l + ± ,  У 1 + ±_у  (21.2)
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(3. 17- шаклга царанг).

—  X

3.17-шакл

21.4. Эйлернинг бошца такомиллаштирилган усулларидан бирн 
Эйлер — Коши усули булиб, бунда аввал ечимнинг дастлабки яцин- 
лашиши аницланади, яъни

У 1 +  1 = У 1 +  Ь (х г  «/,). 

рал эгри чизнц.

/ (*,+, ' У /+1 )•

бундан фойдаланиб, интеграл эгри чизицлар йуналншлари майдони 
топилади:

Сунгра

У i+ i =  У( +  Т  (/ (*/• У/) +  f  <*/+!• )2 - -------- • .-г. -f + ,

буйича такрибий ечим н̂собланади (3.18-шаклга царанг).

(21.3)

3.18- шакл
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2- мисол. Бошлангич шартлари у (0) =  1 булган

тенгламани [0, 1] кесмада h =  0,2 кадам билан Эйлернннг биринчи 
ва иккинчи такомиллаштирилган усуллари билан ннтегралланг.

2Х
Е чи ш . Бу ерда h =  0,2; / (дс, у) =  у ------- . Бу тенгламанинг

такомиллаштирилган синиц чизиклар усули (21 2) 

yl+i =  y, +  h f^x l + ± ;  yl + ± j

билан и̂собланган интеграллаш натижалари 3. 27-жадвалда бернл- 
ган.

3. 27- ж а д ва л

1 *1 У(
h

j f ( x i  • V i) У< +  1

0 0 1,0 0,1 0,1 1,1 0,1836
1 0,2 1,1836 0,0846 0,3 1,2682 0,1590
2 0,4 1,3426 0,0747 0,5 1,4173 0,1424
3 0,6 1,4850 0,0677 0,7 1,5527 0,1302
4 0,8 1,6152 0,0625 0,9 1,6777 0,1210
5 1,0 1,7362

3. 28- жадвалда берилган тенглама интегралинн Эйлер — Коши- 
нинг такомиллаштирилган усули билан цисоблаш натижалари кел- 
тирилган, бунда цадам а свал ги дек, h =  0,2 деб олинган.

3. 28- ж а д ва л

< Х1 У1 - j  /(* , .  yt ) ■*1+1 у<+\ JH *I+ 1, 

Vi+0

“  (f (*<• У{)+ 

+f(xl+\> %+l))

0 0 1.0 0,1 0,2 1.2 0,0867 0,1867
1 0,2 1,1867 0,0850 0,4 1,3566 0,0767 0,1617
2 0.4 1,3484 0,0755 0,6 1,4993 0,0699 0,1454
3 0,6 1,4938 0,0690 0,8 1,6318 0,0651 0,1341
4 0.8 1,6279 0,0645 1.0 1,7569 0,0618 0,1263

. 5 1.0 1,7542

Таадослаш учун

y = V 2 x +  1 
аник; ечимни келтирамнз, бундан:

у{  1) =  К З ~ «  1 ,73205 .
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21.5. Х[ар бир yt цийматларни итерациялаб Эйлер — Кошининг 
такомиллаштирилган усулининг аницлигинп оширнш мумкин. Аввал 
ушбу

1ЭД-У1 +  М *!. У,) (21.4)
дастлабки якинлашиш танланади, сунгра ушбу

»!*|, =  У, +  J  [ l  <*,: У,) + 1 <*,+,. »(? ,- “)] (21.5)

итерация жараёни тузилади.
Итерация жараёнини бирор икки кетма- кет у\™\ ва «/,("|+1) яцин-

лашишни и̂соблаш учун керакли рацамларгача устма- уст тушгун- 
га цадар давом эттирилади. Шундан кенин

Уt+i ~  Vi+ 1

деб олинади, бу ерда у\” \ шу ва '> яцинлашишларнинг 
умумий цисми.

Агар h нинг танланган цинматида уч-турт итерациялашдан сунг 
керакли рацамлар устма-уст тушмаса, у цолда h цисоблаш цадами- 
ни кичрайтириш лозим.

3-м и со л . Итерациялаш усулидан фоидаланиб у (0) =  1,5 бош
лангич шарт билан берилган у ' —у — х дифференциал тенглама 
интегралининг у (1,5) кнйматини туртта унлик рацамнинг устма-уст 
тушиш аницлигида топинг.

Е чи ш . Кодамин h =0,25 деб танлаб ва (21. 4), (21. 5) итера
ция жараёни

0,|0,’ =  У ,+  */(*,, У{),

У П  1 = Уу +  Т [ f  (**• Уд + f  • *1+1 “ ) ]

ни татбик, этнб, кетма- кет цисоблаймиз:
«А°> — Уь +  hf (*0, у0) =  1,5 +  0,375 =  1,8750;

У,(,)=Уо +  у(Д *о . y0) +  f(x i. <>)) =  1,5 +  0,125 (1 ,5 + 1 ,8 7 5 0 -

■0,25) =  1,89062; 

f  (*ь i/<i1))) =  1,5
— 0,25) =  1,89258; 

y,) +  f(x u t/<2>)) =

+  1,89258— 0,25) =  1,89282.

=  y ,+  y ( / ( * . , y.) +  f( x u J/{2)) ) =  1,5 +  0,125 (1,5 +  

+  1,89282— 0,25) =  1,89285.

У?  =  </.+ } ( /  (*.. Уо) +  f  (*». ф ) =  1,5 +  0,125 (1,5 +  18962 -  

У|Р) - # 0+ y ( f  (*o. Уо) +  f  (*». y{2>) ) =  1,5 +  0,125 (1,5 +
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Сунгги икки здинлашишда туртта ракам устма- уст тушмокда. 
Шунинг учун яхлитлаб,

ух ж  1,8929
деб олиш мумкин.

Яна (21.4) ва (21.5) формулалардан фойдаланиб, цуйидагиларни 
зугсоблаймиз:

|4°> = y 1 +  h f(x 1, yx) =  1,8929 +  0,25 (1,8929 -  0,25) =  2,3036,

=  УХ +  у  i f  ixlt у,) +  / ixt, у<°>) )  =  1,8929 +  0,125 (1,6429 +  

+  2,3036-0 ,5) =  2,3237;

У?' =  Ух +  \  i f  ixlt Ух) +  / (*2. У{2" ) ) =  1.8929 +  0,125 (1,6429 +  

+  2,3237 — 0,5) =2,32622 

У Р  -  Л  +  у  (/ (* i. Ух) +  / (*,. «/ГО =  1.8929 +  0,125(1,6129 +  

+  2,32622 — 0,5) =  2,32654. 
ун) = у г + | ( / ( * г, У1) +  / (дс„ #> )) =  1,8929 +  0,125 (1,6429 +

+  2,32654 -  0,5) =2,32658.
Итерация ни тухтатиш ва

уг ж  2,3266
деб а̂бул цилиш мумкин.

(21. 4) ва (21. 5) формулаларни цуллашни давом эттириб, берилган 
тенгламанинг ечимини о̂сил циламиз. Х,исоблаш натижаларини 3.29- 
жадвалга жойлаштирамиз.

3. 29-'ж а д в а л

i x t У1 y f U
„(2)
*Н -1 * 9 . У/+  1

0 0 1,5000 1,875 1,89062 1,89258 1,89282 1,89285 1,8929
1 0,25 1,8929 2,3036 2,3237 2,32622 2,32654 2,32658 2,3266
2 0,50 2,3266 2,78325 2,80908 2,81231 2,81271 2,81276 2,8128
3 0,75 2,8128 3,3285 3,36171 3,36586 3,3664 3,36645 3,3664
4 1,00 3,3664 3,9580 4,0007 4,00603 4,0067 4,00679 4,0068
5
6

1,25
1,50

4,0068
1,7587

4,6960 4,7509 4,75776 4 ,75870 4,75872 4,7587

22- §. Рунге — Кутт усули

Эйлер усули бошлангич шартлари билан берилган дифференциал 
тенгламани (Коши масаласи) сонли ечишнинг энг содда ва биринчи 
тартибли ани^ликдаги усулидир.
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Рунге — Кутт усули юцорн аницликдаги усуллардан бнрндир.
[дс,,, дг) кесмада

У{х0) = у 0 (22.1)
бошланрич шартлари билан берилган

y '= f ( x , y )  (22. 2)
тенгламанинг сонли ечимини топиш талаб килинснн.

Бу кесмани
х( =  дг0 +  ih

(бу ерда 1 = 1, п ва h = * ~  *- интеграллаш цадами),
п

нукталар билан п та тенг булакка буламиз.
Рунге — Кутт усулининг мо и̂яти изланаётган yi+x цийматларни

У1+1 =  У1 + 2  A‘k *S в  1
куринншда излашдан иборат булиб, бу ерда

*1 =  hf(xt, у,),

/4 =  hf  (xi +  у i +  Pî i).
k‘3 =  hf (x, +  yt +  p31fc, +  pMfe2),

=  M  (Xl  “b a *h'. У/ H" P « l^ l "b P«2^2 Р»3^э)>

=  hf (x. +  aqh\ yi +  Р ,Л  +  . . .  +  p„. , k ,_,), .
Ax, Аг, , Aq, <x2, . . . , oc?, pn . . .  бирор параметр
лар.

Рунге — Кутт усули ёрдамида турли тартибли аницликдаги схе- 
маларни тузиш мумкин. Масалан, <7 = 1, А =  1 да ушбу

У1+1 =  У, +  Ы (дс,; у,)
биринчи тартнбли аницликдаги Рунге — Кутт усулнга эга буламиз. 
Бу усул бизга Эйлернинг синиц чизнклар усули номн билан маъ
лум [(21. 1) формула]. Шунга ухшаш

<7 =  2, Ах =  Аг =  у ,  а , =  1, рп — 1

да иккинчи тартнбли аницликдагн Рунге — Кутт усулнга эга була
миз, яъни

Уц.I -  Vi +  у  (/ (*<• У() +  f  (*<+!• У/И- М  (*,, yt) )

Бу эса бизга Эйлер — Кошининг такомиллаштирилган усули номи 
билан маълум [(21. 3) формула].
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Шундай килиб, q ни ва параметрларни танлащ йули билан турли 
аницпикдаги цисоблаш формулаларини х;осил килиш мумкин:

Рунге — Куттнинг ушбу

туртинчи тартибли аншушкдаги схемасн кенг цулланилади, бу ерда

k[, /fg, £3, k‘t сонлар геометрик маънога эга.
Айтайлик 3. 19-шаклдаги МаСМх чизиц (22. 1) бошланшч шарт- 

лн (22. 2) дифференциал тенгламанинг ечимини ифодаласин. Бу эгри 
чизицнинг С нуцтаси Оу уада параллел булган ва (х(., дс\+1] кесма-
ни тенг иккига буладиган тутри чизицда ётади, В  ва L  эса эгри 
чизшда М0 нуцтада утказилган урииманииг АС ва ордината-
лар билан кесишнш нукталари. У >̂ олда kx сон М0 нуктада MjCMi 
эгри чизицка утказилган уринманинг h купайтувчи цадар аницлик- 
дагн бурчак коэффициент, яъни k[ =  hy] =  hf (х(., yt).

У,+, -  У, +  у  (*{ +  Щ  +  2kf3 +  k‘), t = 0 ,  л — 1 (22. 3)

k[ =  hf (х,, у

(22.4)

К  =  л/ (*< +  h< 'Jt +  *з)

0 Wo Л
J

3.19- шакл

В  нуцга

координаталарга эга, яъни
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B { x i  +  J >  У1 +  ~ т ~ ) '

Демак, кг сон интеграл эгри чизицка В  нуцтада утказилган уриима- 
нинг h купайтувчи аницлигидаги бурчак коэффициентн (BF  — бу 
уринманинг кесмаси).

М0 нуцта орцали B F  кесмага параллел т\три чнзиц утказилади,
у холда D  нуцта х — xt +  у — {/, +  —  координаталарга эга 
булади, яъни:

° ( * | + 7  ■ » < + ? ) .

Демак, к‘3 сон интеграл эгри чизицца D  нуцтада утказилган урин
манинг h купайтувчи аницлигидаги бурчак коэффнцненти (DRX — 
бу уринманинг кесмаси).

Ни.узят, М0 нуцта орцалн D R t га параллел т\три чизнц утказа- 
миз, у M XNX давомнни R 2 (xt +  /г, yt + к$ нуцтада кесиб \тади. 
У холДЗ к\ сон интеграл эгри чнзицца R ,  нуцтада утказилган урин
манинг h купайтувчи аницлигидаги бурчак коэффициентн булади.

3. 19-шаклда ах, аг, а3, а4 шу к\, Ц, к‘3, к\ бурчак коэффицн- 
ентларга мос бурчаклар.

Рунге — Кутт усули буйича цисоблашнн ушбу схемага жойлаш- 
тириб амалга ошириш цулай булади (3. 30- жадвал).

3.30- ж а два  л

Ми со л. J/(0)J= 1 бошлангич шарт билан берилган
у' =  х +  у

дифференциал тенгламанинг 10,05] кесмадаги цинматинн Л =  0,1 деб 
олиб, Рунге — Кутт усули билан цисобланг.

Ечиш: и̂соблаш жараёнининг бошланишини курсатамиз. ух ни 
Хисоблаймиз. Кетма-кет цуйидагиларга эга буламиз:
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* i0) =  л / ( * « .  I/o) =  0 , 1 (0 +  l)  =  0 , 1; 

ki0) =  Л f̂ x0 +  -J  , Уо +  -y) = 0 ,1  (o +  y -  +  1 +  у  j  = 0 ,1 1 ,

^ 0) = Л / (х ,  +  | .  z/0 +  - ^ = 0 , l ( o  +  ° ^ -+ l +  - ^ )  =  0,1105;

* i0) =  h/(x0 +  Л, t/° +  fes) =  0,1(0 +  0 ,1 +  1+0,1105) =  0,12105.
3 .31-ж а два л

i X У *  =  0 .1<x +  y) Д у

0 0 1 0.1 0,1000
0,05 1,05 0,11 0,2200
0,05 1,055 0,1105 0,2210
0,1 1,1105 0,1210 0,1210

1
6

0,6620 = 0,1103

1 0.1 1,1103 0,1210 0,1210
0,15 1,1708 0,1321 0,2642
0,15 1,1763 0,1326 0,2652
0,2 1,2429 0,1443 0,1443

1
6

0,7947 = 0,1324

2 0,2 1.2427 0,1443 0,1443
0,25 1,3149 0,1565 0,3130
0,25 1,3209 0,1571 0,3142
0,3 1,3998 0,1700 0,1700

1
6

0,9415 = 0,1569

3 0,3 1,3996 0,1700 0,1700]
0,35 1,4846 0,1835 0,3670
0,35 1,4904 0,1840 0,3680 .
0.4 1,5836 0,1984 0,1984)

1
6

• 1,1034 = 0,1840

4 0,4 1,5836 0,1984 0,1984
0,45 1,6828 0,2133 0,4266
0,45 1,6902 0,2140 0,4280
0,5 1,7976 0,2298 0,2298

I
6

• 1,2828 = 0,2138

5 0,5 1,7974
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д Уо =  — (0,1 +  0,11 +  0,1105 +  0,12105) =  0,1103.

Демак,
Уг =  Уо +  ЬУо =  1 +0,1103 =  1,1103.

Кейинги хисоблаш натижалари 267-бетдаги 3.31-жадвалда келтирил- 
ган. Шундай килиб,

у(0,5)= 1,7974.
Солиштириш учун

у = 2 е х — X — 1 
аниц ечимни келтирамиз, бундан

у(0,5) =  2 У ё  — 1,5 =  1,79744 . . .
Рунге — Кутт усули, узининг сермехнатлигига карамасдан, диффе
ренциал тенгламаларнн ЭХМда сонли ечишда кенг цулланилади.

23-§. Иккинчи тартибли оддий дифференциал тенглама учун 
чизикли чегаравий масалани ечишнинг «прогонка», 

коллокация ва Галеркин усуллари

23.1. Чегаравий масала да, оддий дифференциал тенглама учун 
Коши масаласидан фарцли улароц, изланаётган функциянинг кийма
ти (ёки функция ва унинг о̂силасн комбинациясининг киймати) 
битта нуктада эмас, балки ечимни аниклаш талаб этилаётган кесма- 
нн чегаралаб турган иккита нуцтада бериладн.

Иккинчи тартибли
f ( x ,  У, У', «/") =  0 (23.1)

оддий дифференциал тенглама учун чегаравий масалани ечншни ку- 
рнб чицамиз. (23.1) тенглама учун энг содда икки нуктали чегара
вий масала цуйидагича цуйиладн: [а, Ь] кесманннг ичида (23.1) тенг
ламани, кесманинг охирларида эса

ГФ1 (*/ (Л), у'(а)) =  0 , (23 2)
Ш у (Ь), у'Ф)) =  0 к }

чегаравий шартларни цаноатлантнрувчи у =  у (х) функцияни топиш 
талаб этилади.(23.1) тенглама учун икки нуктали чегаравий масала
нинг баъзи турларинн куриб чикамиз.

Масалан, иккинчи тартибли
у’ = /(х .  У. У') (23.3)

дифференциал тенглама у(а) =  А, у(Ь) =  В  (а <  в) чегаравий шарт- 
лар билан берилган, яънн изланаётган у = у (х )  функциянинг [а, Ь\ 
кесманинг х =  а ва х =  Ь чегаравий нуцталаридаги цийматлари маъ
лум булсин. Бу о̂лда (23.3) тенгламанинг ечими геометрнк нуцтаи 
иазардан берилган Л\(а, А) ва N{b, В) нуцталардан утувчи у =  у(х) 
интеграл эгри чизикдан иборат булади (3.20-шакл).

Бу ердан:
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Энди (23.3) тенглама учун 
изланаётган функция хссиласи- 
нинг цийматлари чегаравий нуц- 
таларда маълум булсин, яъни 
у' (а) =  АХ, ч' (b) =  B v Бу >;ол- 
да (23.3) геометрик нуцтаи на- 
зардан тенгламанинг ечими х=а  
ва х — b тугри чизицларни мос 
равншда a==arctg/4t, p=arctgflj 
бурчаклар остида кесиб утувчи 
интеграл эгри чизикдан иборат 
булади (3.21-шакл).

3.20- шакл

Н|цоят, (23.3) тенглама учун бир чегаравий нуцтада изланаётган 
функциянинг циймати у (а) =  А, иккинчи чегаравий нуцтада бу функ
ция хосиласннинг киймати у '(В )= В Х маълум булсин.'Бундай масала 
аралаш чегаравий масала деб аталади. Бу о̂лда (23.3) тенгламанинг 
ечими геометрик нуцтаи назардан М(а, А) нуктадан утадиган ва х=Ь  
тутрц чизицни (i =  arctgВ, бурчак остида кесадиган у =  у{х) шпе- 
грал эгри чизиадан иборат булади (3.22-шакл). Агар дифференциал
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тенглама ва унинг чегаравий шартларн чизицли булса, у холда бун
дай масала чизицли чегаравий маса-ш деб аталади цамда (23.1) диф
ференциал тенглама ва (23.2) чегаравий шартлар цуйида гнча ёзилади:

У' +  Р\(х)у' + q X x )y = f(x )  (23.4)

(а0у(а) +  а1у '(а )= у 1,
1Ро 1/ (6) + Pi у' (Ь) =  уг, ^

бу ерда р(х), q(x), /(дс) — шу (а, Ь\ кесмада маълум булган узлук
сиз функциялар; а0, а„ (10, р,. Yi V» — берилган узгармас сонлар, 
шу билан бирга

W  +  Ы  *  0 ва |Ро| +  |р,| Ф  0 .

Агар а <  дс да /(дс) =  0 булса, тенглама бир жинсли, акс хол
да бир жинсли булмаган тенглама деб аталади.

Агар Yi =  0 03 Уг =  0 булса, у .\олда мос чегаравий шарт бир 
жинслилик шарти деб аталади.

Агарда дифференциал тенглама хам, чегаравий шартлар хам бир 
жинсли булса, у х°лДа чегаравий масала бир жинсли масала деб 
аталади.

23.2. (23.4) чизшуш дифференциал тенглама (23.5) икки нуцтали 
чизицли чегаравий шартлар билан берилган булсин.

Бу чегаравий масалани ечишнинг энг содда усулларидан бири 
уни чекли анирмали тенгламалар системасига келтиришдан иборат 
(чекли айирмалар усули). Бунннг учун [а, Ь] кесмани Л узунликдаги
п та тенг булакка буламиз, бу ерда А =  - — -  — цадам.

п
Булиниш иуцталарн х0—а, хп=Ь, х(=  хй-\- ih ( i = 0 , п )  абсцнсса- 

ларга эга. у =  у(х) функциянинг ва унинг у' =  у'(х), у’ = у ’ (х) 
Хосилаларининг дс, булиниш нуцталаридаги кийматларини мос равиш- 
да «//,= y (xt), у\ =  у' ($) y ]\ = y j$ )  орцали * белгилаймиз. Яна 
pt =  р(дс,), qt =q(xt), /, — f(x )  бглгилзшларни хам киритамиз. [а, b] 
кесманинг хар бир дс, ички нуцтасида у ' (л,) [ва у\(х) х°силаларнн 
тацрибан

11+Х-У1 У1+2-2 Уч .1+У14 т ы
у . --------------- У { ------------------------------------------------- — --------------------   ̂ ^

чекли айирмали нисбатлар билан алмашгирамиз, чегаравий х0 =  а 
ва хп =  b нуцталар учун эса]

„• =  y iT yJL. и' =  (23Т7)Уо h * уп а в; ,

деб оламнз. (23.6) ва (23.7) формулалардан фойдаланиб, (23.6) тенг- 
ламани ва (23.6) чегаравий шартларни ушбу тенгламалар системаси 
билан такрибий алмаштирамиз:
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аоУо +  «1 » '.-У± = у 
Л 1,1

\ а Уп Уп- 1
Уо +  P i----г---- =  Y*-

(23.8)

Шундай цилиб, n +  1 та номаълумли л +  1 та алгебраик тенгла
ма системасига келдик. Бундай снстемани ечнш натижаснда изланаёт
ган функциянинг такрибий кийматлари жадвалини о̂сил киламиз. 

Агар у' (дг,) ва у" (х,) ни

< _  У/4-i ~  */-i 
2 Л

У{+\ —  2 », + У /_1 
У/ л*

марказий чекли айирмалар билан алмаштирилса, у холда яна з̂ ам 
аницроц формулаларни о̂сил цнлиш мумкин. о̂силалар учун чега
равий ну̂ таларда (23.7) формулалардан фойдаланиш мумкин. Бу 

; о̂лда ушбу системанн цосил циламнз:
У,-+1 — 2 yt +  У/+, У,+ 1 — 9i-i , г

+  Р ‘ --- 2h---  Я(У, = ft>ft»

*оУо +  а.
= V i  

Л V l ’ (23.9)

Poy. +  Pt / ,'~ 1 =  У2. 1 = 0 , я  — 1.

1-м и со л. Ушбу чегаравий масаланинг ечимини чекли айирмалар 
усули билан 0,001 гача аницликда топинг:

U f — ху' +  2 у = х  +  1,
\у (0.9) -0 ,5 / / '  (0,9) =  2,
1у (1.2) =  1.

Ечиш . (0,9; 1,2] кесмани // =  0,1 ь̂ адам билан кисмларга була- 
мнз. У >̂ олда

дг0 =  0,9; дг, =  1,0; дг, =  1,1; дг3 = 1 ,2
абсциссали туртта нуцта хосил килинади.

Берилган тенгламани дс, =  1,0 ва дг, =  1,1 ичкн нук,таларда

»/ -ц -2 У< + у ,_ 1 У.+1- У /-1 + 2 У( = х<+  1, (/ =  1, 2) (23.10)
Л* 2 Л

чекли айирмали тенглама билан алмаштирамиз. Чегаравий шартлардан 
фойдаланиб, чегаравий нуцталарда чекли айирмали

Уо +  0,5 =  2,
h (23.11)

l y * =  1
тенгламаларни о̂сил циламиз.
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Ухшаш \адларни ихчамлаб ва Л =0,1 ни и̂собга олиб, (23.10) 
ва (23.11) тенгламаларнн мос равншда цуйидагича ёзиб оламиз:

(2 +  0,1 х.) — 4 */,. (1 — 0,01) +  yi+ l (2 — 0,1 дс,) =  0,02 х(,

1,2 — Уг “ М .
у3 = 1, i  =  172.

Берилган масала
1,2 г/о — Ух =  0,4,
2,1 г/0 — 3,96 г/, +  1,9г/2 =  0,04,

12,11 «/i — 3,96 f/a +  1,891/3 =  0,042

тенгламалар системасини ечишга келтнрилади. Система ни ечиб,

Уо =  1,406; i/ j=  1,287; у3 =  1,149; у3 =  1,000

ни х;осил киламиз.
23.3. Иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламалар учун 

чегаравий масалаларга чекли айирмалар усулини татбик этилганда 
уч а̂дли чизикли алгебраик тенгламалар системаси косил булиб, 
уларнинг х.ар бири учта кушни номаълумни уз ичига олади. Бундай 
системани ечиш учун «прогонка» усули деб номланувчи махсус усул 
мавжуд.

(23.9) чекли-айирмали тенгламалар системаси тегишли алмашти- 
ришлардан сунг

f c + i+ 'M i  +  'M - i =  /А2-

, У! -  Уо 
аоУо +  <*1---- 7—  = V i.

РоУп Ч* Pi
Уп ~  Уп—1

(23.12) 

(23 13)
=  Тг> i  =  1, л — 1

куринишга келтирилади, бу ерда 

2 -q , Л» l - H L h
т . =  —

l + f L h  

2

п, = и -
E L h

(23.14)

<’23.12) — (23.13) чизикли система у0, ylt . . . , уп номаълумларга 
нисбатан (п+1) та биринчи даражали тенгламадан иборат. Бу система
ни одатдаги усуллар билан х,ам ечиш мумкин, аммо биз бу ерда 
«прогонка» усули билан ечишни курсатамиз. (23.12) тенгламани yt 
га нисбатан ечсак,

Ъ  , 1 ni
~   ̂ т ,  ^‘+1 т ,  У 1—1 (23.15)
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га эга буламиз. (23.12) — (23.13) тулик система ёрдамида (23.15) 
системадан номаълум йуцотнлган, деб фараз цнлайлик У \олда 
бу тенглама

yt =  ci (dt у^j_j) (23.16)

куринишни олади, бу ерда cr  dit i  — 1, п— 1 — бирор коэффнцнент- 
лар. Бундан

Уi-i — ct-\ Ц-i - y t)
эканлиги равшан.

Бу ифодани (23.12) га цуйсак,

У1+1 +  т ,У< +  ni ci-\ Ч - i  - yt) =  / > ’,
ва, демак,

=  '  (2 3 л 7 ) 
mf -  л, с,_,

(23.16) ва (23.17) формулаларни та̂ кослаб, ct. ва di коэффнциентлар- 
ни аниклаш учун ушбу формулаларни цосил циламиз:

1
с< 1Щ — Л(С( 1  * di — f/1' ty c ^ d ^  (j =  1, п — 1). (23.18)

Энди с0 ва d0 ни аницлаймиз. Биринчи чегаравий шарт (23.13) дан
.. _  V i* — a iVi 
У о ------Г Г — ” —а„я — «х

ни цосил циламиз. Иккинчи томондан, I  — 0 булганда (23.16) дан
yu= c 0(d0 ~ y  0 (23.19)

га эга буламиз. Сунгги икки тенгликни таедослаб,

^ —  , d0 =  -Ъ *  (23.20)
а0Л — а,

ни топамиз. (23.18), (23.20) формулаларга асосан cf, dt, i  — 1, п —1 
коэффициент-тар сп_, ва dn_, гача (улар .̂ ам киради) кетма-кет то
пилади (тугри йул).

Тескари йул уп ни аницлашдан бошланади. (23.13) даги иккинчи 
чегаравий шартдан ва (23.16) формуладан i  = п  — 1 деб, ушбу тенг
ламалар системасини о̂сил циламиз:

| Pol/o +  Pt =  Ya,

Уп- l  =  cn- 1 Wn-1 i/„)-
(23.21)

Буни yn га нисбатан ечсак,
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Уп =

Ys ft +  PiC„_, dn_ ,
(23.22)

Poft +  Pi (cn_ i +  1) 
га эга буламиз.

Энди (23.16) формула буйича кетма-кет Уп- г  • • • • Уо -тар* 
ни топамиз.

Назорат цилиш мацсадида биринчи чегаравий шартнинг бажари- 
лишини текшириб куриш мумкин.

Хисоблашларни жадвал куринишида жойлаштириш цулай булади 
(3.32- жадвал).

3.32- жад вал

1 0 1 2 я  — 2 п — 1 п

ъ
«о (23. 20) 

хан 'х с* С« -2 С» -1

<1
dt (23.20) 

дан dx d, dn -2 *п- 1

*1 *о =  о хX хп—2 *«.-1 х„=--Ь

У1 Уо Ух № Уп—i Уп-1
Уп (23-22) 

дан

2-мисол. Ушбу
У’ = х  +  у,  (23.23)

«/( 0) =  0, у (1) =  0 (23.24)
чегаравий масалани «прогонка» усули билан ечинг.

Ечиш . а0 =  1, « ! =  (), р0 =  1, Р, =  0, T i =  Vs =  0 ларга эга
миз. h =  0,1 деб оламиз хамда (23.23) тенглама ва (23.24) чегара- 
внй шартлардан тегишли

У1+{ +  mt yt +  п . у =  Т р .  i  =  П п — 1

Уо =  0, y l  =  О
чекли- айирмали тенгламаларга утамкз, бу ерда т , =  — 2 — Л2,

п t =  1,7,  =  Ъ =
(23.20) ва (23.18) формулаларга асосан

с0 =  0 , c0d0 =  Yi,
бундан

с. =  —  =  — 0,498; dx — n,Yi =  0,001
т

(23.18) формулалар бизнинг *олда 
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ни беради.
с, ва d, (( =  1,9) нинг топилган кийматлари жадвалнинг биринчи 

иккита сатрида ёзилади. Сунгра (23.16) формуладан ва маълум 
i / ю  =  0  цийматдан фойдаланнб, у9, ув, . . . , ух ни цисоблаймиз.
_  „ I — 2 еТаццослаш мацсадида жадвалнинг сунгги сатрида у =  —г х

ei
xsh jc— дс аниц ечимнннг кийматлари берилган (3.33-жадвал).

3.33- ж а д в а л

—2 — h1 — c(-_ j ’ “ <

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

с. 0 -0 .498 —0,662 -0 .8 7 8 -0 .890 -0 ,9 0 0 -0 ,9 0 8 -0 ,91 5 -0 .921 -0 .9 2 6
d , _ 0,001 0.002 0.004 о.оов 0,012 0,016 0.022 0,028 0,035 _
Hi 0 -0 .025 — 0.049 -  0.072 -0 ,078 -0 .081 -0 ,0 7 8 -0 ,0 7 0 -0 ,0 5 5 0,032 0
У 1 0 -0 ,015 -0 .029 -0 .04 1 -0 ,0 5 0 -0 ,0 5 7 0,058 -0 .054 -0 ,04 4 -0 .0 2 6 0

23.4 . Чегаравий масаланинг такрибий цийматини аналитик нфода 
шаклида топиш имконини берадиган усул билан танишамиз.

Ушбу чизицли

L [y ]= = y ' +  p (дс) у' +  q (дс) у =  f  (дс) (23.25)
дифференциал тенгламани ва

|Га [у] шш а0 у (а) +  at у '(a) =Yx. г fo-j ofi\ 
\Г* [у] и  р„ У (Ь) +  №  (Ь) =  у,. 1М-Л )

бунда |оо| +  la j ф О, |р,| -+■ iP il Ф  0 чизи^ли чэгаравнй шартларни 
Каноатлантирадиган у = у ( дс) функцияни аннклаш талаб этилаётган 
булсин.

Шундай килиб бнрор чизикли эркли
ц,(дс), ых(х), . . . , ип(дс) (23.27)

функциялар (базис функциялар) тупламини танлаймизки, улардан
ы*(дс) функция бир жинсли булмаган чэгаравнй шартларни каноат- 
лантирсин, яъни

г а [Ы0] =» Yi. r ft [«„1 =  ty2 (23.28)

б$’либ, колган ut (дс), i  =  \,п функциялар эса мос бир жинсли чега
равий шартларни каноатлантирсин:

г „ [«J =  0. Г6 [«<] =  0, I -  ТГ^  • (23.29)

|Агар (23.26) чегаравий шарглар бир жинсли (Yi =  Y2 =  0) булса, 
у холда и„(дс)=з0 деб олиб,



функциялар системасинигина караш мумкин.
(23.25)— (23.26) чегаравий масаланинг ечимини Сазис функция- 

ларнинг чизикли комбинацияси

у =  «„(*) +  V  с,и,(дс) (23.30)
<=1

шаклида излаймиз. Бу о̂лда у функция равшанки, (23.26) чегаравий 
шартларни каноатлантиради. Х,акикатан хам, чегаравий шартларнинг 
чизикли эканлнгига асосан,

г а [У) =  Га [иа\ +  V  с,. Га [u.] =  Yi +  2  с, 0 =  Yi 
/=1 <=. i

га эга буламиз. Шунга ухшаш, Г 6[(г/] = Y i-
(23.30) ифодани (23.25)[тенгламага цуйиб, уйгун. булмаган функ

ция деб аталувчн
R(x, с„ ct .......... cn) =  L  [у] — f(x) =

=  L [ u . ] - f ( x )  +  V  CiL[u.], (23.31)

функцияга эга буламиз.
Агар ct (i =  1, л) ларнинг бирор танланишида

да R(x, с„ сг.......... сп) =  0

тенглик бажарилса, у функция (23.25) — (23.26) чегаравий масала
нинг аниц ечими булади.

Бирок, с, коэффициентларни бундай муваффакият билан танлаш, 
умуман айтганда, мумкин эмас. Шу сабабли бундай натижа билан 
чекланилади: R(x,c lt с, . . .  , сп) функция [а, Ь] даги берилган етар-
лича знч нунталар системаси хи х%..........хп (коллокация нук,талари)
да нолга айланиши талаб килинади, бу нуцталарда, шундай цилиб, 
(23.25) дифференциал тенглама аниц цаноатлантирилади; коллока
ция нуцталари сифатида, масалан, [а, Ь] кесмани тенг булакларга 
булувчи нукталар танланишн мумкин. Натижада ушбу

R(x lt с„ с„ . .  . , c j =  0,
.......................................  (23.32)

R(xn. C l с, . . .  , cn) = 0

чизицли тенгламалар системасини хосил циламиз.
(23.32) система биргаликда булган о̂лда clt с„ . . . , сп коэффи

циентларни одатдаги усуллар билан аницлаш мумкин, шундан сунг 
а̂ралаётган чегаравий масаланинг такрибнй ечими (23.22) формула 

билан топилади.

ut (X), i  =  1, n
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Чизицпи чегаравий масалани бундай ечиш усули коллокация усу
ли деб аталади.

3-мисол. Ушбу чегаравий масалани коллокация усули билан 
ечинг:

\у” +  (1 +  хг) у +  1 =  0 , (23 33)
U/(l) =  0 , у (— 1) ==0 . (23 33)

Ечиш. Базис функциялар сифатида

un(x) =  j r n- 2( l - x 2), п  =  1, 2 -------

куп̂ адларни танлаймиз, улар чегаравий шартларни каноатлантириши 
равшан:

« „ ( !)=  О, ип( -  1) =  0 .
Коллокация ну̂ талари сифатида

л 1 •*„ =  0, х+ =  - ,  —

ларни танлаймиз. Иккита базис функция билан чекланиб, 
у =  сг (дс — дс2) +  с2 (дс2 — дс4) 

деб оламиз. Бунн (23.33) дифференциал тенгламага у̂ямиз:
/? (дс) =  — 2 сх +  с2 (2 — 12х2) +  (1 +  х2) M l - * * )  +

-h с,(дс2 — дг*)] -h 1 =  1 — C1 ( l + X i ) +  Ci(2 — 11** — X^. (25.34) 
Коллокация нуцталари

л • 1
х» *4- 2 ' Х— 2

да R(x0)—О, R (дс+) =  0, R(x_) = 0 . Бундан, (23.34) формуладан фой
даланиб, Cj ва сг коэффициентларни аниклаш учун ушбу чизикли 
тенгламалар снстемасинн цосил циламиз:

1 — с, +  2 с, =  О,
. 1 7  49 .  (23.35)
1 -------с .---------с., — 0 .

16 1 64
Бу системани ечиб,

с, =  0,957, с, =  — 0,022
ни топамиз, демак, ушбу

у «0,957(1 — дс2) — 0,022 (*2— jc4) =0,957 -0 ,9 7 9  х2 +  0,022 х1
такрибий ечимга эга буламиз.

Хусусан, у (0) =  0,957.
23.5. Галёркнн усули.
Ушбу

И у ] =  у" +  р (дс) у' +  q (дс) у =  / (дс) (23.36)
чизикли дифференциал тенглама ва



r j [ y ]  =  a.«/(a)+aiy '(a)=Yt. Г„ [у] =  р0 у(Ь) +p,i/' (Ь) =Y* (23.37)
берилган, бунда |a0| +  |ot,| ф 0 ва |ро| +  1р,| ¥=0 .

Бирор тула системанннг цисми ^булган базис функцияларнинг 
чекли системаси

иа(х), U j(x)t . . . , й я (х)

ни танлаймнз, бунда и0(х) функция бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар r aluol=Yi. r b[«0]=Y j ни, ы,(дс), . . . , ип(х) функциялар эса

- Га[ы,] =  1 > ,] , i  =  l~n

бир жинсли чегаравий шартларни каноатлантирсин.
Чегаравий масаланинг ечимини яна

У =  и0(х) +  $\ c{Ul{x) (23.38)
i= i

куринншда излаймиз. Бу у функция и( базис функцияларнинг тан- 
ланишига кура (23.37) чегаравий шартларни ct коэффициентлар их
тиёрий танланганда хам цаиоатлантиради. (23.38) ифсдани (23.36) 
тенгламага цуйсак,

R  (*. ег, с,.......... сп) =  L  [ы„] +  V  с,[ы,] — f(x)
i - i

огишнн беради. Аник, ечим у учун R  =  0. Аник ечимга яцин булган 
та!фибий ечимни топиш учун с( коэффициентларни шундай танлаймиз- 
ки, R  функция бирор маънода кичик булсин. Галёркин усулига кура 
R  ни ыДдс), / =  1, п базис функцияларга ортогонал булишини талаб 
киламиз. Бу эса ыДх), i  — 1, п функциялар сони етарлича катта 
булганда R  огишнинг уртача кичик булишини таъминлайди, бироц 
бу ерда такрибий ечимнинг аник ечимга цанчалик яцин эканлиги 
масаласи очиц цолади.

Cj, с„ . . . , сп коэффициентларни топиш учун R  ва (дс),
/ *= 1, п функцияларнинг ортогоналлигидан фойдаланиб, ушбу чи- 
зицли тенгламалар системасини тузамиз:

( ь
J и 1 (x )R (x , с», с........... ca)dx =  0 ,
а

Ь
J и» (*) R  (X, с„ с,...........cn) dx =  0 ,

ь
I  ип (дс) /?  (дс, с „  c t ) . . . . . . . . . . . c j  dx =  0 ,
а

ёки батафсилрок; ёзнлса,
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П b' ь'
с, j  ы, (дг) L  [If,] dx =   ̂ u. (дс) / (x) — L  [u0]

<” l "  ■ n

dx, i — 1, n

4-мисол. t/(0) =  1, j / ( l ) = 0  чегаравий шартларни цаноатлан- 
тирадиган

у "  +  ху' +  у =  2дс
тенгламанинг такрибнй ечимини Галёркнн усули билан топинг.

Е ч  и ш . Ушбу функцияларни базис функциялар сифатида тан- 
лаймиз:

ии (х) =  1 —  х,
и,(дс) =  дс (1 —  дг), 
иг(х) =  дс3 (1 —  дс), 
и3(х) = х 3(1 —  дс).

Масаланинг тацрибий ечимини
У =  (1 — х) +  с,д:(1 — дс) +  с.,дса (1 — дс) +  с ^ (1  — х)

купхад шаклида излаймиз. Буни берилган дифференциал тенглама
нинг чап томонига цуйиб, ушбу огишни хосил киламиз:

R  (дс, с„ с2, . . .  , сп) =  (1 — 4дс) +  с, (— 2 +  2х — 3х3) +
+  с2 (2 — бдс +  Здса —Чдс3) +  с3 (бд: — 12дс2 +  4дс3 — 5дс4).

Я функциянинг ult иг, и3 функцияларга ортогоналлик шартидан 
фойдаланиб, ушбу системани х,осил циламиз:

I
j* (дс— дс2) R  (дс, Cl, с2, с3) dx =  О,
0
1

j  (дс3 — дс3) R  (дс, с,, с2, с3) dx =  О,
0
1
f (— X* +  дс3) R(x, clt сг, с,) dx =  0.

Бу системага R  (дс) нинг кийматини цуйиб ва интеграллаб, ушбуга 
эга буламиз:

133с, +  63с2 +  36с, =  — 70,
140с, +  108с2 +  79с3 =  -  98,
264с, +  252сг +  211с3 =  — 210.

Буни ечиб, с, = — 0,2090, с2 =  — 0,7894, с, =  0,2090 ни хосил ки
ламиз. Шу сабабли изланаётган ечим

у =» (1 — х) (1 — 0,2090 х — 0,7894** +  0.2090*3) ]
булади.
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24- §. Математик физиканинг чегаравий масалаларини ечишнинг 
турлар усули. Дифференциал операторларни айирмали аппроксима- 
циилаш. Схемаиинг тургунлиги х,ак,ида тушунча. Ошкор ва ошкор-

мас схемалар

24.1. Маълумки, китобнинг «Математик физика тенгламалари» 
булимнда царалган тулцин тенгламаси ёки тор тебраниш тенгламаси 
(1.54), иссицлик утказувчанлик (Фурье) тенгламаси, Лаплас тенгла
малари (1.56) нинг ечимлчрини бир и̂йматли аницлаш учун бошлан
гич ва чегаравий шартлар деб аталувчи цушимча шартларнинг х,ам 
бернлнши лозим. Лекнн, купгина тенгламалар ечимларини аналитик 
шаклда олишнинг иложи йуцлиги сабабли уларни ечишда такрибий 
ёки сонли усулларга мурожаат цилишга тугри келади.

Биз хосилаларни айирмали аппроксимациялашга асосланган сон
ли усулларни куриб чицамиз. Бундай ёндашиш айирма усули, ёки 
чекли айирма усули ёки турлар усули деб аталади.

24.2. Турлар усулининг мо\ияти у̂йидагича. Айирмали схемани 
тузишда олдин берилган тенглама аргументларининг узлуксиз узгарнш 
соз̂ аси G ни уларнинг дискрет узгариш со\асн Gk турли соз̂ а (ёки 
оддий айтганда тур) билан, яъни тур тугунлари деб аталадиган 
(дг,, у ( ) нуцталар туплами билан алмаштнрилади. Тур со̂ а квадрат, 
тутри туртбурчак, учбурчак ва з̂ оказо катаклардан иборат булиши 
мумкин. Турли соз̂ ани танлаганда, унинг Гд контурн берилган G со- 
\анинг Г контурнни иложи борнча яхши аппроксимациялайдиган бу
лиши керак.

Мисол сифатида h цадам билан квадрат тур тузамиз: 
х{ =  х0 +  ih, у , = у 0 +  jh; i, j  =  ±  1, ±  2, . . .  ,

бунда турнинг (дс4, у.) тугунлари ё С соз̂ ага тегишли ёки унинг че-
гарасидан h дан кичик булган 
масофада ётади. Тур тугунла
ри ушбу куринишларда бу- 
лишлари мумкин: к;ушни, ич- 
ки ва чегаравий тугунлар.

К,ушни тугунлар бир- бири- 
дан координата укларн йуна- 
лиши буйича тур кадами h га 
тенг масофада ётади.

Ички тугунлар G со̂ ага, 
уларга кушни булган туртта 
тугун эса турга тегишли, акс 
з̂ олда уларни чегаравий тугун
лар деб аталади. Бунда чега
равий тугун бу турнинг 1̂ уш- 
ни ички тугуннга эга булса, 
у 1 тур чегаравий тугун деб 

аталади; акс з̂ олда I I  тур чегаравий тугунга эга буламиз. 3. 23- 
шаклда ички тугунлар очик доирачалар билан, I тур чегаравий нуц-
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талар цора доирачалар билан белгиланган; А, в, С, D  тугунлар
I I  тур чегаравий тугунлардир. Ички тугунлар ва I тур чегаравий 
тугунларни хисоблаш тугунлари деб атаймиз. Энди изланаётган и =  
=  и (jc, у) функциянинг (х., у j) тугундагн кийматини uij — и (дг., у.) 
оркали белгилаймиз.

24.3. Айирмали схемани тузишда навбатдаги цадам L  [и] диффе
ренциал операторни бирор айирмали ифода билан алмаштиришдан 
иборат. Бу операторларни 24. 1- бандда эслатиб утилган тенглама
лар учун келтирамиз:

а) ушбу
д*и д*и _  q 
<5дг* дуг

Лаплас тенгламасига мос чекли- айирмали тенгламани хосил килиш 
учун

, . , дРи , д*и L[u\ = ------------
дх* ду'

дифференциал операторда хусусий ,\осилаларни ушбу формулалар 
буйича алмаштириш керак:

д*и I . о 1 \
-  * АТ  - 2“ « +  “/ + ../).

д*и 1 , о I ч
d y * * * »  *“'■/-! 2al / + U i./ +  J-

У >;олда Лаплас дифференциал тенгламаси а̂р бир (дг,, у.) нуктада 
чекли- айирмали

^  ~  (ut _  1, 1 +  uj, I _  j +  ui + i, i +  ui, / + j ^ =  0 (24.1)

тенглама билан аппроксимацияланади. Бундан utj ларнинг кийматла- 
рини хосил циламиз:

u ii  =  ( u i -  I.  I  u i +  1. / u i. I  — I и 1 .1 +  I  )> ( 2 4 .  2 )

бу ерда (* i + i у ;+1) — зукюблаш нукталари.
Агар берилган масала учун

(х, у) £ Г  да и (дг, у) =  <р (дс, у)

чегаравий шарт берилган булса, у ^олда турнинг I тур чегаравий 
нуктасида

ui. / — и (* <> У/) =  Ф (*. У)

деб оламиз, бунда (дс, у) шу Г чегаранинг (дг,, у )  чегаравий нуктага 
Энг якин нуктаси.

281



)̂ оснл килинган (24. 1) айнрмалн тенгламалар изланаётган функ
циянинг турнннг анрнм тугунларидаги цийматларннинг чизикли ком- 
бннациясидан иборат. Айнрмалн схемани тузиш учун фойдаланила- 
диган тугунларнинг бундай конфигурацияси «цолип» (шаблон) деб 
аталади. Бизнинг цолда «цолип» бешта тугунга эга (беш нуцтали «цо- 
лип»). Бундай «цолип» «хоч» (крест) деб номланади (3. 24- шакл).

Шундай цилиб, (24. 1) чизицли 
бир жинсли булмаган тенгламалар 
системасини цосил циламиз, унда 
номаълумлар сони тенгламалар сони- 
га (яъни турнинг ички тугунлари 
сонига) тенг. Бундай система цар 
доим биргаликда ва бнргина ечимга 
эга. Уни ечнб, изланаётган и =  
=  и(х, у) функциянинг Gh тур со- 
ца тугунларидаги ечимларини о̂сил 
циламиз.

1- м и со л .

3.24- шакл *-“ +  ^  =  о
дх* ду1

Лаплас тенгламаси учун
G =  {0 <  * <  1, 0 <  у <  1} квадратда Дирихле масаласини цуйи- 

даги чегаравий шартлар билан ечинг:
0 , агар *  =  0 ва 0 < 1 / <1  булса;
0, агар у =  0 ва 0 а? * < 1  булса;

у  У (У +  1), агар х =  1 ва 0 <  у <  1 булса,и (х, у) =

— х (х +  1), агар у =  1 ва 0 <  1 булса.

Е чи ш . h =  — цадам билан Gft турли со.\ани тузамиз: х, =

з * УI а
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», j  — 0, 3. О, А, В, С тугунлардан ташцари бар

ча тугунлар цнсоблаш тугунларидир 
(3. 25- шакл). Лаплас тенгламаси 
учун чекли айнрмалн (24. 2)

3 .25-шакл

и и  =  7  1 . 1  +  u i  + 1 .  / +

+  / - !  +  “(./+ l)- бУ еРДЗ '• /“

=  1,2 системага эгамиз. I  тур чега- 
равий нуцталарда чегаравий шартлар 
ушбу куринншда булади:



uoI  ~  u io ~  0’ агаР х — О, 0 < у <  1 ва у =  0 , 0 <  х <  1 булса,

, / ( /  + 3)и31 2-31

/ (< +  3)
“я = 2-31

, агар х =± 1, О <  у <  1 булса,

, агар у =  1, О <  х <  1 булса,

бу ерда I, / =  1. 2 .
Равшанлик учун чегаравий шартлар ва номаълум цийматларнинг 

(̂ исоблаш тугунларнда) бошлангич жадвалини тузамиз (3.34- жадвал).

3. 34- ж|а д в а л

С u,s =  0222 ы», =  0,556 в

ОIIо3

« и и3. =• 0,556

«01 =  0 « и и, 1 -  0,222

0 “ ю  =  0 С м о II О А

Бу жадвалдан ва «хоч» цолипидан фойдаланиб, дастлабки (24. 2) 
тенгламалар системасини ёзамиз:

ыи =  ■—  (0 +  и п  +  0 +  ы12),
4

« i2 =  - j  (0 +  ы22 +  Ыц+ 0 ,222) 

и21 =  — (Мц +  0,222 +  игг +  0),
4

ы22 = 1  (ul t  + 0,556 + иг1 + 0,556)

Туртта номаълумли туртта чизикли бир жинсли булмаган тенг
ламалар системасини х,осил кнлдик (яъни номаълумлар сони нчки 
тугунлар сонига тенг). Бу системани ечиб,

«м =  0,084,* Ui2 —k«2i ~  0,166, u22 =  0,362

ни о̂сил цнламиз.
б) Иссик,лик утказувчанлик тенгламаси]

о:

га мос чекли-айирмали тенгламани о̂сил цилиш учун соддалашти- 
риш мацсадида а =  1 деб оламиз ва
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. ди dt u Lu --------------dt dx*

дифференциал операторни киритамиз ва унда хусусий о̂силаларни 
ушбу (}юрмулалар буйича чекли айирмалар билан алмаштирамиз:

бу ерда h — турнинг х координата буйича кадами, т — турнинг t ко
ордината буйича кадами Бундай аппроксимацияга мувофиц равишда 
иесицлик утказувчанлик тенгламаси учун ушбу иккита айирмали 
схема тузамиз:

Бу ерда ftj =  / (дс,, *;.) шу билан бнрга купинча (24. 3) схема учун

.\осил цилинган бу айирмали, схемани турт нуцтали «цолипда» 
тасвирлаймиз. (24. 3) схема ошкор схема (3. 26-шакл), (24. 4) схема 
эса ошкормас схема (3. 27- шакл) деб аталади. Бундай деб номла- 
ниши шу сабабданки, (24. 3) схема и (дг, t) функциянинг навбатдаги 
(/ +  1)- цатлам нуцталаридагн цнйматларини функциянинг олдинги 
/- цатламдагн цийматлари оркалн ошкор аницлайди. Тур цатлами де- 
ганда бирор горизонтал (ёки вертикал) тутри чизикда ётувчи тугун- 
лар туплами тушунилади. Шундай цилиб, ушбу

формула буйича кетма-кет исталган и, ; + , цийматларни цоснл цн-

еки

ёки

ft/ =  /(*,. */ +  у ) . (24 4) схема учун эса =  /(*,, t{ — у )  оли- 
нади.

ui. I +1 =  г К -i./  +  “ «• + 1. /) +  0 — 2г)и,, (24.5)

P 'i* i Pi Р'т-1

3.26- шакл ч  L+4
3.27- шакл
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Г h* '
(24. 4) схема изланаётган функциянинг кнйматларини ошкормас 

куринишда — тенгламалар системаси оркали беради.
в) Торнинг тебраниш тенгламаси

д*и д*и , с .
=  Л  +  f ( x ' t]dt* дх1

га мос чекли- айирмали тенгламани цосил цилиш учун
, д*и д*и Lu = = ------------

dt* dx*

дифференциал операторни киритамиз ва ундаги хосилаларни ушбу 
схемалар буйича чекли айирмалар билан алмаштирамиз:

7 Т  ~  Т Г  и̂‘- I -• — 2и'/ и‘-1 +  ̂ 'dt*
d*u 1 .—  «  —  (и, ■2и0 +  и1 + 1 .).
dx* h* '  l ~ l ‘ I

Top тебраниш тенгламасининг айирмали аппроксимацияси ушбу 
куринишни олади-

2 и.. ‘< + 1 (24.6)

Бу айирмали схема беш нуцтали «хоч» «цолип» ида аникланган 
(3. 28- шакл) ва изланаётган функциянинг (/+  1)- катламдаги ций- 
матларини унинг олдинги /- а̂тламндаги цийматлари оркали аниь;- 
лайдиган ошкор схемадир. Изланаётган функциянинг ) + , киймат- 
ларини ушбу формула буйича кетма- кет о̂сил цилиш мумкин 
I (24. 6) дан келнб чикади]:

иt . i +1 — ut. I - 1 I. / +
+  “ < + .. /) +  2 (1 уг) utj+  т */„,

бу ерда V =  — , и, , (/ =  О да) сохтаЛ
номаълум булиб, уни бошлангич шартлардан 
аниклаб, кейнн (24.6) тенгламага цуйиш 
мумкин. 3.28- шакл

24.4. Чегаравий масалаларнн тур усули билан ечншда чеклн- 
айнрмали схеманинг тургунлиги .̂ ацидаги масала юзага келади.

Агар дифференциал операторни аппроксимацнялаш ва и̂соблаш- 
лар жараёнида йул куйилган кичик хатоликлар жорнй цатламнинг 
тартиб разами чекланмаган .\олда ортганида йуколиб кетса ёки ки- 
чнклигича цолса, бундай чекли айирмали схема тургун схема деб 
аталади. Акс о̂лда схемани тургунмас схема деб атаймиз.
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Айирмали схемалар назарнясида, масалан, Лаплас тенгламаси 
учун биз куриб чиодан «Дирихле масаласи»га тузилган (24. 2) «хоч» 
схеманинг туркун схема эканлиги исботланади.
(24. 3) айнрмали ошкор схема г =  ^  булганда биргина ечнм-

га эга ва туррундир, г >  — да эса туррунмасднр. (24. 4) айирмали

ошкормас схема биргина ечимга эга ва ихтиёрий г учун туррунднр. 
Та^лиллар шуни курсатадики, торнинг тебраниш тангламасн учун
тузилган (24.7) айирмали схема V2 =  —. е>  0 да тур
рундир.

Б. АМАЛИЙ МАШРУЛОТЛАР

1- §. Такрибнй сонлар билан амаллар бажариш. 
и̂соблашлардаги хатоликларни ба̂ олаш

1.1. Мисолларда абсолют ва нисбий хатоликлар, ишончли рацам- 
лар тушунчаларндан фойдаланишнн, такрибнй сонларнинг ёзилнши- 
нн, улар устида амаллар бажарилншнни курсатиб утамиз.

1-мнсол. Агар такрибнй соннинг ёзилишида битта ишончли 
разами булса, унинг нисбий хатоси 10 % дан ортмаслигини курса- 
тинг.

Е ч иш .  Исботлаш учун (1.1) формуладан фойдаланамиз (п =  1;
1 <  k <  9):

6 < —  ёки 6 = - 100% =  1 0 %.
9 10

Хакикатан, битта ишончли ракамда (n =  1 да) нисбий хато 10 % 
дан ортмайдн.

2- ми со л . Тацрибий соннн унинг барча ишончли ракамларинн 
саклаган о̂лда ёзинг:

а) 2566 ± 3 ; б) 40203 ±  0,01.
Е чи ш . а) Тацрибий соннинг чегаравий абсолют хатоси А =  

=  3 > 1 , шу сабабли берилган таьужбий соннинг охирги разами 6 
ишончсиз, уни яхлитлаш керак.

К,уйидагиларга эгамиз:
2566 ж  257 • 10 ёки стандарт шаклда 
2566 ж  2,57-10s.
Соннинг ишончли рацамлари: 2, 5 ва 7.
б) Такрибнй соннинг чегаравий абсолют хатоси Д =0,01, яъни 

охирги сацланадиган рацамнинг бирлигига тенг булиши керак.
Шунга кура 40203 ж  40203,00 ёки стандарт шаклда 40203 ж 

ж  4,0203-104.
3- ми со л . Ёзилган рацамларннинг а̂ммаси ишончли булган 

ушбу ах =  25,3 ва аг =  4,12 та1фибий сонларнинг купайтмасини 
топинг.
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Чегаравий кисбий хатоии ва ишончли рацамлар сонини ба̂ оланг. 
Е ч иш .  ах =  25,3 сонининг ишончли рацамлари 3 та, шу сабаб

ли (1. 1) формула буйича б, нисбий хатоликни п =  3, k — 2 да то-

бунда п — \ =  2 ёки /1 =  3 Бу эса жавобда 3 та ишончли ракам 
еацланиши кераклигини, цолган рацамларни яхлитлаш зарурлигини 
билдиради. Шундай цилиб, нами билан а =  25,3-4,12 =  104.

1.2. Кам микдордаги .\нсоблаш ишларини бажариб, етарлича 
аницликни олиш имконинн берадиган ракамларни хисоблаш цоида- 
ларини келтирамиз.

1. Тацрибий маълумотларни уларда ишончли рацамларнигина ва 
ацалли битта тула ишончли булмаган рацамни сацлаган цолда яхлит
лаш керак.

2. Тацрибий сонларни цушиш ва айириш натижасида хосил була
диган сонда унлн хоналари энг кам булган такрибий сонда улар 
нечта булса шунча унлн хоналарни сацлаб цолиш керак. (Соннинг 
унли хоналари деб каср белгиси— вергулдан унгда турган рацам- 
ларга айтилади.)

3. Тацрибий сонларни купайтириш ва булиш натижасида цосил 
буладиган свнда цийматли ракамлари энг кам булган сонда нечта 
цийматли ракам булса, шунча кийматли ракам цолдириш керак.

4. Тацрибий соннн квадрат ва кубга кутариш натижасида о̂сил 
булган сонда даражага кутарилаётган сонда нечта цийматли рацам 
булса, шунча цийматли рацам колдириш керак (бунда квадратнинг 
ва айницса кубнинг охирги рацами, асоснинг окирги рацамига цара- 
ганда ишончлилнги кам булади).

5. Такрибий сондан квадрат ва куб илдиз чицариш натижасида 
цосил булган сонда илдиз остидаги такрибий сонда нечта цимматли 
рацам булса, шунча цимматли рацам олиш керак (бунда квадрат, 
айницса, кубимизнинг охирги рацамидан илдиз остидаги соннинг 
охирги рацами ишончлироцдир).

памиз:

1 ^  * ,
1 2 100 200

аг =  4,12 сони учун п =  3, k — 4 да:

6, ------ - =  — .
4 100 400

ах ва а2 такрибий сонларнинг купайтмасн
а —ах •аг =  184,236;

унинг нисбий хатоси эса:

(1. 1) формулага кура k =  1 ва б =0,0075 да
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6. Оралиц натижаларни н̂соблашда юцоридагн коидаларда ай- 
тнлганидан бнтта хона ортнк олнш керак. Охирги натижада бу за
дира ракам ташлаб юборилади.

4-м и со л . Ёзилгаи ракамларн ишончли булган такрибнй еон- 
ларни кушинг:

215.21 +  14,182 +  21,4.
Ечиш.  2- коида и и куллаб, кушиш натнжасида о̂сил булган 

сонда битта унлн ишорани цолдириб, цолганларини яхлитлаймиз:
215.21 +  14,182 +  21,4 =  250,792 ж  250,8 (ортиги билан).
5-м и со л . Ёзилган ракамларн ишончли булган такрибнй сон- 

ларни купайтиринг:
25.3-4,12.
Е ч иш.  3- ксидани куллаб, купайтнриш натижаснда хосил бул

ган сонда 3 та ишончли ракам цолдириб, колганларини яхлитлай
миз:

25.3-4,12 =  104,236» 104 (ками билан)

1- дарсхона топширицлари

1. Куйидаги сонларни берилган аникликда яхлитланг:
а) 1,5 783 ни 0,001 гача; б) 23,4997 ни 0,001 гача; в) 0,07964 

ни 0,001 гача; г) 15 9734 ни 103 гача; д) 471,2583 ни 10 ~ 2 гача.
Ж: а) 1,578; б) 23,500; в) 0,080; г) 160-103 =  1,60-106; 

Д) 471.26.
2. Такрибнй соннн, унинг хамма ишончли ракамларинн са̂ лаган 

о̂лда ёзинг:
а) 2684 ±  3; б) 39804 ±  0,1; в) 94,86 ±  0,1.
Ж: а) 268-10 =  2,68 - 103; б) 39804,0; в) 94,9.
3. Ишончли ракамлари билан ёзилган сонларнинг чегаравий нис

бий хатоларини топинг:
а) 2; б) 0 ,02; в) 0 ,2.
Ж: а) 50 %; б) 50 % ; в) 50 %.
4. Ишончли ракамлари билан ёзилган кайси тенглик аникрок:

1^46 =6,78 ми ёки —  =0,54 ми?
13

Ж : биринчиси, чунки

5. Такрнбий сонларнинг ишончли ракамлари сонини аникланг 
ва уларнинг ёзилишларини курсатинг:

а) 37,542 ни 3 % ли аникликда;
б) 14,9360 ни 1 % ли аникликда.
Ж : а) бнтта; 4-10; б) иккита, 15.
6. Такрибий сонлар йигиндисини топинг:
ах =  12,5 784 ±  0,00005; аг =  37,54 ±  0,003 ва а, =  2,3 ±  0,02. 

Йигиндининг чегаравий абсолют хатосини ба̂ оланг.
Ж : 52,4; 0,02305.
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7. Ишончли рацамлари билан ёзилган сонлар устида амалларнн 
бажаринг:

а) 1,038+ 12,5 +  2,34 9845;
б) 2,34 0,027; в) 173:24,567;

г) 0,4158s; д) 2̂ 715.

Ж : а) 15,9; б) 6,3-10~а; в) 7,04; г) 0,1729; д) 1,648.

1- мустаци.г иш топшириклари

1. Сонларни берилган аникликда яхлитланг:
а) 4,761 ни 0,01 гача; б) 31,009 ни 0,01 гача;
в) 28,34 ни 10s гача; г) 0,00025 ни 0,001 гача.
Ж : а) 4,76; б) 31,01; в) 0; г) 0,000.
2. Ишончли ракамлари билан ёзилган сонларнннг чегаравий абсо

лют ва нисбий хатоларини топинг:
а) 38,5; 6) 62,215; в) 3,71.
Ж : а) 0,1; 0,26 %; б) 0,001; 0,0016 %; в) 0,01; 0,27 %.
3. Ишончли ракамлари билан ёзилган сонлар учун цайси тенг- 

ликнннг аниклиги юкорироц:

а) sin 15° =0,259 ми ёки у  17 =  4,12 ми?

б) lg31 =  1,49 ми ёки tg— =  0,414 ми?
8

в) In 87 =  4,466 ми ёкн cos —  =  0,87 ми?
6

Ж: а) иккинчиси; б) иккинчисн; в) бирннчисн.
4. Такрибий сонларнннг ишончли ракамлари сонини ани л̂анг ва 

уларнинг ёзнлишларини курсатинг:
а) 48361 ни 1% ли аникликда;
б) 592,8 ни 2% ли аникликда.
Ж: а) иккита; 48-103; б) битта; 6 - 102.
5. Квадрат томони цупол улчанганда а «  12 см булди. Квадрат- 

нииг юзинн н̂соблашда:
а) чегаравий абсолют хато 0,5 см* дан;
б) чегаравий нисбий хато 1% дан ошмаслигн учун унинг томо

ни узунлигини кандай аникликда улчаш керак?
Ж: а) 0,021 см; б) 0,06 см.
6 . Ишончли ракамлари билан ёзилган сонлар устида амалларни 

бажаринг:
а) 25,386 +  0,49 +  3,10 +  0,5;
б)3,49-8,6; в) 0,144:1,2;
г) 65,2s; д) 1/81,1.
Ж: а) 29,5; б) 30,0; в) 0 , 120; г) 277-10»; д) 9,006.
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2-§. Купхадларнинг цийматларкни и̂соблаш. Горнер 
схемаси. Энг кичик квадратлар усули билан эмпирик 

формулалар тузиш

2.1. Горнер схемаси— ихтиёрий даражалн Яп(х) купцадни чн- 
зицли иккицадга булиш усули булиб, у х =  а да купцаднинг ций- 
матнни тез и̂соблаш ва купхад илднзларининг чегараларини топиш 
имконини беради (2-§).

1-мисол. х —  —  1,5 да Рь(дс) =  —  дг4 +  2х* — х* +  Здс5 — 4дс+1 
купхаднинг цийматини цисобланг.

Ечиш. Берилган купхад учун Горнер схемасинн тузамиз:

— 1 2 — 1 3 — 4 1 |— 1,5

____ 1,5 — 5,25 — 9,375— 18,5625 33,84375______________
— 1 3,5 -  6,25 12,375 — 22,5625 34,84375 =  Р п (-1 ,5 ) 

Шундай цилиб, Рь(— 1,5) =34,84375.
2- м и с о л. Р % (х) =  дг* — Здс5 +  5дс* — 4 купхаднинг х =  2 нуцта- 

даги цийматини цисобланг. Р»(х) куп^адни х — 2 иккихадга булиш
дан чиццан булинма — Q, (дг) купхаднинг коэффицнентларинн аниц- 
ланг.

Ечиш . Берилган купхад учун Горнер схемасинн тузамиз:

1 0 — 3 5 0 — 4 | 2

2 4 2 14 28 

1 2 I 7 14 24 =  P s (2)
Шундай цилиб, Рь(х) купхаднинг х =  2 даги циймати Р ь (2) =  

=  24 цолднцца тенг, изланаётган купхад— булинма:
Q4 (х) =  х4 +  2х* +  х 1 +  7х  +  14.

3- м и с о л. 2- мнсолдаги Я5 (х) =  дс5 — Зх3 +  5х2 — 4 куп цаднинг 
Хациций илднзларининг чегараларини гопинг.

Ечиш. Берилган купхад учун 2-мнсолда тузнлган Горнер схе- 
масидан фойдаланамиз. Горнер схемаснда Ь( коэффициентларнинг 
Хаммаси мусбат булгани сабабли (2-§ нинг 3-бандига царанг) куп- 
Хад хациций илднзларининг юцори чегараси Р =  2 булади.

Куии чегарани бацолаш учун янгн купхад тузамиз:
Q»(*) =  (— 1)5/3ь(— х) =  х* — Зх* — 5х2 -  4.

Бунинг, масалан, а = 3  даги кнйматини хис°блаймиз. Горнер схе- 
масини тузамиз:

1 0 — 3 — 5 0 — 4 | 3

3 9 18 39 117_________

]  3 6 13 39 113
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Горнер схемаснда Ь\ коэффицнентларнинг а̂ммаси мусбат, шунинг 
учун Р ь(х) купхад хацикий нлдизларининг цуйи чегарасн — а = —3 
сонндан иборат.

Шундай цилиб. берилган Р % (х) куп^аднинг барча а̂кнций ил- 
дизлари 1— 3; 2] кесманинг ичида ётади.

4-мисол. Горнер схемасидан фойдаланиб
Р х{х) =  12х*+  IOjc3 — 5

кущадда х =  у — 1 формула буйича янгн у узгарувчига утинг.
Ечиш. Масалани ечиш учун £ = — 1 да Горнернннг умумий 

схемаснни тузамиз (2- § нинг 4- бандига к;аранг):

12 10 0 0 — 5 | — 1

— 12 2 — 2 2

1 2 — 2 2 — 2 — 3 Р ( -  1) =  Л4
— 12 14 — 16

12 — 14 16 — 18 Р п (— 1) =  Л3 

— 12 26 
12 — 26 42 Р г (— 1) =  Лг

—  12
12 — 38 Р ,(— 1) =  Лг

12 =  А0
Л0, Л,, Л2, Л3, Л4 цийматлар изланаётган куп^аднинг коэффи- 

циентларидир:
Р Л У -  1) =  12у4— 38у3 +  42г/г -  1 8 у - 3

ёки
Л М -  12(x+ I )4 — 38 ( х +  1)> +  4 2 (х +  1)* —

— 18 (дг +  1) — 3.
2.2. Тажрибадан жадвал ёки график куринишида олинган функ

ционал богланишларни тасвирловчи формулалар эмпирик формула
лар дейилади. Берилган /(дс) функцияни та!фибий тасвирлаш учун 
Ф(х) аппроксимацияловчи функция танланади. Аппроксимациялаш- 
ни амалга ошириш усулларидан бири энг кичик квадратлар усули- 
днр (4- §).

5-мисол. Энг кичик квадратлар усули билан цийматлари 3-35- 
жадвалда берилган функиияни аппроксимацияловчи у =  а +  Ьх 

' функцияни топинг.
3.35- ж а д ва л

X 1 3 4 5

У 1 2,5 2 3



Ечиш. а ва b параметрлар куйидаги снстемадан аникланади:

а 2 Х‘+Ь 2 *<“2 Х‘ У‘'
<=1 <=i 1=1

а 2 */ +  Ь -« =  2  *'*(=i i= i

2 4  2 * < *  2 *  2 з д  i - l  i= i i= i i= i
йигандиларни топиш учун л =  4 да куйидаги жадвални тузамиз 
(3.36- жадвал):

3.36- ж а д ва л

i Х1 У1 x l  h

1 1 1 1 1

2 3 2.5 9 7,5

3 4 2 16 8

4 5 3 25 15

п

2
1-1

13 8.5 51 31,5

Шундай килиб, чизикли тенгламалар системаси куйидаги кури- 
нишнн олади:

(в-51 +  6 -1 3 -3 1 ,5 ,
1а-13+  6-4 =8,5.

Бу системани Крамер усули билан ечиб, а =  0,44 ва b =  0,69 
эканини топамиз. Демак, изланаётган функция

у =  0,44л: +  0,69.
2-дарсхона топшириклари

1. х =  5 Да Рп {х) купхад кийматини Г орнер схемасидан фойда
ланиб топинг:

а) Р ш(х) = 3 x i - 2 x i  +  x3 — 2, 1 =  3;
б) Р « (*) =  2х* +  Здс* — 4дс* — 2хг +  5, £ =  4.
Ж: а) 592; б) 10981.
2. Р п(х) куп^адни (х — а) икки^адга булиш иатижасида чика- 

диган Qa_,(*) булинма ва R  колдикни Горнер схемасидан фойдала
ниб топинг:



а) Р ь (х) =  2хь — 6х4 — Здс2 +  Ах ни (х — 3) га;
б) Р А (х) =  10х4 — Зх1 +  2х — 5 ни (х +  2) га.
Ж: a) Q, (х) =  2х4 — Зх— 5; R  =  — 15;
б) Q3(x) =  10х3 — 23х- +  4бх — 90; R  =  175.
3. Р 3 (х) =  2х* — х2 — 5 куп.\аднинг хакикпй илдизлари чегара

ларини Горнер схеыасидан фойдаланиб топинг.
Ж: [ -  1; 2].
4. Горнер схемасидан фойдаланиб, Р п (х) купцадни (х — 3) нинг 

даражалари буйича ёзинг:
а) Р 3 (х) = 2 х 3 — 18х2 +  108;
б) Р 4 (х) =  х4 — бх3 +  18х3 — 54х +  84.
Ж: а) Р 3(х) =  2(х — З)3 - 5 4 ( х  — 3);
б) Р4(х) =  ( * _ 3 )4 +  6 (x — 3)3+  18(х— 3)* +  3.
5. Ушбу жадвал билан берилган функциянинг энг яхши аппрок- 

симацияларини (чизнцли ва квадратик) энг кичик квадратлар усули- 
дан фойдаланиб топинг:

3.37-жадвал

X 0,5 1 1,5 2 2,5

У 0,70 0,58 0,82 0,48 0,50

2- мустсщил иш топширицлари
1. Горнер схемасидан фойдаланиб, Р п(х) купцаднинг х =  1 даги 

цийматларини цисобланг:
а) Р(х) =  2х* — 4х4 — ха +  1, £ =  7;

б) Я(х) =  х3 — Зх2 +  5 х + 7 ,  £ =  — 1

Ж: а) 23962; б)
8

2. Горнер схемасидан фойдаланиб, Рп(х) купцадни (х — а) икки- 
Хадга булишдан чицадиган Q„_, (х) булинмани ва R  цолдиции то
пинг:

а) Р 3 (х) =  5х3 — 26х2 +  25х — 4, (х — 5),
б) Рь (х) =  х4 +  Зх4 -  20Х3 -  48х2 +  64 х , (х +  5).
Ж: a) Qt (2) =  5х2 -  х +  20; R  =  96;
б) <?4(дс) ^ х 4 — 2Х3 — 10xs +  2x +  54; Я  =  — 270.
3. Р3(х) — 5дс* — 4хл +  Зх — 2 купцаднинг цакиций илдизлари 

чегараларини Горнер схемасидан фойдаланиб топинг.
Ж : [ - 1; 1].
4- Р„ (*) купцадни, Горнер схемасидан фойдаланиб, ( х + 2) нинг 

даражалари буйича ёзинг:
а) Р 3 (х) =  2х3 +  Зха — 2х — 3;
б) Р 4 (х) =  дс4 — 10х2 +  9.
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Ж: а) Р3 (х) =  2 (х +  2)* — 9 (х 4- 2)2 +  10 (дс -j- 2) — 3;
б) Р4(х )= (х  +  2)4 — 8(х+ 2)*  +  14(х +  2)2 +  8 (х +  2) — 15.

5. Ушбу жадвал билан берилган функциянинг аппроксимация- 
ларнни энг кичик квадратлар усулидан фойдаланиб топинг:

3.38- ж а д ва л

X 1 -> 3 4 5

У 0,60 0,97 0,84 0,52 0,69

а) у =  ах - f  b — чизикли функция билан;
б) у =  ах2 +  Ьх +  с — квадратик функция билан.

3-§. Интерполяцион ку цх,адларни тузиш. Чизикли 
ва квадратик интерполяциялаш

Функцияларни алгебраик куп^адлар билан интерполяциялаш 
яъни х0, х,, х2, . . . , х„ интерполяциялаш тугунларида yt =  Рп (х,)>
i  =  0,л цийматларни цабул цилувчи даражаси ^  п булган Р п (х) 
купхад ни тузишга дойр мисолларни куриб чикайлнк.

1-м и со л. 3.39-жадвал оркали берилган функциянинг интерпо
ляцион куп^адини топинг:

3.39- ж а д в а л

X 0 1 2

У 2 0 2

Ечиш. Интерполяцион тугунлар сони 3 га тенг, шу сабабли 
изланаётган интерполяцион куп\аднинг даражаси п =  2 булади. 
Я,(х) ни у̂йидаги куринишда ёзамиз:

Р 2(х) = a t + a lx + a txi .

Рг (Xj) =  У i (I — 2) шартни туззмиз. Бгрилган жадвалдан фойда
ланиб, цуйидаги чизикли тенгламалар системасига эга буламиз:

I ая +  ах -0 -f- Oj - О2 = 2 , 
а0 + а г 1 + а , 12 = 0 ,

[а0 + а х-2 + а ,-22 = 2 .

Бу тенгламалар системасини ечиб, а, =  2, ах =  — 3, а, =  1 эканинн 
топамиз:
Шундай цилиб изланаётган интерполяцион купхад куйидаги кури- 

нишга эга:
Я,(х) =  2 - З х  +  х5.

2-мисол. 3.40-жадвал билан берилган функция учун Лагранж- 
нинг интреполяцион куп^адини тузинг.
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3. 40- ж а д в а л

X 1 3 6

У 10 16 4

Ечиш.  Лагранж куп.̂ адини тузиш учун (8.4) формуладан фой- 
даланамиз:

LnM £  Г*i=0 " i
бунда о>„ (дг) — бош диагоналда жойлашган (уларнинг тагига чизил- 
ган) элементлар купайтмаси, kt эса 8-§, 1-бандда келтнрилган ёр- 
дамчи жадвалдаги i- сатр элементларн купайтмаси.

Берилган масала учун ёрдамчи жадвал тузамиз (3.41-жадвал):

3. 41-ж а два  л

х —  1 1— 3 1 — 6 *о =  (—2) (—5) (х— I) =  10 (х — 1)

3 — 1 х — 3 3 - 6 * ! =  2 (—3) (х — 3) =  — 6 (х — 3)

6 — 1 6 - 3 х  — 6 * , =  5-3(х — 6 ) =  15 (х — 6)

оМ *) = ( * -  1) С* — 3) (х — 6)

Юкорида келтирилган формула буйича Лагранж куп^адини тузамиз: 

L ,  Щ  -  « ,  (х) £ “  =  (х -  1) (х -  3) (х -  6) ( +

+  f 5 (jc- 1)(jc- 3) =  (*2 - 9 *  +  18)- 1 ( д * _ 7 х + 6 )  +  ^  ( * * -

— 4х +  3) =  2,8 +  8,6*  — 1,4*’.
3- м и с о л . *0 =  1 бошлангич киймат буйича интерполяция када- 

минн h =  0,2 деб олиб,
{/ = * *  — 3* +  2

купхад учун чекли айирмалар жадвалнни тузинг.
Е ч иш.  8- §, 2- банлда келтирилган формуладан фойдаланамиз. 

•*e =  l;  * i =  1» 2; . . . ; * , ,  =  3 деб олиб, функциянинг тегишли 
Кийматларинн топамиз ва жадвалга ёзамиз, шу ернинг узида чекли 
айирмаларни и̂соблаймиз (3.42-жадвал).
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3. 42- ж а д в а л

X У Д у А 'у Д *у

0 1 0,00 — 0,16 — 0,00 =  — 0,16 0,08 0

1 1.2 -0 ,1 6 —0,24 — (—0 ,1 6 )=  — 0,08 0,08 0

2 1.4 -0 ,2 4 —0,24 — (—0,24) =  0,00 0,08 0

3 1.6 -0 ,2 4 —0,16 — (—0,24) =  0,08 0,08 0

4 1.8 —0,16 0,00 — (-0 ,1 6 ) =  0,16 0,08 0

5 2.0 0,00 0,24 — 0 ,0 0 =  0,24 0,08 0

6 2,2 0,24 0,56 — 0,24 =  0,32 0,08 0

7 2.4 0,56 0 ,9 6 — 0,56 = 0 ,4 0 0,08 0

8 2 .6 , 0,96 1,44 — 0,96 =  0,48 0,08 —

9 2.8 1,44 2 ,0 0 — 1,44 =  0,56 — —

10 3,0 2,00 — —

4-ми со л.  Ньютоннинг интерполяцион купцадидан фойдаланиб, 
цуйидаги жадвал маълумотлари буйича sin 26° 15 ни топинг:

sin 26° =  0,43837; 
sin 27° =  0,45399; 
sin 28° =  0,46947.

Е ч иш .  Олдин чекли аиирмалар жадвалинн тузамиз (3.43- жад
вал):

3. 43- ж а д в а л

1 X У Д у Д *у

0 26° 0,43837 0,01562 — 0,00014
1 27° 0,45399 0,01548 —
2 28° 0,46947 ---
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Бунда x — 26° 15' булиб, жадвал бошидаги цийматга яцнн, шу са
бабли Ньютоннинг биринчи интерполяцион купхади (8.6) ни цуллай- 
миз:

P n {x)  =  yo +  q b y »  +  l ^ ^ ) А * У > +  . . .  +

<7 =

о — 26° h =  1° *= 60', х =  26°15' деб олиб и̂соблаймнз: 
х — х„ _  26° 15' — 26° =  1 £  =  J_

'А 60' 60' 4 ‘

Энди

_  i)
sin26°15' -  0,43837 +  -  0,01562 +  ------' (—•0,00014>=0,44229.

4 2!

5- дарсхона топширицлари
1. 3.44, 3.45-жадвал лар билан берилган функцияларТучун интер

поляцион куп^адларни топинг.

3. 44- ж а д в а л

а)
X

8 1 '

2

Ч 1 1 2

б)
3. 45- ж а Д в а л

X 0 1 3 4

У 0 2 0 1

Ж: а) 1 — 0,5х+0,5дсг; б) Ц  х —  ** +  1  х*.
4 о 12

2. Биринчи топширицдагн б) цол учун Лагранж интерполяцион 
К функциясини тузинг ва х — 2 да унинг цийматини и̂собланг.

Ж: -  х3 — -  хг + -х - ,
6 3 2 3

3. х ва у мицдорларнинг кийматлари жадвалн (3 46-жадвал) бе
рилган.

3.46- ж ад в ал

X 1 2 3 4 5 6

У 3 10 15 12 9 5

Чекли айнрмалар жадвалини тузинг. 
4.3.47- жадвал берилган.
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3.47- ж а д в а л

X 1 2 3 4 5

lg* 0,000 0,301 0,477 0,602 0,699

Ig l,7; Ig2,5; lg3,l; ва Ig4,6 сонларни чизнкли интерполяциялаш 
билан топинг.

Ж: 0,211; 0,389; 0,490; 0,660.
5.3.48- жадвал билан берилган функция учун Ньютоннинг бирин

чи интерполяцион куп^адини тузинг.
3. 48- ж а д в а л

X 0 1 2 3 4

У 1 4 15 40 85

Функцияни х — 1,5 да и̂собланг.
Ж: 1 +  х +  дс1 +  х3-, 8,125.
6 . Функция 3.49-жадвал билан берилган. х =  5,5 да унинг ций 

матини Ньютон куп^ади ёрдамида топинг.
3.49- ж а д в а л

X 2 4 6 8 10

У 3 11 27 50 83

Ж : 22.
3- му ставил иш топшири^шри

1.3.50-жадвал билан берилган функция учун интерполяцион 
купэадни топинг.

3.50- ж а д в а л

X 0 1 2 8

У 1 - 2 0 8

2. 1-топшири  ̂ учун Лагранжнинг интерполяцион купз̂ адини 
ёзинг.

w  , 1033 . 389 ,  109 .Ж: 1 --------х Н--------х3 --------- х3.
168 112 336

3. Функция 3.51-жадвал билан берилган.
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3. 51- ж а д в а л

X —2 1 2 4

У 25 —8 — 15 —23

Лагранж купхадини тузинг ва дс =  0 да функция кийматини топинг. 
Ж : * s — 10* +  1; 0 .
4. Функция 3. 52- жадвал билан берилган.

3. 52- ж а д в а л

X 0 1 3 4 5

У 1 —3 25 129 381

Функция цийматини х =  0,5 ва дс =  2 да:
а) чизикли интерполяциялаш ёрдамида;
б) Ланграж формуласи ёрдамида и̂собланг.
Ж : а) - 1; И; б) - 3 .

5. 3. 53- жадвал берилган.

3. 53- ж а д в а л

X 1000 1010 1020 1030 1040 1050

lg* 3,000 3,004 3,009 3,013 3,017 3,021

Ньютон формуласидан фойдаланиб, lg 1014, ва lg 1044 ни х.и- 
собланг.

Ж : 3,006; 3,019.
4- §. Гаусс— Жордан усули. Учбурчакли системани «прогонка»

усули билан ечиш

Чизикли тенгламалар снстемалари ечимларини Гаусс — Жордан 
ва «прогонка» усуллари билан топишга дойр мисоллар курамиз.

1-м и со л. Ушбу чизикли тенгламалар системасини Гаусс—Жор
дан усули билан ечинг:

Зд:, — хг +  2дс3 — 4дг, =  — 7, 
дсг +  2дс, — дс, +  Зх4 =  8,
2дсх — Здс2 +  дс, — дс4 =  — 1;
* 1 —  Хг +  ха —  дс4 =  —  2.
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Еч иш.  Бу системами ечишда элементар алмаштиришлардан фой
даланилади. Биринчи ва сунгги тенгламаларнинг уринларинн алмаш- 
тириб, В  кенгайтнрилган матрица ни тузамиз:

/ Ы !
-  1 1 - 1

' 2 \

(  1 2 - 1 3
8

1  2 — 3 1 —  1
“ i l

V  з —  1 2 — 4 У

В  =

)\ал цилувчи элемент сифатида биринчи сатрдаги биринчи элемент- 
ни оламиз. Янги эквивалент системага биринчи (х,ал цилувчи) сатрни 
узгартирмасдан кучириб ёзиб, биринчи (\ал цилувчи) устундаги цал 
цилувчи элемент дан ташкари барча элементларни ноллар билан ал- 
маштирамиз. Янги матрнцанинг долган элементларини «тугри турт
бурчак коидаси» дан фойдаланиб и̂соблаймиз:

—  1 
3 

— 1
2

1
— 2 
— 1 
— 1

— 1 - 2> Z 1 — 1 1 - 1 — 2
4 10 \ 1 0 — 1 — 1 1 3
1 3 Г 0 3 - 2 4 10

- 1 ' \0 2 — 1 — 1 — 1
1 — 1 1 — 1

_ 2 \
0 г г 1 — 1

“ 3 |
0 3 — 2 4 10
0 2 — 1 — 1 - 1/ •

Х,ал цилувчи элемент учун иккинчи сатрдаги иккинчи элементни 
олиб, бу матрицани а̂м алмаштирамиз:

1 0  2 — 2 
0 1 1 —1 
0 0 “ Г 5 [  7 

<0 0 —3 1

В

Хал цилувчи элемент сифатида учннчн сатрдатучннчи уринда тур- 
ган элементни олиб, цуйидагини хосил циламиз:

0 4/5 
О 2/5 

- 5  7 
О — 16/5

Туртинчи сатрда турган туртинчи элементни .\ал ^илувчи элемент 
сифатида олиб, у̂йидагини цосил цнламиз:

0 0 0
1 о о 
0 —5 0 
О 0 — 16/5
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Демак, система биргаликда ва у ушбу ягона ечимга эга: хг =  1, 
=  0 , х ,  =  —  1, дг* =  2.
Эслатма : «Тутри туртбурчак коидасини» эслатиб утамиз (3.29- 

шакл):
im aik — а)к ' aim

бу ерда аи — ̂ ал цилувчи элемент,

aiM — алмаштирилншн керак бул
ган В  матрицанинг элементи;

а'/и — алмаштирилган янги матри- 
цанинг элементи.

2-мисол. Ушбу чизикли тенгламалар системасини Гаусс — 
Жордан усули билан ечинг:

х, — 2х, +  Зх3 -  х4 =  2,
3*! - f  хг — х3 — 2х4 = 3,
2х, +  Зх, — 4х, — х4 =  1,
Xj +  5х, — 7х3 =  — 1.

Ечиш. Берилган системанииг В  кенгаитнрилган матрицасини 
тузамиз ва унинг сатрлари устида элеменгар алмаштиришлар бажа- 
рамиз:

В =

Система биргаликда ва у ушбу куринншда ёзиладиган чексиз 
куп ечимлар тупламига эга:

8 1 , 5х. -------------х..Н— х.,
1 ? 7 7

3 . 10 1 х., =  —  х ,------ х ..г 7  7  з 7 1

Бу ерда хь х4 — базис иомаълумлар, х3, х4 — эркли номаълум- 
лар.

3-мисол. Ушбу чизицли тенгламалар системасини Гаусс — Жор
дан усули билан ечинг:
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хх — 2хг +  хх =  — 2,
* i — ̂ а +  Здс,— хх =  1,

2 * i  +  * а —  х з +  2дс* =  2 ,

дсх +  Зх2 — ха +  хх =  3.
Ечиш. Берилган системанннг В  кенгайтирилган матрицаси усти

да элементар алмаштиришлар бажарамиз:

В

' 1 0  0
0 1 О
0 0 1 -

V0 О О
Система биргаликда эмас.

4-м и со л. Ушбу чизнцли тенгламалар ̂ ’системасини /прогонка» 
усули билан ечинг:

Ъхх— хг =  5,
*i —  4х2 +  х 3 = 6 ,

2х2 — 5х3— дс4 =10, 
х3 +  4хх — хь «=— 1, 

xt +  5xb=  11.
Ечиш. Коэффицнгнтлар жадвалинн тузамиз (3.54-жадвал).

3.54- ж а д в а л

1 а Ь с d

1 0 —3 — 1 5

2 1 4 1 6

3 2 5 — 1 10

4 1 —4 1 — 1

5 1 —5 0 11

Система ечимга эга, чунки
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I M > k l  +  k l
шартн бажарилмоеда. Тугри «прогонка» йулини бажарамиз (12-§)
(12.2), (12.3), (12.6) ва (12.8) формулалар буйича ак ва коэффн- 
цнентларни ^исоблаймиз:

г, — С» — 1 R — «1 _  5 .
“ т г “ т -

_3 . р _  Q-jPi — _  ___ 13.
Ьг —аг ctj l l ’ * bt —ai 'x1 и ’

___ ____  _ __ J l̂ о _ — «3 _ 136.
Ь3 — а3яг 49’ 3 й, — 0,0,  49’

_  49 о _  о4Ра — «4 _  &J_.
Ь1 — аА а 3 185* 4 bt — а 4 а 3 185’

п  — а ь — 1 о _  «в  _  Ч 
5 6, 5 ’ " b s  5 '

Тескари «прогонка» йули дс5, дг4, хх номаълумларни (12.5)
ва (12.7) формулалар буйича топишдан иборат:

„ _ Р5 — ^ 4  _  2
1 — ctj0t4 

= а Л  +  р4 =  1 . 
х3 — ct3xl +  p j =  3, 

хг =  а2лг3 + (5, =  —  2,

X1 “  "Ь Pi = 1 •

4-дарсхона топшириклари

1 . Чизикли тенгламалар системасини Гаусс— Жордан усули би
лан ечинг:

а) • Здг2 4- * 3  +  х4 =  5, б) [хх +  4дг2 -  х ,  =  7,
2хх — Зх2 +  х3 = — 7, 
хх +  5 х 2 —  2лг3 =  6 ;

2хх +  х2 — 4х3 +  ха = 13, 
х\ +  2*i +  х3 — Здг4 =  — 9; 
хх — 2хг +  3xi — xl =  — 5;

в) (2хх — х, +  Зх3 +  2х4 =  1, 
хх +  xi — 2xi — xi =  3, 
хг — 2хг +  5х, +  Зх4 =  -  2,

Здгх +  х , +  дс4 =  4
Ж: а) х, =  1, х, = — 2, х3 — — 3, дг4 =  1;

б) хх — — 1, х, =  3, x , =  4;
в) чексиз куп ечимлар туплами:

•>fi =  — (4 — х3 — х4), х, =  j  (5 +  7x3 +  4xJ;

X j— 3x,-f-2x3 — x4 = 1, 
Зх, +  2x2 — x , +  Зх4 =  2 , 
2*i +  5х5 — Зх3 +  4x4=5, 
x, +  xt — x3 =  —  1.
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г) система биргаликда эмас.
2. Чизицли тенгламалар системасини «прогонка» усули билан 

ечинг:
а) [— 4 * ! +  *, = 6 ,

*1 +  5 * ,— * , = 11 ,
2*, +  5дг3 +  хА =  — 5,

* , — Здг4 +  хь =  — 10,
*4 +  3*4 =  6;

б) Зхх — х2 = 9 , 
хх — 4 * ,— х3 =  — 11,

2*, — 5дг3 +  *4 =  — 12,
— 4х4 = 5.

Ж: а) хх =  — 1, х, =  2 , х3 =  — 2, хх =  3, ?*5' =  1 ;
б) хх =  2, хг =  — 3, х3 =  1, *4 =  — 1.

4'Мусгтищил иш^топшириклари
1 . Чизицлн тенгламалар системасини Гаусс — Жордан усули би

лан ечинг:
а) б) Х х —  Зх, —  Х3 +  *4 =  —  1 ,  

2*х +  *2 — 4х3 — х4 =  2,
+  2*, +  *3 +  2*4=  3, 

3*х — 2*, — Зх3 =  5.

дс, — 5*, +  Зх, +  *4=  2,‘ 
хх+  xt — х3 +  2х4=  12 ,

2хх— 3*, — 2*з +  *4 =  17,
3*! +  2*, +  * , — *4 = —3;

Ж: а) * ! =  2 , *3 =  — 1, * , =  — 3, *4 =  4;
б) система биргаликда эмас.

2. Чизнцли тенгламалар системасини «прогонка» усули билан 
ечинг:

а) (4*г — *4 = 13 ,
хх +  5*2 — 2*з =  6,

*2 — 4 * 3  + * 4 =  — 11,
2 *3  +  6*4  — *& =  — 9,

*4 — 4*s =  — 6:
— 3*! — * , = 8,

*г +  3*, +  *3 =  2.
2*, — 5*, +  *4 =  — 9,

* , +  3*4 =  1 .
Ж* а) хх =  3, *2 =  — 1, * , =  2, *4 =  — 2 , *5 1 , 

б )  * г  =  —  3, * 2  =  1, * 3  =  2, * 4  =  —  1.

5-§ . Тенгламаларни ечишнинг итерация усули
f  (*) =  0 алгебраик тенгламани ечиш босцичларини, яъни якка- 

лаш оралигини ажратиш ва уни итерация усули билан торайтириш- 
ни мисолларда курсатамиз.

б)
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1-м исол . дс3 — Здс— 6 = 0  тенгламанинг илдизини ажратинг. 
Ечиш. у =  дс3 — Здс— 6 =  /(дс) функцияни курайлик. х =  0 да

у =  — 6 <  0 га, х =  3 да эса г/ = 12 >  0 га эгамиз, яъни [0; 3) 
кесмада тенгламанинг илдизи мавжуд, чунки яккаланиш оралоти- 
нинг маълум биринчи шарти бажарнлмокда:

/(0)./(3) = — 6-3 =  — 1 2 < 0 .
у' =  Здс5 — 3 косила (— оо; — 1) U (1; +  °°) со^ада мусбат 

(у' > 0), (— 1; 1) со^ада манфий (у’ <  0). Бирок топилган [0; 3] 
кесма ^еч бирига тулалигича тегишли эмас. Уни [1; 3) кесмагача 
торайтирамиз, чунки *  =  1 да г/ =  — 8 < 0 ва биринчи шарт бажа- 
рилмокда: / (1)-/(3) <  0, бунда у ’ > 0, яъни биринчи косила [ 1; 3] 
кесмада ишорасини саклайди, шунинг учун яккалаш оралигининг 
иккинчи шарти кам бажарнлмокда. Иккинчи косилани ^исоблаймнз: 
у" =  бдс, у курсатилган ораликда мусбат (ишорасини саклайди). 
Шундай килиб, [1; 3] ораликда учала шарт кам бажарнлмокда, шу
нинг учун у  илдизни яккалаш оралигадир, берилган тенгламанинг 
илдизи шу ораликка тегишли.

2-м и с о л . 2дс cos х — s in x  =  0 тенгламанинг энг кичик мусбат 
илдизини ажратинг.

Ечиш. Тенгламани куйидаги эквивалент шаклда ёзиб оламиз:

2дс = tg х.

Битта чизмада у =  2х ва у =  tg х функцняларнинг графиклари- 
ии чизамиз (3 .30-шакл).

Чизмадан куриннб турибднки,
изланаётган 0̂; j  яккалаш ора-

лиги битта ва факат битта энг 
кичик мусбат илдизни уз ичига 
олади.

3 -м и с о л . 5г» — 20дс+3 =
=  0 тенгламанинг [0; 1] кесмада 
ётган илдизини итерация усули 
билан е = 0,0001 гача аникликда 
топинг.

Ечиш. Берилган тенгламани
дс =  ф (дс) 3.30- шакл

куринишга келтириб оламиз. Буни бир неча усуллар билан бажариш 
мумкин, масалан,

дс = дс +  (бдс3 — 20дс,+ 3) 
десак, у колда <pt (дс) =  бдс3 — 19дс +  3;

*  = 1  (5*3 +  3)
20

десак, у  х,олда
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ф* ( * ) =  55^  +  3)-

Кетма-кет якинлашншларнн хнсоблаш учун хосил цилинган ф(дс) 
функцияларнинг кайси бнридан фойдаланнш лозимлигини аниклай- 
миз.

Агар ф (дс) функция [а; Ь] кесмада
|ф'(*)| < q <  1

(13.5) ни цаноатлантирса, итерация жараёни яцинлашади.
[0; 1) кесмада | ф[ (*) | =  \ 15дг2 — 19/ > 1 ;

[0; 1) кесмада |ф' (д:)/ = ^  *г =  у <  ••

Демак, ф ,( д с )  функцнядан фойдаланнш ва кетма-кет яцинлашишлар- 
ии итерация усули билан

^ . = s (5j;!" - ‘ +  3)
формула буйича излаш мумкин.

Нолинчи якинлашиш сифатида 10; 1] кесмага тегишли булган 
дсв = 0,75 цийматни оламиз.

Энди

q =  шах | ф' (дс) | =  max — дс2 =  — = 0,75 
0ос<1 0<х<1 4 4

ни ^исобга олган ^олда берилган е =  0,0001 аншушкка эришилиши 
учун иккита кетма-кет якинлашиш орасидаги айирма цандай були
ши кераклигини (13.10) дан аницлаймиз:

\хп =0,00003.

Шундай цилиб, иккита кетма-кет якинлашиш орасидаги айирма
0,00003 дан ортнц булмаганида итерация жараёнини тухтатиш ва 
берилган ани^тикка эришилди деб хисоблаш мумкин. ^исоблашлар- 
ии ушбу жадвал шаклида олиб бориш цулайдир (3.55-жадвал):

3.55- ж а д в а л

л *П * 3лп *П+1=Ф(*„)

0 0 ,7 5 0 ,42188 0,25547
1 0,2555 0,016777 0,154144
2 0,1541 0,005652 0,151413
3 0,1514 0,005443 0,151361
4 0 ,15136 0,005442 0,151361

Мана шу ерда итерация жараёнини тухтатиш р.а е =  0,0001 гача 
аникликда

306



деб ^исоблаш мумкин.
5-дарсхона топширицлари

1 . Xs — 9xs +  18*— 1 = 0  тенгламанинг цацицнй илдизларини 
яккалаш оралицларини график усулда топинг.

Ж: (0; 1); (2 ; 3); (6; 7).
2. Тенгламаларни 0,01 гача аницликда итерация усули билан 

ечинг:
а) дс3 — 12* — 5 =  0;
б) х3 — 2дс2 — 4дс — 7 = 0;
в) \х = COS X.
Ж: а) 0,42; б) 3,62; в);о,24.

5-мустацил иш топширик.гари
1. — 12дс +  1 = 0  тенгламанинг цациций илдизларини Кякка- 

лаш оралицларини график усул билан топинг.
Ж: ( - 4 :  - 3 ) ;  (0; 1) (3; 4).
2. Тенгламаларнннг илдизларини итерация усули билан 0,01 га

ча аникликда топинг:
а) х* — 5д: +  0,1 =  0;
б) дс* — х — 2 = 0.
Ж: а) 0,02; б) 1,27.

‘,5-§. Тенгламалар системаларини ечишнинг 
итерация усуллари

Итерация усулини тенгламалар [ечимини аннцлаштиришга татбиц

М и с о л .1 (хг + у 2 — 1 = 0 ,
(дс3 — у = 0

тенгламалар системасини (15.2) куринишга келтиринг ва уни ,0,01 
гача анжушкда итерация усули билан ечинг.

Ечиш. Бошлангич яцинлашиш сифатида дс0 =  0,8, у0 =  0,55 ни 
оламиз (уларни график усулда топиш мумкин).

Берилган системани (14.1) формула билан таццослаб,
l7 i (■*, У) =  х * ' + у ' -  1,

1/. (х, у) =  дс3 — у
га эга буламиз. Бу системани (14.3) шартларга риоя цилган цолда
(14.2) куринишга келтириш учун бундай йул тутамиз. Берилган сис- 
темага эквивалент ушбу тенгламалар системасини тузамиз:

дс=дс +  а/,(дс, у) +  р/2(дс, y)=Kf l (x, у),
У = y  +  y fi (х, У)'+Ь[Лх, У)'=  Ф, (дс, у), 

а, р, V, б параметрларнн шундай танлаймизки, ф, (дс, у) ва 
Ф,  (дс, у) функцияларнинг хусусий цосилалари нолинчи яцинлашищца 
налга тенг ёки унга яцин булсин, яъни о, р, у. 6 ларни ушбу тенг
ламалар системасининг такрибий ечими сифатида топамиз:

х =  0,1514



^  =  «/I, K - y0) +  РГ* К * Уо) =  °;

5  =  Y / I / K .  Уо) +  6Kx  К -  Уо) =  0 :

~  =  i +  yf'iy К  Уо) +  6/2V К .  Уо) =  о-
Бизнинг холда

f  \x (0,8; 0,55) = [2-0,8 =  1,6;
/ ;,(0 ,8 ; 0,55) = 2  0 ,5 5 =  1,1;
/аж(О*8; 0,55) = 3-0 ,8*  = 1,92;

Г2У (0,8; 0,55) = -  1.

Берилган снстемага эквивалент еистемани ушбу куринишда ёза-
миз:

[х =  х +  а  (х* +  у- -  1) +  Р (дс* -  у),

\У =  У +  7(х* +  у* — 1)+ 6(х* — У)- 

а ,  р, у, б нинг мос кийматлари сифатида ушбу

1 +  1,6 а  +  1,92р = 0,
1, 1 а — р = 0.
1,6 v -h 1,926 = О,
1 +  1,1 Y — 6 = 0

тенгламалар системасининг ечимларини танлаймиз, яъни 
а  ~  — 0,3; р «  — 0,3; у х  — 0,5: у « 0 ,4 .

У холда берилган системага эквивалент булган ушбу

х =  х — 0,3 (х* +  у* — 1) — 0,3 (дс* — у), 
у =  у  -  0,5 (х* +  у* -  1) +  0,4 (х* -  у)

тенгламалар системаси (14.2) куринишда булади, шу билан бирга 
х0 =  0,8, у0 =  0,55 нуцтанииг етарлнча кичик атрофида (14.3) шарт 
бажарилади.

Биринчи, иккинчи ва цолган яцинлашишларни, токи иккита куш- 
ни яцинлашиш орасндаги фарк, 0,01 дан кичик булмагунча, топиш- 
га кирншамиз. Х,исоблаш натижаларини жадвалга ёзамиз (3.56-жад
вал).
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3.56- ж а д в а л

п Уп *3 у 2
хп п л + л

* > , 0 .  
Ъ + У п -1 х3~У  дп Зп \х Ау

0 0 ,8  0,55 0,64 0,512^0,325 0,9425 —0,0575 -  0.038 0,029 0,014

1 0,829 0,5640,687 0,569 0,318 1,005 0,005 0.005 -0,003 -0 ,0 0 0 5

2 0,826 0,5635| I

Шундай цилиб, тенгламалар системасининг ечими 0,01 гача аниц- 
ликда

ж  0,83; у ж  0,56 
булад^. Система фацат ишораси билан фар^ киладиган ечим га ^ам 
эга: х ж  — 0,83; у ж — 0,56.

6-дарсхона топшириги
Ушбу тенгламалар системасининг ечимини 0,01 га аникликда 

итерация усули билан .^исобланг, бунда бошлангич яцинлашишни 
график усулда топинг:

а) хг + у  — 4 = 0 ,
у — lg х — 1 =  0;

б) 20г* =  1 — 2* * +  4у3,
10у =  5 +  2х2 — 3уг

(иолинчи якинлашиш учун х0 =  0,3, у0 =  0,5 ни олинг).
Ж: а) х =  1,67, £  =  1 ,22 ,

б) х =  0,26, у = 0,48.

6-мустацил иш топшириги
Тенгламалар системаси ечимини 0,01 гача аншушкда итерация 

усули билан топинг:

sin х — у =  1,32, 
х — cos у =  0,85

(нолинчи яцинлашнш сифатида х0 =  1, у0 = 0 ни олинг).
Ж: х =  1,79, у  = — 0,34.

7-§ . Чизикли тенгламалар системаларини оддий итерация 
усули ва Зейдель усули билан ечиш

Итерация усули ва Зейдель усулининг чизикли тенгламалар сис
темаларини ечишга татбиц этилишига оид мисоллар курамиз.

1-м исол . Ушбу чизикли тенгламалар системасини (0,1 гача 
аникликда) оддий итерация усули билан ечинг:
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8 х , +  х 2 - f  xs =  26 ,
Xj +  5хг ■ 
X1

Xj =  7,
• х , -f  5х, =  7.

Е чи ш . Берилган системани махсус (15.3) куринишга келпгра-
миз:

хх =  3,25 — 0,125х2 — 0,125х„ 
х2 =  1,4 — 0.2XJ +  0,2х„ 
х3 =  1,4 — 0,2хх + 0,2xt .

Ушбу матрицаларни тузамнз:

/ 0 —0,125 — 0,125
а  = - 0,2 0 0.2

V—0,2 0,2 О

Кетма- кет яцинлашишларни амалга оширамиз. 
шиш сифатида х<0) = fi олинади:|

/ х{»> \ / 3 ,2 5 s 
X <°> = х<°> -  

\ х<°> I

X —

Нолинчи яцинла-

Бириичи яцинлашиш: х(1) = р +  а  х <0):

—0,125 -0 ,1 2 5

Иккинчи я^инлашиш: х

^3,25 
1,4=

=  Р +  а х

О —0,125

Учинчи яцинлашиш:

'  х р \  /3,25 
х<*> = 1 . 4  
х‘3> J  \1,4

х (3> =
О -0 ,1 2 5  -0 ,1 2 5  \ / 2,992 ̂  

+ 1 —0.2 0 0.2 ) 1,026 
—0,2 0,2 0 /\1 ,026у
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Шундай цилиб, дс! 1 =  2,99, х[ =  1,01, *з = 1,01 ва 0,1 гача 
аниклйкда хх =  3,0, хг =  1,0, х3 =  1,0 ни цоснл циламиз.

2- м и с о л . Ушбу тенгламалар системасини 0,001 гача аницлик- 
да Зейдель усули билан ечинг:

Е чиш . Итерация жараёни яцинлашади, чунки ушбу

(15.6) шарт бажарилади.
Берилган системани (15.3) куринишга келтирамиз:

ечимларинн оламиз. Зейдель жараёнини (15- §) кетма- кет цуллаб, 
куйидагиларни кетма- кет цосил циламиз:

*(!> =  1,2 — 0,1 • 1,3 — 0,1 • 1,4 =  0,93;
*<'> =  1 ,3 — 0,2 0,93 — 0 ,1 1 ,4  = 0,974 

=  1,4 — 0,2 0,93 — 0,2 0,974 =  1,0192; 
лг<2> =  1,2 — 0,1 0,974 -  0,1 1,092 = 1,0007,
4 2> =  1,3 — 0,2 1,0007— о, 11 ,0192  = 0,9979, 
х т  =  1,4 — 0,2 -1,0007 — 0,2 0,9979 = 1,0003;

х<3> = 1,2 — 0,1 0,9979— 0,1 1,0003 =  1,0002, 
x f  =  1,3 — 0,2 1,0002 -  0 ,11 ,0003  =  0,9999, 
х<3> = 1,4 — 0,2-1,0002 — 0,2 0,9999 = 1,0000.

Тенгламалар системасининг ечими сифатнда учинчи яцинлашишни 
цабул циламиз:

Юдг, +  хг +  х3 = 12, 
2xt +  10дг2 +  дс3 = 13, 
2хх +  2хг 4- Юдг,= 14.

1а и — 10 >  а ,2| +  |я,3| 2 . 
|а22 =  10 >  а 2,| +  |ам| = 3, 
|я33 = 10 >  а 311 +  |а,2| =  4

Нолинчи яцинлашиш сифатида
<> = 1,2; дс<°> = 1,3; 4°) =  1,4

хх =  1,0002; х2 =  0,9999; jc, =  1,0000.
0,001 гача аницликда ечим

х х =  1 ,0 0 0 ; хг =  1 ,00 0 ; дг3 =  1 ,00 0
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булади. Таццсулаш учун системанинг аннц ечимини келтирамиз:
*, =  1, * , =  1. дг, =  1 .

7- дарсхона топширицлари

1. Берилган чизицли тенгламалар системасининг ечимини оддий 
итерация усули билан 0,001 гача аникликда топинг:

|7,6*, +  0,5 хг +  2,4*, =  1,9,
2,2*! - f  9 ,1*2 +  4,4*, =  9,7,

[ — 1,3*! +  0,2*2 +  5,8*, =  — 1,4.

Ж: * , = 0,236; *2 =  1,103; * , =  — 0,214.
2. Чизицлн тенгламалар системасини Зейдель усули билан [0,001 

гача аникликда ечинг:
2*х — xt +  2х3\— 1,
— * t +  3*, =  1,
2xi +  4х3 =  — 2 .

Ж: =  4,83; хг =  1,94; х3 — — 2,91.

7- му ставил иш топшири^лари

1 . Чизикли тенгламалар системасини оддий [ итерация усули би
лан 0,01 гача аникликда ечинг:

8,3*! —  0. 1* , 4-  0,2* ,  =  16,1,
0 ,3*! 4- 4 ,5 * , — 0,1*, =  — 3,6>
0 ,4 * , — 0,2*j +  5 ,5* ,=  —15,5.

Ж: ани^ ечим * , =  2 , *2 =  — 1, * , =  — 3.
2. Чизицли тенгламалар системасини Зейдель усули билан 0,01 

гача аницликда ечинг:
j 4,3*! — ** +  2*3 = 13,6,
| *i +  5,1*2 = — 13,3,
(о,3*! —  2,1*, 4-  6,2*, =  13,1.‘

Ж: аниц ечим: * t = [2, * t =  — 3, * , =  1 .
8- §. Сонли интеграллаш. Тугри туртбурчаклар, трапециялар. 

Симпсон формулалари. Гаусс квадратураси

Турли формулалардан фойдаланиб, сонли интеграллашга оид ми- 
соллар курамиз.

г
1- м и с о л . j V x dx интегрални (1 , 2] кесмани 10 та тенг

I
кием га булиб, тугри туртбурчаклар, трапециялар, Симпсон формула
лари буйича ^исобланг. Хатоликни ба^оланг.
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Е чи ш . 18- § даги формулалардан фойдаланамиз. Бизнинг хол- 
2 — Iда п =  10, h =  ——  = 0 .1 . Интеграллаш тугунлари:

х» =  1; =  1,1; хг =  1,2; . . . ; х, =  1,9; х ,0 = 2 .

у = Y x  функциянинг тегишли кинматлари жадвал шш тузамиз (3.57- 
жадвал):

3. 57- ж  а д в а л

< 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 • 10

*1 1,0 i . i 1.2 1 .3 1,4 1.5 1.6 1.7 1.8 1 ,9 2.0

У< 1 1,049 1,095 1,140 1,183 1,225 1,265 1.304 1,342 1,378 1,414

a) TyFpn туртбурчаклар формуласидан фойдаланамиз, чап тугри 
туртбурчаклар учун:

2
х d x « 0 , l  (1 +  1,049 -j- 1,095 -f  1,140 +  1,183 +  1,225 +

+  1,265+  1,304+  1,342+  1,378; = 0,1 11,981 ж  1,20;
унг тугри туртбурчаклар учун:
2 _
|‘ V x  dx = 0,1 (1 ,0 4 9 +  1,095+  1,140+  1,183-г  1.225-г 1.265 +

‘ о

+  1,304 +  1,342+  1,378+  1,414) = 0 ,1 1 2 ,3 9 5 »  1,240. 
Хатоликни (18. 1) формула буйича ба^олаймиз:

R «£ —  № — Ми бу ерда Afx =  шах |/' (х) |.
2 *eia. ь1

f  (х) = V х функциянинг >;осил си: /' (х) =  ■■■,— . Х00̂ 13 (0; И
2 у  х

кесмада энг катта цийм > га х =  1 булганда эришади.
Шундай цилиб,

Мг =  шах |/' (х) | = — .
JTglU 21 I

Абсолют хатолик:

* . < 7 - ( 2 - 1) ' Т  =0,° 25-
Демак, чапки тутри туртбурчаклар формуласи учун:
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IY x  d x »  1,20 ± 0,025 
'i

2

га, унг тутри туртбурчаклар учун
2
f  у  х dx ж  1,240 ± 0,025

га эгамиз.
б) Трапецнялар формуласндан фойдаланамиз:

2
f V x  d j c » 0 , l l - - - - - '-4- +  1,049 +  1,095+  1,140+  1,183 +
1 \

+  1,225 +  1,265 +  1,304 +  1,342 +  1,371 j = 1,2188.

Хатоликни (18. 2) формула буйича ба^олаймиз:

R n < 77  — °) М*' бУ еРда М» = max If"  W I**€[<»: 6j

г  М  =  -  — = -4 у  дг3

^осилага эгамиз. Иккинчи косила энг катта кийматига х =  1 бул
ганда эришади, шу сабабли Мг =  шах | /” (д г )  I = — . Шундай цилиб,

joefl: 2] 4
абсолют хатолик учун :

1- -j- =0.0002.
2

Демак, 1,2188 ± 0,0002 га эга булдик.]

в) Симпсон формуласндан фойдаланамиз:
2
J  V T d x  «  (d  +  1.414) +  4 (1,049 +  1,140 +  1,225 +  1,304 +

+  1,378) +  2 (1,095 +  1,183 +  1,265 +  1,342) ) =  — -36,568 =
/ 3

= 1,2189333.

Хатоликни (18. 3) формула буйича бахолаймнз:

R n < rz r  № — «) м *' бу ерда = шах |f'v (дс)|.
*йи дгс[°: »]

Куйидагиларни дооблаймнз:

5 - ? з Ь

314



M4 =  max I Г  (X) I —  
*€{•: 2JI I 16

Абсолют хатоликнн цисоблаймиз: 

Демак,

Rn 1- —  =0,0000005." 180 16

) V *  d x x  1,218933 ± 0,0000005.

г) Таккослаш максадида интегрални Ньютон — Лейбниц формула- 
си буйича цисоблаймиз:

* 2 -  
j  У х  dx =  —  хУ х

2 2
=  — (2К 2  —1 ) «  1,2189513.

1
Шундай цилиб, интегралнинг аниь; киймати х;ак,ицатан ^ам а),

б), в) бандларда топилган оралик,ларда ётади. Интегралнинг аник, 
цийматига Симпсон формулаеи буйича з^исобланган циймат энг якин- 
дир.

2

2- м и с о л . | У~х dx интегрални Гаусс формуласини п =  3 да

цуллаб, ^исобланг.
Е чиш . Гаусс формулаеи 19- § да баён этилган. Бу ерда а =  1, 

b =  2 га эгамиз. Тугунларни ушбу формулалар буйича топамиз:

xi г 2 3

19- § даги жадвал маълумотларидан п =  3 да фойдаланиб, куйи- 
дагиларни х,осил киламиз:

* i =  ^  =  у  +  у  ( -  0,77459667) «1 ,1 1 2 7 0 ;

Х* = т + Т  *, =  у + у  0 =  1,50000;

** = У  +  У ' з =  У +  Т  (0 ,77459667)« 1,88730. 

Интегралл Гаусс квадратура формулаеи буйича ^исобланади:

Г/ (x)dx «  A J  (xt) =  V  c , f  (*,).
a i= l  i -  I

Бу формуладаги тегишли А{ коэффициентларнинг ^ийматларинн 19- § 
даги жадвалдан оламиз:

315



2 3 2 9  18 

Кейинги хисоблашларни 3. 58- жадвчлга ёзамиз.

3. 58- ж  а д в а л

i xi У{ -  V дг, с, У/

1 1,11270 1,05485 0,27778 0,29301
2 1,50000 1,22474 0,44444 0,54431
3 1,88730 1,37379 0,27778 0,38161

2  С, у,. =  1,21893

Делак,
2 з
I V x d x  =  V  С, у, =  1,21883.

« г - .

Хатоликни (18. 13) формулаларда п =  3 деб ба^олаймиз:

' " « I -

У — f  (х) — У~х функциянинг олтинчи тартибли ^осиласини 
еоблаймиз:

_  н_
yVl  =  _  1 _ 3 _ 5 _ 7 _ 9  х  2 = / V IW >

2*

max I /VI(x) I = — ж  14,7.
*€[•: 2 j I 2*

Энди абсолют хатоликни .хисоблаймиз:

^  15750 ( ' г ' ) 7* 0,0000078 < 0,00001.

Так^ослаш мацсадида интегралнинг аниц цийматн
2
| V x d x  =  1,2189513 

J \

ни келтирамиз.



Аннц цийматга яцин натижа Симпсон формуласи буйича (1-в )  
мисол) п =  10 да, Гаусс формуласи буйича л =  3 да олинди.

8- дарсхона топширицлари

Интегрални вергулдан кейинги иккита рацамигача ^исобланг:
1

1. Ге~х‘ dx — трапеция формуласи буйича, п — 3 деб олинг.
‘о

Ж : 0,75.

2. f  ——— dx— Симпсон формуласи буйича, п =  4 деб олинг. 
*i **

Ж: 0,24.

мат билан солиштиринг.

8- муспкщил иш топшириги
i 1.  dx
j  —t x ~ интегрални ^исобланг ва натнжаларни тавдэсланг

(турри туртбурчаклар, трапециялар ва Симпсон формулаларн буйича, 
п = 8 деб олинг ва Гаусс формуласи буйича п =  3 деболиш). Хато- 
ликларни ба^оланг ва аник, натижа билан солиштиринг.

9- §. |Монте — Карло усули.

Монте — Карло усулини интегралларни цисоблашга цуллайлик.
2

М и с о л . f (2 x + l)d x  интегрални М онте-К арло усули билан
1

цисобланг:
а) ^исоблашнинг абсолют хатолигини топинг;
б) хатоликнинг юцори чегарасн 6 == 0,1 булишини; Y = 0,95 

ишончлик билан таъминлайдиган синовларнинг энг кичик сонини 
топинг.

Е ч и ш . (20. 3) формула

Г <р (дс) dx ~  у  ф (дс,)
п

О

дан фойдаланамиз. Бизнинг холда а =  1, b =  2, ф (дс) = 2дс +  1 га 
эгамиз. п =  10 деб оламиз. У холда



J  10 

Г(2 * + 1  )< « * * “ ■ 2 <2х/ + 1)
J l 1 - 1

ни х,осил циламиз, бу ерда мумкин булган х. цийматларни (20. 4) 
формула

xt =  а +  (Ь — a) rt 
дан топамиз, бизнинг цолда

xt = 1 + г,,
бу ерда rt сонлар тасодифий сонлар жадвалидан вергулдан сунг учта 
рацам билан олинади.

Унта синов натижасини 3. 59-жадвалда келтирамиз.
3. 59- ж  а д в а л

1 х, — 1 +  г { 2 xi = 2+2  г, Ф (*/ ) =  
=  2 xi +  1

1 0,100 1,100 2,200 3,200
2 0 ,973 1,973 3,946 4 ,94 'j
3 0 ,253 1,253 2,506 3 ,506
4 0 ,376 1,376 2,752 3 ,752
5 0 ,520 1,520 3,040 4 ,040
6 0 ,135 1.135 2 ,270 3 ,270
7 0 ,863 1,863 3 ,726 4,726
8 0 ,467 1,467 2,934 3 ,934
9 0,354 1,354 2 ,708 3,708
10 0,876 1.876 3,752 4,752

10
^  Ф(*) =  39,834
|-1

Жадва гдан 2  Ф (*<) =  39,834. Демак, изланаётган интеграл 
; = 1

2

f  (2х +  1) dx ж  -1 .. 39,834 = 3,9834.
1

У а) Интегралнинг аннц ^иймати:

| ( 2* + l  )d x  = ri ! i± i> ! =  4.

1
Шу сабабли х,исоблашнинг абсолют хатолиги

4 — 3,9834 = 0,0166
булади.
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б) Хатоликнинг юцори чегараси 6 =  0,1 булишини 7 = 0,95 
ишончлилик билан таъминлайдиган снновларнинг энг кичик сони п 
ни (20. 1) формула

П ~ 6*

буйича ^исоблаймиз. Бу формуладаги t сонни Ф (/) = =  0,475

тенгликдан Лаплас функцияси жадвали буйича топамиз: t =  1,96. 
Бунда 6 нинг цийматини X тасодифий мицдор [1; 2J ораликда текис 
таксимланган деган шартдан топамиз, шу сабабли унинг дисперсияси 
Куйидагига тенг:

D ( X ) - J b ! ! i = i l = - L .
'  12 12 12

Энди Ф (X) =  2Х +  1 функциянинг днсперсиясини топамиз:

D (2Х +  1) =  4D (X) =  4 -—  = — . v / / 12 3

Демак, б2 = D (2Х +  1) = —.
3

Шундай цнлнб, изланаётган синовлар энг кичик сонини ^исоблай- 
миз:

Я А, (1 .96)* - i -
п = = ------------— = 128.

V*. (0, 1)*

9- дарсхона тотиириклари
1

1. f (1 — дс3) dx аниц интегрални М онте-Карло усули ёрдамида 
*о

^исобланг, бунда тасодифий сонлар жадвалидан кетма- кет 30 та 
цийматни вергулдзн кейинги учта разами билан олинг. Абсолют ва 
нисбий хатоликларни топинг.

Ж : 0,685; 0,018; 2,7 %.
2

2 . J  In xdx аниц интегрални Монте — Карло усули ёрдамида ^и-

собланг, бунда тасодифий сонлар жадвалидан 10 та цнйматни вер- 
гулдан кейинги учта разами билан олинг. Абсолют ва нисбий хато
ликларни топинг.

Ж : 0,371; 0,015; 3,9 %.

9- мустакил ши тотиириклари

1. Монте — Карло усулидан фойдаланиб,
з
f  ( x ' + x * ) d x
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интегрални tyico&raitr, бунда тасодифнй сонлар жадвалндан 20 та 
цийматни олинг. Абсолют ва нисбий хатоликларни топинг.

Ж : 21,894; 0,689; 3,1 %.
2. Монте — Карло усулидан фойдаланиб,

I
Г  d x  

J 1 +*о

интегрални цисобланг, бунда тасодифнй сонлар жадвалидан 10 та 
цийматни олинг. Абсолют ва нисбий хатоликларни топинг.

Ж: 0,6968; 0,0037; 0,5 %.

10- §. Оддий дифференциал тенглама учун Коши масаласини 
Эйлер усули билан ечиш

Эйлер усули билан Коши масаласини ечншга мисоллар курайлик.
1-м и со л. Эйлер усулидан фойдаланиб, J

дифференциал тенгламанинг у  (0) =  1 бошлангич шартни каноатлан
тирувчи у функциясининг кийматларини цисобланг, цадамни h — 0,1 
деб олинг. Унинг биринчи туртта цийматини топиш билан чекла- 
нинг.

Ечиш. Аргументнинг кетма-кет цийматларини топамиз:
*0 = 0; хх =  0,1; хг =  0,2; х3 =  0,3; хх — 0,4.

Изланаётган функциянинг мос цийматларини (2 1 . 1) формула

У1+1 = y t +  h f ( У()

буйича цисоблаймиз, бу ерда i =  0,3 , h =  0,1, /(*, у) =  -у■■■■—■ .
У “г” х

^исоблаш натижаларини 3.60-жадвалга жойлаштирамиз.
3.60- ж ад вал

i X У у  — х у  +  х
у  — X 

Цх, У) =  —  
У +  х

*•/ (*. у)

0 0 1,000 1,000 1,000 1,000 0,1000
1 0,1 1,100 1,000 1,200 1,833 0,083
2 0,2 1,183 0,983 1,383 0,711 0,071
3 0 ,3 1,254 0,954 1,554 0 ,614 0,061
4 0 ,4 1,315 — --- —

2 -м и со л . Эйлернинг биринчи ва иккинчи такомиллаштирилган 
усулларидан фойдаланиб,
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дифференциал тенгламанинг у (0) =  1 бошлангич шартни каноатлан- 
тирувчи у функциясннннг цийматларини топинг, Л = 0 ,1 . Биринчи 
туртта кийматни топиш билан чекланинг.

Ечиш. Бу ерда h — 0 , 1 , f(x ,y )  — -у- ~ *  .
к  у + хby тенглама интегралини синиц чизицлар такомиллаштирилган

усули формулаеи (2 1 .2)

yi+ l= y , +  h f(xi+ у1+^),

(бу ерда х1+^  =  * ,.+  - j )

y,+ ± = y ,+ | / ( * , ,  У() 

билаи ^нсобланган натижалари 3.61-жадвалда келтирилган:

3.61- ж а д в а л

i У1 \  / (*<• У!)
* '+ 4 yt+-~ У<+_ 0

0 0 1,000 0 ,050 0 ,0 5 1,050 0,091
1 0,1 1,091 0,042 0 ,1 5 1 ,133 0 ,077
2 0 ,2 1,168 0 ,035 0 ,25 1,203 0 ,066
3 0 ,3 1,234 0,031 0 ,35 1,265 0 ,057
4 0 ,4 1,291 --- --- — —

Навбатдаги жадвалда (3.62- жадвал) берилган тенгламанинг ин- 
тегралинн Эйлер — Коши такомиллаштирилган усули (21.3) форму- 
ласи

У1+1 =  «/, +  у  (/(*,. «/,) +  /(*/+,. У1+1)),

(бу ерда yi+l =  yt +  hf (jcf, yt)) буйича ^исоблаш натижалари келти
рилган.

3.62- ж а д в а л

i *t У1 jf(*t.yt) *1+1 У1+1
A
2 f У<+1 J  (f (*<■ yt) +  

+  / (x<+i’ ft+i))

0 0 1,000 0,050 0 , 1 1,100 0 ,042 0 ,092
1 0,1 1,092 0 ,042 0,2 1,176 0,036 0 ,0 78
2 0,2 1,170 0 ,035 0 ,3 1,240 0,031 0 ,066
3 0 ,3 1,236 0,031 0 ,4 1,298 0 ,027 0 ,058
4 0 ,4 1,294 — — — — --
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3 -м и со л . у ' =  2 х — у тенглама учун 1/(0) =  — 1 бошлангич 
шартли Коши масаласини Эйлернинг итерация усули билан ечинг. 
Кадамни h =  0,2 деб олинг. Ечишни учта унлик рацамлар устма- 
уст тушгунга цадар давом эттиринг.

Ечиш . Бу ерда h = 0,2, f(x ,y )  =  2x  — y. Маълум (21.4) 
yj+i — yt +  М (хг У;) формулага кура I =  0 булганда цуйидаги но- 
линчи яцинлашишга эга буламиз:

y[0)= h f(xo, i/o) =  - 1  +  0,2(2  0 +  1) =  - 0 ,8 0 0 .  

ух ни (21.5) формула

У\+1 в  У( +  — I/ (xt, У,) +  f  (-*<_|_i» У<+,)] 

буйича итерациялаймиз: 

y[l) = y > + j l f ( x „  У,) +  Нхi, 4/i0»)] = — 1 + 0,1 [1 +  2-0.2 —

— (— 0,800)] =  — 0,780;

У ? ' = y o  +  - j l f ( x 0, « / , ) + / ( * ,  y j1»)]-------1 + 0 .1  [1 +  2.0.2 —

— (— 0,780)] =  — 0,782;

у (1 ] =  Уо +  J  I f  (*o. Уо) +  / (* 1 . «/}2))I =

=  -  1 +  0,1 [1 +  2 -0 ,2 — (— 0,782)] =  — 0,782. 
yx =  — 0,782 ни х,осил цилдик. (21.4) формула буйича у(20) нинг 
цийматини \исоблай\шз:

t/<°> —УхЛ-hf  (*lt У1) =  - 0 , 7 8 2  +  0 ,2 (0 ,2 • 2 +

+  0,782) =  - 0 ,5 4 6 .  

yt ни (21.5) формула буйича итерациялаймиз:

У(2"  =  Ух +  у  I/ (*|, Ух) +  f  (*,. уМ )]  =

=  — 0,782 +  0,1 [2 -0,2 +  0,782 +  2-0,4 — (— 0,546)] =  — 0,529;

«42) в  Ух +  j  l f ( x  1, «/О +  / (* „  i/” »)] =

=  — 0,782 +  0,1 [2-0,2 +  0,782 +  2 -0 ,4— (— 0,529)] =  —0,531; 

y f } -  Уг +  7 1/ (* i. «М +  / (*». ^ 2,)1 =

=  — 0,782 +  0,1 [2-0,2 +  0,782 +  2-0 ,4— (— 0,531)] =  — 0,531.
уг =  — 0,531 ни ^осил килдик. Шунга ухшаш х,исоблаб, у3, yv  

уь ни топамиз (3.63-жадвал).
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i XI У1 # 1 W+i *й»1 „(3)У1+ 1

0
1
2
3
4
5

0
0 .2
0 ,4
0,6
0 ,8
1,0

—1
—0,782
—0,531
—0,253

0,047
0 ,366

—0 ,800
—0,546
—0,265

0 ,038
0 ,358

—0,780  
—0.529  
- 0 ,2 5 2  

0 ,048 
0 ,365

- 0 ,7 8 2
—0,531
- 0 ,2 5 3

0 ,047
0 ,366

—0,782
—0,531
—0,253

0 ,047
0,366

Топилган yi цийматлар

у =  ё~х +  2 х  — 2
хусусий ечнмнинг [0; 1] кесманинг мос нуцталаридаги цийматлари 
билан 0,01 гача аникликда устма-уст тушишини текшириб куриш 
цнйин эмас.

10-дарсхона тотиириклари
1. Эйлер усули билан

> у' — (* + y)(i — *у)
* +  2у

тенгламанинг г/ (0) =  1 бошланрич шартли сонли ечимини [0; 1] кес
мада топинг, h =  0,2 деб олинг.

Ж : у(  1) =  1,27.
2. Эйлер усули билан

У',= х]+\У
тенгламанинг у  (0) =  1 бошланрич шартни цаноатлантирувчн ечимини 
h  =  0,1 кадам билан туртта нуцтада ^исобланг.

Ж: у(0,4) =  1,52.
3 .2 -масалани ушбу уч усул билан ечинг:
а) синиц чнзицлар такомнллаштирилган усули;
б) Эйлер — Коши такомнллаштирилган усули;
в) итерация усули.

10-мустацил иш топширицлари
1. Эйлер усули билан

у ' = - ^ -X* +  у*
тенгламанинг «/(0) =  1 бошлангич шартли сонли ечимини [0; 1] кес
мада топинг, h =  0,2 деб олинг.

Ж: 1/(1) =  1,328.
2. у (2) = 4 бошланрич шартли у' =  у% +  — тенгламанинг ечими

ни h =  0,1 цадам билан туртта цийматини ушбу усуллар билан то
пинг:

а) Эйлер усули;
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б) синиц чизицлар такомиллаштирилган усули;
в) Эйлер— Коши такомиллаштирилган усули;
г) итерация усули.
Ж: а) «/(2,4) =  54,86.

11-§. Сонли дифференциаллаш. Юцори аницликдаги сонли 
дифференциалллш формулалари

Сонли дифференциаллашга бир нечта мисоллар курайлик.
1-м и с о л . Синуслар жадвали /1 = 0,2 цадам билан берилган. 

х =  0,6 нуцтада биринчи ва иккинчи тартибли цосилаларни топинг
(3.64- жадвал).

3 .6 4 - ж а д в а л

< X У =  / (*) =  sin х i X «С II т </» 3 н

0 0 0 5 1,0 0,84147
1 0 ,2 0,19867 6 1.2 0,93204
2 0 ,4 0,38942 7 1.4 0,98545
3 0,6 0,56464 8 1,6 0,99957
4 0 ,8 0,71736 9 1,8 0.97385

Ечиш . Чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3.65-ж а д в а л ) .
3.65- ж а д в а л

< X у  =  sin х Д у Д*У Л* у Д4 у Д * у Д* у

0 0 0 0,19867 -0 ,0 0 7 9 2  —0,00761 0,00064 0,00022 0,00010
1 0 .2 0,19867 0,19075 -0 ,0 1 5 5 3 —0,00967 0,00086 0.00032 - 0 ,0 0 1 9
2 0 ,4 0 ,38942 0,17522 —0.2250 —0,00611 0,00118 0,00013 0.00005
3 0 ,6 0,56464 0,15272 —0,02861 —0,004931 0,00131 0,00018 -0 ,0 0 0 0 9
4 0 ,8 0,71736 0,12411 —0,03354 —0,00362 0,00149 0,00009 —
5 1,0 0.84147 0,09057 —0,03716 —0,00213 0,00158 __ —
6 1,2 0,93204 0,05341 —0,03929 —0,00055 — _ _
7 1.4 0,98545 0,01412 —0,03984 — — — —
8 1,6 0,99957 -0 ,0 2 5 7 2 -- — — — — ’
9 1.8 0,97385 — — — — — —

*„ =  дг3 =  0,6 деб олиб, (17.3) ва (17.4) формулалар буйича хоси- 
лаларни цисоблаймнз:

У (0,6) Ж -±- [о, 15272 -  (-0 ,0 2 8 6 1 ) +  — 0.0493) -
0 ,2 {_ * о

----- L . 0,00131 + —  • 0,00018 ----- -- (-0 ,0 0 0 0 9 )1  =0,82540;
4 5 6 J

/ '(6) ж  ^ - |  — 0,2861 — (— 0,00493) +  ~  • 0,00131 —

— —  • 0,00018 +  —  ( -  0,00009) 1 = — 0,56742.
6 180 J

2 -м и со л . Функция 3 .66-жадвал билан берилган.
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3.66- ж а Л в а л

X 0 1 2 3 4 5

У —5 —1 19 73 179 355

х =  1,5 ва х =  4,2 нуцталарда биринчи ва иккинчи тартибли .\о- 
силаларнн топинг.

Ечиш. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3.67- жадвал).

3.67- ж а д в а л

i X У А У Д *у \3у \*У

0 0 —5 4 16 18 0
1 1 — 1 20 34 18 0
2 2 19 54 52 18 _
3 3 73 106 70 _ _
4 4 179 176 — _ _
5 5 355 — — —

а) (17.1) ва (17.2) формулалардан фойдаланамиз. Жадвалга кура 
Л = 1. ,\осилаларни дс = 1,5 нуцтада ^исоблаш учун х0 =  1 деб сла

де— ха 1 , 5 — 1 „ г
МПЗ, у х̂ олда q =  — — 1  = --------—  =  0,5;п 1

f (1 .5 )»  - f  (20 +  -2 '°'*~—  • 3 4 + - 3: ° - 5 ,~ 6 0'5 + 2 . 18) =  19,25; 
1 \ 2 6 )

/'(1 ,5) ж  -|7  (34 +  (0,5 -  1) 18) =  25.

б) (17.7) ва (17.8) формулалардан фойдаланамиз. х = 4,2 нуклада 
(у унг охирига якинроц) хреилаларни .^исоблаш учун хп =  4 деб 
оламиз, у ^олда

t =  =  *Л ~ *  =  о,2;

Г  (4.2) ж  ± [ l0 6  +  2- ° f ± i  .52 +  О’2 " 2  . 18]  .  ,52,36;

Г  (4,2) ж  -L  [52 +  (0,2 +  1)-181 =  73,6.

11-дарсхона топширицлари
1. у = f(x) функция жадвал билан берилган. (3.68; 3 .69 ; 3.70* 

жадваллар). Х,осиланинг цийматини курсатилган дг, ва х.г нуцталарда 
топинг:

325



а)
3. 68- ж а д в а л

X 1,8 1 ,9 2 ,0 2,1 2,2 2 ,3 2 ,4 2 ,5

У 1,44013 1,54722 1,67302 1,81973 1,98970 2,18547 2,40978 2,66537

хх =  2,03 ва х2 =  2,22.

3 .6 9 - ж  а д в а л
б)

X 1.0 1.1 1.2 1 .3 1.4 1.5 1.6 1 .7

У 1,0083 1,1134 1,2208 1,3310 1,4449 1,5634 1,6876 1,8186

хх =  1,14 ва х2 =  1,42.

3 .7 0 - ж а д в а л
В)

X 2.8 2 .9 3 ,0 3,1 3 ,2 3 ,3 3 ,4 3 ,5

У 3,92847 4,41016 4,93828 5,51744 6,15213 6,84782 7,61045 8,44671

хх =  3,02 ва хг =  3,31.

Ж : a) /' (2,03) =  1,42249; /' (2,22) = 1,87640
б) / '(1.14) =  1,0704; / '(1 ,42) =  1,1698;
в) /' (3,02) =  5,63133; /' (3,31) =  7,34833.

2. у —f  (х) функция 3. 71- жадвал билан берилган. /' (дс) ва /" (дс) 
^осилаларнинг цинматларини х — 2 нуцтада цисобланг.

3. 71* ж а д в а л

X 1 2 3 4 5 6

У 1 5 21 55 113 201

Ж: / '(2 ) =  9; / '(2 ) =  12.
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11- At уставил иш топшириклари

1. у = / (х) функция 3. 72; 3. 73- жадвал билан берилган. Х,оси- 
ланннг цийматини курсатилган х , ва дг, нуцталарда цисобланг.

3. 72- ж а д в а л
а)

X 0 ,75 0 ,80 0 ,8 5 0 ,90 0 ,95 1,00 1,05 1,10

У 0,2803 0,3186 0,3592 0,4021 0,4472 0,4945 0,5438 0,5952

— 0,82 ва хг =  1,03.
3. 73- ж  а д в а л

а)

X 1.1 1,2 1 ,3 1 ,4 1 .5 1,6 1 .7 1.8

У 0,8802 0,9103 0,9340 0,9523 0,9661 0,9764 0,9838 0,9891

дсг =  1,34 ва дс2 =  1,65.
Ж : а) /' (0,82) -  0,8077; /' (1,03) =  0,9914;

б) /'(1,34) = 0,1873; /' (1,65) =  0,0741.
2. I/' =  /(дс) функция 3. 7 4 -жадвал билан берилган. / '(дс) ва 

/" (дс) цосилаларнинг цийматларини дг =  2,5 нуцтада цисобланг.

3. 74- ж  а д в а л

X 0 1 2 3 4 5

У 1 3 19 85 261 631

Ж: /'(2,5) =  63,5; / '(2 ,5) =  75.

12- §. Иккинчи тартибли оддий дифференциал тенглама учун 
чизицли чегаравий масалани ечиш

Чегаравий масалаларни ечишга битта мисол курайлик.
М и с о л . у’  - f  х2у +  2 = 0  дифференциал тенглама учун

</(— !) = 0, у (1) = 0
бошлангич шартли чегаравий масалани [— 1; 1] кесмада чекли айир- 
малар усули билан ечинг. Бу кесмани туртта тенг булакка б^линг.

Е чиш . I— 1; 1] кесмани h — 0,5 цадам билан туртта тенг бу
лакка (п =  4) буламиз:
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*0 =  — 1; *1 =  — 0,5; xt =  0; x3 =[0,5; лг4 =  1.
Бунда y„ — У {— 1) = 0 ва г/4 =  {/ (1) = 0 цийматлар маълум. 

Ушбу учта цийматни з^исоблаш лозим:
Ух =  У (— 0,5); y t =  у (0); у3 = у (0,5).

(23. 9) формулаларда i =  1, 3 деб, ух, у2, ys кийматларни з̂ и- 
соблаш учун тенгламалар системасини тузамиз:

— + '• +  х\у, +2 = 0.

+ ^ у , +  г - о .

» . - » » + » ■  + 4 у ,  +  2 =  0.

Уо =  о,
Ул =  0.

h =  0,5 ни урнига цуйиб ва системанн соддалаштирнб, цуйида- 
гнни зузсил киламиз:

16«/« — 3\ух +  16«/t = — 8,
2j/i — 4у2 +  2у3 =  — 1 ,

16«/2 — 31у, +  16у4 = — 8,
Уо = 0,

У х = 0 .

Бу ердан:
Уо =  0; Ух =  0,8; у2 =  1,05; у3 =  0,8; yt = 0.

/2- дарсхона топширицлари
Берилган кесмани п та тенг булакка булиб, дифференциал тенг

ламани курсатилган чегаравий шартларда чекли айирмалар усули 
билан ечинг.

1 . хгу"— ху' = 3х 3;
у(  1) = 2; у (2) = 9; [1; 2]; п = 4.

Ж: ух =  2,953; у2 =  4,375; у3 =  6,359.
2 . дг2«/" +  *«/'— у  = х4;

у  (1) = 1,333; у' (3) = 3; (1; 3); п = 7.
Ж: Ух =  1,926; уг =  2,593; i/3 =  3,333;

= 4,148; уь =  5,037; ув = 6.
3. у" +  (х — 1) у' +  3 ,\2Ъу =  4л:;

у(0) = 1; у(1) =  1.368; [0; 1); п =  10.
Ж: Ух =  1.17; у2 =  1,31; </3 =  1,42; ух =  1,50; «/s = 1,64;

Ув =  1.66; у1 =  1,63; у , =  1,58; у, =  1,49.
/2- муапсщил иш тотиирицлари

Берилгаи кесманн п та тенг булакка булиб, дифференциал тенг
ламани курсатилган чегаравий шартларда чекли айирмалар усули 
билан ечинг.



1 . * V  — 2 y = 0 :
y ( l ) - 2 y ( l )  = 0, У(2) = 4,5; [1; 2]; л = 5.

Ж : у» =  2 ; 1/, =  2.273; у ,  =  2,674; у3 =  3.185; t/4 =  3.796.
2 . у '  +  *</'+!/ = 2х;

у (О ) =  1 ; i / ( l )  =  0 ; [0 ; 1 ]; л =  10 .
Ж : Ух =  0.874; yt =  0,743; t/3 = 0.611, t/4 =  0,482; уь =  0,362; 

1/e =  0,253; i/7 =  0,161; у% =  0,087, z/j» = 0,033.

13- §. «Прогонка» ва коллсиация усуллари

«Прогонка» ва коллокация усуллари билан бнр 2нечта мнсоллар- 
нинг ечимларини келтирайлик.

1- м и с о л . «Прогонка» усули билан
у ' + х * у  =  -  2; у (—  1) =  0; 1/ ( 1) =  0

чегаравий масалани ( 12- §  дагн 1- мисол) [— 1 ; 1J кесмани тенг турт 
булакка булиб ечинг.

Е чиш . п =  4; Л = 0,5; х( = л:0 +  ih га эгамиз. Чегаравий шарт-
ларн билан берилган масаладан мос (23. 12) ва (23. 13) чекли айир- 
малн тенгламаларга утамиз. Ечилаётган масалада

Pt = P (*,) =  0; q ,=  q (*t) = **; /, =  /(дг,) =  — 2; 
а0 =  — 1, pu =  1, Yi = 0,

«1 = 0, р4 =  0, Yi = 0,
Уо =  У(— О = 0, У* = 1/(1) = 0 . 

mit л,, f, лар учун (23. 14) формулаларни тузамиз: 

ml = qihl — 2 =  0,25**; п, =  1, /, =  — 2 .

Ечимни (23. 16) формула буйича топамиз:

У1 ^IЦ  У/+1 * 1* з ,
бу ерда св = 0, d, =  О

1с. = ------------------------------
0,25*^ — 2 —с,

d( 0,5 — _| -d,_|. i =  1,3.

Жадвалнн тулднришга утамиз (3. 75- жадвал).

Аввал с,, di ларни, кейин (23. 16) формулалар буйича 

= 1, 3 ларни ^исоблаймиз (тескари йул).

(23. 20) 

(23.18) 

У о ‘ -
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3. 75- ж а д в а л

i 0 1 2 3 4

С1 0 —0,516 - 0 ,6 7 4 —0,791
d, — - 0 , 5 —0,758 — 1,011 —

*1 —1 —0 ,5 — 0 ,5 1
У1 0 0 ,799 1,049 0,799 0

2- м и с о л . 1- мисолдаги чегаравий масалани коллокация усули 
билан ечинг.

Е чи ш . 1̂ уйидагнга эгамиз:

у"  +  х*у =  — 2 ,
У(— 1) = у ( 1) =  0.

Базис функциялар сифатнда ип (дс) =  дс2,1 (1 —  дс2),  п =  1 , 2 . . . .  
купх,адларни оламиз.

Чегаравий шартларни каноатлантирувчи ушбу иккита

и\ (дс) =  1 —  дс5, иг (дс) =  дс2 —  дс4

базис функция билан чекланамиз.
У ^олда

у  =  с 1 ( 1 — хг) + с г  (дс2 — дс4).

Буни дифференциал тенгламага цуйганимнздан сунг,
R(x) = c l (xi — x i — 2) +  ct (xi — xt — \2xi + 2 )  +  2

фарцни оламиз. Коллокация нукталари сифатида
1 л 1дс, ---------- ---дс, =  0, дс. =  —

х 2 - 8 2J

ни олсак, бу нуцталарда

Л ( ± у ) = 0, /?(0) =  0.

Шундай цилиб, Cj ва с 2 коэффициентларни аницлаш учун 
Cj — с г — 1 =  О,

— 2 = 0
16 1 64 2

тенгламалар системасини з̂ осил циламиз. Бу ердан cv =  1,068 ва 
сг =  0,068. Шундай цилиб, ушбу тацрибий ечимни цосил цилдик:

у х  1,068 (1 — х*) +  0,068 (дс1 — дс4) = 1,068 — х2 — 0,068дс4.
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13- дарсхона топишриклари

1. «Прогонка» усули билан чегаравий масалаларни ечинг:
а) у" — 2ху' — 2у = — 4х;

У (0) — у' (0) =  0, у(1 ) = 3,718; п =  10;
б) У" + У  =  —  Х]

у(0 )= 0 , у ( 1 )= 0 ; пш= 4.
Ж : а) уг =  -  0,025; у, =  -  0,049; у , =  -  0,072;

У* = -  0,078; г/s = — 0,081; у , =  -  0,078;
У: =  — 0,070; у„ =  — 0,055; у* = — 0,032;

б) У1 =  0,039; у ,  =  0,063; у ,  =  0,055.
2. Коллокация усули билан ушбу чегаравий масалани ечинг:

У (0) i o , +y U ) = 0 %  = 4.
[  Натижанн 1 (б)- масала ечими ва аник ечим билан таккосланг.

13- мустацил иш топшириги

«Прогонка» ва коллокация усули билан
у' +  у =  х,

У(— 1) == 0, у  ( 1) =  0
чегаравий масалани ечинг. Натижаларни аниц ечим билан тацкос- 
ланг.

14- §. Лаплас тенгламаси учун турлар усули

Турлар усули татбицини битта масала ечиш мисолида курсатай- 
лик.
х М и с о л . Лаплас тенгламаси

+  = о
дхг д у *

нинг бирлик квадратдаги
0, агар 0 <  х <  1 , у = 0 булса,

-jj- у (64у2 — 60у +  29), агар х = 0, 0 < у  <  1 булса,
и

— (1 — х) (64jc2 — 68дс - f  3), агар 0 < 1 , у = 1 булса,
«5

О, агар х =  1, 0 <  у <  1 булса]

и(х,у) =

чегаравий шартлар буйича ечимини топинг.
Е чи ш . h =  0,25 деб олиб,

G =  {0 < х <  1 ,7  0 <  у  < 1} 
квадратнн xt =  ih, yf =  jh (t, j  =  0, 4) т>три чизнцлар билан Gh 
турли со^ага алмаштирамиз.
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3. 31- шаклдагн А, В, С, О тугунлардан ташкари барча тугунлар 
цисоблаш ™гунлариднр.

i

х =  ih, у = jh алмаштиришдан 
сунг, чегаравий шартлар биринчи 
тур чегаравий тугунларда (шакл- 
даги цора доирачалар) ушбу ку- 
рннишни олади:

и ю  =  ° .  Ы4/ =  0  (*• / “  П )

и/0-у Л -/ (6 4 (А /)* - 6 0 (Л / ) +  

+  29) =  —  (4/* -  15/ +О
+  29) O' =  1. 3),

3 .3 1 -шакл

« 14 =  у  О -  Л,) (64 (Л,)1 -  68Л, +  33) =

1= — (4 — 0  (I6ia — 68i +  132). (t =  1, 3)
6

Чегаравий шартлар ва номаълум цийматлар (\иеоблаш тугунлари- 
да — шаклда буялмаган доирачалар) жадвалини келтирамиз (3. 76- 
жадвал):

3. 76- ж  а д в а л

с ии  — 40 « и  = 20 « „ = 1 2 в

с 3 II О “1* « 2 3 «33 «4 3  =  0

« о з  = 20 « и « м « и «4 3  =  0

«01 “  Ю «11 «51 «31 «41 = 0

О «ю = 0 «,, - о « 3 0 =  0 л

Айирмали схеманн (24. 2) формула буйича тузамиз:

иц =  у  (“/ - 1./ +  “/+ I. / + “|. / -  I / + 1)»

бу ерда ( * ,±1> У <±|)— цнсоблаш тугунларн.
Келтирилган жадвалдан ва беш н\ цтали «хоч» (3.28- шаклга ц.) 

«цолип» идан фойдаланиб, ушбу айирмали схемани тузамиз:
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« и  =  «■». « и  =  «13> « «  =  «з. •

Шу сабабли хосил к,илингаи айирмали схема соддалашадн:

«11 =  . (12 —}— ы31 -j- «и),
4

«2 1  —  ~  ( « 1 1  +  Ы31 +  Ып ) .4

u3i =  " 7  мзг) =  у  « i l .

« „  =  4 “  (2 0  +  « 1: +  « 1 !  +  « 1з),

«2 1  =  ( « 1 1  + « 3 1  +  « 1 3 +  « и )  =  у  ( « и  + « л ) >

«13 =  ~т (40 +  « , з +  « 1г +  40) = 20 +  — « 12.
4 2

Бу системани оддий итерация усули ва Зейдель усули билам 
ечамиз (15-§).

Нолинчи яцинлашншнн чегаравий цийматлар буйича чизикли ин
терполяциялаш ёрдамида (8. 7) формула (сатрлар буйича)

“?/ = % + ( “„ “ “о/)-“

оркали зугсоблаймиз.
/ =  1 булганда

Симметрнклик хоссасига асосан:



uo, =  12 -h (0 — 12) -~  =  12 ( 1 — - i- ]

га эга буламиз, бу ерда t =  1 ,3  ни узгартириб,
и,? =  9, ы ^ ,= 6, и3® =  3

нн зукил киламиз.
Симметрикликни хисобга алиб

* 4 - « 5 , - 6 ,  «& = “i? = 9
деймиз. и°п ва ни ^исоблашда (8. 7) чизи(уш интерполяция фор- 
муласидан / =  2 да ва топилган и°2 кнйматдан фойдаланамиз:

ua ^ u^ + J ^ ~ u02) j  =

[=  20 +  (6 20) у  =  20 (1 -  -1 * ) .

Бундан / =  1 ,2  нн узгартириб,
и,® = 15,33; ы„ =  10,66 

ни з̂ осил циламиз. Симметрикликни з^исобга олиб,
ы2® =  «I® =  15,33

деб оламиз.
Сунгги и,® цийматнн / = 3 сатр учун чизикли интерполяция фор- 

муласи буйича з^исоблаймиз ва бунда топилган и°г цийматдан фойда- 
ланам из:

=  “о, +  К  - u „ )  J -  =  40 + (15,33 -  40) : ± ,

бундан] i =  1 да и,® =  27,67 ни з̂ осил циламиз.

Топилган нолинчи я^инлашчшни жэдзэл шзклида {ёзиш мумкин 
(3.77- жадвал):

3. 77- ж а д в а л

«,з° =  27,67 и2®= 15,33 “зз =  9

« ,5 =  15,33 и£ =  10,66 “5 , - 6

“11 = 9 “*1 =  6
0 q 

“31=  3

fy c m  булган тенгламалар системасини ечишни икки усул : од
дий итерация (15.2-§) ва Зейдель усулларн (15. 3-§) билан амалга
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I

оширамиз. ^исоблашни то иккита кетма- кет ечим хар бир узгарув- 
чи буйича 0,1 гача аникликда устма-уст тушгунча давом эттирамиз.

Оддий итерация усули буйича ^исоблашда туртта итерация, Зей
дель усулида эса 3 та итерация талаб этилди. Ечимлар жадвалларда 
келтирилган (3. 78; 3. 79- жадваллар).

3.78- ж а д в а л  3 .7 9 - ж а д в а л

40 20 12

40 2 8 ,5 17,0 8,6 0

20 17,0 11,3 5 ,6 0

12 8,6 5 ,6 2 .8 0

0 0 0

40 20 12

40 28 ,6 17,0 8,6 0

20 17,0 11,4 5 ,7 0

12 8 ,6 5 ,7 2 .8 0

0 0 0

Оддий итерация усули Зейдель усули

14-дарсхона топшириги

— = 0  Лаплас тенгламасининг тацрнбий ечимини квадрат
дх* ду*

учун курсатилган чегаравий шартларда ечинг:
16.18 38,63 б) 17,98 39,02

0,00* • • •  50,00 0 ,00* • • •  50,00
0,00* О О •  30,10 0,00* О О •30 ,10
0,00* О О •12 ,38 0,00* о О •12 ,38
0,00* • • •4,31 0,00* • • •  4,31

26,15 29,34 29,05 29,63

3 .8 0 -ж  а д в а  л 3 .8 1 - ж а д в а л

Ж:

0,00 16,18 38,63 50,00 6) 0,00 17,98 39,92 50 ,0

0,00 14,12 26,09 30,10 0,00 15,18 36,39 30,10

0,00 15,20 20,53 12,38 0,00 16,37 21,26 12,38

0,00 26,15 29,34 4,31 0,00 29,05 29,63 4,31

14- мустакил иш шопшириги

Лаплас тенгламаси =  0 нинг такрибнй ечимини h —
дх* ду*

= — цадам билан квадрат учун курсатилган шартларда ечинг:
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9,81 19,78 29,12 40,16 42,31
0,00» • • • • • • 50,00
0,00* о о о о о • 40,16
0,00* о о О с О • 33,11
0,00» о О О о о • 19,14
0,00* О о • О о о • 13.0
0,00* о о о о о • 6,98
0,00* • • • • • • 4,31

17,28 31,96 40,00 30,50 17,28
Ж:

3,82- ж а д в а л

0,00 9,81 19,78 29,12 40,16 42,31 50,00

0,00 8 ,97 17,58 25,36 32,18 36,11 40,16

0,00 8,68 16,0 22 ,29 26,86 29,69 33,11

0,00 8 ,36 15,59 20,71 23 ,05 22,62 19,11

0,00 9 ,43 17,22 21,71 21,85 18,55 13,00

0,00 12,20 22,09 26,96 24,01 16,70 6 ,98

0,00 17,28 31,96 40,00 30,50 17,28 4,31

15- §. Иссиклик утказувчанлик ва тор тебраниш 
тенгламалари учун турлар усули

Иссицлик утказувчанлик ва тор тебраниш j тенгламаларини тур 
лар усули билан ечншга мисоллар курайлик.

1-м и с о л .

д и __ д*и _  q
dt дх*

иссицлик утказувчанлик тенгламаси учун
G (0 <  jc<  1 ,0 <  t <  0 ,1}

TyFpn туртбурчакда 0 <  л: <  1 да и(х, 0 )= д с (1 — дс) бошланрнч 
шартлар ва 0 <  t <  0,1 да

и (0, / )= 0, м (1 , 0 = 0

чегаравий шартлар билан берилган масалани ечинг.

Ечиш. G со^ада х координата буйича к =  — кадамли ва t ко
К
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ордината буйича т = цадамли тутри туртбурчакли текнс тур кн- м
ритамиз: xt =  ih (i =  О,N)\ tt = Vх (х = 0, т). h =  0,25 (Д̂  =  4) деб 

оламиз. Ошкор схема тургун булиши учун (24- §) г =  ^  бу

лишини талаб циламиз, бундан
т 0,03.

Булишлар сони М бутун сон булиши учун т = 0,025 деб тан- 
лаймиз (М =  4) (3.32 шакл).

У

3,1
1
1

0,025

0 0,25 1 а

3.32- шакл 

Хисоблаймиз: т = ■— =  0,4.

(24.3) ошкор схема шакл алмаштнришлардан сунг (24.5) кури- 
нишни олади:

Ч  i+i ~ r K -i. / + ui+1.,)  + (1 — 2г) utl + т/(/.
Бизнинг х°лда г =  0,4; =  0 булганлнги учун

i+i =  °*4 К - 1. / +  u i+ 1, /) +  ° . 2 ы(/.

Бошлангич ва чегаравий шартлардан:

ый =  « (* , 0) +  ./1(1 -  ih) =  i ( l ~ i j  =

%  =  U (0, /т) = о, ы4/ =14(1, /г) =  0 (i =  оГЗ; /= ОГЗ).

Бу формулалар буйича изланаётган функциянинг / =  0 да но- 
линчн цатламдаги цийматларини (бошлангич шартлар) хисоблаймиз:

«м  =  = 0,1875;
10

= 0,2500;
1о
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Ц3о = 3<4 —  = 0,1875.30 16

Турли Gh соха схемасини келтирамиз (схемада изланаётган но
маълум цийматлар буялмаган доирачалар билан белгиланган (3.33- 
шакл)).

--------( -------( -------( -------

0,0

0,0 

0 0

0,0
0,1875 0,2500 0,1875 

3.33- шакл

Изланаётган функциянинг кийматларини навбатдагн / =  1 бул
ган цатламда турт нуцтали «цолип» дан фойдаланиб ^исоблашга ута- 
миз (3.33-шаклга ц).

'ы 1г = 0,4 («„о +  иг0) +  0,2ы10 =  0,4 (0 +  0,2500) +
+  0,2;-0 ,1875 = 0,1375;

ип =  0,4 («10 +  и„) +  0,2ы1О = 0,4 (0,1875 +  0,1875) +
+  0,2]-;0,2500. = 0,2000;

и3j =  0,4 (ы20 -f- ы40) -f- 0,2 ’«зо =  0,4 (0,2500 —0) —
+ ;0 ,2 -0,1875 =  0,1375'

Функциянинг навбатдаг I ; = 2,4 булган цатламдаги кийматлари 
)̂ ам шунга ухшаш .^исобланади (3.83-жадвал).

3.83- ж а д в а л

7
“о/ “ и « 2/ «3/ “</

0 0 0,1876 0,2500 0,1875 0

1 0 0,1375 0,2000 0,1375 0

2 0 0,1075 0,1500 0,1075 0

3 0 0,0815 0,1160 0,0815 0

4 0 0,0627 0,0884 0,0627 0
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I

„ д*и д*и _ ,2-м н со  л. — -----= 0  торнинг тебраниши тенгламаси учун

G{0< х <  1,0 < / <  0,6} тугри туртбурчак
ди

0 <  х < 1 да и (дг, 0) =  х (1 — х), — = 0
д1 1/=о

бошлангич шартлар ва
О <  t <  0,6 да и (0, / )= 0 . «О. х) = О 

чегаравий шартлар билан берилган масалани ечинг.

Ечиш. G со^ани дс, — /А, tf =  /-т (t =  1, N, j  =  1, М) тур би
лан цоплаймиз. h =  0,25 деб оламиз, у хрлда т < 0,25. [0; 0,6) 
кесманинг узунлиги 0,6 булгани учун т =  0,2 нн танлаймиз, чунки 
М бутун сон булиши керак (3.34-шакл).

(24.7). ^исоблаш фэрмуласи-
дан

1„ - О в а  V’ - ( x ) '  =

= 0,64, ыг /+| — и, у_, +

+  0,64 j ut+\, /) *Ь 0,72 и [j
а = п* j - m

Бошлангич ва чегаравий шарт
лар бундай ёзилади:

и, 0 =  и (дс,, 0) =  дс,(1 — дс,) =

= -  7  О - Т ) -

0,6

Ор.

0,25

3.34- шакл

ди_^ “/ . ! - *  
d t  ~  0.2

I =  0(1 =  1,3),

ы0/ =  и (0, /х) =  0, ич =  и ( 1, /т) = 0 (у =  1,3)

Изланаётган функциянинг нолинчи катламдаги цийматларини з̂ и- 
соблаймиз (бошлангич шартлар):

__ 1 (4 -1 )  .
16«ю = = 0,188;

2|4_2| _ 0 2 5 0 .

„ - • И р а - а д и .
3 3 9



Gft турли co.\a 3.35- шаклда тасвнрланган.

J , 0

0,0

0,0

0,0

---------- с --------- *----------а

> —1

■)-----------

. .  .—т

и, J

о, о 

0,0 

0,0
0,186 0,250 0,188 

3.35- шакл

Энди изланаётган функциянинг навбатдагн цатламдаги циймат- 
ларини у =  0 да «хоч» колнпи буйича цисоблаймиз, лекин аввал 
ы( (/=0) сохта цийматларни бошлангич шартлардан бундан аниц- 
лаб оламиз:

- 1  =  ип- 
Шундай цилиб, биринчи кадамда

“а  =  -  “и +  ° - 64 (“i- i .  о +«/+1. о) +  0,72и10 
га эга буламиз. Бу ердан

“а =  0,32 (ы(. _ 0 +  ы,•-).), 0,36uiQ.
i — 1 булганда

ип =  0,32 («„о +  ui0) +  0,36410 =  0,32 (0 +  0,250) +
+  0,36 0,188 =0,148;

i' =  2 булганда
ы11 =  0,32 (и10 +  и30) +  0,364ы20 = 0,32 (0,188 +  0,188) +

+  0,36 0,250 = 0,210;
i = 3  булганда

и31 =  0,32 (« :о +  и,0) +  0,36изо = 0,32 (0,250 +  0) +
+  0,36 0,188 = 0,148.

Изланаётган функциянинг цийматларини иккинчи цадамда ( i j— 1 
да) цам шунга ухшаш цосил циламиз:

«,•2 «/о + 0,64 («,_)_ j +  j) +  0 ,72ыл1, 
бу ердан цуйидагига эга буламиз:

=  — н10 +  0,64(ы01 +Ыц) +  0 ,7 2 ы п =
= — 0,188 +  0,64 (0 +  0,210) +  0,72 0,148 = 0,053;
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Ua  =  — и. о +  0,64 (и, ,  +  ы31) +  0,72 ■ ы„ ==
=  — 0.250 +  0,64 (0,148 +  0,148) +  0,72 0,210 = 0,091. 

ия  =  “и = 0,053.

Симметрикликни ^нсобга олсак. .^исоблашлар кейинги цадамларда 
(/ = 2 ва / =  3 да) х;ам худди шундай ба жарила ди. Х,исоблаш нати- 
жаларини жадвалга ёзамиз (3.84- жадвал).

3 .8 4 - ж а д в а л

“0/ им и2/ и3/ “ </

0 0 0,188 0,250 0 ,188 0
1 0 0 ,148 0,210 0,148 0
2 0 0 ,053 0,091 0 ,053 0
3 0 - 0 ,0 5 2 —0,077 —0,052 0

15- дарсхона топшириги
ди д*и— =  —  нссшушк утказувчянлик тенгламасининг

ы(дс, 0) =  ( 1, 1дс* +  1, 1) sin пх, 
и(0, /)=0, и (1, / )= 0  

шартларни ка ноатлантнра ди га н тацрибий ечимини 0 <  / < 0,02 учун 
топинг. д; аргумент буйича цадамнн h  =  0, 1 ва г =  ~  деб олинг.

Ж:
3.85- ж а д в а л

X 1.0 0,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5 0 ,6 0 ,7 0.8 0 ,9

0,000 0 ,343 0 ,672 0 ,970 1,213 1,375 1,423 1,237 1.062 0 ,618
0 ,005 0 ,336 0 ,656 0 ,943 1,172 1,318 1,351 1,243 0 ,973 0,531
0,010 0 ,328 0 ,639 0,914 1,131 1,262 1.281 1,162 0 ,887 0 ,486
0 ,015 0 ,320 0,621 0 ,885 1 ,088 1,206 1,212 1,084 0,824 0 ,443
0,020 0,311 0 ,602 0 ,855 1,045 1.150 1,145 1,018 0,764 0 ,412

15-[мустацил utu топширицлари
, ди д ги
1. — =  —— иссиклнк утказувчанлик тенгламасининг 

dt дх2

и(х, 0 )= (1 ,1х г +  2,3)е~]‘, и (0, /) =  2,3 ва и(1, /) =  3,4^-* 

шартларни цаноатлантнраднган такрибий ечимини 0< / < 0,01 цнймат-
лар учун топинг. х аргумент буйича цадамнн h = 0,1 ва г = —

6
деб олинг.
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Ж: 3 .8 6 -  ж а д в а л

X 0,1 0,2 0 ,3 0 .4 0 ,5 0 ,6 0 ,7 0 ,8 0 ,9

0,000
0,0017
0,0033
0,0050
0,0067

2,091
2 ,097
2,102
2 ,106
2,110

1,919
1,924
1,929
1,934
1,939

1,777 
1,781 
1,785 
1,789 
1.794

1,660
1,663
1,666
1,670
1,673

1,562
1,564
1,567
1,570
1,572

1,480
1,482
1,484
1,486
1,488

1.410
1.411 
1.413
1.415
1.416

1.350
1.351
1.352
1.354
1.355

1.297
1.298
1.299
1.300
1.301

. . .

2. Ушбу
д*и д*и _  _1_ 
dt* ~  дх* ~  2

тор тебраниш тенгламасининг
G =  { 0 * S * < 2 , 1}

со даги

и (дг, 0) =  дс3, — =  sin дс, 
dt 1=0

и (0, t) = е ‘ — 1, и (2 , / )= 4  cost
шартларни к,аноатлантирадиган такрибий ечимини топинг. дс аргу
мент буйича цадамни h = 0.002, t аргумент буйича цадамни эса 
т =  0,001 деб олинг.

Ж:

3 .8 7 -ж а д в а л

0,00 0 ,40 0 ,80 1,20 1,60 2,00

0 ,0 0 ,0 0 ,16 0 ,6 4 1,44 2 ,56 4 ,00
0 ,2 0,22 0 ,2 8 0 ,82 1,67 2 ,80 3 ,98
0 .4 0 ,4 9 0 ,4 8 1 ,08 1,96 3 ,10 3 ,68
0 .6 0 ,82 0 ,92 1,41 2 ,3 3 3 ,19 3 ,30
0 ,8 1,23 1,42 1,82 2 ,76 3,11 2 ,79
1.0 1,72 1,97 2 ,46 2 ,97 2,88 2 ,16

[Босцич (курс) иши

Талабалар томонидан ЭХ,М да мустакил бажариладиган боскич 
ишининг мавзуси: Иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун аралаш 
масалани ечиш. Ошкор ва ошкормас схемалар.

В ази ф а . Масалани ечиш учун дастур тузиш ва уни синаш. 
К,адамни танлаш. )^нсоб ишларини бажариш. Олинган натижаларни 
та^лил цилиш.
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1 - и л о ва
1о(ц) =  0 ва *i ((*) — 0 характеристик тенгламалариииг илдизлари

И Л О В АЛ А Р

п /0 (ц) =  0 тенгла
манинг илдизлари

U (и) =  0 тенгла
манинг илдизлари

1 2,4048 3,8317
2 5,5201 7,0156
3 8,6537 10,1735
4 11,7915 13,3237
5 14,9309 16,4706
6 18,0711 19,6159
7 21,2116 22,7601
8 24,3525 25,9037
9 27,4935 29,0468

10 30,6346 32,1897

2- и л о в а

— -—  = --------ц характеристик тенгламанинг илдизлари
/, (ц) lh

lh  = п (*i Mt 1*3

0.0 0,0000 3,8317 7,0156 10,1735 13.3237 16,4706
0,01 0,1412 3,8343 7,0170 10,1745 13,3244 16,4712
0,02 0,1995 3,8369 7,0184 10,1754 13,3252 16,4718
0 ,03 0,2814 3,8421 7,0213 10,1774 13,3267 16,4731
0 ,06 0,3438 3,8473 7,0241 10,1794 13,3282 16,4743
0 ,08 0,3960 3,8525 7,0270 10,1813 13,3297 16,4755
0,10 0,4417 3,8577 7,0298 10.1833 13,3312 16,4767
0 ,15 0,5376 3,8706 7,0369 10,1882 13,3349 16,4797
0,20 0,6970 3,8835 7,0440 10,1931 13,3387 16,4828
0 ,30 0,7465 3,9091 7,0582 10,2029 13,3462 16,4888
0 ,40 0,8516 3,9344 7,0723 10,2127 13,3537 16,4949
0 ,50 0,9408 3,9594 7,0864 10,2225 13,3611 16,5010
0 ,60 1,0184 3,9841 7,1004 10.2322 13,3686 16,5070
0 ,70 1,0873 4,0085 7,1143 10.2419 13,3761 16,5131
0 ,80 1,1490 4,0325 7,1282 10,2519 13,3835 16,5191
0 ,90 1,2048 4,0562 7,1421 10,2613 13,3910 16,5251
1,00 1,2558 4,0795 7,1558 10,2710 13,3984 16,5312
1 .5 1,4569 4,1902 7,2223 10,3188 13,4353 16,5612
2.0 1,5994 4,2910 7,2884 10,3658 13,4719 16,5910
3 ,0 1,7887 4,4634 7,4103 10,4566 13,5434 16,6499
4 ,0 1,9081 4,6018 7,5201 10,5423 13,6125 16,7073
5 ,0 1,9898 4,7131 7,6177 10,6233 13,6786 16,7630
6 ,0 2,0490 4,8033 7,7039 10,6964 13,7414 16,8168
7 ,0 2,0937 4,8772 7,7797 10,7646 13,8008 16,8684
8 ,0 2,1286 4,9384 7,8464 10,8271 13,8566 16,9179
9 .0 2,1566 4,9897 7,9051 10,8842 13,9090 16,9650
10,0 2,1795 5,0332 7,9569 10,9363 13,9580 17,0099
15,0 2,2509 5,1733 8,1422 11,1367 14,1576 17,2008
20,0 2,2880 5,2568 8,2534 11,2677 14,2983 17,3442
30,0 2,3261 5,3410 8,3771 11,4221 14,4748 17,5348
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Ih =  п Mi М« Мз М« Ms Me

40 ,0 2,3455 5,3846 8,4432 11,5081 14,5774 17,6508
50 ,0 2,3572 5,4112 8,4840 11,5621 14,6433 17,7272
60 ,0 2,3651 5,4291 8,5116 11,5990 14.6889 17,7807
80 ,0 2,3750 5,4516 8,5466 11,6461 14,7475 17,8502

100,0 2,3809 5,4652 8,5678 11,6747 14,7834 17,8931
оо* 2,4048 5,5201 8,6537 11,7915 14,9309 18,0711

3- и л о в а
/0 (м) А/о (6 ц) — Л/„ (ц) /0 (A (J.) — 0 характеристик тенгламанинг цл илдизлари

п Mi Mi Мз М« Ms

1.2 15,7014 31,4126 47,1217 62,8304 78,5385
1.5 6,2702 12.5598 18,8451 25,1294 31,4133
2 ,0 3,1230 6,2734 9,4182 12,5614 15,7040
2 ,5 2,0732 4,1773 6,2754 8,3717 10,4672
3 ,0 1,5485 3,1291 4,7038 6.2767 7,8487
3 ,5 1,2339 2,5002 3,7608 5,0196 6,2776
4 ,0 1,0244 2,0809 3,1322 4,1816 5,2306

4- и л о в  а

t ?  М = ------------ характеристик тенгламанинг илдизлари

Л Mi Mi Мз M< Ms M*

0 1,5708 4,7124 7,8540 10,9956 14,1372 17,2788
0,1 1,6320 4,7335 7,8667 11,0047 14,1443 17,2845
0 ,2 1,6887 4,7544 7,8794 11,0137 14,1513 17,2903
0 ,3 1,7414 4,7751 7,8920 11,0228 14,1584 17,2961
0 ,4 1,7906 4,7956 7,9046 11,0318 14,1654 17,3019
0 ,5 1,8.366 4,8158 7,9171 11,0409 14,1724 17,3076
0 ,6 I ,8798 4,8358 7,9295 11,0498 14,1795 17,3134
0 ,7 1,9203 4,8556 7,9419 11.0588 14,1865 17,3192
0 ,8 1,9586 4,8751 7,9542 11,0677 14,1935 17,3249
0 .9 1,9947 4,8943 7,9665 11,0767 14,2005 17,3306
1.0 2,0288 4,9132 7,9787 11,0856 14,2075 17,3364
1.5 2,1746 5,0037 8,0382 11,1296 14,2421 17,3649
2 ,0 2,2889 5,0870 8,0965 11,1727 14,2764 17,3932
3 ,0 2,4557 5,2329 8,2045 11,2560 14,3434 17,4490
4 .0 2,5704 5,3540 8,3029 11,3349 14,4080 17,5034
5 .0 2,6537 5,4544 8,3914 11,4086 14,4699 17,5562
6,0 2,7165 5,5378 8,4703 11,4773 14,5288 17,6072
7 ,0 2,7654 5,6078 8,5406 11,5408 14,5847 17,6562
8,0 2,8044 5,6669 8,6031 11,5994 14,6374 17,7032
9 .0 2,8363 5,7172 8,6587 11,6532 14,6860 17,7481

10.0 2,8628 5.7606 8,7083 11,7027 14,7335 17,7908
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h И» Hi Мз Ро

15,0 2 ,9476 5,9080 8,8898 11,8959 14,9251 17,9742
20,0 2,9930 5,9921 9,0019 12,0250 15,0652 18,1136
30 ,0 3,0406 6,0831 9,1294 12,1807 15,2380 18,3018
40,0 3,0651 6,1311 9,1986 12,2688 15,3417 18,4180
50,0 3,0801 6,1606 9,2420 12,3247 15,4090 18,4953
60 ,0 3,0901 6,1805 9,2715 12,3632 15,4559 18,5497
80 ,0 3 ,1028 6 ,2058 9,3089 12,4124 15,5164 18,6209

100,0 3,1105 6,2211 9,3317 12,4426 15,5537 18,6650
oo 3,1416 6,2832 9,4248 12,5664 15,7080 18,8496
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h СОН. УЗГАРУВЧИ М ИКДОР. ФУНКЦИЯ

лади. Купинча биз сонлар укини горизонгал холатда жойлаш- 
тирамиз ва мусбат йуналишни чапдан ^нгга караб оламиз.

Агар х х сон мусбат булса, бу сон О нуцтадан ^нг томонда 
ОМх =  х х масофада ётувчи Мх иукта билан тасвирланади; агар 
хг сон манфий булса, у О нуцтадан чап томонда ОМ2 = — х% 
масофада ётувчи М3 нукта билан тасвирланади ( 1- раем). О 
нукта ноль сонни тасвирлайли. Хар бир хакикий сон сонлар

укининг маълум бир нуктаси би-
*г О м ■> лан тасвирланади. Иккита лар

" e* / v  -с / i  i — ХИЛ хакикий сон сонлар укининг
лар хил иуцталари билан тасвир- 

1- раем. ланади.
Сонлар укининг хар бир нук- 

таси биргина хакикий (рационал ёки иррационал)соннинг тас- 
ьири деган фикр хам тугри булади.

Шундай килиб, барча хакикий сонлар билан сонлар Уки* 
даги барча нукталар орасида узаро бир кийматли мослик мав- 
жуддир: хар бир сонга сонлар укида уни тасвирловчи биргина 
нуцта мос келади ва, аксинча, сонлар укидаги хар бир нукта- 
га шу нукта билан тасвирланувчи биргина сон тугри келади. 
Бу мослик купгина мухокамаларда , х  сон“ тушунчаси билан 
щх нукта* тушунчасини бир хил маънода ишлатишга имкон 
беради. Бу холдан биз бу курсда кенг фойдаланамиз.

Хакикий сонлар тупламининг куйидаги мухим хоссасини 
исботсиз курсатамиз: ихтиёрий, иккита х,ациций сон орасида 
рационал сонлар х,ам, иррационал сонлар %ам топилади. 
Бу жумлани геометрик терминларда бундай ифодалаш мум
кин: сонлар уцининг ихтиёрий икки нуцтаси орасида ра
ционал нуцталар х,ам, иррационал нуцталар х,ам топи
лади.

Натижада „назарии билан амалиётни* богловчи ушбу тео- 
ремани келтирамиз.

Т е о р е м а .  \ар  бир иррационал а сон исталган даража- 
даги аникликда рационал сонлар ёрдами билан ифодалани- 
ши мумкин.

Хакнкатан, иррационал сон а >  0 булсин ва бу а сонни

гача ^масалан, ^  гача, щ  гача ва хоказо) аникликда хисоб-
лаш керак булсин.

а хар кандай сон булганда хам у иккита N ва N +  \ бу
ту и сонлар орасида булади. N ва N +  1 орасндаги кесмани п
булакка буламиз, бу холда а иккита iV 4 -^  ва N +   ̂ 1 ра

ционал сонлар орасида булади. Уларнинг айирмаси ^ га тенг,
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демак, буларнинг *ар бнри а ни: биринчиси ками бнлан, нк- 
кинчиси эса ортиги билан берилган 'даражада аниклик билан 
ифодалайди.

М и с о л :  ^  2 иррационил сон куйндагн рационал сонлар билан ифо- 
даланади:

1,4 ва 1,5 (^ j  гача анимнкда]- 

1,41 иа 1,42 гача аннкликда)-

1,414 ва 1,415 (щ д  гача аникликда) ва хоказо.

2- § .  Хациций соннинг абсолют циймати

Хацикнй соннинг абсолют цийматн тушунчасини киритамнз, 
бу тушунча бундан буён бизга зарур булади.

Т а ъ р и ф . х  хациций соннинг абсолют циймати  (ёки мо
дули \х\ билан белгиланади) деб, цуйидаги шартларни цаноат- 
лантирувчи манфий булмаган ^ациций сонга айтилади:

х > 0  булса, |дс| = jc; 
х  < 0 булса, \х\ = — х.

М и с о л л а р: | 2 | = 2; | — 5| =  5; |0| = 0.

Таърифдан курннадикн, хар цандай х  учун дс | jc | муно
сабат уринлидир.

Абсолют цийматларнинг баъзи хоссаларнни цараб чикамиз.
1. Бир неяа хациций сонлар алгебраик йигиндисининг 

абсолют циймати цушилувчилар абсолют цийматларининг 
йигиндисидан к а т т а  эмас:

1* +  у |< 1* 1 +  |у|.
И с б о т . Фараз килайлик, х +  у^>0 булсин, у  холда:

1*  +  У 1 =  *  +  У ^  l * l  + |yl (чунки ва ysS|y|).
■* +  У <  0 булсин, у  холда:

1-* +  yl =  -(•* +  У) - ( —■*) +  (—у)<|*1  +  |у|.
шуни исботлаш талаб ^илинган эдн.

Келтирилган исбот цушнлувчилар сони хар цанча булган 
Холга осонгина умумлаштирилади.

Ми с о  л л а р :  | — 2 +  3| <  | — 2|+|3| =  2 +  3 =  5 Ски 1 <  5;
1 — 3 — 5 1 =|  — 31 +  1 — 51 =  3 +  5 =  8 Ски 8 = 8.
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2. Айирманинг абсолют, циймати камаювчи ва айрилув- 
чининг абсолют цийматлари айирмасидан кичик эмас:

\ х - у \ > \ х \ - \ у \ ,  к1> |У 1- 
Н е б о  т. х  — у = z деб оламиз, у холда х  «= у + г ва юко- 

рида исботланганига кура:
М  = |У +  г |<|У| + М Н у 1 +  1* - У | .

бундан:
И Н у1< |*-yl .

Шунн нсботлаш талаб цилинган эди.
.3 . hynahmM'iHiiHZ абсолют циймати купайтувчилар 

абсолют цийматларининг купайтмасига тенг:
\хуг\  =  \х\!уЦг\.

4. Булинманинг абсолют циймати булинувчи ва булувчи 
абсолют цийматларининг булинмасига тенг:

Кейинги икки хосса абсолют кийматнинг таърифидан бево- 
сита келиб чикади.

3 -§ . Узгарувчи ва узгарм ас мицдорлар

Вакт, узунлик, юз, ^ажм, масса, тезлик, босим, температу
ра ва шунга ухшаш физик микдорларни улчаш начижасида 
уларнинг сон кийматлари аникланадн. Математика мнцдорлар 
билан, уларнинг конкрет мазмунини эътнборга олмаган *олда, 
шутулланади. Бундан буён мнкдорлар *акида гапирганимизда 
биз уларнинг сон цийматларини назарда тутамиз. Турли *оди- 
саларда баъзн мнкдорлар ^згаради, яъни уларнинг сон кий- 
матлари ^згаради, баъзн микдорларнинг сон кийматлари уз- 
гармайди. Масалан, нуктанинг текис ^аракатида вакт ва масофа 
узгаради; тезлик узгармай колаверадн.

Турли сон кийматлар кабул киладиган микдор узгарувчи 
мицдор дейилади. Сон кийматлари ^згармайдиган микдор уз
гармас микдор дейилади. Бундан буён Узгарувчи микдорларни 
х , у , г , и, . . .  ва >(оказо *арфлар билан, узгармас микдорлар
ни а, Ь, с, . . .  ва ^оказо ^арфлар билан белгнлаймиз.

И з о * . К^пинча математикада узгармас микдорга узгарув- 
чн микдорнинг барча сон кийматлари бир хил булган хусусий 
*оли деб каралади.

Шуни хам кайд килиб ^тиш керакки, конкрет физик *о- 
днсалар курилаётганда бир хил исмли микдор бир ^одисада
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узгарувчн, бошца бир лодисада узгармас буладиган лол були
ши лам мумкин. Масалан, текис ларакатнинг тезлиги узгармас 
микдор, текис тезланувчн ларакатнинг тезлиги эса Узгарувчн 
мицдордир. Хар кандай лодисада лам уз кийматини узгартир- 
майдиган микдорлар абсолют узгармас мицдорлар д^йнлади. 
Масалан, айлана узунлигининг диаметрига нисбати абсолют 
узгармас мнкдордир: г. = 3 ,1 4 1 5 9 ...

Бутун курс давэмида курамизки, узгарувчн микдор тушун- 
часи дифференциал ва интеграл лисобнинг асосий тушунчаси- 
дир. „Математикада бурилиш пункти,—деб ёзади. Ф. Энгельс 
узининг Д абиат диалектикаси” асарида — Декартнинг узгар ув
чн микдори булди. Шу туфайли математнкага х;аракам ва 
диалектика  кирди ламда шу туфайлигина дифференциал ва 
интеграл лисоб тезда зарур булиб колди*.

4- §. Узгарувчн мицдорнинг узгариш  со\аси

Узгарувчн микдор турли сон кийматлар кабул цилади. Тек- 
ширилаётган масаланинг характерига караб, бу кийматлар туп- 
ламн турлича булиши мумкин. Масалан, одатдаги шароитда 
иситилаётган сувнннг температураси 15—18°С булган уй тем- 
пературасидан бошлаб, кайнаш нуктаси 100°С гача узгаради. 
х  = cos а узгарувчн микдор эса -  1 дан + 1 гача булган барча 
кпйматларни кабул килиши мумкин.

Узгарувчн микдорнинг кийматлари геометрик равишда сон
лар укининг нукталари билан тасвирланади. Масалан, х  = cos а 
узгарувчининг кийматлари а нинг мумкин булган бзрча кий- 
матларида сонлар уки кесмасининг — 1 ва +  1 ни лам уз  ичи
га олган — 1 дан +  1 гача булган нукталари туплами билан 
тасвирланади (2 - раем).

Т а ъ р и ф .  Узгарувчн микдорнинг барча сон кийматлари 
туплами шу узгарувчининг узгариш со^аси дейилади.

Узгарувчн микдорнинг бундан буён тез-тез учрайдиган ку- 
йидаги узгариш солаларини кайд килиб утамиз.

Берилган а ва Ь (а  < Ь) сонлар орасида ётувчи барча х 
сонлар туплами оралиц ёки интервал дейилади, бунда а ва 
b сонларнннг узлари каралаётган сонлар тупламига т е г и  rn- 
ли э м а с ;  у оралик (а, Ь) билан ёки а  <  х  <  b тенгсизликлар 
билан белгиланади.

Берилган иккита а ва Ь сонлар орасида ётувчи барча х 
сонлар туплами кесма ёки сегмент дейилади, бунда а ва Ь 
сонларнннг иккаласи лам каралаётган тупламга т е г и ш л и  бу
лади; у кесма \а,Ь] билан ёки а < л < 6  тенгсизликлар билан 
белгиланади. Баъзан кесма ёпиц оралщ  ёки Спиц интервал 
дейилади.
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Агар а вт b сонлардан бири, масалан а, ораликка цушилиб, 
нккинчисн цушилмаса, у нолда ярим ёшщ оралиц носил бу
лади, буни

а <,х <Ь

тенгсизлнклар билан бериш b i [а , Ь) билан белгилаш мумкин., 
Агар Ь сони ораликка кирса ва а  сони кирмаса, у нолда ярим 
Спиц оралиц (а, Ь\ носил булади, уни бундай тенгсизлнклар

билан бериш мумкин:
а  < * <  Ь.

Агар узгарувчи х  микдор а дан кат- 
^  та ^ар кандай цийматлар кабул цила- 

' * верса, у нолда бундай интервал 
(а , +  оо) билан белгиланади ва а <  
.< jt<  -f оошартли тенгсизлнклар билан 
бернлади. Шунингдек, шартлн тенг-

2- р а а .. снзликлар

(7 ^ х  <  +  схз; — оо <  х  <  с; — о о < д : ^ с ;  — оо <  х  <  +  оо

билан бернладнган чексиз ннтерваллар ва ярим ёпик чексиз 
ннтерваллар нам караб чикилади.

М и с о л .  х -  cos 1 узгарувчинннг узгарнш соцаси а иинг мумкин бул
ган ламма цииматларида [— 1, 1] крсмадан иборат ва — 1 <  х  < I тенгсиз- 
лпклар билан аникланади.

Юкорида берилган таърифларни „сон“ тушунчаси урнига 
„нуцта" тушунчасидан фойдаланиб ифодалаш мумкин, масалан: 

Берилган а ва Ь нукталар (кесманинг учлари) орасида 
стувчи намма х  нуцталар туплами кесма дейилади, бунда кес
манинг учларн шу тупламга тегиш-j
ли булади. ' 0 х ,-е^7хр^х,+ е ■

Берилган а*0 нуктанинг птрофиI 1 :- Т
деб, шу нуктани уз ичига олган,\ 
яъни учларн а  <  jr0< Ь шартни *- раем,
каноатлантнрадиган нхтиС*риА (о, Ь)
ннтервалга айтилади. Купннча х0 нуктанинг шундай (а , Ь) ат- 
рофн олинадики, унинг учун х0 урта булади. У вактда х 0 —
атрофнинг маркази, Ь ~--а микдор атрофнинг радиуси дейи
лади. 3- раемда х0 нуктанинг е радиусли атрофи (х 0 — е, х0 е) 
таевнрланган.
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5- §. Тартибланган узрарувчи мицдор.
Усувчи ва камаю вчи узгарувчи  миьдэрлар.
Чекланган узгар увчи  микдор

Агар х  узгарувчи микдорнинг узгарнш со^аси маълум бул
са ва унинг ихтиёрий *ар икки кийматининг кайси бири ол
динги ва кайси бири кейинги эканлигини айтиш мумкин булса, 
бу узгарувчини тартибланган узгарувчи мщдор  деб айтамиз. 
Бу ерда „олдинги* ва „кейинги* тушунчалари вакт билан бог- 
лик булмай, балки узгарувчи микдор кийматини „тартиблаш* 
усули, яъни узгарувчи микдорнинг тегишли кийматларининг 
тартибини аниклашдан иборатдир.

Кийматлари xlt х%, хг, . .  . ,  хп, . . .  сонлар^кетма-кетлигини 
*осил киладиган Узгарувчи микдор тартибланган узгарувчи 
микдорнинг хусусий ^олидир. Бу ерда к' < к да кайси бири 
катта/. и гида н катъи назар хк. — „олдинги* киймат, хк эса „ке
йинги” кийматдир. ,

1 - т а ъ р и ф .  Агар узгарувчи микдорнинг *ар бир кейинги 
киймати олдинги кийматидан катта булса, Узгарувчи микдор 
усувчи дейилади. Агар узгарувчи микдорнинг *ар бир кейин
ги киймати олдинги кийматидан кичик булса, узгарувчи мик
дор камаювчи дейилади.

Усувчи узгарувчи микдорлар ва камаювчи узгарувчи мик- 
дорлар монотон узгарадиган узгарувчи микдорлар ёки, тугри- 
дан-тугри, монотон мицдорлар дейилади.

] Мнс о л .  Доирага ички чизилган мунтазам купбурчак томонларинииг 
сонн иккилантирпб борилганда, бу купбурчакнинг s  юзи усувчи узгарувчи 
микдор булади. Лоирага ташки чизилган мунтазам купбурчак томонларининг 
сони иккилантнриб борилганда унинг юзи камаювчи Узгарувчи микдор бу
лади. Х»Р кандай узгарувчи микдор *ам албатта Усувчи ёки камаювчи була- 
всрмаслигини курсатиб Утамиз. М асалан. агар а микдор [0, 2к] кесмада 
усувчи булса, х  = sin 1 Узгарувчи монотон микдор булмайди. У аввал О 
дан 1 гача усади, сунгра 1 дан — 1 гача камаяди, ундан кейин — 1 дан 
О гача усади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас М >  О сон мавжуд бу
либ, узгарувчининг бирор кийматидан бошлаб, унинг барча 
кейинги кийматлари

яънн |x|</Vf

шартни каноатлантирса, узгарувчи х  микдор чекланган дейн- 
лади. Бошкача айтганда, агар шундай [ — М, Af] кесмани кур- 
сатиш мумкин булсаки, узгарувчи микдорнинг бирор кийма
тидан бошлаб, ундан кейинги барча кийматлари шу кесмага 
тегишли булса, узгарувчи микдор чекланган дейилади. Лекин 
узгарувчи микдор [ — М, М] кесмадаги *амма кийматларнн

У  У  о .
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албатта кабул килади деб уйлаш ярамайди. Масалан, [ — 2, 2| 
кесмада мумкин булган барча рационал кийматларни кабул 
кичадиган узгарувчн микдор чекланган, шундай булишига ка- 
рамай у I — 2 , 2 ] кесмадаги барча кийматларни лам кабул
1,илавермайди, яъни иррационал кийматларни ксбул килмайдн.

(>- §. Функция
Табиатнинг турли лодисаларини Урганишда ва техникага 

дойр масалаларни ечишда, бинобарин, математикада .\ам бир 
микдорнинг узгаришини бошка микдорнинг узгаришига боглик 
равишда куриб чмцишга тугри келади. Масалан, ларакатни 
урганишда утилган йул вактнинг узгаришига боглик лолда 
узгарадиган узгарувчн микдор деб каралади. Бу ерда утилган 
йул вактнинг ф у н к ц и я с и д и р .

Вошка мисол карайлик. Маълумки, доиранинг юзн радиус 
оркали Q =  k/?* тенглик билан ифодаланади. Агар R радиус 
турли сон кийматларни кабул килса, у лолда доиранинг юзн 
Q лам турли сон кийматларни кабул килади. Шундай килиб, 
бир узгарувчининг узгариши бошкасининг узгаришига сабаб 
булади. Бу ерда доиранинг Q юзн R радиусининг функцияси
дир. „Функция* тушунчасининг таърифини берамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар Узгарурчи х  нинг бирор солага тегишли 
Лар бир кийматига бошка узгарувчн у нинг маълум бир кий- 
мати т ^ р и  келса, у лолда у узгарувчн х  нинг функцияси б у
лади. Бу символик тарзда бундай ёзнлади: у —/(х\  у =■ <р(.г) 
ва локазо.

Узгарувчн х эркли узгарувчи ёки аргумент деб аталади. 
х  ва у узгарувчилар орасндаги муносабат функционал богла- 
ннш дейилади. Функционал богланншнинг у = / (х) символик 
ёзилишида /  ларфи у  нинг кийматини лосил килнш учун х  
нинг киймати устида кандай амаллар бажарилишн кераклиги- 
нн курсатади. y =  f (x) ,  и =» <р (х) ва локазо ёзувлар урнига 
баъзан у=*у(х) ,  и =• и (х) ва локазо ёзилади, яъни у ларфи 
эрксиз узгарувчини лам, х  нинг устида бажариладиган амал
лар туплами символини лам белгилайди.

у ** С ёзув  л: нинг лар кандай кийматида бир хил ва С га 
тенг булган функцияни билдирадн, бу ерда С узгармас мик* 
дорга тенг.

2- т а ъ р и ф .  л' нинг берилган /(х)  кои да га биноан у функ
циянинг кийматлари топиладиган кийматлари туплами функ
циянинг аницланиш со^аси (функциянинг борлик соцаси 
ёки мавжуд лик со^аси) дейилади.

1- м и с о л .  у  =  sin х  функция дг нинг барча кийматлари учун аниклан- 
ган. Демак, унинг мавжудлик содаси — оо <  х <  +  оо чексиз интервал 
булади.
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1 - и з о * .  Агар иккита узгарувчи л  ва у = f ( x )  микдорнинг 
функционал богланишига эга б^лсак намда х  ва у = / (.* ) тар- 
шбланган Узгарувчи микдорлар деб каралса, у нолда функ
циянинг аргументнннг иккита х * па х ** кийматига мос иккита 
у* — f  (x*),y**= f (х**) кийматндан аргументнннг кейинги кий- 
матига мос булгани функциянинг кейингн кийматн булади. 
Шунинг учун, масалан, куйидаги таъриф табиийдир.

3- т а р и ф .  Агар у = / ( * )  функция шундай булсаки, х  ар- 
гументнииг катта кийматнга функциянинг катта кийматн мос 
келса, у =  f ( x )  функция $сувчи дейилади. Камаюечи функция 
нам худди шундай таърифланади.

2- м и с о л .  0 < / ? <  +  оо да 0  =  к/?3 усувчи функция, чунки R нинг 
катта кийматига Q нинг катта кийматн мос келади.

2 - из о н -  Баъзан функция тушунчасининг таърифида х 
нинг бирор сонага тегишли нар бир кийматига у  нинг бир 
эмас, бир неча кийматлари ёки натто чексиз куп кийматлари 
туплами мос келади, деб фараз килинвди. Бу нолда функция
ни юкорида таърифланган б и р  к и й м а т л и  деб аталувчн 
функциядан фарк килиш учун,  к у п  к и й м а т л и  функция де- 
йнлади. Бундан буён функция накида гапирганимизда факат 
б и р  к и й м а т л и  функцияларни назарДа тутамиз. Агар баъзи- 
да куп кийматли функция билан иш куриш зарур булиб кол- 
са, у нолда бнз алонида айтнб утамиз.

7 -§  Функциянинг берилиш усуллари

I. Ф у н к ц и я  б е р и л и ш и н и н г  ж а д в а л  у с у л и

Бу усулда аргументнннг маълум тартибдаги jc,, х 2, . . . ,  х а 
кийматлари ва функциянинг шуларга мос y lt у 2, . . .  , у ,  к»й- 
матларн ёзилади.

X XI хп

У У\ Уа ....................... Уг,

Тригонометрии функциялар жадваллари, логарифмлар жад- 
валлари ва ноказолар функциянинг жадвал усулда бернлишига 
мисол булади.

Ходисаларнн экспериментал равншда урганиш натижасида 
*ам Улчанаётган микдорлар орасндаги функционал богланишни 
ифодаловчи жадваллар носил булиши мумкин. Масалан, метео-
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рологик майдончада маълум кунда *авонинг температурасини 
Улчаш натижасида куйидаги жадвал *осил булади.

В акт t га (соат хисобида) богланишда температура (Т) 
нинг циймати (градус хисобида).

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Т 0 -1 - 2 - 2 -0.5 1 3 3,5 4

Бу жадвал Т ни t нинг функцияси каби аницлайди.
И. Ф у н к ц и я  б е р и  л и ш и  н и н г  г р а ф и к  у с у л и .

Агар текисликда тугри бурчакли координаталар системасида 
кандайдир М (х, у ) нукталар тупламига эга булсак ва бунда 
шу тупламнинг >;ар кандай иккита нуктаси Оу укка параллел

T^Fpn чизикда ётмаса, у *олда бу нук
талар туплами бирор у = /  (х ) бир кий- 
матлн функцияни аниклайди; аргумент- 
нинг кийматлари иукталарнинг абсцисса- 
ларидан, функциянинг кийматлари те- 

jc гишли ординаталаридан нборатдир (4- 
расм).

4- pact;. Абсциссалари эркли узгарувчининг
кийматларидан, ординаталари эса функ

циянинг тегишли кийматларидан иборат булган (хОу) текис - 
ликдаги нукталар туплами берилган функциянинг графиги 
дейилади.

III. Ф у н к ц и я  б е р н л и ш и н и н г  а н а л и т и к  у с у л и
Аввало „аналитик ифода'* тушунчасини изо^лаймиз. Узгар- 

ыас ёки узгарувчи микдорларни белгиловчи сонлар ва *арф- 
лар устида маълум тартибда бажариладиган маълум математик 
амаллар (операциялар) тупламининг символик тарздаги белгн- 
сини аналитик ифода деб атаймиз.

М аълум математик амаллар туплами деган создан факат 
урта мактаб курсидан маълум (кушиш, айириш, илдиз чика- 
риш ва ^оказо) ямалларнигина эмас, балки бу курени урганиш 
давомида аниклана борадиган амалларни *ам тушунишнмизни 
кайд ь;илиб утамнз.

Масалан, куйидагилар аналитик ифодалардир:

л‘ - 2 , V - / S T T X
ва ^оказо.
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Агар у = f ( x )  функционал богланиш шундай булсаки, ун:да 
f  аналитик ифодани белгиласа, у  лолда х  нинг функцияси: у 
аналитик тарзда берилган дейилади.

Аналитик тарзда берилган функцияларга мисоллар:

1 ) у = л4 — 2 , 2 ) у  =» (л + 1 ) (*  — I ) -1 , 
4) у  = sin х, 5) Q = г.ф ва локазо.

3) у = V \ - jc\

Бу ерда функциялар биргина формула ёрдамида аналит ик 
усулда берилган (формула деган суздан икки аналитик ифво- 
данинг тенглиги тушунилади). Бундай лолларда функция ан тк- 
ланишининг т а б и и й  аникланиш соласи лакида гапирнш 
мумкин.

х  нинг Унг томонда турувчи аналитик ифода бутунлай ан ик 
кнйматга эга буладиган кийматларининг туплами аналитик 
усулда бернлган функциянинг табиий аницланиш со^асидшр. 
Масалан, у = х* — 2 функциянинг табиий аникланиш соласи —
— оо  < х <  +  оо чексиз интервалдан иборат, чунки функц ия 
х  нинг барча кийматларида аникланади. у = (х +  1 ) (х — 1)—1 
функция х  нинг, х  =  1 кийматидан бошка, ламма кийматлар»и- 
да аникланган; х  = 1 кийиатда махражнинг киймати нолга а:й- 
ланади. у = Y 1 — х2 функциянинг табиий аникланиш сола си
— 1 <  л: <  1 кесма булади ва локазо.

И з о л* Баъзан функция аникланишининг 
бутун табиий соласи каралмасдан, балки 
унинг бир кисмини караш керак булади.
Масалан, дойра юзи Q нинг R радиусга 6o f -  
ликлиги Q = r.R2 функция билан аниклана
ди Бу геометрик масалада берилган функ
циянинг аникланиш соласи 0 < R < +  оо  
чексиз интервалдан иборат. Бу функция 
аникланишининг табиий соласи эса — о о ^
<  R <  + оо чексиз интервалдан иборатдир.

Агар у = / (х )  функция аналитик усул
да берилган булса, у  лолда бу функция 
хОу координаталар текислигида график 
тарзда тасвирланиши мумкин. Масалан, у = хг фуикцияни-нг 
графиги 5- расмда тасвирлангзн параболадир.

8- §. Асосий элементар функциялар.
Элементар функциялар

Асосий элементар функциялар деб куйидагича аналит ик 
усул билан берилган функцияларга айгнлвди.

К я  ТМГ . Л П
2  H. С. Пнскуно»

Бух. ТИ] 
БИБЛКОГЕКД 

•Vi t
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I. Даражали функция: у =  ■*", бунда а — накикий сон*).
II. Курсаткичли функция: у = ах, бунда а  — бирга тенг 

булмаган мусбат сон.
III. Логарифмик функция: у =  Ioge х, бунда логарифм асо- 

сн а — бирга тенг булмаган мусбат сон.
IV. Тригонометрик функциялар:

у  =  S in  JC, y  =  CO SX, =

у — ctg x, у =  sec x, у = cosec x.
V. Тескари тригонометрик функциялар:

У
У

arc sin х, 
arc ctg x,

У
У

arc cos x,
■ arc sec x,

у =  arc Ig x ,
у  = arc cosec jc.

7\l
6- раем. /- раем.

Асосий элементар функцияларнинг аникланиш соналарини 
ва графикларини куриб чицамиз.

Д а р а ж а л и  ф у н к ц и я :  у =  х а-
1. а бутун мусбат сон. Функция

— 00 < х  <  +  оо чексиз интервалда 
аникланган. Бу нолда функциянинг 
графиклари а нинг баъзи бир киймат- 
ларида 6- ва 7- расмларда тасвирлан- 
ган куринишларда булади.

2. а бутун манфий сон. Бу нолда 
функция х  нинг х  = 0 дан бошка 
намма кийматларида аникланган. 
Функциянинг графиклари а нинг баъ
зи бир кийматларида 8- ва 9- расм
ларда тасвнрланган куринишларда бу
лади.

* ) а нррационал сон булганда бу функция логарифмлаш ва потенцир- 
лаш йули билан нисобланади: lo g  у  = a log дг. Бунда * > 0  деб фараэ ки- 
линади.
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10, 11, 12- расмларда а нинг рационал каср кийматлари учун 
даражали функциянинг графиклари тасвнрланган.

К у р с а т к и ч л н  ф у н к ц и я ,  у = ах, а>  0 ва аф  1. Бу 
функций х нинг .\амма кийматларида аникланган. Унинг гра-
фиги 13- расмда тасвнрланган куринишга эга.

-ОС*!/=*

11- рьсм.

Л о г а р и ф м и к  ф у н к ц и я ,  y = logeJC, а > 0 ва а ф  1. 
Бу функция х > 0 кийматларда аникланган. Унинг графиги
14- расмда тасвирланган.

Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р .  у = sin х ва ^оказо 
формулаларда эркли Узгарувчи х радиан билан ифодаланади. 
Тригонометрик функцияларнинг ^аммаси даврийдир. Даврий 
функциянинг умумий таърифннн келтирамиз.

1-таъриф.  Агар шундай узгармас сон С мавжуд булиб, 
х аргументга бу сон кушилганда (ёки айрилганда) функция- 
нинг киймати ^згармаса, яъни f (x  + С) = f (x )  булса, у = f (x ) 
даврий функция дейилади. Бундай энг кичик сон функция
нинг даври дейилади; бундан буён уни 21 билан белгилаймиз.
2*
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Таърифдан бевосита келиб чнкадикн, у = sin ж даври 2к 
булган да ври й функциняир: sin х =» sin (х +  2к). cos* нинг 
даври лам 2я га тенг. y = tg-* ва y = ctgx функцияларнинг 
даври « га тенг.

у *= sin дс, у = cos х функциялар х нинг барча кнйматларида 
аникланган; y*=lg^c ва у = secх функциялар х нинг

*  = (2Л +  l )-j  ( А = 0, ± 1, ± 2, . . . )

нукталардаи бошка ламма к»йматларида аникланган; у 
ва у = cosecх функциялар х нинг „

х = к-

Ctg.v

' * ~ 0. ±

16- раем.
у = F { U )

ва

1, ± 2» . . .)
нукталардан бошка барча 
Кийматларида аниклан
ган. Тригонометрик функ
цияларнинг графиклари 

; 15-19- расмларда тас- 
вирланган.

Тескари тригономет
рик функцияларни кейин- 
рок батафеил к^риб чи- 
камиз.

Сунгра функциянинг 
функцияси тушунчасини 
киритамиз. Агар у и нинг 
функцияси б^либ, и эса 
уз навбатида х узгарув- 
чига боглик булса, у лол
да у лам х га боглик 
булади. Фараз килайлик,
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булсин. х нинг у функциясини хосил киламиз:
У («*)!•

Охирги функция функциянинг функцияси ёки мураккаб 
функция дейилади.

1- м и с о л. у =  sin ц, и =• дг* булсин. у = sin (дг*) функция х нинг му
раккаб функциясидан иборат.

у-исх у

■К
- |- - 7■

усвзесх

f  Я 11 II !

V/1 J 1 ) \  ! •
X  1 У  4 J

I ! J ! х
X  

'  2

\( i / v \ i!• и  \\ l i
19- раем.

И з о * .  у = [?(•*)! функциянинг аникланиш со^аси ё 
и .- у (х ) функциянинг бутун аникланиш со^аси, ёки и нинг 
F (и) функция аникланиш со^асидан ташкари чикмайдигян кий
матлари аннкланадиган кисми булади.

2-м и сол. у =  Y  1 — х2 (у — у^и, и =  1 — л2) функциянинг яникла- 
ниш со.\аси (— 1, 1] кесмадан иборат, чунки |дг| > 1  да и < 0  ва, биноба- 
р и н ,(ц = 1 — х1 функция дг нинг *амма кийматларида аникланган булса -- «
лам) у  и функция аниклаимаган. Бу функциянинг графигн маркази коор- 
динаталар бошида ва радиуси бнрга тенг айлананннг устки ярмидаи иборат 
булади.

„Функциянинг функцияси* амали бир марта эмас, бир неча 
марта бажарилишн мумкин. Масалан, у =» In [sin (х* 4- 1)] функ
ция куйидаги амаллар (куйидаги функцияларнинг аникланиши) 
натижасида *осил килинади:

v — x%-\-\, и = sin г», у = In и.
Энди элементар функция тушунчасини таърифлаймнз.
2-таъриф.  Элементар функция деб у = f (x )  куриниш- 

даги биргина формула билан берилиши мумкин булган фуик- 
цияга айтилади, бунда унг томонда турувчи ифода чекли сон-
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и
л

да к>шиш, айириш, купайтириш, булиш 
ва функциянинг функцияси амаллари ср- 
дамида асосий элементар функциялардан 
ва узгармаслзрдан тузилган.

Таърифдан элементар функциялар ана
литик усулда берилган функциялар экан-

о г г х  лиги келиб чикади.
Элементар функцияларга мисоллар:

20 раем. У = 1*1 = /«**.

Элементар булмаган функцияларга мисоллар:
у = 1-2-3 . . .  -п(у = f (n ) )  функция элементар функция эма% чунки у 

ни гопнш учун керак булган амаллар сони п нинг усиши билан ортади, 
яъни чекланган эмас.

И зон- 20- раемда тасвирланган функция
сгар0 < х <1 булса, f (x ) = х,
агар 1< л < 2  булса, / (х ) = 2х — 1

икки формула ёрдамида берилган булса нам, элементар функ- 
цнядир.

Бу функцияни 0 <дг< 2  цийматлар учун битта формула 
билан бериш нам мумкин:

/(•*) = -j (•* — 3 ) + j  Iх — 11 = § (■* — -j) +  -j V (x — 1)*.

(V боб машкларидаги 139-144- мисолларга царалсин.)

9- §. Алгебраик функциялар

Алгебраик функциялар жумласига куйидагича куринишда- 
ги элементар функциялар киради:

I. Б у т у н  р а ц и о и а л  ф у н к ц и я  ёки к у п н а д:

бу ерда а0, alt . . .  , а„ — коэффициентлар деб аталадиган Фз- 
гармас сонлар; п манфий булмаган бутун сон булиб, купхад- 
нинг даражаси дейилади. Бу функия х нинг намма цийматла- 
рида, яъни чексиз интервалда аницланганлиги равшйн.

1- м и со л. у = ах -f Ь чизицли функция. 6 = 0 булганда у = ах чи- 
зикли функция у нинг х га пропорционаллнк богланишини ифодалайди. 
а = 0 булганда у = Ь функция узгармасдир.

у = а0Хп + OjX»"' +
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.’-м и сол . у = ах* + Ъх + с квадратик функция. Квадратик функция- 
ниш |рафиги параболадан иборат (21- раем).

Бу функциялар аналитик геометрияда муфассал караб чи^илган.

II. Р а ц и о н а л  к аср  ф у н к ц и я .  Бу функция иккита куп- 
ладнинг нисбати каби аникланади:

апхп + д,дг' —■ +
у bt x"‘ + blX ' -> . ■;+ ьт

Масалан, тескари пропорцно- 
нал муносабатни ифодаловчи
у = j- функция рационал каср
функциядир. Унинг графиги 
22- расмда тасвнрланган. Ра
ционал каср функция х нинг 
махражни нолга айлантиради-
ган кийматларидан бошка ламма кийматларида аникланганлнги 
куриниб турибди.

III. И р р а ц и о н а л  ф ун кц ия .  Агар у = / (* )  формула- 
нинг унг томонида кушиш, айириш, купайтириш. булиш ва 
бутун булмаган рационал курсаткичли даражага кутариш амал-

лари бажарцлеа, у га 
х нинг иррационал 
функцияси дейилади.

Иррационал функ
цияларга мисоллар:

У = V 
ухшаш

_  2 дг» + > х _
1 + Ьх* ’

/ х ва шунга

22- раем. 1- изо л- Алгебраик 
функцияларнинг кел- 

тирилган уч куриниши алгебраик функцияларнинг ламмасини 
Уз ичига олмайди.

Ушбу
я 0( х ) у - + Л И у '- Ч . . .  +  />, М  = о (1)

куринишдаги тенгламани каноатлантирувчи лар кандай у = /(дг) 
функция алгебраик функция деб аталади; бу ерда Р0(х), 
А ( * ) .  • . . , Р „{х ) лар х га нисбатан бирор купладлардир.

Келтирилган уч куринишдаги функщ.яларнинг лар бирн 
( 1) куринишдаги тенгламани каноатлантиришнни, лекин ( 1) 
куринишдаги тенгламани каноатлантирувчи лар кандай функ-
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•) / (4). Жав. 17. 6) /</2 ). Жав. 3. в) /(а  + 1). Жав. а5 + 2а 4- 2. 
Г) / (л ) + 1. Жав. а* + 2. д) /(а»). Жав. а« + 1. е) [/(а)|*. Жав. а« + 
+ 2а* + 1. ж) /(2а). Жав. 4а* + 1.

3. f  (х) Здг' 5 Ушбу ва ифодалар ёзилсин. Жав.
/ j_\ _  \ -  х . 1 Зх + 5

* \дг ) *  3 + 5х ' <f (дг) = х — I
4.  ̂(•*) =  /  -«1 + 4 . У шбу ф (2х) ва  ̂(0) ифодалар ёзилсин. Ж ав. 

* ( 2х) = 2 / х »  + 1 ;<И0) = 2. 2 у
5- /(® ) = ®- Ушбу тенглик /(28) = j __ [/(Q))» текшириб курилсин.

6. ?  (дг) = Ig {-+"£• УшбУ тенглик <? (а) + ? (6) = 9 ( f ) текши- 
риб курилсин.

7. /" (д ) = Ig дг, 9 (дс) = дг3. Куйидаги ифодалар ёзилсин: а) / [? (2 )).  
Жав. 3 Ig 2. б) / [ ?  (а)]. Ж ав. 3 Iga. в) «р [/(а)). Жав. (Iga )3.

8. у — 2х* + 1 функция аницланишининг табиий соцаси топилсин. 
Жав. — оо дг <  -J- эо.

9. Куйидаги функциялар аникланишининг табиий со*алари топилсин: 

*) /1  -  х* . Жав. — 1 < х < +  1. б) ^  з + х +  |/7 — х. Ж ав. — 3<х<7.

в) 1гГ+ ~ а  — Жав. -  оо <  х <  +. <». г) Жав. х *  в.
д) arcsin* х. Жав. — 1 < х < 1. е) у = Ig х. Ж ав. х > 0 . ж) у =ал (в> 0 ).  
Жав. оо < х  •< + оо.

Куйидаги функцияларнинг графиклари ясалсин:

10. у = -  1г + 5. 11. у *  ух *  + 1. 12. у = 3 -  2х*.

13. у = х* + 2х — 1. 14. у = j “ V  •5. у = sin 2х. 16. у — cos Зх.

17. у = х* — 4х + 6. 18. у = i~ p ‘ >9. у = sin (х  + -у)-

20. у = cos (х — -jJ- 21. у = tg у х .  22. у = ctg-j-- 23. у = 3х. 

24. y = 2-jr‘- 25. y = l o g , 26. у = ** + !. 27. у = 4 — х». 28. у -  •

29. у = х*. 30. у = х*. 31. у = У 7 -  32. у = (К Г )- ,-33. у = у Т *

34. у =» | х |. 35. у = log, | х |. 36. у = log, (1 — х). 37. у = 3 sin (  2х + -у j  •

38. у — 4 cos ^х + )•



КУТБ КООРДИНАТЛЛЛРИ СИСТЕМАСИ 27

3 9 . /(дг) функция [ — 1; 1] кесмада куйидагича аникланган:
— 1 < х  < 0  да / (х) — 1 + х;
О < х <  1 да / (* ;  =  1 — 2х.

40. / (х ) функция [0 ; 2 ] кесмада куйидагича аникланган:
0 <  х < 1 дг / ( х) — х\
1 < х < 2  да /  (дг) = х.

Кутб косрдинаталарида куйидаги тенгламалар билан берилган эгри чн- 
зиклар ясалснн:

41. Р =  ^7 (гиперболик спираль). 42. р = а* (логарифмик спираль).

43. р =  a / c o s l f  (лемниската). 44. р =  а (1 — cos <р) (кардиоида). 
45. р =  a sin 3<р.
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ция келтирилган уч куринишдаги функциялардан бири була- 
вермаслигини исботлаш мумкин.

2- и з о *. Алгебраик булмаган функция трансцендент 
функция дейилади.

Трансцендент функцияларга мисоллар:
у = cosx, у = 10е ва шунга ухшаш.

§• Кутб координаталари системаси

Текисликдаги нуктанинг урнини цутб координаталари 
системаси деб аталадиган система ёрдамида аниклаш мумкин.

Текисликда, цутб деб аталадиган, бирор О нуктани ва бу 
нуктадан чикувчи цутб уци деб аталадиган ярим т^гри чизиц-

ни танлаб оламиз. Текисликдаги бирор 
М  нуктанинг урни иккита сон: М  нук- 
танинг кутбдан узоклигини ифодаловчи 
Р сон ва ОМ кесманинг кутб уки билан 
*осил килган бурчак микдори <? сон 
билан аникланиши мумкин. <р бурчакнк 

.jp хисоблашда соат стрелкаси йуналишига 
4 тескари йуналиш мусбат й^налиш *и- 

23- раем. собланади. р ва <р сонлар М  нуктанинг
цутб координаталари дейилади (23- 

расм). р радиус-векторни доимо манфий эмас деб хисоблаймиз. 
Агар ер кутб бурчаги 0<ср<2*  ярим ёпик ораликда олинса, 
у холда текисликнинг кутбдан бошка *ар бир нуктасига тула 
аник бир жуфт сон р ва <р мос келади. Кутб учун р =  0, <р —  
ихтиёрий.

Кутб координаталари билан тугри бурчакли Декарт коор- 
дннаталари орасидаги муносабатни аниклаймиз. Тугри бурчак
ли координаталар системасининг боши кутб билан, Ох укининг 
мусбат йуналнши эса кутб уки билан устма-уст тушган булсин.

24- раемдан бевосита куйидагилар келиб чикади:
X = pcos <р, у = psln 9

ва акеннча,
р =  /  л* +  у * , i g 9 = J - .

И з о * .  ?  ни топишда нуктанинг кайси чоракда ётганлиги- 
ни эътиборга олиб, <р нинг шунга мос кийматини олнш керак.

p = f  (? ) тенглама кутб координаталари системаснда бирор 
чизикни аниклайди.
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1- мисол .  Ушбу р = а тенглама кутб координаталарида маркази кутб- 
ла ва радиуси а булган айланани аннклайди, бу ерда а =  const. Тугри бур- 
чакли координаталар системасида 24- расмда курсатилгандек жойлашган ай- 
лапанинг тенгламаси

V -*1 + У1 = а Ски х* + у* = а2
булади (25- раем).

&
26- раем.

2- м и с о л.
р = a <р, бу ерда а = const.

<р нинг баъзи кийматлари учун р нинг кийматлари жадвалини тузамиз:

Ч 0 X
Т

к
7

3
4 *

X 37 * 2* 3* 4*

Р 0 а 0,78а а 1,57а а 2,36а «3,14а а 4,71а г  6,28 j «9,42а % 12,56а

Бу кийматларга мос эгри чизик 26- расмда тасвнрланган. Бу эгри чизик 
Архимед спирали дейилади.

3- м и с о л.
Р =  2a cos <у.

Бу — маркази р0 =  а,*<р = 0 нуктада, радиуси а га тенг .булган айлана тенг
ламасидан иборат (27- раем). Бу айлананинг тенгламасини тугри бурчакли 
координаталар билан ёзамиз. Берилган тенг-

хламага р =  ^  х* +  у2, cos <р
/ л 2 +  у*

Кий

матларни к?йиб, V  х% + У* — 2в у — ■' ■■ ■ ёки
1 V ■* + у

л +  У* — 2вдг = 0 теш ламага эга буламиз.

1 Собга машцлар

^/(-^ ) =  лг2 +  бдг — 4 функция берилган.
о * -^(3) =  23 экани текшириб кУрилсин. 

б 2* /(■*) =  х* +  1. Кунидаги кийматлар ди-



1- §. Узгарувчи мицдорнинг лимити.
Чексиз катта узгарувчи мицдор

5у параграфда биз „узгарувчи микдор лимитга интиладн* 
терминлари билан аникланадиган махсус равишда узгарадиган 
тартибланган узгарувчи микдорларни текширамнз. Бундан буён 
бутун курс буйича узгарувчининг лимити тушунчаси асосий 
роль уйнайди, чунки математик анализнинг косила, интеграл 
ва бошца асосий тушунчаларн у билан бевосита богликдир.

1- т аъриф .  Агар хар бнр олдиндан берилган ихтиёрий ки- 
чнк мусбат s сон учун узгарувчи х нинг шундай кийматини 
курсатиш мумкин булсаки, Узгарувчининг барча кейинги кий
матлари ушбу

\х — а| < г
тенгсизлнкни каноатлантнрса, узгармас „а* сон узгарувчи х 
микдорнинг лимити (охирги марраси) дейилади.

Агар а сон узгарувчи х микдорнинг лимити булса, у холда 
х узгарувчи а га интилади дейилади ва

х -*• а ёки Ит х = а*)
куринншда ёзилади.

Геометрик термннларда ли- 
митнинг таърифини куйидаги- 
ча ифодалаш мумкин:

Агар маркази а нуктада ва 
радиуси е булган олдиндан бе- 

28- раем. рилган ихтиёрий хар канча ки
чик атроф учун х нинг шундай 

киймати топилсаки, узгарувчининг кейинги кийматларига те
гишли барча нукталар шу атрофда булса, узгармас а сон уз- 
гарувчи х нинг лимити булади (28- раем). Лимитга интилувчи 
узгарувчнларнинг бир неча мисолини курамиз.

1- м и с о л :  Узгарувчи микдор дг кетма-кет куйидаги кнйматларни кабул 
килади:

хх = 1 +  1 , =  1 +  ■jj’,' Jfj =  1 +  -3 , . . .  , х„ =  1 +  — , . . .

II БО Б
ЛИМИТ. ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ

*) „lim" кчекартирилган латиича limes — марра (чек) деган суздир.
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лантирса, узгарувчн микдор х .плюс чексизликка интилади** 
дейилади ва х -  + оо куринишда ёзилади.

П л ю с  чексизликка интилувчи узгарувчн мицдорга дг, = 1, дг, = 2,..., 
к„ = п, ... кийматларни кабул кнладиган х узгарувчи микдор мисол була

, ЛаЛдгар ихтиёрий Л1 > 0  да узгарувчининг бирор кийматидан бошлаб бар
ча кейинги кийматлари дг< — М тенгсизликни каноатлантирса, узгарувчн 
кикдор минус чексизликка интыади" х -» — оо.

Масалан. .г, = -  I. х3 = -  2, дг„ - -  п. ... кийматларни кабул ки- 
ладиган узгарувчн х минус чексизликка интнлади.

2- §. Функциянинг лимити
Бу параграфда х аргумент бирор а лимитга ёки чексиз

ликка иитилганда функция узгаришининг баъзи бир лолларннн 
текширамиз.

1- т аъриф,  Фараз килайлик. у = /(-*) функция а нукта- 
пинг бирор атрофида ёки бу атрофнинг баъзи бир ну^таларида 
аникланган булсин. Агар лар бир мусбат г сон учун, у кан- 
чалик кичик булмасин, шундай мусбат 3 сонни курсатиш мум
кин булсаки, х нинг а дан 
фаркли ва

\х — а \< 5
тенгсизликни*) каноатлангн- 
рувчи барча кийматлари учун 
\f(x) — b\< t т е н г си зл и к  
Ури ми булса, х аргумента га 
интилганда (х -+ а), у = /  U") 
функция b лимитга инти- 
лади (у -* Ь). Агар х -> а да 
/  (х) функциянинг лимити b 
С-Улса, у лолда

llm f(x )'=  b
х —а

ски х -* а да f  (х) -> Ь ёзилади.
Агар х -* а да f  (х) -+ b булса. у лолда у = f ix )  фупкция- 

нинг графигида бу куйидагича тасвирланади (31- расм);|л —
— а | < £  тенгсизликдан |/ (л ) — ft|< e тенгсизлик чикар экан, 
У лолда бу, а нуктадан 3 дан йирок булмаган масофада ту-

*) Бу ерда дс нинг |дг — д | < Ь  тенгсизликни каноатлантнрувчи ва функ- 
инянинг аникланиш сохасига тааллукли кийматлари назарда тутнлади. Бун- 
лан буен дам шундай долатлар учраб туради. Масалан, дг -► ос да функпия- 
нинг Узгаришини тскширишда функция х нинг факат бутун мусбат кхймат- 
лари учун аникланган булиши мумкин. Бинобарин, бу хот»* х факат бутун
* Уа кийматларни кабул килиб чексизликка интиладн (дс > ос). Бундан
кеИнн бу хакла изо* бернб утирмаймиз.
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рувчи барча х нукталар учун у = f (x )  функция графигинипг 
М  нукталари у =  Ь — е ва у =* 6 +  е тугри чизиклар билан че
гараланган. эни 2s болтан йул (полоса) ичида ётади.

1- изон.  f (x )  функциянинг х -* а даги лимнтинн куйида- 
гича таърифлаш нам мумкин.

Фараз килайлик, узгарувчи микдор х кнйматларни шундай 
кабул киладики (шундай тартибланган буладикн), агар

I х’ — а | > | х** — а I
булса, у нолдах”  кейинги, х* эса олдинги циймат булади; 
агар | х — а\ = |дг”  — а\ ва х*< х "  булса, у нолда х "  кейинги, х' 
эса олдинги циймат булади.

Бошцача айтганда, сонлар тугри чизишнинг иккита нукта- 
сидан а нуктага яцини кейинги нуктадир; масофалар тенг бул- 
ганда а нуктадан унгдагиси кейинги нукта булади.

Шу равишда тартибланган узгарувчи х микдор а лимитга 
ннтилсин [д: -+ а ёки 11т  х = я].

Су игра y = f (x )  узгарувчини текширамиз. Бунда ва бундан 
кейин функциянинг иккита кийматидан аргументнннг кейинги

кийматига тегишли булганини 
функциянинг кейинги кийматн деб 
Нисоблаймиз.

Агар шундай аникланган у уз- 
гарувчи микдор х -*■ а да бирор Ь 
лимитга ннтилса, у нолда

lim f  (х) = b
х-*а

куринншда ёзамиз ва у = f (x )  
функция х -* а да b лимитга инти- 
лади деб айтамиз.

32-~pac>i. Функция лнмитининг иккала таъ-
рифи эквивалент (тенг кучли) экан- 
лигини исботлаш осон.

2- изон- Агар х бирор а сондан кичик кийматларнигина 
Кабул кнлиб, шу а сонга ннтнлганда f  (х) функция ^лимитга 
интилса, у нолда \\m f (x )= b l ёзилади ва bx ra f  (х) функция-JT—0 — О
нинг а нуцтадаги чап лимити дейилади. Агар х факат а дан 
катта кийматларнигина кабул килса, у нолда И т / (х ) = Ь2ёзи-jr—а + О
лади ва Ь2 га функциянинг а нуцтадаги $нг лимити дейила- 
ди (32- раем).

Агар унг лимит ва чап лимит мавжуд ва тенг, яъни bx =s 
7-b2 = b булса у нолда Ь, лимитнинг юкорида берилган гаърифи 
маъносида, а нуктадаги лимитнинг узи булишини исботлаш
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мумкин. Аксинча, агар а нуктада функциянинг лимиги b мав
жуд б^лса, у х о л д а  функциянинг а нуктада ^нг ва чап лимит- 
лари мавжуд ва улар тенг булади.

] - м и С о л. П т (Зд: + 1) = 7 экапини исботлаймиз. Хакнцатан, ихтиё-
х-*2

,'ИЙ « > 0  берилган булсин; ушбу
I (Зх + 1) — 7 | <  *

тенгсизлик бажарнлнши учун куйидаги тенгснзликларнинг бажарнлншн 
зарур:

| Здг —6 1 <  *, | д г - 2 | < у , - у < д г - 2 <  j -

Шундай килиб, исталган « да дг нинг \х — 2|<-д- = 8 тенгсизликни клноат-
лантирувчи барча кийматлари учун Зд: + 1 функция кийматининг 7 дан фарки 
1 дан кичик булади. Бу эса х -* 2 да функциянинг лимити 7 дёмакдир.

3- изо * .  Функциянинг лимити х -* а да мавжуд булиши 
учун функция х = а нуктада аникланган булиши талаб килин- 
майди. Лимитни топишда а нуктанинг а дан фаркли атрофида 
функциянинг кийматлари каралади; бу *ол куйидаги мисол 
билан очик тасвирланади.

о I* _4 — 4/- м и с о л .  т п _ _ _ _ _  4 эканини исботлаймиз. Бу ерда х _ -j  функ-
ч  х = 2 да аникланмаган.

Ихтиёрий t да шундай 6 топиладикн, |агар |( — 2 | < S  булса,

I дг* — 4
х ■ — 4 |<« О

"'нгсизлик бажарилишпни нсботлаш керак. Аммо х  4* 2 да ( I )  тенгсизлик
■' 2_И£+~ 

х  — 2! —  2 )(Х  + 2) -  4 | -  \ {х  4 l )  ~  4 I <  «

тенгсизликка ёки

| дг —  2 1 <  » (2 )

тенгсизликка эквиналентднр.
Шундай килиб, ихтиёрий е да (2) тенгсизлик бажарилса, ( 1 ) тенгсизлик 

бажарилалн (бу ерда Ь = е). Бунинг узи, берилган функция х -» 2 да 4 сони- 
Дан иборат лимитга эга демакдир.

Энди, дг -* оо да функция узгаришинннг баъзн холларини 
курамиз.

2- т аъриф.  Хар бир ихтиёрий кичик мусбат в сон учун 
пун дай мусбат /V сонни курсатиш мумкин булсаки, х нинг 

тенгсизликни каноатлантирувчн барча кийматлари учун 
~  *,1 < * тенгсизлик каноатлантирилса, х-*<»да }  (х) 

Функция Ь ллмитига интчлчди. / | . г „  х
„ н о п ^ Б И Б Л И О  I L n A3 " « - " « « и .  Пи

№ 2 3 3 М 3

i Ташкент
\  Мхуба Колоса. Iii ✓
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3 - мисол.

Л-00 \ X )
Ски бошкача ёзувда

эканини исботлаймиз. Агар факат | дг | >  Af булса, ихтиёрий е да

(3)

тенгсизлик бажарилишини исботламок керак, бунда е танланиши билан 
N  апикланади. (3) тенгсизлик [ — | <  s тенгсизликка эквивалент; | х | >  — •»

«= N  булса, | -j | <  t тенгсизлик бажарилади. Бунинг маъноси

куринишда сзиладигаи
шх -*• -f-оода f ix )  Ь га интилади* ва 
щх -* — оо да f (x ) b га интилади*

г.фодаларлинг маънолари равшан булади.

3- §. Чексизликка интилувчи функция 
Чекланган функциялар

Биз х а ёки х -* оо да f  (х) функциянинг бирор b лимит - 
га ннтилиш лолларннн курдик.

Энди аргумент бирор усул билан узгарганда у — f (x )  функ
ция чексизликка интилгаи лолни курамиз.

1 - т а ъри ф .  Хар канча катта мусбат М  сон учун шундай 
о > 0  киПматки топиш мумкин булсаки, х нинг |д: — я |<8 
шартни каноатлантнрадиган а Дэн фаркли барча кийматлари 
учун | f (x )  | > М тенгсизлик урннли булса, х -* а да f  (х) функ
ция чексизликка интилади, яъни х — а да функция чексиз 
к а тта  микдор булади.

X — +СО
11 m f (x ) = />

/
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Агар х -* а да f (x )  функция чексизликка интилса, у нолгз 
бундай ёзилади:

Игл / ( л )  =  00
х—а

ёки х ■* а да f  (х) -* оо.
Агар х -* а да /(jc) функция чексизликка интилса ва бунда 

факат мусбат ёки факат манфий кийматлар кабул килса, мос 
равишда бундай ёзилади: lim f (x )  = -f- оо ёки lim (дс) = — <».

jr- *  х-*а

1 - м и с о л .  Шп ^  ,  =я +  оо эканини нсботлаймиэ. Хакикатап, *ар 
кандай /И >  0 да факат

(1 — * ) * < -
булса.

11 JC|</ A i= J

(1-х )
га »га буламиз. функция факат мусбат кнйматлар кабул ки-
лади (34- раем).

2 - мисол. Ilm ( 1 \г-.о ”  00 #к«нинн исботлаимиз. Хакнкатан, ихтиб-
рий Af >  0 да факат

\ х \ ш ^ \ х - 0 \ < ~  = Ь
булса,

1

булади. Бу ерда х < 0  д а ( - у ) > О в а  дг>Ода (— )  <  0 (35- раем). 

0
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36- раем.

Агар х -*■ оо да f  (х) функция чексизликка интилса, у лая
ла бундай ёзилади:

ИШ / ( Х )  =  ос

ва жумладан
Иш / (х ) = ос, Иш / ( * )  = ос, П т /(дг) = — 00Х-++ •» Л-+— •« Х-* + т

булиши мумкин.
Масалан,

Иш х1 *= + ос, Иш л* = — ос ва ш. у.JT-* —«> — •*
1- изо л. Jt->a да ёки x оо да у =  /(дс) функция чекли 

лимитга ёки чексизликка интилмаслиги мумкин.
3 -  М И С О Л ,—  0 0< лг <  4-00

чексиз интервалда аникланган 
у = sin х функция х  -» ос да 
чекли лимитга дам, чексизлик
ка дам ннтилмайдн (36- раем).

4 - м и с о л. х нинг х  = О 
дан бошка дамма кийматларида
аникланган у = sin —  функ
ция дг -* 0 да чекли лимитга 
дау, чексизликка дам интил- 
майди. Бу функциянинг графи
ги 37- расмда тасвнрланган.

2- т аъриф .  Агар 
шундай мусбат М сон 
мавжуд булиб, аргумент 
х нинг каралаётган сона
та тегишли барча киймат
лари учун |/(дс) | С  Af 
тенгсизлик бажарилса, дс 

нинг берилган узгариш соласида у = t (л) чекланган функция 
дейилади. Агар бундай М  сон мавжуд булмаса, у лолда бе- 
рилган солада у = /(дс) чекланмаган функция дейилади.

5- мисол .  Чексиз — оо<дг<-|- оо интервалда аникланган y = s in  х 
функция чекланган, чунки х  нинг барча кийматларида

| sin* | < 1 - М.
3 - т а ъ р и ф. Агар маркази а нуктада булган атроф мавжуд 

булиб, берилган функции шу атрофда чекланган булса, у лолда 
/(дс) функция дс — а да чекланган дейилади.

4- т аъриф.  Агар шундай iV>OcoH мавжуд булиб, дг нинг 
| a | > jV тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида
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. t • ,.*ц. :; )>; -,Г* •'/'* ; - '

/^х) функция чекланган б^лса, у = /  (* ) функция х -* »  да 
чекланган дейилади.

Лимитга интилувчи функциянинг чекланганлнги накидаги 
масала куйидаги теорема билан ечилади.

1 - т еорема .  Агар lim /(jc) = b булиб, b чекли сон булса.
х-*а

у ^олда х -* а да f (x ) функция чекланган булади.
Исбот .  lim/(jc) = Ь тенгликдан исталган в > 0  да шун-

Х-*а •
дай 8 топиладики, а — 8 < х < а + о атрофда,

\ / (х )- Ь \ <»
вкН ’

If (x )< \ b \ + t
тенгснзлик бажарилади. Бу эса х ■* а да /(х ) функция чеклан
ган демакдир.

2- изон.  Чекланган f (x )  функциянинг таърнфидан агар 
lim / (х) — ёки llm/(jc) =» °°,

х-*а х-* оо

яъни f (x )  чексиз катта микдор булса, у нолда функция чек- 
ланмаган булиши келиб чикади. Бунинг акси: чекланмаган 
функция чексиз катга мипдор булмаслиги нам мумкин, деган 
жумла тугри эмас.

Масалан, у = х sin х 
функция х -* оо да чек-' 
ланмаган, чунки исталган'
М  >0 учун х нинг шун
дай кийматларини топишf 
мумкинки, \х sin jc | > М  j 
булади. Лекин у = дг sin х - 
функция .г => 0, пг 2п, ... 
кийматларда нолга айлан- 
гани учун чексиз капа 
микдор эмас. у = х sin х 
функциянинг графиги 
38- расмда тасвирланган.

2- теорема .  Агар 
f  (х)=Ь ФО булса, у

Холда у=: .-.? ... функция х -*• а да чекланган функциядир.
Исбот .  Теореманинг шартидан ихтиёрий * > О д а  х — а 

«УКтанннг бирор атрофида \f(x ) — Ь\ < е ёки 11/ (jc) | — \b II < е,
ёки I * I — « < l/(jc) | < I» | + .  б}лн-

ши келиб чикади.
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''"'Охирги тенгсизликлардан ^  )~ > | | + , келиб чика
ди; масалан, е = ^ \Ь\ деб олсак, ушбу

I / W I > *| + * келиб чика-

ган демакдир.

А- §. Чексиз кичик микдорлар 
ва уларнинг асосий хоссалари

Г>у параграфда аргументнннг бирор характердаги узгари- 
ш;<да нолга ннтилувчи функцияларни текширамиз.

Г а ъ р и ф. Агар lim а (дс) = О ёки lim а (х) = 0 б^лса, х -* а
да ёки х -* х да а — а {х функция чексиз кичик мицдор де
Лилади.

Лимитнинг таърис адс1! чикадики, масалан, Ит а (х ) = 0
булса, бу, олдиндан берилган *ар кандай ихтиёрий кичик мус
бат е учун 8 > 0 топиладики, х нинг | х — а | < 8 шартни каноат- 
лантирувчи барча кийматлари учун |а (х) | < е шарти каноат- 
лантирилади демакдир.

1 - мисол .  а = ( х — I )2 функция х -* 1 да чексиз кичикдир, чунки 
lim 1 =» lim (дг — I )1 = 0 (39- раем).jr — I jr-»l

2- мисол .  a = — функция x  -* эо да чсксиз кичикдир (40- раем) (2-§ 
д ат 3- мисолга каранг).

Келгуси учун мухим булган бнр муносабатнн аниклаймиз:
1 - т еорема .  Агар у (х) функция узгармас сон Ь билан 

чексиз кичик микдор а нинг йигиндиси

39- рас 40- раем.

У  =  Ь  +  г (1)
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кур и н и ш д а  берилса, у х;олда,
Пт у = b (дг — а ёки х — хда).

Аксинча, агар 11т у = Ь булса, у = b + а ёзиш мумкин. бу 
ерда 1 чексиз кичик мицдор.

Исбот .  (1) тенгликдан |у — Ь\ = |а| келиб читали. Аммо 
ихтиёрий s да, бирор кийматдан бошлаб, а нинг барча киймат
лари | а | <  е муносабатни каноатлангиради, деыак, бирор кий- 
матдан бошлаб', у нинг барча кийматлари учун | у — Ь \ < е тенг- 
снзлик каноатлантирилади. Бунинг узи lim у = b демакдир.

Аксинча: агар Пт у — Ь булса, у *олда ихтиёрий еда бирор 
Кийматдан бошлаб, у нинг барча кийматлари учун |у — £|<е 
булади. Ленин у — b — а деб белгиласак, у *олда « нинг бирор 
кийматидан бошлаб, барча кийматлари учун | а | < s булади, бу 
эса а чексиз кичик микдор демакдир.

3- мисол.  Функция 
1

>=1 + Т
берилган булсин (41- раем), у 

Иш у = 1,
долда

ва аксинча, Иш у
Х-*т

1 булгани учун, узга- 
I

-чек-рувчи у ни лимит 1 билан * 
сиэ кичик микдорнинг йигиндиси, яъни 

у = 1 + « 
куринишда ёзиш мумкин.

2- т еорема .  Агар х — а да (ёки х —>°° да) а = а (,v) 
нолга интилса-ю, лекин нолга айланмаса, у %олда у = — 
чексизликка интиЛади.

Исбот .  М >  0 исталганча катта булганда |а| < ^тенгсиз

лик бажарилса, > М тенгсизлик бажарилади. M < j j  тенг
сизлик а нинг бирор кийматидан бошлаб, барча кийматлари 
учун бажарилади, чунки a ( j c )  — ► 0 .

3 - теорема .  Икки, уч ва умуман маълум сондаги чексиз 
кичик функцияларнинг алгебраик йигиндиси чексиз кичик 
Функциядир.

Исбот .  Исботни иккита кушилувчи учун келтирамиз, чунки 
саногн исталганча булган кушилувчилар учун теорема худдн 
шундай исботланади.

и (х) = a (jc)-J-P (х) булсин, бу ерда Нт а ( х )=0, 11т?(дс) = 0.



4<> ЛИМИТ. ФУИ КЦ И ЯН Н И Г У ЗЛ У К С И ЗЛ Ш Н

Ихтиёрий исталгаича кичик * > 0 шундай 8 > О топнладики, 
| а- — а | < 8 тенгснзлик цаноатлантирилганда | и | < « тенгснзлик 
бажарилишини исботлаймиз. а (л) чексиз кичик б^лгани учун 
шундай 8 топнладики, маркази а иуктада ва радиуси 8, бул- 
ian атрофда

I • (•*) I < -j
булади. р (х) чексиз кичнк булганн учун, маркази а нуктада 
ва радиуси 82 булган атрофда |Р (а) | < -у булади.

Энди о ни 8, ва 82 мицдорлардан кичигига тенг цилиб оламиз, у 
дол да а нуктанинг 8 радиусли атрофида |а|<-^ва 
тснгсизликлар бажарилади. Бинобарин бу атрофда

| и | = | a (jc) + Р (а ) К  |« (х) | + |Р (jc) I < у  + у  «= е,
яъни |ы |< е буладики, бу эса талаб цилинган исботдир.

11т  а (х) = 0, Пт Р (дс) = ОХ-*~>
булган дол учун дам исбот шундай утказилади.

Изон- Бундан буён бнзга шундай чексиз кичик микдор- 
ларнинг йигиндисини текширишга т^грн келадики, дар бир 
кушилувчининг камайиши билан кушилувчилар сони ортиб 
боради. Бу нолда теореманинг тасдики нотугри булиб цолиши 
хам мумкин. Масалан, ушбу чексиз кичик микдорлар йипш- 
дпсннн куздан кечирайлик:

1 I 1 . I 1
Uz= * + 7 +  “ • + Т

х та нушилувчи
бу ерда х бутун мусбат цийматлар (дс= 1, 2, 3, ... , п, ...) 
Кабул килади. Хар бир кушнлувчи а — оо да чексиз кичиклиги, 
лекин йиринди и = 1 чексиз кичик эмаслиги равшан.

4 - т еорема .  Чексиз кичик л — а (х) функциянинг чеклан- 
ган z = г (х) функция билан купайтмаси х -> а (ёки х -> оо) 
da чексиз кичик мщдордир (функциядир).

Исбот .  Исботни х -* а нол учун келтнрамиз. Бирор М  > О 
учун х = а нуктанинг шундай атрофи топиладики, бу атрофда 
|г |< ;И  тенгснзлик каноатлантнрилади. Хар кандай е > 0 учун
М  < ^тенгснзлик бажариладиган атроф топнладн. Бу иккн-
та атрофдан энг кичнгида

\*г \<ТЯ' М = е
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тенгсизлик бажарилади. Бу эса а г чексиз кичик демакдир. 
X -у оо хол учун хам исбот шу тарика утказилади. Шу тесре- 
мадан куйидаги натнжалар чикади:

1- на тижа .  Агар 11ша=»0, ИшР^О булса, у \олда 
1!ш а р = 0, чункн Р (х) чекланган микдор. Бу хол *ар кандай 
чекли сондаги кулайтув«нлар учун хам уринлидир.

2- на тижа .  Агар lima = О ва с -  const булса, у jfолда
11шс« = 0.

б- т еорема .  Чексиз кичик а(х ) мицдорни лимити нол-
• а (х )дан фарцли функцияга булишдан чиццан булинма чек

сиз кичик мицдордир.
Исбот .  lim о (х) =* 0, 11шг {х) = Ь ф 0 булсин. 3- § даги

2- теоремага асосан, чекланган микдор эканлиги чикади. 

Шунинг учун = а (дг) ——■ каср чексиз кичик микдорнинг
Z  Z  (ДГ/

чекланган сон билан купайтмаси, яъни чексиз кичик мнкдор- 
дир.

5- §. Лимитлар хакида асосий теоремалар

Бу параграфда хам олдингндагидек, биргина х аргументга 
боглик функциялар тупламини текширамиз, бунда л->-«ёки 
.х: -> о».

Биз исботни бу холлардан бнттаси учун келтирамиз, чунки 
нккинчиси учун исбот худди шундай утказилади. Баъзан биз 
умуман х-+а ни хам, х -* ни хам ёзмаймиз, лекин булар 
урнига караб аиглашилади.

1 - теорема .  Икки, уч ва умуман маълум сондаги узга- 
рувчилар алгебраик йигиндисининг лимити бу узгарувчилар 
лимитларининг алгебраик йисиндисига тенг:
П т  («! + « , +  . . .  -f uk) = lim и, +  11m и2 +  . . .  +  4m uk.

Исбот.  Исботни икки кушилувчи учун келтирамиз, чункн 
чушилувчилар сони хар канча булганда хам исбот худди шун- 
лай Утказилади. Айтайлик, lim их = ах, Пт ы2 = «г булсин. У 
холда 4-§ даги 1-теоремага асосан бундай ёзиш мумкин:

H i - a ,  + a„ и2 = а2 + а2, Д
бУ ерда а, ва а2 чексиз кичик микдорлар. Демак, 

и\ + «г = («1 + о2) + («1 + а2).
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(а, -+а2) узгармас микдор, (ад -J- а2) sea чексиз кичик мик
дор, у *олда яна 4-§ даги 1-теоремага асосан бундай хулоса 
чикарамиз:

llm («1 + и2) = о, + а2 — llm их + llm и,.
1* М И СОЛ.

х* + 2* / 2 \ . 2 2
llm --- 2—  = lim 1 1 + — I = llm 1 4  Иш -  =  I + llm — = 1 -J- 0 = 1.
jr-оо д jr-ос \ * / -г- оо x- a

2- т e о p e м а. Икки. уч ва умуман маълум сондаги узга- 
рувчилар купайтмасининг лимити бу узгарувчилар лимит-
ларининг купайтмасига тенг:

llmw^tfj- — l!m w,-llm//2- . . .  -llmw*.
Исбот .  Ёзувни ихчамлаш ма'кеадида исботни икки купай- 

тувчн учун келтирамиз.
llm их == ах, llm и2 *= а2 булсин.

Демак,
= а\ + «1. «2 = а2 Л »г.

uiut = (ai + ai)( аг + ai) ** aiat + ai9\ + 02гх + а1а»-
a,at купайтма узгармас микдор. 4-§ даги теоремаларга 

асосан о,а2 -(- а2ох + оха2 чексиз микдор. Демак, Пт«,и , = 
= аха2 — llm Wj • 11т  и*.

Н а т и ж а .  Узгармас купайтувчини лимит ишорасидан 
ташцарига чицариш мумкин.

Хакикатан, агар llm ы, — a „ с узгармас ва, демак, Нтс*=с 
булса, у *олда Ит (си,) -= Пт с-Ит и, = с -Пт и,, бу sea тал; б 
килинган исботдир.

2- м и с о л.
llm 5дг* = 5 llm х3 = 5-8 = 40. х—2 дг-2

3- т е о р е м а. Махражининг лимити нолдан фарцли бул
са, икки узгарувчи микдор булинмасининг лимити шу узга
рувчилар лимитларининг булинмасига тенг:

Агар И т т ^ о  булса, Ит ~
Исбот .  Ит и = о, llm v = Ь ф  0 булсин. Демак, и = a -f а,
£+? ,  бу ерда а ва Р чексиз кичик микдорлар.

Ушбу айниятни ёзамиз:
и _  а +  а _  a l (а  + а а\  а , tb —$а
v "  Ь + 3 ~ Т  ' * '  ~ Ь + Ь(Ь + р)
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ёки
и а_ , « Ь — 3а 
г ™  6 Ь (Ь + f»)

каср узгармас сон, каср эса 4- § 1«инг 4- ва
б- теоремаларига мувофик чексиз кичик узгарувчи микдордир, 
чунки лЬ — ра чексиз кичик микдор, + махраж эса 
Ь* ф О лимитга эга. Бинобарин,

u a lim и
llm r = T ^ h tz -

3-мнсол.
11ш (3* + 5) 8 Ит х + 5 ,3* + б 3-1 + 5 1 = 4

L1"1. 4 7 ^ 2 "  lim (4 .Г - 2 ) ' 4 II jn х  — 2 ~  4-1 — 2 = 2jr — 1 jt-1
Бу ерда биз клсрнннг лимити лакида исботланган теореиадан фойдалан- 

дик, чунки х -* I да махражнинг лимити нолдан фаркли. Агар махражиииг 
лимитй ноль б^лса касрнинг лимити накидаги теоремани кулланиш мумкин 
эмас. fey нолда махсус текширишлар уткаэиш керак булади.

" х* — 4 /4- м и с о л. lim ^ __ 2  топилсин.
Бу ерда х -*• 2 да махраж лам, сурат *ам нолга интилади ва демак,

8- теорема кУл келмайди. Куйидаги айний алмаштирншни бажараммэ:
х3 -  4 (х -  2) (jt + 2)
х — 2 х — 2

Bv алмаштириш х нинг 2 дан фаркли цамма кийматлари учун уринли- 
дир. Шунинг учун лимитнинг таърифини назарда тутган нолда бундай «за 
оламиз:

ИШ f c ^ i i f  + 2  _  „  .  4.Jt—2 х — * X — I  х 2̂
• х

С-ми сол. Пт --- т топилсин. х •* 1 да махраж нолга интилади, су-Х-.1 х — *
рат аса нолга интилмайди (сурат бирга интилади). Демак, тескари мицдор- 
нииг лимити ноль, яъни

l i m ( x - l )
lim £--L -  j -- ----.  *  o.

x-: x lim  x 1jr-*l
Вундан Утган параграфнинг 2- теоремасига асосан:

х
lim ---- 1 — во.ж-1 х *  1

4-теорем  а. Агар учта u—u(x), г =z{x), v = v (x ' функ
циянинг тегишли кийматлари орасида u ^ z  <  тснгсиз- 
ликлар бажарилса, бунда х -*■ а да (ёки х -* оо ди) и (х) ва



v  (x) биргина b лимитга интилса. у д-олда х -► а да (бка 
х -* оо да) z = г (х ) *ам шу лимитга интилади.

Исбот .  Аниклик учун х-*-а да функцияларнннг ^згари- 
шини текширамиз. и<г< г>  тенгсизликлардан

и — b< z  — b <i> — Ь 
тенгсизликлар келиб чикади; шарт буйича 

Ит и = b, lim v  = Ь.
х-*а х-*а

Демак, исталган е > 0 да маркази а нуктада булган бирор ат- 
роф топиладики, бу атрофда |« — 6 |< «  тенгсизлик бажарила
ди; шунингдек маркази а нуктада булгаи бирор атроф хам 
топиладики, бу атрофда \v — b\< t тенгсизлик бажарилади. 
Курсатилган атрофлардан энг кичигида

— г < и  — />< 8 ва — з < г> — Ь< е  
тенгсизликлар бажарилади, демак,

—е < г — Ь < в 
тенгсизликлар бажарилади, яънн

lim z = Ъ.
х-+а

5-теорема .  Агар х -+ а да (еки х оо да) функция у 
манфий булмаган у > 0  да цийматларни цабул цилса ва 
бунда Ь лимитга интилса. у %олда Ь манфий булмаган 
b >  0 сондир.

Исбот .  Фараз килайлик, b <  О булсин, у холда | у — Ь | >  |А|, 
яъни |у — Ь\ айирманинг модули \Ь\ мусбат сондан катта, де
мак, х -+а да нолга интилмайди. Аммо, у вактда jc а да у 
функция Ь га интилмайди, бу эса теореманинг шартига зид 
келади. Демак, £ < 0  деб фараз килиш карама-каршиликка 
олиб келади. Демак, 0.

Агару < 0  булса, у холда l i m y < 0  булиши шунинг синга- 
ри исботланади.

6- т еорема .  Агар х->-а да (ёки х ■* оо да) лимитлари- 
га интилувчи иккита и = и (х ) ва v *~ v (x ) функциянинг 
тегишли кийматлари орасида и тенгсизлик бажарил- 
са. у холда lim v >  lim и булади.

Исбот .  Шартга биноан v — и^О . демак, 5-теоремага му- 
вофик lim (тг — и ) > 0  ёки 11тг> — Н т и > 0 ,  яъни lim v> lim a .

6- м и с о л. lim sin х = 0 пи исботлаймиз.
х-*о

42- расмдан: агар О А =* 1, х >  0 булса, АС = sin х, А В  = х, sin х < х  
эканн чицади. дг < 0 да | sinjf | <  | дг | булиши равшан. Бу тенгсизликлардан
о ва 6- теоремаларга асосан limslnjr = 0 экаилиги чикади.

44______________________ЛИМИТ. ФУНКЦИЯН.И1.1Г УЗЛУКСИ ЗЛИ ГИ _______________________



8- мисол .  lira cos x 3= 1 ни мсботлаймиз.JT-.Q -*2- раем.
cos л = 1 —2 sinJ -j- »канини эътиборга оламиз, демак,

lira cos х =  lim ( l  — 2 sin* -к-) = 1 — 2 lim sin* -к = 1 — 0 *= 1,л-о л-o' Jf-0 1
Узгарувчиларнинг лимити .\а(\идагн масаланинг баъзи бир 

текширишларида иккита мустакил масалани ечишга т^гри ке
лади:

1) узгарувчининг лимити мавжудлигини исботлаш ва ичида 
тек шири лаётган лимит ётадиган чегараларни аниклаш;

2) текширилаётган лимитни керакли даражада аницлик би
лан ^исоблаш. \

Баъзан биринчи масала келгуси учун му^им булган куйи- 
дагн теорема ёрдами билан ечиладн.

7-те ор ем  а. Агар узгарувчи мицдор v усувчи. яъни унинг 
,\ар бир кейинги циймати олдингисидан к а тта  булса ва у 
чекланган. яъни v  < М булса, бу узгарувчн мицдор llm v = а 
лимитга эгадир, бу ерда а-^М.

Чекланган *олда камайиб борадиган узгарувчн микдор учун 
*ам шундай тасдик уринлидир.

Бу теореманинг исботини бу ерда келтирмаймиз, чунки у 
^ациций сонлар назариясига асосланади, биз бу ерда у наза- 
рияни келтирмаймиз*).

Куйидаги икки параграфда математикада к^п татбик этнла- 
диган иккита функциянинг лимитлари чицарилади.

6-§. х -»0 да функциянинг лимити

функция х = 0 да аннкланмаган, чунки каернинг сураг
ва махражи нолга айланади. Бу функциянинг х -+ 0 даги лимн- 
тини топамиз. Радиуси 1 булган айлананн караймиз (43- раем);

*) Бу теореманинг исботи, масалан, Г. М. Ф и х т е н г о л ь ц н и н г  .Ма
тематик анализ асосларн*, 1- том, 1970, китобида келтирилган.
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МОВ марказий бурчании х билан белгилаймиз, бунда 0 < х < у
43- расмдан бевосита куйидагилар чикади:

&М ОА  юзи <М ОА  сектор юзи < Д  СОА юзи. (1)

Д  МО А юзи = -у О А М В  = -j -1 • sin х = sin х.

MO А сектор юзи = ОА • МА  = ~  1 -х = у  х.

Д СОА юзи = О А • АС = -i • 1 • tg х = -j ig x.

Ш  тенгснзлик -у га кисцартирилгандан сунг бундай ёзи
лади:

sin х < х < tgx.
. Хамма дадларини sin х га буламиз:

1 < ——  < ——^  sin X  COSJt

ёки
,  v  Sin X  .1 > —— > COS X.

43- раем

Биз бу тенгсизликнн х > 0 фараз цилиб чицардик;
sin ( —дг) sin X  . . л  „-rrjj— = —у  ва cos ( ~  * ) =* cos х эканлигинн эътиборга олиб, бу
тенгснзлик а- < 0 да дам т^гри деган хулосага келамиз. Аммо 

11m cos а  = 1, И т 1 = 1.
х —0 х-0

Демак, узгарувчи шундай икки микдор оралнгидаки,
"ларнинг иккаласи дам биргина лимитга интилади ва у лимит 
1 га тенг; шундай килиб, ^тган параграфнинг 4- теоремасига 
асосан

sin  х  ,lim —— = 1.jr —О х
у = функциянинг графиги 44- раемда тасвирланган.
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sin kx sin кх sin (kx)
2. Ilm —~—  = lim * ~ b r  = к  lim ■'̂ у  = * • ! « • *  ( к  = const).

X - Q  л  X-*0

1 — cos x
3. limjt-»0

n , . x X
2  s i n  ~ 2  s i n  - я  x

lim J.---  = Ilm ----- sin tt = 1 -0 * 0.JT-.0 •* x—o x i

sin ax .
*X lim

2
sin I X

a x-,0 *XSin ax n a
4< sin fix =  Л т 0 |> ' Sin? X ~  j» ,,m Sin fix ~  ? 1 “  P

fix x-0 fix
(a = СОПЯ, ? = const).

44- раем.

7- §. e сони
Ушбу

1
( ' + r l

Узгарувчи мнцдорни текширамиз, n бу ерда натурал кат«Р 
сонларининг 1, 2. 3, . .  кийматларини кабул килаДиган Усувчи 
микдор.

I- т еорема .  ( l +  узгарувчи мицдор п -*■ оо да 2 би~
лан 3 орасида ётувчи лимитга эга.

Исбот .  Ньютон биноми формуласнга мувофик бундай ёзн- 
шимиз мумкин:
/, , \\п , , п 1 , я (я — 1) ( 1  \* , я (я -  1 )(л  -  2) ( 1  \* ,
( 1 + й) “ 1 + т я + Г2 • Ы  + — т —  ш  + • • •1-2-3

п (я — 1) (я — 2) . . .  [я — (я — 1)] / 1 (1)1-2- ... -и
( 1) тенгликни куйидагича алмаштиришимиз мумкин:

( | +  т ) ” = 1 +  1 + г-2( | -  г )  +  г Ь ( 1-  • ?)(' - !)+ • »• ■

•• • +  к г Ь т т ; ( 1 4) • • ••(' -  "-?1 )- <а>
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Охирги тенгликдан ( l + узгарувчи микдор п Усиши
билан усадйгаи узгарувчи микдор эканлиги чикади. Х акикатан, 
п кийматдан п -f 1 кийматга утганда охирги йигиндининг *ар 
бир кушилувчиси усади.

М 1 -  тг) < т Ы 1 -  « " т т )  ва *оказ°
ва яна бир *ад кушилади. (Ёйилмаиинг хамма хадлари мусбат.) 

Энди 1̂ + узгарувчи микдор чекланганлигини кУрса-

тамиз. (l — < 1; ( l  — -i) ( l  — -̂) < 1 ва *оказо эканлиги-
ни кайд килиб, (2) ифодадан ушбу тенгсизликни *осил ки
ламиз:

( ! + I ) "  < 1 +  1 +  Г 2 + Г Г з  + • • • +  1-2
CVnrpa

1 <- I 1____  .  1 1 1
1-2-3 ^  V '  1-2 3-4 1-2-.. .  я ^

эканлигини кайд килиб, тенгсизликни бундай бзмогимиз мум
кин:

О + 7г) < 1 + 1 +  Г  + 2* +  *• ' + 2Я̂ Г*
 ̂ — -

Бу тенгсизликнинг унг томонида тагига чизилгаи хадлар мах- 
ражи q = j  ва бирннчи *ади а «  1 булган геометрик прогрес- 
сияни ^осил килади, шунннг учун

(1 + 7f) <  1 +  I1 + 4  +  А  +  •* +  5яМ  а
- 1 + Т ^ - 1 + ^ = . + [ 2 - ( 4 П < 3 .

1 ~  7
Демак, барча п учун шу тенгсизликни *осил киламиз:

( !  +  *)■•<«.
(2) тенгликдан

келиб чикади.
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Шундай цилиб, ушбу тенгсизликнн досил циламиз:

2< (1  + 1 у < 3 . (3)

Бу билан (1 + 1 )"  Узгарувчи мицдор чекланганлиги аницланди.

Демак, (1 + 1 )  узгарувчи мицдор усувчи ва чекланган,
шунинг учун 5- § даги 7- теоремага асосан у лимитга эга. Fy 
лимит е э(арфи билан белгиланади.

Таъриф .  (1 + 1 )" Узгарувчи мицдорнинг я -* <* даги ли
мити е сони дейилади:

. - в .  ( ,  + А р .

5- § даги 6- теоремага асосан (3) тенгсизликдан е сони *ам 
2 < с < 3  тенгсизликнн цаноатлантириши чицади. Теорема ис
бот ланди.

е сони иррациональ сон. Кейинроц уни исталган даражада 
аницлик билан дисоблаш методи курсатилади. Унинг вергул- 
дан кейинги унта ишончли рацамли циймати:

е = 2,7182818284____

2-теорема ,  х чексизликка интилганда ( l  + 1 )* функ
ция е лимитга интилади, яъни

е.

Исбот .  Агар я бутун мусбат цийматлар цабул цилса, я -*• °°
да (l + 1 ) аницланган эди. Энди х каср цийматлар *ам,
манфий цийматлар дам цабул цилган долда, чексизликка 
интилсин.

1) .*->- + 00 дейлик. Унинг дар бир циймати иккита мусбат 
бутун сон орасида:

я <  х < я + 1.
Бунда цуйидаги тенгсизлнклар бажарилади:

1 > 1  V. _ J _  
п >  х л + Г

•) п монотон усадигаи Узгарувчи микдор бУлмаганда цам п -* + оо да1 \ Я
с экамини кУрсатмок мумкин.М ) '

4 Н. С. Пискунов
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> + г >1 + т > 1+ятт
Р + ± ) ‘ > 0  + Й * > 0  + г Ь ) '

Агар х -*■ 00 булса, у *олда п -> 00 равшан. Ораларида (l -j- 
Узгарувчи ётадиган узгарувчиларнинг лимитларини топамиз:

S-S
л-

"■  ( ‘ + ,- T i) ' -  " *  ='П-. + -  \ п  ' 1 / Л-.+  30 1 , ___
Л + 1

lim +гг— -f «* I Л -j- I I
1 \  *  +  1

T = e’llm fl + _  
я-»+ «  V /1 +  1/

демак, (5- § даги 4- теоремага мувофиц),

llm (\ +  j-) =е. (4).Г-Ф+OD \ Х ]
2) х -*• — °° дейлик. Янги t = — ( х + 1 )  ёки х — — (/-f l )  

узгарувчини кирнтамнз. £-* + <» да х-+— ° °  булади. Бундай
ёза оламиз:

,1 ‘ ™ ( '  +  4 ) '  = , ! ' « ( '  -  г п Г ”  ( г п Г " ' “  
- А С + Г - л О + т Г -

= Л т. ( 1 + 7 ) ' ( , +  т ) - ' ' 1 - ' -  

Теорема исботланди, y = ( l-|-—) функциянинг графиги 
45- расмда тасвнрланган.

Агар (4) тенглнкда ~  = а фараз цилинса, у ^олда х -*■<*> 
,да а -> 0 ^аммо а Ф  0) ва биз мана бу тенглнкнн *осил киламиз:

j_
llm (1 + *)“ = с.а-* О



НАТУРАЛ ЛОГАРИФМ ЛАР

М и с о л л а р :

'• (' + i f  - +  Ti) (' +t?) "
(' + («+ г) * " ' - 1

,!2  О + т Г  ”  J '”. ( '  + ' i ) * ( l + i ) ’ ( 1 + 7 r -

eee  =» Й

4. Urn
X

- Ы '  + ?)*•]“ ( ' + 7 ) ' ! “ (•+ 7 ) '

a  ( й Г -js Ы'+*+)
■ JX  ( ‘ + т Ь Г * ' -  “ « ( ‘ + i f -

■1 =e*.

И зо * .  Асоси e булган кУрсаткичли функция
У = ех,

бундан буён математика курсида жуда катта роль уйнайдн. 
Бу функция механикада (тебраиишлар назариясида), электро- 
техникада ва радиотехникада, радиохимия ва ^оказоларда тур- 
ли ходисаларни урганишда катта роль уйнайди. Бу функцияни 
купинча экспонентал функция (Exponential function) деб ата- 
шади. Курсаткичли функция у = е* нинг ва кУрсаткичли функ
ция у=жв ~х нинг графиклари 46- расмда тасвнрланган.



sa ЛИМИТ. Ф УН КЦ И ЯН И Н Г УЭЛУКСИ ЗЛИ ГИ

8- §. Натурал логарифмлар

I бобнинг 8-§ ида логарифмик функция у = loguJt таъриф- 
ланган эди. а сони логарифмлар асоси дейилади. Агар а = 10 
булса, у долда у га ж нинг унли логарифми дейилади ва 
y=»lg.v билан белгиланади. Инглиз олнми Бригг (1556— 1630) 
иоыи билан Бригг логарифмлари деб аталадиган унли лога
рифмлар цийматларининг жадвали мактаб курсидан маълум.

Асоси « = 2,71828... сондан иборат логарифмлар натурал 
логарифмлар ‘ёки биринчи логарифмик жадвалларнинг нхти- 
рочиларидан бири, математик Непер (1350— 1617) номи билан 
Лепер логарифмлари дейилади. Демак. е* =■ х булса, у га х 
нинг натурал логарифми дейилади ва у — log,* урнига у = 1п дс 
билан ёзилади. у = In дс ва y = lgx функцияларнинг графикла
ри 47- расмла ясялган.

Энди айни бир х соннинг унли ва натурал логарифмлари 
орасндаги муносабатнн аниклаймиз. у = Ig jc ёки дс= 10» бул
син. Охирги тенгликнинг чап ва Унг томонларини е асосга ку
ра логарифмлаймиз:

In дс = у In 10.

Бундан V = ТТГТГГ х ^ки У нинг цийматини куйиб, Ig jc =-

“ 1гПо1пд: ни ^осил киламиз.
Шундай цилиб, агар дс соннинг натурал логарифми маълум 

булса, бу соннинг унли логарифми уни х га боглиц булмаган
М  = j^iu ~ 0,434294 купайтувчнга купайтириш йули билан
топилади. М  сони натурал логарифмдан унли логарифмга утиш  
модули дейилади:

Igjt = ЛИпдг.
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Агар бу айниятда х = е фараз цилсак, у цолда М соннинг ун
ли логарифм орцали ифодасини .\осил циламиз:

Ige = М ‘(In е = 1).
Натурал логарифмлар унли логарифмлар билан бундай ифода
ланади:

1п*  = м 1%х'
бу ерда

И зо  д. Сонларнинг натурал логарифмларини дисоблаш учун 
махсус жадваллар бор (масалан, царалсин: И. Н. Б р о н ш т е й и 
и К. А. С е м е н д я е в ,  Справочник по математике, Физмат- 
гиз, 1967).

9-§. Функцияларнинг узлуксизлиги
Фараз цилайлик, у = f (x )  функция бирор х0 циймат, 

маркази дс0 да булган бирор атрофда аницланган у0 = f\(x0) 
булсин.

Агар х бирор мусбат ёки ман- 
фий (фарци йук) A.v орттирма олса 
ва х = -v0 + Ад: цийматга эга булиб # 
цолса, у ^олда у функция дам би- * 
pop Ay орттирма олади. Функция
нинг янги ^стирилган циймати 
у0 + Ду = /  (дс + Ад;) булади (48- 
расм).

Ду функциянинг орттирмаси 
Ау = f  (х0 + Ддг) — f (x 0)

'У . * - '

; V d Ду'
N%

f  Уо
\

А х

0« Ха Х0*Л х л

формула билан ифодаланади.
1-таъриф.  Агар дс„ нуцтанинг 

бирор атрофида (х0 нуцтанинг узида 
аницланган булса ва агар

Ilm Ду = 0
4JT-0

ёки (яна шунинг узи)
lim [/(дс0 +  Ддс)'4Х-0

булса, х = дс0 цийматда (ёки дс0 н у а д а )  функция узлуксиз

48- раем.

*ам) y = f (x )  функция

(1)

•/(*„> 1=0 (2)
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дейилади. (2) ифоданннг узлуксизлик шартини бундай 4зиш 
мумкин:

lim / (* „  + А.г) = / (л 0)
&Х-+0

ёки
Пт /(•«) =/(дс0), (3)

аммо
хи = 11т  х.

Х  — Хщ

Демак, (3) тенгликни бундай ёзиш мумкин:
Иш / (л ) =/(11шдг , (4)
JT-.t, \ ДГ-»*, /

яъни х -*■ х 0 да узлуксиз функциянинг лимитини топиш учун 
функциянинг ифодасида аргумент х урнига унинг х0 кийматини 
куйиш кифоя. Берилган нуктада функция узлуксизлигининг 
1еометрик тасвири шуни билдирадики, агар факат | Д х\ етарли 
кичик булса х0 + Д-r ва дс„ нукталарда функция графиги орди- 
наталарннинг айирмаси абсолют киймат буйича иХиёрий киЧЪк 
булади.

1- м и со л .  у = х* функциянинг ихтиёрий дг0 нуктада узлуксизлигини 
исботлаймиз. Хакикатан,

Уо = -*о- У» + ЛУ = + Д-*)1. ДУ “  (•*<> + А-*)* «  2дСдДдс + Ддг*

х исталган усул билан нолга интилганда (49- а ва б раем):
Ilm Ду — Ит (2дг, Ддг -f Ддг*) •« 2х Иод Ддг + И ГО Ддг-Пт Ддг — О.

LX^O tX - 0  iJ- *0  AX-*0 AX-0

2- мисол .  Ихтиерий хи нуктада у — ein jt функциянинг увлуксизлигиив 
исботлаймиз. Хакикатаи,

у, = sin х„, уо + Ду = sin (дг0 + Д.г),

&х>0, йу>0
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[Окорка 5- § даги (7- мисол) lim sin у  = О эканлиги курсатилган эди.
Д  у '

cos ( j r+ г г ! функция чекланган. Демак, lim А у = 0.\ i  ' Ajr-0

Хар бир асосий элементар функцияни худди шу тарика 
куздан кечириб, *ар бир асосий элементар функция узи аник
ланган дар бир нуктада узлуксиз эканини исботлаш мумкин.

Сунгра куйидаги теоремани исботлаймиз.
1-теор ем  а. Агар / , (дс) ва /2(дс) функциялар дс0 нуцта- 

да узлуксиз булса, унда ф ( jc )  =  / ,  (х) -+ / 2 (х) йигинди д ч ш  
jc# нучтада узлуксиз функциядир.

Исбот .  / i ( jc) ва /а (д:) функциялар узлуксиз булгани учун
(3) тенгликка асосан мана буларни ёзиш мумкин:

11т /, (дс) -  /, (дс0) ва Пт /, (д:) = /4 (х0).
Х-+Х9 X —JT,

Лимитлар ^акидаги 1- теоремага асосан бундай ёза оламиз:

11т  <|<(дс) = 11т I/ i ( a )+ / , (a ) )  = 11т  /, (дс) + П т/ , (* )=
Л —Хь Х-+Х% Х —Х ' Х->Хщ

= /l (*о )+ /* (•*<>) => ф(дс0).

Демак, йигинди <|» (д:) = /, (дс) /2 (дс) узлуксиз функциядир. 
Теорема исботланди.

Теорема дар кандай чекли сондаги кушилувчилар учун *ам 
тугрилигини натижа тарикасида кайд килиб утамиз.

Лимитлар назариясига суяниб, куйидаги теоремаларни *ам 
исботлаш мумкин:

а) Икки узлуксиз функциянинг купайтмаси узлуксиз 
функциядир.

б) Икки узлуксиз функциянинг булинмаси, агар царала- 
ётган нуцтада махраж нолга айланмаса, узлуксиз функ
циядир.

в) Агар х = дс0 да и = э (х) узлуксиз ва и0 = ? (дс0) нуцта- 
да f (u ) функция узлуксиз булса, / [? (.* ) ]  мураккаб функция 
*ам х0 нуцтада узлуксиздир.

Бу теоремалардан фойдаланиб, куйидаги теоремани исбот* 
лаш мумкин.

2-теорема .  Хар кандай элементар функция ^зи аниклан
ган дар бир нуктада узлуксиздир*).

*) Бу масала Г. М. Ф и х т е н г о л ь ц н и н г  .Математик анализ асослг- 
ри*, I- том, 1970, китобида муфассал баён этилган.
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3- м и с о л. у = дг3 функция исталган дг, нуктада узлуксиз ва шунинг 
учун

llm дс* «*
. г. .>, - > . л

llm л» = 3* = 9.
1-3

4- м и с о л. у = sin дг функция исталган нуктада узлуксиз ва шунинг
уЧуц •’ ' • •

* /2llm sin дг = sip -г — —к~'П * ^

5- м и с ол, у =  е* функция лар бир нуктада узлуксиз ва шунинг
учун

llm е* «= в*.X -»в
6- и и с о л.

In (1 +  jr) 1 Г -J-1
llm -------- = lim — In (1 + дг) = llm In I (1 + дг)ж I-
x-*0 x дг-»0 jr-»0 L J

.Мэдомики, lim (1 -f x Y  *= e ва л>  0 да In * функция узлуксиз, демак, 
дг—о

z = е да лам узлуксиз, у лолда

llm In £(1 + дг)*] — In ĵ llm (1 +  дг) =  \пе ■= 1.

2-таъриф.  Агар y = f (x )  функция бирор (а, Ь) ннтер- 
валнинг *ар бир нуктасида узлуксиз булса, функция шу ин
терес лда узлуксиз дейилади, бу ерда а < Ь.

Агар функция х = а да *ам аникланган булса ва бунда 
Urn f [x )= f (a )  булса, у *олда f (x )  функция х = а нуктада
jr-»e + 0
унгдан узлуксиз дейилади. Агар Иш f (x )  = f (b ) булса, у *ол-

х -*Ь—О
да /(.*) функция х — Ь нуктада чапдан узлуксиз дейилади.

Агар / ( х) функция (а, Ь) ннтервалнинг ^ар бир нуктасида 
узлуксиз булса ва интервал учларида тегишли равишда унгдан 
ва чапдан узлуксиз булса, у *олда / (х) функция (а, Ь\ ёпик 
интервалда ёки кесмада узлуксиз -дейилади.

7- м и с о л. у = .v* функция [а, ft) кесманинг лар кандай нуктасида уз- 
луксизлигн 1- мисолдан келиб чикали.

Агар бирор х = х0 нуктада у = f (x )  функция учун узлук
сизлик шартларндан *еч булмаганда биттаси бажарилмаса, 
яъни агар л* = х0 да функция аникланмаган булса, ёки lim f  (х)
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лимит мавжуд булмаса, ё к и л - * х 0 интилиш ихтиёрий бул- 
са-ю, ^нгда ва чапда турган ифодалар мавжуд бул;а-да, 
Ilm / (х )ф / (х 0) булса, у холда у = / (х )  фуйкция дс-дг0иуц-

тада уаилган булади. Бу холда х = дг0 иуцта функциянинг 
узилиш нуцтаси дейилади.
&Ки' >* ■>• • | - . -j л, •

8- мисол .  у =  — функция дг = 0 б^линда уэилувчидир. Хацичатан 
дг = О да функция аиицланмаган.

lim ~  = + ooj lim ■= — ов.лг-»0+0 х—0—0
Бу функция исталган х + 0 кийматда узлуксиз аканлигиии к?рсатиш осон.

1 1
9- м и с о л. у = 2* функция х = 0 да узилувчи. Х»кикатан, Пт 2* — оо,

1 »
Ilm 2х =* 0. х •= 0 да функция аникланмаган (60- раем).jr-»0—О X

10- м и сол. /(-*)= — | функцияни текширамиз.

■* \  х <  0 да j-j-j -  — 1 булади;

х
х >  0 д» 1 булади.

Демак,

Ит /  (дс) = 11т Г7Т= — 1. jr-»0— 0 от-О—О I ■* I

Ilm /(дс) =  Ilm 1-77 =  1; jr-»0+0 jr—0+0 I I
х

дг = 0 да функция аникланмаган. Шундай килиб, х = 0 да /(jr) = ТдП" 
функция узилувчи эканини аникладик (51- раем).
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11- и и со л. 3- § нинг 4- мисолида текширилган у = sin — функция 
дг = 0 да узилувчидир.

3-таъриф.  Агар f (x )  функция шундай булсаки, 
lim*/(л) =/(•*'„ + 0) ва 11m f (x ) = f (x a- 0 )
х-х,+0 х—х,—О

чекли лимитлар мавжуд, аммо 11т  /(х ) ф Пт / (х) ёки х = х9
х-»х9 +0 х-*хш—0

да / (х ) функция аникланмаган булса, у холда х = х0 нуцта
1-тур у з и л и ш  ну цт а  дейилади. (Масалан, 10- мисолда ку- 
рилган функция учун х = 0 нукта 1- тур узилиш нуктадир.)

10- §. Узлуксиз функцияларнинг баъзи бир хоссалари

Бу ларагрсфда кесмада узлуксиз булган функцияларнинг 
баъзи бир хоссаларини текширамиз. Бу хоссалар теоремалар 
шаклида ифодаланади, уларни исботсиз келтирамиз*).

1-теорема.  Агар y = f (x ) функция бирор [а, Ь\ (а < 
<  х < 6) кесмада узлуксиз булса, у холда [я, Ь\ кесмада хеч 
булмаганда шундай бир х = хх нуцта топиладики, функ
циянинг бу нуцтадаги циймати

f ( * i )> f (x )
муносабатни цаноатлантиради, бу ерда х кесманинг истал
ган бошца нуцтаси ва хеч булмаганда шундай бир х = хг 
нуцтаси топиладики, функциянинг бу нуцтадаги циймати

/ (* * )< / (* )  
муносабатни цаноатланти- 
ради.

Функциянинг f ( k |) кийма- 
i тини у =*/(•*) функциянинг
* (я, Ь\ кесмадаги энг к а тта  

'х  циймати деб атаймиз, функ
циянинг f (x 2) кнйматини функ- 

52- раем. циянннг [а, Ь\ кесмадаги энг
кичик циймати деб атаймиз. 

Бу теорема кискача бундай ифодаланади: 
а < л :< £  кесмада узлуксиз функция бу кесмада хеч бул

маганда бир марта энг к а т та  М  цийматга ва энг кичик 
т  цийматга эришади.

Бу теореманинг маъноси 52- раемда равшан тасвирлангаи.

*) Бу теореманинг исботи Г. М. Ф и х т е н г о л ь ц н и н г  .Математик
анализ асосларн*, 1- том, .Укитувчи*. 1970, китобидан топиш мумкин.
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И зо * .  Функциянинг кийматлари а < х < Ь  интервалда ка- 
ралса, функциянинг энг катта киймати булиши ^акидаги тео
реманинг тасдики нотугри булиб колишн мумкин. Масалан, 
v = х функцияни 0 < х < 1 интервалда карасак, у *олда унинг 
кийматлари орасида энг каттасн *ам йук ва энг кичиги *ам 

Хакикатан, бу интервалда х нинг энг кичик киймати *ам, 
ьнг катта киймати *ам йук. (Четки чап нукта йук, чунки *ар 
кандай х* нуктани олмайлик, бу олинган нуктадан чапда бул
ган, масалан, ^  нукта топилади; шунингдек четки унг нукта
>;ам йук, демак, у *= х функциянинг энг кичик киймати *ам, 
энг катта киймати *ам йук.)

2- т еорема .  Агар у = /  (jc ) функция [а, 6] кесмада уз
луксиз булиб, бу кесманинг учларида турли ишорали ций- 
матларни цабул цилса, у холда а ва b нуцталар орасида 
Xеч булмаганда шундай бир х = с нуцта топиладики, бу 
нуцтада функция нолга айланади:

/  (с) = 0, а < с <Ь.
Бу теорема содда геометрик маъно- 

га эга. у = / (х) узлуксиз функциянинг 
Afi [о, / (a )] ва М 2 [b, f(b)\ нукталарни *6 
»уташтирувчи графиги Ох укни хеч бул-'(

маганда битта нуктада кесади, бу ерда / ( а ) < 0 ва f (b )>  О 
(ёки / ( а ) > 0 в а  f{b )< 0) (53- раем).

М и с о л .  у = дг3 — 2 функция берилган; , =  — 1, у „  3 =  6. Бу функ
ция (1, 2] кесмада узлуксиз. Демак, бу кесмада у = х3 — 2 нолга айланади-
ган нукта мавжуд. Хакикатан, х = уг7  да у = 0 (54- раем).

3- т е оре  м а. Фараз цилайлик, у = / (х ) функция [а, Ь\ 
кесмада аникланган ва узлуксиз булсин. Агар бу кесманинг
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учларида функция тенг булмаган /  (а) => A, f(b ) = B  кий- 
мятларни кабул килса, у холда А ва В сонлар орасида ётуй- 
чи ц. сон цандай булмасин, а ва b орасида ётувчи шундай 
х = с нуцта топиладики, унда f (c )  = р булади.1

Бу теореманинг маъноси 55- расмда очик-ойдин тасвирла- 
нади. Бу холда хар кандай у = (* т^гри чизик У = / (* )  функ
циянинг графигини кесади.

Изох- 2-теорема бу теореманинг хусусий холидан иборат 
эканлигини кайд килиб утамиз, чунки агар А ва В  турли ишо- 
раларга эга булса, у холда ц Урнида 0 ни олиш мумкин, у 
вактда ц =» 0 узи А ва В  сонлар орасида булади.

3-т е о р е м а н и н г  н а т и ж а с и .  Агар у = / ( х) функция 
бирор интервалда узлуксиз булиб, энг к а тта  ва энг кичик 
кийматларни цабул цилса, у холда бу интервалда функция 
,;еч булмаганда бир марта узининг энг кичик ва энг катта> 
кийматлари орасида ётувчи исталган цийматни цабул ци- 
лади.

,\ак'икатан, / (* , )  = М, f (x 2) = т  булсин. [дг„ х,| кесмани 
караймиз. Бу холда 3-теоремага бнноан бу кесмада у =  / (х) 
функция А1 ва т  орасида ётувчи исталган ц кийматни кабул 
килади. Аммо, [дг,, хг] кесма f \х) функция аникланган тек- 
шнрилаётган интервал ичига жойлашган (56- раем).

11-§. Чексиз кичик микдорларни таццоелаш

Айтайлик, бир вактда бир неча

а *
55- раем. 56- раем.

чексиз кичик микдорлар биргина х аргументнннг функцияла- 
ридан иборат булиб, х бирор а лимитга ёки чекензликка ин- 
тилганда улар нолга интилсин. Бу узгарувчиларнинг нисбатла-
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рини куздан кечириб, узгарувчиларнинг нолга интилишларин» 
характерлаймиз*).

Бундан буён куйидаги таърифлардан фойдаланамиз.
1-таъриф.  Агар нисбат чекли ва нолдан фар^ли лимит

га эга, яъни llm — А ф О, демак, llm у  = ф 0 булса, у
лолда р ва а чексиз кичик мицдорлар бир хил тартибли чек
сиз кичик мицдорлар дейилади.

1- м и с о л. а «= х, Р = sin 2дг булсин, бу ерда х -* 0. • ва р бир хил 
тартибли чексиз кичик микорларднр* чунки

Р sin 2х „llm — ■= llm —-—  = 2.
дг-»о а х-о *

2- м и с о  л. х  -* 0 да х, sin 3jr, tg 2лг, 7 In (1 + дг) чексиз кичик мик- 
дорлар бир хил тартибли чексиз кичик микдорлардир. Бунинг исботи 1- мн- 
солда исбот кандай утказилган булса, шундай цилиналн.

2- т аъриф .  Агар иккита чексиз кичик мицдорнцнг нис-
бати нолга интилса, яъни llm ^ =» 0 (llm у- = 00 ) булса,
у $олда р чексиз кичик микдор а чексиз кичик мицдорга 
нисбатан юцори тартибли чексиз кичик мицдор дейилиб, а 
чексиз кичик мицдор эса Р -чексиз кичик мицдорга нисбатан 
цуйи тартибли чексиз кичик микдор дейилади.

3-мисол .  я =  дг, 3 = дг", п >  1, х -* 0 .булсин. р чексиз кичик мик
дор а чексиз кичик микдорга нисбатан юкори тартибли чексиз кичик миц-

х п
дорднр, чунки llm — = lim дг"~> = 0.ДГ-.0 х JT-.0

Бунда а чексиз кичик микдор р чексиз кичик микдорга ннсбатан куйн 
тартибли чексиз кичик миклордир.

3- т а р и ф. Агар р ва а* бир хил тартибли чексиз кичик мнк-
дорлар, яъни llm ^  = А Ф  0 булса, р чексиз кичик мицдор а
чексиз кичик микдорга нисбатан k- тартибли чексиз кичик 
Мицдор дейилади.

4- м и с о л. Агар а = х, р = дг3 булса, у лолда х —■ 0 да р чексиз кичик 
микдор а чексиз кичик микдорга ннсбатан учинчи тартибли чексиз кичик 
миклордир, чунки

Р ДГ3
I |1т = 1|т /Тй = 1.* л-0  “  дг-0  \ХГ

* Махраждаги чексиз кичик микдор а нуктаиннг бирор атрофнда нолга 
а1.ланмайдн деб фараз киламиз.
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g
4-таъриф.  Агарда иккита чексиз кичик мицдорнинг -£•

3 Анисбати бирга интилса, яъни llm — = 1 б^лса, у долда ji ва а
чексиз кичик мицдорлар эквивалент чексиз кичик мицдорлар*) 
дейилади ва а ~ Э  шаклида ёзилади.

5- м и с о л. а = х ва ? = sin дг булсин, бунда х -* 0. а ва jl чексиз ки
чик микдорлар эквивалентдир, чунки

sin х llm ——  = I. х—0 х
6- и и с о л. 1 = х, Э =* In (1 + х ), булсин. х -* 0, бунда а ва р чекси 

кичик микдорлар эквивалентдир, чунки

хш !1 Д ± Л  .  1X
(9- § даги 6- мисолга каранг).

1-теорема .  Агар а ва (5 эквивалент чексиз кичик миц- 
дорлар булса, уларнинг а — р айирмаси а ва $ га нисбатан 
юцори тартибли чексиз кичик мицдордир.

Исбот .  Хакицатан,

llm —  = lim (1 — -) = 1 — llm — = 1 — 1 — 0.а \ а / 1

2-те ор ем  а. Агар иккита чексиз кичик мицдорнинг а — Э 
айирмаси а га ва Э га нисбатан юцори тартибли чексиз ки
чик мицдор булса, у холда а ва Э эквивалент чексиз кичик 
мицдорлардир.

а - R 3 \Исбот .  Пт —~  = 0 булсин, у *олда Пт (1 — -Н = 0, ёки

1 — Пт — =* 0, ёки 1 =- 11т—, яъни а » А г а р  Пт = 01 « р
булса, у долда Пт (-^— lj — 0 ёки И т у  = 1, яъни * » { ) .

7- м и с о л. 1 = х, S = х + х3 булиб, х -* 0 булсин.
« ва Э чексиз кичик микдорлар эквивалентдир, чунки уларнинг j$ — «= х3 

айирмаси а га нисбатан ва ji га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик 
микдордир. Хакикатан,

Я — а х3 
lim -----  = llm ■— «  llm хг = 0,
jr-»0 1 х-*0 х дг-0

— (J _____х*_ 'JT*
Х - 0| , г а  1  =  I 1 ™0  -  1Л г 0  =  0

*) Бу *олда а ва ji баъзан тенг купли чексиз кичик микдорлар дейи- 
дади.
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нисбатан ва р га нисбатан юкори тартнбли чексиз кичик микдорднр. 
а ва р нисбатининг лимити 1 га тенг:

лимитга эга булмаса ва чексизликка интилмаса,' у холда р ва
о юцорида курсатилган маънода ^заро таккослана олмайди.

9- м и с о л. а =.дс, р = х sin -j булиб, х -*• 0 булсин. « ва р чексиз ки-
Р 1чнк микдорлар таккосланадиган эмас, чунки уларнинг — «= sin — нисбати

х -*■ 0 да чекли лимитга лам, чексизликка лам интилмайди (3- § даги 4- ми* 
со.па каранг).

II бобга машцлар
Курсатилган лимитлар лисоблансин: ,

I (я +  1)з= 3(1*+ 2* + . . .  + л*> + 3 (1+ 2  + . . .  +  я) +  (п + 1 ),

ж + 1

«Г-* JO _  Х -*~  Х-+т
X

И з о * .  Агар иккита чексиз кичик микдорнинг нисбати

К у р с а т м а. * = 0, 1, 2, . .  ,  
формулами ёзамиз.

п учуй (к + I )3 — к3 = ЗЛ* -f 3k + 1

13 = 1;
2з — is = 3-1» + 31 + 1; 
Зз -  2’ = 3-2* + 3-2 + 1;

(я  -f- 1 )3 — n3 = 3/i* + Зя + 1. 
Чап ва унг томонларни ладма-лад кУшамиз:

(я + 1)3 = 3 (1* + 2а -I-... + я») + 3 ^ ± 1 1  + (л + 1),
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бундан

» jy / ’ t o + l1 -  ' " - " - - ' ’ У + Г 1 ' *«>■ »■
I I  •̂у3 4- X  ц.’ая — 12 ^ УКая 4..t-о Зл* + 2.у " /пав. <̂ . 1А ^^2 ^ — 2 /ив*. 4
,о Пт * 3-  1 ж  3 ,4 И т дг* — 5дг + в 1
13 jr-i “ 1 ' Ж ав  3. 14. х-*ч 12дг + 20 Жа4- 8

||т д-» 4. 3jc_ю 1fi Пт У3 1 3У* + 2У 2̂
•5- ;й » - 5 д г - 2  * Ж ав- !• у~ 2 У' ~  У -  в - Ж  ' ~  5 *

18. ""J, (Х Г  Х3 . Жав. З А
17 ,|т  <Р 4 4“  + 4ц Жав 017- «— 2(м + 2 ) ( « - 3 ) -  Ж ав0- цт  х" — 1

20. х 1_'1- Ж ав. я. (я — бутун
,9. Иш [ 1 _  3 1 _ t мусбат сон).____

О, П т  у X 1 + р г — р Я_ г/г_________________________
23. *•_♦(> /-" ■■■■■■ • /А “ • и | 1 _>т -4- лг —• 1 1

*  °  + </*-<? Р «•  I V  х ---- !. Ж ав. -у* .
И т  7 л - 7 Т  % Г

■■■*—  • Ж а л --^ г-  28. л ® .  V ^ 1. ж « . . £ + : к ..
.. | '  ДС* — 3 # , . |

27' ' - + “ ^ П ‘ Ж а » . 1. 30. Н т^  JC (уде* + 1  — ж ). Ж а . .

29. ( у X *  + 1—  у х 1 - l ^ -Жав.О . х  — +  оо да дс- — оо да —  оо.

,. sin jr iim sin 4дг
31 • 1?™о Igx- Жав- L ~T~- Жая- 4'

s*n*"3 . 34 Ит г — Жав. , 2.
ЗЗ- Итп — Л— ’ Жа». -А• * ~ ° / 1 - cosjrХ-+0 X *  9  1 О

• Ой 1 2COS V X t fn m  f  136. цт  -----------.. Жав. \ о.
35. х ™0 дг ctg х. Жав. 1. ®- f  sin |tf — j

кг 2 u„. 2arcsln x 2
37. «п. (1 _  z) ,g f . Ж *.. *• It'™ Жа•' -3 -
3J. И т —  <fl 7- -v) — sin (а — дг! ^  1Im 18 л— sin* 1

jt- 0 ДГ . jr—О ДС* л
Ж ‘й«. 2 cos a.
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<'• (> + г Г *  Жав А  <2’ (* —ЗгГ* * « •  7.
/ , \-г 1 / 1  \«+*

®;г.(г+т)- * - г  «■ L'r. I1+-*) .
45> lim (л |1п (л + 1)— In яЦ. 46. 1,m (• + cos jc) 3,ecjr. Жв<. Л

Я-» 00 *
Жл«. 1. 7

47. » -  ln<1^-— •  ̂ ^ e- «• 48. И«в ( ^ n f +I. Жав. e.

49. llm. ( l  + 3 Ig*дс) * . Жав. A  50. llm ( cos Жав. 1.JT-.0 m-»- \ m/
■ /< i «v JH  - sin аде ... aln (l +  0  ... o-.-t a да I; 52. I " n -7ГПГ-Г- Ж а в .- -5J. 1110 ---------• Жав. « -- »  11 0. ДГ-.0 sin рдс . f*•-«в в ' jr-—~ 11 0.

63. Ни» а- 1 ( а >  1). Жав. 54. Чm n f a " ’ — l l  Жав. In а.
Х~* ос л  Я-**® L J

л-*+в И  + в, *-*-« М 0.

»  й ,  -*"• ■ “ » “ • Й  , и £ ~ £ >  ■ '•

Функцияларнинг узилиш нуцталари аииклаисин: 
х — 1

57. у = х (х  + 4) • Жав. дс = — 2; -  1; 0; 2 да узилиш.

я - f .
59. у = 1 + 2 - »  фуникиянинг узилиш нуктаси топилсин ва бу функ

циянинг графиги ясалсин. Жав. дг = 0 да узилиш (х -* 0 +  0 да у -» оо, 
дг -♦ 0 — 0 да у -* 1 ).
вО. Куйидаги (дс-*0 да) чексиз кичик микдорлар дг*, /дс(1 — дс), sln3jr,
2дс cos дсу̂ tg ĵr, лее** орасидан чексиз кичик мицдор дс билан бир хил тар
тибли чексиз кичик микдорлар, *амда дс га нисбатан юкори ва куйи тартибли 
чехеиз кичик микдорлар ажратилсин. Жав. х билан бир хил тартибли 
чексиз кичик микдорлар: sln&r ва л**'; дега Караганда юкори тартибли чек-
сиз кичик микдорлар: дг1 ва 2лг cos xyrtgJ дс, х га Караганда куйи тартибли 
чексиз кичик микдор: ^ х  ( 1 — дс).

01. Курсатилган чексиз кичик микдорлар (дс -* 0 да) орасида чексиз ки- 
чик микдор дг га тенг кучли чексиз кичик микдорлар топилсин: 2 sin .г;
•j tg 2дс; дс — Здс*; 2дс* + дс3; 1п(1 + дс); дс>+3дс4. Ж ав. - j tg2jr ;  дс —
— Здс*; In (1 + дс).

82. дс-* 1 да 1 — дс ва 1 — / х чексиз кичик микдорлар бир хил тартиб
ли булишига ишонч досил килиисин. Улар эквивалент бУладими? Жав.

« В  X
llm --- щ. 3, демак, берилган чексиз кичик микдорлар бир хил тартиб-

1 — f/x 
ли, аммо эквивалент эмас.

5 М. С. II иску по*
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КОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛ
1- §. ^аракат тезлиги

Бирор каттик жисмнинг тугри чизикли харакатини маса
лан, юкорига вертикал холда отилган тошнинг харакатини. 
бки двигатель цилиндридаги поршень харакатини ва шунга 
ухшаш харакатларни текширамиз. Жисмнинг конкрет Улчам- 
ларини ва шаклини эътиборга олмай, бундан буён уни хара- 
кат килувчи М нукта шаклида тасаввур киламиз. Харакат ки- 

лувчи нуктани унинг бирор бошлангич М0 хола- 
тидан хисобланадиган £ масофа t вацтга боглиц 
булади, яъни 5 масофа t вактнинг функцияси бу
лади:

1- / ( 0 . ( 1)«
Фараз килайлик, харакат килувчи М  нукта t 

вактнинг*) бирор моментида М 0 бошлангич холат- 
дан £ масофада булсин, ундан кейинги бирор* 
t + At моментда вса нукта бошлангич холатдаи 
s -j- As масофада булиб, Мх холатни олган булсии 

___  (57- раем).
57- раем. Шундай килиб, At вакт оралигида s масофа Аз 

микдорда узгаради. Бу холда At вакт оралигида 
s микдор As орттирмани олди дейилади.

Энди 27 нисбатни текширайлик; у бизга нукта харакати* 
нинг At вактдаги Уртача тезлигини беради:

vtm  “  T t• (2)
Уртача тезлик М  нукта харакатининг t моментдаги тезли

гини хамма холда хам аник характерлайвермайди. Масалан,

*) Бу ерда ва бундан буен лам Узгарувчининг конкрет кийматини уз
гарувчининг узкий билдирувчи л арф билан бедгилаймиз.
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«исм Д* ораликнинг бошида жуда тез, охирида эса жуда се- 
* н харакатланган булса, у холда уртача тезлик нукта хара- 
катининг курсатилган хусусиятларини акс эттнра олмаслнги 
ва бизга нукта харакатининг t моментдаги хакикий тезлиги 
хакнда тасаввур бера олмаслиги равшан. Бу хакикий тезлик- 
ни уртача тезлик ёрдами билан аникрок ифодалаш учун Д/ 
кичик вакт оралигинн олиш керак. Нукта харакатининг t мо
ментдаги тезлигини Д/ -*• О даги уртача тезлнкнинг интилган 
лимити жуда тула характерлайди. Бу лимит харакатнинг бе
рилган  м о м е н т д а г и  т е з л и г и  дейилади:

г>-ит . (3)м —о А/ • '  7

Шундай килиб, вакт орттирмаси Дt нолга интилган холда йул 
орттирмаси Дs нинг вакт орттирмаси Д/ га нисбатининг лими- 
ти х а р а к а т н и н г  б е р и л г а н  м о м е н т д а г и  т е з л и 
ги дейилади.

Биз (3) тенгликни ёйилган шаклда Сзамнз. Масофанннг 
орттирмаси

As = f ( t  + A t ) - f ( t )
б\лгани учун

о-»

Бунинг узи нотекис харакатнинг тезлиги булади. Шундай 
килиб, нотекис харакат тезлиги тушунчаси лимит тушунчаси 
билан узвий равишда богланганлигини курамиз. Факат лимит 
тушунчаси ёрдами билан нотекис харакат тезлигини топиш 
мумкин.

Юкоридаги (3') формуладан тезлик v вакт орттирмаси Д/ 
га боглик булмйсдан, балки t нинг кийматига ва f ( t )  функ- 
циянннг характерига богликлиги келиб чикади.

М и с о л .  Йулнинг вактга боглаииши

* = Т
формула билан ифодаланса, текис тезланувчаи харакатнинг ихтиёрий t мо
ментдаги ва / = 2 секунд моментдаги тезлиги топилсин.

gt%
Е ч и ш .  t моментда s =  га эгамиз; t -f  Д< моментда:

g (t  + b t?  g «* + 2/Л/ + Л/*) 
v  s + А» = ----^ ------- j -------.

■А* ни топамиз:
g {(* + 2t Ы  + Ы*) gt* . . . g b f i  

As — ------- ^ ”  g'  & t + ----

5*
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А*
^  нисбатни тузамиз:

таърифга кура:

As g tto  +  j g M *  д , 

Д 7 - ---- 57----  = * '+ V

Шундай килиб, t вактнинг исталган моментида тезлик v *  gt га тенг.
/ = 2 булса, (</) <-2 = g-2 = 9,8-2 =• 19,6 м/сек.

2- §. ^осиланинг таърифи

Бирор ораликда аникланган
У “ / ( * )  \ ) ^  (1)

функцняга л  аргументнннг шу ораликдаги ^ар бир кийматида 
у = / (х )  функция маълум кийматга эга.

Аргумент х бирор (мусбат ёки манфий — бари бир) Дх 
орттирмани олеин. У вактда у функция бирор Ду орттирмани 
олади. Шундай килиб:

аргументнннг х кийматида у =» / (х ) га, 
аргументнннг х +  Дх кийматида у + Ду =»/(x-f Дх) га эга 

буламиз. Функциянинг орттирмаси Ду ни топамиз:
Ду = / (х  +  Д х )- / (х ) .  (2)

Функция орттирмасининг аргумент орттирмасига нисбатини ту
замиз:

Ду f(x+ Ax)— f (x )  *
Ах Ах * W

Бу нисбатнинг Д х-► О даги лимитини топамиз. Агар бу 
лимит мавжуд булса, у берилган / (х* функциянинг *оси- 
ласи  дейилади ва / ' (х) билан белгиланади. Шундай килиб, 
таърифга к^ра,

/ ' ( * )  = Пт ^
Х Х - 0  л х

ёки
/ ' W - Ч т  + (4)

4Х-.0 йХ
Демак, берилган у = / (х )  функциянинг аргумент х буйи- 

ма хосиласи деб, аргумент орттирмаси Дх ихтиёрий. равишда
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нплга интилган долда функция орттирмасн Ду нинг аргумент 
оотгирмасн Ах га нисбатининг лимитига айтилади.

Умумий *олда х нинг *ар бир кийматн учун f '(x )  досила 
маълум цийматга эга, яъни досила дам х нинг ф у н к ц и я с и  
булишини цайд цилиб утамиз.

Хосила учун /'(■*) белги цаторида бошцача белгилар дам 
ншлатилади, масалан,

. . dy 
,~У. Ух, j j .

Хосиланинг л — а даги конкрет циймати / '(а )  ёки у'\Хш̂  би
лан белгиланади.

Берилган f (x )  функциядан досила топиш амали шу функ
цияни дифференциаллаш дейилади.

1- мисол .  у «= х* функция берилган; унинг: 1 ) ихтиёрий х нуцтадаги 
ва 2) х = 3 нуцтадаги *осиласи у ' топилсин.

Е ч и ш .  1) Аргументнннг х га тенг цийматида у = х* га згамиэ. Аргу- 
ментнинг х -f Ддг га тенг кийматида у + Ду = (дг + Аде)* га згамиз. Функ
циянинг орттирмасини топамиз:

Ау = (дг + Адг)* — х1 = 2дг Адг + (Адг)*. 
нисбатни тузамиз:

Ау _  2х_Ьх + (ЬхУ  = 2jr ^
Адг Адг д.

Лимитга Утиб, берилган функциядан *о1ила топамиз:
Ду

у' lim г— "  llm (2дс + Ддс) = 2дг.
4дг-*0 а х  Адг-О

Демак, у = дс* функциянинг ихтиёрий нуцтадаги *осиласи 
\  г . . .  у ' •= 2дс.

2) дг = 3 да шуни *оснл циламиз:

У\ х«*3 2-3-6.
1

■(иламиз:

/

А у .

> = 7- 
1

у + ау = 7 Т а7 '
1 дг — х — Ддс Адг

дг + Адг дс 
Ду 
Ддс

дс (дг +  Ддг) 
1

дс (дг + Дх)’

дс (дс +  Ддс)’

' ' "  2TU ^  -  Г (Т т а Г )1 -  -  р-
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Изод.  Утган параграфда, агар даракатланувчи нукта s ма- 
дофаепнинг t вактга богланиши s — /(£) формула билан яфо- 
Двланса, у долда t моментдаги v тезлик

формула билан ифодаланиши аникланган эди. Демак,

яъни тезлнк йулдан t вакт буйича олинган доснлага*) тенг.

8- g. ^осиланинг геометрик маъноси

Харакат килувчи жисмнинг (нуктанинг) тезлигини текши- 
риш натижасида, яъни механик тассавурлардан чициб бориб, 
досила тушунчасига келдик. Энди досиланинг жуда мудим 
г е о м е т р и и  маъносини берамиз. Бунинг учун энг аввал эгри 
чизикка унинг берилган нуктасида утказилган у р и н м а н и н г  
таърифийи беришимиз керак булади.

Бнр эгри чизик ва унда тайин М0 нудта берилган булсин. 
Эгри чнзикда бир Af, нуктани оламиз ва M0Mt кесувчини ут- 
казамиз (58- раем). Агар М, нукта эгри чизик буйича М0 нук
тага чекенз якинлаша борса, у *олда МаМ и кесувчи 
Af0Af," ва доказо турли вазиятларни ишгол цилади.

*) Биз ,х буйича цосила* еки .вакт t буйича косила* ва доказо дега- 
иииизла, бу билан биз цосилани ^исоблашла аргумент учун х ни вки вакт
I ни на доказо олиниши кераклигини тушунамиз.

58- раем. 59* раем.
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Агар А/, нукта эгри чизик буйича и с т а л г а н  то мои дан  
\/ нуктага чексиз якинлаша борганда кесувчи маълум М0Т 
тутри чизик вазиятини эгаллашга интилса, у холда бу тугри 
чизик Af0 нуктада эгри чизиада уринма дейилади („эгаллашга 
ннтилади* деган тушунча куйида аникланади).

Биз / (* )  функцияни ва тутри бурчакли коьрдинаталар 
системасида унга мос

У =■/(*)
эгри чизикни куздан кечирамиз (59- раем), х нинг бирор кий
матида функция у = /(х)  кийматга *га. Эгри чизикда х ва у 
нинг бу кийматларига М0 (х , у) нукта тугри «елади. Аргу
мент х га Д.* орттирмани берамиз. Аргументнннг янги х -f Ах 
кийматига функциянинг „орттирнлган у +  Ду -=/(* -f Дх) кий
мати тугри келади. Эгри чизикнинг бунга мос нуктаси Af, (х+  
-t-Дх, у + Ду) нукта булади. M 0MX кесувчини утказамиз ва 
унинг Ох укнинг мусбат йуналиши билан хосил килган бур-
чагнни <р билан белгилаймиз. ^  нисбатни тузамиз. 59- расм
да н

Й  = 1в** (О
эканлигини бевосита курамиз.

Энди агар Ах нолга интилса, у холда Af, нукта эгри чизик 
буйича харакат килиб, Л10 нуктага якинлаша боради. MuMt 
кесишувчи М 0 нукта атрофида айланади ва-Дл: узгарнши би
лан <р бурчак Узгаради. Агар Ах -*■ 0 да <р бурчак бирор а 
лимитга интилса, у холда М0 нуктадан Утувчи ва абсциссалар 
Укининг мусбат йуналиши билан а бурчак ташкил килувчи туг
ри чизик изланган уринма булади. Унинг бурчак коэффици- 
ентини топиш кийин эмас.

tga= lim tgf = lim -Л  =  /'(•*)•
Ur-* C 4J--.0 й  х

Демак,
f  (х) — tg а, (2)

яънн аргумент х нинг берилган 
КийматиОа у  (jc) косила нинг 
киймати /(.*) функциянинг 
гРафигига унинг Л10(х, у> нуц- 
тасидаги уринманинг Ох укнинг 
мУсбат йуналиши билан хосил 
Нилган бурчак тангенсига тенг. 60- расмГ
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М и с о л .  у = дг* »гри чизнкка Af* (- J, -5-); Mj (— 1, 1) нуцталардагц
урннмалар огмалик бурчакларинннг тангенсларн топилсни (60- раем).

Е ч и ш. 2- § даги 1- мнеолга асосан, у' = 2х\ демак,

Is jt— I -  - 2.

4- §. Функцияларнинг дифференциалланувчилиги

(1)

С2)

мавжуд булса, у холда берилган jc = х0 кийматда функция 
дифференциалланувчи ёки (бари бир) хосилага эга деймйз.

Агар функция бирор [а, кесманинг ёки { а , Ь) ин- 
тервалнинг хар бир  н у к т а с и д а  дифференциалланувчи 
булса, у холда функция [а, Ь\ кесмада ёки (а, Ь) интервал
да дифференциалланувчи дейилади.

Т ео ре м а .  Агар у = / (х) функция бирор х = х0 нуцтада 
дифференциалланувчи булса, у %олда функция шу нуцтада 
узлуксиздир. к

Хакикатан, агар

| , т4Ж-0
булса, *

(•*о) + Ъ . л ф

бу ерда Дх ч- 0 да ? нолга интилувчи мнкдордир. Лекин, у 
Холда

Ду = ,/ ' (jt0) \ х  +  кД-к
булади; бундан Д-t-* 0 да Ду-*-0, бу эса х0 нуктада f ( x )  
функция узлуксиз демакдир (И боб, 9- § га каранг).

Шундай килиб, у з и л и ш  н у к т а с и д а  ф у н к ц и я  х о с и- 
л а г а э г а  б у л а  олмайди .  Тескари хулоса тугри эмас, 
яъни бирор х •=» х0 нуктада у =•/(*) функция узлуксиз були- 
шидан бу нуцтада у дифференциалланувчи хам булади деган 
хулоса ч и к ма йд и ;  х ,  нуктада / ( а )  функция хосилага эга 
булмаслиги хам мумкин Буига ишонч хосил килмок учун бир 
неча мисол куриб чикамиз.

Т аъ риф .  Агар .\
У - / (* )  Ч /  

функция х = х0 нуктада хосилага эга булса, яъни 
р  = |1т /<*о + Ь*)~/(хо)

4Х-.0 Л Х  А.Г-0
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|. и и С О Л .  /(ж ) функция [0, 2) кесмада куйидагича аникланган 
(61- расмга к*Р*нг):

О < ж < 1 да /(ж ) — х,
1 < ж < 2  да / ( х) = 2 х - 1 .

Б у  функция х =  1 нуктада узлуксиз булса-да. косилага эга эмас. Хакика- 
тан, А х >  0 да

» |  + <*)-/<!> И (Ч - М - 1 |- В - 1 .- ') . |Ц I
\х  АЖ-» Ах Ajt-*0 Ах

Ах < 0  да
Ц + Аж) — 1I I .  ./ (! + **)-/< »Аж

, lim
4.Г-0 Ах

.П т  ¥  
4Г-.0 Ах =1.

Шундай килиб, текширилаётган лимит Ах нинг ишораси кандайлигига бог* 
лик, бу эса дг = 1 нуктада функция доснлага эга эмас демакдир*). Геомет
рик жидагдан бунга шундай факт мос келадики, х -  1 нуцтада берилган 
.эгри чизик’ маълум бир уринмага эга булмайди.

Функциянинг х=* 1 нуктада узлуксизлиги
Аж <  0 да Ду = Адг, . j  ■< <
Ддг >  0 да Ду = 2Дж 

булишидан келиб чикади ва демак, иккала *олда кам Ддс-*-0 да Ау -* 0.
2- мисол .  Графиги62- расмда тасвирланган у = у'ж  функция эркЛф 

Узгарувчинииг барча кийматлари учун аникланган ва узлуксиздир. Бу функ- 
ЦИЯ f  “  ® Д® Косилага эгами-йукми эканлигини аииклаймиз; бунинг учун 
■* — 0 да вадг = О-f Ддс да функциянинг кийматларини топамиз;

х = 0 да у = 0, дс *> 0 + Ддг да у + Ду — fy (Аж).

Л  Хосиланинг таърифига биноан Ддс-* 0да Дж цандай цилиб нолга ин-
Д  у

тилишига карамай, г— нисбатнинг биргииа лимитга интилиши талаб ки- 
Динади.
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Демак,
Ду — Д̂дг.

Функция орттирмасининг аргумент орттирмасига нисбатинннг лнмнтипн 
топамиз:

Ilm А ?  = Ит 2 ^ 5 =  Ит 37=  ”  + 00■
Адг-О Д.* 4JT-0 Ддг Адг-0  у  Ддг*

Шундай килиб, Ддг -* 0 да функция орттирмасининг аргумент орттнрмасига 
нисбати х — 0 нуктада чексизликка интиладн (лимитга эга эмас). Демак, 
текширилаСтган функция j t * 0  нуктада дифференциалланувчи эмас. Бу нук
тада эгри чизикка уринма абсцисса Jkh билан бурчак *осил кнлади, 
яъни Оу Укиинг устнга тушади.

5- §. п бутун ва мусбат булганда 
у = ха функциянинг ^осиласи

Берилган у = f ( x )  функциянинг хосиласпнн хосиланинг 
умумий таърифига асосан топиш учун куйидаги амалларни 
бажариш зарур:

1) аргумент х га Ах орттнрма бериш, функциянинг орт- 
тнрилган кийматини хисоблаш:

у +Ду = /(дс +Ддг);
2) функциянинг орттирмасини топиш;

Ау =»/(* + Ддг) -/(дг):
3) функция орттирмасининг аргумент орттирмаенга нисба- 

тини тузнш:
Ду __ f (x  4- Ддг) -  /(дг).
Д* Дл:

4) Ах -*■ 0 да бу ннсбатнинг лимитини топиш:

/ _ И т  &  = ИтУ 4Л-.0 Л'
Биз бу ерда ва бундан кейинги параграфларда бу умумий 

усулни баъзи бир элементар функцияларнинг хосилаларинн 
хисоблаш учун к^лланамиэ.

Те орема ,  у = хп функциянинг хосиласи (бунда п бутун 
мусбат сон) пхп—1 га тенг, яъни

агар у = дс" булса, у' =» пхп~ х ( 1)
И сбот .  Ушбу функция берилган:



♦учкцняиинг 15

1) Агар х узнга Дх орттнрма олса, у *олда
у 4. Ду «. (х  +  Ад:)".

2) Ньютон биноми формуласидаи фойдаланиб, бундай «за 
оламиз:

Ду »  (х  + Дх)" — х н =  х" +  у  Xя- 1 Дх +

+  (Дх>* + -  + (А*>я “  х"
еки

Ду = пх" -> Дх + я (" ^ 1-) х"-* (Дх)* + ... + (А*)".

3) Нисбатии топамиз:
= пхп * + я (" ^ -1-) х "—* Дх + ... + (Дх)— '.

4) Бу иисбатнинг лимитини топамиз:

у' з  Иш т £ - И т  f/tx"-» + - (Я, Т 1) х«~, Дх +
1  1.Х-+0 л х  Адг-0 I  1 *z

+  ... +  (Дх)"-1] «=лх"“ \

дсмак, у '=*лх"— бу эса теореманинг исботидир.
•- ,и р

1- м и с о л. у •= х*, у ' •• 5дс»-’ » 5х».
2- м и сол. у -  х, у’ =  1дг«“ ', у' — 1. Охирги натижа оддий геометрик 

маънога »га; у =» х тугри чнзикка уринма х нинг \ар кандай кийматида бу 
тУгри чизик билан устма-уст тушади ва демак, Ох Укнинг мусбат йуналиши 
билаи таигенси 1 га тенг бурчак коснл килади.

(I) формула rt каср ва маифий булган *олда *ам тугрили- 
гиии кайд килиб ^тамиз. (Бу 12- § да исботланадн.)

3- мисол .  у = /~х.
Бу функцияни даража кУринишида тасаирлаймиз:

I
У "  • * .

У «ацтда ( 1) формулага биноан (кознргина цилинган изогни кисобга олиб) 
“ уни косил циламиз:



4- м и со л .

у - 7 Т * '
у ни даражали функция куринишида е.чамиз:

3_
~ 2
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У вакт да
з 5

з - т '  з - г
— j *

в- §. у -sinx,  з» -  cos* функцияларнинг ^осилалари
1- теорем a. s in* нинг хосиласи cos*, яъни

агар у «=« а1п*^Рулса, v ' = cos* бЧлади. I 1*)
Исбот .  Аргумент *  га А *  Орттирма- берамнэ; у *олда:
1) У + Ay -  sin (*  +  А*);
2) Ay = sin (*  +  А*) — sin *  =2sln х ± ^ - х cos £±-^L±f,

•  2  sin ^  • cos (*  +  у ) ;

д 2 sin %  cos (ж +  ^ )  s l n ^

3>Al = ------ 53?------  5 7 С08(х  + Т >
“У

Ддг '•**--
д 8ln / А

4) у ' «■ Пш — Иш д——  • llm cos (*  +
А.Г-0 ДД| А *-0  Адг-»0 V ' 2 )•

аммо
Ддг sin -Я-

Нт -  1,tjc-*o *7
2

шунинг учун
Ддг\

1-Mi

. « N
♦Л’**»'

v' — lim cos (* - f  тг  ̂=  cos *.
^  AJT-.0 '  *  /

Охирги тенглик cos *  узлуксиз функция эканлигига асосан 
*осил цилинади.

2- т е о р е м a. cos *  нинг хосиласи — sin *, яъни
агар у = cos *  булса, у1 =* — sin *  булади. (IU)



УЗГАРМАС М И КД О РНИНГ ХОСИЛАСИ 77

И с б о т .  Аргумент х га Ах орттирмани берамиз; у холда
у -j. Ду = cos ( jc + Ах);

_ дг I- Длс — х , х + Ддг 4- х 
Ду =. cos (JC +  Ах) — cos х = -  2 s-n--- гг---  sin ----5---  “

»  — 2 sin sin (x  -f- 
Ax

Ay sln 2 . f  . Axk
------л Г  'Sin (jc + *5);

T

I
у' и  ilm =» — Ilm - r f  sin (jc + = — lim sin (jc  -f

4Ж-.0 A J f  AjT-*0 i  '  4ДГ-.0 z  /
2

slnx нинг узлуксиз функциялигини эътиборга олиб, охирда 
шуни хосил киламиз:

у' =* — sin х.

7- §. Узгармас мицдорнинг хосиласи, узгармас микдор 
билан функция купайтмасининг ‘хосиласи, йигиндининг, 
купайтманинг, булинманинг хосилалари

1- теорема .  Узгармас мицдорнинг хосиласи нолга тенг, 
яъни

агар у = С булса, бу ерда С = const, у' =« 0 булади. (IV )
Исбот.  у = С узи х нинг шундай функциясики, барча х 

лар учун унинг кийматлари С га тенг.
Демак, х нинг исталган кийматида

у = / (* )  = С.
Аргумент дс га А х (А хф О )  орттирмани берамиз. Аргумент- 
нинг барча кийматларида функция у узннинг С кийматини 
саклайди, шунинг учун

у -(- Ау =* /(дс + Ах) = С.
Демак, функциянинг орттирмаси мана бунга тенг:

/ Ду = f ( x  + A x ) - f ( x )  = 0,
Функция орттирмасининг аргумент ор~гирмасига нисбати

^  = 0 Ах и ’
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демак,

У' = Иш ^  = О,
4дг-»0

Я Ъ Н И

/  = 0.
Охирги натижа содда геометрнк маънога эга. у «= С функ- 

пнянннг графиги Оде укка параллел тугри чизикдан иборат. 
Графикнииг исталган нуктасида уринма бу т^ри чизик билам 
бир хил булади ва демак, Ох Ук билан тангенси у ' нолга 
тенг бурчак *осил килади.

2- т еор ем а .  Узгармас купайтувчини косила ишораси- 
дан ташцарига кицариш мумкин, яъни

агар у = Си (л) булса, (С = cons 0, у' = Си' (х) булади. (V) 
И сб о т .  Бундан олдинги теоремани исботлашдаги кабн 

му^окама юргизамиэ:
У — Си (дс);
у + Ду = Си (дг +  Ддс);
Ду = Си (дс +  Ддс) — Си (дс) = С [и (л + Ддс) — и (дс)],
Д у_/-> и (х + Адг) — и (я )
Ддг Длг *

, Ду и (х + Дх) — и (дг) , „  , , .У = ИШ д* = С Иш -----ХЛ---- • яъни У ~  Си <■*)•
4дг-*0 Длг-»0

о, 11- мисол .  у = 3 " т=  .
V х

' " ’ Ш ' - ’ Р И Н )
яънн

- г  - 1 з - г
—  аГ '

2х ̂  х ’

3- т еорема .  Чекли сондаги дифференциалланувчи функ
циялар йигиндисининг д-осиласи шу функциялар д-осилала- 
рининг йигиндисига тенг*).

Масалан, кушилувчилар учта булган *ол учун:
у = и (дс) + v  (л ) -)- w (дс); у ' = ы' (л) +  v ' (дс) +  w' (дс). (V I)
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И сбо т .  Аргументнннг х киймати учун 
у «  и 4* v 4- w

(ёзувни кнскартнш макеадида функцияларнинг белгисида ар
гум ен т х ни тушириб колднрамнз).

Аргументнннг х + Ах киймати учун:
у +  Ду = (и + Аи) +  (v  4- Дг») + (w + Aw),

бу ерда Ду, Аи, Av ва Aw лар, у, и, v ва w функцияларнинг 
аргум ен т jc  н и  Ах орттирмасига мос орттирмалари. Демак,

А . * . А  ДУ Ди . Дк . Ди»Ду = Аи +  Av + Ди-, = Гг + Д̂  +  Д7'

ёки

■ V < H

у ' = lim ~  = 11m ^  + lim ^ - f l i m  ^
’  АХ-0 A jf  АХ-0 Д *  Д.Г-.0 AjC АХ-0 * *

у '  =  « '  ( j c )  4- ( х )  -f- w '  (д :).

2- и и с о л. у = Здг* — j —п  •

у ' =• 3(х-‘ ) ' _  (л-- Г  j  « 3 - 4 л * _ ( - j )  JC ~ r _ , (

/ « 12* * + у  - 1 -.
ДГ /  X

4- т еорема .  Иккита дифференциалланувчи функциялар 
купайтмасининг хосиласи биринчи функция хосиласининг 
иккинчи функция билан купайтмаси плюс биринчи функция
нинг иккинчи функция хосиласи билан купайтмасига тенг, 
яънн

агар у = uv б^лса, у' = u'v + uv'. (V II)
Исбот .  Олдинги теоремани исботлашдагн каби му*окама 

Киламиз: 
у = uv,
У + Ду = (и 4- Аи) (v  + Дг»),
Ду = (и -f Дм) (v  4- Дг») — иг» = Дuv -f- uAv + Ди Дг',
Ду Ди , До , . Дс»
Да -  и  V  +  и Гх  +  £ ?

у '= Ilm ^  = lim х> -4- Пт tt^ j _ l l m  ди — =
Ах-.О Их АХ-0  Ддг Ах-»0 Дх Ах-.о Ддг

9 = (lim v  4- и Ilm ^  4- Ит дИ Нт *£
\Ах-»0 ДДГ/ ‘ Ах-.О ДДГ Т  AX-.0 Ах -*0 Д х

(чунки и ва г» лар Ах га боглик эмас).
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Унг томондагн охирги *адни текширамиз: >
Иш ДцПш
1 JT-0  Д̂ -0  Ддс

и (дс) днфференциалланувчи функция, шунинг учун узлуксиз. 
Демак, lim Д и«0 . Вундан ташцари,

1л-*0
Av f ,  ■

llm = v Ф  °°-
Адг-»С

Шундай цилиб, текширилаётган ^ад нолга тенг ва биз ’охирда
у' = u'v -f uv'

га эга буламиз. Исботланган теоремага асосан хар цанча 
функцияларнинг купайтмасини дифференциаллаш цоидаси 
осонгина чицарилади.

Масалан, учта функциянинг к^пайтмасига эга булсак:
у = uvw,

у *олда унг томонини и билан (vw ) нинг к^пайтмаси каби 
тасвирлаб, шунн досил циламиз:

у' = и' (vw) +  и (vw )' -  u'vw  -f- и (v'w  -f- vw ') = u'lfw -f- 
-f uv'w  -f- uvw'.

Шундай цилиб, истаганча сондагн функциялар купайтмасинннг 
*осиласи учун шунга ухшаш формула *оснл цила оламиз. 
Яъни агар у = UjU2... ип булса, у *олда

у' = и\и2 ... И„_, ип +  И,М2 ... Ы„ +. ... +  «!«2 ...
3- мисол.  Агар y = jc2sinjc булса, у нолда

у' — (дг*)' sin х + х* (sin jc)' = 2дг sin х + х* cos х.
4- мисол .  Агар у в / 7 sin х cos х булса, у нолда . „  
у ' =  (*/"JT ) ' Sin X  COS X  +  ■/х  (sin jc)' COS X  +  V ~ *  *ln x  (co* <*)'■*

1 , Й —■/=• Sin JC COS JC +  у  X  COS JC COS X  + У  Д( Sin X  (— sin jc) «
2 V  x

—  sin JC COS JC +  COS JC COS ДГ + S  x  sin JC (— sin дг) =
2 у  дг

1 .—  sin2jr .—
sln JC cos ДГ -f V  ДГ (cos дс — sln*jr) = + V ДГ cos 2x.

5- т еорема .  Касрнинг (яъни иккита функция булинма- 
сининг) хосиласи касрги тенг булиб, унинг махражи берил- 
$ан каср махражининг квадратидан, сурати эса махраж- 
Нинг сурат хосиласи билан ва суратнинг махраж ^осиласи 
билан купайтмалари орасидаги айирмадан иборат, яъни

агар у = -£ булса, у' = “ utl- . (VIII)
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Исбот. Агар Ду. Л» »» Дс лару, „  ва„  функц„ 
уР7о“ д" ортгирмасга мос о р тти р ц .Гр Л /""

. и А- Аиу -f- Ay — --- -—t> -f- Av •
Ли r= 11 + Дм _ u t’A« — uAV 

v  -f Ди t/ w (и -f Av) '
vAu — uAv A и Av

£* = —  Ax v (v
A x  Ддс V  U Д-*
+ Av) v (t; + Av) *

y' = lim *> = llm —--- -A5 = Ajr-,oAr/---
y  i r - o A x  * r -»o  t ( v  +  A » )  v H m ( v - f A v )

ajr-*o

Бундан Дх-*0 да \v-*0 ни эътнборга олиб, шу натнжа- 
ии *осил киламиз*):

, u’v — uv’
у =

' X3
5- мисол.  Агар у = cos'f  б? лс®> У Флла

• > f (х3)' cos х — ж3 (cos х)' Зх* cos х + х3 sin х
<*•** У “  coc*x ™ cos* x

»  * » *  >.

Изо* .  Агар махражн С узгармас булган

у = Н М  у с
куринишдаги функцияга эга булсак, у *олда бу функцияни 
дифференциаллашда (V III) формулани кулланишнинг *ожати 
йук, балки (V ) формулани кулланиш маъкул;

У* =  ("£  “ ) =  Т и '  = Т -  

Бу натижанинг уэи (V III) формуладан *ам албатта чикади.

* . cos ЛГо- м и сол. Агар у «= — — булса,

<cosjf)' sin х 
У' -  ------- — •

*) v (x )  — дифференциалланувчи, демак, узлуксиз функциядир, шунинг 
УЧун llm Av -  0. 

адг—.о

Лмнуноа
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8- §. Логарифмик функциянинг хосиласи

Т е  о р е  ма. loga хф ункциянинг хосиласи — loge£ га тенг, 
яъни

агар y =  loga x  булса, у ' =  ^  loga e булади. (IX)
И с б о т .  Агар у =  log,,* функциянинг аргумент X  нинг ,  

Ах орттнрмасига мос орттирмаси Ду булса, у холда 
у +  Ay =  loga (х  +  Ах);

Ду =  log. (х  +  Ах) -  loga А-= |0ge Х- ^ ~  =  log, (l +  ^ ) ;

Охирги тенгликнинг унг томонидаги ифодани х  га купайти- 
рамиз ва буламиз:

ми^дорни а билан белгилаймиз. Берилган х  учун Дх-*-0 
да а->0 булиши равшан. Демак,

Аммо

Ilm (1 +  « ) •  =  £ .
«-►о

эканн маълум (II боб, 7- § га царанг). Агар логарифм ишо- 
расн остида турган ифода е сонга интилса, у холда бу ифо- 
данинг логарифми \ogae га интилади (логарифмик функция 
узлуксиз булгани учун). Шунинг учун охирда ушбу натижа- 
ни хосил циламиз;

у ' =  lim р  — И т 1  loge(1 +  а)* =  i- loga в.
4ДГ-.0 А х  i -О  X X

Бунда l o j j | j j  эканлигинн эътиборга олиб, ч и ^ а н  фор- 
мулаии

/ 1 1 
У ~  х  In а

куринишида бзиш мумкин.
Бу формуланинг мухим хусусий холини кайд килиб ута- 

мнз: агар а =  е булса, у холда In а  =  In г  =  1, яъни
агар у =  In х  булса, у 1 =  — булади, (х )



9_ §. Мураккаб функциянинг ^осиласи

Фараз килайлик, у = / ( х )  мураккаб функция, яъни шун
дай функция берилганки, уни

у =  F (и), и — <f (х)

gK„ у =  F [<р (jc)] (1 боб 8- § га царанг) куринншда тасвирлаш 
мумкин булсин. у =  /•(« )  нфодада и узгарувчи оралиц аргу
мент  дейилади.

Мураккаб функцияни дифференциаллаш цоидаснни чица- 
рамнс.

Т е о р е м а .  Агар u =  f ( x )  функция бирор х  нуцтада 
и 'х — ?'(•*) хосилага эга булса, у  — F  (и) функция зса и нинг 
мос цийматида у'и «  F' (и) хосилага эга булса, у холда кур- 
сатилган х  нуцтада у  =  /=■[? (дг)| мураккаб функция хам

у'х =  F'u (и ) ?' (х)
га тенг хосилага эга булади, бу ерда и урнига и =  <р (л) 
ифода куаилиш и зарур. 1\искача, .

Ух —  У uUx,

яъни мураккаб функциянинг хосиласи берилган функция
нинг оралицдаги аргумент и буйича хосиласининг оралиц- 
даги аргументнинг х  буйича хосиласи билан купайтмасига 
тенг.

И с б о т .  Аргумент х  нинг маълум цийматида

« =  ?(•*). У = / ( « ) •
Аргументнннг устирилган х-\- Ах цнйматида

и +  Аи = у ( х  +  Ах), у - f  Ду =  F (u  +  Аи).

Шундай цилиб, Ах  орттирмага Аи орттирма мос келади, бун
та эса Ау орттирма мос келади, бунинг устига Дл->-0 да Ди-»0 
ва Ду-*0. Шартга мувофиц

lim ^  =  уи. .

МУРАККАБ ФУНКЦИЯНИНГ Х О С И Л А С И __________________Q3

I
Бу муносабатдан, лимит таърифидан фойдаланиб, (Аи Ф 0 да)

s :  =  » • + •  О)
тенгликни *осил циламиз, бу ерда Ди-»0 даа-*0 . Бу ( 1) тенг- 
ликни

Ду =  уи Аи а Аи (2),
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куринишда ёзамнз. Бу (2) тенглик ихтиёрий а да Ды =  О бул
ганда *ам т^грнлигича колади, чунки у 0 =  0 айннятга айла- 
нади. Ди = 0  да а = 0  деб *исоблаймнз. (2) тенгликнинг бар
ча хадларини Дх. га буламиз:

Ду '  Ди . Ди jr,\
Г х  =  У“ Т х  +  * Г х -  ( 3 ) -i

Шартга кура
l lm  —  — и ' llfti * =  0 .
Д.г-0 ДХ Д а -о  ,

(3) тенглнкда Дх-*0 да лимитга утиб, шуни хосил киламиз:

у'х =  y'uUx, (4)
бу эса талаб килинган исботдир.

1- м и с о л .  y  =  sin (x * ) функция берилган булсин, у'х ни топами*. Бе
рилган функцияни куйидигича функциянинг функцияси шаклида взамиз:

у =  sin и, и =  х*.
Бундан

у ' -  cos и, и'х =  2х. 4
Лемак, (4) формулага мувофиц

Ух =* У и и < =  cos а • 2х. 
и урнига унинг ифодасини кУйиб, охнрда

у'х  =  2х  cos (х*)
натижани хосил киламиз.

2- м и с о л .  y ^ l n x )3 функция бернлган. у'х ни типамиз.
Берилган функцияни куйидагича ёзамиз;

у  =  и \  и =  | и х .
Бундан шуларни топамиз:

> .  .  • •
У* -  Зи*. их =

Демак,

Ух = 3 и »  j = 3 ( l n x ) ‘ р

Агар у — / ( х )  функция шундай булсаки, уни
* u=<?(v) ,  v  =

куринишда ёзиш мумкин булса, у х хосилани топиш олдинги 
теоремани кетма-кет кулланиш билан бажарилади.

Исботланган коидага мувофик

у 'х -  у и и 'х •
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Бу теореманм ил ни топиш учун кулланиб, шуни хосил ки
ламиз:

' * ' и , =  uv v x.

и ,  нинг ифодасини олдинги тенгликка чуйсак,

Ух -  у ,  u'v Vx (б)
ёки

=  />>(«) «М*»)+*(-*).
3- м и с о л .  у  =  *1п [(In ж)3] функция берилган. у'х  ни топамиз. Берил

ган функцияни куйидагича езамиэ:
у  =  sin U, и =  V3, V  =Ш In ДГ.

Бундан

Уи-  соей, av ~  3v*, v'x  -  j  

ни топамиз. Демак, (5) формулага мувофиц

Ух =Уш uv vx  -= 2 (cos и) v*

Ски охирги натижа: I*

у'х ** сое |(1п дг)»] • 3 (In дг)*
*

f Текширилган функция ф акат дг >  0 да аникланганлнгини зслатиб утрмиз.

10- §. у — tg  х, у — c tg  х, у  *= In |Jf| Функцияларнинг *оси-  
лалари

1- т е о р е м а ,  t g x  функциянинг хосиласи га тенг, 
яъни с *  ..
агар у =  t g *  булса, у холда у ' & ' (Х1)

И с б о т .  Модомики,
sin дг

у =  ^
экан, у холда касрни дифференциаллаш коидасига мувофиц 
(III боб, 7- §, (VIII) формулага карь.1'):

/ _  ( s in дс)* cos дг— sin ДГ (COS X  Y  COS X  COS X  —- sin лг(—  sin дг) _
У  _  COS* X  COS* X

cos* > 4- »lna дг_ 1
cos* x  cos* x ‘
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2- т е о р е м а ,  ctgjc функциянинг ^осаласи — ^ -^ га т е н г ,
I  Ы1И

агар у  =» ctg х  булса, у' =  -  (XII)
И с б о т .  Модомики,

у  = , c- 2 * i  *
у  sin X

экан, у холда
,  (cos jp 's ln  X —  сов х  (sin  дс)' —sin X  sin X  — COS X  СР1» X __

sin * . sin* X

sin* x  + cos*  x  
sin* X

1
stn* X

1- м и с о л. Агар у  -  tg  y f jT булса, у холда

У' *  с о .* / 7  {уГХ у  =  2 / Т  cos* / Т ‘
2- и н с о л. Агар у =• Inctg х  булса, у цолда

____ ! _ _ _ _  J L
cos х  sin х  sin 2дс*

3- т е о р е м а .  In | jc| функциянинг j(осиласи (63- раем) 
га тенг, яъни

агар у — In / дг | булса, у %олда у ' = 7 . (XIII)
И с б о т .  а) Агар х  >  0 булса, | х  | =» дг, In | х  | =  In х  ва шу

нинг учуй

у '  =  1 -
б) х  <  0 булсин, у холда | х |  =  — х.  Лекин 

1п|дг| =  In ( — х).
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(Агар х  <  О булса, — х  >  0 булишини цайд этамиз.)
у =  1пи, и =  — х  фараз цилиб, у =  In ( — х) функцияни

м ураккаб  функция шаклида ёзамиз. У *олда
' ' ' 1 / i \  1 / i \  1 у ,  =  у  „ и ,  =  -  ( -  1) =  — ( -  1) =

Демак, х  нинг манфий цийматлари учун *ам

тенглик'тугри булади. Демак, (XIII) формула исталган х ^ О  
цийматлар учун исботланди. (х  =  0 да 1п | х |  функция аниц- 
ланмаган.)

11- §. Ошкормас функция ва уни дифференциаллаш

Иккита л  ва у узгарувчнларнинг цийматлари Узаро бирор 
тенглама билан богланган булсин, биз уни символик тарзда 
бундай белгилаймиз:

F( x ,  у) =  0. (1)
Агар у =  / ( * )  функция бирор (а, b) интервалда аннцланген 

булиб, ( 1) тенгламада у урнига / ( л )  ифода цуйилганда тенг
лама х  га нисбатан айниятга айланса, у *олда у =  /  (х) функ
ция ( 1) тенглама билан аницланган, ошкормас функция бу
лади.

Масалан,
л* +  У* -  а* =  0  (2)

тенглама мана бу
у =  /  а‘ ,— х *, (3)

У =  —  y V  —  л» (4 )

элементар функцияларии ноошкор тарзда аницлайди (64- ва 
65- раем).

Хацицатан, бу цийматларни (2) тенгламага цуйгандан сунг 
айният ^осил булади:

х 3 +  (а1 — х 2) — а2 =  0.
(3) ва (4) ифодалар (2) тенгламани у га нисбатан ечиш йули 
билан *осил цилннган. Аммо, лар цандай ошкормас берилган
функцияни *а!< ошкор шаклда бермоц, яъни у -■  f  (х) ’шакл-

*) А гар функция у =  /  (дг) куринишдаги тенглама бнлан берилган бул
са , у нолда функция ошкор куриниин)а  ёки ошкора берилган дейилади.
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га кУймок мумкин булавермайди, бу ерда /  (х)  элементар 
функция.

Масалан,
у® — у — х- =  О

€ки

y - x - j  sin у =  О

тенгламалар билан берилган функциялар элементар функция
лар билан ифодаланмайдн, яъни бу тенгламаларнн элементар 
функциялар оркали у га нисбатан ечиш мумкин эмас.

64- раем. 65- раем.

1- и з о * .  .Ошкор функция" ва „ошкормас функция* тер- 
минлари функциянинг табиатини эмас, балки берилиш усулинн 
характерлайди. Хар бир ошкор функция у =  /  (д:) ни ошкор
мас функция у — /  (х)  — 0 шаклида бериш мумкин.

Энди ошкормас функцияни ошкор куринишга келтирмасдан, 
яъни у —/(дг) шаклга алмаштирмасдан, унинг *осиласини то
пиш коидасини курсатамиз.

Фараз килайлик, функция ушбу
х* у* — а* =  О

тенглама билан берилган булсин. Агар у бу ерда х  нинг шу 
тенглик билан аникланадиган функцияси булса, у *олда бу 
тенглик айниятдир.

у ни дг нинг функцияси деб ^исоблаб, бу айниятнинг ик
кала томонини х  буйича дифференциаллаб (мураккаб функ
цияни дифференциаллаш коидасидан фойдаланган *олда), шу- 
нн топамиз:

2х  +  2уу' =  О,
бундан
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Лгар биз ушбу
у =  I ra% —  jc* 

ошкор функцияни дифференциаллаган булсак,
/  X X

У “  _  у' а* -  х* 7 *

яъни худди уша натижани хосил килган булар эдик.
у х  нкнг ошкормас функцияси булган *олга яна бир ми

сол курамиз: л1
у® — у — jc* 0 .

Буни х  буйича дифференциаллаймиз:
6у4у' — у' — 2х  «=- О,

бундан
/ 2дг У =  -г-т----г •

7 бу* - 1  ,

2 - и з о * .  Аргумент х  нинг берилган кийматида ошкормас 
функция хосиласининг кийматини топиш учун х  нинг берил
ган кийматида у функциянинг кийматини *ам билиш зарурли- 
ги келтирилган мисоллардан келиб чикади.

V f. f .

12-§. Курсаткичи исталган ^ациций сон булган  
даражали функциянинг, кУрсаткичли функциянинг, 
мураккаб кУрсаткичли функциянинг ^осилалари

I- -г

.1- т е о р е м  а. х " функциянинг хосиласи пхл ~ х га тенг, 
яъни

агар у =* х п булса, у холда у ' =* п х п — ( Г)  
бу ерда п — исталган сон.

И с б о т .  д с > 0  булсин. Берилган функцияни логарифмлай- 
миз:

In у =  п In х.
Чиккаи тенгликнинг иккала томонини, у ни х  нинг функ

цияси хисоблаб, х  буйича дифференциаллаймиз: 
у ' 1 ,  1у' -  уп - .

\

бунга у *  х" кийматни куйиб, охирги натижани хосил кила
миз:

у' =  п хп — *.
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Агар факат х л маънога эга булса, бу формуланинг х  <  0 учун 
хам т^грилигини курсатиш кийин эмас*).

2- т е  о р е м  а. ах функциянинг ^осиласи, a* In а га тенг. 
б у ерда а >  0, яъни

агар у =  а* булса, у' =  a* In а,
(XIV)

И с б о т .  у =  а* тенгликни логарифмлаймиз:
In у =  х  In а.

Бу тенгликни, у ни л  нинг функцияси хисоблаб, дифферен- 
циаллаймиз:

-у у ' In а ;  у ' =  у In а
ёки

у' =  a* In а.
Агар асос а — е булса, у холда In е =  1 булади ва биз

У =  е \  у ' -  е* (XIV')
формулани хосил киламиз.

1- м и с о л .  у  »* г*’ функция берилган. О ралик аргумент и ни кирнтиб, 
уни мураккаб функция сингарн тасвирлаймиз:

У = и =  х \
у холда

y  'u =  еи , и'л =  2х,
демак,

у  'х  =  е “ 2-г =

Асоси хам, даража курсаткичи хам х  нинг функциялари- 
дан иборат булган функция мураккаб курсаткичли функция 
дейнлади, масалан ($1п х ) Л  х 1**, х х, (In х )х ва шунга ухшаш, 
умуман,

у =  \и (дс)]*'и) ==и*
куринишдаги хар бир функция мураккаб курсаткичли функ
циядир**).

3- т е о р е м а . .
Агар у =* и? булса, у ' =  vu v —1 и’ +  uv v  In и булади. (XV)

•)  Бу формула илгари (III боб, 5- §) я  бутун мусбат  сон булган хол 
учун исботланган »ди. Энди (1) формула умумий холда (исталган узгармас 
я  сон учун) исботланди.

**) Купинча бундай функция кУрсаткичли-даражали еки даражали-кур- 
саткнчли функция дейнлади.
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И с б о т .  у функцияни логарифмлаймиз:

In у — v  !п и.
Чиккан тенгликни х  буйича дифференциаллаймиз:

бундан

-  у' =* v  -  и' +  v ' In и,

у ' ”" у  [v 1r +  'r/ln  “ )•

Бунга у =  uv ифодани куйиб, ушбу натижанн цосил цила-

Шундай цилиб, мураккаб курсаткичли функциянинг *оси- 
ласи иккита кУшилувчидан иборат: агар дифференциаллашда 
и ни х  нинг функцняси, v  ни эса у з г а р м а с  деб фараз цн- 
линса (яъни агар и? д а р а ж а л и  функция деб царалса), би
ринчи цушилувчи чицади; агар v  ни дс нинг функцияси, и ни 
эса const деб фараз цилинса (яъни, и? к у р с а т к и ч л и  ф у н к 
ц и я  деб каралса) иккинчи кУшилувчи чицади.

2- мисол.  Агар у =  Xх булса, у нолда у' =  хх*~{ (х ')  +  хх (дг') In х

Хосилаларни топиш учун бу параграфда цулланилган ва 
аввал б е р и л г а н  ф у н к ц и я л о г а р и ф м и н и н г  ^оснласнни 
топишдан иборат булган усул, функцияларни дифференциал
лашда кенг кулланилади. Бу усулни цулланиш купинча *и- 
соблашни бирмунча соддалаштиради.

миз:
у' =  vu v ~ V  -f uvv ' In и.

у ’ =  X х  +  X х  In X  =  X х  (1 +  In дг).
3- м и с о л .  Агар у =  (sin xY *  булса, у нолда

у ' — х 1 (sin  x Y ' - '  (sin дг)' +  (sin дг) х% (дг*)' In sin t
-  j«r*(sinx)jra“ lc o s x +  (s in jr )jr l 2x  In s in * .

4- м и с о л . функциядан носила топиш талаб

Нилинади.
Е ч и ш .  Тенгликнинг иккала томониии логарифмлаймиз i

In у =  2 1я (дг + 1) +  - j  In (дг — 1) — 3 In (х +  4) — дг.

Охирги тенгликнинг иккала томониии дифференциаллаймиз:

I
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у  га нунайтнриб на у  Урнига ^ — I ифодаим куйиб, ушбу на

тижани косил киламиз»

(дг+  ! ) » / ■ * - 1 Г 2 1 3 . 1
(* +  4)з/ | * П + 2( д г - 1) “ дг +  4 ~  1 J'

И з о х .  Берилган у — у ( х )  функция натурал логарифми- 
нинг х  буйича хосиласидан иборат^- =  In (у)' ифода логариф
мик косила  дейилади. ' jj.

13-§ . Тескари функция ва уни дифференциаллаш

Фараз цилайлик, бирор (а, Ь) (а  <  Ь) интервалда аниклан- 
ган усувчи (66- раем) ёки камаювчи функция

У = / ( * ) 0 )
берилган булсин (I боб, 6- §  га каранг) / ( а ) = ^ с ,  /(&)*=<* 
булсин. Аниклик учун бундан буён Усувчи функцияни текши- 
рамиз. (а, Ь) интервалга царашли иккита хар хил х х ва x t

кнйматларни караймиз. Усувчи функ
циянинг таърифидан агар x t <  х 2 ва 
y i “ / ( * i ) .  Уа = / ( - < 2) булса, у вант да 
У« <  Уг булиши чикади. Демак, иккита 
хар хил х х ва х г кийматларга функ
циянинг иккита ух ва у2 турли кийг 
матлари мос келади. Бунинг тескаржи 
хам тУгри, яъни агар yj <  у2 ва 
y i - / C * i )  хамда у2* ~ / ( х г) булса, 
усувчи функциянинг таърифидан 
Х\ <  х г булиши чикади. Шундай ни* 

либ, х  нинг кийматлари билан у нинг уларга мос кийматлари 
орасида узаро бир кийматли мослик аникланади.

у  нинг бу кийматларини аргументнннг кийматлари деб, х  
нинг кийматларини эса функциянинг кийматлари деб караб, х  
ни у  нинг функцияси сифатида оламиз:

*=■ <Р (У). (2)
Бу функция у =  f ( x )  функция учун тескари функция дейи
лади. у =  f ( x )  функция хам х  =» <р (у) функция учун тескари 
эканлиги равшан. Шунга ухшаш мухокама билан камаювчи 
функция хам тескари функцияга эга эканлигини исбот- 
лаш мумкин.

" -лerf J
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I- и 3 0 Агар усувчи (ёки камаювчи) у = / ( х )  функция 
г а Ь\ кесмада узлуксиз булиб, бунинг устига /  (а) -  с , f , b )  «  d  
булса, у ^олда /пескари функция хам  [с, d\  кесмада аниц- 
ланган ва узлуксиз  эканлигини исботсиз курсатамиз.

1 -м  и с о я .  у  *  х* функция берилган булсин. Бу функция — оо <  
< * < + о о  чексиз интервалда усувчи; бунга тескари функция х  =  уГу 
(67- раем).

х  =  ? (у) тескари функция y =  f ( x )  тенгламани х  i га иис- 
батан ечиш йули билан топнлишини айтиб Утамиз.<

2- м и с о л .  у =« е* функция берилган булсин. Бу функция — оо <  х  <  
<  +  оо чексиз интервалда усувчи. Унга тескари функцня х  = In у. Тескари 
функциянинг мавжудлик соласи 0 < у <  +  оо (68- раем).

2- и з о * .  Агар у =  /(дс) функ
ция бирор интервалда Усувчи *ам, 
камаювчи *ам булмаса, у *олда бу 
функция бир неча тескари функ
цияларга эга булиши мумкин*).

3- м и с о л. у =' х * функция— ОО <дг <  
<  +  оо чексиз интервалда аникланган. Бу 
функция усувчи лам, камаювчи лам эмас 
ва тескари функцияга лам эга эмас. Агар 
биз 0 <  х <  +  оо интервални карасак, у 
Лолда функция бу ерда Усувчи_ва унинг 
учун тескари функция х  =  у булади,
— о о < х < 0  интервалда эса функция ка- 
маючи ва унинг учун тсскари функция

_____ б®- раем. х  =  — у уг булади (69- раем).

*) у  ни х  нинг функцияси эканлиги лацида гапирганимизда, биз у нинг 
х  билан бир кийматли тарзда богликлигини тушунишимизни яна бир марта 
таъкидлаб утамиз.
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3- и з о * .  Агар у = / ( х )  ва х  = ?(у)  функциялар Узаро 
тескари булса, уларнинг графиклари бнргнна эгри чизикдам 
иборат булади. Аммо, тескари функциянинг аргументини яна 
х  билан. функцияни эса у билан белгиласак ва уларни бир 
координаталар системасида чизсак, у *олда иккита *ар хил 
график *оснл циламиз.

Графиклар биринчи координат бурчагининг биссектриссаси- 
га нлсбатан сим метрик булишини курит цийин эмас.

4- м и с о л .  68- расмда 2- мисолда текш и^илган y e f *  (ёки дг «= In у) 
функциянинг ва унга тескари у =  In дг ф уркЛ яни нг графиклари ч и зи л щ ,

Энди тескари функция ^осиласини билган *олда у “ / ( * )  
функциянинг ^осиласини топишга имкон берувчи теоремани 
исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Агар  . .

У  ■ = / ( * )  ( 1)
функция учун текшириладиган у [нуктада нолдан фарцли

(У) хосилага эга булган
х  = ? (у) • (2)

тескари функция мавжуд булса, у холда тегишли х  нукта- 
да у = /  (х) функция га тенг булган / ' (х) 'хосилага  
эга булади, яъни

/ ' ( * )  =  (XVI>
формула тугри булади.

Шундай цилиб, иккита узаро тескари функциялардан бири- 
нинг хосиласи бирни бу функциялардан иккинчисининг х  ва 
у нинг тегишли цийматларидаги ^осиласига булинганига тенг*).

И с б о т .  Ду  орттирмани олганимизда, (2) га биноан
Д х  =  <р(У +  Д У ) - ? ( У ) .

<р (у) монотон функция булгани учун А х ф О .  Ушбу айниятни 
сзамиз:

^  —  (3)Ах А х  * W
Ду

* Бнз / '  (дг) ёки ух ёзар экаимиэ, у нолда носилани нмсиблашда эркли 
узгарувчи сифатида х  олииади деб лисоблаймиз! <р' (у) Ски дг'у ёзгаинмиз- 
да sea носилани нисоблашда s р к л и у з г а р у в ч и  ролини у уйнайди деб 
нисоблаймиз. (XVI) ф о р м у л а н и н г  у н г  т о м о н и д а  у б у й и ч а  
д и ф ф е р е н т !  а л л а г а н д а н  с у н г  у У р н и г а /  (дг) ни к уйнш к е- 
р а к л н г и н и  уцтириб утамиз.
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? (у) узлуксиз функция булгани учун, А у -*• 0 да Лх^ - О.  
д у -+ О да (3) тенгликнинг иккала томонида лймитга Утиш билан

у; - 4 • «ки л * ) , ч я

ни *осил киламиз, яъни XVI формуланинг Узи келиб чикди.
И з о л -  Агар мураккаб функцияни ди<Ь<Ьеренциаллаш хаки- 

даги теоремадан фойдаланилса, у холда XVI формулани ку
йидагича *осил килнш мумкин. у ни х  нинг функцияси ^исоблаб, 
(2) тенгликнинг иккала томонини х  буйича дифференциаллай- 
миз: 1 =  (у) у'х, бундан

1
У* "V  (у)’

70- раем.

Чиккан натижа геометрик усулда очик 
тасвирланади. у =  f ( x )  функциянинг 
графигини текширамиз (70- раем). Бу 
эгри чизик х  ■= <р (у) функциянинг гра-’ 
фиги хам булади, бу ерда х  энди функ
ция деб, у эса эркли Узгарувчи деб ка- 
ралади. Бу эгри чизикнинг бирор М (х,  у) 
нуктасини текширамиз. Берилган урин- 
манинг Ох  ва Оу  Укларнинг мусбат 
йуналишлари билан ташкил килган бур- 
чакларини мос равишда а ва 3 билан 
белгилаймиз. Хосиланинг геометрик маъноси хакида 3. §  дагя 
натижаларга асосан:

/ '(дг)  -  fga, <р'(у) -  tgp. (4)

Агар a <  j  булса, у *олда Р = булиши 70* раемдан бево-

сита чикади. Агар ® >  у  булса, у холда Э — j  — а эканлигини 
куриш осон. Демак, хар кандай холда

tg?  -  ctga,
бундан

tg * tg Р «* tg л ctg a =» 1
ёки

t g a ~ i b -
(4) формуладан tg г ва tgfi нинг ифодаларини урнига куйиш 
билан шу натижани хосил киламиз:

/ '  (•*) “  /
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14- §. Тескари тригонометрик функциялар 
ва уларни дифференциаллаш

1) Функция у =  arc sin дс.
Ушбу

дс= sin у ( li
функцияни цараймиз ва Оу укни юкорига вертикал холда йу- 
налтириб, бу функциянинг графигини ясаймиз (71- раем). Бу
функция— 00 <  у <  +  00 чексиз интервалда аникланган. — -у <

• у < j  кесмада дс =  sin у функция усувчи, унинг кийматлари
— 1 < дс < 1 кесмани тулатади. Бинобарин, х  =  sin у функция

тескари функцияга эга, у бундай белги- 
ланади:

у =  arc sin дс*).

Бу функция — 1 < дс < 1 кесмада аник- 
у orcsmxi лангаИ) уНИНГ кийматлари — у  < У < у

кесмани тулатади. 71- расмда у =  arcsln х  
функциянинг графнги кук>к чизик 
билан тасвирланган.

1- т е о р е м  a. arc sin л  функциянинг

хосиласи га тенг> яьни
х -лпу агар у  =» arc sin дс булса,

7|- р,с“ =  ,3 tv "> 
И с б о т .  (1) тенгликка асосан:

х'у =  cos у.

Тескари функцияни дифференциаллаш коидасига к^ра
' =_!_ _ L

х у “  cos у'
лекин

cosy  =  — slnJy =  y^l — х*,
шунинг учун

•)  1 ригиниметривлли маълум у  =  *гс sin х  тенглик ( 1 ) теиглиишжг бош- 
кача р з п я и ш и  -в м а н л и ги н и  цлйд этаииз. Бу ерда у  (берилган х  да) Синусла- 
ри х  га темг бурчакларнинг кийматлари т)пламини билдиради.
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илднз олдида плюс ишора олинади, чунки у =  arc s in *  функ- 

цня — -у < У < т  кесмада цийматлар цабул циладн, демак,

cos у > 0.
1- м и с о  л. у «= arc sine-1,

У  = — = ^ г ( ^ ) '
2- мисол.

2 arc sin —

у 1 -(**)*

у =  (arc  sin ,

ех
/1 - с ь '

arcs,nT J 7 b = i -

2) Функция у =  arc cos*. 
Юцоридагидек,

cosy (2)
функцияни цараймиз ва*Оу уцни юцорига йуналтириб, унинг 
графигини ясаймнз (72- раем). Бу функция — <» <  у <  +  <» 
чексиз интервалда аницланган. 0 < у < *  кесмада *  =  cosy 
функция камаювчи ва тескари функцияга 
эга булиб, у маиа бундай белгилаиади:

у =  arc cos* .

Бу функция — 1 < *  < 1 кесмада аницлан
ган. Функциянинг цийматлари « > у > 0  
кесмани тулдиради. 72- раемда у =  arc co s*  
функциянинг графиги цуюц чнзиц бнлаи 
тасвирлаиган.

2- т е о р е м a. arc cos *  функциянинг хо 
силаси — х га тенг, яъни 
агар у = -arc c o s *  булса,

- 1 / 1 -  А *  •у  " - / г
И с б о т .  (2) тенгликка асосан

х'у— — sin у.
Демаиь

(XVIII)

Ух =
1

sin у у  1 — cos1У

7  Н. С. Пискунов
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Аммо cosy — JC, шунинг учун

у \ ~  -
7 Т = ^ '

sin у — У 1 — cos*y тенгликда илдиз олдида плюс ишора оли- 
нади, чунки у — arccosx  функция 0 < у < *  кесмада аниклан
ган, демак, s l n y > 0.

3- м и с о л .  у — arc cos  ( t g  дг).

У / 1  — tg*jf ( ‘g  Х) “  “  / 1  -  t K»jr ^ Г Т -

3) Функция y — a rc lgx . 
Ушбу

tg y (3)

функцияни караймиз ва графигинн ясаймиз (73- раем). Бу функ
ция у нинг, у = ( 2Л +  1) у  (Л =  0, ±  1, ±  2, . . .)  кийматларидан

бошка, барча кийматлари учун аник
ланган. — j  <  у <  у  интервалда
jc =  tg у функция Усувчи ва тескари 
функцияга эга булиб, у бундай бел
гиланади:

у -» arc tg л:.

Бу функция— оо <  х <  +  оо интервалда 
аникланган. Функциянинг кийматла
ри — у  <  у <  - j  интервални тулдира-
ди. 73- расмда y — a r c t e x  Функция- 
нинг графиги кук>К Чизик бйлан тас- 
вирланган.

3- т е о р е м a. arc tg х  функция
нинг ^осиласи   ̂ га тенг, яъни

1агар у — arctgx булса, у' *  • 

И с б о т .  (3) тенгликка асосан
1

Х У e  cOs*y *

(XIX)
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Демак,
' 1 1 Ух — —Г =  С09 у , • дгу

аммо

c o s  у  — scc*y — 1 +  tg* у ’ 

t g y  =  jc  булгани учун охирги натижа:

/ “ г Ь ?

4- м и с о л .  у  =  (a rc lg  .г)4,

у ' =  4 (a rc lg  ,ry»(arctg дг)' =  4 (a rc lg

4) Функция у =  arcc tgx .

Ушбу
X =  c lgy

функцияни караймиз. Бу функция у 
нинг, у = k * ( k  =  0, ± 1, ± 2) кий
матларидан бошка, барча кийматлари 
учун аникланган. Бу функциянинг 
графиги 74- расмда тасвнрланган.
О <  у <  г. интервалда x  =  c t gy  функ
ция камаювчи ва тескари функцияга 
эга б^либ, у

у =  arc ctg х
билан белгиланади. Бу функция,
— 00 <  х  <  +  °° чексиз интервалда 
аникланган, унинг кийматлари 0 <
<  У <  * интервални тулдиради.

4- т е о р е м а . arc ctg х  функциянинг
Хосиласи — х 1 га тенг, яъни

у =  arc ctg х  булса, у ' =  — j -L - j  (XX)

И с б о т .  (4) тенглнкдан

7*

(4)
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■ -  ■ - • —■ ■ — • ■ —  ■ -  ■■■ ■

Демак,

Ух s *n  cosec1 у  — — 1 +  c tg * у  '

A m m o  c tg y « = x .  Шунинг учун
1

У * - ~  ГГ7*-

15- §. Дифференциаллашнинг асосий формулалари жадвали

Энди дифференциаллашнинг олдинги параграфларда чика- 
зилган барча асосий формулаларини ва цоидаларини бир ж 1Д - 
л л г а  йигамиз.

у =  const, у ' =  0.

Даражали функция:

у = х ,  у ' =  адгв~

жумладан

у =  »' =  5 7 Г  
/  =  - ? ■

Трш нометрик функциялар:

у =  sin х, у ' =  cos х, 
у  =  cos X, у ' =  — sin X,

y =  ‘g * .  /  =  CW -

у =» ctg х ,  y ' =  - sl^ r .  

Тескари трнгонометрик функциялар:

у =  arc sin х, у '
/ 1  -  ж1 *

у = a rc  cos х ,  у ' =  — 7 7 = 7 ’ 

у =  arc tgx, у ' =  

у =  arc ctg х, у' =  -  •
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КУрсаткичли функциялар:
у *= ах, у ' =  a* In а;

жумладан,
У в  ех, у ' =  е*.

Логарифмик функция:

у ”  |°&в •*» y / = , - j i ° g e « ;

жумладан,

у =  In дс, у ' =

Дифференциаллашнинг умумий цоидаларн:

у*» Си ( j c ) ,  у ' =» Си' (дс) (С =  const),
у =  и - f  v  — w, у ' =  и' +  v ’ — w’, 
у  = uv ,  у' =  u'v +  uv',
V =  v' =  u'v - “v. '.У v  ’ • ”  t»1 *

« I f  ((H?)J y ^ - / i f ( « ) f i ( j t ) .
у =  ис, у ' =  г>аг “  V  +  u v ' In и.

Arap у =  / ( ж ) ,  дс =  <р (у) булиб, /  ва <р узаро тескари функ
циялар булса, у *олда

. S '  (■*)" ^77) 
булади, бу ерда у =  /(дс).

16- §. Функцияларнинг лараметрик берилиши 

Икки тенглама берилган:

у — Ф (t),j (1)
бу ерда, t [ r It Т2\ кесмадаги кийматларни кабул цилади. t  
нинг *ар бир кийматнга дс ва у нинг кийматлари тугри келади 
(<р ва <|> функцияларни бир кийматли деб фараз киламиз). Агар 
х  ва у ц и й м а т л а р и г а  Одсу координат текислигидаги нуктанинг 
координаталари деб каралса, у *олда t нинг *ар бир кийма- 
тига текислнкнинг маълум бир нуктаси тугри уелади. t нинг 
Кийматлари Г, дан Т2 гача узгарса, бу нукта текисликда би
рор эгри чизикни чизади. ( 1) тенгламалар бу эгри чнзикнинг 
параметрик тенгламалари  дейилади, t  параметр дейилади,
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эгри чизицни ( 1) тенгламалар билан бериш усули эса парамет
рик усул  дейилади.

Энди, фараз цилайлик, х  *■ <р (/) функция t  = Ф (х)  тескари 
функцияга эга булсин. У *олда у Узи х  нинг функциясидан 
иборат булиши равшан:

Шундай цилиб, (1) тенгламалар у ни х  нинг функцияси каби 
аниклайди ва х  нинг функцияси параметрик равишда берилади 
дейилади. у нинг х  билан бевосита боглицлигининг ифодаги 
у = f ( x )  ни ( 1) тенгламадан параметр t  ни йуцотиш йули би
лан *осил цилиш мумкин.

Эгри чизицларнинг параметрик тарзда берилиши механика- 
да кенг цУлланилади. Агар Оху  текисликда бирор модднй 
нуцта *аракат цилса ва бизга бу нуцтанинг координата Уцла- 
ридаги проекцияларининг *аракат цонунлари маълум:

жойи аннцлансин (навонинг каршилнгнии эътиборга олмаслик мумкин).
Е ч й ш .  Юкни самолёт Оу уцнни кесган моментда ташлаган деб фараз 

цилиб, крординаталар системасини 75- расмда курсатилгаидек цилиб оламиз. 
Равшзнки, юкнинг узгармас г 0 тезлик билан горизонтал силжиши текис 
даракат булади:

Тортиш кучининг таъсири остида туш аётган юкнинг вертикал силжиши

формула билан ифодаланади. Демак, вацтнинг исталган моментида юкнинг 
ердан масофаси

у (•*)]• (2 )

У

^  циламиз. Масалан, шундай бир маса-

булса, бу ерда параметр t  вацт, у 
*олда (Г )  тенгламалар ларакатланув- 
чи нуцта траекториясининг парамет
рик тенгламаларидан иборат булади. 
Бу тенгламалардан параметр t  ни йу- 
цотиб, у = f  (х)  ёки F ( x ,  у) — 0 фор- 
мада траектория тенгламасини цосил

лани куздан кечирайлик.
75- раем. М а с а л а .  у0 баландликда v0 тезлик би

лан горизонтал ларакат цнлаётган самолётдан 
ташланган юкнинг траекторияси ва тушиш

X =  v j .

формула билан ифодаланади.
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у  шбу икки тенглама ■
X =i Vj.

g t *
У =  Уо-----2~>

траекторияиинг параметрик тенгламалари булади. Параметр t  ни йукотиш 

учун биринчи тенгламадан I =  —• кийматни топамиз ва бу кийматни иккин
чи тенгламага кУямиз. У вактда траектория тенгламасини

У =  Уо — 2v*

формада хосил киламиз, Бу — учи Л1 (0, у0) нуктада булган парабола тенг- 
ламасидир, бунда Оу Ук параболанинг симметрия 5'Ки хизматинн килади.

Энди ОС кесманинг микдорини аниклаймиз. С нуктанинг абсциссасини 
X  билан белгнланмиз, бу нуктанинг ордннатаси у =  0 эканлигини кайд 
этамиз, Бу кийматларни олдинги формулага кУйсак,

О =  у0 -
2t’o

-V*.

бундан

17- §. Б аъ зи  эгри чизицларнинг параметрик 
формадаги тенгламалари

А й л а н а .  М аркази координаталар бошида ва радиуси г  булган айлана 
берилган (76- раем).

Айлананинг бирор М  (дг, у) нуктасига утказилган раднусининг О х  Ук 
билан д о си л  цилган бурчагини t  билан белгилаймиз, У холда айлана истал
ган нуктасининг координаталари параметр t 
билан куйидагича ифодаланадн:

х
У-

Бу эса айлананинг параметрик тенглама- 
ларидир. Агар бу тенглдмалардан параметр 
t ни йУкотсак, у лолда айлананинг факат х  вз 
у ни уз ичига олган тенгламасини лоснл ки
ламиз. Параметрик тенгламаларнп квадратга 
кутариб ва кУшиб, айлана учун мана бу тенг
ламани хосил к»ламиз 1

ёкн
je* +  у* г*(cos* t  - f  sin1 /)

•** +  У* =  г 1
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Э л л и п с .  Эллипснинг

i f 1
тенгламаси берилган. Бунда

х  =  a cos t
фараз киламиз. Бу ифодани (1) тенгламага кУйиб,

у =  b sin t
ифодани оламиз. Мана бу тенгламалар!

jr =  e c o s f , \  
f*  у =  Ъ sin t, / О <  t < 2к,

(1)

(2 ')

(2” )

(2)

эллипснинг параметрик тенгламаларидир.
Параметр t нинг геометрии маъносини 

аниклаймиз. Марказлари координаталар бо- 
шида ва радиуслари а ва Ь булган иккита 
айлана утказамиз (77- раем). М  (х, у) нукта 
эллипеда ётсин, В нукта эса катта айлана- 
нинг М  нукта билан бир хил абсциссага 
эга булган нуктаси булсин, ОВ радиуснинг 
О х  Ук билан *осил килган бурчагини I би
лан белгилаймиз. Расмдан бевосита куйи
даги тенглик келиб чикади ■

х  =  OP  =  a cos t [бу — (2 ')  тенглама] 
CQ =  Ь sin t.

(2 " )  тенгликка асосан CQ  =  у, яъни СМ  тугри чизик О х  Укка параллел 
деган хулосага келамиз.

Демак, (2) тенгламаларда t радиус ОВ нинг абсцисса Уки билан носил 
Килган бурчагидир. Баъзан t  бурчак эксцентрик бурчак деб нам аталади.

Ц и к л о и д а :  Агар айлана тугри чизик буйича сирпанмасдан юмалан- 
са, бу айланада ётувчи нукта чизган эгри чизик циклоида дейилади 
(78- раем). Ф араз килайлик, юмаланувчи айлананинг М  нуктаси наракат 
бошланишида координаталар бошига тушган булсин. Айлана t  бурчакка 
бурилгандан кейин М  нуктанинг координатларинн аниклаймиз. Юмаланувчи 
айлананинг радиусини а билан белгилаймиз (78- расмдан кУрингандек).(78- расмдан курингандек). 

х  =  OP  =  ОВ — РВ,
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амио айлана сирпанмасдан юмаланади, шунинг учун

OB =  MB = at, РВ =  М К  =  a sin t.

Демак,
х  =* at — a sin t =  a (t — sin t).

Сунгра.
у  =  M P  =  КВ =  (  В — СК =  а — a cos t =  а (1  — cost).

Шундай цилиб,
х  =  a (t — sin t ) ,\  о f  2 
у =  о (1 -  COS t)  /

тенгламалар цнклоиданинг параметрик тенгламаларидир. t  нинг 0 дан 2* га
ча узгаришида М нуцта цнклоиданинг бир аркини чизади.

Охирги тенгламалардан параметр t  ни йуцотамиз ва х  нинг у  га бево- 
сита богланишини носил циламиз. О <  t  <  * кесмада у  =  а (1 — co s t)  функ
ция ушбу тескари

а — у
t  =  arc cos —- —  а

«
функцияга эга. t нинг ифодасинн (3) тенгламалардан биринчнсига цуйнб, 
цуйидагини носил циламиз i

а — У I а — у\
х  =  a arc cos — - -  — a sin ( arccos —- — I

ёки ,
a — у __________

О <  дг <  *й да х  =  a arccos —--------у  Чау — у* .

Расмдан бевосита курамизки, т.а < х  < 2-а  да

х  =  2ка — (a  arc cos — ^  2ау — у* )•

х  a (t — sin t)  функция тескари функцияга эга, бироц у элементар функ
циялар орцали ифодаланмайди. Шунинг учун у =  /(дг) функция нам эле
ментар функциялар билан ифодаланмайди.

1- и з о н .  Функцияларни ва эгри чизицларни текшириш учун баъзи бир 
Нолларда у нинг дг га ёки х  нинг у га бевосита богланишига цараганда ha- 
раметрик тенгламалар цулайроц эканлигига циклоида мисолида ишонч носил 
цилиш осой.

А с т р о и д а .  Ушбу

К  i z i & f )
параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизиц астроида дейилади. 

Иккала тенгламанинг барча надларини - j-дараж ага к^тарнЛ  ва цушиш би
лан дс ва у орасида
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С к и

2 1  1
3 3 3

X +  у = а
(5)

муносабатни досил киламиз. Бу эгри чизик 79- расмда тасвнрланган ф орма
та Бга эканлиги куйида к?рсатилади (V боб, 12- § га каранг). Бу эгри чи

зик а радиусли айлана буйича сирпан- 
а

май юмаланувчи -у  радиусли иккинчи
айланадаги бирор нуктанинг траекто- 
рияси сифатида чнкарилиши мумкин 
(бунда кичик айлана доимо катта айла
на ичида колади; 79- расмга каранг).

2- и з о * .  (4) тенгламалар ва
(5) тенглама биргина у =  f ( x )  
функцияни аниклаб колмайди. 
Улар - а < х <  +  а  кесмада уз
луксиз иккита функцияни аник- 
лайди. Улардан бири манфий 
булмаган кийматлар, иккинчиси 
мусбат булмаган цийматлар ка
бул килади.

18-§. Параметрик берилган функциянинг ^осиласи

Фараз килайлик, х  нинг функцияси у ушбу

Т)х  =  ? (/>,1 у = * (О 1 (О

параметрик тенгламалар билан берилган булсин. Бу функция
лар хосилаларга эга ва х  =  <р (/) функция хосилага эга булган 
/ =  Ф( х)  тескари функцияга эга деб фараз киламиз. У холда 
параметрик тенгламалар билан аникланган у =* f ( x )  функцияни 
мураккаб функция деб карамок мумкин:

У=?Ф(0 .
t — ораликдаги аргумент.

Мураккаб функцияни дифференциаллаш кордасига мувофик

у ; - у ;  * ; - * ; ( * )  ♦ ;< * )• (2)
Тескари функцияни дифференциаллаш хакидаги теоремага 
асосан

-  7 5 5 -
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О х и р г и  ифодани (2) тенглнкка цуйиб, шуни *осил киламиз:

бкк

у' =. t lf f i  
У'  f  (О

Ух =  7 - (XXI)
x i

Чикарилган формула у нинг х  га бевосита богланишининг 
лфодасини топмай туриб, параметрик берилган функциянинг 
у'х *осиласини топишга имкон беради.

■ 1- и и с о л. х  нинг функцияси у  ушбу параметрик тенгламалар билан 
берилган i

х  ■■
У■

к dy
1) t  нинг исталган кийматида, 2) /  •= кийматда носила топилсин. 

Е ч и ш .
. (a sin О ' a co s t 

) ?х — (a  c o s / ) ' =  — a sin /  “  ~  с |® ^

I  « . « - c t g - y — 1.

2- м и с о л .  Ихтиёрий (0 <  t  <  2г.) нуктада ушбу

х  =■ a ( /  — sin t), 
у  =  я (1 — c o s /)

циклоида! а уринманинг бурчак коэффнциентн топилсин.
Е ч и ш .  Уринманинг нар бир нуктадаги бурчак коэффициенти у г но- 

силанинг бу нуктадаги цийматига тенг, яъни

y't
У х = 7 -

х> «
Аммо

у  х \  =  а (1 — cos /), y j = a s i n / *

Демак, •

a j i n /  2 sin ^  cos ,  fK  M

Ум -  a ( l " s / )  -  — — 1 ---------  c,8 2 *  ‘8 T
v 2 sin*

Демак, циклоиданннг нар бнр нуктасидаги уринманинг бурчак коэффнциентн 

‘8 ( т  -  т ) , а тенг, бу ерда / — паралетрнииг шу нуктага мос киймати.
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tА мио, бунинг маъноси уринманинг О х  Укига а огиш бурчаги ^ ___ j  га

тенг демакдир (/ нинг — я ва я орасндаги кийматлари учун*).

19- §. Гиперболик функциялар

Математик анализнинг купгина татбикларида (вх — е~~я)

ва (е* +  е ~ х) куринншдаги курсаткичли функцияларнинг
комбинациялари учрайди. Бу комбинациялар янги функциялар 
сифатида царалади ва куйидагича белгиланади:

е* -  е~хsh х  = ----- -̂----,

c b x - * ± f l .
(О

Бу (1) функциялардан биринчиси гиперболик синус, иккин- 
чиси гиперболик косинус дейилади. Бу функциялар ёрдами
билан яна иккита =  ва cth.* =  ^ -^  функцияни аник*
лаш мумкин:

ех  _  е - х  %
th  х  =  gx +gX—  гиперболик тангенс,

aV _L. е - Х
х  ■* е*— ё^х — гиперболик котангенс.

( ! ' )

sh jc . c h x ,  thjc функциялар x  нинг барча кийматлари учун 
аникланган. Функция cth jc эса jc  =  0 нуктадан бошка *амма 
ерда аникланган. Гиперболик функцияларнинг графиклари 80, 
81 ва 82- расмларда берилган.

shjc ва ch х  функцияларнинг ( 1) формулалар таърифлари- 
даи тригонометрик функциялар орасндаги муносабатлар каби 
муносабатлар келиб чикади:

ch*jc — sh*jc =  1, (2)
ch (а  +  b) =  ch a ch b +  sh a sh b, (3)
sh (a -f- b) =  sh a  ch b +  ch a sh b. (3')

*) Хацикатан бурчак коэффициентн уринманинг О х  Укига « огиш бур- 

чагининг таигеисига тенг. Шунинг учун • g “ = t g ( ' 2' — " j )  ва * ,шнг

* t  К t
аиирма 0 ва л орасида Стадиган цииматлари учун - - j *
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Хакикатан>
ch*x — sh1*  =  (— — )*— (-— ^ — j* 

, ---------------- - - i .

Сунгра,
W M *  j .  р - а - Ь

ch (a  +  ^) ™ — —т р -------

экашши назарга олиб, цуйидаги 
муносабатни хосил киламиз:

.  ,  ,  .  .  .  .  ea + e - aeb +  e~b ,ch a ch b +  sh a sh b =  — ^ -------Ь
е° — е~Шеь —е ~ ь 

2 ~
?e +ft e - a +i  _j_ ga -b  е - а - Ь  _j_ ga+b _  е - а +Ь gO-b _j_ е -т -Ь

Иг /  4 . • *
еа+ь + о ••а —Ь

ch (a  - f  b).

(3') муносабатнинг тори л и ™  хам шунинг сингари исботла- 
нади,

.Гиперболик функциялар* дейишнинг сабаби шу билан 
изо.чланадики,

л* +  у* -  1
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айланани параметрик тасвирлаш учун sin t  ва cosY тригоно
метрик функциялар кандай роль уйнаса,

л'* — у* =  1
гиперболанн параметрик тасвирлаш учун sh /  ва ch /  функция
лар хам шундай роль уйнайди.

Хакикатан,
X =  cos t, у =  sin t

тенгламалардан t  параметрни 
йукотиш билан

X* +  у* =  cos lt  +  sin2/

ёки
X* +  у* =  1

(айлана тенгламаси)тенгликни 
хосил киламиз. Шунга ухшаш

х  «  ch t,
у =  sh t

тенгламалар гиперболанинг 
параметрик тенгламаларидир.

Хакикатан, бу тенглама- 
ларни хадма-хад квадратга ку- 
тариб, биринчисндан иккинчи- 
си айирилса, ушбу тенглик 
*осил килинади: ‘

л1 — у* «= ch* t — sh* t.

Унг томондаги ифода, (2) формулага асосан, бирга тенг, 
демак,

х* — У* — I»
бу эса гиперболанинг тенгламасидир.

Ушбу
л* +  у* =  1

тенглама билан ифодаланган айланани текширамиз (83- раем). 
х  =  cos t, у — sin t тенгламаларда t  параметр сон жихатдан 
АОМ  марказнй бурчакка ёки АОМ  сектор юзи S  нинг икки- 
ланганига тенг, чунки t  = 2S.

Г иперболанинг
х  =  ch t, 
у =  sh t
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парамстрик тенгламаларида t  параметр *ам сон жи^атдан ACM 
гиперболик сектор* юзининг иккиланганига тенглигини нс- 

ботсиз кайД этамиз (84- раем).
Гиперболик функцияларнинг цосилалари гиперболик функ- 

цняларнииг таърифларидан келиб чицаднган ушбу

(s h * ) '  =  ch х , 

( c h x ) '  =  sh x ,

(th * ) '  =  ж
(XXII)

84- раем.

ex—e~xформулалар билан аникланади; масалан, sh.v =  — j—  функ
ция учун

е* 4- е~ х(shoe)' =  ( — ~  ) ---------2

20- §. Дифференциал

ch х.

Фараз цилайлик, у = / ( х )  функция [а, 6] кесмада диффе- 
ренциалланадиган булсин. Бу функциянинг [я, Ь\ кесмага те
гишли бирор х  нуцтадаги хосиласи

llm g  = / ' ( * )д.г-0 а Л

тенглик билан аницланади. Ах -* 0 да нисбат маълум
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f ' ( x )  сонга интилади ва, демак, f ' ( x )  хосиладан чексиз кичик 
микдорга фарк килади:

/'(■*> +  “*
бу ерда Дх -* О да а -> 0.

Охирги тенгликнинг барча хадларини Ал га к^пайтириб, 
ушбу теигликни хосил киламиз:

Д у  ха / ' ( j c )  Ах  +  ctAjt. ( 1 )

Умумий холда / ( х ) ф 0 ,  шунинг учун узгармас х  ва узгарув
чи Ах  -► 0 да f ' ( x )  Ах  купайтма Дл: га нисбатан биринчи тар- 
тибли чексиз кичик мицдордир. аАх купайтма эса Ах  га нис
батан доимо юкори тартибли чексиз кичик микдордир, чунки

11m а- ~  =  Ит а =  0. .
Ajt-*0 а х  Ддг-0

Шундай килиб, функциянинг Ду орттирмаси иккита куши- 
лувчидан иборат булиб, булардан орттирманинг б о ш  б У л а 
ги  деб аталадиган бирянчиси [ f ' (x)=£0  да] Ах  орттирмага 
нисбатан ч и з и к л и д и р .  f ' ( x ) A x  купайтма функциянинг 
дифференциала деб аталади ва dy  ёки d f ( x )  билан белгила- 
нади.

Шундай килиб, агар у *= Их )  функция х  нуктада / '( jc )  хо- 
снлага эга булса, у холда /  (х)  хосиланинг аргумент ортьир- 
маси Ах  билан купайтмаси функциянинг дифференциали деб 
аталади ва dy  символ билан белгиланади:

d y = f \ x ) A x .  (2)

у =  .с функциянинг дифференциалини топамиз; бу холда 
у' =  (* ) ' =  1, демак, dy = d x  = Ах.  Шундай килиб, э р к л и  
у з г а р у в ч и  х  н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л и  d x  у н и н г  о р т -  
т и р м а с и  Ах  б и л а н  б и р  х и л  б у л а р  э к а и. d x  =  Дл тенг- 
лнкип хам эркли узгарувчи дифференциалининг таърифи деб 
каралганда текширилган мисол, функция дифференциалининг 
таърифига бунинг зид келмаслигини курсатар эди. Хар кандай 
холда (2) формулани бундай ёза оламиз:

dy  =  / '  ( j c )  dx.
Аммо, бу муносабатдан ушбу тенглик келиб чикади:

/ ' W - &
Д е м а к , / ' ( л )  х о с и л а н и  ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а 

ли  ни э р к л и  у з г а р у в ч и н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л и г а  
н и с б а т и  д е б  к а р а ш  м у м к и н .
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( 1) ифодага к»йтамиз ва уни, (2) ни ^исобга олган нолда, 
бундай ёзамиз:

Ду =  dy  +  а Ах. (3)

Шундай цилиб, функция орттирмаси функция диффереи- 
ц и а л и д а н  Ах  га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик мик
дорга фарк кнлади. Агар / '  0 булса, у *блДа а Ах  ку
пайтма dy  га нисбатан *ам юкори тартибли чексиз кичик 
МИКД°РДИР ва

, l m  7Г у  “  1  +  1 , т  r i V i h  =  1  +  , , т  Т Ш  =  КДдг-0 а У Л х~0 J  УХ )Ь Х  & х~0 J  УХ)

Шунинг учун такрибий ^исоблашларда баъзан ушбу

A y ~ d y  (4)

такрибий тенгликдан ёки ёйикрок курннишдаги
/ ( х  +  Ах) - f ( x ) ^ / ( x ) A x  5)

такрибий тенгликдан фойдаланнладн, бу эса .^исоблашни кис- 
картиради.

1- м и с о л. у  — х 2 функциянинг dy  дпффе- 
ренцнали ва Ду орттирмаси топилсин:

1) х  ва Ддс нинг ихтиёрий кийматларида;
2) х 20, Ддг =  0,1 булганда.
Е ч и ш. 1) Ду =  (х  +  Дх)2 — х* =  2х А х  +

+  Ддс*,
dy  =  (дг*)'Ддг =  2-гДдг.

2) Агар х  =  20, А х  =  0,1 булса,
Ду =  2-20 0,1 +  (0,1)2 -  4,01, 

dy  =  2-20-0.1 =  4,00.
Ду ни dy  билан алмаштпришдаги хато 0,01 

га тенг. Купинча уни Ду =  4,01 га нисбатан оз 
деб нисоблаб, уни эътиборга олмаслик мумкин.

Текширнлган масала 85- раем билан равшан 
курсатилади.

Ах

х '

.

%5- расм.

Такрибий хисоблаш ларда (5) дан чикариладиган ушбу
/  (х  +  Ах) « /  (л) +  / \ х )  Ах "  (6)

такрибий тенгликдан *ам фойдаланнладн.
2- м и с о  л. /(дс) =  sin  х  булсин, у нолда / '  (дг) =  cos х.
Бу нолда (6) такрибий тенглик мана бу курннишни оладн:

sin (дс +  А х)  a  sin дс + *cos дс Ддс. (7)

1C
sin 46° нинг такрибий цийматини \исоблаимиз. х  =  - j  деб ф араз циламиз

8 Н. С. Пискунов

■



(бу 45° бурчакка тугри келади). д *  =  J L  (ву  \о бурчакка тугри келади),

4 к
* +  Дх =  — +  щ  деб ф араз киламиз. Бу кийматларни (7) га кУйсак,

( к  к  \  к  к  к
Т + Ш / * sin Т  +  П0СО* 4

бки
i / T  к

sin 46’ *  Щ  -  0,7071 +  0,7071 -0,0175 =  0,7194.

3- м н с о  л. Агар (7) формулада х =  0, Дх =  а десак, куйидаги такри
бий тенгликни досил киламиз:'

sin  1  »  а.

4- м и с о  л. Агар / ( х )  =■ t g x  булса, у вацтда (6) формула буйича ку
йидаги такрибий тенгликни оламиз:

tg  (х  +  Дх) »  tg  х  +  Дх,

л  =  0, Д х =  а булган да«
tg  а «  в.

5- м и с о  л. Агар f ( x )  — ^ х  булса, (6) формула

/  х  +  Дх » / х  +  -  V —Дх,2 у х
ни беради. х  =  1, Д х =  « фараз килиб,

/  1 +  а «  1 +-^1

такрибий тенгликни лосил киламиз.

Функциянинг дефференциалини топиш масаласи унинг хо- 
силасини топиш билан баравар, чунки хосилани аргумеитнинг 
дифференциалига купайтириш билан функциянинг дифферен- 
циалини косил киламиз. Демак, х о с и л а г а  тегишли теоремалар 
ва формулаларнинг купчилиги дифференциаллар учун хам уз 
кучини саклайди. Масалан:

Иккита дифференциалланувчи и ва v  ф ункциялар йигин- 
дисининг дифференциала шу функциялар дифференциалла- 
рининг йигиндисига тенг: ~

d  (и +  v)  =  du  - f  dv.

И ккита дифференциалланувчи и ва v  ф ункциялар к$- 
пайтмасининг дифференциали ушбу

формула билан ашщланади.

114_________________________КОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛ______________________ *

d  (и v) =  и dv  +  v  du
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Масалан, охирги формулани исботлайлик. Агар у =* uv  бул
са, У *олда

dy  =  у 'd x  =  (u v ' +  vu ') d x  =  u v 'd x  +  vu 'dx ,
аммо • .

v 'd x  — dv , u 'd x  =  du,
шунинг учун

dy**udv  +  vdu.
Бошка формулалар *ам шунга ^хшаш исботланади, маса

лан, булинманинг дифференциалини аникловчи формула:
и , v d u — udv  u агар y =  - б у л с а ,  dy  = -----^ —  булади.

Функциянинг дифференциалини *исоблашга дойр бнр неча 
мисол ечамиз.

6- и и с о л. у  =  tg 1* , dy =  2 tg  дг dx.

1
7 - и и с о л .  у =  / I +  In дг, dy  =  „ . ' - = = • — dx.

7 T } 2 / 1  +  In *  ♦*

Мураккаб функция дифференциалининг ифодасини топа
миз. Фараз килайлик,

у = f ( u ) ,  и =  ? ( * ) ,  ёки у = / [ ? ( * ) ]
булсин. У *олда мураккаб функцияни дифференциаллаш кои- 
дасига мувофик.

К  dx = f “ (“ )*' (*)•
демак,

аУ =* f'u («) ? '(* )  
лекин <р'(х) d x  =  rfw, шунинг учун •

dy =  / '  (и) du. ' .
\

Шундай килиб, оралиц ар1умент и эркл1± узгарувчи бул
ган холда функциянинг дифференциали кандай куринншда 
булган булса, мураккаб функциянинг дифференциали шун
дай куринишда булади. Бошкача айтганда, дифференциал- 
нинг формаси функциянинг аргументи эркли узгарувчи ёки 
бошца аргументнинг функцияси булшиига бослиц эмас.

: Дифференциал формасининг инвариантлиги  деб аталадиган
Ь ’бу му*им хоссадан бундан буён Ke;ir равншда фойдаланиладн.
I V
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8- и и с о л. у =  sin ^  х  функция берилган. dy  топилсин.
Е ч и ш .  Берилган функцияни мураккаб шаклда ёзамиз i у =  sin и, 

и  =  у  х  ва дифференциаллаймиз.

dy =  cos и — Х— =. dx\
2 \  х

аммо — dx  =  du, шунинг учун бундай ёзиш мумкин i
2 /  х

dy  =  cos и du ёки rfy =  cos ( / * ”) d (^ ~ x ) .

21- § .  Дифференциалнинг геометрик маъноси

Биз
У = / ( х )

функцияни ва унга тегишли эгри чизикни текширамиз 
(86- раем).

Тенгламаси у = / ( х )  булган эгри чизикдаихтиёрий М ( х , у ) 
нукта олиб, бу нуктада эгри чизикка уринма ^тказамиз ва бу 
уринма Ох  укнинг мусбат йуналиши билан хосил килган бур- 
чагини а билан белгилаймиз*). Эркли узгарувчига Дх орттир- 
мани берамиз; у холда функция Ду =» NM,  орттирманн оладн. 
у =  / (х) эгри чизикда х  +  Ах,  у +  Ау кийматларга М х(х +  Av, 
у +  Ау) нукта мос келади.

M N T  учбурчакдан
N T  =  MN\g<x,

лекин
tga  =  / ' ( х ) ,  M N  — Ax,

шунинг учун
N T  = f ( x) Ax;

аммо дифференциалнинг таърнфига мувофик / '  (х) Ах =  rfy. 
Шундай цилиб,

N T = d y .
Охирги тенглик / ( х )  функциянинг берилган х  ва Ах ций- 

магпларига тегишли дифференциали у  =  / ( х )  эгри чизицнинг 
берилган х  нуцтасидаги уринма ординатасининг орттир- 
масига тенг эканини билдиради.

86- раемдан бевоента
М хТ  =  Ay — dy

*) /(■*) функция х  нуктада чекли хосилага эга деб ф араз килиб,
TZ «

а Ф Y  ни *ОСИЛ киламиз.
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эканлиги чикади. Илгари исбот цилинганига кура Ах -* О да
*hI-yQ . Ау орттирма доимо dy  дан катта деб уйлаш ярамай-
N T  ‘
ди. Чунончи, 87- расмда

Ay =  M tN, dy  — NT,  бунда Ay <  dy.

22-§. Турли тартибли ^осилалар

у =  / ( * )  функция бирор [а, Ь] кесмада дифференциалла- 
нувчи булсин. / '  (х)  ^осиланинг кийматлари, умуман айтгаида, * 
х  га боглик, яъни f ' ( x )  д о с и л а  ц а м  л  н и н г  ф у н к -  
ц и я с и д а н  и б о р а т .  Б у  ф у н к ц и я н и  д и ф ф е р е н ц и а л -  
л а б ,  f ( x )  функциянинг иккинчи тартибли хосиласи деб ата
ладиган *осилани топамиз.

Биринчи ^осиладан олинган досила иккинчи тартибли 
Хосила ёки бошлангич функциянинг иккинчи хосиласи  дейи
лади ва у" ёки / "  (х ) символ билан белгиланади:

у" - ( / ) ' -  / ' ( * ) .

Масалан, у =  х ъ булса, у *олда
у ' =  5 л \  у" =  (5л«)' =  20 л 3. #

Иккинчи ^осиланинг хосиласи учинчи тартибли хосила 
ёки учинчи хосила  дейилади ва у"' ёки / "  (х) билан белгила- 
нади.

Умуман f ( x )  функциянинг п- тартибли хосилааГ  деб. 
унинг (я  - 1)- тартибли ^осиласининг (биринчи тартибли) *oci - 
ласига айтилади ва у(я) ёки f w (x)  символи билан белгиланади:

У «  .  (у С -О )/= / W  (* ) .

(Хосиланинг тартиби даража курсаткичи деб тушунилмдсдагн 
учун цавс ичига олинади.)
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Туртинчи, бешинчи ва ундан ю^ори тартибли хосилалар 
рим рацамлари билан белгиланади; y lv, yv, yv l , . . .  Бундай 
холда хосилаиииг тартибиии к а вес из бзиш мумкин. Масалан, 
агар у =  х* б^лса, у холда у ' » * 5 х \  у" ** 20х*, у'" — 60дс\ 
y ,v =  у<4> =. 120jc, yv =  у(*> -  120, у(6) -  у(7) =» . . .  =  0.

1- м и с о  л. у  =  екх функция (А =  const) берилган. Унинг исталган 
п- тартибли хосиласининг ифодаси топилсин.

Е ч и ш. у ’ =  кекх, у"  =  k*ekx, . .  ., у*я) =  к пекх.
2- м и с о  я. у  =• sin х  булса, у<«> топилсин.

Баъзн бир элементар функцинларнинг исталган тартибли 
хоснлалари учун хам формулалар шундай чичарилади. Учув- 
чи у ==**, у = c o s a : ,  у *= In x  функцияларнинг ц- тартибли хо- 
силалари учун формулаларни узи топмоги мумкин.

Исталган тартибли хосилалар учун 7 - §  даги 2 ва 3- тео- 
ремаларда курсатилган чоидалар осонгина умумлаштирилади.

Бу холда уз-узидан тушунарлн ушбу формулалар Урин- 
лиднр:

Икки функция купайтмаси и (л:) v  (х) нинг п- тартибли 
хоснласинн хисоблашга имкон берувчи (Лейбниц формуласи 
деб аталган) формулани чицарамиз. Бу формулани чичариш 
учун олдин бир неча хоснлани топамиз, сУнгра исталган тар
тнбли хосилаларни хисоблаш учун ярайдиган умумий чонун- 
ни аничлаймиз:

у =  uv,
у' =  u 'v  +  u v ' ,
у" =  u"v +  u 'v ' 4- u 'v ' +  uv" =  u"v +  2u 'v ' +  uv"t 
у'" =  u'"v -f u 'v ' - f  2u"v' +  2u'v"  +  u'v" +  uv"' =*

=  u'"v +  3 u"v' +  3 u'v" +  uv'", 
y a  =  u lsv  -j- 4u"'v' +  6u"v" 4- 4u'v'" 4- u v {W%

Е ч и ш .

(и +  v )w  = u(n) 4- v w , (Cu)w  =  Си{я).
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Хосилалар тузиш конуни исталган тартибли хосилалар учун 
сакланади ва цуйидагидан иборат:

( u + v ) n ифодани Ньютон биноми формуласига мувофиц 
ёйиш ва хосил булган ёйнлмада и ва v  нинг даража кУрсат- 
кичларини хосилалар тартибининг курсаткичлари билан алмаш- 
тириш керак, шу билан бирга ёйилманинг четки хадларига 
кирувчн ноль даражаларнн (ы° =  г»°-=1) функцияларнинг уз- 
ларн билан (яънн .нолинчи тартибли хосилалар“ билан) ал- 
маштнриш керак:

у(я) =  (uv){n) =  (u)w  v  +  nu(n~l) v ' +

Ц  +  и<л_2) +  uvln).

Бу эса Лейбниц формуласидир.
Формуланинг катъий нсботини тула математик индукция ме- 

тоди билан бериш (яъни бу формуланинг п- тартиб учун туг- 
рилигидан унинг ( я + 1)-тартиб учун хам тугрилиги келиб 
чикишини исботлаш) хам мумкин.

3- м и с о л .  у  — е?х х 1. у (л) косила топилсин.
Е ч и ш .

и =» е°х , v  =  дс*,
и ' =  ае°х , v ’ — 2х,
и" =  а1еах, • v"  =  2,

ип =  angaxt „■* «  -  . . .  =  о,

у<п) =  апеахх* -+■ пап~ 'еа х -2х +  ^  ^  ап~*еа х -2,

Еки

>("> =  | “  \ал.Vs +  2/м л -« х  +  п (п — 1) в " " 5].

23-§. Турли тартибли дифференциаллар

Биз у = /(■*) функцняга эга булайлик, бу ерда х  — эркли 
Узгарувчи. Бу функциянинг днфферснциали

dy  =  f  (дс) d x

х  нинг бирор функциясидир, аммо х  га факат биринчи купай- 
тувчи f ' ( x )  боглик булиши мумкин, иккинчи купайтувчи (dx) 
эса эркли Узгарувчи х  нинг орттирмасидан иборат булиб, Уз
гарувчининг кийматига боглик эмас. dy  узи х  нинг функция- 
сн булганликдан, биз бу функциянинг дифференцнали х?Кида 
гапирмокка хаклимиз.
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Функция дифференцналннинг дифференцналн бу функция
нинг иккинчи дифференциала ёки иккинчи т артибли диффе- 
ренциали  дейилади ва d*y билан белгиланади:

d  (dy) =  d2y
Иккинчи дифференциалнинг ифодаснни топамиз. Дифферен- 
циалыинг умумий таърифига асосан:

d2y  =  [ / '  ( x ) d x \  dx.
dx  узи x  га ■боглиц эмас, шунинг учун дифференциаллашда 
dx  досила ишорасидан ташцарига чицарилади ва биз

d1 У =  }"  (х) (d x )*
ни *осил циламиз. Дифференциалнинг даражасини ёзишда 
цавсларни тушириб цолдириш цабул цилинган; масалан, (dx)* 
урнига d x2 ёзиш цабул цилинган, бундан d x  ифоданинг квад- 
рати тушунилади: (dx)3 урнига dx* ёзилади ва *оказо.

Учинчи дифференциал ёки функциянинг учинчи тартиб
ли дифференциали деб унинг иккинчи дифференциалининг 
дифференциалига айтилади:

d3y =  d (d2y) =  \ f ' ( x )  d x l \ d x  — f "  (x) dx*.
Умуман n- тартибли дифференциал деб (я — 1) - тартибли 

дифференциалнинг биринчи дифференциалига айтилади:
d ny — d ( d n~'y)  =  [ f {n~x\ x ) d x n- x\ d x ,

dny  = / (я) ( x ) d x n. ( 1)
Турли тартибли дифференциаллардан фойдаланган цолда, ис
талган тартибли .’(осилани тегишли тартибли дифференциаллар- 
нинг нисбати шаклида бернш мумкин:

/'(■') =£; /"<*> = г?.... /”(•*)-S - <2>
И з о ц .  ( 1) ва (2) тенгликлар (п >  1 да) х  фацат эркли уз

гарувчи булган хол учунгина тугридир. Хацицатан, ушбу му
раккаб функцияни олайлик:

у — /=■(«), и =  ?(х ) .  (3)
Биз и нинг эркли узгарувчи ёки х  нинг функцияси були- 

шига царамай, биринчи тартибли дифференциал инвариант 
формада булишини курдик:

d y = F a(u)du.  (4)

Иккинчи дифференциал ва ундан кейинги дифференциал- 
лар бу хоссага эга эмас.
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Хакикатан, (3) ва (4) формулаларга асосан: 
d*y = d ( F u (u ) du ).

Лекин бу ер д а  d ( и)  — <р' ( х )  d x  ^зи дгга боглик, шунинг учун 
d*y =  d (F'u ( и )  du -+ F'u (и) d du)

d*У =  Fuu («) (du )* +  Fu (и) сГги , бунда d}u =  <?" (л) (</*,*. (5)

d*у ва *оказолар *ам шунинг сингарн топилади.

1- м и с о  л. Ушбу у  =  sin и, и = у х  мураккаб функцнялан dy  на а2у

24-§. Ошкормас функцияларнинг ва параметрик 
б е р и л г а н  функцияларнинг турли тартибли ^осилаларн

1. О ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р д а н  турли тартибли *оси- 
лаларни топиш усулини мисолда курсатамиз.

Фараз цилайлик, х  нинг ошкормас функцияси у ушбу

тенглик билан аниклансин. Бу тенгликнинг барча ^адларнни, 
у бунда х  нинг функцияси эканлигини эсда тутган *олда*лс 
буйича дифференциаллаймиз:

Охирги теигликни яна х  буйича (л: нинг функцияси у эканли
гини назарда тутиб) дифференциаллаймиз:

dy

ёки

топилсин.
Ечиш.

dy  =  cos и • - — -r= d x  =  cos и du.2 у х
1

C Jnrpa (5) формула буйича цуйидагини носил киламиз:
d!y =  — sin и (du)2 +  cos и d ’u = — sin и (du )® +  cos u u" (d x )*

=  — sin u (dx)1 +  cos и

( I )

бундан
d y _____ ЬУх
d x  ~  a ly (2 )
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Бу ерда ^  хосила урнига унинг ифодасини (2) тенгликдан 
олиб куйсак,

ь1 х
d>y _  fc* У + х Д» у
d x 1 ~  а* >,а *

ёки соддалаштиргандан с^нг
d * y _____Ь% (а*у* +  Ьгх %)
dx* ~  я ‘у3 *

( 1) тенгламадан
а*у* +  Ь2х г =» а2Ьг

чикади, шунинг учун иккинчи хосилани
d3 у __ Ь*
d x * а*у3

куринишда ёзиш мумкин. Охирги тенгликни х  буйича диффе-
ренциаллаб, ^  ни топамиз ва хоказо.

2. Э н д и  п а р а м е т р и к  б е р и л г а н  ф у н к ц и я л а р -  
д а н  юкори тартибли хосилалар топиш масаласини караб чи- 
Камиз.

Фараз килайлик, х  нинг функцияси у ушбу параметрик 
тенгламалар билан берилган булсин:

?(<).х
У- Н О .

бунда х  =  9 (t) функция [/0, Т] кесмада 
функцияга эга булсин.

Бу холда ^  хосила

<3)

t  =  Ф (дс) тескари

dJL
dx

dy
dt_
dx
dt

(4)

тенглик билан аникланнши 18- § да исботланган эди.
d*yИккинчи хосила ни топиш учун х  нинг функцияси t

эканлигини назарда тутиб, (4) тенгликни х  буйича дифферен- 
циаллаймиз:

/ d y \  / d y \
d ly 
d x г

d_
dx IS)
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аммо
'd y \ dx d ! d y \_ dy d  .Л г , dx d*ŷ  __ dy d*x
dt \ dt dt \d i)  ~  d td t  ' d t l  _  dt dt* dl dt*’

w  = m
dt_ J_ 
dx  3  dx' 

dt
Охирги ифодани (5) формулага куйиб, шуни *осил киламизт

dx if1 у dy d*x 
d*v d t d t1 dt dt*
d P  “  7dlx>

1 S T

Бу формулага куйидаги ихчамрок шаклни бериш мумкин:
d*y f W ( t ) - y  (t) f '( t )  
dx* [ f  (/)]<

Шунга ухшаш
d3y d ‘y 
dx3' dx*

ва хоказо хосилаларни хам топиш мумкин.

М и с о л .  х  нинг функцияси у параметрик тарзда берилган: 
х  ** a cos t, у  =  ft sin t.

dy d*y
dx di? хосилалар топилсин.

Е ч и ш .

dx d*x , dy d*y
■jt = — a s \n t ,  5 77 =  — a  c o s / ,  y f = 6 c o s f ,  57т  =  — ft sin f,

dy _  ft cos t ____ft %
dx ~  —a sin t ~  a c t^

d*y ( —a  sin t ) (— ft sin t) — (ft cos t ) ( — a cos /) ft __1 _
dx* ~  (— a sin t y  e  — 7  sin3 1

26- §. Иккинчи ^осиланинг механик маъноси

Илгарилама харакат килувчи жисмнинг утган s йули t вакт- 
га богланишда

формула билан ифодаланади.
s = / ( 0  (1)
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Маълумки (III боб, 1- § га каранг), жисмнинг берилган мо
ментдаги v  тезлиги йулнинг вакт буйича биринчи хосиласига 
тенг, яъни

• " Я Г  (2)
Бирор t  моментда жисмнинг тезлиги v  га тенг булсин. 

Агар харакат текис булмаса, у холда t пайтдан кейин ^тган 
At вацт оралигида тезлик ^згаради ва Av орттирмани олади.

Тезлик орттирмаси Av нинг вакт орттирмаси At га нисбати 
At вактдаги уртача тезланиш  дейилади:

_  _  Av 
УР At '

Вакт орттирмаси нолга интилган холда тезлик орттирмасининг 
вакт орттирмасига нисбатининг лимити берилган моментдаги 
тезланиш. дейилади:

а — lim
А / -0

бошкача айтгаида, берилган моментдаги тезланиш тезликнииг 
вакт буйича хосиласига тенг:

dv
а = Ъ'

dsаммо v  =  демак,
d  / ds\ d*s 
dt \d t )  “  dt»’

яъни тугри чизицли харакат тезланиши йулнинг вацт бу
йича иккинчи хосиласига тенг. ( 1) тенгликка асосан:

а - Г ( 0 .
М и с о л. s масофанннг t вактга богланиши ушбу

s =  у  +  vJ +  «о (3)

формула билан берилган булса, зркин тушувчи жисмнинг v  тезлиги ва а 
тезланиши топилсин, бу ерда g  =  9,8 м/сек* — ер тортишининг тезланиши, 
s0 =  s (_0 эса s нинг t  =  0 даги киймати.

Е ч и ш .  Дифференциаллаб, шуни топамиз s
ds

V = 4 j  =  g t  +  v «; (4)

бу формуладан v0 =  (v)la0  эканлиги чикади.
Яна бир марта дифференциаллаб,

dv d*s
a =  d i  =  dtT  = «
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т о п а м и з .  Аксинча, агар бирор ларакатнинг тезланиш и узгармас ва g  га 
тенг булса, у *олла ( r )<>=0 =  t>0 ва ( s )<=0 =  s0 шартларда тезлик (4) тенг- 
лик билан, масофа эса (3) тенглик билан ифодаланишини кайд этамиз.

26- §. Уринма ва нормал тенгламалари.
Уринма ости ва нормал ости узунликлари

Тенгламаси

У =  / ( * )
булган эгри чнзикни текширамиз. Бу эгри чизикда М ( х и у,) 
нуктани оламиз (88- раем) ва бу нуктада эгри чизикка Утка
зилган уринма ордината укига параллел эмас деб фараз ки
либ, бу уринма тенгламасини 
ёзамиз.

Af нуктадан утувчи к бур- 
чак коэффициентли тугри чи
зик тенгламаси

У -  У1 -  к (х  — x t)
кУрннишга эга. Уринма учуь 
(3 -§  га каранг)

* = / '  (*.). 
шунинг учун у р и н м а н и н г  
т е н г л а м а с и

У — Уг =  / '  ( х ^  ( x - x t)

куринишни олади. Эгри чизикка унинг берилган нуктасидаги 
уринма билан бир каторда нормални хам караш жуда куп уч- 
райди.

Т а ъ р и ф. Эгри чизикка берилган нуктада нормал Л б ,  
берилган нуктадан утувчи ва шу нуктадаги уринмага перпен
дикуляр тугри чизикка айтилади.

Нормалнинг таърифидан, унинг бурчак коэффициенти кп 
уринманинг бурчак коэффициенти к, билан

kn =  ~ T t'
яъни

чеиглик билан богланганлиги чикади.
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Демак, у = / ( л )  эгри чизикка М (х „  yi) нуктадаги н о р 
м а л  т е н г л а м а с и

у - у *  = - т к ) { х - х,)
куринишга эга.

1- м и  с о л .  у — х 3 эгри чизикк* унинг А1 (1 , 1) нуктасида уринма ва 
нормалнинг тенгламалари ёзилсин.

Е ч и ш .  у ' «= Зх* б^лгани учун уринманинг бурчак К05ффициенти
ОО-г»! = 3 га те"г-

Демак, уринма тенгламаси
У — 1 = 3  (дг — 

Нормал тенгламаси:

У ~  1 =  ~  I  <х “
(89- расмга каранг).

у — /  (х) эгри чизик билан 
N,  SN микдорларни топамиз.

88- расмдан куринганидек,
QP =  | у, ctg л\

шунинг учун

у  =  Зх — 2.

Уринманинг уриниш нук- 
таси билан Ох Ук орасидаСл 
QM кесмасининг (88- раем) Т  
узунлиги уринманинг узунли- 
ги дейилади. Бу кесманинг Ох 
Укдаги проекцияси, яъни QP 
кесма уринма ости дейилади; 
уринма ости узунлиги S T би
лан белгиланади. M R  кесма- 
нннг N  узунлиги нормал узун
лиги  дейилади, RM кесманинг 
Ох укдаги RP  проекцияси эса 
нормал ости дейилади; нор
мал ости узунлиги SN билан 
белгиланади.
M ( x lt yi) нукта учун Т, S r ,

I =1 I*
lg«l  I y\ *
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С^нгра, шу расмнинг узидан 
P / ? - | y , l g a | - | y i y ;|  

эканлиги равшан, шунинг учун

SlV -  1У1У11.
\ f y ' i +  (yi у;)* =  |y i  y i + у ; * |.

• Бу формулалар у, >  0, yj >  0 фараз килиб чикарилди. Аммо 
улар умумий *олда *ам сакланади. _

2- м и с о л .
х  — а co s t, у - b  s in /  ( 1) »ллипс 

учун t  -  -4 булгвн М  (дг,, у,) нук
тада (90- раем) уринма ва нормал 
тенгламалари, урйима ва уринма ости 
уаунликлари, нормал ва нормал ости 
уаундиклари топилсин.

Е ч и ш .  ( 1) тенгламадан куйида- 
гиларни топамиз! расм

dx  . . dy dy b ^ ( d y \
3 T o s  1 rfj = - 7 c'« M Zr)

b_
a '

a
У\

Уриниш нуктаси M  нинг координаталарини топамиз i

xi =  (х ) , ,

Уринманинг тенгламаси i

У

Ски

Нормал тенгламаси! 

Ски

/”!}’ “  00. _  * =  “ТТг1 г * ‘ “ 1 V I

Ь Ь (  а \
- / т т -  Л х ~ / т )

bx +  ау — аЬ / Т  =  0.

____ b— a ± ( x _ J L \
у / т  ft г  / 1 )

(ах  — by) у/ ’T  — а* +  

Уринма ости ва нормал ости узунликлари i 

Ь

0.



I
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Уринма ва нормал узунликлари! 

Ь

а

27- §. Радиус-векторнинг цутб бурчаги буйича  
хосиласининг геометрик маъноси

Эгри чизикнинг кутб координаталардаги

Р - / ( в ) ( 1)
тенгламасига эга булайлик. Кутб координаталарндан тУгри 
бурчакли Декарт координаталарига утиш формулаларини €за- 
миз:

Бу ерда р Урнига унинг 0 оркали ифодасини (1) тенгламадан 
олиб куямиз:

Бу (2) тенгламалар берилган эгри чизикнинг параметрик тенг- 
ламаларидир, бунда параметр кутб бурчаги 0 дир (91- раем).

Агар эгри чизикнинг бирор М (р, 0) нуктасидаги уринма- 
нннг абсцисса укининг мусбат йуналиши билан ташкил килган 
бурчагини <р билан белгиласак, куйндагн тенглнкларни хосил 
киламиз:

x  =  pcos0, у =  р sin 0.

JC =  / (©> COS0, y = / ( 0 ) s i n 0 . (2)

t g ?  =

dy
dy _  
d x  ~  dx

Ж

ёки

(3)
О X ^  cos 0 — p sin  в

91- раем.



г

радиус-вектор йуналиши билан уринма орасндаги бурчакни 
(! билан белгнлаймиз: ц =  <р — 0.

l g | 1 =  « g ? - ' K 9

III БОБГА МАШ КЛАР 129

эканлиги равшан. Бу ерда tg«p ypmira унинг (3) ифодасинн 
цуйиб ва ихчамлаштнриб, шуни *осил циламиз:

_  (р ' sin 9 4- р cos 0) cos 9 — (р' cos 0 — р sin 9) sin 9 _

® ^  — (р' cos f) — р sin 9) cos 9 +  (р ' sin 9 -t- p cos 9) sin 9 — p'

ёки
p i=pctg{ i.  (4)

Шундай цилиб, радиус-векторнннг цутб бурчаги буйича 
^осиласн радиус-вектор узунлигининг радиус-вектор ва эгри 
ч и з и ц н и н г  берилган нуцтасидаги уринма орасндаги бурчак 
котангенси билан к^пайтмаснга тенг.

М и с о л .  р =е логарифмик спиралга уринма радиус-вектор билан уз
гармас бурчак остида кесишганлиги курсатилсин.

Е ч и ш .  Спираль теигламасилан
я9

р =  ае

ни топамиз. (4) формулага асосан 

р '
c tg  j* =  — =  а, яьни (л =  a rcc tg  а =  const.

Ш боб га  м аш цлар

Хосиланннг таърифидан бевосита фойдаланиб, куйидаги функцнялар- 
нинг досилалари топилсин;

1 1 , - 1  
1. у  =  *3, Жав. Зле*. 2. у  =  — • Жав. —— 3. у =  у  х . Жав. -у - -

х  х  2. у  X

4. у  =  - т = -  Жав. — -— т = . 5. у =  sin* х. Жав. 2 sin х  cos х. 6. у  =  2хг— 
у х  1 х у  X

— х. Жав. Ах — 1.
Эгри чизикларга уринмалар огиш бурчакларининг тангенслари аниклан-

CH1I 1
7. у  =  х». а) х  =  1 да. Жав. 3. б) х  =* — 1 да. Жав. .3; чизма ясалсин.

8. у =  — а) х  =  у  да. Жав. —  4. б) х  =  1 да. Ж а в .-  1; чизма ясалсин.

9. у =  х  =  2 да. Жав. у'' 2/4.

® Н. С. Пискунов

<
If
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Функцияларнинг *осилалари топилсин:
10. у =  х* f  Зх 1 — f>. Жав. у ' =  4-г3 +  6х. I I .  у  =  6x3 —х*., Жач.

х ь х* , fix* 2х
у '”  12.У =  ^ Г ь - ^ = Т -  *■ Ж а в - У  “  J T T  -  < 7 ^ Г  -  1.

13. у  -  — ~  , ж а в . у ' =  — 14.  у «= 2ex^ -  V  +  с- Жов

2. -  i .  £. 
у ' «= бвх* — у .  15. у =  бдг 2 +  4х  2 +  2дс. Ж ав. у ' =■ 21 х  2 +  Юх 2 +  2.

16. у  =  / ; & + * / ■ *  +  7 - Ж яв. У' =  — ^  +  “ з , — — у г -  17. у -  
х  2 ^  х  3 /  х*

_ < £  +  W  ... . 3 ( x + l ) * ( j r - I ) .  х  m х* . п>
у ,  • Жав. у  =  ^ т г  . 18. у - -  +  j + —j +  p .

Ж ав. У' =  +  ^7 — ^ р .  19. у -  V  л5 — 2 / “ * +  5. Ж ав. у ' -

•= ~  з ~ г г ------J= r .  20. у =  JJZ. +  - Л =  — 1 ~ -  Ж ав- У' =  т  а х  3 -
3 /  jr V X у х  х  / х  / х
3 5 1

-  у  »х-*/* +  -g х - ’/* 21. у  =  (1 +  4x3) (1 +  2х»), Ж ав. у ' -  4х  (1 +  Зх +

+  10x3). 22. у =  х ( 2 х - 1 ) ( З х  +  2). Ж ав. у ' =  2 (9х* +  х  — 1). 23. у =.
Or*

*= (2х  — 1) (х 2 — 6х  - f  3). Ж ав. у ’ — 6х* — 26х +  12. 24. у  =  ^ __х%.

4х3 (2*» — х 1) а — х  , 2а
у =  - (ь * - х ' ) * ~ -  Ъ - У  =  Г Г х -  Ж ав- У ~  ~  ~а ~ 1 )*

I* t*(3 4- <*> I s -4-41*
2С*Д, ) =  г+тг- Жав- Г  <#> =  (1 + W  27' 7 (5) “  Т Т Т -  Жвв- г  <•>33

(* +  2) ( i  -f  4) _  х З + 2  . х* — 2х3 — бх* — 2х + 2
“  (s +  3)* ' У — х* — х  — 2*-Ж ав- У “  (х* — х  — 2)*

29 у -уР - Ж л - „> -Хр ~ Ч(/> /я) x m — рат
у  — у п __Jfw26. У *= ^д-т _  а т )1 • «ю. У — — 3) .

Жав. у ' «  8дг (2л:1 — 3). 31. у =  (** 4* л2)1- Жлв. у =* 10.г (х* +  л*)«. 32. у =-

=  V х *  +  а*. Ж дв. у ' =  7 - л ;  . 33. у  =  (а  +  х ) . » а  — х. 
у  х я +  а*

а “  Здг 1 / 1  -1_ г t
=  Т 7 ^ -  м - у - К т = 7 -  * “ ■ >'  =  ( i - f r / r f y  ” • > -

2х’ — 1 1 +  4х* з

=  Т П Т р " Жав- ^ x v ' d ^ v  л  y =  v/Jf, +  Af +  L Ждв- v' “
2 х +  1

-  Эт- У = (1 + Жав■ У' = (l + з7=Г
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38.. y =  j / * +  / *  +  / *  • Жав. у ’
2 У  x  +  y^Jс +  /  х

+ 2 ^ Т Т Т  ^ 1  +  2 / г ) }  * ■  , =

=  sin* х. Ж ав. у ' — sin 2*.

40. у =  2 sin *  +  cos 3*. Ж ав. у ' =  2 cos х  — 3 sin 3 jr. 41. у  =  tg  (ах + Ь).
a sin дг , 1

Жав. У =  cos* (ах +  bY* У =  1 +  cos х  Жав. у =  1 +  cos дг
43, у. =  sin 2* cos Здс. Жав. у ' =  2 cos 2 *  cos Здс — 3 sin 2* sin 3*.
44. у  =  ctg* 5х. Жав. у '  =  — 10 c tg  5*-cosec* 5*- 45. у =  / sin t  +  cos t.
Жав. у ' =  t  cos t. 46. у =  s in * /c o s / .  Жав. у ' sin* / (3 cos* / — slu’ O-

j------ t t  . . .  a sin 2*  <t
47. у  = a у  cos 2*. Ж ав. у  -------- /  . 4 8 . r  =  a sin* - j .  Жав. r f  =

T T: a sin* -3- cos y .  49. у  =

у '' cos 2x  ’ 

‘g  J  +  c tg  j
Жав. у ' =  —

2 (дг cos x  +  sin дг) 
дс* sin* x

X  X  X  1
50. у  =  a sin* 2"  Жав. у '  =  2a sin3 у  cos у  51. У =  у  tg* х - Жав. у’ —

2
= tg jc se c *  дг. 52. y = ln  c o s* . Жав. у '=  — tg  дс. 53. y = ln  tg  дг. Ж ав. у '=  ^ 2*  *

54. у  =  In sin* х  Жав. у ' =  2 c tg  дс. 55. у = tg*  — 1
sec х ■. Жав. у ' =  sin х  +■

+  cos дг. 56. у =  In У  . Жав. у ' =  57. у=1п tg  ( - J  +  у )

Жав. у ’
1

COS дс■. 58. y = s ln  (х  +  в) cos (дг +  в). Жав. у ' =  cos 2 ( * + л). 59.

/( jc )  =  sin (In дс). Ж ав. / '  ( * ) =  - ° S ^*П 60. / ( * )  =  tg  (In дс). Жав. f  (х) =

Sgĉ  (||] f
■= ----- ------ • 6 1 . / ( * )  =  sin  (cos *).. Жав. / '(д с ) = — s i n *  cos (cos*)*-

, 1 dr
r = "3 , 8, T — • g ’P +  T- Жав. ^ = t g ‘ ?. 63. / ( * )  =  (*  c tg * )*  Жав.

/ ( * )  =  2* c tg  * ( c t g *  — *  cosec**). 64. у  =  In (ax  +  b). Ж ав. у ' =

*  лГГб- “ • У = +  J>- Жав- У' =  &  ~:Г1) ,па «■ У = |п Г = 7

Ж дв- у ' =  r z r j f c  67. у =  lo g , (** -  sin *). Жав. у ' =  (х , 21 ^ и Г Т -

1 “f- Х^ 4 х  9 у  - j - 1

^  У “  1п i ~ х *• Жа* у' =  Г —*«• 69, у =  ,п Жав- у' — **+“*"
— з** — 2
70- У *» In (** — 2* +  5). Жав. у ' =  х3 _  ^  ,. 71. у  =  *  In *. Жав. у ’ =
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-  In х  +  1. 72. у =  In3*. Ж ав. у ' =- ' ^ 4  73. у =  In (дг +  / 1  -г х*). 

Жав. у ' =  74. у =  In (In дс). Жав. у ’ =  75. f ( x )  =,

-  In l / p Z .  Ж ав. Г  (х ) =  *— *. 76. / ( л )  =  In *
У l - Х  ( Г — дг* , / Т П  +  х

Ж ав . / '  (х ) ------------2----------4. 77. у =  /  а- +  х* -  a In а +  » а* ± - х *.
у  1 +  х 1 дс

Ж ав. у ' =  L _ £ l ± j L \  78. у  =  In (дс +  / Р Т а * )  -  £ 1 ± “Г. Ж ав . у ' ,
ДГ дг

r< _i_ / ,i __  COS JC 1 ДГ 1
“  ■ • 78. у  =  -  +  Т  In tg  т . Ж ав. у ’ =  80. у ~

sin дс 1 + sln*  дс 1
=  ' П ^ х '  Жай■ у '  =  T c o s 3 х  ' 8 |* У =  Т  ,g  +  ln cos Х Ж ав- У’ =  ‘8 ,лг-

82. у •= еах. Жав. у ' =  ае“* . 83. у  =  е***6 . Жав. у ' =  4 < 4jr + ‘ . 8 4 . у -a * * *

Ж а в .у ’= \п 2 х а л1\ п а . т .у = 7 ^ '¥2х'\Ж а в . у ’ ~ 2  (* +  1)7**+ ** In 7. 86. у  =>

=  с" “  х*. Ж ав . у ' =  — гдсс"*--** In с. 87. у  =  а е ^ Х . Жав. у'«= ■ е "*.
2  у д :

88. г  =  о* . Ж ав, г ’ =  a* In а. 89. г  =  а'"*. Ж а» . ^  — а1-П * |п- - .  90. у —</0 0
~ ^ ( 1 - х * ) .  Ж ав. у ' = е *  (1 - 2 д с — дс*). 91. у -  Ж ав. у ' -

ДГ _ I
2 ^ х  ^  е*  1 a  f  о "  а \

" С т  “ * У "  Ш Г Т ^ '  Ж а в - У'  =  Г + р .  93. у =  у ( «  - «  J .

Ж ав . у ' =  - ^ (  ^ а ^ 0 ). 94. у «= «,||ЫГ.Ж в в . y '= e * |nJr совдс. 95. у =  а ,*ядг.

Ж ав. у ' =  n a 'tnx sec* ядг In в. 96. у =  eC0SJf sin дс. Ж а* . у ' =  вс(лт (cos х  —
-  sin* х). 97. у =  е* In sin дг. Ж ав. у ' «=** (c tg  дг +  In sin дс). 98. у = x 'V slnjr. 
Ж ав. у ' =  х я ~> e*lnJr (п  +  дгсо* дг). 99. у  ■» х*. Ж ав. у ' ■= дс-1 (In дс +  1).

_L i ,  /1 — In дс \
100. у  =  х х .Ж ав. у '  « х  г \  х^  / .  101. у =  х ш . Жав. у ’ = лс,1иг“ Чпдг*.

102. у -  t* x- Жав. у ’ -  в * ' (1 +  In х )х* . 103. у  =  . Ж ав. у ' а

=  я  (•^•) ( l + I n 'J j f ) *  104. у  *= х ,|а  ■*. Ж ав . дг»,п х  ( - J -  +  In х  cos дг).

105. у =  (sin дг)*. Ж ав. у ' (sin х>* (In sin дс +  дс ctgjr). 106. у =  (sin дс)'**. 

Ж ав. у ’ =  (sin дг)'** (1 +  sec*x In sin дг). 107. у  =  tg  Ж ав. у ' =
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108. у =  sin / 1  -  2х . Ж ав. у' =

ПГё3
__ _  С£ Ц ^ -  2х 1п~2.10Э. у  = 10«х*. Жав. у ' = 10r 'к* In 10 (»g-* + ^ х)-

2 у
КуйиДаги функцияларни олдин логарифмлаб, сунгра досилалари топил-

-  -  f W ~ ( т + А -
4

_  2 ,  . н . , в « £ д а ^ 2Я. Жад v> =  (£ ± l ).̂ r ^  (^  +
дг- l j  Г ( * - 3 ) *  / ( ^ = Г з ?  ^  +  Г

3 2 \  (дг !- 1)а ^
+  4 ( * - Г27 5 ( д г - 3 ) Г  • у ~  (дс +  2)-» (дг +  3)* ’ Жав- у '

(ДГ -к 1).(5дг* + 14ДГ +  5) у'(дг — 1)* . . .  ,
=  — ! у л ‘ t v " -  Ч\г» * ^  У — 4 *| , } К а б .  V —*

-  2)з / ( Т ^ З Й .
-  161 Ж1 +  480.Г -  271 . . .  дг (1 +  дг1)

■ | ( F = T F  V ^ f V ^ W '  ‘ у “  ;Лал‘
1 +  Здг* — 2дг< , 

« И - 2 - -------- з------  п 5 * У =  (в +  &*)* (в -  2*)*. Жав. J =■
(1 -  ДГ*) *

*= 5дг4 (а +  Здг)* (а — 2дг) (а* +  2вдг — 12дг*). 116. у  =  arcsln —  Ж а«. у' =»

=  -  -- - - - —  117. у  =  (arc sin дг)*. Ж ав. у ' _  111 r  . 118. у =»*
^  в* — дг* v  1 — дг2

2х 2х
=  arc tg  (дг* +  1). Ж ав. у ’ =  t +  (jr« +  1)3 . П 9. у =  arc tg  ^ - ^ , .Ж о в .у '= »

2 — 2дг arccos дг
=  ,20< У =  arccos С* )• Ж ав. У' =  • ,2К  У =  — *— ’•

Ж ав. у ' =  - U  +  / !  -д г »  arccos дг) 122 у =  afC s ,n Ж ав у> в
ж* / 1  -  • Г  *

■= ■ - ___ 123. у =  дг у^а2 — дг’ - f  a* arcsln — . Ж ав . у ' =  2 уга*—дс*.
у  1 — 2дг — дг* а

124. у =  у^а* — дг*+а arcsln - j .  Ж ав. у ' =  j / ^ ”  ~  *  . 125. и =  a rc tg  .

Жвв- ГПГ*' ,26< 7 т  arc,g r z r j f  Жав• З ^ Т Т -
Jf

127. у =  дг arcsln х . Ж ав. y '= a r c  s in jr-f - V  128. / (дг) =  arccos (In дг).
у  1 — ДГ

Ж ав. f  (дг) =  — — -  ̂ ■ -. 129. / (дг) =  arcsln ^ sin дг. Ж ав. Г  (•*) 33 
х  у  1 — 1п*дг
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=  о / ' .  X'~ ' i —  ,30, У ~  агс18 ] /  1 COS - (0 < * <  *)• Жав. у' ~2 у  sin х  — sin** Г 1 -f- cos дг
1 f*rc»gJT g X  _  g -  X

=  у .  13)- У =  e,rc ' 8Jr. Ж ав. y '=  J f  -f . 132. у  =  a r d g ------^-------Жав.

2   , , / ar c s in *  In *  \
У =  p + e - x - 133. у  =  * ” “ " '*  Ж ав. у ' =  X * ( — ----- +  j.

134. у =  arc sin (sin  дг).
, c o sx fl ва IV чоракларда +  1, 4 s in *

ав. у  — |cos jfj — | ц  ва и) чоракларда — 1. У ~  агс,8 3 +  5 со ■ * '

Ж ав- У' “  '5 +  3 c o s * ' 136- У =  a rc ,g 7  + ,п / ! т г  /  =

137
, /1 +  *  1 , * ’ Зх* -  1

• У =  |п ( r = T  J -  т  a rc ,g  х - Ж ал- У =  Т ~ Г «  138- У =  Зд-з +

+  In / 1  +  ** +  a r d g  дг. Ж ав . у ' =  ^  ^  • 139. у =  - j  In -7= = ] = = .  +

+  -J= r a rc lg  ^ = = = J-  Ж ав . у ' =  140. у =  In 1 ± J L L _ E ± ^  +
у  j  У  3  •* +  * 1 _  ж  ^  2 +  .V -

+  2 a rc ig  ■ Ж ав. у ' =  H I .  у  =  arccos p q : 4 -

2 r t \x \n 
Ж ав. у  -  -  jr ( j( j « +  !)•

О ш к о р м а с  ф у н к ц и я л а р н и  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш
rfy (/у

Куйидаги функциялар учун ^  топилсин: 142. у* =  4 рх. Ж ав. =  

=  у .  143. ** +  у» =  а \  Ж ав. jjjjjj =  -  у .  144. i»** +  йу  =  а*6*. Ж ав . £  =

-  — —
=  -  p j .  145. у з ~ 3 у  +  2ах =  0. Ж ав. ^  146. дг2 +  у 2=  а \

Ж а*. j;x =  — - j -  147- х  1  +  У J =  а  3 . Ж ав . =  — j / ^ -  148- У*—

— 2*у +  ^ = 0 .  Ж ав . £  =  149. дг» +  у 3 - 3 а * у = 0 .  Ж ав . £  =i 

■ = ^ 5 ^ -  150. у  =  c o s (ДГ + у ) . ж а в .  g = - y ^ ± ^ y ). 151. cos

/_vi—* ж™ Q  -  -  1 +  Уsln <*у>( * > ) - * .  Ж ав . r f jf -  *  sin  (дгу) '

dy
Куйидаги параметрик берилган функциялар учун ^  топилсин i 1 5 2 .* =  

dy b
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cost). W a e . j ^  =  c tg  -у . 154. х  =  a  cos3 f, у =  6 sin3 /. Ж ав. ^  .=

h 3at 3ai* d y  21
_  — tg  t. 155. x  — j  +  (J • у  — i +  (t ■ Ж ав. =  |  _  t l  >56. и =

du
_  2 In c tg  s. v  =  tg  s +  c lg  s. Бунда ^  =  Ig 2s эка лиги курсатилсин.

Эгри чизикларга уринмалар огиш бурчакларининг тангенслари топилсин:
1 / У

157. х  =  cos t, у  =  sin t учун х  =  — - j ,  У =  —j -  нуктада. Чизма ясал- 

. Ж ав. 158. x  =  2 c o s  t, у  =  sin  t  учун х = \ ,  у =  —

нуктада. Чизма ясалсин. Ж ав. i l l -  .159. х  =  а  (< — sin t), у  =  а  (1 — cos <)
Ч

учун t =  у  д а - Чизма ясалсин. Ж а в . 1. 160. х  =  а  cos3 /, у = а  sin31 учун f =>

=  JL. да. Чизма ясалсин. Жав. — 1. 161. Горизонтга в бурчак остида

отилган жисм хавоснз фазода тортиш кучи таъсири остида тенглама-
g t*

лари х  =  ( t>0 cos a) t, у  =  (v0 sin a) t  — (g  =  9,8 м/сек*) булган эгри

чизик (парабола) чизган. ч — 60,° i>0 =  50 м/сек. эканини билган холда, хара- 
кат йуналиши аниклансин > 1) t =  2 секундда; 2) /  =  7 секундда. Чизма 
ясалсин. Ж ав. 1) tg ? | =  0,948, f i  =  43°30'; 2) tg  <fa — — 1.012, ®, =  -f- 134,3е*.

Функцияларнинг дифференциаллари топилсин >

162. у =  (а* — х*)*. Ж ав. dy = — Юдг (а 3 — дг*)4 dx. 163. у =  /  1 +  х*.

х  d x  1
Жав. dy -  —=  . . 164. у  =  — lg 3x  +  tg x .  Ж ав. dy =  s e c 'x d x .

х  In х  . . .  In x d x
,65> У =  +  ,n (1 ~  *}■ Жав' dy =  (l -  x ) .-

Функцияларнинг орттирмалари ва дифференциаллари хисоблансин:
166. у =  2х  - х ;  х  =  1, Д х  =  0,01 да. Ж ав. Ьу  =  0,0302, dy  =  0,03.
167. у  =  х 3 +  2х берилган. х  =  — 1, Д х  =  0,02 да Ду ва dy  топилсин.

Ж ав. Ду =  0,098808, dy =  0,1. 168. у =  sin х  берилган. х  =  - j ,  Дх =  yg да

ъ У  3
ЛУ топилсин. Ж ав. dy  =  =  0,0873. 169. sin 60° =  — j -  =  0,866025;

cos 60е = -j- эканини билган холда sin 60:3 ' ва sin 60°18' нинг такрибий

Кийматлари топилсин. Натижалар жадвалдаги кийматлар билан такк°слан- 
сии. Ж ав. sin 60° 3 ' к  0,866461; sin 60°18' *. 0,668643. 170. tg  45°Ф' 3 0 ' нинг 
такрибий киймати топилсин. Ж ав. 1,00262. 171. log i(J 200 =  2,30103 ни бил- 
г*н холда log|Q 200,2 нинг такрибий киймати топилсин. Ж ав. 2,30146.
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Турли тартибли Хосилалар. 172. у =  Зх* — 2х* +  5х — 1. у" топилсин.

5 до ч
)Кал. 18х — 4.173. у s= /x * . у"' топилсин. Ж ав. —  х  ~ 5 174. у =  х*. у (')

С л (л  +  1 )С  , 7К „ _
топилсин. Ж а». 6!. I75, « • = - * .  у" топилсин. Ж ав. -------ИГ+2 -----—

х  х
_____  дЗ г--  (<1

=  у  а2 — х ‘. у" топилсин. Жав. — ------ :— > .  177. у  =  2 /д г .  у то-
(а* — х *) / в 2 — х>

пилсин. Ж ав . — .т- 178. У =  я** +  Ьх +  с. у "  топилсин. Ж ав. 0. 
в /  л»

0
IT*.), /С х ) — In (дг +  1). /^ (дг)топнлсин. Ж ав,—^ T fT fp -  У =  *8 У~ то* 

пилсин. Ж ав. 6 sec«x — 4sec*x. 181. у =  In sin х . у " топилсин. Ж а в . 2 c t g x X  
X  cosec*1. 182. f ( x )  =а / s e c  2 дг. / *  (х ) топилсин. Ж ав . /*  (х ) =  3 1/(х)|* —

— / ( х ) .  183. у =  . /  (•*) топилсин. Жав. ^  184. p = (q ‘+ a*) X
X X

а Лгр  4в* а ( о о ) d*y
х  агс *8 7  r f ?  топи« и н . Ж ав. (а» +  185. у =  у  ^  +  е /  J J i  то-

пилсин. Ж ав.-^f. 18в. у — cos ах . у<я) топилсин. Ж ав. ап cos |  ах  +  л  *5}.

187. х =  а*. у(л> топидсин. Ж ав. (In а)" в*. 188. у = 1 п ( 1  +  х). у" топил

син. Жав. (— 1)"~ | ~  189. у =  т - т -? ' у(я> топилсин. Ж ав. (I ! '■*•) * ~Т *
п\

2 ( — 1)п "(j + ^)п + Г . 190. у =  ехх .  у(п) топилсин. Ж ав. е*(х +  л).

(я — IV <»)
191. у  =  х " - '  In х . у(<1)ТОпилсин. Ж а в . 1— 192. y =  sln*x. у  топилсин.

Ж ав. — 2Л~ 1 cos ^2х 193. у =  х  sin х . у(«)топилсин. Ж ав. х  sin ^х ■+■

+  7 « )  - f l c o s ( x  +  194. Агар у =  ех sin х  булса, у" -  2у’ +  2у =  0
rf2y 4а*

экамлиги исботлансин. 195. 4ах. топилсин. Ж а в • ~ у  ,Э6* *’■** +

rf*y ь* 3 6®х
4  а*у*= a V .  ^ 2  ва топилсин. Ж ав. — 197. x* +  у* =  г*.

</3y
топилсин. Ж а в . — -у . 198. у* — 2ху =  0. ^  топилсин. Ж ав. 0. 199. р=а

v rf3p 2 (5 4- 8р* +  Зр‘) _  
=  *S <Т Ч- Р). ^ т о п и д с и н .  Ж ав.— ------------л------------ . 200. sec<f • c o s р =  С.

tpip — [о* и d*y
топилсин. Ж ав. ig Jp ^  ^  +  л  =  вУ +  >• ^ т о п и л с и н .
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Ж а.. 11------eXJ l У )Г  е—  ■ 202- У» +  ~  За*у =  0 . % топилсин.

Жал. -  (7 t " Z T )3 203. *  =  а  ( /  -  sin /) , у =  a  (1 -  cos /). ^  топилсин.

1------------------------------ </*у м ав. _  -------------- у - . 204. дс =  в  cos 2 1, у =  6 sin* t. j j g  =  0 эканлиги кур-
4a sin4 (f)

e/3y 3 cos I
сатилсин. 205. *  =  a cos /, у  =  a  s i n /. топилсин. Ж а ..  — 3 * ^ 5 7

.2/1+1
d в м

206. т Т л  (sh*) =  sh*; — 5я Л  (sh * )  =  ch *  эканлиги курсатилсин. 
dx dx

У р и н м а  в а  н о р м а л  т е н г л а м а л а р и .
У р и н м а  о с т и  в а  н о р м а л  о с т и  у з у  и л и  к л а р и

207. у =  х 3 — 3** — *  4- 5 эгри чизикка унинг М  (3, 2) нуктасида урин
ма ва нормал тенгламалари ёзилсин. Ж ав. Уринма 8*  — у — 2 2 = 0 ;  нормал 
х  +  8у -  19 =  0.

208. ** 4- у* =  г2 айлананинг М  (* |( у() нуктасида уринма в« нормал 
тенгламалари, уринма ости ва нормал ости узунликлари топилсин. Ж ав. 
Уринма

I У2х х ,  +  уу, =  г 1; нормал * ,у  -  у ,*  =  0; s r  =  —1 ; =  |* j|.'■*1
209. Исталган нуктада у2 =  4р х  параболанинг уринма ости парабола учн 

билан тенг иккига булиниши ва нормал ости узгармас лам 2р  га тенг були
ши курсатилсин. Чизма ясалсин.

** У1
210. М  (* |, y t) нуктада уринма тенгламаси топилсин : а) +  w = l

хх% уу* х 2 у*
эллипс учун. Ж ав. = 1 .  б) ^  — р  =  1 гипербола учуй;

Wn. УУ1 1Жав- -  *Г =  1-
8а»

211. у  =  4д2 ХУ .зулфиинг* *  =  2а  нуктасидаги уринма вл нормал 

тенгламалари топилсин. Ж ав. Уринма *  +  2у =  4а; нормал у =  2*  — 3а.

212. Зу =  6*  — 5*’ эгри чизикнинг М  ( 1 , -у ) нуктасига утказилган нор

мал координаталар бошидан утиши курсатилсин.

213. +  ( - |- j  =  2 эгри чизикка унинг М  (а, Ь) нуктасидаги урии- 
* у

на — 4- -j- =  2 эканлиги кУрсатилсин.

214. у2 =  20* параболага шундай уринма тенгламаси топилсинки, у О х 
Уки билан 45° ли бурчак *осил килсин. Ж ав . у  =  *  4- 5 ((5, 10) нуктада).

215. ** 4- у* =  52 айланага 2*  4- Зу =  6 тугри чизикка параллел булган 
Уринмалар тенгламалари топилсин. Ж ав. 2*  4- Зу ±  26 =  0.
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216. ^x% — 9у* =  36 гипзрболага 2у +  5-с — 10 тугри чизицца перпеиди 
куляр булган уринмалар тенгламалари топилсин. Ж ав. Бундай уринмалар йуц.

217. х у  =  т гиперболага уринманинг координата уклари орасидаги кес- 
маси уриннш нуктаси билан тенг иккига булиниши курсатилсин.

»' *1 *!
218. х  3 - f  у  »  а * астроидага уринманинг координата |ц л ари  орасн 

даги кесмаси узгармас узунликка зга булиши исботлансин.
219. у  =  ах ва у =  Ьх эгри чизиклар кандай » бурчак остида кесишади?

In а — In Ь 
Жав =  1 TiSTiSb-

220. в =  j  нуктада х  =  а (в — sin в), у =  а (1 — cos в) циклоиданинг

уринма ости, нормал ости, уринма ва нормал узунликлари топилсин. Жап. 
s r  =  a; sN — а; Т =  a f /r~2 - N  =  а

221. х  — \а  соь* t, у  =  4а sin* /  астроида учун s r , s N, Т  ва N  микдор
лар  топилсин. Ж ав. s T =  |4a  sin* t cos /{; sN =  14a sin* t  tg  l\; T =  4a sin* t\ 
N  =  \4a sin* t  tg t\.

Т у р л и  м а с а л а л а р

sin дг 1 , /  * x  \ 
Функцияларнинг *осилалари топилсин: 222. у =  — Т  '

Жав■ >' = 223' У ~  агс sln Т  Жав’ У' =  “  | Х| / ^ ” Г
cos дг 2

224. у  =  arc sin (sin x). Ж ав. у ' =  | - ^ .  225. y =  -r = = F X

» > » ) .* , . . .  ' ' “ J + S W -

Ж ав . у ' =  j j j .  227. у =  arc sin 1 — а*, Ж а в . у ' =  — ^  - 7= = = - .  228.

4 dv
Ш арнинг нажми ва сирти формулалари v  =  -у  гг* ва s =  4w* дан = s

келиб чикадя. Бу натижанинг геометрик маъноси тушунтирилсин. Дойра юзи 
билан айлана узунлиги орасида шунга ухшаш муносабат топилсин. 229. ABC  
учбурчакда а томон бошка Ь, с томонлар ва улар орасидаги А бурчак ор
кали а =  ^ b* - f  с* — 2&с cos А формула билан ифодаланади. Ь ва с томонлар

da
Узгармас булганда а томон А  бурчакнинг функциясидир. =  ha булиши

курсатилсин, бу ерда Л„ учбурчакнинг а асосига туширилган баландлиги. 
Бу натижани геометрик мулоцазалар билан тушунтиринг. 230. Дифферен

циал тушунчасидан фойдаланиб, ^ а % +  Ь ж а +  g j, У  а3 +  b ~  а +  

такрибнй формулаларнинг келиб чикиши аниклансин, бу ерда | 6 | сони а га 

нисбатан кичик. 231. Маятникнинг тебраниш даври Т =  * j / ” — га тенг.
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п  маятиикнинг / узуилигини; 2) Тортиш кучи тезланиши g  ни улчашдаги 
] % хато / ' даврни кисоблашдаги хатога кандай таъсир этади? Ж аваб: 
1 ) = '/з% : 2) *  '/> 23^’ Трактриса шундай хоссага эгаки, унинг исталгая 
нуктаси' учун уринманинг Т  кесиасн узгармас узунлигини саклайди. Бунн 
1) трактрнсанинг

г-г --------- г- а . а ~  \ f  а* —  у г, _ / у = у + 7 1В — , « > 0,

формадаги тенгламасига асосан нсботланг;
2) эгри чизик

х  =  a (in Ig  у  +  cos у — д sin /

параметрик тенгламаларига асосан нсботланг.
233. у  =  Схе ~ х  +  С # - гх функция у "  +  Зу ' +  2у =  0 тенгламани каноат- 

лантириши нсботлансин (бу ерда C j ва С3 узгармаслар).
234. у =  ех  sin х, г  =  е* cos х  ф араз килиб, у”  =  2г, г "  =  —2у тенг- 

ликлар исботлансин.
235. у — sin (m arc sin x )  функция (1 — дг*) у ”  — х у '  +  mly  =  0 тенглама

ни каноатлантириши курсатилсин.

d*v /  dy  \*
236. Агар (а  +  Ъх) е — х  булса, у *олда х 3 =  \x - fa  — y j  булиши 

исботлансин.

«л
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАНУВЧИ ф у н к ц и я л а р  * а ц и д а  
БАЪЗИ ТЕОРЕМАЛАР.

I s  <?с.

1-§. ^осиланинг илдизлари хацида теорема (Рояль теоре
маси)

Р о л л ь  т е о р е м а с и .  Агар  /  (х) функция  [а, Ь\ кесмада 
узлуксиз, бу кесманинг барча икки нуцталарида дифферен- 
циалланувчи булса-ю, х  = а ва х  =  Ь учларда нолга айлан- 
са [ f ( a )  =  f ( b )  =» 0 ] , у  холда [а, b ] кесма ичида хеч булма
ганда шундай бир х  = с, а <  с < Ь  нуцта мавжудки, бу нуь,- 
тада f  (х ) хосила нолга айланади, яъни / '  <с) =  0 булади*).

И с б о т .  f ( x )  функция [а, Ь\ кесмада узлуксиз булгаии 
учуй бу кесмада у энг катта М  цийматга ва энг кичик т ций- 
матга эга.

Агар М  =  т булса, у холда /  (л) функция узгармас, яънн 
х  нинг барча кийматларида f ( x )  =  m узгармас кийматга эга 
булади. Аммо у холда кесманинг исталган нуктасида / '  (л) «  О 
булади ва теорема хам исботланган булади.

Энди М Ф т деб фараз киламиз. У холда бу сонлардан *еч 
булмаганда биттаси нолга тенг эмас.

Аниклик учун М  >  0 ва х  — с да функция узининг энг катта 
Кийматига эга, яъни f ( c )  =  М деб фараз киламиз. Бунда с мик
дор а га хам, Ь га хам тенг эмаслигини курамиз, чунки шарт - 
га кура f ( a )  =  0, / ( b )  =  0. Функциянинг энг катта ц и й м а т и  

f  (с) булганн учун, А х  >  0 да хам, Ддс <  0 да х а м / ( с -}-Д х ) — 
— f ( c )  < О

Бундан чнкаднки,

дл > 0  да 1!£± М = 2(£!< 0, (1') 

Ал < 0  да fjL±b£=m> о. (Г)

Теореманинг шартига кура х  = с да хосила мавжуд, шу- 
нинг учун да лимитга утиб, шуни хосил киламиз:

*) А гар  <р(с) == 0 б^лса, с сони <р(дг) функциянинг илдизи  дейилади.
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А х  >  0 да 11шАдг •» О
f ( c+  Д дг)-/(с)  

Д х =  / ' ( < ) <  О,

А х <  Ода lim
Ддг -» О

/ ( с  +  Д д г ) - / ( с )

.Пекин / '  (с) < О ва / '  (с) > О муносабатлар факат / ' ( с )  «= О 
булган ^олдагина уринлидир. Демак, [а, Ь\ кесма ичида шун
дай с нукга борки, унда f ' ( x )  косила нолга тенг.

Хосиланинг илдизлари ^акидаги теорема содда геометрик 
маънога эга: агар *ар бир нуктада уриммага эга булган узлук
сиз эгри чизик абсциссалари а ва Ь булган нукталарда Ох  ук- 
ни кесиб утса, у *олда бу эгри чизикда с абсциссали, а <  с <
<  Ь, шундай бир нукта топиладики, бу нуктада уринма Ох  
Укка параллел булади.

1 - и з о ^ .  Исботланган теорема [а, Ь\ кесманинг учларида 
нолга айланмайдиган, лекин f ( a ) = f ( b )  тенг кийматларни ка
бул киладиган дифференциалланувчи функция учун ^ам T y F - 
ри булади (92- раем). Бу *олда *ам исботлаш худди олдин- 
гидагидек олиб борилади.

2- и зо )( .  f ( x )  функция шундай булсаки, [а, Ь\ кесма ичи- 
Даги *амма нукталарда *ам хосиласи мавжуд булавермаса, у 
>(олда теореманинг тасдики нотугрн булиб чикиши мумкин 
(яънн бу *олда [а, Ь\ кесмада / ' ( х)  косила нолга айланади- 
ган с нукта булмай колиши мумкин).

Масалан,

функция (93- раем) [— 1, 1) кесмада узлуксиз ва кесма учлари- 
Да нолга айланади, бирок оралик ичида

f(aj-
4(b)

о х

у  =  / ( * )  =  1 -  3/  л2
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хосила нолга айланмайди. Бу шундай 
келиб чикадики, оралик ичида х  =  О 
нукта мапжуд булиб, бу нуктада хоси
ла мавжуд эмас (чексизликка айланади).

94- расмда тасвнрланган график хо- 
силасн [0. 2] кесмада нолга айланмайди- 
ган функциянинг яна бир мисолини бе- 

94- раем. ради.
Бу функция учун хам Ролль теоре- 

масининг шартлари бажарилмаган, чунки х  =  1 нуктада функ
ция хосилага эга эмас.

2- §. Чекли орттирмалар хацида теорема (Лагранж 
теоремаси)

Л а н г р а н ж  т е о р е м а с и .  Агар f  (х) функция [а. b] кес- 
Mada узлуксиз ва бу кесманинг барка ички нуцталирида 
дифференциалланувчи булса, у х,олда [a, ft] кесма ичида %еч 
булмаганда шундай бир с, а <  с < Ь  нуцта топиладики, ун- 
да

f ( b ) - f ( a ) = J ' ( c ) ( b - a ) (1)

булади.

И с б о т .  ■ соннн Q харфи билан белгилаймиз, яъни

(2)
*

деб фараз киламиз ва
F ( x ) = f ( x ) - f ( a ) - ( x - a ) Q  (3)

тенглик билан аникланган ёрдамчи F( x )  функцияни текшира
миз.

Бу F ( x )  функциянинг геометрик маъносини аниклаймиз. 
Бунинг учун АВ  ватарнинг (95- раем) бурчак коэффициенти

=  Q эканлигини ва у (а; / ( а ) )  нуктадан ^тиши! и 
Хисобга олиб, олдин бу ватарнинг тенгламасини ёзамиз: 

у - / ( a )  = Q{x — а),
бундан

У =*f(a) +  Q ( x - a ) .
Аммо F( x )  — f  (х) — \J(a)  - f  Q(x ^  а)]. Демак, x  нинг хар бир 
Киймати учун F (х)  функция, бир хил абсциссали нукталар
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учун у = / ( • * )  эгри ЧИЗИК билан у =  / (а) +  Q (х — а) ватар 
ординаталарининг айирмасига тенг.

F(x)  функция [а, Ь\ кесмада узлуксиз, бу кесма ичида 
.„фференциалланувчи эканини ва кесма учларида нолга ай- 
ланишини, яъни F (а) О, F ( 6 ) =  0 эканлигини куриш осой. 
Д ем ак , F (х)  функцияга Ролль теорсмасини куллаш мумкин. 
Бу теоремага мувофнк кесма 
ичида шундай х  =  с нукта мав- 
ж удк и , унда

F'  (с) =  0.

Аммо
F' (x)  =  / '  ( x ) - Q .

Демак,
F { c ) = f ' ( c ) - Q  = 0 ,

бундан

Q = / '  (О-
Q нинг кнйматини (2) тенг- 

ликка куйиб, шуни ^осил киламиз:

/ W - / W  = / ' ( с), ( 1>)
с .

бундан бевосита (1) формула чикади. Шундай килиб,теорема 
исботланди.

Лагранж теоремасининг геометрик маъносини аникламок 
учун 95- расмга мурожаат киламиз. Расмдан бевосита равшан-
ки, — )h ,<м) микдор графикнинг а ва b абсциссали А ва*
В нукталаридан утувчи ватар огиш бурчаги а нинг тангенс^
дан иборат.

Иккинчи томондан, / '  (с) — эгри чизикка с абсциссали нук
тада уринма огиш бурчагининг тангенсидир. Шундай килиб, 
(Г) тенгликнинг ёки унга эквивалент булган ( 1) тенгликнинг 
геометрик маъноси куйидагидан иборат булади: агар АВ ёй- 
нинг барча нукталарида уринма мавжуд булса, у *олда бу ёй- 
да Д ва В нукталар орасида шундай С нукта топиладики, унда 
уринма А ва В н у кт  а л  а р и и т у т а ш т и р у в ч и  в а т а р г а  
п а р а л л е л  булади.

Энди куйидагини курамиз, с киймат a <  с <Ь шартни кано- 
атлантирганликдан, с — a <  b — а ёки

с — а  =  6 (Ь — а) ,
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О бу ерда 0 билак 1 орасида ётувчи бирор сои, яънн
О < 0 <  1.

Аммо у холда
с -  a -f G (Ь -  а), 

ва ( 1) формулага куйидаги к}ринишни бериш мумкин:
f ( b ) - f ( a )  = ( Ь - а ) Г [ а  + Ц Ь - а )  J, 0 <  в <  1. ( 1")

3- §. Икки функция орттирмаларининг 
нисбати ^ацида теорема (Коши теоремаси)

К о ш и  т е о р е м  а с и. Агар иккита f  (х) ва у (х) функ
циялар  [а, Ь\ кесмада узлуксиз ва унинг ичида дифферен
циалланувчи булса, шу билан бирга <р' (х) шу кесма ичининг 
хеч цаерида нолга айланмаса, у холда [я, Ь\ кесма ичида 
шундай х  = с, а < с < Ь  нуцща топиладики, унда ■> . л м

f ( b ) - f ( a )  г  (с)
?(&)-?(<*) =  '

И с б о т .  Q сонни
r \ _ / ( 6 )  — / ( a )  in \
W г ( Ь) - ^ а )

тенглик билан аниклаймиз. г (Ь) — <? (а) ф  0 эканлигини кайд 
эгамиз, чунки акс холда 9 (Ь) билан <р (а) тенг булар ва у хол
да Ролль теоремасига биноан кесма ичида (х) косила нолга 
айланиб, теореманинг шартига зид б^лар эди.

Ушбу ёрдамчи функцияни тузамиз:
F ( x ) = f ( x )  - / ( e ) -  Q [ ? ( * ) - ?  (а)].

F (а) =  О ва F(b)z=0  эканлнги равшан, бу F (х) функция- 
иннг ва Q соннинг таърифидан келиб чикади. F (x )  функция 
|a ,  b ] кесмада Ролль тоеремасининг барча шартларини каноат- 
лантиришнни пайкаб, а ва Ь орасида шундай х  = с (а < с < £ ) 
киймат мавжудкн, унда F' (с) =  0 булади, деган хулосани чи- 
карамиз. Аммо, F'  ( jc) =  / '  (х) — Q ? ' ( х ) ,  демак,

F' ( * ) - / '  ( c ) - Q ? ' (с) =  О,
бундан

Q = / И£>.
4  Г'(с)

Q нинг кийматини (2) тенгликка куйиб, ( 1) тенгликни хосил 
киламиз.
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И з о х -  Биринчи карашда мумкин булиб куринганндек, 
Коши теоремасини

/ (b)  — / ( а )
?(*) — <? (а)

касрнинг сурат ва махражнга Лагранж теоремасини кУллаш 
билан исботламок мумкин эмас. Хакикатан, биз бу холда 
(касрни ft — а  га кискартгандан сунг) ушбу

f ( b ) - f ( a )  /'(Cl)
9 (b) — 7(a )  <f '(с,)

формулани хосил килар эдик, бунда а < г, <  ft, а < .сг <Ь. 
Аммо, умуман айтганда, с1ф с 2, шунинг учун чиркан на
тижа хозирча Коши теоремасини бермайди.

4- §. Иккита чексиз кичик мицдор нисбатининг лимити 
куринишдаги ноаницликни очиш“)

Фараз килайлик, бирор [я, b] кесмада / (дс) ва 9 (дс) функ
циялар Коши теоремасннинг шартларини каноатлантирсин ва 
бу кесманинг х  — а нуктасида нолга айлансин, яъни /  (а) =» О 
ва <р (а) =  0 булсин.

f (x)Бу дс =  а  кийматдат)—■ нисбат аникланмаган, аммо х ф а
кийматларда тула аник маънога эга. Демак, х  -* а да бу нис- 
батнинг лимитини топиш масаласи куйилиши мумкин. Бу тип-
даги лимитларни хнсоблаш одатда куринишдаги аникмаслик-
ларни очиш* дейилади. #

Бу хилдаги масала билан биз илгари *ам, масалан,
llm S——— л и м ит н и текширишда, элементар функцнялардан хо-
JT — о  х ,
снлалар топишда учрашган эдик. х  =  0 да ифода маъно

га эга эмас, яъни F (х ) = функция х — 0 да аникланмага i,
хsin Xаммо биз х  -*■ 0 да ——  ифоданинг лимити мавжуд ва 1 га,

тенглигнни курган эдик.
Т е о р е м а .  ( Л о п и т а л ь  к о и д а с и ) .  Айтайлик, бирор 

(в, ft] кесмада /  (дс) ва 9 (дс) функциялар Коши теоремаси - 
Нинг шартларини каноатлантирсин ва унинг бирор х  =  а 
kyqmacuda нолга айлансин, яъни /  (а) = 9 (а) = 0 булсин; у
10 н. С. Пискунов
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Холда агар х  -* а да нисбатнинг лимити мавжуд бул- 

9а, Пт  — ■ х ам мавжуд булади, шу билан бирга
х  а ? ' ■*)

I.m / W  r w

И с б о т .  [о, Ь\ кесмада бирор х ф а  нуктани оламиз. Коши 
формуласини кулланиб, ушбу тенгликни сза оламиз:

/ ( * ) - / ( « )  / ( ; )
*(•*)—? (а) ?(Г)‘

Е бу ерда а ва х  о р а с и д а  ётади. Аммо шартга кура 
/ ( о )  =  <р(а) =  0, демак,

'  Л £)  „ О . )  т
*(*) ?'(£)' { 1

Агар х  -у а булса, у холда \ -*■ а, чунки $ нинг киймати аf' /ĵ \
билан х  орасида ётади. Бунда Ит^-ттС — А булса, у холда

'  х  -» a Ч v* >
*ам мавжуд ва А га тенг. Бундан равшанки,

П т ( I х! — И т С М  *= lim С М — И т CSf). — л
х - а ф ( х )  x - a < f ' ( t )  t  -» a <р' (?) х -  a <f' (х)  ’

охирги натижа:

lim ilm Ш .
х  -* a ‘t  (•*') х  a *f W

1- и з о  х- Агар х  =  а да / ( х )  ёки <? (х) функциялар а н и к- 
л а н м а г а н, лекин

И т / ( х ) « 0, И т <р(х) = 0
х  -* а х  — а

булган холда хам теорема уринлидир.
Бу холни илгари текширилган холга келтириш учун / ( х )  

ва f  (х)  функцияларни х  =  а  н у к т а д а  у з л у к с и з  булади- 
ган килиб а н и к л а б  о л а м и з .  Бунинг учун

/  (а) — И т /  (х) «  О, <? (а) =  lim ? (х) =  О
х  -+ а х  а

f i x )фараз килиш кифоя, чунки х  -* а да - 7—: нисбатнинг лими-Т *•*/
ти х =  й нуктада / ( х )  ва <р (х) функциялар аникланганми-йук* 
ми эканлигига боглик эмаслиги равшан.
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2 - и з о * .  Агар / ' (а) =  (а ) = 0  ва теорема шартларида /  
(jc) ва ? ( * )  функцияларга кУйилган шартларни / '  (л) ва <?' (л)
досилалар лам каноатлантирса, у *олда нисбатга Лопи-

таль коидасини кулланиб, lim -  lim формулага ке-
x » i 1 W

ламиз ва *оказо.
3 - И з о * .  Агар ? ' ( о )  =  0 лекин / ' ( х ) ф 0  булса, у *олда

m (jf)
теорема х  -* а  да нолга интиладиган тескари нисбатга кул-

f  (х)ланарли булади. Демак, — - нисбат чексизликка интилади.

1- МИСОЛ.
sin 5* . (sin 5jt)' 5 cos 5дс 5 

llm ■ =  llm , =  lim ------я-----  =  -я*
x  -  0 W  X  -  0 »  J

1
.. 1п(1 +  дг) .. 1 +  x  1 
llm ----- ------- lim —:----- =  T = * .

X -» 0 ■* x  -*• 0 1 1

3- м и с о л.
ех — е- х -  2х е* + е~х - 2  . ех -  е~х

llm — ----- -г— —  =  lim — . ‘ , — ■= llm —тт— — =*
j .  |  Q  X  “  S i n  X  д  q  1  c o s  х  х  ,  Q  s i n  X

ех +  е~х 2 „
=  lim — -j- =  2. х~ о cosx 1

Бу ерда Лопиталь коидасини уч марта кЗМланишга т^гри келли, чунки
0 ♦

биринчи, иккинчи ва учинчи *осилалариинг нисбатлари дг =  0 да q- ноа- 

никликка олиб келади.

4- и з о * .  Лопиталь цоидаси

lim / ( jс) =  0 ва lim ? (jc) => 0X -+ <*> X -+ т
булган *олда *ам цулланилади.

Хакикатан, х  ■» — фараз ьилиб, х  -* оо да г-*  0 эканини 

курамиз, демак,

I  Л / ( т )  =  0 ’ Л " ! 9  ( т ) = 0 - 

10»
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' ( т ]
Лопиталь цоидасини / 1 \ нисбатга кулланиб, шуни хосил ь;и-

• ( * )
лам из:

_ ....../ Ф
г-эо  ?<•*) г- 0
llm = lim -\-У- =  llm

г \ ' ( - й

<р' ( * : К - ? )
l

/ 'Мf ' ( l )— llm —тт- =  lim
’•(т)

бу эса талаб килинган исботдир. 

4- м и с о л .

sin 4  ксо* ^ с \ - х*) kllm Л Л \ Л / . К
— г -  =  lim ------------ j-------- =  llm k  cos — =  A.•* JC-+QO X

X  j ?

5- §. Иккита чексиз катта мицдор нисбатининг лимити 

куринишдаги ноаникликни очиш“ |

Энди х  -* а билан (ёки х  -* °° билан) чексизликка интилув- 
чи иккита f ( x )  ва ср (дс) функциялар нисбатининг лимити ха- 
кидаги масалани текширамиз.

Т е о р е м а .  Фараз цилайлик, а нуцта атрофидаги барча 
х  ф а  нукталарда f ( x )  ва <р(х) функциялар узлуксиз ва диф
ференциалланувчи булсин, uiy билан бирга <р' (х) хосила нол
га айланмасин; сунгра

lim f ( x )  =  оо, llm <р (х) =* °о
х  -*■ а х  — о

ва

И т Я й = А (1)х  а <р (дс)
f i x )лимит мавжуд булсин. У ^олда  llm лимит мавжуд ва

х  — а f  '  х >

II™  / ( * )  _  1 |т  / '  (•*) -  A iO\
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И с б о т .  Текш филаётган а нуцта атрофида а <  х  <  а (ёки 
д < л * < « )  буладиган иккита а ва х  нуцта оламиз. Коши тео
ремасига биноан

/ ( * ) - / ( » )  r jc )  т
? (•*) — ? (а ) ?'(<)* , 1 1 

бу ерда а <  с <  л. (3) тенгликнинг чап томонини бундай ал- 
маштирамиз:

, /<»>
/ ( * ) -  / ( « )  / ( д г ) ‘ ~ / ( д г )

<р(-0 —?(*) <?(*), ?(•»)’ (4)
» U)

(3) ва (4) муносабатлардан:
* , Ш

/ ' ( с )  / ( д г )  1 - f i x )
?' (с) »(■*), _  *

?(*)
Бундан:

1
/ ( £ )  ^  / ' ( с )  1 ~ 9 (дг) 

13 ? ' ( « ) .  / ( « )  ’ 
/(*)

(5)

( 1) шартдан шу чицадики, ихтиёрий кичик в > 0  да а ни а  га 
шундай яцин к::либ танлаб олиш мумкинки, барча х  = с учун

ёки

' 4 - е < Я з < л + ' -  ( 6 )

тенгснзлик бажарилади, бу ерда а <  с <  а. С^нгра

1 i l l )
1 " ? ( • * )  
j  _ / < “>.

Н*)
касрни текширамиз.

(6 ) тенгснзлик Гринли булиши учун а ни тайинлаб цуйиб, 
х  ни а га я^инлаштирамиз. 

х  -* а да / (х) 00 ва <р (дг) -* °° булгани учун
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ва. демак, илгаои танланган « >  0 да а  га етарли якин х  учун

< е
Г — у

?(*) _

I _ ш
/(*)

ёки

, - ! < г г Ж ’ < , + * 17»
/(дг)

(6) ва (7) тенгсизликларнинг мос хадларини бир-бирига ку- 
пайтирсак,

1 _ ? ( l )

( Л - е ) ( 1 - • ) < £ £ >  — ( А+  « ) ( ! + . )

1 ” /(■*)
ёки (5) тенгликка асосан

( Л _ . ) ( 1 _ , ) < ^ £ ) < М  +  , ) ( Н . , )

келиб чикади, л  ни а  га етарли даражада якин килиб олган- 
да в ихтиёрий кичик сон булгани учун, охирги тенгсизлик
лардан

ёки (1) га асосан
Ш = А

келиб чикади, бу эса талаб килинган исботдир.
1- и з о х .  Агар (1) шартда А =  яъни

lim =  00
х~а ч <■*>

булса, унда (2) тенглик бу холда хам т ^ р и  булади. Хакикатан, 
олдинги ифодадан

' J ™  т Ь )  =  0

чикади. У холда исботланган теоремага асосан
» W  _  i,m t ' W  «
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бундан
=  00.

2 - и з о х -  Исботланган теорема х -+<*> хол учун хам осон- 
г н н а  умумлаштирилади. Агар llm/  (дс) •= lim ? (х) = °° ва

И т С г л  мавжуд булса, у холдаФ 1̂ )

3 - и з о х -  Агар (2) ва (8) формулаларнинг унг томонидаги 
лимит (чекли ёки чексиз) мавжуд булса, факат шу *олдагина 
улар тугри б^лишини яна бир марта таъкидлаймиз. Шундай 
хол юз бериши хам мумкинкн, ^нг томондаги лимит мавжуд 
булмаган бир вактда, чап томондагиси мавжуд булади. Мисол 
келтирамиз. Фараз кнлайлик,

ни топиш керак булсин. Бу лимит мавжуд ва 1 га тенг. Ха- 
цицатан,

х  -*■ оо да хеч кандай лимитга интилмайди, балки 0 билан 2 
орасида тебранади.

2- мисол.

Аммо, хосилаларнинг нисбати
(дг 4  sin х )’ _  1 4- cos дг

(дг)' 1 =  1 +  COS X
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3 - М И С О Л.

tg  х  cos*je 1 c o s '3 jc

‘Т з *  =  ~  =  ,,га« 3  c 3 s*~x -  
'■ '7  cus Ĵjc J;‘* 7

1 2 - 3  c o s  3* s in  3jc cos 3 *  sin 3 jt
lin i  3  2 co s  x  s in  jc “  1,m.  c o T F  l,ra.  sliTf 1

3 sin 3 * ( - 1 )  ( - 1 )  ( - 1) 
,lm.  ~siiiT  * 1  3 —I Г

4- м и с о л.
X 1

llm - j  =  lim ~х =  0.~  д:-»м
Умумаи, исталган бутун я >  0 да

JC" яде"” 1 я  ( я — IV .. 1 
П т  =  l lm  —t j — ■ =■ .. .  =  l lm ------ - j - 4 —  =  0.

JT-*» JT-.00 “
Символик тарзда

а) 0. оо, б) 0°, В) 00°, г) 1", д) 00 — 00

кУринишда ёзиладиган бошка ноаииклик золлари бундан ол
динги *олларга келтирилади ва маъноси куйидагидан иборат 
булади.

а) Фараз цилайлик, И т / ( х ) = 0 ,  llm <p(x) =  oo булсин;

Ига [ / ( * ) ? ( * ) ]

ни гопиш талаб цилинади. Бу О-оо типдагн ноаннклик.
Агар изланаётган ифодани

llm ( / ( л )  f  (jc) 1 =  llm
х-+а х-*а 1

?(■*)
куринншда ёки

Иш l /(x)  <р (х)] =  llm ^
х-*а х-+а

JTW
куринншда ёзсак, у *олда х - * а  да Ц- куринишдаги ёки ^  
куринишдаги ноаницлик келиб чицади.
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5- м и с о л .
1

\п X X х п
Пш хп \п х  =  lim j =  llm — ■ — =  — llm — =  0.
*-.0 Jr-0 1 -r-О n jr-о nxn jj/I + J .

б) Фараз кнлайлик,

l lm/( jc)  =  0, llm<p(x) =  0
x-*a x —a

булиб,

llm [ / ( * ) Г и)
x-*a

ни топиш, яъни 0° куринишдаги ноаникликни очиш талаб ки- 
линади.

Бунда

y - [ / ( * ) ] ,w

фараз килиб, бу тенгликнинг иккала томонини логарифмлай- 
миз:

ln y  =  ? ( j f ) [ l n / ( x ) ] .

Унг томонда х  -*■ а да 0 -<» куринишдаги ноаникликни ола- 
мнз. lim In у ни топиб, сунгра lim у ни топиш осон. Хаки-

х —а х —а
катан, логарифмик функциянинг узлуксизлигига асосаи, 
lim In у =  In lim у ва In lim у =  6 булса, у холда \ \ту — еь.
х-*а х —а х —а х - а
Агар жумладан, Ь — +  оо ёки Ь =  — оо булса, у холда мос 
равншда limy =  +  оо ёки 0 булади.

6- м и  с о л . lim х х ни топиш талаб цилинади. у  =  хх фараз килиб, 
дг-*о , »

Jn llm у  =  lim In у  =  llm In (Xх ) =  lim (x  In x )  ни топамиз:

]_
lim (дг In дг) =  llm - r — “  *lnV —r  =  — llm x  =  0, 
jr-0  jr- 0  ±  x ~ °  _L ,' jr-*0

X X*

Демак, In lim у =  0, бундан lim у =  e° =  1, яъни
jr-*0 JC—O

llm Xх  =  1.

Бошка лолларда дам лимитлар шунга ухшаш йул билан топилади.
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6- §. Тейлор формуласи

Фараз килайлик, у =_/(•*) функция х  =  а нуктани ^з ичи
га о л гаи бирор ораликда (л  +  1)- тартибгача барча хосила- 
ларса эга булсин. Даражаси п дан ошмайдиган, х  =  а нукта
даги киймати / ( х )  функциянинг бу нуктадаги кийматига тенг, 
унинг п - тартибгача х  — а нуктадаги хосилаларинииг киймат
лари / ( х )  функциянинг шу нуктадаги мос хосилаларининг  
Кийматларига тенг, яъни

Р„ (а) =  / ( а ) ,  Р'п (а) =  /  (а), Р\ (а) =

=  Г  (а ) ....../ ! Г ' ( а ) = / п,(а) (1)

булган у =  Рп (х ) куп^адни топамиз. Бундай купхадни би
рор маънода f ( x )  функцияга «якин*1 деб кутмок табиийдир.

Бу куп>;адни \х  — а) даражалари буйича номаълум коэф- 
фициентли

Рп (х) =  С0 -J- С, (х -  а) +  С, (х -  а)* +  С, (х — а)1 + . . .
. . .  +  С„ (л: — а)п (2)

купхад формасида излаймиз. Номаълум С„ С2, . . ., Сп коэф- 
фициентларни ( 1) шартлар каноатлантириладиган килиб аник
лаймиз.

Аввало Р„(х) нинг хосилаларини топамиз:

Р„ (*) =  С ,+  2 С ,(х —а ) + З С , ( х —a )* +  . . .  +пСя(х —а)я~ \  |  
Р'п {х) = 2 - 1  •С: +3-2С,(дс—а ) +  . . .  +  п{п—\)Сп(х —а)п~ш, I
............................................................................. I (3)

Р Ы ( х ) =  п (п — . .2- \ -Сп. )

(2) ва (3) тенгликлариинг чап ва ^нг томонларида х  урнн- 
га а нинг кийматини куйиб ва (1) тенгликка асосан Р„(а) ни 
/ ( а )  оркали, Р'п (а) =  /  (а) ва шунга ухшаш алмаштириб ку* 
йидагиларни хосил киламиз:

f ( a )  -  С0,
/ ( < * ) =  с , .
Г  (а) =  2 1 С2.
Г ( а ) - 3 - 2 1 С „

/ я(а)  =  л (л — 1) (л — 2) . . .  2 1  С п,
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(4)

С у н д а и  коэффициентларнииг кийматларини топамиз:

С0 - / ( а ) ,  С , = / ' ( а ; ,  Ct =  TL / " ( a )

с * =  Г Г Т ^ " , ( а ) ..........С« =  ПТ... „
С С2, . • •. С» ларнинг топилган кийматларини (2) формулага 
^•уйиб,' изланган куп^адни *осил киламиз:

Рп <*) =  /  (а) +  (a) + Г  (а) +

Ц : + T^rS'"^ + • • • + ttS -п /(я,<а>- (5)
Берилган /  (х) функция билан тузилган Р„(х)  к у щ а д  кий- 
матларининг айирмасини R„(x) оркали белгилаймиз (96- раем):

Я ,(* )  = / ( х ) - Р я (х),
бундан

/ ( * )  = Р„ (х ) +  /?„ (х),
ёки ёйилган куринншда

Х — Я W

21/ ( X)  = / ( а )  +  Н г ^ ( а )  +  (-£ ^  / '  (с) +

> + < £ ^ " / - > (а) +  /?л(дс). (6)

/?„(.*) цолдиц х;ад дейилади. х  
нинг колдик *ад /?л (дг) жуда кичик 
буладиган кийматлари учун Рп (х ) 
к^п^ад / ( х )  функциянинг такри
бий тасвирини беради.

Шундай цилиб, (6) формула 
у = / ( х )  функцияни, колдиц *ад 
R„(x) кийматига тенг булган 
тегишли даражадаги аникликда 
У^=Р„  ( j c )  купхад билан алмашти- 
ришга им кон беради.

Эндиги вазифамиз х  нинг турли 
Кийматларида R„(л) мнцдорнн ба- 
^олашдан иборат.

Колдик *адни

Q M

формада ёзамиз, бу ерда Q (х) — аницланиши керак булган 
бирор функция. Бунга мослаб (6) формулани цайтадан ёзамиз:

(7)
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/  (*)  = / ( « )  +  Х~ = ^  / ' (а) +  ( а ) + . . .

, (х - а ) п . . (■*-« > " +| П / гч гг-
------Si— '  W +  ( i + T j f  Q (  '■ <f,>

д* ва а  н:1нг тайин кийматларида Q(x)  функция маълум ци !- 
матга эга; уни Q билан белгнлаймиз.

Cjhirpa t га боглик ‘(t нинг киймати а бйлаи х  орасндц 
ётади) ёрдамчн

F( t )  =  / ( * )  -  /  (О -  x- ^ - f  ( 0  -  * £ £ £ / '  ( 0  - . . .

_  (А- -  О" Wn> , А _  (.Г -  /)"+> п  
п\ J у1> (*+1)1 4

функцияни текширамиз, бу ерда Q (6') муносабат билан аник
ланган кийматга эга; бунда а ва х  ни аник сонлар деб хисоб* 
лаймиз.

Энди F' (t) хосиланн топамиз:

г  (О = - Т  (О + / '  (О (О +  }" ( 0  -

- ( 0  + . . .  - / (л,( 0  +  п(-у - ^ - '  /<")(/ .)_

(дг — t)n / ( » + ! )  m  , (/1 4- 1) (дг — / ) л ^  
я! '  ' 4  "Г* (я +  1)! 

ёки кискартнргандан кейин:

^ , ( 0 - - (jL= r ^ / (e+1,( 0  +  (iL^ Q .  (8)
Демак, а  абсцнссали нукта (а <  дг да г ва а  >  .с

да а > £ > л : )  якинида ётувчи барча / нукталарда функ
ция хосилага эга.

Сунгра [(6') формулага асосан]
F(x)  = 0, /^(а) =  0

эканлигини курамиз. Шунинг учун /^(О функцняга Ролль тео
ремаси кулланса булади, демак, а  ва х  орасида ётувчи шун
дай t  =  $ киймат мавжудкн, бу кнйматда F'  (5) =  0 булади. 
Бундан (8) муносабатга ик»сан:

_  (x -S ) -  /1Я+, (5) +  < £ _ £  q  =  0>

бундан
Q = / ,n+l)(&)-

Бу нфодани (7) формулага куйиб, шуни хосил киламиз:
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Kv — цолдик *ад УЧУН Лагранж формаси дейилади.
\ микД°Р х  ва а орасида ётгани учун уни

{ =  а +  0 (х — а)
Формада*) тасвирлаш мумкин, бу ерда 0 0 бнл 'н  1 орасила 
ётувчи сон, яънн 0 < 0  <  1; у холда колдик хад формуласи

к^ринишини олади.

. . .  +  ^ / " ’(о) +  <в  + 11 <* ■ - “ »  <9)
формула f ( x )  функция учун Тейлор формуласи дейилади.

Агар Тейлор формуласида a — 0 фараз килинса, у холда 
формула

/ ( • * ) = /  (0) +  у / '  (0) +  tjj Z* (0) 4- • • •

I • • • + ^ / <") ( ° ) + ( 1 т т ) Г / ("+ , , (0дс) <10>
куринншда ёзилади, 0 бу ерда 0 билан 1 сонлари орасида. 
Тейлор формуласининг бу хусусий холи баъзан Маклорен 
формуласи дейилади.

7- §. ех, sin дг, cos х  функцияларни 
Тейлор формуласи буйича ё.«иш

1. f  (х) = ех ф у н к ц и я н и  ё й и ш .  f  (х) дан кетма-кет хо- 
силзлар олиб, куйидагиларни хосил киламиз:

. f ( x )  = ex, / ( 0 ) =  1, 
f ' ( x ) = e x, f  (0) =  1,

Бу ифодаларни б- § нинг ( 10) формуласига кУямнз:

*) Шу бобнинг 2- § охирига 1<аранг.
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Агар I JC I С  1 булса, я =  8 деб олиб, цолдиц ладни ба.^о- 
лаймиз: *

я, < $-• з < ю-5.
х  хз 1 да е соннинг такрибий цийматини топишпа нм кон бери- 
Лиган ушбу формуланн лосил циламиз:

^ = 1  +  1 +  ^- +  ^- +

бунда лисоблашни олтита*) каср хонали унли касрлар билак 
бажариб, сунгра натижани бешта унли каср рацамигача яхлн,- 
лаб, е учун ушбу цийматни топамиз:

е =  2,71828.
з

Бу ерда х а т о ^ д а н  ёки С.С0С01 дан ошмайди.
Шуни цайд этамизки, х  цандай булмасин, п -* ю да 

диц лад
п х"+' J*  п , е -*■ 0 .(я-Ы)!

Хацицатан, 0 <  1 булгани учун, х  нинг тайин цийматида е>х 
мицдор чекланган (х  >  0 да е* дан кичик ва х  <  о да 1 дан 
кичик).

Тайин сон х  цандай булмасин
хя-и „

п 00 да (n+Tji 0
ни исботлаймиз. Хацицатан,

I xn+i I | х  X X х  х
l(T T T jT  I =  I У  Т  ‘ Т  ’ * * • "л ' 7Г Т Т

Агар х  тайин сон б^лса, у лолда шундай бутун мусбат п 
сон топиладики,

| * |< Л Г
булади.

I ДГ I =  q белгилашии киритамиз; у вацтда 0 <  q <  1 ни эъти-
борга олиб, п = N + \, N  + 2, N -\- 3 ва локазо цнйматларда 
бундай ёза оламиз:

*) Бошцача айтганда яхлитлаш хатосинннг йигиндиси /?8 дан анча
ошнб кетншн мумкин (масалан, кушилувчилар саногн 10 та булганда бу 
хато микдори 5-10-5 га етиши мумкин).
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дся+| I I X X X X X
(я + 1)! I I I 2 3 • • '  п ъ +

1 X 1 1 *  1 1 *  Г. 1 x  1 ■1 * 1 - 1 ■* 1 1 x  1
=  I t I j 2 1 | 3 1 1 / V -  1 1 l/v  1 1 n 1 L  + 1 1

X X X  X  „ П XN  1 „п- N + l
<  Т  ' Т  ' 3 ' • • * ' N  -  1 • • ■ Ч -  (Л -  1)! q

чунки

I T  1 * 1 “ *  l j m | < « ..............1 Н М < « -  '
J V - I

Аммо лдггту МИ,<Д0Р узгармас, яъни л га боглик эмас, 
я-лг+2 я „о да о га интилади. Шунинг учун

К  i l®  ( ^ T T ji  =  °* (1)
j  *"+'

Демак, л -> оо да Яя{х) =  е (/| +  ц, -► 0.
Ю коридагидан чикадикн, jc >;ар кандай булганда хам етар- 

ли сонда хадларни олиб ех ни исталган дараж ада аниклик 
билан хисоблай оламиз.

2. f ( x )  ~  sin х  ф у н к ц и я н и  ё й и ш :  / ( х )  =  sin х  функ- 
циядан кетма-кет хосилалар оламиз:
/  (jc) =  sin х, f  (0) =  0 ,

/ '(•*) =  cos x  ~  sin (jc +  y ) ,  / '  (0) =  1,

f "  (x ) =  — sin x  =  sin (x  -f  2 y ) ,  f "  (0) =  0,

} m (jc) =  — cos jc =  sin (jc +  3 y ) .  f m (0) =  — 1,

/ lv (jc) =  sinjc =  sin (jc + 4 y j ,  / lv(0) = 0,

/  * (x) — sin ( jc  -j- л / "  (0 ) — sin -J,

/ <*+  "  ( j c )  =  sin ( jc  +  (л +  1) y j ,  / (л ”  (S) =  Sin +  (л - f  1) у]*

Бу кийматларни 6- §  нинг (10) формуласига куйиб,/ ( jc )  =  
*= sin jc  функциянинг Тейлор формуласи буйича ёйилмасини 
Хосил киламиз:

. ДС3 . Jt5
Sin JC —  X  3! 51 • • •

.  . . +  £  Sin у  +  Sin [l +  (Л +  1) - j ] .
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Энди | sin [; +  (« -f  1) у ]  | 1 булгани учун дс нинг барча 
Кийматларида

llm Rn{x) =  0.
п-+х>

Чиккан формулани sin 20° нн такрибий хисоблаш учун тат- 
бик киламиз. п =  3 деб фараз киламиз, яънн ёйилманинг бц. 
ринчи иккита хадн билан чекланамнз:

sin 2СР =  sin |  «  J  -  I  (•§•)* =  0,342.

Килинган хатони ва колдик хадга тенг хатонн баколаймиз: 

\R*\ = \ (у )*  47 sin (5 +  2*) | <  (-£)* j ,  =  0,00062 <  0,001.

Демак, хато 0,001 дан кичик, яъни 0,001 гача аниклик билан 
sin 20° -= 0,342.

97- расмда /(дс) =  sin дс функциянинг графиги ва унинг би
ринчи учта

S\  (дс) =  дс; S2 (х) = х -  £ ;  S3 (х) »  д с -  £  +  £  

якинлашмаларининг графиклари берилган.
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3 j  (х) =  cos x  ф у н к ц и я н и  ё й и ш. /  (х) = О функцня- 
инГ х  =  0 даги кетма-кет ^осилаларини топиш ва Маклореи 

формуласига цуйиш билан ушбу ёйилмани *осил киламиз:
I ДГ2 . JC4 . ДСЛ _  Г.П

COS X  —  1 — 2?" 4*  4! • • • "Ь  л | COS g  “Ь

I  I  +  F T T » 005 ( 5 +  <" + ' )  т ) -

Бу ерДа *ам х  ,|11НГ барча кийматларида I'm Rn(x) = 0 .^Вй-‘ П-*»

IV бобга машцлар

Куйидаги функциялар учун Ралли, теоремасинннг тугрм.пгц текширнб 
курилсин: 1. 11, 2] кесмада у =  х-  — Зле +  2. 2. [0, 1] кесмада у  =  дг4 -f 
+  5дс* — бдг. 3. [1, 3] кесмада у =  (лс — 1) (дс — 2) (-V — 3).

4. [О, к] кесмада у =  slnajr. 5. f \ х )  =  4дг3 +■ дс- — 4х  — 1 функция 1 ва
— 1 илдизларга эга. / '  (дг) *осиланинг Ролль теоремасида гапнриладиган ил
дизи топилсин. 6. у =  / х* — 5х +  6 функциянинг илдизлари орасида унинг 

лосиласннинг илдизи борлиги текширнб курилсин. 7. | — - j . +  ^-] кесмада 
y =  c o ssjr  функция учун Ролль теоремасининг т^грилиги текшириб курил
син. 8. [— I, 1] кесманинг учларнда у =  1 — / х* функция нолга айланади. 
By функциянинг хосиласи (— 1, 1) ннтервалнинг *еч каерида нолга айлан- 
маслигига ишонч хосил килинсин. Мима учун бу ерда Ролль теоремасининг 
кУлланмаслигн тушунтирилсин. 9. {дг,, х,] кесмада у  =  sin х  функция учун 
Лагранж формуласи тузилсин. Ж ав. sin дг2 — sin x t — (дсг — дг,) cos с, 
*1 < с < х 3. 10. [0, 1] кесмада у =  2х — х 2 функция учун Лагранж форму- 
л асининг т^грилиги текширнб курилсин. 11. Кандай нуктада у = х п эгри чи
зик уринмаси M i (0, 0) ва М2 (а , а " )  нукталарни тортиб турувчи ватарга

а *
параллел булади? Жав. Абциссаси с =  _  нуктада. 12. Кандай нуктада

v п
V =  In дг эгри эизик уринмаси A fi(l, 0) ва Мг (е, 1) нукталарни тортиб ту- 
рувчи ватарга параллел булади? Жав. Абциссаси с = е —  1 булган нуктада.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб, тенгсизлнклар исботлансин: 
|3. 4х >  1 -f  х  14. In (1 4- -**< х  (х  >  0). 15. (6>  а  да) Ьп — ап < пЬ“- '(Ь -а ) .  
16. arc tg х  < х .  17. [1, 2] тесмада /(дг) =  дг1, <р (дс) =  дс3 функцнялар учун 
Коши формуласи Сзилснн ва с топилсин. х — 1

Куйидаги лимитлар хисоблансин: 18. llm ---- ;• Жча. —•
дг—1 ■* i я

1Э- Й  Ж ав- 2- 20- !Lmo т ^т йГ х- 2- 2 ‘- «!» с 5 г г = т

Жав. — 2. 22. lim sln х  Жав. Лимит мавжуд эмас. (дс-* +  0 да 
JC—о у  1 — cos дс

./"■Г _ .—  __ In sin  дс 1 „ .  . а*  — b*
У г , дг _  о да _  у  2 ). 23. lim (к _ 2х)1 ■ Жав. -  -g- 24. llm — —  •

^  Н. С. Пискунов

2
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а х  — arc sin х  1 . ®1п ■* — sin « 
Жав In у  25. llm t w i  ■ Ж а в . - Т  26. П_т ------— - 2 .

Жав. сова. 27. llm Жав. 2. 28. *■ Жав. -1 .

29. lim Жав. у -  30. llm (бу ерда л > 0 ) .  Жав. 0.

( 1 + F )  ^ £ ± 1
3I- ,im 'ТГГПГТ- .Ж ав. 1.32. 1т — — • Жав. — 1. 33. llm Жав.а о

г ..ТО «•* *- *К -* __ 1 y - .fоое

. ** +  *-■* in sm Здг
да 0. a < 0 да оо. 34. lim gX _  g_ t • Жав. 1. 35. lim |п '5|пл. • Жав. 1,

In tg 7дг In (ж — 1)—х  , г г
36 lim Пн ц Ёг ' Жав■13 7 - |1т -------* — Ж а в  0 38* lim( l - х )  Ig Y '

i g 2x

Жав. ~  39. Jim  -  j ^ - y ] .  Жав. - j*  40. Mm [ j i  _  .

Жан. — 1. 41. lim ( s e c f  — tg f ) .  Жав. 0. 42. lim Г •
(-»— Jr"** *- J

Жав.i. -к- 43. llm jrd g 2 jr .  Жав. 4 -  44. llm дг1̂ ’ Жав. оо. 45. Ilnu r1 ,
г  x ~ 0  *  _r-»0 I - .1

Жа«. —• 46. llm } t 2. Жав. 1. 47. lim / -M  . Жав. 1. 48. U m ( l+ - ^ )  <
e  JT-.0 \  /  \  x j

1 I

> . «
Жав. e°. 49. llm (ctg дг)|п *• Жав. -7 ' 50. llm (c o s * )2 - Жав. 1. 

* - o  e %
* - T

Жав. —• 53. x 1 —
/sin  <p 1 /  ** \

51- 5“ ("T~J • Жвл̂ 7 И,й ( ,*т)
— 5дг3 4- 5дс* 4  •* 4- 2 куп.\ад x  — 2 даражаси буйича Сйилсин. Жав.
- 7 (д г  —2) — (д г -2 )*  +  3(дс — 2>» +  и  —2)V 54. jt» 4  2ж‘ -  ж» 4  х  4  1 к\п-
*ад х  -f- 1 даражаси буйича ёйнлсин. Ж ав. (дс 4  1)» +  2 (д г+  1)» — 3 (д г4 -1У +
4  (•* 4  !)*• 55. в =  1, л =  3 да у =  ) д: функция учун Тейлор формулаеи

. . Х - l  1 (д г -1 )*  1 (дг — 1)3 3 Сзилсин. жав. V x  =  l  +  - j —  . т — т т £ . т  +  — г т
_  7_

~  (Х 4 |1>6 1 Ц  11 + •(■ «  — 1)1 i . 0 < 0 <  1. 56. п =  2 да у  =  /  1 4  х  

функция учун Маклорен формулаеи бзилсии. Жав. V 1 •+- х  =  14- у  х  —

1 Jf3
— -g дг! 4 - --------------- 5 , 0 <  в <  1. 57. Олдинги мисол иатижасидан фойда-

16(1  4  вх)Т
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даннб, Х = 0 ,2  да / 1  *  1 +  -у  х  — -g- х* такрибнй тенгликнинг хатоси 

1вадолансин. Жав. дан кичик.

X нинг кичикрок кийматларида куйидаги такрибнй тенгликларнинг ке
либ чикиши изодлансин ва бу тенгликларнинг хатолари бадолансин; 58, In

г* х* гЗ 2х* „з
cos — 2 — 1 2 ’ ' Я - ^ ^  +  З + Т )  ’ во. arc s in jt *  X +

^  фХ 1_ ^
61. a r c tg x  *  х -  -J - 02. ----- 7 ------*  1 +  J  +  й - 63. I n (х  +  / Г + 7 * )  *

5x3
* х  — Jf* +  - g -

Тейлор формуласндан фойдаланиб, ифодаларнинг лимитлари дисоблаи-
х — s ln x  , In* (1 +  х ) — sin* х 

син: 64. Ilm -------------1------- з -  Жав. 1. 65. Ilm --------- ---------- - j------ Жав. 0.

2 ( t g x  — sin x )  — x3 „  1 Г /  1

*• 'У ----------- Жав- т  ет- V”  г -  " (  +  t )j

Жав. 0 .6 8 . ,* m (“l — ~ Жав. - j -  69. Ilm ( j i ~ c ,8 , j r j '  Жав. - у

#
IL

*

и*
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ФУНКЦИЯНИ ТЕКШИРИШ

1- §. Масаланинг цуйилиши

Табиатда буладиган турли ходисаларнннг микдорий томо- 
нини урганиш шу ходисада иштирок этадиган Узгарувчи мик
дорлар орасидаги функционал богланишни топиш ва урганишга 
келтирилади. Агар шундай функционал богланишни аналитик 
равншда, яъни бир ёки бир неча формула шаклида ифодалаш 
мумкин булса, биз бу функционал богланишнн математик 
анализ воситалари билан текшириш имконига эга буламиз. 
Масалан, снаряднинг бушликда учиш ходисасини текширганда 
учиш узоклиги R нинг кутарилиш бурчаги а билан бошлангич 
v„ тезлигига богликлигини кУрсатадиган ушбу формула хоепл 
булади:

l»o sin 2а

(g — огирлик кучи тезланиши).
Бу формулани хосил килгандан сунг, а нинг кандай кий

матида R узоклик энг катта булишини, кандай кийматида энг 
кичик булишини, а бурчак катталашганда узоклик хам катта- 
лашуви учун кандай шартлар кераклиги ва шу сингари маса
лаларни аниклаш имкониятига эга буламиз.

Бошка бир мисол курайлнк. Рессор устидаги (автомобиль, 
танк) юкнинг тебранишини текшириш натижасида юкнинг 
мувозанат холатдан четланиши (чикиши) у нинг t вактга кандай 
богланишинн курсатувчи ушбу формула хосил кнлинган:

у = е ~ kt (A cos ш/ -f- В sin шt).

Бу формулага кирган к, А, В, ш микдорлар берилган теб- 
ранувчи система учун аник кийматларга эга (улар рессорнинг 
эластиклигига, юкнинг микдорига ва хоказоларга боглик бу- 
либ, аммо t вактнинг утиши билан узгармайди), шунга кура 
биз уларни узгармас микдорлар деб караймиз.
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Келтнрилган формулага асосланиб t нинг цандай цаймат- 
ларида * нинг Усиши билан у четланиш ортади, энг катта чет- 
ланишнинг мицдори вацтга боглиц равишда цандай узгарадн, 
t нинг цийматларн цандай булганда четланиш энг катта булади, 
t нинг цийматларн цандай булганда юк энг катта тезлик билан 
харакат цнлади ва шу каби цатор масалаларни аницлашимиз 
мумкин.

Айтилгаи масалаларнинг хаммаси .функцияни текшнриш* 
туш унчасига киради. Равшанки, бу масалаларни (II бобда цил- 
ганимиз каби) функциянинг айрим нуцталардаги цийматларини 
хисоблаш йули билан аницлаш жуда цийин. Бу бобнинг мац- 
сади функцияни текширишиииг умумийроц усулларнни топиш- 
дир.

2- §. Функциянинг усиши ва камайиши

I бобнинг 6- § да усувчи ва камаювчи функцияларнинг 
таърифи берилган эди. Энди досила туи!унчасини функциянинг 
усиши ва камайишини текширишга татбиц циламиз.

Т е о р е м а .  1) Агар \а, Ь\ кесмада хосилага эга булган 
/ ( j c )  функция шу кесмада усувяи булса, унинг хосиласи [<г, Ь\ 
нёсмада манфий булмайди, яьни f  (дс) >  0.

2) Агар / ( jc )  функция [а, Л] кесмада узлуксиз, (а, Ь) ора- 
лицда дифференциалланувчи булса ва а <  х  <  b учун / '  (дг) > 0  $ 
булса, бу функция [я, Ь\ кесмада усади.

И с б о т .  Апвал теореманинг биринчи цисмини исбот цила
миз. /(дс) функция [а, Ь\ кесмада Усади деб фараз циламиз. х  
аргументга Ад: орттирмани берамиз ва

/ ( х +  А х ) - / ( х )
\ х

нисбатни цараймиз.
/ ( j c )  Усувчи функция, шуига кура

А х  >  0 б у л г а н д ^ ^ д :  +  Ах) >  /  (дс)

0 )

ва

А х  <  0 булганда /(дс +  Ах) < /(дс)

Иккала холда хам

(2)

llm ^  — ?{х) ъ .0
А* -»о Д х ^
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яънн / '  (л) > 0, шуни нсботлаш талаб килинган эди. [Аь р 
/ ' ( * ) <  О булса, Дх нинг етарли даражада кичик кийматлари- 
да ( 1) нисбат манфий булар эди, бу эса (2) муносабатга зид- 
дир|.

Энди теореманинг иккинчи кисмини исботлаймиз. х  нинг 
|а ,  Ь\ оралнкдаги хамма кийматларида / ' { х ) > 0  деб фараз
киламиз.

[а, Ь\ кесмага тегншли иккита ихтиёрий х, ва х 2 (х, <  х2) 
кийматни караймиз.

Лагранжнинг чекли орттирмалар хакидаги теоремасига би- 
ноап ушбу теигликни ёзишимиз мумкин:

f ( x 2) -  /  t V  =  f  (5) -  х , \  х , <  & <  х 2.
Шартга кура / '  (Е) >  0 демак, / ( х 2) — f ( x x) >  0, б у э с а / ( л )  

Усувчи функция деган суздир.
Камаювчи (дифференциалланувчи) функция учун хам шунга 

ухшаш теоремани айти и мумкин, яъни:

Агар / ( х )  функция [а, Ь] кесмада камайса, шу кесмада 
f  ( х ) < 0  б$лади. Агар (а, Ь) оралицда / '  (х) <  0 булса 1а, 6 ] 
кесмада / ( х )  камаяди. [Албатта, бу ерда хам функция |я ,£ ]  
кесманинг хамма нукталарида узлуксиз ва (а, Ь) ораликнинг 
Хамма нукталарида дифференциалланувчи деб фараз киламиз].

И з о х -  Исботланган теорема ушбу геометрик фактни ифо- 
далайди. Агар [а, b ] кесмада / ( х )  функция усса, шу кесманинг 
хар бир нуктасида у = / ( х )  эгри чизикка уринма Ох ук билан 
<Р у т к и р бурчакни хосил килади ёки — айрнм нукталарда — го- 
рнзонтал булади; бу бурчакнинг тангенсн манфий булмайди: 
Г  (-*) =  tg ? > 0  (98- а раем). Агар |о , Ь\ кесмада / ( х )  функция 
камайса, уринма Ох ук билан утмас бурчак хосил киладн (ёки 
айрнм нукталарда уринма горнзонтал булади); бу бурчакнинг



т я н г е н с и  мусбат булмайди 
/98- б раем). Теореманинг 
1ккинчи цисми *ам шу каби 
тасвирлачади. Теорема *о- 
си л ан и и г  ишораенга цараб 
функциянинг усиши еки 
камайишини аниклашга им- 
кон беради.

М и с о л .  Ушбу функциянинг 
усиш ва камайиш солалари аник- 
лансии:

у =  л*.
Е ч и ш .  Хосилани топамиз: 

у '  =  4дг*;

jc> 0  булганда у ' >  0 булади — функция Усади; лг< 0  булганда у ' <  О бу 
лади — функция камаяди (99- раем).

3- §. Функциянинг максимум» ва минимуми

М а кс  и м у м и и н г т а  ъ р  нф  и. Агар f ( x )  функциянинг .г,' 
нуцтадаги циймати х х ни уз ичига олган биронта интервалнинг 
*амма нуцталарндаги кийматларидан катта булса, / ( х )  функция 
х , нуктада максимум (maximum) га эга булади. Бошцача айт- 
ганда, агар абсолют микдори буйича етарли даражада кичик 

** булган *ар цандай (мусбат ва ман-,
фий) Да- учун / < * ,  4 Дх) <  /  ( а , )  
булса, f \ x) .  функция х  — х, 
нуктада максимумга эга була
ди*).

Масалан, графнги 100- расм- 
да тасвирланган у — f  (х) функ
ция х  — х, ^ к т а д а  максимумга 
эга.

М и н и м у м н и н г т а ъ р и ф н .  
Агар абсолют мицдори буйича 
етарли даражада кичик булган 
хар цандай (мусбат ва манфнй) 
Дх учун

/ ( х 2 + Д х )  > / ( х , )

*) Баъзан бу таъриф бундай ифодаланади: агар Jtj нуктанинг шундай 
(*. {•) атрофини ( * < * | < ? )  топиш мумкин булсаки, шу атрофнинг дг, дан 
б°шка *амма нукталари учун / ( * ) < / ( . * , )  тенгснзлик бажарилса, /(дг) 
Функция дг, нуктада максимумга  эга дейилади.
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булса, / ( jc ) функция х  «= х ,  нуктада минимум (minimum) га 
эга булади (100- раем).

Масалан, утган параграф охирида каралган у =  х* функция 
(99- раемга каралсин) х  =  0 нуктада минимумга эга, чунки 
х = 0  булганда у =  0 ва х  нинг бошка кийматларида у > 0 .

Максимум ва минимум таърифлари муносабати билан куйи- 
даги х о л л а р г а  эътибор килиш лознм.

1. Кесмада аникланган функция х  нинг факат каралаётган 
кесманинг ичидаги кийматларида максимал ва минимал киймат-

ларга етиши мумкин.
2 Функциянинг максимуми ва 

мпнимумини каралаётган кесмада 
унинг энг катта ва энг кичик 
Кийматлари деб караш хато була
ди. Функциянинг максимум нук
тадаги киймати шу максиму у 
нуктага е т а р л и  д а р а ж а д а  
я к и н  турган хамма нукталарда- 
ги кийматларига нисбатангниа 
энг катта булади, минимум нук
тадаги киймати эса шу минимум 

101- раем* нуктага е т а р л и  д а р а ж а д а
я к и н  турган нукталардаги кий

матларига нисбатангина энг кичик булади.
101- расмда [а,Ь] кесмада аникланган функция тасвирлан- 

ган, бу функция
х  *= Xi ва х  =  х ,  нукталарда максимумга эга; 
х  =  х 2 ва х  ■= Xt нукталарда минимумга эга, лекин функ

циянинг х = х «  даги м и н и м у м и х = х д  даги максимумндан 
катта. Функциянинг х  =  b даги киймати каралаётган кесмадаги 
максимумларнннг хар биридан каттадир.

Функциянинг максимум ва минимумлари функциянинг экс- 
тремумлари*) ёки экстремаль цийматлари деб аталади.

Функциянинг экстремаль кийматлари ва уларнинг [я, Ь\ кес
мада жойланиши аргументнннг узгариши билан богланишда 
функциянинг узгаришини маълум даражада характерлайдн. 

Куйида экстремаль кийматларни топиш методи курсатилади. 
1- т е о р е м а  ( э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г н ’н и н г  з а- 

р у р  ш а р т и ) .  Агар дифференциалланувчи у = / ( х )  функция 
х  =  х , нуцтада максимумга ёки минимумга эга булса, унинг 
хосиласи шу нуцтада нолга айланади, яъни f  (x t) =  0 бу
лади.

*) Extremum — четки деган cj?s (латинча).
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И с б о т .  Аниклик учун х  =  x t нуктада функция максимум- 
га эга деб фараз киламиз. Бу холда х, га абсолют киймат 
жи*атндан етарли даражада кичик Дх (Д х  =£0) орттнрма бернб, 
ушбу тенгсизликни ёзиш мумкин:

/ ( х , +  Дх) < / ( х , ) ,

яъни
/ ( х  1 + Дх) - / ( Х , ) < 0 .

.Пекин бундай холда
/(дг, +  Адг)— /(дг,)

Адг
нисбатнинг ишораси Ах нинг ишораси билан белгиланади, яънЧ: 

Дх <  0  булганда П х ' +  /|<|> > 0 ,  \

•: Д.Г >  О булганда /< *  +  М ~ / ( * . )  <  0

Хоснланинг таърнфига мувофик:
/ '  (jc,V =  Иш /(•*. + А*)- / ( * . )
'  ьх-о  A.v

Aran ' f ( x )  функция х  =  х ,  нуктада хосилага эга булса, унг 
томондаги лимит Дх нинг кандай (мусбат ёки манфийлигича 
колган холда) нолга ннтилншига боглик булмайди.

Аммо Дх манфийлигича колган холда нолга интилса, у холда
f ' ( x  »)>о.

Агар Дх мусбатлигича колган холда нолга интилса, у холда
/ '  ( * J < 0 .

/ '  (х,) нинг киймати Дх нинг кандай холда нолга ннтнли- 
шига боглик булмаган аник сон булгани учун сунгги икки 
тенгсизлик фацат ,

/ ' ( *  » ) - 0
булгандагина бнргаликда булади.

Функциянинг мннимуми булган хол учрГ хам теорема шу 
равишда исботланади.

Исботланган теоремага ушбу равшан куриниб тургаи гео- 
метрик факт мос келади: агар / ( х )  функция максимум ва 
миннмум нукталарда хосилага эга булса, у = / ( х )  эгри чизик
нинг шу нукталарида утказилган уринма Ох Укига параллел 
булади. Хакикатан, / '  (Xj) =  tg f  = 0 тенгликдан, бу ерда 
? — уринма билан Ох уки орасндаги бурчак, у =  0 эканлиги 
келиб чикади (100- раем).
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1- теоремадан бевосита ушбу натижа чикади: агар а р г у 
мент х  нинг царалаётган хамма цийматларида /  (х) функ
ция хосилага эга булса, у холда функция х  нинг фацат 
хосилани нолга айлантирадиган цийматларидагина экстре
му мга (максимум ёки минимумга) эга булади. Бунга тескари 
хулоса тугри эмас: хосчлани нолга айлантирадиган хар 
цандай цийматда албатта максимум ёки минимум мавжу■> 
бу гавермайди. Масалан, 100-расмда тасвнрланган функциянинг 
хосиласи х  = х 3 нуктада нолга айланади (уринма горизонтал), 

лекин бу нуктада функция на максимумга 
ва на минимумга эга эмас. Худди шунинг 
дек, у = х 3 функциянинг хосиласи (10*2- 
расм) х  =  0 нуктада нолга тенг:

(y ') ,=  o = ( 3 * 2U o  =  °.
аммо бу нуктада функция на максимума 
ва на минимумга эга эмас. Хакикатан, а-

нукта О нуктага хар канча якин булса хам хамма вакт х < 0  
булганда .Vs <  0 ва .v >  0 булганда х 3 >  0 булади.

Бнз биронта кесманинг хамма нукталарида функция хоси- 
лага эга булган холнн текширдик. Хосила мавжуд булмаган 
нукталарда а.\вол кандай булади? Бундай нукталарда ё макси
мум ёки минимум булиши, аммо на униси ва на бунисн бул- 
маслиги мумкинлигини мисолларда курсатамиз.

1 - м и с о л .  у =  | дс | функция х  =  0 нуктада косила г а эга эмас (бу нук
тада эгри чизик уринмага эга эмас), аммо берилган функция шу иуцтада 
минимумга эга, чунки х  =  0 булганда у  =  0 ва нолдан бошка цар" кандай х  
нукта учун эса у > 0  (103- раем).

2_ 3
2 - м и с о л .  у  =  (1 — х  3 ) 2 функция х  =  0 нуктада хосилага эга эмас,

2. -L - 1
чункн у ' =  — (1 — лг3 ) 2 дг 3 хосила х  =  0 нуктада чексизликка айла- 
нади, аммо функция бу нуктада максимумга э г а : / |0 | =  1, х  ноль булмаган 
нуктада /  (дг) <  1 булади (104- раем).
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3 —Г 3 - м и с о л .  у =  у Л *  функция х  =  0 нуктада лосилага эга эмас (дс -* О 
_► оо ). Бу нуктада функция максимумга лам, минимумга *ам эга эмас: 

/(0) « 0; ж < 0  булганда /(дг) <  0; х  >  0 булганда / (д с )  >  0 булади 
(105- раем).

Ш у н д а й  цилиб, функция факат икки *олда: досила мавжуд 
а  н о л г а  тенг булган нукталарда ёки досила мавжуд булмаган 

н у к т а л а р д а  экстремумга эга булиши м у м к и н .

Агар биронта нуктада досила мавжуд булмаса (аммо якин 
нукталарда мавжуд булса), шу нуктада косила у з и л и ш и н и  
курамиз.

Аргументнннг досила нолга айланадиган ёки узиладиган 
Кийматлари критик нуцталар ёки критик цийматлар дейи
лади.

Юкорида айтилганлардан *ар кандай критик кийматда функ
ция максимумга ёки минимумга эга булавермаслиги келнб чи
кади. Ленин, агар функция биронта нуктада максимумга ёки 
минимумга эришеа, у нукта шуб^асиз критик нукта булади. 
Шунга кура функциянинг экстремумларини топиш учун бундай 
Килннади: *амма критик нукталар топилади, с^нгра *ар бир 
критик нуктани айрим текшириб, у нуктада функциянинг мак- 
симумн ёки минимуми булиши ёки на максимуми ва на мини- 
иумн булмаслиги аникланади.

Функцияни критик нукталарда текшириш ушбу теоремага 
всослаиади.

2 -  т е о р е м а  ( э к с т р е м у м  м а в ж у д л и г и н и н г  е т а р 
ли ш а р т л а р  и). f ( x )  функция критик н^Щша х,  ни уз ичига 
олган биронта интервалда узлуксиз ва шу интервалнинг 
Хамма (балки л-, нуцтанинг узидан бошца) нуцталарида 
® фференциалланувчи булсин. Агар шу нуцтанинг чап то- 
м°нидан унг томонига утишда .\осилонинг ишораси плюсдан 
минусга узгарса, функция х  =  х,  нуцтада максимумга эга 
°Улади. Агар чапдан л,  нуцта орцали унгга утишда %оси-
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ланинг ишораси минусдан плюсга узгарса, функция шу нуц. 
тада минимумга эга булади.

Шундай килиб,
( х  <  х ,  булганда / '  (х) >  О,

агар а) U  >  *, . / '  М  < о
булса, функция х х нуктада максимумга эга;

х  <  Xi булганда / '  (х) <  О,
агар б) | х > х х булганда / ' ( х ) > 0

булса, функция х д нуктада минимумга эга булади. Бунда шу- 
ни назарда тутиш лозимки, а) ва б) шартлар х  нинг х г га етар- 
ли даражада якин булган хамма кийматларида, яъни х х критик 
нуктанинг етарли даражада кичик атрофининг хамма нуктала- 
рида бажарилиши керак.

И с б о т  Аввало хосиланннг ишораси плюсдан минусга Уз- 
гаради, яъни х  нинг х ,  нуктага етарли даражада якин булган 
хамма'кийматлари учун ушбу:

х  <  х, булганда / '  (х) >  О,
л’ >  х , „ / '  (х) <  О

тенгсизликларга эгамнз деб фараз киламиз.
/ ( х )  — / ( х , )  айирмага Лагранж теоремасини кулланиб, ушбу 

тенгликни хосил киламиз:
/ ( * )  - f ( X i )  - / ' ( « )  (*  — * 1), 

бу ерда 5 х  ва х, орасндаги нукта.
1) х  <  х , булсин; у холда

6 < * 1 ,  / ' ( I )  > 0 ,  / ' ( 5 )  ( х - х,) < о
ва демак,

/ ( * ) - / М  < 0 ,
Оки

/ ( * ) < / ( * t). (1)
2) х  >  Xj булсин, у  холда

5 > х „  / ' ( * ) <  О, / ' ( 5 ) ( х - х , )  < 0
ва, демак, 

ёки
/ ( * ) - / ( *  1) <  о.

/ ( * ) < / ( * , ) .  (2)
(1) ва (2) тенгснзлнклар х  нинг х, га етарли даражада якин 

Хамма кийматларида / ( х )  функциянинг кийматлари х, нукта-
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ги кийматидан кичик эканини курсатади. Демак, х, нуктада 
функция максимумга эгадир.

■' Теореманинг минимум учун етарли шарт хакидаги  иккинчи 
кясмн хам шу равишда исбот килинади.

106- раем 2- теореманинг маъносини кургазмалн тасвирлайди. 
нуктада f ' ( x t) = 0  ва х  нинг х х нуктага етарли да

ражада якин хамма кийматлари учун ушбу тенгсизликлар
х  <  х , булганда / '  (х) >  0,

х  >  .  / ' ( ■ * ) <  0
бажарилади деб фараз килайлик.

Бу холда х  <  Xj булганда эгри чизикка уринма Ох Ук билан 
уткир бурчак хосил килади — функция усади; х  >  х ,  булганда 
эса, уринма Ох  ук билан утмас 
бурчак хосил килади — функция 
камаяди; х  =  хх булганда функ
ция усишдан камайишга утади, 
яъни максимумга эга булади.

Агар х а нуктада / '  (х2) =  0 ва 
х  нинг х 2 нуктага етарли дара
жада якин булган хамма киймат
лари учун ушбу тенгсизликлар

х  <  х 2 булганда / '  (х) <  0,
х  >  х 2 булганда / '  (х) >  О

бажарилса, бу холда х  <  х 2 булганда &гри чизикка уринма Ох 
Ук билан Утмас бурчак х °сил килади — функция камаяди; 
х > х 2 булганда эса эгри чизикка уринма Ох  ук билан уткир 
бурчак хосил килади — функция усади, х  =  х 2 булганда функ
ция камайишдан усишга утади, яъни минимумга эга булади.

Агар х ,  нуктада / '  (х3) =  0 ва х  нинг х ,  га етарли даража
да якин хамма кийматлари учун ушбу тенгсизликлар.

х  <  х ,  булганда / '  (х) >  О,
х  >  х 3 я / '  (х) >  О

бажарилса, бу холда х  <  x s булганда хам, х  >  х ,  булганда 
*ам функция усади. Демак, х  =  х* булганда функция макси
мумга хам, минимумга хам эга бУлмайдЛ^(удДи шундай хол 
У =  х 3 функция учун х = * 0  нуктада руй беради.

Хакикатан хосила у ' =  Зх1, демак,

(У ')х -0 * = ° .
(/),<«>. о.
(/),>«> о,
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бу эса х  =  0 булганда функция на максимумга ва на мини- 
мумга эга эмас деган суздир (юцоридаги 102- расмга карал- 
син).

4- §. Дифференциалланувчи функцияни биринчи 
досила ёрдами билан максимум ва минимумга 
текшириш схемаси

Утган параграфда айтилганларга асосан дифференциалла
нувчи у = / ( • * )  функцияни максимум ва минимумга текшириш 
коидасини куйидагича ифодалаш мумкин:

1. Функциянинг биринчи хосиласини, яъни / '  (х ) ни топамиз.
2. Аргумент х  нинг критик кийматларини топамиз; бунинг 

учун:
а) биринчи хосилани нолга тенглаймиз ва хосил булган 

/ '  (х) =з0 тенгламанинг хакикий илдизларини топамиз;
б) х  нинг / ' (х) косила узилишга дучор буладиган киймат

ларини топамиз.
3. Хосиланннг критик нуктадан чапдаги ва унгдаги ишора- 

сини текширамиз. Иккита критик нукта оралигидаги интервалда 
хосиланинг ишораси узгармайди, шунга кура, масалан, х 2 кри
тик нуктанинг (106- раем) чап ва унг томонида хосила ишо- 
расинн текшириш учун хосиланинг а ва Э нукталардаги иию- 
расини аниклаш кифоя (-Vj <  а <  х 2, х 2 <  р <  х ,, бу ерда x t ва 
х 3 энг якин критик нукталар).

4. Аргументнннг хар бир критик кийматн учун / ( х )  функ
циянинг кнйматини хисоблаймиз.

Шундай килиб, мумкин булган холларнинг куйидаги схе
матик тасвирини хосил киламиз:

Критик нуцта х, дай утишда /'(дг) 
цосиланинг ицюраси: Критик нуктанинг характеры

X < X i дг =  дг, дг>дг,

+
/ '  =  0 

ёки узилувчи — Максимум нуктаси

—
) '  U l)  =  о

ёки узилувчи + Минимум нуктаси

+
/ '  (-г») -  0

ёки узилувчи +
Максимум *ам, минимум 

*ам йук (функция усади)

—
/ '  (* ,) =  0 

ёки узилувчи —
Максимум *ам, минимум *а» 
иук (функция камаяди)



г
—1

1 .  м и с о л .  Ушбу

У =  ^  -  2дг« +  Здг +  1

. икиия максимум ва минимумга текширилсин.
" Е ч и ш  1) Биринчи хосилани топамиз:

/  =  ж» — Ах +  3.

2) х 2 — Ах +  3 0 хосиланинг цакикий илдизларнни топамиз.
Д емак,

дг, =  1, дг, =  3.

Хосила хамма иукталарда узлуксиз. Демак, бошка критик нукта лар йук.
3) Критик кийматларни текширамиз ва текшириш натижаларинн 107- 

расмда курсатамиз.
Биринчи критик нукта дг, =  1 ни текши

рамиз. у ' =  (дг — 1) (ДГ — 3), шунга кура

дг <  1 булганда у ’ = ( —)■(—) >  0;. 
х  >  1 булганда у * = (+ )•(—) < 0.

Демак, дг, =  1 кийматдан (чапдан унгга)
{тишда хосиланннг ишораси плюсдан минусга 
узгарадн. Демак, дг =  1 нуктада функция мак- 
симумга эга, унинг киймати
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( У ) , - 1 = 1  •

Энди иккинчи критик нукта дс, =  3 ни 
текширамиз:

д с < 3  булганда у ' =  ( + ) • ( —) < 0;
д г > 3  булганда у ’ =  ( + ) • ( + ) > 0.

Демак, дс, =  3 нуктадан утишда хосила- 
иинг ишораси минусдан плюсга узгаради.* 
Шунга кура дг, =  3 нуктада функция мини
мумга эга, унинг киймати

Уг_а =  1.

Утказилган текширишга асосан функциянинг графнгини чизамиз (107-
расм).

2 -  м и с о л .  Ушбу функция

у  г* (л — 1) ^ 1?

максимум ва минимумга текширилсин.
Е ч и ш .  1) Биринчи досилани т о п а ж ^

3 3/ J  3 J / ?
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2) Аргументнинг критик кийматларини топамиз: а) хосила нолга айла- 
надиган нукталарни топамиз:

, 5х — 2 2

> ' - 1 ^ 7 “  ' ‘ " т '
6) хосиллиинг узилиш (бизнинг мисолимизда чексизликка айланади! ан)

нуктасини топамиз. БунтаП нукта
дг, =  0

нуктадир. (дг, =  0 нуктад^ функ
циянинг узи аникланган &а узлук
сиз эканини кайд Килиб

Бошка критик нукталар йук. 
3) Тойилган критик й^талар

2
характерини текширами». , =  —
нуктанн текширамиз. Бунда

О') . < 0 .  
*< Г

</ ) > »

эканлигини аътиборга олиб, функ-
2

ция х  =  нуктада минимумга
»га деган хулосага келамиз. Ми
нимум нуктада функциянинг кии- 

'  „ мати:
108- раем.

{ у ) х -  f  “  ( т  “  *) 1^ 5 5  =  “  Т
Иккинчи критик нукта х  =  0 ни текширамиз:

(У)х<о>°. ( А г > 0 < °
эканини к^риб, х  — 0 нуктада функция максимумга эга деган хулосага кс- 
ламиз. Бу максимум нуктада функциянинг киймати

< Пг = 0 = °
булади. Текшнрилаётган функциянинг графиги 108- расмда тасвнрланган.

5- §. Функцияни максимум ва минимумга 
иккинчи косила ёрдамида текшириш

у = f ( x )  функциянинг хосиласи х  = нуктада нолга afl- 
ланади, яънн / '  (л,) =  0 деб фараз киламиз. Бундан ташкари, 
иккинчи хосила f" (x )  мавжуд ва х х нуктанинг бирор атрофнда 
узлуксиз булсин. У холда ушбу теорема тугри булади.

Т е о р е м а . / '  (хх) = 0 булсин; у вацтда / "  (дг,) <  0 булса, 
функция х  =  х ,  нуцтада максимумга эга, / "  ( j c , )  >  0  булса, 
функция х  =  нуцтада минимумга эга булади.
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И с б о т .  Аввал теореманинг биринчи цисмини нсботлаймиз.  
/ '  (*i) =  О ва / "  (а , )  <  О

булсин.
Шартга кура а  =  х х нуцтанинг бирор атрофида / "  (л) у зл ук 

сиз булга и и учун, х  =  х х нуцтани у з  ичига олган бирор кичик 
кесма топиш мумкинки, унинг хамма нуцталарнда иккинчи 
досила / '  (а )  маифий булади.

/ " ( а )  га биринчи хоенладан биринчи досила / "  (а )  =  (/'(д:))' 
деб цзРаш мумкин. Шунга кура ( / ' ( * ) ) '  < 0  шартида х  = а ,  
н у ц т а н н  уз ичига олган кесмада / '  (л) нинг камайиши маълум 
булади (V боб 2- §). A m m o  / ' ( a i ) = 0 ,  демак, шу кесмада 
х  < х х булганда / '  (а )  >  0 булади, х  >  а ,  булганда эса / ' ( • * ) < О 
булади, яъни / '  (а )  хосиланинг ишораси х  =  л ,  нуцтадан утиш
да плюсдан минусга узгарадн; бу эса а ,  нуктада / ( а )  функция 
максимумга эга деган суздир. Шу билан теореманинг биринчи 
цисми исботланди.

Теореманинг иккинчи циемн хам шу тарица исботланадн, 
яъни: агар / "  (х) >  0 булса, а  =  а ,  нуцтани уз ичига олган 
биронта кесманинг хамма иуцталарида / "  (а )  >  0 булади, лекин 
у *олда шу кесмада / " ( а )  =  (/ ' ( а ))' >  0 ва, демак, / ' ( а )  усади. 
f ' ( x l) = 0 булганнучун х х нуцтадан утишда / ' ( а )  хосиланинг 
ишораси минусдан плюсга узгаради, яъни а  =  а ,  нуцтада / ( а )  
функция минимумга эга булади.

Агар критик нуктада / "  (а , )  =  0 булса, а  =  а ,  нуктада ё 
максимум, ёки минимум булиши, ёки на максимум ва на мини
мум булмаслиги мумкин. Бу холда текширишни биринчи усул 
билан олиб борнш керак (V боб 4- § га каралсин).

Функцияни иккинчи хосила ёрдамида экстремумга текши
риш схемасинн ушбу жадвалда тасвирлаш мумкин:

/ ( * . )
Критик нуктанинг 

характер)!

0 _ Максимум нуктаси
0 4“ Минимум нуктаси
0 0 Номаълум

1 - м и с о л .  Ушбу

у =  х  +  cos 2х

Функциянинг максимум ва минумуми бор-йуклигн текширнлснн.
Е ч и ш .  Берилган функция даврн 2к булган даврий функция булгани 

учун текширишни (0, 2к) шесмада утказнш кифоя.
12 И. С. Пискукоа W
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1) Биринчи хосилани топамиз:
/ г =  2 cos дг — 2 sin 2дг =  2 (cos дг — 2 sin дг cos дг) —

=  2 cos х  (1 — 2 sin дг).
2) Аргументнииг критик кийматларини топамиз:

2 cos х  (1 — 2 sin дг) =  О,
* я 5* 3*

= -|р, = Т  • *3 = "6 * х* = Т
3) Иккинчи хосилани топамиз:

у" =  — 2 sin дс — 4 cos 2дс.
4) Хар бир критик нуктанинг характерини текширамиз:

(у") < =  ~ 2' Т  — 4'ТГ =  — 3 < ° -д-,- -g ^ *
It

Демак, дг, =  -g- — максимум нукта; бу нуктада функциянинг киймати;

п 1 1 3<»,-! - 2 *т + т - т -
Су игра

(у ')  .  = - 2 -  1 +  4- 1 =  2 >  0.
* " 7

1К
Демак, х 3 =  ~2~ нуктада минимумга эгамиз:

(у) « = 2 1 - 1  =  1. 
а

5«
дг3 =  у  нуктани текширамиз:

(У0) ,  s « =  — 2- - у  — 4 у  =  —3 < 0 .
6

5*
Демак, дс3 =  -g- нуктада функция максимумга »га:

„ 1 1 3  
* = 2‘Т + Т  = Т -

Нихоят,

(У*) З ж = - 2 ( - 1 ) - 4 ( - 1 )  =  6 > 0 .
2

3*
Демак, дг4 =  у  нуктада функция минимумга эга:

(у) 3JL =  2 ( - 1 ) - 1  = - 3 .
I

Текширилган функциянинг графиги 109- расмда тасвнрланган.
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Биронта х  = Хх нуктада / '  (л^) =  0 ва f  (*,) =  0 булса, бу 
нуктада f ( x )  функция ё максимумга, ё минимумга эга булиши, 
ё булмаса на максимумга ва на минимумга эга булмаслигини 
куйидаги мисолларда курсатамиз.

2 - м и с о л .  Ушбу
у = 1 — дг*

функция м а к с и м у м  ва  м и н и м у м г а  т е к ш и р и л с и н .
Е ч и ш .  1) Критик нукталарни топамиз:

у' =  -  4x3, _  4*3 _  о, х  = 0 .
2) И к к и н ч и  х о с и л а н и н г  х  — 0 н у к т а д а г и  и ш о р а с и н и  аниклаймиз:

у"  =  — 12х*( (У*)ж_ о  =  0-

Демак, бу м и с о л д а  и к к и н ч и  х о с и л а  и ш о р а с и  е р д а м и  б и л а н  к р и т и к  н у к та н и н г  
характерини а н и к л а б  б у л м а й д и .

3 )  К р и т и к  н у к т а  х а р а к т е р и н и  б и р и н ч и  у с у л д а  т е к ш и р а м и з  (V б о б  4 -  §  га  
М раяснн);

(/>,<о><>. < / ) , > о < 0
Демак, х  — 0  нуктада функция максимумга эга, унинг киймати;

(У ) ,-о  =  1- #

1е к ш н р и л г а н  ф у н к ц и я н и н г  г р ^ Ь и г и  110- р а с м д а  т а с в н р л а н г а н .
- м и с о л .  Ушбу ^

Функция максимум ва миниму 
Е ч и ш .  Иккинчи усул биы‘ЛШер

=  Л«
екширилсин.

екширамиз:

1) у ' =  6х», у ’ =  6л:5 =  0, х  =  0; 2) у" =  ЗОдг*, (у ' ) , „ 0 =  О.

12*
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Шундай к><либ, текшнрилаётган функциянинг [— 3; кесмадаги энг капа

(> ) ,_  - 1  =  5.
кинмати

энг кичик кийматн эса
СУ)* = -3 = — 15-

Тскшприлган функциянинг графиги 113- расмда тасвирланган.

7- §. Функциялар максимуми ва минимуми 
назариясининг масалалар ечишга татбици

Максимум ва минимум назарияси ёрдами билаи геометрия, 
механика ва хоказоларга дойр купгина масалалар ечилади. 
Шундай масалалардан баъзиларини курамиз.

1 - м а с а л а .  Горизонтга ? бурчак билан кияла- 
тиб к5’йилган ту план г„ бошлангич тезлик билап 
отилган Укнинг бушликда учиш узоклиги R — OA

у ( , 14- Рас*>
R __ t>3 sin 2<f 

g
формула билан аникланади (g  — огирлнк кучинннг 
тезланишн). Берилган и0 бошлангич тезликда Укнинг 
учиш узоклиги R  энг катта булиши учун «р бурчак 
Кандай булиши аниклансин.

Е ч и ш . / ?  микдор узгарувчи <р бурчакнинг функ-
г.

цияси. Шу функцияни 0 <  <р <  у  кесмада макси
мумга текширамиз!

dR_
d<f

2v\ cos 2<f 2 vq c o s  2<f

g g
=  0,

критик к«ймат

(PR
—

4i>q sin 

' i
(<PR\
W )

4vg
< 0.

Демак, ? =  - j-  кийматда R  функция

w  ■ =  i  
f * g

максимумга эга.

R  функция jo; - jJ  кесманинг учларнда ушбу 
кнйматларга эга булади:

113- раем.
=  0.
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Ш у н д а й  килиб, топилган максимум R  функциянинг энг катта кийматн-

м а с а л а .  Берилган v  *ажмдаги цилиндрнинг тула сирти S  энг кичик 
л»лишн УЧУН Цилиндрнинг улчовлари кандай булиши керак?

£ чи ш. Цилиндр асосининг раднусинн т билан, цилиндрнинг баландли- 
гинн А билан белгилаб, тула сирти учун ушбу ифодага эга буламиз:

S  =  2 V *  +  2 к г  h.

Цилиндрнинг *ажмн v  маълум, шунинг учун г  берилганда А нинг инк- 
дори ушбу %

v — г. r*h

формула билан аникланади, бундан
v

А - г-Г
Н нинг бу ифодасини 5  нинг форму- 
ласига цуямиз;

4ки

5  =  2гг* +  2кг

Бу ерда v  — маълум сон. Шундай килиб, 5  ни факат биргина эркли уз
гарувчи г  нинг функцияси каби ифодаладнк.

Бу функциянинг 0 < г < о о  ораликлаги энг кичик кийматини топамнз:

v \
Тг = 2 \ 2%г-7 * )  *
v * / »

2кг -  ^  =  0, г, =. у  ^  ,

Демак, г  =  г, нуктада 5  функция минимумга эга. Айни вактда Пт 5 =  *>,г—о
Ит S  =  ао, яъни г  нолга ёки чексизликка ннтилга^да S чексиз катталаша-

Яи. Демак, г =  гх нуктада 5  функция э н г  к и ч и к  к н й м а т г а  эга булади.
' * / *  1 * 

Лекин г  =  булса, у *олда ф

V - F l y
®УНдаП килиб, маълум v  дажмдаги цилиндрнинг тула сирти 5  энг к и ч и к  

Улиши учун, цилиндрнинг баландлиги днаметрига тенг булншк керак.
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Чемак, иккинчи усул жавоб бермайди. Биринчи усул билап текширамиз:

<У')ж < о <0 . ( У % > 0> 0 .
Дсмак, дг =  О булганда функция минимумга эга (111- раем).

111- раем.

4- мисол.  Ушбу 
У =  ( * - ! ) *

функция максимум ва минимумга текширилсин^ 
Е ч и ш .  Иккинчи усул:

у ’ =  3 ( х —  I )2
у '  =  6 ( д с — 1),

3 (д г -1 )»  - 0 ,  * - 1 |

112- раем .

шундай килиб, иккинчи усул жавоб бермайди. 
Биринчи усул бмлан топамиз:

</),<!><>. ( / ) , > ,  > о .
Демак, дг =  1 нуктада функция на максимум

га ва на минимумга эга эмас (112- раем).

6- §. Функциянинг кесмадаги энг катта 
ва энг кичик кийматлари

У = / ( • * )  функция [а, Ь] кесманинг хамма нуцталарида уз
луксиз деб фараз килайлик. Бу холда шу кесмада функция 
энг катта цийматга эга булади (II боб 10- § га каРанг). f  ix) 
функциянинг берилган кесмадаги критик нукталарининг сони 
чекли деб фараз киламиз. Агар энг катта кнймат [а, Ь\ кесма 
ичида булса, у циймат (агар бир неча максимум булса) мак- 
симумлардан биттасн, яъни энг катта максимум булади. Лекнн
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энг катта киймат кесма четларинииг бирида булиши хам мум-

кИНц]уНдай килиб, функция [а, Ь] кесмада узинннг энг катта 
кийматига кесманинг ё бош нуктасида, ё охирги нуктасида, б 
булм аса функция учун максимум булган ички нуктасида етншн

М̂ *Функциянинг энг кичик киймати хакида хам шундай дейиш 
м ум кин: функция узинннг энг кичик кийматига кесманинг ё 
бошида, ё охирида, ё булмаса функция учун минимум нукта 
б\лган ички нуктада етиши мумкин.

Айтилганлардан ушбу коида ке-таб чикади: агар J«, b\ кес- 
мпда узлуксиз функциянинг шу кесмада энг катта кнйматини 
топиш талаб этилса, ушбу амалларни бажариш керак:

1) Функциянинг кесмадаги хамма максимум ва миннмумла- 
ри топилади;

2) кесманинг бош ва охирги нукталарида функциянинг кий
матлари аникланади, яъни / (а) ва f (Ь) хисобланади;

3) Функциянинг юкорида топилган хамма кийматлари ора- 
сидан энг каттаси танлаб олинади; ана шу киймат функциянинг 
берилган кесмадаги энг катта киймати булади.

Функциянинг берилган кесмадаги энг ки>1ик кнйматини то
пишда хам шундай ишлар бажарилади.

м и с о л .  Ушбу у =  дг*—  Здг +  3 функциянинг [ — 3; у  j кесмада энг 
а ва энг кичик кийматлари аниклансин.

Е ч и ш .  1) Функциянинг | — 3; у ]  кесмадаги максимум ва миннмумла-
рини топамиз:

у ' =■ Здг2 — 3, Здг2 — 3 =  0, дг, =  1, дг, =  — 1, 
у" =  бдг, у лолда (у")х-1 =  6 > 0-

Демак, дг =  1 нукта минимум нукта экан;

(У>,-1 =  1
Иккинчи критик нукта ни текширамиз:

(У')х = - 1 = - 6 < 0 .

Демак, х  =  — 1 нукта максимум нукта экан:

5.

2) Кесманинг бош ва охирги * ^ « « |а р и д а  функциянинг кнйматини аник-
•аймиз;

= ¥ •  ° V - 3  =  “ 15-2
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8- §. Тейлор формулаеи Ярдами билан 
функцияни максимум ва минимумга текшириш

Агар биронта х  — а нуктада / '  (а) =  0 ва / "  (а) =  0 булга, 
уша нуктада ё максимум, ё минимум булиши, ёки униси x;nt] 
буниси хам булмаслиги мумкинлиги V бобнинг 5 * § д а  кУрпл- 
ган эди. Бу холда масалани ечиш учун текшнришни биринчи 
усулда олиб бориш, яъни х  =  а нуктадан чапда ва ^нгда Г>и- 
ринчи хосиланинг ишорасини текшириш йули билан олиб г»о- 
риш кераклигн курсатилган эди.

Энди бу холда текширишни IV бобнинг 6- § да чикарилган 
Тейлор формулаеи ёрдами билан ^тказиш мумкинлигини кур- 
сатамиз.

Умумнйлик учун f ( x )  функциянинг факат f " ( x )  гина ьмас, 
балки л-тартибгача (л-тартибнн хам кушиб) хамма хоси- 
лалари х  — а нуктада нолга айланади деб фараз киламиз:

/'(«)= /" (а) = ... = /л(а) = 0. (1)
лекин

/ <я + 1>(а ) *  0.
Сунгра f ( x )  функция х  = а нукта артофида (л +  1)-тартнб- 

гача [(л Н- 1)- тартибни хам кушиб] узлуксиз хосилаларга ьга 
деб фараз киламиз.

f  (х) функция учун (1) тенгликни эътиборга олган холла 
Тейлор формуласини ёзамиз:

/(■*> =  /< * )  +  / (Л+1># > ,  (2)
бу ерда I а билан х  орасндаги сон.

/'■Лг1) (х ) функция а нукта атрофида узлуксиз ва / (л+,)(а)У= 0 
булгани учун шундай кичик мусбат А сон топиш мумкинки, 
х  нинг \ х  — а \ <  h тенгсизликни каноатлантирадиган хар к311* 
дай киймати учун / <л+‘) (*) ф  0 булади. Бунда, а г а р / я+1) ( а ) > 0  
булса, (а  — А, а + h) интервалнинг хамма нукталарида 
j ,л+1) (х) >  0 булади; агар / (п+ ’ (а) <  0 б^лса, шу интервал- 
нннг хамма нукталарида / (л+1> (х) <  0 булади.

(2) формулани ушбу шаклда ёзамиз:

/ < * ) _ / < a ) = (i = $ £ ! /«♦ '> < ()  ,2')

ва тур^и хусусий х°лларни караб чикамиз.
Б и р и н ч и  х о л .  л — ток сон.
а) / <л+1) (а) <  Обулсин. Бу холда хамма нукталарида (л-И)* 

хосила манфий буладиган (а — А, а +  А) интервал топилади.
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»гяр х  шу интервалнинг нуктаси булса, I хам а — А билан
-{-ft орасида булади ва, д е м а к , / (п+1)(;) <  0 булади. п +  1 

«уфт с°н* шУнга кУРа> х ф  а да (х  — а )л+1 >  0, шунинг учун 
2'» формуланинг унг томони манфий булади.

Демак, х*ф а да (а — И, а +  А) интервалнинг хамма нукта
ларида

f ( x ) - f ( a ) <  О,

бу эса л  =  о нуктада функция максимумга эга демакдир.
б) / (п+1) (а) >  0 булсин. Бу холда А нинг етарлича кичик 

кийматида (а — А, а -+• А) интервалнинг хамма х  нукталарида 
у(«+ц ^  >  q д емаК( (2') формуланинг унг томони мусбат бу
лади, яъни х  ф а  да уша интервалнинг хамма нукталарида

/(•*) —f ( a )  >  О
Ф

булади, бу эса х  =  а нуктада функция минимумга эга деган 
суздир.

И к к и н ч и  х о л .  п — жуфт сон.
Бу холда п +  1 ток сон ва (х  — a )n+l микдор х  <  а ва 

х  >  а булишига ка раб хар хил ншорага эга булади.
Агар А абсолют микдор жнхатдан етарли даражада кичик 

булса, (а — А, а +  А) интервалнинг хамма нукталарида ( л + 1 )  
*осиланинг ишораси унинг х  = а нуктадаги ишораси каби бу
лади. Демак, f ( x ) —f ( a )  айирма х < а  ва х  >  а булишига 
караб хар хил ншорага эга булади. Б у эса х  =  а нуктада мак
симум хам, минимум хам йУклигини курсатади.

Агар п — жуфт сон булганда / (я+ , (а) > 0  булса, бу холда 
х <  а у ч у н / ( х )  < f ( a )  булади, х  >  а учун эса / ( х )  > / ( « )  
булади.

Агар л — жуфт сон булганда f {n+l)( a ) <  0 булса, бу хол
ла х  <  а учун / ( х )  >  / ( а )  булади, х  >  а учун эса / ( х )  </ { а )  
буладн.

Эришилган натижаларни бундай ифодалаш мумкин.
Агар х  — а булганда #

/ ' ( « )  = j " ( a )  =  . . .  = / " ( a )  =  0 ^

булса ва нолга айланмайдигаи биринчи хоснМИРя+1) (о) жуфт 
тартибли хосила булиб, а нуктада

/ я+1) (а) <  0 булса, / ( х )  м а к с и м у м г а  эга;

/ (л+,) (й) >  0 булса, / ( х )  м и н и м у м г а  эга.
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Агар нолга айланмайдиган биринчи хосила /  л+ (а) то  к 
тартибли булса, а нуктада функция максимумга хам. мини
мумга хам эга булмайди. Бунда

/ (л+1)( а ) > 0  булса, / ( х )  у с а д и ;

/ <*+1) (я) <  0 булса, /  (х) к а м а я д и .

М и с о л .  Ушбу функция
/  (дг) =  х 1 — 4дг3 +  бдг1 — 4дс 1

максимум ва минимумга текширилсин.
U ч и ш. Функциянинг критик кийматларини топамиз:

/ '  (дг) =  4дг* -  12jcs +  1 2 *  -  4  =  4 (ж *  -  Здг> +  3 jc  -  1).

Мана бу
4 (дс3 — Злг; +  Здс — 1) =  О 

тенгламадан ягона критик нуктани топамиз:
х  =  1

(чункн тенглама биттагина хакикий илдизга эга). 
дс— 1 критик нуктанинг характерини текширамиз:

дс =  1 булганда /*  (дг) =  12дг* — 24дс +  12 =  О,
ж =  1 .  Г  (-г) =  24* -  24 =  О,
лар кандай дс учун / |V (дг) =  24 >  0.

Демак, дс =  1 нуктада /(дг) функция минимумга эгадир.

9- §. Эгри чизицнинг кавариклиги ва ботицлиги.
Бурилнш нуцта

Бир кийматли дифференциалланувчи / ( х )  функциянин 
кнсликдаги графнги булган y = f ( x )  эгри чизикни караймиз.

1- т а ъ р и ф .  Агар (а, Ь) интервалда эгри чизикнинг хамма 
нукталари унинг хар кандай уринмасидан пастда булса, ui у  
интервалда эгри чизикнинг цаварицлиги юцорига цараган 
деймиз.

Агар (Ь, с) интервалда эгри чизикнинг хамма нукталари 
унинг хар кандай уринмасидан юкорида булса, шу интервалдя 
эгри чизикнинг цаварицлиги пастга йуналган деймиз.

Кавариклиги юкорига караган эгри чизикни цавариц эгри 
чизик. кавариклиги пастга караган эгри чизикни ботиц эгри 
чизик деб атаймиз.

115- расмда (а, Ь) интервалда каварик ва (b, с) интервалда 
ботик эгри чизик курсатилган.

Эгри чизик кавариклигининг йуналиши эгри чизик шаклн- 
нинг мухим характеристикасидир. Бу параграф у =  f ( x )  функ-
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ияни текшириб, графигининг турли ннтервалларда кавариклн- 
г и н и н г  йуналиши *акида фикр *осил. буладиган белгилар то- 
п и ш г а  багишланган.

ушбу теоремани исботлаймиз.
1- т е о р е м а .  Агар (а,Ь) интервалнинг хамма нуцтала- 

рида / ( * )  функциянинг иккинчи хосиласи манфий, яъни 
у(  х ) < 0  булса, шу интервалда у = f ( x )  эгри чизщ нингца- 
еарицлиги юцорига цараган 
(эгри чизиц цавариц) булади.

И с б о т .  (а, Ь) интервалда 
ихтиёрий х  =  х 0 нуктани ола
миз (115- раем) ваэгри чизикка 
унинг абсциссасн х  = .v0 бул
ган нуктасида уринма утказа- 
миз. Агар эгри чизикнинг 
(а,Ь) интервалдаги *амма 
нукталари шу уринмадан паст- 
да ётганини, яънн у =  f ( x )  
эгри чизик исталган нуктаси- 
нинг ординатаси уринманинг
Уша х  кийматдагн ординатаси булган у дан кичиклигини аннк* 
ласак, теорема исботланган булади.

Эгри чизик тенгламаси ушбу куринишга эга:

У = /< * ) •  (1)
Эгри чизикка унинг х  = х 0 нуктасидаги уринма тенгламаси 
ушбу куринишга эга:

У f ( x 0) = / ' ( х в) ( х - х 0)
ёки

У = f ( x o) + / ' ( х 0) ( х - х 0). (2)
(1) ва (2) тенгламалардан абсцисса х  нинг бир кийматига 

мос эгри чизик ва уринма нукталари ординаталарининг айнр- 
маси

115- раем.

У = / ( * ) —/(■*«' - / '  (*о) ( х - Я о )

Жэканл,)ги келиб чикади.
f ( x )  —/ (лг0) айирмага Лагранж теоремасин 

тенгликни топамиз:
лланиб, ушбу

У “  У -  / '  (О (•* — х 0) -  / '  (дг0) (х  -  ,*0) 
(с нукта х0 билан х  орасида ётади) ёки

У ~  У =  [/ ’ (с) ~  f  (*•)] (х -  х 0) . '
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/ '  (с) — / '  (JCо) айирмага яна Лагранж теоремасини кулланиб 
ушбуни хосил киламиз:

у — У =  / "  (Cl) (с -  х 0) (х  -  х0)
(с, нукта х 0 билан с орасида ётади).

Аввало х  >  х 0 булган холни караймиз.
•*„ <  Ci < с <  х;. бунда

х  — х 0 > 0 , с — х0 >  О

ва ундан ташкари, шартга Kj/pa
f"(ci)<0,

шунинг учун (3) тенгликдан у — у <  0 эканлиги келиб чикади.
Энди х < х 0 булган холни караймиз. Бу холда х  <  с <  сх <.д0 

ва л: — х0 <  О, с — х 0< 0 булади ва шартга кура / "  (сх) <  о 
булгани учун (3) тенгликдан

У - У  < 0
• «

эканлиги келиб чикади.
Шундай килиб, (а, Ь) интервалда х  ва х0 нинг хар кандай 

К ийматларида эгри чизикнинг исталган нуктаси шу эгри чизикка 
утказилган уринма нуктасидан пастда ётганлигини иСботладик. 
Бу эса эгри чизик каварик деган с^здир. Теорема исботланди. 

Ушбу теорема хам шу тарзда исботланади.
Г- т е о р е м а .  Агар (b, с) интервалнинг хамма нуцтала- 

рида f  (х) функциянинг иккинчи хосиласи мусбат, яъни 
/ " ( л - ) > 0  булса, uiy интервалда у = f ( x )  эгри чизикнинг 
цаварицлиги пастга йуналган (ботщ) булади.

И з о х .  1 ва Г- теоремаларнинг мазмунини геометрик тас- 
вирлаш мумкин. (а, Ь) интервалда каварик булган у = / ( * )  
эгря чнзикни карайлик (116- раем). / '(-*) хосила эгри чизикка 
унинг абсциссаси х  булган нуктасидаги уринманинг Ох укка 
огиш бурчаги а нннг таигенсига тенг, яъни / ' ( x ) = t g а. Шу
нннг учун /"(дг) =  [ tg*]V  Агар ( а ,Ь) интервалда хамма дс учун 
/ "  (х) <  0  булса, бунинг маъноси х  нинг усишн билан Iga камая- 
ди демакдир. х  нинг усиши билан tg а камайганда тегишли 
эгри чизикнинг каварик булиши шаклда равшан к^риниб ту- 
рибди. 1- теореманинг узи шу фактнинг аналитик нсботидир.

1'- теорема хам шунинг сиигари геометрик усулда тасвир- 
ланади (117- раем).

1 - м и с о л .  У шбу
у =  2 — дг*

т е н г л а м а  б и л а н  б е р и л г а н  э г р и  ч и з и к н и н г  ц а в а р ш у т и к  в а  б о т и к л н к  интервал- 
л а р и  а н и к л а н с и н .

(3)

By холда
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£ Ч и ш. Иккинчи досила х  нинг *амма кийматлари учун манфий, яъни:
у '  =  —  2 < 0 .

хамма ерда эгри чизнкнинг кавариклиги юкори га караган (118- раем). 
^ еМ 2 - м и с о л .  Эгри чизик ушбу тенглама билан берилган:

у =  ех .

116- раем. 117- раем.

Е ч и ш.  Иккинчи косила х  нинг *амма киймати учун мусбат:
у ' = е * > 0 ,  ,•

демак, агри чизик ламма ерда ботик, яъни кавариклиги пастга караган 
(119- раем).

118- раем. 119- раем.

3 - м и с о л .  Эгри чизик ушбу тенглама билан аникланган:
у  =  х*.

у"  =  блг,
Иккинчи досила
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шунинг учун, лс< 0  булганда у ' < 0  ва дс> 0  булганда у ’  >  0. Демак, * 
булганда эгри чизнкнинг кавариклиги юкорига караган, х  >  0 булганда jC. 
кавариклиги настга караган ( 120- раем).

2 -  т а ъ  р и ф .  Узлуксиз эгри чизикнинг цаварик кисмщщ 
ботик кисмидаи ажратгаи нукта эгри чизицнинг бурилиш нуц. 
таси деб аталади.

120, 121 ва 122- расмлардаги О, А ва В нукталар бурилищ 
иукталардир.

Равшанки, бурилиш нуктадаги уринма эгри чизикни кесиб 
у т а д и ,  чунки бу нуктанинг бир томонидаэгри чизик уринма 
остида булса, иккинчи томоннда уринма устида булади.

Энди берилган нукта эгри чизикнинг бурилиш нуктаси бу- 
лиши учун етарли шартларни аниклаймиз.

2 - т е о р е м а .  Эгри чизиц у — f  (х) тенглама билан дниц. 
ланган булсин. Агар f"  (а) =*0 булса ёки / " (а)  мавжуд б ул
маса ва х=* а нуцтаоан утишда f "  (х ) нинг ишораси узгар- 
са, эгри чизицнинг абсциссаси х  =* а булган нуцтаси бурилиш 
нуцта булади.

121- раем.

И с б о т .  1) х < а  булганда / " ( • * ) <  0 ва х  >  а булганда 
f  (х ) >  0 булсин.

У вактда х  <  а  булганда эгри чизик каварик ва х  >  а бул
ганда ботик булади. Демак, эгри чизнкнинг абсциссаси х   ̂ & 
булган нуктаси бурилиш нуктадир (121- раем),

2) Агар х < Ь  да f " ( x ) >  0 ва х  >  b да ( j c )  <  0 булса, 
х  <  Ь да эгри чизик ботик, х > Ь  да эса каварик булади. Де- 
мак, эгри чизикнинг абсциссаси х-= b булган нуктаси бурилиш 
нуктадир (122- раем).

4 - м и с о л .  Ушбу
у  =  е ~ х'  (Гаусс эгри чизиги)

эгри чизикнинг бурилиш нуктадари топилсин \амда каварпцлнк да ботик-1 и* 
интервалларн аниклансин.
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Е ч и ш. 1) Биринчи ва иккинчи хосилаларни топамиз:
у ' =  — 2 х е ~ *  
у'  (2дг* — 1).

2) Биринчи ва иккинчи хосила хамма нукталарда мавжуд. х  нинг у" =  О 
к*«*1иган кийматларини топамиз:

2 е -* '(2 х * ~  1) =  О,

/ Т .  / Т -  ,

122- раем.

3) Топилган кийматларни текширамиз:

х  <  -  булганда у" >  О,

■*> — булганда у" <  0;

Х| нуктадан утишла иккинчи хосила ишорасини узгартиради. Демак, x t =•

— т= булганда »гри чизикда бурилиш нукта бор; унинг координаталарн:

( ' Л ' 4 )
булади;

х  <  —=. булганда у"  <  0, 
У 2

х  >  "Т у  булганда у ' > 0.

нингЛ^мак, х г =  булганда хам »гри чизнкла бурилиш нукта

|<0оРАИнаталарн. < е * )■ Иккинчи бурилиш нуктанинг мавжудлиги

Кадн ,цзи*нинг Оу УКК* нисбатан енмметрик эканндан бевоента келиб чи-

I
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4) Юцоридагидан ушбу натижа чикади:
1

_  оо <  х  <  — —=  булганда эгри чизик ботик;
V 2

— —! = < * <  р =  булганда эгри чизик каварнк:

< д г <  +  30 булганда 9гри чизик ботиц.

5) Биринчи цосила
у ' =  -  2хе -**  

нфодасидан ушбу натнжалар чикади:
дг< 0  булганда у ' >  0, яъни функция Усади) 
дг >  0 .  у ' < 0, . камаяди;
х  — 0 ,  у ' =  0.

Бу нуктада функция максимумга эга, унинг киймати; у  =  1. 
Утказилган текширишга асосан эгри чизик графигини чизиш ос 

(123- раем). ,
5 - м и с о л .  Ушбу

у =  х*
эгри чизикнинг бурилиш нукталари топилсин.

Е ч и ш .  1) Иккинчи лосилани топамиз;
у" =  12 х 1.

2) у" =  0 буладиган нукталарни аниклаймиз:
12дг* =  0, х  =  0.

3) Топилган дг =  0 кийматни текширамиз:
х  <  0 булганда у" >  0 — эгри чизик ботик;
* > 0  .  у '  >  0 —

Демак, эгри чизикнинг бурилиш нукталари йук (124- раем).
6 - м и с о л .  Ушбу

у =  (дг -  1) Т
эгри чизикнинг бурилиш нукталари топилсин.

Е ч и ш .  1) Биринчи ва'иккинчи лосилаларнн топамиз:

1 — -  2 - 4
/ = 3  ( •* - ! )  \  = 3 •
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2) Иккинчи досила *еч бир нуктада нолга айлаимайди, лекин я  =  1 
•анда у" мавжуд эмас (у* =  ± оо).
3) х  =  1 кийматии текширамиз:

дг< 1  булганда у * > 0 — эгри чизик ботик; 
* >  1 . у" < 0  — эгри чизик каварик.

125- раем.

Демак, х =  \ булганда бурилиш нуктаси мавжуд; бу (1; 0) нуктадир.
х  =  1 булганда у ' =  оо, яъни бу нуктада эгри чизик вертикал уринма- 

га эга (125- раем).

10- §. Асимптоталар

Купинча у =  f ( x )  эгри чизикнинг шаклини текшириита 
тугри келади, бунинг учун эса, узгарувчи ^укта  абсциссаси 
ёки ординатаси, ёки абсциссаси ва ординатаси бир вактда 
(абсолют киймати буйича) ч е к с и з  у с г а н д а  тегишли функ
циянинг узгариш характерини текширишга тугри келади. Бунда 
текширилаётган эгри чизик, унинг узгарувчи нуктаси чексиз*) 
узоклашганда, биронта тугри чизикка чексиз якинлашадиган 
*оли му^им хусусий *олдир.

Т а ъ р и ф .  Агар эгри чизнкнинг узгарувчи М  нуктаси чек
сиз узоклашганда унинг бирон Л тугри чизикдан масофасц.***» 
нолга интилса, А тугри чизик эгри чизикнинг асимптотаси 
Деб аталади (126- ва 127- расмлар).

Бундаи буён вертикал (яъни ордината укнга г |^Ш лел) ва 
°гма (яъни ордината укига параллел булмаган) асЖГптоталар- 
ни бир-биридан фарк киламиз.

*) Агар узгарувчи М нукта эгри чизик устида шундай ларакат кнлеакн, 
У "УКтанинг координаталар бошилан масофаси чексиз усса, бу *олда Узга
рувчи нукта эгри чизик буйича чексизликка ларакат килади деймиз.

И. С. Пи с») нов13
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1. В е р т и к а л  а с и м п т о т а л а р
Асимптотанинг тат.рнфидан, агар lim /(jc )  =  оо ёки lim/(.v)=*

лг-*а+0 x - a —t)
ёкн lim f ( x )  =  оо булса, у .^олда х = а  т?гри чизик у =  / ( д )

х-*в
’ 00

127- раем .

эгри чизикнинг асимптотаси эканлиги чикади; ва аксинча,агар 
х ~ а  тугри чизик асимптота булса, ёзилган тенгликлардаи 
бири бажарилади.

Демак, у =  f ( x )  эгри чизикнинг вертикал аенмптоталаринп 
топиш учун абсциссанииг шундай х = а  кнйматларнни топиш ке-

ракки, х  шу сонларга якинлач:- 
ганда у =  f ( x )  функция чексиз
ликка ннтилсин. Бу *олда х  =  а 
т ^ р и  чизик берилган эгри чизик
нинг вертикал асимптотаси бу
лади.

1 - м и с о л .  у эгри чизик
х  =  5  в е р т и к а л  а с и м п т о т а г а  э г а ,  чумки 
х  — 5 б у л г а н д а  у ■* оо б у л а д и  (128-

** ] -  и и с о д .  у  =  t g  х э г р и  ЧИЛ'К 
ч е к с и з  к у п  в е р т и к а л  а с и м п т о т а л а р г а  эга:

1C
х  =  ±  ^

5 *
х  —* i i  2 • • • •
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я Зк 5я я  Зя 5*
ty эса х ТГ, ~2 • ~2 • • • • > 6ки Т  * ••• КИЙматларга интил-
гаида t g *  нинг чексизликка ( t g x - * o o )  интилишидан келиб чикади
( l i9  р*'-'*)- j

3 - м и с о л. у  =  е х эгри чизик лг =  0 вертикал асимптотага эга, чунки 
I

lim е х — °° (130- раем).

II. O f ыа  а с и м п т о т а л а р .  у = / ( . * ) ,  эгри чизик огма 
асимптотага эга булиб, унинг тенгламаси

у = kx  +  b (1)

булсин, k ва b сонларни аниклаймиз (131* раем). Фараз килай- 
лик, М (х, у) — эгри чизикда ётган нукта ва N(x , y )  -  асимп- 
тотада ётган нукта булсин. МР кесманинг узунлиги М нукта- 
Дан асимптотагача булган масофага тенг. Шартга кура

Ит МР = 0. % О *
-г-.+00  4̂

Агар асимптотанинг Ох  Укка огиш б урчаги ^И ^б и л ан  белги- 
ласак, NMP  учбурчакдан:

NM  = М Р
COS 7

булади. <р — узгармас (-^ га тенг булмаган j бурчак, шунинг 
Учун олдинги тенгликдан в

(2')lim NM  =  О 
*-» + «•

13*



130- р а е м .  131- р а е м .

куринишга келади. Шундай килиб, (1) тугри чизик У =  /(•*") 
эгри чизикнинг асимптотаси булса, (3) тенглик бажарилади, па 
аксинча, к, b — узгармас сонлар булганда (3) тенглик бажа- 
рилса, у =  kx  + Ь тугри чизик асимптота булади. Энди к па Ь 
ни топамиз. Бунинг учун (3) тенгликда х  ни каведан ташка- 
рига чикариб, ушбу шаклда ёзамиз:

lim

Биринчи купайтувчи х  чексизликка интилади (х ■* +  » ) ,  шун- 
га кура ушбу тенглик бажарилиши керак:

„ т  Ш _ А _ ± 1 « о .
JT-. + 00 L •*

b узгармас булганда =  0. Демак,

“Л  . [ /Jr  -  *] =  ° '
ёки

X

к  =  П т  . ( 4 )

196 .  ФУНКЦИЯНИ ТЕКШИРИШ ------------------------------------------- ---------- -  —.

'Г
келиб чикади, ва аксинча, (2') тенгликдан (2) тенглик келиб 
чикади. Лекин

Л М  =  | QM -  QN | =  I у -  у | =  | / ( х) -  {кх +  Ь) \
ва (2') тенглик

lim \ f (x)  — kx  — b] =  0 (3)
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к ни топгамдаи сунг, (3) тенгликдан b ни топамиз:

b =  Иш [ / ( * )  — кх\. (5)
ЛГ-* +  <»

Демак, агар у  =  kx  +  b тугри чизик У =  /( •* )  эгру чизикнинг 
асимптотаси булса, к ва b (4) ва (5) формулалардан топилади. 
Лксинча, агар (4) ва (5 )- лимитлар м авж уд булса, (3) тенглик  
бажарилади ва y = kx +  b тугри чизик асимптота булади. Агар
(4) ва (5)- лнмитлардан биттаси м авж уд булмаса, у *олда эгри 
чизик асимптотага эга булмайди.

Биз текширишни 131- расмга тугри келадиган х  -+ -J- оо *ол  
учун утказдик, лекин му^окамамизнинг барчаси х  -* — оо >{ОЛ 
учун *ам тугридир.

4- м и с о л .  Ушбу
_____ дг* +  2дг — 1

у = -------7 -------
эгри чизикнинг асимптоталари топилсин.

Е ч и ш .  1) Вертикал асимптоталарни ахтарамиз:

V -+ — 0 булганда у -► +  оо, • 
дг -► +  0 . у ^  — 00.

Демак, х  =  0 тугри чизик берилган эгри чизикнинг вертикал асимптотаси- 
хир.

2) Огма асимптоталарни ахтарамиз: '

к= llm 1- — llm •yi +  2f ~ 1
jr-*±*e X  JT-»± во X

яънн
А=1,

=  lim [ l +  1  — i l  =  1 
JT—±oo I  X  X*\  '

6. I I .  [ , _ , 1  = I I .  [**+ - I I "  [x ;,+ ^ j i - x M ,
j r - » ± «  l  J jr-»±oo [ X  J jr—± «  I X  %  J

_  llm f 2 - 1 1 = 2 ,  
jr-±oo L x  1

яъни
b =  2.

Демак,
У =  x  +  2

тУгри чизик берилган эгри чизикнинг огма асимптотасидир.
Эгри чизик билан асимптотанинг бир-бирига нш:батан турган холатинн 

текшириш учун х  йинг битта кийматига тегишли эгри чизик нуктасииинг 
°Рдииатаси билан асимптота нуктасииинг ординатаси орасидаги айирмана 
Караймиз:

*  + 2х~ }  - ( х  +  2) =  - 1
х  '  х  •
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дг >  0 булганда бу айнрма манфий 
* < 0  булганда эса мусбат; демак,' 
* > 0  булганда эгри чизик асимпто-’ 
тадан пастда, дг< 0  булганда асимп- 
тотадаи юкорида булади (13*2- раем).

5 - м и с о л .  У шбу
у =  е~х slnx +  х

эгри чизикнинг асимптоталари топил
син.

Е ч и ш .  1) Вертикал асимптота- 
ларнинг йуклиги куриниб турибди.

2) Огма асимптоталарни излай-
миз;

у е~
<t=llm —  =  lim —

Х-* -t-oo х  дг- + - 
, - Х

; sin х  4- х

Катай,

\e ~ Jг sin х  1 
=  lim ------- +  11 = 1.

ДГ- +  «  1 л 1

Ь — lim l i - x s ln x  +  x - x \  =
*-  + « I

=  lim e ~ x s in *  =  0.
*-*+»

Демак, y  =  x  тугри чизик x  -* +  ® 
да огма асимптотадир.

Берилган эгри чизик х  -*• — оо да асимптоталарга эга булмайдн. Хаки-

1*т  мавжуд эмас, чунки

sin х  - f  1.У — е 
х х

(Бу ифодада х  
лимитга эга эмас.)

оо да биринчи кУшилувчи чексиз усади ва, демак,

11- §. Функцияларни текширишнинг умумий плани 
ва графиклар ясаш

.Функцияни текшириш “дан одатда куйидагиларни:
1) Функция мавжудлигининг табиий со^асини,
2) функциянинг узилиш нукталарини,
3) функциянинг усиш ва камайиш интервалларини,
4) максимум ва минимум нукталарни, шунингдек функция

нинг максимал ва минимал кийматларини,
5) графикнинг цавариклик ва ботнклик со.\аларини, бури

лиш нукталаршш,
6) функция графигининг асимптоталарини топиш тушуии- 

лади.
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Утказилган текширишга асосан функциянинг графиги яса- 
ладн (баъзан, текшириш давомида график элементларини бел- 
гилаб бориш фойдали булади).

1- и з о * .  Агар текшириладиган функция у — f  (х) жуфт, 
яъни аргументнннг ишораси узгарганда функциянинг киймати 
узгармаса, яъни

/ ( - • * )  =  / ( * )
булса, функциянинг аникланиш со*асида аргументнннг факат 
мусбат кийматларида функцияни текшириш ва графигини ясаш 
кифоя. Аргументнннг манфнй кийматлари учун функция гра
фигини ясашда жуфт функция графиги ордината укига нисба
тан симметрии булишидан фондаланилади.

1 - м и с о л .  у =  х % жуфт функция, чунки (»- дг)* =  х г (5- расмга каранг)-
2 - м и с о л .  y =  cosjc жуфт функция, чунки cos (— х )  =  со$х  

(16- расмга каранг.)

2 - и з о * .  Агар у = f  (х) тоц функция, яъни аргумент ишо
раси узгарганда функциянинг ишораси *ам ^згарса, яъни 
f ( — x) = — f ( x )  булса, бу функцияни аргументнннг факат 
мусбат кийматлари учун текшириш кифоя. Ток функциянинг 
графиги координаталар бошига нисбатан симметрик булади.

3 - м и с о л .  у  — а-* ток функция, чунки (— дс3) =  — х* (7- расмга ка
ранг).

4 -  м и с о л .  y =  s in x  ток функция, чунки sin (— j c )  =  — sin дс (15- расм
га каранг).

3 -  и з о * .  Функциянинг бир неча хоссасини билиш унинг 
бошка хоссалари *ак»да хулоса чикаришга имкон беради, шу
нинг учун баъзан текшириш тартибини берилган функциянинг 
конкрет хусусиятларига караб белгилаш максадга мувофнк бу
лади. Масалан, агар функциянинг узлуксиз ва дифференциал- 
ланувчи эканини аниклаган *амда унинг максимум ва мнуимуцГ 
нукталарини топган булсак, шу билан функцияиинг усиш в ?  
камайиш со*аларини *ам аниклаган буламиз.

5 - м и с о л .  Ушбу

|  , - r b
Функция текширилсин ва графиги ясалсин. _

Е ч и ш .  1) Функциянинг мавжудлик со*аси — оо < д г ^  4- <» догервад- 
дир, дс< 0  булганда у < 0  булади, дс> 0  булганда эса у > 0  булади.

2 ) функция камма ерда узлуксиз. '  (
3) Функцияни максимум ва минимумга текширамиз. Ушбу
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тенгликдан критик нукталарни топамиз:
дг, =  — 1, х, =  1.

Критик нукталарнинг характерини текширамиз:
х  <  — 1 булганда у ' <  О, 
х  >  — 1 булганда у ' >  0.

Демак, х  =  — 1 нуктада функция минимумга эга:

Ут1п =  (У)х- _1  =  0,5,
Сунгра, .

х  <  1 булганда у ' >  О,
* > 1  .  У'<0.

Демак, х  =  1 нуктада функция максимумга эга:

У т «  =  ( Д г - 1  =  0 '5-

4) Функциянинг усиш ва камайиш сохаларини аниклаймиз:
— о о < х < — 1 булганда у ' < 0  — функция камаяди,

— 1 < д г < 1  булганда у ' > 0  — функция усади,
1 <  х  <  оо булганда у ' <  0 — функция камаяди.

5) Эгри чизикнинг кавариклнк ва ботиклик со*аларпни оа бурилиш нук- 
таларини аниклаймиз, ушбу

,  2дг (jc« — 3)
У ~  (1+ дг*)»  - 0 ’

тенгликдан

ДГ| =  —  дг, = 0 , дг, =  / 5 !

у* ни х  нинг функцияси каби текигирнб, куйндагиларнн топамиз:

— о о < д г < — у Т  булганда у " < 0 — эгри чизик каварик,
— 0 булганда у* >  0 — эгри чизик ботик,

0 < * < / 5 "  .  у" < 0  — эгри чизик каварик,
/ 3 < д г <  +  00 .  у* >  0 — эгри чизик ботик.

/ 3
Демак, координаталари: х  =  — у  3, у =  — — булган нукта бурилиш нук-

тадир; худди шунингдек (0 ,0 ) в а ( / 3 ^  ~Т~) нукталар лам бурилиш нукта- 
лардир.

6) Эгри чизикнииг асимптоталарини аниклаймиз:

х  -+ +  оо да у -»■ О, 
дг-» — оо да у -» 0 .

Демак у =  0 тугри чизик ягона огма асимптотадир. Эгри чизикнинг 
вертикал асимптотаси йук, чункИ х  нинг хеч кандай чекли кийматида функ
ция чексизликка интилмайди.
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Текширилган функциянинг графиги 133- расмда тасвнрланган.
6- м и с о л .  Ушбу функция

у =  V  20JT1 — х*

„ к ш и р и л с и н  ва графиги ясалсин.
Е ч и ш. 1) Функция х  нинг барча кийматлари учун аникланган.

133- раем.

2) Функция хамма ерда узлуксиз.
3) Функциями максимум ва минимумга текширамиз:

У =
4ах — Зх3 4 а — Зх

Хосила ушбу

3 V  (2а х '—х*)* З У  х (2 а  — х )г

дг, =  0 ва дс. =  2а

икки нуктадан бошка хамма ерда мавжуддир.
Хосиланинг х  —► 0 ва j : - * f 0 шартлардаги чегаравий кийматларини 

текширамиз:

4а — Зхlim —------■ --------------
' —о з 3/Г ^ А ( 2 e - ' i j :

4а — Зх=  — оо, llm .. .
jc-*+o 3 у^дс у Л (2 а  — х)1.

— +

* < 0  булганда у ' < 0, дс> 0  булганда у ' > 0.
Демак, дс =  О булганда функция минимумга эга. Функциянинг киймати 

бУ нуктада нолга тенг.
Энди функцияни иккинчи дг2 =  2а критик нуктада текширамиз. д с 2я

* *ам хосила чексизликка интилади. Аммо дг нинг 2а га якин (2а дан хам 
пда па хам унгда) булган хамма кийматлари учун хосила манфий. Демак, 

U* *тада Функция максимумга хам, минимумга хам эга эмас. дг2 =•- 2а нук- 
Ну7* ва унинг якинидагн нукталарда функция камаяди; эгри чизикка шу 
^ктадаги уринма вертикалдир.

4а
"У булганда хосила нолга айланади. Бу критик нуктанинг характе- 

•""•и текширамиз. Биринчи хосиласининг ифодасини караб чикиб, х  < ~т бул-

г*нда 4а
У’ > 0, дг >  tj- булганда у ' < 0  булишинн курамнз.
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$1емак, х  — у  булганда функция максимумга »га:

2 V rУшах =  3  а V  4 ‘

4) Утказилган текширишга асосан функциянинг усиш ва камаииш со-
Халаринн лосил киламиз: .

— оо < д г  < 0  да функция камаяди,

Усади,
4а

0 < x < j  да

<  х  <  оо да камаяди.

5) Эгри чизикнинг кавариклик ва ботиклик ссда-.арнни *амда бурилиш 
нукталарини аннцлаймиз: иккинчи хосила

v" «=> —
8а*

9 а  * (2 i — х )

134- раем.

доч бир нуктада нолга айлаимай- 
ди. Лекин икки нукта боркн, улар- 
да иккинчи досила узилади; улар 
д-j =  0 ва ха =  2а нукталардир 

Бу нукталарнинг \а р  Оири 
якинида иккинчи досила ишораси- 
ни текширамиз:

х  <  0 булганда у* <  0 — эгри 
чизикнниг кавариклиги юкорига 
караган.

лг> 0  булганда у" < 0  — эгри 
чизициинг кавариклиги юкГ)Рига 
караган.

Демак, абсциссаси х  =  0 бул
ган нукта бурилиш нукта эмас.

дг <  2а  булганда у" < 0  — эгри 
чизнкнинг кавариклиги юкориг* 
караган; л г > 2а  булганда у ' 
эгри чизикнинг кавариклиги паст- 
га караган.

Демак, эгри чизикнинг (2а; 0) нуктаси бурилиш нуктадир.
6) Эгри чизикнинг асимптоталарини аниклаймиз:

*  =  Пш 1  -  llm  / 2 а д г * - д г »
X ДГ-±- X У

. Ъ *= 1| т  |  у / 2ах*  — X3 +  X J з*

Чах* — л*
llm j— ______
jr-»±oc у  (Чах* — х »)» — х  У  Чах1 — х 3 +  х *

2а
3



Демак,
2а

У = ~ х + Т >

.  ч и зи к  У =* fy^a x1 — х* э г р и  ч и з и к н и н г  о г м а  а с и м п т о т а с и д и р .  
Т е к ш и р и л г а н  ф у н к ц и я н и н г  г р а ф и г и  134- р а с м д а  т а с в и р л а ш я н .

12- §. Параметрик шаклда берилган 
эгри чизицларни текшириш

Эгри чизик параметрик тенгламалар

. у - ф ( 0 /  (1}
билан берилгаи булсин. Бу *олда эгри чизикни текшириш ва 
ясаш юкорида

У = /(■ *)
тенглама билан берилган эгри чизикда бажарилгани каби утка
зилади. Хосилаларни *исоблаймиз:

У  ' £ =  *'<<).

Щ  % = * ' ( ' > •
Берилган эгри чизикнинг шундай нукталарнда

dJ  = Щ  ч /3>

^осилани зисоблаймизки, бу нукталар якинида эгри чизик бн- 
рор у = f ( x )  функциянинг графиги булсин. t параметрнинг 
t ' (t)  ёки У {t) *оснлалардан бнттаснни булса ^ам нолга айлан
тирадиган ёки узилишга дучор булган tlt t:, t 3........... tk кий
матларини топамиз. (t  нинг бундай кийматларини критик кий-
матлар деб атаймиз.) (3) формула б р и ч а  ( tu t2)%(t2, t3)..........
(**—i, tk) интервалларнннг *ар бнрнда, демак,

(.<1, (Xj, Xg), . . ., (л*—j, х к)
(бу ерда JCj=<p(^)] интервалларнннг *ар бирнда нинг ишо
расини аниклаймиз; шу билан функциянинг усиш ва камайнш 
^°*аларини аниклаган буламиз. Бу шунингдек параметрнинг 
ь  U..........  tk кийматларига мос нукталарнинг характерини

аниКлашга *ам имкон беради. С^нгра ни ^исоблаймиз:

_  Г  ( O f  ( О  - у *  U) V ( t )  . . .
dx* ~  1 ? '(П Р  '  '  '

_________ ЭГРИ  Ч И З И К Л А Р Н И  ТЕ К Ш И РИ Ш ___________ 2<)3

(2)
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Бу формулага асосан .^ар бир нуктада эгри чизик каварикли- 
гининг йуиалншнни аниклаймиз.

Асимптоталарни топиш учун t нинг шундай кийматларини 
топамизки, уларга якинлашганда х  ёки у чексизликка ннтил- 
сии ва t нинг яна шундай кийматларини топамизки, уларда 
хам х, *ам у чексизликка интилсин. Сунгра текширишии одат
да ги усул билан утказамиз.

Параметрик шаклда берилган эгри чизикларни текширишда 
ландо буладиган баъзи хусуснятла’рни мисолларда а11иклаймиз.

1- м и с о л .  Ушбу
х  =  a  cos3 t , \
у  =  a sin31 J *1 )

тенгламалар билам берилган эгри чизик текширилсин.
Е ч и ш. х  ва у микдорлар t  нинг барча кийматлари учун аникланган. 

Аммо cos3 1 pa sin3 t  функциялар—даврий функциялар ва уларнинг даври 2* 
булгани учун параметр t  нинг узгаришини 0 дан 2к гача булган чегарада 
Караш кифоя; бунда х  нинг узгариш соласи [ — а, а] кесма булади ва у 
нинг узгариш соласи [ — а, а] кесма булади.. Демак, каралаётган эгри чизик- 
нннг асимптоталари йук-
d x  d  у 

ваdt -jt  ни топамиз:

dx
=  — За cos* t  sin t,

dy
=  За sin31 cos t.

(2' )

я  Ззс dy
by  хосилалар / = 0 , y i  - j .  2я  булганда нолга аиланади. ^  ни топамиз.

dy За sin3 /  cos t  
d x  =  — За cos* s i n / - -  *2 *■

(2 ')  ва (3 ')  формулаларга асосан ушбу жадвални тузамиз:

(3')

1 нинг узгариш 
сохаси

х  нинг шунга мос 
узгариш сохаси

у нинг шунга мос 
^эгариш соласи

dy■— НИНГdx
ишо-
раем

у 1111 X нинг 
функцияси

у - /  U)сифатида
уэгаришиминг

характер»

0 < t  < -J а > д г > 0 о < У < 0 — камаяди

- £ < / < * 0 > д г > - а а > у >  0 + усади

3 *
*  <  /  < - 2 — а  < д г  < 0 0 >  у >  — в — камаяди

3*
Т < ' < 2 * 0 <  дг <  а - а < у < 0 + усади
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Жадвалдан курннадикн, ( Г )  тенглама y = f ( x )  куринишдаги иккита уз- 
лукснз функцияни белгилайди. 0 < / <  к булганда у  > 0 (жадвалнинг бирин- 
чу, ва иккинчи йулига каралсин), я  <  t  <  2it булганда, у  <  0 (жадвалнинг 
учинчи  ва туртинчи йулига каралсин). (3 ')  формуладан:

dyUrn j  =оо
» ‘ - г

оа

dl
lim d t ~  °°

Зх

эканлиги келиб чикади. Бу нукталарда эгри чизикка 
булади. Яна уш а (3 ')  формуладан ушбуларни топамиз:

dy_ 
d t

уринма вертикал

=  0, ^ 1  - 0  d t \  Ul
dy
d t

1 — 0 l< —*
=  0. 

I -  2т

Бу нукталарда эгри чизикка уринма горизонтал булади. Энди
dx1

ни то

памиз:

Бундан курамизки:

d*y __ 1 
d x % За cos41 sin t

0 < f < *  булганда > 0  — эгри чизик ботик,

* < / < 2я  булганда — эгри чизик каварик-
d x *

Текшириш натижаларига асосан эгри чизикни ясаймнз (135- раем). Бу эгри 
чизик астроиды деб аталади.

2 - ми с о л .  Ушбу тенгламалар

3at
TT7J’ У =

3at*
1 +  t* (1')

билан берилган эгри чизик ясалсин (Д е- 
корт Сарги).

Е ч и ш .  Функцияларнинг иккаласи 
t нинг, /  =  — 1 дан бошка, *амма 

'"иматларида аникланган. t  -*■ — 1 да:

„ 3a tHi* х  =  П т . /3 =  +  оо,
'— 1-0 /— 1_о 1 +  1

II За/*

‘ - “t  г, 1 ‘71+ ^ =  +  0°-



т
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су игра:
t  =  0 да дс =  О,

/  -»■ +  оо да х  -* О,
t  — оо да х  -* О,

Энди —  ва ни топамиз: 
d t d t

dx_
d t

6a i i - < • ) d y
dt

y = o,
У -  o, 
y^O.

3a t (2 -  fi)
(1-МЧ* d t ~  ( 1 + / 3)

t  учуй ушбу критик кийматларни хосил ^иламиз:
1

(2*)

/ i = - l ,  t s =  0, t3 = - y = '  t t =  J .

dy
ни топлмиз:

dl
d x

dy
d t
d x

t  (2 -  / 3) 
1

*  2 (t - - )
( ! ') ,  (2*), (3*) формулаларга асосан ушбу жадвални тузамиз:

(3')

t пинг £эгариш 
со мен

х  нниг шунга мое 
уэгарнш со\аси

у нннг шунга мос 
узгариш со^асн

dv—  нннг dx 
ншо- 
раси

у ИИ X пинг 
функцияси

< у - / и »
сафатида

^irapiiuiKinuir
харакири

-  00 < / < - 1 0 < х < +  00 0 > у  >  — 00 __• кам аяд и

- 1 < / < 0
1

0 < / < 5 -------
3/ 2

— оо <  дг <  0 +  00 >  у > 0 — кам аяд и

0  <  х  <  а 4 0 <  у  <  а у '2 + усад и

* Y < ‘ < V ~2 а * 4 >  х  > а уг 2 а ‘уг2 < у < а  j г\ — кам аяд и

У т  < t  <  +  00 0 ^ 2  > х >  0 а 3/ 4  >  у > 0 + усади

(3*) формуладан куйидагиларни топамиз:

II О

\ d x ) \ d x  )
1 — 0 

е = 8 )

-  ос,

( £ 5
Демак, эгри чизик координаталар бош ини икки марта О х  $ к м  “ ара* 

дел уринма билан ва О у  Укка параллел уринма билан кесиб утади.

Энди t3 нуктани текширамиз:

t  =  Y = r  булганда Щ  =  оо (дс =  « \ r j ,  у  *  а  * / Т ) .

Бу нуктада ЗГРИ чизикка уринма вертикал. /4 нуктани текширамиз:

t  =  булганда =  0 (дг =  a  . У =  « { 'Т ) .

В? иуктад3 эгри чизикка уринма горизонта.!. Асимтотаиинг мавжудлик ма- 
саласини текширамиз;

у .. За/- (1 +  /3)

Г 3a t *  , За/ 1
ь *r \m  j y  -  kx) -  J«n+0| T T 73 -  < -  *> Г + F  J =

Г З в / ( /  - f  1) "J ,  3a t[ « + ‘ J J l - t + i » -  a-
Демак, у =  — x  — а  тугри чизик эгри чизикнииг х  -* +  оо даги тармогинииг 
асимнтотаси булади.

Шунинг сингари куйндагиларни топамиз:

к — Ilm =  — 1.
X -* - «  Х

b =  Ilm (у — к х )  =  — я.
X—

Демак, топилган тугри чизик эгри 
чизикнинг х  -*■ — оо даги тармогинииг 
Лам асимнтотаси булади.

Утказилгаи текширишга асосан эгри 
чизикни ясаймиз (136- раем).

Эгри чизикларни текшириш билан 
боглик булган баъзн масалалар VIII 
бобнинг 19- §  .Э гри  чизикнинг махсус 
нукталари- да кУшимча равишда караб 
чнцилади.

V бобга м аш цлар

Функцияларнинг экстремумлари топилсин: I. у =  дг* — 2дг +  3. Ж ав. х —1 
да У вт = 2 .  2. у  =  у  — 2дс* +  З х  +  1. Жав. дс =  1 да y mal =  у ,  дс =  3 да
Уи1п =  I. 3. у =  х 3 — 9дс* - f  15* 3. Ж ав. дс =  I да уш, х =  10, дг =  5у да 
У«ип =  — 22. 4. у  =  — х* +  2 х1. Ж ав. дс =  ±  1 “да у m„  =  I, дс =  0 да, 
^ "1п =  °- 5. У =  х* —  8дс* +  2. Ж ав. дс =  0 да у*,,* =  2, дг =  ±  2 да у т!п =

14. 6. у =  Здс* — 125-г3 +  2160 дс. Ж ав. х  =  — 4 ва дс =  3 да максимум,

Зва х  = 4 д а  минимум. 7 .у = 2 — (х — I ) У  Ж ав. дс=1  да ут « = 2.8 .у = 3 —

1) . Ж ав. максимум хам, минимум хам й^ц. 9. у =  *t  ^  . у  

х  2 да минимум, х  =  — у ' 2 да максимум. 10. у ■=

раем.

+  Зх  +  
(дс — 2 )(3 — х )
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Ж ав. х -  да максимум. I I .  у  =  2ех + е '.Ж а в . х  — — ^  да минимум. 

12. У =  ] ^ -  Ж ав. х  =  <> да Уш1п =  е. 13. у  =  cos дг +  sin л  ( -  - j  <  дг < 

<  ^ ) .  Жав. X =  \  да Утах --=*'*■ 14. у =  sin 2 д г -  дс ( г  J  <  дс <  J ) .
Tt

Ж ав. х  =  -g да минимум, дс =  — •g’ да максимум. 15. у =  дс - f  t£ .с.

Ж ав. максимум хам, минимум лам йук. 16. у =  е  s in * . Ж ав x  =  2 k z~

— j  да максимум, х  =  ‘2k*. - f  - j  т. да минимум. 17. у = х ‘- 2 х г+  2. Ж ав. х  ()
да максимум; .г =  — 1 да минимум; дс =  1 да минимум. 18 .у =  (дс — 2р х

Х(2дс -f  1). Ж ав. х  =  -g- да у .щ  «  -  8,24. 19. у  =  дс +
Ж ав. х  =  1 да минимум; х  =  — 1 да максимум. 20. у =  х* (а -  дг)».

а а4 „ а1 Ь‘
Ж ав. х  =  ~2 да Утах =  •* =  0 ва дг=в да ут1п =  0 .21 . у =  -  +  j z ~ x

Ж ав. х  =  П_  ь да максимум; дс =  д ^~ ь да минимум. 22. у =  дг - f  y f  1 —дг.
о  ̂ ____

Жав. х  — да ут ах =  "4"; дс =  1 да ут |П =  Г 23. у  =  х  у / \  х  (д с< 1 ). 

Ж ав. х  =  j  да Ушах =  j /  J -  24. у =  Ж ав. х  =  -  1 да мини

мум; дг =  1 да максимум. 25. у =  дс In дг. Д 'ов. дс =  — да минимум. 26. у =  
=  х  In’- х . Ж ав. х  =  е - 1 да у т „  =  4е-* , дс =  1 да ут , „ = 0 .  27. у =  1пдс-П
— arc tg  дг. Ж ав. Функция усади. 28. у =  sin  Здг — 3sln дс. Ж ав. дс =  у  Да 

минимум; дс =  у  Да Л кси м ум . 29. у =  2дс - fa rc tg  х . Ж ав. Экстремумлар

, / Т
йу*. 30. у . - sin дг cos’ дг. Ж ав. х =  j -да минимум; ,* =  a rc c o s J /  -д да ва 

/ / -  2 \  (4 т + 1 )«
дс = a rc  cos I — у  "з ) да максимум. 31. у = а г с  sin (sin  дг). Ж ав. х  =  2 ’ 

( 4 т  +  3) к
да максимум; дс =  -----^ ------- да минимум.

Ушбу функцияларнинг курсатилган кесмаларда энг катта ва энг кичик 
кийматлари топилсин. 32. у =  — Зле4 +  бде* — 1 ( — 2 < д с < 2 ) .  Ж ав. дг =  ±  1 
да у =  2 — энг катта киймат. дс =  ±  2 да у  — — 25 — энг к и ч и к  киймат.

аз. у =  j  — 2дс* +  Здс +  1 ( — 1 <  дс <  5). Ж ав. х  =  5 да У =
* 23 13

=  - J  -  энг катта киймат, дс =  -  1 да у =  — — энг кичик киймат. 34. у -

с 1 3
=  J (0 <дс< 4). Ж ав  дс= 4 да у =  у  — энг катта киймат, дс =  0 да У=

=  — 1 энг кичик киймат. 35. у =  sin 2дс — дс -^ <  х  <  -Tjj. Жав. х  -
71 2

= — да у =  -£ — энг катта киймат, дс =  -^  Аа У =  — ~  — энг кичик кий*31.

In 2
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36. Томони а булган квадрат шаклдаги тунукадан мумкин кадар катта 
хажмли усти очик яшик ясаш керак. Буиинг учун тунуканинг тУртала бур- 
чагидан тенг квадратлар киркиб олинади ва чётларини буклаб, яшикнинг 
ёнлари досил килинади. Киркиб олннадиган квадратлар томонининг узунлиги

а
топилсин. Ж ав. - g .

37. Берилган доирага ички чнзилган тугри туртбурчаклардан энг катта 
юзга эга булгани квадрат эканлиги исбот кнлинсин. Квадратнинг периметри 
*ам энг катта булиши курсатилсин.

38. Доирага ички чизилган тенг ёнли учбурчаклардан энг катта пери- 
мстрга эга булгани тенг томенли учбурчак эканлиги курсатилсин.

39. Гипотенузасининг узунлиги h булган тугри бурчакли учбурчаклар-
д

дан энг катта юзга эга булгани топилсин. Ж ав. Хар бир катети га

тенг булади.
40. Радиуси R  булган шарга ички чизилган тугри цилиндрлардан энг 

катта *ажмга эга булган цилиндрнинг баландлиги топилсин. Ж ав. Баландли-
2 R

ги — =• га тенг.
* 3
41. Радиуси R  булган шарга ички чизилган тугри цилиндрлардан энг 

катта ён сиртга эга булган цилиндрнинг баландлиги топилсин. Ж ав. Баланд
лиги / ? /  2 га тенг.

42. Радиуси R  булган шарга ташки чизилган энг кичик хажмли тугри 
конуснинг баландлиги топилсин. Ж ав. Баландлиги 4R  га тенг (конуенннг 
Хажми шар хажмининг иккитасига тенг).

43. Ости квадрат шаклида булиб, усти очик резервуарни (суюклик 
сакланадиган идиш) ички томондан кУргошин билан коплаш керак. Си- 
гими 32 л  булган резервуарга энг кам микдорда кУргошин сарф булиши 
учун унинг улчовлари кандай булиши керак? Ж ав. Баландлиги 0,2 м , асо
си 1ииг томони 0,4 м  (яъни- асосининг томони баландлигидан икки марта 
катта булиши керак).

44. Тунукачи усти очик тарнов ясамокчн. Тарное туби ва ёнларининг 
кенглиги 10 см  дан булиб, сигими энг катта булиши учун устининг кенгли- 
ги кандай булиши керак? Ж ав. 20 см.

45. Маълум .\ажмга_эга булган конус шаклдаги чодирнинг баландлиги 
асосининг радиусидан » 2 марта катта булганда, унга энг кам материал ке- 
тишн исботлансин.

46. Усти очик, девори ва асоси маълум калинликда булган цилиндр 
ясаш керак. Уни талаб килинган .цажмда, энг кам материалдан ясаш учун 
Улчовларини кандай олиш керак? Ж ав. Агар R  — цилиндр ички асосининг

радиуси, v  — ички *ажми булса, R  =  j /  1L. булиши керак.

47. Усти ва остидан ярим сфералар билан тугайдиган цилиндр шаклда 
ва деворн бир хил калинликда булган козон ясаш керак. Унинг хажми v  
га тенг булиб, ташки сирти^ эн£ кичик булсин. Ж ав. Козон ,шар шаклида

®Улиб, ички радиуси R  =  V  ^  булиши керак.

48. Юзи 5  ва периметри энг кичик булган тенг ёнли трвпеция ясалсин; 
трапециянинг асосндаги бурчак « га тенг. Ж ав. Гн томонининг узунлиги

V —V sin 2
га тенг.

14 Н. С. Пискунов
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49. Радиуси R  бУлган шар ичига энг катта дажмга 9га булган мунтазам
2 R

уч бурчакли призма чизилсии. Ж ав. Призманинг баландлиги —=  га тенг.
V «

50. Радиуси R  билган ярим шарга энг кичик дажмли ташки конус 
ясаш керак; конуснинг асоси ярим шар асосида булади; конуснинг баланд- 
лиги топилсин. Ж ав. Конуснинг баландлиги R  у ' 3 га тенг.

51. Радиуси г  булган цилиндрга энг кичик дажмлн ташки тугри конус 
чизилсии; цилиндр ва конус доиравий асосларииинг текисликлари на улар
нинг марказлари бир-бирининг устига тушади деб фараз килинади. Жав.

Конус асосининг радиуси у  г  га тенг.
52. Радиуси R  булган донра шаклидаги тунукадан шундай сектор 

кийнб олинсинки, уни Ураб ясалган воронка энг катта дажмга эга булсин.

Жав. Секторнинг марказий бурчаги 2л I ' — га тенг.’ О
53. Кирраси а булган куб ичига куйидагича килиб цилиндрлар ясалган: 

цилиндрларнинг Уклари куб диагонали билан устма-уст тушади, асослари- 
нинг айланалари кубнинг ёкларига уринади. Шу цилиндрлардан_»нг катта

а ^  3
дажмга эга булгани топилсин. Ж ав. Цилиндриинг баландлиги —j — га, асо- 

а
сииииг радиуси -7==. га тенг.V 6

54. Тугри бурчакли координаталар системасининг биринчи квадратила 
(дг„. у„) нукта берилган. Бу нуктадан шундай тугри чизик утказилсинки, у 
координата Укларининг мусбат йуналишлари билан энг кичик юзли учбур- 
чак у х  ил килсин. Жав. Тугри чизик координата укларидан 2дт0 ва 2у„.

х  у
кесмаларни кесади, яъии тенгламаси +  2^  =  1 булади.

55. у -= .2 р х  парабола Укида унинг учидан а масофада бир нукта берил
ган; парабола устида шу нуктага энг якин турган нуктанинг абсциссаси 
топилсин. Жав. х  — а  — р.

56. Кундаланг кесими тугри туртбурчак булган ёгочнинг мадкамлигини 
энига ва баландлигинннг кубига тугри пропорционал деб кабул килиб, диа- 
ьетри 16 см  булган гуладан кесиб олинадиган тУрт кнррали егочнинг эни 
кандай булганда, у энг катта мадкамликка эга булишини топинг. Ж ав. Эни 
8 см  га тенг булганда.

57. Миноносец киргокнинг энг якин нуктасидан 9 к м  масофада якорда 
турибди, мнноносецдан дарбий лагерга хабарчи юбориш керак; лагерь кир- 
гок буйлаб ниноносецга энг якин нуктадан 15 к м  масофада жояаашган. 
Агар хабарчи пиёда соатига 5 к м  "юрса, кайикда эса соатига 4 к м  йул 
босса, лагерга энг киска вактда етнб бориш учуй киргокнинг кандай пунти- 
да кайиклан киргокка чикиши керак? Ж ав. Лагердан 3 к м  масофада.

58. Мукта текисликда M N  чизикдан ташкари мудитда t>, тезлик билан. 
M N  чизик буйлаб V] тезлик билан даракат килади. Энг киска вакт ичида 
А  нуктадан M N  чизикдаги В  нуктага етиш учун нукта кандай йул билли 
бориши керак? А  нуктанинг M N  чизикдан масофаси h га, А нуктанинг МЫ 
чизикдаги проекцияси а нинг В  дан масофаси Q га тенг. Ж ав. Агар нуцта-

аВ  f i  а С  а В  V,
нинг йули ABC булса, >  — булганда =  — ва <  — булганда
аС =  *В.

59. w  юк ричаг билан кутарилмоада; F  куч ричагнинг бир учига кУ- 
йилган, ткянч нуктаси ричагнинг иккинчи учида. Агар юк таянч н ук т а д а н  
а см  масофадаги нуктага осилган, ричаг Уки узунлигининг дар бир сантн-
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метридаги огирлиги v  грамм булса, юкни кутаришга сарф булалиган куч 
9нг кам булиши учун ричагнинг узунлиги кандай булиши керак? Ж ав. дг«.

^ У Щ с м .
60. Номаълум х  микдорнн п  марта улчаганда ушбу сонлар топилган:

х 1, • • • . х п- Агар х  учун х  =  ------ — -— --------— сон кабул килинса,
Х\ +  х 3 +  • • • +  Хп_

улчаш хатолари квадратларининг йигиндиси ( х  — jrj)* 4- ( х  — дг2)* +  . . .  +  
4- (дг — дг„)4 энг кичик булиши курсатилсин.

61. Суюкликнинг канал деворига ишкаланишини мумкин кад»Р камай- 
тнриш учун сув тегадиган юз мумкин кадар кичик булиши керак. Кунда- 
лаиг кесими берилган тугри турт бурчакли очнк каналиинг эни баландлиги- 
дан икки марта катта булганда, у энг яхши шаклга эга булиши курсатил
син.

Куйидаги эгри чизикларнинг бурилиш нукталари, цавараклик ва ботик- 
лик интерваллари аннцланснн.

62. у =  дгь. Ж ав. д г < 0  да эгри чизик каварик; д г > 0  да эгри чизик 
ботик: х  =  0 бурилиш нуктаси. 63. у  — 1 — дг*. Ж ав. Эгри чизик хамма ер
да каварик 64^ у  =  х 3 — Здг* — 9дс +  9. Ж ав. х  =  1 да бурилиш нуктаси бу
лади. 65. у =  (х  — b y . Ж ав. х  =  Ь да бурилиш нуктаси булади. 66. у =  х*.

Жав. Эгри чизик хамма ерда ботик. 67. у  =  —------ • Ж ав. х  =  ±  да
дг* -+-1 у  3

бурилиш иукталари булади. 68. у =  t g х . Ж ав. х  =  п ~  да бурилиш нукта
лари булади. 69. у — л:е~х Жав. х  =  2 да бурилиш нуктаси булади. 70. у =
=<г — у г  х  — Ь. Ж ав. х  =  Ь да бурилиш нуктаси булади. 71. у =  а —
— | х  — b )а. Ж ав. Эгри чизикнинг бурилиш нуктаси йук.

Куйидаги эгри чизикларнинг асимптоталари топилсин:

72. у =  х  - --д . Ж ав. х  =  1, у =  0. 73. у =  Ж ав. дг =  — 2;

а? Т
у = 0 .74. у  = с  4- _  у у . Ж ав. х  =  Ь, у  =  с. 75. у =  е — 1. Ж ав. х  =  0;
у =  0. 76. у  =  !п х . Ж ав. х  =  0 .77. у 3 — 6х 2 4- дг3. Ж ав. у  — х  4- 2. 78. у3 =

х 3
=  а3 — х 3. Ж ав. у  4- х  =  0. 79. у* =  2~ _  г- Ж ав. х  =  2а. 80. у* (дг — 2а) =  
*= х 3 — а.3. Ж ав. дс =  2а; у  =  ±  (дг 4-

Функциялар текширилсин ва графиклари ясалсин: 81. у  =  дг* — 2дГ4- 10.

“ • 83 У =  / - Т Т ?  85.

87. у  =  Х- у г -  88. у =  89. у* =  х 3 -  х . 90. у =  3^ 3. 91. у  *= х*

- I4- 2. 92. у  =  дг — уОс» 4- 1. 93. у =  | /  94. у =  дге- *. 95. у =  дг*е-
У =  х  — In (дг 4 - 1). 97. у  =  In (дс* 4- 1). 98. у  =  sin Здг. 99. у  =  х  4- sin дг.

.  ,п х  I *  =
100. у =  дг sin дг. 101. у =  е ~ х  sin дг. 102. у  =  In sin дс. 103. у = ----- . 104.1 J  .

I 2
105. (■* =  Л  infi |д с  =  в ( / -  s in /) . (  дс =  а<?'c o s /,

\ y  =  t 3. и » . \ y  =  e ( l _ c o s O .  ,07 - \ y  =  ae ' sin /.
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К У ш и м м а м а с а л а л а р .

х * + 1
Куйидаги чизикларнинг асимптоталари топилсин: 108. у =  р Г ~ х  Ж ав. 

х  =  — 1; у =  jc — 1. 10Э. у  =  х  + е - (. Ж ов. у  =  х. 110. 2у (х  -)- 1)* =« х 3. 

Жав. х  =  — 1; у — ~2 х  — 1. 111. у 3 =  а3 — х*. Асимптоталар йук. 112. у =  
=  e ~ lx  sin х . Ж ав. у =  0. 113. у --= е ~ х  sin 2дг +  х . Ж ав. у  =  дг. 114. у  =  дг In

(е  +  J - )  • Ж ав. х  =  — у  ; у =  х +  у .  115. у =  хе ' . Ж ав. х  =  0, у =  дг. 
2/ 1 1  

п 6 - х =  f У =  П 7 *  Жав- У ~  ±  Т ■* ? •
Куйидаги функциялар текширнлснн ва графиклари ясалсин: 117. у =  |дг|. 

118. у =  In | дг |. 119. у* =  х3 — х. 120. у  =  (х  +  1)з (х  -  2). 121. у  =  х  +  | х  |.

122. у — \  х 1 — х . 123. у =  х 2) X  +  1. 124. у =  tj- — In х. 125. у =  - j  In дг. 

*26. У =  1 - 127. у =  128. у =  х  +  129. у =  х  In х. 130. у =

=  е* — х. 131. у =  | sin Зх 1. 132. у =  133. у =  х  arc tg  х . 134. у =  х  —
— 2arc tg  х.135. у =  е -2 -* sin Зх. 136. у =  | sin х  | +  х . 137. у =  sin (х г). 138. у =

+  =  но. ,  ( £ + 1 4 ) _

142. У_ ОТ( £ ^ Ш ) _ 1 + Ш (

143. у =  j  (3 jc +  | j r | ) +  1. 144. y =  ^ | 3 ( x - t )  +  U - l | l  +  1 ( 0 <  x  <2).
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1- §. Ёйнинг узунлиги ва унинг ^осиласи

Эгри чизикнинг М0М ёйи (137- раем) (а, Ь) интервалда 
аникланган

У = /(■ *)

функциянинг графиги булсин. Эгри чизик ёйининг узунлигиии 
аниклаймиз, АВ эгри чизикда

Af0, Afj, Л$2 * • • • » j* Alj, • • * AI/j—i* ^J
нукталарни оламиз. Олинган нукталарни туташтириб М0М 
ёйга ички чизилган AfoAf,Af2 . . .  . . .  Af„_|M синик
чизикни ^осил киламиз. Бу синик чизик узунлигини Рп билан 
белгилаймиз.

Агар М0М ёйга ички чизилган
AVWjAf,. .  . . . . Мп—хМ синик
чизик узунлигининг унинг 
кесмаларидан энг каттасининг узун
лиги нолга интилгандаги лимити мав
жуд булса ва у лимит орадаги М и 
Мг, . .  . Afn_ !  нукталарни танлашга 
боглик булмаса, шу лимит (уни s би
лан белгилаймиз) Л10М эгри чизиц 
ёйининг узунлиги деб аталади.

Ихтиёрий эгри чизик ёйи узунлигининг бу таърнфи а 
узунлигининг таърифига ухшаш эканини кайд килиб утамиз.

Агар \а, b] кесмада f  (х) функция ва унинг / ' (х) хосиласи 
Узлуксиз булса, у =* f  (х) эгри чизикнинг [а, /  (а)] ^a [£, f(b)\  
нукталар билан чегараланган ёйи аник узунликка эга булиши 
XII бобда исбот кнлинади ва шу узунликни ^исоблаш йули 
хурсатнлади. Курсатилган шартлар бажарилганда эгри чизик- 
иннг ^ар кандай ёйи узунлигининг уни тортиб турувчи ватар-

Э ГР И  Ч И З ИКН ИНГ  Э Г Р И Л И Г И
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га нисбати, ватар узунлиги нолга интилганда, 1 га интилиши 
Хам, яъни

И т ££*!■ =  1
Л,Я-0 М Afyj.

Уша ерда (натижа сифатида) аницланади. Бу теорема айлана 
учун осонгина исбат кнлиниши мумкин*), аммо умумий ^длд .1 
уни хозирча исботсиз кабул киламиз. Куйидаги масалани ка- 
раб чикамиз. Текисликда тенгламаси у = / ( х )  булган эгри 
чизик берилган деб фараз цилайлик. М 0(л'0, у*) — эгри чизик
нинг биронта тайин нуктаси, М (х, у ) — шу эгри чизикнинг 
Узгарувчи нуктаси булсин. МиМ ёйнинг узунлнгини s билан 
белгилаймиз (139- раем).

138- раем.

М  нуктанинг абсциссаси х  узгарганда ёй узунлиги s *ам уз- 
гаради, яъни s х  нинг функциясндир, 's нинг х  буйича *оси- 
ласиин топамиз.

х  га \ х  орттирма берамиз. Бунда s  ёй Дх =  М М Х узуили- 
гича орттирма олади. ММХ — бу ёйни тортувчи ватар булсин. 
Ит ни топиш учун куйидагича киришамиз: AAfAfjQ дан
А - Г - 0  а д г

ЛШ ? =  (Дл)* +  (Ду)1.

*) AU ёйни м р ай м и з (138- раем), унинг марказий бурчаги Ъ. га т е т \  
Бу ёйнинг узунлиги 2/?* га тенг (R  — айлананинг радиуси), уни тортнб т у  
рувчи ватарнннг узунлиги эса 2R  sin  * га тенг. Ш унга кУра

139- раем.
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Бу тенгликнинг чап томонини Дзг га купайтирамнз ва була
миз:

|  . ( ^ ‘)? Д5’ =  (Дх)*-НДу)*.

Бу тенгликнинг *амма *адларинн Дх2 га буламиз:

I  ( З Д й ' = * + ( £ ) ’•
Дх->0 шарти билан чап ва унг томонларннинг лимитларинн 
топамиз.

lim =  1 ва llm ^  эканинн эътиборга олиб, уш-ММ j^0 As 4-г_0 Ах dx г
буни ^осил киламиз

I  ( л )  =  1 +  Ш  бки ^  + ( Й )  ' W

Ёйнинг д'ифференциали учун ушбу тенглнкни ^осил кнла- 
миз: /

I  (2)
ёки*)

rfs =  dx1 dy*. (2')

Эгри чизик У =  /(•*) тенглама билан берилган >(ол учун 
ёй узунлигининг дифференциали ифодасини топдик. Лекин 
эгри чизик параметрик тенгламалар билан берилганда *ам (2') 
формула уз кучини саклайди.

Агар эгри чизик

*  =  ?(*). у =  <ИО. •

параметрик тенгламалар бнлан берил1ан булса, 
dx  в  <р' (t) dt, dy = У (t) dt 

булади ва (2') ифода ушбу шаклни олади:

*  =  / | 7 W T F  (01 'dt. й

\

• )  Катъий айтганда (2 ')  формула >  0 булган долдагина т^гри. Агар 
* * < 0  булса, d s ~  d x * +  dy*. Шунннг учун формулани умумий долда

I d s  | =  y rdx*  -f  dy* шаклда «зиш тугрирок булади.
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2- §. Эгрилик.

Эгри чизик шаклини характерловчи элементлардан бири 
унинг эгрилик, эгилиш даражасидир.

Визга берилган эгри чизик Уз-узинн кесмайди ва *ар бир 
нуктасида аник уринмага эга деб фараз киламиз. Эгрн чизик
ка унинг ихтиёрий иккита Л ва В нукталарида уринмалар 
утказамиз ва шу уринмалар орасида *осил булган бурчакни — 
аникроги уринманинг А нуктадан В нуктага утишдаги айланиш 
бурчагиниа билан белгилаймиз (140- раем). Бу бурчак АВ 
ёйнинг цушнилик буряаги деб аталади. Узунликлари бир хил 
булган иккита ёйнинг кайси бирида кушнилик бурчаги катта 
булса, уша ёй купрок эгилган булади (140 ва 141* расмлар).

140- раем.

Иккинчи томондан *ар хил узунликдаги ёйларни факат 
тегишли кушнилик бурчакларига караб уларнинг эгриланиги 
даражасига ба*о бера олмаймнз. Бундан, эгри чизикнинг эг- 
риланиш даражасининг тула характеристикаси кУшнилик 
бурчагининг тегишли ёй узунлигига н и с б а т и д а н  иборат 
булиши келиб чикади.

1- т а ъ р и ф .  АВ ёйнинг Уртача эгрилиги К^0 деб, тегиш- 
ли кушнилик 
лади:

бурчаги а нинг ёй узуылигига нисбатига айти-

/Сур =
ур А В

Бир эгри чизикнинг *ар хил кисмлари (ёйлари) учун Ур
тача эгрилик *ар хил булиши мумкин; масалан, 142- раемда
курсатилган эгри чизикда АВ ва АХВХ ёйларнинг узунликлари 
бир хил булса *ам, уларнинг уртача эгриликлари *ар хилдир. 
Хатто *ар хил нукталар якиннда эгри чизикнинг эгриланиши
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р хцл. Бернлган чизикнинг берилган А  нуктаси якиннда 
« г р и л и к даражаснни характерлаш учун эгри чизикнинг берил
ган нуктасидаги эгрилик деган тушунчани киритамиз.

2- т а ъ р и ф .  Эгри чизикнинг А нуктасидаги эгрилиги К А
деб, А В  ёйи уртача эгриликнинг ёй узунлиги нолга интилган 
(яъни В  нукта А га якинлашган) пайтдаги лимитига айтилади:

К л = Ит /Сур =  И т
у р  А в - 0 / t f i

М и с о л .  Раднусн г  булган айлана учун: 1) марказий бурчак а га мос
бйнинг уртача эгрилиги аниклансин (143- раем); 2) А  нуктадаги эгрили

ги анпклансин.

Е ч и ш .  1) Равшанки, А В  ёйнинг кушнилик бурчаги а га тенг, ёйнинг 
узунлиги аг га тенг. Демак,

еки

2) А  н уктадаги эгрилик:
а 1

К =  Нш -  =  
«-о  лг

Шундай килиб, радиуси г  булган айлана ёйинннг уртача эгрилиги бй- 

,Ииг узунлигига ва лолатига боглик эмас, ламма ёйлар учун у  у  га тенг. 
^ • и а н и п г  лар бнр нуктасидаги эгрилиги дам нуктани танлаш га'боглнк
*Мас ва -Lва ~  га тенг.

ЗДсн ^ ,,МИТ|,|1НГ мнкдори эгри чизпкда Узгарувчи В  нуктани А  нуктанинг 
томонида олинганнга боглик эмас деб фараз киламиз.
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И з о * .  Шуни айтиб утнш керакки, ихтиёрий эгри чизиц. 
нинг *ар хил нукталаридаги эгрилиги, умуман айтганда, );ар 
хил булади. Буни куйида курамиз.

3- §. Эгриликни хисоблаш

Берилган эгри чизикнинг ихтиёрий М (х, у) нуктасидаги 
эгрилигинн *исоблаш учун формула чнкарамиз. Бунда эгри 
чизик Декарт координаталари системасида

У = / ( * )  (1)
шаклдаги тенглама билан берилган ва /  (х) функция узлук
сиз иккинчи *осилага эга деб фараз киламиз.

Эгри чизикка унинг абсциссалари х  ва х  +  Ах булган М 
ва Mi нукталарида уринмалар утказамиз ва бу уринмаларнинг 
Ох укига огиш бурчакларини <р ва <? +  Д? билан белгилаймиз

(144- раем).
Эгри чизикнинг биронта уз

гармас М0 нуктасидан бошлаб
*исобланган ММ0 ёй узунлиги- 
ни s билан белгилаймиз; унда
Д5 =  М0Мг -  М^М, | As | =  ЛГИ, 
булади.

144- раемдан бевосита курнш
мумкинки, Л Ш | ёйга мос куш
нилик бурчаги <р билан <р +  Д? 
бурчак айирмасининг абсолют 
Кийматига, яъни |Д?| га тенг*).

Таърифга мувофик эгри чи
зикнинг ММХ кисмидаги уртача

144- раем.

эгрилик:

Кif.
| Ат1_ 1Д* 
|Л ; |  j As

M н у к т а д а г и  э г р и л и к н и  *осил килиш учун бу ифо-
данинг Л Ш , ёй узунлиги нолга интилиш шартн билан лими- 
тини топиш керак:

К =  Нш М .is-*о Дs |
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а ва s  мнкдорларнинг пккаласи х  га боглик (х нинг функция- 
\ булгани учун ? ни s нинг функцияси деб караш мумкин. 

rh 3 бу функцияни параметр х  ёрдами билан параметрик шакл- 
1 3 берилган деб *нсоблай оламиз. Унда

llm р  = ? ,

демак,

К  = dl \db (2)

Q ни *нсоблаш учун параметрик шакл^а берилган функ
цияни дифференциаллаш формуласи

d f  _ dx
ds ds

dx

дан фойдаланамиз. px *осиланиу =  / ( * )  функция оркалнифо- 

далаш учун tg <р =  ^  , демак,

4 dy? =  arc tg £

эканинп курамиз.
Сунгги тенгликнн х  буйича дифференциаллаб, ушбуни то

памиз:

dx

(Ру
d7*

1

ds
*оснлани эса VI бобнннг 1- § да топган эдик: 

ds

Шунинг учун

d<f
rf’y
rfP

4 = *  = . sds ds
• )  144- раемда тасвирланган эгри чизик учун |Д ? |  =  Д ? эками равша**>

чунки Д<р> 0.
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I dv I
ёки к  =  I л  I булгани учун ушбу формулани з^осил киламиз:

1 —  1
i s _ \d x * 1 ,

REFT
</ V

Демак, эгри чизикнинг иккинчи хосила ^  мавжуд ва уз-
луксиз булган хар кандай нуктасида эгриликни хнсоблащ 
мумкин. Уни хисоблаш учун (3) формула хизмат килади. Эг
ри чизикнинг эгрилигини хисоблаганда махраждаги илднзнинг 
факат арифметик (яъни мусбат) кийматини олиш кераклигини 
ёдда сак^аш лозим; чунки таърифга кура чизикнинг эгрилиги 
манфий була олмайди.

1- м и с о л .  у* =  2р х  параболанинг; а) ихтиерий М ( х ,  у )  нуктасидаги,

б) А1, (0, 0) нуктасидаги, в) ( у ,  р ) нуктасидагн эгрилиги аникланснн.

Е ч и ш .  у =  } ^2р х  функциянинг биринчи ва иккинчи хосилаларини то
пам из:

dy р  сРу _  р %
d x  ~  / 2р х  ' d x 1 (2рдг)*,‘ ‘

Топилган ифодаларни (3) формулага кУйиб, куйидагиларни досил кила
миз:

а) К  = ------- —--------

в) К

( 2 р * +  />’ )**• 

_ 1
дг—0. у—О

1
х  — PI2. у — р  2  / 2 / 7 ’

2-  м и с о л .  у  =  а х  +  Ь т^грн чизикнинг ихтиёрий (дг, у )  н у к т а си д а ги  
эгрилиги аниклансин.

Ечиш.
/  = а ,  у ’  =  0.

(3) формуладан

К = О
эканини хосил киламиз. Ш ундай килиб, т^гри чизик эгрилиги ноль булган 
чнзикдир. Бу натижани эгрилнкнинг таърифидан бевосита хосил килиш 
мумкин.



4- §. Параметрик шаклда берилган чизикнинг 
эгрилигини кисоблаш

Эгри чизик параметрик тенгламалар билан берилган булсия:

■* =  ® (0 . У =  *ИО.
Унда (III боб 24- § га каранг):

dy _  V(<) d*y _  Ф У  — ф'у*
Гх ~  <ГЦ)' dx* “  (? ')»  *

Бу ифодаларни олдинги параграфдаги (3) формулага КУ* 
йиб, шуни 5{0сил киламиз:

К -  [f* +  ^l*'*
М и с о л .  x = a ( t — s ln f) .  у =  а ( 1 — c o s0  циклоиданинг 

ихтиёрий (х, у) нуктасидаги эгрилиги аниклансин.
Е ч и ш .

=  а ( \  — cos t), j £  =  a s l n / ,  £( =  aslnt,  ^  =  acost.

Бу ифодаларни (3) формулага кУйиб, ушбуни *осил кила
миз:

„  _  | а  (1 — cos t ) a  cos t  — a  sin t - a  sin 1 1 _  | cos t  — 11 
4 (а* (1 — cos t )* +  a* sin t] '1' 2*'Ч* (1 — cos t )*(*

1 1 .-----
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2*'a d - c o s O 1'- 4a j slni

5" §• КУтб координаталардаги тенглама билан 
берилган чизикнинг эгрилигини ^исоблаш

Эгри чизик
Р =  / ( в ) .  (1)

тенглама билан берилган булсин.
Кутб координаталардан Декарт координаталарига утиш 

формулаларини ёзамиз: \
x  =  p co se ,|
у =  psln6. ) * * '

f  /в ^ ифодалардаги р урнига унинг б оркали ифодасинн, яъни
* \“) ни куйсак, ушбу тенгликлар дооГл булади:

x = f ( B )  cosG, )
у =  /  (в) sin е. j w
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Кейинги телглаыаларга <1) эгри чизикнинг па 
тенгламалари деб караш мумкин, бу ерда параметр

Бу *олда

^  =  ^ C°S© — f.sln e, ^  =  g s i n 0  +  pcos0,

фаыстриц 
в б у л а д и

7ЙЙ = 3  cos 0 -  2 Ч  sin 6 -  pcos О,‘'р.
d4 '

rfO

Бу ифодаларни бундан олдинги параграфдаги (1) ф о р м у 
лага куйиб, эгри чизикнинг эгрилнгини кутб координаталарда 
* ;!Соблаш учун ушбу формулани ^осил киламиз:

, ,  _  |р* +  2р ' » - и ' |
« )

М и с о л .  Архимед спирали 
р =  а  0 ( д > 0) ихтиёрий нукта- 
сидагн эгрилиги аникланснн 
(145- раем).

Е ч н ш.
dy rf*p
Jb=a' Wl =  0.

ларни ёзиш мумкин:
0*4-2

в» ~ *» О2
лалаги О1 +  2 билан ва 0* +  1 ни 6* га ёлмаштирнб, ушбу такрибнй форму
лам:* \осил киламиз (0 нинг катта кийматлари учун):

О1 +  1

Демак,
д . _  | аЧ* +  2а* | _  1 Ь2 + 2

~  (а Ч 1 +  а , ) ',• “  а (0* ~j- 1 )' *
О нннг катта кийматлари 

учун ушбу такрибнй трнглик-

«  1; ш унинг учун олдинги форму-

1 е1
аЬ'

Демак, 8 нинг катта кийматларида Архимед спнралининг эгрилиги ра- 
диуси аЬ га тенг булган айлана эгрилигига тахминан тенг булади.

6- §. Эгрилик радиуси ва донраси.
Эгрилик маркази. Эволюта ва эвольвента

Таъриф. Чизикнинг берилган М  нуктасидаги эгрилиги К 
га тескари булган R микдор шу чизикнинг берилган н у к тасн - 
даги эгрилик радиуси деб аталади:

о  I П)
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(2)

Г-
 

1

( £ ) ''Г1 ^  1 
d.г* j

М нуктада эгри чизикка унинг ботиклик томонига йунал- 
ган нормал ясаймиз ва шу нормалда А.1 нуктадаги эгрилик 
радиуси R га тенг булган МС кесма оламиз. С нукта берил
ган эгри чизикнинг М нуктадаги эгрилик маркази дейилади;( 
радиуси R, маркази С нуктада булган (айланасн М нуктадал 
утадиган) донра эгри чизикнинг М нуктадаги эгрилик донрасн 
дейилади (146- раем).

Эгрилик доирасининг таърифидан куринадики, берилган 
нуктада эгри чизик эгрилиги билан эгрилик доирасининг эг
рилиги бир-бирига тенг.

Эгрилик марказининг координаталаринн аникловчи форму
лаларни чикарамнз.

140- раем. 147- р«;м. '

Эгри чнзнк тенгламаси

у =  / ( * )  ,(3 )
бУлсин.

Эгри чизикда бир М (х , у) нукта оламиз па ,шу нуктага 
тегишли эгрилик маркази координаталари а ва Э ни аниклай- 
“"з (147- раем). Бунинг учун эгри чизикка М нуктадаги нор- 
Чал тенгламасинн ёзамиз: *

I Y - y  =  - j , ( X - x ) .  (4)

ерда X  па У нормал нуктасинннг узгарувчи координата-



лари.) С (а, Э) ну^та нормал устида булгани учун, унннг коо 
дннагалари (4) тенгламани каноатлантнриши керак: Р‘

Р - У = - £ ( * - • * ) .  (5)

С (а, 3) нукта М ( а-, у) нуктадан эгрилик радиуси ц г . 
тенг масофада туради:

( а _ х * )  +  ( р - у ) *  =  /?*. (6)

(5) ва (G) тенгламаларни бирга ечиб, о ва Э ни аниклаймиз: < 

(“ - * ) г + у* (» “  *г) =  Я2. (* -  *)1 =  т ^ г т  ^  
бундан:
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а =  х  ±  У /?, Р =  У +  ,  R, 
y l + y *  / 1 + У *

D (1 +  у'»)*/*
/< =  — pprj—  булгани учун

В =  у + 1 ± > ^ .
ly' l  р у +  i y T *

Охирги формулаларда каср олдида кайси ишорани олиш 
масаласини ечиш учун у" >  0 булган долни ва у" <  0 б^лгм 
*олни караш керак. Агар у" >  0 б^лса, бу нуктада эгри чи
зик ботик ва, демак, Р > у  (147- раем), шунга кура пасткн 
ишораларни олиш керак. Бу *олда | у" | =  у" эканини эътибор
га олганда, эгрилик маркази координаталарининг формулалари 
бундай булади:

/ ( !  +  /» )

V)

Шундай йул билан у" < 0 булганда *ам (7) формулалар ft 
кучини саклашини к^рсатиш мумкин.

Агар эгри чизик

•* =  ? (О, У =  ф (О

параметрик тенгламалар билан берилган булса, эгрилик мар; 
казининг координаталарини топиш учун (7) формуладаги У 
ва у" Урнига уларнинг параметр оркали

У =4;xt х> .
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„фодаларинп куйнш керак. Унда
у' (х'%а — х  — +  У '1) 
х 'у "  — х ’ у '  ’

(7 )

Л1 (дг, у ) нуктасидаги, 

эгрилик марказншшг

1- и и с о л. у 2 — 2р х  параболаиинг: а) ихтиёрий 

б) Мо (0, 0) нуктасидаги, в) Af, ( у ,  />) нуктасидаги
координаталари аииклансин. 

dy /Ру
Е ч и ш .  -jx  ва ^  пинг кийматларини (7) формулага цуйнб, уш буларгп 

досил киламиз (148- раем):

а) » =  Здг •- р,

б) х =  0 булганда: а 

булганда: аР
в) * = 2

Vp
Р, М  0;
Ьр о = -$, Р = —Р-

Агар берилган чизикнинг Мх(х, у) 
нуктасида эгрилик нолга тенг булмаса, 
бу нуктага аник эгрилик маркази Cj(o,p) 
мос келади. Берилган чизнкнинг *амма 
эгрилик марказлари туплами бирор янги 
чизикни ташкил этадн, бу чизик бнрин- 
чи чизикка нисбатан эволюта дейилади.

Шундай килиб, берилган чизик эгрн- 
лик марказларининг геометрик урни унинг эволютаси дейила- 
дн. Берилган чизик узннинг эволютасига нисбатан эвольвента 
ёки инволюта (ёки ёйилма) дейилади.

Агар берилган эгри чизик тенгламаси у = / ( * ) ,  булса, (7) 
тенгламаларни эволютанинг параметрик тенгламалари (пара- 
метр jc) деб караш мумкин. Бу тенгламалардан параметр х  
ни (агар мумкин булса) йукотиб, эволютанинг узгарувчи коор- 
Динаталари а ва р орасида бевосита муносабат топамиз. Агар 
ЭгРи чизик параметрик тенгламалар х  =* <р (£), у =  ф (/) .билан 
берилган булса, (7') тенгламалар эволютанинг параметрик 
тенгламаларини беради (чунки х, у, х \  у ', л", у" микдорлар 
‘ нинг функциялариднр). *

2- м и с о л .  у 2 — Чрх парабола эволютаеннинг тенгламаси топилсин.
»»/■ • мисолга асосан параболаиинг дар цандай (дг, у) нуктаси учун 

тенглнкларга эгамиз: *

я =  Здг + р. 

р _  (2д£»
V р

15

¥

С. Пискунов
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Бу тсигламалардан параметр х  ни чикариб ташлаб, ушбуин хосил 
лаииз:

Р - Я *  <»-')*•
Бу — ярнмкубик парабола тенгламасидир (149- раем).

3- м и с о л .  Параметрик тенгламалар:

х  *  а со* t, у  =  Ь sin t

билан берилган эллипс эволютаеннннг тенгламаси топилсин.
Е ч и ш. х  ва у  нинг t  буйича досилаларинн нисоблаймнз:

х '  «* — а  »1п /, у ' =  Ь сое t ; 
дг* — a  cos t  у '  =  — Ь sin t.

*

150- раем.

Хосилалар ифодаларинн (7 ')  формулаларга кУйиб, ушбуни носил килами*

Ь cos i  (a* stn* t  -J- b* cos* /)
■ _  a cos t -  gb j ln» t  -S a b  cos» / 3

b * l  b - \
=  a  cos t  — a  cos t  sin* t  — -  cos* I  =  («  — — Jcos* t .

Шундай килиб,

« =  ( a  — ^ -)c o s* /.

Ш унга ухшаш:

M * - ? ) sln*<.
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п т а м е т р  t  ни чнцариб ташлаб, эллипс эволютасннннг тенгламаснни ушбу 
, ак и *  *осил киламиз;

W ( т Г + й Г - Р ^ - Г
Бу ерда * ва ? — эволютанинг узгарувчи координаталари (150- раем).
1 4- м и с о л. Циклоида

х  =  я ( /  — sin О,
у =  а (1 —cosf).

9 в0 лю тасининг п ар ам етр и к  тенглам алари  топилсин.
Е ч и ш .

х '  = e ( l  — c o s /) , у ' =з a s in / ,  
х "  a  sin / , у" *= а  cos /.

Бу ифодаларнм (7 ')  формулаларга кУйиб, ушбуларни лосил киламиз:

.  =  e ( /  +  sln/), 
р =  — а (1 — c o s t) .

Энди:

■ =  S — it а, »
Р =  ч — 2а,
t  =  т — п *

*еб фараз килиб, узгарувчиларни алмаштирамиз; бунда эволюта тенглама- 
ЛаРи ушбу шаклни олади;

{ =» e ( t  — sin t) , 
а (1 — cos т);

2 , тенгламалар S, ч координаталар системасида яна ясовчи доираеннинг 
2* * у си  а булган циклоилаин белгилайди. Демак, циклоиданинг эволютаси 

Циклоида булади, лекин кеаиигн циклоида зввалгига нисбатан О х  Ун 
Уйнча — пв кадар ва О у  у к  буйича — 2а цвдар силжиган булади ( Ш -  раем).

15*
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7-§ . Эволютанинг хоссалари

1 - т е о р е м а .  Берилган эгри чизища нормал унинг эвол- 
ютасига уринма булади.

И с б о т .  Утган параграфнинг (7') параметрик тенгламалари 
билан аникланган эволютага уринманинг бурчак коэффициенти 
ушбуга тенг:

d$ __ d x  
da d a ' 

d x

Уuia (7') тенгламаларга асосан:
rfa 3y _  у  f  -  y ' t y "  Зу'у** _  у "  -  у '« у -
d x ~  7 * -  ~  У у '*  • 11)

d Э _  З у ">у ' — у "  — у '*у"
d x  ~  у '*  W

эканини назарга олиб, ушбу муносабатни *осил киламиз:

rfJL =  _  1
.d a  ~  / •

Лекин у' — эгри чизикка тегишли нуктадаги уринманинг бур
чак коэффициенти, шунинг учуй ^осил килинган муносабатдан 
эгри чизикка уринма билан унинг эволютаси тегишли нуктаси- 
даги уринма бир-бирига перпендикуляр экани келиб чикади, 
яъни эгри чизикка нормал унинг эволютасига уринма булади.

2 - т е о р е м а .  Агар эгри чизикнинг бирор цисмида 
эгрилик радиуси монотон узгарса (яъни ё фацат-усса, ё фа- 
цат камайса), эгри чизикнинг шу цисмида эволюта ёйи 
узунлигининг орттирмаси (абсолют циймат буйича) берил
ган эгри чизиц эгрилик радиусининг мос орттирмасига тенг.

И с б о т .  VI бобнинг 1-§  даги (2') формулага асосан ушбу 
тенгликка эга буламиз:

ds* =  d'J - f  d'f,
бу ерда ds — эволюта ёйи узунлигининг дифференцнали; бун
дан

( £ ) • = ( £ ) ’ + ( £ ) ’
Бунга (1) ва (2) ифодаларни куйиб, ушбуни *оснл кила

миз:

( ! ) ■ = ( . + / • )  (3 )
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Энди ни топамиз. Маълумки,

R = (1 +у„г) , шунинг учун f? =  (1 +у,\ 3)3.

5у тенгламанинг иккала томонини д: буйича дифференциал- 
лаб, тегишли алмаштиришларни бажаргандан сунг ушбуни *о- 
сил киламиз:

o n  dR _  2 (1  +  у '» )* (З /у * *  -  у"  - / V )  
т  dx  ( 7 F  •

2 (1  4- v ' » ^тенгликнинг иккала томонини 2 /? =  ^ -----га булиб, уш
буни *осил киламиз:

dR _  (1 - f  у ,а)’/ , (3 у > , » - у " - у ,*у") 
dx  у** '

Квадратга кутариб, ушбунн *осил киламиз:

I  ( " ) ’ = ( ' + л  w

(3) ва (4) тенглнкларни таккослаб, ушбуни топамиз:

W  " И ,
бундан

rfff _  _  rfs 
dx +  dx'

Шартгакура ишораси узгармайди (R факат усади ёки факат 

камаяди), демак, ^  нинг ишораси *ам узгармайди. Аниклик

УчУ н ^ < 0 ,  ^ > 0  деб кабул киламиз (бу 152- расмга мос ке

лади). Демак,

м  Mi нуктанинг абсциссаси jcx, М3 нуктанинг абсциссаси jc,  
®Улсин. [*,, х 2] кесмада s ( x )  ва R(x)  функцияларга Коши 
Теоремасини кулланамиз:
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бу ерда 5 л-, ва х,  орасидаги сон (х, < £ < . * , ) .
Ушбу белгилашларни киритамиз (152- раем):

s(x , )~ s,, s ( xx) = sx, R(xJ) = Ri, R(Xi) = Ri,

у холда ^ =  — 1, ёки s, — s, =  — (/?, — Ri). Бу эсак2 — КI
| S| — | =» | /?* Ri |.

демакдир.
Бу тенглик эгрилик радиуси усганда хам худди шундай

исботланади.

1 ва 2 - теоремаларнн эгри чизик ошкор тенглама у = f ( x )  
билан берилган *ол учун исботладик.

Агар эгри чизик параметрик тенгламалар билан берилган 
булса, бу теоремалар уз кучнни саклайди ва уларнинг исботн 
*ам худди ушандай утказилади.

И з о х .  Эгри чизикни (эвольвентани) узининг эволютаси бу
йича ясаш учун ушбу содда механик усулни кУрсатамиз.

Эгилувчи линейка эволюта C0CS (153- раем) формаси буйи
ча эгилган буленн. Бир учи С0 нуктага богланган чузилмайди- 
ган нп Уша линейка буйлаб Уралган булсин. Ипни доим тор- 
тилган холатда ёя бошласак, ипнинг иккинчи учи М ЛМ0 эгри 
чизикни — эвольвентани чизади. „Эвольвента” — ёйилма номи

152- раем. 153- раем.
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хам шундан келиб чиккан. Хосил килинган эгри чизик *ацн- 
катан эвольвента эканлигининг исботи юкорида аникланган 
эволю та хоссаларига асосланиб утказилиши мумкин.

Битта эволютага чексиз куп *ар хил эвольвенталар voc ке- 
лишини кайд этиб утамиз (153- раем).

М и с о д .  Раднуси а  булган айлана бе
рилган булсин (154- раем). Бу айлананинг 
9во.чьвенталаридан М и (а, 0) нуктадан ут- 
ганини олайлнк.

СМ  =  CM j  =  at эканини эътиборга 
олиб, айлана эвользентаси тенгламаснни 
хосил килиш осон:

О Р  =  х  ~  a  (cos t + /  sin /),
PM =  у  =  a (sin  t — t  cos /).

Тишли гилдирак тишининг профили ку- 
пинча дойра эвольвентаси шаклида булн- 
шини кайд килиб утамиз.

154- раем.

8-§ . Тенгламанинг ^ациций илдизларини такрибий \нсоблаш

Функцияни текшириш методлари

Щ  /(■*) =  0

тенглама илдизларинннг такрибий кийматларини топишга им
кон беради.

Агар берилган тенглама биринчи, иккинчи, учинчи ёки тур- 
тинчи даражали алгебраик*) тенглама булса, у тенглама ил- 
дизларини унинг коэффициентлар оркали чекли сондаги ку* 
шиш, айириш, купайтириш, булнш ва илдиз чикарнш амаллари 
ёрдами билан ифодалашга имкон берадиган формулалар бор. 
Туртинчидан юкори даражали тенгламалар учун, умуман айт- 
ганда, бундай формулалар йук. Аммо, агар *ар кандай а л г е б р  
раик ёки алгебраик булмаган (трансцендент) тенгламани™  
коэффициентлари *арфлар билан эмас, сонлар билан б е р н л р Ж ,  
булса, у *олда тенгламанинг илдизларини истаган даражада 
аииклик билан такрибнй лисоблаш мумкин. Хатто алгебраик •  
тенгламанинг илдизлари радикаллар оркали ифодалЪнадиган 
лолларда *ам, амалда баъзан тенгламани такрибий ечиш ме- 
тодини кулланиш кулай булади. Куйида тенглама нлдизлари- 
ни такрибий ^исоблашнинг баъзн методлари баён килинлди.

*) Агар / ( х )  купдад б у л са ,/(дг) =  0 тенглама алгебраик тенглама дейн- 
лади (VII боб, 6-§ га каранг).
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1. В а т а р л а р  у с у л и .  Ушбу тенглама
/ ( * )  =  О (1 )

берилган булиб, бу ерда f  (х) функция [а, b | кесмада узлу к 
сиз, икки марта дифференциалланувчи булсин. у =  f (x)  функ
циями [а, Ь\ кесма ичида текшириб шундай [хь  х г] кесма аж- 
ратамизки, бу кесма ичида функция монотон (ё усувчн, ёки 
камаювчи) ва кесма четларида f  (хх) ва / (* * )  функцияларнинг 
кийматлари *ар хил ишорали булсин. Аниклик учун f ( x x) <  о; 
j  (хг\ >  0 деб кабул киламиз (155-раем). у = / ( д г )  функция 
|-г,, х 2] кесмада узлуксиз булгани учун унинг графиги л:, ва хг 
нукталар орасндаги биронта нуктада Ох укни кесадн.

у =  f ( x )  эгри чизикнинг х х ва х2 абсциссаларга т е г и и ^  
чегара нукталарини туташтирувчи АВ ватарни утказамиз. Б) 
ватарнинг Ох ук билан кесишган нуктанинг ах абсциссаси ил 
дизнинг такрибий киймати булади (156- раем). Бу такрибий 
кийматни топиш учун берилган иккита Л (.*,, f ( x j)) ва В (xf 
f  (хг)) нуктадан утувчи АВ тугри чизик тенгламаенни ёзамиз

в

У,

о

155- раем. 156- раем.

У -  /(•*!> _  х - х ,
f(X\) ~  х̂  — х{ 

х  =  о, булганда у =  0 булгани учун
— f ( x i )  _  Q i - X j

)  (•*:) — /  (* i )  x t -  X t'
бундан

(2 )
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g K„ шакл алмаштиргандан кейин:
_  x x f ( x t ) - л г 1/(л г1) 

l ~  f ( x t ) - f ( x y) • 2')

Илдизнннг аникрок кийматини топиш учун f ( a x) ни аниклай- 
миз. Агар f ( a x) < 0  булса, (2) формулани [а, дг,| кесмага кул- 
лан н б , шу усулни такрорлаймиз. Агар f ( a x) > 0  булса, шу 
формулани [jc,, flj] кесмага к^лланамиз. Бу усулни бир неча 
марта такрорлаб, илдизнинг янада аникрок ах, а2 ва * к. кий
матларини топамиз.

1- м и с о л .
/ ( jr) =  хз -  Ьх  +  2 =  0

тенглама илдизларининг такрибий кийматлари 
топилсин.

Е ч и ш .  Даставвал / (дг) функция монотон 
буладиган ораликларинн топамиз. _ / '  (дг) =
=  Зж* — 6 косилани топиб, х  <  — у^2 булган
да косила мусбат, — y^2 < x < - f  /  2 ора- 
ликда манфий ва дг >  ■»/ 2 булганда яна мус
бат эканини курам из (157- раем). Шундай ки
либ, функция учта монотонлик участкага эга; 
буларнинг кар бирида функциянинг биттадан 
илдизи бор.

Бундан кейинги кнеоблашларнн кулайлаш- 
тириш максадида бу монотонлик ораликларини 
торайтирамиз (лекнн кар бир ораликда тегиш 
ли илдиз булсин). Бунинг учун /(дг) ифодага х  
нинг исталган кийматларини кУйиб, кар бир 
монотонлик оралигида чегара нукталарда функ
ция кар хил ишорали буладиган кичикрок 
кесмалар ажратамиз:

х х =  0,
Х\ =  1,

Xз =  — 3, 
Xt =  — 2,

хь — 2, 
xt =  3,

/  (0) =  2, 1 
/ ( ! )  =  — 3, / 
/ ( — 3) =  — 7,) 
/ ( - 2 ) =  6, /
/(2) =  — 2, \ 
/ ( 3 ) =  И .  /

Шундай килиб, илдизлар ушбу интервалларда 
°улади;

(3; - 2 ) ,  (0; 1), (2; 3). k
И^Дизнинг (0 ; I)  интервал таги такрибий кийматини топамиз; (2) формулага 
*Ура: 1

Энди

„ ( 1 - 0 ) 2  2 _  
а ,  -  0 — _ 3 _ 2 -  5  -  0 ,4 .

/ ( 0 ,4 )  =  0,43 -  6 0,4 +  2 = - 0 , 3 3 6 ,  / ( 0 )  =  2
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булгани учун нлдиз 0 билан 0,4 орасидддкр. Ш у и т е р в а л г а  я на (2 )ф о р Му. 
лани кУлланиб, иккинчи аникрок такрибий кийматни топамиз:

Илднзларнннг бошка интерваллардаги такрибий кийматларини дам шу рапщц. 
да топамиэ.

2. У р и н м а л а р  у с у л и  ( Н ь ю т о н  у с у л и ) .  Я н а / (xt) <о_ 
/ ( • * * ) >  О м  1л ь  -*а1 кесмада биринчи хосиланинг ншора- 
си узгармайди деб фараз киламиз. Бу холда (jf1% xt) интер
валда / ( * )  =  0 тенглама битта илдизга эга булади. Энди яна 
[xlt х ,]  кесмада иккинчи хосиланинг ншорасн хам узгармайдн 
деб фараз киламиз; бунга илдизни уз ичига олган интервал 
узунлигини камайтириш йули билан эришиш мумкин.

[хи *,) кесмада иккинчи ^оснла ишорасининг узгармаслиги 
эгри чизик \хи х г\ участкада ё факат каварик, ё факат ботик

Сунгра В  j нуктада уринма утказиб, шу равишда илдизнинг 
аникрок киймати о , ни топамиз. Бу усулни бир неча марта 
такрорлаб, илдизнинг исталган аникликдаги такрибий кийма
тини топа оламиз.

Куйидаги холни айтиб утамиз. Агар уринмани В нуктадан 
эмас, балки А нуктадан утказганимизда, уринманинг Ох ук би
лан кесишган нуктаси (xlt х 2) интервалдан ташкарида ко* 
лар эди.

158 ва 159- расмлардан куринадики, ёйнинг кайси чегара 
нуктаснда f ( x )  функция ишораси билан унинг иккинчи хоси- 
ласининг ишораси бир хил булса, Уша нуктада уринма утка- 
зиш керак. | x lt х,] кесмада иккинчи хосила шартга кура 
ишорасини саклайди, шунинг учун чегара нукталарининг ба-

эканнни курсатади.
Эгри чизикка В нуктада 

уринма утказамиз (158- раем). 
Уринманинг Ох Ук билан ке
сишган нуктасининг абсцисса- 
си аг илдизнинг такрибий кий
мати булади. Шу абсциссани 
топиш учун В нуктадаги урин-

х  на тенгламаснни ёзамиз:

,158- раем.

У - / ( - f t )  = / '  (-*•*) ( х  -  дг,).
у =  0 булганда х  — ах були
шини эътиборга олиб, ушбунн 
топамиз:

(3)
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да функциянинг ишораси билан иккинчи косиласининг ишо 
£яСи албатта бир хил булади. Бу коида / ' ( ж )  < 0  булганд( 

уз кучини сацлайди. Агар урннма интервалнинг чап че 
певасидан утказнлса, (3) формулада дг, урннга дгх ни цуйиш
ксра«:

г  (3'<
Агар (*г -*■«) интервал нчида С бурилиш нуцтаси булса. 

уринмалар усули илдизнинг (дг,, дг,) ннтервалдан ташцарнда 
ётган такрибий кнйматини бериши мумкин (160- раем).

159- раем. 160- раем.

2- м и с о л . / ( д г )  =» л:5 — бдг 4-2  =» 0 тенгламанинг (0; 1) ннтервалдан: 
нядиэинн хисоблаш учун (3) формулани кУлланамиз.

/ ( 0 )  =  2, f ' ( 0) =  ( 3 * * - 6 ) J - 0- - 6 ,  /*  (дг) =  6 дг »  О, 

шунга кура (3) формула буйича шуни топамиз;
В 1 2

в , =  0  — ^ - g  -  з" =  0,333.

3. Б и р л а ш т и р н л г а н  _
Ус у л  (161- раем). Ватарлар А
Усули ва уринмалар усулини y f№  /  /  ^
‘? ь  •*»] кесмада бир вактда 
Кулланиб, изланган а илдиз- 
чинг икки томонида бтган 
Ва нукталарни топамиз 
(чунки / ( о , )  ва /  (a t ) орди- 
наталарнинг ишоралари *ар
Хил). Сунгра [a lt a t ] кесмада 
*ча ватарлар усулини ва урин- 

алар усулини кУллаиамиз.
Патижада илдизнинг кийматига - 1 ' Тб1-расм.
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янада якинрок иккита д , ва о , сонларни топахшз. Топилган 
такрибий кнйматлар орасндаги айирма талаб этилган аниклнк 
ларажасидан кичик булгунча ншни шу равишда давом эттира. 
мнз. Бнрлаштнрнлган метод билан биз изланган илднзга бир 
вактда икки томондан якннлашамиз (яъни бир вактда илдиз- 
иинг ^акикий кийматидан ортикрок ва камрок такрибий ки£- 
матларпнн топамиз).

Чунончн, юкорида каралган мисолда урнига кУйиш нули билам 
/(0 ,3 3 3 ) >  0, /(0 ,342 ) <  0

экамнга пшонч досил киламиз. Демак, илдизнинг киймати топилган такри
бий кмйматлар орасида булади:

0,333 < д с <  0,342.

VI боб га  м аш ^лар

Эгри чизикларнинг курсатилган иукталарда эгрилиги топилсин; I. Ь2х 2 •+.
Ь

а 2у* =  а*Ь*, (О, Ь) ва (а, 0) иукталарда. Ж ав. (0. Ь) нуктада (а, 0) нуц-

а 24
тала 2. дгу =  12. (3, 4) нуктада Ж ав. j^ - . 3. у  =  дс3, (дс,, у ,) нуктада.

Ж ав. 6q*4\ %- 4- 16>* =  4 х* — х *> ° )  нуктада. Жав. у .  5. дс*/* - f  у ’>= (I Т " 1 /  *
— в*/», ихтиёрий нуктада. Жав. 1 / ( 3 'J / | a ^ y |) .

Куйидаги эгри чизикларнинг курсатилган иукталарда эгрилик ралнуси 
топилсин; дар бир эгри чизик чизнлсин ва тегишли эгрилик доираси ясал-

снн. 6. у* =  дг3, (4, 8) нуктада. Ж ав. R  =  80 |^ - -° . 7. дс* =  4ау, (0, 0) нукта-

да. Ж ав. R  =  2а. 8. 1»адс* — а2у* =  (дс,, у ,) нуктада. Ж ав. R =

* 9’ У ~  1п * ' нУ<таДа- Ж ав. R  = 2  у г  2, 10. у  =  sin дг,

f x N дс =  a  cos3 /1
- j ,  I 1 нуктада Ж ав. R  =  1. 11. у  _  а s|n3 ,  J, t  =  / ,  булганда.

Жаа. R  — 3a s in /, co s /,.
Куйидаги эгри чизикларнинг эгрилик радиуслари топилсин;
х  — 3t- 1

12. у  „  _  р  j .  * =  1 булганда. Ж ав. R  =  6. 13. Айлана р =  a  sin 0.

а (р» 4- а’)*/.
Жав. R  =  у .  14. Архимед спирали р =  а 0. Ж ав. R  =  +  ддз • ,5 * КаР’

2  
диоида р =  а  (1 — cos в). Ж ав. R  =  - j  / 2 а р .  16. Лемниската pJ =  a 3 cos 20.

д з й А О
Ж ав. R  = д т . 17. Парабола р = в  sec3 - j .  Жав. R  = 2 a  sec3 -5 . 18. р =  a  sin3 -3-

3 О
Ж ав. R  — a sin5 3-.
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а 1 у  — 9 у5 ^  С х  — 3t, 4 3
— ------ - - 2 6 .  ( у =  / , ' _ 6. Ж ав. « =  — з  / 3; э =  3 /• -  2-.

Ушбу эгри чизнкларнинг эгрилик радиус» энг кичнк кийматга эга бул

ган нукталари топилсин; 19. у  =  In х . Жав. ( l A ,  — j  In 2 j. 20. у  =  с*.

Жав (  — у  In 2. 21. / д - + /  у = / а Г  Ж ав. ( j ,

22. у  =  а  In ( 1 — p j .  Ж ав. (0, 0) нуктада R  =  у .

Ушбу эгри чизнкларнинг *ар бири учун эгрилик маркази координата-
х * у*

лари (*, ?) ва эволюта тенгламаси топилсин. 23. —3 — у ,  =  1. Ж аа. « =

(а1 +  Ь*)х* „ (e» +  i » ) v 3 2 2 2
= ----------------. Р = — ------^ ------- . 24. х  + у  =  а а . Ж ав. « =  дг +

+  ЗдгJ у 3 , 1 = у  +  З х Л у Л . 25. у3 =  а*дг. Ж ав. » =  ^  ;

У -  
2а«

Jx  =  A In c tg  -у  —Л cos t, k  ( 7  _ V )
27. i  Жав. у  =  -5- \e  +  e /  (трактрисса).

(у =  * sin t.
^  I x  =  a  (cos t  - f  /  sin t), ^  (x  =  a c o s3f,
28. Ж ав. а =  a  cos / ;  ? =  a  sin t. 29.

I у  =  a  (sin  /  — f cos t) . ly  =  a s ln 3/.
Жав. 1 =  a  cos3 f +  3 a  cos t sin* /; p == a  sin31 +  3a cos1 f sin t .  30. r 3 — 4x  -}- 
+  2 =  0 тенгламанинг илдизлари 0,001 гача аникликда топилсин. Ж ав. х ,  -■= 
=  1,675; X-. — 0,539; дг3 =  — 2,214. 31. / ( ж )  =  дс5 — х  — 0,2 =  0 тенгламанинг 
(1; 1,1) ннтервалдагн илдизининг такрибий киймати топилсин. Ж ав. 1,045. 
32. дг< 4- 2х* — 6jc +  2 =  0 тенгламанинг илдизлари 0,01 гача аникликда *и- 
собланснн. Ж ав. 0,38 <1 Jrt <  0,39; 1,24 < д г , <  1,25. 33. дс3 — 5 =  0 тенглама

такрибнй ечилсин. Ж ав. х х se 1,71, дг,,3 =  1,71 j z J L J ^ h O L .  34. д: — t g x =  0

Зя
тенгламанинг0 ва у  орасидаги илдизининг такрибий киймати топилсин.

Жав. 4,4935. 35. sin х  =  1 — х  тенгламанинг илдизи 0,001 гача аникликда 
Мсобллнснн. К \ р с а т м а: тенглама / ( дг) =  0 куринишга келтирилсии. 
Жав. 0,5110 <  х  < 0 ,5111 .

Х а р  х и л  м а с а л а л а р .

35. Лемниската р* =  a* cos 2<f нинг *ар бир нуктасидаги эгрилик шу 
"УКтанннг радиус-векторига пропорционал эканлиги курсатилсин. 37. р =

в эгри чнзик эгрилик радиусининг энг катта киймати топил-

СНи- Ж ав. R  =  -j-. 38. у  =  х  In х  эгри чизикнинг у '  =  0 буладиган нукта-
Adj? srPn.inK марказининг координаталари топилсин. Жав. (е ~ *; 0). 39. 

.^Радмсд спирали р =  a<f нукталари учун <р -*• оо да радиус-вектор билан

•'рилн к радиусн орасидаги айирма нолга интилишн исботлансин. 40.(|-. l)
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нуктада у  =  sin дс синусоида билан умумий уринма ва эгриликка эга булган

/ ( х )  чизик хамма ерда узлуксиз эгриликка эга булмоги учун а , Ь, с нинг 
кийматлари кандай булиши керак? Графиги ясалсин. Ж ав. a =  3 ,b  =  ~ 3t 
с =  I. 42. Циклонданниг х&р кандай нуктасида эгрилик радиуси шу нукта- 
даги нормал узунлигндан иккн марта катта эканлиги курсатилсин. 43. у =» 
=г х 1 параболаиинг ( 1, 1) нуктасида эгрнлик айланасининг тенгламаси ёзил-

/  7 V 125 /  * \
сии. Ж ав. (х  +  4)»+ I у  -  -J I =  - у .  44. y = t g  х  эгри чизикнинг I - у ;  1 I нуц-

Ш)
тасида эгрилик анланасннннг тенгламаси ёзилсин. Ж ав. +

=  -jg-. 45. Ярим уклари а ва Ь булган эллипс эволютасшшмг

тула узунлиги топилсин. Ж ав. 4 ( л '—Ь3) I ab. 46. хе* = 2  тенглама илдизлари- 
нинг такрибий кийматн 0,01 гача аникликда топилсин. Ж ав. Тенглама нго- 
иа хакикий х  «  0,84 илдизга эга. 47. х  In х  =  0,8 тенглама илдизларннннг 
такрибий кнймаги 0,01 гача аникликда топилсин. Ж ав. Тенглама ягона \а- 
кикнй х х  1,64 илдизга эга. 48. дг5 arc tg  дг == 1 тенглама илдизшшнг тацрн- 
бнй киймати 0,001 гача аникликда топилсин. Ж ав. Тенглама ягона хакнчий 
х  я  1,096 илдизга эга.

y  =  ax* +  b x  +  c парабола топилсин. Графиги ясалсин. Ж ав. у = ----- ^  +

+  у  +  1 — р  41. /(дг) фупкция бундай аникланган:

— оо <  х  <  1 интервалда / ( д с )  — дс3,

1 <  дс <  оо интервалда /(дс) =  еде3 +  Ьх +  с.
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КО М П ЛЕК С С О Н Л А Р .  К У П ^ А Д Л А Р

| . £ .  Комплекс сонлар. Дастлабкн таърифлар 

Комплекс сон деб
z = a + ib (1)

ифодага айтилади, бу ерда а ва b — ^ациций. сонлар, / — мав- 
хум бирлик, ушбу тенгликлар билан аникланади:

< в / - 1  ёки i* =  — l; (2)

а — комплекс сон г нинг хациций кнсми, ib— мав^ум кисми 
дейилади. Улар бундай белгиланади: а =  Re z, b =  Im z. Агар 
a =  0 булса, 0 -\-ib~*lb соф мав^ум сон дейилади; агар b = О 
булса, хакикий сон *осил булади: а + i -О = а. Факат мав*ум 
цисмининг ишораси билан фарк киладиган икки комплекс сон: 
z  =  a -f- ib ва z = a — ib бир-бирига цушма дейилади.

Ушбу икки асосий таъриф кабул килинади:
1. Агар z, =  а ,  - f  ib ва г, =  а2 ib2 дан иборат иккн комп

лекс сонда
ai ~  аг< =  Ь-,

булса, яъни хакикий кисмлар узаро ва мав.хум кисмлар узарй 
тенг булса, у комплекс сонлар тенг дейилади.

2. Агар а =  О, b — 0 булса, факат шундагина комплекс сон
2 нолга тенг булади:

z =  а -f  Ib =  0.

У 1- К о м п л е к с  с о н л а р н н н г  г е о м е т р и к  т а с в и р и .  
лар кандай комплекс сон г — а +  ib ни Оху текислнкда коор- 
Динаталари а ва b булган A (a, t>) нукта шаклида тасвирлаш 
*Умкин. Аксинча, Оху текисликдаги ^ар кандай М (а, Ь) нук- 
а г =  дс +  /у комплекс сонга мос келади. Узида комплекс сон 
*саирланаднган текислик узгарувчи z нинг комплекс текисли- 

Дейилади (162- раем), текнелнкка доирача ичига г символа
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Узгарувчи z  комплекс текислигининг Ох укда ётувчи нуч. 
таларига хакикий сонлар мос келади (b = 0). Оу Укда ётувчи 
нукталар соф мав^ум сонни тасвирлайди, чунки бу *олда 
п —0. Шунинг учун комплекс сонларни г нинг комплекс узга
рувчи текислигида тасвирлаганда Оу Ук мав?(ум сонлар уци 
ёки мав^ум уц, Ох ук эса хациций уц дейилади.

А (а , Ь) нуктани координаталар боши билан туташтириб, 
с~А векторни *осил киламиз. Баъзи лолларда г =  а +  lb комп
лекс соннинг геометрик тасвнрини ОА вектор деб кабул ки

лиш кулай булади.
2. К о м п л е к с  с о н н и н г  т р н г о -  

н о м е т р и к  ш а к л  и. Координаталар 
бошини кутб, Ох укининг мусбат йуна- 
лишини кутб уки деб олиб, А (а, Ь) 
нуктанинг кутб координаталарини у ва 
г ( г > 0 )  билан белгилаймиз. Унда ушбу 
тенгликларни ёзиш мумкин (162- раем):

b =  г sin <р,

ФЫ

162- раем. а =  г со??,

демак, комплекс сон г ни бундай тасвирлаш мумкин: 

а +  ib = r  cos ч> +  ir sin <р.
ски

Z =r(C0S<p -t- /  sin 9>). (3)

Бу тенгликнинг унг томони даги ифодада z = a + ib ком
плекс сон ёзувининг тригонометрик шакли деб аталади.

г комплекс сон г нинг модули деб аталади. <р комплекс сон 
г иинг аргументи деб аталади; улар бундай иффдаланади:

г=*\г\, <p =  arg

г ва <р микдорлар а ва b оркали бундай ифод
(4)

г  =  У  а2 +  Ь2,

Демак,

|г |  =  | а  +  ib! — V
arg г  =  arg (а +  ib) =  Лгс tg А. (б)

Комплекс соннинг аргументи <р бурчак Ох Укнинг мусбат 
йуналишидан соат стрелкаси ^аракатига тескари йунаЛишда 
^исобланса мусбат, карама-карши йуналишда ^исобланса ман- 
ф .й булади. Равшанки, аргумент бир кийматли булмасдан, балки
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2к ' КУшилУвчигача — ихтиёрий бутун сон) аникликда
белгиланади.

И з о * -  Кушма комплекс сонлар z — a + ib ва z=*a — lb
теиг модулларга эга: \ z \  = \z\, аргументларининг абсолют кий
матлари тенг, аммо ншоралари билан фарк килади: arg z =
=  -  arg г.

Хакнкий сон А ни хам (3) шаклда ёзиш мумкин, яъни:
А >  0 б^лса, А =  | А | (cos 0 +  / sin 0),
А <  0 булса, А =  | А | (cos к -|-1 sin «).

Нолга тенг булган комплекс соннинг модули нолга тенг: 10 1 =  
=  0. Нолнинг аргументи сифатида хар кандай <р бурчании ка
бул килиш мумкин. Хакикатан хар кандай <р бурчак учун уш
бу тенгликнн ёзиш мумкин:

0 =  0 (cos <р +  i sin <р).

2-§. Комплекс сонлар устида асосий амаллар

1. К о м п л е к с  с о н л а р н и  к У ш и ш. Икки * комплекс сон 
2i =  fli +  ibx ва г2 — а2 +  ib2 нинг Аигиндиси деб ушбу

*i +  *2 =  (fli +  ib\) +  (flj +  ib2) = (а х +  а ,)  -f- i (6, -f- b2) (1)
тенглик билан аникланган комплекс сонга айтилади.

(1) формуладан векторлар билан тасвирланган комплекс 
сонларни кУшиш — векторларни кУшиш коидасига мувофнк 
бажарилиши келиб чикади (163- а раем).

16J- раем.

2. К о м п л е к с  с о н л а р н и  а й и р и  ш. Икки Zi=ax +  ibt ва 
h. =» а2 - f  ibt комплекс сонларнинг айирмаси деб шундай ком
плекс сонга айтиладики, унга г2 комплекс соннн куш ганда г , 
комплекс сон хосил булади:

zi — г* =  (а* +  1ЬХ) — (а2.+  ^*) =  ( ° i — аг) 4* * iPi (2)
н- О. Пискунов16
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Икки комплекс сон айирмасининг модули шу сонларни 
комплекс узгарувчилар текислигида тасвирловчи иукталар ора- 
сидаги масофага тенг (163- б раем):

|*i — Ы  =  /  (< 4 -< * .)*  +  ( * i -*>»)•
3. К о м  п л е к е  с о н  л а р я и  к у п а й т и р и ш .  г, =  +  

ва г ,  ах +  lbt комплек сонлар купайтмаси деб, уларни икки 
кадлар сингари алгебра коидасига мувофик, лекин

/*=» — 1, <* =  — /, I* =  ( — / )• /  =  — /• =  1, <* =  i ва j{. к.,

умуман к бутун булганда:
U  4* +  1 4 * + *  4 * f 3

I = 1 ,  < = / ,  i =* — 1, I =* — *

эканлигини эътиборга олиб к^пайтирганда *оснл булган комп
лекс сонга айтилади.

lily  цоидага асосан куйидаги купайтмани косил киламиз:
Z y Z ,  -  (а , +  ibt) (а2 +  ibt) =  atat +  »*,о, +  iatb2 +

ёки

Z\ZX — ( а (а 2 — ^i^i) "Ь  ̂ (3)

Комплекс сонлар тригонометрик шаклда берилган булсин: 

г, =  г ,  (cos ?! -f  i sin ? ,), г ,  -  r ,  (cos - f  i sin ?,).
Бу сонларнинг купайтмасини топамиз:
Zi?i—r  1 (cos <Pi +  i  sin <¥>ж) r 2 (cos <p, - f  i sin ? ,)  [cos <pt cos <j>,+ 
+  / sin <?! COS <P| + 1  COS <Pi sin + /*  sin sin ?*1 ^ Г ,  [(cos <p, COS f  2 —
— Sin?i Sin 9j) +  t'(sin?iC O S ?2 +  COSTiSin?*)] =  rxr2 [COS (<pI +

- f  ?з) +  i sin (<?! -f- <p .|.
Шундай килиб,

ZXZX =  г ,г г [cos (? , +  ? ,)  +  / sin (? , +  ?*)]. (3')

яъни икки комплекс сон купайтмаси шундай комплекс сон- 
ки, унинг модули купайтувчилар модулларининг купайтма- 
сига тенг, аргумента эса купайтувчилар аргументларининг 
йигиндисига тенг.

1 - н з о к -  z = a +  ib ва z = a  — ib кушма комплекс сонлар 
купайтмаси (3) формулага мувофик бундай ифодаланади:

гг  =  а1 +  b*,
ёки

г г  =  |г|* =  |г|*.
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Кушма комплекс сонлар к^пайтмаси улардан *ар бири мо- 
■улннинг квадратнга тенг.

4 . К о м п л е к с  с о н л а р н и  б у л и ш .  Комплекс сонларни 
булиш купайтиришга тескари амал каби таърифланади:

аг, -  а , +  » и г ,  =  а ,  +  ibt, \z2\ = +  b\ +  О

деб фараз киламиз. У холда ~  =  г шундай комплекс сонки, 

унда zx — z% г булади. Агар ** булса, у *олда

Ох +  ibx =  (а,  +  ib2) (х +  /у)
ёки

о» +  =  (я** -  Ь2у) +  i (агу +
jt ва у ушбу

а ,  «= о2д: -  Л2у, +  а 2у
тенгламалар системаси билан аниклэнади. Бундан:

„ _ 1̂*4 +  l _ а:̂ \ — a xbt

’ ? м Г

Ни^оят, ушбу формулани хосил киламиз:
(4)

4j +  *2 **2 "Ь 2̂
Комплекс сонларни булиш амалда бундай бажарилади: 

z1 =  a , - f  ibx ни z2 =  о2 +ib% га булиш учун булинувчи ва булув- 
чини бУлувчига цушма сонга (яъни а2 — 1Ь2 га) купайтнрамиз.

Унда булувчи хакикий сон булади; унга булннувчиннпг ^а- 
Никий ва мавхум цисмларини буламиз:

Д» 4- ib |  а  (* i 4~ ib |)(Дд — /»,) _
в» +  *" («з +  ‘bj) (а3 —  ibt ) ”

__(а 1аз 4- btb2) +Ц л1Ь1 — Q\b-i) __  °\<Н 4" bxb3 . . aJ>t — a {b3
a*-r b' ~  a*-rb* ^  a* +  b1 '

Комплекс сонлар тригонометрик шаклда

г, =  г , (cos <fx +  i sin <p,) 
г2 =  r 2 (cos <p2 + /  sin <?2) 

берилган булса, ушбунн хосил киламиз:

**=  м ^ Й ! » | ' п Й  =  г, 1cos <*» -  »*) + ' sln <*i -  »»)!• (5) 
16*
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Бу тенгликни текшириш учун булувчнни булинмага куиаи- 
тириш кнфоя:

г 2 (cos ъ  +  i  sin <?2) 7 * (cos (cp, — <p2) +  I sin (<p, — <?*'») =

=  r A  [cos (<p2 +  <?, — <?2) +  i sin («p2 +  <Pi — ?»)1 =  ' ’i (cos ?t - f  *2
+  i s i n ^ ) .

Шундай килиб, икки комплекс сон булинмасининг модули 
булинувчи ва булувчи модулларининг булинмасига тенг; бу- 
линманинг аргументи булинувчи ва булувчи аргументлари- 
нинг айирмасига тенг.

2- и з о * .  Комплекс сонлар устида амаллар бажариш коида- 
лари шуни курсатадики, комплекс сонларни кушиш, айириш, 
купайтириш ва булиш натижасида яна комплекс сон хосил бу- 
лади.

Агар хакикий сонларни комплекс сонларнинг хусусий холи 
деб караб, комплекс сонлар устида амаллар бажариш коида- 
лари хакикий сонларга татбик этилса, бу коидалар арифмети- 
кадан бизга маълум одатдаги амаллар коидаларинииг узи бу
лади.

3 - и з о * .  Комплекс сонлар йигиндиси, айирмасн, купайтмл- 
си ва булинмасининг таърифларига кайтиб, у ифодаларда хар 
бир комплекс сон унинг кУшмаси билан алмаштирилса, mv 
амалларнинг натижалари хам унга кушма комплекс сонларгп 
алмашинишини текшириб к у р и т  осон. Бундан ушбу теорск а 
келиб чикади:

Т е о р е м а .  Коэффициентлари jfациций сонлар булган 
ушбу

А0х п + А1х п~' +  . . .  +  ап
куп^адда х  урнига а +  lb сон. сунгра унга цушма сон а — lb 
цуйилса, урнига цуйиш натижалари хам узаро цушма бу
лади.

3-§ . Комплекс сонни дараж ага  кутариш 
ва комплекс сондан илдиз чицариш

1. Д а р а ж а г а  к у т а р и ш .  Бундан олдинги параграфдаги
(3) формуладан, агар п бутун мусбат сон булса, ушбу форму
ла келиб чикади:

[г  (co s  <р +  i  s in  9 ) ] л =  r n ( c o s  по +  i  s in  я<?). ( 1)

Бу Муавр формуласи деб аталади. Бундан куринадики. 
комплекс сонни бутун мусбат даражага кутаришоа модул
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даражага кутарилади, аргумент эса даража курсат- 
кичига купайтирилади.

Энди Муавр формуласининг яна бир татбикини караймиз. 
Бу формулада г =  1 деб фараз килиб,

(cos <р +  i sin «р)" =  cos /itр +  i sin л?

тенгликни ?{0сил киламиз. Чап томонини Ньютон биноми фор
муласи буйича ёйиб, хакикий ва мав^ум кисмларини тенглаб, 
sin л? ва cos n<f ни s in?  ва c o s <р нинг даражалари оркали 
ифода кила оламиз. Масалан, л =  3 булганда:

cos* <р +  / 3 cos* <р sin (р — 3 cos <р sin* <р — / sin3 <р =
= cos3<? +  /sin3«p;

икки комплекс соннинг тенглик шартидан фойдаланиб, ушбу 
тенгликларни ^осил киламиз:

cos 3<р =  cos* <р — 3 cos <р sin* <р, 
sin 3? =  — sin* <р +  3 cos* <р sin <р.

2. И л д и з  ч и  ц а р и т .  Комплекс соннинг л-даражали ил- 
дизи деб л-даражага кутарганда илдиз остидаги сонга тенг 
буладиган комплекс сонга айтилади, яъни

рп (cos лф -f i sin л^) =  г (cos -f /  sin <р)

булса,

V r (cos <р - f  / sin «р) =  р ( c o s i sin ф).

Тенг комплекс сонларнинг модуллари тенг булиши керак, 
аргументлари эса 2« га каррали сонга фарк килиши мумкин 
булгани учун

р" — г, п')*= <f-\- 2kn.

Бундан
\  ' <р +  2А*р = у г ,  ^ = — •

бу ерда k — ихтиёрий бутун сон, V г  — мусбат г сон илднзи- 
иипг арифметик (яъни хакикий мусбат) киймати. Демак,

V г  (cos <р +  i sin <р) — "У г  [cos т +п2*л -f  i sin —+n2̂ ’t). (2)

k га 0, 1, 2, . . . , л — 1 кийматларни бериб, илдизнинг л та 
*аР хил кийматларини топамиз. k нинг бошка кийматларида 
аРгументлар топилган кийматлардан 2* га каррали сонга фарк

1



КОМПЛЕКС СОНЛАР. К»П*АДЛАР

циладн ва дем ак, топилган иллизлар аввалгилар билан бир
хил булади.

Ш ундай килиб, комплекс соннинг п- даражали илдизи п та 
jfap хил цийматга эга булади .

Нолга тенг булмаган хациций А соннинг л- даражали ил- 
дизи *ам п та цийматга эга булади , хациций сон комплека 
соннинг хусусий лолидан иборат булгани учун тригонометрик 
шаклда тасвирланиши мумкин:

1- м и с о л .  Бирнинг куб илдизининг хамма кийматлари топилсин. 
Е ч и ш .  Бирки тригонометрик шаклда тасвирлаймиз:

к га 0, 1, 2 цийматларни бериб, илдизнинг учта цийматини топамиз:

шаклдаги тенглаьа икки 5?адли тенглама дейилади. Бу тенгла
манинг илдизларини топамиз.

Агар А хациций мусбат сон булса,

агар А >  0 булса, А *= | А | (cos 0 -f i sin 0); 
агар А <  0 булса, А =  | А | (cos к +  /  sin к).

1 =* cos 0 +  / sin 0.

(2) формула буйича шуни хос ил циламиз;

У Ш унинг учун

3

а
164- расмдаги А, В , С нуцталар топилган 

илдизларнинг геометрик тасвиридир.

С "-----
164- раем.

3. И к к н  \  а д л и  т е н г л а м а н и  
е ч н ш.

х я = А

(А =  0, 1, 2,’* • • • • п — 1).



^авс ичидаги ифода 1 нинг п- даражали илдизининг хам- 
ма кийматларини беради.

Агар А х а к ^ и й  манфий сон булса,

п/ 7Т . (  * +  2А* . . , * -Ь 2Л*\х = у  |A|(cos -  |- A sin — - — j.

Каве ичидаги ифода — 1 нинг п- даражали илдизининг хамма 
^йматларини беради.

Агар А комплекс сон булса, х  нинг кийматлари (2) форму
ла б р и ч а  топилади.

2- и и с о  л. лг‘ =  1 тенглама ечнлеин.
Ечиш.

4. . --------- ,------я—  2А* 2кк
*  =  у  cos 2Л* - f  / sin 2kr. =  cos - j -  +  i  sin j - , '

к ни 0, 1, 2, 3 га тенглаб, ушбуларни топамиз:
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дг4 =x cos ft +  I sinO =  1,
2 *  2*

дг, =  cos -ц- +  I sin  — I,
4 n 4я

x 3 =  cos +  / sin - j  =  — 1,

6lt 6lt 
Jf, = cos -J + / sin -4 = — I.

4

4- §. Курсаткичи комплекс булган курсаткичли функция ва 
унинг хоссалари

г = х  + 1у булсин. Агар л: ва у хакикий узгарувчилар бул
са, г комплекс узгарувчн деб аталади. Комплекс узгурувчи г 
нинг хар бир кнйматига хОу текислигнда ( к о м п л е к с  у з г а -  
Р У в ч и т е к и с л и г и д а )  маълум нукта мос келади (162-раем- 
га каранг).

Т а ъ р и ф .  Комплекс узгарувчи z нинг бирор комплекс кий- 
чатлар сохасида хар бир кийматига бошка w комплекс мик
дорнинг аник киймати мос келса, ъо комплекс узгарувчи г нинг 
Функцияси булади. Комплекс аргументнинг функцияси w — 
** /  (?) ёки w =  ю (г) билан белгиланади.

Бу ерда биз комплекс узгарувчининг битта функцпяснни, 
Яънн курсаткичли функция

w =  е* еки ъо =  е
Й11 К араим из.
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w функциянинг комплекс кийматлари бунлай белгнланади*):
х  + 1у

е = ^ ( c o s y  +  / sin у), ( 1)
яъни

w(z) =  *x (cosy +  / s in y ) .  (2)
М и с о л л а р .

1. я ш  1 +  /, Й + т /  = * (c o s  j  +  /s in  - £ )  =  е ( Ц -

к 0 + / я я \
2. г =  0 +  - j  /, в =  е° ĉos у  +  / sin - j )  =  f.

3. г  =  1 +  /, e + , = e ^  (cos 1 - И  sin 1) «  0,54 +  /  0,83.
х + 01

4. г  =  х  — хакикий сон, в =  e * (c o s 0  +  / s in 0) =  е* — одатдагича 
кУрсаткичли функция.

К У р с а т к и ч л и  ф у н к ц и я н и н г  х о с с а л а р и .
1. Агар г, ва г2 — иккита комплекс сон булса, унда

*i+*i *■ *• е — е е  .

И с б о т ,

=  * i  +  * Уь г, =  -г|  +  /у,

булсин. У вактда
г », + ». _  e fx,+ly,) +и,+/у.) _  в«-».+*»+Му.*Л)_

= ex'e t' [соз(У! +  У*) +  / sin (у, +  Уг)]. (4)

Иккинчи томондан, тригонометрик шаклдаги икки комплекс 
соннинг купайтмаси ^акидаги теоремага асосан:

е г‘е ** =  е jr,+iy‘ е х‘+,у’ = ех> (cos у, +  i sin у,) ех• (cos у2 +
+  I sin у-,) =  ех ех> (cos (у! +  уг) +  i sin (у, +  у2) J. (5)

(4) ва (5) тенгликларда унг томонлар тенг, демак, чап томон-
*.+». г. г,лар хам тенг булади: е =  е е .

*) Комплекс узгарувчининг кУрсаткичли функциясининг бундай белги 
ланиши максалга мувофнклнги куйида XIII бобнинг 21- § да ва XVI боб
нинг 18- § да *ам кУрсатилади (II том).
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2. Шунинг сингари йул билан

( 6)
формула *ам исботланади.

3. Агар т бутун сон булса,

(7)
булади. Агар т >  О булса, бу формула (3) формулага асосан 
осонгина >{осил булади; агар т <  0 булса, бу формула (3) ва (6) 
формулаларга асосан *осил килинади.

4. Ушбу айният

т^гридир.
Хакнцатан, (3) ва (1) формулаларга асосан:

ег + м  =  еге е* (cos 2л +  i sin 2*) =  е*.
(8) айниятга асосан, ег курсаткичли функция даври 2п/ га тенг 
булган даврий функция эканлиги чикади.

5. Энди ушбу комплекс мицдорни цараб чицамиз:

бу ерда и (х) ва v(x)  ^ациций узгарувчи х  нинг хациций функ- 
цияларидир. Бу то мщдор — х;ацщий узгарувкининг комплекс 
функциясидир.

а) Ушбу лимитлар мавжуд булсин:

У вацтда и (х0) + iv (х0) = w0 комплекс узгарувчи то нинг ли- 
митн дейилади.

б) Агар и'(дс) ва г- '(л) ^оснлалар мавжуд булса, ушбу

то =и (х) - f  iv ( jc) ,

llm и (x) — и (дс0), lim v(x)  = v  (jc0) .X

w ’x  =  и '  ( j c )  +  iv'  (дс) k (9)
ясининг зацицийифода хациций Узгарувчи комплекс ф* 

аРгумент буйича хосиласи дейилади. 
Энди ушбу

Ф!

. . .  _ ЛХ + фХ <*+$) Xw — е =  е
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узгарувчининг комплекс функцияси, уни (1) формулага муво- 
фик бундай ёзиш мумкин:

w *= е '  [cos Рх -f  I sin Зх]

ёки

w =  е'х cos ?х - f  le**sin Рх. 

w'z хосилани топамиз. (9) формулага асосан:

wx =  (e**cos Рх)' - f  i ( е х sin Рх)' =  е*  (a cos рх — ? sin Р х) -f  

- f  i e x (а sin Рх -f  Pcos^x) =  а [г’*(cos рх +  / sin Эх) J -f 

+  /р [г"*(cos рх +  /  sin Px)J =  (а - f  /р) [е “  (cos Рх - f  / sin Px)]=s
/ I -04 (* + ,?,jr=  ( a  +  $ )  <?

Демак, агар w — e булса, да =  (a +  <?) e ёки

= (* +  $)  (10)
Шундай кнлиб, k комплекс сон (хусусий холда хакикий сон) 
ва х  хакикий сон б^лса, у холда

(eh)' =  k(* \ (У')

Курсаткичли функцияни дифференциаллашнинг одатдаги фор- 
муласини хосил кнлдик. Энди

(<?**)" =  [(<?*')']' =  k (е**)' =  Ре** 
ва хар кандай п учун

(<?»*)<«> =  knekx.

Бу формулалар бизга бундан кейин керак булади.

5- §. Эйлер формулаеи.
Комплекс соннинг курсаткичли шакли

Агар утган параграфнннг (1) формуласида х  =  0 десак, унда
е‘у =  cos у +  /  sin у (О

формулани хосил киламиз. Бу — курсаткичи мавхум сон бул
ган курсаткичли функцияни тригонометрии функциялар оркалИ 
ифодаловчи Эйлер формуласидир.

(1) формулада у ни — у билан алмаштнриб,
е~~ ‘у =  cos у — / sin у №
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^ормулани *осил циламиз. (1) ва (2) теигликлярдан cosy ьа 
HinV «и топамиз:
S t<y + e - ‘y

COS у  = ----- - к -------- .

eiy-e-t?  (3) 
sin у — ---

Сунгги формулалардан фойдаланиб, жумладан, c o s ? ва s in?  ни 
уларнинг *ар цандай бутун мусбат даражаларини ва шу да- 
ражалар купайтмаснни каррали ёйларнинг синуслари ва коси- 
нуслари орцали тасвирлашимиз мумкин.

1- м ис о л .
[е‘У + е - 1У\г \

I , cos* у =  ( —5—  J =  (<**у +  2 +  е ~  у)  =х

=  -j- [(cos 2у - f  /  sin 2у) +  2 +  (cos 2у — / sin 2у)] =  (2 cos 2у +  2) =

=  у ( 1  +  cos2y).

2- м и с о л .  cos1 у sin1 <у =  ( - ' * +2 е ■* )  (■^— )  “

( е п * - е - п ' ) г 1 ,  1
=  — = - F cos45f + 8 -

К о м п л е к с  с о н н и н г  к у р с а т к и ч л и  ш а к л  и. Комп
лекс сонни тригонометрик шаклда тасвирляймиз:

г =  г  (cos? +  / sin «р),
бу ерда г комплекс соннинг модули, <р комплекс соннинг ар- 
гументн. Эйлер формуласига к^ра

cos <р -f  I sin ? =  е‘*. (4)
Демак, j^ap цандай комплекс сонни ушбу к у р с а т к и ч л и  

шаклда тасвнрлаш мумкин:

г — relf.
3- м и с о л .  1, I, — 2, — / сонлар курсаткичли шаклда ифодалансии. 
Е ч и ш .

2 Ш1 =  cos 2kr. - f  i sin 2Ля =  e ,

— iIt * 2
/  =  cos - j  +  i  sin 2* — e •

— 2 =  2 (cos is +  I sin it) =  2e*1 ,

_ / = c o s ( -  j )  + l s l n  ( -  y ) = » «  " ,
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Курсаткичли функциянинг 4- § даги (3), (6) ва (7) хосса- 
ларига асосан курсаткичли шаклдаги комплекс сонлар устида 
амаллар бажариш осон.

Ушбу комплекс сонлар берилган булсин:

Бу холда
— г хе ,f\  г2 = г2е /<р*.

/*, («, <(?»+?»)2\ -2»= г хе • ; (5)

бу натижа 2-§  даги (3') формула билак бир хил.

„ _  г хе '*■ _  Q  «»•-*•> 

г,> .  *'Jr. (6)

бу формула 2- § даги ("5) формула билан бир хил.

z" =  (re‘* )" =  / V " f; (7J

бу формула 3 - §  даги (1) формула билан бир хил.
я г ---- гг * г —  , *+2*»

Г "  (* =  0 . 1 . 2 ........... л — 1); (8)
бу формула 3- § даги (2) формула билан бир хил.

6 -§ .  Куп^адни купайтувчиларга ажратиш

Маълумки,

f ( x )  = A0xn + A1x n- i +  . . .  + А п
функция, п бутун мусбат сон булганда, купхад (полином) ёки 
х нинг бутун рационал функцияси деб аталади; п сонпкуп- 
хаднинг даражаси дейилади. Бу ерда А0, Аи . . . ,  А п коэффи- 
циентлар хакикий ёки комплекс сонлар; эркли узгарувчи х хам 
хакикий, хам комплекс кийматлар олиши мумкин. Узгарувчи 
х  нинг купхадни нолга айлантирадиган киймати купхаднипг 
илдизи деб аталади;

1 - т е о р е м а  ( Б е з у  т е о р е м а с и ) .  Kyti^ad f {x )  ни х — а 
айирмага булганда / ( а )  га тенг цолдик; хосил булади.

И с б о т . / ( j c )  ни х  —  а га булганда булинмада даражаси 
/ (х) даражасидан битта кам булган f x(x) купхад хосил бу- 
лнб, колдик узгармас R булади. Шунга кура бундай тенглик- 
ни ёзиш мумкин:

f (x)  = ( x - a ) f 1 (*) +  /?. (!)
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су тенглик х  нинг а га тенг булмаган хамма кийматлари учун 
T^FpH (х = а булганда х  — а га булишнинг маъноси булмайди).

Энди х  ни а га интилишга мажбур киламиз. Унда (1) тенг
лик чап томонининг лимити / (а) га, унг томонининг лимити 
Я га тенг булади. f ( x )  ва (х — а) / ,  (х) -f  R функциялар (хам- 
ма х ф а  учун)узаро тенг булгани учун уларнинг х -* а даги 
лимитлари" хам тенг булади, яъни f (a)  =  R.

Н а т и ж а .  Агар а купхаднинг илдизи, яъни f  (а) =  0 бул
са, /(■*) куп%ад х  — а га цолдщсиз булинади, демак, ку
пай г пма шаклида тасвирланади:

/  (•*) -  ( x - a ) / i ( x ) ,  
бу ерда / , ( х )  — купхад.

1- м и с о  л. /(д г ) =  х * —  6дга +  11 х  —  6 купхад х  =  1 да нолга айланади, 
яъни / ( 1) =  0, шунинг учун бу куп*ад дг— 1 га колдиксиз булинади:

JC3 — 6jc* -h IIjc  — 6=( JC — 1) (JC* -  5x +  6).

Энди бир x  номаълумли тенгламаларнн кэрашга утамиз.
Тенгламадаги х  урнига куйганда тенгламани айниятга ай- 

лантнрадиган хар кандай (хакикий ёки комплекс) сон тенгла
манинг илдизи деб аталади.

я 5* 9я
2- м il с о  л. = 4' ,  *2 =  4% ■*3 = 4' .......... сонлар cos дг =  sin дг тенгла

манинг илдизларидир.

Агар тенглама Р (х )  =  0 шаклда булиб, бу ерда Р(х)  rt- 
даражали к^пхад булса, бу тенглама п- даражали алгебраик 
тенглама дейилади. Таърифдан алгебраик тенглама Я (х) =  0 
нинг илдизлари Р (х) купхад нлдизларидан иборат эканлиги 
чикади.

Хар кандай тенглама илдизга эга буладими? деган савол 
тугилади.

Тенглама алгебраик булмаса, жавоб салбий булади: шундай 
ноалгебраик тенгламалар мавжудки, уларнинг на хакикий, на 
комплекс хеч кандай илдизи булмайди, бунга ех = 0 тенглама*) 
мисол була олади.

*) Зотан, агар х х =  а  +  lb сон бу тенгламанинг илдизи булса эди, ушбу 
а>|ният е а +ib — о ёки (Эйлер формуласига биноан) е° (cos b +  i  sin b) — 0 
Цяният Уринлн булар эди. Лекин а нинг *еч кандай .\акикий кийматида е" 
нолга тенг булмайди; cos b 1 sin b хам нолга тенг эмас (чунки бу сон-

Ннг модули Ъ нинг хар кандай киймати учун У  cos* Ь sin2 Ь =  1). Демак,
(cos Ь - f  / sin b) к^пайтма *ам нолга тенг эмас, яъни еа ' ‘Ь бу эса
** 0 тенглама илдизга эга эмас деган суздир.
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Аммо алгебраик тенглама булган холда кУйилган саволга 
жавоб ижобийдир. Бу жавоб алгебранинг ушбу асосий теор«. 
маси билан берилади:

2 - т е о р е м а  ( а л г е б р а н и н г а с о с и й  т е о р е м а с и ) .  \ ар 
цандай. бутун рационал / ( х) функция энг камида битта 
хациций ёки комплекс илдизга эгадир.

Бу теорема олий алгебрада исбот килинади. Бу ерда биз бу 
теоремани исботсиз цабул циламиз.

Алебранинг асосий теоремасндан фойдаланиб, ушбу теоре- 
манн исбот цилиш осон:

3 - т е о р е м а ,  п-даражали х;ар цандай куп.цад х -  а 
шаклдаги п та чизицли купайтувчига ва х п олдидаги коэф- 
фициентга тенг купайтувчига ажралади.

И с б о т .  f ( x )  ни л-дараж али ушбу

f ( x )  =  Алх п +  ’ - f  . . .  +  Аа
куп^аддан иборат деб фараз цилайлнк. Бу купхад асосий тео
ремам кура энг камида битта илдизга эга, у илдизни а ,  билан 
белгилаймиз. Унда купдадни Безу теоремасининг натижасига 
асосан бундай ёзишимиз мумкин:

/(jc) =  ( x - a , ) / 1(jf),

бу ерда / ,  (х) п — 1-даражали купхад; шунингдек / ,  (jc) *ам 
илдизга эга. Уни аг билан белгилаймиз. Унда

/» (* )  =  ( x - O t ) f 2(x), 
бу ерда / г (х) п — 2-даражали купхад. Шунинг сингари

/ , ( л )  =  ( j f - a 3) / , ( jc ) .

Чизицли купайтувчнларга ажратиш процессини шундай да- 
вом эттирнб, ушбу муносабатга келиб етамиз:

f n- i ( x )  = ( x - - a n) f n,
бу ерда / „  нолинчи даражали купхад, яъчи тайин сон. Бу сон 
х л олдидаги коэффициентга тенг, яъни / „  =  А0.

Хосил цилинган тенгликларга асосан, ушбу тенгликни ёзн- 
шимиз мумкин:

f ( x )  = А0( х - а 1) ( х - а 2) . .  { х - а„) .  (2>
Бу (2) ажралмадан с ,,  а2, . . , ап сонлар куп^аднинг ил- 

'  дизлари эканлиги келиб чицади, чунки х  = а ,, х  =  аг , . • • • 
х =  ап урнига цуйилганда тенгликнинг унг томони, демак, чап 
томони >;ам, нолга айланади.
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3 - м и с о д .  / ( х )  =  х 3 — 6х* +  1 1 х — 6 к^щ ал ,
х  =■ 1, х  =  2, х  =  3

в#*г»ид* я®*™ айланади. Демак,
х*-6х* + И х  — 6 = (х — 1) (х — 2) (jr — 3).

а ал, • • • . ап Д"н бошка *еч кандай х  =  а киймат / (дг) куп- 
хаднинг илдизи була олмайди, чунки х  =  а да (2) тсигликнинг 
*‘нГ томонидаги купайтувчиларнииг *еч бири нолга айланмай- 
ди. Бундан ушбу натижа чикади.

V  даражали купхад п тадан ортиц л;ар хил илдизлар- 
ia эга булолмайди.

Аммо бу *олда ушбу теоремага урин бор:
4- т е о р е м а .  Агар х нинг л +  1 та. ав, а„ at , . . .  , ап 

хар хил цийматларида п- даражали икки <р, (х) ва f t (x ) 
ку'пхаднинг кийматлари бир хил булса, у купхад лар бир- 
бирига айнан тенгдир.

И с б о т .  Берилган куп^адлар айирмасини / ( j c )  билан бел- 
гнлаймиз:

/ ( * )  =  ?i (*) — ?» (*)•
Шартга мувофик / ( * )  даражаси п дан юкори булмаган, а ,,  

о, , . .  . , ап нукталарда нолга айланадиган куп.^аддир. Демак, 
уни ушбу шаклда тасвирлаш мумкин:

/ ( * )  = А0( х -  а ,)  (х -  аг) . . .  (х -  а„).
Аммо шартга кура f (x)  купхад а0 нуктада .\ам нолга ай

ланади. У *олда f ( a 0) = 0 ва бунда *ам чизикли купайтувчн- 
ларнннг *еч бири нолга тенг эмас. Шунинг учун А0 = 0, бун
дан эса (2) тенгликка мувофик /  (х) айнан нолга тенглиги 
келиб чикади. Демак,

? i ( * ) - < f 2 (-*0 = 0  ёки T l (x ) s < p ,(x ) .

б- т е о р е м а .  Агар.

Р (х ) =  А0х" +  Л.дг'1- '  4- . . .  4- А , - 1 х  + Ап
кУпхад айнан нолга тенг булса, унинг хамма коэфициент- 
ЛаРи нолга тенг.

И с б о т .  Бу куп^ални (1) формула буйича купайтувчилар- 
Га *жратамиз:

Р(х)  =  А0л -f  Л , * " - 1 +  . • . +  Ап-Iх  +  К  =
=  А0{х -  а,) . . .  (jc -  а я). (Г)

£ Г*Р бу купхад айнан нолга тенг булса, бу *олда jc н и н г  а,,
• •» ап кийматларидан бошка биронта кийматида >;ам нолга
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тенг булади. Лекин у вактда х  — аи . . .  х  — ап айирмаларДан 
*еч бнрн нолга тенг эмас ва, демак, Л0 =  0.

Ах =  0, Аг =  0 ва локазо эканлнгн хам шу тарифа исботла- 
нади.

6 - т е о р е м а .  Агар икки купхад бир-бирига айнан тенг 
булса, купхадлардан бирининг коэффициентлари иккинчиси- 
нинг мос коэффициентларига тенгдир.

Бу берилган купхадларнинг айирмаси айнан нолга тенг куп- 
*ад булишидан келиб чикади. Демак, бундан олдинги теоре- 
мага асосан, унинг *амма коэффициентлари нолга тенгдир.

4- м и с о л .  А гар а х * +  Ъхг +  сх  +  d  купхад х % —  5 х  куп*адга айнан 
тенг булса, унда а  =  0, 6 =  1, с =  — 5, d  =  0 булади.

7- §. Куп^аднинг каррали илдизлари ^ацида

Агар п- даражали куп^аднинг чизикли купайтувчиларга 
ажралмаси

f ( x )  =  А0 ( х - а , ) ( х - а ,)  . . .  (х -  ап) (1)

да баъзи чизикли купайтувчилар бир хил булса, уларни бирлаш- 
тириш мумкин ва унда купхаднинг купайтувчиларга ёйилмаси 
ушбу куринишда булади.

/  (х) =  А0 (х -  а,У> (х - а ^  . . .  (х -  a J V  (1')

Бунда

4- • • .  +  кт =  п.
Бу холда ах илдиз кх каррали илдиз, а а илдиз Ла каррали ил- 
диз ва хо*азо деб аталади.

М и с о л .  Ушбу купхад )  (дг) =  х3 — 5х* +  8дс — 4 куйидаги чи зим и  
купайтувчиларга ажралади;

/(д г) =  ( д г - 2) ( д г - 2) ( д г - 1).

Бу ёйилмани бундай ёзиш мумкин;

/(дг) =  (д г -2 )» (д г -1 ) .  
в, =  1 — икки каррали илдиз; в ,  =  1 — содда илдиз.

Агар купхад к- каррали а илдизга эга булса, купхад к та 
бир хил илдизга эга деб *исоблаймиз. Унда к^пхадни чизикли 
купайтувчиларга ажратиш *акидаги теоремадан ушбу теорем3 
келиб чикади. .

Хар цандай. п- даражали купхад расо п та (xah»u* 
ёки комплекс) илдизга эга булади.



кгпхуш пьг КЛ1-1М-.И цлдт.-пп;! . у ^ и п __________ j \j

II з о л .
f i x )  ™ л 0л" +  Л, а" 4 - . . .  - f  Ап

К?П)РД|,|,НГ илдизлари цакида айтнлганларнннг ^аммасипп 
ушбу

Л0а п +  Л ,а" ~  ' -f- . . .  +  Ап =  О

8лгебр?пк тенгламанинг илдизлари терминларнда ифодалаш 
мумкин.

Энди куйидаги теоремани исбот циламиз:
Т е о р е м а .  Агар ах сон / ( а )  кугцаднинг kt >  1 каррали 

илдизи бума, uiy сон / '  (а) досила учун kx — 1 каррали ил- 
&лз булади.

И с б о т .  Агар л: =  а ,  сон / ( л )  куп^аднинг кх >  1 каррали 
илдизи булса, ( г )  формуладач

/ (•* )  =  ( х -  at ) * ,? (* )
келиб чицадп, б у  ерда ? (дг) =  (х  — а ^ к2 . .  . ( х —ат)кт к^пайт- 
м . х -^ih булганда нолга айланмайди, яъни ® (а,)=^0. Д иф-  
ф<*ренцилллаймиз:

f  (х) =  *1 (л- -  a , ) * , - 1? (JC) +  (A- -  а,)*, ?' (л) =
=  (л- -  Л,)*, (х) 4- (А- -  а,) ?' (а )] .

Бундай белгилаймиз:
ф (а )  ^  кх ? (a )  f  ( а  -  а , )  ?' (а ) .

У нацтда
f  ( а )  =  ( A - a , ) * j  Ф(а),

бунда
й (а ,)  «= кх у («х) 4- (а, -  а , )  (а , )  =  <р (а ,)  ф  О,

яъни А =  а х сон / ' ( а )  куп^аднинг /г ,— 1 каррали илдизидир. 
‘ ••ореманинг исботидан, агар =  1 булса, а ,  сои / '  (а )  ^оси- 
ламинг илдизи эмаслиги келиб чикади.

Исботланган теоремадан яна ушбу натижа чикади: а, сон
* (•*) хосила учун /г,—2 каррали и л диз ,/ '"  (а )  досила учун ft,—3

каррали илдиз, . . . ,/**■ 1} (а )  хосила учун бир каррали (яънн 
с°дда) илдиз булиб, /  м' (а )  досила учун илдиз булмайди, яъни

/ ( « .)  =  0, / > , ) = =  0 , f " ( a 1) =  0 .............../ (*, - 1 > (Д1) =  О,
ЛСКЩ|

/ ’“\ а 1)Ф  0.

с * Пискунов

:

17 h
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8- §. Комлскс илдизларга *га булган кун.^лдми 
купаПтувчиларга ажратиш

VII боб 7- § (1) формуладаги alt я „  . . .  , а„ нлднзллр х, 
кикцй вя комплекс булиши мумкин. Ушбу теоремага урщ, 

Т е о р е м а .  Агар коэффициентлари хациций булги н у Л; 
купхад а +  lb комплекс илдизга эга бу-лса, шу купхлд а -  ^  
Ь'Ушма комплекс илдизга хам эга булади.

И с б о т .  Агар / ( л )  куп^аддаги л  урнига a +  ib комплекс
ГП1ШИ wvflllfi пяпяжяляпгя кФтяпншни бяжяпиб. i ИШТИпп,, —

бу орда М ва N  мнкдорлар I катнашмаган ифодалардир. 
я  f lb купхаднинг илдизи булгапи учун:

Энди купхаддаги л  Урнига а — ib ифодани куяьиз. Нати- 
жада (шу бобнннг 2- § охиридагн 3- изохга асосан) М +  iN га 
кушма булган М — iN сон чикади, яъни

Юкорида айтилганидек М =  О, Л' =  О булганн учун / ( я  — ib) =»
— 0, яънн a — ib комплекс сон купхаднинг нлднзидир. 

Шундай килиб,
/ ( • * )  -  А 0 (л -  я , )  (л -  а2) . . .  { л -  а„)

ажралмага комплекс илдизлар узининг к У ш м а с н  бплап 
ж у ф т  х о л д а  к и р а д и .

Бир жуфт кУ^нма комплекс илдизларга мос чизикли купай* 
тупчиларки купайтириб, хакикий коэффициентлн квадрат уч*зД 
Хосил киламиз:

[jc — (я +  //>)] [jc — (я — # ) ]  =  [(л — я) — ib] [(jc — я) +  U>\ ~ 
=  (л — я)1 +  Ь- =  л-* — 2ajc +  я* -f  b* =  лг - f  рл  +  <?,

бу ерда / > = — 2я,  q = ar-3rb'1 хакикий сонлар.
Агар я - f  ib сон к каррали илдиз булса, унга кушм<- бул* 

гаи a — ib сон хам худди шундай к каррали илдиз 6y-J1!UJi 
керак, яъни купхад ажралмйсида jc — (я +  lb) чизикли купз»* 
тувчи неча марта учраса, jc — (а — ib) чизикли купайтувчи5(3 
шунча марта учрайди.

тупласак, ушоу ифодани *осил киламиз: 
f ( a  +  ib) = M +  iN,

f  (я - f  ib) =  AI iN  =  0,
бундан

Д| *= 0, N  =  0.

f ( a  — lb) =* Ai — IN.
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Шундай цилиб, хацщ ий коэффициентли купхад тсгиш- 
м  даражадаги чизикли ва квадрат уч..\ад шаклидаги хаци-

и,1 купайтувчиларга ажралади, яъни:

f ( x )  =  А> (* -  a t)*, (х -  a 2)ft, . . .  (х -  ar)*r (х* +  р хх  +  ?,)'•... 

. . .  +
Бунда +  k2 . . .  •+- k T 2 / i  ■+• . . .  2 /, =  я.

g.§. Интерполяциялаш. Лагранжиинг ннтерполяцнон 
формулаеи

Бироита ^одисани урганишда у ва х  микдорлар орасида шу 
зодисанинг микдор томонини акикловчи функционал богланнш 
борлиги аникланган булсин; бунда у =  у (х) функция нома ь- 
лум б^либ, лекин тажриба асосида аргументнннг |о ,  Ь\ кес- 
мадаги * 0. x lt x t , . . .  , х„ кийматларида функциянинг у0, уь  
У», • • • • Уп кийматлари аникланган булсин.

Масала у =  9 {х) номаълум функцияни [а, Ь\ кесмада аник 
ёкн такрибий тасвирлайдиган, ^исоблаш учун мумкин кадар 
кулай (масалан купхад) шаклида функция топншдан иборат. 
Шу масалани умумийрок шаклда бундай айтиш мумкин: \а, />| 
кесмада номаълум у =  <р(дг) функциянинг я 4- 1 та ^ар хил jc0, 
хи х1< . . . . .  хп иукталардаги кийматлари берилган:

Уо =  ? Ю .  >'i =  ? М ............  у„ =  ? (•««);
?(jc) функцияни такрибий ифодаловчи, даражаси < л  бглган 
Р(х)  куп^адни топиш талаб этиладн.

Бундай купхад сифатида х 0, x lt х 2 ............хп нукталардаги
кийматлари о (jc) функциянинг у0, у,, у,, . . .  , у„ кийматлари 
билан мос равишда б и р  х и л  булган куп^аднн олиш керакли- 
ги табиийднр ( 165- раем). У. вактда „функцияни интерполя
циялаш масаласи* деб атала- 
Диган бу масала бундай ифо- 
Даланади: берилган <? (х )ф у н к -  
Ция учун берилган х0, х и xt,
•••  , хл кийматларда

Уо= ? (* • '.
>’1 =  <?(*i).

Уп — ? (х„)

17*
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кийматлар кабул киладиган, даражаси <п  булган Р(х)  К\ п. 
*адни топиш керак.

Бундай купхад сифатида п- даражали ушбу шахлдагн куп- 
^адни оламиз:
Р (л) =  С0 (дс — дг,) (дс — xt) ------ (дс — л я) +

+  С | (дс -  ха) ( x - x t) . . .  (X -  дс„) +
-J- С , (ДС — ДС0) (ДС ДС,) (ДС ДСд) . . .  (л  х п) х  . . .
. . .  + С н( х -  х0) (дс -  дг,) . . .  (дс -  л я _  ,) (1)

ва С0, С ,, С,, . . .  , С„ коэффициентларнн

Р (*о ) =  У«. р ( * i )  =  У1...............p ( * 0  “  У« (2),

шартлар бажариладиган килиб аниклаймиз.
(1) формулада дс =  дг0 деб фараз киламиз; у пактда (2) тсиг* 

ликларни эътиборга олиб, ушбуни топамиз:

Уо =  Со (^о ^ i )  (*0 ^>j) • • • (^о Хц),
бундан

Q  __ _________ УО________ _____
0 (Jf0 — х,)(х0 -  дг*) . ..  (ДГ0 -  хлу  

Сунгра, дс =  дсж фараз килиб, ушбуни топамиз:

Ух =  С , (дс, дс0) (дс, ДС,) . . .  (■*,
бундан

г  ______________ h ____________1 (х ,— х0)(х, — х,) ... (х, — хл) *

Ш у равишда куйндагиларни топамиз:

Г - _________________ У*________________
( х „ -(Xs — Х0) (Х3 -  X ,) (Х3 — Х3) . . .  (X , — х „ )  *

Q  _  ____________________ Уп___________________
"  (Хп — * о )  (х„ — X ,) (Хл — X,) . . .  (х „  — х л_  ,)*

Топилган кийматларни (1) формулага кУйиб, изланган куп^оД* 
пи ^осил киламиз:

р  , ч _  (X — Х , ) ( Х -  Х2) ■ ■ ( х  — *„) 
r  W  (хи -  х ,) (х 0 - Х 2 ) . . .  (х 0 -  х л) > о -Г 

. , ( х  — х „ ) ( х  -  хг) . . .  (х — х„) ,
(X, —  Х0)(X , —  X ,) . . .  (X, — х „ )  У 1 _ г  • • •

I (X — Х,0 (X — X,) ■ ■ ■ (х  — х„ _ ,)  {•$)
(Хд — Х0) (х „  -  X ,) . . . (Хл — X .— М у "
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К у  формула Лагранжнинг интерполяцион формуласи деб 
игалади.

Дгар ®(*) функция [a, b j кесмада п +  1 -тартибли хосилага 
эгЯ булса, <р (дс) функцияни Я (а-) купхад билан алмаштириш- 
дагп хато, яъни R(x)  =  <? (х) — Р(х)  микдор ушбу тенгснзлик* 
ж! камоатлантнради:

| R(x)  | <  I (х -  х 0) ( x - x j  . . .  (х -  х„)\ (— ,у, тах | ? ‘я+,)(л)|.

pviiii исботсиз цабул киламиз.
И з о  л- 6- § даги 4- теоремадан шу келиб чикадики, топил

ган Р(х) купхад куйилган шартларни каноатлантирадиган 
бирдан-бир купхаддир.

Бошка интерполяцион формулалар хам борлигини курсатамнз. 
Улардан бири Ньютоннинг интерполяцион формуласи булиб, 
10- § да каралган.

М и с о л .  Тажриба асосида у  — if (дг) функциянинг ушбу кийматлари то- 
пнлган: дг0 =  1 булганда у0 =  3, =  2 булганда уг =  — 5, дг3 =  — 4 булган
да у* =  4. у =  <р(дг) функцияни 2- даражали куп.\ад билан такрибий тасвир- 
лаш талаб цилинади.

Е ч и ш .  (3) формула буйича (п  =  2 да) ушбуни хосил киламиз:

с  ч _  ( х - ' Ы х - -  ~ , ( х  — 1)(лг 4  4) , ( х  — 1 )(х  — 2)
~  ( 1— 2) ( 1 - 4 )  (2 — 1)(2 +  4) л  * ( —4—1)(—1—2)

Скн

39 123 252 
Р(х) — — м х‘! зо х +  *30

10- §. Ньютоннинг интерполяцион формуласи

у =  <р(х) функциянинг (п +  1)ки(1мати маълум булсин, яъни 
аргументнннг я +  1 та л-0, х и . . .  , хп кийматларида функция
ми г кийматлари у0, уь  . . .  , уп булсин. Бунда аргументнннг 
Кушцн кийматлари орасндаги айирма узгармас булсин. Уни h 
билан белгилаймиз. Шундай килиб, аргументнннг тегишли кий- 
иатларида номаълум у = у (х) функциянинг кийматлари жад- 
валига эга буламиз.

X Хо х ,  =  х д  + Л х »  =  Х о  +  2  h • Х „ =  А 0 +  fill

У
---------

Уо У1 Уг Уп

Аргумент х  нинг тегишли цийматларида даражаси п дан 
Бу°Ри булмаган тегишли цийматлар олалнгаи купхад тузамиз. 

У кУпхад такрнбан <? (л-) функцияни ифодалайди.
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Олдин куйидаги белгилашларни киритамиз:

= У1~ Уо. Л У1 = У* — У '’ АУ* == У* — Ун • • • •
Л’Уо =  У2 -  2 y i +  Уо =  л  У1 “  АУо. Л*У1 =  АУ1 ~  ЛУ1..............
Д3Уо =У» “  3Уа +  3У. -  Уо = А*У> -  Д*Уо. • • .

Л"у0 =  Д" “  ’у, — Д';_,Уо-
Булар1-, 2-, . . .  , л-тартибли айирмалар деб аталувчи ифода. 
лардир.

х 0 ва х, га мос равишда у0, у, кийматларни оладиган куп- 
*адни ёзамиз. Бу 1- даражали к^п^ад булади.:

Pi (•*) =  У0 + д Уо (1)
Хакицатан,

Pi (х) L  х = Уо. Л  L =Уо +  дУо j  =  Уо +  (У1 “  УИ = УьЛ ■* До Дв Д| '*

*о. *1. X* да мос равишда у0, у„ у2 кийматларни оладиган 
к^п^ачни ёзамиз. Бу 2- даражали к^п^ад булади:

Р, М  =  У. +  -V . ^  ^  ( т *  -  1). (2)

Хакицатан,

р 2 х  =  Уо. р 2 х  х  =  УьХ*ДГ0

^ 1 ^  =  У° +  ДУо '2 + ^ - °Т  ( т ~  *) =  Уз- 

Учинчи даражали купхад мана бу куринишда булади:

Л М  =  у . +  4 у . ^ *  +  ^ " ^ ( ^ - 1 )  +

Ни^оят х 0, я*, . . .  , х- да мос равишда у0, уг , . . .  , у„ К»й* 
матларга эга буладиган п - даражали купхад мана бу к у р и н н ш *  
ни олади:

+ 9 ‘ ! i a f f ‘ - ' ) - [ ,T s - c - » l  (4)
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Мо^ияти жи*атндан Лагранж куп^ади билан Ныотон куп- 
ади берилган жадвал учун айнан бир хил булиб, улар факат 

жилищи билан фарк килади, чунки х  нинг берилган п -f-1 та 
кийматларида берилган я - f -1 та кийматларга эга буладиган да- 
ражасн я дан юкори булмаган купхад ягона усулда топилади.

Куп *олларда Ньютоннинг интерполяцион куп^ади Лагранж* 
„ннг интерполяцион куп^адига Караганда кулайрокдир. Нью
тон куп^адинииг хусусияти шундан ибораткн к- даражали 
куп^аддан A - f  1- даражали куп^адга утиШда унинг дастлаб- 
кн Л-f  1 чадлари узгармайди, факат аргументнннг барча ол- 
дингн кийматларида нолга тенг булган янги бир ^ад ортади, 
холос.

И з о * .  Лагранжнинг интерполяцион формуласи (9- § да ;3) 
га каранг) ва Ньютоннинг интерполяцион формуласи (4) фор
мула (буйича функциянинг х0 <  х  <  х„ кесмадаги кийматлари 
аникланади. Агар шу формулалар буйича функциянинг х  <  х0 
даги киймати аннкланса (бунн |.v — х„\ кичик сон булганда 
килиш мумкин), уни жадвални оркага экстраполяция кили- 
ниши дейилади. Агар функциянинг х  >  х„ даги киймати аннк- 
ланадиган булса, жадвални олдинги экстраполяция килиш 
дейилади.

11-§. Дифференциаллашнинг сонли методи
Бирор номаълум <р (х) функциянинг кийматлари 10- § 

нинг бошида каралган жадвал билан берилган булсин. lily 
функциянинг такрибий ^оснласини топиш талаб кнлинади. Бу 
масала куйидагича ечилади. Лагранж ёки Ньютоннинг интер
поляцион куп^адн тузилади ва шу куп^аддап косила топилади.

Купинча аргументнннг кушни кийматлари орасидаги айнр- 
малар тенг булган жадваллар каралгани учун бнз Ньютоннинг 
"нтерполяцион формуласидан фойдаланамиз. Аргументнннг учта 
f*- * 1. хг кийматида функциянинг учта у0, у,, у, кийматлари 
Прилган булсин. Бу золда 10- § даги (2, куп.\адни ёзамиз ва 
Уин дифференциаллайиз. Функция доснласинннг х 0 < • * < * ,  
кесмадаги такрибий кийматини *осил киламиз:

* =  *0 да
( 1)

(2 )

б^ладц.
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Агар 3 - тартибли купхаднн (10 -§  да (3)) карасак, дн,|>фс. 
рснцналлагаидан сунг унинг *осиласи учун ушбу nq)o;iami s,q. 
сил киламиз:

(.t) *  Pi (х) =.%• +  1) +

+  Т И - [ з ( ^ ) ’ - б ( т ^ ' )  +  2 ] .  (3)

Жумладан, jc *= х0 булганда

\ __, р '  / . . \ __А У о___ А'Уо I A 3)'o , . .
Т (* о ) ~  “3 (А ) — ^ 2/i ЗА *  ̂ )

Агар 10- § даги (4) формуладан фойдалансак, у >;олда з\о- 
силаиинг такрибий нфодаси учун А =  х 0 да ушбу ифодани *о- 
сил киламиз:

« / > ;  + . . .  ,5)

Хосилаларга эга булган функция учун Ду0 айирма h гч i i>c- 
Г>атан 1- тартибли чексиз кичик микдор, Л!у0 айирма 2-тартнОлн 
чексиз кичик микдор, Д3у0 айирма 3- тартибли чексиз кичик мик
дор па локазо эканики кайд килиб утамиз.

12- §. Функцияларни купкадлар билан энг яхши 
якинлаштириш ^акида. Чебишев назарняси

9 ва 10 параграфда каралган масалалар муносабати билан 
ушбу саволни кУИиш табиий булади: [а, Ь\ кесмада <р (а)  уз
луксиз функция берилган булсин. Шу функцияни а в в а л д а н  
б е р и л г а н  к а р  к а н д а й  а н и к л и к  д а р а ж а с и  б и л а н  
Р(х)  купхад шаклида такрибий тасвирлаш мумкинмн? Бош* 
кача айтганда, <р ( а )  ва Я ( а )  орасндаги айирманинг а б с о л ю т  
Киймати [а, Ь\ кесманинг *амма нуктасида олднндан берилган 
е мусбат сондан кичик буладиган Р(х)  куп^адни топиш пум* 
кинмч? Бу саволга ижобнй жавоб*) куйидаги теоремада бернл- 
ган, биз буни исботсиз келтирамиз.

*) Лагранжиинг интерполяцион куп^адн (9- § даги (3) га каранг] ку,шЛ* 
ган саволга жавоб бермайди. Унинг кийматлари функциянинг Хо, -*i> 
х„  иукталардаги кийматларига тенг, лекг.н (в, 6] кесманинг бошка Н)'КТа" 
ларнда унинг кийматлари функциянинг тегишли кнйматларидаи ж удаузок-’ 
булнши мумкин.
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В е й е р ш т р а с с  т е о р е м а с и .  Агар <р (л) функции [a, h\ 
кесмада узлуксиз булса, хар цандай е >  0 учун шу кесма
нинг хамма нуцталарида ушбу

| ? ( х ) - Р ( х ) 1 < :
тенгсизликни цаноатлантирадиган Я (л ) купхад мавжудоир. 
Машхур совет ыатематиги академик С. Н. Бернштейн берил
ган кесмада узлуксуз <р (дс) функцияга такрибий тенг 6y*raii 
бундай купхадларни бевосита топишнинг куйидаги усулинИ 

'берди.
Масалан, <р(х) функция (0, 1) кесмада узлуксиз булсин. 

Ушбу ифодани тузамиз:

в„ (х) -  2  * (^)с« хт (1 ~ х)п~т'
т — 0 '

Бу ерда С ?  — биномиал коэффициентлар, <р — берилган

функциянинг х  — нуктадаги киймати. Вп (х ) ифода п- дара
жали купхад; у Бернштейн купхади деб аталади.

Агар ихтиёрий е > 0  сон берилган булса, шундай Бернш
тейн купхадини топиш (яъни унинг даражаси п ни шундай 
танлаб олиш) мумкинки, х  нинг [0, 1] кесмадаги хамма кий
матлари учун ушбу тенгснзлик.

|#„ (•*) — ? (■ * ) !< •
Каноатланади.

Хар кандай [а, Ь\ кесма урнига [0, 1] кесмани караш уму- 
мийликни чегараламайди, чунки х-=а-\- t \ b — а\ алмаштириш 
билан хар кандай [а, Ь) кесмани [0, 1] кесмага айлантириш 
мумкин. Бунда л- даражали купхад яна шу даражалн купхадга 
алмашинади.

Функцияларни купхадлар билан энг яхшн якинлаштирищ 
назариясининг ижодчиси математика фанининг энг буюк на- 
нояндаларидан бири булган рус математиги П. Л. Чебишевдир 
(1821 — 1894). Унинг бу сохада эришган чукур натижаларн 
кейинги математикларнинг ишларига катта таъсир этди. Бу на- 
зариянинг Чебишев томонидан барпо килиниши, унинг машн- 
наларда кенг фойдаланиладиган, шарнирли мехаинзмлар наза- 
Рияси хакидаги асаридан бошланади. Бундай механизмларии 
Урганиб, у берилган даражадагн бош хадининг коэффициент)! 
бирга тенг булган хамма купхадлар орасида шу бернлган кес
мада нолдан энг кам фарк киладиган купхадни топиш масала- 
c,ira келди. У бундай купхадларни топди ва кейинчалик олий-
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Икки узгарувчининг i 
нфодяла^ади: ^  I

? =  / ( * ,  у),

Икки узгарувчининг ( 'У \  
билан берилиши ски, iob°Pii>'4 i 
аналитик усулда — ф ормУ ^^с I 
Формулага асосач эркли У-V,  ̂
лари учуй функция цнйиа1ч''! 
Чунончи, биринчи MHCOJI

Бу жадвалда .v ва у ки1» 
ва устуннннг кесишган ePW^- 
Лилган.

Агар функционал б<*л^  ' j 
экспериментал урганнш!* 
сил булса, 2  ПН ИККИ y )raJ b ^ 1.; 
вирловчи жадвал *осии ^Ул^, I 
вал билан бсрилади. I

Бир узгарувчининг фУЦ '- I 
функцияси *ам, умуман 
матида мавжуд б у л а в е ^  

2 - т а ъ р и ф .  z — f  (.<• У)'!1 • VI
(л-, у) кнйматларининг ryn^V:
ски мавжудлик со^аа ДЦ ’Г'  I 

Функциянинг аниь;л<к ^  J . |  
тасвирланади. Агар *  (а 1»  ̂ о |  
текисликда М (л:, у) н)П^ '( I 
аницлнк со^аси текисл>*Д&Л I
ринишида тасвирланадг-Ну^ Г
цнянинг аницлик co.^aci A<vH, I 
со.часи, жумладан, бут}'11 > А  м  
дли буён асосан т е к и ; 11) |  
р а  л  а н г  а я  к и с к  и д  *и *-цг I 
рамиз. Берилган со^ап 4<-‘i^ Г

,  i f
1

Л t ' ,

'



КОМПЛЕКС СОНЛАР. КУПХАДЛА!1

лар уларни Чебишев кунхадларн деб атаднлар. У купхадлар 
калгана ажойиб хоссаларга ва хозирги вактда математика ва 
техннканииг куп масалаларини текширишда кучли курол булиб 
хнзмат цглмокда.

VII боб га  м аш цлар
1. (3 +  51) (4 — /)  топилсин. Ж ав. 17 - f  17/. 2. ( 6 +  11/) (7 +  3/) топил-

«j_j 7 19
сип. Жав  9  -f- 95/. 3. 4 ^  ^  топилсин. Жав  ^  /. 4. (4 — 7/у» топил-

1 + I
4 +  5 / ..................  41

сим. Ж ав. — 524 + 7 /. 5. /  1 топилсин. Ж ав. ±  

п и л и т . Ж ав. ±  (2 — 3/), 

рижски: а) 1 +  /. Ж ав. / 5 " (  cos — +  / sin

1т.

—. 6. J  —5 — 12/ то- 
v 2

7. Ушбу ифодалар тригонометрик шаклга келти-

/ 2 Хя. /5 ~   ̂ cos - j  +  / sin j -  J. 6) 1 — /. Жав.

/ 1г. 7к\ з г--
(cos -J +  /s ln -^ -j. 8. у 1 топилсин. Жав. / + /  3 . , . / - / з  

2 '  2 *

9. К у-
\ i * — _ йидаги ифодалар sin дева cos дс даражалари оркали ифодалансин; sin 2дг, cos2*,

sin 4лс, cos4-r, Яп5дг, cos 5дс. 10. Каррали ёйлар сннуси ва косинуск
оркалн ифодаланенн: cos2 х,  cos3 дг, cos* ж. cos5 х , cos'1 дг; sin- х , sin3 jc, sin* д г ,

sin5 х. П . /(дг) =  дс3 — 4дг3 -f  8дг — 1 купхад дс +  4 га булинсин. Жав. / (дг)=
=  (дг -f 4) (jc-—8jt -f- 40)—161, яънн булинма =  дс3 — 8дс +  40; колдик / ( — 4) —
=: — 161. 12. /(д г) =  дс‘ +  12дг3 - f  54дс3 +  108дс +  81 кУп*ад дс +  З г а  булинсии.
Ж ав. /(дс) =  (*  +  3) (jc3 +  9jc3 - f  27 jr +  27). 13. / ( jc )  =r jc» — 1 ни дс— I r a
булиш керак. Жав. /(дг) =  (дс — 1)(х« +  дс& +  дс4 +  дг3-|-дс3- |- х + 1 ) .

Ушбу лацикий козффициентли купхадлар купайтувчиларга ажратилсии;
14. /(дг) =  дг‘ — 1. Ж ав. /(дг) =  ( д с -  1)(дс +  1)(дс3 +  1). 15. /(дс) =  jc* — дг —
- 2 .  Жав. /<дг) =  (дс — 2 ) ( * + l ) .  16. /(дс) =  дс3 +  1. Жав. f ( x )  =  (дс +  1)Х
X (дг5 -  дг +  1).

17. Тажриба асосида дг нинг функцияси у нинг ушбу кийматлари цосил 
цилинган:

х , =  0  булганда у! =  4,
Xt =  1 . у , =  6.
*з =  2 .  Уз =  Ю.

Функция иккинчи даражали куп*ад куринишида тасвирланснн. Жав.
дг̂  *f дс 4.

18. дг =  1, 2, 3, 4, 5 булганда мос равишда 2, 1, 5, 0 цийматлар олади-
7 79 .  151

гаи туртинчи даражали купцад топилсин.

226

Ж ав. - - « * *  +  Ц Х 3 -  Т х Ч -

-f ~3” х 35.
19. дг =  2, 4, 5, 10 булганда мос равишда 3, 7, 9, 19 кийматлар оладнган 

мумкин кадар куйи даражали кУпцад топнлеин. Ж ав. 2дс — 1.
20. у  =  sin тгдг функция учун [0, 1) кесмада 1-, 2-, 3- ва 4- даражали 

Бернштейн куп*адлари топилсин. Ж ав. J3, (дс) =  о; В% (х )  =  2дг (1 — г

В3 (дг) =  1 ^ 1 д г ( 1 - д с ) ;  Bt  (дг) =  2 х ( 1  —  дг) [ ( 2 / 2 - 3 ) * * - ( 2 / 1  -  3 )  л  + 

+  / 2  1.

VIII Б О Б

БИР НЕЧА УЗГАРУВЧИНИНГ ФУНКЦИЯСИ 

1 - § .  Бир неча узгарувчи функцнясининг таърифи

Бир узгарувчининг функциясини караган пайтда, куп ходи- 
саларни урганишда икки ва ундан ортик эркли узгарувчилар- 
нинг функциялари хам учрашини курсатган эдпк. Бир неча 
мисол келтирамиз.

1- м и с о л .  Томонларииинг узунлиги дг в а  у га тенг булган тугри т )рт- 
бурчакнинг юзи 5  ушбу формула билан ифодаланади;

S  =  х у
дг ва у нинг *ар бир к?ш кийматига 5  юзининг аник бмр киймлти мос 

келади; 5  икки Узгарувчининг функциясидир.
&  2- м и с о л. Кирраларининг узунликлари х ,  у, г  га тенг бу лган тугри 
туртбурчакли параллелепипеднинг *ажми V  ушбу формула билан ифодала-
иал п -пали;

V  =  дгу  г.
Бу ерда V  учта узгарувчи дс, у, г  нннг функциясидир.
3- м и с о л .  Стволи горизонтга <р бурчак остида огма килиб к^йилган 

тупдан v0 бошлангич тезлик билан отилган снарядиинг учиш узоклиги R  
(цавонинг каршилиги зътиборга олинмаганда) ушбу формула билан нфода- 
ланади: _______ _____

/? = Vq sin 2<р 

1
Бу ерда g  — огирлик кучииинг тезланиши. Бу формула t»0 ва в нннг *ар 
бир куш кийматида R  нинг аник кнйматини беради, яъни R  икки узгарув
чи v v ва <р унинг функциясидир.

4-  м и с о л .

X» +  у ' + г } + А
и =  ■ ------- . ■*.

i  1 +  дс3
Бу ерда и  турт Узгарувчи дс, у, г , t  нинг функшгясидир.

1 - т а ъ р и ф .  Агар бир-бирнга боглик булмаган гккн узгл- 
РУвчи х  ва у нинг бирор D узгарнш сохасидаги хар бир куш 
(а, у) кийматига г микдорнинг аник бир киймати мос келса, z 
икки эркли узгарувчи х, ва у нинг D соцада анчцлангач функ- 
Цияси дейилади.
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И ккн  узгарувчиш ыг функцияси символик тарзда бундай 
лфодлланади:

* =  / ( * ,  у), z — F (х, у) вл -Ч. к.
И ккн  узгарувчининг функцияси, масалан, жадвал ерда ми 

билан берилишм еки, юцорнда царалган турт мнсолдаги кабн, 
аналитик усулда — формула ёрдами билан бернлншн мумкин. 
Оормулага асосач эркли узгарувчнларнинг баъзи куш киймат
лари учун функция кнйматларннииг жадвалини тузнш мумкин. 
Чунончн, биринчи мисол учун ушбу жадвалнн тузнш мумкин:

S  — ху

> -< ! °
1 1, 5 2 3

1 0 1 1.5 2 3
2 0 2 3 4 6
3 0 3 4,5 6 9
4 0 4 (3 8 12

Бу  жадвалда х  ва у нинг таинн кийматларнга тегишли сатр 
ва устуннинг кесишгаи ерида S  ф ункциянинг мос киймати ку- 
йнлган.

Агар функционал богланиш z =  f ( x ,  у) бирон *одисанн 
экснериментал урганишда z микдорни улчаш натижасиДа )(о- 
снл булса, z пи икки узгарувчининг функцияси сифатида тас- 
внрловчи жадвал *осил булади. Б у  ^олда функция факат жад- 
сал билан берилади.

Бир узгарувчининг функцияси каби икки узгарувчининг 
функцияси >;ам, умуман айтганда, х  ва у нинг >jap кандай К'ий- 
матнда мавжуд булавермайди.

2 - т а ъ р и ф . z = f ( x , у) функция аникланган л: ва у КУШ 
(л\ у) кийматларининг туплами функциянинг аницлик со.\аси 
ёки мавжудлик соласи деб аталади.

Ф ункциянинг аннклик соласи геометрик тарзда кургазмалн 
тасвирланади. Агар х  ва у нинг Jjap бир куш кийматини Оху 
текисликда М ( х ,  у) нукта билан тасвирласак, ф у н к ц и я н и н г  
амиклик со.\асн текнсликдаги нукталарнпнг бирор туплами ку- 
ринишида тасвирланади. Нукталарнинг бу тупламини *ам функ
циянинг аниклик со.\асн деб атаймиз. Функциянинг аниклнк 
соласи, жумладан, бутун текислик булиши *ам мумкин. Бун- 
дан буён асосан т е к и с л и к и и и г ч и з и к л а р* б и л а и ч е г а- 
р л л а н г а м  к и е м  и д а н  иборат булган со^алар билан иш ку* 
рамиз. Берилган со^аип чегаралоачн чнзнкни о д а н и н г чегарасн
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деб айтаймнз. Соканииг чегарада ётмаган нукталарннн со*а- 
нинг ички нукталари деб атаймиз. Факат ичкн иукталарда» 
иборат булган со*а очнц со^а дейилади. Агар со*ага ч*гарл- 
нинг нукталари *ам кирса, со^а ёпиц деб аталади. Агар шун
дай Узгармас С сон мавжуд булсаки, координаталар боши О 
дан со^анинг исталган М нуктасигача булган масофа С дан кп- 
чик, яъни | ОМ | <  С булса, сода чегаралаиган деб аталади.

5- Мис о л.
z =  2х — у

функциянинг табиий аниклнк соласи белгилансин.
2х  — у аналитик ифода х  ва у нинг дар кандай кийматгда маънога эгл. 

Демак, функциянинг табиий аниклнк соласи бутун Oxv текис.жги булади.
6- МИСОЛ.

*1

г  =  / 1 — х г -  у».

г  хакикий кийматга эга булиши учун, ра
дикал остида номаифий сон туришн, яънн 
дг ва у ушбу тенгсизликни каиоатлантнри- 
ши керак

1 — х*  — у* >  0 еки х*  +  у* <  1.

Координаталари бу тенгсизликни кано- 
атлантирувчи ламма М (дг, у) иукталар ра
диуси 1 га тенг ва маркази координаталар 
бошида булган доирада ва у донра чегарп 
сида етади.

7- м и с о л .  166- раем.

г  =  In (дс +  у).

Логарнфмлар факат мусбат сонлар учун аникланган булади, шунннг 
учун ушбу тенгсизлик капоатланнши керак:

х  - f  у >  0 ёки у >  — х.
Бу, s  функциянинг табиий аниклнк соласи у =  — х  тугри чнзнкдац fcKo- 

ридагн ярим текнелнк булади деган суздир; тугри чмзиадишг узи бу содагл 
кирмайдн (166- раем).

8- м и с о л .  Учбурчакнннг юзн 5  — асоси х  ва баландлиги у нинг <]>увк- 
ииясидир;

о =» 2 • -

Бу функциянинг аннцлик соласи д г > 0 ,  у > 0  соладнр (чункм учбурчак- 
#инг асоси ва баландлиги манфнй сон ва ноль буда олмайди). Б у  функцня- 
Ии,,г  аниклнк содаси функцияни белгнловчи аналитик ифоданинг табиий

•никлик соласидан фарк килади, чункн ифоданинг тлбн>ы аниклнк со- 

Ласн бутун О ху  текислигн булиши равшан куриниб турчбди.

Иккн Узгарувчн функциясипинг таърифиип уч ёки ундан 
°Ртнк Узгарувчи булган .40л учун умумлаштнриш осон.
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3 - т а ъ р и ф .  Arap .jf, у, г ............и, t Узгарувчиларннпг *ар
бир цийматлар тупламига узгарувчи w нинг аник киймати мое 
келса, w ни х, у, г, t эркли узгарувяиларнинг функ
цияси деб атаймиз ва

ъо =  F ( x ,  у, г ,  . . . .  и, t)  ёки w - f ( x ,  у, г ............ и, t)

ва к. куринншда ёзамнз.
Икки узгарувчининг функцияси сингари, уч, турт ва ундан 

ортик узгарувчилар функцнясининг аниклнк со^аси ^акида суз- 
лаш мумкин.

Масалан, уч узгарувчининг функцияси учун аницлик со̂ аси 
уч сон (х , у, г) нинг бирор туплами булади. Маълумкн, а̂р 
бнр учта сон Qxyz фазо координаталар системасида бирор 
М (л :, у, г) нуктани беради. Демак, уч узгарувчи функцияси- 
нииг аниклнк со^аси фазо нукталарининг бирор туплами бу
лади.

Шунга ухшаш, турт Узгарувчи функцияси и =  f ( x ,  у, г, t) 
нинг аниклнк со*аси туртта сон {х, у, г, t) нннг бирор тупла
ми булади дейиш мумкин. Лекин тУрт ва ундан ортик узга- 
рувчилар функцнясининг аниклнк со^асини содда геометрик 
маънода изо^лаб булмайдн.

2- мнсолда х, у, z  нинг барча кийматларида аникланган уч 
узгарувчи функцияси келтирилган.

4- мисолда тур т узгарувчининг функцияси келтирилган.

9- м и с о л.

w =  / Г — Xх — у‘ -  г*  -  и».

Б у  ерда w тУрт узгарувчи х, у, г, а нинг функциясн булиб, у зга р у вчн - 
ларнинг ушбу

1 — х х — у* — г х — их >  О 

муносабатни каноатлантирувчи кийматларида аникланган.

2 - § . И кки  узгарувчи функцнясининг геометрии тасвири

Оху текисликдаги G со*ада (бу со*а, баъзан, бутун текис- 
ликдан иборат булиши *ам мумкин) аникланган

аг=/(дс. у) (1)

функцияни ва Охуг тугри бурчакли Декарт ко о р д и н а та ла р и  

системасини караймиз (1 6 7 -раем). G со^анинг *ар бир (х , у) 
нуктасидан Оху текиелнкка перпендикуляр утказамиз ва унда 
f ( x ,  у) га тенг кесма ажратамиз.
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У *олда фазода координаталари
х. У, z  =  f ( x ,  у)

б^лгаи Р  нуктани хосил киламиз.
Координаталари (1) тенгламани каноатлантнраднгаи Р  нук- 

таларнннг геометрик Урни икки узгарувчи функцнясининг гра
фиги деб аталади. Аналитик геометрия ку.*сидан бнламнзки,
(1) тенглама фазода бирои сиртни белгилайдн. Шундай килиб, 
икки узгарувчи функцнясининг графиги, Оху текисликдаги 
проекцняси функциянинг аниклнк оцасидан иборат булган 
сирт булади. Оху текисликка перпендикуляр булган *ар бир 
тугри чнзкк z =  f ( x ,  у) сирт билан бнр мартадан ортик ке- 
сишмайди.

М и с о л .  Геометрнядан маълумки, г  — у2 функциянинг графиги ай- 
ланнш параболоидадан иборатдир. (168- расы.)

И з о * .  У ч  ва ундан ортик узгарувчининг функциясини фа
зода график ёрдами билан тасвирлаш мумкин эмас.

3- §. Ф ункц иянинг хусусий ва тула орттирмаси

г =  / ( х ,  у) снртнинг О хг текисликка параллел, у =  const, 
текислнк билан кесишганидан хосил булган P S  чизикни ка
раймиз (169- раем).

Бу текисликда у узгармас кнйматни саклагани учун, z  фа- 
Кат PS  чизик буйлаб х  нинг узгарншига боглик равншда уз- 
гаради. Эркли узгарувчи х  га Ддг орттирма бррамнз; унда z  
Хам орттирма олади, бу орттирма г  нинг х  буйича хусусий 
орттирмаси деб аталади ва билан белгиланади (шаклда S S '  
кесма), яъни

167- раем' 168- раем

\ z  =  / ( x - {  & x , y ) - f ( x ,  у). ( 1 )
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мавжуд булса, г  =  / (л, у) функция Л1о(х 0, у0) нуцтади у3. 
луксиз дейилади.

Агар х  =  х 0 +  Ал-, у =  у0 +  АУ Д<-‘б белгиласак, (1) тскглнк- 
ми бундай ёзиш мумкин:

Иш / ( х 0 +  Дх, у0 +  Ду) =  /(•*<>. Уо) ( П
А X -  0 '
- у - 0

ёки
lim  | /(х0 Ч  Д л:, у0 +  Ду) - / ( д - 0, Уо)) =  0. (j ")

А X ДО '
Д У А О

Ар =  У  (Дх)2 +  (Ду)2 Деб белгилаймиз. A t -*• 0 ва Ду -> 0 да 
Др -*• О ва, аксинча, Др -*• 0 булса, Дх -*■ 0 ва Ду -*■ 0 булади.

(1") тенгликда квадрат цавслар ичида турган ифода функция- 
нинг тула орттирмаси Дz  эканини эътиборга олиб, (1") тенг
ликни бундай шаклда ёзиш мумкин:

lim  Д г  =  0. ( Г ) ,
А р -.0

Бирор соданинг *ар бир нуктасида узлуксиз булган функция 
шу сохада узлуксиз дейилади.

Агар бирон А ( х 0, Уо) нуктада (1) тенглик бажарилмаса, 
N (х 0, у0) нукта z =  / ( x ,  у) функциянинг узилнш нуктаси де
йилади. ( Г )  шарт, масалан, куйидаги лолларда бажарнлмаелн- 
ги мумкин:

1) 2 =  / ( х ,  у) функция А ( х 0, Уо) нукта бирор атрофинннг 
барча нукталарида аникланган, лекин N (х 0, у0) нуктанинг узн- 
да аникланмаган;

2) z =  f i x ,  у) функция N (х0, уо) нукта атрофинннг барча 
нукталарида аникланган, лекин

lim  / ( х ,  у)
дг -  jr.
У -  У,

лимит мавжуд эмас.
3) Функция N  {х0, у0) нукта атрофинннг барча нукталарида 

аникланган ва lim f (х , у) лимит дам мавжуд, лекин
X -  х.
У -  Ус

lim / ( х ,  у) * / ( х 0, у0)
Х-> X'
У -  Ус

1- м и с о л . г  =  х г 4- у* функция х  ва у нинг дер кандай цнймгтларнд*» 
яъни Оху текисликиннг дар бир нуктасида узлуксиз.

Хакикатан, х  на у, Ддг ва Ду нинг дар кандай киймати учун:

А г  =  |(дг Ддг>* +  (у  +  А у/2] — (дг* +  у 1) =  2лг A jt - f  2 у Ду +  Лл* +  А >*•
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дспак, llm  Л г  >
4 Х  * 0  
А у -» 0

0.

узилуичи функцияга мисол келтирамиз.
2- м ис о л.

2х у

Йнкция х =  0 ва у =  0 нуктадан ташкари цамма ерла аникланган (171, 
к расмлар).

г  нинг y = k x  (А =  const) Tj’ipn чизик буйлаб кийматини мр.ймнз. Бу 
тугрн чизик буйлаб

2kx* 2k
const,г = .г* +  кгх* -  1 +  А»

яънн * функция координаталар бошидан утган .\ар кандай тугри чизик буй
лаб, ту|ри чизикнинг бурчак коэффициентн к га боглик булган узгармас 
кнйматга эга булади. Шунинг учун координаталар бошига *ар хил йул би- 
« н  якинлашиб, лар хил лимит кййматларга 9ia буламиз, бу эса (jr, у) нук
та Оху текисликда координаталар бошига интилганда /(дг, у) функция ли- 
“итга эга булмайди деган суздир. Демак, функция бу нуктада узилган. Бу 
Функциями координаталар бошида узлуксиз буладиган килиб кушимча бел- 
гнлаш мумкин эмас. Ш у билан бирга бу функциянинг бошка нукталарда 
Узлуксиз эканлигини куриш кийин эмас. t

Ёпиц ва чегараланган сохада узлуксиз булган куп узгарув- 
чилн функциянинг бир неча мухим хоссаларнни нсботсиз ай- 
иб Утамиз. Бу хоссалар кесмада узлуксиз булган бир узгарув- 
••лн функциянинг хоссаларига ухшашднр ( II боб, 10- § га

1<аРалсин).
^ * *хосса.  Агар /(дг, у, . . .) функция ёпик ва чегараланган 

с0)(ада аникланган ва узлуксиз булса, шу D  сохада камида
1 8 *
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Шунга ухшаш, агар л* узгармас кийматни саклал, у га Л 
орттирма берсак, z  *ам орттирма олади, бу орттирма г  нинг у 
буйича xycyciiii орттирмаси деб аталади ва Дуг  билац оелщ- 
ланади (шаклда T V  кесма):

Дуг  =  /  (х, у +  Ду) -  /  (•*, У). (2)
Функция Ауг  орттирмани г = / ( х, у) сиртни Оугтекиелнк- 

ка параллел х  =  const текислик билан кесишгаи ерпда *осил 
булган .чи зи к буйлаб11 олади.

Н н *о ят аргумент х  га Д х  орттирма ва аргумент у га Ду орт- 
тпрма бериб, г  учун янги орттирма досил киламиз; буорттир- 
ма функция z  нинг тула  орттирмаси деб аталади ьа ушбу 
формула билан белгиланадШ

A z ~ f ( x  +  Ax, у  +  Ду) - / ( * ,  у) (3)
169- расмда Д z  орттирма QQ7 
кесма билан таезирланпш.

Тула  орттирма, умч'ман ийт. 
ганда, хусусий орттнр^алар Ли- 
гнндисига тенг эмас, яъни

Д z Ф Ax z-\- \yZ.
М и с о л .  г  =  ху.
Axz  =  (дс +  Д.г) у — ху — у Ах,
Ayz  =  х  (у +  Ау) —  ху  =  х  А у,
Аг =  (дт +  Ддг) (у +  Ау) — ху  =
=  у Ах +  х  Ау +  Ддг Ау. 
х = \ ,  у =  2, Ддг =  0,2, Ду =  0,3 

булткида
Д xz  =„0,4, Ayz  =  0,3, Az =  0,76.

Иккнтадан ортик Узгарувч!'.лар функцнясининг хусусий иа 
ту л т орттирма лари *пм шу каби белгнланадн. Чунончи уч уз- 
гарувчннннг функцияси и =  f ( x ,  у, t) учун:

Ахи = / ( х  +  Ах, у, / ) - / ( * ,  у, 0 ,
Дуы * = / ( * ,  у +  Ду, 0  —f  (х, у. /),
Д,и =  /  (дг, у, t +  At) —f ( x ,  у, t),
A u = f ( x  +  A x,y  +  Ay, t +  Д/) — /  (дг, y, t).

4- §. Бир печа узгарувчи функцнясининг узлуксизлиги
Б и тт .1 му*им ердамчи тушунчанн, яъни берилган нукта ат- 

рофи тушунчасини кирнтампз.
М0 (хп, уи) нуктанинг г  раднусли атрофи деб

169- раем.

/  (л— л 0) * у  "(у  -  Уо)* <  г
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170- рисм.

-тенгсизликнн цанолтллнтирадигаи хамма (х, у) нукталар туп- 
пимнга яьни маркази М0(хп, у0) нуктада булган г  радиуслн 
‘ оира ичида ётган хамма нукталар тупламига айтилади.

Агар биз /(дг, у) функция ,(л '0> у0) нукта якинида“ ёки 
(л'о. Уо) иУКта атрофида* фалон хоссага эга десак, ун- 

д;М1 маркази (д^, у0) нуктада булган шуиДай донра топнлади- 
кИ_ унинг хамма нукталарида функция айтнлган хоссага эга 
бСладп дегаи маънони тушунамиз.

Бир неча узгарувчи функциясининг 
узлуксизлиги тушуичасини карашдан 
девал бир неча узгарувчи функцияси- 
И1П1Глимити тушуичасини караймиз*).

Оху текислнкнинг бирон G сохаси- 
да аникланган

* = / ( * ,  у) 

функция берилган булсин.
О сохада ёки унинг чсгарасида 

ётган танин Л10 (дг0, у0) нуктаии карай- 
ыиз (170- раем).

1 - т а ъ р и ф .  „Агар хар кандай 
мусбат е сон учун шундай г  >  0 сои
топилсакн, ММ0 <  г  тенгснзлик каноатланадиган барча Ми (х, у) 
нукталар учун

|/ (дг, у) -  А | <  в
тенгснзлик каиоатланса, узгарувчи М (дг, у) нукта Мп (л'0, у„) 
нуктага интилганда f ( x ,  у) функция А лимитга интилади 
дейилади.

Агар А сон М (х, у) -*/Vf0 (.v0, у0) да f ( x ,  у) функциянинг 
лимита булса, бундай ёзилади:

И т/ (д г , у) =  Л.
X -* ДГ0 
У Уо

2 - т а ъ р и ф .  M 0 (jf0, у0) нукта /(дг, у) функциянинг аникла- 
ниш сохасндаги нукта булсин. Агар М (д:, у) нукта функция
нинг аиикланиш сохаснда колган холда Л10 (х0, у„) нуктага их- 
™epafi усулда интилганда ушбу тенглик

llm  f ( x ,  у) = f ( x 0, уо) ' (1)
X -  X,
У -  Уо

) Биз асосан икки Узгарувчи функцияснни караймиз, чунки уч ва ун- 
ортмц узгарувчи фуикпцясини караш .\еч кандай прпнцппиал Узгарнш 

■"Ритмайдн, лекнн кушимча техник кийннчиликдар келтмрнО чикаради.
18 н _

5 С. Пискунов
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битта шундай N (х0, у0, . . . )  Нукта топиладикн, соданннг Сощ. 
ка дамма нукталари учун ушбу

/ ( * „ ,  Уо< • • ■) f  (х, у, . . . )

муносабат бажарилади ва камида битта шундай N (х0, у ..........^
иукта топиладикн, соланинг бошка дамма нукталари учун

/ (*о , у . . . . . )  < / ( * ,  у, . . . )

муносабат бажарилади. Функциянинг / ( х 0, у0, . .  .) =  AI кий
матини /  (дг, у ,...) функциянинг D  содадаги энг к а тта  цийма- 
т и  деб, f ( x 0, у0, . . . )  =  т  кийматини эса энг кичик цийматц 
деб атаймиз.

Б у  хосса бундай таъркфланади. Епиц ва чегараланган 
сох,ада узлуксиз функция камида бир марта энг к а тта  М 
цийматга ва камида бир марта энг кичик т  цийматга эри- 
шади.

2- хосса.  Агар / ( jс, у, . . .  .) функция ёпик ва чегаралан
ган Осолада узлуксиз булса ва М, т  сонлар /  (х, у, . .  .) функ
циянинг соладаги энг катта ва энг кичик кийматлари булса, у 
лолда т  <  ц <  М шартни каноатлантирадиган лар кандай jj. сон 
учун шундай N* (jc*, у*, . . .) нукта топнлиши мумкинки, у нук
тада / ( x j ,  y j, . . . )  =  ц тенглик бажарилади.

2 - х о с с а д а н  н а т и ж а .  Агар f  (х, у, . . .) функция ёпик 
ва чегараланган солада узлуксиз булиб, мусбат ва манфий кий- 
матларга эга булса, у лолда шу сола ичида f ( x ,  у, . .  .) функ
ция нолга айланаднган нукталар топилнши мумкин.

5- §. Бир неча узгарувчи ф ункциясининг 
хусусий \осилалари

Т а ъ р и ф .  z =  f ( x ,  у) функциянинг х  буйича хусусий Х°~ 
силаси деб хусусий орттирма Axz  нинг Ах орттирмага ннсба- 
тн Ах нолга иитилишидаги лимитига айтилади.

z  =  f ( x ,  у) функциянинг х  буйича хусусий лоснласн ушбу 
символларнинг бнри билан белгиланади:

» / % dz df
/ ,  ( * .  у), h '

Шундай килиб, таърифга кура:

<>* _  и -  А л* и -  / ( х  +  Ах, у ) - / ( х ,  у>
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ШУ'га ухшаш г  =  /(л*, у) функциянинг у буйича хусусий 
сосиласп деб функциянинг у буйича хусусий орттирмаси Дуг  
мшг Д)' га нисбати Ду нолга интилгандаги лимитига айтн-

Л 'Дфу||КЦ»<янинг у буйича хусусий хосиласи ушбу снмволлар- 
H iiiir бири билан белгиланяди:

» rr dz df 
Z y' ■'у* ду' ду'

Шундай килиб,

%  =  lim  % z- =  lim  / ( * . y  +  A- v > - /U . y> .
?У &у -* о У д у - 0  д у

Ajt ни *нсоблашда у нинг узгармаслигини Ауг  ни *псоблдшда 
эсп х  нинг узгармаслигини эътиборга олиб, хусусий *осила- 
ларга бундай таърнф бериш мумкин: г  =  /(дг, у) функциянинг 
х буйича хусусий хосиласи деб, у ни узгармас фараз килиб, 
д-буйича топилган *осилага айтиладн. z = f ( x ,  у) функция
нинг у буйича хусусий хосиласи деб х  ни узгармас фараз ки- 
лгб, у буйича топилган *осилага айтиладн.

Бу таърифдгш очик куринадикн, хусусий *оснлаларни >;и- 
соблаш коидасн бнр узгарувчининг функцияси учун курсатил- 
ган ^онда билан бир хил, лекин *ар гал кайси узгарувчи бу- 
йича *осила изланаётганини ёдда тутнш  керак булади.

1-м  и с о л. г  =  дг2 sin у функция берилган; ва хусусий *оснла- 

ларнн топиш талаб кнлннади.

Ечиш.

<>г &г  ^  =  2х  sin у, d-  =  х 1 cos у.

2- м н с о л. z  =  х у 
Бу ерда

д г  » - 1  
д~х =  УхУ ’

dzТу =  ХУ\пХ.

Хар Канча узгарувчнлар функцнясининг хусусий *осилала- 
Ри Vm шунга ухшаш топилади. Чунончи, агар и туртта дг, у,
• ‘ Узгарупчининг функцияси булса:

И =  /  (■*, у, z, t) ,



У лолда
ди /(дг +  Ддг, у, *, /) —/(дг, у, г , t)

--------------------- ^  ■
ди /(дг, у +  Ду, г, /) — / (дг. у, * , /)

5» =  !  ”  о--------------------- 55 ва <• «■

3- м и с о л .  н =  л*  +  у2 +  х tx\

ди ди ди ди
й  =  2 г  +  /*», d- = 2 y ,  ^  =  Здг/,*. d T  =  ^ .
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6- § .  И кки  узгарувчи функцияси хусусий 
досилаларининг геометрик маъноси

Ушбу тенглама

z = f ( x ,  У)
173- расмда тасвнрланган сиртнинг тенгламаси булсин.

х  =  const текисликпи утказамиз. Бу  текисликнннг сирт би
лан кесимида Р Т  эгрн чизик доснл булади. Бернлган х  буйича

Оху текисликда бирор М (х, у) 
нуктани караймнз. М нуктага 
z =  f ( x ,  у) сиртнинг (х , у, г) 
нуктаси мос келади, jc ни уз
гармас долда саклаб, у га 
Ду =  M N  =  Р Т '  орттирма бе- 
рамиз. Унда z  ф ункция  
Ayz =  Т Т '  орттирма олади 
(N  (•*, у +  Ду) нуктага z = f  (•*. 
у) сиртнинг Т  (х , у +  ДУ» 
z  Дг) нуктаси мос келади). 

Ду г _ _  ,
нисбат Р Т  кесувчи би

лан бу укнинг мусбат йунали* 
шн орасндаги бурчакнннг тан- 
генсига тенг:

A^  =  tg Т Р Г
Ду

Демак,
Дyz _  dz

Д у ~  дУ

-
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мит Р Т  эгри чизикнинг Р  нуктасидан утган Р В  уринма би-
*  Оу укнинг мусбат йуиалиши орасида хосил булган {* бур- 
чакнинг "таигеисига тенг:

Г
Демак, ^  хусусий хосиланинг сон киймати z  =  /(дг, у)

сиртни х  =  const текислик билан кесганда хосил булган эгри 
ч и зи кка  уринма огиш бурчагннинг тангенсига тенг.

Шуиингдек ^  хусусий хосиланинг сон киймати z  =  /(дс, у)

сиртнннг у const текислик билан кесимига уринманинг огиш 
бурчаги а нинг тангенсига тенг.

7-§. Тула орттирма ва тула дифференциал

z =  f ( x ,  у) функция тула орттирмасининг таърифига к$ра 
(VIII бобнинг 3- § га каранг):

Дz = f ( x  +  Ax, у +  Ду) — /(дс, у). (1)

f ( x ,  у) функция каралаётган (х, у) нуктада узлуксиз хусу- 
снй хосилаларга эга деб фараз киламиз.

Аг ни хусусий хосилалар оркали ифодалаймиз. Бунинг учун
(1) тенгликнинг унг томонига/(дс, у Ау) ни кушамиз ва 
айирамиз:

Аг =  1/(х +  А дг, у +  Ду) -  /(дг, у +  Ду)] -+

+  К ( * ,  У +  Д у )- / ( • * .  у)]- (2)
Иккинчи квадрат кавс ичида турган

/ (х, у  +  Д у ) -/ (д с , у)

лфодага бир узгарувчи у функциясинннг (дг нинг киймати у з
гармайди) икки киймати орасндаги айирма деб караш мумкин. 
ЬУ айирмага Лагранж теоремасинн татбик килиб,

В  / (х, у +  Ау) / (дс, у) =  Ду д/(Хд'уУ) (3)

*»гли кн н  хосил киламиз, бу ерда у у билан у +  Ду орасндаги

Худди шунингдек, (2) тенгликдаги биринчи квадрат к*вс 
турган ифодани биргина х  узгарувчили функциянинг 

'  ккинчн аргумент шу у - f  Ду кийматни саклайди) икки кийма-
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тн орасидаги айирма деб караш мумкин. Бу  айирмага Лагрнц. 
теормасинн ку-чланиб, ушбуни *осил киламиз:

/(•* +  Д дс, у +  Ду) -  /  (х, у +  Ду) =  Ах ~ — 0Ух Д ~, (4)

бу ерда х  х  билан х  +  Ах орасидаги сон.
(3) ва (4) ифодаларнн (2) тенгликка куйиб, шунн о̂сцл 

Киламиз:

Д г  =  A *  i f  i f  I . J A M  +  Д у  ^ 2 - .  (5)

Фаразимизга кура хусусий хосилалар узлуксиз булганн 
учун

lim  df(x' У + _  <*/(*. у)
д х о дх дх '
д у -» о

Ilm Q/U. 7) =
u < o  ( i)  °У
д у -* о

(6)

(дс па у мос равишда дс билан дс+Ддг, у билан у +  Ду орасида 
булгани учун, Ах -* 0 ва Ду -► 0 да х  ва >Гмос равишда х  ва у 
га интнлади). (6) тенгликни бундай куринншда ёзиш мумкин:

в

д/(х , У +  Ду) _  д/ (дг, у) .)
дх Ох ‘ *1'.

d f( x ,J )  _  */(■*, У) ’ (б')
ду — чу - г  I* .

бу ерда Ах ва Ду нолга интилганда (яъни Д? =  Y Ддс2+ Д у 2->- О 
да) 7, ва f t микдорлар нолга интилади.

(6 ') тенгликка кура (5) ифода ушбу куринишга ке ла д и .

Аг =  ~/(Хд'х У) Ах  +  - / {*у' у) Ay +  T l  Ах +  т> Ду. (5')

У нг томондагн охирги икки куш илувчининг йипшдисн 
Др =  |/ Дл* +  Ду* га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик мнК* 

дордир. Хакикатан р 0 да ->■ 0, чунки f t чексиз кичик

микдор, ~  -  чегараланган ( | ^  | <  \ ) микдор. ^  -  О эканли-

ги *ам шундай текширилади.
Олдинги икки куш илувчининг йигиндиси Ах ва Ду га нис

батан чизикли ифода. f ‘x (дс, у) ф 0 ва /  (дс, у) ф 0 булганда бу
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„фода орттнрманинг бош булагини ташкил этади ва Аг дан 
д0 з= ^Ах* +  Ау2 га нисбатан юкори тартибли чексиз кнчик 
и'икдорга фарк килади.

Т а ъ р и ф .  Тула орттирмаси Дz  берилган (х, у) нуктада 
икки хуш илувчи: ва Ау га нисбатан чизикли ифода ва А? 
г а нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдор йнгиндиси 
куринишида тасвирланиши мумкин булган z = f ( x ,  у) функ
ция берилган нуцтада дифференциалланувчи дейилади, орт- 
тирманинг чизикли кисми эса, т$ла  дифференциал дейилади 
ва dz ёки df билан белгиланади.

(5 ') тенгликдан, агар f ( x ,  у) функция берилган нуктада 
узлуксиз хусусий хосилаларга эга б\'лса, у функция шу нук
тада дифференциалланувчи ва тула днфференциалга эга экан
лиги келиб чикади:

dz =  / ;  (х , у) Ах + f у (х, у) Ау.

(5') тенгликни яна бундай куринншда ёзиш мумкин:
А г =  dz +  Ах +  Ау

ва Ар га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдоргача 
аннклнк билан ушбу т а к р и б и й  тенгликни ёзиш мумкин:

Аг «  dz.
Эркли узгарувчиларнинг орттирмалари Ад: ва Ау ни х  ва у 

эркли узгарувчиларнинг дифферет\иаллари деймиз, уларнн 
ах ва dy билан белгилаймиз. Унда тула дифференциалнинг 
нфодаси ушбу куринишни олади:

dz =% cd x + Ту'
Шундай килиб, агар z  =  f ( x ,  у) функ
ция узлуксиз хусусий хосилаларга эга 
булса, у функция (х , у) нуктада диф
ференциалланувчи ва унинг тула диф- 
ференциали хусусий хоснлаларнннг 
тегишли эркли узгарувчилар дифферен- 
циалларпга купайтмаларнцинг йнгинди- 
сига тенг.

ш и т т к *
хАу

АхАу

\ у А х

Ах

174- pac.vi.

1- м и с о л .  х — ху  функциянинг (2; 3) нуктада Дл- =  0,1, Ду =  0,2 б^л- 
Г«идз т^ла орттирмаси ва т$’ла дифференциали топилсин. *

Ечиш.
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Демак, Д г =  3-0,1 +  2-0,2 +  0,1 -0,2 =  0,72, 

dz =  3-0,1 +  2 0,2 =  0,7.
174- расмда бу мисолга тасвир берилган.

Юкоридаги мулокамалар ва таърифлар лар цанча аргумент - 
нинг функциясига тегишли равишда умумлаштирилади.

Агар куп узгарувчининг ушбу функцияси

w =  f ( x ,  у, г, и............ t)

берилган булиб, N унинг (х , у, г, и, , t) нуктадаги д а м м а  
df df dfхусусий досилалари узлуксиз булса, у лолда

ифода функция тула орттирмасининг бош булаги булади 
ва тула дифференциал деб аталади. Дw — dw айирманинг 
Y (А-«>* +  (Ду/* +  . . . +  (А/)* га нисбатан юкорн тартибли ки
чик микдор эканини исботлаш худди икки узгарувчининг 
функцнясидаги каби утказилади.

2- м и с о л .  У ч  узгарувчи л г .у .гн и н г  функцияси и=е*'+у'  s in ** нинг гу
ла дифференциал» топилсин.

Е ч и ш .  Хусусий досилалар

^ { =  е Jr,+ y* 2j r s ln ’  *,

Jy = e x' +y'  2у s in 1 *.

^  =  е * ,+  у‘ 2 sin г  cos z  =  е*% + sin 2*

х, у, г  нинг *амма кийматларида узлуксиз булгани учуй

ди ди ди х• 4- va
du. — dx +  dy +  ^  dt =  e (2x sin* z dx - f  2y sin* rrfy-f-sln  2z dz).

8- §. Ту л а  дифференциалнинг такрибий 
дисоблашга татбици

г  =  / ( х ,  у) функция (jc, у) нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Бу функциянинг тула орттирмасини топамиз:

Дг =  / ( х  +  Дх, у +  Д у ) - / ( х ,  у),

бундан
/ ( х  +  Дх, у +  Ду) =  / ( х ,  у) +  Дг. О)
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Биз мана бу
A z z z  d z

такрибий формулага эгамиз, бунда 

| Г  dz =  dl  Д х + ^ Д у .

( 1 ) формулада Az урнига dz нинг ёйнк ифодасини куйиб, уш 
бу такрибий формулани досил киламиз:

(4)

(2)

(3)

/  (х +  Ах, у +  Д у )»  /  (х , у) +  Ах +  Ду.dy

Бу формула Дх ва Ду га нисбатан юкори тартибли чексиз ки
чик микдоргача аникликда т^гридир.

(2) ва (4) формулаларни такрибий *исоблашга кандай кул- 
ланишини курсатамнз.

М а с а л а .  Улчовлари куйидагича булган цилинд
рик стакан ясаш учун кетадиган материалнинг хажмн 
хисоблансип (175- раем):

нчки цилнндрнинг радиуси R, 
ички цилиндрнннг баландлиги Н, _
стакан ён деворн ва тубининг калинлнги к.
Е ч и ш .  Б у  масаланинг икки хил: аниква такрибий 

ечилишини берамиз.
а) А н и к  е ч и л и ш и .  Изланган v хажм ташки 

цилиндр билан ички цилиндр хажмларининг айирмаси- ^  Т 
га тенг. Таш ки цилиндрнинг радиуси R  к га ва ба- 175.  раем, 
ландлиги Н  +  к  га тенг булгани учун,

v =  к (R  +  *)» (Н  +  к )  -  it R*H,
Схи

v =  it (2 R H k  +  R 'k  +  Нк* +  2 Rk* +  £>). (5)

б) Т а к р и б и й  е ч и л и ш и .  Ички цилиндр хажмини /  билан белгилай- 
миз, у долда f = * R 1H. Б у  икки узгарувчи R  ва Я  нинг функцияси. Агар 
R  ва Н  ни к га орттирсак,'/ функция хам А /  орттирма олади; лекин бу 
изланган v д а ж м н и н г  узи, яъни v =  А / булади.

( 1) тенгликка асосан ушбу такрибий

v *  df.
£ки

df
f  *  0R  A/? +

df_
dH

формулага эгамиз. Лекин
d f d f 
UW =  577 =  "Я 1.

A H

AR  * s  AH =  к

®Улгани учун:

v *  * (2 R H k '+R 'k ). (6)
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(5 ) са (6) нагижаларни солиштириб, улар А га нисбатан иккинчи па учим , 
тартибли кичик хадлардан иборат булган г. (/УА* +  2/?А* +  ft3) мнцдорга ф.,,,!! 
Килганинн куримиз. ' 11

Б у  формулаларни сонли мисолллрга кУлланайлик:

R  =  4 см, Н  =  20 см, А =  0,1 см булсин.

(5) формулани кУлланиб, ушбу аник натижани хосил киламиз:

v =  *  (2-4-20 0,1 +  4* 0,1 +  20 0,1* +  2 '4 0 ,1 1 +  0 ,Р )  =  17,881 г .

(6) формулани кулланиб, ушбу такрибий натижани лоснл киламиз:

v а  я (2-4-20-0,1 + 4 *  0 ,1 ) =  17,6 г .

Демак, (6) такрибий формула 0,3* дан кичик хатоли натижа беради. Ь\ц.
0-Зч

даги хато улчанган микдорнинг IM  f f g y f - %> яъни 2% дан кам.

9- §. Дифференциалнинг ^исоблашдаги хатони 
ба.\олашга татбици

Бнрор и микдор х , у, z, . .  t узгарувчиларнннг функ
цияси булсин:

и =  / ( х ,  у, z, . . .  , t)
ва х, у, г , . .  . , t узгарувчиларнннг кийматларини бирон усул 
билан аниклашда Дх, Ду, . . . ,  At хатоларни килган булайлик. 
У  холда аргументларнинг ноаник кийматлари буйича х ”соб- 
ланган функциянинг киймати бундай хато билан хосил булади:
Аи =  / ( х  +  Ддг, у +  Ду...........z +  A z,t +  A t)— f { x , y , z ..............t).
Куйида Дх, Ду, . . . , At хатолар маълум булганда Ди хатоии 
бахолаш билан шугулланамиз. Дх, Ду, . . . , At микдорлар- 
нннг етарли даражада кичик абсолют кийматлари учун тула 
орттирмани такрибан тула дифференциал билан алмаштириш 
мумкин:

А и ^ д/х Ах +  д/у Ау +  . . .  + % A t.

Бу ерда хусусий хосилалар ва аргумент хатоларининг киймат
лари мусбат ва манфий булиши мумкин. Уларни абсолют кий* 
матлар билан алмаштириб, ушбу тенгсизликнн хосил киламиз:

|Дн|<|£||Дх| +  ||||Ду|+ . . .  +  |^||Д*|. (О

Агар аргументларнинг максимал абсолют хатолари (хатолар 
кийматларининг абсолют микдорлари учун чегаралар) теги- 
шинча |Д*х|, |Д*у|, . . .  , |Д*и| билан белгнланса, ушбу тенг
ликни кабул килиш мумкин:

\д/ I А *.-1  _ L  \dl\  I A *u  I 4 -  J -  I — 11 Д * / I  (2 )
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м  и с о л л а р.
1. и =  х  +  у +  г  булсин, у долда

| Д*и | =  | Д*дс | +  I Д*У I +  I Д ** I булади.

2. и — х  — у булсин, у долда

| Д*ц | =  | Д*дг | +  |Д*у | булади.

3. и =  ху  булсин, у долда

|Д*и| =  |лг||Д*у|+|у||Д*дс| булади.

X
4. и =  — булсин, у долда

14- .  I -  11 114-^1 + 1 11 ‘ V I  =
I У I I У I v

5. Ту гр и  бурчакли ABC  учбурчакнинг гипотеиузаси ва бир катетн так- 
рибан с =  75, а =  32 га тенг. Гипотенуза узунлигини улчагандаги максимал 
абсолют хато | Д*с | =  0,2, катетии улчагандаги абсолют хато | Д *в | =  0,1.

А бурчак sin А =  —■ формула буйича дисоблансин; А бурчании дисоблаш-

даги максимал абсолют хато |ДЛ| аниклансин.

а а
Е ч и ш .  s in  А =  —, А =  arc sin  — , демак,

дА 1 дА А
да Ус*  — а1’ дс с У  с* — а*"

(2) формулани кУлланиб, ушбуни досил киламиз:
1 32

|4Л' = t w ^ s t  w + v v w - m  w "  ° '00873 р" и“ =8'24'-
Шундай килиб,

32
А =  arc sin  ±  9 '2 4 ".

6. Ту гр и  бурчакли ABC  учбурчакнинг катети 6 =  121,56 м, бурчаги А =  
=  25‘2 1 /40", Ь катетни аниклашдаги максимал абсолют хато | Д*Ь \ =  0,05 м. 
А бурчании аниклашдаги максимал абсолют хато | Д М  | =  12".

а катетни а =  f r ig  А формула буйича дисоблашдаги максимал абсолют 
хато топилсин.

Е ч и ш .  (2) формула буйича

| Д М | « И в Л ] | Д * Я  +  ^ | Д * Л |

Эканини топамиз. Тегиш ли кийматларни -^уйиб (|Д М | ни радиан билан 
ифодалашни унутмасдан), куйидаги кийматни досил киламиз:

I Л*а J =  tg 25=21'40" .0,05 +  =  °-0237 +  0,0087 =0,0324 л .
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Бирор микдор хатоси Ах нинг уша микдорнинг такрибий 
Киймати х  га нисбати шу мицдорнинг нисбий. хатоси 
аталади. Уни 8jc билан белгилаймиз:

8*  =  т -

х  микдорнинг максимал нисбий хатоси деб максимал абсо
лют хатонннг х  нинг абсолют кийматига нисбатига айтилади 
ва |8*д:| билан белгиланади:

= * £ ? • 13)

и функциянинг максимал нисбий хатосини бахолаш учун (2) 
тенгликнинг барча хадларини |и | =  |/ (х, у, г , . . . ,  f)| га була
миз:

I А * » I _  
1«1

df df df
Ъс
/ |Д**1 +

Ту
/ |Д*у|+ . . . +

dt
f

лекин
д]_
dt д , ,
7  =  57 1- '̂

(4)

Ш унинг учун (4) тенгликни бундай ёзиш мумкин:

|S*H| =  |£ln|/|||A*x|+|^ln|/|||A*y|+ . . .  +

ёки кискача

+  \jt ln l/ 1  \\М\

|8*и| =  |Д*1п \f\\.

(5)

(6)

(4) формуладан хам, (5) формуладан хам бундай натижа чи
кади: функциянинг максимал нисбий хатоси шу функция ло- 
гарифмининг максимал абсолют хатосига тенг.

(6) формуладан такрибий хисоблашда кулланиладиган к011' 
далар келиб чикади.

1. и =  ху  булсин. 3- мисолнннг натижаларидан фойдала
ниб, мана бу тенгликни хосил киламиз:

, I у 11Д*-*-1 , |дг||Д*у| 1Д**1 . I Д*у I
\*у\ + \*У\ 1*1 +  1 7 г  = |8*х| + |6#у|’

яънн купайтманинг максимал нисбий хатоси купайтувчилар  
максимал нисбий хатоларининг йигиндисига тенг.
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2. Агар и =  у  булса, 4- мисол натижаларидан фойдаланиб, 

шуни топамиз:
15*н | =  | Ъ*х | - j - 1S*y j.

И з о * .  2- мисолга асосан ушбу натижа чикади; агар 
и =  х - у  булса,

1 \ х - у \

Агар х  ва унинг  кийматлари бир-бнрига якин булса, |о*н| 
нинг киймати аннкланадиган х  — у нинг кийматнга Караганда 
анча катта булиши мумкин. Хнсоблаш ишларини бажаришда 
бу *олни *исобга олиш лозим.

7- и  и с о л. Маятникнинг тебраниш даври
у -  —

Г  = 2 .1 /  I ,  
r  g

бу ерда I  — маятник узунлиги, g — огирлнк кучининг тезланиши.
. / =  "Агар *  »  3,14 (0,005 гача аникликда), 1 = \  м (0,01 гача аникликда), 

g =  9,8 м/сек1 (0,02 м':сек* гача аникликда) деб кабул килиб, Т  ниш у фор
мула буйича хисобласак, кандай нисбий хато килган буламиз?

Е ч и ш .  (6) формулага кура максимал нисбий хато'

| Ь* Г I  =  |Д*1п Т  |.

Лекин

In Т  =  In 2 +  In *  - f  у  In / — - j  In g.

|Д*1п Г | ни хисоблаймиз. « « 3 , 1 4 ,  Д *я =  0,005, / =  1 м, А*1 =  0,0\м, 
g =  9,8 м/сек1, A*g =  0,02 м/сек1 эканини эътиборга олиб, ушбу кийматни 
досил киламиз:

А * "  Д*/ A *g 0,005 0.01 0,02 
А 1 п Г _  х +  2/ +  -^g =  314 +  2 + 2 ^ 8  =  0,0076.

Шундай килиб, макснмал нисбий хато

I *  Т  =  0,0076 =  0 ,76% .

Ю- §. Мураккаб ф ункциянинг *осиласи. Тула  косила. 
Мураккаб ф ункциянинг тула дифференциали

Ушбу
z  =  F(a, v) (1)

тенгламада и ва v микдорлар х, у эркли узгарувчиларнинг 
Функциялари:

и =  ? ( х ,у ) ,  .г> =  ф ( * , у )  (2)
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деб фараз килайлик. z  бу долда х  ва у нинг мураккаб ф\ц,. 
циясидир.

Албатта, z  ни бевосита х, у оркали ифодалаш мумкин:
г  =  у), ф (дс, у)]. (3)

1- м и с о л .  Агар

*  =  1/3̂ 3 +  и + 1; и =  дг* -J- у3; v =  ex + y + l
булса, унда

*  =  (**  +  у*)3(е-г+ » +  1)3 +  (jc* +  у>) +  1.

F ( u ,  v ) ,  <р(х, у ), 4»(дг, у) функциялар узларининг барча яр. 
гументлари буйича узлуксиз хусусий досилаларга эга деб фа
раз киламиз ва бундай масалани куямиз: (1) ва (2) тенглама»
лардан фойдаланиб ва (3) тенгламадан фойдаланмасдан д~-, °~
хусусий досилалар дисоблансин.

у нинг кийматини узгартнрмасдан, аргумент х  га Дд- орт
тирма берамиз. У  вактда (2) тенгламалар буйича и ва v я̂м 
Дх и, Ax v  орттирмаларнн оладн.

Модомикн, и, v микдорлар Дхи, Axv орттирмаларнн олса, 
z  =  F(u , v) функция дам V II I  бобнинг 7- § даги (5 ') формула 
билан аникланадиган Az орттирмани олади:

Аг =  ¥и А*и +  TuA*v +  Ь  Дж« +  Ь  &xv‘
Бу  тенгликнинг дамма ладларини Ах га буламиз:

Д г dF  Дхи , OF S xv , Д ,«  , \ xv 
д-дт =  й  - Д Г  +  - д 7  +  T i  Х Г  +  Т .  - д Г -

Агар Ддс-*0 булса, бу долда и ва v функциялар узлуксиз 
булгани учун Axu-+0, Axv-*0. Унда f i  ва 7,  лам нолга инти
лади. Дх-^б шартн билан лимитга утиб, куйидагиларни досил 
Киламиз:

. Д г  дг .. Д Хи ди Дд» dvllm -г- =  -г-, llm  - г — =  т-, llm  =  г - ,
&х-*о дх лж-»о А•* ^х ij-^o  А-*  ^х

lim  f !  =  0, lim  if, =  0
Лдг-*0 Ax-*0

ва, демак,
dz_ __ dF  du . OF dv ,
dx ~  du Их ' dvdx

Агар у га Ду орттирма бериб, х  ни Узгартирмасак, шунга 
Ухшаш мулокамалар билан ушбуни топар эдик:

дг dF du , dF dv , л '\



о. ы и л -

г  =  In (и* 4- v), и =  ex+yt' v =  .v* -f- у; 

дг  2 и дг  1
ди ~  иг -|- v dv ~  1? +  v

д“ = с г+ У' ч“  =  2уег + У  -  - * х  ? = * ! .З х  * ду ' дх ~х ' ду

(4) ва (4')  формулалардан фонда laiino, шуларии топамиз:

К  $  =  l l ^ 2*‘“ ’’ +  « n r i  = t n r i

Охирги ифодада и ва v Урнига мос равишда ех+у'  на е* ' hy tin кУйиш
KCp.iK.

Иккидаи ортик узгарувчиларнннг функцняларн учун (4) 
ва (4') формулалар табиий равишда умуылаштириладн.

Масалан, w =  F (z , и, v, s) турт аргумент z, и, v, s нннг 
функцияси ва буларнинг хар бири х  ва у га боглик булса, 
(4) ва (4') формулалар ушбу курннишнн олади:
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dw dw дг dw ди dw dv dw t)st
ax =  дг dx dit dx dv dx ds dx
dw dw dz ow du dw dv dw ds
dy ~  dz dy '^  du dy ov dy Os by

(5)

Агар z  — F (x ,  y, « ,  v) функция берилган ва у, и, v уз 
иавбатида бир аргумент х  га боглик, яънн

у = / ( * ) ,  и =  «р(л-), г ;г= ^ (л )  

булса, хакикатда z  факат бир узгарувчи х  нинг функцияси 
булади ва^. хоенлани топиш масаласини куйиш мумкин.

Бу хосила (5) формулаларнинг биринчиси билан х»собла- 
нади:

d z __дг , дг Оу . дг ди , дг
dx дх дх dy dx ди дх Ov дх'

лекнн у, и, V — факат б и р г и  на л- пинг функцняларн булга- 
нн учун хусусий хосилалар оддий хоенлаларга айланадн; ун-
Да|| ташкарн ~  =  1; шунинг учун

d z _ d z . d z d y , d z d u , d z d v  
dx Ох Оу dx du dx dv dx'
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Бу  формула х у с у с и й  *осиладан фарк килиб) р  
л а хосилани хисоблаш формуласи деб аталади.

3- м и с о л .

*  =  х г - f  / 7 . у — sin х,
dz dz 1 dy
-  =  2дг,. — sb ■-■/=-, ~  =  cos x. 
дх йу 2 /  у dx

Бу долла (6) формула ушбу натижани беради:
dz dz dz dy 1 l
7  =  ^  +  T  -  — 2x +  A : cos .г  =  2x +  ■ ■■ ■----- cos r
dx dx dy dx 2 /  у  2 / s i n  ж

Энди (1) ва (2) тенглнклар билан белгиланган мураккаб 
функциянинг тула дифференциалини топамиз.

(4) ва (4') тепгликлар билан аникланган ^  ва ~  ифодсла-
риии тула дифференциал формуласи

d z = Fx < i x + % d y  (6)

га куямнз.
. (dp ии дР dv\ . . rd F du . OF dv i , 

d* - \  ̂ д 'л  +  д Ь й с ) а х + ( 7 и д ‘у +  * , Т у )

ни досил киламиз.
Бу  тенгликннпг унг томонида ушбу алмаштнришнн кила- 

ыиз:

Лекин

(8)
Ох 1 с»у

(8) ни эътиборга олиб (7) ни бундай ёзнш мумкин:

=  +  % d v  (9)
OKU

rf2r ' =(̂ l du +  % dv- ,9) 

(6) ва (9') ифодаларни солнштнриб, бир нсча узгарунчил*' 
функция биринчи тартибли тула дифференциалининг нфоДас1
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5,ф хил куринишда дейишимиз мумкин; яъни и вр v эркли 
л3гарувчи булса лам ёки бошка узгарувчиларнннг функцияси 
булса лам дифференциалнинг шакли инвариантдир.

1 4- м н с о л. Ушбу
2 «= U*V2, и =  Л'1 s in  у, V — лЛ(у

„ураккаб функциянинг т^ла дифференцнали топиленн.
‘л Е  ч и ш. (9 ')  формулага к^ра:

Л  =  2uv* du +  3u*v*dv — 2uv3 (2х sin у dx f  x s cos у dy) f  
-(- 3n*vs (,3x*e*dx - f  x 3e>’dy).

СУиггн нфодани бундай ёзиш лам мумкин:

di - {2uv3 '2x sin у +  З и ^ - З А * )  dx - f  {iuxflx* cos у +  3e*w *jfW ) dy «

дг , дг ,

11-  §. Ошкормас шаклда берилган функциянинг досиласи

Бу масалани карашни бир узгарувчининг ошкормас функ- 
циясидан бошлаймиз*). х  нинг бирор функцияси у Ушбу

F ( x ,  у) =  О

тенглама билаи аникланган булсин. Куйидаги теороманн не* 
ботлаймиз:

Т е о р е ма .  Лгар х  нинг узлуксиз функцияси у
F ( x ,y )  =  О ( I )

тенглама билан ошкормас шаклда берилган булиб, бу ерда 
F(x , у), F x (x, у) ,/ > ( .* ,  у) — координаталари берилган (!) 
тенгламани цаноатлантирадиган (х, у) нуцтани р  ичига 
олган бирор D  со^ада узлуксиз функциялар булсин; бундан 
ташцари шу нуцтада F y (дг, у) ф 0 булсин. У  вактда х  нинг 
У функцияси ушбу хосилага эга булади:

К  у - ____ ,2)

И с б о т .  х  нинг бирор киймат11га функциянинг у киймати 
мос булсин. Бунда

^(дг, у) =  0.

_  *) I I I  бобнинг 11- § да ошкормас функцияни дифференциаллаш л>кидл- 
J  "•салани ечган эдик. Лекин у ерда айрим мисолларни караган ва Спикор- 

ас функциянинг *ар кандай нуктадаги лосиласини берадиган умумий фор- 
»4|?кИИ топмагаи \амда бу лосиланинг млвжудлнк шартларини аннкламагаи

l rJ*
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Dy формула х у с у с и й  хоснладан фарк ки л и б )^  
ла досилани хисоблаш формуласи деб аталади.

3- м и с о л .

*  а  Хг  +  у '' '"? ,  У =  S in  X,

dz dz I dy
— =  2дг,. — =  ■■■/=-, “  =  cos jr. 
дх ду 2 У  у dx

Бу долла (6) формула ушбу натижани беради:
dz dz dz dy 1 1
—  =  ^ - + — - = 2дг +  r  ' r -  cos x  =  2 x +  — cos x. 
dx dx dy dx 2 \  у 2 у  si n x

Энди (1) ва (2) тенгликлар билан белгнланган мураккаб 
функциянинг тула дифференциалннн топамиз.

(4) ва (4') тенгликлар билан аникланган ва ифодсла-
рнни тула дифференциал формуласи

d z = t x d x J r % dy  (6)

ГЯ куямиз.
. (dp ии д Г  dv\ . , td F ди . OF dv i , 

d* ~  Ш  Гл + to Tx)dx +  [Til Ty +  di, 3y) dy
ни хосил киламиз.

Бу тенгликнинг унг томоинда ушбу алмаштиришнн кила- 
ынз:

*7>

•Пекин

R * x + % d y  =  d">

£ d x + % d? = dv-
(8)

(8) ни эътнборга олиб (7) ни бундай ёзиш мумкин
dF . . dF 
Fadu +  todz = d£ d u  +  % d v  (9)

ёкн

* - £ *  +  £ * - .  (9'’ 

(6) ва (9') ифодаларни солиштириб, бир неча узгар>[|411,1[| 
функция биринчи тартибли тула дифференциалииинг ифоЛ®с
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gup хил куринншда дейишимиз мумкин; я гн и  и во v эркли 
«згарувчи б^лса дам ёки бошка узгарувчиларнннг функцияси 
булса дам дифферсициалнинг шакли инвариантднр.

4- м п с о л. Ушбу

г  *= u*v3, и — х*  s in  у, v =  jfle*

иураккаб функциянинг т^ла дифференциали топилсин. 
i f  Е  ч и ш. (9 ')  формулага к«ра:

dt =  2hv3 du +  3uWdv  =  2uv3 (2x sin у dx +  x 1 cos у dy) f- 
- f  3m*i>s (3x*e*dx - f  xw d y).

С унгш  нфоданн бунлай ёзиш дам мумкин:

dz --- (2uv3-2x s in  у -f- 3u1t , : -3.r3try) dx 4- (2uv3x*  cos у f- 3a*0* . rW )  dy
dz dz 

=  d x dx +  dy * * '

I I -  §. Ошкормас шаклда берилган функциянинг хосиласи

Бу масалани карашии бнр узгарувчининг ошкормас функ- 
циясидан бошлаймиз*). х  нннг бирор функцияси у Ушбу

F ( x ,  у) =  О

тенглама билан аникланган булсин. Куйидаги теоромапи не* 
ботлаймнз:

Т е о р е м а .  Лгар х  нинг узлуксиз функцияси у
F ( x , y )  =  0 (1)

тенглама билан ошкормас шаклда берилган булиб, бу ерда 
У). F x (x , у) , F y(x, у) — координаталари берилган (!) 

тенгламани цаноатлантирадиган (х, у) нуцтани уз ичига 
олган бирор D  сох,ада узлуксиз функциялар булсин; бундан 
ташцари шу нуктада F y (х, у) ф 0 булсин. У  вактда х  нинг 
У функцияси ушбу хосилага эга булади:

Щ  у ;  =  - £ г 4  (2 ,*  F y (x , у)

И с б о т .  х  нинг бирор кийматига функциянинг у киймати 
“°с булсин. Бунда

F (x ,  у) =  0.

r  *) I I I  бобнннг 11- § да ошкормас функцияни дифференциаллаш дакидл- 
™ .* У м » И 11 ечган эдик. Лекин у ерда айрим мисолларни караган ва йшкор- 

'  Функциянинг дар кандай нуктадаги доснласини бераднган умумий фор- 
»дйкНИ топмаган *амда бу досиланинг мавжудлик шартларннн анндламаган

l fJ*
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Эркли узгарувчи х  га Ах орттирма берамиз. у функция ,\v 
орттирма олади, яъни аргументнинг х  +  Ах кийматига функцц'л. 
нинг у +  Ду киймати мос келади. F (x ,  у) =  0 тенгламага псо- 
саи

F ( x  +  Aх , у  +  Ду) = 0

тенгламага эга буламиз. Демак,

F ( x  +  Дх, у +  Ау) — F (x ,  у) =  0.

Сунгги тенгликнинг чап томони икки узгарувчи функцииси- 
нннг тула орттирмасидан иборат, уни 7- § нинг (5 ') форму, 
ласнга асосан бундай ёзиш мумкин:

F ( x  +  А*,У +  Ду) -  Р (х ,  у) =  ^ Д х  +  ^ Д у  +  7l Д.; +  ъ Ау,

бу ерда Ах ва Ду нолга интилганда f i  ва i ,  лам нолга инти
лади. Сунгги ифоданинг чап томони нолга тенг бу'лгаии учуц 
бундай ёзиш мумкин:

Д^ +  Щ  Ду +  7i Д * +  ь  Ду =  °-

Ксйипги тенгликни Дх га буламиз ьа ^  ни лисоблаймнз:

dF
Ay _  дх Ч*
Ах ~  ~  dF * 

dy + 7i

Ах ни нолга иптнлтирамиз. Бунда на ^  лам нолга ннтили- 
0Fшини ва —  Ф 0 эканинн эътиборга олсак, натнжада кунида- 

гига эга буламиз:
0 F

й — g .  <*> 
ъ

Ошкормас шаклда берилган функциянинг лоснласи у'л мавжуд* 
лнгнни исбот цилдик ва уни лисоблаш учун формула топдик.

1- м и с о л .

X* +  у* -  1 =  О

тенглама у ни х  нинг ошкормас функцияси сифатида белгнлайди. еVя*

Р(*. У) =  ** f  -  1. й  =  2дг, ^  =  2у-
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Дсмак, (1) формула буйича

</у х
дх ~  ~  2у ~  ~  у '

Берилган тенглама иккита лар хил функцияни белгилайди (чунки х  иииг 
1, 1) ораликдаги лар бир кийматига у нинг иккита киймати мос келади); 

лекин ух  нинг топилган киймати биринчн функция учун лам, иккинчи функ
ция Учун лам т^грндир.

2- м и с о л. х  ва у ни богловчи

куринишдаги тенгламанн караймнз.
Агар а* ва у нинг бирор со^адаги кар бир куш кийматига 

г  нинг (3) тенгламани каноатлантирадиган бир ёки бир нсча 
Киймати мос келса, бу тенглама а ва у нинг бир ёки бир 
неча бир киЛматли г  функциясини ошкормас равишда белги- 
лайди.

Масалан,

тенглама х  ва у нинг иккита узлуксиз функцияси г  ни ош«- 
кормас равишда беЛгилайди; бу тенгламанн г  га нисбатаи 
ечиб, функцияларни ошкор тарзда нфодалаш мумкин; бу х°л* 
Да куйидаги ифодаларни косил киламиз:

г  =  у  /?* — х г — у* ва z  =» — /̂7?* — х* — у*.
$ ) тенглама билан берилган л: ва у нинг ошкормас функция-
Си г  нинг хусусий косилалари ^  ва ^  ни топамиз. ни из-
лаганда у  ни узгармас деб кнсоблаймнз. Ш унинг учун х  ни 
=фкли узгарувчи ва z  ни функция деб ^исобласак, (2) фор- 

Улани кулланиш мумкин. Демак,

е* — е* +  ху  =  О 

тенглама берилган. Бу  ерда F ( x ,  у) =  еУ— ех +  ху,

Демак, (1) формула буйича:

dy — е* +  у е* — у
dx ~  ~  еУ +  х  ~  е* - f  х  ’

Энди
F ( x ,  у, z) =  0 (3)

jc2 +  у* +  г 2 — /?2 =  0
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Худди шу йул билан
dF

' ____ *У

дг
dF±  ф о деб фараз килннади.

Хар канча узгарувчиларнннг ошкормас функцияси ^ам 
шунинг сингари аникланади ва уларнинг хусусий хоснлалари 
топилади.

3- м и с о л. х*  +  у* +  г 5 — R} =  0.

dz 2х х  dz у
d x ~ ~ 2 z ~ ~ ~ i ‘ d y ~  ~  z

Буни (тенгламани * га нисбатан ечгандан сунг) ошкор функция каби 
дифференциалласак, яиа шу натижани досил килар эдик.

4- м и с о л .
е* +  х  *у +  х  +  5 =  0.

Бу ерда
F (x ,  у, г)  =  е* +  х*у +  г  +  5,

dF п dF  .  dF  ,  ,
dx =  b y , Ty =  x\  dz ~  '

dz 2xy dz x *
d x ~ ~  P + i ’ dy e* +  1

И з о * .  Бу параграфдаги хамма мухокамалар F  (х, у) =  0 
тенглама бнр узгарувчининг бирор функцияси у =  о (л) ни 
белгилайди; F (х, у, г)  =  0 тенглама икки узгарувчининг би
рор функцияси г —f^x, у) ни белгилайди деган фаразга суя- 
ииб утказилади. F ( x ,  у) == 0 тенглама бир кийматли у =  ? (*) 
функцияни белгилаши учун F ( x ,  у ) = 0  функция кандай 
шартнн каноатлантнришинн исботсиз келтирамиз:

Т е о р е м а .  F (x ,  у) =  О функция ( jc0, у0) нукта атрофида 
узлуксиз, $ша ерда узлуксиз хусусий х;осилаларга эга, бун
да F y (х , у) ф О ва F  (jc0, уо) =  0 булсин. У холда (.*0, У°) 
нуктани уз ичига олувчи шундай атроф мавжуд буладики, У 
ерда F (x ,  у) =  0 тенглама бир кийматли у =  <? (jc) функцияни 
белгилайди.

F ( x ,  у, z) =  О тенглама билан аникланадиган ошкормас 
функциянинг мавжудлик шарти хакида хам шунга ухшаШ 
те<Тремани айтиш мумкин.

И з о х .  Ошкормас функцияларни дифференциаллаш № 
даларини чнкаришда биз ошкорамас функцияларнинг мавжуд 
лнгини белгилайднган шартлардан фойдаланднк.



I

12- §• V p  хил тартибдаги хусусий ^осилалар

Икки угггрувчиш ш г функцияси

* » / ( ■ * .  У)
берилган булсин.'

Хусусий хосилалар £  =  f 'x (дс, у) ва ^  =  / '  (.«г, у), умумлн
айтганда, х  ва у узгарувчиларнннг функциясидир. Ш унинг 
учун улардан яна хусусий хосилалар топиш мумкин. Демак, 
икки Узгарувчи функцнясининг иккинчи тартибли хусусий
доснлаларн т у р т т а  булади, чунки ^  ва ^  функциялардан
дар бирини х  буйича ва у буйича дифференциаллаш мумкин. 

Иккинчи хусусий хосилалар бундай белгиланади:

\] ** /хх (•*, у), бу ерда /  кетма-кет икки марта х  буйича 
дифференцналланади;

■  17?у =* /Ху(х, у), бу ерда /  аввал х  буйича ва сунгра на
тижа у буйича дифференцналланади;

L  б^Гх ~  f yx ( v’ У)> ерда /  аввал у буйича ва сунгра натижа 
х  буйича дифференцналланади;

/уу (jc, у), бу ерда /  кетма-кет у буйича икки марта 
дифференцналланади.

Иккинчи тартибли хусусий хосилаларнн кайтадан д буйн- 
ча ва у буйича дифференциаллаш мумкин. Учинчи тартибли 
хусусий хосилаларга эга буламиз. Улар саккизта булади:

dPz d3z  <Pz d3* d°z a»z
| №  Ъх^Ьу' dx oy dx' dx dy1' dy дх*' ду дЛ d y '' dy*dx ’

Умуман, ''«-тартибли хусусий хосила (и — П-тартиблн 
хусусий хосиланинг биринчи тартибли хусусий хОСиласидир.
Масалан, ,)хр^п- :, ифода «  тартибли хусусий хосила; бу ерда
г  Функция аввал х  буйича р марта дифференциалланган, сунгра 
У буйича п — р марта дифференциалланган.

Зрг Истаган сондагн узгарувчилар функцнясининг юцори тар- 
™вли хусусий хосилаларц шунга ухшаш топнлади.

I* ХНСОЛ. /(дг, у) =  х*у +  у*
Функциянинг иккинчи тартибли хусусий досилалари днсоблансии.

Ечиш. Кетма-кет шуларнн топамиз:
dt df
Тх ~  2хУ< ‘ #  =  х  +  3У*.

1 .
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I

» !  

ду дх ‘

*>*/ 
Ш у  

д(** +  3у>) 
------di-----

й(1ху)
оу =  2х,

д1/
=  2Jr. бу.

й8*
2- м и с о л .  Агар г  =  у*е* +  х*у3 +  1 булса, ва топилсин.

Е ч и ш .  Кетма-кет куиидагиларни топамиз.

& ГГу =  2 ^  +  6у*. 

3731»=  2уе* +  6>*.

jj~ y *e *+ 2 jty » . 

^ = 2 y ^  +  axV.

^  =  y V  +  2v3,

=  2 w *  +  <wy*,

д*и
3- мисол. Aiap u =  i I ex+y'  брс i, 0х1  ̂ топилсин. 
Ч ч il ui.

О? _ ,*е»+У 
дх ~  2 *• g - A " *

д*и
дхг ду oz

дх1 ду 

Ayzex +

_  2у:1ех +у%,

Бир иеча Узгарувчи функциясини дифференциаллаш иати- 
жасп лар хил узгарувчилар буйича кандай тартибда диффе- 
реицналлашга боглик булади ми ёки бошкача айтганда ушбу

Ъ Ту  ва ЪУд-х ^ и ла ла р  ёки

д-У (л, у.О ва д1/ ( х ,  у, ва л. к.дх ду dt dt дх ду

Хосилалар узаро тенг буладими деган савол табиий равишда 
пайдо булади. Бу  хакда ушбу теоремани айтиш мумкин.

Т е о р е м а .  Агар z =  f ( x ,  у) функция ва унинг хусусий 
х,осилалари f x, /у, / ху, ва f yx М (х, у) нуцтада ва унинг би
рор атрофида аникланган ва узлуксиз булса, бу н у кта д а

W  -  *JL  i f  -  f  )
д х д у - д у д х  yJ*y — T yxh

И с б о т .  Исботлаш учун ушбу нфодани караймиз:

А =  I /  ( *  +  Д *. У +  Ду) — /  (•* +  А *, у)1 -  [ / ( * ,  у +  Ду) -
/(•*. y ) j.

Агар
? ( х ) = / ( х ,  у +  Д у ) -/ (д с , у)

тенглик билан аникланган <р (х) ёрдамчи функцияни кнрнтслк, 
А ни бундай куринишда ёзиш мумкин:

А =  <р (х +  Ал) -  <? (х).
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Теореманинг шартига кура f ,  хосила (дс, у) нукта атрофида 
аникланган, демак, <р(дс) функция [дс, дс Ддс] кесмада диф- 
ференциалланувчидир; бунда Лагранж теоремасини кулланиб, 
ушбуни хосил киламиз:

А =  Аде <р' (дс),

бу ерда х  х  билан х  Ах орасида узгаради. Лекин

?' ( * )  =  f  (X, у +  Ду) -  / '  (х, у).
j ху хосила (х , у) нукта атрофида аннклангани учун, / х хосила 
|у, у +  Ду 1 кесмада дифференциалланувчи, шунга кура хосил 
килинган айирмага яна Лагранж теоремасини (узгарувчи у 
буйича) кулланиб, куйидагини хосил киламиз:

f 'x (х , у +  Ay) —fx  (х, у) =  Ау/ху (.х , у),

бу ерда у у билан у -j- Ду орасида узгаради.
Демак, А нинг бошлангич нфодасини

А =  Ах Ay/ху (х, у) (1)

куринишда ёзсак булади. А нинг ифодасида уртадагн кушилув- 
чиларнннг урннларнни алмаштириб, ушбуни хосил киламиз:

А =  [ / ( *  +  Ддс, у +  Ду) - / (д с , у  +  Ду)] -  [/(дс +  Ддс, у ) -
-  f i x ,  у)].

Ушбу ёрдамчи функцияни киритамиз:

'V (У) =  f ( x  +  А.*, у) -  f ( x ,  у),
у вактда

А =  'И У  +  Ду) -  ф (У)
булади. Янгидан Лагранж теоремасини кулланиб, ушбуни ло- 
сил киламиз:

А =  Ду У  (7 ),

бу ерда у у билан у -f- Ду орасида узгаради. Лекин

¥  (У) = f y ( x  +  Ах, у) -  /у (х, у).
Яна Лагранж теоремасини (узгарувчи дс буйича) кулланиб, 
ушбунн хосил киламиз:

/ у (х +  Ах, у ) - f y(x, у) =  А х/Ух (х, у),

бУ ерда х  х  билан дс +  Аде орасида узгаради.
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(1) ва (2) тенгликларнинг чап кисмлари А га тенг, демак, 
Унг кисмлари *ам тенг булиши керак, яъни

Шундай килиб, А нинг бошлангич ифодасини ушбу кури- 
ниш Да ёзиш ’мумкин:

А =  А у А х / ух( х , у ) .  <2)

кларнинг чап кисмлари А гг 
енг булиши керак, яъни

Ах А у / Ху(х , у) =  Ду Ax f ix (“ , У),

буидан

f x y ( x .  У )  =  / у х  ( ” , У ) .

Бу тенгликда Ах -* 0 ва Ду -*■ 0 булганда лимитга утиб, 
ушбуни *осил киламиз:

И т  /ху (х , у) =  lim  / Ух(х , у).
АХ-»0 А.Г-»0
Ду-*0 д у -о

/ Ху ва /ух хосилалар (х , у) нуктада узлуксиз булгаии учун, 

Hin /ху (х , у ) = / х У(х,  у) ва lim /уХ(х , у ) = / уя(х , у).
\ а -  0 Д *-»0
д у - 0  Д у-.0

Н и *о ят ушбу тенгликни *осил киламиз:

/ху (X, у) =  / у х  (X, у),

шуни исботлаш талаб килинган эди.
Исботланган теоремадан натижа сифатида ушбуни чикариш

мумкин: агар ва хусусий хосилалар узлук

сиз булса,
<У/ _  дп/  

дх' Оу'- ~ * дуп к  Ох*'

Истаган сондаги узгарувчиларнннг функцияси *акида *ам 
шундай теоремани айтиш мумкин.

&и (Ри
А■ м и с о л .  Агар а =  «-^ sin г  булса, ва д dg 6х  топилсин:

Е ') и ui.

ди д*и
=т уе*У sin ж, 'dx by =  е* У s ln  *  +  * * *  s,n  :  — е* у ( I  +  *У ) s i "  z ’

(Ри ди д*и
dTdfdi " +  *У> cos *> Fy = xgXy s l "  *• oxTi -  ^ ry cos *■
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iPu
by дг дх ~ eXy cos 1 +  x>,eXy cos г  — eXy (* +  *У) С08 -•

Демак,
<Ри (Ри

дх ду дг ду дг дх 

(бундан ташцари, шу параграфнииг 1- 2- мнеолларлга каралсин).

13- §. Юксаклик сиртлари

Фараз килаПлик, (х, у, z) фазода I )  соха бор па бу сохада
и =  и (х, у, z) (1)

функция берилган булсин. Бу холда D  сохада скаляр майдон 
берилган дейилади. Масалан, и (х , у, z ) бир М  (х , у, z) нук
тадаги температура булса, у холда темлературанннг скаляр 
майдони берилган дейилади; агар D  соха суюклик ёки газ 
билан тулдирилган булиб, и (лг, у, z) боенмнн билдпрса, бу 
холда босимнннг скаляр майдони мавжуд булади ва хоказо, 

D соханинг «(а -, у, г) функция узгармас с кийматга эга. 
яъни

и (х, у, г) =  с (2)
булган нукталарннн караймиз. Бундай нукталарннпг туплами 
бирор сиртнн хосил килади. Агар с нинг бошка цийматини 
олсак, бошка сирт хосил булади. Бу  сиртлар — юксаклик 
сиртлари деб аталади.

1- МИСОЛ.
х* у* г*

и (х, у, * )  *= 4" +  "g +  Ig

скаляр майдон берилган булсин. Бунда юксаклик сиртлари ушбу сиртлар

х * у* г*
7  +  ?  +  Тб =  с-

яънн, ярим Уклари 2 -/с, 3  \г с, 4 уг с~булган эллипсоидлар булади. 

Агар и функция иккита х, у узгарувчининг функцияси
и — и (X , у)

б^лса, бу холда юксаклик ,  сиртлари" Ох у текнеликдаги
и (х, у) =  с . (2')

чизик лари дан иборат булади, бу чизиклар юксаклик низиц- 
ларч деб аталади.

Агар и нинг кийматларини Ог ук буйлаб куйсак:
г  =  и (х , у),
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бу *олда г  =  и (jc, у) сирт билан z =  c текислнкларнинг ко- 
сишганидан *осил булган чизнкларнинг Оху текислик
даги проекциялари — юксаклик чизиклари булади (176- раем). 
Юксаклик чизикларинн билган *олда, г  =  и (х .у )  сиртнинг ха
рактерини текшириш еигил булади.

2- м и с о л .  z = l —  х*  —  у% функциянинг юксаклик чизиклари ашцлаи- 
снн. Тенгламаси 1 — х г — у* — с булган чизиклар юксаклик чизиклари бу
лади. Булар радиуси / 1  — с булган айланалардир (177- раем). Жумладан. 
с =  0 булганда х - -  у* =  1 айланани ^осил киламиз.

14-§. Йуналиш буйича .\осила

D  со.\ада и =  и (х, у, г) функцияни ва М (х, у, г) нукта
ни караймиз. М  нуктадан йуналтирувчи косииусларн cos a, cos 
cos? булган s  векторни утказамиз (178 расм).$ векторда унинг 
бошидан As масофада Af, ( .с + Д х , у +  Ду, г  +  Дг нуктани к;1* 
раймиз.

Шундай килиб,

As =  |/ Ajc* +  Ду* +  Д 2*. .

и х, у, г )  функция D  со*ада узлуксиз ва Узининг аргумент- 
лари буйича узлуксиз *оснлаларга эга деб фараз киламиз.

7- § да килингани каби, ‘функциянинг тула брттирмасини 
бундай ёзамиз:

^ ^ Ь х  +  ̂ А у  +  ̂ А г  + е ^  + ъАу +  езАг, ( 1) 

бу ерда е1( s2, е3 мнкдорлар As 0 да нолга иитилади.
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(1) тенгликнинг хамма хадларинн As га буламиз:
А и __ ди Ддг , ди Ду , ди \х  , Д х , Ду , Д г
Д« —  дх  As dy Д« Г  d* А * *” * l  A s ‘ " г Д * ‘ е* A i  ’

равшанки,
Адг * Av л A z
n  =  COSa, д|  =  С0 8 ?, J J - C O S T .  ^

Демак, (2) тенгликни бундай ёзиш мумкиш/

57 “  ^ cosa + 5 y C0SP +  ^ C06T +  ei  cos a +  £ .cos 8 -L  е3 cos*f. (3)

178- раем. 179- раем.

нисбатнинг As -* 0 даги лимити и =  и (х , у, г) функция
нинг (х, у , z) нуцтада s вектор йуналиши буйича хосиласи 
деб аталади ва ^  билан белгиланади, яъни

• (4)
Дм _  ди
S5 -  S i -

Шундай килиб, (3) тенглнкда лимитга утиб, ушбуни хосил 
Киламиз:

ди ди , ди п .  ди_  =  . c o s a  +  ^ c o s ^ + ^ c o s - r . (5)

(5) формуладан чикадики, хусусий хосилаларни бнлган холда 
истаган 5  йуналиш буйича хосила топиш енгил булади. Хусу
сий хоенлаларнинг узларн эса йуналиш буйича хосиланинг
хусуснй холндир. Масалан, a =  О, P = - j .  f  =  -̂  булганда:
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М н с о л. Функция

и =  х*  -f- у* +  г*
берилган. A f ( l ,  1, 1) нуктада: a) S ,  =  2 1 +  J  +  ЗА вектор йуналиши буйича

ди
б) 5 ,  = /  +  J +  к  вектор йуналиши буйича j j j  *осила топилсин.

Е ч и ш .  a) S i  векторнинг йуналтирувчи косинусларини топамиз:

~ 7 Т Г  “ ' " “ H r  со* , “ 7 я '
Демак,

<3ц £u 2 ди 1 ди 3

=  <^/14 +  °У / ТЗ  / Т З  *
Хусусий хосилалар;

ди „ dn _ <)u
=  J 7 =  2y- =

Л1 ( 1, 1, 1) нуктада бундай булади:

- * ( & - * ■
Шундай килиб,

ди „  2 1 , 3  12_____ __ 9  _______ I Л I Г  - __ -

<>«| ~  ■ / 1 4  ■ / Й  ' V b i  “ / 1 4 *

б) S% векторнинг йуналтирувчи косинусларини топамиз:

cosa =  7 r : C0S? =  v T : . C0S7= Т т "
Демак,

ди „  1 „ 1  „ 1  6
г г .  =  2v i + 2 v i  + 2 , / т  =  к з  _ 2 / 3 ‘

—  12
Бундан буён 2 /  3 >  эканини назарда тутамиз (179- раем).

15- § .  Г р а д и е н т

и =  и (х , у, г)  функция аникланган D  со.\анииг *ар бир 
нуктасига координата Укларидаги проекциялари хусусий *осп-

ди ди дилалар j - ,  j-z нннг тегишли нуктадаги кийматларига тсиг 

булган векторни утказамиз:

Бу  вектор и (х , у, г )  функциянинг градиенти деб аталади. Бу 
^олда D со*ада градиентларнинг вектор майдони аниклан-
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ran дейилади. Энди градиент бнлан йуналиш буйича хосила 
орасндаги богланншнн аникловчи ушбу теоремани исботлаймкз.

Т е о р е м а .  «  =  и(дг, у, г) скаляр майдон берилган ва шу 
скаляр майдонда

, ди . . ди . . ди .grad

градиентлар майдони аницланган булсин. Бирор S  вектор
йуналшии буйича олинган (~  х,осила grad и векторнинг S  век-
тордаги проекциясига тенг булади.

И с б о т .  S  векторга мос 5° бирлик векторинн караймиз:
S 0 = I cos а. +  j  cos j3 +  k cos-f.

grad и ва S  векторларнинг скаляр купайтмасини хнсоблаймнз:

gradw -S ° ~  ^ c o s a - f  ^cosp +  ^ co s? . (2)

Бу тенгликнинг унг кнсмнда турган ифода и (х , у, г)  функ
циядан 5° вектор йуналишк буйича олинган хосиладан иборат. 
Демак, бундай ёзишимиз мумкин:

grad u S °  =  %
К

Агар grad и билан 5° векторлар орасндаги бурчакни <р бнлан 
белгнласгк (180- раем), бундай ёзишимиз мумкин:

Igraa ы | cos <р =  ^  (3)

ёки

пр. s o grad и =  g-j. • (4)

Теорема пеботлапдч.
 ̂ Исбот кнлннган теоремага асосан градиент бнлан нстаган 
ЯУналнш буйича берилган нуктадаги хосила орасндаги муно
сабатнн кЧ’ргязмалн рлвпшда апиклаш мумкин. Берилган М (х, 
У. 2) нуктага grad и пектории ясаймнз (1 8 1 -раем). gr.‘d «  ни
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диаметр килиб сфера ясаймиз. М  нуктадан 5  векторнн утка- 
злчнз. S  векторнинг сфера сирти билан кесишган нуктани /•» 
билан белгилаймиз. Равшанки, агар <р градиент йуналиши билан
М Р  кесма йуналиши орасндаги бурчак (бунда <? <  y j ,  яънн

М Р — ^  булса, М Р  =  | grad и | cos <р булади. Агар 5  векторнинг
иугалнши карама-каршисига узгарса, хосиланннг ишораси тес- 
ка;>нсига узгаради, лекин абсолют киймати илгаригича колади. 

Градиентнннг баъзи хоссаларини аниклаймиз.
1) Агар S  векторнинг йуналиши градиент йуналиши би

лан бир хил булса, берилган нуцтада S  вектор йуналиши 
буйича олинган хосила энг к а тта  цийматга эга булади; 
Хосиланинг бу энг к а тта  циймати |grad«| га тенг.

Бу тасднкнннг тугрилиги (3) тенгликдан бевосита келиб
чикади: нинг энг катта киймати <р =  0 булганда булади, бу 
холда

j }  =  I grad и |.

2) gradu векторга перпендикуляр вектор йуналиши буйича 
хосила нолга тенг.

Бу тасднк (3) формуладан келиб чикади. Хакикатан, бу 
Холда

<Р =  Y '  cos <р =  0 ва =  | grad и | cos ? =  0.

1- м и с о л .  и =  х*  +  у* +  г г функция берилган.
а> A f( l ,  1, 1) нуктадаги градиентнн аниклаймиз. Б у  функциянинг ихтнб- 

рий нуктадаги граднентн бундай булади:

grad и =  2x1 +  2y j  - f  2zk.

Деыак,

(grad и)м == 2/ +  2/  + 2k, | grad a | и =  2 / ' 3 .

б) и функциянинг A f ( l ,  1, 1) нуктада градиент йуналиши буйича лосн- 
ласини топамиз. Градиентнннг йуиалтирувчи косинуслари бундай булади:

2 1
COS 1 =

• Демак,

У 2* -1-2*+ 2* /~3

005 ? =  / Т 4 cos 1 =  Т Т

‘£ = 2 - “ Д г  + 2  •— = -  + 2  . - = -  =  2 / 3 ,о* у з у/ з у з
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донн
ди
й  =  I grad и |.

И з о * .  Агар и =  и (х, у) функция икки узгарувчининг функ
цияси булса, вектор

. ди , , ди ,grad u = J x l  +  TyJ

Оху текислнкда ётади. Бу *олда grad и Оху текнсликда 
ётган ва тегишли нуктадан утувчи  и ( jc , у ) — с юксаклик чи- 
чигига перпендикуляр *олда йуналганлнгини исботлаймиз.

Хакикатан, и (х, у) =  с юксаклик чизишга уринманинг бур
чак коэффнциентн Аг,= — ^  булади. Градиентнинг бурчак коэф-

Ur ^
фнцнентн kt =  - г -  булади. Равшанки, k t k2 =  — 1. Бу эсатас-U X
дипшизнинг тугрилигини исботлайди (182- расм>. У ч  узгарувчи 
Функцияси градиентининг шунга ухшаш хоссасн IX  бобнинг 
6- § да исбот килинади.

х~ у3
2- м и с о л. «  =  У  +  У  функциянинг М (2, 4) нуктадаги градиенти то-* 

BI1.1CHH.
Е ч и ш .  Б у  ерда

ди

Демак,

ди
\м ду

8
и

grad и =  21 + - j  у.
Г

Д олгая нуцтадан утган юксаклик чнзигининг тенгламаси

jc* у* 22
V  + Т  =  Т -

4»ла.

20
Ли (1 81- раем). 

"• с. Пискунов



306 Б И Р  НЕЧА УЗГА РУВЧИ Н И Н Г ФУН КЦ И ЯСИ  _____« .........

16-§ . Икки узгарувчининг функцияси учун 
Тейлор формуласи

Икки узгарувчининг

z =  f ( x ,  У)

функцияси узининг п +  1 тартибгача барча хоснлалари (суиг- 
ги хосила хам кирадн) бнлан бирга М  (а , Ь )  нуктанинг бирии 
атрофида узлуксиз деб фараз килайлик. У холда, бир аргу- 
ментнинг функцияси булган холдаги каби (IV  бобнинг 6- § га 
каранг), иккн Узгарувчининг функциясини дг — а ва у — Ь да
ражалари буйича п- тартибли купхад билан бирор колдик >;ад- 
нинг йнгиндисн куринишида тасвирлаймиз. Куйида п =  2 бул
ган хол учун формула ушбу куринншда булиши исботланадщ

/ ( * ,  y ) - A 0 +  D ( x - a )  +  E ( y - b ) - { -  

+  X% [A  ( х - а)* +  2 В ( х - а ) ( у - Ь )  +  С ( у - b)'] +  Rt, (1)

бу ерда j40, D, Е , А , В, С коэффициентлар jc ва у га боглик 
эмас, /?,— колдик хад, бунинг таркиби бир Узгарувчи функ
цияси учун Тейлор формуласи колдик хадинннг таркибига 
Ухшаш.

х  ни узгармас деб хисоблаб, биргина у узгарувчининг 
/ ( jc, у) функцияснга Тейлор формуласнни кулланамиз (иккин
чи тартибли хадлар бнлан чегараланамиз):

/ ( * ,  У) =/(■<-. b) +  y- ^ ± r t (x, » )  +  < 2 ^ / " ( j r , « )  +  

+ ' - T 7 x '■>. ©

бу ерда ъ  =  Ь +  е, (у -  Ь ) ,0 <  6, <  1. f ( x ,b ) , f'y(x, b), / ” (x,b) 
функцняларни x  — a нинг даражалари буйича Тейлор форму* 
ласнга биноан ажратамиз (учинчи тартибгача аралаш хосила* 
лар билан чегараланамиз):

/  (дг, * ) = /  (о , * )  +  ' - f г / ;  ( « . * )  +  ,JLr f  / ; > • * >  +

+  »>, (3)

бу ерда «1 =  -V н -  02 (дс —  а ),  0 < 6 , <  1;

/у (X , Ь ) =  / ;  (а , Ь )  +  х- ^ - Г у Х ( в .  Ь )  +  (- ^ / ; „  ( Ц .  f t ) . ( 4 ) .
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бу ерда =  дс +  0, (дс -  а), 0 <  б3 <  1;

Ц  / ; у ( * .  Ь) -  / „  (а, Ь) +  ~ / ; ух (&„ Ь), (5)

бу ерда е3 =  *  +  м *  -  а), 0 < е 4 <  1.

(3), (4) ва (5) ифодаларни (2) формулага куйиб, мана бу 
ифодани хосил киламиз:

/ ( * ,  У) =  /  (« . b) +  i= - V ;  (в . Ь) +  (а, Ь) +

I  +  т т х / ; , ,  < *«.ь) + Ч 1  [ fy  < « • * > + ( « .  *) +

b ) ] + (Z ^ P [ r yy(a, Ь) +  Х- ^ . Г У1Л ^ Ь )\  +

В  1 + 1 Г Г т / у у у ( х ,  ri). ^

КУшплувчиларни (1) формулада курсатнлгандек жойлаш- 
тириб, чуйидагини хосил киламиз:

f ( x ,  У) =/(<*, Ь) +  ( х -  а)/'х (а, Ь) +  (у -  b)f'y (а, Ь) +

+  j f ( ( * -  а)'Гхя (а, Ь) +  2 ( х - а ) ( у -  Ь) f ’y (а, Ь) - К

• +  (У ~ ? ) Т „  (« , Л)] +  1  [(х -  аУГххх (5„ Ь) +

+  3 (дс -  а)* (у -  Ь)Гхху (5„ Ь) +  3 (дс -  а) (у -  Ь)Ухуу (5„ Ь) +  

+  (У - b y + f yyy(a, t))J. (б)

Ана шу п =  2 б^лгаи хол учун Тейлор формуласидир.

Я . =  $  1(х -  а УГххх («ь  Ь) +  3 (дс -  ау (у -  b )fxxy (ч , * ) +  

+  3 (дс -  а) (у -  Ь)*/хуу (5„ *) +  (У -  * ) s / ; yy (а. ч)1

•’фода цолдиц %ад деб аталади. Энди х  — а — Ддс, у — Ь — Ду,
=  К  (Ддс)* +  (Ду)* деб белгилаймиз. /?, ифодаеннн бундай 

алмаштирамиз:
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| Д л | < Д о ,  | Д у !< Д р  ва учинчи хосилалар, шарт буйича, чега- 
раланган булгани учун Др3 нинг коэффициенти каралаётган 
« д а д а  чегараланган микдор булади; уни о0 билан белгилаймиз  

У  вактда бундай ёза оламиз:
/? , =  а0 Др*.

Кабул кнлинган белгиларда п =  2 булган *ол учун  Тейлор, 
нинг (6) формуласи ушбу куринишни олади:

/ ( * ,  У) =  /(<*, 6 ) + А х/;(а . Ь) +  Ау/'у(а, Ь) +

+  \Ax*fIX (а , Ь) +  2ДдсДу/;у (а, Ь) +  Ду*/;у (а, Ь)\ +  а0Др‘.(6')

п *ар кандай сон булганда Тейлор формуласи шуьга ух
шаш куринншда булади.

17- §. Бир неча узгарувчи функцнясининг 
максимуми ва минимуми

1 - т а ъ р и ф.  Агар М0(х0, у0) нуктага етарли даражада якин 
булиб, ундан фаркли *амма (jc, у) нукталар учун

/(*о . Уо) > / ( * .  У)%
булса, у *олда z = / ( x ,  у) функция М0(х0, у0) нуктада (яъни 
х  =  х 0 ва у =  Уо булганда) максимумга эга деймиз.

2 - т а ъ р и ф .  Худди шунга Ухшаш, агар (х 0, Уо) нуктадан 
бошка ва унга етарлича якин турган *амма (дг, у) нукталар учун

/(•*0. У о ) < / ( * .  У)
булса, z — / ( х ,  у) функция* Af0(jc0, у0) нуктада минимумга эга 
дейилади.

Функциянинг максимуми ва минимуми функциянинг экст- 
ремумлари дейилади, яъни функция берилган нуктада макси
мум ёки минимумга эга булса, функция шу нуктада экстре- 
мумга эга дейилади.

1- м и с о л .  Функция

*  =  ( д г -  1 )* 4- (у — 2)* — 1

дг =  1, у =  2 да, яъни (1, 2) нуктада минимумга эришади. Хакикатан, /(•• 
2) =  — 1, шунингдек (дг — 1)* ва (у —  2)а эса х  Ф 1, у Ф 2 да доим мусбат. 
демак,

(.г _  i) i  +  (у _  2)* -  1 >  -  !,
яънн

/<*. У) > / 0 . 2).
Бу лолга мос гсометрнк куриннш 185- расмда таевирланган.
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>. м и с о л. Функция

г  =  J -  — sin (jc* - f  у*)

о, у =  0 да (яънн координаталар бошида) максимумга эришади 
/186 раем).
'  Хахнкатан,

/(0. 0) =  j .
1C

д* 4- у* =  Q* айлана ичида (0, 0) дан фарклн (лг, у) нукта оламиз, у *олда 

0 < * *  +  У * <  g" да sin (дг* +  у*) >  0  булади па шунинг учун

18й- рас-!.

ЯЪНИ

/ ( * ,  y ) = j -  Sin (дс* +  у*) <  у  

П х ,  у) < / ( 0, 0).

Функциянинг максимуми ва минимумнга юкорнда берилган 
таърнфнн яна бундай айтнш *ам мумкин,

=  -с0 -f- Д-v, у =  у0 +  Ду деб фараз киламиз: унда

Я х ,  у ) - f i x , ,  У „ ) = / ( Х 0 +  Ддг, Уо +  Д у ) - / ( д с в. Уо) =  А / .

£ 1. Агар эркли узгарувчиларнннг етарлича кичик булган 
барча орттнрмаларнда Д / < 0  булса, / ( jc, у )  функция ЛЦх^ 
Уо) нуктада максимумга эга булади.
_ 2. Агар эркли узгарувчиларнннг етарлича кичик булган 
®*Гча орттнрмаларнда Д / >  0 б улс а ,/(х, у) функция Af (х 0, у0) 

УКтада минимумга эга булади.
■ L& y таърнфларни *ар кандай сондаги узгарувчиларнннг 
танкцняси учун  узгарншеиз такрорлаш мумкин.
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1- т е о р е м а  ( э к с т р е м у м н и н г  з а р у р  ш а р т л а р  
Лгар z — f  (х, у) функция х  =  х„, у =  у0 да экстремумга эга 
булса, у холда z нинг хар бир биринчи тартибли хусусий 
хосиласи аргументларнинг uiy цийматларида ё нолга тенг 
булади, ё мавжуд булмайди.

Хакицатан хам, узгарувчи у га бирор аник киймат берамиз 
масалан, у =  у0 булсин. У  вактда /(дг, у0) функция бир узга’ 
рувчи х  нинг функцияси булади. Бу  функция х  =  х 0 булгацда 
экстремумга (максимумга ёки минимумга) эга булади, демак

\0Х/х*-х,
У “ Уо

(I)
ё нолга тенг, ёки мавжуд эмас. Худди шунингдек

нннг ё нолга тенг булишини, ёки мавжуд эмаслигиии
>х-х,

У=-Уо
исботлаш мумкин.

Бу теорема функциянинг экстремал цийматларн х®Кидаги 
масалани текшириш учун етарли булмаса хам, лекнн макси* 
мум ёкн мннимумнинг мавжудлнгига олдиндан ншончимиз бул-

ГиН холларда бу цийматларни то- 
пишга имкон беради. Акс холда 
кушнмча текшириш зарур булади.

Масалан, г — х г — у1 функциями и до- 

силалари ^  =  +  2х, щ  =  — 2у булиб,
улар дг =  0 ва у =  0 булганда нолга айла- 
нади. Лекин бу функция шу цийматларда 
максимумга дам, минимумга дам эга эмас. 
Хакикатан, бу функция координаталар бо- 
шида нолга тенг ва координаталар' бошига 
дар цанча яцин нукталарда мусбат нннмат- 
лар дам, манфий цийматлар дам кабул 
цилади. Демак, ноль киймат максимум 
минимум дам була олмайди (187- раем).

187- раем.

z — f  (х, у) функциянинг — =  0 (ёки мавжуд булмаган) па
dz

ох

^  =  0 (ёки мавжуд булмаган) нуцталари унинг критик нукта*
лари деб аталади. Агар функция бирор нуктада экстрем ум га  
эга булса ( 1 - теоремага кура), бу хол факат критик нуктяла* 
гина юз бернши мумкин.

Икки узгарувчи функцнясипи критик нукталарда текшириш 
учун унинг бу нукталарда экстремуми булишииниг етлрл' 
шартларини яниклаймиз.

2- те  о ре м а. /  (х , у) функция Л10 (х 0, у0) нуцтани уз ичи
га олган бирор сохада учинчи тартибгача (учинчи 
тиблиси хам) узлуксиз хусусий хосилаларга эга булсин>



щ

vHdan ташцари М0 (х0, у0) нуцта f ( x ,  у) функциянинг кри
тик нуктаси, яъни

<>/(х0, уо) _  _ dfjxp, уо) _  п 
Ох ~  и ’ ду ~

млсин. У  вактда х  =  х 0 ва у =  у0 булганда:
1) агар

0 * / ( Хо, Уо) 0*/(Хо, у 0) (О 1!  (лг0, у„) л  0*/(Жо, Уо) ^  л
I  — 53с»--------------W ------- [— оГдГ~> > 0  — <  0

Сулса, f ( x ,  у) функция максимумга эга булади;
2) агар

Р(Хо. Уо) oViXo, Уо) (о*/(Ха, у0) ^  л  „„ о*/(х{ь у0) ^ л
I  - ■ » * --------- з р ---------- I  -  дхёу ) >  0  ва — 313-------- >  0

булса, /  (х , у) функция минимумга эга булади;
3) агар

ь * / (* 0, Уо) O*f(x0, Уо) ( 0%/(х ^  у(1)\* ^ А
-------315 d y ---------- I '  Ж д у  ' ) < 0

булса, f ( x ,  у) функция максиму мга хам, минимумга хам 
эга булмайди;

.4, аш Р  О & И  ■ ) =  о  в ) л а . / ( , .  „

функция экстремумга эга булиши хам, булмаслиги хам, 
мумкин (бу холда текширншнн давом эттириш керак булади).

И с б о т .  / ( х ,  у) функция учун иккинчи тартибли Тейлор 
формуласнии ёзамиз (16- § (6) формула). Бунда

а «= х 0, Ь ~  у0, х  =  х 0 +  Ах, у = у 0 +  Ду 

фараз килиб, ушбу формулага эга буламиз:

/  (xt +  Ах, у , +  Лу) =  /  (х0, у0) 4- а/(у о) Дх 4- 

; I  ^  А А ^ о ) Ду +  |  ^  +  2 д х  Ду +

») Ду>] +  а<) (Др)», 

ерда Др =  У А хг 4  Дуг  ва Др -► О булганда з0 лам нолга
Интилади.

Шартга муоофиц

=  о, д/{$  Уа) «  0.

H L p  Н ЕЧА  У ЗГА РУ ВЧИ  Ф У Н КЦ И ЯС Н Н И Н Г МАКСИМУМН РА МИНИМУМИ З Ц
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Демак,
Д/ =  f ( x 0 +  Дх, у0 +  Ду) -  / ( * 0. Уо) =

= j r  [ S  + 2  w  * * 4 у +  $ 4 y ' l  +  -  <0
Энди иккинчи хусусий .’{ссилаларпинг М 0 (х 0, у0) нуктадащ 

Кийматларини А, В, С оркали белгилаймиз:

№ „ . = * ■  ы £ ) , = а - ( * г . = с -
Л1СЛ1 кесма йуналиши билан (бу ерда A f (х 0+ Д х , у0+ Д у ) нуцта) 
Ох уцн орасидаги бурчакнк 9 билан белгилаймиз; у .\олда

Ах =  Д? cos 9, Ду =  Др sin 9 булади.
Б у  нфодаларни Д/ нинг формуласига куйиб, ушбуни топа

миз:

Д / =  у  (Др)* [Л  cos* <? +  2В cos <р sin 9 +  С sin* 9 +  2я0 др1- (2

Л -г; О деб фараз киламиз.
Урта кавс ичидаги ифодани А га купайтнриб ва булиб, 

ушбуни *осил киламиз:

л /  =  1 ( Д  > ) -  [  м . ° < т  +  а - * ‘ > +  2 а Л , ] .  ( 3 )

Энди мумкин булган турт *олнн караб чнкамиз.
1 ) АС — В г >  О, А < 0  булсин. У  *олда касрнннг суратмда 

иккита манфий булмаган мнкдорлар йнгипдиси туради. Улар
бнр вактда нолга айланмайди, чунки биринчи *ад tg<p =  — -g
булганда, иккинчи *гд  эса sin 9 =  0 булганда нолга айланади.

Агар А <  0 булса, каср нолга айланмайдиган манфий мнк* 
дор булади. Уни — /н* билан белгилаймиз; унда

A / = i( A p ) » [ - / n *  +  2 « cAp],

О да з„Дрбу ерда т  микдор Др га 61 тли  к эмас, Др 
мак, Др етарлича кичик булганда

Д / < 0

0. Де-

екн
/  (ли +  Дх, у , +  Ду) - /  (х 0, у()  <  0.

.Пекин у вактда (х 0, у0) нуктага етарлича якин булган *аммя 
(х 0 +  Дх, у0 +  Ду) нукталар учун ушбу тенгсизликка эга бу
ламиз:

/ ( х 0 Дх, Уо +  Ду) <  /  (х0, уо).

бу эса функция (х0, у0) нуктада м а к с и м у м г а  эга булиши- 
„„ кррейтядн.

2) АС — Вг >  0 - Л > 0  булсин. У  *о.гда, юкорндагига у х
шаш фикр юритнб, ушбуни *осил киламиз:
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Ски

д/ =  j-  (Др)* +  2«0Др]

/ ( х 0 +  Дх, Уо  +  Д у ) > / ( х с, уо),

яънн / ( .г ,  у) функция ( х 0, ус) нуктада м и н и м у м г а  эга.
3') (АС — Я 4) <  О, А >  0 булсин. Бу  *олда функция на мак

с и м у м г а  па на м и н и м у м г а  эг а бУ л м а й д и .  (х 0, у0) 
нуктадан бир йуналишда харакат килганимизда функция yta- 
дн ва иккинчи йуналишда ,\аракат килганимизда функция ка- 
маядн. Хакикатан *ам 9 =  0 нур буйича енлжиганда ушбуга 
эга буламиз:

Д / =  4- (Лр)» [Л  -h  2а.Др] >  0 ;

бу нур буйича зяракат килинганда функция усади. Агар 

t g (Po =  — -д буладиган 9 =  <Fo "У Р  буйича >рракат килннса, 
А >  0 булганда

Д/ =  -j(Ap)2 \АС- Г̂  sin* то +  2я0 V>] <  О

булади; бу нур буйича *арпкат килингандл эса функция ка
маяди.

3") АС — В*  <  О, А <  0 булсин. Б у  золда *ам функция н а 
м а к с и м у м г а  ва на м и н и м у м г а  эг а  б у л м а й д и .  Те к 
шириш 3 ' ^олдаги каби утказилади.

3 '") АС — В л <  О, А =  0 булсин. У вактда В ф  0 ва (2) тенг- 
лнкни ушбу куринншда ёзиш мумкин:

Дf  (Ар)* l sin ? (2 В  cos 9  +  С sin 9 ) +  2а,j  Др].

¥ нинг етарлича кичик кийматларида кичик каведаги ифода 
ишорасини саклайди, чункн у 2 В  га якин, sin  9 купайтувчн 
аса у  нинг нолдан катта ёки кичик булншнга караб ншорасп- 
чи узгартиради (9 >  О ва 9 <  0 ни танлагандан сунг Др ни 
шундай кичик килиб оламизки, 2а0 квадрат каведаги ифода- 
нииг ишорасини узгартиролмайди). Демак, бу *олда *ам 9 
нинг, яъни Дх ва Ду нннг *ар хил кийматларига караб Д/ нинг 
ниюраси узгаради, шунга кура бу *олда *ам максимум ва 
минимум булмайди.
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Шундай цилиб, А нинг ншорасн кандай булмасин донм 
ушбу холга эга буламиз:

Агар ( х с, yg) нуктада АС — В* <  0 булса, функция бу ну -̂. 
тада максимумга хам, минимумга хам эга булмайди. Бу  холда 
функциянинг графиги хизматнни килувчи сирт бу нукта яци- 
ннда, масалан, эгар шаклида (1 8 7 -расмга каранг) булиши мум
кин. Функция бу нуктада минимаксга эга дейилади.

4) АС — В* =  0 булсин. Бу холда (2) ва (3) формулаларп 
асосан Д/ нннг ишорасини аниклаб булмайди. Масалан, 
А ф 0 да

га караб аникланади, бу эса м а х с у с (масалан, юкорирок тар
тибли Тейлор формуласи ёрдами билан ёки бошка бирон усул 
билан) т е к ш и р и ш н и  т а л а б  к и лад и. Шундай килиб,
2- теорема тула исботланди.

3- МИСОЛ.

функциянинг максимум ва минимумга зга ёки эга эмаслкги текширнлснн. 
Е ч и ш .  1) Критик нукталарни топамиз:

критик нуктада иккинчи хосилаларни тспгмиз вл критик 

нуктанинг характеринн аниклаймиз:

4- м и с о ^ .  г  -= дг3 +  у9 —  Здгу функциянинг максимум на м п н и м у м и н и и г  
мавжуд ёки мавжуд эмаслиги аницлансин:

г  =  дг1 — дгу +  у2 +  Здг — 2у +  1

Уш бу тенгламалар снстемасини ечамиз:

2х -  у +  3 =  О, 
— дг +  2у — 2 =» О, }

унинг илдизлари
4
3 ’ у ~  3 '

АС— В* =  2-2 -  ( -  1)* =  3 > 0 .

Демак, ^— j ; y j  нуцтада функция минимумга эга, яъни;

г т1п------j  ’



ВИР Н ЕЧА  У З ГА Р У ВЧИ  Ф У И К Ц И Я С Н Н Н Н Г МАКСИМУМИ ВА МИНИМУМИ 315

Е ч и ш .  1) Экстремумиинг зарур шартларидан фойдаланиб, критик 
нукталарни топамиз:

4) Иккинчи критик нукта AJ, (° . 0) нинг характеринн текширамнз:

Демак, иккинчи критик нуктада функция максимумга хам, минимумга 
дам эга эмас (минимакс).

5- м н.с о л. Берилган мусбат а сон шундай учта мусбат куш илувчт а 
ажратилсинки, уларнинг купайтмаси энг катта кийматга эга булсин. .

Е ч и ш .  КУшилувчиларни белгилаймиз: биринчи кУшилувчинн х  билан, 
иккинчи кУшилувчинн у билан белгилаймиз; унда учинчи кУшилувчи а —
— х  — у булади. Б у  кУшнлувчилариннг купайтмаси:

Масаланинг шартига кура л г > 0, у > 0, а — х  — у > 0, яъни х  +  У < а .  
в > 0 .  Демак, лг ва у х  =  0, у =  й, х  +  у =  а тугри чизиклар билан чегара
ланган соха га тегишли кийматларга эга булиши мумкин. 

и функциянинг хусусий досилаларинн топамиз:

dz
7х  .  Здг* -  Зу =  0, 

dz
^  =  3>‘ - 3 д г  =  0.

Бундан иккита критик иуктани топамиз.

х х * *  1, у , =  1 ва х ,  =  0, у , =  0. 

2) Иккинчи тартибли хосилаларни топамиз:

3) Биринчи критик нуктанинг характеринн текширамиз:

X—1
У—1

х-1
у- 1 у -1

A Z - Д» =  36 -  9 =  27 > 0 ;  А > 0 .  
Демак, берилган функция (1; 1) нуктада минимумга эга, яъни:

*m ln  =  1 *

/1 =  0, В = -  3, С =  0; 

АС— Ь* =  - 9 < 0 .

и =  ху  (в -  у -  у).

Хосилаларни ислга тенгллб, ушбу тенгламалар системасини хосил киламиз.

у (а — 2х — у) =  0, х (а —  2у — х) =  0.



Б у  системани ечиб, критик нукталарни топамиз:

Xi =  0 , yi — О, Л1, (О, 0), 
x t — 0, >'« =  a, Aft  (0, а), 
хз  =  а, у3 =  О, М3 (а, 0),
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а а
X t  =  -3 - У» =  Х  М

Олдинги учта нукта со*анинг чегарасида, туртинчи нукта соланннг ичида 
ётади. Со.\анннг чегарасида и функция нолга тенг, соданинг ичида эса функ

ция мусбат; демак, ( - j .  у )  нуктада и функция максимумга эга булади
(чунки бу учбурчак ичидаги бирдан-бнр экстремал нуктадир). Купайтма- 
нннг максимал киймати:

а а ( а а-1
«ш к  = Ц Т \ а ~ Ц ~ Ц )  =  Т г '

Етарли шартлардан фойдаланиб, критик нукталарнинг характернни тек
ширамиз. и функциянинг иккинчи тартибли хусусуй досилгларинн топамиз:

д2и с*и _ „  дги .
дх* ~  ~  2у: дхду  =  а — —  2У* ду* ~  ~~

А/, (0, 0) нуктада
о* и д*и д*и

/1 =  5 Р  =  0; В г = дГд~у =  а' с = д ^  =  ° :  А С - В * = - а * <  0.

Демак, A ll (0, ° )  нуктада на максимум ва на минимум йук- A f*(0 , а) нуктада 

дги дги &и
А ~ д х 1 ~ ~  ' В  ~  дхду — ~ а> Сх= ду* “  ’

АС — В 2 =  — а* < 0 .  Демак, Мг нуктада *ам на максимум ва на мини

мум йук. M t (a, 0) нуктада
/1 =  0, В  ~  — а, С ^ -Э а , АС —  В 2 =  —  а2 < 0 .

( а а
"З* J )

тада
2а а 2а

А ~ ~  3' В -  -  з • с - - 3>

/1С - Л а =  1 Г - 7 Г > 0 ,  ^ < 0.

Демак, A f4 нуктада максимумга эгамиз.

I I  зо  .V Бир нечта узгарувчи функциясинннг максимум ил 
минимумлари назарияси эксперимеитал маълумотлар асосида 
функционал богланишларни тасвирлаш учун формулалар хосил 
цилишнинг бир усулини топишнинг асосидир. Бу масала 19-§ 
да баён цилинган.
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]8 -§ . Берилган тенгламалар билан богланган 
бир'неча узгарувчи функцнясининг максимуми 
ва минимуми
(шартли максимумлар ва минимумлар)

Функциянинг энг катта ва энг кичик кийматларини топиш- 
га донр куп масалаларда вазифа эркли булмаган, балки узаро 
баъзи кушнмча шартлар бнлан богланган (масалан, улар берил
ган тенгламаларни каноатлантирнши керак) бир неча узгарув
чи функцнясининг максимум ва минимумини топишдан иборат 
булади.

Масалан, ушбу масалани караб чикамиз.
Юзи 2а га тенг булган тунукадан параллелепипед шакли

да энг катта хажмли ёпик КУТИ ясаш керак.
Кутинннг узунлнгн, энн ва баландлигнни х, у, z  харфларн 

билан белгилаймиз. Масала 2дсу +  2хг -+■ 2 у г =  2 а ш а р т  и да

v =  ху г

функциянинг максимумини топишдан иборат. Бу  ерда биз 
ш а р т л и  э к с т р е м у м г а  т е г и ш л и  масалани о л а м и з :  
х,  у, г  узгарувчилар 2ху - f  2 x z  -f- 2 уг =  2 а ш а р т и  б н 
лан б о г л а н г а н .  Бу параграфда бундай масалаларни ечиш 
усулларнни караймиз.

Аввал узаро б и т т а  шарт бнлан богланган икки узгарувчи 
функцнясининг шартли экстремуми хакидаги масалани караймиз.

Ушбу
« = / ( х, у) (1)

функциянинг максимум ва минимумларини топиш керак бул- 
енн; бунда jc ва у мана бу

<р(дг, у) =  0  (2)

тенглама билан богланган.
(2) шарт мавжуд булганда икки узгарувчи х  ва у дан фа- 

Кат б и т т а с и ,  масалан х  э р к л и  у з г а р у в ч и  булади, чунки 
У (2) тенгламадан х  нинг функцияси сифатнда аникланади. 
Агар (2) тенгламани у га нисбатан ечиб, топилган ифодани (1) 
тенгликдаги у урнига куйсак, бир узгарувчи х  нинг функция- 
енни хосил цилиб, масалани бир узгарувчи функциясининг мак
симум па минимумини текшириш хакидаги масалага келтирган 
булар эдик.

.Пекин кУйнлган масалани (2) тенгламани х  ёкн у га ннс- 
батан ечмасдан хам хал кнлиш мумкин. х  нинг и функция мак
симум ёкн минимумга эга буладиган кийматларида и нинг х  
буйнча хусусий хосиласи нолга айланиши керак.
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у х  нинг функцияси эканини эсда тутиб, (1) дан ~  ^осилени 

топамиз;
du _  д/_ , д/ dy _ 
dx ~  dxг ' а у dx

Демак, экстремум нукталарида
df , df dy Л
37 +  dfd7  =  °* (3)

(2) тенгликдан
* L  4 - A  =  0А г г  ^  (4 )

ни топамиз. Б у  тенглик (2) тенгламани каноатлантирадиган х  
ва у  нинг барча кийматларида каноатланадн (V III бобнинг 11- § 
га каранг).

(4) тенгламанинг иккала томонини дозирча номаълум X коэф
фициента купайтнриб, л оси л килинган тенгликни (3) тенглик- 
ка *адлаб кушиб, куйидаги тенгликнн *осил киламиз:

( V  l.  J S * L )  +  х f  f t  4 . -fo dy \ -  о
I d F  *• dy dx ) +  K [ dx +  dy dx ) -  U

ОКИ

(l+4)+(f+^ H ^  <5>
Б у  тенглик барча экстремум нукталарда бажарилади. X нинг 
Кийматини шундай танлаймизки, (5) тенгликдаги иккинчи кавс 
и функцияга экстремум берувчи jc ва у кнйматларда нолга 
айланди*):

dy 1 dy
Лекин бу *олда х  ва у нинг шу кийматларида (5) тенгликдан

= 0dx 1 dx

тенглик келиб чикади.
Шундай килиб, экстремум нукталарда учта х , у, \ номаъ

лумли учта тенгламанинг каноатланиши келиб чикади:

f  +  ^ = o .  №
? ( * .  у) =  0. )

Бу тенгламалардан дг ва у ни *амда факат ёрдамчи ролни бя- 
жарган ва бундан кейин керак б^лмайдиган /. ни а никлайм из.

* )  Анн^лик учун критик нукталарда +  0 деб фараз киламиз.
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Бундан (6) тенгламалар шартли экстремумнинг зарур шарт- 
лари экани келиб чикади, яъни экстремум нукталарда (6) тенг
ламалар каноатланадн. Лекнн (6) тенгламалар системасини ка- 
коатлантирувчи хар кандай х, у (ва X) цнйматларда шартли 
экстремум булавермайди. Критик нуктанинг характеринн ку- 
шимча текшириш керак булади. Конкрет масалаларни ечганда 
баъзан масаланинг мохнятнга асосланиб критик нуктанинг ха
рактеринн аниклаш мумкин. (6) тенгламаларнннг чап тоуоплари 

F  (х, у, X) =  /  (дг, у) +  Хер (дг у) (7)
функциянинг х ,  у ва X буйича хусусий хесилаларн эканини 
курамиз.

ШуНдай килиб, (2) шартни каноатлантирувчи ва и — f(x , у) 
функция шартли максимумга ва шартли минимумга эга булиши 
мумкин б^лгаи л: ва у нннг кийматларини топиш учун (7) ёр- 
дамчи функцияни тузиш , унинг х , у ва X буйича хусусий хо- 
енлаларинн нолга тенглаш ва хосил килинган учта (6) .тенгла
мадан .дс ва у (ва ёрдамчн купайтувчи X) нннг кийматлар!!ни 
аниклаш керак. Юкорида курилган усул хар канча узгарувчи 
функцнясининг шартли экстремуминн текширишга тарцатилади.

Узаро т  та ( т  <  п) тенглама
< P i(* i. *г .............- 0  =  0,

<Р«(х,, дс„ . . . , х п) =  О,

<?т ( * 1 .  * 1 ..............•*„)
билан богланган п та Узгарувчи jcj.

О
(8)

х п функцияси
и -г- f  (д-j, дс,, . . . , х п) нннг максимум ва минимумларини топиш 
талаб килинсин.

Функциянинг шартли максимуми ва минимуми булиши мум
кин бУлгйн дс,, x t , 
функцияни тузиш:

F ( x v
= /(*ь . .

+  ( * i...........
унинг дс,, дс,.............х„
ми нолга тенглаш:

дс„ кнйматларни топиш учун, ушбу

>J =
х п )  +

•О.
• I Х|<р, (дсь  . . .  ,

» Х я )  +  • • • +  К п ? т  (■*!,
цийматлар буйича хусусий хосилаларн-

(9 )

Of 
Ох 1+  *•1 Oxi +  • • ■ +  К

09т .
33J7

=  0 ,

0£
dxt +  *1

д ъ
Oxt ■ • +  к

ОЬн
1 dxt =  0 ,

Of
Ох~ + / ' я .

l Ox„ +  • 4 -  X <̂fm =  0
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у х  нинг функциясн эканини эсда тутиб, (1) Д а н-^  *осилани 

топамиз;
du _  д/_ , df dy ' 
dx ~  дх ду dx 

Демак, экстремум нукталарида

(2) тенгликдан

df df dy _  n
+  dfd7 ~  a  (3)

ёки

dx ^  dy dx yV
ни топамиз. Бу тенглик (2) тенгламани каноатлантирадиган *  
ва у  нинг барча кийматларида каноатланади (V III бобнинг 11-§ 
га каранг).

(4) тенгламанинг иккала томонини ^озирча номаълум к коэф- 
фнциентга купайтнриб, *оснл кнлинган тенгликнн (3) тенглик
ка *адлаб кушиб, куйидаги тенгликнн *осил киламиз:

(£+^£)+45-+££)=»
( & + * & ) +  ( £ + * & ) & = < > •  (5,

Бу  тенглик барча экстремум нукталарда бажарилади. к нинг 
Кийматини шундай танлаймизки, (5) тенгликдаги иккинчи кавс 
и функцияга экстремум берувчи jc ва у кийматларда нолга 
айланди*):

V + l * L  =  о.
ду ' ду

Лекин бу *олда х  ва у нннг шу кийматларида (5) тенгликдан

! г - + * £  =  одх ‘ дх

тенглик келиб чикади.
Шундай килиб, экстремум нукталарда учта х,  у, X номаъ

лумли учта тенгламанинг каноатланиши келиб чикади:

£ + * £ - «  •)

<f”
9 (х, у) =  0. )

Бу тенгламалардан л  ва у ни ^амда факат ёрдамчи ролнн ба- 
жарган ва бундан кейин керак б^лмайдиган /. ни аниклаймиз.

•) Анн клик учун критик нукталарда ^  +  0 деб фараз килаинз.
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Бундан (6) тенгламалар шартли экстремумнинг зарур uiaptn- 
лари экани келиб чикади, яънн экстремум иукталарда (6) тенг- 
Лпмалар каноатланади. Лекин (6) тенгламалар системасини ка- 
лоатлантирувчи хар кандай х, у (ва X) кийматларда шартли 
экстремум булавермайдн. Критик нуктанинг характерини кУ* 
шимча текшириш керак булади. Конкрет масалаларни ечганда 
баъзан масаланинг мохнятига асосланиб критик нуктанинг ха
рактерини аниклаш мумкин. (6) тенгламаларнинг чап томонлари 

F  (дс, у , X) =  /  (х, у) +  Х? (х у) (7)
функциянинг х, у ва X буйича хусусий ^ссилаларн эканинн 
курам из.

ШуКдай килиб, (2) шартни каноатлантирувчи ва и =  f ( x , у) 
функция шартли максимумга ва шартли минимумга эга булиши 
мумкин б^лгаи х  ва у нинг кийматларини топиш учун (7) ёр- 
дамчн функцияни тузнш, унинг дг, у ва X буйича хусусий *о- 
силаларини нолга тенглаш ва хосил килинган учта (б).тенгла- 
мадан х  ва у (ва ёрдамчи купайтувчн X) нинг кийматларини 
аниклаш керак. Юкорида курилган усул хар канча узгарувчи 
функциясннннг шартли экстремумини текшнришга таркатилади.

Узаро т  та (т  <  п) тенглама

х 2............=
f i  (Xi, X..............x„) =  О,

■ О

(8)
<Pm ( * i ,  Xt, .

билан богланган п та узгарувчи x lt x t, . . . ,  х п функцияси 
и — f  (х ,, дг,, . . . , х„) нинг максимум ва минимумларини топиш 
талаб килинсин.

Функциянинг шартли макснмумн ва минимумн булиши мум
кин бУлгйн х г, дг,, . . . ,  х я кийматларни топиш учун, ушбу 
функцияни тузиш :

F ( x ь  дг, h ...........К )  =
=  / ( *  1. 

+  >'!?* С*1, • .
• < * п )  +  ^ ' l f l  (-*1> • • • » 

•*«) +  • • • +  \ п ? т  ( Х Ь

■*п)

унинг х г, х , , . 
ми нолга тенглаш:

х„ кийматлар буйича хусусий

df
dx j 
<*Pi

'-51 4- 4 -Х  
0хп ' 1 Охп +  * '  • ^  ‘т  dx — О

хосилалари-

(9)

I .
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ва (8), (9) нинг т  +  п та тенгламасидан x lt x t, . . ,  х п лари» „а 
>1, X * . .  . , Хт  ёрдамчи номаълумларни аниклаш керак. Иккн 
узгарувчининг функциясидаги кабн топилган кийматларда функ
ция максимумга ёки минимумга эга булиши, ёки на унга иа 
на бунга эга булмаслиги масаласинн умумий холда очнк колди- 
рамиз. Бу масалани ёрдамчи муло^азаларга асослинпб ечамиз.

1- м и с о л .  Б у  параграфнипг бошида айтилган масалага кайтаынз;

ху  +  x z  +  y z - a  =  0 (дг >  0, у > 0, г > 0) (Ю)

шарти билан богланган х, у, z  Узгарувчнлар функцияси

v =  х у г
нинг максимуми топилсин. £рдамчи функция тузамиз:

F ( x ,  у, X) =  xy z  +  \ (ху  +  х z  +  y z -  а).
У нинг хусусий *оснлаларинн топамиз ва уларнн нолга тснглаЛмнз:

У* +  Х (у +  * )  =  0,|
дгг +  Х (дг +  * )  =  0,| (11)
ху  +  X (д: +  у) =  0.J

Масала тУрт (дг, у, г ,  X) номаълумли туртта (10) ва (11) тенгламалар сио- 
темасинн ечишга келтириладн. Бу  сйстемани ечиш учун (11) тенгламалардан 
биринчнсини х  га, иккинчисинн у га, учинчисини г  гл купантирамю па

, Здг yz
уларни кУшамиз; (10) тенгликнн эътиборга олиб, А =  — —̂  ■ ни топамиз. 

X нннг кийматини ( 11) га куйиб, куйидагнларни доспл киламиз

„  [ ■ - £ -  <> +  «> ]-о ,

дг* ( *  +  * ) ] = * Ц

х у [ 1 - | г  (Jf +  » ]  =  °-

Масаланинг маъносига кура дг, у, г  нолдан фаркли булгани учун охирги 
тенгламалардан куйидагнларни бзиш мумкин:

|£.(у +  г ) =  1, |1(дг +  г ) = 1 ,  -|£-(дг +  у)ж=1.

Олдинги икки тенгламадан х  =  у, иккинчи ва учинчи тенгламадан у =  ' •  

Лекин бундай долда (10) тенгламадан

д г - , - . - / "

келиб чикади. Б у  дг, у ва г  нинг максимум ва минимум булиши му»'к,ш 
булган ягона кииматлари системасидир.

Хосил килинган ечим максимум беришнни исбот к>циш мумкин. Бу  ма- 
саланннг геометрик мазмунидан .\ам келиб чикади (масала шартида кут1,‘ 
нинг дажми чекланмаган *олда катта була олмайдн; демак, томонларии||Г 
кандай булмасин аник кийматларида унинг дажмн энг кагта булади).
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V I

Шундай цилнб, кутннннг дажми энг катта булиши учун, кути кнрраси 

Ц  га тенг куб булиши керак.

2- м и с о л .  Йигиндиси а га тенг булган дг,, дг*.........дг„ сонлар кУпайт-
н а с инннг п -  даражали илдизининг энг катта ки мати топилсин. Демак, ма- 
сада бундай куйилган: дг,, дг,,. . . ,  х„  сонлар

дг, +  х* +  ■ • • +  х п ~  «  =  0 (-*1 >  0. х г >  0................ >  0) ( 12)

шарти билан богланган холда

и ~  У х х . . . х п

функциянинг максимумини топиш талаб килинади. £рдамчи функция ту- 
эамнз:

Р(Х\...........X) =  } дг, . . .  х„ +  X (дг, +  дг» -Ь . . .  +  х„  -  а).

Унинг хусусий досилаларини топамиз:

x%xt" : n - i  + х  =  j r ~  +  *  =  °  еки и «  — ихдг„

(дг, . . .  х„) *

/ ж,я=7 *  +  Х =  0 *ки « -  -  пХхь

< 1 и
f  =  —  —  +  X =  О еки и =  -  лХдг„.

п п л п

Охирги тенгликлардан:

дг, =  дг, =  . . .  =  дг„

ва (12) тенгламага асосан:

а
Хх =  д г ,=  . . .  г=ДГ„ =  —  •

Масаланинг маъносига кура бу кнйматлар У  дг,дг, . .  . дг„ функциянинг
а
— га тенг максимумини беради.

Шундай килнб, дг, - f  дг, + . . . +  дг„ =  в  тенглик билан богланган дар 
Цандай мусбат дг,, дг,, . . . ,  х п сонлар учун

/  дг, дг,. . .  лг„ <  —  (13)

.тенгснзлик бажарилади (чунки исбот килинганига кура, бу функция

нинг эиг катта кийматидир). Энди (13) тенгснзлнкдаги а урнига (12) тенг- 

* икдан унинг кнйматини куйиб, ушбуни топамиз:

Л/ Т Т -------- Г  ^  х х +  х % +  . . . х пу Х\ х% . . .  х п <  л  (* *)

2i
[I М. С. Пискунов
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Б у  тенгсимик дар кандай мусбат x v x t .......... х л сонлар учун тугри (| ь
тенгснзлнкнинг чап томонида турган ифода шу сонларнннг fpma гео.чещ. 
риги деб аталади. Шундай килиб, бир неча мусбат сонларнннг урц, 1ео’ 
метриги уларнинг урта арифметигидан катта змас.

19- §. Функцияни энг кичик квадратлар усули билан 
тажрибадан олингаи маълумотлар асосида 
Хосил цилиш

у микдорнинг х  микдорга функционал богликлиги:

У =  <Р(*) (1)
ни тажрибага асосан аниклаш талаб этнлсин. Тажриба нати» 
жасида аргументнинг « т а  кийматлари учун функциянинг п та 
мос кийматлари олинган булсин. Натижалар куйидаги жадвнл- 
да ёзилган:

X Хх х % Хп

У Ух У* Уп

у =  у (х)  функциянинг куриниши назарий мулохазаларга 
асосан ёкй тажрибада олинган кийматларга мос келадиган лук* 
таларнинг координаталар текислигида кандай жойлашганига 
караб аникланади. (Бу нукталарни „экспериментал нукталар 
деб атайми?.) Масалан, экспериментал нукталар координа
талар текис/игида 188- расмда тасвирлагандек жойлашгаи б^л- 
снн. Тажриб^ бажарилаётган вактда озгина б^лсада хато бу* 
лншини хисобга олиб, изланган у =  у (х ) функцияни у  =  ах Л 0 
чизикли функция куринишида топиш мумкин. .

Агар экспериментал нукталар координаталар те к и с л и ги Д  
189- расмдагидек жойлашган булса, у холда изланган у =  Ч\х>
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функциями у =  ах* куринншда топиш табний ва *оказо. Функ- 
цияни у =  <р(х, а, Ь, с) куринншда танлаб олингач, шу функ- 
нйяга кирувчн а, Ь ,с , . . .  параметрларнн шундай танлаш ке
рак буладнки, у урганилаётган ^одисини бирор маънода жуда 
яхши тарзда акс эттирсин.

КУйилган масалани ечишда жуда кенг таркалган усул энг 
кичик квадратлар усулидир. Бу усул куйндагидан иборат: 
тажрнбада олинган у, кийматлар билан мос нукталардагн 
tf, (х , а, b, с) функция кийматлари орасидаги айирмалар квад- 
ратларннинг йигинднсини караймиз:

S  (а, Ь, с, . . . )  «= 2  [У, — 9 (•*/. а, Ь, с, . .  .)]*. (2)

а, Ь, с,. . . параметрларнн шундай танлаб оламнзкн, бу йипш- 
ди энг кичик киймат кабул кнлсин:

П
S  (а, Ь, с , . . . ) =  J2 1У| — ?(*/, а, Ь, с, . .  .)|2 =  min. (3)

Демак, масала S  (а, Ь, с, . . . )  функцияни минимумга айланти
радиган а, Ь, с, . . .  параметрлар кийматларини топишга келтн- 
рилади.

1 - теоремага (17- §) асосан а, Ь, с, . . .  параметрларнинг бу 
кийматлари куйидаги тенгламалар системасини каноатлантирн- 
ши лозим:

dS л  dS п OS п  iAX 
Та =  ° ’ Ш, =  ° ’ дс =  0 ........... <4>

ёки буларни ёйилган куринншда ёзсак:

I  g  1 У ,-< Р (* ,. а. Ь, г , . . . ) ]  с' - ) =  0,

£  [у, - 9  (ДС„ а, Ь, с , . . . ) ]  С' •••) - = 0 , }  (5)Щ\ Л - 1  00

I  g  ! * - * < * , .  « .  * .  ' - • > -<>,

Бу ерда канча номаълум булса, шунча тенглама булади. Хар 
Кайси конкрет *олда (5) тенгламалар системасининг ечими мав- 
жудлиги ва S(a, b, с , . . . )  функциянинг минимумга эгалигн ма
саласи текширилади. у ■» <р (дг, а, Ь, с, . . . )  функцияни аник- 
лашнинг бнр неча ^олини караб чикамиз.
21*
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 ̂ I. у =  ах +  Ь булсин. Бу  лолда S(a, Ь) функцня куйидаги  
куринишда булади ((2) ифодага каранг):

S  (а, Ь) = 2  (У/-  (ах‘ +  *)!*• (6)
(—1

Бу функция иккита а ва b узгарувчили функциядир (л:, ва 
у ,—берилган сонлар; 322- бетдаги жадвалга каранг). Демак,

П
й  =  -  2 21 (У* ~  (axi +  * ) ] * «  =  О,

dS
дЬ

/—1
П

=  -  2 2 l V i -  (a x i +  ^)l =  °>
i— 1

яъни (5) тенгламалар системаси бу лолда куйидаги куриннщ- 
нн олади:

п п п

2  у1х 1 — а 2  x i — b 2 * <  =  О, 
/—I TS1 /=|

п п

2  у< - а 2  x t - Ьп= о,

(7)

/-1 (-1
Икки а ва b номаълумли иккита чизикли тенгламалар систе
масини лосил килдик. Бу системанинг маълум ечимга эга экан
лиги, а ва b параметрларнииг топилган кийматларида ламда 
S (a , Ь) функция минимумга эга булиши равшан*).

II Биз аппроксимацияланувчи фунцкия учун иккинчи дара
жали уч ладни олайлик:

у =  ах* +  Ьх +  с.
Бу лолда (2) ифода куйидаги к^ринишни олади:

5 (а, Ь, с) =  2  [yt ~  (ах] +  bxt +  с)]*. (8)
1—1

*) Бу етарли шартларга асосан дам осонгина аникланади (17- § дзгИ 
2- теоремага каранг). Хакикатан дам, бу ерда

i = i

Демач,

d*S 
Оа

t<J

Ш
ФУНКЦИЯМИ МАЬЛУМОТЛАР АСОСИДА ЛОСИЛ КИЛИШ ? В

Бу у ч тя  узгарувчининг функцнясидир. (5) тенгламалар систе- 
масн куйидаги куринишнн олади:

2  1у< -  (axi + bxi + c)i х1 *  °.В  /а|
г

2  [у< -  (ах\+ bxi + c) i  x i =  ° .ш
В ., п

2  1у< -  'axi + bxi + c) i = °.
( - 1

ёки ёйилган куринишда ёзсак:
п п п п

2  y rf ~ а 2  • * i - * 2  х? ~ с 2 л1 = °* <=| / -1 . /=1
п п п п

2  у л  ~ а 2  **? - ь 2  ■*? - с 2  •*<=°*I f  i - i  /-1 /-1 /-1
л п п

2  У| - а  2  л 1- А 2  •*! -  w  =  0./—I /-1 ■ •/—I

(9)

а, Ь, с номаълумларни топиш учун  чизикли тенгламалар сис
темаси лосил киламиз. Масала характеридан система аник ечим
га эга эканлиги, а, Ь, с параметрларнииг олинган киймат
ларида S(a , Ь) функция м и н и м у м г а  эга эканлиги куриниб 
турибди.

М и с о л .  Аргументиинг туртта кийматида (п =  4) изланган функция
нинг тажрибага асосан туртта киймати олинган булсин; улар ушбу жадвал- 
га Сзнлган:

X 1 2 3 5

У 3 4 2,5 0 ,5

У ЧУ н "ифода' ту зам и^ +  *  чнзикли Функция куринишда топамиз, S  (а, Ь)

S (a , Ь) =  У [ у ,  -  (алг, +  *)]». 
<—1

А
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(7) системани тузиш учуй \амда а ва Ь коэффициентларни а н и м а т  учуц 
оллин куйидагиларни дисоблаймиз*.

< 4

190- раем. Йзлангаи турри чизиц цуйидагнча була
ди (190- раем):

26 159 
У =  - 3 5 Х + Ж

20- §. Эгри чизицнинг махсус нуцталари

Хусусий \осила тушунчасидан эгри чизикларни текшириш- 
да фойдаланнладн.

Эгри чнзиц
F ( x . у) =  О

тенглама бнлан берилган булсин.
Эгрн чизит^-а уринманинг бурчак коэффициентн

dF
dy _  __dx
dx bF 

Ту
формула бнлан аникланади (V III боб 11-§ га каранг).

Агар эгри чизнкнинг берилган М (дг, у) нуктасида хусусий
хоенлалар ^  ёки ^  дан энг камнда бнттаси иолга айланмаса,

шу нуктада ё ^  ёкн ^  тула аникланади. F ( x ,  у) =  0 эгри
чизик бундай нуктада аник уринмага эга булади. Бу холда 
М (х, у) нукта оддий нуцта  деб аталади.

Агар бирор Л1„ (дг0, Уо) нуктада

У - У о  У — У .
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булса, у холда уривманинг бурчак коэффициентн ноаннк бу- 
либ цоладн.

Т а ъ р и ф .  Агар F  (х, у) =* 0 эгри чизикнинг Л10 ( * 0, у0) нук- 
o F д Р  .  _тасида ^  ва ^  хусусий хосилаларнннг иккаласи нолга айлан-

са, бундай нукта эгри чизнкнинг махсус нуцтаси деб атала- 
ди. Демак, эгрн чизикнинг махсус нуцтаси

F  =  o- и - » .  % - о
тенгламалар системаси билан аниклан-ади.

Хар кандай эгри чизик махсус нуктага эга булавермаслигн 
табиий. Масалан,

yi
а . + 5 - l - o

эллипс учун

F t  г  \,\^Х* Л - £  1 dF Sx _ Ч уг(х,  +  *= -р. Г у - р -

ва ^хосилалар факат х  =  0, у =  0 нуктада нолга айлана-
ди, лекнн х  ва у нинг бу кийматлари эллипс тенгламасинн 
каиоатлантирмайди. Демак, эллипснинг махсус нукталари йук.

Эгри чизикнинг махсус нукта якинида куринишини батаф- 
сил текширишга киришмасдан, махсус нукталари булган бир 
неча эгри чизик намуналарини караймиз.

1 - м н  сол.  Уш бу .

у* — х  (дг — в)* =* 0 (в  >  0)

эгри чизикнинг махсус нукталари текширилсин.
Е ч и ш .  Б у  мисолда F  (дг, у) =  у* — х  (дг — в)2, ш унинг учун

dF dF
^  =  (дс -  а) (а -  8дг); -щ =  2у.

Учта тенглама:

F ( j r . y )  =  0, 5i = 0, 5 £ = 0

ни бирга ечиб, дг ва у нинг бу системани каноатлантирадиган кннматларн- 
ии топамиз:

xq -  а, у0 =  0.

Демак, А10 (а, 0) нукта эгри чизикнинг махсус нуктасидир.
Эгри чизикнинг махсус нукта екииида жойлашишннн текширамиз ва 

»гРи чи зи к»” ясаймиз. Берилган тенгламани ушбу шаклда ёзамиз:

у =  ± (д г  - а ) / Г ,
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Бу формуладан куринадики, эгри чизик: 1) ф акат х  >  0  кийматлар 1а 
аникланган; 2) Ох Укка нисбатан симметрик; 3) Ох Укни (0, 0) ва (я, 0) 
нукталарда кесади. Кейинги нукта, юкорида аникланганидек, махсус нуц 
тадир.

Аввал эгри чизикнинг тенгламадаги +  ишорага мос кисмини текширамиз
У = ( х - а ) у гХ . 

у нинг х  буйича биринчи ва иккинчи *осилаларини топамиз:
Зх — а ,  Зх + а

У = 7 7 Т ' у = 1 7 7 7
х  = 0 булганда у ' =  оо. Демак, эгри чизик координаталар бошида Оу Укм 

а а
уринади. х  =  -у  булганда у = 0, у" >  0, яънн х  =  -у булганда у функция
минимумга эга:

2а

0 < д г < а  кесмада у < 0  булади; д г >  —
о

булганда  у' >  0 ;_д: -* оо да у -*оо, х а 
булганда у '  = ^ в ,  яъни  махсус М 0(а, 0 ) 
нуктада  эгри чизикнинг у  =  + ( д г  — а ) ,  х 
тарм оги у = ^  а (х — а) уринмага  эга бу 
лади.

Э ф и  чизикнинг иккинчи тармоги 
у = — (х —а) ^  х  биринчи тармогига  Ох 
Укка нисбатан симметрик  булгани учун, 
эгри чизик нккинчн уринмага (иккинчи 
т а р м о к к а )  эга:

У =  — / а ( х - а ) .
Эгри чизик м ахсус  нуктадан икки мар

та утади. Б ундай нукта  тугун нуцта деб 
аталади.

Т екш ирилган эгри чизик  191- расмда 
тасвнрланган.

1 9 1 - раем. 2 - м и с о л .
у« -  * 1  =  О

эгри чизик (ярим кубик парабола) нинг махсус нукталари  бор-йуклнги тек- 
шнрилсин.

Е ч и ш .  Махсус нукталарнинг координаталари ушбу тенгламалар  снсте- 
масидан топилади:

у» -  X* =  О, Зх* *=0, 2у  =  0.

Демак, Ма (0, 0) — махсус нукта.
Берилган тенгламани

У = ± / х »
куринншда £замиз. Эгри чизикнинг графигини ясаш учун авплл эгри чн.-ик- 
нинг тенгламадаги плюс ишорага мос тармогини текширамиз, чунки Mt'1'  
ишорага мос тармоги биринчи тармокка Ох укка нисбатан симметрик ир-
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у функц ия  ф ак ат  х  > О булганда  аникланган булиб, манфий эмас ва 
X нинг усиши билан усади.

у = f  х* функциянинг  биринчи ва иккинчи доснлаларини топамиз:

у '  =  3 - L .
4 /  х

* = 0  булганда у  =  0, у'  =  0  булади. Демак,  эгри чизикнинг каралаётган  тар- 
моги координ .талар  бош ида у  =  0  уриимага эга. Э гри  чизикнинг иккинчи 
У — У x J тарм оги дам коорданаталар  бош идан утадн ва уша у  =  0  урин- 
мага эга булади. Ш ундай килиб, эгри чизикнинг иккита турли тармоги к о о р 
динаталар бош ида учраш ади ,  умумий бир  уринмага эга ва уринмадан турли  
томонга ж ойлаш ган булади. Бундай махсус нукта биринчи тур цайтиш 
нуцтаси деб аталади (192- раем).

И з о  д. у 2 — дг3 =  0  эгри чизикни уг =*х(х — а)1 ( 1 - мисолда каралган) 
мри чизикнинг а — О даги лимит доли сифатида караш мумкин; дакикатан 
а -*• 0  да эгри чизик сиртмоги бир нуктага  айланади.

3- м и с о  л.

(у  -  .г1)* — д* =  О

Эгри чизик текширилсин.
Е ч и ш .  М ахсус нукталарнинг  координаталари

-  Ах (у  — х г) — 5jc* = 0 , 2 (У — х*) =  О

тенгламалар системасидан топилади; бу  система ягона  ечимга эга: х  =  О, 
У =  0. Демак, координ аталар  боши махсус нукта экан.
_ Берилган тенгламани у  =  лга ±  | / д *  куринншда ёзамиз:
"У тенгламадан курннадикн, х  0 дан +  оо гача кийматлар кабул кила оладн. 

Биринчи ва иккинчи тартибли  досилаларни топамиз:

У — i  "к- у' х3,
, ,  15 

; 2  ± T V  х.
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Эгри чизикнинг плюс ва минус ишораларга мос тармокларини айриц 
текширамиз. дг =  0 булганда иккала лолда дам у  =  0, у ' =  О, яъни О.г ц  
иккала тармок учун дам уринма булади. Аввал

у =  х* +  /  х*
тармдкни караймиз. х  0 дан оо гача усганда у 0 дан оо гача усади. Иккин
чи тар мок

У =  X* — У  X*.
Ох Укни (0, 0) ва (1, 0) иукталарда кесади.

х  »  ISl булганда у =  дг* — /  л* функция максимумга »га. Агар х -»

-► +  оо булса, у -* — оо булади.
Шундай килиб, бу долда координаталар бошида эгри чизикнинг икки 

тармоги учраш ади; иккала тармок умумий уринмага эга ва уриннш нукта- 
синннг якинида иккала тармок уринманинг бнр томонига жойлашган. Бундай 
нукта иккинчи тур цайтиш нуктаси дейилади. Курилган функциянинг гра
фиги 193- расимда тасвнрланган.

4- м к с о л. у* — х 1 + х* =  0 эгри чизик текширилсин.
Е ч и ш -  Координаталар боши махсус нуктадир. Эгри чизикни бу нукта 

якинида текшириш учун эгри чизик тенгламасини ушбу куринишда езамиз:

у =  ±  х * / \  - дг*
Эгри чизикнинг тенгламасида узгарувчилар факат ж уф т даражада. шу. 

ниш учун эгри чизик координата Укларига нисбатан симметрик ва, демак, 
•гри  чизикни дг ва у нинг мусбат кийматларига мос кисмини текшириш ки- 
фоя. Охирги тенгламадан куринадики, х  0 дан 1 гача, яъни 0 <  х  <  1 кес
мада узгариши мумкин. _______

Эгри чизикнинг у => +  х2 У 1 — хг тенгламанинг графиги булглн тармо
ги учун биринчи досилани дисоблаймиз;

х  (2 -  Здга)
/1  —

^ ■ > 0  булганда у =  0, у ' ** 0. Демак, эгри чизик координаталар бошида Ох 
Укк* урииади.

х — 1 булганда у =  0, у' *= оо булади; демак ( 1, 0) нуктада уринма Оу 
/••у

Укка параллел булади. х  =» -у  — булганда функция максимумга эга булади 

(194- раем).
Координаталар бошида (махсус нуктада) эгри чизикнинг радикал олдн- 

даги плюс ва минус ишораларга мос тармокларн узаро урииади. Бундам мах
сус нукта Рпишиш нуктаси дейилади.

5- м и с о л .  Ушбу эгри чизик текширилсин:
у* — дг* (дг — 1) =  0.

Е ч и ш .  Махсус нуктани аникловчи тенгламалар системасини $замиз:

у* — л * (д  — 1) -  0, — 3** +  2х  =  0, 2у «= 0.

Бу система х  =  0, у «  0  ечимга эга. Демак, (0, 0) нукта эгри чи зи к н и н г  
махсус нуктасидир. Берилган тенгламани ушбу куринишда бзамиз:

У =  ± х  /  дг — 1.
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сундан куринадики, ж 1 дан оо гача узгариши ва 0 кийматга эга бул аи «  
хам мумкин (кейинги холда у ~  0 булади).

Эгрн чизикнинг радикал олдидаги плюс ишорага мос тармопш и тек-ц -  
рамиз. х  1 дан оо гача усганда у 0  дан оо гача усаДи. Хосила

а* - 2

х  =  1 булганда у ' =  оо, демак, (1, 0) нуктада уринма Оу Укка параллел(у— 
лади

Ь Эгри чизикнинг минус ишорага мос тармоги биринчи тармокка Ох 
ка нисбатан симметрикдир,

(0. 0) нуктанинг координаталари эгри чизик тенгламаснни каноатлапц— 
р^ди, демак, у »грн чизикка тегишли нукта, лекин унинг якинида эгрищ ^* 
ткн и  к г бошка нукталари йук (195- раем). Вундай махсус нукта я  ккалц-~ 
гая махсус нуцта дейилади.

О

у * -х * * т *»0

< 5 ^

194- раем.

VIII б об га  м аш цлар

Кувидаги функцияларнинг хусусий хосилалари топилсин:

I . * =  хг sin* у. Жав. =  2х s ln ’y; =  х1 sin 2у. 2. z =  х**. Ж ав-[у^ 

** 1; %  =  -*у‘ -2у In jr. 3. и =  Жав. j j  =  2хех'+У'

$у *  2у<х* +»*+*•. J i = 2гех'+у' +*‘- 4. u =  ^  jt* у1 - z%- Жав.

у* 4- z* *гс*8 (ху). Жав. — |  <jy ““ I x ty  ’
6 У дм —  у '  dg х

г  =  « « « g  7 - Ж аа. g j  »  F + У  ^  ~  ^ T ?  =  ,п “ ^ Г Г /
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w дг Жав. з -  =  —
2 ог 2х i . J

Ох у' х г -г  Х1 ду у ^  х* + у* а  И = * +  * '  Ж аЛ  дх а
jt х_ J_ _£

1 у da х  у z у ди 1 у
~7е ’ д1 = ~ Т е - ~ ? е ' Tz = 7 e * 9- *  =  a rc s ln (дг ( у).

ж  *  1Ж ав. Т- =
дг

=  х ;- Ю. 2 =  a rc tg Ж ав.
(Ь
C/JT«  /  1 -  (х  +  у)* ^

ys dz — у 
дг /  дг* — у* Оу ■/х* — у*

Куйидаги функциялардан тула дифференциал топилсин:
11. z  =  х 2 +  ху2 +  sin у. Жав. dz =  (2дг +  у*) dx  -f- (2-су - f  cos у) ,/у.

12. z =  In (лгу). Жав. dz =  ^  +  у -  13. z =  «■г*+>* * Ж ав. dz  =  2<?* 4 >* х

3dx
y ( x d x  + y dy). 14. и =  tg  (Здг — у) +  6* + *• Ж ав. </u =  'Cos* (Зиг -  у) ^

- f ( - - c o s i ( J - y ) + 6 y 'f * l n 6) r fy  +  6>+« l n  6 d z .  15. w  =  arcsln ■— .

У d x -  x  d yЖав. d w  =  ---------->  ■
| У | / у *  -  дг*

1 6 . /(дг, у) =  дг* +  у3 булса, / , ( 2 ,  3) ва f ' y ( 2, 3) дообланснн 
Ж ав. /"f (2, 3) =  4. f'y (2, 3) — 27.

17. Агар /(дг, у) =  Удг* +  у* булса, дг =  1, дг =  0; dx =  аУ — ~\ 

булганда <//(дг, у) лисоблансии. Ж ав. -тр

18. дг, у в а  z микдорларнинг кичик абсолют кийматларида у '  -2- 1.^  ̂

учун такрибий ифода тузилсин. Жав. 1 +  у  (■* — У *)•

19. j / " учун дам шу масала ечилсин. Ж ав. 1 + ~ g  (jc—у — z).

У ^ дг Ог
20. Агар z =  и + v2, и = х 2 +  sin у, v =  In (дг +  у) булса, ^  ва ^

дг г. _ If» (дг -Ь у) In (дг +  у)
топилсин. Ж ав. =  2дг +  2 -  — у  ■ ^  =  cos у +  2 ■

21. Агар я =  |  ’ “ ■ и =  — co sjt, v =  cosjc булса, ^  топилсин. 

dz 1
х

2 cos* ~2

22. Агар z =  e'"~2v, и =  sin дг, v — дг3 +  у* булса, ва то п и л си н . 

Ж ав. =  е “-* * (co s л  — бдг*), ^  =  г " -21’ (0 — 2*2у) =  —4уе ■*2с-

23. Ушбу функцияларнинг тула лосилалари топилсин: z =  arcsln (u  - f  t>), 

u s  sin дг cos a, w =  cos x  sin а. Жав. Агар 2*it — •?£■ <  дг +  « <  2kr. 4- у

булса, ^  =  1. агар 2A* +  у  <  x  + a < ( 2* + 1) к - f  у  булса, j j j  =  — 1.

tf*1* (У — *) (/tf
24. “  =  —a > , ~j— > У =  a sin jc, z  =  cos jc. Жав. -fx  =  e°x sin x. 25. z =

=  In (1 — jc4), jc =  У  sin в. Жав. =  — 2 <g 9.

Куйидаги тенгламалар билан берилган дг нинг ошкормас функциялари- 
нинг \осилаларн топилсин:

дг* у* dv b2 х х 1 у* dy
х - ?  +  ¥ ~ 1 =  °- Жав Т х ^ - ^ Т  Г7' в* ~ F  "  1  Жав Тх =

. ' i  » . ^ - л  g - g S i g f i i • » ■ . . .  м - -

d z  d z  с*дг d z  с*у da»
^ т о п и л с и н . Ж ав. 31. и -  » tg  aw = 0; ^  в t
dw ... dw cos2aw dw sin2aw _  . .  2 ----- ,
Й7 т о п и л с и н .  Ж ав. ^  ^  =  -  n S U - ' 32. z 3 +  7  =  / y ^  -  z  ,

■ « • j j + y g p  — " J  экани курсатилсин. 33. - j  =  F ( - j ) ‘. F — лар кандай

dz dz „
дадифференциаллгнувчи функция булса, x дх~^ У ~Sy ~  2 *кани кУРса'

тилсин.
Иккинчи тартибли хусусий лосилалар лнсоблансин:

34. z =  дг3 -  4х ‘у +  5у*. Жав. = 6х -  8у; =  -  8дт; ^  =  *10.

d*z _ sin у d*z г*
35. z =  е* In у +  sin у In дг. Жав. дх*~  п У ~~**~‘ дГду = ~у ^

, cos у  d*z г 1
+  х  * d ? =  “ 7  — *|п > ,п х

1 d*u d*u d*«
* • Агар “ = 7 ^ = г т т г  б^лса> d^  + dF + d?  = 0 6улишн ис-

ботдансин.
_ дг*у* d*z d*z dz
37. Агар z  = х  + у булса, д г +  у =  2 ^  булиши исботлансин.

d*z d*z
38. Агар z  =  In (дг* +  у*) булса, +  ^5  =  0 булиши исботлансин.

39. Агар z — f  (у +  лдг) +  <J< (у  — адг) ва <р, ф лар кандай икки марта
d*z d*z

еренциалланувчи функциялар булса, a* — ^5  =  0 булиши исбот- 

««нсин.
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ж дж Жав. ^  -
01 2л

у 'х *  +  х * dy у  У х *  +  у ?  
х х_ *_ £

1 у ди х  у г у ди 1 у
~ув , д у ==~ у е ~  У*6 ' d z ~  у е •

дг 1

-  4
8. и = е у + е \  Жав. Ч!1

дх

9.

*"■  S - , ,  -%■ lft —  “ С'« Ж“  t

г  =  arcsin (дг -f у)

2  
V"

дг - У
х  у'х* — у* dy уГх* — у*

Куйидаги фуикциялардаи тула дифференциал топилсин:
11. г =  х* - f  лу* +  sin у. Жав. dz =  (2л +  у*) dx  +  (2лу - f  cos у) dy.

12. г  =  In (*у). Жав. dz =  ^  +  % •  13. * -  ех'+у' * Жав dz =  2е* 4  »* Х

3dx
X (x d x  + y dy). 14. и =  tg  (Зл — у) +  6у + *• Жав. du =. ~̂ st (3x _  у) -

Ц ~ с о ь \ ^ - у ) + бУ̂  ln 6 ) d y  +  6y+* ln  6 dz. 15. и; =  arcsin у .

у dx — х  dyЖав. dw =  -------- т ,, -
| у | / у *  - х *

1 6 . /(дг, у) =  дг* +  уз б у л с а ,/ ^ ( 2, 3) ва / у (2, 3) лисобланснн 
Жав. {'х (2, 3) =  4. f'y (2, 3) - -  27.

17. Агар / ( л ,  у ) =  У\** -|- у* булса, х  =  1, дг «= 0; dx =  dy = -^ 

булганда r f / (дг, у) лисобланснн. Жав. у -

18. дс, у в а  г  мнкдорларнинг кичик абсолют кийматларида — 

учун такрибий ифода тузилсин. Ж ав. l+ T j - ( j r  — у г).

19. учун лам шу масала ечилсин. Ж ав. 1 + - ^  (л —у — z).
дг дг

20. A rap z  =  и -f- V*, и =  дг* +  sin у, t> =  In (дг +  у) булса, 25  ва 2у 

топилсин, d* „  л •" (*  +  >) <*г „  I" (•* +  У)
L Ж ав. ^х *=2дг +  2 j q j y . др — cos у  +  2 х  + у ‘

21. Агар г  — л / ) ~  ц ■ u =  — cos дг, v  =  cosjc булса,
г 1 -j- v  “ •*

ТОПИЛСИН.

<)*
Ж ав. Fx =

2 cos* -
dz dz

22. A rap z  =  eu~tv, и = sin дг, w =  x3 +  у* булса, ва т о п и л с и н .

dz
Жав. UJ ^ =  e “ 2v(c o s x  — 6л*), ^  =  ги 2,1 (0 — 2*2y) =  —4 y e “ 2v'

23. Ушбу функцияларнинг тула лосилаларк топилсин: г  =  arcsin (ц +  v), 

ш =  sin х  cos а, и =» cos х  sin  «. Ж ав. A rap 2кт. — <  дг -|- « <  2кт. +  у

булса, 25 “  *• агаР 2Ля +  у  <  л  +  я < ( 2 *  +  1)«  +  ^  булса, ^  =  — 1.
gOX  ̂у —

24. « = —д t | ~ j— * y =  a s l n x ,  г  =  cos л . Жав. ^  =з е°х sin х. 25. г =

=  In (1 — X*), х  =  у  sin 8. Жав. ^  =  — 2 <g 8.

Куйидаги тенгламалар билан берилган х  нинг ошкормас функциялари- 
нннг лосилаларн топилсин:

лса у2 dv b* х х~ у2 rfy
2е - +  6? -  1 =  °- Жав. 2 ч  =  ~  у  27. " ,  -  £Г =  1. Ж ав. 2 5  =

- И * 8- ' "  *  * -  2  -  S E i S S i  • **■ *  <«> -  -

- л - «. ж ...  « 5 + S + S - i . b  -
^  дг с*л дг  с*у п dw

топилсин. Ж ав. 2 5 =  ~  2*? 31. в  -  в  tg  ввг =  0; g j  Bt
(по dw cos*aa> dw sin 2aw . 2  ----------
ЙГ ~ ПИЛСИ1‘- Ж вв. =  ~1ЙГ ’ ди  =  -  г  +  5 " =• у  у — * ;

х‘ Й + 7 ^ 7  9кани *УРсвтилсин. 33. ‘5 =  ^ ( '5 ) ; лар кандай
dz dz

Йдафференцналлзнувчи функция булса, ■Г ()5 +  У д р = г  экани курса- 

тилсин.
Иккинчи тартибли хусусий лосилалар лисоблансин:

ff‘z d*z d*z ...
34. г  =  лз -  4л*у +  5у*. Ж ав. ^  =  6л  -  8у; g y g j  =  -  «л ; j p  =  Ю .

й*г sin у й*г
35. * =  1п у +  sin у In л . Ж ав. ^  =  е-Чп у -  =  у  +

, cos у й*г е*
+  ~ Г '  d y * =  ~  7  - s l n y ,п  х -

_ 1 д*и дги д*и
з®- Агар В =  т /5« +  у1-+ у 1" б^Лса- 27* +  5 ?  +  5 ?  =  0 б*лиши ис*

ботлансин.
х*у* d*z д*г дг

37. Агар г =  х  + булса, л  +  у =  2 55  булиши исботлансин.

d*z d*z
38. Агар г  =  In (л* +  У*) булса, g j ,  - f  ^5  =  0  булиши исботлансин.

39. Агар z  =  <f (у +  ах) + 1 (у — ах) ва ?, <|/ лар кандай икки марта
d*z d*z

еренциалланувчи функциялар булса, a* ^  =  0 булиши исбот* 

*«мсин.

:ДИфф
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40. ж *= Здг4 — дгу +  У3 функциянинг Af ( I, 2) нуктада Ох Ук Лидан 
60° ли бурчак досил килувчи йуналиш буйича доснласн топилсин.

Жав. 5 +  i ! _ £ L .  41. х = 5 х ’ — Здг — у — I функциянинг Af (2, 1) нук

тада шу нуктадан N ( 5, 5) нуктага борадиган йуналиш буйича досиласи 
топилсин. Жав. 9,4.

42. f ( x ,  у) функциянинг; 1) Оху координат бурчаги биссектриса- 
сининг йуналиши буйича, 2) Ох ярим Укнинг манфий йуналиши

1 / д /  а А д/
буйича досилалари топилсин. Жав. 1) y ^ l d x  d y )’  ̂ ~  дх ^  ^ х *

у) -  -*3 +  Здг1 + 4 х у  +  у’ . М (-j>  — у )  нуктада дар кандай йуналиш буйича

досила но.чга тенг (.ф ун кц и я стационар*) эканлиги кУрсатилсин. 44. Пери 
метри 2р булган дамма учбурчаклардан »нг катта юзга эга будгани аник 
лансин. Жав. Тенг томонли учбурчак. 45. Тула сирти S  берилганда энг катта 
дажмга »га булган тугри тУртбурчакли параллелепипед топилсин. Жав. Кир-

раси булган куб. 46. —j—  =  у  =  у .  у  =  у  = у  булган фазода-

ги икки тугри чизик орасидаги масофа топилсин. Жав. '

Куйидаги функциялар максимум ва минимумга текширилсин. 47. г
а и

х 3у* (в — х  — у). Жав. х  =  -у> у “ “J  булганда х максимумга эга.

48. х «= дг» - f  ху  +  у* - f  j r + T T • Жав. х  =  у = 3у ^  булганда х минимум! а
У у 3

эга. 49. х -= sin х  +  sin у  +  sin (дг +  у) ( о < х < - ^ ; 0 < у <  у ) -  Жав. х~  
%

ш У “  Т  вУлганда ж максимумга »га булади. 50. ж ■= sin х  sin у sin (дг -t у)
*

(О <  х  < х , 0  <  у <  *). Жал. х  х= у •= -д- булганда ж максимумга »га.

Куйидаги эгри чизнкларнинг махсус нукталари топилсин; уларнинг харак- 
тери текширилсин ва бу нукталардаги уринмаларнинг тенгламалари тузил- 
син. 51. х» -j- у* — Заху =  0. Жчв Af0 (6, 0) — тугун нукта; х  =  0, у - 0 
уринмаларнинг тенгламалари. 52. а 4у* =  х« (аг — х*). Ж ав. Уриниш нуктаси

jp3
координагалар бошида; у* »= 0 — кУш уринма. 53. у* =  ^  —у  Ж ав. МА°>
0) — биринчи тур кайтиш нуктаси; у* *  0 — уринма.  54. у* =  х*(9 — х*). 
Жав Ми (0, 0) — тугун нукта; у =  ±  Зх — уринмалар тенгламалари.

55. Л*—2лх’у—оху* 4-«*х* = 0 . Жав. Мп(0, 0 )—иккинчи тур кайтиш нук* 
таси ;у**»0—кУш уринма. 56. у* (в* +  х 1) «=х* (а1 — х 1). Жав. Мп(0 ,0 )—тугун 
нукта; у <т ± х  — уринмалар тенгламалари. 57. Ь*х* +  а 1}'3 =  дг*у*. Жав 
(О, 0) — я ккалангаи нукта. 58. у =  х  In х  п р и  чизик координаталар бош ил* 
тугалувчч нуктага ' эга булиб, Оу Уки уринма экани к У р с а т и л с и н .

59. у  =  — — р  эгри чизик координаталар бошида тугун нуктага эгалигв

* + ~* ива бу нуктада уринмалар унгдан у =  0, чапдан у  =  х  булиши курсатилси •



ДИФФЕРЕНЦИАЛ ^ИСОБНИНГ ФАЗОДАГИ 
ГЕОМЕТРИЯГА ТАТБИКИ

1- §. Фазодаги »гри чизик тенгламаси

т ~ г  векторни караймив; бу векторнинг боши коорди
наталар бошида, охири вса бирор A ( j c ,  у, z) нуктада бул
син (196- раем). Бундай вектор радиус-вектор деб аталади.

Бу векторни координата укларидаги проекциялари оркали 
ифодалаймиз:

IX Б О В

г векторнинг проекциялари бирор t  параметрнинг функция 
лари булсин:

t увгарганда х, у, г *ам узгаради ва г  векторнинг охирн А 
иукта фазода бирор эгри чизик чнзади; бу эгри чизик г  =  г it) 
векторнинг годографы деб аталади. (Г) ёки ( 1") тенгламалар 
фазодаги чизикнинг векториал тенгламалари деб аталади. (2 ) 
т*нгламалар фазодаги эгри чизикнинг параметрик тенглама- 
лари дейилади. Бу тенгламалар ёрдами билан t нинг хар бир 
Киймати учун эгри чизикнинг унга мос нуктасининг координа
талари х, у, z аникланади.

И зо  л. Фазодаги эгри чизик икки сирт кесишган нукталари* 
«ннг геометрик урни сифатида хам таърифланиши мумкин.

r - x l + y j  +  zk . (1)

X -  т  ( О ,

у =  t ( 0 .
Z =* * ( 0 .

2

У холда ( 1) фурмулани бундай ёзиш 
мумкин: о
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Демак, бундай эгри чизик икки еиртнинг икки тенгламаси би
лан берилиши мумкин:

Ф,(х. у, г) =  0 , j
Ф ,'* .  у. * ) = 0 .  1 [6)

Масалан, ушбу
х* +  у* +  г* =  4, 1

тенгламалар сфера билан текисликнинг кесишганидан *осил 
булган айланаларнинг тенгламаларидир (197-раем).

т г

197- раем.

Шундай килиб, фазодаги эгри чизик ё параметрик тенгла
малар (2) билан, ёки иккита еиртнинг тенгламалари (3) билан 
берилиши мумкин.

Агар (2) тенгламалардан t параметрни й^котсак ва х, у, * 
ни богловчи иккита тенглама досил килсак, шу билан эгри чи
зикнинг параметрик усулда берилишидан сиртлар ёрдами би- 
лян берилнш усулига утган буламиз. Аксинча, агар xm<?(t) 
деб фараз килсак |<р(0 ихтиёрий функция] ва у билан * ни t 
нинг функцияси сифатида ушбу

Ф1Ы О .  У. z )\ =  О, Ф *М О . У. * 1 = 0
тенгламалардан топсак, эгри чизикнинг сиртлар ёрдами билан 
берилишидан параметрик усулда берилишига утган буламиз.

1- МИСОЛ.
JC =  4/  — 1, t +  2

тенгламалар тугри чизикнинг параметрик тенгламаларидир. Параметр t H- 
й^цотиб, иккита тенглама досил киламиз, уларлан цар бири текислик тенг
ламаси булади. Масалан, биринчи тенгламадан иккиннчи ва учинчи тенгла-
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мэларни *адлаб айирсак, дс — у  — г = — 3 тенгламани *осил киламиз. Агар 
бирннчи тенгламадан иккинчининг туртга купайтмасини айирсак, дс — 4z =  — 
тенгламани *осил киламиз. Шундай килиб, берилган тугри чизик 
х  — у — * 4 - 3 = 0  ва дг — 4z 4 -9  =  0 текисликларнинг кесишиш чизигидир.

2- м и с о л .  Радиуси а га тенг ва Уци Ог Ук билан устма-уст тушган 
тугри доиравий цилиндрни караймиз (198- раем). Бу цнлиндрга С,АС тугри 
бурчакли учбурчакни, унинг А учи цилиндр ясовчис’ииинг Ох Уки билан ке- 
сишган нуктага тушадигаи ва АС, катети цилиндрнинг Оху текислигида ёт- 
ган доиравий кесиыга Ураладиган килиб цнлиндрга ураймиз. У вактда уч- 
бурчакнинг гипотенуааси цилиндрнинг ён сиртида в и н т  ч и з и к  деб атала
диган чизикни цосил кидади.

Винт чизикнинг тенгламасини ёзамиз, бунинг учун чизикнинг Узгарувчи 
Л! нуктасииинг координаталарини х, у в а г  билан ва АОР бурчакни I билан 
белгилаймиз (198- расмга кар ). Унда

булади, бу ерда 0 билан CtAC учбурчакнинг уткир бурчаги белгиланган
АР = at (чунки А Р — радиуси а булган доиранинг / марказий бурчагига 
мос ёйдир). tg  в ни гп билан алмаштириб, винт чизикнинг параметрик тенг- 
ламаларини хосил киламиз:

Винт чизикнинг параметрик тенгламалгридан параметр I ни йукотиш 
осон; олдинги иккита тенгламани квадратга кутариб ва уларни кушиб, 
■** +  у* *= а% ни *осил киламиз. Б у —винт чизик жойлашган цилиндрнинг тенг- 
ламасидир. Сунгра иккинчи тенгламани биринчига *адлаб булиб ва *осил 
булган тенгламада I Урнига унинг учинчи тенгламадан топилган кнйматини 
КУйиб, винт чизик жойлашган бошка сиртнинг тенгламасини топамиз;

22 н. С. Пискунов

x r = a c o s / ,  y =  a s l n<,  * =  PM =  АР tg в

198- раем.

дс ■= a cos t, у =  a sin /, г — ат! 
(бу ерда /  — параметр) ёки вектор шаклда:

г ^  la cost + Ja s i n t  +  kamt.
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Бу *са винт сирт (геликоид) деб аталадиган сиртдир. By сиртнн 0 Ху 
текисликка параллел ва учи Oz Укда булган ярим тугри чизикнинг М р а м . 
тидан досил булган из деб караш мумкин; бунда ярим тугри чизиц у*гар. 
мае бурчак тезлик билан Ог ук атрофида айланади ва узгармас тазлик «к. 
лан шуидаЙ юкорига кутариладики, унинг учи Оя Ук буЙлаб силжийдн. Винг 
чизик шу икки еиртнинг кесишиш чизигидир. Шунинг учун уни икки тепг- 
лама билан бернш мумкин:

** +  У* «*. X  =  t g - L .
ж am

2 - § .  Скаляр аргумент вектор функцнясининг лимити 
ва хосиласи. Эгри чизицца уринманинг тенгламаси.
Нормал текислик тенгламаси

Аввалги параграфдагн (Г) ва (1") формулаларга цайтамиз:
r - ? ( t ) i + n t ) J  +  y A t ) k

ёки
г =* г (i).

t узгарганда умуман г векторнинг микдори ва йуналишн 
узгаради. г  вектор скаляр аргумент t нинг вектор функцияси 
деб аталади. Куйидагича фараз киламиз:

И т <р (О

Н щ *  ( О  
t- t .
Н т  х  ( О  
t-t.

?0 .

*0.

/.о-

У  вактда г0 =  f 0 t  +  ф0У +  X» *  вектор 
г  =  r ( t )  векторнинг л и м и т и  дейилади 
ва бундай ёзиладн (199- раем):

11т г  (О  «  гj. 
t-t,

Охирги тенгликдан ушбу тенгликлар келиб чикади:
l l m | r ( 0  — г * | -  
t- t,

=  Пт V  (т ( 0  -  Tol* +  I* ( 0  -  +„Р +  I х ( 0  ~  ХаГ» О 1-*/#

ва
И т | г (0 1  =  | г » | .  t- t,

Энди скаляр аргумент вектор функцнясининг
' ( О  =  ? ( * ) / + Н О У  +  х М * ( 1)



лосиласи хакидагн масалага ^тамиз; г(<) векторнинг боши 
координаталар бошида деб фараз киламиз. Охирги тенглама 
бирон фазовий эгри чизикнинг тенгламаси эканинн биламиз.

t  нинг эгри чизикдаги маълум бир М нуктага мос келади
ган бирор тайин кийматини олиб, унга Дt орттирма берамиз; 
у вактда мана бу векторни лосил киламиз:

r ( f  +  Д/) =  «р(* +  Д 0 / + * ( *  +  * t)J  +  X(t +  A t)k,
бу вектор эгри чизикда бирор Мх нуктанн аниклайди (200- раем). 
Вектбр орттнрмасини топамиз:

Дг =  г  (/ +  At) -  г  (О =  [у (t +  At) -  у (О) I +
+  [f (t +  At) — ) ( t ) ) J +  [x (t  +  At) -  x (0) *•

200- расмда ОМ =  г (0, OMt =  
i= r ( t  + At)  ва бу орттирма MM,=
=  Д г (/) вектор билан тасвирланади.

Вектор функция орттирмасининг 
скаляр аргумент орттирмасига нис-
батини, яъни --Jy  нисбатни ка-
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раймиз; бу Дг (t) векторга колли- 
неар вектор булади, чунки унинг
узи Дг(0 ни gj скалярга купайти-

ришдан лосил булади. Бу векторни
ушбу куринишда ёзиш мумкин: —

А г ( О т (/  + А / )- т < 0 , ■ <>(/-♦- А/) — ф« )  . , x ( t  + A t)~  i ( t ) .
At ~  At ~  At J  ■ At к '

Агар <р(0 , Ф(0 * Х( 0  функциялар t нинг олинган киймати- 
да лосилага эга булса, I, J, к векторлар олдидаги купайтув- 
чиларнинг At -* 0 даги лимитлари у' (t), У (t), у’ (t) лосилалар-
га айланади. Демак, бу лолда At -* 0 да ^  нинг лимити
мевжуд ва у ' (t) I + У ( t ) J + х ' (t) к векторга тенг:

Иш £ - * ' ( * ) *  +  ♦' (0У +  Х'(0*.А/-.0
Охирги тенглик билан белгиланган вектор г (t) векторнинг 

скаляр аргумент t буйича лоенласи деб аталади, Хосила ~( 
ёки г ' символ билан белгиланади.

Шундай килиб,

£  =  r' =  <p' ( 0 /  +  f  (0У +  Х'(0*. (2)

22*
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ёки

— — — / 4 -  — / + — А *dt ~  dt 1 1 dtJ * d tK' t

^  векторнинг йуналишини аниклаймиз.

\ t  -* 0  да М х нукта М  нуктага икннлашади, шунинг учун  
ММХ кесувчининг йуналиши натнжада уринманинг йуналишини
беради. Демак, ^  хосила вектор М  нуктада эгри чизикка 

уринма буйича йуналган. ^  векторнинг узунлиги уш бу

151 -  / I T 'W I ’ +  I '/IO I*  +  [/.'(«)Г (3)

формула билан хнсобланадн*).
Хосил кнлинган натижаларга асосан эгри чизик тенглама-  

сида х  =  ( t ), у  =  <1» ( / ) ,  г =  х  ( 0  экаиини эътиборга олиб,

г =  x l  +  y j  +  гк

эгри чизикка М  (х ,  у, г) нуктада уринманинг тенгламасини 
ёзиш осон. М  (х,  у,  г )  нуктадан утган тугри чизик тенгламаси 
уш бу куринншда булади:

Х - х  _  Y - y  Z - г  
т п р '

бу ерда X,  У, Z  — тугри чизик узгарувчи нуктасининг коор
динаталари, т, п, р  — шу тугри чизикнинг йуналтирувчи к о -  
синусларига (яъни тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори 
проекцияларига) пропорционал микдорлар.

Иккинчи томондан

аЛ  _  * 5 / 4 - ^ / 4 - - к  dt dt ' dtJ ' dt
вектор уринма буйича йуналганлигини аникладик. Шунинг 
учун б у  векторнинг проекциялари уринманинг йуналтирувчи 
косинусларига, демак, т, п, р  сонларга хам пропорционал сон- 
лардир. Демак, уринманинг тенгламаси у ш б у  куринншда бу
лади:

Х - х  Y - y  Z - г  
dx  -=  dy  — dz (4)
Tt Tt Tt

*) Каралабтган нукталарда | ^  | Ф 0 деб фараз киламиз.
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1- м и с о л .  t нинг ихтиёрий ва t =  у  кийматларида

х  =  a cos t. у  =  a sin t, г =  amt
винт чизикка уринманинг тенгламаси ёзилсин.

Е ч и ш .
dx dy dz
Hf =  — a sin t, ^  =  a  cos t, JTt=‘ am

(4) формула буйича:
X — a cos t Y — a sin t Z — amt

— a sin t ~  a cos t  ~  am ’
It

Жумладан, t = - j  булганда:

с к и

а / Т  а  / Т  am
'  2 2

у  a ^ 2 v  Д*/Г‘2 7 ! ! f ^  Л -  2 г — .j 4

— 1 1 и / 2

Текис эгри чизикда б^лгани каби, уринмага перпенди
куляр ва уриниш нуктасидан утган тугри чизик фазовий эгри 
чизикка унинг шу нуктасида нормал деб аталади. ФазовиИ эг
ри чизикнинг берилган-нуктасидан унга саноксиз к^п нормал 
т^грн чизиклар утказиш мумкин. Уларнинг *аммаси уринма 
тугри чизикка перпендикуляр текисликда ётади. Бу текислик 
нормал текислик деб аталади.

Нормал текисликнинг (4) уринмага перпендикуляр булнш 
шартидан нормал текисликнинг ушбу тенгламаснни *осил кн* 
ламиз:
\ % ( X - x )  +  % ( Y - y )  +  % ( Z - z ) - 0  (5)

1C
2- м и с о л .  Винт чизикка t =  у  нуктада нормал текисликнинг тенгла

маси ёзилсин.
Е ч и ш .  1- мисолга ва (5) формулага асосан ушбу тенгламани досил ки

ламиз:
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Энди фазовий эгри чизик
(*. у, z) =  О, Ф, (*, у, г) =  о (6)

тенгламалар билан берилганда унга уринма тугри чизик ва 
нормал текислик тенгламаларини чикарамиз.

Бу эгри чизикнинг х, у, г координаталарини бирор t пара- 
метрнннг функцияси кабн ифодалаймиз:

x  = <f(t), у =  'М 0. * =  Х(0- (7)

? ( 0 . И О .  х ( 0  функцияларни f буйича днфференциалланувчи 
функциялар деб фараз киламиз.

(6 ) тенгламаларда х, у, г Урнига уларнинг эгри чизик нук
таси учун t оркали ифодаланган кийматларини куйиб, ушбу 
икки айниятни хосил киламиз:

<М?(0. ♦(*). х (0 ] =  0, (8а)
< М ? ( 0 , Ф (0 . Х ( 0 ] = 0 . (86)

(8а) ва (86) айниятларни t буйича днфференциаллаб, шулар- 
ни топамиз:

ЙФ, dx йФ, dy ЙФ| dz
дх dt ‘ ду dt ~ дя dt *  '

с>Ф, rf* 0Фг rfy дФ , dz _ _
"З* df ^  dy rf/ 1 "5Г  5 ? — '

(9)

Бу тенгламалардан куйидагилар келиб чикади: 
dx (?Ф1 д<Рг (ЭФ, дФ. dy дФ, <?Ф, дФх d<Pt
d f  '  Оу дя дя iy  . dt _  dz ~Sx dx ~dz . .  ..
dz ~  <?Ф|С>Ф2 ’ dz <5Фг d<P, ЬФ1дФг' '
~di ~Sx ~Sy dy dx ~dt ~Sx ду ~ду Их

<)Ф, дФ.  д ф , <?Ф1 , „  я .Буерда -gj -g— — Деб фараз киламиз, лекин охир
ги ( 11) ва ( 12) (куйида чикарнлган) формулалар уларда иш- 
тирок этган детерминантлардан бирортаси нолдан фаркли бул
ганда уз кучннн саклашинн исбот килиш мумкин.

( 10) тенгликлардан шуларни хосил киламиз:
dx dy dz

_________ dt________  _  _________Ш________  _  _________ dt________
дФ, дФ, __ ЙФ, ЙФ, дФх <?Ф, __ ДФ1 <>Ф, (^Ф1(#Ф* <*Ф, дФ,
dy dz dz dy dz дх dx dz dx ду ду дх

Демак, (4) формулага асосан уринма тугри чизик т е н г л а -  
масн ушбу куринишга эга булади:

Х - х  Y - y  _  Z - г
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ёки детерминантлардан фойдалансак:
X — х У - У Z — z

дФ10 Ф, 
ду dz 

<)Ф, <>Ф,

0Ф1 дФ,
■ 57157
дФ% дФ ,

<W>i ЙФ]
dx ду 
дФг d<t>,

ду dz dz dx дх ду
( П )

Нормал текнслик ушбу тенгламага эга булади:
д Ф ^ Ф , с/Ф, д Ф ,^Ф ,
dy dz "5 7  ~5х ~57 оу

«*> ЙФ1 ()Ф, +  ( К - у ) дфi </Ф2 +  ( Z - z ) (9Ф,ОФ2
ду dz dz Ох The Оу

=  0. ( 12)

Бу формулалар, уларда иштирок килган детермннантлар- 
дан камида биттаси нолдан фаркли булгандагнна, маънога эга 
булади. Агар эгри чизикнинг бирор нуктасида

0Ф{ дФ, <?Ф, с)Ф) дФ, <*Ф,
ду dz 0z dx дх ду

дФг дФ1 дФ , о»Ф* <>Ф, дФ ,
~5у dz "57 Ох "57 Оу

детерминантларнингучаласи ноч- 
га тенг булса, бу нукта фазовнй 
эгрн чизикнинг махсус нуктаси 
деб аталади. Фазовнй эгри чизик 
бу нуктада, текис эгри чизнклар- 
да булгани каби, *еч кандай 
уринмага эга булмаслиги мумкин 
(VIII бобнинг 20- § га каранг).

3- м и с о л. х2+ у* •+• г2 =  4гг сфера 
билан х2 - f  у® =  2гу цилиндр кесишиш 
чизигининг М (г, г, л / Г )  нуктасида 
(201- раем) унга уринма тугри чизик ва 
нормал текислик тенгламалари топил
син.

Е ч и ш .

Ф, (дг, у, z) =  х* 4- у* +  -  4г*,

201- раем.

« М * . У. z) = x* + y, — 2гу,

„  <)Ф, „  0Ф1 dФJ дФг д<Рг
-57 = 2>'* ~31 = 2г' Т х х2х’ Ту ~ 2у~ 2г' ~дг ~°-

Хосилаларнинг берилган М иуктадаги кийматлари:

! ? ? | д Ф , „  д Ф , „  ^  ^ Ф ,  0 _ 0Ф, л  дФ,



Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Х И С О Б Н И Н Г Т А Т Б И К И

Шунинг учун уринма т^гри чизик тенгламаси бундай булади: 

Х - r  =  Y — г  =  Z - r V 7  .

о К 7  — 1
Нормал текислик тенгламаси:

/ ? ( Y — г) — (Z — г / 2 )  =  0 ёки / 2  У - 2  =  О.

3- §. Векторларни (вектор функцияларни) 
дифференциаллаш цоидалари

Юкорида кУрганимиздек,
r m = f ( t ) i + n t ) j + x v ) k .  (1)

вектор ^осилас::нинг таърифига кура,
r' (t )  = 'f ' ( t ) t  +  Y ( t )  +  x ( t )k .  (2)

Бундан, дифференциаллашнинг асосий коидаларн векторллр 
учун цам уз кучида колиши келиб чикади. Биз куйида век
тор функцияларни дифференциаллашнинг баъзи формулаларм- 
нн курамиз. Бу формулалар бундан буён бизга керак булади.

I. Векторлар йигиндисининг х осиласи НУ шилу еки вектор- 
лар хосилаларининг йигиндисига тенг.

Масалан, ушбу икки вектор берилган булсин:

г , ( * ) - ? , ( * ) / + М О . /  +  х.<*>*. \ 
г , ( 0 - * 1 ( 0 / + < М 0 У  +  х . ( 0 * ;  I (3)

буларнинг йигиндиси:

Г ,  ( О  +  Г ,  ( t )  =  [ ? ,  ( 0  +  * , < * ) ] *  + 1Ь  ( О  +  Ь  ( О  J +
+  1х» ( 0  +  х« (*)1 *•

Узгарувчи вектор ^осиласининг таърифига кура:
rf(r,(/)  +  r> (/)) =  ( 0  +  ь  {t)yt +  {ь ( 0  +  ( 0 ) , J +

+  lx i (0  +  х . (0 Г  *
ёки
rf( f , w  +  M O > =  ( ? ;  ( 0  +  , * ( / ) ] /  +  [ф; ( о  +  ( / ) ]  у  +  [У; ( о  +

+ xi ( 0 1 * = к  (о  /  +  ♦; (о  j + х; (о  * ]  +
+  к  (о  / + ( о у + х2 (о *1 =  /■ ;+г ;
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Демак,
d\rx(t)+rt (t)\

(I)d t

II. Векторларнинг скаляр купайтмасидан олинган цоси- 
ла ушбу формула билан ифодаланади:

Хакикатан, агар rx(t), r2(t) векторлар (3) формулалар би
лан ифодаланса, маълумки, уларнинг скаляр купайтмаси мана 
бунга тенг:

=  ?!?* +  ?i?i +  +  M i  +  xix* +  xixi =
=  (?;<Р* +  f i t a  +  XiXs) +  ( T i? i  +  'M '2 +  X ix i)  =

=  +  Ф1У + X |  * )  ( f* l  +  9J  +  Ул * )  +  ( ? 1* +  Ь  J +  Xi* )  X

Теорема исботланди.
(II) формуладан ушбу мухнм натижа чикади.
Н а т и ж а .  Агар е вектор бирлик вектор, яъни \ е \ =  1 

булса, унинг хосиласи, унга перпендикуляр вектор булади. 
И с б о т .  Агар е бирлик вектор булса,

Бу тенгликнинг иккала томонидан t  буйича хосила оламиз:

ёкн

яьни скаляр купайтма

бУ эса -£■ вектор е векторга перпендикуляр эканини билди- 
Ридн.

(И)

' i  (t) rt (t) =  <pi<p* +  M i  +  X iX r

Шунинг учун 
d(rtrt)

X ( b l  +  % J  +  x i 4  =  ^ r ,  +  r ,% '.

ее — 1
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III. Агар f ( t )  скаляр функция ва г (О вектор функции 
булса, f ( t ) r ( t )  купайтманинг J(осиласи ушбу ф орм ула би. 
лан ифода л ан ади :

d ( f r ) _  df  т1 4 dr
— а Г = а Г г + 1 ч Г '  0 4 )

И с б о т .  Arap r ( t )  вектор (I) формула билан аникланган 
булса, у лолда

т  г (о « т  ? (о #+ /(о  ♦ (оу+ т  х <о. *.
(2) формулага кура мана бу тенгликни лосил киламиз:

* “ ¥ “ - ( * * + / * )  » + ( * ♦ + / # )  у +

+ (S‘X + /  w ) k ~ w  ('р/ ++У + х*) +  f ( w l +
+  w j + w k) = -%r + f W ’

IV. Узгармас сон купайтувчини косила ишорасидан maui- 
цариги чицариш мумкин:

dJ ± ! jp . =  a ± L = a r ' ( t ) .  (IV)

Агар / ( 0  =  а =  const булса, бу формула III формуладан ке
либ чикади. Демак, - ^  =  0.

V. г,(£) ва г , ( 0  векторларнинг вектор купайтмасининг 
%осиласи ушбу формула билан ифодаланади;

• ^ - £ х г ,  +  г , х - £ .  (V)

(II) формулага ухшаш исботланади.

4- §. Векторнинг ёй узунлиги буйича биринчи ва 
иккинчи лосилалари. Эгри чизикнинг эгрилиги.
Бош нормал. Нуцтанинг эгри чизикли 
ларакатдаги тезлиги ва тезланиши.

Фазовий эгри чизик ёйи M0i4 =  s нинг узунлиги*) лам те- 
кисликдаги эгри чизиклар узунлиги каби аникланадн (202- раем). 
Узгарувчи нукта А (лг, у, г) эгри чизик буйича ларакат кил‘ 
ганда ёй узунлиги s узгаради ва аксинча, s узгарганда эгри 
чизик устидаги А нуктанинг координаталари х, у ва г  узгаради.

• )  Фазовнй эгри чизик СЛининг узунлиги текис эгри чизик ейииинг
узунлиги каби ани^ланали (VI боб 1- § ва XII боб 3- § га каранг).
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Демак. узгарувчи А нуктанинг координаталари х, у, г ни ёй 
узунлиги s нинг функцияси деб караш мумкин:

X  -  ?  (S), 
у =  <|i(s), 
г  =  У. (« )•

Эгри чизикнинг бу параметрик тенглауяларидя параметр 
ёйнинг узунлиги s днр.

Вектор ОА — г  бундай ифодала
нади:

ёки

r  =  ? (e ) /  +  <Hs),/ +  x(s) к 

r - r ( s ) ,  • ( 1)

яъни г вектор ёй узунлиги s нннг 
функциясидир.

dr•5-  хосиланинг геометрик маъно-
сини аниклаймиз.

Куйндаги тенгликлар уринли були
ши 202- расмдан к^ринадн:

М^А — s, АВ = As, М0В =  s -f As,
Ш  =  г ( 5), OB = г (s -j- As),
АВ — Дг = r(S + As) — г  (s),

Дг АВ
As “  * в '

2- параграфда lim ^  вектор эгрн чизикка А нуктада-
as Л1-0 “ *

ги уринма буйича s нинг усиш томоннга й^налганини курган
АВ9днк. Иккинчи томондан lim
АВ

1 (ватар узунлигининг ё й

drузунлигнга нисбатинннг лимити*)). Демак, ^  — уринма бу-

*) VI бобнинг 1- § да бу муносабатни текис »гри чизик учун курсатгаи 
*ДИк. Агар f  (/), 4 4 0 . тИО функциялар бир вактда каммаси нолга айланмай- 
АИган узлуксиз косилаларга si а булса, фазовий я р и  чизик г ( /)  =  +  
**■ + (0 У +  X(< )*  учун лам шу муносабат мавжуд булади.
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йича йуналган б и р л и к  в е к т о р д и р ;  уни о билан белги 
лайм из:

dr — 
ds ~  0’

Агар г вектор
г  =  x l  +  y j +  zk  

проекциялари билан берилган булса, унда

(2)

ds  * ' r i sJ  I Wc (3)
аммо

V ( ¥ S + & f + ( t r x-

Энди вектор функциянинг и к к и н ч и  хосиласи ~~ ни, 
dr

яъни ^  нинг хосиласини караймиз ва унинг геометрик маъно- 
сини ёритамиз. (2 ) формуладан ушбу натижа чикади:

( Р г  _  d_ Г dr] da  
~d? ~~ ds | ds J “  ds"

Демак, lim ^  ни топишимиз керак.
t s -  o a s

203- расмдан ушбуларни курамиз: 
АВ =  As, AL =  о, ВК  =  о +  Ат. В 
нуктадан BLX =  о векторни утказа- 
миз. BKLX учбурчакдан

ВК =  BLX +  LXK
ёки

о +  Аз =  a -J- LXK.
Демак, _LXK  =  Аз. Исботланганига 
асосан о_ векторнинг узунлиги уз- 

гармайдн, шунинг учун |° | =  1в +  д ’ |; демак, B K h  учбурчак 
тенг ёнлидир.

Шу учбурчак учид^ги А<р бурчак эгри чизикка ур и н м ан и н г  
А нуктадан В нуктага Утишдаги бурилиш бурчаги булади, яъни  
ёй узунлигининг As орттирмасига мос келади. BKLX учбурчак* 
дан:

^ / C = | A . |  =  2 | « | | s i n ^ |  = 2  sm *1
(чунки |о| =  1).

i В ЕК ТО РН И Н Г ЁЙ УЗУНЛИГИ БУЙИЧА ХОСИЛАЛЛНИ

О х и р г и  тенгликнинг иккала томонини As га буламиз:

д "
Гз

д<р
sin 2

As

sin
А<р

A?
A-f
As

Сунгги тенгликнинг иккала гомоннда As-+0 шарти билан ли- 
мнтга утамиз. Чап томонда:

As—О

|А - I -  l £ l1 As 1 “  1 ds Г

Биз lim ^  лимит мавжуд булган ва, демак, As-»0 да А?-*0 

буладиган эгри чизикни караётганнмиз учун

lim
As—О

д ?
sin -у

Asp
т

=  1.

Шундай килиб, лимитга утгандан сунг

5 1 - U m  &lm  I As I ^A s -  0

*осил булади. Уринманинг А нуктадан В нуктага утишдаги 
бурилиш бурчаги А<р нинг АВ ёй узунлиги As га ннсбатинннг 
абсолют киймати, текис эгри чизикдаги каби, берилган эгри чи
зикнинг АВ участкадаги уртача эгрилиги деб аталади:

I Iуртача эгрилик =  .

Уртача эгриликнинг As-*0 даги лимити чизикнинг А нуктада
ги эгрилиги деб аталади ва К харфн билан белгиланади:

К =  И т |  *1
4j - o l  As

Лекин бу холда (4 ) тенгликдан |^ - |  =  К , яъни уринманинг бир-
лик векторидан ёй узунлиги буйича олннган хосиланинг узун
лиги*) эгри чизикнинг берилган нуктадаги эгрилигига тенг бу
лади. в вектор бирлик вектор булгани учун, унинг ~  хоси
ласи унга перпендикуляр булади (IX бобнннг 3- § натижага 
Каранг).

*) В е к т о р н и н г  цосиласи в е к т о р  булишини ва шунинг учун *о- 
•^ланннг у з у н л и г и  лацида гапиришимиз мумкинлигини эслатиб утамиз.
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Шундай килиб, вектор узунлиги эгри чизикнинг ьгрц. 
лпгига тенг, йуналиши эса уринма векторга перпендикулярдир.

Т а ъ р н ф .  вектор йуналишига эга билган ва эгри Чц- 
викнинг тегишли нуктасидан утган т ^ р и  чизик эгри чизикнинг 
шу нуктасидаги бот нормали деб аталади. Бу йуналишнинг 
бнрлик векторини п билан белгилаймиз.

векторнинг узунлиги эгри чизик эгрилиги К га тенг бул
гани учун

Эгриликка тескари булган микдор эгри чизикнинг берил
ган нуктасидаги эгрилик радиуси деб аталади ва /? ларфи
билан белгиланади, яъни = R. Шунга кура бундай ёзиш
мумкин:

<Pr d* р
Ч?  =  Ts ~  Л- * (5>

By формуладан ушбу натижа чикади:

w - m ' -  <•>
Лекин

Демак,
ds* ~  </s* +  dsiJ  ds* *•

^ - / ( S r + © r  +  f f i f -  <6 ')
Агар эгри чизик параметрик тенгламалар билан берилган 

булиб, уларда параметр ёй узунлиги s булса (яъни берилган 
эгри чизик Узгарувчи нуктасииинг радиус-вектори ёй узунлиги
нинг функцияси каби ифодаланган булса), охирги формула эг
ри чизикнинг лар кандай нуктасида эгриликнй лисоблашга им- 
кон беради.

Радиус-вектор г ихтиёрий t параметрнинг функцияси
г =  г (О

булган лолни караймиз. Бу лолда ёй узунлиги s ни параметр 
t нинг функцияси деб караймиз. Бу вактда эгрилик куйидаги‘ 
ча лисобланади:

dr  _  dr ds i f)
dt ~  ds d t '



В Е К Т О Р Н И Н Г  Е Л  У ЗУ Н Л И Г И  Ь Г Л Н Ч А  ЛОСИЛАЛЛРИ Ж

Эндн

булгани учун

( S T  -  © ’* (в)

Бу тенгликнинг унг ва чап томонларини дифф«р«нциалл1б ва
иккига кнскартирсак, шуни хосил киламиз!

drd^r d s Q  
dt Ж ' dt at*

Сунгра (7) формулага кура

(9)

dr
ds

dr J_ 
dtds' 

dt

Охирги тенгликнинг иккала томонини s буйича дифференциал' 
лаймиз:

d1r d*r 1 dr 37* .
ds* ~~ dO (ds\tJd sy  dt (ds]*' 

\d t)  \d t)

^учун хосил килинган ифодани (б) формулага куйиб, мана 
. ии хосил киламиз:

Ж d*r 1
<П* /rfs .*

I dt I

d 's 
dr d ?
dt . ds js 

[dt!
, d‘r \ * Ids]* _  о dV rfr ds i£s_ , (dr\* /d*s\* 
lrf<* ) \ d t ] Z  d t*  d t d t d t * \d t) [dt*)

i s r

*) By тенглик | -yj| =* llm J ^ |  дан келий чикади. Лектш \ r  — eft у луп-
I A r I

•*ги \ s  ни тортиб турувчи ватар, шунинг учун As -* О Д« | д } |  нисбат I 
г* интилади.
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ds d*s-Л ва ^  ни (8 ) ва (9) формулалар буйича г  (<) нинг ^0. 
силалари оркали ифодалаб, ушбуни лосил киламиз*):

1 ( S ) ' ( т ,■Г-1
(dlr dr \* 

dt j

!(
dr 2
T t ) J*

Я* If dr \*i* ( 10)

(10) формулани бундай ёзиш мумкин**):

И} 1
Г dr  rfV I*
yd t  х  <//4 J

7?* =  (T r f rT v  0 1 )

Р П
Эгри чизик и х т и ё р и й  параметрик тенглама билан берил- 

ганда унинг исталган нуктасидагн эгрилигини лисоблашга им- 
кон берадиган формулани лосил килдик.

Агар хусусий лолда эгри чизик текис булиб, Оху текис- 
ликда ётса, унинг параметрик тенгламаси ушбу куринишда 
булади:

*  =  ? ( * ) .  У  =  < !> (*), 2  =  0 .

х, у, г нинг бу ифодаларини ( 11) формулага кУйиб, илгари 
(VI бобда) чикарилган ва параметрик шаклда берилган текис 
эгри чизик эгрилигини ифодаловчи формулани лосил киламиз:

к  ш  W  ( О Г  ( О — П О  ?* « ) !

{ ( т '(0 ]* +  1W T ) h
М и с о л .  г =  / a c o s /  +  j  a Sint + kam t  винт чизикнинг ихтиёрий нук

тасидаги эгрилиги лисобланснн.
Е ч и ш .

dr d*r
= — i  a sin t +  J a cos t+  k am, - j j j -  =  — /  a cos t — J a sin /,

•)  Махражни бундай алмаштирамиз: «= { ( ‘j f )  } ■* { ( 4 ? )  } •

I d r \ • „ t d r \ • dr
ерда \~4 i)  део ёзиш мумкин эмас. I ^ J  дан - g j r  векторнинг скаляр

II dr \«\» ( dr \* 
квадрати тушуиилади. \\~^(~) /  Дан \~ ^ f \  соннинг учинчи даражаси ту

( dr \*
шунилади. ифоданинг эса маъноси йук-

* •) Биз агЬг — (afr)1 =  (a X b)2 айниятдан фойдаландик, бунинг т^гр1*" 
лигига ишониш учун, айниятни а*Ьг — (ab cos <р)* =  (ab sin ?)* куринишда 
ёзиш кифоя.
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<РГ \ 1 J к4L- у  ——  _  I — a sin t  a cos t am
dt at I — a cos t — a sin t  0

/  a2m sin t — ja 2m cos t 4- ka2,

(

f i F -
Демак,

бундан

J = a2 sin2 / 4-е *  cos51 4- a- m2 =  a2 (1 4- m2).

1 a* (m2 4- 1) 1
R1 =  [a4 (1 +  m*)lJ =  e * ( l  4- m2)2'

R = a (1 4- m2) =  const.
Ш ундай килиб, винт чизик узгармас эгрилик раднуснга эга.

И з о .у  Агар эгри чизик текисликда ётган булса, умумий* 
ЛИК1Ш бузмасдан, уни Оху текисликда ётади деб фараз килиш 
мумкин (координатларни алмаштириш йули билан бунга доим 
эрншиш мумкин). Агар эгри чизик Оху текисликда ётса, z = 0

d2zбулади, Унда эса ^  =  0, демак, п вектор хам Оху текисликда
ётади. Бундан ушбу хулоса чикади: агар эгри чизик текис
ликда ётса, унинг бош нормали хам шу текисликда ётади.

Э г р и  ч и з и к л и  х а р а к а т д а  н у к т а н и н г  т е з л и г н .  
Харакатланувчи нукта вактнинг t моментида радиус-вектори 
ОМ =  г  (t) билан белгиланган М нуктада (200- расмга ка
ранг), t + A t моментда эса ОМх = г (t +  Д t) радиус-вектор 
билан белгиланган нуктада булсин. Унда MVf, вектор нук
танинг к^киш вектори дейилади. К^чиш вектори ММХ нинг 
вакт орттирмаси At га нисбати нуцтанинг At вацт ичидаги 
Уртача тезлиги дейилади:

v  =  Ш  =  =  Ш  урт* At At

Уртача тезлик вектори хам MMt ватари буйлаб нуктанинг 
*аракати томонига (339-бетдаги 200- расмга каранг) йуналган 
(тугри чизикли ^аракатда у траектория буйича йуналган) бу
лади.

Нуктанинг берилган моментдаги тезлиги бундай аникла
нади:

у  — Нш (и  ̂ as 11ш Ез
4»-» О V УРТ» /  Ы -* 0 At ИГ

яънн

f t  ( , 2 ) 

23 н. С. Пискунов
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Шундай килиб: Нуктанинг берилган моментдаги тезлиги 
нуцта радиус-векторининг ва\т буйича биринчи хосиласи г а 
тенг дейиш мумкин.

Тезликнинг координата укларндаги проекциялари 2- § даги 
(2') формулага асосан бундай булади:

dx dy _ dz
V* '~  d t '  Vy ~  d t ' d t '

Тезликнинг модули 2- § даги (3) формула буйича аникла- 
над и:

( т г Г  +  Ш ‘ +  ( т г ) '  (И ) '
Лгар бу параграфнинг бошида килганимиздек ёй узунлигц 

s ни киритсак ва ёй узунлиги s ни t  вактнинг функцияси деб 
Карасак, у *олда ( 12) формулани бундай ёзиш мумкин:

dr dr ds ..
V ~  ~ d f  ~  ~ds dT ~  aV’ ( I4>

ds —бу ерда v  =  —ji— тезликнинг абсолют киймати, а — уринма
буйича харакат томонга йуналган бирлик вектор.

Э г р и  ч и з и к л и  ^ а р а к а т д а  н у к т а н и н г  т е з  л а и и- 
ш и. 111 бобнинг 25- § да таърифлангани каби эгри чизикли 
)(пракатда нуктанинг тезланиши w  деб, тезлик векторининг 
вакт буйича *осиласига айтиладн:

<15>
drЛекин v =  » демак,

w =  -jfr (16)
Лгар (14) формулани эътиборга олсак, мана буни ^осил 

киламиз:

Сунгги ^осилани 3- § даги (111) формула буйича ёйсак, 
ушбу ифодани *осил киламиз:

w

*оснлани (7) ва (5) формулалардан фойдаланиб а л м а ш т и *  

рамнз:
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Були (17) тенгликка куйиб, ушбу охирги ифодани *оснл 
циламиз:

Бу ерда о — уринма буйича ^аракат томонга йуналган бир
лик вектор, п — бош нормал буйича йуналган бнр'лик вектор.

(18) формула суз билан бундай ифодаланади.
Нуцта тёзланишининг уринмадаги проекцияси тезлик- 

нинг абсолют цийматидан олинган биринчи хосилага тенг, 
тезланишнинг бош нормалдаги проекцияси эса тезлик 
квадратининг траектория берилган нуцтасидаги эгрилик 
радиусига булинмасига тенг.

з ва п векторлар узаро перпендикуляр булгани учун, тез- 
ланиш модули ушбу формула бнлан аникланади:

5 - § .  Ёпишма текислик. Бинормал. Буралиш
' 1 - т а ъ р и ф .  Берилган эгри чизнкнинг Л нуктасидаги урин

ма чизик ва бу чизикка бош нормал буйича утган текислик А 
нуктада ёпишма текислик деб аталади.

Текис эгри чизик учун ёпишма текислик эгри чизик ётган 
текислик устига тушади. Агар эГри чизик фазовий булса, 
унинг устида иккита Р ва Я, нукта олиб, иккита узаро икки 
ёкли р бурчак ташкнл этадиган ёпишма текислик *осил кнла- 
миз. ц бурчак канча катта булср, эгри чизнкнинг шакли текис 
эгри чизикдан шунча купрок фарк кнлади. Буни аниклаш 
учун яна бир таъриф киритамнз.

2 - т а ъ р н ф .  Эгр I чизикка нормал ва ёпишма текисликка 
перпендикуляр булган тугри чизик бинормал деб аталади.

Бинормал устида b бирлик. вектор оламиз ва уни шундай 
Йуналтирамизки, о п, Ь векторлар координата укларида ётув- 
Чн. /, J, k бирлик векторлар билан бир хил йуналишда бул
ган учлик ташкнл килсин (204, 205- расмлар).

Векторларнннг вектор ва скаляр купайтмаларинннг таърнф- 
ларига кура:

4Ь
-^хосиланн  топамиз. 3- § даги (IV) формула буйича

(18)

(19)

Ь = 7 Х  я; ЬЬ — 1. ( 1)
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Лекин —  =  (4- § га каранг), шунинг учун

7 .
ва (2) формула ушбу к^риништа келади:

db -  dn
■W =  a X ~  W )

204- раем.

Бундан (вектор купайтманинг таърнфига асосан) век
тор J  уринма векторга перпендикуляр эканлиги чикади. Ик-

dbкинчи томондан Ь бирлик вектор, шунинг учун вектор 
Ь векторга перпендикулярдир (3- § даги натижага каранг).

db -  иДемак, —г— вектор а ва о векторларга перпендикуляр, яъниds
векторга коллинеар булади. 

векторнинг узунлигнни
db
ds

деб фараз киламиз; у вактда
db 
ds

7-| билан белгилаймиз, яъни
1

IГ  |

=  -т п - (4)

микдор берилган эгри чизикнинг буралиши деб ата
лади.

Эгри чизикнинг икки нуктасига тегишли ёпишма т е к и с -  
лнклар орасндаги икки ёкли р бурчак бинормаллар орасндаги 
бурчакка тенг. 4- параграфдагн (4) формула сингари б у н д а й  
ёзиш мумкин:
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Шундай килиб, эгри чизикнинг А нуктадаги буралиши аб
солют киймат жи^атидан А нуктадан ва унга якин турган В 
нуктадан утказилган ёпишма текисликлар орасндаги р бурчак- 
нинг АВ ёй узунлиги | As | га нисбатининг As-* Ода интилган- 
даги лимитига тенг.

Агар эгри чизик т е к и с  эгри чизик б^лса, ёпишма текис- 
лик уз йуналишини узгартирмайди, ва демак, буралиш нолга 
тенг булади.

Буралишнинг таърифидан очик куринадики, у фазовий эгри 
чизик текис эгри чизнкдан четланишининг Улчови булади.

Т микдор эгри чизик буралишининг радиуси деб аталади.
Буралишни ^исоблаш учун формула топамиз. (3) ва (4) 

формулалардан ушбу тенглик чикади:

•я — . dn
0 X  ~аГ'

Иккала томоннинг п векторга скаляр купайтмасини топа
миз:

1 / -  . .  dn \

dnI Сунгги тенгликнинг унг томонида учта п, а ва вектор-
ларнинг аралаш купайтмаси лосил булади. Маълумки, бундай 
купййтмада купайтувчиларнинг уринларини айланма тартибда 
алмаштириш мумкин. Бундан ташкари пп — 1 эканини эъти
борга олиб, сунгги тенгликни ушбу куринишда ёзамиз:

1
Т « й г  X -)

d1r

- г = - Ч » х & ) - и

Лекин л =  7?-^- булгани учун,

dn
ds
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векторнинг уз-узига вектор купайтмаси нолга тенг булгани 
учун

ds4 4 ds*
Шундай килиб,

» х - £ - * ( £ х & ) .

О -  ^  эканини эътиборга олиб ва (5) тенгликка к*йтиб, 
шуни хосил киламиз:

~ Т  “  ~  ( I f  х  й " ) -  (6)
Агар г вектор ихтиёрий t  параметрнинг функцияси каби 

ифодаланган б^лса, бундан олдинги параграфда килннганидек 
ушбу тенгликни исботлаш мумкин*):

*) Хакикатан
dr dr ds
ds ~  ds dt '

Бу тенгликни яна бир марта t буйича дифференциаллаймнз; 
d2r d Idr\ds_ds dr d2s d*r /d#\* dr dts 
T t2 = d s \T s )  dt Tt + Ts I F  = 4 ?  \7 i)  + d s l i i "

Яна t буйича дифференциаллаймнз: 
dJr d I d2r  'j ds d-r ^ ds d*sd I d2r \  ds fd s \2 d-r n ds dls d (d r \d s  d2s dr (Ps 

~  ds  ̂</s2 ! d t [ d t l  r  ds2 ~ Tt dt* ^  Js ) Tt Tt2 ds d t '

(Pr /d £ \a „ d2r ds (Ps dr d3s 
ds3 (d t ds2 dt dt2 ~ ds dp

энди уч векторнинг аралаш купайтмасини тузамиз: 
dr ( d2r (Pr \
Tt \ d t * x  ~dP) ~

dr ds (f d2r jd s \1 dr d2s 1 Г d ]r  /ds \3 n d2r ds (Ps dr i Kr  ~|)
~  ds dt ([  ds2 \d t j  ~  ds dt 2 J [  ds3 [d t J  x  ds1 dt dt1 ds dt* \ •

Бу купайтмани купцадларни купайтириш коидаси буйича очиб ва нк- 
кита бир хил купайтувчи векторга эга булган *адларнинг *аммасини тацмаб 
(учта векторнинг аралаш купайтмасида икки купайтувчи бир хил булса, 
купайтма нолга тенг булади) куйидагини лосил киламиз:

dr I' d*-r (Pr \ dr .f  d2r (Pr\
T t[ dt2 X  dt3 j• ~  ds ( x i m )m

Ни*оят,

эканини эътиборга олиб, талаб цилинган тенгликни *оеил киламиз.
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dr / d*r dsr  \ 
dr (d*r (Pr\ dt I dt* x  dO j
ds I ds* ds3 / (7 drШ

Бу ифодани (6) формулага к^йиб 0а R2 ни унинг 4- § даги
( 11) формуласи буйича алмаштириб, ушбу охирги формулани 
*осил киламиз:

Бу формула эгри чизик ихтиёрий t параметр иштирок эт- 
ган параметрик тенгламалар билан берилганда унинг хар кан- 
дай нуктасидаги буралишни ^исоблашга имкон беради.

о, Ь, п  векторларнинг ^осилаларини ифодаловчи формула 
лар Серре-Френе формулаларя деб аталади:

da _ п db _  п dn _  _  з_ _  Ь_
ds ~~ R ' ds Т ' ds R Г

Булардан охиргиси бундай хосил килинади:

(?)

п -  b X  о,

dr / d2r  (Рг \  — а cos ( — а  sin /  0 =  a3m,
dt \  dt2 ~dP J ~  a sin /  — a  cos t 0
{dr d2r  \*
Id ?  x  ~3F ) ~ a> *4'  § даги мисолга каранг).

Демак,
йМ14-"»2) а (1 4- гп1)
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6- § .  Сиртга уринма текислик ва нормал

Сирт ушбу
^  У. 2 ) =* 0  (1)

куринишдаги тенглама билан берилган булсин.
Куйидаги таърифларни киритамиз:
1 - т а ъ р и ф .  Агар тугри чизик сирт устида ётган бирор 

эгри чизикка унинг Р (дс, у, z ) нуктасида уринма булса, бу 
тугри чизик сиртга Р нуктада уринма дейилади.

Р нуктадан сирт устида ётган чексиз куп эгри чизиклар 
утади, шунинг учун умуман айтганда бу нуктадан сиртга чек
сиз куп уринмалар утиши мумкин.

Р(х,  у, z) =  0 сиртнинг махсус ва оддий нукталари хакида 
тушунча киритамиз.

к к л , Ч OF dF dFАгар М (дг, у, г) нуктада ^  хусусий хосилалар-
нинг учаласи нолга тенг булса, жёки улардан бирортаси мав
жуд булмаса, М нукта сиртнинг махсус нуцтаси деб аталади.
Агар М (х, у, г) нуктада ^  хусусий хосилаларнинг
учаласи мавжуд ва узлуксиз булиб, улардан хеч булмаганда 
биттаси нолдан фаркли булса, М нукта сиртнинг оддий нуц- 
таси деб аталади. Энди куйидаги теоремани айтишимиз мум

кин.
Т е о р е м а .  Берилган (1) сиртнинг Р  

оддий нуктасидаги .\амма уринмалар бир 
текисликда ётади.

И с б о т .  Сиртда ётган ва шу сиртнинг 
берилган Р нуктасидан утган бирор L чи
зикни караймиз (206- раем). Бу эгри чи
зик ушбу параметрик тенгламалар билан 
берилган булсин:

х = ч  (0 .  У =  ♦<<). * = *(*). (2)
Эгри чизикка уринма сиртга хам уринма булади. Бу урин

манинг тенгламаси мана бу шаклни олади: 
x - J t  _ у - у _ г - ж

dx dy dz '
dt ~dt ~dt

Arap (2) ифодалар (1) тенгламага куйилса, бу тенглама t 
га нисбатан айниятга айЛанади, чунки (2) эгри чизик (1) сирт
да ётади. Уни t буйича дифференциаллаб,

—  —  _i_ <lf_dy_ _i_ d£_dz _  _ /оч
Ox dt ' Оу dt 1 dz dt
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тенгликнн хосил киламиз*). Сунгра Я нуктадан утадиган N  ва
dr 
dt— векторларни караимиз:

а / l  . ..
N  =  d i i  +  T y J + T , k ' <4 >

Бу векторнинг^. ^  проекциялари Р нуктанинг х, у, г
координаталарига боглик; Р оддий нукта булгани учуй бу 
проекциялар Р нуктада бир вактда нолга айланмаидн ва шу
нинг учун

|  \N\ =  ^ f  ( 51)  + ( з £ )  + [ Щ  ^ ° -

Вектор

%  =  T t ‘ + T t J  +  7 i k  (5 )

Р нуктадан утади ва шу сиртда ётган эгри чизикка уринма 
булади. (2) тенгламага асосан бу векторнинг проекциялари 
t параметрнинг Р нуктага мос киймати буйича хисобланади.
N  ва ^  векторларнин- скаляр купайтмасини хисоблаймиз, у 
бир исмли проекциялар купайтмаларининг йигиндисига тенг: 

N dr dh dx . OF dy . OF dz 
N  T t =  Ox~di +  dy I t  +  Tz~dt

Бу тенгликнинг унг томонидаги ифода (3) тенгликка асосан 
нолга тенг, демак,

N — =  О dt w'

Сунгги тенгликдан N  вектор ва (2) эгри чизикка уринма
•jr вектор унинг Р нуктасида бир-бирга перпендикуляр эканн
келиб чикади. Утказилган мухокама Р нуктадан утувчи ва сирт 
устида ётувчи хар кандай (2) эгри чизик учун тугридир. Де
мак, еиртнинг Р нуктасида унга уринма булган тугри чизик- 
ларнинг хар бири N  векторга перпендикуляр ва бу уринма- 
ларнннг хаммаси N  векторга перпендикуляр булган бир текис- 
ликда ётади. Теорема исботланди.

*) Бу ерда биз уч узгарувчи мураккаб функциясини днфференциал- 
лаш 1{оидасини кулланамиз. Каралаётган хол учун бу цоидани кулланнш мум- 

OF OF OF
кин, чунки ш артга к5’Ра ^ ’ хусусии хосилалар узлуксиздвр.
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2 - т а ъ р и ф .  Эгри еиртнинг берилган Р нуктасидан утувчн 
сирт устида ётган эгри чизикларга уринма жойлашган текнс- 
лик сиртга Р нуктада уринма текислик деб аталади (207- раем).

Сиртнинг махсус нукталарида уринма текислик мавжуд бул- 
маелнги мумкин. Бундай нукталарда сиртга уринма тугри чн- 
зиклар бир текисликда ётмаслиги мумкин. Масалан конус сирт
нинг учи махсус нуктадир. Бу нуктада конус сиртга уринма 
тугри чизиклар бир текисликда ётмайди (уларнинг узлари к о 
нус сиртни хосил килади).

Оддий нуктада (1) сиртга уринма текислик тенгламасини 
ёзамиз. Бу текислик (4) векторга перпендикуляр булгани учун 
унинг тенгламаси ушбу курннишда булади:

- y )  + % V - t )  = 0 . . (6 ,

Агар сиртнинг тенгламаси 
’ = У) ёки z - f ( x ,  у) =  О 
шаклда берилган булса,
d F _ _ _ d£  д1  — _ д1  dF
Ох Ох' Оу ~  Оу' дх ~

булади ва бу холда уринма то - 
кислик тенгламаси ушбу кури- 
нишни олади:

2 - г = д/ х { Х - х )  +  %у( У - у ) .  (6 )

И з о х -  Агар (6 ') формулада 
X — х  =  Ах, У — у =  Ау деб фа

раз килсак, бу формула ушбу куринишга келади:

бу тенгликнинг унг томони г  = f ( x ,  у) функциянинг тула диф- 
ференцналидан иборат. Демак, Z,  — z  — dz .  Шундай цилиб, 
икки узгарувчи функциясинннг М (х, у) нуктадаги эркли узга- 
рувчнлар .V ва у нинг Ах ва Ду орттирмаларига мос тула диф- 
ференциали берилган функциянинг графиги булган сиртга урин
ма текислик апплнкатаси (г) нинг унга мос орттирмасига тенг.

3 - т а ъ р и ф .  (1) сиртнинг Р(х,  у, г) нуктаси оркали урин
ма текисликка перпендикуляр килиб утказилган тугри чизик 
сиртга нормал деб аталади (207- раем).

207- }>Ясм.
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Нормалнннг тенгламасини ёзамиз. Унинг йуналиши N  в ек
торнинг йуналиши билан бир хил булгани учун, унинг тенг
ламаси уш бу куринишда булади:

х  -  X _  > - у _  Z  -  г  щ

дх Jy дг

Агар сиртнинг тенгламаси z = f ( x ,  у) ёки

* - / ( * .  У) “ О

шаклда берилган булса, нормал тенгламаси ушбу куринишда 
булади:

X — х  _ У— у _ Z  - г
d f  ~  _ d f  —  1 ' 
дх ду

И з о л .  F(.x, У, г )  =  0 сирт уч узгарувчининг бирон функ- 
цнясн и «= и (х ,  у, г) учун юксаклик сирти булсин, яънн

F(x,  у, г ) » и  (дг, у, г) -  С =  0.

(4) ф ормула билан аникланган F = u(x,  у, z) — C— 0 юксак- 
л М  сиртига нормал буйича йуналган N  вектор бундай ифода- 
лаиадн:

i f  ди . , д и  .  , д и  .
" = 5 1 1 +  д - у 1 + д г к -

яъни
N =  grad и.

Шу билан биз и (.V, у, г) функциянинг градиенти берилган 
нуктадан утувчи юксаклик сиртига нормал буйича йунал
ган булишини исбот цилдик.

М и с о л .  хг +  у* +  г* =  14 шар сиртининг Р (1, 2, 3) нуктасида уринма 
текиелнк тенгламаси ва нормал тенгламаси бзиленн.

. Е ч и ш .

р (х, у, ж) -  л* +  у* +  г 1 — 14 =ж0, $ £ = 2 д г , ^  =  2у, =  2г; 

х ш 1( у = 2, 2 зе 3 булганда;

О д Р  А д1  fi

Двмак, уринма текислик тенгламаси:

1) +  4 (у  — 2) +  6 ( г - 3 ) = 0  еки *  +  2у +  Зг — 14 =  а
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Нормал тенгламаси:

дг— 1 У — 2 z — 3
2 — 4 ~  6 ••

Ски

дг— 1 У — 2 z — 3
1 =  2 “  3 •

IX Ообга маш цлар

Векторларнинг досилалари топилсин:

1. г =  /  c tg  /  =  У a rc tg  /  Жав. г '  =  -  I +  J. 2. г = / с - '  +

+  У2/  +  f t l n / .  Жав. r ' =  - i e - * +  2J+  j . 3 . r = t * t -  у + р .  Жав. г' =* 

J  2ft=z '2 t l + j f  — j f .  4. r  =  t l + P j + P k  эгри чизикка (3, 9 , 2 7 )  нуктада 

уринма вектор, уринма тенгламаси ва нормал текислик тенгламаси топилсин.
х  3 у 9 ттт 27 

Жав. г ' =■ /  +  6 /  27 ft; уринма; — —  =  — g— =  2? нормал текислик;

дг - f  бу - f  27* =  786.

5. г =  / c o s 2y - f y  / s i n  /  - f  ft sin у  эгри чизикка уринма вектор, 

уринма тенгламаси ва нормал текислик тенгламаси топилсин. Жав. г' =»

1 , 1  1 t X  -  cos* 4
=  — -9-1 s i n / + -д у  cos / - f -о-ft cos уринма тенгламаси: __________£_ _

z z * s. — sin /  3

У — у  s i n /  Z  — sin y
=  ------ cosT-----~ -------------1— • Н0Рмал текислик тенгламаси; +  X  sin t —

cos у
t t

— Y cos /  — Z  cos у  =  x  sin t  — у cos t — 2 c o s у ,  бу ерда дг, у, г  эгри чизик-

нинг нормал текислик утказилган нуктасининг координаталари (яъни х  =*
„ t 1 М=  cos2 у ,  у =  у  sin /, г =  sin y j .  6. дс =  /  — sin / , у =  1 — cos /, г =» 

t
=  4 sin у  эгри чизикка уринма тенгламаси ва уринманинг координата ук-

Х - Х 0
ларн билан ясалган бурчакларининг косннуслари топилсин. Жав. ------j r  =*

sin у

Y - Y ,  Z ~Z „  t0 .  1 /0 „
=  ----- f -  =  ----- y~, cos a =  sin2 y ,  cos p =  у  sin 4  cos ^ =  cos y .  7. г  *

cos у  c ig  у

=  л 2 — у2, у = x  эгри чизикка координаталар бошида нормал текислик тенг-
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ламаси топилсин. К у р с а т м а .  Эгри чизик тенгламаси параметрик шаклда 
{зилсин. Жав. х  +  у  =  0. 8 . г  — /  (cos t +  sin21) + J  sin /( 1  — cos t) — к  cos t

к _  -  1
эгри чизик учун t  =  ~2 нуктада а, л , ft топилсин. Жав. i  =  —= ( —1+J+ к),

— 51 — 4 /  — к / - 2 / + 3 *  Р Р
•  - — 7 1 — • ь = 9- х = г у =  ? •  * - 7  эгри

чизикка (лго. Уо, «о) нуктада бош нормал ва бинормал тенгламалари топил-
• дг — ДГ,, у — Уп _  *—*0, х  — х„ _  у - у 0 _  г - г 0 

СИМ. Ж а в . , з  +  2 , о ~  1 _ г «  - _ 2 / з _ / о - 1 -  2f0 -  ,2 •

Ю. у* — х  , х 1 =  г  эгри чизикка /И (1, 1, 1) нуктада ёпишма текислик 
тенгламаси топилсин. Жав. 6jc — 8у — z  4- 3 =  0.

11. ж* -by* 4- г 1 — 4 = 0 ,  дс +  у — г  =  0 тенгламалар билан берилган 
эгри чизик учун эгрилик радиуси топилсин. Жав. R =  2.

12. г = i cos t + J sin / +  к  sh t  эгри чизикнинг буралиш радиуси топил
син. Жав. Т = — ch t.

13. г =  P l + 2PJ эгри чизикнинг эгрилик радиуси ва буралиш ра-

диусн топилсин. Жав. R  =  - у  / ( 1  +  9 Р ) ,ъ, Т = оо.
14. г  =  (в ,/2 + btt + et) l  +  (в ,Р + btt +  ct)J  + (а3Р +  b3t  + с,) к эгри 

чизикнинг текис эгри чизик эканлиги исботлансин. Жав. г'" з  0, шунинг 
учун буралиш нолга тенг.

15. х  — е*, y = e~t, г = t  ^ Т э г р и  чизикнинг эгрилиги ва буралиши

топилсин. Жав. Эгрилик jL 2 i—. га тенг; буралиш .  га тенг.
(•* +  У)* (х  -  У)2

16. x  = e - 's ln t ,  y  =  e _ , cos t ,_ z  = e~t эгри чизикнинг эгрилиги ва 

вуралиши топилсин. Жав. Эгрилик l J L  е* га тенг; буралиш — - j  е1 га тенг.

дс2 уа
17. -д  — р  — =  1 гиперболоидга (дсь  ух, гх) нуктада уринма текис-

дг, х  у ,у  гхг 
лик тенгламаси топилсин. Жав. —s----- - 55-  — - j j -  =  1.

18. дс* — 4у2 +  2z2 =  6 сиртга (2, 2, 3) нуктада нормал тенгламаси топил
син. Жав. у 4- 4л: =  10; Здс — г  =  3.

19. г  =  2дс* +  4у2 сиртга М (2, 1, 12) нуктада уринма текислик тенгла
маси топилсин. Жав. 8дг 8у — г =  12.

20. хг +  2у2 -Ь г% =  1 сиртга дг —*у +  2* =  0 текисликка параллел булган

уринм » текислик утказилсин. Жав. х  — у + 2 г=  ±  у /  П .
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1- §. Бошлангич функция ва аницмас интеграл

III бобда бундай масалани караган эдик: F (х) функция 
берилган; унинг хосиласинн, яъни у  (jc) =  F' (jc) функциянн 
топиш талаб килинади.

Бу бобда тескари масалани караймиз: /( jc )  функция берил
ган; шундай F(x)  функцияни топиш керакки, унинг хосиласи 
/ (х) га тенг, яъни

F ' ( x ) = f ( x )
булсин.

1- т а ъ р и ф .  Агар [а, £] кесманинг хамма нукталарида 
F ' ( x ) = f ( x )  тенглнк бажарилса, F (х) функция шу кесмада 
/( .с )  функцияга нисбатан бошлангич функция деб аталади.

М и с о л. /(дг) =  х г функцияга нисбатан бошлангич функция топилсин.
«К3

Бошлангич функция таърифига к^ра, F(x) =  tj- функция бошлангич 

эканн чнцади, чунки =  дг*.

Агар f ( x )  функция учун бошлантч функция мавжуд бул
са, бу бошлангнч ягона булмаслигини куриш осон. Чунончи, 
юкоридаги мисолда бошлангнч учун ушбу функцииларни
олиш мумкин эди: F(x)  =  у  +  1; F (х) *= у  — 7 ёки умуман

ĵ -3
F  (х) =  j + C  (бу ерда С — ихтиёрий узгармас сон), чунки

X*Иккинчи томондан, - j  -f С куринишдаги функция jc2 функциядан
тониладиган х а м м а  бошлангич функцияларни уз ичига оли- 
шини исботлаш мумкин. Бу эса ушбу теоремадан келиб чикаДш
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Т е о р е м а .  Агар Fx(x) ва Ft (x) функциялар / ( * )  функ- 
циядан Ь] кесмада бошлангич функциялар булса, улар 
орасидаги айирма узгармас сонга тенг булади.

И с б о т .  Бошлангич функциянинг таърифига кура х  нинг 
[а, Ь\ кесмадаги хар кандай кийматида

а д = / о о  ( | )
тенгликларга эга буламиз.

Fl ( x ) - F t ( x ) ^ f (x) (2)

деб белгилаймиз. Унда (1) тенгликларга асосан х  нннг [о, Ь\ 
кесмадаги хар кандай кийматида

F [ ( x ) - F 2( x ) = f { x ) - f ( x )  = О

ёки
? ' ( * ) = » [ М * ) - М * ) 1'  =  0 .

Лекин ? '  (ж) =  0 тенгликдан <? (х) нннг узгармас сон экани ке
либ чикади.

, Хакикатан. [а, Ь] кесмада узлуксиз ва днффереНцналланув- 
чи экани равшан булган <р (х ) функцияга Лагранж теоремасинн 
Кулланамиз (IV боб 2- § га каранг).

х  нинг [о, Ь\ кесмадаги хар кандай киймати учун Лагранж 
теоремаснга кура

? (* )  — ? («) = (х — а) <?' (') 
га эга буламиз (бу ерда а <  Е <  ж).

<р' (£) =  0 булгани учун,
? (дг) — ? (а) =« О

ёки
? ( • * )  =  ?  (<*)• (3 )

Шундай килиб, [а, Ь\ кесманинг хар кандай х  нуктасида <? (*) 
функция т (а) кийматни саклайди, бу эса ? (ж) функция [a, 6 | 
кесмада узгармас сон деган суздир.' ? (а) узгармас сонни С 
билан белгилаб (2 ) ва (8 ) тенгликлардан ушбуни хосил кила- 
миз:

F! (х) Ft (х) ж: О.
Исбот килинган теоремадан бундай натижа чикади: агар 

берилган f  (х) функция учун кандай булмасин бирон F(x)
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бошлангич функция топилган булса, / ( х )  функция учун ^ а р 
К а н д а й  б о ш к а  бошлангич функция F (х) - f  С куринишга эга 
булади (бу ерда С =  const).

2 - т а ъ р и ф .  Агар F(j:)  функция / (х) функция учун бош
лангнч булса, F (дс) +  С ифода / ( х )  функциядан аницмас ин
теграл деб аталади ва ушбу J / (x ) r fx  символ билан белгнла- 
нади. Шундай к«либ, таърифга кура, агар

F' ( х ) ~ / ( х )
булса,

J  f ( x ) d x  = F(x) + C.

Бунда / ( х )  функция—интеграл остидаги функция, f ( x ) d x
— интеграл остидаги ифода, J ишора — интеграл ишораси 
деб аталади.

Шундай килиб, аннкмас интеграл у = F (х) +  С ф у н к ц и я 
л а р  т у п л а м и д а н иборатдир.

Геометрия нуктаи назаридан Караганда аникмас интеграл 
эгри чизиклар тупламидан (оиласидан) иборат булиб, уларнинг 
хар бири эгри чизиклардан биттасини уз-узига параллел хол
да юкорига ёкн пастга, яъни Оу ук буйлаб снлжитиш йули 
билан хосил килинади.

Бундай савол пайдо булади: хар кан дай /(х )  функция учун 
хам бошлангич функция (демак, аникмас интеграл) мавжуд 
булаверадими? Текширишлар хар кандай функция учун бош
лангич функция мавжуд булавермаслнгини курсатади. Лекин 
ушбу теоремани исботсиз айтиб утамнз; агар / ( х )  функция 
\а, Ь\ кесмада узлуксиз булса, бу функция учун бошлангич 
функция (демак, аницмас интеграл) мавжуд булади.

Бу боб элементар функцияларнинг баъзи классларидан бош- 
лапгпч функцияни (ва аникмас интегрални) кандай усуллар 
Орд л мп билан топишни аниклашга батшланган.

Берилган / (х) функция буйича унинг бошлангич функция- 
сини топиш / ( х )  функцияни интеграллаш дейилади.

Шунн хам айтиб утиш керакки, агар элементар функция- 
нинг хосиласи доим элементар функция булса, элементар функ
циянинг бошлангичи чекли сондагн элементар функциялар 
ёрдами билан тасвирланмаслиги хам мумкин. Бу масалага шу 
бобнинг охирида яна кайтамиз.

2- таърифдан куйидагилар чикади:
1. Аницмас интегралнинг хосиласи интеграл ост идаги  

функцияга тенг, яъни F  (х) =  /  (х) булса, у холда

( J /  ( х )  d x ) ' =  (F  ( х )  +  С ) '  =  / ( х ) .  (4 )
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Сунгги тенгликни лар кандай бошлангич функциянинг лоси- 
ласи интеграл остидаги функцияга тенг деган маънода тушу- 
нпш керак.

2. Аницмас интегралнинг дифференциали интеграл ос
тидаги ифодага тенг:

d ( § f ( x ) d x ] = f ( x ) d x .  (5)

Бу формула (4) формулага асосан лосил килинади.
3. Бирон функция дифференциалининг аницмас интегра- 

ли шу функция билан ихтиёриЬ узгармас соннинг йигинди- 
сига тенг:

j  dF (х) =  F (дг) +  С.

Сунгги тенгликнинг тугрилигини дифферциаллаш билан тек
шириш мумкин (тенгликнинг иккала томонидан олинган диф
ференциал dF (jc) га тенг).

2-§. Интеграллар жадвали

Интеграллаш методларини баён кнлишга утишдан аввал энг 
содда функцияларнинг интеграллари жадвалини келтирамиз.

X бобнинг 1-§ да берилган 2 - таъриф ва (III бобнинг 15-§ 
да келтирилган) лосилалар жадвалидан интеграллар жадвали 
бевосита келиб чикади. (Жадвалда келтирилган тенглнклар- 
иинг тугрилигини дифференциаллаш йули билан текшириш, 
яънн тенгликнинг унг томонидаги функциянинг лосиласи ин
теграл остидаги функцияга тенглигини аниклаш осон.)

Г х + 11. J x 'dx  =  а +  С (а Ф — 1). (Бу ерда ва бундан кейнн-
ги формулаларда С ихтиёрий узгармас микдор деб тушуни- 
лади.)

Cdx .
2. j  "J =  In I x  \ +  C .

3. j" sin x  dx =  — cos x  +  C.

4. \ cos x dx = sin x  -f- C.

Г dx S'
6* J  COS2 X  —  X  -f- C .

6. J liHSJ =  - C t g x  +  c .
2 4  н . С. Пискунов
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7. j*tgjcrfj:= — In | cos л  | +  С.

8 . fctgjctf.t =  In | sin x \  -f  C.

9. | ex dx — eK +  C.

10. Г ax dx =  +  C.

V dx11. ) ГТТ» =  arc tg x  4- C.
. С dx  1 x

1 1 . )  =  ~a a rc  * ?« ■  +  C •

12. J ;
dx  1

* -  x~ =  2a ln
Г  d x

13- ] =  arc sin jc  +  C.
C dx x

13 . J _  x% *= arc sin a -+- C.

14• j  j J X± a»' =  |П I х  +  /  л * *  a *\ +  C.
И з о * .  Хосилалар жадвалида (III боб 15-§) бу ердаги 7,

8 , 1Г, 12. 13'#ва 14-формулаларга мос формулалар йук. Ле- 
кин уларнинг тугрилигини дифференциаллаш йули билан аник- 
лаш осон.

7- формулада:
( -  In | cos jc I)' =  -  =  tgx ,

демак,
J  tg x  dx =  —*- |n | cos jc | -f  C.

8 - формулада:
(ln | sin x  I)7 =  ŝ j -  =  ctg X,

демак,

jc tg  x d x  =  ln | sin jc J -f C.
12- формулада:

( й 1п | ; п Н | )  *= s l ln | e  +  * |  — l n | a  — * 11'=>

-  1 [  l  . I 1 =  i
2a [ a  -(- a- ' a — x J a- — д* •
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Демак,
Г Лх _  1 Iа + х  I п  
J  а* -  х* ~  2а 1п [в - х \ + С-

Бу формулами X боб 9- § нинг умумий натижаларидан чи- 
*ариш хам мумкин.

14- формулада:

(in | х  + уг х*~ а11) х  -f- / 3?"±а* ( и - / * ** ± в* )  ~  ’

демак,

I  =  ^ \ х  + ^ х г ±а^\ + С.

Бу формулани 10- § нннг умумий натижаларидан хам чи- 
кариш мумкин.

1Г ва 13' формулалар хам шулар сингари текширнлади. Бу 
формулалар кейинрок П* ва 13-формулалардан чицарилади 
(4- § даги 3- ва 4- мисолларга каранг).

3- §. Аникмас интегралнинг баъзи хоссалари

1. т е о р е м а .  Икки бки бир неча функциялар алгебраик 
йигиндисининг аницмас интёграли, uiy функциялар аницмас 
интегралларининг алгебраик йигиндисига тенг:

j [ / i ( * ) 4 r / « ( * ) ] r f * * =  \  f \ ( x ) d x ± ^ f i {x )dx .  ( 1 )

Исботлаш учун бу тенгликнинг чап ва унг томонларининг 
хосмлаларини топамиз. 1 - параграфдаги (4) формулага суяниб 
ушбуни топамиз:

Ш  ( J l / i  ( * )  +  f t  (■ * )  1 d x ]  =  / ,  (х)  +  / 8 ( д с ) ,

( J / j  (д с )  dx  +  j / 2 ( ж )  d x ) ' =  ( j Л  (д с )  d x  ) ' +  ( j  / 2 ( л )  d x ]  =

=  / i W + / 2 ( 4

Шундай килиб, ( 1) тенгликнинг чап ва унг томонларининг хо- 
силалари узаро тенг, яъни чап томонда турган хар кандай 
бошлангич функциянинг хосиласи унг томонда турган хар кан- 
дай функциянинг хосиласига тенг. Демак, X бобнинг 1- цара- 
графидаги теоремага кура ( 1) тенгликнинг чап томонидаги хар 
Кандай функция унг томонидаги хар кандай функциядан уз; 
гармас кушилувчи билан фарк килади. ( 1) тенгликнн шу маъ- 
нода тушуниш керак.
24*
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2- т е о р е м а .  Узгармас купайтувяини интеграл ишораси 
остидан ящариш мумкин, яъни а =  const булса,

\ a f ( x ) d x  =  a \ f ( x ) d x .  (2)
Бу тенгликни исботлаш учун унинг чап «а унг томонлар;!- 

нинг лосилаларини топамиз:

( J  a f ( x ) d x )' = af (x) ,

(a j / ( * )  dx) = a [ ] f ( x ) d x ) ' = a f ( x ) .

Чап ва унг томонларининг лосилалари узаро тенг, демак,
( 1) тенгликдаги каби чап ва унг томонларда турган иккита лар 
кандай функциянинг айирмаси узгармас микдор. (2) тенгликни 
шу маънода тушуниш керак.

Аникмас интегралларни лисоблаганда куйидаги коидаларни 
назарда тутиш фойдали.

I. Агар

J / ( x ) d x  = F(x)  + C
булса,

J / (ах) d x = ^ F (ах) +  С. (3)

Хакикатан (3) тенгликнинг чап ва унг томонларнпн диф- 
ференциаллаб, шуларни лосил киламиз:

( j f ( a x ) d x ) ' = f ( a x ) ,

F (а х )) = '5 ‘ ( /? (а *))'х  =  i f ' (а х ) а  =  F '  (a.t) = /(a x ).
Чап ва Унг томонларнннг лосилалари узаро тенг. Шуни ис
ботлаш керак эди.

И. Агар

булса, § f ( x ) d x  = F(x) +  C 

$ f ( x  +  b)dx = F (x  +  b) +  C. (4)
III. Агар

§ f ( x ) d x  = F ( х ) + С
булса,

\ f  (ах + b) dx = -^ F(ax + b) + С .  (5)
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(4) ва (5) тенгликлар шу тенгликларнинг унг ва чаи цисм- 
ларини дифференциаллаш бнлан исботланади.

1 - м и с о л.
J  (2 jc 3 — 3 sin х  +  5 у^~х) dx =  j  2х3 dx — j  3 sin x  dx +  f 5 ^  x  dx —

_L i + i
=« 2 dx — 3 j  sin x  dx +  5 j  x 1 dx ±= 2 — 3 (— cos x) +  

l
2+1

- f  5 -j----------I- С =  дс‘ +  3 cos jc  +  - j  x  /  x  + C.
J +  1

2- м и с о л .
_  j_ _  1  1

J ( ^ r + iг т 5 + ' * / * )

- i + i  - i + i  t + i
1 X X _L/» _  9  3,— , ,

=  3 ;----- j  - f  2  J +  5 --------- J  ^ x  ^  x  +

- S  +  '  - T  +  1 T  +  1 

+  4  *  у *  + c.
9 [ s '

3- м и с о л.

4- м и с о л .

5- мисол

С dx
J х +  3 =  ,n I •* +  31+ С.

J  cos Тх dx — у  sin 7х +  С. 

j* sin (2х — 6) dx = — -j- cos (2jc — 6) +  С.

4- §. Узгарувчини алмаштириш усули билан 
ёки урнига цуйиш усули билан интеграллаш

~ . Ушбу

J f ( x ) d x
интегрални топиш талаб килинсин; бунда/ ( х ) функция учун 
бошлангич функция мавжуд эканлиги бизга маълум булса хам, 
уни бевосита танлай олмадик деб фараз ^илайлик.

*  = ?(0  (1)
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деб олиб, интеграл остидаги ифодада узгарувчини алмаштира- 
миз; бу ерда f  (t) узлуксиз функция булиб, узлуксиз хосила- 
га ва тескари функцияга эга. У вактда dx  =  <р' (f) dt; бу холда 
ушбу тенглик т$ггри булишини исботлаймиз:

$f ( x ) dx=z$f l f ( t ) ] t ' ( t ) d t .  ( 2 )

Бу ерда интеграллашдан с^нг тенгликнинг ^нг томонида t ур. 
нига унинг ( 1) тенгликка асосан х  оркали ифодаси куйиладн 
деб тушунилади.

Бу тенгликнинг чап ва ^нг томонларида турган ифодалар- 
нинг юкорнда айтилган маънода бир хил эканини аниклаш учук 
уларнинг х  буйича хосилалари узаро тенг эканини исботлаш 
керак. Чап томонининг хосиласини топамиз.

( J / W  Же), *=/(■*)•
(2) тенгликнинг унг томонини х  буйича мураккаб функция 
каби дифференциаллаймиз, t  оралнк аргумент булади. t нинг
х  га богликлиги ( 1) тенглик билан ифодаланади, бунда ~
=  <?' ( 0  ва тескари функцияни дифференциаллаш коидаси бу
йича.

— = 1 dx ~  <р' (0 •
Шундай килиб,

(J  / 1? (о ]  ? ' ( о  dt ) х =  (j /  и  (/)] ср\ t )  d t ); g  =

Демак, (2) тенгликнинг чап ва унг томонларининг х  буйича 
хосилалари узаро тенг; талаб килинган исбот шу эди.

х  — 9 ( 0  функцияни шундай танлаш кераккн, (2 ) тенглик- 
нинг ^нг томонида турган аникмас интегрални хисоблаш мум
кин булсин.

И з о х .  Интеграллашда узгарувчини алмаштиришни баъзан 
д: =  <р (t) куринншда эмас, балки t  «= ф (дг) куринншда танлаи; 
маъкулрок буладн. Буни мисолда к^рсатамиз. Ушбу

c y ( x ) d x
J +W

куринишдаги интегрални хисоблаш керак булсин. Бу ерда
+ (•*) =  *
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деб кабул цилиш кулай, у вактда
dx  =  dt, 

=  j y  =  l n m  +  C = l n | * ( x ) | + C .

Узгарувчини алмаштириш ёрдамн билан интеграллашга дойр 
бир иеча мисол келтирамиз.

1- м и с о  л. | / £ й Г 7  cos х dx =  ? Бунда t =  sin х  алмаштиришни кила- 

к 1
низ; У лолда dt =  cos х  dx, демак, j* f  sin jt cos дг Лг =  J /  t dt =  J  t d t~

o / ;* о 1'I•
^ y + C = y  sm  *  +  C.

2- м н с о л. |  f - T J i =  ? Бунда /  =  1 +  дг5 деб кабул киламиз; у вактда

С х  d х 1 С dt I 1
dt =  2х dx ва | \ + x d  — ' J   ̂ Т  ~~2 ,п * +  С =  у  In (1 +  -v2) +  С.

3- м и с о  л.

Г dx 1 Г dx
J в’ + - ^ J  1 +  (£)*

к '  X
Бунда t =  — деб эътибор киламиз; у лолда dx = a dt,

Г dx 1 С a dt 1 Г dt 1 1 дг _
= Г- J Т + р  “  « J  TT F  - a arcf* ' + с = 7 arcts ¥  + с-

С dx I f  dx _ х  .  .
4- мисол- 1 Бунда / =  7  дебкабул

Киламиз; у вактда

В  С dx 1 С о dt С dt , . „
« J 7 r = r " J 7 r ^ ? “ ' ,cs", ' +C_

■= arc sin — +  С (a >  0 деб фараз цилииади).

(3- ва 4- мисолларда жадвалда келтирилган (2- § га каранг) 
11' ва 13' номерли интеграллар чикарилди.

С dx dx
6- м и с о л. I (In дг)3 — =  ? /  =  In X деб фараз киламиз; унда dt — — ,
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Г dx С tl 1Win х у -  =  J /зЛ = т  +  с  =  т (1пд:)‘ -(-С.

6-м и

Узгарувчиларни алмаштириш усули аникмас интегралларни 
хисоблашнинг асосий усулларидан биридир. Хатто бирор бош- 
ца усул билан интеграллаганимизда хам, к^пинча орадаги *н- 
соблашларда Узгарувчиларни алмаштириш тугри келади. 
Интеграллашдаги муваффакнят узгарувчиларни берилган ии- 
тегрални соддалаштирадиган функция билан алмаштиришни 
топа олишимизга анчагина богликдир. Киска килиб айтганда, 
интеграллаш усулларини урганиш — интеграл остидаги ифода- 
нинг курннишнга караб узгарувчини кандай алмаштириш ке- 
раклигини аниклашдан иборатдир.

5- §. Квадрат уч^ад цатнашган баъзи 
функцияларни интеграллаш

I. Ушбу интегрални караймиз: •

Аввал махраждаги квадрат учхадни квадратлар йигиндиси ёки 
айирмаси кУринишнга келтирамиз:

Плюс ёки минус ишорани тенгликнинг чап томонидаги ифода 
мусбат ёки манфий булишига, яъни ах* +  bx  -+• с квадрат уч- 
Хаднинг илдизлари комплекс ёкн хакикнй булишига караб олн* 
пади.
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Шундай килиб, Л интеграл ушбу куринишни олади: 
с ______ dx  I f ________ dx

I  ' , =  J “ - + *x + e  =

Сунгги интегралда узгарувчини бундай алмаштирамиз:

I  x  + b  = t ,  d x =  dt.
у вактда

,  _  1 Г Л —
у1 — a J  f* ±  *>

досил булади.
Бу эса жадвалдаги интеграллардир ( 1 Г  ва 12 формулалар- 

га каранг).
1- м и с о л .  Ушбу интеграл \исоблансин:

Г Лх 
J 2* +  8* +  20 *

Ечиш.
С dx 1 Р А?

=  J 2ж» +  8дг + 2 0  “  7  J V  +  4jc +  10 ~
1 С dx 1 Г dx

~  2 J X4̂ + A x j ^ 4 m+  10 — 4 =  2 J ( х  +  2)1 +  6 ’

f У згарувчини алмаштирамиз: х  +  2 =  /, dx = dt. Буни интеграл остидаги 
I  ифода га кУйиб, ж адвалдаги интегрални *осил киламиз:

.  1 С dt 1 1  t . _

7 -  2 J  Р + 6 “  2 / 6" arC‘g / T

[ t нинг Урнига унинг х  оркали ифодасини куйиб, охирги жавобни топа- 
§  миз:

1 х  +  2
7 Г +С'

II. Умумийрок куринишдаги интегрални караймиз:
Ах + В

ь - 1
dx.ах* +  Ъх + с

Интеграл остидаги функцияни бундай алмаштирамиз:

I  . г  r f s  «■“ + » > + (в  ~ а )  ■/.
3 ~~ J ах* + Ьх +  с dX  — J  ддг* £х-\-с
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Сунгги интегрални икки интегралнинг йигиндиси куринишида 
тасвирлаймиз:

А С 2ах 4- Ь ,  /  Л *\ f  
U — 2а J  ах* + Ьх + с ^Х  "Ь 2а ) J  ах2

dx
+ Ьх + с  ’

Бундаги охирги интеграл /, интегралнинг узи, уни хисоблаш- 
ии биламиз. Биринчи интегралда узгарувчини алмаштирамиз:

ах* + Ьх + с = t, (Чах -f b) dx = dt.
Демак,

C(2ax + b)dx Г dt
J ах1 + bx + с =  J  t — In 111 +  С — In | ax* -f- bx -f  с | -f- C. 

Шундай килиб, жавобни топамиз:

U -  Та +1ч I ах* +  b x+с | +  ( 5  -  й  ) А-

2- м и с о л .  У шбу интеграл *исоблансик:

7 "  dx- 

Ю корнлаги усулни кулланамиз;

с  дг +  3 с \ ( 2 х - 2 )  +  ( з  + 1 2 )
! = ) х Ь - Ъ —  * * - ) ---------- х* — 2х —  S--------- l d X -

1 f  <2jt — 2)dx  . С dx 
^  2 J  x * - 2 x -  5 +  4 J  x* -  2.r -  5 =  

=  у  In \x* — 2дг -  5 1+ 4 J  (д. 6 _

-  у 1п|лг» — 2* — 5 1 -f 2 7 =  In | / £ ~ U ~  ! ) | - f C .
1 / 6  I / 6 + ( j c -  1)1

III. Ушбу интегрални караймиз:

J- dx
y f ax*+bx+c

I лунктда курсатилган алмаштиришлар ёрдами билан бу ин
теграл а нннг ишораснга караб, жадвалда булган ушбу кури
нишдаги интегралга келтирилади:

С d t  С d t
а >  0 булганда J = = г  ёки а <  0 булганда J '

булар иитеграллар жадвалида каРаб чикилган (13' ва 14 фор
мулаларга каранг).
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IV. Ушбу куринишдаги интеграл
С Ах +  В ^

J  у  ах* -~%х +  с Х

II пунктда каралган алмаштнришлар ёрдамн билан лнсобла- 
нади:

А /  АЬ\
С Ах + в Г5 ( 2 «  +  ») +  ( Д - д ) ^ _

* * *  +  Ьх  +  с Х  J  у/~ а х *  - f  » j c -(- с

А С  2 ах + Ь I АЬ\ Г <!.х
J угахл '+ Ьх +  с Х "** \  2e J J / ал* -f Ьх с

Хосил булган ннтегралларнннг бирпнчнсида ушбу алкаштн- 
ришни кулланамиз:

ах1 + bx + >: = t, (2 ах  -f  b)dx =  dt,
бунда шунн лосил киламиз:

[  j ^  j / f  =  2 Y t + C ~ 2 / a x *  + bx + c +C.

Иккинчи интегрални шу параграфнинг III пунктида караган 
эдик.

3- м и с о л .

«  * » + >  . | . | - е « + « ) + < » - и > .
У  /ж »  +  4дг"+ Н> dX J  f '  х* +  4дг +  10

5 Г 2х +  4 .  С dx___________
-  Т  J / Х‘. + Ах +  l i f  * J / ( х  + 2 ) * +  6 
=  5 / . г 1 +  4х +  10 -  7 In | х  +  2 +  У (х  + 2 )М - 6 | +  С =
=  5 / х а +  4л:+ 1 0 -7 1 п |д г  +  2 +  /д г ‘ +  4дг +  l 6 |+ С.

6- §. Булаклаб интеграллаш

и ва v  функциялар х  буйича дифференциалланувчн икки 
функция булсин. Унда, маълумки, uv купайтманинг дефферен- 
цйалн ушбу формула буйича лисобланади:

d (uv) =  и dv + v du.
Бундан, интеграллаб

uv — |и  d v  - { - 1  v  du
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ёки

§udv = u v —$ v d u  (jj

ini *оснл киламиз. Бу формула булаклаб интеграллаш фор. 
му лас и дейилади. Бу формула купинча интеграл остидаги ифо
дани и билан dv нинг купайтмаси куринишида тасвирлаганда
dv дифференциалдан v  функцияни топиш билан J  vdu инте. 
грални хисоблаш Ju  dv интегрални бевосита ^исоблашдан осон-
рок булган лолларда кулланилади. Интеграл остидаги ифодани 
и ва dv купайтувчнларга маъкул тарзда ажратишни билищ 
ма^орати масалалар ечиш процессида *осил булади, бунинг 
Кандай килинишини бир неча мисолда курсатамиз.

1- м и с о л. J  х  sin х  dx =  ? Бундай ф араз киламиз;

и — х, dv =  sin х  dx\
у вактда

du — dx, v  =  — cos x.
Демак,

|  x  sin x  dx = — x  cos x  +  J  cos x  dx  =  — x  cos x  +  sin x  +  C.

И зо)(.  dv дифференциал буйича v  ни белгилашда истаган 
ихтиёрий узгармасни олишимиз мумкин, чунки у охирги на- 
тижага кирмайди (буни ( 1) тёнгликда v  урнига г» +  С ни ку* 
йнб текшириб куриш осон). Шунинг учун бу узгармасни нолга 
тенг деб хисоблаш кулайдир.

Булаклаб интеграллаш коидаси куп лолларда кулланилади. 
Чунончи, ушбу куринишдаги интеграллар:

jx* sin ах dx, f xk cos ax dx,

j* x* eax dx , Jx* In x  dx,
тескари тригонометрик функциялар иштирок килган баъзи ин
теграллар булаклаб интеграллаш ёрдами билан *исобланади.

2- м и с о л .  J  a rc lg j r r f j r  ни цнсоблаш керак. Бундай белгилаймиз;

dx
и =  arc tg  х, dv — dx, у  *олда du =  j  v = x. Демак,

f* x  d x  1
j arc tg  x  dx =  x  arc tg  л  — j =  x  arc tg  x  — j  In 11 +  дг31 +  C.
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3 - м и с о л .  J  х^е* dx ни хисоблаш керак. Бундай белгилаймиз; и =  х г, 
dv =  ех dx\ у вактда du 2х dx, v = е*,

J x V  dx =  х'-в* — 2 |  xe* dx.

Охирги интегрални яна булаклаб интеграллаймиз. Бундай белгилаймиз:

вактда

U( =  х, dux =  dx, 
dvl = exdx, vx -- e*.

J  x tx dx  =  xe* — J e* dx  =  xe* — e* +  C.

Охирги натижа;

I  f  x'e*dx = x'e* -2 (x e *  — e*) + С = x’e* -  2xe* + 2e* + С = e* (*> — 2x +• 

j  + 2  ) +  C.

I  r4- м и с о  л. I (дс* +  7х — 5) cos 2х dx  ни хисоблаш керак. Бунда и =
=  х1 +  7х — 5, dv =  cos 2дг dx деб ф араз киламиз; у вактда

du = (2х +  7) dx, V =
sin 2х

С sin 2х Г _ sin 2х
i 1 (jc* -f- 7jc — 5) cos 2x dx  =  (дс* - f  7 *  — 5) — —  — j (2дс - f  7) —j —  dx.

2x 4" 7
Охирги интегралда u j =  — ^ =  sin 2дг Ac белгилашни киритиб, 
булаклаб интеграллашни кУлланамиз, у вактда

c o s2x
du i =  dx, vx = ■ Ч

f  2дс +  7 _ 2 x +  7 1 cos 2дг\ f  I cos 2x\
J  2 sin 2xd x  =  2  2 )  J  ( “  ~ Y ~ ) d x '

(2x + 7 ) c o s 2 j t  , sin 2jc „
4 +  4 +  C.

^  Шунинг учун охирги натижа»

^  j(Jc* +  7 j r - 5 ) c o s 2 j t r f x  =  (x* +  7jr -  5) 5i^  +  (2Lr +  7)

sin  2х sin х  cos 2x—  -f-С =  (2дг*-b 14^ — 11) - i -  +  (2* +  7) Ц р Ч С .

5- м и с о л .  / дс- dx  =  ?
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Аввал бундай алмаштиргмиз. Интеграл остидаги функцияни f /a 2 — JT, , 
купайтирамнз ва буламиз:

(• _ --------- f  e ' - j r ’ j  ,  Г dx  (* хя dxj  ,  -  j  7 = -  *  -  a’ j  >73= = . -  j  7 = ? . ,

3 , x  f  x  dx =  a J a r c s ln ------- 1 x  —■ ------- --
a J

Охирги интгерални б^лаклаб, интеграллаймиз. Бундай белгилаймиз;
и =  х  du = dx

х  dx .  —---------
dv =  у  ■ ■... I v =  — \  a* — x*\

. / a 1 -  x 1 f
у вактда

f  x* dx f  x d x  r—------- p ---------- -

Сунггн натижани берилган интеграл учун аввал топилган натижага куйиб,
ушбуни топамиз:

| ^а*  — х 1 dx =  в* arc sin — -f- х  а2 — х2 — J  а 1 — х 2 dx.

Интегрални чапдан унгга уткизиб, содда алмаштиришдан сунг ,ушбу охирщ 
натижага эга буламиз:

f —— —— — —
y fа* — j<г dx = ^  arc sin —. ту ^  a* — x 2 - f  C.

6- м и с о л *  Ушбу иитеграллар *исобланснн: *

/j  =  J" еах cos bx dx ва /* =  j  e°* sin bx dx.

Биринчи интегралга булаклаб интеграллаш методини кулланиб, шуларни *о- 
сил циламиз;

и = еах, du =  aeaxdx, 

dv =  cos bx dx, v — sin bx,

cos bxdx  =  1- eax sin bx — | - J  eax sin bx dx.

Сунггн интегралга яна булаклаб интеграллаш методини кулланамиз: 
и =  еах, du =  aeaxdx,

dv =  sin bxdx, v =  — -L co s  блг,

sin bxdx  =  — -g- ea* cos ftjr-f- -j- J eejr cos i j c d x

X осил килинган ифодани олдинги тенгликка куйиб, шунн хосил кила Mint 

j  еах cos bx dx =  .1  eajr sin i j r  +  f~eax cos t o  — gjr j  eex cos bx rf.v,
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Бу тенгликдан / ,  ни топамиз;

+ £Г j j* ‘ Os ftx dx  =  e"-‘»'os bx dx  = sin bx - f  ^  cos bx

буидан

|  ««•* cos bx dx  =  J f H  

Шунга ухшаш йул билан /» ни топамиз;

е°х (ft sin ftx +  a cos ftx ) . ~ 
-------------г——n --------------+  °

f e°x (а
еах sin bx dx  = ---------sin bx dx  =

ea r ( e s i n f t x  — ft cos ftx) 
-----------TTTaI----------+  ca- -f ft*

7-§. Рационал касрлар. Энг содда рационал касрлар 
ва уларни интеграллаш

Куйида лар кандай элементар функция элементар функция
лар билан ифодаланадиган ннтегралга эга булавермаслигнни 

С кУрамиз. Шунинг учун интеграллари элементар функциялар 
■ оркали ифодаланадиган функциялар синфларини ажратиш катта 

аламиятга эга. Бу синфлардан энг соддаси — рационал функ
циялар синфидир.

Хар кандай рационал функцияни рационал каср куриниши- 
да, яъни икки купладнинг нисбати куринишида тасвирлаш 
мумкин:

Мулокаманииг умумийлигини чекламасдан, бу купладлар уму
мий илдизга эга эмас деб фараз киламиз.

Агар суратнинг даражаси махражнинг даражасидан паст 
»  булса, каср тугри каср деб аталади, акс лолда нотугри каср 
•• Дбб аталади.

Агар каср нотугри булса суратни махражга (купладни куп- 
ВХадга булиш коидаси буйича) булиб, берилган касрни куплад 
- филан бирор тугри касрнинг йигиндиси куринишида тасвирлаш 

мумкин!

Q (х ) =  ДрХ^Ч- Вхх т~' + . . .  4 - Д, 
/ ( х )  А0х п + Л[хп-»  +  . . .  +  Ап

___ **\л___ Т . . .  Т ит
Л ох* +  Л 1х п - '  + ... + Тп

Су ерда М (дс) — куплад, — ту^ри каср.

1- миоод.  Н отугри рационал каср берилган булсищ

х 1 — 3
х* +  2 х  +  Г
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Суратини махражига (к^пдадларни булиш цоидаси буйича) булиб, u,VH 
лосил киламиз; ' и

дг* — 3 - „ 4дг — 6
х* + 2 х + \  = х г — 2х +  — дг* +  2дг +  1

Куп^адларни интеграллаш *еч кандай кийинчилик тугдирма- 
гани учун, рационал касрларни интеграллашдаги асосий кийин- 
чилик т ^ р и  рационал касрларни интеграллашдан иборатдир: 

Т а ъ р и ф .  Ушбу куринишдаги т^гри рационал касрлар-

I. А *х  — а
А

II. (х _ aj„ (k — бутун мусбат сон >  2).

III. X_Â XR+ q (махражнинг илдизлари комплекс сонлар, 
р ‘яъни — q <  0).

IV. р Х ^  ~  бутун мусбат сон > 2 ;  махражнинг
илдизлари комплекс сонлар), I, II, III ва IV типдаги энг содда 
касрлар деб аталади.

Сунгра *ар кандай рационал касрни энг содда касрларнинг 
йигнндиси куринишида тасвирлаш мумкинлиги исботланади (8-§ 
га каранг). Шунинг учун биз аввал энг содда касрларнинг ин- 
тегралларнни караб чикамиз. %

I, II ва III типдаги энг содда касрларни интеграллашда кат
та кийинчиликка учрамаймиз, шунинг учун уларнинг интеграл- 
ларини }(еч кандай изо^сиз келтирамиз:

•• j  х -  а dx  =  A In | х  — а | +  С.
(‘ Л (* _ ь (дс — « ) —* + •  , п

И. dx = A \  ( * - а )  dx =  А - = т у Г  +  С =

=  (1 - k) ( x - a 1 £ - '  г  ° ‘

С Ах + В Г у  ( 2 д г + /» + ( й -
J x> + px + q dx  =  J X2 + px + q dx —

А Г 2 x + p  [ Ap\ С ____ dx------
— ITJ x'J+ p x  +  q d x  +  ^  — 2 ) J x* +  px  +  q

A .  /  „  Ap\ г  dx
== T  In | л* -+ /?л: +  ? | +  15  — -у I I -7 p \* / у Г  =

v ' J  ( *+  f )  + ( « - t )
a 2B — Ap 2x -f- p . r

т 1п | л *  +  /> *  +  ? |  +  y/Aq_ pi a r c l g / 4 -  —  + C

III

f5- § га каранг).
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 ̂ IV тнпдаги энг содда касрларни интеграллаш мураккаброк 
^исоблашни талаб килади. Шу тнпдаги интеграл берилган бул
син:

I . V .

куйидагича алмаштирамиз:

Щ  Ах + В Г 4 ( 2 ^  +  Р ) +  ( в - у )

J  (х1 + р х  + q)k Х “  J  (х* + р х +  q)h А

_ Л  f  2х  + р d x  , ( о  _  А р\ Г dx
2 J  (x* + px + q)k "Г  \  2 ) J (х ' +  рх  +  »)*•

Биринчи интеграл х* +  />х +  q =  t, (2x-\-p )dx  = dt алмашти
р и ш  ёрдами билан олинади: 
г  2х + р С dt г  / - *  + 1

B ( jr»  4- рх  +  q)k “  J  i f  — у  d t — i — k + 0  =

~  (1 -  k)(x* + px + q)* ' > +  C.,

Иккинчи интегрални (уни 1к билан белгилаймиз) ушбу кури- 
нишда ёзамиз:

■ С dx Г ___________ dx__________  р  dtи = J <*• + ;» + »>' “  J |j, + f  )*+ (,-*?)]’ =J «*+-')*■
бу ерда

х  -f у  =  t, dx =  dt, q — ^  =  m* 

деб фараз киламнз (махражнинг илдизлари фаразга к^ра комп-
д!

леке сонлар, демак, q — у  >  0). Энди куйидагича киришамиз:

/  Г dt 1 с  (О + т>) -  п
: ‘k — J  (f* +  m*)* =  mJJ (t* +  m>)* =

_ 1 С dt 1 С
”  m‘ J  (<* +  J  (f i - f  m*)‘ (1 )

С^нгги интегрални бундай алмаштирамиз:
Р V dt С t- td t  1 I* +
J (M + mi)vc =  J (/-■ + ««)*“ =  2 J (/i + m )* =

=  “  2 (* -  1) j  1 d ( (o +  )•

^  И. C. n«c«jnn
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Булаклаб интеграллаб, шуни ^оснл киламиз:
Г  t-dt _  1 Г 1 _  с (ft -I
J (<* +  /«’)* 2 ( * - l )  [ / ( /*  +  «=)*-* J (/а +  mj)*-i }

Бу ифодани (1) тенгликка кУйсак, куйидаги лосил буладщ 
dt

(fi +  т’У* —
_ 1  Г  dt , J _  1 Г t_______I* dt ]

= mi J (fi + «* 2 (*—!)[(/* +  /»-')*“ 1 J (t‘ +  m2)*-i J
/ 2 k - 3  Г dtI k -  3 Г

2 m ’ ( A - l ) ( / J +  m * ) * - ‘ ' 2 m - ( * - l )  J ( / * +  « * ) • - « "
Унг томонда /* типидаги интеграл бор, лекин интеграл ости* 
даги функция махражининг даража курсаткичи унинг дараж 
курсаткнчидан битта бирлик паст (/г— 1); шундай килиб, 1к н 
1к _  , оркали ифодаладик.

Шу йул билан давом этнб, маълум интеграл

га етиб борамиз. Сунгра t ва т урнига уларнинг кийматлари* 
ни куйиб, IV интегралнинг х  ва берилган А, В, р, q сонлар 
оркали ифодасинн топамиз.

2- мисол.

1 1
dx

Г у  (2х +  2) +  (— 1 — 1)
"  J  ( r l  4 -  Ч х  4 -  3 V  d x  '(дг» +  2jc +  3)‘ J  (*J +  2д: +  3)a

1 Г  2дг +  2 Г dx  1 1
“  2 J (дга + 2jt +  3 ) 3 ax г } (xJ + 2x + 3)* “  T  (Jtr* +  2x  +  3)

dx
" " 2 J (x »  +  2jif+ 3)J> 

Охирги имтегралга jr -f- 1 =   ̂ алмаштиришни кУлланамиз:

С dx f  dx  f  dt 1 Г « 3 +  2 ) - f i
J  ( jr ‘ +  2 x  +  3 )3 “  J | ( j t  +  1)» +  2J1 “  J (fi  +  2y  “  2  J (fi  +  2)»

1 f  dt I f / »  .. 1 1  /  I f  Р Л
*= ^  J  <*T5 - ^  J (fi +  2)*dt ~  2 / F arct8 / r  — (** + 2)r  ’

Охирги интегрални караймиз:
f  t*dt 1 f W ( ( >  +  2) I f . . /  1 N
J ф  +  2)3 “  2 J (/* + 2)« =  — 2 J t d I =

1 /  1 f  Л  f 1 (_
“ - T / T + T  +  T j  Д Т 7  - ~ 2 ( f l + l )  + ~ / f  arc,g / r

(ихтиёрий узгармасни лозирча ёзмаймиз; уни ф акат охирги н а т и ж а д а  цисоб* 
га оламиз).
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Демак,

dx
(JC* +  'lx +  З)1

1 .  д г + 1  1 Г * +  1 , • * + П  
' 2 / - 2 a rc tK 2 [  2(х* + 2х + 3) + 2уГ 2  *rCtg^ T  J4

Охирги натижа бундай булади:

х — 1 . х + 2 J 2  * +  1 „
U * +  2х +  3)» dx ~  ~  2 (.х* +  2х +  3) ~  —  arc,2 +

8-§ .  Рационал касрни энг содда касрларга ажратиш

' Энди хар кандай тугри рационал касрни энг содда касрлар 
йигиндисига ажратиш мумкинлигини курсатамиз.

Ушбу тугри рационал каср
F(x)
/(*)

берилган булсин.
Бу касрга кирган к^пхадларнинг коэффициентлари хакикий 

сонлар ва берилган каср кискармайдиган каср деб фараз ки* 
ламнз (бу эса сурат ва махраж умумий илдизга эга эмас де- 
ган суздир).

1- т е о р е м а .  х  = а махражнинг k каррали илдизи, яъни 
/ ( j c )  =  (х — a )* /i  (х) булсин, бу ердаf x (а) Ф О (VII боб, 6- § га 

Fix)Каранг); у холда -—^ m y F p u  касрни бошца икки тугри каср
йигиндиси шаклида цуйидагияа тасвирлаш мумкин:

F(x) А ________Fx (х)
f ( x )  ~ ( х - а ) "  T - ( j c - e ) * - > / l (jг ) ’

бу ерда А нолга тенг булмаган узгармас сон, Ft ( j c )  купхад, 
бунинг даражаси ( j c  — a )*"1 f x (х) махражнинг даражаси- 
дан паст.

И с б о т .  Ушбу айниятнн ёзамиз:
F(x) a  F(x)  - Л / , ( д г )  . . .
f ( x )  -  (дг -  а)* т  ( x - a ) * f x(x) ^

(бу айният хар кандай А учун тугри) ва узгармас А учун 
шундай киймат топамизки, F(x) — A f l (x) купхад jc  — а га 
булинсин. Бунинг учун Безу теоремасига к^ра

F ( a ) - A f x{a) =  О
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тенглик бажарилиши зарур ва етарли. f i(a)=£0,  F (а) ф о 
булгани учун А сони

тенгликдан бир кийматлн равишда аницланади. А нинг шундай 
Киймати учун

F(x)  -  А } х (л) =  (х -  a) Ft (х)

тенгликка эга буламиз, бу ерда Fx (ж) купхад, бунинг дараж.:- 
си (ж — а)*- 1 / ,  (дс) купхаднинг даражасидан паст. (2) форму- 
ладаги каерни х  — а га кискартириб, ( 1) формулани хосил ки- 
ламиз.

Н а т н ж  а. (1) тенгликдагн
Fi(x)

(дг-в)*-'/,(дг)

тугри каерга юкорндагидек мухокаманн-куллаш мумкин. Шун- 
дай к»либ, махраж k каррали х  = а нлдизга эга булса, ушбу 
тенгликнн ёзнш мумкин:

F(x) А А , ^ * - i  Fk (•*)
/ (лг) ~  (х — а)к г  (х — а)к + • • • ' + '  х  — а ^  f \ ( x )  '

! \
бу ерда кискармайдиган тугри каср. Агар / Х(х) бошка
хакикий илднзларга эга булса, охирги каерга хам хознргинл 
исбот килинган теоремани куллаш мумкин.

Энди махраж комплекс илднзларга эга булган холни ка
раймиз. Хакикий коэффициентларга эга булган купхаднинг 
комплекс илдизлари иккитадан узаро кушма булишини эслатиб 
утамиз (VII боб 8 - § га каранг). Купхадни хакикий купайтув- 
чиларга ажратганда хар икки кушма комплекс нлдизга 
х 1 рх q куринншдаги ифода мос келади. Агар комплекс ил-
дизлар (1 каррали булса, уларга (дс* +  рх  -f  q) ифода мос ке
лади.

2 - т е о р е м а .  Агар f  (х) = (х* + рх + q)' <рх(дс) булса (^У
ерда <Pi(.t) купхад х * р х  + q га булинмайди), тугри
рационал каерни бошца икки тугри каернинг йигиндиси ку
ринишида цуйидагича тасвирлаш мумкин:

F(x)  _  M x + N  ________ 'Pt(x) ____  (3 )

1 (дг) ( jc *  +  рх  +  q f  (л* +  рх  +  q)1 '<р, (ДС)
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• •
бу ерда <t>! (х ) — купхад, бунинг даражаси махражидаги

ц. —  1
+  рх  +  а) <р1 (х) куп^аднинг даражасидан паст. 
И с б о т .  Ушбу айниятни ёзамиз:

_  F (x)_________ __  Мх  Т  N  j F(х) — (Мх 4- NYfx (.г)

Е -  №  + Р* + Я ) \ ( х )  (xi + p x  + q f  (х* + р х +  q f f t  (х)

бу айният лар кандай М ва /V учун тугри; М ва N  нинг шун
дай кийматини топамизки, унда F (х) — (Мх +  АО (дс) купхад 
jc*-f- рх  + q га булинсин. Бунинг учун

F ( x ) - ( A f x  +  W) ?1 (х) =* О
тенглама лам х* + рх  -f- q нинг * ±  /3 илдизларига тенг илдиз* 
ларга эга булиши зарур ва етарлидир. Демак,

F(* +  $ )  — 1М I* +  # )  +  W] ?, (« +  /?) =  О
бки

I  £ £ ± | [ .

Лекин аник бнр комплекс сон, буни k +  iL куриниш
да ёзиш мумкин, бу ерда К ва L л*кикий сонлар. Шундай 
цилнб,

М (а +  ф) 4 - N  =  к  +  IL\
бундан

Мл +  N  =  К. М) ~  L
ёки

I  М -  £ ,  N =

М ва N  нинг шу кийматларида /^(х) — (Мх +  iV) ¥i (х) 
куплад а +  $  илдизга, демак, * -|-/Э кушма илдизга лам эга 
булади. Бу лолда куплад х  — (a-f-/8) ва х  — (* — $ )  айирма- 
ларга, демак, уларнинг купайтмасига, яъни х* +  рх +  q га кол- 
Диксиа б^линади. Б^линмани Фх (х) билан белгилаб, бундай 
4ia оламиз;

F  (х) — (Мх  +  N)  <pj ( х )  =  ( х *  -\-рх+  q) Ф, (х).
(4) тенгликдаги охирги касрни х* + рх q га кискартириб, (3) 
тенгликни лосил киламиз, бунда Ф ^ х )  нинг даражаси мах- 
ражнинг даражасидан паст экани равшан. Шуни исбот килиш 
Керак эди.
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Энди тугри каерга 1- ва 2- теоремалариинг натнжа-
ларини кулланиб, / (х) махражнинг ^амма илдизларига мос энг 
содда касрларни кетма-кет ажратиш мумкин. Шундай килиб, 
юцорида айтилганлардан ушбу натижа чикади:
Агар

/ ( д г )  - ( х  — а)" (x  — b)? . . . ( x '  +  px +  q)* . . . ( x l +  l x  +  s)'

К  /  уЛ
булса, д -f- каср куйидаги куринишда тасвирланиши мум-
ьин:

f i x )
Пх) +

(х - а )  (X -  а) х  — а

+  — Ц г  +  ----- +  . . . + ^  +(дс — Ь) (х — Ь) х  — Ь
, Мх +  N  - М\Х N\ - . Л1(1 _  | х  -J- _  |

*1 а  *Т” и — 1 I • • • I --------- з—;----------;--------
(хг + р х + ч )  (x* + p x-+ q ) х  + p x  + q

I Рх +  0  , Ptx  Qi |
*г Г  т  .  ,  _  1 *Г • • • “Г  ------ j -

(ДС* +  1Х +  S) (ДС* +  /дг +  5 ) дг* +  Ix + s

A, A i......... В, Ви . . .  коэффициентларни куйидаги муло.\аза-
лардан аниклаш мумкин. Ёзилган тенглик а й н и я т д а н  ибо
рат, шунинг учун касрларни умумий махражга келтириб, икки 
томондаги суратларда айнан бир хил куп^адлар *осил кила
миз. Бир хил даражадаги х  ларнинг коэффициентларини тенг* 
лаштириб, номаълум А, Ах , . .  . ,  В, 5 Ь ... коэффициентларни 
аниклаш учун тенгламалар системаси *осил киламиз.

Шу билан бир каторда коэффициентларни топишда ушбу 
изо^дан фойдаланнш мумкин: касрларни умумий м а х р а ж г а  
келтиргандан сунг тенгликнинг унг ва чап кисмларида *осил 
булган куп^адлар айнан тенг булиши керак, шунга кура улар 
х  нинг jjap кандай хусусий кийматларида *ам тенгдир. х  га 
хусусий кийматлар бериб, коэффициентларни аниклаш учун 
тенгламалар *осил киламиз.

Шундай килиб, *ар кандай тугри рационал каерни энг сод
да касрларнинг йигиндиси куринишида тасвирлаш мумкин эка
нини курдик.

х* + 2
М и с о л .  Ушбу -_ ~2  ̂ каср энг содда каерларга ажратилсин.

(5 ) формулага асосан каерни ушбу куринишда ёзамиз:
х* +  2 А А, А, В

(х +  1)3 ( д г -  2) -  (х +  1)> +  (ДГ +  1)* +  х  +  1 +  х  -  2 •
Умумий махражга келтириб ва суратларни тенглаштириб, ушбуни косил 

циламиз;
дс* +  2 =  Л ( д г - 2 )  +  А1 (дг +  1 ) ( д с - 2 )  +  А ,(х  +  1)*(дг -  2) +  В (х  +  1)», (6) 
Ски

дс* +  2 =  (Аг +  В) дгз +  (И, +  3В) х* +  (А -  Л , -  3/1, +  ЗВ) х  +
+  ( -  2А -  2А, — 2At +  В).

дг3, ж*, дг1, х° (озод цад) ёнидаги коэффициентларни тенглаштириб, номаълум 
коэффициентларни аниклаш учун ушбу тенгламалар системасини топамиз:

0 =  А% +  В,
1 =  Л , +  ЗВ,
0 = A - A l - 3 A t + 3B,
2 = — 2А — 2Ai — 2At  - f  В.

Бу системани ечиб, мана буларни топамиз:

А  =3 l j  А , --  jj , А )  =* --- g  , в - Т .
Коэффициентлардан баъзиларнни дс га нисбатан айниятдан иборат бул

ган (6 ) тенгликда дс га хусусий кийматлар беришдан косил буладиган тенг- 
Аамалардан топиш дам мумкин.

Чунончи, х  =  — 1 фараз килиб, 3 =  — ЗЛ ёки А =  — 1 ни косил кила
миз ;

2
х  — 2 фараз килиб, в =  27В; В =  у  ни косил киламиз. А гар бу икки

тенгламага бир хил даражали дс лар ёнидаги коэффициентларни тенглашдан 
хосил буладиган яна иккита тенгламани бирлаштирсак, туртта номаълум 
Хоэффициентни топиш учун туртта тенглама косил киламиз. Н атижада уш
бу ажралмага эга буламиз:

ж* +  2 1 1 2 2
( * +  1)3(JC— 2 ) =  ”  (JC+ 1)> +  J ( *  +  1)* — 9(ДГ+ 1) +  9 (дг - 2 ) -

9 - §. Рационал касрларни интеграллаш

Q(x)
f(x ) рационал каернийг интегралини, яъни 

^ d xJ /<*>
интегрални хисоблаш талаб этилсин.

Агар берилган каср н о т ^ г р и  каср булса, уни М (х) к^п- 
F (х)Над билан т у f р и рационал каср йигиндиси шаклида ифо-
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далашимиз мумкин (7- параграфга каранг). Tj?Fpn касрни эса 
8 - параграфдаги (5) формулага асосан э н  г с о д д а  к а с р л а р  
ингиндиси куринишида ифодалаймиз. Ш ундай килиб, хар кан- 
дай рационал касрни интеграллаш к^пхадни ва бир неча э н г  
с о д д а  к а с р л а р н и  интеграллашга келтирилади.

8- параграфдаги натижалардан энг содда касрларнинг кури- 
нишн функция махражининг илдизлари бнлан аникланиши келиб 
чикади. Бунда куйидаги холлар булиши мумкин.

I х о л. Махражнинг илдизлари цациций ва %ар хил, яъни
/ ( х )  =  (х  — а) (х — Ь ). . .  (х  — d).

Бу холда каср I тнпдаги энг содда касрларга аж ра
ла ди:

/  (х) х  — а ' х  — Ь ' • • • '  х  — d 

ва бу тенгликнинг иккала томонини интегралласак:

l r $ ) d x ~  § T ^ dx +  § I = b - d x +  • • • +  § 7 = 7  d x ~
= 4̂ In | дс — a | +  Z?ln|jc — £| +  . . . +  D ln |x  — d\-\-C .

II x о л. Махражнинг илдизлари хациций. ва улардан баъ- 
зилари каррали:

/ ( х) = (х — а)а(х — Ь )* ... (х — d)*.

Бу холда д — каср I ва II тнпдаги энг содда касрларга 
ажралади.

1- м и с о л .  (X боб 8- § даги мисолга каранг).
С х* + 2 . С dx 1 Г dx 2 С dx 
J  ( JC + l)3( J f _  2 ) d x ~ ~  J  (дс+1)3+ 3 J  (дг-г 1 )* 9 J  jr+ 1  +

2 (* dx  1 1 1 2 2
+  9 J  =  У  й + т ?  -  I ( 7 q r i y  -  w  1 n I л  +  1 I +  g - 1n I Л  -  2 1 +  С =

2x — 1 2 I x  — 2
~  b( x  +  l ) 1 9 |jc -+-

I I I  x о л. Махражнинг илдизлари орасида такрорланмай- 
диган (яъни тур лика) комплекс илдизлар бор:

f ( x )  =  (х * +  рх  +  q ) . .  . ( х 2 + lx  + s)(x  — a ) \ . .  (х  — d).
F  ( jf)

Бу холда каср I, II, III тнпдаги соддарок касрларга аж
ралади.
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2 - м и с о л .  Ушбу интеграл лисобланснн:
f  x d x  
J  (дг* н- 1) ( х -  1) •

Интеграл остидаги касрни соддарок касрларга ажратамиз (X боб 8- §. 
(5) формулага каранг):

х  Ах +  В , С
( х » + 1 ) ( д г - 1 )  “  х * + \  7= 1’

Демак,
дг =  (Л *  +  В) (jr -  1) +  С (дс* +  1). 

х  =  1 деб фараз килсак: 1 = 2 С, С =  у ;  

х  =  0 деб фараз килсак: 0  =  — В +  С, 23 =  у .

дс* олдидаги коэффициентларни тенглаб, 0 =  Л +  С тенгликни \осил 

киламиз, бундан А =  — у .  Ш ундай килиб,

р х  dx 1 р х  — 1 j  1 р rfx
J  ( х * ^  1 ) ( х - 1 )  =  2 J  х 3 4- l “ j c ^'  2 J  J t -  1 -

1 С x d x  1 P dx 1 С dx
=  _ 2 j x l  +  i  +  7  J +  7  J  x  -  1 ~

=  — -j- In | x* -(-1 |4 -  y a r c t g x 4 -  y  In | x  — 1 1 +  C.

IV л о л. Махражнинг илдизлари орасида, каррали комп
лекс илдизлар бор:

/  (дс) =  (л* +  р х  +  q f  . . .  (хг +  1х +  5)”(дс — а)‘ . . .  (дс — d ).

Бу лолда касрни соддарок касрларга ажратиш IV тип- 
даги содда касрларни лам уз ичига олади.

3- м и с о л .  Ушбу
’ х 4 4- 4х3 4- И х 1 +  12х +  8Р х 4 4- 4х3 4- И х* +  12х +  8 

J  ( х * 4 - 2 х + 3 ) > ( х + 1 )  dx

интегрални хисоблаш талаб этиладн.
Е ч и ш .  Касрни соддарок касрларга ажратамиз:

х* 4" 4х* 4~ 11 х* 4* 12х  4~ 8 Ах + В Сх 4- D И
~ (х* +  2х  4 - З)1 (х  4- 1) =  (х а +  2х  4- W  +  х* 4- 2х  4  3 +  х +  I ’

бундан
х« 4- 4xJ 4- И х* 4- 12х 4 - 8 =

=  (Лх4-В)(х4- 1)4-(Сх4-Я)(х*4-2х4-3)(х4-1)4-£(х*4-2х4-  3)»>
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Юцорида курсатилган коэффициентларни аниклаш усудларини комбина- 
циялаб,

/1 = 1 ,  В =  — 1, С =  О, D — О, В =  1 
эканини топамиз. Ш ундай килиб,

pjt* +  4 * » + 11х * +  12дг +  8 , р дг — 1 _ , f  dx
J  (*« + 2* + 3)«(дг + 1) J  (** + Чх + 3)* dx +  J  x +  1 “

-  ~  2 & T 5 T + 3 )  -  arc,g T T  +  I *  +  1 1+  c -
Унг томондагн биринчи интеграл X боб 7- параграфдаги 2- мисолда карал- 
ган эди. Иккинчи интеграл бевосита дисобланади.

Юкорида баён этилганларнинг ламмасидан, лар кандай ра
ционал функциядан олинган интеграл охирида элементар функ
циялар оркали ифода этилиши мумкин эканлиги келиб чикади, 
чунончи:

1) I тнпдаги содда касрлар билган лолда — логарифмлар 
билан;

2) II типдаги содда касрлар билган лолда _  рационал функ
циялар билан;

3) III типдаги содда касрлар булган лолда — логарифмлар 
ва арктангенслар билан;

4) IV типдаги содда касрлар билган лолда — рационал функ
циялар ва арктангенслар билан чекли шаклда ифода этилади.

I
10-§. Иррационал функцияларнинг интеграллари

Хар кандай иррационал функциядан олинган интеграл эле
ментар функциялар оркали ифодаланавермайди. Бу ва бундан 
кейинги параграфларда интеграллари узгарувчиларни алмаш- 
тириш ёрдами билан рационал функциялар интегралларига кел- 
тириладиган иррационал функцияларни караймиз, демак, бун
дай функциялар охиригача интегралланади.

т г
I. х " , ^jdx ннтегрални караймиз, бунда/? — уз

аргументларига нисбатан рационал функция*).

( т г \  т г
п 1 ) п s ,

х, х  , ... , х  I ёзувх , х  , ... , х  микдорлар устида факат р а 
ц и о н а л  амаллар бажарилишини курсатади.

т

Бундан буби R ^дг, ^ ^  + 'd )  • • • • ) •  R  ( * /  A*1 +  bx +  с ) ,  R (*ШДГ,

eos дг) ва локазо куринишдаги ёзувларни лам худди шундай тушуниш ло- 
зим. Масалан, / ? <slnлг, cosjt) toy в s in jc ва c o a x  устида рационал амаллар 
бажарилишини курсатади.
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7f, ... . у  касрларнинг умумий махражи k булсин. Бундай 

х  «= tk, rfjc =  1 dt
алмаштиришни бажарамиз.

Бу холда х  нинг хар бир к а с р  ли даражаси t нинг б у т у и 
даражасн бнлан ифода этилади, демак, интеграл остидаги функ
ция t нннг р а ц и о н а л  ф у н к ц и я с и г а  айланади.

1- м и с о л .  Ушбу интеграл хисоблансин:

J dx. 
XU+ 1

1 3
Е ч и ш .  ~2 < ~4 касрларнинг умумий махражи 4 булади; шунинг учун 

х  = t*, dx  =  4/3 dt алмаштиришни бажарамиз; у холда;
1

Y ~  =  О Т Т  Pdt =  4 \ o T \ dt -  4 - J i i r ) d t  =

с Г P *з 4A \ t ' d t - 4  j  <Tq r i ^ = 4 3  -  j  l n | / 3  +  i | + C  =

у  [ x ’1'— In 1 j j +  C.

Jf +1

m
n

I II. Энди ( i f q r z )  • • • • • ( z f r r )  ] dx  куринишдаги
интегрални караймиз. Бу интеграл

?* +  » *  /*
сх + d

алмаштириш ёрдами билан рационал функциянинг ннтегралига 
келтирилади; бунда k билан у , . . . ,■ £- касрларнинг умумий 
махражи белгиланган.

2- м и с о л .  Ушбу интеграл хисоблансин:

I
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Е ч и ш. х  +  4 =  О, ж =  /* — 4, dx — 21 dt алмаштиришни бажарамкз) 
бу *олда

f Щ 1 '" 2 1  - 2 1  ( ' + * Ц '" - * f  -  + « J  г п г ,  -

=  2/  +  2 In I т ^ - п  I +  С =  2 / Г + 4  +  2 In I +  4 ~  2 I +  С.
1г +  / 1 1 / 7 + 4 + 2  I

11- §• J R (дг, / ах* ■+• Ьх  +  с) d x  куринишдаги интеграллар
Ушбу

у^ах* +  Ьх +  с) dx  ( 1)
куринишдаги интегрални караймиз, бунда а ф  0.

Бундай интеграл Эйлернинг куйидаги алмаштиришлари бр- 
дами билан янги узгарувчи рационал функцнясининг интегра- 
лига келтирилади.

1. Эйлернинг биринчи алмаштириши. Агар а >  0 булса, у 
*олда

V  ахх +  Ьх + с =  ±  / п  х  1

деб оламиз. Аниклик учун / а олдида +  ишорани оламиз. Бу 
*олда

ах% -+ Ьх +  с =  ахх +  2 / Т  x t  +  P, »
бундан х  ни t  нинг рационал функцияси каби аниклаймиз:

6 — 2 ула t •

(демак, dx  *ам t билан рационал ифода ггилади), демак,
________________________ ____ ___ , Q

\ г ах* +  Ьх +  с =  / a x + t =  / а  ь _ 2( ~f -  + 1,

яъни / а х2 +  bx  +  с, ифода t  нинг рационал функцияси булади.
y fах- bx  -f с х  ва dx  лар t  билан рационал ифода этилгаыи 
сабабли берилган ( 1) интеграл t  нинг рационал функциясидан 
олннган интегралга айланади.

1- м и с о л .  Ушбу интеграл *исоблансин:
Л dx
J »/ i1 + с

Е ч и ш .  Бу ерда а= \  >  0 булгани учун ^ х *  + с — — х  + I деб оламиз, 
бу *олда

х* +  с =  х* — 2 x t +  <*,
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бундан
t* —  с

дг =  - 2г -

Демак,
/* 4- с " I _____ ** — с tl 4- с

dx =  -2p~dt, у х 1 +  С =  -  дc +  t =  —  ~ 2 f  +  t =  .

Дастлабкн интегралга кайтамиз;

M r ,  -  -  J t  = ! ■ <  И  с .  -  '"I *  +  / ^ T c l + C .
2/

(интеграллар Ж4двалидан 14- формулага каранг):

2. Эйлернин? и/ кончи алмаштириши Агар с >  0 булса, бу 
^олда

/ «л2 +  Ьх 4- с =  x t  ±  >^с"

деб оламиз; у лолда (аннцлик учун /< ?  олднда +  ишорани 
оламиз)

ах1 +  Ьх +  с =  х2<2 +  2х£ 6 +  с.
Бундан х  узгарувчи t  нинг рационал функцияси каби аникла- 
надш

г 7 V t - b  
а —7 * *

<£* ва /^ах* +  +  с лам £ оркали рационал ифода этилга- 
ни сабабли х. У  ах* Ьх -+- с ва dx  нинг кийматларини 
j  R (x, У  ах'1 ■+• ЬЛ +  dx  интегралга к^йсак, бу интеграл лам 
* нинг рационал функциясидан олинган интегралга келади.

2- м и с о л .  Ушбу интеграл лисобланснн.

Г О ^ / i 
J .*»/Г

Е ч и ш .  У I + х  + х* =  xt + \ деб оламиз; бу лолда

2( — 1 2/» — 2/ + 2 
. 1 -г дс +  X* =  .t*/* +  2дс/# +  1; дс *  f  ; dx  «  _ f l) i  dt\

/ 1 +  дс +  дез =  д г / + 1 =  ‘ t S L 'j r i 1 — / l  +  *  +  i*  =  —f L  j r*.

( 1 - / 1  +  j  +  дс»)2 .
--------Г ■■Д--- ■ rf-У.

+  ДГ +  ДС*
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Хосил цилинган ифодаларни дастлабкн интегралга кУямиз:

С ( —  2<* +  O’  (1 — **)* (1 —  <*) (2/* — 2t -f- 2)
J (1-<»)•(»-I)* (<*-/ + !)(! -**)'

I ДГ — yrl-fJC-(-Jt*+l *
+  2 / 1  +  ДС - f  x* +  1 1 +  C.

3. Эйлернинг учинчи алмаштириши. ax* -f  bx  +  с учхад-
нинг хакикий илдизлари а ва £ булсин, бу холда ^ а х 2 bx  +  с =. 
=  ( jc  — *) / деб оламиз:

ах* +  Ьх +  с =  а ( х  — а)(дс — Э)
булгани сабабли

dx  ва ^  ах* +  Ьх +  с хам t билан рационал боглик булгани 
сабабли берилган интеграл t  нинг рационал функциясидан оли- 
надиган интегралга алмашади.

1 - и з о х .  Эйлернинг учинчи алмаштириши а < 0  булганда- 
гина кулланмасдан, балки а >  0 булганда хам татбик этиладн, 
бунда факат ах* +  Ьх + с купхад иккита хакикий илдизга эга 
булса бас.

3- м и с о л .  Ушбу интеграл хисоблансин:

+  U  + / П Г Г ь ?  -  1 + с  ,  _  2 ( /  1 +  X + £§-_ 0  -Цп| 2х +

/ а ( д с  — a) (JC — Р) =• (х — a) t , 
а  (дс — л) (л: — Р) =■ (дс -  а)21\ 

а (х  -  ?) =  (дс -  «) Л
Бундан дс ни / нинг функцияси каби аниклаймиз:

а? - Л *V* — ------
а  -  /* •

Е ч и ш .  х* +  Здг — 4 =  ( jc -(- 4) (дг -  1) булгани сабабли

/(д г  +  4 ) ( д : - 1 )  =  (дг +  4)*

деб оламиз; у холда
(дг +  4) (дг — 1) =  (дг +  4)1 (*, х — \ =  (дг +  4) <\
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Дастлабки интегралга кайтамиз:
f ___ _________Г 10/(1 - /■ )  _  f  2 л  ,_ |1

- /* )*«  d t~
-  /') f 2 , . 11 + П
I* 51 dt ~  J  1 — t*dt -  ln j 1 -  t j +  C =

+  С =  In +  4 +  +  C.
/дс -f 4 — /дг — 1

2 - и з о * .  ( 1) интегрални рационал функциянинг интегралига 
келтириш унун Эйлернинг биринчи ва учинчи алмаштиришидан 
фойдаланнш етарли эканини таъкидлаб утамиз. ах* Ьх 4- с 
уч^адни караймиз. Агар Ь2 — 4ас >  0 булса, уч^аднинг илднз- 
лари ^акикий ва, демак, Эйлернинг учинчи алмаштиришини 
татбик килса булади. Агар Ьг — 4ас <  0 булса, бу *олда

ва, демак, х  нинг барча кийматларида уч^аднинг ишораси а
нинг ишораси билан бир хил булади. ах:1 +  Ьх +  с хакикий 
булиши учун уч*ад мусбат булиши, демак, а >  0 булиши ке
рак. Бу *олда биринчи алмаштиришни татбик килса булади.

12-§. Тригонометрик функцияларнинг 
баъзи  синфларини интеграллаш

Хозиргача факат алгебраик (рационал ва иррационал) функ
цияларнинг ннтегралларини системали равишда ургандик. Бу 
параграфда баъзи бир ноалгебраик функциялар, биринчи нав- 
батда тригонометрик функциялар ннтегралларини караймиз. 
Ушбу

алмаштириш ёрдами билан *амма вакт рационал функциянинг 
интегралига келтирилиши мумкннлигини курсатамнз. s in* ва
cos х  функцияларни t g y  билан, яъни t  билан ифодалаймиз:

ах* +  Ьх +  с =  ^  [(2ах  -f Ь)г +  4ас — ft2)]

(1)
интеграл берилган булсин. Бу интеграл

(2)

2 sin у  cos у  2 sin у
X X

sin у  cos у
sin X = дс дс дс T T 1F

sins у  +  cosa у  1 +  tg  у
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1-  <»COS X — .  Jt . X  , Xcos1 j-  +  sin* 2 1 +  tg* -5- *  m * -

Сунгра

X =  2 arc tg t, dx  =
2 <fl

Шундай килиб, slnx, c o s jc  ва dx  лар t билан рационал 
ифодаланади. Аммо рационал функцияларнинг рационал функ* 
цияси уз навбатида яна рационал функция булгани учун ко- 
сил килинган ифодаларни (1) интегралга куйиб, рационал функ
циянинг интегралини *осил киламит

J  /?(sln JC. cosx)dx=M Y + i lT T T ^ '

1- м и с о л .  Ушбу

Курилган алмаштириш R(cosx, slnx) куринишдаги кар кан
дай функцияни интеграллаш учун имкои беради. Шунинг учун 
уни баъзан «универсал тригонометрии алмаштириш* деб атай-  
дилар. Лекин практикада бу алмаштириш купинча анча мурак
каб рационал функцияга олиб келади. Шунинг учун „уннэер- 
сал“ алмаштириш билан бир к*торда баъзи доллар учун 
максадга тез олиб келадиган бошка алмаштиришларни кам 
бнлиш фойдалидир. ________ ■______________ ,

куринишга олиб келади.
2) Агар интеграл)' R(cosx) s in х dx  куринишда булса, у 

колда cosjc »=£ ; sin jc =  — d t  алмаштириш ёрдамида бу ин
теграл рационал функциянинг интегралиГа келтирилади.

3) Агар интеграл остидаги функция факат tg x  га боглик
булса, у колда \g x  — t, x  =  arctg<, dx  =  - p p i  алмаштириш

V
интегрални караймиз. Юкорида езилган формудадарга асосли:

1) Агар интеграл
колда sin х  =  t, c o s  x d x ^ d t  алмаштириш бу интегрални j R (t)d t
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•рдамида бу интеграл рационал функциянинг интегралига к е л -  
Прилади!

4) Агар интеграл остидаги функция /? (sin jc, c o s x ) кури- 
нишда б^лса, аммо sin ж ва cos х  факат ж у ф т  даражаларда 
кирса, у холда

t g x - t  (2')
алмаштириш татбик 9тилади, чунки sin* jc ва cos* jc лар tg дс 
билан рационал ифодаланади:

cos* х  =  г т 41+ tg’* “  Г П 7, 
i t  х 1‘ 

sln x - r + r i b -  П ^г*
, dt

dx -  П П 7,
Бундай алмаштнришдан кейин биз рационал функциянинг ин- 
тегралиии хосил киламиз.

2- м и с о л .  Ушбу
sin1*

dx| 2  +  cos дс

интеграл хисоблансин. Бу интегрални J Н (cos дс) sin х dx куринишга келти
риш осой. Хакикатан,

Г sin3 *  f  sl|i* дг sin x d x  f l — cos’ ж
J  i  +  cos x  x “  J  5 +  cos x  ш J  2 -f cos дс sln x d x

cos x  — i  алмаштиришни бажарамиз. By холда sin дс dx  =  — dz:
С sin3 x J f l — г* Г г' — 1
J  T + 7 3 J T  dx  -  J  T 7 T ( _  =  J  Г + У  dt ~

XX J   ̂ * — 2 4- d* =  у  — 2* +  з  In (ж +  2) +  С =»

COS* X
=  — — 2 cos x  +  3 In (cos x  - f  2) +  C. 

f  dx
3- м н с о л .  \ 2 _ g|n«J интеграл хисоблаисин.

Е ч и ш .  tg x= * t  алмаштиришни бажарамиз. By *oa«at 
С dx <* dt С dt

"  П------- <* ' \  ..------Г  "  2 T 7 i  -
J  J  (2 - t t f )  ( 1 + /  > j

-  T t  T t  +  c - 7 ? 18( / ? ) + c

26 h. 0. Пассрюа
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5) Эндн 1 (sin jc ,  cos л:) dx  куринишдаги яна бир ннтег»
ралнн, чунончи интеграл остида sin"1 х  cos" х  dx  купайтма тур. 
ган интегрални караймиз (бунда т ва п бутун сонлар). Бунда 
уч золни караймиз:

a) J slnmxcos"x</x интегралда т ва п дан камида биттаси
ток сон. Аниклик учун « т о к  сон деб фараз киламиз. 

п = 2р +  1 деб олиб, интегрални алмаштирамиз:

j  sInmx c o s :̂ +1xrfx =  f sinm jc c o s 2* jc co s jc< / jc  =

“  J slnm x  (1 — sin* x ) p  cos x  dx.  
Узгарувчини алмаштирамиз:

sin jc *=■ t, cos x  dx  =» dt.

Янги узгарувчини берилган интегралга к^ямнз:

j* sinm jc cos'1 x  dx  =  j  t m (1 — t^Pdt,

бу эса t  нинг рационал функцнясининг интегралнднр.
4- м и с о  л.

р cos3 х  С cos* х  cos х  dx  Г (1 — sin* дс) cos х  dxJ* cos* x  cos x  dx  p 
J  sin* x ax ~  J sin* дс =  J  sin* дс

Энди .
sin jf =  <, cos x d x  =  r f j f  билан белгилаб, куйидагнларни *осил киламиз;

f  cos3 дс Г(1 - l * ) d t  С dt f  dt I . 1
= J — 1*----" J  F ~ )  7T=-3?3' +  T + c =

1__  , l . r
=  3sin3 дс sin дс *

6) j* sinm x  cos" x  dx  интегралда m в а л  — манфий булмаган 
жуфт сон. т — 2р, п =  2q деб фараз киламиз. Тригонометрия- 
дан маълум формулаларни ёзамиз:
• 1 1  J j

sin* х  =  j  — j  cos 2х,  cos* х  =  у  +  j  cos 2х.  (3) 

Буларни берилган интегралга куямиз:

J  sinV х  cos*9 х  dx  =  j ( y  — cos 2x)P ( у  +  у  cos 2хУ dx.

Даражага к^тариб, кавсларнн очиб, cos 2л нинг жуфт ва 
ток даражаларннн ичига олган *адларнн *осил киламиз. 
Ток даражали *адлар, а) *олда курсатилгандек, интегралла- 
нади. Даражаларнинг жуфт курсаткнчларнни (3) формулалар
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буйича яна пасайтирамиз. Даража курсаткичларини пасайти- 
ришни осон интегралланадиган J  cos kxdx  куринишдаги дадлар 
*осил булгунча шундай давом эттирамиз.

5 - м и с о л .

j"s1n* х  dx  =  L  j* ( l  — cos 2x)* dx  =  - j  j* (1 — 2 cos 2x +  cos* 2x) dx =

= { [ х - ш 2 х + \ $  (1 +  c o s4x) =  ~  sln 2jf +  J +  C-

в) Агар иккала даража курсаткичи *ам жуфт булиб, улар
дан камида биттаси манфий булса, юкорида баён килинган 
усул максадга олиб келмайди. Бунда \g x  = t (ёки ctgjc =  0  
алмаштиришни бажариш лозим булади.

6- мисол.
s ln 2 x r f x  (* s in *  дг (s in *  X  +  COS* x ) 2 P  „
------—  -  --------5---------:------------ - **=» tg 2 x ( l  -I- tg* x)*dx.

COS» X  J  COS8 X  J

dt
Ig  X  =. t  деб оламиз; у  лолда: х  — a rctg  t ,  dx  =  ’ мана буни лосил ки* 
m m :

Ш  = j  (1 + ГТГ.  - 1  “ + - 1 + 1  +  с  ”

6) Энди
|  cos тх cos nx dx, Jsln mxcos nx dx, Jsln m x sin nx dx
куринишдаги интегралларни караймиз. Булар куйидаги фор
мулалар ёрдамида *исобланади*) (т ф п):

cos тх cos nx = j [ c o s  (m -f  п) х  +  cos (т — п) х],
J '

sin тх  sin пх = -х [sin (т +  л) х  +  sin (т — п) х],
я ^

sin тх sin nx = j [ — cos (т +  я) х  -f cos (т — я) дг].

*) Бу формулаларни ушбу усул билан келтириб чикариш осон:
cos (т + п )х  — cos тх cos nx — sin тх sin пх, 
cos (т — л) х  =  cos тх cos nx  sin тх sin пх.

Бу тенгликларни ладлаб кушнб ва иккига булиб, юкорида келтирилган 
учта формуладан биринчисинн лосил киламиз. Хадлаб амириб ва иккига бу
либ, учинчи формулани лосил киламиз. А гар шунга ухшаш формулалар 
s ln (m  +  п )х  ва sln (m  — п )х  функциялар учун лам ёзилса, сунгра улар 
Ладлаб кУшилса, иккинчи формула лам юцорндаги каби келиб чикади.
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Буларнн интегралга куйиб, ннтеграллаймиз:

J соз тх  ' os n x d x  =  | (cos (от я) х  -f- cos (от — я) х\ dx  =о
sin (т + п )х  . sin (m — л) х 

~  2 ( т  +  л) +  2 (т — л) +

Кол га н икки интеграл *ам шунга ухшаш >{исобланадн.
7- м и с о л .

j" sin 5дг sin Здг dx  =  у  j  [— cos Sx +  cos 2дг] dx =  — sln^ ' r  +  sln ~ v f  C.

13- §. Баъзи бир иррационал функцияларни 
тригонометрик алмаштиришлар ёрдамида
интеграллаш

X боб 11- параграфда каралган

j  R (x ,  / ах* +  bx  +  с) d x  (1)

ь*
интегралга кайтамиз, бу ерда аф  О ва с — ^ у . 0 (а =  0 булган

Ь2*олда интеграл 10- § II куринишга эга булади, с — ^  = 0 бул

ганда ах1 4- Ьх +  с =» а (дс +  ^  булади ва а > 0  булса, биз
рационал функция билан иш курамиз, а < 0 б у л ган д а /ах*+Ьх+е 
функция дс нинг >;еч бир кийматида аннкланмаган). Бу интег
рални олдинги параграфда каралган

J Я (sin г, совг)</г (2)
куринишдаги интегралга алмаштириш методини курсатамиз. 

Илдиз остидаги уч.чаднн узгартирнб ёзамиз:

ал* +  Ьх +  с =  а (х  +  £ }%+  (с - £ ) .

дс +  ^  =  t, d x  =  dt  фараз к»либ, узгарувчини алмаштирамиз:

|/  “ дс* + Ьх +  с =  j /  at* + (с — *1 j.

Мумкин булган барча *олларни караймиз:

1. а  >  0, с —■ ^  >  0 булсин, а = от*, с — ^  =  я*' белгилаш-
ларни киритамиз. Бу *олда: / а л 2 -f Ьх +  с =  \ тЧ2 -f я* бу
лади.
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**2. а  >  О, с — ^  <  0 булсин. Бу холда

а =  т*. ь* .

с “ й  =  - я -
Демак,

| / a.t* t- +  с =  /п*/1 — пг. 
ь*
4л3. а <  0, с — >  О булсин, у холда а =  — т2, с — ^  =л* 

белгилашларни киритамиз. Демак,
аде* 4- Ьх +  с =  j / V  — m-tK

ьг г------------------4. а  <  0, с — 4^  <  О булсин. Бу холда у ах2 Ьх с ифо
да д: нинг барча кийматларида комплекс сондир.

Шундай килиб, (1) интеграл куйидаги интеграллар типла-
рининг бирига келтирилади:

I- §R (t, -f  л*) dt. (3.1)

И. J/? (/, / m xt%- n ' ) d t . (3.2)

III. j  R (t, ]/«* -  m 'f)  dt. (3 .3)

(3.1) интеграл t =  £  tg z

алмаштириш ёрдами билан (2) куринишдаги интегралга кел- 
тирилади. (3.2) интеграл t — ^ s e c z  алмаштириш ёрдами би-

> лан (2) куринишга келтирилади. (3.3) интеграл t =  £  sin t 
алмаштириш ёрдами билан (2) куринишга келтирилади. 

М и с о л .  Ушбу интеграл хисоблансин:

Г dx
J  у ( a * - x ' f ’

Е ч и ш .  Бу интеграл III типдаги ннтегралдир. х  =  a sin х алмаштиришни 
бажарамиз, бу холда

dx  =  a cos г dz,

Г dx Г a cos z dz Г а cos z dz*)
J  n (e *  — дг1)1 ) (в* — в* si n* xY J  a1 cos* г

*) V 1 — sin** =  | cos z I; биз аницлик учун факат | cos г |  =  cos г *ол уС.
тида тухталамнз.
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_ J_ f  d z ___t г _____ \_ sin z t r  _  sin Z  f r

a* J  cos* z ~  л* 2 a* cos z  a* / 1  — sin* z  ~

yr a2 — x 1 + C.

14- §. Интеграллари элементар функциялар билан 
ифодаланмайдиган функциялар ^ацида

X бобнинг 1- параграфида биз (а, Ь) интервалда узлуксиз 
булган *ар кандай f ( x )  функция бу интервалда бошланшч 
функцияга эга булншинн, яъни F' (х) = f ( x )  тенгликни каноат- 
лантирувчи F (x)  функция мавжуд эканини (исботсиз) айтиб 
утган эдик. Аммо х а р  к а н д а й  б о ш л а н г и ч  ф у н к ц и я ,  
*атто бу мавжуд булса ^ам, э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р  
б и л а н  ч е к л и  к у р и н и ш д а  и ф о д а л а н а в е р м а й д н .

Куйидаги

j e - ' d x ,  dx, j T r d x ,  j V l - A » s i n »xdx, j * j f j

интеграллар билан ифодаланган ва бошка купгина бошланшч 
функцияларни элементар функциялар оркали ифодалаб бул
майди.

Бунга Ухшаш ^олларнинг ^аммасида бошлангич функция 
чекли сондагн элементар функцияларнинг комбинациясига 
келтирнлмайдиган бирор янги функциядан иборат булиши 
равшан.

2 Г 2Масалан, I е~ х dx +  C бошлангич функциялардан х  = 0

шартда нолга айланадиганлари Лаплас функцияси дейилади 
ва Ф (х ) билан белгиланади. Шундай килиб, агар Ф (0) =  0 
булса,

Ф (х) = у ~ * ъ dx +  Сх.

Бу функция яхшн Урганилган. х  нинг турли кийматлари 
учун бу функция кийматларининг мукаммал жадваллари ту* 
зилган. Бу жадвалларнннг кандай тузилишини биз XVI боб 
(II том) 21- параграфда курамиз. Интеграл остидаги у = е ~ л  
функция ва у =  Ф (дг) Лаплас функциясининг графиги 208 ва 
209- расмларда тасвнрланган. Бошлангич

/ 1  — /?*sln*xrfx С ( Л < 1 )
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Лункциялардан х  =  0 булганда нолга айланадигани .эллип- 
гпик интеграл* деб аталади ва Е (х ) билан белгиланади, 
агар Е  (0) =  0 булса,

£ (* )  =  j V r ^ F  x d x  +  С,.

х  нинг турли кийматлари учун бу функция киАматларннинг 
жадвали *ам тузилган.

X Ообга м аш цлар

1. Куйидаги интегралларни дисобланг. 1.  J  дс4 dx. Жав. ^  +  С. 2, J  (дг +

9)+ / l c ) d x .  Жав. j + Щ - ^  + С. 8. | [ - 2 = - * j £ 2 )  dx. Жав. в  у П  -

7 7 * " -  Т  +  с - 5j (  i  +  ; 7 ?  +  2)

7. |  +  ^ j dx- Жав■ f  +  Т  ** +  3 ^ " * + С-

Урнига кУйиш усули билан интеграллаш! 8. je* *  dx. Жав. -g- е** +  С. 

Я. j*cos 5х dx. Жав.~—~  +  С. 10. j* sin ах dx. Жав. — +  С. U . ^ f d x .

*“ т1п,' + с- * Jsfe
г ' g f £  +  c - 14- J  а Й т ' Ж ав- 7 «« | а У г - 7 1 + с .  15. | ^ ж а * . - 1 п | 1 -

-Л -1  +  С. 16. j ’ g ^ T - A C e e — - i - l n | 6 - 2 j f |  +  C. 17. j  igZxdx.  Жав.

1 Г 1
— — In | cos 2дс | +  С. 18. I c tg  (блс — 7) rfjr. Ж ав. у  In | sin (5jc — 7) ( +  0.

/I
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19. ( ~~7~' Жав. — 4 In | cos Зу I +  С. 20. Г c tg  dx. Жав. 3 In I sin — I +
J  c tg  Зу 3 J  3 | з  | T

+  C. 21. |  tg  f. sec2* df. Жав. - j t g ’ f  +  C. 22. | ( c t g r r ) ^  dx. Жав.

In | sin e* | +  C-23. j  ( tg  4S — c tg -^  jr fS . Жав.— In | cos 45  |—4 ln . s \ s i n -  +

-f C. 24. ^ slt,Jjr cos -* dx. Жав — -|- C. 25. \ cos’ x  sin  x  dx. Жав
sin3* J- cos* x

+

+  C.  26 . j1 / * «  +  1 xd x . Жав. ! / ( * *  + 1 ) 3+  C. 2 7 . Жав.

i / n r p i + c  i ^ + c k j a ^
1 ^  Сs,n x  dx 1 „  _ (* tg  x

Жав.  — —  + С. 3 0 . i ------- -— . Жав. -г----;— +  С . 3 1 . I ^ dx. Жав.
s in *  J  cos3 *  2 cos**  J  cos**

' S ^  + c.32. f  S t i  Л . ‘̂  +  0.33. f2 J  sin * *  2 1 cos* x y  tg  *  — 1

,  , i g T ^ T + C . 3 4 .  f  " И * \ } ) 4 х . Ж а в .  1̂ + 1 )  +  С .3 5 .  Г /4 0 5 Х ^
J  * + 1  2 J / 2 s ln * - r l -

Жав. /  2 sin *  +  1 +  C. 36. ( Ж ав. „ , ,  1------ — -  +  С.
J  (1 +  cos 2*) 2 ( 1  +  cos 2* ) ,

37. I . Жав. 2 / 1 +  sin* *  +  C. 38. ( + 1 dx. Жав.
J  у  1 - f  sin * *  J  cos**

- / ( t g T + T j M -  сw
. , Q I cos i x  ax w
■ • J  (2 + ’3"sln 2*p‘ Жав‘ — ][2 (2 + 3 sin 2*)*

„  г  sin 3*  dx 1 f l n * * r f x  . „ In3
I 3/ * g cT T -  Ж ав. V  ■ Дд +  С. 41. V------------ Жав. —

J  /  cos*3* y c o s 3 *  J  *  3

i' arc sin *  dx arc si
7 r = j r - Жав• —

u .  j*  J g £ d x .  Жав. -

+  C.

l « r £ t ^  « c j fc r  
J  1+** 2

arc ctg* *
+  C .46.

+  C. 45. j  Ж „ ,

I . Жав “ - l n u * +  l)  +  C . 47. f * +  1
** +  2*  +  3

dx.

Жав. — in (** ■+• 2*  +  3) +  C. 48. I „  .. .  Жав. In (2 sin *  -f- 3) -f- C.2 J  i  sin * + 3  i
‘‘ dx С

■W. , — — . Жав. In | In *  | +  С. 50. 2*  (** +  1)* dx. Жав J  * In * J
(** +  1)*
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51. \ lg * x d x .  Жав. — tg  х  +  х  +  С. 82. Г ——— ^ ----- —  . Жав.
J  3 е J  (1 +  х*) arc t g x

In I arc tg  x  I+ C .6 3 . \  ----- — . Жав \  In | 3 tg x + 1  |+C. 54. Г dx.
J  cos x  ( 3 t g x + l )  3 J  cos’x

cos 2x  . dx.
2+3 sln2x

Жав. * ^ r ^ +  C .55. I —j -----------.Жав. In | arc slnx  | +  C .56.1
4 J y  1 — x * a rc s ln x  J ;

1 Г dxЖав. — l n | 2  +  8 s i n 2 x |+ C .  57. I cos (In x )  —. Жав. sin (In x ) - ( -C.

68. j* cos (a +  bx) dx. Жав. ■— sin (a  +  bx) +  C. 59. J etx dx. Жав. - у  +

+  С. 60. И  dx. Жав. + С. 61. j*  e*,n * cos х  dx. Жав. е*|п * +  С.

63.  ̂ах*х dx. Жав. +  С. 63. J  е *  dx. Жав. ае « + С. 64. ^(е**)Чх.

Жав. ~  t**+C. 66. I 3*e*dx. Жав. , С. 66. \е-** dx. Жав.
4 J  In 3 + 1  J

-  j  +С. «7. j ( « ^  +  a**) dx. Ж а в .\[ * *  +  j“  +  C') - e8- j  «*,+4' + 3 Х

Х<*+2)dx.Ж »,i « '♦ " « + С .  «® dx. Жм. ■* ' . _ ! * 2 -2ДГ+С.

j  l»(3 +  « ^ + C .  7i. j  • £ £ £ .  Жа.. -i-ln(2 +

+ «■')+с-71 j  rfl? - 7Т  "с “ <*"т  '>+с- J /1 = 5?  •
1 dx 1 Зх

Жав. - =  arc sin ( / I r )  +  С. 74. I ~ -16 ^  9^ - Жав. — arc sin — +  C.

Г dx ... x  __f  dx  1 x
75‘ ] / 9 Z ? ~‘ *fC S‘n T  +  4 ~ b ? ’ - ‘ 2 afC *g T  +  •

Г dx ...  1 З х ____ Г dx  1 . 2 +  3 x |  „
Tl- и ^ Ж в в - 1 аГС' * Т + С - Ж Ь " = ^ - Ж а в Т 2 ,П 2 - - З х  j

p  dx ______ С dx 1
79.  ̂ ^ = = = .  Ж е». In | x + / x * +  9 | +  C. 80. \ Жав. — In | i x  +

С dx 1 •
+  / b x 1 — a 1 1 + C . 81. \  - 7= = = = .  Ж ав . — In | ax +  /  b* +  a*x* 1 +  C.

' y  d ' t
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« л  Г  d x  1 . I а х  * е

82- \ - ^ = 7 ' Жав ^ 1а\7ГГсJ Г Л
+ С. 83.

| дс3 4- / Т  

Ж З - / Т
dX=r-. Жав. — arc sin дс' х* 2

Г _x*dx
J 5-ДГ*-

1 +  С. 85. |

Жав. г 4 =  х
1

6 / Т
x d x  

х* + а*' 
dx

57*'Ж ав. ^  arc tg  j  +  С. 86. j  ^7 = r  • Жав. arc sin ^  +  C. 87. j * ^ =

1 /~~Ь л  «_ (* cos x d x  1 / s i n  дс\

ж “ - / Г  * - « у  l x + c - “ - j  +  * " •  7  “  ) +
Г dx  Г arc cos x  — x

+  C. 89. I - p 7= = = - .  Жав. arc sin (In дс) +  С. 90. I —- ^ - = = = — dx. Жав.

— у  (arc cos дс)* +  / 1  — дс* +  С. 91. j *   ̂ ^ Ĉ ~ ~ dx. Жав. у  In (1 +  дг*)—

— — (arc tg  дг)* +  С. 92. <*■*• Ж а е.^У (1  + In* )3 +  С.

" •  J  j / 0  +  ✓ *>■ +  С- «• J / Г / Г + / 7 -

Жав. 4>Л + / 7  + С. 95. .Жа». « rc tg  f * + C .  96. j ' 3 ^ = =  -

cos1 дг sin 2лг </дг. Жав. (1 + 3 c o s* jt)3Ж ««. 3 V * ln  *  +  С. 97. 1 / > + 3 

+  С. 98. Г * ? » ?  . Ж » .  - 2 / Г + 5 Э Т Г  +  С .9 9 .J  /  1 + cos* дс J  sln *

+  С. 100. I /Ц Л *  dx. Ж а в . - ^ У ^ х +С.
J cos'jic 5

Ж а в . г х е  ‘g ^ + C

Г — +  —̂  dx  куринишдаги интеграллар: 102.
J  вде* +  +  с

Жав.

101.
s in *  3 sln3jr 

dxI 2 sin* x  +  3 cos* x  ’

dx куринишдаги интеграллар; Г — —
J  * * + 2 д с

Жав. у  arc tg  + C. 103. j  ^ ~ ~ ' + Жав. ^  arc tg  ^  + C.

104. f dX 1 , |2дс +  3 ~ /  5

jt* +  a* +  г  2X +  3 + / T | + C-105-

Жвв- 7  ,n | Ь п  | +  C  ,06* J 2r* -  2«+ Г  Жвв- arc ,g (2‘  “  ]) +
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Г dx ... 1 . Л* — 1 . „  f  (6дг — 7) dx
Js ?^ rT 2 * ‘" v l 1" ,8-7T+& т J + Гг

Г* (3jc — 2 ) dx 3
Жав. 1п|3**-7х+11|  +  С. 109. I Ж ав , - I n (5х*-Зх+2) -

_ 571Г1,С'817 Г ^ +С- "*•

+ 7=з*'с,8?7 Т +с- Г "* ■  +
+  i  In (2 *+  1) +  С. 42. |  $ х * - х  + 'i  dX' Ж ав- i  ln (5jf* ~ х  + 2)-

8 IOjt — 1 Г 6х* — 5х3+4х* ... х* 11
- H 7 1 ' arc ,gT l _ + • 3 2х*—X +  i Жав- х3~ 1 +

+4" In I 2х*—х + 1 1 + —4 = a rc  t g - ^ т = -+  С. 114.^ dx
4 14Д ^ ^ * ' ^ 2 ^ 7  "‘" 8 f 7  1 j w x + s ,n x c o s x + ,n * x

2 2 tg  х  + 1  „
Жав. arc tg  - / j ~ + C-

J : p r = = = = = 3  dx  куринишдаги интеграл лар ;

115. f / v  / = =•■ Жав. -j- arc sin +  C. 116. 1 - r —  = a - . 
J  / 2—3 x —4xJ 2 / 4 Т  J  К  1+ x + x *

1 I f* </SЖав. In x +  -  +  / x *  +  x  +  1 +  C. 117. ^ = = = .  Ж ав. l n | S  +

+  a + / 2a 5  +  6 «|+C. 118. | / 5 — Жа в .  - ^ « r c  s l n ^ g  +  C.

11в. j * ^ x  (Зх-рТ )  * ^ ^ ' / " З ^ 11 I 6x  +  5 + /  12x  (3x  -+- 5)1 -+■ C.

С dx , 2x + 3 Г dx
120. I Жав. a rc s ln  ■ + C .  121, I . —  . ------.J / 2 - 3 * -  x* / 1 7  J /  5x* — x  -  1

Жав. -y=  In | Юх — 1 +  / 2 0  (5x* — x  — 1) | +  C. 122. 1 , 2 - *  +  Ь =■ dx. 
у  5 J у  ax% -(- bx + c

___________ P  (x  +  3) dx 1 ____________
Жав. 2 / а х *  +  bx + c  +  C. 123. ^  Жш. - J 4x* +  4x +  5 +

+  j l n | 2 x + l  +  / 4 i *  +  4x +  i  l + C .  124. J — {X 3) dx
/ З -t- 66x - l l x * '

*
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Жав. -  I / 3  +  ббдг-Пдг* +  С. • 125. j  Ж а..

1 ---------- 1-т-  ̂ 2дг — 1
— — / 3  +  4дг — 4дг*+ — arc s in — —  +  С.

4 * 1 2
126.

3 — 23 
Жав. —y'2xi — x  +  y  !" (4х  -  1 +  /8 ( 2 ж *  -  ж)) + С.

II. Булаклаб интеграллаш: 127. J хв* dx. Жав. t* (ж — 1) +  С. 

128. !| х  In х  dx. Жа». у  jc* ^ln х  — y j  4 - С. 129. J  х  sin х  dx. Жав. sin ж—

— ж с о з ж - f C.  130. In х  dx. Жав. ж(1п х  — 1) +  С. 131. J a r c s ln  xdx . Жав. 

х  arc sin х  - f  / 1 — ж* 4- С. 132. j In (1 — х) dx. Жав,—дг—(1—х) In (1— х ) + 0 .  

133. \ x n\n xd x . Жав. * - —-  ( In дс — — — 4- С. 134. ( жагс tg x d x -Жав.
J  " + 4  "  + 1/ J

1 С 1
— [(jc* 4- 1 )  arc tg  ж — ж ] +  С. 138.  ̂ж агс sin х dx. Жав. — ((2дс*— l)a rc s ln  ж +•

4- ж/ 1  -  ж* | +  С. 'S & J  In ( * • + ! )  Аг. Жав. х  In (ж*4-1)—2ж4-2 arc tg  ж +  С. 

137. |  ire  Ig У  х  dx. Жав. (ж + 1 ) arc t g / ж " — У  х+ С. 138. |  ~ *L - - dx. 

Жав. 2 /~ х  arc sin / " 5  4- 2 /  I — ж 4- С. 139. j  arc sin ] / " ж + Г  dX‘

Жа-t.x arc sin

+  

142. 

i 43. 

144.

| {  jr +  *r c , l { /  x  + C. 140. |  ж со** ж dx. Жав у  -f

Сx  arc sin ж ______
— жЯп2ж+-  — со5 2ж 4С . 141.1 А » ■ ■ dx. Жав. ж—/ 1  — ж* arc sin ж 4- С.

Гд arc tg  ж ж 1 1 arc tg  ж
J 'C m V '  ж '” ? о Т 7 Г  + 7 " ' с,,!а:- 1 Т 7 7 + с

arc tg  ) г* — t dx. Жа». -* x * irc  Г— ^ / jr1 -  t +  C.

I 1 - / l  J -  J* I 1
dx. Жав. In ----------------- ‘•I — — arc sin ж 4- С

X  | ж

115. j"ln (ж 4- ^ \  +  ж*) dx. Жав. x  In | ж +  /  1 4- дс* | — / 1  4- ж*. 4  С.

t‘arc sin ж

J  '*
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146.
1 -  ж
14-* +  С.

Куйидаги масалаларга тригонометрик алмаштириш татбик этилсин:

('У  а* -  х V  в* —** Xdx. ) h a t . ------------—  a r c s l n — 4 - С. 148,
х1 а

I j  х 4—x ’dx.

X 1 , ______ 1 , _____  Г dx
Жав. 2 arc sin -  -  — х У \  - * * +  -  х*У4 -  х* +  С . 149. I

I ■— — dx. Жав.У.х*—аг a a rcco s—  4- С.
J * *

/ 1  4- х*Жав. -  -------------+  С. 150,

.. Жав.
1

агУ а2 +  дг* +  С.

Рационал касрларни интеграллаш:

x d x

152. f —  J  ( х -
2 х - \

!)(•* — 2) dx.

I (x  — 2)3 1 С
Ж е*. In ------- г  + C .  153. 1

154.

x - \
[•*» 4- x* — 8 

4*
(**» 4- **
J v -

J  (*4-1) (*4-3) (*4-5)
X 3 JC*

dx. Жав. — 4- — 4- 4x 4- In

Ж а в А  !n , . - X7 T ~ v; „ 4-С.
8 U 4-5 |S |Jf4 -l| 

x1 (ж — 2У>
(x  +  2)3

155- 1 - п н * й ) -  Ж а ,\ - 2х+ i ln I t t t p + i  ,n | j f +2 |  +  c
д: - 8

dx.
4*1 4- 4x

Жав. —2— +  in 4 . C. 158. 1
*’ J.

4- In

x  —2 
*a

( * 4 - 1 ) * + U  IW' J (x 4-2)* (*  4- 4)*'
dx

3 ^ 4 - 2  ,  4 * 4 - 3
dx. Жав. —— —  4-* (* 4 -1)3 

x 'd x
4- C. 159. I

Ix  4- 4\* „  f  A+  ln ---- « Г+С. I «0. I — r 14
\ *  4- 2 /  J  * (**4-1 )

2 (*4-1)*
5 * 4 -1 2  Жав. — ;  - — —  f

Ж ав . In

* 3 4- 6*  4- 8

1*1
V x* +  1

4- C.

161.

162.

юг

C 2** — 3 *  — 3 .................... (* ’ —2*4-5) 2 1 * - 1  _
-------------- , —  dx. Жав. In -------------—  4- — arc lg  —- —  C.

4 *  — 11 (*  —2 “ ' rv t .  о в nJ(*-l) (* * -2 * 4 -5 )  

*3—6
l * - l l

f 
С dx
J*3 4- r

**4-в**4-8 dx ?KatAn v m  + l *rc ,g f - A , r c ‘* y % + C

Жав. -j--In ' ■ ••4--7L :arc tg2-:̂ 4  4- C.
• - * 4 -  1 / 3 / 3

4 dx 
*44-l'

'I
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Жав. 1 . х* +  х /  2 +  1 х /  2
7 т ' п 7 ^ 7 Г Г Г + / 2 " с ' е ~  +

’х 3 +  х  -  1

С. 166.

1 Г
Ж е* , у  [*3 4 - 1п (лгЗ - 1)] 4 - с .  167. |

(х* +  2)*
dx. Жав.

4 - l n ( x * + 2 ) 2 — ^ y a r c t g  ̂ T f+ C .  168.

Жав.
Зх> — 1 . ( х - 1)*

4- In —■■ . 4 - arc tg  х  +  С. 169,( x —l)(x*4-l) ' ■ x* 4-1
1 , *0 2x — 1Жав. In | — —  | — ^ - 7= - a r c  tg

2x  — 1

2 — x  

4 (x* 4- 2) +

[* (4x* -  8x) dx 
J  (x  — 1)*(дс* 4- 1)* " 

Г ____  dx
J(x’-- x )  ( x » - x 4- l )* ‘

■ + C .x 1 ~ 3 / T  e,t  18 / Т  3(x* —x+1)  

Иррационал функцияларни интеграллаш; 170,

>We«. [4/ x i  -  In ( 4/ х з  4 -1) 1  4- C. 171* f A 3- / l r f x .  Ж ав . 2  |Л г» -
3 J  6 < / *  27

_ - l  ' J/ x u + C .  172. [ - / : *  + 1 dx.
13 J yf X1 4. ^  J(i

4 - 2 I n x  - 2 4  l n ( V * 4 -  1 )4 - C. 173. Г -j--------- 2 +  ^ x
J  * / x +  УИ +

V
Жав. - J L +  J ? -  4-

7 *  ' 7 ^

/  x  4- /  Х 4  /  x 4-1
—  „ 3 , — . „ 6 -----.8 , —
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1- §. Масаланинг цуйилиши. Цуйи ва юцори 
интеграл йигиндилар

А н и ц  и н т е г р а л  математик анализнинг асосий тушунча- 
ларидан бнри булиб, математика, физика, механика ва бошка 
фанларда текширншнинг энг кучли куроли хисобланади. Эгри 
чизиклар билан чегараланган юзларни, эгри чнзиц ёйлари 
узунлнкларини, хажмларни, ишларни, тезликларни, йулларни, 
инерция моментларинй ва хоказоларни хисоблаш ншларининг 
хаммаси аник ннтегралнн хиаоблашга келтирилади.

ф  *г хп-, хП'Ь х 

2 ГО- раем.

\а,Ь\ кесмада у =  / ( у )  у з л у к с и з  функция берилган бул
син (210 ва 211- расмлар). Унинг бу кесмадаги энг кичик ва 
энг катта кийматларини т ва М билан белгилаймиз. [а, Ь\ кес
мани

а =  х 0, jfj, jfj, 111 |  , Xn =  b 

нукталар билан n та киемга ажратамиз, бунда 
х 0 < x t < х 2 <  . . .  <  х я 

деб хисоблаймиз ва
х, -  jc0 =  Дхь х г — х, =  Дх,, . . .  , х„ — x„_ t =  Дх„ *

27 H. С. Пискунов
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деб фараз киламиз. Сунгра / ( х )  функциянинг энг катта ва энг 
кичик кийматларини

[х0, *j] кесмада /л, ва Af, билан,
[хь  х 2] кесмада т2 ва М2 билаи,

[хл_ 1, х я] кесмада тп ва Мп билан 

белгилаймиз. Энди
П

s„ =  /7г,Дх, +  т 2Дх2 +  . . .  +  тпЬхл — V  т .Дд^
/ - 1  

П

/—1

(1)

(2)
йипшдиларни тузамиз. s„ ^уйи интеграл UuFundu деб, sn эса 
юцори интеграл йигинди деб аталади.

А г а р / ( х ) > 0 булса, у *олда куйи интеграл йигиндининг 
сон киймати .ички чизилган зинасимон“ шаклнинг

AC'NyCM. . .Ся_ ,  NnBA си- 
ник чизик билан чегараланган 
юзига тенг булиб, юкори интеграл 
йигиндининг сон киймати эсп, 
„ташки чизилган зинасимон" 

AKoCxKv . .СЛ-.1Кя—1СпВА 
шаклнинг синик чизик билан че
гараланган юзига тенг.

Юкори ва куйи интеграл йи- 
гиндиларнинг баъзи хоссаларини 
курсатнб утамиз.

а) Хар кандай / ( /=  1, 2, . .  , и) 
учун т , <  Mj булгани сабабли,
(1) ва (2) формулага мувофик

i „ < v  (3)
( / ( х )  =  const булган ^олдагина тенглик белгиси булади).
б) от2> о т ............w „ > m  булгани учун (бундй

т /  (х) функциянинг [а, А] кесмадаги энг кичик киймати),
sn =  /n,Axj +  /и2Дх2 +  . . . +  тпДхя >  /пДх! +  тАх2 +  . .  . +

+  шДх„ =  т (Дхх +  Дх2 +  . . . ■+ Дхя) =  т(Ь — а).
Шундай килиб,

s „ > m ( b - a ) .  (4)
в) М ^ М ,  М2^ М ,  . . .  М „ < М
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булганн сабабли (М бунда / (х) функциянинг (а,Ь\ кесма- 
даги энг катта киймати),

=  МгАх, +  Л1,Ах2 +  . .  . +  М пАхп <  MAxt +  М \x t +  . . .
. . .  4- МАхп = М  (А*! 4- Дл', +  • • • +  Ьх„) — М(Ь — а).

Шундай килиб,
1п^ М ( Ь - а ) .  (5)

Хосил килинган тенгсизликларни биргаликда ёзамиз:
т (b — а) <  s„ <  sn <  М {b — а). (6)

Агар /  (х) > 0  булса, бу тенгсизликлар содда геометрик 
маънога эга (212- раем), чунки т(Ь — а) ва М (b — а) купайт- 
маларнинг сон кийматлари мос тартибда .ички чизилган* 
AL iL2B тугри туртбурчак юзига ва .ташки чизилган* ALXL2B 
тугри туртбурчак юзига тенг.

2- §. Аник интеграл. Аниц интегралнинг 
мавжудлиги хасида теорема

Утган параграфдаги масалани текширишни давом эпирамиз. 
Энди

[-«о. * i ) .  1 * ь  х г \ .............  -*«1

кесмаларнннг *ар бирида биттадан нукта оламиз. Бу нукталар
ни Е,, S2. • • • 1 билан белгилаймиз (213- раем),

х 0 < х 1<12< х 2............<  6.  <  х„.

Бу нукталарнинг *ар бирида функциянинг / ( 5 Х), /(5 ,) ,  . . .  , 
/(£„) кийматларини ^исоблаймиз.

^ 1+ / ( У ^ 2  + +  f(l„)Ax„  =  S / ( 5,)AX| ( 1) 
(-1

йигиндини тузамиз. Бу йи- 
гиндн [а, Ь\ кесмада f ( x )  У 
функциянинг интеграл 
Щ пндиси  деб аталади. 
|*i—i, х,\ кесмага тегишли 
б^лгаи *ар кандай 5, учун

« i < ‘/ ( « i X A f |
ва барча Ах, >  0 булганда 
mt Ах, ^  J  (5J Ах1 ^  Л1,Ах,,

27*
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демак.
л л л

V гпк Дх( 2  /  (Е/) Дх, 2  Ax i» 
г- i  <—1

(км

«я <  S„ <  SB.

/ ( * ) >  о булганда (2) тенгсизлнклар геометрик томопдан юзи 
sn га тенг булган шакл .ички чизилган* ва «ташки чизилган* 
снннк чизик орасида ётувчн синик чизик билан чегараланган 
деган маънони бнлднрадн.

s„ йигиндининг киймати [а, Ь\ кесмани _1э х ,] кесмачалар-
га ажратиш усулига хамда хосил килинган кесмачалар ичида 
^ нукталарни танлаб олншга боглик.

Энди max \x t—, , x t] бнлан [*„,-4 ), [xl t x 2).............\хп- и х п\
кесмачалар ичидан энг узунини белгилаймиз. [ а ,Ь\ кесма
ни | дс4_,, ^1 кесмачаларга ажратишдаги турли усуллардан
max [х,_,, х,| нолга интиладиган холини караймиз. Бу холла 
1жратнладиган кесмачаларнинг сони п чексизликка интилиши 
раншан. Хар бир ажратиш учун нинг мос кнйматини танлаб 
олиб,

интеграл йигиндини тузиш мумкин.
я -► оо да булакчаларга ажратишнинг max Д x t-> 0 булрдиган 

бирор кетма-кетлигини караймиз. Хар бир булакчада 5, киЙматнн 
танлаб оламиз. s* интеграл йигиндиларнинг бу кетма-кетлиги*) 
бирор лимитга интилади деб фараз киламиз, яъни

Энди ушбу таърифни беришимиз мумкин:
1- т а ъ р и ф .  Агар [а,Ь\ кесма max Дх, -+ 0 шартни каиоат- 

лантирадиган хар кандай булакчаларга ажратилганда ва [х;_ 1, х (] 
кесмада Е{ нуктани истаганча танлаб олганда

(3)

(4)

П
se = 2 /№ )A *iиsi

(5)

) Бу холда йигинди тартибланган узгарувчи мицдордан и б о р а т .



А Н И К  ИНТЕГРАЛ1 421

интеграл йигинди биргина s лимитга интилса, у холда бу лимит 
1а,Ь\ кесмада /  (дс) функциянинг аниц интеграли деб аталади
ва

ь
\ f ( x ) d x

билан белгиланади.
Шундай цилиб таърифга кура

lim
max ьх■r o 2 / 0 i)A*i =  f /(*)</■*. (6 )

а сон интегралнинг цуйи чегараси, b сон интегралнинг юцо- 
ри чегараси дейилади. \а,Ь\ кесма интеграллаш кесмаси, х  
эса интеграллаш узгарувчиси дейилади.

2- т а ъ р н ф .  Агар /(дс) функция учун (6) лимит мавжуд 
булса, у холда функция [а, Ь\ кесмада интегралланувчи функ
ция дейилади.

Куйи интеграл йигинди sn ва юкори интеграл йигинди sn 
(5) интеграл йигиндининг хусусий холларидан иборат эканли- 
гини курамиз, шунинг учун агар f  (X) интегралланувчи функ
ция булса, у холда куйи ва юкори интеграл йипждилар бир 
хил s лимитга интилади ва шунинг учун (6) тенгликка асосан 
куйидагиларни ёза оламиз: •

m M i = \ f ( x ) d x ,  (7)
1 а

<7'>1 а

Агар интеграл остидаги у = f ( x )  функциянинг графигини 
чнзсак, / ( j с) > 0  булган холда

ь
\ f ( x ) d x
а

интегралнинг сон киймати к^рсатилган эгри чизик, х  =  а ва 
х  =  Ь тугри чизиклар хамда Ох ук билан чегараланган эгри 
чизщ ли трапеция юзига тенг булади (214- раем).

Шунинг учун, агар у = / ( д с )  эгри чизик, дс =  а  ва х  =  b 
тугри чизиклар хамда Ох Ук билан чегараланган эгри чизик-

/>/
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ли трапеция юзипи ^иссблаш талаб килинса, у *олда бу юз Q
ушбу интеграл

Q — j f  (х ) dx (8)
ёрдамида .^исобланади.

Куйидаги му^им теоремани исбот киламиз.
1 - т е о р е м а .  Агар / (х) функция \аУЬ\ кесмада узлуксиз 

булса, у х;олда бу функция шу кесмада интегралланувчидир. 
И с б о т .  \ауЬ\ кесмани яна |x 0,jc,|, ( л , ,х 2|, ... , дг(],

.. . |jcn_ , , jcJ  кесмачаларга ажратамиз. Куйи ва юкори ин-
теграл йигиндиларии тузамиз:

S, =  2  mAx i, i—i

sn -  2  М,Ах,.i-i

. (9)

(Ю)

Бундан кейинги ишлар учун юкоои 
ва куйи интеграл йипшдиларнинг баъ
зи бир хоссаларини аниклаб утамиз.

1 - х о с с а .  а, Ь\ кесмани булакча- 
ларга ажратишда янги булиниш ну/у - 

таларини орттириш йули билан кесмачалар сонини орт- 
тирсак, цуйи интеграл йигинди фацат усиши, юцори ин
теграл йигинди эса фацат камайиши мумкин.

И с б о т .  [a,bJ кесма янги нукталар орттириш йули билан 
л' кесмачаларга ажратилган булсин (л' >  л). Агар бирор 

кесмача бир иеча кесмачаларга, масалан, рь кесма
чаларга ажратилган булса, у *олда янги куйи sn. интеграл 
йишндида jcJ кесмачага рк кУшилувчилар тугри келади,
буни биз «‘^билан белгилаймиз. s„ йигнидида бу кесмага битта
ть (хк — х к- 1) кушилувчи тугри келади. Лекин йигинди
*амда тк (хк — х к-  ,) микдор учун 1- § даги (4) тенгсизликка 
ухшаш тенгсизлик уринли. Биз бундай ёзншнмиз мумкин.

1рк > т к (х к - х к_ 1).
Хар бир кесма учун мос тенгсизликни ёзиб *амда чап ва унг 
томокларни кушиб

s » > s .  (я ' > л ) ( 11)
тенгсизликни *осил киламиз. 1- хосса исботландн.

2- х о с с а .  Куйи интеграл йигинди (9) ва юцори инте
грал йигинди (10) янги булиниш нукталар орттириш йули
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билан кесмачалар сони чексиз орттирилганда цандайдир s 
ва s лимит лар г а интилади.

И с б о т .  1- § даги (6) тенгсизликка асосланиб ушбуни ёзи- 
шимиз мумкин:

s, <  М (Ь — а),
яъни п *ар кандай булганда *ам чегараланган. 1- хоссага 
асосан п уснб борганда sn монотон уснб боради. Демак, лимит* 
лар >(акидаги 7- теоремага (II боб, 5- § га к-) асосан бу узга
рувчи микдор лимитга эга; уни s билан белгилаймиз:

И m _£* =  s. ^12)

5Я нинг куйидан чегараланганлиги ва монотон камайиши 
шунга ухшаш аникланади. Демак, s„ лимитга эга, уни биз s 
билан белгилаймиз:

3 -  х о с с а .  Агар f ( x )  функция ёпиц \а,Ь ) кесмада узлук
сиз булса, у холда  2- хоссада аникланган s_ea s лимитлар  
max Дх, 0 шартида бир-бирига тенг.

Бу умумий лимитни х билан белгилаймиз:
5 =  7 =  s. (13 )

И с б о т .  Юцори ва куйи интеграл йигиндилар айирмасннн 
Караймиз:

s„ - J .  = (Mi -  тг) Axl +  (Af, -  mt) Ах, +  . . .  +
П

+  (М, -  т )  Дх, +  . . .  +  (М, — тв) Ах„ =  2  (М, -  т )  Да,. (14)
i=i

Бу булакларга ажратишдаги (/И, — т,) айирмаларнинг энг 
каттасини е„ билан белгилаймиз:

вя =  max (М , — т,)
Агар f ( x )  ёпик [а, Ь\ кесмада узлуксиз булса, у *олда [я,£ | 
кесмани *ар кандай усул билан булакларга ажратганнмнзда 
факат max Ддг, -*■ 0 булса, вя -*• 0, яънн

I  = 0 (is)
булишини исботлаш мумкин (бунннг устида тухталмаймиз). 
Епик интервалда узлуксиз функциянинг (15) тенглик билан 
ифодаланган хоссаси функциянинг текис узлуксизлиги деАи* 
лади.
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Шундай цилиб, биз ушбу теоремадан фойдаланамиз: ёпиц 
кесмада узлуксиз булган функция uiy кесмада текис узлук
сиздир.

Энди (14) тенгликка кайтамиз. Унг томондагн хар бир 
(Л1, — /я,) айирмани ундан кичик булмаган е„ микдор билан 
алмаштирамиз. Ушбу тенгснзликни хосил киламиз:

sn ~1п  <  •« Ь*2 +  . . .  + е пАхп =
= *п (Д*1 +  +  . . .  +  Ьх„) = tn(b — а).

ш а х А х ^ О  (п -*■<») да лимитга утиб, куйидагини хосил кила
миз:

lim (sn —£„) <  lim ея ( b - a )  =
max -»0 max 4-r̂  -»0

= ( b - a )  lim e„ =  0 , n f~max л.г(->-0 ilo)

Я Ъ Н И

llm sn =  lim s„ =  s (17)
ёки s =  s x= s, исбот ана шу.

4- х о с  с a. sn, ва sn, лар  [а, b] кесманинг мос тартибда 
пх ва пг кесмачаларга булинишига мос цуйи ва юцори инте
грал йигиндилар булсин. У холда nt ва я, нинг х аР цандай 
цийматларида ушбу тенгсизлик уринли:

in ,< s n,- (18)
И с б о т .  [а,Ь\ кесмани я8 =  ях-f-я2 кесмачаларга аж рати ш- 

ни. карайлик, бундай ажратишда булиниш нукталари биринчи 
ва иккинчи булиниш нукталарининг узлари булади.

1- § даги (3) тенгсизликка асосан:
.fn» ^  S<v (19)

1- хоссага асосан:
я̂, S„,. (20)
Sn, Sn, (21)

тенгсизлнклар хосил булади.
(20) ва (21) муносабатлардан фойдаланиб, (19) тенгсизлик

нн кенгайтириш мумкин:
Sn, -^Sn, Sn, -С Sn,

ёки
in, Sn,.

Шуни исбот килиш керак эди.
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5 -  х о с с а .  Агар f ( x )  функция \а,Ь\ кесмада узлуксиз 
булса, у холда \а,Ь\ кесмани [дг(_ ь  х,\ кесмачаларга ажра- 
тишнинг *ар цандай кетиа-кетлигини янги булиниш нуц- 
талари орттириш йули билан тузиш шарт эмас, агар 
фацат max &xt -> 0 булса, цуйи интеграл йигинди s^eaioqo- 
ри интеграл йигинди s*m (3- хоссада аникланган) s лимит
га интилади.

И с б о т .  2- хоссада аникланган юкори интеграл йигинди sn 
кетма-кетлигининг кетма-кет булинишларини караймиз. п па 
т нинг хар кандай кийматларида ((18) тенгсизликка асосан) 
бундай ёза оламиз:

1т  ■С sn.
я-><»да лимитга утиб, (15) га асосан куйидагннн ёза ола

миз:

1т < s

Шунга ухшаш усул билан s <  эканини исбот киламиз.
Шундай килиб,

1т S S т
ёки

S ~ i m >  О, -  S >  0. (22)
Айирманинг лимитики караймиз:

•1 т .  ( « т  - 1 т ) .  max A-Tj -*0

f ( x )  функция [а,Ь| кесмада узлуксиз булгани учун (3- хос- 
сани исбот килганимизга ухшаш ушбуни исбот киламиз ((16) 
тенгликка каранг):

1,m в =  0. шах д д - » 0

Кейинги муносабатни куйидагича ёзамиз:

K S — «  +  <*— /->1 =  0-

(22) га асосан квадрат кавсдаги айнрмаларнинг хар бирн 
манфий эмас. Демак,

lim
max
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Натижада ушбуни *оснл киламиз:
Ilm s‘m =  8, ,lm Sm =  S. /nov0 _ n»n -*0 (̂ -o)

Шуни исбот цилиш керак эди.
Энди юкоридаги теореыани исботлаш ва ифодалаш мумкин. 

Фараз килайлик, /(•*) функция |а,Ь\ кесмада узлуксиз булсин.П
Интеграл йнгннднлар s„ =  Ах, нииг ихтиёрий кетма-

/“ 1
кетлигини караймиз. Бу кетма-кетликда шах &х, -*■ 0 булсин, 
I, эса | а,Ь\ кесманинг ихтиёрий нуктаси.

Булинишларнинг шу кетма-кетлиги учун юкори ва куйи 
sn ва sn интеграл йигиндиларнинг мос кетма-кетлигини карай
миз. Хар бир булиниш учун (2) муносабатлар уринли булади:

S n < S n <  ~Sn-

шах Ах, -у 0 да лимитга утиб ва (23) тенгликлардан *амда
II боб 5- § даги 4- теоремадан фойдаланиб, ушбуни *осил 
киламиз:

1,m s„ = s,
max AXj-»0

бунда s — учинчи хоссада аникланган лимит. О
Бу лимит, юкорида айтилганидек, аник интеграл J f ( x )  dx

• а
деб айтиладн. Шундай килиб, агар / ( * )  функция [ а ,Ь\ кесма
да узлуксиз булса, у холда

11т
■пах Ajrk

М
Узилувчан функциялар орасида интегралланувчи функция

лар хам, нптегралланмовчи функциялар *ам булишини кайд 
килиб утамиз.

1 - и з о * .  Аник интеграл факат f ( x )  функциянинг турнга 
па интеграллаш чегараларига боглик, аммо *ар кандай *арф 
билап белгиланиши мумкин булган интеграллаш узгарувчиси- 
га боглик эмас. Шунинг учун аник интеграл кийматини узгарт- 
маган *олда х  *арфини *ар каидай бошка *арф билан алмаш
тириш мумкин; масалан:

ь ь »
j  f ( x ) d x  =  § f ( t ) d x  =  . . .  =  j 7 ( z ) d z .
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2- и з о * .  Бнз \ f ( x ) d x  аиик интеграл тушупчасшш бер-

ганимизда а < Ь  деб фараз цнлдик. Агар Ь < а  б^лса, та  ь- 
р и ф г а  к у р а  цуйидагини цабул циламиз: 

ь

а
Масалан,

о 5

] f ( x ) d x  = - \ f { x ) d x .

О 5

[ х 1 dx  =  — | jc *  dx.

3- H30Jj,  Агар a=-b  булса, т а ъ р и ф г а  к у р а ,  хар Цан- 
дай / (х) функция учун ушбу тенглик урннли деб фараз ци
ламиз:

а
| /  (х ) dx =  0. (26)
а

Бу геометрик нуцтан назардан хам табиий. Хацицатан, бу 
холда эгри чнзицли трапеция асосининг узунлиги нолга тенг 
ва демак, трапециянинг юзи хам нолга тенг.

ь
1 - м и с о л .  | kx dx (b >  0 ) интеграл хисоблансин. 

а
Е ч и ш .  Геометрик томоидан масала 

у =  kx, х  — а, х  = Ь, у =  0 чизиклар билан 
чегараланган трапециянинг Q юзини хисоб- 
лашга эквивалентдир (215- раем).

Интеграл ишораси остидаги у =  kx  уз
луксиз функция. Демак, аник интегрални хи
соблаш учун биз, юкорида курсатиб утилга- 
нидек, [а, 6 ] кесмани ихтиёрий усул билан 
булакларга ажратиш ва ораликдаги ;* нукта
ларни хам ихтиёрий танлаб олишга хаклимнз.
Аник интегралнинг хисоблангаи иатижаси ин
теграл йигиндини тузиш усулига боглик эмас, 
лекнн булиниш кадами нолга интилиши ке
рак.

[а, 6] кесмани п та тенг кесмачаларга бу
ламиз.

Ь — а
Хар бир кисмий кесмачанпнг узунлиги Л ж =  ана шу соннингузи

булиниш кадами булади. Булиниш нукталари куйидаги координаталарга эга 
булади:

х„ =  я, х, =  а +  Алг, дт, =  a  - f  2Ддг, . . .  , х „ =  в  +  пАдг.

£* нукта учун хар бир кесмачаиинг чап учини оламиз:
=  в, { ,  =  а  +  Ддг, =  л  +  2Ддг, . . .  , =  а +  (л  -  1)Ддг.
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( 1) мнтегрил йигиндини тузамиз. / ( 5,) =  * ^  булгани учун: 
s„  =  Дх +  Ддг +  . . . +  Ддг =

=  каЛх + [ * ( «  +  Ддг)) Дд: +  ■ • • 4- {*!«  +  (л — 1) Ддг]} Ддг =  
*= к [а +  (а +  Ддг) + (а +  2Ддг) +  . . .  +  \а +  (л  — 1) Д.г| | Ддг =  

=  к {па +  (Ддс +- 2Ддг +  . . .  +  (л — 1) Ддг)1, Ддг 
=  k\na  +  [1 +  2 +  . . .  + ( л  -  1)1 Ддг| \х ,

бунда
b — а

Энди
\ х  =

1 +  2 +  . . .  +  ( я - 1) =
я ( л  -  1)

(арифметик прогрессия йигиндиси) эканини дисобга олиб,
г п ( п — \) Ь — а ]Ь — а Г л — 16  — a l  . 

s„ = k \n a  + ------ j ----------- i r \ - i r = k [a + ~ r  — \ {b-
натижани *осил киламиз. Аммо

а)

Ilm я  ~  1 
я-*» я = 1

Ь — ал
s„ = Q =  A[e + - 2f ](6- a )  = *

Шундай килиб, 

ь
kx dx  =  к

J
6* -  в»

Элементар геометрия методи билан АВЬа юзни 
(215- раем) хисоблаш осон.

Аввалги натижанинг узи чикади.

2 - м и с о л. j  дг1 dx  *исоблансин.

Е ч и ш .  Берилган интеграл у =  дг1 парабола, дг =  k 
^  >ордината ва у =  0 тугри чизик билан чегараланган эгри

х
чизикли трапециянинг Q юзига тенг (216- раем). 

216- раем. (0 , 6 ) кесмани

я  Ддг» Ддг =  —

нукталар билан л та тенг булакка буламиз. 5, нукта учун *ар бир кесманинг 
Унг учини оламиз. Интеграл йишндини тузамиз:

s„ =  х] Ддг +  *2 Ддг -I- . . .  4- х \  Ддг =

=  [(Ддг)* Дд: 4- (2Ддгу Д * 4- . . .  4- №х)> Ддг] =  (Ддг)з [1* 4 - 2* 4- . . .  4- п*1, 
маълумки,

„  -- „  . л (л 4-  1) (2л 4- 1)
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шунинг учун
Ь3 /»<л+1)(2я+ 1) л  . 1 \ / л . 1 \ 

----------6--------- “ Т ( 1 +  я ) ( 2 +  ТГ>

ttms„ = Q = \* i ‘*x=-5-о
ь

3- м и с о л .  j  m dx  лисобланснн (т — const).

Ечиш.
ь п

m dx = lim V  т Axt =  lim m ^ A x i -  
тахД.г( ->0 тахДд^-^О

n

=  m lim N  \ x i = m ( b  — a), 
max bx  .-><)max 4дг^-»0 (

n

Бунда Д-r/ йигинди [a, fc] кесма булинганда досил булган кесмачалар
С

узунликларинниг йигиндиси. Булиш кайси усулда бажарилган булмасин, бу 
йигинди b — а  кесма узунлигига тенг булади.’

4 - м и с о л . ^  е* dx  лисобланснн.
а

Е ч и ш .  [a, ft] кесмани яна п та тенг кесмачаларга буламиз:
b — а

хо =  a, jt, =  а +  Дх, . . .  , х„ =  а  +  иДдг; Ддг =  ■

£ нукта учун кесмаларнинг чап учларидаги нукталарни оламиз. Интеграл 
йигиндини тузамиз:

sn = е° Ддг +  еа+*хАх + . . .  - f  еа+(п~ '^ х Ах  =

«= еа (1 +  е*х +  #2А4Г+  . . .  +  в (л- ,)4х,Д*.

Каве ичидаги ифода махражи е4ж ва биринчи *адн 1 булган геометрнк про- 
грессиядир. шунинг учун

_ 1 A V-
*п = е ° е Ьх = е° (e*yr— 1) - * х  .

«4jr- l  e4jr — 1
Сунгра

Ддг
nAx = b — a, l i m — -------- =  1.

ддг-»о е^* — j

^Лопиталь кондасига мувофнк И т  ' р ~ у  =  lim р -  =  1. j
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Ш ундай килиб,

llm s„ = Q = ea(eb “ — 1)- 1 = е — е“,
/!-♦ о»

ЯЪНИ

j V  dx =  е» -  еа. 
а

4-  и з о х .  Юкорнда каралган мисоллар аник интегралларни 
интеграл йипждиларнинг лимити деб караб, бевосита хиссб- 
лаш катта кийинчиликлар билан боглик эканини к^рсатади. 
Интеграл остидаги функциялар жуда содда (kx,  л*, ех) холлар- 
да хам бу усул анча onip хисоблашларни талаб этади. Мурак- 
каброк функциялардан аник интеграллар топиш яна хам кийннрок 
Хисоблашларга олиб келади. Шунинг учун аник интегралларни 
хисоблашнинг кулай методини топиш масаласи уз-узидан ке
лнб чикади. Ньютон ва Лейбниц кашф этган бу метод инте
граллаш билан дифференциаллаш орасида мавжуд муносабат- 
дан фойдаланади. Бу бобнинг келгуси параграфлари шу ме- 
тодни баёи килишга ва асослашга багишланади.

3- §. Аниц интегралнинг асосий хоссалари

1 - х о с с а. Узгармас купайтувчини ашщ интеграл бел- 
гисининг ташцарисига чицариш мумкин: агар А =  const бул
са, у холда

ь ь
\ A / ( x ) d x  = A ] f ( x ) d x .  (1)

а а *
И с б о т .

Ь п

j  A f ( x ) d x  =  lim ^ Л / ( £ , ) Д * , =
„  max 4Х/-.0

П ^
=  A lim / ( V  **1 — А \ f ( x ) dx.

m ax Д х , - * 0 j a

2 -  х о с с а .  Бир неча функциялар алгебраик йигиндиси- 
нинг аниц интеграли цршилувчилар аниц интегралларининг 
алгебраик йигиндисига тенг. Масалан, иккита кушилувчи 
булган холда:

? ь * 
j  (А (*) +  / 2 (*) 1<*х=$ / ,  (х) dx +  ) f ,  (х) dx. (2)
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И с б о т .
b Л

Uf i i x ) +f 2( *) ]dx=  Ит 2  [ / , « , ) + / , ( V I А * . -
* шах ДХд-И) /в1

л л

=  Ит [ 2 / 1 ^ .)Лдг1 +  2 / г ( М Д*|1 =mix Ajr/->Ot / . t  /= i J

л л

=  Чт 2 /« (W A*«+ lim 2 /г (5()Лдч =шах ДХ|-*0 mix , _ j

» »
=  J  /1 ( * )  d x  +  J  / 2 ( j c )  < /* .

Кушилувчилар сонн хар' канча булганда *ам, шунга ухшаш 
исботланади. 1 ва 2- хоссалар факат а <  Ь булган *ол учун- 
гнна исботланган булса хам, а > А  булган холда хам Уз кучи- 
нн саклайди.

Аммо куйидаги хосса факат а ^ Ь  булган холдагина тугри 
булади.

3 -  х о с с а .  Агар \а,Ь\ (а < Ь ) кесмада /  (х) ва <р (х) функ
ция лар /  (а) <  <р (х) шартни цаноатлантирса, у %олда

ь ь
j f ( x ) d x ^ j < ? ( x ) d x .  (3)
а а

И с б о т .  Куйидаги айирмани караймиз: 
ь ь ь
j  «р (х) dx  -  | /  (х) dx  =  J  [<р (л:) - f ( x ) ) d x  =
а а а

п

Ит 2  I / (*/ )] л*<-mix Ъх j “*0 у_|

Бунда хар бир айирма нолдан катта:

* ( « - / № ) > < > ,  Д л :,> 0.

Демак, йигиндининг хар бир кУшилувчиси манфий эмас, де
мак, бутун йигинди манфий эмас ва унинг лимити хам манфий 
эмас, яъни

J М * )  “ / ( * ) !  d x ^ O
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е к и

\ ? (х) d x  — J / ( л )  d x  > 0 ,

бундан (3 ) тенгснзлик келиб чикади.
Агар / ( j c ) > 0  ва ® (х) >  0 булса, у  холда баён цилинган 

хосса геометрик усулда кургазмали тасвир этилади (217- раем).
<? ( j c ) > / ( j c )  булгани учун а А хВхЬ эгри чизикли трапеция

нинг юзи аАгВоЬ эгри чизикли трапециянинг юзидан катти
эмас.

4 -  х о с с а .  Агар т ва М миц- 
дорлар f ( x )  функциянинг, [а,Ь \ 
кесмадаги энг кикик ва энг катта 
цийматлари булиб, а ^ .Ь  булса, 
у холда

т (b — а) <  j  /  (jc) dx  <  М (b—a) (4)

217- раем. булади.
И с б о т .  Теореманинг шартига кура:

т < / ( ■ * ) <  Л/.
(3 ) хоссага асосан:

ь ь ь
\ т dx  <  J / ( j c )  dx  <  \ М dx. (4')

A m m o

\ m d x  = т (b—a), J  M dx  =  M (b — a)

(XI боб 2- параграфдаги 3- мисолга каралсин). Бу ифодалар- 
нн (4') тенгсизликка кУйсак, (4) тенгснзлик хосил булади.

Агар / ( j c ) > 0  булса, у холда бу хоссани геометрик усулда 
таевнрлаш осон булади (218- раем). Эгри чизикли аАВЬ тра- 
пециянннг юзи аАхВхЬ хамда аАгВф тугри туртбурчаклар 
юзлари орасида ётади.

5 - х о с с а .  ( У р т а  к и й м а т  х а к и  д а  т е о р е м а . )  Агар 
f ( x )  функция \а,Ь\ кесмада узлуксиз булса, у холда бу кес
мада мундай 1 нуцта топиладики, бу нуцта у кун

] f ( x ) d x  =  ( b - a ) f ( \ ) (5)

тенглик уринлидир.
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И с б о т .  Аниклик учун а < Ь  булган *олни караймиз. Агар 
т ва М  микдорлар / ( х ) функциянинг [а, Ь\ кесмадаги энг 
кичик ^амда энг катта кийматлари булса, у *олда (4) форму
лага мувофик

!< г Ьт-.

Бундан
о

_ J _  \ f  (х) dx = (1, бунда т <  ц <  М.
ь а а

f ( x )  узлуксиз функция булгани 
учун у т ва А1 орасндаги *амма 
оралик кийматларни кабул килади.
Демак, бирор « (а < ? < Ь) кийматда 
|а = / ( 5 )  булади, яъни

ь
\ f ( x ) d x  = f ( l )  0Ь - а ).
а

6 - х о с с а .  Агар цуйидаги уч интегралнинг %ар бири мав
жуд булса, у ^олда х,ар цандай учта а, Ь, с сон учун

ь с ь
\ f ( x ) d \  = ^ f ( x ) d x  +  ] f ( x ) d x  (6)
а а с

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Дастлаб а <  с <  Ь деб фараз киламиз ва /  ( j c )  функ

ция учун [а, Ь\ кесмада интеграл йигиндини тузамиз. Интеграл 
йигиндининг лимити [ а ,Ь] кесмани булакларга булиш усулига 
боглик булмагани учун [а,Ь\ кесмани майда кесмачаларга 
шундай буламизкн, с нукта булиниш нуктаси булсин. Сунгра 

ь
[а, Ь\ кесмага мос интеграл йигиндини иккита: [а,с) кесма-

а
с Ь

га мос 2  йигиндига ва [с, Ь\ кесмага мос2  йигиндига ажра

тамиз.
У вактда

2 / ( 5 / )  а * , = 2 / < w  + 2 / ( у

булади.

28 Н. С Пискунов
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Кейинги тенгликда шах Axt -*■ 0 да лимитга Утиб, (6) муно
сабатни хосил циламиз.

Агар а <  Ь < с  б 'лса, исботлангаи тенгликка асосан:
с Ь с
| / ( д :) dx  = § f ( x ) d x +  \ f ( x )  dx
a a b
ёки

b e e
\ f ( x ) d x  = $ / ( x ) d x - \ f  (л) dx\
a a b

аммо 2- параграфдаги (4) формулага 
мувофик

219- раем. е ь

§ / ( x ) d x  = -  § f ( x ) d x
а с

булади, шунинг учун
Ь с ь

f  f ( x ) d x  =  $ f  (jc ) dx  +  j / (x )  dx.
a a c

a, b, с нукталарнинг бошкача хар кандай жойланишида хам 
бу хосса шундай исботланади.

219- раемда / ( л )  > 0  ва а < с  <Ь  булган хол учун 6- хос- 
санинг геометрнк тасвири берилган: аАВЬ трапециянинг юзи 
пАСс ва сСВЬ трапециялар юзларииннг йигиндисига тенг.
4- §. Аниц интегрални ^исоблаш.
Ньютон — Лейбниц формуласи

Ушбу
ь

J f ( x ) d x
а

аник интегралнинг куйи чегараси узгармас а, юкори чегараси 
b узгарувчи булсин. Бу холда интегралнинг киймати хам уз
гарувчи булади, яъни интеграл ю к о р и  ч е г а р а с и н и н г  
ф у н к ц и я с и  булади.

Одатдаги белгнлашлар билан иш куриш учун юкори чега- 
рани х  бнлан белгилаймиз, интеграллаш узгарувчиси билан унн 
аралаштириб юбормаслик максадида, бу Узгарувчини / оркали 
белгилаймиз. (Интеграллаш узгарувчисинииг белгиланишидан 
интегралнинг киймати узгармайди.) Натижада

1/(0 dt
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интегрални хосил киламиз, а узгармас сон булганда бу инте
грал юцори х  чегарасининг функцияси булади. Бу функцияни
Ф (х) билан белгилаймиз:

X
Ф (x) =  \ f ( t ) d t .  (1)

а

Агар / ( / )  манфий булмаган функция булса, у *олда Ф (х) 
функциянинг сон киймати эгри чизикли аАХх  трапециянинг 
юзига тенг (220- раем). Бу юз х  узгариши билан узгариб бо- 
риши уз-узидан равшан.

Ф(х) функциядан х  га нисбатан хосила оламиз, яъни (1) 
аник интегралдан юкори чегарасига нисбатан хосила оламиз.

1 - т е о р е м а .  Агар / ( j с) узлуксиз функция ва Ф(*) =
X

=  J / ( 0  dt булса, у %олда
а

Ф' ( * ) = / ( * )
тенглик уринли булади.

Бошкача айтганда, аник; интег
ралдан юцори чегараси буйича 
олинган косила интеграл ости
даги функцияга тенг булиб, унда 
интеграллаш узгарувчиси урнига 
юцори чегаранинг циймати цуйил- 
ган (бунда интеграл остидаги функ
ция узлуксиз булиши шарт'.

Ис б о т .  х  аргументга мусбат ёки манфий Ах орттирма бе
рамиз; у холда (аник интегралнинг 6- хоссасинн эътиборга 
олиб) мана буни хосил киламиз:

JT+iJT X JT+ i4T

Ф (* +  Д * )=  f  f ( t ) d t =  $ f ( t ) d t +  j  f ( t ) d t .
a a x

Ф(лс) функциянинг орттирмаси
X x+Ax X

Д Ф  =  Ф (x +  Ax)  - Ф ( х ) = | / ( О Л +  j  f ( t ) d t - j f ( t ) d t ,
a x  a

ЯЪНН
X+AX

д ф  =  J f { t )dt .
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Охирги интегралга урта киймат ^ацидаги теоремани татбнк 
киламиз (аник интегралнинг 5- хоссаси):

Д Ф  =  /  (5 ) (х +  Д а- -  х)  =  /(&) Ах,
бунда S нинг киймати х  билан х  -+ Дх орасида ётади.

Функция орттнрмасинннг аргумент орттнрмаснга нисбатини 
топамиз:

Аммо Ах -* 0 булганда I -* х  булгани учун, бу *олда

Шундай килиб, Ф' (х) = f ( x ) .  Теорема исботланди.
Бу теорема геометрик томондан жуда содда тасвирланадн 

(220- раем): ДФ «= /(? )  Ах  орттирма бир асоси Дх булган эгри 
чизикли трапециянинг юзига тенг булиб, Ф' (х) = / ( х )  косила 
эса хХ  кесманинг узунлигига тенг.

И з о * .  Исбот этилган теоремадан, хусусий *олда, jfар цан- 
дай узлуксиз функция бошлангич функцияга эга деган на
тижа келиб чицади. Хакикатан *ам, агар / ( / )  функция [а, Ь\ 
кесмада узлуксиз булса, XI бобнинг 2- параграфида курсатил-

функция мавжуд. Аммо юкорида исбот этилганига кура, бу f ( x ) 
функциянинг бошлангич функциясидир.

2- т е о р е м а .  Агар F (х) узлуксиз / ( х )  функциянинг би
рор бошлангич функцияси булса, у х;олда

Демак,

Ф '(*) =  Нт ^  =  Пт / 0 ) .
адг-»0 адг лж-.0

Пт /  (5) =  lim f ( l ) ,
JJT -.0  1 — х

лекин f ( x )  функция узлуксиз булгани сабабли,
Пт / ( * ) = / ( . * ) .1-»Х

X
га ни дек, аник интеграл мавжуд, яъни

Ф ( * ) - J  f ( t ) d t
а

Ь

а
( 2 )
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формула уринлидир. Бу формула Ньютон — Лейбниц форму
ласи дейилади*).

И с б о т .  F(x)  функция /(jc) функциянинг бирор бошлангич

функцияси булсин, 1- теоремага мувофик J /(< )  dt функция
а

хам / ( jc) функциянинг бошлантч функцияси булади. Аммо 
берилган функциянинг хар кандай иккита бошлангич функция
си бир-биридан узгармас С* кушилувчи билан фарк кнлаДи- 

Демак, бундай ёзиш мумкин.-
X
j' f ( t ) d t  = F(x)  + C \  (3)
а

Бу т е н г л и к  С* мос р а в и ш д а  т а н л а б  о л и н г а н д а  х  н и н г  х а м м а  
К и й м ат л ар и  учун т у г р и ,  я ъ н и  а й н н я т д н р .1

Узгармас С* сонни саклаш учун бу айннятда х  — а деб . 
оламиз; у холда:

а

l f ( t ) d t  = F(a) + C*
а

ptsu
О = F(a) +  C \

бундан
С* = — F (а).

Демак
X
§ f ( t ) d t  = F (х) — F (а).
а

Бунда х  — Ь деб олсак. Ньютон — Лейбниц формуласи хо
сил булади:

ь
$ f ( t ) d t  = F ( b ) - F { a ) ,
а

ёки интеграллаш узгарувчисини х  билан алмаштирсак: 
ь
J f ( x ) d x  = F ( b ) - F ( a ) .

* (2) формуланинг бундай аталиши шартли эканини кайд килиб утиш 
зарур, чунки Ныотонда хам, Лейбницда хам шундай формула бу сузнинг 
том маъносида булган эмас. Лекин мухимн шуки, Ньютон билан Лейбниц 
аник интегралларни хисоблаш учун коида тузишга имкон берувчи диффе
ренциаллаш билан, интеграллаш орасндаги богланишнн биринчи марта аннк- 
даганлар.
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F(b) — F(a) айирма бошлангич /^(д:) функциянинг танлаб 
олннишига боглик эмаслигини эслатиб утамиз. Чунки хамк-п 
5ошлангич функцияларнинг бир-биридан фарки узгармас ми^- 
лордир, улар айириш вактида йуколиб кетади.

Агар
F ( b ) - F ( a )  = F(x)  I!

белгилашни*) киритсак, у холда (2) формулани 
ь
\ f ( x ) d x  = F(x)  I * = F ( b ) - F ( a )
a U

куринншда ёзиш мумкин.
Интеграл остидаги функциянинг бошлангич функцияси маъ

лум булса, у \олда Ньютон — Лейбниц формуласи аник инте- 
гралларни хисоблаш учун амалда кулай методни беради. Факат 
шу формуланинг кашф этнлишигина аник интегрални хозирги 
замонда математик анализда тутган урннни олишга имкон бер
ган. Аник интегрални интеграл йипшдининг лимити каби >;и- 
соблашга ухшаш процесс билан кадим замонлардаёк (Архимед 
замонасида) таниш булсалар-да, бу усулни интеграл йигиндн- 
ни бевосита хисоблаш мумкин булган энг содда холларгагннл 
татбик килиш билан чегараланиб колганлар. Ньютон — Лейбниц 
формуласи аник интегралнинг татбики сохасини анча кенгайтир- 
ди; чунки математика бу формула ёрдамида хусусий куриниш- 
даги турли масалаларни ечиш учун у м у м и й  у с у л г а ^ г а  
булди; шунинг учун, у аник интегрални техникага, астроно- 
мняга ва хоказога татбик килиш доирасини анча кенгайтнрди.

1 - м и с о л .

2 - мисол.

Г л* 
) х  dx =  у

* ft* -  в».
а ~  2

дг* dx  =  -я-З а 3

* |* ифода икки марта Урнига куйиш белгнеи деб аталади. Адабиётда 
бу ифода икки хил ёзилади;

F ( b } - F ( a )  =  1̂(дг)]5
ёки

F ( b ) - F ( a )  =  F ( x )  I*.

Биз бундан кейин иккала хил ёзилишни дам ишлатамиз.
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J **Х =  ТГ+Т а * ---- Я+1---- (П+ ~  1)-

а
4 - м и с о л. ь

j  е* dx = е* |а =  еь — е“.
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5 - м и с о л .  
2»
[ sin х  dx — — cos х  |q* — — (cos 2* — cos 0) =  0.

6- мисол.
1.* x  dx  ______„ _

;5- §. Аниц ннтегралда узгарувчини алмаштириш
ь

Т е о р е м а .  ] f { x ) d x  интеграл берилган булсин, бунда
Ш °f ( x )  функция [а, Ь\ кесмада узлуксиз функция.

x  = y( t )  формула буйича янги t узгарувчини киритамиз. 
Агар

1) <р (а) =  а ,  ? ( Р )  =■£,
2 ) <f(t) ва «р' (/) лар [а, р] кесмада узлуксиз функциялар 

булса,
3) / I ?  (01 функция [а ,3] кесмада аникланган л;анда уз

луксиз булса, у холда
ь з
\ f ( x ) d x  = \ f l v ( t ) W ( t ) d t  (1)
а а

булади.
И с б о т .  Arap F (х) функция f ( x )  функциянинг бошлангич 

функцияси булса, куйидаги тенгликларнн ёзиш мумкин:
$ f ( x ) d x  = F(x) + C, (2)

J / [ ? ( 0 ] ? ' ( 0 ^  =  ^ l T ( 0 ] +  C. (3)

Кейинги тенгликнинг тугрилнги унинг иккала томонини t бу- 
йича дифференциаллаш билан текширнлади. (Бу тенглик X 
бобнинг 4- параграфидагн (2) формуладан *ам келиб чицади.)
(2) тенгликдан:

ь
$ f ( x ) d x  =  F ( x ) \ ba =  F ( b ) - F ( a )
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екани келиб чикади. (3) тенгликдан:

I / i ?  (*>]*'( о л = / ч ?  <01 Е =а
=  F [? (Р)1 — F I? («)1 =  F(b) — F (а)

экани чикади. Кейинги ифодаларнинг унг томонлари бир-бирп- 
га тенг булгани учун, чап томонлари хам тенг.

И з о * .  Аник интегрални ( 1) формула буйича хисоблагап 
да эски узгарувчига кайтишнинг заруратн йуклигини эслатиб 
Утамиз. Агар (1) тенгликдаги аник интеграллардан иккинчиси- 
ни х и с о б л а с а к ,  бирор сон хосил булади; биринчи интеграл хам 
худди шу сонга тенг.

М и с о л .  Ушбу интеграл хисоблансин:
Г

V  г* — дг* dx.

Е ч и ш .  Узгарувчини алмаштирамиэ:
х  =  г sin t, dx =  г  cos t dt.

Иитеграллашнинг янги чегараларини аник* 
лаймиз:

х — 0  булганда t =  О, 
л

х  =  г булганда t = ,

Демак,

Г -  I

J / г *  — х* dx = j  / г* — г* sin*/ г cos t dt =  г* j  / 1 — sin* t cos t dt:

=  r* |  cos* t dt =  r* j  ( j  +  J  cos 2/ )  dt =  r* [ y  +  —j — jo =

Хисобланган интеграл геометрик томондан дс* - f  у* =  г* айлана билан 

чегараланган дойра юзининг -j- кисмини тасвирлайди (221- раем).
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6- §. Булаклаб интеграллаш

и ва v  функциялар х  нинг дифференциалланувчи функция- 
лари булсин. Бу холда:

(uv)' — u 'v  + uv'.
Бу айниятнинг иккала томонини а дан b гача чегараларда 

интеграллаймиз:

ь ь ь
f (uv)' dx  — J u'v d x - f- j  uv' dx. (1)

a a a

b

Лекин j (uv)'dx  =  uv  +  С булгани сабабли j  (uv)’ dx  — uv  ja;
a

Демак, (1) тенглик куйидаги куринншда ёзилиши мумкин: 
ь ь ь ь

uv  |* = j v du + \ u d v  ёки | и dv  = uv |а — j" v du.
а а а а

М и с о л .  Ушбу

интеграл *исоблансин.

sin "  x d x
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Танлаб олинган белгнлашлар ёрдамида кейинги тенгликни куйидагича 
езиш мумкин:

!ц =  (я  — 1) / г_  j  — (я  1)/ц>
бундан

я  — 1 ,
л̂ =  „ А; — » (2)

тенгликни топамиз. Ш ундай усул билан
я  - 3  

'с-* ~ п - 1  /г- ‘
тенгликни топамиз. Ш унинг учун

л — 1 л — 3
Я я  — 2

Ш унга ухшаш алмаштиришларни татбик этишни давом эттириб, я  нинг 
жуфт ёки тоцлигига караб, /„ ёки Д  га бориб етамиз.

Икки лолни куриб чикамиз:
1) я  — жуфт сон, я  =  2т .

2/я -  I 2т  -  3 3 1 
h m ~  2 т  ■ 2 т  -  2 * * * 4 * 2

2) я  — ток сон, я  =  2т  4- 1:
2 т  2 т  — 2 4 2 

Лт+1 =  2т  +  1 ' 2т  -  1 • • * Т  ’ Т  /l>

бирок

•г г i
/0 =  J sin0 х  </дг= j  d x  =  - j ,  А =  J sin дг rfjc =  1,

булганидан

f 2m 2m — 1 2m— 3 5 3 1 k
m ~  о S*n xdx ~ ~ 2m ' 2m = 2 1 • • 1Г ’ T ' T ' T*

f . , m . .  , 2m 2m — 2 6 4 2 .
S 2m +  1 ' 2m -  1 • • • 7 ’ 5 ‘ 3

1C
Бу формулалардан у  сонини чексиз купайтма шаклида ифода этупчи

Валлис формулаеи келиб чикади.
^акикатан  лам, кейинги икки тенгликдан ладлаб булиш йули билан

* /  2-4-6 . . . 2 m  \* I !tm
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тенгликнн топамиз. Энди

lim Urn .
/»+1 “

эканини исботлаймиз.

х  нинг |(), у ) интерваллаги барча кийматлари учун 

sln-m х  >  sin2"» х  >  81п*т + > х  

тенгликлар Гринли. О лан гача чегараларда интеграллаб,

Urn—I  ̂  ̂ +|
тенгсизликларни .\оснл киламиз, бундан

Urn- 1 . [tm> 7 ^* -  > 1. (4)
(2) тенгликдан;

Демак,

U т +1 * Ля» +1

Um- 1 _  + 1 , 
hm +1 2m

/a m -. 2m 4 -1Ilm =  Ilm —j7—  =  1.
m - .  'Ml +1 m->~

(4) тенгспзликдан

/jm ,Ilm 7------- =  1.Ol — oo 'i/H+1

3) формулада лимитга утиб Валлис формуласини досил киламиз; 
я Г/ 2-4-6 ...2т  \г  1 1
2 “  " П  [ \3 -5 . . . (2 /1 1 — l ) j  STTTJ-

Бу формулани яна куйидагича ёзиш мумкин;
к / 2 2 4 4 6  2т -  2 2т 2m N
2 =  J iH  \  1 ‘ 3 ‘ 3 ' 5 ' 5 ‘ ‘ ' 2/п — 1 ' 2т -  1 ’ 2 т  +  1 ] ’

7- §. Хосмас интеграллар

1. Ч е г а р а л а р н  ч е к с и з б у л г а н и н те  г р а л л а р . / ( л )  
функция х  н и н г  а < х <  оо ораликдаги барча кийматларида 
аникланган ва узлуксиз функция булсин. Ушбу

ь
1(b) = $  f { x )  dx

а

интегрални карайлик. Бу интеграл хар кандай Ь >  а учун маъ- 
нога эга. Ь ^згарганда интеграл хам ^згаради. Бу интеграл Ь 
нинг узлуксиз функцнясидир. (XI боб 4- параграфга каранг.)
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Ь -* -f оо булганда бу интегралнинг цандай узгаришини Kapaii- 
миз (222- раем).

Т а ъ р и ф .  Агар чекли лимит
»

l im  \ /  (jc) dx

мавжуд булса, бу лимит f ( x )  функциянинг [a, ннтер-
валдаги хосмас интеграли  дейилади ва

j f ( x ) d x

символ билан белгиланади. Де
мак, таърнфга кура:

+® Ь

\ f ( x ) d x =  llm \ f ( x ) d x .
(I b-+ + oo a

1»
Бу цолда J /  (x ) dx  хосмас интеграл мавжуд  ёки яцинла-

а
шувяи дейилади.

ь
Агарда b -*■ -f- 00 Aaj f  (х) dx  нинг чекли лимити мавжуд

а+ *>
булмаса, у холда j  f ( x ) d x  хосмас интеграл мавжуд эмас

а
ёкн узоцлашувчи  дейилади.

/ ( х ) > 0  булган холда хосмас интегралнинг геометрик маъ-

н осин и тушунтириш кийин эмас: a ra p J /( jc )  dx  интеграл у =
а

=  / ( * )  чизик абсциссалар ^ки ва jc = а, х  = b ординаталар
+ ••

бнлан чегараланган соха юзнни ифодаласа, у  холда j  /  ( jc ) dx
а

хосмас интеграл у = / ( * ) ,  х  =  а,  чизиклар ва абсциссалар уки 
орасида колган чегараланмаган (чексиз) соха юзини ифодалай- 
дн деб хисоблаш табнийдир.

Бошка чексиз интерваллар учун хам хосмас интеграллар 
шунга ухшаш аникланади:

а а

j / ( x )  rf* =  llm j  f ( x ) d x .
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+ «
j f ( x )  dx  — j  f ( x )  dx  -f- j  f ( x ) d x .

— 00 — 00 С

Кейинги тенгликни бундай тушуниш лозим: агар ^нг томои- 
даги хосмас интегралларнинг *ар бири мавжуд булса, таърифга 
кура чап томондаги интеграл *ам мавжуд (якинлашувчи) бу
лади.

1- мисол.  

ралсин).

dx
1 +  х‘

-  интеграл лисобланснн (223- ва 224- расмларга ца-

224- раем.

Е ч и ш .  Хосмас интегралнинг таърнфига мувофик куйидагини топамиз.

Y  dx f  dx | ь к
J Г Г ? =  'Ь1™Ш}Т Т Т *=  arctgJr |0 = ftHme arctg6 = T .

Каралган интеграл 224- расмда штрихланган чексиз эгри чизикли трапе- 
циянинг юзини ифодалайди.

2 - м и с о л .  а нинг цандай кийматла
рида (225- раем)

+  со
f dJL 
1 *

интеграл якинлашувчи ва кандай киймат
ларида узоклашувчи булиши текширилсин. 

Е ч и ш .  з ф I булганда

* ЛХ ‘ 1-г»* *! 1 — а

булгани учун 
+ ••

I
dx 1 - ,
У  «■ Г Г 7 ( й 1 ) - •* i-* +« * “



446 AI Ul К ИН ТЕГРА Л

Демак, м ралаётган  интегралга нисбатан куйидаги хулосаларни чикариш 
мумкин;

+ 00
I* И ш" 1

агар at >  1 булса, \ =  ------ г , яъни интеграл якинлашувчи;
J х* ■ — 11

+  СХ>

агар 1  <  1 булса, \ —  =  оо , яънн интеграл узоклашувчи.
J х*1

Г dx 1+“а =  1 булганда, J  —  =  In дг =  оо интеграл узоклашувчи.
1 *

+ »
С dx

3 -  м и с о л .  J  интеграл хисоблансин.
— »

Е ч и ш .
+» О +о»

Г dx f  dx  f  dx
J * 1 + 1 + JC* J 1 +**'

Иккинчи интеграл —  га тенг (1- мисолга каранг). Биринчи интегрални *!i-
соблайынз:

О' о
f  dx f  dx |0 к
j =  llm =  llm arc tg  дг I =» ^ lm ^  (a rc lg  0 -  a rc tg  *) =  — •

Демак,
+ 00

С dx *
J  Г Т 7 * -  2

Куп лолларда берилган интегралнинг якинлашувчи ёки 
узоклашувчи эканини билиш ва унинг кнйматини бахолаш 
етарли булади. Бунинг учун куйидаги теоремалар фойдали 
булиши мумкин; биз уларни исботсиз келтирамиз, аммо улар
нинг татбикига мисоллар келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар барка jc ( jc  > о )  лар у кун
О < / ( * ) < ? ( • * )

+00

тенгсизликлар бажарилса ва ) (х ) якинлашувчи булса, у
+ QO

цолда J f ( x ) d x  хам якинлашувчи булади, бунда
а

+ о о  4  ••

J f ( x ) d x <  j  <р (ж) dx.
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4- м и с о л. У шбу +оо
dx

х* ( \+ е* )

+ 00

интеграл якинлашувчи экани текширилсин. 
Е ч и ш .  1 <  х  булганда

1 1
(1 +е*)

булади. Сунгра:

Демак, интеграл

)V ~
+ »

р dx
J лг« (!+**)
1

якинлашувчи булиб, унинг киймати 1 дан кичикдир.

2- т е о р е м а. Агар барча х  (х  >  а) лар учун 
О < < р  ( * ) < / ( * )

+ ТО
тенгсизликлар бажарилса, шу билан бирга \ <р (х) dx узоц-

а
+оо

лашувчи б^лса, у холда  | f ( x ) d x  интеграл хам узоклашувчи
а

булади.

5- м и с о л .
+ оо 

1
интегралнинг якинлашиши текширилсин.

Е ч и ш .
х  - f  1 . _£ _______1
/  X3 /  X3 V~X 

эканлигига эътнбор берамиз. Аммо 
+»

/г j y  __
\ 7 — =  Ит 2 / д с  =  4- л-. 
J  V х  * -+  °° h1

Демак, берилган интеграл *ам узоклашувчи.
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Кейинги иккн теоремада манфий булмаган функцияларнинг 
хосмас интеграллари царалди. Чексиз интервалда ншорасини 
узгартирадиган функциялар учун куйидаги теорема Гринли 
булади.

+ «
3 - т е о р е м  а. Агар ( \ f ( x ) \ d x  интеграл якинлашувчи

а+ •
булса, j* f ( x ) d x  интеграл дам якинлашувчи булади.

а
Бу холда кейинги интеграл абсолют якинлашувчи интег

рал дейилади.

6- мисол.
+ 00

|>П
. с1х

интегралнинг якинлашпши текширилсин.
Е ч и ш .  Бу ерда интеграл остидаги функция ишораси узгарувчи функ

циядир.

булиши маълум. Аммо
+ 00

[ s in - r  I I1 1 11 * *  I I| X* \

J
.4- 00

dx_ _ ___1_  _ _ 1_
хз 2х* |, 2 ’

Лемак, j j sl-n-3— j dx интеграл якинлашувчндир. Бундан берилган интс- 
1

гралнинг дам якинлашувчи булиш и келиб чикади.

2. У з л у к л и  ф у н к ц и я н и н г  и н т е  г р а л  и . / ( j c )  функ
ция а < х < с  булганда аникланган ва узлуксиз булсин, х  =  с 
булганда эса ё аникланмаган, ёки узилишга дучор булсин. Бу

С

долда ^ f ( x ) d x  интегрални интеграл йигиндининг л и м и т и  деб
а

караш мумкин эмас, чунки / ( х )  функция [а, с] кесмада узлук
сиз эмас ва шунинг учун бу лимит мавжуд б^лмаслиги хам 
мумкин.
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с н у к т а д а  у з и л и ш г а  э г а  б у л г а н  f  (х) функция-
е

нинг \ f ( x ) d x  интеграли куйидагича аникланади:
а

е Ь
j*/(jc) dx  =» Hm j  f ( x ) d x .
a °a

Агар унг томонда турган лимит мавжуд булса, у холда 
интеграл яцинлашувки хосмас интеграл дейилади, акс холда 
интеграл узоцлашувяи дейилади.

Агар f ( x )  функция [а, с) кесманинг чап учида (яъни х  = а 
нуктада) узиладнган булса, у холда т а ъ р и ф г а  м у в о ф и к

С С

J  /  ( x ) d x =  lim j  /  (х ) dx.

Агар /(jc)  функция (а, с] кесма и ч и д а г и  бирор х  = хв 
нуктада узлукли булса, тенгликнинг унг томонидаги хосмас 
интегралларнинг иккаласи хам мавжуд булса, у холда

С х0 с
J f ( x ) d x  = ^ f  (х) dx +  j  f ( x )  dx.
a a x,

7 - м н с о л .  Ушбу интеграл хисоблансин:
l
f* dx
J

Ечиш. 
1
( * - / =  = Hm f - ^ = -  l.m 2 / — x| 
J  V  1 — x  o - i - o  J  у  1 — x  о 10

=  -  llm 2 ( / l — b — 1) =  2.6- 1—0

If8- м и с о л .  J  —  интеграл хисоблансин.
—l

Е ч и ш .  Интеграллаш кесмаси ичида интеграл остидаги функциянинг 
узилиш нуктаси х  =  0 мавжуд булгани учун интегрални икки цушилувчн- 
иннг йнгиндиси каби тасвирлаш керак:
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Хар кайси лимитни алсдида лисоблаймиз:

11т Гdx 1 /  1 1 \\ -Zt И т  —  =  — П т —  — — р  = 00.J  * — о х  _i «.— о \ *i -  1}

Демак, [— 1, 0] ораликда интеграл узоклашади:
1

Демак, (О, 1] ораликда интеграл узоклашади.
Ш ундай килиб, берилган интеграл бутун [— 1, 1) кесмада узоклашади, 
Агар берилган интегрални интеграл остидаги функциянинг х  =  О нук* 

тадаги узилишига эътибор килмасдан лисоблаганимизда нотугри натижа цо«
сил килган булар эднк. Х акикатан,

бу эса мумкин эмас (226- раем).

И з о х .  Агар [а, Ь\ кесмада 
аникланган f  (х) функция бу кесма 
ичида чекли сондаги alt at , . .  . ,  ап 
нукталарда у з и л у в ч и  булса, у 
холда f i x )  функциядан (а, Ь] кес
мада олинган интеграл куйидагича 
аникланади:

Ь а ,  а ,  Ь

J / ( x ) d x =  J f ( x ) d x  +  j  f ( x ) d x  +  . . . + j f ( x ) d x ,
a a a, an

бунда тенгликнинг унг томонидаги хосмас интегралларнинг
хар бири якинлашувчи булиши шарт. Агар бу интеграллардань
хеч булмаганда бнттаси узоклашувчи булса, у холда J f ( x )  dx

а
интеграл хам узоклашувчи дейилади.

Узлукли функциялардан олинган хосмас интегралларнинг 
якннлашувини аниклаш ва уларнинг кийматларини бахолаш 
учун купинча чегаралари чексиз булган интегралларнн бахо- 
лагандагига ухшаш теоремалардан фойдаланилади.

Г т е о р е м а .  Агар / ( ; с) ва ? (х) функциялар \а, с] кес
манинг с нуцтасида узлукли булса ва бу кесманинг барча 
нукталарида

? ( •* )> /( •* )>  о
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С
тенгсизликлар бажарилиб, j  <р (х) dx якинлашувчи булса, у

а
е

^олда j f ( x ) d x  хам якинлашувчи булади.
а

1Г т е о р е м а .  Агар f ( x )  ва ?(.*) функциялар [а, с] кео- 
манинг с нуктасида узилувчи булса ва бу кесманинг барча 
нукталарида

/ ( * ) > ? ( * ) >  О
С

тенгсизликлар бажарилса eaj  <p(jc) dx узоцлашувчи булса , у
ае

холда  j  f ( x ) d x  хам узоцлашувчи булади.
а

IIP т е о р е м а .  Агар f ( x )  функция [а, с\ кесмада ишора уз-  
гартирувчи булиб, фацат с нуцтадагина узилувчи булса ва

е

бу функциянинг абсолют цийматидан олинган \ [ f ( x ) \ dx
а

хосмас интеграл якинлашувчи булса, у холда бу функция-
С

нинг узидан олинган \ f ( x ) d x  интеграл хам якинлашувчи
а

булади.
Купинча хосмас интеграл белгиси остида турган функция

билан таккослаш кулай. булган функцня сифатида ----- ------
(с -  х)л

С

функция олннади. | х)~  интеграл a <  1 булганда якин-
а

лашувчи, а > 1  булганда эса узоклашувчи булишини текши
риш осон.

С

[ '(х  — д)* интегралнинг дам якинлашувчи эканлигини
а

текшириб куриш кнйин эмас.
1

9- м и с о л .  I ,_________  dx  интеграл якинлашувчи буладимп?
.1 у х  +  4дг3о

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция [0, 1] кесманинг чап учида узилишга

эга. Уни -г= - функция билан таккослаб,
У х

29*
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1

эканини биламиз.
1

£ хосмас интеграл мавжуд. Демак, кичик функциядан олинган хос-

\ / т 1мае интеграл *ам, яъни  ̂ /Г— < - rfx дам мавжуддир.

8-  §. Аник интегралларни тацрибий \исоблаш

X боб охирида ^ар цандай узлуксиз функция учун унинг 
бошлангич функцнясини элементар функциялар орцали ифода- 
лаб булмаслиги курсатилган эди. Бу лолларда аник интегрални 
Ньютон—Лейбниц формуласи буйича хисоблаш кийин, шунинг 
учун аник интегралларни хисоблашда турли т а к р и б и й  усул- 
лар кулланнлади. Хознр бнз аник интегралга йигиндининг ли
мити деб берилган тушунча асосида такрибий интеграллашнинг 
бир неча усулини баён киламиз.

I. Т у г р и  т у р т б у р ч а к л а р  ф о р м у л а с и .  [а, Ь\ кес-
b

мада узлуксиз функция у = /(дс) берилган. j  f ( x )  dx  аник
а

интегрални хисоблаш талаб килинади.
| а, Ь\ кесмани а =  х0, х и х%, . . .  , х п=~Ь нукталар билан 

узунлиги Ах булган п та тенг булакларга ажратамиз:
* Ь — аЬх = ----- .п

Сунгра f ( x )  функциянинг х0, х и xt , . . .  , х я нукталардагн 
кийматларини у0, у и у„ . . .  , у„_х, У„ оркали белгилаймиз, 
яъни

Уо =  f  (Х о)> У1 ~  /  ( х l)> • • • » Уп “  S  (■*«)•

Ушбу йигиндиларни тузамиз:
у0 А* +  у хЬх + . .  . +  ул_ 1  Ал,
У1 &х +  yt bx  - f  . . .  +  у пЬх.

Бу йигнндиларнинг хар бири f ( x )  учун [о, Ь] кесмада ин-
b

теграл йигинди булади ва шунннг учун J f  (х) dx  интегрални
а

такрибий ифода этади:
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« а

^ f  (х) dx  х  (у0 +  Ух +  У» +  . . . +  y„_i), (1)
а

Ь

( 7 ( * ) < / * « Ц р ( У |  +  У2 +  . . .  +  У„). ( Г )
а

Булар myFpu туртбурчаклар формуласндир. 227- расмдан 
куйидагнларни куриш мумкин: агар / ( j c )  мусбат ва усувчи 
функция булса, у холда ( 1 ) формула „ички“ тугри туртбур- 
чаклардан тузилган зинапоясимон шаклнинг юзини тасвирлай- 
ди, (Г ) формула эса „ташки* туртбурчаклардан тузилган зина
поясимон шаклнинг юзини тасвирлайди. Интегрални тугри 
туртбурчаклар формуласи билан х-исоблашда килинган хато
п сон канча катта булса (яъни булиниш кодами Ах =  Ь—̂
Канча кичик булса), шунча кичик булади.

227- раем.

х0-а x t хг х п-1 хп~Ъ
228- раем.

II. Т р а п е ц и я л а р  ф о р м у л а с и .  Агар берилган у =  Д х )  
эгрн чизикни тутри туртбурчаклар формуласида булганндек 
зннапоясимон чизик билан алмаштирмасдан, балки ич к и  ч и- 
з и л г а н  синик чизик билан алмаштирсак, у холда аник ин- 
тегралнинг анча аникрок киймати хосил булишини кутиш та- 
биийдир (228- раем).

Бу >;олда эгрн чизикли аАВЬ трапециянннг юзи юкорндан 
AAlt ЛИ*, , Ап_ 1В ватарлар билан чегараланган тугри 
чизнкли трапециялар юзларининг йипшдисига тенг булади.
51
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Аммо бу трапециялардан биринчисининг юзи Уо  ̂ 'V| Ах, нк-

кинчисининг юзи -У1 ~ Ах ва хоказо булгани сабаблн 
ь

\ f ( x ) d x ^ ( * ± & A x +  АХ +  . . .  +  У"Ч ±-У" Ax'j

ёки
* /  \ 
j f ( x ) d x = ^ nl f . ( 2 « + i i  +  y 1 +  y j +  . + y n_ 1J . (2)
а

Бу эса трапециялар формуласидир.
п сони ихтиёрий танлаб олинади. Бу сои канча катта бул

са ва демак, Ах =  - - кадам канча кичик булса, (2) такрп-
бий тенгликнинг унг томонида ёзилган йигинди шунча катта 
аниклнк билан интеграл кийматини беради.

III. П а р а б о л а л а р ф о р м у л а с и  ( С и м п с о н  ф о р м у л а -  
си). [а, b] кесмани ж у ф т  сонда п —2т булакларга ажратамиз. 
|jt0, Jtj] па [jclt д-,] кесмаларга мос ва берилган у =  f  {x) эгри 
чизик билан чегараланган эгри чизикли трапециянинг юзиии

М ( х 0, уо), M i(* i, уО M2(xt, уг)
учта нуктадан утувчи ва уки Оу Укка параллел булган и к- 
к н н ч и д а р а ж а л и  п а р а б о л а  билан чегараланган эгри 
чизикли трапециянинг юзн билан алмаштирамиз (229- раем). 
Бундай эгри чизикли"трапецияни параболик трапеция деб  
атаймиз.

Уки Оу Укка параллел булган параболанниг тенгламаси
у =  Ах* +  Bx +  С

куринишда булади. А, В ва С коэффициентЛар параболанинг 
берилган уч нукта оркали утиш шартидан бир кийматли равнш- 
да аникланади. Шунга ухшаган параболаларнн кесмаларнииг 
бошка жуфтлари учун дам ясаймиз. Шундай ясалган параболик 
трапециялар юзларннинг йигиндиси интегралнинг такрибий кий
матини беради.

Дастлаб битта параболик трапециянинг юзини хисоблаймиз. 
Л е м м а .  Агар эгри чизикли трапеция

у =  Ах* +  Вх +  С
парабола, Ох у% ва оралиги 2h га тенг булган иккита ор
дината билан чегараланшн булса, у х,олда унинг юзи

S =  4  (Уо +  4у, +  Уг) га тенг, (3)



АНИК ИНТЕГРАЛЛАРНИ ТАКРИБИП ХИСОБЛАШ 455

бунда уо ва у2 четдаги ординаталар, у, эса эгри чизицнит 
кесма уртасйдаги ординатаси.

Ис б о т .  Ёрдамчн координаталар системасини 230- расмда 
курсатилгандек жойлаштирамиз.

Параболаиинг у =  Ах1 +  Вх +  С тенгламасидаги коэффи
циентлар куйидаги тенгламалардан аникланади:в

агар х0 =  — А булса, у холда у0 =  Ah2 — Bh +  С, | 
агар дг! =  0 булса, у холда ух =  С, | (4)
агар xt — h булса, у холда у , =  Ah? 4- Bh +  C.

А, В, С коэффициентларни маълум деб хисоблаб, парабо
лик трапециянинг юзнни аник интеграл ёрдами бнлан хнсоб- 
лаймиз:

S  =  J (Лдс* +  Вх +  С) dx =  - f  Cx j  =»

=  \  (2 Ah* +  6 C).

A m m o ( 4 )  тенгликлардан:

Уо +  4у» 4- У« =  2i4As 4* 6 С.
Демак,

5  =  -J- (Уо 4 -  4ух 4- У ,).

Шуни исбот килиш талаб этилган эди.
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Биз яна асосий масаламизга кайтамиз (229- расмга каранг). 
(3 ) формуладан фойдаланиб, куйидаги такрибий тенгликларни 
ёза оламиз (А =  Ах):

j  /  (•*) (1хжЦ- (у0 +  4yi +  Уа).
а=х,

х,

j f ( x ) d x z x ^ (  у, +  4у, +  у«),
х,

*2.7,=»
j  / ( * ) < / * «  ^ • ( y 1« - ,  +  4yta_ ,  +  yei(l).

х2т-2
Чап ва унг томонларни кушиб, чапда изланаётган интег

рални, унгда эса унинг такрибий кийматини косил киламиз:
D

^ f ( x ) d x ^ ^ -  (у0 +  4ух +  2уа +  4у3 +  . . .

. . .  +  2у:.т +  4угт_ !  +  ytm), (5)
ёки

ъ
j /  (■*) ^Х =  6д|а  [Уо +  Угп +  2(у* +  У4 +  . . .

• • • +  У2т -  * ) +  4  (У1 +  Уз +  • • • +  У*т—l ] )•

Бу Симпсон формуласидир. Бу ерда булиниш нукталарннинг 
сони 2т ихтиёрий, лекин бу сон канча катта булса, (5) тенг- 
ликнинг унг томонидаги йигинди интеграл кийматини шунча 
аник ифодалайди*).

М и с о л .  У шбу

и - f e
1

интеграл такрибнй днсоблансин.

•) Интегрални берилган аникликда дисоблаш учун к^нча булиниш нук
талари олиш кераклигини аниклашда интегрални такрибий дисоблашда до- 
снл буладиган хатони бадолаш формулаларидан фойдаланнш мумкин. Биз 
бу ерда бундай бадоларни келтириб утирмаймиз. Китобхон буни гнализниш 
бнрмунча туларок курсларидан, масалан Ф и х т е н г о л ь ц н и н г  .Диффе
ренциал ва интеграл дисоб курси" кнтобидан топа олади (II т.,
IX боб, 5- иараграфга каралсин), .Укитувчн*, Тошкент, 1972.
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Е ч и ш .  [1, 2] кесмани 10 та тенг булакка ажратамиз (231- раем).
2 -  1 

Ах  — jq — 0,1

деб олиб, интеграл остидаги функция кийматлари жадвалини тузамиз:

X 1
> =  —

X 1
> =  —

II 
11.1

1 
II

III
I

о-V
 

и
'ю

'-
о Уо =  1,00000 

у, =  0,90909 
у а =  0,83333 
уз =  0,76923 
у, =  0,71429 
ys =  0,66667

Xt = 1,6
*J =  1.7 
х» =  1,8 
x t  =  1,9
Jfio =  2,0

ув =0,62500 
Уч =0,58824 
у, =  0,55556 
у, =0,52632 
у ,0 =  0,50000

I. Тугри туртбурчакларнинг биринчи (1) формуласнии татбнк этамиз: '
2

J Ц .  ,  0.1 (у,, +  у, +  . . .  +  у9) =  0,1 -7,18773 =  0,71877.
1

Тугри туртбурчакларнинг иккинчи (Г )  формуласнии татбик этамиз;

О.Ну. +  Уз +  . . •  +  Ую) =  0,1 -6,68773 =  0,66877.
I

Бу *олда «нтегралнинг кнймати
ни биринчи формула о р т и г и  би
лан, иккинчи формула эса к а м и 
билан бериши 231- раемдан бевосита 
курпниб турибди.

II. Трапециялар формуласи (2) 
ни татбик этамиз.
2

*  0,1 ^ 1 ^  ° '5 +  6,18773^ =

=  0,69377.
III. Симпсон формуласи (5) ни 

татбик этамиз;
231- раем.

J  ^ ,0 +  2 (у3 +  у4 +  ув +  Уз) +  4 (yi +  Уз +  У» +  У? +  У»)1

0,1
= -д-(1  + 0 ,5  +  2-2,72818 +  i - s i w w  _  0,69315.
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2
Хакнцатда In 2 =  J  —  =  0,6931472 (еттннчи каср хопа бирлигигача 

1
аникликда).

Шундай килиб, [0, 1] кесмани 10 та тенг булакка булганда Симпсон 
формулаеи буйича бешта ишончли ракам досил киламиз; трапециялар фор- 
муласи буйича факат учта ишончли ракам досил кнлдик; тугри турт
бурчаклар формулаеи буйича эса факат биринчи хона раками ишончли 
булишига кафил була оламиз.

9- §. Чебишев формулаеи

Чебишевнииг такрибий интеграллаш формулаеи техник ди- 
соблашларда купинча кулланади.

Ь

Яна j" f ( x ) d x  ннтегрални дисоблаш талаб этилсин.
а

Интеграл остидаги функциянинг [а, Ь| кесмадаги / ( * , ) ,
f ( x t), . . . , f ( x n) п та кийматини олиб (бунда х х, х г............. х п
нукталар [а, Ь\ кесманинг ихтиёрий нукталари), бу функцияни 
Лагранжнинг Р ( х )  интерполяцион купдади билан алмаштира- 
мпз (VII боб 9- параграф):

DI  =  ( у -  х«) ( х  -  х, )  . . .  ( у -  х„) f  „  ч ,
(*, -  Х,)(хх - х 3) . . .  (Xi- X n) t +

, (X -  * ! > ( * -  *з) • •• (х - Х „ )  V ,
(* j -  х х) (дг2 — * i ) . . .  (Ж, -  х„)

I (x — xl) ( x - x i ) . . . ( x  — x„.i)  f ,  х ,14
^  (хп -  х , ) ( х п -  X,) . . .  (xn- x n̂ ) J  I >

Натпжада интеграллашнинг куйидаги такрибий формуласи-  
)1И досил киламиз:

ь ь
\ f ( x ) d x x z [ p  (х) dx\ (2)

а а

баъзи *исоблашлардан сунг бу  формула
ъ
§ f ( x ) d x » C l f ( ix l) + C t f ( x t ) +  . .  . + C nf(xn) (3)
а

куринишни олади, бунда С, коэффициентлар  
ь

г  Г( х - х 1) . . . ( х  — х 1- х ) ( х - х 1и ) . . . { х -  х „ ) , . . .
1 J (Xt -  xi)...(xi — x , . l)(xl - x l+l)...(xl —xn) ' '

а

формулалар билан дисобланади.
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С, коэффицнентлар мураккаб касрлар билан ифодалангапи 
учун (3) формула узундан-узок ва дисоблаш учун нокулайдир.

Чебишев, x lt xt , . . .  , х я абсциссалар берилмасдап, С,,
С,............Сп коэффициентлар берилган, х и x t , . . , х„ абсцис-
салар аннцлансин деган тескари масалани куйди.

С, коэффициентлар шундай берилиши керакки, (3) фор
мула хисоблаш учун' иложи борича содда булсин. С, коэф- 
фицнентларнинг >{аммаси узаро тенг булган *олдагина шундай 
булади:

Cj — С, =  . . .  =  Сп,
Агар С,, С,............С„ коэффициентларнинг умумий кийма

тини С„ билан белгиласак, у *олда (3) формула

J f ( x ) d x ^ C H\ f ( x 1) + f ( x t) +  . .  . / (* „ ) ]  (5)
а

куринишни олади. (5) формула умуман та к р и б и й тенгликнн 
ифодалайди, аммо f  (х) даражаси я — 1 дан ошмаган купхад 
булса, у а н и к тенгликка айланади. Бу *ол Сп, х и хг, . . .  , хп 
микдорларни аниклаш имконини беради.

Интеграллашнинг ^ар кандай «ралиги учун кулай формула 
*осил килиш максадида |а, Ь\ интеграллаш кесмасини [— 1 , 1 ] 
кесмага алмаштирамиз. Бунинг учун

а + Ь  . Ь — а .X - S - +  — t

деб оламиз; бу *олда t  =  — 1 булганда х  — а\ t =  \ булганда 
х  ■» b булади.

Демак,
Ь 1 1

j  f ( x )  dx  =  Ц - а J  / ( i ± - fr +  Ь-= ^  <) dt  =  j 7 (t) dt,
a  - 1  '  '  - 1

бунда <p(t) билан t  нинг интеграл остида турган функцияси 
белгиланган. Шундай килиб, берилган / ( х )  функцияни [а, Ь\ 
кесмада интеграллаш масаласинн *ар доим бирор бошка <р (х) 
функцияни [— 1 , 1 ] кесмада интеграллаш масаласига келтириш 
мумкин.

Демак, масала
1

5 /(•* )  dx  =  Сп [ /(* * )  +  /  (xt) +  . . .  +  /(* „ )]  (б)
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формуладаги Сп, х х, х .......... ..  х п сонларни шундай танлаб олиш
керакки, (6) формула

f ( x )  =  а0 +  ахх +  atx2 4 - . . .  +  а„_ 1х п~ 1 (7)

куринишдаги *ар цандай f  (х) функция учун аник формула 
булсин. Бунда 

i 1
\ f ( x ) d x =  j  (а0 +  ахх  +  atx* 4 - . . .  4- а „ _ , Xя- 1) dx  =

—1 - I

arap п ток сон булса, 2 (а0 +  4 - ... - f

агар п жуфт сон булса, =  2 (а0 +  - у  +  • • • +

эканини эслатиб утамиз.
Иккинчи томондан, (6) тенгликнинг унг томонидаги йигин

ди (7) га асосан,

С„ [па0 4- ах (д?! +  х2 4 - . . .  4- х п) +  at(x? 4- л?2 4- . . .  4- х 2п) 4- . . .
. . .  4- Д„—1 (xi 1 4- х \ 1 + . . .  4- х пп l )J (9)

га тенг. (8) ва (9) ифодаларни бир-бирига тенглаб, а0, аи 
аг, . . .  , ал_ ,  ларнинг *ар кандай кийматларида *ам уринлн 
булиши керак булган тенгликни *осил киламиз:

2  ( ° о  +  т  +  - т  +  Т ~  +  • • • ) =

=  С„ [п а 0 4 - а х (*1 4* x t  4 * . • • 4* х п) +

4- а, (х? 4- *2 4 - . . .  4- *я) 4 - . . .  4- ап- \  (•*" 1 4-*2  1 4-...4--*л ')].
Тенгликнинг унг ва чап томонларидаги ап, а ,, а2, . . . ,  ал_ х 

ларнинг коэффнциентларини бир-бирига тенглаймиз:

2 =  Спп ёки, _  2 
~  п ’

Xl 4* xt  4- . . .  4* =  0,

А 4 - *̂ 2 4 - . . .  4- * II si
 ll п

3 *

А 4 - х  ̂ 4* . . .  4- < =  0,

4- х* 4* . .  • 4* <

II
ЧьГп п

т *

(Ю)

Кейинги п та тенгламадан х и хг, , х п абсцнссаларни 
топамиз. п нинг турли кийматларига дойр бу ечилмалар Че-
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бишев томонидаи топилган. Куйидаги жадвалда оралик нукта- 
ларнинг сони я = 3 , 4, 5, 6, 7, 9 булганда Чебишев топгак 
ечимлар келтирилган:

Ординаталар 
сони л

Сп коэффи
циент

хи jr.. . . .  , х п абсциссаларнинг 
кийматлари

3 2
3

* , =  — *3 =  0,707107
J f j = 0

4 1
2

* , = — * , =  0,794654 
х , =  _  * 3 =  0,187592

5 2
5

* , =  -  * 5 =  0,832498 
* ,  =  _ * , =  0,374541

*з =  0

6 1
3

*, =  _ * „  =  0,866247 
*, =  — * 5 =  0,422519 
*з =  — *, =  0,266635

7 2
7

; 
g 

I
o' о" о" о
II 

II 
II 

II 
>?><
III 

• 
II 

II 
II

« 
п

ч
ч

ч

9 2
9

*, =  — * 9 =  0,911589 
*з =  — *в =  0,601019 
*з =  — * 7 =  0,528762 
* 4 =  -  *„ =  0,167906

*5 =  0

Шундай килиб, [— 1, 1J кесмада интегрални такрибий *и- 
соблаш Чебишевнинг куйидаги формуласи буйича бажари
лади:

1

i\ f ( x ) d x = 2 r \ f ( x l) +  f ( x t) + . . . + f ( x n) ],
-1

бунда п — жадвалда келтирилган 3, 4, 5, 6 , 7 ёки 9 сонлардан
бирортаси х х............ х„ — шу жадвалда берилган сонлар. я га
8 кийматни ёки 9 дан катта кнйматни бериб булмайди, чунки 
б у  *олда (10) тенгламалар системаси мав*ум илдизлар беради.
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Берилган интегрални интеграллаш чегаралари а ва b булса, 
у холда Чебишев формулаеи 

»

j' т
а

куринишда булади, бунда X, =  b—j-^ +  b- ^ x t (l = 1 , 2 , . . . ,  п), 
x t эса жадвалда курсатилган кийматларни олади.

г
М и с о л. J* ^  ( =  In 2) лисобланснн.

I

1
Е ч и ш .  Дастлаб узгарувчиларни алмаштириш ёрдамида бу интегрални 

интеграллаш чегаралари — 1 ва +  1 булган янги интегралга алмаштирамиз:

1 + 2 2  — 1 3 t  3 +  f ,  d t
х  -  - у -  +  j  ‘ ~  ~Т +  ~ ~  2 • 2 •

У лолда
г 1
’ d.x f  dt

х  J  3 + 7  
—i

л  =  3 деб олиб, Чебишев формуласига мувофик, кейинги интегрални лисоб- 
лаймиз:

1
f  /  ( t)  d t  =  [/(0,707107) +  / ( 0 )  +  / ( -  0,707107)].

— 1
Аммо /(0,707107) =  0/269752, / ( 0 )  =  0,333333, / ( — 0,707107) =  0.4-36130 

«булгани сабабли 
1

Г - * .J з + /dt = 2 -  (0,269752 +  0,333333 +  0,436130) =
О ф

=  - у  • 1,039215 =  0,692810 «  0,693.

Бу натижани тугри туртбурчаклар формулаеи буйича, трапециялар фор- 
муласи буйича ламда Симпсон формулаеи буйича (утган параграфдаги мн- 
солга каранг) лисобланган натижалар билан таккослаб, биз Чебишев форму
ласига мувофик (учта оралик нукталар билан) лосил килган натижамиз 
трапециялар формулаеи буйича (туккизта оралик нукталар билан) лосил 
зтилган натижага Караганда интегралнинг лакикий кийматига анча якин 
аканиии курамиэ.

Интегралларни такрибий хисоблаш назарияси академик А. Н. 
Крилов (1863—1945) ншларнда узининг бундан кейинги ривожи- 
ни топганлигини кайд этиб утамиз.
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10-§. Параметрга бог лиц булган интеграллар. 
Гамма-функция

П а р а м е т р г а  б о г л и ц  б у л г а н  и н т е г р а л л а р н и  
д и ф ф е р е н ц и а л л а ш .

ь
/ ( « )  =  J  f ( x ,  a) d x  (1)

а

интеграл берилган булсин, бунда интеграл остидаги функция 
бирор а параметрга боглиц. Агар а  параметр ^згарса, у *олда 
аниц интегралнинг циймати *ам узгаради. Шундай цилиб, аниц 
интеграла н и н г  ф у н к ц и я с и д и р ;  шунинг учун биз уни 
/  (а )  бнлан белгилашимнз мумкин.

c < a < r f B a a < j c < A  (2 )

булганда f ( x ,  а )  ва f'a(x,  а )  узлуксиз функциялар деб фараз 
циламиз. Интегралдан а параметр буйича досила топамиз:

lim '<• +  * ' > - ' ( • )  = / ' а ( а ) .
Ai-o V '

Бу цоснланн топиш учун
ь

1(1 - f  Ад) — / ( ? )  _  _ 1 _  
Да Ди

Ь й " |

J f ( x ,  а  +  Д а )  d x — | / ( д г ,  a)dx  =
.а  а 1

Ь
— I '/C-y. а -1- А?) — /(-У. а) ^  

til
а

эканини назарга оламиз. Интеграл остидаги функцияга Лаг
ранж теоремасини татбиц этамиз:

+  . ) - / . { * •  « +  8А«),

бунда 0 <  в <  1. Аммо f a (x,  а) ёпиц (2) сохада узлуксиз бул
гани сабабли,

/ '  (х,  a  +  0Да) =  f a (х,  а )  +  в,

бунда х,  а. Да ларга боглиц булган s мицдор Да 0  да нолга 
интилади. Шундай цилиб,

/ ( , - А , ) - / ( , )  _  j  ^  в )  -J- • ]  d x  =  J / ’ (jc, а )  +  J е d x .
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Да -*■ 0 да лимитга утсак*):

I t a  '< ’ +  * ■ > - * > =  гш (« ) =  ] / :  (jc, « )
а

ёки
ь , ь

[ J / (X, а) rfjc L = J /.’ (•*, а) </*
а а

формула *осил булади. Сунгги формула Лейбниц формуласи 
дейилади.

2. Энди (1) интегралда а ва b и н т е г р а л л а ш  ч е г а р а -  
л а р и  а н и н г  ф у н к ц и я л а р и  деб фараз киламиз:

Ь{ч)
/(а )  =  Ф [a , a  (a), 6 ( a ) ]  =  j  f ( x ,  * )dx .  ( Г )

a (a)

Ф [а, а (a), 6 (a)! функция а нинг мураккаб функцияси булиб, 
а ва b эса оралик аргумечтлардир. /  (а) дан косила топиш 
учун куп аргументли мураккаб функцияни дифференциаллаш 
коидасидан фойдаланамиз (VIII боб, 10- параграфга каранг):

. дФ . дФ да , дФ db
1 +  лГ rfJ +  5b 7 Г -  (3 )

Аник интегрални узгарувчининг юкори чегараси буйича  
дифференциаллаш *акидаги теоремага мувофик (4- § га ка
ранг):

ь

ж - i s l f ^ '  / ! » ( • ) . « ) .
а

Ь а

я г  =  ъ  J a) d x =  “ ■ s r . f / t o  ^ d x  =  - / [ « ( * ) .  «I-
a b

дФНи*оят, *осилани кисоблаш учун Лейбниц формуласини 
татбик киламиз:

ь
*) /  =  j" t di интегралда интеграл остидаги функция Да -*• 0 да нолга

а
интилади. Интеграл остидаги функциянинг нолга интилишидан интегралнинг 
дам нолга интилиши дамма вакт келиб чикавермайди. Аммо, берилган дол- 
да Д* — 0 да /  нолга интилади. Бу фактни биз исботсиз кабул киламиз.
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о

^ 7  =  ]* /«  (•*» “ ) d x -
а

Хосилаларнннг топилган ифодаларини (3) формулага куйсак,
к»)

/ » -  j  ГМ- <4)
а («)

ифода хосил булади. 
Лейбниц формулаеи ёрдамн бнлан баъзи бир аник интег- 

ралларни хисоблаш мумкин.
ОО

1- мисол /  (а) =  |  е - х i i l 2£  dx
о

интеграл лисобланснн.
Е ч и ш .  Дастлаб биз бу ннтегрални бевосита лисоблай олмаслш имизнн

,  sin ,Jf » ,  . курамиз, чунки е~х —- —  функциянинг бошлангич функцияси элементар
функциялар оркали ифода этилмайди. Берилган интегрални лисоблаш учун 
уни а параметрнинг функцияси деб караймиз. У лолда унинг а буйича ло- 
силаси юкорида чикарилган Лейбниц формуласига мувофик топилади*);

r cos i x  dx.

Лекин кейинги интеграл элементар функциялар ёрдамида осон лисоб- 

ланади; унинг киймати j __ га тенг. Шунинг учун / ' ( а) =  \~ ~ £ i Хосил 
кнлинган айниятни интеграллаб, /(я )  ни топамиз;

/(а )  =  arc tg  а +  С. (5)
Бундан С ни аниклаймиз. Бунинг учун

/ ( 0) _  J  g_ x s ln j) .jr  d x  _  ^ о  d x  _  о

о . о
эканини эътиборга оламиз. Бундан ташкари arc tg 0 =  0. (5) тенгликка а =  0 
ни кУйиб,

/(0 )  =  arc tgO +  C
тенгликни лосил киламиз, бундан С — 0. Демак, а нинг лар кандай киймати 
учун /(» ) =  arc tg а тенглик Уринли, яънн

,  sin их , ,е ~х --------dx =  arc tg  а.

*) Лейбниц формулаеи ннтеграллашнинг а ва Ь чегаралари чекли деган 
фараз бнлан чикарилган эди. Аммо берилган лолда интеграллаш чегарала- 
рндан биттаси чексизликка тенг булса-да Лейбниц формулаеи уринлнднр. 
Хосмас интегрални параметр буйича дифференциаллаш уринли булиш шарт- 
ларини Г.. М. Ф и х т е н г о л ь ц н н н г  .Дифференциал ва интеграл лисоб 
курен" кнтобндан каранг. .Укитувчи*, 1970, II т. XIV боб, 3- §.

3 0  Н. С. Пискунов
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2 - м и с о л .  Гамма-функция.
а параметрга боглик булган' интегрални караймиз:

оо

1 дг* 1 е х dx. (6)

Бу хосмас интегралнинг а > 0  да мавжуд (якинлашувчи) булишини курса* 
т»миз. Буни йигинди куринишида тасвирлаймиз:

оо 1 во

д;*-1 е~х dx  =  j" дг*-1 е~х d x  +  j  дг®-1 e ~ xdx.

Унг томондагн биринчи интеграл якинлашувчи, чунки

О <  J  дг*-1 ё~х dx  <  J  дг*- 1 dx  =  _!_.

Иккинчи интеграл хам якинлашувчидир. Хакикатан п шундай мусбат сон 
булсинки, унда п >  а — 1 булсин. Бу холда,

во
О <  f  дг*- 1 е~j  дг* 1 е Xdx < j  х я е~х dx  <  оо

булиши равшан. Кейинги интегрални, хар кандай бутун мусбат к сонда
Xй

П т - г  = 0  (7)
л-»+« '

булишини хисобга олиб, булаклаб интеграллаймиз. Шундай килиб (6) инте
грал а нинг бирор функциясини аниклайди. Бу функция Г (Ц билан белгила- 
нади ва гамма-функция деб аталади:

оо

Г(а) =  Г**-1  ё~х' dx. (8)
о

Бу функцнядан купннча математиканинг татбикотларида фойдаланиладн. 
а бутун сон булганда Г (а) нннг кийматини топайлик. а =  1 булса,

во

Г ( 1 ) =  j j e - x dx  =  \. (9)

а >  1 бутун сон булсин. Булаклаб интеграллаймиз:
во ОО

Г (а) =  J дг*- 1 ё~х dx  =  — дг*- 1 е~х +  (в — 1) J  х а~2 е~х dx

Ски (7) ни эътиборга олиб, ушбуни Бзамиз:
Г (а) =  (а -  1) Г (а) -  1). (10)

(10) хамда (9) га асосан,'а =  п булганда куйидагинн топамиз:

Г (л) =  (я — 1)!



\

1 1 - §. узгарувчи комплекс функциясини
интеграллаш

VII бобнинг 4- параграфида хакикий узгарувчи х  нинг 
комплекс функцияси J (х) ■=■ и (jc) +  i v (x)  ва унинг хосиласк 
f ' ( x ) =* u ' ( x )  +  iv ' (x)  аникланган эди.

Т а ъ р и ф. Агар

- / ' ( * )  - / ( * ) .  ( О
яънн

U ' ( x ) ~ i V ' ( x )  =  u(x) +  i v (x )  (2 )

булса, ~F(х) =  U (х) +  i V (х) функция хациций. узгарувчи 
комплекс функцияси f  (х) нинг бошлангич функцияси дейи
лади.

(2 )  тенгликдан U' (х) =  и (jc), V' (х) =  v  (х),  яънн U (х) 
функция и(х)  учун ва V(x)  функция v  (х) учун бошлангич 
функциядир.

Берилган таърифдан ва бу нзохдан агар F (х) =  U  (л:) +  
+  IV (х)  узн /(jc )  функция учун бошлангич функция булса, 
7(JC) учун бошлангич функция F(jc) +  С куринишда булади, 
бунда С — комплекс ихтиёрий узгармас. ^(jcJ +  C ифоданн 
Xациций узгарувчи комплекс функциясининг аницмас инте
грала деймиз ва бундай ёзамиз:

J /(jc )  dx  =  \и (х) dx +  i \ v  (л) dx  =  Г(х)  +  С. (3)

Хакикий узгарувчининг комплекс функцияси / ( * )  =  ы (.*) +  
-f- iv  (х ) нинг аник интегралини бундай аниклаймиз: 

ь ь ь
j / ( j c ) r f j c =  [ и (х )  dx  +  /  J v  (jc) dx. (4)
а а а

Бундай аниклаш аник интегрални йигиндининг лимити каби 
килинган таърифга знд эмас, балки унга батамом мувофик 
келади.

XI бобга маш цлар
ь

1. Интеграл йигиндиси s„ ни тузнб ва лимитга Утиш бнлан j*•*■*<*•* аник
а

интегралларни *исобланг. К у р с а т м a. [a, fc] кесманн x t =  aql (/ =  О, I.
л /  ~й

2, . . . ,  п) нукталар оркали п та булакка ажратннг, бунда q =  у  _ •  

30*
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Жав.
Ь3 — а* р Ьх о

3—  2‘ ] ~х' бУнда 0 < а < Ь . Жав. In —• К У р с а т м а .  [а. 6]

кесма олдинги мисолдагидек булакларга ажратилсин. 3. \ V  х  dx.
а

2 j 1 »
Жав. - j  (6** — а '/*). К у р с а т м а .  2- мисолга каранг. 4. I sin х  dx.

а
Жав. cos а — cos Ь. К у р с а т м а .  Дастлаб куйидаги айниятиинг тугрилнгн 
курсатилсин:

sin а +  sin (a +  A) - f  sin (а +  2h) + . . .  +  sin [а +  (п — 1) ft) =  
cos (а — ft) — cos (д +  nft)

=  2 sin A ’

бунинг учун чап томоннинг барча дадларини sin А га купайтнриш ва булнш 
*а.мда синуслар куиайтмасини косинуслар айирмаси билан алмаштириш 
керак.

»
5. J cos х  dx. Жав. sin b — sin a.

a
Ньютон — Лейбниц формуласидан фойдаланиб, куйидаги аник интеграл-

X
1 1 1 ^ 

ларни лнсобланг: 6. J  x*dx. Жаз. -g- 7. | 0х dx. Жав. е — 1. 8. fs ln x rfj: .

YT jt
2 3

x d x .

X

sin x  dx.

Жаа. 1. 9. Г -^ Ц - Жав. 4 '  10- \ *X — • Жав. b  11. f tg
oJ  1 + *  4  <7 / 1  -  x *  *  i

e x  x

Жав. In 2. 12. j  Ц . Жав. 1. 13. j ’ Жав. In |x | .  14. j

X  z

Жав. 2 sin* £ •  15. j ' x* dx. Жав. 16 Жав' l n ( 2 z _ 1 )-
3 /—  I
V a

* _*
I 1 2

17. | cos* x  dx. Жав. 18. j sin1*  dx. Жав.

Курсатилган алмаштиришларни татбик килиб, куйидаги интегралларнн
1C

т  *
dx

днсобланг: 19. J sin *  cos’*  dx, c o s * = f .  Жав. -i-- 20. J  ^ 2 cos jc
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l « f f c  21. J  ^ Й = .  2 +  U - , . .  Л Ь » - А £ Х .

° j j r w  ж “  т + т M- x - ' " '
4
~  3

Жав. 2(2  — arctg  2). 24. (" dz Z==T ‘ ^ ав- ln 'j*
3 * y^x* +  1

«
7

*5. f  -2—  cos T. f t  sin (f= /. Жав. ln *
J 6 — 5 sin f  +  sin2 <p 3

l l
Куйидаги тенгликларни исботланг: 26. J x m (1 — x)n dx  — J  x" (1 —

b b
— x )m dx (m >  0, n >  0). 27. f /  (x) dx  =» |  /  (a +  b — jc) dx.

a a
a a

28. j  /  (дс*) dx  =* - j  J  /(jc«) rfjc.
0 —a

f x d x
Куйидаги хосмас интегралларни дисобланг: 29. 1 , у - Жав. 1.

$ y i - *
во »с 1

80. j  Дг. Ж ». I. 31. j  ^ _ г .  ЛЬ» £ < » > 0 ). 32. j  - = § = , - .

м  1 ОО

Жав. -£ .3 3 .  Ж а в .- 1 .3 4 .  j  In дс d x  Жав. - 1 .  35. J х  sin х  dx.

ОО

Жав. Интеграл узоклашувчи. 36. f ■ dx— Жав. Интеграл узоклашувчи.
Г V *

+оо 1 2
87. f  —----- -— _ .  Жав. г.. 38. f - * £ - .  Жав. I .  39. f  *f. Жав.

J - ^ r + 2x + 2  ^ з/ 7  у  ^ х *
1

Интеграл узоклашувчи. 40. f  -----  dx Жав. ■£-. 41. f  Жав.
/  х /  х * - 1  2 i j  **

Интеграл узоклашувчи. 42. j  sin frx dx (a >  0). Жав. ^  •
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ОО

*  I : cos bx dx  (а >  0). Жав.
а* + Ь*

Куйидаги интегралларнинг такрибий кийматларини топинг. 44. In 5

С dx=  I —  ннтегрални трапециялар формулаеи буйича ва Симпсон формулаеи 
1 х

буйича цисобланг (л =  12). Жав. 1,6182 (трапециялар формулаеи буйича);
и

1,6098 (Симпсон формулаеи буйича). 45. j* j f ld x  ни трапециялар формулаеи

ва Симпсон формулаеи буйича *исобланг („ =  Ю). Жав. 3690; 3660. 
1

46. j  У 1 — -*3 dx, трапециялар формулаеи буйича (л =  6). Жав. 0,8109.

з ю
47. J 2 х Х \ ’ Симпсон формулаеи буйича (л =4). Жав. 0,8111. 48. J lg 10jcrfjc,

трапециялар формулаеи буйича ва Симпсон формулаеи буйича (л =  10).
1»

Жав. 6,0656; 6,0896. 49. =  J* * муносабатдан Симпсон формулаенни 

татбик этиб (л =  10), я нинг кийматини *исобланг: Жав. 3,14159.
*
7

50. J  Х-  dx , Симпсон формулаеи буйича (п -  10). Жав. 1,371.

оо I

51. [  е~лх dx =  — тенгликка асосланиб, бунда i  >  0, п > 0 бутун сон б^л-
о

оо оо

ганда f  e ~ ' x n dx  интегралнинг кийматини топинг. Жав. л! 52. I -  =* 
S i  х ' + а

ОО

в* _-__  тенгликка асосланиб, 1 ------ — ------  интегралнинг кийматини то-
. 2 у П  * <** ь !)«+•

<х
пинг. Жав. ” 1-3-5 • ; (.2n-H-Li- 53. \ 1 dx  интегрални лисоб-

2 2" л! J хех
1

ланг. Жав. In (1 + в )  ( « > -  1). 54. j  дгя“ 1 dx — - I  тенгликдан фойдала

ниб, j  х Пт,1(1п х)* dx  интегрални дисобланг. Жав. (—1)* л 'Н » '
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АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ГЕОМЕТРИЯГА 
ВА МЕХАНИКАГА ТАТБИКИ

1-§ . Тугри бурчакли координаталар системасида 
юзларни ^исоблаш ,

Агар f ( x ) функция [а, Ь\ кесмада манфий булмаса, яъни 
/ ( * ) >  0 булса, у *олда у =  / ( * )  эгри чизик, Ох Ук, х  =  а  
ва х  =  Ь т^ р и  чизиклар билан чегараланган юз (214- раем)

j т dx (1)

га тенг булиши маълум (XI боб, 2- §).
ь

Агар [а, Ь\ кесмада / ( * ) < 0  булса, у *олда j* f ( x ) d x
а

а н и к  интеграл *ам <  0 булади. Абсолют ^ийматига кура бу 
интеграл тегишли эгри чизикли трапециянинг Q юзига тенг:

ь

-  Q -  j  f ( x ) d x .
а

Агар f ( x )  функция [а, b] кес* 
мада ишорасини чекли сон марта 
узгартирса, у >;олда интегрални 
бутун [а, Ь\ кесмада кисмий кес- 
мачалар буйича интеграллар йигин- 
дисига ажратамиз. Каерда /  (х) >  О 
булса, уша кесмачада интеграл 

мусбат, каерда / ( д : ) < 0  булса, уша кесмачада интеграл ман
фий булади. Бутун кесма буйича олинган интеграл Ох укнинг 
юкорисида ва пастида ётган юзлариинг айирмасини берадк 
(232- раем). Юзлар йигиндисини одатдаги маънода *осил килиш
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учун юкорида к^рсатилган кесмалар буйича олинган инте 
раллар абсолют цийматларн йигиндисини топиш ёки

Q =  j  If ( * ) \ d x
a

интегрални хисоблаш керак.
1- м и с о л. О <  х  <  2* булганда у =  sin дг синусоида ва Ох ук билан 

чегараланган Q юз дисоблансии (233- раем).
11 У

Ш р » Г

X

0 7

234- раем.

Е ч и ш .  О <  д: <  к булганда sin х  >  0, * <  х  <  2п булганда эса sin х< 0  
булгани сабабли

к 2* 2*

Q ■= j  tin  х dx  +  j j* sin x  dx  J  « ■  J  | sin x  | dx,

9

j  sin x  dx =  — cos x  | =  — (cos * — cos 0) = — (— 1 — 1) = 2,

f  I2*I sin x  dx  =  — cos дг =  — (cos 2* — cos *) =  — 2.
К

Демак, 0  =  2 +  | — 2 |  =  4.
Агар у — f \  (дг). У =  /а (*) 9ГРИ чизиклар ва х  =  а, х  =  о ордината

лар билан чегараланган юзни .\исоблаш керак булса, у лолда / ,  (х) > / а (дг) 
шарти бажарилганда

ь ь ь
Q =  \ h ( x ) d x -  f  / а (дг) dx  -  f  [ / ,  (д:) -  / ,  (д:)] dx  (2)

а а а
булади (234- раем).

2- м и с о л. у =  у/~х ва у =  дс* эгри чизиклар билан чегараланган юз 
*исоблансин (23о- раем). ^

Е ч и ш .  Эгри чизиклар кесишган нукталарини топамиз. Улар у х  *= х , 
х  =* х* тенгламадан топилади:

Xl =*0, •*! к  1»
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•' Демак,

j" уГх ах  — j  хх dx =  Ji
о о о

x xdx  =  U / j r  -  x*) dx

I1 i i | ' _  1  _ L _ I
lo- з  |0 - 3 - 3 - 3 -

Энди тенгламалари параметрик куринишда берилган

x  =  ?(t) ,  У =  <И0. (3)

бунда а < £ < р  ва ? (а) =» а, <?($)= b эгри чизиклар билан чега
раланган эгри чизикли трапеция юзини хисоблаймиз (236-раем).

236- раем.

Y  тенгламалар [ я ,  Ь) кесмада бирор у = / ( jc )  функцияни 
‘аниклайди деб фараз киламиз, у холда эгри чизикли трапе
циянинг юзини

» ь

Q =  f  у dx
а а

формула билан хисоблаш мумкин булади.
Бу ннтегралда узгарувчини алмаштирамиз: jc = <р (t),

dx=*? (t ) dt.
(3) тенгламаларга асосан: у — f ( x )  =f[<?  (0 ]  “  'НО* Демак,

Q - J  t W f  ( О Л .  (4)

51
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Е ч и ш. Агар О бурчак 0 дан - у  гача ^згарса, радиус-вектор изланаёт
ган юзнинг чорагини чизади;

я к
« -Г 4 *

1 I f  1 С в* sin 20 , *  а*.
-  4' <? = y J  р ^9 — 2"a  J  cos 20 rfD =  о------^—  = Т

о о ” 1°

Демак, лемниската билан чегараланган юз Q =  аг га тенг.

3- §. Эгри чизик ёйининг узунлиги

1 . Т у f рн б у р ч а к л и  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м а с и -  
д а  э г р и  ч и з и ё й н н  ннг  у з у н л и г и .  Текнсликда тугри 
чизикли координаталар системасида эгри чизик У = / ( • * )  тенг
лама билан берилган булсин.

Бу эгрн чизикнинг х  =  а ва х —Ь 
вертикал тутри чизицлар орасидаги 
АВ ёйнинг узунлигнци топамиз 
(239- раем).

VI боб 1 -§  да eft узунлигининг 
таърифи берилган эди. Бу таъриф- 
ли эслатнб утамиз. АВ  ёйда абсцис- 
еллари а =■ х0, хи х2, x t, , 
x a =  b булган Л, Ми М г, . . . .
М,, . . . ,  В нукталарни оламиз ва 
АМи МХМ2, . . . .  Mn—i В ватарлар- 
ни утказамиз, уларнинг узунликла- 
рини мос тартибда &sx, As2 . .  As„
*олда АВ ёй ичига чизилган АМХМ2

билан 
< • < Л1,

,\осил булади. Синиц чизикнинг узунлиги

белгилаймиз. Бу 
синик чизик

П
V
jU
i=i

As-.

s £йнинг узунлиги  деб ички чизилган синик чизикнинг энг 
катта ззепоси узунлиги нолга интилгандаги лимитига айтиладн:

s =  lim • ( 1 )
max£ij-»0 i= i

Бнз лозир, агар f ( x )  функция *амда унинг f ' ( x )  *осила- 
си а < : с < 6  кесмада узлуксиз булса, у ^олда бу лимитнинг 
мавжудлигиии исбот киламиз. lily  билап бирга ёй узунлнгннн 
^исоблаш усули *ам бериладн.
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Ду, = / ( .* , )  — /(л : ,_ г) деб белгилаймиз. Бу цолда:

i 1+ (ж § -)* Ajc-*-
Лагранж теоремасига асосан:

Дyi _ /(■*/) — /(•* ,_ ,)  _  f , , t ч 
Д х , ----------7

бунда —х <  5, <  л,. Демак,

Д5| =  / 1 +  [/'(£,)]* Дх,.

Шундай килиб, ички чизилган синиц чизицпииг узунлиги
Л

*„•= 2 / 1 + 1/ '
/-=i

Шартга кура /'(•* ) функция узлуксиз, демак, \^ \ +  (/'(•*) I* 
функция цам узлуксиз. Шунинг учун интеграл йигиндининг 
лимити мавжуд ва у куйидаги аниц интегралга тенг:

п Ь
s »  lim 2  ^ Т Т Т Г Ш 2 =  S / l + l / ' И Г - ^ .

ta»xAjr,-»(W=l а

Шундай цилиб, ёй узунлнгини цисоблаш учун

* =  J  / Г Т Т Г Й ? =  f  j / 1 +  (■ &  )*Жг (2)

формулани цоснл цнлднк.
1 - и з о ^ .  Кейинги формулага асосланнб, ёй узунлнгндан 

абсцисса буйича цосила олншимнз мумкин. Агар интегралнинг 
юцори чегарасини узгаруочи деб цисобласак ва уни х  билаи 
белгиласак (интеграллаш узгарувчисини узгартирмаймиз), ёй 
узунлиги 5 х  нинг функцияси булади:

s (x)  =  j l / l  +  ( ^ ) W  
« •

Бу интегрални юцори чегараси буйича дифференцналлаб,

£ - = / ■  +  Ш ’ о »

формулани *осил циламиз. Бу формула VI бобнинг биринчи 
параграфида бошцача фаразлар билан цосил цилинган эди.



474 АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ ТАТБИКИ

Бу эса параметрик куринишда берилган эгри чизик билан че.  
гараланган эгри чизикли трапециянинг юзини хисоблаш фор- 
муласидир.

3- м |Г сол . х  =  в cos /, у =  b sin t эллипс билан чегараланган соданинг 
юзи лисобланснн.

Е ч и ш .  Эллнпснинг юкори ярим юзини лисоблаб, уни иккига кУпайти- 
рамнз. Бу ерда дг нннг киймати — а дан +  а гача Узгаради, демак, t нинг 
киймати л дан 0 гача .узгаради.

О 0 к

Q =  2 j  (6 sin t) (— a sin t dt) =  — 2ab J  sin8 1 dt =  2 ab ("sin* t dt ms
ж ж О

=  2ab f  . ? . - c2os 2t dt =  2ab Г £  __ sJ l i '  1* =  ,ab. 
о

4- м и с о л .  O x  Ук ва x  =  a (/ — sin t), у  =  a (1 — cos t) циклонданинР 
бир аркаси билан чегараланган юз лисобланснн.

Е ч н ш. t  нинг киймати 0 дан 2я гача узгарганда х  нинг киймати 0 дан 
2 гача узгаради.

(4) формулага асосан бу юз куйидагича лисобланади; 
г* 2»

Q =  |  а (1 — cos t) а (1 — cos t) d t — а* ( (1 — cos t)1 dt

2ж 2к 2r.

=  a1 Г d t — 2 j* cos t dt +  j* cos* /  tit J;
о о  о

2* 2ж 2* 2*

| dt =  2it, j* cos t d t =  0, j* cos1 1 dt =  j* 1 +  | os 2t dt =  
« S o o

Шундай килиб, натижада Q = a* (2* -f- it) =  3itа* лосил булади.

2 -§ . Кутб координаталар системасида C^i. ^ - f  С* 
эгри чизицли секторнинг юзи 

Кутб координаталар системасида эгри чизик 
Р = / ( в )  

тенглама билан берилган булсин, бу ерда / (б )  функция 
а <  0 <; р кесмада узлуксиз. 

Р =  /  (в) эгри чизик, 6 =  а ва 0 =  р радиус-векторлар билан 
чеггралангач ОАВ секторнинг юзини топамиз.

Берилган юзни а =  0О, 0 =  0,.............0Я =  р радиус-векторлар
билан п та булакка ажратамиз. Утказилган радиус-векторлар



КУТБ КООРДИНАТАЛАРДА ЭГРИ ЧИЗИКЛИ СЕКТОРНИНГ ЮЗИ <̂ Р
В

ораларидаги биг'иа1/',яг'"” Ай 
А®;. . . . , Д0„ 
миз (237- раем).

0,_, билаи 0г орасидаги би
рор 0f бурчакка мос радиус- 
векторнинг узунлигини р, ор
кали белгилаймиз. Радиуси [ч 
ва марказий бурчаги Д0, бул
ган доиравнй секторни карай- 
\‘из. Унинг юви:

537- раем.

Ушбу йигинди

„зинапоясимон1* секторнинг юзини беради.
Бу йигинди а < 0 < р  кесмада р =  [/(8)1* функциянинг 

интеграл йигиндисн булгани сабабли унинг лимити шах Д0, -*0 да

аниц интегралга тенг. Бу ДО, бурчак ичида кандай pf радиус- 
векторни олишимизга боглик эмас. Бу лимит шаклнинг излан- 
гаи юзи учуй кабул килнниши табиийдир*).

Шундай килиб, ОАВ сек-

М и с о л .  р — а у/ cos 2 0 лемниската билан чегараланган юз дисоблан- 
сии (238- раем).

*) Юзнинг бу таърифи билан олдинги берилган таърифи орасида цеч 
кандай зидлик йуцлигини курсатиш мумкин; бошкача айтганд», агар эгри 
чизикли сектор юзини эгри чизикли трапециялар ердами билан цнсобласак, 
ян» уша натижани \осил киламиз.

а
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[ 1- м и с о л  х г + у* — гг айлана узунлиги аницлансин.
Е ч н ш. Дастлаб анланаш.нг биринчи квалрантда ётган т^ртдан бир 

кнсмининг узунлшини дисоблаймнз. У долда АВ  Сйнинг тенгламаси:

у =  У  г* — дг*,
бундан

dJL =  -
dx  / г *  -  X* '

Демак,

4 - 5 = .  j  | / l  +  JTZTJT dx  =  j  dx =  r arc sin -£ -  [  =  r  - J - .

Бутун айлананинг узунлиги s =  2nr.

Энди эгри чизик тенгламаси
*  =  «Р (О, У =  М О , ( « < * < ? )  (4)

параметрик куринишда берилган булса, бу эгри чизик ёйн- 
нииг узунлигини топамиз, бунда y ( t )  па ^ ( 0  узлуксиз хоси- 
лали узлуксиз функциялар, шу бнлан бирга <р'(f) берилгаИ 
ораликда нолга айлаимайди. Бу холда (4) тенглама бирор 
v = / ( х)  функцияни аннклайдн; бу функция узлуксиз булиб, 
<1у I V )p i =  узлуксиз хосилага эга.

а =  9 (a), b =  ? (Р) булсин. Бу холда (2) ннтегралда х  *= <р (t ),  
dx  =  f'(t) (it алмаштирншпн бажарнб,

а
Оки

* *  J V W f f i V + W U ) ] %dt  (5)
3

формулани хосил к»ламиз.
2 - и з о х .  (5) формула вертикал тугри чизиклар билан бнр- 

дан ортик иукталарда кесишадиган эгри чизиклар учун хам 
(жумладан, ёпик эгри чизиклар учун) уз кучини саклайди; 
буни исбот килнш мумкин, лекин эгри чизикнинг хамма нук
таларида ва <|/(0 хосилаларнинг иккаласи хам узлуксиз 
булиши керак. >

м и с о л .  дг =  в cos3 1, у =  a sin3 / астройдлнкнг узунлиги днсоблансин. 
Е ч и ш .  Эгри чизик иккала координата укларига ннсбатан симметрик 

булгани учун, дастлаб унинг биринчи квалрпнтда жойлашган т^ртдан бир
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rfjc dy
«исмннинг узунлигини цнсоблаймиз. За cos2 f s i n f , - ^  — За sin* t  cos t

Г.
*осилаларни топамиз. t  параметр 0 дан - у  гача j/згаради. Демак,

X X
т  г

- у  s =  j* 9а* cos* t  sin1 /  9a2 sin41 cos21 dt = 3a j  /  cos* t sin'11 dt =s

? «

=  3a |  sin f cos t dt =  3a ^  * Г =  - у  s  =  6a.
о

3- и з о * .  Агар эгри чизик ф а з о д а  параметрик тенгламалар

*  =  *(*) .  У =  И О .  г =  х ( 0  1б)
билан берилган булса (бунда <*<£<(!), У *олда ёйинннг узун
лиги (текисликдаги ёй узунлиги каби) ички чизилган синик 
чизик энг катта звеносининг узунлиги нолга интилгандаги ли
мити каби аникланади (IX боб 1-§  га каранг). Агар <р (О. Ф(0 
ва у  ( t )  функциялар [я, Э] кесмада узлуксиз замда узлуксиз *о- 
силаларга эга булса, эгри чизик аник лимитга эга (яънн унинг 
учун юкорида курсатилган лимит мавжуд) булиб, у

5 =  f  l T W l (7) 
«

формула билан аникланади. Кейинги натижани исботсиз кабул  
Киламиз.

3- м и с о л .  t параметр 0 дан 2г. гача Узгарганда винт чизнги 
х  — a cos /, у — a sin t, г  — amt

ёйинннг узунлиги лисоблансин.
Ечиш".  Берилган тенгламалардан; dx  =  — a sin t dt, dy =  a cos /  dt, 

dz =  am dt эканини топамиз. Буларни (7) формулага цуйиб,
2* 2* 

s — J / a1 sin1 1 +  a 2 cos21 +  агтт dt =  a j  1 +  m- dt -= 2т.а 1 -f- ms

эканини топамиз.

—- 2. К у т б  к о о р д и н а т а л а р  с и с т е м  ас  и д а  э г р н  чн-  
з и к  ё ' й иннн г  у з у н л и г и .  Кутб координаталар снстемасида 
эгри чизикнинг тенгламаси

р = / ( б )  (8 ) 

булсин, бунда р кутб радиуси, 0 кутб бурчаги.
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Кутб коордннаталардан Декарт координаталарига утиш фор-  
муласини ёзамиз: 

jc = pcos0, у = р sin 0. 
Агар бунда р урнига унинг 0 оркали (8) ифодасини к^йсак, у 
*олда 

х  — f  (б) cos 0, У =  f  (0) sin 0
тенгламалар *оснл булади. Бу тенгламаларга эгри чизикнинг 
параметрик тенгламалари деб караш ва ёй узунлигини *исоб- 
лаш учун (5) формулани татбик этиш мумкин. Бунинг учун 
.с ва у дан 0 параметр буйича досила оламиз:

£  = / ' (0) cos 0 -  /  (0) sin 0, &  = f  (0) sin 0 +  /  (0)COS 0.rfO

Бу *олда 

Демак,
[ж)' + (ж)’=1/' <е)1г + =  Р" +

4- м и <• . л. р =  a (1+cos в) кардиоиданинг узунлиги топилсин (240- раем). 
'м кутб бурчагини 0 дан я гача узгартиб, изланаётган узунликнинг яр- 

мини топамиз. Бу ерда /  — — a sin в. Демак,
* « 

s =  2 |* у^а* (1 +  cos 0)z - f  а2 sin2 в rf8 — 2а  J > / 2  +  2 cos 0 rfO —

C - f c: 4a | cos rfO =  8a  sin _
о

5- м и с о л. в >  6 деб фараз килиб, 
jt =  a cos f, ]

< t < 2x

ЭЛЛИПСНИН1 узунлиги лисоблансин.
Е ч и ш .  Хисоблаш учун (5) формула

дан фойдаланамиз. Дастлаб ёй узунлигинииг

кисмини, яънн параметрнинг f = 0  дон 
ж

t  =  —  гача узгарншнга мос булган ёйнинг 
узунлигини дисобланмиз; раем.
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X
7  7

-у - =  j / а *  sin1 t  +  ** cos* t d t =  j / а *  (1 -  cos* f) +  6* cos* t dt =
0 о

* JL
1  2  _______________________________________

_________________  С f  a* — fc*
=  , y^a* — (a* — b'1) cos* t dt =  a l у  1 — — cos* /* /  =

о и

cos* t dt.

■/a* — 6* 
бунда k  = -------------  <  1. Демак,

X

s =  4a J  ■/ \ — A* cos* t  dt. 
и

Факат кейинги интегрални дисоблашгина колди. Аммо маълумки, бу интег
рал элементар функциялар билан ифодаланмайди (X боб 14- параграфга 
каранг). Бу интегрални факат такрибий дисоблаш .методлари билан (маса
лан, Симпсон формуласи билан) дисоблаш мумкин.

Жумладан, агар" эллипснинг катта ярнм уки 5, кичик ярим Уки 4 булса,
3

у долда к =  —  ва эллипснинг узунлиги

X

* 5 =  4-5 J 1 — ( х )  c o s 4 d t-
о

Кейинги интегрални ([0, г./2) кесманн турт булакка булиб), Симпсон фор 

муласи буйича дисоблаб, интегралнинг такрибий кийматини топамиз:

cos* t d t я  1,298,

демак, бутун эллипс ёйининг узунлиги такрнбаи s «  25,96 узунлик бирла-
г и г а  Т Й И Ггига тенг.

31 Н. С. Пискунов
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4 -§ . Жисмнинг ^ажмини параллел кесимлар 
юзлари буйича \исоблаш

Бирор Т жисм берилган булсин. Бу жисмни Ох  уцца пер
пендикуляр текислик билан кесишдан *осил булган ^ар цан
дай кесимининг юзи маълум деб фараз циламиз (241 -раем). 
Бу юз кесувчи текисликнинг вазиятига боглиц, яъни х  н ин г  
ф у н к ц и я с и  б у л а д и :

Q =  Q(x). л
Q (x)hh х  н н н г  у з л у к с и з  

ф у н к ц и я с и  деб фараз цилиб, бе ( Т ,

1 \ 
1 1 * 1 1

( \ ч V
рилган жисм хажмини аницлаймиз.

1
у / V 1 \ 1 —■/1 4  1 *

х  =  х 0 =  а, х  =  х и х  =  xv  . .  . , \Axi\J 1
х  =  х п =  b текисликларни утказа- а Ъ , '
миз. • -

Бу текнеликлар жисмни цатлам- 24Ь раем,
ларга ажратади.

Хар бир цисмий оралнцда ихтиёрий I, нуцта
танлаб оламиз ва I нинг *ар бир (I =  1 , 2 , 3, . . .  , п) циймати 
учун ясовчиси х  лар уцига параллел булиб, йуналтирувчисн 
Т жисмни х  =  5, текислик билан кесишдан *осил булган ке- 
симнинг контуридан иборат булган цилиндрик жисм ясанмиз. 
Асосининг юзи

Q (Si) ( * , _ , <  6, < * , )
ва баландлиги Ах, булган бундай элементар цилиндрнинг ^ажми 

Q(l , )Ax,  га тенг. Хамма цилнндрларнинг *ажми
* П

I
булади. шах Ддг,-+ 0 да бу йнгиндининг лимити (агар у мав
жуд булса) берилган жисмнинг цажми дейилади:

П
v  =  lim 2 Q  (5J Ах,

m t x b x ,~ 0  у 1 *

v n мицдор a<JC<Z> кесмада узлуксиз <?(.*) функциянинг 
интеграл йнгиндисидир, шунинг учун курсатилган лимит мав
жуд ва у

v  =  j  Q ( x ) d x  ( 1 )
а

аннц интеграл билан ифодаланади.
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М и с о л .  Ушбу

уч укли эллипсоиднинг да жми дисоблансин (242- раем).
Е ч и ш .  Эллнпсондни Оуг текисликка параллел б^либ уидэдо х  масофг-

д 1 узокликдан утган текислик билан хесганда - | |  -f  jjj «  1 — бки грим 
Уклари

» . - * / 1 - 5 * с * = с /

булган эллипс

А
т 5  =

досил булади.
Аммо бундай эллипснинг юзи 

« V i  га тенг (Ь  параграф 3- ми- 
солга каранг). Шунинг учун:

Q(x)  =  nbc ( l  — Ji]-

Эллипсоиднинг *ажми: 

а

V ~ r .b c  j  ( 1 - 3 ) Л р “ * 4 с ( д ' - » ) | 1 . " ’Т я - е - 

—а
Агар а =  b =  е булса, эллипсоид шарга айланади, бу долда

4
v =  т *в3

ни досил к«ламиз.

5- §. Айланиш жисмининг *ажми

У = / ( х ) эгрн чизик, Ох ук ва х  =  а, х  =  Ь тугри чнзик- 
лар билан чегараланган эгри чизикли аАВЬ трапециянинг Ох 
ук атрофнда айланишидан *осил булган жиемни карайлик. 

Бу *олда жисмнинг абсциссалар Укига перпендикуляр те- 
кислик билан кесишдан *осил булган ихтиёрий кесими дойра 
булиб, унинг юзи 

Q =  «y* =  1r [ / ( x ) ] a.

31*
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, \ажмни хисоблашнинг умумий формуласини татбик этиб 
14- §, (1) формула], а й л а н и ш  ж и с м и н и н г  хажмини хи-
соблаш учун

* ь
=  я j  y i dx  =  т: ( \ f (x)]*dx  

а * а
формулани хосил киламиз. 

М и с о л .  х  дан х  — Ь гача ораликда 
а I * * \

У =  ~ { е ° + е  • )

запжнр чизикнинг Ох  Ук атрофида ай- 
ланншидан хосил булган жисмнииг ^аж- 
ми лисобланснн (243- раем).

Е ч и ш .

—  т | ( .
е и + е  <1х*=Ц. | ( в 7 + 2  +  < а ) (

и о
,  г 2дг 2-г-,А / 2* 2»»~а‘ \ а — а — — т.а31 — — — \ га*Ь= т [т ‘“+ 2 х - т е  J0 *= ~8~ Vе ~ е ) + "2-

(>- §. Айланиш жисмининг сирти

Визга y = f ( x )  эгри чизикнинг Од* ук атрофида айланншн- 
дан хосил булган сирт берилган булсин. ораликда
бу сиртнинг юзини аниклаймиз. f ( x )  функция [а, Ь\ кесманинг 
хамма нукталарида узлуксиз ва узлуксиз хосилага эга деб 
фараз киламиз.

3- параграфдаги каби АМи МхМг, . . . , Mn—iB ватарларнн 
утказамнз ва уларнинг узунликларини Ду,, As,, . . . , Дs„ билан 
белгилаймиз (244- раем).

Узунлиги As, ( / =  1, 2, . . .  , л) булган хар бир ватар ай- 
ланганда кеенк конус чизади, унинг Ар, сирти:

д />  _ 2 к * = 1 + * As,.

Аммо

ДS, *  /Аде* +  Ду; =  1 +  ( ^ ) 2 Ах,. 

Лагранж теоремасини татбик этамиз:

Ш= б Унда
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демак,
As, = / 1 + / • ( ? , )  A .v„

+  / '* ( ? , )  А * ,.  

Синиц чизиц билан чизилган снрт
П

Р п  =  2 ^ У ' - » 2 / Г + Ж А
/--I

еки

п

р п = * 2 i / < V i )  + / ( л л 1 / г г т ч ы  а х ,  
(=i

( о

йигиндига тенг булиб, бу йигинди синиц чизицнинг барча зве- 
нолари буйича таркалгандир. Синиц чизицнинг энг катта звено- 
си A s, нолга интилгандаги бу йигиндининг лимити царала- ' 
ётган айланши сир'тининг юзи дейилади. ( 1 ) йигинди

2 - / ( * ) / 1  +  / '* ( • * ) (2)
функция учун интеграл йигинди була олмайди, чунки [х,_ l t  j c , |  

кесмага мос булган цушилувчида бу кесманинг бир неча 
jc,-, 5,) нуцталарн цатнашаётнр. Лекин ( 1 ) йигиндининг ли

мити (2 ) функция интеграл йигнндисининг лимитига тенг бу- 
лишнни исбот цилиш мумкин, яъни:

Р  =  c a l i c o  2  +  / ( * « > ]  /  1 + / ' *  ( У  А * ,

п

=  " ® *  2 2/ & )  / г + Т ч ^ а х ,

еки

Р  =  2  я  j  /  ( л : ) / 1 +  / ' 2 ( jc ) rf .v (3)

М и с о л .  у2 =  2рх параболаиинг х  нинг х  =* 0 дан х  =  а гача узгари- 
шига мос ёйининг Ох атрофида айланншндан досил булган параболоид- 
нннг снрти аниклансин.

Е ч и ш .

Х  +  р  
X •
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(3) формулага асосан:
а _____  а

Р  =  2г. j  »/2 р х  ; ^ Р dx  =  2>t /  ~р j  / 2*  +  p dx  =»

=  2r. (2x +  />)*'. 4 - 1, =  l(2a +  />)*/. -  /Л«1-

7 -§ . Ишни аниц интеграл ёрдамида дисоблаш

Бирор F  куч таъсири остида М моддий нукта Os т^грн 
чизик буйича ^арлкат килсин, бунда кучнинг йуналиши *ара- 
кат йуналиши билан бир хил булсин. Л1 нукта s — а  вазиятдаН 
s =  b вазиятга кучганда F кучнинг бажарган ишини топиш 
талаб этнлади.

1) Агар F  куч узгармас булса, у *олда А нш/^куч билан 
утнлган йул узунлиги купайтмаси билан ифодаланади, яънн

A =  F ( b - a ) .
2) F куч моддий нуктанинг олган урнига караб узлуксиз 

узгарадн, яънн a < s < £  кесмада F(s)  узлуксиз функцияни 
ифодалайди деб фараз киламиз.

(о, Ь\ кесмани узунликларн
Asb As,............As„

булган п та ихтиёрий булакка буламиз, ундан кейин лар бир 
Is/ - 1* si 1 кисмий кесмада ихтиёрий I, нукта танлаб оламиз ва 
F (s) кучнинг

As, (/ = 1 , 2 йулда бажарган ншини
F(l<) As,

купайтма билан алмаштирамиз. Бу эса бир кисмий кесмада 
биз F кучнн узгармас микдор деб кабул килишимизни, чу
нончи F =  F (5,) деб фараз килишимизни билдиради. Бундай 
*олда F( i i)Asi ифода As, етарлича кичик булганда F кучнинг 
As, йулда бажарган ишининг такрибий кийматини беради, 
йигинди

п

Д ,  =  2 ^ 1) А*1

вса F  кучнинг бутун [а, Ь\ кесмада бажарган ишининг так- 
рибий ифодасн булади.

йигинди [а, Л] кесмада F—F(s )куч учун тузилган интег
рал йигинди экани уз-узидан тушунарли. Бу йигиндининг
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шах (As,) 0 даги лимити мавжуд ва у F(s) кучнннг s =  a 
нуктадан s =  b нуктагача булган йулда бажарган ишини ифо- 
далайди:

ь
%

( 1)А  =  \ f (s ) ds.

1- м и с о л .  Винт пружииасинииг 5  кисилиши унга таъсир этувчи ^ку ч - 
га пропорционал. Агар пружинани 1 см кисиш учун 1 кг куч керак булса, F 
куч пружинани 5 см кисиши учун канча иш бажарнши керак булиши 
Лисобланснн (245- раем).

Е ч н ш. Шартга кура F куч ва 5  силжиш 
F = kS  муносабат оркали богланган, бунда k 
Узгармас сон.

5  нн метр билан, F  ни килограмм бнлан 
ифодалаймиз. 5=0.01, Лг=  1 булганда 1 = Л -0,01 
булади, бундан 100, 1005.

( 1) формулага асосан:
0,05

- I 100? dS =  100
5*

0,05
=  0,125 кг м.

о

2- м и с о л. ех электр заряди Узидан г  ма
софада турган (ишораси бир хил) е3 зарядим 
F  куч билан итарса, бу куч

245- раем.

формула билан ифодаланади, бунда k узгармас сон.
ех заряд санок бошланадиган нукта деб кабул этилган Д  нуктага жой- 

лашган деб фараз килиб, et  заряднйнг ех заряд тан г, масофа уз'окда булган 
А\  нуктадан ех заряддан г , масофа узокда булган / 1, нуктага кучишида Г 
кучнннг Сажарган иши аниклансин.

Е ч и ш .  (1) формулага асосан:

A = J * ^ - d r  =  7  =  а*л  ( 7 7 - 7 7 )-

г,  =  ос булганда

* Г *£•£? Hr *£i£«

Г,

булади. et  =  1 булса, А — k — ' Кейинги микдор г, заряд лосил килган 
майдон потенциала дейилади.

8- § .  Огирлик маркаэининг координаталари
Оху  текисликда массалари тх, mt, , т„ булган 

(-*1. У1). Р* (**• У«Ч • • • » Р п (-*<«1 Ул) 
моддий нукталар системаси берилган булсин.
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х,т, ва у ,т ,  к^пайтмалар /и,- массанинг Ох ва Оу укларга 
нисбатан олинган статик номентлари дейилади.

хе ва ус оркали берилган системанииг огирлик маркази 
координаталарини белгилаймиз. Бу *олда, баён этилган мод
дий система огирлик марказининг координаталари:

л
V
2 t  х ‘т‘

-r,m, -f Xj,mt +  ■ ■ ■ +  хптп м  .
с m, +  т ,  +  . . . +  т,  " ’ '  >

2  т‘

лv
2 ,  У‘т‘

_  >1^1 +  У*Щ -4- . . .  4 - у„тп
Ус т ,  +  mt +  . . . +  mn « W

2  mi
, <->

формулалар билан аникланиши механика курсидан маълум. Биз 
бу формулалардан турли шакл ва жисмларнинг огирлик мар- 
казларини топншда фойдаланамиз.

1. Т е к и с л и к д а г и  ч и з и к н и н г  о г и р л и к  м а р к а з и .  
А В эгрн чизиц у  =  f ( x )  тенглама билан берилган (а < ! х < Ь )  
ва бу эгри чизик м о д д и й  чизик булсин.

Бундай моддий эгри чизикнинг чизикли зичлигини*) •( деб  
фараз киламиз. Чизикни узунликлари As,, As,, . . .  , As„ бул
ган п та булакка буламиз. Бу булакларнинг массалари улар- 
нинг узунликлари билан (узгармас) зичлик купайтмасига тенг: 
Anti =  Т &si- ^si ёйнинг .\ар бир булагида абсциссаси Е, булган 
ихтиёрий нукта оламиз. Энди As, ёйнинг *ар бир булагинн 
массаси *(As, булган Я, [? „ /(? ,)] моддий нукта билан тасвир- 
лаб ва ( 1 ) *амда (2 ) формулаларда дс, урнига &, кийматни, у/ 
урнига /(5 ,) кийматни, /я/ урнига (As, булаклар массалари) 
lAs, кийматни куйсак, ёйнинг ошрлик марказинн аниклаш 
учун такрибий формулалар *осил киламиз:

2  SrtAs/ 2 / ( 5 / )  Т(А^
*с ~ — v  л’ ~  v^  1 д «/ ^  7 Д«/

Агар у = * /(* ) узлуксиз фунция булса ва узлуксиз ^оснлага 
эга булса, у *олда *ар бир касрнинг суратидаги ва махражи-

*) Берилган чизик узундик бирлигининг массаси чизикли зичлик дейи
лади. Биз эгри чизикнинг ламма жойида чизикли зичлик бир хил деб фараз 
киламиз.
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даги йигиндилар шах As,-* 0 да мос интеграл йигиндиларнинг 
лимитларига тенг булган лимнтларга эга булади. Шундай ки
либ, ёй огирлик марказининг координаталари аник интеграллар 
билан ифодаланади: .

ь ь
j  xds j  X у  1 +  f *( x )  dx

---------7------------------------Ю
j ds j V l  +  f *  (дг) dx
a a

b b
f f ( x ) d s  \ f ( x ) V \ + n ( x ) d x

Ус =  ~— ъ-------- = 4 --------------------------- (2 ')
j  ds f V 1 + /'*(*) dx
a a

1- м и с о л. Ох  Укнинг юкорисига жойлашган х г -}- у1 =  а% ярим айлана 
огирлик марказининг координаталари топилсин.

Е ч и ш .  Огирлик марказининг ординатасини топамиз:

Л - 7 5 Ь » Л -

Ус'

а а

\ v a' - x ' v 4 = ^ dx  ,- а  - а  2в* 2а
ка к а *

х е = 0 (чунки ярим айлана Ох Укча нисбатан симметрикдир).

2. Т е к и с  ш а к л н и н г  о г и р л и к  м а р к а з и .  Берилган 
шакл у — f i  ( * ) ,  У =  Л  (*). х =  а, х  =  b чизиклар билан чега
раланган булиб, м о д д и й  текис шаклдан иборат булсин. Сирт 
зичлигини, яъни сирт бирлик юзининг массаси шаклнинг *амма 
булакларн учун узгармас ва 8 га тенг деб >(исоблаймиз.

Берилган шаклни х =  а, х =  хх............. х =  х п =  b тугри чи-
зиклар билан кенглиги Aa ,̂ Дх4........... Ax„ булган полоскаларга
ажратамиз. Хар бир полосканинг массаси полоска юзи билан
8 зичлик купайтмасига тенг булади. Агар *ар бир полоскани 
(246- раем) асоси Дх, ва баландлиги /*(£,) — /i(S ,) булган (буи-
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■*’/ —1 +  Х 1 \да ?i = ------- -------I тугри туртбурчак билан алмаштирсак, у
долда полосканинг массаси такрибан

А/и, -  о [ / ,  (Е,) -  / ,  (I,) ] Аде, ( /  =  1 , 2 .............. п)

га тенг булади.
Бу полосканинг огирлик маркази тахминан тегишли тугри 

туртбурчакнннг марказида булади:

Энди дар бир полоскани массаси тегишлн полосканинг мае- 
сасига тенг булган ва шу полосканинг огирлик марказига туп- 
ланган моддий нукта билан алмаштириб, бутун шакл огирлик 
маркази координаталарининг такрибий кийматини топамиз [ ( 1 ) 
ва (2 ) формулаларга асосан]:

2 ч л ( 5 , ) - / , ( г , ) 1 Д - г (

А х, -> 0  да лимитга утиб, берилган шакл огирлик маркази-  
нннг координаталаринн топамиз:

^ 1 '  . 

246- раем. 247- раем.

' 2S ^ M / « ( S |) - / i ( S |) 1Axi 

J  2  l/« +  /■ <W1 5 l/i (W -  / .  (ii)l

ь

a

a
J [/» (x) -  f\ (•*)! dx
a
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Бу формулалар *ар кандай бир жинсли (яъни дамма нуктала
рида бир хил зичликка эга булган) текис шакллар учун урин-  
ли. Огирлик марказининг координаталари шаклнинг о зичли-  
гига боглик эмаслигини курднк (дисоблаш жараёнида 3 цис- 
кариб кетди).

2- м и с о л .  у* =  ах  параболанинг х  =* а тугри чизик билан кесилиши- 
дан досил булган сегмент огирлик марказининг координаталари анимансин 
(247- раем).

Е ч и ш .  Берилган долда f \ ( x ) = \  ах,  / , (jc) =  — У а х ,  шунинг учун
а

'■j xVTk2 I r V T i d x  22 У а - г
а

2 j y T i d x  o i s - l  -■'■I2У a j x

уе =  0 (чункн сегмент Ох  Укка нисбатан симметрикдир).

Т*3 з 
7 ~ 7  = Т в '
3  е

9 -§ . Чизик, дойра ва цилиндрнинг инерция моментини аник 
интеграл ёрдами билан дисоблаш

хОу текислигида массалари /я,, тг, . . . ,  тп булган

^1 (-*1» У1)• (•*!» У*'. • • • *̂л (•*«• Уп)

моддий нукталар системаси берилган булсин. Бу *олда, ме- 
ханикадан маълумки, моддий нукталар системасининг О нук
тага нисбатан инерция моменти куйидагича аникланади:

П Я

1о = 2  (*? + У?) т ‘ ёки 1°  ** г/ m i ’ (1)
/—1

бунда г, =  V  х\ +  Уг

8- § даги каби, АВ эгри чизик у = f ( x )  тенглама билан бе- 
рнлган, а < ; с < £  булиб, бунда f ( x )  узлуксиз функция бул
син. Бу эгри чизик моддий чизицдан иборат булсин. Эгри 
чизикнинг чизикли зичлиги т га тенг булсин. Чизикни узун
лиги As,, As,........... As„ булган п та булакларга буламиз, бун
да Ах, *= У  Ах\ - f  Ау2,, уларнинг массалари Атх — -jAs,, Атх-л 
=  -.As,, . . . .  Атп =  -.As,.булсин. Ёйнинг .чар бир кисмида абс- 
циссаси булган ихтиёрий нукта оламиз. Бу нукталарнинг
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ординатаси ■»;,• =  /(£ ,)  булади. Ёйнинг О нуктага нисбатан инер
ция моменти ( 1 ) формулага мувофик такрнбан бундай булади:

П
(2)

/=1

Агар y —f ( x )  функция ва унинг хосиласи / ' ( - * )  узлуксиз 
булса, у *олда Ах,- -*■ 0 да (2) йигинди лимитга эга. Аник ин
теграл билан ифодаланадиган бу лимит моддий чизикнинг 
инерция моментини аниклайди:

»

/о = f J  [ Хг + У1 (х)] /1+/'*(*) dx.  (3)
а

1. У з у н л и г и  /  б у л г а н  и н г и ч к а б и р  ж и н с л и  
т а ё к ч а н и н г  ( с т е р ж е н н и н г )  о х и р г и  у ч и  га  н и с б а 
т а н  и н е р ц и я  м о м е н т и .  Таёкчани Ох ук кесмаси билан 
устма-уст жойлаштирамиз 0 - <хк^1  (2 4 8 -раем). Бу ^олда 
As, =  Ах,, А/я, =  f Адг,, г] —  х] ва (3) форму
ла бундай куринишни олади:

i
С 1з А х  L

loc =  l W d x  =  i - y  ( 4 ) . ^ r z = T -  —
5 *

J4S- раем.

мАгар таёкчанинг массасн М берилган булса, у ^олда т =  —  
па (4) формула бундай куринншда булади:

/ос = ± М Р .  (5)

2. Радиуси г  б у л г а н  а й л а н а н и н г  м а р к а з н г а  н и с 
б а т а н  и н е р ц и я  м о м е н т и .  Айлананинг барча нукталари 
унинг марказидан бир хил масофада булган ва массаси 
т =  2яг. 7 булгани учун, айлананинг инерция моменти бундай 
булади:

10 =  т гг =  ч2г. г - г г — ~[2т.г3. (6 )

3. Р а д и у с и  R б у л г а н  б и р  ж и н с л и  д о и р а н и н г  
м а р к а з и  га н и с б а т а н  и н е р ц и я  м о м е н т и .  3 — донра 
юзи бирлигннинг массаси булсин. Доирани п та .>(алкаларга 
ажратамиз.

Битта ^алканн олиб караймиз. (2 4 9 -раем). Унинг ички ра- 
днуси г,, ташки радиуси г, +  А г, булсин. Бу ^алканннг массаси 
Аг, га нисбатан юкори тартибли чексиз кичик микдоргача 
аниклнк билан Ат, =  Ь2т.г,Аг, га тенг булади. Бу массанннг
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марказга нисбатан инерция моменти (6) формулага мувофик 
такрибан ушбуга тенг буЛади:

( А /0 ) , «  82гс г ,  • Аг, • г ]  =  8 2я  г ]  • Аг,.

Бутун доиранинг инерция моменти далкалар системаси бул
гани учун куйидаги такрибий формула билан ифода этилади:

(7 )
/=i

А г, -► 0 да лимитга утиб, дойра 
юзининг марказга нисбатан инерция 
моментини досил киламиз:

/о - ч
/? ‘

г 3 d r  «= г 8 ~2 ~‘ (8)

Агар доиранинг массаси М берил
ган булса, у долда сирт зичлиги 8 
бундай аникланади:

М8 =
*к*

Бу кийматни (8) да Урнига куйиб, натижада ушбуни досил 
киламиз:

M R *
/ о  1 (9 )

4. Araf> асосининг радиуси R ва массаси М  булган доира- 
вий цилиндирни олсак, унинг укига нисбатан инерция момен
ти (9) формула билан ифодаланиши равшан.

XII бобга машцлар

Ю з л а р и и  и с о б л а ш

1. у* =  9дг, у =  Здг чизиклар билан чегараланган шаклнииг юзини топинг. 

Ж(Ш. 2 *
2. ху  =  а* тенг ёнли гипербола, Ох у к, х  = а, х  =  2а тугри чизиклар 

билан чегараланган шаклнинг юзини топинг. Жав. в* 1/12.
3. у = 4 —дг* эгри чизик билан Ох ук орасндаги шаклнинг юзини топинг.

us 32 Жав. -д—

4. х 1,-\-у1‘=  а ‘ астроида бнлан чегараланган шаклнинг юзини топинг. 

Жав- -ц-ха1.
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х
5. у =  a  ch — занжир чизик, Ох Ук, Оу Ук ва х  =  а  тугри чизик

билан чегараланган шаклнинг юзини топинг. Жав. а* sh е.
6. у =  х3 эгри чизик. у — 8 тугри чизик ва Оу Ук билан чегараланган 

шаклнинг юзини топинг. Жав. 12.
7. Синусоиданинг битта ярим т¥лки ва абсциссалар Уки билан 

чегараланган со*анинг юзини топинг. Жав. 2.
8. у1 =  2рх, х * =  2ру  параболалар орасидаги соцанинг юзини топинг.

Жав. - j  рг.
9. у =  дг3, у — 2х, у — х  чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини

3
топинг. Жав. у

10. х  — a (t — sin t), у =  а (1 — cos t) циклоиданинг битта аркаси *амда. 
абсциссалар Уки билан чагараланган со*анннг юзини топинг. Жав. 3г.а*.

11. х  =  р  cos3 /, y =  e s in 3f астроида билан чегараланган шаклнинг юзи-
3

ни топинг. Жав. -g- г.а*.
12. р* -  a- cos 2<р лемниската билан чегараланган бутун соханннг юзини 

топинг. Жав. а*.
13. р =  a sin 2 <р эгрн чизикнинг бир с^ртмогн билан чегараланган со*а- 

нинг юзини цисобланг. Жав. -ц-ха*.
14. р — а (1 — cos?) кардиоида билан чегараланган соцанинг тула юзини

3
цисобланг. Жав. j  т. а*.

15. р =  a cos <f эгрн чизик билан чегараланган соцанннг юзини топинг.

16. p = a c o s 2 ? эгри чизик билан чегараланган со*анинг юзини топинг.
г.а'г

Жав. —̂ —
17. p =  cos3<p эгри чизик билан чегараланган со*анинг юзини топинг. 

Жав. у
18. p =  e c o s  4<f эгри чизнк билан чегараланган соханинг юзини топинг.

ГА*
Жав. — •

X а ж м л а р и и ц и с о 6 л а ш

х * уг
19. -^2 +  - j j  =  1 эллипс Ох Ук атрофида айланади. Айланнш жисмининг

4
дажмини топинг. Жав. у  т.аЬг.

20. Координаталар бошини (а, Ь) нукта билан туташтирувчи тугри чизик 
кесмаси Оу Ук атрофида айланади. Хосил булган конуснинг'*ажмини топинг.

Жав. у  т.а*Ь.
21. х* +  (у — Ь)* =  а5 доиранинг Ох Ук атрофида айланишндан *осил 

булган торнннг дажмини топинг (* >  а  деб фараз этилади). Жав. 2я-а-7>.
22. уг =  2рх ва х  — а чизиклар билан чегараланган юз Ох Ук атрофида 

айланади. Айланиш жисмининг цажмнни топинг. Жав. *ра-.
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в/ If •/
23. дг *+у “—а * астроида билан чегараланган шакл Ojt Ук атрофида

32 * а*
айланади. Айланиш жисмининг *ажмини топинг. Жав. - цу- •

24. у =  sin х  синусоиданинг битта ёйи ва Олг > к билан чегараланган 
шакл Ох Ук атрофида айланади. Айланиш жисмининг кажминн топинг.

Жав. - j -
25. у* =  4х парабола ва дг =  4 тугри чизик билан чегараланган шакл 

Ох Ук атрофида айланади. Айланиш жисмининг кажминм топинг. Жав. 32*.
26. у =  хе* эгри чизик ва у =  0, х = 1  тугри чизиклар Си тан че1ара* 

ланган шакл Ох Ук атрофида айланади. Айланиш жисмининг кажмини то-
т.

пинг. Жав. - j  (е- — 1).
27. х  =  a (t — sin /), у =  л (1 — cos t) циклоидаиинг битта аркаси ва Ох

УК билан чегараланган шакл Ох Ук атрофида айланади. Айланиш жисмининг 
дажмини топинг. Жав. 5г*а3.

28. х  =  а {! — sin t), у =  а (1 — cos /) циклоидаиинг битта аркаси *амда 
Ох  Ук билаи чегараланган шакл Ох  Ук атрофида айланзди. Айланиш жис- 
ыининг лажмини топинг. Жав. 6**а3.

29. 27- масаладаги шакл, циклоидаиинг учидан утувчи Ох Укка параллел 
тугри чизик атрофида айланади. Айланиш жисмининг лажмини топинг.

Жав. —̂ —(9г.г— 16).
30. 27- масаладаги шакл циклоидаиинг учидан утувчи Ох Укка параллел 

тУгри чизик атрофида айланади. Айланиш жисмининг кажмини топинг. 
Жав. 7г.1а3.

31. Асосннинг радиуси R  булган цилиндр асосининг диаметри оркали 
асос текислиги билан а бурчак ташкил килиб Утувчи текислик бплан кесил-

2
гаи. Кесиб олинган кисмнинг, дажмини топинг. Жав. ‘J  A’ tga .

32. х * + у *  =  Л*, у * z 2 =  R 3 цилиндрлар учун умумий булган кажмни
16 , .топинг. Жав. ' j A* .

33. Квадррт диагоналларининг кесишган нуктаси радиуси а булган дои
ранинг диаметри буйича царакат цилади; бунда квадрат жойлашган текис
лик камма вакт донра текислнгнга перпендикулярлигнча колади, квадрат- 
нинг икки карама-карши учлари аса айлана буйича царакат килади (маъ- 
лумки кара кат пайтида квадратнинг катталиги узгарнб туради). Харакатла-

8
нувчи квадрат косил килган жисмнинг кажмнни топинг. Жав. а \  

yi г г
34. -f  =  х  эллиптик параболоидни х —а текислик билан кесишдаи

лосил булган сегментиинг кажмини кнсоблаиг. Жав. т.аг у/ pq.
35. z =  0, у =  0 текнсликлар х * =  2ру  ва г* =  2рх цилиндрик сиртлар 

ва х  — а текислик билан чегараланган жисмнинг кажмини кисобланг.
а* \ г2а

Жав. ——7 = —(биринчи октаитда).
7 у р

jt* у-
36. Тугри чизик Оху ва Oxz текнсликларда Стувчи -^5- -f- -^5- =  1, 

х* л*
•̂ *- +  -£ Г = 1  эллипсларни кесиб, Оуг текисликка параллел колда *аракат

U
цилади. Хосил булган жисмнинг кажмини кисобланг. Ж ав.-j abc.
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£ й л а р н и и г у з у н л и к л а р и н н х и с о б л а ш
а / t  j ч

37. х  + у  ' —а 1 астроиданинг бутун узунлигини топинг. Жав. 6а.
38. ау1 =  дг3 ярим кубик парабола ёйининг координаталар бошндан абс-

335
циссаси х  — 5а нуктагача булган узунлигини хисобланг. Жав. а. 

х
3i>. у =  a ch — занжир чизик ёйининг координаталар бошидан ( jc , у)

нуктагача булган узунлигини топинг. Жав. a sh —  =  > /у1—а.'1.
40. х  =  a (t — sin t), у =  а (1 — cos t)  циклоида битта аркасннинг узунли- 

гипи топинг. Жав. 8а.
41. у =  In лс эгри чизик ёйининг х  =  У  3 дан х  — /  8 гача булган

1 3
узунлигини топннг. Жав. 1 +  In у

я
42. у =  1 — In cos х  эгри чизик ёйининг дг =  0 дан х  =  ^-гача булган

Зя
узунлигини топннг. Жав. In I g - •

43. р =  a<f Архимед спиралннинг кутбдан биринчи урам охиригача бул

ган узунлигини топннг. Жав. з д /  I +  4г.'1 - f  -^-In (2я +  /  I - |- 4я2).
44. о -  е аУ спнралнннг кутбдан (р, <р) нуктагача булган узунлигини то-

нинг. Жав. ----- ea<f =  ^  У1 +  а*.
а  3

45. р =  a sin3 - j  эгри чизикнинг бутун узунлигини топинг. Жав. tj- «а.
с1 с1

46. х  =  —  cos3 1, y =  ~ f  sin31 эллипс эволютасннинг узунлигини то-
4 (а3 — 6») 

пинг. Жав.  ---------
47. f  — a ( l  +  cosip) кардиоиданинг узунлигини топинг. Жав. 8а.
48. х  =  a (cos f  +  <р sin ?), у =  a  (sin <p — <p cos <f) дойра эвольвентаси ёйи-

нинг <р=0 дан <p =  ?i гача булган узунлигини топинг. Жав.

А й л а н и ш ж и с м л а р и с и р т л а р и н и н г ю з л а р и н и 
х и с о б л а ш

49. у2 =  4адг параболаиинг Ох Ук атрофида анланншндан хосил булган 
сиртнинг координаталар бошндан абсциссаси х  =  За булган нуктагача ора-

ликдаги юзи топилсин. Жав. - j  ~а2.
50. у =  2х  тугри чизикнинг х  =  0 дан х  =  2 гача ораликдаги кесмаси- 

нннг: а) Ох Ук атрофида, б) Оу ук атрофида айланишидан_ хосил булган 
конус сиртининг юзинн хисобланг. Жав. а) 8л \ г 5, б) 4- У  5.

51. х г +  (у — Ь)г =  а 2 доиранинг O x  Jk  атрофида айланншидан хосил 
булган тор сиртининг юзнни топинг (6 > а ) .  Жав. 4~гаЬ.

52. Кардиоида х  =  а (2 cos <р — cos 2tp), у =  а (2 sin <f — sin 2?) парамет- 
рик тенгламалар бнлан берилган. Кардиоиданиг Ох ук атрофида айланниш-

. 128 
дан хосил булган жисм сиртининг ^ н н и  топинг. Жав. - у  «а*.
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53. x  =  a ( t — sin О. У =  Д(1 — cost)  циклоида битта аркасининг Ох >к 
атрофида айланишидан лосил булган жисм сиртининг юзини топииг.

64 яд1
л \а в .

54. Циклоиданинг аркаси Оу Ук атрофида айланади (53- масалага ка-
64

ранг). Айланиш жисмининг сиртини топинг. Жав. 16-гд® -f  - j  па2.

55. Циклоиданинг аркаси унинг учидан утган ва Ох Укка параллел бул
ган уринма атрофида айланади (53- масалага каранг). Айланиш жисмининг

32*д*
сиртини топинг. Жав. — g—

56. х  — a sin31, у =  a cos* t астроида Ох У к атрофида айланади. Айланиш
w 12хв*жисмининг сиртини топинг. Жав. — g—

57. у =  sin дг синусоиданинг ёйи Ох  Ук атрофида х  =  0 дан х  =  2ж гача 
айланади. Айланиш жисмининг сиртини топинг. Жав. 4* \V~2 + In У  2+  I

JC* V*
58. -jp +  -jj- = 1  ( д > Л )  эллипс Ох Ук атрофида айланади. Айлаигш

.  „ arcsine „ ) а1— :>% 
жисмининг сиртини топннг. Жав. 2r.b2 +  2r.ab— -— , бунда с — ------— .

А н и к  и н т е г р а л н и н г  т у р л и  т а т б и к л а р и  

.г* у1
59. =  1 (дг > 0, у > 0) эллипс чорак кисми юзинннг огирлик

4д 4ft
марказини топинг. Жав.

60. х* -f  4у — 16 =  0 парабала ва Ох Ук билан чегараланган шакл юзп-
8 \

нинг огирлик марказини топннг. Жав. >0; -тр J
61. Ярим л ар  цажмннннг огирлик марказини топинг. Жав. Симметрия

3
Укида, асосдан -g- R  масофада.

62. Ярим шар сиртининг огирлик марказини топииг. Жав. Симметрия 

Укида, асосидан -тр масофада.
63. Асоснинг радиуси R, баландлиги Л булган тугри донравнй конус снр-

Л
тининг огирлик марказини топинг. Жав. Симметрия Укида, асосдан -у  масо
фада.

64. у  =  sin дг (0 <  х  <  *) ва у =  0 чизиклар билан чегараланган шакл

9. ( | .  £ ) •юзинннг огирлик марказини топннг. Жав.
65. у* =  20дг, дс* =  20 у парабола лар билан чегараланган шакл юзинннг 

огирлик марказини топинг. Жав. (9; 9).
66. Марказий бурчаги 2а ва радиуси R  булган дойра сектори юзинннг

огирлик марказини топинг. Жав. Симметрия Укида, сектор учидан -у R —ц— 
масофада.

67. Агар асоси 8 м. баландлиги 12 м булган тугри туртбурчак сувга 
вертикал *олда туширилган булиб, унинг ю^ори асосн сувнинг эркин сир-

3 2  н . С. Пне»)но0
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тига параллел ва 5 м чукурлнкда булса, тугри туртбурчакка билган сув 
босимининг микдорини топинг. Жав. 1056 т.

68. Томони 8 булган квадрат шаклдаги шлюзнинг юкори к'фраси сув 
сиртида ётади. Квадратни унинг бнр диагонали бнлан ажратиб досил килин- 
ган шлюз кисмларининг пар бирига булган сув босиминннг микдорини аннк- 
ланг. Жав. 85 333,33 кг, 170666,67 кг.

69. Диаметри 20 м  булган ярнм сферик идишдан сувни насос бнлан тор- 
тиб олиш учун керак булган иш микдорини дисобланг. Жав. 2,5-10е * кгм.

70. Жи'см х  =  с<3 конун буйича тугри чнзнкли даракат килади, бунда 
дс* вактда утилган йул узунлиги, с =  const. Мудитнинг каршилиги тезлик 
квадратига пропорционал булиб, пропороционаллик коэффициенти k га тенг. 
Жисмнинг х  — 0 нуктадан х  = а нуктагача килган даракатида каршплнк

27Л .— - —
бажарган ишни топинг. Жав. —  У с3в 7.

71. Зичлиги 7 булган суюкликни баландлиги Н, асосннинг радиуси R  
булган ва учи билан пастга караган конус шаклидаги резервуардан насос 
билан тортиб олиш учун сарфлаш керак булган ишни кисобланг.

R 4 P
л^ав. jr>

72. Егочдан ясалган цалцовуч цнлину> шаклида булиб, асосннинг юзи
S  =  4000 см*, баландлиги эса Н =  50 см. Калковуч сув юзида сузиб юрибдн. 
Калковучнн сув сиртига кутариб чикариш учун канча иш сарф килиш ке-

2̂ у
рак? (Егочнинг солнштнрма огирлиги 0,8) Жав. — 2— =  ^  кгм.

73. Устки асоси а =  6,4 м , остки асоси Ь =  4,2 м, баландлиги Н  =  3 м 
булган тенг ёнли трапеция шаклидаги плотинани сув кандай куч бнлан 
босишини цисобланг. Жав. 22,2 т.

74. Козоннинг сфера шаклидаги тагига Р кг 6 y F  берадиган тулнк босми- 
нинг Укдаги ташкил этувчиларини топинг. Козон цилиндик кисмпнинг диа-

т. PD *
метри D мм, козон ичидаги бугнинг босими Р кг/см*. Жав. Р =  ~ 400—

75. Радиуси г булган вертикал валнинг тагидан ясси подпятник тутиб 
туради. Валнинг Р огирлиги таянчнинг бутун сирти буйича текис таркаллди. 
Валнинг бир марта анланишида ишкаланиш кучининг бажарган тула ншшш

кисобланг. Ишкаланиш коэффицненти ц га тенг. Жав. - j  т.ург.
76. Вертикал валнинг учи кесик конус шаклидаги пята билан тугайдн. 

Пятанинг подпятникка булган солиштирма босими узгармас булиб, Я га тенг. 
Пятанннг юкори диаметри D, куйи диаметри d, конус учидаги бурчак 2а, 
ишкаланиш коэффициенти |л. Валнинг бир анланишида ишкаланиш кучининг

т.*Pi.
бажарган ншн т о п и л с и н .  Жав. g7itTa(^>J ~

77. У з у н л и г и  /  булган призматик стержень 0 дан Р гача секип усиб 
борувчи куч билан шундай чузнла борадики, чузувчн куч дар бир моментда 
стерженнинг эластик кучи билаи мувозанатда булади. Чузилиш эластиклнк 
чегараларида булади деб фараз килиб, кучнннг чузиш учун сарф килган Л 
ишинн цнсобланг. Стержень кундаланг кесимииинг юзи г  га, материалнинг 
эластиклнк модули Е га тенг.

К у р с а т м а .  Агар х  — стерженнинг чузилиши, /  — таъснр этувчи куч 
FE  / ) /

булса, у лолда /  =  -у- х  булади. Р куч таъсирн остидаги чузилпш Д/ =  g p
, Р Д/ PH 

га тенг. Жав. Л =  —я— —
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78. Призма шаклидаги брус вертикал \олатда осилган булиб, унинг 
пастки учига чузувчи Я куч таъсир этади. Агар бруснииг чузилган *олат- 
Двги узунлиги /, кундаланг кеснмининг юзи F, огирлиги Q ва материалнииг 
»ластиклик модули Е га тенг эканн берилган булса, брус уз огирлик кучи

(<? + 2 Р')1
ва Р куч таъсирнда цанча чузилишини хисобланг. Жав. Д/ =  ---------------

79. Призма шаклидаги идишга Н  балаидликкача цуйилган суюклик туки- 
диб тамом булиши учун канча вакт кетади? Идиш кунд<лаиг кесимининг 
юзи F, тешикнинг юзи / ,  оким тезлиги v =  ц J г $gh формула билан аниц- 
Даиади, бунда ц — ёпишкоклик коэффициентн, в  — огирлик' кучннинг тезла-

2FH
ниши, А — телнкдан суюклик сат\нгача булган масофа. Жав. Т =  —— г = =

80. КесимИ тугри туртбурчак шаклда булган окава иншооти оркали окнб 
чиццан Q сув сарфини (вакт бирлиги ичида окиб чикадиган сув микдоринм)

2   

аннкланг. Иншоотнинг баландлиги А, кенглиги Ь. Жав. Q = y\>-bh V  2gh.
81. Баландлиги а ва кенглиги b булган тугри туртбурчак шаклида $11 

томондаги тешикдан оциб чикадиган Q" сув сарфини аникланг. Тешикнинг 
паст томонидан сув сиртигача булган баландлик Н.

32*
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