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Предисловие

Сельскохозяйственные науки, в частности агро­
номическая и зоотехническая, строятся на анализе 
зависимостей, существующих в природе, и на ста­
тистических и иных законах. М атематика является 
тем универсальным средством, с помощью которого 
можно описать реально существующие зависимости 
и использовать их в дальнейшем для научных 
прогнозов явлений и процессов.

Специалисты сельского хозяйства, как и другие 
специалисты, используют методы математической 
статистики. Здесь существенное значение имеет пра­
вильный выбор математической модели изучаемого 
явления, т. е. так называемой производственной фун­
кции, отражающей основные особенности рассмат­
риваемого процесса. Дальнейшее исследование этой 
функции позволяет найти скорость ее изменения, 
решить задачи наилучшего использования ресурсов, 
получения максимального урожая, определения мак­
симальной прибыли и минимума затрат на произ­
водство единицы продукции и другие задачи.

Для успешного овладения сельскохозяйственными 
специальностями также важно знать законы физики, 
генетики, биологии, химии, экономики. Все эти науки 
в той или иной мере используют математику, что 
лишний раз свидетельствует в пользу серьезного 
изучения курса высшей математики.

Настоящая книга написана в соответствии с програм­
мой по высшей математике, рассчитанной на 100— 120 
часов, и предназначена для студентов биологических 
факультетов сельскохозяйственных институтов. Основ­
ная цель книги — помочь будущим агрономам, зоотех­
никам и ветврачам приобрести основы знаний по 
высшей математике, привить интерес к ее изучению.
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В основу работы положен опыт преподавания вы­
сшей математики в сельскохозяйственном инсти­
туте, а также опыт работы родственных кафедр других 
институтов. Ознакомление с курсами специальных дис­
циплин — земледелия, растениеводства, кормления 
сельскохозяйственных животных, животноводства — 
и отдельными монографиями позволило автору вклю­
чить в книгу много примеров и задач прикладного 
содержания, иллюстрирующих основные положения 
курса, а также материалы нетрадиционного содержа­
ния. В большинстве случаев в пособии новые понятия 
предваряются примерами и задачами, связанными 
с особенностями будущей профессиональной деятель­
ности студентов. М атериал изложен в доступной 
форме, но с достаточной строгостью. Следует особо 
отметить, что формулировки отдельных определений 
и изложение всего материала в целом сознательно 
упрощены.

Все главы заканчиваются обобщающими таблица­
ми, которые играют важную роль для систематизации 
и запоминания изученного. Они могут использоваться 
как справочный материал и опорные схемы по содер­
жанию каждой главы.

Во втором издании учтены замечания читателей, 
перераспределены местами некоторые упражнения, 
устранены замеченные опечатки, внесены изменения 
в оглавление, осуществлены стилистические уточнения, 
обобщение содержания отдельных параграфов оформ­
лено в виде кратких правил. Написана новая глава: «О 
линейном программировании».

Автор выражает признательность доктору физико- 
математических наук, профессору А. В. Зарелуа за цен­
ные предложения и замечания, высказанные им при 
рецензировании рукописи, а также старшему препода­
вателю Г. Н. Лапиной, принявшей участие в подборе 
ряда примеров прикладного содержания.

Автор приносит благодарность рецензентам книги
A. Б. Крыгину, J1. А. Кузнецову, Л. М. Панлоцкой,
B. В. Тихомирову, Чудесенко В. Ф., внимательно про­
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Ч а с т ь  п е р в а я

Элементы 
аналитической геометрии

Аналитическая геометрия — область математики, 
в которой геометрические задачи решаются алгеб­
раическим способом на основе метода координат. 
Впервые метод координат ввел французский уче­
ны й— философ, физик и математик Р. Декарт (1596— 
1650), поэтому метод носит его имя.

Г л а в а  1 

Метод координат. Векторы

В главе рассматривается сущность метода коор­
динат и на его основе устанавливается соответствие 
между точками и числами. С помощью этого 
соответствия изучение геометрических свойств точек 
и их взаимного расположения сводится к рассмот­
рению соотношений между числами. Вводится по­
нятие вектора и скалярного произведения.

§ 1 .1 . ч и с л о в а я  о с ь .
МЕТОД ПРЯМ О УГО ЛЬНЫ Х КООРДИНАТ НА ПРЯМ О Й. 

НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ

Представление о числовой оси дает обычная 
линейка. Любому положительному числу в пределах 
длины линейки можно поставить в соответствие 
точку. Чем больше число, тем дальше соответст­
вующая точка от начала линейки.
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Рис. I
О п р е д е л е н и е .  Прямая, на которой указана 

начальная точка О, положительное направление и еди­
ница длины, называется Числовой осью. Обычно 
положительное направление выбирают слева на’рово 
(рис. 1).

Возьмем на Числовой оси точку Л/. Измерив 
длину отрезка ОМ. получим число т >  0. Введем 
число х: 1) если М  правее 0, то х = т, 2) если М  левее 0, 
то — т, 3) если М  совпадает с точкой 0, то х =  0.

Число х называется координатой точки Л/. Коор­
дината записывается в круглых скобках рядом с обо­
значением самой точки: М(х) .  Двум различным 
точкам Л/, и М 2 отвечают два различных числа 
х , и х 2 — их координаты. Таким образом, каждая 
точка числовой оси определяет действительное число.

Пусть теперь дано число .х. Отложим от точки
О отрезок длиной .v ед. вправо, если х > 0 ,  и | х |  
ед. влево, если х < 0 .  В конце отрезка получим 
точку, обозначим ее М.  Двум различным числам 
д-, и х 2 отвечают две различные точки М х и Л/2.

Из изложенного делаем вывод: между точками 
числовой оси и действительными числами существует 
взаимно однозначное соответствие.

Пусть даны две точки и В( х2). Если длину
отрезка с концами А и В обозначить \АВ\,  то для 
точек /l(.Vi) и Д(л*2) | AB\  = \ x i ~ X i  |.

•  Пример. Даны две точки А (2) и В( 6). Тогда 
М * | - | 6 - 2 | « | 4 | - 4 .

Отрезку А В сопоставляется положительное действительное 
число — его длина. •

1. Прямоугольные координаты на плоскости.
Возьмем на плоскости две взаимно перпендикулярные 
оси с одинаковой единицей длины. Обозначим их 
Ох  и Оу (рис. 2). За начало отсчета по обеим 
осям примем точку их пересечения О. При этом 
ось Ох  называется осью абсцисс, Оу — осью ординат. 
Тем самым составим систему координат на плос­
кости. Из произвольной точки М  опустим перпен­
дикуляры M N  и М Р  на Оу и Ох.
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Пусть x  — координата точки P на оси Ох, у — 
координата точки N  на оси Оу.

Число .V называется абсциссой, у  — ординатой 
точки, оба числа вместе — координатами тбчки М. 
Координаты записывают рядом с обозначением точ­
ки: М (х ; >»). При этом на первом месте в скобках 
пишут абсциссу точки.

Следовательно, каждой точке на плоскости в си­
стеме прямоугольных координат отвечает «упоря­
доченная» пара действительных чисел (х, >•), т. е. 
таких чисел, для которых известно, какое считается 
первым, а какое — вторым. Если точка М  совершает 
движение по плоскосги Оху, то ее координаты будут 
меняться.

Справедливо и обратное утверждение: упорядочен­
ная пара действительных чисел определяет на плос­
кости точку. Пусть даны два числа х  и у. Отложим 
по оси Ох  от точки О отрезок длиной х  ед. вправо, 
если дс >  0, или |х |  ед. влево, если х < 0 . Получим 
точку Р. Из точки Р восставим перпендикуляр к оси 
Ох; откладывая от О отрезок длиной у  ед. вверх, 
если ^ > 0 ,  или | ^ |  ед. вниз, если >><0, получим 
точку Q, через которую проводим перпендикуляр 
к оси Оу. Точка пересечения перпендикуляров яв­
ляется искомой точкой М.

Из изложенного делаем вывод: между парами 
действительных чисел и точками плоскости в системе 
координат О ху  имеется взаимно однозначное соот­
ветствие. Поэтому принято говорить: «дана точка» 
вместо «даны координаты точки», «найти точку Л/» 
вместо «найти координаты точки Л/».
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Таблица 1.1

Оси координат делят плоскость на четыре ко­
ординатных угла (квадранты) (рис. 3). Знаки коор­
динат любой точки даны в табл. 1.1.

Прямоугольные координаты точек N(2\ 3), Р(1,5;
— 2), К( — 2; л), Q( — 3; 2,4) изображены на рис. 3.

2. Прямоугольные координаты в пространстве. 
Возьмем три взаимно перпендикулярные числовые 
оси, пересекающиеся в точке О ; обозначим их Ох, Оу, 
О : (рис. 4). Выберем на каждой из них положитель­
ное направление; противоположное направление бу­
дем считать отрицательным. Тем самым определяет­
ся система прямоугольных координат в пространстве.

Пусть М  — некоторая точка пространства. Про­
ведем через точку М  три плоскости, перпендикуляр­
ные осям Ох, Оу и Oz. В результате получим 
точки пересечения плоскостей с осями — М х, М у, 
М х. Точка Л/,*— проекция точки М  на ось Ох, точки 
М у и М г — проекции точки М  на оси Оу и Oz 
соответственно.

Пусть х  — координата точки Л/д на оси Ох, 
у  — координата точки М у на оси Оу, z — координата 
точки М г на оси Oz.

Число х  называется абсциссой точки, у — ордина­
той, а г — аппликатой. Три числа х, у , z называются

г

м, Мш

/ м У

0 " ,  ,

/ У
'М. м..

Рис. 4
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координатами точки М , их записывают рядом с обо­
значением точки: М(х;  у;  г). При этом на первом 
месте записывают х  — абсциссу, на втором месте у  — 
ординату и на последнем — аппликату z. Следова­
тельно, каждой точке пространства в системе ко­
ординат Оху  отвечает «упорядоченная» тройка дей­
ствительных чисел. Если точка М  двигается, то ее 
координаты меняются. Справедливо и обратное ут­
верждение. Пусть даны три числа х, у , г. Найдем 
на осях Ох, Оу, Oz соответствующие точки М х, 
Му, М г и проведем через них плоскости, перпен­
дикулярные осям. Получим единственную точку 
пересечения плоскостей — А/(х; у;  г).

Из изложенного делаем вывод: в системе прямо­
угольных координат в пространстве между упоря­
доченными тройками действительных чисел и точ­
ками пространства устанавливается взаимно одно­
значное соответствие. Оси Ох, Оу и Oz определяют 
три взаимно перпендикулярные плоскости Оху, Oyz 
и Oxz, которые делят пространство на восемь 
трехгранных углов (октантов). Плоскость О ху  делит 
все пространство на два полупространства — нижнее 
и верхнее; плоскость Oyz — на два полупространст­
в а — переднее и заднее; плоскость Oxz делит про­
странство на правое и левое полупространства.

Координаты точек, находящиеся в верхнем, перед­
нем и правом полупространствах положительны.

Нумерация октантов для верхнего полупространст­
ва показана на рис. 5. V, VI, VII и VIII октанты 
находятся соответственно под I, II, III и IV октантами. 
Знаки координат точек определяются таблицей 1.2.

Таблица 1.2

_ Октанты 
Координаты

I II III IV V VI VII VIII

X + _ _ + + _ _ +
У + + — — + + — —
Z + — + + — — —

ф  Пример. Постройте треугольник с вершннами в точках 
А/,(1; 2; —4), Л/,(1; - 2 ;  3). М ,( - 1 ;  3; 0).

Р еш ен и е . Отложим от точки О в положительном направ­
лении на оси Ох отрезок длиной, равной одной ед. и проведем



через его конец линию, параллельную оси Оу. Вдоль этой линии 
отложим вправо отрезок длиной две ед., обозначим его конец точкой 
Р. Через точку Р проведем линию, параллельную оси Oz, и отложим 
вниз отрезок длиной четыре ед. Конец этого отрезка и определит 
точку А/,(1; 2; —4). Аналогично строятся точки М г и М }. •

§ 1.2. ПОНЯТИЕ ВЕКТОРА.
СЛОЖ ЕНИЕ. ВЫ ЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ.
УМ Н О Ж ЕН И Е ВЕКТОРА НА СКАЛЯР

Попробуем ответить на следующие вопросы: I) 
каков возраст известного вам человека?; 2) какова 
масса животного по кличке «Янтарь»?; 3) какова 
высота растения?; 4) сколько кормовых ед. содер­
жится в 100 кг сена, взятого из данного стога?
5) какова температура воздуха в помещении для 
животных? 6) какова масса одного зерна пшеницы? 
Можно видеть, что ответ на каждый из этих 
вопросов вполне определяется одним числом.

Величины, определяемые одним числом, называ­
ются скалярными или скалярами.

Существуют величины другого типа. При пере­
мещении на тележку с грузом действует сила, тележка 
движется в определенном направлении, проходит 
определенный путь с некоторой скоростью и ускоре­
нием. Для характеристики этих величин необходимо 
кроме их числового значения знать еще направление. 
Такие величины называются векторными. Векторную 
величину изображают геометрическим вектором, или 
просто вектором, т. е. отрезком прямой, определя­
емым упорядоченной парой точек.

О п р е д е л е н и е .  Вектором называется отрезок 
данной длины и данного направления — направленный 
отрезок.

Вектор обычно задается упорядоченной парой 
точек (А , В)', А — начало. В — конец вектора. Обычно

(АВ)  = АВ.  В конце отрезка стрелкой указывается 
направление вектора. Иногда вектор обозначают 
одной буквой, напечатанной жирным шрифтом а.

Вектор ВА называется противоположным вектору

А В. В этом случае пишут: А В = - В А .  Расстояние 
между началом и концом вектора называется его



длиной или модулем. М одуль обозначается теми же 
буквами, напечатанными светлым шрифтом: А В. или

\АВ\ ,  или а.

Нулевым  0 называют вектор, начало и конец
которого совпадают; А А — нулевой вектор. Модуль
нулевого век гора равен нулю. Вектор а, модуль которого 
равен 1, называют единичным и обозначают а .

Два вектора называются коллинеарными, если 
изображающие их направленные отрезки параллель­
ны или хотя бы один из них равен нулю.

Три вектора называются компланарными, если 
изображающие их направленные отрезки параллель­
ны одной плоскости (или расположены в одной 
плоскости) или если хотя бы один из них равен нулю.

О п р е д е л е н и е .  Два вектора А В и CD называ­

ются равными (пишут AB  = CD),  если они коллине-

арны и имеют одинаковую длину и направление.
Из этого ясно, что вектор можно переносить, 

оставляя его параллельным самому себе, а начало 
вектора помещать в любой точке пространства.

В настоящем курсе мы не будем указывать, в каких 
единицах измеряются длины векторов, а сами векторы 
будем считать свободными, т. е. допускающими их 
перемещение в пространстве при сохранении модуля 
и направления. Вектор в математике — более сложное 
понятие по сравнению с понятием числа.

Определим операции сложения, вычитания век­
торов и умножения вектора на число.

Ь  Сложение векторов. Возьмем два вектора 
а и В (рис. 6, а). Совместим начало вектора а с произ­
вольной точкой О, к его концу приложим начало 
вектора В. Конец вектора В обозначим точкой Л/.

Суммой векторов а и В называется вектор ОМ, со­

единяющий начало вектора а с концом вектора В. 
Кратко пишут

О М  = а + В.

Чтобы найти сумму трех векторов а, В и с, 
необходимо к концу вектора а приложить начало
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Рис. 6

вектора В, к концу вектора В— начало вектора с. 
Вектор, соединяющий начало вектора а с концом 
вектора с, и является суммой a + b + с (рис. 6, б). 
Из определения суммы двух векторов следует, что
вектор ОМ  можно найти как диагональ параллелог­

рамма, построенного _на векторах а и В, как на 
сторонах. Вектор а + В+ с  является вектором-диаго­
налью параллелепипеда, построенного на векторах а, 
В и с, как на ребрах.

2. Вычитание векторов.
О п р е д е л е н и е .  Вектор с называется разностью 

векторов Ъ и В, т. е. с = а —В, 
если а = В+с.

Вычитание вектора В из 
вектора а заменяю т сложе­
нием вектора а с вектором, 
противоположным вектору 
h (рис. 7).

3. О п р е д е л е н и е .  Произ­
ведением та или am вектора 
а на число т называется новый 
вектор, длина которого равна 
| т 11 а |, а направление совпада-
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em с направлением а при m > 0  и противоположно a, 
если m <  0 (рис. 8).

При этом, если т = 0, то  та = 0, и если 2 =  0, 
то та =  0.

З а м е ч а н и я .  1. Любой вектор а может быть 
представлен в виде произведения двух сомножи­
телей— его длины |а |  и единичного вектора а0, 
т. е. а = \ а \ а°  = аа°.

2. Если а и В коллинсарны и а^О,  то существует 
единственное число X, такое, что Ь - \ а .  Другими 
словами, один вектор можно выразить через другой, 
коллинеарный ему, с помощью скалярного мно­
жителя.

Действительно, B= bb° а = аа°, тогда в силу 
коллинеарности а и В имеем В ° = ± а ° ,

В= ± Ь а ° =  ± - а .
а ЬОбозначая ± -  =  Х, имеем В=Ха.  

а
Действия сложения, вычитания векторов и ум­

ножения вектора на число называются линейными 
операциями. Имеют место следующие 8 легко про­
веряемых свойств линейных операций над векторами.

1°. а + В = В + а  — перестановочное свойство (рис. 
9, а)-,

V
Рис. 9
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2°. (2 +  £) +  с =  2 +  ( /ч -с )— сочетательное свойство 
(рис. 9, б);

3°. m (a + b) = ma + m b — распределительное свойст­
во по отношению к скалярному множителю;

4°. 2 +  0 =  2;
5°. 2 +  ( —2) =  ff;
6°. 2 • 1 =  2; /
7°. (т + п )а = т а + п а , т  и п — действительные 

числа;
8°. (тп)а = т(па) = п(та).
Из этих свойств следует, что над суммой векторов 

можно выполнять те же действия, что и над суммой 
чисел.

9 1.3. ПРОЕКЦИЯ ВЕКТОРА НА ОСЬ. 
КООРДИНАТЫ  ВЕКТОРА И ИХ СВОЙСТВА

Пусть в декартовых координатах O xyz  вектор

А В  задан двумя точками A(xi ;  у х\ r j  и В( х 2; у 2; z2).

О п р е д е л е н и е .  Проекцией вектора А В на ось 
Ох называется разность между абсциссами конца

и начала вектора А В.
Проекцию вектора на ось Ох  обозначают пр0х А В.

Аналогично определяются проекции вектора на оси 
Оу и Oz. Таким образом,

пр 0хТ в= х 2- х 1; (1.3.1)

пРоУЛ В = у 2—у 1; (1.3.2)

np0 t AB  = z2- Z i .  (1.3.3)

Для краткости используют следующие обозначения; 

про* = АВ  = Х; пр0уА В = У ;  np0. A B  = Z.

Тогда
Х = х 2- х й  Y = y 2- y i ; Z  = z2- z l . (1.3.4) 

На рис. 10 Х = А х Вх, Y = A yBy, Z = A . B z.
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Из формул
(1.3.1) — (1.3.3) сле­
дует. что проекция 
вектора на любую 
ось есть длина от­
резка между осно­
ваниями перпенди­
куляров, опущен­
ных из точек 
А и В на эту же 
ось, взятая со зна­
ком « +  », если на­
правления отрезка 
и оси совпадают, 
и со знаком « —», если они противоположны.

М ожно доказать, что: а) если проекции вектора 
заданы, то они однозначно определяют сам вектор; 
б) если два вектора а и 6  равны, то они имеют 
равные проекции. Поэтому проекции вектора на оси 
координат называют его координатами. Их записы­
вают рядом с обозначением вектора в круглых
скобках: АВ = (Х; Y; Z).

1. Некоторые свойства проекции вектора на ось.
Для определенности будем рассматривать эти свойства 
относительно оси Ох. Естественно, что свойства проек­
ции вектора на другие оси формулируются анало­
гично.

Предположим, -что вектор а = А В ^  0 образует 
с осью Ох  угол ф. Угол между вектором а и осью 
определим следующим образом. Через произвольную 
точку пространства проведем два луча — один парал­
лельно положительному направлению Ох,  а другой — 
параллельно направлению вектора. Угол между лу­
чами определяет угол между вектором и осью.

а) Проекция вектора на ось Ох равна произведению 
длины вектора на косинус угла между вектором

и осью. Пусть дан вектор АВ  (рис. 11). <р<я/2,

А ХВХ— проекция А В на ось Ох.
Опуская перпендикуляр из точки А на ось Ох, 

получим точку А х. Проведем через точку А х прямую,

параллельную А В, до пересечения с прямой ВВХ,
21



получаем точку С. Из А СВХА Х имеем

пр 0хА В  = А х Вх = \ А ХС  | cos ф = | А В  | cos <р. (1.3.5)

Если ф > л / 2  (рис. 12), то из ААХВХС  получаем

тр0хА В =  — | ВХА Х | =  - M xC |cos(K -<p) =  |/lZ?|cos(p.

(1.3.6)
б) Проекция суммы нескольких векторов на ось 

равна сумме проекций складываемых векторов на ту

же ось (рис. 13). Пусть даны три вектора А В , ВС  

и CD. Складывая их, получаем

AB + B C + C D  = AD ,

так что

пр0х( АВ+ BC+CD)  = nv0xAD = \ A xDx \. (1.3.7)

Из рис. 13 видно, что

пр0,  А В + пр0* В С + пр0х CD =

= \ AxBx \ + \ BxCx \ + ( - \ C xDx \) = \ A XDX\. (1.3.8) 
Так как правые части (1.3.7) и (1.3.8) равны, имеем

"Рол = ( A B + B C + C D ) =  пр0х АВ + пр0д ВС  +  пр0х CD..

(1.3.9)
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в) При умножении вектора А В на число т его

проекция умножается на т. При доказательстве 
ограничимся случаем т > 0.

Вектор т А В  = А хС  образует с осью Ох  тот же

угол ф, что и вектор А В  (рис. 14). Из A A XBXD 
и А А ХСХС  имеем

т\ЛВ\
\ЛЖС А _ Л ЯС _  ___ \
А ,В Х A,D  | A,D\ '

Но \ AXD\ = \AB\ ,  поэтому

\А„СХ | т\ЛВ\
М,ЯЖ| — 

\АВ\
= т , а \ АхСх \ = т \ А х Вх \.

Кратко говорят: при «растяжении» вектора в т 
раз во столько же раз «растягивается» и его 
проекция.

2. Разложение вектора по базису Т, J, к. Возьмем 
прямоугольную систему координат в пространстве 
и вместе с нею три единичных вектора 7, ]  и К. 
Условимся, что:

1) начало векторов 7, j,  К совмещено с началом 
координат;

2) векторы 7,7 и £  имеют одинаковое направление 
с положительными направлениями осей Ох, Оу и Oz 
соответственно.

О п р е д е л е н и е .  Система трех векторов 7, 
7 и А называется декартовым прямоугольным базисом.



Рис. 15

Ответим на следу­
ющие вопросы. Можно 
ли произвольный вектор 
а выразить через векторы 
7, у и &  Если да, то 
сколько существует спо­
собов выражения одною  
вектчра? Как получить 
такое выражение?

Перенесем вектор 
а параллельно самому се­
бе так, чтобы начало век­
тора а совпадало с нача­

лом координат (рис. 15). Конец вектора обозначим 
буквой М . Из точки М  опустим на плоскость Оху  
перпендикуляр, его основание обозначим М ху. Из 
точки М ху опустим на оси Ох  и Оу  перпендикуляры, 
их основания обозначим соответственно М х и М у. 
Проведем, наконец, через точку А/ прямую, парал­
лельную прямой (О М ху). Эта прямая пересечет ось 
Oz  в точке М 2. Непосредственно из рис. 15 следует:

О М х = Х,  О М у = Х, O M t = Z ; 0X1 = 0~МХ +  М ?М ху +  

+  л О / .  Но OMx = OMj=Xi, M?Mx,= OMj= У];

МхуМ  = ОМ.  £  =  Zk ,  поэтому

O M  = X i + Y j  + Zit. (1.3.10)

Представление вектора а = О М  в виде суммы

Л7+ Уу +  Z ^  называется разлож ением  вектора а по 
базису 7, J, К. Векторы X l, У/, Z k  называются 
составляющими вектора а.

Таким образом, доказана т е о р е м а :  каким бы 
ни был ̂ вектор а его всегда мож но разложить по 
базису 7, j ,  к, т. е.

a = X l+  yJ+Z/c ,

где X,  У, Z — координаты вектора а.
Как доказывается в подробных курсах аналитичес­

кой геометрии, такое разложение единственно.
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Свойства координат вектора аналогичны сфор­
мулированным свойствам проекций.

1 . Если даны два вектора 5 = (X; Y; Z)  и В=(Х2; 
Y2; Z 2), то

пр0х(а±В) =  Х 1+ Х 2;
п р о ,( 3 ± 5 ) - У ,± У 2; (1.3.11)

npoi (о±В) = Zi±Z2',
a ± 8 = ( X l ± X 1) l + ( Y l ± Y 2) j + ( Z l ± Z 2)K. (1.3.12)

Таким образом, при сложении двух векторов их 
координаты складываются.

•  Пример. Найдите сумму векторов 3=57+ ]0j-2i<, 
5=1+2j  + (£.  Имеем

a + b = [5+ 1)7+(10 +  2 )7 + (-2  + 6)£=6/ +  \2j+4lc. ф

2°. Учитывая распределительное свойство умно­
жения на скаляр, можно записать

m(X~i+ Yj +  Zlc) = mXl+mYj+mZlc.
Например,

]- (5i+  10J -  15 £) =7+ 2 7 - ЗА7.

Следовательно, при умножении вектора на число 
т его координаты умножаются на то же число.

3°. Условие коллинеарности двух векторов. Пусть 
векторы а и В коллинеарныд т. е. а = тВ. Пусть 
по-прежнему a = (Xl ; Yx\ Z ,) , В=(Х2; Y2; Z 2), тогда

а = т( Х27+ Y2j  + Z2ic) = mX2l + m Y j  + mZ2ic. (1.3.13) 
Но 2 = А\7+ Y j + Z y k ,  поэтому mX2 =  X t ; mY2= Y 1; 
mZ2 = Z u откуда следует, что

Таким образом, условие коллинеарности двух 
векторов состоит в пропорциональности их коор­
динат. Для того чтобы равенства (1.3.14) были 
применимы в случае, когда хотя бы одно из чисел 
Х 2, Y2, Z 2 равно нулю, условие коллинеарности 
записывают в виде

X , Y2- X 2 Y t =0,  Y l Z 2- Y 2Z i = 0.
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•  Пример. Проверить, коллинсариы ли векторы а=1+2]-Ък  
и В= — 2(—4/+16*. Имеем

Xi 1 Y, 1 Z , - 8  I .  1 -  -— = — , — = — ; — —--- *=— =>и —----о=>а\ \Ь. Ш
Х г 2’ У2 2’ Z , 16 2 2 W

S 1.4. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

В физике и механике приходится вычислять 
работу силы F, под действием которой тело пере­
мещается на расстояние, определяемое вектором 
S  (рис. 16).

Если все точки тела переместятся по направлению 
действия силы, то работа силы равна произведению 
силы Р  на пройденный путь S, т. е. /! =  | г | | 5 | .  
Если же тело движется под углом ф к направлению 
вектора F, то будет действовать лишь составляющая 
силы F, направленная вдоль вектора 5, а перпен­
дикулярная составляющая уравновешивается силой 
сопротивления. Проектируя силу _на направление 
вектора пути S, получаем nps/*= | cos ф. Следова­
тельно, работа

Л = | / | С 0 8 ф | 5 |  =  | Л | 5 | С 0 8 ф .
В результате получается скаляр А, равный про­

изведению длин этих векторов на косинус утла 
между ними.

О п р е д е л е н и е .  Скалярным_ произведением двух 
векторов а и В (обозначение а -В) называется произ­
ведение их длин на косинус угла меж ду ними:

Я t  = \? \\t\c o s (a  * t ) .  (1.4.1)
По определению, если а = б или В=  б, то 

а -0 =  6 5 = 0 .
Знак скалярного произведения определяется вели­

чиной ( а Л В). Если (а л 5 ) е [0; п/2), то а - Б > 0, если
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(а л  В) е (я/2; л), то а- В<0.  Скалярное произведение 
определяется только для двух векторов.

1. Свойства скалярного произведения.
1°. Скалярное произведение двух векторов равно 

длине одного вектора, умноженной на проекцию 
второго вектора на ось, определяемую первым век­
тором.

Действительно, согласно (1.3.6) и рис. 17, имеем
n p a £ = |F |c o s(a  Л B) = \B\cosq>; (1.4.2)

а - В = \ а \ |^ |со8ф  =  |а |п р (5£  (1.4.3)

Проектируя вектор а на направление вектора В, 
находим

a £ = | £ | n p j a .
2°. Скалярное произведение перестановочно, т. е.

а- В= Ва. (1-4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем
а - В= \ а \  |F |c o s (a  Л В),
В-а  = |£ | | а | co s(В л а).

Так как ( а Л В) = (ВЛ а)  и | а | | /Г|  =  | £ | | а | ,  то правые 
части этих равенств равны, следовательно,

а - В - В - а .
3°. Если векторы а и В перпендикулярны 

друг к другу или хотя бы один из них равен ну­
лю, то

а - В=  0. (1.4.5)

Справедливо и обратное утверждение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ( а Л В) = п/2; тогда

a - b  = \a\ \B\  cos ̂  =  | а  11 £ | • 0 = 0 .

Пусть далее а -6 =  0; тогда |a | |£ |c o s ( a  Л /Г) =  0. О т­
сюда следует, что выполняется хотя бы одно из 
следующих условий:

|в |  = 0, |* |  =  0, (а Л В) =  п/2.
Учитывая свойство (1.4.5), получаем

Г / = / £ = £ Г =  0. (1.4.6)
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4°. Если т — действительное число, то для любых 
векторов а и b

(та) ■ b = та ■ Ь,
a (mb) = ma-b.  (1.4.7)

Свойство проверяется на основании определения ска­
лярного произведения.

5°. Скалярное произведение подчиняется распреде­
лительному закону относительно суммы

(а + Ь) -с  = а-с + Ь с .  (1.4.8)
Действительно, воспользовавшись тем, что а + b — 

вектор, обозначим a + b = d, тогда, учитывая (1.4.2), 
имеем

3 - с =  | с | пр 4- J =  | с | пр ?(а +  b ).
Принимая во внимание (1.3.9), запишем

| с | np f-(a +  Ь) =  | с | пр-а + 1 с | пргЬ = а с +  Ь • с.
Скалярное произведение вектора а на а называется 
скалярным квадратом и равно квадрату длины 
вектора а:

а ■ а = | а 11 <7| cos 0 = | а | 2 = а 2. (1.4.9)
Отсюда ясно, что i - i = j j = k k  = 1. (1.4.10)

Для .вычисления скалярного произведения век­
торов j ,  к попарно удобно помнить таб ­
лицу.

Таблица 1.3

T j к

I 1 0 0
j 0 1 0
к 0 0 1

2. Скалярное произведение векторов, заданных ко­
ординатами.. Пусть. даны^  д|»а вектора 
а = X i i 4- Y\ j ’+ к и /> =  Y ij-\-Z ik ,
Вычислим

a b  = ( X l 7+ Y J + Z l ic)-(X2i + Y J + Z 2 k).  
Применяя свойства (1.4.7) и (1.4.8), получим
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a b  = X l X2i i + X l Yi i j + X l Z 2ik +
+  Y, X J T +  Г, Y J J +  Yx Z 2Jk  +
+ Z l X2k 7 + Z l Y2k j + Z l Z 2kk.  (1.4.11)

Учитывая, что i, j ,  к — единичные, п оп арн а  перпен­
дикулярные векторы, запишем: i i = j j = k k =  1, 
i j = i k = J k = . О (табл. 1.3). В правой части равенства 
(1.4.11) останется только три слагаемых, т. е. 

a b  = X l Yl + X2 Y2 + Z i Z 2. (1.4.12)

•  Пример 1. Найти скалярное произведение векторов

a = 2j—6j+4k и Л = / +  2/'+А.

Р еш ен и е . Имеем: X t = 2, У |« —6 ,Z |« 4 ,  J f j « l ,  У2 = 2, Z j = 1.

а £ = 2 1 + ( - 6 )  2 + 4 1  = - 6 .

Знак «минус» указывает, что угол между векторами — тупой 
[см. (1.4.1)]. •

•  Пример 2. Проверить, перпендикулярны ли векторы

о =■ I+ 6 /—4А и b = —2i+ j+ k.

Р еш ен и е . Находим

а Ь=1 ( - 2 ) + 6  1+ (-4 )1  = 6 - 6  = 0.

Таким образом, a l b .  9

§ 1.Б. РАССТОЯНИЕ М ЕЖ ДУ ДВ УМ Я ТО Ч КА М И  
В ПРОСТРАНСТВЕ. НА ПЛОСКОСТИ И НА ПРЯМ ОЙ

Пусть вектор а = АВ  задан координатами точек 
A (x ii У1 ’, '» )  и В( х2: У г ’> -г)- Координаты вектора 
таковы: 

X=.x2- x l , Y = y 2—)’i, Z = z 2- z t . (1.5.1) 
Найдем скалярный квадрат вектора it: 

а 2 = а 2.

-

С другой стороны, а 2 = Х 2 + Y 2 + Z 2. Извлекая ко­
рень квадратный из а 2, получим длину вектора или 
расстояние между точками А и В:

a = \ AB\  = ̂ 2 = y/ X 2+ Y 2 + Z 2.
Заменим координаты вектора его значениями из 
(1.5.1). Имеем
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M fi| = v/ ( jfa -Jf i)2+ 0 '2 - J ,i )2 + (-2- - i )2; (1.5.2)
Предположим, что А и В лежат на плоскости Оху, 
тогда z  j = 0 , : 2 — 0 и

(1.5.3)
Наконец, если точки А и В  лежат на числовой оси, 
например на оси Ох, то r , = r 2 =  0, y i = y 2 = 0 и

(1.5.4)

Получен тот же результат, что и (1.3.1).
Q Пример. Даны точки .4(1: —1; —2) и В (У, 0; —4). 

Расстояние между точками А и В

|^ S !  = N/ ( 3 - l ) J + (0 + l ) J + [ |- 4 ) - ( - 2 ) ] * ’ = v/ 2 2+ l J + 2-’ =3. 9
Угол между двумя векторами. Зная правило 

определения скалярного произведения, можно найти 
косинус угла между векторами (costp). Имеем

a -b  = ab cos(p=>cosф = — .
ab

Если векторы заданы своими координатами а = ( Х1\ 
У,; Z , ), Ь = (Х2; У2; Z 2), то

ДГ, ДГ2 + Yl YI + Z lZ 1 с ечcos ф = ——= . .■ 1 1 2 1 2  (1.5.5)
J  х \  + у \ + г \ ^ /  x \ + y \ + z \

§ 1.6. ДЕЛЕНИЕ ОТРЕЗКА В Д А Н Н О М  ОТНОШ ЕНИИ

О Задача. Даны точки Л(дс,; >■,) и В ( х 2; у 2). 
На прямой ( АВ)  найти точку С(.хс ; >с ), делящую 
отрезок АВ  следующим образом:

АС =Х СВ .  (1.6.1)
Изобразим задачу схематически (рис. 18, о, б). 

Если точка С  находится между А  и В, то отрезки 
А С  и СВ  имеют одинаковое направление, отношение

Х =  —  принимается положительным (см. рис. 18, а);
СВ

если точка С расположена на продолжении отрезка 
А В, то отрезки А С  и СВ  противоположно направ- 

,  АСлены, число Л =  —  принимают отрицательным.
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6)

Рис. 18 Рис. 19

Введем систему координат О ху  и построим 
радиусы-векторы точек А, С и В (рис. 19).

Имеем
A C = r c  — r 1, С В  = г 2 - г с . (1.6.2)

Из (1.6.1) и (1.6.2) имеем гс — г\ =  ).{Т*г — г*с). Решая 
это уравнение относительно гс , получаем

rj+ X /j
Г с= Т + х ~ ' (1.6.3)

Из (1.6.3), учитывая, что равные векторы имеют 
равные координаты, находим

х с =

у с  =

1+А.
>Ч+>->з 

I + А.

(1.6.4)

(1.6.5)

О Пример. Найти точку С. делящую отрезок АВ  в отношении 
1:2, если известно, что А ( —4; 2), В (5; 14).

Р еш ен и е . Имеем =  — 4, x2 =  5, y t =2, 14. Л. = 1/2. Далее 
находим

- 4 + 1 /2 -5  - 3 /2  ,
* с ш— . ■ -  =  - т ^ ~ =  ~  Ч1 + 1/2 

2+1 2-14
1 + 1/2

Таким образом, С ( — 1; 6). #

3/2

§ 1.7. ВЫВОДЫ

С помощью метода координат положение точки 
на прямой, иа плоскости и в пространстве можно 
задать соответственно одним, двумя и тремя
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упорядоченными числами; утверждения о точках 
«переводятся» в утверждения о числах; геоме­
трические задачи можно решать алгебраическим 
путем, т. е. с помощью вычислений.

Все величины делятся на два класса: векторные 
и скалярные. Вектор можно задать, указав коор­
динаты точек начала и конца вектора.

Векторы называются коллинеарными, если изоб­
ражающие их направленные отрезки параллельны 
или хотя бы один из них нулевой.

Векторы называются компланарными, если изо­
бражающие их направленные отрезки параллельны 
одной плоскости, или хотя бы один из них 
равен нулю.

Декартовым прямоугольным базисом называется 
система трех взаимно перпендикулярных векторов
I, j , к с общим началом и длиной каждого равной 
единице.

В базисе /, j ,  к любой вектор представляется 
в виде равенства

АВ = X 7+ Yj +Zk,
где /1(.\',; j , ;  r t ) — начало вектора, В( х2; ,у2; 
г2) — конец вектора.

X  — Xz — Xi, Y = y  2 >’ 1, Z ~ : 2~  м-
Числа Л'. Y, Z  — координаты вектора.
Скалярным произведением двух векторов а и b на­

зывается число, равное произведению длин этих 
векторов на косинус утла между ними

а • b =  | а 11Ь | cos (а Л Ь ).
Равенство нулю скалярного произведения ненуле­

вых векторов а и Ь является необходимым и достаточ­
ным признаком перпендикулярности этих векторов.

Скалярное произведение векторов, заданных в де­
картовом прямоугольном базисе, равно сумме произ­
ведений их одноименных координат. С помощью 
скалярного произведения легко найти угол между 
векторами. Используя скалярное произведение век­
тора самого на себя, можно получить формулы для 
вычисления расстояния между двумя точками на 
прямой, на плоскости и в пространстве.

Расстояние между двумя точками равно корню 
квадратному из суммы квадратов разностей их
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одноименных координат. Имеются формулы для 
вычисления координат точки, делящей отрезок в дан­
ном отношении.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение аналитической геометрии как науки.
2. Сформулируйте сущность метода координат на прямой, 

на плоскости и в пространстве.
3. Дайте определение скалярных и векторных величин.
4. Что называется вектором?
5. Сформулируйте правила сложения, вычитания двух векторов 

и умножения вектора на число.
6. Какие векторы называются компланарными, коллинеар- 

ными; какие векторы называются равными, противоположными?
7. Что называется проекцией вектора на ось?
8. Дайте определение декартова прямоугольного базиса.
9. Как записывается вектор в декартовом прямоугольном базисс?
10. Что называется скалярным произведением векторов и ка­

ковы его свойства?
И . Напишите формулы для вычисления расстояния между 

двумя точками на прямой, на плоскости и в пространстве.
12. Напишите формулы деления отрезка в данном отношении.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите координаты точек, симметричных относительно 
начала координат с точками /4(3; 0), Д(0; —4); С( —2; 3); D( — 4; 
3). Постройте эти точки.

2. Прямоугольный участок земли имеет размеры 30x20 м. 
Определите координаты его вершин, если принять, что ось Ох 
проходит параллельно длинной стороне через середину короткой 
стороны, а ось Оу совмещена с короткой стороной.

3. Постройте треугольник с вершинами /1 (—4; 2), В(0; — 1) 
и С(3; 3) и определите его периметр.

4. Даны точки А (2, 6), В(0; 2). Постройте вектор А В, его
проекции на осях и вычислите про,АВ,  пр0,А В ,  \АВ\.

5. Найдите углы ААВС  с вершинами в точках А(2; — 1; 3), 
В(1; 1; 1), С(0; 0; 5).

6. Найдите длину медиан треугольника с вершинами А(2; 1), 
В (- 2 :  3). С(0; 3). .

7. Даны точки А/,(1; 3), Л/2 (2; 4), А/3 (0; -2 ), Л/*(3; 5).

Найдите координаты векторов: а) Л/,Л/2; б) Л/2Л/4; в) Л/,А/3; 

г) Л/4 м\ .
8. Даны вершины треугольника А ( I; 5), Я(3; —7), С (—5; 1). 

Определите косинусы его внутренних углов, середины его сторон.
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Рис. 20 Рис. 21

9. Дана точка А( 1; 2). Точка М(х; >) двигается по плоскости 
Оху. Найдите условия, которым должны удовлетворять х  и у  для 
того, чтобы вектор AM  был перпендикулярен вектору N = (3; 4).

10. Дана точка -4(1; 2; 3). Точка М(х; у, :) двигается 
в пространстве. Напишите условие, которому должны удовлет­
ворять х, у, 2, для того, чтобы вектор AM  был перпендикулярен 
вектору N =(3; 4; 5).

11. Вычислите работу, произведенную силой F=(5; 2; 1), 
если точка ее приложения перемещается прямолинейно из начала 
координат в точку А/, (2; 1; 4).

12. Вычислите, какую работу производит сила F=(3; 2; 4), 
если точка ее приложения перемещается прямолинейно из положе­
ния Л/, (2; —5; 4) в положение А/2(7; —I; 3).

13. Камень массой т лежит на склоне, тангенс угла которого 
равен 1/6. Найдите составляющую вертикальной силы, дейст­
вующей в направлении, перпендикулярном поверхности земли 
(рис. 20).

14. С самолета при высоте полета 30 м проводится подкормка 
посевов. Ветер, дующий горизонтально в направлении, перпен­
дикулярном направлению движения самолета, сносит удобрения 
со скоростью р ,= 2  м/с (рис. 21).

Частицы удобрения под действием силы тяжести и силы 
сопротивления воздуха падают вертикально вниз со скоростью 
|>2 =  3 м/с. Определить величину и направление сноса удобрений 
относительно линии, над которой летит самолет. Под каким 
углом к поверхности земли падают частицы удобрения? Найдите 
вектор пути s, пройденного частицей удобрения при се палении 
на землю. Смешением массы падающего удобрения за счет 
скорости движения самолета пренебречь.
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Г л а в а  2 

Линии и их уравнения на плоскости. 
Прямая линия

В этой главе рассматривается понятие уравнения 
линии. Термин «линия» основывается на реально 
существующих независимо от воли и сознания че­
ловека понятиях таких, как границы земельных участ­
ков, начертания дорог, форма натянутой струны, све­
тового луча, траектория движения различных тел. 
В главе изложены общий и частный принципы подхода 
при представлении линий уравнениями, а затем рас­
сматриваются геометрические свойства линий на ос­
нове анализа их уравнений.

§ 2.1. УРАВНЕНИЕ ЛИН ИИ

Понятие «линия на плоскости» будем считать 
интуитивно ясным, хотя определение линии довольно 
сложно и мы его рассматривать не будем.

Как установлено в гл. 1, между упорядоченной 
парой действительных чисел и точкой на плоскости 
в декартовых координатах устанавливается взаимно 
однозначное соответствие.

Существует ли аналогичное соответствие между 
более сложными геометрическими формами, в ча­

стности линиями, и более 
сложными алгебраическими по­
нятиями— уравнениями? Что­
бы ответить на вопрос, начнем 
с примера.

Проведем в системе коор­
динат Оху  биссектрису I и III 
координатных углов (рис. 22). 
Отметим на ней произволь­
ную точку М(х\  .у). Если точка 

Рис. 22 М  движется по биссектрисе,

’ • Hi гэ
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то ее координаты будут изменяться, но не произ­
вольно, а оставаясь связанными соотношением х = у  
(или .v —у =  0).

Если точка «сойдет» с биссектрисы, то соот­
ношение х —у = 0 не будет выполняться, абсцисса 
станет больше или меньше ординаты, т. е. вместо 
равенства получится неравенство. Соотношение 
х —>>=0 верно для координат (х\ у)  всех точек, лежа­
щих на биссектрисе, и только для них.

Пусть х  и у — две произвольные переменные 
величины. Выражение F(x\  >») =  0, где F(дг; у) — со­
вокупность действий над х н у ,  называется уравнением 
с двумя неизвестными, если оно верно не для всех 
пар чисел х  и у. Например, уравнениями являются 
равенства 2х — 6у +  4 =  0, вдг2- ^ 2 — 16 =  0.

О п р е д е л е н и е .  Уравнением линии относительно 
прямоугольной системы координат называется такое 
уравнение F(x; >) =  0, которому удовлетворяют ко­
ординаты х , у  всех точек, лежащих на линии, 
и только они.

Как правило, в системе координат Оху  уравнение 
F (x ; у )= 0  определяет линию, но бывают и исключе­
ния. Например, уравнение (.х+ 1)2 +  (>’ — 4)2 = 0 опре­
деляет только одну точку ( —1; 4), а уравнение 
2х2 +  3у2 +  6 = 0 не имеет никакого геометрического 
образа. В уравнении F(x; у) символы х  и у  называют 
текущими координатами.

Используя определение уравнения линии, можно 
установить, проходит ли данная линия через данную 
точку (,v0; j ’0), не прибегая к геометрическим по­
строениям. Для этого достаточно в уравнение линии 
F{x; у) = 0 вместо текущих координат подставить 
координаты данной точки (х0; ^ 0). Если получается 
числовое равенство (тождество), то линия проходит 
через точку (точка лежит на линии), если тождество 
не имеет места, то линия через точку не проходит.

В данном курсе будут рассмотрены некоторые 
линии, определяемые в прямоугольной системе ко­
ординат алгебраическими уравнениями первой и вто­
рой степеней:

1) Ах  +  By +  С —0;
2) А х 2 + Вху + С у 2 + Dx + Еу + F=0.

9  Пример. Центр окружности радиуса R совмещен с точкой
О, (дг,; >,), записать уравнение окружности.
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Рис. 23
уравнение окружности принимает вид

Р еш ен и е . Построим окружность 
в системе Оху (рис. 23). Для любой точ­
ки Л/(лг; >■), лежащей на окружности, име­
ем |0 , M\ = R, или ^ ( х —At,)2+ (v -> ’i)= 
= R. Возводя обе части равенства в ква­
драт, получим

<vm\ \»HW) 
(* -* ,)* + (? -* )-*  (2.1.1)

Выражение (2.1.1) и является уравне­
нием окружности в выбранной систе­
ме координат. Если центр окружности 
совпадает с началом координат, то

x 2+ y 2 = R 2 (2.1.2)

§ 2.2. ПРЯМАЯ ЛИН ИЯ. УГОЛ НАКЛОНА  
И УГЛОВОЙ КО ЭФ Ф ИЦИЕНТ. УРАВНЕНИЕ ПРЯМ ОЙ  

С УГЛО В Ы М  КО ЭФ Ф ИЦИЕНТО М

Пусть в системе координат Оху  задана прямая /.
О п р е д е л е н и е  1. Углом наклона ф прямой 

называется наименьший угол, отсчитываемый от 
положительного направления оси Ох против часовой 
стрелки до данной прямой (рис. 24).

Угол ф е [0 ; л).
Если ф = 0, то 

или 1\\Оу.
Характеристика наклона прямой, выраженная 

в градусной или радианной мере, неудобна при 
вычислениях, поэтому желательно ввести безразмер­
ный показатель наклона.

О п р е д е л е н и е  2. Тангенс угла наклона прямой 
называется угловым коэффициентом k, т. е. lg<p = k.

то 11| Ох; если ф =  к/2, то 11 Ох

Рис. 25
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Из определения 2 следует, что
1) /се( — оо; +оо);
2) если ф<л/2 ,  то к>  0;
3) если ф > я /2 , то А- <  0;
4) каждому значению угл 1 ента со-

5) прямая, параллельная оси Оу, не имеет углового 
коэффициента.

Угловой коэффициент определяет величину на­
клона прямой по отношению к оси Ох, так что 
термины «наклон прямой» и «угловой коэффициент» 
обычно отождествляют.

Положение прямой в системе координат О ху  
можно задать различными условиями, в частности 
прямая определена, если задан угол наклона ф и точ­
ка 5(0; Ь), лежащая на прямой (рис. 25). Как по 
этим данным найти. уравнение прямой? Ограничимся 
случаем, когда угол наклона ф остры й, 6 > 0 .  
Возьмем на прямой точку М(х;  И з треугольника 
В А М  следует, что точка Л/ лежит на прямой в том 
и только в том случае, если

где к — угловой коэффициент; Ь — отрезок, отсека­
емый прямой на оси Ох; х , >— текущие координаты.

§ 2.3. УГОЛ М ЕЖ ДУ ДВ УМ Я  П Р Я М Ы М И .
УСЛОВИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ  

И ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ ДВУХ П Р Я М Ы Х

Пусть даны две пересекающиеся прямые
I и т  с угловыми коэффициентами к у и к г соот­
ветственно.

О п р е д е л е н и е .  Углом  0 меж ду прямымиI  
и т называется угол, отсчитываемый от прямой 
с угловым коэффициентом k lt против хода часовой 
стрелки —  до прямой с угловым коэффициентом к 2.

Из рис. 26 видно, что 0 =  ф2- ф , .  П о формулам, 
известным из тригонометрии, имеем

ответствует одно значение

' у  — /> =  .Y tg ф. 

Учитывая, что tgф  = Â  имеем
у —Ь = кх, или >• =  &* +  />, (2.2.1)

l g 4>2~lg< P|

! + tg<pjtg<p, ■
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Учитывая, что tg ф, =  Агх, 
tg(p2=Ar2, получаем

Если / 1| т, то обе прямые
► имеют равные углы на­

клона:

Рис. 26

Ф ^ Ф г ^ ё Ф  1 = tg V 2̂ A:i =А:2.
(2.3.2)

Равенство (2.3.2) является
необходимым и достаточ­

ным условием параллельности двух прямых. Если 
/ 1  т, то

ф , =  Фл ±  n /2 o tg  Ф, =  tg (фг ±  п/2) =  -  clg ф2 =

Равенство (2.3.3) является необходимым и доста­
точным условием перпендикулярности двух прямых.

#  Пример Среди прямых 1) > = 2дг—3; 2)>  = |.т+ 2 ;

3)>'=2дг+3; 4) у =  — 4.Т —6 указать параллельные и перпенди­
кулярные.

Р еш ен и е . Находим угловые коэффициенты. Имеем * ,=  2, 
*2 = 1/4 *j = 2, Л4= —4. Так как kl =ki, то прямые 1) и 3) парал­
лельны. Из того, что k 2 = —l/k t , следует, что прямые 2) и 4) перпен­
дикулярны. #

§ 2.4. УРАВНЕНИЕ ПРЯМ О Й.
ПРОХОДЯЩЕЙ ЧЕРЕЗ ДАННУЮ  ТО ЧКУ  

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНО Д А Н Н О М У  ВЕКТОРУ

Положение прямой I на плоскости Оху  может 
быть определено, если задана точка Л/, (дг,; Ух)е1

и вектор Я  = (А; В), перпенди­
кулярный /. Вектор N  называ­
ется нормальным. Найдем урав­
нение прямой /. Возьмем на 
прямой точку М ( х ; у )  и рас­
смотрим вектор М 1М  = ( х —х 1; 
у —.у,) (рис. 27). Согласно усло-

Рис 27 вию L M XM,  поэтому скаляр-
40



ное произведение N  ■М1М = 0 .  Переходя к скалярному 
произведению векторов, заданных координатами, 
имеем

Л ) =  0. (2.4.1)

Этому соотношению удовлетворяют координаты 
х,  у  любой точки, лежащей на прямой /, и только 
они. Из (2.4.1) следует, что

А х  + В у —( Лх 1 + Д>’,)  =  0. (2.4.2)

Введем обозначение
~ { A Xl + B y x)=C.  (2.4.3)

Тогда
/4.x +  5 j + C  = 0, (2.4.4)

где А и В  — координаты нормального вектора; х, 
у  — текущие координаты; С — свободный член. Соот­
ношение (2.4.4) называется общим уравнением прямой 
на плоскости. Таким образом, прямая на плоскости 
может быть представлена уравнением первой степени 
относительно х  и у.

М ожно показать, что всякое уравнение первой 
степени с двумя неизвестными х  и у  определяет 
прямую на плоскости Оху. Для этого надо «об­
ратить» предыдущие рассуждения, т. е. из (2.4.4) 
получить соотношение (2.4.1).

Проанализируем уравнение (2.4.4).
1) Если А =  0, то N l O x ,  а 1\\Ох.
Уравнение прямой принимает вид Z?v +  C = 0 ,  или

с су =  — Используя обозначение —~ = Ь, запишем в в
у  = Ь. (2.4.5).

2) Если В - 0, то N l O y ,  1\\Оу, а уравнение
с

прямой имеет вид А х + С = 0 ,  или х = — - .  

Используя обозначение — ^  = а, запишем

х  = а. (2.4.6)

3) Если А = С = 0 , то B y - 0, у  = 0о / е Ох;
у  = 0 (2.4.7)

— уравнение оси Ох.
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4) Если В = С - 0 .  то 
Лх = 0. лг =  0, =>1еОу, следо­
вательно, 

д = 0  (2.4.8)

'  — уравнение оси Оу.

ф  Пример. Построить прямую 
2дс + 3> '+6=0 и ее нормальный 
вектор /?.

Р еш ен и е . Чтобы построить 
прямую, достаточно найти коор­
динаты каких-нибудь двух точек, 

лежащих на прямой. Составляем следующую таблицу:

X 0 3

У - 2 0

Одну из текущих координат берем произвольно, другую 
вычислим из уравнения прямой. Построив точки /4(0; —2) 
и Я ( -3 ;  0) и проведя через них прямую, решим первую часть 
задачи. Нормальный вектор имеет координаты #  = (2; 3). Со­
вместим начало вектора N  с началом координат, тогда конец 
его совпадает с точкой М (2; 3) OM = N  (рис. 28).

§ 2.5. УРАВНЕНИЕ ПРЯМ О Й.
ПРОХОДЯЩЕЙ ЧЕРЕЗ ДВЕ ДАННЫ Е ТО ЧКИ. 
УРАВНЕНИЕ ПРЯМ О Й. ПРОХОДЯЩЕЙ ЧЕРЕЗ 
ДАННУЮ  ТО ЧКУ В Д А Н Н О М  НАПРАВЛЕНИИ

Пусть даны две точки A ( x t ; ; ’,)  и В ( х 2; ,у2). 
Проведем через них прямую / и выберем на ней 
текущую точку М(х;  у)  (рис. 29). Установим соот­
ношение между текущими координатами (х; .у) и ко­
ординатами _точек А и В. Запишем координаты 
векторов A M  и А В .  Имеем A M  = ( х —х 1; у —у А  
—¥ —* —►

АВ  = (x2—x i ; Уг—Уу)- Векторы A M  и АВ  расположены 
на одной прямой, следовательно, они коллинеарны. 
Учитывая (1.3.14), найдем

=  — ! l ,  (2.5.1)
Уг~У I * j-* i

где a-,, j ’, — координаты первой данной точки; х 2, у 2— 
координаты второй данной точки; х, у — текущие коор-
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динаты. Получено урав­
нение прямой, проходя­
щей через две точки. 

Из (2.5.1) имеем

Уг “~У \ /  \
У - У 1 = 7 ~ 1 1 \ x - x i Y  

Х 2 ~ Х 1

(2.5.2)

Здесь число ——— рав-х,-дс,
но угловому коэффициенту прямой. Обозначая

>2- у- = к  и подставляя этб значение в (2.5.2), имеем 
х , - х .

У - У х = к { х ~ х ,), (2.5.3)

где Xj, y t — координаты данной точки; х,  у  — текущие 
координаты, к — угловой коэффициент. Получено 
уравнение прямой, проходящей через данную точку 
в данном направлении.

#  Пример. Составить уравнение прямой, проходящей через 
точки Л/, ( —4; 6) и Л/2 (2; —1). Найти се угловой коэффициент.

Р еш ен и е . Подставим в уравнение (2.5.1) х ,=  —4, дг2 =  2, 
у у 2= — 1- Имеем

у —6 х + 4  у —6 х + 4
---------= ------ , или ------= ------ .
- 1 - 6  2 + 4  - 7  6

После упрощения получаем

7* +  6>’—8 = 0;

, - 1 - 6  7к = ------- = --------= — . щ
х,  — х,  2 + 4 6

§2 .6 . ТОЧКА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ДВУХ ПРЯМ Ы Х.
ВЗАИМ НО Е РАСПОЛОЖ ЕНИЕ ДВУХ ПРЯМ Ы Х

Пусть прямые /, и /2 заданы соответственно 
уравнениями A t x  + В 1у  + С 1= 0 и А 2х  + В 2у  + С 2=0.  
Найдем точку их пересечения. Точка пересечения, 
если она существует, является общей для обеих 
прямых, следовательно, ее координаты х,  у  должны 
обращ ать в тождество оба уравнения. Очевидно, 
что числа х,  у  являются решением системы
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{A t x +  B ly-\-C l =0 ; 
A 2x  + B2y-\-C 2 =  0;

(2 .6.1)

Система (2.6.1) имеет единственное решение, если

Соотношение (2.6.2) означает, что прямые пере­
секаются.

Рассмотрим случай, когда
А 1В2- А 2В 1 = 0 .

Предположим, что решение системы (2.6.1) существует 
в виде пары чисел дг0, _>’0. Подставляя их в (2.6.1), имеем

Умножив первое из уравнений на А 2, а второе — на 
А х и вычитая из первого уравнения второе, получаем 
А 2С,  — А 1С 2 =  0, ч т о  противоречит условию. Система 
решений не имеет, следовательно, у прямых /, и 12 
нет общих точек, т. е. /, \\12. Условия (2.6.3) — условия 
параллельности двух прямых.

Наконец, возможен случай, когда А х В2 — А 2 Я, = 0 , 
А 2С { — А , С2 =  0, В 1С 1— В2С 1. Из этих равенств сле­
дует. что А 2 = ц А, ,  В2 = \хВ х, С2 = ц С ,, или

где ц — некоторое число.
Коэффициенты уравнений пропорциональны. Сис­

тема уравнений (2.6.1) равносильна одному урав­
нению. так как второе уравнение можно получить 
из первого, умножая его на ц. Уравнение 
А хх  + B xy  + C x=Q имеет бесконечное множество 
решений

где у  — любое число. В этом случае прямые /, и /2 
совпадают.

А 1В2- А 2В, Ф0. (2 .6.2)

Я , С 2- Д 2С , * 0 или {А2С 1- А 1С2*0).  (2.6.3)

А хх 0 + В Уу 0 + С  
А 2х  о 4- B jy 0 +  С2 — 0.

x = z i i Z z £ i
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Оформим краткие выводы в виде таблицы
Таблица 2.1.

Зависимость межлу 
коэффициентами уравне­

ний прямых

Взаимное располо­
жение прямых

Количество
решений

Л ХВ1- А 1В Х ф0 Прямые псресскаются Одно

А 1В1- А 1В1 =0  
В , С , - в 2С ,^ 0  
(Л2<?.- 4 , 4 * 0 )

Прямые параллельны Не существует

А, ^  Вх ^  С,
л Г  в Г  Сг

Совпадают Бесконечное
множество

ф Пример. Найти точку пересечения прямых 
/, :2.г + 3> '-16 = 0;

/2 : З л —у —2 = 0.
Р еш ен и е . Имеем: А ,=2,  В, =3, Аг = 3, 5 ,  = — 1. Далее 

получаем
Л ,Я 2 —Л , В , = 2 ( —1)—3 r3 = — I I  ^0.

Следовательно, прямые пересекаются.
Составляем систему

(2*+3>— 16=0,
{зх—>—2 = 0.

Умножая первое из уравнений на 3, а второе на —2 и почленно 
складывая, получаем

6дг+9>> —48 = 0,
—6х+ 2  у  —4 =0,

11 — 44 = О о у =4.
Умножая первое из уравнений на 1, а второе— на 3 и почленно 
складывая, получаем

2jc + 3>- - 1 6  = 0,
9 * - 3 у  - 6  =0,

11 дс — 22 = 0о.х = 2 .
Таким образом, точка пересечения прямых М  (2; 4).

§ 2.7. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ С М Ы С Л НЕРАВЕНСТВА  
И СИСТЕМЫ  НЕРАВЕНСТВ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ  

С ДВ УМ Я НЕИЗВЕСТНЫ М И

Рассмотрим уравнение оси Ох
у  = 0. (2.7.1)
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Ось Ох  делит плоскость 
Оху  на две полуплоско­
сти — нижнюю, для всех 
точек которой .у<0, 
и верхнюю, все точки 
которой имеют _у>0. 
Неравенству ^ < 0  удов­
летворяю т координаты 
всех точек нижней по-

Рис. 30

► луплоскости, тогда как 
неравенству >’> 0  удов­
летворяю т координаты 
всех точек верхней по­

луплоскости. Отсюда делаем вывод: неравенство 
вида ^ > 0  или >»<0 определяет полуплоскость. 

Пусть дано уравнение

Соответствующая прямая плоскость О ху  на две 
полуплоскости: левую и правую. Для всех точек 
левой полуплоскости х < а ,  а для правой полупло­
скости х >а .  Неравенство вида х < а  или х > а  
определяют в системе декартовых координат полу­
плоскость.

Пусть теперь дано уравнение

Соответствующая прямая делит плоскость Оху  на 
две полуплоскости. Равенство (2.7.3) имеет место 
только для координат точек, лежащих на прямой. 
Если подставить координаты точки М ( х \ у ) ,  которая 
лежит в какой-либо полуплоскости (т. е. не лежит 
на прямой) в (2.7.3), то равенство (2.7.3) перейдет 
в неравенство

И в общем случае можно показать, что при подстановке 
координат точек одной полуплоскости в (2.7.3) получаете* неравен­
ство одного смысла, а для координат точек другой полуплоскости 
имеет место неравенство противоположного смысла. Докажем эго.

Пусть прямая L  задана уравнением Лх +  Яу +  С = 0 (рис. 30). 
Прямая L  разбивает плоскость Оху на три части:

1) открытую полуплоскость Р+ (без точек L);
2) открытую полуплоскость Р .  (без точек L );
3) саму прямую L.

На полуплоскость Р Ф указывает вектор jV.

х  = а. (2.7.2)

Лх+Д>-  +  С = 0 , (Л 2 +  Д 2/ 0 ) .  (2.7.3)

А х +  Ву  + С < 0  или А х  + Ву  + С>0.
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Теорема. Точка М(х; у )е  P t тогда и только тогда, когда 
А х  + Ву + С>0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем на прямой L точку М0(х0; >■„) 
и точку А/ (х, £ Р , . Рассмотрим вектор А / (jf Jfot >0) Ясно, 
что М(х; у)е  Р,**(Мо]Й Л  Я )— острый •*> М0Ю. Я>0*>А (дг—дг0) + 
+ В (у — >>„) > О о  А х  +  By > А х0 + Ву0<* А х  + B y + С >  А х0 + Ву0 +  С.

Так как М 0(х0; у0) е L, то А х 0 + Вуо + С - 0 .  Таким образом,

А х  + В у+ С >  0.
Теорема доказана.

Аналогично доказываются следующие утверждения:
1) М  jc; у)е  Р _ о А х +  Ву+С<0;
2) М \х\ у  е P . \ J L o A x +  В у + С ^ 0 ;
3) М х , у  e P . \ J L o A x + B y + C ^ 0 .

Вывод-, в системе координат Оху неравенства
А х+  В у + С < 0 и А х+  В у+ С > 0  

определяют полуплоскости.

О п р е д е л е н и е .  Множество точек плоскости, 
координаты которых удовлетворяют неравенству 
А х +  В у + С ^ 0, называется областью его решений.

Областью решений является полуплоскость. Для 
неравенств вида Л х + Д у  +  С ^ О  или А х +  В у + С ^ 0  
в область решений входит и разделяющая прямая.

П р а в и л о .  Чтобы построить область решений 
неравенства, необходимо:

1) построить прямую
А х + Ву + С = 0; (2.7.3)

2) вместо текущих координат х  и у  подставить 
в (2.7.3) координаты точки О (0; 0).

Если неравенство удовлетворяется, то областью 
решений является полуплоскость, содержащая точку 
0 (0 ; 0). Если неравенство не удовлетворяется, то 
областью решений служит другая полуплоскость. 
Короче, если в неравенстве А х + В у + С ^ Ъ  знак 
свободного члена совпадает со смыслом неравенства, 
го полуплоскость, содержащая точку 0 (0 : 0), явля­
ется областью решений неравенства.

Область решений неравенства А х + В у ^ 0  строится 
аналогично, только вместо координат точки 0 (0 ; 0) 
надо подставлять координаты точки, лежащей в од­
ной из полуплоскостей.

9  Пример. Построить в системе декартовых координат об­
ласть решений неравенства

1х + 3>—6>0.
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г

Рис. 31 Рис. 32

Р еш ен и е . Строим прямую 2х+ 3у—6 * 0 . Знак свободного 
члена противоположен смыслу знака неравенства. Следовательно, 
область решений не содержит начала координат (на рис. 31 
показана штриховкой). Прямая линия не входит в область 
решений. О

Пусть в декартовых координатах Оху  дана си­
стема п неравенств

О п р е д е л е н и е .  Множество точек плоскости, 
координаты которых удовлетворяют неравенствам
(2.7.4), называется областью решений системы.

Область решений — это общая часть всех полу­
плоскостей, определяемых каждым неравенством, от­
дельно, т. е. система неравенств вида (2.7.4) определя­
ет пересечение полуплоскостей. В этом состоит 
геометрический смысл системы (2.7.4).

•  Пример. Построить область решений системы неравенств

Л х Х +  В ху + С х < 0 , 
Л2х +  В2у  + С2>0,  

< А 3х  + В3у  + С3<0, (2.7.4)

Лях + В ту + С я> 0.
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.r+>  —5>0.
< — х  + З у - 7< 0,

За —>•< 11.

Р еш ен и е . Строим соответствующие прямые х + у —5, 
—дс+З*’—7= 0 , Зл —1=11 (рис. 32).

Итак, областью решений является часть плоскости внутри 
треугольника. Стороны треугольника в эту область не входят. •

§ 2.8. ЗАДАЧИ ИЗ АГРОНОМ ИЧЕСКО Й  
И ЗООИНЖ ЕНЕРНОЙ ПРАКТИКИ

При составлении задач (условных) данного параг­
рафа понятие функциональной зависимости считалось 
известным читателю из школьного курса.

Рассмотрим некоторые простейшие математичес­
кие модели задач, связанных с сельскохозяйственным 
производством. Как известно, модель задачи должна 
отражать прежде всего главные, основные, особен­
ности и свойства, определяющие условия протекания 
процесса или явления.

При увеличении числа принимаемых во внимание 
условий математическая модель усложняется, изучать 
такую модель труднее, но полученные результаты 
будут более значимыми, а прогноз хода процесса 
окажется более точным.

Наиболее простой математической моделью яв­
ляется уравнение первой степени — уравнение прямой 
линии.

Задача 1. Масса у  1 м 3 сена, соломы и других грубых 
кормов определяется при прочих равных условиях продолжитель­
ностью х  времени хранения после складирования. Пусть через’ 
месяц после укладки 1 м 3 сена природных сенокосов весил 52 кг, 
а через три месяца— 62 кг. Предполагая, что в промежутке 
времени от 0 до 3 месяцев зависимость между х  и у  графически 
выражается прямой*, записать уравнение этой прямой и построить 
се график. Определить массу 1 м 3 сена после 1,5; 2 и 2,5 месяцев 
ее хранения, сначала по графику, а затем с помощью вычислений.

Р еш ен и е . Найдем уравнение прямой, проходящей через две 
точки Л(1;52) и В(3; 62). Имеем

* Строго говоря, такое предположение является условным. 
В первые дни после складирования масса 1 м 3 сена возрастает 
заменю, с течением времени возрастание замплястся и $агсм 
практически прекращается. Для учета этих условий потребовалась 
бы более сложная математическая модель.
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> -5 2  х - \  >>—52 х ~ \
62 -  52 =  3 — 1 ’  " Л И  Т о " "  2 '

Умножая обе части равенства 
на 2 и на 10 и уединив у, 
окончательно имеем

>= 5дс+47. (2.8.1)

Уравнение (2.8.1) является 
математической моделью изуча­
емого процесса с учетом приня­
тых допущений. График (2.8.1) 
изображен на рис. 33.

Если дг = 1,5. то > = 5 ■ 1,5+47 = 54,5;
если дг = 2, то > = 5 -2,0+47 = 57;
если х=2,5, то >> = 5-2,5+ 47 = 59,5.

Из графика находим: > = 55 при дг = 1,5; >=58 при * = 2; >=60 
при дг = 2,5. •

•  Задача 2. Масса > подстилочного навоза от одной головы 
крупного рогатого скота при одинаковых условиях содержания 
зависит от длительности стойлового периода х. Так, при стойло­
вом периоде в 180 дн масса навоза на 1 голову составляла 
4,5 т, а при длительности периода 240 ди — 8 т.

Какой выход навоза можно ожидать при стойловом периоде 210 
дн, 225 дн, если на основании изучения условий производства можно 
считать, что в данном промежутке времени масса навоза возрастала 
пропорционально продолжительности стойлового периода?

Р еш ен и е . График зависимости величин > и х — прямая, 
проходящая через точки /1(180; 4,5) и В (240; 8).

Запишем уравнение прямой (АВ):

у - 4,5 дс —180 > -4 ,5  х -1 8 0
--------------* = --------------------- ,  И Л И  ---------------ш ---------------- .
8 -4 ,5  240-180 3,5 60

Окончательно получаем > = 0.058дс—6.
Если дг = 210, то >=0,058-210—6«6,2/и,
если х  = 240, то >=0,058 -225 — 6 « 7 ,От. #

•  Задача 3. Для некоторых сортов вики установлено, что 
при прочих равных условиях продуктивность (урожайность зеленой 
массы, сена, ссмян) зависит от массы 1000 семян посевного 
материала.

Так, если масса 1000 зерен составляет 27,5 г, то урожайность 
зеленой массы составляет 150 ц/га и семян 8 ц/га, а если масса 
1000 зерен равна 42,5 г, то соответственно 225 и 15 ц/га.

Считая, что графиком зависимости урожайности зеленой 
массы и семян от массы 1000 семян на интервале [27,5; 42,5) 
является прямая, найти уравнения этих прямых и определить 
урожайность зеленой массы и сена при массе 1000 семян в 30 г.

Р еш ен и е . Уравнение пропорциональной зависимости имеет
вид
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у = к х  + Ь. (2.8.2)
Прямая (2.8.2) проходит через точки /4(27,5; 150) и в  (42,5; 225). 
Для урожайности зеленой массы имеем уравнение

>—150 х —27,5
225-150 42,5-27,5

, или у=  5х+12,5. (2.8.3)

Математическая модель урожайности семян в зависимо­
сти от массы 1000 семян получается аналогично. Прямая 
(2.8.2) проходит через точки С (27,5; 8) и 0(42,5; 15). 
Имеем

* 21 < ■ или Ут0.4(6)х—4,8(3), или >-«0,5х-4,8. (2.8.4) 
15 —в 42,5 — 27,5

По формулам (2.8.3) и (2.8.4) можно найти приближенное 
значение урожайности зеленой массы вики и семян при любой 
массе 1000 семян, х 6 [27,5; 42,5].

Так, при х =  30г урожайность зеленой массы
>■ = 5-30+  12,5= 162.5 (ц/га).

Урожайность семян
>=0.5 - 30—4,8 = 11,2 (ц/га).

Полученные результаты следует считать приближенными, их 
точность зависит от того, на сколько точно отражает выбранная 
модель реальный биологический процесс. •

#  Задача 4. Посевной агрегат с шириной захвата 4 м при 
сплошном рядовом посеве полевой культуры совершает прямо­
линейное движение в северо-восточном направлении под углом 
60° к направлению меридиана. Приняв, что ось Оу совпадает 
с направлением меридиана и что точка начала движения совпадает 
с началом координат, записать уравнения прямолинейных участков 
траектории движения агрегата (рис. 34).

Р еш ен и е . Воспользуемся уравнением прямой с угловым 
коэффициентом (у=кх+Ь).  В данном случае

Аг = tg (90° — 60°) = (g 30° .>/3

Уравнение начальной тра­
ектории имеет вид

Из
имеем

\AO\-

Л
треугольника А ВО

\ВО\ 2 -4 _  8 
cos 30^Ш ̂ /з * %/з
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Для линии движения агрегата, совпадающей с отрезком В А, имеем

v/3 8
з x + f i

Для всех других траекторий уравнение имеет следующий вид:

/3 8 
> = — х + п  —- ,  где n e Z .  0

3 n/3

§ 2.9. ВЫВОДЫ

С помощью системы декартовых прямоугольных 
координат Оху  устанавливается взаимно однозначное 
соответствие между линиями на плоскости и урав­
нениями вида F(x,  j )  =  0.

Прямая линия выражается уравнением первой 
степени относительно х  и у. Уравнение первой 
степени вида А х  + Ву + С = 0  ( Л 2 + В 2ф 0) определяет 
в системе координат Оху  прямую линию. Положение 
прямой на плоскости и соответствующее ей уравнение 
могут быть найдены, если известно любое одно из 
следующих условий:

1) угол наклона прямой и точка ее пересечения 
с осью Оу;

2) координаты точки, лежащей на прямой, и вектор 
ft,  перпендикулярный прямой (нормальный вектор);

3) координаты двух точек, лежащих на прямой;
4) координаты одной точки, лежащей на прямой, 

и ее угловой коэффициент;
5) координаты одной точки, лежащей на прямой, 

и уравнение прямой, параллельной или перпенди­
кулярной искомой прямой.

Могут быть и другие условия, использование 
которых приводит к перечисленным.

Взаимное расположение двух прямых можно оха­
рактеризовать углом между прямыми и точкой их 
пересечения. Чтобы найти точку пересечения прямых, 
необходимо и достаточно из уравнений прямых 
составить систему и решить ее. В случае, если 
система не совместна, прямые не имеют общей 
точки, т. е. не пересекаются.

Неравенства вида А х  + Ву + С < 0  и А х  + Ву + С > 0 
в системе координат Оху  определяют полуплоскости, 
на которые разделяется плоскость прямой 
А х +  Ву + С = 0.
52



Система линейных неравенств с двумя неизвест­
ными определяет ту часть плоскости Оху , коор­
динаты точек которой удовлетворяют всем неравен­
ствам.

Уравнение вида у  = кх  + Ь или Ах  + Ву + С = 0  при­
меняется для изучения простейших процессов в сель­
скохозяйственном производстве, где можно допу­
стить, что величины х  и д’ изменяются пропорци­
онально.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение уравнения линии на плоскости.
2. Напишите общее уравнение прямой.
3. Укажите различные случаи положения прямой относительно 

осей координат и соответствующие им уравнения.
4. Как проверить, лежит ли данная точка на данной прямой?
5. Что называется углом наклона прямой?
6. Что называется угловым коэффициентом прямой, каков 

его геометрический смысл?
7. Чему равен угловой коэффициент прямой, параллельной 

оси 0 x1
8. Напишите уравнение прямой, проходящей через данную 

точку в данном направлении.
9. Напишите > равнение прямой, проходящей через 2 данные 

точки, общее уравнение прямой.
10. Напишите формулу тангенса угла между двумя прямыми.
11. Сформулируйте условия параллельности и перпендикуляр­

ности двух прямых.
12. Как определить точку пересечения двух прямых?
13. В чем состоит геометрический смысл неравенства первой 

степени с двумя неизвестными?
14. В чем состоит геометрический смысл системы неравенств 

первой степени с двумя неизвестными?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Напишите уравнение прямой, проходящей через точки 
Л/(1; —4) перпендикулярно вектору Я=(2\ 6). Постройте эту 
прямую.

2. Постройте вектор Я (3; 4), выходящий из начала координат, 
и прямую I: Jx + Ay—12=0. Под каким углом к вектору 
N  проходит прямая?

3. Постройте прямые 2л: — 6=0, 4у+ 12= 0, х —6у=0, 6 х - у  = 0. 
Найдите нормальные векторы и угловые коэффициенты этих 
прямых.

4. Постройте прямую, проходящую через начало координат 
и точку ( — 2; 3), напишите ее уравнение.
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5. Уравнение прямых имеют вид: 2 .x - 3>’ = 6, 2л + 3>' = 0, у =  — 3,

и определите параметры к и Ь.
6. Напишите уравнение прямой, проходящей через точки 

А ( - 1; 3) и В(4; -2 ).
7. Напишите уравнение прямой, проходящей через точку 

С (2; 4) перпендикулярно прямой (АВ) (см. задачу 6).
8. Определите вершины угла треугольника, стороны которого 

заданы уравнениями: х + 3>’=0, х = 3 , х —2>+3=0. Найдите систему 
неравенств, для которой областью решений являются точки, 
лежащие внутри треугольника.

9. Среди прямых: I) Зле—2>> +  7 = 0, 2) 6х — 4 у —9 = 0,
3) 6х+ 4у—5 = 0, 4) 2дг+3.у—6 = 0 найдите параллельные и перпен­
дикулярные. Постройте эти прямые и их нормальные векторы, 
исходящие из начала координат.

10. Луч света направлен по прямой > = - х —4. Дойдя до оси

абсцисс, он от нес отразился. Определите точку встречи луча 
с осью и уравнение отраженного луча.

11. Постройте область решений отдельно каждого из следу­
ющих неравенств:

1) З.г—>+ 1 >0; 2) Здс—>•+1 <0; 3) 2 х + > -4 > 0 ; 4) 2 х + > -4 < 0 .
12. Постройте область решений системы неравенств:

1) (Зх->> + 6> 0 , 2) (Зх—> + 6 > 0 ,

13. Зависимость урожая картофеля у  (ц/га) от фотосинтетичсс- 
кого потенциала х  (%) выражается прямой, проходящей через 
начало координат и точку А (2; 450). Запишите уравнение зави­
симости.

14. Зависимость величины общей сухой биомассы у  (г/м2) 
картофеля от нарастающей суммы испарения x = £ f  (мм) выража­
ется прямой, проходящей через точки А (160; 0) и в  (300; 1100).
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Запишите уравнение прямой (ЛВ). Угловой коэффициент прямой 
выражает наибольший эффект орошения в периол интенсивного 
роста картофеля.

15. Иэлержки производства 100 ед. некоторого товара состав* 
ляют >, =  300 руб., а 500 единиц стоят = 600 руб. Определите 
функцию издержек производства и стоимость 400 единиц товара 
при условии, что функция линейная.

16*. После того как были убраны 12 га силосных культур, 
силосоуборочный комбайн продолжал работать, убирая за каждый 
час по 1,7 га. Определите графически, сколько гектаров силосных 
культур было убрано через х  часов работы, запишите формулу 
данной зависимости.

17. Даяные о массе зерна х(г) и содержании (%) в нем 
жира приведены в следующей таблице:

м Я 9

1 32,5 6,85
2 42,5 6,42
3 52,5 5,00

Постройте точки и по ним приближенно определите уравнение 
линейной зависимости у  от х.

18. Издержки перевозки лвумя средствами транспорта выража­
ются соответственно функциями у, = 50*+ 150 и >, = 25дг+250, где 
х — расстояние в сотнях км, у — транспортные расходы в руб. 
Найдите расстояние, начиная с которого более экономичным 
будет второе средство. Определите наиболее экономичный вариант 
перевозок.

19. Для определения калорийности молока можно использо­
вать следующее уравнение [1 ];

у  = 304,8+107,2х,
где х  — процент жира в молоке; у — количество килокалорий на
1 кг молока.

Постройте график уравнения, найдите калорийность 1 кг 
молока графически при х =  3,6, 3,8, 4,0, 4,2.
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Глава  3

ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В этой главе продолжено изложение основ ана­
литической геометрии на плоскости. Показано пре­
имущество изучения геометрических свойств линий 
более сложных, чем прямая, с помощ ью  анализа 
их уравнений. В конце главы приведены примеры 
использования уравнений линий второго порядка 
к задачам сельскохозяйственного производства.

§ 3.1. ПОНЯТИЕ О ПОРЯДКЕ Л И Н И И

О п р е д е л е н и е  1. Алгебраическим уравнением 
второй степени называется уравнение вида

A x 2 + Bxy + C y 2 + D x + Ey + F=  0, (3.1.1)
где А, В , С, D, Е, F — действительные числа и по 
крайней мере одно из чисел А, В, С не равно нулю.

О п р е д е л е н и е  2. Линии, которые в системе 
декартовых координат определяются алгебраическими 
уравнениями второй степени, называются линиями 
второго порядка.

Рассмотрим четыре линии: окружность, эллипс, 
параболу и гиперболу. С уравнением окружности 
читатель уже знаком.

§ 3.2. ЭЛЛИПС

Рассмотрим уравнение окружности
x 2+ y 2 = R 2. (3.2.1)

Каждой точке {х, у ) ,  лежащей на этой окружности, 
поставим в соответствие точку ( х ; ). Если 0 <  X. < 1, 
то окружность равномерно сжимается в направлении, 
параллельном оси Оу,  к оси Ох ;  если 1, то
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равномерно растягивается в направлении оси Оу от 
оси Ох.

Полученная линия называется эллипсом.
Пусть Л / Д х , ; ^ ) — произвольная точка эллипса, 

М (х 0; у 0) —  соответствующая точка на окружности 
(рис. 35)

Подставив значения х 0 и у 0 в (3.2.1), получим

Используя обозначения R 2 = a 2, \ 2R 2 = b 2 и опустив 
индекс «Э», получим

О п р е д е л е н и е .  Множество точек плоскости, 
декартовы координаты которых удовлетворяют ура­
внению

называется эллипсом.
Числа а и b — полуоси эллипса. Из (3.2.2) следует:
1) эллипс — это линия, симметричная относитель­

но осей. О х  и Оу;

У, = ЬУо<>Уо = 1

или



2) эллипс пересекает ось Ох  в точках А , (а ; 0), 
А 2( — а; 0), а ось Оу — в точках Я,(0; Ь) и В2(0; —h ); 
точки А ,, А 2, В {, В 2 называются вершинами эллипса;

3) эллипс — фигура, вписанная в прямоугольник 
со сторонами 2а и 2Ь, параллельными координатным 
осям (рис. 36).

Число с = J а 1 — Ь 2 называется фокусным рассто­
янием ,, а точки F l (c; 0) и F2( — c; 0)— фокусами 
эллипса*. Эллипс — линия, обладающая замечатель­
ным свойством: сумма расстояний от любой ее 
точки до фокусов есть величина постоянная.

Принимая это свойство за определение эллипса, 
можно получить уравнение (3.2.2).

§ 3.3. ПАРАБОЛА

Множество точек плоскости, координаты которых 
по отношению к системе декартовых координат 
удовлетворяют уравнению

у  = а х \  (3.3.1)
где х , у — текущие координаты, а — некоторое число, 
называется параболой.

Установим форму параболы по ее уравнению.
1. Парабола проходит через начало координат, 

так как при дс =  0 имеем ^  =  0, точка О (0; 0) — вер­
шина параболы.

2. Если а > 0 ,  то и у ^ 0  — парабола лежит выше 
оси Ох, кроме точки 0 ( 0 ;0 ) .  Если а < 0 ,  то — 
график лежит ниже оси Ох.

3. Если М  (х; у )  лежит на параболе, то точка 
М ( — х ; у )  также лежит на параболе, следовательно, 
осью симметрии параболы (3.3.1) является ось Оу.  
Ось симметрии называю т осью параболы.

4. Если |дс| возрастает, то при а > 0  >» возрастает, 
а при а < 0  убывает (абсолютное значение у  воз­
растает).

5. Чем больше | а | ,  тем круче ветви параболы. 
График параболы у  — а х г изображен на рис. 37,

а > 0. Несложно проверить, что линия, определяемая

* Если Ь > а ,  то c = J b 2—a 2, фокусы лежат иа оси Оу. 
F\ (0; с), Fj(0; -с).
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уравнением
х  = Ьу2, (3.3.2)

где Ь — число, это парабола, симметричная относи­
тельно оси Ох.  Ее ветви направлены вправо при 
Ь> О и влево при Ь< О (рис. 38).

Уравнение параболы со смещенной вершиной. Рас­
смотрим параболу, ось симметрии которой парал­
лельна оси Оу и не совпадает с ней, а вершина 
находится в точке O i ( x . \ y l ) (рис. 39).

Через точку О ,(*>;.)’,) проведем оси О хХ  и Ох Ylt 
параллельные осям Ох  и Оу. Соответственно систему 
координат O xX Y  назовем новой по отношению 
к старой системе Оху. Уравнение параболы имеет вид

Y = a X 2. (3.3.3)
Найдем уравнение параболы в старой системе, 

координат для чего воспользуемся следующими соот­
ношениями *

x = X + x t . y = Y + y lt Х = х  — х 1, Y = y —y l . (3.3.4)
Заменив в (3.3.3) А' и У их значениями из (3.3.4), 

получим
у - у  1 = а ( х ~ х 1)2.

В результате преобразований имеем
у  = а х 2 — 2ихух  + а х 2+ у х. (3.3.5)

Полагая в (3.3.5) — 2ах1=Ь, а.г,+ .у, = с, запишем
у  = а х 2 + Ьх + с.

* Соотношения очевидны, если точка О , находится в I квад­
ранте, но можно показать, что они справедливы и при любом 
положении точки О , .
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Вывод. Уравнение 
параболы со смещен­
ной вершиной, у ко­
торой ось симметрии 
параллельна оси Оу, 
имеет вид
у = а х2 + Ьх+с.  (3.3.6)

Можно показать, 
что всякое уравнение 
вида (3.3.6) (аФ 0) 
определяет параболу Рис. 39
с осью симметрии, па­
раллельной оси Оу. Рассмотрим пример.

ф  Пример. П оказать, что уравнение > = 4 х 1 —8дс+ 15 определя­
ет параболу.

Р е ш е н и е . И меем

у = 4 х 2- 8.х+ 1 6 -  1, > = 4 ( л 2- 2 л  + 4 ) -  1,
> =  4 ( .< - 2 ) - 1 ,  у + 1 = 4 ( л - 2 ) 2.

Вершина параболы  лежит в точке /> ,(2; —1).
П олагая у = У —1, х  = Х + 2 ,  получаем К =4Л '2, а это и есть 

уравнение параболы. #
Отметим без доказательства, что линия, определяемая уравне­

нием х  = ау2 + Ьу + с, где а, Ь, с — действительные числа ( а * 0), 
определяет параболу, ось которой параллельна оси Ох. П арабола 
обладает рядом интересных свойств. Существует одна точка — 
фокус параболы — и одна прямая — ее директрисса — такие, что 
каждая точка параболы  равноудалена от фокуса и от дирек- 
триссы (рис. 40); фокусом является точка F(pl  2; 0), а директрис- 
со й — прямая х = —р / 2. Э то свойство можно принять за определе­
ние параболы и исходя из него получить уравнение параболы

В результате вращения пара­
болы у 2 = 2рх вокруг оси сим­
метрии получается тело враще­
ния, называемое параболоидом. 
Если внутреннюю повер­
хность параболоида покрыть 
светоотражающим слоем, то по­
лучим вогнутое зеркало. Лучи 
от точечного источника света, 
помещенного в фокусе, отразив­
шись от поверхности, пойдут
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параллельным пучком. Это свойство используется 
при изготовлении прожекторов, автомобильных фар, 
проекционных фонарей и других устройств, где 
требуется преобразовать рассеянный свет в пучок 
света из параллельных лучей.

§3.4. ГИПЕРБОЛА

Множество точек плоскости, декартовы коор­
динаты которых удовлетворяют уравнению

где дг, у — текущие координаты, а и Ь — некоторые 
постоянные числа, называется гиперболой.

Уравнение (3.4.1) называется каноническим урав­
нением гиперболы.

Установим форму гиперболы по ее уравнению.
1. Уравнение (3.4.1) содержит текущие координа­

ты в четной степени. Это означает, что если точка 
М  (дс; у)  лежит на гиперболе, то точки Л/, (х; — у),  
М 2( — х; —>»), М 3( — х ш, у )  также лежат на гиперболе. 
Из этого делаем вывод: гипербола — это линия, 
симметричная относительно осей Ох и Оу. Можно 
исследовать форму части кривой, расположенной 
в I квадранте.

2. Решим уравнение (3.4.1) относительно 
у. Имеем ,

У = ± -  J x 2- a 2. (3.4:2)
а

В I квадранте ^ > 0 , поэтому в равенстве (3.4.2) 
выбираем знак плюс. Значения у  определены, если 
х ^ а .  При х = а _у = 0. Если |х | возрастает, то 
возрастает и у.

3. Рассмотрим прямую

Y = - x .  (3.4.3)а
Сравним ординаты точки М  (х; у)  гиперболы (3.4.2) 
и точки N(x\  Y ) прямой (3.4.3). Обе точки имеют 
одну и ту же абсциссу х. Нетрудно убедиться, что
b  h  / 2  j~ х > -  у /  х — а и, следовательно, Y>y.
а а
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Найдем расстояние между точками М  и N. Имеем 
| Л/jV | =  У - у .

Из (3.4.2) и (3.4.3) следует, что

| MN\  = - x  — - у / х 2 — а2 = -1х — y j x 2 — а 2) =
a a v а '  v

_ b { .x - s/ x i - a 1)(x + y/ P ^ ) _  ab (3  4  4 )

а х + у / х 2- а 1 х + ^ х 1—а 1

Далее находим

lim | M N | =  lim (У—у)=  lim ----- — - —  ̂= 0-
X— + 00 *-*+00 х-» + со* + s/x2~a2

Опустим из точки М  перпендикуляр на прямую
Y=- x ,  и обозначим его основание через Р (рис. 41).

а
Треугольник M P N — прямоугольный, МР  — катет, 
M N — гипотенуза, поэтому | МР \ < \ N M  |. Если 
| А /^ | —*0, то \MP\-*Q.  Если Х-+ +  00, то точка М,  
двигаясь по гиперболе, также уходит в бесконечность.

Вывод. Если переменная точка Л/ стремится 
к бесконечности, двигаясь по гиперболе, расположенной
в I квадранте, то |Л//*| —+0. Прямая у  = - х  называется

а
асимптотой. Так как гипербола симметрична относите­
льно координатных осей, то прямая у = —- х  также

а
является асимптотой. Из (3.4.4) видно, что в I квадрате 
график гиперболы лежит «ниже» асимптоты.

Также «ниже» асимптоты лежит часть гиперболы 
во II квадранте. Получив остальные части гиперболы



с помощью преобразования симметрии, построим 
кривую (рис. 42). Для построения гиперболы целесо­
образно сначала построить ее асимптоты. Строят 
прямоугольник со сторонами 2а и 2Ь, расположенный 
симметрично относительно осей Ох  и Оу. Диагонали 
этого прямоугольника, неограниченно продолженные, 
являются асимптотами.

Рассмотрим основные элементы гиперболы.
Гипербола пересекает ось Ох в точках /1 ,(а ;0 ) 

и А 2( — а ; 0 ) — вершинах гиперболы. Отрезок A i A 2 
длиной 2а называется действительной осью, отрезок 
О A j , длиной а —  действительной полуосью; b — мни­
мая полуось.

Гипербола, определяемая уравнением (3.4.2), не 
пересекает ось Оу, так как множество решений

j )  = ± - у / х 2- а 2, системы < а пусто.
(*  = 0

О п р е д е л е н и е . Гипербола с равными полуосями 
(а = Ь) называется равносторонней.

Каноническое уравнение гиперболы имеет вид

Асимптотами равносторонней гиперболы служат 
прямые у  = х  и у=  — х. Доказано, что если асимптоты 
равносторонней гиперболы принять за оси системы 
декартовых координат, то гипербола определяется 
уравнением

Воспользовавшись обозначением а 2/2 = /и, получим:
т  тху = т, у = ~ ,  * = - .  (3.4.5)
X у

Уравнения (3.4.5) определяют обратную пропорци­
ональную зависимость. Если при т > 0 в уравнении
У — значение |дс| неограниченно возрастает, то |>»|
неограниченно убывает, график кривой приближается
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к оси Ох. Если в урав­
нении дг = -  мри т>  О

у
величина | у\  неограни­
ченно возрастает, то 
| дг | неограниченно 
убывает, график фун­
кции приближается 
к оси Оу. Отсюда де­
лаем вывод: оси Ох 
и Оу являются асим­
птотами гиперболы 
ху = т (рис. 43). Гра­
фики обратной пропор­
циональной зависимо­
сти используют при анализе опытных данных.

Г иперболу можно определить как множество 
точек плоскости, разность расстояний каждой из 
которых до двух данных точек, называемых фоку­
сами, есть величина постоянная, равная ±2а.

Поместив фокусы в точках F, (с; 0) и F2 ( — с; 0) 
и используя определение, можно получить уравнение

где Ь2 = с 2 — а 2.

§3.5. ПРИМЕРЫ ИЛЛЮСТРАЦИИ ПРОЦЕССОВ 
СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОГО ПРОИЗВОДСТВА 

С ПОМОЩЬЮ УРАВНЕНИЙ ЛИНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Изучение зависимостей между различными показа­
телями в сельском хозяйстве, в частности, в земледе­
лии, растениеводстве, животноводстве, в экономике 
и других отраслях, часто приводит к использованию 
уравнений параболы и гиперболы.

1. Зависимость урожайности у  (ц/га) зерна ку­
курузы от количества азотного удобрения х  (кг/га 
действующего вещества) выражается формулой

у =  -  0,002\.х2 + 0,936* + 49,84. (3.5.1)
График уравнения изображен на рис. 44. Вершина 
параболы лежит в точке 0,(222,8; 154,1). По графику 
можно проанализировать изменение урожайности. 
Так, вблизи точки дг —222,8 функция изменяется очень
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медленно. Сушсетвует такое значение ,v< 222,8, при 
котором увеличение количества азотных удобрений 
становится невыгодным. Это значение дг зависит от 
соотношений цен на кукурузу и удобрение. Решение 
задачи приведено в [22].

2. Пусть у  — стоимость произведенного продукта. 
х  — затраты на его производство. Тогда у — х  — 
прибыль П. Если прибыль разделить на затраты л, то 
получим следующее выражение для рентабельности:

Л = - .  (3.5.2)X
Чем меньше издержки производства, тем выше 

рентабельность. Формула (3.5.2) определяет обрат­
ную пропорциональную зависимость, ее графиком 
является равносторонняя гипербола (см. рис. 43).

3. Расходы (в руб.) на откорм одного животного 
определяются формулой

Р (/)= 0 ,6  (I -  2)2 + 14.2 (/ -  2) +  34,
где I — время откорма в месяцах. г>0. Графиком 
этой функции является парабола (рис. 45).

§ 3.6. ВЫВОДЫ

Линии на плоскости, которые в декартовых коор­
динатах определяются алгебраическими уравнениями 
второй степени относительно х, у,  называются ли­
ниями второго порядка.

Мы рассмотрели 4 линии второго порядка: окруж­
ность, эллипс, гиперболу и параболу.

Простейшие уравнения второго порядка имеют 
такой вид:
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1) для окружности
(дг- х 1)г + ( у - у 1)2 =  л г,

где ж,, у х — координаты центра окружности; R — 
радиус; х, у  — текущие координаты;

2) для эллипса

где а — большая полуось; Ь — малая полуось (фокусы 
лежат на оси Ох), х, у  — текущие координаты;

3) для гиперболы

где а — действительная полуось, Ь — мнимая полуось; 
х, у — текущие координаты;

4) для параболы
у 2 = 2рх или x 2 = 2gy,

где g, р — параметры, определяющие «крутизну» ее 
ветвей; х, у — текущие координаты.

Уравнение вида
у = а х 2 + Ьх + с,

где х, у  — текущие координаты, а, Ь, с — числа, о * 0, на 
плоскости Оху определяет параболу, с осью, параллель­

ной оси Оу.

Уравнение гиперболы, асимптотами которой слу­
жат оси координат, имеет вид

т

где т — параметр; х, у  — текущие координаты.
Уравнения линий второго порядка используются 

при описании и анализе производственных процессов 
в качестве их математических моделей.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМ ОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение линии второго порядка.
2. Какие линии второго порядка Вы знаете?
3. Выведите уравнение окружности с центром в точке С (1; 2) 

и радиусом R =  4.
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4. Дайте определение эллипса.
5. Какую форму имеет эллипс? Укажите h j чертеже и назовите 

его основные элементы.
6. Что представляет собой эллипс, если его полуоси равны?
7. Дайте определение параболы.
8. Какую форму имеет парабола, определяемая уравнением 

у г = 2рх, или .г2 = 2#>’? Как влияют параметры p u g  на форму 
параболы?

9. Что представляет собой на графике в системе координат 
Оху линия, заданная уравнением y=*ax2 + bx + cl

10. Дайте определение гиперболы.
11. Какую форму имеет гипербола? Укажите на чертеже 

и назовите ее основные элементы.
12. Напишите уравнения асимптот гиперболы.
13. Напишите уравнение равносторонней гиперболы, асимп­

тотами которой являются оси координат.
14. Приведите примеры использования уравнений линий второ­

го порядка дзя  изучения конкретных зависимостей.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Напишите уравнение окружности, центр которой лежит 
в начале координат, а радиус /? = 4. Постройте окружность. Как 
изменится уравнение, если центр окружности поместить в точку 
С(0; 4)?

2. Даны две точки Л <5;3) и Г (2; I). Напишите уравнение 
окружности с центром в точке С и радиусом Л=*|ЛС|. Постройте 
точки А, С и окружность.

3. Напишите каноническое уравнение эллипса, полуоси кото­
рого а  =  5, Ь 5=3. Определите фокусы эллипса и постройте кривую.

4. По заданным уравнениям определите название соответст­
вующей линии второго порядка и постройте их. Найдите коор­
динаты вершин, координаты фокусов, уравнения асимптот *.

а) 9 х 2 +  25>2 —225 =  0; б) 16лг2 —9>- = 144;
в) 6.x— > 2 =  0; г) дг>=4;
д) I0a 2 + 7 v2=140; е) 2*2-И = 0 ;
ж) 4дг2—y i  — 16 =  0; з) 2ху+  3 =  0.

5. Ординаты всех точек окружности х г + у 2 = 25 уменьшены 
в 5 раз. Напишите уравнение соответствующей линии, постройте 
се и установите название.

дг2 у 2
6. Дано уравнение эллипса — +  — =  I и точка Л/ <3; у). Найдите

36 12
ординату точки М при условии, что точка лежит на эллипсе.

7. Составьте каноническое уравнение эллипса, если эллипс 
проходит через точки М (4; 0), N  (2; 3).

* Курс высшей математики для техникумов / Под ред. М ат­
веева Н. М., М.. 1977. с. 391.
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8. Даны уравнения асимптот j  =  ± 2 *  и точка .1/(5, 8), лежащая 
на гиперболе. Составьте уравнение гиперболы и постройте се.

9. Напишите уравнение равносторонней гиперболы, проходя­
щей через точку М  (2; - 6 ) ,  если точка пересечения ее асимптот 
лежит в начале координат. Постройте гиперболу.

10. Средний урожай люцерны в зависимости от глубины 
орошения л- характеризуется уравнением у =0,0028*2 + 0,253* + 
+  3,520, дг — в см., у  — в ц /га.

Постройте кривую урожайности на интервале [0; 30]. Опре­
делите по графику, при каких значениях дг урожай будет 
наибольшим на заданном интервале.

11. Зависимость урожая зерна кукурузы у  от запасов продук­
тивной влаги * выражается уравнением у=  — 0,006*2 + 
+1,100* — 4,200. Постройте соответствующую кривую. Определите 
приближенно (по графику), при каких значениях * урожайность 
равна нулю.

12. Зависимость суточного удоя (в литрах) от возраста 
коров * (лет) выражается уравнением

у<= — 9,53 +  6,86*—0.49*2.

Постройте график зависимости на интервале [2; 14]. Определите по 
графику, при каком возрасте коров удой максимален.

13. Зависимость прироста высоты растений ежи сборной от 
исходной влажности до полива в пределах 25— 60% наименьшей 
влагоемкости почвы выражается [25] уравнением

12940>•= —215 +------ ,
*

где дг — в % . у  — в мм. Постройте график этого уравнения на 
интервале [25, 60 ].

14. Зависимость величины прироста высоты растений клевера 
красного от исходной влажности почвы до полива (в %) 
в пределах от 35 до 60% наименьшей влагоемкости выражается 
[24] уравнением

15500уш  —240 + -------- .х
Постройте график уравнения на интервале [25; 60] совместно 
с графиком предыдущей задачи. Что растет быстрее?

15. Количество молока (в литрах), необходимое для получения
«8 •1 кг масла, выражается формулой >■ =  — . где * — процент жира
*

в молоке 2 < * < 6 . I) Сколько требуется молока, чтобы получить
5 кг масла при жирности ,v = 4.2? 2) Какова должна быть жирность 
молока, чтобы из 20 литров молока получился 1 кг масла?
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Г л а в а  4 

П лоскость

В главе дается понятие о простейшем виде 
поверхности — плоскости, в результате изучения ко­
торого станет ясным геометрический смысл системы 
неравенств первой степени с тремя неизвестными.

S 4.1. ПОНЯТИЕ ОБ УРАВНЕНИИ ПОВЕРХНОСТИ

Понятие поверхности будем считать интуитивно 
ясным. Можно говорить о поверхностях шара, 
призмы, параллелепипеда, дна и стенок некоторого 
сооружения или о поверхности участка поля, поверх­
ности стола, пола и т. д.

В аналитической геометрии всякая поверхность 
рассматривается как множество точек пространства, 
координаты которых (х; у; г) при переходе от одной 
точки к другой меняются, но не произвольно, 
а будучи связанными определенным соотношением. 
Если точка движется по поверхности, то это соот­
ношение между х, у  и г остается верным, если 
точка отрывается от поверхности, то соотношение 
нарушается.

О п р е д е л е н и е . Уравнением поверхности в декар­
товой системе координат называется уравнение

F ( x ; y ; z ) =  0, (4.1.1)
которому удовлетворяют координаты любой точ­
ки, лежащей на поверхности, и не удовлетворя­
ют координаты точек, не лежащих на этой повер­
хности.

Смысл выражения «координаты точек удовлет­
воряют уравнению» состоит в том, что при под­
становке в (4.1.1) вместо х, у, z значений координат 
точки дг0, у0, z0 получается верное равенство.
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ф Пример. Пусть дано уравнение поверхности Q :

л - у + : ~  12 = 0. (4.1.2)

Установим, лежат ли на этой поверхности тонки А (1; I; 8), fi(IO; 2; 4)?
Р е ш е н и е . Для точки А имеем: дг0 =  1, >„ =  1, г0 =  1. Подставляя 

эти числа в уравнение (4.1.2), получаем 1 — 1 + 8 —1 2 = —4;
—4#0=»>i i Q .  Для точки В имеем лг0 =  10; у0 = 2; г0 = 4 . В резуль­
тате подстановки этих чисел в (4.1.2) имеем: 10—2 +  4 —12 =  0.
0 =  0. Таким образом, точка В лежит на поверхности #

Простейшей поверхностью является плоскость.

§ 4.2. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ, 
ПРОХОДЯЩЕЙ ЧЕРЕЗ ДАННУЮ ТОЧКУ 

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНО ДАННОМУ ВЕКТОРУ

Пусть даны вектор N = (А; В\ С), перпендику­
лярный плоскости Q , и точка M l (xl , y l ; j , ) ,  которая 
лежит на этой плоскости (рис. 46). Представим вектор
N  направленным отрезком М, Р. Выберем на 
плоскости Q точку М  (дг; у; z),  назовем ее текущей, 
а х, у, z — текущими координатами.

Рассмотрим вектор М ХМ.  Его координаты равны
(лг-лс,; y . - y t ; z - z , )  [см. формулу (1.3.4)], т. е.
М 1М —( х —х х\ у —Ух', z — z t ). Векторы Л/, А/ и N  пер­
пендикулярны, следовательно

N  Л/,Л/ = 0, (4.2.1)
Выразим скалярное произведение векторов, заданных 
координатами. В соответствии с (1.4.12) имеем

A { x - x t ) + B ( y - y l ) + C ( z ^ z l )=0,  (4.2.2)
где А, В. С — координаты нормального вектора, дг,, 
>•,, г, — координаты данной точки, х, у, z — текущие 
координаты. Равенство (4.2.2) называется уравнением

плоскости, проходящей через 
данную точку, перпендикуляр­
но данному вектору.

Преобразуем уравнение
(4.2.2); раскрывая скобки, 
получим

Ах + By + Cz —

- ( A x l + Byi + Cz l ) = 0.
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Принимая обозначение — (Axt + B y l + Czi )= D, за­
писываем

Ах+ By+Cz + D = 0, (4.2.3)
где А, В, С — координаты нормального вектора; х. 
у, г —  текущие координаты; D — свободный член. 
Уравнение (4.2.3) называется общим уравнением плос­
кости.

Вывод. В системе прямоугольных координат 
в пространстве всякая плоскость определяется урав­
нением первой степени относительно текущих ко­
ординат.

Покажем, что имеет место и обратное предложе­
ние: всякое уравнение Ах  + Ву+ Cz+  D = 0 определяет 
в системе прямоугольных координат Oxyz некоторую 
плоскость (А 2 + В 2 + С 2фО).

Полагая, что в (4.2.3) по крайней мере один из 
коэффициентов не равен нулю, например Сф  О, 
запишем (4.2.3) в виде

Л (.х-0) + Д(>>-0) + С ^  +  ̂  = 0. (4.2.4)

Уравнение (4.2.4) равносильно уравнению (4.2.3). 
Сравнивая уравнение (4.2.4) с уравнением (4-2.2), 
видим, что оно, а, значит, и равносильное ему 
уравнение (4.2.3) являются уравнением плоскости 
с нормальным вектором N = (A\ В\ С), проходящим
через точку Л/,^0; 0; — Утверждение доказано.

в  Пример. Найти уравнение плоскости, проходящей через 
точку Mi ( —1; I; 3) перпендикулярно вектору М=( 2; 2; 
3). Проверить, лежат ли на плоскости точки М 2 ( — 2; 0; 
8) и Л/3 (I; I; I).

Р е ш е н и е . Имеем Л = 2, Я = I, С =  3; х , =  — 1; у,  = 4 ; г , =6. 
Подставляем эти данные в (4.2.2). Получаем

2(х + 1)+ Ц у—4 )+ 3 (г —6) =  0
или

2 л + у + 3 г -  20 =  0. (4.2.5)

Подставим в (4.2.5) вместо текущих координат координаты точки 
М 2- В результате получаем

2-( —2 )+ 0  + 3- 8 —20 =  0, 0 = 0 =>M2e Q

Для точки Л/э(1; 1; 1) имеем

2 1 +  1 1 + 3  1 - 2 0 =  - 1 4 ,  1 4 /0  •
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Заметим, что геометрическая задача решена без по­
строений, а только с помощью вычислений.

Положение плоскости (4.2.3) относительно осей 
координат определяется значениями коэффициентов 
А, В, С, D. В частности, если D - О, то уравнению
(4.2.3) удовлетворяет точка О (0; 0; 0). Следовательно, 
плоскость, заданная уравнением A.x + By + Cz = 0, про­
ходит через начало координат.

Можно доказать, что если даны уравнения двух 
плоскостей, отличающихся только свободным членом 
D, т. е.

Ах  +  By -\- Cz +  D| ~  0, Ах  + By Л- Cz +  D2 — 0,
то плоскость, у которой больше модуль свободного 
члена, дальше отстоит от начала координат.

Отметим без доказательства, что расстояние от 
начала координат до плоскости (4.2.3) определяется 
формулой

у/Л* + Вг + Сг

Так, например, начало координат удалено от плос­
кости Зх — 4y + 2z — у/29 = 0 на расстояние

!-у /Й | _ Т » _ ,
v/3 , + ( - 4 ) ,  +  2J у/29

Частные случаи положения плоскости (4.2.3) при 
различных значениях А, В, С, D иллюстрирует 
табл. 4.1.

Таблица 4.1

Значения
коэффициентов

Уравнение
плоскости

Положение
нормального

вектора

Положение
плоскости

Dm  0 Ах + By + Cz*=0 Плоскость 
проходит через 
начало коорди­
нат

-4 -0 , D * 0 By + Cz + D = 0 N l O x Q\\Ox (строго)

# = 0 , D + 0 Лдг + С г+  0  = 0 N L O y Q\\Oy (строго)

С - 0 ,  D # 0 A x+ B y + D = 0 N I O z Q\\Oz (строго)
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Продолжение табл. 4 ./

Значения
коэффициентов

Уравнение
плоскости

Положение
нормального

вектора

Положение
плоскости

X II О Сэ И о Ву+С:  = 0 N 1 Ох OxeQ

1

оIIQоИв) <4дг+Сг =  0 N Ю у OyeQ

Г - о .  0  = 0 Ах+Ву  = 0 N I O z OzeQ

Л = В = 0, D * 0 Cz+D = 0 N ± O x \ J N ± O y Q I O z

В= С = 0. D = 0 Ллг +  0  = О N ± O y \ J N ± O z Q l O x

.4 = С = 0. 0 * 0 В у + 0  = О i i ± 0 x \ J N 1 0 z Q l O y

a  = b *=d = 0 г = 0 Q = Oxy

А = С= D = 0 уш 0 Q = Ox у

B = C = D = 0 и о Q = Oyz

Взаимное положение двух плоскостей 
Q x: А хх + B xy + C xz + D x =0,
Qi B2y  +  CjZ +  Z)j = 0

можно описать тремя случаями:
1) если Q\WQi (не строго), то

= (4.2.6)
°2 С1

2) если Q x I Q 2, то
N i ± f i 2o A lA 2 + B lB2 + C xC2 = 0 ; (4.2.7)

3) если плоскости пересекаются, то они образуют 
четыре попарно равных двухгранных угла, один из 
которых равен углу между нормальными векторами 
N x = (Л ,; Вх\ С ,) и N 2 = ( A2, В2\ С2). Обозначив 
этот угол через ф, имеем

cos ф = ----- '*1Л2 + В1В2 + С1С1------  (42 8)
А\ + В\  + С\  у / 4- ВI  + С }



Рис. 47 Рис 48

•  Пример I. Построить плоскости 2 = 0, > = 0 , Л=0. 
Р е ш е н и е . Плоскость г = 0  — это плоскость Оху,  плоскость

> =  0 есть плоскость Oxz, а плоскость х = 0 является плоскостью
Oyz.

•  Пример 2. Построить плоскость

гдг + Зу + бг— 12=0.
Р е ш е н и е . Для построения плоскости по уравнению до­

статочно построить три се точки, не лежащие на одной прямой. 
Две координаты точки берут произвольно, а третью определяют 
из уравнения. Легче всего определить точки пересечения плоскости 
с осями координат.

Составим таблицу значений ,v, у, г для трех точек.
Строим точки /4(0; 0; 2), 8(6; 0; 0), С(0; 4; 0) и соединяем 

их прямыми линиями (рис. 47).

•  Пример 3. Построить плоскость

2х + 6г—18=0.
Р е ш е н и е . Так как В = 0, то R LOy,  т е. плоскость парал­

лельна оси Оу. Найдем точки пересечения ее с осями Ох и Ог. 
Составим таблицу.

X У г

9 0 0
0 0 3

Строим точки /1(9; 0; 0) и В(0; 0; 3); далее 
проводим из точек А и В линии, параллельные оси 
О у  (рис. 48).
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§ 4.3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 
НЕРАВЕНСТВА ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ 

И СИСТЕМЫ НЕРАВЕНСТВ С ТРЕМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ

Рассмотрим уравнение ^ = 0. В системе декартовых 
координат в пространстве оно определяет плоскость 
0x2. Плоскость Oxz делит пространство на два 
полупространства; левое, для всех точек которого 
у<0,  и правое, для всех точек которого ^ > 0 . Иными 
словами, неравенству у < 0  удовлетворяют коорди­
наты всех точек левого полупространства и только 
они, тогда как неравенству ^ > 0  удовлетворяют 
координаты точек правого полупространства и толь­
ко они. Отсюда делаем вывод: неравенство вида 
у < 0 или ^ > 0  в системе Оху2 определяет полупрост­
ранство.

Пусть теперь дано уравнение дг =  0. В системе 
декартовых координат в пространстве оно определяет 
плоскость Оуг. Плоскость Оуг делит все простран­
ство на два полупространства: «переднее», для всех 
точек которого дс>0, и «заднее», для всех точек 
которого jc < 0. Другими словами, неравенству удов­
летворяют координаты всех точек «переднего» по­
лупространства и только они, а неравенству jc < 0 
удовлетворяют координаты точек «заднего» полу­
пространства и только они. И в этом случае 
неравенство вида х > 0  и дг<0 определят два взаимно 
дополняющих полупространст ва.

Наконец, рассмотрим уравнение г = 0. В системе 
декартовых координат в пространстве оно определит 
плоскость Оху. Плоскость Оху делит все простран­
ство на две полуплоскости: нижнее, для всех точек 
которого г<  0, и верхнее, для всех точек которого 
2>0. Иначе говоря, неравенству z < 0  удовлетворяют 
координаты всех точек нижнего полупространства 
и только они, а неравенству z > 0  удовлетворяют 
координаты всех точек верхнего полупространства 
и только они. Если неравенства нестрогие, то 
в соответствующее полупространство включают и са­
му разделяющую плоскость.

Пусть теперь дано уравнение
Ах + By + Сг + D = 0.

Соответствующая плоскость делит все пространство 
на два полупространства. Согласно определению
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уравнению (4.2.3) удовлет­
ворят координаты всех то­
чек на плоскости и только 
они. Если координаты то­
чек, не лежащих на плос­
кости, подставить вмес­
то текущих координат в
(4.2.3), то левая часть 
не будет равна нулю, а ста­
нет больше или меньше ну­
ля, т. е. равенство (4.2.3) 
перейдет в неравенство 
Ах + By + Cz + D <0  или 

A x + B y  + Cz+D>0.  При этом, как и в рассмотренных 
частных случаях, для координат точек из разных 
полупространств получается неравенство противопо­
ложного смысла, т. е. для координат точек одного 
полупространства имеем

Ах  + By +  Cz + D < О,
а для координат точек другого полупространства 
получаем

А х +  By + Cz + D>0.
Докажем это утверждение. Пусть плоскость Q задана 
уравнением

Ах + By + Cz + D = 0, N -  (А ; В; C)1Q.
Плоскость Q разбивает пространство на три части:

1) открытое полупространство Р+ (без точек Q );
2) открытое полупространство /*_ (без точек Q)\
3) саму плоскость Q.
На полупространство Р+ указывает вектор N. 
Т е о р е м а . Точка М( х \  у , z) е Р + тогда и только 

тогда, когда Ах + By + Cz + D > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем две точки 

М 0(х0; у0; z0) g Q  и М (х; у; z ) e P + (рис. 49) и со­
ставим вектор М 0М =  ( х —х 0; у —у 0-, z —z0). Име­
ем Л/(х; у\ z ) e P + o ( M 0M A N )— острый <>М0М  х
х Лг>0<*/1 (х  — х 0) +  В (у  — _у0) + C (z  — z0) >0оЛ дг +  
+  By + Cz> А х0 + By 0 +  Cz0.

Но A x0 + By0 + Cz0= — D, следовательно,
Ax + By + Cz + D>  0.
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Аналогично доказываются следующие утверждения:
1) М ( х ; у ;  z) * = Р _ о А х + B y + C z + D < 0;
2) М (дг; у; г) е P . \ j Q o A x  + By + Cz + D <0;
3) М(х\  у; z.\f=P+\jQ*>Ax +By+ Cz + D ^ 0 .  

Заметим, что M(x;  у; z) t£Q<>Ax + By + Cz + D = 0.
Таким образом, неравенство первой степени от­

носительно неизвестных х, у, z в системе Oxyz 
определяет полупространство. Различать одно полу­
пространство от другого будем в зависимости от 
того, содержит ли одно из них начало координат, 
или нет. Так, если в неравенстве А х+  i?y +  C:: +  D < 0  
или Ах  +  By■ +  Cz +  D > 0 знак свободного члена 
D и смысл неравенства совпадают, то соответст­
вующее полупространство содержит начало коор­
динат, если эти знаки не совпадают, то полупрост­
ранство не содержит начала координат.

Пусть теперь в декартовых координатах Oxyz 
дана система неравенств

О п р е д е л е н и е . Множество точек пространства, 
координаты которых удовлетворяют (4.3.2), называ­
ется областью решений системы.

Область решений системы — это общая часть всех 
полупространств, определяемых отдельно каждым 
неравенством. Таким образом, система неравенств ви­
да (4.3.2) определяет пересечение полупространств, за­
даваемых каждым неравенством. В этом и состоит 
геометрический смысл системы (4.3.2). В случае, 
если неравенства нестрогие, в область решений 
включаются и сами разделяющие плоскости.

ф Пример. Построить область решений системы неравенств

Р е ш е н и е . Для построения плоскости Здг+2>' +  г — 6 =  0 найдем 
точки пересечения плоскости с осями координат: А (2; 0; 0), 
8 (0 ; 3; 0), <7(0; 0; 6). Знак свободного члена совпадает со смыслом 
неравенства, поэтому неравенство З.т+2.у+г — 6 < 0  определяет 
полупространство, содержащее начало координат. Это условие

(4.3.2)

Зл + 2у + г — 6 < 0, 
дг >  0,
>>0,
7> 0 .
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отменено на рис. 50 стрелками. Не­
равенства х > 0 , у > 0 , :> 0  определяют 
первый октант, т. е. тот, который 
лежит в переднем правом и верхнем 
полупространстве.

Таким образом, областью  реше­
ний является часть пространства, за ­
ключенная внутри тетраэдра (см. 
рис. 50). •

В специальной литературе 
при рассмотрении прикладных 
задач, в частности экономичес­
ких, систему неравенств запи­
сывают в несколько ином ви­
де, различая коэффициенты си­

стемы и неизвестные с помощью индексов.
Например, система (4.3.2) в других обозначениях 

может иметь вид

Г а , |д г ,+ а ,2лг2+ а ,з х ,+  &,<(),
< а 2, .г ,+ а 22х2 +  а 22хз + 62>0,
L алД^ +  азгЛГг +  аззХз +  бз^О,

где а ,.(/=  1 ,2 ,3;у'= 1 ,2 ,3)— известные коэффициенты, 
* ,(/=  1,2,3) — неизвестные, Л,(/= 1,2,3)— свободные 
члены.

§ 4.4. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 
К ЗАДАЧАМ ОПТИМИЗАЦИИ 

СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОГО ПРОИЗВОДСТВА

Проблема принятия наилучшего решения, когда 
результаты должны быть получены при минималь­
ных затратах ресурсов определенного вида или когда 
при заданных ограниченных возможностях должно 
быть произведено максимальное количество некото­
рого продукта — одна из важных проблем, стоящих 
перед Человеком. В таких случаях говорят, что 
необходимо найти оптимальное решение (оптимум — 
наилучший). В различных условиях оптимальными 
могут быть разные решения.

Например, если требуется решить, сколько и какие 
виды удобрений необходимо приобрести, то можно 
формулировать условия так: при заданной стоимости

Рис 50
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удобрений количество действующего вещества долж­
но быть наибольшим, или при заданной стоимости 
удобрений уровень повышения кислотности почвы 
после их внесения должен быть наименьшим.

Если требуется решить задачу, каким должен 
быть рацион кормления данной группы животных, 
то можно поставить задачу минимизации стоимости 
кормов при заданных ценах на корма или задачу 
получения максимальных удоев при ограниченных 
средствах на приобретение кормов.

Как видим, в практической деятельности понятие 
оптимальный выражается количественно: минимум 
затрат, максимум урожая, прибыли и т. д.

Приведем решения некоторых задач на оптими­
зацию, связанных с сельскохозяйственным производ­
ством. Все задачи условные.

•  Задача 1. Хозяйству требуется приобрести два вида азотных 
удобрений: А — аммиачную селитру и В — сульфат аммония. 
Удобрения А необходимо иметь не более 15 т, а удобрения В — не 
более 10 т. Содержание действующего вещества для А и В равно 35 
и 20% соответственно. Отпускная оптовая цена удобрения А и удо­
брения В — соответственно равна 53 и 35 руб. за тонну. Хозяйство 
может выделить на приобретение удобрений 600 руб.

Сколько тонн каждого вида удобрений следует приобрести, 
чтобы общая масса действующею вещества была максимальной?

Р е ш е н и е . Обозначим через дг, — массу удобрения А, 
,Vj — массу удобрения В 
Условие задачи можно записать так:

Обозначим количество действующего вещества через L. Тогда

Минимальное значение L соответствует значениям дг, = 0 , .v2 =  0.
Функция L, определяемая равенством (4.4.2), называется 

линейной формой от .v, и \ 2. Построим область решений системы 
неравенств (4.4.1) и линейную форму при L = 0.

О бластью .решений системы является множество точек плос­
кости O.V| V2 внутри пятиугольника OABCD (рис. 51).

Если прямую 0.35.V,+0.20.v2 = 0  перемешать вправо, оставляя 
се параллельной самой себе, то значение £= 0 ,35Л | + 0.20лг2 для 
всех точек в области решений системы (4 4 .1) будет возрастать. 
Крайним положением является прямая, проходящая через точку 
С. Здесь линейная форма принимает наибольшее значение, так 
как прямая максимально удалена от начала координат.

(4.4.1)

L =  0.35a' i +0 ,20л2. (4.4.2)
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6  Задача 2. Пусть для корм­
ления животных используется 2 ви­
да кормов: грубые и концентраты, 
причем в 1 кт грубых кормов со­
держится 0.25 кормовых единиц 
и 0,04 кг протеина, а в I кг кон­
центратов— 1 кг кормовых единиц 
и 0,08 кг протеина. Суточный ра­
цион одного животного должен 

р ис j /  содержать не менее 10 кг кормо­
вых единиц и не менее 1,2 кг 

протеина Каков должен быть рацион животного, чтобы суточная 
стоимость кормов была минимальной, если известно, что сто­
имость концентратов— 5 руб. за I кг, а стоимость грубых кор­
мов — 2 руб. за 1 кг?

Р е ш е н и е . Обозначим через дг, и х 2 соответственно количество 
концентратов и грубых кормов в рационе (кг). Тогда в соответ­
ствии с условием задачи

Найдсм координаты точки С. 
Для этого решим систему

Г Jr. -  ю,
\  53дг, +  35т2 = 600, дг, =  10, дг, =  2.

Значение L =  0 ,3510 +  0,20-2» 3.5 + 
+  0 ,4= 39  т.

Таким образом, хозяйству не­
обходимо 10 т аммиачной селитры 
и 2 т  сульфата аммония. •

Г дгг +  0.25дс2>  10,\ 0,08.v, +0.04.TJ >  1,2, дг, > 0 , дга > 0. 

Суточная стоимость рациона 

/. =  5.x, +  2х2.

(4 4  3)

(4.44)

Построим в системе координат О х,х2 область 
решений неравенств (4.4.3), предварительно 
заменив их равносильными (первое из них 
умножим на 4, а второе — на 25):

f  4 .т ,+ л , - 4 0 > 0 ,
 ̂ 2.x, +дт2- 3 0 ^0 .

Построим граничные прямые 4дг,+д2 =  40. 
1х,+дг2 = 30. прямую /: 5дг, + 2дг2 = 0  и вектор 
л - (5; 2). О бластью решений является бес­
конечный угол с вершиной в точке С (на 
рис. 52 область решений заштрихована). Точ­
ка С также принадпежит области решений.
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При перемещении прямой I параллельно самой себе в направлении 
вектора N  значение линейной формы L возрастает. Первое 
допустимое положение прямой имеет место в случае, когда прямая 
проходит через точку С. Дальнейшее движение прямой нецелесооб­
разно, так как прн этом линейная форма возрастает, а нам 
необходимо найти ее минимальное значение. Очевидно, 'что 
минимуму линейной формы отвечает положение прямой, проходя­
щей через точку С. Координаты точки С найдем, решив систему

{  4 x ,+ x j= 4 0 .
{ 2 * , + * 2 =  30. * . “ 5. *2 =  20.

Итак, суточный рацион должен содержать 5 кг концентратов 
и 20 кг грубых кормов. Его стоимость

£  =  5-5  +  20-2  = 65 (руб.). •

•  Задача 3. Хозяйство должно приобрести два вида кормов: 
А и В, причем корма А не более 100 т, корма В  не более 
200 т. Известно, что 1 т  корма А содержит 700 кг кормовых 
единиц, его цена — 50 руб. за тонну; одна тонна корма В содержит 
800 кг кормовых единиц, его цена 60 руб. за тонну. Хозяйству 
отпущено на покупку кормов 7000 руб. Какое количество каждого 
корма необходимо приобрести, чтобы получить максимальное 
количество кормовых единиц?

Р е ш е н и е . Обозначим через — массу корма А (т), 
х 2 — массу корма В (т).

Тогда в соответствии с условием задачи имеем

Xi «100,
х ,« 2 0 0 ,

< 50.*,+ 6 0 * 2 «7000, (4.4.5)
* , г * о .

„ JCj 3*0.
Запишем эквивалентную систему, разделив третье из неравенств 
на 10. Имеем

’ л , «100, 
х г «  200,
5дт| +6.х2<700,
ЛГ,»0, *2> 0 .

Ч,

Общее количество кормовых единиц

£-700л,+800х, (4.4.6)

Найдем область решений системы неравенств (4.4.5), для 
чего построим граничные прямые X i= 0 , х 2 =  0, Xi =  100, х 2 =  200,
5х, +  6дг2 =  700.

Областью решений являются внутренние точки четырехугольника 
OBCD, включая и его границы (рис. 53). Построим прямую /:
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Рис. 53

70*! + 80.v2 = 0 и нормальный вектор .V=(7; 8). При перемещении пря­
мой / параллельно самой себе в направлении вектора N  значение ли­
нейной формы L возрастает. Наибольшее перемещение соответствует 
положению прямой, прохоляшей через точку С. Дальнейшее движение 
прямой невозможно, так как в этом случае ее положение будет вне 
области решения системы (4.4.5). Следовательно, максимуму линей­
ной формы (4.4.6) соответствует положение прямой /, проходящей 
через точку С. координаты которой найдем из решения системы

{£ГЛ£-т ,'- '00-
Таким образом, наибольшая питательная ценность приоб­

ретаемых кормов имеет место, если хозяйство приобретет 100 т 
корма А и 33,3 т корма В. При этом 
/. = 700 100 + 800-33,3 =  96640 кг кормовых единиц. •

§ 4 5. В Ы В О Д Ы

Уравнением поверхности в системе прямоуголь­
ных координат называется уравнение

F (х; у; г) =0,
которому удовлетворяют координаты точек, лежащих 
на поверхности, и только они. Простейшим видом 
поверхности является плоскость.

В декартовой системе координат всякая плоскость 
определяется уравнением первой степени относитель­
но х, у, г:
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Ax + By + C: + D = 0. (4.5.1)

Всякое уравнение, вида (4.5.1), если хотя бы один 
из коэффициентов А, В, С отличен от 0, определяет 
в декартовой системе координат плоскость. В урав­
нении (4.5.1) А, В, С — координаты вектора N, 
перпендикулярного' плоскости, D — свободный член, 
пропорциональный расстоянию начала координат от 
данной плоскости.

Чтобы построить плоскость по ее уравнению, 
достаточно построить какие-нибудь три ее точки, 
не лежащие на одной прямой.

Неравенство первой степени с тремя неизвестными 
в системе декартовых координат определяет полу­
пространство. Совокупность точек пространства, ко­
ординаты которых удовлетворяют данному неравен­
ству, называется областью его решений.

Система неравенств первой степени с тремя 
неизвестными в декартовой системе координат опре­
деляет часть пространства, являющуюся пересечением 
соответствующих каждому неравенству полупрост­
ранств. Совокупность точек пространства, коорди­
наты которых удовлетворяют данной системе нера­
венств, называется областью ее решений.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение уравнения поверхности.
2. Запишите уравнение плоскости, проходящей через данную 

точку Л/,(дг,: г ,)  перпендикулярно данному вектору
В; С ).

3. Запишите общее уравнение плоскости. Каков геометричес­
кий смысл входящих в него коэффициентов и свободного члена?

4. Укажите различные случаи положения плоскости и соот­
ветствующие им уравнения относительно системы декартовых 
координат Оху:.

5. В чем состоит геометрический смысл неравенства первой 
степени с тремя неизвестными?

6. В чем состоит геометрический смысл системы неравенств 
первой степени с тремя неизвестными?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Постройте плоскости, заданные следующими уравнениями:
I) 3.r +  2v +  4 r - 8  = 0; 2 )2 х  + 3>--6  = 0;
3 ) 2 г - 3  = 0 4) 2 х + Э > -0 ;
5) 2 * - >  +  Зг = 0.
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2. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку 
А/, (I; 2; —1) и перпендикулярной вектору #  =  (3; 0; 2).

Составьте уравнение плоскости, отсекающей на оси Оу отрезок 
0 8 = 5  и перпендикулярной вектору # = ( 3 ;  —2; 4).

3. Запишите уравнение плоскости, проходящей через ось Ох 
и точку (1; 2; —3).

4. Найдите расстояние:
1) точки А (  1; —1; 2) от плоскости 4дг—4>>+2i +  30=0;
2) точки 8 (  —2; 3; 5) от плоскости х —8 > + 4 г = 0 .
5. Постройте в системе координат неравенства:
I) 2дс —3 > + 4 г — 12<0, 2) jf+3>’+ 2 j  —6 > 0 ,
3) — 2х +  3>—г —6 < 0 , 4) 2 д г -3 > —4 г +  12>0.
6. Постройте в системе координат систему неравенств

8. Хозяйству выделено для закупки два вида азотных удоб­
рений: аммиачной селитры (/4) не более 70 т и карбомина (8) 
не более 50 т. Содержание действующего вещества в удобрении 
А — 20%, а в удобрении 8 — 46%. Оптовая цена I т удобрения — 
А — 53руб., удобрения В — 80 руб. Хозяйство может выделить 
для закупки удобрений 3500 руб. Сколько удобрений каждого 
вида следует приобрести, чтобы общая масса действующего 
вещества была максимальной?

9. Для кормления скота используются грубые корма и кон­
центраты. 1 кг концентрата содержит 0.8 кг кормовых единиц 
н 0,09 протеина, I кг грубых кормов — 0,3 кг кормовых единиц 
и 0,05 протеина. Суточный рацион должен содержать не менее 
12 кг кормовых единиц и не менее 1,5 кг кормовых единиц 
протеина. Составьте рацион таким образом, чтобы его стоимость 
была наименьшей, если 1 кг концентрата стоит 10 руб., 1 кг 
грубых кормов — 4 руб.

л>0, 
>>0, 
г > 0.

7. Постройте в системе координат систему неравенств

дг—2>0, 
>+1 <0, 
г — 1 > 0 .
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Ча с т ь  в т о р а я

Основы математического анализа

Г л а в а  5 
Ф ункция  одной переменной

В главе излагаются основы математического ана­
лиза. Предметом изучения математического анализа 
являются переменные величины, рассматриваемые 
в их взаимосвязи.

Одним из основных понятий, широко использу­
емых в математике и в других науках, является 
понятие функции. Это понятие наиболее полно 
и конкретно отражает явления и процессы окружа­
ющего нас мира, где все взаимосвязано и взаимо­
обусловлено.

Изучение функций даст возможность перейти 
к таким важнейшим понятиям, как понятие предела 
и непрерывности.

В конце главы приведены примеры функции, 
встречающихся в практической деятельности специ­
алиста сельского хозяйства.

§5.1. ПОНЯТИЕ МНОЖЕСТВА. ЧИСЛОВЫЕ МНОЖЕСТВА

Представление о множестве возникает тогда, 
когда мы имеем дело с определенной совокупностью 
объектов, обладающих каким-либо общим для всех 
них свойством. В ряде случаев множество определя­
ется его названием. Примерами множеств являются: 
множество деревьев в лесу, множество животных 
в стаде, множество растений ячменя на 1 м 2 посева, 
множество страниц в книге, множество точек на 
прямой, множество четных чисел и т. д. Объекты, 
образующие множество, называются его элементами, 
их обозначают малыми буквами латинского ал­
фавита: а, Ь, с, ..., х, у, z, а соответствующие мно­
жества— большими буквами А, В, С, ..., X, Y, Z, ... .
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Множество записывают с помощью фигурных ско­
бок, например: А =  {а,; а 2; а3; а„}. Если объект 
а принадлежит множеству А, то пишут ае А, в про­
тивном случае пишут АфА (а не принадлежит А). 
Множество из одного элемента называется одноэле­
ментным. Множество, не содержащее ни одного 
элемента, называется пустым. Так, например, пусто 
множество живых клеток, которые выживают при 
температуре 500° С, множество человеческих существ, 
ступивших на планету Сатурн, множество решений 
уравнения х 2+ 1 = 0 * .

О п р е д е л е н и е .  Множество В называется под­
множеством множества А, если каждый элемент 
множества В является элементом множества А. 
Символически это обозначают так:

BczA.
Например, если А = { х : х — все студенты курса},

В {х: х  — все студенты женского 
пола курса},

то В с А .
О п р е д е л е н и е .  Если В с А  и А с  В, то пишут 

что А = В, т. е. множества А и В равны.
Числовые множества. Множества, элементами ко­

торых являются числа, называются числовыми.
Понятие числа появилось в результате необ­

ходимости счета предметов еще во времена перво­
бытно-общинного строя. Вначале возникли натура­
льные числа. Множество натуральных чисел обо­
значают буквой N, N = {1 ,2 ,3 ,...} .

Действия сложения и умножения натуральных 
чисел не вызывали необходимости расширить по­
нятия числа. По мере развития человеческого об­
щества, когда возникла необходимость расчетов, 
например в торговле, были введены в обращение 
отрицательные числа, ноль и дроби, как отношения 
двух целых чисел.

Множество целых чисел обозначается буквой Z,
Z = {..., - 4 ,  - 3 ,  - 2 ,  - 1 , 0 ,  1,2, 3, ...}.

Числа целые и дробные, положительные и от­
рицательные, а также число 0 составляют множество

* В области действительных чисел.
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рациональных чисел Q. Всякое рациональное число 
выражается отношением двух целых чисел или бес­
конечной периодической десятичной дробью.

В практической деятельности человека возникали 
задачи, когда результаты наблюдений или вычисле­
ний нельзя было отнести ни к одному из упомянутых 
выше множеств (например, результат вычислений 
длины диагонали квадрата со стороной, равной а). 
Возникло множество иррациональных чисел. Ирраци­
ональные числа выражаются бесконечной непери­
одической десятичной дробью.

Множества рациональных и иррациональных чи­
сел составляют множество действительных чисел R.

Между множествами N, Z, Q и R существует 
соотношение

N c z Z c Q c R .

Множество действительных чисел дополняют двумя 
элементами, обозначаемыми +<х> и — оо и называ­
емыми плюс бесконечность и минус бесконечность.

Множество R. дополненное элементами +оо 
и —оо, называется расширенным множеством дей­
ствительных чисел (расширенной числовой прямой) 
и обозначается R. Бесконечности +оо и — оо назы­
вают еще бесконечно удаленными точками. Порядок 
в R естественный: всякое действительное число 
меньше +  оо и больше -о о , т. е. если x e R ,  то
— оо < * < +оо.

Полезно представлять, что — оо на числовой 
прямой находится левее всех чисел, а +оо правее 
всех чисел. Иногда множество действительных чисел 
дополняют одним элементом (бесконечность), назы­
ваемым также бесконечно удаленной точкой.

При вычислениях иррациональные числа заменяют 
приближенными им рациональными. Например, диа­
гональ прямоугольника со сторонами 30 и 10 м

</=узо2 + ю2 = уГооо= 1 0 ^ 1 0

может быть заменена левыми или правыми частями 
неравенств 31,6 < 10 v/To<31,7, 31,62 < 10 < 31,63,
31,622 < 10 Уй) < 31,623, 31,6227 < 10 ̂/То < 31,6228 
и т. д. в зависимости от того, какая требуется 
точность вычислений.
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§ 5 2. ВЕЛИЧИНА.
ПОСТОЯННЫЕ И ПЕРЕМЕННЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

Понятие величины встречается в научной, учебной 
литературе и в других печатных изданиях. Мы 
свободно оперируем понятием величины в повсед­
невных разговорах.

Площадь земельного участка, масса животного, 
урожайность сельскохозяйственных культур, себесто­
имость продукции, процент жира в молоке, количест­
во животных в стаде и т. д.— все это примеры 
величин. Каждая из величин может быть измерена 
с помощью прибора или вычислена, в результате 
чего получают число, называемое числовым значе­
нием величины.

Итак, под величиной будем понимать все то, 
что выражает свойства предмета, явления или 
процесса с помощью числа.

Величины выражаются в определенных единицах. 
Такие величины называются размерными. Каждой 
величине свойственна своя единица. Единицы величин 
образуют систему. Общепринятой является Между­
народная система (СИ). Ее основными единицами 
являются:

метр (м )— единица длины; 
килограмм (кг) — единица массы; 
секунда (с) — единица времени, 
кельвин (к) — единица температуры, 
кандела (кд)— единица силы света, 
моль — единица количества вещества.
Единицы других величин являются производными. 

Величины могут быть безразмерными. Так, например, 
процент жира в молоке, доля опытов, в которых 
наблюдаемое явление произошло,— величины безраз­
мерные.

1. Постоянные и переменные величины. Когда мы 
наблюдаем какой-нибудь процесс или явление из 
области физики, экономики, агрономии, зоотехники 
или другой области знаний, то видим, что одни 
величины сохраняют свои значения, другие же при­
нимают различные значения. Например, высота стеб­
ля гороха в период вегетации или масса животного 
в период откорма меняются, изменяются и соответ­
ствующие им числа. Высоту сгебля в момент полной 
зрелости, так же как и массу взрослого животного
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в условиях стационарного содержания, можно с 
некоторой оговоркой принять за величины по­
стоянные.

Таким образом, некоторые величины в одних 
условиях являются постоянными, а в других — пе­
ременными. Постоянные величины обозначают (если 
специально не оговорено) первыми буквами латинс­
кого алфавита а, Ь, с, d, ..., а на числовой прямой — 
неподвижными точками.

Переменные величины обозначают последними 
буквами латинского алфавита х, у, t........

Существуют и абсолютно постоянные величины, 
такие, как отношение длины окружности к диаметру>ужности к ди

(я), предел последовательности } =С’ с^мма
внутренних углов плоского треугольника (2я), ско­
рость света в пустоте (299 800 км/с), ускорение силы 
тяжести на широте 45° (9,81 м/с2) и др.

Переменная величина у  называется ограниченной 
сверху, если в процессе изменения она остается 
меньше некоторой постоянной величины Ь, у<Ь.  
Аналогично определяется переменная величина, огра­
ниченная снизу, у>а.

В математике для общности рассуждений иногда 
постоянную величину принимают за переменную, 
полагая при этом, что рассматриваемая величина 
в процессе своего изменения принимает одно и то 
же числовое значение.

2. Абсолютная величина действительного числа. 
Абсолютной величиной действительного числа х  на­
зывается число, обозначаемое через |х | и определя­
емое равенством

1*1■U если х^О,  
если jc<0.

Так, например, |5| = 5, | —5| = 5. Из определения следу­
ет, что дс^|х |. Приведем некоторые свойства аб­
солютных величин.

1°. Абсолютная величина суммы двух чисел не 
превосходит суммы абсолютных величин слагаемых

| * + у | < | * |  +  М .  (5.1.1)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим .v+j’>0, x^ | . v |  

и У^\У\* поэтому |х+.И ^1*1+1.И - Пусть теперь
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. r+v<0 .  Тогда | дг+^ |= - х - у ,  но - х < | х | ,  
и | д с + ^ | < | Jf| +  |^ |.

Формула (5.1.1) называется неравенством тре­
угольника. Его следствием является неравенство

|*+>'  +  z | ^ | j r |  +  |>'| +  |z| .
2°. Абсолютная величина разности двух чисел не 

меньше разности абсолютных величин этих чисел
\ х - у \ > \ х \ - \ у \ .

Действительно, положим х —y  = z. Тогда x = z +
+ ^ 1 * 1 - 1 * + Ж И + Ы < 1 * - . И + 1 Н  ил” 1*1-
- 1у1> 1* - у  I-

3°. х у  | =

4°. лг J x \
У \у\

Свойсгва 3°. и 4° следуют из определения аб­
солютной величины действительного числа.

3. Интервалы. Интервалами называют подмножест­
ва всех действительных чисел, имеющие следующий вид:

[а. Ь ] = {*: а ^ х ^ Ь ) — замкнутый интервал,

[а, />) = {дг: а ^ х < Ь }
(в. Ь ] = {дг: а < х ^ Ь )  — полуоткрытые интервалы; 

(а, Ь ) - { х :  а < х < Ь } — открытый интервал;

( - о о ,  b ] = {.v: x ^ b } ,
( - х ,  Ь)={х:  х < Ь ) ,
[а, +ао)={х:  х ^ а ) ,
(а, +  х  ) = {х: х > а } ,
( - о о ,  +  оо) =  {.х: -  ос <  я <  +  ос}

— бесконечные интервалы.

Существенным для дальнейшего изложения яв­
ляется понятие интервала, называемого окрестно­
стью конечной или бесконечно удаленной точки.

Если а — число, т. е. a eR ,  то для любого е > 0  
с-окрестностью V (а, с) точки и называется интервал 
(а —с, о +  е), т. е., по определению, U(a, е) = (а — е, 
fl +  е). Поэтому, если xeU( a , e ) ,  то а — с < х < а  + с 
или |дс — а | <е .
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U(a.€) Иногда рассматрива­
ется е-окрестность 
О (а, е)— интервал 
(а — е , а + е), из которого 
«вынута» точка а.

a- t  а а+е

о а-+<»

оо > Если х е  U(а, б), то 
0 < | х  — а\<г.

Рис. 54
Окрестностью симво­

ла — оо называется лю­
бой интервал

( — оо, — 1/е), а окрестностью символа + о о — любой 
интервал (1/е. + о о ). В о всех случаях с уменьшением 
е соответствующая окрестность уменьшается. Любую 
Е-окрестность точки а е R называют ее окрестностью 
(рис. 54).

§ 5.3. ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ.
ОБЛАСТЬ ЕЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ. СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ

К понятию функции приводит изучение разно­
образных явлений в окружающем нас мире. Так, 
например, ясно, что:

1) каждому значению длины грани куба соот­
ветствует его объем;

2) каждому значению радиуса окружности соот­
ветствует ее длина и площадь круга;

3) каждому моменту времени в данной местности 
соответствует определенная температура воздуха;

4) каждому значению возраста животного соот­
ветствует его масса;

5) некоторой дозе внесенных микроэлементов при 
прочих равных условиях соответствует определенный 
прирост урожайности;

6) породе животного соответствует средняя вели­
чина в процентах жира в молоке (если . породы 
занумеровать, то номеру породы отвечает процент 
жира в молоке);

7) каждому показателю рентабельности соответ­
ствует определенная величина прибыли.

Во всех этих примерах общим является то, что 
каждому числовому значению одной величины со­
поставляется определенное числовое значение другой.

Пусть даны два числовых множества X  и Y.
О п р е д е л е н и е .  Правило / ,  сопоставляющее каж­

дому числу х е Х  единственное число у е У ,  называется
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числовой функцией, заданной на множестве X  и при­
нимающей значения в множестве Y.

Числовые функции будем называть просто фун­
кциями.

Задать функцию — значит задать три объекта:
1) множество X, 2) множество Y, 3) правило / .
О функции /  говорят, что она действует из 
X  в Y и пишут: / :  X-+Y.

Правило, сопоставляющее одному числу другое, 
может быть разным. Например, можно сопоставить 
каждому числу его куб, т. е. х  -* х 3, если х -*у, то 
у  = х 3. В общем случае, если х-*у , то пишут y = f ( x ) ,  
или y**F(x),  или >'=^(дс).

З а м е ч а н и я .  Функцией называют также уравне­
ние y = f ( x ) ,  т. е. формулу; где у  выражено через 
х с помощью правила f

2. В уравнении y = f ( x )  «дг» называют независимой 
переменной или аргументом, а у — зависимой перемен­
ной, или функцией от «х». О величинах х  и у  говорят, 
что они связаны функциональной зависимостью.

О п р е д е л е н и е .  Множество всех значений неза­
висимой переменной, для которых определена функция, 
называется областью определения или областью су­
ществования этой функции, обозначается D( f ) .

Обычно £>(/ )  представляет собой интервал — от­
крытый, замкнутый, бесконечный, или их сумму.

ф  Пример I. Пусть функция имеет вил дг —*дг ■* или / ( дг) = дга. 
Эта функция сопоставляет числу 2 число 4, а числу 6 число 
36; D (f ) :  ( - о с .  +ос). •

• ДГ— 1
•  Пример 2. Найти /(4 ) .  ИмеемХ+ 1

4 - 1  3 
/ ( 4 )  =  — - -  =  0.6.

4 + 1  5

Данная функция числу 4 сопоставляет число 0.6. •
Выше дано определение функции одной независи­

мой переменной. Более часто встречаются функции 
двух и большего числа переменных. В этой главе рас­
сматриваются функции одной переменной, причем 
х  £ R, у  6 R.

1. Способы задании функции. Имеется несколько 
способов задания функции.

I) Аналитический способ. Соответствие между
х  и у  задается в виде формулы. Например, у  = -~^-,
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j' =  2.v2 — 6х +  4. Этот способ удобен для выполнения 
над функцией математических действий, но не всегда 
нагляден.

В приложениях математики удобны функции, за­
данные несколькими формулами.

Так. например, скорость увеличения линейных 
размеров корнеплодов моркови характеризуется [25] 
выражением

t>= <

с.

Vm. . - v a . 3t>__— 5t>„t - -

если 0 < f < 6

если 6 ^  К  10,

II t - IQf, — 
II

(5.3.1)
если !0 ^ f < 2 1 ,

^ i f  + Si», — 7r0, если 21 <24,

где t>0— скорость роста в полуденные часы.
% —0,05 мм/ч; t>, — скорость роста в 7—8 ч утра, 
1», = ±0,04 мм/ч; t>mil— скорость роста в 20—22 ч, 

+0,06 мм/ч; t — время в ч.
График функции 5.3.1 приведен на рис. 55.

Анализируя график, можно сказать, что скорость 
роста имеет наибольшее значение в 10 ч. затем она 
снижается, и в промежутке от 24 до 6 ч утра имеет 
отрицательное значение, в этот период корни уменьша­
ются в размере со средней скоростью 0.04—0,05 мм/ч.

Соответствие между переменными величинами 
.V и у  не всегда удается записать в виде фор­
мулы. Во многих случаях формула бывает неизвест­
ной или искать и писать формулу оказывается

нецелесообразным. Для 
выражения функциональ­
ной зависимости могут 
оказаться более удобными 
другие способы.

2. Табличный способ. 
Этот способ является на­
иболее простым. В одном 
столбце записывают все 
значения аргумента (чис­
ла), а во втором — значе­
ния / ( х ), соответствующие 
каждому х.
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ф  Пример 1. Всем знакомы таблицы тригонометрических 
функций, логарифмов, квадратов, кубов, чисел, таблицы обратных 
величин, таблицы железнодорожных тарифов, ф

•  Пример 2. Через каждые 10 дней измеряли диаметр d, мм, 
коробочки хлопчатника. В результате получена следующая таблица:

Таблица 5.1

d 0 27 37 38 39 39 40 40

Дни 0 10 20 30 40 50 60 70

Табличный способ удобен для использования, он 
особенно широко применяется при регистрации ре­
зультатов опытов, лабораторных анализов, при под­
счетах объема грубых кормов в скирдах и т. д. 
К недостатку способа относится то, что представ­
ление о функциональной зависимости здесь не яв­
ляется полным, так как невозможно поместить 
в таблице все значения аргумента. Но все же полезно 
представлять функцию как бесконечное множество 
столбцов, или строк такой таблицы.

3. Графический способ. Посещая метеорологическую 
станцию, можно наблюдать работу приборов-самопис­
цев, регистрирующих величины атмосферного давления, 
температуры воздуха, его влажности в любой момент 
времени суток. Прибор электрокардиограф вычерчивает 
график — кривую электрических импульсов сердца, по 
которой можно проследить изменение импульсов и най­
ти их значение в тот или иной момент времени.

ф  Пример. Г рафик формирования зрелого почвенного про­
филя изображен на рис. 56, где 0 — нуль-момент — начало поч­
вообразования, 1Я — время образования зрелого почвенного про­
филя; I„ — момент наблюдения, р  — толщина почвенного слоя, ф

Здесь имеет место графический способ задания 
функциональной зависимости. Этот способ очень 
нагляден, но точность его невелика, поэтому гра­
фический способ зада­
ния функции чаще всего 
применяют в сочетании 
с аналитическим и таб­
личным.

Существует еще один 
способ задания функции, 
возникший в связи с раз­
витием и внедрением в Рис. 56
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производство ЭВМ. Этот способ состоит в указании 
программы для вычисления значений функций на ЭВМ.

Графиком функции y = f ( x )  называется множество 
всех точек плоскости с координатами (* ,/(* )) ,  т. е. 
таких, координаты которых обращают выражение 
у = / ( х )  в тождество. График является как бы полной 
таблицей функции. В нем содержится вся информация
о функции. Имея перед собой график функции или 
его часть, мы как бы «видим» функцию.

2. Возрастающие и убывающие функции.
О п р е д е л е н и е  I. Функция у  = /( .т ) называется 

возрастающей (неубывающей) на интервале (а, Ь ) —
— {.г а < х < Ь} ,  если для всех точек этого интервала 
при .г, <дг2 имеет место неравенство / ( . г , ) <f ( x 2)]

О п р е д е л е н и е .  2. Функция у  — f ( x ) называется 
убывающей (невозрастающей) на интервале 
(с, d ) —\x\ c < x < d ] ,  если для всех точек этого ин­
тервала при x t < x 2 справедливо неравенство

/ ( *  I ) > /(*2 ). ( /(*  1) > А х 2 )).
Графики возрастающей и убывающей функций 

изображены на рис. 57, а, 6. Для возрастающей функ­
ции характерно то. что большим значениям неза­
висимой переменной соответствуют большие значе­

ния функции, а для убы­
вающей, наоборот, 
большим значениям не­
зависимой переменной 
соответствуют меньшие 
значения функции.

Из рис. 58 видно, что 
если х  возрастает, то 

Рис. 58 функция / ( х )  на множе­
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стве ( — 1; 2) возрастает, затем на множестве (2; 3) 
функция убывает, а на множестве (3; 5) снова 
возрастает и при х > 5  функция убывает очень быстро 
(линия идет круто вниз).

3. Четные м нечетные функции. Функция y = f ( x )  
называется четной на множестве X, если:

1) для всякого хеХ=>( — х ) е  X, т. е. X — симмет­
рично относительно D (/).

2) f ( x ) =  — f ( x )  для всякого х е Х .
Например, у  = х 2 — четная функция.
Функция у  = f ( x ) называется нечетной на множест­

ве X, если:
1) для всякого хеХ=>( — х ) е Х \
2) / (  — х ) =  — f ( x )  для всякого х е Х .
Например, y  = x i — нечетная функция.
График четной функции симметричен относитель­

но оси Оу (рис. 59). График нечетной функции 
симметричен относительно начала координат 
(рис. 60).

Функция, не являющаяся четной или нечетной, 
называется функцией общего вида.

Щ Пример. У становить, является ли ф ун/ция / ( * )  =  
=  — ( х + 1 ) 2 +  3 четной, нечетной или функцией об'цсго вида. 
П остроить график этой функции на множестве [-*■'; 2]. 

Р е ш е н и е . Имеем

/ ( * ) =  - ( * +  1)2 +  3. 0 ( / )  =  ( ~ » .  +  *>).

/ ( _ Х)= - ( - * +  DJ +  3, - / ( * )  =  (* + l ) J —3.

Из этих равенств видим: / ( * ) # / ( - * )  и —/ ( * ) / / ( —л ). Следо­
вательно, / ( * )  =  —(дМ- 1)J +  3 — функция общего вида. Для постро­
ения графика составим следующую таблицу:
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X - 4 - 3 - 2 -1 0 1 2

f \ f ( x ) - 6 -1 2 3 2 . -1 - 6

Построим точки Л ,(  — 4; 6); Л2( —3; —I); А } ( —2; 2); А4{— 1; 3) 
и - т. д. Соединив точки А, ( /=  1, 2. 3 ,...) плавной линией, получим 
пр оиближенное изображение графика функции (рис. 61). Точное 
измображение получить нельзя, так как для этого потребовалось 
бы») построить все точки, лежащие на графике.

4. Основные элементарные функции. Основными 
элементарны ми функциями являются:

1) степенная / ( х )  = х* (а — действительное число);
2) показательная f { x )  =  a x, аф  1, а>0;
3) логарифмическая /(дг) = log« х, а ф \ ,  а > 0;
4) тригонометрические функции: sinx, cosx, 

tg g * . ctgx;
5) обратные тригонометрические функции, arcsin х,  

arrccosx , arctg.r, arcctg x.
5. Элементарные функции. К элементарным от- 

ноосят все функции, полученные из основных элемен­
т а р н ы х  функций с помощью четырех арифметических 
деействий: сложения, вычитания, умножения, деления 
и операций взятия функции от функции, примененных 
коонечное число раз. Элементарные функции задают 
с помощью формулы, например,

> = lg (x 3- v/.r 2+  I), у =  ^ £ + У 2 ^ 5 .

§g  5.4. ПОНЯТИЕ О ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ФУНКЦИЯХ 
В СЕЛЬСКОМ ХОЗЯЙСТВЕ

О п р е д е л е н и е .  Функции, в которых задается 
соответствие между величинами, характеризующими 
хо од конкретного процесса или явления в сельском 
хо-оэяйстве, называются производственными.

Производственная функция тем точнее характе­
р и з у е т  исследуемый процесс, чем выше уровень 
рг>азвития математического аппарата и чем полнее 
зннания об изучаемом процессе или объекте.

Известно, что биологические процессы, протека- 
юсэшие в растениях и живых организмах, в которых 
у» частвует большое число взаимосвязанных элементов, 
о**чень сложны. Их точное описание если и можно
IQOO



выразить в виде формулы, то она будет невероятно 
громоздкой и использовать ее было бы нецелесооб­
разно.

Производственные функции получают в резулыа- 
те изучения и обработки числовых данных результа­
тов хозяйственной деятельности или на основе специ­
ально поставленных экспериментов. Важно, что 
при построении производственной функции главное 
внимание обращается на то, чтобы функция, заданная 
в виде формулы, отражала бы наиболее важные, 
существенные закономерности исследуемого процесса. 
Таким образом, производственная функция отражает 
процесс приближенно, является его математической 
моделью. Производственные функции дают возмож­
ность прогнозировать результаты деятельности чело­
века, давать научные рекомендации, причем прогноз 
тем точнее, чем лучше составлена функция. Расчеты, 
произведенные с помощью производственных функ­
ций, должны рассматриваться как средние показатели 
в том смысле, что если регистрировать опыт, то 
полученные данные будут колебаться около расчет­
ных и близки к ним лишь после вычисления средних 
показателей. Вопрос о выборе вида функции подроб­
но рассмотрен в гл. 14. Так как число факторов, 
определяющих ход процесса или явления, велико 
и факторы взаимосвязаны, то функция одной незави­
симой переменной имеет небольшое распространение. 
При этом поскольку графики различных функций на 
ограниченных множествах изменения аргумента мо­
гут почти совпадать, один и тот же процесс может 
быть представлен различными производственными 
функциями, в частности, квадратичной, «функцией 
квадратный корень из дг», показательной и др. 
Примеры производственных функций уже встречались 
в гл. I и 3. Приведем еще несколько примеров.

1. В рационе кормления свиней содержится не­
сколько видов кормов. Если их отношение считать 
постоянным, т. е. если с увеличением нормы одного 
вида корма увеличивается и норма другого, то нет 
необходимости производить подсчет всех видов 
кормов. В этом случае изучение процесса можно 
свести к анализу производственной функции одной 
переменной [23 ].

Пусть у — привес одной головы (кг) в начале 
откорма, д: — потребление кукурузы (кг) в начале
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откорма. Тогда в рационе с 10%-ным содержанием 
белка квадратичная функция имеет следующий вид:

у  = -  0,480+  0,335х-: 0,0001х2,
функция квадратный корень из х — вид

у  = -2 ,334 + 0,278* + 0,411 J~x,
показательная функция — вид

>» = 0,330лг1,026.
С помощью этих формул можно подсчитать и срав­
нить привесы.

2. Живая масса двухлетних телок у, кг выражается 
функцией

у  = 578,4 _  2 4 4 е '0’000148*,
где х  — потребление полностью усвояемого питатель­
ного вещества, кг.

3. Живая масса телят до одного года у, (кг) 
выражается функцией

у = 378,4- 419,6е-° '000,х,
где х  — потребление полностью усвояемого питатель­
ного вещества, кг.

§ 5.5. ПОНЯТИЕ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ

Рассмотрим табл. 5.2 и 5.3. В первой из них 
приведена зависимость массы животного от его 
возраста при факторостатных условиях (условии 
содержания поддерживаются на постоянном уровне, 
кроме объема кормления).

В табл. 2 указано соответствие между среднесу­
точным привесом и массой животного.

Таблица 5.2 Таблица 5.3

Возраст в ме­
сяцах после 

отъема

Живая масса 
(срсднсе значе­

ние). кг

Живая масса 
(среднее значе­

ние). кг

Срсднссуточ- 
ный привес. KI

1 15 25 0,250
2 22 35 0 3 5 0
3 32 55 0,450
4 46 75 0.650
5 65 95 0.750
6 8 8 105 0.750
7 ПО
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Таким образом, среднесуточный привес (кг) мож­
но считать функцией возраста животного: каждому 
значению возраста соответствует определенное значе­
ние среднесуточного привеса. Привес зависит от 
массы, а масса — от возраста. Для сельскохозяйст­
венного производства такая зависимость является 
характерной; например, фотосинтетическая активная 
радиация зависит от продолжительности солнечного 
дня и является функцией числа солнечных дней 
в вегетационный период.

Рассмотрим задачу в общем виде. Пусть даны 
две функции y = f ( u ) и и = <р(х), при этом множество 
значений второй функции входит в область определе­
ния первой. Тогда любому x e D ( f )  в силу правила 
Ф соответствует определенное число и, а числу 
и функция y = f ( u ) сопоставляет число у. Ясно, что 
в этом случае правила /  и ф сопоставляют каждому 
а- одно значение у, т. е.

y=f[<t>(x)]  =  F(x).
Здесь имеет место функция от функции или сложная 
функция, х  — независимая переменная; и — промежу­
точная переменная. Например, функции у = sin 2л: 
и >- = (V * + 6)5 можно рассматривать как сложные 
и представить в виде цепочки простых: j/ =  sin и. и = 2х; 
y  = us. и = у /х + 6.

§ 5.6. В Ы В О Д Ы

В главе кратко изложены понятия множества 
и числовых множеств. На основе понятия множества 
введено понятие функции. Функция — это закон, соот­
ветствие, по которому каждому элементу одного 
числового множества отвечает один элемент другого 
числового множества. Функция может быть задана 
при помощи: а) формулы, б) таблицы, в) графика, 
г) программы для ЭВМ. Каждый способ удовлет­
воряет определению функции.

С помощью функций записывается соответствие 
между величинами, определяющими ход процесса или 
явления в сельском хозяйстве. Такие функции называют­
ся производственными. Правильно составленная произ­
водственная функция, изучение и анализ графиков дает 
возможность более глубоко познать соответствующий 
процесс и, следовательно, грамотно им управлять.

ЮЗ
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1. Приведите примеры множеств и числовых множеств.
2. Укажите соотношение между множествами натуральных 

чисел, целых чисел, рациональных чисел, действительных чисел.
3. Дайте определение величины, приведите примеры посто­

янных и переменных величин.
4. Приведите примеры интервалов: замкнутых, открытых, 

полуоткрытых, бесконечных.
5. Дайте определение функции. Приведите примеры. Что 

такое область определения функции, заданной формулой?
6. Перечислите способы задания функции, их достоинства 

и недостатки.
7. Дайте определение четной и нечетной функций.
8. Что такое производственная функция? Каковы ее особен­

ности? Для чего нужны производственные функции?
9. Приведите примеры производственных функций.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

УПРАЖНЕНИЯ

1. На какие подмножества можно разбить множество живот­
ных дойного стада коров?

2. Среди животных одного стада имеются больные. На какие 
два множества можно разбить множество животных всего 
стада?

3. На какие подмножества можно разбить множество работ­
ников молочного комплекса?

4. Дана функция / ( лс) = 4 лг- 5. Найдите: 1 )/(2 ); 2 )/(0 ),
Э ) / ( - 1 ) .

5. Дана функция / ( j r ) = 3 x J +  2. Найдите: 1 ) / ( —2); 2 )/(5 );
3 ) / ( л — 1); 4 ) / ( 2 а ); 5)/(дг +  Ллг).

Дана функция лг +  3. Найдите: 1)/(0); 2 )/(1 ); 3 ) / ( - 2 ) ;
4 ) / ( ч/2); 5 )/< У 2 + 1 ).

6. а) Покажите, что для функции f ( x ) = 2 x * —х 2+ 1 имеет 
место равенство / ( —3 )= /(3 ) . Четная или нечетная эта функ­
ция?

б) Установите, является ли каждая из следующих функций 
четной, нечетной или функцией общего вида:

I) у = 2 х 2 — 6; 2 )у = 1 * - Г , 3) у = — 7 - 7 ^ ; 4 )>  =  у . т э+ 1.
1*1

7. Дана функция f ( x ) = x 3- х. Докажите, что / ( —2) и —/(2 )  
и / ( - д с ) = - / ( д с ) .

8. Найдите корни функции Д х ) = х 2 — 5х + 6.
9. Найдите области определения функций — D (f).

3) у = ^ / х —\; 4) у  = у / \ ^ х ;

5) у  = у / х 2 — \ — х 2; 6)>=*ед; 7) >=arcsin jf.
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10. Даны сложные функции:
1) y = s / x 2-  1; 2) > = sin 2дс; 3) >>=е'‘; 4) > = lg co s2 x . 

Представьте эти функции в виде цепочки простых.
11. Постройте график функции

( х,  если х^О ,
* |  — х, если дс<0.

12. Тождественны ли следующие функции:

!)/(•*) = -  и £(*)=!;X
2) /( jc )  =  lg x 2 и *(jc) =  2 lg jr;
3) f ( x ) = J x *  и g ( x ) = x 2\ 

х *
4) / ( • * )= —  и g (x )= x ,

х
5) / ( x ) = s in 2x + c o s2.t и g ( * ) = l?

13. Размер популяции насекомых в момент / (в днях) задастся 
функцией

/» ( ,)=  10 ООО -  9000 ( 1 - г ) .

Вычислите начальную популяцию.
14. У годовалых лососей потребление кислорода с повыше­

нием скорости плавания возрастает экспоненциально*. Найдите 
зависимость между > (»)— величиной потребления кислорода в час 
годовалым лососем — и скоростью плавания с (м/с), если известно, 
что >>(0)= 100 мг/ч, И З ) =  800 мг/ч.

Найдите >’ (1) и >>(2).
15. Содержание каротина к (в промилле, т. е. в г на 1 кг 

сухого вещества) в скошенной массе люцерны через / ч выражается 
зависимостью к = р е а.

По данным опыта получена следующая таблица:

1 0 18

к, % 0.24 0,08

найдите параметры р и с ,  составьте таблицу и постройте график 
найденной зависимости, взяв / от 0 до 24 ч.

16. Содержание белка (% ) в скошенной траве через t (ч) 
выражается зависимостью B= pect. Найдите параметры р  и с по 
данным опыта.

• Экспоненциальная функция имеет вид у = А еЬр, А и Ь — 
параметры.
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1,1 0 12

в. % 15.4 10.4

Составьте таблицу найденной зависимости, взяв точки / через 
1 ч от 0 до 24 ч н постройте график.

17. Функция х(1)=  1(ХЮ + 500(1 — 2 '* ) соответствует непрерыв­
ному росту популяции бактерий от начального размера х  (0) = I ООО 
до предельного дг(/) =  1500. Чему равны численные значения 
популяции в моменты времени f =  1, 2, 3......  10. Постройте графи*.
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Г л а в а  6
Предел и непрерывность ф ункции

Понятие предела часто используется в повседневной 
жизни. Оно ассоциируется в нашем сознании с числом, 
к которому приближается значение переменной величи­
ны. оставаясь или меньше этого числа, или больше, или 
изменяясь, принимая то большие, то меньшие значения.

В главе рассматривается понятие предела после­
довательности и на его основе вводятся понятия 
предела функции, бесконечно больших и бесконечно 
малых функций. Изложены правила вычисления пре­
делов, односторонних пределов и пределов на бес­
конечности. На языке пределов дано фундаменталь­
ное понятие анализа — непрерывность функции.

Изучив гл. 6, читатель подготовит себя к восп­
риятию понятий производной и интеграла.

$ 61 . ПОНЯТИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

О п р е д е л е н и е  1. Последовательностью называ­
ется числовая функция f (n),  заданная на множестве 
натуральных чисел N.

Если п — натуральное число, 
а /(« )  — значение последователь­
ности в точке п, то говорят, что 
п — это номер числа /(и), а само 
число / (я )  называют п-м членом 
последовательности. В дальней­
шем вместо /(л )  будем писать /„.

•  Пример 1. П усть/ , =  Зл -  I. Имеем

/ i  = 2 . Л  = 5. .../,оо  = 299 и т .д .

Г рафиком последовательности
/„ = З л -1  является некоторое изолирован­
ное множество точек, часть которого 

Рис. 62 показана на рис. 62. %
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О п р е д е л е н и е  2. Последовательность /„ называ­
ется постоянной, если / ,  =  С для любого «eN,  где 
С — некоторое действительное число (CeR).

О п р е д е л е н и е  3. Последовательность f n называ­
ется ограниченной, если найдутся числа т и М  е R 
такие, что т ^ / я^  М  для любого пе  N.

О п р е д е л е н и е  4. Последовательность /„ назы­
вается:

1) строго возрастающей (строго убывающей), если 
/■ < /. + i ( / .> /« + i )  для любого п е N;

2) возрастающей (неубывающей), если /„</«+ j для 
любого neN;

3) убывающей (невозрастающей), если 4 , для 
любого n eN .

О п р е д е л е н и е  5. Последовательность /„ называ­
ется монотонной, если она возрастающая либо убы­
вающая, либо строго возрастающая, либо строго 
убывающая.

1
•  Пример 2. Дана функция / , = ------ . Находим:п

л + I 1
1 ) / .  *  » | + - > |  для любого п eN ;

п п

2) f n =  ~  1 +  -  <  2 для любого /i€N ;п п
3) /.* * ----------ограниченная последовательность, так как

п
К / .< 2 ;

4 ) / **‘ л + 1  ’

,  ,  <1+ 2  _  л ’ +  2 л + I  — л 1 — 2л _  I _
и л + 1  л (л + 1 ) л (л + 1 )>

для любого neN=>f„>f„+ , =>/,,— строго убывающая 
последовательность.

|  6.2. СХОДЯЩИЕСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ. 
ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ. ЧИСЛО в. 

НАТУРАЛЬНЫЕ ЛОГАРИФМЫ

Пример I. Пусть

,  я+1 , 1/. т---- ■ I +-.
л л
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С ростом номера п число / „ = 1 + -  (л-й член последовательности)п
становится все ближе к 1, н о / . #  1 ни при каких натуральных л. •

Рассмотрим такие последовательности, у которых 
с ростом номера «л» л-й член / ,  приближается 
к некоторому числу а, ае  R.

О п р е д е л е н и е  1. Число а есть предел последо­
вательности /„, если для любого е > 0  существует 
такое число п0, что при всех п >п 0, п е N, \ /Л — а\<с. 

Если это условие выполняется, то пишут 
lim f„ = a.

п— +  СО

Последовательность, имеющая предел, называется
сходящейся.

В определении сходимости и предела последо­
вательности нет ясного указания на то, как проверять 
сходимость и как находить предел. Естественно, 
возникают три вопроса.

1. Дана последовательность f„. Как выяснить, 
сходится ли она или нет?

2. Если /„ сходится, то сколько она имеет 
пределов?

3. Как найти все пределы последовательности? 
На первый вопрос ответ дают так называемые

теоремы существования, которые называют еще при­
знаками сходимости.

Т е о р е м а  1. Если последовательность /„ ограни­
чена и монотонна, то она сходится.

Иллюстрация теоремы дана на рис. 63
Пусть fn = r-—- .  Эта последовательность строго

л
убывающая и ограниченная. Проведем две линии, 
параллельные оси п на расстоянии от нее на
1 и 2 единицы. С возрастанием п соответствующие 
точки будут приближаться сверху к линии f„ = 1.

4 ~HtfTiTn ,
t  г J  4 5 6 7 8 9 to n
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Т е о р е м а  2. Пусть дана постоянная числовая 
последовательность /„, / Я = С для любого ие N, CeR.  
Тогда последовательность /„  сходится и

lim /„ =  lim С= С
Я—* + 0 0  Я—* + 0 0

(классическая формулировка: предел постоянной ра­
вен постоянной).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное е > 0  
и пусть Пд — любое число (/i0eR). Тогда для любого 
п>п0. п е N. | / я- С |  = |С - С | = 0<е.  Теорема доказана. 

Т е о р е м а  3. Пусть дана последовательность /„,
, ( а>0,  а е R). Тогда последовательность /„ схо-и*

дится и
lim f„= lim -  ̂= 0.

я —* + во я —* +  on Л

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное е > 0i/«
и пусть л0 = [ - J  . Тогда для любого п > п 0, п е N,

| / - ‘ 0| = ^ < ^ = 7 7 7 ^ л - “ с = | / - _ 0 |< е '

Теорема доказана.
Т е о р е м а  4. Если |g |< 1, g e R ,  то последователь­

ность f n=g" сходится и
lim /„ =  lim g" = 0.

Я—* +  00 Я—*+< J0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем произвольное с > 0
и пусть и0 = — . Тогда для любого п > п 0, пе  N,

Igtf

l / « - 0 | = g " < g |i* =  e.

Теорема доказана.
Число е. Натуральные логарифмы. В подробных 

курсах математического анализа, например (26],

доказывается, что последовательность / , -М
строго возрастающая и ограниченная. Поэтому 
она сходится и имеет предел, который обознача-
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fn I I

2.72-

t 2 3 A 5 6 7 8 9 10"n

Puc 64

ется e, т. e.

lim ( | + l Y  = e.
+ n) ( 6 2 | )

График последовате­

льное! изобра­

жен на рис. 64. Число е хорошо изучено. Известно, 
что это число иррациональное; наряду с числом 
к ему принадлежит в математике большая роль. 
В книге: Кречмер В. А. Задачник по алгебре (М., 
Наука, 1968) приведено значение е, содержащее 2500 
знаков после запятой. Мы укажем десять знаков: 
е = 2,7182818284...

Логарифмы чисел по основанию е называются 
натуральными и обозначаются In х.

Легко проверить, что между десятичными и на­
туральными логарифмами существует связь:

In .V = In 10 lg х  = 2,303 lg х, 
lg л- = Ig e In x  = 0,4343 In x.

Графики функций >> = lnx  и = lg л: изображены 
на рис. 65.
§ 6 3. БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Пусть R — расширенное множество действитель­
ных чисел. Как известно, R состоит из всех дей­
ствительных чисел и двух «бесконечно удаленных» 
точек ( — оо) и ( +  оо).

•  Пример 1. Рассмотрим последовательность / .  =  л 1. Инту­
итивно ясно, что л-й член последовательности с возрастанием 
л становится все больше и больше, при этом, начиная с некоторого 
номера, / .  превышает любое действительное число. Естественно 
написать, что

112

/



lim /„ =
Я —• ♦ JO

+ 00.

Вместе с тем л-й член «перевернутой» последовательности

g. = -  с возрастанием я приближается к 0, т. е. lim g, =0.
/.
Поясним сказанное следующей таблицей:

п 1 2 10 100 Ю4 10е

/ . 1 4 100 10 000 10" 10“

1
1 0,25 0.01 0.0001 1 0 " 1 0 “

•  Пример 2. / „ = ( - ! ) " « .
С возрастанием п значение |/„ | =  |( — 1"л)| становится все 

больше и больше, но / .  не приближается ни к какому числу. 
Если п четное, то /» приближается к +оо , а если п нечетное, 
то к —оо. Перевернутая последовательность

I I
/. И ) ’»

Для того чтобы /„ приближалась к + о о ( — оо), необходимо, 
чтобы начиная с некоторого номера имело место неравенство 
/« > 0  ( / .< 0 )  и, конечно,

I
£„ =  - - »  0 при п -* +  00. 9

Л
О п р е д е л е н и е .  Пусть дана последовательность 

/„ и выполнены следующие условия:
1) /„ > 0  при всех п >п 0, где п0 — некоторое число;
2) перевернутая последовательность g, = -  схо-

Jm
дится, и*.

lim g„ = 0.
Я— + 00

Тогда говорят, что последовательность /„ стре­
мится к +-00 и пишут

lim / „ = + 00. (6.3.1)
Я—* ♦ 00

Если же хотя бы одно из двух условии не 
выполнено, то говорят, что бесконечно удаленная 
точка +оо не является пределом последовательности

113



ф  Пример 3. Дана функция / .  = л г. /„ = « * > 0  при n e N . 
1 ,

g , =  i --------О, поэтому lim я =  +  оо.Я •—* + « • ♦ «
Аналогично можно дать определение последовательности, 

стремящейся к — ос. Кратко пишут

lim / . = * - 00. •  (6 3 2)
»—+ СО

Пример 4. Дана функция f , =  —yjn при всех пе N. — v//»<0.
I I

Перевернутая последовательность #„ = - = — -р ------- 0, поэтому

lim -о о .  •
Я—  ♦  00

Классификация последовательностей.
Класс 1. Состоит из всех сходящихся по­

следовательностей таких, что lira / я = а, где а —
Я —• +  00

число, а #  ±оо.
Если о = 0, т. е. lim /„ = 0, то последовательность

я —• +  00

называется бесконечно малой.
Класс 2. Состоит из всех последовательностей /„ 

таких, что lim / в= + о о .
Я —•  +  00

/Ошсс 3. Состоит из всех последовательностей /„ 
таких, что lim / „ = —ос.

Я —•  +  00

Если последовательность J„ входит в один из
этих трех классов, то будем говорить, что она
имеет предел lim f„ = a (а — число или один из

Я - + Л
символов ± ос).

Класс 4. Состоит из всех последовательностей, 
не попавших в первые три класса, т. е. тех, которые 
не имеют предела.

Можно доказать, что, например, последователь­
ности ( —1)", sin и не имеют предела.

Если lim f e = a, а =  +  ос или а= — оо, то говорят,
Я —• +  00

что /„ — бесконечно большая последовательность.
Приведем еще несколько легко проверяемых ут­

верждений:
1) если /„ — бесконечно большая последователь-

Iность, то перевернутая последовательность g „= -----
Jm

бесконечно малая;
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2) lim / я= + о о  о  lim ( —/„ )=  — oo;
n —  +  00 я  —*4-oo

3) lim / „ = - o o o  lim ( —/„ )=  +  oo.
Л —• +  00 Я—• +  00

§ 6.4. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ
О ПРЕДЕЛАХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

Сформулируем семь теорем о пределах после­
довательностей, которые для удобства будем назы­
вать правилами. При этом в первых пяти правилах 
пределы последовательностей конечны (или /„ и g„ 
сходятся).

П р а в и л о  1.
I'm ( /„ ± £ я)=  lim / я±  lim g„ (6.4.1)

Я —* -f 00 Я—* + 0 0  Я—* + 0 0

(предел алгебраической суммы равен той же сумме 
пределов).

Приведем точную формулировку: если после­
довательности /„ и gK сходятся, то сходится 
последовательность /„+£„ и справедлива формула 
(6.4.1).

П р а в и л о  2.
lim (/.£„)=  lim f„ lim gn

Я —* + 0 0  я —* +  oo Я —• +  00

(предел произведения равен произведению пределов). 
П р а в и л о  3.

lim (С /Я) = С lim /„,
Я—• + 00 Я —*4- 00

где С — некоторое число.
(Постоянную величину можно выносить за знак 
предела.)

П р а в и л о  4.
lim / .

lim ^  = !=12_ ,  если lim g„*О
я  —.  +  00 Я —* 4 -0 0

■ — ♦  90

(предел отношения равен отношению пределов). 
П р а в и л о  5.

lim (/„)" = (  lim / . ]  , ж е  N.
Я —*4-00 \ я  —  4 -(Ж /
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П р а в и л о  б.
Пусть lim g„ = 0 и lim / (, = С#0 .  Тогда

И —•  +  00 Я —•  +  00

1) если —> 0  при всех п ^ п 0, то lim — = -t- оо;
я +  00

2) если — < 0  я/>м всех п ^ п 0, то lim - = —оо.
я_ + ас̂ и

П р а в и л о  7. Пусть f n — бесконечно малая после­
довательность, т. е. lim /„ = 0, a g ,— ограниченная

Я —* ♦  ао
последовательность. Тогда f ag„— бесконечно малая 
последовательность, т. е.

1>ш (/„£,) =  0.
я —. +  00

Ограничимся доказательством правила 1 для 
случая предела суммы. Пусть lim f H = a, lim g„ = b.

п —* +  00 Я —•  +  00

Возьмем произвольное число е>0.  Тогда существуют 
числа л, и п2 такие, что при всех п > п х

| / в- а |< е /2 ,
при всех п > п 2

\ g ' - b \ <e / 2 .
Пусть л3 — число, большее, чем п{  и п2. Тогда 

при п > п 3 последние два неравенства истинны од­
новременно. Поэтому

l ( / . + f . ) - ( e + * ) l “ l ( / . - * ) + ( * ■ - * ) ! <
^ l / . - a |  +  | g „ - 6 | < e / 2  + e/2 = e

(использовано неравенство треугольника для модулей 
см. § 5.2).

Следовательно, последовательность+ сходится
||

•im (f ,+ g ,)  = a +b =  lim / , +  lim gn.
Я —•  +  ОО Я —•  +  00 Я —•  +  00

Остальные правила доказываются аналогично. 
З а м е ч а н и е .  В правилах 1 и 2 можно взять 

любое конечное число слагаемых (множителей). 
Правила 1— 7 дают ответ на третий вопрос из § 6.2. 
Сформулированные правила связывают операцию 

предельного перехода с арифметическими операци­
ями. Они позволяют вычислять пределы последо­
вательностей во многих случаях. Для этого надо 
выполнить тождественные преобразования л-го члена
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последовательности так, чтобы правила 1—7 сводили
вычисление исходного предела к известным пределам.

#  Примеры.
/л+1\ /  1\ I

I. lim I ------) =  lim (1 + - )* =  lim 1+ lim - = 1 + 0 =  I.
«—«л\ n /  »-«««>\ n)  » —

3 n J — I I
3n l - l  ”  “

2. lim -— — r=  lim -— -— lim
I + и — ♦ ® I + 2и я—♦ ® J_ • 

n //

lim ( з - - Н  lim 3 -  lim
И —♦ Д \   ̂ / __ W —« ♦ 30 w—♦ ao ̂  _

/ I  I
lim l - j  + 2 1 lim - j  + Inn 2

H —  + T >  V *  /  я  —  ♦  л  ^  Я —•  ♦  Л*

i± -° J= l,5 . 
0+2  2

3. lim — sin(/»+ l) = 0, так как lim - 7= =  lim —. = 0 ,
я - *  ♦  ю  * /  П  *  — + x j  y . '  f t  я —•  + an f t  2

— I O in  («+  l)<  I (правило 7).
я*+I . I

> 1 ---~  I ■!—:и’+ I
4. lim — г— = lim — — = lim I

/’. =  l + - j .  l i m / . *  lim 1+ lim —j  = 1 + 0 = 1 ;

*„ =  - .  lim -  = lim *. = 0;

/1 n1 + I
— > 0  при любом ле!Ч. По правилу, 6 lim , = + » .  •
Я. .-«я п

§6 5. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ. ОДНОСТОРОННИЕ ПРЕДЕЛЫ. 
БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИЕ 

И БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ФУНКЦИИ

Пусть а — число. Функция /(дг) задана в некоторой 
окрестности точки дг, т. е. хе(а  — е; а -he). Точка а не 
обязательно входит в D(f) .

Рассмотрим ряд последовательностей дг., значения 
которых лежат в области определения /(дг), хлфа 
для любого weN и таких, что lim д:„ = а(хя-*а).

Н—• + 00
Для каждой такой последовательности хи постро­

им новую последовательность yn™f{xn). Возможны 
следующие два случая.
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С л у ч а й  1. Все последовательности у„ име­
ют пределы, эти пределы совпадают между со­
бой и равны некоторому А (А — число или 
один из символов +оо, — оо). В этом случае 
говорят, что функция / ( х )  при х,  стремящемся 
к а (или в точке а), имеет предел, равный А. 
Кратко пишут

\ \mf (x)  = A или f (x)-*A.  (6.5.1)
х — а х — а

О п р е д е л е н и е  1. Число А называется пределом 
функции /(.*) в точке х  = а, если для любой числовой 
последовательности х„, сходящейся к a(x„e D (/) , 
хя^ а  при любом я), последовательность соответст­
вующих значений функций у„=/(хя) сходится и ее 
предел равен А:

lim f ( x )  = A.
х — а

С л у ч а й  2. Положение, описанное в случае 1, 
невозможно:

1) хотя бы одна из последовательностей уЛ не 
имеет предела;

2) все последовательности у„ имеют пределы, но 
есть, как минимум, два разных.

В этом случае говорят, что функция /(дг) при 
х-*а  не имеет предела.

•  Пример 1. Доказать, что l im - ^ = + o c .
,-о*

Р е ш е н и е . Возьмем любую последовательность jr.. х .# 0 ,  

такую, что lim дг. =  0. Построим последовательность у .« /1 х .) ш~э
я  — ♦ ос X  Я

и покажем, что lim ут= + сс.
■ — ♦ 00

Так как =  — > 0 , то достаточно показать, что перевернутая
&

I
последовательность — — * 0.

У я я — * к
Находим

lim — =  lim х* — lim (x .)J = 0 s = 0. Л
я — * к> У я и -* ♦ 00 . —•♦ 00

•  Пример 2. Доказать, что функция /(дг) = sin — не имеет 

предела при *-*0.
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Р е ш е н и е . Рассмотрим две последовательности - —
2%п

и х ’ ш ----- !----- . Ясно, что лгГ#0, lim lim
Чг + 2кп

Построим соответствующие последовательности >-j =  sin2«n  =  0 
и >>i'*=sin(*/i-f2nn)=l. Вычислим их пределы: lim =

я  —• ♦  ао

lim Имеет место случай 2. Функция /(jc) = sin - не имеет
И ♦  ОО X

предела при лг-»0. •

З а м е ч а н и е .  Если функция / ( х) имеет предел 
при х-*а, то его часто удается достаточно легко 
вычислить,. удачно выбрав последовательность хя 
х„-*а, хяфа,  таким образом, чтобы предел после­
довательности уя = /(* ,)  был заранее известен или 
легко вычислялся. Тогда

lim f { x ) -  lim =  lim f ( x H).
x—a и —• + ао я — + со

Существует другое определение предела функции, 
эквивалентное определению 1, в котором не исполь­
зуется понятие предела последовательности.

О п р е д е л е н и е  2. Число А называется пределом 
функции f  (x) при х-*а  (или в точке х  = а), если для 
любого е  >0 существует такое 6 > 0 ,  что при всех 
х, удовлетворяющих условию 0 < | jc — а | < 6 выполня­
ется неравенство |/(х )  — А \ < е.

Доказательство эквивалентности определений 1 
и 2 приводится в более подробных курсах матема­
тического анализа, например [.3].

Дадим геометрическое толкование определения 
предела функции. Пусть график функции, имеющей 
предел в точке х = а, изображен на рис. 66. Проведем 
две прямые х= а  и у  = А. Выберем е> 0  и построим 
прямые у = А+е, у  = А —е.
Число А является пределом 
функции f ( x )  в точке х = а, 
если найдется 6-окрестность 
точки а такая, что часть 
графика функции / ( а ), для 
которой х е [ а  — 8, а + 6), 
х ф а , попадает внутрь по­
лосы, ограниченной прямы­
ми у = А —е й у = А  + е.
В этом случае \ f ( x ) -A \ < t .
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1. Односторонние пределы. Если в определении 1 
предела функции дополнительно потребовать, чтобы 
любая последовательность хя-*а, хя<а  ( а — число 
или символ + ао ) при лю бом n e N , то функция / (х )  
при х-*а  (слева) имеет левый односторонний предел

lim f ( x )  =  lim f ( x ) = f ( a - 0 )  = A.
x-*a x —a -0
x <a

f0CTaT04H0 потребовать при этом, чтобы функция 
была определена в открытом интервале (с, а), 
т. е. левее точки а.

Если при определении предела функции допол­
нительно потребовать, чтобы любая последователь­
ность х я-*а, хя>а  (а — число или символ — оо) при 
любом л е й ,  то функция f ( x )  при х-*а  (справа) 
имеет правый односторонний предел

lim f ( x ) =  lim / ( х ) = / ( а  +  0) =  Л. 
j r . '  х —•« + о

Достаточно потребовать при этом, чтобы функция 
/(дг) была определена в некотором интервале (а, Ь), 
т. е. правее точки а.

•  Пример 3. Доказать, что:

' ^ Т г у - - 001 2)*<1 л 1 х»1 •* 1
Р е ш е н и е . Пусть дс, — последовательность, и дг„<1, х.-*1.

Последовательность у . = ------ - < 0 ,  так как х .<  I. По-
дг.-1  !

кажем, что перевернутая последовательность — >0.
Имеем Ут

lim —= lim (дс,—1)= lim дс,— lim-. 1 =  1 — 1=0.
■ — ♦ «  У Я Я—>4» »-*■*«

1
Следовательно [см. равенство (6.3.2)], l im ------ = —оо.

т- l  ДС- 1
Х <  I

Доказательство второго равенства аналогично, только здесь 
надо учесть, что >>„>0.

Определения пределов функции обычного и од­
носторонних на языке последовательностей имеют 
свои достоинства и недостатки.

К достоинствам можно отнести: а) возможность 
вывода правил предельного перехода для функций 
на основании правил для последовательностей;

120



б) возможность доказательства того, что функция 
в точке не имеет предела (см. пример 2).

Недостаток состоит в том, что надо перебирать 
теоретически бесконечно много последовательностей 
х„, поэтому нельзя дать четкого правила вычисления 
пределов функций. Естественно желание получить 
правила для вычисления пределов функций, основан­
ные на правилах вычисления последовательностей, 
но «минуя» сами пределы последовательностей.

Т е о р е м а .  Известно, что f ( x )  имеет в точке 
а (а — число) односторонние пределы f ( a —0) и f ( a  + 0) 
и f ( a  — 0 ) = / ( я  +  0) =  /1 ( А — число или один из символов 
±оо).  Тогда f ( x )  имеет в точке а обычный (дву­
сторонний) предел lim f ( x ) = f ( a —0) = A (рис. 66).

х -*а
Если односторонние пределы различны (рис. 66), 

т. е. f ( a  — 0) ^ / ( а  +  0), то не существует и предела 
функции при х-*а.

•  Пример 4. Доказать, что функция / ( J t)= —-— при дг—* 1 не 
имеет предела. х

Р е ш е н и е . Из примера 3 следует, что / ( 1  —0)=  — о о ;/ ( 1 + 0 )

=  + о с , — ос *  +  оо = * /(* ) = ----- j- при j c —» 1  не имеет предела, 9

Практически при отыскании пределов функций 
нет необходимости убеждаться в- том, существует 
предел или нет. Наличие или отсутствие предела 
устанавливается в процессе вычислений.

2. Бесконечно большие и бесконечно малые функ­
ции. Определение бесконечно больших и бесконечно 
малых последовательностей приведено в § 6.3. Обоб­
щенное определение предела функции дано в § 6.5, 
причем там рассмотрены и случаи, когда

lim У(лг) =  0 или lim / ( * ) =  оо.
х-*а х -+а

Ввиду важности этих двух случаев остановимся 
на них подробнее.

О п р е д е л е н и е  3. Функция f ( x )  называется беско­
нечно большой при х-*а  (а — число или один из символов
+  оо, - о о ) ,  если lim / ( * ) =  +  ос, или lim / ( * ) =  -  оо.

х-*а х-*а
О п р е д е л е н и е  4. Функция а(дс) называется бес­

конечно малой при х-*а  (а — число или один из
символов + 00, — оо), если lim а(лг) =  0 .

ДГ
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З а м е ч а н и е .  Если lim a(jc) =  0, то в силу опре-
х —а

деления 2 предела функции пдлучим, что разность 
У(х)—Л — бесконечно малая функция, т. е. из равен­
ства lim f ( x )  = A следует, что

х-*А '

/(.* ) — А = а (х )  при х-*а,
или

/(дг) =  Л +  а(х). (6.5.2)
где а (*)-»0  при х-*а.

С другой стороны, если для функции / ( * ) . имеет 
место равенство (6.5.2), то число А — предел функции 
f ( x )  при х-*а.

Теперь можно дать еще одно определение предела 
функции. Число А называется пределом функции / ( л )  
при х-*а, если f ( x )  — A = a ( . v )  — бесконечно малая 
функция при х-*а.

§6 .6 . О СН О ВН Ы Е ТЕО РЕМ Ы  О П РЕД ЕЛ АХ ФУНКЦ И Й . 
З А М ЕЧ А ТЕЛ Ь Н Ы Е П РЕД ЕЛ Ы

Сформулируем ряд теорем о пределах, которые 
для удобства будем называть правилами (в первых 
пяти правилах предполагается, что существуют конеч­
ные пределы функций f ( x )  и g(x) при х-*а  (а — число 
или ±  оо).

П р а в и л о  1. Предел алгебраической суммы двух 
функций равен сумме пределов тех же функций.

lim ( /(x )± g ( jf ) )  =  lim /( jf )± lim  g (х).
х~*а х~*а х-*а

П р а в  и л о  2. Предел произведения равен произведе­
нию пределов.

lim ( f ( x ) g  (x)) =  lim /(x )  lim g(.v).
x-*a x —a x-+a

П р а в  и л о  3. Постоянную можно выносить за 
знак предела.

lim (С /(* ) )  =  С lim f (x) ,
х-+а

где С — некоторое число.
П р а в  и л о  4. Предел отношения равен отношению 

пределов
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l im / ( л )

lim - 7- ;  =  — -----, если l im g (x )# 0 .
■THdiW lim g(x)

x - * a

П р а в и л о  5. Предел степени равен степени 
предела

l im ^ /( . t ) j  = ^ l im / ( .v ) J ,  где т е  N. 

П р а в и л о  6 . Пусть limg(.v) =  0, Iim /(jc) =  CV 0.
х —а х -*и

Тогда:
f i x )

1) если - 7—'> 0  при всех х, удовлетворяющих
g \x )

f  ( jt)условию |.г—а |< е ,  где о 0 , то i im '^ ~ = + o o ;

2) если —-—- <  0 при всех х, удовлетворяющих
«(*)

f  (х)условию |дг — а\<г,  где е > 0 , то МптЦ-{= — оо.
x-*ag[x)

П р а в и л о  7. Пусть f  (х) — бесконечно малая фун­
кция, a g (x )— ограниченная функция, | g(.v) | <  Л/, где 
М >  0. Тогда [lim ( /(.v ) #(д)) =  0 ], т. е. произведение 
бесконечно малой функции на ограниченную функцию 
есть бесконечно малая.

Приведем еще три правила, д ля  которых не 
сформулированы, соответствующие правила для 
последовательностей.

П р а в  ил о 8. Если между соответствующими 
значениями трех функций f (x ) ,  <p(.v) и g (x j выпол­
няется неравенство /( .r )^ (p (.v )< g (x ) для всех х  из 
некоторой окрестности точки а и lim f ( x)=b,  limg(.v) =

х-*а х —*а
= Ь, то Н т ф (х )  =  6 . Теорема имеет простое геомет-

х-*а
рическое толкование. Если пределом функций f i x )  
и g l x ) является число Ь, то движущиеся точки f \ x )  
и g(x) на числовой прямой при х-*а  попадут внутрь

о ь-е ь ь+е—I___| 1 | ,  ,  ■____ ►
ПРО rwff(x)
Рис. 67
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Е-окрестности точки b и далее там останутся. Учи­
тывая неравенства /(лг)^ф (дг)^#(.г), заключаем, что 
точка ф(х) попадает внутрь £-окрестности точки Ь,

а это и означает что | ф(*) — b\ < E o lim  ф (.*•) = />
х-*а

(рис. 67).
П р а в и л о  9. Пусть lim g(x) = b, g(x)=£b, при любом

х-*а
х из окрестности точки а (д(фа) и lim f ( y )  = А. Тогда

y - h

lim / [ # ( * ) ]  =  l im /(  v) = /4.
x —a y-»b

(Замена переменной при переходе к пределу; b и А — 
числа, или бесконечно удаленные точки.)

П р а в и л о  10. Если функции ф(дг) и / ( л )  определены 
в окрестности точки а, для всех х, достаточно близких % 
к а (лг#л), имеет место неравенство Дх)<(р(х)  и функ­
ции имеют пределы при х-»а, то l im /(x )^ lim  ф(.*).

х~*а х —а
В частности, если У (jc) < 0. то l im /( j t ) ^ 0 ;  если 

/(д г )> 0 , то lim / ( х ) ^ 0 .
х-*а

Правила I — 7 доказываются на основе исполь­
зования соответствующих правил для последователь­
ностей.

Докажем, например, правило 1.
Возьмем произвольную последовательность л.,

хп->а, хяФа, х„е D( f )  и xneD(g).  Имеем lim ( / ( * )  +
х —*а

+ *(*)) = lim (/(-гп)-Ь^(дгя)) = lim /(* „ )  +  lim (.хя) =
п— + 30 п-* + 00 /?-*эо

= lim /(x )+ I im  #(.*).
x-*a x-*a

З а м е ч а н и е .  В правилах 1 и 2 вместо двух 
слагаемых (множителей) можно брать любое конеч­
ное их число.

С помощью правил 1— 9 мы будем далее вычис­
лять пределы функций.

Замечательные пределы.
1). Первый замечательный предел. При вычислении 

пределов, содержащих тригонометрические функции,
sin*часто используется предел lim — .

х~*0 X
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Теорема.

lim — - 1. (6 .6 . 1)
х - 0  X

Для доказательства (6.6.1) О 
воспользуемся неравенствами

sin jc <  л: <  tg л:, 0 <  дг <  п/2,  (6 .6 .2)
которые следуют из рассмотре­
ния рис. 68 , где sinx =  .4Zf, pUc. 6Н

х  = АС,  tg x  = AD,  (ОА = О С = \ ).
Из (6.6.2) имеем

sin х ,-----< 1, x c o sx < s in x .X
Следовательно, при 0 < х < я /2

5 1 П  X  |  g  ж ж м чcos х  <  —  < 1. (6.6.3)X

Так как lim cos х =  1 *, lim 1 =  1, то отношение при
х-*0 Jt —*0 X

х -»0  заключено между двумя величинами, имеющими 
один и тот же предел, поэтому (см. правило 8),

l im — = 1 . (6.6.3)
Jt —»0 ■*
х>0

Учитывая, что sin х  — функция нечетная, т. е.
/ V  . s i n ( —х)  s i nx

sin( —х )=  — sinx, — jr = —г- ’ получаем

lim 1. Теорема доказана.
лг —»0. дг < 0 *

2) Второй замечательный предел.
В § 6.2 приведен пример сходящейся последова­

тельности

/■ =  ( l  +  'Y ,  lim ( 1 +  - Y  =  e.
\  И /  Я-. +  < ю \  и /

В полных курсах математического анализа доказано,

что предел функции Д х )  =  ( 1 +  ' ) при х -  + оо ра­
вен е, т. е. \  V

* Доказательство равенства лано в § 6.8 [см. формулу (6.8.1)].
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lim ( l + - )  = e .
X - » o O  у  x J

(6.6.4)

При этом x может принимать как положительные, 
так и отрицательные значения. Полагая х = 1 /а  («-♦0) 
(см. теорему 7 в § 6 .6), получаем другую форму 
записи этого предела:

lim (1 + а ) 1/а =  е.
а-»0

§ 6  7. ПРИРАЩЕНИЕ ФУНКЦИИ 
И НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ.

НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ В ТОЧКЕ 
И НА ИНТЕРВАЛЕ

ф  Пример 1. При измерении длины стебля льна 10.07 было 
получено значение 75 см, 2.08 измерение дало 94 см. Определить 
продолжительность времени между двумя измерениями в днях 
и в прирост стебля льна.

Р е ш е н и е . Пусть х о =10.07, х ,= 2 ,0 8 . Продолжительность 
между измерениями х , — х0 =  3 1 + 2 —10 =  23 дн.

Пусть у 0 — первоначальное значение длины, у 1— новое (на­
ращенное) значение. Тогда y t — .к0 = 9 4 —75=  19 (см). •

О п р е д е л е н и е  1. Пусть х  — переменная величина. 
В некоторый начальный момент х  =  х0, в другой 
момент х = х у. Тогда разность Дх =  x t — х0 называ­
ется приращением (или изменением) переменной х. 
Ясно, что х , = х 0 +  Дх.

О п р е д е л е н и е  2. Пусть в окрестности точ­
ки х0 задана функция y =f ( x ) .  Назовем у0 =  / (х0) 
исходным (начальным) значением функции. Поло­
жим, что Х != х 0 +  Ах — новое, наращенное значение 
независимой переменной; y t = / ( * , )  = / ( х 0 +  Ах) — 
новое наращенное значение функции у=/(х) .

Разность Ь у = у х -> '0 = / ( ir0 +  A v)—f ( x 0) называет­
ся приращением функции y = f ( x )  в точке х 0.

Приращение функции Ду  зависит от двух величин: 
х0 и Ах, при фиксированном х0 п р и р ащ ете  Ду  
зависит только от Дх. Геометрический смысл величин 
Дх и Ду ясен из рис. 69.

З а м е ч а н и е .  Не следует считать, что всегда 
Д х > 0  и Д и>0. Знаки Дх и Ау могут быть любыми 
и возможен случай, когда Дх =  0 и Ду =  0.

•  Пример 2. Урожайность сахарной свеклы у  (т /ra ) в за­
висимости от количества вносимых минеральных удобрений
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я  (u /ra ) выражается функцией 
у = 5,4лг —2,9, дг > I . На сколько уве­
личится урожайность сахарной свек­
лы, если количество удобрений уве­
личить с 4 до 6 ц/га?

Р е ш е н и е . Имеем дг0 = 4 — на­
чальное значение дг; х , = 6 -  новое 
(наращенное) значение х;
>о = 5,4 • 4 — 2,9 = 18,7 — н ач ал ьн о е  
значение >; >, = 5,4 6 - 2 .9  =  29.5 — 
новое (наращенное) значение >. При­
ращение урожайности

A >=>i - > 0 =  2 9 ,5 -  18,7* 10,8 (т). •

Непрерывность функции в точке. Непрерывность — 
весьма важное свойство функции. Рассмотрим при­
меры. Поставили кипятить воду. С течением времени 
температура воды повышается. Повышается, но как? 
Постепенно, т. е. за малый промежуток времени 
температура повысится незначительно. Другой при­
мер. Будем измерять высоту стебля растения в пери­
од роста. На рост влияют многочисленные факторы, 
действующие во времени, поэтому независимой пе­
ременной будем считать время. И здесь та же 
картина, подтверждаемая опытом многовековой де­
ятельности человека: малым промежутком времени 
соответствуют малые изменения высоты растения.

Аналогично, небольшим промежуткам времени 
отвечают малые изменения температуры воздуха. 
Никто еще не наблюдал, чтобы температура воздуха 
изменялась моментально, например от + 15  до —45 . 
М алым изменениям времени соответствуют малые 
привесы животных, содержащихся на откорме.

О п р е д е л е н и е .  Пусть функция y=J' (x)  задана 
в некоторой окрестности точки х 0, А у— приращение 
этой функции в точке дг0, соответствующее прираще­
нию независимой переменной Ах. Известно, что

1) функция А у  при Ах ->0 имеет предел;
2) lim Ау = 0 .

Ал —*0
Тогда функция y = f ( x )  называется непрерывной в точ­
ке х  = х 0, а само число х 0— точкой непрерывности.

Кратко это определение формулируется так: фун­
кция y —f ( x )  называется непрерывной в точке jc =  .y0, 
если бесконечно малому приращению аргумента соот­
ветствует бесконечно малое приращение функции.
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•  Пример 2. Урожайность зерна кукурузы (ц/га) в зависи­
мости от количества внесенного в почву азотного удобрения 
(кг) при прочих условиях выражается формулой

у  =  -  0,0021 x 4  0,936* + 49.840.

Доказать, что бесконечно малым изменениям количества 
азота, соответствуют бесконечно малые изменения урожайности. 

Р е ш е н и е . Имеем

lim Л>» = lim Г—0,0021 (*„ +  Ддс)2 +  0,936(лго +  Ал:)+Ал—О
+ 49,840 + 0,0021 х  J -  0,936хо -  49,840] =

=  lim Г—0,0042хо Д *+ 0 ,93Д х—0,0021(Д*2)1= 0.Дж —О
Здесь применены правила I — 3 (см. § 6.6).

Таким образом, функция непрерывна. #

Т е о р е м а  1. Функция y - f ( x )  непрерывна в точке 
х0 тогда и только тогда, когда:

1) функция y = f ( x )  имеет конечный предел 
в точке ,vQ;

2) lim f ( x ) = f ( x 0).
х — х0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть функция y = f ( x )  не­
прерывна в точке д:0. Тогда

lim А>’ =  0 => lim (/(лг0 +  Д.г) —/(лг0)) =  0.
Ах —*0 Ах — О

Выполним замену переменной (правило 9): 
дг =  а 0 +  Лдг; если Л х-»0 , то х -* х 0. В этом случае 
lim ( /C x ) - / ( J t o)) =  0 , откуда имеем равенство

X —* Х 0

lim /(д с )= /(д 0). (6.7.1)
X — Х 0

Проведя рассуждения в обратном порядке, приходим 
к равенству lim Д>> =  0. Теорема доказана.

Ах — о

ф  Пример 3. Доказать, что функция f ( x ) = x 2 непрерывна 
при лгеН.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем

lim / ( * ) =  lim х 1 = ( lim дг)2= Х о= /(*о)- ®
Ж — Яф X — X, ж —х#

При вычислении пределов часто используется сле­
дующая теорема.

Т е о р е м а  2. Пусть функция y —f  (дс) — элементар­
ная и известно, что она задана в окрестности точки 
х 0. Тогда y = f ( x )  непрерывна в точке х 0, т. е.
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lim f ( x ) = /(.v0).
x — x0

З а м е ч а н и я :  I. Последние две теоремы дают 
основание сформулировать следующее правило: при 
вычислении предела функции, непрерывной в точке 
д 0, при х  -* л0 надо вместо \  в выражение /  (дг) 
подставить л0. Полученное число и является пределом 
функции f  ( х ) в точке х  =  л0 .

2. Если дг0 — граничная точка из области опре­
деления функции, то вместо обычного (двусторон­
него) предела в формуле (6.7.1) надо писать знак 
одностороннего предела.

•  Пример 4. Имеем 

а) lim
л—i sin(n/2)jt sin(n/2)I I

6) lim *J~x =  v 0 = 0. •
л>8

Из условия (6.7.1) непрерывности функции f ( x )  
в точке дг0 при произвольном значении Av имеем

lim /(.v 0 +  A v) =/(дг0). (6.7.2)
Ах—*0

Полагая, что Ддг может иметь как положительный, 
так и отрицательный знак, соотношение (6.7.2) можно 
записать в развернутом виде:

Л * о + 0 ) = / ( * о - 0 ) = / ( ж о), (6.7.3)
где
/( .y o+ 0) =  lim /( .v 0 + A v ); / ( л о - 0 ) =  lim / ( x 0 +  A.t).

Ax —* 0 Ax — 0
Ajc > 0 Ax < 0

Получено еще одно (третье) определение непрерыв­
ности функции / ( д  ) в точке л0: функция непрерывна 
в точке л0, если она имеет односторонние пределы, 
равные между собой и равные, в свою очередь, 
значению функции в точке х 0.

Щ Пример S. Дана функция

{х, если х*"0, 
х 1, если 0 ^ .v <  1.

2, если х  >  I.

Исследовать ее на непрерывность при любом х е  R. построить 
график.
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Рис. 70

Р е ш е н и е . 1) Пусть 
х  = х 0, дс„#0, х0 # 1 . Тогда 
функция f ( x )  вблизи х 0 то­
ждественно совпадает с одной 
из следующих элементарных 
функций: у  = х,  (x<Q); у * * х 2, 
( 0 ^ х 0 < 1), > =  2 (х> 1 ). По­
этому х 0— тонка непрерыв­
ности.

2) Разрыв может быть 
при х = 0  и при х = 1 ; ь  1

/ ( 0) = 02 = 0; / ( 0- 0) =
= lim f i x ) =  lim л = 0 ;х—0,*>0 х—0.х<0

/ ( 0  +  0)=  lim f i x ) =  lim л 2 =  0 2 =0;' ' х—0.j>0' ' х—О,л>о
/(0 )  = / ( 0  -  0) = / ( 0  +  0) = о

Значит. дг=0 — точка непрерывности.
3) х  =  1. В этом случае

/  ( I ) =  2 ; /  (1 -  0 )  =  lim /  ( х  ) =  lim дг 2 =  1; /  ( I +  0) =
X —  I ,  я  <  1 Ж —  1. * <  1

=  lim 2 =  2.X — 1.Х> I
Так как 1 # 2 , то условие (6.7.3) нарушено и точка х  =  1 не 

является точкой непрерывности (рис. 70). в

О п р е д е л е н и е .  Функция f ( .v )  называется непре­
рывной в области D. если она непрерывна в каждой 
точке этой области.

§ 6 8 ТАБЛИ Ц А И ЗВ ЕС ТН Ы Х  П РЕД ЕЛ О В. 
П РА КТИ КА  ВЫ Ч И С Л ЕН И Я ПРЕДЕЛО В

Приведем таблицу известных пределов, дополнив 
ее пределами элементарных (основных) функций 
в точках, не входящих в область определения, но 
лежащих на границе области определения, в том 
числе и при „х-*±ао.

1) lim /(* )= /(< * ) , где / ( .v )  непрерывная в точке
х — а

а функция, а — число;
2) lim f ( x ) = f ( a ) ,  f ( x )  — элементарная функция,

х — а
определенная вблизи (в некоторой окрестности) точки 
я, а — число.

В частности, lim х = а, lim С =  С, lim х 2 = а 2
х-~*а х — а х — а

и т. п. Если а — точка, a e D ( f )  и /(д г) задана при
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'  х ^  а (вблизи а),  то lim f ( x ) = f ( a ) ,  если f ( x )
х — а х > а

задана при х ^ а  (вблизи а),  то lim / ( .v ) = / ( a ) ;
х — а, х<а

3) lim е*=  +  оо, lim ех =  0 ;
х~* -f ос X— -0 0

4) lim я * = + о о , lim а х = 0, если а — число,
ж — + оо х — -а о

а>  1;
5) lim а х = 0 , lim а * =  +  оо, если а — число,

л  — +  00 *  —  - 0 0

0 < а <  1;
6) lim х * = + о о , если а > 0  и lim х* = 0, если

х —• + ао х —> + х
а < 0 ;

7) lim In jc=  +  оо, lim 1пл =  —оо;
х  — +'ао х —О, х > О

7 ') lim loge .v = + o o , lim lo g „ x = —оо, я > 1 ,
х —*+ оо х —О, х >  О

а — число;
8) lim log0.v= -  оо, lim lo g „ x = +  оо, если

x —• + ао х —О
0 < а <  1;

9) lim tg x =  + оо, lim tg.v= — оо;
x —* — -  О х + О

10) lim a r tg x =  + я /2 , lim a r c tg x = - л / 2;
x — ао х — -  оо

11Ч . sin д:
11) l im ------=  1;

х —*0 X

12) lim
•±00иь

Как правило, при вычислении пределов функций 
при х - * а  выполняют тождественные преобразования 
выражения /(дс) вблизи (в некоторой окрестности) 
точки а ( хф а )  так,- чтобы, применяя правила 1— 7, 
свести вычисление исходного предела к известным 
или легко находящимся пределам.

Может оказаться, что при отыскании предела

частного двух функций при х -* а числитель
ч>(*)

и знаменатель вместе стремятся к 0 , или числитель
и знаменатель стремятся к оо. Будем говорить, что
эта дробь при х  -* а представляет собой неопределен-

0  оо с-ность вида -  или —, а нахождение предела дроби
о оо

назовем раскрытием неопределенности.
Приведем несколько примеров.
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Пример 1. lim
лг2-5 .т  + 4

- i  дс2 —Здс +  2 ’

Числитель и знаменатель дроби при х = 1  равны 0. Выполним 
тождественные преобразования:

.т2 - 5 *  +  4 = (* -1 ) (* -4 ) ;  .т 2 —Здг +  2 =  (.т— 1)(дг —2);

lim
х 2 — 5дг + 4

lim
(,т-1 )(дс-4 )

Функции

- i  дс2 - 3 .т  +  2 *-■ (х — 1)(дс-2) 

х  2  — 5дг+ 4  х  — 4
—г— ------- и ------  совпадают в окрестности точки
дс — Здс +  2  дг — 2

дг= I, (дс#1), поэтому их пределы равны при дг —* 1:

, (лг— 1)(дс-4) х —А - 3
hm ------- —-----— =  lim ------ = —  =  3. •
* - i  ( . r - l ) ( * - 2 )  — i л - 2  - I

0  Пример 2. Имеем

lim
* - * « х 2 +  Здс +  2 \o c J

замена;

I
У
1

>■ =  - > 0 ;  y > 0  
x

lim \/y2+l lim >2+ 1 02+l
)*—о 1/.У1 +  3 /y + 2 у—»o 2^2 +  3>»+l 2 0 2 + 3 0 + l  y> 0 >>0

Пример 3. Имеем

1. •

/дг -  1 — Ilim -
д—2 X - 2

■■ lim

©■ 

y - I

замена: 
y / x - l  - y ,  
x -  1 = > 2, 
x = l+ > 2,
>-* 1 при .t-»2

= lim
* - i У2- 1

lim / 1 l l
1 t v - O l ^ + O  i .V+1 1 +  1 2.

•  Пример 4. Непрерывное изменение численности популяции 
выражается функцией времени

* (/)= 8 0  +
100/

Т+72
Найти предельный размер популяции и начальную популяцию. 
Р е ш е н и е . Получаем

г  / „ »  «00/ \  .. ол .. 100/lim 8 0 + ------ г )=  lim 80+  lim ------ r=
l -  + o o \  I +  Г /  1- . +  00 « -  +  ® l + i 2
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замена:
_ I

дг’
I

х  = — »0,/
л>0

— предельный размер популяции, л(0) =  80. •

§ 6 9. СВО Й СТВА  
Н ЕП РЕРЫ ВН О Й  ФУНКЦИИ 

НА ЗАМ КН УТО М  И Н ТЕРВАЛ Е.
ТОЧКИ Р А З Р Ы В А

1°. Е с л и  функция y=f ( x )  непрерывна на интервале 
[а, Ь ] и f ( a ) f [ b ) < 0, т. е. знаки / ( а )  и J \Ь) проти­
воположны, то на (а, Ь) найдется хотя бы одна 
(не меньше, чем одна) точка х  = с такая, что f (c)  = О 
(свойство имеет простое геометрическое истолкование 
(рис. 71)). Действительно, пусть / ( а ) < 0, / ( 6 ) > 0 ;  по­
строим точку А (а, / ( а ) )  и точку B(b ; /(b)).  Если 
точка х  движется по оси Ох  от точки а к точке 
Ь, то значения функции изменяются. График функции 
у  = / ( а )  при этом пересечет ось Ох в точке х  = с, 
в которой значение функции f [ x )  равно 0 .

2°. Т е о р е м а  В ей ер ш тр асса* . Если функция 
y = f ( а  ) непрерывна на [а, b ], то она достигает на 
этом интервале своего наибольшего М  и своего 
наименьшего т значения, т. ё. на [а, Ь ] существуют 
такие точки А, и х 2, что для всех дге [а, b ] имеют 
место неравенства / ( а , ) >  / ( а )  и / ( а 2) ^ / ( а ) .

Так, из рис. 72 видно, что | АА0\ = / ( а , )  больше, 
a \BB0 \ = f \ x 2) меньше всех других значений, при­
нимаемых функцией на интервале [а, b ]. На рис. 73 
\AA0 \ = f ( a )  больше, a \BB0 \ = f ( b )  меньше всех 
других значений, принимаемых функцией на ин­
тервале [а, b ].

3°. Если функция y = f ( а) непрерывна на [a, ft], то, 
переходя от одного значения к другому, она принима­
ет каждое промежуточное значение. Свойство оз­
начает, что если число ц удовлетворяет неравенствам 

/ ( а , ) <  ц < / ( а 2), где а ,  е [а, 6 ] и А2 е [ а ,  Ь], то на

.. 100/л- I00.V 100 0
80 +  lim  ---------- ; = 80 + lim  —:---- = 80 + ——

^ o . v '  +  l л + 1л—0 I + 1 lx
x > 0

= 80
*>0

• К. Т. Всйсрштрасс (1815— 1897) — немецкий математик.
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[х , ,  .хД  найдется такая точка с, x t < с<дс2 (х1 > с > х 2), 
что / ( с )  =  ц.

Свойство 3 имеет геометрическое представление, 
данное на рис. 74.

Точка, в которой не выполняется условие непре­
рывности, называется точкой разрыва. Пусть 
.г0 — точка разрыва.

О п р е д е л е н и е  1. Точка лс0 называется точкой 
разрыва первого рода, если функция имеет конечные 
левосторонний f ( x 0 — 0) и правосторонний f ( x 0 + 0) пре­
делы. Число 1А*о- 0 ) - / ( * „  + 0)| называется скачком 
функции в точке х 0.

О п р е д е л е н и е  2. Точка х 0 называется точкой раз­
рыва второго рода, если по крайней мере один из одно­
сторонних пределов не существует или равен бесконеч­
ности.

•  Пример 1. Рассмотрим функцию

х  при дг $  3, 

х + 2 при ,v>3.

01  а х/ с хг Ь * 
Рис. 74Рис. 73
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Рис. 75 Рис. 76

Функция /(дг) совпадает с одной из элементарных функций 
при- .veR . х ф 3. Разрыв может быть при л = 3. Построим ее 
график. Из рис. 75 видно, что график функции нельзя нарисовать, 
не отрывая карандаша от бумаги.

Вычислим односторонние пределы

Функция имеет скачок в 2 единицы. Точка дг = 3 — точка разрыва 
первого рода. •

•  Пример 2. Рассмотрим функцию

Эта функция не определена при дг =  4. Если дг-*4, оставаясь
6

меньше 4, то в знаменателе дроби ------  получается бесконечноА' —4
малая функция со знаком минус (х —4 < 0 ) , числитель же — 
величина постоянная. Второе слагаемое стремится к —со и, 
следовательно.

Если л-»4, оставаясь в процессе изменения больше 4, то 
6

в знаменателе дроби ------  получается бесконечно малая функция
х -  4

со знаком плюс (дг — 4 )>  0. В результате имеем

/( 3  — 0 )=  lim /(дг) = lim х  = 3;
X - . J - 0  х —з - ож—Д - о

/ ( 3 + 0 ) =  lim /( .* )=  lim (.v +  2) = 5.
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lim
л—4

+  X .

Точка .т =  4 — точка разрыва второго ряда. График функции
лг +  2

/(д г )* ---- - изображен на рис. 76. •

Приведем примеры разрывных функций.
1. Примером функции, имеющей много точек 

разрыва, является функция, отражающая ход выпол­
нения плана продажи сельскохозяйственным пред­
приятием молока за пятидневку при условии, что 
регистрация происходит ежедневно, f ( x ) — в литрах, 
х  — в дн. Формула для описания подобной функции 
может быть следующей.

л*М
0 при О^дг < 1,
4000 при 1 ^ х< 2,
8500 при 2 ^ х  < 3,
12800 при 3 ^ х < 4,
16000 при 4 ^ х < 5,
21000 при 5 ^ х < 6 .

График этой функции приведен на рис. 77.
2. Зависимость возбуждения Е  (например, нер­

вных клеток мыш ц и т. д.) от времени при внешнем 
воздействии изображается разрывной функцией. 
Если величину возбуждения выразить в каких-либо 
единицах, то график функции E(t)  будет иметь вид, 
изображенный на рис. 78. В момент t0 клетка получает 
сигнал. Возбуждение происходит в момент /,>/<,- За­
мкнутый интервал [/0> /4] называется латентным 
периодом. Возбуждение клетки в момент / =  /, 
происходит мгновенно до максимальной вели-
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чипы, затем оно по­
степенно уменьш ает­
ся до тех пор, пока 
не будет дан новый 
сигнал. Если сигнала 
нет достаточно дол­
го, то E(i)  стано­
вится равной нулю.

Зависимость изменения биомассы микроорганиз­
мов, чувствительных к температурным колебани­
ям,— разрывная функция температуры. При возра­
стании температуры общая биомасса т увеличива­
ется. Однако, когда температура очень высокая, вся 
колония погибает. Величина т скачкообразно меня­
ясь, становится равной 0. Функция Хевисайда [26] 
описывает мгновенное включение какого-либо воз­
действия на объект или переход из одной среды 
в другую:

0 , если х < 0 ,

1, если х > 0 .

§ 6 10. В Ы В О Д Ы

Понятие предела переменной величины является 
в анализе основным. С его помощью вводится 
понятие бесконечно малой и бесконечно большой 
функций. Предельный переход открывает новые воз­
можности математики, в частности возможность 
изучения отношения двух бесконечно малых и двух 
бесконечно больших функций. С понятием предела 
тесно связано такое фундаментальное понятие, как 
непрерывность функции в точке и непрерывность 
на интервале.

В окружающем нас мире процессы и явления, 
в которых участвуют многочисленные взаимосвязан­
ные факторы, обычно непрерывны. Непрерывность 
процесса или явления означает, что бесконечно малые 
изменения одних величин вызывают столь же бес­
конечно малые изменения других. Таковы процессы 
роста высоты растения, изменение массы животного 
при кормлении, процесс накопления биомассы, из­
менение величины урожая в зависимости от доз 
внесенных удобрений.
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1. Что называется последовательностью?
2. Какая последовательность называется ограниченной?
3. Что такое монотонная последовательность?
4. Какие последовательности называются сходящимися? Дай го 

определение предела последовательности.
5. Сформулируйте признак существования, предела последо­

вательности.
6. Сформулируйте понятие бесконечно большой последователь­

ности.
7. Основные теоремы о пределах последовательностей.
8. Дайте определение предела функции
9. Что такое односторонние пределы функции?

10. Сформулируйте основные теоремы о пределах функций.
11. Что такое первый и второй замечательные пределы?
12. Дайте определение непрерывности функции в точке, на ин­

тервале.
13. Что такое точка разрыва? Точки разрыва первого и второго 

рода.
14. Основные свойства непрерывных функций.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

УПРАЖНЕНИЯ

1. Напишите значения последовательностей при /1=1. 2. 3. 4:

I я , 1
л , = - ;  а ,  =  - ----- х , = я .  л„ = ------------- .

я 2 я — I З я -1

2. Докажите, что следующие последовательности бесконечно 
малые при л-»оо:

I I 1
а) * „ = - ,  б) л„ = —; в) л . =  —— . 

я п2 п +  я

3. Докажите, что следующие переменные есть бесконечно 
большие:

п:
а) .V. = я ; б) л„ = -----в) л „ = я г; г) л„ = 4*.

я +  1

4. Напишите значения последовательностей при я = 1 , 2. 3. 4;

я « + 1  ( —1 ) ' ' ' л  • л + 1
a) v. = —— ; б) л„ = ------; в) л . = --------- -— ; г) \ .  = — г :

я +1 я я + 1 п 1

Д) x . = s/n .

Существует ли предел каждой последовательности и чему он 
равен?

5. Найдите пределы функций:
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а) Нт(3.хг -2 .х + 7 ) ;  дг*-6.х+8
д) ! '" Р Г 1 7 Л ;

3.va — I 2лг3 —х + 1
61 ! " b 4 6 . - - f  С| 1”

.г- 2  2дс,  +  Здс-4
в) l im —г----------- ; ж) lim ——;-- —;,_1 Jf +3.V— Г  ж_ .  3.xJ +  .x +  2

5.xJ + 2 x J - 3  v 3.xJ +  4 .x -2

Г| -------S  : *> . 'Г . , » - Э » Ч 4 -

6. Найдите пределы функций:

а) lim (1 + - )  ; д) lim ( )  ;
, - Л  х /  —Л " + 1/

s in 2дс , s in 2(х/2)
б) l im ------- ; е) l im — -—-— ;

, - о  *  „-o' 2.x

в) Ж) lim (I +  2.х)

г) lim
\  х /

2.x
7. Дана функция у  = ------  и два значения аргумента

х — I
*1 = 1. *2* 2.

1) Проверьте, является ли данная функция непрерывной или 
разрывной при данных значениях аргумента.

2) Найдите односторонние пределы в точках разрыва.
3) Постройте график функции на интервале [—6, 6].

4
8. а) Найдите точку разрыва функции у  = ------ .  Вычислите

х  — 2
lim у,  lim у,  lim у  и постройте кривую по точкам .х =  — 2;

дг— 2 - 0  Х— 2 ♦ 0  х— ± т
0; I; 3; 4; 6.

б) Функция задается различными аналитическими выражени­
ями дзя  различных областей изменения аргумента. Найдите 
односторонние пределы и скачок функции в точке разрыва. 
Постройте график функции на интервале [ — 4, 4].

(дг1 — 4 при ,х^2 ,
/(тЧ , ,(6 —2.x при .х>2.

9. Дано ln.V = 2,7129. Найдите Ig/V и число N.
10. Функция * ( / )=  1000 +  500(1 —2 ~ ') соответствует непре­

рывному росту популяции бактерий от начального размера 
дг(0) = 1000 до предельного размера. Найдите предельный раз­
мер популяции.
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И . Численность популяций х(1) выражается функциями
от t :

100
а) х ( / )= 1 0 0 + ------ ; ; в) ,t( 0  = 9 0 + 1 0 /J ;I +/*
б) r( f )=  1 0 0 + 100е г) jc(f)« 10е,/10.

В каждом случае найдите предельные размеры популяций 
и начальную популяцию дг (0).

12. Популяция бактерий увеличивается от начального размера 
до размера p(l)  в момент I (дни) согласно уравнению

1000е'
1 +0,1 (е‘— 1)"

Найдите lim p ( t ) ~ равновесную популяцию.
1—00

13. При вливании глюкозы ее содержание в крови больного 
спустя I.  составляет с (/)=  10—8е Найдите lim c(l) — равновесное

состояние содержания глюкозы в крови.
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Г л а в а  7
Производная и дифференциал 

функции

В этой главе рассматривается одно из основных 
понятий математического анализа — понятие произ­
водной. Изложено понятие производной, способы ее 
вычисления, а также применение этого понятия при 
решении прикладных задач. Понятие производной 
в отличие от простых и естественных понятий 
функции и предела достаточно сложно, однако ввиду 
его многочисленных приложений, приводящих к крат­
кому и изящному решению практических задач, оно 
заслуживает серьезного рассмотрения и овладения 
в объеме данного курса.

Всякий процесс или явление, протекающее во 
времени, характеризуется наряду с другими показа­
телями такой важной характеристикой, как скорость. 
Можно говорить о задаче нахождения скорости 
неравномерного движения, о скоростях накопления 
биомассы, изменения линейных размеров растения, 
изменения урожайности (прирост урожайности на 
единицу затрат), химической реакции, нагревания 
и остывания нагретого тела и т. д. Все эти задачи 
приводят к однотипным вычислениям, результат 
которых называют производной.

К понятию производной приводит задача вычис­
ления скорости неравномерного движения в данный 
момент, а также задача о проведении касательной 
к плоской кривой в некоторой ее точке. Впоследствии 
с помощью производной были решены многочис­
ленные задачи физики, биологии, сельского хозяйства 
и других областей знания.
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s 7.1. ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩ ИЕ К ПОНЯТИЮ 
ПРОИЗВОДНОЙ.

ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ

1. Задача о скорости движения. Рассмотрим урав- 
нение неравномерного прямолинейного движения

S = f ( l ) ,  (7.1.1)
определенное на множестве (а, Р).
Зафиксируем последовательно два момента времени 
*о и f i, (/0. 1 e(ot, Р)) и обозначим Д / =  / ,  —/0.

Средней скоростью движения, соответствующей 
некоторому промежутку времени At,  называется 
отношение пройденного за этот промежуток пути 
Д S  к Д t:

as

Средняя скорость не характеризует движение в опре­
деленные моменты времени. Для того чтобы найти 
скорость движения в данный момент /0, необходимо 
уменьшать промежуток времени Д г =  Г j — t0. Чем 
меньше промежуток Д t, тем меньше средняя скорость 
отличается от скорости в данный момент, т. е. от 
мгновенной. Точное значение скорости гмгн равно

AS . пределу —  при At-*0, т. е.
A t

”мгн= lim (7.1.2)
л ,-о  Л'

Так, для уравнения движения свободно падающего
a t2(в пустоте) тела, определяемого формулой 5  =  — ,

получим

Гмгн= lim fil-l-.*'!.1. - ? : -  lim * 1W + M - V ' - g , .
4 1 — 0  ^ 4 1 — 0  ^

Гели / = 3 с. то t> = 9,8 • 3 *  29,4 м/с.
2. Задача о наклоне касательной. Пусть на множестве 

(я. Л) =  {.у: а<дс<Л} задана функция y = f ( x ) .  Отметим 
п системе декартовых координат Оху  ее график в виде 
кривой К (рис. 79). Возьмем две точки Л/0 (х0; / ( х 0)) 
и А/, (jc ,;/(jc i)) и проведем через них секущую Л/0 Л /,; 
ее угол наклона обозначим через а , . Тогда, если точка
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А /,, двигаясь по кривой, 
будет приближаться к точке 
Л/0, остающейся неподвиж­
ной, то положение секущей 
изменяется. Когда точка 
М { совместится с точкой 
Л/0, секущая превратится 
в касательную. В этом слу­
чае lim а ^ а о .  гДе 

м,—и*
х—х 0 ‘

а 0 — угол наклона каса- 
тельной. Из рис. 79 видно,

toot - |ГАЛ| Л *‘Ь /(*о) 
s  1 | СА/0 | x ( - t 0

Так как .v, — х0 = Ь х  (приращение аргум ента),/ ( * ! )  — 
~ /(*<>) =  A.V (приращение функции), то

=  (7.1.3)

Осуществим предельный переход, кода Л/, -*М 0, и, 
следовательно, Д а- - » 0 :

lim tg a ,  =  tg lim a ^ tg o to -  (7.1.4)
A x—0 A x—0

Учитывая, (7.1.3), имеем

lim —- = tga. (7.1.5)
а * - о Л а

Итак, тангенс угла наклона tg a  касательной равен 
пределу отношения приращения функции к прираще­
нию аргумента, когда последнее стремится к нулю. 
Тангенс угла наклона касательной показывает, во 
сколько раз быстрее изменяется функция по срав­
нению с изменением аргумента в точке касания, 
т. е. характеризует скорость процесса или явления, 
описываемого кривой К. Зная тангенсы углов наклона 
касательных к графику функции в двух различных 
точках, можно сравнивать «крутизну подъема» графи­
ка. Так, в точке ( а 0 , / ( л г 0 )) (см - Рис- 79) касательная 
расположена «круто», т. е. тангенс угла наклона 
большой, функция изменяется быстро, тогда как 
в точке ( а , , / ( а , ) )  тангенс угла наклона касательной

что
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мал, функция изменяется медленно. В точках, где 
касательная горизонтальна (tg ot0 =  0 ). функция как 
бы «застывает» на месте.

Если касательная к графику функции в некоторой 
точке перпендикулярна оси Ох, то наклон равен 
бесконечности, функция изменяется с бесконечно 
большой скоростью.

В обеих задачах мы пришли к необходимости 
вычислять пределы одного типа. Чтобы придать 
общность рассуждениям, отвлечемся от конкретного 
смысла рассматриваемых примеров и сформулируем 
задачу в общем виде.

3. Производная функции.
Пусть на множестве (а, Ь) задана функция y=*f(x).  

Будем считать, что f ( x )  допускает существование
г  / ( * i ) —  / ( * о )  с .  -конечных пределов вида п т  в любой точке

**-*о
множества (а, Ь), поэтому индексы 1 и 0 опустим, 
полагая, что х 0 = х, x t = x + A x .

Выполним следующие операции.
1) Придадим аргументу х  приращение Ах,  по­

лучим новое значение аргумента дг +  Ддг и подставим 
его в функцию. В результате имеем новое значение 
функции у + A y = f ( x  + A.y).

2) Вычислим приращение функции А у. Для этого 
из нового значения функции вычтем ее первоначаль­
ное значение

A y = f ( x + A x ) - f ( x ) .

3) Составим отношение

А у /( .г  +  А дг)-/(.у)
А х  Ддг ’

которое определит среднюю скорость изменения 
функции при изменении аргумента на единицу.

4) Найдем предел этого отношения при Дх-*0

lim lim /(*+ ** )-/(* ). (7 1 6 )
Д * — 0 А т  Д х — О Д х

О п р е д е л е н и е .  Производной функции у  =f (x)  
в точке х  называется предел отношения приращения 
функции к приращению аргумента, когда последнее 
стремится к нулю, т. е. предел
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Для обозначения производной используют следу­
ющие краткие записи:

Действие нахождения производной называется 
дифференцированием функции. Перечень приведенных 
операций называется общим правилом дифференци­
рования. Значение аргумента х, которое фиксируется 
на первой операции, есть точка дифференцирования.

Если функция при данном значении л; имеет 
производную, т. е. если у ' (х)  — число, то говорят, 
что функция дифференцируема в точке х.

Функция, дифференцируемая во всех точках мно­
жества (а, Ь)={х: а < х < Ь }, называется дифферен­
цируемой на этом множестве.

ф  Пример. Проверить, дифференцируема ли функция у = х 3 
в точке х  = 2.

Р е ш е н и е . Имеем

=  liin(3xJ +  3 .*A x+ (A *)J ) =  3xJ; >'(2) =  3 -2 1=  12.

Таким, образом заданная функция дифференцируема в точке
ж =  2. •

$ 7.2. ГЕО М ЕТРИ ЧЕСКИ Й  
И М ЕХАНИ ЧЕСКИЙ С М Ы С Л  ПРОИЗВОДНОЙ. 
П РИ М ЕРЫ  ИНТЕРПРЕТАЦИИ ПРОИЗВОДНОЙ 

В БИОЛОГИИ И ЭКО НО М И КЕ

1. Геометрический смысл производной. Учитывая 
равенство (7.1.5) и определение производной (7.1.6), 
делаем вывод, что производная функции в точке 
дг0 равна тангенсу угла наклона касательной к графи­
ку функции в точке М 0(х0, f ( x 0)), т. е. угловому 
коэффициенту касательной

lim * -= у ', или lim ^  = / '( * ) ,  или lim - J, = dy-.

4.-0
лг3 +  Здгг Ддг +  З х (Д * )1+  (Адг)3 

Д.г
=  lim

/ ' ( *  <>) =  *■ (7.2.1)
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Уравнение касательной к графику функции ^ = / ( . \ )  
в точке М 0{хо, f ( x 0)) имеет вид

> > - / ( * o ) = / 4 * o ) ( * - * o )

(ср. с формулой (2.5.3)].
ф  Пример. Найти угловые коэффициенты касательных к гра­

фику функции >>=.t2 в точках Л (2; 4) и В (3; 9).
Р е ш е н и е . Имеем k x= f ’(2), * 2= / ’(3), далее получаем

v .. (х0 + Д х ) 2- х 02 Х0 + 2х 0Л х +  (Д х )2—Хо
/  (х)=  lim ; - lim ------------------- ----- --------- » 2х ;

а»—о Ах а*—о Ах

/ ' ( 2) = 4, / ' ( 3) = 6. •

В точке В  «крутизна» графика в 6 /4=  1,5 раза больше, чем в точке А.

2. Механический смысл производной. Учитывая 
равенство (7.1.2) и определение производной, за­
ключаем, что производная от пути по времени 
равна скорости неравномерного прямолинейного дви­
жения в данный момент /0, т. е. мгновенной 
скорости при t = t0.

•  Пример. Пусть движение определяется уравнением 
S = 2 /2 —»+1 (», с; S, м). Найти скорость движения, при г = 5 с . 
В какой момент времени скорость была равна нулю?

Получаем

2 (f+  Дг)2 — ( /+  Д /)+  1 — 2 /l +  / — 1
ii= lim —-------- ------ ^ --------------------- =  4 f -  1,А/

г (5 )= 4 -5(м /с).

Если с = 0 , то 4 /—1 = 0= » /=  1/4 с. •

3. Биологический смысл производной. Пусть за­
висимость между числом особей популяции микроор­
ганизмов у  и временем I (с) ее размножения задана 
уравнением

У=Р{ ‘\
Пусть A t — промежуток времени от некоторого на­
чального значения t до t + At.  Тогда у  + Ay =p( t  + At)
— новое значение численности популяции, соответст­
вующее моменту t + A t ,  a Ay =p ( t+  A t ) - p ( t )  — из­
менение числа особей микроорганизмов.

Отношение ^  является средней скоростью раз­
множения или, как принято говорить, средней произ- 
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водительностью жизнедеятельности популяции. Вы­

числяя lim получаем y ' = p ' ( l ) .  или производи* 
дг—о Д/

тельность жизнедеятельности популяции микроор­
ганизмов в момент времени t.

#  Пример. Пусть популяция в момент г насчитывает p(t) 
особей (/ — в с) (7)

p{i) = 3000 + I 0 0 /2.

Найти скорость роста* популяции: а) в произвольный момент /;
б) в момент t=  I с.

Р е ш е н и е . Имеем

./.V , p ( t + M ) - p ( i )  v = p  (/)=  l im --------------------ш
АI—О

3000+ 1 0 0 (/+ Д /): - 3 0 0 0 - 100>2 ___ ________
-  l im -------------- '------ - 1----------------------= 2001. /» ( ! )  = 200. •

41—О А/

4. Пример из экономики. Возьмем производ­
ственную функцию, определяющую соответствие 
между величиной затрат х и величиной получаемого 
продукта

У = А *)-
Обозначим через Дх изменение затрат от некоторого 
значения х  до величины х +  Ах.  Тогда 
у +  Д .у = /(х  +  Д а )— новое значение массы продукта, 
соответствующее затратам  в размере х + Д х , 
a A y = f ( x +  Д х )—f ( x )  — добавочный продукт, полу­
ченный в результате роста затрат на величину Ах.
Отношение — есть средняя скорость изменения

Ддг
величины продукта, или средняя отзывчивость произ­
водственной функции, соответствующая величине за­
трат в размере Дх.
Вычислим

| im  ^  =  U m  / ( х + А х ) - / ( х )

Дл - 0 Л а Д х—О Л *

Этот предел определяет скорость изменения массы 
продукта при данной величине затрат (массу продук­
та, получаемую па единицу затрат) или, кратко, 
отзывчивость производственной функции при данном 
уровне затрат. В этом и состоит экономический
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смысл производной. В экономической литературе/ '( v )  
называют предельным продуктом, считая, что / ( л )
— масса продукта, х  — затраты на его производство.

•  Пример. Привсс животного у  (кг) в зависимости от 
скормленной массы кукурузы с (кг) (при 12%-ном уровне 
содержания белка в рационе) определяется формулой [23 J

у =  —3.062 +  0,433 с -0 ,0 0 0  с 2.

Найти величину привеса (отзывчивость), приходящуюся на единицу 
массы зерна кукурузы, если масса скормленного зерна с = 50  кг.

Р е ш е н и е : Имеем:
1) Вычислим значение функции при условии, что масса 

скормленного зерна равна с+ Д с. Имеем
у  +  Д v =  -  3,062 +  0,433 (с +  Д с ) -  0,0001 (с + Д с )2.
2) Найдем Д>\ Получим
Д у  = -  3,062 + 0,433 (с +  Д с ) -  0,0001 (с +  Дс )а +  3,062 -  0,433с +

+  0.0001 с2 =  0,433 Д г-0 ,0002сД  с +  0,0001 (Д с)2.
Дг

3) Составим отношение —  = 0 ,433—0,0002с — 0,0001 Дс.
Дс

Д v
4) Найдем производную у ' — lim —  =  lim (0,433—0,0002 с —Ас -о дс

-  0.0001Д с ) = 0.433 -  0,0002 с.
5) Определим у '  (50) =  0,433—0,0002с =  0,423 кг. ф

§ 7.3. П РАВИ ЛА Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И РО ВА Н И Я .
П Р О И ЗВ О Д Н Ы Е  ОТ О С Н О В Н Ы Х  

Э Л Е М Е Н Т А РН Ы Х  Ф У Н К Ц И Й .
П Р О И ЗВ О Д Н А Я  С Л О Ж Н О Й  Ф У Н К Ц И И

Вычисление производной функции по ее определе­
нию приводит к громоздким преобразованиям. Ис­
пользуя общее правило дифференцирования, можно 
получить результаты, позволяющие значительно 
упростить нахождение производных.

Итак, зная, что производная функции

l im  / ( » + * , ) - / ( , )  
д * - о  Д х

г д е /( .г  +  Д.х)— новое (наращенное) значение функции; 
f i x )  — исходное (начальное) значение функции;
/ ( .v  + Д.т)—/( .v )  — приращение функции; А х  — прира­
щение аргумента; выведем ряд формул для диф­
ференцирования функций.

1. Производная постоянной величины. Пусть дана 
функция f ( x )  = C. Тогда /(дс +  Дд;) =  С,

' I
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f l x  + A x ) - f ( x ) _  l i m  C - C =  lim — = lim 0 =  0 .
Д.* д л - о  A x 4 i-o 4 .t  A t -0

Производная постоянной величины равна нулю

Поясним формулу (7.3.1). График функции / ( х )  — 
=  С — прямая, параллельная оси Ох.  Касательная 
к графику функции совпадает с самим графиком, 
значит, >’' = 0 .

2. Дифференцирование функции у  =  а . Пусть у  = v, 
тогда Д.у =  Дл; и

Таким образом, производная функции у  =  v равна 
единице'.

3. Дифференцирование суммы и разности двух 
функций. Пусть >> = м (.V) -Ь г (лг), где м(л). v(x)  — 
дифференцируемые на множестве X  функции. 
Имеем

Для функции у = и(х)  — t>(x), рассуждая аналогично, 
получаем

Итак, производная суммы (разности) двух функций 
равна сумме (разности) производных. Правило легко 
распространить и на случай суммы большего числа 
функций, а именно:

(м(л) +  1)(х) — и'(дг )) =  и'(.*) + » '(* ) —w '(л;). (7.3.3)

(7.3.1)

lim — = lim — = lim 1 =  1.
Дл-ОД.Х Дх-.0 Д.* Д х - 0

/ = ( л ) '  =  .х '= 1. (7.3.2)

/  =  [ и (х ) + г (х ) ] ' =  limL J Ал-о
и( х +  Длг) +  1> ( л г + Д . т ) - [ и ( х ) + р ( л ) ]

—

= lim — +  lim — = m'(.v) +  p '(.v).
А . Л Л V А .  П Л Vд х - о Д л  д х - о Д х

y ' = U'{x)-V' (x) ,
или, кратко.

(м (jc ) ± «; (.V))' =  и' (.V) ±  v' (д:).
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4. Дифференцирование произведении. Пусть 
у = u ( x ) v ( x ) ,  где и(х)  и t>(x)— две дифференциру­
емые на множестве X  функции. Если х  получает 
приращение А х , то его новое значение равно .х +  Д.\\ 
новое значение функции у + Ау , функции и(х)  и t>(.v) 
получат соответственно приращения А и и Av и их 
новые значения таковы: и +  Дм и г +  Др, 
>’ +  Ду =  (м +  Дм)(» +  Дг). Далее имеем

, .. (u + Au)(v  + A v ) - u v  .. /  Av  , Аиу  =  lim '------- -------- ------- =  lim I и ----- hi?-----h
Д л -о  A x  Д.1 - .0  \  A x  A x

Д«д \—  Av =ui> 
A* J

+ vu' + u' lim Av.
А д г  - •  0

Последнее слагаемое равно нулю, так как для 
непрерывной функции t>(x) Av-*0,  если Ддс-*0. 
Следовательно,

[м(.х)1?(.г)]' =  м '(.т)г(х)-|-1)'(дг)и(дг). (7.3.4)
Итак, производная произведения равна произведению 
производной первого сомножителя на второй, плюс 
произведение производной второго сомножителя на 
первый. В случае большего числа перемножаемых 
дифференцируемых функций имеем

(uvw)' = [(wf )• и’] '  =  (мг)'и’ +  и '(ми) =
(7.3.5)

=  И'И'И’ +  1>'МИ' +  w'uv,
т. е. производная произведения нескольких сомножи- 

.телей равна сумме произведений производной каждой 
функции на все остальные. В частности, если у  = х" =
=  . v x -.г...дг, .то

------------У-----------
п раз

у ' =  .V \ (х-  X- X . . . x ) f  x x \ ( x ’x ' x . . . x ) f  ... +  

п — 1 раз п — 2 раз

...л )-у — и /"  *
" V  

п — 1 раз

Мы получили формулу для дифференцирования 
степенной функции при п целом и положитель­
ном.

Так, если >’ =  дс5, то .у' =  5.г4, или (х 3)' =  5лг\
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С л е д с т в и е .  Пусть y  = Cf ( x ) ,  С — постоянная 
величина. Учитывая правило дифференцирования 
произведения (7.3.4), имеем

(С /(х ) ) ' =  С '/ ( . т ) + С / '( л ) ,  
но С ' =  0, поэтому

(C /(.v ))' =  C /'( .v ). (7.3.6)
Следовательно, постоянный множитель можно 

выносить за знак производной. Например, 
у  = ̂ / 2 х 2 =>у' = 2 ^ х .

5. Дифференцирование частного. Пусть v = ^ ; ,  где
г(.т)

м(дг) и и (л )— функции аргумента дг, имеющие произ­
водные м '(х) и u'(.v), г(дг)#0. Далее вместо м(д) 
и t;(.v) будем писать и и v. Если х  получит 
приращение Ах,  то и функции у, и, v также получат 
приращения Д>\ А и, Av соответственно, а их «нара­
щенные» значения равны у  + Ау,  м +  Дм, р +  Дв. Тогда

и+Дм и
, .. A v  р +  Д|; v .. сАи — и Av у  =  lim —  =  lim -----------=  lim

д г - о Д . т  д » - о  Длг д » - о  р ( е + Д г ) Д . г

An Avv ----- и —
.. А х  А х  u v —v'ii =  lim

Д х - о  р 2 +  иДу  г 2

При вычислении lim vAv было учтено, что v —
Л л -• О

ограниченная функция и что lim Av = 0, так как г —Д.* -• О
непрерывная функция.

Окончательно имеем,

(О
Производная дроби равна производной числителя, 

умноженной на знаменатель, минус производная зна­
менателя, умноженная на числитель, и все это 
деленное на квадрат знаменателя.

5.v1
ф  Пример. Найти производную функции г =  — г----  и вычис-

2 д г +  4
лить се значение при дг =  2.
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Р е ш е н и е . Имеем

, /  5 х 2 V  (5.rJ )'(2.v3 +  4)—(2лс3 + 4)'5лгг 
У =\ 2 . v , +  4 /  (2 л 3 +  4)Г “

10лг(2х3 +  4) —блг1 • 5дта 20x4 +  4 0 * -3 0 v 4 -10лг4 + 40г 
~  (2 л:3+  4)2 *  (2.v3 + 4)2 (2л3 +  4)2 ~ '

, , - 1 0  - 24 +  40 2 80
> (2 2 3 +  4)2 - - 4 0 0 “ _ 0 ’"

С л е д с т в и е .  Пусть дана функция >’ =  У , п — це­
лое и отрицательное. Обозначим п = —т , т = —п,

.v" = х ~т —— . Имеем
.V *

/ »\* /  1 Y т х щ~ 1

^ ------------------
___ "* ^  ^  ^  я !  1  ^  / ^ 2L V  ^  1

Заменим теперь /и на — и. тогда (*")'=*их" - 1 
Получен тот же результат,' что и в случае, когда 
я — целое и положительное.

6. Производная сложной функции. Определение 
сложной функции дано в п. 5.5. Умение распознавать 
сложную функцию и разбивать ее на несколько 
простых достигается решением большого количества 
примеров. Например, функцию > =(лА- 2 .х 2 )9 можно 
«разделить» так: > = i r ,  м = лд —2 .v2; j= c o s 2 .v -*у = 
=  cosw, и = 2\.

Пусть даны две функции м =  ф(л) и y=f (u) .  
При этом множество значений первой функции 
входит в область определения второй. Положим, 
что функция м = ф(л-) дифференцируемая в точке л\ 
а у  =j (u)  дифференцируемая в точке м, соответст­
вующей точке х. Искомая производная у'х есть

предел отношения ~  при Д.х-»0. Перепишем от-

Д гношение — в виде
Ддг

Ду  Ду  Дм 
A.v Дм А х

Находим
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В первом сомножителе правой части в равенстве 

lim — в силу непрерывности функции u =  <p(.v)
д.т-.о Аи
заменим условие Дх -» 0  эквивалентным ему условием 
Д н-> 0. Тогда

lim — = lim — =у'и.
Дл-.о А и Ли — о Ли

Индекс и означает, что производная берется по 
промежуточной переменной.

Второй из сомножителей по определению произ­
водной равен м^. Следовательно,

y',**y:Wx. (7.3.8)
Итак, производная сложной функции равна произве­

дению производных функций, из которых она состоит.
З а м е ч а н и е . При доказательстве формулы (7.3.8) 

предполагалось, что ЛифО в окрестности точки х.
Формулу (7.3.9) можно пояснить простым рассуж­

дением: у  I,— скорость изменения функции при данном 
значении и, и'х — скорость изменения и при данном 
значении х;  если у  изменяется, например, в 3 раза 
быстрее, чем и, а и изменяется в 2 раза быстрее, чем х, 
то ясно, что у  изменяется в 3 -2  =  6 раз быстрее, чем дг. 

В частности, если у  = ип, м =  <р(х), то
у'х= п и '- 'и 'х. (7.3.9)

•  Пример. Найти производную функции >=(дс4—2дс2)’ и вы­
числить се значение при дс =  — I.

Р е ш е н и е . Эта функция сложная, последним действием вычис­
ления значения функции является действие возвышения в степень. 
В девятую степень возводится функция <р(дг) =  .т4 — 2л:2. Разбиваем 
функцию > '= (.t4 —2дг2) на цепочку простых: у = и 9, м =  дг4—2.x2. 
Дифференцируя >-=(.х4 -2 .т )*  прежде всего как степенную функ­
цию, получаем >L =  9(.x4—2 х ) я. Остается умножить у',  на 
и'ж ш (.v4 -  2.V2)' =4дс3—4дс.

Окончательно имеем

у',  =  9 ( т 4 -  2.т2 )* (4.x-5 — 4 л - ),

■>■’( —1) =  9 ( ( —I)4 — 2( — 1)2) ( 4 ( —I)3 — 4 ( —1)).

Второй сомножитель равен —4 +  4 =  0, поэтому >■'(—1) =  0. Вычис­
ляем у ( — !) =  ( ( — 1 )4 + 2 ( — 1)2)9 =  — 1. В точке ( - 1 ;  I )  касательная 
к графику данной функции параллельна оси Ох. При достаточном 
навыке запись у',  и и \  не используют, а пишут сразу:

,у' =  9(дг4 —2дг2)*(лг4—2дг2) ' =  9(дг4—2 x f  )* (4дг3—4дг). •
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7. Дифференцирование тригонометрических функций.
I) Производная функции y =  sin.v.

Применяем обшее правило дифференцирования
I. r  +  A j =  sin(.v + Д х).
II. Вычитаем из нового значения функции ее 

начальное значение
y +  A>’ =  sin(.t +  A x)
>■ =  sin дг
Ay =  sin (дс +  Л х ) — sinх.

Преобразуем правую часть равенства по формуле 
разности синусов

А у  = 2 cos

III. Вычисляем

2 cos

(  Д дс\ . Д.г
{ x + r ) s m T

Ау 
А х

/  ДлЛ А х
Vt + 2 / “ n 2 (  , А х \  «п (Д х /2 )

IV. Переходим к пределу при Д а -»  0 , применяя 
теорему о пределе произведения функций:

, .. Д г .. (  Д лЛ  .. s in (Д.v/2)у  =  lim — =  lim cos I лч-----1 lim — 5---------
* * \  2 у  д > — од л - о Д .г  A.v -*о \  2 /  д< - о  Д.г/2 

далее находим

И Ьа) lim cos [ .vН— — ) = cos.v;Д> -0

б) lim s"- --v =  1 (первый замечательный предел).
Л х - о  А х  /2

Окончательно имеем
(sinx)' =  co s\\ (7.3.10)

2) Производная функции j ' =  cos.v.
Преобразуем данную функцию по формуле при­

ведения. Имеем
cos.v =  sin(jt/2 — x).

Тогда ( c o s a  ) ' =  ( sin I ^ — x  I ) .  Обозначив л /2  — x = u•-v)' =  ( s i n ^ - ^ V

в формулу (7.3.8),и применив формулу (/.3.8), получим 
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(cos.v)' =  (sinH)' = cosM»' =  cos (я /2  — л ) (л /2  — л ) ' =
=  — c o s ( r / 2  — дг).

Использовав те же формулы приведения ^cos л^ =

=  s i n ^ ,  окончательно запишем

(ces.v)'=  — sin.v. (7.3.11)
Если дана функция >> =  cosr, t; =  (p(.v), то

(cost?)' =  — sin u - u'. (7.3.11a)
Вывод формул для производных функций у  = ig.Y 

и >’ =  ctgx в качестве упражнения предоставляем 
читателю. Докажите, что:

(7.3.12)
C O S 'jt

I
sm 2j t '

8. Производная функции ^=ln.v. Воспользуемся 
общим правилом дифференцирования. Имеем:

I. >» +  Л>’ =  1п (х + Д х );

II. Л>- =  1п(х +  Л х ) —ln.v =  ln - - - -- =  In ^1 +  —

in .  | г .  ■ t a f i + i i Y
Ддс Ддг у  х J

Умножив и разделив правую часть равенства на х, 
получаем

Ду 
A.v— ~ i „ f i + — V - i „ f  i + — V “-дгДх у X )  X ^ X )

Здесь использовано следующее свойство логарифмов: 
« 1п£ = Ы  
и а -* 0 .
a\nb = \nba. Обозначим — =  а. Если Ддг-*0, тоX

IV. lim lim ( -  In (1 + a ) 1/e ) =
л  < -  о A  .v Л х - о  \  х  I

а -*0

= lim -  lim In (1 + а ) ,/в.
Д л -* 0 А" в  -* О

157



Первый из сомножителей

lim -  =
Л х - о д с  х

Второй сомножитель

lim ln ( l  + a ) 1/® = ln lim In (1 +  ot)‘/, =  lne =  1.
» -♦ 0 а -• О

Таким образом,

(1пх)' =  ! .  (7.3.14)
X

Если у  = \пи, м =  <р(дс), то по правилу дифферен­
цирования сложной функции (7 .3.8)

(1 п м ) '* - -м' =  —. (7.3.14а)
U U

9. Производная функции у  = log,,*, а >  О, аф\ .  
Перейдем от основания а к основанию е по известной 
из школьного курса формуле

, 1пх

Тогда

К=У-
Таким образом,

/ = (,o g .x > -= | =  | = J - ( | nx ) = - i - .

<7315>
В случае сложной функции

(logaM )' =  - £ - .  <7.3.15а)ulna
Производная функции у =  еж. По определению по­

казательной функции из того, что у  = ех, следует, 
что х  = \пу. Найдем производные по аргументу х  
от обеих частей этого равенства. Имеем .v' =  (ln>’)',

или \ = - у \  откуда у ' =у .  Учитывая, что у  = сх,
получаем

у'  = ех.
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Окончательно имеем
(е*)' =  е*. (7.3.16)

Для сложной функции у =  е"
(е“) =  е “ -и'. (7.3.16а)

Пусть теперь дана функция у  = а х. Имеем

.v = logey, >’ = У  Ina. (7.3.17)

10. Производные обратных тригонометрических фун­
кций. Пусть дана функция y =  arcsin.v, определенная 
на множестве [—1, 1 ], причем, как известно, у е

. Так как y =  arcsin.v, то jc =  siny.

Найдем производные по аргументу х  от обеих 
частей этого равенства: x ' =  (s in y ) i, или l= c o s y y ',

откуда у ' - ——, но cosy=  ± ч/  1 -  sin2у. 
cos^

В интервале ( — л /2 , л /2) функция cos>’ > 0 , поэтому 
при замене cosy на ± v / l  — sin2y берем знак « +  ». 
Окончательно получаем

у '=  , - '■ ■ ■ ■*— ■ (7.3.18)
v l - s i n V  у/ 1 - j c 1

Нетрудно показать, что если y =  arccosx, то/
(a rc c o s .v ) '= -----. (7.3.19)

Для сложных функций имеем

(arcsin t/)' =  — (7. 3. 18а)

(a rc c o s i /) '= —  и (7.3.19а)
v / l - “ 2

Остановимся теперь на выводе производных функ­
ций y =  arclg.v и y =  arcctgx . Поскольку y =  arctg.v, 
имеем .v =  tgy. Найдем производные по аргументу 
.V от обеих частей этого равенства. Имеем (,v)' =  ( tg у ) ',

или 1 = —^ у ' ,  откуда у '=  cos2 у. Учитывая, что 
cos2>>

2 1 1cos у = ------т- = ----- г, получаем
'  l + t g J >' 1 + * 2
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Несложно доказать, что если j ' = arcctg .v, то

(arcctg д )' =  (7.3.21)

В случае сложных функций формулы (7.3.20) и (7.3.21) 
имеют вид

(arctgi/)' =  j-^ -1 ; (7.3.20а)

(arcctg м )'=  — (7. 3. 21а)I +и
11. Логарифмическое дифференцирование. Лога­

рифмической производной называется производная 
от логарифма функции по независимой перемен­
ной.

Если дана функция y=f ( x ) ,  ; ’> 0 , то ln j’ = 
=  1п/(дг) и

( M '  =  V  =  - .  (7.3.22)у у
Теперь можно легко доказать формулу дифферен­

цирования стеИенной функции у = х ',  где а  — дейст­
вительное число. Найдем натуральный логарифм от 
обеих частей равенства ,у =  д*:

In у =  a  In д.
Продифференцируем по х  левую и правую части,

этого равенства, учитывая (7.3.22). Получаем -  = я - ,
У х

откуда

(7.3.23)
X

Вместо у  подставим в (7.3.23) его выражение че­
рез х

/= .* * « 1  =  01 х щ- \  (7.3.24)
X

Как видим, получена та же ф ормула, что 
и для случая, когда показатель степени целое 
число.

(arctg.v)' =  ^ .  (7.3.20)
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"1
Таблица форму.! дифференцирования

№ 
и II Вил функции

Постоянная
функция
> = С
Степенная
функция
у = х ш

Показатель­
ная функция
у  = а х 
с = с*

Логарифми­
ческая
функция

>=log.v

> = lnx

Тригономет­
рические
функции
y =  sin.v
_K =  C O S X

> = tg x

У — ctg -V

Обратные
тригономет­
рические
функции

y = arcsin х

y = arccosx 

у  = arctg х  

y = a rc c tg x

Формулы для дифферен­
цирования элементарных 

функций

(С )= о

(дг®) =  a  х*

а х)' = а х In о
И -* *

(log. v)’ = Л 111 (1
(Inx)’- l

sin x )’ =  cosx 
|cosx)' = — sinx

(tgx )' = ---- —
COS^ X

(ctg x)* =  -  — J -  
sin X

(arcsin x ) ' =

(arccosx)'=  —

(arctg x)' I +x

(a rcc tgx )'=  -
1+ x*

Формулы для дифферен­
цирования сложных 

функций

( с ) - о

(и’)' =  я и * ' 'и '

'а")' = а“и'1па

(log.«) = xlna
(In »/)’ =  — 

и

sin и) = co s iг  и 
co s i/) '=  —sin u u ' 

и'
(lg“)' = И
(ctg u)* — -  —

(arcsin «)' =

(arccos u)' =  —

(arctg и)' =  -

(arcctg и)' =  -
1+M1
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§ 7 4 ДИФ Ф ЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ

В приложениях математики к решению конкрет­
ных задач приходится иметь дело с величинами, 
числовые значения которых получены путем измере­
ний и, следовательно, точное их значение неизвестно. 
Если исходные данные содержат погрешности измере­
ний. то применение точных методов вычислений 
нецелесообразно. Для упрощения и облегчения вычис­
лений в таких случаях лучше использовать прибли­
женные методы. Теоретической основой одного из 
простейших приемов приближенных вычислений яв­
ляется понятие дифференциала. Мы уже использовали 
(см. гл. 1) приближенные вычисления, заменяя не­
которую плоскую кривую отрезком прямой. Ясно, 
что чем меньше расстояние между двумя точками, 
лежащими на дуге, тем точнее эта часть кривой 
представляется прямой линией.

Пусть дана дифференцируемая на (а, Ь) функция 
y=J[x), х 0е(а, Ь). Запишем определение производной 
функции

/'(*< ,)=  lim
Д а — О Д х

п  I л I /(хо + Д-v)—/(-Хо)При малых |Л.х | само отношение —-------- —- сколь
Дх

угодно мало отличается от / ' ( v 0) [см. (6.5.2)], т. е. 
можно принять, что

/ ( х 0 +  Д х )— / ( Х о ) ^ , . ,  ^
-------- А---------Av

ИЛИ
/(дго +  Ал ) -/(-Vo)* / '  Ы  Ал. (7.4.1)

Левая часть (7.4.1) есть приращение функции А у, 
поэтому имеем

А у  « / '  (х0) A.v. (7.4.2)
Это приближенное значение приращения функции (чем 
меньше Дх, тем точнее будет вычислено Д>’) называ-. 
ется дифференциалом функции и обозначается dy:

d y = f ' ( x 0)Ax.  (7.4.3)
О п р е д е л е н и е .  Дифференциалом функции называ­

ется произведение производной функции на приращение 
независимой переменной.
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Если у  = х, то dy =  dx =  1 • A.v. Будем называть 
дифференциалом независимой переменной дифферен­
циал функции у =  х. Тогда приращение независимой 
переменной и ее дифференциал равны между собой: 
&x = dx, поэтому

d y = f'(x 0)dx. (7.4.4)
Из (7.4.1) и (7.4.3) получаем

f ( x 0 + b x ) * f ( x 0) + dy, (7.4.5)
или, учитывая (7.4.4),

/ (* „  +  А.г) * /(х о )  + / '  (*о) dx. (7.4.5а)
Следовательно, новое (наращенное) значение функции 
приближенно равно ее начальному значению плюс 
дифференциал функции. Формулы (7.4.2) и (7.4.5а) при­
меняют в приближенных вычислениях.

Вычислять дифференциалы функций достаточно 
просто. Следует найти производную функции и ум­
ножить ее на дифференциал аргумента.

1. Геометрический смысл дифференциала. Пусть 
дана функция y=f(x) .  Построим ее график (рис. 80). 
Из AjVCM0 имеем

Л1C
= tg а = / '  (х0) О  NC  = / ’ (.г0) Л/0С;

М 0С =  A.v, NC  =  / '  (х0) A.v <=> NC  =  dy.
Из рис. 80 видно, что NC  есть изменение ординаты 
касательной, проведенной к графику функции в точке 
(v0, f ( x о)), при изменении л0 на величину A.v. В этом 
состоит геометрический смысл дифференциала.

Замена приращения функции ее дифференциалом
означает замену части графика функции Л/0 Л/ от­
резком касательной M 0N. Чем меньше | A.v |, тем 
меньше касательная 
отклоняется от гра­
фика функции, тем 
точнее приближенная 
формула (7.4.5а).

Ф Задача 1. Вычислить 
приближенно объем сфери­
ческого слоя, если известно, 
что радиус внутренней по­
верхности Л = 0,5 м, а тол­
щина равна 0,1 м.
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Р е ш е н и е . Объем шара

4
y = - n R \

Объем сферического слоя есть приращение объема шара, вызван­
ное изменением радиуса от 0,5 до 0.6 м. Приращение объема 
шара заменяем дифференциалом:

А 1 а  dv =* яЗ R 2dR  = 4 nR 2dR.

Подставим числовые значения Л = 0,5, </Л = 0,1. Имеем 

A V *  4 3,14 0,25 -0,01 = 0,314(м J).

Точное значение объема слоя

А У=~к  (0,605 -  0,5J) = 0,38 1(mj).

Относительная ошибка

|0 ,3 1 4 -0 ,3 8 1 | 0,067
■------------------- ----------- «0,174 •

0.381 0,381

•  Задача 2. Закон накопления сухой биомассы у винограда 
сорта Шасла определяется уравнением

> =0,03* = 0,0004.^, (7.4.6)

где х — число дней от распускания почек, у — накопление биомассы 
в кг на 1 куст. Равенство (7.4.6) отражает зависимость величин 
х  и у  как средний результат массовых наблюдений. Выяснить, 
как изменится сухая биомасса куста при изменении х  от 
50 до 60 дн?

Р е ш е н и е . Изменение биомассы — это приращение биомассы, 
заменим его дифференциалом:

Д > *  dy -  (0.03-t -  0,0004xJ )' d.\ = (0,03 -  0.0008.t) dx.

Подставляем числовые значения дг =  50, «/дг =  10. Имеем

dy -  (0,03 -  0,0008 50) 10 = 0,01 (кг).

•  Задача 3. Определить приближенно погрешность вычисле­
ния площади квадрата, если при измерении длины стороны 
в 60 м допущена погрешность 0,2 м.

Р е ш е н и е . Площ адь квадрата S = x 2. Погрешность вычисления 
площади заменяем дифференциалом площади:

dS  = S d x  = 2xdx.

Подставляем числовые значения х =  60, d x ± 0,2. Имеем

d S = 2-60 0,2 =  24 (м2).

Точное значение

A S= (бО.гУ2 — 602 =  3624,04 -  3600 = 24,04 (i*2).



|24 -04 ~ 2i L  — =0,0017. •
24 24

•  Задача 4. Опытным путем установлено,'  что массу живот­
ного при установившемся режиме откорма можно считать 
функцией времени откорма I, О  49 дн,

/>= 5 ЧЛ .

где Р — масса, кг. / — время, дн. Найти привес животного за 
10 дн. начиная с 64-го дня кормления.

Р е ш е н и е . Привес животного равен прирашенню массы АР, 
которое заменяем дифференциалом dP\

5 5 10 50
A P * d P = P d t  = —  dt, d P = ——  =  — =3,125 (кг). •

2 y/t 2 8  16
2. Вычисление дифференциалов. Подобно таблице 

производных, можно составить таблицу дифферен­
циалов основных элементарных функций.

1. d ( C ) = C ' d x = 0 d x  =  0.
2. d и ±  » )= (и '±  17')dx =  и dx ±  v'dx =  du ±  dv.
3. d(u-v)=(u-v) 'dx =  u'dv+v'du. (7.4.7)

4. </(ln.v) = (in x) 'dx  = ̂ .

5. */(sin.v) =  (sin.\-')</v =  cos.vJ.v и т. д.

§ 7 .5 . П Р О И ЗВ О Д Н Ы Е  ВЫ СШ И Х  П О РЯ Д К О В

Рассмотрим функцию >’= /(* ). Производная 
у ' =  / '  ( а )  является в общем случае новой функцией 
от а ,  поэтому от нее можно при необходимости 
взять производную.

О п р е д е л е н и е .  Производная от производной фун­
кции называется производной второго порядка и обо­
значается у ”:

у " = ( / ) ' = ( / ’(*))' = Г ( 4
Точно также определяется производная третьего 
порядка.

/ "  =  (>• ")' =  ( / " ( * ) ) ' = / " ' ( а ).

•  Пример. >>=дс4. Найти производную третьего порядка 
в точке дг =  1/8. Имеем

/= ( * * )  = 4 х \  >-' =  (4 x J) '= l 2 x J,

Относительная погрешность
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Механический смысл производной второго порядка.
Было показано, что первая производная от пути 
по времени есть скорость движения в данный момент. 
Если движение равномерное, то скорость постоянна
и, следовательно, тело движется без ускорения, так 
как ускорение — это изменение скорости в единицу 
времени.

Если движение неравномерное, то скорость за­
висит от времени, т. е. является функцией времени: 
г =  ф(/).  Например, для уравнения 5 = 5 /  - 6 /-1-1 
скорость р =  5 ' = 1 0 /  —6 — функция времени, тело дви­
жется с ускорением. Среднее ускорение за проме­
жуток времени от t ,  до f +  Д/ равно

Ускорение в данный момент определяется аналогично 
вычислению скорости в данный момент

Это предел отношения приращения функции к при­
ращению аргумента t  при Дг-+0,* т. е. производная 
от скорости по времени

Подставим вместо v его значение v = S'. Имеем

Вторая производная от пути по времени равна 
ускорению движения в данный момент.

•  Пример. Дано уравнение колебательного движения точки

где А — амплитуда колебаний, к  — частота, I — величина угла 
в радианах. Тогда скорость

aurn= lim aQP= lim — .
Д|—*0 Д«—О Л/

aMr» = (v)' = v

<*»r, = (S')' = S"

S = A  sin kl, (7.5.1)

» = S '  = A kcos k l ; (7.5.2)
ускорение

a = S ' =  —A k 2 sin kl. (7.5.3)

Из (7.5.1) — (7 5.3) видно, что путь, пройденный телом, которое 
совершает колебательное движение, скорость и ускорение движения 
изменяются периодически и с одинаковым периодом колебания 2к/к.



§ 7.6. ТЕО РЕМ Ы  О ВО ЗРАСТАНИИ И УБЫ ВА Н И И  
ФУНКЦИИ Э КС ТРЕМ УМ  ФУНКЦИИ

В § 5.3 дано определение возрастающей и убы­
вающей функций. На рис. 81 изображен график 
возрастающей, а на рис. 82 — график убывающей 
функции. Из рис. 81 видно, что если функция воз­
растает, то угол наклона касательной к любой точке 
графика острый и изменяется на множество [0 , п/2), 
t g a ^ O  и у ' ^ 0 .  Если функция убывает, то, наоборот, 
угол наклона касательной в любой точке кривой 
тупой, т. е. изменяется на множестве (я /2, я); 
t g a < 0

Т е о р е м а  1. Необходимый признак возрастания 
(убывании) функции. Если дифференцируемая функция 
■возрастает (убывает) на некотором интервале, то 
ее производная неотрицательна (неположительна) на 
этом интервале.

Т е о р е м а  2. Достаточный признак возрастания 
(убывания) функции. Если производная функции на 
некотором интервале положительна (отрицательна), 
то функция возрастает (убывает) на этом ин­
тервале.

Строгое доказательство этих теорем дается в бо­
лее подробных курсах математического анализа, 
например [7 ].

•  Пример. Найти интервалы возрастания и убывания функ-
I ,ций: I) у = - 3 . г ;  2) >• =  2х ; 3) у  = - х 3.
4

Если г = — Злг, то > • '= — 3. Производная не зависит от дг, 
следовательно, у = — ) х  убывает при всех значениях .»• (рис. 83). 
Если у ~  1х2, то  У — 4х. Решаем неравенство: 4х<0=>дс<0 функ­
ция убывает; если 4 х > 0 , х > 0 , то  функция возрастает (рис. 84). Если
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Рис. Кб

уш  х*, то  у '  — -х* , у ' ^ 0  при любых значениях х. Функция возраста-
4 4

ет всюду (рис. 85).
Рассмотрим болсс сложный пример. Определить поведение 

функции у  =  2.Т3 — З.т2 — 12.x +  7 в точках л , = 2 . лг2= 0 , Xj =  l ,  л« = 4.
В какой из этих точек функция изменяется с «самой большой» 

и в какой с «самой малой» скоростью?
Р е ш е н и е . Имеем

/'(д г )= 6 л 1 —б .т -  12.

Функция возрастает, если бдг — б.г— 12>0. или дг2—дг—2 > 0 . 
Неравенство решаем методом интервалов (рис. 86). Корни квад­
ратного трехчлена <p(.v)=jtJ —л —2 таковы: дг, =  — 1, дс2 =  2. Вычис­
ляем ф( — 2) = 4, <р(0)=— 2, <р(3) = 4. Поэтому на интервалах ( — х ,
— 2) и (2. + ао ) функция возрастает, на интервале ( —1, 2) 
функция убывает.

Решаем вторую часть задачи. Вычислим f ( 2), / '(0 ) , / ' ( I )  
и / 4(4). Имеем / '( 2 )  = 6 2J - 6  2 + 1 2  = 0; / '( 0 ) =  —12; / ’(1) = 
=  6 I2—ft 1 — 12= —12. / , (4 )= 6  4 ! - 6 - 4 —12 = 60.

При дг =  4 скорость изменения функции наибольшая, при 
х  = 2 — наименьшая. #

Максимум и минимум функции.
#  Задача. Определить размеры открытого бас­

сейна с квадратным дном объемом 108 м 3 таким 
образом, чТобы суммарная площадь поверхности 
дна и стенок была минимальной. В качестве приложе­
ния задачу можно сформулировать иначе: найти 
такие размеры силосного сооружения с квадратным
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дном, чтобы при заданном объеме 108 м 3 на об­
лицовку дна и стенок было израсходовано наимень­
шее количество материала.

Р е ш е н и е .  Обозначим сторону основания через 
дг; тогда высота или глубина сооружения равна 
108/х2. Функция суммарной площади поверхности 
дна и стенок 5  =  5(.г) имеет вид (рис. 87):

5  =  .x 2 +  4 ^ x  =  .v 2 +  — , х # 0 .X X
Каждому значению х  соответствует одно значение

5. Можно предположить существование такого значе­
ния х, при котором S  имеет самое меньшее из 
всех возможных значений. Задача состоит в том. 
чтобы найти это значение. •

О п р е д е л е н и е .  Говорят, что функция y=f ( x )  
имеет в точке дг =  Хр строгий максимум (минимум),  
если / ( * ) < / ( дг0) (/(.г)> /(.х0)) для всех х, достаточно 
близких к х 0; х0 — точка максимума (минимума ).

Максимум и минимум функции называются эк­
стремумами функции, а точка х 0 — точкой экст­
ремума.

М аксимумам и минимумам функции y = f ( x ) соот­
ветствуют «гребни» и «впадины» графика, изоб­
раженного на рис. 88. В точке х0. х г и х 4 функция 
имеет максимум, а в точках л:, и х 3— минимум. 
По определению максимум и минимум функции 
имеют локальный характер: значения функции срав­
ниваются только в точках, достаточно близких 
к точкам экстремума. Отдельные минимумы могут 
быть больше максимумов функции.

Например, в точке x t функция имеет минимум, 
в точке л* — максимум (рис. 88), хотя / ( х , ) > / ( х 4). 
Как же определить те значения аргумента х, принад­
лежащие замкнутому интервалу, при которых данная 
функция y =f ( x )  имеет наибольшее (наименьшее)
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значение? Здесь возможны два 
случая: 1) наибольшее и на­
именьшее значения функция 
может принимать на концах 
интервала [а, ft ], а это Да)  
и /(ft) , вычисление их не со­
ставляет большого труда; 2 ) 
наибольшее (наименьшее) зна- 

Рис 59 чение функция может прини­
мать в точках экстремума. Как найти точки экст­
ремума? Из рис. 89 видно, что касательная к графику 
дифференцируемой функции в точках экстремума 
должна быть горизонтальной. Ее угол наклона равен 
нулю, поэтому / '( х )  =  0 .

Т е о р е м а  1. Необходимое условие существования 
экстремума. Если функция у = / ( х )  имеет экстремум 
в некоторой точке, то ее производная в этой точке 
равна нулю или не существует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть при .y =  .y„, лг0 е(я. ft) 
функция у = / ( х )  имеет максимум. На основании 
определения максимума для всех достаточно малых 
по абсолютной величине Ад

/(* o )> /(* o  +  Av)
и

А У = / (  v0 +  Ал) — / ( л 0) < 0.
Если А \-<0, то

Д v Л~ > о .
Ал:

(7.6.1)

а если А х< 0, то

^ < 0 .Длг (7.6.2)

Предел отношения (7.6.1) не может быть отрицатель­

ным, т. е. lim - -5 :0 , или >’'(л’о)>0, если A v<0. 
Дх—»о А V

Предел отношения (7.6.2) не может быть положитель­
ным *, т. е. lim — ̂ 0 , или v ' (vo) ^ 0 , если Лдг>0 .

Д х — О  л  У

В силу того, что производная в точке л0 существует, 
эти пределы должны быть равны одному числу, т. е.

У' (■*<>)= 0 или / '  (.v0) =  0. (7.6.3)

• См. § 6.6 правило 10.
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Рис. 90

Для случая, когда y = f ( x )  имеет минимум, до­
казательство аналогично приведенному.

Условие (7.6.3) означает, что в точке экстремума 
дифференцируемой функции /(дг) Наклон касательной 
к ее графику равен нулю, касательная параллельна 
оси Ох (рис. 89).

Тот факт, что в точке экстремума непрерывной 
функции производная может не существовать, пояс­
няет пример функции, график которой имеет излом 
(рис. 90).

Условие / ’(.г) = 0 не является достаточным. Можно 
привести примеры функций, когда условие соблю да­
ется, а экстремума нет. Например, для функции

у =  - х 3, у ' = - х 2 при дс =  0 имеем >>' =  0. Из графика
4 4

(см. рис. 85) видно, что в точке х =  0 экстремума нет, 
касательная пересекает кривую.

Значения аргумента, при которых производная 
равна нулю или не существует, называются критичес­
кими. Таким образом, если функция имеет экстремум, 
то он может быть только в критических точках.

Т е о р е м а  2. Достаточные условия существования 
экстремума. Пусть функция f {x)  непрерывна в неко­
тором интервале, содержащем критическую точку 
д0, и дифференцируема во всех точках этого ин­
тервала, кроме, быть может, самой точки х 0. Если 
при переходе аргумента слева направо через точку 
л0 производная / ' ( v 0) меняет знак с плюса на минус, 
то функция в этой точке имеет максимум; если 
знак меняется с минуса на плюс, то функция имеет 
минимум.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дг0 — критическая точ­
ка и при переходе аргумента через точку х 0 знак 
производной изменяется с плюса на минус. На 
основании теорем 1 и 2 (см. § 7.6) заключаем, что
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на интервале (.v0 — Ал\ л0), Д л > 0, функция возрастает, 
а на (л0, л'0 +  А.г), Ал>0 ,  убывает. Следователь­
но, в точке x =  .\j значения функции /(дг) больше, 
чем ее значения во всех точках интервала (х0 —Адг, 
дг04-Д.\ ), а это и означает, что в точке д;0 функция 
имеет максимум (см. рис. 89).

Аналогично доказывается вторая часть теоремы.
Достаточные условия существования экстремума 

можно проверить и с помощью второй производной, 
если только исследуемая функция дифференцируема 
не менее двух раз.

Пусть /'(дго) =  0 при х  = .\). Допустим теперь, что 
/  ( vo)< 0 . Это означает, что в окрестности критичес­
кой точки ,Y0 /'(дг) убывает. Но /'(дго) =  0, поэтому 
/'(дг) > 0  при лг<х0, а при дг>л0 имеем / '(д г )< 0 .

Производная /'(дг) меняет знак с плюса на минус. 
Следовательно, если в критической точке / " ( л о)< 0 , 
то функция имеет максимум.

Если / "  (.х0) >  0, то это означает, что f i x )  воз­
растает в окрестности точки л=.хь. Но /'(.vo) =  0, 
поэтому / ' (дг) < 0  при .yc.Vq, / '( .y ) > 0  при х > х 0. 
Производная функции _> ' =/ (дг) меняет знак с минуса 
на плюс. Таким образом, если в критической точке 
производная положительна, то в этой точке функция 
имеет минимум.

Если /"(.vo) =  0, то факт наличия экстремума и его 
характер с помощью второй производной установить 
нельзя.

Нахождение точек экстремума и значений функции 
в этих точках называется исследованием функции на 
экстремум.

Правило. Исследование дифференцируемой функции 
на экстремум предусматривает выполнение следующих 
операций.

1. Найти производную функции: y'=f(x).
2. Найти те значения х, которые обращают эту 

производную в нуль. Для этого надо решить уравнение 
с одним неизвестным • _. / . Л/ М - о .

3. Установить знак производной вблизи критичес­
ких точек и определить характер экстремума.

4. Вычислить значение функции в точках мак­
симума и минимума.

Исследование заканчивается построением гра­
фика.
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•  Задача I. Исследовать на экстремум функцию / ( * )  = 
=  2.tJ +  4.v.

1. / '  Ы  = 4.v + 4;
2. / ’ (дг) =  0 =>4х +  4 =  0 о х  = — 1;
3. Составляем таблицу:

-  X < X < -  1 -1 — 1 < л < + ос.

ДГ _ 2 0

Я * ) - 4 0 4

№ \ — У

4 . / ( - 1 ) = 2 ( —l)J +  4 ( —| ) = - 2 .
Таким образом, при х =  — I функция имеет минимум. #

§ 7.7. Н АИ БО ЛЬШ ЕЕ И НАИ М ЕН ЬШ ЕЕ ЗНАЧЕНИ Я 
ФУНКЦИЙ

В научных исследованиях и производственных 
испытаниях результаты опытов чаше всего изоб­
ражают в виде таблиц и графиков, из которых 
можно сразу увидеть, при каких значениях регулиру­
емых человеком факторов достигается желательный 
максимум (минимум) изучаемой величины.

Так, например, зависимость урожая (ц/га) листьев 
и черенков винограда от доз (кг/га действующего 
вещества) удобрений изображается графиком, при­
веденным на рис. 91. Но если данные опыта подверг­
нуть математической обработке (см. гл. 14), то такую 
зависимость можно выразить формулой с определен­
ными погрешностями, так как при вычислениях 
подобного рода стремятся учесть только факторы, 
определяющие наиболее существенные особенности 
изучаемого процесса. Получаемая при этом про­
изводственная функция, которая уже была рассмот­
рена (см. § 5.4), имеет 
дополнительные огра­
ничения, отражающие 
условия производства 
и особенности динами­
ки самих процессов.
В интересах производ­
ства важно знать такие 
значения независимой

Ун
JJ0

« 300
|  250 
1200 J ___I___1___I___I___ I___L.

200 *00 600 ООО Ю00 1200 
Дозы удобрения

Рис. 91
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Рис. 92

Рис. 93

переменной (фактора), при ко­
торых производственная функ­
ция как некоторый результат 
в виде числа имеет наибольшее 
(наименьшее) значение. Н а­
ибольшее (наименьшее) значе­
ние функция может прш пш ать 
как на концах области опреде­
ления. так и во внутренней 

точке области. Из рис. 92, а, б, заключаем: если функция 
на интервале [а, b ] имеет один максимум (минимум), то 
это и есть наибольшее (наименьшее) ее значение при 
X 6 (а, Ь). Утверждение сформулировано на уровне 
наглядной интуиции, но мы будем его использовать при 
решении задач, не приводя строгих рассуждений. Если 
же функция не имеет экстремума на интервале, как 
например линейная функция, то наибольшее (наимень­
шее) ее значение будет в граничных точках, что 
отмечено на рис. 93, где f (a)  — наименьшее значение. 
f (b)  — наибольшее знанение функции.

9  Теперь вернемся к решению сформулированной выше 
задачи (см. с. 168). Функция суммарной площади поверхности 
дна и стенок бассейна имеет вид

432
5 = х г + — , хФО, дг>0. х

1. Находим производную

S '  = 2x —
432
ГГ'

2. Приравниваем производную нулю 

432
2 х ----- 7  =  0 о 2 х 3 — 432 = 0 - о х 3 =  216.х1
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Уравнение имеет один действительный корень .г =  6 м, тогда 
А = 108/36 = 3 (м).

3. Устанавливаем знак производной вблизи точки .г =  6. Имеем

432
5  (5 ) = -------=  1 0 -  17,28% -7 ,2 8 < 0 ,

25
432

S (7) =  7 - 2 -  —  = 1 4 -8 .82  * 5 ,1 8 > 0 .

4. Находим
442

5(6) =  3 6 + — = 37 + 72=  108 (м 2).6
Таким образом, лг = 6, А =  3 (м). Выполнение достаточных 

условий здесь можно не проверять, поскольку по смыслу задачи 
функция имеет один минимум, он же и является наименьшим 
значением, т. с. 5 „ ,м = 1 0 8 . •

Рассмотрим несколько примеров производственных функций.

•  Задача 1. Исследуем на наибольшее и наименьшее значения 
производственную функцию, отражающую зависимость урожая 
кукурузы (ц/ra) от количества азотного удобрения (кг/га). Функция 
имеет вид

у =  -  0,002 l.rJ + 0,936.т+  49,84.

О бластью определения данной функции естественно считать 
бесконечный интервал [0, +оо). Графиком функции является 
парабола, обращенная ветвями вниз. Поэтому функция имеет 
один экстремум — максимум:

>•’ =  -  0.0048л +  0.936; -  0.0042* +  0,936 =  0 =*дс =  222,86;

>■(222,86) =  -0 ,0021 (222,86)2 +  0.936 • 222,86 +  49,84 = 154,16 (ц/га).

Очевидно, что 154,16 — наибольшее значение урожайности. 
Искать наименьшее значение функции не имеет смысла, так как 
естественная область определения функции— бесконечный интер­
вал. По условию задачи наименьшее значение равно нулю. •

•  Задача 2. Зависимость суточного удоя у  в литрах от 
возраста коров х  в годах определяется уравнением

у =  —9,53 +  6,86* —0,49.*2, х > 2 .

Найти возраст дойных коров, при котором суточный удой будет 
наибольшим.

Имеем:

1 . /  =  6,86 —0,98дг;
6,86

2. 6,86 -  0.98.Г = 0 =>* = —  = 7;

3. у 1' (6) =  6.86 -  0,98 ■ 6 =  6,86 -  5.88 % 0,98 >  0,

>•’ (8) =  6.86 -  0,98 • 8 = 6,86 -  7,84 «  -  0,98 < 0.

При л =  7 функция имеет максимум.
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Итак, при дг =  7 суточный удой будет наибольшим, >(7) =  
= 14.48 •

В более сложных случаях, когда функция имеет 
не менее двух экстремумов, правило нахождения 
наибольшего (наименьшего) значения функции на 
[о, ft] состоит в следующем:

1. Находят все критические точки функции на 
интервале [а, Ь] и вычисляют значение функции 
в этих точках, не выясняя характера экстремума.

2. Вычисляют значения функции на концах ин­
тервала.

3. Записывают полученные значения функции в по­
рядке возрастания. Первое число является наимень­
шим значением /(* ) ,  а последнее — наибольшим.

#  Пример. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
/(дг)= 0,5.x1 — блг на интервале (—4,5, 3].

I. Находим критические точки в заданном интервале:

/•(.* )=  1,5л2- 6 ;  1,5дг2 —6= 0= **=  —2; х 2 = 1.

Вычислим значения функции в этих точках:

/ (  —2)=0,5( —2)3 —6( —2)=  —4 +  12 =  8;

/(2 )  =  0,5(2)*—6( — 2) =  4 — 12= —8.

2 Вычислим значения функции на концах интервала:

/ ( -  4,5) =  0.5( -  4,5)3 -  6 ( -  4,5) =  -  45.5625 +  27 =  -18,5625,

/(3 )  =  0.5 З3- 6  3 =  1 3 ,5 - 1 8 = - 4 ,5 .

3. Запишем полученные значения в порядке возрастания: 
-18 .5625; - 8 ;  - 4 ,5 ;  8.

Таким образом, наибольшее значение /„ .*  =  8 достигается 
в точке дс= — 2, Наименьшее значение /« , .« =  —18,5625 функция 
имеет на левом конце интервала, ф

|  7 .8. О ПРЕДЕЛЕН И Е ОПТИМ АЛЬНОЙ 
ПРО ДО ЛЖ И ТЕЛЬНОСТИ ОТКОРМ ОЧНОГО ПЕРИОДА 

В СВИ Н О ВО ДСТВЕ [22]

Слово оптимальный происходит от латинского 
слова optimum — наилучший. Сформулируем допуще­
ния, отражающие наиболее важные особенности 
изучаемого процесса. Предположим, что масса од­
ного животного при надлежащих условиях его содер­
жания есть функция времени m=p(t).  Допустим
176



далее, что затраты S  на откорм одной головы 
выражается линейной функцией от времени

S = a  + bt,
где а — цена молодняка, приобретенного откормоч­
ным хозяйством; Ь — затраты в единицу времени.

Определим оптимальный срок откорма по кри­
терию максимума прибыли. Прибыль П равна сто­
имости произведенного продукта ф (/) минус сто­
имость затрат S :

П =  <р(/)-(а  +  6/),
где <p(/) =  m (/)p(/), a m(t) — цена единицы массы, 
которую для общности будем считать изменяющейся 
во времени. Функция прибыли П определена для 
всех / >  0 , поэтому наибольшее значение прибыли 
(если оно существует) совпадает с максимумом 
прибыли. Применяя необходимое условие экстрему­
ма, имеем

^  =  ̂ - 6  =  0 . 
dt ill

(7.8.1)

Решая это уравнение, находим, что максимуму 
прибыли соответствует продолжительность от­
кормочного периода t = t*. Это и есть оптимальный 
срок.

Из (7.8.1) имеем

о,
dt dt

(7.8.2)

Следовательно, значение t* — это такой момент 
времени, для которого угловой коэффициент каса­
тельной к графику функции стоимости продукта ф(/) 
равен угловому коэффициенту прямой — графика фун­

кции затрат (?-•> Опти­

мальный срок откорма соот­
ветствует точке t = t*, в ко­
торой касательная к графику 
функции ф(/) параллельна 
прямой затрат S= a+ bt. 
Можно легко составить пра­
вило отыскания числа I* гра­
фическим способом (рис. 94).
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s  7.9. ВЫ ВОДЫ

Одним из важнейших понятий математического 
анализа является производная функции. Производная 
характеризует скорость изменения функции по от­
ношению к изменению независимой переменной. 
В геометрии производная характеризует крутизну 
графика, в механике— скорость неравномерного пря­
молинейного движения, в биологии — скорость раз­
множения колонии микроорганизмов, в экономике — 
отзывчивость производственной функции (выход про­
дукта на единицу затрат).

Действие нахождения производной называется диф- 
ференцирова!гием. Общее правило дифференцирования 
дает возможность получить готовые формулы для 
нахождения производных основных элементарных фун­
кций. Используя это правило, а затем правило 
дифференцирования сложной функции, мы получили 
формулы для производных сложных функций.

Среди многих задач, решаемых с помощью произ­
водных, наиболее важной является задача нахождения 
экстремума функции и связанная с ней задача нахож­
дения наибольшего (наименьшего) значения произ­
водственных функций, в частности задача отыскания 
оптимального срока откормочного периода.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение средней скорости неравномерного пря­
молинейного движения, скорости в данный момент.

2. Что называется средней скоростью изменения функции, 
скоростью изменения функции при данном значении независимой 
переменной?

3. Дайте определение производной функции, приведите обозначе­
ния производной. Сформулируйте общее правило дифференцирования.

4. В чем состоит геометрический смысл производной, механичес­
кий смысл производной, каков смысл производной в биологии, 
в экономике?

5. Чему равна производная от постоянной функции, от 
функции у=хг?

6. Сформулируйте правила дифференцирования суммы, произ­
ведения и частного двух функций.

7. Напишите формулы дифференцирования основных элемен­
тарных функций.
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8. Приведите правило дифференцирования сложной функции.
9. Дайте определение дифференциала функции и укажите его 

геометрический смысл.
10. Напишите формулу приближенного вычисления значения 

функции с помощью дифференциала.
11. Сформулируйте правило вычисления дифференциалов фу­

нкций.
12. Дайте определение производной второго порядка и укажите 

ее механический смысл.
13. Сформулируйте признаки возрастания (убывания) функции 

на интервале.
14. Дайте определение максимума (минимума) функции.
15. В чем состоит необходимое условие существования экст­

ремума?
16. В чем состоят достаточные условия существования экст­

ремума?
17. Сформулируйте общее правило исследования функций на 

экстремум.

ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ

1. Найдите угловой коэффициент касательной, проведен­
ной к кривой у = 2х* в точках, где абсцисса равна: 1) дг=1; 2) 
х  =  — 2; 3 ) х =  — 1; 4) х = 0 . Постройте кривую и касательную. 
В каких из приведенных точек график функции имеет самый 
большой наклон?

2. Найдите угол наклона касательной к линии у =  2 хг в точке, 
абсцисса которой равна 1/4.

3. К линии у = 3 х г + х  в точке с абсциссой х =  —1 проведена 
касательная. Напишите ее уравнение.

4. Найдите производные функции:

а) у  = 3; б) /( х )= в х ; в) у  = х ’; г) д) > = 2 х э -3 х ;л+ 1
е) S = - f 4 +  - f 2 +  2/; ж) / ( х ) = - - x J +  ̂ x , - 2 x + 1. Найдите / '( 3 ) .

4 2 3 2
5. При каких значениях х производная функции 

у = х *  — 2х2 —4 х —5 равна: 1) 0?, 2) 3?
6. К кривой у = 3 х 2 —6х +  5 проведена касательная, параллельная 

оси Ох. Найдите точку касания.
7. Привес животного у  (кг) в зависимости от количества 

скормленного зерна кукурузы С  (кг) при 12%-ном содержании 
белка определяется формулой

у =  -3 ,0 6 2 + 0 ,4 3 3 С -0 ,0 0 0 1 С 2.

Найдите отзывчивость производственной функции при С =  50 кг.
8. Найдите производные следующих функций:
а) / = ( х + 2)4; б) _у=(х2- 5 ) ’; в) у = ( х г - 2 х ) \  г )>  = 

= 2 у / \  + 2 х —х 2; д) S = ( /2 —/ + 1)4; е) /(и )= 5 (З и 2- и + 4 ) 4; ж ) /  =
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л) >’* - cos2.t; м) > '«*-sinJ jr; и) >=v/sin2<p.
4  2

Найдите производные следующих функций:

а) > «jr ln .v ; б) у =  Ig2x; в) > = InJ дг; г) / ( x )= ln l l+ -

х2 А
д)> = 1п-------г ; е) >= In 3 sin _v; ж) > = In cos 2х; з) >=Are"—е ж;

I —х

и)/ W - ^ т ^ ;  *) S = e tol; л) /(/)=sinc*; м )/ (д )= д:е2' ;  н) /(/)=е2*‘“*.

9. При сокращении мышцы на х см затрачивается энергия 
Е=А + Рх + ах2, где А, Р, а — постоянные величины. Определите 
мощность, развиваемую мышцей при сокращении.

10. Смещение в ответ на одиночное мышечное ; сокращение 
(единичный импульс) описывается уравнением х=1е~''1г. Найдите 
скорость и ускорение в зависимости от t. (х в см, / в с).

11. Зависимость между количеством а вещества, получаемого 
в некоторой химической реакции, и временем / выражается уравнением

х = Л (1+ е ' “ ). (хг,  1 с).
Определите скорость реакции в момент времени I.

12. Найдите в указанные моменты времени / скорость и ускоре­
ние точки, движущейся прямолинейно по закону, заданному 
следующими уравнениями:

а ) j  = /J + 2/2 при 1=2;
б) s —2 - t 1 при »■»!;
в) s  = 2 sin/ при / = ж/4;
г) i=3cos(n//3) при /=1.
13. Движение тела по прямой определяется законом

i= ^ » , -2 / *  + 3f. (j m , /с)

Определите скорость и ускорение движения тела в виде функции вре­
мени /. В какие моменты времени тело меняет направление движения?

14. Зависимость между количеством х вещества, получаемого 
в некоторой химической реакции, и временем I выражается 
уравнением .т= Л (1+ е~ “ ). где А — начальное количество вещества. 
Определите скорость химической реакции в зависимости от 
наличия действующего вещества.

15. Найдите силу F, действующую на материальную точку 
массы т,  которая движется прямолинейно по закону, заданному 
одним из следующих уравнений:

1 ) j= 2 f 3 — t1 при / = 2;
2 ) i= s in  2/ при f = it/8;
3 )* = е 2' при / = 0.
У к а з а н и е . Сила, действующая на материальную точку мас­

сы т, равна произведению массы точки на ускорение ее движения, 
т. е. F= та.

- v R 2 - x 2, з) > - - ( * + и) >“ (1 7 I -4 ) i ; *) > = .* -s in 2 jr ;
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16. Точка массы./w совершает колебательное движение около 
положения равновесия О  по закону

.г = a sin 2itv/,

где ж — расстояние точки от точки О ,  а „  v постоянные 
величины. Показать, что действующая сила пропорциональна 
расстоянию от точки О.

17. Дана функция > - 2 х 2. Определить, возрастает она или убывает 
в точках: I) х  = 1; 2) х «  -  I. Постройте график и проверьте результат

18. Возрастает или убывает функция > =  _  *  2 +  t  _  j в гочках ^  
х  = I; 2) х =  - 1 ;  3) х = 2. Проверьте полученный результат по графику

19. Найдите максимум и минимум функций:
|) у - х г - 2 х ;  2) > > - - х 2+4х; 3) >- = 2 *  * + з*  + 4; 4 ) 1д 1 _ 2 х 2 + 

г  3

21) Найти скорость изменения популяции бактерий, если 
п момент времени / (ч) она насчитывает />(/)= 3000+100/2 особей.

21. Масса дрожжей в сахаре увеличивается за каждый час 
на 3% Если начальная масса составляет 1 Г. то  после / ч роста 
масса равна т(/)=1,03*. Найдите приближенное значение массы: 
а) после /=10 мин; б) после / = 20 мин роста.

22 Зависимость между возрастом ко р о в  х  (лет) и среднесуточ­
ным удоем у  (л) выражается производственно»» функцией 

>•=—9,53 + 6.86* —0,4<ЭдЛ
йычистите приближенно, на сколько изм енится среднесуточный 
удой коров, если возраст их увеличился с 3 до  5 лет.

23. Урожай сахарной свеклы (т/ra) в ’Зависимости от количест­
ва вносимых минеральных удобрений (ц/га ) выражается произ- 
воигвенной функцией v = 5 ,4 * -2 ,9 . 0 ,6 < х  ^ 6 .  На другом  множест­
ве значений х формула имеет другой вид. Подсчитайте приближен­
но как изменится урожай сахарной свекл ы , если количество 
вносимых удобрений увеличить с 4 до 6  ц ,Га.

24. Радиус основания бурта картоф еля конической формы 
равен 5 м Как изменится вес картоф еля в бурте, если его 
высота увеличится на 1.5 м? (1 м 1 картоф еля весит примерно 4 ц)

2 5 . Требуется вырыть силосную я м у  объемом К = 3 2 м  с 
квадратны м 'дном таких размеров, чтобы  на облицовку ее дна 
и стен пошло наименьшее количество м атери ала . Каковы должны 
быть размеры ямы?

26. Скорость роста у  популяции *  задана формулой 
v=0 001х (100 -х ). При каком размере популяции эта скорость 
максимальна? Какова равновесная популяция, т. с. популяция, 
для которой скорость равна нулю?

27. Зависимость между урожаем озимой пшеницы у  (ц/га) 
и нормой посева семян х  (млн. зерен/га) выражается производ­
ственной функцией ^ ш5>6+81х_ 0 7 х 1

Найдите оптимальную норму посева ссмян для того, чтобы 
получить максимальный урожай.
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Г л а в а  8

Функции нескольких переменных

В этой главе рассматриваются переменные вели­
чины, зависящие от нескольких других переменных 
величин. Необходимость изучения такого вида за­
висимостей вызвана тем , что во многих процессах 
и явлениях, встречающихся в природе, в практической 
деятельности человека, числовые значения одной 
величины определяются набором из двух, трех 
и большего количества независимых переменных.

При изучении этих зависимостей используют 
понятие функции нескольких переменных. Например 
температура Т, измеряемая в различных точках 
некоторого тела или пространства, зависит от 
координат точки (дг, у, :) (от места, где уста­
навливается термометр) и от момента времени 
I. В этом случае пишут

T—f(x , у, z, г).
В главе рассматривается только случай функций 

двух переменных, их дифференцирование и приложе­
ние к решению некоторых задач сельскохозяйствен­
ного производства. Выводы, полученные при этом, 
можно легко распространить на функции от большего 
числа переменных.

§ 8 1. ФУНКЦИЯ ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

9  Примеры.
1. Площадь прямоугольного участка земли S  зависит от длин 

его сторон а и Ь. Соответствующая функция имеет вид

S=ab.
2. В результате опытов при кормлении свиней для вычисления 

привеса животного у  (кг) в зависимости от двух видов потреб-
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лясмых кормов — зерна кукурузы С (кг) и соевых жмыхов Р (кг) 
получена (23)* формула

у** l^ S C 0,547/*0'2” .
Измерения произволились при достижении животными массы от 
14 до 25 кг.

3. В опытах с бройлерами [23] формула привеса имеет вид

у=0,9922Со-55,7/, ° ” 71.

Если у , Р, С  выразить в кг, то формула принимает следующий вид:

> = 0,8977С°-5517/»оззв .

В этих примерах имеет место соответствие между упорядочен­
ной парой чисел с одной стороны и одним числом— с другой, ф

О п р е д е л е н и е .  Функция двух переменных — это  
правило, сопоставляющее каждой упорядоченной паре 
чисел х и у  (из области допустимых значений) 
определенное число z.

В этом случае пишут z=f(x\y) и читают: «зэт 
равно эф от икс игрек». Символ /  обозначает закон 
соответствия.

Так, например, уравнения вида
z = x*+ y2, z = x —y, z = ху

ставят в соответствие паре дг, у  значение z. Под 
символом /  для первой из них понимается после­
довательность действий: сначала х возводится в квад­
рат, затем у  возводится в квадрат и полученные 
результаты складываются. Пусть для первого урав­
нения V = 2, у  = 4; тогда

2| ,.2= Л 2 ; 4) = 2*+ 4 2 = 20,
\у-*

а при дг = 1, у=  1

0 = 12+ 12 = 2 .
1>-|

Следовательно, z является функцией от дг и у.
О п р е д е л е н и е .  Множество А пар чисел х, у, 

на котором определена функция z=f[x\ у) (значение 
функции есть число), называется областью определе­
ния функции D (f).

* В книге приведена формула у =  1,445с0,547/*0-1' 9, где у ,
с ,  Р  даны в фунтах. Перевод в систему СИ сделан автором.
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В простейших случаях область может иметь вид 
прямоугольника a ^ x ^ b , c ^ y ^ d  или круга с гра­
ницей, задаваемой уравнением

( х - о ) 2+ { у - Ь ) 2 = '2.

Область с точками на границе называется замкнутой. 
В других случаях />(/) — вся плоскость Оху или 
более сложная фигура. Так, например, для функции
Z =  .\2 + y 2

D (f) :x e  R, y e R ,

а для функции z =— ------ областью определения
х - 2 у +  1

£>(/) является вся плоскость Оху, кроме точек на 
прямой х -2 у + \ = 0 .

§ 8 .2 . ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИСТОЛКОВАНИЕ 
ФУНКЦИИ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ.

ПОНЯТИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКЦИИ

Пусть дана функция г =Дх, у). Построим прямоу­
гольную систему координат Оху- (рис. 95). Каждой 
точке (дг, y ) e D ( f)  соответствует одно значение 
z=J\x, у). Тем самым определяется упорядоченная 
тройка чисел h:, y ,f(x , у)) или точка пространства 
Р(х, у, f(x , у)). Таких точек можно определить сколь 
угодно много. Предположим, что точка (х, у), двига­
ясь в плоскости Оху, поочередно совмещается со 
всеми точками (х, у)е D (f), или, как говорят, точка 
(дг, >’) «пробегает» всю область D (f). Тогда соответст­
вующая точка Р(х, у, / (х, у)) будет описывать в про­
странстве некоторую поверхность, называемую гра­
фиком функции. Таким образом, соотношение 
z=J\x,y) в системе декартовых координат в общем

случае определяет поверхность. 
Напомним, что в аналитической 
геометрии каждой поверхности 
ставится в соответствие уравне­
ние F(.v, у, г) = 0 или z=J\x,y).

Поверхность, являющаяся 
графиком производственной 
функции от двух факторов, на­
зывается производственной по­
верхностью.
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Так, для производственной функции

у = 1,084+1,3 Г 10 "2tf+ 8,00- 10"3/» — 

- 4 , 3 -  10~7/>2 + 7,8 • 10 ~ 6 КР,

где К соответствует удобрению К 20 ,  кг/га; Р — 
удобрению P2Os, кг/га, у  — урожайность клевера, 
т/ra, соответствующая поверхность изображена на 
рис. 96. Мы видим, что при больших количествах 
одного или обоих видов удобрений производственная 
поверхность сравнительно плоская. При очень боль­
ших количествах Р20 5 урожайность уменьшается.

Представление о форме поверхности и, в част­
ности, о форме производственной поверхности, мо­
жет дать метод линий уровня. Геометрическое место 
точек плоскости, в которых функция z=J\x, у) при­
нимает постоянное значение, называется линией уров­
ня. Это линия пересечения поверхности z=J\x, > ) 
плоскостью 2 = С и ортогонально спроектированная 
на плоскость Оху. Сделав несколько таких сечений 
плоскостями z = С, которые отстоят одна от другой 
на равное расстояние, и вычертив линии уровня, 
можно составить представление о самой поверхности. 
Там , где линий проходят близко друг к другу, 
поверхность поднимается круто, а значит, и функция 
изменяется быстрее по сравнению с изменением 
функции в тех местах, где расстояние между сосед­
ними линиями больше. Поверхность, определяемая 
уравнением z = x*+ y2, изображена на рис. 97, а соот­
ветствующие линии уровня — на рис. 98.



Функция f(x , у) называет­
ся непрерывной в точке 
Л)(*о, До), если бесконечно 
малым изменениям значений 
х и у соответствует бесконеч-

Рис. 98

График непрерывной фун­
кции представляет собой по­
верхность без разрывов, 
«проколов» и других особен­

ностей. Функция z=f[x, у ) называется непрерывной 
в области D, если она непрерывна в каждой точке 
этой области.

§ 8 .3 . ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ПЕРВОГО 
И ВТОРОГО ПОРЯДКОВ

Рассмотрим функцию z-j\ x , у). Пусть независи­
мая переменная у  приняла постоянное значение 
>• = Н,» а переменная х изменяется. Тогда из функции 
двух переменных получим функцию одной незави­
симой переменной z —J\x, у 0)- Ее графиком является 
линия пересечения поверхности z = j\x, у )  и плоскости 
У=.Ч> (рис. 99).

Найдем далее производную от функции г —Дх, у 0) 
в точке х  = >ь (будем считать, что производная 
существует). Эта производная является частной про­
изводной от функции 2 = (л,>’) в точке Р0(хо> Уо)
и обозначается символом — или z'x, или f'Ax). Итак,/*У * *

дх \х—о  A-V

Рис. 99

188



Разность /(.v0 +A.v, >>о)-/(хо, ^о) называется частным 
приращением функции и обозначается Axz.

О п р е д е л е н и е .  Частной производной функции 
z = /(jc, у) по аргументу х называется предел о т ­
ношения частного приращения функции к соответст­
вующему приращению аргумента Ах, когда A.v->0.

Таким образом, частная производная показывает, 
во сколько раз «быстрее» изменяется функция по 
сравнению с изменением аргумента, когда второй 
аргумент зафиксирован.

Аналогично определяют другую  частную произ­

водную —. Имеем 
ду

— = lim /(*<>■ >,о + А->')-/(-х<ь>'о) 
ду ду—о Ду

Как и в случае функции одной переменной, — равна
дх

тангенсу угла наклона касательной к кривой 
z=f(x, у о), у=у0, в точке Р(дго, .Fo), т. е. тангенсу угла 
между касательной и линией, параллельной оси Ох 
и проходящей через точку Р(х0, >0)- Следовательно,
д:— дает возможность оценить «крутизну» поверхности

z = f(x ,y )  в точке Р0, или скорость изменения 
функции по направлению, параллельному оси Ох, что 
очень важно. Находя частные производные от произ­
водственных функций, можно найти отзывчивость 
функции выхода продукта, т. е. количество продукта 
(как результата деятельности), приходящееся на еди­
ницу величины одного фактора, при условии, что 
второй фактор остается постоянным.

п  dz dzПредположим, что производные — и — можно
дх ду

найти в каждой точке области D (f). Тогда Р0 (.х0, .Vo) 
можно рассматривать как переменную точку и опу­
стить индекс 0. Частные производные станут новыми 
функциями двух переменных. Обозначим их символами 
z'x(x, >’) и z'y(x, у). При необходимости от этих функций 
можно найти частные производные, причем от каждой 
из них как по переменной д:, так и по переменной у.

О п р е д е л е н и е .  Частная производная о т  част­
ной производной функции называется частной произ­
водной второго порядка.
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Производные второго порядка в общем случае 
также являются функциями двух переменных, их 
будет уже четыре. Для производных второго порядка 
приняты следующие обозначения:

— функция дифференцируется по х последовательно 
два раза;

— функция сначала дифференцируется по х, а резуль­
тат  затем дифференцируется по у,

— функция последовательно дифференцируется по 
у  две раза;

— функция сначала дифференцируется по у , а резуль­
тат дифференцируется по д г.

Частные производные находят по правилам 
и формулам, аналогичным формулам для обычных 
производных. Надо только помнить, по какой пе­
ременной производится дифференцирование, считать 
эту величину изменяющейся, а остальные — посто­
янными.

•  Пример. Найти частные производные второго порядка от
функции

z = x 3y 1 + 2 y —6x+  1. 

Р еш ен и е . Последовательно находим:



r , ( ^ ) " ; " ' , ! ,x 4 2 | - ' 6' V:

Как видим, в данном случае = Ьх2у.  •

Отметим, что частные производные второго по­
рядка г"у и г" не зависят от порядка дифференциро­
вания. т. е. z'xy = :'yx при условии, что они непрерывны.

§ 8 .4 . ЗАДАЧА. ПРИВОДЯЩ АЯ К ПОНЯТИЮ 
ЭКСТРЕМ УМ А ФУНКЦИИ. ЭКСТРЕМ УМ  ФУНКЦИИ 

ДВУХ НЕЗАВИСИМ Ы Х ПЕРЕМЕННЫХ

•  Задача. Рассчитать размеры параллелепипеда так, чтобы 
при заданном объеме У= 32 м 3 суммарная площадь основания 
и боковых граней была минимальной. В качестве приложения 
эту задачу можно сформулировать иначе: рассчитать размеры 
силосного сооружения с прямоугольным основанием так, чтобы 
при заданном объеме на облицовку дна и стенок ушло минималь­
ное количество материала. В § 7.6 приведена почти такая же 
задача, но там указано, что основание — квадрат. Здесь такого 
ограничения нет.

Р еш ен и е . Обозначим через дс и у  (рис. 100) размеры ос­
нования, тогда высота Л вычислится из соотношения 32 = xyh,

т. с. /»=— . Составим функцию площади

32 32 
S=.v>+2» — + 2лг— = ry  + 64 

xy xy (H> хфо, >-*0.

Можно предположить, что существуют такие дс и у ,  при 
которых S  достигает наименьшего значения. Задача состоит 
в том, чтобы найти эти числа. #

Для того чтобы легко и просто решать эту 
и другие подобные задачи, необходимо построить 
соответствующий математический аппарат.

1. Максимум и минимум 
функции двух переменных.

О п р е д е л е н и е .  П усть  
функция z= f(x , у) определена 
в некоторой окрестности 
точки (х0, jo ). Говорят, что 
функция , z = f { x ,y ) имеет 
в точке (л0, >0) строгий мак­
симум (минимум), если
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/ ( .V ,  v)< /(x0, Уо)(А(*. y )> / (x 0, Jo)) для всех точек 
(дг, у ), достаточно близких к л0; у 0. Точка (дг0, Уо)
— точка максимума (минимума).

М аксимум и минимум функции будем, как 
и в случае функции одной переменной, называть 
экстремумами или экстремальными значениями.

Понятие экстремума носит локальный смысл. 
Значения функции сравниваются только для точек 
(дг, у), достаточно близких к точкам (д0, Уо)-

Ответ на вопрос, существует ли способ отыскания 
значений независимых переменных, при которых 
функция имеет экстремум и в чем состоит такой 
способ, даю т следующие две теоремы. ••

Т е о р е м а  1 (необходимые условия экстремума). 
Если дифференцируемая функция z = f(x ,y )  имеет 
экстремум в точке Р0(хо, У о), т о  ее частные производ­
ные первого порядка в этой точке равны нулю, т .  е.*

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зафиксируем независимую 
переменную у, придав ей значение у 0. Тогда 
z = f(x ,y 0) — функция одной переменной .г; эта фун­
кция имеет экстремум в точке Л)(*о, .Vo)- Как извест­
но, необходимым условием этого является равенство

Теорема доказана.
В системе уравнений (8.4.1) число неизвестных 

равно числу уравнений. Решив систему, получим 
координаты точек, в которых может быть экстремум. 
Точки P 0i ( x 0 i , Уо/), в которых частные производные 
обращаются в нуль, называются критическими.

Таким образом, если функция имеет экстремум 
в некоторой точке, то он может быть только 
в критической точке.

Т е о р е м а  2 (достаточные условия существования 
экстремума). Пусть функция z = /(дг, у ) непрерывна

* Приведем полную формулировку теоремы; если дифференци­
руемая функция z = f  (дг, у )  имеет экстремум в точке Р0(х0, то  
е е  частные производные в этой точке равны нулю или не существуют.

дх с у
(8.4.1)

нулю ее производной, т. е.

Аналогично можно пок;
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в D (f)  вместе со своими частными производными 
первого и второго порядков и точка Р(х0, у0) является 
критической.

Найдем в точке Р0 производные второго порядка 
и примем следующие обозначения:

Если АС—В2> 0, то функция имеет в точке Ро^о» .Ко) 
экстремум: максимум при А < 0  и минимум при А > 0.

Если А С — В 2<0, то в точке /*0(^о» Д'о) нет 
экстремума.

Если А С — В2 = 0, то заключения об экстремуме 
сделать нельзя. В этом случае требуется допол­
нительное исследование.

В практических задачах часто бывает так, что 
характер экстремума определяется смыслом задачи 
(без проверки выполнения достаточных условий).

Вернемся к задаче, сформулированной в начале 
параграфа. Исследуем на экстремум функцию

2. Приравняем нулю частные производные и av  
ставим систему

Подставим найденное из первого уравнения,
во второе уравнение. Имеем

УШУ О

1. Найдем частные производные:

{
у — 64/дг2 =0, 
х-б Л / у2 = 0.

64

у  = 64/дс2, 
х  = 64У7(64)2,

или

{
7-73
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На множестве действительных чисел система име-
л  ̂ L 32 32 -ет одно решение: дг = 4, >> = 4; тогда Л = —= —  = 2.

ху  4 -4
Найдем частные производные второго порядка:

S ”xx = ™ , S " J  = ^  = 2, А = 2; м „ ,о .к «
х 3 U - 4  64

„_128 ,| _128__
л УУ~уг '  Л» | , - 4 “ в « “  ’ ’

s ; , =  i s* 1,-4- 1, в =  1, а с - в 2 = з>о.Ijr“4
В точке (4; 4) функция имеет минимум:

S * - 4  = 4- 4 + 64
1> =  4

•  Пример 1. Исследовать на экстремум функцию

г = х у —х г —2 у г +х + 10>—8.

1. Найдем частные производные:

д г  д г
- = у - 2 х  + I, — *дг —4у+10. 
дх д у

2. Приравняем нулю частные производные и составим систему

Ь - 2 д с + 1 = 0 ,
{.*—4>>+ 10 = 0.

Найдем из первого уравнения у = 2 х —\ и подставим во второе: 

| дс—4 (2jc — 1)+ 10= 0,
[ у ш 2 х - 1,

или
—8дс+ 14 = 0,

|>=2дс— I, Jt = 2, > = 3.

3. Найдем частные произведения второго порядка:

г “лл= - 2 ,  г"„= 1, г"п  = - 4 .

Как видим, частные производные второго порядка равны 
постоянным величинам в любой точке, в том числе и в точке 
Р0 (2; 3). Поэтому А — —2, Я= 1, С -  — 4. Далее находим 
АС— В J = ( — 2 )(—4)— 1 = 7> 0 . Следовательно, в точке Р0 (2; 3) 
функция имеет максимум

г(2 ; 3) = 2 - 3 - 2 J - 2 - 3 J + 2 + 1 0 3 -8 « = 8 . •

2. Абсолютный экстремум функции. Теорема Вейер- 
штрасса. Рассмотрим функцию z = f(x ,y ) ,  заданную
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на некоторой области D. Точка М на­
зывается внутренней для области D, 
если M eD  вместе с некоторой своей 
окрестностью (рис. 101). Точка N назы­
вается граничной для области D, если 
в любой ее окрестности имеются точки, 
как принадлежащие области, так и не 
принадлежащие ей. Точка N может не Рис I01 
принадлежать области D. Множество 
всех граничных точек называется границей Г.

О п р е д е л е н и е  1. Область D называется о т ­
крытой, если все ее точки — внутренние.

Область D, включающая граничные точки, называ­
ется замкнутой.

О п р е д е л е н и е  2. Область называется ограничен­
ной, если она целиком содержится внутри круга 
достаточно большого радиуса.

О п р е д е л е н и е  3. Наименьшее (наибольшие) зна­
чение функции в данной области называется аб­
солютным экстремумом функции (соответственно 
абсолютным минимумом или абсолютным максиму­
мом) в этой области.

Т е о р е м а  В е й е р ш т р а с с а  . Если функция не­
прерывна в ограниченной и замкнутой области, т о  
она достигает в этой области своего наименьшего 
и наибольшего значений.

По теореме Вейерштрасса в области D найдется по 
крайней мере одна точка (дг0, Jo), в которой функция 
имеет наибольшее (наименьшее) из всех значений. Если 
точка (х0, Jo ) лежит внутри области D, то в ней функ­
ция имеет абсолютный максимум (минимум). Но функ­
ция 2=/(х, у)  может достигать абсолютного экстрему­
ма и на границе- области. Поэтому для нахождения 
наибольшего (наименьшего) значения функции 
z=f(x, у)  в области D необходимо найти:

1. Значения функции в критических точках внутри области.
2. Наибольшее (наименьшее) значение функции на границе об­

ласти.
3. Сравнить полученные числа и выбрать наибольшее (наимень­

шее) из них.
•  Пример 2. Рассмотрим [2] производственную функцию

?= I5 ,63*°’,7 V 15*. (8.4.2)
где г — урожай кукурузы, ц/га; х — затраты на удобрения, руб/га 
(дг>0); у — затраты на семена, руб/га, (>’>0).-

При каких значениях х и у  функция достигает наибольшего 
значения?
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Р еш ен и е . Рассматриваемая функция является произведением 
двух степенных функций. Она достигает минимума, равного нулю, 
в точках /*(0, у )  и Q(x,  0), где х и у — любые положительные числа, 
и возрастает с возрастанием х н у. О максимуме здесь можно говорить 
только тогда, когда по условиям производства необходимо учитывать 
дополнительные ограничения. Пусть это суммарные затраты в сотнях 
рублей на приобретение удобрений и семян, например,

* + > «2 . (8.4.3)

Таким образом, учитывая (8.4.3), делаем вывод, что область 
определения функции (8.4.2) треугольник, заданный неравенствами 
* > 0 , >>0, * + > ^ 2 . Наибольшего значения функция достигает 
на границе области.

Выразим из (8.4.3) у  через дг и подставим полученное значение 
в (8.4.2). Имеем

г «1 5 ,6 3 х 0 3 ,5 (2—х ) 015*.

Получена функция одной переменной. Исследуем ее на экстре­
мум

г ' .ш 15,63 (0,372*- o-6J4 2 - * ) o' ,5* + 0 ,1 5 8 (2 - * ) - OIUJ( - l ) * o-37J)=

-  15,63.x °-37J (2 —дг) - ° ,4J (0,372* * ‘ (2 -  * )  -  0.158).

Из того, что г ' = 0, имеем *  = 0 и 0,372(2 —* ) - 0 , 158 = 0, а если 
г'ж = оо, то 2 - *  = 0=** = 2.

При *  = 0 имеем > = 2, а при *= 2  имеем >=0. Найдем 
значения функции:

Г|д-О = 0, г , - 2 = 0.1>ч 1»-о
В точках (0; 2) и (2; 0) функция имеет минимум.

Из уравнения 0,372(2 — * ) —0,158* = 0 имеем 0,530*=0,744, 
*=1,404. Тогда у  = 2 — *  = 2 — 1,404 = 0,596.

Вычислим значение функции г  в точке (1,404; 0,596):

г  L - 1,404 = 15,63 1,404°-372 0,596°-1 »* = 16,33.1,-0,5»#

Итак, г= 0  при *  = 0, г = 16,33 при *= 1,404, г = 0 при *= 2 .
Таким образом, функция при *= 1,404, >’=0,596 имеет аб­

солютный максимум. •

9 8.5 ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ЭКСТРЕМУМА ФУНКЦИИ 
ОДНОЙ И ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

К ЗАДАЧАМ СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОГО 
ПРОИЗВОДСТВА

•  Задача 1. Рассчитать размеры цилиндрического бака для
водонапорной башни при условии, состоящем в том, чтобы при 
заданной полной площади поверхности 5  его объем был наибольшим.
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Р еш ен и е . Обозначим радиус основания цилиндра через R, 
а высоту — А (рис. 102). Тогда его объем равен

Y=nR*h.  (85 .1)

Из того, что полная площадь поверхности S = 2n R 1 + 2nRli, 
S —2n R 2

следует, что Л=— ^— . Подставим значение Л в (8.5.1). Имеем
2 kR

, S - 2  kR 1 SR — 2kR 1
2л R

Г = Л (5 - 6 я / ? 2).

Необходимое условие экстремума даст S  = 6 it Л 2 или R = у/S/bn. 
Вторая производная У’ <= -6 я Л < 0 . Следовательно, при R = y/S/6n 
функция имеет максимум.

Найдем Л. Имеем

!*S - 2 k (S/6k) __________

2Ky/S/bK 2к J S l b n
= 2 у/ S/6n.

Таким образом, бак цилиндрической формы при заданной 
полной площади поверхности имеет наибольший объем, если 
диаметр основания 2R равен его высоте Л. 9

9  Задача 2. Определить размеры пленочной теплицы с прямо­
угольным основанием так, чтобы ее объем был наибольшим, 
если она должна иметь вид, изображенный на рис. 103, а площадь 
поверхности равна S.

Р еш ен и е . Обозначим размеры основания через х и у ,  
а высоту через И. Тогда

' - H O ' - K V - (8.5.2)

Воспользуемся тем, что площадь поверхности всех стенок, крыши 
и двух «фронтонов» равна

S=2xh + 2yh + 2^  г  + ̂ г \/Му =
6 2 6

Имеем

. . .  . X 1 х у у /Т о
= 2Л(х+,)+ — + —*— •

S - x ^ b - x y y / l o / i
2 (х +у )

Тогда
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х у

S - x 2/ 6 - x y ^ / l o p  х 1 
2(*+j>) 

bx yS —2хгу 2 v^lO+ х  2у
♦S)- 1 „1

Рис. 103

12 (*+>-)

6.г>'5+х^-*(1-2уТ0)
щТ+Т) •

Найлсм частные производные 
V', и У,  и приравняем их нулю 
Запишем следствие:

[ 65у2—4дгу*>/Т5 + 2лг)>,  + дг, / 2(1 —2 V/T0)«*0, 

1.6Sx2 - 4yx 3 y / w  + Ix 3y + x-2y 2 (1 -  2 УТО)= 10.
(8.5.4)

Второе уравнение получается из первого, если в нем заменить 
у  на дг, а х на у ,  из этого следует, что *=>•. Учитывая этот 
факт, первое из уравнений из (8.5.4) можно записать в виде

6 S * 2 -  4 * 4 У Й ) + 2*4 + х 4 ( I -  2 v/i 0 ) = 0,
ИЛИ

Злс2( 2 5 - 2 х 2>/10+ ж , ) - 0 .
Приравниваем каждый из сомножителей нулю. Имеем дг2 = 0, 

откуда находим: x , t2 =0. По смыслу задачи эти значения не 
могут служить решениями системы. Вторую пару решений 
получаем из уравнения 2 5 —2.v2v/7o + * 2 = Q, откуда

/ 2~S
jrJ (2 v/To—1) = 25, х = ±  /— — ---- . Так как х> 0 ,

"I
25

г^/То-Г

V 2y/l0— I

учитывая, что х —у 9 получаем

25

2 ,/ io - i
Принимая во внимание (8.5.3) и (8.5.5), находим 

25 25

(8.5.5)

6S
2^/То— 1 2 V/T5

:/Й)
5 ( / ш - 1 ) У 2 у Т о - 1  

3 v / 2 5 (2 v/To— 1)

Чтобы убедиться в том, что при найденных значениях 
х и у  объем максимален, необходимо проверить выполнение 
достаточных условий:

У "  =  —Г  XX —

4у4 ^/То+ \ 2Sy2 — l y *  2>4 (2 У Т 0 —1)+125.у2
12 (дг+>>)3 12(х+ .у)3
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4 .r4 v/ 10+ l2 'S* 1 - 2* *  2 л 4 ( 2 / Т о - 1 ) + 1 2 5 * 2 
V”  12 (дг+>•)3 = ~ 1 2 (х + у } г

2ха (6 5 —(2 У Т р—1)5дг2)

*»" 12(jc+ ,) j
Для нахождения У хх, У ’„  и У ',  примем обозначение 

2 v/To — 1= а 2. Имеем

Л = У"
2Sa

x - y -у/ Щ ?  „ 2 5 ^ 2 5  3 J~2S'
12-2—г -----

В=У’„

2 - 2 5 /  j  5 - 2 S \  1 6 5 2 
— j —( 6 5 —в  — J— I 2 

а 1 \ а )  а Sa

Xmymy/lS/a*
12-2

25 ,/ 2 5  485 yJ~2S 3 J 2 S '

C = V „

a * a a
2 Sa

-r-yfisi? }y/2s'
,  45  a  a 2S 2 3 a 2S 2 a 2S  „

A C - B 2 = --------------- ------ ---------= ----- >0.
9 25  a 2S  185 6

В результате имеем: A <0, А С - В г > 0, следовательно, функция 

У=>У1х, у )  в  точке ( /— ^ — , /— ^ — ) имеет максимум.
\ V 2 y i 0 - l  V  2 / 1 0 - 1 /

/2-48 ,—
Пусть, например, 5= 48 м 2. Тогда х =  I = y j  18 =4,24(м), 

, - 4 ,2 4 (м ) ,

, 48(3 ,16— 1)n/X32 48 2,16-2,31 240 
Ъ у / 2 -48 5,32 3 -9,8 • 5,32 156,5

Таким образом, максимальный объем теплицы в условиях 
данной задачи обеспечивается при соотношении сторон 
4,24:4,24:1,53, или, приблизительно, 2 :2 :0 ,7 .

Можно показать, что если делать подобные расчеты для 
теплицы с плоской крышей, то соотношение изменится и будет 
иметь вид 2 :2 :1 . Действительно, S = 2 x h  + 2 y h + x y ,  откуда

Л =

Тогда

S - x y

2 ( х + у У
(8.5.6)

S - x y  t/, S y 2 — х 2у 2 — 2ху*  
V = x y h  = ху —-------Г , V ж~

2(лг+>-) ’ 4(дг + у ) 2
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Sx2 — х 2у 2 — 2yx3 
4(-»+>’)1

Необходимые условия экстремума дают

j  Sx2—x 2y 2 — 2yx3 = 0,
\ S y 2- x 2y 2- 2 x y 3 = 0.

Второе уравнение можно получить из первого, если заменить 
в нем х на у ,  а у  на дс, поэтому х=у .  Подставим в первое 
уравнение у  = х. Имеем

Sx2 - х * -  2х* = O oS* 2 -  )х*  = 0.

Решением, удовлетворяющим условию задачи, является jt = v/s/3. 
Тогда y  = y/S/3. Высоту теплицы найдем из условия (8.5.6):

25
s - j s j i j s j } _____з___ У£Тз I г—

2 ( y s 7 3 + y s 7 I )  2 = 2 V i/ 3 -

При той же площади поверхности теплицы 5= 48  м 2 размеры 
таковы: 4 x 4 x 2  (м). ф

•  Задача 3. Пусть прибыль П хозяйства от возделывания 1 га 
кукурузы определятся* формулой

П = М у —х 1—х2—к,  (8.5.7)

где дс,— затраты на удобрения, руб/га, дс2 — затраты на семена, 
руб/га, у — урожайность (ц/га), определяемая из соотношения

у =  ^.бЗдс,’372*®-15*,

где А# — цена 1 ц кукурузы, к — постоянные затраты, не зависящие
О Т  ДС, И JC j.

Необходимо найти те значения дс, и дс2, при которых прибыль 
максимальна. Необходимые условия экстремума дают

дП д у  <?П д у
----- М / - - 1, —  =

o.t| дх | дх2 VX2

Приравнивая частные производные нулю, образуем систему 
> 1

t x
. дх2 А/

д у  д у
Найдем —  и - — из функции v= 15,63дс° 372дс°158 и подставим

dxi дх2
их в (8.5.8). В результате получим

* Задача условная.
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(8.5.9)

Оба числителя в левой части равенств дополним до у ,  для чего 
умножим и разделим левую часть первого из уравнений на 
дг?'372, а второго — на дг®'158. В результате получим

Откуда следует, что дс, = 2,35.v2. Подставим это значение 
в (8.5.9), имеем

-31,8л#1'1*.
Итак, затраты на удобрения и на семена зависят от цены

I ц кукурузы, но при этом затраты на удобрения в 2,35 раза 
больше затрат на семена. •

#  Задача 4. Под каким углом а  следует сбить три одинаковые 
доски, чтобы получить поилку наибольшей вместимости?

Р еш ен и е . Наибольшую вместимость будет иметь желоб 
с наибольшим поперечным сечением. Поперечное сечение желоба — 
равнобочная трапеция. Примем, что ширина доски 
АВ = BC=CD = a; LBAD = x (рис. 104), тогда высота трапеции 
f i£ = es in x , ее большее основание AD — a + 2а c o s .х. Поэтому 
площадь трапеции

15.63 ■ 0,372лг°-15® I 
(2,35лг2 )°'4Je “ Г/’

15.63 0,158 (2,35*2 )°-372„0.842*2
или

или

А £ D

В С
Рис. 104



Исследуем S (x )  на экстремум. Имеем

5 (д г )  = а 2(1 + co sx ) (2 cosjt-  I), 

со$дг= -  = « , 2Cosj*= 1ох= л/3.

Число к  не входит в область допустимых значений. Принима­

ем дг = n/З. Далее находим: S (0 ) - 0 ;  S ^ ^  = e 2, 5 ^ = - ^ а 2.

Следовательно, при х- п/ 3  площадь 5 (х )  имеет наибольшее 
значение. Итак,

а  = л — я/3 *= 2к/3 «120°.

Чтобы в этом убедиться вычислим S ' (  ~ ) . ИмеемКО-
S ’ ( x ) « e 2( —s in x )(2 c o sx — l )+ e 2( - 2 s in x ( l  + co sx ) = 

= a 2(sinx —2 cos .t sin x - 2 s i n x —2 sin x  cos x ) =

= o 2( —s in * —2sin2x ),

I ~ 2 sin y ^ = - - у - в г < 0 •

#  Задача 5. Для IS откормочных ферм была получена производ­
ственная функция / (* )-1 9 9 ,2 + 6 7 ,бх + О.Мх1, где f ( x )  — затраты на 
откорм свиней, тыс. руб., х — валовой привес, тыс. ц. Найти мини­
мальную себестоимость 1 ц свинины.

Р еш ен и е . Составим функцию себестоимости

„  f i x )  199,2
S - =---------Ь 67,6+ 0, Их.

х х
Найдем производную

199,2
S ' m ------ j -  + 0,14,

х 1

199 2
S '= 0= »0 ,14  = — —.~ 0,14х2=199,2-е*

х г

о х 2 = 1422,8«-х = У  1422,8 «  37,7.

Общие затраты на производство свинины

/(37,7) -  199,2 + 67,6 • 37,7 + 37,72 • 0,14 = 2946,7 (тыс. руб.)

Один центнер свинины стоит 2946,7/37,7 = 78,16 руб. 
Проверим, является ли при данном х себестоимость минималь­

ной. Для этого найдем вторую производную



| 8 6. ВЫ ВОДЫ

В гл. 8 показано, как с помощью понятия функ­
ции нескольких переменных можно решать чисто 
практические задачи. Функция многих переменных — 
это соответствие между упорядоченным набором 
чисел с одной стороны, и одним числом — с 
другой. Графиком функции двух переменных в си­
стеме координат Оху является некоторая поверх­
ность.

Частное приращение функции z= f(x ,'y ) — это при­
ращение функции, вызванное изменением только 
одной независимой переменной, т. е. другая перемен­
ная остается постоянной.

Частной производной функции z= f(x , у) по ка­
кому-либо одному из ее аргументов называется 
предел отношения соответствующего частного при­
ращения функции к вызвавшему его приращению 
аргумента, когда последнее -произвольно стремится 
к нулю.

Понятие экстремума функции рассмотрено на при­
мере определения размеров параллелепипеда заданно­
го объема V при условии, состоящем в том, чтобы 
площадь основания и боковых граней была наимень­
шей. Задача имеет приложение.

Наибольшее (наименьшее) значение функция 
может принимать как во внутренней точке, так 
и на границе области определения.

В главе показано, как с помощью понятия функции 
нескольких переменных можно решать чисто практи­
ческие задачи.

Рассмотрены примеры применения теории экст­
ремума к задачам сельскохозяйственного производ­
ства: задача расчета размеров цилиндрического бака 
для водонапорной башни при условии, что пло­
щадь поверхности задана; задача об определении 
размеров пленочной таблицы; задача о наибольшей 
прибыли хозяйства от возделывания кукурузы; задача 
нахождения минимума себестоимости единицы про­
дукции.

.S" >0, следовательно, S  имеет минимум при дс = 78,16.



ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Что называется функцией двух независимых переменных; 
областью определения функции?

2. В чем состоит геометрический смысл функции двух 
переменных?

3. Что называется частной производной функции двух перемен­
ных? Каков се геометрический смысл?

4. Дайте определение частных производных второго порядка.
5. Что такое экстремум функции двух переменных?
6. Сформулируйте необходимые условия существования экст­

ремума функции двух переменных.
7. Какие точки называются критическими, как они находятся?
8. Сформулируйте достаточные условия экстремума функции 

двух переменных.

УПРАЖНЕНИЯ И ЗАДАЧИ

1. Найдите частные значения функций:
2х

О /(* . у ) = - 7 ~  " ,  в то,,кс /*(5; 3); 2) <р(х, у ,  г )  = 
ч / * - Г

2х+у
= 3* + lg —-----— в точке Я(1; — 1; 99).

у/хг + г
2. Найдите области определения функций:

I) г  = х + у — 1; 2 )/ (.t, у ) =  ,  + 3 ) г  = .х2+>1.
*•* + у ‘

3. Найдите первые частные производные по х и по у  от 
следующих функций:.

1 )г  = х У ;  2 ) г  = е " ;  3) z = J x 2+ y 2 ; 4 ) г  = —----- ? ;
х*+у*

5 )г  = 0,425-2,93дс + 6>’-2 8 ,9 у 2; 6) г  = 6х2у - 8 *у5-  18*+ 11 у - ' - ;

7) z = x 2 + x y + y 1 в точке Р(  1; 2); 8) := л ’ ; 9) г = в  точке (0, ж/2).
sin .у

4. Бункер-параллелепипед заполнен зерном. Выразите объ­
ем бункера как функцию его оснований и высоты. Вычислите 
частное значение функции при *= 125 , у  — 275, Л = 200 см. Вычислите 
массу зерна, если 1 м 3 зерна имеет массу 800 кг.

5. Из всех прямоугольных параллелепипедов, имеющих дан­
ную диагональ /, найдите размеры такого параллелепипеда, объем 
которого был бы наибольшим.

6. Рассчитайте такие размеры закрытого бака цилиндрической 
формы для водонапорной башни животноводческого комплекса, 
чтобы при заданном объеме И=8я м 3 на его изготовление было 
израсходовано наименьшее количество материала.

2 0 4



ОПРЕДЕЛЕНИЕ ( % * ) ’
МАКСИМУМ* ♦ ♦  Дя. 1 ) - Дя* Хо) <  а 
Я, у достаточно блиэки к я *  Го

Достаточны* условна
Прове р м

*) • 0

ФУНКЦИЯ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

5 .  (ДГ. п  <*. I) € (X. П J * €  г

*0- Ус -  яритмческм точка

Д > в.  ̂> о *» *<** % )•«* «
Л > 0. А<  0<=» Г (я» >q) -  т а я  а 

& < 0 * *  экстремума ист 
А -  0 * »  иеопрелелсипый случай



Г л а в а  9

Неопределенный 
и определенный интегралы

В этой главе излагается второе основное понятие 
математического анализа — понятие интеграла. В исто­
рии развития математики к понятию интеграла привела 
задача вычисления пределов сумм бесконечно малых 
величин, когда число слагаемых неограниченно возра­
стает. В связи с трудностями вычислений, возникавши­
ми при этом, необходимо было найти единый метод 
определения пределов таких сумм. Впоследствии 
понятие интеграла развивалось и совершенствовалось 
как инструмент познания окружающего мира.

Как определить площадь плоской фигуры произ­
вольной формы, величину работы, совершаемой 
переменной силон, количество вещества, вступившего 
в химическую реакцию, объем тела, потерю теплоты 
при охлаждении тела? Эти и многие другие задачи 
можно решить с помощью интеграла.

$ 9 .1 . ПЕРВООБРАЗНАЯ ФУНКЦИЯ
И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ.

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИСТОЛКОВАНИЕ

В гл. 7 было приведено правило, согласно ко­
торому по заданной функции можно найти ее 
производную. Рассмотрим действие, обратное дей­
ствию нахождения производной.

О п р е д е л е н и е .  Дифференцируемая функция F(x) 
называется первообразной по отношению к функции 
f i x )  на некотором •интервале (а, Ь), если при хе(а, Ь) 
F (* )= / (* )•

Например, для функции / (* )  = 2х первообразной 
является функция F (x )= jc2, так как /''(дс) = (дс2), = 
= 2x = f  (дг) для любых х; для функции / (x )  = s inx
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первообразной служит функция F (x ) = — cos х, так 
как F '(x ) = ( — co sx )' = s in x= f(x ), JtelR.

Возникают следующие три вопроса.
1) Существует ли первообразная для данной фун­

кции, или нет?
2) Если существует, то сколько первообразных 

может иметь данная функция?
3) Как найти эти первообразные?
Ответ на первый вопрос дает следующая теорема.
Т е о р е м а .  Если функция f( x )  непрерывна на [а, 6 ] ,  

т о  она имеет первообразную.
Для того чтобы ответить на второй вопрос, 

приведем еще две теоремы.
Т е о р е м а  1. Если F(x) — первообразная для фун­

кции f i x )  на интервале (а, Ь), т о  F [x )+ C — такж е  
первообразная, где С — произвольная постоянная.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию, F '(x )= / (.v ), но 
(F(ac)+C)' = F '( jc )+ C '= / (x )+ 0 = / (x ) ; поэтому F(x)+  
+ С — первообразная для / (* ) . Теорема доказана.

Например, функции дг2+ 1, х 2 — 6, х 2 + С являются 
первообразными для / (х) = 2х.

Т е о р е м а  2. Если F, (х)  и F2(x) — две первообраз­
ные для f{ x )  на (а, b ), т о  Fx (х ) — F2( х ) = С на (а, b ), 
где С — постоянное слагаемое, конкретное для каж­
дой пары Fx(x) и F 2 (x ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Ft (х ) — F2 (х ) — неко­
торая функция от х. Найдем ее производную: 
[/г1(дс)-/:'2(д :)]' = /:,'1( х ) - Р 2(д:)= /(лг)-/(д:) = 0. Мож­
но показать, что если функция имеет на (а, Ь) 
производную, равную нулю, то она постоянна на 
(а. Ь). Поэтому можно утверждать, что выражение 
F(x )  + C, где F (x)— некоторая первообразная для 
/ (х), а С — произвольная постоянная, определяет все 
первообразные для данной функции.

О п р е д е л е н и е .  Общее выражение F (x ) + C мно­
жества всех первообразных функций для данной 
функции f{ x )  называется неопределенным интегралом 
о т  f[x )  и обозначается \f(x)dx, т. е.

\f{x)dx = F(x) + C, (9.1.1)

где f ( x )  — подынтегральная функция, f (x )d x — под­
ынтегральное выражение, J — знак неопределенного 
интеграла, jc — переменная интегрирования.
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О п р е д е л е н и е .  Операция на­
хождения первообразной по за­
данной производной или дифферен­
циалу функции называется интег­
рированием.

Интегрирование  — действие ,  
обратное дифференцированию, 
и его можно проверить диффе­
ренцированием.

Ответ на третий вопрос со­
ставит содержание последующего

Геометрический смысл неопределенного интеграла.
Пусть дан неопределенный интеграл

$f{x)dx  = F(x)+C.
Придавая произвольной постоянной конкретные 

числовые значения C t , С2, С3,- ..., С ., получим сле­
дующие функции одной независимой перемен­
ной :у . = /4*) + С ,, у 2 = /г(дг)+С2, y 3 = F (x )+ C ,.......у„ =
= F(x) + CH. В системе координат Оху график каждой 
из функций представляет собой плоскую кривую. 
Все графики, называемые интегральными кривыми, 
сдвинуты друг относительно друга в направлении, 
параллельном оси Оу (рис. 105).

Вывод. Неопределенный интеграл jf{x )d x  в си­
стеме Оху представляет семейство плоских кривых, 
смещенных друг относительно друга вдоль оси Оу.

Если из этого семейства хотят выделить одну 
кривую, то заранее задаю т начальное условие. На­
пример, необходимо выбрать такую  из кривых (или 
ту первообразную), которая проходит через точку 
М0(х0, у 0 ). Условие y=yo  при х = х0 называют 
начальным.

ф  Пример. Найти первообразную для функции /(•*) = 2х, 
график которой проходит через точку Л/0 (2; 3).

Р еш ен и е . Искомая первообразная для /(дг) = 2дг содержится 
среди множества функций

у = х г + С. (9.1.2)

Определяем произвольную постоянную С по начальному условию. 
Из (9.1.2) получим С = у —х 2. Подставляя значение х  = 2, у  = 3, 
получаем С = 3 —4 = — 1.

Таким образом, у = х г — 1. Линия, определяемая уравнением 
у = х г — I, проходит через точку А/0 (2; 3). •

Рис. 105 

изложения.
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§ 9 2. СВОЙСТВА НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА.
ТАБЛИЦА ИНТЕГРАЛОВ

1°. Дифференциал о т  неопределенного интеграла 
равен подынтегральному выражению.

Это свойство вытекает из определения неопределен­
ного интеграла. Если дано, что \f(x)dx  = F[x)+C, то

d($f(x)dx) = d(F (x)+ C ),
но

</(F(.x) + С ) = (F' (х ) + С ')  dx = / (.v ) dx, т. е.
d (lf{x )d x )= f(x )d x . (9.2.1)

Например, d\x2dx = x 2dx\ d$cosxdx = cosxdx.
Свойство 1° кратко формулируется так: знаки 

дифференциала и интеграла, поставленные рядом, 
взаимно уничтожаются.

С л е д с т в и е .  Производная о т  неопределенного ин­
теграла равна подынтегральной функции.

Действительно, если ^ f(x)dx = F (x)+ C  и F'(x) = 
= /(*), то

(J/(*Kv)' = (H*) + C)' = n * )  + C' =
= /(*), т. е. (9.2.2)

(J f(x )d x )'= f(x ) . (9.2.3)
2°. Интеграл о т  дифференциала функции равен этой 

функции, сложенной с произвольной постоянной, т .  е.
\dF(x)=F(x)+C. (9.2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем dF(x) = F'(x)dx = 
= f(x)dx : по определению (9.1.1),

J dF( х ) = | f ( x ) dx = F(x ) + C.
Например, j^ c o s  x) = cosat + C и fd x = x + C .
3°. Постоянный множитель можно выносить за 

знак интеграла, т .  е. имеет место равенство.
\af{x)dx = a\f(x)dx, аф 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем дифференциалы от 
обеих частей этого равенства. Имеем

d{\af{x)dx) = af{x)dx, 
d(a jf(x )d x) = (a\f(x) dx)'dx = af(x)dx. (9.2.5)

Равенство \af(x)dx = a\f{x)dx  справедливо с точ­
ностью до постоянного слагаемого.
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4°. Пусть функции /, (л) и f 2(x) имеют первооб­
разные. Тогда функция / , (x)± f2 (дг) такж е имеет 
первообразную, при этом

f  [А (^ )± Л  (л)] dx = \fx (x)dx±\f2 (дс)dx.
Свойство проверяется дифференцированием. 
Таблица основных формул интегрирования. Для

того чтобы овладеть методами вычисления неоп­
ределенных интегралов, необходимо знать основные 
формулы интегрирования.

Пусть необходимо найти интеграл \x*dx. Рас­
смотрим функцию Xе* 1, аФ — l, найдем ее диф­
ференциал:

4 х * +|) « ( а + 1 ) х " А .
Вычислим неопределенный интеграл от обеих частей 

|</(дг,  + , ) = / ( а + 1) = (а-4-1 )$x*dx.
На основании свойства (9.2.4) получаем

jc«+I + C,=(a+l)JxV*,
откуда

Обозначив —— = С, запишемct+l

Г х 'Л г -  —  + С.
J «+»

Эта формула, как было отмечено выше, справедлива 
для любого действительного числа а , кроме а  = — 1, 
При а=  —1 формула теряет смысл. В этом случае 
рассмотрим интеграл

Так как

d( 1пдг) = —,

Г * '
'+с,

а+1

то можно записать



Возьмем интегралы от обеих частей этого равенства. 
Учитывая (9.2.4), получим

Для того чтобы упростить действие интегрирова­
ния, составляют таблицу основных формул интег­
рирования. Ниже приведена таблица из 10 интег­
ралов, однако существуют таблицы, содержащие 
несколько сотен и даже больше формул интег­
рирования. Вывод этих формул основан на прямом 
использовании определения неопределенного интег­
рала, а именно: производная правой части равна 
подынтегральной функции левой части равенства.

Формулы (9.2.6) записаны для переменной ин­
тегрирования х. Однако если х заменить на другую

Т а б л и ц а  и н т е г р а л о в

1. \x 'dx = ̂ - + C ,  ( а * - 1 ) .  ! <*+1

3. cxdx = cx + C.

(9.2.6)
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переменную интегрирования, которая может быть как 
независимой, так и функцией, то формулы остаются в

силе. Например, — = ln|t>| + C , cos" xd(cos.\) = 

= f - ^ l  = tgJc2 + C  f e V ( e ')  = ̂  + C
a + l  J  cos jc J  2

И т. д.
В этом состоит сущность понятия инвариантности 

формул интегрирования. Почти все интегралы в дан­
ной книге путем упрощений и преобразований по­
дынтегрального выражения сводятся к табличным.

в  Примеры.
1. Найти J(IOjr5 + 6 jt, + 4 x — 11)<Лг.
Р еш ен и е . На основании свойства 4° имеем

J (1 О*5 + 6х* + 4х - 11) dx ш J 1 Qx'dx + J 6jc >dx + \ 4xdx -  f 11 dx.

По формуле (9.2.5) (свойство 3°) находим f\0x, d x + f6 x idx +

+ f 4 x d x - f H d x = W f x , dx + 6 j x 3dx + 4 \ x d x -

С х * 6 т 4 4дс2 5 3
- I I  I dx= 10— + ---- + —— lljc  + C » - j c ‘  + - j t 4 + 2jtJ —11дг + С.

J  6 4 2 3 2

Заметим, что четыре произвольные постоянные для всех 
четырех слагаемых объединены в одну и записаны в конце 
первообразной. •

•  2. Найти f x 2̂ x 3dx.
Р еш ен и е . Преобразуем подынтегральную функцию. Имеем

х 1У Р ~ х гх 3* ~ х 1^ 1* = х и , \
Г __ г  _*!/*♦* 4  4  __

------ + C = - * ' s'4 + C = ^ . t 3y P  + C. •

4 + '

•  3. Найти J"^-^= + 2sin.t^(/.t.

Р еш ен и е . Получаем

Подынтегральную функцию преобразуем в степенную:
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Далее находим

•  4
Р еш ен и е . Почленно разделим числитель на знаменатель. 

В результате получаем

§ 9 .3 . ПРОСТЕЙШИЕ ПРИЕМЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Еще из школьного курса математики можно 
сделать вывод, что действие вычитания сложнее, 
чем действие сложения, деление более трудно, чем 
умножение, извлечение корня труднее, чем возвыше­
ние в степень.

Операция дифференцирования функций, как мы 
видели, приводит к некоторым новым функциям, не 
выходящим из класса элементарных. Об операции 
интегрирования этого сказать нельзя. Существуют 
функции, интегралы от которых не выражаются через 
элементарные функции. Вот несколько примеров

, s in *  cos*  _2 j  утаких функции: -----, ------, е , s in x 4*, cos.v*,X X
(a + bx2) 113х 112 (а и Ь — действительные числа). Для 
подобных функций разработаны методы, позволя­
ющие находить первообразные функции прибли­
женно [13].

Интег рирование способом подстановки. Пусть необ­
ходимо найти интеграл jf(x)d x . Может оказаться, 
что, взяв таблицу интегралов, содержащую, напри­
мер, даже 150 формул, мы не найдем подходящей. 
Как следует поступить в данном случае? Первое, 
что можно сделать — это преобразовать подынтег­
ральное выражение таким образом, чтобы получен­
ный интеграл стал табличным.

>/*-*+* ..-1,1 2 “ x ~il2 —  + 1 I dx =

-ln|jc| + x + C = — p - ln | x |  + .r + C . •
J x

2
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Заменим переменную интегрирования х новой 
переменной, связанной с х функциональной зависи­
мостью м = ф (х), имеем

х  = ф(м). (9.3.1)
Найдем dx и выразим / (дг) и dx через новую 
переменную интегрирования. Тогда получим

J/ ( a) dx = |/[ф (и)] ф' (и) du. (9.3.2)
Справедливость этой формулы проверяется диф­
ференцированием обеих частей равенства. Если 
оказалось, что интеграл стал табличным или бо­
лее простым, чем исходный, то цель замены пе­
ременной достигнута. Выполнив интегрирование, 
необходимо сделать обратную замену, т. е. вы­
разить первообразную через исходную переменную 
интегрирования. Формула (9.3.2) иногда быстрее при­
водит к успеху, если ее применять в «обратном 
порядке»:

/ / [  ф (*)] ф ' ( * ) d x = 1 /[ф  (* )]  d4> ( 4
Положив М = ф(х), получим

1 /[ф  (*)] v'(x)dx = ff(u)du.
•  Примеры.
1. Найти \(4x — 2)t dx.
Р еш ен и е . Подынтегральная функция сложная. Введем новую

du
переменную, положив и = 4х—2, du = (4x—2)'dx = 4dx, dx = —.

4
Внесем эти выражения в интеграл

. ‘ * - 1  ^ + с .4 7

Сделаем обратную замену

1 и1 „  (4дс — 2)7 „
4 1 + С ------28 ’

2. Найти f(2x + 4)ll3dx.
Р еш ен и е . Как и в предыдущем примере, принимаем

du
и = 2х+4. Тогда du = 2dx, dx = — и мы приходим к интегралу

Г du I Г 1 и*'3 3
j u l,3 — = -\ u xl3du=^ ^ j  + C -|(2 *+ 4 )*', +  C.

3. Найти J ̂ /2х 2 — I xdx.
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Р еш ен и е . Заметив, что производная от 2дс2 — 1 равна 4х. 
положим и = 2х2— I. Найдем дифференциалы от обеих частей

равенства. Имеем du = Axdx, откуда xdx -  -  du. Далее получаем
4

= i N/(2xJ - l ) J + C - 2 ( 2 j t J - l ) v/2jc, - l  + C.
6 6

4. Найти | s in 5 дг cos xdx.
Р еш ен и е . Тот факт, что cos xdx есть дифференциал от s in *  

приводит к мысли ввести подстановку u = sinx . В дальнейшем 
рекомендуется оформлять решение следующим образом:

. ,  , |i/=sinx I Г . . ч* „  *in‘ x
sm5xcosx«fr = , , «  u d u =— + С  « ------ + C.

\du = co%xdx\ J  6 6

При наличии навыка запись решсняя примера 4 выглядит так:

j"sin ’ xco*x</x»= j"sin, x < / (s in x )-^ -^ + C . •

2. Интегрирование по частям. Пусть и и v— две 
функции независимой переменной х, дифференциру­
емые на [а, Ь]. Напомним формулу

(wv)' = u’v + v'u.
Следовательно, u-v — первообразная для суммы
u'v + v'u, поэтому

J (и'v + v' и) dx = uv + С.
Отсюда имеем jvu'dx + j uv'dx = uv + C. Учитывая, что 
u'dx = du, v'dx = dv, получаем

J vdu+$ udv = uv + C.
Окончательно имеем

| udv = u t - f  vdu + C.
Так как $vdu включает произвольную постоянную, 
то в нее можно включить и слагаемое С. Окон­
чательно получаем выражение

j  udv = uv — J vdu, (9.3.3)
называемое формулой интегрирования по частям. 
Смысл применения формулы (9.3.3) состоит в том, 
чтобы подынтегральное выражение разделить на 
два сомножителя. В результате интеграл, стоящий
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в правой части, должен оказаться табличным, или 
берущимся с помощью замены переменной, или 
вообще более простым.

ф Пример. Найти J In | дг |
Реш ение. Имеем

j 1"
x\dx-

u = ln I .V I 
dv — dx 
v = x

dx 
x

du-

fС In I ЛГI — I x ---=
J  *

= ДС In | ДГ I — x+C.  •

i  9 .4 . ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

К понятию определенного интеграла приводит 
задача нахождения площади криволинейной тра­
пеции.

Пусть на некотором интервале [а, 6 ] задана 
непрерывная функция y=f{x)>Q . Построим ее график 
и найдем площадь фигуры, ограниченной этой 
кривой, двумя прямыми х = а и х=Ь, а снизу — 
отрезком оси абсцисс между точками х = а и х = Ь 
(рис. 106). Фигура аАВЬ называется криволинейной 
трапецией. Существование ее площади F*a как числа, 
основанное на интуиции, является допущением и тре­
бует доказательства.

Разделим интервал [a, ft] на я равных частичных 
интервалов точками деления дг,, х2, дг3, ..., х„-,. 
Из точек деления восставим перпендикуляры до 
пересечения с кривой А В. Вся площадь F̂  разобьется 
на ряд частичных площадей A S, с основанием

Ах = ̂ —̂ . Тогда F j=  У  AS:.
" i — 1

Площадь AS( можно вычислить приближенно, 
взяв наименьшее /и, или наибольшее Л/( значение 
функции на частичном интервале Axt. Взяв сначала 
наименьшее значение 'функции на каждом частичном 
интервале, а затем наибольшее, получим две ступен­
чатые фигуры. Ступенчатая фигура, изображенная 
сплошной линией, имеет площадь F ,, меньшую 
искомой, а другая ступенчатая фигура, ~йзображенная 
пунктиром, имеет площадь Fm бблыпую искомой, т. е.

E n< n< F„.
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Рис. 106 Рис. 107

Будем уменьшать длину каждого частичного ин­
тервала A.v,; тогда число интервалов будет воз­
растать. Например, если длину Ах уменьшить в 2 ра­
за, то число частичных интервалов возрастает в 2 ра­
за, разность между /и, и Mi уменьшается и величины 
FH и Fn сближаются и стремятся к пределу Fba. 
Таким образом,

/^ = lim F. = Нт/г_.
л-»оо л-»0

К такому же выводу можно прийти, если интервал 
[а, Ь] разбить на частичные интервалы произвольной 
длины и учесть, что п-* оо, а длина наибольшего 
частичного интервала Ах(-»0.

Кроме того, на каждом частичном интервале 
можно брать не /н, и А/;, а несколько большие 
значения, чем »»,, и несколько меньшие, чем Л/„ 
значения функции.

Учитывая обобщения, продолжим рассмотрение. 
Пусть на интервале [о, Ь] задана непрерывная функ­
ция y=J[x). Построим ее график (рис. 107). Разобьем 
интервал на п частичных интервалов, не обязательно 
равных, точками деления дг, < х 2<дг3 < . . . О б о ­
значим каждый частичный интервал и его длину через 
A.v,, Адг2, ..., Ах„. Внутри каждого интервала Аде, вы­
берем точку /=1,2 , 3 ,  п, и вычислим значения
функции / (4 ,) , / (^2), / (^ 3)........./ ( У  в этих точках.
Составим произведения / (5 ,)А дг„  / (^2)Адг2, / (^3)х  
х А х3, ...,/(£„) Ахя. С геометрической точки зрения 
каждое такое произведение определяет площадь по­
лоски с основанием Аде, и высотой/(!;,), /=1,2, 3, п.
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О п р е д е л е н и е .  Сумма

/ (Ы А * 1+ /Л 2)Д *2+ /Л з)А ** +
л

+ ...+ /(£ ,) Ддсв = £ / & )* * <
I - 1

называется интегральной суммой функции /(дс) на 
интервале [а, Ь ].

На плоскости Оху интегральная сумма опре­
деляет площадь ступенчатой фигуры, изображен­
ной на рис. 107. Разбивая интервал [а, Ь) дру­
гими точками деления на частичные интервалы 
и выбирая внутри них точки по-иному, мож­
но составить множество интегральных сумм. Най-

я

дем предел суммы вида £ / (£ ()Адс,, когда длина

наибольшего частичного интервала Ддс,-*0 и с необ­
ходимостью п-*оо, т. е.

lim £ / (£ ,)
т а *  Дх,—*0 i *  1

О п р е д е л е н и е .  Число I называется пределом
«I

интегральной суммы £  /(^ ,) Д.х, при max Ддс(-*0, если

для любого е > 0 найдется такое 5 > 0, что при 
max Д.х,<5 выполняется неравенство

£ / (Ъ )Ь х ,-1  <е. 
с  1

Э т о т  предел называется определенным интегралом 
о т  функции /(дс) на интервале [а, Ь) и обозначается

Ит £ /& )Д дг,-{/ (х)< /х. (9-4 1 )
т м Д х ,—0 .» —>оо f “ 1 а

Здесь а и b — соответственно нижний и верхний 
пределы интегрирования; f(x )  — подынтегральная фун­
кция; дс — переменная интегрирования.

По определению,

}/(*)</* = 0. (9.4.2)
а

Если существует конечный предел (9.4.1), то 
функция /(дс) называется интегрируемой на [а, Ь).
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Имеет место следующая теорема существования 
определенного интеграла:

если функция /(дг) непрерывна на интервале [а, Ь ] 
или имеет на [а, Ь ] конечное число точек разрыва 
первого рода, т о  она интегрируема на [а, Ь ].

Геометрический смысл определенного интеграла.ь
Определенный интеграл j/(.v)</.r, где /(дг)^О, дает

а
точное значение площади криволинейной трапеции, 
ограниченной графиком функции y= f(x), осью Ох 
и двумя прямыми х = а и х = Ь.

Определенный интеграл как площадь не зависит 
от обозначения переменной интегрирования, так что

f / (* ) dx = J/ (r )  dz= J/(/) dt и т . д
a a a

Рассмотренный принцип определения площади кри­
волинейной трапеции, состоящий в том, что вся 
искомая площадь разбивается на части, находится 
приближенное выражение для каждой части, а затем 
целое вычисляется как предел суммы частей, при­
меняется при решении ряда других задач. Важно 
уяснить, что определенный интеграл есть предел 
суммы неограниченно возрастающего числа слага­
емых при условии, что каждое слагаемое неог­
раниченно уменьшается.

§ 9 .5 .  Ф О РМ У Л А  НЬЮТОНА — ЛЕЙБНИЦА

Вычисление определенного интеграла по формуле 
(9.4.1) даже для простейших функций- приводит 
к сложным преобразованиям. Поэтому целесообразно 
найти метод, позволяющий вычислять определенные 
интегралы без составления интегральных сумм и пе­
рехода к пределам.

Пусть дана функция y= f(x), непрерывная на 
[а, Ь], а<Ь, и имеющая первообразную f^.xj + C. 
Построим график функции ,y = f(x )  и возьмем на 
кривой точки А и Р (рис. 108). Положим, что точка 
А неподвижна, ее координаты (ci,f(a)), а точка 
Р движется, ее координаты (.x,/(.v)). Тогда площадь 
криволинейной трапеции А 1А РР1 является перемен­
ной величиной, зависящей от х. Обозначим ее через
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5  и, учитывая геометри­
ческий смысл определен­
ного интеграла, запишем

5  = Ф(*) = }/(') «*■ (9.5.1)

В подынтегральной фун- 
ft l0S кции переменная интегри­

рования .V заменена на I, 
так как буквой дг обозначен верхний предел. Докажем, 
что Ф(дг)— одна из первообразных для /(.v), т. е. 
что

5 ' = Ф (л) = Л 4
Придадим аргументу х приращение M i Ni =A\; 

тогда площадь Ф (дг) получит приращение ДФ(.х), 
равное площади криволинейной трапеции

Введем следующие обозначения. Пусть Y и у — 
соответственно наибольшая и наименьшая ординаты 
графика функции на интервале [х , дг+Ддс]. Криволиней­
ная трапеция Л/, MNNX находится внутри прямоуголь­
ника с основанием A.v и высотой Y и содержит внутри 
себя прямоугольник с тем же основанием Ах и высотой 
у  (рис. 108). Поэтому

>’Ддг^ ДФ (дс)^ YAx. (9.5.2).
Разделив неравенство (9.5.2) на Дх, получим

y ^ ^ l ^ Y .  (9.5.3)
Ддг

Рассмотрим поведение величин, входящих в это 
неравенство при Д х-*0. Величины у и Y в силу 
непрерывности функции /(дг) будут стремиться к об­
щему пределу M XM —J\x) — ординате кривой в точке 
дг (/(дг) — фиксированное значение функции). Так как 

АФ(дг)величина -  ■ находится между двумя другимиДх
величинами, имеющими при Ддс-*0 один и тот же

А Ф М  / определ, то имеет тот же предел (см. правило 8
§ 6.6), т. е.

Нт (9.5.4)
д *—о
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или

Итак, учитывая (9.5.1) и (9.5.5), можно утверждать, 
что определенный интеграл с переменным верхним 
пределом является первообразной функцией для 
подынтегральной функции. Если известна какая-ни­
будь одна первообразная функция F (x ) для /(.v), 
то нетрудно найти величину определенного интег­
рала. Покажем, как это сделать.

В соответствии с теоремами 1 и 2 (см. § 9.1) 
можно написать

] f( t)d l = F(x)+C. (9.5.6)
а

Определим произвольную постоянную С. Из рис. 108 
видно, что если х = а, то Ф (а) = 0. Имеем

ф (a) = ] f(t)d t = F(a)+C. (9.5.7)
а

Таким образом,
F(a) + C = 0 (9.5.8)

и
C = -F {a ).  (9.5.9)

Заменим теперь в (9.5.6) х на Ь, а переменную 
интегрирования обозначим, как обычно, через .х. 
Получаем

] f( t )d t- ] f(x )d x -F { b )+ C .
а а

Учитывая (9.5.9), запишем

J/ (x )< / jc«F (* )-F (fl). (9.5.10)
а

Вывод. Определенный интеграл есть приращение 
первообразной функции при изменении переменной 
интегрирования х от а до Ь.

Формула (9.5.10) называется формулой Ньютона — 
Лейбница *.

Ф'(*)=/(*). (9.5.5)

• В. Г. Лейбниц (1646— 1716) — знаменитый немецкий философ 
и математик. И. Ньютон (1642— 1727)— величайший английский 
физик и математик. Им принадлежит заслуга создания диф­
ференциального и интегрального исчисления.
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П р а в  и л о. Чтобы вычислить определенный ин­

теграл достаточно:
а

1) найти неопределенный интеграл о т  данной фун­
кции, положив С = 0;

2) подставить в выражение первообразной вместо 
аргумента х сначала верхний предел Ь, затем нижний 
предел а, из первого результата вычесть второй.

Приведем пример (обратите внимание на порядок 
оформления решения).

2

в  Пример. Найти j\ t 2dx.
1

1. Находим неопределенный интеграл, полагая С = 0. Имеем

\
x2dx = у .

2. Вычисляем приращение первообразной:

ХТ - 2 3 |Э- 8 1 _ 7
Т|1- 7~У'"з“ з''з'

При наличии навыка запись решения примера должна выглядеть 
так:

2

2 8 I 7Ix 2d x = —
1 3 3 3

Основные свойства определенного интеграла. Понятие «опре­
деленный интеграл» введено для случая а<:Ь. При а = Ь, по »
определению, где /(дс) — любая функция.

в
1 °. Пусть Ь<а , функция / (х ) интегрируема на [Ь, а ); тогда,  

по определению,
а Ь

\ f ( x ) d x =  -]7(дс)</лг. 
ь •

2°. Если функция f ( x )  иитегрируема на [а , 6 ], т о  функция  
K f (x \  г д е  К — постоянная ,  т а к ж е  интегрируема на этом отрезке ,  
при этом

ь ь

J  K f ( x ) d x  = K j f ( x ) d x .
•  в

3°. Если д ве  функции f ( x )  и <р(л) интегрируемы на [а , А], то  
их с умма и разно сть т а к ж е  интегрируемы на [в , А] и имеет 
ме сто  равенство
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ь » »
J [ / W  ± <p (•*)] dx = \ f ( x ) d x ± \ v (x )  dx.
m m e

Свойства 2° и 3° доказываются с помощью построения 
интегральных сумм и перехода к пределу при т ах А х ,-* 0 .

4°. Замена переменной в определенном интеграле производится
по формуле

Us \
Ь 0

l f ( x ) d x  = )f[4>(i)]q>'(t)dt,  
в  в

г д е  а  = ф(а), 6 = ф (Р), ф(/)е [а, 6 ] для любого  1е  [а, р], функции 
ф(/) и ф '(/) непрерывны на [а, Р]. •

Покажем, как используется свойство. 4° на 
примере.

Пример. Найти

О
Р еш ен и е . Положим 8-дс = /, тогда — d x —dl,  откуда dx = — dt.
Находим новые пределы интегрирования. Для этого составим 

таблицу, в верхней строке которой записаны пределы изменения 
переменной интегрирования дс, а в нижней — пределы для I, 
вычисленные по формуле /=8 —дс:

X 0 7

1 8 1

образом,
7 *

№ J I.№8 ■

18= з ^ -з у Г = з -2 1 = з . •

Среднее значение функции. Пусть /(•*)— функция,

\ f (x )dx
интегрируемая на [а , 6 ]. Число С = !—------называется

Ь—а
средним значением функции на отрезке [а, 6 ].

•  Пример. Найти среднее значение функции / (* )= *  2+0,5 на 
отрезке [I, 4 ].

Р еш ен и е . Имеем а=  1, 6 = 4, Ь—а = 3. Далее находим
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J(x*+0,5)«£*-^y+0,Jx^j -  
i

4J /I* \ 64 1
= y + 0 ,5  4 -/  j  + 0 ,5 1 j = y  + 2 - - - 0 , 5  = 22,5.

22,5
Таким образом C = - y -  = 7,5.

§ 9.6. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
К ЗАДАЧАМ ГЕОМЕТРИИ. ФИЗИКИ И БИОЛОГИИ

1. Площадь плоскостей фигуры. В § 9.4 было

показано, что j f (x )d x  при / (а ')^ 0  определяет пло-
а

щадь фигуры, заключенной между графиком функции 
.у =/(*), осью Ох и двумя прямыми х = а и х = Ь. 
В случае, если / Ы < 0 , в формуле (9.5.10) имеет 
место знак «  —». Абсолютная величина выражает 
искомую площадь, т. е.

Н!f(x )d x (9.6.1)

Если график функции у=/(х) на интервале [а , 6 ] 
несколько раз пересекает ось Ох, то необходимо 
вычислить площади фигур, расположенных выше оси 
Ох, а также площади фигур, которые лежат ниже 
оси Ох, и сложить их абсолютные величины. Так, 
площадь заштрихованной фигуры, изображенной на 
рис. 109, равна

5= |5,|  + |52| + |53| = 5 1+|52 | + 5 3 =

= \f{x)dx+^\f(x)dx  + J/(.t)</x. (9.6.2)

Рис. 110

224



Если плоская фигура ограничена несколькими 
линиями (рис. 110), то формула для вычисления 
площади такой фигуры имеет вид

5=,J [/(*)“ (9-6-3)
а

Линии у=/\х) и >> = ф(х) пересекаются в точках 
А и В. Опустим из точек А и В перпендикуляры 
на Ох. Основания этих перпендикуляров — точки 
с абсциссами а и ft, которые являются соответственно 
нижним и верхним пределами интегрирования. Числа 
а и ft находят из р е ш е тя  системы, в которую 
входят уравнения обеих кривых.

Искомая площадь

^  А т В .  A  ^ a A m Bfl  5 а Л ц В ь

- f o r )  d x -  J  Ф W  dx =}/(*) -  ф (x) dx.
a  a  a

2. Работа, совершаемая переменной силой. Пусть 
на материальную точку в положительном направле­
нии оси Ох действует сила F (х), в результате чего 
точка перемещается из положения х = а в положение 
xj=b. Найдем совершаемую при этом работу. Если 
F  (х) постоянна, то А = \F (л) | (ft — а). Если величина 
силы меняется в зависимости от точки приложения, 
то эта формула непригодна.

Разобьем интервал Га, ft] на ряд частичных ин­
тервалов А х , = .х, — а, Д х2 = л̂  — jfj, А х 3 =  х3 — х 2, ...
..., Ax„=yft — ,. При малых Дх, сила F (х) изменя­
ется незначительно и на этом интервале ее можно 
считать постоянной. На каждом частичном интервале 
можно приближенно вычислить соответствующую 
работу АЛ,-. Имеем

АЛ(*|^(с,)|  Дх„ -х, ̂  с, ̂  х,.

Работа на всем пути

Л *  £  |Г(с,)| Ах(.
(■=1

Приближенное значение А будет тем точнее, чем 
меньше длина частичных интервалов. Точное значе­
ние работы
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A=  lim £  |^(с,)|Ддс,.
»— ас ( •  1

Сравнивая это выражение с формулой (9.4.1), видим, 
что в правой части равенства находится сумма,

Я

построенная как и сумма £  / (!;,) Дх(, только функция 
-» •“ 1

/(.г) заменена на |/г(с|)| = /’ (.х). Следовательно,
t ь

A = j f (x ) d x .  (9.6.4)
а

Вывод. Величина работы, совершаемой перемен­
ной силой, направление которой совпадает с направ­
лением движения, равна определенному интегралу 
от величины силы по длине пути.

3. Вычисление пути при неравномерном движении. 
Пусть время движения изменяется от /0 до Т. При 
равномерном движении пройденный путь равен про­
изведению скорости v на время движения Т— /0, т. е.

s  = v(T—l0), i> = const.

В случае неравномерного движения эта формула 
непригодна. Разобьем интервал [г0, Г ] на ряд частич­
ных интервалов Д Д  t1 = t2 — tl , 
Д/3 = /3 —/2, .... Д l „ = T- l H. l . При малых Д/, скорость
tf(n = l t'(/) I изменится незначительно и на каждом

частичном интервале ее приближенно можно считать 
постоянной. Вычислим на каждом частичном ин­
тервале скорость |в(с,)|, и найдем вели­
чину пройденного пути Д ^ » |  U (с,)| Д/,, /= 1, 2, 3, п. 
Весь пройденный путь

S % V ( с , ) Д t, + V (с2) Д t2 + D (с3) Д /3 + ...
N

I - 1
Значение величины пути будет вычислено тем точнее, 
чем меньше частичные интервалы времени Д/4. 
Точное значение s получим как предел суммы, т. е.

Я

5= lim £ г(с ,)Д / (.
■паж 41,—«О i = 1
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В правой части равенства находится предел ин­
тегральной суммы функции v(t) на интервале 
[Го, /„], равный соответствующему определенному 
интегралу

г
s= fv(t)d t. (9.6.5)

'о
Например, если v(t)=  Юг+ 5 (м/с), то путь, пройден­
ный от начала движения до конца 7-й секунды, равен

7

5=f( i0f+5)</f=(5f2+5/)i ; ;=
о

= 5 - 7 2 + 35 — 5 0  — 5-0  = 280 (м).
4. Вычисление объема тела вращения. Пусть дана 

непрерывная функция y= f(x), хе[а , Ь\ Построим 
криволинейную трапецию аАВЬ, ограниченную 
графиком y=f\x\  осью Ох и двумя прямыми х = а 
и х = Ь (рис. 111) и будем вращать ее вокруг оси 
Ох. Полученное при этом тело называется телом  
вращения. Вычислим его объем.

Разобьем интервал [а, b]  на ряд частичных ин­
тервалов точками х , ,  х2, ..., хЛ = Ь и проведем 
через эти точки плоскости, перпендикулярные оси 
Ох. Объем тела вращения также разобьется на ряд 
частичных объемов Л У,. Величину Л У, можно считать 
приближенно равной объему цилиндра с высотой 
Дх, и радиусом основания /(с,), где ^  с, ^  х, 
(рис. 111). Таким образом,

Д ^ * 7 г(/ (с())2Ддг,,

Объем тела вращения У приближенно равен сумме 
частичных объемов:

Рис. I l l Рис. 112
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Vk  n (/ (с ,))2 Д лг, + я (/ (г2))2 Д х2 + я (/ (с3))2 Д + ...

• • •+ М Л О )2 л * . “  I  * (/ ta ) ) * A*i- i -  1
Объем V будет вычислен тем точнее, чем меньшел
частичные интервалы Дх,. Выражение £  я (/ (с ())2 Ах,

есть интегральная сумма функции n '(7 jx ))2 на ин­
тервале [а, Ь\ предел которой при rnaxAjc,-*0 равен 
определенному интегралу. Окончательно имеем

ь

V= lim £  я (/ (с ())2Д *,=  |*л(/(х))2</дс, 
max4.v, —*0 j= i J

или
b

'= я  | y 2 dx, (9.6.6)

где y= f(x). Если предположить, что кривая y= f(x )  
вращается вокруг оси Оу, то формула для вычис­
ления объема тела вращения принимает вид 

ь

v = 7tj x 2dy, где х  = <р(у). (9.6.7)
а

О Пример. Предположим, что фигура, ограниченная прямыми
3

> = -  дг, х » 4  и осью Ох, вращается вокруг оси Ох. Полученное

тело вращения — конус (рис. 112). Вычислить его объем.
Р еш ен и е . Пределами интегрирования являются абсциссы

3
точек пересечения прямых у  = -  х и дг=4 с осью Ох. Решаем

Г 3 4
) у ш л х ' \х  = 4 - системы < ц и < . Итак, а = 0, А = 4. Далее находим
U - 0

4 9 4 ’

. ■ 7 Т " 11'

Решим эту задачу с помощью формулы для вычисления 

объема кругового конуса. Имеем V * - K R 2h. Находим радиус
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3
основания. Из уравнения у  = - х  при л = 4 имеем > '»3= »Л  = 3.

4
Высота конуса Л = 4. Таким образом,

K«^n*J/i-^it3J4=12n. •

5. Прирост численности популяции. Пусть известна 
скорость i>(/) роста некоторой популяции.

Требуется найти прирост численности N(i) за* 
промежуток времени от t0 до Т. Если скорость 
роста постоянна, то N(t) = v(T—t0). Если скорость 
изменяется, то этой формулой воспользоваться 
нельзя.

Разобьем интервал [/„, Т\ на ряд частичных ин­
тервалов Л/, и вычислим прирост популяций AN (с,), 
на каждом частичном интервале имеем

ДN (с()%v (с,)Д/;, ff-i

При малых Д f, скорость размножения изменяется 
незначительно. Весь прирост составит

(-1
Чем меньше частичные интервалы времени, тем 
точнее найденное значение #(/), так как за малый 
промежуток времени скорость размножения на каж ­
дом интервале Д/, изменяется незначительно. Точное

Л

значение N(t) равно пределу £  и(с,)Д когда наи-
< ■ 1

большее значение Д/(-»0. Имбем

N(t)= lim £  (с,) Д/4.
m ax A t,— О i m  1

В правой части- равенства находится предел интег­
ральной суммы функции v (/) на интервале [r0, Т ] , 
равный определенному интегралу, т. е.

т

N(t) = ^v(t)dt.

>.
Прирост популяции равен определенному интегралу 
от скорости по интервалу времени ее размножения.
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§ 9 .7 . ИНТЕГРАЛЫ С БЕСКОНЕЧНЫМИ ПРЕДЕЛАМИ.
ИНТЕГРАЛ ПУАССОНА

Понятие определенного интеграла было введено 
для функций, заданных на интервале Га, Ь]. Обобщим 
понятие интеграла на случай функции, определенных 
на неограниченных интервалах.

О п р е д е л е н и е .  Пусть функция f(x )  определена 
на бесконечном интервале [а, + оо) и интегрируема 
на любом интервале \а, Ь\ где Ь<+  оо. Если суще-

ь
lim
— +00 J

ствует  lim \f(x)dx, т о  э т о т  предел называется

несобственным интегралом функции / (дс) на интервале

[а, +оо) и обозначается J f{x)dx.
а

Таким образом, по определению,
+  9D b

j f(x)d x=  lim j/(jc)rfx. (9 .7 .1)  
J  b — + ас J
a  a

Геометрическое представление интеграла (9.7.1)
+ 00

дано на рис. 113. Интеграл f(x)dx  равен площади

бесконечной полосы, простирающейся вправо. Вос­
пользовавшись формулой Ньютона — Лейбница 

ь

I-f(x)d x  = F(b)-F(a),

найдем

а

т ао о

j f(x )d x=  lim \f(x)dx =
J  b — + ос J
= lim (F (A )-F f j)) . (9.7.2)

b —•+ oo

Если этот предел — неко- 
Р ис. пз торое число, то интеграл
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f(x)d x  называется сходящимся, если предела не

+ 00■г а

I
о

существует, или он равен оо, то говорят, что
интеграл расходится.

+ 00

Интеграл вида J  f(x)d x  вычисляют по формуле

— ОО
+ о» а + ао

j  f(x )d x=  j*/(x)< /x+  j  f(x)dx,
— oo -  а *  a

a затем по формуле (9.7.1); a — любое число.

•  Пример. Установить, сходятся ли интегралы.

♦ ♦»
Г dx С dx*> J 2> J 7-
1 2

Р еш ен и е . Имеем
+ я  Ь

I 1
Таким образом, интеграл сходится.

♦ т  Ь
щ Г dx .. Cdx e.
2) I — «  urn I — *  lim In;

J  Ь — ♦eo j  *  b — +a

»
*  lim In6 — lim In 1 *= oo.

2

Следовательно, интеграл расходится. •

Интеграл Пуассона. В теории вероятностей встре­
чается интеграл с двумя бесконечными пределами♦ 00

вида J e ' i V j c .

— 09
Первообразная для е~х>1*‘ не выражается в элемен­

тарных функциях, однако этот интеграл хорошо 
изучен.
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Полагая а=  1, получаем J*е~х' dx— интеграл Пу-

-  ОС
ассона *. Интеграл Пуассона сходится, и его значение 
равно Л

§ 9 .8 . ВЫ ВОДЫ

Функция /"(.г), производная от которой равна данной 
функции f(x), дсе (а, Ь), называется первообразной для 
/ (* ). Действие нахождения первообразных называется 
интегрированием. Совокупность всех первообразных 
F(jc) + C для данной функции у=/(х) называется 
неопределенным интегралом и обозначается символом

j/(x)dx = F(x)+C.
В гл. 9 приведены 10 основных формул интегрирова­
ния, к которым с помощью метода подстановки 
и метода интегрирования по частям приводятся 
примеры, рассмотренные в настоящем курсе.

К понятию определенного интеграла приводит 
задача вычисления площади криволинейной трапеции.

Определенный интеграл функции у=/(х) при хе  
€ [a , b 1 является пределом интегральной суммы фун­
кции /(дг) на интервале и обозначается символом

к

lim £ / f c ) A* =  [f{x)dx.
m ax Дх —*0 i =  1 J

a
Под знаком определенного интеграла та же функция, 
что и под знаком суммы. Определенный интеграл есть 
предел суммы неограниченно растущего числа слагае­
мых при условии, что каждое слагаемое стремится 
к нулю. Трудности, возникающие при вычислении 
пределов таких сумм, как правило, можно преодолеть 
с помощью формулы Ньютона — Лейбница: 

ь

j*f(x)dx = F (b )-F (a ).

+ 00

* С. Д. Пуассон (1781 — 1840) французский математик, физик 
и механик. Задача вычисления интеграла впервые поставлена 
Л. Эйлером (1707— 1783).
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Определенный интеграл — это значение приращения 
любой первообразной для данной функции /(дс) 
при изменении переменной интегрирования д: от 
а до Ь. Приложения определенного интеграла мно­
гочисленны; в главе изложены задачи- вычисления:

1) площади плоской фигуры
ь ь

5=|/(дс)</х, или 5=|(/(х)-ф(дс))</х;

а а

2) работы, совершаемой переменной силой
ъ

I =| F(x)dx;

3) пути в случае неравномерного движения 
г

г =jt? (*)<//;

4) объема тела вращения
Ь  d

V = n jy 2dx, или V = n^ x2dy;
а  с

5) прироста численности популяции микроорга­
низмов

г

JV(/)=ju(/)</f.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение первообразной функции.
2. Что такое неопределенный 'интеграл от данной функции?
3. Что называется интегрированием функции?
4. Сформулируйте основные свойства неопределенного ин­

теграла.
5. В чем состоит геометрический смысл неопределенного 

интеграла?
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6. Напишите основные формулы интегрирования.
7. В чем состоит способ подстановки и интегрирование по 

частям?
8. Сформулируйте задачу, приводящую к понятию определен­

ного интеграла.
9. Что такое интегральная сумма функции > '»/(*) на интервале

10. Что называется определенным интегралом от данной 
функции на данном интервале. В чем состоит геометрический 
смысл определенного интеграла?

11. Сформулируйте свойства определенного интеграла.
12. Напишите формулу Ньютона—Лейбница.
13. Какие интегралы называются несобственными, как они 

вычисляются?
14. Напишите формулу вычисления объема тела вращения 

в случае, когда осью вращения является ось Ох; ось Оу.
15. Напишите формулу для вычисления работы, совершаемой 

переменной силой на прямолинейном участке пути.

1. Найдите первообразную для функции Д дг)*дг—4, которая 
равна 2 при дг = 4.

2. Найдите первообразную F(x) для функции / (дг)*= 
■ 2 sin х + 3 cos дг, если F{x)*= 4 при дг=0.

2
3. Найдите первообразную для функции f ( x ) m — I, котораях

будет равна 6 при дг *» I.
4. Скорость движения тела задана уравнением t> = 4/2 4-1 м/с. 

Найдите уравнение движения, если в момент 1 т Зс пройденный 
путь равен 60 м.

5. Касательная, проведенная к графику = имеет угловой 
коэффициент, величина которого обратна квадрату абсциссы точки 
касания. Найдите уравнение линии, если известно, что она 
проходит через точку /4(1; 3).

6. Найдите:

(о. ЬГ

УПРАЖНЕНИЯ

I) J (3 jc -5 )* rfx ; 

3) f ( a  + bx)Tdx;

2) J  cos Зле Ac; 

4) fv/ jt+ 4 dx ;

7) | sin2xdx; 8) J(sin  2дг— c o i 4x ) dx ;

II) \ t u dx-. 12) Jc~4'A r ;
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13) J*
Г x 'dx

J v/блг-*— I 1 ’
15)

17) J e “ **sinxrfx ;

C\nxdx
" J— ' '

21) {- * ~ - - dx.
Jyn^2

7. Вычислите определенные интегралы:
i i l

1) J xdx\ 2) f jr 2dx;  3) J I x ' d x ;
0 O - I
2 2 a/2

4) J (2 *  + 4 )dx\ 5) J e * ( l  +x)dx\ 6) J c o s x d x ;
о i о
O.I 3 ___  a/2

-0.1 1
7) j  x e ~x',2dx\ 8) Id x ; 9) j  c o s ' x d x ;

о

j  sin*^dx.10)

8. Вычислите площадь фигуры, ограниченной следующими
линиями: , ,

X 11) осями координат, прямой дг = 3 и параболой _у=— +

2) параболой у =  — д  ̂+ бд — 5 и осью Ох.
9. Вычислите площадь эллипса с полуосями а и Ь.
10. На 1 га земли требуется 60 т навоза и 120 кг минеральных 

удобрений. Сколько удобрений надо внести на участок, если он 
ограничен линиями 1х — 2у^ 3 ,  5х+> = 7, > = 0, (дс и у — в км)?

11. Вычислите объем тела, образованного в результате враще­
ния фигуры, ограниченной линиями:

1) у г = х, х = 1 , >=0 вокруг оси Ох и оси Оу;
2) х у = 4, лс= I, х=2, у = 0 вокруг оси Ох;
3) у = д3, дс = 2, > = 0 вокруг оси Ох.
12. Вычислите объем тела вращения, образованного при 

вращении вокруг оси Ох фигуры, ограниченной линиями 
у=2 х — дс2, j>=0 (х  и у — в м). Какова масса продукта, запол­
няющего этот объем, если 1 м ] весит 0,4 т?

13. Вычислите объем тела вращения, образованного в резуль­
тате вращения вокруг оси Ох фигуры, ограниченной линиями
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хше~' ,  у т о, л * 0 ,  >■»» — 1, х и у  измерены в метрах. Сколько 
потребуете* рейсов пятитонного грузовика для перевозки груза, 
заполняющего этот объем, если масса 1 м 5 равна 400 кг?

14. Высота кучи зерна, имеющей коническую форму, равна
2,5 м, а окружность ее основания 20 м. Масса 1 м 3 зерна 
равна 750 кг. Какова масса зерна в куче?

15. Вычислите работу, совершаемую при растяжении пружины 
на 10 см, если для растяжения ее на 1 см необходима сила 60 Н.

У к а з а н и е .  Согласно закону Гука, сила растяжения упругой 
пружины прямо пропорциональна величине растяжения.

16. К пружине подвешена гиря 60 кг, растянувшая ее на 20 
см. Определите работу, совершаемую при этом силой тяжести.
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Глава 10 

Простейшие дифференциальные 
уравнения

Многочисленные задачи естествознания, техники 
и механики, биологии, медицины и других отраслей 
знания сводятся к тому, что по заданным свойствам 
некоторого процесса или явления необходимо найти 
математическую  модель самого процесса в виде 
формулы, связывающей переменные величины, т. е. 
в виде функциональной зависимости.

При изучении таких задач используют дифферен­
циальные уравнения. В главе рассмотрены обык­
новенные дифференциальные уравнения.

В дальнейшем вместо «обыкновенные дифферен­
циальные уравнения» будем писать «дифференциаль­
ные уравнения».

§ 10.1. ЗАДАЧИ,
ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ

Уже был рассмотрен простейший тип дифферен­
циальных уравнений, когда по заданной производной 
находится первообразная функция. Так, если было 
известно, что y '= f(x )  или / - / ( * )  = 0, то неизвестная 
функция у  определялась из равенства

у=  \f[x)dx.
•  Задача 1. Скорость реакции, т. е. количество вещества, 

вступающего в реакцию в единицу времени, пропорциональна 
произведению м асс веществ, еще не вступивших в реакцию. 
Определить закон течения реакции взаимодействия двух веществ 
равной массы т,  т. е. выразить зависимость между количеством 
вещества, вступившего в реакцию, и временем г от ее начала, 
если известно, что массы веществ, вступивших в реакцию, в любой 
момент времени одинаковы.
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Обозначим через дг массу каждого из веществ, вступивших 
в реакцию к моменту времени I. Остаток массы, т. е. масса, 
не вступившая в реакцию, равна т  —дг, а произведение оставшихся 
масс равно ( т - дс)1.

Тогда, обозначая скорость - j- ,  имеем
dt

^ = - * ( т _.т)3, (10.1.1)

дс к>  0 — коэффициент пропорциональности. Знак минус берется 
тому, что с течением времени масса т  уменьшается. •

•  Задача 2. Опытным путем установлено, что при брожении 
Юрмов скорость изменения массы (прироста) действующего 
фермента пропорциональна его наличному количеству. Найти 
Закон изменения массы фермента в зависимости от времени.

Обозначим через х(г)  массу фермента, образовавшуюся к мо­
менту времени t. Тогда, учитывая, что скорость прироста равна 

dx
производной — , имеем 

dt

( 10. 1.2 )
dt

В рассмотренных задачах мы пришли к соотношению, свя­
зывающему неизвестную функцию x( t )  и ее производную 
dx
— . Встречаются задачи, когда соотношение связывает еще 
dt
и независимую переменную. В приведенных задачах независимой 
переменной является время. #

§ 10.2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ.
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА.
ЗАДАЧА КОШИ. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 

И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ

О п р е д е л е н и е  1. Дифференциальным называется 
уравнение, связывающее независимую переменную, неиз­
вестную функцию и ее производные различных порядков.

Неизвестную функцию обычно обозначают >-(*) 
или просто у, а ее производные— у', у" и т. д. 
Возможны и другие обозначения, например: x(l)
— неизвестная функция, x '(f ) , x"(l) — ее производные, 
t — независимая переменная.

Дифференциальное уравнение относительно фун­
кций одной независимой переменной называется
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обыкновенным. Общий вид обыкновенного диффе­
ренциального уравнения определяется следующим 
выражением

F(х, у, у', у ", у ”', .... >’") = 0, (10.2.1)
или

y M= f(x, у, у ’, у", у'".......У 1), (10.2.2)
где F(x, у, у', у ", у"'.......у « )  и / (* , у, у', у",
у"'.......— заданные функции соответствующих
аргументов. Функции F и /  могут не содержать 
некоторых аргументов, но для того чтобы данное 
уравнение называлось дифференциальным, сущест­
венно наличие производной.

О п р е д е л е н и е  2. Порядком дифференциального 
уравнения называется порядок старшей производной, 
входящей в него.

Например, х 2у '—у = 0 — дифференциальное урав­
нение первого порядка, у" + 2у' + 5у = х — дифферен­
циальное уравнение второго порядка.

Дифференциальное уравнение может быть запи­
сано и в такой форме:

F(x, у )dy (p (х , y)dx — 0.
dy

Если его разделить на dx и учесть, что — —у', то
dx

получим

F{x, .>')/ + ф(х, >’) = 0.
О п р е д е л е н и е  3- Решением дифференциального 

уравнения (10.2.J) называется такая функция >’ = ф(х), 
которая будучи подставленной в уравнение вместе 
со своими производными обращает его в тождество. 

Например, для дифференциального уравнения

уу”-{у’)2 = 0 (10.2.3)
функция >> = е 2х является решением. Действительно, 
найдя у' = 2е2х, у" = 4е2х и подставив эти значения 
в (10.2.3) вместе с функцией, получим

е 2х4е2х — (2е 2х) = 4е 4х — 4е4х = 0.
График решения дифференциального уравнения 

называется интегральной кривой.
При отыскании решения дифференциального урав­

нения используют операцию интегрирования, что
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связано с появлением произвольной постоянной. 
Если действие интегрирования применяется п раз, 
то, очевидно, и в решении будет содержаться 
п произвольных постоянных.

О п р е д е л е н и е  4. Общим решением дифференци- 
льного уравнения (10.2.1) называется функция вида

у  = ф(х, С ,, С2, С3, ..., С„), (10.2.4)
довлетворяющая следующим условиям: 1) при любом 
[аборе постоянных С(, /=1, 2, 3, п, эта  функция 

. шляется решением дифференциального уравнения; 2) для 
любого решения '|/(дг) существуют такие значения Cm, 
С2о, Cjo, С.0, что  ^(дг) = ф(х, Сю, С20, С jo, ..., Ся0).

Иногда имеются еще особые решения, которые 
не охвачены формулой (10.2.4).

Для дифференциального уравнения первого поряд­
ка общее решение имеет вид _у = ф(л;, С), для 
дифференциального уравнения второго порядка сле­
дующий вид: у = ц>(х, С ,, С2) и т . д .

Если в (10.2.4) постоянным С t, С2, С3, ..., Сп 
придать конкретные числовые значения, то получен­
ная функция называется частным решением.

Дифференциальные уравнения первою порядка. За­
дача Коши. Теорема существования и единственности 
решения. Общий вид дифференциального уравнения 
первого порядка определяется выражением

F(x, >’, / )  = 0, или y '= f(x ,y ) ,  (10.2.5)
если оно разрешимо относительно у'. Как указано 
ранее, общим решением дифференциального уравне­
ния (10.2.5) является множество функций ^ = фЬ:, С), 
где С — произвольная постоянная. Придавая С раз­
личные значения, можно получить частные решения. 
На плоскости Оху общее решение представляет 
собой семейство интегральных кривых, соответству­
ющих каждому частному решению.

Если задать точку А (дг0, >’о)- через которую долж­
на проходить интегральная кривая, то, как правило, 
из множества функций ^ = ф(.г. С) можно выделить 
одну — частное решение. Допустим, что найдено 
общее решение >> = ф(.х, С ); тогда из условия 
_у0 = ф(*о> С) можно найти С. Условие y=yo  при 
х = х0 называют начальным условием.

Задача нахождения частного решения дифферен­
циального уравнения (10.2.5), удовлетворяющего
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/начальному условию v =_у0 ПРИ х = х0, называется 
задачей Коши*. Чтобы уравнение (10.2.5) имело 
частное решение, функция /(.г, >•) должна удовле­
творять условиям, сформулированным в следующей 
теореме.

па в открытой области D, содержащей точку 
А (.т0, >'o)i т о  в области D существует единственное 
решение уравнения _у = ф(дг), удовлетворяющее началь­
ному условию у = у 0 при х — х0.

Теорема утверждает, что при определенных усло­
виях существует одна интегральная кривая y  = <p(x), 
проходящая через точку А ( х 0, у 0).

Мы будем рассматривать только такие дифферен­
циальные уравнения, которые заведомо имеют общие 
и частные решения. Дальнейшая цель изложения 
состоит в том, чтобы научиться находить общее, 
а затем и частное решение. Следуя принципу «от 
простого к сложному», начинаем с рассмотрения 
дифференциальных уравнений первого порядка.

§ 10.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА С РАЗДЕЛЕННЫМИ И 

РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

Уравнение вида

называется уравнением с разделенными переменными. 
Переменными здесь считаются величины х н у .  Это 
самый простой тип уравнений. Решение их находится 
непосредственным интегрированием.

#  Пример. Найти обшее решение дифференциального урав­
нения xdx = y d y

Р еш ен и е . На первый взгляд может показаться, что у*>х, 
однако это только частное решение.

f(x)dx  = ф {y)dy. (Ю.3.1)
или

f(x)dx-q>(y)dy = 0

• О. Л. Коши (1789— 1857)— французский математик.
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(Умножив обе части на 2 и полагая 2С, = С, имеем

Интегрируя левую и правую части, получаем

х 2 — у 2 = С, или у =  ± у/ х 1—С .

х у
f x d x = j y t f y ,  или у  = у +  С ,.

Па графике этому общему решению соответствует «семейство 
плоских интегральных кривых». Если хотят из этого семейства 
выделить одну кривую, то следует определить начальное условие, 
например точку А/ (5; 3), лежащую на кривой. Тогда 
С = х 2— у 1- 2 5 — 16 = 9. Частное решение и соответствующее урав­
нение интегральной кривой имеет вид

О п р е д е л е н и е  1. Дифференциальное уравнение, 
в котором путем преобразований переменные могут 
быть разделены, называется уравнением с разделя­
ющимися переменными (ср. с разделенными и с раз­
деляющимися).

Уравнение этого типа можно представить в виде

где в правой части равенства каждый из двух 
множителей является функцией одной переменной.

а уравнение х2у' — 2 у —х 2 = 0 нельзя представить в виде
(10.3.2). Решение уравнений с разделяющимися пе­
ременными состоит в следующем. Учитывая, что

Из этого уравнения получим дифференциальные 
уравнения с разделенными переменными

У= ± у / х 2—9.  •

' (10.3.2)

Так, уравнение у ' - - у у  является уравнением с раз­

деляющимися переменными

d yу' = — , перепишем (10.3.2) в виде
dx

(10.3.3)

(10.3.4)

Почленно интегрируя (10.3.4), имеем



I
При делении (10.3.3) на ф(.у) мы полагали, что 
Ф ^ / О , поэтому решения, при которых ф (>») = 0, 
могут быть потеряны.

Вернемся к задачам, сформулированным в на­
чале § 10.1. Решим уравнение

dxРазделим переменные, т ф х ,  —------- - - k d t .  Интег-
( т - д г ) *

рируя, получим

dx

№ ) * •  ( 1 0 -3 .5 )

(т  —jc) \kdt,

или
I

т —х = kt + C. (10.3.6)

Подставляя значения / = 0 и х = 0 в (10.3.6),

получим -  + С. Тогда имеем
т

m —х т  т —х т

Получено известное из химии уравнение
х

т ( т —х)
■■kt.

Если уравнение —— = £/ + -  записать в виде
т  — х т

т  — х - ~  ■ и обозначить m - х -м ассу , еще
kl+ -

т
не вступившую в реакцию, через у  (остаток 
массы ),то уравнение можно записать в другом виде:

у = ——j-. (Это уравнение семейства равносторонних
kl + -  

т
гипербол, в которых асимптоты параллельны осям 
координат.)
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Коэффициент к в (10.3.6) определяют опытным 
путем. Для этого необходимо знать количество 
вещества дс0, вступившего в реакцию к моменту /0. 
и начальную массу реагирующего вещества т .  

Решим теперь уравнение

! - * * < « ) •

Разделим переменные, полагая jc(/)> 0. Имеем

— = J kdt => In х -

= */ + In С =>*(/) = Ce“ . (10.3.7)
Предположим, что через 2 ч после брожения налич­
ное количество фермента составляет 4 г, а через 
3 ч — 5 г. Тогда, подставив эти значения в (10.3.7), 
получим систему

4 = С е2*
5 = С е3*{:

Разделив второе из уравнений на первое, получим 
1,25 = е\ Из первого уравнения найдем С=4е~2к = 
= 4 (е ‘ ) " 2 = 4-1 , 25-2 , С = 4 • 1,25“2. Уравнение (10.3.7) 
принимает вид

х(/) = 4 • 1,25-2 1,25'= 4 • 1,25'-2 .
•  Пример. Найти решение дифференциального уравнения

удовлетворяющего начальным данным ^ = 6  при дс«=2 , (>'(2 ) = 6 ). 
Р еш ен и е . Имеем

dy ̂  У
dx дс+1 -

Чтобы разделить переменные, выполним следующие операции.
1) Умножим обе части на dx-.

y dx
»УЯ ------г -х+1

2) Разделим обе части на у ,  у ф 0:

d y  dx



3) Интегрируем:

[d.V Г dxJ >  J * + l ’
или

In l^ l =  1п|дс+l|  +  InC ,, (c«= In C j).

4) Потенцируя, получим

>■=<:,(*+1).
5) По начальным данным определяем произвольную постоянную

6  = С ,(2+ 1)= > С ,= 2.

Окончательно имеем > = 2 (х+ 1). #

§ 1 0 4 .  ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫ Е УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

О п р е д е л е н и е .  Дифференциальное уравнение пер­
вого порядка называется линейным, если его можно 
представить в виде

y'+ P (x)y= Q (x). (Ю.4.1)
Здесь Р(х) и Q(x) — известные функции от х, в ча­
стном случае могут быть постоянными величинами.

Так, уравнение у '— у = х 2 является линейным, а урав­

нение уу '—х у1 — co sx  линейным не является. Урав­
нение (10.4.1) решается с помощью специального 
приема, в основе которого лежит представление 
функции у  в виде произведения двух других функций, 
т. е. с помощью подстановки

у = и(х) v(x), (10.4.2)
где и и v — неизвестные функции от х, причем одну 
из них, например t?(.t), можно выбрать произвольно. 
Функция м(дс) определится в зависимости от выбора 
функции t>(.x).

Итак, если y = u(x)-v(x), то y' = u'v + v'x и под­
становка у  и у' в (10.4.1) дает

u'v + v'u + P(x)uv = Q ( jc)  ,
или

u'v + u(v' + P(x)v) = Q (x). (10.4.3)
Функции и н v неизвестны, определим одну из 

них, например v, из условия
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t> '+ /»(x)r«0 . (10.4.4)
Учитывая это, уравнение (10.4.3) запишем в виде

u'v = Q (x). (10.4.5)
Найдем функцию v. Из (10.4.4) получим

Умножая обе части на —, запишем
V

— = —Plx)dx.
V '

Интегрируя, имеем
In И  *  -  | Р(дг)Лг = ф(х)  + С.

Из общего решения выбираем одно частное, самое 
простое решение. Например, положим С = 0. Полу­
чаем

ln|t>| =ф (х), откуда r = e ,(J°.
Подставим найденное значение v в (10.4.5)

u'c*l*)= Q ( x ) ^ ‘£ c* lx) = Q(x)=*du = Q(x)e~f(x}dx\

« « J  Q(x)c
По формуле (10.4.2) находим общее решение линей­
ного уравнения

у = и(х) • t>(.x) = (̂ |/(Jt) + C )e ,<д̂
•  Пример. Найти общее решение уравнения

х у ' + у ш с ~ я, х * 0 .

Уравнение линейное, так как у '  и у  входят в него в первой 
степени и нет члена с произведением у у ' .

Полагаем ,у*м  р; тогда у '  = u'v + v'u. Уравнение принима­
ет вид

I е"*
и  V +  V и-1— и  -----,X X

или

м'р + и( р ' + - р) - - — . (10.4.6)х х ,
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Найдем теперь функцию р(х), удовлетворяющую условию ю'+

+ -  ю = 0. 
х

Разделяем переменные

dv I dv dx
— + - р = 0 , или — + — . 
dx х dx х

В результате интегрирования получим

С
1п|в| = — 1п|дс| + 1пС=>р= —.X

Из множества функций выберем одну. Полагаем С=  I; тогда 
d= 1 /х. Подставим эту функцию в уравнение (10.4.6). Имеем

I I
и ' - = е ~ ж—; или du=e~*dx ;  

х х

\du= f e ~ ‘ dx=>u= —е~* + С.

Итак, «> = - ,  и = - е ' д + С ; тогда х

y  = u v =  —-(е~ х—С ).

§ 10.5 Ди ф ф е р е н ц и а л ь н ы е
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 

ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА

1. Простейшее дифференциальное уравнение вто­
рого порядка имеет вид

у”=/(х). (10.5.1)
Правая часть уравнения — непрерывная функция од­
ной переменной х. Уравнение (10.5.1) показывает, 
что искомая функция продифференцирована два раза. 
Общее решение уравнения найдем двукратным ин­
тегрированием функции /(дг). Итак, имеем

> -"= (/)'= /( 4  (10-5.2)
Обозначим у' = Р, где Р— функция от х. Тогда 
у"=-Р', следовательно, P '= f(x )  или

| j£ = / (4  dP= f(x)dx , Р= ^f(x)dx + C l .
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Выполним обратную замену. Имеем

p = y ' = t -
d y  =  {if{x)dx +  Ci)dx, 

У= \{\f{x )dx + c  x)dx+C2 . 
ф  Пример 1. Проинтегрировать уравнение

= у + 1 .  (10.5.3)

dP
Р еш ен и е . Обозначим у '  = Р,  тогда у "  = Р'  = —  ,

dx

dp х* .
- ( т +')Л;

K f ’K
+ х + С , ; (10.5.4)

d y  d y  х 3 „

d y - { т +*+с,)Л;

>= | * ^ у  + дс+С1^  = ̂  + у  + С ‘ -*+С2- (10.5.5)

Если из общего решения хотят выделить частное, то используют 
начальные условия. Для дифференциального уравнения второго 
порядка частное решение должно удовлетворять не одному, а уже 
двум условиям, например, >>(1)=1, >>'( 1 )=4. Подставив эти 
значения в (10.5.4) и (10.5.5), получим систему

4 = -+  1 + C i ,
6

1 = 24 +  2 +  С ‘ +  С2’

17 57
откуда С ,= — , C j=  —— .

6  2 4

Таким образом, частное решение имеет вид 

1 « * 2 1 7  5 7  -у  =  —  х  +  — JC + —  X ---------- . Ш
У 24 2 6  24 Щ

ф  Пример 2. Найти функцию, которая определяет путь, 
пройденный материальной точкой массы т  под действием силы 
земного притяжения.
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Р еш ен и е . 1) Известно, что тело, свободно падаюшее в пу­
стоте, имеет постоянное ускорение — ускорение силы тяжести.

2) Путь, пройденный телом, есть функция независимой пе­
ременной — времени

s - Д , ) .

3) Ускорение — это вторая производная от пути по времени 
(s ') .  По условию, з ’ - g  В результате двукратного интегрирования 
получим общее решение

g t 2
j = y  + C ,f  + C ,.

Если из общего решения хотят выделить частное, то заранее 
указывают начальные условия. Например, путь, пройденный телом 
к определенному моменту времени, и скорость движения в этот 
момент. Пусть при /0 = 0 скорость 1>0  = 2м/с, *= 0 .  Имеем

{VB'gl + Q, ( 2 - г О  +  С ,,

g t 2 < g -  О2

5 - Y + c - '+ c>: (о - 5 - р + с .о + с , :
С, = 2 , С , - 0 .

Окончательно получаем

При f = 5c

i  = 9 ,8 y  + 2- 5 + 0= 122,5+ 10* 132.5(м). •

Рассмотрим специальный вид дифференциальных 
уравнений второго порядка, которые допускают 
понижение порядка.

2. Решение дифференциальных уравнений вида

У"=Ах, У'). (Ю.5.6)
Оно не содержит в явном виде неизвестной функции 
у. Понизим порядок уравнения, введя подстановку 
или замену у'=р, тогда (>’’)'= /= //.

Выполним соответствующую замену в (10.5.6); 
в результате получим дифференциальное уравнение 
первого порядка

р)-
Решив это уравнение, получим р = <р(дг, C j).

Выполним-теперь обратную замену: так как р = / , 
то /  = <p(x, С ,) . Мы получили дифференциальное
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уравнение с разделяющимися переменными, из ко­
торого имеем

</у =  ф(дс, Cx)dx,
>- = /ф(х, С , )</х + С2.

•  Пример. Найти общее решение дифференциального урав­
нения

У’ =~У'. (10.5.7)х
Это уравнение не содержит неизвестной функции у .  Обозначим 
у '= р .  Дифференцируя по х левую и правую части, получим

.  . dPу  = р  = — . 
dx

Выполним замену в уравнении (10.5.7). В результате имеем

dp = 2p
dx х

Получено уравнение с разделяющимися переменными. Умножаем 
на dx  и делим на р,  р ф  0 , обе его части,

dp  2dx

Р *
Переменные р а зд ел е^ , выполняем интегрирование. Имеем

Р .--2или 1п р —1п С ,= 2 1пдс, откуда In—■ = In дг2, ~  = х

d y  d y
р  = С . х 2. Выполним обратную замену: р - — , — = С ,.г 3=»</>' =

dx dx
С х*

= C l x 2dx\ после интегрирования имеем >■ = —̂ — I-С2. #

3. Решение дифференциальных уравнений вида

y " = f ( y \ y \  (10.5.8)
Уравнение не содержит независимой переменной 
х. Понизим порядок уравнения, выполнив подста­
новку

/=/>. (10.5.9)
Так как (10.5.8) не содержит х, будем считать, что 
у", у' и р являются функциями от у, а у — функция 
от дс. Следовательно, переменная величина р — 
сложная функция, зависящая от дс через у.

Найдем вторую производную.
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Учитывая (7.3.8) и (10.5.9), имеем (у')'х=р'х = 
-р'у'у'х, но у'х =р, поэтому

У*=Р’ Р = 7УР-

Подставим в уравнение (10.5.8) принятые замены:

j yp = f(p ,y ) . (Ю.5.10)

Получено дифференциальное уравнение первого по­
рядка. Решив его, находим р = Ч>(у, С ,) . Заменим

> d y  р на у  = - :

£ - ф ( *  С ,) . (10.5.11)

Решая (10.5.11), находим y = f(x , Clt С2), или 
F(x, у, С ,, С2) = 0.

#  Пример. Найти общее решение уравнения

‘ l+(v' )J
У’ ------ У+0. (Ю.5.12)

2у
Это дифференциальное уравнение не содержит независимой пе-

dp
ременной х. Сделаем подстановку у '  =р\ тогда у"**— р.  Учитывая

d y
dp  1 + р 1

это равенство, запишем (10.5.12) в виде — /> = --------. Получено
d y  2 у

уравнение с разделяющимися переменными. Умножим обе его 
части на d y  и разделим на I + р г . В результате имеем

2  pd p  d y
1 + р г у

Переменные разделены

Г 2p d p  Cdy 

} i + P 2 J у’ или ln ( l+ p l ) = ln|>| + ln|C,|.

Отсюда получаем 1 + р 1'* С 1у ^ р =  ±^/ с^ у^Л.  Так как Р =У ~^~'

•о

. d y  2 J C xy - 1

"  ±sf c J ^ r x~ ±~ с Г ~  1
— общее решение. •
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f  10.6. ПРИМЕНЕНИЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

в Ф и з и к е , з о о г и г и е н е , б и о л о г и и

•  Задача 1. Установлено, что скорость распада радия прямо 
пропорциональна его количеству в каждый данный момент. 
Определить закон изменения массы радия в зависимости от 
времени, если начальная масса радия была т 0 при f= 0 .

Пусть в момент / масса равна т,  а в момент t+At  она 
равна т + Ат. Приращение массы (в данном случае приращение 
имеет отрицательный знак) составляет Дт  за соответствующий

Ат
промежуток времени At. Тогда —  равно средней скорости

At
распада, соответствующей промежутку времени At. Будем умень­
шать At; в этом случае и Ат по абсолютной величине будет 
также убывать. Тогда

Am dm  
lim — =~r  

А / - .0  At d t

— скорость распада при данном значении времени I.
Согласно условию задачи

—  = — km,  ( 1 0 .6 . 1)
dt

где к  — коэффициент пропорциональности, характеризующий усло­
вия протекания распада (температура, агрегатное состояние и др.).

dm
Знак « - »  указывает, что А т < 0  при Д/>0, поэтому —  <0

dt
Решая уравнение (10.6.1), получаем

ln m =  — fcr + lnC,

l n - =  - k t ,
С

откуда
т  -и— = е .
С

Окончательно имеем т  = СЬ~1'. Это и есть закон распада радия.
Определим постоянную С, учитывая, что т=гц ,  при f = 0. 

Имеем т 0  = Се"‘ °, т. е. С = п следовательно, окончательно 
получаем

т=п\,е~к1. ( 1 0 .6 .2 )
Вычислим, через сколько времени останется половина вещест-

1 т 0
ва, т. е. / п = -т0. Подставим в (10.6.2) —  вместо т;  после

2
деления на т 0 получаем
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1 ln2-  = e , или I » — . ф2 fc •
Найденная величина I называется периодом полураспада. Коэф­
фициент к  определяется экспериментально. Для различных изо­
топов радия период полураспада разный — от нескольких секунд 
до полутора тысяч лет.

•  Задача 2. Найти закон изменения давления воздуха в за­
висимости от высоты над уровнем моря.

Р еш ен и е . Плотность воздуха пропорциональна атмосфер­
ному давлению. Обозначим высоту через Л. Тогда приращение 
давления Ар при изменении высоты на АЛ равно массе столба 
воздуха с площадью основания, равной единице, и высотой ДА, 
т. е. A p = —kpAh, к > 0. Приравнивая приращение функции диф­
ференциалу, получим

dp
dp  = — kpdh,  или — = — kdh.

Р
Знак « —» имеет место, так как по мере подъема плотность 
воздуха убывает и атмосферное давление также падает. Получено 
такое же дифференциальное уравнение, что и в первой задаче. 
Его решение таково: р = р 0е~кк, где р 0 — атмосферное давление 
над уровнем моря, ф

ф  Задача 3. В помещении для крупного рогатого скота 
работают два вентилятора, каждый из которых доставляет 
в минуту по 60 м э чистого воздуха, содержащего 0 ,0 1 % углекис­
лоты. Полагая, что в коровнике объемом 1600 м 3 с начальным 
содержанием углекислоты в 0 ,2 % находится 1 2 0  коров, каждая 
из которых выдыхает в минуту 0,10 м 3 воздуха с 5% углекислоты, 
определить наличие углекислоты в 1 м 3 воздуха после двухча­
сового содержания животных в помещении.

Р еш ен и е . Пусть содержание углекислоты в 1 м 3 воздуха 
в момент времени I есть y ( i ) (в дальнейшем у ) .  Скорость 
изменения концентрации равна приращению углекислоты Ау, 
деленному на соответствующий промежуток времени Д/; Д у 
определяется углекислотой:

1) выделяемой при дыхании 1 2 0  животных,

120 0,10 0,05 0,6 
--------------------Д/ = -------Дг;

1600 1600

2 ) вводимой вентилятором на каждый кубометр,

2  -60 0 , 0 0 0 1  0 , 0 1 2 0  
 At = --------- Д/;

1600 1600

3) удаляемой за счет работы вентиляторов

2-60  y - A l  12 0 у • Дг 
1600 1600 '
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0,6 + 0,012 -1 2 0 у  Ду
Ду  ш  - ------ ------------- у~ Д/=»—  -  0,0003825 -  0,015у .

*  1600 Дг

Как видим, скорость изменения содержания углекислоты пропор­
циональна >>. Перейдя к пределу при Д/-*0, имеем

^  = 0,0003825-0,075>. (10.6.3)
dt

Получено линейное дифференциальное уравнение. Найдем его 
решение. Имеем

^  + 0,075>=0,0003825. 
at

Обозначим y = u - v ;  тогда y '  = u ' v+v ' u .  Примем следующие обо­
значения: а  = 0,075, 6=0,0003825 и подставим в (10.6.3). В резуль­
тате получим

u'v+ p 'u+ aup—6 ,

или

w’i> + u(p' + ei-) = 6 . (10.6.4)

Положим » ' + ви = 0=*р*е"*'. Тогда, учитывая, что v + a v=0 ,  имеем

и'е '"■»/> — = c " b  => du = b e “ d t  =» м = - е "  + С; 
d l  а

Следовательно,

e-•, = - + Ce-•’ = 0,005l7 + Ce-0•07̂ ,. 
а

Определим произвольную постоянную С. При / = 0 согласно 
условию задачи >> = 0 ,0 0 2 .

0,002 = 0,00517+ С = *С « -0 ,00317.

Окончательно имеем

> = 0.00517—0,00317е “ 0 0 7  »*.

Если 1 = 1 2 0 , то у * 0,00517, так как второй член очень мал

^0,00317е0,075' 120 = 0,00317е * * = % 3 • 10 ‘ 7̂ . •

Таким образом, количество углекислоты в I м } (концентрация)
0,00517 „

увеличится в ---------- --  2 .6  раза, и в дальнейшем увеличиваться
0,002

уже не будет благодаря работе вентиляторов. •

•  Задача 4 [26]. Скорость охлаждения тела в воздухе 
пропорциональна разности между температурой тела и температурой
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воздуха. Температура воздуха 20° С. Известно, что в течение 20 мин 
тело охлаждается от 100 до 60’ С. Определить закон изменения 
температуры тела в зависимости от времени. В частности, через 
какой промежуток времени тело охладится до 40° С?

Р еш ен и е . Скорость охлаждения тела — это скорость измене-
d T

ния температуры тела со временем, т. е. производная — , где
d i

Г — температура тела, а I — время. Согласно условию 
d T  d T
—  = — к ( Т — 20), откуда ——— = —kd t . Интегрируя, получаем

In (Г — 20) = - * / + In С=> Г -  20 = С е  “ . (10.6.5)

По условию, 1=0 при Т= 100 С, подставляя эти значения в (10.6.5), 
получаем С=80. Следовательно, Т — 20 = 80е~‘ г .

Согласно условию Т=Ы)'С  при t = 20. Следовательно, имеем

60 — 20 = 80c~JO‘ , откуда е~го‘ = - , и е~*=(1/2),/10. Окончательно
к i/го

получаем Т= 2 0  + 80

Для определения времени I, в течение которого тело охладится 
до 40 'С , подставим Г= 40 в найденный закон изменения тем­
пературы в зависимости от времени /. В результате получаем

/ I V ' 10 / I V ' 20 20 I Л У40 = 20 + 8 0 1 -1  , откуда 1 -1  = -  = -  = 1 -1  . Следовательно,

I
— = 2, /=40. Таким образом, за первые 20 мин после начала

охлаждения температура тела понизилась на 40 С, а за после­
дующие 40 мин понижение температуры составило 20 С, т. е. 
с течением времени скорость охлаждения уменьшается. ф

•  Задача 5 [6 ). Изучим колонию микроорганизмов, живущих 
в условиях неограниченных ресурсов питания и неограниченного 
пространства при отсутствии внутривидовой и межвидовой борь­
бы. Положим, что микроорганизмы не подавляются никаким 
другим видом. Установим закон изменения количества живых 
организмов в зависимости от времени.

Р еш ен и е . Обозначим через *дг(/) число микроорганизмов 
в момент I, а через х(/ + Д/)— их число в момент /+Дл Тогда 
прирост числа микроорганизмов равен

A x - x ( t + & t ) —x(t ) .

С  другой стороны, Дх есть разность между числом родившихся 
R и числом погибших S  организмов за время At:

A x = R - S .

Примем, что прирост количества организмов, т. е. «потомство», 
пропорционален числу родителей х и продолжительности At:

Ах = e x  At.
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Величина R зависит от А/ (чем больше ЛI, тем больше и К)  
Кроме того, R зависит еще и от количества «родителей». Чем 
больше взрослых особей, тем больше и потомство.

Таким образом,

Л = Ф (г, At).

где функция Ф растет с ростом д: или At, и равна 0, если 
равна нулю одна из этих переменных. Что касается переменной 
At, то самые простые эксперименты показывают, что она должна 
входить линейно: если промежуток времени At увеличивать, 
например, в 2  раза, то и прирост потомства микроорганизмов 
также увеличится в два раза. Следовательно.

Ф(.г, А/)=/(-*) А'-

Изменение функции /(.г) существенно зависит от особенностей 
биологического вида и для его описания потребуется некоторая 
производственная функция в виде многочлена или функция 
с квадратным корнем. Мы ограничимся, следуя принципу «от 
простого к сложному», простейшим случаем, когда численность 
потомства пропорциональна количеству «родителей»: /(.*) = a.v, 
а =const. Итак,

R(x,  Af) = a.vA/.

Аналогичные соображения применим л  к величине S. Таким 
образом, полагая

S ( x ,  A/)=^p.vA/,
получаем

A.v = IX At — Р* At = (at — Р) х At.

Ах
Обозначим а  —р = е. Тогда A.v = e.vAf. Выражение —  определяет

At
среднюю скорость размножения колонии микроорганизмов, соот­
ветствующую промежутку времени At. Имеем

Адг
—  =  ЕДГ.
At

Переходя к пределу и учитывая, что дг является функцией I, 
получаем дифференциальное уравнение

^=елф). (10.6.6)
d t

Его решением является функция

*(/) = * (f0 )e ‘ " - '* '. (10.6.7)

Уравнение (10.6.7) определяет закон изменения количества мик­
роорганизмов в колонии в зависимости от времени, т. с. 
это математическая модель процесса, полученная при очень 
широких предположениях (при неограниченных ресурсах питания
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и пространства для обитания и отсутствии борьбы). В природе 
же существует внутривидовая и межвидовая борьба и ни 
в одной реально существующей колонии такой рост наблюдать 
мы не можем.

Ответ на вопрос, насколько закон (10.6.7) отвечает реаль­
ному процессу дает опытная проверка. Очевидно, на каком-то 
подмножестве /е (г ,, ) данные опыта будут хорошо согла­
сованы с моделью, а саму модель можно использовать для 
прогноза.

Уравнение (10.6.6) впервые в 1802 г. получил Мальтус. Его 
заблуждение состояло в том, что уравнение, справедливое для 
очень узкого класса популяций и полученное при жестких 
предположениях, он считал универсальным законом не только 
для природы, но и для человеческого общества.

Уравнение, в котором учтена внутривидовая борьба в колонии 
микроорганизмов, получил в 1845 г. Фсрхюлст.-Перл. В результате 
конкурентной борьбы внутри вида за пищу и место распрост­
ранения, а также за счет болезней скорость роста снижается. 
В общем виде уменьшение прироста, по-видимому, является 
некоторой новой функцией от х и Ад, которую обозначим через 
Ь{х, Адг). Установим, как составляется эта функция, учитывающая 
в числе прочих факторов внутривидовую конкуренцию. Уменьше­
ние количества особей в результате конкуренции тем больше, 
чем больше число встреч между особями, т. е. пропорционально 
дс1. Таким образом,

6  (л, Ах) = 8 х 2Лг. (10.6.8)
Тогда

Ах = с х А / - 5 х 2Аг. (10.6.9)

Здесь е — специфическая (врожденная) скорость размножения по­
пуляции, 5'— коэффициент внутривидовой конкуренции. Из урав­
нения (10.6.9), разделив обе его части на Д/ и переходя к пределу, 
получим

dx
— = с х ~ 6 х 2. ( 1 0 .6 . 1 0 )
d t

Это и есть уравнение Фсрхюльста-Перла Его можно записать 
в виде

dx Ь \ dx ( е/6 —лг̂
— = едг( 1 — х I, или — = едг|----- —  |.
d t  \ £ / d t  \ е/5 J

Приняв обозначение е / 6  = А, получим

(1C.6.I1)

Решая это уравнение при /о = 0 и дг (0) = дс0, имеем 

*(/).

dx ( h —x\
^ =еЧ - г >

x0h e l
И -  дг0 + дс0е“
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График функции x ( l )  изображен на рис. 114. Если х0 = х (0) > Л, 
то график функции х  = дс(/) при /-»+ оо, приближается к прямой 
х —Л сверху, если хо = дг(0 )<А, то график приближается к прямой 
х »  А снизу.

§ 1 0 .7 .  ВЫ ВОДЫ

К понятию дифференциального уравнения при­
водят задачи химии, физики, биологии и других наук.

Дифференциальное уравнение устанавливает связь 
между независимой переменной, неизвестной функ­
цией и ее производными различных порядков. Решить 
дифференциальное уравнение — значит найти функ­
цию y= f(x ), которая обращает данное уравнение 
в тождество. К простейшим обыкновенным диф­
ференциальным уравнениям относятся:

а) уравнения с разделенными и разделяющимися 
переменными;

б) линейные уравнения первого порядка;
в) так называемые неполные дифференциальные 

уравнения второго порядка, допускающие понижение 
порядка:

1) y"= f(x); 2) y"= f{x, у ’); 3) у" = f  (у, у')-
С помощью дифференциальных уравнений решены 

следующие задачи: о распаде радия, о законе 
изменения давления воздуха в зависимости от высоты 
над уровнем моря, найден закон изменения тем­
пературы нагретого тела в зависимости от времени, 
задача определения содержания углекислоты в жи­
вотноводческом помещении, задача размножения ко­
лонии микроорганизмов.

Дифференциальные уравнения являются мощным 
средством познания окружающего нас мира. Такие 
явления, как распад радия, изменение атмосферного 
давления, рост ферментов при брожении, размножение
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микроорганизмов, описываются одной абстрактной 
математической формулировкой.

•IH.. а
ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Дайте определение дифференциального уравнения.
2. Что такое порядок дифференциального уравнения?
3. Что называется решением дифференциального уравнения? 

Что такое общее решение дифференциального уравнения? Частное 
решение?

4. Дайте определение уравнения с разделяющимися пере­
менными.

5. Дайте определение линейного дифференциального уравнения 
первого порядка.

6 . Как решаются дифференциальные уравнения следующего 
вила:

>’ - / ( 4  >"=/(*./), y"=f(y.y’V
7. Приведите примеры дифференциальных уравнений в физике, 

химии, биологии, сельском хозяйстве.

УПРАЖНЕНИЯ

Найдите частные решения уравнений:
1 . xdx = dy,  ( 1)= 0 , т. е. при х = 1 , у  = 0.
2. d s = [ 4 t - l ) d t ,  i(0)=0.
3. xdx= yd y ,  >-(2 ) = 1 .
4. x 2d x + y d y = 0 ,  ,у(0)=1.
5. c o s j c — s in .yrfy— c o s . v s i n x A c s O ,  >>(n) =  n.

6 . Тело, температура которого 32° С, погружено в термостат, 
в котором поддерживается температура 0° С.  Зная, что скорость 
охлаждения тела пропорциональна разности между температурой 
тела и температурой окружающей среды, определите, за какое 
время тело охладится до 5’  С, если за 20 мин оно охладилось 
до 15° С.

7. При брожении скорость прироста действующего фермента 
пропорциональна его наличному количеству. Через 14 ч после 
брожения масса фермента составила 6  г, а через 3 ч — 8  г. Найдите 
массу фермента до начала брожения.

8 . Для сохранения спермы самцов-производитслей на длитель­
ное время ее замораживают и держат при температуре —4е С. 
За сколько времени сперма охладится до 0 С, если ее начальная 
температура 30° С и известно, что за 20 мин в термостате она 
охладилась до 20° С?

Скорость охлаждения прямо пропорциональна разности между 
температурой тела и температурой в термостате.
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9. Скорость распада некоторого лекарственного вещества 
пропорциональна его наличному количеству. В результате анализа 
установили, что через 1 ч после инъекции в организме осталось 
31,4 г лекарственного вещества, а по истечении З ч — 9,7 г.

Определите:
1) Сколько граммов лекарственного вещества было ввелено 

в организм?
2) Через сколько времени после введения в организме останет­

ся 1% первоначального количества лекарства?
10. Счетчик Гейгера, установленный вблизи радиоактивного 

изотопа серебра, при первом измерении зарегистрировал 5200 
Р-частиц в мин, а через 24 ч — только 300. Определите период 
полураспада изотопа при условии, что скорость радиоактивного 
распада пропорциональна количеству нераспавшегося вещества.

11. Найдите закон роста палочковидных клеток с течением 
времени, если скорость роста клетки пропорциональна се длине /,

где а  и р — параметры, характеризующие условия роста клеток; 
/ = / 0  при 1 = 0 .

12. Скорость сокращения мышцы описывается уравнением

J t = Р ( *о - * ) .

где х 0  — полное сокращение мышцы; (5— постоянная величина, 
зависящая от нагрузки; х — сокращения мышцы в данный момент. 

Найдите закон сокращения мышцы, если х = 0  при 1=0.





Ч а с т ь  т р е т ь я

Элементы теории вероятностей 
и математической статистики

Г л а в а  11 

Основные понятия 
и теоремы теории вероятностей

В главе дано определение теории вероятностей 
как науки, приведены различные определения веро­
ятности, простейшие свойства вероятности и методы 
ее вычисления.

§ 11 .1 . ПРЕДМЕТ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Многие явления в окружающем нас мире — в 
природе, технике, сельском хозяйстве и в других 
областях знаний носят случайный характер, а именно, 
если явление наблюдать один раз, то нельзя точно 
предсказать, как оно будет протекать. Но если это 
явление наблюдать многократно при неизменных 
условиях, то оказывается, что явление (его протека­
ние) можно описать с помощью чисел, т. е. количест­
венно.

Так, например, если подбрасывать монету один 
раз, то нельзя предсказать, что выпадает — «герб» 
или «цифра»; при посадке одного дерева нельзя 
заранее утверждать, что оно приживется; посеянное 
зерно может дать всход, а может и не взойти.

Однако если наблюдение повторять много раз, 
то можно заметить закономерность: при подбрасыва­
нии монеты отношение чиспа выпаданий «герба», 
к общему числу подбрасываний мало отличается от 
*/2, и чем больше число подбрасываний, тем ближе 
это отношение к V2. При посеве зерен отношение 
числа зерен, давших всход, к • общему числу посеян­
ных с возрастанием их числа Судет мало отличаться
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от некоторого постоянного числа. Отношение числа 
прижившихся саженцев к общему числу посаженных 
с возрастанием числа саженцев будет также мало 
отличаться от некоторого постоянного числа. О ре­
зультатах подобных наблюдений говорят, что они 
обладают статистической устойчивостью.

Теория вероятностей дает математические модели 
для описания случайных явлений такого рода, а имен­
но, явлений, которые могут быть воспроизведены 
при неизменных условиях сколь угодно много раз 
и обладающих свойством статистической устойчи­
вости.

Приступая к построению модели, учитывают 
главные, наиболее существенные особенности изуча­
емого явления или процесса и отбрасывают те, 
которые на данном уровне исследований считаются 
второстепенными. Если .бы мы попробовали учесть 
все особенности и условия, то такая модель оказалась 
бы слишком громоздкой и практически не пригодной 
для использования. Следовательно, при построении 
математической модели неизбежны допущения, вы­
званные как неполным знанием об изучаемом процес­
се, так и необходимостью сделать модель более 
простой и доступной для изучения. Особенно это 
характерно для описания явлений в сельском хо­
зяйстве, где действуют многочисленные факторы, 
взаимосвязанные между собой и скрытые от непо­
средственного наблюдения.

В задачах, связанных, например, с посадкой 
деревьев или с высевом семян, допущение состоит 
в том, что саженцы и семена абсолютно одинакового 
качества, высаживаются в одинаковых условиях; 
различие в качестве, условиях посадки и произраста­
ния не учитываются, т. е. считаются не существен­
ными. В действительности и качество семян, и сажен­
цев, и условия их посева, и произрастания одина­
ковыми не бывают.

При подбрасывании монеты предполагаются толь­
ко два возможных исхода — выпадание «герба» или 
выпадание «цифры»; возможность падения монеты 
на ребро или возможность ее исчезновения в резуль­
тате испытания не учитывается.

При такой постановке вопроса выводы, получен­
ные в результате изучения моделей, будут отражать 
особенности явления лишь в главном, а при решении
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прикладных задач ответ на поставленный вопрос 
будет приближенным в той мере, в какой реальное 
явление отличается от его модели.

Различные предположения и допущения, как пра­
вило, будем оговаривать особо.

Теперь можно дать следующее определение.
Теория вероятностей— математическая наука 

о количественных закономерностях моделей случай­
ных явлений независимо о т  их конкретной природы.

Основы теории вероятностей необходимо знать 
специалистам, работающим в областях, где очень, 
многие явления и процессы подвержены случайным 
воздействиям.

$ 1 1 .2 . ОБЩИЕ ПРАВИЛА КОМБИНАТОРИКИ

Рассмотрим к множеств А/,, М2, М 3,...,М к, 
содержащих по т и т 2, т 3, . . . ,т к элементов соответ­
ственно. Выбирается по одному элементу из каждого 
множества и составляется еще одно множество. 
Число способов, которыми можно выбрать по од­
ному элементу из каждого множества, равно произ­
ведению т ь  т 2, т 3, . . . ,т к. В этом и состоит основной 
принцип комбинаторики.

В задачах теории вероятностей часто рассматри­
ваются различные соединения (комбинации) из мно­
жества п элементов по к элементов (к^п). Будем 
рассматривать такие соединения, в которые каждый 
элемент данного множества может входить не более 
одного раза, т. е. соединения без повторений.

Рассмотрим три вида соединений: 1) размещения,
2) перестановки, 3) сочетания.

О п р е д е л е н и е .  Размещениями из п элементов 
по к элементов называются подмножества к элемен­
тов, отличающиеся одно о т  другого или самими 
элементами или их порядком. Число размещений 
обозначается A J.

Т е о р е м а .  Число размещений из п элементов по 
к элементов

А к„ = п (п -1 )(п -2 )  ... (п -(к -\ )) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для того чтобы расположить 
к элементов в определенном порядке, выберем один 
из них и будем считать его «первым». Это можно
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сделать п способами. Оставшееся множество содер­
жит п — 1 элементов. Из него выберем один и назовем 
его «вторым». Для выбора второго элемента имеются 
п — 1 способов. Осталось множество из п — 2 элемен­
тов. Выбираем из него один элемент и называем 
его «третьим», что можно сделать п — 2 способами. 
Продолжив процесс отбора, последний к-й элемент 
можно выбрать п(к — 1) способами. Согласно основ­
ному принципу комбинаторики, число всех способов, 
которыми можно составить размещения, т. е. число 
размещений равно

А кя = п (п -Щ п -2 )  ... ( я - ( * - 1 ) ) .  (11.2.1)
#  Пример. Определить, сколько трехзначных чисел можно 

составить из множества цифр 1, 2, 3, 4, 5 без повторений.
Р еш ен и е . Имеем л = 5, к = 3; /<5 = 5 -4 -3  = 60.
Здесь полагали, что 0 < к ^ п .  При /г = 0, по определению,

■4?=1. •
О п р е д е л е н и е .  Перестановками из данных п эле­

ментов называются множества из п элементов, 
различающихся только порядком.

Перестановки — это частный случай размещений. 
Число всех перестановок обозначают символом Рп. 
Число Р„ найти несложно. Для этого в формуле
(11.2.1) необходимо положить к = п. Имеем

Ря = п (п -  1 ) (л -2 )  ... (л (к 1 ))... 1.
О п р е д е л е н и е .  Произведение п первых натура­

льных чисел обозначается символом п\ (читается 
эн-факториал). Поэтому

= 1 -2 -3 ... п=п\ (11.2.2)
По определению принимается Р0 = О\ = 1.

Щ Пример. К кассе за получением (дтя уплаты) денег подошли 
одновременно 4 человека. Сколькими способами они могут 
выстроиться в очередь.

Р еш ен и е . Очередь состоит из четырех различных лиц, 
поэтому в каждом способе составления очереди учитывается 
порядок их расположения. Таким образом, имеют место пере­
становки из четырех человек, их число равно

/>4 = I 2 3 -4  = 24 •

Оп - р е д ел ен и е .  Сочетаниями, содержащими 
к элементов, выбранных из п элементов заданного 
множества, называются всевозможные множества,
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различающиеся хотя  бы одним элементом. Число 
сочетаний из п элементов по к элементов обозначают

Т е о р е м а .  Число сочетаний из п элементов по 
к элементов определяется формулой

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим перестановку из 
п элементов по к. Их число А £ = и ( л— 1)... (л — (к— 1)). 
Если не считаться с порядком элементов в пере­
становке из к элементов, то существует к\ переста­
новок, которые неразличимы, т. е. их нельзя отличить 
от первоначальной перестановки. Поэтому число 
всех сочетаний из и по к в к\ раз меньше числа 
всех перестановок, т. е.

Эту формулу можно упростить, если домножить 
члены дроби, стоящей в правой части равенства, 
на произведение (п — к)(п — к —1 ) . . . 3 - 2 - 1 =(л — к)\:

к _ п ( п - \ ) ( п - 2 ) . . . ( п - ( к - \ ) ) ( п - к у .  _  я !  П  1 2  3 ' )

ф  Пример 1. Имеется 6  штаммов бактерий. Для определения 
скорости их роста необходимо выбрать 3 штамма. Сколькими 
способами можно это сделать?

Р еш ен и е . Способы отбора считаются различными, если 
каждая отобранная группа штаммов различается хотя бы одним 
элементом. Это число

Таким образом, имеется 20 способов. •

ф  Пример 2. Из группы в 20 голов крупного рогатого скота, 
предназначенного для откорма, для контрольного определения 
среднесуточного привеса отбирается группа из 8  животных. 
Сколькими способами это можно сделать?

Р еш ен и е . Число способов равно числу множеств, которые 
можно составить из 2 0  элементов по 8 , различающихся хотя 
бы одним элементом, а это

скя или С).

С ‘  = « )  =
п(п-1)(п-2)...(п-(к-1))

к!

6 ! 1 -2 3 -4 -5 -6  
3! (6  — 3)! 1 • 2 • 3 • 1 -2 -3

= 20.

267



ф  Пример 3. В ящике 20 шаров, среди которых 12 белых, 
остальные — голубые. Отбирается наугад 2 шара. Солькимн спо­
собами можно отобрать: а) два белых шара; б) два голубых; 
в) один белый, другой голубой.

Р еш ен и е . Число способов, которыми можно отобрать два 
белых шара из 1 2 , не зависит от порядка отбора и равно числу 
множеств из 12 и 2, различающихся только составом. Следовательно,

1 2 ! 1 1 - 1 2  
С\ j » -----------------------------= 66 .2!(12 —2)! 1-2

Число способов, которыми можно отобрать 2 голубых шара из
8  равно

, 8 ! 7 -8
• С^  = -  = 28'

Число способов, которыми можно отобрать один белый, другой 
голубой шар, согласно основному принципу комбинаторики равно 
12-8 = 96, -или

, ' 2 ! 8 !
С j  C i  = ------------- = 1 2  8  = 96. •I! 11! I!7*

§ 11 .3 . СОБЫТИЯ И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ

Введем первоначально следующие понятия: испы­
тание (опыт) и событие. Дадим некоторые пояснения.

Испытание — это осуществление определенного 
комплекса условий, при которых производится на­
блюдение. Так, при стрельбе по мишени испытание 
состоит в подготовке к стрельбе, заряжении оружия, 
прицеливании, нажатии спускового крючка.

При определении качества посевного материала 
испытанием является подготовка и создание нерб- 
ходимого водно-воздушного и теплового режима 
для произрастания семян, посев. При определении 
процента жира в молоке испытанием считается 
взятие пробы, лабораторный анализ. Будем пред­
полагать, что испытание может быть воспроизведено 
сколь угодно много раз.

В теории вероятностей под событием понимается 
качественный результат испытания или испытаний, 
если они повторяются многократно.

ф  Пример 1. При одном выстреле по мишени возможны 
следующие события: 1) попадание в мишень; 2 ) промах. •

•  Пример 2. При подбрасывании монеты 2 раза подряд 
возможны следующие события:
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1 ) оба раза выпал «герб»;
2 ) оба раза выпала цифра;
3) при первом подбрасывании выпал «герб», а при втором — 

цифра;
4) при первом подбрасывании выпала цифра, а при втором — 

«герб». •

Возможные, исключающие друг друга, результаты 
одного испытания называют элементарными со­
бытиями.

Так, при одном бросании игрального кубика 
возможны следующие элементарные события: выпаде­
ние одного, двух, трех, четырех, пяти или шести очков.

События обозначают заглавными буквами латинс­
кого алфавита А, В, С, ....

В дальнейшем описание события, как правило, 
будет стоять рядом с его обозначением и соединено 
с ним знаком = . Например, событие А = { при 
подбрасывании монеты выпал «ерб}: событие 
В= {вынутый шар из ящика — белый}; собышс 
С = [д ва  попадания по мишени при двух выстрелах}.

События принято классифицировать. Различают 
достоверные, невозможные и случайные события.

Достоверным называют событие А, которое при 
испытании не может не произойти, а при повторении 
испытаний всякий раз происходит.

•  Пример 3. При подбрасывании камня событие А. состоящее 
в том, что камень упадет на землю, достоверное. •

Событие В называют невозможным, если при 
испытании оно не может произойти.

•  Пример 4. В ящике имеются только белые шары. Событие 
В=  {появление голубого шара при извлечении одного шара} — 
невозможное, ф

Случайным называют событие, которое при ис­
пытании может либо произойти, либо не произойти.

•  Пример 5. При подбрасывании монеты могут наступить: 
событие = {монета упала «гербом» кверху}, либо событие В=  {монета 
упала «цифрой» кверху}. Здесь А и В — случайные события. •

События А и В называют несовместными, если 
при одном испытании появление одного из них 
исключает появление другого.

•  Пример 6. При одном выстреле по мишени событие 
А = {попадание} и событие В=  {промах} — несовместны. •
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События А и В называют совместными, если 
при испытании появление, одного из них не ис­
ключает появление другого.

•  Пример 7. Из партии посевного .материала отбирается два 
зерна. Пусть событие А = {первое зерно при посеве взойдет}, 
В — событие, состоящее в том, что второе зерно не даст всхода; 
А и В — совместные события. •

События А, В, С образуют в данном испытании 
полную группу, если они попарно несовместны 
и в результате непременно происходит одно из них.

•  Пример 8 . При посадке молодых деревьев возможны 
следующие события: А = {дерево приживется}; В=  {дерево не 
примется}. События А и В  образуют полную группу, ф

Два несовместных события, образующие полную 
группу, называются противоположными. Попадание 
и промах при одном выстреле — события проти­
воположные. Выпадение «герба» и выпадение «циф­
р ы » — события противоположные.

Пусть испытание, в результате которого может 
появиться событие А, повторяется п раз. Событие, 
состоящее в появлении события А хотя бы один 
раз, означает, что оно появляется не менее одного 
раза и не более п раз. Появление хотя бы одного 
события и непоявление события ни одного раза — 
события противоположные.

События А, В, С и т. д. называют равновозмож­
ными, если нет оснований считать, что в данном 
испытании одно из них более возможно, чем другие

ф  Пример 9. При подбрасывании монеты событие /4 = {вы 
падение «герба» и событие {выпадение «цифры»} равновоз 
можны. При посеве п одинаковых зерен событие А, (/= 1,2, 3, .. . ,л )  
состоящее в том, что »'— е зерно прорастет, принимается равновоз 
можным. При подбрасывании игрального кубика выпадение граней 
с 1, 2, 3, 4, 5, и 6  очками— события равновозможные, если 
кость изготовлена строго симметрично, ф

§ 1 1 .4 .  ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ЧАСТОТА СОБЫТИЙ 
И ЕЕ СВОЙСТВА

Пусть проводится N испытаний, в каждом из 
которых может появиться или не появиться событие
А. По завершении испытаний оказалось, что событие 
А наступило М раз.
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О п р е д е л е н и е .  Относительной частотой ( ча­
стостью) события называется число

= (11.4.1)

где Л/ — число появлений события А, N— общее 
число проведенных испытаний.

•  Пример 1. Стрелок сделал 100 выстрелов по мишени 
и попал 90 раз. Пусть событие А = {попадание в мишень при 
одном выстреле}. Тогда

90
0,9. •

•  Пример 2. Прививка сделана 12 животным. Иммунитет 
приобрели 9. Рассмотрим событие А = {данное животное приобрело 
иммунитет). Имеем

Р * ( / П - ^ « 0 ,7 5 .  •

•  Пример 3. Посажено 70 плодовых деревьев, на другой 
год оказалось, что прижилось 50. Событие А = {посаженное дерево 
приживается). Получаем

50
Р * М ) = й > - 0 ,7 1 .  •

Свойства частости события.
1°. Частость события — величина безразмерная 

и изменяется на множестве
[0, 1]-{Р*(/1):0< £/> *04)< 1}. (11-4.2)

2°. Частость достоверного события равна 1.
3°. Частость невозможного события равна 0.
4°. Частость случайного события изменяется на 

множестве (0, 1).
Свойства 1° — 4° легко доказываю тся с помощью 

определения частости и классификации событий. Так, 
например, пусть событие А достоверно. Это означает, 
что в серии из N испытаний оно наступило N раз

/> * (Л ) = - =  1. 
v '  N

§ 11 .6 . ВЕРОЯТНОСТЬ СОБЫТИЯ И ЕЕ СВОЙСТВА

Относительная частота зависит от случайных 
обстоятельств, сопутствующих испытанию. Назовем 
многократное повторение испытаний серий испытаний.

271



При переходе от одной серии испытаний к другой, 
часто бывает, что для одного и того же события 
относительная частота Р *(А )  обнаруживает устойчи­
вость, т. е. с возрастанием числа испытаний N в сериях 
колебания значений относительной частоты уменьша­
ются. Можно предположить, что существует постоян­
ное число, от которого частости в разных сериях 
отклоняются в ту или другую  сторону. Это число как 
количественная мера объективной возможности осуще­
ствления события при одном испытании принимается 
за статистическую вероятность.

Из этого определения следует, что частость 
события есть приближенное значение вероятности 
этого события, что используется в практических 
задачах. Если событие имеет большую вероятность 
по сравнению с другими, возможными в данном 
испытании, то оно и появляется чаще других.

Классическое определение вероятности события. 
Наблюдая или изучая какие-нибудь два или несколь­
ко событий, мы убеждаемся, что одни из них более 
возможны, чем другие, т. е. каждое событие обладает 
той или иной мерой возможности. Если каждому 
событию, возможному при испытании, ставить в со­
ответствие некоторое положительное число, то логич­
но приписывать большее число более возможному 
событию. Число, выражающее меру возможности 
события, называется вероятностью этого события.

•  Пример 1. В ящике 20 шаров, из них 10 белых, 7 голубых. 
4 желтых, 4 синих. Шары перемешивают и наудачу, не глядя, 
берут 1 шар. При этом возможны следующие события:

А = {взятый шар белый};
fi=  (взятый шар голубой};
С= {взятый шар желтый};
/)= {взятый шар синий}.

Достать из ящика белый шар можно скорее, чем голубой, 
а голубой скорее, чем желтый или синйй. Возможности достать 
желтый или синий шар одинаковы. Числа ,0/ „ . 7/ „ . */„
определяют меру возможности появления соответствующих со­
бытий и называются их вероятностями, ф

•  Пример 2. Пусть имеется корзина с 25 клубнями картофеля, 
причем из них 5 имеют механические повреждения, нанесенные 
при уборке. Клубни перемешивают и берут один из них. Возможны 
следующие события:

А = {клубень взят без повреждений};
В=  {клубень поврежден}.
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Ясно, что возможность взять здоровый клубень больше, чем 
поврежденный, так как здоровых клубней больше. Числа J0/JS 
и /2} показывают меру объективной возможности события 
А и события В и также называются их вероятностями. •

Пусть в результате испытания может наступить 
конечное число п элементарных событий. Среди этих 
п событий имеется т  таких, осуществление которых 
ведет к появлению события А. Эти т  событий 
называют благоприятными для А.

О п р е д е л е н и е .  Вероятностью события А на­
зывается отношение числа т  равновозможных элемен­
тарных событий, благоприятных для А, к числу 
п всех возможных элементарных событий.

Вероятность события А обозначают Р(А). Таким 
образом,

Р(А ) = ~. (11 .5 .1 )
л

•  Пример 3. Брошена игральная кость. Найти вероятность 
события А = {выпало четное число очков}.

Р еш ен и е . Элементарными событиями, благоприятными для
А, являются события: Ах = {выпадение 2 очков), А2 = {выпадение 
4 очков}, А} = {выпадение 6  очков}. Всего таких событий 3.

Имеется шесть элементарных событий. п = 6 , следовательно,

Р(А ) = 3/6 = 1/2. •

•  Пример 4. Найти вероятность события А -  {выигрыш на­
ибольшей суммы при игре в лото по 1 билету}, если для этого 
необходимо угадать 5 из 36 чисел.

Р еш ен и е . При наличии одного билета имеется одно благо­
приятное для А элементарное событие = {все 5 чисел угаданы 
правильно}, т. е. т=\.

Число п всех элементарных событий равно числу всевозмож­
ных групп из 5 чисел, отличающихся хотя бы одним числом, 
т. е. п = С  It-

Р ^А ) “ с й “ 376 922' *

Приведем свойства вероятности события.
1°. Так как 0 ^ т < л ,  т о  0 < Р (Л )< 1 , каково бы 

ни было по своей природе событие А.
2°. Если А — событие невозможное, т о  Р(А ) = 0.
3°. Если В — событие достоверное, т о  Р(В)=  1.
ф  Пример 5. Талоны занумерованы всеми двузначными числа­

ми. Из пачки наудачу берут I талон. Какова вероятность события А, 
состоящего в том, что номер талона состоит из одинаковых цифр?
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Р еш ен и е . Подсчитаем число всех талонов (общее число 
всех возможных элементарных событий). Номера с II-го по 19-й 
будут иметь место на 1 0  талонах, и так в каждой следующей 
десятке. Число двузначных цифр я = 90. Талону с одинаковыми 
цифрами II, 22, 3 3 , .. . , содержатся в каждых из 10 талонов по 
одному, т. е. т  = 9. Тогда

9/>(Л) =—=0,1.
90

Вероятность мала, следовательно, при однократном испытании 
событие скорее всего не произойдет, ф

•  Пример 6 . В ящике 20 шаров, из них 12 белых, остальные 
голубые. Извлекают два шара.

Найти вероятности событий: /4 = {оба шара белые}; В=  {оба 
шара голубые}; С={один шар белый, другой голубой}. Образуют 
ли события А, В, С  полную группу? Проверьте равенство

Р ( А ) + Р ( В ) + Р ( С ) = \ .

В конце § 11.2 (пример 3) было найдено, сколькими способами 
можно отобрать: а) два белых; б) два голубых; в) один белый, 
другой голубой шар. Тем самым определено и число элементарных 
событий, благоприятных для появления каждого из событий А,
В, С. Остается подсчитать число всех элементарных событий, 
возможных при испытании, или число способов, которыми можно 
отобрать 2 шара из 20. Очевидно, что это

С|0= —— 190.
2 ! 18!

Тогда, по определению,

С ?2 6 6  33 ____ C l  28 14 C I j - C J  48
~ С 1о_ 190_ 95’ С|о= 190 -  95: />(C)=' — 1 9 0 ~ _ 95'

В данном испытании события А, В  и С попарно несовместны. 
Они образуют Полную группу, так как в результате наступает 
одно из этих событий. Поэтому

33 14 48
Р (Л )  + Р ( В )  + Р ( С )  = -  + -  + -  = 1 (см. § 11.6).

§ 11 .6 . ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ

О п р е д е л е н и е .  Суммой или объединением двух 
событий А и В называется событие С, состоящее 
в появлении хотя бы одного из них.

Пишут С=А + В, или C=A\JB , или С=(А  или В).
•  Пример. Пусть А— событие, состоящее в том, что наудачу 

выбранная из стада корова имеет годовой удой от 3000 до
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3500 гг, В — событие, состоящее в том, что выбранная корова 
имела удой свыше 3500 кг. Тогда событие С=А + В означает, 
что выбранная корова имеет удой свыше 3000 кг. 9

Нахождение вероятности наступления суммы двух 
событий основывается на следующей теореме.

1. Т е о р е м а  с л о ж е н и я  в е р о я т н о с т е й .  Веро­
ятность наступления одного из двух несовместных 
событий равна сумме их вероятностей, т .  е,

Р(А + В) = Р(А) + Р(В). (11.6.1)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть п — число всех воз­

можны* элементарных событий, при которых может 
наступить событие А или событие В. Пусть 
т Л — число равновозможных элементарных событий, 
благоприятных для А, т в — такое же число для 
события В. Имеем

Р(А ) =—̂ , Р (В )=— .П П
Очевидно, т А + т в— число элементарных событий, 
благоприятных для появления события или А, или 
В, так что

Р(А или В) = Р(А + В )=тл+ т*=т л +— = Р(А)+Р(В).
л и л

Теорема доказана.
Теорема сложения для большего числа попарно 

несовместных событий формулируется и доказывает­
ся аналогично:

Р(А или, в и л и  С) = Р(А + В + С ) = Р(А) +
+ Р(В) + Р(С). (11.6.2)

С л е д с т в и е  1. Если события А, В, С образуют 
полную группу, т о  сумма их вероятностей равна 1.

Действительно, в результате испытания обязатель­
но произойдет одно из этих событий (или В, или А, 
или С ). Поэтому А + В + С — событие достоверное и

Р(А + В + С )=  1. (11.6.3>
Из (11.6.3) и (11.6.2) следует, что

Р (А ) + Р (В )+ Р (С )= 1.
С л е д с т в и е  2. Сумма вероятностей двух про­

тивоположных событий А и А равна 1.
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Противоположные события являются частным 
случаем событий, образующих полную группу, поэтому

Р(А) + Р (А ) = 1; (11.6.4)
P ( A ) = i-P ( A ) .  (11.6.5)

В частности, если вероятность попадания в мишень 
при одном выстреле равна 0,8, то вероятность 
промаха равна 1—0,8 = 0,2.

•  Пример. В ящике 4 белых, 5 красных, 8  зеленых и 3 голубых 
шара. Шары перемешивают и извлекают 1 шар. Какова вероят­
ность события, состоящего в том, что шар окажется цветным?

Р еш ен и е . Элементарными исходами являются события: 
А = {извлечение белого шара}, В=  {извлечение красного шара}, 
С= {извлечение зеленого шара}, £>= {извлечение голубого шара}.

Интересующее нас событие состоит в появлении события В. 
или С, или D, т. е. события B + C + D .  Так как события В, С, 
D — несовместны, то

P ( B + C + D ) = P ( B )  + P ( C )  + P ( D ) = ^ + ^ + ±  = -5 •

2. Теорема умножения вероятностей.
О п р е д е л е н и е .  Произведением или пересечением 

событий А и В называется событие С, состоящее 
в совместном наступлении этих событий, т .  е. 
в наступлении и события А , и события В.

В случае произведения событий пишут АВ = С или 
АС\В = С, или (А и В) = С.

Произведение нескольких событий определяется 
аналогично.

•  Пример 1. Пусть А = {пассажир отправился из дома на 
автобусе и добрался до вокзала}; В=  {пассажир купил железно­
дорожный билет}; С= {пассажир добрался до своего места 
в вагоне}; D = {вагон с пассажиром в составе поезда отправился 
в путь}. Тогда ABCD=E=  {пассажир уехал}. •

Теперь можно дать определение понятия условной 
вероятности.

О п р е д е л е н и е .  Вероятность события В при 
условии, что событие А произошло, называется 
условной вероятностью события В и обозначается

Р(В/А) или РЛ(В).
Аналогично определяется условная вероятность 

события А, обозначение Р(А/В).
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0  Пример 2. В стаде животных из 24 голов одной породы
4 животных не получили прививку. Наудачу последовательно, 
без возвращения отбирается два животных. Вероятность события 
А = {первому отобранному животному не сделана прививка}, т. е. 
Р(А )  = 4/24=1/6. Вероятность события В  = {второму животному 
не сделана прививка} при условии, что произошло событие А, 
/>(«) = 3/23.

Если же первое отобранное животное вернуть в стадо, то 
/>(В ) = 4/24= 1/6.

В первом случае вероятность события В  зависит от того, 
наступило событие А или нет, а во втором случае не зависит. •

О п р е д е л е н и е .  События А и В называются 
независимыми, если .

Р(В/А) = Р(В) и Р(А/В) = Р(А ).
Если Р(В/А)ФР(В) или Р(А/В)^Р(А), то события 
А и В зависимы.

Т е о р е м а .  Вероятность произведения двух собы­
тий, т .  е. вероятность совместного наступления 
событий А и В равна произведению вероятности 
одного из них на условную вероятность другого.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть для события А благо­
приятны т Л равновозможных элементарных событий 
из общего числа п элементарных исходов, причем 
т АВ из этих т А событий благоприятны для события 
В. Тогда по определению (11.5.1) имеем

Р(В А ) — т **^т *ш'п = р(АВ) 
т л ">л!п Р ( А ) '

Отсюда следует, что

Р(АВ) = Р(А и В) = Р(А) Р(В/А). (11.6.6)

Теорема доказана.
Справедливость равенства

Р(АВ) = Р(В )Р(А1В ) (11.6.7)

легко усматривается из доказательства формулы 
(11.6.6).

Если события А и В независимы, то
Р(А В) = Р(А) Р(В).

Вероятность совместного наступления двух незави­
симых событий равна произведению их вероятностей.

Для вычисления вероятности совместного наступ­
ления большего числа событий, например трех, 
используют формулу
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р{лхлгля)-цлхур{л21лхур{лг1лхл2),
где Р(А3/А1А2) — вероятность события А3, вычис­
ленная при условии, что события А х и А 2 уже 
произошли.

•  Пример 1. В ящике 60 груш сорта А и 40 груш сорта В. 
Отбирают 2 груши. Определить вероятности следующих событий:

а) обе груши сорта А;
б) обе груши сорта В ;
в) одна груша сорта А, а другая сорта В.
Р еш ен и е . Обозначим:
событие /4, = {при первом извлечении взята груша сорта А); 
событие Л2 = {при втором извлечении взята груша сорта А}; 
событие /?, = (при первом извлечении взята груша сорта В}\ 
событие /?2 = {при втором извлечении взята груша сорта В).  
Возможны следующие события: а) (Л , и Л2); б) (В 1 и В2); 

в) (Л , и В 2) или (/?, и Аг ). Находим:
60 59

а) Р(А.  и Л2) =------— =0,36;
1 2 100 99

40 39
б) Р(В .  и В , ) = --------- =0,16;

1 100 99
в) Р ( А ,В 2 или B i A1)=P(Al ) P ( B 1IAl H P ( B l ) P l A 2/Bl ) ^  

60 40 40 60
Так как события А. А,,  В . В 2, А. В , ,  

100 99 100 99 1 1  ‘ 2 1 :
А 2 в ,  образуют полную группу, то сумма их вероятностей рав­
на 1 .

Действительно, 0,36 + 0,16 + 0 ,4 8 = 1 .#

•  Пример 2. Всхожесть семян, предназначенных для посева, 
оценивается вероятностью в 98%. Вероятность попадания семян 
в благоприятные для прорастания условия равна 96%. Какой 
процент семян даст всходы?

Р еш ен и е . Обозначим Л, — событие = {семенной материал спо­
собен дать всходы}, А2 = {семена попали в благоприятные условия}.

Событие С=  {посеянные семена дадут всходы} состоит в со­
вместном наступлении событий А, и А2:

P (C )  = P{Al A2) = P{Al ) P ( A 2/Al ) = 0,9S 0,96 = 0,94.

Таким образом, взойдет 94% семян, ф

3. Теорема сложения вероятностей для случая, когда 
события совместны.

Т е о р е м а .  Вероятность появления хотя  бы одного 
из двух совместных событий равна сумме вероят­
ностей этих событий, минус вероятность их со­
вместного появления, т .  е.

Р(А + В) = Р{А)+Р(В)-Р{АВ). (11.6.8)
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По определению событие А + В состоит в наступ­
лении или события А В, или события А В, или 
события А В, следовательно,

А + В = АВ + АВ + АВ.
События, стоящие в правой части равенства, 

несовместны: появление одного из них исключает 
появление остальных. Поэтому

Р(А + В) = Р(А Б) + Р(ЯВ)+Р(АВ). (11.6.9)
Но А=АВ+АВ, Р(А) = Р(АВ)+Р(АБ)\ В=АВ+АВ, 
Р(В) = Р(АВ) + Р(АВ). Следовательно, Р(АВ) = Р(А) —
— Р(АВ), Р(АВ) = Р(В)—Р(АВ). Подставим эти значе­
ния в (11.6.9). Имеем

Р(А + В) = Р(А )+ Р(В )-Р(А В ). (11.6.10)
Теорема проиллюстрирована на рис. 115. Наступ­

лению события А или В, или А В отвечает фигура, 
изображенная штриховой линией. О н а ' состоит из 
фигур, отвечающих событию А и событию В, без 
фигуры совмещения А и В.

ф  Пример 4. В посевах пшеницы на делянке имеется 95% 
здоровых растений. Выбирают два растения. Определить вероят­
ность того, что среди них хотя бы одно окажется здоровым.

Пусть события А,  = {первое растение здоровое}; событие 
А2 = {второе растение здоровое}; событие Л ,- М 2 = {хотя бы одно 
растение здоровое}. Так как события А, и А2 совместны, то

Р(А1 +  Аг )~Р (А 1)+Р (А 2) -Р (А 1 Аг)ш
=0,95 + 0 ,9 5 -0 ,9 5  0,95 = 0,9975 а  !. •

Событие А, + А2 практически достоверно. Задачу 
можно решить и другим способом. При повторных ис­
пытаниях, как это имело место в задаче, появление хо­
тя бы одного события (Ах + А2) и непоявление события 
ни разу (А1А2)— события противоположные; тогда

Р(А1 + А2_ )= 1 -Р (Я 1Я2) =
= 1 - Р ( А 1)Р(А2)= 1  —0,0025 = 0,9975.

Как видим, получен один и тот же результат.
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•  Пример 5. В животноводческом комплексе для крупного 
рогатого скота для раздачи кормов работают 2  транспортера. 
Предположим, что вероятность безотказной работы в течение зимних 
месяцев каждого из них равна 0,9. Транспортеры работают при подаче 
электроэнергии независимо. Найти вероятность того, что в течение 
зимнего времени будут работать: а) хотя бы один транспортер; б) оба 
транспортера, в) ни один транспортер; г) только один транспортер.

Р еш ен и е . Пусть
событие А, = {безотказная работа первого транспортера};
событие А2 = {безотказная работа второго транспортера}.
События А, и А 2 совместны, так как работа одного не 

исключает работы второго и наоборот.
По определению суммы событий есть событие, состоящее 

в том, что работает хотя бы один транспортер At +A2. Имеем

Р (Л , + Л2) = />(Л 1 )+/>(,42 )—Р(Л , Л2) = 0,9 + 0 ,9—0,81 =0,99.

Событие At A2 состоит в том, что работают оба транспортера: 

Р(А1Аг )= Р ( А 1)- Р(А2)=0,9  -0,9 = 0,81.

Событие С={ни один транспортер не будет работать} состоит 
в совместном наступлении события А, и Я 2, т. е. это событие А,А2;

Р (А ,А2)= Р (А , )Р (А 2) = 0,1 0,1=0,01.

Вероятность наступления события мала, т. е. событие практически 
невозможно.

Событие = {будет работать только один транспортер} означает, 
что наступит или событие А,А2, или А,Аг . События Л ,Л 2 

и А2А, несовместны, появление события А,А2 исключает 
появление события А2А,.  Здесь имеет место событие А,А2 + 
+ А2А, : Р  (А,А2 и л и  A,A2) = P (A ,A 2) + P ( A 1Ai ) = P ( A 1) P ( J 2)+ 
+ Р ( А , ) Р ( А 2) = 0,9 -0.1+0.1 -0,9 = 0,18. •

§ 11 .7 . ТЕОРЕМА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ.
Ф О РМ У ЛА БАЙЕСА

Приведенная ниже формула объединяет теоремы  
сложения и умножения.

Т е ор е м а .  Вероятность события А, которое мо­
ж е т  произойти при условии осуществления одного из 
несовместных событий Blt В2,*В3. .... В„. образующих 
полную группу, определяется формулой

Р(А) = Р(В1)Р(А/В1)+ Р(В 2)Р(А/В2) + ...

... + P(Bn)P(A/Bn)=fdP(Bi)P(A/Bi).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  <= i
Д ля наступления события А необходимо и д о ­

статочно наступления или события АВ{, или события 
АВ2, или события АВ3, ..., или события АВп (рис. 116),
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А — A By + АВ2 + А В j  + ... + ЛВп.
Так как события АВ{ несовместны,

я

то P(A) = Y, Р(^В,), поэтому

Р (А )= Х  Р(В1)Р(А/В1). (11.7.1)
(-1

•  Пример. Азотное удобрение поступа­
ет на склад хозяйства из пункта 1 и пункта Рис.  116
2, причем, из 1-го пункта в 2 раза больше, чем из 2-го. Вероятность 
события = {удобрение из первого пункта удовлетворяет стандарту}
0,9, а соответствующая вероятность для второго пункта равна 0,7. 
Определить вероятность события А = {взятое для пробы на складе 
хозяйства удобрение удовлетворяет стандарту}.

Р еш ен и е . Обозначим
событие В , = {удобрение поступило из пункта 1}; 
событие В 2 = {удобрение поступило из пункта 2};
Находим

Р (Я ,)= 2/,. Р{Вг ) - %  РМ/Д|)=0,9, Р(Л/В2)=0,Т,  
P(A)^P{B i ) P ( A I B l ) + P ( B 1)P(AIBJ ) ^

= ’ / .о 1/з + 7Ло - 1/э = 54=0,В  (3).
Событие А имеет большую вероятность, оно практически 

достоверно, т. е. наступит в среднем в 83 случаях из 100. #
Формула Байеса*. Рассмотрим следующую задачу. 

На фермах А и В произошла вспышка заболевания 
ящуром. Доли заражения скота составляют соот­
ветственно '/б и lU- Случайным образом отобранное 
из одной фермы животное оказалось заболевшим. 
Найти вероятность события = {животное выбрано из 
фермы А}. Обозначим:

А = {отобранное животное заражено); 
событие By = {животное выбрано из фермы А}, 

Р(Ву) = 0,5;
событие В2 = {животное выбрано из фермы В}, 

Р(В2) = 0,5;
А/В. = {животное, отобранное из фермы А, за­

ражено);
А/В2 = {животное, отобранное из фермы В, зара­

жено}.
Вероятность события = {животное выбрано из фер­

мы А и заражено} можно записать в виде 
P i B J P i A / B J .

Но P(Bt)- Р(А/В1) = Р(Л) • Р (BJA), откуда
* Т. Байес (1702— 1761)— английский математик.
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(•>
или

2

Заменив в ( * ) Р ( у 4 ) н а  £  P(Bt)P(AJB,), получим

Формула ( * * )  является частным случаем формулы 
Байеса.

Рассмотрим задачу в общем виде. П усть в резуль­
тате испытания произошло событие А, которое 
могло наступить только вместе с каждым из событий
В,, В2, В3.......Вп, образующих полную группу; Р(В{),
Р(В2) , ..., Р(ВЛ) заранее известны. Требуется найти 
вероятности событий Вх, В2,..., Вп после испытания, 
когда событие А уже имело место, т. е. P(BJA), 
/= 1, 2.......п.

Проводя рассуждения, аналогичные приведенным 
при решении задачи, получим формулу

Эта формула называется формулой Байеса. По 
формуле (11.7.2) можно вычислить вероятности со­
бытий В{, когда событие А произошло, т. е. пере­
оценить вероятности.

•  Пример. Большая популяция людей разбита на 2 группы 
одинаковой численности. Диета одной группы отличалась высоким 
содержанием ненасыщенных жиров, а диета контрольной группы 
была богатой насыщенными жирами. После 10 лет пребывания 
на этих диетах возникновение сердечно-сосудистых заболеваний 
составило в этих группах 31% и 48%. Случайно выбранный из 
популяции человек имеет сердечно-сосудистое заболевание. Какова 
вероятность того, что этот человек принадлежит к контрольной 
группе?

Р еш ен и е . Обозначим:
событие /?, = {человек придерживался специальной диеты};
событие Вг = {выбранный человек принадлежал к контрольной 

группе};

( * * )
I  Р(В, )  Р(Л/В,)

Р (В М ) = - Ш р±А,*‘)
i  P(B, )P(AIBt)

(11.7.2)
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событие А/в, = {человек заболел при условии, что он придер­
живался специальной диеты};

событие А/В2 = {человек заболел при условии, что он принад­
лежал к контрольной группе};

событие А = {случайно отобранный человек заболел}.
Тогда, используя формулу (11.7.1), получим

Я(Л)=/>(в1)- P(AjB , )  + P{B2) Р(А/В2)= ‘/2 0,31 + */2 0,48 = 0,395.

Вероятность того, что человек, имеющий заболевание, принад­
лежит к контрольной группе определим по формуле (11.7.2). Имеем

Nil /II °’5 0-48 061 а  
P(BllA)~------Р\Л)------— W 9 T " 0,61- *

§ 11.8. ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ 
ЧАСТОТЫ ПОЯВЛЕНИЯ СОБЫТИЯ 
В НЕЗАВИСИМЫХ ИСПЫТАНИЯХ.

Ф О РМ УЛА БЕРНУЛЛИ

#  Задача 1. Допустим, что на опытной делянке посеяно 15 
семян. Примем, что всхожесть всех семян одинакова и равна 
80% *. Возможны следующие элементарные события:

А0 = {число семян, давших росток, равно 0};
/1 , = {число взошедших семян равно 1};
А2 = {число взошедших семян равно 2}; 

и т. д. и, наконец,
/1 15 = {все семена дадут всходы}.
Как найти вероятности этих событий, в частности, вычислить 

вероятность того, что из 15 посеянных семян взойдет ровно 12, 
безразлично в какой последовательности? ф

•  Задача 2. В течение февраля месяца десять коров дол­
жны отелиться. Допустим, что в приплоде будет 1 теленок. 
Условимся, что вероятность рождения бычка от каждой коровы 
постоянна и равна 0,5**. Возможно осуществление следующих 
событий:

А0 = {число родившихся бычков равно 0, все 10 телочки};
/1, = {число родившихся бычков равно 1, остальные 9 телочки}; 

и т. д. и, наконец,
А10 = {число родившихся бычков равно 1 0  и ни одной телочки}.

* Такое соглашение достаточно условно. Оно принято для 
того чтобы можно было использовать простейшую математичес­
кую модель задачи. В действительности всхожесть зерен, т. е. 
способность дать росток, для двух различных зерен не одинакова, 
т . е. мы рассматриваем не реальную задачу, а ее модель.

** Предположение также условно. Реально то, что каждое 
конкретное животное имеет не одинаковые возможности, в том 
числе и возможность Дать в приплоде бычка или телочку. И здесь 
мы абстрагируемся и переходим к модели.
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Найдем, например, вероятность того, что в 10 отелах число 
родившихся бычков 7, а телочек 3. Обе задачи можно обобщить 
одним абстрактным рассуждением. #

Рассмотрим серию из п независимых испытаний, 
в каждом из которых некоторое событие А имеет 
одну и ту же вероятность Р(А)=р, не зависящую 
от номера испытания.

Такая серия испытаний называется схемой Бер­
нулли.

Решим следующую задачу. В условиях схемы 
Бернулли определим вероятность Рк „ события, со­
стоящего в том, что при п повторениях испытания 
событие А, которое имеет одну и ту же вероятность 
появления в каждом испытании, произойдет ровно 
к раз безразлично в какой последовательности. 
Элементарными исходами испытаний являю тся:

событие А4 = {появление события А в i'-м  испыта­
нии} (/ -» !, 2, 3 ,. . . , и), Р(А()=р;

событие А ( = (непоявление события А в i-м ис­
пытании} (/=1, 2, 3 ,. . . , п), P{Ai)= \ —p = g.

Предположим, что событие А имело место в к пер­
вых испытаниях и не произошло в п — к последующих, 
т. е. в соответствии с определением произведения 
событий, произошло событие А 1А2А3...АкЛк + ,...А я. 
Так как испытания независимы, то, применив теорему 
умножения вероятностей, получим

*̂(•̂ 1 А2А3...АкАк+ j ...AH)= pkg" \

Появление события А ровно к раз и события 
А ровно п — к раз с такой же вероятностью возможно 
и в другой последовательности, т. е. другим спосо­
бом. Например, событие А может наступить в 1 
первых испытаниях, не появиться в испытаниях, 
номер которых от к до и —1, и снова появиться 
в последнем, w-м испытании. Число способов наступ­
ления сложного события, состоящего в появлении 
события А именно к раз и непоявлении п — к раз 
равно числу всевозможных множеств, которые можно 
образовать из п элементов по к элементов, и от­
личающихся только составом. Число таких множеств

я!
равно C S "  1 [см. формулу (11.2.3)].

Итак, вероятность наступления события А ровно 
к раз и события А ровно п — к раз равно p kgn~k
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и это сложное событие может произойти одним из 
Cjj способов. По теореме сложения вероятностей

_к _я-4 I _к _и-к I I „1 - 11-1

Р к т=*Р * t ? .g  у f . .  ;=C*mPkg ' - k. ( 1 1 . 8 . 1 )  
с ;  раз

Учитывая (11.2.3), запишем формулу (11.8.1) в виде

Это формула Бернулли. Здесь п — число повторений 
независимых испытаний; к — число испытаний, в ко ­
торых событие А произошло (число успехов); р  —  
вероятность появления события А в одном исп ы та­
нии; g — вероятность непоявления события А в одном  
испытании С? = 1-/>); Рк.ш —  вероятность слож ного 
события, состоящего в том, что при п испытаниях 
событие А наступило ровно к раз.

Вернемся к сформулированным выше задачам .
•  1. Число посеянных ссмян равно числу независимых испы та­

ний, т. е. л=15,числов «успехов» к  = 12,/> = 0 ,8 ,g=  1 —0,8 = 0,2. Тог д а

IS1 1 3 -1 4 1 5
^ , , - ^ 0 . 8 l i 0 . 2 » J i ^ 0 . 8 ‘ , 0 ^ -

= 13-35-0,81 J-0,008 *0,2551.

Событие «12 из 15» имеет небольшую вероятность. Если н а­
блюдать такие серии повторений испытаний, то 1 2  успехов из 
15 испытаний будут иметь место в среднем в 25 сериях из 100.

2. Число наблюдаемых коров принимаем равным числу не­
зависимых испытаний, т. е. л = 1 0 , Ас = 7, р= 0 ,5 , g = 0 ,5 . Н аходим

f7 lo W d - ^ 0,5T0’53" T ^ 0,5lO3,120 0'5,Oa0,12-
Можно показать, что Р } ю (вероятность рождения 5 телочек 
и 5 бычков) больше, чем Р у .м ,  а следовательно, и сам о  событие 
более возможно, чем рождение 7 телочек и 3 бычков

10! 6  7 - 8 - 9 1 0  
Л л , " 5Гй 0 3 5 ) Г ' 2~з'-4~5 ° ’5  - ° ’25' *

Вероятнейшее число появлений события при по­
вторении испытаний.

•  Задача 3. Садовод сделал осенью 6  прививок. По оп ы ту 
прошлых лет известно, что после зимовки 7 из каж ды х 10 
черенков оставались жизнеспособными. Какое число прижившихся 
черенков наиболее вероятно?
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Р еш ен и е . Будем условно считать, что вероятность события, 
состоящего в том, что привитый черенок приживется, одинакова 
для всех черенков и равна 0,7 и что испытания независимы*. 

Составим следующую таблицу, учитывая, что /> = 0,7, £ = 0,3.

Таблица П.1

Веро­
ятно­
сти

Число
при­
жив­

шихся
черен­

ков

0 1 2 3 4 5 6

Р , л

с2-о,з‘ х
х0,7®

С»-0,7х
хО,35

Cj-0,72 х 
х0,3*

CjO,7J x
xO,3J

с г о г х
х0,32

Cj-0,75 х 
х0,3

С{ 0,7‘ х 
х0,3°

0,0007 0,0102 0,0593 0,1852 0,3241 0,3025 0,1176

Из таблицы видно, что наибольшая вероятность соответствует 
событию, состоящему в том, что приживутся 4 черенка. Сле­
довательно, это событие болсс возможно, чем всс остальные. О 

Решим задачу в общем виде, не составляя приведенную 
выше таблицу.

Обозначим число появлений события А, имеюще­
го наибольшую вероятность при п испытаниях, через 
к0. Тогда

(П .8.3)

(П .8.4)
Из (11.8.3) имеем

Ль„+1.» 1
Л ...

или, учитывая формулу Бернулли (11.8.2),
п!

------ 1---- :'Pkog"~kк0'.(п-ко)'.

Н г т т г * 1 (П -8-5)

* Строго говоря, результаты прививок, сделанных одним 
человеком, не являются независимыми. Кроме того, возможность 
успешного подвоя у каждого черенка не одинакова. Поэтому 
и результат решения действителен не для конкретного явления, 
а для его модели.
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Из последнего неравенства следует, что 
(n -k 0)p^(k0+\)g.

После перегруппировки получаем
n p -g ^ k 0(p+g),

откуда имеем
n p -g ^ k 0. (11.8.6)

Запишем следствие из неравенства (11.8.4)
Ло-1.. < 1.

Выполняя те же преобразования, что и для
(11.8.3), имеем

Л, - 1,||__ - <с 1
Л  о .. п - к 0 + 1 р ^

или
k0(g+p)^np+p,

откуда окончательно получаем
к0 ^пр+р. (11.8.7)

Объединяя (11.8.6) и (11.8.7), имеем
n p -g ^ k 0 ^np+p. ( 11.8 .8)

Числа пр—g и пр+р отличаются на единицу. Поэтому, 
если np—g — дробное число, то пр+р— также дробное 
и неравенство (11.8.8) определяет одно к0. Если np—g :— 
целое число, то и пр+р — также целое; тогда числа к0 и 
к0+ 1 будут иметь равную и наибольшую вероятность.

В задаче о садоводе вычислим к0. Имеем п = 6, 
p = 0 J ,  g = 0,3; n p -g  = 6 -0 ,7—0,3 = 3,9; пр+р = 6-0,7 + 
+ 0,7 = 4,9; 3,9=$ * o!s:4,9; к0 = 4.

5 11 .9 . ЛОКАЛЬНАЯ И ИНТЕГРАЛЬНАЯ 
ТЕОРЕМЫ М У А В РА —ЛАПЛАСА*

•  Задача. На опытном поле посеяно 1500 ссмян. Найти 
вероятность события, состоящего в том, что всходы дадут ровно 
1 2 0 0  семян, если условно считать, что каждое зерно взойдет 
с вероятностью 0,9**.

* А. М уавр (1667— 1754) — английский математик. П. С. Лап­
лас (1749— 1927) — французский математик, физик и астроном.

** См. примечание на с. 283.
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По формуле (11.8.2), учитывая, что л=1500, Аг= 1200,/>=0,9,
# = 0 , 1 , находим

1500! . Q  q ! 200 . q  | 300

Получение ответа сопряжено с немалыми вычислительными тру­
дностями. Ясно, что при большом числе п повторений испытаний 
вычисление вероятностей по формуле Бернулли становится гро­
моздким.

Приближенная формула для частного случая 
р = 1/2 впервые была доказана М уавром в 1730 г., 
а впоследствии Лаплас привел обобщенную формулу 
для 0</><1.

Т е о р е м а .  Если вероятность наступления собы­
тия А в каждом из п независимых испытаний 
постоянна и равна р(0<р<\), т о  справедлива сле­
дующая формула:

где Рк я — вероятность того, что при п испытаниях 
событие А появится ровно к раз (к испытаний 
успешны) ; g = \ —p— вероятность непоявления со­
бытия А в одном испытании. Для практических 
целей используют приближенное равенство — следст­
вие из формулы (11.9.1):

Формула (11.9.2) дает тем более точный резуль­
тат, чем больше число п.

Для функции cp(.t) составлены таблицы. Так как 
ф(дг) зависит от х в четной степени, то cp(.v) = cp( — дг). 
Поэтому таблицы составлены для значений д-^0 
(см. Приложение 1).

•  Пример. В задаче 1 (см. § 11.8) было найдено />,2.|5=0,2551. 
По формуле (11.9.2), при я =15, А; = 12, /> = 0,8, £ = 0,2, имеем

)  = 0, (11.9.1)

(11.9.2)

я/>£=15 0,8 0,2 = 2.4; 

к - п р  12—15 0.8 1 2 -12  

s^Pg '5 "0,8-0,2 v/^ 4
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<р(0) = 0.3989; 0,3989 = 0,2581.

Как видим, даже при небольшом числе испытаний (я = 15) 
погрешность в результате замены точной формулы приближенно 
равна 0,003.

Вернемся к исходной задаче и найдем Р uoo. isoo по формуле 
(11.9.2). При п=  1500, к  = 1200, р  =Ь,9, £ = 0,1 имеем

Как видим, вероятность мала. Событие, состоящее в том, что 
из посеянных 1500 семян взойдет ровно 1200, при одной серии 
испытаний, практически не произойдет. #

И н т е г р а л ь н а я  т е о р е м а  М у а в р а  — Л а п л а ­
са .  Если вероятность наступления события А в каж­
дом из п независимых испытаний постоянна и равна 
р (0 </><!), т о  справедлива формула

где P(kit к2) — вероятность того, что при п повторе­
ниях испытания событие А произойдет не менее 
чем к. и не более к2 раз. При решении задач 
применяют следствие из теоремы:

Интеграл Гe~:‘,2d: не выражается через элементарные 
функции. Для вычисления вероятностей по формуле
(11.9.3) используют хорошо изученную функцию

_  1200 — 1500 0,9 _ 150 _ 150 

,/1500 0,9 0.1 у/135

<р(-12,91)=ф(12,91)*6,3 1 0 '4 ;

\'"Pt

(11.9.3)

где
* 1  - п р ____к ^ п р----  * -*2 ----  • (11.9.4)
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ф(*)= j c~ ,2'2dz.
X

0 (11.9.5)
Для нее составлены 
таблицы, а график 
изображен на рис.
117. Функцию Ф(х)  

Рис 1,7 часто называют фун­
кцией Лапласа (см. Приложение 2). Функция Ф(х)  
нечетная, Ф(х )  = — Ф( — х), так что таблицы состав­
лены только для х^О.

Используя обозначения, принятые в (11.9.4) 
и (11.9.5), запишем формулу (11.9.3) в виде

*2 О *1

P(klt Jt2) * —U  j* e ‘ ,,/J<fe = je ~ ,,,2dz+-— :

*. *1 0 
или окончательно в следующем виде:

P(k t , * 2)«Ф (л-2)-Ф (лг,). (11.9.6)
ф Пример. В лаборатории из партии ссмян, имеющих всхо­

жесть 90%, высеяло 600 ссмян. Найти вероятность собы­
тия = {число ссмян, давших всходы, не менее 520 и не более 
370}, если принять, что каждое посеянное зерно взойдет с одной 
и той же вероятностью Р = 0,9*.

Р еш ен и е . Имеем п = 600, р=  0,9, £ = 0.1, следовательно,

Р(П0 ,  570 )*Ф (х2) - Ф ( т 1),

520 -  600 0,9 20 570 -  600 0,9
где дг, * = 2,72, = 4,08;

600 0,9 0,1 7,35 ............. .. 7,35

Р  (520, 570) *  Ф (4,08) -  Ф ( — 2,72) = 0,49996 + 0,4967 = 0,99. 

Событие практически достоверное. •

$ 11 .10 . ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ТЕОРЕТИКО­
ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕТОДОВ 

В СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОЙ ПРАКТИКЕ

Сельскохозяйственное производство, как ни одно 
другое, подвержено воздействию многочисленных 
факторов, часто скрытых от непосредственного на-

* См. примечание на с. 283.
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блюдения. Проследить все эти зависимости и дать 
их количественную характеристику невозможно. Есте­
ственно, что при изучении любого процесса, и в ча­
стности в растениеводстве и животноводстве, стре­
мятся выделить главные связи, определяющие ос­
новные особенности изучаемого процесса и пренеб­
речь второстепенными.

Если известны условия осуществления некоторого 
процесса в виде определенных требований или огра­
ничений, то теория вероятностей как математическая 
наука дает возможность прогнозировать этот процесс 
на основе изучения соответствующих теоретико-веро- 
ятностных моделей, причем прогноз будет тем точнее, 
чем лучше (детальнее) вероятностная модель отражает 
сущность изучаемого процесса. Вместе с этим, изучая 
модели и устанавливая вероятность некоторого со­
бытия— как результата осуществления комплекса 
условий, определяющих изучаемый процесс, мы име­
ем возможность получить важные практические ре­
зультаты и руководствоваться ими в конкретных 
условиях производства.

ф Пример 1. Рассмотрим случайное событие А, состоящее 
в том, что урожайность пшеницы (ц/га) с ланного поля заключена 
в некотором интервале [в ,, а 2 ], например 35—45 ц. Событие 
А следует рассматривать как очень сложное. Условимся, что 
событие А может наступить только при осуществлении следующих 
важнейших, определяющих А событий*:

А, — посевной материал отвечает стандарту, т. е. его генетичес­
кий потенциал способен дать урожайность в заданных пределах;

А2 — норма посева на единицу площади соответствует планиру­
емой урожайности;

A j  — подготовка почвы к посеву выполнена с соблюдением 
требований агротехники;

ЛА— содержание влаги, необходимое для роста и развития 
растений, оптимальное;

A s — содержание питательных веществ в почве обеспечено;
At  — количества тепла и света, необходимые для роста 

и развития растений в соответствующие периоды, не отклоняются 
от расчетных (в том числе с учетом целенаправленной деятель­
ности человека по соблюдению теплового и светового режима);

А 7 — уход за посевом осуществлен в соответствии с требова­
ниями агротехники;

А,  — уборка прошла без потерь.

* В действительности событие А может наступить, если 
какое-нибудь из событий /4, не произойдет. Правда, вероятность 
Р ( А ) при этом будет меньше, чем при принятом соглашении.
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События Л,, 1= 1 , 2, 3, 8 , назовем составляющими. Каждое 
из них, в свою очередь, является событием сложным и состоит 
в совместном наступлении других менее сложных событий. 
Например, событие Аг  наступит, если осуществятся события: 
А 2 1 — средняя масса зерна соответствует ' номиналу, 
А22 — высевающий аппарат отрегулирован, A2S— влажность от­
вечает расчетной и т. д.

Итак, для того чтобы наступило событие А, необходимо 
совместное осуществление событий A,, i== 1, 2, ..., 8 , т. е.

А = A i Л2 Аз А+А$ Л^Ат Ag. (11.10.1)

Выражение (11.10.1) является простейшей теоретико-вероятностной 
моделью процесса возделывания пшеницы. Так как каждое событие 
является случайным, то P(At ) < 1.

Естественно предположить, что числа P(At)  различны. Для 
оценки значений P(At ) необходимо иметь обширный статистичес­
кий материал. При этом, даже если бы такой материал и был 
собран и обработан, то он был бы пригоден только для 
прогнозирования результатов деятельности, протекающей в точно 
таких же условиях и по тем же законам, что и изучаемый процесс.

Предположим, что события At имеют следующие достаточно 
большие вероятности: а) /*(у4л) =0,90; б) /'(Л,) =0,95; в) 
Р(А,)  =0,99.

События А, в  общем случае можно считать зависимыми, 
а соответствующие вероятности условными. Тогда по теореме 
умножения вероятностей и с учетом ( 1 1 . 1 0 . 1 ) получаем:

а) при Р (Л ,)= 0 ,9

Р(  А) = 0,9 • 0,9 0,9 0,9 ■ 0,9 • 0,9 ■ 0,9 • 0,9 -  0,9s = 0,43;

б) при /*(Л,)=0,95

Р(А )  =0,95’  = 0,66;

в) при />(/4|)=0,99

Р( А )  =0,99® = 0,92.

Сравнивая полученные вероятности, мы видим, что при 
программировании урожая на основании данных науки и пере­
дового опьла необходимо стремиться получать максимальные 
значения вероятностей осуществления событий А,, /=1, 2, 3, ...,
8 , сообразуясь при этом с законами экономики. ф

0  Пример 2. Рассмотрим сложное событие А, состоящее 
в том, что' при откорме свиней масса животного к шестимесячному 
возрасту попадает в некоторый интервал [C t , С2] . Интервал 
рассчитан при условии, что происхождение, содержание и корм­
ление животных отвечают необходимым требованиям. Условимся, 
что событие А может осуществиться только в результате со­
вместного наступления следующих событий.

А , -  {происхождение животного соответствует его номиналь­
ной породе};''
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Л2 = {кормление животного осуществляется по научно обо­
снованным рекомендациям};

Ау — {условия содержания животных отвечают научно обо­
снованным требованиям}.

Тогда
A = A, A2 А}. (11.10.2)

Для того чтобы наступило событие А,,  необходимо совместное 
осуществление следующих событий:

Л , , = {порода родителей отвечает номиналу};
>4,2 = {соблюден метод разведения};
А1} = {морфологические, физиологические, продуктивные каче­

ства родителей сохранились без изменения};
А 14 = {возраст родителей соответствует необходимым требова­

ниям получения наилучшего потомства};
А, 5 = {сочетаемость родителей имела место};
Л 16 = {продолжительность опороса отвечает физиологически 

обоснованной норме};
Ап  = {при рождении порядковый номер поросенка отвечает 

наилучшему числу};
А,,  = {живая масса поросенка при рождении отвечает стан­

дарту};
-4,9 = {событие, зависящее от номера соска свиноматки, соот­

ветствующего данному поросенку};
ю = {соблюдена продолжительность подсосного периода}.

Рассмотрим событие Аг ■ Примем условно, что это событие 
возможно только при совместном осуществлении следующих 
событий *:

Ац  = {содержание обменной энергии в рационе обеспечено};
А22  = {содержание сухого вещества в рационе выдержано};
А2 з “ (содержание перевариваемого протеина отвечает расчет­

ному};
А24  = {содержание в рационе лизина выдержано};
Аг% = {структура рациона выдержана};
A2i = {степень измельчения кормов отвечает зоотехническим 

требованиям}.
Событие А 2 7 состоит в том, что в рационе выдержано 

необходимое по зоотехническим требованиям содержание различ­
ных веществ (метионина и цистина. триптофана, сырой клетчатки, 
кальция, фосфора, натрия, хлора, железа, меди, марганца, кобаль­
та, иода, цинка, каротина, ретинола, эргокальциферола, токофе­
рола, тиамина, рибофлавина, пантотеновой кислоты, холина, 
никотинамида, пиридоксина, цианкобаламина).

А2Я = {в рационе включены все ферменты};
A2i  = {в кормах отсутствуют вредные примеси};
/42ю = {производится тепловая обработка кормов};
А2 и  = {влажность кормовой смеси отвечает необходимым 

требованиям};

* См. примечание на с. 291.
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и  “ {кратность кормления соблюдается};
А2 |э “  {имеет место свободный доступ к питьевой воде};
Ai i« = {качество воды хорошее}.
Осуществление события А,  возможно только при совместном 

наступлении следующих событий *.
Лэ! ■= {требуемое качество подготовки помещения перед запол­

нением животными выполнено};
А32 = {НЬголовье свиней в изолированной секции однородно};
/4зз ={ конструкция станка соответствует необходимым условиям};
Аз4 = {количество животных в одном станке не превышает 

нормы};
/<35 = {площадь станка на I голову выдержана};
Аз* = {площадь логова на 1 голову выдержана};
АЪ1 = {теплопроводность логова отвечает необходимым тре­

бованиям};
Лз* = {разность в живой массе животных в одном станке 

допустимая};
А 39  = {событие, зависящее от количества перегруппировок 

животных};
4} ю = {температура в помещении оптимальная};
Аз и  = {влажность воздуха в помещении выдерживается на 

необходимом уровне};
л з 1] “ {скорость движения воздуха поддерживается на необ­

ходимом уровне};
* з  и  = {содержание в воздухе углекислого газа, аммиака, 

сероводорода, пыли, микроорганизмов в помещении соответствует 
норме}; *

i«  = {событие, зависящее от освещенности};
Лэ is  = {продолжительность светового дня отвечает необходи­

мым требованиям};
Лэ 16 = {имело место необходимое облучение ультрафиолето­

выми и инфракрасными лучами};
A j  , 7 = {обеспечен полноценный моцион животных}.
События Ai ,  А2, Аз можно считать независимыми, события

-<ii, 1=1, 2. 3......... 10; А2/, 7 - 1 ,  2, 3, ..., 14, и Лз„ *= 1 , 2,
3, ..., 17, следует полагать зависимыми и использовать при 
расчетах их условные вероятности.

Пусть вероятности событий Аи , A2J, Аи  достаточно большие. 
Рассмотрим три их уровня: а) /> = 0,90; б) /> = 0,95; в) /> = 0,99. 
Учитывая (11.10.2), имеем

A = A,A2 Aj = Al l Al 2Ai j . . .AIoA2 i^2 i^23 - -^ i  1* ^ 3 1^ 3 2^ 3 3 --- ^ з  п !
= 0 ,910 0 ,9“ - 0 .917 = 0,9“1 =0,013;
=0,95‘ °- 0,95“  • 0 ,9 5 '7 = 0,9541 =0,077;
= 0,9910- 0,99“  - 0,99‘ 7 = 0 ,99*'= 0,66.

Как видим, даже при больших вероятностях составляющих 
событий вероятность осуществления события А небольшая.

а) Р
б) Р
в) Р

* См примечание не с. 291.
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Положим теперь, что Р( А )  =0,729. Для получения Такой 
вероятности необходимо, чтобы условия производства обеспечи­
вали вероятность осуществления событий At , Аг , А3, равную
0,9; событие Аи  должно иметь место с вероятностью 0,99; 
А ц — с вероятностью 0,993; Ask— с вероятностью 0.9J4.

В действительности же вероятности событий Аи , Аг1, Азк не 
являются достаточно большими, поэтому событие, состоящее 
в том, что по достижении определенного возраста масса живо­
тного, попадает в заданный интервал, происходит не очень часто.

Условия производства должны быть организованы так, чтобы 
события Ац, Aif, А и  были практически достоверны. Разумеется, 
при расчетах для каждого конкретного случая должны быть 
учтены экономические соображения.

Из примеров 1 и 2 видим, какое большое значение 
в сельскохозяйственном производстве имеет соблюде­
ние технологической дисциплины. Только в этом 
случае практически достоверно осуществление каж­
дого составляющего события. Тогда конечный ре­
зультат, как следствие совместного наступления 
составляющих событий будет иметь вероятность, 
близкую к единице.

§ >1 .1 1 . вы воды

Теория вероятностей — наука о количественных 
закономерностях моделей случайных явлений. В от­
личие от строго детерминированных зависимостей, 
рассмотренных в первой части учебника, в теории 
вероятностей простейшие закономерности изучаемых 
процессов и явлений устанавливаются при фик­
сировании результатов большого числа повторений 
испытаний.

Главным понятием теории вероятностей является 
понятие события. Событие — это качественный ре­
зультат испытания. Следующим основным понятием 
является относительная частота события. Давно 
замеченное свойство частоты— ее устойчивость с ко­
лебаниями около некоторого постоянного числа — 
используется человеком в его практической де­
ятельности. Это постоянное число, около которого 
группируются относительные частоты события при 
нескольких сериях испытаний с возрастающим чис­
лом повторений и есть вероятность события. 
Вероятность — численный показатель возможности
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наступления события. Это определение вероятности 
события принято называть статистическим. Веро­
ятность можно найти только в результате проведения 
многократно повторенных испытаний. Существуют 
задачи, когда показатель возможности осуществления 
события может быть заранее предсказан. Для 
этого надо знать число так называемых эле­
ментарных случаев или событий, благоприятст­
вующих осуществлению данного события. Тогда 
вероятность события А равна отношению числа 
равновозможных элементарных событий, благопри­
ятствующих появлению события, к общему числу 
случаев, возможных в данном испытании:

Р{А) = ~.п
Вероятность сложных событий вычисляют через 
вероятности простых событий, используя теоремы 
сложения и умножения, формулы полной вероят­
ности, формулы Байеса, локальную и интегральную 
теоремы М уавра — Лапласа.

Показано, какие практические выводы можно 
сделать из того, что известна вероятность собы­
тия. При этом важно руководствоваться следу­
ющим: 1) если установлено, что вероятность неко­
торого сложного события мала, то можно быть 
уверенным, что при одном испытании это событие 
не произойдет; 2) если вероятность события велика, 
то также можно утверждать, что при одном ис­
пытании оно произойдет. Ответ на вопрос, насколько 
должны быть «м алы » или «велики» вероятности, 
зависит от конкретной задачи. Вообще достаточно 
малыми вероятнЬстями принято считать следую­
щие: 0,1, 0,05, 0,01, а достаточно большими — 0,9, 
0,95, 0,99.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Что является предметом теории вероятностей?
2. Что называется событием?
3. Дайте определение событий: а) случайного; б) достовер­

ного; в) невозможного.
4г Какие события называются совместными, несовместными, 

равново'Ыожными, образующими полную группу, противополож­
ными? Приведите примеры.
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5. Что называется относительной частотой события? Какие 
свойства относительной частоты вы знаете?

6. Дайте статистическое определение вероятности события.
7. Приведите определение вероятности события через показа­

тели, благоприятствующие наступлению события.
8. Что такое сумма и произведение двух событий, нескольких 

событий?
9. Сформулируйте теорему сложения вероятностей в случаях:

а) события несовместны; б) события совместны.
10. Дайте определение условной вероятности события.
11. Сформулируйте теорему умножения вероятностей и ее 

следствия. Запишите формулу полной вероятности события. До­
кажите формулу Байеса.

12. В чем состоит задача вычисления вероятности частоты 
появления события. Запишите формулу Бернулли и определите 
смысл входящих в нее параметров.

13. Сформулируйте локальную теорему М уавра — Лапласа.
14. Сформулируйте интегральную теорему М уавра — Лапласа.

ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ

1. В коробке 150 яблок. Из них 3 яблока поражены болезнью 
в явной форме. Чему равна относительная частота появления 
пораженного яблока?

2. Относительная частота появления клубней картофеля, име­
ющих механические повреждения при уборке, равна 0,15. В корзине 
350 клубней. Сколько клубней окажется поврежденными?

3. Известно, что всхожесть пшеницы составляет 90%. Сколько 
необходимо взять зерен, чтобы взошло 360 растений?

4. Всхожесть семян дикой яблони равна 60%. Сколько 
потребуется высеять семян, чтобы получить 120 ростков?

5. Для определения всхожести пшеницы посеяли две серии 
по 200 зерен. Получено соответственно 189 и 193 всхода. 1) Какова 
относительная частота всхожести в каждой серии? 2) Чему равна 
процентная всхожесть пшеницы?

6. В стаде 200 коров, из них 90 не превышают трехлетнего 
возраста. Наудачу отбирается одно животное. Найдите вероят­
ность того, что возраст коровы не менее 3 лет.

7. На молочном комплексе 10% коров имеют удой свыше 
3600 кг, 25% коров— от 2800 до 3600 кг, остальные — менее 
2800 кг. Определите вероятность того, что удой наудачу выбранной 
коровы свыше 2800 кг.

8. В двух отсеках зернохранилища находится посевной матери­
ал (пшеница). Семена первого отсека имеют всхожесть 80%, 
второго — 85%. Отбирается по 1 зерну из каждого отсека. Найдите 
вероятности следующих событий: А— оба зерна дадут всходы; 
В — одно зерно взойдет, а другое — нет; С — оба зерна не дадут 
всходов. Проверьте равенство

Р(А)  + Р ( В )  +/>(С) = 1.
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9. Из S лучших в хозяйстве свиноматок надо выбрать трех 
для выставки. Сколькими способами можно сделать выбор?

10. Исследователь зафиксировал результаты полевого опыта 
с 20 делянок и внес результаты в ЭВМ. При распечатке ведомости 
результаты «смешались».

а) Найдите вероятность того, что при этом каждой делянке 
соответствует верный результат.

б) Какова вероятность того, что для 19 делянок в распечатке 
указан верный результат?

11. В хозяйстве S участков земли, которые необходимо занять 
под 5 культур. Какова вероятность того, что произвольное 
закрепление культур за участками совпадает с запланированным?

12. Эффективность некоторой вакцины в формировании им­
мунитета составляет 75%. Вакцинировалось два животных. Пусть 
At и А2— события, состоящие в том, что соответственно первое 
и второе животное приобрели иммунитет. Найдите вероятности 
следующих событий: А = {оба животных приобрели иммунитет}; 
В=  {одно животное приобрело иммунитет}; С= {ни одно животное 
не приобрело иммунитет}; £> = {хотябы одно животное приобрело 
иммунитет}. Являются ли зависимыми события: А, и А2. А, и А2,
A, и Аг?

13. Вероятность рождения бычка или телочки при отеле 
принята равной 0,5. Сколько раз должна телиться корова, чтобы 
с вероятностью 0,9 иметь хотя бы одну телочку?

14. Некоторая популяция растений состоит из особей трех 
типов, помеченных АА, Аа, аа. Численность каждого типа 
составляет соответственно 200, 600 и 50. Из популяции выбирают 
одно растение. Найдите вероятности событий:

а) выбранное растение принадлежит к типу АА;
б) выбранное растение принадлежит к типу АА или Аа.
15. В клетке 6 белых и 4 серые мыши. Случайно отбирают

3 мышей, не возвращая обратно. Вычислите вероятности событий: 
Л = {все три мыши белые}; В=  {две белые и одна серая}; С={двс 
серые и одна белая}; 0= {всс три серые}.

16. Для некоторой местности среднее число солнечных дней 
в июле составляет 25. Найдите вероятность того, что первые
3 дня июля солнечные.

17. В корзине 12 плодов. Из них 3 поражены болезнью в скрытой 
форме. Из корзины последовательно извлекают два плода. Вычислите:

1) вероятность того, что первый взятый плод больной;
2) вероятность того, что второй вынутый плод будет больным 

при условии, если первый оказался здоровым.
18. В ящике 30 яблок. Из них 3 поражены болезнью в скрытой 

форме. Последовательно без возвращения достают 3 яблока. 
Какова вероятность того, что они здоровы?

19. В корзине 12 яблок, из них 4 сорта А, остальные сорта
B. Взяли 3 яблока. Найдите вероятность следующих событий:

событие С , = {среди взятых 3 яблока сорта А};
событие С2 — {взято 3 яблока сорта В};
событие C j = {взято 2 яблока сорта А и одно сорта В}.
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20. Коэффициент использования рабочего' времени (относи­
тельное время) двух комбайнов соответственно равен 0,8 и 0,6. 
Учитывая, что остановки в работе каждого комбайна случайны 
и независимы одна от другой, определите относительное время:

1) совместной работы комбайнов;
2) работы только одного комбайна;
3) простоя обоих комбайнов.
21. Коэффициент использования рабочего времени у 3 трак­

торов соответственно равен 0.8, 0,7 и 0,6. Учитывая, что остановки 
в работе каждого трактора случайны и независимы одна от 
другой, найдите относительное время:

1) совместной работы всех тракторов;
2) совместной работы двух тракторов;
3) работы только одного трактора;
4) простоя всех тракторов.
22. Вдоль длинных стен животноводческого комплекса про­

ложено два транспортера, работающих независимо. Предположим, 
что вероятность безотказной работы каждого из них в течение 
дня равна 0.9. Определите вероятность безотказной работы обоих 
транспортеров:

а) в течение одного дня;
б) в течение ближайших шести дней.
23. У шести животных имеется заболевание, причем вероят­

ность выздоровления равна 0,98. Какова вероятность того, что:
а) выздоровят все шестеро животных; б) не выздоровит ни 
одного; в) выздоровят только пятеро?

24. Вероятность события= {одно посеянное зерно пшеншц»! 
не прорастет} равна 0.009. Какова вероятность события = {из 
1000 семян не прорастет: а) равно 8?}; б) = {не более 5 семян?};
в) = {не менее 5 семян}?

25. В хозяйстве имеется 6 гусеничных и 4 колесных трактора. 
Вероятность события = {за время выполнения некоторой работы 
гусеничный трактор не выйдет из строя} равна 0,95, а для колесного 
трактора эта вероятность равна 0,8. Для выполнения некоторой 
работы произвольно выбирается трактор. Найдите вероятность 
события = {до завершения работы трактор не выйдет из строя}.

26. В трех корзинах находится картофель. В первой 10% 
поврежденных клубней, во второй — 15%, в третьей — 10%. Из 
наудачу выбранной корзины беру г один клубень. Какова вероят­
ность события = {клубень не поврежден}?

27. В двух корзинах находятся яблоки. В первой 20 шт., нз 
них 5 поврежденных, во второй — 30 шт., из них 6 поврежденных. 
Из наудачу выбранной корзины взяли одно яблоко.

1) Какова вероятность события = {яблоко будет не повреж­
дено}?

2) Яблоко оказалось не поврежденным. Какова вероятность 
события = {яблоко взято из: а) первой корзины}; б) = {второй 
корзины}; какое из событий а) или б) более вероятно?

28. Вероятность события = {американский лось перенесет зи­
му}, оценивается в 80%, если лось здоров, и в 30%, если он болен.
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а) Если в популяции больны 20%  лосей, то  какая доля  
популяции перенесет зиму?

б) Если волки убиваю т 80%  здоровых и 70%  больных лосей, 
из тех, которые не выживают за зиму, то какую долю  от всей 
популяции составляю т лоси, убитые волками за зиму?

29. Лабораторное животное либо здорово (с вероятностью
0,9), либо нет. Если животное здорово, то  оно может выполнить 
некоторое задание в 75%  всех попыток. Если животное нездорово, 
то оно способно выполнить это задание лишь в 40%  всех 
попыток. Допустим, что предпринимается попытка и животное 
не справляется с заданием. Какова вероятность того, что животное 
здорово?

30. Вакцина формирует иммунитет у животных против тубер­
кулеза в 95%  случаев. Вакцинировалось 30%  животных. Вероят­
ность заболеть туберкулезом у вакцинированного животного без 
иммунитета такая же. как у нсвакцинированного. Какова веро­
ятность того, что животное, заболевш ее туберкулезом , бы ло  
вакцинировано?

31. Предприятия L, Л/, N производят соответственно 25, 30 
и 45%  запасных частей одного наименования к доильны м  
аппаратам, которые поступают на центральную базу. Д оля брака 
для  них составляет соответственно 1, 2 и 3% . Взятое наугад  
изделие оказалось бракованным. Вычислите вероятности того, 
что оно сделано на предприятии L, на предприятии М ,  на 
предприятии N.



ТЕОРЕМ Ы СЛОЖКИИЯ И УМ НОЖ ЕНИЯ 1ЕРОЯТНОСТЕЙ

цл. ч. цЛ)*Л*)

Теорема сложения

Ши
ЦЛМ) -  цлуцв/л) -  события 4  ■ f  J 

Л(ЛЛ) -  Р(4)*Р(Я) -  события Л т В * г \  

Теорема ум

ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ

А • А В у *  A 3 t *  Л Л ^ * .  *А З „

П*>- СI -1 
формула^  у ЛV*) - --------------

г  rw w *
4-1

Повторим* независимы* испытм 
Ф о р м уя* Б*риулли

-#V"k

I
ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ МУАВРА - ЛАПЛАСА
лояльная __ 1___

» -*‘/4 ‘ -W 
W - J R -  , - 7ZT

П*1. У -♦<*»)-•(«!)

' • т у  ’ ' - т у



Г л а в а  12 
Случайные величины

В этой главе рассматривается еще одно из 
важнейших понятий теории вероятностей — случайные 
величины. Основная цель главы — рассмотреть осо­
бенности случайных величин, законы^ распределения 
и показать, как их применяют на практике. Изложен 
закон больших чисел в обобщенной форме и для 
частного случая, в форме Бернулли.

§ 12.1. ПРИМЕРЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН, 
ВЗЯТЫ Х ИЗ СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННОГО ПРОИЗВОД­

СТВА

Рассмотрим следующие величины:
1) годовой удой от одной коровы в литрах;
2) число яиц, полученных от одной несушки за год;
3) продолжительность лактации данной коровы 

в днях;
4) количество поросят, родившихся от свиноматки;
5) число растений спелой ржи на 1 м 2;
6) глубина заделки семян при посеве;
7) масса одного растения к началу 10-й недели 

его развития;
8) процент жира в молоке;
9) количество осадков, выпавших в некоторой 

местности в июле месяце.
Что объединяет эти величины? Существует ли 

строгая закономерность, которой они подчинены? 
Можно ли заранее, до выполнения измерений или 
счета, указать, какое значение примет та или иная 
величина?

Если для каждой величины измерение или счет 
повторять многократно в практически одинаковых 
условиях, то обнаружится, что всякий раз получаются
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несколько отличные результаты. Дело в том, что 
на результат измерений действуют причины (связи) 
двух категорий: а) основные, определяющие главное 
значение результата и б) второстепенные, обуслав­
ливающие их расхождение.

При совместном действии основных и второстепен­
ных причин (связей) такие понятия, как необходимость 
и случайность оказываются тесно связанным между 
собой, но необходимое преобладает над случайным.

Отвечая на поставленные выше вопросы, можно 
сказать: закономерным для перечисленных величин 
является то, что их возможные значения принадлежат 
некоторым ограниченным числовым множествам, 
случайным же является то, что на этих множествах 
они могут принять любое значение. Утверждать 
заранее, что каждая из перечисленных величин при­
мет наверное некоторое числовое значение, нельзя.

О п р е д е л е н и е .  Случайной называется величина, 
которая в результате испытания м ож ет принять 
т о  или иное числовое значение, причем заранее 
неизвестно, какое именно.

Случайная величина связана со случайным со­
бытием. Если случайное собызие — это качественная 
характеристика испытаний, то случайная величина — 
его количественная характеристика. Если при этом 
события независимы, то и соответствующие случай­
ные величины также независимы.

Случайные величины делятся на 2 типа: дискрет­
ные и непрерывные.

О п р е д е л е н и е .  Случайная величина называется 
дискретной, если все возможные значения изолированы 
друг о т  друга и их можно занумеровать [см. 
примеры 1— 5)].

О п р е д е л е н и е .  Случайную величину называют 
непрерывной, если все ее возможные значения запол­
няют некоторый конечный или бесконечный интервал 
[см. примеры 6) — 9)].

Случайные величины обозначают заглавными бук­
вами латинского алфавита X, Y, Z, а их возможные 
значения — соответствующими малыми буквами, т. е. 
■*1» Х2, Х3, ..., Х„, у  1, y 2i Д'з* •••» Ут ,' 2 Х, *2» 3̂» •"» 
Вероятность того, что случайная величина X примет 
значение, равное х , или значение x 2, обозначают 
через р х, р2 и т. д ., так что Р (Х = х х) - р х, 
Р (Х = х2)= р2 и т. д.
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$ 12.2. ДИСКРЕТНАЯ СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА.
ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ.

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

ф Пример. Предположим, что производится обработка стада  
животных дезинфицирующим составом против заболевания А . Успех 
операции оценивается в 90%  (вероятность события = {заболевание 
ликвидировано}, равна 0,9)*. Из стада после обработки отбирается
4  животных. Вычислить вероятность событий = {число здоровых 
животных среди отобранных равно 0, равно I и т. д .}.

Составим таблицу, в первой строке которой поместим воз­
можные значения случайной величины, во второй — соответст­
вующие им вероятности (см. табл. 12.1).

Таб .ищ а  12.1

X 0 1 2 3 4

р, Р , “ Ро.* =
- О 0* 4

P m - C J m * P m - c S / V P j A - C i r ' t / * 4 . 4 -  O V

0,0001 0,0036 0,0486 0 ,2916 0,6561

Так как все события в этом испытании образую т полную
*

группу, то  £  P l t . Действительно, 0 ,0 00 1+ 0 ,0 0 3 6  + 0 ,0486 + 0 ,2916  +

+ 0,6561 = 1,0000. Таблица полностью  характеризует случайную  
величину X — число здоровых животных среди четырех о т­
обранных. #

О п р е д е л е н и е .  Законом распределения случайной 
величины называется соответствие, устанавливающее 
связь между возможными значениями случайной вели­
чины и их вероятностями.

Таблица 12.1 является простейшей формой закона 
распределения.

•  Пример. Отмечено, что в некоторой местности в течение 
ряда лет в июне 30%  дож дливы х дней. Составить закон • 
распределения случайной величины X — числа дож дливых дней 
в течение одной недели июня месяца. События, состоящие в том , 
что в 1-й день недели дож дь, во 2-й день дож дь, в третий 
день дож дь и т. д ., считать независимыми.

Возможные значения случайной величины ДГ таковы: х ,= 0 ,  
* 2  =  1. *» = 2, х 4 = 3, х 5 = 4 , ** = 5, х 7 = 6, дс, = 7.

* Данное соглашение условно. Способность к выздоравлива­
нию у каждого животного различна, возможно, с небольшими  
отклонениями. Соглаш ение принимается д л я  того чтобы от  
данной задачи перейти к ее модели.
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Вероятности этих значений соответственно равны:
= />0 7 = С ? 0,3° • 0,7 7 = 0,0824, р2 = />17 = С } 0,3 • 0,7 6 = 0,2472.

/»з = /*2 7 = С ? 0,3 J • 0 ,7 5 = 0 ,3 178, />4 = />3 ,  = С ? 0,3 3 • 0.7 4 = 0,2263, 
Ps = p t ,  = C l  0 .3 4 • 0 ,7 3 = 0,0973 , р ь  = В ,., = С ? 0 .3 5 • 0 ,7 J = 0,0250 . 

P l  = />6 7 = С ? 0 ,3 ‘  • 0 ,7 = 0.0036, р , = />7 , = С ? 0 ,3 7 • 0 ,7 6 = 0,0002. 

Закон распределения представим в виде следующей таблицы.

Таблица 12.2

X 0 1 2 4 5 6 7

р, 0.0824 0,2472 0,3128 0,2263 0.0973 0,0250 0,0036 0,0002

Наибольшую вероятность имеет событие, состо­
ящее в том, что на неделе будет два дождливых дня.

Числовые характеристики дискретной случайной 
величины. Закон распределения случайной величины 
полностью характеризует случайную величину. На­
иболее важные свойства случайной величины, исполь­
зуемые при решении задач, характеризуются несколь­
кими постоянными величинами — их числовыми хара­
ктеристиками. Важнейшими из них являются м атема­
тическое ожидание Л/(X) и дисперсия D(X).

1. Математическое ожидание. О п р е д е л е н и е .  
Математическим ожиданием М (X) дискретной слу­
чайной величины X называется сумма произведений 
каждого значения этой величины на соответст­
вующую вероятность

к
М(Х) = х 1р 1+ х 2р2 + х 3р3 + ... + хкрк= £  х ^ ,.  (12.2.1)

1-1
Смысл математического ожидания можно уточнить, 

установив его связь со средним арифметическим значе­
нием. Положим, что испытание проведено N раз, при 
этом случайная величина X  приняла значение дг, ш,

раз, х2 т 2 раз, ..., хк т к раз. Ясно, что £  mi = N.
i= 1

Тогда среднее значение случайной величины
т ,  раз т 2 раз т к раз

—  Х , + Х ,  +  . . .  + X , + X j + X j +  . . .  +  Х 2 +  . . .  + X i  +  X , +  . . .  + x .

х , т ,  + х 2т 2 +  ... + x t m k

' N

N

=  Х. —  +  * , —  +  
1 N 2 N
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Дроби - i  - i  — это относительные частотыN /V JV
/>i* Р 2* •••» я ! -  Следовательно,

_  к 
Х=ххр \ + х2р\ + ... + л :»л 1 = 1  *</>!•

I- 1
При большом числе испытаний относительные ча­
стоты приближенно равны вероятностям (см. ниже 
§ 12.10). Таким образом, среднее значение слу­

чайной величины X = Y uxiP'i мало отличается от
<=l * 

математического ожидания M (X )= Y ,xiPb т. е.
i - 1

М (Х )я  X. (12.2.2)
Термин «математическое ожидание» возник в связи с 
применением вероятностных методов в страховом деле, 
когда необходимо было определить- ожидаемую (пред­
полагаемую) величину выплат по страховым догово­
рам. В практических задачах за математическое ожида­
ние пригашается среднее значение случайной величины.

Свойства математического ожидания случайной 
величины.

1°. Математическое ожидание постоянной вели­
чины С равно самой постоянной величине.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Случайная величина будет 
постоянной, если она принимает одно значение, равное
С, с вероятностью р — 1. Тогда, по определению,

Л/(С) = С 1 = С .  (12.2.3)
2°. Постоянный множитель можно выносить за 

знак математического ожидания, т .  е.
М(СХ) = СМ(Х). (12.2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возможные значения случай­
ной величины СХ таковы: С х ,, Сх2, Сх3, ..., Схк, 
а соответствующие вероятности следующие: р1, р2, 
р3, ...,рк. Тогда

М(СХ) = £  CxlPi = c £  xiPi = CM(X). 
i - i  ( - 1

3°. Математическое ожидание случайной величины 
заключено между ее возможными наименьшим и на­
ибольшим значениями.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и b — соответственно 
наименьшее и наибольшее из всех возможных значе­
ний дс,, х2, х3, ..., хк с вероятностями p t, рг, р3, 
..., рк. Тогда

ар1+ар2 + ... +apk^ x l p i + x2p2+ ... + xkpk^bpl +
+ bp2+ ... +bpk,

преобразуя, имеем
к 

я(/>1+/>2 +  -  +Рк)< I  -  + Л ) ‘
(- 1

Так как Р1+Р2+ — +Рк = 1, то
а^М (Х )^Ь . (12.2.5)

Приведем без доказательства еще два свойства.
4 . Математическое ожидание алгебраической 

суммы случайных величин равно сумме математичес­
ких ожиданий этих величин, т .  е.

М(Х+ Y) = M (X)+M (Y). (12.2.6)

З а м е ч а н и е .  Прежде чем перейти к рассмотре­
нию следующего свойства случайных величин, сфор­
мулируем понятие независимости случайных величин.

Случайные величины X н Y называются незави­
симыми, если закон распределения одной их них 
не зависит от того, какие значения приняла другая 
величина.

Например, возьмем семена двух сортов (А и В) 
растений. Если эти семена выращены и затем 
высеяны в различных условиях, условия роста и со­
зревания растений также не совпадают, то количест­
венные результаты испытаний, а следовательно, и со­
ответствующие случайные величины будут незави­
симыми.

5°. Математическое ожидание произведения двух 
независимых случайных величин равно произведению 
их математических ожиданий

M(XY) = M (X )M (Y ). (12.2.7)

2. Дисперсия и среднее квадратическое отклонение 
случайной величины. Еще одной важной характеристи­
кой случайной величины является дисперсия. Диспер­
сия характеризует меру рассеяния возможных значе­
ний случайной величины около ее математического
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ожидания. Это очень важная характеристика. В 
приложениях теории вероятностей приходится срав­
нивать две однородные случайные величины. Из 
двух величин с равными математическими ожидания­
ми та считается «лучшей», которая имеет меньший 
разброс. За меру разброса можно было бы принять 
среднее значение абсолютных величин отклонений 
д 5 > ,- Л / ( ;Г )1Л = =—!----- 5— но такая характеристика не всегдаП
дает хорошую, оценку, так как болынйе отклонения 
становятся «мало ощутимы». Поэтому вычисляют 
отклонения возможных значений случайной величины 
от М (Х), возводят их в квадрат, умножают на 
вероятности />, и складываю т полученные произведе­
ния. Другими словами, вычисляют (xl — М (X))2 рх + 
+ (х2 —М (Х))2 р2+ . . .+(хкМ (Х ))2 рк, т. е. математи­
ческое ожидание квадрата случайной величины 
Х -М (Х ).

О п р е д е л е н и е .  Дисперсией D(X) случайной вели­
чины X называется математическое ожидание квад­
рата  разности между случайной величиной X и ее 
математическим ожиданием

D(X) = М (X — М (X))2. (12.2.8)
Составим закон распределения случайной вели­

чины (X — М (Х ))2 в виде табл. 12.3.
Таблица  12.3

(х ,-М (Х ))2 ( * | -  
— М(Х))2

(* 1 -  
— М(Х))2

( * » -
- Щ Х ) ) г

( * » -
-М (Х ))2

Р, Pi Pi Pi ... Рк

Цо определениям дисперсии и математического ожи­
дания случайной величины получим

D(X) = M (X -M {X ))2,
или

Л ( * ) -  I  (х ,-М (Х ))2р,. (12.2.9)
1» 1

Упростим формулу (12.2.9), сделав ее удобной 
для практического применения,

D(X) = М (Х— М(Х))2 = М [(X — А/ (X )) (Л' — Л/ (X ))].
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Применив свойства 1°— 5’  математического ожида­
ния [см. формулы (12.2.3)— (12.2.7)], получим

d (x ) = м [ х 2) - г м { х ) м { х ) + { м { х ) у  =
= М ( Х 2) —( М ( Х ) ) 2,

D(X) = M (X 2)-(M (X ))2. (12.2.10)
Таким образом, дисперсия равна разности между 

математическим ожиданием квадрата случайной ве­
личины и квадратом математического ожидания.

Свойства дисперсии.
1°. Если случайная величина X принимает только 

одно возможное значение С с вероятностью р = 1, 
т о  D(X) = 0, т. е. дисперсия постоянной величины 
равна нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем
Z)(A') = Z)(C) = A / (C -C )2 = M (0) = 0. (12.2.11)

2°. Постоянный множитель можно выносить за 
знак дисперсии, предварительно возведя его в квадрат,

D(CX) = C 2D(X). (12.2.12)
3°. Дисперсия суммы или разности двух незави­

симых случайных величин равна сумме их дисперсий
D (X±Y) = D(X)+D(Y). (12.2.13)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По формуле{12.2.10) получаем
D(X± Y) = M{X±  Г )2-[Л /(Л '±  К )]2.

Раскрывая скобки и используя свойства (12.2.6) 
и (12.2.7), имеем ч

D{X± Y) = M {X2±2X Y+  К2)-[Л / (Л ')± Л / (К )]2 =
= M {X 2)±2M {X )M {Y) + M (Y 2)-{M {X ))2 +

Т 2 Л / (Л ')М (Г )-(Л / (У ))2 = Л /(^2)-(Л/(ЛГ))2 +
+ M (Y 3)—\m \y ))2 = D(X)+D(Y).

В случае суммы большего числа независимых случай­
ных величин свойство формулируется аналогично.

С л е д с т в и е .  Дисперсия суммы постоянной и слу­
чайной величин равна дисперсии случайной величины

D (C+X) = D[X). (12.2.14)
Дисперсия D(X) имеет размерность квадрата 

случайной величины. Естественно желание иметь
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показатель рассеяния случайной величины той же 
размерности, что и размерность случайной величины. 
Для этого извлекают корень квадратный из дисперсии.

О п р е д е л е н и е .  Корень квадратный из дисперсии 
случайной величины называется средним квадратичес­
ким отклонением и обозначается а (Х ) или пх:

a x = ̂ D (X ). (12.2.15)

§ 1 2 .3 .  Б И Н О М И АЛЬН О Е  РАСП РЕДЕЛЕНИ Е

Пусть случайная величина X есть число к появ­
лений события А при п независимых испытаниях. 
Вероятность появления события А в каждом ис­
пытании постоянна и равна р. Возможные значения 
случайной величины X числа О, I, 2, 3, ..., п. 
Вероятности появления каждого из этих значений 
в силу независимости испытаний определяют по 
формуле Бернулли (11.8.1):

Po.' = C 0Hp °g n= g \  P ^ C l p g - 1,
P2.l, = c 2Kp 2g " -2, p 3. . = c . v v 3. . . . ,

.......  p „ = c : p * g o=p\
Эти же вероятности можно получить, если восполь­
зоваться формулой бинома Ньютона

U + / > ) " = £ " + ^ g " 'V + ^ r ^ £ " '2p 2+ -  +

я ( я - 1 ) ( я - 2 ) . . . ( я - ( * - 1 ) )  к к
к ! 8  т  ... т

я ( я - 1 ) ( я - 2 ) . . . ( я - ( я - 1 ) )  о
п! S Р  •

Но 1 = с .° ; ” = c i ,  ...1! 2! * !
Тогда

(g+p)a=gn+clpg'_\l + c j !p 2g ”- 2+ ... +
+ O V  4+ ... +р*.

О п р е д е л е н и е .  Закон распределения дискретной 
случайной величины называется биномиальным, если 
вероятности возможных ее значений равны соот­
ветствующим членам разложения бинома ( g + p )n.

Математическое ожидание биномиального рас­
пределения найдем по формуле (12.2.1)
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А/(Л >  0 • *" + 1 • л/*" - 1 + 2 ~ V  +

г л -  3 р 3+ ... +

я(л — 1) (я — 2). ..(л  — (к  — lU _ _ i  l „
+ /и —----- - ---- гг-5--- ------ -g " */> + ... + Л/> =Аг!

« * ( * - . + = = 1

(л — 1)(я —2 )...(я —(& — 1)) 

(it— I)!  g

2!

п - к „ к -  I

' ) •
В круглых скобках записано разложение бинома 
(g+ р )" " 1 = 1. Следовательно,

M(X) = np(g+p)"~1 =пр. (12.3.1)
Можно показать, что дисперсия случайной величины X, 
распределенной по биномиальному закону, равна npg:

D(X) = npg. (12.3.2)
#  Пример. Вероятность безотказной работы одной ячейки 

доильной установки равна 0,9. Составить закон распределения 
случайной величины X (числа безотказно работающих ячеек доильной 
установки) во время дойки 6  коров. Найдите М (Х )  и D (X).

Р е ш е н и е . О пределяем возможные значения X. По условию , 
х , = 0 , X j= l ,  х 3 = 2, х« =  3, х ,  =  4, х 6 = 5, х 7 =  6. Вероятности 
вычисляем по ф ормуле P k e =  C * 0 ,9 * -O .l6" * , к = 0 , 1, 2, ..., 6.

С оставляем таблицу.

Таблица  12.4

Х( 0 1 2 3 4 5 6

А 10~6 0,000054 0,001215 0,014580 0,098415 0,354294 0,531441

Далее находим

А/(ЛГ) = л/> = 6• 0,9  = 5,4; D ( X ) = n p g = 6  0 ,9 0,1 = 0,54. •

§ 1 2 .4 .  РАСП РЕД ЕЛЕН И Е П У А С С О Н А

•  Задача 1. Вероятность того, что зерно пшеницы не про­
растет, принимается равной 0 ,01* . Какова вероятность того, что 
из 500 посеянных семян не д а д у т  всходов ровно 8 семян? Не 
более чем 5 ссмян? Не менее чем 5 ссмян? в

См. примечание на с. 283.
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•  Задача 2. В результате изучения работы картофелекопалки 
установлено, что вероятность механического повреждения каждого 
клубня равна 0,01. Найти вероятность события А, состоящего 
в то м , что среди 800 клубней поврежденных не более 12. ф

В этих задачах число семян, не давших всходы, 
число поврежденных клубней картофеля — дискретные 
случайные величины. Заметим, что число испытаний 
п в обеих задачах велико, а вероятность появления 
события в каждом испытании мала. Возможные 
значения случайной величины указать нетрудно. 
В первой задаче это х , =0, х2 = 1, х3 = 2 , ..., дс5О1 = 500, 
во второй задаче .t ,= 0 , дг2 =1, х 3 = 2, ..., .г8О1=800. 
Вероятность наступления события А к раз, когда 
п велико, а р мало, определяют по формуле 
Пуассона, впервые исследовавшего эту задачу:

где а — математическое ожидание случайной вели­
чины (а = пр); к — число появлений события А (к 
может принимать только целочисленные значения, 
теоретически неограниченные, к^п).

О п р е д е л е н и е .  Закон распределения дискретной 
случайной величины, когда вероятности возможных 
ее значений находятся по формуле Пуассона (12.4.1), 
называется распределением Пуассона.

Можно доказать, что для случайной величины 
X, распределенной по закону Пуассона, ее м атем а­
тическое ожидание равно дисперсии. Это свойство 
применяется в статистике.

Определим теперь вероятность того, что число 
появлений события А (случайная величина X ) не меньше 
некоторого заранее заданного числа а0, т. е. Р(а0 + со).

По теореме сложения вероятностей, используя 
формулу (12.4.1), найдем вероятность того, что событие 
А произойдет не менее kt раз и не более к2 раз:

*4 к
P{kl t k2) « f  I  (12.4.2)

•
Вероятность того, что случайная величина X будет 

не меньше некоторого числа а0, равна

Р(а0, +оо) = е -  £  £  (12.4.3)
*=«„ +1
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Но лучше всего найти

Тогл

Для функции (12.4.4) имеются таблицы с двум я 
вводами, где по числу а0 и а находится сумма 
а° о ,
]Г е~в — (см. Приложение 3).

* = о *■
Вернемся к приведенным выше задачам.
1. Имеем л = 500, /> = 0,01, g=  1 —/> = 0,99; а = пр = 

= 500 0,01 =5. По таблице находим

Вероятность Рв 500 мала. Вероятность того, что не 
взойдет не более чем 5 семян, равна

Вероятность того, что не взойдет более пяти семян
/>(^>5)^ 1 —0,616 = 0,384.

2. Имеем л = 800, /> = 0,01, g=  1 —/> = 0,99, а = пр = 
= 800 0,01 =8. По таблице (Приложение 3) находим

Как видим, вероятность значительна. Можно быть 
уверенным, что событие А при одной серии ис­
пытаний произойдет.

В случае биномиального распределения случайной 
величины, когда математическое ожидание мало 
отличается от дисперсии, т. е. когда npxnpg, при 
решении задач пользуются распределением Пуассона.

§ 12.5. НЕПРЕРЫВНАЯ СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА. 
ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ (ЗАКОН) РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

В § 12.1 дано определение непрерывной случайной 
величины. Возможные значения непрерывной случай­
ной величины перечислить нельзя, так как их число

^-е- 5 = 0,06528.

/>(0, 5)= £  е " 5^  = 0,616.
к = О **
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бесконечно велико, и поэтому закон распределения 
в виде таблицы также нельзя составить, если не 
прибегнуть к упрощениям.

Возьмем бесконечный интервал ( —оо, дс), дс — про­
извольное действительное число. Предположим, что 
в результате испытания случайная величина X  при­
няла одно из значений х (, х , е ( —оо, х ) , т. е. ока­
залось, что Х <х. Событие, состоящее в том , что 
при одном испытании случайная величина X  примет 
значение, меньшее, чем некоторое число х , имеет 
определенную вероятность, зависящую от х. Вероят­
ность события = {А'<дс} является функцией х :

Р (Х < х) = F(x). (12.5.1)
О п р е д е л е н и е .  Интегральной функцией распре­

деления или интегральным законом распределения 
случайной величины X называется вероятность 
Р (Х < х ) события, состоящего в том . что случайная 
величина X примет значение, меньшее дс.

На числовой прямой равенство P (X < x ) = F (x ) 
определяет вероятность попадания случайной точки 
X левее точки х.

Свойства функции F(x).
1°. F (x )— величина безразмерная и изменяется на 

множестве [0, 1 ], т .  е. О < F (x ) ̂  1, так  как F (x ) — 
вероятность события.

2°. F ( x )  — функция неубывающая, т .  е. F (x l ) ̂  
^  F(x2) при дс! < х  ̂ .

Свойство очевидно, если принять во внимание 
геометрический смысл F{x).

3°.
i>(x1< Jr< x J )= F (x J ) - F ( x 1). (12.5.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Событие, состоящее в осу­
ществлении неравенства Х < х 2, может быть пред­
ставлено как сумма двух несовместных событий:

(А'<х 2) = (х 1 <А г< х 2)-|-(ДГ<х 1).
Тогда

/, (Лг< х 2) = />(х 1 < Л '< х2) + />(Лг< х 1),
или

/>(х , ^ X < x 2) = P (X < x2)—P (X < xl ) = F(x2)—F (xl ).
Вероятность попадения значения случайной величины 
в интервал [х ,, х 2) равна приращению функции 
распределения на этом интервале. Если x 2-*Xj, то
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поэтому

Вероятность того, что непрерывная случайная 
величина примет точно определенное значение, 
равна нулю.

4°. F( — ао) = 0 и F ( + oo)=l .
Свойство 4° вытекает из определения (12.5.1).

Интегральную функцию можно составить и для 
дискретной случайной величины:

F(x)=  £  Р{Х=х,).
X t < X

Например, для случайной величины, заданной 
табл. 12.1:

О, если дг^О,
0,0001, если0<дг^1,
0,0037, если 1< jc^2,
0,0523, если 2< ;с< 3 ,
0,3439, если 3<дг<4,
1,0000, если jc>4.

Соответствующий график изображен на рис. 118. 
Судя по графику, для дискретной величины F(x) 
не является непрерывной.

/*(*,< A'< jc2) = P(jc, < Л '< х 2). (12.5.3)

$ 12.6. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Возьмем на числовой прямой интервал ( jc,  дг +  Лх). 
По формуле (12.5.3) находим

Р ( х  <  X <  х + Д дг) =  F(x +  A jc  ) — F (x ).
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о я

r\  d  F{x + &x)—F (x )О п р е д е л е н и е .  Выражение —------- -— — называ-
Дх

ется средней плотностью вероятности случайной 
величины на интервале [х, х + Д х ] .

О п р е д е л е н и е .  Предел средней плотности вероя­
тности при Ах -»0  называется дифференциальной 
функцией или плотностью распределения вероятностей 
непрерывной случайной величины и обозначается f(x ) ,

/ (* )=  lim } =>/(*) = F'(x).
\х — 0

Кривая, соответствующая уравнению y = f(x ) ,  на­
зывается кривой вероятностей и может иметь вид, 
изображенный на рис. 119.

Свойства функции / (* ) .
1°. / (х )^ 0  как производная о т  неубывающей функции.
2°. *»

P(xl < X < x 2)= \ f(x )d x . (12.6.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем (рис. 120)

Р (х , < X < х2) = F(x2) - F ( x l )=  / F ’{x)dx=\f(x)dx.
X ,  X ,

3°.

{ f(x )d x  = F(x). (12.6.2)

Рис. 119
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем (рис. 121)
X
J f(x )d x  = P (—ao< X < x) = F(x) — F( — oo) =

} = F (x ) -0  = F(x). (12.6.3)

f/ (x )d x =  1. (12.6.4)
— 00

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Находим
+ оо
j  f(x )d x  = F( + со)—F( — оо)=1— 0=1.

5°. Если возможные значения случайной величины 
принадлежат замкнутому промежутку, т .  е.

v_ f f{x ), если a ^ x ^ b ,
( 0 ,  если х < а  и х>Ь,

т о ь
lf(x )d x =  1. (12.6.5)

§ 1 2 .7 .  Ч И С ЛО В Ы Е  ХАРАКТЕРИ СТИ КИ  
Н ЕПРЕРЫ ВНОЙ СЛУЧ АЙ Н О Й  ВЕЛИЧИНЫ

Рассмотрим непрерывную случайную величину X, 
возможные значения которой находятся в интервале 
[а, b ] = {Х: а ^ Х ^ Ь }, с плотностью вероятности 

/(дг). Найдем ее математическое ожидание, для этого 
разобьем интервал [а, b ] на п частичных интервалов 
Ах,, 1=1, 2, 3, ..., п. Выберем в каждом из них 
по одной точке х{ и вычислим значения / (* ,) . 
Составим произведения f ( x t)Axt, / = 1, 2, 3, ..., п. 
Произведение плотности вероятности в точке х , на 
длину частичного интервала А.х, дает 
приближенное значение 
вероятности попадания 
случайной величины X 
в интервал Ajc,. Число 
/  (х,)Ах, есть элемент 
вероятности. Оно при­
ближенно равно вероят­
ности р{ того, что случай­
ная величина при- Р и с .  122
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мет значение, равное х( (при малых Ах,) (рис. 122). 
Тогда

А / ( Л ' ) * х 1/ ( * 1 ) А х 1 + х 2 / ( х 2 ) Д * 2 +  х 3 / ( х з ) Д х з +  . . .  +
п

+ x e f ( X ' ) A x „  =  Y.  x J { x i ) A x f  
i ” 1

Точное значение М (Х) получим, если будем умень­
шать длину наибольшего частичного интервала 
при п -* оо:

я Ь

M(A') = lim £  xif ( x i)Axi=\xf(x)dx.
i - 1 а

Итак, математическим ожиданием непрерывной
случайной величины, возможные значения которой
принадлежат интервалу [а, b ], называется определен- ь
ный интеграл jx f(x )d x ,  т. е.

а
Ь

M {X)=\xf{x)dx. (12.7.1.)
а

Если возможные значения случайной величины при­
надлежат всей числовой оси, то

M ( X ) = f  x f(x)dx,
-  00

+ 00
при этом предполагается, что интеграл { x f( x )  dx
существует. " 00

По аналогии с дисперсией дискретной случайной 
величины определяется дисперсия непрерывной слу­
чайной величины:

D (X )= \(x-M {X )Y f(x)dx. (12.7.2)
а

Если возможные значения принадлежат всей 
оси Ох, то

D {X )= \ \ x -M {X )Y f{x )d x .
— 00

Свойства М (х) и D (x) формулируются так же, 
как и соответствующие свойства для дискретной 
величины.
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Величину о х = yjD  (X ) называют средним квад­
ратическим отклонением случайной величины или 
стандартом, а х имеет ту же размерность, что и сама 
случайная величина. Из формулы (12.7.2) нетрудно 
получить более удобные формулы для -вычисления 
дисперсии, а именно:

D(X) = \ x 2f( x )d x -[ M ( X )] 2, (12.7.3)

£ (*•)=  | x 2f(x )d x -[M {X )Y .  (12.7.4)
-  00

•  Пример. Случайная величина дс задана функцией рас­
пределения

О придс< 1,

/ (дс)=* еде при <лс<3,

О при дс>3.

Найдите: 1) коэффициент а ;  2) М(Х)\ 3) D(X).
Р е ш е н и е . Используя ф ормулу (12.6.4), получаем:

1) |адс<£г=1, a $ x d x  = a t
1 1

= 4 а,  4о= 1= > а = - ;
I 4

1
2) М ( Х ) = \ -  х.х dx = ~ — = 2,1(6);

3) D (X ) • | ^ д г * х Л - ( 2 , 1 (6))1 = 5 —4,69(4) = 0 ,3 1. е

§ 1 2 .8 .  П РИ М Е РЫ , ПРИВОДЯЩ ИЕ К ПОНЯТИЮ  
Н О Р М А Л Ь Н О Г О  РАСП РЕД ЕЛЕН И Я.

Н О Р М А Л Ь Н О Е  РАСП РЕДЕЛЕН И Е

Случайные величины, имеющие нормальное рас­
пределение, очень часто встречаются в земледелии 
и животноводстве, ветеринарии, инженерном деле 
и в других отраслях знания. Приведем примеры 
таких величин:

1) масса клубня картофеля;
2) масса одного зерна пшеницы некоторого сорта;
3) содержание жира в молоке, полученного от 

различных животных;
4) содержание кормовых единиц в суточном ра­

ционе шестимесячных телок;
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5) масса животного некоторой породы на опре­
деленную дату;

6) погрешности измерений.
Для этих величин характерным является то, 

что на их формирование влияет большое число 
факторов, причем влияние каждого из них мало 
и ни один фактор не имеет значительного преиму­
щества перед другими. Эти величины можно отнести 
к величинам, имеющим нормальный закон рас­
пределения, полагая, что их возможные значения не 
отрицательны.

О п р е д е л е н и е .  Случайная величина X имеет 
нормальный закон распределения, если ее функция 
плотности вероятности имеет вид

где ст и а — параметры распределения.
График функции / ( j c)  называется кривой нор­

мального распределения. Методами дифференциаль­
ного исчисления можно установить, что:

1) кривая симметрична относительно прямой 
х = а;

2) функция имеет максимум при х = а.

3) по мере удаления х от точки а функция 
убывает и при дс-*+оо кривая приближается 
к оси Ох\

4) кривая выпукла при х е(а  — ст, а  + ст) и вогнута 
при * е (  — оо, а —а )  и х е (а + о , +ао). График функции 
/ (х) имеет вид, изображенный на рис. 123.

Форма кривой изменяется с изменением парамет­
ра о. С возрастанием ст функция / (х )  убывает, 
кривая становится более пологой и растянутой вдоль

/ ( * ) - y/lk
( 12.8.1)

ст

оси Ох.
Значениям случай­

ной величины, близ­
ким к математичес­
кому ожиданию, со­
ответствует большая 
плотность вероятно­
сти, т. е. малые от­
клонения значений

О] а^ ё а  а* в

Рис. 123
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случайной величины от ее математического ожидания 
встречаются более часто, чем большие.

Так как случайная величина определена на всей 
числовой оси, то

хе dx.

Находим
♦ аоI с <*-«)

г v/2)t
jce” 2®1 dx =

x —a _  i 
a

x = a + at 
dx = adt

♦ * ♦ »
=—l—  j* (a + a t)e~ , l2 odt =— I* ae~‘ l2dt

Oyfii J a^/liL J +- a* - a*
♦ « _ ♦ •

4- J m e -1 /2<//J=-^= J e~‘ /2<// = а2Ф( + oo) =

— a- 2 - 0,5 = a.
+ ao

Интеграл a  J /е 1 ,2dt = 0, так как подынтегральная

функция нечетна, а пределы интегрирования сим­
метричны.

Таким образом,
М (¥) = а

■f ao
Г 1 (Х-«)2

D (x)=  ( x - a ) 2 — =e~~^~dx =
J <sJ  2я

♦ a
— * f 

J

(x-e)1
jc2e 2e> d x - a 2.

Применяя снова подстановку ;---- = f и интегрируяО
по частям, получаем

+ ао

D(X) =— Х—  j" (a 2t2 + 2aa t + a 1)e~l l2ad l — a 2 =
о,/!* J
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и/2я J. у/2п J
® Г t 2e i /2^/ + а 2 _ 1 _  Г e -« >2dt — a 2 =

!n J о

у/2  я J
о 0

= с 22Ф( + « )  = о 2 ' 2 0 , 5  = о г.

Таким образом, параметр а есть математическое 
ожидание случайной величины, а a  — среднее квад­
ратическое отклонение.

•  Пример I. Известно, что случайная величина X подчинена 
нормальном у закону распределения, М (Х )= 6 ,  а 2 = 9. Найдите 
функцию плотности вероятности.

Р е ш е н и е . Имеем а  = 6, о  = 3:

0  Пример 2. Известно, что случайная величина X подчиняется 
нормальному закону с функцией плотности вероятности

Найдите М (Х )  к  D (X).
Р е ш е н и е . Имеем Л/(А") = 15. £)(Л') = о г = 102 = 100. •

§12.9. ВЕРОЯТНОСТЬ ПОПАДАНИЯ 
НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ СЛУЧАЙНОЙ 

ВЕЛИЧИНЫ В ЗАДАННЫЙ ИНТЕРВАЛ. 
ПРАВИЛО ТРЕХ СИГМ

Пусть дан интервал a  < А' < р. Найдем вероячность 
того, что случайная величина, подчиненная нормаль­
ному закону,* попадает в этот интеграл. Используя
(12.6.1), имеем

/(*)=
10^/2»

U-HI1
е* 2оо .
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a
x = a + to
d x -6 d t

a —a  
о  

В- a

(х-а>»
e 2a* dx =

= -y=  f c~, l2dt. 
v/2  ̂ Jш -  а

Учитывая, что

найдем

/>(а<Л '<Р) = Ф 02 .9 .1 )

где Ф(дг) — функция Лапласа.
Рассмотрим частный случай. Пусть необходимо 

найти вероятность попадания случайной величины 
в интервал, симметричный относительно математи­
ческого ожидания. Учитывая (12.9.1), имеем

^ . - 5 < Г < а + 8 ) - ф ( ^ ) - ф ( ^ ) - 2ф ( 1 ) .  

Так как а  — 6<Аг<я  + 8~|А'—а|<5, то

/>(| Г -а | < 5 ) = 2 Ф ^ .  (12.9.2)

Вычислим теперь вероятности:

1) Р (| А '-а | < а ) = 2ф(Д| = 2Ф(1) = 0,6826; (12.9.3)

2) />(|АГ—а| < 2 а) = 2 Ф ^ j  = 2Ф (2) = 0,9545;(12.9.4)

3) Р ( | X - а  | < За) = 2Ф ^  = 2Ф (3) = 0,9973. (12.9.5)

Результаты вычислений по формуле (12.9.5) по­
казываю т, что вероятность отклонения случайной 
величины X от М (Х) меньше чем на З а  близка к 1.
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Правило трех сигм. Практически достоверно, что  
при однократном испытании отклонение нормально 
распределенной случайной величины о т  ее матема­
тического ожидания не превышает утроенного сре­
днего квадратического отклонения.

Это правило часто используется в математической 
статистике.

S 12.10. ПОНЯТИЕ О ЗАКОНЕ БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ

Теория вероятностей обобщает реальные свойства 
случайных явлений и величин. Важным в процессе 
обобщения является выражение объективно сущест­
вующих закономерностей в виде закона больших 
чисел.

Используя понятие случайной величины, м атема­
тического ожидания и дисперсии П. J1. Чебышев* 
сформулировал, а А. А. М арков** дополнил закон 
больших чисел.

О п р е д е л е н и е .  Говорят, что последователь­
ность случайных величин

ЛГ„ ДГ2, А ',, .. . , Х„, (12.10.1)
имеющих математические ожидания А/(А ',), М (Х2), 
М(Х j ) ,  ..., М(ХЯ), подчиняется закону больших чисел, 
если среднее арифметическое этих случайных величин 
1 •
- £  X, при п-* оо с вероятностью, неограниченно 
п  , .  1
приближающейся к 1, сколько угодно мало (меньше 
чем на е > 0 ) отличается о т  среднего арифметичес­
кого их математических ожиданий, т .  е. при п-*сс

I f  X ,-'- i  M(Xt) < « U l .  (12.10.2) 
i-1 n i«i I j

Общие условия, которым должны удовлетворять
случайные величины Xv  Х2, Х3.......Х„, достаточные
для большинства практических встречающихся случа­
ев, были найдены П. Л. Чебышевым, а затем еще 
более расширены А. А. М арковым. Кратко они 
формулируются так.

• П. Л . Чебышев (1811 — 1894)— русский математик и меха­
ник.

• •  А . А . Марков (18 5 6 — 1922) —  русский математик.
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Т е о р е м а  Ч е б ы ш е в а .  Если величины 
Xt, Х2, Х3, ...,ХЯ попарно независимы и их дисперсии 
D(X)i ограничены, т .  е. D^X^^C, где С — некоторое 
число, не зависящее о т  п, т о  предельное равенство 
(12.10.2) выполняется, т .  е. для Xt, Х2, Х3, ..., Х„ 
справедлив закон больших чисел.

Т е о р е м а  Б е р н у л л и * .  Пусть производятся 
п испытаний, в каждом из которых событие А мо­
ж е т  появиться с одной и той же вероятностью р. 
Обозначим через х, число появлений события А в /-м 
испытании. Возможные значения х ,: х ,=  1, если 
событие А наступило, и х, = 0, если А не произошло 
в этом испытании. Сумма х , + х2 + х3 + ... + хя = т  
есть число появлений А в п испытаниях. Тогда

- £ х , » - ,  М  ( х () =  1 р  +  0 (1  —р ) = р ,  
п i-i п

" 1£  M(Xi) = np, D (xi)=pg^-.
i « i  *

(Можно доказать, что если p+ g = 1, то max/>g=l/4.) 
Условия ограниченности дисперсии выполнено. По­
этому к случайной величине х,- применим закон 
больших чисел.

| Л

Подставив в (12.10.2) вместо -  У Х{ число — 
J Я » 1-1 *

и вместо -  £  M{Xi) число пр, получим 
" (-1

<е^-*1 при л-*оо, (12.10.3)

т. е. с вероятностью, сколь угодно близкой к единице, 
можно утверждать, что при числе испытаний п~*оо 
относительная частота появления события в одном 
испытании сколь угодно мало отличается от его 
вероятности. Это и есть доказательство теоремы 
Бернулли, как частного случая закона больших чисел, 
сформулированного П. J1. Чебышевым.

Закон больших чисел имеет важное практическое 
значение. Именно, на этом законе основано утвер­
ждение, что среднее арифметическое результатов 
измерений считается наиболее точным, наиболее

* Я. Бернулли (16 5 4 — 17 05)— швейцарский математик.
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близким к истинному значению измеряемой вели­
чины. Закон больших чисел широко используется 
в статистике, на нем основан выборочный метод, 
рассмотренный в следующей главе.

§12.11. ВЫВОДЫ

Случайной называется величина, которая в резуль­
тате испытания может принять то или иное числовое 
значение, заранее неизвестно, какое именно. Случай­
ные величины бывают дискретные и непрерывные. 
Для дискретных величин законом распределения 
является таблица, в которой указаны возможные 
значения случайной величины и соответствующие им 
вероятности. Для непрерывных величин законом 
распределения служит интегральная функция распре­
деления F(.v) = />(A'<.v) и дифференциальная функция 
распределения / (л )= г  (х). Функция F(x) является 
наиболее общей формой задания законов распределе­
ния случайных величин как дискретных, так и непре­
рывных и определяет все другие формы, а именно, 
дифференциальную функцию, таблицу и т. д.

Примерами распределений для дискретной случай­
ной величины являются биномиальное распределение 
и распределение Пуассона. Примером распределения 
непрерывной случайной величины является нормаль­
ное распределение. Нормальное распределение явля­
ется предельным законом. Величины, с распределе­
нием, близким к нормальному, очень часто встреча­
ются в сельскохозяйственном производстве.

Важное практическое значение при обработке 
результатов наблюдений имеет правило трех сигм.

На основании изучения закона больших чисел 
можно сделать вывод: при соблюдении условий, 
оговоренных в §12.10, и при неограниченном воз­
растании числа наблюдений практически достоверно, 
что среднее значение результатов наблюдений случай­
ной величины сколь угодно мало отличается от ее 
математического ожидания.

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. (^формулируйте определение случайной величины.
2. Какие случайные величины называются дискретными? Не­

прерывными? Приведите примеры случайных величин.
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3. Дайте определение закона распределения случайной ве­
личины.

4. Что такое интегральная функция распределения случайной 
величины, каковы ее свойства?

5. Как определяется дифференциальная функция распределе­
ния, каковы ее свойства?

6. Дайте определение математического ожидания \ f (X )  слу­
чайной величины. Какая существует связь между математическим  
ожиданием и средним арифметическим возможных значений 
случайной величины?

7. Дайте определение дисперсии D (X )  и среднего квадратичес­
кого отклонения а х. Какие свойства случайной величины харак­
теризую т D (X ) и о д?

8. Приведите свойства М (Х )  и D(X).
9. Дайте определение законов распределения: биномиального, 

Пуассона.
10. Дайте определение нормального закона распределения 

случайной величины.
11. Начертите кривую нормального распределения.
12. Как найти вероятность попадания нормально распределен­

ной случайной величины в заданный интервал?
13. Напишите ф ормулу д л я  определения вероятности попада­

ния случайной величины в интервал, симметричный относительно  
математического ожидания.

14. Сформулируйте закон больш их чисел.
15. Сформулируйте теорему Бернулли; ее практическое зна­

чение.

УПРАЖНЕНИЯ

1. В зерне, предназначенном д тя  очистки, 10%  сорняков. 
Наудачу отобраны 4  зерна. Напишите биномиальный закон рас­
пределения дискретной случайной величины X (числа сорняков 
среди 4  отобранных зерен) и постройте многоугольник рас­
пределения.

2. В среднем на 1 м 2 посева встречается 0.5 растений сорняков. 
Найдите вероятность события = {на площади* 5 м 2 окажется: 
ровно один сорняк); {не окажется ни одного сорняка}.

3. Д оля поражения зерна вредителями в скрытой форме 
составляет 0,002. а) Составьте закон распределения случайной  
величины X — числа зараженных зерен среди 500 отобранных,
б) Найдите наивсроягнсйшес число пораженных зерен среди 500 
отобранных.

4. Определите среднее число солнечных дней на протяжении 
недели, если для  данной местности вероятность того, что каждый 
день будет солнечным, составляет 0,6.

5. При изучении характера распределения сеялкой ссмян по 
длине рядка установлено, что на 20 из 100 двухсантиметровых  
отрезков бы ло по З ш т. ссмян, на 40 — по 2 шт., на 30 — по
1 зерну, а на остальных ссмян вообще не оказалось. Найдите
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А/(Л") и D (X )  случайной величины X — числа семян на двухсан- 
тиметровом отрезке, приняв относительные частоты за вероят­
ности.

6. При сортоиспытании огурцов в контрольной группе бы ло  
получено X шт. плодов семенников с одного растения. Рас­
пределения задано таблицей

*1 4 5 6 7 8 9

И. 4 4 6 2 2 2

Найдите М ( Х )  и D (X ) ,  приняв относительные частоты  
появления случайной величины X  за вероятности.

7. В одном из опытов по сортоиспытанию ржи бы ло под­
считано количество зерен в колосьях. Результаты объединены  
в следую щ ую  таблицу:

х, 30 40 50 60 70 80

", 10 10 20 30 20 10

Найдите М ( Х )  и D (X ) ,  приняв относительные частоты за 
вероятности.

8. Случайная величина X задана плотностью  распределения 
/ (дг) = 2  sin 4.x в интервале [0, it/4], вне этого интервала / ( jc) = 0. 
Найдите вероятность события = {А' попадет: а) в интервал [п/6; 
п/4]; б) в интервал [п/2; п ]; в) в интервал [0, п/8].

9. Составьте дифференциальную функцию д ля  нормально  
распределенной случайной величины и постройте ее график, если 
даны ее параметры: 1) М {Х )  = 4 , <т, = 0,2; 2) ЛГ(ДГ) = —0,5, <тж = 2; 
3) М ( Х )  = 3 , о , = 1/4; 4) М (Х )  = 0 , о ,=  1.

10. Случайная величина ЛГ— масса одного зерна —  распределе­
на нормально. М атематическое ожидание массы зерна равно 0 ,18  г, 
среднее квадратичное отклонение 0,05. Хорошие всходы даю т 
зерна, масса которых больш е, чем 0 ,15  г. Найдите: а) процент 
семян, которые д а д ут  хорошие всходы; б) величину, которую  
с вероятностью 0,95 не превысит масса отобранного зерна.

11 . Н орма высева на 1 га равна 150 кг. Фактический расход  
на 1 га колеблется около этого значения. Случайные отклонения 
характеризуются средним квадратическим отклонением в 10 кг. 
П олагая, что норма высева — случайная величина с нормальны м  
распределением, найдите: 1) вероятность события = (расход семян 
на 100 га не превысит 15,1 т}; 2) массу ссмян, которая обеспечивает 
посев площ ади в 100 га с вероятностью 0,95.

12. М етодом  проб установлено, что потери зерна при уборке 
в среднем составляю т 3 г  на 1 м 2; среднее квадратическое
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отклонение равно 1 г. Найдите: 1) вероятность события = {н а I га 
потери составят не менее чем 29,8 кг}; 2) величину, которую  
с вероятностью 0,99 не превысят потери на 1 га. Считать, что 
X  (потери зерна) есть нормально распределенная случайная 
величина.

13. Средняя масса плодов в одном  ящике равна 10 кг, 
а среднее квадратическое отклонение в массе плодов одного  
ящика 1,5 кг. Найдите: 1) вероятность события = {в 100 ящиках 
масса плодов окажется не менее 970 кг}; 2) наибольшее значение, 
которое с вероятностью 0,95 не превзойдет масса 100 ящиков.

Принять во' внимание, что масса плодов в одном  ящике —  
нормально распределенная случайная величина.
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Г л а в а  13

Элементы математической статистики

М атематическая статистика используется в различ­
ных областях знаний, в том числе в экономике 
сельского хозяйства, опытном деле, земледелии, 
животноводстве, лесном хозяйстве и т. д., т. е. там , 
где для изучения процессов и явлений недостаточно 
только качественной характеристики. Чтобы глубоко 
познать сущность процессов, необходимы количест­
венные характеристики в виде измерений, наблюдений 
с их последующим анализом, обобщением и вывода­
ми. Изучению способов сбора результатов наблюде­
ний и их обработки отводится настоящая глава.

§ 1 3 . 1 .  П РЕДМ ЕТ И ЗАД АЧ И  
М АТЕМ АТИ Ч ЕСК О Й  СТАТИСТИКИ

Генеральная и выборочная совокупность. Выбороч­
ный метод.

О п р е д е л е н и е .  Математическая статистика  — 
это наука, занимающаяся разработкой методов сбора, 
регистрации и обработки результатов наблюдений 
(измерений) с целью познания закономерностей слу­
чайных массовых явлений.

Результаты измерений (наблюдений) называют ста­
тистическими данными. В зависимости от поставленной 
цели все задачи математической статистики могут быть 
сформулированы в различных формах, среди которых 
типичными являются: I) приближенное определение 
неизвестного закона распределения случайной вели­
чины; 2) приближенное определение неизвестных па­
раметров распределения, т. е. их статистические оценки;
3) проверка правдоподобия гипотез о распределении.

Одним из основных способов сбора статистичес­
ких данных является выборочный метод.
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О п р е д е л е н и е .  Вся исследуемая совокупность одно­
родных объектов называется генеральной совокупностью.

Если предположить, что над всеми объектами 
проведено наблюдение (измерение),’ то результаты 
можно рассматривать как значения случайной величи­
ны с функцией распределения вероятностей F(x). Как 
и в теории вероятностей, доля всех значений х в гене­
ральной совокупности, меньших чем х0, равна F (x 0).

О п р е д е л е н и е .  Множество из п объектов, о т ­
обранных случайным образом из генеральной сово­
купности, называется выборочной совокупностью или 
выборкой (п — объем выборки).

Необходимость исследования статистического мате­
риала с помощью выборки объясняется тем, что:
1) исследование всей генеральной совокупности трудо­
емко и приводит к большим затратам средств и времени 
или практически неосуществимо; 2) в ряде случаев 
исследование всех объектов генеральной совокупности 
привело бы к их порче, например исследование всех 
электролампочек на продолжительность горения, иссле­
дование на всхожесть всего семенного материала.

О п р е д е л е н и е .  Метод, основанный на том , что 
по данным обследования выборки, выделенной из данной 
генеральной совокупности, делается заключение о всей 
генеральной совокупности, называется выборочным 
методом.

Выборка называется репрезентативной, если каж­
дый объект генеральной совокупности имеет оди­
наковую возможность попасть в выборку. Если 
выборка репрезентативна, то в соответствии с законом 
больших чисел, результаты ее изучения и выводы будут 
близки к результатам, какие могли быть получены, 
если бы исследовалась вся генеральная совокупность.

Для того чтобы выборку составить качественно, 
необходимо владеть специальными знаниями и ин­
туицией в соответствующей отрасли. Небрежно со­
ставленная выборка может стать причиной ошибоч­
ных выводов и прогнозов.

§ 1 3 .2 .  С П О С О Б Ы  О Т Б О РА , 
СТАТИ СТИ ЧЕСКО ГО  М А Т Е Р И А Л А

Различают два основных способа составления 
выборки: повторный и бесповторный. При повторном 
способе каждый отобранный объект возвращается
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в генеральную совокупность, после чего выбирают 
следующий, очередной объект.

При бесповоротном способе объекты в генераль­
ную совокупность не возвращаются.

Повторный способ отбора можно рассматривать 
как последовательность независимых испытаний, бес- 
повторный — как последовательность зависимых ис­
пытаний. Оба способа составления выборки приводят 
к практически одинаковым результатам, если объем 
выборки мал по сравнению с объемом генеральной 
совокупности.

Кроме того, различают следующие способы состав­
ления выборки: а) простой (случайный): б) механичес­
кий; в) типический; г) серийный. Так, если занумеро­
вать все члены генеральной совокупности и затем 
изготовить карточки с такими же номерами, тщательно 
перемещать их и отобрать пачку карточек, то объекты 
генеральной совокупности с номерами извлеченных 
карточек образуют простую (случайную) выборку. 
Здесь возможна повторная и бесповторная выборка.

Если объекты генеральной совокупности выбира­
ются через определенный интервал, то такая выборка 
называется механической. Например, при анализе 
качества яиц, сходящих с ленты конвейера, отбира­
ется каждое 25-е яйцо.

Предположим теперь, что генеральную совокуп­
ность разбили на несколько неперекрывающихся 
групп и из каждой группы отобраны в случайном 
порядке объекты. Это типический способ составления 
выборки. Например, при определении урожайности 
все поле приближенно делится на участки и на 
каждом участке определяется урожайность.

Наконец, серийная выборка образуется следу­
ющим образом. Генеральная совокупность делится 
на неперекрывающиеся группы. После этого случай­
ным образом отбираются некоторые группы. По­
лученная выборка будет серийной.

§  1 3 .3 .  СТАТИ СТИ ЧЕСКО Е РАСП РЕДЕЛЕН И Е.
ГЕОМ ЕТРИЧЕСКОЕ И ЗО БРАЖ ЕН И Е

Возьмем выборочную совокупность объема п.
Если генеральная совокупность имеет небольшой
объем,' то в некоторых случаях можно в выборку 
включить все ее члены.
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Количественное значение признака, наблюдаемое 
ри отборе,— это случайная величина, ее возможные 
шчения обозначают символами х , ,  х2, х3, ..., хк, 

а числа п, объектов с одинаковым количественным 
признаком называют частотами и обозначают пи 
п2, п3, ..., пк.

Изучение выборки начинают с составления ста­
тистического распределения — таблицы с двумя стро­
ками. В одной строке указываю т значения признака, 
в другой— соответствующие им частоты.

О п р е д е л е н и е .  Статистическим распределением 
случайной величины называют таблицу значений при­
знака. расположенных в возрастающем порядке, 
и соответствующих им частот или относительных 
частот.

Различают дискретные (возможные значения при­
знака изолированы друг от друга), и интервальные 
(с непрерывным признаком) распределения. Состав­
ление статистического распределения начинают 
с определения наименьшего и наибольшего значений 
признака. Остальные значения записывают между 
ними в порядке возрастания. Далее подсчитывают 
частоты каждого значения признака.

Для непрерывно варьирующего количественного 
признака интервал его изменения разбивают на 
частичные интервалы одинаковой длины (классы) 
«от и до». Величина частичного интервала (класса) 
находятся [3 ] по формуле

_-̂ min
Г = 1 + 3,2 lgn ’

где п — объем выборки; .Хщ,, —jcmin — разность между 
наибольшим и наименьшим значениями признака. 
Обычно при небольших выборках число классов 
принимают равным 5—9. Точное их число устанавли­
вается практическими соображениями: с одной сторо­
ны, важно, чтобы таблица не была слишком громозд­
кой и с другой стороны, в ней не должны исчезнуть 
особенности изучаемого признака. Затем подсчитыва­
ют число количественных признаков в каждом таком 
интервале. Обычно признак, находящийся на границе 
двух интервалов, относят к правой границе интервала.

Пример дискретного распределения. В результате 
обследования 50 свиноматок, по количеству родившихся
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поросят в одном помете, составлено распределение, 
приведенное в табл. 13.1.

Таблица  13.1

Xi 4 5 6 7 8 9 10 II 12

п, 3 4 6 II 15 14 8 7 2

Пример распределения с непрерывно варьирующим 
количественным признаком. При измерении длины 
50 колосьев ячменя сорта «Московский 121» полу­
чены данные, помещенные в табл. 13.2.

Таблица  13.2

Длина ко­
лосьев, см

6...8 8...I0 10...12 12...14 14... 16 16...18

Частота 6 12 17 10 4 1

Это пример интервального распределения.
Группировку по классам применяют и в случае 

дискретного распределения. Так, если число зерен 
в колосе от 5 до 30, то этот интервал 
разбивают на классы, например, 3...6, 6...9, 
9...12 и т. д.

Геометрическое изображение статистического рас­
пределения. Наглядное представление о распределе­
нии дает график. Будем откладывать на оси абсцисс 
числовое значение признака х (, а на оси ординат — их 
частоты п, или относительные частоты. Полученные 
точки соединим ломаной линией, которая вместе 
с осью Ох образуют полигон распределения частот 
или относительных частот. Распределение (см.

табл. 13.1) изображено 
на рис. 124.

Если количественный 
признак изменяется не­
прерывно, то на каждом 
интервале строят пря­
моугольники с высотой,

л_____равной числу значений
14 * признака п, или отно- 

Рис. 124 сительной частоте. Гра-
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фическое изображе­
ние интервального 
распределения назы­
вается гистограммой 
(рис. 125). Обведем 
гистограмму плавной 
линией так, чтобы 
были приблизительно 
равны площади, ог­
раниченные: а) сту­
пенчатой ломаной и Рис 125
б) кривой. В резуль­
тате получим приближенное изображение графика фу­
нкции / • (* ) , называемой эмпирической функцией рас­
пределения частот  или относительных частот.

В теории вероятностей функции распределения от­
носительных частот f* (x )  отвечает дифференци­
альная функция распределения / (.г). Если увеличивать 
объем выборки, то в соответствии с законом больших 
чисел относительная частота будет весьма мало 
отличаться от вероятности появления случайной 
величины X и график /* (х)  будет по форме при­
ближаться к графику /(дг).

§ 1 3 .4 .  Э М П И РИ Ч Е С К АЯ  Ф УН КЦИ Я РАСП РЕДЕЛЕН И Я

•  Пример. Рассмотрим статистическое распределение, состав­
ленное в результате обследования 70 свиноматок по числу родив­
шихся поросят.

Таи лица 13.3

4 5 6 7 8 9 10 II 12

Hi 3 4 6 II 15 14 8 7 2

п
3

70

4

70
6

70
II

70
15

70

7

Б

4

35

7 1

70 “ Гб
1

35

F *  (•*)=—
п

0
3

70

7

70
13
70

24
70

39

70
53
70

61
70

68
10

70
70

Как отмечалось в § 13.3, частоты показывают, сколько раз 
в данной совокупности встречаются одинаковые значения признака. 
Из табл. 13.3 видно, например, что 4  свиноматки принесли по 
5 поросят, а II свиноматок — по 7 поросят. Можно поставить 
вопрос и по-другому: сколько свиноматок принесли поросят 
меньше некоторого числа, например меньше 4, меньше 5 и т. д.
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Свиноматок, от которых 
родилось меньше 4  поро< 
сят, нет ни одной; сви­
номаток с числом поросят 
меньше 5 бы ло 3, а с чис­
ло м  поросят меньше 8 
24. Таким путем можно 
получить числа 0. 3, 7,
13, 2 4 ...., 70 (последнее чи­
сло совпадает с объемом  
выборки). Эти числа на­
зываются нак опл енны м и  ча­
ст о т а м и .  Накопленные ча­
стоты определяю т число 
значений признака, мень­
ших некоторого данного  
числа.

Далее вычисляют от-

носительныс частоты — и п
накопленные относительные частоты. Накопленные относитель­
ные частоты определяю т функцию распределения выборки 
f i x ) .  •

О п р е д е л е н и е .  Эмпирической функцией распре­
деления выборки называется функция

П (13.4.1)

где п — объем выборки, пх — число значений призна­
ка, меньших чем х, т. е. тех, для которых х(<х.

Функции F *(x)  в теории вероятностей отвечает 
интегральная функция распределения F(x).

•  Пример Д ля  распределения, приведенного в табл. 13 .1, 
эмпирическая функция распределения имеет следующий вид:

График функции F * ( x )  изображен на рис. 126. Функция F * ( x )  
отличается от интегральной функции распределения F ( x )  тем, 
что при составлении F * ( x )  вместо вероятности события Р ( Х < х )  
вычисляется относительная частота события Р * ( Х < х ) .  •

0 при 0 < х « 4 ,
3/70 при 4 < х < 5 .
7/70 при 5 < х £ 6 ,
13/70 при 6 < * « 7
24/70 при 7 < х ^ 8 ,
39/70 при 8 < *< 9 .
53/70 при 9 < х « 1 0 ,
61/70 при 10< х< 11,
67/70 при 11 <дг< 12,

1 при х> 12.
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§ 1 3  5. В Ы Б О РО Ч Н Ы Е  ХАРАКТЕРИ СТИ КИ  
СТАТИ СТИ ЧЕСКО ГО  РАСП РЕДЕЛЕН И Я

Пусть имеется выборка объема п со значениями 
признака x t , х 2, a j , хк. Построим статистическое 
распределение.

Таблица  13.4

Х1 Х1 А 2 Х i * *

" , " . П1 « 1

Для того чтобы охарактеризовать наиболее су­
щественные свойства этого распределения, так же 
как и в теории вероятностей, используют средние 
показатели или, как их называют, выборочные чис­
ловые характеристики. Рассмотрим некоторые из них.

1. Выборочная средняя ХЛ. При наличии повторя­
ющихся значений признака

(13.5.1)
" 1 = 1

где п — объем выборки, х„ л, взяты из табл. 13.4. 
Выборочная средняя А', изменяется при переходе от 
одной выборки к другой, поэтому в силу случайного 
отбора является случайной величиной.

Если дано распределение непрерывной случайной 
величины, то вместо х( берут середину интервала

(х,......х1 + 1), т. е. — -— .
Для упрощения вычисления выборочных харак­

теристик удобно перейти от данных значений призна­
ка х ь  х2, х3,...,х к к условным значениям И|, м2, 
м3, ..., ик по формуле

Ч = (13.5.2)h
, ,  Х - Ст. е. ввести вспомогательную величину (/ = — —, гдеИ

С — новое начало отсчета, обычно это значение 
признака с наибольшей частотой, А — масштаб.

Можно показать, что при переходе к условным 
значениям признака по формуле (13.5.2) зависимость, 
связывающая Хл и (/», имеет вид
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Действительно,

£  u.n , X  (дс ,-С )^ -' Y. * ‘ " i r  I  n ‘
//_<-! _  I Л _  1 I- I ^ i- I

■ I. г  */I n  h  n  h  n

— У f  P —г  -  -
1 / . = £ - Ь - ^ = > а> { / ,л +<:.

X.= U.h + C. (13.5.3)

•  Пример. Дано статистическое распределение:
Таблица 13.5

*1 1 3 5 7 9 11

2 8 15 14 7 4

Найти А',.
Р е ш е н и е . Перейдем к условным значениям признака, приняв 

за С  значение с наибольшей частотой, т. с. С = 5 . Далее находим
Л = дг, —дг(. ! = 2.

Имеем

2 '
С оставляем распределение условных значений признака.

Таблица 13.6

и. - 2 - 1 0 1 2 3

Я/ 2 8 15 14 7 4

Находим

_ ( - 2 ) 2  + ( - 1 ) 8  + 0  15 + 1  14 + 2 - 7  + 3 - 4  28  V, -------------- —------------- = — = 0.56:

* .  = 0 .5 6 -2  + 5 = 6,12. •

Особенно выгодно применять формулу (13.5.2), 
если значения признака велики.

2. Выборочная и исправленная дисперсия. Одна 
числовая характеристика Хл не дает полного пред­
ставления о статистическом распределении. В агро­
номической и зоотехнической практике, как и в дру­
гих сферах производства, при анализе результатов 
существенным для выводов является характеристика 
рассеяния значений признака относительно выбороч-
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ной средней. Отклонение отдельных значений от 
выборочной средней бывает значительным и с этим 
нельзя не считаться.

Составим таблицу отклонений х . - А . ,  указывая 
соответствующие частоты.

Таблица 4 . 7

х - Х . дг, А", хг - Х ш х ,  Xt . . . хк- Х ш

"i ni . . . я»

Найдем среднее значение отклонений Л'—А",. Имеем
I к и

_____ I  . ( x i - x j n ,  Y. х‘п> X п>
X  ~ Х, = —--------------H i--------А . ^ -  = Л . - А .  = 0.

л л я
Следовательно, среднее значение отклонения х( — А, 
равно нулю, и поэтому непригодно для харак­
теристики рассеяния признака. Для того чтобы 
освободиться от знака отклонения и при этом 
сделать влияние больших отклонений «более ощу­
тимыми», их возводят в квадрат и находят среднее 
значение. Полученную характеристику называют вы­
борочной дисперсией и обозначают Ьл.

Итак,
n  _  (-V, -  Хш ) 2 л , + (дг, -  X, )J л , + ... + (дс» -  X. )* пк и  | ,

п
ИЛИ к

D. = -  Х ( л , - А . ) Ч .  (13.5.4)
" i - i

О п р е д е л е н и е .  Выборочной дисперсией называ­
ется среднее арифметическое значение квадратов 
отклонений признака о т  выборочной средней.

ф Пример Урожайность двух сортов .4 и В  пшеницы, 
возделываемых на трех участках с одинаковыми условиями роста 
и развития, характеризуется следующими таблицами:

с о р т  Л с о р т  В

X, ц 18 19 20 Г, и 17 19 22

П лощ адь, Площадь, 40
га 15 25 15 га 20 20 Т
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Найти дисперсии значений признака обоих сортов. 
Р е ш е н и е . Вычислим Х„  Г„ D '% D,. Н аходим

-  18 • 1 5 + 1 9 -2 5  + 20 15 1045д в

17 • 20 + 19 • 20 + 22 • 40/3 3040 

^ 2 0  + 20 + 40/3 “  ТбО ~ '

(18 — 19)2 15 + (19  — 19)2 25 + (20 — I9)2 15 30 

55 ~ 5555
= 0,545.

Как видим, дисперсия Dy как мера рассеяния 
или разброса урожайности сорта В относительно 
среднего значения У, в случае примерно одинаковых 
площадей больше, чем Dx, а это явление нежелатель­
ное. Из двух сортов лучшим является тот, урожай­
ность которого более устойчива. По данным опыта 
сорт А предпочтительнее сорта В.

Для вычисления выборочной дисперсии исполь­
зуют следующую формулу:

т. е. дисперсия равна разности между средним значе­
нием квадрата и квадратом выборочной средней. 

Действительно,

Для облегчения вычисления дисперсии используют

1 . Дисперсия не изменится, если все значения 
признака увеличить (уменьшить) на постоянное число.

2°. При умножении значений признака на посто­
янное число ИФ0 дисперсия умножается на It2.

Выборочная дисперсия, как это показано в более 
подробных курсах (например, [4]), имеет система­
тическую ошибку, приводящую к уменьшению дис­
персии. Чтобы это устранить, вводят поправку,

умножая Z), на В результате получают ис­
правленную дисперсию

Dt = X 2- ( X ,) 2, (13.5.5)

к к к

следующие свойства:
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S 2 = —  D„ (13.5.6)/I- I
ИЛИ

S 2 = - i -  V  (v, —A',)2 »,. (13.5.7)
i-1

На практике часто вместо этой формулы ис­
пользуют другую , ей равносильную, а именно:

Г  I  - t . 4

5Ч ^ -
При малых выборках S  ощутимо отличается от

D,, например, при п — 2 имеем S 2 = 2Dt. С возраста­
нием п исправленная дисперсия S 2-*Dt. Уже при 
п = 30 дисперсии S 2 и D,  различаются на 3%.

3. Выборочное среднее квадратическое отклонение.
О п р е д е л е н и е .  Арифметическое значение квад­

ратного корня из выборочной дисперсии называется 
выборочным средним квадратическим отклонением:

0 .  = ̂ -  03 .5 .9 )
Исправленное выборочное среднее квадратическое 
отклонение

5=  — D,=  /— о..  (13.5.10)
\  п —1 У  л—1

4. Мода. О п р е д е л е н и е .  Модой М0 называют 
значение признака, которое имеет наибольшую ча­
с т о т у  (/i, = max).

Например, для распределения, данного табл. 13.5, 
мода равна 5.

5. Медиана. Медианой т е называют значение при­
знака. которое делит статистическое распределение 
на две равные части:

т е = хк + 1, если п = 2к+ 1,

** + *»«•! л I»>, = -■ ■■■ - , если п = 2к.

6. Коэффициент вариации. Для сравнивания меры 
рассеяния значений признаков около выборочной 
средней в разных выборках служит коэффициент 
вариации.
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О п р е д е л е н и е .  Коэффициентом вариации V на­
зывается отношение выборочного среднего квадрати­
ческого отклонения к выборочной средней, выраженное 
в процентах:

H = t*100% . (13.5.11)

Пусть изучается случайная величина X. Из 
генеральной совокупности сделана выборка объема 
л со значениями признака дс,, х2, ...,х„. Предположим, 
что дг,, .г2, ...,*„ различны. Их можно рассматривать 
как случайные величины Xlt Х2,...,Х „  имеющие 
то же распределение, что и случайная величина 
X, и, следовательно, одинаковые значения М (Х) 
и D(X). Тогда

D (X,) = D ^

Воспользовавшись свойствами дисперсии (12.2.12) 
и (12.2.13), находим

/ > ( * . )  =  !  „ £ > ( * )  =  — . п п

Пусть a(A^,) — средняя квадратическая ошибка вы­
борочной средней. Тогда

o(X .) = ^ D (X .)=  (13.5.12)
V  и V "

Вывод. Средняя квадратическая ошибка выбороч­
ной средней а (Х . )  в J n  раз меньше среднего 
квадратического отклонения случайной величины А’, 
возможные значения которой попали в выборочную 
совокупность.

§ 1 3 .6  СТАТИ СТИЧЕСКИ Е ОЦЕНКИ  
П А Р А М Е Т Р О В  РАСП РЕД ЕЛЕН И Я

Оценки математического ожидания и дисперсии.
С понятием параметров распределения мы позна­
комились в теории вероятностей. Например, в нор­
мальном законе распределения, задаваемом функцией 
плотности вероятности
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<»-«)*
/(*) =—7=C~ , 

а  У  2я

параметрами служат а — математическое ожидание 
и ст— среднее квадратическое отклонение. В распреде­
лении Пуассона параметром является число а = пр.

О п р е д е л е н и е .  Статистической оценкой неиз­
вестного параметра теоретического распределения 
называют его приближенное значение, зависящее о т  
данных выборки (х ь  х2, х 3, ..., хк, и ,, п2, п3, п к), 
т .  е. некоторую функцию этих величин.

Здесь х и х2, х3, .. . ,х к — значения признака, 
п2, п3, ...,пк — соответствующие частоты. Статистичес­
кая оценка является случайной величиной.

Обозначим через 0 — оцениваемый параметр, а че­
рез 0 * — его статистическую оценку. Величину |0* —0| 
называют точностью оценки. Чем меньше |0* —0|, 
тем лучше, точнее определен неизвестный параметр.

Чтобы оценка 0* имела практическое значение, 
она не должна содержать систематической ошибки 
и вместе с тем иметь возможно меньшую дисперсию. 
Кроме того, при увеличении объема выборки веро­
ятность сколь угодно малых отклонений |0* —0| 
должна быть близка к 1.

Сформулируем следующие определения.
1. Оценка параметра называется несмещенной, 

если ее математическое ожидание Л/(0*) равно 
оцениваемому параметру 0, т .  е.

Л/(0*) = 0, (13.6.1)
и смещенной, если

Л / (0 * )*0 . (13.6.2)

2. Оценка 0* называется состоятельной, если при 
любом 8 > О

lim /*(|0* —0|<8)=1. (13.6.3)
Я— 00

Равенство (13.6.3) читается так: оценка 0* сходится 
по вероятности к 0.

3. Оценка 0* называется эффективной, если при 
заданном п она имеет наименьшую дисперсию.

Т е о р е м а  I. Выборочная средняя X.  является 
несмещенной и состоятельной оценкой математичес­
кого ожидания.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выборка репрезентаг 
тивна, т. е. все элементы генеральной совокупности 
имеют одинаковую возможность попасть в выборку. 
Значения признака дг,, х2, х3,...,х„ можно принять 
за независимые случайные величины Хи Х2, Х3, ..., Хя 
с одинаковыми распределениями и числовыми харак­
теристиками, в том числе с равными математичес­
кими ожиданиями, равными а,

1 t / v  \ ,  / / Jf|+.V2+ .t j+  ... +х„ \  1Л/ (ДГ,) = Л/ —— -— ----------- | = -  па=fl.
V " / п

Так как каждая из величин X lt Х2, Х3, ..., Х„ имеет 
распределение, совпадающее с распределением гене­
ральной совокупности, то М (Х ) = а. Поэтому

Л / (* ,) = Л/( X).
Далее, на основании закона больших чисел имеем

= 1 =>lim />(|А'»—А/(ЛГ)|<е)= 1, е > 0 .
Я-* СО _

откуда следует, что Хш— состоятельная оценка 
Л/( X).

Используя правило исследования на экстремум, 
м ож н о , доказать, что Хш является и эффективной 
оценкой М(Х).

В качестве оценки дисперсии изучаемого признака 
в генеральной совокупности D(X) принимается ис­
правленная дисперсия.

Т е о р е м а  2. Исправленная выборочная дисперсия
S 2 = -^—Dt является несмещенной и состоятельной л — 1
оценкой дисперсии D{X).

§ 1 3 .7 .  Д О ВЕРИ ТЕЛЬН Ы Е И Н ТЕРВАЛЫ  
И Д О ВЕРИ ТЕЛЬН Ы Е ВЕРОЯТНОСТИ

Теоремы I и 2 хотя и являются общими, 
т. е. сформулированы при достаточно широких 
предположениях, они не даю т возможности устано­
ви гь, насколько близки оценки к оцениваемым 
параметрам. Из факта, что оценки являются состо­
ятельными, следует только то, что при увеличении

lim Р[
И—• ® У

*1 + A f j+ X j- U ... +х . — я
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объема выборки значение РАО* — 0|<8), 8> 0 , при­
ближается к 1.

Возникают следующие вопросы.
1) Каким должен быть объем выборки п, чтобы 

заданная точность |0* —0| = 8 была гарантирована 
с заранее принятой вероятностью?

2) Какова точность оценки, если объем выборки 
известен и вероятность безошибочности вывода 
задана?

3) Какова вероятность того, что при заданном 
объеме выборки будет обеспечена заданная точность 
оценки?

Введем несколько новых определений.
О п р е д е л е н и е .  Вероятность у выполнения не­

равенства |0* —0|<8 называется доверительной веро­
ятностью или надежностью оценки 0 е

Р( |0*-0|<8) = у. (13.7.1)
Перейдем от неравенства |0*-0|<8 к двойному 

неравенству. Известно, что |0* — 0|<8 — 0* — 8 < 0 <  
< 0* + 8. Поэтому доверительную вероятность можно 
записать в виде

/*(0* — 8 < 0 < 0* + 8) = у. (13.7.2)
Так как 0 (оцениваемый параметр) — число посто­
янное, а 0* — величина случайная, понятие довери­
тельной вероятности сформулировать так: довери­
тельной вероятностью у называется вероятность 
того, что интервал (0* — 8, 0*4- 8) накрывает оценива­
емый параметр.

О п р е д е л е н и е .  Случайный интервал
(О* — 8, 0* + 8), в пределах которого с вероятностью 
у находится неизвестный оцениваемый параметр, 
называется доверительным интервалом 1, соответ­
ствующим коэффициенту доверия у,

/ = (0 * -8 , 0* + 8). (13.7.3)
Надежность оценки у может задаваться заранее, 
тогда, зная закон распределения изучаемой случайной 
величины, можно найти доверительный интервал /. 
Решается и обратная задача, когда по заданному 
/ находится соответствующая надежность оценки.

Пусть, например, у = 0,95; тогда число 
р = \ — у = 0,05 показывает, с какой вероятностью 
заключение о надежности оценки ошибочно. Число
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/7=1— у называется уровнем значимости. Уровень 
значимости задается заранее в зависимости от кон­
кретного случая. Обычно р принимают равным 0,05; 
0 ,01 ; 0 ,001.

Выясним, как построить доверительный интервал 
для математического ожидания нормально распре­
деленного признака. Было показано, что

\1(Хш) = М (Х) = а,

о ( х . ) = ^ р .
V*

Оценим математическое ожидание с помощью вы­
борочной средней А", учитывая, что X,  также имеет 
нормальное распределение*. Имеем

/>(|Л;.-Л /(Л ')|< 6) = у, (13.7.4)

а по формуле (12.9.2) получаем

/ > (Л - л г (л - , | < г ) . 2 ф ( ^ ) .

Принимая во внимание (13.5.12), получим

/>(|*.-Л /(Л |<6) = 2 Ф ^ ) .  (13.7.5) 

Пусть известна вероятность у. Тогда

2ф
\«<*>/ 1

Для удобства пользования таблицей функции Лап-
8 J~n ,  s  t o ( X )ласа положим - = /; тогда 5 = —— , а

J n

| * . - Л / ( Л 1 < ^ р )  = 2Ф(/), 

или

р ( х . - ' ^ ' < М ( Х ) < Х ш + ' ^ 1 ]  = 2Ф (г). (13.7.6)
V Vя Vя /

* Утверждение, что А", имеет нормальное распределение, 
принимается без доказательства.
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Интервал

\ s j n  s j n  J

накрывает параметр a = M (X) с вероятностью у.
В большинстве случаев среднее квадратическое 

отклонение о (А ) исследуемого признака неизвестно. 
Поэтому вместо ст (ДГ) при большой выборке (и >30) 
применяют исправленное выборочное среднее квад­
ратическое отклонение s, являющееся, в свою оче-

редь, оценкой о(А '), s=  /-----ст.. Доверительный
\  п — 1

интервал будет иметь вид

Xu- J L < M ( X ) < X .+ ± \
V "  V " /

ф  Пример С  вероятностью у = 0,95 найти доверительный  
интервал д л я  М ( Х ) — длины колоса ячменя сорта «Московский 
121». Распределение задается таблицей, в которой вместо ин-

-т‘+х'+‘ /-тервалов изменения (х(, xl t l )  взяты числа ----------- , см. Считать,

что случайная величина X подчинена нормальном у распределению.

(13.7.7)

2
7,5 8,5 9,5 10,5 11,5 12,5 13,5

>и 4 10 14 12 5 4 1

Р е ш е н и е . Выборка больш ая (л = 50). Имеем

Р  ( X, — ^  < А/ (.V) < X. + -^= ) = 2Ф (/) = у .
\ у/п J n J

_ 7,5 4  + 8,5 10 + 9 ,5  14+  10,5 12+  1 1 .5 - 5 +  12 ,5 -4  + 13.5 1 
*“ ---------------------------------55---------------------------------"

30 -k»S5 + 133 + 126 + 57,5 + 50 + 13,5 495 v
------------------------------------------------------- --  —  = 9,9 (см);

50 50

(7,5 -  9 ,9)2 4 + (8,5 - 9 . 9 ) J 10 + (9,5 - 9 , 9 ) 2 14 + (1 0 ,5 —0,9)* 12 +
---- ---- ■ ■■■— ■ ■ ■ .- —*

49
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У
+ (11 ,5  -  9 ,9 )2 5 + ( 12,5 - 9 ,9 )2 4  + ( 13.5 - 9 ,9 )2 1 ----------------------------------------------------------

У( -  2.4)24 + ( -  1,4)2 10 + (0.4)2 14 + (0.6)2 12 + ( I.6)25 + (2,6)24  +

49

V  49

Н айдем точность оценки

t s  1 .96- 1,44
2Ф (О = 0,95. Ф(/) = 0,475, t = 1 ,9 6 , —  =------ — — = 0.4.

v 'n у/50
Определим доверительные границы:

X , -  - ^  = 9,9 - 0 , 4  = 9,5, 
v'"

Х, + - ^ -  = 9 .9 + 0,4 = 10 ,3 .
/ л .

Таким образом, с надежностью у  = 0,95 математическое ожида­
ние заключено в доверительном интервале /= (9,5 ; 10,3). ф

Итак, в случае большой выборки (я >30), когда 
исправленное среднее квадратическое отклонение не­
значительно отклоняется от среднего квадратического 
отклонения значения признака в генеральной совокуп­
ности, можно найти доверительный интервал. Но 
делать большую выборку удается не всегда и это 
не всегда целесообразно. Из (13.7.7) видно, что чем 
меньше п, тем шире доверительный интервал, т. е. 
/ зависит от объема выборки п.

Английский статистик Госсет (псевдоним Стью- 
дент) доказал, что в случае нормального распределе­
ния признака X  в генеральной совокупности нор­
мирования случайная величина

Т=Х'~М(Х) (13.7.8)
5

Тп
зависит только от объема выборки. Была найдена 
функция распределения случайной величины Т и веро­
ятность Р (Т < 1У), 1У — точность оценки.

Функция, определяемая равенством350



s(n, iy)= P(\T\<ty) = y, (13.7.9)

названа t-распределением Стыодента с п — 1 степе­
нями свободы. Формула (13.7.9) связывает случайную 
величину Г, доверительный интервал / и доверитель­
ную вероятность у. Зная две из них, можно найти 
третью. Учитывая (13.7.8), имеем

Неравенство в левой части (13.7.10) заменим рав-

где 1У = t(y, п ). Для функции /т составлены таблицы 
(см. Приложение 5). При п> 30 числа 1У и г, 
найденные по таблице функции Лапласа, практически 
совпадают.

ф  Задача. Н аблюдения за дневным удоем восьми коров, 
случайно отобранных из стада, дали следую щ ие результаты.

У дой  т(, кг 12 13 15 16 18

Число голов п, 1 1 3 2 1

1) Определить вероятность того, что средний удой по всему 
стаду будет отличаться от среднего удоя восьми коров не более 
чем на 2,5 кг.

2) С  вероятностью  у = 0 ,95  найти доверительный интервал 
д ля  среднего удоя по стаду Х = М ( Х ) .

Р е ш е н и е . I. Н аходим

(13.7.10)

или

1 2 1  + 13 1 + 1 5 - 3 + 1 6  2 + 1 8 - 1
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г( - 3 ) г 1 + ( —2)* 1 + 0* - 3 +  1 2 • 1 + 3 1 • I

Выборка мала. Воспользуемся таблицей /, = /<у, л). Имеем

При л  = 8, / = 3,82 по таблице находим у = 0,993. Далее имеем  
/* ( 115 — А' | < 2 ,5 )= 0.993 . Событие практически достоверно.

2. Доверительный интервал

При л  = 8 и у = 0.95 по таблице /, = /(у, л )  находим ft = 2,37 
Точность оценки

Доверительные границы

Л '.-  1,55 = 15 -  1,55 = 13.45, X.  + 1.55 = 15 + 1,55 = 16,55.

Таким образом, с вероятностью 0,95 средний удой, по всему 
стаду заключен в доверительном интервале (13 ,45; 16,55). #

В первой части задачи найдена вероятность 
отклонения выборочной средней от средней по 
хозяйству на величину, меньшую чем 2,5 кг, т. е. 
вероятность того, что средний удой заключен в ин­
тервале (12,5; 17,5). Эта вероятность равна 0,993. 
Если бы во второй части задачи мы положили 
7 = 0,993, то в -результате получили бы такой же 
доверительный интервал. Из этого примера видим, 
что большему доверительному интервалу соответ­
ствует при одинаковых условиях и большая до­
верительная вероятность.

Доверительный интервал для оценки среднего квад­
ратического отклонения а , в случае нормального 
распределения.

Т е о р е м а .  Пусть известно, что случайная вели­
чина имеет нормальное распределение. Тогда для 
оценки параметра а х этого закона имеет место 
равенство

2.37 1,55.
У8

(13.7.12)
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где у — доверительная вероятность, зависящая о т  
объема выборки п и точности оценки р.

Функция 7 = 4'(л, Р) хорошо изучена. С ее по­
мощью определяют Р = Р(у, п ). Для р = Р(у, п ) со­
ставлены таблицы, по которым по известным п (объ­
ему выборки) и у (доверительной вероятности) 
определяется р.

Неравенство Н -1 <Р равносильно неравенству

s — Ps < <т < 5 Р .̂ (13.7.13)

9  Пример. Д ля оценки параметра нормально распределенной 
случайной величины была сделана выборка (дневной удой 50 
коров) и вычислено j = 1,5. Найти доверительный интервал, 
накрывающий о  с вероятностью у = 0,95.

Р е ш е н и е . По таблице Э(у. п )  а л я  п  = 50 и у = 0,95 находим  
Р = 0,21 (см. Приложение 6).

В соответствии с неравенством (13 .7 .13) найдем границы 
доверительного интервала. Имеем

1 ,5 - 0 ,2 1  • 1 ,5 = 1 ,1 8 5 , 1 ,5 + 0 ,2 1  • 1 ,5 = 1 ,8 15 ,

1,185 < а <  1,815. •

Нахождение объема выборочной совокупности.
Формула

Р (| Г  . - 3 / ( * ) | < 5 ) - 2 Ф ^ )

5 (точность оцеп

, = 2 ф (Ь / " )  и 
\о (* ) )

связывает 5 (точность оценки), доверительную веро­

ятность у = 2 Ф ( ^ ^  ) и объем выборки. Зная

две из этих величин, можно найти третью. Важ­
ной является задача определения объема выбо­
рочной совокупности п при заданной доверительной 
вероятности у и заданном доверительном интервале, 
определенном точностью 6. Как найти такой ми­
нимальный объем выборки п, чтобы оцениваемый 
параметр накрывался доверительным интервалом

5 /яс заданной вероятностью у? Обозначим — = /;о ( д )
тогда



Здесь о (А ') — среднее квадратическое отклонение. /— 
значение независимой переменной в функции Лап­

ласа, для которой Ф (/) = ?.

•  Пример Высота стебля кукурузы X — случайная величина, 
имеющая нормальное распределение. Сколько необходимо отоб­
рать растений, чтобы Д Г » отличалось от А/(ДГ) меньше чем на
2 см , если известно, что по результатам  предыдущих измерений 
о  (А') = 6 см. Результат найти с надежностью у = 0,95.

Р е ш е н и е . Имеем у  = 0,95, Ф (/) = 0,475, t = 1 ,9 6 .

1,96*-6*  
л  = — ——  = 34,5744.

Таким образом , н ^ 3 5 . #

S 1 3 .8  ОЦ ЕН КА СУЩ ЕСТВЕННОСТИ РАЗЛИ Ч И Й  
В Ы Б О РО Ч Н Ы Х  СРЕДНИХ

Пусть с целью исследования влияния двух факто­
ров на урожай проводились полевые опыты из двух 
серий по п делянок. Получены следующие результаты: 
средний урожай и Х2 (ц/га) и исправленные средние 
квадратические отклонения и s2. Как установить, 
является ли расхождение \Xt —Х2\ случайным, или оно 
обусловлено влиянием изучаемых факторов? В первом 
случае расхождение \Xt — X2\ называется несуществен­
ным, а во втором различие существенно. Следует 
иметь в виду, что ответ не может быть строго 
определенным, он либо будет верен с некоторой 
вероятностью g, либо ошибочен с вероятностью 
р = \ — g, называемой уровнем значимости.

Составим случайную величину

Г - 1* 1- * 1. (13.8.1)
О*

где a^ = v/7f+ 7| , п — объем выборки (число делянок 
в серии). Доказано, что случайная величина Т имеет 
/-распределение Стьюдента, для которого составлены 
таблицы.

Случайная величина Т зависит от числа степеней 
свободы v = 2(n—l) и уровня значимости р. По 
заданному р и числу степеней v находится / те­
оретическое.
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По формуле (13.8.1) находят / практическое: 

пр~ '

Я
Если /„р</ТСор< то с вероятностью ошибки, равной 
р, считают, что расхождение между средними не­
значимо, и влияние факторов на урожайность су­
щественным признать нельзя. Если i„p^tieop. то 
расхождение между средними выборочными сущест­
венно, оно объясняется влиянием изучаемых фак­
торов.

Если объем выборочных совокупностей неодина­
ков, то используют более сложные формулы, которые 
можно найти в подробных курсах (например, [8]).

•  Пример. В результате полевых испытаний выращен урожай 
двух сортов картофеля: «Приекульский ранний» и «Дружба». 
О тобрано по 25 клубней каждого сорта. Результаты взвешивания 
таковы: выборочное среднее значение и исправленное среднее 
квадратическое отклонение массы одного клубня сорта «При- 
скулъекий» равны Jf, = 65 г, j ,  = 15 г, для  сорта «Дружба» A"i = 90 г, 
Sj  *  20 г.

На уровне значимости р  = 0 ,05 проверить существенность 
различий выборочных средних.

Р е ш е н и е . Н аходим

IA W i I
ot/Sn '

a ,  = v/ l5 J + 2 0 l = s/225 + 400 = ^/625 = 25;

16 5 -90 1  
а̂р — ,— — 5.

25/ ^ 25

Число степеней свободы г = 2 ( 2 5 — 1) = 48. Далее получаем  
*1.оР = 2,01, т. с. /„р> fteop- Расхождение существенно. Принимается 
утверждение, что обе выборки сделаны из разных генеральных 
совокупностей, т. е. влияние сорта значимо. •

§ 1 3 .9 .  СТАТИ СТИЧЕСКИ Й  М ЕТОД К О Н Т РО ЛЯ  
К А Ч Е С Т В А  ПРОДУКЦИИ

Качество выпускаемой продукции, покупаемой потребителем  
у производителя, редко проверяется м етодом  сплош ной проверки. 
Закон больш их чисел с больш ой степенью достоверности гаран­
тирует высокое качество контроля всей продукции на основе 
контроля выборочной совокупности. Более того, по результатам
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контроля выборки судят о всей продукции, выпущенной в ана­
логичных условиях. В § 13.7 показано, как установить такой 
объем выборки, чтобы характеристики выборочной совокупности  
отличались от характеристик всей продукции на заранее заданную  
величину, а вывод об ладал  определенным уровнем значимости.

Из многих видов статистического контроля кратко остановим­
ся на контроле по выборочной средней и, в частности, на 
контроле глубины вспашки тракторны м агрегатом. П римем, что 
непрерывная случайная величина X (глубина вспашки) имеет 
нормальное распределение.

О п р е д е л е н и е .  М а т е м а т и ч е с к о е  о ж и д а н и е  М ( Х )  = а  к о н т ­
р о л и р у е м о й  сл у ч а й н о й  в еличины  ( в  д а н н о м  с л у ч а е  з а р а н е е  з а д а н н а я  
г л у б и н а  в с п а ш к и ) н а з ы в а е т с я  . п р о е к т н ы м  з н а ч ен и ем  сл уч а й н о й  
в еличины .

Будем считать, что среднее квадратическое отклонение о ( Х )  
известно (из результатов обследования больш их совокупностей, 
выполненных _рансе). Проведем п  замеров случайной величины 
и вычислим X,  и воспользуемся формулой

Если хотят, чтобы контролируемое значение попало в этот 
интервал с вероятностью 0,999, то  величину / следует брать  
равной 3,09. Если вероятность уменьш ить до  0,95, то г = 1,96.

Результаты выборок изображают, как показано на рис. 127. 
По горизонтальной оси отклады ваю т время выборки, а по 
вертикальной — средние выборочные. Контрольные линии проводят 
в соответствии с проектным значением X и средним квадратичес­
ким отклонением а ( Х ) .

Проведение контрольных предельных линий д я я_  средних 
выборочных основано на предположении, что величина Х, — М ( Х )  
имеет нормальный закон распределения. В этом случае только  
0,05 всех выборочных средних будет лежать вне центральной

полосы шириной { а — 1,96 , а  + 1 ,9 6  . Аналогично, одно

среднее значение из 1000 выйдет из пределов а ± 3 ,0 9 — — , т. с.
о(Л')

верхний контрольный
Ш Я Ш Ш !£ Х !£ Х :.Верхний контрольный 

внутренний предел
а_ Заданная глубина

а -л
Нижний контрольный 
внутренний предел 
'Нижний контрольный 
внешний предел

Рис. 127
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одна точка ДГ, будет, лежать выше линии а  + 3 ,0 9 — —  или ниже
V я

а ( Х )  1.96 3,09
линии а —3 ,0 9 — — . Величины —— и —— принято обозначать

Jn  yjn
А0.о н  и /lo.ooos- Д ля них составлены таблицы.

Д ля того чтобы найти контрольные пределы, необходимо  
о(ДГ) или S  умножить на соответствующ ие А0Лц  или 
^o.ooos и полученные результаты прибавить к А/(ДГ) и вычесть 
из него.

$ 13.10. ВЫВОДЫ

Математическая статистика занимается изучением 
и разработкой методов сбора, регистрации и об­
работки статистического материала.

Основным понятием математической статистики 
является статистическое распределение. Статисти­
ческим распределением выборки называется соот­
ветствие между количественными признаками и их 
частотами или относительными частотами. По нему 
составляется эмпирическая функция распределения, 
являющаяся оценкой функции распределения при­
знака в генеральной совокупности. Для параметров 
распределения признака в генеральной совокупности 
находят точечные и интервальные оценки. Оценка 
называется точечной, если она характеризуется одним 
числом. Точечными оценками параметров распре­
деления, в частности, служат выборочная средняя, 
выборочная дисперсия, исправленная выборочная 
дисперсия. При малом объеме выборки точечная 
оценка может намного отличаться от оцениваемого 
параметра.

Оценка, определяемая двумя числами,— концами 
интервалов, называется интервальной. Интервал 
(О* —5, 0 + 5), который накрывает оцениваемый па­
раметр с вероятностью у, называется доверительным. 
Вероятность у называется доверительной. Между 
доверительным интервалом, доверительной вероят­
ностью и объемом выборки существует тесная связь. 
Для случая нормально распределенного признака 
в генеральной совокупности Эта связь определяется 
формулой

| * . - М ( Л | < - ^  = 2Ф(/),
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где 2Ф(/) = у, 1 = Ф Ф " 1 ^ ) — функция, обрат­

ная функции Лапласа.
Важное практическое значение этой формулы 

состоит в том, что по ней можно заранее установить 
минимальный объем выборочной совокупности при 
известных других величинах так, чтобы с заданной 
вероятностью отклонение выборочной средней от 
математического ожидания не превышало заранее 
назначенной величины.

ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ

1. В результате взвешивания отобранных наудачу 50 клубней 
картофеля получены следующие результаты :

93 209 135 216 206 80 197 134 145 183
251 53 142 120 177 159 111 185 200 191

96 206 138 213 209 77 200 131 148 180
253 50 145 117 180 156 113 181 203 188
152 150 ПО 118 140 81 120 135 220 144

Составьте интервальное распределение. Число частичных ин­
тервалов определите по ф ормуле к  = v  /i Постройте гистограмму  
частот.

2. Группа из 50 коров обследована по числу отелов. Получены 
следую щ ие данные (число отелов):

7 6 1 2 8 7 5 3 5 4
1 1 10 6 4 5 5 3 2 2
2 2 3 5 5 4 6 9 1 1
4 5 3 5 7 8 2 1 6 7
1 2 3 4 4 5 6 7 7 8

Составьте статистическое распределение. Число частичных 
интервалов подсчитайте по ф ормуле к =  I + 3,2Ign. Постройте 
гистограмм у частот.

3. Даны результаты  (ц) взвешивания 50 коров, отобранных 
из стада

4,2 4,5 3,1 5,1 4.3 4,7 3,5 4,4 5,3 3,7
4,0 4,8 4,6 3,0 3,2 5,2 4,2 3,9 4,8 4,6
4.2 2,9 3,8 5,6 4,4 5,5 4.1 4,3 4.5 5,4
3,0 4.1 4.6 3,0 5,2 4,2 4.8 3,4 4,5 5,0
3,8 3,8 4,9 4,5 3,1 5,3 4,2 4,2 4,4 4.1

Составьте интервальное распределение. Число частичных ин­
тервалов найдите по ф ормуле к  -  v  Постройте гистограмму  
частот.
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4. Составьте дискретное распределение, постройте полигон  
распределения частот и относительных частот, если даны резуль­
таты измерений 50 объектов.

7 5 10 8 7 11 3 9 4 10
5 9 8 4 9 6 8 7 10 12
7 9 8 10 9 9 8 5 7 7
6 9 7 8 11 3 7 9 4 10
5 8 9 5 7 6 10 7 8 7

5. По данным задачи 1 найдите:
1) выборочную среднюю;
2) выборочную дисперсию и исправленную дисперсию;
3) выборочное исправленное среднее квадратическое отклонение.
6. По данным задачи 2 найдите:
1) выборочную среднюю;
2) выборочную дисперсию и исправленную дисперсию;
3) выборочное среднее квадратическое отклонение.
7. По данным задачи 3 найдите:
1) оценку среднего значения генеральной совокупности;
2) оценку дисперсии генеральной совокупности;
3) величину, которую  следует принять за среднее квадратичес­

кое отклонение.
8. Среднее квадратическое отклонение нормально распределен­

ной случайной величины X  равно а ( Х ) ,  выборочная средняя Х „  
объем выборки л. Найдите доверительные интервалы для  м атем а­
тического ожидания Л/ (X) с заданной доверительной вероятностью  
(надежностью) у. Постройте интервалы и установите, как изменяет­
ся величина интервала в зависимости от величины надежности.

а) ст(Л')= 1,5; .У. = 12.0, и = 49, у  = 0,95,
б) ст(ЛГ)= 1.5, £  = 12,0, л = 49, у = 0,99;
в) ет(А">= 1,5, £ = 1 2 ,0 ,  л = 49, у = 0,995.
9. Установите влияние объема выборки на величину д о ­

верительного интервала д л я  неизвестного математического ожида­
ния Л/(АО нормально распределенной случайной величины X, если:

а) а ( Х )  = 6, £  = 2 0 ,1 , .  у = 0 ,9 5 , л = 64,
б) а(ЛГ) = 6, £  = 20 .1, у = 0,95 , л = 36;
в) а ( Л  = 6, X, = 20,1, у  = 0,95, л = 1 4 4 .
10. В выборке из 25 зерен пшеницы средняя масса зерна 

составила £ = 0 ,5  г и 5 = 0 ,0 5  г. П редполагая, что случайная 
величина Л' (масса зерна) имеет нормальное распределение, 
с надежностью у = 0 ,9 9  найдите:

а) доверительный интервал д л я  М (Х ) ;
б) доверительный интервал д тя  неизвестного среднего квад­

ратического отклонения;
в) доверительный интервал д ля  М( Х) ,  если объем выборки 

равен 50?
С делайте практические выводы.
11. Д ля определения средней урожайности овса взято наудачу 

20 проб на 1 м 2 и для  них определено £  = 0 ,125  кг. Среднее 
квадратическое отклонение s  = 0,052.
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Определить, в каких границах заключена средняя урожайность 
с I м 1 по всему полю, если вывод следует сделать с надежностью
0,9.

12. При изучении длины листьев садовой земляники сделана 
выборка. Среднее квадратическое отклонение отдельного измере­
ния 5= 1,32 см. С вероятностью 0,95 определить такое минималь­
ное число измерений, чтобы отклонение выборочной средней от 
математического ожидания не превыша то 0,06 см.

13. На двух группах бычков А и в  сравнивали влияние на 
суточный привес (кг) двух видов кормов: льняного жмыха и сои.

Данные помешены в следующих таблицах.

Льняной жмых

*1 1,95 2,05 2,11 2,17 2,24 2,52

Иi 2 2 1 1 1 1

Соя

У1 1,74 1,77 1,83 1,86 1,92 2,50

Щi 1 2 2 2 1 1

Вычислить разность между выборочными средними и уста­
новить при уровне 0,05, значимо или случайно это расхождение.

14. Даны 2 распределения случайной величины: ДС— урожай­
ность свеклы, выращенной с применением микроудобрсний и У — 
без применения микроудобрений. С надежностью 0,95 установить, 
значимо или незначимо расхождение между средними значениями. 
Сделать вывод о влиянии микроудобрсний на урожай с учетом 
данных в следующих таблицах.

200..210 210...220 220...230 230..240 240...250 250...260

2 4 7 8 6 3

Л
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...200

200...
...210

210...
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Г л а в а  14

Элементарные сведения 
из теории корреляции

Известно, что процессы, протекающие в растениях 
и живых организмах, обусловлены влиянием боль­
шого числа взаимосвязанных факторов, среди ко­
торых имеются главные, определяющие основные 
свойства и характеристики процесса или явления, 
и второстепенные. Для изучения процесса производят 
наблюдения (измерения) связанных между собою слу­
чайных величин, т. е. получают их возможные значения.

Как найти в виде формулы зависимость между 
двумя случайными величинами, полученными в резуль­
тате наблюдений, если каждому значению одной 
величины соответствует несколько значений другой? 
Как найти параметры этих формул при условии, чтобы 
они отражали сущность изучаемого процесса и «сглажи­
вали» влияние случайных, не характерных для данного 
процесса факторов? Насколько сильно влияет измене­
ние одной величины на изменение другой? Ответы на 
эти вопросы составляют содержание настоящей главы.

§ 14.1. ПОНЯТИЕ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ЗАВИСИМОСТИ.
КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ТАБЛИЦА

Проведено наблюдение двух признаков у 15 
колосьев пшеницы — измерена длина каждого колоса 
X  (см) и подсчитано число зерен Y. Составлена 
следующая таблица:

10 9 1! 8 9 10 9 11 8 10 9 10 8 9 II

1. 24 20 27 18 20 24 20 27 20 27 24 27 20 27 30

Интуитивно можно предположить, что большей 
длине колоса отвечает большее число зерен в нем.
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Упорядочим эти первичные данные, поместив их 
в таблицу (14.1). В первом столбце запишем в поряд­
ке возрастания значения х ,: 8, 9, 10, 11, а в первой 
строке — в том же порядке значения у(: 18, 20, 24, 
27, 30. На пересечении строк и столбцов запишем 
число повторений одинаковых пар (* ,; у ,)  в ряду 
наблюдений (табл. 14.1).

Требуется установить и оценить зависимость 
случайной величины У от величины X. Эти задачи 
являются основными в теории корреляции и фор­
мулируются так:

1) определение зависимости между случайными 
величинами в виде формулы;

2) определение силы или тесноты этой зависимости.

Таб.ища 14.1

\  г
X N.

18 20 24 27 30 ",

8 1 2 3
9 3 1 1 5

10 2 2 4
11 2 1 3

" , 1 5 3 5 1 15

Для того чтобы их решить, необходимо построить 
соответствующий математический аппарат. Рассмот­
рим задачу в общем виде. Пусть имеются два ряда 
наблюдений зависимых между собой величин X  и У. 
Если х, и y t встречаются по одному разу, то их 
записывают в виде таблицы (табл. 14.2),

Таблица 14.2

N 1 2 3 к ... п

X, *г хз ... ** ... X.

>1 Уг Уг Уз ... Ук ... У.

где х ,, у, — наблюдавшиеся значения зависимых меж­
ду собой признаков X и У; N— номер наблюдения.
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Если каждому значению у, отвечает несколько 
значений х, а каждому Xj— несколько у, то эти 
данные надо упорядочить и записать в виде таблицы 
(табл. 14.3).

Таблица 14.3

Здесь числа ntJ — частоты , показывающие сколько 
раз повторяю тся парные значения х,, у ,. Напри­
мер, «23 показывает, сколько раз произошло 
событие, состоящее в том , что Х —х г, a Y =у3. 
Табл. 14.3, в которой результаты  наблюдений за ­
писаны в порядке возрастания с указанием ча­
стот rtij, называется корреляционной. Корреляци­
онная таблица может быть составлена как 
для дискретных признаков, так и для непрерывных. 
В последнем случае разность значений признаков .х™ — ,tmin 
или Ут„ —Уыв делится точками на ряд частичных интерва­
лов (классов), обычно равных, а при дальнейшей обработ­
ке переходят к дискретному статистическому распределе­
нию, заменяя интервал его центром х* — х'~- 
Так же поступают в отношении случайной величины У.

Из табл. 14.3 видно, что каждому значению 
признака X  отвечает распределение признака Y и, 
наоборот, одному значению Y отвечает распределе­
ние признака X.

Так, например, при Х = хх имеем
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У> У1 Уг Уг ... У.

" ч " и " | 2 " 1 3 ... " и

при X — Х2 распределение имеет следующий вид:

Л У1 Уг У з ... У.

"2J "21 "22 " г г "2.

Далее при У=у\ получаем

* i * 2 * 3 ... *ш

" и " и " 2 1 " J 1 " - 1

при Y =у2 имеем

*1 * 2 * э ... Кн

» ,г " 1 2 " 2 2 " J 2 " - 2

В отличие от функциональной зависимости здесь 
нет строгого соответствия между X  и У, но можно 
найти соответствие между значениями одной и сред­
ним значением другой величины.

О п р е д е л е н и е .  Зависимость меж ду случайными 
величинами X и У, состоящая в то м , что каждому 
значению одной величины соответствует распределе­
ние другой, называется статистической.

Статистическая зависимость показывает, что если 
величина X  принимает одно значение или попадает 
в определенный интервал, то при этом другая 
величина У принимает несколько значений с опре­
деленными частотами. Каждому значению X  сопо­
ставляется распределение У.

Особенно важным является частный случай ста­
тистической зависимости, когда каждому возмож­
ному значению одной величины сопоставляется ка­
кая-либо числовая характеристика соответствующего 
распределения другой. Такая зависимость называется 
статистической корреляцией или просто корреляци­
онной зависимостью.
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О п р е д е л е н и е .  Среднее арифметическое значение 
величины Y, вычисленное при условии, что X принима­
е т  фиксированное значение, называется условным 
средним и обозначается у х.

Аналогично определяется условное среднее \у.
В случае малых выборок распределение признака 

может состоять из одного значения, поэтому кор­
реляционную таблицу не составляют.

Обратимся к табл. 14.1. Значению л , = 8  отвечает 
распределение

У ) 1 8 2 0

n i 1 2

1 8 1 + 2 0 -2  1 Л ,  и условное среднее у х> = ------------- =19,3.

Далее при х 2 = 9 имеем

У) 20 24 27

п) 3 1 1

при х4 = 11

20-3 + 24 1+27-1

при лг3 = 10

- -  . . .  ... ZZ,

>1 24 27

ni 2 2

24-2 + 27-2 = 25,5;4

27 30

п) 2 1

27-2 + 30-1 _ОЛ 
> 4  = --------г--------=  2 8 ,0 .
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Таким образом, получена следующая новая таблица:

8 9 10 11

к 19,3 22,2 25,5 28,0

определяющая соответствие между значениями х, 
и условными средними у х . Построим в декартовой 
системе координат точки А/, (х0 у х ) и соединим их 
отрезками прямых. Полученная линия называется 
эмпирической линией регрессии У на X  (рис. 128).

Из табл. 14.1 можно составить еще одну таблицу, 
показывающую соответствие между значениями у, 
и условными средними ху ,

У> 18 20 24 27 30

8 8,6 9,7 10,2 11.0

Ломаная линия с вершинами Nt(xy ; у Л называется 
эмпирической линией регрессии X  на У  (рис. 129). 
Изучая линию, построенную по данным приведенных 
выше таблиц, можно «наметить» некоторую плавную 
«сглаживающую» кривую, около которой группиру­
ются, или к которой «тяготею т» точки М, или Nj. 
Такую линию называют теоретической линией ре­
грессии У на X (X  на У) или линией регрессии, 
а соответствующее уравнение yx= f(x)  ( х у =<р(у)) —
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уравнением регрессии Y на X  (X  на Y). Наиболее 
простым является уравнение прямой линии. Как же 
найти уравнение линии регрессии?

Форма линии регрессии и соответствующее урав­
нение часто подсказываются эмпирической линией 
регрессии. Если точки Л/,(х(; у х) или N j ( x ) ’j) 
располагаются вдоль прямой, то линия регрессии 
называется прямой регрессии и операция «сглажива­
ния» ломаной сводится к нахождению параметров 
a vi b функции

у  = ах + Ь. (14.1.1).
Корреляционная зависимость или просто кор­

реляция называется прямой, если большему значению 
х отвечает большее значение у  и обратной, если 
с возрастанием х  значение ух убывает. Для прямой 
корреляции в уравнении (14.1.1) а>  0, а для обратной 
а<  0. Функция у  = ах + Ь является математической 
моделью изучаемой зависимости, которая при пра­
вильном ее построении будет выявлять главнейшие 
свойства изучаемого процесса или явления и ис­
ключать отдельные «возмущения», вызванные случай­
ными, не характерными для данного явления, фак­
торами.

§ 14 .2 .  ЛИНЕЙНАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 

МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

Предположим, что по эмпирической линии ре­
грессии или из других соображений установлено, 
что между двумя количественными признаками суще­
ствует линейная корреляционная зависимость.

Уравнение регрессии имеет вид
у х = ах + Ь

или
у х — ах — Ь = 0. (14.2.1)

Сначала рассмотрим простейший случай, когда 
пары чисел в табл. 14.3 наблюдались по одному 
разу, т. е. Лу=1 для всех i= j  и /iiy = 0 для всех 
|#у (см. табл. 14.2). Подставив в (14.2.1) вместо 
х и у х х, и у,, мы не получим в правой части 
равенства ноль, так как на результаты каждого
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наблюдения влияют случайные «возмущения». Име­
ем:*

y l - a x l - b  = vl , 
y 2- a x 2- b  = v2, 
y 3 - a x i - b  = v3.

Ут~аХЯ — Ь =  Ц,- 
Числа i>|, v2, vJt ..., v„ называются отклонениями. 
Параметры а и b находят из условия, состоящего 
в том, чтобы сумма квадратов отклонений

1>? + 1)|-Ы>з + ... + 1>̂ = Х  vf (14.2.2)
I - 1

была наименьшей из всех возможных. Поэтому 
метод называется методом наименьших квадратов.

С умм а (14.2.2) является функцией параметров 
а и Ь. Составим эту функцию, заменив значения 
г, на у ( — ах, — Ь. Имеем

F(a, b ) = i v }  = i ( y , - ах , - Ь ) 1. 
i - i  i«  1

Для нахождения минимума функции F(a, b ), зави­
сящей от двух неизвестных а и Ь, найдем частные

dF OFпроизводные — и — и приравняем их нулю:
да дЬ

d£ = t  2 ( л - в * , - Л ) ( - Д г , ) - 0 .
(14.2.3)

%  = 1  2 ( и - « д г , - * ) ( - 1 ) - 0 .
vo i 1

Вынесем постоянный множитель за знак суммы, 
умножим обе части равенств (14.2.3) на ( —1) и пе­
регруппировав слагаемые, запишем

а £  x f  + b X  .t, = X  x j t ,
<-i  ̂ <-i i-1  (14.2.4)

a £  xi + bn = Y ,y i- 
j - i  i - i  

Найдя из системы (14.2.4) а и b, получаем искомое 
уравнение прямой линии регрессии
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ух = ах + Ь, (14.2.5)
где а — выборочный коэффициент регрессии.

Система (14.2.4) составлена для случая, когда 
пары чисел х, и у, наблю дались, по одному разу. 
Если необходимо найти параметры а и Ь, когда 
связь между X  и У описывается корреляционной 
таблицей, то система уравнений будет иметь вид

Значения nXi, nijt пу — поясняются табл. 14.3.
Для определения а и Ь из системы (14.2.6) 

умножим второе уравнение на х  и вычтем результат 
почленно из первого уравнения

Из второго уравнения (14.2.6) найдем Ь = у—ах 
и подставим его в уравнение регрессии (14.2.5). 
В результате имеем

Проводя аналогичные рассуждения для уравнения 
регрессии

xy = cx+d, 
приходим к уравнению

(14.2.6)

где

а х 2 + Ьх = ху’ 
а (.г)2 4- Ьх = ху  

а (.г2 — (х)2 = ху — ху,
откуда

Далее получаем
ух = ах + Ь. 

ух = а х + у  — ах
или

Ух~У = а( х - х ) . (14.2.7)

х , - х  = с ( у - у ) . (14.2.8)
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Угловой коэффициент прямой (14.2.7) называется 
выборочным коэффициентом регрессии с К на А', его 
обозначают символом рух:

Выборочный коэффициент регрессии с X  на У на­
ходят по формуле

В результате уравнения прямых регрессии при­
нимают следующий вид:

Пусть данные наблюдений представлены в виде 
табл. 14.2. Построим в системе координат точки 
М, (х(; у (), 1= 1, 2 ,. . . ,  17, и проведем прямую / таким 
образом, чтобы она проходила как можно ближе 
к этим точкам. Далее выберем на прямой две 
произвольные точки JV, и i\f2. Их координаты найдем 
с помощью циркуля или подсчитав длину соответ­
ствующих отрезков, воспользовавшись миллиметро­
вой бумагой. Получим две пары чисел ( х , ;  >»,) 
и (х 2 > У г)- Уравнение прямой, проходящей через 
две данные точки, и определит параметры эм­
пирической формулы

В этом и состоит способ выбранных точек.
Способ средней. Разобьем результаты  наблю­

дений, помещенных в табл. 14.2, на две равные 
(или почти равные) по объему группы. Д ля опре­
деления параметров а и Ь потребуем, чтобы 
отклонения

У , - 9 т Р,ж(х-*У>
х , - х  = рху( у - у ) .

(14.2.9)
(14.2.10)

§ 14 .3 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 

СПОСОБОМ ВЫ БРАННЫ Х ТОЧЕК 
И СПОСОБОМ СРЕДНЕЙ

у х = ах + Ь.

yi- a x i- b  = vi (14.3.1)
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взаимно погашались 
в каждой группе, т. е. 
чтобы выполнялись 
равенства

I  (>'1- а х , - Ь )  = О, 
(-1

t  ( у , - а х , - Ь )  = 0.
I*m + 1

После перегруппиров­
ки слагаемых приходим к системе двух уравнений 
с двумя неизвестными

е т т
а £  *,+/»?/> = £  yt,

■< .  (14.3.2)
■О I  х, + (л -# я )6 »  X

* = m > 1 i*m+ 1
Найденные из (14.3.2) число а и Ь подставляют в урав­
нение у„ = ах + Ь.

•  Пример 1. Используя метод выбранных точек, найти кор­
реляционную зависимость вида у  = ах + Ь, если результаты на­
блюдений представлены в следующей таблице:

X, 1 2 3 4 5

У, 2,8 1,3 4,1 2,1 3,9

Р е ше н и е .  Строим точки А/, (I ; 2,8), А/,(2; 1,3), А/э(3; 4,1), 
Л/4 (4, 2,1), М ,(5 ;  39) (рис. 130). Проведем прямую I. Вы­
берем две точки Nt e l  и Nze l  и измерим их координаты. 
Пусть -V, (1; 2), N2 (4; 3,3). Запишем уравнение прямой

>-2,0 * -1  
3,3 —2 ,0 _4Т-Т

В результате преобразований получим > = 0 ,43х+ 1,57.
Таким образом, а  = 0,43, Ь= 1,57. •

•  Пример 2. Используя способ средней, найти корреляцион­
ную зависимость вида у<=ах + Ь, если результаты наблюдений 
представлены таблицей примера I.

Р е ше н и е .  Разбиваем результаты на 2 группы. Пусть ш = 2, 
и - т  = 3. Для составления системы (14.3.2) вычисления проведем 
во вспомогательной таблице (табл. 14.4).
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Таблица 14.4

х, 1 4 ,2 У, I -  1.2 xt i - i . 4.5 f t  <-3.4.5

1.0 2.8 3.0 4.1
2.0 1.3 4.0 2.1

5.0 3.9

3.0 4.1 12.0 Ю. 1

Решив систему
Г За + 26 = 4 ,1,
{ 12а + 36= 10,1, 

находим а= 0,53, 6=1,26, >> = 0,53.г + 1,26. •

ф  Пример 3. Используя метод наименьших квадратов, найти 
корреляционную зависимость вила _>•*= адг + 6, если результаты 
наблюдений представлены таблицей примера 1.

Р еш ен и е . Для определения параметров а  и 6 воспользуемся 
системой (14.2.4)

Г 5 5 5а  £  х} + Ь £  дг, = £  я ,у „
] 1-1 l- l <- I
I 5 5а  £  Л-

(• 1 i- i
Вычисление коэффициентов а  и 6 проведем во вспомогательной 
таблице (табл. 14.S).

Таблица 14.5

Номер на- 
блюдевяй Л х ]

1 1 2.8 1 2.8
2 2 1.3 4 2.6
3 3 4.1 9 12.3
4 4 2.1 16 8.4
5 5 3.9 25 19.5

I v . - 14-2 М Щ “•м И •V» £дг(^  =45,6

Решая систему
(  55а + 15ft = 45,6,
{ 15а+ 56= 14,2, 

получаем а =0,3, 6=1,94, >=0,1х + 1,94.
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Как видим, применяя различные методы, мы 
получили и разные результаты. Расхождение объяс­
няется прежде всего тем, что число пар наблюдений 
сравнительно мало (и = 5). Метод, наименьших квад­
ратов имеет строгое математическое обоснование, 
поэтому результаты вычислений, полученные с его 
помощью, считаются более близкими к точному 
значению неизвестных параметров а и Ь.

§ 1 4 .4 . КОЭФФИЦИЕНТ КОРРЕЛЯЦИИ И ЕГО СВОЙСТВА.
ПРИМЕР ВЫ РАВНИВАНИЯ ОПЫТНЫХ ДАННЫХ

Обратимся к табл. 14.2 и найдем Хш и Г., далее 
составим разности х , — Х% и у ,— Уш, затем вычислим 
произведения (л,— X К.). Все вычисления поме­
стим в табл. 14.6.

Таблица 14.6

Номер
наблю­
дения

xt л х ,-Х , л - р . ( * , - * . ) ( * - Г.)

1 ДГ | У1 * 1 -Х .

2 х2 У 2 х2 -X . У г -К С*2 — ^ . )

3 хъ У> Ху — Х, У у -К ( * > - Х . ) ( У у- Т . )

... ...

п У. х .-Х , у . - К

I * . 1 у> I  ( * ! - * . ) Ш -  К) I  ( * , - * . ) ( * - г.)

Если между Х и  У существует линейная корреляция, 
то разности х ,—Хши у , -  F, для каждого /, 1=1, 2, 3, п, 
имеют одинаковые знаки в случае прямой корреляции 
и противоположные в случае обратной корреляции. 

Следовательно, при наличии корреляционной за-
Л

висимости сумма £  (х, — Х ,)(у(-  Р .) есть число,
i= I

отличное от нуля. Если же X и У не связаны 
корреляционной зависимостью или, как говорят, не 
коррелированы, то знаки разностей х, — Х% и у ,— Р.
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носят случайный характер, при суммировании они
I "взаимно погашаются и сумма - £  (х, — F, )

при большом числе наблюдений (зудет мала или 
равна нулю. Следовательно, эта сумма характеризует 
меру влияния изменения одной величины на измене­
ние другой.

О п р е д е л е н и е .  Выборочным корреляционным мо­
ментом или ковариацией Кху называется число, опре­
деляемое формулой

( 1 4 А 1 >" i= 1
В теории корреляции доказывается, что если 

X \\ У независимы, то КЛ). = 0. Корреляционный 
момент характеризует силу связи между X  и У. 
Размерность Кху равна произведению размерностей 
наблюдаемых случайных величин. Разделив Кху на 
произведение средних квадратических отклонений, 
получим безразмерный показатель

„  I  (*!--?.)(.>',- и  
r = ___'bi___= 1̂ 1____________  ( 1 44 2 )

или

r = - l - l ------  (14.4.2а)
/ i  I t . , - Т.у

Vi-1 I- I
О п р е д е л е н и е .  Выборочным коэффициентом кор­

реляции г„ называется отношение выборочного кор­
реляционного момента Кху к произведению выборочных 
средних квадратичных отклонений этих величин.

Ф ормулу (14.4.2) можно записать в другой форме, 
удобной для случаев, когда зависимость между 
X и У задается корреляционной таблицей. Имеем

; i  (*<-*.)(л- K)-l( i  Ы -Х, Т.-Хшу,+ 
".=1 л \.=1

i  х,-Х.'-Ху,
п ■ _ | П ft ft

= ¥ у - х , уш.
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Тогда
X Y — 9  9  r= tx r  л ,г ,  ( , 4  4 3 \
а.(Х)о.(У) '

Свойства выборочно- 
го коэффициента корре­
ляции.

1°. Значения коэффи­
циента корреляции изме­
няются на множестве 
[ - 1  1]={г :  - Ц г <  1}.

2 . Чем больше |г|, 
т е м  теснее связь между  
изучаемыми количест­

венными признаками.
3°. Если |г|=1, т о  корреляционная зависимость 

становится функциональной.
4°. Если г = О, т о  меж ду изучаемыми признаками 

нет линейной корреляционной зависимости, но условие 
г = 0 не исключает существования какого-либо другого 
вида корреляционной зависимости (параболической, 
показательной и др.).

•  Пример. Зависимость массы поросенка Y (кг) от его 
возраста X (в неделях) характеризуется следующей таблицей:

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1,3 2,5 3,9 5,2 5,3 7,5 9,0 10,8 13,1

а) Показать, что корреляция линейная;
б) с помощью способа наименьших квадратов найти линейную 

зависимость между X и Y;
в) найти выборочный коэффициент корреляции.
Р еш ен и е . Построим в системе координат Оху точки Mi (дг„ y t)

(рис. 131). Из рис. 131 видно, что точки располагаются вдоль 
прямой линии. Для определения коэффициентов а и Ь составим 
вспомогательную таблицу (табл. 14.7).

Таблица 14.7

Номер на­
блюдения х(, недели Л* *г *}

1 0 1.3 0 0
2 1 2,5 1 2,5
3 2 3,9 4 7,8
4 3 5,2 9 15,6
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Продолжение табл. 14.7

Номер на­
блюдения x„ недели Уь « *<У,

5 4 5,3 16 21,2
6 5 7,5 25 37,5
7 6 9,0 36 54,0
8 7 10,8 49 75,6
9 8 13,1 64 104.8

I  *, = 36,0 I *  = 58,6 X  л? = 204,0 £ * ,* - 3 1 9 .0

Система уравнений имеет вид

204,Ов + 36,06 = 319,0,

36 ,0а+ 9,06 = 58,6,

откуда находим: а= 1,42 , 6 = 0,83, у=  1,42х + 0,83.
Определим теперь выборочный коэффициент корреляции. Вос­

пользовавшись формулой (14.4.2а), находим

.? , = — = 4, F. = ̂ 6 = 6,51.
• 9 ’  9

Составляем вспомогательную таблицу (табл. 14.8)
Таблица 14.Я

Номер
наблю­
дения

У< x, — f . У, -Г. (Л -Р .)1

1 0 1,3 - 4 ,0 -5 ,2 1 20,84 16,0 27,14
2 1 2,5 - 3 ,0 -4 ,0 1 12,03 9.0 16,08
3 2 3,9 - 2 ,0 -2 ,61 5,22 4,0 6,81
4 3 5,2 - 1 ,0 -1 ,3 1 1,31 1,0 1,72
5 4 5,3 0,0 -1 ,2 1 0,00 0,0 1,46
6 5. 7,5 1.0 0,99 0,99 1,0 0.98
7 6 9,0 2,0 2,49 4,98 4,0 6,20
8 7 10.8 3,0 4,29 12,87 9,0 18,40
9 8 13,1 4,0 6,59 26,36 16,0 43,43

£  = 84,60 £  = 60,00 £= 122,22

Имеем

1-1 84,60

Г* * ./60,0-122,20
JI  (*.-*.)* 1(л-г.)* v
V i - i  I -  I

= 0,98.
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Как видим, связь между величинами Л' и )' очень тесная. 
Коэффициент корреляции близок к 1. |

§ 14 5. ПРОСТЕЙШИЙ СЛУЧАЙ 
КРИВОЛИНЕЙНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ

В § 14.2. рассмотрено понятие линейной кор­
реляции. Рассмотрим теперь более сложный случай. 
Пусть результаты наблюдений над случайными вели­
чинами X и У даны в виде табл. 14.2 или в виде 
корреляционной таблицы 14.3.

Построим в системе координат Оху точки (д г ,; д’(). 
Допустим, что все они расположились внутри кон­
тура ACBDA (рис. 132). Можно предположить су­
ществование линии Л/,Л/2Л/3...Л/„, по обе стороны 
которой находятся точки (дг,; ). Чтобы определить 
эту линию, поступим следующим образом. Разобьем 
разность абсцисс точек А и В на п равных частичных 
интервалов (.v,...xl+1) и через точки деления проведем 
прямые, параллельные оси Оу. В результате фигура 
ACBDA разобьется на п полосок.

Вычислим средние значения у, для всех точек, 
попавших в /-ю полоску, i=  1, 2, 3.......и, по следу­
ющим формулам:

где /и, — число точек, попавших в /-ю полоску.
Далее вычислим абсциссы д с}1* точек в середине 

каждого частичного интервала, л , = хА

с Получен ряд точек 
Л/Ддс|1); у,), 1=1, 2, 3, 
..., п. Построив точки 
Л/, и соединив их плав-

в НОЙ прямой, видим, что 
все точки [дс,.; у () «тя­
готеют» к этой линии, 
называемой линией ре-

01 *, *2 * 3

Рис. 132

•р грессии. В данном слу­
чае имеет место кри­
волинейная корреляция.
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В теории криволинейной корреляции решаются 
те же основные вопросы, что и в случае прямолиней­
ной корреляции (см. § 11.2). Эмпирическую линию 
регрессии естественно заменить уже не прямой 
линией, а, например, параболой второй или третьей 
степени, т. е. предположить, что уравнение теоре­
тической линии регрессии Y на X имеет вид

у х = а х 2 + Ьх + с, (14.5.1)
или

ух = а х 3 + b x 2 + cx + d. (14.5.2)
Возможны и другие типы уравнений, например 
ух = а/х, или у х = А еЬх, где а, А, b — постоянные, 
подлежащие Определению.

Итак, пусть по форме эмпирической линии ре­
грессии, учитывая особенности изучаемого процесса, 
мы решили, что зависимость между случайными 
величинами X и Y имеет вид у х = а х 2 + Ьх + с. Из 
этого равенства следует, что

ух—(ах2 + Ьх + с) = 0. (14.5.3)
Но в результате подстановки в (14.5.3) вместо х и ух 
результатов наблюдений (xi5 >>,), мы получим не ноль, 
а некоторое число vit т. е. имеет место отклонение.

Коэффициенты а, Ь, с находят при условии, со­
стоящем в том, чтобы сумма квадратов отклонений 
vj, вычисляемых по формуле

v1 = yi- ( a x ?  + bxl + c), 1= 1, 2, 3, ..., и,
была минимальной. С этой целью составляется 
функция

F(a, Ь, с)= £  v f=  £  {у(- ( а х ?  + Ьх( + с))2. 
i = l  i = l

Исследуя эту функцию на экстремум, подобно тому, 
как это было сделано в § 14.2 по отношению 
к линейной функции, п о уч аю т систему

а £  x f+ b  £  x f  + c £  x f=  £  x f y (,
i= 1 i - I  <«1 (-1

X a  £  x ?+ b  £  x f+ c  £  x,=  £  x,y„  (14.5.4) 
i = l  i = l  1 = 1  i =  1

a £  x f  + b £  xt + cn=  £  y t.
^ <=i i - i  <- i
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Результаты наблюдений (дс,, у,) подставляют в эту 
систему и, решая ее, получают искомые коэффициен­
ты а, Ь, с. Теснота или сила зависимости между 
величинами X  и Y в случае криволинейной корреля­
ции определяется выборочным корреляционным отно­
шением tiyjc, который всегда берется со знаком « + ».

л  < 1 4 5 5 >

где г|м  — оценка корреляционного отношения для 
всей исследуемой совокупности

i  *>f £  {У1-Уш)г £ *„2 _ l - l_ „2 _ l - l  _ l - l

§ 1 4 .6 . МНОЖЕСТВЕННАЯ КОРРЕЛЯЦИЯ

Предположим, что нужно установить зависимость 
между массой животного Z, количеством скарм­
ливаемых ему грубых кормов X  и концентратов Y. 
Зависимость между этими величинами подтверждает 
тот факт, что процессы изменения массы животного 
и потребление кормов протекают во времени, кроме 
того, опытные данные свидетельствуют, что между 
X, Y и Z существует определенная связь. В результате 
наблюдений получена таблица (табл. 14.9).

Таблица 14.9

*1 ...
У1 У1 Уг Уj ... У.

г , *1 ...

Корреляционную зависимость между этими значени­
ями признаков называют множественной корреляцией.

Рассмотрим простейший случай, когда по сущест­
ву изучаемого явления можно считать с достаточно 
большой вероятностью, что между X, Y и Z имеется 
линейная зависимость, которую можно представить 
уравнением

Z = aX + bY + c.  (14.6.1)
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В этом случае нужно решить следующие задачи:
1) по данным таблицы найти коэффициенты а, 

b н с так, чтобы функция (14.6.1) наилучшим образом 
отражала важнейшие свойства изучаемого явления:

2) выразить в виде числа меру или тесноту 
зависимости между значениями признаков X, Y, Z;

3) выразить в виде числа меру или тесноту связи 
между Z и X  при фиксированном Y, между Z и Y при 
фиксированном X.

Коэффициенты а , Ь. с находят с помощью способа 
наименьших квадратов. Для этого вычисляют от­
клонения:

г , = Z, -  (a.v, +6v,  +с), 
v2 = Z2 - ( a x 2 + by2 + c), 
v3 = Z3 - ( a x 3+ by3+ c ),

V' = Z ,- { a x H+ by' + c).

Рассмотрим сумм у квадратов отклоненияя п
£  » (2= £  (Zl—(ax,+byl +c))2, зависящую от а, 

i - 1 1=1
Л и с и  поэтому являющуюся их функцией, т. е. 

F(a , b, с)= £  (Zi - ( a x i + by, + c))2.
I»  1

Найдем также значения а, Ь, с, при которых 
F(a, b, r) = min. Как известно, для этого необходимо 
найти частные производные по аргументам а, Ь, 
с. Имеем

¥ = 2 i  (z <-(axi+ by i+ c) ) ( - xih са i=i

= 2 I  ( Z i- ia x t+ b y t+ c ^ -y ,) ,
( « i

Тс ш2 X  +vc i - i
Приравнивая частные производные нулю и перегруп­
пировав слагаемые, мы приходим к системе из трех 
уравнений с тремя неизвестными:
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л л я л

a Z xf + b £ -Vi + f Z = Z ẑ,-,
I s  1 i  -  1 i  *  1 i «  1

л n n n

1 * 1  i  *  1 i  -  I  i  *  1
л П n

Можно доказать, что числа а, b, с, найденные из

системы (14.6.2), доставляют функции F{a, b, с) = Z  vi

минимум.
Часто уравнение связи между х, у  и г  записывают 

в виде

где ZB, А',, К, — средние значения наблюдаемых 
признаков; А и В определяют по формулам

Здесь гх:, гуг; гху — коэффициенты корреляции соот­
ветственно между значениями признаков X  и Z, 
Y и Z, X  и У; о х, о у, стг — средние квадратические 
отклонения соответствующих признаков.

Мера или теснота связи значений признака Z со 
значениями признаков X к Y оценивается по формуле

где R — полный коэффициент корреляции (в отличие 
от коэффициентов гху, гхг, гух).

Величину R всегда считают положительной, она 
может принимать значения на множестве [0, 1 ].

Можно доказать, что теснота связи между 
Z и X  (при фиксированном К) оценивается частным 
выборочным коэффициентом корреляции

Л

Z - Z t = A { X - X m) + B { y - Y t\

(14.6.3)

(14.6.4)

(14.6.5)

382



а теснота связи между Z и Y (при фиксированном 
А') таким же коэффициентом

Гуг( л ) :

С войства г хг1у) и г уг(х)  аналогичны  свойствам вы бороч­
ного коэффициента корреляции, излож енны м в § 14.4.

§ 14.7. ВЫВОДЫ

Переменные величины Л' и Y могут быть связаны:
а) функциональной зависимостью;
б) статистической зависимостью, в частном случае 

корреляционной.
Зависимость называется корреляционной, если 

каждому возможному значению одной величины 
сопоставляется какая-либо числовая характеристика 
соответствующего распределения другой.

Таблица с двумя вводами, в которой результаты 
наблюдений записаны в порядке возрастания с указа­
нием частоты (числа повторений) пар признаков, 
называется корреляционной.

По данным корреляционной таблицы можно по­
строить эмпирические линии регрессии на У и У на 
X. Выравнивающая «гладкая» кривая называется 
теоретической линией регрессии. Наиболее простая — 
прямая регрессии. В этом случае корреляционную 
зависимость (корреляцию) называют линейной. Разли­
чают прямую и обратную линейную корреляцию. Для 
определения параметров а и b в уравнении у = ах + Ь 
используку метод наименьших квадратов, имеющий 
строгое математическое обоснование, и приближен­
ные методы: метод средней и метод выбранных точек.

Силу или тесноту линейной корреляционной за­
висимости определяет выборочный коэффициент кор­
реляции

~ I  (*<-*.)(л -Р .)

............ -  , ) -

Если |г|»1 , то изучаемая связь между величинами 
очень тесна*. Если г = 0, то между X  и Y нет 
линейной корреляционной зависимости, но возможно, 
что имеется более сложная зависимость.
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ

1. Сформулируйте две основные задачи теории корреляции.
2. Какая зависимость между величинами называется кор­

реляционной?
3. В чем состоит различие между функциональной и кор­

реляционной зависимостью?
4. Опишите форму корреляционной таблицы.
5. Что называется эмпирической линией регрессии?
6. Что такое уравнение линии регрессии?
7. В чем состоит сущность метода наименьших квадратов, 

метода выбранных точек и метода средней для определения 
параметров линии регрессии.

8. Что называется выборочным коэффициентом корреляции?
9. Сформулируйте свойства выборочного коэффициента кор­

реляции.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Данные о зависимости числа зерен ячменя в колосе от 
его длины приведены в таблице 14.11.

Таблица 14.11

Длина
са,

коло-
см 7 8 9 10 11 12 13 14

Среднее 
зерен в

число
колосс 16.0 20.3 23,5 24,5 28.0 29,0 29,5 31.0

Постройте график в виде ломаной. Проведите сглаживающую 
кривую. Какая функция является в данном случае «подходящей». 
Запишите ее уравнение с неизвестными параметрами.

2. Для повышения урожайности хлопка-сырца внесли на одном 
поле аммиачную селитру N H 4N O j , а на другом — сульфат ам ­
мония (NH4)2S 0 4. Опытные данные помещены в табл. 14.12.

Таблица 14.J2

Количество 
азота, кг/га 30 40 120 180 240 300

Прирост уро­
жая, ц/га, дня 
аммиачной се­
литры 3,5 10,3 19,8 22,9 24,0 24.5

Прирост уро­
жая, ц/га, для 
сульфата ам ­
мония 2,3 6,7 12,9 15,5 17,9 ■ 5,0
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Постройте график. Проанализируйте результаты опытов.
3. Используя метод выбранных точек, постройте зависимость 

типа у  = ах+Ь, если данные наблюдений представлены следу­
ющими таблицами:

а)

б)

X, 1 2 3 4 5

Л 4.4 5,4 3.9 3.1 5.9

х, 1 2 3 4 5

л 0,8 0.3 2.3 3.8 2,8

4. Используя метод * средней, постройте зависимость типа 
у  = ах + Ь, если результаты наблюдений представлены таблицами:

а)

б)

х, 1 2 3 4 5

У1 4,6 5,0 4.1 2.1 2.9

1 2,2 3,0 4.5 5.1 6.0

Л 0,7 1.6 3.1 3.3 3,5 4.1

5. Найдите уравнение прямой линии регрессии с К на 
X и коэффициент корреляции, если результаты наблюдений даны 
в следующих таблицах:

а)

б)

1 2 3 4 5

Л 3.2 4.2 2,7 0.7 1.5

х, 1 2 3 4 5 6

У1 1,3 2,5 0.8 3,8 1.8 3.6

6. В табл. а) и б) приведены данные по группе хозяйств 
о дозах внесения удобрений на 1 га посева зерновых (ц) дейст­
вующего вещества ДС и об урожайности зерновых культур
(ц/га) — У.
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Полагая, что между X и Y существует линейная корреляция, 
найдите уравнения прямой линии регрессии, коэффициент кор­
реляции и постройте график корреляционной зависимости

X, 1,0 4.1 3,8 3,9 1.2 3,9 4,1 0.8 0,7 1,3
i |

>1 23,6 31,9 35,2 36,4 23,6 34,0 38,2 17,3 28,8 9̂,7 j

3,0 1.1 2.9 3,0 0,8 1,5 2,1 3,2 1.2 3,0

У! 37,6 18,5 29,1 38,5 18,8 20,6 29,6 36> 15,8 33,4

7. Дана корреляционная таблица, в которой указаны: X— удои 
от коровы за одну лактацию, Y— содержание жира в молоке. 
Найдите: а) коэффициент корреляции; б) составьте уравнение пря­
мой линии регрессии У на X.

У к а з а н и е . Перейдите к дискретному признаку, затем со­
ставьте таблицу в условных значениях признака.

2000...
2400

2400...
2800

2800...
3200

3200...
3600

3600...
4000

4000..
4400

4400...
4800

4800..
5200

3,6...3,7 1 1
3,7...3,8 1 2 1 4
3,8...3,9 1 1 3 5
3,9 .4,0 5 2 2 9
4,0. .4,1 1 1 1 2 1 6
4,1...4,2 1 1 1 3
4,2. .4,3 1 1
4,3...4,4 1 1

2 6 10 3 4 3 1 1 30



ФУНКЦИЯ СТАТИСТИЧЕСКАЯ ЗАВИСИМ ОСТЬ
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Г л а в а  15 
О линейном программировании

§ 15.1. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ВОПРОСА

Линейное программирование — относительно новая 
область в приложениях математики. Толчком к раз­
витию науки в данном направлении послужили разно­
образные задачи планирования и развития отраслей 
экономики и транспорта.

В § 4.4 мы уже познакомились со сравнительно 
простыми задачами нахождения наиболее выгодного 
варианта решения. В каждой задаче было необходимо 
найти некоторые величины, связанные определенными 
соотношениями, при условии получения наилучшего 
результата, т. е. необходимо было принять оптималь­
ное решение при конкретных условиях производства.

В практической деятельности специалиста понятие 
«наилучший результат» выражается количественно: 
минимум затрат на содержание животных, максимум 
урожая с единицы площади, максимум прибыли от 
данной отрасли производства и т. д.

Сравнительно недавно, до 30-х годов текущего 
столетия, методом решения подобных задач был упро­
щенный перебор наиболее очевидных вариантов, без 
строгого математического обоснования. Если задачи 
содержали небольшое число неизвестных, то опти­
мальное решение, как правило, находилось безоши­
бочно.

С усложнением процессов производства, когда чис­
ло факторов, влияющих на принятие решения, оказы­
вается большим, простой перебор вариантов приводит 
к громоздким вычислениям и практическое его выпол­
нение весьма затруднено. Необходимо было разрабо­
тать единообразный метод, позволяющий унифициро­
вать вычисления, тем более, что к этому побуждали 
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успехи в создании и применении электронно-вычисли­
тельных машин.

Разобранные в § 4.4 примеры хотя и являются 
достаточно простыми, даю т представление о сущности 
линейного программирования. В каждой из задач не­
обходимо было найти максимальное (минимальное) 
значение некоторой линейной функции двух перемен­
ных L = a i x l + a 2x 2 при условии, что переменные х х 
и х 2 связаны системой линейных неравенств, в число 
которых входят условия неотрицательности х 1 и х2.

При более широких предположениях (т. е. число 
переменных больше двух) переменные могут быть свя­
заны не только неравенствами, но и равенствами. Кро­
ме этого, если ищется максимум функции L, то это 
равнозначно отысканию минимума функции — L, так 
как нетрудно доказать, что m axL =  — m in( — L). Поэто­
му при формулировке задачи линейного программиро­
вания ограничиваются одним экстремумом, в частно­
сти минимумом.

Продолжая обобщение, можно отметить, что об­
щим для задач линейного программирования является 
нахождение значений нескольких переменных (незави­
симых), при этом необходимо, чтобы:

а) эти значения были неотрицательны;
б) найденные значения неизвестных должны удов­

летворять некоторой системе линейных неравенств или 
линейных уравнений;

в) при всех значениях переменных заданная линей­
ная функция достигает минимума.

В некоторых задачах на искомые переменные на­
кладывается условие их целочисленности. Решением 
задачи являются некоторые числа, поэтому от системы 
ограничений в виде линейных неравенств переходят 
к ограничениям в виде системы линейных уравнений.

Линейное программирование — это математичес­
кая дисциплина, изучающая методы нахождения мини­
м ум а линейной функции конечного числа переменных 
при условии, что переменные удовлетворяют конеч­
ному числу дополнительных условий (ограничений), 
имеющих вид линейных уравнений или линейных нера­
венств.

На языке математики эта формулировка выглядит 
следующим образом.

Требуется найти значения действительных пере­
менных, для которых линейная функция
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<*д
р п  МОГ.

принимает минимальное значение при условии, что  д г ,. 
х2, х 3.........х„ связаны соотношениями

' al l x i + ai2x2 + an x 3 + ... + al.x ,= b l , 
a 2 l x l +  ° 22Х 2 +  а 2Э *3  +  ••• +  <*их » =  Ь 2, 

а 3 1 * 1  + <*32*2 + а эз*э + ••• + = Ь3> (15.1.2)

 ̂ am,xl + a.ax2+ аяух3 + . . .  +  атяхя=Ь„ 

или
0 , 1 * 1 + a l 2 * 2  +  a i 3 * 3 + -  +  a l » * . ^ l .

° 2 1 Х 1 +  ° 2 2 * 2  +  а 2 3 * 3  +  -  +  °2 . Х* ^  Ь 2,

Я 3 1 * 1  +  f l3 2 * 2  +  f l 3 3 * 3  +  ”  +  а з » * «  $ Ь Ъ • ( 1 5 . 1 . 2 ' )  

IJC, + а„2х2 + аяУх 3 + ... + атях„ $  Ья.

Так как задача линейного программирования явля­
ется прикладной, то на переменные дг,, х 2, х 3........хя
нашкладываются условия

х.^0  (/= 1, 2, 3, ..., п). (15.1.3)

Соотношения (15.1.2), (15.1.2') и (15.1.3) называются 
ограничениями данной задачи линейного программирова­
ния (ЗЛП). Линейная функция L называется целевой 
функцией.

Покажем, как от ограничений в виде неравенств 
можно перейти к эквивалентной системе ограничений 
в виде уравнений. Рассмотрим одно из неравенств
(15.1.2'):

а ^  +  а „ х 2 +  а13х3 + . . . + аыхя^ bit i = l ,  2 ,  3 , . . . ,  т .
(15.1.4)

Введем дополнительную переменную х,+ |, определив 
ее равенством

+  e .2 *2  + a <3-*3 +  " - +  a <«Jf» + * ■ + !=  ^* «=1> 2 .  3 ,  . . . .  т .
(15.1.5)

Из (15.1.4) и (15.1.5) следует, что хя+1^ 0 . В целевую 
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функцию переменная дс„+1 входит с коэффициентом 0.
Вводя для каждого неравенства (15.1.2') дополнитель­
ную переменную с условием, чтобы все они были 
неотрицательны, мы придем к каноническому виду за­
дачи линейного программирования, но с большим чис­
лом переменных, подлежащих определению.

Покажем на простом примере, как эта задача при­
водится к каноническому виду. Пусть задана система 
ограничений в виде трех нестрогих неравенств

и целевая функция Ь = с1х 1 + сгх г.
Введем три дополнительных неотрицательных пе­

ременных jcj. х4, x s, в результате чего ограничения
(15.1.6) примут вид уравнений

Целевая функция остается прежней:
L = c,jc, +tr2Jc2 + 0 j c J + 0 - x4 + 0 x J = c,Jc1 + с2х 2.

В простейших случаях задачу линейного програм­
мирования, как показано в § 4.3, можно решить графи­
чески, не переходя от ограничений-неравенств к огра­
ничениям-уравнениям. Более того, и при большем чис­
ле переменных задача линейного программирования, 
как это показывается в подробных курсах линейного 
программирования [21], может быть сформулирована 
так, что все ограничения будут иметь вид неравенств.

Приведем несколько определений новых терминов.
1. Любое решение системы ограничений (15.1.2) 

и (15.1.3) называется допустимым.
2. Допустимое решение, при котором целевая функ­

ция достигает минимума, называется оптимальным.
Задача линейного программирования может не 

иметь оптимального решения. Однако если решение 
существует, то оно не обязательно единственно: воз­
можны случаи, когда задача линейного программиро­
вания имеет бесчисленное множество оптимальных ре­
шений.

(15.1.6)

(15.1.7)
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Познакомимся с наиболее употребительным об­
щим методом решения задачи линейного программи­
рования — симплекс-методом. Заметим, что примени­
тельно к конкретным задачам разработаны модифика­
ции симплекс-метода.

Пусть задача приведена к каноническому виду: 
ограничения заданы в виде системы т  линейных урав­
нений с л неизвестными x lt х2. .... х, и известна целевая 
функция L. Требуется найти оптимальное решение.

Приступая к решению согласно симплекс-методу, 
необходимо прежде всего привести систему т  уравне­
ний к такому виду, в котором несколько неизвестных, 
например г (г < т ) ,  были бы выражены через оста­
льные. Положим для определенности л = 5; неизвест­
ные хх, х2. х3 пусть будут выражены через х4 и х5, т. е. 
система ограничений

г 1*1 + о у 2х  2 + а у Зх ,  + а у 4* 4 + а , 5* 5 = by. 
аи  Ху + а22х 2 + а23х 3 + а2АхА + a2ix 5 = Ь2.

I (15.2.1)
\ а3уХу + а32х2 + а33х3 + а 34дг4 + a3sx s = Ь3.

s 15.2. ПОНЯТИЕ О СИМПЛЕКС-МЕТОДЕ

 ̂ а ,  1*1 + aS2x 2 + ai3x3 + а 54дг4 + a „ x s = b$ 

приведена к виду

! x 1= a + a4jr4 + a j jcj,
х 2 =  Р + Р ах л + Р ,х 5. (15.2.2)

*Э  =  У +  У **4  +  У5* 5 .

где л, Р, у — свободные члены. Подчеркнем, что a, Р, 
у обязательно должны быть неотрицательны, т. е.

а> 0 , Р^О, у^О. (15.2.3)
Вопрос, всегда ли можно выполнить такое преоб­

разовав, т. е. перейти от системы (15.2.1) к системе
(15.2.2), и как это сделать, рассматривается в полных 
руководствах по линейному программированию [21, 
22]. Можно показать, что любая задача линейного 
программирования с системой ограничений, имеющей 
допустимое решение, приводится к виду (15.2.2), п — 
любое.392



Неизвестных jc1# х2, х 3. находящиеся в левых частях 
системы (15.2.2), называются базисными. Остальные 
неизвестные называются свободными или небазисными 
Набор чисел (jclt х 2. х ъ) называется базисом. Базис 
будем обозначать буквой В. Подставим теперь в целе­
вую функцию вместо базисных неизвестных свобод­
ные:

L = c +  cax a +  c5x s .

Выполнение условий (15.2.2) и (15.2.3) означает, что 
задача линейного программирования приведена к ка­
ноническому виду.

Найдем первое базисное решение. Учитывая, что дс4 
и х . — свободные неизвестные, положим сначала 
jc4 = 0 и х 5 = 0. Тогда из (15.2.2) базисные неизвестные 
равны х 1 = а. х2 = р. х ъ = у, а полученное таким путем 
решение (а, р, у, 0, 0) удовлетворяет (15.2.2) и (15.2.3) и, 
следовательно, является базисным. Оптимальное оно 
или нет, этого сказать нельзя. Линейная функция в ба­
зисе В — это

LB = c.

Дальнейшее решение состоит из ряда шагов. Пер­
вый шаг — переход от базиса В к базису В1г при 
котором LB меньше LB, или по крайней мере не боль­
ше LB.

Для нахождения нового базиса В{ необходимо в ба­
зисе В заменить одно неизвестное свободным (пре­
жним небазисным) неизвестным. При этом система
(15.2.2) принимает другой вид. Положив новые неба­
зисные неизвестные равными нулю, подсчитываем це­
левую функцию.

Проделав к таких шагов, мы найдем базис Вк, для 
которого LBk будет иметь минимум, а соответству­
ющее базисное решение является оптимальным.

Для иллюстрации симплекс-метода приведем при­
мер.

Пусть система ограничений и целевая функция при­
ведены к виду

{
xl = l - x A+2xs,
x 2 = 2  +  2 x 4 — x s , (15.2.4)

x3 = 3 — 3xA — xs;
L = jc4 - jcs . ( 1 5 .2 .5 )
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Неизвестные дс1Р дс2, х 3 образуют базис В\ базисное 
решение есть набор чисел (1, 2, 3, 0, 0). Проверим, 
является ли это решение оптимальным. Уменьшить 
значение L  можно путем увеличения дс, (дс, входит 
с отрицательным коэффициентом). Но увеличивать не­
обходимо так, чтобы ни одно из базисных неизвестных 
не стало отрицательным. Увеличение х ,  не повлияет 
на x lt а из второго уравнения мы видим, что jc, не 
может быть больше двух.

Тогда = 5, х 2 = 0, дг3 = 1, дс4 = 0, дг3 = 2.
Это новое базисное решение, при этом

L = 0 —2= —2.
Новый базис теперь состоит из х , ,  х ,  и дс3, небазис­
ными неизвестными стали дс, и х4.

Из второго уравнения (15.2.4) находим
дс, = 2 -д с2 + 2дс4.

Тогда
(х 1 = 1 -  х 4 + 2(2 -  дс2 + 2дс4),
| дс3 = 3 -  Зх4 -  (2 + 2дс4 -  дс2),

или

{JC, =  5 - 2 х 2 +  Зх4,
дс3= 1+дс2 —5дс4, (15.2.6)

дс, = 2 -д с2 + 2д:4;

L=  —2 + дс2 —дс4. (15.2.7)

Первый шаг симплекс-метода завершен: 5 ,  = (5, 0, 1, 0,
2), L=  —2.

Посмотрим теперь, нельзя ли еще уменьшить зна­
чение L. Из (15.2.7) следует, что коэффициент при х4

1
отрицателен, поэтому можно увеличить дс4 до при

этом окажется, что * ,> () , х ,> 0 , х 3 = 0.
_  1 28 Л 12 „  
Положив дс* = 5» получим х 1 = —, дс3 = 0, х ,  = —. Но­

вое допустимое решение равно (—, 0, 0, ^ ) ,  новый

базис В2 состоит из jct , хА и дс,, а х 2 и х 3 — свободные 
неизвестные.

Выразим теперь ограничения в новом базисе:
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В базисе В-, имеем L = —

Второй шаг симплекс-метода закончен. В (15.2.9) х 2 
и х3 входят с положительными коэффициентами. По­
этому дальнейшие преобразования не приведут к уме­
ньшению целевой функции. Отсюда следует, что базис- 

28 1 15
ное решение ( ^ , 0, 0, ^) является оптимальным,

5

Рассмотрим пример задачи линейного программи­
рования, не имеюшей решения. Пусть базис образован 
неизвестными х ъ и х 4, а система ограничений и целевая 
функция имеют следующий вид:

( х 3 = 4  + 2х1 - 2 х г, (15.2.10)
} х 4 = 8 - д с ,  + 4 х 2,

L = —х 1 — 2х 2.

Здесь базисное решение таково:

Д ,= (0, 0, 4, 8), a Lt = 0.

Коэффициент при x t в выражении для L отрицате­
лен. Попытаемся увеличить x it не меняя х 2. Судя по 
первому из уравнений (15.2.10), дс, можно увеличивать 
неограниченно: из второго уравнения следует, что дс1 
можно принять равным 8. При этом дс3 = 20, х 4 = 0. 
Новое допустимое решение имеет вид

В2= (8, 0, 20, 0), a LBi = -  8.



Теперь за новый базис следует принять x t и дс3. 
Найдем из второго уравнения (15.2.10) х , и подставим 
его в первое и в выражение для функции L:

Г дс, = 8+4дс2-дс4, (15.2.11)
|дс3 = 20 + 8х2-2дс4;

L = - Z - 5 x 2 + x a . (15.2.12)

В выражении (15.2.12) коэффициент при х2 меньше 
нуля. Определим, до каких пределов можно умень­
шить дг, при условии, что дс4 = 0. В обоих уравнениях 
(15.2.11) коэффициенты при х 2 положительны, т. е. их 
можно сделать как угодно большими, не опасаясь, что 
дс, и дс3 станут отрицательными.

Функция L будет принимать отрицательные значе­
ния и при дс2-»оо. Получится, что L-* — оо. Поэтому 
Ьтм = — сс, и, таким образом, оптимального решения
не существует.

Итак, поиск оптимального решения, проиллюстри­
рованный на примерах, в случае большого числа неиз­
вестных обычно осуществляется с помощью специаль­
ных симплекс-таблиц [21].

В математическое обеспечение включаются стан­
дартные программы для использования симплекс-ме- 
тода.



Ответы к задачам и упраж нениям

Глава 1
1. Л , ( - 3 ;  0); 5 ,(0 ; 4); С, (2; - 3 ) ;  Z), (4; 3).
2. /1 (0; 10), В (30; 10), С(30; -1 0 ) ; D(0; -1 0 ) , или /1(0; 

10); В, ( —̂30; 10); 0 (0 ; -^ 0 ) ; С, ( - 3 0 ;  -1 0 ) . 3./>= 10 + 5 ^ 2 .
4. пр0лАВ= - 2 ;  пр0,  АВ = - 4 ;  \ABj = у/20 = 2у/5.  5. Z./1 =

-я/2 , L B = n/ 4 ;  L C = n/ 4 .  6. УГЗ; УЙ); 1. 7. Л/хЛ/* =(1; 1);

^ 2ЛМ1; 1); Л/.Л/з = (_  1; - 5 ) ;  Л/4Л/3= (-3 ; -7 ) ;

9. > > = --х  + —. 10. Зх + 4.у + 5 ;г-26  = 0. 11. A = FS= 16. 
4 4

12.19. 13. mg-y=. 14. |р| = УГз м/с; |Г| = УГ300 м. 
v/37

Глава 2

1.х+3>-+11=0. 2. <р = ̂ . 3. Я , = (2; 0); Я 2 = (0; - 3 ) ,

V 3 = (6; - 1 ) ,  ^  = 00, Аг2 = 0, *э = ̂ . /с4 = 6. 4. у=  - ^ х .

2 2 3
, 5. у = - х - 2 ;  у =  -  -дс; у =  - 3 ,  Аг = 0; >•= - т х + 3 .  6. у = 2 - х .

3 3 4 
1 . х - у  + 2=0.  8. А(Ъ; - 1 ) ;  В( 3; 3); С ( - 9/5; 3/5); 
fx+ 3.y> 0, 2

< х< 3, 1 0 .5 (0 ; 4); у = - - х  + 4. 13. 225дг—̂  = 0.
^ х —2>>+3>0. 3 

14. 55х +Ту -8800  = 0. 15. ,у = ̂ х  + 225; 225. 16. у= 1,7х + 12.
4

18. х = 400 км, наиболее экономичный вариант соответству-
Г50дгЧ-150 при 0<х<4, 

ет линии > = <-, . . .
(25х + 250 при 4< х< + оо.
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Глава 3

1. х 2+>2=16; j c 2 +(>> —4)2 =  16. 2. ( x - 2 ) 2+(>>- 1)J = 13. 

- + y = l ;  F ,(4 ; 0), F2( - 4; 0). 4. а) эллипс ^  + y = > ;

x у
б) гипербола — — — = 1. в) парабола _у2 = 6х; г) гипербола

х у у
равносторонняя; д) эллипс — + — = 1; с) парабола х 2 = — ;

14 20 2
х у

ж)гипербола —— — =1; и)гипербола равносторонняя 
4 16

14. Быстрее растет клевер. 15. 1) 104,76; 2) 4,4%.

2. а) Здс + 2 г -  1 =0; б) З х -2 ^  + 4 г+ 10 = 0. 3. 3х + г = 0. 4.
1)7; 2) 2/3. 8. Хозяйству необходимо приобрести 43,25 т 
карбомина. Линейная форма L = 20,125 т. 9. Суточный 
рацион составляет 9,23 кг грубых кормов и 11,58 кг 
концентратов. Линейная форма L= 1,52руб.

1. Q — множества животных дойного стада коров; At — 
множество животных первотелок [)Л2 множество живо­
тных с двумя отелами и т. д.; Я, — множество животных, 
удой которых менее 3000 л, ЦВ2 — множество животных 
с удоем более 3000 кг, Л ,cQ , A2<=Q, 3. Q —
множество работников молочного комплекса; А , — множе-
л т п л  п а я п а г  I 1А ____» г а л м г А л т в л  о  г п г а и и л т п а т и о и л . т л 'ю й .

3 )/ ( я -  1) = 3(а —1)3 + 2; 4 )/ (2а)=  12а2 + 2; 5 )/ (*  + Дх) = 
= 3(.х + Длг)2 + 2. 6 ./ ( -3 )=  154;/(3)=  154; функция четная.

6) ( —со;„+ао); 7) [ -  1; 1]. 10. 1) у  = */и, м =  х2- 1 ;  2) >> = sinM, 
у = 2 х ;  У) у= & ,  и=х* ;  4).y = lgt>, p =  c o s m , u=2x .  11. 1) нет;
2) нет; 3) да; 4) нет; 5) да. 13. /»(/ = 0)= 1000 .14. ^(f)=  ЮОг1’; 
>(1) =  200мг; >(2) =  400мг. 15. * = 0 ,2 4 е - 0061'

Глава 4

Глава 5

/ ( -  1 )= -9 . 5. 1)/( —2)= 14; 2)/(5) = 77;

8. дг, = 3; х 2 = 2. 9. 1) х?И ;2) | х|#1;3) *> 1 ; 4) дс<1; 5) х= 1;
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Для построения графика составляется таблица

t -0 .061/ е -0.0611 к

1 0 0 1,000 0,240
2 1 -0 ,061 0.940 0,225
3 2 -0 ,1 22 0,855 0,212
4 3 -0 ,1 83 0.833 0,200
5 10 -0 ,6 1 0 0.543 0,130
6 24 -1 ,4 64 0,231 0,055

16. Я = 15 ,4е -°  225'. 17. дг (1) == 1250; .v(2) = 1375; дг(3)= 1478.

Глава 6

> •!* .)= { '. j .  ( * . ) - { ' .  |  I- 5}; < * . ) - ! ' .  <•

9. 16); { * . ) - £ ,  i  i } .  4. а) ( , . } . { !  |  J. I;

( 3 4 5) fl  2 3 4
б) {д :Л Н 2, 2  у  I  ; 1; B ){x .}=  i  1,  _ _

Г) {а.} = 

Г) {А.} =•

2 3 4 5 2 3
Г 4’ 9’ 10j ° ; а ) М  12’ 3’ 4’ 5J’

? \  7б}: °’ >Л 2У'

•, нет; 

нет;

оо.

26 2 2
5. а) 15; б ) — ; в) 0; г) оо; д) 2; е ) ж ) - ;  з) 3. 6. а) е*;

6 )2 ; в) г ) - ;  д ) е )  ■[; ж) е 2. 7. При х = 2 функция 
3 е е 8

непрерывна; при дг = 1— точка разрыва II
2х 2х 4 

lim ------ = —00; lim ------= + 00. 8. a) lim

рода,

1 - оо;
jr—*1 - о  х — 1 х— 1 + 0 • х— 2 - О х ~  2

4
lim ---- -=  + 00; б) lim / (*) = 0; lim У(дг) = 2, скачок

*— 2 + 0 Х~ X—2-0 х—• 2+0
12 — 0 1 = 2. 9. lgJV= 2,7129-0,4343, ЛГ= 15,07. 10. 1500. 11. 
а) 100; 200; б) 100; 200; в) оо, 90; г) оо; 10; 12. 10000. 13. 10.

Глава 7

1 .1 )6 ; 2)24; 3 )6 ; 4 )0 ; в точке х = - 2 .  2. я/4. 
3. ^ = - 5 х —3. 4. а) 0; 6 )  а. в) 5 х 4; г) 2хя; д ) 6 х 2 — 3; 
е) 3 /э + / + 2; ж) - * 2 + З х -2 ; / ' ( 3 ) =  - 2 .  6. (1; 2). 7. 0,423 кг.
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8. а) 4 (дг + 2 )3; б) 10 x (x 2 - 5 ) 4; в) (бдс—6)(дг2- 2 х ) 2;

г) . 2 2У= ;  д) 4(/2-/ + 1 )3(2/-1); е) 20(3и2-м + 4 )3( 6 и - 1);
y i + 2 - t - x 2

х 5х2 + 2 .г -3  -60 .V 2
ж ) -----з ) -----------------------------------------  ; и) -------—г;

\ J  R —х  2 у / ^ \  (5дг —4)

k) 1 - 2 cos2 x; л ) — - sin 2х; м) sin .v cos дг; 9. Р+а;

10. л-; = с - ' ,/2( 1 - г 2); x" = tc~'’12(/2-3 ) .  11. -Акс~к'.

12. а) 20; 6 )0 ;  в) y/l\  г) -  ~ ПУ ^ . 13. t> =  f 2 - 4 /  +  3;

д = 2/—4; при t =  1, f = 3 тело меняет направление движения. 
14. v= k (А—х). 15.1)22  т ;  2) - 2 ^ 2 т ;  3 )4 т . 17. х = 1  
функция возрастает, при х = — 1 функция убывает.

I9- l ) ; mi„= - 1  при х =  1; 2) ут„  = 4 при х = 2; 3) лг= —

23 4
У™* = 4) х = 1 ,  у тгг = х = 3, y min= - U  5) х = — 1,

У, in = -  * = 1 .  > « . ,= [  20) 200л 21. а) 1,005 г; 6 )1 ,0 1  г.

22. 7,84 л. 23. 10,8. 24. ~ 157,1 ц. 25. 4 x 4 x 2 .  26. При * = 50,
.Г™, = 2,5; х = 100, y min=0 .  27. х = 5,79 млн.

Глава 8
1. 1) 2,5; 2) 2. 2. 1) вся плоскость Оху; 2) вся плоскость

Оху, кроме точки (0; 0); 3) вся плоскость Оху. 3. 1) —  = 2 x v 3,
дх

dz ,  , ,  дг „  дг . .  „  дг
- - 3 , У ;  2 I - . C - V .  г ) Гх. ХЦ ^ Р ;

у у =У1-s/x '+ P*  4)^~с = у ( у 2~х 2)1(х2+ у 2)2; 5) г'х -  -2 ,93 ;

г^ = 6 — 57,8>»; 6) z  ̂= ^ х .у -в д ’5 — 18, г ,  = 6 х 2-4 0 х .у4+И ;
7)z^ = 4; г  ̂= 5; 8) z ; = >-x,’~l , z  ̂= x*lnx; 9 ) z i= l ;  z  ̂= 0.

4 .5 ,5  т. 5. Куб, ребро -^=. 6. Л = 2 м, Н  = 2 м.
v/З

Г л а ва  9
х 2

1. v=------4х+10. 2. v = 3 sin x—2cosx + 6.2
3. >• = 2 In | дг | — х + 7. 4. j  = ̂ f 3 + / + 21. 5 . ^  = 4 —̂ . 
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6 . „ i ( 3 , - 5 ) ‘  +  C  2 , i * , 3 , +  C; +

+ C; 4) ? ( * + 4 ) ^ + 4  + C; 5) -  — ^ j p  + C; 6)

7) — ̂ c o s2 .v + C ; 8) — -c o s 2 .v  — -[s in 4 ;c  + C; 9) 3 s in (ф/3 — 4)4-
2 2 4

+ C; lo H sin */  + C; l l ) J e 2j, + C; 12) C - l- e ~ 4x; 1 3 ) - - ^ - ;  
к  2 4 2 e

j ______  2
14) 4/l + /2 + C; 15) — y/6.\4-  11; 16) - s in x  ^sin .v  + C;

20) J ln | x 2-6 jc+ l|  + C; 21) —2y/\ —x 2- 3  arcsin .* + С . 7.

1)2; 2 )9 ; 3 )0 ; 4)12; 5 ) e ( 2 e - l ) ;  6 )1 ; 7 )0 ; 8) y ;  9 ) ?

8 .1 ) —; 2 ) ^ .  9 . n a b .  10. 5  = ̂ ^  ra; 5828,57; 11,66 т ми- 
6 3 35

n n  128
нсральных удобрений. II. 1) - ;  2) 8 л; 3) " у я - 12. 3,35 т.

13. » 2 рейса. 14. 20 т. 15. 30 Дж. 16. 70,8 Дж.
Глава 10

г 2 — I V2 V2 3
1- >' =—2— ‘ 2. j= 2/2-3 / . 3. —---- 2 =2' 4‘ У =

5. cos>- = cosx. 6. 48,86 мин. 5,2 г. 7 .5 ,2  г.

8. 126 мин. 9. т0 = 56,49 г; 7,84 часа. 10. 5,83 ч. 
И . /= /„е ‘* ~ 12. дг = дс0 (1 — е ~, ‘ ).

Глава 1f

1. —. 2. 52 или 53. 3. 400. 4. 200. 5. 0,945 и 0,965;

94,5% и 96,5%. 6.0,55. 7.0,35. 8. Р(/4) = 0,68; Р(В)  = 0,29;

/>(С) = 0,03. 9. 10. 10. а ) - ? - ;  6 )0 . 11. —  *0,0083. 12. Р(А) =' 20! 120
= 0,5625; />(й) = 0,3750, />(С) = 0,0625; P (D ) = 0,9375. 13. п = 5.

14. а) «0 ,23 ; б) *0,94. 15. Р(А) = [,  Р (В )= \; />(С) = ̂ -;6 2. 11)

/>(/>) = !  1 6 ./ > = ± 1 1  17.1)0 ,25; 2) 0,273. 18.0,720.

19. 1) 1  2) 3) 20. 1) 0,48; 2) 0,44; 3) 0,08. 21. 1) 0,336;

2) 0,452; 3)0,188; 4) 0,024. 22. а) 0,81; б) 0,81е. 23. а) 0,986;
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б) 0.026; в) Ci  0,985 0,2. 24. а) 0,358; 6)0,116; в) 0.945. 
25.0,875. 26.0,88. 2 7 .1 )  0,775; 2) 0,483; 0,516. 28. а) 0,7;
6)0,226. 29.0,790. 30.0,021. 31.0,113; 0,273; 0,614.

Глава 12
1.

х, 0 1 2 3 4

Pi 0.6S6I 0.2916 0.0486 0.0036 0.0001

0,15625; б) 0.3125.

х, 0 1 2 3 4

Pi 0,368 0,368 0,184 0,061 0,015

б) ни одного или 1 зерно. 4. 4.2. 5. Л/(ДГ)=1,7; D(ДГ) = 0,81. 6.

А/(А') = 6; D(X) = 2,4. 7. А/(ДГ)=57; />(ЛГ) = 201. 8. а) в) - ;  2)
4 4

I ;  б) 9. 1) >'/0.0*. 2) 1 е -(х + 0.5)'/«. 3)
2 0,2у/2к 2у/2к

_ 4 - < дг- 3)»/°,125. 4) _ 1 _ е -дг, /2 а) 72 57*/,; б) 0,26 г. 11. 
J 2 n  J 2 k
Г) 0,841; 2) 15,19 т. 12. 1) 0,9772; 2) 30,23 *г. 13. I) 0,9772; 2) 1,025 т.

Глава 13

«с-

i
45..75 75... 105 105... 135 135...165 165. 195 195...225 225...255

2 5 11 11 8 11 2

2.

х, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Hi 7 7 5 6 9 5 6 3 1 1

3.
JTr .

—*(♦1
2.6 .3,0 3.0 .3,4 3,4 .3,8 3,8..4,2 4,2.. 4,6 4,6 5,0 5,0 . 5,4 5.4 5,8

", 4 4 5 11 12 6 6 2
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4.
X, 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12

nt 2 3 5 3 11 8 9 6 2 1

5. 1) JP. = 155,40: 2) £>m = 211284, j j  = 2I55,96, 3) j  = 46,63. 6. 1) 
X, = 4.40; 2) Z)(.V) = 5,78; **=5,90; 3) 5 = 2,40. 7. 1) * ,  = 4.20. * 2 =0,54, 
j= 0,74. 8. a) (11,58; 12,42); 6) (11,45; 12,55); в) (11,40; 12,60) 
С увеличением надежности возрастает величина доверительного 
интервала. 9. а) (18,63; 21,57); б) (18,14; 22,06); в) (19,12; 21,08)— с 
увеличением выборки при постоянном коэффициенте надежности 
уменьшается доверительный интервал 10. а) /=(0,47; 0,53); б)
0,0255 < о< 0,0745; в) /=(0,48; 0,52). 11. (0,10; 0.15). 12. л=1860. 13. 
/1еор = 2,31; /пр = 2,46. Расхождение значимо. </=|2,13—1,90| = 0,23. 14. 
?̂сор'~ 2,04, /пр = 0,25. Расхождение незначимо d=\ 232,0—231,01 = 1,0.

Глава 14
1. См. рис. 133.
2. См. рис. 134.

Рис. 134
Прирост урожая замедляется с возрастанием количества удобрений. 
Внесение сульфата аммония свыше 240 кг/га снижает урожайность. 
3. а) >>=0,5х+3,5. Точки (1; 4), (4; 5,5); б) у = х  — I. Точки ( I ;  0), (4; 3). 
5. а) у =  — 0,69л:+  4,53; г  = -0 ,7 9 ; б) >=0,35дс+1.6; г=0,54. 6. а) 
у= 7 ,2 7х + 10,35; г=0,94; б) > = 8,73*+ 8,84; г=0,95. 7. г = 0,46; 
у ж = 1,833дг—1,851. 8. г =0,72; j-, = 0,76*+0,88; х ,=0,68у+  1,11. 9. 
г =0,62; >, = 0.00014*+ 3,51; * =  2797,95 >-7813,18.
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Продолжение приложения 2

X Ф(ж) X Ф(х) X Ф(*) X • (* )

1,63 0.4484 1,88 0.4699 2,26 0.4881 2,76 0,4971
1,64 0,4495 1,89 0,4706 2,28 0.4887 2,78 0,4973
>,65 0,4505 1,90 0,4713 2.30 0,4893 2.80 0,4974
1,66 0,4515 1,91 0,4719 2.32 0,4898 2,82 0,4976
1,67 0,4525 1.92 0,4726 2,34 0,4904 2,84 0.4977
1,68 0,4535 1,93 0,4732 2,36 0,4909 2,86 0,4979
1.69 0,4545 1,94 0,4738 2,38 0,4913 2,88 0,4980
1.70 0,4554 1,95 0,4744 2,40 0,4918 2,90 0,4981
1,71 0,4564 1,96 0,4750 2,42 0,4922 2,92 0,4982
1.72 0,4573 1.97 0,4756 2,44 0,4927 2.94 0,4984
1,73 0,4582 1,98 0,4761 2,46 0,4931 2,96 0,4985
1.74 0,4591 1,99 0.4767 2,48 0,4934 2,98 0,4986
1.75 0,4599 2,00 0,4772 2,50 0,4938 3,00 0,49865
1.76 0.4608 2,02 0,4783 2,52 0,4941 3,20 0,49931
1.77 0,4616 2.04 0,4793 2,54 0,4945 3,40 0,49966
1.78 0,4625 2,06 0,4803 2,56 0,4948 3,60 0.499841
1,79 0,4633 2,08 0,4812 2,58 0,4951 3,80 0,499928
1,80 0,4641 2,10 0,4821 2,60 0,4953 4,00 0,499968
1,81 0,4649 2,12 0,4830 2,62 0,4956 4,50 0,499997
1,82 0,4656 2,14 0,4838 2,64 0,4959 5,00 0.49999997
1,83 0.4664 2,16 0,4846 2,66 0,4961 00 0,5
1.84 0,4671 2,18 0,4854 2,68 0,4963

3. Таблица шачсний функции £  —-—  (распределение Пуассоиа)
1-=о к\

X 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0.6 0.7 0.8 0,9

0 0,905 819 741 670 607 549 497 449 407
1 995 982 963 938 910 878 844 809 772
2 1,000 999 996 992 986 979 966 953 937
3 1,000 1,000 1,000 999 998 998 994 991 989
4

5
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 999

1,000
999

1,000
998

1,000



4. Таблица значений

а
к 0,1 0.2 0.3 0.4 0.5 0,6 0.7

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10 
11 
12
13
14
15
16 
17

0,90484
0,09048
0,00452
0,00015

0,81873
0,16375
0,01638
0,00109
0,00006

0,74082
0,22225
0.3334
0,00333
0,00025
0,00002

0,67032
0,26813
0,05363
0,00715
0,00072
0,00006

0,60653
0,30327
0,07582
0,01264
0,00158
0,00016
0,00001

0,54881
0,32929
0,09879
0,01976
0,00296
0,00036
0,00004

0,49659
0,24761
0,12166
0,02839
0,00497
0,00070
0,00008
0,00001

5. Т аб.жиа значений функции 1у = 1 (у ; я )

1 У
п

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999

5 2,78 4,60 8,61 20 2,09 2,86 3,88
6 2,57 4,03 6,86 25 2,06 2,80 3.74
7 2,45 3.71 5,96 30 2,04 2,76 3,66
8 2.37 3,50 5,41 35 2,03 2,73 3,60
9 2,31 3.36 5,04 40 2.02 2,71 3,56

10 2,26 3,25 4,78 45 2,02 2,69 3,53
11 2,23 3,17 4,59 50 2,01 2.68 3,50
12 2,20 3,11 4,44 60 2,00 2,66 3,46
13 2,18 3,06 4,32 70 1,99 2,65 3,49
14 2,16 3,01 4,22 80 1,99 2,64 3,42
15 2,15 2,98 4,14 90 1,98 2,63 3,40
16 2,13 2,95 4,07 100 1,98 2,63 3.39
17 2,12 2,92 4,02 120 1,98 2,62 3,37
18 2.11 2,90 3.97 00 1,96 2,57 3.29
19 2,10 2,68 3,92
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а  е
функция -------

дг!

0.8 0,9 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0

0,44933 0,40657 0,36788 0,13534 0,04979 0,01832 0,00674
0,35946 0,36591 0,36788 0,27067 0,14836 0,07326 0,03369
0,14379 0,16466 0,18394 0.27067 0.22404 0,14653 0,08422
0.03834 0,04940 0,06131 0.18045 0,22404 0,19537 0,14037
0,00767 0,01112 0,01533 0,09022 0,16803 0,19537 0,17547
0,00123 0,00200 0.00307 0,03609 0,10082 0,15629 0,17547
0.00016 0,00030 0,00051 0,01203 0,05041 0,10419 0,14622
0.00002 0.00004 0,00007 0,00344 0,02160 0,05954 0.10445

0,00001 0,00086 0,00810 0,02977 0,06553
0,00019 0,00270 0,01323 0,03027
0,00004 0,00081 0,00529 0,01813
0,00001 0,00022

0,00006
0,00001

0,00193
0,00064
0,00020
0,00006
0,00002

0,00824
0,00343
0,00132
0,00047
0,00016
0,00005
0,00001

6. Таблица значений функции fT = I (у, л )

л
Y

л
Y

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999

5 1,37 2,67 5,64 19 0,39 0,60 0,92
6 1,09 2,01 3,88 20 0,37 0,58 0,88
7 0,92 1,62 2,98 25 0,32 0,49 0,73
8 0,80 1,38 2,42 30 0,28 0,43 0,63
9 0,71 1,20 2,06 35 0,26 0,38 0,56

10 0,65 1,08 1,80 40 0,24 0,35 0,50
11 0,59 0,98 1.60 45 0,22 0,32 0,46
12 0,55 0,90 1,45 50 0,21 0,30 0,43
13 0,52 0,83 1,33 60 0,19 0.37 0,38
14 0,48 0,78 1.23 70 0,17 0,24 0,34
15 0,46 0,73 1,15 80 0,16 0,23 0.31
16 0,44 0,70 1,07 90 0,15 0,21 0,29
17 0,42 0,66 1,01 100 0,14 0,20 0,27
18 0,40 0,63 0,90 150 0,12 0,16 0,22

200 0,10 0,14 0,19
250 0,09 0,12 0,16
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Во втором полугодии 1998 г. 
готовятся к изданию:

1. Б е к л е м и ш е в  Д. В. Курс аналитической геомет­
рии и линейной алгебры: Учеб.— 7-е изд., стер.— 19 л.

В учебнике излагается основной материал, входящий 
в объединенный курс аналитической геометрии и линейной 
алгебры: векторная алгебра, прямые на плоскости, линии 
и поверхности второго порядка; аффинные преобразования, 
системы линейных уравнений, линейные пространства, евк­
лидовые и унитарные пространства, квадратичные формы, 
аффинные пространства, тензорная алгебра.

Для ст удент ов высших учебных заведений.

2. Г о р д о н  В. О., С е ме нц о в - О г и е в с к и й  М. А. 
Курс начертательной геометрии: Учеб. пособие/Под 
ред. В. О. Гордона и Ю. Б. Иванова.— 24-е изд., 
стер.— 25 л.

Это широко известное и очень популярное учебное посо­
бие по начертательной геометрии. Оно соответствует про­
грамме для машиностроительных и приборостроительных 
специальностей вузов.

Для ст удент ов высших учебных заведений.

3. Г о р д о н  В. О., И в а н о в  Ю. Б., С о л н ц е в а  Т. Е. 
Сборник задач по начертательной геометрии: Учеб. 
пособие/Под ред. Ю. Б. Иванова.— 7-е изд., стер.— 
22 л.

В пособии показан процесс решения типовых задач, ил­
люстрирующих основные положения курса, даны подробные 
решения ряда задач. В конце книги приведены ответы к зада­
чам, предлагаемым для самостоятельного решения.

Для ст удент ов высших учебных заведений.



ВЫШЛИ В СВЕТ:

1. Бачурин В. А. Сборник задач по математике: 
Учеб. пособие.— 28 л.

В книге представлены задачи по всему курсу математики. 
Ко всем задачам даны ответы. В каждом параграфе имеются 
примеры решения задач. В качестве приложений приводятся 
краткие справочные сведения по некоторым вопросам те* 
ории. Включены задачи, предлагавшиеся на вступительных 
экзаменах в вузах.

Д ля лиц, г о т о в я щ и х с я  к  в ст уп и т ел ьн ы м  э к за м ен а м  в в у ­
зы . М о ж ет  бы т ь п о л е зн а  у ч а щ и м ся  ст ар ш их  к л а с с о в  ср е д н и х  
о бщ ео б р а зо в а т ел ь н ы х  ш кол .

2. Г м у р м а н  В. Е. Теория вероятностей и м атем а­
тическая статистика: Учеб. пособие.— 6-е изд., стер.—
24 л.

Книга является одним из наиболее известных пособий по 
данному курсу. Написанная на высоком научно-методичес- 
ком уровне, она в компактном и доступном виде содержит 
весь материал программы по теории вероятностей и матема­
тической статистике. Большое внимание уделено статисти­
ческим методам обработки экспериментальных данных. 
В конце каждой главы помешены задачи с ответами.

Д ля ст у д е н т о в  в у з о в  и лиц. и сп ол ь зую щ и х  в е р о я т н о ст н ы е  
и ст а т и ст и ч е ск и е  м ет о ды  при  р еш ен и и  п р а к т и ч е ск и х  за д а ч .



3. Г м у р м а ы  В. Е. Руководство к решению задач по 
теории вероятностей и математической статистике: 
Учеб. пособие.— 4-е изд., стер.— 21 л.

Совместно с учебным пособием этого же автора состав­
ляет единый комплект по данному курсу. Книгу характеризу­
ет красота и строгость изложения в сочетании с высоким 
научно-методическим уровнем.

В книге приведены необходимые теоретические сведения 
и формулы решения типовых задач, помещены задачи для 
самостоятельного решения, сопровождающиеся ответами 
и указаниями. Большое внимание уделено методам статисти­
ческой обработки экспериментальных данных.

Д ля ст у д е н т о в  в у з о в  и лиц, и сп ол ь зую щ и х  в ер о я т н о ст н ы е  
и ст а т и ст и ч е ск и е  м ет о ды  при р еш ен и и  п р а к т и ч еск и х  за да ч .

4. И р о д о в  И. Е. Основные законы механики: Учеб. 
пособие.— 4-е изд., перераб. и доп.— 14 л.

В книге рассмотрены основные законы как нереляти­
вистской (ньютоновской), так и релятивистской механики 
законы движения и законы сохранения импульса, энергии 
и момента импульса. На большом количестве примеров 
и задач показано, как следует применять эти законы при 
решении различных конкретных вопросов. В настоящее изда­
ние внесены некоторые терминологические уточнения в поня­
тие энергии системы, добавлены § 4.7 «Механика несжима­
емой жидкости» и гл. 6 «Колебания», более обстоятельно 
подчеркнута чисто вспомогательная роль понятия «реляти­
вистская масса», исправлены отдельные неточности и заме­
ченные опечатки.

Д ля ст у д е н т о в  вы сш и х  уч еб н ы х  за в ед ен и й .

5. Р а к и т и н  В. И., П е р в у ш и н  В. Е. Практическое 
руководство по методам вычислений с приложением 
программ для персональных компьютеров: Учеб. по­
собие.— 25 л.

Пособие содержит материал, предусмотренный програм­
мой по дисциплине «Вычислительная математика н програм­
мирование для ЭВМ». В каждой главе даются необходимые 
теоретические сведения, примеры, иллюстрирующие приме­
нение различных численных методов, и упражнения для са­
мостоятельного решения. В приложениях приводятся блок- 
схемы и тексты программ на языках Бейсик, Паскаль, Форт­
ран и Си.

Д л я ст у д е н т о в  в т у з о в .  М о ж ет  бы т ь п о л е зн о  ст у д ен т а м  
к о л л ед ж ей  и т ех н и к ум ов , а  т а к ж е  п р еп о д а в а т ел ям , и н ж ен е ­
р а м  и н а учны м  р а б от н и к а .и.



6. Шипачев  В. С. Основы высшей математики: 
Учеб. пособие/Под ред. акад. А. Н. Тихонова.— 3-е 
изд., стер.— 24 л.

В пособии изложен общий курс математики для студен­
тов вузов. Основная особенность книги — сочетание необ­
ходимого теоретического материала с широким использова­
нием методов решения основных типов задач по всем раз­
делам курса. Пособие отличается высоким уровнем строго­
сти и методической продуманностью изложения, точностью 
формулировок основных понятий и теорем, краткостью и до­
ступностью доказательств.

Д л я ст у д е н т о в  в у з о в .  М о ж ет  бы т ь  п ол езн ы м  ст у д ен т а м  
т ех н и к ум ов  и к о л л е д ж ей , у ч а щ и -ч ся  ш кол , л и ц еев  и ги м на зи й .
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