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SO‘ZBOSHI

Respublikada «Ta’lim to‘g‘risida»gi, «Kadrlar tayyorlash milliy
dasturi» hagidagi gonunlarni isloh gilish yetuk kadrlar tayyorlashda
oliy o‘quv yurtlari oldiga ham bir gator vazifalar go‘ymoqda.
Jumladan, talabalar foydalanayotgan o‘quv adabiyotlarini gaytadan
ko‘rib chigishni tagozo etmoqda. Shu nuqtayi nazardan qarab kasb
ta’limi yo‘nalishidagi talabalar uchun oliy matematika fanidan o ‘quv
go‘llanma yozishga ehtiyoj tug‘ildi.

Kasb ta’limi yo‘nalishidagi talabalarning kasb egallashida
o‘rganadigan dastlabki fanlaridan biri oliy matematika fani hisoblanadi.

Oliy matematika fani talabalami fagat matematikadan ma’lumotlar
majmuasi bilan tanishtirib golmasdan, balki talabalami mantigiy
fikrlash, matematik usullarni amaliy masalalarni yechishga tatbig
gilish, shuningdek, kasbga xos masalalaming matematik modellarini
qurish va shunga asosan xulosalar chigarishni ko‘zda tutadi.

0 ‘quv go‘llanmaning texnika oliy o‘quv yurtlari uchun yozilgan
o‘quv go‘llanma, darsliklardan farqi uning yozilishida, fanning
o‘gitilishi uchun o‘quv rejasida o‘quv soatlaming kamligini hisobga
olinishida, bayon gilinishida, sodda berilishida hamda mavzularning
misol va masalalar bilan, o0‘z-o‘zini tekshirish savollari bilan ta’min-
langanligidadir. Shuningdek, ayrim mavzular qisqa, ba’zi bir
teoremalar isbotsiz keltirilgan.

0 ‘quv qo‘llanma universitet va pedagogika institutlarining kasbiy
ta’lim mutaxassisligi yo‘nalishi uchun «Oliy matematika» fani
dasturiga asosan yozilgan bo‘lib, unda analitik geometriya va chizigli
algebra, matematik tahlil, bir o ‘zgaruvchili funksiyalaming differensial
va integral hisobi, ikki o'zgaruvchili funksiyalar, differensial tengla-
malar, qatorlar, karrali integrallar, ehtimollar nazariyasi elementlari
bayon etilgan.

Qo‘llanmaga mualliflarning Al-Xorazmiy nomli Urganch Davlat
universitetining kasbiy ta’lim guruhlarida ko‘p yillar davomida o ‘gigan
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ma'ruza va amaliy mashg'ulotlar materiallari asos qilib olindi.
Shuningdck, shu sohaga tcgishli mavjud o‘zbek va rus tilidagi
adabiyotlardan keng foydalanildi. Foydalanilgan adabiyotlar ro‘yxati
kitob oxirida kcltirilgan.

Mualliflar go ‘lyozmani o'gib, 0‘z fikr-mulohazalarini bildirgan fiziJka-
matematika fakulteti dekani, fizika-matematika fanlari doktori, professor
O. Hasanov, fizika-matematika fanlari doktori, professor Sh. Norimov,
dotsentlardan Sh. Qosimov, R. Karimov, Nizomiy nomli Toshkent
Davlat pedagogika universiteti dotsenti M. Madrimovlarga o'zlarining
chugqur minnatdorchliklarini bildiradilar. Mualliflar qo‘llanma hagida
bildirilgan fikr va mulohazalami minnatdorchilik bilan gabul giladilar.

Mualliflar

1-bob. CHIZIQLI VA VEKTORLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

1.1. CHIZIQLI TENGLAMA, CHIZIQLI
TENGLAMALAR SISTEMASI

XV X2 ..., xno‘zgaruvchili chizigli tcnglama deb ushbu
A,*1+ ayX2+ ... axn= C 1)

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda ax av ..., ansonlar tengla-
maning koeffitsiyentlari — o‘zgarmas haqiqgiy sonlardir. Ushbu

aux\+anx2 =+ ax,xn=Cx,

az2l*l a2x2+ +a2wn~"2>

NN +anX2+ ... +ammxn=Cn

ko‘rinishdagi sistemaga esa n ofzgaruvchili n ta chizigli tenglamalar
sistemasi deyiladi.

n =1,3 bo‘lgan hollar uchun biz bu sistemaning yechimlarini
topishni o'rta maktab kursidan bilamiz. Sistemani yechishning ikki
usuli bor: o'rniga qo‘yish va noma’lumlami yofjotish usullari.

1.1.1. IKKI NOMA’LUMLI CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASI. IKKINCHI TARTIBLI DETERMINANT

Ikki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini yechish
orgali ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunchasiga
kelamiz.

Ikkinchi tartibli determinant tushunchasiga ikki noma’lumli ikkita
chizigli tenglama sistemasini yechish orqgali kelinadi. Aytaylik, ushbu
\alx +bly =cl,

[a2* +bjy =c2 (1)

chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin, bunda noma’lumlar
oldidagi koeffitsiyentlardan kamida bittasi noldan fargli bo‘Isin. (1)
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sistema tenglamalaridan bjrjnchisining har ikkala gismini b2 ga,
ikkinchisini esa -b x ga kO ‘paytirib. ularni hadma-had qo'shib,
quyidagini topamiz:

(aA ~ ab{-x = c¥h2- chr

Shundan keyin birinchi tenglamaning har ikkala gismini -a 2ga,
ikkinchi tenglamaning har ikkala gismini esa al ga ko‘paytirib va
hadma-had qo‘shib,

(«J1 - a2bf) *y = Cax- cxa2
ni topamiz.

Agar axb2-a 2x*0 bo‘lsa, (1) sistemaning yechimlari mavjud
bo‘lib, bu yechim quyidagi®ha topiladi:

X —apy-cA _ ca\-da2 @)
albr~a7\ * bia\-\a2

a{p2- ax- 0bo‘lgan hoi keyinroq alohida garaladi. (1) sistema-
ning x vay o'zgaruvchilari oldidagi koeffitsiyentlaridan ushbu

®)

jadvalni tuzamiz. Odatda b\m ciay jadval matritsa deb ataladi.
Bunday ko‘rinishdagi ifodalar matematikaning turli sohalarida
ko‘p uchrab turadi. Shuning uchun ular uchun maxsus belgilash va
nomlar kiritish magsadga rriuVvofiqdir.
A =alb2—adxson (3) inatritsaning determinanti deyiladi va u
quyidagicha belgilanadi:

ﬂ’ AN
A= ., Voki A= detg: A )

2> bv a2 b2sonlar (4) determinantning elementlari deyiladi. Bu
determinantning ikkita satri vVa ikkita ustuni bor: av a2sonlar birinchi
ustunni, br b2lar ikkinchi Ustunni tashkil giladi.

Xuddi shunday, birinchi Satr elementlari: av bv ikkinchi satr
elementlari a2 b2dan iboratdir.

axva b2elementlar bosh diagonal elementlari, a2va bxelementlar
yordamchi diagonal elementla ri deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinantni hisoblash uchun
bosh diagonalda turgan elementlar ko‘paytmasidan yordamchi
diagonalda turgan elementlar ko‘paytmasini ayirish kerak, ya’ni

—a™j ®jb\e
L, bi\
Misol. Quyidagi determinantlami hisoblang:
13 -5 cosa -sina
Doy 2) sina -cosa

Yechish. Ikkinchi tartibli determinantni hisoblashning
yugoridagi qoidasiga ko‘ra topamiz:

3 -5

1 =3e(-2) -1 ¢(-5) =-6 +5=-1;

) 1-2
cosa -sina _ o453 mosa- sin a{-sina) = cos2a +sin2a = 1.
isina + cosa

1.1.2. UCHINCHI TARTIBLI DETERMINANT

Ushbu
alx +bly +ciz —d\,
aXx +bjy +c2z = d2,
ax + b3y +ciz=d3

tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Xuddi ikkita chiziqgli
tenglamalar sistemasidagi ikkinchi tartibli determinant tushunchasiga
o ‘xshash, bu yerda uchinchi tartibli determinant tushunchasini kiri-
tamiz. Bu sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan uchinchi tartibli kvadrat
matritsa berilgan bo‘lsin:

®



matritsaning uchinchi tartibli determinanti deb
O=apzx}+ ad)cl + a:bfc2- alpx{- aypx2- a,6,c3 (2)

ga aytiladi. Ikkinchi tartibli determinant bo'lgan holdagi sim-
ikadan foydalansak, bu determinant tubandagicha belgilanadi:

_a\ A G fa> A c\)
~ a2 wr c2 =det « br Q
h by ¢3)

(2) dagi har gaysi ko‘paytma determinantning hadlari deyiladi.
dlar oldidagi ishoralarni esda saglash giyin emas. Agar biz (2) ga
jvchi musbat hadlardagi uchta element ko‘paytmasini tashkil
ivchi elementlami punktir chiziglar bilan tutashtirsak, u holda
a saglanib qgoluvchi sxema hosil bo‘ladi (1-a chizma).

Xuddi shunday manfiy ishoralar bilan (2) ga kiruvchi ko‘paytmalar
tun ham sxemaga ega bo'lamiz (1-b chizma).

Qulaylik uchun determinantning elementlarini ikkita indeksli bitta
fbilan belgilash gabul gilingan bo‘lib, bu indekslar element turgan
va ustunlarning nomcrlarini: birinchi indeks har doim satr nomeri-
ikkinchi indeks esa ustun nomerini ko‘rsatadi.

Masalan, ai2 hadning indeksi uchinchi satrning ikkinchi ustuni
nenti ekanini bildiradi. Bu belgilashlardan foydalanib, uchinchi
ibli determinantni quyidagicha yozish mumkin:

A\ £l

A= o\ hi
n31 32

1-chizma.

Misol. Quyidagi uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang:

1 2 3 a 1 a
1) 0 1-1 ; 2) -1 a1
2 4 5 a -1 a

Yechish. Yuqoridagi sxema va (2) formulaga ko'ra topamiz:

12 3
1) 0 1-1 =1e¢1e5+2¢(-1)-2+3-0-4-21-3-1-4-(-1)-
24 5
-5-2-0 =-1I-
\a 1 a
2) -1 a 1 =aaa +I\ a+a-(-1)+(-1)-a mm+
\a -1 a

+\ \m+\-\m=Aa.

1.1.3. DETERMINANTNI BERILGAN USTUNI YOKI
SATRI ELEMENTLARI BO‘YICHA YOYISII

n ta satr va n ta ustundan iborat ushbu kvadrat jadval berilgan
bo‘lsin:
an flr
an a2

anl\ an2

Bu jadvalga «-tartibli kvadrat matritsa deyiladi. /-satr vay'-ustun
kesishgan joyda turgan elementni a bilan belgilaymiz. Biz
determinantni berilgan ustuni yoki satri elementlari bo‘yicha yoyishda
soddalik uchun i, 7= 1, 2, 3 giymatlar bilan chegaralanamiz.
Boshgacha qilib aytganda, uchinchi tartibli kvadrat matritsa bilan
shug‘ullanamiz.

Determinant elementining algebraik toMdiruvchisi tushunchasi-
ni kiritamiz. Ushbu

"2

- @

determinantning aik elementini olaylik.
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Ushbu
AK—( 1)+*'* @

on ajkelementning algebraik to 1diruvchisi deyiladi. Bu yerda Ajk —
<kinchi tartibli determinant.

U berilgan determinantdan /-satr va A:-ustun elementlarini
‘chirish orqali (o‘chirilmay gqolgan elcmcntlardan) hosil bo‘ladi.
iikdeterminant ajkelementning minori deyiladi. Aytilganga ko‘ra an
lementning algebraik toidiruvchisi quyidagidan iborat bo'ladi:

— bt * « . . aw  «13
A2 =(-1)2 R N N o «
1*31 °33 «31 «331 «31 «33

Xuddi shunday au ning algebraik to‘ldiruvchisi

A2l = (-1)" % «12 «13

«32  «33! «32  «33

Determinantni berilgan satri yoki ustuni elementlari bo‘yicha
oyishdan foydalanib, ulami hisoblash ishini osonlashtirish mumkin.
Juyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Determinant istalgan satri yoki ustuni elementlari bilan
hu elementlar algebraik to 1diruvchilari ko paytmalarining yig indisiga
eng:

«21 «23 «11 «13
A= a12(-1)1 +«22(-1) 242
«31  «33 «31  «33
f 032(-1)3 - aRAR + aZ2A2 + atAy
«21 «23

Teorema yuqori tartibli determinantlar uchun ham o ‘rinli ekanini
jayd qilib o‘tamiz.

Misol. Quyidagi 3-tartibli determinantni 1-satri elementlari
>0'yicha yoyib hisoblang:

1 1L 221
=(- +2(-1)1#
21 (-Dm (-n 32

= (-2+5)-2(4-3)+(-10+3) =

1.1.4. DETERMINANTNING XOSSALARI

1. Determinantning hamma ustunlarini uning mos satrlari bilan
(yoki aksincha) o‘mini almashtirishdan determinantning giymati
0 zgarmaydi, ya hi
*

«1l  «12  «13 «1l  «21  «31
«?1 «22 «23 =  «12 «22 «32
«31 «32 «33 «13  «23  «33

| sbot. [ —berilgan determinant, A* esa /1 dan uning satrlarini
mos ustuniar bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan determinant bo'lsin.
Ani birinchi satr elementlari bo‘yicha yoyib chigamiz:

A= «l «l2 «13 «22  «23 @1 «23 @1l «22
T «21  «22 «23 =«11 ~ «12 + «13

«31  «32 «33 «32 «33 «31  «33 «31  «32

Endi O* ni birinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyib chigamiz:

fit ol 22«23 21«23 21«22
. «2 o« @l o« @1«
A*—al2 aY a. ., - 012 +«3
A 3 B «32  «33 «31  «33 «3. «32

Demak, 1 = 40*.

2. Determinantning istalgan ikkita satrining (yoki ikki ustunining)
o Tinlari almashtirilsa, determinantningfaqgat ishorasi o zgaradi.

Masalan, agar birinchi va uchinchi satrlaming o‘iinlarini almashtirsak:

*11  «12  «13 «31 «32 «33
«l  «22 «23 T - «21  «22 «23
«31  «32 «33 «11  «12  «13
3. Ikkita satri yoki ikkita ustuni bir xil bo 1gan determinantning

giymati nolga teng.
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4. Biror satr (yoki ustun) elementlarining umumiy ko paytuv-
isini determinant belgisidan tashqgariga chigarish mumkin.

Isbot. Aytaylik, determinantning ikkinchi satr elementlari
iumiy ko'paytuvchiga ega bo‘lsin:

pll - "2 “Bj
KO\ fai)z ™23

Bu deteminantni ikkinchi satr elementlari bo'yicha yoyamiz:

«11 «12 «13
kan kan ka7|{: -ka-,xAlx + ka2-,A7l + ka®An = KA.

5. Agar determinant biror i-satr (ustuni)ning har bir elementi ikkita
Shiluvchiningyig'indisidan iborat, ya hi ajk = bk +ck(k - 1,n) bo‘sa,
wlda berilgan determinant shunday ikkita determinantningyig indisiga
g bo fadiki, bu determinantlaming i-satridan boshqa satrlari dastlabki
terminantnikidek bo'ladi, ularning biridagi i-satr elementlari bk
mentlaridan, ikkinchisi esa ck elementlardan iborat bo 1adi.

Masalan,

o, +mx a2+nij ar+Tr « a2 m2 m3
bi b3 = fh bi + bi th by
Q a A @2 a cl @

6. Determinantning biror ustun (satr) elementlariga boshga ustun-
ig (satrning) bir xil songa ko paytirilgan mos elementlarini go shish-
n determinantning giymati o zgarmaydi:

a2 a3 an +kaw @ 3 j«n 2 3
@ a2 a2 T A +NB8 @2 B = @l 2 B
3l «32 aa Gl + £33 R B G RRB

«13 «2 «3 dl 12 «3

+k B @ 3= al ap 3
@B R@B @ AR R

7. Determinantning biror ustuni (satri) elementlarining boshqga ustuni
tri elementlari algebraik to ‘Idiruvchilari bilan ko paytmasining
\‘indisi nolga teng.

Bayon gilingan xossalar yuqori tartibli determinantlar uchun ham
rinli.
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1.1.5. DETERMINANTLARN1 IKKI VA UCH
NOMA’LUMLI CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI
TEKSHIRISHGA TATBIQI. KRAMER FORMULASI

Ushbu
aix +bly =c{,

aXx +thy - @ ®

tenglamalar sistemasini analitik usulda tekshirishga o‘tamiz, bunda
(1) sistema yechimga ega deb faraz gilamiz. Yuqorida aniglangan-
lardan foydalanib, quyidagilarni yozish mumkin:

ancami=4" 0 g on P e anx= ¢
« b2 QR @ Q@
Ushbu
d b ci
4- ., oa = c 2
«2 "2 ° g c2 b 1«2 c2 ( )

belgilashlarini kiritamiz,

bu yerda: A — (1) sistemaning asosiy determinanti deyiladi, Ax
determinant esa A ning birinchi ustun elementlarini ozod hadlar ustuni
bilan almashtirish orgali, A esa A ning ikkinchi ustun elementlarini
ozod hadlar ustuni bilan almashtirish orgali hosil gilingan.

1. Avval 4”0 bo‘lgan holni garaymiz. Bu holda (1) sistema har
doim yagona yechimga ega.

2. 4 =0 bo'lsin, u holda yordamchi determinantlardan hech
bo‘Imaganda bittasi noldan farqli bo‘lsa, (1) sistema bitta ham
yechimga ega emas.

Shunday qilib, A= 0 boiganda va Atyoki A yordamchi deter-
minantlardan kamida bittasi noldan fargli bo‘lsa, (1) sistema yechimga
ega emas.

Odatda, bunday holda berilgan sistemaning tenglamalari birga-
likda emas deyiladi.

3. Nihoyat, A = 0 va Ax= Ay= 0 bo'lsin. Bu holda birinchi teng-
lamaning koeffitsiyentlari ikkinchi tenglamaning koeffitsiyentlariga
proporsional boMadi va (1) sistema cheksiz ko p yechimga ega bo‘ladi.
Yugorida aytilganlarni yakunlab, quyidagi xulosalarni chigarish
mumkin: (1) sistema yagona yechimga ega boMishi uchun uning
determinanti noldan fargli bo‘lishi zarur va yetarli:
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ﬂ’ w

O= *0.
«2 b
* 0 bo‘lganda (1) yagona yechimi quyidagicha topiladi:

ch o,

c2b2 Ay a2c2

y=-~ t=
aA alb\
a2l2 a2n

Bu Kramerformulalari deyiladi.
Misol. Ushbu tenglamalar sistemasining barcha yechimlarini

ping:
X + by = 4,
2x-y =1
Y echish. Sistemaning determinantlarini topamiz:

4 3 14
1 3 _ - _ g au— -
N = =-1-6 =-7; [x= =-7; Ay= =-7.
2 -1 1-1 Y=o

@ 0 bo‘lgani uchun, sistema yagona yechimga ega. Kramer for-
ulalariga ko‘ra:

1.1.6. UCII NOMA’LUMLI UCHTA CHIZIQLI
TENGLAMALAR SISTEMASI

Uch noma’lumli uchta chizigli tenglamalar sistemasini tekshi-
sh bilan shug'ullanamiz. Chizigli tenglamalaming ushbu

anx +any +anz =dx,
a2lx + azy +a2x =d2, (1)
a3lx +any + aidz =d3

istemasi berilgan bo‘lsin. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan
izilgan determinantni [ bilan belgilaymiz:

14

«n «12 «3
0= a2 » &3 (2)
@l R 3B

yordamchi determinantlarni tuzamiz:

«12 «3 N W «3 w «2 4
a2 «3° Ny aA 3 = & «2
\é‘b R« Gl B A Gl <R 63

Berilgan sistema X, y, z yechimga ega boisa, bu yechimni topish
uchun quyidagi formulalarga ega bo‘lamiz:
Ay Ay a.
sz Az zzeam ©)

Quyidagi hollar sodir bo‘lishi mumkin:

1 4 * 0, bu holda (3) formulalardan (1) sistema bitta yechimga
ega ekani kelib chigadi.

2. 0 =0 va Ax, A, [, determinantlardan aqalli bittasi noldan
fargli. Bu holda (1) sistema yechimga ega boMmaydi.

3. A = Ax= Ay= Ar= 0, bu holda (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga
ega bo‘ladi.

1-misol. Ushbu uch noma’lumli uchta chizigli tenglama siste-
masini yeching:

2x +3y +z =2,
3x -y +2z=-3,
X +y —3z —4.

Y e c hish. Berilgan sistemaning asosiy determinanti va yordamchi

determinantlarini tuzamiz:

2 3 1
N= 3 -1 2 =6+3+6+1+27-4=239%*0,
1 1 -3
2 3 1|
A= -3 -1 2 =6-3+24+4-4-27 =0,
4 1 -3
12 2 1
0.=13 -3 2 =18+12+4+3-16 + 18 = 39,
Yy Il 4 -3
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-3;=-8+6-9+2+6-36 =-39.
4

Demak, A * 0bo'lgani uchun sistema yagona ycchimga cga. Bu yechim
quydagidir x . B a =AY - gg.|, r=2y :'_3.9: -

Javob: (0, 1,-1).
2-mi sol. Ushbu sistemani yeching:

\x-5y +2z =1,
j3x - 26y + 62 =7,
[9n:- 457~ + 18z = -3.

Yechish. Bevosita hisoblash orgali 4 = A(=0; Ax* 0; 4.* 0
ekaniga ishonch hosil gilish oson. Bundan ko‘rinadiki, sistema
yechimga ega emas.

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ikki va uch noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasini yechish usullari
to'g'risida aytib bering.

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlami hisoblash formulalarini yozing.
Determinantning xossalarini aytib bering.

Determinant biror elementining algebraik toidiruvchisi va minori nima?
Determinantning biror satr yoki ustun elemcntlariga ko‘ra yoyish ganday
bajariladi va ganday magsadda ishlatiladi?

g LN

1.2. VEKTOR. VEKTORLAR USTIDA AMALLAR.
NUQTANING VA VEKTORNING KOORDINATALARI

1.2.1. VEKTOR. NOL VEKTOR. VEKTOR
UZUNLIGI, QIYMATI VA YO'NALISHI

Agar kesma oxirlarining tartibi e’tiborga olinsa, u yo‘nalgan
hisoblanadi. Agar gldin A nuqta, keyin B nuqta berilgan bo‘lsa, u
holda A nuqta AB yo‘nalgan kesmaning boshi, B nuqta esa oxiri

deyiladi. AB yo'nalgan kesma ustiga chizig qo‘yish bilan belgilanadi.
Oddiy kesmaning uchlari teng huquqli bo‘lib, ular tartibining
ahamiyati yo‘g. Yo‘nalgan kesmada esa boshi oxirining o‘rinlari
almashtirilishi bilan ularning yo‘nalishi o‘zgaradi. Yo‘nalgan AB
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2-chizma. 3-chizma.

kesmaning uzunligi deb [AB] kesmaning uzunligini aytiladi va \AB \
bilan belgilanadi. Yo‘naltirilgan kesma vektor deyiladi. Vektorlarni
belgilashda biz ustiga strelka qo‘yilgan kichik lotin harflaridan
foydalanamiz: a, b, c, .. (2-chizma). Ba’zan vektorlarni kesma
oxirlarini ko‘rsatuvchi o‘sha harflar bilan ham belgilanadi. Masalan,

vektorni 3-chizmada ko ‘rsatilgandek, AB ko‘rinishda belgilash mum-
kin. A nuqgta vektoming boshi, B nuqta vektoming oxiri deyiladi.
— —

Agar AB va C_D> yo'nalgan kesmalar bir xil (qarama-qgarshi) yo‘na-

lishli bo'lsa, AB va CD vektorlar bir xil (qarama-garshi) yo‘nalishli
vektorlar deyiladi (4-chizma).

a vektoming absolut giymati (uzunligi) yoki moduli deb shu
vektorni tasvirlovchi kesma uzunligiga aytiladi. a vektoming absolut
giymati |a\ bilan, AB vektoming absolut giymati esa | AB | bilan
belgilanadi. Moduli birga teng boigan vektor birlik vektor deyiladi.
Vektoming boshi uning oxiri bilan ustma-ust tushishi mumkin.

2 —Oliy matematika



Bunday vektorlar nol vektor deb ataladi. Nol vektor ustiga strelka
go‘yilgan nol (6) bilan belgilanadi. Nol vektorning yo‘nalishi hagida
so‘z yuritilmaydi — u aniglanmagan. Nol vektorning moduli nolga
teng deb hisoblanadi. Noldan fargli ikkita vektor bir to‘g‘ri chiziqda
yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda yotsa, bunday vektorlar kollinear
vektorlar deyiladi. a, b vektorlarning kollinearligi a | b ko‘rinishida
belgilanadi. Uzunliklari teng, kollinear va bir xil yo‘nalishli ikkita a
va b vektorlar teng vektorlar deyiladi va a = b ko‘rinishida
belgilanadi. Bir tckislikka parallel bo‘lgan yoki shu tekislikda yotuv-
chi vektorlar komplanar vektorlar deyiladi.

1.2.2. VEKTORLAR USTIDA AMALLAR

Vektorlarni qo‘shish

Ta’rif.lIkkita a va b vektorning yig'indisi deb istalgan/1 nugtadan
a vektorni go‘yib, uning oxiri B ga b vektomi go‘yganda boshi a
vektorning boshi A da, oxiri b vektorning oxiri C da bo‘lgan AC
vektorga aytiladi (5-chizma).

a, b vektorlarning yig‘indisi a + b bilan belgilanadi. Vektorni
go‘shish ta’rifidan istalgan A, B va C uch nuqta uchun

AB+ BC = AC 1)

tenglik o‘rinli bo'lishi kelib chigadi. (1) tenglik vektorlarni
go‘shishning uchburchak qoidasi deyiladi. Ikki kollinear vektorni
go‘shish ham shu qoida bo‘yicha bajariladi.

Vektorlarni qo‘shish amali quyidagi xossalarga ega:

1) go‘shishning gruppalash (assotsiativlik) xos-

sasi. Harganday a, b, c vektorlaruchun (a+ b)+c =a+ (b+ c)
munosabat o ‘rinli.
Isbot. Vektorlarni qo‘shishning uchburchak qoidasidan (6-
chizma):
a+ b = OA+ AB =0OB,
(a+b)+c=0B+BC =0C,
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- [A— —
n A b+i>=6\B+BC:AC,
bundan (a+ b) +c - a+ (b + <) ekani kelib chigadi.

Qo‘shiluvchi vektorlarning soni ikkitadan ortiq bo'lganda, ularni
go‘shish quyidagicha bajariladi. Berilgan a, b, c ... vektorlarning
yig‘indisini hosil gilish uchun a vektorning oxiriga b vektorning
boshini qo‘yish, keyin b vektorning oxiriga c¢ vektorning boshini
go'yish va h. k., bu ishni oxirgi vektor ustida bajarilguncha davom
ettirish kerak. U vektor a+ b+c+...+1 yig‘indisi vektor boshi a
vektorning boshidan, oxiri esa / vektorning oxiridan iborat vektor
bo‘ladi. Masalan, 7-chizmadagi AF vektor berilgan a, b, ¢ , d,
e vektorlarni go‘shishdan hosil bo‘lgan vektordir.

2)qo‘shishning o‘rin almashtirish (kommu-
t_ativrlik)® xossa si. Har ganday ikkita a va b vektor uchun

a+ b = b + a tenglik o‘rinlidir.
T, » = * —
Isbot. a =0A va b - AB bo‘lsin. Ikki hoi bo‘lishi mumkin:

7-chizma.
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& a) a, b vektorlar kollinear emas.
Bu holda O, A, B nugqtalar bitta to‘g‘ri
chizigda yotmaydi (8-chizma). OAB

Q uchburchakni OABC parallelogrammga
toldirsak, vektorlarni qo‘shishning uch-
q burchak goidasiga ko ‘ra:

a+b—OA+AB —OB
b +a= OC+ CB = OB
bu ikki tenglikdan esa oy+ b) = b + é kelib chigadi.

b) a\\b bo‘lsin. Bu holda O, A, B nuqtalar bitta to‘g‘ri chiziqda
yotadi. d to‘g‘ri chiziqgda yotmaydigan C nuqta olaylik, u holda

OC+CB = OB; (2)

7AY N N N N N >

_n) Aolga ko‘ra OC+CB =CB+0B. Lekin CB-CA +AB,

OC =0A+AC bo‘lgani uchun:
OB=CA +AC +OA+AC = AB +OA. 3)

_nQarama-garshi vektorlar yig‘indisi 0 ga teng bo‘lgani uchun
CA+AC =0, ikkinchi tomondan,

(3) va (4) tengliklardan a + b=Db + a tenglikka ega boiamiz.

3)har ganday a vektorga nol vektor qo‘shilsa,
a vektor hosil bo‘ladi,yani a + 0= a.

JUchbyrchak qoidasiga ko‘ra istalgarl> a = OA vektor uchun
OA + AA = OA tenglik yoki a + 0 = a tcnglik o‘rinli.

4) har ganday a vektor uchun shunday a' mav-
judki, uning uchun:

a+a=0. )

y -
Isbot. a = OA bo‘lsin. Vektorlarni go‘shishning uchburchak

goidasiga ko‘ra 00 = 0, bundan OA = a. (5) tenglikni ganoatlanti-
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ruvchi a' vektor a vektorga garama-garshi vektor deyiladi va -a

bilan belgilanadi.

Vektorlarni ayirish

> " A -
Ta’rif. a, b vektorlarning ayirmasi deb a vektor bilan b vektorga

garama-qgarshi - b vektorning yig‘indisiga aytiladi.
Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, ¢ = a - b ayirma vektorni yasash
uchun ¢ = a + (- b) vektorni yasash kerak ekan. Agar a, b /\\/ek-

torlar bltta O nugtaga qo‘yilgan (9-chizma) hamda a = OA va
b = OB deb belgilangan bo‘lsa, u holda

c=a - b=>6a -OB =6a +68 =BO+6a =BA.
- ->
Bu holda a va b vektorlarning ayirmasini topish uchun boshi B
L —>
nuqtada oxm A nuqtada bo‘lgan BA vektorni yasash yetarli bo‘ladi.

Vektorni songa ko‘paytirish

a * 0 vektor va a son berilgan bo‘lsin, bu yerda aER_.)_

Ta’rif. a vektorning a songa ko'paytmasi deb shunday b vektorga
aytiladiki, a > 0 bo‘lganda b ning yo'nalishi a ning yo‘nalishi bilan
bir xil, a < 0 da b ning yo‘nalishiga teskari boMib, b vektorning uzunligi
esa a vektorning uzunligi bilan a son modulining ko‘paytmasiga teng.

a ning a songa ko‘paytmasi b =aa shaklida belgilanadi. Bu
ta’rifdan bevosita quyidagi xulosalar kelib chigadi:
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10-chizma.

a) ixtiyoriy a vektor uchun: 0+a = 0;

b) ixtiyoriy aGR con uchun: a m0=0;

d) ixtiyoriy a vektor uchun: \ea =a\(~\) ea =- a]

e) a vaa a vektorlar o‘zaro kollineardir.

10-a chizmada a vektor 3 soniga ko'paytirilgan: b=ba\ 10-/?

chizmada c vektor soniga ko‘paytirilgan: b=-\. Biror a* 0
vektorni o0‘zining uzunhgiga teskari || songa ko‘paytirilsa, shu vektor
yo“‘nalishidagi birlik vektor (ort) hosil bo‘ladi, ya’ni |*| ma =a\(\a0 - 1).
Teorema. Agar a \\b (a * 0) bo‘lsa, n holda shunday a son

mavjudki,-
b=aa. (6)

Isbot a b boigani uchun quyidagi uch hoi bo'lishi mumkin:

1) attbbo‘lsa, jj »a=jEj «b bo‘lib, bundan K= a, bu

holda a = 1= bo‘ladi;
N N ﬂ
2) atl bbo‘lsa, e0=-j£j ' b bo‘lib, bundan b=- pr a,
bu holdaa =- A*  bo'ladi:

\o\

- > J
3) b =0bo‘lganda b = 0~a, bundan a = 0. Demak, vektorni
songa ko‘paytirish ta’rifidan va bu teoremadan quyidagi xulosani
chigarish mumkin:
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al\bo b=aa, (aER).

Shunday qilib, (6) munosabat a, b vektorlar kollinearligining

7aruriy va yetarli shartidir. . .
Vektorni songa ko‘paytirishquyidagi xossalarga ega.

a) lea=a, (-1) *a =- a]

b) a{p- a) = (a-p)a (gruppalash gonuni);

d) a(a+b)=aea+a+b (vektorlarni go'shishga nisbatan
tagsimot gonuni);

e) (a+fi) -a =a «a+fi” a (skalyarni go shishga nisbatan taq-
simot qonuni). n

Ikkinchi xossani, ya’ni a(fi e a) = {a-fi)a tenghkmng o nnli

ekanini ko'rsatish bilan cheklanamiz.
Isbot. Ma’lumki, a(J3+a) va

vektorlar bir xil
|a|*|/81+|a\uzunlikka ega. Vektorni songa ko ‘paytinsh amali ta’rifiga
ko‘ra agar a-p >0 bo‘lsa, ap - a) va (a-p)a vektorlar bir xil
yo‘nalgan, agar a*/3< 0 bo‘lsa, vektorlar a ga garama-qgarshi
yo‘nalgan bo‘ladi. Shunday qilib, agara =0, * 0, a ®0 bo‘lsa,
a(j3- a)va(a-fi)a gaegabo‘lamiz. Agara =0,/ =0, a = 0bo‘lsa,
u holda a(fi m0) = 0 va (a */?) a=0 bo‘ladi.

Agar a vektorni av a2 an vektorlar orqgali
a=Alflg+ A fI3+ ...+ Aja, ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa,
a vektor a,, av an vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan
iborat deyiladi, bunda A, X2 ..., A1 — haqiqiy sonlar. Masalan,
a=a,+3a2+ " a\ vektor ap a2 aivektorlarning chiziqli
kombinatsiyasidan iborat.

Biror vektor boshqa bir gancha vektoriaming chizigli kombinatsiyasidan
iborat bo'lsa, u vektor golgan vektorlar bo‘yicha yoyilgan deyiladi.

1.2.3. VEKTORLAR ORASIDAGI BURCHAK.
VEKTORNING 0 ‘QDAGI PROYEKSIYASI

Ikki vektor hamda vektor va 0‘q orasidagi burchak tushunchalarini
kiritamiz. Bizga a va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu vektorlarning
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boshlarini biror umumiy 0 nuqtaga
joylashtiramiz, boshqacha aytgan-
VAN N =

da, OA =a va OB =b vektorlar-

ni yasaymiz (11-chizma). U holda

AOB uchburchakning ichki AOB

burchagi (a vektorni b vektor bilan

ustma-ust tushguncha aylantirish

lozim bo‘lgan” ikki burchakning

kichigi) a va b vektorlar orasidagi

i | burchak deyiladi hamda (8 nb)

-t f 6 } t A ko‘rinishida yoki a, ft,... harflardan

12-chizma. biri orgali belgilanadi. Ta’rifga

ko‘ra, vektorlar orasidagi burchak

0° dan 180° gacha (mos ravishda 0 dan n gacha) oraligda boiadi.

Bundan ko‘rinadiki, bir xil yo‘nalishdagi kollinear vektorlar orasidagi

burchak 0° ga, qarama-garshi yofnalishdagi vektorlar orasidagi

burchak 180° ga teng bo‘lar ekan. Agar vektorlar orasidagi burchak

90° ga teng bo'lsa, ular perpendikular yoki ortogonal vektorlar deyiladi
va alL b kabi belgilanadi.

Agar to‘g‘ri chiziqgda sanoq boshi hisoblangan 0 nuqta, masshtab
birligi va yo‘nalish olingan bo'lsa, bu to‘g‘ri chizig o' deb ataladi.
Odatda o‘ng tomonga mushat, chap tomonga yo‘nalish manfiy deb
olinadi (12-chizma).

Aytaylik / 0‘q va birlik vektori e berilgan bolsin. Ixtiyoriy a *0
vektorning birlik vektori |o ( tubandagicha aniglanadi:

a
ao= «ol = — a =-L.ai=].
M 1%1 121

a * 0 tesiklikdagi ixtiyoriy vektor bo'lsin, a vektor bilan / o‘g
orasidagi burchak deganda o‘gning birlik vektori e bilan a vektor
orasidagi burchak tushuniladi. a vektor /o0‘q bilan tp burchak tashkil
qgilsin (13-g chizma).

Ta’rif. Vektorning / o gidagi ortogonal proyeksiyasi deb vektor
uzunligini shu vektor bilan o‘q orasidagi burchak kosinusiga
ko‘paytmasiga teng bo‘lgan songa aytiladi.

a vektorning / o'qdagi proyeksiyasi np, a ko‘rinishida belgila-
nadi. Ta’rifga ko‘ra:
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np,0 = |<| cos (1)

a vektorning bu o‘gqdagi ortogonal proyeksiyasi quyidagicha
aniglanadi:

OA, = np, a=|a\ cosj,

bu yerda: 9= (e, a), At nuqta A nuqtaning / to‘g‘ri chizigdagi
proyeksiyasi.
Biz a va e vektorlar orasidagi <p burchak o‘tkir boMgan holni

ko‘rdik, burchak o‘tmas bo‘lgan holda ham a vektorning / o‘qdagi
proyeksiyasi OA, kesmaning uzunligiga teng boMadi (13-/> chizma),
ammo ishora*rninus bilan olinadi. Hagigatan ham,

np,a = |a|cos = \a\ cosZ.BOA - |a\ coSZAxOA = - OAr

Agar a vektor/o‘qga pedendikular bo‘lsa, n holda p= 90° bo‘lib,
np,a = |a] cos 90° = 0 bo‘ladi. Ixtiyoriy i va c vektorlar uchun:

np,(b +c¢) =np;K+npc.. *)

tenglik o‘rinli ekanligini ko‘rsaEish mumkin.
Hagigatan ham, agar b va ¢ vektorlarning / o'qdagi proyeksiyalari
bir xil ishorali bo‘lsa (14-a chizma) quyidagi munosabat o ‘rinli bo ‘ladi:

-

> . —
npt{b + c) = np, AC = -i4,C1= ABX5,C, = np,6 + np;c.
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14-chizma.

Agar proyeksiyalarning ishoralari har xil bo‘lsa (14-6 chizma),
quyidagiga ega bcflamiz:

np,(b +c) =np,AC = -AxC=Afix- £,C, = np,b + np,?.

Ikkala holda ham (*) tenglik o‘rinli.

Bu xossani n ta vektorlar yig‘indisining proyeksiyasi uchun ham
umumlashtirish mumkin, ya’ni bir nechta vektorlar yig‘indisining
biror /o'qdagi proyeksiyasi shu vektorning /o ‘gdagi proyeksiyalarining
yig‘indisiga teng.

M iso 1 Uzunligi |a|= 5ga, /0‘qg bilan hosil gilgan burchagi 60°
ga teng bo‘lgan a vektorning / o'qdagi proyeksiyasini hisoblang.

Yechish. (1) formulaga asosan:

np, a =|a [cosp=5m0os60° =5" =25,

1.2.4. TO‘G'RI BURCHAKLI DEKART KOORDINATALAR SISTEMASI.
NUQTANING VA VEKTORNING KOORDINATALARI

Tekislikda koordinatalar sistemasini kiritish

Tekislikda nuqta, chizig, kesma, shu-
ningdek, boshga geometrik obyektlaming
o‘rinlarini tasvirlash uchun to‘g‘ri burchakli
koordinatalar sistemasi Kiritiladi. Buning
uchun tekislikda biror 0 nuqtada
kesishuvchi o‘zaro perpendikular ikkita
o‘gni olamiz. Bu o‘glarning har birida 0
nuqtadan boshlab kollinear bo‘Imagan /,
j vektorlarni ajratamiz (15-chizma).
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1-ta’rif. Musbat yo'nalishlari mos ravishda 7, j vektorlar bilan
aniglanuvchi o‘zaro pedendikular ikkita o ‘gdan tashkil topgan sistema
teki#(da tog ¥i burchakli koordinatalar sistemasi deyiladi va /1${0

id j} ko‘rinishda belgilanadi. 0 (0) nugta koordinatalar boshi, i, j
birlik vektorlar esa koordinata vektorlari deyiladi.
ATa’rifga asosan, 7, J vektorlar ortogonal va bitlik vektorlardir:

|71=1¥Y|=1, i j . Musbat yo‘nalishlari 7, j vektorlar bilan
aniglangan o‘glar mos ravishda abssissalar va ordinatalar o'qlari deb
ataladi.

Tekislikda R = {0; 7; j} koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin.
Shu tekislikning A nuqgtasi uchun OA vektor A nuqtaning radius-
vektori deyiladi. OA vektor uchun quyidagi munosabatni yozish
mumkin:

—

(e} A=>>]c/+yj.

2-ta’rif. OA radius-vektorning X, y koordinatalari A nuqtaning
R = {0; 7; j }koordinatalar sistemasida koordinatalari deyiladi va u
A(x\ y) ko‘rinishda belgilanadi. Bunda x A nuqgtaning abssissasi, y
esa A nuqtaning ordinatasi deyiladi.

Endi vektorning koordinatalarini garaymiz.

3-ta’rif. Vektorning koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari
vektorning koordinatalari deb aytiladi.

Vektorni Ox o'gidagi proyeksiyasi uning birinchi koordinatasi
yoki x koordinatasi, Oy o‘gidagi proyeksiyasi uning ikkinchi
koordinatasi yoki y koordinatasi deyiladi.

Shunga ko‘ra, a vektorning koordinatalarini xa, yabilan belgilasak,
n holda ta’rifga asosan:

=nPc* 0=\ a\ cos(aA7),

Ya=npOya=| al-cos(0A7).

Aytaylik, tekislikda a = AB vektor berilgan bo‘lsin. A nuqgtadan
Ox o‘giga parallel, B nugtadan Oy o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar
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tkazamiz (16-chizma). Ulaming kesishish nuqtasi C bo‘lsin. U
>lda

AC =x

a= AB —AC + CB —XQ i+ yomj

>ladi.
Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar xa yalar a vektorining

wrdinatalari bo‘lsa, a vektorni uning koordinatalari orgali tubandagi
)‘rinishda yozish mumkin:

a =xa-7 +ya-j. (1)

.) vektor tenglik ko‘p hollarda a = {xa; ya simvolik ko‘rinishda
jziladi.

(1) tenglik tekislikdagi har ganday vektorni ikkita o‘zaro
erpendikular vektorlarga yoyib yozish mumkinligini bildiradi.
Imuman olganda, tekislikdagi har ganday vektorni kollinear
o‘lmagan ikkita vektorga yoyib yozish mumkin. Vektoming boshi
a oxiri koordinatalari R = {0; T; j} ga nisbatan ma’lum bo‘lsa, bu
cktorning koordinatalarini topishni garaylik. Aytaylik, R = {0; /';

[} ga nisbatan v4(xt; y,); B(x2 y2 bo‘lsin (17-chizma). Bu holda
M=xT+yj; OB=xj+ yj\
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AB =0B-0A;

AB = (x2- x,) I + (y2- yijj.
Bundan
A_B ={x2- x,;¥y2- y,}, 2)

ya’ni vektoming koordinatalari shu vektor
oxirining koordinatlaridan mos ravishda
boshining koordinatlarini ayirish bilan
hosil gilinadi.
1-misol. R={0; 7; 1} da M(Z1;-5), N(3; 0) nugtalami yasang.
Yechish. W\; -5) nuqgtani yasash uchun OM =1i-5j
vektornj\yasaymiz. Buning uch/Ldn O nuqtadan boshlab i ga kolli-

near 17 va j ga kollinear -5 j vektorni yasaymiz. So‘ngra bu vek-

torlarning yig‘indisini topsak, OM vektor hosil boiadi va undan
izlanayotgan M nugqtani topamiz. Xuddi shunday, iV(3; 0) nuqgtani

yasash uchun ON = 3 7 vektorni yasaymiz (18-chizma).

N

2-misol. Agar/1(1; 2), B{-2; 3) bo‘lsa, A_B vektoming koor-

dinatalarini toping.
Yechish. Buyerda x, = 1, x2= 2,y, = -2, y2= 3.

(2) formulaga ko‘ra: AB = {-2 —1; 3 -2} = {-3; 1}

Fazoda koordinatalar
sistemasini Kkiritish

Bitta O nuqta, kesishuvchi o°‘zaro
perpendikular uchta Ox, Oy, Oz to‘g‘ri
chiziglarni olamiz (19-chizma). Bu
to~ri chiziglaming har bir jufti orgali
tekislik o‘tkazamiz. Ox va Oy to‘g‘ri
chiziglar orgali o'tuvchi tekislikni xOy
tekislik deb ataymiz. Shunga o‘xshash *
golgan ikkita tekislikni mos ravishda xOz 19-chizma.
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va yOz tekisliklari deymiz. Ox, Oy, Oz to‘g‘ri chiziglar koodinata
o glari (mos ravishda abssissa, ordinata, applikata), ularning kesishish
nuqtasi 0 koordinata boshi, xOy, yOz va xOz tekisliklar koordinata
tekisliklari deyiladi. 0 nuqta har bir o‘gni ikkita yarim to‘g‘ri chizigga
ajratadi. Ulardan birini musbat, boshqgasini manfiy deb kclishib olamiz.
Bu usul bilan hosil gilingan Oxyz sistemaga fazoda to'g'ri burchakli
koordinatalar sistemasi deyiladi. Odatda Ox, Oy, Oz koordinata

o'glarining birlik vektorlari mos ravishda 7, j va k lar orgali
belgilanadi. Fazodagi to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi
R = {0;/; J; k} ko'rinishda ham belgilanadi. Fazodagi vektorning
koordinatalari deb uning koordinata o‘glaridagi proyeksiyalariga
aytiladi. Vektorni Ox o‘qdagi proyeksiyasi uning birinchi yoki x
koordinatasi, Oy o‘gdagi proyeksiyasi uning ikkinchi yoki y
koordinatasi, Oz o‘qdagi proyeksiyasi uchinchi yoki z koordinatasi
deb aytiladi.

Aytaylik, fazoda o‘zining x ya, zakoordinatalari bilan a vektori
berilgan bo‘lsin. Tekislikda vektorni‘koordinatalariga o ‘xshash

a=x]j+y]j +zak 3)

tenglikning bajarilishini isbotlash mumkin. (3) tenglik fazodagi har
ganday vektorni o‘zaro perpendikular boigan uchta vektorga yoyib
yozish mumkinligini bildiradi.

Umuman olganda, fazodagi har ganday vektorni uchta o‘zaro
kollinear bo‘lImagan vektorlarga yoyish mumkin. Vektorlarning
koordinatalari berilganda vektorlarning yig‘indisi, ayirmasini va vektorni
songa ko‘paytirishni ko‘rib chigamiz. Vektorlarni qo‘shish (ayirish) va
vektorni songa ko ‘paytirish xossasidan, agar a vektorning koordinatalari
X0, ya z,, b vektorning koordinatalari xb yb zhbo‘lsa, u holda

atb=xj+tyj+ zaktxjtybjtzbk= (xatxbhT+
+ (Yax W) 7+ (zatz,,)k
ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib, a+b vektor (xox xb); (yax yb);

(zaz zb koordinatalarga ega bo‘ladi, ya’ni
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atb ={xat x myat yb za+ zhv, (4)
Xa vektorning koordinatalari esaAxa, Xya, bo‘ladi, ya’ni
Aa = {Axo Xya] lzj. (5)

Demak, ikki vektorni go‘shganda (ayirganda) ularning mos
koordinatalari go‘shiladi (ayriladi). Vektorni songa ko'paytirganda,
uning koordinatalari shu songa ko‘payadi.

Misol. a = {2; -3; 1} vektor berilgan. Unga kollinear boigan
b = {x; y; 4} vektorining noma’lum koordinatalarini aniglang.

Yechish. Ikki vektorning kollinearlik shartiga asosan
b =Xa - A{2/; -3y +k}, u holda (2) formulaga asosan b = {2A;
-3A + A} Ikkinchi tomondan, A= 4, demak, b = {8; -12; 4} bo‘ladi.
Endi A nugtaning koordinatalarini ko‘rib o‘tamiz. Aytaylik, fazoda
Oxyz dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo'lsin. Bu sistema

istalgan A nuqta uchun OA vektorning koordinatalari — uning radius-
vektorining koordinatalaridir. Odatda, A nuqtaning koordinatalari
shu harfning yonida kichik gavs ichida yoziladi: 1(x 'y ; zj- Ava B

nuqgtalaming koordinatalari ma’lum bo‘lganda AB vektorning ko-
ordinatalarini topishni ko‘raylik. Aytaylik, A nuqtaning koordinata-

lari (XA yA zA, B nugtaning koordinatalari (xi# yB zB bo‘lsin. U
holda (20-chizma):
AB = OB-OA —
=ABANYy[ AABK - X Al -
-y Jd-i-N =
= (Xs-xAT+ (yB- YA1 +

+ (ZB- M) Kk.

7AY

Bu yerdan AB vektor xB- xAyB-
Yl, zB-1z A koordinatalarga ega
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boiishini ko‘ramiz. Demak, vektorning koordinatalari uning mos
koordinatalari ayirmasiga teng:
e

AB = {&B- x myB- yA zB- Zj. )
—_

Misol. Agar /1(3; 4; 1) va B(5; 4; 1) bo‘lsa, AB vektorning
koordinatalarini toping. N

Yechish. Aytaylik, ATB = {xAB, yAB. zA8 bo‘lsin, u holda (6)
formulaga asosan: xAB=xa- xb=5- 3= 2;

N=Ah-N=4 -4 =0
zAB=za-zb=11- 1= 10

1.2.5. KESMANI BERILGAN NISBATDA BO‘LISH

MN kesmani berilgan A,: A nisbatda bo'lish talab gilinsin. Agar M N
kesmada ML masofa absolut giymatining L N masofa absolut giymatiga
nishati A :A gatengbo‘lsa, L nugta AlyVkesmani A,: A, nishatda bo‘ladi,
deyiladi. Berilgan masalani hal gilish uchun jWVkesmaning

\ML\ =

W “h

tenglikni ganoatlantiruvchi L(xt;yL; zL) nuqgtasining koordinatalari-
ni topish kerak (21-chizma). Ta’riflanishiga ko‘ra L nuqta MN
kesmani A : A nisbatda bo‘lishi uchun

ML - }I_I-Z LN (1)
tenglik bajarilishi zarur.
— — -
ML va LN vektorlarni OM , OL
_
Yva ON radius-vektorlar orgali ifoda-

laymiz. U holda (1) tenglama OL —

-OM
oladi.

= —mw(ON - OL) ko‘rinishni

21-chizma.
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Bundan esa
—

OL—AHAi oM + A5 ° N (2)
kelib chigadi.

(2) formula go‘yilgan masalaning yechimini beradi, chunki u
MN kesmani berilgan A :A2nisbatda bo‘luvchi L nuqgtaning radius-
vektorini M {x" ykPzM va N (x* yN zN nugtalarning radius-vektorlari
orqali ifodalaydi.

(2) vektor tenglikka asosan quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:

A45P AP
o
* Y1~ YM + pp, N> @)
h
71 = Zu + AWzN—

(3) formula berilgan kesmani A,:A2nisbatda boMuvchi L nugtaning
koordinatalarini topish formulalaridir. L nugta AZ/Vkesmaning o ‘rtasi
bo‘lgan xususiy holda (3) formula

_ XM+xN . L= M,

5 Il = ZM+ZN (4)

ko‘rinishni oladi. (4) formula kesmani teng ikkiga bo'luvchi nugtaning
koordinatalarini hisoblash formulalaridir.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

Vektor deb nimaga aytiladi?

Kollincar va komplanar vektorlar deb ganday vektorlarga aytiladi?
Vektorlarni go'shish va ayirish usullarini tushuntirib bering.

Vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi deganda nimani tushunasiz?
Vektorning o‘qdagi proyeksiyasi nima?

Koordinatalari bilan berilgan vektorlarni qo‘shish, ayirish va skalyarga
ko‘paytirishni tushuntirib bering.

7. Kesmani berilgan nisbatda bo‘luvchi nugtaning koordinatalarini hisoblash
uchun formula keltirib chigaring.

ook wN R
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1.3. VEKTORLARNING SKALYAR,
VEKTOR VA ARALASH KO'PAYTMALARI

1.3.1. VEKTORLARNING SKALYAR KOTAYTMASI
VA UNING XOSSALARI

Vektorlar ustida hozirgacha bajarilgan amallar (qo‘shish, ayirish,
songa ko‘paytirish) chiziqli amallar boiib, natijada yana vektorlar
kelib chigadi. Endi vektorlar ustida natija skalyar (son) hosil bo‘ladigan
amalni ko‘rib chigamiz.

Ta’rif. Ikkita o’va b vektor uzunliklari bilan ular orasidagi
burchak kosinusining ko'paytmasidan hosil bo‘lgan son bu
vektorlarning skalyar ko'paytmasi deyiladi. Agar ikkita vektordan
birortasi nol vektor bo'lsa, skalyar ko‘paytma nolga teng bo‘ladi.

a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi a *b ko‘rinishida
belgilanadi, demak,

aesb =|a/* b\'cos<p 1)
N -

Bu yerda <p berilgan & va b vektorlar orasidagi burchak. (1)
formula fizikada o‘zgarmas Fkuchning boshlang‘ich B nugtadan C
nuqtagacha to‘g‘ri chizigli harakati davomida bajargan ishi

A=|F] |5C|coS(p

ni ifodalaydi. U skalyar kattalik bo‘lib, F \a BC \sektorlarning skalyar

ko‘paytmasidan iboratdir. Bu yerda p- F va BC vektorlar orasidagi
burchak.

Misol. |a] = 2; |6] = 3 hamda a va b vektorlar orasidagi
burchak 135° ga teng bolsa, a va b vektorlarning skalyar ko‘payt-
masini toping.

Yechish. (1) formulaga asosan topamiz:

a mb = 2m3ecos 135° = 2«3 +cos (90° + 45°) =

=-6 sin45° = -6~ =-372.
Skalyar ko‘paytmaning xossalari:
1) ixtiyoriy a va b vektorlar uchun quyidagi munosabat
o ‘rinlidir:
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ash=">be-a.

Bu xossa skalyar ko‘paytmaning kommutativlik xossasi deyiladi.

Isbot. Bu xossa skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan bevosita kelib
chigadi, ya’ni

ae*b =]a\e|b\ cosip,
b ea =|b\*a\cosep

a'P- b'a.
N >
ZR |xt|y0r|y a va b vektorlar va ixtiyoriy &eR son uchun quyidagi
tenglik o ‘rinlidir:
(ka)- b=k(a- b). @)

Bu xossadan vektorlarni skalyar ko‘paytirishda sonli ko ‘paytuv-

chini skalyar ko‘paytma belgisi tashqarisiga chigarish mumkin degan,
xulosa kelib chigadi.

I'sbot. Bu xossani ishot gilish uchun ikki vektor orasidagi burchak
tushunchasidan foydalanamiz. Ma Iumk| agar Kk > 0 boisa, ava b

vektorlar orasidagi burchak ka va b vektorlar orasidagi burchakka
teng bo‘ladi. Ta’rifga ko‘ra:

{ka) -b = |Alg|*|Alc 0os = &-|o|-|6]cos™ = k-(a *6); agar
k< 0 bo'lsa, a va b vektorlar orasidagi burchak a = 180° - 9 ga
teng:

(ka) *b = |A:g -1*I™ cos (180° - < =

=Ke|a|e|b|cosp=k- (a *b)cosp=k(a *b);

3) harganday a, b, c vektorlaruchun quyidagi tenglik o ‘rinlidir:

a(b+c)= amb+a-c. 3)

Bu xossa skalyar ko ‘paytmaning distributivlik xossasi deyiladi.
Isbot. Agar <7=0 bo‘lsa, a(b+c)- a<b+a ‘c tenglik-
ning o‘rinliligi o‘z-o‘zidan ravshan. Agar a*0 bo‘lsa, u holda
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a{b+c) = |fl| np,(b+c). Buyerda /o‘gqi ~

bilan aniglangan., A >
Har ganday 6 va C vektorlar uchun np, (b+¢

=e birlik vektori

munosabat o ‘rinlidir.
Demak, a(b+c) =|al](np/Z>+np,c)onp/6+anp/c=

=ab +a c, bundan esa a( b+ c)= a « b+ a «c tenglikningo‘rinli

ekani ko‘rinadi.

4) har ganday vektorning 0‘z-o0‘ziga skalyar ko‘paytmasi bu vektor
uzunligining kvadratiga teng:
a- a=\a\2 (4)

Isbot. Skalyar ko‘paytma ta’rifidan:
ae+a = |a\*\2\cos(o'na) =\aVcos 0° = |a\2

a ma ifoda a2bilan belgilanadi va a vektorning skalyar kvadrati
deb ataladi. Bunga ko‘ra (4) tenglikdan a vektorning uzunligi uchun
quyidagiga ega bo‘lamiz:

\a\=47. (5)

Skalyar ko‘paytma yordamida _bizga tanish ba’zi ayniyatlarni
isbotlash mumkin. Masalan, (a+ b)l1= a2+2a b + b2ayniyatni
isbot gilaylik, buning uchun ayniyatning chap tomonidan uning o°‘ng
tomonini keltirib chigaramiz:

(axb)' (ax b) = alaxb)xb(-axhbh)-

—aeaztac*b*ta*bxtbmb=a2t2ab+b2

Teorema. Nol bo‘lmagan ikkita vektorning skalyar ko paytmasi
nolga teng bo ‘sa, bu vektorlar o zaro perpendikular bo 1adi va aksincha.

Isbot. Faraz qilaylik, a va b vektorlar o‘zaro perpendikular
bo‘lsin, u holda ular orasidagi burchak 90°ga teng, demak,
cos(a"b) =0, u holda

as*b =|a]*|E]| cos( b),
cos(onb) =0=a b =0,
36

demak, a't b ‘b =0 — ikkita a va b vektorlarning skalyar

ko‘paytmasi nolga teng bo'lsa, u vektorlar perpendikulardirlar. Nol
bo!lmagan ikkita a va b vektorlar skalyar ko'paytmasi nolga teng bo'lishi

uchun cos(a*b) = 0bo'lishi kerak, bu esa (an b) burchak 90° giymatni

gabul gilganda o‘rinlidir. Demak, a «b = 0 =>azb.

Endi koordinatalari bilan berilgan vektorlarning skalyar
ko'paytmasini qaraymiz. a = {xa\ya; zj va b = {xb;yb; vektorlar
koordinatalari bilan berilgan boisin. U holda a va i vektorlar

a=xj +yj +zak va b=xj +yj + zbk yoyilmalarga ega
boiadi. Skalyar ko'paytmaning xossalaridan foydalanib a va b

vektorlarni skalyar ko‘paytiramiz:
aeb=Xi+yj +zak) '(x]j +ybj +1zbk) =
=xxh7T +x jyj +xabk +yjxj+ybyjj+yajzbk +

+ZakxbT+Zak y j + Zazbkk.

Ta’rifga ko‘ra: T2=1; J2=1; k2=V, ?']=]1m K =7 -k =
=jmi-kei=0
U holda

a b = xxbt+ Yo+ zah.

Demak, koordinatalari bilan berilgan ikki vektorning skalyar
ko'paytmasi bu vektorlar mos koordinatlari ko ‘paytmalarining yig‘indisiga
teng. Koordinatalari bilan berilgan a = {xa]Jya zj vektoruchun a * a

skalyar ko‘paytmani topaylik. a ni a =xa7 +yJ + zak ko‘rinishda

yozib olamiz: aea = (xa7 +y j + zak) (xa7 +y j + Zak). (6)
tenglikka asosan: a *a = x X, YWVt zz .
Bundan
la] = 4a~a = yfa2 =4xl +yl +zI . @)
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Bu esa koordinatalari bilan berilgan vektorning uzunligi uning
koordinatlari kvadratlarining yig‘indisidan olingan arifmetik kvadrat
ildizga teng ekanligini ko‘rsatadi. (7) formuladan foydalanib, ikki
nuqgta orasidagi masofani topish mumkin. A(xt;y{\r,) va B(x2 y2; z2)
nuqtalar berilgan bo‘lsin. U holda

p(A, B) =| AB f=yj(x2- x,)2+ (y2- y,)2+ (z2- Zi) (8)

boiadi, bundap(/lI, B) - A va B nuqtalar orasidagi masofa.
Skalyar ko ‘paytmadan foydalanib, ikki vektor orasidagi burchakni,
vektorlarning o‘qdagi proyeksiyalarini hisoblash mumkin. Ikki vektor
b
a va b orasidagi burchak cos = |_{|?|_1Z||7 formula bo‘yicha hisoblanadi.
a
Adgar vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo‘lsa, ular orasidagi
burchak

cosPp=- *x11LU +Ne
\IX\+>1+Zi IxI+yj+z]j

formula bo‘yicha hisoblanadi.

1.3.2. IKKI VEKTORNING VEKTOR KOTAYTMASI
VA UNING XOSSALARI. KOORDINATALARI BILAN BERILGAN IKKI
VEKTORNING VEKTOR KOTAYTMASI. UCHBURCHAKNING YUZI

Vektor ko‘paytmaga ta’rif berishdan oldin uchta nokomplanar
vektor uchligining fazoda joylashishiga alogador bo‘lgan quyidagi
tushunchani Kiritamiz.

1-ta’rif. Agar uchta nokomplanar a, b va c vektorni umumiy
boshlang‘ich nuqtaga keltirilgandan so‘ng vektorlardan birini

ikkinchisi bilan ustma-ust tushgunga qadar ular orasidagi kichik
burchak bo‘yicha aylantirish uchinchi vektorning oxiridan garalganda

soat strelkasiga garshi yo'nalishda ko'rinsa a, b va c¢ vektorlar

uchligi o ng uchlik (agar aylantirish soat strelkasi yo‘nalishi bo'yicha
olinsa, chap uchlik) deyiladi.

2-ta’rif. Ikkita a va b vektorning vektor ko paytmasi deb quyidagi
uchta shartni ganoatlantiradigan c vektorga aytiladi va u [a, b]
yoki ¢ = [a, b] ko‘rinishda belgilanadi:
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D c= [a, 6] =|a|*IMsin(flAK); ¢
(0 < (anb) <n);

2) [0, blxa\ [a, b]+ b (c vektor
a, b vektorlarga ortogonal);

3) {/, 7> va {o, b, \a, b]}

vektorlar uchligi o ‘ng uchlikni hosil gilsin.
Bu ta’rifda keltirilgan uchta shartning

har birining geometrik ma’nosini 22-chizma.
aniqlaylik.
1-shart ¢ vektorning uzunligi (Jc| — son) a va b vektorlarga

qurilgan paraltelogramm yuzini ifodalovchi songa teng ekanini bildiradi
(22-chizma), chunki |a\e|b\sin( b)\ (0 <(anb)<n) ifoda

tomonlari a va b vektorlardan iborat parallelogramm yuzini ifodalaydi.
2-shart vektor ko‘paytma (ya’ni c vektor) a va b vektorlar

bilan aniglanadigan tekislikka perpendikular ekanini bildiradi.
3-shart vektor ko‘paytmaning yo‘nalishini aniglaydi.

Vektor ko'paytma quyidagi xossalarga ega:

1. Agar a va b vektorlar kollinear bo‘lsa yoki ulardan kamida
biri nol vektor boisa, ulaming vektor ko'paytmasi nolga teng bo‘ladi.

Isbot. Hagigatan ham, a\\b bo‘lsa, {a*b) =0 yoki 180°
bo‘lib, birinchi shartga asosan |[c\= 0 bo‘ladi. Moduli nolga teng
vektor esa albatta nol vektordir.

2. fa, b\ = -[/>, a], ya’ni ko'paytuvchilarning o‘rinlarini
almashtirishda vektor ko'paytmaning ishorasi o'zgaradi.

Isbot. Hagigatan ham, vektor ko‘paytma ta’rifining 1) va 2)
shartlariga asosan [a, b\ va [Z> a] vektorlarning uzunliklari teng va
ikkalasi ham bitta tekislikka pedendikular, yo‘nalishlari esa uchinchi
shartga asosan c vektor tomonga garab eng qgisqa yo‘l bilan soat strelkasi
harakatiga teskari boMsa, a va b vektor tomonga garab gisqa yo‘l bilan

burilLsh esa soat strelkasi harakati bo‘yicha bo‘lib qoladi, demak, yo‘nalish
awalgiga o ‘xshash bo‘lishi uchun [b, a] vektor [a, b]vektorga nishatan

Qarama-qgarshi yo‘nalgan bo‘lishi kcrak (23-a, b, cl chizma).
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la.U

tEee]

tot* M

23-chizma.

3. [aa, b] = [a, ab] =a[a, b], bu yerda a istalgan haqigiy
son (skalyar ko‘paytuvchiga nisbatan assotsiativlik gonuni).
Isbot. [aa, blva a[a, b] vektorlarning modullari teng,

yo‘nalishlari esa a > 0 bo'lganda [a, b] vektor bilan bir xil, a <0
da esa fa, b] ning yo'nalishiga qarama-qarshi (23-a, b, Jchizma).
4. [a+a', b] =[a, b] +[a', b]\ [a, b+ Db']=][a,
b] + [a, b'].
Bu xossalardan quyidagiga ega bo‘lamiz:

[aa+ /3b,yc+dd ]=ay[a,c ]+ fiy[b, c ]+ad[a,d ]+/3d[b,d].

Birlik vektorlarning vektor ko‘paytmalari quyidagicha bo‘ladi:

\731 =-[J3, 71= k; [/,71=0; [k, 7] =~[7,k] = =
[J.i1=0; [J,k\ =-[£,71 = 7; [k,k] =0.

Agar a va b vektorlar koordinatalari bilan berilgan boisa, ya’ni

= - = ™ 7™ L | -
a =axi + a2j + avk, b =bxi + b2j + bbk bo‘lsa, u holda
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[a, b] = (*23- ad)) 7+ (ad{+ afp) | + (afi2+ abPk =

] 1f+ \«3  * -f+ « a2l
h B\ o 0’ M
flaa alla 2 |on c

Demak, [a, bJ=
Ik bi bi\ A piJ

Vektor ko‘paytmadan foydalanib, uchburchakning yuzini hisob-
lash uchuy Eimla chigaramiz. Aytaylik, ABC uchburchak fazodagi
R={0, 7, j°, /c}to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan
uchlarining koordinatalari bilan berilgan bo‘lsin: /1(x,; yX *), B(x2
y2; ), C(xr rd. Vektor ko‘paytma ta’rifidagi 1l-shartga ko‘ra
uning moduli parallelogrammning yuzini beradi. Uning yarmi esa
uchburchakning yuziga teng.

—*  _A
Shuning uchun SABC = -]"[AB, AC] ga ega bo'lamiz.

1.3.3. UCHTA VEKTORNING ARALASH KO‘PAYTMASI
TA’RIFI VA UNING XOSSALARI. KOORDINATALARI BILAN
BERILGAN VEKTORLAR ARALASH KOTAYTMASI.

TETRAEDRNING HAJMI
N N

Ta'rif. @, b va c vektorlarning aralash ko paytmasi deb
(vektorlarning ko ‘rsatilgan tartibiga ko‘ra) a, b vektorlarning vektor
ko‘paytmasidan iborat vektorni c vektorga skalyar kR‘paytiri%hdan
hosil gilingan songa aytiladi. Aralash ko‘paytma [a, b]wc yoki
(a, b, c) ko‘rinishda belgilanadi. Aralash ko‘paytmaning geometrik
ma’nosi bilan tanishaylik. a, b, c¢ vektorlar biror O nuqtaga go‘yilgan

bo‘lib, komplanar bo‘lImasin hamda o°‘ng uchlikni hosil qilsin.
Qirralari shu berilgan vektorlardan iborat parallelepiped yasasak, [a,
—

b] miqgdor shu parallelepiped asosining yuzini bildiradi. Aralash
ko‘paytma ta’rifiga asosan [a, b] *c = |[a, b]|ccos”; bu yerda:
$=fa, b]* c bo‘lib, Ic 1= cos pmiqdor ¢ vektoming [a, b]vektor

yo‘nalishidagi to‘g‘ri chiziqgdagi proyeksiyasiga teng bo‘lib,
parallelepipedning balandligidir (24-a, b chizma):
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24-chizma.

|c|=rcos(- h
Demak,

\a, b\ec =S -h =V (1

Bu son esa parallelepipedning hajmini aniqlaydi.
Demak, agar fa, b]- ¢ vektorlar o‘ng uchlik hosil gilsa, bu

rektorlaming aralash ko‘paytmasi bu vektorlarga yasalgan parallelepi-

>ed hajmiga tengbo‘ladi. Agar (a, b, c)lar chap uchlik tashkil qgilsa,
>
a, 6] vektor bilan c¢ vektor orasidagi burchak a > ~ =>cos<p < 0

24-b chizma) bo‘ladi. U holda [a, b]c = - V. Demak,
[[a, b]""\=V. (2)

f= {0; k} koordinatalar sistemasiga nisbatan a, b, c
ektorlar quyidagi koordinatalarga ega bo‘Isin:

a ={e;av a3y b ={bvbzzB; c={cczc3
N\

N\
i, b, c vektorlarning aralash ko'paytmasini hisoblaymiz. Dastlab

I'va b vektorlarning vektor ko‘paytmasini topamiz:

- > o
a, b]=612 <<3/+«3 «lj + \ aZk. 3)
th b3 b3 b{ B 2
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Endi [a, b] vektorni ¢ =c,/ +c2j+ c}k vektorga skalyar
ko‘paytiramiz. U holda

a a \ \ Ci ¢c2 Q3
. . a\ -

[a, b]ec =c¢ o +c2 a+c} 2 —pt b2 43
th  bi b3 4 4 by

a\ °2 a3

Hosil bo‘lgan bu uchinchi tartibli detcrminantda yo‘llarni ikki
marta almashtiramiz:

[a, bJ-?2 = 4)
c, c2 c3
(4) formuladan ko‘rinadiki, uchta vektorning aralash ko‘paytmasi
uchinchi tartibli determinantga teng bo‘lib bu determinantning
birinchi yoi elementlari birinchi vektor koordinatalaridan, ikkinchi
yo‘l elementlari ikkinchi vektor koordinatalaridan, uchinchi yoi
elementlari esa uchinchi vektor koordinatalaridan tuziladi.

Vektorlarning aralash ko‘paytmasi quyidagi
xossalarga ega:

1) [a, bl *c = [b, c] a. Hagigatan ham, uchta vektorga quril-
gan parallelepiped hajmlarining absolut giymatlari teng, undan
tashgari a, b, c va b, ¢, a uchliklarning oriyentatsiyalari bir xil.

2) Ko‘paytuvchilarning o‘rinlari almashinishidan aralash
ko‘paytmaning ishorasi o'zgaradi:

[a, b]- ¢ =~[b, al-c; [a&, bl]ec =-[a, c] b\

[a, b]' ¢ = -[c, b]-a.

Birinchi tenglikning o‘rinliligini ko‘rsatamiz.

[a, b]*c =~[b, a) *c, chunki [a, b] = -f b, a],
Qolgan tengliklar o'rinliligi shunga o ‘xshash ko ‘rsatiladi.
3)(ao)[6, c]l=ala, b] mc: ixtiyoriy aGR uchun (ao)[ b,

?] =al[a, 6]* ¢, chunki 1-xossaga ko‘ra (aa)\b, c] =\aa,
bJe c. Bundan esa [aab]ec =a[a, b]- c.
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4)y(a+a')[b, cl=a[b, c]+a'\b, ¢c]) a\b + b"', c] =
=a[b, c] + a\ b, c].

{a +a’)[b, c) —[a + a', b] c=(\a, b] +[a', b])c=[a,
bljc + [ab]c= a[b, c]+ a'[b, c].

Ikkinchi tenglik ham shunga o'xshash ko ‘rsatiladi.

5) agar a, b, c vektorlar komplanar bo'lsa, ularning aralash
o‘paytmasi nolga teng bo‘ladi, chunki ularga qurilgan parallelepi-
ed tekislikda joylashib qoladi, bunday parallelepipedning balandligi
olga teng, aksincha bo‘lsa, a, b, c vektorlar komplanar boladi.
lagigatan ham, [a, b]+xa=0 bq‘lsa, [a, /?]xc. Lekin vektgr
o‘paytmani&g ta’rj\figa asosan fa, b]l+b, bundan esa [a, b\
jktorning a, b, c vektorlarning har biriga perpendikularligi kelib
ligadi, demak a, b, c¢ vektorlar komplanar.

6) a, b, c vektorlardan istalgan ikkitasi kollinearbo‘lsa, ularning
alash ko‘paytmasi nolga teng, xususiy holda

\a, a)' b =[a, b] a=\a, bla = 0.

Aralash ko‘paytmadan foydalanib, uchlarining koordinatalari bilan
irilgan tetraedrning hajmini hisoblash mumkin. Aytaylik, tetraedr
:hlarining koordinatalari A(x{, y{, r.), B(x2; y2, z2, C(x3 y3 22,
[xAyA z4) bo‘lsin. Ma’lumki, tetraedrning hajmi uning bir uchidan

liquvchi girralaridan yasalgan parallelepiped hajmining - gismiga
ng. Shuning uchun

| AB[AC,AD] |=1 |{AB, AC, AD) |. (5)
Agar (5) formulani nuqtaning koordinatalari orqali ifodalasak,

m y2-y1 zi-zx
Fle =-mod X3- X yr.y\ b .zi ®)
X4 - X ya-y, z4- 7z,

ki (6) formulani yanada ixchamroq shaklda yozsak, quyidagiga
1 bo‘lamiz:
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1N Z
* Y2 72
X3 y3 Zi
X4 y4 74

Kel = g mod

Ll

Misol. Uchlari A(6; 0; 0), i?(0;
5; 0), C(0; 0; 5) va 0(0; 0; 0)
nugtalarda bo'lgan piramida yasang
hamda uning hajmini toping (25-

chizma). 25-chizma.
Yechish. (6) formulaga asosan:
* 16 0 O
:.;mod 0 5 0 =i-150 =25 kub birlik.
0 05

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?

2. Skalyar ko'paytmaning ganday xossalari bor?

3. O‘zlarining koordinatalari bilan berilgan ikki vektorni skalyar ko‘paytirish
formulasini keltirib chigaring.

4. Vektor uzunligi uchun formula keltirib chigaring.

5. Ikki vektor orasidagi burchak uchun formula keltirib chigaring.

6. Ikki vektorning o‘zaro perpendikularlik sharti nimadan iborat?

7. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?

8. Vektor ko'paytmaning ganday xossalari bor?

9. Vektor ko'paytmaning gcometrik ma’nosi nima?

10. Vektor ko'paytma ta’rifidan foydalanib, uchburchak yuzini hisoblash uchun
formula keltirib chigaring.

11. Uchta vektorning aralash ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?

12. Aralash ko'paytma ganday xossalarga ega?

13. Aralash ko'paytma ganday geometrik ma’noga ega?

14. Uchta vektorning komplanarlik sharti nimadan iborat?

15. Uchta vektor aralash ko‘paytmasi ta’rifidan foydalanib, tetraedr hajmini
hisoblash uchun formula keltirib chuqgaring.

45



2-bob. TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETR1YA

2.1. TEKISLIKDA CHIZIQ TENGLAMALARI

2.1.1.1KKI 0 ‘ZGARUVCHILI TENGLAMA VA UNING GRAFIGI.
CHIZIQ TENGLAMASI

Aytaylik,
F(x,y) =0 16

tenglama x, y o'zgaruvchilami bir-biri bilan bog‘lovchi biror tenglama
bo'lsin. Bu tenglama o ‘zgaruvchilaridan birini, masalan, y ni ikkinchisining
funksiyasi kabi aniglaydi. U holda (1) niy ga nisbatan yechsak

Y=/*>a<x<b (2)

tenglama hosil bo‘ladi. (2) da x [a; b] kesmada o‘zgarganda, f[x)
funksiyani uzluksiz ravishda o'zgaradi, deb garaymiz.

Dastlab f1x) bir giymatli funksiya deb garab, x va y larni
1?7={0; I j) koordinatalar tekisligidagi biror M nuqtaning koordi-
natalari deb faraz qilamiz. U vaqtda x ning har bir giymati uchun
(2) tenglamay ning yakka bitta giymatini aniglaydi. Demak, x ning
har bir giymatiga tekislikning koordinatalari (x,/(x)) bo‘lgan birgina
nuqtasi to‘g‘ri keladi. Agar x uzluksiz ravishda o ‘zgarib turli giymatlar
olsa, M nuqta{0; /;_I'} koordinatalar tekisligida x va y ning
giymatlariga garab o ‘mini o‘zgartira boradi va biror geometrik o ‘rinni
tasvirlaydi. Bu geometrik o ‘rin chiziq deb ataladi. Agar.Ax) funksiya
ko‘p giymatli bo‘lsa, ya’ni x ning har bir giymatiga y ning bir necha
yv W, ..., yngiymatlari mos kelsa, u holda x ning har bir giymatiga
{0; j) tekislikda MX M2 ...; Mnnuqtalar to‘g‘ri keladi. Masalan,
Y - A x) funksiya ikki giymatli bo'lsin.

Bu holdaxning har bir giymatigay ningy, =/(x,) va_y, = /(x) giymatlari
mos kelib, {0; i; j} koordinatalar tekisligida x ning x, giymati bilan ikkita
Mx(xy\>m) va M2Ax{;y 2 nugtalar aniglanadi (26-chizma). [a; b] kesmada x
uzluksiz o‘zgaiganda, Mxva M2 nuqtalar ham o‘rinlarini uzluksiz ravishda
0‘zgartiradi va chiziq deb atalgan geometrik o ‘rinni tasvirlaydi.

Ta’rif. Agar chiziq ixtiyoriy nuqgtasining x va 'y koordinatalari (1)
tenglamani ganoatlantirsa va aksincha, bu tenglamani ganoat-
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Ur—
[ 1 / 1
/ 1
vV 1 / I
1 Jy _ i
1 1 0/%
0t
. 27-chizma.
26-chizma.

lantiradigan hap-bir juft (x; y) giymat chizig nugtasini tasvirlasa, u
holda (1) tenglamaga chizigning oshkormas lenglamasi deb ataladi.

Analitik geometriyada ikki xil masala garaladi: 1) berilgan
geometrik xossalariga ko ‘ra chizig tenglamasini tuzish; 2) tenglama-
siga ko‘ra chizigning geometrik xossalarini aniglash.

1-misol. Koordinata burchaklari bissektrisalarining tenglama-
larini tuzing. . . . .

YechiSh. Dastlab bissektrisaga xos geometrik xossani ifodalay-
miz. Burchak bissektrisasi bu burchak ichida yotuvchi va uning to-
monlaridan barobar uzoqglikdagi nuqtalarning geometrik o ‘rnini ifo-
dalaydi. Bu xossaga asoslanib | va Ill koordinata burchaklarining
bissektrisasi tenglamasini tuzamiz (27-chizma). Agar OM birinchi
koordinata burchagining bissektrisasi bo‘lib, A/(x; y) uning ixtiyoriy
nugtasi bo'lsa, xossaga ko‘ra

[MM\ = | M2\  yoki y =X 3)

Agar M(x\'y) uchinchi koordinata burchagining bissektrisasidagi
ixtiyoriy nuqta bo‘lsa, x ham, y ham manfiy son bo'lib, ularning
absolut giymatlari bir-biriga teng bo‘ladi va biz yana (3) tenglamaga
kelamiz. Shunga o‘xshash Il va IV koordinata burchaklarining
bissektrisasi tenglamasi

y=-x )

ekanligini ko'rish mumkin.
2-misol. y = x tenglama bilan ifodalangan chizigning geomet-

rik xossalarini aniglang.



Yechish. {0;7;j) koordinata tekisligida y = x tenglama har
bir nuqgtasining abssissasi uning ordinatasiga teng boigan nugqtalar
to‘plamini aniglaydi. Bunday xossaga ega boigan nugqtalarning
geometrik o'rni | va Ill koordinata burchaklarining bissektrisasini
ifodalaydi. Endi chizigning (1) tenglamasiga ko ‘ra yasash masalasini
garaymiz. x, y koordinatalarni bogiovchi biror tenglamaning tekis-
likda ganday chizigni tasvir etishini bilish uchun chizigni shu
tenglamaga asoslanib yasash kerak. Tekislikdagi nuqta esa o‘zining
(x; y) koordinatalari bilan aniglanadi. Shuning uchun (1) tenglama-
dagi x ga xI; x2 xngiymatlarni bersak,

F{(x-y) =0, FAxr y) =0, ..., Fn{x-y) =0 (4)

tenglamalar hosil boiadi. Bu tenglamalardan x ning X,; X2 ..., Xn
giymatlariga mos boigan y ning y{, y2 ...; yngiymatlarini topamiz,
natijada koordinatalari (1) tenglamani ganoatlantiruvchi

(*; ), (x2y9; o= (0 ) (5)
nugtalarga ega boiamiz. Bu nuqtalami koordinatalar sistemasida
yasab, ularni tutash chiziq bilan birlashtirsak, (1) tenglamani tasvir
etuvchi chiziqg hosil boiadi. Bu chiziqga ikki o'zgaruvchili (1)
tenglamaning grafigi deyiladi.

3-mi sol. y = x2tenglama tasvirlaydigan chizigni yasang.

Yasash. Tenglamadagixga -3; -2; —1;0; 1;2; 3; ...qiymatlarni
beramiz va shunga mos y ning giymatlarini topamiz. Buni jadval
shaklida yozamiz.

X 3 2 4 0 1 2 3

Natijada ... (-3; 9); (-2; 4); (-1;

1); (0; 0); (1; 1); (25 4); (3; 9); ...

nugtalar hosil boiadi. Bu nugtalarni

{0; I'; j} sistemada joylashtirib, ularni

birlashtirsak, y = x2fimksiyaning grafigi,

ya’ni parabola chizigi hosil boiadi (28-
x chizma).

28-chizma.
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2.1.2. QUTB KOORDINATALAR SISTEMASI. NUQTANING DEKART
VA QUTB KOORDINATALARI ORASIDAGI BOG‘LANISH

Matematikada bir necha xil koordinatalar sistemasi bilan bir gatorda
qutb koordinatalari sistemasi ham goilaniladi. Oriyentatsiyali tekislikda
biror O nugta, [OP) nurva [OP) nurda yotuvchi OA =7 birlik vektorni
olamiz. (Tekislikda olingan /?={0; i,j} koordinatalar sistemasi /
vektorni O nuqta atrofida j vektor ustiga tushirish uchun gisqa yoi
bo‘yicha burish soat strelkasi harakatiga teskari boisa, koordinatalar
sistemasi musbat oriyentatsiyali, tekislikni esa oriyentatsiyalangan
deyiladi). Hosil ,gilingan geometrik &?L%Z qutb koordinatalar sistemasi
deyiladi (29-chizma). Uni R=[0-,i;j} ko‘rinishda belgilaymiz. O
nuqta qutb boshi,"OP) nur esa qutb o gi deyiladi. M nugtaning tekis-
likdagi holati ikki son: biri [OA] masofa, ikkinchisi [OP) nur [OM)

*

nurning ustiga tushishi uchun burilishi kerak boigan<p=i»AO
burchak bilan toia aniglanadi. Qutb o‘gini [OM) nur ustiga tushgunga
gadar burish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda bajarilsa,
musbat deb, aks holda, pmanfiy deb hisoblanadi.

p=\OM\, p ni M nugtaning qutb radiusi, oni M nugtaning qutb
burehagi deyiladi. Ularni M nugtaning qutb koordinatalari deyiladi va M(p;
(P) ko‘rinishida belgilanadi. O nugta uchunp = 0 bo‘lib, paniglanmagan
hisoblanadi. Agarp son va pburchak 0<p<<»; O<<p<2noraligda o‘zgarsa,
tekislikning har bir nugtasi qutb koordinatalari bilan mos keladi.

Har bir qutb koordinatalar sistemasiga musbat oriycntirlangan to ‘g ‘ri
burchakli koordinatalar sistemasini mos go‘yish mumkin. Bunda O nuqgta
(qutb) koordinatalar boshi boiib xizmat giladi. Faraz gilaylikp, plar M
nugtaning qutb koordinatalari, x, y esa M nuqtaning to‘g‘ri burchakli
koordinatalar sistemasidagi koordinatalari boisin (30-chizma).
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Yechish. {0; 7; /} koordinata tekisligida y = x tenglama liar
bir nugtasining abssissasi uning ordinatasiga teng boigan nugqtalar
to‘plamini aniglaydi. Bunday xossaga ega boigan nuqtalarning
geometrik o'rni 1va Ill koordinata burchaklarining bissektrisasini
ifodalaydi. Endi chizigning (1) tenglamasiga ko ‘ra yasash masalasini
garaymiz. x, y koordinatalami bogiovchi biror tenglamaning tekis-
likda ganday chizigni tasvir etishini bilish uchun chizigni shu
tenglamaga asoslanib yasash kerak. Tekislikdagi nugta esa o'zining
(x; y) koordinatalari bilan aniglanadi. Shuning uchun (1) tenglama-
dagi x ga xt; x2 xn giymatlarni bersak,

F{x-y) =0, FAxv y) = 0, Fn(xn;y) = 0 (4)

tenglamalar hosil boiadi. Bu tenglamalardan x ning x,; x2 Xn
giymatlariga mos boigan y ning yAyA ...; yngiymatlarini topamiz,
natijada koordinatalari (1) tenglamani ganoatlantiruvchi

(x: y.): (x2y2; (X YD (5)
nugtalarga ega boiamiz. Bu nuqtalarni koordinatalar sistemasida
yasab, ularni tutash chiziq bilan birlashtirsak, (1) tenglamani tasvir
etuvchi chizig hosil boiadi. Bu chiziqqa ikki o‘zgaruvchili (1)
tenglamaning grafigi deyiladi.

3-misol. y = x2tenglama tasvirlaydigan chizigni yasang.

Yasash. Tenglamadagixga -3; -2; —1; 0; 1; 2; 3;... giymatlarni
beramiz va shunga mos y ning giymatlarini topamiz. Buni jadval
shaklida yozamiz.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
9 4 1 0 1 4 9

Natijada ... (-3; 9); (-2; 4); (-1;
1); (0; 0); (1; 1); (25 4); (3; 9); ...
nuqtalar hosil boiadi. Bu nugqtalarni
{0; j} sistemada joylashtirib, ularni
birlashtirsak, y = x2fimksiyaning grafigi,
ya’ni parabola chizigi hosil boiadi (28-
chizma).
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2.1.2. QUTB KOORDINATALAR SISTEMASI. NUQTANING DEKART
VA QUTB KOORDINATALARI ORASIDAGI BOG‘LANISH

Matematikada bir necha xil koordinatalar sistemasi bilan bir gatorda
qutb koordinatalari sistemasi ham qoilaniladi. Oriyentatsiyali tekislikda
biror O nuqgta, (OP) nur va [OP) nurda yotuvchi OA =7 birlik vektorni
olamiz. (Tekislikda olingan /?={0; /; j} koordinatalar sistemasi /
vektorni O nuqta atrofida j vektor ustiga tushirish uchun gisqa yoi
bo’yicha burish soat strelkasi harakatiga teskari boisa, koordinatalar
sistemasi musbat oriyentatsiyali, tekislikni esa oriyentatsiyalangan
deyiladi). Hosil gilingan geometrik obraz qutb koordinatalar sistemasi
deyiladi (29-chizma). Uni /?={0; /; j) ko‘rinishda belgilaymiz. O
nuqta qutb boshi, J OP) nur esa qutb o gi deyiladi. M nugtaning tekis-
likdagi holati ikki son: biri [OA] masofa, ikkinchisi [OP) nur [OM)

A —

nurnmg ustiga tushishi uchun burilishi kerak boigan<p=/ OM
burchak bilan toia aniglanadi. Qutb o‘gini [OM) nur ustiga tushgunga
gadar burish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari yo'nalishda bajarilsa,
musbat deb, aks holda, pmanfiy deb hisoblanadi.

p =|OM |, p ni M nugtaning qutb radiusi, m M nuqtaning qutb
burchagi deyiladi. Ularni M nuqtaning qutb koordinatalari deyiladi va M(p;
< ko‘rinishida belgilanadi. O nugta uchunp = 0 bo‘lib, paniglanmagan
hisoblanadi. Agarp son va burchak 0<p<oo; 0<y9<2T oraligda o0‘zgarsa,
tekislikning har bir nugtasi qutb koordinatalari bilan mos keladi.

Har bir qutb koordinatalar sistemasiga musbat oriycntirlangan to'g'ri
burchakli koordinatalar sistemasini mos go‘yish mumkin. Bunda O nuqgta
(qutb) koordinatalar boshi bo‘lib xizmat qiladi. Faraz gilaylikp, plar M
nugtaning qutb koordinatalari, x, y esa M nuqtaning tofy‘ri burchakli
koordinatalar sistemasidagi koordinatalari boisin (30-chizma).
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U holda chizmadan:
JXx = pcos<p, (1)
\y =Psin

J¥nuqgtaning qutb koordinatalari p va g@ma’lum boMsa, (1) dan
X; Yy ni topish mumkin. ()=>

X2+y2=p2hp=4"+7- (2>
Agarp”O bo‘lsa, (1), (2=>
costf>=-=* ; sintf>=-="=, ®)

M *0 nugtaning to ‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari x, y ma’lum
bo‘lsa, (2), (3) dan p va ip larni topish mumkin. Demak, (1), (3)
formulalar dekart va qutb koordinatalari sistemasini bog‘lovchi
formulalardir. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi berilgan boisin.
Bu sistemada biz p yoki <plardan birini o‘zida saqglovchi /(p; <)
ifodani olaylik. Bu ifoda tekislikda bir gancha figurani ifodalashi
mumkin.

Masalan, figura/ (p; <p)=p-6 munosabat bilan aniglangan bo‘lsin.
U holda

a) Fx={M(p; cp) \p= 0} (markazi 0 qutbda va radiusip - 6 ga teng
bo‘lgan aylana).

b) F2={M(p] cp) |p —6>0} (FI aylanadan tashqaridagi nuqtalar
to ‘plami).

d) F ={M(p\ ¢p) |p —6<0} (Omarkazlip= 6 radiusli ochiq doira).

e) F={M(p\<p) |p-6>0 }F1luF 2).

0 F5={M(p;<p) |p-6<0} (p-6 radiusli doira).
g) Fo={M{p\ <) |p —670} =(F2uFI).

f{p; <p) tenglamani Fy figuraning berilgan qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamasi deyiladi.

p-a\ (a- const) 4)

tenglamani olsak, u markazi qutbda, radiusi a ga teng bo'lgan
aylananing tenglamasi bo‘ladi.
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2.1.3. TO'G'RI CHIZIQNING TURLI TENGLAMALAR!

Ta’rif. To‘g‘ri chizigga parallel yoki shu to‘g‘ri chizigda yotuvchi
har ganday vektor uning yo'naltiruvchi vektori deyiladi.

Quyida to‘g‘ri chizigning berilish usullariga garab uning
tenglamasini keltirib chigamiz.

I)to“g“ri chiziq_gi_)ng paramctrik tenglamalari
To‘g‘ri chizig a biror{0; /; j } reperga nisbatan o‘zining biror MO(x0;
yi) nugtasining va yo‘naltiruvchi a - {a,; a2} vektorining berilishi bilan
aniglanadi. To‘g‘ri chizigda ixtiyoriy M{x\ y) nugta olamiz. U holda
MOM vektor a vektor bilan kollinear bo‘ladi. U holda shunday son
t topiladiki,

nion/>=ta; tGR (0

bo‘ladi (31-chizma). Aksincha, biror M nuqta uchun (1) munosabat
o‘rinli bo‘lsa, u holda MOM | a, demak, (1) munosabat fagat to‘g‘ri
chiziqga tegishli M nugtalar uchungina bajariladi. M, MOnuqtalaming
radius-vektorlarini mos ravishda rj bilan belgilasak, ya’ni
r-oMm, = OMgq bo‘lsa, u holda MOM — ?-r0 bo‘ladi. (1)
tenglikdan:

r=r0+ta . (2)

Bu tenglamaga a to'g'ri chizigning vektorli tenglamasi deyiladi. t
ga turli giymatlar berib, aga tegishli nugtalaming radius-vektorlarini
hosil gilamiz; (2) tenglamaga kirgan fo ‘zgaruvchi parametr deyiladi.
(2) ni koordinatalarda yozsak, quyidagi tenglamalar hosil bo'ladi:

x=x0+ alt, (3)
y =y0+ az.

Bu tenglamalar to‘g‘ri chizigning
parametrik tenglamalari deb ataladi. Agar
a to'g'ri chiziq koordinata o'glaridan
birortasiga ham parallel bo‘Imasa, ya’ni
afa2* 0 shart bajarilsa, (3) dan quyidagi
tenglamani hosil gilamiz:

x-xq _ y-y0 4
fij @ 31-chizma.
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Bundan
aX - aly + (-ax0+ awy0 = 0. (5)

Bu ycrda shartga ko'ra ar a2ning bittasi noldan fargli, shu sababli
(5) birinchi darajali tenglamadir. Bundan esa har gqanday to‘g‘ri chiziq
birinchi darajali tenglama bilan ifodalanadi, dcgan muhim xulosaga
kelamiz.

1-miso 1 1/0(5; 2) nuqgta orqgali o'tuvchi va yo'naltiruvchi vektori
a = {2;,—1} bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra: x0= 5; yO= 2; ax 2; a2= -1
(3) formulaga asosanx=5 + 2r,y=2 - rtenglamalarga ega boiamiz.
Bu tenglamalar biz izlagan to‘g‘ri chizigning parametrik
tenglamalaridir.

2) ikki nuqta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq teng-
lama si. Bizga ma’lumki, ikki n_u)qig orqgali yagona to‘g‘ri chiziq o ‘tadi.
Agar Mxva M2nugqtalarning {0; /; j] sistemaga nisbatan koordinatalari
maium bo‘lsa, shu nuqtalar orgali o'tuvchi to‘g#i chiziq tenglamasini
topamiz.

Aytaylik, Af,(x,; y,); M2Ax2 y2) bo‘lsin. Izlanayotgan a to‘g‘ri

chizigda ixtiyoriy A/(x; y) nuqta olamiz. Agar MXM = (x2-x,; y2—yt)
------ >
vektor M\M = (x-x,; y-y2X vektoriga kollinearboisa, M nuqta tofy‘ri

chizigda yotadi, bu deganimiz quyidagi munosabat o‘rinli boiadi:
TT$ =tMiMI. (6)
(6) munosabatdan vektorlarni tengligiga asosan
X- X =/(x2- x,) vay-y{=t(y2-yt) )

ga ega boiamiz.
Bundan esa

X-XX _ y-yX
X2-xy ¥2-y1 (8)

(8) tenglama berilgan ikki nuqgta orqgali o'tuvchi tog Ti chiziq
tenglamasi deyiladi. Bu tenglama x2-x,*0 va y2-yx*0 boiganda
o‘rinli. Agarx2x,= 0 boisa, u holda to‘g‘ri chiziqg Oy o‘qqa paral-
lel boiib, tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi.

X- X =0 yoki x = Xx,.
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2-m iso I. ABC uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan:
o —1; 4), B(\\\ -5), C(15; 17). ABvz 5Ctomonlarining tenglamasini
tuzing.

Y echish. 1) 15 tomonning tenglamasini tuzamiz.

(8) formulaga murojaat gilamiz:

X+i

y-4.
=V -3(x +1) = 4(y-4);
-3x - 3=4y - 16; 4y + 3x-13 = 0. (AB)

Endi BC tomonning tenglamasini tuzamiz.

x-\'1_ y+5 . x-Il _ y+5.
15-11  17+5° 4 22

I1x-121 = 2y +10; 2y —11x4-131= 0. (BC)

3)to‘g‘ri chizigning koordinata o-‘qlaridan
kesgan kesmalari bo'yicha tenglamasi. a to‘g‘ri
chizigni aniglovchi Mxva M2nuqtalar koordinata o‘glari Oxva Oy da
yotsin. Aniglik uchun Mxa\ 0) Ox ofida, M20; b) Oy o‘gida yotsin
(32-chizma). Bu holda (8) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

X-1
0-a ©®

(9) tenglamaga toY Ti chizigning koordinata 0 flaridan kesgan
kesmalari boyicha tenglamasi deyiladi, by yerda a va b lar tofy‘ri
chizigni mos ravishda Ox va Oy o'glaridan kesgan kesmalarini
ifodalaydi.

3-m iso 1l To‘gfi chiziq tenglamasi berilgan: 4 x-3y-12=0, uning
koordinata ofyjlari bilan kesishgan nuqtalarini toping.

Yechish. Kesishgan nuqtalarning
koordinatalarini topish uchun, berilgan
to'g'ri chizig tenglamasini tofy#i
chizigning koordinatalar o‘qglaridan
ajratgan kesmalarga nisbatan tenglamasi
(9) kofrinishiga keltiramiz:

£-£ =1
3 4
32-chizma.
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Demak, koordinata o'glari bilan kesishish nugtalari: A(3; 0) va
B(0; -4).

4)to‘g‘ri chizigning burchak «koeffitsiyen11i
tenglamasi. Dastlab, to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti
tushunchasipi kiritamiz. 5

Ta’rif. a vektor {/; j } bazisda av a2koordinatalarga ega va a*O
bo'lsa, y holda a2al =k son a vektorning burchak koeffitsiyenti
deyiladi.

To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentii tenglamasini keltirib
chigaramiz. lzlanayotgan to‘g‘ri chizigning bitta nuqtasi va burchak
koeffitsiyenti tekislikda shu to‘g‘ri chizigning vaziyatini toia aniglaydi.
Oy o‘qqa parallel to‘g‘ri chiziglar uchun burchak koeffitsiyent mavjud
emas. Shuning uchun Oy o‘qga parallel boimagan a to‘g‘ri chiziq
L, xo>Y0) nuqtadan o‘tsin va K burchak koeffitsiyentga ega bo‘Isin. a
to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzamiz. (4) ga asosan a*O shartda:

Y~YO:E(X-XO), bu yerda .=k

u
demak,
Y- y0o=k(x-xQ (10)
yoki y=kx+b, (11)
bu yerda: b =yQ- kxQ

(11) tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

deyiladi. N/,(x,; j*) va M,(x2 y2 nuqtalar orqgali o‘tgan to‘g‘ri

chizigning burchak koeffitsiyenti k = formula bilan aniglanadi.

To‘g‘ri chizigning bunday berilishi, to‘g‘ri chiziq Oy o'giga parallel
boimagan holda to‘g'ridir. Kk ni, ya’ni burchak koeffitsiyentni geo-
metrik izohlaymiz (33-chizma).

MIM2N uchburchakdan, burchak

koeffitsiyent k=Iga ekanligi ko‘rinadi,

bu yerda a - Ox o‘gini soat strelkasi

yo‘nalishiga teskari yo‘nalishda burib,

a to‘g‘ri chizig bilan ustma-ust

4-misol. A/(3; 2) va M24; 3) nuqtalar orgali o'tuvchi to'gii
chizigning burchak koeffitsiyentini toping.

Y echish. (8) formulaga ko‘ra ~ = =1, bundan & =tga=|I.

Demak, a = 45°.

2-misol Oxo‘qgi bilan 30° burchak tashkil etib, /1/,(2; -3) nuqta
orgali oiuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. lzlanayotgan to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti

k=tgcc = tg30°= -jf ga teng. (10) tenglamaga x0=2; yii=-3
giymatlarni qo‘yib, quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:
Y+3=1Jj(x-2) yoki x-Sy-(2+3"3)=0.

5) berilgan nuqta orqgali o‘tib berilgan vektor-
ga perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tengla-
masi.

Aytaylik, N/,(x,; y® nuqta van ={A\ B} vektor berilgan boisin.
Mxnugta orgali o‘tib n vektorga perpendikular boigan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzish talab gilinsin.

a to‘g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nuqtani olaylik. M
nuqta quyidagi shart bajarilgandagina a to‘g‘ri chizigda yotadi:

n-Mx =0, (12>

asosan
A(x- x) +By-vy)=0 (13)

ga ega boiamiz.

(13) tenglama berilgan nuqtadan o‘tib, berilgan vektorga
perpendikular boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini ifodalaydi. n vektor
to‘g‘ri chizigning normal vektori deyiladi. A

6- misol. Af,(3; 1) nuqta orgali oiuvchi va N ={-1; 1} vektor-

ga perpendikular boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. (13) formuladan foydalanamiz:

-1 (x—3)+ 10- 1) = 0yoki x-y- 2=0.

- tushgunga gadar burish burchadi) To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi.

shuning uchun ham «k burchak
33-chizma. koeffitsiyenti deyiladi.
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Yugoridagi tenglamalarning barchasi uchun xarakterli boigan
narsa, ularning birinchi darajali boiishligidir.
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Shuning uchun, tubandagi birinchi darajali
Ax+ By+ C=0 (14)

tenglama to § i chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. (14)umumiy
tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning ko-
ordinata o'qlariga nisbatan joylashuvida
tubandagi hollar bollishi mumkin:

a) agar C= 0 bo‘lsa, (14) to‘g‘ri chizig koordinatalar boshidan
o'tadi;

b) agar/l= 0, C*0bo‘lsa, (14) to‘g‘ri chiziq x o‘giga, agar B=0,
C*0 bo‘lsa, (14) to‘g‘ri chiziq y o'giga parallel bo‘ladi.

To‘g‘ri chizig umumiy tenglamasidan burchak koeffitsiyenti k ni
opaylik. k--A/B = a2av demak, to‘g‘ri chiziq a yo-‘naltiruvchi
lektorining koordinatalari sifatida -B, A sonlarini gabul gilish
numkin, ya’ni umumiy tenglamasi bilan berilgan to‘g‘ri chizigning
fonaltiruvchi vektori sifatida

a={-BmA} (15)
ektorni olish mumkin.

Tekislikning (x; y) koordinatali barcha nuqtalarining (14) to‘g‘ri
hizigdan bir tomonda joylashishi uchun Ax+ By+ C > 0 yoki
\x+By+C< 0 tengsizlik bajarilishi kerak. Af,(x,; y{ va M2Ax2 y2
ugtalaming to‘g‘ri chizigning turli tomonida joylashishlari uchun
\x"+By{+ C>Q va/lx,+i?y2+C<0 lar turli xil ishoraga ega bo‘lishlari
arur va yetarlidir.

7-mi sol. 2x-3>>+7=0 to‘g‘ri chizigning normal vektorini
0 ‘rsating.

Yechish. Normal vektor TV={A\ B) ko‘rinishda bo‘lgani uchun
erilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasida /1=2; B =-3. Shuning uchun
?={2;-3}.

2- misol. 2x+>>-4=0vax-j' +1= 0to‘g‘ri chiziglarni ke-
shish nuqtasi orgali o‘tib, x +y - 5=0 to‘g‘ri chizigga
;rpendikular bo‘lgan to‘g#fi chizig tenglamasini tuzing.

Yechish. Dastlab ikki to‘g‘ri chizigning kesishish nugtasini
ipamiz, buning uchun kesishish nuqtasi koordinatalarini x,; y{deb
amiz. U holda

[2x, +yt-4 =0,
[x,-yx+1=0
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sistemadan x,=I; y,=2 ga ega boMamiz.

Izlanayotgan to'g‘ri chizigning yo‘naltimvchi vektori a sifatida
X +Y 5=0to"ri chizigning normal vektorini olsa bo'ladi: a ={1; 1},
u holda izlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi tubandagicha bo‘ladi:

Ix —)+1(y—2)=0 yoki x+y- 3=0.

2.1.4. TEKISLIKDA IKKI TO‘G‘RI CHIZIQNING 0 ‘ZAR0 JOYLASHUVI

Tenglamalari bilan berilgan d]va d2to‘g‘ri chiziglarni olaylik:
:Ax + 5,y+ C, =0, (1)
d2:A’c+ B¥ + C2= 0. (2)

Bu to‘g‘ri chiziglaming tekislikda o ‘zaro joylashuvini tekshirish uchun
(1) va (2) ni sistema qilib tekshirish kerak. Sistemani tekshirish esa
chizigli tenglamalar sistemasini tekshirishda ko‘rib o‘tilgan edi. dlva d2
tolg‘ri chiziglaming o‘zaro joylashuvida ushbu hollar bo‘lishi mumkin:
a) d{va d2to‘g‘ri chiziglar kesishadi (sistema yagona yechimga

ega);

b) d, va d2to‘g‘ri chiziglar parallel. Bu holda AJA2= BJB2bo‘ladi;

d) agar AYA2=B}B2=Ci/C 2boisa, d{va d2to‘g‘ri chiziglar ustma-
ust tushadi.

1-misol. x-4y+3 = 0va 2x-y+5 = 0 to‘g‘ri chiziglaming te-
kislikda joylashuvini tekshiring.

Yechish. Tekislikda joylashuvini tekshirish uchun tubandagi
sistemani tekshiramiz:

X-4y +3=0,
2x-y +5=0.

Bu sistemadan kesishish nuqtasini topamiz: (~y;y).

Demak, to‘g‘ri chiziglar kesishadi.

2.1.5. IKKI TO‘G‘RI CIHIZIQ ORASIDAGI BURCHAK

dl va d2to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak deganda, bu to‘g‘ri
chiziglaming yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchak tushuniladi
{(p burchak 0° dan 90° gacha oraligda o‘zgaradi).
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dx:Ax + By + C=0, (1)
d2: Nx+ B% + C2=0. (2)

~>
dx = {-/?,; /4,}vektor dxto‘g‘ri chizigning, d2={-B2\ A2) vektor d2

to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektoridir. U holda ta’rifga asosan,

dxva d2to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak quyidagi formuladan aniq-
lanadi:

cos(p=cos(dxAdl)= - A,a2+B,B2 @)
ni-mi
Xususiy holda
dxtd2<=>AA2+B\B2=0 (4)

(4) tenglik _ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti
hisoblanadi. {0; /;j } sistemada Oy o‘qga parallel boimagan dxva d2

to‘g‘ri chiziglar burchak koeffitsiyentli tenglamalari bilan berilgan
boisin (34-chizma):

dx\y= kx + br
d2:y= kjc + b2

Bu holda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak tubandagi formula
bilan ifodalanadi:

9P g (5)

©

bu yerda: p— ikki to‘g‘ri chiziq orasi-
dagi burchak. (5) formula to‘g‘ri chizig-
lar perpendikular boimagan holda ish-
latiladi. (5) va (6) formuladan kx= k2—
to‘g‘ri chiziglaming parallellik, kx2= -
1—to‘g‘ri chiziglaming perpendiku-
larlik shartlari kelib chigadi.

Agar to‘g‘ri chiziglar umumiy teng-

34-chizma. lamalar bilan berilsa, u holda
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A, A2

B, B2
_ B 7
9P=pp+m @

To‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamalari bilan berilgan boisa, u

holda
A=A
A2 Bj ®)
(8) — ikki to‘g‘ri chizigning parallelik sharti,
ANX2+ BB —0 9)

tenglik esa ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti hisoblanadi.

2.1.6. NUQTADAN TO‘G‘RI CHIZIQQACHA MASOFA

{G; fr} koordinatalar sistemasida d to‘g‘ri chiziq Ax+By+C=0
tenglamasi bilan va J1/0(x0; j0) nuqta berilgan boisin. MOnuqtadan d
to‘g‘ri chizigga perpendikular oikazamiz va ularning kesishgan
nuqtasini H bilan belgilaymiz (35-chizma). HMO vektorning
uzunligini M0Onugtadan d to§ i chiziggacha bo 1gan masofa deyiladi
va p(MO, d) ko‘rinishda belgilanadi. n ={A, B) vektor berilgan to‘g‘ri
chizigning normal vektori boisin. Agar MOnuqta d to‘g‘ri chizigning
nuqtasi boisa, p(MO0, d)=0 boiadi. Agar MOnuqta d to‘g‘ri chizigga

tegishli boimasa, u holdap(MO0, d)=\fJMO|;|#M 01va n vektorlar

kollinear, chunki n vektor d to‘g‘ri chizigning normali. U holda
nuqtadan to‘g‘ri chizigqacha masofa tubandagicha boiadi:

0,d) =
p(MO, d) " )

Agar H nuqtaning koordinatalari x,;
yxboisa, u holda |[HMO | ={x0-x,; y0-
-y,} boiadi. A nugta dto ‘g‘ri chiziqga
tegishli boigani uchun Ax+ By+ C,=0
boiadi, u holda (1) formula quyidagi
koiinishni oladi: 35-chizma.
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HMQn=A(x0-x ) +B (y~y{=/1x0+ Ay0- (Axt+ By,)=
AX0+By0+C=0 (2)

Shu bilan birga |a|=n/AT2+ A2 ekanini nazarda tutsak, (1) for-
mula quyidagi ko'rinishni oladi:

p(MO, d) =HygLQ+gl. (3)
yla 2+B2
3) — berilgan N/0Onuqtadan berilgan dto ‘g‘ri chizigqacha boigan

masofani hisoblash formulasidir.

2.1.7. TO'G'RI CHIZIQLAR DASTASI

To‘g"ri chiziglar dastasi ikki xil boiadi: kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar
dastasi va parallel to‘g‘ri chiziglar dastasi. Agar 5-mavzudagi (1) va
(2) tenglamalar bilan ifodalanuvchi to‘g‘ri chiziglar biror nuqtada
kesishsa, u nuqta orgali oiuvchi to‘g‘ri chiziglar kesishuvchi tog fi
chiziglar dastasini tashkil giladi. Shu nuqta dasta markazi deyiladi.

Agar (1) va (2) to‘g‘ri chiziglarning yo‘naltiruvchi vektorlari
parallel yoki ustma-ust tushsa, u holda shu yo‘nalishdagi to‘g‘ri
chiziglar parallel tog Tii chiziglar dastasini ifodalaydi. Kesishuvchi
to‘g‘ri chiziglar dastasining markazi orgali oiuvchi to‘g‘ri chiziq
quyidagi tenglama bilan aniglanadi:

a.(Ax+By+ Cj) + y3(y4x+By+ C2=0,

bu yerda: a va/? lar bir vaqtda nolga teng boimagan har xil giymatlarni
gabul giladi. Agar kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasi markazining
koordinatalari (x0; j0) berilgan boisa, u holda dasta tenglamasi
tubandagi ko‘rinishga ega boiadi:

a(Tx0+~,y0+C,)+ P(AXn+B%0+ C2=0. (1)

Misol. To‘g‘ri chiziglarex+y + 10 = Ova2x-3>>-5 = 0teng-
lamalar bilan berilgan. Shu to‘g‘ri chiziglar va M(1; 2) nuqta orgali
oiuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

Yechish. Dastlab berilgan to‘g‘ri chiziglardan oiuvchi to‘g‘ri
chiziglar dastasi tenglamasini tuzamiz:

x+y+ 10 + A(2x-3y-5)=0. ™)

Bu to'g'ri chiziglar dastasidan M(1; 2) nuqtadan oiuvchi to‘g‘ri
chizigni ajratib olishimiz kerak. Biz izlayotgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini M nuqta koordinatalari ganoatlantirishi kerak. Shuning
uchun M nuqta koordinatalarini (*) tcnglamaga qo‘yamiz:

1+2 + 10+ A(2+1-3 «2-5)=0; A=I-l.

Bu giymatni (*) tenglamaga go‘yib izlanayotgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini olamiz: Ix - by + 5= 0.

2.2. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

Bizga maiumki, tekislikda to ‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar
sistemasida har ganday birinchi tartibli ikki o ‘zgaruvchili tenglamalar
ya’ni Ax +By + C = 0 koiinishdagi tenglama (A va fikoeffitsiyentlar
bir vaqtda nolga teng emas) to‘g‘ri chiziq tenglamasi edi. Endi ikkinchi
tartibli ikki o'zgaruvchili tenglamani garaymiz. Bunday tenglama
bilan ifodalanuvchi chiziglar ikkinchi tartibli egri chiziglar deyiladi.
Ikkinchi tartibli egri chiziglarning turlari bilan tanishamiz.

2.2.1. AYLANA

—_ =

/?={0; /; j) koordinatalar siste-
masi berilgan boisin. Bu sistemaga
nisbatan C(a; b) markazli va R radiusli
aylana tenglamasini tuzamiz. Ayla-
naning har bir nuqtasi berilgan C (a; b)
nugtadan barobar teng uzoqglikda
yotgan tekislik nugtalarining geometrik
o‘rni boiishi ta’rifidan foydalanamiz
(36-chizma). M(x; y) — aylananing
ixtiyoriy nuqtasi boisin. Xossaga ko ‘ra:

MC =R =y](x- a)2+(y - b)2 yoki (x-a)2+(y-b)2=R2 (1)

(1) tenglama markazi C(o; b) nuqtada va radiusi R ga teng
aylananing kanonik tenglamasidir. Agar aylana markazi koordinata-
lar sistemasi boshi bilan ustma-ust tushsa, tenglama quyidagi
ko‘rinishga ega boiadi:



X2+y2=R2 (2)

Egri chizig parametrik ko'rinish-
dagi tenglamaga ham ega. Aytaylik,
M nuqta egri chizig bo'ylab hara-
katlansin va biron tvaqtda x = <p(t),
y = \p(t) koordinatalarga ega bo‘Isin.
U holda

©)

tenglamalar sistemasi egri chizigning parametrik tenglamalari deyiladi,
bunda t parametr hisoblanadi. Masalan,

Rcos(t),
Rsin(t) (4)

tenglamalar aylananing parametrik tenglamalaridir. Agar egri
chizigning parametrik tenglamalari ma’lum bo‘lsa, undan foydalanib,
egri chizigning oshkormas ko‘rinishdagi tenglamasini keltirib chigarish
mumkin. Oshkormas tenglama ba’zi hollarda chiziq tenglamasini
ifodalamasligi ham mumkin. Boshgacha aytganda, chizigqga tegishli
bo‘lImagan nuqtaning koordinatalari oshkormas tenglamani ganoat-
lantirishi mumkin. Agar (4) sistemadan 1 parametrni chigarsak,
x2+y2= Rltenglamaga ega bo‘lamiz.

Mi sol. Markazi C(—1; 1) nuqtada, radiusi 2 birlik bo‘lgan ay-
lana yasang.

Yechish. Shartga ko'ra aylana markazining koordinatalari a = -
1,b = lvaradiusi uzunligi R = 2 bo‘lganligidan (x-a)2+ (y-b)2=R1
formulaga ko‘ra aylana tenglamasi (x+1)2+ (y-1)2=4 bo‘ladi (37-
chizma).

2.2.2. ELLIPS

1-ta’rif. Ixtiyoriy nuqtasidanfokuslari deb ataluvchi berilgan ikki F{
va F2nugtagacha bo'lgan masofalar yig‘indisi o‘zgarmas miqdor 2a ga
teng bo'lgan tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plamiga ellips deb ataladi.

0 ‘zgarmas miqdor 2a fokuslar orasidagi masofadan katta deb
olinadi. Ellips tenglamasini tuzish uchun koordinatalar sistemasini
tubandagicha kiritamiz. Berilgan ikki nuqgtani birlashtiruvchi to‘g‘ri
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chizigni abssissalar o‘qi deb gabul gila-
miz, koordinatalar boshini esa berilgan
nuqtalar o‘rtasida olamiz.

Berilgan F{va F2 fokuslar orasidagi 7r
masofani 2c bilan belgilaymiz. U holda A ] '
Fr F2 nugtalaming koordinatalari mos RG¢o> o
ravishda (c; 0) va (-c; 0) ga teng bo'ladi.

Ta’rifga ko‘ra 2a>2c yoki a>c.
Ellips ixtiyoriy nuqtasini M(x; y) bilan
belgilaymiz (38-chizma). Ellipsdagi ixtiyoriy M nuqtaning Flva F2
fokuslaridan masofalarini uning fokal radiuslari deyiladi va r,, r2
bilan belgilanadi, ya’ni r, = p(Fv M) va r2=p{F2 M). Ellipsning
ta’rifiga ko‘ra *

38-chizma.

p(Fv M) +p(F2 M)= 2a. *)

Ikki nuqgta orasidagi masofani topish formulasiga ko‘ra:

\FX M \=yj(x-c)2+y2; |F2, M \=<J(x+c)2+y2m (**)

(**)5(*) "yl(x-c)2+y2+J(x +c)2+y2=2a.

Bu tenglamaning 1-hadini o‘ng tomonga o ‘tkazib, hosil bo‘lgan
tenglamaning ikkala tomonini kvadratga ko ‘tarsak:

X2+2cx +Cl+y2=4asj(x +c)2+y2 +x2- 2cx +C2+y 2,

bundan
2cx =-4ayj(x-c)2+y2+4a2- 2cx.
Bu ifodani ixchamlashtirgandan keyin quyidagi tenglamaga ega

bo'lamiz:
(a2—c2)x2+ax2 = a2a2-c 2.

Tenglamaning ikkala gismini a2a2-c 2ga bo‘lib, quyidagini hosil
gilamiz:

*2+ -1
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a>c bo‘lgani uchun a2 c 2musbat miqgdordir, uni b2bilan belgilasak,
tenglama
X2 V2,

7+ b2 ~ | i)

ko'rinishni oladi. (5) tenglamaga ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.
Ellipsning kanonik tenglamasiga ko‘ra shaklini o‘rganamiz.

1) (5) tenglama bilan aniglangan ellips koordinata o ‘glariga nisbatan
simmetrikdir. Hagigatan, (x; y) shu ellipsning biror nuqtasi bo‘lsa, ya’ni
x; y sonlar (5) tenglamani ganoatlantirsa, u vaqgtda (5) tenglamada
o0‘zgaruvchi x; y ning fagat kvadratlari gatnashgani uchun, bu tenglamani
(-x;y) (x; -y) va (-x; -y) nugtalaming koordinatalari ham ganoat-
lantiradi (39-a chizma). Shuning uchun koordinata o‘qglari ellipsning
simmetriya o ‘glaridir. Simmetriya o‘qlarining kesishgan nugtasi 0(0;0)
ellipsning markazi deyiladi, fokuslar yotgan o‘qi uningfokalo </ deyiladi.

2) ellipsning koordinata o‘glari bilan kesishgan nuqtalarim
topamiz. Masalan Ox o‘q bilan kesishgan nugqtalarni topish uchun
ushbu tenglamalarni birgalikda yechamiz:

©

(6) sistemaning ikkinchi tenglamasidan y =0 ni birinchi

tenglamasiga qo‘ysak, x = xa hosil bo‘ladi. Shunday qilib, ellips Ox
o‘gini A%a; 0) va AX-a; 0) nuqgtalarda kesadi. Shu singari ellipsning
Oy o‘gq bilan kesishgan B"O; b) va B20; -b) nugqtalari topiladi.
Demak, ellipsning barcha nugtalari tomonlari 2a, 2b bo‘lgan to‘g‘ri
to'rtburchak ichiga joylashgan (39-b chizma).

2-ta’rif. Ellipsning fokuslari orasidagi masofaning katta opining
uzunligiga nisbati uning ekssentrisiteti deyiladi va e harfi bilan
belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra:

« —é‘a:—a. )
hamda c<a=0<e<1.

Ellipsning ekssentrisiteti uning shaklini aniglashda muhim rol
o‘ynaydi. Hagigatan ham, c2=a2-b 2 shuning uchun

9= _71 =20
2= =8 \a2/
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bundan —azyj\—ez

39-chizma.

Ekssentrisitet e=>\ da b/a=>0 bo‘lib, b kichiklashadi va ellips Ox
o‘qqa gisila boradi, aksincha, €=0 bo‘lsa, bu holda ellips aylanaga
yaginlasha boradi. Xususiy holda a = b bo‘lsa, u aylanadan iborat
bo‘ladi (39-d chizma).

Ellipsning koordinata o‘qlari (simmetriya o ‘qlari) bilan kesishgan
nuqtalari uning uchlari deyiladi. Ellipsning 4 ta uchi bor (chizmada
ular Av A2 Bv B2bilan belgilangan), fA,J12 kesma va uning uzunligi
2a ellipsning katta o i, fO/1,] kesma va uning uzunligi a esa ellipsning
katta yarim o i deyiladi. [B{B2A kesma va uning uzunligi 2b ellips-
ning kichik ofqi, 10~,1 kesma va uning uzunligi b esa ellipsning
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kichik yarim o'qi deyiladi. Ellips chegaralangan chiziq (5) tenglamadan
ko‘rinadiki, uning chap tomonidagi ifoda doimo musbat boiib, har
bir hadi quyidagi shartni ganoatlantirishi kerak:

<L %2i<i,
bundan IX1<a;\y\ <h

1-misol. Katta yarim o‘qi 5 ga, kichik yarim o‘qi 3 ga teng
bo‘lgan ellipsning kanonik tenglamasini yozing.
Yechish. Shartga ko‘ra: a =5, b = 3. (5) formulaga asosan:

—+ -1
5 9

2-miso 1 M{0; 9) nuqgta orgali o‘tuvchi, fokuslari orasidagi masofa
4 ga teng boigan ellipsning kanonik tenglamasi yozilsin.
Yechish. Ellipsning kanonik tenglamasini yozamiz:

2 2
—at +g‘: 1, shartga ko‘ra M(0; 3) nuqta ellipsga tegishli, shuning

uchun Mzzl, bundan b2=9. Endi a2parametrni topish goldi:
az=b2+c2

¢ — fokuslar orasidagi masofaning yarmi boigani uchun, shartga
ko‘ra c=2. U holda a2- 9+4=13.

- N =
Demak, 5% 1

3-misol. 9x2+ 16>" = 144 ellipsning ekssentrisitetini toping.
Yechish. Berilgan ellipsning tenglamasini kanonik ko ‘rinishga
keltiramiz:

JIo2
9x2+\6y2:144:>’1‘3—+"9 =1 buyerdaa=4; b=3;

bulardan foydalanib, ¢ ni topamiz: c=yla2- b1=V7; e=- =

2.2.3. GIPERBOLA

Ta’rif. Ixtiyoriy nuqtasidan fokus deb ataluvchi berilgan ikki i7
va F2 nuqtagacha boigan masofalar ayirmasining absolut giymati
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o'zgarmas miqdor 2a teng boigan tekislikdagi barcha nuqtalar
to‘plamiga giperbola deyiladi.

0 ‘zgarmas miqdor 2a fokuslar orasidagi masofadan kichik deb
olinadi.

Giperbola tenglamasini keltirib chigarish uchun belgilashlarni,
chizmani oldingi ellips tenglamasiga o ‘xshash qilib olamiz. Giperbola
ta’rifiga ko‘ra ||[Fp Af[-\FV M\\yoki yj(x-c2)+y2- y](x+c)2+y2 =
=2a. lldizlarni yo‘qotgandan keyin quyidagi tenglamaga ega boia-
miz. (lldizlarni yo‘qotish ixchamlash va soddalashtirish ham oldingi
mavzudagidek bajariladi):

x2 y2 _i (*)
Ta’rifga ko‘ra ¢ > a, shuning uchun &-a2miqgdor musbat boiadi.
c*—a2ifodanii»2bilan belgilaymiz, ya’ni c2-a 2=b2 U holda (*) tenglama

* (8)

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi
deyiladi. Giperbolaning (8) tenglamasiga ko ‘ra shaklini aniglaymiz.
Buning uchun giperbola tenglamasidan ham ellips tenglamasi ustida
olib borilgan muhokamalami takrorlab, giperbolaning tarmoglari
koordinatalar boshi va koordinata o'glariga nisbatan simmetrikligi
aniglanadi. Giperbola Ox o‘gni A*a\ 0) va /1X-a; 0) nuqtalarda
kesadi (40-chizma). (8) tenglama bilan aniglangan giperbola Oy o‘q
bilan kesishmaydi. Hagigatan, (8) tenglamaga x = 0 ni go‘ysak, y2=
boiadi, holbuki bu tenglik haqiqiy sonlar sohasida o‘rinli boimaydi.
Av A2nuqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. Giperbolaning uchlari
orasidagi 2a masofa uning hagqiqiy o gi deyiladi.
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Ordinatalar o‘gida 0 dan b masofada tuaivchi £,(0; b) va £,(0;
b) nuqtalarni belgilaymiz. \B{B" = 2b ni giperbolaning mavhum o qi
deyiladi. Agar M(x; y) nuqta giperbolada yotsa, uning uchun (8)
tenglamadan |x|>a, demak, x = +a to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan -a<x<a oraligda giperbolaning nuqtalari yo‘q. (8)
tenglamani y ga nisbatan yechamiz:

9

Bu tenglamadan ko‘rinadiki, x migdor a dan +=0 gacha ortganda
va -a dan m gacha kamayganda, y miqdor -co<j;< + m oraligdagi
giymatlami gabul giladi. Demak, giperbola ikki gismdan iborat bo‘lib,
ular giperbolaning tarmoglari deyiladi. Giperbolaning bir (o°‘ng)
tarmog‘ix >o0 yarim tekislikda, ikkinchi (chap) tarmog‘ix <-a yarim
tekislikda joylashgan.

Adgar giperbolaning fokuslari ordinatalar o'qida joylashgan bo‘lsa,
uning kanonik tenglamasi

R (10)

ko'rinishda bo‘ladi. Giperbola asimptotalarga ega. Agar tekis
chizigning nugqtasi shu chiziq bo'ylab harakatlanib borganida, uning
d to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofasi nolga intilsa, d to‘g‘ri chiziq
egri chizigning asimptotasi deyiladi.

b b r2 v2
Y~aX'" ¥Y~~aX tOfg<r chiziglarV~a =1 giperbolaning
asimptotalaridir (40-chizma).
Yarim o'glari teng bo'lgan giperbola teng tomonli deb

ataladi. 3()2/— Y—ﬁ =1 tenglamada a = b bo‘lganda:

VZy =b 1)

Teng tomonli giperbola asimptotalarining tenglamalari y = x,
Y = -x ko'rinishda bo‘lib, ular o‘zaro perpendikular bo‘ladi. Bu
asimptotalarni yangi koordinata o‘glari sifatida gabul gilsak, teng
tomonli giperbola tenglamasi o‘rta maktab kursida ko‘riladigan
ixcham xy = a ko‘rinishni oladi.

Giperbolaning fokuslari orasidagi masofani haqiqiy o‘gining
uzunligiga nishati giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi va ellipsdagidek
e harfi bilan belgilanadi:

Giperbolada c>a=>e> 1 ekssentrisitet uning shaklini aniglashda
muhim rol o‘ynaydi. Haqgigatan ham, e =c/a dan c-ea, buni

= c2a2ga qo‘ysak, b1= al\e2 1) yoki *='Je2-1 boiib, bundan
ko‘rinadiki, ekssentrisitet e ganchalik kichik, ya’ni e=>\ bo‘lsa, b/a
shunchalik kichik, b/a-*0, ya’ni giperbola o'zining haqgigiy o‘giga
sigilgan bo‘ladi, aksincha, e kattalashib borsa, b/a ham kattalashib,
giperbola tarmogqlari kengayib boradi.

1- misol. Giperbolaning haqiqgiy o‘qgi 18 ga, fokuslari orasidagi
masofa 24 ga teng bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartga ko'ra: 2a = 18=>a= 9 va 2c = 24=>c = 12.

Endi b2 ni topish qoldi, b2= c2-a 2= 63. Demak, 512_ \2: L

2-misol w16 —1 giperbola tenglamasi berilgan. Giperbolaning
hagigiy va mavhum yarim o'qglarini, fokuslarini, ekssentrisitetini toping.

Yechish. Berilgan tenglamada a2= 25, a= 5, bh2= 16, b = 4,
demak, c2= a2+ b2= 25 + 16 - 41, bundan c = +>/41;

AN(VA4L 0); 1 (-V4l; o).

Endi e ni aniglaymiz: e=- =
3-misol. © gi;erbojlaning asimptota tenglamalarini
tuzing. 3

Yechish. Berilgan tenglamada a2= 5, b2= 20, bundan a = J5,
b=2V5. Asimptota tenglamalari y ="x; j =-*-x ko‘rinishda edi.

Demak,

y =" x yoki »>=2x va y =-"~-x yokiy =-2x.

4-m iso 1 Giperbolaning §/2- V =1 tenglamasi berilgan. Bu gi-

perbolaning hagigiy va mavhum yarim o‘glarini, fokuslarini, uchlarini,
asimptota tenglamalarini aniglang.
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Yechish. Tenglamaga ko‘ra: a=3, 6 = V7 ; c2= a2+ b2
c=VIT7=4

Giperbola fokuslari: F,(4; 0); £,(-4; 0).
Giperbola uchlari: 1,(3; 0); 1X-3; 0), 5(0; V7), 5(00; -77).

Asimptota tenglamalari:

2.2.4. PARABOLA

Ta’rif. Ixtiyoriy nuqgtasidan berilgan nugtagacha va berilgan to‘g‘ri
chizigqacha bo'lgan masofalari o ‘zaro tengbo‘lgan tekislikning barcha
nuqtalari to‘plami parabola deyiladi. Berilgan nuqta parabolaning
fokusi, berilgan to‘g‘ri chizig esa parabolaning direktrisasi deyiladi.

Parabolaning fokusini F, direktrisasini d bilan, fokusdan
direktrisagacha bo‘lgan masofani p bilan belgilaymiz.

Parabola ta’rifidan foydalanib, uning kanonik tenglamasini keltirib
chigaramiz. Buning uchun koordinatalar sistemasini tubandagicha
kiritamiz. F nuqtadan o‘tuvchi va d to‘g‘ri chiziqgqa perpendikular
bo‘lgan to‘g‘ri chizigni abssissalar o‘qi deb gabul gilamiz.

Abssissalar o‘gqining d to‘g‘ri chizig bilan kesishgan nuqtasi L
bo Isin. Ordinatalar o‘gini [FL\ kesmaning o‘rtasidan o‘tkazamiz
(41-chizma).

Tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan direktrisax =- |

tenglamaga, Ffokus esa o) koordinatalarga ega bo'ladi.
Parabolaning ixtiyoriy nuqgtasi M(x;
y) bo'lsin. M nuqtadan direktrisaga
) tushirilgan pegendikulaming asosini K
bilan belgilaylik. U holda parabolaning
ta’rifiga ko‘ra:
\KM\ =\MF\. ™)

Ikki nuqta orasidagi masofani topish
formulasidan foydalansak,

41-chizma. IKM \=-M(X+ p/2)2, (**)
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\MF\=\](x - p/2fi +y2. d

(). (F)» (*-£) " +yl =(x+2)\ A

gavslami ochib ixchamlaymiz: '0
2 2 Y F
X2-px +"h- +y2—x2+px +5—
yoki y2= 2px. (12)
(12) tenglama parabolaning kanonik
tenglamasi deyiladi. Parabola shaklini 42-chizma.

uning (12) tenglamasiga ko‘ra tekshi-
ramiz. ~>0 va p>0 bo'lgani uchun, (12) tenglamada x>0 bo‘lishi
kerak. Bundao. esa (12) tenglama bilan ifodalanuvchi parabolaning
barcha nugtalari o‘ng yarim tekislikda joylashganligi kelib chigadi.
x = 0 da (12~*y= 0 bo‘lib, parabola koordinatalar boshidan o ‘tadi.
Koordinatalar boshi parabolaning uchi deyiladi. x ning har bir x>0
giymatiga y ning ishoralari garama-qgarshi, ammo absolut migdorlari
teng bo‘lgan ikki giymati mos keladi. Bundan esa parabolaning Ox
0°‘gga nisbatan simmetrik joylashganligi ko‘rinadi. Ox o‘qgi simmetriya
o0‘qi. (12) tenglamadan ko‘rinadiki, x ortib borishi bilan |y| ham
ortib boradi. Demak, yuqoridagi xossalarga ko ‘ra parabolaning shak-
lini tasawur gilish mumkin (42-chizma). Agar parabola koordinata-
lar sistemasiga nisbatan 43-a, b, dchizmadagidekjoylashgan bo‘lsa,
ularning tenglamalari mos ravishda x2= 2py, y2= -2px, x2= —2py
ko‘rinishda bo'ladi.

Misol. x + 4 =10 to‘g‘ri chizig va F(-2; 0) nuqtadan bir xil
uzoglikda joylashgan nuqtalar geometrik o ‘mining tenglamasini tuzing.

43-chizma.
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Yechish. K(x; y) nuqta biz izlayotgan geometrik o'rinning
ixtiyoriy nuqtasi boisin. Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga

asosan |FK\=yJ(x+2f +y2, masala shartiga ko‘ra x + 4 = 0 to‘g‘ri

chizig K(x; y) nuqtadan \FK\ = x + 4 masofada boiadi. Shuning
uchun (ylix +2)2+y2)2=(x +4)2 yoki (x + 2)2+ y2= x2+ 8x +

+ 16="/ - 4x+ 12 =0 yoki yl=4x+ 12; x =+ty2- 3. Bu esa Ox

o‘giga nisbatan simmetrik boigan parabola tenglamasidir.

2.2.5. ELLIPS VA GIPERBOLANING DIREKTRISALARI

Ta rif. Ellips (giperbola)ning berilgan F fokusiga mos direktrisasi
deb uning fokal o‘giga perpendikular va markazidan shu F fokusi

yotgan tomonda ~ masofada tumvchi to‘g‘ri chizigni aytiladi.

Bu yerda: a — ellips (giperbola)ning haqiqiy yarim o‘qi, e —
ekssentrisiteti.

F{va F2ga mos direktrisalarni d]va d2bilan belgilaymiz. Ta’rifga

Ko ra direktrisalard,: x— = 0; d2:x+ ~ = 0 tenglamalarga ega boiadi.

Ellips uchun: e<| =>%>0, giperbola uchun: e>\=>-<a, bun-
dan esa ellipsning ham, giperbolaning ham direktrisalari ularni
kesmasligi ko rinadi (44-a, b chizmalar). Ellips (giperbola)ning
direktrisalari uchun quyidagi mulohaza ham oiinlidir. Ellips
;giperbola)ning ixtiyoriy nuqtasidan fokusgacha boigan masofani
j‘sha nuqtadan shu fokusgacha mos direktrisasigacha boigan
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masofasiga nisbati o‘zgarmas miqdor boiib, ellips (giperbola)ning
ekssentrisitetiga teng.
Misol. Katta o‘gi 10 ga teng boigan ellipsning x= %6 to‘g‘ri
chiziglar direktrisalari boisa, shu ellipsning tenglamasini tuzing.
Yechish. Masala shartiga ko'ra:

=16, ammo e=-,u

2a = 10=>a = 5, ya’'ni +é=16, bundan °

@

holda ?:6 yoki

c=1 =25=41
b 6 6
ellips uchun:
625 _ 275
b2- a2-c2- 25 6 36"
Demak, EL+iC =1

26

2.2.6. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQNING UMUMIY
TENGLAMASINI KANONIK KO‘RINISHGA KELTIRISH

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida koordinatalari
aux2+ 2alxy + a2y* + 2aJx + 2a2y +am= 0 1)

tenglamani ganoatlantiruvchi tekislikdagi nuqtalarining geometrik
0‘mi ikkinchi tartibli egri chiziq deyiladi.

Bunda a .koeffitsiyentlar haqiqiy sonlardan iborat boiib, au, a[2
a2koeffitsiyentlardan hech boimaganda bittasi noldan fargli boiadi.

Ta’rifga ko‘ra ikkinchi tartibli egri chizig koordinatalar sistemasiga
bogiig boimasa-da, uning a, koeffitsiyentlari koordinatalar
sistemasiga bogiiq.

Ikkinchi tartibli egri chizig nazariyasining asosiy masalalaridan
biri, uning umumiy tenglamasini kanonik koiinishga Kkeltirish
hisoblanadi.

Ikkinchi tartibli egri chizigni soddalashtirish ikki bosgichdan
iborat.
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1) koordinatalar sistemasini burish yordamida

soddalashtirish.

Agar ikkinchi tartibli egri chizig biror R to'g'ri burchakli
koordinatalar sistemasida (1) tenglama bilan berilgan bo‘lsa, u holda
bu koordinatalar sistemasini burish yordamida shunday bir R' to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasiga o ‘tish mumkinki, u sistemada
egri chiziq o‘z tenglamasida o'zgaruvchilar ko‘paytmasini, ya’ni xy
ni sagqlamaydi (bu bosqgich a[2* 0 holda qo‘llaniladi).

Buning uchun o ‘tish formulalari

X =X cosa-y sina,
y =x'sina +>'cosa (2
dan x, y larni (1) ga qo‘ysak va o‘xshash hadlarni ixchamlasak, (1)

tenglama R' koordinatalar sistemasida quyidagi ko'rinishni oladi:
axx 2+ 2anx'y' +rt2y'2 +2a[0x' +2dy " + am =0, (3)

bu yerda:

ax =an cos2a+2an cosa sin a+a2sin2a,

a'n ~ ~an sinacosa + al2cos2a-aXsin2a +a2sina cosa,

a2 =an sin2a-2ax2sina cosa +a2cos2a, (4)
afo = axcos a+asin a,

°20 - ~°10 s’n a+a2 C0S

am = aoo-

(4) belgilashlardan ko‘rinadiki, (3) tenglamadagi an, af2, a2

koeffitsiyentlar (1) tenglamadagi an, al2, a2 koeffitsiyentlarga va a
burchakka bog‘lig, shuning bilan birga au. a[2, d2 larning kamida

biri noldan farqli, aks holda birinchi tartibli tenglamaga ega bo ‘lamiz.
a burchak ixtiyoriyligidan foydalanib, uni shunday tanlab olamizki,
natijada (3) tenglamadagi a[2 koeffitsiyent nolga teng bo‘lsin:

a\2 ~~a\\sinacosa + 0l2cos2a -a I2sin2a +a2sinacosct =
=—a,jcosa +al2sina)sina + (a2lcosa + aZsina) cosa = 0

yoki

Q\cosaH-a]; sina _ a2j cosa+aZsin a
cosa sina (5)
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(5) munosabatni biror A ga tenglab, uni quyidagi ko'rinishda yozish
mumKkin:
Uau -A)cosa +a[2sina =0.
laxcosa + (a2 - A)sina =0. (6)
Bu sistema bir jinsli. shuning uchun uning determinanti nolga
teng, ya’ni

a, - A ax

WX @ A=O yoki  X2- (au+a2X+(ana2—al)2 (7)

bo'lganidagina sistema noldan fargli yechimga ega bo‘ladi.
(7) tenglama (1) chizigning xarakteristik tenglamasi deyiladi. (7)
tenglamanin®diskriminanti:

D = (tfu+ $22)2 —4(gna2—oj2) —(an —a2) + 4a2> 0.

Demak, (7) tenglamaning A vaAz2ildizlari turli xil va haqgiqiydir.
(5) dan
ffli, cosa+ o,7sina = Acosa, ©)]

tengliklarni yoza olamiz. Ularning har birini cosa* 0 ga bo‘lib (agar
cosct=0=>fl =y bo‘lsa, al2=0 boiadi), ushbuni hosil gilamiz:

tga = = .
g a2 S ©)

(9) munosabatga navbat bilan (7) xarakteristik tenglamaning A,, A2
ildizlarini go‘yamiz:
tga, = o tga2=—p (10)

(10) formulalardan foydalanib a=a, burchakni aniglab, R
koordinatalar sistemasini shu a, burchakka burish bilan yangi R
koordinatalar sistemasiga o‘tish mumkinki, bu sistemaga nisbatan
(1) tenglama soddalashib quyidagi ko‘rinishga keladi:

A*2+A2/ 2+2dXQ'+2awy'+ dm =0. (12)
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Agar berilgan (1) tenglamada al0=4,0=0 bo‘lsa, u holda
dH=a2»=0 boiib, (3) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

\X "2+ XMy'2+ aw = 0. (12)

Shunday qilib, koordinatalar sistemasini burish yordamida (1)
tenglamani (11) ko‘rinishdagi tenglamaga keltirdik. (11) ko ‘rinishdagi
tenglamani yanada soddalashtirish uchun koordinatalar boshini
ko'chirishdan foydalanamiz;

2) koordinatalar boshini ko‘chirish yo‘li bilan

ikkinchi tartibli egri chiziqg tenglamasini
soddalashtirish (bu holda koordinatalar sistemasini o‘qglari
yo‘nalishini o‘zgartmasdan, koordinatalar boshini boshga nuqtaga
ko‘chiramiz, ya’ni R' koordinatalar sistemasiga o ‘tamiz).

Ikkinchi tartibli egri chizigning tenglamasi (11) ko‘rinishda bo“Isin.

(7) xarakteristik tenglamaning ildizlari A va A2bir vaqtda nolga teng
boimasin.

Quyidagi hollar boiishi mumkin:
a) A0, A0 aua2-a 2* 0.

Bu holda (11) tenglamada quyidagicha shakl almashtirish
bajaramiz:

a yerda a” deb belgilaymiz.

Tubandagi shakl almashtirishni bajaramiz:
+ S-r +tfl).

U holda R" koordinatalar sistemasida egri chiziq quyidagi
mglamaga ega boiadi:

\X 2+XfY2+<tP=0, (13)
nyerda 0 ~~N2Y); a8ar am*0 bo‘lsa, (13) ni kanonik ko‘ri-
i in: _)s\z_ -XZ_: _
shda yozish mumkin: _500+ £ 1
A o
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Agar fp” 0 boisa, uning kanonik ko'rinishi tubandagicha bo ladi:

A &
Shunday qilib, R koordinatalar sistemasida (1) tenglama bilan
berilgan ikkinchi tartibli egri chizigning xarakteristik tenglama ildizlari

va A2 lar nolga teng boimasalar, u holda egri chiziq quyidagi
chiziglardan bittasini ifodalaydi:

Ne A A %) Kanonik tenglamasi Chizigning nomi
+ + Ellips
L . i+ 722
a2 b2
2 + + Mavhum ellips
' + ="
3 + + 0 o Nugta (kesishuvchi
+ Q=o mavhum to‘g‘ri
chiziglar jufti)
4 + *0 Giperbola
' +
+ a;‘ = ==
5 + 0 = * Kesishuvchi to‘g‘ri
+ 35 =° chiziglar jufti

b) A =0, (A2*0), a'lQ=0.
Bu holda (11) tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

Quyidagi koordinata almashtirish formulasini qoilasak:

nli

y =y +

M (
2a{0 \Y

(11) tenglamadan egri chizigning R' dagi kanonik tenglamasi kelib
chigadi:

A2/ 2+2a"0X =0\ y2=-2’j‘_éx. (14)

AgarX2=0; dXQ*0 boisa, u holda (11) ning ko'rinishi tubanda-

gicha boiadi:
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Shunday qilib, agarA, = 0 boiib, 0'0* 0 bo‘lsa yoki A, = 0 bo“lib,
d20*0 boisa, u holda (1) tenglama parabolani ifodalar ekan.

d)A =0: dlo* 0.

U holda (1) =*A, (/ +fkj' +<4 -f =0;

4)0-~ ni°00 bilanbelgilasakvaquyidagichax'=X\ y'=Y + j

koordinata almashtirish formulasini goilasak, (11) tenglama R"

koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishni oladi:
+N°=
r2 N 0. (15)

Bunda agarjp <0 boisa va un\f°=-a2 deb belgilasak, (15) ni
quyidagicha yozamiz:
Y2- a2= 0=>Y-a=0;, Y+ a=0 (16)

Demak, egri chiziq har xil parallel to‘g‘ri chiziglarjuftiga ajraladi,

agar >0 boisa, ya’ni = bo‘lsa u holda

Y1+ a2=0=>Y+ai=0; Y—ai =0 (17)

bo‘ladi.

Bu holda egri chizig mavhum parallel tofy‘ri chiziglar juftiga
ajraladi.

AgarQp=0 boisa,

(15) = Y2= 0=> Y= 0; 7=0 (18)

boiadi. Bu holda egri chiziqg ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar
juftini ifodalaydi. Shunday qilib, (1) tenglama quyidagi 9 ta chizigning
bittasini ifodalaydi:

1) ellipsni;

2) giperbolani;

3) parabolani;

4) kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar juftini;
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5) har xil parallel to'g'ri chiziglar juftini;

6) ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziglar juftini;
7) mavhum ellipsni;

8) mavhum kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar juftini;
9) mavhum parallel to‘g‘ri chiziglar juftini.

2.2.7. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQNI UMUMIY
TENGLAMASIGA KO‘RA YASASH

Faraz qilaylik, R to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi

F(x,y) = gnx2+ 2alxy + aZ + 2alx + 2ady +aT=0 (1)

bilan berilgan boisin. Oldingi mavzudagi umumiy tenglamani kanonik
ko‘rinishga Kkeltirishga asosan chizigning nuqtalarini tuzish mumkin.
Buning uchun tubandagilami bajaramiz:

1) A2eu + a2) + ana2 - a2 = 0 xarakteristik tenglamani
yozib, tenglamaning ildizlarini topamiz;

2) tekislikni 0 nuqta atrofida a burchakka burganda R koordina-
talar sistemasidan R’ koordinatalar sistemasi hosil boiadi. Burish
burchagining kattaligini topamiz:

tgct = Al~ad4 =>fsinq= tgot cosor = -==L=
[ VI+ga2 MH+g«2

3) a'l0= o]Jcosa + a sina,

formulalar bo‘yicha a'ln a'dkoeffitsiyentlarni hisoblaymiz va R’
koordinatalar sistemasidagi chizigning

\ x 2+Xly'2+2a{0x' +2a20y ' +dm =0 (2)

tenglamasini tuzamiz;

4) (2) tenglamadan, boshini O' nuqgtaga ko‘chirish yordamida
egri chizigning R' koordinatalar sistemasidagi tenglamasini hosil
gilamiz.

5) R' koordinatalar sistemasi chiziladi, keyin R' koordinatalar
sistemasi chiziladi, keyin egri chiziqg kanonik tenglamasiga ko‘ra
yasaladi.
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1-misol. x2- 8xy + 7y2+ 5x - by + 7 = 0 egri chiziq
tenglamasini soddalashtiring.

Yechish. 1) xarakteristik tenglamasini tuzib, uning ildizlarini
aniglaymiz:

MR- 8A-9 =0, A=9 A=-1,;

2) koordinatalar sistemasini burish kerak bo‘lgan burchakning
giymatini topamiz:
tga = -2; sina =--~.; cosa=-J=r.
v5 vb
Bunda a jadvaldan topiladi. Koordinata o‘qlaridagi vektorlar
quyidagicha bo‘ladi:
w | 2 ~ 2 1

3) koeffitsiyentlarni aniglaymiz:
17 /4
a,0~75; °D~T5'

Yangi koordinatalar sistemasiga nisbatan tenglama tuzamiz:
9x'2-y'2+2 A x 4 -N[+T7 =0;

4) koordinatalar boshini O’ nuqtaga ko‘chirish yo‘li bilan tenglama
shaklini o‘zgartiramiz:

9(x 4 97) ~(y'+is) +f =0-

U holda tubandagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

“Githy ;1*’

o /\-£
81 9 (97 £)m

Demak, egri chiziq giperboladan iborat ekan (45-chizma).

2-misol. x2 - 2xy + y2- 3x - 4y + 2 = 0 egri chizig
tenglamasini soddalashtiring.

Yechish. 1) xarakteristik tenglama tuzib, uning ildizlarini
aniglaymiz: A2-2A=0; A=0; A2=2;

2) koordinata o‘glarini burish kerak bo‘lgan burchakning giymatini
topamiz:
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45-chizma. 46-chizma.

tga =1I; cosa=--"; sina=1Jj;

12712

3) koeffitsiyentlarni aniglaymiz:

m-T12;

2yT+Trx'-x y'*2=0
yoki

y'2*C1x'-T2y'+bl 0-

4) koordinatalar boshini O' nuqtaga ko‘chirish yo‘li bilan
tenglamani soddalashtiramiz-

bundan

y 2% 271)

tenglamaga ega bo‘lamiz.
Demak, egri chiziq paraboladan iborat ekan (46-chizma).
3-mi sol. x2—6xy + 9y2 —2x + 6y + 1 =0 egri chiziq
tenglamasini soddalashtiring.
Yechish. Berilgan tenglamani tubandagicha yozish mumkin:
(x-3>>)2- 2(x—8y) + 1=0,

6 — Oliy matematika 81



X- 3y = 1lyoki y =

bundan ko‘rinadiki, berilgan egri

chiziq ustma-ust tushuvchi to"g'ri

chiziglar juftiga ajraladi (47-
* chizma).

47-chizma.

2.2.8. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLARNING QO‘LLANILISHI

Osmonjismlariningtrayektoriyalarini oiganishda ikkinchi tartibli
egri chiziglar bilan ish ko‘riladi, chunki planetalar Quyosh atrofida
elliptik orbitalar bo‘ylab, Quyosh sistemasidagi kometalar esa, yoki
ellips, yoki giperbola, yoki parabola bo‘ylab harakatlanadilar.
Shuningdek, texnikada krivoship-shatun mexanizmida, shatunning
o ‘rtasida yotuvchi nuqta trayektoriyasini tekshirsak, u ellips bo‘yicha
harakatlanadi, avtomobil farasining kesimi parabola shaklida ishlanadi.
Umuman aytganda, ikkinchi tartibli egri chiziglar nazariyasi amali-
yot va texnikada keng go‘llaniladi.

1 -misol. Yer Quyosh atrofida ellips bo‘yicha aylanadi. Quyosh
esa bu ellipsning bitta fokusiga joylashgan boiadi. Yer orbitasining

katta o‘qi 2a= 300 000 000 km. Orbitaning ekssentrisiteti e =

Yer orbitasining markazi Quyoshdan gancha masofada yotadi?
Quyoshdan Yergacha eng kichik masofa (dekabrda) eng katta
masofadan (iyunda) gancha gisqa?
Yechish. Masala shartiga koia 2a = 300 000 000 km, bundan
a = 150 000 000 km.
1) Yer orbitasining markazi Quyoshdan gancha masofada yoti-
shini bilish uchun fokus masofasini topsak yetarli, chunki, Quyosh
uning bir fokusida joylashgan, aniglik
uchun R\ da joylashgan boisin (48-
chizma).
Ekssentrisitet ta’rifiga asosan:

X e=-=>c =a e,
a

¢ =150 000 000 +60 = 2500 000 km

48-chizma. masofada ekan.
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Yer orbitasining markazi Quyoshdan 2 500 000 km masofada ekan.
2) eng kichik masofani, ya’ni F{A ni topamiz.

FA = a- ¢ = 150 000 000 - 2 500 000 = 147 500 000 km.

Eng katta masofani, ya’ni A2F ni topamiz.

A2F = a + ¢ = 150 000 000 + 2 500 000 = 152 500 000 km.

Quyoshdan Yergacha eng kichik masofa eng katta masofadan
gancha kichik ekanligini topamiz. Agar bu masofani p desak,

p=A2Z - FX = 152 000 000 - 147 500 000 = 5000 000 km.

O ‘z-0zini tekshirish uchun savollar

1. Ikki to‘g‘ri chtziq orasidagi burchak uchun formula keltirib chigaring.
2. Ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik va parallellik shartlari nimadan iborat?
3. Tekislikda nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa formulasini keltirib
chigaring.
4. Qanday chiziq ellips deyiladi? Uning kanonik tenglamasini keltirib chigaring.
5. Qanday nugtaga ellips markazi, ganday nuqtalarga ellips uchlari deyiladi?
6. Qanday chiziq giperbola deb ataladi? Uning kanonik tenglamasini keltirib
chigaring.
7. Giperbolaning markazi va uchlari deb ganday nuqtalarga aytiladi?
8. Ellips va giperbolaning ekssentrisiteti deb nimaga ataladi? Ularni ifodalovchi
formulalami yozing.
9. Giperbolaning dircktrisasi nima? Giperbolaning fokuslari qayerda yotadi?
10. Giperbolaning asimptotalari nima?
11. Parabolaga ta’rif bering. Uning kanonik tenglamasini yozing.
12. Parabolaning fokusi va direktrisasi nima? Ular ganday xossa bilan bog'langan?
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3-bob. FAZODA TEKISLIK VATO‘G'RI CHIZIQ

3.1. TEKISLIK

3.1.1. TEKISLIKNING BERIL1SH USULLARI

1) tekislik o'zining biror A/O(XG; yO0; nuqgtasining va normalining
berilishi bilan fazoda bir giymatli aniglanadi. Tekislikka pedendikular
bo‘lgan a* 0 vektorni tekislikning normali deyiladi. Tekislik

tenglamasini aniglash uchun Dekart koordinatalar sistemasini
tanlaymiz. {A, B, Q —normal n ning shu sistemadagi koordinatalari,

(= Y> esan tekislik MOnugqtasining shu sistemadagi koordinata-
lari boisin. M(x; y\ z) — fazoning ixtiyoriy nuqgtasi boisin. M nuqta
I tekislikka tegishli boiishi uchun MOM vektor n vektorga

perpendikular boiishi, ya’ni MOM «n = 0 boiishi zarur va yetarli.

MOM vektor {x- x0;y - yO\ z - z} koordinatalarga ega boigani

uchun
MaM en = A(x - x0) + B{y- ya + C(z~Z0 =0.

Demak, I tekislik M nuqtasining koordinatalari
A(x- x0 + B(y- yO+ C(z- z9=0 (1)
tenglamani ganoatlantiradi.

« 0 boigani uchun A2+ B1+ C-* 0. Endi (1) tenglamani har
ganday Xx,; y{; z{ yechimi N tekislikning biror nuqtasini aniglashini
isbotlaymiz. Hagigatan ham, J1/, nuqta x,; y{ zt koordinatalarga ega
boisin, n holda MOM, vektor {x, - x0;y, - yQ 4 - koordinata-

larga ega boiadi va (1) munosabat o‘rinli boigani uchun MOMt
vektor n vektorga perpendikular boiadi.

2) tekislik o'zining biror AfO(x0; yO0; nuqtasining va tekislikka
parallel boigan ikkita nokollinear p = {a,; /3,; v,}, q = {«2 yZ}
vektorlarning berilishi bilan aniglanadi.

Tekislikda ixtiyoriy N/(x; y, z)
-------- >

nuqtani olamiz. U holda vektor

p, q vektorlar bilan komplanar boiadi, 49-chizma.

demak, bu vektorlar chizigli bogiiq

boiib, bundan ularning koordinatalaridan tuzilgan uchinchi tartibli
determinant nolga teng boiib chigadi (49-chizma). Vektorlarni
koordinatalarda yozaylik:

MOM = {x- x0;y - y0, r - "};
P={« v}
a=A{«2 vy
n holda quyidagi tenglama hosil boiadi:

x-x0y-y0z-Zo
A 71 =0. @
Pi rr

Aksincha, (2) shart bajarilsa, M nuqta n tekislikka tegishli boiadi.
Demak, (2) M ning tenglamasi. Bu tenglama berilgan nuqgtadan o'tib,
berilgan nokollinear ikki vektorga parallel bo'lgan tekislikning
tenglamasi deb ataladi.

MOM», p, g vektorlar bir tekislikda yotgani uchun, ular chizigli
bogiiqdir, ya’ni
MOM =tgq +nq,t «ER, 3)

bu yerda t, n sonlar parametrlardir, (3) dan:

X = x0+ ax + an,
Y = Y0 + Pi* + P> 4
z = O+ Yif +Vin-

(4) tekislikning parametrik tenglamalari deyiladi.

3) bir tekislikda yotgan uchta nuqta tekislikning vaziyatini toia
aniglaydi. Aytaylik, uchta MAx,; y,; r,), M2x2 y2 zj, M3x3 y3 z3
nuqgtalar berilgan boisin. Tekislik tenglamasini tuzaylik.



Agar biz M0O= Mx [} = MM2, P2 = desak hamda
MXM2 = L-x,; y2-y,; Mxm\ = {x3-X,; y3- yX

Z3 - ~}arni e’tiborga olsak, (2) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

X=X~y r-r,
*2-*1 Y2~ z22-r1, =0 (5)
X3 _ Xi Yr~ Z3- 2\

(5) — uch nuqtadan o‘tgan tekislik tenglamasini ifodalaydi.

4) tekislik o‘zining koordinata o‘qlaridan kesgan kesmalari a, b,
c larning berilishi bilan aniglanadi. Aytaylik, tekislik koordinatalar
boshidan o‘tmasin va u Ox, Oy, Oz o‘glarini mos ravishda M Xa\ 0;
0), M20; b; 0), Af0; 0; c) nuqtalarda kessin.

U holda (5) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

X-a y 1z
-a b 0 =0,
-a 0 c
bundan
©
(6) —tekislikning koordinata o glaridan ajratgan kesmalari bo §ficha

tenglamasi deb ataladi.

Yugorida ko‘rib o‘tilgan tekislik tenglamalari birinchi darajali
bo“lib,

Ax + By+ Cz+ D=0 (7
ko‘rinishga ega boiadi. Shuning uchun (7) ko‘rinishdagi tenglama-

ga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi. Bunda A, B, C lar bir
vaqtda nolga teng emas.

Tekislikni umumiy tenglamasiga ko‘ra tekshirish

Tekislikning umumiy tenglamasi (7) ga ko‘ra tekislikning
koordinata o‘glariga nisbatan joylashuvi to‘g‘risida fikr yuritamiz:
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a) agar D = 0 boisa, (7) tekislik koordinatalar boshidan oiadi;
b) agar A = 0 boisa, (7) tekislik Ox o'qiga parallel, B - 0 boisa,
Oy o‘giga parallel, C = 0 boisa, tekislik Oz o'giga parallel boiadi.
Shuningdek,
A =0»M|Ox, A- D=00 na Ox,

B- 00 M| Oy, B=D=()oitz Oy,
B-00M|Oz, C=D=0 no Oz2\

d) agar A=B =0, C* 0 boisa, M 1L (xOy).

Xususiy holda D = 0 boisa, z = 0, ya’ni xOy tekislik tenglamasi-
ga ega boiamiz. Shunga o‘xshash x = a yOz tekisligiga parallel N
tekislikni ifodalaydi. x = 0 yOz tekislikning o‘zini ifodalaydi. y = b
esa 1111 xOz tekislikni, y = 0 boisa xOz tekislikning o‘zini ifodalaydi
(50-a, b, d chizmalar).

1-misol. M{2; -3; 4) nuqta orqali oiuvchi va n = {1, —1; 4}
vektorga perpendikular boigan tekislikning tenglamasini tuzing.

Yechish. Bizga ma’lumki, berilgan A/,(x,; yx £,) nuqtadan oiib,
n = {A; B\ Q vektorga pedendikular boigan tekislikning tenglamasi

A(x- xt) + B(y-vy,)+ C(z~z29=0

ko‘rinishda edi. Masala shartidan x, = 2;y, = -3; zx= 4;A = 1, B = —1,
C=4
Bularni tenglamaga qo ‘ysak:
1*(x —2) —1e(y+ 3) + 4¢(r—4) = 0=>x—2 —y -3 + 4z —
—16=0=>x-y + 4r—21 =0.

Bu izlangan tekislik tenglamasi.
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2-m iso 1 Tekislik A(2; 2; 3) nugtadan o‘tib, p = {1, 2; 1}, q = {2
4; 3} vektorlarga parallel bo‘lsin. Shu tekislikning parametrik va
umumiy tenglamalarini tuzing.

Yechish. Berilganlarni (2) tenglama bilan solishtiramiz:

*0

=N

, Yo~
, 0,=

a, =
az2=

N
Ll VIV

1 ’

bularni (2) ga qo‘ysak,

x-2 J-2 r-3
1 2 1 =0.
2 4 3

Uchinchi tartibli determinantni ochib ixchamlasak, tekislikning
umumiy tenglamasiga ega boMamiz:

X-y+z-3=0.

Bu tenglama — izlangan tekislikning umumiy tenglamasi.

3-misol. 2x + 3y - 5"- 30 = 0 tekislik berilgan. Bu tekislik-
ning koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalari koordinatalarini
toping.

Yechish. Berilgan tenglamani tekislikning koordinata o‘gla-
ridan kesgan kesmalari bo‘yicha tenglamasi ko‘rinishiga keltiramiz:

2x 3y 5z itz £ =1
30 30 30 yo 15 10C 6

Demak, tekislik Ox o‘gini (15; 0; 0), Oy o‘gini (0; 10; 0), Oz
o‘qini (0; 0; -6) nugqtalarda kesadi.

3.1.2. FAZODA IKKITA VA UCIITA TEKISLIKNING
O'ZARO JOYLASHUVI

1 Aytaylik, Dekart koordinatalar sistemasida ikkita M, va I,

tekisliklar o'zlarining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:

M,:Ax + By + Cx + 2), = 0, (1)
Mn2: AjX + BY + Cx + D2= 0. ()

Bu ikki tekislik to‘g‘ri chiziq orgali kesishadi yoki ular o‘zaro
parallel bo‘lib, umumiy nuqtaga ega emas yoki ustma-ust tushadi
(51-a, b, d chizma). Bu hoilaming qaysi biri yuz berishini bilish
uchun I,, M2ga tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu
matritsalar yordamida tekshiriladi).

2. Aytaylik, Dekart koordinatalar sistemasida uchta tekislik

0‘zining tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:

M, :A + B% + C"z + Dx= 0, 3)
Nn2:Ax + By + CZ + D2=0, 4)
M3:AX + By + C¥ +£)3= 0. (5)

Bu uchta tekislikning fazoda o‘zaro joylashuvida 8 ta hoi ro‘y
berishi mumkin (52-chizma).

52-chizma.
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1) uchta tekislik bitta umumiy nugtaga ega;

2) tekisliklarjuft-juft kesishadi, ammo umumiy nugtaga ega emas;

3) uchta tekislik bitta to”ri chiziq bo'yicha kesishadi;

4) ikkita tekislik o‘zaro parallel bo‘lib, uchinchi tekislik ularni
kesadi;

5) uchta tekislik o‘zaro parallel joylashgan bo'ladi;

6) ikkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ularni kesadi;

7) ikkita tekislik ustma-ust tushadi va uchinchi tekislik ularga
parallel bo‘ladi;

8) uchta tekislik ham ustma-ust tushadi.

Bu hollardan gaysi biri yuz berishini bilish uchun M,, N2 I13ga
tegishli tenglamalar sistemasini tekshirish kerak (bu ham matritsalar
yordamida tekshiriladi).

Misol 2x+y =5, x+ 3z= 16 va 5y - z = 10 tekisliklaming
cesishmasini aniglang.

Yechish. Bu tekisliklaming kesishmasini aniglash uchun
juyidagi sistemaning yechimini aniglaymiz:

2x +y =5
X + 3z = 16,
5y -z - 10.

Bu sistemalar uchun quyidagi determinantlarni tuzamiz va ularni
lisoblaymiz:

21 0
4=10 3 :22 f ; i=-30+1=-29;
0 5-1 - -
i5 1 01
n=160¢ 3 =50 3 163
0 5 -1 - 10 -1
=-75+46=-29; x=" =lg =1;
2 5 0
1 16 -1 =238 3 5 1 5
o 10 1 10 -1 0 -1
=-92+5=-87;"=" =1]| =3
90

0 16
=25 1o

Or N
U1O
e
oo 9

=-160 + 15 = -145; r:Aﬂ = =5

29

Demak, tekisliklar (1; 3; 5) nuqtada kesishadi.

3.1.3. IKKI TEKISLIK ORASIDAGI BURCHAK

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasida kesishuvchi ikki tekislik
0‘zining tenglamalari bilan berilgan boisin:

M,:Ax +By + Cx + Dx=0, (1)

MN2:A% + B¥ + Cz + D2=0. (2)

Ikki tekislik kesishganda to‘rtta ikki yoqli burchak hosil bo‘lib,

ulardan o‘zaro vertikal bo‘lganlari teng (53-chizma). Demak, ikkita

har xil burchak hosil bo‘lib, bularning biri ikkinchisini toidiradi.

Shuning uchun shu ikki burchakdan birini topsak yetarli. Ikki yoqli

bu ikki burchakdan birining chizigli burchagi berilgan tekislikning

n\= Mp Bx Cx} va «2= {A2 B2 CZ normal vektorlari orasidagi
burchakka teng bo4adi. /? va n2 orasidagi burchakni < desak,

cos p=cos(n, Nl«,) = "~ ~"l 3)

formuladan xususiy holda ikkita
tekislikning perpendikularlik sharti
kelib chigadi, ya’ni nxen2 = 0, ya’ni
AjA2+ BxB2+ C,C2= 0.
Ushbu

A_ _¢C

A2 |h C2
yoki Ax: Bx: C, = A2:B2: C2 (4)

tengliklar esa ikki tekislikning paral-
lellik shartlarini ifodalaydi.
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M iso I. Berilgan ikki 2x + 3y - z+2=0van+y +5z- 1=0
tekisliklar orasidagi burchakni toping.
Yechish. Ikki tekislik orasidagi burchak

cos <p=
\ J +Cf yjA2+B2

formula yordamida aniglanadi. Berilgan tekisliklarda

A =2, =3, C =-1vaA2=1, B2=1 C2=5.
Demak,
cos p= 201+3-1- 15 2+3-5 -0,

N22+32+(-1)2VI2+12+452  VA+9+1 VI+1+25 VM 27
cos<p~0; <Pp=1J.

Demak, berilgan ikki tekislik o‘zaro perpendikular.

3.1.4. NUQTADAN TEKISLIKKACHA BO‘LGAN MASOFA

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasida MQ(x0; yn; nuqta va

Ax + By + Cz+ D= 0 tekislik berilgan boisin. MO0 nuqgtadan

tekislikkacha boigan masofani hisoblash talab gilinsin. Buning uchun

berilgan MOnugqtadan tekislikka tushirilgan pethendikulaming asosini
A bilan frelgilavmiz (54-chizma).

|[HMO1= d biz izlayotgan masofa

boiadi. n = {A; B\ Q tekislik normal

vektorini o‘tkazamiz. HMn vektor n

vektorga kollinear. HMO va n

vektorlarning skalyar kofpaytmasini
- i topamiz:

HMOmn = IHMQe n ecos(A1/01n) =

54-chizma. = </-J«Nzi).
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Bundan esa
d _ \HMO n\
(D

(1) formulani koordinatalarda hisoblaymiz. Aytaylik, H nuqgtaning
koordinatalari x,; y{\ zt boisin. U holda

HMamn = A(x0- x,) + B(ya- yx) + CiZzn + z{) =
= Ax0+ ByO+ Cz,,'- (Ax, + By{+ Cz{

boiadi.
A nuqta berilgan tekislikda yotgani uchun Ax + By. + Cz, +
>

+ D=0 boiadi, bundan esa HMOn = JIx0+ 5y0+ Cr0+ D;
n-~A2+B2+C2 ekanini e’tiborga olsak,
A _ JAX0+Byp+Czq+D\

(2)

yla2+B2+C2

formulaga ega boiamiz. Bu formula nuqtadan tekislikkacha boigan
masofani hisoblash formulasidir.
Misol M(3; -2; 1) nuqtadan 3x + 6y - 5z + 2 = 0 tekislikka-
cha boigan masofani toping.
Yechish. (2) formulaga ko‘ra: x0= 3; y0= -2; z20=1; A = 3;
B=6; C- -5; D= 2; n holda
d = 133+ 69(-2) +(-5) W+ 21

432+62+(-5)2 Vv7or A Vi birlik)-

3.2. FAZODA TO‘G‘RI CHIZIQ

3.2.1. TO‘G'RI CHIZIQNING BERILISH USULLARI

L\) to‘g‘richiziq o‘zining biror MO(x0; y0; Zg) nuqtasi va shu to‘g‘ri
chizigni yo‘naltiruvchi vektori /= {/,;; /12, /3}ning berilishi bilan
aniglanadi (55-chizma). To‘g‘ri chizigning ixtiyoriy M(x; y; 2)
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MOM =f 7 (/G R). @
OMO= r0, OM = r desak hamda

MOM = OM - OMOni hisobga olsak,
(1) ni quyidagicha yozish mumkin:

r=r +1t7. (2)

(2) tenglama toyg Ti chizigning

vektorli tenglamasi deb ataladi.
------- >

MOM = {x- x0;y - yQr- "~} va

(1) dan:
Ix =x0+ 1/,
Y=Y+ V- )
z=20+z3

ko'rinishdagi tenglamalar sistemasi to'g'ri chizigning parametrik
tenglamalari deyiladi.

2) (3) tenglamadan parametr t ni chigarib,

*-*0 _ y-yo Z-Zp

h h h @
‘ga bolamiz. Bunga toy Ti chizigning kanonik tenglamalari deyiladi.
3) lkkita Yy, T,) va M2x2, y2 z2) nuqtalar orgah o‘tuvchi
:0°g‘ri chiziq
X~xi _ Y=Y\ _ z-zi
x2~xl y2-y1 22-71 (5)

englamalar bilan ifodalanadi (bu tenglama birinchi punktdagi MO
lugta o‘rniga M va | = MXM2 deb olinsa, (1) munosabatdan kelib
:higadi) yoki

X=X + (x2- x)t,
Y=Y+ (¥2- y)t, (6)
Z=2Zy + (22~ z Yt-

94

(6) tenglamalar sistemasi tofg Ti
chizigning parametrik ko'rinishdagi
tenglamasidir.

4) to‘g‘ri chiziq ikkita M, va I,
tekisliklarning kesishish chizigi sifatida
ham berilishi mumkin, ya’ni
d=ufnn2.

I,:Ax + By + Ctz + £, = 0,
M,:AjX + By + Cz + D2=0. (7) T

Bu tenglamalar sistem asi _
M2* M, *>AX:5,: C{* A 2:B2: C2shart 56-chizma.
bajarilganda to‘gii chizigni aniglaydi
(56-chizma).
1-misol. (1; 4; 3) nugqtadan oigan va yo‘naltiruvchi vektori
1= {2; 3; 1} boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.
Yechish. (4) tenglamadan foydalanamiz. Masala shartiga ko ‘ra:
> — 09—
l,= 2, 12=3; [3=1.
U holda
o _y-4 _r-3
~2 r-~1

2-misol. A(-3; 1;2) va B(8; -2; 5) nuqgtalardan oiuvchi to‘g‘ri
chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. Berilgan ikki nugtadan oiuvchi to‘g‘ri chiziq teng-

Loy = _ . . .
lamasi X2_))(<II %_i .71 formula yordamida aniglanadi. Bu
formulaga berilgan nugtalarning koordinatalarini qo‘ysak,

8+#3 -2-1 5-2 yOKl 11 -3 3

to‘g‘ri chizig tenglamasiga ega boiamiz.
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3.2.2. TO'G'RI CHIZIQ VA TEKISLIK ORASIDAGI BURCHAK

Aytaylik, R — {0, i j k ) Dekart koordinatalar sistemasiga nis-

batan / to‘g‘ri chiziq o‘zining

* = x0+ Ix,
Y = Yo + kt, 1)
Z=Zo+I3
parametrik tenglamasi, 11 tekislik esa
AX+By+ Cz+ D=0 2)

tenglamasi bilan berilgan bo'lsin. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning
o'zaro joylashuvini tekshirish uchun tubandagi tenglamani
tekshiramiz:

(141, + BI2+ CI3)t + (Ax0+ By0O+ CzJ = 0.

Bunda quyidagi hollar bo‘ladi:

1) agar Alx+ B/2+ C/3* 0 bo‘lsa, / to‘g‘ri chiziq tekislik bilan
kesishadi;
2) agar

N/, +BI2+C/3=0,1
AX0 + By0 + C20*0 ®)
bajarilsa, /MmN = 0 bo‘ladi.

3) agar

Aly+ BI2+ C/3 =0,
A) +By0+Czg=0

bo‘lsa, /CI bo‘ladi.

To'g‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi
burchak deb to‘g‘ri chiziq bilan uning
tekislikdagi ortogonal proyeksiyasi ora-
sidagi burchakka aytiladi. (1) to‘gfi
chiziqg bilan (2) tekislik orasidagi

57-chizma. burchak (57-chizma)

9

e \ALiH+BI2+CI3\
inB -
4)

\la2+b2+c 2. D *+i2+/3
formula yordamida topiladi. Ushbu

Al{+ BI2+ Cl =0 (5)
tenglik berilgan tekislikning berilgan to‘g‘ri chizigga parallellik,

PTRTS (6)

tenglik esa perpendikularlik shartlaridir. Endi tekislik va to‘g‘ri chiziqga
doir mashqlar-bajarishda zarur bo‘lgan tenglamalarni keltirib o‘tamiz.

1) berilgan M .(x;y z.) nugtadan o4ib, berilgan =
1

— %P to“gri chizigga parallel bo'lgan to ‘g ri chiziq

k1l Y-YN _oz-zi
h h h

™

tenglamalar bilan aniglanadi.

2) berilgan N1/,(x,; yX r,) nuqtadan o‘tib, berilgan Ax + By +
+ Cz+ D = 0 tekislikka perpendikular boigan to‘g‘ri chizigning
tenglamasi

Ky z-2\ (8)

ko‘rinishda aniqglanadi.
3) berilgan y,; T,) nugtadan o‘tib, berilgan Ax + By + Cz +
+ D - 0tekislikka parallel bo‘lgan tekislikning tenglamasi:

A(x - xt) + B(y - yt) + C(z- z,)=0 9)
ko'rinishda bo‘ladi.
4) berilgan M{(xRy {; zX nugta orgali o ‘tuvchi va —j—=
to‘g‘ri chiziqga pegendikular boigan tekislik tenglamasi tubandagi
ko‘rinishda boiadi:
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L(x - X))+ 1Ay - y,) + /qr- *i)-dJ (1)

|}
I-misol. Berilgan \/:V:" to‘g‘ri chiziq va 2+y—

2z - 6 = 0 tekislik orasidagi burchak va ularning kesishish nugtasini

toping.
Yechish. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak

sin B = Mn+Ab+C3 A formula yordamida aniglanadi. Berilishi-

ga ko‘ra; A- 2,B=1 C=-2; /,=1,I- 2, /3= -2.
Demak,

2 141 2+(-2) (-2) 2+2+4

smt# =
DH2H-D2 VI2H2+(-2)2  VI+HIHA1++4 33 9

0 =arcsin”j.

Endi ularning kesishish nuqtasini topamiz, uning uchun to‘g‘ri
chiziq tenglamasini parametrik ko‘rinishga keltiramiz:

x-1 _y-1_ _*
1" 2 -2
x-1 _ Y~1_ *1_
1 s W
X =t+1
y =2/+1, ()
Z=-2f+1.

Buni tekislik tenglamasiga go ‘yamiz:
2(/+ )+ (2f+ 1) - 2(-2/+ 1)- 6=0,
2/+ 2+ 2/+ 1+41—2 6 —0,
8/ +3 —8=0,
8/- 5=0,
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Buni («) ga qo‘ysak:

X = 5 +1= EV
v=12 1=18=9
y 8 8 4
10 , 2 1
* 8 8 4
13 9 A S o -
(y ;-3 - - |l nugta to‘g‘ri chiziq va tekislikning kesishish

nuqtasi.
2-mi sol. M (-1; 3; 0) nugtadan o'tuvchiva2x-y-27-4 =0
tekislikka perpenflikular boigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
Yechish. M,(x,; yt; zt) nugtadan oiib, Ax + By + Cz+ D=0
tekislikka perpendikular boigan to‘g‘ri chizig tenglamasi

—p-= . c formula yordamida aniqlanadi. Bundan

wH _y-3 _ "0 ox+Hl _y-3 _ 7
1 2 YK T g g

3.2.3. IKKI TO‘G'RI CHIZIQ ORASIDAGI BURCHAK

Ikkita to‘g‘ri chiziqg R ={0; T; J) ~-1} Dekart koordinatalar

sistemasida o‘zining tenglamalari bilan berilgan boisin:

[*X~X0 _¥-Yo- 3>
m/, — 2 B *

I m*-X0- ¥-Yo =
I[ li i
Akkita to ‘g ‘ri chiziq orasidagi burchak deb bu to‘g‘ri chiziglarning
yo naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi.
/to ‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori / = {/,; /2, /3}; I' to‘g‘ri

chizigning yo‘naltiruvchi vektori 7= IV \) boiib, 7 va 7 vek-
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torlar orasidagi burchakni ipdesak, 7 va V vektorlar orasidagi burchak

to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni beradi. Shuning uchun ikki to‘g‘n
chiziq orasidagi burchak

co = = (1)
1y M2+/2 + 2 A 2+/2+/2

formula yordamida aniglanadi.
(1) formuladan esa quyidagi kelib chigadi:

itTol-?2=o0=>/, I\+i2 {i+/3+3=0.
Miso 1 Yo‘naltiruvchi vektorlari mos ravishda n{ = {10; 2; 11},
i = {3; 12; 4} bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

Y echish. Bu vektorlar orasidagi burchak to‘g‘ri chiziglar ora-
sidagi burchakka teng. Demak, (1) formulaga ko‘ra berilgan to‘g‘ri
chiziqlar orasidagi burchak:

ih ib 10-3+2-12+11 4 98 .
COSW="~ ~ = ——-iorr e, = >

W W 102422+ 112 /a2 +122+42

@=arccos = 59°50".

0 ‘z-o0°‘zini tekshirish uchun savollar

Tekislikning normal vcktori nima?
Tekislik tenglamasida hadlariga garab, koordinata o'qlariga nisbatan ganday
joylashadi?
Ikkita tekislik orasidagi burchakni hisoblash uchun formula keltirib chigaring.
Ikkita tekislikning parallellik va perpendikularlik shartlari nimadan iborat?
Fazoda to‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi vektori nima?

. To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini keltirib chigaring.

. To‘g‘ri chizig umumiy tenglamasi bilan berilgan bo‘lsa, uning yo“‘naltiruvchi
vektorini ganday aniglash mumkin?

. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchakni ganday tushunasiz?

9. Fazoda nuqtadan tekislikkacha bo'lgan masofa formulasini keltirib chigaring.

Nogsw NP

(==}
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3.3. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR
Ikkinchi tartibli sirtlarning umumiy tenglamasi

Biror Dekart koordinatalar sistemasida koordinatalari quyidagi
tenglamani ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami ikkinchi tartibli sirt
deyiladi:

aux2+ aZ- + adz2+ 2alxy + 2anxz +
+ 2adyz + 2ak + 2a2y + 2aM + a¥= 0, 1)

bu tenglamadagi a2v a2, a33 an, a[}, a2i koeffitsiyentlarning kamida
bittasi noldan fargli boiishi kerak. Agar biror sirt dekart sistemasida
2-darajali tengtama bilan berilgan boisa, boshga sistemada ham 2-
daraja bilan beriladi. Biz oddiy ko‘rinishdagi ikkinchi darajali teng-
lamalarning ba’zilarini garaymiz.

3.3.1. SFERA TENGLAMASI. SFERIK SIRT

Sferaning Oxyz to‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasidagi
tenglamasini tuzamiz. Aytaylik, C(a; b; ¢) nuqgta sferaning markazi,
R esa uning radiusi boisin. Sferaning ixtiyoriy nuqtasi M(x; y\ z)
uning markazi boigan nugtadan R masofada joylashish xossasidan
foydalansak, sfera tenglamasi quyidagicha boiadi:

(x- a)2+ (y- b)2+ (z- c)2=R2 (2)

(2) tenglamaga markazi C(a; b; ¢) nugtada va radiusi R ga teng
boigan sfera tenglamasi deyiladi. Agar a= b = c = 0 boisa, (2)

tcnglamadan markazi koordinatalar boshida, radiusi R ga teng boigan
sfera tenglamasiga ega boiamiz:

*2+ Y2+ 2= R2
Endi (2) ni quyidagicha yozamiz:
X2+ y2+ z2- 2ax - 2by- 2cz + a2+ b2+ c2- R2=0. 3)

(3) dan: 1) sferaning ikkinchi tartibli sirt ekanini;
2) (3) daxy, zx, yz ko paytmalar gatnashgan hadlar yo‘qligini;
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3) X2 y2 z2oldidagi koeffitsiyentlarning tengligini ko‘ramiz.
Endi (1) daan = au = az3= 0va au = a2= a33deb olinsa, u holda

<qx2+ any>+ auz2+ 2afx + 2ay + 2a3k + a¥=0 4)

tenglama sferani ifoda giladimi, degan savolga javob beraylik.
(4) ni au * 0 ga boiib,

2ajau=A; 2ajau=B;2ajau=C ajau=D
belgilashlarni kiritsak,

X2+ y2+ 722+ Ax+ By+ Cz+ D=0 (5)

ko‘rinishdagi tenglamaga ega boiamiz.
(5) tenglamani biroz shakl o‘zgartirishlardan keyin ushbu
ko'rinishda yozamiz:

(x+xj+(y+fy +(r+8) =J<nr+BL+C:-4D)  (6)

yoki

[x+ +(y+f)y+(r+8§)2=(Vvm+r2+Cl-apgy. (@
) dan ko'rinadiki, A2+ B2+ C2- 4D > 0 boiganda (7) teng-

lik o‘rinli boiadi. Bu deganimiz A2+ B2+ C2-4D >0 bo‘lsa,

(7) tenglama markazi nuctada va radiusi

R = lyjA2+B2+C2-4D ga teng bo'lgan sferani ifodalaydi. Agar
2 2

A2+ B2+ C1—4D = 0 bo‘lsa, (7) tenglama (* +y) +();+y) +

~ + Cj =0 ko‘rinishda bo'lib, u fagat bitta |-y ;- y ;- yj nuqtani

ifodalaydi. Demak, (5) tenglama fagatgina /12+ B2+ C2-4Z> >0
shartda sferani aniglaydi.
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Miso Lx2+ yl+ z2- 2x + 4y + Sz + 6 = 0 sferaning markazi va
radiusini toping. Berilgan tenglamani (x - a)2+ ¢(>- b):+ (z —
_ ¢y = R2ko‘rinishga keltiramiz. Buning uchun tenglamada x, y, Z
li hadlarni olib, ularni tolla kvadratga keltiramiz:

X2-2X +y2+4y +72+% + 6>
=>(x-1)2+(y+2)2+(z+4)2+6-1 - 4-16 = 0=>
=>(x-1)2+(y +2)2+ (r +4)2 =15 yoki
(x- 12+ (y +2)2+(z +4)2=(VI5)2

Demak, sferaning markazi (1; -2;
R = VI5 ga teng.

-4) nuqgtada, radiusi esa

3.3.2. IKKINCHI TARTIBLI SILINDRIK SIRT

Avytaylik, N tekislikda y ikkinchi tartibli chiziqg, M tekislikka parallel
boimagan i/to‘g‘ri chiziq berilgan boisin. Bizga maiumki, Jto ‘g‘ri
chiziq o‘ziga parallel bo‘lgan e to‘g‘ri chiziglar dastasini aniqlaydi.
Shu e dastaning y chiziq bilan kesishadigan to‘g‘ri chiziglariga tegishli
bo'lgan fazoning ® nugtalar to‘plami ikkinchi tartibli silindrik sirt
deyiladi.

y chizig uning yo haltiruvchisi, y chizigni kesuvchi e dastaning to'g‘ri
chiziglari @ silindrik sirtning yasovchilari deyiladi. @ silindrik sirtning

R ={0; 7; J; k) koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib
chigaramiz. Aytaylik, d vektor

chizigning yo‘naltiruvchi vektori
a =axi+ o027+ abk bo‘lsin (58-chiz-

ma). y chizigesa, R = {0; /; j; k} ko-
ordinatalar sistemasida
Ax,y) =0 ¥ ~
tenglama bilan aniglangan bo‘lsin.
Ixtiyoriy M(x; y; 1) nugtani
olamiz. Shu M nuqtadan o‘tgan 58-chizma.
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yasovchining xOy tekislik bilan kesishgan nuqtasi 7V(x; y; 0) boisin.
U holda MN = {x, - x;y, - y; ZX~ Z} va a vektor bilan MN vektor
kollinear boigani uchun MN = ta, bundan: x, = x + aft;y, =y + aZ;
0=z +a3;

X, =X - a,/fl3*z; y,=y- aZa3’
Ox-a,/o3-r; y-aja™z). 3)

Agar ikkinchi tartibli silindrik sirtning yo‘naltiruvchisi ellipsdan
iborat boisa, u elliptik silindr, giperboladan (paraboladan) iborat
boisa, giperbolik (mos ravishda parabolik) silindr deyiladi. Agar si-
lindrik sirtning yo‘naltiruvchisi juft kesishuvchi (parallel) to‘g‘ri
chiziglardan iborat boisa, sirt juft kesishuvchi (mos parallel)

tekisliklardan iborat boiadi.
M isol. Yo‘naltiruvchi xOy tekislikda x2+ 3xy - 2y2-

- Xx+y+ 1=0 tenglama bilan aniglanuvchi, yasovchilari {1; 2; 1}
vektorga parallel silindrik sirt tenglamasini yozing.
Y echish. Berilganlarga asosan:

F(x,y) = x2+3xy- 2y2-x +y +1 =0,

a={12; 1}, a =1, a2=2, ar =1.

U holda sirt tenglamasi:
F(X- z, y~2z) = (X- 2)1+3(X- 2)(y - 22) - 2(y - 22)2-
-(x-z) +(y~2z) +1=0
yoki
X2-2y2+122+3xy-8xz +5yN-x +y-<:+1=0.

3.3.3. IKKINCHI TARTIBLI KONUS SIRT

Aytaylik, M tekislikda y ikkinchi tartibli chiziq va S £ M nugta
berilgan boisin. Bizga ma’lumki, S nuqta orgali oiuvchi to‘g‘ri
chiziglar e(*S) to‘g‘ri chiziqlar dastasini aniqlaydi.
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£(5) dastaning y chiziq bilan
kesishuvchi to‘g‘ri chiziglariga yoki
Yga nisbatan asimptotik yo'nalishga
ega to‘g‘ri chiziqlarga tegishli boi-
gan fazoning nugtalar to'plami <Pga
ikkinchi tartibli konus sirt (yoki
konus) deyiladi. Bunda y yo‘nal-
tiruvchisi, £(5) esa yasovchilar, S —
konus sirtning uchi deyiladi. Konus
sirt tenglamasini keltirib chigaramiz.
Buning uchun xOy koordinatalar

59-chizma.

tekisligi M tekislikka parallel boigan R ={0; /; j; k} koordinatalar

sistemasini olamiz. Aytaylik, tekislik Oz o!gini 0(0; 0; h) nuqgtada
kessin hamda @ konus sirtining uchi J(x0; y0; ) koordinatalarga ega
boisin (59-chizma).

Agar ikkinchi tartibli chiziq y ning tenglamasi

F(x,y) =aux2+2anxy +a2y 2 +2awx +2ady +al0
ko‘rinishda boisa, konus sirtning tenglamasi tubandagi koiinishda
boiadi:

G{x,y,z) =[(z-Z29/(h-Z0)\2 mF{x0 +[(x- x0)/(z~Z0)](h-Zq),
yo +[(y-Jo)/U-Zo)I(A-"0)}. @

Agar @ konus sirtning uchi R koordinatalar sistemasining boshi
bilan ustma-ust tushsa, u holdax0=y0= z" =0, h * 0 boiib, tenglama

anx2+ 2aly + a>+ 2a{ajh)x2+ 2(aJh)yz + (ajh)z2=0
ko'rinishga ega boiadi.
M isol: To‘g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasida konus
sirtning uchi 5(0; 0; 3) nuqtada, yo ‘naltiruvchisi esa
X2+y2=1
z-1
tenglamalar bilan aniglangan boiib, xOy tekislikka parallel va

tenglamasi z = 0 boigan I tekislikda yotadi. N tekislik esa Oz o ‘gini
(0; 0; 1) nuqtada kesadi. Konus sirt tenglamasini tuzing.
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Y echish. Yo‘naltiruvchi M tekislikda x2+y2- 1= 0 tengla-
ma bilan aniglanadi. U holda berilganlarga ko‘ra:

F(x,y) =x2+y2- 1, h=1,4=3

(1) formuladan:

G(x,y,z) =(z- 3)2/ 4|[JL (-2)]' +[JL (-2)j2- WJ=0

yoki

x2+Y2-\(z-3)2=0.

3.3.4. AYLANMA SIRTLAR

Aytaylik, I tekislikda S to‘g‘ri chiziq va y egri chiziq berilgan
bo'lsin. Fazoda shunday R ={0; /; j; JTt ortonormal reper olamiz-

ki, uning 0~ o‘qgi S to‘g‘ri chizig bilan ustma-ust tushsin.

M tekislikda esa ortonormal Ouz koordinatalar sistemasini
kiritamiz, bunda Ou = TMx0y. Bu koordinatalar sistemasiga nisbatan
y chizig n =Az) tenglama bilan aniglanadi. Oxva Ou o ‘glar orasidagi

musbat burchakni <p bilan belgilay-
miz va M&y olamiz. ip burchak [0;
2n) oralig‘ida o'zgarganda, M nuqta
markazi O'EOz nuqtada va |I.M
tekislikda yotuvchi Oz o°‘gga
perpendikular boigan yM aylana
yasaydi (60-chizma). U holda
F= figuraga aylanma sirt

deyiladi. S to‘g'ri chiziq aylanish o qi
deyiladi.
F sirtni aylanish o‘gi orqali
o ‘tuvchi tekisliklar bilan kesishishdan
hosil boigan chiziglar meridianlar
60-chizma. deyiladi. Aylanish o‘qiga parallel

106

tekisliklar bilan Fning kesishishidan hosil boigan chiziglar parallellar
deyiladi. Agar ixtiyoriy JIG/'nuqtaning koordinatalari (x; y; z) boisa,
u holda

x = 1 COS(p,
<y =usii\(p,
n=F(z)
boiadi;
1) *x2+y2=12z). (@)

Shunday qilib, (2) tenglama R reperda \ X _
v=°

bilan berilgany chizigning Oz o‘qgi atrofida aylanishidan hosil boigan
avlanma sirtning tenglamasidir.

tenglamalar

~ "\ *
y = YX) ’ tengla-
Z=0
malar bilan berilgan chizigning Oz o‘qi atrofida aylanishdan hosil
x =M
boigan aylanma sirt tenglamasidir. x2+ y2= h2y) esa < v, teng-
[z=0

lamalar bilan berilgan chizigning Oy o ‘gi atrofida aylanishdan hosil
boigan aylanma sirt tenglamasidir.

1-misol. y =x to‘g‘ri chizigning Ox o‘q atrofida aylanishdan
hosil boigan aylanma sirt tenglamasini tuzing.

Y echish. To‘g‘ri chiziq tenglamasidagi y ni +\Jy2+2z2 bilan

almashtiramiz:
X =yjy2+2z2 vyoki y2+2z2-x2=0;
bu izlanayotgan aylanma sirt tenglamasidir. Aylanma sirt doiraviy
konus ekani ravshan.
: 22 X2 oiosni . : -

2-misol + 22 =" ellipsning Oy o°‘q atrofida aylanishidan

hosil boigan aylanma sirt tenglamasini tuzing.

Y echish. Ellips tenglamasidagi z ni +n/x2+ z2 bilan almash-
tiramiz:

107



Bu esa izlangan sirt tenglamasi, b = cboMsa, bu sirt sferaga aylanadi.

X2 2
3-misol 2+ %/2 = 1 giperbolaning Oy o‘qgi atrofida aylanishi-
dan hosil boigan aylanma sirtning tenglamasini tuzing.

Y echish. Bu misolda x ni xy/x2+z2 bilan almashtiramiz.

2 2 2
Natijada x_az7_ +EI =1 sirt hosil bo‘ladi.

Quyida aylanma sirtlarning turlarini ko‘rib o‘tamiz.
Ellipsoid
y ellipsning simmetriya o‘qgi atrofida aylanishidan hosil boigan

® sirt aylanma ellipsoid deyiladi.

Aytaylik, y ellips R={0; /; j; k} ortonormal reperning xOy te-

kisligida yotgan bo‘lsin, u holda /?, = {0; /'; j; K} reperga nisbatan
2

2
* 44 =1~z2=c2 1- tenglamaga ega bo‘lamiz. y ellipsning

Ox o0‘q atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan @® aylanma ellipsoidning
tenglamasi esa tubandagicha boiadi:

©)

xOz tekisligiga nisbatan / siqishni bajaramiz, ya’ni: x'=x,
I -ky, =2

U holda R reperga nisbatan @ =/(® ) ellipsoid tenglamasiga ega
bo‘lamiz:

oy W
a2 kx2 «c2

K2c2= b2belgilash kiritib, koordinatalarni oldingiday gilib olsak,

tenglamaga ega boMamiz. (4)
tenglama ellipsoidning kanonik
tenglamasi bo4ib, a, b, c lar
ellipsoidning yarim o'glaridir.
Ellipsoid uchun berilgan R
reperning koordinata tekisliklari
simmetriya tekisliklari, koordinata
o‘glari esa simmetriya o‘glari bo‘lib 61-chizma.
xizmat qgiladi. Simmetriya o‘qlari el-
lipsoidning o”glari deyiladi. Ellipsoidning o‘glari bilan kesishish
nugtalari uning uchlari deyiladi. Simmetriya markazi ellipsoidning
markazi deyiladi (61-chizma).
Adgar ellipsoidning xOy tekisligiga parallel bo‘lgan z = h tekislik
bilan kessak, kesim tubandagi tenglama bilan ifodalanadi:

+id =1_ 1L
a2 bl c2’

bunda, agar |h| < cbo‘lsa, kesim ellipsni, agar| h\> cbo‘lsa, kesim
bo‘sh to'plamni, agar| h| = c bo‘lsa, kesim ellipsoidning uchini ifo-
dalaydi. Shunga o‘xshash, ellipsoidni xOz va yOz koordinata
tekisliklariga parallel tekisliklar bilan kesish natijasida (kesimda) ellips,
bo‘sh to‘plam yoki ellipsoid uchi hosil bo'lishini ko‘rish mumkin.

Misol. Yarim o‘glari mos ravishda 2, 3, 7 ga teng bo‘lgan el-
lipsoid tenglamasini tuzing.

Y echish. Masala shartida berilganlarga ko‘ra: a =2; b= 3;

¢ = 7. U holda ellipsoid tenglamasi XTZ + y\gi+ ‘E =1 bo‘ladi.

Giperboloidlar

y giperbolaning o ‘zining mavhum o ‘gi atrofida aylanishidan hosil
boigan @ sirtga bir pallali aylanma giperboloid deyiladi. Fazoning
aylanish o‘qgi orqali oiuvchi M tekislikka / sigishda @® bir pallali
aylanma giperboloidning olgan vaziyati ® ga bir pallali giperboloid
deyiladi:



()

(5) ko‘rinishdagi tenglamaga bir pallali gi-
perboloidning kanonik tenglamasi deyiladi.
(5) tenglamadan koiinadiki, R reperning
koordinata tekisliklari bir pallali giperbolo-
idning simmetriya tekisliklari hisoblanadi. Ox
va Oy ofglar bir pallali giperboloidni kesadi
va uning hagiqiy o glari deyiladi. Oz o‘qgi esa
bir pallali giperboloid bilan kesishmaydi,
shuning uchun unga mavhum o g deyiladi.
Bir pallali giperboloidning simmetriya o ‘glari
bilan kesishish nuqtalari uning uchlari
deyiladi. Koordinatalar boshi 0 nuqta bir
pallali giperboloidning simmetriya markazi
boiib, uning markazi deyiladi. a, b sonlar
bir pallali giperboloidning hagigiy yarim
o glari, ¢ esa mavhum yarim o qi deyiladi (62-

chizma).
{"1+zi =1
Giperboloidni xOy tekislik bilan kessak, kesimda ‘a2 b2
Uu=o

ellips hosil boiadi. Shunga o ‘xshash, giperboloidni xOz, yOz tekis-

. . . \—+—=i f22+ii=i .
liklar bilan kessak, kesimda <al c¢2 va\b c2  ’giperbola-
\x <0

lar hosil boiadi. Agar giperboloidni xOy tekislikka parallel boigan

X2 )
: =i
z - htekislik bilan kessak, kesimda a2fi h2) ellips
41+' > \Y >
z =h

hosil boiadi. Bu ellips yarim ofglari: a=- 4cl+ h2; b =-yjc2+ A2;
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/, = 0 boisa, ellipsning yarim o‘glari o‘zining minimal giymatiga
ega boiadi, ya’nia=a, b=h.

Bir pallali giperboloidni Oy va Ox o‘giga perpendikular boigan
tekisliklar bilan kessak (x= h;y = h) kesimday' vay" lar hosil boiadi:

- 1 u va {gi"‘l(zrvl’“ —l?—zl

[y=h [x =h

Agar, |h|* a, \h|* b boisa, u holday' va y" lar giperbolalarni
ifodalaydi. Agar \h\=b boisa, u holda y' — kesishuvchi to‘g‘ri
chiziglar juftini, |h\=a boisa, y" — kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar
juftini ifodalaydi. y — giperbolani o‘zining hagigiy o‘gi atrofida ay-
lanishidan hosil boigan @ sirtga ikki pallali aylanma giperboloid
deyiladi.

y fazoni aylanish o‘gi orgali oiuvchi M tekislikka/ siqishda ®
ning olgan vaziyati ® ikki pallali giperboloid deyiladi:

=1
b2 2 Q)

tenglama ikki pallali giperboloidning kanonik tenglamasi deyiladi (63-
chizma). (6) tenglamadan koiinadiki, koordinata tekisliklari ikki
pallali giperboloid uchun simmetriya tekisliklari hisoblanadi. Q xo°‘qi
@ sirtni ikki haqiqiy nuqtada kesadi, shuning uchun unga haqigiy
0‘q deyiladi.

Oy, Oz o‘glari ikki pallali giperboloid bilan haqigiy nuqtalarga
ega emas, shuning uchun ularga mavhum o glar deyiladi. Ikki pallali

63-chizma.
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giperboloidni o'glar bilan kesishish nugtalari uning uchlari deyiladi.
U ikkita hagiqgiy uchga ega.

a — ikki pallali gipcrboloidda haqigiy yarim o i, bvac lar mavhum
yarim o'glar deyiladi. Ikki pallali giperboloidni Oxo'gga perpendikular
boigan tekislik bilan kessak,

ym:\bi 2 a2
[1=x

kesim hosil bo‘ladi.

Agar |h|> aboisa, y" ellipsdan iborat boiadi.

Agar |h|< a boisa, u holda y"’= 0.

Agar |h j= a boisa, ymnuqtadan iborat boiadi.

Shunga o°‘xshash, ikki pallali giperboloidni mavhum o‘glarga
perpendikular boigan tekisliklar bilan kessak, kesimda giperbola
boiishiga ishonch hosil gilamiz.

1I-misol x2- ly2- 7z2+ 49 = 0tenglama bilan berilgan sirtning
shaklini aniglang.

Y echish. Tenglamaning ikkala tomonini -49 ga boiamiz, u
holda

2 >ﬂ+22 .,
49 7

demak, berilgan tenglama aylanish o‘gi Ox boigan bir pallali
giperboloidning tenglamasidir.

2-misol. 3x2+Ay2- 8r2+24 =0 tenglama bilan ganday sirt
tasvirlanadi?

Y echish. Tenglamaning ikkala tomonini 24 ga boiib, uni

tubandagi ko‘rinishga keltiramiz: %2 + \;2 232 = 1; bu tenglama yarim

o‘glari @ =2"2, b =y/6, ¢ = V3 boigan uch o‘qgli ikki pallali giper-
boloidni tasvirlaydi.

Paraboloidlar

Parabolaning oz o'qlari atrofida aylanishidan hosil boigan sirtga
aylanma paraboloid deyiladi. Elliptik va giperbolik paraboloidlar
aylanish o‘gi orgali oiuvchi tekislikka sigishni bajarish natijasida
hosil boiadi.
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To'g'ri burchakli dckart koordinatalar sistemasida
X2 2
Ry =22 (@)

tenglama bilan tasvirlangan sirt elliptik paraboloid deb ataladi (64-
chizma). (7) tenglamadan ko'rinadiki, yOz va xOz tekisliklari ellip-
tik paraboloid uchun simmetriya tekisliklari hisoblanadi. Oz o‘qi
elliptik paraboloidning simmetriya o'qi hisoblanib, uning o‘qgi deyiladi.
Koordinatalar sistemasining boshi elliptik paraboloidning koordinata
o‘glari bilan kesishgan nugqtasi boiib, uning uchi deyiladi. Elliptik
paraboloidni uning o ‘giga perpendikular boigan tekislik bilan kessak,
kesim tubandagijenglama bilan aniglanadi:

=2h,

agar h > 0 boisa, y — ellips, agar h <0 boisa, u holday = 0, agar
h =0 boisa, y kesim O uchdan iborat boiadi.

Elliptik paraboloidni Ox, Oy o ‘glariga perpendikular boigan x = h
vay = h tekisliklar bilan kessak, kesimda parabola hosil boiadi.

2. Ushbu

—-*_ =2

2 & ‘% (8)

tenglama bilan tasvirlangan sirt giperbolik paraboloid deyiladi. (8)
tenglama esa uning kanonik tenglamasidir (65-chizma).
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Giperbolik paraboloidni xOy tekislikka parallel bo‘lgan z —A
tekislik bilan kessak, kesim quyidagi tenglama bilan aniglanadi:

(= ¢

:2A

<< J1
zZ=A

A> 0 bo'lganda, bu chizig hagigiy o‘gi z = Atekislikda va Oxo'qqa
parallel giperbolani, A < 0 bo‘lganda esa, hagiqiy o ‘qgi Oy o°‘gqga parallel
giperbolani tasvirlaydi. A= 0 bo'lganda, kesim ikkita kesishuvchi
to‘g‘ri chiziglar juftini aniglaydi. Shunga o‘xshash, giperbolik
paraboloidni Oy va Ox o‘glarga pedendikular tekislik bilan kessak,
kesimda parabola hosil bolishini ko‘rish mumkin.

1-misol. 3x2+ 2y2= 24z tenglama bilan berilgan sirt shaklini
aniglang.

Y echish. Sirt shaklini aniglash uchun tenglamaning har ikka-

x2 | N2

latomonini 24 ga bo'lamiz. U holda o tlp =1 ko'rinishidagi teng-

. . Y2 V2 L
lamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglamani ham z = g-j +y-* ko'rinishida

yozish mumkin. Bundan ko‘rinadiki, berilgan tenglama elliptik pa-
raboloidni tasvirlar ekan.

2-misol x2- y2= 6z tenglama bilan berilgan sirtning shaklini
aniglang.

X2 2
Y echish. Berilgan sirt tenglamasini z =2 3 - )}ly ko‘rinishida

yozish mumkin. Demak. berilgan tenglama giperbolik paraboloidni

tasvirlar ekan.
3.3.5. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLARNING

TEXNIKADA QO‘LLANILISHI

Ikkinchi tartibli sirtlar to‘g‘ri chizigli yasovchilarga ega bo‘lishidan
ulardan texnikada foydalaniladi.

(Agar to‘g‘ri chizigning harakati natijasida sirt hosil gilish mumkin
bo‘lsa, sirtni to‘g‘ri chizigli sirt deyiladi.)

Ikkinchi tartibli sirtlardan konus bilan silindrik, shuningdek. bir
pallali giperboloid bilan giperbolik paraboloidlar ham to‘g‘ri chizigli
sirtlardir.
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Bir pallali giperboloidning to‘g‘ri chizigli yasovchilarining
mavjudligidan qurilish ishlarida foydalaniladi. Masalan, sobiq Ittifoq
Fanlar Akademiyasining faxriy a’zosi Vladimir Grigoryevich Shuxov
loyihasiga ko‘ra Moskvadagi dastlabki televizion machta qurilishida
bir pallali aylanma giperboloid shaklidan foydalanilgan.

Bu shaklda ishlangan machta mustahkam bolib, ishlash uchun
yengil bo‘lgan. Shuningdek, texnikada metall yorug‘lik (nur)
gaytargichlar aylanma paraboloid shaklida ishlanadi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. Markazi koordinatalar boshida, radiusi R ga teng bo‘lgan sfera tenglamasini
keltirib chigaring.

2. Konus sirtning ta’rifmi keltiring.

3. Silindrik ?irt ta’rifini aytib bering.

4. Uch o'qli ellipsoidning kanonik tenglamasini yozing va uning shaklini
kesimlar usuli bilan tekshiring.

5. Bir pallali va ikki pallali giperboloidning kanonik tenglamalarini yozing va
ulaming shaklini kesimlar usuli bilan tekshiring.

6. Giperbolik, elliptik paraboloidlarning kanonik tenglamalarini yozing va
ularning shakllarini kesimlar usuli bilan tekshiring.
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4-bob. HAQIQIY VA KOMPLEKS SONLAR

41. TOTLAM. TOTLAMLAR USTIDA AMALLAR

4.1.1. TOPLAM. TOPLAMNING ELEMENTLARI

To'plam deganda narsalar, buyumlar, obyektiarni biror xossasiga
ko'ra birgalikda (bitta butun deb) garashga tushuniladi.

Masalan, hanima natural sonlarni birgalikda garasak, natural
sonlar to'plami hosil boiadi. Bir turarjoyda yashovchi talabalami
birgalikda garash bilan shu talabalar uyidagi talabalar to‘plamini hosil
gilamiz. To‘g‘ri chizigda yotuvchi hamma nuqtalarni bitta butun
deb garash shu to‘g‘ri chizigdagi nuqtalar to‘plamini, maktabdagi
o ‘quvchilarni birgalikda garash o ‘quvchilar to‘plamini beradi va h. k

1-ta’rif. To‘plamni tashkil etuvchi narsalar, buyumlar, obyektlar
to‘plamning elementlari deb ataladi. Masalan, yuqoridagi misollardagi
o‘quvchilar, talabalar, natural sonlar mos to‘plamlarning elementlari
hisoblanadi. To‘plamlar, odatda, lotin yoki grek alfavitining bosh
harflari bilan, ularning elementlari esa alfavitning kichik harflari bi-
lan belgilanadi.

Ato‘plam a, b, c, d, ..., a, ft, y elementlaridan tuzilganligi A = {a,
b, c, d, ..., a, 12, ¥) ko‘rinishda yoziladi.

2-ta’rif. Bitta ham elementga ega bo‘Imagan to'plam bo sh to plam
deb ataladi va 0 bilan belgilanadi.

a element A to‘plamning elcmenti ekanligi aEA yoki A3a
ko‘rinishda belgilanadi va «a element A to‘plamning clementi», «a
element A to‘plamga tegishli», «a element A to;plamda mavjud»
yoki «a element A to‘plamga kiradi» deb ataladi.

a element A to‘plamning elementi emasligi a&A yoki A $a belgi

bilan ko‘rsatiladi. Masalan, A = {a, b, c} to‘plam uchun aEA, cEA,
lekin e&A.

To‘plamni tashkil etuvchi elementlar soni chckli yoki cheksiz
bo‘lishi mumkin. Birinchi holda chekli to‘plamga, ikkinchi holda
esa cheksiz to‘plamga ega bo'lamiz. Masalan, A = {a}, B= {a, b},
C = {a, b, d) to'plamlar chekli bo‘lib, ular mos ravishda bitta, ikkita
va uchta elementlardan tuzilgan. Quyidagi A = {1, 2, 3, .., n,

B= {2, 4, 6, ..., 2/j, ..} to'plamlar cheksiz.
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Izoh. A to‘plamda fagat a element o°‘z-o‘ziga teng, lekin har
ganday ikkita boshga-boshga a va b elementni tengmas deb
hisoblaymiz, bundan A to'plamning har bir elementi bu to‘plamda
bir martagina olinganligi (bir martagina uchraganligi) ma’lum bo'ladi.
A elementning o°‘z-o‘ziga tengligi a = a ko‘rinishda, a va b
elementlarining har xilligi a*b ko'rinishida belgilanadi.

Agar A to‘plamning a elementi B to'plamning b elementiga teng,
ya’ni a = b desak, bundan bitta element ikkala to‘plamda har xil
harflar bilan belgilanganligini tushunamiz.

3-ta’rif. A to‘plamning har bir elementi B to‘plamda ham mavjud
boisa va aksincha, B to'plamning har bir elementi A to‘plamda ham
mavjud bo‘lsa, Ava 5 to'plamlami teng (bir xil) deb atab buniA = B
va B - A ko'rinishda belgilaymiz.

Ta'rifdan ma'lumki, ikki to‘plamning tengligi ularning aslida bitta
to'plam ekanligini bildiradi. Shunga o‘xshash, bir gancha
to'plamlaming tengligi haqida gapirish mumkin.

4-ta’rif. ~to'plamning har bir elementi A to‘plamda ham mavjud
bo‘lsa, B ni A to'plamning to'plam osti (gismi, gism toplami) deymiz,
buni quyidagicha belgilaymiz:

Be A yoki AD B.

Izoh. Bu ta'rifdan ko'rinadiki, B to‘plamning hamma element-
lari A da mavjud bollgan holda, A da B ga kirmagan boshga elementlar
bo‘lImasa, A = B yoki B = A tenglikka kclamiz.

Shuning bilan birga 4-ta’rifdan bo‘sh to'plam va har bir to‘plam
0zining to'plam osti (gism to‘plami) ekanligi ko‘rinadi. Masalan,
A={a b, c d e,f g}to‘plam uchun B = {a}, C= {b, d,J], D= {d,
1 to‘plamlarning har qaysisi to‘plam osti (gism to‘plam)dir.

Agar A to‘p'amning har bir elementiga Z?to‘plamning yagona bir
dementi mos kelsa, A va B to‘plamlar orasida o ‘zaro bir giymatli
moslik o'rnatiladi deyiladi. Agar A va B to‘plamlar orasida o‘zaro
bir giymatli moslik o‘rnatilgan boisa, ular ekvivalent deyiladi va
N1~ B ko‘rinishda belgilanadi. Masalan, natural sonlar to‘plami N

archa juft sonlar to‘plami M bilan ekvivalent.

£Haqgigatan ham, natural sonlar to‘plami N bilan barcha juft sonlar
0 Plami M orasida o‘zaro bir giymatli moslikni o ‘rnatish oson, har
Ir natural son «<GN gam - 2/jgM juft soni mos keladi va aksincha.

Ikkita chekli to‘plam orasida ekvivalentlikni o ‘rnatishning ikkita
MOli bor:
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1) to‘plamlar elementlari orasida bevosita o'zaro bir giymatli
moslik o ‘rnatish orqali;

2) to‘plamlar elementlarini sanash va ularni har biridagi elcmentlar
sonini tagqoslash yo‘li bilan.

Masalan, agar A = {1, 2, 3} va B - {stol, stul, parta} bo‘lsa, u
holda bu to~lamlar chekli ekvivalent bo‘lib, har bir to‘plam uchta
elementga ega. Agar n elementdan tashkil topgan chekli to‘plamning
elementlarini biror tarzda 1, 2, 3, 4, n natural sonlar bilan
nomerlash mumkin bo‘lsa, u tartiblangan deyiladi.

Masalan, guruhdagi talabalar to‘plami tartiblangan, chunki
ularning ism-shariflarini guruh jurnalida natural sonlar yordamida
tartiblash mumkin.

5-ta’rif. B to‘plamning barcha elementlari A to‘plamda mavjud
bo‘lib, shu bilan birga A da B ga tegishli bo‘Imagan elementlar ham
mavjud bo‘lsa, B to‘plam A tofplamning xos gism to‘plami deyiladi.

6-ta’rif. A to‘plamning o‘zi va 0 to‘plam shu A to‘plamning
xosmas gism to‘plami deyiladi.

7-ta’rif. Har ganday to‘plamning xos gism to‘plami deb
garalmagan to‘plam universal to'plam deyiladi va t/bilan belgilanadi.

U universal to‘plamning barcha gism to‘plamlari orasida ikkita
xosmas qism to‘plam mavjud bo‘lib, ulardan biri U ning o‘zi,
ikkinchisi esa bo‘sh to'plam, qolganlari esa xos gism to‘plamlar
bo'ladi.

4.1.2. TO'PLAMLAR USTIDA AMALLAR

Ta'rif. a, b, ¢, d, elementlar A va B to‘plamlaming har birida
mavjud boisa, ular bu to‘plamlarning umumiy elementlari deyiladi.

Masalan, A = {a, b, c, d, e,f\\ B={a, b, d) to‘plamlar uchun a.
b, d — umumiy elementlar.

1) toplam!ar kesishmasi (ko'paytmasi). A va B to‘plamlarning

umumiy elementlaridangina tuzilgan Cto‘plam A va £ to ‘plamlaming
kesishmasi (ko'paytmasi) deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

C=A-B yoki C=AI 5,
bu yerda: M belgi to‘plamlarning kesishmasini bildiradi.

Bitta ham umumiy elementga ega bo‘lmagan to‘plamlarning
kesishmasi 0 bo‘sh to‘plamga teng.
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Masalan, 1) A= {a. b, c, d, ej va B= {a, ¢, d, e, b} to'plamlar
uchun: Al B= {a, b, ¢, d, e}.

2) A={1,2, 3, 4.5,6}, B={5.6,7 8vaC={5,6,9, 10, 11}
to‘plamlarning kesishmasi ushbuga teng: AN B M C= {5, 6}.

3) A={2, 3, 4} vaB={7 8, 9} to‘plamlarning kesishmasi ush-
buga teng: AMB=0.

To'plamlarning kesishmasi geometrik nuqtayi nazardan figuraning
kesishmasiga mos keladi. 66-a chizmada shtrixlangan gism A va B
to'plamlar kesishmasini, 66-b chizmada CB kesma AB va CD kesmalar
kesishmasini ifodalaydi.

66-d chizmada EF va KL kesmalar kesishmaydi, demak kesish-
ma bo‘sh to‘plam.

Xususiy holda: AMNAMNA...=A NNo=0.

Yuqoridagi sulosalar to‘plamlar soni ikkitadan ortiq bo‘lgan hoi
uchun ham to‘g‘ri.

2) toplamlar birlashmasi (yig‘indisi). Berilgan A va
to‘plamlarning birlashmasi (yigindisi) deb shu A va B to‘plamlaming
har biridagi hamma elementlardangina tuzilgan C to‘plamga aytamiz.
Yig‘indi C- A + B yoki C= A U B ko‘rinishda belgilanadi.

To'plamlarda har bir element bir martagina olinishi lozim bo‘lgani
uchun, to‘plamlardan har ikkalasining umumiy elementlari C
yig'indida bir martagina olinadi.

M isollar

1) A={a b,c,d} B={a, b, c d, e,f) to'plamlarning birlash-
masi ushbuga teng: AUB={a, b, ¢ d, e /};

2) A={3, 4, 5 6} va B= {6, 7, 8, 9, 10} to‘plamlar uchun
AUB= {3,4,5 6,7 8 9, 10} ga teng.

To‘plamlaming birlashmasi geometrik nuqtayi nazardan figura-
larning barcha nuqtalaridan tashkil topgan to‘plamni bildiradi.

cuwywws 5

66-chizma.
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61-a, b chizmalar shtrixlangan yuza A va
B to'plamlarning birlashmasini bildiradi.

Xususiy holda: AUAUAU... = A
AUO = A

Agar Be A bo'lsa, AUB- A dir.

To'plamlar soni ikkitadan ortig bo‘lganda
ham birlashma uchun chiqarilgan xulosalar
to'g'ri bo'ladi.

3) to plam/ar ayirmasi.

_ to‘plam!arning ayirmasi deb shunday
67-chizma. to'plamga aytiladiki, u A ning B da mavjud
bo‘lmagan hamma elementlaridangina tuziladi
va quyidagicha belgilanadi:
C- A- B yoki C=A\B.
M isollar
) A={1,2 3 4vaB=1{3 4,5 6,7 8 uchun R=A\ B= {1,
2}
2) A={1,2, 3, 4,5 vaB= {6, 7, 8 uchun R =A\ B={1, 2, 3,
4, 5%
3) A={1, 2, 3} va B={1, 2, 3, 4, 5} uchun R=A\B =0.
To'plamlarning (A va B ning) ayirmasi geometrik nugtayi nazar-
dan 68-chizmada ko‘rsatilgan shtrixlangan yuzni bildiradi.
Xususiy holda:

A\A =0,

A\0 =A
4) to'plamga to'ldiruvchi. A to'plam va uning B gismi berilgan
bo‘lsin, ya’ni BC A; A dagi B ga kirmay qolgan hamma elementlar-
dangina tuzilgan qism B ning to'ldiruvchisi deb ataladi vaB

ko‘rinishda belgilanadi.
Bundai? qism to‘plam B ni A gacha

to‘ldiradi, ya’ni B va B ning birlashmasi

xuddi A ga teng bo‘ladi.
Masalan, A ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
va B={2, 5, 6, 9} bo'lsa, B={1, 3, 4, 7,

68-Mma. 8>b° 'ladL
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Agar A to'plam biror boshga to‘plamning qgismi
deb garalmasa, u holda A to'plamning to‘ldiaivchisi
O bogh to'plam bo'lib, 0 ning to'ldiaivchisi esa
A bo‘ladi, ya'niA =0 va0 = A

Agar AD B bo'lsa, u holda A\ B ayirma B
to'plamni A to'plamga to'ldiruvchisi deyiladi, bu
69-chizmada ifodalangan.

Ushbu tengliklarga egamiz:

Berilgan A va B
BMNB =0, AUB =A; B\B =B; B - B=B.

69-chiz/na.

l-eslatma: A va B to'plamlarning agalli bittasida ikkinchisiga
kirmaydigan elementlar mavjud bo'lsa, A va B lar tengmas to'plamlar
deymiz. Buni quyidagicha belgilaymiz: A* B.

4.1.3. TOTLAMLARMNG TO‘G‘RI KO‘PAYTMASI

A va B to'plamlarning tog ¥i Kopaytmasi deb shunday to'plamga
aytiladiki, u to'plam elementlari tartiblangan (x, y) juftlardan iborat bo'lib,
bujuftning birinchisi A to'plamdan, ikkinchisi esa B to'plamdan olinadi.

To'g'ri ko'paytma A*B ko'rinishda belgilanadi.

Misol. A= {4, 5 7} va B= {-1, 2, 4, 3} to'plamlar berilgan
bo'lsin. U holdall va B to'plamlarning to'g'ri ko'paytmasi quyidagicha
bo'ladi:

A*B= {(4; -1); (45 2); (4 4); (45 3); (5; -1); (5; 2); (55 4); (55
3; (7 —1); (75 2); (75 4); (7; 3}

Agar biz to'g'ri ko'paytma dementi (x, y) dagi xni biror nugtani
abssissasi, y ni esa ordinatasi desak, n holda bu to'g'ri ko'paytma
tekislikdagi nuqtalar to'plamini ifodalaydi. Boshqacha aytganda,
haqigiy sonlar to'plami R ning R ga to'g'ri ko'paytmasi RxR ni
tasvirlaydi.

4.2. HAQIQIY SONLAR TO‘PLAMI

074.2.1. RATSIONAL SONLAR

Kishilik jamiyatida turmushning talabi asosida son to'g‘risida
tushuncha paydo bo'lgan. Masalan, narsalarni sanashga ehtiyoj
natijasida natural sonlar kelib chiggan. Boshgacha aytganda, bu

121



to‘plamda qgancha element bor, degan savolga javob berish natural
sonlar to'plami tushunchasiga olib kelgan.

Natural sonlar to'plami N bilan belgilanadi. Natural sonlar
to'plamiga o soni go'shilsa, manfiy bo'lImagan butun sonlar to‘plami
Z20= {0, 1, 2, 3, ..} = Nu{0} ni hosil gilamiz. Ammo amaliyotda
musbat sonlar bilan birga tabiatda bo'ladigan hodisalarni o ‘rganishda
manfiy sonlarni kiritishga tofj‘ri keldi. Masalan, havoning 0 gradusdan
yuqori va pastki temperaturasini belgilash uchun musbat yo'nalishga
garama-garshi manfiy yofalish kiritishga to'g'ri keladi.

Shuning uchun 4 soniga — 4 soni garama-qarshi sanaladi va
hokazo. Umuman aytganda, n soniga garama-garshi — n soni
hisoblanadi va aksincha. Natural sonlar, nol va natural sonlarga
garama-garshi sonlar, birgalikda butun sonlar Z to'plamini tashkil
giladi:

Z=NU{O0}UN,

bu yerda N — natural sonlarga garama-garshi sonlar. KattalikJarni
yanada aniqroq o'lchash butun sonlar to'plamini kengaytirib, kasr
sonlarni Kiritishga olib keldi. Masalan, daraxtning balandligim
o‘Ichashda ko‘pincha u butun sonlar bilan ifodalanmasligi mumkin
yoki vaqtni hisoblashda minutlar soat o'lchovining ma’lum gismim
tashkil gilishi mumkin (Daraxtning balandligi 5,7 m ni, 15 min 1/4
soatni tashkil giladi). Butun va kasr sonlar birgalikda ratsional sonlar
to'plamini tashkil giladi. Har qanday ratsional son — ko'rinishida
belgilanadi, bu yerda m£Z, ZEN (ya’ni surat butun, maxraj natural
sonlar). Masalan, ©, - va hokazo.

Butun sonni ham ™ ko‘rinishda yozish mumkin. Bizga ™

ko'rinishdagi ratsional son berilgan bo‘lsa, unda m ni n ga bo‘lish
natijasida chekli yoki cheksiz o'nli kasrlar hosil bo‘ladi. Masalan,

1=025 | =0666...; -| =-0,75.

Maxrajning tuzilishiga garab, kasrlar ichida cheksiz davriy o'nli
kasrlar bo‘iishi mumkin:

Masalan, 3= 333..=0,(3),

é =0,16666... = 0,1(6).
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Bundan ko‘rinadiki, har ganday ratsional son cheksiz davriy o'nli
kasr ko'rinishida tasvirlanishi ham mumkin.

Chekli o'nli kasmi cheksiz davriy kasr ko'rinishida yozish mumkin.
Masalan,

| =0,2 = 0,2000...0,(2),

2 =0,75 =0,75000... = 0,75(0).

4.2.2. RATSIONAL SONLAR TOTLAMINI KENGAYTIRISH ZARURLIGI

Amaliy ehtiyojlar, matematikaning ehtiyojlari, uning mantiqiy
rivojlanishi ratsional sonlar to'plami turli masalalami hal etishda yetarli
emasligini kofrsatadi. Masalan, tomoni 1o'lchov birligiga teng bo'lgan
kvadrat berilgan, bu kvadrat diagonalining uzunligini ifodalovchi x
sonni topish lozim. Pifagor teoremasiga ko‘ra: x2= 2 yoki x = n/2 .

Shunday qilib, masala kvadrat tenglamani yechishga keltirildi.
Lekin, butun sonlar orasidagi kvadrati 2 ga teng sonni topa olmaymiz,
chunki l2< 2, 22> 2.

Demalk, izlanayotgan sonni kasrlar orasida topishga urinib ko‘rish,

ya’ni x = T deb olish lozim (m va n sonlar o‘zaro tub, albatta, aks

holda ularni gisqartirgan bo'lar edik).
Bu masalani tekshirish quyidagi teoremaga olib keladi.
1-teorema. Kvadrati 2 ga teng bo ‘igan ratsional son mavjud emas.
Isbot. Kvadrati 2 ga teng bo‘lgan ratsional son mavjud, deb

faraz gilamiz, ya’ni ~ j -2 tenglik o'rinli bo'lsin, bu yerda m va n

o'zaro tub sonlar, u holda m2= (2n)2 bundan m2 natural son juft
ekanligi kelib chigadi, bu holda esa m sonning o ‘zi ham juft, chunki
hagigatan ham, agar toq bo'lsa, u holda m2= (4k2+ 4k) + 1 ham toq,
chunki, (4k2+ 4k) juft, bundan esa m = 2k bo'lib n2—2k2 ekanligi,
ya’ni n2son juftligi kelib chigadi. Shunday qilib, m va n sonlaming
ikkalasi ham juft, ya’ni ular o‘zaro tub emas, degan xulosaga keldik,
bu esa ular o‘zaro tub degan dastlabki farazimizga ziddir. Teorema
isbot qilindi: J2 — irratsional son. -J2~ 1,411421356..., shuningdek,
ko‘p uchraydigan va n orqgali belgilanadigan aylana uzunligining
diametriga nisbati hisoblangan son ham irratsional son: 1 ~ 3,1415926...
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70-chizma.

I-ta’rif. Ratsional va irratsional sonlar to‘plami birgalikda haqigiy
sonlar deyiladi. (Haqiqiy sonlar to‘plami deb cheksiz o‘nli kasrlarga
aytiladi).

Hagqigiy sonlar to'plami R bilan belgilanadi. Haqigiy sonlarni
sonlar o'qining nugtalari bilan tasvirlash mumkin.

Agar cheksiz to‘g‘r chiziqda:

1) sanoq boshi hisoblangan 0 nuqgta;

2) strelka bilan ko‘rsatilgan musbat yo ‘nalish;

3) uzunlikni o‘lchash uchun masshtab berilsa, u to‘g‘ri chizig
sonlaroqi deyiladi. Agarx, son musbat bolsa, u 0 nugtadan o ‘ngda
O M =xx masofada yotuvchi MX nuqta bilan tasvirlanadi. Agar X,
manfiy bo'lsa, u 0 nugtadan chapda OM, = x2 masofada yotuvchi
M2 nugta bilan tasvirlanadi (70-chizma).

Sonlar ofgining har bir nuqtasi bitta haqiqiy sonni ifodalaydi.
Ixtiyoriy ikkita haqiqiy son orasida bitta ratsional yoki irratsional
son topiladi. Ayrim hollarda R haqiqiy sonlar to‘plamini sonlar to‘g‘ri
chizig‘i, haqiqiy sonlarning o ‘zini esa bu to‘g‘ri chizigning nuqtalari
deb ataladi.™'

4.2.3. HAQIQIY SONNING ABSOLUT QIYMATI (MODULI)

I-ta’rif. x hagigiy sonning absolut giymati (yoki moduli) deb
quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi manfiy bolmagan hagiqgiy songa
aytiladi, x sonning absolut giymati |x| bilan belgilanadi:

x > 0 bo‘lsa, |x|=x;
x = 0 bo‘lsa, |x | =0;
X < 0bo'lsa, |[x]| = - x

Misollar: [3,12| = 3,12, |[0]=0, |-2,7 |= -(-2,7) = 2,7,
|[cosx —2|= —(cosx —2) = 2 - COSX.

Istalgan x haqgiqiy son uchun x2< |x| tengsizlik o‘rinli ekanligi
ta’rifdan ko‘rinadi.
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Haqiqiy sonlarning absolut giymati ta’rifidan kelib chigadigan
teoremalarni ko‘rib o ‘tamiz.

1-teorema. Ikkiyoki birnecha go'shiluvchilaryig'indisining absolut
giymati, go'shiluvchilarning absolut giymatlariyigindisidan katta emas:
Ix +y I< IX 1+ I>]

Isbot. Aytaylik. |[x +y|>0 bolsin, u holda ta'rifga ko‘ra:
X +y|] = x+ < |x|+ |y Lchunkix < \y\;y< \y\. Endix+y <0
boMsin, u holda ta’rifga ko‘ra: |x +y |= -(x +y) = (-x) + (-
y)< IX 1+ \y\. Demak, |[x +y \< |x |+ ]y |

Keltirilgan isbot go'shiluvchilar soni bir necha bo‘lgan hoi uchun
ham oson umumlashtiriladi.

2-teorema. Ikki son ayirmasining absolut gqiymati bu sonlar absolut

giymatlarining ayirmasidan kichik emas: \x —y | > |x |—|y |
Isbot. t-y =1z deb olamiz, u holda 1-teoremaga ko‘ra:
X | —|y+?:]< \y\+ \z\= \y\+ Ix- y I, bundan esa |x | —

-y I<Ix -y | Demak, |x-y[>[x]|-]y].

3-teorema. Ko paytmaning absolut giymati ko paytuvchilar absolut
giymatlarining ko paytmasiga teng: [x->>| = |x |m|y |

Isbot. Aytaylik, x > 0vay >0 bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra: |x | =x,
\y\=y, u holda xmy >0 boigani uchun ta’rifga asosan:

X *ml=x-y . Bundan esa [x -y | = |x |*|y \ga ega bo‘lamiz.

Endi x< 0 va y <0 deb faraz gilamiz. U holda (-x) > 0,
(~Y) > 0 va ta’rifga ko‘ra |x | = -x, |—y | =-y bo‘ladi.

Oldingi holdan foydalansak, |[x -y | = [-(X) ¢(-y) | =(-x)X
X(-J}) = \x |+ |gaega bo‘lamiz. Endi x va y lar garama-garshi
ishorali bo'lgan holni tekshiramiz. Aniglik uchun x <0 vay >0
boMsin. x ¢y < 0va |x | = -Xx bo‘lganidan va absolut giymat ta’rifidan

foydalansak, |x -y \= —(x*y) = (-x) ey =\x \*\y \ga ega bo‘lamiz.
4-teorema. Bo finmaning absolut giymati bo finuvchi va bo fuvchi
absolut giymatlarining bo linmasiga teng:

7K <>

Bu teorema isboti ham absolut giymat ta’rifidan bevosita kelib
chigadi.
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4.2.4. SONLI TOPLAMLAR. ORALIQLAR. NUQTANING ATROFI.
HAQIQIY SONLAR TOTLAMINING BA’ZI BIR TO'PLAM OSTILARI

1-ta’rif. @ < X <b go‘sh tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha
haqiqiy sonlar (to‘g‘ri chizigdagi nugtalar) to'plami yopiq oraliq yoki
boshi a, oxiri b nugtadagi kesma deb ataladi va \a\ b\ orgali belgilanadi.
b - asonga [a\ b\ kesmaning uzunligi deyiladi.

2-ta’rif. a <X < btengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x hagiqiy
sonlar to'plami ochiq oraliq yoki interval deb ataladi va (a; b) orqgali
belgilanadi. b - a songa (@; b) interval uzunligi deyiladi.

3-ta’rif. a < X < b yoki a <X < b tengsizlikni ganoatlantiradigan
X hagigiy sonlar to‘plami yarim oraliq deb ataladi va mos ravishda
[a; b) yoki (a; b] orgali belgilanadi.

4-ta’rif. X > a tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha x hagiqiy
sonlar to‘plami cheksiz oraliq deyiladi va (a; + °0) ko‘rinishda
belgilanadi.

Shunga o'xshash, X <b, X >0, x <b tengsizliklar mos ravishda
(-00; b), \a\ +00), (-00; b\ oraliglar bilan aniglanadi. Ayrim hollarda
haqiqiy sonlar to‘plami ham cheksiz oraliq deyiladi va (—00; +00)
ko‘rinishida belgilanadi.

5-ta’rif. Berilgan XOnuqtani o'z ichiga oladigan har ganday oraliq
(interval) XOnugtaning atroft deyiladi. Odatda XOnugqtaning e(e > 0)
atrofl tushunchasi kiritiladi, bu (x0—e; X0+ e) interval orgali ham
belgilanadi.

4.2.5. CHEGARALANGAN VA CHEGARALANMAGAN SONLAR
TO‘PLAMI. SONLAR TEKISLIGI

1-ta’rif. Agar E sonli to'plamning barcha x elementlari uchun
x < M(x > M) tengsizlikni ganoatlantiradigan M son mavjud boisa,
u holda E to‘plam yuqoridan (quyidan) chegaralangan deyiladi. M
soni (M soni) E sonli to4plamning yuqori (quyi) chegarasi deyiladi.

Masalan, 1) barcha natural sonlar to'plami quyidan 1 soni bilan
chegaralangan; 2) manfiy sonlar to'plami yuqgoridan O soni bilan
chegaralangan.

Ta'rifdan ko'rinadiki, sonli to‘plam cheksiz quyi va yuqori che-
garalarga ega boiishi mumkin. Masalan, MXsoni to‘plamning yuqori
chegarasi desak, u holda shunday M2> JI/, soni mavjudki, M2soni
ham sonli to'plam uchun yuqori chegara boiadi, chunkim< Mx< M,
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Masalan, manfiy sonlar to'plami uchun
yuqori chegara fagat O soni boiinasdan, undan katta sonlar ham
yugori chegara boiadi.

2-ta’rif. E to'plamning barcha yuqori chegaralarining eng kichigi
E to‘plamning aniq quyi chegarasi, E to'plamning barcha quyi
chegaralarining eng kattasi E to‘plamning aniq yuqori chegarasi
deyiladi. Anigq quyi chegara infE (infimum — eng kichik), aniqg yuqori
chegara SUPE (supremum — eng katta) bilan belgilanadi.

Eslatma. To'plamning yuqori va quyi chegaralari to'plamga tegishli
bo'Imasligi ham mumkin.

3-ta’rif. Quyidan va yugqoridan chegaralangan E to'plam
chegaralangan toplam deyiladi.

Masalan, 1) ixtiyoriy kesma chegaralangan to'plam, chunki uning
quyi chegarasi kesmaning chap oxiri, yuqori chegarasi kesmaning
o'ng oxiri hisoblanadi; 2) barcha to'g'ri kasrlar to'plami
chegaralanmagan to'plam.

Biz yugorida hagigiy sonlarni to'g'ri chizigning nuqtalari bilan
ifodalash mumkinligini aytgan edik. Shunga o'xshash koordinatalar
tekisligini nuqtalar bilan tartiblangan haqiqiy sonlar tekisligi deyish
mumkin, istalgan sonlar juftini esa shu tekislikning nuqtalari deyiladi.
Sonlar tekisligi R2bilan belgilanadi.

4.3. KOMPLEKS SONLAR

4.3.1. KOMPLEKS SONLAR TO‘PLAMI. KOMPLEKS SON

Ixtiyoriy ko'rinishdagi algebraik tenglamalami yechishda haqiqiy
sonlar to'plami yetarli emas. Hagigatan ham, sonlar to'plamida
diskriminanti manfiy boigan kvadrat tenglama, masalan, X2+ 1=0
tenglama yechimga ega emas.

Bu qiyinchilikdan qutilish magsadida kompleks sonlar to‘plami
kiritiladi. Bu to'plamga haqiqiy sonlar to'plami to'plam osti sifatida
kiradi. Kompleks sonlar to'plami C bilan belgilanadi. X1+ 1= 0; D <0
tenglama yechimi kompleks sonlar to'plamida bor, deb, ya'nii =

bilan belgilanuvchi mavhum birlik kiritamiz. Bu mavhum birlik
yuqoridagi tenglamaning yechimi boiadi, ya'ni P+ 1=0; P= —1.
Shunday qilib, biz hagigiy sonlar to'plamini bi mavhum sonlar bilan
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© to‘ldiramiz. Haqiqiy a sonini mavhum
bi soniga qo‘shishdan a + bi kompleks
sonini hosil gilamiz.

I-ta'rif. a + bi ifodaga kompleks
son deyiladi (bunda a, b haqiqiy sonlar,
/ esa mavhum birlik, a — kompleks
sonining hagqgigiy, bi — mavhum
gismlari). Agar a{+ bxva a2+ bj kom-
pleks sonlarda ax= a2, bt= b2 bo4sa,

71-chizma. ular teng deyiladi. Odatda kompleks
son bitta Z harf bilan belgilanadi.

Z=a + bi kompleks sonning hagigiy va mavhum qismi nolga
teng bo‘lsa, ya'ni @a= 0 va b= 0 bo‘lsa, u nolga teng bo‘ladi.

Mavhum qismlari bilan farq giluvchi z- a + bi va z= a- hi
kompleks sonlar qo'shma deyiladi. Haqigiy va mavhum gismlarning
ishoralari bilan farq qiluvchi ikkita zx=a + bi va z2=-a - hi
kompleks sonlar garama-garshi kompleks sonlar deyiladi.

Kompleks sonni geometrik tasvirlash uchun R={0; 7; /}
koordinatalar sistemasida abssissalar o‘giga Z = a + bi kompleks
sonning haqiqiy gismi a ni, ordinatalar o’giga esa mavhum gismining
koefRtsiyenti b nijoylashtirsak, tekislikda (o; b) nuqtaga ega bo‘lamiz.
Shu nugta a + bi kompleks sonni geometrik tasviri deb gabul gilinadi.
Odatda bu Z nuqgta deyiladi. Shunday qilib, tekislikning har bir nuqtasi
bitta kompleks sonni ifodalaydi. Boshgacha aytganda, tekislik
nuqtalari bilan kompleks sonlar to‘plami o‘rtasida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatiladi. Q xo‘qida kompleks sonni haqiqgiy gismi joylash-
gani uchun haqgiqgiy 07, ordinatalari o‘qida mavhum gismga tegishli
son joylashgani uchun mavhum 079, xOy tekisligining o‘zini esa
kompleks tekislik deyiladi.

Kompleks tekislik Zbilan belgilanadi.

4.3.2. KOMPLEKS SONNING TRIGONOMETRIK SIIAKLI

Z=X + yiko‘rinishdagi son algebraik ko‘rinishdagi kompleks son
deyiladi. Kompleks sonning trigonometrik shaklini hosil gilish uchun
71-chizmadan foydalanamiz. Chizmadan:

X = rcosp; Y - rsvnip, (1)
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bunda: r — kompleks soni Z ni tasvirlagan vektorning uzunligini
ifodalaydi va unga Z sonning moduli, 9)burchakni esa Z ning argumenti
deyiladi.

(V)=>\2\=\x +yi\=r =y]x2 +y2. (2

Argument bir giymatli aniglanmay, balki 2K qo‘shiluvchi qadar
aniglikda aniglanadi, bunda K — butun son. Argumentning barcha
giymatlari orasidan 0 < (p < 21K tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
bittasini tanlaymiz. Bu giymat bosh giymat deyiladi va tubandagicha
belgilanadi: = arg Z.

(1) tengliklarni hisobga olib, kompleks sonni quyidagicha ifodalash
mumkin:

(T) =Z=x +yi=>r(coscp + ['sin <), (3)
bu yerda:

m=Jx2+y2;

arctg Z? agarx >0;y >0 bo'lsa;
ip=argz = n +arctg Z, agar x <0 bo‘lsa;

2n +arctg agar X >0,y <0 boisa.

(3) ga kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi.

1-mi sol. Kompleks sonning moduli 3 ga, argumenti 0>= -jga
teng bo Isa, uning hagigiy va mavhum qismlarini toping.
Yechish. (1) formuladan:

ercos<p=3msZ:3—2 = )

Y =/-sin = 3sinJ =3~ .
2-misol. z =i kompleks sonning argumentini toping.
Yechish. X =0;y =1 r= 1 Fn= -

I
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3-misol Qo'shma va qarama-qgarshi sonlarni chizmada tasvir-
lang va izohlang.

Yechish. 72-chizmadan ko'rinadiki, qo'shma kompleks son-
lar bir xil modulga ega va absolut giymatlari bo‘yicha teng argument-
larga ega boiib, haqigiy o‘gga simmetrik boigan nugtalar bilan
tasvirlanadi, ya’ni qarama-garshi kompleks sonlar koordinatalar
boshiga nisbatan simmetrik nuqtalar bilan tasvirlanadi (72-chizma).

4-misol. z= 1- i kompleks sonni trigonometrik shaklda
ifodalang.

Yechish.

Xx=1l y=-1 r=yj2
tgv>= —1; <p= 2tt-arctg(l) =In -j =

Shunday qilib,
1n m 1y
V2(COS—4 +/sin oy
Endi kompleks sonlar to‘plamining ba’zi bir to'plam ostilarini
ifodalovchi munosabatlami geometrik nuqtayi nazardan ko‘rib o ‘taylik.
a) |z\- 2, bu munosabat kompleks tekisligida markazi koordinata-
lar boshida, radiusi 2 ga teng boigan aylananing nuqtalarini ifodalaydi;
b) 2 < |*| < 3 munosabat esa markazi koordinatalar boshida
joylashib, ichki radiusi 2ga teng boigan konsentrik joylashgan
aylanalar bilan chegaralangan halga ichidagi nuqtalar to‘plamini

ifodalaydi (73-chizma).
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73-chizma

d) arctgZ =+ munosabatga kompleks tekislikda koordinatalar

boshidan 30° burchak ostida chiquvchi nurdagi nuqtalar to‘plami
mos keladi.

e) ~<argz”y munosabatga esa kompleks tekislikdagi

koordinatalar boshidan 45° va 60° burchak ostida chiquvchi nurlar
bilan chegaralangan nuqtalar to'plami hamda nurlar ustida yotuvchi
nuqtalar to'plami kiradi (74-chizma).

4.3.3. KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR

Kompleks sonlarni qo‘shish. zx= s, + b}i va z2= a2+ bz kom-
pleks sonlaming yig'indisi deb zx+ z2 = (al + a2 + (b{+ b2i tenglik
bilan aniglanuvchi songa aytiladi. Kompleks sonlarni qo‘shish vek-
torlarni go'shish formulasidan vektorlar bilan ifodalangan kompleks
sonlarni qo'shish goidasi bo'yicha bajarilishi ko'rinadi (75-chizma).

Misol zx= 2 + 5/va”™ = -1 - 3/kompleks sonlarni yig'indisini
toping. y

Yechish.

r,+r,= (2+50+ (-1 - 30-

=(@2- D)+/5- 3)= 1+ 2i Cpo

Kompleks sonlarni ayirish.
- ax+ byi va z2= a2+ bZ kompleks r J
sonlarning ayirmasi deb shunday
kompleks songa aytiladiki, unga ayri- B i X
luvchi kompleks sonni go'shganda
kamayuvchi kompleks son hosil boiadi: 75-chizma.
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r,- r2= (o, + bx) - (a2+ bd) =
=(a, - a2 + /(> - b2.

Ikkita komplcks son ayirma-
sining moduli shu sonlarni kompleks
sonlar tekisligida tasvirlovchi nuqgta-

> lar orasidagi masofaga teng (76-
chizma).

Misol z, =6+ 5/ va z22=4 -
2/ kompleks sonlarning ayirmasini

\r,--zi\= <-9ry/ toping.
76-chizma. Yechish. zx=6 + 5/ va z2-
= 4-2/ lar berilgan. zi- 2= (6 +
+50- (4-20=(06-4)+/5+2)=2+17]
Kompleks sonlarni ko”paytirish. zx=a, + V va r2= a2+ b2
kompleks sonlarning ko'paytmasi deb /2= -1 ekanligini hisobga
olgan holda kompleks sonlarni ikkita ko‘phad ko'paytmasi shaklida

ko'paytirishdan hosil bo‘lgan kompleks songa aytiladi:
Z,'22= aj gj b2+ (atb2- adxi.

zxva  kompleks sonlar trigonometrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsa,
ya'nizx= r,(cos (p{+ isin  vaz2= r,(cos g2 /sin B bo‘lsa, u holda
ularning ko'paytmasi zx'Z2=r{er,(cos (P} + ipd + isin(p, + 9)
bo‘ladi.

Misol zx=2(cosj +/sin|j va Zi -2 (cos” +isin~j kom-

pleks sonlarning ko‘paytmasini toping.

Yechish. Zxm2 =272 cos(*+?j+/sin (™ +7j

= 2V2 (cos ™ +/sin~j = 2V2/.

Kompleks sonlarni bodish. Kompleks sonlarni bo‘lish amali
ko‘paytirish amaliga teskari amal sifatida aniglanadi. Boshgacha
aytganda, Z'z2=zx bo‘lsa, z soni zx=x{+ iy{ ning z2=x2+ iy2
kompleks songa bo‘linmasi deyiladi.

z=£ Dbo‘linmani topish uchun surat va maxrajni r2ning
go‘shmasi Z ga ko‘paytiramiz:
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z=ILZL, bundan: z=3 4 .'+/
22- 11 xf+yl xf+yf

Agar komplcks sonlar trigonometrik ko‘rinishda berilgan bo‘lsa,
ya’ni zx- /|(cos”, +/sin §X) va z2 =r2(cos™2+/sin §2) bo‘lsa, u
holda

zx _ M(cosMi+ZsinMi) _ M(cosy>|+/'sin y>)e (cosy>2- /sin §2) _
72 (cos ip2+/sin tp2) 12(cos-y)2+sin2y,2)

= Y lcos (Gpe<p2) +isin (p, - §2)].

Shunday qilib, 9= &-[(cos(">1-" 2)+/sin(p,-p2)I, ya’ni kom-

pleks sonlarni bo‘lishda bollinuvchining moduli bo‘luvchining
moduliga bo‘linadi, argumentlari esa ayriladi.

Misol zx=\/3 +/ni z2=-3 - 3/ga:

a) algebraik; b) trigonometrik ko'rinishda bo‘ling.

Yechish.

il - A+ - (V3+/) (-3+3Q _ -3¥3-3+(¥Y3-3)/ _
a) -3-3/  (-3-3/) (-3+3/) 9+9

_ -3[VE+L(V3-1)] _ -V3-l  \B-l .
18 C + £ b

b) zx=-<s3+/=2(cos +/sin~j;
*2=-3-3/=3V2 (cos™ +isin”™);

2cosN-+/sin —
6 6

3—"f[cos—+/sin— =1 [“ (FT)+I7I"(|—T)]
4 4

iL =

.3\/22 [cos(-18e)+ /sin(-£)] =~ (cosi™-,Snlll =
2 1 H * N i i i -
3N [cos(*+i) - /«in(*+£)] - (-cosi +,sini) =
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-cos(2-i)+/sm(:-1)

2 . R . . S
o (-cosy ecos~ - sin~sinjj+/(sin~mosj - cosj esin "j
1 V2\ Ya+i . T3-i
| 2 2 2 23 N2 2 2'Tj 6" 6
Kompleks sonni darajaga ko'tarish. Kompleks sonlarni ko‘paytirish
goidasidan darajaga ko‘tarish qoidasi kelib chigadi. r = r(cos p+ isin <)
kompleks son uchun n natural bo‘lganda:n= ~(cosrt™ + Zsin”).
Bu formulani Muavrformulasi deyiladi. Muavr formulasini tatbiq gilishda
pk- K+ _ g pk+2= _j» pc+3_ _j bo‘lishini e’tiborga olishimiz
kerak.
Misol (-1 + /)5ni hisoblang.
Yechish.

Z=-1+/=72(cos™- +/sin
25=(-1 +05=(72)5+(cos~ +isin~ j =
=4V2 (cos5+L. +/sin5 =472(cos 675° + isin 675°) =
= 4V2 [cos(720° - 45°) + isin(720° - 45°)] =

= 472 (cos 45° - /sin 45°) = 472 A AN j=4-al=41- D).

Kompleks sondan ildiz chigarish. Ildiz chigarish amali darajaga
ko‘tarish amaliga teskari amal. Kompleks sonning n-darajali ildizi
deb shunday z? kompleks songa aytiladiki, r* ning n-darajasi r soniga
tengdir, ya’ni

(r*)n=r

Aytaylik, z = r{cosip+ /sin ip) va? =p(cosB + isin 0) bo'lsin.
Muavr formulasiga asosan /<cos p+ isin <) = p"’(cos NB + isin nB),

bundan r =p", n8 =ip+ brk\ p vaB ni topamiz.
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Bu yerda Kk — istalgan butun son, 7r — arifmetik ildiz. Demak,

ffiwsip+Tshup) = <fr (cos +/sin — j; bu yerda Kk = 0,1

.n- 1
Miso 1.ning ildizlarini toping.

Yechish. 71 sonni trigonometrik ko'rinishda yozamiz. z= 1
bo'lib, z= 1= cos 0 + isin 0 bo‘ladi.
7C =7co0s0 +/sin 0 = cos +isin

k0=0; A =cos0+isin0=1

K~1 z2=cos”™ +/sin”™ =cos72°+/sin72° = 0,309 +/0,951;
Pb=2; £3=cos”™ +/sin~ =cos144°+/sin 144°—
=-0,809+/0,587;

K3 =3; z4=cos?€ +/sin - cos216° +/sin 216°=
=-0,809-/0,587;

k4 =4; 5 =cos™T+/sin” =cos288°+ /sin 288°=

=-0,309+/0,951.

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar

1 To'plam deganda nimani tushunasiz?

2. Haqigiy sonlar to‘plamining gism to'plamlarini ko‘rsating.

3. To'plamlar birlashmasi, kcsishmasi, ayirmasi ta’riflarini aytib bering.
4. To'plamga to'ldiruvchi deganda nimani tushunasiz?

5. To'plamlar ustida amallar ganday xossalarga ega?

6. Sonli to'plam nima?

7. Kompleks sonlar bilan hagiqiy sonlar to'plamining fargi nimada?

8. Kompleks sonlarni qo'shish, ayirishda ganday sonlar hosil boiadi, misollar

yordamida tushuntiring.

9. Kompleks sonning moduli va argumenti deganda nimani tushunasiz?
10. Kompleks sonni darajaga ko'tarish formulasini keltirib chigaring.
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5-bob. FUNKSIYA. KETMA-KETLIKLAR.
LIMITLAR NAZARIYASI

5.1. FUNKSIYA. TESKARI FUNKSIYA.
ENG SODDA ELEMENTAR FUNKSIYALAR

5.1.1. FUNKSIYA TUSHUNCHASI. SONLI FUNKSIYA.
FUNKSIYANING BERILISH USULLARI

Funksiya tushunchasi matematik tushunchalarning asosiylaridan
biri sanaladi. Bu tushuncha matematika bilan turli real hodisalar
orasidagi bogianishni ochib beradi. Funksiya tushunchasi ikki to‘plam
elementlari orasidagi bogianishni ifodalaydi. Masalan, sinfdagi
partalar (ikki o'rinli) to'plami A bilan o'quvchilar to'plami B orasi-
dagi bogianishni olib garaylik: 1 partaga 2 ta o‘quvchi, 2 partaga 4
ta o'quvchi, 3 partaga 6 ta o'quvchi va hokazo mos keladi. Boshqacha
aytganda, A to'plam elementlari bilan B to‘plam elementlari orasi-
dagi biror gonunga mos funksional bogianish o'rnatiladi.

Ta’rif. Agar biror/qonunga ko'ra A to'plamning har bir s+ ele-
mentiga B to'plamning yagona y elementi mos kelsa, u holda A
to'plamdaf{x) funksiya berilgan deyiladi vay =f[x), XGA ko'rinishda
belgilanadi, bunda x funksiya argumenti, y esa funksiya giymati
deyiladi. A to'plam funksiyani aniglanish sohasi, B to'plam esa
funksiyaning giymatlar sohasi deyiladi. Funksiyalami belgilashda fagat
/harfidan emas, balki boshga harflardan ham foydalanish mumkin.
Masalan, y = y(x), ¥y =g(x), y =A(X), y = F(x) va boshgalar.

Agar yuqoridagi funksiya ta’rifida Ava B to'plamlarAC R, BC R
boisa, funksiya sonli funksiya deyiladi. Biz bu kursimizda sonli
funksiyalar bilan ish ko'ramiz va uni bundan keyin gisgacha funksiya
deb ishlatamiz. Agar A va B to‘plamlar hamda ularning funksional
bogiiglik gonuni berilgan boisa, funksiya berilgan hisoblanadi.
Funksiya asosan 3 xil usulda beriladi:

a) Analitik usul. Bu usulda o'zgaruvchilar orasidagi bogiiglik

formulalar yordamida beriladi.
1-misol. y = x3ifoda aniglanish sohasi (-«>; + 00) sonlar o'qida,
giymatlar to'plami ham sonlar o'qi (-co; +o0) da berilgan funksiya-
ni aniglaydi.
2-mi sol. y = (I-x 212 ifoda aniglanish sohasi f-1; 1] kesma-
da, giymatlar to'plami fO; 1] kesmada boigan funksiyani aniglaydi.
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Ayrim hollarda funksiyaning
aniglanish sohasidagi oraliglarga garab
turli formulalarda berilishi mumkin.

Masalan,

X3, X <0;

V= x+2, x>0 (77-chizma).

Jadval usuli. Funksiya jadval usulida
berilganda funksiya argumentlari va

unga mos keluvchi funksiya giymatlari 77-chizma.
X 0 01 0,2 3 0,5 4 2 15
y -2 5 2 -1 -4 0,5 5 3

Jadvaldan ko'rinadiki, funksiyaning aniglanish sohasi argument-
ning 8 ta giymatida boiib, unga funksiyaning ham 8 ta giymati
to'g'ri kelgan. Jadvaldagi qiymatlar tajribalardan yoki tajriba
natijalarini matematik hisoblashlar natijasida oUngan bo'lishi mumkin.

Masalan, kvadratlar, kublar jadvali, logarifmlar jadvali, trigono-
metrik funksiyalar jadvali va h.k.

Grafik usul. Bu usul asosan funksiyalami analitik usulda berish
giyin boigan hollarida uchraydi. Ko'pincha, tabiatda ro'y beradigan
hodisalami o'rganish jarayonida apparaturalar yordamida egrilar
olinib, ularni o'rganishga to'g'ri keladi. Masalan, ossillografni, elek-
trokardiogrammalami ko'rsatishlari funksiyani grafik usulida berili-
shiga misol bo'la oladi.

5.1.2. FUNKSIYALARNING MONOTONLIGI,
JUFT-TOQLIGI VA DAVRIYLIGI

1-ta’rif. Agary =/(x) funksiyada har bir x uchun shunday M son
mavjud boiib, f[x) < M(1) tengsizlik bajarilsa, y=4x) funksiya
chegaralangan deyiladi. (1) tengsizlik geometrik nugtayi nazaridan
chegaralangan funksiyaning grafigi koordinatalar tekisligida —
M <y < M gorizontal polasada joylashishini bildiradi.

Masalan, y = x-fxl, xe R funksiyaning grafigi butunicha
0s y < 1 polasada joylashgan. Shuning uchun bu funksiya
chegaralangan, y = x3 funksiya chegaralanmagan (78, 79-chizmalar).
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2-ta’rif. Agar/{x) funksiya argumentining ixtiyoriy ikkita jc, E A,
x2E Nl giyrnatlari uchun x, < x, shartda”~x”~”x,) tengsizlik bajarilsa
[OX) funksiya o Suvchi deyiladi. Agar JIX,)</1x9 tengsizlik bajarilsa,
f{x) funksiya gatiy o Suvchi deyiladi.

3-ta’rif. Agar/(x) funksiya argumentining ixtiyoriy ikkita x, GA
va x,£A giyrnatlari uchun .Ox,) >j[x2 tengsizlik bajarilsa, f{x)
funksiya kamayuvchi deyiladi. Agary(x,)>/(x,) tengsizlik bajarilsa,
fix) funksiya gatiy kamayuvchi deyiladi.

Qat’iy o ‘suvchi, o ‘suvchi, gat’iy kamayuvchi va kamayuvchi funk-
siyalar monoton funksiyalar deyiladi.

4-ta’rif. Agar A to‘plamdagi ixtiyoriy x element uchun/(-x) =fx)
tenglik bajarilsa y=1fx) funksiya juft funksiya deyiladi. Agar A
to‘plamdagi ixtiyoriy x elementi uchunj[-x)=-j[x) tenglik bajarilsa,
y=fx) funksiya toq funksiya deyiladi. y = x2 xG R funksiya juft
funksiya, chunki y=(-x)2= x2

5-ta’rif. Agar/(x) funksiya uchun shunday 7>0 son mavjud boiib.
funksiyaning aniglanish sohasida olingan ixtiyoriy x uchun fx -
T) =f[x + 1) tenglik bajarilsa, u holda y=fx) davriy funksiya deyi-
ladi. y=sinx, y=cosx, y-tgx funksiyalar davriy funksiyalar.

5.1.3. TESKARI FUNKSIYA. SODDA ELEMENTAR FUNKSIYALAR

Bizgay =fx) funksiya berilgan boisin. Bu funksiyaning aniglanish
sohasi A to'plamdan, funksiyaning giymatlar to‘plami B to‘plamdan
iborat boisin. Agar j[x) funksiya o‘suvchi boisa, A to‘plamidan
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olingan x, va x2qgiymatlarni garasak, o ‘suvchi funksiya ta’rifiga ko‘ra
X)< x2vay=Ax{, y =/(x2 boisa, u vagtda y, < y2boiadi.

Demak, ikkita har xil x, va x, giymatlariga funksiyaning ikkita y,
vay, giyrnatlari mos keladi. Buning teskarisi ham to‘g‘ri, ya’ni agar
y <y,vay”/x,),y =fx2boisa, o‘suvchi funksiya ta’rifidan x, < x,
kelib chigadi. Shunday qilib, x ning giyrnatlari bilan y ning ularga
mos giyrnatlari orasida o ‘zaro bir giymatli moslik o'rnatiladi. y ning
bu giymatlarini argumentning qiyrnatlari deb, x ning giymatlarini
esa funksiyaning giyrnatlari deb garab x niy ning funksiyasi sifatida
olamiz. x = <p(y) funksiya y - fx ) funksiya uchun teskari funksiya
deyiladi. Shunga o ‘xshash, kamayuvchi funksiya uchun ham teskari
funksiya mavjudligini ko'rsatish mumkin. Agar x = y(y) va y=f[x)
funksiyalarning grafiklarini yasasak, bitta chiziqgdan iborat boiadi.
x =tp(y) teskari funksiya y=/(x) tenglamani x ga nisbatan yechish
yoli bilan topiladi. Odatda, teskari funksiyaning argumentini x bilan,
funksiyani esa y bilan belgilab grafik chizilsa, u holda ikkita har xil
grafik hosil boiadi. Grafiklar birinchi koordinata burchagining
bissektrisasiga nisbatan simmetrik bolishini ko‘ramiz. Shuning uchun
Y -fix) funksiyaga teskari funksiya x = <p(y) ko‘rinishda belgilanadi.

Sodda elementar funksiyalar deb quyidagi funksiyalarga aytiladi:
darajali funksiya: y=x“, bunda aER , ko Tsatkichli funksiya: y —a\
bunda a* 1 musbat son; logarifmik funksiya: y = loga, bunda a* 1
musbat son; trigonometrik funksiyalar. y = sinx, y = cosx, y = tgx,
y = secx, y = cosecx, y = ctgx va teskari trigonometrik funksiyalar:
y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgX, y = arcsecx, y = arccosecx,
y = arcctgx. Bu asosiy elementar funksiyalar o‘rta maktab kursida
o‘tilgan boisa-da, ularning ustida to‘xtalib olamiz.

Darajalifunksiya:y = x“ (a — hagiqiy son), a — darajali funksiya-
ning ko'rsatkichi. Umuman darajali funksiyaning aniqlanish sohasi
a ning giymatlariga garab turli boiadi. a irratsional son boiganda
funksiya logarifmlash va potensirlash yoli bilan hisoblanadi. Bunda
x> 0 deb olamiz. x>0 da a=0 boisa, x"= 1 boiadi. a*0 boisa,
darajali funksiyaning giymatlar to‘plami haqiqgiy son (0; +°0)
intervaldan iborat boiadi. 80, 81-chizmalarda darajali funksiyaning
«> 1,a = lvaa<0 giymatlaridagi tasvirlari berilgan. 80-chizmadan
ko‘rinadiki, darajali funksiya musbat ko'rsatkichlarda o ‘suvchi, manfiy
ko‘rsatkichlarda kamayuvchidir. Shuning bilan birga darajali funksiya
a ning giymatlariga garab aniqlanish sohalari har xil bolishini eslatish
kerak:
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a) a butun musbat son bo‘lsa, funksiya (- 00; + 00) intervalda
aniqglangan;

b) a — butun manfiy son bo‘lsa, funksiya x ning x=0 dan boshga
hamma giymatlarida aniglangan.

80-0, b chizmalarda a ning butun musbat son giymatlarida sra-
fiklar tasvirlangan.

80-d chizmada a ning butun manfiy son giymatlari uchun gra-
fiklar tasvirlangan.
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81-fl, b, d, e chizmalarda a ning
ratsional kasr giymatlari uchun gra-
fildar tasvirlangan.
Ko fsatkichlifunksiya:y = a\'a >0
va a* L Bu funksiyaning aniglanish
sohasi barcha haqiqiy sonlar to‘plami
R dan iborat. Bu funksiya a >1 da
o0 ‘suvchi, 0 < a < 1 da kamayuvchi.
Ikkala holda funksiya chegaralan-
magan (82-chizma).
Logarifmik funksiya: y = log, 82-chizma.
a>0va a* 1l Bu funksiya musbat
sonlar to'plami, ya’ni R da
aniglangan. Bp funksiyaning giymatlar to‘plami esa hagiqiy sonlar
to'plamidan iborat. Ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar o ‘zaro
teskari funksiyalar bo‘lgani uchun ularning grafiklari y =x to‘g‘ri
chizig‘iga nisbatan simmetrik joylashgan (83-chizma).
Trigonometrik funksiyalar. Trigonometrik funksiyalar barchasi
davriydir. y = sinx ,y - cosXx, x e R funksiyalari davri 2n ga teng.
sinx funksiyasi toq, cos x funksiyasi juft. Bu funksiyalar x ning barcha
giymatlarida aniglangan. Bu funksiyalarning grafiklari chegaralangan
bo‘lgani uchun -1 <y < 1polasadajoylashadi (84-chizma).y = tgx;
X G R, x* £n0/2+nK, KGZ; y = ctgx; x G R, x"nk, kKE. Z.

83-chizma. 84-chizma.
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86-chizma.
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5 14. MURAKKAB FUNKSIYALAR. KO'PIIADLAR. RATSIONAL
FUNKSIYALAR. ALGEBRAIK VA TRANSSENDENT FUNKSIYALAR

Murakkab funksiyalar. Bizga ikkita: y - F(u) va n = <p(x) funksi-
yalar berilgan boMsin. Boshgacha aytganda, y v ning funksiyasi boMib,
1 esa 0 ‘z navbatida x o ‘zgaruvchiga bogMiqg boMsa, y ham x ga bogMiqg
boMadi, ya'ni y = F[ip(x)] funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya mu-
rakkab funksiya deyiladi.

y - Rlip(x)\ funksiyaning aniglanish sohasi n = <p(x) funksiya-
ning aniglanish sohasi yoki v ning F(u) funksiya aniglanish sohasidan
tashqgari chigmaydigan giymatlarida aniglanadigan gismi boMadi:

Misol. u=\-x2 y=yii boMsin, u holda murakkab funksiya,

y =\J1-x 2 boMadi. Bu funksiyani aniglanish sohasi [-1; 1] kesma-
dan iborat.

Kophadlar. Pn(x)=flax"+ a*"-1+ ax™2+ ... +an k+ an x£ R,
aQ¥ 0 ko‘rinishidagi funksiya n-darajali ko‘phad yoki butun ratsional
funksiya deyiladi. Bu yerda a0, av av .. an koeffltsiyentlar deb
ataladigan o ‘zgarmas sonlar, n G N; n — ko‘phadning darajasi dey-
iladi. Ko‘phadlar lotin alfavitining bosh harflari P, R, Q... bilan
belgilanib, uning pastida indeks bilan ko‘phadning darajasi ko ‘rsatiladi.

Masalan, uchinchi darajali ko‘phad: P}x) = a ™ + 5x; birinchi da-
rajali ko‘phad: P,(x)= a*x + a. Ikkinchi darajali ko‘phad esa kvadrat
uchhad deb ataladi: P2Ax) = a2+ a,x + a2 Ko'phadlar chegaralan-
magan, davriymas funksiyalar boMadi. Ayrim ko‘phadlargina toq va
monoton funksiyalar boMishi mumkin.

\)y Ratsional kasrlar. Bu funksiya ikkita ko‘phadning nisbati kabi
aniglanadi:

y _ MW _ aOxn+alxn~l+..+an_Ix+a,,
b(x m+blx m~ +...+bm_Ix+bm

Bu funksiyaning aniglanish sohasi sonlar o‘gining kasr maxrajini
nolga aylantiradigan nugtalaridan boshga barcha nugtalar to‘plamidan
iborat. Agar ratsional kasming suratidagi ko‘phadning ko‘rsatkichi
maxrajidagi ko'phadning ko ‘rsatkichidan kichik boMsa, to‘g‘ri ratsional
kasr, aks holda noto‘g‘ri ratsional kasr deyiladi. Noto‘g‘ri ratsional kasrni
to‘g‘ri ratsional kasr bilan ko'phadning yigMndisi shaklida ifodalash
mumkin.

X 43
Masalan, vy - EAN kasrning suratini maxrajiga boMib,

Y= X_£2x _+3232 418 ji% 43 g3 ega boMamiz.
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Algebraik funksiyalar. Transsendent funksiyalar

1-ta’rif. Funksiyani aniglovchi formuladagi argument x ustida
fagat algebraik amallar (go‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo'lish,
darajaga ko'tarish) bajarilgan bo'lsa, u funksiyaga algebraik funksiya
deyiladi. Algebraik funksiyaga ko'phadlar va ratsional kasrlar misol
boiadi.

2-ta’rif. Algebraik funksiyada ildiz chigarish amali ham gatnashsa
u irratsional funksiya deyiladi.

Masalan, y - — .
2\[x*+3x

3-ta’rif. Algebraik boimagan boshga barcha funksiyalar trans-
sendent funksiyalar deyiladi. Masalan, 10", loga, sinx, cosx va h.k.

Elementar funksiyalar

Ta’rif. Elementar funksiya deb y =fix) koiinishidagi birgina
formula bilan berilishi mumkin boigan funksiyaga aytiladiki, bunda
o‘ng tomonda turuvchi ifoda chekli sonda qo‘shish, ayirish
ko‘paytirish, boiish va murakkab funksiya elementlari yordamida
asosiy elementar funksiyalardan va o'zgarmaslardan tuzilgan, masalan.

y = x3+ 5sindx; y =50 XGR;
y = log3(cosx); y = cos(5n; Xx G R.

O ‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar

. Sonli funksiya deganda ganday funksiyani tushunasiz?

Funksiya nima?

Funksiyaning juft-toqligi, davriyligi ganday aniglanadi?

Funksiyaning o'suvchi, kamayuvchiligi, chegaralanganligi, monotonligi
ganday aniqlanadi?

Sodda elementar funksiyalarga gaysi funksiyalar kiradi?

Ko'phad deb nimaga aytiladi?

To'g'ri va noto'g'ri ratsional kasrlami ta’riflang.

Algebraik va transsendent funksiyalar deganda ganday funksiyalami
tushunasiz?

B w N

© N oG,
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52 KETMA-KETLIKLAR. KETMA-KETLIKNING LIMITI.
CHEKSIZ KICHIK VA CHEKSIZ KATTA SONLI
KETMA-KETLIKLAR

5.2.1. SONLI KETMA-KETLIKLAR. CHEGARALANGAN
KETMA-KETLIKLAR

1-ta’rif. Natural sonlar to'plami N da aniglangan a =fin) funk-
siya sonli ketma-ketlik deyiladi.

Sonli ketma-ketlik {x} yoki {fin)}, n G N ko‘rinishda belgilanadi.
Agar 2 ga |, 2, 3... va h.k giymatlar bersak, funksiyaning xususiy
giymatlarini olamiz:

=N1), x2=fi2), ..., xn=fin).

Bu giymatlarni sonli ketma-ketlikning hadlari yoki elementlari
deyiladi. Ketma-ketlikning /r-hadi uning umumiy hadi deb ataladi.
Umumiy had maium boisa, ketma-ketlik berilgan hisoblanadi.

1-miso 1 xn=6", n G N funksiya quyidagi sonlar ketma-ketligi-
ni beradi:

{*} = {6"} = {6, 36, 216, ..., 6", ..} .

2-misol. x --y -, « G N funksiya quyidagi sonli ketma-ket-
likni beradi:

{xn}={I1xtL)"}={0,1,0,1,..}.

Misollardan ko'rinadiki, barcha ketma-ketlikiar cheksiz kctma-
ketliklar boiib, ularning har birida so‘nggi had mavjud emas.

Barcha hadlari bir xil giymat gabul giladigan {xj ketma-ketlik
o'zgarmas ketma-ketlik deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning n-hadi, ya’ni umumiy hadi maium boisa,
uning hadlarini hisoblash mumkin.

3-misol. x, = L berilgan. Bu ketma-ketlikning birinchi 6 ta

hadini hisoblang.

Yechish. Xj=n~-=-1; T (2,)\ B = -

4’ 3 3A- "9
v (-D __ 1. v _(-Db_1
25"  X6~~62 - - 36-
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Ketma-ketlik berilishining rekiirrent usuli ham mavjud. Bu usulda
ketma-ketlikning umumiy hadini, oldingi hadlardan foydalanib hisoblash
goidasi beriladi. Ketma-ketlikning umumiy hadini oldingi hadlari orgali
hisoblash formulasi rekurrent munosabat deyiladi. Rekurrent munosa-
batga misol gilib quyidagi formulani ko‘rsatish mumkin:

Xn = Xn—l + 2Xn-Z

Bu formula n=1va n=2 giymatlarda ma‘noga ega emas, chunki
bu giymatlarda x0, x_I| hadlar hosil boiadi, ketma-ketlikda esa 0, -1
nomerli hadlar yo‘q. Shuning uchun berilgan ketma-ketlikda x, va x2
hadlarni boshlang‘ich hadlar deymiz. Shularga asosan, keyingi hadlarni
x3dan boshlab topamiz. Aytaylik, x,= 0, x2= 1 boisin, u holda

x3=x2+ 2x,=1 X4=x3+ 2x,= 1+ 2=3;

= X, + 2x =3+2=5, X6= x5+ 2x4=5+6= 1

Shunday qilib, 1, 3, 5, 11, ... ko‘rinishdagi kctma-ketlikka ega
bo‘ldik.

2-ta’rif. Shunday musbat M soni mavjud bo‘lib, barcha n E N
uchun [xj < M tengsizlik bajarilsa, {xr} ketma-ket chegaralangan deyi-
ladi. Aks holda chegaralanmagan deyiladi.

4-misol xn=-j ketma-ketlik chegaralangan, chunki 0 <}X I< 1
n A

3-ta’rif. Agar istalgan n E N uchun xn< xn#l tengsizlik bajarilsa,
{x]j ketma-ketlik o'suvchi deyiladi. Agar x/< xstl tengsizlik bajarilsa
{xs} ketma-ketlik gatiy o'suvchi ketma-ketlik deyiladi.

5-misol. x, =”7i, nE N kamaymaydigan, chunki

4-ta’rif. Agar istalgan n E N uchun xn> xs#l tengsizlik bajarilsa.
{x/t ketma-ketlik kamayuvchi deyiladi. Agar xa>x sl tengsizlik
bajarilsa, {xr} ketma-ketlik qatiy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

6-misol. =1 ketma-ketlik o‘smaydigan, chunki

(#+1)
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5.2.2. KETMA-KETLIKNING LIMITI

Sonli ketma-ketliklar limiti, yaginlashuvchi va uzoglashuvchi sonli
ketma-ketliklar. Ushbu

fFp={1-n}" "eN”’ @

2

ketma-ketliklarni garaylik. Bunda (1) ketma-ketlik n ning o ‘sib borishi
bilan o'suvchi boiib, (2) ketma-ketlik esa n ning o ‘sib borishi bilan
kamayuvchi ketma-ketlik boiib, 1ga yaginlashadi. Buni matematik
nugtayi nazaridan ta’riflash uchun quyidagi savolga javob izlaymiz.
n ning giymatf ganday bolganda xn- 1 ayirmaning absolut giymati
0,001 dan kichik boiadi?

|x,, —11=~ bolganidan |x,, -1]<0,001 tengsizlik ixtiyoriy

n > N —1000 da bajariladi.
U holda ixtiyoriy musbat e soni uchun (3) tengsizlik ixtiyoriy

n>" ~[f] uc™un bajariladi.

Mana shunday bolganda (1) va (2) ko'rinishidagi ketma-
ketliklarning limiti 1 ga teng deyiladi va bu quyidagicha yoziladi:

(e RE - TRy

Endi ketma-ketlik limitiga ta’rif beramiz. a o‘zgarmas son va
{xs} ketma-ketlik berilgan boisin.

Ta’rif. Agar istalgan e > 0 son uchun shunday N=N(e) son mavjud
bo‘lsaki, barcha n>N lar uchun |xs-o0| < e tengsizlik bajarilsa, a
o‘zg_lardmas son {xs} ketma-ketlikning limiti deyiladi va bu quyidagicha
yoziladi:

limxn- a
n—=00

Yugoridagi misollardan ko‘rinadiki, N natural sonini tanlanishi
oldindan berilgan musbat e soniga bogiiq. Bu boglanish N= N(e)
yoki N = Ne ko'rinishida yoziladi. Agar ketma-ketlik limitga ega
boisa, uyaginlashuvchi, limitga ega bolmasa, uzoglashuvchi deyiladi.
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5.2.3. CIIEKSIZ KICHIK VA CHEKSIZ KATTA
SONLI KETMA-KETLIKLAR

Ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat A soni uchun {A ni gancha katta
gilib tanlamaylik), shunday N nomer mavjud bo‘lib, n >N
giymatlarida |xj > A tengsizlik o ‘rinli bo‘lsa, {xr} ketma-ketlik cheksiz
katta deyiladi.

Masalan, {nZ} ketma-ketlik cheksiz katta. Shuning bilan birga
chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik boimasligi
ham mumkin. Masalan, 1,2, 1,3, 1,4, ..., 1, n, ..., 1, n+1... ketma-
ketlik cheksiz katta emas, chunki A >1 giymatida |xj>A tengsizlik n
ning toq giymatlarida ma’noga ega emas.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat e soni uchun (r yetarlicha gilib
tanlanganda ham) shunday N nomer mavjud bo‘lib, n> N
giymatlarida |xj<e tengsizlik bajarilsa, {xr} ketma-ketlik cheksiz kichik
ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, (1}] cheksiz kichik ketma-ketlik berilgan, | |= —<f
] r

tengsizlikdan «>- ga ega bo‘lamiz. Agar N= 4 bo‘lsa, u holda

ixtiyoriy n > N uchun |xj<e bajariladi (£=]q uchun A=[10]= 10
ni olamiz).

Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar orasidagi
bogianishni quyidagi teorema aniqlab beradi.

Teorema. Agar {xr} ketma-ketlikning barcha hadlari noldan fargli

bo1ib, ya hi xncheksiz katta ketma-ketlik boisa, ((*,,)=|J-j ketma-

ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi va aksincha.

Cheksiz Kkichik ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:

1) ikkita cheksiz Kichik ketma-ketliklar yig‘indisi va ayirmasi
cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi:

<f;

2) ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar ko'paytmasi cheksiz ki-
chik ketma-ketlik boiadi:
K “Al<eg

3) cheklangan ketma-ketlikning cheksiz kichikka ko'paytmasi yana
cheksiz kichik ketma-ketlik boiadi:
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Agar {x/} ketma-ketlik yaginlashuvchi boiib, uning limiti a ga
teng boisa, u holda \xn-a\ - {xn} ayirma cheksiz kichik ketma-ketlik
bo'ladi, chunki ixtiyoriy £ > 0 son uchun shunday N nomer topiladiki,
[xn\= |x,,~0 | < £ tengsizlik bajariladi. Bundan esa yaqinlashuvchi
ketma-ketlik biror a limitga ega boisa, uning ixtiyoriy elementini
x = a +anko‘rinishida yozish mumkin, degan natijaga kelamiz.

5.2.4. YAQINLASHUVCHI SONLI KETMA-KETLIKLAR
LIMITLARINING ARIFMETIK XOSSALARI

Yagqinlashuvchi sonli ketma-ketliklaming limitlarini hisoblashda
yigindi, ayirma, ko‘paytma va boiinmaning limitlari to‘g‘risidagi
teoremalardan foydalanishga to‘g‘ri keladi (bu teoremalar arifmetik
xossalar deb ham yuritiladi).

1-teorema. Agar {a) va {bj ketma-ketliklaryaginlashuvchi bolsa,
ularningyigindisi bofigan {an + br) ketma-ketlik ham yaginlashadi va
yigindining limiti go Shiluvchilarning limitlariyigindisiga teng bo iadi:

lim(fl,, +bn) - lima,, + limb,,.
N—boc D [0)

Isbot. Aytaylik, limo,=a, limbn-b boisin. U holda
an=a +an bn=b + (Indeb yozamiz. Bu yerda anva lar n -»00 da
nolga intiladi. a+b =(a+b) +(a +8B);

m>00 da asn*0, 0 ga intiladi.

Bundan lim(a,, +bn)=(a +b) =lim an+ limz>,,

17—

2-teorema. Agar {aj va {bn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bosa,
ularning ko'paytmasi ham yaginlashadi va ko'paytmaning limiti
Ko 'payuvchilar limitlari ko paytmasiga teng bo fadi:

lim (anb,) = (fjm an) (jim b).

1-natija 0 zgarmas ko paytuvchini limit belgisidan tashgariga
<-higarish mumkin.

2-natija. Agar {aj va {bn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lsa,
Earning ayirmasi {an-b n} ham yaginlashadi va ayirmaning limiti li-
n‘itlar ayirmasiga teng bo 1adi:
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,I{!Inga,, -bn)= nIi_m an- ni_rﬂf)n.

3-teorema. /lgarfoJ va {br} ketma-ketliklaryaginlashuvchi boisa
va bn* 0 bosa, ularning bo ‘linmasi {ajbn} ketma-ketlik ham
yaqginlashadi va uning limiti limitlar bo 1inmasiga teng bo 'ladi:

lim_an
[EEt3
lim b, '
M=
Misol. lim N,
n— 3-4n 4

5.2.5. MONOTON KETMA-KETLIK TA'RIFI

Ketma-ketlik {xn}: agarx, < x2< x3< ..xr< xst#<... bo‘lsa o Suvchi,
agar X, < x2< x3<... x/i< xr#l<... bo‘lsa, kamaymaydigan, agar
X,>x2>x3>..xn>xmwl>... bo‘lsa, kamayuvchi, agar x,>x2>x3>
> .. xn> x/ml> ... bo‘lsa, o'smaydigan deyiladi.

Bu ketma-ketliklarni barchasi birlashtirilib, monoton deyiladi.
0 ‘suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar gat’iy monoton deyiladi.

Misollar
1) 1, 2,3, .., n, .. o'suvchi va chegaralanmagan;
2) 1,1, 2,2, 3,3, ..., n,n,.. kamaymaydigan va chegaralanmagan.

Berilgan ketma-ketlikni monotonlikka tekshirishda x/#1>xnning
ishorasi yoki xi+1/xnnisbat 1 ga tagqoslanadi.

1-misol X, =jjLj umumiy hadga ega bo'lgan ketma-ketlik
monoton o ‘suvchi ekanfigini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy nuchun xml>xsekanligini ko‘rsatamiz. Bu-
ning uchun n ni «+1 ga almashtiramiz:

X,,8=yil_ ;taqqoslash uchun bitta umumiy maxrajga keltiramiz:

2n2+3n+1 2n2+3n

1 ~ (2u+3)(2n+1) "% (2n+3)(2n+1)

2n2 +3n + 1> 2n2+ 3/i bo‘lgani uchun: x_, > X_.
2-mi sol. Umumiy hadi xn= n/5" ga teng bo‘lgan ketma-ketlik
monoton kamayuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechish. nuchun xn>xm ni kuzatish kerak, quyidagi nisbat-
ni olamiz:
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WM ondl.n (D)5 A i <2 i

X, 5iir1 ' 5" 50+ -n n's 5”5

Monoton ketma-ketliklar hech bo‘Imaganda bir tomondan chega-

ralangan bo‘lishini eslatish kifoya.
Teorema. Monoton chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.

0 ‘z-o0°‘zini tekshirish uchun savollar

1 Sonli ketma-ketliklar deb nimaga aytiladi?

Ketma-ketliklaming berilish usullarini ayting va misollar keltiring.

3. Qanday ketma-ketliklar yugoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi?
Misollar keltiring.

4. Qanday ketma-ketliklar monoton 0°‘suvchi (kamayuvchi, o‘smaydigan,
kamaymaydigan) deb ataladi?

5. Ketma-ketliklarning limiti ta’rifini aytib bering. Yaginlashuvchi ketma-
ketlikka misol keltiring.

6. Yaginlashuvchi sonli ketma-ketliklarning limitlari hagidagi teoremalami
aytib, isbotlab bering.

N

5.3. FUNKSIYANING LIMITI. LIMITLAR HAQIDAGI
TEOREMALAR. AJOYIB LIMITLAR

5.3.1. 0 ZGARUVCHI MIQDORNING LIMITI. CIIEKSIZ KATTA
0 ‘ZGARUVCHI MIQDOR

Biz «o‘zgaruvchi migdor limitga intiladi» atamasi bilan
aniglanadigan, tartiblangan o‘zgaruvchi miqgdorlarni tekshiramiz.
Bundan keyin o ‘zgaruvchan migdomi o ‘zgaruvchi x deb tushunamiz.

I-ta’rif. Agar har bir oldindan berilgan kichik £ > 0 son uchun x
ning shunday giymatini topish mumkin bo‘lsaki, x ning keyingi
giymatlarida |x-o| <e tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, o‘zgarmas «a» son
o‘zgaruvchi x ning limiti (oxirgi marrasi) deyiladi. («lim» —
gisqartirilgani, lotincha Limes so'zidan olingan bo‘lib, marra (chek)
degan so'zdir).

Agar a son o‘zgaruvchi x ning limiti boisa, u holda x o‘zgaruvchi
a ga intiladi deyiladi va limx = a ko‘rinishda yoziladi.

Geometrik nuqgtayi nazardan limit ta’rifmi quyidagicha ifodalash
mumkin: markazi a nuqtada va radiusi f bo‘lgan oldindan berilgan
mxtiyoriy har gancha kichik atrof uchun x ning shunday qiymati
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topilsaki, o'zgaruvchining keyingi
giymatlariga tegishli barcha nuqtalar
shu atrofda bo‘lsa, o‘zgarmas a son
87-chizma. o'zgaruvchi x ning limiti bo'ladi (87-
chizma).
Misol. O'zgaruvchi migdor x ketma-ket quyidagi giymatlarni
gabul giladi:

x, =3+ 2, x2=3+i>. x3=3+ij-,..., X, =3+p .

Bu o'zgaruvchi migdorning limiti 3 ga tengligini isbotlaymiz.
Quyidagi tenglikni yozamiz:

[*9,- 3= f3+2—,,)-3 =L

Har gqanday e uchun o‘zgaruvchining n nomcridan boshlanadi-
gan barcha keyingi giyrnatlari (bu yerda ZrV<£ Yy°n n> \\£~) >~
- 3|< r tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu esa talab gilingan isbotdir,
ya'ni lim(3+A)=3.

0 ‘zgarmas miqgdorning limiti shu o'zgarmas migdorning o ‘ziga
teng, chunki har ganday bo‘lganda ham |x-c| = |c-c| = O<£ teng-
sizlik bajariladi. Limitning ta’rifidan o‘zgaruvchi x ikkita limitga ega
bo‘la olmasligi kelib chigadi. Haqigatan ham, agar limx=a,
limx = b(a < b) bo‘lsa, u holda e ixtiyoriy kichik bo‘lgan holda x
birdaniga ushbu ikkita tengsizlikni ganoatlantirishi lozim: [x-g) < eva
[x-Z> <£, bu esa e < bo‘lgan holda bo'lishi mumkin, bu esa mum-
kin emas (88-chizma).

2-ta’rif. Agar oldindan berilgan har bir M > 0 son uchun x ning
shunday qiymatini topish mumkin bo‘lsaki, o°‘zgaruvchining shu
giymatidan boshlab, barcha keyingi giyrnatlari uchun pg > M teng-

sizlik o‘rinli bo‘lsa, o‘zgaruvchi x
cheksizlikka intiladi deyiladi.

—r — i * Agar o'zgaruvchi x cheksizlikga
————— ' 7 intilsa, u cheksiz katta o'zgaruvchi
A miqdor deyiladi vax->00 ko'rinishida
< t yoziladi.
88-chizma. Misol. 0 ‘zgaruvchi migdor x
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X = -1; x2= 4; x3= -9; x4= 16, ..., xn= (-1)nn2 ...

giymatlarni gabul gilsin. Bu cheksiz katta o‘zgaruvchi migdor, chunki
ixtiyoriy M > 0 da o'zgaruvchining biror qiymatidan boshlab, hamma
keyingi giyrnatlari absolut migdor bo'yicha M dan katta bo‘ladi.
Agar ixtiyoriy M > 0 da o'zgaruvchining biror giymatidan bosh-
lab, barcha keyingi qiyrnatlari M< 0 tengsizlikni ganoatlantirsa,
o'zgaruvchi migdor x «plus cheksizlikka intiladi» deyiladi va x-» + @
;<o'rinishda yoziladi (x-> - » ta’rifi ham xuddi shunga o'xshash).

5.3.2. FUNKSIYANING NUQTADAGI LIMITI

Endi x argument biror a limitga yoki cheksizlikka intilganda
funksiya o'zgarishini garaymiz.

I-ta’rif. AgarTy - Ax) funksiya a nugtaning biror atrofida aniglangan
bo'lib (x=a nugtaning o'zida aniglanmagan bo'lishi mumkin) ixtiyoriy
musbat e son uchun shunday musbat b sonni ko'rsatish mumkin bo'lsaki,
X ning a dan fargli va |x-a| < d tengsizlikni ganoatlantiradigan barcha
X * a nuqtalar uchun |.Ax)-Z>| < £ tengsizlik o'rinli bo'lsa, x argument
aga intilganda (x-"51), y =J{x) funksiya b limitga intiladi (y-*b) va b
son funksiyaning X = a nuqtadagi limiti deyiladi.

Agar b son funksiyaning a nugtadagi limiti bo'lsa, bu quyidagicha
yoziladi: XIihr;?/(x) =6 yoki x-+a da fIx)-*b. Agar x-*a da J[x)-*b
bo'lsa, u holda y=/(x) funksiyaning grafigida bu quyidagicha tasvir-
lanadi (89-chizma). |x-a|< <$ tengsizlikdan < £ tengsizlik
chigar ekan, u holda bu, a nugtadan d yiroq bo'lgan masofada
turuvchi barcha x nugtalar uchun y=j{x) funksiya grafigining M
nugtalariy = b-e va y = b+e to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan,
eni 2£ bo'lgan yo'l (polosa) ichida yotadi.

l-eslatma. Agar x biror a sondan
kichik giymatlamigina gabul gilib, shu
a songa intilganda A x) funksiya li-
mitga intilsa, u holda X[i>r'g_0f(x)-b,
kabi yoziladi va b{gafix) funksiyaning
0 nugtadagi chap limiti deyiladi.

Agar x funksiya a dan katta
giymatlamigina gabul gilib shu a songa
mntilganday(x) funksiya b2songa intilsa,
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Y=I9 4 holda Jim f(x) =h, deb yoziladi va

b2 funksiyaning a nuqtadagi o hg limiti
deyiladi.

Agar o'ng va chap limitlar mavjud
boiib b{=b2=b bo‘lsa, u holda
limitning ta’rifiga ko‘ra a nugtada
limitning o'zi bo'ladi (90-chizma).

Misol. 1im(3x+1)=10 ekanini

90-chizma. isbotlaymiz. Hagigatan, ixtiyoriy e > 0

berilgan boisin; ushbu |[(3x+1)-

—10 |< s tengsizlik bajarilishi uchun quyidagi tengsizliklar bajarilishi
zarur:

13x- 9 1<e, |(X- 3) <N, - 1<x-3</,

Shunday qilib, istalgan e da x ning |x-3]|<| =< tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha giymatlari uchun 3x+ 1 funksiya giymatining
10 dan fargi £ dan kichik bo'ladi. Bu esa x-»3 da funksiyaning limiti
10 ga teng demakdir.

2-eslatma. Funksiyaning limiti x"*a da mavjud boiishi uchun
funksiya x=a nugtada aniqglangan bo‘lishi talab gilinmaydi. Limitni
topishda a nuqtaning a dan fargli atrofida funksiyaning giymatlari
garaladi.

Misol. ii,[E-A— =2 ekanini isbotlavmiz.
X*2 X -2X

Bu yerda funksiya x = 2 da aniglanmagan. Ixtiyoriy e dad shunday
topiladiki, agar [x-2|< d bo'lsa,

-2<e (1

tengsizlik bajarilishini isbotlash kerak. Ammo x*2 da (1) tengsizlik

\(x-2)(x+2) J  I(jc+2) -)\_x-2
I x(x-2) | *

yoki |x-2|<r (2) tengsizlikka ekvivalentdir.
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Shunday qilib, ixtiyoriy e da (2) tengsizlik bajarilsa, (1) tengsiz-
lik bajariladi (bunda e=<5). Buning o'zi berilgan funksiya x ->2 da 2
soniga teng limitga ega demakdir.

5.3.3. CHEKSIZLIKKA INTILUVCHI FUNKSIYALAR

Endi argument o'zgarganda y=J{x) funksiya cheksizlikka intilgan
holni garaymiz.
1-ta’rif. Agarflx) funksiya a nugtaning biror atrofida aniglangan
va istalgan M>0 son uchun shunday d(M) son topish mumkin
boisaki, x ning \x-a\ < 6 shartni ganoatlantiradigan barcha x*a lar
uchun )ax) | > M tengsizlik o'rinli bo'lsa, x-"a da/(x) funksiya chek-
sizlikka intiladt, ya’ni x -> a da funksiya cheksiz katta migdor bo'ladi.
Agar x->tf da f[x) funksiya cheksizlikka intilsa va bunda fagat
musbat yoki manfiy giymatlar gabul gilsa, mos ravishda tubandagicha
yoziladi:
lim fix) = +00, lim f(x) - -oo0.
X->a X—a

Misol. lim j-~=o00 ekanligini isbotlang.

Yechish. /(x) =

olamiz. \f{x)\>M ni almashtiramiz. |]~|>y” boisin. Bundan

funksiyani garaymiz. Ixtiyoriy M >0 sonini

N +1'<”™ bo'lishi kelib chigadi. Agar S =~ deb olinsa, \x + 1j<<5
tengsizlikni ganoatlantiradigan x lar uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

x| o~ M YOKI f \>M.

Bundan esax->-1da /(x) =~ -» o0 bo'lishi kelib chigadi, ya’ni

agarx-*oo daf[x) funksiya cheksizlikka intilsa, u holda bunday yozi-
ladi: lim/(x)=0 va jumladan, lim/(x)="°° lim/(x)="°°,

lim /(x) =-00 bo'lishi mumkin. Masalan, lim x2=+®p; lim x3=-°°
va shunga o'xshash.

Eslatma. x-*a da yoki x-»00 da y=f{x) funksiya chekli limitga
yoki cheksizlikka intilmasligi ham mumkin.
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5.3.4. CIIEKSIZ KICHIK FUNKSIYALAR

Endi argumentning biror o'zgarishida nolga intiluvchi funksiya-
larni tekshiramiz.

Ta’rif. Agar XI_i*rp/(x) =0 yoki lim/(x)=0 bo‘lsa, x->a da yoki
x-»°° daflx) funksiya cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, Xi_i)ry/(x) =0 bo‘lsa, bu oldindan berilgan
har ganday ixtiyoriy kichik £>0 son uchun shunday <5>0 son topila-
diki, x ning \x-d\<d shartni ganoatlantiruvchi barcha giymatlari uchun
[/(x)|<£ sharti o ‘rinli bo‘ladi.

1-miso 1..4x)=(x-1)2funksiyax-»| da cheksiz kichikdir, chunki
%}P/(X) = Q@ (x-I)2I=O (91-chizma).

2-misol. a~~ funksiya x"<» da cheksiz kichikdir (92-chiz-
ma).

1-teorema. Agar y =f[x) funksiya o Zzgarmas son b bilan cheksiz
kichik funksiya a(x) ningyigindisi y=b+a(x)...(1) ko rinishda beril-
sa, u holda x->a yoki da limy = b bo fadi.

Aksincha, agar limy=b bo‘lsa, y=b+a(x) deb yozish mumkin, bu
yerda a(x) cheksiz kichik funksiya.

Isbot. (1) tenglikdan: |.y-6|=|a(x)| kelib chigadi. Ammo ixti-
yoriy £ da, biror giymatdan boshlab, x ning barcha giymatlari |a(x)|< £
munosabatni ganoatlantiradi, demak, biror giymatdan boshlab, y

ning barcha giymatlari uchun \y-b\<e tengsizlik ganoatlantiriladi.
Buning o‘zi limy=6 demakdir.
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Misol. y =1+ 1 funksiya berilgan bo‘lsin, u holda limy =1 va
X
aksincha, lim~=1 bo‘lgani uchun o‘zgamvchi y ning limitini 1
X—
bilan cheksiz kichik funksiyaning yig‘indisi, ya'ni y = I+a(x)

ko‘rinishda yozish mumkin.
2-teorema. Agar x->a da (yoki x-*oo da) a=a{x) nolga intilsa-yu,

lekin nolga aylanmasa, 1 holda y =CC%X) cheksizlikka intiladi.

3-teorema. Ikki, uch va nTuTan, Ta 'lum sondagi cheksiz kichik
funksiyalarning algebraik yig ‘indisi cheksiz kichik funksiyadir.

4-teorema. Cheksiz kichik a=a(x)funksiyaning cheklangan z=z(x)
funksiya bilan ko'paytmasix-+a (yokix-*°°) da cheksiz kichik migdordir.

5.3.5."LIMITLAR HAQIDA ASOSIY TEOREMALAR

1-teorema. Chekli sondagifunksiyalar algebraik yigindisining limiti
bu funksiyalar limitlarining algebraik yig‘indisiga teng:

lim(t/,+ R+ ... + U) = limf/,+ limf/2+ ... + lim Un

Isbot. Isbotni ikki qo‘shiluvchi uchun keltiramiz, go‘shiluvchilar
soni har gancha boiganda ham teorema o‘z kuchida qoladi.
Aytaylik, limUx= />; \\mU2= b2bo‘lsin. U holda 4-mavzudagi
1-teoremaga asosan Ux= bt +a,(x), U2= b2+ a2x); a,(x), aqx)lar
cheksiz kichik migdorlar. Demak, %+ W2=(6, + b2+ (al+ a2j;
(b{+ b2 — o‘zgarmas miqgdor, (a, + a2 esa kichik miqgdor.
Shunday qilib,

lim(i/, + U2) =~ +b2 = lim U] +lim U2.

M isol. limflf 2)=liml+lim1=1+0=1
N x =\ X 1 X —RX

2-teorema. Chekli sondagifunksiyalar ko paytmasining limiti bu
funksiyalar limitlarining ko paytmasiga teng:

limUxU2..Un= limC/j « limt/, «lim£/,
" limU=bv U=b2

Isbot. i/j = A + av U2=Db2+ a2bo‘lsin. U holda {/, 2= (6, +
+ «,)(62+ a2 =Dbflt+ bar+ ba{+ a,a2
°1b2 ko paytma o°‘zgarmas miqdor. Demak, limf/,£/,= limi/jlimL/,.
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Natija. O zgarmas ko'paytuvchini limit ishorasidan tashqgariga
chigarish mumkin: limci/j = clim£/r Agar limt/,=£,, ¢ — o'zgarmas
bo'lsa, lime = ¢, lim(d>,)=limc ¢lim” = clim/>r

3-teorema. Ikkita funksiya bofinmasining limiti, maxraj limiti
noldan fargli bo 1sa, bufunksiyalar limitlarining bo 1inmasiga teng.

Agar limF~O bo'lsa, lim”~

Isbot. limi/=a, limV=b*0. Demak, U=a +a, V=b +p,
bu yerda a va /3 cheksiz kichik migdorlar.
U_at+ta=a,(ata_a”™ a+
V~b+p~b [b+p bj b b(+P)’

4-teorema (teorema isbotsiz keltiriladi). Agar uchtaf {(x),fAx) va
<p(x) funksiyalarning giyrnatlari orasidaf(x)<<p(x)<fax) tengsizliklar
bajarilsa, bunda x-»a da {yoki x-*oo da)f(x) vaf(x) birgina b limitga
intilsa, n holda x-*a da (yoki x*«> da) <p(X) ham shu limitga intiladi,
ya hi lim</>(x)=6 boiadi.

Bu teorema oralig funksiyaning limiti hagidagi teorema deyiladi.

5.3.6. x-*0 DA — FUNKSIYANING LIMITI

Teorema. - funksiya x->0 da 1
ga teng limitga ega.

Isbot. funksiya x = 0 da
aniglanmagan, chunki kasrning surat
va maxraji nolga aylanadi. Bu funk-
siyaning x-*0 da limitini topamiz. Bu-
ning uchun radiusi 1 bo‘lgan aylanani

X garaymiz (93-chizma). Markaziy
burchakni x bilan belgilaymiz, bunda
93-chizma. 0<x< E

Chizmadan quyidagilarga egamiz:

AMOA yuzi <MOA sektor yuzi <ACOA yuzi;

AMOA yuzi S ="OA MB=" 1| sinx =”"sinx;
MOA sektor yuzi S ="OA MA=" | x=|x ;
ACOA yuzi "S="OA ®AC = 1etgx = *tgx.

Demak, sinx < x < tgx. Hamma hadlarni sinx ga bo'lamiz:

1< — — yoki I>~->_— Bu tengsizliklarni x>0 deb
sinx  cos* sinx  cosx

chiqardik.

— =~ -; cos(-x) =cosx ekanini e’tiborga olsak, x < 0 bo'lsa
ham tengsizlik to'g'ri bo'lib chiqadi.

limcosx =1, lim1=1 ekanligini va oldingi mavzudagi 4-teore-

x—0 x->0
mani hisobga olamiz, u holda funksiya shunday ikki funksiya
oralig'idaki, ularning ikkalasi ham birgina limitga intiladi va u limit

1 ga teng (94-chizma). Demak,

lim*“ £ =1.
x—=0 X
Misol. \\T » =lim L =3lim3sin3x lim-J- =31=3.
x-*0 X x>0 3x TOSX x-»0  3X  *-»0C0SX 1
5.3.7. e SONI

1-teorema. (l1+~j °da o'zgaruvchi n-»°° da 2 bilan 3 orasida
yotuvchi limitga ega.
Isbot. Nyuton binomi formulasidan foydalanamiz:



(a+b)n=an+"anAb+" M a”"bl+ fl"-V + ..+

n(n-\)(n-2)...(n-(k+\)) Kk Ln

1-2<3- ... A

Bu formulaga ko‘ra ni yoyamiz:

fi+ N7 - 1+4n 14 "(n-1) (N2 wn(n-D(n-2)/1\3
sltr ;t'TruU +_T2~U +-+ <i)

a-m-3-m-2)...m-(=-31 (\\n
w *

12 «3 =un

(1) tenglikni quyidagicha almashtiramiz:

K3+ " HwbH)H)+
NAKKYM»-2)

Oxirgi tenglikdan ~1+7j ifoda o ‘zgaruvchi « o ‘sishi bilan o ‘sishi
kelib chigadi. Hagigatan, n giymatdan n+ 1giymatga o ‘tganda, oxirgi
yig‘indining har bir qo'shiluvchisi o ‘sadi:

va hk-

Yana bir had go‘shiladi (Yoyilmaning hamma hadlari musbat).
Endi [1+- ) o‘zgaruvchi cheklanganligini ko‘rsatamiz.

va h.k ekanligini gayd qilib, ushbuni hosil gilamiz:

f\|+-n'5 <1+1+1i-_|é'+ﬁT37+~+ﬁ~_Léj]>

SO'ngra 1-2-3.n<? ’ 1.2-M<? ™ T r33~r~ ckan*gini
ko‘rsatib, tengsizlikni tubandagicha yozamiz:
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A+ 1) <1+ 1+ M~ +...+Yy«t . Bu tengsizlikning o‘ng tomo-
nida tagiga chizilgan hadlar maxraji ~ga va birinchi hadi a= 1ga

teng boigan geometrik progressiyani hosil giladi, shuning uchun:

yH ) 7<I+[1+5+? +..+M ] =

i-ii
Zi+1U1=i- LI_I <3.
Demak, barcha n uchun ushbu tengsizlikni hosil gilamiz;
(1+1)”<3, (2)
(2) dan (I + 1j"" >2 kelib chigadi. Shunday qilib,
2<(l +™Mn<3 (3)

ekanligi kelib chigadi. Demak, (I +”) o‘suvchi va cheklangan.

Ta’rif. (I1+-) n'ng n-»0 dagi limiti e soni deyiladi:
e fm1 + 5 @

e soni irratsional son: e = 2,7182818284...

2-teorema. (I+-) funksiya x->00 da e songa teng limitga ega:

I|m\(|+x—) =e
Isbot. Agar x butun musbat giymatlar gabul gilsa, (4) ga asosan
a-»00 da (1+-j ~*& ga teng.
Endi x o‘zgaruvchi kasr giymatlar ham, manfiy giymatlar ham
gabul gilgan holda cheksizlikka intilsin.
1) Xx-»+ 00 boisin, y ning har bir giymati ikkita musbat butun

son orasida n < x < n + 1 yotadi. Bu holda quyidagi tengsizliklar
bajarilishi 0‘z-o0‘zidan ravshan:
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1>1> 3
n X n+1’

L+i >1+>}> 1+-1,
n n+1

KsO+a>(4£)\

Agar x-~+ m boMsa, u holda /;->00. Endi (I+ 1j funksiyani o'z
ichiga olgan ifodalarning limitlarini topamiz:

fim 1+, = lim (1+ )" (1 + H-ie.] =e,
fi+-L I iHnfi+ n
im (1+JL-)-= lim  -J =-"].
W>k<\( n+i ' L
A+1J l
Demak, oralig funksiyalarning limiti haqgidagi teorcmaga asosan:

N vif =
|Im°$| !(T e.

X->+0f

2) x-*—o deylik. Yangi x=-(r + 1) o‘zgaruvchini Kkiritamiz. x->-
oda /-*obo‘ladi. U holda tubandagicha yozish mumkin:

M T =1 ey T MU=

Ny = liE(1+ gy f - lim Ly o1+ =end=e

Shunday qilib, lim f1-+ =e ekanligini isbotladik.

Misol. lim(1+2) =(1+~) (I1+i) =el=e-

I1zoh. Asosi e bo‘lgan ko‘rsatkichli y=exfunksiya matematika kur-
sida juda ko‘p qo‘llaniladi. Bu funksiyani ko‘pincha eksponensial
funksiya deb yuritishadi.

5.3.8. NATURAL LOGARIFMLAR

Asosi €=2,718285... sondan iborat logarifmlar natural logarifm-
lar deyiladi. U InJV bilan belgilanadi. Demak, ey=x bo‘lsa, y ga x
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ning natural logarifmi deyiladi va y=logfx o‘rniga y = Inx yoziladi
(95-chizma).

Endi biror x sonning o‘nli va natural logarifmlari orasidagi
munosabatni aniglaymiz. y = Igx yoki x = 10> bo'lsin. Bu tenglik-
ning o‘ng va chap tomonlarini e asosga ko‘ra logarifmlaymiz:

Inx = yin 10.
Bundan 10 yoki y ning giymatini o°‘rniga go ‘ysak:
n
Igx =——Inx; M =-\-r deb belgilaymiz, M~0,434294.
In10 In10
M soni natural logarifmdan o ‘nli logarifmga o tish moduli deyiladi.
Igx= JVInx; x=e deb faraz qgilsak, lge=M (Ine= 1); Inx =—Igx;
-N = 2,3025.

Shunday qilib, Inx = 2,3025 Igx.

5.4. FUNKSIYANING
UZLUKSIZLIGI

5.4.1. FUNKSIYALARNING UZLUKSIZLIGI U

y=f(x) funksiya (a; b) intcrvalda M
aniglangan bo'lsin. x0G(a; b) nugtada unga

funksiyaning y0 =J[X]) giymati to‘g‘ri kel- bl
sin. Boshga biror xG(o; b) nugtani olaylik.

Agar x biror musbat yoki manfiy (farqi X%

yo‘q) Ax orttirma olsa, ya’ni x = x0+ Ax ™
giymatga ega bo‘lib qolsa, u holda y o o Yo-f-LX
funksiya ham biror Ay orttirma oladi. 96-chizma.
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Funksiyaning yangi orttirilgan giymati yn+ Ay="fIx{+ Ox) (96-
chizma) bo'ladi. Argument orttirmasi Ax = x—x0, funksiyaning ort-
tirmasi esa Ay =f(xQ+ Ax) -/(x 0) formula bilan ifodalanadi.

I-ta’rif. Agary =/(x) funksiya x0nuqtada va uning biror atrofida
aniglangan boiib, ﬂ(r_‘go,ﬂ,y= 0 yoki Ai%[/(x0+ AXx)-/(x,,)d =0 boisa,

x=x( giymatda (yoki x0 nuqtada) funksiya uzluksiz deyiladi. Uzluk-
sizlik shartini bunday yozish mumkin:

A}i(pgol(x0+,ﬂ,x):/(x0) (1)
yoki x!iry /(x) =/(x0), ammo xO:‘_IirH} x yoki (1) tenglikni tuban-

dagicha yozish mumkin: lim /(x) =/ ( lim x), ya’ni x-*xnda uzluk-
)

X-+XQ
siz funksiyaning limitini topish uchun funksiyaning ifodasida argument

X 0°‘rniga uning x0 giymatini qo‘yish kifoya.

Berilgan nuqgtada funksiya uzluksizligining geometrik tasviri shuni
bildiradiki, agar fagat |Ax| yetarli kichik bo‘lsa, x0+Ax va x0
nugtalarda funksiya grafigi ordinatalarining ayirmasi absolut giymat
bo‘yicha kichik boiadi.

Miso 1y = x2funksiyaning ixtiyoriy xnva xususan x(=2 nuqtada
uzluksizligini isbotlaymiz.

Yechish. a) y0=x2; yO+ Ay = (x0+ Ax)2, Ay = (x+AXx)2-
- X2= 2x0Ax + AxZ;

x istalgan usul bilan nolga intilganda (97 a, 6-chizmalar):

i =l =% i i - i =0:
Alr%m ﬂl}!_rl’g)(ZXO,ﬂ,Xhﬂ,XZ) 2x,ﬂl;in>0,£l.x+nl>!_rl10Ax AIX'TX)'D'X 0;

b) y0=22=4; Ay = (2 +Ax)2-4; Ay = 4+4Ax+(4x)2-
- 4=40x+(AX)2

1-teorema. Chekli sondagifunksiyalar xQnuqtada uzluksiz boisa,
unda ularning yig'indisi ham x0 nugtada uzluksiz bo'ladi.

Isbot. Teoremani ikkita ~(x) va f(x) funksiyalar uchun isbot
gilamiz./J(x)+/2Ax)=<p(x) boisin. Funksiyalar uzluksiz bolgani uchun
lim f{x) =f(xv) va Hm/2(x)=/2(x0).

Limitlar hagidagi 1-teoremaga asosan:
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lim <p()= lim I/j(x) +/2(x)|= lim /,(x)+ lim /2(x) =
X-*Xo0 X-*X() X->X0 X-fXo
=f,(x,)+ f2(x0)=<p(x0).

Demak. yig'indi uzluksiz funksiya.

Limitlar nazariyasiga tayanib quyidagilami ham isbotlash mumkin:

a) chekli sondagi uzluksiz funksiyalarning ko'paytmasi ham uz-
luksiz funksiyadir;

b) ikki uzluksiz funksiyaning boMinmasi, agar garalayotgan nuqtada
maxraj nolga aylanmasa, uzluksiz funksiyadir;

d) agarx=x0da u=<p(x) uzluksiz va «0=<p(x0 nuqtadaflu) funksiya
uzluksiz bo‘lsa, j\ip{x)] murakkab funksiya ham x0 nugtada uzluksizdir.
Bu teoremalardan foydalanib, quyidagi teoremani isbotlash mumkin.

2-teorema. Mar ganday elementar funksiya o'zi aniglangan har
bir nugtada uzluksizdir.

2-ta’rif. Agar y-flx) funksiya biror (a; b) intervalning har bir
nugtasida uzluksiz boisa, funksiya shu intervalda uzluksiz deyiladi,
bu yerda a<b.

3-ta’rif. Agary=/(x) funksiya [c; x(] oraligda aniglangan boiib,
bunda lim /(x) =/ (x0) boisa, u holdafx) funksiya x=x0nuqgtada

ongdan uzluksiz deyiladi.
4-ta’rif. Agar flx) funksiya fx0; b] oraligda aniglangan boiib,
Iij/(x)zl(XO) boisa, u holda f{x) funksiya x=xn nuqtada
chapdan uzluksiz deyiladi.
5-ta’rif. Agar/(x) funksiya (a; b) intervalning har bir nuqtasida
hamda intervalning uchlarida tegishli ravishda o‘ngdan va chapdan
uzluksiz boisa, u holda Ax) funksiya fa; b] yopiq intervalda (yoki
kesmada) uzluksiz deyiladi.
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Agar biror x=x0nuqtada y-f[x) funksiya uchun uzluksizlik shart-
laridan hech bo'lmaganda bittasi bajarilmasa, ya’ni:

1) funksiya x0 nugtada aniglanmagan;

2) funksiya xOnuqtada aniglangan, ammo chap va o'ng limitlar-
dan kamida biri, ya’ni J{x0-0) vaf[x0+0) lardan biri mavjud emas:

3) funksiya x0 nugtada aniglangan, chap va o‘ng limitlar mavjud,
ammo ular o'zaro teng emas;

4) funksiya x0 nugtada aniglangan, chap va o°‘ng limitlar mavjud
va o‘zaro teng, ammo ular funksiyaning bu nuqtadagi giymatiga
teng emas, ya’ni:4x0-0)=/x0+0)*/1x0) bo'lsa, y=f[x) funksiya x=x0
nugtada uzilgan boiadi. x=x0 nuqta esa funksiyaning uzilish nugtasi
deyiladi. Uzilish nuqtalari turlicha boiib, ular bir-biridan farq qiladi.

6-ta’rif. Agar >>=/(*) funksiya x=x( nuqtada aniglangan yoki
aniglanmagan boiib, chap va o'ng limitlar mavjud va o'zaro teng
bo'Imasa, ya’ni/(xo-0) */(x0+0) bo'lsa, bu nugta funksiyaning bi-
rinchi tur uzilish nugtasi deyiladi. /(x0-0)-/(x 0+0) soni funksiyaning
x=x0nuqtadagi sakrashi deyiladi (98-chizma). Qolgan barcha hollarda
uzilishlar ikkinchi tur uzilish deyiladi.

Misollar. y - X funksiya x=0 nugtada uziluvchidir (uzilishga

ega). Hagigatan ham, x=0 da funksiya aniglanmagan: |ir('l)’lo—= +°0,
je>0+
lim - =-00.
*->0-0 X

Bu funksiya x*0 giymatda uzluksiz ekanligini ko'rsatish oson;

2) \f: 2x funksiya x=0 da uziluvchi. Hagiqatan ham, jeI;r&OZX:@,

Jig 2x=0.

A.-»)

98-chizma.
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x=0 da funksiya aniglanmagan

(99-chizma);
_ . . I/.lvo
3) /(x)=N funksiyani
tekshiramiz.
x< 0da £ =-1 bo'ladi;
X Y-
X> 0da ~ =1 bo'ladi.
Demak, w 100-chizma.

(0= g =

lim fix)- lim ~7=1
X+0+Q x-»0+01X)

x=0 da funlcsiya aniglanmagan. x=0 da funksiya uziluvchi (100-

chizma).

5.4.2. UZLUKSIZ FUNKSIYALARNING BA’ZI XOSSALARI

Xossalar quyidagi tcoremalar bilan ifodalanadi:

1-teorema. Agary=f[x)funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo'lsa, n
holda [<3; b] kesmadafunksiya o zining eng kichik va eng katta giymatiga
erishadi, ya hishundayx,, x, E (a; b) nugtalar mavjudki, barcha xG(o;
b)lar uchun/(x t)>/(x) va/(x,)</(x) tengsizliklar o frinli bo'ladi.

Funksiyaning/(x,) giymatini y=f(x) funksiyaning \a; b] kesma-
dagi eng katta giymati deb,/2Ax) ni esa eng kichik giymati deb ataymiz.
Bu teorema gisgacha bunday ifodalanadi:
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103 chizma. 104-chizma.

Kesmada uzluksizfunksiya hech bo imaganda bir marta eng katta
M giymatga va eng kichik m giymatga erishadi (101-chizma).

2-teorema. Agar y=f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo1ib,
bu kesmaning uchlarida turli ishorali giymatlarni gabul gilsa, » holda
fa\ b\ kesmada hech bo‘1maganda shunday bir x=c nuqta topiladiki,
bu nugtada funksiya nolga aylanadi: f(c)=0; a<c<b (102-chizma).

M isol. y=x33 funksiya berilgan. Bu funksiya [1; 2] kesmada
uzluksiz. Demak, bu kesmada y=x3-3 nolga aylanadigan nuqgta mav-
jud. Hagigatan ham, x =73 day=0 (103-chizma).

3-teorema. y=f[x) funksiya [a; b] kesmada aniglangan va uzluk-
siz bo 1sin. Agar kesmaning uchlaridafunksiya teng bo imaganf(a)=A,
f{b)=B giymatlarni gabul gilsa, n holdafunksiya A va B sonlar orasidagi
barcha giymatlarni gabul giladi. 4 son uchun A<y<B shartni
ganoatlantiradigan istalgan kamida bitta cEfa; b\ nugta mavjudki,
unda f[c)=ju tenglik to§ i bo'ladi (104-chizma).

2-teorema bu teoremaning xususiy holi, chunki A va B lar turli
shoralarga ega bo‘lsa, u holda /< ning o‘miga 0 ni olish mumkin.

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar
1 0 ‘zgaruvchi migdorning limiti ta’rifini tengsizlik yordamida ifodalang va

uni geometrik nuqgtayi nazardan tushuntiring.

2. Funksiyaning x-*a dagi limiti ta’rifini tengsizlik yordamida ifodalang va uni
geometrik nugtayi nazardan tushuntiring.
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14.

15.

16.

17.

18.
19.

21

Qanday holatda o'zgaruvchi je migdor cheksizlikka intiladi deyiladi?
Funksiyaning o‘ng va chap limitlari nima?

Qachon y=Ax) funksiya x-*a da, **<» da cheksiz kichik deb ataladi?
Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar orasida ganday bog'lanish bor?
Limitga ega bo'lgan funksiya bilan cheksiz kichik funksiya orasida qanday
bog'lanish bor?

Funksiyalar yig'indisining, ko'paytmasining limiti hagidagi teoremalarni is-
botlang.

Bo'linmaning limiti hagidagi teoremani isbotlang.

Oraliq funksiyaning limiti hagidagi teoremani aytib bering.

lim sioX ~ 1 ekanligini isbotlang.
v—0 X
1v

\Hﬂ‘(l‘ = e ekanligini isbotlang.
I n)

lim 11+X—)J ~e ekanligini isbotlang.

Natural logarifm ta’rifini ayting. Natural logarifmdan o'nli logarifmga va
aksincha ganday o'tiladi?

y - f(x) funksiyaning xanuqtadagi uzluksizligi ta’rifini keltiring va geometrik
talgin eting.

y=1f(x) funksiyaning x0 nuqtada chapdan va o'ngdan uzluksizligi ta’rifmi
aytib bering.

Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremalarni ta’rif-
lang va isbotlang.

Asosiy elementar funksiyalarning uzluksizligi to'g'risidagi teoremani aytib,
misollar yordamida isbot qiling.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalarini ta’riflab bering.
Funksiyaning uzilish nuqgtasi deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.
Birinchi va ikkinchi tur uzilish nuqtalari deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.
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104-chizma.

Kesmada uzluksizfunksiya hech bo 1maganda bir marta eng katta
Mgiymatga va eng kichik m giymatga erishadi (101-chizma).

2-teorema. Agar y=f(x) funksiya \a\ b\ kesmada uzluksiz bofib,
u kesmaning uchlarida turli ishorali giymatlarni gabul gilsa, n holda
a; b] kesmada hech boimaganda shunday bir x=c nuqta topiladiki,
n nugtada funksiya nolga aylanadi: f (c)=0; a<c<b (102-chizma).

M iso I. y=x3 3 funksiya berilgan. Bu funksiya [1; 2] kesmada
zluksiz. Demak, bu kesmada j” x 3—3 nolga aylanadigan nuqta mav-
Id. Hagigatan ham, x =1j3 day=0 (103-chizma).

3-teorema. y=f{x) funksiya [a\ b\ kesmada aniglangan va uzluk-
Z bo 1sin. Agar kesmaning uchlaridafunksiya teng bo'Imaganf[a)=A,
b)=B giymatlarni gabul gilsa, n holdafunksiya A va B sonlar orasidagi
archa giymatlarni gabul giladi. 4 son uchun A<[i<B shartni
inoatlantiradigan istalgan kamida bitta cGfo; b\ nugta mavjudki,
nda f[c)=fj. tenglik tog ¥i boladi (104-chizma).

2-teorema bu teoremaning xususiy holi, chunki A va B lar turli
horalarga ega bo‘lsa, u holda /i ning o‘rniga 0 ni olish mumkin.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1 0 ‘zgaruvchi migdorning limiti ta’rifini tengsizlik yordamida ifodalang va
uni geometrik nuqtayi nazardan tushuntiring.

2. Funksiyaning x-*a dagi limiti ta’rifini tengsizlik yordamida ifodalang va uni
geometrik nuqgtayi nazardan tushuntiring.
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12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

21

Qanday holatda o‘zgaruvchi je migdor cheksizlikka intiladi deyiladi?
Funksiyaning o‘ng va chap limitlari nima?

Qachon y=J{x) funksiya x-*a da, x-*» da cheksiz kichik deb ataladi?
Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar orasida ganday bog‘lanish bor?
Limitga ega bo‘lgan funksiya bilan cheksiz kichik funksiya orasida ganday
bog'lanish bor?

Funksiyalar yig‘indisining, ko‘paytmasining limiti hagidagi tcoremalami is-
botlang.

Bo'linmaning limiti haqgidagi teoremani isbotlang.

Oraliq funksiyaning limiti hagidagi teoremani aytib bering.

[im =
X0

i + AT = igini i .
lim fl n'j' & ekanligini isbotlang

ekanligini isbotlang.

)2_@“ +-7j =e ekanligini isbotlang.

Natural logarifm ta’rifini ayting. Natural logarifmdan o‘nli logarifmga va
aksincha ganday o ‘tiladi?

y="f(,x) funksiyaning xOnuqtadagi uzluksizligi ta’rifini keltiring va geometrik
talgin eting.

y =f(x) funksiyaning x0 nuqtada chapdan va o‘ngdan uzluksizligi ta’rifini
aytib bering.

Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremalami ta’rif-
lang va ishotlang.

Asosiy elementar funksiyalarning uzluksizligi to‘g‘risidagi teoremani aytib,
misollar yordamida isbot qiling.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalarini ta’riflab bering.
Funksiyaning uzilish nuqgtasi deb nimaga aytiladi? Misollar keltiring.
Birinchi va ikkinchi tur uzilish nuqtalari deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.
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6-bob. BIR 0 “ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
DIFFERENSIAL HISOBI

6.1. HOSILA
6.1.1. HOSILA TUSHUNCHASIGA OLIB KELADIGAN MASALA

Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar jumlasiga gattiq
jismning to‘g‘ri chiziqli harakati, ya’ni yuqoriga vertikal holda otilgan
jismning harakatini yoki dvigatel silindridagi porshen harakatini
kiritish mumkin. Bunday harakatlarni tekshirganda jismning konkrct
o ‘Ichamlarini va shaklini e’tiborga olmay, uni harakat giluvchi moddiy
nugta shaklida tasawur gilamiz.

Aytaylik, M moddiy nuqtaning to‘g‘ri chizigli harakat gonuniga
ko‘rauning t = tQpaytdagi tezligini (oniy tezligini) topish talab qgilinsin.
Nugtaning tQva t0+ At(At * 0) vaqtlar orasidagi bosib o‘tgan yoli
AS =/(/,, +At)-f(t0) boiadi. Uning shu vaqtdagi o ‘rtacha tezligi
AS = / (jp+At)- fM
At At 6 ° a5

Ma’lumki, A /ganchalik Kkichik boisa, --- o ‘rtacha tezlik nuqgta-

ning /,,paytdagi tczligiga shunchalik yagin boiadi. Shuning uchun

nugtaning L paytdagi tezligi quyidagi limitdan iborat: V(tn) - 'CIJmO%C.
. -» t

6.1.2. FUNKSIYANING HOSILASI

y =f (x) funksiya (a; b) intervalda aniglangan boisin. (a; b) intervalga
tegishli x0va x0+ Ax nugtalarni olamiz. Argument biror (musbat yoki
manfiy — baribir) Ax orttirmasini olsin, u vaqtda y funksiya biror Ay
orttirmani oladi. Shunday qilib, argumentning x0giymatida yn=/(x 0
ga, argumentning x0+ AxgiymatdayO+ [y =/(x0+ Ax) ga ega bolamiz.
Funksiya orttirmasi Ay ni topamiz:

Ay =fixo+ Ax) - /(x0). (1)
Funksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz:

Ay _ /(x0+Ax)~/(x0)
AX AX (2)
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Bu nisbatning Ax -* 0 dagi limitini topamiz.

Agar bu limit mavjud boisa, u berilgan /(x) funksiyaning x0
nugtadagi hosilasi deyiladi va/'(x0) bilan belgilanadi. Shunday qilib,
ta rifga ko‘ra:

H VIA ) = H V.
posoax YOI (M= Lim X 2 TW @)

Demak, berilgan y =/(x) funksiyaning argument x bo‘yicha
hosilasi deb, argument orttirmasi Ax ixtiyoriy ravishda nolga
intilganda, funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Axga
nisbatining limitiga aytiladi.

Umumiy holda, x ning har bir giymati uchun/'(x) hosila ma’-
lum giymatga ega,*ya’ni hosila ham xning funksiyasi bolishini gayd
gilamiz. Hosilani belgilashdaf(x) dan tashqari boshgacha belgilar
ham ishlatiladi:

I dy
y,Y x’to'
Hosilaning x=a dagi tayin giymatif(a) yoki y'\ _  kabi
belgilanadi. \x - a

Berilgan/(x) funksiyaning hosilasini topish amali shu funksiyani
differensiallash deyiladi.

6.1.3. FUNKSIYA HOSILASINI BEVOSITA HOSILA TA’RIFIGA
KO‘RA HISOBLASH

1-misol y =x2funksiya berilgan, uning:

1) ixtiyoriy x nugtadagi va 2) x = 5 nuqtadagi hosilasi y' ni toping.

Yechish. 1) argumentning x ga teng qiymatida funksiyay = x2
ga teng. Argumentning x + Ax giymatiday + Ay = (x + Ax)2ga ega
bolamiz, y = (x + Ax)2- x2= 2x(Ax) + (X)2; © nisbatni tuzamiz:
g\y _2x+AAx(Ax) _ 2X+pgx Limitga o‘tib, berilgan funksiya hosila-

X X .
sini topamiz: y = Al)l(r_nwx( = lim (2x + Ax) = 2x.
Demak, y = x2funksiyaning ixtiyoriy nugtadagi hosilasi: y' = 2x.
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2) x = 5da: y'\x_5:25 = 10.

2-misol / (x) = Xifunksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosila ta’rifidan foydalanib, kctma-ket topamiz:
Y=oy rhy =L

x+Ax’
oy = 1 1 x-x-Ax Iix
x+Ax X (x+Ax) X(x+0x) ’
Oy 1
fix X(x+Ax)
y'=lim~ =lmr- 1
On-»0 Ax X(x+.qxi|] X2m

6.1.4. HOSILANING GEOMETRIK MA’NOSI

Harakat qiluvchi jismning tezligini tekshirish natijasida, ya’ni
mexanik tasavvurlardan chigib borib, hosila tushunchasiga keldik.
Endi hosilaning geometrik ma’nosini aniglaymiz. Buning uchun awal
egri chizigga uning berilgan nuqtasida o ‘tkazilgan urinmani ta’riflab
berishimiz kerak. Biror egri chizig va unda tayin MO nuqta berilgan
boMsin. Egri chizigda bir nugtani olamiz va MO0J1/, kesuvchini
3‘tkazamiz. Agar J1/, nugta egri chizig bo‘yicha MO nuqtaga cheksiz
/aginlasha borsa, u holda MOMV kesuvchi MOM[, MQ '\ va h. k. turli
/aziyatlarni oladi.

Agar MO nuqta egri chizig bo‘yicha istalgan tomondan nuqtaga
cheksiz yaqginlasha borganda kesuvchi
ma’lum MOT to‘g‘ri chiziq vaziyatini
egallashga intilsa, u holda bu to‘g‘ri
chiziqg MOnugtada egri chizigga urinma
deyiladi (105-chizma).

To‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasida y =f (xX) ga mos egri
chizigni qaraylik, x ning biror
giymatida funksiya 'y - /(x) giymatga

105-chizma. ega. Egri chizigda x va v ning bu
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giymatlariga J1/0(x; jK) nugta to‘g‘ri keladi. Argument x ga orttirma
beramiz. Argumentning yangi x + Av orttirilgan giymatiga funksi-
yaning orttirilgan y + Ay =/(x + [x) giymati to‘g‘ri keladi. Egri
chizigning bunga mos nuqtasi JI/{x + Ax, y + Ay) nugta boMadi.
MIM | kesuvchini o'tkazamiz va uni Oxo‘gining musbat yo‘nalishi

bilan hosil gilingan burchagini ~ bilan belgilaymiz. ~ nisbatni tuzamiz.
Chizmadan: ™ = tgy? ekanligi ko‘rinadi. Endi agar [1x nolga intilsa,

u holda kesuvchi M nugta atrofida aylanadi (106-chizma).

Agar x-»0 da (p burchak biror a limitga intilsa, u holda MQ
nuqtadan o ‘tuvchi va abssissalar o ‘gining musbat yo'nalishi bilan a
burchak tashkil giluvchi to‘g‘ri chizig izlangan urinma boMadi. Uning
burchak koeffitsiyentini topish giyin emas.

Demak, tga = ;'&To tgp= ,clulmo ﬁ’x =f\x), ya’ni argument x ning
berilgan giymatidaf'(x) hosilaning qiymati/(x) funksiyaning grafigiga
uning J1/0(x; y) nugtasidagi urinmaning O xo‘qining musbat yo ‘nalishi
bilan hosil gilgan burchak koeffitsiyentiga teng.

6.1.5. FUNKSIYANING DIFFERENSIALLANUVCHANLIGI

Ta’rif. Agary =/(x) funksiyax = xnnuqgtada chekli hosilaga ega

boMsa, ya’ni lim — = lim mavjud boMsa, u holda
00 Ax  On->0 [x
berilgan x = x0giymatda funksiya differensiallanuvchi yoki hosilaga

ega deyiladi. Agar funksiya biror |a; 6] kesmaning yoki (a; b)
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ntervalining har bir nugtasida difTerensiallanuvchi boisa, u holda

unksiya kesmada yoki intervalda differensiallanuvchi deyiladi.
Teorema. Agary =f(x) funksiya biror x = xnnuqgtada differensi-

llanuvchi bo 1sa, n holdafunksiya shu nugtada uzluksizdir.
Isbot.y =/(x) funksiya xOnuqtada differensiallanuvchi boigani

chun A@(r_goax =f'(x0) — chekli son.

Limitga ega bo‘lgan funksiya o ‘zgarmas va cheksiz kichik funksiya
ig'indisiga teng bo‘lgani uchun quyidagicha yoza olamiz:

On. = /Xx0)+ ¥ bu yerda: Ax -* 0 day nolga intiluvchi funksiya,
holda Ay =/"(x 0)Ax + yAX boiadi.

Bundan Ax -* 0 da Ay -» 0, bu esa xOnuqtada f(x) funksiya uz-
iksiz, demakdir.

Shunday qilib, uzilish nuqtasida funksiya hosilaga ega bo‘la
Imaydi. Teskari xulosa to‘g‘ri emas, ya’ni biror x =x0 nugtada
-/(*) funksiya uzluksiz bolishidan bu nuqtada u differensialla-
jvchi ham boiadi, degan xulosaga chigmaydi, X0 nugtada funksiya
Dsilaga ega boimasligi ham mumkin.

.1.6. 0 “ZGARMAS MIQDORNING HOSILASI, 0 ‘ZGARMAS MIQDOR
BILAN FUNKSIYA KO‘PAYTMASINING HOSILASI, YIGANDINING,
KOTAYTMANING, BO‘LINMANING HOSILASI

1. 0 ‘zgarmas miqgdorning hosilasi nolga teng, ya’ni agary = C
SIsa, C= const, y" = 0 boiadi.

2. 0 ‘zgarmas ko'paytuvchini hosila ishorasidan tashgari chigarish
umkin: y = Cu{x) boisa, y ' = Cu’(x) boiadi.

3. Chekli sondagi difTerensiallanuvchi funksiyalar yigindisining
esilasi shu funksiyalar hosilalarining yigindisiga teng:

y =UX) +V(X) +W(x)\ y =U\x) +V'(x) + W'(x).

4. lkkita differensiallanuvchi funksiya ko‘paytmasining hosilasi
inchi funksiya hosilasining ikkinchi funksiya bilan ko'paytmasi
us birinchi funksiyaning ikkinchi funksiya hosilasi bilan
‘paytmasiga teng, ya’niy = uv bo'lsa, y' = uv + uv’.

5. Kasrning hosilasi kasrga teng boiib, uning maxraji berilgan
sr maxrajining kvadratidan, surati esa maxrajining surat hosilasi
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va suratning maxraj hosilasi bilan ko'paytmalari orasidagi ayirmadan

u'v-uv

iborat, ya'ni agar y - \”/ bo'lsa y* = Ea

6.1.7. OSHKORMAS FUNKSIYA VA UNI DIFFERENSIALLASH

Ikkita x va y o'zgaruvchilarning giymatlari o'zaro biror tenglama
bilan bog'langan bo'lsa, uni tubandagicha belgilaymiz:

F(xy) = 0. @

Agar y —/(x) funksiya biror (o; b) intervalda aniglangan bo'lib,
(1) tenglamada y o'miga/ (x) ifoda go'yilganda tenglama x ga nisbatan
ayniyatga aylansa, holda y-f(x) funksiya (1) tenglama bilan
aniglangan oshkormas funksiya bo'ladi.

Masalan, x2+y2- a2=10 tenglama quyidagi y =yja2-x 2,
y =-\la2- x2 elementar funksiyalami oshkormas tarzda aniglaydi.
Oshkormas funksiyalami oshkor tarzda, ya’ni y=f{x) ko'rinishida
ifodalab boiavermaydi. Masalan: y1- ¥ - x2= 0.

Endi oshkormas funksiyalardan hosila olishni ko'rsatamiz.

I-misol x2+ Y - a2- 0 funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Berilgan funksiyaning ikki tomonini x bo'yicha dif-
fcrensiallab (murakkab funksiyani differcnsiallash goidasidan foyda-
lanib), quyidagini topamiz:

2x +2yy' =0, =

2-misol. y7- y2- x2=0.
Buni x bo'yicha differensiallaymiz:

7y6y'- 2yy'- 2x =0,
y\7y6- 2y) = 2x,

y'=- 2x ..
ly %
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6.2. MURAKKAB, TESKARI VA BA’Zl BIR ELEMENTAR
FUNKSIYALARNING HOSILALARI

6.2.1. MURAKKAB FUNKSIYANING HOSILASI

Aytaylik, y = F(x) murakkab funksiya boMsin, ya’ni y = F(u),
n=1ip(x) yoki y= /'[p(x)] boMsin; n o°‘zgaruvchi oraliq argument
deyiladi, y= F(u) va n- <p{x) — differensiallanuvchi funksiyalar
bo‘lIsin.

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini keltirib chigaramiz.

Teorema. Murakkab F(u)funksiyaning erkli o zgaruvchix bo {icha
hosilasi bu funksiyaning oraliq argumenti bo yicha hosilasining oraliq
argumentining erkli o zgaruvchi x boYyicha hosilasiga ko paytmasiga
teng, ya hi

Yx = Fu(“) mU'x(X) (1)

Miso ly = (x3+ 4x* + 3x2+ 2)5funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Berilgan funksiyani murakkab funksiya deb garaymiz,
ya’'ni y = nbdeymiz, bu yerda:

N = x5+ 4X4+ 3x2+ 2.

(1) formulaga asosan:

yX =yumlx = ((x5+4x4+3x2+2)5)"' =
= 5(x5+4x4+ 3x2+2)4+(5x4 + 16x3 + 6X).

6.2.2. TESKARI FUNKSIYA VA UNI DIFFERENSIALLASH

Aytaylik, biror fa; b} kesmada
aniglangan o ‘suvchi yoki kamayuvchi
y=f(x) (1) funksiya berilgan bo‘lsin.
Shu bilan birga f(a) = ¢, f(b) =d
bo'lsin (107-chizma).

Aniglik uchun o‘suvchi funksiyani

r tekshiraylik. [a; b] kesmaga tegishli
ikkita har xil x, va x2 giymatlarni
garaymiz.
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0 ‘suvchi funksiya ta'rifidan, agar x, < x, vayx=/(x,), yr=/(x2
bolsa, u vagtda yx<y2bo'lishi kelib chigadi. Shunday qilib, x ning
giymatlari bilan y ning ularga mos giymatlari orasidagi o‘zaro bir
giymatli moslik aniglanadi.

Y n>ng giymatlarini argumentning qiymatlari deb, x ning
giymatlarini esa funksiyaning qiymatlari deb qgarab, x ni y ning
funksiyasi sifatida olamiz:

x = tpiy). 2

Bu funksiya y =f (x) funksiya uchun teskari funksiya deyiladi.
y ~f(x) funksiya ham x = <p(y) funksiya uchun teskari funksiya
ekanligi ravshan. Xuddi shuningdek, kamayuvchi funksiya ham teskari
funksiyaga ega ekanligini ko!rsatish mumkin.

Teskari funksiya y =/(x) tenglamani x ga nisbatan yechish yo‘li
bilan topiladi. Bu funksiyalarning grafiklari ustma-ust tushadi. Agar
teskari funksiya argumentini yana x bilan, funksiyani esa y bilan
belgilasak va ularni bir koordinatalar sistemasida chizsak, u holda
ikkita har xil grafik yechim boMadi. Grafiklar birinchi koordinata
burchagining bissektrisasiga nisbatan simmetrik boMadi.

Endi teskari funksiyaning hosilasini bilgan holday =f(x) funksiya
hosilasini topishga imkon beruvchi teoremani ko‘rib oMamiz.

Teorema. Agary =f (x)funksiya uchun tekshiriladigan y nuqtada
noldanfarqlitp’(y) hosilaga ega bo'lgan x = <p(y) teskarifunksiya mavjud

bo 1sa, v holda tegishli x nugtada y =f (x) funksiya y = <p,1(y—) ga teng
boiganf(x) hosilaga ega boiadi, ya'ni /'Yx) = - —.

Isbot. Ayorttirmam olgammizda Ax =(p(y +A.y) - <p(y)\ (2)ga
asosan <p(y) monoton funksiya boMgani uchun Ax * 0.

Ushbu ayniyatni yozamiz: Ax Alx .Buyerdaly o0daAx->0.
Ay
[y -* 0 da limitga oMamiz:
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6.2.3. BA’ZI ELEMENTAR FUKSIYALARNING HOSILALARI

I)logarifmik funksiyaning hosilasi
I-teorema. y = logw funksiyaning hosilasi - logfl/ ga teng, ya hi

agary = loga bo1sa, y'= - logal bo fadi.

Isbot.xga [x ga orttirma bcramiz, u holday ham Ay orttirma
oladi, ya’ni y + Ay = loga(x + Ax).

Ay =loga(x + Aix) - logax = loga(x+v—) = loga(l +

Tenglikning har ikkala tomonini [x gabo‘lamiz:

Ushbu ~ =a belgilashni kiritamiz, u holda ~ = 1e<loga(l + a)a.
~ =ahbo'lgani uchun, / =limi «log0(l + af = ¥ logae bo'ladi.
a-»0 X
logae=5-  y= lina

Agary = Inx bo'lsa, y' =— bo'ladi.
X

2) nbutun va musbat bo‘lganday =x"funksiya-

ning hosilasi
2-teorema. y = xnfunksiyaning hosilasi (bunda n butun musbat)

nx"~lga teng, ya hiy =x" bofisa, y ’- n -xT~xa teng.
Isbot. Hosila ta’rifidan foydalanib, ketma-ket topamiz:
Dy +Ay =(x+Ax)";
2) Ay =(x +4x)" - xn=xi + ~x"14Ax + "M~D x"~2(Ax)2 +... +
(" - X

yoki Ay = /x'"‘Ox+ - xn20x)2+... +(4x)”;

3) Ay T XTLE po Xxn2x 4.+ ()7
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> 1 deSohH jao IR Xm2ax bt (A =

Qr-nak, y' = nx'*-1. Bu formulaning n — kasr va manfiy bo'lgan
hoija Ham to'g'riligini ko'rsatish mumkin.
y =sinx,y =cosxfunksiyalarning hosilalari
3-te°rema- s'nx ninS hosilasi cos x ga teng, ya 'ni agary = sin x

bo'llsa, ¥ = cosx
|St>ot. 1) y + Ay = sin(x+ [Ox);

2) £Y =sin(x + Ox) - sinx =2sin XtAE~?~ecos x+e" ~ =
=2sin  cos

_ 2sin”cos(x+" | §jRAE

I - =A T+t ),
2
Av o &
= lim —= lim —  «ijm roslx + |
Py =dm ™ B a A
M2 . .
ammo ton -g— =1, demak, y =jun cos(x +”~J =cosXx.

4-teorema. cosx ning hosilasi -sin x ga teng, ya hi
(cosx)' = -sinx.

Isbot. (Yuqoridagiga o'xshash isbot gilinadi.)

5-teorema. tg x ning hosilasi Sa tenS, ya hi
(tgxy =_L _.
cos”x
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6-teorema. ctg x ning hosilasi - —  ga teng, ya hi
(ctgx)’ =-

Bu teoremalarni mustaqil isbot qilish talabalarning o‘zlariga
topshiriladi.

6.2.4. TESKARI TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR
VA ULARNING IIOSILALARI

1) y = arc sinx funksiyani qaraylik.

Buning uchun ushbu x = siny funksiyani
olamiz. Bu funksiya -<» <y< +00 in-
tervalda aniglangan (108-chizma).

- 17~Y-j kesmada funksiya o‘suvchi,
X uning giyrnatlari -1 <x< 1 kesmani
to‘ldiradi. x = siny funksiyaga teskari

funksiya mavjud. Bu funksiya -1 < x<I
kesmada aniglangan, uning giyrnatlari
-j<y<j kesmani to‘ldiradi.
~1-teorema. arcsinx funksiyaning
hosilasi y' = ga teng.
1-x2
Isbot. x = siny, x'y= cosy. Teskari funksiyani diffcrensiallash

goidasiga binoan: yx=-7-= ¢— cosy =4 1- sin2y =VI- x2

3o‘lganidan y'x = ga teng, <y<”N.
VI-x2

Ildiz oldida plus ishora olinadi, chunki y - arcsinx funksiya
"j-Y —* kesmada giymatlar gabul giladi. Demak, cosy > 0.

Misol. y =arcsine* berilgan. y’- 1 Aex)' = e

V\-(ex)2 yfl-e
2-teorema. y = arccos x ning hosilasi y' =- —- ga teng.
Vi- i
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3-teorema. y = arctg x ning hosilasi y' *|_w2 ten™

|
4-teorema. y = arcctg x ning hosilasi / * \-xi S° S'

Yuqoridagi teoremalarni mustaqil i”ot
topshiriladi.

talabalarga

6.2.5. DIFFERENSIALLASHNING ASOSIY fo r MULALARI

Yugorida keltirib chigarilgan barcha fori,LT"a%r va g°idalarni tu-
bandagicha jadval ko'rinishida yozamiz:
1) y = C(C—¢onst), y' = 0;

2) y = X0, y = ax°~
3 = VX,
) v = Vx y oo
4) Y= X' y = -\X>
5) y = a% y' = crina;
6) y= Yy =
7) ¥ = logax, y' = Ylogee
, o
8) y = Inx, « = p
9) y =sinx, y' = cOsX;
10) y =cosx, y' = - sinx;
1
11 = tgx, =
)y g Y = ol x
12) y = ctgx,
sinaX
13 - arctg x, - .
) v g I =g
14) y = arcctg X, .
y,=-jh;



15) y =arcsin x, y =

X
16) y = arccosx, y'=-— - ;
vi-x2
Dififerensiallashning umumiy goidalari
D)y =Cu(x), y' =Cu'(x) (C-const).

2) y =n+v+w, y' =u+Vv+w;

3) y MW, y'=unev+uv;

. " r u'v-uv’.

) y=1 Y=—.a
Y =/(n)] - u):
vt r ! =fy(v) m'(u);

6) y =uv, y'-vuwu +wv'lnw;

7) Y=(*) ga x="(y) teskari
funksiya bo‘lsa, /'(x) =

6.2.6. PARAMETRIK KO‘RINISHDA BERILGAN
FUNKSIYANING HOSILASI

Ushbu ikkita tenglamani qaraylik:
x =~>(0,1

y=mh (1)

bu yerda: / g[7]; T2] kesmadagi giymatlarni gabul giladi. t ning har
bir giymatiga x va y ning giymatlari to‘g‘ri keladi. Agar x va y
giymatlarga Oxy koordinata tekisligidagi nuqtaning koordinatalari
deb garalsa, u holda t ning har bir giymatiga tekislikning ma’lum bir
nuqtasi to‘g‘ri keladi. t ning giymatlari Txdan T2gacha o'zgarsa, bu
nugta tekislikda biror egri chizigni chizadi. Shuning uchun (1)
tenglamalarga egri chizigning parametrik tenglamalari deyiladi, t
parametr deyiladi. Egri chizigni (1) tenglamalar bilan berish usuli
esa parametrik usul deyiladi. Egri chiziglaming parametrik tarzda
berilishi mexanikada keng go‘llaniladi.
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(1) tenglamadan /parametrni chigarsak, F(x, y) = 0 ko‘rinishdagi
tenglamaga ega bo‘lamiz.

6.2.7. BA’ZI EGRI CHIZIQLARNING PARAMETRIK TENGLAM/VLARI

x = rcost, 0<t < 2n — aylananing parametrik tenglamasi.
y =rsint.

X =acost, 0</<2n — ellipsning parametrik tenglamasi.

y - bsint.
x =a(t-sin/), 0<t< 2n — sikloidaning parametrik tengla-
y =a(t-cost).

masi.

x =o0co0s3/, 0</<2a — astroidaning parametrik tenglamasi.
y - asin 31

6.3. YUQORI TARTIBLI HOSILALAR. LOPITAL QOIDASI

6.3.1. YUQORI TARTIBLI HOSILALAR

y —f (x) funksiya biror (a; b) intervalda differensiyallanuvchi
boisin./(x) hosilaning giymatlari, umuman aytganda, xga bog‘liq,
ya’ni/*(x) hosila ham x ning funksiyasidan iborat.

Bu funksiyani differensiallab,/(x) funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi deb ataladigan hosilani topamiz.

Birinchi hosiladan olingan hosila ikkinchi tartibli hosila deyiladi
va y" yoki/"(x) bilan belgilanadi.

Ikkinchi hosilaning hosilasi uchinchi tartibli hosila deb ataladi va
y"’yoki/"" (x) bilan belgilanadi.

Umuman, /(x) funksiyaning n-tartibli hosilasi deb uning (n - 1)-
tartibli hosilasining hosilasiga aytiladi va y (9 yoki f (N(x) bilan
belgilanadi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, tubandagi formulalar ham o ‘rinlidir:

U+V)0=u@+v@ (Cu)@= CQusn).
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Ikki funksiya ko'paytmasi m(x) *i;(x) ning /7-tartibli hosilasi uchun
yidagi formula o ‘rinlidir:
ft I\

y'=wm'v)" =uwv +nul) v + TV 4 e+ UV(N)-

Bu formula Leybnits formulasidir.

6.3.2. IKKINCHI TARTIBLI HOSILANING FIZIK MA’NOSI

M moddiy nugtaning Qxo‘qgi bo‘ylab notekis harakatini qaraylik.
i harakat qonuni

x =f(t) (€
rmula bilan berilgan boisin, bunda x — moddiy nugta koordinata-
t — vaqt.

Oniy tezlik v(t) quyidagi formula bilan aniglanadi:
v() =1 (1. @

Bu tezlik moddiy nuqta koordinatasini vaqtga bog‘lig o ‘zgarishini
rakterlaydi. Tezlikning o ‘zini vaqtga bog‘lig o ‘zgarishini xarakterlash
:hun tezlanish formulasini keltiramiz:

a(t) = v'(t). ®)
Ikkinchi tartibli hosila ta’rifiga ko‘ra:
a(0 =/"(") = * (4)

Shunday qilib, ikkinchi tartibli hosila fizik nugtayi nazardan
zlanishni ifodalar ekan.

6.3.3. LOPITAL QOIDASI

1) ikkita funksiya orttirmalarining nisbati
agida.

Teorema (Koshi teoremasi). Agar ikkita f(x) va <p(x)funksiya [a;
J kesmada uzluksiz va uning ichida differensiallanuvchi bofisa, shu
ilan birga shu kesma ichining hech gayerida nolga aylanmasa, v holda
? bJ kesma ichida shunday x - ¢ (a < ¢ < b) nugta topiladiki, unda
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f(b) ~/(f1) = f\c)
<p(b)-<p(a) Y@

bo 1adi.
2) ikkita cheksiz kichik migdor nisbatining 1i-

/0 @\ o . . . ) )
miti Ilgm—l ko ‘rinishdagi anigmaslikni ochish.

r“Aytaylik, biror [a\ b] kesmada /(x) va <p(x) funksiyalar Koshi
teorcmasining shartlarini ganoatlantirsin va bu kesmaning X=a
nugtasida nolga aylansin,ya’ni/(a) = Ovatp(a) = 0 boisin. Bux = a
giymatdaf(x) / (p(x) nisbat aniglanmagan. am m o~/ a giymatlarda
to‘la ma’noga ega. x -> a da bu nisbatning limitini topish talab qgilinsin.
Bu turdagi limitlami hisoblash anigmasliklarni ochish deyiladi.
Teorema (Lopital qoidasi). Aytaylik, biror [a; b] kesmadaf (x) va
<p(funksiyalar Koshi teorcmasiningshartlarini ganoatlantirsin va uning
birorx = a, nugtasida nolga aylansin, ya hif (a) = <p(@ = 0 bo isin, n
holda agar x-> a daf (x)/<p’(x) nisbatning limiti mavjud bo'lsa,
Ixmg s{'xg ham maijud bo 9adi va shu bilan bir/ga:

S
lim— - lim .
x-»a <p(x)  x->a P(X)

Agarf'(x) = <p'(X) = 0boisa va/(x), () funksiyalarga go‘yilgan
shartlarni /' (x), tp'(x) hosilalar ganoatlantirsa, u holdaf'(x) / <p'(x)

X . X
nisbatga Lopital goidasini go‘l'anib, Jim ) - lim formulaga

kelamiz.
Agar <p'(@) = 0, lekinf'(x) * 0 bo'lsa, u holda teoremani x -* a da
nolga intiladigan <p(X) //(x) teskari nisbatga nisbatan qo‘llaymiz.
1-misol. " 1lim307X = fjm (IN7Y)" = i Le0STX - T ji
x>0 4x V-0 (4x) >) 4 4

2-mi sol. limIl— =
x>0 X

Lopital goidasi lim =/(x) =0 va lim = <p(X) - 0 boigan holda
ham qoilaniladi.
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Misol. }Im m hisoblang. Bu limit e Kko'rinishdagi limit,

bo'linnianing limiti haqgidagi teoremani qo'llasak, yana ~ ko'rinishga

ega bo'lamiz. Bunga Lopital goidasini qo‘llaymiz:

lim - =lim —\= lim 2
X (ex)' ex

Biz yana ” ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo‘ldik. Lopital

goidasini yana bir marta qo‘llaymiz:

lim 2 = lim = lim —=0.
X—¢-me [->400 (exy X —b+00 CX

3) 0-00;, - oo 1“0°;00°ko‘rinishidagi anigmasl iklar.
Bu ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish ayniy shakl almashti-
rishlar yordamida oldingi ikki holga keltiriladi.
1-misol. lim*3 4/v’ ni hisoblang. Bunda Iir61x3:0 va
X->° -

f

lime'/x = + o bo'lganidan 0 « 00 ko'rinishdagi anigmaslikka egamiz.
,1/x3

Ayniy shakl almashtirish yordamida x 3 me' ko'rinishga

kelamiz. Bu esa - ko'rinishdagi anigmaslik. Lorﬁl goidasini
go'llaymiz:

limx3me,/x*=lim e—-=lim—~" =
*0 M o0 (] \

n [?)
=lim »f

x->0

2-misol. lim( — -----—) ni hisoblang. Bu yerda lim 1 = 00;
*->o\tgx  sinx/ j©>0 tgx
Ijm _J_ = oo, demak. oo-oo Ko rimshdagi amgmashk. Aymy shakl
X-»0 SIn X
. . 1 . . . 1 _ cosx-1
almashtirish yordamida — ~ sinx - sinx Kko'rinishga o'tamiz. Bu

esa L} ko'rinishdagi anigmaslik. Bunga Lopital qoidasini qo'llaymiz:

limf 1 .J
x—0\

) =1im5Pi=l=Uni'JS!~ .lira *11-0.
X sifTA) x—0 Sill X x~>0 (sin x') X X

a
—*0 COS

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar

1. Funksiyaning.berilgan nuqtadagi hosilasi ta’rifini bering.

2. Funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasining geometrik ma’nosi nimadan

iborat?

Hosilaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?

Funksiya differensiallanuvchanligining zaruriy sharti nimadan iborat?

0 ‘zgarmas sonning hosilasi formulasini keltirib chigaring.

Yig'indi, ko'paytma va bo'linmaning hosilasini hisoblash formulalarini keltirib

chigaring.

7. Oshkormas funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

8. Murakkab funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

9. Qanday funksiya teskari funksiya deyiladi?

10. Teskari funksiyani differensiallash formulasini keltirib chigaring.

11. Logarifmik funksiya hosilasi formulasini keltirib chigaring.

12. Ko'rsatkichli, trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar chigaring.

13. Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari uchun formulalar chigaring.

14. Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyalarni differensiallash formulasini
keltirib chigaring.

15. Ikkinchi tartibli hosilaning fizik ma’nosi nimadan iborat?

16. Berilgan funksiyaning «-tartibli hosilasi deb nimaga aytiladi?

o0 w

17. x->a va x-»00 da - ko‘rinishidagi anigmaslikni ochish uchun Lopital
qoidasini chiqgaring.

18. x-* a va x-> « da — ko'rinishidagi anigmaslikni ochish uchun Lopital
goidasini chigaring.

19. 1 t0-00; 00*; 0° ko'rinishidagi anigmasliklarni ochishda Lopital goidasini
qo'llanilishini misollar yordamida izohlab bering.



6.4. HOSILANING FUNKSIYANI TEKSHIRISHGA TATBIQI

Funksiyani tekshirishda funksiyaning monotonlik intervallari.
ekstremumlari. botiqgligi, gavarigligi. asimptotalarini aniglashga to‘g'ri
keladi.

6.4.1. FUNKSIYANING MONOTONLIK INTERVALLARI

Funksiyaning o'sishi yoki kamayishi mumkin boigan intervallar
monotonlik intervallari deyiladi. Berilgan intervallarda funksiya
monotonligini hosila yordamida ganday aniglash masalasini garaymiz.
Dastlab funksiya monotonlik intervalini aniglashning zaruriy shartini
aniglaymiz.

1-teorema (zaruriy sharti). Agarf (x) funksiya (a\ b) intervalda
differensiallanuvchi va o Suvchi (kamayuvchi) bo'lsa, n holda ixtiyoriy
XE(a; b) uchun

f'(x) >0 (f'(xy< 0) 1)
o rinli bo fadi.

Isbot. Aytaylik, xOnuqta (s; b) intervaldagibiror nuqgta boisin.
(a; b) intervalda fix) funksiya o‘suvchi boigan holni garaylik. U
holda x > x0uchunf(x) >/(x0); x <xOuchun/(x) </(x0) tengsizlik
o'rinli boiadi. Bundan esa ixtiyoriy xE(a; b) uchuna ~ x0da

tengsizlik o'rinli.
f{x) funksiya (a; b) intervalda differensiallanuvchi bo'lgani uchun
(2) tengsizlikda x-»x0ga intilganda limitga o'tsak,

fix) = lim >0
X->X0 -*-*0
ga ega boiamiz.

Xuddi shunga o'xshash kamayuvchi funksiya uchun ham/'(x) < 0
ga ega boiinadi.

Funksiya monotonlik intervalini yetarli shartini aniglash uchun
quyidagi ikki teoremadan foydalaniladi. Bu teoremalarni isbotsiz
keltiramiz (isbot gilish talabalarga mustagqil ish shaklida topshiriladi).

2-teorema (Roll teoremasi). Agary =f (x) funksiya [a; b] kes-
mada aniglangan va uzluksiz, (a; b) intervalda differensiallanuvchi,
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kesmaning oxirlarida tengf(a) =f(b) giymatlarni gabul gilsa, n holda
kesmaning ichida kamida bitta x - cE(a; b) nuqta topiladiki, unda
hosila nolga teng, yahif'(c) = 0 bo'ladi.
Teorema bajarilsa, ya’nifie) = 0bo'lsa. bu tga - 0 ekanini bildiradi
(a - Oxo'gning musbat yo'nalishi bilanf(x) funksiya grafigiga abssissasi
X= C ga teng boigan nugtada o'tkazilgan urinma orasidagi burchak).
Shu sababli, teorema sharti bajarilsa, u holda (a; b) kesma ichida kam
deganda bitta shunday x - ¢ nugqta topiladiki, grafikka abssissasi x = ¢ ga
teng nugtada o'tkazilgan urinma Ox o‘gga parallel bo'ladi.
3-teorema (Lagranjningchekli orttirmalar hagidagi teoremasi).
Agary =f(x) funksiya [a; b/ kesmada aniglangan va uzluksiz, (a; b)
intervalda differensiallanuvchi bofisa, u holda [a; b] kesma ichida
kamida bittax = cE(a; b) nugta topiladiki, bu nugtada
f{b)-f{a) =f\c){b-a) 3)

tenglik bajariladi.

4-teorema (yetarli sharti). Agarf(x) funksiya (a; b) intervalning
har bir nugtasida musbat (manfiy) hosilaga ega bo ‘1sa, bufunksiya (a;
b) intervalda qatiy o'sadi (qatiy kamayadi).

Isbot. Aytaylik, x, va x2lar (a; b) intervaldagi ixtiyoriy nugtalar
boisin, bunda x{<x2 U holda Lagranj teoremasiga ko'ra (x(; x2
intervalda shunday cG(x,; x2) nuqgta topiladiki, bunda

1(x2)-1(x,) =1 ,(c)(x2-x,) (4)

bo'ladi.

Agar/'(x) > 0 bo'lsa, u holda x2>x, uchun (4) formuladan
/(x2 >/(x,) bo'ladi. Bu esa (a\ b) intervalda/(x) funksiyani ga’tiy
o'suvchanligini ko'rsatadi.

Agar/'(x) <0 bo'lsa, u holda x2>x, uchun (4) formuladan
fix,) </(x,) bo'ladi. Bu (a; b) intervaldafix) funksiyani ga’tiy ka-
mayuchanligini ko'rsatadi.

Bu teoremadan ko'rinadiki, fix) funksiyaning monotonlik
intervallari bir-biridan funksiya hosilasi nolga teng boigan yoki
uzilishga duchor boigan nuqtalari bilan ajraladi.

Bu nuqtalar kritik nugtalar deyiladi. Bulardan funksiyaning
monotonlik intervallarini topishning quyidagi qoidasi kelib chigadi:

1) fix) funksiyaning kritik nuqgtalari topiladi. Shu kritik nuqtalar

bilan funksiya aniglanish sohasi hosila ishorasini o‘zgartirmaydigan
intervallarga boiinadi;
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2) shu intervallarni qaysi biridaf'(x) >0 bo'lsa, shu intervalda
funksiya ga’tiy o‘sadi, qaysi birida/'(x) < 0 boisa, funksiya shu
intervalda qa’tiy kamayadi.

6.4.2. FUNKSIYANING 0 ‘SISHI VA KAMAYISH |

Hosila tushunchasini funksiyaning o'sishi va kamayishini
tekshirishga tatbiq etamiz.

1-teorema. 1) agar[a; b] kesmada hosilaga ega bo 1ganf(x) funk-
siya shu kesmada o Suvchi bo isa, uning hosilasi [a; b] kesmada manfiy
boimaydi, yahif'(x) > 0.

2) agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz, (a; b) oraligda
differensiallanuvchi bo‘sa va a <x <b uchun f'(x) >0 bofsa, bu
funksiya fa; bj kesmada o Sadi.

Isbot. Teoremaning birinchi gismini isbotlaymiz.

/(x) funksiya [a; b] kesmada o'sadi, deb faraz qilamiz va x ga Ax

orttirma beramiz. So‘ngra nisbatni tuzamiz. /(x)

o'suvchi funksiya, shunga ko'ra, x > 0 bo‘lganda:/(x + Ax) >/(x);
Ax < 0 bo'lganda: f(a + Ax) </(x).
Ikkala holda ham: f(a+Ax)~fW >q
Ox

Demak, lim £(x+Ax)-f(x) ~~
L0 ax

Endi teoremaning ikkinchi gismini isbotlaymiz. [a\ b) oraligda
/'(x) > 0 deb faraz gilamiz. [a\ b] kesmaga tegishli ikkita ixtiyoriy x,
va X2 (X, < x2 giymatini ifodalaymiz. Lagranjning chekli orttirmalar
hagidagi teoremasiga ko'ra:

u
I(N)-In,) =N1)(x2-x,),

J=1 X, < £ <X2.

\ Shartga ko'ra,/'(£) > 0, demak,/(x2? -

fix,) > 0, bu esa/(x) o'suvchi fbnksiya

> demakdir. Agar /(x) funksiya [a; b]

kesmada kamaysa, shu kesmadaf'(x) <0

bo'ladi. Agar (a; b) oraligda f'(x) <0
bo'lsa, [a; b] kesmada/(x) kamayadi.

\ \% /

109-chizma.
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Misol: y = x4funksiyaning o ‘sish va kamayish sohalarini toping.
Yechish. Hosilani topamiz, x > 0 bo'lsa,/ > 0 — funksiya o'sadi.
X < 0 bo'lsa, y' <0 — funksiya kamayadi (109-chizma).

6.4.3. FUNKSIYANING MAKSIMUMI VA MINIMUMI

1-ta’rif. Agar/ (x) funksiyaning x, nugtasidagi giymati x, ni 0'z ichiga
oigan bironta intervalning hamma nugtalardagi giymatlaridan katta bo'lsa,
f(x) funksiya x, nugtada maksimum (max) ga ega bo'ladi. Boshgacha
aytganda, agar absolut migdori bo'yicha yetarli darajada kichik bo'lgan
har ganday musbat (yoki manfiy) Ax uchun/(x, + Ax) </(x,) bo Isa,
/(x) funksiya x - xtnugtada maksimumga ega bo'ladi.

110-chizmaday =/(x) funksiyax = x, nugtada maksimumga ega.

2-ta’rif. Agar absolut migdori bo¥yicha yetarli darajada kichik
bo 'lgan har ganday Ax uchunf (x2+ Ax) <f(x2 bo'lsa, f (x)funksiya
X =x2nugtada minimum (min)ga ega bo'ladi.

Masalan, y = x4 funksiya x = 0 da minimumga ega. Maksimum va
minimum ta’riflari munosabati bilan quyidagi hollaiga e ’tibor berish kerak:

1) kesmada aniglangan funksiya x ning fagat qaralayotgaft
kesmaning ichidagi giymatlarida maksimal va minimal giymatlariga
yetishi mumkin;

2) funksiyaning maksimumi va minimumini garalayotgan kes-
mada uning eng katta va eng kichik giyrnatlari deb garash xato bo'ladi:
funksiyaning maksimum va minimumlari funksiyaning ekstremumlari
(yoki ekstremal giyrnatlari) deyiladi.

1-teorema. (Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti). Agar
differensiallanuvchiy = f(x) funksiya x = x, nugtada maksimumga yoki
minimumga ega bo 'lsa, uning hosilasi shu nugtada nolga aylanadi, ya hi
f'(x) =0 bofadi. Agarf (x) funksiya
maksimum va minimum nugqtalarda
hosilaga ega bo‘lsa, y =/ (x) egri
chizigning shu nugtalarda o tkazilgan
urinmalar Ox o giga parallel bo adi.

Hagiqatan ham, /*(*,) = tgp = 0
tenglikdan (bu yerda ip urinma bilan
Ox o'gi orasidagi burchak) <- 0
ekanligi kelib chigadi.

1-teoremadan bevosita ushbu natija
kelib chigadi: agar argument x ning
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garalayotgan hamma giymatlaridaf(x) funksiya hosilaga ega bo'lsa,
u holda funksiya x ning fagat hosilani nolga aylantiradigan
giymatlarida ekstremumga ega boMadi.

Bunga teskari fikr to‘g‘ri emas. Hosilani nolga aylantiradigan har
ganday giymatda ham maksimum yoki minimum boiavermaydi.

Masalan, y —x3 funksiya y' = 3x2 hosilasi X = 0 nugtada nolga
teng, ammo bu nuqtada funksiya maksimumga ham, minimumga
ham ega emas (111 -chizma).

Funksiya hosilasi mavjud boMmagan nugtalarda ham funksiya
ekstremumga ega bo‘lishi mumkin.

Agar biror nugtada hosila mavjud bo‘lmasa, shu nugtada hosila
uzilishini ko‘ramiz. Argumentning hosila nolga aylanadigan yoki
uziladigan giymatlari kritik yoki kritik giymatlar deyiladi.

Har ganday kritik giymatda funksiya maksimum yoki minimumga
ega bo‘lavermasligi mumkin. Funksiyaning ekstremumini topish
uchun hamma kritik nuqtalar topiladi, so‘ngra har bir kritik nugtani
ayrim tekshirib, u nugtada funksiya maksimum yoki minimumga
ega bo‘lishi yoki bo‘Imasligi aniglanadi.

2-teorema. (Ekstremum mavjudligining yetarli sharti). f(x)
funksiya kritik nugta x ni 0 Z ichiga olgan bironta intervalda uzluksiz
va shu intervalning hamma nugtalarida differensiallanuvchi bofsin,
agar shu nugtaning chap tomonidan o hg tomoniga o tishda hosilaning
ishorasi musbatdan manfiyga o zgarsa, funksiya x =X] nuqtada
maksimumga ega bo 1adi, ya hi

\x <x, bofiganda, f\x) <0,
agar\x>x, bo'lganda, /'<*)> 0 boba. funksiya x, nugtada

maksimimumga ega,
Jx <x, bo'lganda, f\x)> 0,
agar\x>x, bo'lganda, /'(x) < 0 boba’xinudtada minimumga

ega bofadi.

Agarfunksiya hosilasi ishorasini o zgartirmasa n maksimumga ham,
minimumga ham ega bo ‘Imaydi, u o $adi yoki kamayadi.

192

64.4. DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYANI BIRINCHI HOSILA
YORDAMIDA EKSTREMUMGA TEKSHIRISH

Differensiallanuvchi f(x) funksiyani ekstremumga tekshirish
quyidagi ketma-ketlikda bajariladi:

1 Funksiyaning birinchi tartibli hosilasini, ya’nif{x) ni topamiz.

2. Argument x ning kritik giymatlarini topamiz. Buning uchun:

a) birinchi tartibli hosilani nolga tenglaymiz va hagiqiy ildizlarini
topamiz;

b) x ning f(x) hosila uzilishiga duchor bo‘ladigan giymatlarini
topamiz.

3. Hosilaning kritik nuqtadan chapdagi va o'ngdagi ishofasini
tekshiramiz. Ikkita kritik nugta orasidagi intervalda hosilaning ishorasi
o'zgarmaydi. Shunga ko‘ra, masalan, x, kritik nuqtaning chap va
0°‘ng tomonidan hosila ishorasini tekshirish uchun, hosilaning a va /?

X, <a<Xp
nuqtalardagi ishorasini aniqlash kerak .
XN<i _wg

4. Argumentning kritik giymati x = x, da funksiyaning giymatini
hisoblaymiz.

Kritik nugta x, dan o ‘tishda

f'(x) hosilaning ishorasi Kritik nugtaning xarakteri

X=X\
+ f'(x{)= 0 yoki uziluvchi Maksimum nugtasi
f\x,) =0 yoki uziluvchi + Minimum nuqtasi
+ f\x i) = 0 yoki uziluvchi + Funksiya o ‘sadi

/ *(*,) = 0 yoki uziluvchi Funksiya kamayadi

Funksiyaning ekstremumini ikkinchi hosila yordamida tekshirish

Y =fix) funksiyaning hosilasi x = x, nuqtada nolga aylansin, bundan
tashgarif"(x) mavjud va x nugtaning biror atrofida uzluksiz bo‘Isin.

Teorema. f(x {) =0 botsin, n vaqtdaf"(x§ <0 boisa, funksiya x,
nugtada maksimumga ega bo 1adi, f"(x{) > 0 bo‘sa, funksiya x, nugtada
minimumga ega bo fadi. Agar kritik nugtada f" (x) —0bo 1sa, x = x, nugtada
Yo maksimum yoki minimum bo 1ishi yoki bo 1masligi ham mumkin.

Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

1 Funksiyaning kesmada hamma maksimum va minimumlari topiladi.
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2. Kesmaning boshi va oxirgi nuqtalarida funksiyaning giymatlari
aniglanadi:/(tf), f{b).

3. Funksiyaning yugorida topilgan hamma giymatlari orasidagi
eng kattasi tanlab olinadi, ana shu giymat funksiyaning berilgan
kesmadagi eng katta giymati bo'ladi.

6.4.5. EGRI CHIZIQNING QAVARIQLIGI VA BOTIQLIGI

Differensiallanuvchi/(x) funksiya grafigini qaraymiz.

1-ta’rif. Agar (a; b) intervalda egri chizigning hamma nuqtalari
uning har ganday urinmasidan yuqorida bo'lsa, egri chizigq gavarigligi
bilanpastgayo'nalgan, shu intervalda egri chizigning hamma nugtalari
uning har ganday urinmasidan pastda bo‘lsa, egri chiziq qavarigligi
bilan yugoriga yo'nalgan deyiladi (111-chizma).

1-teorema. Agar (a; b) intervalning hamma nugtalarida f (x)
funksiyaning ikkinchi hosilasi manfiy, ya hif"(x) <0 bo 1sa, shu inter-
valda y=f(x) egri chizigning gavarigligi yugoriga garagan bo fadi
(egri chiziq gavariq bo'ladi).

2-teorema. Agar (b; c) intervalning hamma nuqtalarida f (x)
funksiyaning ikkinchi hosilasi musbat, ya hif"(x) > 0 bo isa, shu inter-
valday= f(x) egri chizigning gavarigligi pastga yo halgan (botiq) bo adi.

Misol sifatida y = 2 - x2;y = e*funksiyalaming grafiklarini ko‘rish
mumkin (112, 113-chizmalar).

2-ta’rif. Uzluksiz egri chiziq gavarig gismini botig gismidan ajratgan
nugta egri chizigning burUish nugtasi deb ataladi (111-chizma).

3-teorema. Egri chiziqy =/ (x) tenglama bilan berilgan bo sin.
Agarf"(a) - 0 bo 1sa yokif"(x) mavjud bo 1masa va x = a nugtadan
o tishda f"(x) ning ishorasi o zgarsa, egri chizigning abssissasi x = a
bo 1gan nuqtasi burilish nuqtasi bo iadi.
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6.4.6. ASIMPTOTALAR

Ko'pincha y=f(x) egri chizigning shaklini tekshirishga to‘g‘ri
keladi. Buning uchun esa o ‘zgaruvchi nugta abssissasi yoki ordinatasi
birvagtda cheksiz o ‘sganda tegishli funksiyaning o ‘zgarish xarakterini
tekshirishga to‘g‘ri keladi.

Ta’rif. Agar egri chizigning nugtasi cheksiz uzoglashganda uning biron
/to‘g'ri chizigdan masofasi d nolga intilsa, /to‘g‘ri chiziq egri chizigning
asimptotasi deyiladi. Asimptota grekcha «asymptotos» so‘zidan olingan
boiib, bizningcha «ustma-ust tushmovchi» degan ma’noni beradi.

Vertikal (ordinatalar o ‘giga parallel) va ogma asimptotalarni bir-
biridan farq qilamiz.

Agarn!igrlof{x) - » yoki xI_|>rgo/(x)— , yoki ll_rga/(x)— boisa, u
holda x - a to‘g‘ri chiziqy =f(x) egri chizigning vertikal asimptotasi
deyiladi.

Demak, vertikal asimptotani topish
uchun abssissaning shunday x = a
giymatlarini topish kerakki, xshu sonlaiga
yaginlashganda y=f{x) funksiya M(x,i
cheksizlikka intilsin. Bu holda x - a
to‘g‘ri chiziq berilgan egri chizigning
vertikal asimptotasi boiadi. IM

Misol. y = egri chizigx = 3
vertikal asimptotaga ega, chunki x -* 3
bolganday = ooboiadi (114-chizma). 115-chizma.
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Og‘ma asimptotalar

Og‘ma asimptota tenglamasi y = kx + b bo'lsin, k va b sonlarni
niglaymiz. MP — M nuqgtadan asimptotagacha bo'lgan masofa,

im MP - 0; Ox o‘gqga og‘ish burchagi pbo'lsa, NMP uchburchak-

an: MN -
cos<p

ing uchun lim NM - 0 (115-chizma).

. Burchak ” o ‘zgarmas (’gga teng bo'Imagan), shu-

NM =(QM-QN)=\y-y\ =\f(x-(kx +b)) |;
lim [/(*) -kx-b\ =0,

limxNe>-*-Al =o.
L X XJ

Birinchi ko'paytuvchi x cheksizlikka intiladi, shuning uchun ushbu
i iarilichi N H A - e =0 ‘ ‘
nglik baJaArlllshl kerak: ﬂgqeeL - K G 0; bo‘zgarmas bo‘lgan
alda lim- =0.
¥ x

. ™ _ o
Demak, lim Ir " &} 0, K J_L’ll %

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar

1 Kesmada o'suvchi va kamayuvchi funksiya ta’rifini izohlab bering.

2. Funksiyaning o'suvchi va kamayuvchi boiishining zaruriy va yetarlilik
shartlarini isbotlab bering.

3. Funksiyaning ekstremum nugtalarini, funksiyaning ekstremal giymatlarini
ta’riflang.

4. Ekstremumning zaruriy va yetarlilik shartlarini isbotlang.

5. y=f(x) funksiya grafigining gavariglik va botiglik ta’rifini hamda burilish
nuqtalarini ta’riflab bering.

6. y=/(x) funksiya grafigining qavariglik va botiglik intervallari va burilish
nuqtalari ganday topiladi?

7. Vertikal va og'ma asimptotalarning mavjudlik sharti ganday va ular ganday
topiladi?

8. Funksiyani umumiy tekshirish va graflgini yasash sxemasini bayon giling.
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6.5. FUNKSIYANING DIFFERENSIALI.
TEYLOR FORMULASI. TENGLAMA ILDIZLARINI
TAQRIBIY HISOBLASH

6.5.1. FUNKSIYANING DIFFERENSIALI

Aytaylik, y=/(x) funksiya [a; 6] kesmada differensiallanuvchi
bo'lsin. Shu funksiyaning [a: b] kesmaga tegishli biror x nugtasidagi

hosilasi ﬂlgrn;OAx =f\x) bo'lsin, Ax-»0 da nisbat ma’lum songa
intiladi. Bundan ko'rinadiki, Ay ->0 da nisbatf'(x) hosiladan cheksiz
kichik miqdorga farg giladi, ya’ni ~ =/'(x) + o, ikkala tomonini
Axga ko'paytirsak,

Ay =/'(x) Ax + aAx. (D

Bunda,/'(x)Ax ko'paytma Ax ga nisbatan birinchi tartibli cheksiz
kichik migdor, a *« Ax ko‘paytma Ax ga nisbatan yuqori tartibli chek-
siz kichik miqgdor, chunki

lim = lima- 0.
Ax—0 AX Ox—0

Demak, Ay orttirma ikki gismdan iborat. Birinchisi — bosh gismi:
[/*(x) * 0]/'(x) *Ax ko‘paytma funksiyaning differensiali deyiladi
va u dy bilan belgilanadi:

dy=f"'(x) Ax. 2)

Bundan foydalanib, yuqoridagi (1) ifodani quyidagicha yozish
mumkin:

Ay = dy + aAx. ©)

Funksiyaning orttirmasi funksiya differensialidan Ax ga nisbatan
yuqori tartibli cheksiz kichik migdorga farq giladi.

Agar/'(x) * 0 bo'lsa, u holda a mAx ko'paytma Ay ga nisbatan
ham yuqori tartibli cheksiz kichik migdordir.

lim ~ =1+ li =1+ -
A T S o T By = b 4)

Shuning uchun taqgribiy hisoblarda Ay = dy deb olinadi.
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1-mi sol. y = x3funksiyaning Jydiffcrensiali vaAy orttirmasini:
1) x va Ax giymatlarda; 2) x = 10, Ax = 0,1 giymatlarda toping:
Yechish. 1) Ay = (x + Ox)3- x3= 3x30x + 3x(Ox)2+ (AX)3
dy = (x3'Ax = 3x20x;

2) agarx = 10, Ax = 0,1 bo‘lsa,

Ay = 3- 102*0,1 + 3- 10-(0,1)2+ (0,1)3= 30,301,

dy= 3- 103-0,1 = 30.

Ly ni dy ga almashtirganda natija 0,301 ga teng. Hosilaga tegishli
oremalar va formulalar differensiallar uchun ham o°‘z kuchini
glaydi.

Misol. y =ctg2x, dy =-2ctgx— dx.

sin X
Differensialning geometrik Ta ’rtosi

y=f(x) funksiya va unga mos egri chizigni qaraylik. Egri
lizigning Ixtiyoriy M(x; y) nugtasini olib, unga shu nuqgtada urin-
a o ‘tkazaylik, urinmaning Oxo'gining musbat yo'nalishi bilan hosil
Igan burchagini a bilan belgilaymiz. x ga Ax orttirma beramiz, u
)idaAy =/(x + [Ox) - /(x) bo‘ladi. 116-chizmada Ay = BA; A nuqgta
a A(x + Ax; f(x + Ox)) yoki A(x + Ox; y + Ay); AMBA dan:
B=MBtga, tga =/'(x); MB-Ax, BA =f'(x)Ax bo'lganidan,
fTerensial ta’rifiga asosan dy =/'(x)Ax. Shunday qilib, BA = dy.
undan ko'rinadiki, /(x) funksiyaning x va [x ning berilgan
ymatlariga mos keluvchi differensiali y=f{x) egri chizigga x
Igtada o'tkazilgan urinmaning ordinatasi orttirmasiga teng ekan.
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6.5.2. FUNKSIYANING DIFFERENSIALINI TAQRIBIY
IIISOBLASIILARGA TATBIQI

Oldingi mavzudagi (3), (4) formulalarga asosan taqribiy
hisoblashlarda

I(x + 0x) -1(x) ~/"(x)Ax (5)
tenglikdan foydalaniladi. (5) formulani quyidagicha yozamiz:
f(x +Ax) ~f(x) +f'(x)Ax. (6)

1-misol. -¥4-3%5ni hisoblang.

Yechish. (6) formuladan foydalanamiz:

A4~325~n/4 +  ®4,325-4) =2 +M d =2 +0,081 =2,081.

2-mi sol. cos48<mi hisoblang.
Yechish. f(x) =cosxbo'lsin, u holdaf'{x) = -sin x. (6) for-

mulaga asosan: cos(x + AX) ~ cosx - sinx [Ix; x =~ deb olamiz.

Ax =3°= ifo'3’
) 3n K_ -2 -2 33
cos48°=cos(j +w ) cosn ~ Sin"4 2 2~ 180
=0,7071+0,7071 0,052 =0,7071 +0,037 =0,7441.

6.5.3. TEYLOR FORMULASI

Aytaylik, y =/(x) funksiya x = a nuqtani o'z ichiga olgan biror
oraligda (n + I)-tartibgacha hosilalarga ega bo'lsin. Darajasi n dan
oshmaydigan shu nuqtadagi giymatiga teng bo‘lgan, a-tartibgacha
bo'lgan hosilalaming x - a nuqtadagi giymatlari /(x) funksiyadan
shu nugtadan olingan mos hosilalar giymatlariga teng bo'lgan
Y= Pn(x) ko'phadni olaylik, uning x = a nuqtadagi qiymati /(x)
funksiyaning giymatlariga teng, ya’ni

P£a) =f(a), F nfa) =/'(fl), Privi{a) =/<"">(*).
Bu ko‘phadni (x - a)ning darajalari bo'yicha noma’lum

koeffitsiyentli
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P,,(x) = cO+ ct( x - @) + cAx - a)2+ .. +cnx -a)" 7

co‘phad shaklida izlaymiz. Noma’lum koeffitsiyentlarni vuqoridauj
;hartlarni ganoatlantiruvchi qilib aniglaymiz:

Pn(x) - ¢f+ 2c2(x —a) +3c3(x —a)~ +... + ncn(x —a)n/],
P,(x) =2mlec2+3 ¢2¢c3(x - @) +... +n(n-l)c,,(x - a)n2

(8)
P, (Nx) =...(n-\)...2 \ ¢cn.
'= a giymatni go‘yamiz:
~N(a) =c0; P;(@)=c,; P{a)=2 Im2.
9)
Pn(n)(a) =n(n - 1)(« - 2)...2 mlec,,.
)) dan Cj, c2 ..., cn koeffitsiyentlarni topamiz:
c0=/(a), ¢, =f (a8, c2=~fla), 3=
« SrzdglOa =l
U holda
PM=M * fla) +4 £-T (a) +
+ - (x-af (10)

Berilganf(x) funksiya bilan tuzilgan P(jc) ko‘phad giymatlarining
irmasmi Rr{x) orgali belgilaymiz:
Rn(x) =/(*) - Pn(x), bu yerdan f(x) = Pn(x) + RJx) yoki
f(x) =fia)+ x=£f'{a) +<fE£>IT{a) + ... +
+A f f A a)+Rnx| (1D
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(11) formula fix) funksiya uchun Teylor formulasi nomi bilan

yuritiladi. Rn{x) Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi, u/(x) ni
Teylor ko‘phadi bilan almashtirganimizda ganday xatoga yo'l
go‘yganimizni bildiradi. Qoldiq hadning turli xil shakllari bor. Biz
Lagranj shaklini qaraymiz.

Teorema (isbotsiz keltiramiz). Agarf(x) funksiya x = a nuqtaning
atrofida (n+ I)-tartibgacha hosilalarga ega bo 1isa, v holda bu atrofning
har ganday x nugtasi uchun qoldig had ushbu ko Tinishga ega bo fadi:

R(y)—"n (y

bu yerda | ning giymati a va x orasida yotadi.
Buni (11) ga qo‘ysak,
fix) =fiaT+

ix-a) + iXx-a)2+.. +

~ , , (12
+q (x-ay +'M (x-ar'...

ga ega bo‘lamiz, bunda a <£ <x. (12) formula Lagranj shaklidagi
Rnqoldig hadli Teylor formulasi deb ataladi.
a = 0 bo‘lsa, Makloren formulasiga ega bo‘lamiz:

bunda

Ne =Anyn(*-a)™ a<%<*m (13)

6.5.4. ASOSIY ELEMENTAR FUNKSIYALAR
UCHUN TEYLOR FORMULALARI

Lagranj shaklidagi goldiq hadli Teylor formulasini asosiy
elementar funksiyalar: x*, e\ Inx, sinx va cos x larga tatbiq etamiz.

\)fix)-ex funksiyani Makloren formulasi
bolyicha yoyish

e*funksiya barcha x£ (-°°; °°) lar uchun barcha tartibli hosilalarga
ega.
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Shu hosilalarning x = 0 nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
/(x) =e\ [(0)=1,
f'(x) =e* f(0) = 1
f'"(x) =e* N0)= 1

fw(x) = e~ [ ((0)

[(»+)(X) = N [<«tHi>(0 ;:1

Topilgan giymatlarni (13) formulaga qo'yamiz:

B’ —1+X+—|+ +1727+D, (14)
2)/(x) =sinx funksiyani Makloren formulasi
)‘yicha yoyish.sinx funksiya barcha xE(-o0; o0) lar uchun
rli tartibli hosilalarga ega. Shu hosilalarning x = 0 nuqtadagi

Amatlarini hisoblaymiz:
/(x) = sin X,

['(x) =cosx =sin|x +~j,

fix) =cos(x +yj=sin(x+2jj,
/ (N)(x) =sin|x +nyj;

'( 0) =

I"(0)=
"(0) =
"(0) =

~ =

/ (7,(0) =sin [<at>E) =sin ({(n+1) *), 0<|<X
Bundan ko'rinadiki, tartibi juft bo'lgan hosilalarning barchasi
= 0da nolga teng. Topilgan giymatlarni (13) formulaga qo'yamiz:

M X
3! 5! (2/7-1)!
L2014 (15)
(2/7+1),sin (l+ | (2n+ 1)).
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Boshga funksiyalami ham yugoridagiga o'xshash Makloren
formulasi bo'yicha yoyish mumkin.

6.5.5. TENGLAMALARNING HAQIQIY ILDIZLARINI
TAQRIBIY HISOBLASH

Funksiyani tekshirish usullari y-f(x) tenglama ildizlarining
tagribiy giymatlarini topishga imkon beradi.

Agar berilgan tenglama birinchi, ikkinchi, uchinchi, to'rtinchi
darajali algebraik tenglama bo'lsa, u tenglama ildizlarini uning
koeflitsiyentlari orgali chekli sondagi qo'shish, ayirish, ko'paytirish,
bo'lish va ildiz chigarish amallari yordami bilan ifodalashga imkon
beruvchi formulalar bor. To'rtinchidan yuqori darajali tenglamalar
uchun bunday formulalar yo'q. Ammo, agar har ganday algebraik
(yoki algebraik boimSgan) transsendent tenglamaning koeffitsiyentlari
harflar bilan emas, sonlar bilan berilgan bo'lsa, u holda tenglamaning
ildizlarini istalgan darajada aniglik bilan tagribiy hisoblash mumkin.

Biz bu mavzuda tenglamaning ildizlarini tagribiy hisoblashning
ba’zi usullarini garaymiz.

Vatarlar usuli

J[x) = 0 tenglama berilgan boiib, bu yerda y = f(x) funksiya [a;
b] kesmada uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi bo'lsin. Funksiyani
kesma ichida tekshirib, shunday [x,; x2 kesma ajratamizki, bu kesma
ichida funksiya monoton (o'suvchi yoki kamayuvchi) va kesma
chetlarida funksiyaning/*) va/ (x2 giymatlari har xil ishorali bo'lsin.
Aniglikuchun/(xt) < 0va/(x2 > 0deb
olaylik. y="f(x) funksiya [x(; x,]
kesmada uzluksiz boigani uchun, uning
grafigi X,; X2 nuqtalar orasidagi bironta
nugtada Ox o'gini kesadi.

Y=/(x) egri chizigning x{ va x2
abssissalariga tegishli chegara
nugtalarini tutashtiruvchi AB vataming
Ox 0'q bilan kesishgan nugqtasining
abssissasi ildizning taqribiy qiymati
bo'ladi (117-chizma). 117-chizma.
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Bu taqribiy gqiymatni topish uchun berilgan ikkita A(x{\f(x %) va
(x,; /(*,)) nuqgtadan o'tuvchi AB to'g‘ri chiziq tenglamasini

Jzamiz: W ;*=“bo'lsanda-y = 0 b° “Bani
_ f(xi)___ a\-Xy
f(X2)~f(Xx)  x2-xx"
mdan
SRL (16)
>

(A7)

Ildizning aniqroq giymatini topish uchun/(fl,)ni aniglaymiz. Agar
a¥ < 0 boisa, (17) formulani [a,; x,I kesmaga go‘llanib, shu usulni
krorlaymiz, agar/(0,) > 0 boisa, shu formulani [x,; a,] kesmaga
llaymiz. Bu usulni bir necha marta takrorlab, ildizning aniqroq
; a2va h. k. giymatlarini topamiz.

Misol./(x) = x3- 6x + 2 = 0 tenglamaning ildizlarini toping.

Yechish. Dastlab monotonlik oraliglarini topamiz.

fix) =3x2-6; x<-n/2 bolganida hosila musbat,
J2 < x <+V2 oraligda manfiy va x > V2 bo‘lganida yana musbat.

Shunday qilib, funksiya uchta monotonlik oralig‘iga ega. Hisoblash
ilay bo‘lishi uchun monotonlik orahg‘ini kichraytiramiz.

Buning uchun /(x) ifodaga x ning istalgan giymatlarini gqo‘yib
ir bir monotonlik oralig‘ida chegara nugtalarida funksiya har xil
lorali bo‘ladigan kichikroq kesmalar ajratamiz:

X, =0 /(0)=2

x2=1 /(1) =-3

x4=-2  [(-2) =6

X5=2 [(2)=-2
xn=3 [/(3)=1
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Shunday qilib, ildizlar tubandagi intervallarda boiadi: (-3; -2),
(0; 1), (2; 3).
(0; 1) intervaldagi taqribiy giymatni topamiz:

0,4.

Endi /(0,4) = 0,43- 60,4 + 2= -0,336; /(0) = 2 boigani
uchun ildiz 0 bilan 0,4 oraliqda: =0-—02=1=0,4; a, =
n (0,4-0)-2 _ 08 . ~3-2 5
-0,336-2 2,336 ’ Va h-k*
Boshqga intervallardagi tagribiy giymatlar ham shunday topiladi.
Urinmalar usuli (Nyuton usuli)

Bu usulda /(x,) <0, /(x2 >0 va [x,; x2] kesmada birinchi
hosilaning ishorasi o0‘Zgarmaydi, deb faraz gilamiz. Bu holda (x,; x2
intervalda tenglama bitta ildizga ega boiadi.

Endi yana fx,; x2 kesmada ikkinchi hosilaning ishorasi
o0‘zgarmaydi, deb faraz gilamiz. Bunga ildizni 0z ichiga olgan interval
uzunligini kamaytirish yoli bilan erishish mumkin. [x,; x2] kesmada
ikkinchi hosila ishorasining o ‘zgarmasligi [x,; x2 oraliq fagat qavariq
yo fagat botiq ekanini ko'rsatadi. Egri chizigga B nuqtada urinma
o‘tkazamiz. Urinmaning Oxo'qi bilan kesishgan nuqtasi o, ildizning
tagribiy giymati boiadi. Shu abssissaning giymatini topish uchun
B nuqtada urinma tenglamasini yozamiz:

y~f(x2=/'(x2(x-x2.
y = 0 bolganda x = a, bolishini e’tiborga olib,

_, _ fix2)
& =X k2 (18)
118-chizma.



;b yozamiz. So'ngra bu nugtadan urinma o‘tkazamiz. Shu yo‘sinda
Jizning anigroq giymatini topamiz. Bu usulni bir necha marta takrorlab,
dizning istalgan aniglikdagi taqribiy giymatini topamiz (118-chizma).

Yoyning qaysi chegara nuqtasida/(x) funksiya ishorasi bilan uning
:kinchi hosilasining ishorasi bir xil bo'lsa, o‘sha nugtada urinma
'tkazamiz.

Misol. x3- 6x + 2 - 0 tenglamaning (0; 1) intervaldagi ildizi-
i hisoblash uchun (18) formulani go'llaymiz:

1(0) =0; /'(0) = (3x2- 6)x0=-6; f'(x) =6x >0
a,=0--4 = =033

Birlashtirilgan usul

Vatarlar usuli bilan urinmalar usulini [x,; x2 kesmada bir vaqgtda
o'llanib, izlangan a ildizning ikki tomonida yotgan o, va o,

ugtalarni topamiz.
So'ngra [4,; ax] kesmada yana vatarlar va urinmalar usulini

D'llaymiz. Natijada ildizning giymatiga yanada yaginroq ikkita: a,
i a2 sonlarni topamiz.

Topilgan tagribiy giymatlar orasidagi ayirma talab etilgan aniglik
arajasidan kichik bo‘lguncha shu ishni davom ettiramiz.

Yugoridagi misolda o'miga qo‘yish bilan/(0,333)>0,/(0,342) <0
caniga ishonch hosil gilishimiz mumkin. Demak, ildizning giymati
ipilgan taqribiy giymatlar orasida bo'ladi: 0,333 < x < 0,342.

0 ‘z-o0‘zini tekshirish uchun savollar

Funksiya difTerensiali deb nimaga aytiladi?

Funksiyaning difTerensiali uning hosilasi orgali qanday ifodalanadi?
Funksiya differensialining geometrik ma’nosi nimadan iborat?

Qanday funksiyalar uchun differcnsial aynan orttirmaga teng bo'ladi?

e, sinx, cosx, In(l+x) funksiyalarning Makloren ko'phadi (gatori)
ko‘rinishidagi taqribiy yoyilmalarini yozing.

Funksiyalarning berilgan aniglikdagi taqribiy giymatlarini hisoblash uchun
Makloren formulasidan ganday foydalaniladi?

7. Tenglama ildizlarini tagribiy hisoblashning vatarlar usulini tushuntirib bering.
8. Tenglama ildizlarini tagribiy hisoblashning urinmalar usulini tushuntirib
bering.

GO WN R

2]
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7-bob. ANIQMAS INTEGRAL

7.1. ANIQMAS INTEGRAL VA UNING XOSSALARI

7.1.1. BOSIILANG‘ICH FUNKSIYA TUSHUNCHASI

Biz F(x) funksiya berilganda uning hosilasini yoki difTerensiali
j[x)=F'(x) ni topishni ko'rdik.

Endi esa teskari masalani garaymiz. J{x) funksiya berilgan: shunday
Ox) funksiyani topish kerakki, uning hosilasi f{x) ga teng bo'lsin,
ya’ni F'(x) =/(x) ba'lsin.

1-ta’rif. Agar [a; b] kesmada aniglangan Ax) funksiya uchun bu
kesmaning barcha nugtalarida F'(x)-J{x) tenglik bajarilsa, F(x) funk-
siya shu kesmada f[x) funksiyaga nisbatan boshlang'ich funksiya deb
ataladi.

Misol. Ax)=x3funksiyaga nisbatan boshlang'ichAfunksiyani to-

ping. Boshlang'ich funksiya ta’rifiga asosan, F{x)=— boshlang'ich
funksiya ekani kelib chigadi, chunki =a3.

Agar [1x) funksiya uchun boshlang'ich funksiya mavjud bo'lsa, u
boshlang'ich yagona bo'Imasligini ko'rish oson:

F(x)="-+6;, F(x)=~-+7, umuman F(x)="+C.

Agar F{(x) va FAx) funksiyalar Ax) funksiyaning [a; b] kesmada
boshlang'ich funksiyalari bo'lsa, ular orasidagi ayirma o'zgarmas songa
teng bo'ladi. Agar berilgan fix) funksiya uchun ganday bo'Imasin
birgina 1x) boshlang'ich funksiya topilgan bo'lsa, Ax) funksiya uchun
har ganday boshlang'ich funksiya [ x)+C ko'rinishga ega bo'ladi.

7.1.2. ANIQMAS INTEGRAL VA UNING XOSSALARI
2-ta’rif. Agar Ax) funksiya biror kesmada Ax) funksiya uchun
boshlang'ich bo'lsa, [x)+ Cifoda 4x) funksiyadan olingan anigmas
integral deb ataladi va ushbu J/(x)rfx ko'rinishda belgilanadi. Ta’-
rifga ko'ra F'(x)=f(x) bo'lsa, jf(x)dx= F(x)+C.
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Bunda fix) funksiya integral ostidagi funksiya, f(x)dx — integral
ostidagi ifoda. f belgi — integral belgisi deb ataladi.

Shunday qilib, anigmas integral y - F{x)+ C funksiyalar to'plamidan
iborat. Geometrik nugtayi nazaridan garaganda, anigmas integral egri
chiziglar tolplamidan (oilasidan) iborat boiib, ularning har biri egri
chiziglardan bittasini 0‘z-0°ziga parallel holda yuqoriga yoki pastga.
ya’ni Oy o°‘q bo'ylab siljitish yo4i bilan hosil boiadi. Har ganday fix)
funksiya uchun ham boshlang‘ich funksiya mavjud bo ‘laveradimi?
Tekshirishlar har ganday funksiya uchun ham boshlang‘ich funksiya
mavjud bolavermasligini ko‘rsatadi. AgarXx) funksiya [a; b] kesmada
uzluksiz bo‘lsa, bu funksiya uchun boshlang‘ich funksiya mavjud
bo‘ladi. Berilgan fix) funksiya bo‘yicha uning boshlang‘ich funksiya-
sini topish fix) funksiyani integrallash deyiladi.

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega:

1 Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng,
ya’ni F'(x)=fix) bo‘lsa, u holda

(\Mf(x)dxj = (F(x)+C)" = f(x).
2. Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga teng:

d[jf(x)dx) = f(x)dx.

3. Biror funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan ixtiyoriy o‘zgarmas sonning yig‘indisiga teng:
jdF (x) =F(x) +C.
4. Biror funksiyaning hosilasidan olingan anigmas integral shu
funksiya bilan ixtiyoriy o‘zgarmasning yig'indisiga teng, ya’ni
| F\x)dx =F(x) +C.
5. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig'indisining anigmas integrali,

shu funksiyalar anigmas integrallarining algebraik yig‘indisiga teng.
j [/ (X) +F2(x)\Ix =Jyj (x)dx +If2(x)dx.

Hagigatan ham, bu tenglikning chap va o‘ng tomonlarini
liosilalarini topsak:

(i (%) +F2(x)]dx)" = F(x) + F2(x),
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(\F(x)dx +\F2x)dx) =(I Fxx)dx) + (3/2()dIx) =F(x) +F2(x)

ga ega bo'lamiz. Demak, tenglikning chap va o‘ng tomonlarining
hosilalari o'zaro teng, ya’ni chap tomondan turgan har ganday
boshlang‘ich funksiyaning hosilasi 0‘ng tomonda turgan har ganday
funksiyaning hosilasiga teng.

6. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi ostidan chiqgarish

mumkin, ya’ni c=const bo‘lsa, jaf(x)dx =ajf(x)dx.
Buni isbotlash uchun ham ikki tomondan hosila olamiz:

(JVCXWx) = (a\f(x)dx) =a[\f(x)dx) =af(x).

Anigmas integrallarni hisoblaganda quyidagi goidalami nazar-
da tutish foydali:

1. Agar Jf(x)dx =F(x)+C boisa, \f(ax)dx =xF(ax)+C;
irf(ax)dx) - f(ax),

=" (F(ax))'="F'(ax)a, F'(ax)=f (ax).
2. Agar Jf(x)dx =F(x)+C bo‘lsa, \f(x +b)dx =F(x+b)+C.
3 Agar J/(x)dx = F(x) +C boisa, Jf(ax +b)dx =" F(ax +b) +C.
Misollar:
1) J(5jc4-3cosx +4\Ix)dx="5x4dx-j3cosxdx+"4\fxdx =

4+1 f 1
=5/:1T 3sinx +4Ai+—1 +C =x5-3sinx +[3xVx +C;
2

2) f-/\__.:L|n(2x +5)+C; 3) fsin8xc/x =-"cos8x+C;
J1.X J o

+]J

4) ~cos(3x-5)dx- *sin(3x-5) +C.

— Oliy matematika 209



7.1.3. ASOSIY ELEMENTAR FUNKSIYALARNING
ANIQMAS INTEGRALLARI JADVALI

Anigmas integrating ta’rifi, xossalari, shuningdek differensial-
lashning asosiy formulalaridan foydalanib, eng sodda elementar
funksiyalarning integrallari jadvalini tuzamiz:

1) fdx =x +C; 11) f-"- =-ctgx +C;
J Jsin x

2) JIx“cfic= + C(cr*-1); 12) Jtgxdx =-In(cosx) +C;

3) JA-=-1 +C; 13) Jctgxdx = In|sinx|+C;

4) JN- =2V +C; 14) =arctgx +C;

J X

9 firneo+Ci 19 g Aot «C

=N 16 N T=_LInJ*+*| +C;
6) Jaxdx={z+c, ) Ja b ok nI|a-x'
i = 17 =arcsinx + C;
7) jexdx =ex+C\ ) Vi-x
8) Jsinxdx =-cosx +C; 18) 1 ~arcsat G

.o d —
9) j"cosxrfx =sinx +C; 199j ™ =Injx+nxzza2i+C.

yjx2+

Yuqoridagi formulalarning to‘g‘riligi differensiallash yo‘li bilan
isbotlanadi.

¢ - 2. INTEGRALLASH USULLARI

7.2.1. 0 “ZGARUVCHILARNI ALMASHTIRISH USULI BILAN YOKI
0 ‘RNIGA QO*YISH USULI BILAN INTEGRALLASH

JI(X)fl!x ni hisoblash talab qilinsin. Ayrim hollarda x
o0 ‘zgaruvchini yangi o'zgaruvchiga almashtirish yordamida, ya’ni
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x=(p(t) deb olib, integral ostidagi ifodani soddalashtirish mumkin,
dx=<p'(x)dt, jf(x)dx =\f\(p(t)(p\t)dt.
Integrallashdan so‘ng t o‘rniga uning x orgali ifodasi go‘yiladi.

f{x)dx)="1(x).
0 ‘ng tomonini xbo ‘yicha murakkab funksiya kabi differensiallay-

. . d / . . . L
miz. toralig argument, = (0, teskari funksiya differensialiga asosan:

dt i
dx  <p)”

GLp{D(P\)dt)x= (I f(p{H)](p\DdL) | g; -
=Tl=p®I(P\)- L = fl(p{t)] = /(X).

Integrallashda o°‘zgaruvchini almashtirish ba’zan x=<p(t) ko‘ri-
nishda emas, balki t-xp(x) ko‘rinishda qulayroq boiadi.
Agar integral ko‘rinishda bo'lsa, quyidagi ko‘rinishda
almashtirish bajaramiz:
xp{x) = t\ ip'(x)dx —dt,

J A~ = Jf =1"|/|[4C =In|r(x)|4C.
Misol. ‘}‘S(Lexdx integralni hisoblang.
Yechish. X=1 deb olamiz. U holda dx=-jldt,
\t2e{-1"dt=-"e'dt=-e +C =-e* +C.

7.2.2. BO'LAKLAB INTEGRALLASH

Ko‘paytmaning difTerensiali formulasiga ko ‘ra:

d(uv) =udv+vdu\ tenglikning ikkala tomonini integrallaymiz:
Uv=judv+ jvdu, bu yerdan:

211



Judv =uv-jvdu.

Bu formula bo'laklab integrallash formulasi deb ataladi.
Misol. Jxcosxdx integralni hisoblang.

Yechish. u=x; du-dx\ dv-cosx dx; t;=sinx;
jxcosxJx =xsin x - 1sinxdx = xsin X +cosx + C.

Jx* sinoxdx, Jx* cosaxdx, jx keaxdx, Jx* \nxdx kabi va teskari

igonometrik funksiyalar ishtirok gilgan ba’zi integrallar bo'laklab
itegrallash yordami bilan hisoblanadi.

Misol. Jarctgxa!x integralni hisoblang:

u=arctgx; du=-d"T\ dv-dx; v=x\
I+x

Jarctgxtfx = xarctgx -J x Tdx = xarctgx - ” In 11+ x2 1+C.

7.3. INTEGRALLARNING BA’Zl BIR TIPLARI

7.3.1. SODDA RATSIONAL KASRLARNI INTEGRALLASH
\/Ta’rif. Quyidagi ko'rinishdagi ratsional kasrlarni eng sodda
tsional kasrlar deyiladi.

l.

1. (x-aPu yerda n> 1.
HI J*x+C

X +px+q

Bx+C
IV- TxKpx+qy ' bu yerda 5> °-

Bunda A, B, C, a, p, q lar o‘zgarmas haqigiy sonlar, n —
itural son, x2+ px + q — kvadrat uchhad (diskriminanti D >0).
I, 1l ko‘rinishdagi sodda kasrlarni integrallash juda oson.
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| I-—dx~ A\x\\x-a\+C.
x-a

A _dx = A f(x - a)y-ndx = A o p— 4—-J+C.
-a

o f = -
IlmUX-a)n -n+l (I-wKx-fl)"'1

Bx+C i . . . L
1. ~+px~q sodda ratsional kasrning anigmas integralini hisoblash

uchun kasrning maxrajida turgan x2+px+q kvadrat uchhadni ikkita
had kvadratlarining yig'indisi ko'rinishida yozamiz:

X2+pxX+q-{Xx2+-|j +4~"M~={x+2) +"2
(*2=7-£).
u holda f Bx+C dx=\—?x+f — dx ko'rinishda bo'ladi. Endi

) Xr+px+q J(x+]J +*2

o'zgaruvchini almashtiramiz: x +~ =t, bundan dx=dt, x-t-S-.

Natijada \-J2dC— dx =\-
BX/+HpX+HQ
Hi-

- fBD-

_ B [d(t2+k2) |, pD\f dt _ B[d(t2+k2) ,(r BP\ [A4*) _
~2] V+icr \ 2 NT al V Tijfcd p7j -~

=yin(/2+A2)+ (C -")|:arctg"+C =yIn(x2+/2x+ ") +

+(c - f ) M arctEM'+c
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Bx+C_ . . . S
\VA (X2+pXARY sodda ratsional kasrning integralini hisoblashda

srning maxrajidagi x2+px+<7 kvadrat uchhadni I11 holdagidek yozib,
yinchalik o‘zgaruvchini x+ ? =/ ko‘rinishda almashtiramiz:

J Bx+C mdx=j Bx+C _#I:Kh
(xT+px-+qy h K (t2+k2)s

-nf Jdt (r BP\c dt B |

(2+k2)s V2 13 (t2+k2)s 2 (I-s)(/2+ )1

Ikkinchi integralni / bilan belgilaymiz: 1s=j- 272 s
2
Maxrajning ildizlari farazga ko‘ra kompleks sonlar: <-  >0.

So‘nggi integralni tubandagicha almashtiramiz:

fofdt -f t:t dt - 1[,d(,2+k2} - 1 y 1
wokys 0 @2H)s 23 e T 2ty e 4
Bo‘laklab integrallaymiz va tubandagini hosil gilamiz:

I =f_* = 1§+~ - 1f _ dt 1f-jL —Ht
s J@2t @+ " PMI(PHP)EHL PA (ks

Bu ifodani yuqoridagi tenglikka qo‘yamiz:
/| -f dt - 1f 11 |\t v fooA 1-
5 ¢'(P+P)* 1dj (r2+P), 1 *I 2(-1)[ (/2+/:2Z7rr ~A(P+PTAJ

....................... 2s-3 f dt
2k2(s-\) (t2+k2)s + 2k1(s-\) & (r2+P)s~f’

ig tomonda / turidagi integral bor, lekin integral ostidagi funksiya
ixrajining daraja ko'rsatkichi uning daraja ko‘rsatkichidan bitta birlik
st(s-1); / ni/_, orgali ifodaladik. Shu yo‘l bilan davom gilib, ma’lum

A =Je27N2 ="arctg™ +C ga yetib boramiz.
So‘ngra /va k larni o‘rniga ularning giymatlarini qo‘yib, natijani
imiz.
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Misol. J AX =Tdx integralni hisoblang.
(x +2x+3) L*+2)+ (1]

:[ dx =

f 2x =jdx
J (X'+2x+3) (x2+2x+3)2
2X+2 1 1
220938 2o 2,228 o209
Oxirgi integralga x+1  almashtirishni qo'llaymiz:

r dx f dx f dt___ 1c(P+2)-/2dt_
3 (x22+32 apix+hw 100+22 25 222

1r dt If /2 J_11, / If 12

- 2)772 ~2) (2+2)2 272 3r0GT2 ~ 2]

Oxirgi integralni garaymiz:
rotadt \ nd(t2+2) _ if /1
Ju2D2 25 22 25 22

=1 1r
27n AofyrEz = < v YR

Demak, f =A farctg™ "
Oxirgi natija:

. dx = - X—1 1 , X+l T
\],(x2+2x+3)2 4(x2+2x+3) 2V2dCS W2

3.2. RATSIONAL FUNKSIYALARNI INTEGRALLASH

Har ganday ratsional funksiyani ratsional kasr sifatida, ya’ni

ikki ko‘phadning nisbati ko‘rinishida ifodalash mumkin:

R(x) = Qil(x) AMXN+HAYXN *+...+An

Agar m>n bo‘lsa, kasr to‘g‘ri kasr, aks holda noto‘g‘ri kasr deyiladi.
Agar kasr noto‘g‘ri boMsa, suratni maxrajga boMib (ko‘phadni
ko‘phadga bo‘lish qoidasiga ko‘ra) berilgan kasrni ko‘phad bilan

biror to‘g‘ri kasrning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin.
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N 1= M(x)+
Qw Q..(x)
. X +X-3 . . . . .
1-misol. X3+3 | noto‘g‘ri kasrberilganbo‘lsin. Suratni maxraj-
ibo‘lib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

X +X-3 X2- 10X
X 3+3x+l| X3+3x+2'

Ko'phadlami integrallash hech ganday giyinchilik tug‘dirmagani
:hun, ratsional kasrlarni integrallashdagi asosiy giyinchilik to‘g‘ri
tsional kasrlarni integrallashdan iborat.

Endi ratsional kasrlarni eng sodda ratsional kasrlarga ajratishni

raymiz. Pmix) to‘g‘ri ratsional kasrni garaylik. Bu kasming maxraji

-a)k (x2+px + g)mko‘rinishdagi chizigli va kvadrat ko‘pay-
vchilarga ajralsin. (x-a)k ko‘rinishdagi ko‘paytuvchi k karrali
lizga, (x2+ px+ g)mko'rinishdagi ko'paytuvchi 5-kompleks-go‘shma
lizga mos kelsin, ya’ni

Qnx)=af(x-ai)* *(x-adk...(x—xki * (x2+ px + g~'X
X(X2+PX+qjm..(x2+px +q *

Pm(X) . : Tta
Qi) ratsional kasrni Q (x) maxraji (*)

'mula Ko rinishdagi ko paytuvchilarga ajratilgan bo‘lsa, uni 1, II,
I, 1V ko finishida ifodalash mumkin.

Bunda: 1) (*) formulaning (x -a) ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga
urdagi bitta -a kasr mos keladi;

Teorema. Har ganday

2) (*) formulaning (x-a)kko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga | va 1!
rdagi k ta kasr mos keladi: — 1 a2
" (x-a)  (x-a) (x-a)”

3) (*) formulaning ;Y}_(p’;&q; ko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga Il

-dagi kasr mos keladi: r--—~B ;
X +px+q
4) (*) formulaning (x2+ px + g)mko‘rinishdagi ko‘paytuvchisiga
va IV turdagi m ta kasr mos keladi:
A\X+B\ AxNB2 Tx+Br

(X2+px+ag)n  (x2+px+q)mT X FpxEq

To‘g‘ri ratsional kasrlarni oddiy kasrlar yig‘indisi ifodasidagi A,
4 ... koeffitsiyentlarni aniglashning turli xil usullari bor.
Buni misollarda tushuntiramiz.

; dx ; i
Imiso 4 , () (x47) integralni hisoblang.

Buning uchun (x+i)(x+7) to‘g‘ri kasrni Ava B noma’lum koeffit-
sientli oddiy kasrlar ko‘rinishida yozamiz: (X+y(x~fj=~ f+" 7-

bundan 1={A + B)x+ (7A + B)ga ega bolamiz. A ya B koeffit-
siyentlarni topamiz:

IA+B ) in i .
£ \nX+B =1 s'steman*yechamizva =g, «=-- gaegabolamtz,
demak,

=i fAL+N f A =«in|x +1]-iln|x+7|+C= !In|*4_|+C.
JHIF) 6JIx+] 6jx+7 6 6 6 X+7

. 3x3-5x+1 . . t Ini hisobl
3-misol. J%i:’iz) (x+2)’ integralni hisoblang.

Yechish. To'g'ri kasrni sodda kasrlar yig'indisi ko‘rinishida
yozamiz:

3x3-5x+ A D

(x-2)2(x+2)" x-2.‘1'Tx—2)2 X+2'r (x+2)2"

Maxrajlardan qutulsak:

3x3- 5x + 1=A{x + 2)Ax-2) + B(x + 2)2+ C(x -
- 2)Ax + 2) + D(x-2)2

Noma’lum koeffitsiyentlarni topish uchun tenglamalar sistema-
sini tuzamiz:

x= 2 da 15=16/?,
x=-2 da -13=16/[
x3da 3= A +C,

x2da 0=2A +B-2C +D.

Bu sistemani yechib, koeffitsiyentlarni topamiz:
M-15. n_13. .47. r 23~

16°D~\6' A~T" Demak,



47 15 23 13

f 3V *H )dx=\ 16 <16 gx-
J (X -2)"(x+2) J x-2  (x-2)1 (x-2) (x-2)1

_ 15 N
=i7In|x -2 |—213In|x+2|+16(x_2) 8(*2;2)+C.

7.3.3. IRRATSIONAL FUNKSIYALARNING INTEGRALLARI

Irratsional funksiyadan olingan integral hamma vaqt ham ele-
;ntar funksiyalar orgali ifodalanavermaydi. Irratsional funksiya-
ni integrallashda o'zgaruvchilarni almashtirish yordamida ularni
sional funksiyalarni integrallashga keltiramiz.

Quyidagi ko‘rinishda integrallarni garaylik:

1) jR(X\[X,...yfx*)d;c;

2) JR(x,4ax2+bx +c)dx.

Dastlab birinchi integralni garaylik:

1 \[x,...yfx*)dx, bunda, R — 0°‘z argumentlariga nisbatan
sional funksiya bo‘lib, Xy>[x,...ttx* miqgdorlar orasida ratsional
lallar bajarilishini ko‘rsatadi. Bunda x =tp ko'rinishdagi almashti-

h bajaramfz. P }’-'ks kasrlarning umumiy maxraji x =tp bo'lsa,

=ptp~Ildt bo'ladi.
Misollar keltiramiz.

1-misol. 3 WS integralni hisoblang.
Yechish. x ning ko'rsatkichlari - va j bo'lgani uchun, bu

irlarning umumiy maxraji 6 ga teng. Shuning uchun x=r6almash-
sh bajaramiz.

U holda yfx =/3; 1/x =t2\ dx= 6t&dt bo'ladi. U holda:

J\Ix+<fx  Jt+t J 1+
Integral ostidagi kasr noto'g'ri kasr bo'lgani uchun uni

3 B
1+/=t2-t +\- 1 ko'rinishga keltiramiz. Demak,
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6jjr-rf/=6jr2-t +\- A-Adt=2t3-3t2+6/-6In|l +/|+ C -

=2nXx—3yfx +6yfx - 6 In 11+ yfx I+C.
2-misol. f—~ArI\2~dx integralni hisoblang.
J (2-xy v 2+x

Yechish. Integral ostidagi ifodaxva 3 ga nisbatan ratsional

funksiya. Shuning uchun — = almashtirish bajaramiz. Bundan:

x=2 % ;2- Xx=4jndXx = 2t

1+/ (U77
Demak,
f- 32 X4y = fALH 4 -
J(2-x) V2+x J 16r(l+r)
3 fdt 3 3J/2+x
2-x) +¢C

2. JR(x,y/ax2+bx +c)dx ko'rinishdagi integrallarni hisoblashda

Eyler o'rniga qo'yishlaridan foydalaniladi. Eyler almashtirishlari
tubandagicha:
a) agar a>0 bo'lsa, yjax2+bx +c =t-4ax\

b) agar ¢>0 bo'lsa, Jax2+bx +c=xt +yfc\

d) agar 62- 4s5c¢>0 bo'lsa, Jax2+bx+c=(x-a)t, bu yerda
a :ax2+ bx + ¢ tenglamaning bitta ildizi.

Misol. [ ;mr*-— int Ini hisoblang.

iso }VX.-S'SXA integralni hisoblang

Yechish. Maxrajdagi ildiz ostidagi x2+ 3x - 4 uchhadni
ko'paytuvchilarga ajratamiz: x2+ 3x - 4=(x + 4)(x - 1). Eylerning
d) o'rniga qo'yishidan foydalanamiz:

Vx2+3x -4 =(x +4)/,

x- D(x+4)=(x+4)22 Xx- 1= (x+4)/2

X2+3x-4=(x+4)22
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Xx=k*r-,dx= o dt 1+a/

|-t 0-/2r \IX2+3x-4 = I-t2+4 /= I-*/J'
- _ —inlA - In VX+HAWx-I
Jyx2+3x-4 !TI -/r\) E dt_J\—A - InIll-/]1 #C=1n Vool

54. BA’ZlI BIR TRANSSENDENT FUNKSIYALARNING INTEGRALLARI

Anigmas integralning tatbiglarida trigonometrik funksiyalardan
ingan integrallami hisoblashga to‘g‘ri keladi. Shunday integrallami
i‘rib o‘tamiz:

1) J/?(sinx, cosx)dx ko‘rinishdagi integral bo'lsa, uni t=tg|
nashtirish yordamida /?(sinx, cosx) funksiya t ning ratsional funk-
rasiga keltiriladi;

2)/1?(sin%, cosx)dx ko'rinishda boisa, ya’ni sinxva cosxfunk-
ralari o0°zining juft ko‘rsatkichlari bilan gatnashsa, t= tgxalmash-
ish yordamida t ning ratsional funksiyasiga keltiriladi;

3) f R(s\nnx,cosx)dx ko‘rinishda boisa, mvan ko'rsatkichlardan
tasi tog boisa, t= cosx yoki t= sinx almashtirish yordamida t
ig ratsional funksiyasiga keltiriladi. Bir necha misollar keltiramiz:

1-misol: /5+3"~ integralni hisoblang.

Yechish. t=tg* o‘rniga qo‘yishdan foydalanamiz: sinx ni
nashtiramiz:

% = 5> x = zarctgt; “x - yz’grt)
Demak
dt
5+3sinx _aF fe I/\ _as(l+f2)+3(l -7 1+/2 —2f3+2/
142

arctgi +c¢'

2-misol. J%l+x2dx integralni hisoblang.
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Yechish. x=tg/ o’rniga gqo‘yishdan foydalanamiz, u holda

M+ =¥jl4192r =

dx - —/0-
cos2 /

J|V||I’?de=\*=\’\dt=\"*' =

cos / Jcos / J (Lsin-t)

=fn dpp

Integral ostidagi — 4+— —r funksiyani sodda kasrlarga ajrata-

(I-y 2)(I+y)2
-II_A-; n, 5, Cc, £ koeffit-
+y

D=\ boiadi. Demak,

M azae ay) Ty iy

siyentlami hisoblasak, A= 5=";C =i;

}JY??dx :LJf(]-y)2+%lJiL|l-)’

(‘f+v)2 4, T+>>
1 1

\+y

aly) a4 oy TS

y o‘zgaruvchidan x o‘zgaruvchiga gaytamiz:

—3—=J\ +tg2t =Vvx2+1, sint=VI-cos2l= *—
cos/ .

tesin/ = gy (SN 250 plesinH _ 2 In x + VX2 + 1
1-sin/1 |—sin t cos/

Oxirgi natija: J\I +x2dx =| a/x2+1+~In|x + n/x2+1| +C.

3-misol. f , dx

integralni hisoblang.
J V(fi2-x2)3

Yechish. Bu integralni hisoblashda x=tf sin / almashtirish ba-
jaramiz, u holda dx=acostdt. Demak,
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r dx _f acos tdt _ Tacostdt _ 1 T
m(@2-x 2)3 \l(a2-a2sin2r)3  *a3cos3t aJ<

sint +C = +C.
a~\la2-x2

7.3.5. ANIQMAS INTEGRALLARI ELEMENTAR FUNKSIYALAR
BILAN IFODALANMAYDIGAN FUNKSIYALAR

Biz oldingi mavzulaming birida intervalda uzluksiz bo'lgan har
landayjfa) funksiya bu intervalda boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lishini,
,a’ni F'(x)=f(x) tenglikni ganoatlantiruvchi funksiya mavjud ekanligini
lytgandik. Ammo, har ganday boshlang‘ich funksiyasi mavjud boigan
ntegrallar ham, elementar funksiyalar bilan chekli ko'rinishda
fodalanavermaydi. Bunga tubandagi integrallar misol bo‘ladi:

jerdx, jStLidx\Selidx, JVI-x"sinddx, j£ ;

Jsin (n2) dx;j VI + x3dx.

O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1 Boshlang'ich funksiya deb nimaga aytiladi?

2. Berilgan funksiyaning anigmas integrali deb nimaga aytiladi?

3. Anigmas integralning xossalarini aytib bering.

4. Anigmas integralni bo'laklab integrallash formulasini keltirib chigaring.

5. Anigmas integralda o'zgaruvchini almashtirish usuli nimadan iborat?

6. I vall turdagi sodda ratsional kasrlar ganday intcgrallanadi? Misollar keltiring.
7. 11 turdagi ratsional kasrlar ganday integrallanadi?

8. IV turdagi ratsional kasrlar ganday integrallanadi? Misollar keltiring.

9. Ratsional kasrni eng sodda kasrlarga ajratib integrallash usulini izohlang.
10. J/?(x, >/X,..., [x*)dx ko'rinishdagi integrallarni topish usulini izohlang.

Misollar keltiring.

u - JN(x, -Jax2 +bx +c)dx ko'rinishdagi integrallarni topish usullarini
izohlang. Misollar keltiring.

12. J/?(sinx, cosx)<fc ko'rinishdagi integrallarni topish usulini ko'rsating.
Misollar keltiring.
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8-bob. ANIQ INTEGRAL

8.1. ANIQ INTEGRAL VA UNING XOSSALARI

Aniq integral matematik tahlil (analiz)ning asosiy tushunchala-
ridan biri bo‘lib, matematika, fizika, mexanika va boshga fanlarda
tekshirishning eng kuchli quroli hisoblanadi.

Egri chiziglar bilan chegaralangan yuzlarni, egri chiziq yoylari
uzunliklarini, hajmlarni, ishlarni, tezliklarni, yo‘llarni, inersiya
momentlarini va hokazolarni hisoblash ishlarining hammasi aniq
integralni hisoblashga keltiriladi.

8.1.1. ANIQ INTEGRAL TUSHUNCHASIGA
OLIB KELUVCHI MASALA

[a; b] kesmaday =/(*) uzluksiz funksiya berilgan bo‘lsin (119-
chizma). Berilgany = f(x) funksiya grafigi, abssissalar o‘qi, x= ava
x = bvertikal to‘g#i chiziglar bilan chegaralangan aABb tekis figura
egri chizigli trapetsiya deyiladi. Shu egri chizigli trapetsiya yuzini
topamiz. Buning uchun y =f(x) funksiyaning kesmadagi eng katta
va eng kichik giymatlarini mos ravishda M va m bilan belgilaymiz.

[a; b] kesmani x, :a+—tI /,1=0,1,..., n nuqtalar bilan n ta
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kesmachalarga ajratamiz, bunda x0< X, < x2< ... < xndeb hisoblaymiz
va X, —xn= AX,, ..., X, - X, = AX,, xn- xn_, = Axndeb faraz gilamiz,
so‘ngra/(x) funksiyaning eng kichik va eng katta giymatlarini

[X0; x,] kesmada mt va J1/, bilan,

[x,; x2 kesmada m2va M2bilan,

\xn_  xj kesmada mnva Mnbilan belgilaymiz.
Endi quyidagi yigindilarni tuzamiz:
n
S, = MAX + mIAX,+... + MAXT= Iylw,Ax(,
n
™ = MYAxx+ M2Ax2+ ... + M.Axn= \1(__1.M>Axr
Bu yig‘indilar integral yig'indilar deyilib, mos ravishda ichki va
tashqgi chizilgan zinasimon shaklni siniq chiziq bilan chegaralangan
yuziga teng boiadi. Bundan esa sL<SaABb<.Yn tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi. Agar \a\ b\ kesmalarni yana ham kichiklashtirib boiaklarga
ajratsak, n yetarli darajada katta bolganda” va” lar bir-biridan
kam farq giladi va egri chizigli trapetsiyaning yuzini aniglaydi.
Ta’rif. Aytaylik, y=1f(x) XE[a; b] manfiy bo‘Imagan, uzluksiz
funksiya bo‘Isin. Bu holda, agar{s,.} va{s.} ketma-ketliklar limitlari
mavjud bo‘lib, bir-biriga teng bo‘lsa, limitning giymati egri chizigli
trapetsiyaning yuzi deyiladi.

8.1.2. INTEGRAL YIG‘INDI. ANIQ INTEGRALNING TA’RIFI

Endi [xC x,], [X:; X3 ,..., [xa_ Xj kesmalaming harbirida bittadan
nugta olamiz. Bu nugtalarni | p £2 ..., £n bilan belgilaymiz. Bu
nugtalarning har birida/(£,), / (|2, ...,/(fB giymatlarni hisoblaymiz

va =/(li)Ax, +/(£2)Ax2+... +f(Z;n)Axn=£/(£,) AX. yjg‘indini
tuzamiz. H
Bu yig‘indi fa; b] kesmada/(x) funksiyaning integralyig indisi deb
ataladi. |[x _ x] kesmaga tegishli bo‘lgan har ganday 8. nugta uchun
«, =E£/(£,) » M: va barcha Ax > 0 bo‘lganda, M.AX,'</(£,)Ax, <
n n

n
demak, yoki

< MjAX;
— < t5 A
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Bundan ko‘rinadiki, yuzi snga teng boigan shakl ichki va tashqi
chizilgan siniq chiziq orasida yotuvchi siniq chiziq bilan
chegaralangan, degan ma’noni beradi. snyig‘indining giymati [a\ b\
kesmani [x._,; x,] kesmalarga ajratish usuliga hamda hosil gilingan
kesmani ichida £( nugtalarni tanlab olishga bogiiq. Endi max[x(_,;
x] bilan kesmalarni eng uzunini belgilaymiz va max[x._,; x] nolga
intiladigan holni qaraylglniz. Har bir ajratish uchun 8. ning mos

giymatini tanlab, sn="/(*,)A x( integral yig‘indini tuzamiz.
/7»00 intilganda malszx-»o boiadigan ketma-k(ﬁlikni garaymiz

va u biror limitga ega bo'lsin:  lim s, = lim [(£,-)AX: = s.

maxAjc, ->0 max [Ax,->0,_]
1-ta’rif. Agar [a\ b\ kesma maxAx.-*0 shartni ganoatlantiradigan
har ganday boiaklarga”ajratilganda va [x(_,; xJ kesmada £(ni istalgancha

n

tanlab olganda sn- £/(£,m)AX, integral yig‘indi birgina limitga intilsa,
A

%u limit [a; b] kesmada/(x) funksiyaning aniq integrali deb ataladi va

J/(x)dx bilan belgilanadi. Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra:
a n b
lim £ = Jf(x)dx,
max Ax,--»0/_1 Q

a son integralning quyi chegarasi, b son esa integrating yuqori
chegarasi deyiladi. [a; b\ — integrallash kesmasi, x esa integrallash
0 zgaruvchisi deyiladi.

2-ta’rif. Agar/(x) funksiya uchun yuqgoridagi limit mavjud boisa,
u holda funksiya [a\ b\ kesmada integrallanuvchi funksiya deyiladi.

Agar integral ostidagi y =/(x) funksiyaning grafigini chizsak,

b

f(x) > O boigan holda jf(x)dx integralning son giymatiy =/(x)
a
egri chizig, X - a, x = b to‘g‘ri chiziglar hamda Ox o‘gi bilan che-
garalangan egri chizigli trapetsiya yuziga teng.
8.1.3. INTEGRALNING MAVJUDLIGI HAQIDAGI TEOREMA

Teorema. (Teoremani ishotsiz keltiramiz.) Agar f(x) funksiya
fa; bJ kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda bu funksiya shu kesmada
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integrallanuvchidir. Uziluvchan funksiyalar orasida integral/anuvchi
funksiyalar va integrallanmovchifunksiyalar ham bo fishi mumkin.
Eslatma. 1) aniq integral fagat fix) funksiyaning turiga va
integralning chegarasiga bog‘liq, ammo har ganday harf bilan
belgilanishi mumkin boigan integrallash o'zgaruvchisiga bogliq emas:

Jegx) dx = (1) dt = .. = D fiz) dz.

a a a
b
2) Jf{x) dx aniq integral tushunchasini berishda a < b deb faraz
a
gildik. Agar b < a boisa, ta’rifga ko‘ra:
b a 0 6
jf(x)dx =-jf(x)dx, yani jx3dx =-jx 3dx.
a b 6 0

3) agar a = bboisa, ta’riflarga ko‘ra, har ganday funksiya uchun
tubandagi tenglik o‘rinli boladi:
b
Jfix) dx = 0.
a

8.1.4. ANIQ INTEGRALNING ASOSIY XOSSALARI

y=/(*) fbmksiya fa; b) kesmada aniglangan va uzluksiz bolsin.

U holda inx) dx mavjud va quyidagi xossalar o'rinli.
a
I-x 0ssa. 0 ‘zgarmas ko ‘paytuvchini aniq integral belgisi tashga-

risiga chigarish mumkin, agar C = const boisa, u holda
b b
\Cf{x)dx =Cjfix) dx.

Isbot.

JCfix)dx= lim £ Cf =
a

max Ax,-»0(_j

=C Ilim ]jT/(I,),ﬂ,x;zCJ;f(x)dx.

max Ax,—0._i
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2-xossa. Bir necha funksiyalar algebraik yig‘indisining aniq
integrali go‘shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yigIndisiga teng:

V(%) +72(%)]dx = If () dx +\ f 2{x)dx.

Isbot. Xossani ikkita go‘shiluvchi boigan hoi uchun isbotlay-
miz.

JUI00 + £2601dx 5 tim X Ti(1) + 1 2(t)]A" =

= iR X/ (E)ax, + X 1 2(E)*>]

= n&ﬂ;%xn(ﬂ)@X; + mii&--w

=\f(x)dx +\f2{x)dx.
a a
Qo‘shiluvchilar soni har gancha bolganda ham shunday isbot
gilinadi.
3-xo0ssa (bu xossa a > b bolgandagina bajariladi). Agar [a; b]
(a < b) kesmada fix) va <p(X) funksiyalar f(x) < <piX) shartni
b b
ganoatlantirsa, u holda *f(x)dx< ~<p{X)dx o ‘rinli.
a a
Isbot. Tubandagi ayirmani garaymiz:

J (pix)dx - \ f(x)dx = ] \(pix) - f(x)] dx =
a a a
=
max -»0 (=)
bunda: <p(£,)-/(Ef)>0, ax,>0, demak, butun yig'indi manfiy
emas va uning limiti ham manfiy emas, ya’ni
b b b
IMX) -/ (x)]dx >0 yoki J<p(X)dx- Jfix) dx>o0.
a

a o

227



Xossa isbot gilindi.
4-xossa. Agar M va m sonlar/(x) funksiyaning [a; b] kesma-
dagi eng katta va eng kichik giymatlari bo'lib, a < b bo'lsa, u holda
h

m{b- a) < Jf(x)dx < M{b- a) bo‘ladi.

Isbot. Teoremaning shartiga ko‘ra: m </(x) < M\
b b b
3-xossaga ko‘ra: Jmdx<j/(x)dx <J Mdx, bundaj mdx,

*
erdx ning giymatlari mos ravishda Jmdx =m(b-a) va J'Mdx =
=M (b-a) ga teng. a 0
Agarf(x) > 0bo'lsa, u holda bu xossani geometrik usulda tasvir-
asak, egri chizigli aABb trapetsiyaning yuzi, aA"B"b va aA,B2 to‘g‘ri
o‘rtburchaklar orasida yotadi (120-chizma).
5-xo0ssa (o‘rta giymat hagida teorema). Agarf(x) funksiya [a;

J kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda bu kesmada shunday bir ¢ nugta
b

opiladiki, bu nugta uchun Jf(x)dx = (b-a)f(c) tenglik o‘rinlidir.

Isbot. Aniglik uchun a < b bo'lgan holni garaymiz. Agar m va
~ar f{x) ning [a; b) kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari

. b

0'lsa, u holda oldingi xossaga ko'ra m < ~\f(x)dx <M , bundan

— jf{x)dx = /x, bundam <y < M;f(x) uzluksiz funksiya bo‘lgani
a

chun m va M orasidagi hamma oraliq giymatlarni gabul giladi.

228

Demak. biror ¢ (a < ¢ < b) giymatda u =/(c) bo‘ladi, ya’ni
Jf(x)dx =f(c)(b - a).
6-x 0 ssa. Agar quyidagi uchta integrating har biri mavjud bo‘lIsa,

u holda har ganday uchta a, b, ¢ son uchun

| f(x)dx -] f{x)dx t] f(x)dx

a a C

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

8.1.5. YUQORI CHEGARASI 0 ‘ZGARUVCIII
BO'LGAN ANIQ INTEGRAL

b
J/ (x)dx aniq intcgralning quyi chegarasi a o‘zgarmas, yuqori

a
chegarasi b o‘zgaruvchi bo‘lsin. U holda integral yuqori chegarasi-

ning funksiyasi bo'ladi: J/ (t)dt ko‘rinishdagi integralni hosil gilamiz.

a
a 0‘zgarmas son bo‘lganda bu integral yuqori x chegarasining funk-
siy®si bo‘ladi. Bu funksiyani 9 (x) bilan belgilaymiz:

®(x) = ] f(t)dt. (i)
Agarf{t) > 0 bo‘lsa, u holda <p(x) funksiyaning son giymati egri
chizigli aAXx trapetsiyaning yuziga teng (121-chizma).
Bu yuz x o‘zgarishi bilan o‘zgarib boradi. (1) aniq integraldan
yugori chegaraga nisbatan hosila olamiz.



1-teorema. Agarf(x) funksiya [a; b/ kesmada uzluksiz va ¢(x) =

X
= I f(t)dt bo'lsa, n holda <p'(x) =f(x) tenglik o'rinli bo'ladi.

a

Boshgacha aytganda, aniqg integraldan yuqori chegarasi bo'yicha
olingan hosila integral ostidagifunksiyaga teng bo 1ib, unda integrallash
0 zgaruvchisi o rniga yuqori chegaraning giymati qo yiladi.

Isbot. x argumentga musbat yoki manfiy orttirma beramiz, u
holda

X+x X x+[0x
b(x + Ox) = Jf(t)dt =Jf(t)dt + Jf(t)dt.
a a a

<p(X) funksiyaning orttirmasi:

x+[1x X

Aopzop(xmx)-qo(x):jxf(t)du J f(t)dt- j f(t)dt,

X+Ax

ya’ni Agp= J f(t)dt.

Oxirgi integralga o‘rta giymat hagidagi teoremani tatbiq etamiz:
[0 =/(E)(x + Ax- x) =/(E)Ax,

bunda £ ning giymati x bilan x + Ax orasida yotadi.
adt_ /W AX _
AXx AX J

Demak, <p'(x)= lim lim/(£), ammo Ox"O boiganda
Ax-»0 n x Ax-*0
£ ->x boigani uchun bu holda 'Elli_>mol(£) = éj*r)rg/(f), lekin fix") funk-

siya uzluksiz bo'lgani uchun:
lim/(£) = /(x).
Shunday qilib, ¢’(x) =/(x), teorema isbotlandi.
Teorema geometrik jihatdan quyidagini ifodalaydi:
o =/(£) Ax

orttirma bir asosi Ax bo‘lgan egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng
bo‘lib, ¢'(x) =/(x) hosila x kesmaning uzunligiga teng (121-chizma).
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Izoh. Isbot etilgan teoremadan xususiy holda har ganday uzluksiz
funksiya boshlang‘ich funksiyaga ega, degan natija kelib chiqgadi.

Nyuton—Leybnits formulasi

2-teorema. Agarf (x) funksiya fa; b] kesmada uzluksiz va F(x)
uzluksizf (x) funksiyaning biror boshlang‘ichfunksiyasi boba, n holda

Jf(x)dx = F(b) - F(a)

a

formula o rinlidir. Bu formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
Isbot. Ax) funksiya/(x) funksiygning biror boshlang‘ich

funksiyasi bo'lsin, 1-teoremaga muvofiqJ/(0”/ funksiya ham/(x)

a
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Ammo, berilgan
funksiyaning har ganday 2ta boshlang‘ich funksiyasi bir-biridan
0‘zgarmas C* go‘shiluvchi bilan farq giladi:

\f(t)dt = F(x) +C*.
a
0 ‘zgarmas C* ni aniglash uchun x = a deb olamiz.
X
| f(t)dt=F(a)+C\ 0=F(a)+C, C*=-F(a), demak\f(t)dt =
a
= F(x)- F(a); x = b deb olsak, Nyuton-Leybnits formulasi hosil
bo'ladi:
*

Ef{t) dt = F(b) - F(a)\ tni x bilan almashtirsak, J/(x) dx =
- F(b)- F(a):
JI(x) dx = F(x) =F(b)- F(a).

Integral ostidagi funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ma’lum
bo‘lsa, u holda Nyuton—Leybnits formulasi aniq integralni hisoblash
uchun juda qulaydir.
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8.2. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

8.2.1. ANIQ INTEGRALDA 0 ‘ZGARUVCHINI ALMASHTIRISH

Aniq integralni hisoblashda ham, anigmas integralni
lisoblashdagidek, 0 ‘rniga qo‘yish usuli yoki o‘zgaruvchini almashti-
ish usulidan keng foydalaniladi.

Teorema. f(x) funksiya [a; b] kesmada berilgan va uzluksiz

b

to Isin. Jf(x)dx

a

integralni hisoblash talab qilinsin. x=ip(t)

>zgaruvchini kiritamiz. <p(t)funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsin:
1) <p(t) funksiya [a; /3] kesmada aniglangan va uzluksiz;
2) <p(@) = a; <pd) = b;
Id3) <p(t) funksiya fa; /3] kesmada uzluksiz <p'(t) hosilaga ega. U
olda

b p
M(x)dx =\f[ e{)\p\t)dt (1

o fadi.

Isbot. Agar Ax) funksiya/(x) funksiyaning boshlang'ich
mksiyasi boMsa, quyidagi tenglikni yozish mumkin:

Jf{x)dx = F(x) +C. (2)
JE [<p®I<pit)dt = F y>()] + C . ®)

Keyingi tenglikning to‘g‘riligi uning ikki tomonini t bo‘yicha
fferensiallash bilan tekshiriladi. Nyuton—Leybnits formulasiga ko ‘ra:

o]
Ji)dx = F(x) = F(b) - F(a).

Bunga asosan:
P I
(3 \f [<p{d]<p\dt = F [<p®\I_=
a Qa

=FW(PN~F\tp(a)\ = F(b) - F(a)
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ekani kelib chigadi. Keyingi ifodalarning o‘ng tomonlari teng bo‘lgani
uchun chap tomonlari ham teng. Aniq integralni birinchi formula
bilan hisoblagandan keyin eski o'zgaruvchiga o ‘tish zaruriyati yo‘q.

Misol. JJr2- x2dx integralni hisoblang.
)
Yechish. 0 ‘zgaruvchini almashtiramiz: x = rsin /, dx = r costdt,
jntegrallashning yangi chegaralarini topamiz: x = 0 bo'lganda, t = 0;
x = rboMganda, t = . Demak,

Jyjr2- x2dx - | yjr2- r2sin2tr costdt -

(o] (]
M

=rl}( +1co52/)n =rr[j+~ ] 2=

8.2.2. BO'LAKLAB INTEGRALLASH

Aytaylik, n = m(x) va v = v(x) funksiyalar [a\ b] kesmada
aniglangan, uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U

holda[m(x)u(x)]' = u(x)v(x) +u(x)v\x) bo‘ladi.

Bu yerda: j/(x)v(x) funksiyau\x)v(x) + u(x)v\x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi. Nyuton—Leybnits formulasiga asosan, bu
ayniyatning ikkala tomonini a dan b gacha chegaralarda

b b b
integrallaymiz: J (uv)’dx =Ju'vdx + Juvdx, bundaJ(uv)'dx = uv+C

a a a

bo'lgani sababli, f(uv)‘dx = uv\i* o‘rinli.

a
h b b b b h
Demak, uv =jvdu +"udv yoki judv =uv -jvdu.
0 a o] o]

Oxirgi tenglik aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi
deyiladi.
|
Miso 1l | xe~xdx integralni hisoblang.
0
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Yechish. Belgilashlar kiritamiz: b= x; dv = e-dx, u holda
du = dx; v = -e\ Bo‘laklab integrallash formulasiga ko'ra:

jxe xdx - -xe xI'+]e xdx - e’ - e x}0=-2e-] w1 - &2
e

8.3. ANIQ INTEGRALLARNI TAQRIBIY HISOBLASH

Barcha funksiyalar uchun ham ularning boshlang‘ich funksiyasi
:hekli elementar funksiyalardan iborat bo‘lavermaydi. Bunday
funksiyalarning aniq integrallarini Nyuton—Leybnits formulasini tatbiq
Milib hisoblab bo‘Imaydi. Shuning uchun tagribiy hisoblash usullaridan
"oydalaniladi. Bu usullaraniq integralning integral yig‘indi limiti ekanligi
:a’rifiga va aniq integralning geometrik ma’nosiga asoslanadi.

8.3.1. TO‘G‘RI TO'RTBURCHAKLAR FORMULASI
b
y =/(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo'lsin. jf(x)dx aniq

a
ntegralni hisoblash talab gilinadi. fa; b] kesmani a = x0, X,, —xnv
- b nuqtalar bilan uzunligi Ax bo'lgan nta bo'laklarga ajratamiz.
So'ngrafix) funksiyaning x0, x,, ..., xnnuqtalardagi giymatlarini y0,
M, Y, ¥,orqali belgilaymiz, ya’niy0=/(x0;y, =/(X,);.... yn=/(X,,).
Ushbu yig'indilarni tuzamiz:

M
YOx +y, Ax + .. +JIV, Ox = £ Y. [x;
10

n
YIOX + 20X +... +y,, AXx = £y ,AX.

Bu yig'indilarning har biri /(x) uchun fa; b] kesmada integral
/ig'indi. Shuning uchun tagriban integralni ifoda etadi.

jfix)dx= (yo+y, +...+y =tx Uy. n
<0
| n
\fix)dx~B iy x+Y2+-. +¥n) ==~gifg y 1 (2)
H
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Bular toq‘ri to'rtburchaklar *
formulasidir.

(1) formula «ichki» to'g'ri
to'rtburchaklardan tuzilgan zinapoya-
simon shakl yuzini;

(2) formula «tashqgi» to'g'ri
to'rtburchaklardan tuzilgan zinapoya-
simon shakl yuzini ifodalaydi. Bunda
n gancha katta bo'lsa, gilingan xato
shuncha kichik bo'ladi (122-chizma).

y-a x, xt
122-chizma.

8.3.2. TRAPETSIYALAR FORMULASI

Agar berilgany =/(x) egri chizigni to'g'ri to'rtburchaklar formulasida
bo'lganidek, zinapoyasimon chizigq bilan almashtirmasdan, balki ichki
chizilgan siniq chiziq bilan almashtirsak, u holda aniq integralning ancha
anigrog giymati chigadi. Bu holda egri chizigli aABb trapetsiyaning
yuzi yugoridan AAt; A\A,; ...; An>B vatarlar bilan chegaralangan to'g'ri
chizigli trapetsiyalar yuzlarining yig'indisiga teng bo'ladi.

Ammo, bu trapetsiyalardan birinchisining yuzi: AX,

ikkinchisining y\xzv.A~" Ax va hokazo, shuning uchun

jfix)dx="p-4 x +
a

Ax +...+~ "N 0 x) yoki
Jfix)dx ~tf-(?2 " +yl +y2+.. +ynl),

bu esa trapetsiyalarformulasidir. nsoni n K
ixtiyoriy tanlab olinadi. Bu son gancha Yorr)
katta bo'lsa, ya’ni Ox =" gadam

gancha kichik bo'lsa, taqribiy

tenglikning o‘ng tomonida yozilgan _

yig'indi shuncha katta aniqglik bilan 0
integral giymatini beradi (123-chizma).

ra * X0,

123-chizma.
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Yechish. Belgilashlar kiritamiz: n=x; dv - e-xdx, u holda
iu=dx, v=-e\ Boiaklab integrallash formulasiga ko‘ra:

Jxe Xdx = -xe~x[*+Je Xdx =-e '- ex =-2e 1+1="°72

8.3. ANIQ INTEGRALLARNI TAQRIBIY HISOBLASH

Barcha funksiyalar uchun ham ularning boshlang‘ich funksiyasi
:hekli elementar funksiyalardan iborat boiavermaydi. Bunday
unksiyalaming aniq integrallarini Nyuton-Leybnits formulasini tatbiq
Jilib hisoblab bo‘Imaydi. Shuning uchun tagribiy hisoblash usullaridan
"oydalaniladi. Bu usullar aniq integralning integral yig‘indi limiti ekanligi
a’rifiga va aniq integralning geometrik ma’nosiga asoslanadi.

8.3.1. TO‘G‘RI TORTBURCHAKLAR FORMULASI
b
y =/(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz boisin. J/(x)fl!x aniq

a
ntegralni hisoblash talab gilinadi. fa\ b] kesmani a = x0, X, ..., Xn.v
n= b nuqtalar bilan uzunligi Ox boigan nta boiaklarga ajratamiz.
So‘ngra/(x) funksiyaning x0, xp ..., xnnugtalardagi giymatlarini y0,
Y..-T'y,, orgali belgilaymiz, ya’niyo=/(x0Q; Y =/(x,);....yn=f{xn.
Ushbu yigindilarni tuzamiz:
n-1
yOAX +ylAXx + ... +ynAAx = £ y, Ix;
/-0

n
YXAX +y2Ax + .. +ynAx = X/AX.
i=

Bu yigindilarning har biri f(x) uchun \a\ b] kesmada integral
'igindi. Shuning uchun tagriban integralni ifoda etadi.

fi(x)dx =~ -(yll+yt+...+yM) s~ . Jiyl. ()
jfix)n O,+N +~+N)-b!l 5>,
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Bular tog ‘ri to ‘rtburchaklar *
formulasidir.

(1) formula «ichki» to‘g‘ri
to‘rtburchaklardan tuzilgan zinapoya-
simon shakl yuzini;

(2) formula «tashgi» to‘g‘ri
to'rtburchaklardan tuzilgan zinapoya-
simon shakl yuzini ifodalaydi. Bunda
n gancha katta boisa, gilingan xato
shuncha kichik boiadi (122-chizma).

y_o * *
122-chizma.

8.3.2. TRAPETSIYALAR FORMULASI

Agar berilgany =/(x) egri chizigni to‘g‘ri to ‘rtburchaklar formulasida
boiganidek, zinapoyasimon chiziq bilan almashtirmasdan, balki ichki
chizilgan siniq chiziq bilan almashtirsak, u holda aniq integralning ancha
aniqgrog giymati chigadi. Bu holda egri chizigli aABb trapetsiyaning
yuzi yuqoridan AA,; 14; ...; An8 vatarlar bilan chegaralangan to‘g‘ri
chizigli trapetsiyalar yuzlarining yigindisiga teng boiadi.

Ammo, bu trapetsiyalardan birinchisining yuzi: }lj >-Ax,

ikkinchisining yuzi:~**-A x va hokazo, shuning uchun

H(x)dx=(n*n*+W AX+...+*=wW»ax) yoki

a
JE(Xx)dx ™ ~inN +y]+y2+ - +yni)>
bu esa trapetsiyalarformulasidir. nsoni Y K..
ixtiyoriy tanlab olinadi. Bu son gancha yo*)
katta boisa, ya’ni Ax =-— gadam
gancha kichik boisa, taqribiy LoV
tenglikning o‘ng tomonida yozilgan
rotiang o ng  yor e S Wi
yigindi shuncha katta aniglik bilan D
123-chizma.

integral qiymatini beradi (123-chizma).
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8.3.3. PARABOLALAR FORMULASI (SIMPSON FORMULASI)

[a\ b\ kesmani juft sonda n = 2m
Y*Arrbx+c bo‘laklarga ajratamiz. [x0; x,], [X,; X,|
kesmalarga mos va berilgany =/(x) egri
chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning yuzini M(x0; yQ,
Y,), M2x2 9 uchta nugtadan o ‘tuvchi
va o‘qi Oy o‘gga parallel bo‘lgan
ikkinchi darajali parabola bilan chega-
ralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzi
bilan almashtiramiz. Bunday egri
chizigli trapetsiyani parabolik trapetsiya
deb ataymiz. 0 ‘gi Oy o‘gqga parallel
bo‘lgan parabolaning tenglamasiy = Ax* + Bx + Cko‘rinishda bo‘ladi.
A, B, C koeffitsiyentlar parabolaning uchta nuqta orgali o‘tishi shar-
tidan aniglanadi. Shunga o'xshash parabolalarni kesmalarning boshqga
juftlari uchun ham yasaymiz. Shunday yasalgan parabolik trapctsiyalar
yuzlarining yig‘indisi integralning taqgribiy giymatini beradi. Dastlab
bitta parabolik trapetsiya yuzini hisoblaymiz (124-chizma).
Lemma. Agar egri chizigli trapetsiyay = Ax2+ Bx + C parabola, Ox
0 va oralig'i 2h ga teng bofigan ikkita ordinata bilan chegaralangan

124-chizma.

bo ba, n holda uningyuzi S =| (y0+4y, +y2) ga tengbo ladi. Bunday0

vay2chetdagi ordinatalar, y | esa egri chizigning kesma o rtasidagi ordinatasi.
Isbot. Yordamchi koordinatalar sistemasini shaklda

ko‘rsatilganidek joylashtiramiz. Parabolaning y = Ax2+ Bx + C

tenglamasidagi koeffitsiyentlar quyidagi tenglamalardan topiladi:

Agar x0=-h bo‘lsa, u holda j/0 = Ah2- Bh+C,
Agar x, =0 bo‘lsa, u holda yx- C, *)
Agar x2=h bo‘lsa, u holda y2= Ah2+ Bh+C.

A, B, C koeffitsiyentlar ma’lum deb hisoblab, parabolik
trapetsiyaning yuzini aniq integral yordami bilan hisoblaymiz:
n

S = Jh(Ax2+ Bx + C)dx 3 v, +Cx =y (IAh2+6C).
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(*) ifodadan yfi+ 4yt+y2=2Ah2+ 6C kelib chiqgadi,
demak, S = ~(yO+4yi+y2). Lemmadan foydalanib, quyidagi teng-
lamalarni yoza olamiz:

X2
J f(x)dx~ AX(y0+4yx+y2),
ax0

*4
Jf(x)dx~"-(y2+4j3+y4),

J f(x)dx~ -y (y2m2+ 4y2m x+y 2m).

x2m-2
Chap va o‘ng tamonlarni go'shib, chapda izlanayotgan integral-
ni, o‘ngda esa uning taqribiy giymatini hosil gilamiz:

b
[ f(x)dx~ -y (yO+
a

+2y2+.... +2y2m 2+ 4y2m, +y2m) yoki

h
Jf(x)dx ~  [y0O+y2m+2("2 +Y4 +mmmm+Y2m-|) +
a

+A4(y, +y3+... +y>-i)l-
Bu Simpson formulasidir. Bu yerda bo‘linish nuqgtalarining soni
2 m ixtiyoriy, lekin bu son gancha katta bo‘lsa, integral yig‘indining
giymati shuncha aniq bo‘ladi.

8.3.4. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH
FORMULALARIDA QILINGAN XATOLAR

To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasining absolut xatosi My-('b'?)’
dan katta emas, M[ - f'(x) ning |a; b] kesmadagi eng katta giymati.

Trapetsiyalar formulasining absolut xatosi MZ(b\Zna)~ dan katta
emas, M2 - [/"(*)] ning [a; b] kesmadagi eng katta giymati.

Simpson formulasining absolut xatosi M3 m dan katta emas,

M3- [/MvX)] ning fa; b] kesmadagi eng katta giymati.

M isol. integralni tagribiy hisoblang.
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Yechish. Awal berilgan integralning aniq giymatini Nyuton—
Lcybnits formulasi bo'yicha hisoblaymiz.

2
- In. =In2-1Inl1=1In2=0,69315.

J x [1; 2] kesmani 10 ta

teng bo'lakka boMib, bu nugtalarda funksiya giymatlarini hisoblaymiz.
Tubandagi jadvalni tuzamiz:

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 11 2 13 14 15 16 17 18 19 20
yi 1,0000 0,9091 0,83333 0,7692 0,71430 0,6667 0,6250 0,5882 0,5556 0.5263 0,5000
a) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha:
«=10, Ax="i =0,l.

(1) formulaga ko‘ra:
2

- 01(yO+yl+..+y, )=0,1+718723 = 0,71877;

(2) formulaga ko'ra:

J—=0,I(y, +y2+..+yn) =0,1-6,68773 = 0,668773.

Hosil gilingan natijaning xatosini hisoblaymiz./(x) ="
funksiyadan hosila olamiz: f'(x) =--,-.

[1; 2] kesmada |/'(x) < 1] Shuninézuchun Mx= 1. Demak, hosil
M~b-a)2 _ |

gilingan natijaning xatosi W7 4-10

= 0,025;
b) trapetsiyalar formulasi bo‘yicha:
2
kel 6EB6TR
Hosil gilingan natija xatosini hisoblaymiz. Buning uchun/"(x) ni

topamiz. [1; 2] kesmada |/"(*)| < 2. Demak, M2= 2.
Shuning uchun olingan natijaning xatosi:

M2(b-a)b 2 :
1272 200 -w <0002
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d) Simpson formulasi bo‘yicha:

X 1

dx 0
7T eT [yo+y™+2{Y2+ Y + Y+ ¥a) + 4(Y1+ Y3+ Y5+ Yy+ J1)1 =

—_— N

=U.(1,5+292,72818 + 4 «3,45955) = 0,693146.

Hosil gilingan natija xatosini hisoblaymiz. Buning uchun/ Mx)
ni hisoblaymiz.

I-(*)=4; I'M -Ag; ['"<*)=g;

[1; 21 kesmada |/ Iv(x) | < 24. Demak, J1/3= 24 .
Shuning uchuo hosil gilingan natijaning xatosi

M3(b-a) _ 24

«0,000008
2880 104 ~ 2880 10000

kattalikdan ortmaydi.

Aniq va tagribiy, ya’ni 0,69315 va 0,693146 natijalar orasidagi
absolut xato 0,000004 ga teng. Bu olingan xatolik bahosidan kichikdir.
Yuqoridagi hisoblashlar Simpson formulasi boshga formulalarga
garaganda ancha aniq ekanligini ko'rsatadi.

O ‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar

1 Aniq integralni tagribiy hisoblash uchun to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasini
yozing. Misol Kkeltiring.

2. Aniq integralni tagribiy hisoblash uchun trapetsiyalar formulasini yozing.
Misol keltiring.

3. Anig integralni tagribiy hisoblash uchun Simpson formulasini yozing. Misol
keltiring.

8.4. ANIQ INTEGRALNING GEOMETRIYAGA TATBIQI
8.4.1. TEKIS FIGURA YUZINI HISOBLASH

burchakli koordinatalar
yuzlarni hisoblash

1L To‘g‘ri sistemasida

Bizga ma’lumki, musbat uzluksiz y=f(x) funksiyadan olingan
aniq integral y=f(x) egri chizig, Ox 0‘q, x=ava x=b (a<b)
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Yechish. Awal berilgan integralning aniq giymatini Nyuton-
Leybnits formulasi bo'yicha hisoblaymiz.

2
Jf—= In.  =1In2-1In1=1In2=0,69315. [1; 2] kesmani 10 ta

teng bo‘lakka bo‘lib, bu nuqtalarda funksiya giymatlarini hisoblaymiz.
Tubandagi jadvalni tuzamiz:

i o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¥ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

M 1,0000 0,9091 0,83333 0,7692 0,71430 0,6667 0,6250 0,5882 0,5556 0.5263 0,5000
a) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha:

n=10, Ax="-=0,1.
(1) formulaga ko‘ra:

20,1 (yO+yl+ ..+ )=01+718723 = 0,71877;

(2) formulaga ko‘ra:
2

f—« 0,1(y, +y2+...+y,) = 0,1 #6,68773 = 0,668773.
I *

Hosil gilingan natijaning xatolsini hisoblaymiz./(x) = -
X
funksiyadan hosila olamiz: f\x) =
X
[1; 2] kesmada |/'(*) < 1]. Shuning uchun Mx= 1 Demak, hosil
gilingan natijaning xatosi =" =0,025;
b) trapetsiyalar formulasi bo'yicha:

j ~«°,1[~~ +6,18773) = 0,69377.

Hosil gilingan natija xatosini hisoblaymiz. Buning uchun/"(x) ni
topamiz. [1; 2] kesmada \f"(x)\ < 2. Demak, M2= 2.
Shuning uchun olingan natijaning xatosi:

M2(b-a)yr _ 2 _ | nno.
1212 1-p  gop < 0,002,
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d) Simpson formulasi bo‘yicha:

XM A2y 3603 + e BryBHY TG =

O1 (1,5 + 2+2,72818 + 4 +3,45955) = 0,693146.

Hosil gilingan natija xatosini hisoblaymiz. Buning uchun/ Mx)
ni hisoblaymiz.

N*) =85 rw -4y ["(*> = £

[1; 2] kesmada |/ v(X) | < 24. Demak, Af3= 24 .
Shuning uchun hosil gilingan natijaning xatosi

M(o-8)5 2 «0,000008

2880 104 ~ 2880 10000

kattalikdan ortmaydi.

Aniq va taqribiy, ya’ni 0,69315 va 0,693146 natijalar orasidagi
absolut xato 0,000004 ga teng. Bu olingan xatolik bahosidan kichikdir.
Yugqoridagi hisoblashlar Simpson formulasi boshga formulalarga
garaganda ancha aniq ekanligini ko‘rsatadi.

O ‘z-0°zini tekshirish uchun savollar
1 Aniq integralni tagribiy hisoblash uchun to‘g‘ri to'rtburchaklar formulasini
yozing. Misol keltiring.
2. Aniq integralni tagribiy hisoblash uchun trapetsiyalar formulasini yozing.

Misol keltiring.

3. Aniq integralni tagribiy hisoblash uchun Simpson formulasini yozing. Misol
keltiring.

8.4. ANIQ INTEGRALNING GEOMETRIYAGA TATBIQI
8.4.1. TEK1S FIGURA YUZINI HISOBLASH

1L To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
yuzlarni hisoblash

Bizga ma’lumki, musbat uzluksiz y = f(x) funksiyadan olingan
aniq integral y =/(x) egri chizig, Ox 0o‘q, x=avax=bh (a<b)
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to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya yuzini
ifodalaydi:

S =j f(x)dx. Ny
a

b
Agar fa; Z] kesmada fix) < 0 bo‘lsa, u holda j f(x)dx aniq

a
integral ham manfiy bo‘ladi. Absolut giymatga ko‘ra bu integral
tegishli to'g'ri chizigli trapetsiyaning Syuziga teng:
b

S =-jf(x)dx. (2)

Agar fix) funksiya [a; b] kesmada ishorasini chekli son marta
o'zgartirsa, u holda integralni butun [a; b\ kesmada gismiy
kesmachalar bo'yicha integrallar yig'indisiga ajratamiz. Qayerda
fix) > 0bo‘lsa, shu kesmada integral musbat, gqayerdafix) < 0 bo'lsa,

shu kesmada integral manfiy boMadi va yuz (1) va (2) formulalarga
ko‘ra:

s =j\f(x)\dx. A

Misol. 0 < x < 2n bo'lganda y = sin x sinusoida va Ox 0°‘q bi-
lan chegaralangan 5 yuzni hisoblang (125-chizma.)

Yechish. 0 <x < n bo'lganda sinx < 0, n < x < 2n bo‘lganda
esa sin x < 0 bo‘lgani sababli,

no n n
S =Jsin xdx + J sin xdx =J| sinx ldx,

n
Jsinxdx - - COSX = -(cosf -cos0) = —4(—1—1) =2,

Lit

Jsinxdx ~- cosX =-|cos2n-cosn\- -2.

Demak, S= 2+ |-2 | = 4. Agar murakkabroq, ya’ni egri chizigli
trapetsiyadan murakkabroq tekis figuraning yuzini hisoblash talab
gilinsa, uni bir gancha egri chizigli trapetsiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
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bo‘laklarga ajratamiz. Keyinchalik yuzni ana shu egri chizigli
trapetsiyalar yuzlari yig‘indisi ko‘rinishida hisoblaymiz:

S =jf ix)dx +Jf2ix)dx +j f3ix)dx. 4)

Misoly = Vx vay =xZ2egri chiziglar bilan chegaralangan yuzni

hisoblang (126-chizma).
Yechish. Kesishgan nugtalarni topamiz. Ular VX = X2; X = x4

tenglamalardan topiladi:

i i j
X, =0; x2=1. Demak, S =J\[xdx- Jx2x =-.

Endi egri chizig tenglamalari parametrik
ko‘rinishda berilgan bo 4 sin: x = (pit),y = \pit)\ a < t<
va <p{a) = a; <pifi) = b egri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiya yuzini hisoblaymiz. Yuqoridagi parametrik tenglamalar biror
[a; 6] kesmada birory - fix) funksiyani aniqlaydti), deb farazbqilamiz.

U holda egri chizigli trapetsiyaning yuzi: S - J/ (x)dx =Jydx ga

teng. Bu integralda o ‘zgaruvchini almashtiramiz. x - <pft); dx = <p'it)dr,
Y =/{x) =f[<pit)] =y>it).
Demak,
b
5 = Jipit)<p\t)dt. (5)

a

(5) —tenglamasi parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzini hisoblash formulasidir.
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Misol x - acos f,y = />sin tellips bilan chegaralangan sohaning
yuzini hisoblang.
Yechish. x ning giymati -a dan + a gacha, t ning giymati n
dan 0 gacha o‘zgaradi. Demak,
0 0 ji
S =2j(bsin/)(-osin tdt) = -2fl/>Jsin~ tdt = Jsin2tdt =
0

= 2abj 1-cos 21dt = lab [; sir;zrjl -

2. Qutb koordinatalar sistemasida
egri chiziqgli sektorning vyuzi

Qutb koordinatalar sistemasida egri
chiziq r = f(<p) tenglama bilan berilgan
boMsin. Bu yerda f (<p) funksiya
a < < (i kesmada uzluksiz.

r =/ (<) egri chiziqg p=a va -
radius-vektorlar bilan chegaralangan egri
chizigli OAB sektor yuzini topamiz. [a;
P) kesmani <i=a + /, (/=0,1,2,
..., n) nuqtalar yordamida [a, ],
2L — Wnv /7] boMaklarga boMamiz.

0 ‘tkazilgan radius-vektorlar oralaridagi
burchaklarni AtpA A2 ..., Agndeb belgilaymiz. <p_I bilan gt orasidagi

burchakka mos radius-vektor uzunligini rt orgali belgilaymiz. Radiusir,

va markaziy burchagi A<p. boigan doiraviy sektomi garaymiz, uning
yuzi AS = ~ri Acpi ga teng (127-chizma). Ushbu

1n y n 2
S~2 /2_1 ~2 ;:al y*gindi «zinapoyasimon» sektorning

yuzini beradi.
Bu yigMndi a <(p < f} kesmada r2= (/(x)]2funksiyaning integral

P
yigMndisi boMgani sababli, giymati max Ap,-* 0 daiJV<fy aniq in-
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tegralga teng. Bu burchak ichida r radius-vektorni ganday olishi-
mlzca bogMig emas. Bu limit shaklning izlangan yuzi uchun gabul
qgilinishi tabiiydir. Shu OAB sektorning yuzi:

)= yoki s =Ij/[(*)f dip.

Misol. r=ajcos29 lemniskata bilan chegaralangan yuzni
hisoblang.

Yechish. Agartpburchak 0 dan ™ gacha o‘zgarsa, radius-vektor

izlanayotgan yuzning choragini chizadi. Bu yuz quyidagiga teng:
A a

Demak, lemniskata bilan chegaralangan shakl yuzi S = a2ga
teng.

8.4.2. TEKIS EGRI CHIZIQ YOYINING UZUNLIGINI HISOBLASH

Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida egri chiziq
Y=f(x) tenglama bilan berilgan boMsin. Bu funksiya [c; b] kesmada
uzluksiz va differensiallanuvchi.

Bu egri chizigning x = ava x = bvertikal to‘g‘ri chiziglar orasidagi
yoyining uzunligini topamiz. Yoy uzunligi ta’rifini eslatib oMamiz.

Buning uchun [a; b] kesmani x =a+—|_|a./ (/=0, 1, 2, n)

nugtalar yordamida n ta boMakka boMamiz.
BoMinish nuqtalaridan ordinatalar
o'giga parallel to‘g‘ri chiziglar
o‘tkazamiz va ularning egri chiziq bilan
kesishish nuqtalarini M. bilan
belgilaymiz. M. nuqtalarni vatarlar
bilan tutashtiramiz. U holda AB yoy
ichida AMV MIM2 ... Mn iB siniq
chiziq hosil boMadi (128-chizma).
Ikki nuqta orasidagi masofani gi— a "y¥x
topish formulasidan foydalanib, siniq
chiziq perimetrini hisoblaymiz: 128-chizma.
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L=yj(x-x{)2+(/(x)-/(x0))2+\I(x2-x )2+ (f(x2)-f(x1)2+
+oee + \[(x kL~ xK)2 + (F(x k+)~ F(xK))2 + ... +
+J(Xn- x,,\Y +(f(X,,)~f{x ))2.
Bundan AB yoyiga chizilgan siniqg chiziq perimetri

L= %_6\/(**41' ~xk) + (f(xk#)~ f(xk))2 ga teng. Bunda x0= a:

xn= b, Ax. bo‘laklarning eng katta uzunligini maxAx,. deb belgilay-
miz.
Ta’rif. /15 yoyga ichki chizilgan siniq chizig perimetri

i :*:)é (X*1- N) + (/(**4) - f(xk))2max Ax. 0 da chekli li-
mitga ega bo‘lsa, AB uzunlikka ega deyiladi va bu limit

1 - 1 kg ¢ * *xkq) o **
ma>I<IAr>r<1,_/‘oL_ ma)!lArg-*O f?gQV( * Xk) * (A +I) /( ))2
AB yoyning uzunligi deyiladi.

Biz/(x) funksiya [a; Z] kesmada uzluksiz va/'(x) hosilaga ega
degan edik. Shu sababli, /(x) funksiya har bir [x xt+|] oraligda
Lagranj teoremasining shartlarini ganoatlantiradi.

Lagranj teoremasiga ko‘ra: f(xk+) -f(x K =/"(E*)(**+1* **» bu
yerda xk< £k< xk+.

Bularga asosan, AB yoyga chizilgan siniq chiziq perimetri
quyidagicha aniglanadi:

L= Z2/(4 = xk)2 + (f(xke]) - £ (x K))2 =
= LMk - X K2+ /" 2(E)(x*41-x )2 -
=1 EYEGIE
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=B Vit (M **>=i:0V1+/ 1)

/(x) funksiya [a; 6] kesmada uzluksiz/'(x) hosilaga ega bo‘lganligi
sababli, quyidagi yj1+/ ,2(x) funksiya ham uzluksiz bo‘ladi. Shuning

+/'2(E*)-A** integral

yig'indisi max Ax, -» 0da jyjl +f'2(x)dx ga intiladi, ya’ni

|,$2_»Ok§0yuif'2(tk) brk =)+ f200dx.
Natijada AB =1 uzunligi uchun tubandagi formulaga ega
bolamiz: 1 =jyjl+f'2(x)dx.
a

Misol. x2+ y*= ~ aylana uzunligini hisoblang.
Yechish. Dastlab aylananing bir chorakda yotgan chizig‘ining

uzunligini hisoblaymiz. U holda AB ning tenglamasi y - sjr2- x2

bo‘ladi. Demak,

i = i+ AL *= f-i=~A=<fc= rarcsin — non
i/ i\}' ) L Jy:r"_x_ fe ro~r2~T*

Butun aylana uzunligi: 1= 2TTr.

8.4.3. AYLANISH JISMINING HAJMINI HISOBLASH

Uzluksiz manfiy bo'lmagan y =f{x), xE[o; A funksiya, Ox
abssissalar o‘qi, x = a va x = b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan
aABDb egri chizigli trapetsiyaning Ox o‘qgi atrofida aylanishidan hosil
bo‘lgan jism hajmini aniglaymiz. Buning uchun [a; b] kesmani

Xt=a+ /=0,1 2, .. n nuqtalar yordamida bir xil uzunlik-
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dagi kesmachalarga bo‘lamiz. Har bir x] kesmachada £E[x ;
x] nugta tanlaymiz (129-chizma).

Integral yig‘indi tuzamiz:
n12£)0x, +n:/2(E2)Ax2+,,.+ n/2(|n)Ax, = a £/ 2(1,.)0x,., (1)
=

bu yerda: J1x= x - x_t; (1) ning har bir go‘shiluvchisi doiraviy silindr
hajmiga teng. Butun yig‘indi esa zinapoyasimon jismga mos hajmni
beradi. Uzluksiz/(x), x£[a; b] funksiya uchun da (1) integral
yig'indi aylanish jismining hajmini beradi:

V=ttlim£/2(,)Ax. =a [/ 2(x)/c.
N~ M t
Misol. y =x3egri chizigning x = 0 dan x = 1 gacha kesmada
abssissalar o gi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini
hisoblang.
Yechish. (*) formulaga ko'ra topamiz:

V =7ij x6dx =1y (f{;_q

8.4.4. AYLANISH JISMINING SIRTINI HISOBLASH

Oldingi mavzudagi chizmada aylanish jismi berilgan. AB egri
chizigni abssissalar 0'qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini
hisoblash talab gilinsin. y =/(x), xG[o; b\ funksiya fa; b] kesmada
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uzluksiz va differensiallanuvchi bo'lsin. [a\ b] kesmani x, =a + ~ ~ i,
/=0, 1, n nuqtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lamiz. Bu
nuqtalardan ordinatalar o‘tkazib, uni egri chizig bilan kesishgan
nuqtalarini M bilan belgilaymiz. Mi nuqtalarni vatarlar bilan
tutashtirib, AMtM2... Mn {B siniq chiziq hosil gilamiz. Bu siniq
chizigning, abssissalar o‘qi atrofida aylanishidan kesik konus yon
sirtlari hosil boiadi. Bu sirtlarning yuzini Snbilan belgilaymiz. U
holda {£} ketma-ketlikning limiti aylanish jismi sirtining yuzini
beradi: S = H%Sn; AMM ... M,_{B siniq chiziq aylanishidan hosil

bo'ladi, sirt yuzi
Sn= }_12 * f{{Xj- X)) = */_i [A*m) +/(X,)]VmTW Ax, (2)
= =1

yig‘indining n da limiti esa aylanish jismi sirtining yuzini beradi:

S = lim Sn=AHT £ [/(x M)+ /(X )]V 1 + (I'(£)) 2. =

=20 lim X [/(£,)] W1 + (/W 2Ax. = 221 F(x)I 1+ (/'(x))2dx.

Demak,

27 jf(x)41 + (f'(x))2dx. 3)

Misol. x2+ y2= R2aylananing abssissalar o‘qi atrofida aylani-
shidan hosil bo‘lgan jism sirtining yuzini hisoblang.

fix) =4r2-x2ga teng. To‘la sirtni hisoblashda/(x) =\IR2- x2
egri chizigning koordinatalar sistemasining birinchi choragidagi
gismining aylanishidan hosil bo‘lgan sirt yuzini hisoblab, ikkiga
ko‘paytiramiz. Ketma-ket quyidagilarni hosil gilamiz:
n x )~ ;
oJjt2-x 2
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=20jIr2~x23 A7 -~ dx=2nj Jr2- x2 dx =
0 v R ~x 0 \R 2-x2
R
=2 Rdx - 2jt&c  =2nRr. Demak, 5 = 4s/22.

8.5. ANIQ INTEGRALNING FIZIKAGA TATBIQI

8.5.1. ISHNI ANIQ INTEGRAL YORDAMIDA HISOBLASH

F kuch ta’siri ostida M moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha
harakat gilsin, bunda kuchning yo‘nalishi harakat yo‘nalishi bilan
bir xil boMsin. M nuqgta s - a holatidan s = b holatga ko‘chganda, F
kuchning bajargan ishini topish talab gilinsin. Bunda ikki hoi boMishi
mumKkin:

1) agar F kuch o'zgarmas boMsa, u holda A ish F kuch bilan
oMilgan yoM uzunligi ko‘paytmasiga teng boMadi, ya’ni

A= F(b- a);

2) F kuch moddiy nuqtaning olgan o'rniga qarab uzluksiz
0°‘zgaradi, ya’ni 0 < s < b kesmada F(s) uzluksiz funksiyani ifodalaydi,
deb faraz gilamiz. \a\ b\ kesmani uzunliklari As,, As2, ..., AsnboMgan
n ta ixtiyoriy boMakka boMamiz. Keyin har bir gismiy kesmada ixtiyoriy

nugta tanlab olamiz va F(s) kuchning As,= (/ = 1, 2, ..., ri) yoMda
bajargan ishini F(QAsi ko‘paytma bilan almashtiramiz.

Bu esa bir gismiy kesmada biror F kuchni o‘zgarmas miqdor deb
gabul gilishimizni bildiradi. Bunday holda A£.)Ay(ifoda As. yetarli kichik
boMganda F lﬁchning As yo‘lda bajargan ishning tagribiy giymatini
beradi, An= {\:iF’\’\As, yigMndi esa fkuchning butun [a; b] kesmada

]
bajargan ishining taqribiy giymati boMadi.

AnyigMndi [a; b] kesmada F= F(s) kuch uchun tuzilgan integral
yigMndi. Bu yigMndining maxAs(->0 dagi limiti mavjud va u F(s)
kuchning s = a nuqtaqban s = b nugtagacha boMgan yoMda bajargan

ishini ifodalaydi: A =J F(s)ds.

a
M iso 1 Vint prujinasining s gisilishi unga ta’sir etuvchi kuchga
proporsional. Agar prujinani 1 sm gisish uchun 2 kg kuch kerak
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boMsa, F kuch prujinani 10 sm qisish uchun gancha ish bajarish

kerak boMishini hisoblang.
Yechish. Shartga kolra Fkuch va s siljish F= ks munosabat

orgali bogMangan, bunda k o'zgarmas son. s ni metr bilan, F ni kg
bilan ifodalaymiz. s = 0,01; F= 2 boMganda, 2= k 0,01 boMadi.
k - 200; F- 200s. Demak,

v n ai
A= [200sds =200 — =1kgm.
0 20

8.5.2. EGRI CHIZIQ VA TEKIS SIIAKLNING STATIK MOMENT LARI

Biror / o‘qdan r masofada boMgan m massali moddiy nugtaning /
o0‘qqga nisbatan statik momenti deb MI= wrmigdorga aytiladi. Tekislikdagi
/o'qdan rv rv ..., » masofada boMgan mos ravishda mv mv ..., mnmassali
nta moddiy nugtalaming / 0‘gga nisbatan statik momenti deb

n

Mj="uwr,.. (D
=il
miqdorga aytiladi. (1) formuladan ko‘rinadiki, statik moment additiv
migdor, ya’ni uni gismlarga ajratib yigMndisini hisoblasak ham miqdor
o'zgarmaydi. Shu sababli statik momentni hisoblashda aniq
integraldan foydalansa boMadi.
a) egri chizigning statik momenti
Aytaylik, AB moddiy egri chiziq xOy tekisligiday =f (x)(0 < x < b)
tenglama bilan berilgan boMsin. Egri chizigning har bir nuqtasidagi
chizigli zichlik y = y(x) ning uzluksiz funksiyasi boMsin (130-chizma).
Berilgan egri chizigning Ox 0‘qga nisbatan statik momenti Mx ni hisoblash
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uchun uni n ta kichik boMakchalarga boMamiz: O/p a/ 4/ har bir
kichik A/4/ = \,n) bo'lakchada ixtiyoriy P.(x' y) nugta tanlaymiz.

Har bir kichik A/ bo‘lakchada zichlikni o‘zgarmas va uning p
nuqtadagi giymatiga teng deb, massasi Am. boMgan [/ boMakcha
uchun quyidagi taqribiy ifodani yozamiz: Amj~y(x)Alr U holda AB
egri chizigning massasi m uchun quyidagini hosil gilamiz:

0* Z y(x)A, - 2 y(X,)*M +AM j AX,.
Bu tenglikning o‘ng tomonida y(x) mJ 1+y'2(x) funksiya uchun

integral yigMndi turibdi. Shuning uchun max [x, — Oda limitga o ‘tib,
moddiy AB egri chiziq massasining aniq giymatini hosil gilamiz:

U 0
b b
yoki m =Jy(x)dl =Jy(x) yjl+y'2(x)dx.
a a

Endi egri chizigning statik momentini topamiz. Har bir 4/
boMakchani massasi Am. boMgan moddiy P. nuqgta bilan almashtira-
miz. Bu P. nuqtaning Ox o‘giga nisbatan statik momenti [/.
boMakchalarning statik momentining taqgribiy giymatini bera-
di: (MX=y.Am. y.y(x) mAlr

AB egri chizigning Mxstatik momenti 1/ boMakchalarning statik
momentlarining yigMndisiga teng boMgani sababli, 1/ uchun quyidagi
tagribiy tenglikni yozamiz:

M x * X y(xi)ytAl- = X yix,)y, Ox..

Hosil gilingan tenglikning o‘ng tomonida y(x)y mjl +y'2(x)
funksiya uchun integral yigMndi turibdi. max [x.-> 0 da limitga o'tsak,
egri chizigning Ox o‘giga nisbatan statik momentini hosil gilamiz:

Mx = maxl,lﬂ,nx],—wy y(x.)y-Ji +[fAAX L;I o
*

yoki Mx = jy(x)-y-J\ +y 2dx.
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Bu formulani gisqacha quyidagicha yozish mumkin:

Mx = S,y(x)ydl, 2
a

bu yerda: dl AB egri chizigning tenglamasi: dl = J(dx)2+(dy)2 =
_J\+y'2dx a < x< b;yuqoridagi kabi mulohazalar asosida AB egri
chizigning Oy o‘giga nisbatan statik momenti

b
My =jy(x)xdl (3

a

boMishini ko‘rish giyin emas. Agar moddiy egri chiziq bir jinsli boMsa,
uning zichligi 0‘zgarmas son boMadi, ya’ni y(x) = y. Shu sababli, statik
momentlar uchun (2) va (3) formulalar quyidagi ko‘rinishni oladi:
* b
Mx =yjydl; My - y| xdl.

a a

b) Tekis shaklning statik momenti

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida y =/(x) egri chiziq,
Ox o‘gi va x= a, x = b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiya berilgan boMsin. Bu tekis shaklning zichligi har
bir nugtada y(x) boMsin (y(x) uzluksiz funksiya). Berilgan shaklning
Ox 0‘giga nisbatan Mxstatik momentini topish uchun uni Oy o‘giga
parallel chiziglar bilan n ta kichik As,, Asv ... Asnyuzchalarga
boMamiz (yuzchalaming kengligi mos ravishda Ax,, Ox2 ..., Axn.

Har bir As, yuzchaning zichligi o'zgarmas va u berilgan zichlikning

i>|x(; ~ j nugtadagi giymatiga teng deb hisoblasak, As. yuzchaning
massasi uchun quyidagini hosil gilamiz: Am —y(x)Asp bunda As.~yAxr
U holda egri chizigli trapetsiyaning massasi m quyidagicha boMadi:
x n
T =E£y(x,)A5* £y(x,.)y..4X,..
M =1

Bu yerda tenglikning o‘ng tomonida y(x) y 1funksiya uchun integral
yigMndi mavjud. Shuning uchun TaxAx(-*0 da limitga oMib, egri
chizigli trapetsiyaning aniq giymatini hosil gilamiz: b

m= lim Y y(x,)4y, = lim ¥ y(x,)y,Ax( yoki m i yOydx.
“5 max Ox,->0 ~

max [Ax, -*0
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Endi egri chizigli trapetsiyaning statik momentini hisoblashga

o'tamiz. Har bir As yuzchani massasi Am boigan moddiy/* (X,; -i
nuqta bilan almagshtiramiiz. ' 2

Bu nugtaning Ox o'giga nisbatan simmetrik statik momenti As
yuzchaning statik momentining taqribiy qiymatini beradi:

(Mx), ~ ~ Am, ~ y(x,) ™ ASj ~ y (X,) ¥i- Ax,. Egri chizigli trapetsiyaning
M* statik momenti As yuzchalaming statik momentlarilrlling yig‘in?disiga
teng bo‘lgani uchun, quyidagini hosil gilamiz: Mx ~  y(x,) sy'~AXx,.
Bu yerda tenglikning o'ng tomonida ' y(x)>? flinksi)/gluchun integral
yig'indi mavjud. Shuning uchun max Ax,.-* 0 da limitga o tib, egri chizigli
trapetsiyaning Ox 0°‘giga nisbhatan statik momentni hosil gilamiz:

Mx =, i B2y (/) th A yoki Mx.=3 plx)-y*. (4)

Yuqoridagi kabi fikr yuritib egri chizigli trapetsiyaning Oy o ‘giga
b
nisbatan statik momentini hisoblash uchun quyidagi Mv = Jy(x)x mdx

a
(5) formulani hosil gilish mumkin. Agar egri chizigli trapetsiya bir
jinsli bo'lsa, zichliky(x) =y o‘zgarmas son bo'lsa, (4) va (5) formulalar
tubandagi ko‘rinishga ega bo'ladi:

Mx = —lykymx va Mx —y"l%(ydx.

a a
8.5.3. OG4RLIK MARKAZINING KOORDINATALARI

To'g'ri burchakli xOy koordinatalar tekisligida massalari mv mv
.., mnboigan POX,; yt); P,(x2 y3?; ..., Pn(xm yn) moddiy nuqtalar
sistemasi berilgan boisin. xcvaycorgali berilgan sistemaning ogirlik
markazi koordinatalarini belgilaymiz. x.T.; y.m. ko‘paytmalar m,
massaning Ox va Oy o'glarga nisbatan olingan statik momentlari
deyiladi. Bu holda moddiy sistema markazining koordinatalari

) éx,m: éy’u“

i — (2
A Xu
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formulalar bilan aniglanishi mexanikadan ma'lum. Bu formuladan
turli shakl va jismlarning ogirlik markazlarini topishda foydalanamiz.

a) tekislikdagi chizigning og‘irlik markazi

AB egri chiziq y = f(x ) tenglama bilan berilgan (a < x < b) va bu
egri chizig moddiy chiziq boisin. Bu moddiy egri chizigning chizigli
zichligi y deb faraz gilamiz. Chizigni uzunliklari Aj,, As,, ..., Asnbo'lgan
nta boiakka boiamiz. Bu boiaklaming massalari ularning uzunliklari
bilan zichlik ko'paytmasiga teng: Am. = yAs;, Av yoyning har bir boiagida
abssissasi f. boigan ixtiyoriy nugta olainiz. Endi As. yoyning har bir
boiagini massasi yAs boigan P\kpf{£)\ moddiy nuqta deb garab, (1)
va (2) formulada x o'miga £. giymatni, y: o'miga f () giymatni, m.
o'rniga (As boiaklar massasi) yAs, giymatni qo'ysak, yoyning ogirlik
markazini aniglash uchun taqgribiy formulalar hosil gilamiz:

.ZS)y an-, S_Xn1,)y A*
Xy A3

Agary - f(x) uzluksiz funksiya bo'lsa va uzluksiz hosilaga ega bo'lsa, u
holda har bir kasming suratidagi va maxrajidagi yig'indilar max As.-* 0 da
mos integral yig'indilarining limitiga teng bo'lgan limitlarga ega bo'ladi.
Yoy og'irlik markazining koordinatalari aniq integmllar bilan ifodalanadi:

b b mmm—-- —
\xds  jxyj\+f2(x)dx

X = b
Jds jyI\+f2(x)dx

jf)ds jf(x)sj\+f,2(x)dx

jds jl+F2(x)dx
a

a

I-misol. Ox o'gning yugorisiga joylashgan x1+ y2= R1
(-R <x<R) yarim aylana og'irlik markazining koordinatalarini toping.

ds
WRZX2

2R _ 2R
yc=" na an n
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Yarim aylana 0x o0 ‘giga nisbatan simmetrik bo'lgani uchun xc= 0.

b)tekis shaklning og*irlik markazi

Berilgan shakl y =f{(x), y =/2x), x = a, x = b chiziglar bilan
chegaralangan bo‘lib, moddiy tekis shakldan iborat bo'lsin, sin
zichligi, ya’ni sirt birlik yuzining massasi shaklning hamma bo'laklari
uchun o'zgarmas va $ga teng deb hisoblaymiz.

Berilgan shakini x = x, =a+ Ti /=0, 1
bilan kengligi Ax,, Ox2 Oxnbo‘lgan polosalarga ajratamiz.

Har bir polosa massasi polosa yuzi bilan zichlik ko‘paytmasiga
teng boMadi. Agar har bir polosani asosi Ax(va balandligi / Z£,) -
fX£) bo‘lgan (bunda §f = X~1+x ) to‘g‘ri to ‘rtburchak bilan almash-
tirsak, u holda polosaning massasi tagriban Am = <5[/X£() -f~)]A x.
(/=1,2,.. n)gateng bo'ladi.

Bu polosaning og‘irlik markazi taxminan tegishli to‘g‘ri to‘rt-
burchakning markazida bo‘lsa, (x,)c = £,, (yj)c = A(E/)+/|(£/) bo'ladi.

Endi har bir polosani massasi tegishli polosaning massasiga teng
bo'lgan va polosaning og'irlik markaziga to‘plangan nuqta bilan
almashtirib, butun shakl og'irlik markazi koordinatalarini hisoblash
uchun ushbu tagribiy formulani olamiz:

X _bl™MWb-1T & X,.

ri) to‘g‘ri chiziglar

V127200« 0, (i, )bz (1) - 1, (1A,
veo m lid,)-/,(£,)&*,

Ax(-»0 da limitga o‘tib, berilgan shakl og‘irlik markazining
koordinatalarini topamiz:
\ x[f2(x)-fx(x)\dx yOITM +/, (x)] *6[f2(x) -/1 (x)\dx
X. =& a

b yc b
\\h (x) - fx(x)]dx j[2(*)-1I" ()&

Bu formulalar har ganday birjinsli tekis shakllar uchun o‘rinli bo‘ladi.

M iso 1yl= ax parabolaning x = a to‘g‘ri chiziq bilan kesishishi-
dan hosil bo‘lgan segment og‘irlik markazining koordinatalarini
aniglang (131-chizma).
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Yechish. Berilgan holda:

f2(x) = Jax,

1A4x) = -4ax\
2jxslaxdx ija-x1
2] mJaxdx

131-chizma.

yc= 0 (chunki segment Ox o0‘gqga nisbatan simmetrik).

8.5.4. CHIZIQ, DOIRA VA SILINDRNING INERSIYA MOMENTLARINI
ANIQ INTEGRAL YORDAMI BILAN HISOBLASH

To‘g‘ri burchakli xOy koordinatalar tekisligida massalari mv m2
..., mnbo‘lgan P,(X,; y}), PAx2 y2, ..., Pr(xrh yn moddiy nuqtalar
sistemasi berilgan bo‘lsin. Mexanikadan ma’lumki, moddiy nugtalar
sistemasining 0 nugtaga nisbatan inersiya momenti quyidagicha:

" (i)
bunda
n=yjxf+yj

Egri chiziqy =/(x) tenglama bilan berilgan boisin, bundaa < x < b.
Shuning bilan birga, fix) funksiya va uning hosilasif (x) ham uzluksiz
funksiya bo‘lsin. Bu egri chizig moddiy chizigdan iborat va chizigning
zichligi y ga teng bo'lsin. Chizigning uzunligini As,, As2, ..., AsnboMgan

«ta bo‘lakka bolamiz, bunda As, = yJAxf + Ayf bo‘laklaming massalari
Ow, =p *As,; [/n, = p *As2 ..., Amn= p *Asnbo‘lsin. Egri chiziq yoyining
har bir bo'lagida abssissasi £, bo‘lgan ixtiyoriy nuqta olamiz. Bu
nugtalarning ordinatasi rj.=/(£.) bo‘ladi. U holda yoyning O nuqgtaga
nishatan inersiya momenti tagriban tubandagicha bo‘ladi:

(2)
H
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2) yigMndi limitga ega. Shunga ko‘ra bu limit moddiy chizigning
inersiya momentini ifodalaydi:

o 3 ¥ —
h =p] [h+ £ 250%sT + £ 200 dx. @

3) formulaga asosan uzunligi / boMgan ingichka bir jinsli
tayoqchaning oxirgi uchiga nisbatan inersiya momentini keltirib chigarish
mumkin. Buning uchun tayoqchani Ox o‘q kesmasi bilan ustma-ust
joylashtiramiz, 0 < x < 1(132-chizma), bunda: As.= Ax; Im =y Ax-

1 3
r2=X?. (3) formuladan /0=y jx2dx =y - ga ega boMamiz.

0 M

Agar tayoqchaning massasi M berilgan boisa, u holda ¥=j- ga
teng bo‘lib, yuqoridagi formula quyidagi ko‘rinishni oladi: 10 =i MI2.
Endi radiusi R boMgan bir jinsli doiraning markaziga nisbatan inersiya
momentini topaylik. 8—doira yuzi birligining zichligi boMsin. Doirani
n ta halgalarga ajratamiz. Bitta halgani olib garaylik. Uning ichki
radiusi r, tashqi radiusi r.+ An boMsin (133-chizma).

Bu halganing massasi O/m, =d ®nr2 A/;, ga teng boMadi. Bu
massaning markazga nisbatan inersiya momenti (radiusi r boMgan
aylananing markaziga nisbatan inersiya momenti 1)=y2nr2
boMganligidan) (4/4 =blnr, Ar, @2 =62nr3Ariga teng.

Butun doiraning inersiya momenti halgalar sistemasi boMgani
uchun tagriban tubandagi formula bilan ifoda etiladi:

~N62nT3A. (4)

Afj-* 0 da limitga oMib, doira yuzining markazga nisbatan iner-
siya momentini hosil gilamiz:

/0-62njr3dx =n-6m -, (5)

JX
Zt—r-

132-chizma.
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Agar doiraning massasi Al berilgan boMsa, u holda sirt zichligi

tubandagiga teng: 6 = M Bu giymatni (5) ga gqo‘ysak,

MR2 (6)

ga ega boMamiz.
Agar asosining radiusi R va massasi M boMgan doiraviy silindrning

0‘giga nisbatan inersiya momentini hisoblasak, u ham (6) formula
bilan topiladi.

O ‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar

1 y=1f(x) egri chizig, Ox o‘qi, x= a va x= b (a <b) to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan tckis shakl yuzi ganday hisoblanadi?

2. Egri chizig tenglamalari parametrik ko'rinishda berilgan tekis shakllarning
yuzi Dekart koordinatalarida ganday hisoblanadi?

3. Qutb koordinatalar sistemasida egri chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
sektorning yuzini hisoblash formulasini yozing.

4. Tekis egri chiziq yoyi uzunligini Dekart koordinatalar sistemasida hisoblash
formulasini yozing.

5. Aylanish jismining hajmini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

6. Aylanish jismining sirtini hisoblash formulasini keltirib chigaring.

7. Egri chizigning koordinata o‘glariga nisbatan statik momentini hisoblash
formulasini yozing.

8. Egri chizigli trapetsiyaning abssissalar o‘giga nisbatan statik momentini
hisoblash formulasini yozing.

9. Tekislikda moddiy nuqtalar sistemasining og'irlik markazi koordinatalarini
hisoblash formulasini yozing.

10. Chizig, doira va silindrning mos ravishda nugtaga, doira markaziga, silindr
o'giga nisbatan inersiya momentlarini hisoblash formulalarini yozing.
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9-bob. QATORLAR

9.1 SONLI QATORLAR

9.1.1. SONLI QATOR VA UNING YIG'INDISI
Cheksiz sonlar ketma-ketligi {aj, nGN berilgan bo‘lsin, ya’ni

ar av e’ an mm (1)
I-ta’rif. Ushbu ifoda sonli qator deyiladi:

(2
Bunda av a2 ..., an... lar sonli gatorning hadlari deb ataladi.
2-ta’rif. Qatorning oldingi n ta chekli hadlarining yig‘indisi
Sna x+ a2+...+anqatorning n-gismiy yig'indisi deyiladi.
Quyidagi gismiy yig‘indilarni garaymiz:
/\:e”

S2-Q,+ a2,

Sp—aq+ Op+ ... + ap
Agar S =Ilim S, chekli limit mavjud boMsa, uni (2) gatorning
yigindisi deb ataladi va gator yaginlashuvchi deyiladi. Agar lim S,

mavjud bo‘lmasa, gator uzoglashadi va uning yig‘indisi bo‘Imaydi.
Miso 1 Ushbu

2> " (3)

gatorni tekshiramiz.
Bu gator 1-hadi a(a*0) va maxraji q bo‘lgan geometrik
progressiyadir. Geometrik progressiya dastlabki n ta hadining yig‘indisi

(q* 1bo'lganda) Sn= yoki Sn=-/--~1 ga teng.

$n=1lim\-r~

ce\gar lgj<1bo‘lsa, /?-»0da g"-*0, demak, HmA-r- = =

g
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Demak, M<1 boMganda, (3) gator yaqginlashadi va uning yig'indisi
c - JL aateng bo'ladi.
° \-q

Aaar M>1 bo'lsa, da \gn-*™, shuning uchun /= da,

°-gR-> + «, ya’ni lim5,, mavjud emas.
1~q n=*

Shunday qilib, \4> 1boMganda, (3) gator uzoglashadi. Agar ¥= 1
bo'lsa. (3) qator a+a+a+... ko'rinishda boMadi. Bu holda Sn= na,
lim5 =°0>ya’ni gator uzoglashadi. Agar q= -1 bo'lsa, (3) gator
n-"°
a- a+ a-... ko'rinishda boMadi. Bu holda n juft boMganda Sn= 0,
n toq boMganda, S=a boMadi. Demak, Snning limiti bo'lImaydi,
gator uzoqglashadi. Shunday qilib, geometrik progressiya maxraji-
ning absolut"giymati birdan kichik boMgandagina yaginlashadi.

Sonli gatorning yaginlashishi to'g'risidagi asosiy teoremalarni
garaymiz.

1-teorema. Agar berilgan (2) gatorning bir gancha hadlarini tashlash
bilan hosil gilingan qgator yaginlashsa, n holda berilgan gator ham
yaginlashadi. Boshgacha aytganda gatorning chekli sondagi hadlarini
tashlab yuborish uning yaginlashishiga ta 'sir etmaydi.

Isbot. Faraz etaylik, (1) gator dastlabki n ta hadining yig'indisi
Sn tashlangan k ta hadining yig'indisi Sk boMsin.

onk — qatorning Snyig'indiga kiruvchi va Sk ga kirmaydigan
hadlarining yig'indisi boMsin, u holda Sn=Sk+on k boMadi, bunda
Sk— o0'zgarmas son (n ga bogMiq emas).

Oxirgi munosabatdan, agar ]Iﬂﬁir,,_* mavjud bo'lsa, Hm5n ham
mavjud bo'lishi, agar HQ&D mavjud bo'lsa, limank ham mavjud

bo'lishi kelib chigadi, bu esa teoremaning to'g'riligini ko'rsatadi.
2-teorema. Agar

2o @

gator yaqginlashsa va yig ‘indisi S ga teng bo ‘Isa,
Cal + Ca2+... (5)

gator ham yaginlashadi va yigindisi Sa ga teng bo'ladi, bunda C —
0 zgarmas son.
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I sbot. (4) gatorning n-gismiy yig'indisini Snbilan, (5) qatorining

n-qgismiy yig'indisini anbilan belgilaymiz, u holda o=Cal+ Co,+.&
.. + Can= C(al+al+...+an= CSnbo‘lgani uchun (5) gator yaginlashadi.

3-teorema. Agar ~an va “b, qgatorlaryaginlashsa va ularning

yig'indilari mos ravishda S va | ga teng bo ba, u holda ~ (an+ bn)

va o “b,) gatorlar ham yaginlashadi vayig'indilari mos ravishda

5+5 va S-S ga teng bo'ladi. (Isbot gilish talabalarni o'zlarisa
topshiriladi.)

9.1.2. QATOR YAQINLASHISHINING ZARURIY
ALOMATINI IFODALOVCHI TEOREMA

Teorema. Agar 1an gator yaginlashsa, n cheksiz o Sib borganda
=

uning n-hadi nolga intiladi, yahi lima, = 0.
Isbot. Farazqilaylik, al+al+ n~tan+... gatoryaginlashsin, ya’ni
lim5,, =5 tenglik o'rinli bo'lsin, bunda S gatorning yig‘indisi, lekin

u holda lim 6;,_.1=5 tenglik ham o‘rinli. Birinchi tenglikdan ikkinchi
tenglikni hadlab ayirib, quyidagini hosil gilamiz.

lim Sn- lim5, , =0 yoki |igg5h- Snx =0,
birog = a,, ma,, =0.

Natija. Agar n-*m da gatorning n-hadi nolga intilmasa, qator
uzoglashadi.

1Vhsol. jl+2j +33/+ ..+ _+,,. qator uzoqglashadi, chunki

Nigpan - HQgyend = 5 * 0

Bu alomat faqgat zaruriy, lekin yetarli emas, ya’ni gatorning n-
hadi nolga intilishidan gatorning yaginlashishi kelib chigmasligi
mumkin, ya ni gator uzoqlashuvchi bo'lishi ham murhkin.
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9 j 3 MUSBAT HADLI QATORLARNING YAQINLASHUVCHANLIGI.
TAQQOSLASII ALOMATLARI

Oldingi mavzulardan ma’lumki, gatorning yig‘indisi deb uning
xususiy yig'indilari ketma-ketligining limiti tushuniladi. Ammo, ayrim
hollarda bu limitni topish katta giyinchiliklar tug'diradi.

Bunday hollarda gatorning yig'indisi tagribiy topiladi, u yetarlicha
katta n nomerli Snxususiy yig'indi bilan almashtiriladi. Buning uchun
esa gatorning yaginlashuvchi ekanligiga ishonch hosil gilish kerak.
Biz qator yaginlashuvchi bo'lishini yetarlilik alomatlarini ko'rib
o'tamiz. Dastlab hadlari musbat bo'lgan gatorlar uchun yaginlashish
va uzoglashishning yetarli alomatlarini garaymiz. Bunday gatorlar
musbat hadli gatorlar deyiladi. Ushbu

=al+a2+...+a,+... (1)
H

gator berilgan bo'lsin, bunda an>0(Vne N). Musbat hadli

gatorlarning barcha hadlari musbat bo'lgani uchun, Sx S2 Sv...,
Sn... yigindilar n ortishi bilan o'sadi:

$4<5,<8.<...<5,<...

Bunda 2 hoi boiishi mumkin.

1) xususiy yig'indilar ketma-ketligi chegaralangan, ya’ni VneN
da Sn<M.

Ketma-ketlik chegaralanganligi uchun qator yaginlashuvchidir.

2) xususiy yig'indilar ketma-ketligi chegaralanmagan. Bu holda
lim Sn= m, demak, gator uzoqlashuvchidir.

Teorema. Agar (1) gatorning gismiyyig'indilaridan iborat Snketma-
ketlik yugoridan chegaralangan bo‘lsa, n holda (1) gatoryaginlashuvchi
bo fadi.

Isbot. (1) gatorning qismiy yig'indilaridan iborat Sn ketma-
ketlikni olaylik. Bu ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan boisin,
ya’ni SM (V«e N).

Ikkinchi tomondan, qgatorning hadlarini musbat ekanligini
e’tiborga olib, tubandagilarni topamiz:

_ - N
S, n3a.fat..+a +a,,, =S +a,1>5,

n4y A+1
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Demak, ixtiyoriy neN uchun Sn< Sn+. Bu esa ketma-ketlikning
o‘suvchi ekanligini ko'rsatadi. Shunday gilib, ketma-ketlik o'suvchi

va u yuqoridan chegaralangan. Bundan esa ketma-ketlik chekli limitga
ega bo‘lishi kelib chigadi:

limsS. =8S.

Demak, berilgan (1) gator yaginlashuvchi.

Natija. Agar (1) gatoming gismiyyig indilaridan iborat Snketma-
ketlik yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa, u holda (l) qator
uzoglashuvchi bo fadi.

Endi gator yaginlashuvchi bo’lishining yetarli alomatini garaymiz.

Birinchi taggqoslash alomati. Tubandagi musbat hadli gatorlar
berilgan bo'lsin:

f>, =a, +a2+...+an+...(*)
n=1

f>, =4 +7 +..(%%)
=1

() qatorning hadlari (**) gatorning mos hadlaridan Kkatta
bo'Imasin:

a<bx a2<b2 ..; an<bn..(***)

(**) qator yaginlashuvchi bo'lsin.

Bunday holda (*) gator ham vyaginlashuvchi bo'ladi va uning
yig'indisi (**) gatorning yig'indisidan ortiq bo'Imaydi.

Isbot. (*) va (**) gatorlaming xususiy yig'indilarini mos ravishda
Snva Sn bilan belgilaymiz:

sn=Q+ +..+an+... =Yjan,
H

sn=A+bi+.+bn+...="b,,.
n=\

(***) tenglikdan Sn< S' ekani kelib chigadi. (**) qator

yaginlashuvchi bo'lgani uchun, lim S* = S' gateng. Qatoming hadlan
musbat bo'lgani uchun S' < S bo'ladi.
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Demak, (*) gatorning xususiy yigindilari chegaralangan bo'lgani
uchun yaginlashuvchi va uning yig'indisi (**) gatoming yig'indisidan
katta emas,chunki Sn< S".

Ikkinchi tagqoslash alomati (gator uzoglashuvchiligining yetarli

alomati). Ikkita musbat hadli X_a«va X_J/h gatorlar berilgan bo'lsin.
1=1 1=]

gatorning hadlari X A qgatorning mos hadlaridan Kichik
iz} "4

bo'Imasin, ya’nia>bv a>b2 ..; a>bn.. bo'lib, X K uzoglashuvchi
® JTHL

bo'lsin. Bu holda /)1(:1a« gator ham uzoglashuvchi bo'ladi.
Alomatni isbotlash talabalaming o'zlariga topshiriladi.

Misol. 2T+Y +~?+ +(Jr1l gatorning yaginlashuv-

chanligini tekshiring.

Yechish. Bu gatorni + +Y +- +¢p7T (b) gatorga
tagqoslaymiz.

(a) gator maxraji gq=7<1 bo'lgan geometrik progressiya

hadlaridan tashkil topgan va u yaginlashuvchi, (1) gatoming hadlari
(2) gatorning mos hadlaridan katta emas.Shuning uchun birinchi
tagqoslash alomatiga asosan (b) gator ham yaqinlashuvchi.

9.1.4. DALAMBER VA KOSHI ALOMATLARI

1-lemma. Musbat hadli X fln gator berilgan bo'lsin. Agar shun-

day g soni mavjud bofib,ixtiyoriy neN uchun ~ — - d< 1 (l) teng-
sizlik o'rinli bo'lsa, gator yaginlashadi. Agar ixtiyoriy nGN uchun

Ss+L>1 (2) bo'lsa, gator uzoglashadi.

“‘Isbot. Faraz qilaylik, (1) shart bajarilsin, u holda

a,l<gan<g2an{<...<axn bo'ladi, bundan esa ixtiyoriy neN

uchun an<axyn o'rinli. X fli~” '~ TrX" qgator 0<Z<1 holda
JEt JH

yaginlashadi. U holda qatorlarni tagqoslash alomatiga ko'ra berilgan

}(ﬂa/. qator yaginlashadi. (2) shart bajarilsa, gatorning umumiy hadi
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nolga intilmaydi, ya’ni gator yaginlashishining zaruriy sharti
bajarilmaydi.
Demak, gator uzoglashadi.

1-teorema (Daiamber alomati). Agar musbat hadli X 0" (V qator
n=1

(«+\)-hadining n-hadga nisbati da I (chekli) limitga ega ho1sa,
ya hi Ir1r>n~fan-1= 1(2) bo‘lsa, /<1 bo'lganda gator yaginlashadi, />1

bo ‘lganda qator uzoglashadi.
Isbot. /<1 boMsin. Ketma-ketlikning ta’rifiga ko‘ra Ve >0

uchun shunday n nomer topiladiki, nGN uchun I-e <C - <I+e
tengsizlik bajariladi. °n

Agar />1 boMsa, q + e< 1 tengsizlik o'rinli boMadigan Ve >0 ni
tanlab, /jeN uchun ~-</+ £<1 tengsizlik o‘rinli boMadi. 1-

lemmaga asosan esa (1) gatorning yaqinlashishi kelib chigadi.

2-lemma. Musbat hadli
n=1

V« > N uchun shunday Isoni topiladiki, ¢n <1 < 1 tengsizlik bajarilsa,

Qator berilgan boisin. U holda

gator yaginlashadi, agar ¢ ~ >\ bo‘lsa,gator uzoglashadi. Lemma
isboti tagqoslash alomatlariga asoslanadi.

2-teorema (Koshi alomati). Musbat hadli gator uchun

tI!n M, =/ shart bajarilsin. U holda /<1 bo'lsa,azgtor yaginlashadi.
/> 1 bo 1sa qator uzoglashadi.

Teorema ishoti 2-lemmaga asoslanadi.

1-misol. 1+-p2+f2'3+«"+b23 n+ 4atorni yaqinla-

shishga tekshiring.
Yechish. Bunda

y 1 1
n+l 12-3 ... a(n+1) (n+1)1°

VG- L
1:?,'\— (i+l)1~ T
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Daiamber alomatiga asosan:
lim =lim—=2 =0<1.

nso U, n—m A7+l

Demak, gator yaginlashadi.
2-misol. i +(]) +(f) To'WFl 4. qatorni yagin-

lashishga tekshiring.
Yechish. Koshi alomatidan foydalanamiz:

Irorl, =UmjAj. =i c 1 qator yaginlashadi.

Daiamber va Koshi alomatlarida /= 1ga teng boMsa, qo‘shimcha
tekshirish talab gilinadi.

9.1.5. ISHORALARI NAVBATLASHUVCHI QATORLAR.
LEYBNITS TEOREMASI

Biz musbat hadli gatorlami o‘rgandik. Endi hadlarining ishoralari
navbatlashuvchi gatorlami, ya’'ni at-a2+a3—a4+...(*) ko‘rinishdagi
gatorlami garaymiz,bunda av av ..., an ... — musbat hadlar.

Leybnits teoremasi. Agar ishoralari navbatlashuvchi ax-a2+a3—

a,+...(3>0) gatorning hadlari a,>a,>a,>a,>... va K14,=0
bo 4sa,(*) gatoryaginlashadi, uningyig'indisi musbat bo 'ladi va birinchi
haddan katta bo'lmaydi.

Misol Ushbu 1-1 i +... gator yaginlashadi, chunki

1) 1> I2 > I3 >, 2 Llner] =0.

Bu gator n ta hadining yig'indisi S, =1--+j--+..
.. +(-1)r*11 berilgan gatorning SyigMndisi ~ dan kichik migdorga
farq qgiladi.

9.1.6. 0 ZGARUVCHAN ISHORALI QATORLAR.
ABSOLUT VA S11ARTLI YAQINLASHISH

Agar gatorning hadlari orasida musbatlari ham, manfiylari ham
bo'lsa, gator o'zgaruvchan ishorali gator deb ataladi. Ishoralari
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navbatlashuvchi qatorlar o'zgaruvchan ishorali gatorning xususiy
holidir.
O'zgaruvchan ishorali gatorga ushbu gatomi misol gilib keltirish
mumkin:
1 I 1,11
T~¥~¥ +2 +PAi?2~T* +¥ +¥~-" +{~]) 2 V +-

n(n-1)

0 ‘zgaruvchan ishorali qatorning ba’zi xossalarini garaymiz. ar
ay .., an,... sonlarning musbati ham, manfiysi ham bo'lishi mumkin
deb faraz gilamiz.

1-teorema (gator yaginlashishining yetarli sharti). O'zgaruvchan
ishorali al+a2+...+afi (1) gator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan |aJ+|a3+...+jal (2) gatoryaginlashsa, berilgan o‘zgaruvchan
ishorali gator ham yaginlashadi.

Misol. Ushbu sma+ sm2a ,  sinna
1 2
yaginlashishga tekshiring.
Yechish. Berilgangatorbilanbiiga 5" & + Sin 2 sinna
2 22 n2

@) va T+ r+—+n +'7 gatorlarni garaymiz.

(5) qator yaginlashadi, (4) qatorning hadlari (5) gatorning mos
hadlaridan katta emas, demak, (4) gator yaginlashadi, teoremaga
ko‘ra (3) gator ham yaginlashadi.

Ta’rif. O'zgaruvchan ishorali al+a2+...+an+... gqator hadlarining
absolut giymatlaridan tuzilgan gator yaginlashsa, o'zgaruvchan ishorali
gator absolut yaginlashuvchi gator deb ataladi.

Agar o'zgaruvchan ishorali gatorning o'zi yaginlashuvchi, ammo
uning hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan gator uzoglashuvchi
bo'lsa, bu o'zgaruvchan ishorali gator shartli yoki noabsolut
yaginlashuvchi gator deyiladi.

Misol. + +— 4ator shartli yaqginlashuvchi qgatordir,

chunki uning hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan garmonik
gator uzoglashuvchidir.

Absolut va shartli yaginlashuvchi gatorlar tubandagi xossalarga ega:

1 Agar qator absolut yaginlashuvchi bo'lsa, uning hadlarining

o'rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirilganda ham, u absolut
yaginlashuvchanligicha goladi. Bu holda gatorning yig'indisi gator
hadlarining tartibiga bog'liq bo'Imaydi.
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2 Agar qator shartli yaginlashsa, ixtiyoriy ravishda olingan A soni
ganday bo'lishidan gat'iy nazar, bu gatoming hadlarini gatoming yig'indisi
shu A sonining o'ziga teng bo'ladigan qilib almashtirish mumkin.

Shu bilan birga shartli yaginlashuvchi gator hadlarining o'rinlarini
shunday almashtirish mumkinki, bu o'rin almashtirishdan keyin hosil
bo'lgan gator uzoglashuvchi bo'lib goladi.

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar

Qanday qator sonli gator deyiladi?

Sonli gator yig'indisi deganda nimani tushunasiz?

Sonli gator yaginlashishining zaruriy sharti nimadan iborat?

Sonli gator yaqinlashishi hagidagi teoremalarni ifodalang.

Musbat hadli qator yaginlashishining yetarli alomatlarini aytib bering.
Sonli gator yaqinlashishini taqgoslash alomatlarini ifodalang.

Dalam”er va Koshi alomatlarini ifodalovchi formulalarni yozib, izohlab
bering .Misollar keltiring.

Ishoralari almashinuvchi gatorlar uchun Leybnits formulasini yozing.

9. Qator absolut va shartli yaginlashishini izohlang va misollar keltiring.

No oA wN R

@

9.2. DARAJALI QATORLAR
9.2.1. FUNKSIONAL QATORLAR

Biror to'plamda aniglangan o,(x), 0,(x), ..., an(x),... funksiyalar
berilgan bo'lsin.
Quyidagi ko'rinishdagi
a,(x)+aqx)+...+ anx)+... (1)

gator funksional gator deyiladi. x ga aniq son berib, turli sonli
gatorlarni hosil gilamiz, bular yaginlashuvchi va uzoglashuvchi bo'lishi
mumkin. x ning funksional gator yaqginlashadigan giyrnatlari to'plami
shu gatorning yaginlashish sohasi deyiladi. Qatorning yaqinlashish
sohasidagi yig'indisi Sx ning biror funksiyasidir. Shuning uchun
funksional gatorning yig'indisi S(x) bilan belgilanadi. *

Misol. X x™ =1+x+x2+x3+... +x" +... funksional gatoming

yaqinlashishns:ghasini toping.

Bu gator x ning (-1; 1) intervaldagi barcha giymatlarida, ya’ni
W<1 shartni ganoatlantiradigan hamma qiymatlarida yaginlashadi.
x ning ( - 1; 1) intervaldagi hamma giymatlarida gatorning yig'indisi
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~ ga teng. Shunda berilgan gator (-1; 1) intervalda =
=1+x +x2+x3+... gatorning yig'indisi bo'lgan S(x) = — =
=1+x +x2+... funksiyani aniglaydi. o

(1) gatorning birinchi n ta hadi yig'indisini 5n(x) bilan belgilay-
miz. Agar (1) gator yaginlashsa va uning yig'indisi S(x) ga teng
bo'lsa, 5(x)=5«(x)+r (x) bo'ladi, bunda r(x) ushbu as+i(x)+am2
(x)+.. qatorning yig'indisidir, ya’ni r(x)=an+l(x)+an+2(x)+.. migdor
(1) gatorning qoldig'i deyiladi. Qatorning yaginlashish sohasidagi x
ning barcha giymatlari uchun limS,,(x) =S(x) o'rinli, shuning
uchun lipg r,,(x) = li [S(x) - 5,,(x)] = 0, ya’ni yaginlashuvchi gator
uchun lim m(x) = lim [5(x) - 5,,(x)l =0 boiadi.

9.2.2. KUCHAYTIRILGAN (MUNTAZAM YAQINLASHUVCHI)
FUNKSIONAL QATORLAR VA ULARNING XOSSALARI

Ta’rif. \a; b] kesmada yaqinlashuvchi

C,(X)+0AX) + ...+ ar(x)+... (1
‘'unksional gator uchun shunday yaginlashuvchi musbat hadli
Oj+02+ ...+ 0+ (2)

Jator mavjud boiib, berilgan (1) gator hadlarining absolut giymatlari
2 ning [o; b\ kesmaga tegishli istalgan giymatida (2) musbat hadli
latorning mos hadlaridan ortiqg boimasa, ya’ni \an{x)\ <an (n=\,
,...) boisa, u holda (1) gator [a; b] kesmada kuchaytirilgan
muntazam yaginlashuvchi) gator deb ataladi.

Kuchaytirilgan gatorlarning xossalari hagidagi ayrim teoremalami
botsiz keltiramiz.

1-teorema. [a; b) kesmada kuchaytirilgan har ganday gator bu
esmaning istalgan nuqtasida absolut yaginlashadi.

2-teorema. [o0; b] kesmada kuchaytirilgan 0,(X)+a2x)+...+
(X) +... funksional gatorning barcha hadlari uzluksiz bo1sa,u holda
ringyig'indisi ham [a; b] kesmada uzluksiz bo iadi.

3-teorema. Agar [a; b] kesmada kuchaytirilgan a,(x)+a2Xx)+...+
(X) +... funksional gatorning barcha hadlari shu kesmada
_qinkl_ashuvchi bo'lsa, n holda bu gatorni hadma-had integrallash
imkin.
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Bu teoremadan ko'rinadiki, agarx, vax, lar [a\ b] kesmaning istalgan
ikkita nugtasi bo'lsa, u holda tubandagi munosabat o'rinli boiadi:

e X2 X2
j [adx) +a2(x) +... +a,,{x) +..]dx = J al(x)dx+ j a2(x)dx...+
* *2 X X

+j a,(X)dx +...

4-teorema. |0; b] kesmada al(x) +a2(x)+ ...+ an(x) + ... funksional
gator yaginlashuvchi va uning anx)(n=1, 2,..) hadlari uzluksiz
hosilalarga ega bo‘sin. Agar bu gatorni hadma-had differensiallash
bilan hosil gilingan gator [a; b\ kesmada kuchaytirilgan bo'lsa, n holda
uning yig'indisi berilgan gatorning hosrilasiga tfng bo'ladi,/ya hi.

[a,(x) +a2(x)-r... +an(x) +..] =0, (x) +a2(x) +..+a, (x) +...

5-teorema. [a; b] kesmada kuchaytirilgan <3,(X)+a2(x)+...+
a,(x) + ... qatorni <p(x) chegaralangan funksiyaga ko paytirish bilan hosil
gilingan ~(x)aix)+"(x)o2+ ...+~ (x)an(x)+... qator [a; b] kesmada
kuchaytirilgan gator bo 1adi.

9.2.3. DARAJALI QATORLAR, YAQINLASHISH RADIUSI.
ABEL TEOREMASI

Ta’rif. Darajali qatorlar deb
A0+a|(x-a) +aAx-a)2+a3x-a)3+...+a(x-a)n+... (1)

ko'rinishdagi funksional gatorga aytiladi. Bunda a0, av av.. an..
0‘zgarmas sonlar boiib, ular gatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
Xususan, a=0 boiganda darajali gator a0+alx+ax2+...+amxn+... (2)
ko'rinishda boiadi. Darajali gatorning yaginlashish sohasi biror
intervaldan iborat. Bu interval ba’zan nuqtaga aylanishi mumkin.
1-teorema. Abel teoremasi. 1) Agar darajali gator noldan farqli
biror x0 giymatda yaginlashsa, x ning [x|<|xQ tengsizlikni
ganoatlantiruvchi har ganday giymatlarida n absolut yaginlashadi.

2) Agar gator biror x0 giymatda uzoglashsa, x ning [x|>|x0]

tengsizlikni ganoatlantiruvchi har bir giymatida gator uzoglashadi.
2-teorema. Darajali gatorning yaginlashish sohasi markazi
koordinatalar boshida bo ‘lgan intervaldan iboratdir.
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Ta’rif. Darajali gatorning yaginlashish intervali deb, —R dan,
+R gacha bo'lgan shunday intervalga aytiladiki,bu interval ichida
yotgan har ganday x nuqtada gator yaqinlashadi, uning tashqarisidagi
x nuqtalarda esa gator uzoglashadi.

R soni darajali gatorning yaginlashish radiusi deyiladi. Intervalning
ikki uchida berilgan gatorning yaqinlashish yoki uzoglashish hagidagi
masala har bir konkret gator uchun yakka-yakka hal etiladi. Ba’zi
gatorlarning yaginlashish intervali nuqtaga aylanishi (/?=0), ba'zila-
rida esa Ox o‘gini butunlay o ‘z ichiga olishini (/?=*>) ko‘rish mumkin.
Darajali gatorning yaginlashish radiusini aniglaymiz. Ushbu

a(ralx+aX2+...+amxn+... 3)
gator berilgan bo‘Isin.

Bu gator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan gatorni
garaymiz:

bl +bl M +bl *2+bl x3*.TK Xa+.. 4

Qatorning yaginlashishini aniglash uchun Dalamber alomatini
goMlaymiz: .
lim lim 8 = i am XEEIX|
n*o U,, anxn n->00 a,
bo‘lsin deb faraz gilamiz. Buyerda L = lim @ . holda Dalamber

limit mavjud

alomatiga asosan,agar I|x)<I, ya’ni ix <y bo'lsa, gator yaqin-
lashuvchi va Z|x|>1, ya’'ni |*|>-£ bo‘lsa, uzoglashuvchi bo'ladi.
Demak, (I) gator |x| <4- boMganda absolut yaginlashadi. Demak,
(“ = j) interval (1) darajali gatoming yaginlashish intervali, yaginla-

shish radiusi esa R=y = lim formuladan topiladi.
anH
Yaginlashish intervalini aniglash uchun shunga o°‘xshash Koshi

alomatidan ham foydalanish mumkin, u holda

- J_
lim?/aT A
1-misol. 1+ ’ill_+ ’92} - +... gatoming yaginlashish sohasini

aniglang.
270

Y echish. To‘g‘ridan to‘g‘ri Dalamber alomatini tatbiq etamiz:
Vn=xn- £/, +1=x"+L ﬁ_»mx =ljc].

Demak, |xj<I bo'lganda gator yaginlashadi, |x)>| bo‘lganda
uzoglashadi. (—1;1) intervalning chegaralarida gatorni Dalamber
alomati yordami bilan aniglash mumkin emas. Lekin x = -1vax=1
bo‘lganda gator uzoglashishi o‘z-o‘zidan ma’lum.

2-misol + (2*)3_  gatoming yaginlashish sohasini
1 2 3
toping.
Yechish. u., nH\

(2x)"+1
Irif+ (g;)ln " d ‘]

n

* |

bo‘lsa, gator uzoqlashadi.2 n
3-misol. 1+yr+yr+ —+AT+"" qatorning yaqinlashish

SOh%ﬁ'QEﬁoi%lﬁg' Berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan tubandagi qatorni tekshiramiz:
i, M, 1*4 RN
'|+Tr+Tr +- +”r 4.
Dalamber alomatini goMlaymiz:
lim =ijm W_eW_=bllim n'
U, m+OT’ nv 1 (n+1)!
=1*1 H_g%;li =|x|-0="°.
Demak, x ning istalgan giymati uchun lim ,, =0<1
Dalamber alomatiga asosan, gator butun son o‘gida yaginlashadi.
Yaginlashish radiusi R=°°.
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9.2.4. DARAJALI QATORNING XOSSALARI. DARAJALI QATORNI
DIFFERENSIALLASH VA INTEGRALLASH

Yaginlashish intervali (-/?; R) boigan ushbu
a0+ a X +a K2+ arkrmt... (1)

darajali gator berilgan bolsin. Bu gatordan hadma-had differensiallash
bilan hosil gilingan

ax+ 2ayX2+ amxn-'+ ... (2)

va integrallash bilan hosil gilingan.

ax o a,xr
+ .. (3) gatorlami garaylik.

(2) va (3) gqatorlar hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan

gatorlami Daiamber alomatiga ko‘ra tekshiramiz.

lim antl mavjud deb faraz gilsak, (2) va (3) gatorlar ham beril-
gan (1) gator ega boigan yaqinlashish intervaliga ega bolishini ko‘rish
mumkin.

1-teorema. Tubandagi al+alx+alx2+...+amxn+ ... darajali gator
(-R; R) yaginlashish intervaliga ega bo1sa,n holda bu gatordan uni
hadma-had differensiallash va integrallash bilan hosil gilingan gatorlar
berilgan gator ega bo ‘lgan yaginlashish intervaliga ega bo ‘adi.

2-teorema. TubandagiaC+afx+aX2+..+ax?+.. darajali gator
(-R; R) yaginlashish intervaliga ega bo'lsa va r son, R dan kichik
ixtiyoriy musbat son bo'lsa n holda berilgan darajali gator f—r\ /M
kesmada kuchaytiri/gan gator bo 1adi.

Isbot. Darajali gator yaginlashish intervalining istalgan nuqgtasida
absolut yaginlashishi oldingi mavzulardan malum. Shuning uchun
x=r nugtada musbat ishorali

[floj+ h k + a2\r2+ .. +\an\rn+ 4

gator yaginlashadi. x [—, r\ kesmaning ixtiyoriy nugtasi bolsin. |n)<r
bo lgani uchun: |ax'l<|aj/v. Bundan esa berilgan (4) gator hadlarining
absolut giymatlaridan tuzilgan

KI + M+ |oxZ+...+]|ax'1+... (5)

gatorning hadlari x ning [—r, r] kesmaga tegishli ixtiyoriy giymatida
musbat ishorali (4) sonli gatorning mos hadlaridan katta bolmaydi.
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Bu esa ta'rifga asosan berilgan darajali qator \-r, r] kesmada ku-
chaytirilganligini bildiradi.

Teorema isbot gilindi.

3-teorema. aQralx+aTx?+...+ax*+... darajali gatorning yig'indisi
(-R: R)yaginlashish intervalining har bir nugtasida uzluksizfunksiyadir.

Isbot. xnyaginlashish intervalining ixtiyoriy nuqtasi bolsin. U
holda shunday r{\xd<r<R) musbat son mavjudki, [-r, r\ kesma x0
nuqtani o‘z ichiga oladi. Berilgan darajali qator 2-teoremaga ko‘ra
[-r, r] kesmada kuchaytirilgan gator. Shu sababli uning yigindisi
2-teoremaga asosan kesmaning ixtiyoriy nugtasida, xususan xO0
nuqtasida uzluksiz funksiya boladi.

4-teorema. a0+aix+ax2+...+akkn+... darajali gatorni o'zining
yaginlashish intervalining ixtiyoriy nugtasida hadma-had differensial-
lash mumkin/l

Isbot. Berilgan darajali gator (-R; R) yaginlashish intervaliga
ega bolsin. Bu gator hadlarining hosilalaridan tuzilgan ushbu
al+2aXx+...+naxn+...(*) gqatomi garaymiz. Uning yaginlashish
intervali 1-teoremaga asosan berilgan gatorning yaginlashish intervali
bilan bir xil boladi. x yaginlashish intervalining ixtiyoriy nugtasi
bolsin. Yaginlashish intervalining ichida yotuvchi va x0nuqgtani oz
ichiga oluvchi [-r, r| kesmani qaraylik {{xJ<r</?}. 2-teoremaga
asosan (*) gator kuchaytirilgandir. Shuning uchun uning yigindisi
berilgan gator yiglIndisining hosilasiga teng, ya’ni

(a0+ aXk+..+amxm...y=al+ 2aX+...+ namkt' + ...

5-teorema. a0+ alk+ax2+..+anx,'+... darajali qatorni (—R;
R) yaginlashish intervalida hadma-had integrallash mumkin, ya hi
X, va x2yaginlashish intervaliga tegishli nuqtalar bo'lsa, n holda

£ * 1
J@0+ox+..+amx”+..)dx = J a0dx + J axxdx + ... +

"l
+J anxndx + ...

Isbot. Yaginlashish intervalida yotuvchi hamda x,, x2 nugtalarni
0‘z ichiga olgan [—, r] kesmani garaymiz. [—, r\ kesmada darajali
gator kuchaytirilgan bolganligi uchun uni hadma-had integrallash
rnumkin.
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9.2.5. (x-a) NING DARAJALARI BO‘YICHA QATORLAR

Endi x-a ayirmaning darajalari bo'yicha tubandagi

a0 +o0,(x - a) +a2(x - a)2+a3(x- 0)3+... +an(x - a)"... (@)

koiinishdagi funksional gatorni garaymiz, bu ham darajali gator
deyiladi, bundagi an av a2 .., an .., o'zgarmas sonlar gatoming
koeffitsiyentlari deyiladi. Bu x-a ikkihadning darajalari bo'yicha
joylashgan darajali qatordir.

a- 0 boisa, x ning darajalari bo‘yicha joylashgan gatorni hosil
gilamiz. (1) gatorning yaginlashish sohasini aniglash uchun x-a ni
t bilan almashtiramiz:

a0+ ax +a2t2+... +antn+... (2)

bu gator yaginlashish intervaliga ega boisin. Bu holda t ning
- R<x-a<R tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida (1) gatorning
yaginlashuvchanligi kelib chiqadi. |/|>7? boiganda, (2) qator
uzoglashuvchi boiganligi uchun |x-a\> R boiganda (1) gator ham
uzoqlashadi. Bundan ko‘rinadiki, (1) gatorning yaqinlashish intervali
markazi a nuqtada va uzunligi 2R boigan intervaldan iborat boiadi.
Bu intervalning tashqarisida esa uzoglashuvchidir. Yaginlashish in-
tervalining oxirlarida yaqinlashish yoki uzoglashish ro‘y berishi
mumkin.
. (x-2)  (x-2)2  (x-2)3 (x-2)"

Misol. Vi, % i?z%’ Y320 . nbE t
yaginlashish sohasini toping.

Yechish. x-2=t deb olsak, gator tubandagi ko‘rinishni oladi:

gatorning

N~

o+ J
=t 3037 i

dan tuzilgan 3 1+ 2

12 Y2T+y22 " noom gatorni garaymiz.

Dalamber alomatini qoilaymiz:
= JEL, - - L
TR M 0l

lim rvn-r = MIliniJL =M
[/nj(n+D2"q 2 p~ul 2
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Dalamber alomatiga ko‘ra y < 1boisa, gator yaginlashadi, y > 1

boisa, uzoqglashadi. Demak, berilgan gator <1 boiganda

jc—2 . -
yaginlashuvchi va "—L> 1 boiganda uzoglashuvchidir. Bundan

ko'rinadiki, berilgan gator markazi a=2 nuqtada boigan 0<x<4
intervalda yaginlashadi.
Endi intervalning oxirida gatoming yaginlashishiga tekshiramiz: x=0

boiganda +1 + Il+)|/+... + (G +... ko‘rinishdagi gatoiga ega boiamiz.
Bu ishoralari navbatlashuvchi qator boiib, shartli yaginlashuvchidir.
x=4 boisa, 1+ ] + 3+ e+ +—ko'rinishdagi garmonik gatorga ega

boiamiz, bu esa uzoglashuvchi gator. Shunday qilib, berilgan gator
0<x<4 shartnTganoatlantiruvchi barcha x larda yaginlashadi.

9.2.6. ELEMENTAR FUNKSIYALAR UCHUN
TEYLOR VA MAKLOREN QATORLARI

Aytaylik, /(x)funksiya yaqginlashish intervali a-R <x<a+R boigan
fix)=a0+a,(x-a)+aAx-a)2+a3y x-a)3+...+an(x-a)n+...(1) darajali
gatorning yigindisidan iborat boisin. Bunday holda ix) funksiya a
nugta atrofida yoki x -a ning darajalari bo‘yicha yoyiladi deyiladi.

Darajali gatorning aQ av ..., an... koeffitsiyentlarini topamiz.
Buning uchun esa darajali gatorni yaginlashish intervalida ketma-
ket differensiallashdan foydalanamiz. Yaginlashish intervalidagi
ixtiyoriy x uchun quyidagi ayniyatlami hosil gilamiz:

Ox)=a0+ al(x-a)+ax-a)2+...+an(x-a)nrant(x-a)m+ ...
f'{x)=ax+2ax-a) +303(x-a)2+ ...+ rian{x - a)m=An+1)an+,x"+...
f'"(x)=2a2+2 *3a3x-9) + 3 *4a4(x—a)2+...+ n(n- l)an(x—a)"~2+

+n(n+1)ant(x-a)"~"+... |
fiAx)=n(n- 1)(n—2)... 3¢2a+(n+1)n(n-\)...3 «2a +I(x-fl)...

Bu ayniyatlarda x=a desak, quyidagilami hosil gilamiz:

f(a)=aQf(a)=avf(a)=2a.,f""'(a)=2 *3av
fr(a)=n(n-1)(n-2)...3 *2*an...

bulardan foydalanib, a0, ar ...ankoeffitsiyentlarni topamiz:

ao=/1a), a, =fla), a2=1W , a, = yoki
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a,=Mla), a, =ZM * = O»» a.= /'g) _ f(n\a)

Koeffitsiyentlarning topilgan giymatlarini (1) ga qo‘ysak.
tubandagi ifodaga ega bo'lamiz:

f(x) =fa)+1W (X~a) +W (x- m (x -a)3+...+

+J ] 7 (x-a)n+...
n\

Bundan ko'rinadiki, /(x) funksiya x—a ning darajalari bo'yicha
darajali gatorga yoyilsa, u holda bu gator quyidagi ko'rinishga ega bo‘ladi:

f(a) + * (@-(x-a) + (X-a)2+/~jr~(x - a)3+... +

nl/ (n)(«){x.a)n+.,. (2)

(2) qatorf{x) funksiya uchun Teylor gatori deb ataladi.
Xususiy holda, s=0 bo‘lsa, (2) gator

1(0)

ko‘rinishni oladi. (3) ko'rinishdagi gator.fx) funksiya uchun Makloren
qatori deyiladi.

Teorema. (Isbotsiz keltiramiz.) /(x) funksiya a nugtada cheksiz
differensiallanuvchi bo ‘Isin. Bu nuqgta uchun tuzilgan Teylor gatorining
yig'indisi bo'lishi uchun Rnx) qoldig had da nolga intilishizarur
va yetarlidir.

Teorema bajarilsa, Teylor gatori yaginlashuvchi bo'lib, uning
yig'indisi f(x) ga teng bo'ladi.

9.2.7. ELEMENTAR FUNKSFYALARNI
QATORLARGA YOYISH MISOLLARI

Ayrim elementar funksiyalarni gatorlarga yoyishni garaymiz.
1-m isol./x)=sinx funksiyani Makloren gatoriga yoying.
Yechish. (3) formulani go'llab,
i "3 5 ( )n+| 2n-1
SinX = X ------ +— 4. (L )|
3 sl Ry (2/f-1™ >

ga ega bo'lamiz.
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lim Ri,,(x) =0 ekanligi isbotlanadi.
n_*OO

Demak, sin X ning Makloren gatoriga yoyilmasi
»3 5 2n-\
sinx=x-ir+|r+..+(Ir I-x~y + (1)

ko'rinishda ekan.

x har ganday bo'lganda ham, goldig had nolga intilgani uchun
berilgan qgator yaginlashadi va x istagancha bo'lganda ham
funksiyaning yig'indisi sinx bo'ladi.

2-misol./(x)=e<funksiyani Makloren gatoriga yoying.

Yechish. (3) formulani tatbig etamiz:

_ 228 xn
Q=1+ X+ 2 3 2

agar x ning o'rniga -x olinsa, u holda
e-=1-x +fT- X + .
bo'ladi.
3-misol/(x)=cosx funksiyani Makloren gatoriga yoying.
Yechish. (3) formuladan foydalanib tubandagiga ega bo'lamiz:
cosx=1-lt+£ -1 t+-

4-mi sol. In(l+x) funksiyani Makloren gatoriga yoying.
Yechish. Buning uchun funksiyani Makloren gatoriga

yoyilmasi # =1- 1+11- 13+... dan foydalanamiz. (
Bu yoyilmani (| x |< 1) bo'lganda 0 dan x gacha chegaraela integ-
ral laymiz:
JJ-HIZ;K:L +'2-"3+-)n ,
bundan
In(x+1l)=x-™+y - A + +(-1)"d~ +... 4)

Bu tenglik (—1;1) intervalda o'rinlidir. Agar bu formuladagi x ni
ga almashtirsak, (-1,1) intervalda yaginlashuvchi gator hosil
bo'ladi:
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4) va (5) formulalar yordamida O bilan 2 orasidagi sonlarning

logarifmlarini hisoblash mumkin. Funksiyalarni Teylor gatoriga

yoyishdan foydalanib, x turli giymatlar olganda elementar
funksiyalarning giymatlarini hisoblash mumkin.

Masalan, coslO0ni 10-3 gacha aniglik bilan hisoblaylik.
10° yoki radianda ~ ~ 0,174533 bolgani uchun

c“ |0-=w -A(A)+TT(A)4-1 (n)>+-
Birinchi uchta had bilan chegaralanamiz:

Q5 -n - W 2+ 4-

Bunda biz absolyut giymat jihatidan tashlab yuborilgan hadlarining
birinchisidan kichik bo‘lgan 8 xatoga yo‘l go'yamiz:

5<A ("] <i<°'4)4<0,0000016 < 10-5;
cospy = 0,015289.

9.2.8. ANIQ INTEGRALLARNI QATORLAR YORDAMIDA HISOBLASH

Boshlang‘ich funksiyalarini elementar funksiyalar bilan ifodalab
bo‘lmaydigan e~*2 cosx _J_ funksiyalarning aniq integ-
X
rallarini qatorlar yordamida hisoblash mumkin.

1-misol. %)e'“éx integralni hisoblang.
Yechish. Bu integralni hisoblash uchun elning yoyilmasidagi
X ni -x 2ga almashtirib, integral ostidagi funksiyani gatorga yoyamiz:
e _1 1u+2 6T " A

Bu tenglikning ikkala tomonini O dan a gacha chegaralarda
integrallab, quyidagini topamiz:
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a a3 i b+
I 13 2157 317

Bu tenglik yordamida a ning istalgan giymatida berilgan integralni
ixtiyoriy darajada aniqglik bilan hisoblay olamiz.
a

2-misol. Js”~dx integralni hisoblang.

0
Yechish. Integral ostidagi funksiyani gatorga yoyamiz:

. X3 x5 X7
sinx —x  "3T+ 5T +

Bu tenglikning ikkala tomonini x ga boMsak,
sinx _ I_x2 x~_x"
X 31 517 e

gatorni hosil gilamiz. Bu gator esa x ning barcha giymatlarida
yaqginlashadi.
a m 5 7

J[TM>|<‘X dx = a-dhdhe gt

a har ganday bo‘lganda ham gatorning yig‘indisini istalgan
darajada aniglik bilan hisoblash mumkin. Qolgan funksiyalarning
aniq integrallarini yuqoridagilarga o ‘xshatib hisoblash mumkin.

0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar

1. Qanday qator funksional gator deyiladi?

2. Funksional gatorning yaginlashishi, yaginlashish sohasildeganda nimani
tushunasiz? \

3. Darajali qator deb ganday gatorga aytiladi?.

4. Darajali gatorning yaginlashishi to‘g‘risida Abel teoremasini ifodalang.

5. Darajali qatorni hadlab differensiallash va integrallash to ‘g‘risidagi teoremani
ifodalang.

6. Berilgan funksiya uchun ganday darajali gator Teylor qatori deyiladi? Uning
koefiitsiyentlari ganday hisoblanadi?

7. Teylor gatorining goldiq hadi formulasini yozing.
Qanday darajali qator Makloren gatori deyiladi va uning kocffitsiycntlari

ganday hisoblanadi?

9. Darajali gqatorlami tagribiy hisoblashlarga tatbigiga misollar keltiring.
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9.3. PURE QATORLAR1

9.3.1. T=1n DAVRIY FUNKSIYA UCHUN FURE QATORI

Biz oldingi mavzularda funksiyalami darajali funksiyalarga.
shuningdek, murakkabroq funksiyalami esa sodda ko ‘rinishdagi darajali
funksiyalarga yoyish mumkinligini ko‘rdik. Ammo ayrim davriy
jarayonlami talqgin etishda shu jarayonlarni ifodalovchi oddiy davriy
sinus va kosinus funksiyalari bo‘yicha gatorlarga yoyish qulaydir.

Davri 2n boigan x) funksiyani quyida ko'riladigan trigonometrik
gatorga yoyish masalasini gqaraymiz.

Ta’rif. Ushbu

°Y + axcosx + 1\ sin X + a2cos 2X +h2sin 2x +... +

ko‘rinishdagi funksional gator yoki ixchamroq yozilgan

@ €os nx + h, sin nx) (1)

gator trigonometrik gator deyiladi. a0, av av ..., an, ..., bv b2 bn...
(n =1,2,3...) o‘zgarmas sonlar trigonometrik gatoming koeffitsiyentlari,
y esa ozod had deyiladi.

Agar (1) gator yaginlashsa, uning yig'indisi davri 2n boigan.
davriy Ax) funksiya boiadi, chunki sinx va cosx davri 2n boigan
davriy funksiyalardir. Shunga ko‘ra: Ax)=[x+2%).

Endi tubandagicha masala qo'yaylik: Bizga davri 21 boigan [x)
davriy funksiya berilgan boisin. 51w/x) uchun berilgan funksiyaga
yaqinlashuvchi trigonometrik gator topish mumkinmi yoki yo‘gmi?
Avytaylik, davri 2n boigan [x) davriy funksiya [-a; n] kesmada shu
funksiyaga yaqinlashuvchi trigonometrik gatorni ifodalasin, ya’ni shu
gatoming yig'indisi boisin:

f(x) =y +X (°ncosnx +K sin «x). 2

Bu tenglikning chap tomonidagi funksiyadan olingan integral gator
hadlaridan olingan integrallaming yig'indisiga teng, deb faraz gilamiz.
Bundan esa berilgan trigonometrik gatorning koeffitsiyentlarini
hisoblash uchun foydalaniladi. (2) tenglikning ikkala tomonini —
dan n gacha chegaralarda integrallaymiz:
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|‘ [ (x)dx = J ™ dx +A (l\‘] ancos nxdx +3 b, sinxdx). ?3)

-X X "=1 T -7C

O'ng tomondagi integrallami hisoblaymiz:

} ~dx =nan]
A

K n " K

f ancos nxdx - a, fcos nxdx = X =0

o i n ’

f bnsin nxdx = bn \ sin nxdx =- B'cosnx =0

X o no

N t X

Demak, Jf(x)dx =na™\ Qy=- Jf{x)dx. (4)

-1t -1t

Qatorning qolgan koeffitsiyentlarini hisoblash uchun quyidagi
aniq integrallami garab chigamiz. Agar n va k butun son boisa,

quyidagi tengliklar o'rinlidir:

J cos nxcos kxdx =0

—t
Tt

Agar n~k boisa, Jcosnxsinkxdx =0 ®)
-It
K

J sin nx sin kxdx =0

-ft

It
J cos2kxdx =n

-1t

agar n=k boisa, J sinkxcoskxdx =0 6

-r
3t

J sin2kxdx - n
K
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9.3. FURE QATORLAR1

9.3.1. T=I-t DAVRIY FUNKSIYA UCHUN FURE QATORI

Biz oldingi mavzularda funksiyalarni darajali funksiyalarga.
shuningdek, murakkabroq funksiyalarni esa sodda ko'rinishdagi darajali
funksiyalarga yoyish mumkinligini ko'rdik. Ammo ayrim davriy
jarayonlami talgin etishda shu jarayonlami ifodalovchi oddiy davriy
sinus va kosinus funksiyalari bo'yicha qgatorlarga yoyish qulaydir.

Davri 2n bo'lgan”x) funksiyani quyida ko'riladigan trigonometrik
gatorga yoyish masalasini qaraymiz.

Ta’rif. Ushbu

+ axcosx +bysin x +a2c0s2x +b2sin 2x +... +

ko'rinishdagi funksional gator yoki ixchamroq yozilgan

% COS Nx + bnsin nx) (D

gator trigonometrik gator deyiladi. a0, av a2 ..., an bv b2 ..., bn...
(n=1,2,3...) o'zgarmas sonlar trigonometrik gatoming koeffitsiyentlari,
AN esa ozod had deyiladi.

Agar (1) gator yaginlashsa, uning yig'indisi davri 2n bo'lgan,
davriy Ax) funksiya bo'ladi, chunki sinx va cosx davri 2n bo'lgan
davriy funksiyalardir. Shunga ko'ra: Ox)=[x+2n).

Endi tubandagicha masala qo'yaylik: Bizga davri 2n bo'lgan [1x)
davriy funksiya berilgan bo'lsin. Shu 1x) uchun berilgan funksiyaga
yaginlashuvchi trigonometrik gator topish mumkinmi yoki yo'qmi?
Avytaylik, davri 2n bo'lgan Ax) davriy funksiya |-n; a] kesmada shu
funksiyaga yaqginlashuvchi trigonometrik gatorni ifodalasin, ya’ni shu
gatoming yig'indisi bo'lsin:

f(x) =y +X (ancos nx + bnsin nx). 2

Bu tenglikning chap tomonidagi funksiyadan olingan integral gator
hadlaridan olingan integrallarning yig'indisiga teng, deb faraz gilamiz.
Bundan esa berilgan trigonometrik gatorning kocffitsiyentlarini
hisoblash uchun foydalaniladi. (2) tenglikning ikkala tomonini -n
dan n gacha chegaralarda integrallaymiz:
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j /I (X)dx=Jy dx+ X (j ancosnxdx + J bnsin xdx). @)

JT -K JEl T -K

O'ng tomondagi integrallarni hisoblaymiz:

| d'dx =na0;
fIsinX « =0

J ancos nxdx = a,, J C0S nxdx W ,

-n -n

K . no h,,cos nx =0

J bnsin nxdx = bnJ sin nxdx = s
X T (4)

Demak, Jf(x)dx =ka™ a*=- Jf(x)dx.

Qatorning golgan koeffitsiyentlarini hisoblash uchun quyidagi
aniq integrallarni garab chigamiz. Agar n va k butun son bo'lsa,
quyidagi tengliklar o'rinlidir:

J cos nx cos kxdx = 0
-n
It

Agar n*k bo'lsa, J cosnxsinkxdx =0 ®)
_y
n
J sin «xsin kxdx =0
K
n
J cos2kxdx =n
-K
agar n=k bo'lsa, J sin kx cos kxdx - 0 (6)
-
K

J sin2kxdx =n
-t



(5) va (6) ifodalarning to‘g‘riligini bizga maMum bo'lgan
2cos nx cos kx = cos(/j + K)X + cos(/j-£) x,
2sin nx cos kx = sin(« + k)x + sin(rt-/c)x

trigonometrik formulalardan foydalanib ko'rsatish mumkin.
1-guruhdagi birinchi integralni hisoblaymiz:

J cosnxcos kxdx =~ J cos(/j + k)xdx + i J cos(n - k)xdx - 0.

Endi (2) gatorning ak va bk koeffitsiyentlarini hisoblaymiz. a
koekffilsi ?ntni hisoblash uchun (2) gatorning ikkala tomonini coskx
ga opa¥/ Iramiz:

f(x)coskx ="-coskx +/1:1 cosnxcoskx + bnsin nxcoskx). (7)

Tenglikning o‘ng tomonida hosil gilingan gator kuchaytirilgan-
dir, chunki, uning hadlari absolut giymati bo‘yicha (3) yaginlashuvchi
musbat gatorning hadlaridan katta bo‘la olmaydi.

Shuning uchun uni istalgan kesmada hadlab integrallash mumkin.
(7) ni -a dan n gacha chegaralarda integrallaymiz:

T It

J/ (xX)coskxdx =y J coskxdx +

-71

@ f n K >
+Xyn@nj-cosnx costedx +bnJ sin nxcos kxdx . (8)

Yuqoridagi (5) va (6) larni hisobga olsak, (8) tenglikni o ‘ng
tomonidagi ak koeffitsiyentli integraldan boshga hamma integral-
laming nolga teng ekanligini ko‘ramiz. Demak,

n t

j f(x) cos kxdx = akJ cos2kxdx = akn\

7

ak =- J/ (x)coskxdx] k& N. (9)

Xuddi shunga o ‘xshash, (2) gatorning ikkala tomonini sinytx ga
ko'paytirib integgrallasak, %k n(l go%amiz: g g
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bk =i | f{x)sinkxdx; h N . (10)

Aniglangan koeffitsiyentlar Fure koeffitsiyentlari deb ataladi.
Shunday koeffitsiyentli (1) trigonometrik gator esa/(x) funksiyaning
Fure gatori deyiladi.

Fure gatoriga ganday funksiyalarni yoyish mumkin, degan savolga
quyidagi ta’rifjavob beradi.

Ta’rif. Agar [ b] kesmani chekli sondagi x,, X2, xn, nugtalar
bilan shunday (a,; x,), (x,; x2, (xs_,; b) intervallarga bo‘lish
mumkin bo'lsaki, bunda, f{x) funksiya monoton, ya’ni o‘smaydigan
va kamaymaydigan bo'lsa, f[x) funksiya [o; b] kesmada bo'lakli
monoton deb ataladi.

Agar f{x) funksiya [a; b] kesmada bo‘lakli monoton va
chegaralanga*n bo‘lsa, ta’rifga asosan bu funksiya fagat birinchi tur
uzilish nuqgtasiga ega bo'lishi kelib chigadi. Bunday funksiyalarni
Fure gatoriga yoyish mumkin.

Funksiyalarni Fure gatoriga yoyishga misollar ko‘ramiz.

1-misol. Davri 2n bo‘lgan f{x) davriy funksiya quyidagicha
aniglangan: f{x)= x-n <x <n (134-chizma).

Yechish. Bu funksiya bo‘lakli monoton va chegaralangan.
Demak, uni Fure gatoriga yoyish mumkin.

K

- ?,J‘_de = n 0;
7t u . K
an = - _[Xcosnxdxz—xsmx A-- [sinxdx -0
K—JK K n -Nn n»;n_
s 1r CosX g
- i :_X + - = (- A
b i jfxsln xdx m n _;(r n-icos{/dx ( I)n+|n.
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Shunday qilib, quyidagi gatorni hosil gilamiz:

f(x) =2— - 4 _ (- Msinnxj

anid énmgla%c:n. Davri 2n bo‘lgan f{x) davriy funksiya quyidagicha
-n <x<0 boisa, f{x)=-x;
0<x<n boisa, AX)=X, ya’ni . Ax)=|x|.
Yechish. Bu funksiya ham -n < x < 0 kesmada bolakli.
monoton (135-chizma). Uning Fure koeffitsiyentlarini aniglaymiz:

X - X
a0- Fj f(x)dx =- J (-x)dx +Jxdx
-K
i J(-x) cos nxdx + J x cos nxdx
=T
® + - Jsin xdx + *sl— A - - [sin nxdx
-n n n m o nj
COsX 0 .cosX
an N7l N nn-(cos nn-a)=

o, agarnjuft boisa;

agar «toq boisa;

ft
J (-x) sin nxdx + Jx sin nxdx - o
0

Shunday qilib, quyidagi gatorni hosil gilamiz:
=f - B ssepr+ A cCBRPH]x t
T- 3

135-chizma.
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Bu gator hamma nugtalarda yaginlashadi va uning yig'indisi
berilgan funksiyaga teng.

9.3.2. JUFT VATOQ FUNKSIYALAR UCHUN FURE QATOR1

Oldingi mavzudagi misollardan ko'rinadiki, toq funksiyalar uchun
Fure gatori o'zida sinx qgatnashgan hadlarga ega bo'ladi, juft
funksiyalar uchun Fure gatori esa ozod had va cosx gatnashgan
hadlarga ega bo'lar ckan. Bu tasdigni umumiy holda quyidagi lemma
ko'rsatib beradi.

Lemma. Agar integrallanuvchif{x) (x E [-/, /])funksiya toq bo'lsa,

i
n holda J/(x)dx =0 (1), agar funksiya juft bo'lsa,
-i

i i
| / (x)dx =2J/ (x)dx (2) munosabatlar o frinli bo 1adi.
-i 0

Isbot. Aniq integral xossalariga ko'ra:

Jf(x)dx =Jf(x)dx +]| f(x)dx .
-i o} -/

t Ikkinchi integralda o'zgaruvchini almashtiramiz: x= -t, u holda

Jf(x)dx =-jf(-t)dt = Jf(t)dt bo'ladi.
K ! L% o /

Bundan esa Jf(x)dx =jf(x)dx +Jf(-x)dx (3) (kcyingi

- 0
integralda oldingi o'zgaruvchiga o'tdik). (3) formuladan ko'rinadiki,
agar [1x) toq bo'lsa, (1) tenglik, agar/(x) juft bo'lsa, (2) tenglik
o'rinli. Lemmadan ko'rinadiki: agar"x) —toq funksiya Fure gatoriga

yoyilsa, f[x)coskx ko'paytma toq funksiya,/(x)sinA:x esa juft funksiya
bo'ladi. Demak,

n n
°0=| f(x)dx =0; ak=1J/(x) coskxdx =0,

Jt n
W = J f(x)s\nkxdx =~ J /(X) sin kxdx,
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ya’ni toq funksiyaning Fure gatori fagat sinuslarni oz ichiga oladi.
Agar juft funksiya Fure gatoriga yoyilsa, /(x)sin&x ko'paytma toq.

Lx)cobkx esa juft funksiya bo‘ladi:

2
ao = - j f{x)dx = 0; ak = +J f{x) cos kxdx;
-}2 no

_ . _ ®)
bk = --\ /(m*) sin kxdx = 0,

ya’ni juft funksiyalarning Fure qgatori fagat kosinuslarni o‘z ichiga
oladi. Bu formulalar berilgan funksiya juft yoki toq bo'lgan hollarda
Fure koeffitsiyentlarini topishdagi hisoblashlarni soddalashtirishga
imkon beradi.

Misol. Davri 2n bo'lgan va [0; n] kesmada y=x tenglik bilan
berilgan fix) davriy juft funksiyani Fure gatoriga yoying.
" \gechish. (5) formulaga asosan, k har ganday bo'lganda ham

n
ao="jdx =Tt
0

% - §j,c,.ta* . 1(E-fb +«b)|. _J ~ Dk_I(_

O,4agar K juft bo'lsa;
~~j?’ agar k t0Q bo'lsa.

9.3.3. FURE QATORINING YAQINLASHISHI

Biz birinchi mavzudagi (4), (5), (6) formulalarni Kkeltirib
chigarishda Ax) funksiya yaginlashuvchi trigonometrik gatorga
yoyiladi, deb faraz gilgan edik.

Agar shunday faraz gilmasdan a0, ak, bk koeffitsiyentlami hisoblab.
berilgan funksiyaning Fure qatoridan iborat bo'lgan trigonometrik
gatorni tuzsak, bu tuzilgan Fure gatori yaginlashuvchi bo'ladimi
yoki yo'gmi, degan savol tug'iladi. Agar bu qator yaginlashuvchi
bo'lsa, ana shu gatorning koeffitsiyentlarini hisoblash uchun foyda-
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lanilgan formulalar shu ix) funksiyaga yaqginlashadi desa bo'ladimi?
Bu savolga tubandagi ta’rif va teorema javob bo'ladi.

Ta’rif. Agaryfa) funksiya aniglangan \a\ b] kesmani chekli sondagi
kesmachalarga bo'lish mumkin bo'lib, bu kesmachalarning har birining
ichida bu funksiya fagat o'sadigan yoki fagat kamayadigan yoki
o'zgarmas bo'lsa,[1x) funksiya bu kesmada bo'lakli-monoton deyiladi.

Teorema (isbotsiz keltiriladi). Davri2n bo'lgan davriy/[lx) funksiya
[a; a+2n] kesmada cheklangan va bo’lakli-monoton bo'lsa, n holda
Fure gatori butun XER nugtalarda yaginlashuvchi bo'ladi, bu yerda
a E R. Shuning bilan birga n/x) funksiyaning uzluksiz nuqtalarida
[x) ning o ziga, uzilish nuqgtalarida esa chap va o hg limit giymatlarining
o rta arifmetik giymatiga, ya hi

|I I_*_I;?‘ntﬁ)o/(x)+ *J;n&ol(x)J ga teng.
9.3.4. DAVRI 2L BO‘LGAN FUNKSIYALAR UCHUN FURE QATORLARI

Ox) funksiya davri 2/, umuman aytganda, 2n dan fargli bo'lgan
davriy funksiya bo'lsin. Uni Fure gatoriga yoyamiz. Buning uchun
o'zgaruvchini x = +1 formula bilan aniglaymiz.

U holda /(”) funksiya t ning davri 2n bo'lgan davriy funk-

siyasi bo'ladi. Uni -n < x < n kesmada Fure gatoriga yoyish mumkin:

=~ +YJ&@n~oskt +bksmkt), bunda q,=IJ71

aKk = n _)n /(") cosktdt>bk=I _]n f{~ty\n ktdtl.
Endi x o'zgaruvchiga gaytamiz:
X :Jlfl\ t= I dtz’E-dx.
U holda quyidagilarni hosil gilamiz:
/ ak =J\ f(x) coskt*dx;

(1)
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Yugoridagi formula esa quyidagi ko'rinishni oladi:

fix) =- +£ [akcos k* x +bksiny x| )
Bu gator davri 2/bo'lgan funksiyalar uchun Fure gatori deyiladi.
Misol. - 1<x< 1 intervalda x)=x- 1 formula bilan berilgan

21=2 davrli funksiyani Fure gatoriga yoying (136-chizma).

Yechish. Fure koeffitsiyentlarini (2) formulalar bo'yicha (/=i
deb) topamiz:

\2
a0 =J(*-N)<&=N\2- -.2
! i i .
ak=\{x-1) cosknxdx= [xcosknxdx- fcosknxdx=xs'l? KKX
a ) n

sin knx sinbrx

~ e _1:0;

i i |
K=[(x-1)sin knxdx= fxsin knxdx-Jsin knxdx=-xsnl2knx .
. n -

k .
W kn COinnx _lj=--* [cosfor +cos(-")]+"p~c

+  [coskn - cos(—for)] = - ”'Rri1|
Shunday qilib, a0=—2; ak=0; bk - - 2’;(-;1" . bk koefFitsiyentni

yoysak, tubandagi ko'rinishda bo'ladi: A = ea _ 2.
1 a’ 7 2n 3N

288

U holda berilgan J{x)=x- 1 funksiya uchun Fure gatori

I, 2Tsinx sin2x . sin 3x .1 i\l sinnx ,
F TR Ll —— 2 3 - +

ko'rinishda bo'ladi.

Juft va toq funksiyalarning Fure koeffitsiyentlari uchun chigarilgan
2-mavzudagi (4) va (5) formulalar 2/davriy funksiya uchun quyidagi
ko'rinishga keladi: ,

Toq funksiya uchun: a0=ak=0; £*=2J/(x)sin!~xdx.(3)

0

Juft funksiya uchun:

a0=Jjfix)dx; ak=j jAx)cos® xdx; A=0. (4)

Bu holda Fure gatorlari mos ravishda /(x)-J)_(tl’\ s’ / x (5) (tog
@

funksiya uchun) va f(x)~ £+>n(:1 cos~ x (6) (juft funksiya
uchun) ko'rinishda bo'ladi.

9.3.5. DAVRIY BO‘LMAGAN FUNKSIYALARNI FURE
QATORIGA YOYISH HAQIDA

Nodavriy funksiyani Fure gatoriga yoyish masalasini garab
chigamiz. x) butun son o'gida berilgan nodavriy funksiya bo'lsin.
Trigonometrik gatorning yig'indisi davriy funksiya bo'lgani uchun,
berilgan nodavriy funksiyani Fure gatoriga yoyib bo'Imaydi.

Bu funksiyani -/< x </ intervalda tekshiramiaiva yig'indisi shu
funksiyaga teng bo'lgan Fure qatorini qurishga haraffi*t gilib ko'ramiz.
Buning uchun davri 21 bo'lgan va - / < x < [/ intervalda giymati [x)
funksiyaning qiymatiga teng bo'lgan yordamchi <pix) funksiyani
garaymiz (137-chizma).

Agar <p{X) funksiya uchun 3-mavzudagi teoremaning shartlari
bajarilsa, uni tegishli Fure gatori yordamida tasvirlash mumkin.

- / < x < [intervaldagi bu gator funksiyaning barcha uzluksizlik
nugtalarida <p(x)=[x) yig'indiga ega bo'ladi.

Ayrim hollarda fagat 0 < x < / intervalda berilgan funksiya bilan
ish ko'rishga to'g'ri keladi.
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Bunday holda biz funksiyani biror gqonun bo‘yicha intervalda
davom ettirishimiz, so‘ngra uni butun son o°‘giga 2/davr bilan davriy
davom ettirishimiz mumkin.

Ko‘pincha funksiya juft yoki toq tarzda davom ettiriladi.

Agar funksiya juft, ya’ni/(-x) =/(x) tarzda davom ettirilayotgan
bo‘lsa, u holda Fure gatori fagat kosinuslar va ozod haddan iborat bo'ladi.

Agar funksiya toq, ya’ni [ -x)=-[ x) tarzda davom ettirilayot-
gan bo'lsa, u holda gator fagat sinuslardan iborat bo'ladi.

Shunday qilib, agar funksiya 0 < x < /intervalda berilgan bo'lsa.
u holda uni -/ < x < 0 intervalga, so'ngra hosil gilingan funksiyani
butun son o'giga davriy davom ettirib cheksiz ko'p Fure qgatorlarini
hosil gilishimiz mumkin. Birog, bu barcha gatorlar [0; /] intervalda
birgina berilgan Ax) funksiyani ifodalaydi, [-/; 0] intervalda esa har
gaysi gatoming yig'indisi 4x) funksiyaning tegishli davom ettirilishidan
iborat bo'ladi (138-chizma).

138-chizma.
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1-misol/x)=x funksiyaning [0; n] kesmada sinuslar bo'yicha

gatorga yoyish talab gilinsin.
Yechish. Bu funksiyani togq holda davom ettirib,

sin2x , sin3x

X = -Z'rs—irjnx— ----- Y+ ~ «"J qatorni hosil gilamiz.

2-misol. Ax)=x funksiyani [0; n] kesmada kosinuslar bo'yicha

gatorga yoying.
Bu funksiyani juft holda davom ettirib, -9 < x <n bo'lganda

O x)=|x| tenglikni hosil gilamiz:
ft _n_ 4\cosg £sin3x Lsin5x ,
~2 AL"TH 33- "i2- "T
Shunday qilib, [0; a] kesmada quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:

n 4 Tcosx n sin3wr . sin5x ,

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1. T= 2n davriy funksiya uchun Fure gatorini yozing va tushuntiring.
2. Davri 2n bo'lgan ixtiyoriy funksiyani Fure gatoriga yoying.

3. Juft va toq funsiyalar uchun Fure gatorlarini yozing.

4. Davri 2 I bo'lgan funksiyalar uchun Fure qgatorlariga misollar keltiring.

5. Davriy bo'Imagan funksiyalami Fure gatoriga yoyishni tushuntirib bering.
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10-bob. BIR NECHA 0 “ZGARUVCHILI
FUNKSIYANING DIFFERENSIAL HISOBI

10.1. BIR NECHA 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA

10.1.1. BIR NECHA O'ZGARUVCHILI FUNKSIYA TUSHUNCHASIGA
OLIB KELUVCIII MASALALAR

To‘gii burchakli to‘rtburchak tomonlarini xvay bilan belgilasak,
u holda uning yuzi S -x -y formula bilan ifodalanadi. Bu holda S
yuz x va y ning funksiyalari boiadi, boshgacha aytganda ikki
0°‘zgaruvchiga bogiig boiadi.

Shunga o‘xshash, to‘g‘ri burchakli parallelepiped girralarini x, y,
Zbilan belgilasak, uning hajmi V= x ¢y- z formula bilan ifodalanadi.
Bu holda Fhajm x,y, z o‘zgaruvchilarning funksiyasi boiadi.

Demak, V uch o'zgaruvchili funksiya. Tabiatda uchraydigan
jarayonlarda ikki, uch emas, undan ortiqg o‘zgaruvchilarga bogiiq
funksiyalar ham uchraydi. Biz fagat ikki o'zgaruvchili funksiya ustida
to‘xtalamiz.

10.1.2. IKKI 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA

1-ta’rif. Agar bir-biriga bogiig boimagan ikki o‘zgaruvchi x va
>ning biror D o'zgarish sohasidagi har bir go‘sh (x, y) giymatiga z
nigdoming aniq bir giymati mos kelsa, z ikki erkli o zgaruvchi x va
>ning D sohada aniglangan funksiyasi deyiladi vaz =/(x, y); z - F{x,
") ko‘rinishda yoziladi.

Ikki o ‘zgaruvchili funksiya jadval yordamida yoki analitik formula
ordamida ham berilishi mumkin.

2-ta’rif. z=/(x, y) funksiya aniglangan x va y qo‘sh (x, y)
iymatlarining to ‘plami funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning aniglanish sohasini geometrik
jrzda tasvirlash oson. x va y ning har bir go‘sh giymatini xOy
ikislikda J1/(x; y) nuqta bilan tasvirlasak, funksiyaning aniglanish
ihasi tekislikdagi nugtalar to'plami bilan tasvirlanadi.

Funksiyaning aniglanish sohasi xOy tekisligidan yoki uning bitta
Dk bir nechta uzluksiz chiziglar bilan chegaralangan gismlaridan
am iborat boiishi mumkin. Bu chiziglarni sohaning chegarasi
jyiladi. Sohaning chegarada yotmagan nugqtalari sohaning ichki
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nugtalari deyiladi. Fagat ichki nugtalardan iborat boigan soha ochiq
deyiladi. Agar sohaga chegara nuqtalari ham kirsa yopiq soha deyiladi.
Agar shunday o'zjjarmas ¢ son mavjud bolsaki, koordinatalar boshi
0 dan sohaning istalgan Mnuqtasigacha boigan masofa c dan kichik,
ya’ni | OM| < c boisa, soha chegaralangan deyiladi.

1 -misol z=5x+ 2y ifoda xvaj” ning har ganday giymatida
ma’noga ega, demak, aniglanish sohasi butun xOy tekisligi boiadi.

2-misol. x1+y 2< 1 funksiyaning aniqlanish sohasi markazi
koordinatalar boshida, radiusi 1 ga teng doira nuqtalaridan iborat
(139-chizma).

3-misol. z=In(X+y)\x+y > 0;y > -x (140-chizma).

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning geometrik tasvirini garaylik. Oxyz

to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini olaylik. z =/(*, >) funksiya
xOy tekisligidagi biror G sohada aniglangan. G sohajiing har bir (x;
> nuqtasidan xOy tekisligiga perpendikular olkaza”niz va undan
Z=f{x, >)ga teng kesma ajratamiz. U
holda fazoda koordinatalari x; y;
Z=f(x, y) boigan P nugqtani hosil
gilamiz. Koordinatalari z=f(x, >0 tcng-
lamani ganoatlantiruvchi P nugqtalar-
ning geometrik o ‘rni ikki o ‘zgaruvchili
funksiyaning grafigi deb ataladi. Bu
nugtalar to ‘plami esa fazoda biror sirtni
aniglaydi (141-chizma).

Misol. Z=4l _x2-y 2 funksiya

fazoda markazi koordinatalar boshida,
radiusi 1 ga teng shami ifodalaydi. i4i-chi~ma
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10.1.3. IKKI 0 “ZGARUVCHILI FUNKSIYANING LIMITI

Bir o‘zgaruvchili y=f(x)
funksiyaning limitini tekshirishda
nuqtaning atrofi tushunchasi
kiritilganidek, bu yerda ham nuqta at-
rofi tushunchasini Kiritamiz. Aytaylik,
Z=1f(x, y) funksiya xOy tekisligining
biror Gsohasida aniglangan boMsin. G

__sohada yoki uning chegarasida yotgan

1>,(% > nuQtani garaymiz. PO(x0; j 0)

,142-chizma. nugtaning g-atrofi deb markazi shu

nuqtada bo‘lgan doiraning ichki

nuqtalari to‘plamiga aytiladi. Agar bu doiraning radiusi 6 ga teng

bo‘lsa, u holda u nugtaning 6- atrofi haqgida gapirish mumkin (142-

chizma).

PO(x0; y0) nuqtaning 6- atrofiga tegishli boMgan istalgan P(x; y)

nuqgta Pn(x0,y0) nugtadan )dan kichik masofada yotadi, ya’ni

<J(x- x0)2+ (y - y0)2 <6.

Ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham, shunday d > 0 son
topilsaki, d((x; y), (x0,y0) < $tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
(x; y)G G nugtalar uchun \f(x, y - A\ < e bo‘lsa, u holda A son/ (x,
y) funksiyaning (x0; jO) nuqtadagi limiti deb ataladi va
lim f(x,y) = A kabi belgilanadi.

%

Miso I lim X2+y2

;0

ni toping.

Yechish. Funksiyaning limiti P(x; >)-»/%(0; 0), ya’ni d ->0 da
topiladi, bu yerda d = P@ = yjx2+y2 (ikki nugta orasidagi masofa,
bunda PO nuqta koordinatalar boshi):

. X2+y2 .
HD o« = —clim —~ —=1 230 _ iyja2+ 1+ 1) = 2
JIx2+y2+-i sld2H-i  d~* ~ +1-1 d=
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Bu yerda funksiya /~(0 :0) nuqtada aniglanmagan bo‘lsa-da,

limitga ega.
Bir o‘zgaruvchili funksiya uchun limitlar hagidagi barcha asosiy
teoremalar bir necha o°‘zgaruvchili funksiya uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

10.1.4. IKKI 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

Ta'rif. z=/(x, y) =f(P) funksiya Pa(x0; >f) nuqtada va uning
atrofida aniglangan bo‘Isin. Agar P{x\y) nugta funksiyaning aniglanish
sohasida golgan holda /’,(x,; ) nuqtaga ixtiyoriy usulda intilganda
ushbu )!i>r%/(x, y) =/(x0, y0) tenglik mavjud bo‘lsa, z=f(x, y)

Y~*Yo

funksiya Pn(x0; y0 nuqtada uzluksiz deyiladi. Agar x = x0+ [Ox;
y = YO+Ay deb belgilasak:

HT[/(x0+4x, y0o+/4M] = Axo, y0) yoki

>0

J!Di(m [/(x0+Ox, yO0+Ay)]- /(nb,y0) =0 yoki

Ly->0

AHM Az =0; Ap =y/(Ax2) + (A4y)2 deb belgilaymiz.

Ox -» 0, Ay ->0 da Ap ->0 va aksincha”
Ap —20 bo‘lsa, Ax —»0, Ay —»0.

Agar biror iV(x0; ) nuqgtada (1) tenglik bajarilmasa, funksiya shu
nugtada uzilishga ega deyiladi. Uzilish bo‘lishi uchun:

1) funksiya nugtada aniglanmagan bo'lishi;

2) limit mavjud boimasligi;

3) limit ham mavjud, ammo lim f(x,y)*f(x0,y0) bo'lishi
kerak. $Eo0

10.1.5. FUNKSIYANING XUSUSIY VA TO‘LA ORTTIRMASI

Funksiyaning xususiy va to‘la orttirmasini ko‘z oldimizga kcltirish

uchun chizmaga murojaat gilamiz.
Z=1(x, ;y) sirtning xOy tekisligiga parallel y = const tekislik bilan
kesishganidan hosil bo‘lgan PS chizigni garaymiz. Bu tekislikda y
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0'zgarmas giymatni saglagani uchun
(143-chizma), z fagat /’.S'chiziq bo‘ylab
X ning o‘zgarishiga bog‘liq ravishda
o'zgaradi.

X ga orttirma beramiz, bu orttirma
Zning x boyicha xususiy orttirmasi deb
ataladi va Ox bilan belgilanadi:

\Z =f(x + Ax y) -1(x, ). ()

Shunga o‘xshab, x o‘zgarmas
giymatni saqlab, y ga Ay orttirma bersak, z ham orttirma oladi. Bu
orttirma z ning y boyicha xususiy orttirmasi deyiladi:

143-chizma.

Al=1(x, y+ Ay) -f{x, ). (2

Biz argument x ga Ax orttirma va argumenty ga Ay orttirma berib,
z uchun yangi orttirma olamiz. Bu orttirma r ning to 1a orttirmasi deyiladi:

Az =/(x + AX y + Ay) - (X, >). 3)

Bu orttirma chizmada QQXbilan belgilangan. Toia orttirma,
umuman aytganda, xususiy orttirmalar yig‘indisiga teng emas:

Az* Az + Az
Misol. z = xy.

Ax = (X + AX)y - Xy = YAX;
\Z = (y + Ay)x - xy = xAy;
Az= (X + A)(y+ Ay) - xy = yAx + XAy- AxAy.
x=1y=2 Ax=0,2, Ay = 0,3 bo‘lIsin,
AlL= 0,4, Az = 0,3, Az=0,76; 0,7 * 0,76.

10.1.6. IKKI 0 “ZGARUVCHILI FUNKSIYANING XUSUSIY HOSILALARI

Ta’rif. z=f(x, y) funksiyaning x bo‘yicha xususiy hosilasi deb
xususiy orttirma Ax ning Ax orttirmaga nisbatining Ax nolga
intilgandagi limitiga aytiladi. Ta’rifga ko‘ra:

"2 f(x+Ax,y)-f(x,y)

. AXZ "
Am —" = [im ---memmo ioie s .
Ax->0 Ax_>0 AX

Z=/(x, y) funksiyaning x bo‘yicha xususiy hosilasi ushbu belgi-
lashlar bilan belgilanadi. zx, f*(x,y), ;¥ bo‘yicha xususiy

hosila ham shunga o‘xshash topiladi va belgilanadi:

bz _ .. a L I(r y+HAY)-f(X ) .
A )l,'%ﬂ\y lim % J

zy, f'(x,y), ffy dz((xj)’,y)

Demak, z=f{x, y) funksiyaning x bo‘yicha xususiy hosilasi deb y
ni 0 ‘zgarmas faraz qgilib, x bo‘yicha topilgan, y bo‘yicha xususiy hosilasi
deb x ni o‘zgarmas faraz gilib, y bo'yicha topHgan hosilaga aytiladi.

Misol. 7= x2sin>" funksiyaning A xususiy hosilalarini
toping.
Yechish.
@z _ iy
ol 2xsiny;
% - xloosv.
dy

10.1.7. IKKI 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA XUSUSIY
HOSILALARINING GEOMETRIK MA’NOSI

Aytaylik, z-f(x, y) — sirtning tenglamasi bo'lsin, x= const
tekislikni o‘tkazamiz. Bu tekislikning sirt bilan kesimida PT egri
chizig hosil bo‘ladi. Berilgan x bo‘yicha xOy tekislikda biror J1/(x; y)
nuqtani garaymiz. Shu nuqtaga sirtda
(x; y; z) nugta mos keladi.

X ni o‘zgarmas holda saqglab, y ga
Ay = MN = PT' orttirma beramiz.

(144-chizma). Unda z funksiya
Ag =TT orttirma oladi.

N(x; y + Ay) nuqtaga z=f(x, y)
sirtning Ax; x:r Ay; z + Az) nuqtasi
mos keladi, ~ nisbat PT kesuvchi
bilan Oy ning musbat yo‘nalishi
orasidagi burchakning tangensiga teng. 144-chizma.
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Demak, limit P Tegri chizigning /’ nugtasidan o'tgan PB urinma
bilan Oy o‘gning musbat yo‘nalishi orasida hosil bo'lgan /3
burchakning tangensiga teng:

lim~ =~ =tg3

Ay—0 AY

Xuddi shuningdek, o o tga.

10.1.8. TO'LIQ ORTTIRMA VA TO‘LIQ DIFFERENSIAL
Z=f(Xi > funksiya to'liq orttirmasining ta’rifiga ko‘ra:
Az=f(x + Ax, y + Ay) —fix, y), (1

z=f(x, y) funksiya garalayotgan (x; y) nuqtada uzluksiz xususiy
hosilalarga ega deb garaymiz. z ni xususiy hosilalar orqgali ifodalaymiz.
Buning uchun (1) ga/(x, y + Ay) ni go‘shib ayiramiz:

AT=[/(x + Ax,y + Ay)-f(x,y + Y]+ [/(x,y + Ay)-fix, y)]. (2)

Birinchi va ikkinchi kvadrat gavs ichida turgan ifodalarni mos
ravishda birgina x va birginay o ‘zgaruvchi funksiyasining ikki giymati
orasidagi ayirma deb, ularga Lagranj teoremasini tatbigq etsak,
quyidagilarga ega bo‘lamiz:

Birinchi go‘shiluvchiga tatbiq qgilsak,

fix +AX,y +Ay) - fix, y +Ay) =AX  y+*
X
AZ=AX Y<X Y+ Y) +Ay " Y). 3)
Ikkinchi go‘shiluvchiga tatbiq gilsak,
fix,y +Ay)-Ax,y) =Ay -/((j‘y’y)-

Farazimizga asosan xususiy hosilalar uzluksiz bo'lgani uchun:

lim 2700 y*+ay) _ 3/(x, y)
[x—0 ax X

“
B
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bu yerda x va y lar mos ravishda x bilan x + Ax, y bilan y + Ay
orasidagi son. Ax->0va y-*0da x va y lar mos ravishda x vay
ga intiladi. (3) va (4) dan:

Oz = —AX + YAAY 4y, X +y2my.
Oldingi ikki qo‘shiluvchining yig'indisi [x va Ay ga nisbatan
chizigli ifoda va bu ifoda orttirmaning bosh bo‘lagini tashkil giladi.
Ta’rif. To‘lig orttirmaning bosh gismi to’liq differensial deyiladi
u dz yoki dfbilan belgilanadi:

dz = f xix, y)Ax + fyix, y)Ay.

Erkli o'zgaruvchilarning differensiallari orttirmalari bilan ustma-
ust tushadi: dx = Ax, dy = Ay.
Shuning uchun:

dz = d~x-dx + 9; dy, éxz— g‘x @yZ— 8§/ (5)
xususiy difTerensiallar.

Misol. z = x& + xtgy berilgan, dz ni toping. I
Yechish. (5) formuladan foydalanamiz:

N = . -

dx-3x2y+tgy, dy sy

= dy.

dz = (3x2y +tgy)dx + X3 +x cos2y y

ToMigq differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi

z =f(x, y) funksiya (x; y) nuqgtada differensiallanuvchi bo'lsin.
Bu funksiyaning to'liq orttirmasini topamiz:

Az=/(x + [Ox,y + Ay) - fix, y), bundan

fix + Ax, y + Ay) =fix, y) + Az; Az ~ dz;

Ox +Ax, y +Ay) =fix, y) +df(*ky) Ax + Ay-
Bu formulani tagribiy hisoblashga go'llaymiz.
Misol. arctg]|™|-1j ni to'liq differensial yordamida taqgribiy

hisoblang.
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Yechish./(x + Ax, y + Ay) =/(x, .y) + I'X(X, y)Ax +fy(x, y)Ay
ormulaga asosan tubandagini hosil gilamiz. Buning uchun

r(x, y) =arctg|* - le funksiyani garaymiz:

rets(f10 - 1 arct* (f- D+[arcts(7 - 0 AX* arctg (M Ay
Dki
AX -
y2-(x-y)2

Berilgan misolda x = 2,y =1, Ax= -0,02; Ay = 0,03 deb ola-
iz, u holda

I N nn\ 2
1M2Y)2 13

arCtg (ros “ {) = arctgl - 2 0°02 - °>03

=J-0,01-0,03*0,785 -0,04 =0,781.

10.1.9. HAR XIL TARTIBDAGI XUSUSIY HOSILALAR

Ikki o‘zgaruvchili z=f(x, y) funksiya berilgan boMsin. Xususiy
silalar ax =f'(x, y) va oy =f'(x, y) , umuman aytganda, x vay
:garuvchilarning funksiyasidir. Shuning uchun ulardan yana xususiy
silalar olish mumkin. Demak, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning

.inchi tartibli xususiy hosilalari to‘rtta boMadi, chunki x va gy
iksiyalardan har birini x bo‘yicha va y bo‘yicha differensiallash

imkin. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar tubandagicha belgilana-

= yN tyb = y aF = y~’ bu >erda ”
ma-ket ikki marta x bo‘yicha differcnsiallandi. Yana x vay bo‘yicha
"erensiallansa, uchinchi tartibli xususiy hosilalarga ega boMamiz.
Ir sakkizta. Umuman «-tartibli xususiy hosila n - 1-tartibli xusu-
hosilaning birinchi tartibli xususiy hosilasidir.
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1-misol /(x,y) = x*y2+ y} funksiyaning ikkinchi tartibli xusu-
siy hosilalarini toping.
Y echish. Ketma-ket quyidagilarni topamiz:

| =3xV; |=2A +3y\

W =bxr: I{V]&dy ¥ 6x bl

d*£ =0 & y+3A=6x2 b  2x3+6y.

dydX dX ay

2-misol. Agar z=y2eX +x4y3+5 boMsa, *2~"~ni toping.

Y echish. Ketma-ket quyidagilarni topamiz:

N =4y 2eX+12y X 2;
dx2 y y

=ly 22 +4x3y3;

dz- =8yeX +36y22.
dx dy

Bir necha o‘zganivchili funksiyani differensiallash natijasi har xil
o‘zgaruvchilar bo‘yicha ganday tartibda differensiallasiga bogMijq

boMadimi yoki yo‘gmi? Boshqgacha aytganda, ushbu r-r- va

Hosilalar yol(i. 3y'gxdy)g’zz) va e’e(-gxé-’yi) va e Een%;mi, teng

emasmi? Bu savolga quyidagi teorema javob beradi (isbotsiz kelti-

ramiz).
Te)orema. Agar z =f(x, y) funksiya va uning f'x, f', f'y, fyx
xususiy hosilalari M(x; y) nugtada va uning biror atrofida aniglangan

va uzluksiz bo ‘1sa, bu nugtada {f'y ~fyx) bo iadi.
Miso 1 Agar n = e4sin Z boMsa, va ni toping.
Y echish. Ketma-ket xususiy hosilalarni topamiz:

— = ye**sin 2\ = &&sin Z + xye0'sin Z = e™sin z(1+ xy);
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N=e-cos,(l +xy); £ =

oZ0y0x = e coSZ +xye** cosz =e**cos N1+ xy).

Demak,
Bl . Bw
dxdydz  dzdydx '
10.1.10. IKKI 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA

DIFFERENSIALLANISHINING YETARLI SHARTI

Teorema (differensiallanuvchanlikning yetarli sharti). Agarz =f(Xx,
y) funksiya P(x; y) nugtaning biror d atrofida xususiy hosilalarga ega
bo 1sa va bu hosilalar nugtaning o zida uzluksiz bo 1sa, n holdafunksiya
shu nuqgtada differensiallanuvchi bo'ladi.

Isbot. Funksiyato'lig orttirmasini quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
Ar=[1(*) + Axy + Ay -f{x,y + Ay + [f(x.y+ AT -F(x )\ (D)
Birinchi va ikkinchi kvadrat gavslar ichida turgan ifodalami mos
ravishda x va y o'zgaruvchili funksiyaning orttirmasi sifatida garab
hamda teorema shartiga ko‘ra funksiya f*(x,y +Ay) va fy(x,y)

xususiy hosilalarga ega bo'lgani uchun Lagranj teoremasini qoilab,
tubandagilarni hosil gilamiz:

fix + Ax, y +Ay) - fix, y +Ay) =/;(£, y + 4y)4x;
fix, y +4y) - fix, y) =fy(x, r)Ay,
bu yerda: X<£<x +[x, y <77 <y+hy.

Teorema shartiga ko‘ra fx, fy lar P(x; y) nuqtada uzluksiz
bo'lgani uchun:

é%,fx(& y +4y) =1(x,y) {9
20

%ng-(x, D=rx.y) ()
»0
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Limitning xossasidan foydalanib, (*) (**) ni quyidagicha yozamiz:
Li(E,y +Ay) =f(x,y) +ay(Ax, Ay),
f y{x, ) =fyix,y) +a2(Ax, Ay).

Buyerda a,(4x, 4y), a2(Ax, Ay) lar Ax-*0va Ay -* 0 da chek-
siz kichik funksiyalar, bularni (1) ga go'ysak, tubandagi ifoda hosil
bo'ladi:

A7 = Ex(x, y)AX +'(x, y)dy +a(Ax, 4y), @)

bu yerda a(Ax, A4y) =a,(4x, Ay)Ax +a2(4x, A4y), bundan Ax-* 0
va Ay ->0 da a,(4x, 4y)-» 0, a2(4x, Ay)->0, bundan esa
(O4x > 0O, Ay -* 0) da a(Ax, Ay) = 0 bo'lishi kelib chigadi.

Shuning uchun (2) tenglikning o‘ng gismidagi dastlabki ikki
qo'shiluvchining yig'indisi Ax va [ly ga nisbatan chiziqli ifoda bo'ladi
va ta’rifga ko'ra P (X;y) nuqtadagi funksiya differensialini ifodalaydi.
Teorema isbotlandi. _

M isol. Tubandagi z = 2x3+ 3y2funksiyaning difTerelsiallanuv-
chiligini tekshiring.

Y echish. Misolni yechishda funksiya differensiallanuvchiligining
yetarli sharti bajarilishini tekshirish kifoya, xususiy hosilalami hisoblaymiz:

f'(x; y) =6x2, f'(x, y) =6y.

Bu hosilalar xOy tekisligida uzluksiz fuksiyalar. Shuning uchun
z = 2x3+ 3y2 funksiya bu tekislikning har bir nuqtasida
differensiallanuvchi va dz to'liq differensial mavjud:

dz = 6x20x + 6yAYy; dz = 6xaAx + 6ydy.

10.1.11. MURAKKAB FUNKSIYANING HOSILASI

Ikki o'zgaruvchining z=f(x, y) differensiallanuvchi funksiyasi
berilgan bo'lsin. x, y argumentlar ham t erkli o'zgaruvchining
differensiallanuvchi funksiyalari bo'lsin, ya’ni x = x(t) vay = y(t)\ u
holda z =f(x(t), y(0) = F(t) deb yozish mumkin.

F(t) funksiya t erkli o'zgaruvchining murakkab funksiyasi yoki
funksiyadan funksiya deyiladi. Bu yerda x va'y argumentlar — oraliq
o'zgaruvchilar bo'ladi. / o'zgaruvchiga ixtiyoriy Atorttirma beramiz.
U holda x vay o'zgaruvchilar mos ravishda Ax va Ay orttirma oladi,
Z funksiya ham
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=f(x + Ay +Ay) -/(x, y) (1)

to'lig orttirma oladi.
Z = f(x, y) funksiya differensiallanuvchi bo'lgani uchun Az to‘lig
orttirmani tubandagi ko'rinishda yozish mumkin:

)

Bu yerda a(Ax, Ay), p - yJ(AX)2+ (Ay)2ga nisbatan yuqori
tartibli cheksiz kichik migdordir, ya’ni lim ~"Ax' Av) =0
p—0 P

(2) tenglikning ikkala gismini At ga bo'lamiz:

fizzd Axdn Ayl A w0 fa fimitga otamiz;

hm TT— B(m -—+§—-hm /5—4- Q"-’\-(-'q'-x A o 3)

Bu yerda ~ va ~ xususiy hosilalar i/ ga bog‘lig boimaganligi

sababli, limit belgisidan tashqariga chigarilgan. x = x(t) va 'y = y(t)
funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lganligi sababli, tubandagiga ega

boflamiz: a1 = gt oAt = at

Endi A€ 'Ay® munosabatning limitini topamiz. Buning uchun

uni quyidagi ko'rinishda yozamiz:

g(Ax, Ay) _ a(@x, A4y) p
At At

_ a(Ax, Ay) (Ax) +(Ay)2 _ a(Ax,
| Atl - om Ne NW'

x = x(/) vay =y(t) funksiyalar differensiallanuvchi bo'lgani uchun
ular uzluksizdir, shuning uchun, A/-* 0 da Ax-* 0 va Ay -*0, bun-
dan esa O/-»0 da p-*0. Bunda A/->0 da (4) dagi birinchi
a(Ax, Ay)

At 0, At

4

ko‘paytuvchi 0 da ikkinchi ko‘paytuvchi

songa intiladi.
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Shunday qilib, (4) munosabatda A/-* 0 da limitga o ‘tib, quyidagini
hosil gilamiz:

«(Ax, Ay)_ .. a(lx, 4dy) _
""" it M5 Ay (At} =

_ . bI(dx, Oy)
=i, (S) +(f) -°-

(5) esa (3) ning o‘ng gismining Ar-*0 dagi limiti mavjudligini
ko'rsatadi. Demak, chap gismining limiti mavjud:

&3

®)

dz
o =4 ©)
(5) va (6) fOrmulalarni hisobga olib, (3) ni quyidagi k»‘rinishda
yozish mumkin: \
dz dz dx dz dy
dt dx dt dy dt’ )

Bu formulani argumentlar soni ikkitadan ko‘p bo'lgan murakkab
funksiyalar uchun ham umumlashtirish mumkin.
Misol. Agarx = cos/,y = In/bo'lsa, z = x2+ y2murakkab funk-

siyaning ~ hosilasini toping.

Y echish. ~ nitopish uchun (7) formuladan foydalanamiz:
dz 21n 't 21nf
a-t-ZX( smt)+2y L= Jcostsint + il 21+—t

Ushbu z=f(x, y) (bu yerday = y(x)) ko'rinishga ega bo'ladigan
xususiy holni, ya'ni z-f{x, y(x)) = F\x) bittaxerkli o'zgaruvchining
murakkab funksiyasi bo'lgan holni garaymiz.

(7) formulaga asosan ushbuga egamiz:

dz _ dz dx dz dy
dx dx dx dy dx' (8)

ammo gx =1 bo'lgani uchun:

dz _ dz + dz dy*
dx Ox dy dx 9)
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Bu funksiya ikki o'zgaruvchili funksiyaning — xususiy hosilasini
va bir o'zgaruvchili murakkab funksiyaning ~ hosilasini 0'z ichiga
oladi. Bu oxirgi A hosila to'liq hosila deb ataladi.

M isol. Agar y =x5 bo'lsa, z- \n(e*+ ey) funksiyaning ~
Xususiy va g% to'lig hosilalarini toping.

Yechish. Dastlab Jdrz xususiy hosilani topamiz:
1
A = =
ix ~ ebey™”

(9) formuladan foydalanib, to'liq hosilani ham topamiz:

X

ex+e*5

dz * |
dx  ex+ey ex-+ey

=X -5Xﬁ _ ex+bxdey ex +5x4exS

Endi z ikkita erkli x va y o'zgaruvchining murakkab funksiyasi
bo'lgan umumiy holni gqaraymiz, ya’ni z=f(u, #), bu yerda n = u(x,
y) va b =fl(x, y) bo'lsin, u holda z =f(u(x, y), d(x, y)) = F(x, y)
bo'ladi.

Hamma funksiyalar differensiallanuvchi deb faraz gilamiz. Xususiy

hosilani, masalan, ni topish uchun y argumentni o'zgarmas deb

hisoblash kerak, u holda n va § fagat birgina x o'zgaruvchining
funksiyalari bo'lib qoladi.

Bu holni biz yuqorida garagan edik. Bunda farq fagat shundaki,
d—z, B va 29 hositatar &2 A% fo
bilan almashadi.

Shunday qilib, tubandagi umumiy formulaga ega bo'lamiz:

?ormula&agi va xususiy hosilalar

dz _ dz m+ 3r do
dx  dU dx do dx* (19)

x
A xususiy hosila uchun ham shunga o'xshash formulani hosil qgilish
mumkin:

dz _ dz du+ dz do
dy du dy dO dy

306

Shunday qilib, murakkab funksiyaning xususiy hosilasi berilgan
funksiyaning oraliq argumentlar bo'yicha xususiy hosilalar bilan bu
argumentlarning mos holdagi erkli o'zgaruvchilar bo'yicha xususiy
hosilalari ko'paytmasi yig'indisiga teng.

M isol. Agar n="; g =3x-2y boisa, z - u2In & murakkab
funksiyaning ~ va 0 xususiy hosilalarini toping.

Y echish. (8) va (10) formulalardan foydalanib topamiz:

In(3x-2y) +

- U4.2=n
|£(-2Mlnt>y U04 3 L

]r(gx-z_y) ;
ay Z20INPef-§ Y 4 «(-2)=-4 HAnBX" - 7By

10.1.12. MURAKKAB FUNKSIYANING TO'LIQ DIFFERENSIALI

Bizga ma’lumki, z=f(x, y) funksiyaning to'liq differensiali

dz :~d~xdx +’gydy (1)

formula bilan ifodalanar edi. Endi murakkab funksiya differensiali
uchun formula keltirib chigaramiz.

Aytaylik, z ikkita x va y o'zgaruvchining murakkab funksiyasi,
ya’ni A =f(u, i?) bo'lsin, bu yerda n = u(x, y) va # = r?(x,y) oraliq
funksiyalar. z, u, ft funksiyalarni barchasi differensiallanuvchi funk-

siyalar bo'lsin.

D) formuladagdf n vdaZ N larni tubandagi ifodalar bilan
almashtiramiz:

I_oa = J3u + n
X“ m'X do' X’ dy du dy 30 dy'
n ho,da bo'ladL

Qavslarni ochib, go'shiluvchilarni gaytadan gurahlaymiz:
=*Z(*ldx +?i + + .
dz Sﬁ\gx'dx dyldyJ) dg Eééxdx ¥dydy)|
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Qavslar ichidagi ifodalar mos ravishda clu va dd to‘lig
differcnsiallarga teng.
Demak,

bu yerda

duzgidx +’a};dyt d&=’a;dx+%yl<$a

2) formula murakkab flmksiyaning to‘liq diffcrensialini ifodalaydi.

Bu formulani ixtiyoriy sondagi o‘zgaruvchilar uchun umumlashtirish
mumkin.

0O ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

1 Ikki o'zgaruvchili funksiya va uning aniglanish sohasi deb nimaga aytiladi?
Uni geometrik nuqgtayi nazardan tushuntirib bering.

2. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning nuqtadagi limiti deb nimaga aytiladi?

3. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligini tushuntirib bering.

4. 1kki o'zgaruvchili funksiyaning uzilish nuqtasi deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.

5. Xususiy hosila deganda nimani tushunasiz? Xususiy hosilaning geometrik ma’nosi
nimadan iborat?

6. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning diffcrensiallanuvchanligi zamriy sharti nimadan
iborat?

7. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning differcnsiallanuvchanligi yetarli sharti nimadan
iborat?

8. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning nuqtadagi to'liq diffcrcnsialiga ta’rif bering.

9. Funksiyaning to'liq diffcrcnsiali uning xususiy hosilalari orgali ganday
ifodalanadi?

10. Funksiyaning to'liq differensiali xususiy dififcrensiallar orgali ganday ifodalanadi?

10.2. IKKI 0 ‘ZGARUVCIIILI FUNKSIYA EKSTREMUMI.
TEYLOR FORMULASI

10.2.1. IKKI 0 “ZGARUVCHILI FUNKSIYA EKSTREMUMI

Bir necha o'zgaruvchili funksiya uchun maksimum va minimum
tushunchalari bir o'zgaruvchili funksiya maksimum va minimum
tushunchalariga o'xshash Kkiritiladi. Biz bu tushunchalarni fagat ikki
o'zgaruvchili funksiyaga nisbatan kiritamiz. Ikki o'zgaruvchili z =/(*,
y) funksiya biror G sohada berilgan bo'lsin.
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1-ta’rif. Gsoha Mn(x0; yQ nuqtaga yetarli darajada yaqin bo'lib,
undan fargli barcha (x; y) nugtalar uchun/(x0, y0 >/(x, y) bo'lsa,
u holda z=f{x, y) funksiya sohaning MO(x0; y0) nuqtasida
maksimumga erishadi deyiladi.

2-ta’rif. Xuddi shunga o'xshash G soha (xn;y0) nugtadan boshqa
va unga yetarli yaqin turgan barcha (x; y) nugtalar uchun /(x0,
y0) </(x,y) bo'lsa, ~=/(x, y) funksiya sohaning JI/0(x0; y0) nugtasida
minimumga ega deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi funksiyaning ekstremum-
lari deyiladi.

Bir o'zgaruvchili funksiyadagidek, ikki o'zgaruvchili funksiya-
ning maksimumi va minimumi nugqtasini funksiyaning G sohadagi
eng katta yoki eng kichik giymati bilan aralashtirib yubormaslik kerak.

Misol z= (x- 2)2+ (y - 3)2- 1funksiyax = 2,y = 3da, ya'ni
(2; 3) nugtada minimumga erishadi. Hagigatan, /(2; 3) = —1,
shuningdek, (x - 2)2va (y —3)2esax * 2vay * 3 da doiri musbat
(145-chizma), ya'ni/(x, y) >/(2, 3).

Ikki o'zgaruvchili funksiyaning maksimumi va minimumiga
yuqorida berilgan ta’rifni boshqacha ta’riflash ham mumkin.
X = X0+ Ax, y =y0+ Ay, f(x, y) - /(x0,y0) =/(x 0+ Ax, y0+ Ay) -
-f(xo0 y0 = Af

3-ta’rif. Agar erkli o'zgamvchining yetarlicha kichik bo'lgan
barcha orttirmalarida Af< 0 bo i1sa,f(x, y) funksiya MO(x0; y0) nugtada
maksimumga, Af>0 bo'lsa, /(x, y) funksiya J/(x0; nuqgtada
minimumga erishadi.

Endi ekstremum mavjudligining zamriy va yetarli shartlarini
garaymiz.

1-teorema (ekstremumning yetarli
shartlari). Agar z=f(x, y) funksiya
M/Xp ¥p) nugtada ekstremumga ega
bo'lsa, n holda z ning har bir birinchi
tartibli xususiy hosilasi argumentlarining
shu giymatlarida yo nolga teng bo adi,
yo mavjud bo'Imaydi.

Hagigatan ham, o'zgaruvchi y ga
biror aniqg giymat beramiz. Masalan,

y =y0 bo'lsin. U vaqtda /(x, y0)
funksiya bir o'zgaruvchi x ning
funksiyasi bo'ladi. Bu funksiya x = x0 145-chizma.
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bo‘lganda ekstremumga (maksimum yoki minimumga) ega bo‘ladi,
demak, r'xx0; yn) yo nolga teng yoki mavjud emas. Xuddi shuningdek,
2'y(x0; y0) ning yo nolga teng boiishi yoki mavjud emasligini isbotlash
mumkin. Ammo bu teorema ekstremum mavjudligi uchun yetarli emas.

Misol. z-x 1-y | funksiyaning hosilalari z[= 2x; Zy= -2y
boiib, ular x = 0, y = 0 boiganda nolga aylanadi. Lekin bu funk-
siya shu giymatlarida maksimumga ham, minimumga ham ega emas.
z=f(x, y) funksiyaning Zt=0; z'=0 (yoki mavjud boimagan)
nuqgtalari uning kritik nugtalari deb ataladi.

2-teorema (ekstremum mavjudligining yetarlilik shartlari). z=f(x,
y) funksiya Mfx(? yj nugtani oz ichiga olgan biror sohada uchinchi
tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo isin. Shu bilan birga M /x*
y0) nugta z=f(x, y) funksiyaning kritik nugtasi, yahi 2x(xNey( = O,
Z'/Xo, ¥Yp) =0 bo'lsin. U holda A(MO0)=2z'"Wq) «z'7(MO) -
-[r"~,(M 0)]2 > Oshartda, Mfx (py) nugtafunksiyaning A(M{ < 0bo'lgan
holda maksimum nugtasi, A(M0 > 0 da minimum nugtasi bo'ladi.

Tubandagi A(MO0) = Z*(Mo) *z'yy(M0O) - [~ (/1/0)]2< 0 shartda
M/Xp y( nugtada funksiya ekstremumga ega bo 1maydi.

MMO0) =Z~(A/0) m'y(MO) - [4 (M 0)]2 =0 shartdaesaM /x"y)
nugtada funksiya ekstremumga ega bo lishi ham mumkin, bo 1masligi
ham mumkin.

Misol. z =x2- 2xy + 3yl+ x - 2y + 5 funksiya maksimum yoki
minimumga ega yoki ega emasligini tekshiring.

Y echish. Kritik nugtalarni topamiz. Buning uchun birinchi
tartibli xususiy hosilalami topib, nolga tenglab, tenglamalar sistemasini
hosil gilamiz va bu sistemani yechamiz:

tx=2x-2y+1 Zy= 2x+6y- 2
\2x-2y +\=0," A
\-2x +6y-2=(* 4’y 4

demak, kritik nuqta:
Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilani topamiz:
I =2; Zxy =2; Zyy = 6. A(MQ) ifodani tuzamiz:
= MOzw(MQ- \4 Wwol2=
=2-6 - (-2)=12+2=14>0,

demak, nuqtada funksiya minimumga erishadi, zmn = 57,
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10.2.2. IKKI 0 “ZGARUVCIIILI FUNKSIYA
EKSTREMUMINING TATBIQI

Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumining tatbiqini koiishdan
oldin bir necha o‘zgaruvchili funksiya ekstremumi nazariyasining
tajribaviy maiumotlar asosida funksional bogianishlarni ifodalash
uchun formulalar hosil qgilish asosiy vositalardan biri ekanini aytmoq
zarur. Buning uchun formulalami eng kichik kvadratlar usuli bilan
tajribadan olingan maiumotlar asosida hosil gilinishini ko‘rib oiamiz.

Bu usulning mohiyati tubandagicha:

y miqdorning x miqgdorga funksional bogiigligi y = <p{X) ni
tajribaga asosan aniqlash talab qilinsin. Tajriba natijasida
argumentning n ta giymatlari uchun funksiyaning nta mos giymatlari
olingan boisin. Natijalar quyidagi jadvalda yozilgai:

X *1 * xn
Yy N Y2 Yn

y = ~(x) funksiyaning ko‘rinishi nazariy mulohazalarga asosan
yoki tajribadan olingan giymatlarga mos keladigan nugtalarning
koordinatalar tekisligida ganday joylashganiga garab aniqlanadi (146,
147-chizmalar).

Olingan tajriba natijalari 146-chizmadagidek boisa, tajriba
bajarilganda ozgina xato boiishiga ko‘ray = ax + b chizigli funksiya
ko‘rinishida aniglash mumkin. 147-chizmadagidek boisa, y = gx*
ko‘rinishida izlash tabiiy. Funksiyani y= (g a, b, c¢) ko‘rinishida
tanlab olingach, shu funksiyaga kiruvchi a, b, c... parametrlarni
shunday tanlaymizki, u oiganilayotgan hodisani gaysidir ma’noda
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juda yaxshi aks ettirsin. Qo‘yilgan masalani yechishda juda keng
tarqalgan usul eng kichik kvadratlar usulidir. Bu usulda tajribadan
olingan y giymatlar bilan mos nugtalardagi <p(x, a, b, c) funksiyaning
giyrnatlari orasidagi ayirmalar kvadratlarining yig‘indisini garaymiz:

S(a, b, ¢) =£[j/. —p(x, a, b, ¢)12;
<

a, b, ¢, ... parametrlarni shunday tanlab olamizki, bu yig‘indi eng
kichik giymatlar gabul qils|i.|i1:

S(a, b, c...) = XLv,- - <p(x, &, b, ¢)I2- min . 1)

Demak, masala (1) funksiyani minimumga aylantiradigan a, b,

C, .. parametrlar giymatlarini topishga keltiriladi. Bu giymatlarni

esa oldingi mavzudagi 1, 2-teoremalarga asosan aniglaymiz. a, b, c,

... parametrlarning bu giyrnatlari quyidagi tenglamalar sistemasini
ganoatlantirishi kerak:

ds
* = *
da 0. db ac” 0

yoki bularni yoyilgan ko'rinishda yozsak,

Py, -p(x,anb, =0j

£\y, -p(x, a, b, c. (2
i=1 M

X1y, -<p(x, a, b, c...)]2M xha,b,c..) =0
i oc

Bu yerda gancha noma’lum bo‘lsa, shuncha tenglama boiadi.
Har qaysi tayin holda tenglamalar sistemasi yechimi mavjudligi va
S(a, b, ¢, ...) funksiyaning minimumga ega ekanligi masalasi tekshiriladi.

M isol. Aytaylik, tajribadan olingan maiumotlar 146-
chizmadagidek boisin. Funksiyaniy = ax + b ko‘rinishida izlaymiz.
Bu holda S{a,b) funksiya quyidagi ko'rinishida bo'ladi:

S(a, b) = ?Ellx- (sx, +b)|2, bu funksiya ikkita a, b o'zgaruvchili

funksiyadir. x vay. lar berilgan sonlar.
1f =-2X bn - («*/+b)IX>= °; |[f =-2Xb, - {ax, +6)1 = 0.
i=
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Tenglamalar sistemasi quyidagi ko'rinishni oladi:
)4 oX*2- "x x.=0
- °X x<bn =Q

i=1 @

Ikki a va bnomaiumli ikki chizigli tenglamalar sistemasini hosil
qildik. Topilgan ava b giymatlarda S(a, b) funksiya minimumga ega
boiishi ravshan. Hagigatan ham,

d's 95
Y _ — 9.
2hY X2, dadb = 2 X x< - 2/?,
d*s
da2
d's >0,
da2

Demak, S(a, b) funksiya minimumga ega. Tajribaviy natijani
y = ax + b funksiya shaklida ifodalash mumkin.

10.2.3. IKKI O'ZGARUVCHILI FUNKSIYA UCHUN
TEYLOR FORMULASI

Teylor formulasi f(x+ h, y +k) funksiya giymatlarini f(x, y)
funksiya va ularning J/lva K orttirmalari darajasi bo'yicha yoyilmala-
rini beradi. Ikki o'zgaruvchili funksiya uchun Teylor formulasini
topishda yordamchi t o'zgaruvchili funksiya F{t) =/(x + ht, y + kt)
(1) ni garaymiz. Bu funksiya t = 1qgiymatda berilgan/(x + h,y + K)
funksiyani beradi. /o'zgaruvchiga nisbatan F(t) funksiyaga Makloren
formulasini tatbiq etamiz va keyinchalik t= 1 deb olamiz. Teylor
formulasini keltirib chigarishda ikkinchi tartibli hadlar bilan chega-
ralanamiz. Bizga maiumki, F(t) funksiya uchun Makloren formula-
si quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

F(t)= FQ)+"-t+ H p-t2, o<s < 1. 2

Murakkab funksiyani differensiallash formulasidan foydalanib,
(1) dan F'(t) va F"(t) larni topamiz:
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F\t) =h§ (x +ht, y +kt)+kjy(x +ht, y +kt), 3)

F\t) =h|dd'x{ +2hkd')‘(iy o1 4
(2), (3), (4) dan (t= 1deb olamiz)

= A 2 A
FOCHN Y +K) =T(X, y) +ha (6, y) +K2E(x, ) +20x

X E;{;Z(x+0h, y+Gk)h2+2’a;(Ey (x +0h, y +BK) *hk +

+
+ CK/*E (x+0h y Ok)k23 (5)
formulaga ega boMamiz. (5) formula ikki o'zgaruvchili funksiya uchun

Teylor formulasidir.

10.3. FAZODA EGRI CHIZIQQA URINMA TENGLAMASI.
SIRTGA URINMA TEKISLIK VA NORMAL

10.3.1. FAZODA EGRI CHIZIQQA URINMA TENGLAMASI

Fazodagi egri chizigqa urinma, normal ta’riflari ham tekis egri
chizigdagi urinma, normal ta’riflarga o'xshash bo'ladi. Fazoda egri
chizig quyidagi parametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsin:

x = x(N), y =y(t), z = z(t). (1)

Bu yerda t — parametr. Egri chizigning vektor ko'rinishidagi
tenglamasi:

r=xi+yj+zk. 2)

(2) egri chizigga uning M(x; y\ z) nugtasida urinma tenglamasini
yozamiz. M(X; y; z) nugtadan o'tgan to'g'ri chiziq tenglamasi quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:

moonp @)

bu erda X, Y, Z — to'g'ri chiziq o'zgaruvchi nuqtasining koordina-
talari, m, n, p — shu to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi kosinuslariga
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(ya’ni to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori proyeksiyalariga)
proporsional migdorlar.
Ikkinchi tomondan,
d? _dx-f dy 7 dzt
dt dt dt dt

vektor urinma bo'yicha yo'nalgan. Shuning uchun bu vektoming
proyeksiyalari urinmaning yo'naltiruvchi kosinuslariga proporsional.
U holda urinmaning tenglamasi tubandagi ko'rinishda bo'ladi:

X-x _ Y-yr_ Z|2
dx dy d\. (4)
dt dt dt
Misolip= 5 giymatda x = acos<p y = asin<p z- hp vint
chizigga urinmaning tenglamasini yozing. ix  dy
Yechish. (4) formuladan foydalanamiz, buning uchun »
larni topamiz:

- = acos dz —p

= =-asin< i dtp

(4) formula bo'yicha:

X-aco&ip _ Y-asinip _ Z-h<p.
-asinp -a cos P h

Y TR W2

a2 as/2

yoki
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10.3.2. SIRTGA URINMA TEKISLIK VA NORMAL

Sirtga urinma tekislik va normal tenglamasini keltirib chigarishdan
oldin sirtning maxsus va oddiy nuqtalari haqida tushuncha kiritamiz.
Sirt F(x;y; 2)=0 1)

ko'rinishidagi tenglama bilan berilgan bo'lsin.

dF OF dF . . .
xususiy hosilalarning
dx ' dy /4

uchalasi nolga teng bo'lsa yoki ulardan birortasi mavjud bo'lniasa,
M nugta sirtning maxsus nuqtasi deb aytiladi.

Agar sirtdagi M(x; y; z) nugtada

Agar sirtdagi M(x; y; z) nugtada % >£jJF-, » xususiy hosilalarning
uchalasi mavjud va uzluksiz bo'lib, ulardan bittasi noldan fargli bo'lsa,
M nugta sirtning oddiy nuqgtasi deb aytiladi.

Endi sirtga urinma ta’rifini kiritamiz.

1-ta’rif. Agarto'g'ri chiziqg sirt ustida yotgan biror egri chiziqga
uning M(X; y; z) nuqtasida urinma bo'lsa, bu to'g'ri chiziq sirtga M
nugtada urinma deyiladi.

M nuqgtadan sirt ustida yotgan cheksiz ko'p egri chiziglar o'tadi,
shuning uchun bu nugtadan sirtga cheksiz ko'p urinmalar o'tishi
mumKkin.

Urinmalar esa urinma tekisligi hosil giladi. Bu hagda quyidagi
teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Berilgan (1) sirtning M oddiy nugtasidagi hamma
urinmalar bir tekislikda yotadi ( 148-chizma).

2-ta’rif. Egri sirtning berilgan M nuqtasidan o'tuvchi sirt ustida
yotgan egri chiziglarga urinma joylashgan tekislik sirtga M nuqtada
urinma tekislik deyiladi (149-chizma). Sirtning maxsus nuqtalarida
urinma tekislik mavjud bo'Imasligi mumkin.

Bunday nuqtalarda sirtga urinma to'g'ri chiziglar bir tekislikda
yotmasligi mumkin.

Masalan, konus sirtining uchi maxsus nuqgtadir. Bu nuqtada konus
sirtga urinma to'g'ri chiziglar bir tekislikda yotmaydi (ularning o'zlari
konus sirtni hosil giladi).

Oddiy nuqgtada (1) sirtga urinma tekislik tenglamasini yozamiz.
Bu tekislik sirtning M nuqgtasidagi N == 7T+ ~j+ b k normal

x dy
vektorga perpendikular bo‘'lgani uchun, uning tenglamasi ushbu

ko'rinishda bo'ladi:
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V

-x)+~:-9)/\x-y)+dZ -1)-0- (2

149-chizma.

£
Agar sirt tenglamasi z-f(x, y) yoki z - fix, >0 = 0 shaklida be-
= A =1 bo'ladi va bu holda

N
dx ' dx dx dz
urinma tekislik tenglamasi quyidagi ko'rinishni oladi:

rilgan bo'lsa, =
dx

Z-z =[(X-x)+] (Y-y). @)

3-ta’rif. (1) sirtning M(X; y; z) nuqtasi orgali urinma tekislikka
perpendikular qilib o'tkazilgan to'g'ri chiziq sirtga normal deb ataladi.
Normalning tenglamasini yozamiz. Uning yo'nalishi N vektor-
ning yo'nalishi bilan bir xil bo'lgani uchun, uning tenglamasi quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:
X-x _ Y-y =2-2
dF  dF  dF " (4)
dx dy dz

Agar sirtning tenglamasi z= f(x, y) yoki z~f(x, >) = 0 shaklda
berilgan bo'lsa, normal tenglamasi tubandagi ko'rinishga ega bo'ladi:

X-x _ Y-y _2Z-z
_d 1 (5)
dx dy
M isol. x2+ y2+ r2= 38 shar sirtining M(2; 3; 5) nuqtasida

urinma tekislik va normal tenglamasini yozing.
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Yechish. F(Xy; z) = x2+y2+ z2- 38 = 0;

~ =2X, 1l£=2 No=2r
X dy Z%’ dz z

X- 2,y- 3;z=5Dboiganda =4, ~ =6 O_ 10.

U holda urinma tekislik tenglamasi:

4(x - 2) + B(y- 3)+ 10(*- 5) =0
yoki 4x + 6y+ 10z- 76 = 0.

Normal tenglamasi:

*-2 _ x-3 X-5 X-2 X-3

— . -5
o oki - e
4 6'~ 10 Y ) 3 5

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

. Ikki o'zgaruvchili funksiya ekstremumi deganda nimani tushunasiz?

. Ekstremum mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari uchun formulalar
keltirib chigaring.

. Fazoda egri chizigga normal nima?
. Fazoda sirtga urinma tenglamasini yozing.
. Sirtga normal tenglamasining formulasini keltirib chigaring.
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11-bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

11.1. DIFFERENSIAL TENGLAMA TUSHUNCIIASI
YA UNING XOSSALARI. BA’ZI BIR BIRINCHI TARTIBLI
DIFFERENSIAL TENGLAMALARNI YECHISH USULLARI

11.1.1. DIFFERENSIAL TENGLAMAGA OLIB KELUVCHI MASALALAR

Atrofimizda sodir bo‘layotgan ko‘pgina hodisalar va jarayonlar
ularni tavsiflaydigan noma’lum funksiya va uninV hosilasi gatnashgan
tenglamalar orqali ifodalanadi.

Bu tenglamadan noma’lum funksiyani topish masalasi qo‘yiladi.
Misollar keltiramiz.

1-m asala. Massasi m bo‘lgan jism biror balandlikdan yerga
tashlab yuborilgan. Bu jismning tushish tezligi v ganday gqonun bilan
o ‘zgaradi? v = v(f) munosabatni topish talab gilinadi.

Y echish. Nyutonning ikkinchi qonuniga ko‘ra:

Ta=F, *)
bu yerda: m —jism massasi; a —jism tezlanishi; F — ta’sir etuvchi
kuch; bunda ikki hoi bo‘lishi mumkin:

a)jismga havoning qarshiligi hisobga olinma-
gan hoi

Jismga havoning qarshiligi hisobga olinmasa, jism faqgat og‘irlik
kuchi ta’sirida harakatlanadi, ya’ni F = mg ga teng boiadi.

U holda (*) dan quyidagi tenglamaga ega boiamiz:

. dv
m~ =mg yoki - **)

(**) — tezlikka nisbatan birinchi tartibli differensial tenglama.

b)jismga havoning tezligiga proporsional
bo'lgan qgarshilik kuchi ta’sir etgan hoi

Bunda Fegsh = pv boiadi, bu yerda —p proporsionallik koeffit-
siyenti, v —jismning tezligi.

Bu holda jismga F= mg — Feh kuch ta’sir etadi. U holda (*) dan:

mq\f =mg-pv yoki dv P

ga ega boiamiz.
Biz yana birinchi tartibli differensial tenglamaga ega boidik.

319



2-masala. Massasi m ga teng
boMgan yukni K bikrlikka ega

| 00000 T 'w "™ * prujinadagi to'g'ri chizigli tebranma
n harakatidagi holati x (uning
150-chizma. koordinatasi x ga bogMiqg, boshgacha

aytganda x = x(/)), ya’ni x = x(/)
funksiyani aniglang.

Y echish. Prujina erkin (cho'zilmasdan turgan) holatdagi
yukning turgan nuqtasini koordinatalar boshi 0 deb belgilab olamiz
(150-chizma).

U holda prujina cho‘zilganda uzunligi / boMsa, prujinaning
mahkamlangan ikkinchi uchining koordinatasi -/boMadi. Shunday
qilib, yukning koordinatasi son jihatidan prujina uzunligining
0 ‘zgarishiga teng boMadi.

Prujinaning uncha katta boMmagan cho ‘zilishida prujinaning yukka
ta’sir kuchi Guk gonuniga ko‘ra tubandagicha ifodalanadi:

= -kx,
bu yerda «-» ishorasining olinishiga sabab, kuch yo'nalishi prujinaning
cho‘zilishi (qisilishi) yo'nalishiga garama-qarshi; tezlik ta’rifiga ko ‘ra:
dx
v~ dt

Bu holat uchun Nyutonning ikkinchi gonuniga ko'ra tubandagi
tenglamani yoza olamiz:

m d!x dLx
dt2 di2

F=ma\ a=

bu esa ikkinchi tartibli diffcrensial tenglama.

11.1.2. DIFFERENSIAL TENGLAMANING TA’RIFI
VA UNING UMUMIY YECIIMI

I-ta’rif. Erkli 0‘zgaruvchi x, noma’lum funksiyay =/(x) va uning

Y,/l, ..,y 9hosilalari gatnashgan tenglama differential tenglama deyiladi.
Differensial tenglama simvolik ravishda tubandagicha yoziladi:
_ Yyy", .,ye)=0

yoki

M Ax 'yd{l’éxg’ dxn J
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Agar izlangan funksiyay =f (x) bitta erkli o‘zgaruvchining funksiyasi
boMsa, u holda differensial tenglama oddiy deyiladi. Agar izlangan funksiya
y =/(x) ikki yoki undan ortiq o'zgaruvchilarga bogMiq boMsa, bunday
differensial tenglama xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

2-ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb tenglamaga kirgan
hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, y '- 2xy2+y + 5 = 0 — birinchi darajali, y "+ ky" -
- by - sinx = 0 esa ikkinchi darajali differensial tenglamadir.

3-ta’rif. Differensial tenglamaning y&himi yoki integrali deb
differensial tenglamaga qo'yganda uni ayn\atga aylantiradigan har
ganday y = ~(x) funksiyaga aytiladi.

Misol ™ -y =0 differensial tenglamaning yechimlariy = e*

X~
vay = e~X fimksiyalari boMadi.

Bularni tenglamaga go'yamiz: y ' =edy "= ed ex- e*= 0, xud-

di shuningdek, y '= -e~x;y" = ex\ e~x- e~x= 0.

11.1.3. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

Ushbu F(x, y, y ') = 0 tenglama birinchi tartibli differensial
tenglama deyiladi.

Agar uniy ' ga nisbatan yechish mumkin boMsa, uniy ' =f(x,y)
ko'rinishda yozish mumkin. Bu holda differensial tenglama hosilaga
nishatan yechilgan deyiladi.

Differensial tenglama yechimiga oldingi mavzuda ta’rif berdik.
Ammo misollardan ko'rinadiki, differensial tenglamaning yechimi
bitta funksiya bo'Imasdan, funksiyalarning bir butun to'plami bo'lishi
mumkin.Shuning uchun umumiy yechim to'g'risida so'z yuritamiz.

Teorema. Agary ' =f(x, y) tenglamaday = f(x) funksiya va un-

dany bo yicha olingan ~ xususiy hosila xOy tekislikdagi nugtani o z

ichiga oluvchi biror sohada uzluksizfunksiyalar boisa, n holda berilgan
tenglamaning x = x0bo Uganday = yOshartni ganoatlantiruvchi birgina
yechimi mavjuddir.

x = x0 bo'lganda y funksiya berilgan y0 songa teng bo'lishi kerak,
degan shart boshlang'ich shart deyiladi. Bu shart ko'pincha yxx = y0
ko'rinishda yoziladi.

I-ta’rif. y '=f(x, y) tenglamaning boshlang'ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.
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2-ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi
deb go'yilgan ushbu shartlarni ganoatlantiruvchi y = <p(x; C)
funksiyaga aytiladi (bunda C ixtiyoriy o'zgarmas son):

a) bu funksiya C o‘zgarmas miqdorning har ganday tayin
giymatida ham differensial tenglamani ganoatlantiradi;

b) x =x0boiganday = y0boshlang'ich shart har ganday boiganda
ham, ixtiyoriy o‘zgarmas C ning shunday CO giymatini topish
mumkinki, y = <p(x Q funksiya boshlang'ich shartni ganoatlantiradi.
ya’ni y0= <p(x0; C?).

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda
ko'pincha y ga nisbatan yechilmagan ®(x, y, C) = 0 ko'rinishidagi
munosabatga duch kelamiz.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi ®{x, y, C) =0
Ko ‘rinishidagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integralideyiladi.

3-ta’rif. Ixtiyoriy C o'zgarmas migdorga ma’ium C = COgiymat
berish natijasida y = <p(x; CO umumiy yechimdan hosil bo'ladigan
har ganday funksiya xususiy yechim deb ataladi. Bu holda ®(x, y,
C0 = 0 munosabat tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

Umumiy integral geometrik nuqtayi nazardan koordinatalar
tekisligida bir Ixtiyoriy o'zgarmas C miqdorga bogiiq boigan egri
chiziglar oilasini ifodalaydi. Bu egri chiziglar berilgan differensial
tenglamaning integral egri chiziglari deyiladi. Xususiy integralga bu
oilaning tekislikda berilgan biror nuqta orgali o'tuvchi bitta egri
chizigi mos keladi.

Tenglamaning yechimi deb, fagat tenglamani ganoatlantiruvchi
y = <pd CO funksiyanigina tushunmasdan, balki unga mos integral
egri chizigni ham tushunish kerak.

Differensial tenglamalarni yechishning yagona usuli mavjud
bolmaganligidan differensial tenglamalarning ayrim turlarini va
ularning yechimlarini topish usullarini garaymiz.

11.1.4. O'ZGARUVCHILARI AJRALGAN
VA AJRALADIGAN TENGLAMALAR

1 Eng sodda birinchi tartibli differensial tenglama quyidagi

ko'rinishda boiib, unga o'zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama
deyiladi:

Mdx + Ndy =0. (1)
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Bu tenglamaning umumiy integralini hadlab integrallash orgali
topamiz: JMdx +JNdy = C.

M isol. xdx +ydy = 0 tenglamani umumiy yechimini toping.

Y echish. xdx + ydy = 0 tenglama o'zgaruvchilari ajralgan bi-
rinchi tartibli differensial tenglama. Uni integrallab, umumiy integralni
topamiz: %‘ J‘rlz- =C; Jxdx+Jydy =0; 2C =C2 deb belgilab,
x2+y 2= C2ga ega boiamiz. Bu markazi koordinatalar boshida,
radiusi C ga teng boigan konsentrik swlanalar oilasidan iborat.

2. Ushbu V»
Mx(x)" NXy)dx + M2x) NZy)dy =0, 2
=f\(x{-f2y) ®)
ko'rinishidagi tenglamalar ham o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar
deyiladi.

(2) tenglamani NXy) *M2Xx) * 0 ga boiib, uni o'zgaruvchilari
ajralgan tenglamaga keltiramiz:

i +! =0.
MZ‘(X SI% th%//?d))// 0

Buni integrallab, umumiy integralni topamiz. (3) ko‘rinishdagi
tenglamaning o'ziga xos tomoni: tenglamaning o‘ng tomoni har biri
bitta x yokiy o'zgaruvchiga bogiiq bo'lgan ko'paytuvchilarga ajralgan.

(3) tenglamani quyidagi ko'rinishda yozamiz:

dy =fx(x) «fZAy)dx,

bundan”Cv) N 0 deb quyidagi ko'rinishdagi tenglamaga ega bo'lamiz:
lzdé') =f(x)dx. Bu ifodani integrallab umumiy integralini topamiz:
fj& jdy =1 fl(x)dx +C-

Misol. y' = x% tenglamaning umumiy integralini toping.
=x1ey , bum
2j

Yechish. y' ni ~ ga almashtiramiz:

d
dy = x¥dx; y * 0 deb quyidagini hosil gilamiz: ~))// =X

Integrallasak: J— =jx 2dx +C; 1n|>| = ~- +C!,

—+C J— J—
bundan Iy |=e3 1=ed m 3 yoki y =(xed)e 3;
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e =C deb belgilasak, umumiy integral quyidagi ko‘rinishni
X

oladi: y =Ce3.
t ( o
11.1.5. BIRINCHI TARTIBLI BIR JINSLI TENGLAMALAR
1-ta’rif. Agar M ning har ganday giymatida f(ux, /iy) =firf(x,

y) ayniyat to'gii bo‘lsa, f(x, y) funksiya x va y o'zgaruvchilarga
nisbatan n oichovli birjinsli funksiya deb ataladi.

I-misol. f{x, y) = yjx2- y2 funksiya bir oichovli bir jinsli

funksiya; fi/ix, gy) = (ux)2- (uy)2 =u”x2-y 2 =nf{x,y).

2-misol. f(x, y) =xZ - y* funksiya to‘rt oichovli bir jinsli
funksiya; f(nx,ny) =ux)2"Y)2- (ux)n=uy\x2y2-/).
. . X2+jP
3-misol. fix, y)
funksiya. X
2-ta’rif. Agar birinchi tartibli

funksiya nol oichovli bir jinsli

(9

differensial tenglamada/(x, y) funksiya x vay ga nisbatan nol o'lchovli
bir jinsli funksiya boisa, (1) ofgaruvchilarga nisbatan bir jinsli
tenglama deyiladi.

Bir jinsli tenglamani yechish
Agar tenglamaning o‘ng tomonidagi/(x, y) funksiya nol oichovli

bir jinsli funksiya boisa, unda /n=- desak, fix, y) =/[ L - jga

ega boiamiz. Bu holda (1) tenglama vV o X)
oy _
dx =/(*s i )

ko‘rinishda boiadi.

0 ‘zgaruvchilarni almashtiramiz: z =- yoki y =zXx u holda

dx dx
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Hosilaning ifodasini (") ga go'ysak, o'zgaruvchilari ajraladigan
Z+X ﬁi =/(1, z) tenglama hosil boiadi. O'zgaruvchilarni ajratib
yozamiz:

dx

dz _
X8 =/(1"z)~z Ybl MCy).z - «

Buni integrallaym jz: ‘]_{r_dz)— =j~ +C yoki In|x|=
. 2)-Z

JITI
dz
— — +C
=J/(1,2)-2
Integrallagandan keyin z o'rniga - nisbatni go‘ysak, (I')

tenglamaning umumiy integrali hosil boiadi.

M isol. tenglamaning umumiy integralini toping. Bu
tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama. y = zx almashtirish ba-
jaramiz. U holda tenglama 1"27 = ’z ko‘rinishga keladi.

Tenglamani integrallaymiz: In C, —In 11 - z21= In |x|, bu yerdan

C,= Ixlel1- zA yoki x(1- z) =+C.

Endi y funksiyaga qaytsak, quyidagiga ega boiamiz:

C=x 1- yoki x2- y2- Cx= 0.

11.1.6. BIRJINSLI TENGLAMAGA KELTIRILADIGAN TENGLAMALAR

Quyidagi
dy _ ax+by+c
dx  alx+l\y+C\

ko'rinishdagi tenglama birjinsli tenglamaga keltiriladi. Agarc = ¢, = O
boisa, (1) tenglama birjinsli tenglama. Endi c va ¢, (yoki bulardan
bittasi) noldan fargli boisin.

0 ‘zgaruvchilami almashtiramiz: x = x, +  y =y, + K, u holda

dy _ dyx.
dx  dx|’ (2)
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dy .
X’y va dx 5ming ifodalarini (1) tenglamaga qo ‘ysak:

A\ axi +byi +ch+bk+c

hva K ni dxi OX+ 4= alh+bikeC\ ©)
ah +bk +c =0,
<ar+ +c, =0 (4)
bo'ladigan qilib tanlaymiz. Bu shartda (3) tenglama
I, ~ bir jinsli tenglamaga aylanadi.

Bu tengl~rnanj yechj” so‘ngra (2) formulaga ko‘ra x va y larga
o tsak, (1) tenglamaning yechimini hosil gilamiz.
Agar oA, _ " _ gqbO‘isaj (4) sistemaning yechimi yo‘qg. Ammo

bu holda ~ s A jya'nj desak, (1) tenglama

dy_ (ax+by)+c
dx  u(ax+by)+C\ (5)

ko‘rinishga Keladi. N ,
Bundan z - ax+ by (6) almashtirish yordamida tenglan
o ‘zgaruvchilHri ajraladigan tenglamaga keltiriladi, ya ni

dy _ 1 dz a

dx b dx B’ @

f f B Z _ 1*c
(5) tengUIlmaga (6) va (7) ifodalarni qo ysa&, ‘i [ & poref

tenglamani hosil gilamiz.

Bu esa o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama. (1) ni integrallashga
o'xshash holda tubandagi tenglamani integrallaymiz:

ax+by+c

dx OfX+y+q

Misol. » = tenglamaning umumiy integralini toping.

Y echish Buni birjinsli tenglamaga keltirish uchun o'zgaruv-
chilami almashtiramiz: x =x, + J;y =M+ u a

@ = P%ivyiv2n+k-7.  h+k-7=0,
2yl+h-2k-\ " n—lk —1=0,

-2\ m n=y. v =ux. -2y , jj.
P x,-2y, " x,” Y " 2(1+u2) e

&arctg n- Eln 11+ u: |=In(x,)+ In |C I; arctgw=2In |Cx,n/l+ n2 |;
N y —Jérctgm . yi . .
CXjVI+un =< , bu yerda n o‘rniga ~ ni qo‘yib,

bommmemeeees ~a<y—
Cyx2+>2 =e2 VX ni hosil gilamiz.

Nihoyat x va y o'zgaruvchilarga o‘tib, natijada
ity

Cn/(x - 5)2+ (y +3)2 = umumiy integralni hosil gilamiz.

11.1.7. BIRINCHI TARTIBLI CHIZIQLI TENGLAMALAR

Ta’rif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli
boMgan quyidagi tenglama birinchi tartibli chizigli tenglama deyiladi:
dx +P(x)y =Q(x), 1

bunda P(x) va Q(x) lar x ning berilgan uzluksiz funksiyalari (yoki

o'zgarmas sonlar). (1) chizigli tenglama yechimini ikkita funksiya
ko'paytmasi shaklida izlaymiz: y= u(x)v(x),y' = (u'v)' = u'v + uv'

yoki (2)

buni (1) ga go‘yamiz: u~ +d*v+puv=Q yoki

(du \[]. dv o, 3
aaH-S G ©)
Endi v ni shunday tanlaymizki,

vg +pv=0 (4)

tenglama o'rinli boMsin.
~ =-pdx yoki v= C,e "pdx.
-In |C, |+In |v|= =3 pdx.

(4) tenglamaning noldan fargli biror yechimini topish yetarli

bo'lgani uchun



v(X) =e~5uk ©)
deb olamiz.
V ning topilgan bu giymatini (3) ga go'yib. hosil boigan tengla-
mani yechamiz: ~ +pv=0; V(x)-“=0(x); & = tenglama-
ni hosil gilamiz. dx dx ax  V{x)

nvav ning giymatini (2) ga qo'ysak, y =V(x) [* x)dx 4 ¢ yoki
I V()
Y=nx)\lW (b +C¥(x) ®)

hosil boiadi. Bu berilgan tenglamaning umumiy yechimi.
Misol. y +ytgx = tenglamani yeching.
Y echish. Berilgan tenglama chizigli. Bu tenglamani yechish uchun
yeehimni y=u-v ko‘rinishda izlaymiz. Agary=u-v boisa, u holda
y *=u'v + uv' bo'lib, berilgan tenglama quyidagi ko'rinishini oladi:

uv +uv'+uvtgx =—— vyoki v(u'+uvtgx +uv‘=—|—, a
9 cos X X ( 9x) cos X @)

bu yerda funksiyani
n +untgx =0 (b)
tenglik o'rinli boiadigan qilib tanlaymiz. U holda (a) tenglama
quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:
-1
W= cosx (©)

(b) tenglamani yechamiz: ~ =-utgx; — =~tgxdx;
: gXax;,
ax "

JHjj-==Jtgx dx; Inu =Incosx; u=cosx (buyechim C= Oboigan

holga mos xususiy yechim hisoblanadi);

n =cosx ni (d) tenglamaga olib borib gqo'ysak, cosx-- = —%
dx  cosx

aegaboiamiz. Bundan esa A = —-y-; dv=dx | _ . dx
8= lggx +C. dx ~ cos2x cosay + JdV=I

Demak, y=u-v =cosx(tgx + Q yoki u berilgan tenglamani
umumiy yechimi.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimini (6) formuladan foy-
dalanib ham topish mumkin.
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Misol. Shartga ko‘ra p{X) =tgx; Q(x) = , U holda

y =e~lgkj*J— me~Jnc(Kxdx +cj, bu yerda Jtgx =-Incosx

boiganidan:

y =elooSATf L me-Jncosxdx +c | =cosxff— +cl
L) TBX J LJ cos X J

yoki

y =cosx(tgx + C)\» Ccosx + sinx.

0O‘z-o0zini tekshirish uchun savollar

1 Qanday tenglama differensial tenglama deyiladi?
2. Differensial tenglama tartibi deganda nimani tushunasiz?
3. Differensial tenglamaning umumiy va xususiy yechimlari deb ganday

yechimlarga aytiladi?
4. Birinchi tartibli differensial tenglama yechimi mavjudligi va yagonaligi

to‘g‘risidagi teoremani ifodalang.
5. Umumiy va xususiy yechimlami geometrik nugtayi nazardan talgin qilib bering.
6. Birinchi tartibli differensial tcnglamalarni yechish usullarini ko'rsating:

a) o‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar uchun;

b) chizigli tenglamalar uchun;

d) bir jinsli tenglamalar uchun.

11.2. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALARNI YECHISH USULLARI

11.2.1. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLI DIFFERENSIAL TENGLAMA
UCHUN KOSHI MASALASI

Tubandagi ko'rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli chiziqgli
differensial tenglama deyiladi:
y "+ p{x)y "+ a(x)y =/(x). (D)
Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamaning umumiy
yechimini birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
yechimini ko'rsatgandek, ko'rsatib boimaydi. Shuning uchun ik-
kinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning tatbiq uchun zarur
hisoblangan xususiy hollarini ko'rib o'tamiz. Jumladan, o'zgarmas
koeffitsiyentli ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamani
garaymiz. Uning umumiy ko'rinishi tubandagicha:
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y" + PY'+ W=fix), 2)
bu yerda: p, q lar 0‘zgarmas kattaliklar.
Agarfix) * 0 bo'lsa, (2) tenglama ikkinchi tartibli birjinslimas
chiziqgli differensial tenglama deyiladi.
Agarf{x) - 0 boisa, (2) birjinsli chizigli tenglama deyiladi:
y" +py'+ay=0; ©)
(2) va (3) differensial tenglamalarni yechishni o‘rganishdan oldin
chiziqgli bogiig hamda chiziqgli bogiiq boimagan (erkli) funksiyalar
tushunchasi bilan tanishamiz.
_v,(¥) va y¥x) funksiyalar \a; b] kesmada berilgan boisin. Agar

shunday o'zgarmas a, va a2sonlar uchun (ulardan hech bolmaganda
bittasi noldan farqli)

aXqx) + ay2Ax) =0 (4)
ayniyat o‘rinli boisa, u holda y;(x) vay,(x) funksiyalar chizigli bogfiqg
funksiyalar deyiladi.

Agar (4) ayniyat fagata, = a2= 0 boiganda o'rinli boisa, u holda
>j(x) va y2Ax) funksiyalar chizigli bogfiq bo 1magan erkli funksiyalar
deyiladi.

Boshgacha aytganda, ikkita >,(x) va >>,(x) funksiyalar * a,
ya’ni ularning nisbati o‘zgarmas songa teng bolmaganda chizigli
erkli bo'ladi.

Misol. y,(x) = sinx, y2(x) = cosx funksiyalar chizigli erkli
funksiyalar, chunki a, sin x + a2¢cos x = 0 ayniyat fagatal= a2=0
bo'lgandagina o'rinli bo'ladi.

Agar y,(x) va >2x) funksiyalar chizigli erkli funksiyalar bo'lsa,
ulardan hech biri aynan nolga teng bo'Imaydi.

Endi (2) va (3) differensial tenglamalarni yechish bilan
shug'ullanamiz. Dastlab

y" +p(x)y '+ q(x)y =0 (5)

ikkinchi tartibli birjinsli chizigli differensial tenglamani garaymiz.
1-teorema. Agary”x) vayx)funksiyalar (5) tenglamaning chizigli
erkli xususiy yechimlari bo ba, u holda (5) tenglamaning umumiy yechimi

y{) = Cyxx) + CI2Ax) (6)
bo 1adi, bunda C,, C2— ixtiyoriy 0 zgarmas sonlar.
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Isbot. yt(x) vayZXx) (5) tenglamaning xususiy yechimlari bo'lsa,

u holda bu funksiyalar (5) tenglamani ganoatlantiradi:

y'(x) + p(x) ->'(*) +a(x) y.(x) =0,
y'(x) + p(x) w2(x) + q(x) m2(x) =0.

Tubandagi C,y,(x) + C¥2x) funksiya ham (5) tenglamaning

yechimi bo'ladi. Hagigatan ham, bu funksiya hamda uning hosilalari

[C>,(x) +C2y2(x)I = C,X(x) + C'2(x)

[Cyx(x) + C2>2(x)N= Cxy'(x) +C%2(x) uchun
C\Wix)+C 2 2(x)+p{x) [Cy x(x)+C 2ix)] +a{x)[ Qyl(x)+C y2ix)]r
=Cyr(x) + p{x)Cy[(x) +a{x)Cyx(x) + CY 2(x) + p(x)CY2(x) +

+q(Xx)CY2(x) =Cxyxx) + p{x)y[{x) + tF(x)y,(x)] + CAy2A{x) +
+p(X)y'2(x) +a(x)y2(x)]
bo'lib, (7) munosabatga asosan
[Clyx(x) +C2(x)f + p(x) ®C,y,(x) + CY2(x)\ +
+q(X)\Cxyx(x) + Cy2(x)1=0
bo'ladi.

Bu esa C,y,(x) + C¥2Ax) ning (5) tenglamaning yechimi ekanini
bildiradi. Demak, y(x) = C,A(x) + C¥2x) yechim berilgan

y" +p(x)y’+ a(x)y= 0
tenglamaning umumiy yechimi boiadi. Ikkinchi tartibli
YU+ Py ™+ a(x)y =f(x) ®)
tenglamaning umumiy yechimi hagida ushbu teorema o'rinli.
2-teorema. (8) tenglamaning umumiy yechimi shu tenglama xusu-
siy yechimi bilan (5) tenglamaning umumiy yechimi yig indisiga teng
bo 1adi:
Aumuin ~ .Muni.birjins Y,
bu yerda y — (8) tenglamaning xususiy yechimi.

y" +py’+ qy =fix) tenglamaning y =y0, y 'ix0) = vO0 shartni

X=X0

ganoatlantiruvchi yechimini izlash masalasi Koshi masalasi deyiladi.
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11.2.2. 0 ‘ZGARMAS KOEFFITSIYENTLI IKKINCHI TARTIBLI BIR
JINSLI CHIZIQLI TENGLAMALAR

Ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli tenglama

y" +py'+qy= 0 @
berilgan bo'lsin, bunda p va q o'zgarmas haqiqgiy sonlar.

Yuqorida isbot gilingan teoremaga asosan bu tenglamaning umu-
miy integralini topish uchun uning ikkita chizigli erkli xususiy
yechimini topamiz.

Xususiy yechimlarini

y=ek )]
(bunda k = const) ko'rinishida izlaymiz, bu holday '= kekx y" = kZkx

Bularni (1) tenglamaga qo'ysak, tenglama ekx(k2+pk+q)=0
ko'rinishni oladi. Ammo e** 0 bo'lgani uchun:

(k2+pk +q) = 0. @)

Demak, K (3) tenglamani ganoatlantirsa, u holda e (1) tengla-
maning yechimi bo'ladi. (3) tenglama (1) tenglamaning xarakteris-
tik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglama ikkita ildizi bo'lgan kvadrat tenglamadir,
bu ildizlarni  va k2bilan belgilaymiz:

Bunda quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

a) k{va k2— hagigiy, bir-biriga teng bo'Imagan sonlar (£, * k2);
b) kxva k2 — kompleks sonlar;

d) k{va k2— hagqigiy va bir-biriga teng sonlar (A, = k2.

Bu hollarni ayrim-ayrim qgaraymiz.

a) xarakteristik tenglamaning ildizlari haqigiy va har xil (k]* k2

bo'lgan hoi
Bu holda yx=e*¥; y2=ekX funksiyalar xususiy yechimlar
k 2
bo'ladi. Bu yechimlar — = "rl—: e(kl~&kl)x * const bo'lgani uchun
e Ix
chizigli erkli bo'ladi.
Demak, umumiy integral

y = C{ekX +C2KX (2
ko'rinishda bo'ladi.

Misol. y" + 5y’- 6y= Otenglamaning umumiy integralini toping.
Tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzib ildizlarini topamiz:
k2+ 5k - 6 =0; = -6,k2= 1 lldizlar hagigiy har xil, demak,

umumiy integral: y =C,e'6x + C2x.
b) xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks, go Shma
kx=a + k2=a - I3

bu yerda a=- ~; /3=~7-7

Xususiy yechimlarni quyidagi shaklda yozish mumkin:

_gk\X _ e(a+ip) _ eux €;°X. - ek - gk B> = eaX ac “IPX

Bu ifodaga ushbu e* = cos 9+ /sin ip
Eyler formulasini tatbiq qilib, uni quyidagicha yozamiz:

yt = eax cos /3x + ieax sin fix; y2=-eax cos/?x - ieax sin /3x.

Ma’lumki, birjinsli tenglama yechimlarining chizigli kombinatsiyasi
ham tenglamaning yechimi bo'ladi. Shuning uchun quyidagi

yx= WMLl - eaxcos(bx, y2=Y~¥2= sin /72x

funksiyalar ham tenglamaning yechimlari bo'ladi. Ular chizigli erkli,
chunki
= ctg /?7x * const.

Demak, j/j, y2 funksiyalar (1) tenglama yechimlarining funda-
mental sistemasini tashkil etadi. Shunday qilib, bu funksiyalarning
chizigli kombinatsiyasi

y =eax(Ci ecos/?x + C2-sin/Jx) 3)

berilgan tenglamaning umumiy ycchimini beradi.

M isol. Ushbuy"+ 2y 1+ 5y = 0 tenglamaning umumiy yechi-
mini toping.

Y echish. y"+ 2y'+ 5y =0 differensial tenglama uchun xa-
rakteristik tenglama k2+ 2k + 5 = 0 bo'ladi.

Uning ildizlari: = -1 - 2/; k2= -1+ 2/;a= -1; (i= 2.



Yechimlarning fundamental sistemasi: _y =e X®E0s2X;

>2 = e~X *sin 2x.
Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:

yx=e'n(C, cos2x +C2 sin2x);

3) yechimning muhim xususiy holi xarakteristik tenglama

eldizlarining sof mavhum sonlardan iborat bo‘lgan holidir, bu (1)
~englama p = 0 bo‘lgan holda o ‘rinli:

y" +ay=0. 4)
Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
k2+q=0; g>0

k{2= tifq = %fi,a = 0 bo‘lsa, (3) tenglama quyidagi ko ‘rinishni
Madi:

y = C, cos fix + C2esin fix. (5)
d) xarakteristik tenglamaning ildizlari haqigiy va teng (karrali)
kt= k2= - ~ — bitta xususiy yechim. yx=elX yuqoridagi
*"Mhulohazalar asosida hosil gilinadi.
ekX funksiya ikkinchi xususiy yechim sifatida garalishi mumkin
Am as, chunki ekX = ekX

Shunday xususiy yechim topish kerakki, u hirinchi yechim
= eKx bilan chizigli erkli bo‘lsin. Ikkinchi yechim y2=xekX

fu:Unksiya bo‘lishi mumkinligini ko ‘rsataylik. U yxbilan chizigli erkli,
_ P AL L
c—hunki o g&&xf const,

Bu y2 =xelX funksiya (1) tenglamani ganoatlantirishini tekshi-
rii~ish qoldi. Uni ikki marta diffcrensiallaymiz:

y' =ekX(l + kjx), y2=e*x(k}x + 2kxX\
y2,y¥2, y2 larni berilgan (1) tenglamaga qo‘yamiz:
ekx\(kjix +2k,) +p(1+ kx) +gx] =0.
Qo'shiluvchilarni gayta guruhlaymiz va ekx * Oga gisqartiramiz:
XA2 + pkx+q) +(2kx+p) = 0; (6)
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fc, xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lgani uchun, birinchi gavs
aynan nolga teng, ya’ni A2 +pks+q =0;

A — karrali ildiz, ya’ni k*=1k2 = yoki 2k{= -p ba'lgani
uchun, (6) dagi ikkinchi gavs ham aynan nolga teng, ya’ni 2kx+ p = 0.

Demak, y2 =xekX funksiya (1) tenglamaning yechimi bo'ladi va
y{=ekX bilan chizigli eridi. Shunday gilib, y{=cMva y2 xekX
yechimlar (1) tenglamaVechimlarining fundamental sistemasini
tashkil etadi.

Demak, bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasini tashkil etadi,
bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi

Y~ COY{+ C¥2= elkX(C, + CX) 7)
(1) tenglamaning umumiy yechimini beradi.

Miso 1 Ushbu y" + 2y ’+y =0 tenglamaning umumiy integ-
ralini toping. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini
tuzamiz. Xarakteristik tenglama k2+ 2k + 1=0 ko'rinishda bo'ladi.
Uning ildizlari: kx= kr= -1.

Fundamental yechimlar sistemasi: y, = ex va y2 = xe~X.

Differensial tenglamaning umumiy yechimi quyidagi ko'rinishda
bo'ladi: y =e~x(Q +CX).

11.2.3. BIR JINSLIMAS TENGLAMANI KVAZIKO‘PHAD
1IOL UCHUN XUSUSIY YECHIMI

Bizga oldingi 1-mavzudagi 2-teoremadan ma’lumki,

y " +py "+ a(x)y =f(x) (€Y
birjinslimas tenglamaning yechimi (1) tenglamaga mos
y" +p(X)y" +q(x)y =0 2

birjinsli tenglama umumiy yechimi bilan birjinsli mos tenglarnaning
bitta xususiy yechimi yig'indisidan iborat. Bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimini topishni ko'rib o'tdik. (1) tenglama xususiy
yechimini topishni garaymiz.

Biz differensial tenglamaning texnikada ko'p qo'llaniladigan, ya’ni
o'ng tomoni kvaziko'phad bo'lgan birjinslimas tenglamaning xususiy
yechimini topishni ko'ramiz.

Aytaylik, f(x) = Pn(x)e¥X bo'lsin. Bu holda (1) tenglamaning
xususiy yechimini quyidagi uchta ko'rinishdan biri shaklida i*laymiz:
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a) agar y xarakteristik tenglama ildizlari va k2 larni bittasiga
ham teng bo'lmasa, xususiy yechim y,(x) = QmXx)eyx ko'rinishda
izlanadi; bu yerda Qjx) — noma’lum koeffitsiyentli /s-tartibli ko'phad.

b) agar y xarakteristik tenglama ildizlari kxva k2 lardan biriga
teng bo'lsa, u holda yechimni yAx) = xQnx)e>xko'rinishda izlaymiz;

d) agary xarakteristik tenglamaning karrali ildizi K ga teng bo'lsa,
u holda yechimni ~(x) = x2Qmx)&x ko'rinishda izlaymiz.

Bularga misollar keltirib Q jx) ko'phadning noma’lum
koeffitsiyentlarini topishni ko'rsatamiz.

1-misol. y" + 3y '+ 2y =m 12 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Y echish. A+ 3/c+ 2 = 0 xarakteristik tenglamaning ildizlari:
kx= -1; k2= -2. Bu holda birjinsli tenglamaning umumiy yechimi
y - Cx~x. CZ~b bo'ladi. Berilgan birjinslimas tenglamaning o'ng
tomonini nol ko'rsatkichli kvaziko'phad deb garash mumkin, ya’ni
PO{x)e°x = 1267x = 12.

Shu sababli, xususiy yechimni j7(x) = Q0(x) = A0 ko'rinishda
izlaymiz. AO— noma’lum koeffitsiyent. Bu yechimni berilgan teng-
lamaga qo'yamiz: 2A0= 12, bundan AO= 6. Shunday qilib, berilgan
tenglamaning umumiy yechimi y =y +y, ya’ni >= Cre~x+ C2~
N+ 6 bo'ladi.

2-misol. y
yechimini toping.

Y echish. Dastlab berilgan tenglamaga mos bir jinsliy "- vy
- 6y = 0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz. K2—kK - 6 =0
xarakteristik tenglamaning ildizlari kx= -2 va k2= 3 bo'lgani uchun
umumiy yechim y = Cle~X%+ CzIx bo'ladi.

Berilgan tenglamaning o'ng tomoni ikkinchi darajali ko'phad
bo'lgani uchun, uning xususiy yechimini ikkinchi darajali ko'phad
shaklida izlaymiz, ya’ni

y = Ax2+ Bx + C.

Bu ifodani differensiallab, quyidagilarni topamiz va berilgan
tenglamaga qo'yamiz:
y "= 2Ax+ B\ y" = 2A,
2A —2Ax - B- 6Ax2—6Bx - 6C= 12x2- 2x + 1
yoki - 6Ax2+ (-2A - 6B)x + (2A-B-6C)= 12x2- 2x + 1
Bundan A, B, C koeffitsiyentlarni topish uchun tubandagi
sistemani tuzamiz:

y'-6y- 12x2- 2x + 1 tenglamaning umumiy
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—6A = 12,
«-2A-6B =—2,
2A-B-6C =1

Bu sistemani yechsak: A= —2; B=1, C- - I
Demak, y = -2x2+ x - 1
Berilgan tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo'ladi:

y =\sie-Jc + C2}K- 2x2+ x — 1.

3-misol. y" +y' =6x2- 7tenglamaning umumiy yechimini to-
ping.

Y echish. Dastlab berilgan tenglamaga mos birjinsliy " +y '= 0
tenglamaning umumiy yechimini topamiz. k2+ k = 0 xarakteristik
tenglamaning Ildizlari kx= 0 va £2= -1 bo'lgani uchun umumiy
yechim y = Cx+ C2~xko'rinishda bo'ladi.

Berilgan tenglamaning o'ng tomoni ikkinchi darajali ko'phad.
Xarakteristik tenglamaning bitta ildizi nol bo'lganligi sababli, bir
jinslimas tenglamaning xususiy yechimini y =x(Ax2+ Bx + C)
ko'rinishda izlaymiz.

Bu ifodani differensiallab, berilgan tenglamaga go'yamiz:

y' = 3yx2+ 2Bx + C, y" = BAX +2 B;
6AX +2B + 3Ax2+ 2Bx + C = 6x2- 7

yoki
3AXx2+ (6A + 2B)x + (2B + Q = 6x2—T7.

X 0'zgaruvchining bir xil ko'rsatkichlari oldidagi koeffitsiyentlarni
tenglashtirib, quyidagi sistemaga ega bo'lamiz:

3A =6,
m6A +2B =0,
2B+C =1

Sistemani yechib A, B, C larni topamiz: A=2, B= -6, C= 5.

Shunday qilib xususiy yechim y=x(2x2- 6x + 5) ko'rinishda
bo'ladi.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimi y = C, + C2 e~x+
+ x(2x2—6x + 5).

4-misol.>" —7y'+ 10>= 4eXtenglamaning umumiy yechimini

toping.
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Y cchish. Dastlab y"- 7y'+ 10y = 0 bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimini topamiz. k27k+ 10 = 0 xarakteristik tengla-
maning ildizlari k{= 2 va k2= 5 boiganligi sababli, uning umumiy
yechimiy = C,ex+ C2 xbo'ladi.

Berilgan bir jinslimas tenglamaning o'ng tomoni ko'rsatkichli
funksiya.y = 3 gateng boiib, xarakteristik tenglama ildizlarini bittasi
ham unga teng emas. Shuning uchun uni y = Aeix ko'rinishda
izlaymiz. Bu ifodani differensiallab, y,y"',y" larni berilgan tenglamaga
go'yib, A koeffitsiyentni hisoblaymiz:

9/le3 - 2lAeX + WAeX =4Ae -2A =4 A=-2.

Bundan xususiy yechim y = -2eix ga teng. Berilgan tenglama-
ning umumiy yechimi esa tubandagi ko'rinishda bo'ladi:

y = Ctelx+ CZ x - 2e3

5-misol.y"-y'~ 2y = 9e2xtenglamaning umumiy yechimini to-
ping.

Y echish. Dastlab/ - / - 2y = 0 birjinsli tenglamaning umumiy
yechimini topamiz. k2- k- 2 = 0 xarakteristik tenglama k{= -1 va
k2= 2 ildizlarga ega. U holda umumiy yechimy = Ce~x+ C2* bo'ladi.

Berilgan tenglamaning o'ng tomoni ko'rsatkichli funksiya. Bu
holday = 2 ko'rsatkich xarakteristik tenglamaning bitta ildiziga teng.
Shu sababli, xususiy yechimni y =xAelx ko'rinishda izlaymiz. Bu
ifodani ikki marta differensiallaymiz:

y' = AeX +x2Ae~x\ y’ =2AeX + 2AeX +4Axe2x;

Yy, Y, Yy’ larni berilgan tenglamaga qo'yib, A koeffitsiyentni
aniglaymiz. 4Ae2x +4Axelx - Ae2x - 2Axe2x - 2AxeX = 9e2x;
3A=9;A=3

Xususiy yechim y = 3xe. Berilgan tenglamaning umumiy
yechimiy = C{e~x + CxX+ 3xelxga teng.

6-misol.y"-7y'+ 10y = 4cXtenglamaning y(0) = 2; y(0) = 13
boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. y"~7y'+ 10y = 4e? tenglamaning umumiy yechimi
4-misoldan ma’lum:

y = Celx+ Cex - 2eX *)

Boshlang'ich shartlardan foydalanib C, va C2 ixtiyoriy
o'zgarmaslarning giymatlarini topamiz. Umumiy yechimni differen-
siallaymiz:
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y'=2C,e2x+5C25x-6 e }~ (**)
(*) tenglamaga x = 0 vay = 2 larni qo'yamiz:

2 =Ce20 +C250-2e3°=C,+C,-2, C, + C2=4 ga ega

bo'lamiz.

(**) ga x =0 va y'= 13 ni qo'yamiz. 13 = 2C,e20+ 5C2?"°—
-6e3°=2C,+ 5C2- 6;

2C + |C, = 19; C. va C, larni topish uchun tubandagi sistemani
tuzamiz: N.

C, +C2- 4 sistemani yechib C. va C, larni topamiz:
|2C, +5C2=19
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Demak, boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi xususiy yechim
quyidagi ko'rinishda bo'lar ekan:

i e 2elX

7-misol. y"+ 2y' + 5y = 3sin x tenglamaning umumiy
yechimini toping.

Y echish. Dastlabf + 2y'+ 5y = 0 birjinsli tenglamaning umu-
miy yechimini topamiz. k2+ 2k + 5 = 0 xarakteristik tenglamaning
ildizlari = -1 + 2/vak2= -1 - 2i. Shuning uchun umumiy yechim:
y = C”™cos 2x + Cx~xsin 2x ko'rinishda bo'ladi. Berilgan tenglamani
quyidagi ko'rinishda yozamiz: y" + 2y' + 5y = 3e* (*) tenglamaning
xususiy yechimini y (x) = w(x) + /u(x) ko'rinishida izlaymiz, chunki
buni mavhum qismi berilgan tenglamani ganoatlantiradi. Hagigatan
ham, agar(« + iv)" + 2(u + rv)' + 5(u + iv) = 3cosx + 3sinx bo'lsa,
u holda v" + 2v' + 5v = 3sinx bo'ladi. (*) tenglamaning yechimini
y(x) = A"e* ko'rinishda izlaymiz. k =i * kv k2 yuqoridagi ifodani
(*) tenglamaga go'yamiz: (4 + 2i)A = 3 yoki [, =
shunday qilib, xususiy yechim

63* . 3 /3
y(x) = (cost +isin/) +§cost+—sint+/(— sint - 3—cos'[}.

Bu ifodaning mavhum qismi berilgan tenglamaning xususiy
yechimi bo'ladi. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

y(x) = Cee~x cos 2x + C~xsin 2x + 3sinx - ® cosx.
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0 ‘z-o°‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi nimadan iborat?

2. Ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shartning geometrik
ma’nosi nimadan iborat?

3. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaga ta'rif bering.

4. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli birjinsli differensial tenglamaning
umumiy yeehimini topish usulini tushuntirib bering.

5. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli bir jinsli differensial tenglama
umumiy yechimining uning xarakteristik tenglamasi ildizlariga bog‘liq boMgan
hollari formulalarini yozing.

11.3. TEBRANISHNING DIFFERENSIAL TENGLAMALARI

11.3.1. TEBRANISHLARNING DIFFERENSIAL TENGLAMASIGA
OLIB KELUVCIII MASALALAR

1-masala. K bikrlikka ega prujinada m massali yukning to‘g‘ri
chizigli tcbranma harakatini qaraymiz.

Yukning to‘g‘ri chiziqdagi holati t vagtga bog‘lig bo'lgan x
koordinatasi bilan xarakterlanadi, ya’ni x =x(t). Prujina cho‘zil-
masdan oldin yukning turgan holatini koordinatalar boshi O nuqta
deb olamiz. Agar prujinani cho‘zmasdan oldin uning uzunligini /
dcsak, u holda prujinaning ikkinchi uchi mahkamlangan nuqta
koordinatasi - / boiadi. Yukning holatini aniglovchi x koordinata
prujina uzunligi o‘zgarishiga bog‘lig bo‘ladi. Uncha katta bo‘Imagan
cho‘zilishda, prujina tomonidan yukka ta’sir giluvchi kuch Guk
gonuniga ko‘ra F= -kx ga teng (150-chizma).

Bu holda manfiy ishoraning qo‘yilishiga sabab prujina cho‘zilishiga
Fkuch garshi yo'nalgan.

Tezlik ta’rifiga ko‘ra V = :f! ga teng. Bu holda Nyuton tengla-

masi quyidagi ko‘rinishni oladi: m(:jrx =-kx yoki

d x

o X0 (1)

Bu yerda: m — yukning massasi, K — prujinaning bikrligi,
x = X(t) — izlanayotgan funksiya.

Agar yukka tashqaridan muhitning qarshilik kuchi ham ta’sir gilsa,
(1) quyidagi ko‘rinishni oladi:
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X +£ X +£X=0, )

.i/terlovchi
bu yerda: p — yukka muhit tomonidan qarshilikni xan®  ta’sir
kattalik. Agar yukka bulardan tashgari tebranma F(t) kui 1

gilsa, u holda (2) quyidagi ko'rinishni oladi:

o x= 3)
m m

(3) — wuifcning tebranma harakat tenglamasi. (1) va i*nda
malar (3) umumiy tenglamaning xususiy hollari boiib, (1) leng
tashqi ta’sir va garshilik hisobga olinmagan.

Bu ikki tenglama erkin tebranish tenglamalari deyiladi-.

(3) tenglama — o°‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinc*1l
differensial tenglama majburiy tebranishlar tenglamasi deyl , ,u

2-mas ala. Prujina uchiga osilgan m massali moddiy i’lig nun:n;
vertikal to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanadi. Yukning harak;'l ..
aniglash talab gilinadi. Muvozanat holatda yuk og‘irligi p1 .. ]
elastiklik kuchi bilan muvozanatlashadi, deb fara/ 4 ust
Koordinatalar boshini yukning muvozanat holati bilan u "0‘Yiab
tushiramiz. Oy o‘gni yuk harakat gilayotgan to‘g‘ri chi/|Cl .
vertikal pastga yo‘naltiramiz (151-chizma). Yukning vaqtni,lgjanjs®
t momentidagi vaziyati yukning koordinatalar boshidagi clic . m,
bilan aniglanadi. Yukning harakat qonunini topish uchuny c
(og‘ish) ning / vagtga bog‘lanishini aniglash kerak.

Yukka quyidagi kuchlar ta’sir giladi:

1) yukni boshlang'ich vaziyatga
gaytarishga harakat giluvchi tiklash kuchi
Fv Bu kuch Oy o‘g bo‘ylab yo‘nalgan va
uning bu o‘gga proyeksiyasi yukning
muvozanat holatidan chetlanishiga
proporsional: /", = —ky. Bu yerdagi
k(k > 0) son tiklash koeffitsiyenti deyiladi.

Kuch proyeksiyasi F{ning ifodasidagi
«minus» ishorasi tiklash kuchi prujina
deformatsiyasiga gqarama-garshi tomonga
vo‘nalganini ko‘rsatadi;

2) yukli prujina joylashgan
muhitning garshilik kuchi F2 yuk
harakati tezligi vektoriga garama-qarshi 151-chizm
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yo‘nalgan. Tajribaning ko'rsatishicha, F2kuchning miqgdori yuk tez-
ligining kattaligi V ga proporsionaldir. Shuning uchun F2kuchning
Oy o'qqga proyeksiyasi F2y- -X V (bu yerda A > 0) yoki F%/=
ko‘rinishida yoziladi.

Yukning og'irlik kuchini hisobga olmaymiz, chunki u prujina-
ning elastiklik kuchi bilan muvozanatlashadi, prujinaning og'irligini
esa yo‘q deb hisoblaymiz.

Yuk harakatining differensial tenglamasini tuzish uchun
Nyutonning ikkinchi gonunidan foydalanamiz:

ma ="F, @)

bu yerda: a — tezlanish vektori, 2_F — moddiy nuqtaga ta’sir etuvchi
kuchlar yig'indisi.

Bizning holda moddiy nuqtaga (yukka) Oy o'q bo'ylab yo'nalgan
Fx va F2 ikkita kuch ta’sir ctadi. (4) tenglikning ikkala tomonidagi
vektorni Oy o'qga proyeksiyalab va tezlanish vektori a ning Oy

o'gga proyeksiyasi ":£ga teng ekanini e’tiborga olib, izlanayotgan

dt
differensial tenglamani hosil gilamiz:
™d2x i 1dx .. d2x , dx , A
T1? =-Ky-kKW yokl TA[* xn * k3 =0- 5>

(5) — o'zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli tenglamadir va u
erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi.

Agar yukka bundan tashgari Oy o'q bo'yicha yo'nalgan tashqi F[t)
«(o'zgatuvchi» kuch ta’sir etsa va uning F(t) kattaligi tvagtning berilgan
funksiyasi bo'lsa, u holda tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:

md- +X~ +ky =F(1). (6)

(6) ga majburiy tebranishlar tenglamasi deyiladi.
(6) tenglamaning ikkala gismini m ga bo'lib va

m-g K - 8 F(O) _ iy
m m u m

belgilashlar kiritib, majburiy tebranishlar tenglamasining quyidagi
uzil-kesil shaklini hosil gilamiz:

~£+d% +ooy =f(1); (7)
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y'+dy' +0)ly =/(/).

(8) tenglama >(0) = ya]>'(0) = V\hboshlang'ich sharti bilan Koshi

masalasi hisoblanadi.
Ikkala holda ham (3) va (7) tenglamalar
y" +ayl+ by =/(/) (9)
ko'rilishga ega bo'ladi. Bu esa o'zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi
tartibit chizigli differensial tenglama. Fizika kursida tebranishlar

nazariyasida a va b koeffitsiyentlarni a- d va b= ko'rinishda
bclgilash gabul gilingan. Shu sababli, biz ham (9) tenglamani
y' +dy' +afy =f(t) (1)

ko'rinishida yozamiz.

Bu yerda” y(t) — izlangan funksiya bo'lib, tebranma harakatni
ifodalaydi va uning fizik ma’nosi turlicha bo'lishi mumkin (tebranma
harakat gayerdaligiga garab), 6 — tcbranishning so'nish koeffitsiyenti;
oon— erkin yoki xususiy tebranish chastotasi;/(r) — majburlovchi kuch;

(10) tenglamaning o'ng tomoni kvaziko'phad ko'rinishida bo'lsin.

Qo'zg'atuvchi tashgi kuch davriy bo'lib f(t) = FG\n a> gonun
bo'yicha o'zgaradigan, amaliy jihatdan muhim bo'lgan holni garaymiz:

y'+dy'+(uy - Fgsin co/- (H)
Umumiy yechimni topamiz. Buning uchun dastlab bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Xarakteristik tenglamasi:
@ +8k+(Dd=0;  Mg2 = dxy1dz:amz
Umumiy yechimi: yQ= Cek<+C2k .
Endi bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimini topamiz.

Buning uchun o'ng tomonni /(/) = /0sinwr= MUt (8)e
ko'rinishda ifodalaymiz.
y'(t) xususiy yechimni quyidagicha izlaymiz:

y'(t) =#() + 9%1t) = AGb'+ B
y'(t) va y"(t) larni topib, (10) tenglamaga go'yamiz.

y\t) =mAtff*-wB,e-w; y\t) =/V Alebl +i20j2Bre~w ;
(-cw2+i8(0+(ol)Ale'gt+ (-w2-id(o+c02)Ble-i<at= [*y M- ( §
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Tenglamaning chap va o'ng tomonidagi bir xil funksiyalar oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtirib Anva BO larni topamiz:
A-$ Lp>2-(0y)-wp ~i(co~ - oj}))- ©f
_((02-a)y)2+ (wpa)2 (102- a”j2+(cop)2

y'(t) xususiy yechim quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

- _bP
(O DR (€r-W0)2H(up)2

Eyler formulasidan kelib chiquvchi el +e~K =2cos cot;
£w _e-Ww _ 2/sjn munosabatlardan foydalansak, umumiy yechim
quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

y()=C /1+C2R - o FOsinoj/
(UL-w1)2+(wm)2_
cod

F,, cos (pt.
_(w2-w 1)2+{cup)

Agar yuqoridagi ifodalarda C, va C2lar giymatlarini boshlang'ich
shartlardan foydalanib topsak, Koshi masalasi yechilgan hisoblanadi.

11.3.2. GARMONIK DAVRIY BO‘LMAGAN SO ‘NUVCHI
ERKIN TEBRANISHLAR

Bizga oldingi mavzudan ma’lumki, birjinsli tenglamaning yechimi
erkin tebranishni ifodalaydi:

Y=e 2 Ce ()

C,, C2o0'zgarmaslar boshlang'ich shartlardan topiladi. Ammo bu
o'zgarmaslar erkin tebranishlar xarakteriga ta’sir gilmaydi. Erkin
tebranishlarni garaymiz.

6 > 0 bo'lganda, erkin tebranish so'nuvchi bo'ladi, chunki (1)
formuladan:

lim =0

%= 0 bo'lganda erkin tebranish chastotali davriymas garmonik
tebranishlarni ifodalaydi, shuning uchun con ga erkin tebranish
chastotasi deyiladi.
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y0 =Ceiod +C22i = (C, + C2)cos &bt +
+(/C, - iC2)sin (v0t = C3cos (ot + C4sin a0t .

Agar 6 > 0 bo'lib, kattaligi jihatidan kichik migdor bo'lsa. ya’ni
(2) _wo<o bo'lsa, u holda erkin tebranish davriymas bo'ladi. U

tebranisl®i davriy garmonik funksiya bilan so'nuvchi eksponent e 2

ko'paytmasi shaklida ifodalaydi:
6
y0 = (C3cosco,/ + C4sin (oft)e 2,

bu yerda a>=J gl
bog'lig. \% n2)

chastota bo'lib, so'nish koeffitsiyenti d ga

(f) -a,0™> 0 bo'lganda, ya’ni 6 so'nish koeffitsiyentining

yetarlicha katta giymatlarida erkin tebranish aperiodik harakatni ifoda-
laydi. Bu harakatning umumiy xarakteri shundaki, /vaqt o'tishi bilan
u asimptotik ravishda nolga yaginlashadi. Bu holda eksponent

monoton funksiya hisoblanadi. Yuqoridagi 3 ta tebranma

harakatga mos funksiya grafiklarini keltiramiz. (152-1, b, d chizmalar.)

Hit) Aperiodik tebranish jarayoni

152-chizma.
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11.3.3. MAJBURIY TEBRANISIILAR. AMPLITUDA-CHASTOTA
XARAKTERISTIKA. REZONANS

Bir jinslimas tenglama yechimining o‘ng tomonida turgan
yig'indining birinchi hadi (birjinsli tenglamaning yechimi) so'nuvchi
tebranishlarni bildiradi. / o‘sib borganda x kamayib boradi va demak,
ma’lum vaqt o‘tgandan keyin majburiy tebranishlarni aniglovchi
ikkinchi had hal giluvchi ahamiyatga ega bo'ladi:

Y\(0 = _tuQ-ar

= L («r-<u0)2-a52 | FOsin cot - f FOcos lot, (1)

(wW2-wgq)2+(cud)2

bu yerda: FO— majburiy kuch amplitudasi. W — uning chastotasi. on —
erkin tebranish chastotasi. d uncha katta bo'lImagan giymatda (1) formulada
ikkinchi go'shiluvchi birinchi go'shiluvchidan juda ham kichik bo'ladi:

Fnsin cot. (2

(2) dan ko'rinadiki, majburiy tebranish ko'rinishi jihatdan maj-
burlovchi kuch tebranishga o'xshash bo'lib, fagat undan B amplitu-
daga farq giladi:

n 11 17
> 2-«g)2+(«d)2] Fo- <>

Majburiy tebranish amplitudasi B majburlovchi kuch chastotasi
ga bog'lig bo'ladi, shuning uchun (3) bog'lanishga tebranish
jarayonining amplituda-chastota xarakteristikasi deyiladi.

(3) dan ko'rinadiki, d kichik bo'lsa, majburiy tebranish chastotasi
keskin oshadi:

0)"WQ
Bu esa rezonans hodisasi deyiladi.

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar
1 Tcbranishlarning differensial tenglamasiga olib keluvchi masalalarni
tushuntirib bering.
Erkin va majburiy tebranishlar tenglamasini keltirib chigaring.
Erkin tebranish chastotasi nima?
4. Rezonans hodisasini tushuntiring.

w N

12-bob. BIR NECHA 0 ZGARUVCHILI FUNKSIYA
UCHUN INTEGRAL HISOBI ELEMENTLARI

12.1. IKKI KARRALI INTEGRAL
12Kj- IKKI KARRALI INTEGRALGA OLIB KELADIGAN MASALALAR

1-masala. Biror D to'g'ri to'rtburchak shaklidagi yupqga plas-
tinka berilgan bo'lsin. Bu plastinkaning ixtiyoriy AS yuzini garaylik.

Shu yuzga to'g'ri keladigan massa Am bo'lsin. U holda ~ nisbat
AS yuzning o rtacha zichligi deyiladi. Agar A Syuzcha kichraya borib,
P(x; y) nuqtaga aylanib qoladi, deb faraz qgilib va Jim, g*- limitni
garasak, bu limit mavjud bo'lsa, u P nuqtaning vaziyatiga, ya’ni bu
nuqtaning nm va y koordinatalariga bog'lig bo'ladi. Boshgacha
aytganda, P nuqtaning gqandaydirf(P) funksiyasidan iborat bo'ladi.
Bu limit plastinkaning P nuqtadagi sirt zichligi deyiladi:

lim ~ =/(/3=p(x,Yy).
N5-»0

Endi D plastinkaning m massasini hisoblaylik. Agar plastinka-
ning ixtiyoriy ikkita teng yuzga ega bo'lgan kichik bo'laklari teng
massaga ega bo'lsa, plastinka birjinsli deyiladi. Agar plastinka bir
jinsli bo'lsa, u holda uning massasi m =pab ga teng. Bu yerdap —
sirt zichligi, a va b lar plastinkaning bo'yi va eni. Aytaylik, plastinka
bir jinsli bo'Imasin. U holda plastinka massasini hisoblash uchun
quyidagicha yondashamiz:

D plastinkani X=X, =— va
Y—Yj—lil) (i,j =0, 1, ..., n) koordinata
o'glariga parallel to'g'ri chiziglar yordamida
n2to'g'ri to'rtburchaklarga bo'lamiz (153-
chizma). Bu to'g'ri to'rtburchaklarni ”-/|
D,ji,j =1 2, .., n) bilan belgilaymiz, c
ularning harbirining yuzi Ax, *Ayvga teng.

Bir o'zgaruvchili funksiya anig ¢ Moroxioot
integralida integral yig'indi tuzishga 153-chizma.
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o'xshash, p(x, y) funksiya uchun integral
yig'indi tuzamiz:

Xy5p (T, THA%iAK" 0)

bu yerda (r,; fy) - to'g'ri to'rtburchak-
* ning biror nugtasi bo'lib, r, £ [xM; x,] va
yjil\' 1)-D to'g'ri to'rtbur-
chakning berilgan bo'linishiga mosp(x, y)
funksiya uchun integral yig'indi deyiladi.
(Hning «->o00 dagi limiti plastinka-
ning m massasiga teng:

noon

m=%_;“g‘):sﬁ p(r3rn)to/A>0- 2)

2-m asa la. xOy tekisligida / yopiq kontur bilan chegaralangan G
soha berilgan bo'lsin. Pastdan G soha, yuqoridan z=f{x, y) sirtning
bo'lagi va yo'naltiruvchi / va yasovchilari Oz o'qqga parallel bo'lgan sirt
bilan chegaralangan jismni garaylik. Bunda z=f(x, y) funksiya Gsohada
aniglangan, uzluksiz va /(x, y) > 0 deb faraz gilaylik. Bunday jism
silindrik jism deb ataladi. Shu silindrik jismning hajmini topish talab
gilinsin (154-chizma). Buning uchun G sohani n ta kichik AGV AG2,

NGnyuzchalarga bo'lamiz va ularni yuzlarini ham AGV AGv ...,
AGnbilan belgilaymiz.

Har bir AG( kichik yuzlarning ustida z=f(x, y) sirtning AG.
yuzga proyeksiyalanuvchi bo'lagi bilan chegaralangan kichik silin-
drik sirt yasaymiz. Bu bilan silindrik jismni asoslari AG bo'lgan n ta
ustunchalarga ajratamiz. Asosi AGtbo'lgan ustun hajmini AK bilan
belgilaymiz. U holda silindrik jismning V hajmi bu ustunchalar
hajmlarining yig'indisiga teng:

V=%AV,.
A
Endi AG: asosli silindrni qgaraylik. Silindrning balandligi uchun
z=1f(x, y) sirtning AC, yuzining ixtiyoriy P{X; y) nuqtasining zt
koordinatasini olamiz (155-chizma).
Bu silindrning hajmi tagriban AGi asosning yuzi bilan zi =f(x,
y) balandlikning ko'paytmasiga teng. Demak,
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=1(%y, )BT,

Barcha bunday hajmlarning yigindisini
olsak, silindrik jism V hajmining taqribiy
giy”~natini beradi:

r=+xWL ~=1x,,y,)bl (3
=i

H
3) —silindrik jismning berilgan bo'linishlar-
ga mosf(x, y) funksiya uchun integralyig'indisi
deyiladi. (3) integral yig'indining n -* » dagi 155-chiuna.

limiti silindrik jism hajmini beradi:
V =\m '/£1f(x i, ¥,)AGI.

Shunday qilib, yuqoridagi ikki masalada ham, ya’ni plastinka
massasini, silindr hajmini hisoblash masalalarida masala biror
yig'indining limitini topishga keltirildi. Bu masalalar aniq integralning
juda muhim umumlashmasiga, boshgacha aytganda, ikki karrali
integralga olib keladi.

12.1.2. IKKI KARRALI INTEGRAL TA’RIFI VA UNI HISOBLASH

xOy tekisligida / chiziq bilan chegaralangan yopiq D sohani olaylik.
D sohada aniglangan uzluksiz/(x, y) funksiyani garaylik. D sohani
ixtiyoriy chiziglar yordamida n ta bo'lakka bo'lamiz, boMakchalarning
o'zlarini va yuzlarini Aov Aa2 ..., Aonbilan belgilaymiz. Bu
bo'lakchalar yuzlarining yig'indisi butun sohaning yuziga teng bo'lsin:

D =fjAoi.
i=

Bo'laklarning har birida ixtiyoriy P.
nuqgta olamiz (156-chizma). z=f(P) =
=/(x, y) funksiyaning bu nuqtalardagi
giymatlarini, ya'ni/(/*,),f(P2,....f(Pn
larini hisoblaymiz.f{P)Ao. =/(x, y)Ao:
ko'rinishdagi ko'paytmalarning yig'in-
disini tuzamiz:
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X 1 (PI)AOF=X f(XX, Yy, Aor (2

1) yig'indi ikki o'zgaruvchili z=f(P )= fix, y) funksiya uchun
tuzilgan integral yig'indi deyiladi.

Endi n-* o da Adan->0 deb (1) integral yig'indining limitini
topamiz.

Ta’rif. Agar (1) integral yig'indining n > ada limiti mavjud bo'lib,
u P'(Xpy) nugtaning tanlanishiga, D sohaning Aaikichik yuzchalarga
bo'linish usuliga bog'lig bo'Imasa, u holda bu limitf(x, y) funksiyadan

D soha bo'yicha olingan ikki karrali integral deyiladi va quyidagicha
belgilanadi:

jjf(P)do yoki Jf(x,y)do.
Shunday qilib,

Jf(x,y)do =lim X /(x,,y,)ba,

yoki

Wf(P)do =um f jf(Pi)Aoi,

bu yerda: D soha integrallash sohasi, f (x, y) funksiya integral ostidagi
funksiya,f(x, y)do — integral ostidagi ifoda, do — yuz elementi deyiladi.

Endi yugoridagi massa va hajm haqgidagi masalalarga kelsak,
quyidagilarni aytish mumkin:

Zichligi p = p(x, y) bo'lgan D yassi plastinkaning massasi
zichlikdan olingan ikki karrali integralga teng:

noon

m=1lim X X P(r/” *)Ax,A4Y, = ffp(x, y)dxdy.
/le( YAX, A Dp( y)dxdy

Silindrik jismning hajmi son jihatidan f(x, y) >0 dan G soha
bo'yicha olingan ikki karrali integralga teng:

V- limX f(xi,Y)AG, = \\f(x, y)dG.
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Y Buning o'zi esa ikki karrali
integralning geometrik ma’nosini
beradi.

Endi ikki karrali integralni
hisoblash uchun xOy tekislikda yotuv-
chi D sohani koordinata o'glaridan
biriga. masalan, Oy o'qga parallel
bo'lgan va sohaning ichki nuqtasidan
o'tadigan har ganday to'g'ri chiziqg
soha chegarasini ikki 1/, va M2nuqtada
kesib o'tadigan qilib olamiz.
Qaralayotgan holda D sohay = p,(x),y = $/X), x= a,x= bchiziglar
bilan chegaralangan, bunda g(x) < g#Xx), a < bbo'lib, cp”x) va ipAx)
funksiyalar [a,b\ kesmada uzluksiz deb faraz gilamiz (157-chizma).

Bunda sohani Oy o'q yo'nalishida to § ¥i bo ‘1gan soha deb ataymiz.
Ox o'q yo'nalishida to'g'ri bo'lgan soha ham shunday aniglanadi.
Ikkala, ya’ni Ox va Oy o'glar yo'nalishida to'g'ri bo'lgan sohani
gisgacha tof ¥i soha deymiz. /(x, y) funksiya D sohada uzluksiz
bo'lsin. U holda

157-chizma.

b(n(x)
Jfix, yydxdy =J J f(x, y)dy dx 2
D a fi(x)

bo'ladi.

(2) formula ikki karrali integralni hisoblash formulasidir. (2) ni
hisoblash uchun x ni o'zgarmas deb garaymiz, gavs ichidagi ifodani
awal y bo'yicha integrallaymiz. Integrallash natijasida x ning uzluksiz
funksiyasi hosil bo'ladi:

ne)
OX)=1J fix, y)dy.

<PiM
b
Bu funksiyani x bo'yicha ava bgacha integrallaymiz: | = Jcb(x)"x,
natijada biror o'’zgarmas son chigadi. “

M isol. Ushbu ikki karrali integralni hisoblang:

70 - jOI \l(xl+y2)dy dx.
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Yechish. Awal ichki integralni hisoblaymiz:
% *2
®(x) = J (x2+y2)dy = (xy +43) “=x4+
s} \ 3/0

V6
?,
endi tashqi integralni hisoblaymiz:

1_1 1 26
io 5 21 105

2) sohani aniglaymiz. Bu holda D orgali y =0, y =x2 x =0,
x = 1 chiziglar bilan chegaralangan soha ifodalangan.

12.1.3. IKKI KARRALI INTEGRALNING XOSSALARI

Z=fix, jO funksiya D sohada berilgan va uzluksiz bo‘lsin.
1-xossa. Agar D = Z),UD, bo‘lsa, u holda

Jjfix, y)dxdy = fix, y)dxdy +JJf{x, y)dxdy
5 )

N 1>
bo'ladi.
2-xossa. “kfix, y)dxdy = &Jfix, y)dxdy tenglik o'rinli. Bu
d o,
yerda (kK = const).

3-x 0ssa. Dsohada/ (x,y) funksiya bilan birga (p{X, y) funksiya
uzluksiz bo'lsa, tubandagi tenglik o'rinli bo'ladi:

JI[/(*, y)x<pix, y)]dxdy - \\fix, y)dxdy +\\<p{x, y)dxdy.
D D D

4-x 0ssa. Agar D sohada / (x, y) >0 bo'lsa, u holda
Jinx, y)dxdy > 0
bo'ladi.
5-xo0ssa. Agar f{x,y)<<pix,y) bo'lsa, JJ/ (x, y)dxdy<
<JJ<pfx, y)dxdy bo'ladi.
D
6-xossa. D sohada shunday (£; r/) nugta topiladiki, unda
fix, y) dxdy =f{£, t) 6 bo'ladi.
D
bu yerda: S - D sohaning yuzi.
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12.1.4. IKKI KARRALI INTEGRALDA O'ZGARUVCIIINI ALMASHTIRISH

Ba’zi bir hollarda ikki karrali integralni hisoblashni tezlashtirishda
o'zgaruvchilarni almashtirish qulaylik tug'diradi. Aytaylik, xOy
tekisligida chegaralangan D sohada uzluksiz fix, y) funksiyadan
olingan ikki karrali integralni hisoblash talab gilinsin.

Faraz qilaylik,

x = (p{u, v) vay =xp{u, v) 1)
funksiyalar xOy tekisligidagi M(x; y)ED nuqta bilan uOv tekislikning
biror D' sohasidagi M'iw, u) nuqtasi o'rtasida o'zaro bir giymatli
moslikni o'rnatsin (158-chizma).

Demak, (1) formulalar tekislikning uOv sohasini xOy tekislik-
ning D sohasiga almashtiradi:

u=(P\{x, Y) va Vv =Xpyix,y). 2)

2) formulalar esa aksincha. Bu yerda u, v larni M nugtaning egri

chizigli koordinatalari deb yuritiladi. Umuman olganda, (1) formulalar
va undan kelib chiquvchi (2) formulalarga koordinata almashtirish
formulalari deyiladi. U M nuqgtaning to'g'ri burchakli x, y
koordinatalaridan, uning u, v egri chizigli koordinatalariga va aksincha
o'tishga imkon beradi. Ikki karrali integralda o'zgaruvchini
almashtirish formulasini isbotsiz keltiramiz:

Jtix, y) dxdy = 33 <l v); xpiu, v)) \J \dudv, 3)

D D

bu yerda
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Ky, v) yru(u, v)

J(u, v) = ]
<P, v) /' Xu, V)
bo‘lib, bunga (1) sistema uchun Ostrogradskiy determinanti deyiladi.
Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni almashtirishda ko‘p
ishlatiladigan hoi, bu to‘g‘ri burchakli x, y koordinatalami bizga
ma’lum bo‘lgan x = rcos<p, y= rsinp formulalarga ko‘ra r va 9
qutb koordinatalariga o‘tishdir. Bu holda
dx dy
cos sin
I, ) = dr dr : P P _ r
dx d_  -rsimp rcos<p
do do

J(r, 9 = rekanligini hisobga olsak, (3) formula quyidagi ko'rinishni oladi:
Jfix, y) dxdy = 33{r cos s rsin <p)rdrdip. )
(o] D

Ikki karrali integralni hisoblash uchun Dsohani bilishimiz kerak.
D soha quyidagicha bo'lsin:

a<<p<P; rfig) <r< rA<,

bu yerda ri<p), rX<p lar [a; b] kesmada uzluksiz funksiyalar (159-
chizma).

(3), (4) formulalar hamda ikki karrali integralni hisoblash
formulasiga ko‘ra quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

JIfir cos<p rsin <prdrd<p=

P nwW
-jd<p J f ircos(p,rsin<p)rdr. (5)
i@
Misol. xOy tekislikda D soha
bo'yicha olingan vay = x + 3,y = X -
5 y =~\x+\>y=-~x +3 to'g'ri
chiziglar bilan chegaralangan
Jiny ~x) dxdy ikki karrali integralni
D
159-chizma. hisoblang.
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Yechish. Bu integralni to'g'ridan to'g'ri hisoblash bir muncha
giyinchilik tug'diradi. Ammo o'zgaruvchilarni oddiygina almashti-
rish sohani oddiy (to'g'ri to'rtburchakli) ko'rinishga keltiradi.

u=y-x, v =y +~x{6)ko'rinishdayangi o'zgaruvchilarni kiritamiz.
U holday = x+ 3va.y = x - 5to'g'ri chiziglar mos ravishda Ouv tekis-
likdaun = 3;m = -5 to'g'richiziglarga; y =~ x +j >Y =~/"x +3to'g'ri

chiziglar esa v= 7, v= 3 to'g'ri chiziglarga o'tadi (160-chizma).
Ostrogradskiy determinantini hisoblash uchun x vay lami n vaw
orqgali ifodalaymiz, buning uchun (6) sistemani yechamiz:

3 3 3,3 X
X=—U+-V, y=sd+s5U»

dx dx 3 3
_ du dv 5 5 9 _+ 15
| = Z —
dy dy 2 3 25 25 25
du dv 5 5

Buning absolut giymati: \J |=] .
Endi ikki karrali integralni hisoblaymiz:

Wy-x)dxdy =j[(§« +|w )-(-|K+3y) dudv=
D DL

33 3/3
= JJrududv=JJ ~ududv=J| J judu dv- —=3-.
7-5" VAYES)
3 3
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12.1.5. IKKI KARRALI INTEGRALNING GEOMETRIYAGA. TATBIQI

Ikki karrali integral yordamida hajmlarni va yuzlarni hisoblashni
garaymiz.

1 Hajmlarni hisoblash. Bizga ikki karrali integral ta’riFidan va ikki
karrali integralga olib keluvchi masalalardan tubandagi m a’lum. Agar
jism z =fix, y) sirt, z - 0 tekislik va yo*‘naltiruvchi D sohaning chegarasidan
iborat bo'lgan to‘g‘ri chizig, yasovchisi Oz o‘qqga parallel silindrik sirt
bilan chegaralangan bo'lsa, uning Khajmi D coha bo‘yichafix , y) funk-
siyadan olingan ikki karrali integralga teng ekanini ko‘rgan edik:

V =jjfix,y)dxdy.

Misol. x=0,y =0,x-fy +z=2, z=0 sirtlar bilan chegara-
langan jismning hajmini hisoblang (161-chizma).

Yechish. Yugoridagi formulaga ko‘ra: V = JJ/(2 - x - y) dxdy.
Bunda D soha chizmada shtrixlab go'yilgan. U xOy tekisligida x = 0,
y =0,x +y = 2to'g'ri chiziglarbilan chegaralangan uchburchak shaklidagi
sohadir. Chegaralami ikki karrali integralga qo'yib, hajmni hisoblaymiz:

V=\j (2-x-y) dxdy =J[(2-x)y - ~ \2*dx = fl (2—x)2dx=";
0 0 2 -I° 0

demak, V =j kub birlik.

Agar hajmi izlanayotgan jism yuqoridan z= ®2x, j) > 0 sirt,
pastdan z - ®,(x, y) > 0 sirt bilan chegaralangan va ikkala sirtning
xOy tekisligidagi proyeksiyasi D sohadan iborat bo'lsa, n holda bu
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jismning V hajmi ikkita silindrik jism hajmlarining ayirmasiga teng
bo'ladi. Bu silindrik jismlardan birinchisining pastki asosi Dsohadan,
ustki asosi r = @ :(x, y) sirtdan iboratdir, shuningdek ikkinchi jism-
ning pastki asosi D sohadan, ustki asosi z = ® Xx, y) sirtdan iborat
(162-chizma).

Shuning uchun Fhajm ikkita ikki karrali integrallar ayirmasiga
teng:

V = ®2(x,y) dxdy - J o, (x,y) dxdy =J[@2(x,y) - @, (x, y)] dxdy.

2. Yuzlarni hisoblash. Dsoha bo'yicha/(x, y) = 1funksiya uchun
integrallar yig'indisini tuzsak, u holda bu yig'indi bo'lish usuli har
ganday bo'lganda ham shu sohaning S yuziga teng bo'ladi.

n
5 = X 1°Ax, A y; tenglikning o'ng tomonida limitga o'tib, quyidagi
A

integralni hosil gilamiz:

S =JJdxdy.
° b <R
Agar D soha to'g'ri bo'lsa, u holda s=J 3 dy dxyoki
b a n(x)

S = \[ip2(x)-ipx(x)]dx bo'ladi.

Misol. y =6 - x2vay = -x chiziglar bilan chegaralangan soha
yuzini hisoblang.

Yechish. Sohaning chegaralarini aniqlaymiz, buning uchun
berilgan chiziq tenglamalarini sistema qgilib yechamiz:

y =6-x2
Y =~x

=6- X2=-X =>X2- Xx- 6=0,

bundan: x, = 3; x2=-2.
Demak, chiziglar N/,(3; -3), MZX-2; 2) nuqtalarda kesishadi.
Endi yuzni hisoblaymiz:

3(6-x2 } 3
s=J Jdy dx=1J go

6-x2

dx=J(6-x2+x)"x=20]| kv. birlik.

357



12.1.6. IKKI KARRALI INTEGRALNING
FIZIKAGA TATBIQI

Ikki karrali integral yordamida plastinka
massasi, plastinka statik momentlari,
og‘irlik markazining koordinatalari va
inersiya momentlarini aniglaymiz.

1. Plastinka massasini hisoblash. Biz ikki

| 6 x karrali integralga olib keluvchi birinchi ma-
salada plastinka massasini hisoblashni
garab, tubandagi ko'rinishdagi integral
yig‘indiga ega boMgan edik:

163-chizma.

X *J)bx,Ayj,
i=l y=I (D
bu yerda: (r; r) - D. to‘g‘ri to‘rtburchakning biror nugtasi boMib,
rE[x_i; x], tG[y. ,; y.]l
(1) da n-» o da limitga oMsak, plastinka massasini hisoblash
formulasiga ega boMamiz:

n n

m=lim X IP(rr, t""Ayj
yoki =AM

@

Misol. Sirt zichligi p(x, y) = xy2 boMgan, Ox o‘qi, y = x2
parabola vax +y = 6 to‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
uchburchakdan iborat D yupga plastinkaning massasini hisoblang
(163-chizma).

Yechish. Plastinkaning m massasini hisoblash uchun, dastlab
D sohani aniglaymiz: D :sfy <x<6-vy; 4<y<9.

Endi (2) formuladan massasini hisoblaymiz:

9 6y 9 X=6-y

m ~\\ xy2dxdy =j dy j xy2dx:JX>é dy =
d * -y 4 X=dy

_In(6-y)232

= (6" - T/ + w1’ =453r
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2. Plastinka statik momentlari va ogirlik
markazining koordinatalarini hisoblash. D
to‘g‘ri burchakli plastinkaning koordinata
o‘glariga nisbatan statik momentlarini £
hisoblaymiz. Buning uchun D plastinkani®'
chizmada (164-chizma) ko‘rsatilganidek, n2

ta D. to‘g‘ri to‘rtburchaklarga ajratamiz. Buy v

to'rtturchaklami tomonlarining uzunliklari- K, T :X'
(x - x_,) va (y.- yy,) ga teng. Har bir />

(,j =1,2, ... ri) to‘rtburchakning massasi 164-chizma.
(r.; 1) moddiy nuqtaga yigMlgan deb

hisoblaymiz.

U holda fizika kursidan ma’lum boMgan n ta moddiy nuqtalar
sistemasining koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlari tubandagi
formulalar orqali ifodalanadi:

M[=X X 0AT (3)
i=1 71

Myn) =X X'/Pfri’ Q)
=l 7=1

(3) va (4) larda n->° da limitga oMsak, ikki karrali integral
ta’rifiga ko‘ra D plastinkaning koordinata o‘glariga nisbatan statik
momentlari uchun tubandagi formulalarga ega boMamiz:

Mx = Jyp(x, y) dxdy, My =jjxp(x, y) dxdy. ®)
D D

Agar xOy koordinatalar sistemasida D plastinka og‘irlik
markazining koordinatalarini (x0; y0) desak, mexanikadan quyidagi
formulalar maMum:

Mx =my0; My = mx0. *)

(*), (5) dan esa quyidagi formulalarga ega boMamiz:

Jxp(x, y)dxdy
My _ 9

xn = = Jp(x. y)dxdy
D

6
B Mx B HYP(X, y)dxdy (6)

w® m Jp(x, y)dxdy
D
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Agar plastinka bir jinsli, ya’ni
p(x, y) =const bo'lsa, (6) formula
quyidagi ko‘rinishni oladi:

fixdxdy jjydxdy
=iV va y0="4 r- @)

bu yerda: S — plastinka yuzi.

M isol. Siitteichligi p(x, y) =X +y
ga teng bo'lganjy = 4-x 2 parabola va
Ox 0'q bilan chegaralangan yuz og‘irlik
markazining koordinatalarini toping.

Yechish. Dsoha: -2<x<2;0<y<4-x2 ekani 0‘z-o‘zidan
ravshan (165-chizma).

Shakl Oy o‘gga nisbatan simmetrik bo'lgani uchun x0= 0. Og'irlik
markazining ordinatasini (6) formula bo'yicha hisoblaymiz. Buning uchun
dastlab Mx statik momentni hisoblaymiz:

2 4-x2
Mx = JJyp(x, y)dxdy = J dx Jy(x +y)dy =

D -2 0
=Jdx J (yx+y2)dy =JM"4-*22+@4-*V I dx =
2 0 2172 3

= |J(-2x6+3x5+24x4-24x3-96x2+48x+128)dx=

401 i
s[-2t +3t +24t ~24t - 96t +48t +128dl-2= 105

Og'irlik markazining ordinatasi:

40'i-ois a0
Yo = “mo T W\p (x,y)dxdy = —1.(_][5«2’37'

15
12.2. UCH KARRALI INTEGRAL
12.2.1. UCH KARRALI INTEGRAL TA’RIFI

Dastlab Dto'g'ri burchakli parallelepipedda aniglangan fix, y, 2)
funksiya uchun uch karrali integral ta’rifini beramiz.
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Aytaylik, D: 8, < x< 6, a2<y<bh2, a3<£< bo'lsin.
K; *], [aZ b2, [03 b}] kesmalarni

X, =a+ ~ L, 0=012 ..,n),
Yj =@+ Uu=% 2 ..,n),

Z-k=a} + (k=0,12,..,n)

nuqtalar yordamida kesma uzunliklari bo'yicha nta bo'lakka bo'lamiz.
Ikki karrali integralga o'xshash tubandagi integral yig'indini tuzamiz:

| | tj, HK)"Xi, Ayj AZK, (1)
L j-\ k=1
bu yerda: r€ [x ,, x], / Gly._,, ¥), I<*E[zk r zKY
Agar (1) integral yig'indining n-» @ da limiti mavjud bo'lib, u
nuqgtalarning tanlanishiga bog'liq bo'lmasa, u holda bu limit D
parallelepiped bo'yicha /(x, Yy, z) funksiyadan olingan uch karrali
integral deyiladi va tubandagicha belgilanadi:

Wrix, v, 2)dxdydz- 2)

Uch Kkarrali integral uchun ham ikki karrali integraldagidck,
quyidagi formulalarning to'g'riligini ko'rsatish mumkin:

JJIfix,y, 2)dxdydz =\dx \ dy J/(x, vy, z)dz;
o8]

D uy 02

JIJI(*> y>z)dxdydz = \d y\d x\ f{x, y, z)dz;
5 .

ai a\ 0}
JIfix, y, z)dxdydz =\d z\d y\ fix, y, z)dx.
D o] 02 a\

Misol. D:0<x< 1,0<y< 1,0<<:< 1lparallelepipedbo'yicha
Z=x2+ Xy + xyz funksiyaning uch karrali integralini hisoblang.

Yechish. L1 1
JJIix, y, Z)dxdydz =\d x\dy\ix2+xy +xyz)dz =
d 0 0 0
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- (X2 +xyz+xyil)|“ dy=3}& )y +ny+
1 1

Fdx](x2+1xy\mex = 3¢
o - * 0Vl +X A -

=1(r2+1*) A= (-+ - M) B = =4
0 ' 42 /=0 3°8 24°

Endi yopiq, chegaralangan, to'g'ri
sohada (sillig) uzluksiz bo‘lgan fix, y, z)
funksiya uchun uch karrali integral mav-
judligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, yopiq, chegaralangan ixtiyoriy
shakldagi D sohada fix, y, z) funksiya

integrallanuvchi bo'lsin (166-chizma). D

sohaning xOy tekislikdagi proyeksiyasini
G bilan belgilaymiz. Faraz gilaylik, Oz
o‘giga parallel to'g'ri chiziglar D soha che-
166-chizma garasini ikkitadan ko‘p bo‘lmagan nuqtada

kessin. U holda D sohani chegaralovchi
sirtni ikki, ya’ni yuqori va pastki gismlarga ajratish mumkin (chizmada
AC | f va AFB gismlar).

Pastki gism sirti tenglamasi z = 9X(X, Y), ustki gism sirti tenglamasi

r= <pdx, Yy) bo'lsin. n(xy)
yVgar ixtiyoriy (x; Y)EG nugta uchun J fix, y, z)dz integral
n (%)

maVvj ud bo'lsa, u holda tubandagi munosabat o‘rinli ekanligini
isbotlash mumkin:

«t*,%/)
W /(x,y ,2)dxdydz =JJdxdy J f(x, vy, z)dz.
D G (x,y)

JBunga o ‘xshash yana 2 ta formula yozish mumkin.

12.2.2. UCH KARRALI INTEGRALNING FIZIKA
VA GEOMETRIYAGA TATBIQI

licki karrali integraldagidek, o‘zgaruvchi hajm zichligi p{x, y, 2),
(x, ¥, Z)ED bo'lgan Djismning massasini hisoblash uchun quyidagi
formulani yozish mumkin:
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mz\]JD\] Y’ z)dxdydz. (3)

Misol. AgarD:0<x< 1,0<y< 1,0<z” 1kubning zichli-
gip(x, Yy, 9 = 1+ xyz ga teng bo'lsa, kubning massasini hisoblang.
Yechish. (3) formulaga asosan:

m=J1p(x, y, z)dxdydz =JJJ (1 + xyz)dxdydz =

=jdxjdy] @+ xyz)dz =
0 0 0
Ikki karrali integral yordamida jismning o'qga nisbatan inersiya
momentini hisoblash formulalariga o'xshash, uch karrali integral
yordamida ham jismning o'gga nisbatan inersiya momentlarini
hisoblash fofmulalarini yozish mumkin. p(x, y, z), (x, ¥y, Z)ED
o'zgaruvchi zichlikka ega bo'lgan massasi uch o'lchovli yopiq
chegaralangan D sohada yoyilgan jismning biror / o'qga nisbhatan
inersiya momenti tubandagi formula bilan aniglanadi:
Ji =33r2(x, y, z)p(x, y, z)dxdydz, (4)
D
bu yerda: r (x,y, z) — ZJjism M(X, y, z) nuqtasidan /o'ggacha masofa.
Agar/o'q Ox, Oy, Ozo'glari bilan ustma-ust tushsa, o'qlarga nisbatan
inersiya momentlari mos ravishda tubandagi formulalar bUan aniglanadi:

Ix =3 (y2+ z2)pix, y, z)dxdydz, (5)
bu yerda: y2+ z2=1r2

Jy - \]J\](X2+22)pix, y, z) dxdydz; (6)
bu yerda: x2+ z2= r2D

Jz - JJJ(AZ +y2)p(x, y, z)dxdydz, (7

bu yerda: x2+ y2=1r2

Misol. D: 0<x< 2, 0<y <2 0< "< 2 birjinsli kubning
uning girrasiga nisbhatan inresiya momentini hisoblang.

Yechish. Misol shartiga ko'ra kub bir jinsli, ya’ni p(x, v,
z) = const. Aniglik uchun p(x, y, z) = 1deb olaylik.

Kubning girrasiga nisbatan inersiya momentini topish uchun Oxyz
koordinatalar sistemasining boshini kubning bir uchiga joylashtirsak,
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girralar o ‘zaro ortogonal bo'lgani uchun, koordinata o‘qlari girralar
bo'ylab joylashadi.

Bu holda (5), (6) va (7) formulalarning ixtiyoriy bittasidan
foydalanish mumkin:

Jy = JJ(X2+ z1)dxdydz = j dxjdy] (x2+22)dz =
D o 0 0

-bl [ n o +yl|"jy =)dx](2x'- +\)dy =][&y + *>.]£.
00L J 00 0

O'zgaruvchi zichlikka, ya’ni p(x, y, z), (x, Y, z)eZ)ega bo'lgan D
jismning koordinata tekisliklariga nisbatan statik momentlarini
topishda quyidagi formulalardan foydalanamiz:

MxQy =\]\]JZp (x, y, z)dxdydz
D

Mxoz = JJJ YP (x, Y, z) dxdydz 8)
D

Myoz =JXP(X, y, 2)dxdydz

D jismning og'irlik markazi koordinatalarini Oxyz koordinatalar
sistemasiga nisbatan ()O yQ bilan belgilasak, og'irlik markazi
koordinatalarini hisoblash uchun tubandagi formulalarga ega bo'lamiz:

_ MyOz MxCx M xOy
Yo= -

(3) va (8) formulalardan foydalansak:

JIxp(x, y, z)dxdydz

JIPO>y, z)dxdydz

D

JYP(x, y, z)dxdydz

(9)

JIp(X, y, z)dxdydz

D
Wzp(x, y, z)dxdydz

Z«= '34 p(x, y, z)dxdydz
D
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Misol D: 0<x<2 1<y<2,
0< ™ ~@B—x) bir jinsli jismning
og'irlik markazi koordinatalarini toping
(167-chizma).

Yechish. Jism birjinsli bo'lgani
uchun p(x, y, z) = const. Hisoblash
oson bo'lishi uchun p(x, y, z) = 1deb
olamiz. (3) formuladan jismning
massasini topamiz:

i | 2 2
m=JJdxdydz =Jdxjdy J dz =dxjz
1 0 1

« 0 0

167-chizma.

,0-x)

dy =

=ijdxj 3- x)dy = J@- X))y Ax=ijE- Xdx =3 X-

jn =

(8) formuladan foydalanib, statik momentlarni hisoblaymiz:

Mx0y =JJJ zp(x, y, z)dxdydz = Jdxjd
D 0 1

2 2 2 =3 2 2

T N h v

2
Mx0z = Jydxdydz =j dxjydy jdz =Jdxjy
(0] 0 1 0 0 1

2
MyOl = JJxdxdydz = Ixetxrjtfy Jdz =j dxj
D 0

L
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4 £

2
A=

N

0

LBx)

y Jzdz =

0

,2

4j0’\ ~ X)2dx =

0

2

2
dy

2(3.J)
= dy =

2<3_1)

2

2

2

2



=/*e(3-xXbc =N - *"
o v ;@=38
Endi og'irlik markazining koordina-
talarini (9) formulaga asosan topamiz:

10
_ MyOz _ 3 _ 10_5.
m 4 2 6’
MxQt 3.
Yo= 0_4,

_ MxQy _ _ 13

24’

~ o

Biz jism massasini m =JJp(x, y, z)dxdydz formula bo'yicha

D
obladik. Agar jism zichligi p(x, y, z) = 1 bo'lsa, u holda D jism
ssasi son jihatidan jism hajmiga teng bo'ladi. Shuning uchun jism
mi quyidagi uch karrali integral yordamida hisoblanadi:

Vv = ) dxdydz (10)

Misol. D: 0<x<5 yfx<y<2y[x, 0<”~<6- x jismning haj-
ni hisoblang.

Yechish. Jism hajmini hisoblash uchun (10) formulani tatbiq
miz (168-chizma):

5 2\/x 6-X
V - Jldxdydz =Jdx J dy J dz =
D 0 £ 0
LS o _
=/n |/ | dy = Idx J (6- x)dy = ?(6 x)y \y_zyfxdx =
=0 0 jx 0

= (yechishni davom ettiring).

0 ‘z-o‘zini tekshirish uchun savollar

Berilgan soha bo‘yicha ikki o'zgaruvchili funksiyaning ikki karrali integrali
deb nimaga aytiladi?

Ikki karrali integralning geometrik ma’nosi nimadan iborat?
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3. Ikki karrali integral xossalarini sanab bering.

4. 1kki karrali integralni to‘g‘ri burchakli va qutb koordinatalar sistemasida
hisoblash usullarini ko'rsating.

5. Berilgan soha bo'yicha uch o'zgaruvchili funksiyaning uch Kkarrali integrali
deb nimaga aytiladi?

6. Ikki karrali integral yordamida tekis figura og'irlik markazining koordinatalarini,
statik va inersiya momentlarini hisoblash formulalarini yozing.

7. Uch Kkarrali integral yordamida og'irlik markazining koordinatalari, statik
va inersiya momentlarini, hajmni hisoblash formulalarini yozing.

12.3. VEKTORLAR ANALIZINING ASOSIY
TUSHUNCHALARI. EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

12.3.1. SKALYAR VA VEKTOR MAYDON

Bizga ma’lumki, fizika kursida ikki xil kattalik o'rganiladi: bulardan
biri fazodagi yo'nalishga bog'liq ravishda, ikkinchisi esa fagat son
giymatiga ko'ra. Fagat tanlangan o'lchov birligiga mos bitta son
giymatiga ega kattalik skalyar kattalik deyiladi. Son giymati va
fazodagi yo'nalishi bilan xarakterlanadigan kattalik vektor kattalik
deyiladi. Bu kattalikka misollar qgilib, tezlik, tezlanish, kuch, fazoda
yo'nalishga ega bo'lgan kesma va boshgalami ko'rsatsa bo'ladi.

Bu ikkala kattalik fazodagi nuqtaning koordinatalari va vaqtning
funksiyalari bo'lishi mumkin. U vaqgtda ular mos ravishda skalyar va
vektor maydonlari deyiladi.

Skalyar argument vektor funksiyasi tushunchasiga kelishdan oldin
fazoda egri chizig tenglamasi bilan tanishib o'tamiz.

12.3.2. FAZODA EGRI CHIZIQ TENGLAMASI. SKALYAR
ARGUMENT VEKTOR FUNKSIYASI

N
OA =r vektorni garaymiz: bu vektorning boshi koordinatalar
boshida, oxiri esa biror A(X; y; z) nugtada bo'lsin. Bunday vektor
radius-vektor deb ataladi. Bu vektorni uning koordinata o'qlaridagi
proyeksiyalari orqali ifodalaymiz:

r =xi+yj+ zk. (1)

r vektorning proyeksiyalari biror t parametrning funksiyalari
bo'lsin:
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X =x{t)
Y =Y«) 2
r=z(t)
r=x(t) i+y(Dj+ z(t) x ®)
yoki gisqacha
r=r(); )

to‘zgargandax, Y, Z ham o ‘zgaradi va vektorning
oxiri A nuqta fazoda biror egri chizig chizadi, bu egri chiziq r =r(t)
vektorning godografi deyiladi. (3) yoki (4) tenglamalar fazodagi chizigning
vektorial tenglamalari deyiladi. (2) tenglamalar fazodagi egri chizigning
parametrik tenglamalari deyiladi (169-chizma).
(3) va (4) tenglamalarda t o‘zgarsa, r vektorning miqgdori va
yo'nalishi o‘zgaradi. Shuning uchun r vektor skalyar argument t
ning vektor funksiyasi deb ataladi.

12.3.3. SKALYAR ARGUMENT VEKTOR FUNKSIYASINING
LIMITI VA HOSILASI

Skalyar argument vektor funksiyasi 7 berilgan bo'lsin, ya’ni

r=x() THy(t)j+ 2(t) k yoki 1 =r(t). ™
Quyidagicha faraz gilamiz:
e =0 Jgro = g -z

pholda h =x0i+y0j+ z0k vektor r = r(t) vektorning limiti deyi-
adi va bunday yoziladi: {% r(t) = r{}

Endi skalyar argument vektor funksiyasining, ya’ni

r(t) =x(t) 7+y(0)j+ z(t) k ©)

ling hosilasi hagidagi masalaga o‘tamiz; r(t) vektorning boshi
coordinatalar boshida deb faraz gilamiz. (1) tenglama biror fazoviy
:gri chizigning tenglamasi ekanini bilamiz. t ning egri chizigdagi M
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nugtaga mos keladigan giymatni olib, unga
Ot orttirma beramiz; u vagqtda mana bu
vektorni hosil gilamiz:

r(t+4/) = x(t +At) i+
+y(t +At) j+ z(t +4/) K,

bu vektor egri chizigda biror J1/, nuqtani
aniglaydi (170-chizma). Vektor orttirmasini
topamiz:

Or = Irt+4t) - r(t) = fx(/ +At) - x()] i+
+y{t +AD - y(0] 7 + [z(t +AD) - z(O]k.
- A

170-chizmada OM=r(t), ON/,=r(t+ At) va bu orttirma

MMM Alr(t) vektor bilan tasvirlanadi.
Vektor funksiya orttirmasining skalyar argument orttirmasiga

nisbatini, ya’ni Ar(f) nisbatni garaymiz: bu Ar(t) vektorga kollinear
vektor bo‘ladi, chunki uning o‘zi Ar(t) ni A skalyarga ko‘paytirishdan
hosil bo‘ladi. Bu vektorni ushbu ko'rinishda yozish mumkin:

Ar(0 _ X(t+At)-x(t) T y(t+At)-y(t) fi Z<J+AY)-Z{t)-£
At At ) At ' At e

Oxirgi tenglik bilan belgilangan vektor r{t) vektorning skalyar

argument fLlho‘yicha hosilasi deb ataladi. Hosila yoki r' bilan
belgilanadi.
Shunday qilib, =r' =x'(t) i+y\t) j+ z\t) K3 yoki

dr _dxf dy7 dzl
-d7--dil +Tt}+ TtK"

12.3.4. BERILGAN YO‘NALISH BO‘YICHA HOSILA. GRADIYENT

Skalyar maydonlami o‘rganish magsadida berilgan yo‘nalish bo‘yicha
hosila va gradiyent tushunchalari kiritiladi. Bizga skalyar maydon/ ( M)
berilgan boisin. Yo‘nalishi ko‘rsatilgan /to ‘g‘ri chizigda ofzgarmas MO
va o'zgaruvchi M nugtani olaylik. Yo'nalgan kesmaning M{ dan M
gacha kattaligini MrM bilan belgilaylik (bunda MOM ning yo'nalishi /
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ning yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsa,
musbat, aks holda manfiy deb gabul
gilamiz (171-chizma)). M nugta MOga
cheksiz yaginlasha borgandagi

’\h};’w'—q—pflénlﬂ—)— limitni garavmiz.
Bu limit f(M) funksiyaning MO
nuqtadagi /yo'nalish bo'yicha hosilasi
deyiladi va tubandagicha belgilanadi:
¥(MO)

a *

Biror Oxyz koordinatalar sistemasi
berilgan bo'lsin va koordinatalar
funksiyasif(M) =f (x,y, z) qaralayotgan

sohada uzluksiz hosilalarga ega bo'lsin. U holda (1) limit mavjud va
tubandagi tenglik o'rinli:
4r =% cosa +’3lcos§+’3~/- cosy, 2)
dl dx dy dz
bu yerda xususiy hosilalarning barchasi M(x; y; z) nugtada
hisoblangan, cosa, cos/?, cosy lar esa / o'gning yo'naltiruvchi
kasinuslari. (2) formulaning to'g'riligini ko'rsatamiz.
Agar MOM =t deb olsak, u holda o'zgaruvchi M nugqtaning
koordinatalari quyidagi ko'rinishda bo'ladi: x = x + /cosa;y =y + tcos/3

Z= Zg+ tcosy. Yo'nalish bo'yicha hosila def esaf(x 0+ tcosa; y0+ tcos

~ + cosy) funksiyadan /bo'yicha olingan hosilaning t = 0 dagi giymatiga
teng bo'ladi. Murakkab funksiyani differensiallash goidasiga ko'ra uning
giymati (2) ning o'ng tomoni bo'ladi.

Skalyar maydon f(M) ning M nuqtadagi gradiyenti deb uning
to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi o'qlaridagi proyeksiyalari

A larga aytiladi va grad / deb belgilanadi:

(3

grud / vektor bo'lib, uning moduli tubandagiga teng:

igrad/l = | 1j+(]) +(]|J-
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Misol: f(x, vy, z) = yl(x-x0)2+ iy-y0)2+iz-z07 funksiya
gradiyentini toping.

Yechish. grad/ ni hisoblash uchunfix, y, r) funksiyaning x, y,
Zkoordinatalar bo'yicha xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

¥ X~Xq

dx  \I(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2

¥ _ y-yo
dy  \I(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z<)2
¥ z-7p

yjix-X0)2+iy-y0)2+(Z-Z20)2
Demak, gr3-d/= "7 + "p-j+ "-k.

12.3.5. EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

1. Birinchi tur egri chizigli integral

Fizikaning ko'pgina masalalarini yechish anigq integralning
umumlashmasi, ya’ni egri chizigli integralga olib keladi. Masalan,
Biror Fkuch maydoniga joylashgan ABit) egri chiziq bo'ylab biror
m massa harakatlansin (AB egri chizigning uzunligini ham / bilan
belgilaymiz). Shu m massaning / egri chizigning A nuqtasidan B
nuqtasiga ko'chganda bajai®an ishini hisoblash talab qilinsin. Agar
moddiy nuqta o'zgarmas F kuch ta’sirida A nuqtadan B nuqtaga
biror vektor bilan ifodalangan to'g'ri chizig bilan ko'chgan bo'lsa,
bunda bajarilgan ish fizikadan ma’lum bo'lgan

A=FS

formula bilan topiladi.

Ammo hagigatan olib garaganda, F kuch kattaligi bo'yicha ham
o'zgaradi, /egri chiziq bo'yicha A nugtadan B nuqtaga ko'chish ham egri
chiziq bo'ylab bo'ladi. Shu sababli, yuqoridagi formulani tatbig qilib
bo'Imaydi. Bu holda ishni hisoblash uchun tubandagi ishlami bajaramiz.
ABLL) egri chizigda z=f(x, y) funksiya berilgan bo'lsin (bunda (x, y)G1).
/egri chizigning A nugtadan B nuqtagacha bo'lgan AByoyini A = AQAv
A2 .., An.v An= B nugtalar yordamida n ta bo'lakka bo'lamiz. Har bir
bo'lakchada i>rtiyoriy (£,; r/.GAA.4) nugta olamiz. Bu nugtada funk-
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giymati/(£,; tj) ni hisoblab, uni mos AA. Xbo‘lakchaning uzunligi
0 x*P 1(0‘Paytiram'z-Aniq integralga olib keluvchi masala mavzusidagiga
'~ash, tubandagi integral yig‘indini tuzamiz:

A':/£=0/(!/, 1 Al *

<>— integralyig'indi deyiladi. Bu yig‘indining limiti aniq integral

Ausida Kkeltirilgan yig‘indilarning limiti kabi ta’riflanadi. A/.

Naming eng Kkattasi uzunligini a bilan belgilaylik, ya'ni a = max A/..

bo‘k® N=ar maxA/-»0 da A* yig'indi chekli limitga ega

nuv u h°lda z ~ Y) funksiya / egri chiziq bo‘yicha integralla-

blrt C“ deyilib, bu limit esa z =fix, y)funksiyaning I egri chiziq bo Yicha
Khi tur egri chizigli integral deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

jfix, y)dl.

Demak.
jfix, y)dl=}|jm"“=!(irm%{(£/> Vi)A/,- (@)

hkrvBiIr,nchi tur e8ri chiziqli integralni hisoblash aniq integralni
/Mashga keltiriladi.

inte ~di / egri chiziq tenglamlarining berilishiga ko‘ra egri chizigli
‘gralni hisoblash formulalarini keltiramiz.

ko',~'l vassi egri chizig x =x{t), y =yit), a < t</3 parametrik

eeri nnishdagi tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, boshgacha aytganda,
chizig koordinatalari t parametr funksiyasi shaklida berilsa, u

A°*(*a Yoy difTerensiali uchun A/ = yJiAx)2 +(Ay)2 ga ega bo‘lamiz.
BJifodani Atga boiib, At-* 0 da limitini topsak, yoy difTerensiali
X quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz: dl = yjx'2 +y'2dt.

inte Bundan esa (¢) formula quyidagicha ifodalanib, egri chizigli
£falni hisoblash formulasi kelib chigadi:

Jfix, y)dl = jf(x(t),yit))Ix'2+y'2dt, 2)

beri ~egr' chiziqg fazoda parametrik ko‘rinishdagi tenglama bilan

forrj'31 bo‘lsa’ ya'ni * = Y =y(0, Z=zit) boisa, u holda (2)
Viula quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:
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Jfix,y, 2)dl = Jfix{t),y{t), zit))yjx'2 +y'2 + z'2dt\ (3)

b) / yassi egri chiziq y = y{X) (a < x </3) tenglama bilan berilgan

boisa, (2) formula quyidagi ko'rinishga ega boiadi:

jfix, y)dl = Jfix, yix))yj\ +y'2dx. 4)

/ yassi egri chizig x = xiy) (c <y < d) tenglama bilan berilgan
boisa, egri chizigli integral tubandagi formula bilan hisoblanadi:

Jfix, y)dl =3fix, (y),y)"4idy. (5)
[ o- a

1-misol x =acost, y = asintparametrik tenglamalari bilan
berilgan aylana bo‘yicha j(x2+y2)dl egri chiziqli integralni

hisoblang (0 < / < 2n). >
Yechish. (2) formulaga asosan hisoblaymiz:
%t e

\]fix,y)dl =J (a2cos21+ a2sin2t)\la2sin21+alcos2tdt = 2na3.
i 0

2-misol. ji2xy +y2+z2)dl egri chizigli integralni hisoblang,
/

buyerda | :x =cost;y =sint\z-2f, 0<t<2n vintchiziglning bir
o‘rami.
Yechish. (3) formulaga asosan hisoblaymiz:

2n
[((2ny+y2+22)d I-j(2cos/sin /+sin2/ +4/2)vsin2t + cos2t + 4dt=

= | (sin 21+ sin2t+ 4/2)y/5dt - V5J (sin 2t + sin2/ + 4/2)dt =
o] 0

=75(-lcos2,+i-lcos2/ +1,3)|2=V 5(i-|[cos2/ +" J)
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2. Ikkinchi tur egri chizigli integral
AB egri chiziq tekislikda berilgan bo'lib, egri chizigda z=f{x,
y) funksiya aniglangan bo'lsin. Bu egri chizigni oldingi mavzudagidek
nta bo lakka bo'la*miz. Har bir A/A,4(/ = 1,n) bo'lakchada ixtiyoriy
(M, 7~ >i+l)) nuqta tanlaymiz. Funksiyaning bu
nuqtadagi giymati /(£,., t]) ni aniglaymiz. Shu funksiya A~AM
yoyining Ox o'qdagi proyeksiyasini [x, Oy o'gidagi proyeksiyasini
Ay. bilan belgilaymiz. Quyidagi yig'indini tuzamiz:

ci = xI/(£/> VIAXj, 2= £/(£,-, 1j,)Ay,. (6)
i- =]

(6) ga integral yig'indilar deyiladi. Boiaklar uzunliklarining eng kat-
tasini mos ravishda <j,= max |Ox- |, 02 = max |y, | bilan belgilaymiz.

2-ta’rif. Agar a,= max |x- |-> 0 dac, va a2=max |Ay, |-> 0 da
c2yig'indilaming chekli limiti mavjud bo'lsa, u holda/(x, y) uzluksiz
egri chizig bo'yicha integraUanuvchi limitlar/(x, y) funksiyaning ikkinchi
tur AB egri chizigli integrallari deyiladi. Ular quyidagicha belgilanadi:

jf(x,y)dx, Jf(x,y)dy.

Demak, AB AB
,JES f{x,y)dx :l_h_ggc, :(I‘j"—n:oép/(t” Vi)AX,,
"
JE(x,y)dy =lim 2= lim £ /(£ ., T,)Ay,.
4 (x,y)dy Jlim c2=lim £ /(£ ., WAY,

Ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy ko'rinishi deb
quyidagi yig'indiga aytiladi:
J f(x, y)dx +g(x, y)dy,
AB
I H{x, y)dx +g(x, y)dy = ffix, y)dx+ fg(x, y)dy.
A5 a3 A8
Ikkinchi tur egri chizigli integral integrallash yo'lining yo'nalishiga
bog'lig. Shuning uchun:
Jfix, y)dx+g(x, y)dy = - J fix, y)dx +gix, y) dy.
ns BA
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Agar integrallash yo'li yopiq chizigdan iborat bo'lsa, u holda
yopiq kontur bo'yicha olingan egri chizigli integral, aylanib o'tish
yo'nalishi ko'rsatilib, quyidagicha belgilanadi:

$ fix, ¥Y)dx +gix, y) dy. (8)

Agar yo'nalish soat mili harakatiga qarama-qgarshi bo'lsa musbat,
aks hoi manfiy deb olinadi.

Ikkinchi tur egri chizigli integral ham hisoblashda aniq integralni
hisoblashga olib kelinadi.

Endi egri chizigli integralni egri chiziq tenglamalarining berilishiga
ko'ra hisoblash formulalarini ko'rib o‘tamiz.

a) agar AB egri chizig x = xit), y =yit) parametrik tenglamalar
bilan berilgan bo'lsa, u holda (7) formula quyidagi ko'rinishni oladi:

| fix,y)dx +gix,y)dy =
u

AB

= \] E{x(t),y{t))x'{t) + gixit),yit))y'it)]dt, ©)

bu yerda: tA tB— parametr t ning yo'lning boshlanishi A ga mos
giymatidan yo'l oxiri B ga mos giymatgacha o'zgarishi.
AB egri chizig fazoda x = x{t), y = yit), z = zit) parametrik teng-
lamalar bilan berilgan bo'lsa, (7) formula tubandagi ko'rinishda bo'ladi:
fix,y,z)dx +g(x,y,z)dy +Kkix,y,z)dz =

"
AB

= IO WD, 2(0xX1) + g(x{1). Y (1), 2{)y\D) +
‘A
+k(x(t),y{t),z(t))zV)]dt. (10)
b) Agar tekis AB egri chizig y =4*) tenglama bilan berilgan
bo'lib, x o'zgaruvchi a dan b gacha o'zgarsa, shuningdek, tekis egri
chizig x = x(y) tenglama bilan berilgan bo'lib, y o'zgaruvchi ¢ dan d
ga 0'zgarsa, egri chizigli integral tubandagi formulalar bilan hisoblanadi:

J fix,y)dx +g(x,y)dy = \b[fix,y{x)) +gix,yix))y\x)1dx; (11)

u a
AB d
J fix,y)dx +gix,y)dy =\[fixiy),y) +gixiy),y)x\y)]dx. (12)
AB ‘
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I-misol J(x* 2xy)dx + (2xy +y1)dy integralni hisoblang, bu

yerda / kontur y =x2 parabolaning A(1, 1) nuqtadan B(2; 4)
nuqgtagacha yoyi.

Ye chish. (11) formuladan foydalanamiz, bu yerda n:0 ‘zgaruvchi
1dan 2 gacha o‘zgaradi.

J(x: - 2xy)dx +(2xy +y2)dy =
/
2
=J[(X2- 2 x x 2) +(2xx2+(x2)2)-2x]dx =
i
= j(x2- 2x3+4x4+ 2x5)<& = - x*+d +J

=40—
30 30
Yy 2-mi sol. ~ydx + 2xdy integralni
hisoblang, bu yerda / kontur tomonla-
ri 2x + 3y = 6, 2x- 3y = %6 to‘gri

bY -/ . i i

- chiziglarda yotuvchi soat mili

Vs harakatiga teskari yo‘nalishda aylanib
0 o‘tiladigan romb konturi.

Yechish. 1kontur — uchlari A(3;

0), 5(0; 2), C(-3; 0), 0(0; -2)

=< nuqtalarda bo'lgan romb (172-chizma).

172-chi Kontur tubandagi tenglamalar bilan

chizma.

berilgan kesmalardan tuzilgan:

Y — y* +2 — AB ning tenglamasi,
Y =P +2  BC ning tenglamasi,
y-~ 2X~2 — C2) ning tenglamasi,
Y~ 22X~2 — DA ning tenglamasi.

Bularni hisobga olsak, (8) formuladan quyidagiga ega bo'lamiz:
jydx +xdy = J ydx +2xdy + J ydx +2xdy +

+J ydx + 2xdy + J ydx + 2xdy.
CD

Har gaysi integralni ayrim hisoblaymiz:

IN-] +2) +2x(-])jrfx =]2(-x + hrfx = 3,

| [g +2)+2x(J)jdx =] (2x +2)dx =3,

Jlj-y-2)+2x(-2)jdx =J(~2x - 2)dx =3,

H7|-2)+2xg)ldx=](2x- 2)dx =3
o- * o
Shunday gilib, <ydx +2xdy = 12.

12.3.6. RIMAN-GRIN FORMULASI

XOy tekislikda / egri chiziq bilan chegaralangan D sohani garaylik.
D tekis soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integral bilan / egri chiziq
bo'yicha olingan egri chizigli integral orasidagi bog'lanishni aniglaymiz.
D soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integralni garaylik:

b Yr(x) b b
jj-fdxdy =jdx J £dy =jf(x,y2(x))dx-jf(x,yLx))dx.
D V¥ a ft(x) a a

(1) formuladagi integrallar mos ravishda /, va 12yoylar bo'yicha
olingan egri chiziqgli integrallarga teng:
b

Jf(x, yx(x))dx =J f(x,y)dx,

11(x,y 209)dx =-3 f(x,y)dx. @
a 12
(2) ni (1) ga go'ysak,
JJ dxdy =-Jf(x,y)dx-Jfix, y)dx 3)
d ¢ /, h
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ga ega boiamiz. (3) dan esa
N8 axay =-0 £(x, yyx. @)
v dy
Endi JJ ds dxdy ni garaymiz. Bu integralda ham oldingi integralga

o ‘xshash shakl almashtiramiz, u holda

174 dxdy =j>g(x,y)dx. (5)
(4) va (5) tengliklarning chap va o‘ng tomonlarini o'zaro
go'shamiz, u holda
ﬂc-aw 1£)dxdy = §5sdx + fdy- (5)

(6) formula Riman—Grin formulasi deyiladi.
Misol. Riman—Grin formulasidan foydalanib, cj-x 2ydx +xy2dy

integralni hisoblang. Bunda /konturx2+y2- Rlaylanadan iboratbo‘lib,
yo‘nalish musbat.

Yechish. Riman—Grin formulasi bo'yicha ikki o‘lchovli in-
tegralga o'tamiz:

g(x.y) =xy2; f(x,y) =-x2;
- xydx +x dy - JJ(y2 +x2)dxdy.

I D
Bu yerda ikki oichovli integralni hisoblash uchun qutb koordi-
natalar sistemasiga o ‘tamiz: x2+ y1= r2; dxdy = rdrd<pboigani uchun
D soha ushbu tengsizliklar bilan aniglanadi: 0 < < 2n, 0 < r<R.
U holda
J(x2+y2dxdy = JdtpJrardr = Ptp A~ *= ] dp= "4
d 0o o L4J-°

Demak,

AN -x ydx +xy2dy - an4

O ‘z-0‘zini teksbirish uchun savollar

Koordinatalar bo'yicha egri chizigli integral deb nimaga aytiladi?
Egri chizigli integralning asosiy xossalarini sanab bering.

Egri chizigli integralni hisoblash usullarini ko‘rsating.
Riman—Grin formulasini yozing.

HWON
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13-bob. EHTIMOLLAR NAZARIYASI
ELEMENTLARI

13.1. TASODIFIY HODISA (VOQEA). TASODIFIY
HODISANING NISBIY CHASTOTASI (TAKRORLANISHI).
HODISANING EHTIMOLI

Ehtimollar nazariyasi tasodifiy hodisalarning qonuniyatlarini
o‘rganuvchi fandir.

Ma’lum shartlar to‘plami (majmuasi) bajarilganda ro‘y berishi
(kelib chiqishi) yoki ro‘y bermasligi mumkin bo‘lgan har ganday
hodisa (voqea) tasodifiy hodisa deb ataladi. Shartlar to'plamini har
gal amalga oshirilishi sinov (yoki tajriba) deyiladi.

Masalan, agar tajriba detal tayyorlashdan iborat bo‘lsa, detaining
standartga mos kelishi hodisadir; agar tajriba tangani tashlashdan
iborat boisa, uning gerbli tomoni tushishi hodisadir; agar tajriba
0‘yin soqqgasini (yoglariga 1dan 6 gacha ragamlar yozilgan bir jinsli
kubik) tashlashdan iborat bo‘lsa, u holda to‘rtlik tushishi hodisadir.

Hodisalar lotin alifbosining bosh harflari bilan belgilanadi: A, B,
C, ...

A hodisaning nisbiy chastotasi yoki chastotasi deb berilgan
hodisaning ro‘y berish soni m ning berilgan hodisa har birida ro‘y
berish yoki ro‘y bermasligi mumkin bo‘lgan bir xil sharoitda
o'tkazilgan tajribalaming umumiy nsoniga nisbatiga aytiladi va F*(A)
bilan belgilanadi:

P'{A) =" &

Kuzatishlar, tajribalar ko‘p marta takrorlanganda tasodifiy
hodisaning P*(A) chastotasi bargaror ekanini ko‘rsatadi. Misolda
tushuntiramiz. Tanga tashlash bir xil sharoitda 3 seriyada amalga
oshirilgan. Birinchi seriya 6(olti)ta tashlashdan iborat boiib, unda
tanganing gerbli tomoni tushishi 4 marta sodir boigan. Ikkinchi
seriya 250 tashlashdan iborat boiib, unda gerbli tomoni tushishi 139
marta sodir boigan. Uchinchi seriya 302 tashlashdan iborat boiib,
unda gerbli tomoni tushish 155 marta sodir boigan. A hodisa
tanganing gerbli tomoni tushishi. Seriyalarda tanganing, gerbli tomoni
tushishi nisbiy chastotasi quyidagicha boiadi:
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| seriyada P*(A) = 0,66;

Il seriyada P¥A) = 0,55;

Il seriyada P*{A) = 0,51.

Bundan ko'rinadiki, seriyalarda tashlash soni gancha katta bo'lsa,
tushish chastotasi barqaror bo'lib, 0,5 sonidan kam farq giladi.
Tajribalarning ko'rsatishicha, chastotaning 0,5 sonidan bu chetlanishi
sinovlar sonining ortishi bilan kamayadi. Ko'pgina hollarda shunday
P son mavjudki, A hodisa ro'y berishining nisbiy chastotasi, juda
kam uchraydigan hollardan tashqari, sinovlar soni katta bo'lganda
shu P sonidan kam farq giladi. Bu son hodisaning ehtimoli deyiladi.

U hodisa ro'y berishining obyektiv imkonini ifodalaydi. Hodisaning
ehtimoli ganchali katta bo'lsa, uning ro'y berishi shunchali mumkin
bo'ladi. A hodisaning ehtimolini P{A) bilan belgilaymiz (bu inglizcha
probability so'zidan olingan bo'lib, bizningcha «ehtimol» degan ma’noni
beradi). Tajribalar soni n cheksiz o'sib borganda, A hodisaning nisbiy
chastotasi shu hodisaning ro'yberish ehtimoli /’ga yaginlashadi. Yugoridagi
misolda gerbning tushish ehtimoli 0,5 ga teng ekanligi 0'z-0'zidan ravshan.

13.1.1. HODISALAR YIG‘INDISI, KOTAYTMASI

A va B hodisalar yig'indisi deb A yoki B hodisalardan bittasi ro'y
beradigan A + B hodisaga aytiladi.

A va B hodisalar ko'paytmasi deb /4 va B hodisalar bir tajribada
bir vagtda yuz beradigan AB hodisaga aytiladi.

Misol. Ikkita o'yin soggasi tashlanadi. Birinchi soqga tashlanganda
6 sonining chigishi A hodisa, ikkinchi soqga tashlanganda 6 sonining
chigishi Bhodisa bo'lsin. U holda A + B hodisa ikkita soqga tashlanganda
uning kamida bittasida 6 sonining chiqishini ifodalaydi. AB hodisa esa
ikkala soggada ham 6 sonining chigish hodisasidir.

13.1.2. MUQARRAR, MUMKIN BO'LMAGAN, TENG EHITIMOLLI,
BIRGALIKDA BO'LMAGAN HODISALAR

Tajriba natijasida biror shartlar to'plami bajarilganda albatta ro'y
beradigan hodisa muqarrar hodisa deyiladi. Mugarrar hodisaning
ehtimoli 1gateng va u £ bilan belgilanadi. Tajriba natijasida shartlar
to'plami bajarilganda mutlago ro'y bermaydigan hodisa mumkin

bo9magan hodisa deyiladi. Bu hodisaning ehtimoli nolga teng va uni
0 bilan belgilaymiz.

380

Masalan, tanga tashlanganda u yoki bu tomonining tushishini
oldindan to'la ishonch bilan aytish mumkin emas.

Tajribaning har bir natijasini ifodalovchi hodisa elementar hodisa
deb ataladi. Elementar hodisalarga ajratish mumkin bo'lgan hodisa
murakkab hodisa deyiladi. Agar bir necha hodisalardan istalgan birini
tajriba natijasida ro'y berishi boshqgalariga garaganda kattaroq
imkoniyatga ega deyishga asos bo'lmasa, bunday hodisalar teng
imkoniyatli hodisalar deyiladi.

Soqga tashlanganda uning yuqori yog'ida /(1 < / < 6) sonning paydo
bo'lishi tasodifiy hodisasini garaylik. Soqgamiz simmetrik (birjinsli)
bo'lgani uchun 1 dan 6 gacha bo'lgan sonlaming istalgan birining
tushishi hodisalarining ro'y berishi birxil imkoniyatli hodisalar deyiladi.

Tashlash soni n katta bo'lganda /sonini — 1dan 6 gacha bo'lgan
sonlaming har firming ham sogqganing yuqori yog'ida paydo bo'lishini
tagriban n holda ko'rish mumkin. Bu tajriba bilan tasdiglangan.
Nisbiy chastota soni P’ =7 ga yaqin bo'ladi. Shuning uchun /
sonining, shuningdek, 1 dan 6 gacha har ganday boshga sonning
ham yuqori yoqda paydo bo'lish ehtimoli ~ ga teng deb hisoblanadi.

Agar A va B hodisalar bir paytda ro'y berishi mumkin bo'Imagan
hodisalar bo'lsa, ular birgalikda bo'Imagan hodisalar dtyiladi. Masalan,
tangani tashlaganda bir vaqtda gerbli va ragamli tomonlarini tushish
hodisalari birgalikda bo'Imagan hodisalardir.

A hodisaga garama-garshi hodisa deb, A hodisaning ro'y
bermasligidan iborat A hodisaga aytiladi. A va A hodisalar birga-
likda bo'Imasligi 0'z-o'zidan ravshan.

Agar tajribada tasodifiy hodisalaming istalgan birining ro'y berishi
mumkin bo'lib, bu hodisa bilan birgalikda emas biror boshga hodisaning
ro'y berishi mumkin bo'Imasa, bu holda tasodifiy hodisalarto'liqgruppasini
tashkil giladi deb aytamiz. Teng imkoniyatli birgalikda bo'Imagan
hodisalaming to'liq gruppasini garaylik. Bunday hodisalami hollar (yoki
imkonlar) deb ataymiz. Bunday gruppaning hodisasi, agar uning ro'y
berishi natijasida A hodisaning ro'y berishi kelib chigadigan bo'lsa, A
hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi hodisalar deb ataladi.

Misol. Qutida 8 ta shar bo'lib, ularning har biriga bittadan 1
dan 8 gacha bo'lgan ragam yozilgan. 1, 2, 3, 4 ragamli sharlar qizil,
golgan sharlar esa qora rangda. 1 ragamli shaming paydo bo'lishi
(shuningdek, 2, 3 va 4 ragamli shaming paydo bo'lishi ham) gizil
shaming paydo bo'lishiga qulaylik tug'diruvchi hodisadir.
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Qaralayotgan hoi uchun chtimolga boshgacha ta’rif berish mumkin.

Ta’rif. Ahodisaning ehtimoli deb A hodisaga qulaylik tug‘diruvchi
hollar soni m ning teng imkoniyatli, birgalikda boimagan hodisalar
toiiq gruppasini tashkil giluvchi barcha mumkin boigan hollar soni
n ga nisbatiga aytiladi va simvolik ravishda quyidagicha yoziladi:

Bu ta’rifehtimolning klassik ta’rifi deb ham yuritiladi. Ehtimolning
ta’rifidan uning ushbu 0 < P< 1munosabatni ganoatlantirishi kelib
chigadi.

1-misol. Qutida 36 ta olma boiib, undan bitta olma olindi. 36 ta
olmadan 9 tasi gizil olma. Qizil olmaning olinganligi ehtimolini toping.

Yechish. Agar qulaylik tug‘diruvchi hollar soni m = 9 boisa,
u holda qizil olma chigish ehtimoli

d 9 1
P =36 = 4 ga teng-
2-misol. Birinchi to‘pdan nishonga tegish ehtimoli s ga,

ikkinchi to‘pdan nishonga tegish ehtimoli esa » ga teng. lkkala

to‘pdan bir vaqtda o'q uzilganda nishonga tegishi ehtimolini toping.
Hech bolmaganda bitta o'qgning nishonga tegishi nishonning
shikastlanganligi hisoblanadi.

Yechish. Ehtimollar nazariyasining ko'pgina masalalarini
yechish «Qutilar sxemasi» masalasiga keltiriladi. Shuning uchun
qutidan shar olish masalasiga umumlashgan masala deb garaladi.
Berilgan masala ham quyidagicha modellashtiriladi.

Ikki qutida 10 tadan shar boiib, ular 1dan 10 gacha nomerlan-
gan. Birinchi quti ichida 8 ta qizil va ikkita gora shar bo'lib,
ikkinchisida esa 7 ta qgizil va uchta qora shar bor. Har bir qutidan
bittadan shar olinadi. Olingan ikkita shar ichida kamida bittasi qgizil
shar boiishi ehtimoli ganday?

Birinchi qutida har bir shar ikkinchi qutidagi ixtiyoriy shar bilan
birga olinishi mumkin boigani uchun barcha hollar soni 100 ta,
ya’ni n = 100. Qulaylik tug'diruvchi hollarni hisoblaymiz. Ikkinchi
qutidagi ixtiyoriy shar bilan birgalikda birinchi qutidagi 8 ta qizil
shar ixtiyoriy olinganda, olingan sharlar ichida eng kamida bitta
qgizil shar boiadi. Bunday hollar 10x8 = 80 ta.

Birinchi qutidan ikkita gqora shaming har birini ikkinchi qutidagi 7
ta gizil shaming har biri bilan birgalikda olinganda olingan sharlar orasida
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bitta qizil shar boiadi. Bunday imkonlar 2x7 = 14 ga teng. Shunday
qgilib, hammasi boiib qulaylik tug'diruvchi hollarm = 80 + 14 = 94 ta.
Olingan sharlar orasida kamida bitta qizil shar bo'lish ehtimoli

- _ %
P= 10 92 teng.

Nishonga tegish ehtimoli ham shunga teng.

13.1.3. HODISA EHTIMOLINING GEOMETRIK TA'RIFI

Faraz qilaylik, tekislikda biror D soha berilgan boisin. D soha
boshqga biror G sohani o'z ichiga olgan boisin, ya'ni G<ID.

D sohaga tavakkaliga biror nuqta tashlansin. Bu nuqtaning G sohaga
tushish ehtimglini garaymiz. Bunda barcha elementar hodisalar D
sohadan iborat. D — cheksiz to'plam. Bunda
biz klassik ta’rifdan foydalanamiz. D sohaga
tashlangan nuqta sohaning istalgan gismiga
tushishi mumkin. Bu nuqgtaning G sohaga
tushish ehtimoli G sohaning o'chamiga
(uzunligi, hajmi) proporsional bo'lib, G ning
shakliga, uning D sohaning gayerida
joylashishiga bogiiq boimasin. Soha
oichamini mes orqgali belgilasak, tavakkaliga
tashlangan nuqgtaning G sohaga tushish 173-chizma.
ehtimoli

r=issS ga teng bo‘ladi
1-misol. R radiusli doiraga nuqta tavakkaliga tashlangan.
Tashlangan A nugtaning doiraga ichki chizilgan kvadrat ichiga tushish

ehtimolini toping.
Yechish. S(G) — kvadratning yuzi, S'(D) — doiraning yuzi
boisin (173-chizma). A — nuqtaning kvadratga tushishi hodisasi. U

holda

Ny = hl(.U): _ﬁR n i 0-636; pw =0,636.

2-misol. [0; 3] kesmada tavakkaliga ikkita x va y sonlar
tanlangan. Bu sonlar x2< 6y < 6x tengsizlikni ganoatlantirishi

ehtimolini toping.

383



Yechish. (x; y) nugtaning
koordinatalari

/ 0 < x<3,
AV 0<y<3

b tengsizliklar sistemasini ganoatlantiradi.
Bu — (X; y) nugta tomoni 3 ga teng
kvadrat nuqtalari to‘plamidan

\ a 3 tavakkaliga tanlanishini bildiradi.

Bizni qiziqtirayotgan A hodisa
tanlanadigan (x; y) nuqta shtrixlangan
shaklga tegishli bo'lgan holda ro'y beradi (174-chizma).

Bu shakl koordinatalari x2 < 6y< 6xtengsizlikni ganoatlantiradigan
nugtalaming to'plamidan iborat. lzlanayotgan ehtimol shtrixlangan
shakl yuzining kvadrat yuziga nisbatiga teng, ya’ni

174-chizma.

Y[ x-\x2)dx 9_27 54
p(A)-oi_B__IZ 6 3 jo_ 2 no_Ji8 _3_1
9 9 9 9 9 3

13.1.4. KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

Ehtimollarni bevosita hisoblashda ko'pincha kombinatorika
formulalaridan foydalaniladi.

0 rin almashtirish deb n ta turli elementlarning bir-biridan fagat
oylashishi bilan farq giluvchi kombinatsiyalariga aytiladi. n ta turli
elementlarning o'rin almashtirishlar soni Pn=n\gateng («! = 123
.. -n).

O'rinlashtirishlar n ta turli elementdan m tadan tuzilgan
combinatsiyalar bo'lib, ular bir-biridan elementlarning tarkibi yo
llarning tartibi bilan farq giladi. Ularning soni

A= (n-m)\ Yokl An =n(n-\)(n-2)...(n-m +\)

ormulalar bilan topiladi.

Gruppalashlarbir-biridan hech bo'Imaganda, bitta elementi bilan
arg giluvchi n ta elementdan m tadan tuzilgan kombinatsiyalardir.
Jlarning soni

cm— Nne *
n m\(n-m)\ ten§-
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1-mi sol. Guruhda 14 talaba bo'lib, ularning 8 nafari a’lochi-
lar. Ro'yxat bo'yicha tavakkaliga 10 talaba tanlab olindi. Tanlab
olinganlar ichida 6 talaba a’lochi bo'lishi ehtimolini toping.

Yechish. Sinovning barcha mumkin bo'lgan teng imkoniyatli
elementar hodisalari soni CI' ga teng. Bularning ichidan Cx mC@&
tasi tanlab olingan talabalar ichidan 6 tasi a’lochi talabalar hodisasi
(A) uchun qulaylik tug'diradi. Shuning uchun:

8-7 6-5
p(A) _d a 12 12 4-7-3-5 _ 60
cl4 14 13 12-11 7131 143

1-2-3 4

2-mi so I. Kirill alifbosining 9 ta harfidan «dpunonorua» so'zi
tuzilgan. Bu harflar tasodifan sochilib ketgan va gayta ixtiyoriy tartibda
yig'ilgan. Yana «punonorusa» so'zi hosil bo'lishi ehtimolini toping.

Yechish. A — «punnonorus» so'zi hosil bo'lishi hodisasi. Teng
imkoniyatli mumkin bo'lgan elementar hodisalar soni n = 9! ta bo'lib,
A hodisaga qulaylik yaratuvchilari m =21 «2! «2l ta bo'ladi. Bu yerda
«gpunonorns» so'zida «u» 2 marta, «o» 2 marta, «1» 2 marta
takrorlanishi hisobga olinadi. Demak,

PIA)=2 =" heae0

3-mi sol. Telefonda nomer terayotgan abonent oxirgi uchta
ragamni esdan chigarib qo'ydi va fagat bu ragamlar har xil ekanligi-
ni eslab qolgan holda, ularni tavakkaliga terdi. Kerakli ragamlar
terilganligi ehtimolini toping.

Yechish. A — uchta kerakli ragam terilganlik hodisasi bo'lsin.
Hammasi bo'lib, 10ta ragamdan 3 tadan nechta o'rinlashtirishlar
tuzish mumkin bo'lsa, shuncha, ya’ni O® = 10-9-8 =720 ta turli
ragamni terish mumkin. Shuning uchun klassik ehtimol ta’rifiga
ko'ra:

1 1

P(A) = 720

13.1.5. EHTIMOLLARNI QO'SHISII TEOREMASI

Ta’rif. A va B hodisalar yig'indisi deb bu hodisalardan kamida
bittasining ro'y berishidan iborat bo'lgan C hodisaga aytiladi. Biz
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Dirgalikda bo'Imagan A va B hodisalar yig'indisining ehtimolini
garaymiz. P{A) va P(B) mos ravishda ularning ehtimollari bo'lsin.
1-teorema. lkkita birgalikda bo'Imagan A va B hodisalar
yig'indisining ehtimoli shu hodisalar ehtimollarining yig'indisiga teng:
P(A + B) = P{A) + P(B).
Isbot. Hodisa ehtimolining klassik ta’rifiga ko'ra, aytaylik, tajribalar
natijasi n ta elementar hodisalar bo'lib, bulardan mytasi A hodisaga, m2
tasi esa B hodisa ro'y berishiga qulaylik tug'dirsin. U holda

—AN_- =
P(A)=";: P(B) = D
bo'ladi.
Teorema shartiga ko'ra A va B hodisalar birgalikda emas. Shunga
ko'ra yo A hodisa, yoki B hodisa ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi

hodisalar soni /s, + m2ga teng.
Demak, A + B hodisaning ehtimoli P(A + B) = bo'ladi.

Agar P(A + B) =V\A:ff’2 = (r?l+ " bo'lsa, u holda (1) ga asosan
tubandagiga ega bo'lamiz:
P(A + B) = P(A) + P(B).
Natija. A hodisaga qarama-qarshi A hodisaning ehtimoli P (A) =

I - P(A) ga teng.
Isbot. A va A hodisalar garama-qgarshi bo'lganligidan:

P(A+A)=L @)

Yugoridagi birgalikda bo'Imagan hodisalar uchun ehtimollami
go'shish teoremasiga asosan
P(A+A) = P(A) + P(A). 3)

(2, (3)"A")= \-P(A).

Misol. Qutida 25 ta shar bor. Ulardan 8 tasi gizil, 6 tasi oq, 11
tasi sariq. Tavakkaliga olingan shaming rangli shar bo'lish ehtimolini
toping.

Yechish. Rangli shar chigishi deganda yo gizil shar, yoki sariq
shar chiqgishini tushunamiz. Qizil shar chiqish hodisasini A, sariq
shar chigish hodisasini Bbilan belgilaylik. U holda ehtimolning klassik

ta’rifiga asosan: P(A) = P(B) = bo'ladi. A+B hodisa rangli
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shar chigishi hodisasi. A va B hodisalar birgalikda emas, shuning
uchun 1-teoremaga ko'ra: P(A + B) = P(A) + P(B).

8 1 19
Demak, izlangan ehtimol: P(A + B) = 25+ 25 = 2)5-

2-teorema. Ehtimollami qo 'shish teoremasi juft-jufti bilan birga-
likda bo'Imagan Ap A2 ..., Anhodisalar uchun ham o'rinli, ya hi

P(AX+ A2+ ... + An) = P(A) + P{A2 + .. + P{An.

Agar Av A2 ..., Anhodisalar hodisalaming to'la gruppasini tashkil
gilsa, n holda P(Ay) +P(A3 + .. +P(AJ = 1 bo'ladi.

Endi birgalikda bo'lgan hodisalar (ikkita hodisadan birining ro'y
berishi ikkinchisining ro'y berishini inkor etmaydigan hodisalar)
uchun qo'shish teoremasini qaraymiz.

3-teorema. Ikkita birgalikda bo'lgan A va B hodisadan hech
bo‘imaganda birining ro'y berish ehtimoli hodisalar ehtimollari
yig'indisidan ularning birgalikda ro'y berish hodisasi ehtimolining
ayirmasiga teng bo'ladi: P(A + B) = P(A) + P(B) - P(AB).

Bu teorema ikkitadan ortiq hodisalar uchun ham o'rinli.
Teoremani 175-chizmadagi sxemaga asosan isbotini keltiramiz.

Isbot. Aytaylik, sxemadagi hodisalar sodir bo'lsin, bunda: n —
tajriba natijasida hodisalar umumiy hollar soni; m — A hodisaning
kelib chigishiga qulaylik tug'diruvchi hollar soni; r — B hodisani kelib
chigishiga qulaylik tug'diruvchi hollar soni; s — A vaB hodisalaming
bir vaqtda ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi hollar soni yoki AB
hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi hollar soni.

A + B hodisa A hodisaga qulaylik tug'diruvchi m hollaming birida
yoki B hodisaga qulaylik tug'diruvchi r hollaming birida sodir bo'ladi.
Shuningdek, m va r hollaming ichida umumiy bo'lgan s hollar borki,
um+ r- sho'lib, A+ B hodisa sodir bo'lishiga qulaylik tug'diradi.

Bu holda ehtimolning klassik ta’rifiga
asosan tubandagiga ega bo'lamiz:

— A=A
> +35) = n n n n

1 =P(A), -=P{B) va - =P(AB)

bo'lganligidan
P(A + B) = P(A) + P{B) - P(AB)
boiadi.
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Misol. Ikki mergan bittadan o‘q uzdi. Birinchi merganning
nishonga tekkizish (A hodisa) ehtimoli 0,8 ga, ikkinchisiniki (B hodisa)
3,9 ga teng bo'lsa, merganlardan aqalli bittasining nishonga
tekkizganligi ehtimolini toping.

Yechish. Masala shartiga asosan: P[A) = 0,8, P(B) = 0,9. Birga-
ikda boMgan hodisalar uchun ehtimollami go'shish teoremasiga asosan:

P(A + B) = P(A) + P{B) - P(A) mP(B) = 0,8 + 0,9 - 0,809 =
=1,7- 0,72 = 0,98.

13.1.6. ERKLI HODISALAR EHTIMOLLARINI
KO*PAYTIRISH TEOREMASI

Agar ikkita A va B hodisalardan birining ro‘y berishi ikkinchisining
htimolini o'zgartirmasa, boshqacha aytganda, ikkinchisining ro‘y
ierish yoki bermasligiga bog'liq bo'Imasa, u holda bu hodisalar erkli
‘odisalar deyiladi. Bu mavzuda fagatgina birgalikda bo‘lgan hodisalar
lagida fikr yuritiladi, chunki birgalikda bo‘Imagan hodisalarning bir-
alikda ro‘y berish (ko‘paytmasining) ehtimoli nolga teng.

A va B hodisalar erkli hodisalar bo‘lib, ularning mos ehtimollari
*(/4) va P(B) bo'lsin.

Teorema. lkkita erkli A va B hodisaning birgalikda ro¥ berish
htimoli shu hodisalarning ehtimollari ko paytmasiga teng:

P(AB) = P(A) «P(B). *)

Isbot. Teorema shartiga ko‘ra A va B — erkli hodisalar. Shu
ibabli, har bir hodisaning sodir bo‘lishida alohida tajribalar
‘tkazilgan boisin. Tajriba natijasida n ta elementar hodisaga ega
3‘laylik. Bulardan nxtasi A hodisaga qulaylik tug‘dirsin.

Tajriba natijasida m ta elementar hodisaga ega bo‘laylik. Bulardan

tasi B hodisaga qulaylik tug‘dirsin. U holda

P{A)=3- P(B)=nt. M
ajriba natijasida ro‘y beradigan barcha elementar hodisalar soni
n ta bo‘ladi. Bulardan nxnxtasi A va B hodisalarning birgalikda

3y berishiga qulaylik tug‘diradi.
Demak,

P(AB) =" . (2
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(1), 2) = P{A B)=— — =P(A) P(B) (3)

bo'ladi. Teorema isbot gilindi.

Bu teorema erkli hodisalar soni n ta boMganda ham to‘g‘ri.
Aytaylik, Ar Av ..., Anbirgalikda bog‘lig bo‘Imagan hodisalar bo‘lIsin.
U holda (3) ga asosan:

P(A, A2+... «AJ = P(A) * P(AD »... * P(AN). (4)

1-misol. Ikki qutining har birida 20 tadan detal bor. Birinchi
qutida 16 ta, ikkinchi qutida 15 ta standart detal bor. Har bir qutidan
tavakkaliga bittadan detal olinadi. Olingan detaining standart bo‘lish
ehtimolini toping.

Yechish. Birinchi qutidan olingan detal standart bo‘lish
hodisasini A, ikkinchi qutidan olingani detal standart bo'lish hodisasini
B deylik. U holda P(A) = ~ =0,8; P(B) = ~ = 0,75 bo‘ladi.

Olingan ikkala detaining standart bo‘lish hodisasi esa AB hodisa
bo‘ladi.

A, B hirgalikda boimagan hodisalardir. Shuning uchun (*)ga
asosan: P(AB) =P(A) «P{B) = 0,8 +0,75 = 0,6.

2-m isol. Tangani o‘n marta tashlaganda gerbli tomon 10 marta
tushish ehtimoli gancha?

Y echish. Aihodisa /-tashlashda gerbli tomon tushishi bo'lsin.

Izlanayotgan ehtimol barcha A.(i= 1, 2, 3, ..., 10) hodisalar
ko‘paytmasining ehtimolidir. J1 hodisalar esa birgalikda erkli bo'lgani
uchun, (4) formulani go'llab, quyidagiga egamiz:

P(1, mA2-... +Aw) = P{A¥ +P[AD m...+ N1 D).
Biroq istalgan i uchun P{A) = 1/2, shu sababli
P{AXA, ... «AJ = (1/2),0= 1/1024 ~ 0,001.

3-m isol. Ishchi bir-biriga bog'lig bo'Imagan holda ishlaydigan
uchta stanokni boshqaradi. Bir soat mobaynida ishchining stanokka
garashi kerak bo'lmaslik ehtimoli birinchi stanok uchun 0,7 ga, ikkinchi
stanok uchun 0,9 ga, uchinchi stanok uchun esa 0,8 ga teng:

1) bir soat mobaynida uchta stanokdan hech gaysisiga ishchi-
ning e’tibori kerak bo'Imasligi ehtimoli P ni toping;

2) bir soat mobaynida kamida bitta stanokka ishchining e’tibori
zarur bo'Imaslik ehtimolini toping.
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Yechish. 1) izlanayotgan ehtimolni (4) formula bo'yicha to-
pamiz:

P= 0,9 *0,8 -0,7 = 0,504;

2) bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor berishi
zarur bo'lish ehtimoli birinchi stanok uchun 1- 0,7 = 0,3 ga, ikkinchi
va uchinchi stanoklar uchun u, mos ravishda, 1- 0,9 = 0,1 va 1-
- 0,8 = 0,2 ga teng. U holda bir soat mobaynida uchala stanokka
ishchining e’tibor berishi zarur bo'lish ehtimoli (4) formulaga asosan:
0,3+0,1 «0,2 = 0,006.

Bir soat mobaynida uchala stanokka ishchining e’tibor berishi
zarur bo'lishidan iborat A hodisa kamida bitta stanokka ishchining
e’tibor berishi zarur bo'Imasligidan iborat hodisa A ga garama-
qarshidir. Shuning uchun P(A) = 1- P{A) formulaga ko'ra topamiz:

P{A)=1- P{A)= 1- 0,006 = 0,994.

13.1.7. SHARTLI EHTIMOL

Ayrim masalalarni yechishda A va B hodisalaming ehtimollari
ma’lum bo'lsa, bu hodisalar ko'paytmasining ehtimolini topishga
to'g'ri keladi. Quyidagi misolni garaymiz. Ikkita tanga tashlangan
bo'lsin. Ikkita gerb tushish ehtimolini topish talab gilinadi.

Biz to'liq gruppa tashkil etuvchi 4 ta teng ehtimolli juft-jufti
bilan birgalikda bo'lImagan ushbu natijalarga egamiz:

1-tanga 2-tanga
1-natija gerb gerb
2-natija gerb ragam
3-natija ragam gerb
4-natija ragam ragam

Shunday qilib, P(gerb, gerb) = 1/4. Endi birinchi tangada gerb
tushgani ma’lum deb faraz gilaylik. Shundan so'ng gerb ikkala tangada
tushish ehtimoli ganday o'zgaradi?

Birinchi tangada gerb tushgani uchun, endi to'liq gruppa ikkita
teng ehtimolli birgalikda bo'Imagan natijalardan iborat bo'ladi:

1-tanga 2-tanga
1-natija gerb gerb
2-natija gerb ragam
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Bunda natijalardan faqat bittasi (gerb, gerb) hodisaga imkon
yaratadi. Shuning uchun gilingan farazlarda P(gerb, gerb) = 1/2.

Endi A orqali ikkita gerbning tushishini, B orqali esa gerbning
birinchi tangada tushishini belgilaymiz.

B hodisa ro'y berganligi ma’lum bo'lganda, A hodisa ehtimoli
o'zgarishini ko'ryapmiz.

A hodisaning B hodisa ro'y berdi, degan shart ostidagi yangi
ehtimolini PRA) orgali belgilaymiz. Shunday qilib,

P(A) =\, PB(/T) =\-

A hodisaning B hodisa ro'y beradi, degan shart ostidagi ehtimoli
A hodisaning shartli ehtimoli deyiladi.

Endi bog'lig hodisalar ehtimollarining ko'paytmasini ko'rib
o'tamiz.

13.1.8. EHTIMOLLARNI KOTAYTIRISII TEOREMASI

Teorema. A va B hodisalar ko'paytmasining ehtimoli ulardan biri
ehtimolining ikkinchisining birinchi hodisa ro § berdi, deb hisoblangan
shartli ehtimoliga ko paytmasiga teng, ya hi

PiAB) = PiA) « PAB). (5)
Isbot. Bu munosabatning to'g'riligini ehtimolning klassik ta’rifiga
asoslanib isbotlaymiz. Tajribalarning mumkin bo'lgan Ev Ev ..., EN
natijalari teng ehtimolli, juft-jufti bilan birgalikda bo'Imagan
hodisalaming to'liq gruppasini tashkil gilsin va ulardan A hodisaga K
ta natija qulaylik yaratsin hamda ana shu K ta natijadan L tasi B
hodisaga qulaylik yaratsin. U holda, A va Bhodisalaming ko'paytmasiga
tajribalarning mumkin bo'lgan Kla natijasidan L tasi qulaylik tug'diradi.
Bundan esa quyidagiga egamiz:

P(A)=jj; P(AB)="; PA{B) =§.

Shunday qilib,
P(AB) =+ =8 + LWP(A)PNB).

Shunga o'xshash, A va B ning o'rinlarini almashtirib, quyidagi
munosabatga ega bo'lamiz:

P{AB) = P{A) « PAB). (6)
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(5) va (6) munosabatlardan
P(A) - PAB) = P(B) - PRA) Q)
kelib chigadi.
Ehtimoilarnj ko'paytirish teoremasi istalgan chekli sondagi
hodisalar uChun iimumlashtiriladi. Masalan, uchta Av Av A}hodisa
uchun quyidagigil ega bo‘lamiz:

=/1</11 )L = P(A,X) mP/UKA) -

Umumiy holda:

A-'M,..8)=p(@A )  P"A)-... PAANW - (8)
Misol. 4 ta 0q va 9 ta gora shar bo'lgan qutidan ikkita shar
olinadi. Olingan j”~ la shar oq bo‘lish ehtimoli gancha?

e chi”h. Bij masalani (6) formulani qoilab yechamiz. Ikkita
s"arniolish ularni ketma-ket olishga teng kuchlidir. Ikkita oq shar
chigishidan iborat hodisa Ava B hodisalarning ko'paytmasidan iborat

mn ~ form,Jlaga ko‘ra quyidagiga ega bo'lamiz:
P(AB)= P{A)J=>a(B). Biroq, birinchi oq shar chiggandan so‘ng

qutida uchtasi 0q bo'lgan 12 ta shar qolgani uchun: P(/4) =1,

Demak, P(AB)=(JL).(+)-

13.1.9. TO'LIQ EHTIMOL FORMULASI

Aytaylik, A hodisa to'liq gruppa tashkil etuvchi n ta juft-jufti
birgalifda bo'Imagan Hr H2 ..., # hodisalarning bittasi va

fagat utasi bilan birgalikda ro'y berishi mumkin bo'lsin. U holda,
agar hodiSa ro‘y bergan bo'lsa, bu juft-jufti bilan birgalikda

o magan Af] AH AH hodisalarning birortasi ro'y berganini
bildiradi. Demak, 2 "

A =AH, + AH, + .. + AB, .

U hoilda, ehtimollarni go'shish teoremasiga asosan, tubandagiga
ega bo liamiz ¢

P(A) = AAH\ + AH2+ .. + AHr) = P{AHX + P(AH2 + .. + P{AHn).

Birogq, P(AH,) =P(Ht) wPH,(A)(/ = 1,2,...,n),shuning uchun
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P(A) =P(HI)PH[(A)+ P(H2)P,,2(A) +...+ P(Hn)PHN(A). (1)

Bu formula to'lig ehtimol formulasi deyiladi. Hr Hn
hodisalar ko'pincha «gipotezalar» deyiladi. Bu formuladan murakkab
hodisalarning ehtimollarini hisoblashda foydalaniladi. ]

Misol. Omborga 360 ta mahsulot Keltirildi. Bulardan 300 tasi
bir korxonada tayyorlangan bo'lib, 250 tasi yarogli mahsulot; 40 tasi
ikkinchi korxonada tayyorlangan bo'lib, 30 tasi yarogli mahsulot; 20
tasi uchinchi korxonada tayyorlangan bo'lib, 10 tasi yarogli mahsulot.

Ombordan tavakkaliga olingan mahsulotning yarogli bo'lish

e““ﬁPSUHii §91°.inﬁavakkaliga olingan mahsulot uchun quyidagi gipo-

teza ,rirhr]]zli gl?l!ﬁﬁlﬁg 1-korxonada tayyorlangan bo'lishi;
H2 — malTsulotning 2-korxonada tayyorlangan bo'lishi;
/13— mahsulotning 3-korxonada tayyorlangan bo'lishi.
Ularning ehtimollari mos ravishda quyidagicha bo'ladi:
0 ¥ py- B
5 = , 360 18
PA) =m0 5 DT
Agar olingan mahsulotning yarogli bo'lishini A hodisa deb
belgilasak, u holda bu hodisaning turli gipotezalar shartlari ostidagi
ehtimollari quyidagicha bo'ladi:

“y D B,,Z/UU =4

Yugorida topilganlami to4,q ebtimo. fonnulasiga qo yam*:

M . P(H)P,SA) *w w fI* w>+e"+p(5")P*-(

55 15 . f4-2
=6 6+9 4 18 2 36

13.1.10. BAYES FORMULASI

Biror tajriba o'tkazilmoqgda va uning o'tish shartlari to'g'risida
to'lig gruppa tashkil etuvchi juft-juft bo'lib birgalikda bo‘'lmagan n
ta /1,, ..., Hngipotezalarni aytish mumkin bo'lsin.

Gipotezalarning ehtimoli P(H) ga teng. Tajriba natijasida A hodisa
ro'y berishi ham, ro'y bermasligi ham mumkin bo'lsin, shuning bilan
birga, agar tajriba gipoteza bajarilganda o'tayotgan bo'lsa,
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PHI(A) =P (/=1,2,

ekani ma’lum bo'lsin.

U holda, agar A hodisa ro‘y berganligi rna’lum bo'lib qgolsa,
gipotezalarning ehtimollari ganday o'zgaradi, degan savol paydo
bo'lishi mumkin. Boshgacha aytganda, bizni PAH) ehtimollarning
giymatlari qgiziqgtiradi.

(13.1.8) dagi (5) va (6) munosabatlar asosida quyidagiga egamiz:

P(HiA) = PA{H,) ®P(A) = PH.(A) ®P(H,) (/=12 .. n),
bu yerdan
D(U”  Pnj(A)-P(Hj)
p,W - — m —
Birog, to'liq ehtimol formulasiga ko'ra:
P{A) = P(HQPLL(A) + P (H2)Pff7(A) +... +

+P{HNPHY{A) =+ P (HK) P K,
shuning uchun

(/=1,2,..). (D
L
(1) formula Bayesformulasi deyiladi.

Misol. Omborxonaga 1600 dona tranzistor keltirildi. Ularning
300 tasi birinchi zavodda, 560 tasi ikkinchi zavodda, 740 tasi uchinchi
zavodda tayyorlangan. Tranzistorlarning yaroqgsiz bo'lib chigishi 1-
zavod uchun 0,03 ga, 2-zavod uchun 0,02 ga va 3-zavod uchun 0,01
ga teng. Tavakkaliga olingan tranzistor yarogsiz bo'lib chigdi. Uning
1-zavodda tayyorlanganlik ehtimoli gancha?

Yechish. Tavakkaliga olingan tranzistor yaroqgsiz bo'lib chigish
hodisasi A bo'lsin. Hv H2 tf3esa tranzistor mos ravishda 1, 2, 3-

zavodda tayyorlangan, degan gipotezalar bo'lsin. Bu gipotezalarning
ehtimollari tubandagicha:

01 B3

=1 " 046-
Masala shartidan quyidagilar kelib chigadi:

394

Px= PH(A) = 0,03; P2=PH(A) =0,02; Pb=Pu (A) = 0,01.

PA(HX ni, ya’ni yarogsiz tranzistorning 1-zavodda tayyorlangan-
lik ehtimolini topamiz. Bayes formulasiga ko'ra quyidagiga egamiz:

P (ffO-i\+P(H2) p2+p (1 1) pv
0,19 0,03 - 0,329.
0,19 0,03+0,35 +0,02+0,46 0,01

Shunday qilib, tranzistor 1-zavodda tayyorlangan, degan
gipotezaning ehtimoli u yarogsiz ekanligi ma’lum bo'lib gqolganidan
keyin o'zgartiriladi.

* 0 ‘z-0‘zini tekshirish uchun savollar

1. Ehtimol nima?

2. Hodisa ehtimolining klassik ta’rifini keltiring.

3. Mugarrar, mumkin bo‘lImagan, teng ehtimolli hodisalar deganda nimani
tushunasiz?

4. Hodisalar yig'indisi va ko'paytmasi ta’rifini keltiring.

5. Birgalikda va birgalikda bo'Imagan hodisalarni misollar yordamida

tushuntiring.

A hodisaga garama-garshi hodisa deganda nimani tushunasiz?

7. Hodisa ehtimolining geometrik ta’rifini misollar yordamida tushuntirib
bering.

8. O'rin almashtirish, o'rinlashtirish, gruppalashlarni misollar yordamida
tushuntiring.

9. Tasodifiy hodisa nima? Tasodifiy hodisaning nisbiy chastotasini ta’riflang
va formulasini keltiring.

10. Ikkita birgalikda bo'lgan hodisalar ehtimollarini qo'shish teoremasini aytib,
isbotlab bering.

11. Ikkita birgalikda bo'lImagan hodisalar ehtimollarini qo'shish teoremasini
aytib, isbotlab bering.

12.  Erkli hodisalar ehtimollarini ko'paytirish teoremasini ta’riflang va isbotlab
bering.

13. Hodisaning shartli ehtimolini misollar yordamida tushuntiring.

14. Bog'liq hodisalar ehtimollarini ko'paytirish teoremasini ta’riflang va isbotlab
bering.

15. To'lig ehtimol formulasini keltirib, misollar bilan tushuntiring.

16. Bayes formulasini yozib, misollar bilan tushuntiring.

o
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