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Биринчи нашрга суз боши

Дифференциал тенгламаларга багишланган китоблар рус, инглиз 
ва бошка тилларда куплаб чоп этилган. Улар ичида математик 
олимлар Д. С. Понтрягин, В. В. Степанов, И. Г. Петровскийлар 
томонидан яратилган дарсликларни алохида кайд килиб утиш лозим. 
Узбек тилида илк дарслик академик Т. Н. Кори-Ниёзий томонидан 
40- йилларда ёзилган. Утган давр ичида дифференциал тенгламалар 
назарияси ва унинг татбик доираси кенгайиб, янада бойиди. Шу 
муносабат билан узбек тилида хозирги замом талабларига жавоб 
берадиган, амалдаги дастурларга мос келадиган дарслик ёзиш 
зарурати вужудга келди. Мазкур китоб ту  йулда куйилган илк кадам 
булиб, унга муаллифларнинг Тошкент Давлат университети матема
тика хамда амалий математика ва механика факультетларида узок 
йиллар давомида укиган лекциялари асос килиб олинди. Дарслик 
университетларнинг «математика» ва «амалий математика» ихтисос- 
ликлари талабалари учун мулжалланган, лекин ундан педагогика 
олийгохлари. олий техника укув юртлари талабалари хам фойдала- 
нишлари м_> ,.|Кин.

Дарсликда дифференциал тенгламалар назариясини баён килиш 
билан бирга уларнинг амалий масалаларни ечишга татбик этилишига 
хам катта эьтибор берилди. Бу сохада Л. С. Понтрягиннинг рус 
тилида чоп этилган китобидан кенг фойдаланилди.

Физика, иктисодиёт, биология, кимё, тиббиёт ва бошка фанларда 
учрайдиган куплаб жараёнлар дифференциал тенгламалар ёрдамида 
тавсифланади. Шу тенгламаларни урганиш билан тегишли жараён
лар хакида бирор маълумотга, тасаввурга эга буламиз. Уша 
дифференциал тенгламалар урганилаётган жараённинг математик 
моделидан иборат булади. Бу модель канча мукаммал булса, 
Дифференциал тенгламаларни урганиш натижасида олинган маълу- 
мотлар жараёнларни шунча тула тавсифлайди. Шуниси кизикки, 
табиатда учрайдиган турли жараёнлар бир' хил дифференциал 
тенгламалар билан тавсифланиши мумкин. Бу эса «бир ук билан икки 
каргани отиш» имконини беради, яъни агар бирор математик моделни 
тула урганилса, тегишли натижадан турли жараёнларни тушунти- 
ришда фойдаланса булади. Айтилган фикрлар дифференциал 
тенгламаларнинг умумий назарияси ва амалий масалаларни ечишга 
татбики мухим ахамият касб этишини англатади.

„ДаРедик олий укув юртларининг дифференциал тенгламалар 
Уиича мавжуд дастурлари асосида ёзилган булиб, баён этилган
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материал тилининг равонлигига, математик жиддийлигига катта 
эътибор берилди. Купчилик мавзулар баёнига ижодий ёндашилди. 
Жумладан, дифференциал тенглама (тенгламалар системаси) ечими- 
иинг мавжудлиги ва ягоналиги, е- такрибий ечим, чегаравий 
масалалар, чизикли бнр жинсли ва бир жинсли булмаган тенглама- 
ларни (системаларни) урганишда Грин функциясидан фойдаланиш, 
лимит давралар, ечимларнинг тургунлиги каби катор мавзуларни 
санаб утиш мумкин.

Китобдаги биринчи тартибли хусусий хосилали дифференциал 
тенгламаларга оид материални академик М. С. Салохитдинов, оддий 
дифференциал тенгламаларга оид материални эса проф. F. Насритди- 
нов езди.

Муаллифлар китоб кулёзмасинн синчиклаб укиб чикиб, уз 
фикр-мулохазаларини билдирган китобнинг илмий мухаррири Узбе- 
кистон Республикаси Фанлар Академиясининг мухбир аъзоси, 
физика-математика фанлари докторш профессор Нуъ.мон Юнусович 
Сатимовга, шунингдек, Узбекистон Республикаси Фанлар Акаде
миясининг хакикий аъзоси, физика-математика фанлари доктори, 
профессор Т. Д. Жураевга ва физика-математика фанлари доктори, 
профессор X. Р. Латиповга узларининг чукур миннатдорчиликларини 
изхор этадилар.

Иккинчи нашрга суз боши

Дарсликнинг иккинчи нашрида аввало унинг дастлабки нашрида 
учраган айрим ноаникликлар тугриланди. Ундан ташкари баъзи 
материаллар бошкача баён этилди. Баъзилари эса янги материаллар 
билан алмаштирилди. Айрим материалларни кискартириш максадга 
мувофик деб топилди.

Иккинчи нашрни тайёрлаш жараёнида уз фикр ва мулохазалари- 
ни билдирган хамкасб дустларимизга миннатдорчилик изхор кила- 
миз.



ДАРСЛИКДА УЧРАЙДИГАН АСОСИЙ БЕЛГИЛАР

R (ёки R1) — барча хакикий сонлар туплами.
R. (ёки R ) барча мусбат (манфий) хакикий сонлар туплами.
R2 сонлар текислигн, яъни R2= |( a .  b) : ag R, 6fR).
/ — R тунламнинг кис ми булиб. у очик, ёпик. ярим очик. ярим ёпик, чекли ёки 

чексиз интервалдаи иборат.
/ , —х пинг узгариш интервали.
С (R) — R тупламда узлуксиз булган функциялар синфи.
С ( / ) —/  интервалда узлуксиз болтан функциялар синфи.
C '(R) (ёки С1 (/))  — R тупламда (ёки / интервалда) узлуксиз дифференциалланувчи 

функциялар синфи.
q>(-r)6C(R) (ёки <р(дг) 6 С ( I) ) — ф(*) функция R тупламда (ёки /  интервалда) 

узлуксиз функциялар синфига тегишли.
'('(-*■) €C '(R ) (ёки «р(дг) 6 С (/)) <р(дс) функция R тупламда ( ёки /  интервалда 

узлуксиз дифферснциалланувчи функциялар синфига тегишли.
I'—RJ текисликнинг кисмидан иборат булган соха.
С (Г )—Г сохада узлуксиз булган функциялар синфи.
С  (Г )—Г сохада узлуксиз дифференциалланувчи функциялар синфи.
/  (дг, у) е С1 (Г )— f (дг, у) функция Г сохада узлуксиз дифференциалланувчи функция

лар синфига тегишли.

R‘ =  |(a. Ь. с) : a i  R1, b£ Rl. cgR 1).
R*=f(oi. a-д...л*) :cy£ R1. i = l  .2.... *|.

D.i — R* фазонинг кисмидан иборат соха.
R* фазонинг кисмидан иборат соха.

С" ( / ) —/  интервалда п марта узлуксиз дифференциалланувчи функциялар синфи.
ф (х)6С "(/)—ф(х) функция / интервалда п марта узлуксиз дифференциалланувчи 

функциялар синфига тегишли.



КИРИШ

1-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР Х.АКИДА ТУШУНЧА

Табиатда учрайдиган турли жараёнлар (автомобиль харакати, 
тайёранинг учиши, физик, химик ва биологик жараёнлар ва х. к.) уз 
харакат конунларига эга. Баъзи жараёнлар бир хил конун буйича 
содир булиши мумкин, бу хол эса уларни урганиш ишини енгиллаш- 
тиради. Аммо жараёнларни тавсифлайдиган конунларни тугридан- 
тугри топиш хар доим хам мумкин булавермайди. Характерли 
микдорлар ва уларнинг хосилалари ёки дифференциаллари орасида- 
ги муносабатни топиш табиатлп енгил булади. Бунда номаълум 
функция ёки вектор-функция хосила ёки дифференциал ишораси
остида катнашган муносабат хосил булади. Жумладан, ^ - =
=f(x,  у) биринчи тартибли оддий дифференциал тенглама дейилади. 
F (х,у,у') = 0 — биринчи тартибли х;осилага нисбатан ечилмаган 
оддий дифференциал тенглама дейилса, yM =f(x,  у , у ... ,у,п~и ) , 
F(x, у, у', ... ,у{л)) =0-п-тартибли оддий дифференциал тенглама 
дейилади. у,л) = /(л \  у, у', ... у"-1') п-тартибли юцори тартибли 
уосилага нисбатан ечилган оддий дифференциал тенглама дейилади. 
Агар f ( x ,  у, ... ,у[п~")  ёки F(x. у , у', ... , у{п)) лар у, у', .... у(" " 
ва у<п) аргументларга нисбатан чизикли функциялар булса, тегишли 
дифференциал тенглама чизицли дейилади. Юкоридаги дифференци
ал тенгламаларда номаълум функция бир аргумептли деб каралади. 
Аслида номаълум функция куп аргументли булган холлар хам тез-тез 
учрайди. Бундай холла дифференциал тенглама хусусий хосилали
дейилади. Ушбу F -^-^ =  0 тенглама б и р и н ч и  т а р т и б л и
х у с у с и й  х о с и л а л и  т е н г л а м а л а р д а н ,

Ф  /  ди ди if2 и д и I.T2 и \ __„
\  дх ’ дУ ’ дх2 ' дхдУ ’ ду2 )

тенглама эса и к к и н ч и  т а р т и б л и  х у с у с и й  х о с и л а л и  
д и ф ф е р е н ц и а л  тенгламалардан иборат. Куйидаги

ои = a2dJL (иссицлик утказувчанлик тенгламаси),
дх ду2

—и f5JL—о (Лаплас тенгламаси),
дх2 Ну2

- \-~ .-= f(x . у) (Пуассон тенгламаси)
дхГ ду2 \
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т е н гл а м а л а р  иккинчи тартибли хусусий хосилали дифференциал 
т е н гл а м а л а р н и н г  мухим хусусий холлари хисобланади, уларда 
ном аъ лум  функция икки аргументлидир.

2-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАГА ОЛИВ КЕЛИНАДИГАН  
БАЪЗИ МАСАЛАЛАР

1 - ма с а л а .  Массаси т булган жисм v (0) =  i>n бошлангич тезлик 
билан бирор баландликдан ташлаб юборилган. Жисм тезлигининг 
узгариш конунини топинг (1-чизма).

Ньютоннинг иккинчи конунига кура:

бу ерда F — жисмга таъсир этаётган кучларнинг 
йигиндиси (тенг таъсир этувчиси). Жисмга факат 
иккита куч таъсир этиши мумкин деб хисоблайлик: 
хавонинг каршилик кучи Ft =  —kv, k > 0 \  ернинг 
тортиш кучи F2 =  mg. Шундай килиб, математик 
нуктаи назардан F куч

a) Pi га; б) Ft га; в) Ft-\-F2 га тенг булиши I-чизма

а) F =  F2 булсин. Унда биринчи тартибли т =  mg диффе
ренциал тенгламага эгамиз. Оддий хисоблашлар бу тенгламада 
номаълум функция Vt ( t )=gt- \ -C (С — ихтиёрий узгармас сон) 
куринишда булишини курсатади. ц (0 )= ц 0 булгани учун C =  t/0 деб 
олиш мумкин, у холда изланган конун vt(t) = g i-\-v0 куринишда 
булади.

d -~iб) Агар F = F I булса, m-j1’ — —ku, бунда v ( t ) = v 0e т экани

в) F— Ft-\-F2 булсин. Бу холда ушбу =  mg — kv  ( k >  0) 
дифференциал тенгламага келамиз. Номаълум функция v

мумкин.

равшан.

куринишда булишини курсатиш кийин эмас. 
Равшанки, limt>2(7) —v, (t). Хакикатан,

— mglim
-оо ( - ' - )  =  vQ- \ -g t  =  Vt ( t )
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2 - м а с а л а .  Массаси т булган моддий нукта тугри чизикли 
харакат килмокда. Унинг харакат конунини топинг.

Хар бир моментда G нуктадан координата бошигача булган
масофа х булса (2-чизма), нуктанинг тезлиги x ( x =  ‘‘̂ j  булади.
Моддий нуктага икки ташки куч: ишк,аланиш кучи — Ьх, Ь~>0 ва 
таранглик кучи — kx, /г>0  таъсир этади дейлик. Ньютоняинг 
иккинчи конунига асосан G нуктанинг харакати

т'х — —bx — kx
-<бI
т

2- чизма

. конун билан содир булади. Бу иккин- 
~ чи тартибли дифференциал тенглама- 

дир. Агар моддий нукта двигатель 
билан таьминланган булиб, двига- 
телнинг G нуктага таъсир кучи 
F булса, у холда G нинг харакат 
конуни

тх =  —bx— kx F
булади. Купинча F микдор | Л ^  
^ / ru =  const муносабатга буйсунади. 

С 3 - м а с а л а .  Туртта икки кутб- 
ликлардан тузилган ёпик электр 
занжири берилган (3-чизма). Икки 
кутбликлар: ab индуктивлнк (L ). 
Ьс — каршилик (R),cd — сигим (С) ; 
кучланиш манбаи ((/(/)) da. Вакт 
утиши билан ёпик электр занжирида 

3_ чнзма электр токи 1(1) нинг узгариш кону
нини топинг.

Кирхгофнинг биринчи цонунига кура f[l|, 83 84-бетлар)
U ( t ) + / c b ( t )  =  0 , I u b ( t ) = h c ( l ) .

Шунга ухшаш.
1ьс(П=/сЛП. Ija(t)=lab(t),

яъни
/■*(0 =hc(t )  =lcd(t) =  ha(t) =l ( t )  .

Кирхгофнинг иккинчи конунига кура:
Uah(t) "К Gbc (t) "f-U cd(l) +  U du(t) =0 .

Энди
Uab( t ) = L ^ - ,  Ubc(t) =RI( t ) .  at

UcAt) =  \ ; \ Ht )d t , U«a(t) =  - U ( t )  
муносабатлардан фойдалансак:

L ^  + RI(t) +  ^ \ H t ) d t - U ( t ) = 0 .



Агар U (/) £ С  (С  — бир марта узлуксиз дифференциалланувчи 
фчикциялар синфи) булса, у холда юкоридаги тенгламанинг \ар бир 
чадини / буйича дифференциаллаб, /(/) нинг узгариш цонунини 
ифодаловчи

lS-Щ . + r *JS!L 
d r  d<

масалада хам турли хусусий

4- чизма

тенгламага келамиз. Албатта, бу 
холларни куриш мумкин эди.

4 -  м а с а л  а.  Математик тебрангич 
(маятник) нинг харакат тенгламасини кел- 
тириб чикаринг.

Вертикал текисликда ётган / радиусли 
К айлана буйлаб огирлик кучи таъ- 
сири остида харакат килувчи т массага 
эта булган Р нукта математик тебрангични 
тасвирлайди (4-чизма). \ а р  бир мо
ментда Р нуктанинг урни <р(/) бурчак 
билан тула аникланади. Масаланинг шар- 
ти буйича Р нукта факат огирлик кучи 
таъсири остида харакат килади. Аммо бу 
харакатда айлананинг роли бор. У Р нук- 
тани айлана буйлаб харакат килишга 
мажбур этади, яъни Р нуктага айлананинг
ички нормали буйича йуналган F куч билан таъсир этади. Агар 
тортиш кучи mf* ни иккита ташкил этувчига ажратсак: 
F\ =  — mg sin ф, F2=  — mg cos cp, у холда F3-\-Fi=0  булади. 
Шундай килиб, Р га таъсир этаётган кучларнинг тенг таъсир этувчиси 
F=F\  4- /г2 +  /7з =  /г1 =  — mgsincp. Демак, Р нуктанинг харакат 
тенгламаси Ньютоннинг иккинчи конунига асосан

т1ц)= — rngsiny ёки /qi +  ̂ sin(p =  0
куринишда булади.

5 -  м а с а л а .  Агар ёруглик 
манбаи О нуктага урнатилган 
булса, кузгунинг шакли ундан 
кайтган нурлар горизонтал укка 
параллел булиши учун кандай 
булиши керак?

Горизонтал укни Ох, вертикал 
укни Оу дейлик. Кузгу сиртини 
хОу текислиги билан кесишдан 
Хосил булган эгри чизикни кура- 
миз. Р(х, у) — шу чизикдаги их- 
тиёрий нукта булиб, унда олинган эгри чизикка утказилган уринма 
билан Ох укининг кесишган нуктаси О булсин (5-чизма). Равшанки, 
/LORQ= Z.OQP (чунки нурнинг тушиш ва кайтиш бурчаклари тенг 
булади^ яъни /_АРВ= xLORQ =  a). Шу сабабли, |OQ| =  |OP| =

~  }/х* +.У2, y =  RP. Агар у > 0 десак,
9



Бундан

dy _  IP/?I _ ______y _ ____ p dy _  V Хг + /  — *
rfAT IQ/?I V /  + v2 +JC .V

—t ^ l - =  1 
V**+H

дифференциал тенглама келиб чикади. Унда номаълум функция у(дс) 

УШбу 1?= 2С (х+ ^-)' C=const, г />0

куринишга эга эканини текшириб куриш кийин эмас. Бу эса 
С ф 0 булгани учун параболадан иборат.

Масаланинг шартига кура, шу эгри чизик Ох укига нисбатан 
симметрик булади. Шунинг учун юкоридаги функцияда у < 0 булиши 
хам мумкин. Шундай килиб, куйилган масалани текисликда курсак, 
ёруглик манбаи параболанинг фокусида булади.

Агар параболани Ох уки атрофида айлантирсак, айланма 
параболоид хосил булади. Демак, кузгу формаси айланма парабо- 
лоиддан иборат булиб, О нукта унинг фокусида ётади.

6 - м а с а л а .  Хайвонларнинг бирор тури узгармас мухитда 
алохида яшасин дейлик. Урчиш ва улишнинг даврийлигини хисобга 
олмай куриластган тур индивидуумлари сонининг узгариш конунини 
топинг.

Масаланинг шартига кура вактнинг берилган кичик интервалида 
урчиш ва улишлар сони берилган моментда индивидуумлар сонига 
пропорционал булади. N индивидуумлар сонининг усиши курилаёт- 
ган интервалда N сонига пропорционал булиб, бу усиш интервал 
кичик булганда унинг узунлигига хам пропорционал булади. Шундай
килиб, N сон t нинг функцияси ва унинг усиши ^яъни~у^ N ( I)
га пропорционалдир. N(t) функцияни узлуксиз ва узлуксиз диффе- 
ренциалланувчи деб карасак, ушбу

А(/о).= А0> 0

дифференциал тенгламага эга буламиз, бу ерда е пропорционал- 
лик коэффициенти («усиш» коэффициента). Урчиш конуни диффе
ренциал тенглама билан берилган функциянинг куриниши N(t) =
=  N0e "  эканига ишонч хосил килиш кийин эмас. Бундан
келиб чикадики, вакт арифметик прогрессия буйича узгарса, 
индивидуумлар сони геометрик прогрессия буйича узгаради. Агар 
е > 0  булса, N усади; агар е < 0  булса, N камаяди. е =  0 булганда 
/V =  const булиб, урчиш улишни тула коплайди.

Бу масалада мухитни узгарувчан деб хисоблаш ва бу мухитда 
хайвонларнинг бир неча тури яшаяпти деб караш, сунгра турларнннг 
орасидаги баъзи муносабатларга караб хар бир тур индивидуумлари 
сонининг узгариш конунини топиш масаласини хам куйиш мумкин. 
Биз бунга тухталмаймиз.
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1 - боб
Х.ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛГАН БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1.1-5. ЕЧИМ ТУШУНЧАСИ. КОШИ МАСАЛАСИНИНГ К У Й И Л И Ш И

Даставвал биз биринчи тартибли битта дифференциал тенгламани 
курамиз. Юкорида

F ( x , y , y ' ) = 0  (1-Г)
тенгламани биринчи тартибли хосилага нисбатан ечилмаган оддий 
дифференциал тенглама деб атадик, унда х — эркли узгарувчи, у  —
унинг номаълум функцияеи, у'= ^  эса номаълум функциянинг
хосиласи. (1.Г) куринишда ёзиладиган тенгламаларни биз 3-бобда 
урганамиз. Хозир (1.1') нинг мухим хусусий холига тухталамиз. 
( 1.Г) тенглама учта х , у ва у' узгарувчини боглайди. Баъзи холларда 
бу тенглама у' ни х ва у нинг функцияеи сифатида аниклайди. Бу 
холда (1.Г) тенглама ушбу

У) (1-1)
дифференциал тенгламага тенг кучли булади. (1.1) тенглама, одатда, 
уосилага нисбатан ечилган дейилади. Куп холларда (1.1) куриниш- 
даги тенгламаларни урганишнинг кулайлиги бор. Энди биз (1.1) тенг
лама (1.Г) ни у' га нисбатан ечиш натижасида хосил булган деб 
карамасдан, балки (1.1) да f(x, у) функция Г сохада*’ берилган деб 
караймиз. Мазкур бобда ана шундай дифференциал тенгламаларни 
урганамиз.

1.1 -т а ъ р и ф . (1.1) тенглама берилган булиб, унда f(x, у) функ
ция R’ текисликнинг Г со^асида аницланган булсин. Агар 1 (очик,, 
ёпик, ёки ярим очик,) интервалда аницланган у = <p(jt) функция учун 
Куйидаги уч шарт:

Г. (х,ф(х)) g Г, Г с; R-д g/, 
2°. ср(х) 6 С 1 ( / ) " > ,

3°- С̂ )~=КХ’ ф(*))> * € '

( 12)

Соха дейилганда буш булмаган очик богланган тупламни тушунилади. К.айд 
киламизки, агар берилган Г тупламнинг ихтиёрий икки нуктасини туташтирувчи ва шу 
тунламга тегишли бирор синик чнзик мавжуд булса. у холда Г туплам богланган 
Дейилади.

Агар /  интервал ёпик булса, у холла унинг чап учида унг хосила, унг учида аса 
чам хосила назарда тутилади. Аник холларда: / ёпик булса, оралик, сузини, у очик ёки 
ярим очик булса, интервал сузини ишлатамиз.
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бажарилса, у уолда бу функция I интервалда (1.1) дифференциал 
тенгламанинг ечими дейилади.

Агар у =  ф(х), x £ l  функция (1.1) тенгламанинг ечими булса, 
у (1.1) тенгламани цаноатлантиради, деб хам айтилади.

(1.1) дифференциал тенгламанинг хар бир у = <р(х) ечимига мое 
келган эгри чизик (яъни у =  tp(x) функциянинг графиги) шу 
тенгламанинг интеграл эгри чизиги (ёки соддагина, интеграл чизиги) 
дейилади.

Ушбу ~ -= 2 х  тенглама учун Г =  RL' булиб, ф(х) = х 2+  1 функция
R1 тупламда (яъни — оо <  х < -f-оо интервалда) ечим булади. 
Хакикатан, таърифга кура:

1°. (х, * 4 l ) 6 R 2. x ^ R 1; 2°. (лг2 -f-1)  ̂С  (R1); 3°. ^ ~ ~ - = 2 х .  

Шунга ухшаш, ~ = —Д -— - тенглама учун / = (  —1, 1) булиб,
dx V 1 - Х 2

Ф(дг) =  arcsinx —2 функция шу ( — 1, 1) интервалда ечим булади. Бу 
холда Г =  {(х, у ) :— 1 < х < 1 ,  — ----2 < у < ^ - —2|  (6-чизма).

(1.1) тенгламанинг ечими баъзи холларда ошкормас Ф(х, у) = 0  ку- 
ринишда булса, баъзи холларда параметрикx=x( t ) , y=y( t ) ,  t0<Lt<ti, 
x'(t) Ф0  куринишда булиши мумкин. Хулоса килиб айтганда, тенглама
нинг берилишига караб унинг ечими куйидаги

6- чизма

у=(р(х); Ф(х, г/)=0 
х = х  (/), у =y( t )

куринишларлан бирортаси оркали ёзилади.
Коши масаласининг к,уйилиши: (1.1) 

тенглама берилган булиб, унда /'(дг, у) функ
ция R2 текнсликнинг Г сохасида аникланган, 
узлуксиз ва / интервал х укидаги интервал 
булсин, хп ни уз ичига оладиган / интервални 
ва шу / интервалда аникланган узлуксиз 
дифференциалланувчи хамда ушбу

1°. (х, ф (х ))бП *€ /) .
2 °. ф ' ( х )  = / ( х , с р ( х ) )  ( х б / ) ,  
3°. ф(х0) =г/о,(х0,г/о) 6^

(1.3)

шартларни каноатлантирувчи г/ =  ф(х) функцияни топиш талаб 
этилади. Бу масала кискача

y ' = f ( x , y ) ,  У(Хо)=Уи
каби ёзилади ва (1.1) тенглама учун Коши масаласи (ёки бошлангич 
масала) деб аталади. Юкоридаги 1°, 2° ва 3° шартларни каноатлан- 
тирадиган функция / интервалда (К) Коши масаласининг ечими 
дейилади. Яна (К) масаланинг ечими у =  ц(х) х0, уо бошлангич 
кийматларга эга ёки ф(хо) =уо бошлангич шартни каноатлантиради, 
деб юритилади.
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Энди Г соханинг (К) масала ягона ечимга эга буладиган (х, у) 
нукталаридан тузилган кисмини /)*><= Г (02 =  Г) деб белгилайлик. 
Шунга кура D? тупламнинг хар бир (х, у) нуктасидан (1.1) тенглама
нинг ягона интеграл чизиги утади.

1.2- т а ъ р и ф .  (1.1) дифференциал тенглама ва х, С узгарувчи- 
ларнинг бирор узгариш соуасида аницланган х,амда х буйича 
узлуксиз дифференциалланувчи

у =  ц(х. С) (1.4)
функция берилган булсин. Агар ихтиёрий (х, y)£D] нуцта учун
( j .4) муносабат С нинг

С =  ф(х, у) (1.4')
цийматини бир цийматли аницласа ва бу цийматни ушбу

Ц = Ф > .  С) 0 .4" )

тенгликка цуйиш натижасида (1.1) тенглама х,осил булса, у х;олда
(1.4) функция (1.1) тенгламанинг D\ тупламда аникланган умумий 
ечими дейилади.

(1.4) функция ихтиёрий узгармас С га боглик ва демак, (1.4) га 
чизиклар оиласининг тенгламаси деб караш мумкин. Баъзида С ни 
параметр деб хам юритилади.

1.3- т а ъ р и ф . (1.1) тенглама ва (1.4) чизиклар оиласи берилган 
булсин. Агар: I) <р(х, С) функция I интервалда х буйича узлуксиз 
Xосилаги эга булса; 2) х;ар бир (х, у) £ О* нуцта учун (1.4) муносабат 
С нинг (1.4') цийматини бир цийматли аницласа; 3) у=(р(х, ф (х, у)) 
функция (1.1) тенгламанинг ечими булса, у холда (1.4) функция 
( I I )  тенгламанинг умумий ечими дейилади.

Дифференциал тенгламалар назариясида (1.1) тенгламанинг 
барча ечимларини тониш асосий масала хисобланади. Барча 
ечимларни топиш жараёни дифференциагл тенгламани интеграллаш 
(ечиш) дейилади. Агар (1.1) тенгламанинг ечимини элементар 
функциялар ва уларнинг интеграллари ёрдамида ёзиш мумкин булса, 
у холда дифференциал тенглама квадратураларда интегралланади 
дейилади.

Агар Ф(х, у, С )= 0  (1.4"')
муносабат D? тупламда у = ф(х, С) умумий ечнмни аникласа, у холда 
(14'") ни (1.1) дифференциал тенгламанинг умумий интеграли 
Дейилади. Шундай килиб, биринчи тартибли дифференциал тенглама
нинг умумий ечими у =  <р(х, С) битта ихтиёрий узгармас сонни уз 
ичига олади. Бир параметрли силлик чизиклар оиласининг дифферен
циал тенгламаси биринчи тартибли дифференциал тенгламадан 
иборат.

Хакикатан, (1.4) силлик чизиклар оиласи берилган, яъни <р(х, С) 
Функциянинг аникланиш сохасида узлуксиз <р'Дх, С) ва q>'c (x, С) 
хосилалар мавжуд булсин. (1.4) ни х буйича дифференциаллаб, 
куйидагини хосил киламиз:

.у' =  фИ*, С). (1.4")
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Агар (1.4") нинг унг томони С га боглик булмаса, биз С ни чикариб 
ташладик деб хисоблаб,

у' =  <pi (дг)
дифференциал тенгламани хосил киламиз. Агар (1.4") нинг унг 
томони С га боглик булса, (1.4) нинг унг томони хам С га боглик 
булади, яъни фс(х. С) Ф  0. Шунинг учун (хп, С о) нуктанинг бирор 
атрофида С ни х ва у нинг функцияси С =  ф(х, у) сифатида 
аниклашимиз мумкин. Равшанки.х ва Слар буйича ф(д:, ф(дг, С)) = С  
айният уринли. С учун топилган кийматни (1.4") га куйиб,

у' =  (р'х(х, ф(х, у))
биринчи тартибли дифференциал тенгламага эга буламиз. (1.4) функ
ция ихтиёрий С учун шу дифференциал тенгламанинг ечими эканига 
ишонч хосил килиш кийин эмас.

Юкоридаги мулохазалар берилган силлик чизиклар оиласининг 
дифференциал тенгламасини топиш йулини хам курсатади.

Масалан, у =  Сех чизиклар оилаеи берилган булсин. У холда 
у' =  Сех= у. Изланган дифференциал тенглама у ' = у  булади. 
Равшанки, бу тенгламанинг умумий ечими: у =  Сех.

(1.1) дифференциал тенгламанинг (1.4) муносабат уз ичига 
олмаган ечимлари хам булиши мумкин. Биз уларга кейинрок 
тухталамиз.

Агар умумий ечим маълум булмаса, Коши масаласини ечиш 
кийинлашади. Бунда дифференциал тенглама такрибий интеграллаш 
усуллари ёрдамида ечилади. Биз бу усулларга тухталмаймиз. 2-бобда 
е- такрибий ечимни куриш билан танишамиз холос.

Мисоллар. I. i/ =  sin(jc-|-6). — оо +  оо, — о о < С < 4 - о о  чизиклар
оиласининг дифференциал тенгламаси тонилсин.

{ p'=cos(x-|-C),
J/ =  sin (дг С)

муносабатлардан у’2-\-у2=  I, — оо < л г<  -)- оо дифференциал тенглама келиб чикади.
2. y' =  yctgx,  0 < х < л ,  — o o < i /<  +  oo дифференциал тенгламанинг

Берилган тенгламанинг умумий ечими i/=C sin jr булиб, ундан шартга кура

2 =  C sin — ёки С =  4 булади. Демак, ip(jt) = 4  siriAr функция изланган ечимдир.
6

1.2- §. М А В Ж УД Л И К ВА ЯГОНАЛИК ТЕОРЕМАЛАРИ

«Х,ар бир (1.1) куринишдаги дифференциал тенглама учун Коши 
масаласи ((1.1), (1.3)) нинг ечими борми?,Агар бундай ечим бор 
булса, ягонами?» — деган саволларга жавоб бериш керак булади.

Юкоридаги саволларга жавоб берадиган теоремалар м а в ж уд- 
лик  ва я г о н а л и к  т е о р е м а л а р и  деб юритилади. Куйида 
улардан асосийларини келтирамиз.

1.1-теорема (Коши теоремаси). Агар f(x, у) функция Г соуада 
аницланган ва узлуксиз булиб, унинг у буйича хусусий х,осиласи
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дЦх,у) бирор Q ( Qc F )  coifada аницланган ва узлуксиз булса, 
ду

У * 1 (1.1) тенгламанинг хо ни уз ичига аладиган бирор интервалда
аницланган ва %ар бир берилган (дг0, t/o)6Q нуцта учун у(х0) = у 0 
бошлантич шартни цаноатлантирувчи ечими мавжуд.

2°. Агар (1.1) тенгламанинг иккита у —<р(х) вау  — Щх) ечимлари 
Хо да устма-уст тушса, яъни (р(х0) =  ф(хо) =уа булса. у х,олда бу 
у =  у(х),  у =  \|)(х) ечимлар аницланиш со^аларининг умумий 
цисмида устма-уст тушади.

1 .4 -т а ъ р и ф . Агар / (х, у) функция Г соуада аницланган булиб, 
uiy функция учун шундай /. > 0  сон мавжуд булсаки, ихтиёрий 
(*, yi) e Г, (*, у2)бГ нуцталар учун ушбу

\f(x, У\) — f(x, у2) \<:L\y2—у\\ (L)
тенгсизлик бажирилса, у х;олда [ (х, у) функция Г cojpada у буйича 
Липшиц шартини цаноатлантиради дейилади, L эса Липшиц 
узгармаси дейилади.

1.2- теорема ( Коши-Пикар-Линделеф теоремаси). Агар f(x, у) 
функция Г со^ада аницланган ва узлуксиз булиб, Г сох;ада у буйича 
Липшиц шартини цаноатлантирса, у х;олда х;ар бир (хо, у о) £ Г учун 
шундай узгармас h > 0 сон топиладики, натижада (1.1) тенгламанинг
(1.3) бошлангрч шартни цаноатлантирадиган ва 1=\х:\х — х0| 
оралицда аницланган ягона ечими мавжуд булади.

1.3- теорема (Пеано теоремаси). Агар [(х, у) функция Г со^ада 
аницланган ва узлуксиз булса, у %ол.да Г соланине берилган 
(хо, у о) 6 Г нуцтаси учун (1.1) тенгламанинг (1.3) шартни цаноатлан
тирадиган камида битта ечими мавжуд булади.

Юкоридаги теоремаларнинг кулланилишига дойр мисол курай- 
лик. Ушбу

j у '= у \
\  У (~ 2) =  1

_ I
Коши масаласида Г =  R2, — M l =.|_у 3 га кура Q =  R2\ |( jc, у):

У= 0, л г ^ 1}, Q c /? 2 экани келиб чикади. Равшанкн, l' =  QU{*> У):
Н  2_

У~0,  *6/?'} ва (<2 ,1) £Q-y'=y*  тенгламанинг умумий ечими
(' Jt+CV—2—J — кубик параболалардан иборат. Бундан х = —2;

У ~  1 булганда С = 5 келиб чикади. Демак, Коши масаласи-
нинг ечими y =  булиб, бу ечим Q да ягонадир. Бунга ишонч
Хосил килиш учун, масалан, Коши теоремасининг шартлари берилган 
дифференциал тенглама учун бажарилишини текшириб чикиш кифоя.
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Ушбу 2
У '= У \

\ У( —2) = 0
Коши масаласини курсак, унда F =  R2 ва ( — 2,0) 6Г. Аммо 

( —2,0) нуктада ~ у  3 функция уздуксиз эмас. Демак, Коши
теоремасининг шарти бажарилмайди. Шунинг учуй ягоналикни 
тасднклаб булмайди. Аслида (—2, 0) нуктадан утадиган интеграл 
чизиклар сони саноксиз (континуум) тупламни ташкил этади.
Хакикатан, (—2, 0) нуктадан y =  ̂ —~ J  кубик парабола утади ва
у интеграл чизикдан иборат. Шу (—2, 0) нуктадан у =  0 интеграл 
чизик хам утади. Шунинг учун, масалан, ушбу

ср(дг) =

(*"з~) ' агаР ~ -2 булса,
0, агар —2 ^ х ^ —к, —к > —2 булса, 

( х+̂  )*, агар х ^ —к булса

функция берилган тенгламанинг R2 да аникланган ечими булади. 
Бундан к нинг кар бир кийматида унга мос ечим хосил килиш мумкин. 
к нинг —к > —2 тенгсизликни каноатлантирадиган кийматлари 
саноксиз тупламни ташкил этгани учун юкоридаги тасдикнинг 
тугрилиги келиб чикади. L

Курилган масалада [(х, у ) = у 3 функция R2 да узлуксиз. Пеано 
теоремаси буйича R2 нинг ихтиерий тайинланган нуктасидан 
берилган дифференциал тенгламанинг камида битта интеграл чизиги 
утиши керак. Юкоридаги мулохазаларга кура R2 нинг ихтиёрий 
тайинланган нуктасидан саноксиз интеграл чизиклар утади, аммо

Q тупламда каралган у '= у 3 дифференциал тенгламанинг бу туп-
ламнннг хар бир тайинланган нуктасидан ягона интеграл чизиги 
утади.

Ушбу

V I -jt2
Г=|(дс, у): — 1 < * <  1, — ОО < /у <  4- оо|

дифференциал тенглама учун у ( — 2) = 0  шартни каноатлантирувчи 
ечим мавжуд эмас, чунки ( —2, 0) £ Г.

Мавжудлик ва ягоналик теоремаларида (р(х) ва ф(х) ечнмлар 
узлари аникланган интервалларнинг умумий кисмида бир хил 
булиши хакида гаи боради. Жумладан, агар у =  (р(х) функция 
/ Г={х:г1< х < г 2) да, y=ip(x) функция ls=[x: s i < x < s 2| да 
аникланган ва Xo£lr(]ls учун ф(хп) =ф(хо) булса у холда 

' ' '  фГх)'^ф(х), x£lrf \ ls.
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Л е н и н  бу та с д и к д а н  зинхор l, =  ls экани келиб чикмайди. Агар Дгэ/4 
булса, /, да аникланган у =  ф(х) ечим у =  ф(х) ечимнинг давоми 
дейилади. Бизни, албатта, давом эттириш  мумкин булмаган ечимлар 
кизиктиради. Бундай ечимларни давомсиз ечимлар деб юритамиз.

Аникроги, агар у =  ф(х) функция (1.1) тенгламанинг I, интервал- 
()а аницланган ечими булиб, шу ечимнинг давомидан иборат булган 
у;еч к,андай ечим мавжуд булмаса, у цолда у =  ф(х) ечим давомсиз 
ечим дейилади.

Давомсиз ечимларнинг аникланиш интервали / шу ечимлар 
аницланишининг максимал интервали дейилади. Кейинрок (1.12- § га 
каранг) хар бир ечим давомсиз ечимгача давом эттирилиши 
мумкинлиги исботланади.

Бундан кейинги мулохазаларда интеграл чизик сифатида давом
сиз ечимнинг графиги тушунилади.

Кайд киламизки. у =  ф(х) ечимнинг геометрии маъноси сифатида 
ф(х) функциянннг графиги тушунилган эди. Энди (1.1) тенгламанинг 
геометрии маьносига тухталамиз: Г соханинг хар бир (дг, у) нуктаси
дан Цх, у) бурчак коэффициентли Цх, у) тугри чизикни утказамиз. 
Сунгра хар бир (х, у) нуктада тегишли Цх, у) тугри чизик буйлаб 
йуналган, Ох ук билан arctgy' бурчак ташкил этадиган стрелкаларни 
куйиб чикамиз. Натижада (1.1) тенгламага мос иуналишлар майдони 
х,осил булади.

Хар бир у =  ф(х) интеграл чизик узининг хар бир (х , ф(х)) 
нуктаси д а  Цх, ф(х)) тугри чизикка уринади. Бу эса (1.1) дифферен
циал тенглама билан унинг ечими орасидаги богланишни беради.

1.3-§. ИЗОКЛИНАЛАР

(1.1) дифференциал тенгламани курайлик. Хар бир (х, у ) б I 
нукта учун Цх, у) мнкдор (х, у) нуктадан утадиган интеграл чизикка 
(агар у мавжуд булса) утказилган уринманинг бурчак коэффициен- 
тини ифодалайди. Бундан интеграл чизикларни тахминан чизишда 
фойдаланиш мумкин. Шу максадда изоклина тушунчасини кирита- 
миз.

1 .5 -т а ъ р и ф . Изоклина деб текисликдаги шундай нуцталарнинг 
геометрик урнига айтиладики, у нуцталарда берилган (1.1) диффе
ренциал тенглама интеграл чизик,ларига утказилган уринмалар Ох 
уцининг мусбат йуналиши билан бир хил бурчак ташкил этади.

Таърифга кура, изоклина тенгламаси
Цх, у) =  k, к  =  const

куринишда булади. Аввал шу таърифга дойр мисол курамиз.
Ушбу у ' —х2 — у дифференциал тенглама берилган булсин. Бунда

l ' = R2 булиб, ихтиёрий (х, у) б Г учун дИ*у-У-}- =  — 1. Коши теоре-
маснга кура R2 текисликнинг ихтиёрий (х, у) нуктаси оркали 
берилган дифференциал тенгламанинг ягона интеграл чизи-ги утиши 
келиб чикади. Демак, интеграл чизикларни чизиш хакида мулохаза 
ю|>итнш маънога зга. Изоклина тенгламаси x2—y =  k, &=const. Бу 
R текисликда ботиклиги юкорига кара|ч»и щрцболалар,л алаа
2—460 17
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иборат. k нинг хар бир кийматида тегишли изоклинага эгамиз. 
Жумладан, к =  0 да у = х 2, k =  \ да у = х 2— 1, у =  — I да у = х 2-1- 1 ва 
бошкалар. Равшанки, у = х 2 параболани интеграл чизиклар кесади ва 
кесишиш нукталарида интеграл чизиклар горизонтал уринмаларга

7- чизма

8- чизма

эга булади (7,а-чизма). Шунга ух- 
шаш, у = х 2— 1 параболани кесади- 
ган интеграл чизикларнинг хар бир 
нуктасида уринманинг бурчак коэф- 
фициенти I га, у =  дг2+1 учун эса 
тегишли бурчак коэффициент — 1 га 
тенг (7, б, в-чизма). Хар бир изокли
на кесиб утишдаги йуналишларни 
стрелкалар билан курсатамиз. Нати- 
жада текисликда йуналишлар майдо- 
ни хосил булади. Текисликда их- 
тиёрий (д:, у) нуктани олайлик. Бу 
нуктадан утадиган шундай эгри 
чизик чизамизки, бу чизик узининг 
хар бир нуктасида тегишли майдон 
йуналишига эга булсин. Бу чизик (х, 
у) нуктадан утадиган интеграл чи- 
зикни тахминан тасвирлайди (8-чиз- 
ма).

Ма ш к .  Ушбу дифференциал тенгламаларнинг интеграл чизикла- 
рини изоклиналар ёрдамида тахминан чизинг:

1. у'=^а, a =  const; 3. у' = —;

2. у ' = 2 х — \\ 4. «/'=—.у
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1.4-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ СОДДА ДИФФЕРЕНЦИАЛ  
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Биз бу параграфда содда дифференциал тенгламаларнинг икни 
турини интеграллаш билан шурулланамиз.

1. куринишдаги тенгламани интеграллаш. f(x) функция

бирор / интервалда узлуксиз булсин. Бу холда умумий ечим
X

у(х) =  ^ f i D d l  +  C, х £ /, Лоб/, (С — ихтиёрий узгармас)
*0

куринишда ёзилади. Ундан у'=[(х) .  С нинг С — 0 киймати 
тенгламанинг у(х0) = 0  шартни, С = у 0 киймати эса у(х0) =Уо шартни 
каноатлантирувчи ечимига мое келади.

Берилган дифференциал тенг- 
лама учун
Г={(л, у) :л6/, — оо < у <  +  оо)

(9-чизмага каранг), унда / =  
=\х:г| < л < г 2}.

Энди Г соханинг ихтиёрий (хо, 
уо) нуктасини олайлик. Унга 
С = у о  тугри келади. Бундан Г 
соханинг ихтиёрий нуктасидан бе
рилган дифференциал тенглама
нинг факат битта интеграл чизиги 
утиши келиб чикади.

М а ш и .  Ушбу. 

чуl . - a f — a * * , * 6 R; 2. ^ - = c o s x .  x € R; 3. - H L -/1 V ' /1 \A /V V
dy I

x£Rdx ’ ’ dx ~~ ’ '  dx 1-fx2
Дифференциал тенгламаларни интегралланг ва интеграл чизиадарини чизинг.

2. = g ( y ) куринишдаги тенгламани интеграллаш. Бу тенглама-
Да g ( y )  функция /„ интервалда узлуксиз ва нолга айланмайди дейлик. 
Агар берилган тенглама урнига

Чу 1
dx s(y)

тенгламани курсак, бу холда F(y) =-^^-функция хам 1Ч интервал
да узлуксиз булади. Шундай экан, охирги тенглама учун аввалги

19



пунктдаги мулохазаларни юритиш мумкин. Бошкача айтганда, 
тегишли тенгламанинг умумий ечнми

У

х(у) =   ̂ +  C  1/ б /v. Уо^к (С — ихтиёрий узга
»о

куринишда ёзилади.
Э с л а т м а . Юкорида куридган содда дифференциал тенгламаларда Цх)  ва g(y)  

функциялар тегишли интервалда узлуксиз хамда g(y)  нолга айланмайди деб 
караладн. Агар Цх)  функции 1Х интервалда битта ёки бир нсчта нуктада 1-тур ёки 
2-тур узилишга эга булса, бу хат да берилган дифференциал тенглама учун ечим ва 
умумий ечим тушунчасини кнритиб, «интеграл чнзиклар» устида гапириш мумкин эди. 
Шунга ухшаш, g(y)  функция /„ интервалда узлуксиз ва битта ёки бир нечта 
нукталарда нолга айланган холда хам ечим тушунчаси ва «интеграл чнзиклар» хакида 
фикр юритиш мумкин эди. Ьиз бунга тухталмаймиз.

рмас)

1 .5 -f  УЗГАРУВЧИЛАРИ АЖРАЛАДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу
$ = n x ) g ( M )  0 -5)

куринишдаги тенгламалар узгарувчилари ажраладиган дифферен
циал тенглама.гар дейилади. (1.5) дифференциал тенгламани 
интеграллаш билан шугулланамиз.

1.4-теорема. Агар f(x) функция 1Х интервалда, g(y) функция /„ 
интервалда узлуксиз булиб, Я ( у ) ф 0, //£/„ булса, Q =  |(х, у):х£1х, 
у £ /„} тугри туртбурчакнинг ихтиёрий берилган ички (х0, у а) 
нук,тасидан (1.5) дифференциал тенгламанинг фацат битта интеграл 
чизиси утади.

Ис б о т .  Теоремами исботлаш учун (1.5) дифференциал тенгла
манинг (Хо, уо) 6Q нуктадан утадиган интеграл чизиги борлигини ва 
унинг ягоналигини курсатиш кифоя. (1.5) тенгламанинг <р(хо) =уи 
шартни каноатлантирадиган у =  (р(х) ечими бор деб фараз этамиз. 
У холда

=f(x)g(<p(x)), ( А , ф ( х ) ) б  Q.

Бундан

T ( ^ ) - = f{x)dx'
чунки g(y) ФО, у£ !ч. Охирги тенгликнинг икки томонини х0 данх гача 
интеграллаймиз:

J g(<P(U) г ' 6 '  5

ж
f [ f W d t
) tfMS)) I м6' 6
=Ун xa
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Агар Ф(у) функция
g (у)

учун, F(x) функция эеа f(x) учун бирор
бошлангич функция булса, у холда тенглик бундай ёзилади:

ф (ф (х )) — ф(уо) = F ( X )  — F ( x о). (1.6)
g(y) фО, у£!ч га кура Ф(у) функция /„ интервалда монотон 
функциядир, чунки Ф' (у) = —-- ^ 0 .  Шунннг учун (1.6) тенгликнис> *У /
ф(л') га нисбатан бир кийматли ечиш мумкин:

Ф (дг)=Ф  г[Ф(«/о) + / г(х) — F(x0)\, (1.7)
бунда Ф-1 функция Ф га тескари функциядир. Демак, тегишли ечим 
бор деб фараз этилса, у ечнмнинг ягоналиги ва (1.7) формула билан 
ёзилиши исбот этилади.

Энди (1.5) дифференциал тенгламанинг ф(*о)=уо шартни 
каноатлантнрадиган у =  ц>(х) ечими борлигини исботлаймиз. Хакика- 
тан, (1.7) формула билан ифодаланган ф(х) функция хо нуктанинг 
бирор атрофида (1.5) дифференциал тенгламанинг ечими булади. 
Бунинг учун (1.6) ни х буйича дифференциаллаймиз:

бундан

ё|ш

Равшанки, ф(дг0) = Ф  '[Ф(*/о)1=Уо. Шундай килиб, (1.7) функция 
изланган ечнмдир. 1.1-теорема тула исбот булдн.

Э с л а т м а .  Юкоридаги мулохазалар (1.5) дифференциал тенгламанинг умумий 
ечнмнни ёзишга имкон беради. Агар 1.1 -теореманинг шартлари бажарилсз, у холда 
(1.5) нинг хамма ечимлари ушбу

dx
АГ(т)

(1.8)
Уй

формула (С ихтиёрий узгармас) ёрдамида ифодаланади. Хакикатан <р(дго) —уа 
шартни каноатлантирган у=<р(х) ечим учун (1.8) дан С =  0 келиб чикади. Шунга 
ухшаш хар бир ихтиёрий олинган (до, i/i) £ Q, (ад, у \) ф  (хо, Уя) нуктага С нинг фанат 
битта кнймати мое келади.

Ми с о л . Ушбу

~ =  —  Q =  |(x, у ) : — оо < х <  -f  оо, — оо < у <  +  оо| 
dx  1 +х*

дифференциал тенглама интеграллансин.
Бу (1.5) куринншдаги дифференциал тенгламадан иборат. (1.8) формулага кура

I/ X

ьг-н
Уп *о

—  ;2 +С 
I+S2

еки

arctsy  — ardg(/o =  arct{;x — arctgxn +  C.
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Бундан
у =  tg (arctgx-f arctgi/o — arctgxo +  C). 

Ихтиёрий (jt, y )£ Q  нуктадан утувчи интеграл чизик учуй
(/= tg (arctgx  +  C)

деб ёзиш мумкин.
М а ш к. Ушбу дифференциал тенгламалар интеграллансин:

.-Иdu е~ ~4. —• = ----- jccosx, £/ >  0;
dx у

5. ^ - = i / 2cosx, у >  0.
dx *

l i - 4  , > l :dx у — I

2. -^- = (i+*2) д/ i - y 2. l!il<i;dx

3. siru. (*, i/)6R2i с/х
1.6- §. БИР Ж И Н С Л И  BA УНГА КЕЛТИРИЛАДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ

ТЕНГЛАМАЛАР

1. Бир жинсли тенгламалар.
1.6-т а ъ р и ф . Ушбу

dy__
dx =Чт) (1.9)

куринишда ёзиладиган тенглама бир жинсли дифференциал тенглама 
дейилади.

(1.9) тснгламада функция факаг ■— нисбатнинг функция-

си булиб, у нолинчи тартибли бир жинсли функциядир*'.
h(u) функция а < и < Ь  интервалда аникланган дейлик. 

(a^u< cb , а < и ^ . Ь ,  а ^ . и ^ . Ь  интерваллар учун хам мулохазалар
шунга ухшаш булади. ) х > 0  булганда h ( ^ j  функция а х < у < Ь х
тенгсизликлар билан аникланган сохада, х с О  булганда эса 
Ь х < у < а х  тенгсизликлар билан аникланган сохада берилган 
булади. Икки холда хам бу сохани Г деймиз.

1.5-теорема. Агар h(u) функция а < и < Ь  интервалда узлуксиз 
булиб, шу интервалнинг барча нуцталарида h(u) =£и булса, хар бир 
(*о, у о) 61' нуцтадан (1.9) дифференциал тенгламанинг фацат битта 
интеграл hu3u fu  утади.

Ис б о т .  у =  их десак, (1.9) тенглама
хи' +  и =  Н (и )

куринишда ёзилади. Ундан ушбу
du _ h(u) — и
dx х

узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламага келамиз.

’’ Агар ушбу £ri) — kmM (J, т|), R, k£R  муносабат бурчи (£,т)) дар учун
уринли булса, М (с. ij) функция пг-тартибли бир жинсли функция дейилади.
т =  0 булганда 44(|,г)) =Л4^1, ^-^ =  44*^-^  деб ёзиш мумкин. Бнр жинсли функци-

ялар таърнфини Л. Эйлер киритган.

22



5-§ даги белгилашларга кура У

/ ( * ) = ! ,  g ( u ) = h ( u ) — и ва
ц ( и ) ф 0, а < и < Ь .  Демак, Г со-
ханинг ихтиёрий берилган (х0, уо)
нуктасидан битта интеграл чизик
утади (10-чизма). Умумий ечим
эса (1.8) формулага кура топила-
ди. Ноаник интеграл куринишида- о
ги ушбу

u-*Us(s= 1, 2, . . . , п) да якинлашувчи ёки узоклашувчи булишига 
караб u =  us (яъни y =  usx, s = l ,  2, . . . , п) чизикларнинг хар бир 
нуктасидан чексиз куп ёки битта интеграл чизик утади (11, а, 
б-чизма). Бунда хар бир y =  usx ( s =  1, 2, ..., п) чизик (1.9) диффе
ренциал тенгламанинг интеграл чизиги эканини хисобга олиш лозим.

М а ш к. Дифференциал тенгламаларни интегралланг ва интеграл чизикларини 
чизинг.

2. Бир жинсли тенгламага келтириладиган тенгламалар.

Дифференциал тенгламада f(u) функция бирор а < и < Ь  интервалда 
Узлуксиз булсин. У холда (110) тенгламани узгарувчилари 
зжраладиган дифференциал тенгламага келтириш мумкин булган 
\олларни урганамиз.

Л (о) — и 10-чизма

муносабатдан умумий ечим формуласи

dx f du
10-чнзма

1п|х| = Ф ( « ) + С  ёки 1п|х| = Ф ^ ^ Л + С  

келнб чикади. Бу ерда Ф(н) функция - ^ у — ФУНКЦИЯНИНГ бирор

бошлангичи. Агар =-^- булса, h ( u ) = u  ва g ( u ) = 0  булади.
ии

Агар h(u)=u,  . ... .............  и„ булса,  ̂ интегралнинг
“о

2.

|. _^_= JL
dx х '

dx
У_. 
х * у-ш’ >. —f— =  cos — 

dx х х *

А. Ушбу

( 1. 10)

I. С |=с2 =  0 булган хол.
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dy - /g |*+ b ty \  
rfjr у о̂дг + fc2y / дифференциал тенгламага эгамиз. Агар

A =  atb2 — а2Ь\=^0 булса, бу тенглама (1.9) куринишга келади, чунки

11 - чизма

I

и | ft |
Агар А =  0 булса — =  — = £  ёки 

а 2 Ь2

a \= a 2k, b \= b 2k деймиз. Бунда 
^  =f (k)  га келамиз. Бу диффе
ренциал тенгламанинг умумий 
ечими y = f(k)x-\-C булиб, бурчак 
коэффициента /(/?) га тенг булган 
тугри чизиклар оиласидан иборат 
(12-чизма).

II. c'i +  c'i^O, яъни с , ва с2 
лардан камида биттаси нолдан 
фаркли булган хол.

Агар А =  0 булса, у холда a\=a>k, b\ — b2k га кура:
_ _  f (  k (a?x +1>2У) +  С | \

dx \  Q2X - | -  b-iy C? )
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Ушбу
z = a 2x  +  b2y ( 1 - 11

алмаштиришни бажарамиз, унда г янги номаьлум функция.
( I l l )  дан — =09 +  ^2—. курилаётган холда Ь-2 =  0 шарт 1.4-§ да 
'  ‘ ' dx dx
курилган хол га  олиб кслади. Энди Ь2Ф  0 булсин.

_L - 2 ни охирги дифференциал тенгламага куйсак.
dx

ёки

b2 dx

dz _ * 2  _  / feZ +  C I \
dx b2 у  z +  c2 /

Iz „ , h d k Z + C , \  
b = ° *  +  b i \ z  +  Ca )

dz 
dx

дифференциал тенгламага келамиз. 
A=jtO булсин. Ушбу

x =  l+ x 0, 
у =  т) +  Уо

алмаштиришни бажарамиз.
dy___dr\
dx dl  ’

( 1. 12)

di\ . / Q|S +  П +  a |Xp4-&|Уд-|-Г| \  
d l  у  +  a2xo +  Ь2Уо +  c‘2 )

(1.12) алмаштиришда ва yo сифагида
j  ali + b ly +  cl = 0 ,
1 a?* 4~ b2y +  c2 = 0

системанинг ечимини оламиз. Бу система ягона ечимга эга, чунки 
Д=^0. Шундай килиб, (1.13) бундай куринишга келади:

d j ] _ _ f f  \

d l ~ ' y  а £  +  Ь2ц J

Бу тенглама А ^О  булган хол учун мазкур параграфнинг 
I кисмида курилган.

Хулоса килиб айтганда, (1.10) куринишдаги дифференциал 
тенглама А нинг кийматига караб, масалан, А =  Обулганда ё (1.11), 
ёки (1.12) алмаштириш ёрдамида узгарувчилари ажраладиган 
дифференциал тенгламага олиб келинади.

Б. Битта сунъий усулга т^хталамиз. (1.1) дифференциал 
тенгламада

u =  zm (114)
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шаштнрнш бажарамиз, бу ерда z янги номаълум функция, т — 
ipop хакикий сон:

(тгГ

/ндан

£ = ^ ~ mf l x’2r') = g lx’z )- (1-15)

Агар т нннг бирор кийматида g(x, z) функция бир жинсли булса, 
холда (1.14) алмаштириш маънога эга булади.

М и с о л.

■|-ХУУ‘ — \ х ' — У* + У 2. хфО, У Ф 0, | x W

фференциал тенглама ннтегралланснн. Бу тенгламани интеграллаш учун аввал 
.14) алмаштирншни бажарамиз. Содда хисоблашлар

— т г ' ' =  \  хг,- г 4т + г 2т
dx

и

с/г _  3 3 у  х6 — г'|т  + z 2m
dx 2т x-z*m~ 1

лишини курсатади. Бу дифференциал тенглама бир жинсли булиши учун т =  

2 булнши равшан. Шуидай килиб, y — z 2. Бундан у  =  \  г3 = г  \Jz, у2— |z J| . Бе- 

лган дифференциал тенглама куйидагнча ёзиладн:

dz  _  \ х 6 — гь +  г3 
** '  х ?

-их  алмаштириш натижасида
u2du _  dx

фференциал тенгламага келамиз. Уни интеграллаб, аввал и = ‘ - дан, сунгра

-ул дан фойдалансак, дифференциал тенгламанинг умумий ечимини

У2 зarc sin , =  InCx
lx31

ринишда ёзиш мумкнн булади (хисоблашларни ту л а бажариш китобхонга 
инирилади).

1.7- §. ЧИ ЗИ КЛИ  ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛДМАЛАР

1 .7 -т а ъ р и ф. Уигбу

=а(х)у  + Ь(х) (1.16)

1ринишдаги тенглама биринчи тартибли чизицли дифференциал 
нглама дейилади.

\
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(1.16) тенгламада а(х) ва Ь(х) функциялар бирор / интервалда 
аникланган ва узлуксиз булсин. Демак, Г соха текисликда у ихтиёрий 
булганда х га куйилган х£ / шарт билан аникланади, яъни Г = { ( х ,( / ) :  
х£/, — о о < у <  +  оо). Бу туплам интервалнинг кандай булишига 
караб тасма (кенглик), ярим текислик ва текисликдан иборат булиши 
мумкин.

1.6-теорема. Агар а(х) ва Ь(х) функциялар I интервалда 
аницланган ва узлуксиз булса, у х;олда Г соланине ихтиёрий олинган 
(х0, у о), Хо £ / нуцтасидан (1.16) тенгламанинг I интервалда 
аницланган битта интеграл чизиги утади ва у

А (х)=   ̂а(т)йт
*0

(1-17)

формула билан ифодаланади.
Исбот .  Аввало (х0, у») нуктадан утадиган интеграл чизикнинг 

мавжудлигини текширайлик. Хакикатан, (1.16) дифференциал 
тенгламада /'(х, у) =  а(х)у +  6(х) булиб, бу функция Г сохада
аникланган ва узлуксиз. Ундан ташкари --~^у) —а{х) хосила / ин
тервалда узлуксиз. Демак, Коши теоремасига кура Г соханинг 
ихтиёрий олинган (х0, уп) нуктасидан утадиган интеграл чизик 
мавжуд ва ягонадир. Энди уша интеграл чизикни ифодаловчи 
функцияни излаймиз. (1.17) функция изланган функция эканини 
исбот этамиз. Бу функция учун у{хп)=уп  экани равшан. Унинг 
хосиласини хисоблайлик:

— = e _4,jr)(7 (x )e4u) 
dx

е Ahtb(r)dT ^ a ( x ) ^ w =b(x)  -f  a(x)y

Шундай килиб, (1.17) функция учун ечим хакидаги 1.4-таъриф- 
нинг шартлари урннлидир. (1.17) формулада иштирок этган 
функциялар / интервалда аникланганлигини кайд килам из. Демак,
(1.17) функция / интервалда аникланган ва давомсиз ечим булади. 
Бу чизикли дифференциал тенгламаларнинг мухим хоссасидир. 
Теорема исбот булди.

1.7-теорема. (1.16) дифференциал тенгламанинг умумий ечими 

у =  ^ С +  \е~ А'х)Ь(т)с1т'^еА{х' , (С ~ ихтиёрий узгармас) (1.17')

формула билан ифодаланади.
Исбот .  Равшанки, (1.17') функция (1.16) тенгламанинг ечими- 

дир. Энди (1.17') формула хамма ечимларни уз ичига олишини 
курсатамиз. у =  ф(х) функция (1.16) дифференциал тенгламанинг 
бирор 1Х интервалда аникланган ечими булиб, £о =  ф (то ), Tog/*, 
булсин. Юкоридаги мулохазалардан (1,6-тсоремага каранг) / * с /  
экани келиб чикади. (1.17) формуладан С ни танлаш усули билан шу 
У ~ <р(х) ечимни хосил килиш мумкинлигини исботлаймиз. Унинг учун
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^ C +  ^ e -Ai"b (T )d r^eA"<')=Z— So

тенглама С га нисбатан битта ечимга эга булиши зарур. Куриниб 
турибдики:

гО
С =  Ъе~АЫ ^ e -A'"b(T)dT.

*0
Энди у =  ф(лг) ечим учун

ц(х) =  ( \ l e~AlT,b( x) dx+  ̂t? ^,т)ft(т)<ix <̂э/4<л)
\  хо *о )

формулага эга буламиз. Теорема исбот булди.
Юкорида исботланган (1.17) формулами иккинчи усул билаи 

исботлайлик. Агар (1.16) дифференциал тенгламада Ь(хг) = 0  булса. 
у холда

* г = а М у
тенглама (1.16) га мое бир жинсли дифференциал тенглама 
дейилади; 6(дг)^0 булганда (1.16) тенглама биринчи тартибли 
чизицли бир жинсли булмаган дифференциал тенглама дейилади.
(1.18) тенгламанинг бир жинсли деб юритилиши (1.16) да 
fc(*)=0 булиши билан богланган булиб, (1.9) бир жинсли 
дифференциал тенгламага алокаси йук.

(1.18) дифференциал тенглама узгарувчилари ажраладиган 
тенгламадир (5-§ га каранг). Унинг умумий ечими.

y =  CeAW (С — ихтиёрий узгармас) (1.19)
куринишда ёзилади. Энди (1.16) тенгламанинг умумий ечимини

y —1f(x)ePix) (1.20)
куринишда излаймиз. ф(х) бу ерда / интервалда аникланган 
изланадиган функция. Тавсия этилган усулни узгармасни ва- 
риациялаш усули деб юритилади. Фаразга кура, (1.20) функция 
(1.16) дифференциал тенгламани айниятга айлантириши лозим:

ф'(x)eA(xl -f хр[х)а(х)еА{х) =а(лт)ф(л-)^1,лг' +b(x)  
ёки

ф, (дг)е'4(х) =Ь(х).
Бундан

X
Ф (*)=С  +   ̂ e~A,,]b(j)dT (С — ихтиёрий узгармас).

Хп

ф(дг) функция учун топилган ифодани (1.20) га куйсак (1.17') фор
мула келиб чикади.
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— о о < ( / < + о о | ,  диф-М ИСОЛ. I. « '4 -</tgA': = secx, Г =>{<*, y ) - ~ Y  < X < Y '

ференциал тенглама интеграллансин.
Бу тенгламада а(*) =  — tgjc, 6(jc)=sec*. Унинг умумий ечими (1.17') га кура 

у =   ̂e[{gxdxsecxdx'^e~^exdx =   ̂ ^  cos* =  Ceos*-f sin*

Демак, I/=  Ceos* +  sin*. 
2. Ушбу

<iy Г = |(х ,у ):-
Л д . ,у < У < у .  — ОО <^дг< +  оо|

ilx — xlgy +  secy ’
дифференциал тенглама интеграллансин. Бу тенгламада у  — номаълум функция 
булиб, х эркли узгарувчидир. Куриниб турибдики, берилган тенглама чизикли эмас. 
Агар х ва у ларнинг ролларини алмаштирсак, l -мисолдагн дифференциал тенгламага 
келамиз.

1.8-§. БЕРНУЛЛИ ВА РИККАТИ ТЕНГЛАМАЛАРИ

I. Бернулли тенгламаси.
1 .8 -т а ъ р и ф. Ушбу

% = а ( х ) у + Ь ( х ) у а (1.21)

тенглама Бернулли тенгламаси дейилади. Бу тенгламада а (х) ва b (х) 
лар бирор / интервалда аникланган функциялар, а  — бирор хакикий 
сон (а£/?). Равшанки, агар а  =  0 булса, (1.16) дифференциал 
тенгламага эга буламиз, агар а = 1  булса.

М*) +Ь(х))у
тенгламага келамиз. Бу эса узгарувчнлари ажраладиган дифферен
циал тенгламадир. Демак, Бернулли тенгламаси а  =  0, а =  1 булганда 
бизга маълум дифференциал тенгламаларга айланади. Энди афО,  
а ф 1  деб фараз этамиз.

1.8-теорема. Лгара(х), Ь(х) функциялар / интервалда аницланган 
ва узлуксиз булиб, сс>1 булса, у х,олда Г =  |(х,у) :х£/,
— оо < у <  -f- оо} соланине ихтиёрий олинган (х0, у о) нуцтасидан
(1.21) тенгламанинг I интервалда аницланган битта интеграл чизиги 
утади.

Ис б о т .  (1.21) тенгламада f(x , у) =а(х)у- \ -Ь(х)уа ва 
—■j ~ = a ( x )  + a b ( x ) y a~ ‘. а > 1  булгани учун бу функция Г да
узлуксиз. Демак, Коши теоремасига кура, Г соханинг ихтиёрий 
(*о, у0) нуктасидан (1.21) дифференциал тенгламанинг битта 
интеграл чизиги утади.

Агар г/0 =  0 булса, а >  1 булганда Бернулли тенгламасининг ечими 
У= 0, булади. Бу хусусий ечимдир. Аммо а < 1  булганда
df

— - функция у = 0  да узилишга эга ва (а'о, 0) нуктада ечимнинг
ягоналиги бузилиши мумкин. Агар 0 < а < 1  булса, i/sO, x£ l  
Функция махсус ечим булади, яъни у = 0 нинг хар бир нуктаси оркали 
камида битта (курилаётган холда бирдан ортик) интеграл чизик
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утади. Буни курсатиш учун аввал (1.21) ни п ф 0; 1 да квадратура- 
ларда интеграллаймиз. у Ф 0 дейлик. Дифференциал тенгламанинг 
барча хадларини уа га булиб

y '~a =  z (1.22)
алмаштиришни бажарамиз:

( 1 -

-а

,  - ,.d u  dz а) у dx dx

У ~ ^ = а ( х ) у ' +b(x) ,
dz
dx- =  (1 — а )а (х )2 + ( 1 — а)Ь(х) . (1-23)

Бу (1.23) тенглама z га нисбатан биринчи тартибли чизикли 
дифференциал тенглама. Унинг умумий ечими

г =  (С +  \ e - w- a)a{x)dx( \ - a ) b ( x ) d x )  e Ul~ataixtdx =  CA(*) +В(х)
куринишда ёзилади. Бу ерда А(х),  В(х) лар / интервалда узлуксиз 
функциялар. (1.21) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:I

у = ( С А ( х ) + В ( х ) ) ' - ‘ .

Агар х =  хо, у = у 0= 0  ва 0 < а < 1  булса, бу формула ёрдамида 
ушбу 1

у={С-А(Хо) +B(x0) ) ' - a = 0 .
тенгламадан С нинг ягона кийматини топа оламиз, яъни

С = —4 т ^  Шундай килиб, (х0, 0) нуктадану = ( —2 Ш -  А(х) +  
А (ха) \  -4 (х0)

1
+  В(х)у~* фО интеграл чизик утади.

Равшанки, 0 < а <  1 булганда (1.21) тенглама ys=0, x£ l  ечимга 
хам эга. Бу ечим хам (хо, 0) нуктадан утадиган интеграл чизикни 
ифодалайди. Демак, 1) Бернулли тенгламаси квадратураларда 
интегралланади; 2) Бернулли тенгламаси 0 < а < 1  булганда у =  0, 
х £/ махсус ечимга эга.

2. Риккати тенгламаси.
1 .9 -т а ъ р и ф. Ушбу

^ = а ( х ) у 2 +  Ь(х)у+с(х) (1.25)
тенглама Риккати тенгламаси дейилади. Бунда а(х), Ь(х), с(х) 
функциялар бирор / интервалда аникланган ва узлуксиз булиб, 
Г =  {(дг, t/); x£l ,  — оо с у <  +  оо|. Равшанки, агар (1.25) да а(х) = 0 , 
* £ / булса, чизикли тенгламага, с(х) = 0 , х£1 булса, Бернулли 
тенгламасига эга буламиз. Шунинг учун кейинги мулохазаларда 
/ интервалда а ( х ) Ф 0, с ( х ) Ф 0 деб фараз этилади.
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(1.25) дифференциал тенгламанинг унг томони Г сохада 
аникланган ва узлуксиз булиб, у буйича узлуксиз дифференциалла-
нувчи (чунки - f^ - = 2 a ( x ) y  + b(x)).  Демак, Г сохада Коши
теоремасининг шартлари уринли. Г соханинг ихтиёрий олинган 
(хо, Уо) нуктасидан Риккати тенгламасининг битта интеграл чизиги 
утади.

Шуни кайд киламизки, умуман айтганда, Риккати тенгламаси 
квадратураларда интегралланмайди. Куйида битта хусусий холни 
келтирамиз.

1.9-теорема. Агар Риккати тенгламасининг битта хусусий ечими 
маълум булса, бу тенглама квадратураларда интегралланиди.

И сбот. у =  «р(л:), х£/функция (1.25) тенгламанинг бирор хусусий 
ечими булсин. у =  ц(х) -\-z алмаштириш бажарамиз:

dy  rf(р ( х )  . dz_
dx dx '  dx'

^ L + ^ a ( x ) W ( x )  +  z f +  &(*)[<*>(*) +  zl + c(x).

Бундан, dyj^-=sa(x)\y(x)Y-\-b(x)<f>{x) -\-c(x), x £ l  эканини хисобга 

олсак, ушбу
~^=\2а(х)ц>(х) -\-Ь(х)]г+а(х)г?

Бернулли тенгламаси келиб чикади. Бу тенглама эса квадратура
ларда интегралланади. 1.9-теорема исбот булди.

Мисоллар куришда баъзи холларда Риккати тенгламаси учун хусусий ечимни 
бирор курннишда излаш ва уни тоииш мумкин булади. Ушбу

^ - = - у г+ 2 х у + ( 5 - х ? )
dx

тенглама Риккати тенгламаси булиб, унинг хусусий ечимини у(х) =ах- \ -b к$ринишда 
излаш максадга мувофикдир. Бундан

d<f(x)
dx

=  а, а =  — (ax +  fc)2-|-2x (ax -fЬ) -+- (5 — х2) ва а =  1, Ь = ± 2

келиб чикади. Тскшириш курсатадики, ф(х) —х +  ‘2 хам, «р(лг) =дг — 2 хам хусусий ечим 
булади. Агар ф (х )= х  +  2 ни олсак, тегишли Бернулли тенгламаси

dz
17 -Az-

куринншда булади (у =  ц>(х) + z  — x-\-'2 +  z  алмаштириш бажарилган).
Энди г =  — десак, ---- = 4 u - f l  тенгламага келамиз. Бу узгарувчилари ажрала-

и dx
Днган дифференциал тенгламадир. Унинг умумий ечими Аи-\-1 =  Се1х куринишда
булиб. ц =  — ва z — y — (х + 2 ) алмаштиришлар ёрдамида берилган Риккати 

z
тенгламасининг*’ умумий ечимини ёзамиз:

у = Х  + 2 +  — Л — .
Се* —  I

Биз юкорида Риккати тенгламаенни туда урганмадик. Унинг турли хоссалари 
хакида, иккита ёки учта хусусий ечими мацлум булгандагн квадратуралар хакида 
>ларок маълумотни В. В. Степановнинг китобидан [3] укиш мумкин.
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Хар бир (1.1) куринишдаги тенгламани символик равишда 
dy — f(х, y)dx =  0 куринишда ёзишни келишиб оламиз. Биз хатто 
бундам умумийрок

М (х, y)dx-\-N (х, y ) d y = 0 (1.26)
тенгламани курамиз. Уни биринчи тартибли хосилага нисбатан 
ечилган дифференциал тенгламанинг дифференциал шакли деб 
юритилади. (1.26) да М(х, у) ва N (х, у) функциялар Г сохада 
аникланган ва узлуксиз.

1.10- т а ъ р и ф . Агар (1.26) тенгламанинг чап томони бирор 
U(х, у), U (х, у )^С '(Г ) функциянинг тулик, дифференциалидан 
иборат булса, у уолда (1.26) тулик, дифференциалли тенглама 
дейилади.

Агар (1.26) тенглама тулик дифференциалли булса, у холла
(1.26) тенгламанинг (аникроги, ^  » М(х,у)Ф0,
(х, у) £ Г тенгламанинг) хар бир у =  ф(х) ечими учун U (х, ф(х)) =  
=  const айният уринли. Аксинча, бирор интервалда аникланган ва

U (х , у) = С  (1.27)
тенгламадан ошкормас функция сифатида аникланадиган хар бир 
y =  (f{x) функция (1.26) тенгламанинг ечими булади. Хакикатан, 
у =  ф(х) (1.26) тенгламанинг / интервалда аникланган ечими булсин. 
Бунда куйидагига эгамиз:

М (х, ф(х)) -f N(x, ф(х))ф'(лг) = 0  ёки ^-£/(х, ф(х)) = 0 , х£/.

Бундан U(x, ф(х)) =  const экани келиб чикади. Энди у =  ф(х) 
функция U(х, у ) = С  тенгламанинг ечими булсин, яъни U(х, ф(х)) =  
=  С. Буни х буйича дифференциаллаб, топамиз:

М(х,  ф(х))+Л/(х, ф(х))ф'(х) = 0 .
Бундан у =  ф(х) функция (1.26) нинг ечими экани келиб чикади. 
Юкоридаги (1.26) тенгламанинг чап томони U(x, у) функциянинг 
тулик дифференциалидан иборат булганда (1.27) муносабат
(1.26) нинг умумий ечими (умумий интеграли), Щх, у) функция эса
(1.26) нинг интеграли дейилади. Аммо хар доим хам

dU(x , у )=М(х ,  y)dx-\-N(x, y)dy (1.28)
муносабат уринли булавермайди.

1.10- теорема. Агар бир богламли'1 Г сохада М (х, у), N (х, у) 
функциялар аникланган булиб, игу сохада М(х, у), N (х, у)<

•ш  ,) V функциялар узлуксиз х;амда игу Г да M2-\-N2=£0 булса, 
ду Ох

1.9- §. Т У Л И К  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

*’ Агар Г сохада хамма нукталари билан жойлашган, узаро кесишмайдиган 
ихтисрий ёпик синик чизикнинг барча ички нукталари хам шу Г сохага тегишли булса. 
Г соха бир богламли дейилади. Бир богламли соха албатта богланган соха булади. 
аммо хар бир богланган соха хам бир богламли булавермайди.
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у х,олда (1.26) дифференциал тенглама тулик, дифференциалли 
булиши учун

~  ~  (1.29)ду дх
айният уринли булиши зарур х,ам етарлиУ

И с б о т .З а р у р л и г и .  (1.26) тенглама тулик дифференциалли 
булсин. У холда Г сохада аникланган бирор U(х, у) функция учун
(1.28) муносабат уринли булади. Шунинг учун:

дЩ х,  у)
дх =М(х,  у). д Щ х.  у) N(x, у) •

Т ео рем ан ин г ш а р т и га  к ур а

дгЩх ,  у)    дМ(х.  у)
дх ду ду

ду

д'2Щх ,  у)  __ д \ ( х ,  у)
дх ду ду

тенгликлардан Г сохада (1.29) айниятнингтугрилиги келиб чикади.
Е т а р л и л и г и . Энди (1.29) айният Г сохада тугри булсин.

(1.26) дифференциал тенгламанинг тулик дифференциалли эканини 
исбот этамиз. М(х, у) функция Г сохада бирор Щх, у) функциядан 
х буйича олинган хосилага тенг деб карашимиз мумкин, яъни

(1.30)

Энди Щх, у) функцияни шундай танлаймизки, N(x, у > =  — —  ^ .

тенглик хам уринли булсин. Унинг учун (1.30) ни х0 дан х гача 
интеграллаймиз:

X
U{x, у ) =  \M(t ,  y)dt-\-q>(y), (х, у) £Г, хп£/. (1.31)

х0
byU(x,y)  функция учун (1.30) бажарилади. Энди (1.31) ни у буйича 
д ифферен ци алл а й м из:

dU(x.  у)

- j
дМ(1, у)

ду  J ду
*о

(1-29) айниятдан фойдалансак:

^  +  ф '(* /) , (х, у) 6 Г, х0£1.

дЦ(х,  у)
ду - =  \ -dN(‘y ^  dt +  у'(у) =N(x ,  y ) - N ( x о. </)+ф'(У)-

х0
Агар ф' (у) (Хо, у) деб танланса максадга эришамиз. Бу содда 
Дифференциал тенглама булиб, УУ(хо, у) функция ихтиёрий (хо, у) £Г 
Муктада узлуксиз булгани учун (хо, у) нуктадан ягона интеграл чизик 
Утади. Масалан, ф(у0) = 0  шартни каноатлантирадиган ягона ечим

Ф (y) =  \N(x0, s)ds, (х0, уо)6г > (лго, */) 6 Г

3—
(1.29) шартни Л. Эйлер (1707—1783) топтан.
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формула билан ёзилади. Топилган ифодани (1.31) га куйиб, И(х, у) 
функция учун

U{x, y ) = \ M ( t ,  y)dt +  \N{Хо, s)ds
* 0  Vo

ифодани хосил киламиз. Теорема исбот булди. Теореманинг 
етарлилигини исботлаш бир вактда тулик дифференциалли тенглама- 
ларни интеграллаш усулини хам беради.

Етарлиликнинг исботида интеграллаш аслида (х0, уо) 6 Г, (х, у) £ Г 
нукталарни туташтирувчи ихтиёрий эгри чизик буйича олиб борилди. 
Бу Г соха бир богламли булгандагина мумкин.

М и с о л .  Ушбу (x*-\-2y)dx-{- (2x +  y*)dy =  0 дифференциал тенгламанинг тулик 
дифференциалли эканн текширилснн ва интегралланснн.

Тенгламада М = х *  +  2у, N — 2 х + у 2. Бундан 4 г ~  = 2 ,  = 2 .  Демак, тенгла-
ду dx

ма тулик дифференциалли. Энди уни ннтеграллаймиз.

- | j - = x z +  2y дан U = - j ~ \ - 2 y x + < f ( y ) ,  ^ - = 2 x  +  <f'(y) =  2x +  y l , < f ' (y )=y1,

у3
•Р(У) = \ —hCf келнб микади. Топилган натижани урнига куйсак (С ( = 0  деб),О

3 3

U(x. у) =  -^— \-2xy-\- У^-—С

умумий ечнмни топамиз.
Ушбу

M(x)dx +  N(y)dy =  0

дифференциал тенглама тулик дифференциалли, чунки =
ду

— -^ -= 0 . Содда хисоблашлар ёрдамида куйидагини топамиз: 

~ = М ( х ) ,  ~ = N ( y ) ,  U =  \M(x)dx +  y{y),

^ = Ф  '(</). Ф ' ( y )=N(y) .
Дифференциал тенгламанинг интеграли

U = \M(x)dx+\N(y)dy  
функциядан иборат. Умумий интеграл эса

Ф .(* )+ Ф 2(1/)=С
куринишда булади, бу ерда ФДх) функция М(х)  нинг бирор 
бошлангич функцияси булса, Ф2(у) функция Л/(у) нинг бирор 
бошлангич функциясидир.

Агар (1.5) тенгламада f(x) —М(х), g(y) =  — Ы(у)ФО
N(y)

дейилса, юкорида курилган тулик дифференциалли тенгламага 
келамиз. Демак, курилган дифференциал тенгламага узгарувчилари 
ажраладиган ва тулик дифференциалли деб карасак хам булаверади.
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I 11-теорема. (1.26) дифференциал тенгламада М(х, у),  \ ( х ,  у),
aM i^jL  ва функциялар Р={{ху y):x£lx, y £ lv), Per Г тугри

ду вХ ам вытуртбурнакда узлуксиз булиб, N{x, у) фО,  (х, у ) £Р  ва — = —  ,
/  ̂Р булса, у цолда Р тупламнинг цар бир берилган (х0, У о)
никтасидан (1.26) тенгламанинг фак,ат битта интеграл чизиги утади.

У И  с бот. Теореманинг шартига кура дифференциал тенгламанинг
чап томони тулик дифференциалдир, яъни М(х, y)=~fx' N x̂ ' =

» * * .. N(x, у ) ф 0, (х, у )е Р  га хура (1.26) дифферен
ту

циал тенгламани
М(х, y) +  N(x, у)у '= О

куринишда ёзиш мумкин. Ундан
du(x .  У) 

dx

хосил булади косила и(х, у) дан схлинган тулик косила). Энди
у(х), x £ h  функция (1.26) тенгламанинг ечими булиши учун

и ( х , у ( х ) ) = С ,  х£1х (1.32)

булиши зарур ва етарли. Фаразга кура (х, у) ФО, (х,у)£Р.
Шу сабабли, (1.32) ни у(х) га нисбатан бир кийматли ечиш мумкин. 
С нинг и (дсо.уо) =  С муносабат билан аникланган киймати (1.26) тенг
ламанинг (хо, у о) нуктадан утадиган ягона интеграл чизигини 
белгилайди ва у

ц(х, у) = и ( х  о, у о)
формула ёрдамида ифодаланади. и(х, у) функцияни излаш усули эса 
аввалги теоремада берилган.

1.10-|. ИНТЕГРАЛЛОВЧИ КУПАЙТУВЧИ

I. Г сокада аникланган бирорта кам U (х, у) функция учун
(1.28) тенглик уринли булмасин, яъни (1.26) дифференциал тенглама 
тулик дифференциалли булмасин.

1.11- т а ъ р и ф. Агар Г сокада берилган М{х,у),  N (х, у) ва бирор 
у) Ф  0 функциялар учун ушбу

р(х, у)М(х,  y)dx +  p(x , y)N(x , y)dy =  0 (1.33)
тенглама тулик, дифференциалли булса, (1.26) дифференциал 
тенглама тулик, дифференциаллига келтириладиган тенглама, ц(х, у) 
Функция эса унинг интегралловчи купайтувчиси дейилади.

Бундан кейин юритиладиган мулохазалар курсатадики, М(х, у) ва 
N(x, у) функциялар Г сокада дифференциалланувчи булса, 
чнтегралловчи купайтувчи (х0, уо)6^' нуктанинг етарли кичик 
атРофида албатта мавжуд булади.
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1.12- теорема. Агар Офр.(х, у) £С1 (Г), М(х, у) £С ’ (Г), N (х, у) £ 
£С '(Г) булиб, у =у ( х ) ,  у(хо)—уо функция I интервалда аницлан- 
ган %амда (1.33) тенгламанинг ечими булса, у %олда уша функция
(1.26) тенгламанинг %им шу I интервалда аницланган ечими булади. 

И сбот . Шартга кура, р(х, у ( х ) ) Ф 0, х £ / ва у(х) функция
(1.33) нинг ечими. Демак, ушбу

ц(х, у(х))М(х,  у(х))  +  p(*, y(x))N(x,  у(х))у' (х)  = 0 , *£ /
айният уринли. Ундан М(х, у(х)) -\-М(х, у(х))у'  (х) = 0 , x£ j  айният 
келиб чикади. Бу эса у(х) функция (1.26) тенгламанинг ечими 
эканини билдиради. Бу теоремадан (1.26) тенглама тулик дифферен- 
циалли булмаган холда тегишли интегралловчи купайтувчи 
р(х, у) Ф0  ёрдамида хосил килинган тулик дифференциалли тенглама
нинг умумий интеграли и (х, у) =  С берилган (1.26) тенгламанинг хам 
умумий интеграли булиши келиб чикади.

2. Энди интегралловчи купайтувчини туларок урганамиз.
(1.33) тенглама тулик дифференциалли булсин. У халда Г сохада

Д(ц(х. у)А«(дг. у) )  _  д (ц( х ,  y ) N ( x , у ) )  ^  ^  ^  р  ( 1 3 4 )

айният уринли. Бундан хоеилаларни хисобласак 
. .  <5ц . дМ дц . 6N

еки
М йц г дц

ду дх

ёки р(х, у) > 0 , (х, у) десак,

/  dN дМ '
\  дх ду ,

{ |.35)ду дх дх ду ’
муносабатга келамиз. Бу 1пц(х, у) функцияга нисбатан биринчи 
тартибли хусусий хосилали бир жинсли булмаган дифференциал 
тенглама (12.2- ва 12.3-§ларга каранг). Биз учун шу (1.35) тенгла
манинг бирор хусусий ечимини билиш етарли. Бундай ечим (х0, у0) £ Г
нуктанинг етарли кичик атрофида М, N, функциялар Г
сохада узлуксиз булгани учун доим мавжуд (12.1 -теоремага каранг).

1.13-теорема. Агар (1.26) дифференциал тенглама U (х, у) = С  
умумий интегралга эга булса, у холда бу тёнглама учун интеграллов
чи купайтувчи мавжуд булади.

И сбот. Равшанки, у) dx-\-- U-^ ~ y) d y= 0  ёки —  Ф  0 ,
ох ду д у

dU

(•*• У)£Г десак, К.айд киламизки, агар д̂ - = —— = о ,
ду

У) 6*’ булса, 0-dx+0-dy  — 0 тенгламадан текисликнинг ихтиёрий 
нуктаси ечим була олиши келиб чикади, яъни бу холда 
интегралланувчи дифференциал тенгламага эга буламиз. Агар
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/ l l L j -)-( ^ ~ j  =5̂=0, масалан, 0, - ^ - = 0 ,  (х, у )£Г  булса, биз

dx= 0  ёки х =  const га эга буламиз. Бу холда ихтиёрий вертикал х =  
__const тугри чизик интеграл чизик булади.

И к к и н ч и  томондан, (1.26) га кура
dy  _____М
d7 ~  ЛГ

Ш у н и н г  учун
аи аи аи

М дх
аи ёки
ду

дх ду

Бундан
аи
дх

аи
=  *М’ V =,iA/

тенгликлар оркали Г сохада аникланган р(х, у) функцияни киритиш 
мумкин. Энди

\i(Mdx-\- Ndy) = \iM dx-\-\iNdy= ^~dx-\-~~< iy= dU = 0

муносабатлардан р (х, у) функция (1.26) дифференциал тенглама 
учун интегралловчи купайтувчи экани келиб чикади.

Куйида иккита теоремани исботсиз келтирамиз.
1.14- теорема. Агар р (х, у), (х, у) £ Г (1.26) дифференциал 

тенгламанинг интегралловчи купайтувчиси булиб, 0  (х, у) функция 
шу тенгламанинг интеграли булса, у %олда ихтиёрий

р, (х, у ) =  р (х, у)Ф(Щ, Ф(Щх, у) )еС' (Г)  (1.36)
функция х;ам интегралловчи купайтувчи булади.

1.15- теорема. (126) дифференциал тенгламанинг ихтиёрий 
интегралловчи купайтувчиси ушбу

Pi (х, < /)=Ф ((/)р(х, у) (1.36')
формула билан берилади, бунда р(х, у) бирор интегралловчи 
купайтувчи, Ф эса (1.26) тенглама интеграли U нинг ихтиёрий 
узлуксиз функцияси.

Кайд киламизки, бу теоремадан икки катъий фарк килувчи р ва р* 
интегралловчи купайтувчилар маълум булганда дифференциал
тенгламанинг умумий интеграли —=const экани келиб чикади.

3. Интегралловчи купайтувчини топишнинг баъзи хусусий холла- 
рига тухталамиз. Шубхасиз р(х, у) ф 0, р(х, y)^=const. Интеграл- 
л°вчи купайтувчи факат х нинг ёки у нинг функцияси булган холлар 
ЭНг содда холлар хисобланади.

а ) Ц(х, у) =  р(х) булсин. Бунда (1.35) тенглама соддалашади 
(чунки illUL—oV 
'  ду У
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1

yy d \пц   dN dM

еки rflnp
dx

dx
dM
ду

дх
дН
дх

ду

N (1.37)

И-(*, У) функция учун кжорида килинган фараз (1.37) нинг унг 
томони факат х  нинг функцияси булишидан иборатдир. (1.37) нинг 
икки томонини Хо дан х  гача интеграллаймиз:

дМ dN 
дх

ц(дг) = С е ‘ (1.38)

Бизни бирорта интегралловчи купайтувчи кизиктираётгани учун 
С =  1 деса булади.

б) Энди ц.(*, у ) = ц ( у )  булсин, (1.36) тенглама бундай кури- 
нишга келади:

. dlnp dNМ- dy дх
дМ
ду

Ундан у0 дан у  гача интеграллаш натижасида ((* , у0)€ Г  ,
(*. у ) е п

» ( у ) = С е ' ° (1.39)

ифодани топамиз.
М и с о л л а р . I. Ушбу

~ = а ( х ) у + Ь ( х )

чизикли дифференциал тенглама берилган б^лсин. Уни
[a(x)y +  b(x)]dx — dy =  0

куринишда ёзамиз. Бунда М(х, у) = a ( x ) y  +  b(x),  N(x,  у) =  — 1. Равшанки,
dM dN а(х)— - _ = e W l— =  -в(х).

Демак, р. =  ц(*). (1.38) га кура:

- \ а a)dt
ц (х )= е (1.40)

Шундай килиб, биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламанинг интегралловчи 
купайтувчиси (1.40) куринишда булади.

2. Ушбу
(ху2—у) dx -f- xdy =  0

дифференциал тенглама тулии дифференциалли эмас, чунки:
дМ dN , дМ dN—— = 2 ху — I, —— =  |,  ------ф ------
ду дх ду дх
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A mmo
dM dN
ay dx 2(xy— l)

M xtf—9
Дгмак, p =  l*(</) булади. Шунинг учун

и

ч '  "Ч  ,/J L V
*<*) = е  = е  \ У о )

—2

ёкн j/o= 1 деб ц (у )=  —  интегралловчи купайтувчига эга буламиз.

Берилган тенгламани интеграллаш жараёнини охирига етказиб куямиз. Уни 

* га купайтириб, тулик дифференцналли тенгламани хосил килам из:
И Р # *  , .А I

t -± )d x + ^ d y = 0 .

Бу тенглама учун

У )

х2__х__ „
2 У

умумий ечим булади.
в) р(х, у) = Ц | (х )ц 2(у) дейлик. (1.26) дифференциал тенглама 

шу куринишда интегралловчи купайтувчига эга булиши шартини 
чикарамиз. (1.36) дан

ЛГ
М2

■N I rfHi «ЗА <Ш
dx дх ду

екн

9£ = n *' (х ) ~ м Ъ ( у)

га эгамиз, бу ерда

^М*/)
1 dM2 . . . 1

~  И2 dy ’ х  Ц, dx

(141)

11.42)

Шундай килиб, агар ифода (1.41) куринишда ёзили-

ши мумкин булса, у холда (1.26) тенглама p =  pi (дс) ц.2(«/) куринишда 
интегралловчи купайтувчига эга булади, бунда Ц|(х) ва рг(1/) 
Функциялар (1.42) формулалар ёрдамида топилади:

\»,(х)Дх \ч>2(у>ау
|i i ( x ) = e J э |Х2 ( у ) = е }

^ ис о л л а р .  |. Ушбу
М\ { x ) M i ( y ) d x  +  N i ( x ) N i ( y ) d y  =  0,

M i( y )=£0 ,  N\ ( x)  Ф0 ,  (х, аг) € Г, xg/, ,  jig/.
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дифференциал тенглама pi(jr) ц2(|/) куринишда интегралловчи купайтувчига эга. 
Хакикатан, агар М(х, у) =М \( х )  ■ М2(у) , N (х, у) =  Ni(x) N2(y) десак,

ду дх dy dx

Бундан

=  МЛх)М2(у) 

=  М(х.у)

Ф. (х) =

• « Ш .  _ Nl(x)Niiy) •
Мг(у) dy N ( <jc) dx
_1_
Мг(у)

N,(x)

I <*Pi 
P, dx

dM2(y) M l V  fit 1 dN i (*)
<iy

** \ХуУ) AM*) dx '

dNi (х)
Ф2(4') =

1 dM2(y)
dx ' M2(y) dy

l dN{ 1 dy2 1 dM2
N, dx ' уj  dy M2(y) dy

еки

Демак,

Pi =
1

N, (x)

P<x,y) =

P2 = м2(у)

Nt (x) M2(y)

Берилган тенгламанинг икки томонини шу функцияга купайтирсак, узгарувчилари 
а ж рал ад ига н

N2{x )*»,<*> dx-{- - d y = О
N,(x) М2(х)

дифференциал тенгламага келамиз. Унинг умумий интеграли

Af, (jc) »г N2(y)S жй-"+ SУо М2 (У) dy — C.

2. Ушбу

(y4 — Axy)dx+(2xy3 — 3x2)dy =  0, х > 0 ,  у > 0, ~ у 3< х < ^  у34 о
дифференциал тенглама интеграллансин.

Бу тенглама тулик дифференциалли эмас, чунки

М=у* — Аху, N =  2ху3 — Здг2 ва ^ - = А у 3 — Ах, = 2 ц 3—6*
ду дх

,  дМ _ ^ d Nмуносабатлардан ------ф ----- тенгсизлик келиб чикади.
ду дх

Берилган дифференциал тенглама ц(х, у) = р , ( х)у2(у) куринишдаги интеграл- 
ловчи купайтувчига эга, чунки

=  V - 4 x -  (2у3- 6 х )  =  (2ху3- З х 2) • j  - ( у '  — Аху)-^-  =

2 2=  N—---- М - .
х у



[ bix [tdy
Бундам * , ( * ) = - p  *2(У) =  ^  Ba I*, (Jf> = «  - =**, Ъ ( у ) = е '  y =  tf .

Демак, интегралловчи купайтувчи y.(x, у ) = х гу 2 куринишга эга (берилган 
тенгламани \ х = г у г булганда т^лик дифференциаллига келтнриб, с^нгра уни 
интеграллаш китобхонга мустакил иш урнида топширилади).

Машкбажараётганда баъзи ходларда интегралловчи купайтувчи

р(х, У) =  М - У), М-(*. и(*. У) = ц (х 2—у2)

ва бошка куринишларда изланиши мумкин.
г) (126) дифференциал тенгламада М(х, у) ва N (х, у) 

функциялар Г сохада аникланган, дифференциалланувчи ва т- тар- 
тибли бир жинсли булсин. У холда (1.26) тенглама

=  (143)
куринишда интегралловчи купайтувчига эга. Хакикатан,

М(х,  </)=*mA l(l, i ) ,  N(x , y )=xmN(l,

ва

JcmA f(l, ^ d x + x mN ( \ ,  f ) d y = 0.

Агар ^  = u  десак, xmM( 1, u)dx-\-xmN (1, u) (xdu-\-udx) = 0  ёки

\xmM (1, u ) + u x mN( 1, u)]dx+xm+'N(l,  u)du =  0.
Бундан интегралловчи купайтувчи учун

Hi (х,у) = ——т------ 1-------------
xm + l[M(l,u) +uN(\,u)]

формула келиб чикади. Берилган тенглама учун аввалги белги- 
лашларга кайтиб, (1.43) формулани хосил киламиз.

Д) 1 15- теоремага кура, (1.26) дифференциал тенгламанинг 
ихтиёрий интегралловчи купайтувчиси Ц|(х, у) = Ф  (U) ц(х, у) фор
мула билан ёзилиши мумкин. Бу формула интегралловчи купайтувчи- 
ни топиш учун аввалги булимларда баён этилган усуллардан фарк 
киладиган усулни куллашга олиб келади. Янги усул куйидагидан 
и орат: (1.26) тенгламани шартли равишда иккига буламиз:

\М{(х, y)dx-\-N\(x, y)dy] +  \M2(x, y)dx +  N2(x, y)dy] =  0, 
бунда Л4| -)- Af 2 =  Л4, N\-{- N2 =  N. С^нгра ушбу

M tdx +  Nidy =  0, M2dx-\- N2dy =  0
тенг'аМаЛа^НИ айрим-айрим курамиз. Албатта, бу дифференциал 
билан^3 1̂3̂  интегРал-’10ВЧИ купайтувчини нисбатан осонлик
интег Т°Па оламиз- Деб хисоблаймиз. Тегишли тенгламаларнинг 

ралловчи купайтувчиларни мое равишда р: ва цг, интеграллари-
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ни эса U | ва U2 дейлик. У халда юкоридаги формулага асосан хар бир 
дифференциал тенглама учуй ихтиёрий интегралловчи купайтувчини

р Г = (А |Ф | ( U \ ) ,  р ? = |Х 2 Ф 2 ( ^ 2 )

куринишда ёзиш мумкин. Ф1 ва Фг ларнинг ихтиёрийлигидан 
фойдаланиб, уларни шундай танлаймизки, ушбу

p f = p f = p
муносабат уринли булсин. У халда р. функция берилган.(1.26) диффе
ренциал тенглама учун интегралловчи купайтувчи булади. Амалда Ф| 
ёки Фг функцияни 1 га тенг килиб олиш мумкин.

М и с о л . Ушбу (xy2+ y A)dx -\- (x2—xy3)dy=0 ,  х > 0 , у > 0 ,  х > у 3 дифференциал 
тенгламанинг интегралловчи купайтувчиси топилсин.

Бу тенгламани з
d(xy) +  —  (ydx—xdy) = 0

* У3куринишда ёзиш мумкин. Ундан ц?=Ц |Ф | (ху) = O i (ху). — (ydx—xdy) = 0  тенгла

ма учун и2= —т-5- эканини в) булимдаги усул билан исботлаш мумкин. ЭндиX у
булиши учун Ф2= 1  десак,

р |= Ф , (Ху) = И
1

келиб чикади. Демак, р =  — -j функция берилган дифференциал тенглама учун 
х  у

интегралловчи купайтувчи булади.

1.11-}. ПИКАР ТЕОРЕМАСИНИНГ ИСБОТИ

Аввал (1.3) бошлангич шартни каноатлантирадиган ва \х—х0\ <  
ораликда аникланган ечимнинг мавжудлигини, сунгра бу 

ечимнинг ягоналигини исботлаймиз.
Исботга бевосита утишдан аввал баъзи ёрдамчи тасдикларга 

тухталамиз. Г сохада маркази (дг0, уо)€Г нуктада булган хамда 
чегараси билан бутунлай шу сохада жойлашган бирор Р тугри 
туртбурчак чизиш мумкин (бунинг исботи укувчига хавола этилади). 
Унинг горизонтал томони узунлигини 2а, вертикал томони узунлигини 
эса 2b деб белгилайлик, бунда а ва b лар мусбат чекли сонлар. 
Шундай килиб, Р =  ((х, у):\х — * o l< a , \ у—у0\^Ь) ,  Р сГ б у л и б , 
Р— ёпик чегараланган туплам.

Г да узлуксиз булган f(x, у) функция Р да хам узлуксиз булади. Р 
ёпик, чегараланган булгани учун /(х, у) унда чегараланган булади, 
яъни max |/(х, у) \ =М,  Af$s0. Агар М =  0 булса, f(x,y) =

■ O V M 6 P  булади. Бу холда ( jc, у) £Р учун (1.1) тенглама 
соддагина -^- =  0 куринишни олади. Бу тенгламанинг у(хо)=уо
бошлангич шартни каноатлантирадиган ечими у(х) =уо, 1 х х01 < а  
каби езилади. Бундай ечим ягона экани равшан.

’’ Э. Пикар (1856—1941) мавжудлик теоремасини 1893 йилда кетма-кет 
якинлашиш усули билан исбот килган.
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Энди max \f(x, y ) \ = M ,  M > О
<*. y)tP #

булсин. Шу Р туFpa туртбурчакнинг ихтиёрий (х, у\) ва (х , у2) 
нукталари учун хам (L) тенгсизликнинг бажарилиши равшан 
(1 2- теореманинг шартига кура). К,айд киламизки, (х0, «/о) £Р нукта 
р турри туртбурчакнинг марказидан иборат. Энди (1.1) дифференци
ал тенгламанинг (1.3) бошлангич шартни каноатлантирадиган ва 
\х—Хо\ ^А , А < а  ораликда аникланган ягона ечимининг мавжудли- 
гини исботлаймиз. Бунинг учун биринчи кадам дифференциал 
тенгламадан интеграл тенгламага утишдан иборат.

j у =  ф(х) (1.1) тенгламанинг U —x0l <  А ораликда аникланган 
бирор ечими булиб, у (1.3) бошлангич шартни каноатлантирсин. 
Шундай экан, биз ушбу

^ - ^ f ( x ,  Ф(х)) (1.44)
айниятга эгамиз. Бу холда ф(х) функция учун \х—х0| <А  ораликда

X
ф(*) =  «/о +  $ /(т. ф(т) )dx (1-45)

Хо
интеграл аяният уринли. Аксинча, агар бирор узлуксиз ф(х) функция 
учун \х—хо1 ^ А  ораликда (1.45) айният уринли булса, у холда у — 
=  <р(лс) функция дифференциалланувчи, (1.1) тенгламанинг ечими ва
(1.3) бошлангич шартни каноатлантиради. Бошкача айтганда,
(1.45) интеграл тенглама (1.3) бошлангич шарт билан бирга олинган
(1.1) тенгламага эквивалент. Бу тасдик эквивалентлик леммаси деб 
юритилади. Уни исботлайлик.

(1.45) муносабат уринли булсин. Унда х —хо деб <р(хо)=уо ни 
хосил киламиз. Шундай килиб, (1.45) дан (1.3) бошлангич шарт 
келиб чикади. Равшанки, (1.45) айниятнинг унг томони х буйича 
дифференциалланувчи, шунинг учун унинг чап томони хам х буйича 
дифференциалланувчи булади. (1.45) ни дифференциаллаш натижа- 
сида (1.44) айниятни хосил киламиз.

Энди (1.3) ва (1.44) муносабатлар уринли булсин. (1.44) нихоДан 
х гача интеграллаб

X
ф(х)—ф(х0) =   ̂ f( т, Ф (т)) dx

ии хосил киламиз. Бундан (1.3) га кура (1.45) ни хосил киламиз. 
•асдик исботланди.
каг/1 ^ Д и ф ф ер ен ц и ал  тенгламанинг (1.3) бошлангич шартни 
мав^ТЛЗНТИраД-ган ва х̂ ~ х°̂  °Ралик-Да аникланган ечимининг
е УДлигини курсатиш (1.45) интеграл тенгламанинг худди шундай 
ган ИНИН~ мавжУДДигини курсатишга келтирилди. Тавсия этилади- У ечУС̂ Л еРдамида аввало ечимнинг мавжудлиги исботланса, кейин 
иурсати^а ^е^ИЛГаН аникликда такрибан куриш мумкинлиги хам

Куй^д^ги НГИЧ ^нолинчи) якинлашиш сифатида у0 ни кабул киламиз.
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(1.46)

y \ ( x ) =yo+ \ f ( l . y 0)dl>
х0

X
У2( х ) = у 0+  \ f ( l , y A l ) ) d l<

*0

Уп(х)=уо+  ̂ H I ,  {/„_,(!) ) d l ,
*0

коида билан у\(х),  г/2(-*:), .... уп(х), .... функцияларни курамиз. Улар 
«маълум маънода» такрибий ечимлар булади. Бу функциялар 
куйидаги хоссаларга эга:

1) Равшанки, ук(х0) =yo(k=  1,2, ...). Демак, х,ар бир у = у к(х), 
А =  1,2, ... функциянинг графиги (х0, уо) нуктадан утади.

2) Агар A =  min^a, булса, \х —х0|< А  ораликда аникланган
ук(х), &=1,2, ... функцияларнинг графиги Р тугри туртбурчакдан 
чикиб кетмайди. Хакикатан, элементар мулохазалар ёрдамида А нинг 
аникланишига кура куйидаги тенгсизликларни хосил киламиз:

X X
Ы * ) - < / о 1  =  1 \ f ( t y 0) d l \ < \  \ i m , < / „ ) | d S I < A l U - * o l < y W A < A ,

^ х0
х

\У2 ( х ) - у 0\ = \  \ f ( l M l ) ) d l К
*0

х
<  I \ If ( t , y t ( Б ) ) \ d l \ < A f  U - X o l  А,

*0

\Уп(х)—у0\ =  \ \Н1,Уп-
*0

X
< 1 \ \ f ( t , y „ - . A t ) ) \ d l ^ M \ x - x 0\ ^ M h ^ b ,

х0

Энди ys(x) функциянинг графиги Р дан чикмайди, дейлик. Унда
X

 ̂ /(Б .|М Б))dl, интеграл аникланган ва |уДл:)—у о \^ Ь  тенгсизлик 

уринли булади. Шунга асосан
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X

\ys+ \ — yo\ =  1 \ f ( t y s (D)  d t ^

муносабатга эга буламиз. Шундай килиб, агар бирор натурал s сони 
учун у,(х) функциянинг графиги Р дан чикмаса, яъни (х, ys(x)) £Р, 
у холда s + l  УЧУН *ам (-*■. ys+i(x)) £Р булади. Демак, кулланилган 
математик индукция усули (х, ук(х))£Р,  6=1,2, ... эканини исбот 
этади.

3) ук(х)(к= 1,2, ...) функциялар' \ х—x0|< / i  ораликда аник
ланган ва узлуксиз. Хакикатан, равшанки,

функция \х—х0|< Л  ораликда узлуксиз, чунки f(x, у) функ
ция уша ораликда узлуксиз. Шунга ухшаш, /(х, yi(x))  функция 
хам \х—х0\^1г  ораликда узлуксиз булгани учун 1/2(х )= у 0 +

Холган уз{х), ..., уп{х), ... функцияларнинг тегишли ораликда 
аникланганлиги ва узлуксизлиги математик индукция усули билан 
осонгина исботланиши мумкин.

III. (1.46) функциялардан тузилган {г/*(дс)} функционал кетма-

Буни исботлаш учун
Уо +  [г/|(х) — Уо] +  [г/2(*) — У\{х)\ +  • —Уп- t  (*)] +  ••■ ( I 47)

функционал каторни курамиз. Равшанки, к- хусусий йигинди Sk(x) =  
—ук(х). Агар (1.47) катор текис якинлашувчи булса, ундан (у*(х)} 
кетма-кетликнинг тегишли ораликда текис якинлашувчилиги келиб 
чикади.

Энди (1.47) каторнинг хар бир хадини бахолаймиз:

X
У\(х) = у 0+  $ f ( i , y0)dl

X
+  ^ /(£ ,y\ ( l ) )d l  функция хам уша ораликда узлуксиз булади. 

*0

кетлик ораликда текис якинлашади.

\yi(x) —у0\ < М |х  —х0|.X
\У2( Х ) - У1( х ) \ ^  \ 5 [/(£, У А 1 ) ) - Н 1  Уо№ \ <

X
< 1  $ I f i t  у, (Б ) ) - / ( Б ,  y0) \ d l \ .

Интеграл остидаги айирма учун Липшиц шартини куллаймиз** ва 
У\\х)—у0\ учун топилган баходан фойдаланамиз:
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\ у 2 ( х )  - У Х  (ж )  \ < L \ ]  \У\ ( | )  \  1 £ - ж ь М | 1  = L M ^ - ^ ~
Х0 *0

Ш у н г а  у х ш а ш ,

\у3( х ) - у 2(х ) \  =  \ у, ( 6 ) ) - / ( 6 .  Ух а ) ) Щ \ <
*о

< 1  5 1 / ( 6 .  Й ( 6 ) ) - / ( £ .  У х Н 1 ) ) Ш < Ц  \  1 й ( 6 ) - й ( 6 ) - « К

*0 *0
^  12 1 Г ^  Жд1 ... /,2Л1 I |3
< L 2/M| J ----- - ------d | | = - 3 | - U — дсо|3.

*0
М а т е м а т и к  и н д у к ц и я  у с у л и  ё р д а м и д а  и х т и ё р и й  н а т у р а л  п  у ч у н  

к у й и д а г и  т е н г с и з л и к н и  т о п а м и з :

IУп ( * )  - У п - х  <*> I ( 1 - 4 8 )

| х — jcoI < / i о р а л и к д а н  о л и н г а н  х  л а р  у ч у н  

Iух (ж )  — уо\  < M h ,

\ у 2 ( х )  — Ух (ж) |

\У з ( х )  ~ У 2 ( х )  I < A f L 2- | - ,

\ у п (ж) — У п - 1 ( * )

муносабатларга келамиз. Бундан куринадики, (1.47) функционал 
каторнинг хар бир хади мусбат хадли

) у0 \ +  I  M L k ~ ' l T  ( , 4 9 )*=1
сонли каторнинг тегишли хадидан катта эмас. (1.49) катор эса 
Даламбер аломатига кура якинлашувчи, чунки

l im  M L " - ' 4 r  •
к-оь

(к -  1)! 
А *-' MLк —2 l i m - = P - = 0 <  1.

к-*- оо R

Шу сабабли, (1.47) катор Вейерштрасс аломатига кура | ж—жоI ^  
< Л  ораликда текис якинлашувчи ва демак, (у*(ж)} кетма-кетлик хам 
текис якинлашувчи булади. Бу кетма-кетлик уша ораликда бирор 
узлуксиз Y(x) функцияга текис якинлашади, яъни

limyn(x )=Y(x) ,  ж0 —Л<ж<Жо +  Л.
Л-*-оо

Энди Y (хо) = у о ,  (ж, Y (ж) ) { Р ,  |ж— Жо1<Л эканини исбот этамиз.



Хакикатан,
Y(д%) =  limy* (д%) =  \\ту0—у0, яъни Y(x0)=yo.

k-+ ОО k-*- оо
ушбу \Ук(х) —уо\т е н г с и з л и к д а  (£-► оо да) лимитга утамиз: 
, у(х) —{/оКА- Бундан (х, Y(x) )£P  келиб чикади.

[V. |х —xol < А ораликда аникланган Y(х) функция (1.45) интег- 
рал'тенгламанинг ечими эканини исботлаймиз.
V Юкорида исбот этилгани буйича (у*(х)| кетма-кетлик |jc — jcoI <[A 
ораликда K(x) функцияга текис якинлашади. Демак, ихтиёрий е >  
> 0  учун шундай Ы =  Ы(г) натурал сон топиладики, k нинг A>jV(e) 
кийматлари учун |х —xol<A ораликда ушбу

\ук(х) — У (л^ |< е
тенгсизлик уринли булади. Липшиц шартидан фойдалансак, куйида- 
гини хосил киламиз:X X I| S J т .  ne))rfi|<

хо х0X х
^ 1 S IН 1 У к ( 1 ) ) - П 1  У(Б))|</6 |< I $ / .| «М Б )_ П Б )  Id i  |<

х0 х0
^ .Le\x  — jcol ^АеЛ->-0, агар е->-0 булса.

Шунинг учун /г-^оо да ихтиёрий х учун ушбу
X х
S m . &(£>)<*!- \ n i .  Y( l ))dl ,  \X-X01<А 

х0 Х0
муносабат уринли. Энди (1.46) да (л->-оо да) лимитга утамиз:

х
Y(х) = у 0+  Y ( l ) ) d t  U -деоК А .

Е. > , i ,.. хо
Бундан К(х) функциянинг (1.45) интеграл тенгламанинг ёки унга 

эквивалент булган (1.1) дифференциал тенгламанинг \х — х0|< А  
ораликда аникланган ва К(х0) =г/о бошлангич шартни каноатланти- 
радиган ечими экани келиб чикади.

V. Энди \х—х0|< А  ораликда аникланган ва У(хо) =  К0 шартни 
каноатлантирадиган y = Y ( х) ечим ягона эканини исбот этамиз. 

аРаз килайлик. y =  Z(x ) — ушбу Z(x0) =y \  бошлангич шартни 
аноатлантирадиггш ва бирор \х — x o l^ d , d ^ . a  ораликда аник- 
знган ечим булсин. \х—Xol^A ва \х — д:0|^ с !  ораликлар умумий 

нуктага эга. Уларнинг умумий кисмини |лс—дсоI ^  А *, А* =  
айн110̂ ’ ^  ,.де”миз- Биз шу \ х—хо1<А* ораликда Y(x)s=Z(x)  

ИЯТНИНГ УРИНЛИ эканини исбот этамиз. Бунинг учун |jc—дсоI ^ А  * 
Раликда аникланган и(х) =  | Y(x)—Z ( x ) \ ^0  функцияни кура-

Миз- Сунгра шундай мусбат сон е ни оламизки, у e< m in(V , -J-) ,
'  L '

-------- гонгеизликни каноатлантирсин*’. Биз Y(х) s=Z(х) айниятнинг

У(*) = Л ГДР бУлса и(х)  =  | Y(x) — Z( x)  К О  булади. Ундан \х0. *п +  е] ораликда 
экани келиб чикади.
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тугрилигини [дсо, лго +  el ораликда курсатамиз. Бу ораликнинг бирор т 
нуктасида и(х) функция узининг максимумига эришади. Уни 
т дейлик, яъни

max и(х) =  « (т) =т,  х£|х0, *о +  е1- 

Содда алмаштиришлар ёрдамида ушбуни топамиз (х£|хп, Хо +  е |):X X
u(x) =  \ Y ( x ) - Z ( x ) \  =  \ \ H t  Y ( x ) ) d l -  \ f ( l Z ( l ) ) d l | <

< 1  \ е 0Ш  Y ( Z ) ) - f ( l , Z ( t ) ) \ d t \ ^ L \  ^ |r ( £ ) - Z ( 6 ) |d g r <
*0 *0 

*6+*
< L | \ «(6)rf6l<L/ne,

*0яъни
ы(х) <  Lrm, х£[хо, Jfo +  е]. (1.50)

Агар m =  0 булса, бундан ы (х )<  0 келиб чикади. Аммо и ( х )  >  
^ 0  (киритилиши буйича) тенгсизликни каноатлантиргани учун 
[хо, Хи4-£1 Дан олинган барча х  лар учун охирги икки тенгсизликдан 
и ( х )  = 0  экани келиб чикади. Агар т > 0 булса, (1.50) да х =  т деб, 
m ^ L m e  ёки 1 га эга буламиз. Аммо г нинг танланишига кура 
L e d .  Виз шу тенгсизликка зид булган тенгсизликка келиб колдик. 
Демак, факат т  =  0 булиши мумкин. Биз [х<>, X o-(-e j  ораликда Y ( х )  =  
=  Z ( x )  айниятни исбот этдик. Жумладан К(х0 +  е) = Z (x 0 +  e ) .  Бу 
кийматни уг дейлик. Равшанки, j c o е< JCoН-Л *. Биз е > 0  ни шундай
танлашимиз мумкинки, хо +  2e < x 0 +  /i* булади. Энди [хо +  е, х0 +  
+  2е] интервалда хам Y(х) =  Z(х) айният уринли эканини курсатиш 
мумкин. Мулохазалар худди юкоридагидек булади. Шунга ухшаш 
е > 0  ни кичиклаштириб бориш хисобига Хо -\-h* га етарли якин 
булган xo +  fee (k — натурал сон) сонни хосил килиш ва [хо+(/г —
— 1 )е, х0 +  /ге] ораликда бир хил У(лг0 +  {k— 1 )е) =  Z(xo(£ — 1 )е) = 
= у (к_ |)е бошлангич шартни каноатлантирадиган У(х) ва Z(x)
ечимлар устма-уст тушишини исботлаш мумкин. Шундай килиб, 
[х0, Хо +  Л*] ораликда Y(x) =Z ( x )  айниятнинг уринли экани исбот 
этилди. Худди шундай мулохазаларни [хо — h*,  хо] ораликда хам 
татбик этиш мумкин. Демак, |х —x0|< I/i*  ораликка Y{x)=Z(x)  
экани исботланди.

Эслатиб утамизки, h * = h  булганда ягоналик исбот этилди 
дейиш мумкин. h* =  d булсин дейлик. Бу холда d<Lh булади. 
Агар К(х) ва Z(x) лар Y(xo-\-d) = Z ( x o + d ) —yd бошлангич 
шартни каноатлантирадиган ечимлар булса, унда [xo +  d, хо +  Л1 
ораликда Y(x) = Z ( x )  айният уринли булади. Буни курсатиш учун 
яна юкоридагидек мулохаза юритиш лозим булади, факат
eCm in^/i, дейилса етарли. Шундай мулохаза [хо — h, Хо"
— d] оралик учун юритилиши мумкин. Шундай килиб, |х —Xol^^

48



ораликда аникланган ва У(*о) =</о шартни каноатлантирадиган ечим 
ягона булади.

VI. Биз ечимнинг мавжудлигини ва ягоналигини U — 
оралик учун исботладик. Агар бу оралик t/ =  <р(дс), ц > ( х о ) = у о  ечим 
аНикланишининг максимал оралигидан иборат булмаса, у холда бу 
ечимни давом эттириш мумкин. Хдкикатан <р(х0 +  Л) =Уо> дейлик.
Р ав ш а н к и ,  (Xn +  h, у{0и ) нукта Г со ха н и н г ичида ётади. Бу холда 
чегараси билан бутунлай Г да жойлашган

Рп ,={(х, у )  : \ х — I y — y o ' K b i )

турри туртбурчак куриш мумкин. 0 <  Mi =  max \ f ( x , y ) \  деймиз.

Д4,=0 булган хол равшан. М \ > 0  булсин. Агар бошлангич 
кийматлар сифатида 4 ° .  ybu ни кабул килсак, исбот этилганига

кура (1.1) тенглама \ х — 4 ljf'< й„  Л, =  min|a,, ораликда аник-

данган ва у (4 " ) =Уо) бошлангич шартни каноатлантирадиган
ягона ечимга эга булади. / =  [х0 —Л, хо +  Л] ораликнинг учи 
билан / | = [ 4 1)— А,, 4 и + л|] ораликнинг уртаси устма-уст тушади
(чунки 4 °  =*о +  Л). Шу нуктада хар икки курилган ечимлар бир хил 
киймат кабул килади. Ягоналикка кура бу ечимлар 1(]1\ ораликда 
устма-уст тушади. Аммо 1\ ораликнинг ярми (4 й, 4 " + M  / дан 
ташкарида ётади. Курилган ечим шу ораликда аввал I ораликда 
курилган ечимнинг давоми булади, деймиз. Агар ср<хЬ" -f-Лi) = у {~' Де_ 
сак, (4 2), «/о2’)61 \.42,= * о1,+Л | булганда 4 2), Уо бошлангич кий-
матларга эга булган ва / г = ( 4 2)—Лг, 4 2>+As]. k2 =  min^Ojj, ^
ораликда олинган ягона ечимни куриш мумкин, /г хам 1\ га 
нисбатан Л ва / ораликларга ухшаш жойлашган булади. / ]Л/г да 
янги ечим аввалги (1\ да аникланган) ечим билан бир хил булади. 
/г нинг иккинчи ярмида эса аввалги ечимнинг давомига эга бу- 
ламиз. Шунга ухшаш мулохазалар х  нинг камаювчи кийматлари 
учун хам олиб борилиши мумкин. Курсатиш мумкинки, шундай давом 
эттиришлар ёрдамида Г соханинг чегарасига исталганча якин бориш 
мумкин, яъни ечим мавжудлигининг максимал интервалини топиш 
мумкин.

Шундай килиб, 1.2-теорема тула исбот булди.
VII. Энди кетма-кет якинлашиш ёрдамида дифференциал тенгла- 

манинг аник ечимини унга пг- якинлашиш билан ( у т ( х )  билан) 
берилган аникликда алмаштиришга тухталамиз. Ушбу

У т ( х ) +  [t/ т + , ( х )  — У т ( х ) \  +  \ у т +  2( х )  —  у„ ,  +  1 ( * )  Ц -  ... 

Функционал каторни курайлик. II булимдаги мулохазаларга кура 
((I 48) тенгсизликларга каранг) бу катор УД*) функцияга \х—*ol 

да текис якинлашади. Демак, \ х — J t o l ^ A  ораликда 
■ I
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Y(x) = y m(x) + \ym + l(x) — ym(x)]+[ym+2(x) —ym+1 (ДГ) . 
Бундан, (1.48) тенгсизликлардан фойдалансак:

f m+l ,
i w - * . ( * )  i< -7+ 4 L r u - * r + '  • L(m+l)! + ‘M

(m+2)!r U - x 0p +2 +  ...

еки
(m +  l)!| K ( x ) - i , m(* )< Z . '’7 W |* - x i)P + , [

+ 7 S W U _ ^ I + 7 ^ W I* ~ ',"| ! + ' ] (1-51;

келиб чикади. Бу (1.51) тенгсизлик ут(х) функциянинг аник ечим 
Y(x) дан фаркини бахолайди. Агар \ х—x0|< / i  эканини хисобга 
олсак, \х—Хо1^Л ораликнинг хар бир нуктасида ушбу

I Y{x) — i/m(x)K L '”A(A'"+1 Г---- !-----1-------—-----1----— ----+ ...1 (152)1 L (т+1)! ’ (т +  2)! ' (т +  З)! ' J '  °  '
муносабат уринли. (1.52) да М, L ва h — маълум микдорлар, т эса 
талаб этилган аникликдан топилади. Агар хар бир х£\х0 — h, х0 +  
-(-Л] нуктада | [У(х)—i/m( x ) |^ e  тенгсизлик бажарилиши талаб 
этилса, у холда т ни топиш учун

LmMh" Г  1 -
• Lh 1 1L (m+l)! 1 (m +2)! '  (m +  3 )! ' <  е (1.53)

тенгсизликни ечиш лозим булади. Амалда кулланиш учун (1.51) ва 
(1. 52) тенгсизликлар урнига уларга нисбатан куполрок, лекин 
кулайрок тенгсизликлардан фойдаланилади. Ушбу

еп (х) =  | Y(x) — ут(х) |, m ==0,1, ... 
белгилашни киритамиз. Равшанки, 1 булганда:

e „(*) =  № ) - j U * ) l <  I \ [Н 1, К ( |) )  ~ Н Ъ у т-х  (Ш1<£ I <
I X) I

5 |/ (Ь Г (Ш -/< Ь л ,- ,(6 ) ) и * б | I ^ е ж_ ,( |)< /П  .

Бундан 
е, (х) ^  L ( < Ш  \ 15-X ol^  = L ' M ^ ~

хо I X I
-ХоГ

| J e,(6)d£ | < L2M J J l&—*0I 2!
d% —L2M \x — Xol 

3!

em(x )< L  \е т_,(£)</£ I </.тм4-4тгг-. «= 1 .2 ,... .» I (m+l)!
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щундай килиб, ушбу
eo(x )< M U —Хо\,

\ x - x o  r  + l
( т + 1 )

т =  1,2,...
(154)

тенгсизликларга эгамиз. Бундан \х —x0\ ^ h  ораликда т-+оо да 
Ет(х)-*-0 келиб чикади.

щ и с о л .  Кетма-кет якинлашиш усулн ёрдамида
dy
dx

=  х - у ,  Г =  /> =  1(дг, у): 0 < д г < 1 ,0 < у <  1)

аифференциал тенгламанинг у (о) =  1 бошлангиЧ шартни каноатлантирадиган 
такрибий ечими топилснн ва 4- якинлашншнинг хатосн хисоблансин. 

у0(*) =  1 дейлик,

i » - l  +  \(1-у)<%

дан

«2

у, =  1 +
о

= 1 + \  (б -1 + S - ^ - )  <*£ = 1-Х + Ж2- х
Т ’

Уз = 1—x+jt2—4г+ 24 '
3 4 5

y ^ t - x + x 2 ^ + “[2“ ^

ларнн хосил киламиз. Берилган дифференциал тенгламанинг унг томони х  ва 
у ларнинг ихтиёрий кийматларида аникланган, узлуксиз ва у буйича узлуксиз 
дифференцналланувчи. Шунинг учун бирор Р тугри тУртбурчакни олайлик:

Р =  {(х, y ) : 0 < x <  I. 0 < у < 1 | .

У халда h =  m in i а, М =  max I f(x,  у) I га кураI М) (X.  »)£/>

1 — 2, A =  min | l ,  j }  =  — .Л4 =

Бунга ухшаш — I булганидан L =  max I д^ х ' 1 = |  булади. Шундай
(х, »)6Р <?</

Килиб, Os^xsJ — х0 =  0 ораликда ушбу

5 ^
е«(х) =  |У ( х ) - у 4 ( х ) |<  14- 2 - ^ Г = ^ о _

чуносабат Уринли. Шу интервалда хатоликни топамиз:
1 = I

“  1920 1е4=  max * * 1 * ) = ^
о ч к -

5 0,0005.

Куриниб турибдики, 4- якинлашиш билан аник ечим ин-
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тервалда хар бир х учун купи билан га фарк килар экан.

Демак, 0,0005 хатолик билан 0 < х <  j  ораликда аник ечим урнида 
4 -якинлашиш у*(х) ни олиш мумкин.

Машк. I. - ^ - = 3 х —— дифференциал тенгламанинг

р\(х, 2, 0 < { /<  2| тупламда «/(1) =  1 шартни каноатлантирадиган ечими

учун иккинчи якинлашиш у2(х) топилсин ва хатолик хисоблансин.

^-= = xJ +  i/2 дифференциал тенглама учун2.
dx

Р =  \(х. j / ) : - l < x < l .  — K i / < 1 |
тупламда у (0 )= 0  шартни каноатлантирувчи иккинчи якинлашиш у2(х) топилсин ва 
хатолик хисоблансин.

3. - ^ - = х  —и2 дифференциал тенглама учун Р =  Цх, у ):0 0 < 1 х <  — , — 1 ^
dx *■

тупламда i/(0) = 0  шартни каноатлантирувчи учинчи якинлашиш уз(х)
топилсин ва хатолик хисоблансин.

4. = и , — оо < i / <  оо дифференциал тенглама учун 1/| (х), 1/г(х), .... i/m(x) ... 
dx

кетма-кетлик тузилсин ва Y (х) =  Нш Ут(х) топилсин.

1.12- §. ДАВОМСИЗ ЕЧИМЛАР

1.16-теорема. (1.1) дифференциал тенглама берилган булиб, 
f(x, у) ва функциялар R2 текисликнинг Г соуасида аниц-
ланган ва уэлуксиз булсин. У уолда: 1) (1.1) дифференциал
тенгламанинг Г со^адан олинган ихтиёрий берилган х0, у0 бошлангич 
кийматларга эга булган дивомсиз ечими мавжуд; 2) агар (1.1) диф
ференциал тенгламанинг бирор давомсиз ечими унинг бирор бошца 
ечими билан х нинг %еч булмаса битта к,ийматида устма-уст ту иге а, 
у х,олда давомсиз ечим у ига ечимнинг давоми булади; 3) агар
(1.1) дифференциал тенгламанинг икки давомсиз ечими х нинг х;еч 
<булмаганда битта цийматида устма-уст туигса, у х,олда бу ечимлар 
айнан устма-уст туигади, яъни улар умумий аницланииг интервалига 
эга булади.

И с б от . (*о, Уо) нукта Г соханинг ихтиёрий нуктаси булсин. хо, уо 
бошлангич кийматларга эга булган шундай у =  ср(х) ечимни кура- 
мизки, бу ечим (1.1) дифференциал тенгламанинг шу бошлангич 
кийматларга эга булган ихтиёрий ечимининг давоми булади. Бу 
билан теореманинг 1-кисми исбот этилган булади.

(1.1) дифференциал тенгламанинг хо, уо бошлангич кийматларга 
эга хар бир ечими учун уз аникланиш интервали бор. Бундай 
ечимларнинг аникланиш интервалининг чап учлари тупламини Г\ *, 
унг учлари тупламини эса гГ* дейлик. пи =infrl *, шч—supr2 * (гп\ =  
=  — оо, /п2-Ь 00 холлар хам булиши мумкин). Энди х0, уо бошлангич 
кийматларга эга ва mi < х < т 2 интервалда аникланган у =  ф(х)
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чимни курамиз. х * нукта шу интервалнинг ихтиёрий нуктаси булсин. 
дниклик учун дейлик. т2 сон тупламнинг аник юкори
чегараси булгани учун (1.1) дифференциал тенгламанинг хо, уо 
бошлангич кийматларга эга булган ва аникланиш интервали х * ни 
л3 „чига олган 1/ =  ф(х) ечими мавжуд. Энди tp(x *) —гр(х *) дей- 
миз. х* да ф(х) функциянинг киймати тасодифан танланган ф(х) 
ечимга бомик эмас. Х.акикатан, агар */ =  ф(х) урнига у = х (х ), 
х (Хо) = у 0 фунцияни олсак ва х * бу функциянинг аникланиш 
интервалига тегишли булса, у холда Коши теоремасига кура ф(* *) =  
= x (x*) га эга буламиз. Шундай килиб, y =  q>(x) функция т | <  
<Сх<т2 интервалда бир кийматли аникланган. Шу билан бирга 
у = ц>(х) функция учун ф(*0)=уо ва бу функция (1.1) тенгламанинг 
ечими, чунки курилишга кура у =  (р(х) функция т \< х < т 2 интер
валнинг хар бир х*  нуктасига якин нукталарда (1.1) тенгламанинг 
бирор ечими билан бир хил булади.

Энди у =  (р(х) функция (1.1) дифференциал тенгламанинг *о, Уо 
бошлангич кийматларга эга булган ва r i < x < r 2 интервалда 
аникланган ечими булсин. У холда г\£Г| *, г2£г2 * ва т \< r i ,  г2^ .т 2, 
ф(*0) =ф (х0) булгани учун Коши теоремасига кура Л |< х < г 2 
интервалда ф (х)=ф (х). Бундан у =  ц>(х) ечим у =  ц>(х) ечимнинг 
Г| <  х <Z г2 интервалдан ташкарига ( т \ < х < т 2 интервалгача) 
давоми экани келиб чикади.

Курилган у =  ф(х) ечим давомсиздир. Бундай булмасин дейлик. 
=  -ф(jc) ечим у =  ф(х) ечимнинг давоми булсин. Унда х0, уо ни у =  

=  ф(х) ечим учун бошлангич кийматлар килиб олиш мумкин. 
Юкоридаги исботга кура у =  у(х)  ечим у =  ф(х) ечимнинг давоми 
у = $(х) нинг курилишига эътибор беринг!) Бу мулохазалардан у — 
=  ф(х) ечим у =  ф(х) нинг ва аксинча, у =  ф(х)_ ечим у =  (р(х) 
ечимнинг давоми экани келиб чикади. Демак, у =  ц>(х) ечим ягона 
давомсиз ечим. Теореманинг 1) кисми исбот булди.

у = ф(х) давомсиз ечим булиб, бирор бошка у=ц>(х) ечим би
лан бирор х*  нуктада устма-уст тушсин: ф(х *) = ф (х  *). У холда 
х *, у*  давомсиз у =  ср(х) ечим учун хам, у =  <р(х) учун хам 
бошлангич кийматлар булади. Шунинг учун юкорида исбот 
этилганига кура у =  =ф(х) ечим у =  <р(х) ечимнинг давоми була- 
Ди. Бу билан теореманинг 2) кисми исботланди.

Агар у =  (р(х) ечим давомсиз булса, у ечим юкоридаги мулохаза- 
аарга кура у =  у(х)  ечимнинг давоми булади. Шунинг учун ф(х) ва 
Ф(х) ечимлар тула устма-уст тушади. 3) кием хам исбот булди. 
Демак, 1.16-теорема тула исбот этилди.

Н а т и ж а л а р . I) (1.1) дифференциал тенгламанинг ихтиёрий 
бошлангич кийматларга эга булган у =  ф(х) ечими Коши теоремаси- 
нинг шартлари бажарилганда давомсиз у =  ц>(х) ечимгача давом 
эттирилиши мумкин. Шу маънода давомсиз ечимлар дифференциал 
Тенгламанинг барча ечимларини уз ичига олади;

\ ) агаР Г с ох; а чегараланган булса, гп\ ва пг2 лар чекли булади;
3) агар Пикар теоремасининг шартлари фак,ат х;амма нуцталари 

6aj>aH ^ сох>а^ а ётган Р тутри туртбурчакда уринли булиб цолмай, 
лки ихтиёрий Р *, Р* с  Г ту три туртбурчакда уринли булса, 
*°лда \х—xo\^Lh оралик,да аницланган ва хо, уо бошлангич
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цийматларга эга булган у =  ц>(х) ечимни давомсиз ечимгача давом 
эттириш мумкин. Бунинг исботи юкоридаги теореманинг исботига 
асосланади;

4) агар у =  ц>(х) (1.1) дифференциал тенгламанинг давомсиз 
ечими булиб, унинг мавжудлигининг максимал интервали m i < jc<  
< m 2 булса, у %олда у = у ( х )  ечим х-^пи ва х-*-тг да Г соланине 
чегарасига интилади.

М и с о л . Ушбу
dy I , .

~ ~  = - 5 --------. — I < У <  1dx

дифференциал тенгламанинг tp (0) =  0 бошлангич шартни каноатлантирадиган 
давомсиз ечими курилсин.

Аввало

I
Их, у ) = ~ х ------ ва F(y) =  \  { f - i  ) d t

У2- '  о’
Берилган тенгламанинг барча ечимлари

УЯF ( y ) = x  +  C ёки -----у = х  +  С

муносабат бнлан ёзилади. Бошлангич шартга кура С =  0. Равшанки, у2— 1 = 0  дан 
2 2 2 2( /= ± 1 ,  F{ — 1 ) = — f (  1) =  — —. Энди гп\ — — —, т2 —-г- дейлик. Агар х ушбу
О О О «32 2— — < . х < - — интервалда узгарса, у  ушбу — 1 < х < 1  интервалда узгаради.

О о
2 2 у3

Шу — — < * <  — интервал —---- у — х ечим учун аникланишнннг максимал интерва-

у3 2 2ли булади. Демак, —----у — х  ечим — — < л г <  — интервалда давомсиз ечим бу-
<3 (5 о

Агар ip(*o) = 0 , хо¥^0 булса, С=£0 ва С = —хц. Бу холда —-----у = х  — х0 ечим
»3

13- чизма
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лига эга, яъни -т - х 0< х <узунлигн — га тенг булган аннкланиш интервал

х0. /и, =  — | ---- х0, т 2 =  | - - л г 0. Шундай килиб, -у - - у  =  х —хп

1 __*0< ;с< : —-----х0 интервалда давомсиз ечимдир (13-чизма).
3

Курилган мисолда m 1 ва m2 дар чекли.

М а ш к Ушбу — = т  2 , j r > 0  дифференциал тенгламанинг <г(0)=0 
dx

бошлангич шартни каноатлантирадиган давомсиз ечими топилсин ва унинг аникланиш 
интервали учун /И |=0, т 2=  +  <» экани курсатилсин (14-чизмага каранг).

е-ТАКРИБИЙ ЕЧИМ. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА ИНТЕГРАЛ 
ТЕНГСИЗЛИКЛАР

2.1-}. е-ТАКРИБИЙ ЕЧИМ. ЭЙЛЕР СИНИК ЧИЗИЕИ

1. (11) дифференциал тенглама берилган булиб, ундаf(x,y) 
функция Г сохада узлуксиз булсин.

2.1- т а ъ р и ф. Агар бирор I (очиц, ёпиц, ярим очик,) интервалда 
аницланган y=q>(x) функция учун ушбу туртта шарт:

1°. (дг,ф(х)) 6 Г, х£1;
2°. <р(х)£С(/), ф(х) £С' ( l \S) (бунда S туплам функция

1- тур узилишга эга булган ёки мавжуд булмаган нуцталар туплами);
I rftp(AT) |

' 3 I ~dx —fix, ф(-г)) I < е , x £ /\S ;
4°. S — чекли туплам,

уринли булса, у %олда у =  (р(х) функция I интервалда (1.1) диффе
ренциал тенгламанинг г- тацрибий ечими дейилади.

Таърифдан куринадики, е =  0 ва S = 0  булганда • =  /(х,
Ч>(*)), х £/ булади. Бу холда 1.4- таърифда берилган ечим таърифини 
хосил киламиз.

Куйида биз е- такрибий ечимнинг мавжудлиги масаласига 
тухталамиз.

2.1- теорема. Агар f(x, у) функция чегараси билан бутунлай
Г соуада ётган Р =  \{х, у) : \х—хо\ а, 1у — уо\ } (а ва Ь лар чекли
"Усбат сонлар) ёпик, ryFpu туртбурчакда узлуксиз булса, у %олда 
ихтиёрий мусбат е учун (1.1) дифференциал тенгламанинг \х — х0| ^

/i =  min (а, -М , М =  max \f(x,y)\^sO, оралицда ф(х0)=г/о
'  М > (х.у)еР

lotuAQHFU4 шартни каноатлантирадиган г-тацрибий ечими мавжуд.
И с б от. Агар М =  0 булса, теореманинг тугрилиги равтан. 
Г "  ечим Iх —x o l^ a  ораликда аникланган булади. Энди Af> 

ора б^лган *олни курамиз. е > 0  берилган булсин, хо^х-хо +  Л 
Трр“1ИКАа е' такрибий ечимни курамиз (Хо — Л ^ х ^ х о ораликда 

ищли ечим шунга ухшаш курилади). Ушбу
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Ph=\(x, У ) : \ х —ЛоКЛ, \y — t/oK^I,
Ph =  |(*.*/) :*о^*< *о  +  Л, I*/ —*/oK&(

TyFpH туртбурчакларни курамиз. Равшанки, Ялс=Я, Я^ czP. f(x, у)
функция ёпик Я тупламда узлуксиз булгани учун шу тупламда текис 
узлуксиз булади. Демак, берилган е^>0 буйича шундай б (е )>  
> 0  топиладики, агар (х, у)£Я, (х, у ) £ Р  нукталар учун 

\ х—х |< 6 (е ) ,  \у—у |< б (е )
тенгсизликлар уринли булса,

If(x, у) —f(x, у) | (2.1)
тенгсизлик х.ам уринли булади. Бу мулохазадан кейинрок фойдалана- 
миз.

Энди Х\, х2, .... xn- i  нукталар ёрдамида [х0, x0 +  h] ораликни 
шундай п та булакка буламизки, кар бир [х*_|, х*] ораликнинг 
узунлиги ушбу

max|xA — хА_, I ^ m in  ^б(е), ^ , fe=l,2, ... , n\ xn= x 0-\-h
тенгсизликни каноатлантиради.

(*o, yo) нуктадан бурчак коэффициента M ва — М га тенг булган 
икки тугри чизик утказиш мумкин. Бу тугри чизиклар учун
М =  t g a = y  булсин. Агар Л = а булса, Af =  -̂ -; Л =  ̂  булганда

М =  Ьг булади. Демак М ̂  --. 
h Ь a J а

м
Бундан келиб чикадики,

ЯА+ тугри туртбурчакда (х0, уо)
нуктадан утувчи М  ва — М  бурчак 
коэффициентли тугри чизиклар у = 
= у 0 — Ь ва у —у0-\-Ь горизонтал 
тугри чизиклари билан абсцисса- 
си х ^ х о + а , х=хо +  й булган 
нукталарда кесишишади. У 
нукталарни В ва С, (хо, уо) 
нуктани эса А дейлик (15-чиз- 
ма). Хосил булган АВС учбурчак- 
ни Я+', ЯА+ |с:ЯА+ деб белгилай-
миз.

(х0, у о) нуктадан утувчи /(х0, уо) 
бурчак коэффициентли тугри чи- 

зикнинг fxo, Xi | ораликка мос кесмасини чизамиз. Тугри чизикнинг 
чизилган бу булаги ЯА+| учбурчакда ётиши равшан. Унингтенглама-
си У У« =  1(хо, уо) ( х  — хо) куринишда, х = Х ]  тугри чизик билан 
кесишиш нуктасининг координаталари эса

(*l. «Я ) =  (•*!, yo +  f(Xo, Уо) ( Х |— Х о))
булади. Сунгра (х\, у\) нуктадан утувчи f ( x ,, у\) бурчак коэффици
ентли тугри чизикнинг fxi, X2I ораликка мос кесмасини чизамиз. Унинг
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тенгламаси у —у \ = f ( x t, у \ ) ( х—х\) куринишда, х = х 2 тугри чизик 
билан кесишиш нуктаси координаталари эса

(х2, г/2) =  (*2, y\+f(xt ,  у\) (х2 — *l))
каби булади.

Шу усулда давом этсак, хо^ х ^ х о  +  Л ораликда аникланган 
графиги Рк ' учбурчакдан чикмайдиган синик чизик чизиш мумкин.
Унинг учларини А0 =  А, А\ — (х\, у\ )у ... , An- t  =  (хп-\ ,  Уп-1), Ап =  
= (хя, уп) =  (xo +  h, уп) деб белгилаймиз. Х.осил булган AoA iA2 ... 
An-i Ап синик чизикни ф„(дг) дейлик. Бу функция изланган, курилиши 
лозим булган е-такрибий ечимдир. Шуни исбот этамиз. 2.1-таъ- 
рифнинг шартларини текширамиз.

1° шарт бажарилади, чунки (х, <р„(х) ) ^ Р / 'с Р А+ с Р .  Агар {*,,
...........хп~ 1} тупламни S десак, 2° шарт (лг0, jco+ / i]\S тупламда
бажарилади.

Энди 3° шартни текшириш колди. х*] ораликни курамиз, k =  
=  1, 2, ... п. Агар кар бир fjc*—i, **] ораликда 3° шарт бажарилса, 
у холда [*о, хо +  Л] ораликда у =  <р„(х) функция учун 3° шарт 
бажарилади. Равшанки, [x*_i, **] ораликда

\х—лс*_|| < m a x U t—x*_il < m in ^ 6 (e),-^p ^< 6 (e). 
ораликдан бирор х ни олайлик. Шу оралик учун

<Й*' (*) =Фп*' (**-.) + /(**-!, У„-\) (* -* * _ ,), 
ф̂ *) (х )= ф ^) (**_,) Ук- \ ) ( х —хк_ х) . (2.2)

Бундан

Ы * ’ ( * )  — <Й*’ U )  I =  l /(JC*_i, Ук- \ )  1 • \ х —х\ < A f U — х\.
Агар х = х к- \  булса,

IФ<*» (*) - (Хк_ ,) | < М  |jc- , | < Mmin (б ( с ) , - 5 Ш  =

д емак =  m i n ( M 6 ( e ) , 6 ( e ) X 6 ( e ) .

Wnk) U)  — Фл*’ U t - i )  1 < б (8 ) .

Маълумки, хк_ 1 < х < х ,  интервалда
' ^ Ф l ? ( x ) = f ( X i _ l , чи(дс*_,)).

^ нди | ~ ф '„к) (х) —f(x, <piA) (jc) ) | ифодани бахолаймиз. С хС х* 
интервалда (2.1) га кура

| -^-фп' ( х)  — f(x,<tik' ( x ) )  | =

=  ф‘*> (Jffc_, ) ) — f(x, i p f ( i ) ) |< E
иелиб чикади. k га 1 ,2 .......п кийматлар берсак хам шу тенгсизлик
Уринли булади. Демак, (х0, xo +  ̂ |\5  тупламда 3° шарт бажарилади. 

ШаРт уз-узидан бажарилган.
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Юкорида курилган А0 А\ ... А„ синик чизик ф„(х)—е такрибий 
ечим булиб, уни Эйлер синик, h u su fu  дейилади.
Синик чизикнинг Ао А\, А\ Лг, ... , Ап- \  А„ булакларини

фГ' (*). ф<2) (■*)........ фГ ( х)
деб белгиласак, ф„(х) =  U Ч>«' (*) булади. Хар бир ф^ (х) нитопиш

/=•
учуй (2.2) формула кулланилади. ф„(х) ечимни кулайлик учуй е„- 
такрибий ечим деб атаймиз.

Биз е„- такрибий ечимни Я+ тугри туртбурчакда курдик. Те-
гишли ечим Р~ =  {(дс, у):хо— А<1х^хо, Iу —Уо\^Ь)  тупламда хам
курилиши мумкин. Шундай килиб, Рь тупламда фп(хо)={/о шартни 
каноатлантирадиган е„- такрибий ечимни курилди деса булади. Шу 
билан теорема исбот булди.

< П , \у\ <

dy_
dx
5л

Машк. j:2- = cosj: дифференциал тенглама берилган булиб, Р=\(х ,  J /) :U I<  
dx

J, хо =  0, i/o =  0 булсин. h — min (a, ^  =  min ^л, =  бУл

т }  » < ' < Х
( . , 5л . . _ 5л

ни учун Ph =  Hx,  I у \ < орал икни jc, = —, *2 =  —,

х3 =  —, х4 — — . х§ нукталар билан булайлик. Масала бунлай куйилади:
3 2 3 ^

Теоремада келтирилган усул билан 0 ^ л г < —— ораликда Эйлер синик чизиги6
(| (̂дс) курилсин ва х =  - ~ -  нуктада хатолик хисоблансин.

2.2- т а ъ р и ф . Агар |х —х01 ораликда аницланган функция- 
ларнинг

fi(x)> /г(х), ... , fn(x), ... (2.3)
функционал кетма-кетлиги учун шундай b узгармас сон топилсаки, 
барча натурал п сонлар ва |х —xol ^ А  оралик, учун

1 /« (* )М
тенгсизлик уринли булса, у %олда (2.3) кетма-кетлик |х —X o l^ A  
оралицда текис чегараланган дейилади.

2 .3 - т а ъ р и ф .  Агар ёпик, |х —X o l^ A  оралицда аницланган 
функциялардан тузилган (2.3) кетма-кетлик берилган булиб %ар 
цандай е > 0  учун шундай 6 > 0  топилсаки, барча п лар учун \х' — 
—х"|<Сб тенгсизлик бажарилганда ушбу

\fn(x') — fn(x")  | < £
тенгсизлик уринли булса, у х;олда (2.3) кетма-кетлик текис дорожали 
у злукс из дейилади.

2.2 - теорема (Асколи — Арцел теоремаси). Агар (2.3) кетма- 
кетлик чекли | х —x o l ^ A  оралицда текис чегараланган ва текис 
даражали узлуксиз булса, у уолда (2.3) кетма-кетликдан уши 
оралицда текис яцинлашувчи цисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин.

2.3- теорема. Агар ёпик, \х—x o l^ A  оралицда узлуксиз булган 
функцияларнинг (2.3) кетма-кетлиги шу оралицда текис яцинла-
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тувчи булса, у х,олда бу кетма-кетлик текис чегараланган ва текис 
Заражали узлуксиз булади.

Бу теоремаларнинг исботи математик анализ дарсликларида бор 
булганидан унга тухталмаймиз. Аммо бу теоремалардан келгусида 
фойдаланамиз.

Энди е-такрибий ечим тушунчасидан фойдаланиб, 1-бобдагн 
Пеано теоремасини (1.3-теоремани) исботлаймиз.

1.3- т е о р е м а н и н г  и с б о т и . Шундай {е„}, е„ > 0  сонлар кетма- 
кетлигини оламизки, л-*-оо да ел-*-0 булади, 2.1- теоремага кура
(1.1) дифференциал тенгламанинг |дс — дс0| ораликда аникланган
фя(х)=«/о бошлангич шартни каноатла'нтирадиган ва графиги Р/, 
тупламдан чикмайдиган е„- такрибий ечими бор ва бирор х, x0 — h ^  
<*< Х о +  А учун

|ф„(х) — ч>п(х) |< /И |х  — х\ (2.4)

уринли. Энди х —Хо дейлик. У холда |jc—х0\ Шунинг учун
|tp„(x) — ф„(х0) I <  Af | х —*ol < М ~  =  Ь.м

Ушбу
|ф„(х) —у0| >  |фл(дс) I — \уо\

тенгсизликдан
|ф„(дс) | <  I у о I + ь

келиб чикади. Бу {фя(х)} кетма-кетликнинг текис чегараланганлигини 
тасдиклайди. Юкоридаги мулохазалардан (фп(дг)| кетма-кетликка
2.2- теоремани куллаш мумкин.

(фл>(х)|кетма-кетлик(ф„(*)) кетма-кетликдан ажратилган ва бирор
узлуксиз ф(х) функцияга текис якинлашувчи булсин. Кулайлик учун 
(ф*,(*)| кисмий кетма-кетлик учун хам (ф„(л:)} белгини ишлатавера-
миз.

(2.4) дан л-*-оо да |ф(х) — <р(х) | \х—х{. е„-такрибий ечим
учун тегишли интеграл тенгламани ёзамиз:

X

Ф„ (X) =Уо+ S ШЪ, Ф„ Ш ) +  А„ (1) )dl, (2.5)
*0

dtp (х)
бу ерда 1Ая(х) | =  | — yk---------Н*’ Ф«(*)) | < е я,х е |1 х  —х 0| <
^А}\5, А„(дг)=0, Э н д и  {ф„ (д:)| кисмий кетма-кетликни олай-

X
лик:ФЛ4(х)А—►ооф(х).(2.5) га асосан <p„t (x )= y 0 +  $ (/(£, фя> ( I ) +

хо
+ V 6 ) ) d S  ни ва £->-оо да е„-»-оо эканини хисобга олсак:

X

ф(*) =  Уо +  \ /(£. ф(£))<*Е-
х0
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Бундан ф(хо)=»/о. f(x,y) функция Р да узлуксиз булганн ан 
=f(x,  ф(*)). Демак ф(х) функция ф(х0) =«/о шартни кано-

атлантиради ва |дс—jcoI < Л  ораликда (1.1) дифференциал тенглама- 
нинг ечими. Теорема исбот булди.

2. 2.4-теорема. (1.1) дифференциал тенгламада f {х, у) функция 
Р ( Р а Г )  тугри туртбурчакда у буйича L константа билан Липшиц 
шартини к,аноатлантирсин. Агар ф| (х), ф2(х) функциялар I интервал- 
да (1.1) тенгламанинг мос равишда ег ва е2- так,рибий ечимлари 
булиб, I интервалдан олинган бирор т учун ва%ак,ик,ий сон 6 ^ 0 учун

1 ф, (х) — фг(т) |< б  (2.6)
тенгсизлик уринли булса, у х,олда I интервалнинг барча нук,таларида 
ушбу

1ф| (*) — фг(х) l< 6 e tl,“vl + | -  (е^1̂ - ” — 1) , е =  б|-|-е2 (2.7)
тенгсизлик уринли булади.

И с б о т : Аввал т < х , x £ l  интервални курайлик (х < т , х £ / халда 
мулохазалар шунга ухшаш булади). ф|(х) ва ф2(х) функциялар ег 
ва е2- такрибий ечим булгани учун {х:т<х, x£/}\S тупламда

I d(р, (jc) I
| — ^ -------- И х ,  Ф, <* ) )  | < е , .

I с1ц>2(х) I
I —;jj------f(x, Фг(Дг)) I

уринли булади. Бу тенгсизликларнинг икки томонини т дан х гача 
интеграллаймиз:

X
I ф ,(х ) -ф ,(т )— $/(£, Ф,(^))о(|| <

» т

\  ^ s j r — f l l  ф |(Б )Й 1  < « | ( * — f).<

<

<

X
%(*) — ф,(т) — $/(g, ф*(£))«/£

5 <М £)Й1 < в |( х - т ) .
Х,ар икки тенгсизликнинг унг ва _чап томонларини хадма-хад 
кушиб, 6 |-fe2= e , ф|(х) —ф2(х) = ^ (х ), |£(х) | =<7(х) десак ва
маьлум \а — Р1<|а|-НР1 тенгсизликдан фойдалансак, куйидагига 
эга буламиз:

X
\q(x)— q(x)— ^[/(£, ф| (£ ))—/($. фг(Ш№1 < е ( х —т).

X
Бундан

\q(x) I — |?(т) | — \ \ f i t> <Pi (£)) — (!. <fe(g))]rfg| < Я(х) —
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X
— <7(т) — $[/(£, ф, (£ ))—/(£, % (D )Jd ||

тенгсизлик уринли булгани учун
X

<7(х ) < < 7 ( т ) -1-  ̂ | / ( | ,  Ф, ( ! ) ) — / ( £ ,  ф2 ( | ) )  l ^ + £ ( j f — е)
X

муносабат келиб чикади. /(*, у) функция Липшиц шартини

каноатлантиради. Шунинг учун д(х)^д(т)  + L \ q ( l ) d t + e ( x —т).

Агар охирги тенгсизликда ф(х) = = ^(т)+ е(х—т), ф(|)=<7(£), 
1  =  L  деб, кейинги параграфда исботланадиган (2.9) тенгсизликни 
кул л ас ак  ва i j (t ) < 6  эканини хисобга олсак, ушбу д ( х ) ^
^ б ^ <'г_т| + -^-(^<х_т— 1) тенгсизликни хосил киламиз. Биз (2.7) му-
носабатни х£ / хол учун исботладик. Агар jX t, х£1
булса, те ги ш л и  интеграллашлар х дан т гача олиб борилади ва

тенгсизликни хосил киламиз. Икки холни умумлаштириб ёзсак,
(2.7) муносабатга келамиз. 2.4-теорема исбот булди.

1- н а т  и ж  а . Агар ег тацрибий ечим учун ф! (дг) =  Y(x), x £ l (ei =  
=0) булиб, Y(x) (1.1) дифференциал тенгламанинг аник, ечими 
булса, у %олда 6-*-0, ег-^О да ф2(х)-»-У’(.к) булади.

Агар 6->-0, е2->-0 булса, изланган муносабат хосил булади.
2- н а т и ж а . (2.7) тенгсизликдан ягоналикни исботлаихда фойда- 

ланиш мумкин.
Ушбу (/ =  ф,(*) ва у — (р.2(х) функциялар (1.1) дифференциал 

тенгламанинг бир хил Хо, уо бошлангич кийматларга эга булган ва 
тегишли / 1, / 2 интервалларда аникланган икки аник ечими булсин. 
Равшанки, xo^hOh,  ф| (х0) = ф 2(х0) . Шунинг учун |ф|(*о) — 
~ф 2(*о) I ^ б д а н  6 =  0 экани, ф! (л:), фг(х) ларнинг аник ечимлигидан 
£| =  0, е2 =  0 экани келиб чикади (2.7) га кура l\[ \h  интервалда 
ф| (*) =Ф2(Х).

д(х) ^ 6 е - '- (х~т) -  1)

Х.Ч1. in.;!--in (2.7) дан I К (*)-ф2(*)| <  б ^ 1*- *1 ^ - ( / |х- т|_ 1).

2.2- §. ИНТЕГРАЛ ТЕНГСИЗЛИКЛАР
Мазкур бандда баъзи мухим интеграл тенгсизликлар ва уларнинг

сп^1 ^ п 'Теорема- ^ гаР Л| ^ * ^ г 2 оралицда аницланган ва узлуксиз 
Ф' ) =^0, ф(лг) ^ 0  ва х(х) ^ 0  функциялар учун

X
Ф (х )  <♦(*)•■+ \х(|>ф(£)</| (2.8)( 2.8 )

\  ё
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муносабат уринли булса, улар учун г \^ .(х )  оралицда ушбу

? ( * ) < * ( * ) + 5 х (£ )Ф (1 >  e x p Q t W d u ^  G  (2.9)

муносабат %ам уринли булади. (2.9) тенгсизлик Гронуолл-Веллман 
тенгсизлиги деб аталади.X

И с б о т . q ( x )=  ^х(£)ф (£М £ белгилаймиз. Равшанки,
ri

<7( п ) = 0 .  Бундан ^ ~ - = = х ( х ) ч ( х ) келиб чикади. Энди 

^ ~ ~ —х(х )Ч>(х )’
X

Х ( х ) < 7 ( x ) = x ( j f )  $х (« )< р ( * )Ж г
ri

системани курайлик. Биринчи тенгламанинг чап ва унг томонларидан 
мос равишда иккинчисини айириб, (2.8) дан фойдалансак.

*'V

* S £ L -x(jc)9 (jc) < xU)1>(*)-dx

Бу тенгсизликнинг икни томонини ехр 

дан х гача интеграллаймиз:
t

\x(u)du .

^  \%(u)du^ га купайтириб, г\

\x(u)du
* я

X \х(«)Л* х ^Х(“ )<<« X у

е d l - \ x ( l ) 4 ( l ) e l d l ^ \ x ( Z ) M l ) e l <%■
I

Чап томондаги биринчи интегрални булаклаб интеграллаймиз:
1 X J.
\х(«)Л I х у ,*,А‘

q ( l ) e l *1 +  \  q ( l ) x ( l ) e l d l —

х̂(«)«<“ х $х<“
\ x ( l ) Q ( t ) e l d l ^ [ x ( l ) ^ ( D ^ 1

)du
d%.

Бундан

\x(«)duX̂(«)du x $,
q(x)eI <  $х(£Ж £)е* dl

келиб чикади. Энди бу тенгсизликнинг икки томонини е ‘ 
булсак,
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— ^l(u)rfu x ^X<«M« x. ^xluldu- (x(lt)dli

q (x )< e  '  \х(£Ж 1)<?{ d l =  ^ х (£ Ж £ )е5 '  d% =

\%{u)dut  ^*<«)Al-t- ^x(“ Mu x ^x

=  \х (6Ж 6)е*  * d l ^  fc (g )* ft)e*  dl.

Шундай килиб.

X(u)du
4 ( x ) ^  $ х ( 1 Ж 1 ) « £ dl.

(2.8) дан q(x) ^ ф (х )  — ф(х) булгани учун охирги муносабат
(2.9) нинг узидир.

Биз куйида Гронуолл — Беллман тенгсизлигининг тез-тез учраб 
турадиган икки хусусий холини таъкидлаб утамиз.

2.6- теорема. Агар Л| г2 оралицда аницланган, узлуксиз 
Ф(х)  > 0 ,  х(х) ^ 0  функциялар ва бирор узгармас сон С > 0 учун

X
ф (* )< С +  \ х(Е)ф(6 ) «  (2.10)

Г1
тенгсизлик уринли булса, у %олда шу г \К^х^.г2 оралицда

X
ф (х )< С  exp \ x ( l ) d l  (2.11)

ri
тенгсизлик х;ам уринли булади. Бу тенгсизлик Гронуолл тенгсизлиги 
деб юритилади.

2.7- теорема. Агар г( г2 оралицда ани^ланган ва узлуксиз 
Ф(*) функция учун а ^ О , р ^ О  ихтиёрий узгармас булганда

X
Ф(* ) <  \ ( а Ф( |) + Р ) 4 |  (2.12)

'I
тенгсизлик уринли булса. у л;олда г \ ^ .х ^ .г 2 оралик,да

Ф(-«) ^  ^-(e!IIJ 1) (агар а > 0 ,  р >  0 булса); (2.13)

) Ф(*) ^ Р (*  —г,) (агар а  =  0, р > 0  булса) (2.14)
Твнесизликлар х;ам уринли булади.
чебот ,^НДИ Гронуолл тенгсизлиги кулланиладиган ягоналикни 
анн ‘1ашга доиР масала курайлик. Бирор Г |< х < г 2 оралик,да 

анган x(t) ва y(t) функциялар мос равишда ушбу
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~-=Д/,дг), х (t0) = х0,

У(1о)=Уо> I * < t^ T
Коши масалаларининг ечими булсин, бунда /'(/, х)£С (Г). Бу холда 
ушбу I

X(t) =дг0+  $f (s,x(s))ds ,
'о
/

y(t) =К о+ ^f(s,y(s))ds
*0

интеграл айниятлар уринли. Бундан куйидагига эга буламиз:
t

\x(t) —y(t) I <  Ijc0—Уо\ + |  \  \ f(s,x(s))  — f (s ,y(s))  |ds|.
*0

(C, Lip) деб ораликда узлуксиз ва иккинчи аргументи
буйича Липшиц шартини каноатлантирадиган икни аргументли 
функциялар тупламини белгилайлик. Агар f(t, jc) £ (С, Lip), яъни 
6 > 0  ва (/, Х|) £ Г, ( I  х2) в Г  учун

|/(/, Xi)—f(t, Х2) |< /г |Х |— х2\ 
тенгсизлик уринли булса, у холда юкоридаги тенгсизликни

i
U (0  —y{t) I <  \xg—y0 \ -j-1 \ k\x(s) У(s) Ids|

'o I
куринишда ёзищ мумкин. Агар Uo — г/ol —z(to) =  С, |*(s) — y{s) | =  
= z (s ) , \x(t) —y ( t ) \ =z ( t )  десак, / > / 0 булгани учун

i
z(t) < C - f  ^kz(s)ds

lo
тенгсизликка Гронуолл тенгсизлигини татбик этиб, ушбу

t

z ( / ) < 0 '0 =Се*(,~'0>
муносабатни хосил киламиз. Бундан x(to) =  «/(/о) =Хо, Uo — */ol— 
z(to) = C  =  0 ва охирги тенгсизликдан z ( t ) =  0, яъни хЦ) ^ у( ^ )  
айният келиб чикади.

Агар ораликда шундай узлуксиз k(i)Z^ 0 функция
мавжуд булсаки, (/, Х|)£Г, (/, х2)бГ  нукталар учун ушбу

I f(t, X\)—f(t , х2) |< f t ( / ) \х\— х2\ 
тенгсизлик уринли булса, аввалгидек мулохазалар ёрдамида

• I
l*(0 —y(t) | <  \хо—у0\ +  f̂e(T) |x(s) — y(s) Ids

1О
тенгсизликка келамиз. Бундан Гронуолл тенгсизлигини татбик этиб
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\x(t) —y ( t ) \ <  I УоI +  ^Л(т) |x(s) — y(s)  Ids
10

тен гси зл и к к а  келамиз. Бундан Гронуолл тенгсизлигини татбик. этиб
Г

\ x ( t ) - y ( t ) \ ^ C e ' °
муносабатни хосил киламиз. Агар С=|дг0— i/ol=0 булса, бундан 
х (/)= « /(0 . 7" айният келиб чикади.

Мазкур банд сунгида ягоналик хакидаги яна бир мухим 
теоремани келтирамиз.

Ягоналик теоремаси. Агар / (х, у) £С, (х, у) £Г булиб, (х0, уо) 6*’ 
нук,танинг бирор атрофида ушбу

\ f ( x , y i ) —f ( x , y 2) \ ( x —x o ) ^ k \ y 2—y t \ , 0 < k ^  1 (2.16)
тенгсизлик уринли булса, у х;олда (1.1) тенглама у(х0) =уо шартни 
^аноатлантирадиган купи билан битта ечимга эга.

Бу теоремани 1909 йилда 0 < Л < 1  учун Розенблат, 1926 йилда й = 1  учун Нагумо 
(юкоридаги тенгсизлик катъий булганда) исботлаган. ва нихоят, 1928 йилда Перрон 
теоремани \х — T o l< a  учун

\f(x, Уг)—!(х, у , ) Н х  — *»)< lj/2  —yil (2.16)
тенгсизлик бажарилганда исботлаган.

И с б о т .  Дифференциал тенгламанинг 1/ =  ф(х), у =  у(х )  ечимлари |Ж,— х0К < х 
ораликда аникланган ва бир хил бошлангич кийматларга эга б^лсин, яъни 
<р(х0) =ф(хо) = 1/о.

X - X q

деб белгилайлик. Равшанки, Лопиталь коидасинн куллаб, куйндагини топамиз:

Hm F (x ) =  lim ф U) =  /(x0, у0) - Ц х 0, y0) =  0.
Х-ДГц X-*X„ I

Шунинг учун (агар F(xo )= 0  деб хисобласак) F(x) функция |jc — лг0| ^ о  ораликда 
Узлуксиз ва х =  х0 да нолга тенг булади. Шу F(x) функция |х —х0| да айнан нолга
,енг эканини исботлаймиз. Фараз этайлик, F ( x ) ^ 0, |х — х0| < а  булсин. У холда 
х *о1 да шундай х, нукта топиладики, унда |f ( x ) |  функция узининг максимумн- 

''“■нади, ун ~ ~ ~ “
га кура

,Ф(**) -ф (* * )
0 <  Q =  |

~ ’   J  - •—*— - -  •  J  '  “ м а л  ах шщяя у j  \  /  I Vfx f  J  J  JVI П

(2 1Э6)И̂ аДИ- ^НИ ^  де^лик- Равшанки, 0 <Q = j£ 0. Содда хисоблашлар курсатадики

*•-*0 
I х•

1 - z i d W . <f(x))— !(x, 4>(x))]dx <

« y c V l J
F(x) функция \x—jc01 ораликда узгармас булмагани учун

lx.—*„1 1} l /4 * ) l* r |< Q
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булади, шунинг учун Q <  Q. Бу зиддиятлик теоремани исбот этади.

2.3- §. БИТТА М УХИ М  ДИФ Ф ЕРЕНЦИАЛ ТЕНГСИ ЗЛИ К ХАК.ИДА

Бизга ушбу
i ^ a ( t ) x  +  b(t) (2.17)

дифференциал тенгсизлик берилган булсин, унда a(i)£C(l)  
b( t )eCU),  7 =  |/:/о < /< г ,|.

2 .4 -т а ъ р и ф . Агар I оралик,да аницланган х =  <р(t) функция 
учун
1°. ч«)£С \{1),
2°. 9 ( t ) < a ( t W t ) + b ( l )
шартлар уринли булса, шу лс=ф(7) функция (2.17) дифференциал 
тенгсизликнинг / да аникланган ечими дейилади.

2.8- теорема. Агар х — у  (I), <р(/о) функция (2.17) дифферен
циал тенгсизликнинг I оралицда аникланган ечими булса, у х;олда шу 
ечим учун ушбу

ф(0 < (2.18)

тенгсизлик уринли.
И с б о т . Ушбу g ( / ) ^  0 V '6 A  6(0 £С(/) шартларни каноатлан- 

тирадиган шундай £(/) функция мавжудки,

Ф (/)= а (0 < р (0  + [ * ( 0 + 6 * 0 1

тенглик уринли булади. Бу эса бирннчи тартибли чизикли бир жинсли 
булмаган дифференциал тенглама. Уни интеграллаб топамиз ( ф (М  =  Jc0) :
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БунданКО функция номусбат булгани учун изланган (2.16) тенгсиз- 
1ик келиб чикади.

М а з к у р  (2 .1 8 )  тенгсизликни бошка усул билан исботласа хам

булади. У н и н г учун (2.17) нинг ркки томонини е га купай-
тириб, /о Да» < гача интеграллаш етарли.

2-4-§ ^ = / ( * 1  К У Р И Н И Ш Д А ГИ  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  

ТЕНГЛАМ АНИ ГРАФИК И Н Т Е ГР А Л ЛА Ш

Мазкур бандда дифференциал тенгламани бевосита интеграллаш 
билан эмас, балки унинг ечимининг баъзи хоссаларини дифференциал 
тенгламанинг унг томонига караб урганамиз. Бу сохдда француз 
математиги Анри Пуанкаре [7|, рус математиги А. М. Ляпунов [8] ва 
бошкалар «Дифференциал тенгламаларнинг сифат назарияси» деб 
аталган назария яратганлар. 10—11-бобларда «сифат» назариясига 
дойр баъзи маълумотлар берилади.

Хозир биримчи тартибли хоснлага нисбатан ечилган оддий 
дифференциал тенгламанинг унг томони факат зркли узгарувчига 
боглик булиб, у функция уз графиги билан берилган х,олда 
дифференциал тенглама ечимининг хоссаларини урганамиз.

1. Левая функцияларни график интеграллаш билан шугуллана- 
миз. Бу аник интегралларни такрибий хнсоблаш майзусига мансуб- 
дир.

Масаланинг цуйилиши: Бирор ораликда узлуксиз f(x)
функциянинг графиги буйича бошлангичинннг, яъни F (х) =

=  ^f(x)dx , а < х ^ . Ь  функциянинг графиги чизилсин.
а
Бошкача айтганда, шундай y =  F(x) чизикни ясаш лозимки, унинг 

кар бир х га мос келган ординатаси асоси (а, дг| кесмадан иборат ва 
У — ((х) чизиги билан чегараланган эгри чизикли трапециянинг 
юзига тенг булсин.

Ушбу F{a) = 0  тенгликка кура, 
курилиши лозим булган функция 
графиги х =  а нуктада абсцисса 
Укини кесиб утади. Бу F[x) нинг 
графиги хакида дастлабки маълу- 
мот.

Энди [а, х] кесмани а —х0, ........
1-Го<дг1<;... ) нукталар билан бу- 
лакларга буламиз. Булиш нукта- 
Дари тупламига f(x) функциянинг 
арактерли нукталарини (экстре- 
Ум ва бурилиш нукталарини,
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нолларини, бурчакли нукталарини) киригиш лозим. Булиш нуктала- 
ридан ордината укига параллел чизиклар утказамиз. Улар у =  /(х) 
чизири билан кесишиб, эгри чизикли трапециялар хосил килади 
(16-чизма). Урта киймат хакида теоремага кура [х*, х*+|] кесмада 
шундай £*+| нукта топиладики,

x* + i

\ f (x)dx =  f ( l k+l) (xi+l — х*), * =  0, 1, 2, . . .

муносабат уринли булади. Шунга асосан куйидаги муносабатлар 
уринли:

X, X,

F(xt) =  \ f (x)dx =  ^f(x)dx +  F(x0) =F(xo) -f  Д£,)(х, — x0),

F (*2) =  \ f ( x ) dx =  \ f ( x ) d x+ \ f (x)dx =  F(x[) + f (  ̂ 2)(x2—xl ),
a x0 x,

....................................................................................(2.19)
*< *1-1 *

F(Xi)= \ f ( x ) dx=   ̂ f (x )dx+ \ f (x)dx =
a xo X- 1

=  F(x,_1) +  /(£,-) (x,—x(_,),

Равшанки, хар бир F(x,_ 1), / =  1, 2, . .. микдор учун F(x,) 
микдорни топиш мумкин. Энди бошланрич F (х) функциянинг х(), Х\, 
..., х*.. • ■ нукталардаги кийматларини топиб, (х0, F(x0)), (xi, F(x 1)), 
..., (х*, F(xk) ) ■ • - нукталарни ясаймиз ва уларни турри чизик кесмаси 
билан туташтирамиз. Синик чизик хосил булади. Шу синик чизик 
бошланрич функциянинг тахминий графиги булади. [а, х] кесманинг 
булиш нукталари тупламига f(x) функциянинг характерли нукталари 
киритилгани учун F(х) функциянинг тахминий графиги хам тегишли 
характерли нукталарга эга булади. Кдйд киламизки, булиш 
нукталарини канча якин килиб олинса, ^(х) функциянинг графиги 
шунча аник булади.

Куйилган масала ечимини охирига етказиш учун (х„ F(xi)), i =  
=  0, 1, 2, ... нукталарни ясаш билан шурулланамиз. £|, £2, ... 
нукталарга мос келган ва y=f ( x )  чизикда ётувчи нукталарни 
Mi (£i, f ( l  1)). ЛЫ£2, /(£2)) , ... деб белгилайлик. Уларни ордината 
укига проекциялаймиз. Натижада М\ (0, f ( h ) ) ,  М'2( 0, /(£2) ) ,. . . нук- 
талар хосил булади. Бу нукталарни к,утб деб аталувчи Q, Q = ( \ ,  q), 
I<7l =  l нукта билан туташтирамиз. Х,осил булган нурларни QM\, 
QM'2, . . . деймиз. Энди F(x) функция графигини N0jViyV2. . . синик 
чизиги билан алмаштирамиз. Бу ерда IVo =  /V0(x0, 0), N\ =  N\(X\,
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C i v : , ) )  jV2 =  N2(*2, F ( X 2 ) ), ... Синик чизикнинг буйинлари мос нур-
л а р га  параллелдир, яъни AMMIQMf; W|A/2I I QAf$........ Хакикатан,
A'M + i букиннинг бурчак коэффициенти (2.19) га кура

^ = л ^ у _ _ /(£
Св,- ■ Ш -К, Х>

Я саш га кура эса QMI+ \ нурнинг бурчак коэффициенти 

Демак, QAii+il |A/,iV,+ i (17-чизма).
18,19-чизмаларда икки функция учун бошланрич функциянинг 

графиги тахминий чизилган

а ш к Цх)  функциянинг куйидаги берилган графиклари буйича F(x) =  

~~ y ( l )dt функциянинг графиги чизнлсин (20, а, б, в, г-чизмалар).а
axavf СЛ 3 Т. м а ’ К.Утб Q ни абсцисса укида О нуктадан чапда ёки Унгда танлашнинг 
Q н\ИЯ' И ^ К" Бизнинг мулохазалар учун ординатадан унгда жойлашган график учун 
танлаи ^ндан чапДа, чапда жойлашган графикни чизиш учун эса Q нукта унгда 
б'"гинлИШИ машкда кулай булади. Акс холда тегишли нурларни (синик чизик 

арнни) а бурчак остида эмас, л — а бурчак остида Утказиш лозим булади.
2. Энди

(2.20)
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куринишда дифференциал тенгла- 
ма берилган булиб, унда f{х) 
функция бирор ораликда
узлуксиз графиги билан берилган 
булсин.

19- чизма

20- чнзма.

Масаланинг цуйилиши: (2.20) дифференциал тенгламанинг Г =  
=  (х, у ) : а ^ х ^ Ь ,  — оо с у <  +  оо( соханинг (дг0, уо) нуктасидан 
утадиган интеграл чизиги тахминан чизилсин ва бу интеграл 
чизикнинг характерли хоссалари текширилсин.
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М а са ла м и  ечиш учун аввал f(x) функцмянинг бошлангич
X

функиияси F (х) =   ̂ /(£ )d\, a < x ^ b  ни чизиш керак. Буни биз
а

*0 х
б илам из.  Сунгра F(x0) =  \ f ( t ) d t  булганидан у(х) =  ^ f ( l )dt  +  Cu

а  ахо
формулада С0=уо — \ f(l)d£, булади. Шундай килиб, у ( х ) = С 0 +

а
-\-F(x) дан куринадики, F(x) функциянинг чизилган графигини орди
ната уки буйича Со узгармасга силжитсак, (2.20) дифференциал 
тенгламанинг (хо, уо) нуктадан утадиган интеграл чизиги тахми- 
ний чизилган булади. Агар х0 =  а булса, С0=уо булади.

Чизилган интеграл чизикнинг экстремум нукталари f(x) функ
ция графигининг абсцисса укини кесиб утган нукталарига мос кела- 
ди (18, 19-чизмаларга каранг). / (х) функция графигининг экстре
мум нукталарига F(x) функциянинг бурилиш нукталари мос 
келади. Агар бирор г1С х < Г 2 ораликда f(x) функция камаювчи 
булса, уша ораликда f ' ( x ) C 0, бннобарин, F"(х) < 0  булади. Де
мак, Г |< х < Г 2 ораликда F(x) функция графигининг каварикли- 
ги юкорига караган. f ' (x) > 0  булганда эса тескариси булади. Шун- 
га ухшаш. агар бирор Л |< х < г 2 ораликда f ' ( x ) < 0  булиб, г | <  
< x < r l ,  п < л 2 да / ( х ) > 0  булса, у холда г \С х < г ’2 да F'(x) =  
=f(x)  > 0  ва F(x) функция усувчи, акс холда эса камаювчи булади.

18- чизмада ораликда графиги билан берилган y — cosx
функция учун ~  =  cosx, у(0) = 0  Коши масаласи такрибан ечилган. 

19-чизмада эса r \< ix < r2,r l < — 1, r2>  1 интервалда графиги би
лан берилган /(х )= 3 х 2 — 1 функция учун ~ = 3 х 2—1, j/(0) = 0  Ко
ши масаласи тахминан ечилган.

Э сл  а т  м а . Аниклик катта булмагани учун баён этилган усул билан (2.20) к^ри- 
нишдаги дифференциал тенгламаларни интеграллаш унча максадга мувофнк эмас. 
Аммо куп сохаларда (физика, химия, биология ва б. ) функция турли асбоблар 
ердамида график усулда аникланиши мумкин. Шунда дифференциал тенгламаларни 
график интеграллашга тугри келади. Албатта, техникада айтилган масалаларни 
кузда тутиб турли интеграторлар яратилган, улар Ц х ) функциянинг графиги буйи-X
Ча дархол Г(дс)= ^/(£)d£ функциянинг графигини чизиб беради. Интеграторлар-

а

те т  констРУкиияси (2.20) куринишдаги дифференциал тенгламаларни график ин- 
назаРиясига асосланган.

п  а ш ^нг томони 20(а, б, в, г)-чизмада берилган чизиклардан иборат булган 
dx Дифференциал тенгламани график интегралланг (унда а =  х<> дейилишн
кулай).
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3 -б об
Х.ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Хосилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли оддий 
дифференциал тенгламалар ушбу

куринишда ёзилади. Бу ерда F уч аргументли функция булиб, уч 
улчовли фазонинг очик D3 тупламида (D3 сохада) аникланган. Агар 
бу тупламни R2 текислигига ортогонал проекцияласак, R2 да бирор 
очик Г туплам (Г соха) хосил булади.

3 .1 -т а ъ р и ф . (3.1) дифференциал тенглама берилган булиб, 
F(x, у, у') функция R1 фазонинг D3 соуасида аникланган булсин. Агар 
I (очик,, ёпик, ёки ярим очик,) интервалда аник,ланган г/ =  ср(х) 
функция учун к,уйидаги учта шарт:
1°. (х, ф(х))бГ, *£/, (*, ф(лг) ,<р' (л:)) 6Д3. r c R 2, D3cz R3;

3°. F(x, ф(*), ф '(д:))=0, x£ l

бажарилса, бу функция I интервалда (3.1) дифференциал тенглама- 
нинг ечими дейилади. (3.1) тенгламанинг ечимига мос эгри чизик, 
(яъни у =  ф(х) функциянинг графиги) унинг интеграл эгри чизит 
(ёки соддагина интеграл чизиги) дейилади.

Агар параметрик куринишда берилган x = x ( t ) , t y =y ( t ) ,  t£li 
(It — параметр t нинг узгариш соуаси ёпик;, очик,, ярим очик, 
интервалдан иборат) функция учун х ' (t) ф 0, /£ /, булиб, к,уйидаги 
учта шарт:

бажарилса, у уолда x=x ( t ) ,  y =y ( t )  функция l t интервалда
(3.1) дифференциал тенгламанинг ечими дейилади. Баъзи уолларда 
ечимни шу куринишда излаш ёки ёзиш цулай булади.

(3.1) дифференциал тенглама учун хам (1.1) дифференциал 
тенглама учун айтилганидек ечим уч: у =  ц>(х); Ф(х, у) = 0 ; x —x(t), 
y =y ( t )  ( t£/,) куринишдан биттаси оркали изланади.

Агар (ЗЛ) дифференциал тенглама у га нисбатан бир кийматли 
ечилиши мумкин булса, у холда (1.1) дифференциал тенгламага 
келамиз ва 1-бобдаги барча мулохазалардан фойдаланишимиз 
мумкин. Аммо (3.1) доим бир кийматли ечилавермайди.

3.1-§. ЕЧИМ ВА УМ УМ ИЙ  ЕЧИМ ТУШ УНЧАСИ. 
КОШ И МАСАЛАСИ

F{X, у, у ' ) =  О (3.1)

2°. ф (х )ёС (/); (3.2)

3°. F (*(/), у (t), £ g j - ) - 0 ,  t £ l ,
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(3 1) дифференциал тенглама очик Г тупламнинг кар бир (х, у) 
тасида у' нинг битта ёки бир нечта кийматларини аникласин 

ейлик. Хар бир (х, у) нуктада у" дан фойдаланиб битта ёки бир нечта 
£ лик вектор чизамиз. Натижада йуналишлар майдони косил 
булаДИ- Энди интеграл чизикларнинг такрибий тасвирини олишимиз 
мумкин. Ечим тушунчасини мустахкамлащучун мисоллар курайлик:

М и с о л л а р . 1 .  Ушбу у '2 — *2 =  0, D3={(x, у ,у ’)\ 0 < д г <  +  оо, — оо < у <  +  оо, 
__ со < у '< - Ь  °°1 дифференциал тенглама учун у ' — ± х ,  0 ^ х < - ( - о о .  Ордината 
С ИГа нисбатан унт ярим текисликнинг хар бир (х, у) нуктасидан у' =  х ва у’ =  — х 
дифференциал тенгламаларнинг факат биттадан интеграл чизиклари утади (21-чиз- 
маТ Аввал йуналишлар майдонини чизиш кийин эмас. Бнрлик векторни у ' = х  учун 
туташ чизицлар билан, у' =  — х учун эса пунктирлар билан белгилаймиз (21-чизма).

21- чизма 22- чизма

С^нгра бу йуналишлар буйича интеграл чизикларни чизамиз. Албатта кулайлик учун 
аввал (х =  А ва x — — k. k — хаки кий сон) изоклиналарни чизиб чикиш керак.

 ̂ 2 У ~  g— функциялар С нинг хар бир кийматида 3.1-таърифнинг

барча шартларини каноатлантиришини в? ечим булишини текшириш кийин эмас.
*. Ушбу 4‘-

^  ~  • +  У)у' +  1/ =  0, Оз =  ((х, у, у'): — оо < х <  -+- оо, — оо < у <  оо,
— оо < ! / '<  +  оо)

Дифференциал тенглама учун у“ =  I ва у7 = у . Улардан биринчиси бурчак коэффициент 
т?гри чизиклар оиласини ифодаласа, иккинчиси у =  Се* экспоненциал 

Пар б ялаР оиласини ифодалайди (22-чизма). у =  х +  С ва у =  Сег функциялар С нинг 
Текшириш *и^матида 3.1-таърифнинг шартларини каноатлантиришини осонгина

мася^М' МИЙ ечим тушунчасини киритишдан аввал (3.1) тенглама учун Коши чласини куямиз.
6 ° ^ * “ масаласи: (3.1) дифференциал тенгламанинг у(хо)=уо, (хо, Уа) 6 Г 
(3.1) ‘̂ЩРартни Ъаноатлантирувчи ечими топилсин ёки геометрик нук,таи назардан, 
кУрсати7 Ферен^иал тенгламанинг (х0, уо) € Г нуцтадан утувчи интеграл чизиги
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(3.1) дифференциал тенглама у" га нисбатан ечилиши мумкин дейлик. У холда 
(хо, Уо) нуктанинг бирор атрофида у '  учуй бир неча хаки кий кийматларни (хакнкий 
функцияларни) топамиз:

Агар хар бир /*(х, i/)(fe=l, 2......... т) функция бирор мавжудлик ва ягоналик
теоремасининг шартларини каноатлантирса, у холда (хо.уо) нуктадан (3.1) днфферен. 
циал тенгламанинг т та интеграл чизиги утади. Баъзи М ч ...../ч . (*2<i<^т) функ.

циялар комплекс булса, у холда биз факат fkin + x.....1т функцнялар билан иш кура-

миз. Бу холда (х0. Уо) нуктадан тегишли дифференциал тенгламанинг т — к2„ та 
интеграл чизиги утади.

Агар (3.1) дифференциал тенгламанинг ^ациций f ■ (jr, у),  ... , /»(х, у ) ( к ^ щ )  
функцияларга мое келган ва (х0, У о) нуктада унинг интеграл чиэицларига утказилган 
уринмалар турли 6урчак коэффициентларига эга булса. у холда Коши масаласи ягона 
ечимга эга дейилади.

М а с а л  ан . 1- мисолда курилган у '2—х2 =  0 дифференциал тенглама учун хар 
бир (0, у) (у — ихтиёрий) нуктадан иккита интеграл чизик утади ва уларнинг 
урннмалари горизонтал тугри чизиклардан иборат. Демак, ордината Укинннг ихтиёрий 
нуктаси учун Коши масаласи ягона ечимга эга эмас. Аммо унт ярим текисликнннг 
ихтиёрий нуктаси учун Коши масаласининг ечими ягонадир.

дифференциал тенгламани курайлик. Уни (у '—е‘) (у'2 +  х2) =  0 куринишга келтириш 
мумкин. Бундан у’—е‘ =  0, у,2-\-х2 — 0 дифференциал тенгламалар келиб чикади. 
Иккинчи дифференциал тенгламани у' га нисбатан ечсак: у' =  ix, i f  =  —ix (i — мавхум 
бирлик). Демак, / i(x, у) =  ех, f3(x, y ) = ix ,  f3(x, y ) = —ix. Равшанки, y ' —ex =  0 дан 
у =  е1-\-С ва тенгсизликнинг ихтиёрий нуктаси учун Коши масаласи ягона ечимга эга 
булиб, ихтиёрий берилган (хо, уо) нуктадан берилган дифференциал тенгламанинг 
факат ягона интеграл чизиги утади.

3.2 - т а ъ р и ф . (3.1) дифференциал тенглама (хо, уо) нуктанинг 
бирор атрофида у' га нисбатан ечилиши мумкин, яъни (3.3) тенглама- 
ларга ажралади дейлик. Агар х;ар бир (3.3) тенглама

умумий ечимга ёки
Ф*(*. у ) = С , k = \ ,  2, ... , пг, С — ихтиёрий узгармас (3.5)

умумий интегралга эга булса, у х,олда (3.4) умумий ечимлар туплами 
(ёки (3.5) умумий интеграллар туплами) берилган (3.1) дифферен
циал тенгламанинг умумий ечими (ёки умумий интеграли) дейилади.

Киритилган таъриф (3.1) тенглама у' га нисбатан чексиз куп* 
ечимга эга булган кол учун *ам уринлй булади 1-м исолда 
у '2 — х2 =  0 эди. Ундан 0 ^ д с <  +  °° интервалда у '= х , у' — —*
булиб, биринчисининг умумий ечими у =  - - \ - С ,  иккинчисиники эса

y '= fk(x ,  у), k = \ .  2........m. (3.3)

3. Ушбу
у'3 — еху '2+ дгУ — х2ех= О, D3 =  R3

У =  ф*(*. С), =  1, 2, ... , m (3.4)

М и с о л .  Ушбу
sini/' =  О, D3 =  R3
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мпиал тенгламани курайлик. Ундан / = к л (* — бутун) ва у — кпх +  С келиб 
цикаФдеиРеумумий ечнм ушбу

г  у = —ях +  С, у =  лх +  с ........1/ =  — пллс +  С, у =  плх +  С, ... (л — натурал
)Учёксиз куп функциялар тупламидан иборат.

ч 3 -т а ъ р и ф- Агар (3.1) тенгламрнинг бирор I интервалда 
кланган у =  <р(*) ечимининг х,ар бир нуцтасида Коши масаласи 

Тгона ечимга эга булса, у х;олда у =  у(х)(х£1) ечим берилган 
тенгламанинг хусусий ечими дейилади. 1- ва 2-мисолларда мое
равишда у=  — у .  У = у  У = х> У = е* Функциялар тегишли диффе
ренциал тенгламаларнинг хусусий ечимларидир.

Юкоридаги таьрифлар муносабати билан махсус ечим тушунчаси- 
ни киритиш лозим булади.

3.4- т а ъ р и ф . Агар у — ц>(х), функция (3.1) тенгламанинг 
I интервалда аницланган ечими булиб, у =  <,р(лг), х£ / функция билан 
тавсифланадиган интеграл чизицнинг %ар бир нуктасидан у=ц>(х), 
t£ / интеграл чизицдан ташцари шу нуцтада у билан бир хил 
йуналишга эга буладиган. аммо уша нуцтанинг ихтиёрий атрофида 
ундан фарк, циладиган яна бошца интеграл чизик, утса, у х;олда 
у =  ф(х), х£1 ечим (3.1) тенгламанинг I интервалда аницланган 
махсус ечими дейилади.

Махсус ечимларга 3.4- § да алохида тухталамиз.
1-мисолни — оо < х <  +  оо интервалда курсак, ордината уки- 

нинг хар бир нуктасидан горизонтал уринмага эга булган икки 
интеграл чизик утади. Аммо Оу уки берилган дифференциал 
тенгламанинг ечими эмас. Демак, уша мисолда махсус ечим йук.

Ми сол . ( у ' ) 3 =  у \  D3 =  {(x, у, у ' ) :— оо < х <  +  оо, — оо < у С
2

-f оо, О ^ у ' с  -f- оо( дифференциал тенгламани у ' —у3 куринишда 
ёзиш мумкин. Маълумки, абсцисса уки (яъни у =  0 чизик) ва
У — -~ кубик параболалар бу тенглама учун интеграл чизик
бУлиб хизмат килади. Аммо у =  0 чизикнинг хар бир нуктасидан бир 
хил йуналишда иккита интеграл чизик утади. Шунинг учун 
У~ 0 махсус ечимдир.

32-$ КВАДРАТУРАЛАРДА ИНТЕГРАЛЛАНУВЧИ БАЪЗИ ТЕНГЛА М А ЛА Р

•• « даражали биринчи тартибли дифференциал тенглама 
Мх, у, у') = а0(х, у) (у')п +  а,(х, у) (y')n~ l +  ... +  а„_| (х, у)у'  +

+  а0(*, </) = 0 , (3.6)
a°^> У) =А=0 куринишда ёзилади. Бу у' га нисбатан я-даражали 

нгламадир. Агар п =  1 булса, а0(х, у)у '+ а \ (х , у) = 0  ёки ао{х, у) ^
^  0 булган и учун y ' —^ - ^ - — —f(x, у) булади, яъни (1.1) диф- 

.A-ll j 'i  ао(х. у )
тенгНЦИЭЛ тенгламага келамиз. Албатта, (3.6) дифференциал 

аамада a0(x, у ), а\(х, у ) .......ап(х, у) функциялар бирор очик Г
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тупламда аникланган ва узлуксиз. Энг содда холда а,(х, у) ^  
=  6, =  const(/ =  0, 1....... п) булиб, ушбу

F ( y ' ) = b o ( y ' r + b i ( y , ) n - '  +  .: . +  b n - iy ' + b n = 0

тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг у' га нисбатан хакикий 
ечимларини k , ( j=  1, 2, ... , т, т^ .п )  дейлик. У холда y' =  k, дан
y =  k,x-\-C ёки kj келиб чикади. Шунинг учун = 0
берилган дифференциал тенгламанинг умумий интеграли булади.

Агар а0(х, у), ... , а„(х, у) функциялар очик Г тупламда 
аникланган ва узлуксиз булса, у холда (3.6) тенгламани У' га 
нисбатан ечиб, улардан хакикий кийматларни олсак, куйидаги

y'=fk(x,  у), k =  l, 2....... т, т ^ п
дифференциал тенгламаларга эга буламиз. Кейинги мулохазалар 
fk(x, у) функцияларга боглик булади. Бу функциялар учун Г 
тупламда Коши теоремасининг шартлари бажарилади дейлик. Унда 
бу тупламнинг хар бир нуктасида Коши масаласи ягона ечимга эга 
булади. Шуни кайд киламизки, Г туплам f t, f2, ... , fm функциялар 
аникланиш сохалари Г|, Гг, ... , Гт нинг кесишмасидан иборат, яъни

т

г =  п г,.
/-1

М и с о л л а р .  I. (y')s +  V3 (у ')4 — у '— V3 = 0  дифференциал тенгламани к -̂ 
райлик. У у' га нисбатан 5- даражали. Бу тенгламани ( (у ')2 +  I) ( (у ')2— I ) • (у' +  
+  V 3 )= 0  куринишда ёзиш мумкин. Равшанкн, унинг хакикий ечимлари у '=  I, 
у '=  — I, у '=  — V3 булади. Аммо дифференциал тенгламанинг интегралини битта

(J^ ; + V 5 (t c  ) • _ ( ! = £ ) _  v s . „

формула билан ёзиш мумкин. Бунда Г, =  Г2 =  Г3=  R2, Г =  Г|ЛГгП Гз =  R2- Демак, 
юкоридаги тенглама учун R2 текисликнинг ихтиёрий (*о, i/o) нуктасида Коши масаласи 
ягона ечимга эга.

2. Ушбу у' га нисбатан иккинчи даражали
(у ')2 — (2х +  cos* ) у' +  2*cos* =  О 

дифференциал тенгламадан
у' - 2х, у' =  cos*

келиб чикади. Бундан берилган тенгламанинг умумий ечими
у — х2 +  С, y =  sinx+ C

б9лади. 2- мисолда Гi =  R2, P2= R 2 ва Г == Г| П П =  R2.R2 да ягоналик хоссаси уринли. 
Худди шунингдек,

Ю 2~ ( е х+  ------V +  -----  = ° -  D = \( x . y ) :  - ! < * < ! ,  - о о < « / < + ° ° 1
V V l - * )  V  l - r 2

(OCR2) дифференциал тенглама учун Г =  Г(ПГ2 =  R2fl£) =  D эканлигини
курсатиш кийин эмас.

Агар F(y') = 0  дифференциал тенгламанинг у' га нисбатан нлдизлари бирор 

интервални тула копласа, у холда тегишли дифференциал тенглама ^ = 0
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и фаркли ечимларга хам эга булиши мумкин. Жумладан, у' — \у'\ = 0  диф- 
интегралд те̂ ,глама уЧун 0 < f c >  — оо интервалда y' =  k. Ундан y =  kx +  C ( 0 ^ k < :  
ферении чикади. Бу интеграл чизиклардан фаркли яна оо,
^  \  > интеграл чизиклар хам мавжуд.

2 Номаълум функцияни уз ичига олмаган
F ( x , y ' ) =  0 (3.7)

"пинишдаги дифференциал тенгламаларни курамиз. Агар 
/ч 7) тенгламани у' га нисбатан ечиш мумкин булса, у холда бирор 
/ интервалда узлуксиз fk( x ) ( k =  1 ,2 ,.. .)  функциялар учун 
y'z=jk(x)( fc= l. 2, ...). тенгламаларга келамиз. Ундан у =
__ +  1, 2, ...). Бу ечимлар туплами умумий ечим

булади.
Баъзи холларда (3.7) тенгламани у' га нисбатан ечишга 

Караганда х га нисбатан ечиш осонрок булади. Бунда х =  ̂ ( у ' )  (/ =  1, 
2 ...) дифференциал тенгламага келамиз. Уни интеграллаш учун 
куйидагича иш курамиз: аввал у '= р  деймиз. Равшанки, 
dy=y'dx=pdx, dx = d(\\-,(p) ) =  \\>'(p)dp. Шунинг учун dy =  d\tf(p)dp 
булади. Бундан

|  У= ^ P ' t i ( p ) d p  +  C, 
lx=4fc(p), i = l ,  2, ...

(3.8)

келиб чикади. (3.8) формулада р — параметр вазифасини утаяпти. 
Демак, (3.8) ечим умумий ечим булади.

м 2 IМ и с о л л а р .  I. (у') — ----— = 0 , UI < 1  дифференциал тенгламани курайлик.
1 — X

Унн у‘ га нисбатан ечиш осонрок. Шунинг учун ушбуга эгамиз:
1

у ’= ±
V  1 - Л 2

UKI .

гуД3” у ~ агс sinJC +  C' «/= —arc sinx +  C ни хосил киламиз. Бу умумий ечимлар 
. • ами берилган дифференциал тенглама учун умумий ечим булади.

2. Ушбу е т(!/| —^ = 0  дифференциал тенгламани х га нисбатан ечайлик:

| +  <уТ

Содда хисоблашларни бажариб.

Чч>
2

х = ± е

|+«‘ |+р‘ ЧУ
2 dp, d y = ± p 2e 2 d p , y = ± { p e  2 - \ e  2 d p )+ C

Косил киламиз. Шундай килиб, ушбу

| +Р2 | +р‘ М-о'
х = е у =  ре 2 — 2 dp+ C \

| +р ■ +р‘

уцУмий
х =  —е У — — ре > $ •

«+Р*
<Ф+С;

•«ар туплами берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади.



3. Эркли узгарувчини уз ичига олмаган
F ( y , y ' ) =  0 (3.9)

куринишдаги дифференциал тенгламалар хам ё у' га ёки у Га 
нисбатан осонрок ечилади дейлик. Биринчи холда y' — fk(y) (6 = ) 
2, ...) дифференциал тенгламаларга келамиз. Агар f k (y)¥z0, y^f^
булса,  ̂j ~ = x  +  C(fe= 1, 2, ...) ечимларга эга буламиз. Агар

fk(y) = 0  тенглама y =  bm( m=  1, 2, ...) илдизларга эга булса, у холда 
у =  Ьщ, т =  1, 2, ... функциялар хам (3.9) нинг ечими булади.

Энди (3.9) тенглама у га нисбатан ечилган булсин: y =  tyi(y')t
I— 1, 2, ... . Яна у' — р деймиз ва dx =  --dy, dy =  % (p)dp ни хосил

киламиз. Шунинг учун р Ф 0 булганда dx =  --\\>'i(p)dp булади. Буни 
интеграллашдан хосил булган

х =  \ yy, (p)dp +  C, у =  %(р), / =  1 ,2 ........ (3.10)

ечимлар туплами (3.9) тенгламанинг умумий ечими булади.
Агар /7 =  0 ёки у' — 0, демак, t/ =  a, (i=  1, 2, ...) лар тенгламанинг 

хакикий илдизлари булса, кжорида dy =  pdx ни р га булиб, у=а, 
ечимларни йукотган булар эдик. Аммо у =  а, ечимлар (3.10) ечимлар 
орасида йук ва демак, улар махсус ечим булиши мумкин. Агар

(
Гг

ёки J

якинлашувчи булса, у холда у =  а, ечимлар махсус булади. Акс 
холда, яъни юкоридаги икки интеграл узоклашувчи булганда 
тегишли ечимлар махсус булмайди.

М и с о л л а р .  I. Ушбу yf? =  (у')2 дифференциал тенгламани у га нисбатан 

ечамиз. Бундан у = ( у ‘)2е ~ у , у '= р ,  у — р2е ~ р. d y= (2 p e~ n— р2 е p)if

dx =  ̂ ~  =  (2е ~ р — pe~p)dp. Охирги муносабатни интегралласак, берилган дифферен- 
Р

циал тенгламанинг умумий ечимини хосил киламиз:
( х =  е ~ р(р— 1) +  С.

1 У- p 1 е~~р.
Агар у2е2у — (у')* дифференциал тенглама берилган булса, ундан < /= ± ( /*  

е ~ у келиб чикади. Бу холда берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими

( х  =  е~ р ( р - 1 )  +  С, ва |  х =  — е ~ р(р— 1 )+ С ,

I у =  р2е~ р ! { / = — 1? е ~ р

умумий ечимлар тупламидан иборат булади.
2. (у')2е2у =  у ~ 2 дифференциал тенглама куйидаги у '=  - \ - у ~ ' ^ 11 ^  

у ' = —у ~ 1е~у дифференциал тенгламаларга эквивалент. Бундан yeyd y =  ± ^ х 1 
(у — 1 )& =  ± х - \ -С  умумий ечимга эга буламиз.

р
/7-»-0(/>->- — 0) булганда ^

Р\
интеграл
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4 Энди (3.1) дифференциал тенглама ё х га ёки у га нисбатан 
нпик билан ечиладиган холларни курайлик.

°С°а) (3.1) тенгламани ушбу
х =  Фк(у, if),  k = l ,  2, ... (З.П)

vпинишда ёзилган булсин. Яна у' =  р деб параметр киритамиз. 
11) муносабатнинг икки томонини у буйича дифференциаллаймиз:

dx _  | дФк dp dx _  J _  =  J^
dy dy dp dy ’ dy dy^ p

dx

Бундан
_L да>к

dp _  P ду Дф» , q 
dy дФк ’ dp

dp

(3.12)

(3.12) тенгламанинг унг томони у ва р нинг функцияси, демак, биз
dP-=fb(y,p) куринишдаги дифференциал тенгламага келдик. Унинг dy
умумий ечими р =  ф*(г/, С) дейилса, (3.11) дан х — Фк( ^  ф*(у, С)) 
хосил булади. Бу ечимлар туплами умумий ечим булади.

б) (3.1) тенглама
у= Ф к(х, у'),  Ы ,  2, ... (3.13)

куринишда ёзилган дейлик. у ' —р деб, ундан ва (3.12) дан
*Ф»

__ ^Ф* , ^Ф* dp dp __Р dx ^Ф* „
дх др dx * dx <?ФЛ 9 др

др

га эга буламиз. Охирги тенглама ~ = f k(x, р) куринишдаги тенг
лама булиб, унинг умумий ечимини р = 1|з*(дг, С), k — \, 2, ... деб 
езамиз. (3.13) га кура берилган дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими у =  Фк(х, ф*(х, С)) каби ёзилади.

Курилган а) ва б) холларда х =  Фк(у'), у =  Фк(у') тенгламалар 
хУсусий хол булиб, улар учун мулохазалар янада содда булишини 
зввалги бандларда курдик.

М и с о л л а р .  i. x{y ')J =  y, х > 0  дифференциал тенглама у га нисбатан ечилган.
I — Р

^  «tv*. T«l U|iJU-|ri<IU^II UinpUiriUMIll «JI1 ^  2

с

Р = у'. ч = гп 2 п _ „ 2  , о  dp dp* ХР • Р — Р + 2 хр—-~ десак, узгарувчилари ажраладиган

Дифференциал тенглама хосил булади. Уни интеграллаб (̂ Р — 1-----^е"

аН тенгламага куйсак. унинг умумий ечими: у =  х (  I ---- куринишда ёзила-
ДН \ Д/ X )

2. '“а"кзи- У~ 0 хам ечим булиб, у махсус ечимдир.
* =  — I ==0. у Ф 0 дифференциал тенгламани х га нисбатан ечамнз:

ШУ ) -у = р(у )  десак, хисоблашлар
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dy P dy dy 3p \
булишини курсатади. Бу дифференциал тенгламани интеграллаймиз:

T - - + f  ~ = - р  ^ l n ( l + p 4) =  - i - l n | y |  +  lnC 4 | + р 4 Зу 4 3

— Л
ёки ( l + p 4) 1 =  —------. Бундам р3 =

Vw ■ ш и ни хосил киламиз. Энди

берилган тенгламага р учуй топилган ифодани кУйсак,
3

( I ~ х)3 +  Vj/4 = С 0, ( ^ С 4
умумии ечимга келамиз.

5. (3.1) дифференциал тенгламада F(x, у , t/') функция х ва у га 
нисбатан m-даражали бир жинсли функция булса, у холда (3.1) ни 
бундай ёзиш мумкин:

xmF(^-, y,Sj  =  0 ёки F 0 - , р) =  ®< P ~ dydx (3.14)

Бу тенгламани р га нисбатан ечиш осон булган холга тухталмай- 
миз.

(3.14) да у урнига янги номаълум функция z(x) ни y=xz( x )  каби 
киритсак, F(z , р) = 0  тенглама хосил булади. Уни z га нисбатан ечиш 
кулай булсин дейлик: 2 =  ф*(р), k = \ ,  2, ... . Ушбу

dy — zdx+ xdz, dy =  tyk(p)dx-\-x\!pk(p)dp, 
dy =  pdx, pdx =  \рь(р) dx x\p'k(p) dp

dx (p) dp
хисоблашлардан сунг x ва p ларга нисбатан — = —— ДиФФе'

функциянинг бошлан-ренциал тенгламага келамиз. Агар

FH4 функцияси х*(Р) дейилса, охирги дифференциал тенгламадан 
x =  CeXi{P)' хосил булади. z(x) = -р  булганидан у =  хф*(р).

x =  CeXkip) (k =  \, 2, ...) муносабатлар берилган дифференциал
тенгламанинг умумий ечимини ифодалайди.

М и с о л .  4 -банддаги 1-мисолда х{у ')2=и, JO -0 дифференциал тенгламз 
курилган эди. Бу тенгламани F(x, у, у') = х (у ' )* — у =  0 куринишда ёзсак. (•*• ft 
у') функция х ва у  га нисбатан 1-даражали бир жинсли функция экани курии** 
турибди. Энди бу дифференциал тенгламани шу 5- банддаги усул билан интеграллаи 
миз. Тенгламани

^ [ м * —J -]=0 ёки х{р2~ т )  =  0> Р=У'
куринишда ёзамиз. у =  хг  десак, р2 —2 =  0 га келамиз. Ундан г =  р2= ф (р ), ф'(/>) 
ни хосил киламиз. Энди тегишли

dx 2pdp dx 2 dp---- = -------еки --------- =  , - r  . р ф  1
* p — p2 x 1 —p
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дифФеРенциа*г1 тенгламага эгамиз Интеграллаш натижасида р =  1--- — формула-

( С \ 21------, х > 0  умумий ечимни топамиз.
у/х /

6. Юкоридаги бандларда у' =  р деб параметр киритдик. Умуман 
ай тган д а, параметрни янада умумийрок усул билан киритиш кулай 
будган холлар хам булади. Шу муносабат билан параметр 
киритишнинг умумий усули билан танишамиз.

Маълумки, Ах +  By Су'-f-D =  0 дифференциал тенглама х, у , у'
узгарувчиларнинг фазоси R3 да текисликни,

х2
fTr-H

<«/') 1 = 0
Ь‘  • с2

дифференциал тенглама шу R3 да эллипсоидни аниклайди. 
Баъзи холларда берилган сиртнинг тенгламасини параметрик ку
ринишда ёзиш мумкин булади. F(x, у, у') = 0  сирт тенгламаси ушбу 
х=ф(ц, и), у = х ( и , v), у' =  (о(и, v) (и, v — параметрлар) пара
метрик куринишда ёзилган булсин. У холда

v), x(u, v), ш(и, v ) ) = 0
тенгламага эгамиз. Агар ф, х. ы функциялар бирор очик Т тупламда 
аникланган ва дифференциалланувчи булса, унда

dx=  ~ -d u -\-^~ d v , d y = - ^ d u  +  ̂ d vди 1 dv * ди 1 dv
булади. Энди ^= со (« ,ц ) булгани учун

, du-\-^f dv=i»(u,v)ди 1 dv '  ’
[*3 .d u + * L dv
L ди dv

тенглама и ва v параметрлар орасидаги дифференциал богланишни 
тасвирлайди. Бу тенгламани куйидагича ёзиш мумкин:

Агар ~ —
ди

узгарувчи деб, ушбу

( 2 —
булса, и ни номаълум функция, v ни эса эркли

du (  д% \  \
dv \  dv dv ) / \  ди ди )

(3.15)

Хосилага нисбатан ечилган дифференциал тенгламага келамиз. 
Шунга ухшаш, агар ы — -^-=̂ =0 булса, у холда ушбуди

du \ди д и ) /  \°  dv dv )
(3.15')

Дифференциал тенгламага келамиз.
Агар (3.15) ёки (3.15') дифференциал тенглама квадратураларда 

нтегралланса, у холда берилган (3.1) дифференциал тенглама хам 
нтегралланади. Х,акикатан, агар (3.15) тенгламанинг умумий ечими 
~~u (v, с) булса,
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u =  u{v,C), 
x =  \p(u(v,C).v), 
y =  X(u(v,C),v)

(бу ерда v — параметр, С — ихтиёрий узгармас) (3.1) тенглама 
ечимининг параметрик куриниши булади. (3.15') учун умумий ечим

' v =  v(u, С),
* =  Ф(и, v(u. С)),

. У = Х ( и ,  v(u , С ))
куринишда (бу ерда и — параметр, С — ихтиёрий узгармас) булади.

Масалан, F(х, у, у') = 0  тенглама y =  f(x, у') куринишда ёзилиши 
мумкин булганда и —х , v —y'\ x =  f(y, у') куринишда ёзилганда эса 
и=у ,  v —y'  дейилиши лозим. Биринчи холда (х=х,  и =  Их и)

д1 '  ’ ’ ’
/ v дх dv ,

У ~ и) --------j r  дифференциал тенгламага, иккинчи холда эса
V-----

дх
(x =  f (у, V), у = у , у' =  и)

V*L
ду _____ dv

d v~  , * г
%

дифференциал тенгламага эга буламиз.
7. Параметр киритишнинг умумий усулини куллашга дойр мухим 

мисол курамиз. Агар ф(у'), %(у') функциялар бирор интервалда 
дйфференциалланувчи булса,

у=х$(у ' )  +х(у ' )  (3.16)
дифференциал тенглама Лагранж тенгламаси деб юритилади. Бу 
тенглама квадратураларда интегралланади. Хакикатан, у '= р  десак, 
y-x-ty(p) А~х(р) булади. Энди буни х буйича дифференциаллаб,

р =  ф ( р ) + * ф '( р ) ^ + х Д р ) ^  
ёки

р ~ ^ ( р ) = \ х ^ ( р ) А - х ' ( р ) \ ~  (3.17)

га эга буламиз. Агар ™ = 0  булса, у холда р =  р,(р, —const). Бу
юкоридаги дифференциал тенглама р =  хр(р) куринишга келганда 
содир булади. Демак, р — р, булганда р — ф(р) = 0  тенглама шу p —Pi 
ечимга эга булади ва ушбу y=xty(pd +x(Pi).  / =  1, 2, ... тугри 
чизикларни хосил киламиз.

Агар 0 булса, (3.17) тенглама номаълум х га нисбатан ушбу
LJC+-^lgju_ (3.18)

dp р — *(Р> Р — 4>(р)
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Лиоинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламадан иборат. Унинг 
мумий ечими Ф(х, р, С )= 0  булади. Берилган дифференциал 

тенглама умумий ечимининг параметрик куриниши бундай:
|  Ф(х, р. С) = 0 ,
|у = * ф (р )+ Х (р > , р — параметр. 

д гар р — у, (р)ф0  булса, у колда (3.16) тенгламада пара-
метрларни

х = х , р =  ф(р) +%(Р)> У'—Р
каби киритсак, (3.15) дифференциал тенглама урнида (3.18) диффе
ренциал тенглама хосил булади.

Агар р — ф (р )= 0  булса, тенгламани ^
— const) ечим (яъни у =  ф (С )+х(С ) ечим) йукотилади. Аммо бу 
холда берилган дифференциал тенглама ушбу

у = х у ' +  х(у') (3.19)
куринишга келади. Бу тенглама Клеро тенгламаси деб юритилади.
Унинг икки томонини х буйича дифференциалласак, Р—Р + х~[  ̂ +

dp га булганда р =  С(С =

+ Х ' ( Р ) — ёки (х + х '(р ))-7 ^ = 0  га эга буламиз. Бундан ёdp
dx dx

dp
dx

=  0 (демак, p =  C) ёки x - fx '(P )= 0  келиб чикади. Биринчи
холда умумий ечим у =  Сх+х(С)  куринишда ёзилса, иккинчи холда 
эса

|  у — х р + х ( Р ) >
1 * + х '(Р ) = ° .  р — параметр 

куринишда булади. у =  Сх-)-х(С) тугри чизиклар оиласининг 
урамаси (3.20) чизикдан иборат (3.5-таърифга каранг).

(3.20)

М и с о л л а р .  I. у =  ху' — у' Клеро тенгламаси берилган булсин. Унинг умумий 
ечими, яъни бир параметрли интеграл тугри чизиклар оиласи у =  Сх — С куринишда 
булади. у =  С (х— 1) дан куринадики, бу (1,0) нуктадан утадиган тугри чизиклар 
дастаси булиб, унинг урамаси шу (1,0) нуктанинг узи (агар 1/ =  Сх +  х(С) тугри 
чизиклар оиласи дастани ташкил этса, урама битта нуктадан иборат булнши хам 
мумкин) булади (3.5-таърифга каранг).

2. Энди ушбу у  =  2ху’ — у' Лагранж тенгламасинн курайлик. Агар у' =  р десак, 
У — 2хр — р булади. Ундан

р = 2 р + 2 * - ^ - ^ - ,  (2х— 1) f -  =  - р  
dx dx dx

келиб чикади, уни га булсак: 
dx

dx п . . dx — р—— — 2х— 1 еки —— =  
dp dp +  Р Ф 0. 

Р Р

Уни интегралласак: х =  —  +  —. Демак, берилган тенглама умумий ечимининг 
Р2 2

параметрик ёзилиши бундай булади:

83



{ с  , 1
\ ‘ - J +T
1 У^Ъхр — Р-

Биз />= 0 холни курайлик, ундан у =  С (берилган тенгламага кура С =  0), яъни 
у*=0 келиб чикади. Бу 1/ =  0ечим махсус булиши эхтимоли бор. Уни 3. 4 - § да к^рамиз.

3.3-§. ЕЧИМ НИНГ М АВЖ УДЛ ИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ

ЗЛ-теорема. Агар (3.1) дифференциал тенгламада F (х, у,у') 
функция учун ушбу иккита шарт:

1°. F(xо, 1/о, у') = 0  (3.21)
тенгламанинг бирор цациций илдизи у'о учун (х0, уо, у'о) (zD3((xn, 
У а) 6 Г) нуцтанинг бирор D ” атрофида F(x, у, у') функция узлуксиз 
ва биринчи тартибли узлуксиз хусусий ^осилаларга зга;

2°- F'.(Xq, у0, Уо) Ф0
бажарилса. у уолда шундай h > 0 мавжуд буладики, (3.1) диффе
ренциал тенгламанинг \х—хц|^ / г  оралицда аницланган у(хо)=уо,  
у'(хо)=у'о ишртларни цаноатлантирувчи ягона у=у (х )  ечими 
мавжуд.

И с б о т . Ошкормас функциялар хакидаги маълум теоремага кура
(3.1) тенглама 0° да у' ни бир кийматли функция сифатида 
аниклайди, яъни

У), (3.22)

бунда f(x, у) функция ёиик Г0. (Г0с Г )  тупламда узлуксиз, .би
ринчи тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга ва /(х0, уо)=у'о, 
(х0, Vo) 6 Го- Шунинг учун f(x, у) функция ёпик Го тупламда у 
буйича Липшиц шартини каноатлантиради. Демак, (3.22) диффе
ренциал тенглама Пикар теоремасига асосан |х —x o l^ /i ораликда 
аникланган ягона у=у (х )  ечимга эга булиб, у(хо) =уобулади. Худди 
шу ечимга (3.1) тенглама хам эга. Энди у'(хо)=уо эканини 
курсатайлик. Хакикатан, (3.22) тенглама у=у (х )  учун айниятга
айланади: - y-~ - = f(x ,  у(х)),  |х —х0|< Л .

Агар х=Хо булса, у '(х0) = f ( x 0, у(х0) ) =  /(х0, у0) =уо-
3.1- н а т и ж а .  3.1- теореманинг шартига кура (хо, у о, у'о)

нуцтанинг D3 атрофида :dFix,-y' у Г ф  о, I у< У'Ц  q <
ay' I Эх I

<.A =  const.
3.2- h а т и ж а. Агар (3.21) тенглама бир неча хакикий уЦ =  1,2,..., 

т )  илдизларга эга булса, хар бир (хо, Уо, у!) нуктанинг ёпик 
D%i атрофида (3.1) дифференциал тенглама у' ни бир кийматли 
аниклайди, яъни iу'=/Дх, у). Шу билан бирга хар бир i ( l ^ i ^ m )  
учун тегишли дифференциал тенглама (хо, Vo) 6 Го/ нуктадан утувчи 
ягона интеграл чизикка эга. Бошкача айтганда, (хо, уо) нуктадан 
т та йуналиш буйича факат т та интеграл чизик утади.
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А г а р  (Хо, уо )  нуктада Коши масаласи ягона ечимга эга булса, 
V нуктани о д д и й  нук,та  дейилади. Бу нуктага мое ечимни о д д и й  е ч и м ,  
интеграл чизикни эса о д д и й  и н т е гр а л  ч и зи к ,  дейилади.

Ш у н г а  ухшаш, агар (х о , Уо) нуктада Коши масаласи учун 
ягоналик уринли булмаса (3.4-таърифга каранг), у холда бу нукта 
(3 1) дифференциал тенгламанинг м а х с у с  нук,т аси  дейилади. Махсус 
нукталар туплами м а х с у с  е ч и м  булиши хам, булмаслиги хам мумкин. 
М а х с у с  е ч и м  графиги м а х с у с  и н т е гр а л  ч и зи к ,  дейилади.

Д е м а к ,  (хо, уо, у'о) нуктанинг етарли кичик ёпик атрофида
3 . 1 - т е о р е м а н и н г  бирор шарти бузилганда махсус нуктага эга 
б у л и ш и м и з  мумкин. 3.1-теорема факат етарли шартни белгилагани 
у ч у н  (хо, Уо, Уо) нукта айтилган холда махсус булиши хам, 
б у л м а с л и г и  хам мумкин. Шу муносабат билан махсус нукта ва махсус 
е ч и м  тушунчаларига мукаммал тухталамиз.

3.4- §. МАХСУС НУКТА ВА МАХСУС ЕЧИМ

1. Аввал махсус нукта тушунчасига тухталамиз. Бунда (3.1) диф
ференциал тенглама у' га нисбатан ечилиши мумкин деб караймиз: 
y' =  f(x, у ) . Агар /(х, у) функция Р ёпик тугри т^ртбурчакда узлуксиз 
булиб, у буйича Липшиц шартини каноатлантирса, у холда Пикар 
теоремасига кура (хо,уо) 6 Я нуктадан ягона интеграл чизик утади.

Энди f(x, у) функция Р нинг (хо, уо) дан бошка хамма нукталари- 
да узлуксиз булиб, (хо, уо) нуктада узлуксиз булмасин. Унда 
куйидаги холлар руй беради:

1) lim/(x, у ) = А ,  А — чекли хакикий сон;
*-*0

о
2) limf(x, у) — оо (аник ишорали чексиз);

3) /(х, у) функция (хо, уо) нуктада лимитга эга эмас.
1) холда /(хо, уо) —А деб, f(x, у) функция кийматларини 

тулдирсак, Р да узлуксиз функцияга келамиз.
2) холда эса ~  — —1----тенгламани хам куриб ——!----- - =  О

dy 1(х, у) Цхп. у0 )

деб- -j-̂ J - функциянинг кийматини тулдирамиз. Бунда яна Пикар
теоремасини куллаш мумкин ва дифференциал тенгламанинг 
интеграл чизиги (хо, уо) нуктада вертикал уринмага эга булади.

3) холда (jco, уо) нукта яккаланган махсус нук,та дейилади. 
Шундай нукталар атрофида интеграл чизикларнинг сифат хоссала- 
Рини урганиш мумкин булиб, бу дифференциал тенгламалар 
иззарияси кулланиладиган барча сохаларда керак булади. Якка- 
^анган нукталар атрофида интеграл чизикларни урганиш хар

ихатдан мураккаб. f(x, у) функция каср-чизикли булганда баъзи 
т^грал чизикларни чизамиз. Шундай килиб, ушбу

dy __ cx+ dy  
dx ax +  by

(3.23)

85



(бунда о, Ь, с ва d лар — хакикий сонлар) дифференциал тенгламани
курайлик. Унг томондаги функция учун д — I ° ^ I булганда1 с а 1
(0,0) нукта яккаланган махсус нуктадир. Унинг атрофида интеграл 
чизикларни текширамиз. А ни (3.23) тенгламанинг детерминанти деб 
юритамиз.

Агар =  0 характеристик тенглама хар хил хакикийа —-А Ь 
с d — k

А,|, к? ечимларга эга булиб, булса (масалан, А|=^
ф 0  булса), у холда (3.23) тенгламани чизикли махсусмас 
алмаштириш ёрдамида

dv  Хг v
du Х| и (3.24)

куринишда ёзиш мумкин. Ундан

v =  C \u \1' (С — ихтиёрий узгармас) (3.25)
келиб чикади. А| хамда Агларнинг хар бири нолдан фаркли ва бир хил 
ишорали ёки турли ишорали булишига караб мос равишда тугун ёки 
эгар расмларига эга буламиз (23- ва 24- чизмалар). Агар А| <  
< 0  булганда Аг =  0 булса, v — a горизонтал интеграл чизикларга эга 
буламизки, (0, С) нукталар туплами махсус нукталар туплами 
булади (25-чизма).

Юкоридаги 23-, 24-, 25- чизмалар Ai ва А2 ларнинг маълум 
кийматлари учун келтирилган.

Характеристик тенглама бир жуфт кушма комплекс а ± ф  илдизга 
эга булсин. У холда (3.23) тенгламани

dv   р« +  ау
du а  u — flv

(3.26)

24- чизма
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„vDHHHiura келтириш мумкин. Бу 
rtun жинсли дифференциал тенглама 

vhh интеграллаш мумкин:
-.Се

Ф = агс1КгЬ  с > ° -
Бу формула афО  булганда ло- 

гарифмик спиралларни, а  =  0 бул
ганда эса, концентрик айланаларни 
Лелгилайди (26, 27-чизмалар). Яна 

Х| = Я ,2 — О, A.I =  0,
доллар учун хам чизмаларни келти-

1Г

О

Л , < 0 ,  Л,=о

25- чизма

U

риш мумкин.

26- чизма 27- чизма

Агар f(x, у) функция каср чизикли булмаса, яккаланган махсус 
нукта атрофида интеграл чизикларни урганиш масаласи анча 
мураккаб булиб, у «дифференциал тенгламаларнинг сифат назария- 
си» да урганилади.

2. Энди биринчи тартибли хосилага нисбатан ечилган диффе
ренциал тенгламаларнинг махсус ечимларини чукуррок урганамиз.

Маълумки, агар -— =  /(х, у) тенгламада f(x, у) функция бирор 
епик чегараланган Р ( Р а Г )  тупламда узлуксиз ва у буйича узлуксиз 
хУсусий хосилага эга булиб, шу Р да ~ - j ~ ~  функция хам узлук
сиз булса,

max I — 1 =L<c +  оо
( x . y ) t P '  д у  I

4И(Ь(ЬаМИЗ В3 ПикаР теоремасига кура хар бир (*<,, Уо)£Р нуктадан 
Р !,?)еРенЦиал тенгламанинг ягона интеграл чизиги утади. Демак, 
ту -,Пламда махсус интеграл чизик. булмайди. Масалан, Р тугри 

Р оурчакда аникланган f (x , у) функция у буйича купхад булиб,
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у шу Р да узлуксиз булса, Р тупламда махсус ечим булмайди. Агар
/i (•* У)f{x, У) —~п---- куринишда булиб, h(x,  у) ва f2(x, у) функциялар

х ва у ларга нисбатан купхад ва Р тупламда узлуксиз (яна f2(x, у) 
=^0, (х, у)£Р)  булса, у холда Р тупламда факат оддий интеграл 
чизиклар булади. Бу Р ёпик тугри туртбучакда Пикар теоремасининг 
шартлари бажарилишидан келиб чикади. Шундай килиб, махсус 
ечим Пикар теоремасининг шартлари бузилган нукталар тупламида 
мавжуд булиши мумкин. Агар f(x, у) функция Р тупламда у буйича 
чекли хусусий хосилага эга булса, у холда бу функция Р да у буйича 
Липшиц шартини каноатлантиришини 1-бобда айтиб утган эдик.
Энди Р тупламда ■ хосила чегараланмаган нукталар хам бор
булсин дейлик. Бундай нукталар тупламини Р' деб белгилаймиз 
(равшанки, P 'c rP ). Р ' тупламнинг нукталари

I df(x, у) |
~Гу I =  +  <*> (3.27)

муносабатни каноатлантирадиган нукталардан иборатдир. Шу 
Р' тупламнинг нукталари махсус ечимдан иборат булиши мумкин. 
Махсус ечимни топиш учун куйидаги коидани тавсия этамиз:

1) (3.27) шарт бажариладиган нукталар туплами топилади;
2) бу туплам нукталарининг геометрик урни d~ = f ( x ,  у) тенг- 

ламанинг ечими булиши ёки булмаслиги текширилади;
3) айтилган ечим бор булса, унда ягоналик бузилиши ёки 

бузилмаслиги текширилади.
Агар бирор у =  ф(х), х£ /  ечим учун унинг хар бир нуктасида 

(3.27) шарт бажарилса ва ягоналик бузилса (3.4- таърифга каранг), 
унла бу ечим махсус ечим булади.

2

М и с о л л а р .  I. 1-бобда курилган у' =  у л дифференциал тенглама учун (а, 0)

нуктада (а — ихтиёрий хакикий сон) I | |  у 3 I хосила чегараланмаган.
I оу I 31 I

Шу хосила чегараланмаган нукталар титлами Р' =  Цх, у) : у  =  0. х — ихтиёрий) дан 
иборат булиб, у — 0 берилган тенгламанинг ечимидан иборат. Бу ечимнинг хар бир 
нуктасида ягоналик бузилишини курсатган эдик. Демак, i/ =  0 (абсцисса уки) бе
рилган дифференциал тенглама учун махсус ечим булади.

2. Ушбу у' =  у 3 - f  I, — оо

нукта атрофида д[ 2
ду I 3

< У <  +  °о дифференциал тенглама учун хам (а, 0)I
I У 3 чегараланмаган, аммо 1/ =  0ечим эмас. У холда

у  — 0 чизик махсус ечим хам була олмайди, демак, берилган тенгламанинг махсус 
ечими йук.

3. Бу бандда хосилага нисбатан ечилмаган дифференциал 
тенгламалар учун махсус ечим мавжудлиги масаласи билан шу- 
гулланамиз.

Биз махсус ечимни топишнинг икки усули билан танишамиз: 
а) (3.1) тенглама учун 3.1- теорема шартларидан камида биттаси 

бажарилмаган, б) (3.1) дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
маълум.
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1 Асосан F(x, у, у') функция D3 сохада узлуксиз ва узлуксиз 
лаларга эга булган холни курамиз. Бу холда махсус ечим 

чТ'теореманинг 2- шарти бузиладиган нукталар тупламидан иборат 
3-*' dy
булиши мумкин. Бошкача айтганда, Р =  параметрни киритсак,
махсус ечим ушбу < F(x, у, р ) = 0 , 2g

1 F'p(x, у , р )=  0
системани каноатлантирадиган (х, у) нукталар тупламидан иборат 
бУлиши мумкин. Бу тупламни Df дейлик. Агар (3.28) системанинг 
тенгламалари биргаликда булмаса, у холда D n3 туплам буш була
ди (яъни D p3 = 0 ) .  Агар Ф ® булса, бу туплам нукталари- 
нинг геометрик урнини текшириш керак. Шу геометрик урин 
(3 1) дифференциал тенгламанинг р — дискриминант чизиги 
дейилади. Уни <pf (дс) (i =  1, 2........ m ) деб белгилайлик. ф? ( х )
чизиклар ечим булиши хам, кисман ечим булиши хам ва бутунлай 
ечим булмаслиги хам мумкин. Бундай коида келиб чикади:

1) р — дискриминант чизиклар (яъни ф,р (х) чизиклар) топила- 
ди;

2) топилган р — дискриминант чизиклар ечим (ёки кисман ечим) 
булиши текширилади.

3) р — дискриминант чизикларнинг ечим булган шохчаларида 
ягоналик уринли булиши ёки уринли булмаслиги текширилади.

(3.28) дан р — дискриминант чизиклар учун (р ни чикариб 
ташлагандан кейин) ф,(х, «/)=0 (г =  1, 2, ... , т) тенгламалар келиб

М
чикади. Агар бирор (х0, у о) нуктада булса, тенгламаларни
шу нуктанинг етарли кичик атрофида у га нисбатан ечиб, у =  ф,(х) 
куринишда ёзиш мумкин.

Агар бирор у =  ф,(х) функция ёки ф, (дс, у) = 0  ошкормас тенглама 
р — дискриминант чизикларни белгилаб, бу чизик (3.1) дифференци
ал тенгламанинг ечими булса ва унинг хар бир нуктасида ягоналик 
хоссаси бузилса, у холда тегишли чизик махсус интеграл чизик 
булади.

Ми с о л л а р .  I. (у ')2 =  у л дифференциал тенглама учун ушбу

Fix. у. р) =р2 — у3 =0,

м ” емага ’гамиз. Ундан у =  0 келиб чикади. Бу р — дискриминант чизикдир. Содда 
„ ^ з а л а р  курсатадики, бу чизик берилган тенгламанинг ечими булиб, унинг хар бир 
(биттСНДаН бИ*) й^налишДа камида икки интеграл чизик (3.4-таърифга к.) утади 

, aca ~У =  0, иккинчиси — кубик парабола). Шундай килиб, у — 0 махсус ечимдир. 
тен '• Аввал 3.2-§ да курилган у =  2ху '—у' Лагранж тенгламасини оламиз. Бу 

- аманинг махсус ечими йуклигини кУрсатамиз. Тегишли
( F(x, у, р) = у  — 2хр +  р =  0,
\ 6F

др
=  - 2 х +  I = 0
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си стем ад ан  у =  О, л: =  —  келиб чи кади . Б у  н укта  у — й ечим да ётади  ва  I/ =  О ечим

ихтиёрий х  лар учун аникланган. Аммо юкоридаги система х  нинг х = - киймати-

дагина биргаликда булади. Демак, у = 0  ечим махсусмас.
3. Энди у - 2 х у ' - \ -  ( у ' )2= 0  тенглама берилган булсин. Ушбу

Г у  — 2 х р + р г = 0 ,
1 — 2* + 2р = 0

системадан р =  х келиб чикади. р дискриминант чизигинниг тенгламаси у — 2х-х  +  х2 =  
=  0 ёки и =  х 1 булади. Аммобу парабола берилган тенгламаиинг интеграл чнзиги эмас, 
чунки x i — 2x(x^)' +  ({х2) ' ) 2Ф 0.

Демак, у = х 2 парабола махсус ечим була олмайди. Берилган 
дифференциал тенгламаиинг умумий ечими

1 C . 2

* = 7 + »л

у= 2хр — рг (р — параметр, С — ихтиёрий узгармас)куринишда езилади.
3.2-теорема. Агар F(х, у, р), р — dy

dx
функция бирор ёпиц

Оз(£>зс: тупламда аницланган, узлуксиз ва биринчи тартибли
узлуксиз уосилаларга эга булиб, шу D" да dF(x, у, р)

ду ФО булса, у
х,олда (3.1) дифференциал тенгламаиинг р — дискриминант чизиги 
шу тенгламаиинг ечими булиши учун ушбу

dF(x , у, р) . dF{x, у, р)
дх ду

(3.29)
тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

И с б о т . З а р у р л и г и . р  — дискриминант чизик ечим булсин ва 
унинг тенгламасини параметрик куринишда ёзиш мумкин деб фараз 
этайлик, яъни

х=х( р ) ,  у=у(р )  (р — параметр),
бу ерда х(р),  у(р) функциялар дифференциалланувчи. Биз ушбу

г  и .  У. Р) = 0 , О Т ',/ ' И = 0 , p =  j L
муносабатларга эгамиз. Юкоридаги фаразга кура F(x(p) , у(р) , р) =  
=  0. Ундан р буйича тулик хосила олсак.

dF(x(p), у(р), р) 
дх

dx , dF(x(p ), у(р), р) dy
dp

dF(x(p), у(р),  р) 
др

ду
-0

dp +

(3.30)

dFеки -^ -= 0  булгани учун (3.29) келиб чикади. ■

Е т а р л и л и г и .  F = 0, -^ -= 0 , ~  =  0 муносабатлар
уринли булсин. Биринчи иккитасидан у ва р ларни х нинг функиияси
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лятида тоиамиз: у —у ( х ) , р —р(х). Бу у (х) функция (3.1) тенгла- 
анинт ечими эканини курсатамиз. Унинг учун F= 0 ни яна х буйича

гифФеРеициаллаЙМИЗ:
dF{x, у \х ) ,  р (х)) . dF(x, у  (х).  />(*)■) dy

дх ду dx
, ftFjx, у  jx),  р(*)) dp _  q 
' dp dx

Бунаан (3.29) ни хисобга олсак, =  р(х) келиб чикади. Шу

билан бирга: Fix, у(х),  р(х)) = / г(х, у(х),  ) = 0 , Демак, i/ =

=  w(x) функция ечим экан.
4. 3- мисолда курилган у — 2хц, +  ( у ' ) = 0  дифференциал тенгла- 

ма учун у = х 2 — р парабола дискриминант чизик булиб, ечим эмас 
эти. Бун и хозирги усул билан текширайлик. Хакикатан, F(x, у, р) —
= у - 2 х р + р 2, ^ = - 2 х  +  2р, ^ - = 1 ,  f - = - 2 Р муносабат-

ларга кура д£ -+ р  ~  = - 2 р  +  р-\  =  - рфО.  3.2-теореманинг
4

шарти бажарилмади. 1-мисолда курилган («/')2 —* /'= 0  дифферен- 

циал тснглама учун F —р —у , —-==2р, — =U, =

=  —-i- у' ва -d—-\-p-—z=0-\-p(— ^  у . Аммо ~  =  2р  =  0
3 я дх 1 и ду ' у \  3 у /  д р

дан р = 0 келиб чикади. Шунинг учун охирги ифода айнан нолга тенг. 
Демак, у =  0 (р — дискриминант чизик) махсус ечим булади. 

б) 3.5- таъриф. Ушбу
Ф[х, у. С) = 0  (3.31)

оир параметрли силлик, чизшушр оп
лат берилган булиб, С£[С|, Сг| 
булсин. Агар бирор I чизик, узи- 
нинг jfар бир нуцтасида (3.31) 
оила чизицларидан бирортаси би
лан умумий уринмага эга булса,
У Аолда I чизик, (3.31) оиланинг 
урамаси дейилади.

Ушбу у =  (х-\-С)2 парабола- 
■?аР оиласи учун у =  0 чизиги 
Урама булади (28-чизма). Аммо 
*аР кандай силлик чизиклар оила- 
си *ам Урамага эга булавермайди.

3.3-теорема. (3.31) бир параме , _
еРилган булиб, Ф(х, у , С) функция бирор D'i, ш сгО з тупламда 

аникрихнган, узлуксиз ва биринчи тартибли узлуксиз цосилаларга эга*>0,МО(Х
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(3.31')( ^
\ д х  /  ■ \  ву 

тенгсизлик уринли булсин. У х,олда тенгламаси
x =x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  x(t) fc 'f/i, /2], y(t)£c'\ty,  f2] (3.32)

параметрик куринишда берилган чизик, (3.31) силлик, чизик,лар 
оиласининг урамаси булиши учун унинг х,ар бир нук,тасида ушбу

(Ф (* (0 , У И). С )=  О,
дФ(хЦ), y(t). С) _ _ 0  (3.33)

дС

тенгламалар к,анотлантирилиши зарур ва етарли.
Ис б о т .  З а р у р л и г и .  (3.31) оила тенгламаси (3.32) билан 

ёзилган урамага эга булсин. t параметр ffi, /21 ораликда узгарганда 
урама (3.31) оиланинг турли чизикларига уриниб боради, яъни 
t узгариши билан С узгариб боради. Шунингучун C =  C(t) деб карат 
лозим. Албатта, t£\t\, /2| да С'(t) ■-̂ 0 , акс колда (яъни C '(t)= 0 ,

^]cz[/i, /2]булса)[/”, (г! ораликдан олинган / киймат-
ларида урама тегишли оиланинг факат битта чизигига уринади. 
Демак, f/°, (SJl урама уша чизик билан устма-уст тушади. Бу
(3.32) чизикнинг урама эканига зид. Шундай килиб, С '(0¥=0, 
fgf/i, /2|. Энди (3.32) ни (3.31) га куйсак, Ф (*(0, y(t),  C(t))== 
= 0  айният косил булади. Айниятнинг чап томонидаги функциядан 
t буйича тулик косила оламиз:

дФ <1х | дФ du , ДФ dC. дФ^йу_  . ДФ 
дх dt ' ду dt дС dt

=  0.

Энди (3.31) оила чизигига утказилган
(3.34)

бурчакурмнманинг
коэффициентини k деб, уни топайлик. Равшанки, ~ ~ ф 0  булганда

д Ф ( х ,у 1 С)
ДФ(х, у , С) | ДФ(х, у, С) dy _

дх ду —г— =  0 дан 
dx

^ - = k  = дх
dx д Ф (х , у , С)

( булганда у, С dx , дФ(х,  у, С)
дх

~ = k '= ~
dy

dy
ДФ
ду
дФ
дх )

ду

ду

= 0 дан

келиб чикади. (3.3 Г) тенгсизликка кура бурчак к о эф ф ициент  
аникланган. Шунга укшаш, урамага утказилган уринма бурч ак  

десак,
x'(t)  \

коэф ф ициентини k \

ь — — У'(0 ( ь'
dx( t)  x ' ( t )  V '

б улади . A m m o  k  =  k \  б ул ган и  учун  (3.31)
y’U) ) 
ни кисобга олиб

/ ( 0 = 0
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ю сабатга эга буламиз. Бу тенглик ва С ' {t)  Ф О ,  /2] га кураму»
(3.34) дан

дФ (х(I). yV ) .  C(t))
ас = 0  келиб чикади. Зарурлик исбот

3Tt F t а Рл и л и г и ' ^ гаР ^ирор (3 32) чизикнинг нукталарида 
<3 31') тенгсизлик уринли булиб, (3.33) муносабатлар каноатланти- 
илса, у холда (3.32) чизик (3.31) оиланинг урамаси булади. Шуни 

исбот этам из.
Х а к и к а т а н , -  -  ^ 0 ,  t £ \ t \ ,  /21дейлик. Энди (3.33) сис

тема тенгламаларидан биринчисини t буйича дифференциаллаймиз. 
Н а ти ж ад а  (3.33) нинг иккинчи айниятини хисобга олиб,

дФ_
дх

еки
у 'У)
x'(t)

дФ
Ох

нуктада (3.32) чизик

дФ
ду ^

муносабатга келамиз. Бундан тегишли 
(3.31) оиланинг чизиги билан бир хил бурчак коэффициентига эга 
экани келиб чикади. Етарлилиги исбот этилди.

(3.33) система аниклайдиган чизик (3.31) оиланинг С — 
дискриминант чизиги дейилади.

Берилган силлик чизиклар оиласининг урамасини топиш учун 
куйидаги коида келиб чикади:

1) (3.33) системадан С ни чикариб ташлаб, С — дискриминант 
чизик топилади;

2) топилган С — дискриминант чизикдан
дФ 
дх -=0, ^ = 0  ду (3.35)

тенгламаларни каноатлантирадиган (х, у) нукталарни чикариб 
гашланади. С — дискриминант чизикнинг колган кисми берилган 
оиланинг урамаси булади. Агар (3.35)системанинг тенгламалари 
•фгаликда булмаса, у холда С — дискриминант чизик тулалигича 

УРамадан иборат булади. Агар С — дискриминант чизикнинг хар бир 
нуктасида (3.35) уринли булса, у холда берилган оиланинг урамаси 
мавжуд эмас.

^  н Сол . (/= ------1^  дифференциал тенглама берил-

билаб„ ЛСИН' ^ ни интеграллаш учун х  га ннсбатан ечиш осон. Бу 
аищда ' исоблашлар олиб борсак, умумий ечим ушбу у — С3х -  

топилади. С — дискриминант чизикни топайлик. Ушбу

холда тегишли усул 
+  2С2х - С  =  0 кури-

Си«теМа { -
— С3хг +  2С3х — С = 0 , 

ЗСгх2 +  4Сх— I = 0

тт„ НПГ иккинчи тенгламасидан булганда C =  -j— ва С =  —. Энди С учун 
Илган иккн ц/клп Зт х

ДИс,фнминант чизи 8НИ ХЭМ системанинг ^иринчи тенгламасига куйсак, икки С —
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чизиклар хосил булади. Улардан бири абсцисса уки булса, иккинчисн шахчалари I- Ва
3 - каадрантларда жойлашсан гиперболадан иборат (29- чизма).

Энди топил га н (3.36) С — дискриминант чизиклар урама ёки урама эмаслигцнн
текширамиз. Курилаётган холда Ф = у —С'х2 2С2х — С. Ундан —— = — 2С3х 

-)-2Сг, —— 1 =^0. Демак. (3.36) даги хар икки чизик хам урамадир.
ду

3.4-теорема. (3.31) силлик, ни- 
зикршр оиласи (3.1) дифференци
ал тенгламанинг умумий ечими 
булиб, уша чизиклар оиласи ура- 
мага эга булса, у х,олда бу урама
(3.1) тенгламанинг махсус ечими 
булади.

И с бо т .  Ураманинг тенглама- 
си F| (х, у )=  0 (ёки y =  F2(x)) ку- 
ринишда булсин. Унда ихтиёрий 
(*о, Уо) нуктани оламиз, яъни 
(*о, yo)£l, I — урама. Олинган 
нуктада урамага утказилган урин- 
манинг бурчак коэффициенти k 
шу нуктадан утувчи интеграл чи- 

зиклардан бирортасига утказилган уринма бурчак коэффициенти 
k\ билан устма-уст тушади. Демак, / — урама (3.1) дифференциал 
тенгламанинг ечими булади. Шундай килиб, (х0, уо) ихтиёрий 
будгани учун / — ураманинг хар бир нуктасидан шу / чизиги ва
(3.31) оиланинг битта чизиги утади. Бундан / — урама (3.1) диффе
ренциал тенгламанинг махсус ечими экани келиб чикади. Теорема 
исбот булди.

Юкорида курилган мисолда умумий ечим у — С3х2 +  2С2х — С~ 
=  0 куринишда булиб, шу чизиклар оиласи учун у — 0, y =  чи'
зиклар урама экани курсатилган эди. Демак, бу чизиклар тегишли 
дифферениал тенгламанинг махсус ечимлари булади (29- чизма).

Юкоридаги мулохазалардан равшанки, дифференциал тенглама 
нинг барча ечимларини топиш учун унинг умумий ечимини ва агар 
мавжуд булса, махсус ечимларини топиш лозимдир.

М а ш к . Ушбу дифференциал тенгламаларнинг барча ечимлари то и ил син :

1. I/ ' =  V l - У 2 . 1»1<1: 3. х - у = у  (1П 2 - ~ ~ ( У ' ) 3-

2. У' =  ^ ( У ~ х )2 +  5 , 0 3 =  /?3; 4. ( 2 х у ' - у ) 2- Л х >= О ,х ^ 0 ,

5. г ' ( у ' ) 2 — 2хуу' +  2ху =  0 х у <  0. jr=?fc0. i/ ' <  1.

У = 0 ,  хфО-у » =  *=*=0 (3.36)

29- чизма

94



3.5-§. ИЗОГОНАЛ BA ОРТОГОНАЛ ТРАЕКТОРИЯЛАР

З б - т а ъ р и ф .  Агар текисликда вир параметрли сйллик, I чизик,- 
jtap оиласи

Ф(х, у, а) =  0 (а — параметр) (3.37)
берилган булса. у х,олда бу оила чизикларини узгармас а бурчак 
остида кесиб утувчи 1\ чизик, берилган (3.37) оиланинг изогонал 
тоаекторияси дейилади. Таърифга кура / ва 1\ чизикларнинг кесишган 
нуктасида уларга утказилган уринмалар орасидаги бурчак а га тенг.

Агар а — ^ булса, изогонал траектория ортогонал траектория деб
юритилади.

Энди берилган (3.37) оиланинг изогонал траекторияларини топиш 
билан шугулланамиз. Шуни кайд килиб утамизки, <z =  0 булганда биз 
тегишли оила учун урамага эга эдик ва бу урамалар мавжуд булиши 
хам, булмаслиги хам мумкин эди. Курилаётган холда (яъни а ф  
фО булганда) берилган силлик чизиклар оиласининг изогонал 
траекториялари мавжуд^ ва бу траекториялар туплами чексиз 
туиламдир. Бу тупламни Ф„
(3.37) чизиклар оиласини эса Фи У /
деб белгилаймиз.

Аввал <*Ф^ булсин. Ф, туп- /
ламдан бирор 1\ чизикни олайлик. 1  -
Унда узгарувчи координаталар
х\, у | булсин. (3.37) оиланинг jcSJP
дифференциал тенгламаси тузила- ----
ди. Уни биз биламиз. tg a = k  ^ X
дейлик. Агар tg<p (3.37) оила чи-
зигига утказилган уринманинг зо-чизма
бурчак коэффициенти булса,

<*У\ dy

dx. dx

(3.38)

булади (30-чизма). Бундан

dXf
i/,. а) дФ(х,. У\. a) rf</|

(3.39)
у,, а)

ду, Лдс, dx{
Агар Ф (.*•,, у и а) = 0  ва (3.39) муносабатлардан 

ч«Кариб ташласак,
параметр а ни

тенгламага келамиз. Бунда Х\=х, у | = 
дифференциал тенгламанинг умумий

у дейиш 
ечимини

(3.40)



Ч/ (Х|, у |, С) = 0  десак, биз (3.37) оиланинг изогонал траекториялар 
туплами Ф, ни хосил киламиз.

Агар а= Д - булса, ф — ф =  ?- ва tgrp =  — ctgcp, dy' ~ 1dx, dy
dx

бУла.

ДИ. Демак, Ф(х,, Уи а) =  0 ва
дх\ dx, ду, " и

тенгламалардан а ни чикариб, ортогонал траекторияларнинг диффе. 
ренциал тенгламасини топамиз. Уни интеграллаб, ортогонал траекто
риялар оиласини топиш мумкин.

Агар силлик чизиклар оиласининг дифференциал тенгламаси 
топилган ёки берилган булса, у холда изогонал ва ортогонал 
траекторияларнинг дифференциал тенгламасини топиш осонлашади 
Хакикатан, (3.37) оиланинг дифференциал тенгламаси

F (x - л ) - °  • 
булсин. У холда (3.38) дан:

(3.41)

dy

dy\
dx.

— к

dx dy,* -Д  + 1
dx{

Буни (3.41) га куйсак ( х = х \ ,  у = у \  деб)
dy\

(F I X. Уи
dx.

- к

dyik-т— + 1dx,

(3.42)

хосил булади. Биз изланган дифференциал тенгламага эгамиз. Агар
а = Д  булса, ~ ~=  , 1 ни (3.41) га куямиз:2 dx dy.

dx,

’  (" *■ Т )  ■ '
(3.43)

М и с о л .  у =  ах тугри чизиклар оиласининг изогонал траекторияла-

рини топайлик. Берилган оиланинг дифференциал тенгламаси (3.43) га кура-
* L _ k

& х d *
——  ------. Бундан tga =  k десак: —  ---------= ------ ёки k(ydx — xdy) = xdx+ ydy -
*  у н ^ + ,

dx

Охирги муносабатиинг икки томонини х 2 +  у2Ф 0 га буламиз: к ? ~ "

xdx +  ydy
Бундан *arctg ------- In(х2 +  / )  =  1пС ёки arctg . У_ =  <р

х
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/ Z +  J/2 = r  дейнлса, r =  Ce"\ C > 0  фор- 
’ ra келамиз. Бу логарифмнк спи 

itai) омласндан иборат (31-чизма). 
&0ОИЛГ8Н чнзиклар оиласининг ортогонал 
ояекторнялари маркази координата боши- 

булган кониентрик айланалардан ибо-
бУлишини курсатиш кийин эмас. 

р а=_о булганда изогонал траектория- 
, я0 тупламй битта нуктадан (координата 
йошидан) иборат булнб. у нукта тегишли 
дИфференциал тенгламанинг яккаланган 
махсус нуктаси булади.

М а ш к л а р .
I Ушбу у = а х  параболалар оиласи- 

нннг ортогонал ва изогонал траекторияла- 
ри топнлснн;

2. Ушбу у =  —. а > 0  гиперболалнр

оиласининг ортогонал ва изогонал траекто-> 3). чизма
риялари топилс-ин.

4- б а б

п- ТАРТИБЛ И ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

4.1-$. УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР ВА МАВЖУДЛИК ТЕОРЕМАЛАРИ 

Ушбу
1У,....... у'п'у=- 0 (4.1)

куринишдаги тенглама п-тартибли оддий дифференциал тенглама 
дейилади. Bv ер ля Р\х, у. у '....... у{п>) функция («4-2) улчовли
R*+2 фазонинг /)„+2 сохасидэ! аникланган. Куп холларда (4.1) тенг
лама ушбу

yW = f(x , у, у!% ... , у ,л 1)) (4.2)
чуринишга келтирилади. Бу тенглама юкори тартибли хосилага 
нисбатан ечилган ёки каноник куринишдаги п- тартибли оддий 
дифференциал тенглама деб юритнлади. (4.2) тенгламада j(x , у, у 

У'"~") функция (« 4 -0  улчовли R"+l фазонинг Dn+, сохасида 
зникланган.

АраР (4.1) ва (4.2) да « = 1  булса, биринчи тартибли оддий 
Дифференциал тецгламага эга буламиз. Бу холни 1- ва 3 -бобларда 
Урганмиз. Энди « ^ 2  булсин.

• • Аввал (4.2) дифференциал тенгламани чукуррок урганамиз.
‘- т а ъ р и ф ,  (4.2) тенглама берилган булиб, f(x, у , у '........

) функция /?"+' фазонинг D„,, сохасида аникланган булсин.
Агар / 
Учта

фазонинг D„+J сохасида аникланган булсин. 
интервалда аникланган бирор у =  ц>(х) функция учун куйидаги

7-_
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(4.3)

1°. ф (*)еС "(/);2°. (* , ф (х ) , ф '( х ) , . . .  , Ф<я_|),( х ) ) 6 Д + 1. * € Л  
3°. ф(л> (дг) = / ( д г ,  (р(х), (р'(х)........ ф'"- и (л:)), х £ /

шарт бажарилса, у х,олда у =  у(х) функция 1 интервалда (4.2) диф
ференциал тенгламанинг ечими дейилади.(4.2) тенглама ечимининг графиги, яъни у =  ф(дг) функциянинг 
графиги унинг интеграл husufu дейилади.

М и с о л л а р .  I. у"Ц-ш2у — 0. D3= R 3 тенглама учун л =  2 булиб, ^ =  sin wx, / =  
=  /?' функция унинг счимидир. Равшанки, бу холла 4.1- таърифнинг барча шартларн 
бажариладн.

2. у"' — Зу '— 2у =  0, Dt =  R4. 3 -тартиблн дифференциал тенглама булиб, у ~ е г“ 
функция унинг — o o -C x C -fo o  интервалда аникланган ечимиднр.

3. у'' =  2уу' учун D3 =  R3 ва i/ =  tgx функция унинг —у  < х < у  интервалда 

берилган ечимидир.

Эслатиб утамизки, биринчи тартибли дифференциал тенглама- 
лардаги каби кжори тартибли дифференциал тенгламаларда хам 
ечим баъзида ошкор у =  у(х) куринишда ёзилса, баъзида ошкормас 
Ф(*, у) =  0 функция куринишида ёзилиши мумкин. Ечимни баъзан 
параметрик куринишда

x = x ( t ), y =  y(t), t£ h  (/ — параметр)
излаш хам кулай булади. Виз параметрик куринишда ёзиладиган 
ечимнинг таърифини келтириб утирмаймиз.4.2- т а ъ р и ф .  (4.2) дифференциал тенглама ва х, С i, С2, ... , Сп 
узгарувчиларнинг бирор узгариш соцасида аникланган уамда 
х буйича п марта узлуксиз дифференциалланувчи

У =  ф(*. С,, С2, ... , Сп) (4.4)
функция берилган булсин. Агар ихтиёрий (х, у, у', ... , у(П~,)) £Dn+u 
нуцта учун ушбу

У =  Ф(*. С,, С2 ... , С„),
У'=Ч>х(х, С С 2, ... , С„), 
у(Я- ,>= ф(.-1|) (jt> Ci> Q  ... , С„)

муносабатлар Си С2, ... , Сп ларнинг
С, =Ф, (дг, у , у"........yin~ "),
С2 =  Ф>(*, у , у', ... , у<п~1)),

Сп =  Ц„(х, у , у '........ у!"- ") .
цийматларини бир цийматли аницласа ва бу цийматларни ушбу 

У{п)=  <#’ (*. С,, С2........Сп)
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кка цуйиш натижасида айнан (4.2) тенглама х,осил булса, 
т*»** ^  4) функция (4.2) тенгламанинг D„+ i соуада аницланган
У ttiiiL ечими дейилади.
УМУ\\\ чай килиб, (4.2) дифференциал тенгламанинг умумии ечими

- __Л iroronu ’Л О ГОНИМ Kl'X ИЧИГЯ ОЛЯ ЛИ.та ихтиёрий узгармас сонни уз ичига опади.
топиш(4 2) дифференциал тенгламанинг барча ечимларини 

й масаладир. Умумий ечим формуласи (4.4) ни олайлик. Унда 
аецсии ^  ларга маълум кийматлар берсак, тегитли ечим хосил 
а ' пяди Умуман айтганда, (4.2) тенгламанинг (4.4) формула уз ичига 

маган ечимлари хам булиши мумкин. Иккита мисол курамиз.
х3

М и с о л л а р . у" — х, Di =  R3 тенглама учун у =  —  +  С,х +  С2 функция уму-

М Н Й  е ч и м  булади. Хакикатан, i / '  =  — + С ,, у " = х  хосилалардан охиргисида С, ва Сг

яп ка тн а ш м а й д и , у муносабат берилган тенглама билан устма-уст тушади. Умумий 
ечим формуласи тенгламанинг барча ечимларини уз ичига олади.

о 0 3 =  {(х, у. у ' ) : — оо <х<_  +  те. у > 0, — оо < у ' <  +  °° | диффе-
У

р е н и и а л  тенглама учун у =  еС'Х + <'2 функция умумий ечим булади. Хакикатан. у '=  

- С , е С,г+С*. y "  =  CteC,X+Ci ёки y' =  Cty, у "  =  С \ у = ( ^ у у =  Бу охирги му

носабат берилган дифференциал тенглама билан устма-уст тушади. Аммо умумий ечим 
формуласи берилган тенгламанинг барча ечимларини уз ичига олманди. Курилаётган 
холда j/ =  C(C=const=?fcO) функция хам ечимдир. Бу ечим умумий ечим формуласи
у= еС,Х4 С1 дан С, ва Сг ларнинг биронта хам кийматида хосил булмайди.

Э с л а т м а .  п — тартибли дифференциал тенгламалар учун хам махсус ечим 
тушунчасини киритиш мумкин эди, аммо у анча мураккаб. Шу сабабли биз унга 
тухталмаймиз (4.1-натижага каранг).

(4.2) дифференциал тенгламанинг унинг умумий ечими формуласи 
(4.4) дан С|, Сг,... , С„ ларга кийматлар бериб хосил килинадиган хар 
бир ечими (4.2) тенгламанинг хусусий ечими дейилади.

Хусусий ечимни излаш Коиги масаласининг ечимини излашга 
келади.

Агар (4.2) тенглама, (*о, уо, у'о, ... , Уоп~и ) €A i+i нукта ва ушбу

У(хо) — Уо, у'(хо) =у'о, ... , у{п~" (Ло) =yt>"~,) (4.8)
муносабатлар берилган булса, (4.2) дифференциал тенгламанинг 
' тенгликларни каноатлантирадиган ечимини излаш (4.2) тенгла- 
а Учун Коши масаласи дейилади. Унда (4.8) тенгликлар бошлангич 

ШаРт, дг0, у, у'0> ... t Уо~1) кийматлар эса бошлангич кийматлар деб
Р^илади. п =  2 булганда Коши масаласи аник геометрик маънога

■иацтн СЗЛаН’ у" = ^ х ’ У> У') тенглама учун у(х0)=уо, у'(хо)=у'о 
Му ни ^зноатлантирувчи интеграл чизик тегишли соханинг (лго, уп) 
Л0з- Сидан берилган у'о бурчак коэффициентли уринма билан утиши

-чум^ггР дифференциал тенгламанинг умумий ечими (4.4) маъ- 
Улса, тегишли Коши масаласини ечиш учун ушбу
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<р(ль, С|, С2, ... , С„)—j/0, 
Ф (4fc.‘C|, С2. ... , С„) = у0.

(4.9)

С,, С2........C J =Уо"~1)
тенгламалар системасини С\, Сг........Слларга нисбатан ечиш керак
булади. Бу система ягонд ечимга эга булиши, биттадан ортик. ечимга 
эга булиши ёки умуман ечимга эга булмаслиги мумкин. (4.9) система 
ягона ечимга эгабулганда (4.2)., (4.8) Коши масаласи ягона ечимга 
эга дейилади. Акс холла тегншли Коши масаласида ягоналик 
бузилган булади.

Агар (4.2) дифференциал тенгламанинг хусусий ечими 
Ф (х, у) = 0  куринишжа берилса, бу муносабат берилган дифференци
ал тенгламанингинтеграли деб аталади. Агарумумий ечим Ф (дг, у, С 
С-2, ... , С„) = 0  куринишда ёзилган б$'лса, бу муносабат (4.2) тенгла
манинг умумий интегралы дейилади.

(4.2) дифференциал тенгламанинг барча (хусусий ва махсус) 
ечимларини топиш дифференциал тенгламани интеграллаш жараённ 
булади. Тенгламани интеграллаш жараёни ноаник интегралларни 
хисоблашга келганда дифференциал тенглама квадратураларда 
интегралланади дейилади.

Энди юкорида келтирилган таърифлгурга мисол курайлик.

М и с о л . у"  -\-ш2у =  0 дифференциал тенглама иккинчи тартибли булиб, унинг 
умумий ечими (/ =  Cicos«ux-)-C2Sin<i>x булади.

Агар у"  +  <а2у = 0  дифференциал тенглама учуй j/(fO) =  l, «/'(©i) — I бошлангич
шартни каноатлантирадиган ечимни топиш талаб кнлинга, умумий ечимдан фойдала- 
ниб, 1 =  (/(0) =  Ci; — I = (/'(0 ) scCjo) тенгликларни косил киламиа. ;Бундан: Ci =  l;

С2= — —, 0)^=0. Демак. аникланган (ягона) ечям i/ = gos<o* — — sinour булади. 
со со

2. Энди (4.2) дифференциал тенглама учун ечимнинг мавжудлик 
ва ягоналик теоремаларини келтирамиз.

4.1-теорема (Коши теоремаси). Агар ((4.2) дифференциал 
тенгламада ушбу f(x, у, у '....... у{я~ ы), jL  A*L..........у%=ТГ функ-

ниялар Dn+1 с /?"  * 1 соуада аникланган ва узлуксиз булса, у %олда:
1°. (4.2) дифференциал тенгламанинг бирор I интервалда 

аникланган, у{х0) = у 0, у '(х0) =у'0, ... . y in~ l) (ж0) =*Уо~1у. (х0. Уо.
у'о, ... , М)"~11) 6 А, -и бошлангич шартни цамоатлантирувчи ечими мав- 
жуд.

2°. Агар у =  ср (х) , х £ 1\ ва у = ф  (jc) , х£  /2 функцияларнинг j(ap бири
(4.2) дифференциал тенгламанинг ечими булиб, берилган Хо учун 
ф(х0) =ф(жо), ф'(хо) =  ф ' ( * о) ,  ... , Ф(я-|) Ю  = ф (я~,, (Xq) булса, бу
у =  ц(х) ва г/ =  ф(х) ечимлар аницланиш соуаларининг умумий 
к,исмида устма-уст тушади. Бошкача айтганда, агар xo£/ifl^ 
нуктада <р(1) (д̂ ,) = ф (,) (хп), i = 0, 1, ... , л —I булса, у холда Ii(]h  
интервалда ф(д:)=ф(х) булади.
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4.3- т а ъ р и ф .  Агар f(x, у, у '........у1'1-") функция Dl+I сzR "+'
солода аник,ланган булиб. бу функция учун шундай L > 0  сон мавжуд
булсакл, ихтиёрий (х, у и у \........ 6 ^ + |, (*. Уз, yi, ... ,
^|«+") 6 Я-и нукталар учун ушбу

тенгсизлик бажарилса. у х,олда f(x, у. у '....... у{п~") функция
p  +l coifada у, у', ... , уш~" лар буйича Липшиц шартини к,ано-
атлантиради дейилади, L эса Липшиц узгармаси дейилади.

4.2-  теорема (Коши — Пикар — Линделёф теоремаси). Агар f(x,
у, у', . У{П~ [)) функция Dn+[ сгЯ" + | cojfada аник,ланган ва узлук
сиз булиб. шу D„+ 1 соцада у , у '....... у*я~'> лар буйича Липшиц
шартини к,аноатлантирса. у х;олда х,ар бир (х0, уо, Уо, ... ,уоы*~п)£  
6Д. + 1 нукта учун шундай узгармас Л >  0 сон топиладики,
натижада (4.2) тенгламанинг (4.8) бошлангич шартларни к,ано- 
атлантирадиган ва ! — \х:\х— лг01 ^Л} оралик;да аницланган ягона 
ечими мавжуд булади.

4.3- теорема (Пеано теоремаси). Агар f(x, у , у '.......у {л~ п )
функция Ол + , соуада аник,ланган ва узлуксиз булиб, (jco, уо, у о, ... ,
у[п~и) £Dn+l булса, у уолда (4.2) дифференциал тенгламанинг
(4.8) бошлангич шартларни цаноатлантирадигин камида битта ечими 
мавжуд.

Виз бу теоремаларнинг исботини келтирмаймиз. Сабаби, 
(4.2) куринишдаги п- тартибли дифференциал тенгламаларни п та 
У•> Уз, ... , у„ номаълум функция киритиш билан нормал система деб 
юритиладиган (8.3) куринишдаги (8-бобга к.) системага келтириш 
мумкин. Бундай системалар учун мавжудлик ва ягоналик хакидаги 
теоремалар 8- бобда каралади.

Ьубандда юкорн хосилага нисбатан ечилмаган (4.1) дифференци
ал тенгламани урганамиз.

4. 4.4- т а ъ ц и А .  (4.1) дшЬсЬепенчиал тенглама бепилган пЬлнб

\y\i}- & \ ,  L ^ O m

<PU)£ Сл(/);20 /  ̂ ' > ’• I X  € Г \(  \г  \  \  г  Г 1

ТенглаиА<а’ У ^олда бу функция I интервалда (4.1) дифференциал
■Каманине ечими дейилади.
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Х,ар бир ечимнинг графиги тенгламанинг интеграл эгри чизиги 
(кискагина, интеграл чизиги) дейилади ва унинг графиги R2 фа- 
зонинг Dn+2 сохасида чизилади.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламалардаги каби бу холда 
хам ечим параметрик куринишда ёзилиши ёки изланиши мумкин.

Агар (4.1) дифференциал тенглама уЫ) га нисбатан бир кийматли 
ечилса, (4.2) дифференциал тенгламага келамиз. Умуман айтганда,
(4.2) тенглама у 'л) нинг бир неча, хатто чексиз куп кийматини 
аниклаши мумкин. Жумладан, (у")2—л:4 =  0, х > 0  дифференциал 
тенглама у" нинг иккита у" =  -j-дс2 кийматини, у"-{-\у" \= 0  диффе
ренциал тенглама эса у"  нинг —° ° < у 0 интервални коплайдн- 
ган кийматларини аниклайди.

X4
Текшириб куриш мумкинки, бу тенгламалар учун у =  ± -

ах2— оо < д г<  +  оо ва у = — 2— лар мое равишда (а — ихтиерий
мусбат хакикий сон) ечим булади.

(4.1) дифференциал тенглама учун хам Коши масаласини куйиш 
мумкин: (4.1) дифференциал тенгламанинг у (л:о) =уо, у '(хо) —у'о, ..., 
у{п~1) (х0) = уп (п_|) шартни каноатлантирувчи ечими топилсин.

(4.1) дифференциал тенглама уЫ) га нисбатан ечилиши мумкин 
дейлик. У холда М0 =  (х0, уо, у'о, , Уо"~')) £Dn + 1 нуктанинг бирор 
атрофида ушбу

y(n)= h ( x , у , у', ... , у{п~ ") , k = \ ,  2, ... (4.10)
муносабатларга эга буламиз. Агар (4.10) дифференциал тенглама- 
ларнинг хар бири учун ечимнинг мавжудлик ва ягоналик теоремаси- 
нинг шартлари бажарилса, у холда Мц нуктада Коши масаласи ягона 
ечимга эга дейилади.

4.4-теорема. Агар (4.1) дифференциал тенгламада F(x, у, у', . . . ,  
уЫ))функция учун цуйидаги икки шарт:

1 F(x«, у0, у '0, ... , е й -1», у,п,) = 0

тенгламанинг бирор уациций илдизи yl"] учун (*о, уп, у'о, ... у\,л)) 6
eDn+2 нуцтанинг бирор Dan+ 1 атрофиби F(x, у, у', ... , у Ы)) функция 
узлуксиз ва 1-тартибли узлуксиз хусусий х,осилаларга эга;

2 dF(xo,yo.y0....y(0k))
йуАп)

бажарилса, у х;олда х;ар бир (х0, у0, у'о, ... ykn))£D „+2 нуцта учуй
шундай мусбат h сон мавжуд буладики, (4.1) дифференциал 
тенгламанинг \х —Хо\ оралицда аницланган, (4.8) шартни ва яна 
фп) (х0) —Уоп> муносабатни цаноатлантирадиган ягона у= у (х ) ечими 
мавжуд.

Бу теорема 3. l -теоремага ухшаш исботланади.
4.1-натижа.  4.4. теоремага кура (х0, уо, у'о, ... ybn>) нуктаниШ
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dF{x. у. у'. „ ( л )
ду ( я )0  u атрофида 

Д ем ак, ягоналик бузиладиган нукталар туп;

dFФО, f ^ r  < л .  <=0, 1....... Л - 1 .
лами

,(л)ду
муносабатларни каноатлантиради. Гегишли нукталар махсус нуцта- 
лар дейилади. Махсус нукталар туплами махсус ечим б^лиши хам 
булмаслиги хам мумкин.

4.5-т а ъ р и ф. (4.1) дифференциал тенглама (ха, уо, у'о. ... уо) 
нук,танинг бирорлатрофида у{п) га нисбатан ечилиши. яъни
(4.10) тенгламаларга ажратилиши мумкин дейлик. Агар х;ар бир
(4.10) тенглама

y =  (f>k(x. С], С2, . . . , Сп), /г =  1, 2, . . . (4.11)
куринишда у мумий ечимга (ёки

Ф*(^ у, Си С2--------- С„) =  0, Л = 1, 2, . . . (4.12)
умумий интегралга) эга булса, у х,олда (4.11) умумий ечимлар 
туплами (ёки (4.12) умумий интеграллар туплами) (4.1) дифферен
циал тенгламанинг умумий ечими (ёки умумий интеграла) дейилади.

М и с о л л а р .  1. \у " )2 — х* =  0, х > 0  дифференциал тенглама учун ихтиёрий (х0. 
уо. у'о. уо). уофО  нукта атрофида иккита у" =  х2, у" — — х2 дифференциал тенгламага

х4 х4эгамиэ. Мое равишла уларнинг умумий счимлари i /=  ——(-С|Х-|-С2р </= — ( (-

+  С|Х+С2.
Улар биргаликда берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.

2. e o s i / " = 0  дифференциал тенглама учун у " = ± ~  +  2Ал, А — бутун сон. Ун-

дан -|-2Ая^ —  -f-C|X-f-C2. Энди А га барча кийматлар бериб, умумий

ечимлар тупламини олсак, берилган тенгламанинг умумий ечими чикади.

4.2-§. п-ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ TE” ™ A^ A £ д р ы  ' КВАДРАТУРАДА 
ИНТЕГРАЛ ЛАНУВЧИ БАЪЗИ ТУРЛАРИ 

I.  к у о и н и ш д а ги  те н гл ам а . Мавжудлик ва ягоналик
теоремасининг шартлари бажарилиши учун Цх) ^ унк^ИдТай̂ и°к 
I интервалда узлуксиз булиши етарли. Шундаи де Фс Р ^
» хол£а дифференциал тенглама.™ п марта кетмакет интеграллаб, 
умумий ечимни топиш мумкин:

У(х) =  \  \  \ f ( x ) d x d x  ... d x + - ^ ~ j - { x  — *о) +
х *0 *0 ̂  *0  ̂  _____ »

я-та п-хв

Буни
У(х),

+ 7 ^ ) 7  *оГ~2 + ... +  С„_,(х—Хо)+С„.

математик анализдаги Дирихле формуласи ёрдамида соддарок

$/(*) ( x - z Y ~ 'd z +  (<Д }| (дг—^0)"-' + . . .+ Q  (4.13)
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куринишда ёзиш мумкин. (4.13) формула уЫ)= [(х ) тенгламанинг 
барча ечимларини уз ичига олади ва умумий ечим булади. Махсус 
ечимлар йук. Коши масаласининг ечими бундай ёзилади:

^ ( * ) = (»Г=Т)!^ \ ( х ~ 2)" ' f ( z) dz+  ( ' n - n i  ( * — ль)" Ч - - 4 -
*0

+Уо(х — *>) +1/о-
Буформулада у0, у'о.........yi"~u микдорларни ихтиёрий деб каращ

мумкин. У холла бу формула Коши формасидаги умумий ечим булади.
2. F(x, i/n)) =  0 куринишдаги тенглама. Агар бу тенгламани 

у(п) га нисбатан ечиш мумкин булса (яъни yw = fk(x), k = l ,  2, ...)
у холда бу тенгламаларни интеграллаб, берилган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечимини топамиз.

F(x, у{п)) = 0  тенглама у(п) га нисбатан ечилмасин дейлик. х ва 
у(я) лар параметрик куринишда ёзилиши мумкин, деб фараз этамиз,
яъни х =  ф(<), у,л>=х(1). У холда dy{n , ,= y 'n,dx га кура dyu‘~"=  
= Х (0 Ф '(()^  Бундан:

У<',- " = Х .( / ,  С,), « = Х2(/, Ci, С2), ... .
У — Хл((> С), Ci, ... , С„).

Шундай килиб, умумий ечим х =  ф(/), г/ =  Хя(/, Ci, С2 С„) 
булади.

3- F(ffn~'), куринишдаги тенглама. а) Тенгламани у и" га
нисбатан ечиш мумкин булсин: уи" = \( у {п~ "). Агар г = у {"~и десак, 
z —f(z) га келамиз. Бу узгарувчилари ажраладиган биринчи 
тартибли дифференциал тенглама. Унинг умумий ечими х =  С, +

+  5 у(г) булади. Бу тенглик z га нисбатан ечилиши мумкин булиши
хам, булмаслиги хам мумкин. Агар уни z га нисбатан ечиш мумкин булса 
(яъни г =  ф,(х, С |), у холда у1" ' u =  ф, (х. С,) дан £/ =  фл(х, Ci, С2, .... 
Сп) умумий ечим келиб чикади. Мабодо юкоридаги тенглик z га 
нисбатан ечилмаса, параметр киритиш усулидан фойдаланилади.

1п̂ ) ) Тенгламани г/1"’ га нисбатан ечиш мумкин эмас, аммо t/(n,= x(0 ’ 
У ==Ф(0 — параметрик ифода маълум дейлик. У холда
dyu - l)= y (n>dx дан d x = * ^ = * m -  ва , =  ( ^ Ш ^ + с ,  ке-

либ чикади. Энди dy{n~2'= y 'n~"dx  дан у(п~2' =  [y'n~"dx +  С2 =

=  dt-\-C2 ни хосил киламиз. Шунга ухшаш мулохаза-
лар юритиб,

dyin- 3)= y in- 2>dx, . . . .  dy= y'dx  
тенгликларни интеграллаймиз ва y —\y'dx-\-Cn дан у учун парамет- 
рик ифодани топамиз. Маълумки, х нинг параметрик ифодасида биттз
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Г  ) ихтиёрий узгармас, у п 2) да хам битта (С2) , у {п~'мла иккита (С2 
ва Сз) - • • ’ У"~(" л.а лг — 2 та, // да эса п — 1 та ихтиёрий узгармас

ятнашади. У холда х ва у ларнинг параметрик ифодаларида п та 
Ихтиёрий узгармас катнашади. Демак,

y = \ y 'dx+ cn

умумий ечим булади. _
4. F(i/ i,~2>> V ) = 0 куринишдаги тенглама. Ушбу у п~г = г  

атмаштириш берилган тенгламани F(z, z " ) —0 куринишга олиб
келади.

а) Охирги тенгламани z га нисбатан ечиш мумкин булсин: 
2"=:f(z). Бу тенглама 1-бандда курилган усул билан интеграллана- 
~1И Бошкача усули куйидагича: унинг икки томонини 2г' га 
купайтирсак, d (z ')2= 2f(z)dz  булади, ундан (z ')2 =  2 \f( z )d z  +  Ct
келиб чикади. Энди уни интеграллаб, ушбу \ ----- d2 —

3 ± yJWMdz+C,
= х+ С 2 формулага келамиз. z урнига у{п~2> ни куйсак, Ф(у,!/~2>, х , Си
С2) =0. Бу тенглама 2-бандда курилган дифференциал тенглама 
куринишига ухшаш. Уни интегралласак, яна п — 2 та ихтиёрий 
узгармас катнашади ва берилган тенгламанинг умумий ечими хосил 
булади.

б) Берилган тенглама у Кп) га нисбатан ечилмасин, аммо 
у 1п~ 21 =  гр(/), г/<л|= у ( / )  — параметрик ифода маълум дейлик. Маъ- 
лумки, dy{n~ x) = y 'n)dx, dyin~2> = y Xn~"dx. Бу тенгликлардан

-■ ёки y t"~ ,>dy<n~ l> = y in>dytn~2) =x(t)'t>'(1)dt муноса-

бат келиб чикади. Бундан </"_и =  ±  ^ 2   ̂x(t)4>'(t)dt-j-C^ . Ке-
йинги мулохазалар 2-банддаги каби булади. х учун топиладиган 
ифодада икки ихтиёрий узгармас (С| ва С2) катнашади. Охирги
тенгламани кетма-кет интеграллаб борсак, яна.Сз, С*........... С„ —
ихтиёрий узгармаслар иштирок этади. Умумий ечимни бундай ёзиш

г dy'”-*1 , г  Г *V)dt  | ^
J у{п~ 1) +  1 J ±  yj2\x(t)¥(t)dt+C2 ”

г/ =  Ф(/, С2, С3, . . . , С„).
Г(У'П') =  (УМ)к+Ф(У{п))к~' +  ~  +  ап->(у{п')  +  ап=0, а,=

const, i =  /, 2, . . . , п куринишдаги тенглама. Бу дифференциал 
нгламани у1"1 га нисбатан fe-тартибли алгебраик тенглама деб 

у3раимиз. Унинг хакикий илдизлари р\, р2, . . . , ps, s ^ k  булсин.
*°Лда У{ ’~ Р 1, j =  1, 2....... s дифференциал тенгламани п марта

интегралласак
П — | jt*

У==ры + С^ 1 й + ' ~ + спЛ ъ + с .- г х + Ъ
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келиб чикади. Ундан: 
п! /

f’i - j A y -
П — I

(я—1)1 — Cn—ix

Шу топилган р, ни берилган тенгламада у {п) урнига куйсак, унинг 
умумий ечими

•С,-(Я—1)!
косил булади. Агар

(yw )*+ai(* , у , у', ... ,уы~ {))(уы))к~ [ +••• + а* ~ i (х, у, у
, у (п~ и )у{п)+ а к(х, у, у', ... , уы~ *>) = 0 , at£C(Dn + l)

дифференциал тенглама курилса, у холда уни у Ы) га кура /г-тартибли 
алгебраик тенглама деб караш мумкин. Агар хакикий илдизларни 
топиш мумкин булса, у холда ушбу юкори хосилага нисбатан ечилган

y U)=Pi(x , у , ф, ... ,у(п~ 1)), / =  1, 2, ... , s,
тенгламаларга эга буламиз.
4.3-§. ОРАЛИК. ИНТЕГРАЛЛАР. ТАРТИБИ КАМАЯДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ

ТЕНГЛАМАЛАР

1. 4.2-§ да курилган квадратураларда интегралланувчи юкори 
тартибли дифференциал тенгламаларга баъзи дифференциал тенгла- 
маларни келтириш мумкин. Бунда оралик, интеграллар тушунчаси 
керак булади. Бизга (4.1) дифференциал тенглама берилган булиб, 
Ф(х, у, С |, ..., С„) = 0  унинг умумий ечими булсин. Таъриф буйича бу 
муносабат ва унинг хосилаларидан хосил булган муносабатлардан 
С и С 2,... , Сп узгармасларни чикарсак, (4.1) дифференциал тенглама 
келиб чикади.

Энди
ф(х, у , у', ... , у ш , C*+ ifCt+2, ... , Сп)= 0 , 1 < & < п  (4.14)

муносабат берилган булиб, ихтиёрий узгармаслар п —k та булсин 
хамда /г-хосила албатта катнашсин. (4.14) ни х буйича п — k марта 
дифференциаллаймиз:

дх ~  д у у  ~
■Л±_„(*+!) 
a»w У

дп2 к±
дхг,- к

f  = 0
Г dyw У

(4.15)

4.6-т а ъ р и ф (4.14) ва (4.15) лардан ташкил топган п — k + 1 та 
муносабатлардан п — кта С*+|, с*+2, .. ., Сп ихтиёрий узгармасларни 
чицариш натижасида (4.1) дифференциал тенглама х,осил булса. 
у %олда (4.14) муносабат (4.1) дифференциал тенгламанинг оралиН 
интеграла дейилади.
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j c c l h  агар (4.14) муносабат фацат битта ихтиёрий узгармасни 
олса, уни (4.1) дифференциал тенгламанинг биринчи

у3тёграли дейилади 
И кТоиниб турибдики, (4.14) муносабат k- тартибли дифференциал 

• амадир. Уни интегралласак, янги k та С\, С2, . . . , С* ихтиёрий 
»еН1 Л м асл ар  иштирок этади. (4.14) тенгламанинг ечими узидаги n — k 
узгар • узгармаслар билан бирга хаммаси булиб п та ихтиёрий 
»а пмасга эга булади. Бу ечим (4.1) тенгламанинг умумий ечими 
>’-?гар Агар y =  <f(x), x £ l  функция (4.14) тенгламанинг ечими, яъни
$ х )  бС *(/)Л -*м  =  ° бУлиб- ФМ 6СЛ(/) булса, у холда / интервал- 

u =  cp(x) функция (4.1) дифференциал тенгламанинг ечими 
булади- Хакикатан, ср(х) функция учун (4.14) ва (4.15) муносабат- 
• р айниятга айланади. Оралик интеграл таърифига кура бу у =  <р(х) 

Функция (4.1) тенгламанинг хам ечими булади. Шундай килиб, бирор 
(4 1) дифференциал тенгламанинг оралик интеграллари маълум 
булса, берилган тенгламани интеграллаш масаласи тартиби ундан 
пастбулган дифференциал тенгламани интеграллашга келади. Хатто, 
агар (4.1) дифференциал тенгламанинг п та биринчи интеграли

ф,(х, у , у', ... , у‘/I — I
уЫ- С ,)= 0 , ... 

” , Сп) = 0
фп (X, у , у'.

у (п ' ’ларнимаълум булса, у холда бу муносабатлардан у', у", . 
чикариб, берилган тенгламанинг умумий ечимини хосил килиш 
мумкин.

Мисол. у" — 2уу '= 0  дифференциал тенгламанинг биринчи интегралини топиш 

осой Уни у" =  ~j—(y2) куринишда ёзсак, биринчи интеграл у’ = у г -\-С\ келиб чикади.

Яна интеграллаб, C i > 0  булганда

V
VCI

У _  
yjC I

arctg—j= = x  + C2, Ci < 0  булганда эса,

2 л ~С= =  In------- 1|------ = х  +  С2 умумий интегрални хосил киламиз.
У +  yj

2. Бу бандда куриладиган дифференциал тенгламаларни интег
раллаш масаласи аввал оралик интегрални топишга, сунгра шу 
оралик интеграл билан берилган дифференциал тенгламани интег
раллашга олиб келинади.

а) «-тартибли дифференциал тенгламада номаълум функция у ва 
унинг кетма-кет келган хосилалари у', у", ... , у (к~ п катнашмасин 
Деилик. У холда дифференциал тенглама

F(x, у ш , у {к+1), ... , у м )=  0, 1 < / г < «
^ ,рЛ“ишда ёзилади. Бу холда у [к) =  г дейилса, F(x, г , г', ..., 
у )= 0  (п — /г)-тартибли дифференциал тенглама хосил булади. 

ни интеграллаш мумкин десак, Ф(лс, z, Сi, С2, ... , Сп-к ) = 0  умумий 
с нм булади. Энди г = у (к) булгани учун Ф(*,г/Ш, С\, С2, ... , 

"-*) = 0  ни хосил киламиз. Бу /г-тартибли дифференциал тенглама- 
ннтегралласак умумий ечимга эга буламиз. 

ощк ^ Гар ^-тартибли дифференциал тенгламада эркли узгарувчи 
°Р холда катнашмаса, яъни тенглама F(y, у', ... , у и,)) = 0  кури-
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нишда булса, у ни янги эркли узгарувчи, Р=-^-~ ни янги номаьлум 
функция деб, ушбу алмаштиришни бажарамиз (х->~у, у-*р):

лар оркали ифодаланишини математик индукция усули билан 
курсатиш мумкин. Шу алмаштиришни бажарсак, (к — 1 )-тартибли

дифференциал тенгламага келамиз. Демак, курилаётган холда 
дифференциал тенгламанинг тартибини биттага камайтириш мумкин. 
Агар хосил булган тенгламанинг умумий ечими

булса, шу муносабат берилган F(y, у', ... , у {п>) =  0 тенгламанинг 
оралик интеграли булади. Энди берилган дифференциал тенглама
нинг умумий интегралини топиш учун унинг оралик интегралини 
биринчи тартибли дифференциал тенглама сифатида интеграллаш 
кифоя.

в) (4.1) дифференциал тенгламада F(x, у, у', ... , у Ы)) функция у, 
у', ... , у Ы) ларга нисбатан m-тартибли бир жинсли функция булсин, 
яъни ушбу

айният уринли булсин. Бу холда агар у > 0 булса (усО  хол хам 
шунга ухшаш курилади), у холда янги номаьлум функция z (x ) ни 
киритиш йули билан берилган дифференциал тенглама тартибини 
биттага камайтириш мумкин. Хакикатан,

Математик индукция усули билан ихтиёрий / учун
уЧ) =  + a i ( z ) z u - 2) +  + а)_2(г)г] +  а(_, (z j^ *

формулани исбот этиш мумкин, унда a\(z), ... , a)_i(z) функциялар 
г нинг бутун функциялари. Энди топилган ифодаларни (4.1) тенг.па- 
мага куямиз ва янги узгарувчи z га нисбатан п — 1-тартибли ушбу

У =Р .
и "  = dP —  dP ёУ — D dp ■ 
“ dx dy dx ”  dy ’

Ф(</. p. с  I....... C„_ | ) =0  ёки Ф (у, Си ... , С„_,^ =  0

F(x, ky, ky'....... kyM ) = k mF(x, y, y '......... y M )

(4.16)

дейлик. Кетма-кет дифференциаллаб, топамиз:
у '=  геЫх, y " = ( z '+ z t)eUdx, у '"=  (г" +  Згг1 +  z>)e*‘ix.. .
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F(x,e ^ 1, z ^ dx, (z' +  z2) e ^ x........  ( z 'n~" + ап1( г ) г {я- 2) +
+  ...+ a ;_ t ( z ) )e ^ * = e m̂ xF(x, I, 2, z' +  z2,

... . z {"~" + a U z)z{n-?> +  ...+ ann- t (z)) =  0
. . еренциал тенгламага келамиз. Агар бу тенгламани интеграллаш 

мумкин булса, унинг умумий интеграли

ф(х, 2, Cl. С2, • • • > С„_|) = 0 , Ф (х, С|, С2, ... , Сп_!^==0

беритган (4.1) тенгламанинг оралик интеграли булади (чунки
(4.16) формуладан 2 =  ^  ва ушбу Ф (дг, j ,  С,, С,.......С„_,) = 0
оралик интегралга келамиз). Бу биринчи тартибли дифференциал 
тенгламадир. Уни интегралласак, яна битта Сп — ихтиёрий узгармас 
катнашади.

Баъзи холларда F функциянинг бир жинслилиги эркли узгарувчи- 
га нисбатан хам уринли булиб, берилган (4.1) дифференциал 
тенгламани Fi (х, у, dx, dy, d2y ......dny) = 0  куринишда ёзилса, ушбу

F\(kx, ky, kdx, kdy, kd2y ....... kd"y) =
=  kmFl(x, y, dx, dy, d2y, ... , dny)

айният бажарилади. Бу холда хам эркли узгарувчини, хам номаълум 
функцияни алмаштирилади. Агар дг=е4, у= и е5 ( |  — янги эркли 
узгарувчи, и — янги номаълум функция) алмаштириш бажарилса, 
эркли узгарувчини уз ичига ошкор олмаган «-тартибли дифферен
циал тенгламага келамиз. Бундай тенгламаларнинг эса тартибини 
биттага камайтириш мумкин. Агар х < 0  булса, х =  —ег, у= и ег каби 
алмаштириш бажарилади.

Шунга ухшаш, F функция умумлашган бир жинсли булган холни 
(бу холда х ва dx—1 улчовли, у, dy, d2y, т улчовли, демак
~дх (т — 1) улчовли, —~— ( т  — 2) улчовли ва х.к. ) хам куриш

dx
мумкин. Бунда x =  ei, y — uei алмаштириш (4.1) тенгламани эркли 
узгарувчи |  ни уз ичига олмаган «-тартибли дифференциал 
тенгламага олиб келади. Унинг тартибини биттага камайтириш 
мумкин.

г) Агар (4.1 ) дифференциал тенгламада F (x ,y ,y '...... у{п)) функ-
я биР°Р Ф(дг, у, у '.......у {п~ и) функциянинг тулик дифференциали

б Л̂Са' яъни ушбу F(x, у, у', ... , у ш ) =-^-Ф(х, у, у '...... уы~ и ) му-
интрбаГ УРИНЛИ б^лса, у холда (4.1) тенгламанинг битта биринчи
навб^аЛИ У' У".......УЫ~ и ) =  С\ куринишда ёзилади. Бу эса, уз
битта™^3 беРилган дифференциал тенгламага Караганда тартиби 

1 , Кам (л — 1)-тартибли дифференциал тенгламадир.
Тенгла<ЛДЗ *‘таРтибди тулик дифференциаллига келтириладиган 
нннг алаРни курган эдик. «-тартибли дифференциал тенгламалар- 
УеулибЗЬЗИ тУРлари хам интегралловчи купайтувчига купайтириш 

илан т))лик дифференциаллига келтирилиши мумкин, яъни
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У, у', ... . У*я~ U)F(x, у , у', ... . у<',|) =
=-^Ф|(ДС, У, У'....... У (л — I ) )•

Бу холда ц функиияни излашнинг умумийрок усули йук. Купинча 
берилган дифференциал тенгламанинг махсус куриниши ц ци 
топишга имкон беради.

Масалан, кжори тартибли хосилага нисбатан ечилган дифферен
циал тенглама y in)= f(x , у, у', ... , уы~ °) учун унинг унг томонини 
тулик дифференциалга келтириш кифоя. Хакикатан, агар /(*, у, у\ . _
у ы ~ и ) = -~Ф (х, у, у '........У ) булса, у холда — (У,<«— и

Ф(х, У. у'. . У*"-21) Деб ёзиш мумкин. Бундан биринчи
интеграл j ^ - 1) =ф(лс, у, у', ... , у'" ” ) + С  келиб чикади. ц=а 
= 2  булганда у" +  а(х, у)у' +  Ь(х, у) =  0 дифференциал тенглама 
тулик дифференциалли булиши учун а(х, «/)у' +  &(*> у) ифода ту
лик дифференциал булиши лозим. Бунинг учун У
айниятнинг бажарилиши зарур ва етарли.

Куйида курилган холларга мисол келтирамиз.
Ми с о л  л ар . 1. Ушбу уу" — (у’)2— {у')* =  0 дифференциал тенглама эркли

dpузгарувчини уз ичига олмайди. Шунинг учун у, = р , у " = р —т— десак, биринчи тар-иу
тибли y p f ---- р2 — р4= 0  дифференциал тенгламага келамиз.

2. Ушбу х2уу" — х2(у ')1—5хуу' + 4у2 =  0 тенглама, у, у', у" ларга нисбатан иккинчи 
тартибли бир жинсли. Шунинг учун (4.23) алмаштиришни бажарамиз:

(z' +  z2)e[zdx -  -  Ъ х У х ■ г У х+ 4e^dx= О
ёки

x2(z' +  z2) — x2z2 — 5xz +  4 =  0.
5 4Бундан биринчи тартибли чизикли z ' =  — z — —  дифференциал тенглама хосил

булади. Уни интегралласак, биринчи интеграл z =  C|XS +  - ^ -  топилади. Энди (4.16)

з — 1 т6
га кура у (х ) ни хисоблаймиз: у — С2 л! Л 6 .

3. Ушбу — 1 + — —— 4(ц')2= 0  дифференциал тенглама учинчи тартибли б\'ли6.
у'у"

уни \ i= y ’y" га купайтирсак, тулик дифференциаллига келади. Хакикатан, купайтириш 
натижасида (у’фО, у"ФО)

-У'У" + УУ'"-4(У')3У" = 0
хосил булади. Буни

(У'У" + УУ'") ~ 2у'у" — 4(1,')Y  = О

dx (УУ") dx dx
TW‘каби ёзамиз. Энди куринаднки, дифференциал тенгламанинг чап томони ^ qv ■  

дифференциаллига келди. Демак, биринчи интегрални ёзамиз: уу" — (у ')2— (У) "  ™
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, « ИККИНЧИТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ 
4-4'* '  ГРАФИК ИНТЕГРАЛЛАШ

2-бобда биринчи тартибли дифференциал тенгламаларни 
Ьи6ий интеграллаш хакида баъзи маълумотларни ургандик. 

та*Р" Тартибли дифференциал тенгламаларни хам такрибий 
^ ККгцаллаш усули мавжуд. Бу мавзуни «Хисоблаш методлари» 
ИНТамети чукур'урганади. Мазкур параграфда иккинчи тартибли 
П итага нисбатан ечилган дифференциал тенгламалар учун график

................ i r m r n u  f \ u n c x u  т я и ы т  я м ы * *интеграллаш усули билан танишамиз
Бунинг учун аввал иккинчи тартибли хосилага нисбатан ечилган 

тенгламанинг геометрик маъносини аниклаймиз. Ушбу
y" =  f ( x ,y ,y ')  (4.17)

дифференциал тенглама берилган булиб, f(x, у, у') функция 
R3 фазонинг бирор очик D3 тупламида аникланган ва узлуксиз 
булсин. Di тупламнинг х, у узгарувчиларнинг R2 т-------------
проекцияси D2 булсин: с= R2 . Энди ^ -= tg<p
Интеграл чизикларнинг бирор

текислигига 
дейлик.

(1 +  (у')2)‘ /г 
\у"\

чизикларнинг
формула билан

нуктасида эгрилик радиуси 
аникланади. Маълумки, агар

</'<0 булса кабариклик юкорига, у" > 0 булса кабариклик пастга 
караган булади. Содда хисоблашларни бажарамиз:

^  =  tgq>, H -(y , )2= l + t g 2(p =  — —, (1 +  (у')2)1/’--
COS ф |COS3 <pl

Шунга кура

\У"\
Iflcos <р|

Демак, (4.17) тенгламани бундай ёзиш мумкин:
1

еки
,р з -=  \f(x ’ У> tg ф) I
|/?COS <р|

Туларок ёзсак:

I
I cos ср) • 11(х, у, tgq>) |

(4.18)

'Г
интег'1ИЛГаН формуладан куйидаги натижа келиб чикади: агар
Уринм ЭЛ Ч и з „и „к л а  бирор (х, у) нукта ва шу нуктада унга утказилган 

знинг йуналиши берилган булса, у холда (4.17) дифференциал

I
Icos ф|/(дс, у, tg<p)

R = 1
|cos3<p|/(*, у, tgq>)

агар у" > 0 булса, 

агар у" < 0  булса,

ill



тенглама (х , у) нуктада интеграл чизикнинг эгрилик радиусини 
аниклайди.

Юкоридаги мулохазалардан фойдаланиб, интеграл чизикни 
такрибий ясаш билан шугулланамиз. Бошлангич шарт, у(хи)= у0у 
у'(хо) =у'0 булсин. Координаталари х0, Уп булган нуктани М0 дейлик 
Шу Мо нуктадан у '(х0) =  tg<p=yo йуналишда М0Т0 нур утказамиз 
(32-чизма). Сунгра (4.18) формула буйича R0 ни хисоблаймиз. М0Т0 
йуналишга перпендикуляр утказамиз. Агар f(x0, уо, tgcp)<0 булса, 
уша перпендикулярда М0 дан /?0 масофада шундай Со нуктани 
оламизки, М0Т0 нурни соат мили харакатига карши йуналишда

•убурчакка бурсак, AfoCo кесма ётган нур косил булади. Агар f(xo, уо,

булса, аксинча иш тутамиз (32-чизмада / < О булгун кол 
чизилган). Энди маркази Со нуктада булган Ro радиусли AfoAfi ёй 
чизамиз. Бу ёй М0Т0 йуналишда олинади. Албатта, А)0А4| ёй узунлиги 
канча кичик булса шунча яхши. М \= М \(х\, у\) ва М\Т\ эса AfoAfi 
ёйга М 1 нуктада утказилган уринма йуналиши булсин.

Яна (4.18) формула ёрдамида /?, ни хисоблаш мумкин. М\Т\ га 
перпендикуляр утказиб, f(x ь у\, tgq>i) нинг ишорасига караб уша 
перпендикулярда ДБ дан R\ масофада^С) нуктани ясаймиз. С\ 
нуктани марказ килиб, R\ радиус билан Af|Af2 ёй чизамиз. Af2 нуктани 
Mi нуктага «якин» килиб оламиз. Кейин бу мулохазаларни давом 
.эттириб, маълум [дсо, а] ораликда булаклари айлана ёйларидан иборат 
AfoAfi ... Mk силлик чизик чизамиз. Бу чизик [лсо, а] ораликда интеграл 
чизркнинг такрибий тасвиридир. Агар k->~<x> да лимитга утилса, 
limAf0Af, . . . А!* =  ф(д:), х [̂дг0, а] келиб чикади (ср(дг) — интеграл

k-+ со

чизик). Бунинг исботига тухталмаймиз.
Ушбу у" =  2 содда холда f(x, у, у') =  2 > 0 , у"> 0 . Энди у (0) = 0> 

у '(0 ) = 0  бошлангич шартни каноатлантирган интеграл чизикни 
юкоридаги усул билан такрибий чизиш кийин эмас (33-чизма). СоДДа
хисоблашлар курсатадики, f(0,0, 0 ) = 2 ,  /?0= у ,  М0Т0 — абсцисса 

укининг мусбат йуналиши, <po =  0, f(x t, у i, tg(pt) = 2 ,  Afi(*i, Уi ) 3®
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tgcp,= -\/3, У ?,>у ва хоказо (33-чизма). Шунга
. аШ ясашларни MqTq абсцисса укининг манфий йуналиши булган 
олда хам бажариш мумкин. Сезиш мумкинки, хосил булган силлик 

чизик i/ =  *2 параболанинг такрибий тасвири булади. Аслида хам 
берилган бошлангич шартни каноатлантнрадиган ечим у =  х'2 парабо- 
ладан иборат.

М аш  к- 1. у " = х  дифференциал тенгламанинг у (0 )= 0 ,  i f (  0 ) = 0  шартни 
ка н о а тл а н тн р а д и га н  интеграл чизиги ( —3, + 3 )  интервалда такрибий чизилсин.

2. у" = у '  дифференциал тенгламанинг i/(0) = 0 . у ' (0) =  I шартни каноатлаитира- 
диган интеграл чизиги ( —3, + 3 )  интервалда такрибий чизилсин.

5- б о б
п-ТАРТИБЛИ ЧИЗИК.ЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

5.1-§. п-ТАРТИБЛИ ЧИ ЗИ КЛИ  ТЕНГЛАМ АЛАРНИНГ УМ УМ ИЙ  ХОССАЛАРИ

1. л-тартибли дифференциал тенгламаларнинг мухим хусусий холи 
п- тартибли чизицли дифференциал тенгламалар булиб, улар

уш + р 1(х)уЫ~ " +  -+ P n - \( x ) y '+ p n(x)y =  g(x) (5.1)
куринишда ёзилади. Бу ерда р\(х), ... , рп- i(x), р„(х), g(x) 
функциялар бирор / интервалда аникланган ва узлуксиз булиб, g (x) 
функция (5.1) тенгламанинг унг гомони ёки эркин .уади, р |(дг), ... , 
рп(х) функциялар эса унинг коэффициентлари деб юритилади.

Агар (5.1) тенгламада Я(х) функция / интервалда айнан нолга 
тенг булмаса, у холда (5.1) тенглама чизицли бир жинсли булмаган 
тенглама дейилади. Агар g (x )= 0 , x £ l  булса, мос дифференциал 
тенглама

Ум  + P i(x)y ln- "  +  ...+ Pn(x)y =  0 (5.2)
чизицли бир жинсли тенглама дейилади.

Энди (5.1) дифференциал тенглама учун Коши масаласи 
ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги билан шугулланамиз.
(5.1) тенгламани юкори хосилага нисбатан ечиш мумкин:

У{п) = g(x) —Pi (х)уы~ " - р 2(х)уы- 2) —... — рп(х)у. (5.3)
4-бобдаги белгилашга кура

/U , у , «Л ... , I/*— n) = g(x)  —Р\(х)уы~ и —... - р п(х)у. (5.4) 
БУ Функция £ „ + ,= { ( * .  У. ... . УЫ~")  : x£ l ,  -  оо < у ‘"  <  +  оо, t =0.1, 

— 1(сохада аникланган. Агар р \(х ) , ... , рп(х), £(*) функциялар 
I * 1'  а 2] с г /  ораликда узлуксиз булса, у холда (5.4) функция тегишли 

"+> сохада узлуксиз ва у, у', .... у(,1_|,лар буйича Липшиц шартини 
Кан°атлантиради. Хакикатан, f функция у , у ', ... , у {п~ 1> лар буйича

°° ’<У{,) <  +  оо 0= 0 ,1 , ..: , п — 1) интервалда узлуксиз ва
Узлуксиз хосилаларга эга, чунки (*)

ау' ’
ва Pn-i(x)

ИЗ
8—



\Xi, лг21 да узлуксиз. Агар max I— -  t=L,, L, 0, < =  0 ,1,... , п

max(Z,o, L ....... ... ..... = L ^ О десак, / функция [xi, *2] да у', ... , у<«~и
лар буйича L константа билан Липшиц шартини каноатлантиради 
Бундан xogfx,, х2] учун (5.1) тенглама у(х0) = у 0, y U) (JCo) = уо’ шарт- 
ни каноатлантирадиган ягона ечимга эгалиги келиб чикади. Аммо бу 
ечим \х\, х2| ораликда аникланган буладими?— деган савол 
тугилади. Пикар теоремасига кура тегишли ечим \х — х0|< /г  да
а н и кл а н га н  булиб , h =  m \n(a , ------------------- ---------------- -— \  б у л а д и

\  шах(А1,\у\ , \у‘\ , ... \у(п п \) J
Бунда |/|< Л 1 , М > 0 , \уи> — уиш\^ Ь ,  i =  0, 1,... , п — 1. Курилаётган
(5.1) чизикли дифференциал тенглама учун b етарли катта булиши 
мумкин. Шунга ухшаш М, \у\, \у'\, ... , \уы~ °\  микдорлар 
|х —х0| ораликда f функция ва у, у', ... , у 1,1-11 лар канчалик тез 
усишига боглик. Шунинг учун (5.1) тенглама ечимининг аникланиш 
интервали Пикар теоремаси ёрдамида яна туларок аникланиши 
лозим. Биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламаларнннг 
нормал системаси учун ечимнинг мавжудлиги ва ягоналиги хакидаги 
теорема 9 -боб да курилади. Унда курамизки, (5.1) дифференциал 
тенгламанинг тегишли бошлангич шартни каноатлантирадиган ечими 
унинг коэффициентлари ва унг томони / интервалда аникланган 
булади. Бошкача айтганда, 5.1 чизикли дифференциал тенглама учун 
/ интервал ечим мавжудлигининг максимал интервали, тегишли ечям 
эса давомсиз булади. Бу п- тартибли чизикли дифференциал 
тенгламаларнннг мухим хоссасидир.

Агар алохида айтилмаган булса, кейинги мулохазаларда р\(х), 
Р2{х), ... , Рп(х) коэффициентлар бирор / интервалда аникланган ва 
узлуксиз деб фа раз этилади.

2. Энди (5.1) дифференциал тенгламанинг яна мухим икки 
хоссасига кискача тухталамиз.

1) Эркли узгарувчини алмаштириш натижасида (5.1) дифферен
циал тенглама яна чизикли дифференциал тенгламага утади.

Агар х =  ф(£), ф (|)£ С '\ ф '(1 ;)^0  алмаштиришни бажарсак, 
бевосита хисоблашларни амалга ошириб, ушбу

куринишдаги тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг чап ва унг 
томонларини |ф'(£) |" га купайтириб, яна (5.1) турдаги дифференциал 
тенгламани хосил киламиз.

2) Номаълум функцияни чизикли алмаштириш натижасида
(5.1) тенглама яна чизикли дифференциал тенгламага утади.

Агар y =  u(x)z-\ -v(x). и(х) £СЛ, v(x) £СЛ, и(х) ФО алмаштириш
ни бажарсак, (5.1) тенглама яна шу турдаги тенгламага утади. Бунга 
бевосита хисоблашлар ёрдамида ишониш мумкин. Эслатиб утамизки, 
и ( х ) Ф 0 булганда бир жинсли чизикли дифференциал тенглама, 
умуман айтганда, яна бир жинсли тенгламага утмайди. Агар 
и ( х ) = 0  булса, y =  u(x)z  алмаштириш бир жинсли тенгламани яна 
бир жинслига утказади. Шу алмаштиришдан 2 буйича дифференциал
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тенг л а м а д а  zu w хосилани чикариб ташлашда хам фойдаланилади. 
Бунин г учун г ы~ п хосила олдидаги коэффициент и(х) ни танлаш 
хйсобига нолга айланиши лозим. Хакикатан, y =  u(x)z  алмаштириш 
н а т и ж а с и д а  (5.2) чизикли бир жинсли тенглама ушбу

те н гл а м а га  келади. Бундан пи' (х) -\-р\(х) и(х) ни нолга тенгласак, 
биринчи тартибли узгарувчилари ажраладиган пи'(х) - fp i(х)и(х) = 0  
те н гл а м а га  эга буламиз. Бизга тегишли алмаштириш учун бирор 
и(х) функция етарли булганидан уни

5.2- §. л - ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ БИР ЖИНСЛИ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Энди (5.2) дифференциал тенгламани алохида урганайлик.
Ломаълум функция у(х) га нисбатан (5.2) тенгламанинг чап 

томонида курсатилган амаллар (дифференциаллаш, р,(х) функция- 
ларга купайтириш ва кушиш) кулланиш натижаси п-тартибли 
чизикли дифференциал оператор деб юритилади ва Цу] деб 
белгиланади, яъни:

куринишда ёзилади.
Киритилган Цг/]операторнинг куйидаги мухим икки хоссаси бор:
1°). Цу>+у2] = Ц у 1] +  Ц у2], у>ас\ у2есп- 2°). L\Cy] =  CL\y],
Г' П Г  ___ К,, Sornm.'n.M/IlMUrУ(ЕС\ C =  const. Бу хоссалар аслида хакикий узгарувчининг 

комплекс функциялари учун хам уринли, С хам комплекс сон булиши 
мумкин. Аммо бу хакда тула маълумот 5.4- § да берилади. Биринчи 
хоссани исбот эдиш учун (5.5) ифодадаги у ва унинг хосилалари 
Урнига у\-\-у2 ва унинг хосилаларини куямиз:

+У2)'+Рп ( * )  (у 1 + у 2) =  (у\п> +Pi ( х)у Iя +  ~. +  Р« - 1 (х)у\ - f
+  Рп{х)у]) + {у к ’) +Р\(х )уГ  '' + ...+ Р п- \ ( х )У2 +  Рп(х)У2) =  

~Ц У \]+Ц у2]. Бу хоссадан ушбу

ихтиёрий натурал сон)

Иккинчи хосса хам биринчиси каби исбот этилади. Юкоридаги 
ИККи хоссадан ушбу натижа келиб чикади:

u(x)zM +  (пи' (х) +pi (х)и(х) )z,,,_n +  ... = 0

и(х) = е (5.4)

Ц у1 = уы> +pi (x ) y ,n " +  .+Pn-i (x)y'  +  p„(x)y. 
Бу оператор ёрдамида (5.1) ва (5.2) тенгламалар

(5.5)

Ц у 1= я(х),

Цу ) = о

(5.1')
(5.2')

Цу\+Уг\ =  (У\ +</2) М -\-Р\ (х) (уi +  у2) (" Рп-\ (*) (t/i +

Формуланинг тугрилиги келиб чикади.
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бу ерда С|, С2, ... , С* — ихтиёрий узгармас сонлар. L\y] операторнинг 
кжорида келтирилган хоссаларига асосланиб мухим теоремаларнц 
исбот этиш мумкин.

5.1- теорема. Агар у=у , (х ) ,  у =  у2(х) функциялар I интервалда 
(5.2') тенгламанинг ечимлари булса, у %олда у —у\ {х) -\-у2(х) функ
ция уам / интервалда (5.2') нинг ечими булади.

И/сбот.  Теореманинг шартига кура Z.[j/ i] =  0, Z,[y2| =  0. Бундан 1° 
хоесага кура Ц у\-f-f/2] =  /.[i/i]-|-/.|t/2|=0. Теорема исбот булди.

5.2- теорема. Агар у\(х) функция I интервалда (5.2') нинг ечими 
офиса, у  х;олда Су\ (х) (С — ихтиёрий узгармас) функция х;ам шу 
1 интервалда (5.2) тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  Шартга кура L[yt]—0. 2° хоссага кура бундан 
ЦСу\]=СЦу\}=0  келиб чикади. Теорема исбот булди.

5.1- н а т и ж а  .Aeapyt (х) ,у2(х ) , ... ,уь(х) функциялар I интервал
да (5.2') тенгламанинг ечими булса, у х,олда шу интервалда
2  С,у, (х\ функция х,ам (5.2') нинг ечими булади.

i*=J
Исботи 5.1- да 5.2-теоремалардан келиб чикади.
5.3- теорема. Агар коэффициент лари р,(х), x £ l ( i =  1, 2, ... , п) 

%ак,ику.й булган (5.2') тенглама у(х) =и(х)  +iv(x)  комплекс 
ечимга эга булса, у х;олда и (х ) ва v (дг), *£ / функцияларнинг \ар бири 
(5.2') тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  L{u{x) -f-«M*)]==0 дан L\u(x)]-\-iL\v(x)]=0 га эга 
буламиз. Бу айният бажарилиши учун £|ц(х)] =  0, Z.[y(jc)] =  0 були- 
ши зарур ва етарли. Теорема исбот булди.

Агар 5.1-натижада k = n  булса, у холда п та ихтиёрий узгармасни 
уз ичига олган

у ~ С \ у \ ( х )  +  С2у 2(х) + . ~ + С „ у я(х) (5.7)
функция хам (5.2') тенгламанинг ечими булади. (5.2') тенглама 
я-тартибли булганидан унинг умумий ечими формуласи п та ихтиёрий 
узгармасни уз ичига олиши лозимлигини биз 4-бобдан биламиз. 
Ундай булса, (5.7) формула билан берилган функция (5.2') тенглама 
учун умумий ечим була оладими? Бу саволга жавоб yi(x),  ... , у„(х) 
ечимлар орасидаги муносабатга боглик.

2. Бирор / интервалда аникланган ф| (дг), q^fx)......... ф*(*)
функциялар берилган булсин.

5.1- т а ъ р и ф . Агар бир вацтда нолга тенг булмаган шундай ai, 
a 2, ... , а* узгармас сонлар мавжуд булсаки, I интервалда ушбу

aitpi (х) + а 2(р2(х) + ... +  а»(рь(х) = 0  (5.8)
айният уринли булса, у %олда ф|(х), ф2(х), ... , ф*(дг) функциялар 
I интервалда чизицли боглик, дейилади.

Агар юцорида айтилган oti, а2, ... , а* сонлар мавжуд булмаса, 
яъни (5.8) айният узгармасларнинг фацат нолга тенг цийматларида- 
гина уринли булса, у цолда ф| (дг), ф2(дг), ... , ф*(дг) функциялар 
I интервалда чизицли эркли дейилади.

5.2- н а т и ж а . Агар I интервалда ф ,(х)=0, булса,
у %олда ф| (х).......ф/(дг), ... , ф*(х) функциялар I интервалда чизицли
боглик, булади. Х,акикатан,
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CiФ О, С\ =  С-2= ... =С/_1=С,-+| ... =Ck =  о
к

еб танласак, I  С )ф 0 ва С,ф,(дг)=0 булади.
■ЩЬ /=|

Агар Xi, >-2, Яз.......Я„, — баъзи комплекс сонлар, f t (x), f2(x) .........
fm(x) лар х га нисбатан купхадлар булса, ушбу

F(x) = / ,  (х)е'“ + f 2(x)e'iX +  ...+ fm{x)e'"1 (*)

куринишда ёзиладиган харбир/Дх) функция квсишкупх;ад дейилади,
5.1- л е м м а . Ушбу F ( x ) = f t (х)еК' -f- f2 (х)е -"+ ... +  /m (х)е ’"1 ква-

зикугцад берилган ва Я*, Яг, ... , Ят лар узаро турли сонлар булсин. 
Агар шу квазикупхад бирор I интервалда айнан нолга тенг булса, 
у холда .уамма fi(x), f2(x), ... , fm(x) купхадлар айнан нолга тенг 
булади.

Ис бо т .  Исботни m сони буйича индукция билан исботлаймиз. 
m сонни квазикупхаднинг тартиби деб атаймиз. m =  1 булганда
5.1-лемма тутри, чунки бу холда F(x) = / ,  (х)е'х ва /, (х)е''х = 0 ,
х£/ айниятдан / | ( х ) = 0 ,  х£/  келиб чикади. Энди т — 1 дан 
т ( т ^ 2 )  и  индуктив утишни бажарамиз. Агар F(х) квазикупхад 
/ интервалда айнан нолга тенг булса, у холда бу натижа ушбу

G(х) = p l+l ( F ( x ) e ^ )
квазикупхад учун хам уринли (бу ерда р — дифференциаллаш 
оператори, / эса fm(x) купхаднинг даражаси). Бевосита хисоблаш 
ёрдамида

G(x) = g , (х)еи,~'т'л + g 2(x)e4 ~K',x +  ...+ g„_i 
ни курсатиш мумкин, бунда

gi( х) =  (р +  Я,— Ят ) '1 'fi{x),i =  1,2....т — 1.
G(x) квазикупхаднингтартиби т — 1 га тенг. Шу G(x) квазикупхад 
/интервалда айнан нолга тенг булгани учун индукция фаразига кура . 
барча g Ах), g2(x), ... , gm_,(x) купхадлар / да айнан нолга тенг.
Фараз этайлик, /| (х)...... /я,_|(дг) купхадлардан биронтаси, масалан,
п\х) нолга тенг булмасин, яъни f\ (л) ^=0, х£/.  Шу / i (дг) купхаднинг 
даражаси k булсин, яъни (л:) =аоХк+ aixk~ 1 - f ... +  а*. бунда 
ао=5̂ 0. Бевосита текшириш мумкинки:

8i (*) =  (р +  Я |-Я т ),+ 7, (х) =  (Я, - Я я ),+ ,аох* +  ... .
эга^Н'ЛИ £ ' W = 0' Х€ 1 айниятга кура (Я| —Ят )/+ |ц0 =  0 тенгликка 
зил - 1амиз- Аммо Я|=у&Ят га кура бундан ао =  0 келиб чикади. Бу 

ДДИЯТ /|(х), ... , _ | (дг) купхадлар / да айнан нолга тенглигини
Нсботлайди. Демак, F(x) =  /„, (х)/"* га эгамиз. Бундан F(x) = 0  бу-
хе.тийУЧУи купхаднинг барча коэффициентлари нолга тенглиги 
/,„(у ^ ~ гК,аДН" ШУндай килиб, F(х) =  0, х £/ айният уринли булса,
* =  0, дг £ / айниятлар хам уринли булиши исбот этилди. 5.1-лемма

исоотланди.
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М и с о л л а р .  I. Ушбу I, х, х2........ хк функциялар ( — сю, оо) интервал на
аникланган булиб, улар шу интервалда чизикли эркли. Бу тасднк ихтиёрий, чекли 
интервалда хам уринли.

Агар тескарнсинн фараз этсак, бнр вактда нолга тенг булмаган oti, а 2.......лар

(яъпн ^  а гфО) учун курилаётган чекли ёки чексиз интервалдан олинган х нинг 
1-0

барча кийматларида
otu +  a,*  +  а2х2 +  ... -)- a tx* =  О

айният уринли булиши керак. Аммо алгебранннг асосий теоремаснга к$ра бу тентлик 
х нинг куп булса k та кийматидагина уринли. Бу зиддият юкоридаги фикрни 
исботлайди

2. Ушбу
к . х  l u x  к х

е , е . ... , е . /г,фк-г  i ^ j

функциялар исталган /  интервалда чизикли эркли.
Буни исбот этиш учун шу функциялар / интервалда чизикли боглик булсин дейлик,

яз.ни бир вактда нолга тенг булмаган шундай в |. а2.........а> сонлар мавжудки.
I интервалда

_ к . х  к0х к х
F ( x ) = a te +а.2е~ +...- \-ase а=0

айният уринли. Бу айниятнинг чап томонида турган функция квазикупхад булиб, унда
f i ( x ) = a ...........  f , ( x ) = a s. 5.1-леммага кура F(x) = 0  айният бажарилса, ундан
он =  <х2 =  ... =  а , =  0 келиб чикадн. Бу эса a ........ ...  ларнинг танланишига зил. Демак,
берилган функциялар / интерпалда чизикли эркли.

3. Агар ki=£k,, i=£j булса, ушбу
s ,  Дг.дгк.х k{X

е , хе .
V Vе t хе ,

к х
с " , *е г ,

... , х е
Н к2х

(5.9)

функциялар ихтиёрий / интервалда чизикли эркли. Улар чизикли боглик булсин 
дейлик. Бу холла бир вактда нолга тенг булмаган шундай а., а 2........a jV, N =  41 +
+  ... +  s,, +  p сонлар мавжуд буладики, (5.9) нинг 1-йул функцияларинн мос 
равишда ао, а .........а»( га, 2-йул функцияларинн <*4 + ) , a s +2, ■ а ,  + , + ( га ва

Х.к. охирги йул функцияларинн a >i+ .,+ > _ | +  |^ _ | |  +.... «,, + .„•+», | +1; + ™ 
купайтириб кушсак, натижада ушбу

Л'(дг) = Q ,  U )eV  +  Q2U ) / ^  +  ... +  Qp <v)eV = 0

айниятни хосил киламиз. Бу ерда Qi(x). Q2(x) .......Q„(x) лар мос равишда тартиби si.
4 г, . ..  ■ лардан иборат булган к^пхадлардир. Яна 1-леммага кура шу а й н и я т д а н  
Qi (х). Q2(x ) , ... , Q„(x) купхадлар / интервалда айнан нолга тенг булиши келиб
чикади, яъни барча а\, <х2........ а„ сонлар нолга тенг булиши келиб чикади. Бу эса
зиддият. Демак, (5.9) функциялар систсмаси / интервалда чизикли эркли функциялар 
системасидан иборат.

4. Ихтиёрий / интервалда ушбу 1, cos*, cos2^- функциялар чизикли богликднР 

Хаки катан. а , • I +  а2-cos* +  a3-cos2^-$=0 ифодада ai =  I, a 2 =  1, a3=  — 2 дейилса, 

тригонометрнядаги I +  cosx =  2cos2 --  (бунда * — ихтиёрий) айният хосил булади.

118



jvl а ш к . 1« Ихтиёрий / интервалда cpi (х) =  cosx, ф2(х) =  sinx функциялар чизикли 
эркли экаии "исботлаисин,

2 Ихтиёрий / интервалда <pi(дс> =  I. чъ(х) =  sinx, фз(лг) = s in 2— функциялар чи

зикли бомик экаии исботлаисин.
3. Кандай интервалда ф|(х) =  1, фа(х)=1£2х, фз(х)=Бес2х функциялар чизикли 

боглик булади.'1
4. Ушбу ци(х)=х,  ф г(х)=2х, фз(х) = a rc  sin х функциялар чизикли эрклими ёки 

богликми? Кандай интервалда?
3. Ю ко р и д а  функцияларнинг чизикли боглимиги ва эрклилиги

текш ирилдн. Текшириш таъриф буйича олиб борилди. Агар ф, (х) ......
(fk(x) функциялар / интервалда аникланган ва узлуксиз булишидан 
та ш к а р и  яна баъзи шартларни каноатлантирса, текшириш соддала- 
шади. Шу максадда cpi (дс), ... , ф*(дг) функциялар / интервалда 
(ft — 1)-тартибгача узлуксиз хосилаларга эга булсин, дейлик, яъни 

(/)- Ушбу
Ф. Ф> .. • ф*

Н/(*) =  Г [ф ,, <fc, ... . Ф*1 =
ф| ф> - • ф*

ф Г бф '*-1 фГ 11

(5.10)

детерминант Вронский детерминанти ёки вронскиан дейилади.
5.4-теорема. Агар ф 1 (х ) , ф2( х ) , . . . ,  ф*(*) функциялар I интервал- 

da чизикли боглик, булиб, (к—1) -тартибгача узлуксиз уосилаларга 
эга булса, у )(олда I интервалда бу функциялардан тузилган Вронский 
детерминанти айнан нолга тенг булади.

к
И с бо т .  Теореманинг шартига кура, cci, ос2.......  ос*, X а?=^0

toft.' 1=1лар учун / интервалда
а,ф, (дг) +  а 2ф2(л:) +  .-- +  ос*ф*(*) = 0  

айният уринли. Уни (к— 1) марта дифференциаллаб, 
« 1ф1 (х) + а 2ф2(^) +  .-- +  а*ф*(*) = 0 ,

« М к~" (*) +02Ф5*- " U) + -.+ а* Ф ^ " W  = 0- 
айниятларни хосил киламиз. Бу айниятларни ои, а 2, ... , ос к ларга 
нисбатан тенгламаларнинг бир жинсли системаси деб карат мумкнн.

к
A mmo  ^.af=^=0 булгани учун бу система тривиалмас (тривиал

I
булмаган) ечимга эга. Алгебрадаги маълум теоремадан системанинг 
Детерминанти (яъни Вронский детерминанти) айнан нолга тенг 
булиши келиб чикади.

Э с л а т м а .  Исбот этилган теорема функцияларнинг чизикли 
боглик булиши учун факат зарурий шартни беради. Бошкача 
айтганда, агар бирор / интервалда (ft—1) марта узлуксиз 
дифференциалланувчи ф| (jc) , ф2(* ). ••• . Ф*(*) функциялардан 
тУзилган Вронский детерминанти айнан нолга тенг булса, бундан
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у фунцияларнинг чизикли богликлиги, умуман айтганда, келиб 
чикмайди.

Масалан, куйидаги икки функцияни олайлик (34-чизма)
, ( — (х — 2)2, О ^дг^  2, (34-чизмадаф| \Х) — 1

{ 0. 4, ABC 4H3HFH)
( U, 2, (34- чизмада

Ф, (х ) ={  „
1 (х — 2)2, 2 < д г<  4, ОВС, чизиги).

| ф| фо I
Бу функциялар учун Г [ Ф„ %] =  | ф, ^  | = 0 ,0 < х < 4 .  Аввало

бевосита хисоблаб куриш мумкинки, узлуксиз <р( (х), ф2(х) функция
лар учун <ft_(2)=<pl+ (2), %+( 2)=%_(2) .  Демак, <р, ва ф2 функ
циялар х — 2 нуктада, шу билан бирга О ^ д :^  4 ораликда узлуксиз 
дифференциалланувчи. К,олаверса, 2 да
W = - ( х - 2 ) 2

—2(х—2) I = 0 , 2 < * <  4 да W=  | (х 2) I = 0
2(х — 2) I

Демак, О ^дг^  4 ораликда Щу\, 
ф2] =  0. Аммо Ф|(х), ф2(х) функ
циялар шу ораликда чизикли 
эркли (34-чизма). Х,акикатлн. 
0 < д г ^ 2 ораликда сх!ф! (х) -|-
+  «2Фг(х) = 0  айниятдан a i=0 ,  
2< х < 4 ораликда шу айниятдан 
«2 =  0 келиб чикади.

4. 5.5-теорема. Агар Ф|(х), 
ф2 (х), ... , ср„ (х) функциялар
(5.2) тенгламанинг / интервалда 
аницланган ва тегишли бошлан- 
гич шартни цаноатлантирадиган 
ечимлари булиб, улардан тузил- 
ган Вронский детерминанти бирор 
дс=х0, хо £ / ну цт ад а нолга тенг 
булса, у х,олда / интервалда 

, Фл] =  0 ва ф2(х), ... , 
фп(*) функциялар чизицли 6o f- 
Аац булади.

Юкорида исбот этилган 5.4-теорема чизикли ботликликнинг 
зарурий шартини, бу 5.5-теорема эса етарли шартни беради.

34- чнзма

И с б о т .  Ушбу тенгламаларни курамиз:
' а, Ф, (х0) а2ф2 (х0) + ... +  алФл (дц,) =  0,

«1Ф1 ( Х о )  +  «2ч4(*>) +  •• - +  а п фп ( Х о )  = 0 ,

а |ф!П_" (-*ь) + а 2ч4я~" К )  + - + а пФ<"-" ( Х а )  = 0 .

(5.1П
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-истемада си, а 2, ... , а л ларни номаълум деб караймиз. (5.11) сис- 
Б мании г детерминанти U%i(x0), ... , фл(ло)]== W (х0) = 0  булгани 
ТС н шу системанинг нолга тенг булмаган (трнвиалмас) ечнмлари 
хам бор. У л а р д а н  бирортаси of, of, ... , а л булснн. Энди ушбу

Ф(дс) =  а?ф|(л) н-ct?ф2(лг> + а лфл (л) (5.12)
(Ьункаияни курайлик. Бу функция 5.1-натижага к\'ра / интервалда 
аникланган булиб, (5.2') тенгламанинг ечимидан иборат. ф(л) 
функция учун бошлангич шартлар куйидагича ёзилади:

п

Ф(*>) =  -
,= 'л (5.13)

Ф(/,(.*о) =  I  о ;ф1/' (Jtb), / =  1, 2........ л —1.
ВЦ Ь, 1—1

(5.11) муносабатларга кура, равшанки, ф(ло)=0, ф'(л0) = 0 ........
Ф1'1-" (ло) = 0 . Теоремани исбот этиш учун ф(л)=0,  л£/  эканини 
курсатиш лозим. Аммо Пикар теоремасига кура факат ф(х) = 0  л£ / 
ечимгина ф(л0) =  ф'(х0) =  ... = ф ,"_и (*о) = 0  бошлангич шартларни

П
каноатлантиради. Демак, ф(л)=0,  x£l .  Бундан Z (а”)2=^0 тенг-

i=i
сизликка кура фДл), ф2(л), ... , ф„(л) функцияларнинг /  интервалда 
чизикли богликлиги келиб чикади. Энди, агар ф(л) функциядан 
(л—1)-тартибгача хосилалар олсак, л та айниятга эга буламиз. 
Унииг детерминанти й^ф|, ... , ф„| =  0, л£ / булади.

5.6- теорема. (5.2') тенгламанинг I интервалда аницланган ф| (х), 
ф2(л ),..., ф„(л) ечимлари чизикли эркли булиши учун бу ечимлардан 
тузилган Вронский детерминанти I интервалнинг бирор л0 нук,тасида 
нолдан фарк^ли булиши зарур ва етарли. Шу билан бирга агар 
W(xo) Ф0 булса, у уолда W (х) ф 0, л£/;  агар W(хо) =  0, x£ l  булса, 
у у;олди W(x) = 0 ,  x£ l  булади.

Исбот .  Етарлилиги. W(хо) ф б  дейлик. фДл), ф2(л), ... , 
фл(л) ечнмларнинг чизикли эркли эканини курсатамиз. Бу ечнмлар

П
чизикли боглик булсин, яъни oi, а 2....... а л, Z (а2)=#=0 лар учун
I интервалда

а|ф| (х ) + а 2ф2(х) -)-... + а лф„(л) = 0  
aиният уринли. Ундан (л — I )-тартибгача хосилалар олиб, х =  Л(>
Деимиз:

а 'ф! (^о) -f а 2ф2(^) + ... +  а лф„(ль) = 0

. а 1ф|1'1 м ( д ь ) + с‘ 2ф2'п 11 (ль) + . . . + а Лфп('1 " ( л ь ) = 0 ,
бУндан а2 ^=0 булгани учун W(хо) = 0  экани келиб чикади. Бу 
Ш /=1

Г <*<>) ^=0 га зид. Демак, W(xo) =̂ =0 булса. ф! (л), ф2(л)......фл(л)
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ечимлар чизикли эркли. Ammo W (хо) фО  булса, U/(x) =?t0, х ^ /  
булиши хам келиб чикади. Хакикатан, агар W(х\) = 0 , х \=^хо булса 
бундан/да W(х) = 0 , масалан, х =  хо да хам It^xo) = 0  экани чикади 
бу эса Itf'(xo) =̂= 0 га зид.

3 а р у р л и г и . ф| (х), ф2(х), ... , ф„(х) функциялар / интервалда 
(5.2') тенгламанинг чизикли эркли ечимлари булсин. У холда 

(хо) фО булади. Акс холда W(jco) = 0  дан W (х) = 0 , х£ / ва демак 
Ф1 (л:), ф2(х), ... , фЛ (х) ечимларнинг чизикли богликлиги келиб чикар 
эди. Теорема тула исбот булди.

5. Ушбу ф|(х), ф2(х), ... , ф„(х) функциялар / интервалда (5.2') 
тенгламанинг (хо£/)

ф|(х0) =  1, ф2(х0)= 0 , ... , ф„(х0)= 0 , 
ф|(х0) = 0 , ф2(-*г0) =  1, ... , фл(*о) = 0 ,

ф!" "(*о)=0, фа" и (хо) = 0 ,  ... , (р!," п (х0) =  1,
бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимлари булсин. Энди 
(5.2') тенгламани

Уы>=  —pi(x)y>n- l)—p2(x)yh‘- 2> — ...—pn- ](x)y' — pn(x)y
куринишда ёзсак, бу тенгламанинг унг томони у, у', ... , уы~ 1) ларга 
нисбатан ихтиёрий сохада Липшиц шартини каноатлантиради. 
Куринадики, £)я+ 2сг/?"+2 сохада Пикар теоремасининг юкоридаги 
шартларнинг хар бирини каноатлантирадиган ягона ечими мавжуд. 
Шунинг учуй

U%i(*o)......Ф« (-*Ь) I

0 ... 0
1 ... 0

=  1 ^ 0

0 0 ... 1
тенгсизликка кура л-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг л та чизикли эркли ечимлари мавжуд.

Энди умумий ечим хакидаги теоремани келтирамиз.
5 .7 - теорема. Агар ф|(х), ф2(лг), ... , фп(х) функциялар (5.2') 

дифференциал тенгламанинг I интервалда аницланган чизицли эркли 
ечимлари булса, у х;олда умумий ечим ушбу

У =  С|ф|(*) +  С2ф2(х) -)-... +  С„ф„(х) (5.14)
(С|, С2, ... , С„ — ихтиёрий узгармаслар) формула билан ёзилади.

И с б о т . ф| (х), ф2(х ) ,..., ф„(х) функциялар / интервалда ч и з и к л и  
эркли булгани учун Щуи i/2, ... , г/„]=^0, х£/. Масалан, х0£! нуктада 
хам №(хо)ФО. Энди у =  ф(х), х £ / функция (5.2') тенгламанинг 
ихтиёрий бошлангич шартни, яъни

ф(*о) = у 0, ф ' ( хо) =у'о .........ф(л_ u (х0) = у о " ~ 1>
муносабатларни каноатлантирадиган ечими булсин. Бунда икки  
холни карат лозим булади. Аввало / интервалда ф( х ) =0  булиши 
мумкин. Буечим (5.14) формуладан (С] = С 2 =  ... =  С„ =  0 булганда) 
хосил булади. Энди ф(х)=£0, х £ / булсин. (5.14) га кура:
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уо =  С,ф| (*о) +  O f t  (•*<>) + -  +  Сяфя (-*ь). 

Vn =  C |f i  (*п) +С._>ср2(д^) + . . .+ С „ ф „ ( л ; | ),

у Г » ^ с . ф Г "  (ль) +  с 2фГ  "  ы  +  . . . + с .«й " - ,) (ль).
Курилаётган холда (5.15) система Си С2, ... , Сп ларга нисбатан 
детерминанти 1^(хо)^0 булган бир жинсли булмаган системадир. 
Бу система ягона С?, С%........ ечимга эта. Демак, ф(лг) =
=С?ф1<л) +  С£ф2(х) +  +  (^ф„(х). Олинган ф(х) ечим ихтиё-
рии бошлангич шартни каноатлантирадиган содда (тривиалмас) 
еЧим булгани учун (5.14) формула умумий ечим формуласи- 
дир. Теорема исбот булди.

Биз юкорида п та чизикли эркли ечимлар ((5.2') тенглама учун) 
мавжудлигини курсатдик. Бундан (5.2') тенгламанинг чизикли эркли 
ечимлари чаксимал сони п дан кам эмаслиги келиб чикади. Аммо 
л-тартибли чизикли бир жинсли (5.2') тенгламанинг чизикли эркли 
ечимлари сони п дан ортик була олмайди. Хакикатан, исбот этиш 
учун (5.2') тенгламанинг ихтиёрий (п+1)  та ечими чизикли боглик 
эканини исбот этиш етарли.

ф| (х), ф2(х), ... , Ф„(х), ф„ + | (х), х £ / функциялар (5.2') тенглама
нинг ечимлари булсин. Агар фДх), ф2(х), ... , ф„(х), х£ / функциялар 
чизикли эркли булса, у холда юкорида исботланган 5.7-теоремага 
кура шундай С7, С 2, ... , С л узгармас сонлар топиладики, ушбу

фл+1 (*) =С?ф, (х) +С^ф2(х) +  + x£l
айниятга эга буламиз. Бундан ф| (х)......фл+|(х) ечимлар / интервал
да чизикли боглик экани келиб чикади. Агар ф|(х), ф2(х).......ф„(х)
функциялар / да чизикли боглик булса, у холда

Л
“ |ф|(х) +  а 2ф2(х) - f ...+  а лф„(х) = 0 , х£/,  Z af

П = 1
айният уринли. Демак,

«|ф 1 (х) +  ... +  а„фл(х) -|-0.ф„ + | (х) = 0 , х£/
аиният хам уринли. Бундан яна фДх)........ фл+|(х) ечимларнинг
' интервалда чизикли богликлиги келиб чикади.

М a ui к . Агар <pi(x), ч>2(х)...... ф„ + |(.т) функциялар / интервалда (5.2') тенглама-
мнг ихтиёрий (л —|— 1) та ечими булса, у холда шу / интервалда вронскиан ............ ..

т»+|| =  0 эканини исботланг.

т 5 . 2 - т а ъ р и ф .  n-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал
ечгламинине чизицли эркли ечимлари фДх), ф2(х)....... ф„(х), х £ /
{имларнинг фундаментал системаси дейилади.

ЬУ таърифга ва 5.7-теоремага кура бир жинсли дифференциал 
!ламанинг умумий ечимини топиш учун фундаментал системага 

тнщди Хамма счимларНИ ихтиёрий узгармасларга купайтириб 
^Ушищ керак.
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лМ и с о л л а р .  I. у" -)- k2y = 0 ,  А=?ьО тенглама учун <pi (jr) =cosAtAr, *рг (ж > =  sinb 
функциялар ихтиёрий /  интервалда ечим булади. Бу функцияларнинг Вронск
детерминанти ский

W(X):
J cos kx sin kx I 

— As in kx Acos kx
=  A =/=0.

Демак, cosAx ва sinAx — фунламентал системани ташкил этади. У холла умумнй ечи 
бундай ёзилади: ' им
\  у =  Cicos Ax-(-C2sin kx.

2 у'" — А'У= 0 , А > 0  тенглама учун (дг) =  I, ф2(х) = е кг, ф3(х) = е  ~кх функция
лар ихтиёрий / интервалда фунламентал система булади. Хакикатан. бу функциялап 
нингечим эканини бевосита текшнриб билиш мумкнн. Энди вронскианни хисоблайлик Р

1 екх e - kx kekx- k e ~ kx
0 kekx

-21i = =  A3
1 ~  1 I
1 I 1

0 k2ekx k2e ~ kx k2ekx k2e ~ kx
I 1 J

=  2А3Ф 0 (> ()) .

Демак, I , е**, е кх 
умумнй ечим

функциялар фунламентал системани ташкил этадн. Шуниж учун 

у =  С, +  С2екх+Сы>-кх
куринишда езилади 

3. Ушбу

ф| (jc) = — (х —2Г, 0 < х <  2.
0. 2 < х <  4. < М * > - {

0, 0<х< 2
(х — 2Г. 2 < х * £  4

функциялар О ^ х ^  4 ораликда дифференциалланувчи ва чизикли эркли. Аммо улар 
коэффициентларн [0,4] да узлукснз б$лган бирорта хам дифференциал тенгламанинг 
ечими эмас (34-чизма). Масалан, ф|(х) функцияни текширайлик. Агар бу функция 
бирор иккинчи тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг ечими 
булса, х0 =  3 нуктада <pi (3) = 0 , (3> =  0 бошлангнч шартларни олишнмиз мумкин.
Бундай ечим ягона булиши керак. Иккинчи томондан, хо =  3 нуктада трнвиал ечим 
ф(-с) = 0  учун хам «р(. > =  0, ф '(3 )= 0  бошлангич шартлар бажарилиши лозим. Бу 
мавжудлик ва ягоналик теоремасига зид. Шунга Ухшаш, ф2(х) функция хам хеч бир 
иккинчи тартибли бир жинсли дифференциал тенгламанинг ечими эмас. Чунки 
У =  ф| (х ) ва у =  ф2(х) функциялар х =  2 нуктада иккинчи тартибли хосилага эга эмас. 
Хакикатан,

-  <2) =  — 2. ф)+ (2) = 0 ; ф '_ (2 ) = 0 ,  ч^+ (2) =  2

Яна шуни кайд киламизки, бу ф|(дг) ва ф2(х) функциялар учинчн тартибли чизикли 
дифференциал тенгламанинг ечими була олмайди, чунки ф, (х) ва ф-Дх) функцнялар- 
нинг х =  2 нуктадаги учинчи ва ундан юкори тартибли хосилалари мавжуд эмас.

6. 5.8- теорема. Агар бирор I интервалда аницланган (pi (х), срг(*Ь 
... , фп(дг) функциялар чизикли эркли булиб, п марта узлуксиз 
дифференциалланувчи булса, у х,олда бу функциялар ягона 
п-тартибли чизицли бир жинсли дифференциал тенглама ечимларн- 
нинг фундаментал системаси булади.

Исбот .  Берилган фундаментал системага ушбу иккита чизикли 
бир жинсли дифференциал тенглама мое келсин дейлик:

y ln[+Pi(x)y{n " — ... +  Рп(х)у =  0, 
y'n>+q,(x)y{n- " - . . . + q n(x)y =  0.

(5.16)
(5.17)
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да Pi(x ) iCU) ,  q,(*)£€(!)< i =  1,1. — , n. Энди p,(x)=q,(x) ,  
Щ‘Ф 2 ... . n' эканини исботлаймиз. Унинг учун (5.16) дан 
1Т ]7) ни 'хадма-хад аиирамиз:

\ рл* ) —«I — <?„(*) l|f=0. (5.18)
дифференциал тенглама хам (5.16), <5.17) тенгламалар каби

<ж) ©*(■*).........фп(х) ечимларга эга. (5.18) тенгламада бирор
? / ,< ) <  я) учуй Р/(хи) —yjx«) Ф О ,  Xfi£l  булсин. У холда 

—qi(x) коэффициент х  нинг етарли кичик атрофида нолдан 
v  р1СЛИ булади. Демак, х» нинг етарли кичик атрофида 
J  (jc) фО булганда (5.18) тенглама (п — 1 ) — тартибли
б' лади ва у п та чизикли эркли ф| (х ), фг(х),... , фя(ж) ечимларга эга 
б<лиши керак. Бу зиддиятдир. Шундай килиб. р,(х)  =  y,U). x £ l .

фундаментал система мос чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламани тула аниклагани учун бу дифференциал тенгламани 
топиш масаласини куйиш мумкин.

Энди <pi(x), ф 2 < х ) ,  ... , ф « ( х )  функциялар / интервалда аникланган 
булиб, ечимларнинг фундаментал системасини ташкил этсин дейлик. 
Ихтиёрий ф(х), х£/  ечим шу функциялар бнлан чизикли боглик 
булгани учун ф | ( х ) ,  ф г ( х ) ,  ... , ф „ ( х ) .  ф ( х )  функциялардан тузилган 
вронскиан айнан нолга тенг булади ( у /  =  ф , ( х ) ,  у = ф ( х ) ) :

Щ У \>  У-2.............У*. У \  =

У \ У-2 * ' У п У

У \ У2 •■ ■ У п У

у Г " У 2 ~ " - у Г

у Г У Г  •• у Г у " ’

=  0. (5.19)

Аслида биз изланган дифференциал тенгламани ёздик. Бу 
тенглама чизикли бир жинсли эканига ишонищ учун (5.19) даги 
Детерминантни охирги устун элементлари буйича ёямиз:

1/2, • у„]уы -
У \ ‘

У| У 2 - • • Уп

у'| У2 • ■■ У п

~\>У2~2) ■• •У Г-21
у\п) у{2л) ■■• уГ

* + . . .+

У \  У2 -  Уп

у)п) у?' ...y in)
У =  о. (5.20)

Учун^/с?1’ чизикли эркли ечимлар учун Щу\, Уг, ... , У п ] ф 0 .  Шунинг 
” (5.20) тенгламанинг хамма хадларини Щу\, у-2.........У п ]  га
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Масалан, (5.2) даги р\(х) учун ушбу
У \ ••• Уп

у \ П- 2) . . . у ' п - 2)

Р\ (*) =
у\П) ... у'п)

e % i .  Уп 1

'Улади. 1

муносабат чикади. Бундам вронскиан учун мухим формула чикарИш 
мумкин. Унинг учун аввал

У ,  У-2 • •• Уп
У \ ■ Уп

у\ У -1 ■•• Уп

у[п- 2) - 

у\п- ' ] ■
..у (я~2)

У (пП ~ и
у Г 2 ) у Г 2) ■ ■ у Г 2 '

у\п) У (2а) ■ . ■  у 1 я)

айният уринли эканига ишонч хосил киламиз. Йул элементлари 
буйича детерминант хосиласини оламиз:

dx
W(x) =

У \ У 2 ■ •• Уп

У \ У2  - ■ ■ Уп

у\я- 2)у Г 2) ■ ■ у Г 2)

у\я- 1) а 1

• • у{Г "

+

+  - .+

У \

у\
У2 
У 2

У ,

Уп

У',"-"!#-" Уп
<п —1)

у\п~" - У  ',
, ( П —  I )

+

у2 ■ ■ ■  Уп

У \ у\ ■ ■ ■  Уп

У \ У 2 ■ ■ ■ У п

CN
. 

1 С у ? - 2' . . у Г 2)
« Г ~ п у Г " ■  ■ ■ У п ~ "

У. У 2 ■ ■ ■ Уп

У. у 2 ■ ■ ■  Уп

*/|Л_2)*/2Л_2) ■ ■

см"
. 

1 с

у\п) У [2П) . . . у 1 л)

+

Равшанки, вронскианнинг хосиласи п та я-тартибли детерми нан тл^Р 
йитиндисидан иборат булиб охиргисидан аввалги (п— 1) та си н и н  
хар бири 2 та бир хил йул элементларга эта. Шунинг учун улар ноЛГ 
тенг булиб, факат охирги детерминант колади. Бу эса и з л а н г

Г М  формуйдетерминантдир. Шундай килиб, ушбу р\(х) =
W{x)
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,ил булади. Уни биринчи тартибли узгарувчилари ажралган
.  ____ . . I M I ' I  П  Т Р Н Г П Я М Я  U U T P r n Q  П H O I J U U O -

формулага эгамнз. Бу формула Остроградский — Лиувилль номи 
билан аталади. Остроградский — Лиувилль формуласидан аввалдан 
маълум натижа (яъни 1Р(*о)=0 булганда Û (jc) = 0 , *£/;
№(хо)фО булса, W(х) =^0, * £ / экани келиб чикади.

Яна бу формуладан иккинчи тартибли чизикли дифференциал 
тенгламаларни уларнинг битта хусусий ечими маълум булганда 
интеграллаш учун фойдаланилади. Хакикатан,

тенгламанинг хусусий ечими у =  \р(х) =^0, x £ l  булсин. (5.21) форму
лага кура

Бу биринчи тартибли дифференциал тенглама булиб, унинг чап
томони р =  —!—  га купайтирилиши натижасида тулик дифферен- Г(х)
ниалга келади, яъни

^()фференциал тенглама каби интеграллаймиз:

чхи

НУ(х)=Се . дьеЛ *€/•

Бундан х = х 0 да C = W (x0). Демак,

^Р, (i )di

W(x) =  W(x0)e 10 (5.21)

y " + p l (x)y'-\-p2(x)y =  0

Ф'М у' ёки гр (х )у '-у ц '(х )= С 1 е
P̂,(*)dx

Хундаи':

dx-\-C2̂ (x)

Келиб чикади.
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Э с л а т м а л а р .  1) Исталган чизикли бир жинсли дифференциал тенглама 
5атта коэффициентлари / да узлуксиз булган) чексиз кун фундаментал си ете^(албатта коэффициентлари 

ларга эга.
2) Агар (|)|(л), <р2(дс), ... Фл(х), х £ / функцнялар ихтиёрий л-марта узлук 

дифференциалланувчи чизикли эркли булса, у холда бу функцняларга мое чизикли л 
жинсли дифференциал тенгламада у'"' олдидаги коэффициент Щуи ... , ф„|.нолл** 
фаркли булсин деб шарт куйилиши лозим. Акс холда W (х) = 0  тенгламани каноатт Н 
тирадиган нукталар тегишли дифференциал тенгламанинг махсус нукталари булади аН' 

М и с о л . Фундаментал системаси tpi (х) = co s  шх, срг(Jf) = s in  tax булган дйффеве 
циал тенглама тузилсин. (5.20) формулага кура  ̂ и

cosuur sinoj.ir у 
— (osinutx latosuix у'

2 2— (a costax — и sincox у"
I cos tax sin <ojc

— I 2 2 •1 —(i) cos tax—ui Sin tax

Бундаи:
шу" ш’(/ =  0 ёки у" -}- ta2у  — О.

Шунга Ухшаш фундаментал системаси <pi (jc) =  1, <р2(*)=  cos* булган дифферен
циал тенглама х ф к п  (ft — бутун сон) да у " — (ctg-r)i/' = 0  дифференциал т е н гл а м а д а н  
иборат эканини кУрсатиш мумкин.

7. Бу бандда чизикли бир жинсли тенгламаларнинг тартибини 
камайтириш масаласи билан шугулланамиз.

(5.2) тенглама у, у",..., г/1"’ ларга нисбатан биринчи тартибли бир 
жинсли булгани учун y = e V[x)dx алмаштириш (4-боб, 4-§ га каранг) 
тенгламанинг тартибини биттага камайтиради. Аммо хосил булган 
дифференциал тенглама z га нисбатан чизикли булмайди. Бу купинча 
максадга мувофик булмайди. Шу муносабат билан бошка усулни, 
яъни баъзи хусусий ечимлар маълум булганда тенглама тартибини 
камайтириш усулини баён этамиз.

5.9- теорема. Агар п-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг г та чизикли эркли хусусий ечимлари маълум булса, 
у х,олда тенгламанинг тартиби г бирликка камайтирилиши мумкин.

И сбот. Маълумки, л-тартибли чизикли бир жинсли дифферен
циал тенгламани интеграллаш учун унинг п та чизикли эркли 
ечимларини (ечимларининг фундаментал системасини) т о п и ш  керак. 
(5.7-теоремага каранг). Мазкур теоремада г та чизикли эркли 
ечимлар маълум булган хол куриляпти. Бунда, маълумки, г^ .п . Агар 
г =  п булса, ечимларнинг фундаментал системаси маълум булади ва 
умумий ечимни бевосита ёзиш мумкин. Теореманинг тасдигига кура. 
г<сп булган дифференциал тенгламани интеграллаш масаласи 
(п — г)-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани 
интеграллаш масаласига келтирилади. Агар (п — г)-тартибли тенгла
манинг (п — г) та чизикли эркли ечимлари топилса, бу билан 
берилган тенгламанинг фундаментал системаси топилади.

Энди биз r<in булган тенглама тартибини г бирликка к ам ай ти 
риш билан шугулланамиз.

Ушбу «pi (х), фг(дг) ,... ,  фг(дг), * £ / функциялар (5.2') тенгламаннн! 

чизикли эркли ечимлари булсин. Аввал / да ф,(х)=^0 деб’

=  0 ёки
cos ш х  sin ь> х 

— c*>sin <*> х  u>cos u> х У -

\У' + 2 2 - —  М COS (O X — О) Sin WJt
а—о.
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/ у \  (бунда и — янги номаълум функция) алмаштириш 

Жарам и з .  Унинг учун ^ -ё к и  t/ =  cpi (дг)г дейлик. Энди охирги

маштиришни бажарсак 5.2-§ да айтнлганидек, тенглама яна 
а'тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламага келади:

<f,(x)zin>-\-q /(х )г{п П-К-- +  <7<я_ 1 > ( x ) z 'L \y i ( x ) ] z  =  Q

Ammo Т|ф| ( * ) ] = 0  булгани учун, z' =  u деб тенгламанинг хамма 
хадларини ф|(*) га булсак, и га нисбатан (п— 1 (-тартибли чизикли 
бир жинсли дифференциал тенглама

иы~ "  + q i(x )u ,n- 2> +  ... +  qn- tu =  0 (5.22)
хосил булади. Бу (5.22) тенглама (г— 1) та чизикли эркли ечимларга 
уга. Улар куйидагича ёзилади:

/ чу(*> V / чу(*) V /Ф,(*> V
^Ф,(х> у  ^<р,(х) У  ’ ^Ф,(х) )■

Хакикатан, улар чизикли боглик булсин дейлик. Унда £  а? ф  О
1= 2

булганда
а, /ЧУМУ /4>з(*) \  , /Фг<*) \  п

булади. Энди бу тенгликни интегралласак:
чу(*) , чу<*) , , <М*)

“2 фГм  +  а * ф, й Г +  • • ■ +  =  “  а ' ’
муносабатга келамиз (бунда он — интеграллаш узгармаси). Буни 
а |ф |( ж ) + а 2 ф г ( х ) + . . . - | - а г(ря (х )  = 0 , *£/деб ёзсак, ф |(х ) ,  ф2( х ) ,  ... , 

функцияларнинг чизикли эрклилиги хакидаги фаразга зид 
булади. Шундай килиб, (5.22) тенглама (г— 1) та чизикли эркли 
ечимларга эга.

„ (5-22) дифференциал тенгламага яна юкоридаги мулохазаларни 
кУллаб, тартибини биттага камайтирамиз. Шу усул билан берилган 
Те,|гламанинг тартибини г га камайтириш мумкин. Теорема исбот-

^ и с о л . Агар ф| (х) =  coswx, — -р-<•*•<-—-  (<о>0) хусусий ечим булса,

тенгламанинг умумий ечими топилсин. o=(cosa>x)z алмаштиришни 
°а>КаРамиз. У холда.

у '=  (cos(ux)z' — Ci)(Sinb>x)z,

■  ^ ’ = IC°S tox̂ z" ~ ш̂ 5'п <**-0 д/ —‘■>(sin<i)jc)z' —oi^cos ojjc)z.
"Фодаларни берилган тенгламага куимиз:

(cos шх)г" — 2(.)(sin u>x)z'~u>2(cos (ox)z4 -<«J(cos <ox)z =  0 .Эн.|дн z'==i/ десак, ушбу
(cos uix)u'— 2io(sin шх)и =  0
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биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламага келамиз. Уни интеграл 
куйидагини топамиз: ' '1аб-

и'—=  2wtg шх.

1п!ы| =2<o\(tg ( o x ) d x \пС\ =  — 2ln|cos wj:| +  1пС5; н = ^ ------? = и  булгани V4vu
cos «ж ' -н

С| С, С|
г' =    дан г = - —tg ых +  С2. А гар  = С , десак, у =  (cos (ojr)a =  CiSin Wv-4-

COS (1)-С ш  и» т

+  Cjcoscojr келиб чикали. Бу берилган тенгламанинг умумий ечнмидир (6-банддаги 
1 - мисолга каранг).

5.3- §. п- ТАРТИБЛИ Ч И З И М И  БИР Ж И Н С Л И  БУЛМАГАН ТЕНГЛАМАЛАР

I. я-тартибли чизикли бир жинсли булмаган тенгламалар бир 
жинсли тенгламалардан унг томонида g(x) функция борлиги билан 
фарк килади. Шунинг учун (5.1) тенгламанинг умумий ечими хакида 
фикр юритишда (5.2) тенглама ечимлари хакидаги тасдиклардан 
фойдаланамиз.

5.10-теорема. Агар i/ =  ф(х), х£1 функция (5.1) бир жинсли 
булмаган тенгламанинг бирор хусусий ечими булиб, ф, ( х ) , ф2 (jc) , 
фл(х), х£1 функциялар тегишли (5.2) бир жинсли тенгламанинг 
фундаментал системаси булса, у х;олда бир жинсли булмаган 
тенгламанинг умумий ечими унинг хусусий ечими ф(х) билан

п

тегишли бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 2! Q<ft(x) йитин-
i=i

дисидан иборат булади, яъни:
п

У =  1' ЛЧ(дг) +Ф (*). (5.23)

И с б о т . ф(х) функция (5.1) нинг ечими булгани учун 
-̂|ф(-*') ]=̂ Г(-»с) булади. Энди (5.1) тенгламада

{/ =  г +  ф( х) (5.24)
алмаштириш бажарайлик. Бундан:

£(*) =  Цу]= L\z-\-^(x)] =  L\z\-\- L[^(x)] =  L\z]-\- g(x) ■ 
Демак, Z.f2l =  0. Бу (5.1) га мое бир жинсли тенгламадир. Arap<pi(*b 
фг(х), ... , фл(х), х£1 функциялар фундаментал система булса.

п

г ~  £  С,щ(х) ечим (5.2) тенгламанинг умумий ечими булади- 
1=1

У холда (5.1) тенгламанинг умумий ечимини топит учун (5.24) ал* 
маштиришда г урнига ифодасини куйиш кифоя.

Хакикатан, у=%(х) (5.1) тенгламанинг / да аникланган ва
ихтиёрий бошлангич шартни (яъни х(*о) =Уа%'(х0) =у'о, -  ' 
X." (х о) — уоп 11 муносабатларни) каноатлантирадиган ечими 
булсин. (5.23) формуланинг икки томонидан (п — 1 ) -т а р т и б г а ч а  
хосилалар олиб, ушбуга эга буламиз (х =  х0 да):
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(5.25)

Уо =  2  С(у ,o +  'fc .
1=1

M>= 2  Qy^ +  rp'0,
1=1

уГ -"  =  I  О й Г 'Ч - Ч * - 0 .i = 1

Arap =  t' =  0, 1....... л — 1 булса, (5.25) дан Г (х 0) # 0  бул-
учун Ci =  С2 =  ... =  С„ =  0 келиб чикади. Бу бир жинсли 

тенгламанинг тривиал ечимига тугри келади. Шунинг учун 
у(х)==ф(х), x £ l  булади. Бу хол кизик эмас. Энди 
и1',фгр&‘> O ^ i ^ n — l булсин. Равшанки, бир жинсли булмаган 
тенглама тривиал ечимга эга эмас, шу сабабдан уо’фО, i = 0, 1, ... ,
п — \. Демак, (5.25) тенглама Си С2........Сп ларга нисбатан п та
биринчи тартибли алгебраик тенгламаларнинг бир жинсли булмаган 
системасидан иборат. Бу системанинг детерминанти 1^(х0) #=0. Шу
нинг учун у ягона С?, С2, ... , (Л ечимга эга. Демак, ушбу

Х (х)=  2  С,Ч(дс)+<р(х), х£1 
1=1

айниятга эга буламиз. Шундай килиб, уп, у'0, ... •Уо'1-1’ бошлангич 
кийматлар ихтиёрий булганидан (5.23) формула умумий ечимдан 
иборат булади. Теорема исбот булди.

5 .3 -  н а т и ж а . Агар чизикли бир жинсли булмаган тенглама
нинг битта хусусий ечими маълум булса, уни интеграллаш масаласи 
тегишли бир жинсли дифференциал тенгламани интеграллашга 
келади.

5 .4 -  н а т и ж а . Агар чизицли бир жинсли булмаган тенглама
нинг г та хусусий ечими ф| (х), ф2(х ) ,..., ф,(х), х £ / маълум булиб,

ф|(х) —ф*(лс), ф2(х )—ф*(х), ... , ф*_|(х) — ф*(.0, ф*-н(х) —
— ф*(х), ... , ф,(х) — ф*(х),

Функциялар чизицли эркли булса, бир жинсли булмаган тенгламани 
интеграллаш (п — r-\-1) -тартибли бир жинсли тенгламани интеграл
лашга келади.

И с б о т . у = ц к(х ) -\-г десак, г = у  — ф*(х) булади. Бунда 2 бир 
жинсли тенгламанинг ечими. Шунинг учун у =  ф|(х), 1/ =  ф2(х), ... , 

(*), у =  ф*+ |(х), ... , у =  ̂ г(х) десак, бир жинсли тенглама
нинг /■—! та ечимини, яъни
г ,=ф |(х) — ф*(лс), г2 =  ф2(х) — ф*(х)........гк- \  =Ф*_, (х) — ф*(х),

2*+|=ф*-и(х) — фДх), ... , гГ =  ф,(х) — ф*(-«) 
ечимлэрин адсил к,иламиз. Бу ечимлар чизикли эркли булганда

ишли бир жинсли тенгламанинг тартиби л— 1 га камайтирилиши 
УМКин- Натижа исбот этилди.
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2. Мазкур бандда бир жинсли булмаган тенгламанинг xycvcu- 
ечимини топ и ш да мухим роль уйнайдиган Лагранжнинг узгармасн* 
вариациялаш усули билан танишамиз. и

Маълумки, бир жинсли тенглама учуй умумий ечим унинг чнзикт 
эркли ечимлари оркали (5.14) формула билан ёзилар ЭдиМ
Ж. Лагранж (5.14) формулада С, лар урнига а,(х) функцияларни 
куйиб, бир жинсли булмаган тенгламанинг ечимини

Я

У=  I  о,(х)ф(дг) (5.26)
i=i ’

куринишда излаш усулини берган. Бир жинсли булмаган тенглама
нинг ечимини (5.26) куринишда излаш мумкинлиги, яъни o,(jc) 
функцияларни бир кийматли топиш мумкинлиги (ундай функциялар- 
нинг мавжудлиги) куйидаги хисоблашлардан куринади.

(5.26) функция ва унинг (п— 1 )-тартибгача хосилалари маълум 
шартларни каноатлантириши о,(х) функцияларнинг мавжуд булиши 
учунетарли булади. Хдкикатан (5.26) нинг хосиласини хисоблайлик:

У'= 1  а, (х)<р ,’(*) +  I  a,'(x)cp,(x).
1 =  I 1=1

Бунда
Л

(5.27,)
/ = I

деймиз. Иккинчи тартибли хосилани хисоблаймиз:

У" =  -  (х) +  I  oi (x)(pi {x).
<=| i=I

Энди
п
Z о](х)ф,(х) = 0  (5.272)

1 =  I

деймиз. Шунга ухшаш, (п — I )-тартибгача хосилаларни хисобласак:

Уы~ и =  £  ч ( х ) ф / - » ( х ) +  V а. (х)(р!',~2> (х),
' = 1  1=1

бунда

I  о;(х)«й" - 2>(х)=0 (5.27л—I)
1=1

деб оламиз. Навбатдаги у м  ни хисоблаймиз:

У{п>=  £  Ч(х)я/*>(х)+ v о:(х)ф(п-"(х:).
1=1

Юкоридаги (5.27|), ... , (5.27„_i)тенгламаларни хосил килишда 
чизикди бир жинсли булмаган дифференциал тенгламадан фойдалан-
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к оЦх) учуй охирги муносабатни топишда ундан фойдаланамиз. 
тенгламага юкоридаги хисоблашлардан у, у', у", ... , 

у("> ларнинг ифодаларини куямиз:

J” Z  о1(х}(р!п)(х) +  2Г <у](х)<р!п~ 1) (X) J-h/7, ( j c ) Z  o; (x)(fi' ' - , , (x) J  +  

-fft(x)|~ 2  ai (x)V',- 2, (x) Z ст, (х)ф (х) J  +

+/>„(*)£ 2  СТ,(х)ф(х) J= g (x )

еки

Z 0>’(-x) Cft<n 11 (*) +  2  o/ (*)[<ft(n> (*) +Pi<ft<n 0 ( * ) + • • • +
<=i

+  Pn-I (х)<й(х) +p„(x)(ft(x)] =  g(x).
A mmo  бундан ф,(х), t =  I, 2, ... , л функциялар /  да L[y]=0 тенглама
нинг ечими булгани сабабли, ушбу

i a ; w r " W = S W  (5.27 п)
1=1

муносабат хосил булади. Шундай килиб, (5.27;), / =  1, 2, ... , 
п системага эгамиз. g(x) ^ 0  дан бу систем’а a,'(x), / =  1, 2 ,..., л ларга
нисбатан бир жинсли эмас. Унинг детерминанти №[ф|......фя]=^0, х£/.
Шунинг учун а'\, ... , оя ларни бир кийматли топамиз:

а!(х) =  6,(х), /= 1 , 2....... л, х£/.
Бундан:

о,(х) =  )6,(x)dx +  Q.

Гопилган ифодани (5.26) га куямиз:

^ ~ ф |  (дг)5б| ( j c ) r f x - l - ... + ф я ( х ) ( 6 „ ( х ) й х +  Z  С , ф ( х ) .  ( 5 .2 8 )
1—1

J  (5.1) тенгламанинг умумий ечимидир, Ундан С, = С 2 = ... =  С„ = 0  
Улганда бир жинсли булмаган тенгламанинг ушбу

У —ф|(х) ^6i (x)dx +  . . .+ фл(х) ^6n(x)dx (5.29)

Щ ИИ еЧИМИНИ топиш м ум ки н.
ч„зи Л ,)дай килиб, агар бир жинсли дифференциал тенгламанинг л та 
Л  систр11 ечимлари маълум булса, (5.27,), / =  1, 2, ... ,
ла ёрдМаНИ тУзиб. ундан 6| (х ) ,..., 6„(х) ларни, сунгра (5.29) форму- 
топамиаМИЛа ^ИР жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини
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М н с о л л а р .  I. Ушбу у" +  ш'гу =  ах, шФО, а Ф 0 дифференциал тенгламани 
умумий ечими ёзилсин. г

Мое бир жинсли тенглама у"-\-ыгу —0  аввал курилган булиб, унинг фундамент 
системаси cos <ох, sin шх функцнялардан иборат ва демак, умумий ечим^

y =  CiCosutx +  C2sin и>х эди. Бир жинсли булмаган тенглама учун у =  -^~х функция

хусусий ечим булади. Бунга бевосита хисоблаб куриб ишониш мумкин, 5.10- теоремаг 
к^ра берилган тенгламанинг умумий ечими: а

у — С, cos 0)Jt-(-C2Sin шх-|—^—x.
to

1-мисолда берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечнмини узгармасни 
вариациялаш усули билан топайлик. Ечим y — Oi (x)coso)x +  02(x)sin(ux куринищда 
изланади. а\(х), оЦх) лар учун система бундай ёзилади:

( о | (x)cos <i>x-t-o2 (x)sin шдг =  0,

— о, (х)о> sin ч>х -\-а2(х)ш cos ш(х) = ах  

ёки

( о, (х) cos <i>jc - (-  cf2 (дг) sin шт =  0, 

о, (x)sin <ах— о2(х) cos шх=
(0

Бундан

а\ (х ) =  —---s in  ш(х), а2(х) = ~ --co s <ох. ш ш
Интеграллаш натижасида ушбу

, . ах а —а| (•*) = —5-cos ИХ----—sm ЮХ+С,,
и шл

, . ах . а —а2(х) — —J-Sin ИХ-|----—cos шх-f С2
. И (0J

функцияларни топамиз. Энди бу ифодаларни уз Урнига куйсак, аввалдан маълум 
формулага келамиз:

(ах а — \  / а х  а __\
—r-cos юх---- r-sm их +  С( Jcos mx +  f —5-sin шхН— —cos их +  С2 ) sin их =
o> ta /  \о>2 w3 )

тг- . -рг ■ . а х— CjCOS u)jr-fC2sin <ах-\— —.

Бундан хусусий ечим яна —— дан иборатлиги куриниб турибди.
(о2

2. Юкоридаги мисолда хусусий ечимни танлаш мумкин эди. Аммо хамма холларД* 
Хам бу осон булавермайди. Ушанда Узгармасни вариациялаш усулининг ахамияти 
алохида куринади. lily максадда ушбу

y " + ( tg x ) y '----- !— , — < * < ■ ? -
cos х 4 4

дифференциал тенгламани олайлик. Унга мос
У"+ (tgx)y ' =  0
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бир
тенглама осонгина интегралланади. Агар уни —— =  — tgx ёкижинсли у

j , . ___ iBX деб ёзсак, биринчи интеграл Inlj/'l =  ln|cos х| + 1 nCi ёки
JL-(ln у I — s

Г- «  куринишда ёзилади. Энди умумий ечимни (бир жинсли тенглама учун) топа 
у '= С1. ^ cls'inx +  Ci. Бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини топиш 
“•1аМИЗ нмни у =  ч\ (jr)sinjc-(-(T2(j) куринишда излаймиз. Бу холда цп (х) =sinx, 
УЧУН ~ \  Шунинг учун ф{(ог) « c o s х. qu (x )= 0 ; Энди o 'i(x).oU x) лар учун снстемани 
<|*(*) ёзамиз:

[ a, (x)sin х +  Ог(х) • I = 0,

0| (jc)cosjc +  o2(x ) - 0 = I
COS X

Бундан о, (*) =  2 1 ° 2cos х
Энди oi(x), а2(х) лар учун ушбу

I • . . sin х- а2(х) = ------- -—  келиб чикади.

<*1 (*) = t g x  +  C ,,a2 (Jc) ---------------- 1-С

ифодаларни тонамиз. Шундай кияиб, берилган тенгламанинг умумий ечими бундай 
ёзнлади:

у =  а, (x)sin х +  п2(х) = sin2 х
cos х —-----f- С, sin х -|- С2 == — cos x-f-C.sin дс +  С,.гчс 1 Z 1 £

3. Энди бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини 
топишнинг Коши усули билан танишамиз.

Чизикди бир жинсли булмаган дифференциал тенглама (5.1) нинг 
коэффициентлари pi(x) ( i= l ,  2, ... , n ) ва унг томони g(x) бирор 

ораликда узлуксиз булсин. Мос бир жинсли тенгламанинг 
фундаментал системаси маълум булсин деб фараз этамиз. У холда 
бир жинсли тенгламанинг |  параметрга боглик булган шундай К(х, 
I) ечимини тузиш мумкинки, у ечим ушбу
K ( l  | )  = 0 , Кх (1, 1 ) = 0 ...........К^-22, ( 1  | ) = 0 ,  (£ , 6) =1(5.30)

бошлангич шартни каноатлантиради. Шу К(х, £) ечим оркали бир 
*инсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими

X
M x ) = \K ( x £ ) g ( i ) d l  (5.31)

а

^Рдамида топилиши мумкин. Буни исбот этиш учун 
дан кот эканини курсатиш лозим. Хакикатан, ф(х) функция-

ма-кет хосилалар олиб, (5.30) шартдан фойдаланамиз:
/ Х Х

* {x)z=K(x> x)g (x )+ \K {x ,ii)g (S )d i=  S < ( ^ )g (g ) d i ,
а а

V ' {x)= K 'A x ,x )g (x )+  \K 's(x ,t)g a )d Z =  \K ) ( x £ ) g ( t ) d t
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(х)= к';-1Ц х. x)g(x)  +  г д е =

=  \Kllr," (x £ )g ( t)d l

*>“" (х) =  /$Г .,> (x, x)g(x) +  $/#» (x,5)g(5)d| =

= g (x) +  № '  (xX )g(l)d t.
a

Топилган ифодаларни (5.1) тенгламанинг чап томонига куямиз:
X X

*(х) +  \ к у  (x ,l)g ( l)d l +  pt (x) \ к (;т," (xX )t!(i)d l +
а а

+  ...+рп(х) \K (x ,t)g ( t )d t= g (x )+  (*.£) +
а  а

+ P ,(x)K l; i , l)(x ,l)+  ...+ pJx)K (x ,t)]g (Z )d t

Каве ичидаги ифода нолга тенг, чунки К(х,£) функция мое бир 
жинсли тенгламанинг хусусий ечими. Бундан ф(х) функциянинг бир 
жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими экани келиб чикади. 
1 авшанки, ф(х) ва унинг хосилалари учун ушбу

Ф(а) = 0 , ф(,)(а) = 0 , | = | ,  2........л - 1
шарт бажарилади. Бу шарт бир жинсли тенглама тривиал ечими учун 
езиладиган шартдан фарк килмаса-да, бир жинсли булмаган 
тенгламада ф(х)=^0, булади. Акс холда g ( x ) ^ 0  тенгсиз-
лик билан зиддият хосил булади.

Энди (5.31) формулани бошкача куринишда ёзамиз Унинг учун 
ушбу

G (*,£) = {0, а < х < 5 , (5.32)

функцияни киритамиз. Равшанки, G(5, 5) = 0 , а < 5 < 6 .  Ундзн 
ташкари х =  5 нуктада (5.30) шартга кура:

G ^(6+ 0 ,6)= G ^» (1 -0 ,1 )  =0,1 =  1, 2, ... , л - 2 ,
G p "  (5+0,1) +  G<"r,l) (5-0,5) =  1.



Ох ирги муносабатда (5.32), (5.30) га асосан:
(6 + 0 ,6 ) -1 , С^Г|‘> (6—О, 6) =*о.

Ч и з и м и  бир жинсли дифференциал тенгламалар учун келтирил- 
гаН хоссаларга эга булган G(x, i) функция Коши масаласи учун Грин 
функцияси  дейилади. (5.32) формуладан фойдаланиб, (5.31) форму- 
иани аник интеграл шаклида бундай

ь
Ф(*) =  $G U ,6)£(6)d | (5.33)

а

ёзиш мумкин. Бу формула Коши формуласи дейилади.

М и с о л . Ушбу y"-j- (tg*)i/' = — -— , дифференциал тенгламанингcos х 4 4
хусусий ечими Грин функцияси ёрдамида топилснн. Маълумки, (2-банддаги 2- мисол) 
мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системасн 1, sin х лардан иборат булиб, 
умумий ечими эса у =  С1 +  Сг&\пх. Энди тегишли К(х, О ечимнн

K(*,0='M 0-l+'M 0sin*

куринишда излаймнз, бунда К ( 0 = 0 ,  К'А1. 0  =  1 б?либ, фЧО. ФИОларни шу 
шартдан фойдаланиб топиш лозим.

Хакикатан: К(1, О = 4>i(О + ф 2<0 s in ? = 0 ,
K 'A l 0 = Ф г ( 0 с о 8 |= 1 .

Бу системани ечиб, ушбуни топамиз:

'Ы О = -^ Г> ф|(0 =  -<80

Шундай килиб. /С(дг, £) =  — tg£H---- Ц -sinx.
COS&

Энди (5.31) формула буйича хусусий ечимни топамиз:
X X X

* u ,=  J [ - « + ^ Г - п . ] ^ Г « —  \ 5 ^  + sin* J dl
cos2?

cos ?
-sin *tg ? | —  Г -1 --------- !— "I

« I cos — I
" Г  L 4 J

+

-t-sin*£tg* — tg^ — - ^ J  =  V2 — cos* +  sin*.

еч ^  г ШК' У” +  « 2!/= a* , (й=/=0 , а ф 0 бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий 
н Грин функцияси ёрдамида топилсин.

4- Агар (5.1) тенгламада унг томонидаги g(x) функция ушбу

I £(*) =  2  fi(x), fi(x)£C (l)
1 —  1
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куринишда булса, L[y] =  2  Ц х) тенгламанинг хусусий ечимини
1=1

топиш учун s та L[y] =  f\(x), L[y]=f2(x),.. . ,  L\y]=fs(x) тенгламанинг 
хар бири учун алохида-алохида хусусий ечим топамиз. Улар мос 
равишда xpi (дс), гЫ*)> ••• , фИ*) функциялардан иборат булсин

S

У холда берилган тенгламанинг хусусий ечимини 2 ф ,(х )  деб
1=1

ё з и ш  м у м к и н .  Х а к и к а т а н ,  ф а р а з  б у й и ч а  

Ш у н и н г  у ч у н  2  ф, ( х )  2  1 [ ф ]

£N>i]= /-(* ). /==1,2,

= i  fi(x) = g (x ). Демак
i=l ’

5

2  fi(x)— б и р  ж и н с л и  б у л м а г а н  т е н г л а м а н и н г  х у с у с и й  е ч и м и .  
1=1

М а ш к. 1. Агар мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системаси ех ва е~* 
бФлса. ушбу у" — у —е2х-\-х— \ тенгламанинг хусусий ва умумий ечимлари топилсин.

2. Агар мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системаси 1, cos х, sin х б^лса, 
ушбу y '" + y ' =  x +  cos2x тенгламанинг хусусий ва умумий ечимлари топилсин.

6-6 об

п- ТАРТИБЛИ ЧИ ЗИКЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Чизикли узгармас коэффициентли дифференциал тенгламалар 
чизикли дифференциал тенгламаларнинг мухим хусусий холи булиб, 
улар элементар функцияларда охиригача интегралланади. Мазкур 
бобда- чизикли узгармас коэффициентли тенгламаларни ва унга 
келтириладиган узгарувчи коэффициентли чизикли тенгламаларни 
урганамиз. Аввал комплекс дифференциал тенгламаларга тухта- 
ламиз.

6.1-§. КОМ ПЛЕКС ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1. Агар чизикли дифференциал тенгламаларда коэффициентлари 
хакикий функциялар булса, тенглама %ак,ик,ий чизикли д иф ф ерен
циал тенглама дейилади. Коэффициентлари комплекс функциялардан 
иборат булса, тегишли тенглама комплекс чизицли д и ф ф ер ен ц и а л  
тенглама деб юритилади. Купинча, коэффициентлари у згар м ас  
булган чизикли дифференциал тенгламаларнинг комплекс ечи м лари - 
ни топиб, сунгра ундан хакикий ечимларни ажратиб олиш к у лай р о к  
булади. Шу муносабат билан баъзи тушунчалар киритамиз.

6 .1 -т а ъ р и ф . Агар бирор / интервалда <р(/) ва ф(/) х;ациций  
аргументли уациций функциялар берилган булиб, шу инт ервалдан  
олинган t нинг х;ар бир цийматига ушбу

■Х(0 =  ф(0 + /ф (/)
комплекс сон мос цуйилган булса, у уолда /  интервалда %ацик<ии 
аргументли комплекс функция %(t) берилган дейилади. ср(/) функция
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. функциянинг х;ациций цисми, \p(t) функция эса унинг мав.\ум 
1 [гни дейилади.

Агар < р ( / ) ;  Ф ( ( )  ф у н к ц и я л а р  /  и н т е р в а л д а  у з л у к с и з  б у л с а ,  у  х о л д а  
плене ф у н к ц и я  х ( 0  х а м  ^ и н т е р в а л д а  у з л у к с и з  д е й и л а д и .  

к о м п л е к с  ф у н к ц и я н и н г  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и  т у ш у н ч а с и  х.ам 
у г а  у х ш а ш  к и р и т и л а д и .  А н и к р о г и ,  а г а р  /  д а  < р ( / ) ,  ф ( / )  ф у н к ц и я л а р  

и с Ь Ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  б у л с а ,  у  х о л д а  х { 0  ф у н к ц и я  х а м  /  д а  
вифференциалланувчи д е й и л а д и  в а  х(0 = ф(0 -МФ(() д е б  х и с о б л а -  

а а и  Б у н д а  ф у н к ц и я  и ш о р а с и н и н г  у с т и д а г и  н у к т а  t б у й и ч а  х о с и л а н и  
билдиради. Р а в ш а н к и ,  к о м п л е к с  ф у н к ц и я л а р  у ч у н  х а м  у ш б у

dt (х, ( 0 + & (О ) = Х |  ( / ) + & ( * ) .

j j ( b  ( 0  • X2(/))=Xl (/) Х2 (/) +Xl (О Х2(/),

d / x t U ) \  Х | ( 0 х 2 « ) - Х | (0 X 2 (0  , п

ф т ) = ---------------------------- ■ :ь(‘)ф 0
ф о р м у л а л а р  у р и н л и .  Б у н г а  б е в о с и т а  х и с о б л а ш  й у л и  б и л а н  и ш о н и ш  
м у м к и н .  У ш б у  л - т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с л и  д и ф ф е р е н ц и а л  
т е н г л а м а

(л) (я — I )
z + а ,  z - f  . . . + a „ _ , z + a „ z  =  О (6 . 1)

берилган б у л и б ,  к о э ф ф и ц и е н т л а р и  /  и н т е р в а л д а  а н и к л а н г а н  в а  
у з л у к с и з  ф у н к ц и я л а р  б у л с и н .

6 ; 2 - т  а  ъ  р  и  ф  . Агар z =  x(t) функция h  с = /  интервалда аницлан- 
ган булиб, цуйидаги икки шарт:

>°- Х(0 6С"(/,),
Кп) (л-1)

2°- х ( 0 + а  х ( / ) + . . .+ а я_|Х (/)4-алх ( 0 ^ 0 ,  /б /i

бажарилса, у %олда z= x (t)  функция 1\ интервалда (6.1) тенглама
нинг ечими дейилади.

к I • <п- '>0-1-теорема, to, zo, Zo, ... , лар бошлангич цийматларнинг 
ихтиёрий системаси булсин. У %олда 1) ( 6 .1 )  тенгламанинг ушбу
л* "1 — ги, x(/o)=zo, ... , X (/<>) =  бошлангич шартни цаноат-
-^птирадиган ва / интервалда аникланган ягона z = x (0  ечими 

« 9 *  2) бир хил бошлангич шартни цаноатлантирадиган 
тиерий икки xi(/), ХчЦ) ечим I интервалда устма-уст тушади. 

v  У т е о р е м а н и н г  и с б о т и  4 . 1 -  т е о р е м а н и н г  и с б о т и д а н  к е л и б  ч и к а д и .  
„ ИКатан. z= x-\-iy  а л м а ш т и р и ш  б а ж а р а й л и к .  У  х о л д а  ( 6 . 1 )  т е н г -  

а Ушбу и к к и т а  п- т а р т и б л и

. (я—1)
У, У........  У ).

(Я) . (л— I)
X = f(t, X, X, ... , X ,

( Л )

У = g (t, х, х, ...
(я—I)

* , у, у,
(я— и

У )
( 6 .2 )
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дифференциал тенгламага ажралади. Унда f ва g функциялар
*........  х , у, у ........  у узгарувчиларга нисбатан коэффи.

циентлари узлуксиз чизикли функциялардир. Аникроги, (6.1) Да 
a\=a\-\-ia", ... , an=a'n+iaZ десак, f ва g функциялар бундай

" „(я—О
/ = — 2  (О, * —а, у ), 

1*1
п „(«—*) (л—о

£ = — 2  (а, х +а,- £/ )

куринишга эга булади. 9-бобда курамизки, а/, а" / =  1, 2, 
/г функциялар / интервалда узлуксиз булгани учун 

<?/ _ j s  dl dg
дх(п-0 ’ дх<п—0 ду,я-°  ду{п i = l ,  2, ... , л функциялар хам шу

интервалда узлуксиз булганидан (6.2) система тегишли бошлангич 
шартни каноатлантирадиган ягона ечимга эга.

Иккинчи томондан, агар а'£Сп, а^С "  булса, (6.2) системанинг, 
масалан, биринчи тенгламасини кетма-кет л марта дифференциаллаб!

(я) (л+|> (2л)
системанинг иккинчи тенгламасидан фойдалансак, х , х .......  х

(л)
ва у лар учун ёзилган (л+  2) та тенгламага эга буламиз. Агар
тегишли якобиан нолдан фаркли булса, (л +  2) та муносабатдан у, у, 

(я)
у , . . . ,  у ( (л + 1 ) та) узгарувчиларни чикариш мумкин булади. 
Натижада х га нисбатан 2л)-тартибли чизикли дифференциал 
тенгламага келамиз. Агар а'„ а", лар узгармас булса, у холда 
тегишли якобиан узгармас детерминантдан иборат булади.

2. Куйида экспоненциал комплекс функцияларнинг баъзи хоссала- 
ри билан танишамиз. Аввал о) =  u-\-iv ихтиёрий комплекс функция 
булганда e "= e “(cos y-(-/siny) деб ёзамиз. Бу формулани ушбу

*• =  1 +<*+— +■: + ^ + ~ .
катор ёрдамида исботлаш мумкин. Равшанки, еГ =  еГ. Х.акикатан, 

eB =  e"(cosy—/siny) =e?~lv =е".
Энди ушбу

а», <*> ш.
е е ~ е • «>1=“|+*» |, саг =  ы2+ /ц 2 (6.3)

формулани исбот этамиз. Содда хисоблашлар

е ' е г= е '  (cosy, +«siny,) -e“2(cosy2+/siny2) =

= е  1 ‘f (cosy,cosu2 — siny,siny2) -(-/(sin^cosuj-l-cosyisini^)]^
= e “l+“2[cos(u, + o 2) +/sin(u, +  v2) } = e a'+u?> +‘<D' +<’J, ==/ 1+es

булишини курсатади. Ушбу

=  , A. =  p + r v
но

(6.4)



=jv(cosv/-f-<sinv/) =  /ve‘v'.

Энди A, =  p + < v булсин. Унда (6.3) формуладан фойдалансак:

И сбот зтилган (6.3) ва (6.4) формуладан кейинги мулохазалари- 
мизда тез-тез фойдаланамиз.

тенглама учун z= C ek‘ (С — ихтиёрий комплекс узгармас) функция 
ечим булади. Агар z(0) = z 0 деса, С =  г0 ва z=Zoekl булади. 2о=ге'а, 
r^O  ( а — хакикий сон) булганда

Бу системанинг ихтиёрий ф(0, ф(0 ечими комплекс тенгламанинг 
ихтиёрий ечими билан куйидагича богланган булади:

x =  tp(i) = r e M'cos(v/ +  a), у =  ф(0 = r e “'sin(v<-(-a).
Шунга ухшаш z = iz 2 комплекс дифференциал тенглама содда 
хисоблашлар ёрдамида куйидаги икки хакикий

х = —2ху, у = х 2—у2 
Дифференциал тенгламага ажралади.

в-2-§. ЧИЗИКЛИ БИР Ж И Н С Л И  УЗГАРМАС К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т  И 

ТЕНГЛАМАЛАР
4- бобда п- тартибли дифференциал тенгламаларнинг баъзи интег- 

Ралланувчи турларини курганда купинча -^ -= р  белгилашдан фой-

. .  ция сифатида хакикий агрументли ихтиёрий z (хаки-

Ьнлии,- yU) — хакикий функциялар) деб
°рал и МУМКИН- Агар бирор / интервалда £ /(/)=  0 булса, шу 

z ( t )=x( t )  функция хакикий булади.

ai ui ш ai

=  pe»*Vv' +  • <WV' =  (р+ tv )e t,<+,v' =  U J.

3. Ушбу
z =  kz, X =  p-|-h>, z =  x+ iy

z =  reiaek, =  rekl+ia.
Берилган тенгламани бундай ёзамиз:

x + iy =  (p+ iv ) (x +  iy) =  (px — vy) + i{vx +  \iy)
ёки

(6.5)

Бундан:

Ф (t) +гф(/) =:rekl+‘a =  re{̂ +̂м'+ia =  rê l̂+,ы+a, =  
= r e M'( c o s ( v / - f  a) + i s i n ( v / - f a ) ] .

эдик. Бунда у  — номаълум хакикий функция эди. Энди
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Ушбу бобда z функциядан t буйича олинган хосилани pz =  — z 
деб, дифференциаллаш операторини символик равишда ~ = р  деб 

белгилаймиз. Худди шундай ... , символ-
dz Szларни киритсак, шу символлар ердамида — —pz, —j- =

dkz= p 2z1... , ——=[ f z  муносабатларга эга буламиз. (6.1) дифферен- 
dt

циал тенгламанинг чап томонини L(z) деб белгиласак, уни 
киритилган символлар оркали ёзиш мумкин (унда а, =  const, 
г' =  Г7« деймиз):

(л) (л-1)
L(z) =  z + a l z +  ... +  a„_ ,z+ anz =

П
= p z + a lp r-,z +  ...+ an_ lpz+ anz =

=  ( / f+ a ]p r-i +...-\-an_ lp+a„)z =  L(p)z.
Шундай килиб, (6.1) тенгламани

L ( p ) z = О (6.1')
деб ёзамиз, бунда a, =  const булгани учуй L(p) я-тартибли алгебраик 
купхад.

Куйида дифференциаллаш оператори р га нисбатан L(p) 
купхаднинг икки хоссаси билан танишамиз.

A) L(p) ва М (р )— дифференциаллаш операторлари р га 
нисбатан ихтиёрий кущад, zi, 22, 2 лар эса t нинг функциялари булса, 
у цолда ушбу

1. L{p)(zi+ z 2) = H p ) z t +L( p ) z 2,
2. (L(p) +M( p) ) z  =  L(p)z +  M(p)z,
3. L(p) (M(p)z) =  (L(p)M(p))z

айниятлар уринли. Бевосита хисоблашларни бажариб, бунга ишониш 
мумкин.

Б) Агар L(p) купхад р га нисбатан бирор купхад булса, ушбу
L (р)еи = Ц Х )ек1 (6.6)

формула уринли, бунда X — %ак,ик,ий ёки комплекс сон.
И с б о т . Биз юкорида ~ e kt=Xekt формулани исботэтган эдик.

Демак, pek,=Xekl. Равшанки, p2ekt—p(pekt) =p(Xekl) =
=  Х2еи, ... , ркек1=Хкек1. Шунинг учун L(p)e'  = р пек‘ +

+  а р п ~ 'ек1 +  • - +  а„ -, рек1 +  апек1 =  Хпеи + а {Хп~ хек,+  - +  
A-an-iXe'1 + а пек, =  ек' (Хп+а,Хп- '  +  ...+ ап- ,Х + а п) = Ц Х ) е “.

(6.6) формула исбот этилди.
Агар X сон Цр)  купхаднинг илдизи булса, (6.6) формулага кура 

еи функция (6. Г) тенгламанинг ечими булади. Шу муносабат билан 
Цр)  купхад (6.1') тенгламанинг характеристик цущади дейилади.

Энди (6.Г) тенгламанинг умумий ечимини (комплекс ечимини) 
ёзишга тухталайлик. Бунда икки хол юз беради: I. Характеристик
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купхад оддий илдизларга эга (яъни каррали илдизлар йук.). 
II. Характеристик купхад илдизлари орасида карралилари хам бор. 
Хар бир холни алохида курамиз.

I. Ц р) купхаднинг илдизлари оддий. Бу холда асосий натижа 
куйидаги теорема билан берилади.

6.2- теорема. Агар Ц р) купхаднинг илдизлари Xi, fa, ... , k„ оддий 
булса, у холда (6.1) тенгламанинг барча ечимлари ушбу

z =  Ciek', +  Cle* +  ...+ C ne''‘ (6.7)
формула билан ифодаланади, бунда Сi, Сг..........  Сп ихтиёрий
узгармаслар.

И с б о т . Аввало z \= e '‘,zi =e~‘‘ zn= e"' функциялар — оо <
< /< - |- о о  интервалда аникланган булиб, улар (6.1) тенглама
нинг ечимидир. Колаверса, (6.7) функция хам (6.1) тенгламанинг 
ечими булади. Хакикатан, С\, Сг, ... , Сп лар узгармас булгани учун 
L(\i) = 0 , / =  1,2, ... , п тенгламаларга кура:

L(p)z — L (р ) (Суе у‘ +  С2еч  + ... +  Сяек‘) =
=  ClL(p)ek', +  C2L(p) еч‘ +  ... +  CnL (р)ек‘ =

=  ClL(kt)e ' , +  C2L (\2)e*‘ +  ... +  CnL ( \ ,) e 'l*B0, - о о < - /< о о .
Энди z=z*( t )  функция (6.1) тенгламанинг

z* (0 )= z0, z* (0 )= z0, ... , z* (0 )=  Zo (6.8)

бошлангич шартни каноатлантирадиган ечими булсин. Албатта, бу 
ечим — оо < / <  -f- сх> интервалда аникланган. (6.7) формуладан 
комплекс узгармасларнинг бирор кийматида шу z=z*( t )  ечимни 
хосил кила олиш мумкинлигини курсатамиз. (6.8) шартга кура
(6.7) дан хосилалар олиб t = 0 да ушбу

С, +  С2 + ... +  С„ =2^,
С,Х, + C 2A2 +  .- +  Cn̂  = 4 ,

(6.9)

. С, ЯГ1 +  С2Ц -' + ...+ С .Я .- ' = 'Ч "
тенгликларни хосил киламиз. z*{t) тривиал ечим булмагани учун
(6.9) система Сi, Сг, ... , С„ ларга нисбатан бир жинсли эмас. Бу 
системанинг детерминанти ушбу

. 1 1 . . . I
А.| . . к

4  4  • ■ -

1 1

. к ~

= (Х„-*,) ... ( Ч - Ч - , ) ^ - ! -
—*,) ... (Х,_,- К- 2)  -  (Ч -М ^ о
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Вандермонд детерминантидан иборат булиб, у нолдан фа ради, тунга 
кура (6.9) дан Сi, С2, ... , Сп ларни топа оламиз.С?, С2, ... , лар
(6.9) системанинг ечими булсин. У холда

z * ( t ) = X C ieK'
/** I

булади. Олинган z — z*(t) ечим ихтиёрий булгани учун (6.7) формула 
умумий ечим формуласи экани келиб чикади.

Агар (6.1) тенгламанинг а\, а2, ... , а„ коэффициентлари ^ациций 
булса, шу тенгламанинг барча комплекс ечимлари ичидан хакикий 
ечимларини ажратиб олиш масаласини куямиз.

(6.1) дифференциал тенгламанинг L(p) =  0 нинг илдизларига, 
яъни А.|, кг, ... , к,„ кьф к,, k ^ j  ларга мос келган ечимларини

2, = / ' ' ,  z2 =  eh‘, ... , z„=e"' (6.10)

дейлик. Бизни (6.7) формула хакикий ечимларни бериши учун 
комплекс узгармасларнинг кабул киладиган кийматлари кизикти 
ради. _  _

Фараз этайлик: z^—z ,̂ ... , z 2k_ x= z Zk\ z( =  zt ,j =  2 k 4- 1, ... n.

Бошкача айтганда, (6.10) функциялардан 2k, k ^  n таси

кушма комплекс функция булиб, колган (л — 2k) таси хакикий 
функциялардир.

6.1 -л е м м а . Агар (6.7) формулада цушма комплекс ечимлар 
олдидаги коэффициентлар х,ам цуиша комплекс булиб, ^ациций 
ечимлар олдидаги коэффициентлар %ак,иций булса, у уолда тегишли 
формула ^ациций ечммни аницлайди.

И с б о т . Бирор z2s_ ,= z 2S ( 1 < 5 < й )  муносабатни олайлик.
У холда z?s = ekiS‘ булади. Агар h2S =  ц25 +  iv2S десак:

2is = / ?  (cosv2S( +isinv2S/), z2S_, W " '  (cosv^t—tsinv2S/) .

Энди C2S =  Cj5 -(-iC2s , C2s_ i = C 2S iC2S булса,
+  C2Sehs‘=  (C;s - / C ^ ) / 2S'(cosv2S/- is in v 2S0 +

+  (C2S + iC 2S) ^ s' (cosv2S/+isinv2s/) =
= \ C'2S cos vM (— C2Ssinv2S/+ i  (C2Ssinv2S/ +  C2Scosv2St) +

4" C2<;C0sv2S/ — C2Ssinv2S/ i{ C2Ssinv2S/ 4" CjjCOSVjj/) |
=  eM2S'(2C2Scosv2S/ —2C2Ssinv2S/) булади. Охирги ифода хакикий 

функциядир. Бундан ушбу

I  (C2S_ le 's- '‘ +  C2Se is‘) =  I  (2C^cosv2S/-26T2Ssinv2S/) (6.11)
' S=I s-l
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муносабатнинг уринли экани ва унинг унг томонидаги функция 
хакикий экани келиб чикади. A,2*+i. .... лар хакикий булгани учун 
хакикий .....................  коэффициснтлар оркали тузилган

C2k+le ”+'‘ +  ... +  Cne ’‘

йигинди хам хакикий булади.
Шуидай килиб, ушбу

г =  2  (См _ |е‘“ - 1'  +  Си ^ ) +  2  Cse s‘ (6.12)
г=1 « = 2*+1

функция хакикийдир. Лемма исбот этилди.
Хакикий С 2, С 2.2, ... , С 2*, С г, С  ........ С г* коэффициентлар

ихтиёрий булгани учун (6.11) муносабатдан фойдаланиб, (6.12) фор- 
мулани куйидаги

г — 2 plf,(C,,cosoi/+Cj'sinwj/)'+ 2 С'?'* (6.13)
1=1 i=«+1

куринишда ёзиш мумкин. Унда п та ихтиёрий хакикий
С |, С 2, ... , Съ, С |, С 2, ... » Ck, С 2*+ |, . С п

узгармаслар катнашган.
Бу (6.13) формулага (6.1') тенгламанинг коэффициентлари 

хакикий булганда унинг фундаментал системасини топиш йули билан 
хам келиш мумкин. Текшириш кийин эмаски, ушбу

el’i>cosv2t, еи' cosи4/, ... , e^'cosv2kt, 

e^sinv2t, e**1 sirw4f, ... , 

e****-, ........ e ’‘

(6.14)

функциялар — oo < / <  -f- 00 интервалда (6. Г) тенгламанинг чизик- 
ли эркли ечимларидан иборат. Демак, улар (6.Г) тенгламанинг 
фундаментал системасини ташкил этади. Шунинг учун умумий 
ечимни (6.13) куринишда ёзса булади.

Равшанки, характеристик тенгламанинг барча илдизлари хакикий

оддий булганда умумий ечим 2 =  2  Qe'1 (С, — хакикий,X, — хаки-
i=i

кий) куринишда ёзилади.

6.1-эсл а т м  а. (6.13) формуладаги биринчи йигиндини 2  pje*' cos( vJ  +  aL ) ■
i= l

p,>>0 каби ёзиш цам мумкин. Унда at, ( i=  1, 2, ... , к)лар ихтиёрий уэгармас. Баъзи 
лолларда шу куриниш цулайрок, булади.

М и с о л л а р .  I. Ушбу z — z =  0 тенгламанинг умумий ечими топилсин. Аввал 
умумий комплекс ечимни топайлик. Характеристик тенглама р2— 1 = 0  куринишда 
б?либ. илдизлари p t =  — 1, рг— I булади.
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Берилган тенгламанинг ихтиёрий комплекс ечими г =  Се~‘-\-de' =  (Ci iC i)е~ ‘-\- 
+  (d, -\-idi)e'(С[, Сг, d i, di — ихтиёрий хакикий) куринишда ёзилади. Хакикий ечим 
эса характеристик тенгламанинг нлдизлари р , = — 1, p^— l хакикий булгани учун 
z =  C\e~' +  die‘ (Сi. d\ — хакикий) куринишда булади.

Щ
2. Ушбу г —2 = 0  дифференциал тенгламанинг умумий хакикий ечими топилсин.
Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси р1— 1 = 0  булиб, унинг нлдизлари 

р i.2=  ± ( . рз.4 = ± 1  Умумий комплекс ечим
z — Cie“-\-C-2e~ ‘'-\-C3e~ ' +  Cte' (Ci, Сг, Сз, С, — комплекс) 

куринишга эга. Умумий хакикий ечим эса (6.13) формулага кура
2 =  Cfcosl +  C?sin t +  C& ' +  С°<е'(С°, Ы  € 1  С?— хакикий) 

каби ёзилади. 1-эслатмага асосан, уни яна
2 =  pcos(/ +  a) + С зе- ,  +  С4е' (р > 0 , а, Сз, СS — хакикий) 

куринишда ёзиш мумкин.

2. L(p)  купхаднинг баъзи нлдизлари каррали. Характеристик 
купхад L(p) = p n-\-aip"~ 1 -f ап- \р + а п турли илдизларга эта 
булган холда L(p)z =  0 тенгламанинг п та чизикли эркли ечимларини 
курсатиш мумкин булган эди. Агар Цр)  купхаднингбаъзи нлдизлари 
каррали булса, турли илдизлар сони m<Ln булади. Шун»!'|Г учун еи 
куринишда т та ечим ёзилса, колган п — т та ечимнинг куринишини 
излаш лозим булади. Куйидаги теорема бу масалани ечиб беради.

6.3- теорема. Визга п-таргибли чизик,ли бир жинсли узгармас 
коэффициентли (6. Г) тенглама берилган булиб, тегишли характерис
тик L(p) купхад турли Я|, Яг, ... , Ят  илдизларга эга булсин. Бунда Я, 
илдиз kj — каррали { /=  1,2,..., от) булсиндесак, k \+ k 2 + ... +  km =  n 
булади.

Уилбу
_ Я,( , Яр к.— I Я,/z \= e  , ẑ  — te ........ 2* =  Г  е ' ,

4 .,+ ,=4V. A .+ .- te " '........ Х1+ч= ' -’- '< Л ,_  A -l J-2<
(6.15)

z*,+...+*„+i
функциялар — oo < ;  / <  -f- oo интервалда аницланган булиб, 
(6. Г) тенгламанинг ечими булади. Шунга ухшаш

2— С|2 1 -j- C2Zi +  Cnz„ (6.16)
функция ихтиёрий комплекс С и С2.......... Сп узгармаслар учун
(6. Г) тенгламанинг умумий комплекс ечими булади.

Теоремани исбот этиш учун аввал иккита леммани келтирамиз. 
^:.^"' /1 е м м а ‘ А г а Р L ( p ) — ихтиёрий п-тартибли купхад, Я —  

ихтиёрий комплекс сон. f(t) — етарли марта дифференциалланувчи 
ихтиёрий функция булса, у х;олда ушбу

L(P) (eK,f ( t ) )  = e k‘L( p f k ) J ( t )  (6.17)
формула уринли. У силжиш фор^утеадеШлади.

И сбот. Бу формулани L ( p ) = p  булганда осонгина чикариш 
мумкин. Хакикатан,

P(euf ( t ) ) = k e “f ( t )  + e k,f ( t )  = e u (kf(t)  + p f ( t ) ) = e kl(p +  k) f ( t ) .
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Агар L( p ) =a p  +  b, а ф 0 булса хам шундай иш тутамиз:
(ар +  Ь) (euf ( t ) ) =ap( euf(t) ) +b e uf(t) = aekl (p +  k)f(t) +  

+  bek'f( t )= e kl\a(p +  k) +b]f(t).
Шундай килиб, (6.17) формула Цр)  купхад тартиби л =  1 булган- 

да исбот этилди. я-тартибли купхад учун (6.17) ни исбот этиш учун 
математик индукцияни куллаймиз. Уша формула (л — 1)-тартибли 
(л ^ 2 )  купхад учун уринли булсин, дейлик. У холда л-тартибли L(p) 
купхад учун (6.17) формулани исбот этамиз. Цр)  купхадни 
L(p) =L\ (p)Li (p)  куринишда ёзамиз. Бунда L\(p) купхад биринчи 
тартибли, L2(p) эса (л —1)-тартибли купхад. Фараз буйича L\ (р) ва 
Щр)  купхадлар учун формула тугри. Шу сабабли куйидагига
эгамиз:

Цр)  (ek,H t ) ) = L t (p)L2(p) (ek' f ( t ) ) = m p )  (ek,L2(p+k) f ( t ) )  =
=  U(p) (euF(t)),  F ( t ) = L 2(p +  k)f(t)

ёки
L(p) (ek,f ( t )) =L\  (p) (ek,F( t ) ) = ek‘Lt {p+k)F{t )  =

= е к,Ц ( р + Х ) Щ р  +  к)Н1)=е L(p +  k)f(t).
(6.17) формула исбот булди.

6 .3 -лемм а. Агар L(p) купхад р символга нисбатан ихтиёрий 
купхад, o>r(t) эса ушбу а>,(0 =  Z.(p)fV' (Я. — комплекс сон) формула 
билан аницланган цащиций аргумент t нинг функцияси булиб, к сон 
L(p) купхаднинг к каррали илдизи булса, у дгалда а>о(0 = 0 , 
о)| ( / )= 0 , ... , o)»_i(O =0 айниятлар уринли; аксинча, агар о>0(0 . 
о)| (О, , а>*_1 (/) функциялар t нинг /= /о  к,ийматида нолга тенг, яъни

u)o(fo) =  (to) — . ..=  (Ok— i(^o)=0 (6.18)
булса, у холда к сон L(p) купхаднинг s ( s ^ k )  каррали илдизи 
булади.

И сбот. 6.2-леммага кура f ( t ) = t r булганда
оh ( t )=L(p)  t'ek‘ = ek,L (p +  k)tr (6.19)

лемманинг биринчи кисмини исбот этамиз. к сони L(p) купхаднинг 
к каррали илдизи булсин. Унда Цр)  ни L( p) =M( p) ( p  — 
— Я)*(Л1(р) — тартиби (л —Л) булган купхад) куринишида ёзиш 
мумкин. Агар р ни р +  Я. га алмаштирсак,

Ц р  +  к ) = М ( р  +  к)р* (6.20)
формулага келамиз. Ц р-\-к) учун топилган бу ифодани (6.19) га 
куямиз:

о)r( t ) =e k‘M(p +  k)(pktr), /" =  0,1, ... , k — \.
Ammo/)V =  0, чунки г С  /г. Шунинг учун шг(1) = 0 , г = 0 ,1 ,..., k — 1.

Энди лемманинг иккинчи кисмини исбот этайлик. (6.18) сонли 
тенгликлар уринли булсин. Равшанки, Ц р-\-к) =  (p-\-k)n-i-ai(p-j- 

X)” * -j-... -|-a„_i (p +  Я.) +  а„. Кавсларни очиб чикиб, хосил булган 
купхадни

L (р —к) =  bo~\~b\p+ ...-(-bn— \рп 1 + р л, Ьп=\ (6.21)
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куринишда ёзамиз. Энди р =  0 булсин. У холда t =  t0 да (6.19) дан 
w0(to) = е ’‘°Ц р +  к) ■ I, /(/) =  1

ёки L(p +  1) • 1 =Ь0 булгани учун((6.21) га кура)

о)0 (to) = ещЬ0.

Аммо (6.18) га кура соо(0)=0. Демак, Ьо — 0. Шунга ухшаш, 
b0 =  b, = ... =  b r-i= 0 , r ^ k — 1 булсин дейлик. У холда (6.19) ва
(6.21) ларга кура;

с>,(/„) =<?%!*,
Бундан (6.18) га асосан Ь, =  0 келиб чикади. Шундай килиб, 

b0 =  bi=...==zbk- i= p  ва Ц р + к )  купхад ушбу L(p-\-k) =
=  ЬкР -\-br+\p +'-\-...-\-bnpn~(bk-\-bk+\p-\-...-\- 

+  b„pn- k)pi = M [(p)pk
куринишга эга. Энди р ни р — к га алмаштирамиз:

Ц р ) = М г ( р - к )  ( р - к ) к.
Бу ифодадан р = к  сон Цр)  купхаднинг карраси k дан кам булмаган 
илдизи экани келиб чикади. К,айд киламизки, М\ (р — к) купхад учун 
к яна илдиз булиши эхтимоли бор. Бу, масалан, Ьк =  0 булганда со- 
дир булади. Лемманинг иккинчи кисми хам исбот этилди. Демак, 
лемма тула исботланди.

Энди 6.3-теореманинг исботига утамиз. 6.3-лемманинг биринчи 
кисмига асосан (6.15) функциялар L(p)z =  0 тенгламанинг ечими 
булади. (6.16) формула умумий комплекс ечим эканини исбот этамиз. 
z=z*( t )  функция (6.Г) тенгламанинг z* (t0) = z 0,z* (t0) = z 0, ... ,
( я —  I )  (Я — I )

z* (to) =  2о бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими булсин.
Бу ечим — o o < / < - f  оо интервалда аникланган. С\, С2, ... , Сп 
комплекс узгармасларни топиш учун ушбу

( * )  (Я)  ( s )  (S)

С\г\ « ,) + С 2̂ г (to) +  (4) = 2 o.
s =  0 , l ........п -  1 (6.22)

системага эгамиз. Бу системадан С\...... С„ ларнинг ягона кийматла-
рини топиш учун унинг детерминанти

2| (t0) h(to) •• Zn(t0)
Z\ (to) ^(to) •• Zn(to)

(я-1) (я-1) (rr— 1)
z,(to) ^  (to) -  Zn(t0)

нолдан фаркли булиши етарли. Фараз этайлик, d =  0 булсин, яъни шу 
детерминантнинг, масалан, йуллари чизикли боглик. У холда бу
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детерминантни шундай узгартириш мумкинки, натижада хосил 
булган детерминантнинг у ёки бу йул элементлари нолга тенг булади.

П— 1
Хакикатан, шундай 1 =Ь0, Ь\, ... , bn- 1, 2  узгармасларни

/=1
оламизки, 1-йул элементларини Ьп-  \ га, 2-йул элементларини 6„_2 га, 
... , охирги йул элементларини bo(bo= 1) га купайтириб кушсак, 
натижада хосил булган детерминантнинг, масалан, 1-йул элемент
лари нолга тенг булади. 1-йул /-устун элементини ёзайлик:

21 2/ (*о) +■• +&,,_22j(*o) +^я-12;(*о) =0-
Бу сонли тенгликни яна

М(/>Ц|,=1п= 0 , / - 1 ,2 ,  ... , п (6.23)

деб ёзса булади. Унда М(р) = р п~ 1 +  bipn~2 +  ...-\-b„-2p +  b„-t.
6.3-леммага кура (6.23) дан /= 1 ,2 , ... , k\ булганда Х.| сон М(р) 
купхаднинг камида k\ каррали, / =  Л| +  1, k \-f2, ... , k\ +  *2 булганда 
Я,2 сони М (р) нинг камида *2 каррали илдизи, тунга ухшаш мулохаза 
билан , Ят сони / =  k\ -(- *2 ... “Ь km—\ -(- 1, ... , î —)— Л г ~ ~ Н  — i ~t- 
-\-km =  п булганда М (р) купхаднинг камида km каррали илдизи экани 
келиб чикади. Бундан М(р)  купхад тартиби п — 1 булишига 
карамасдан камида п та илдизи бор деган хулосага келамиз. Бу 
зиддият d — 0 деган Фараздан чикди. Демак, (6.22) системанинг 
ечимини C°t, С2, ... , С; десак,

z * U ) =  2  С°2,(/)
У= I

формулага келамиз. Теорема исбот этилди.
6.2- э с л а т м а .  (6 . Г)  тенгламанинг умумий комплекс ечими (6.16) формула 

билан ёзилса хам уни амалда кулай куринишда, яъни

* « ) - / ,  (0«М + Ш е *  +  . . + f m{ t) e m' (6.24)

шаклда ёзиш мумкин. Бунда f,(t) — тартиби k, — / дан юцори булмаган купхад булиб, 
унинг коэффициентлари Jfap б up ечим учун тула аницланади.

Агар У.(р)г =  Отенгламанинг коэффициентлари %ак,ик,ий узгармас 
булса, курилаётган холда хам тенгламанинг комплекс ечимлари 
ичидан х;сщик,ий ечимларни ажратиб олиш масаласини куйиш 
мумкин. Бунда 6.1-леммага ухшаш леммани келтириш ва исботлаш 
мумкин. Куйидаги мулохазалар фикримизни тасдиклайди.

Фараз этайлик,
1̂ =^2, 3̂ — ̂ -4, ••• . ^2s-l== ôs.

2̂s + l = ^2s+l> ”• > К п — \ п -

Куриш кийин эмаски, ушбу ва fie*1', 6 =  0,1, ... , *2i - i - l
( /= 1 ,2 ,. . . ,  s) функциялар узаро кушма комплекс ечимларни ташкил 
этади. Агар 6.1-леммада айтилганидек, шу кушма комплекс ечимлар
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2=  2  С,г! формула хакикий ечимни беради. Х,акикатан

A-2/-I = |i2 /- i+ tV 2 /-i, Сг/_| = С г /_ |-f-t'CJ'i-i, Сг,-! =  Сг, =  Сг,-, _  
—id 'i- i  булса, содда хисоблашлар

эканини курсатади. Бу охирги ифода хакикий функция. Демак 
(6.Г) тенглама учун курилаётган холда ушбу

формула уринли. Энди умумий хакикий ечимни ёзиш мумкин:

бундай функция тартиби kq— 1, q =  2s, ... , т дан юкори булмаган
хакикий коэффициентли купхад.

Бу формулани яна ушбу

куринишда хам ёзиш мумкин.
(6.26) формулада п та хакикий узгармас катнашган, чунки ундаги 

биринчи йигиндида 2k\-\-2k3-\-...-\-2k2S- i  та, урта кавс ичида эса 
/12.1+1 + ^ 2s+2 +  . +  km та ихтиёрий узгармас булиб, Л1+Л 2 +  —+  
-\-km= n  ва k\=k-2, &3 =  /j4, ... , ^ 2s - l = f e 2s булгани учун2 Л | + 2 * 3  +  . . .  +  2/S2s - I  + & 2 S + !  -( -* 2 1  +  2 +  . . .  - \ - k m =  n  б у Л Э Д И .

М и с о л л а р. 1. Ушбу

куринишга эга. Ундан Я.|=0, Я.2.з = — 1, демак, умумий комплекс ечи#
z =  Oi +  (С2 +  Сз/)е , СI. Сг, С3 — комплекс сонлар, чунки А = — 1 икки карра-1И 
илдиз ва ечимлар системаси:

С2/_ 1 t 6e **-•' +  С^_, t ье ^ ~ '‘ ш  

=  /V 4' - ,'(2 C ^ - lcosv2/_ l/ - 2 C 2"_ 1sinv2(_ l0

+  (6.26)

(6.27)
/ = 2з+1

z +  2z +  z =  0
тенгламанинг умумий комплекс ва хакикий ечимлари топилсин. 

Характеристик тенглама
Ир) =р3 +  2р2 + р = О

a i = l ,  z2= te  г3= е ~ ‘.
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VmvmhA хакикий ечим хам шунга ухшаш z =  C',+ {Ci+C'3t)e ~ ‘ (С\, d ,  d — 
кикий сонлар) куринишда ёзиладн. 

ха 2. Ушбу
(5) (3)
г + 2  г +  г =  0

гламанинг умумий комплекс ва хакикий ечимлари топилсин.
ТеН М о с  характеристик тенглама

Ц р ) = р !> +  2р3 f p =  u

бу'чиб, Lip) =Р(Р2 +  П 2 Дан унинг илдизлари р ,=  0, рг=1ч рл=  —i. Бунда р2 =  / ва 
ps__ _./ илдизлар икки каррали. Энди умумий комплекс ечимни ёзамиз:

ь  z = C l +  (C2 +  C x/)e"-f - (C< +  C5/ ) e - f'.
У м у м и й  х а к и к и й  е ч и м  эса (6.26) , (6.27) формулага асосан

г =  С, +  ( d  +  d t )  cost +  (C5 +  CS/) sin/

ёки
z =  Ci +  p iCos(/ +  a i) -Mp2cos(/ +  a 2), p ,> 0 ,  p2> 0

куринишда ё з и л а д и .

63-« ЧИЗИКЛИ БИР Ж ИН СЛИ  БУЛМАГАН УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕИТЛИ
ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу
V + a , ' z +  ... +  an_ ]z +  anz =  F(t) (6.28)

дифференциал тенгламада ai, аг........а„ узгармас коэффициентлар
булиб, F{t) функция / интервалда аникланган узлуксиз функция 
булсин. У холда, биламизки, берилган тенгламанинг ихтиёрий ечими 
мавжудлигининг максимал интервали шу / интервалдан иборат 
булади. Бу бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини 
топиш усуллари бизга маълум. Агар (6.28) тенгламанинг бирор 
хусусий ечимини билсак, шу тенгламанинг умумий ечимини ёза 
оламиз. Х,акикатан, тегишли бир жинсли тенгламанинг умумий 
ечимини доим топа оламиз, чунки унинг коэффициентлари узгармас 
ва L(p) = 0  тенгламанинг илдизларини топа оламиз. Энди 5.10-теоре- 
мани куллаш колади. Мазкур параграфда (6.28) тенгламанинг унг 
томони, яъни F(t) функция махсус куринишда булганда хусусий 
ечимни излаш билан шугулланамиз. Аникроги, F(t) функция 
квазикупх;ад (квазиполином) булган холни курамиз.

АгаР Х|, Я,2, ... , Кт комплекс сонлар, М О . М О .... . . . . /т (0
ФУнкциялар t га нисбатан купхадлар булса, у холда ушбу

+ Ш е ^  +  , . . + f J t ) e XJ

Функция квазикупуад дейилар эди (117-бетга к ).
Энди F(t) квазикупхад булганда

L(p)z =  F(t)
Тенгламанинг хусусий ечимини z*(t) десак, бу ечим ушбу

L( p ) z =f i( t ) e i‘, У=1, 2, ... , т (6.30)

(6.29)

(6.28')

151



тенгламаларнинг мое хусусий ечимлари z\(t),  zl{t),  ... , z 'm(t)
nt

йигиндисидан иборат, яъни z (t) =  X 2’ (/). Шунинг учун мулохаза-
i - i

ларни F(t) —f(t)ekl булган холда олиб бориш етарли. Асосий натижа 
куйидаги теорема билан берилади.

6.4-теорема. Ушбу
L ( p ) z = f ( t ) e kl (6.31)

бир жинсли булмаган тенгламани курайлик, унда f ( t ) купу ад t га 
нисбатан r-тартибли куп^ад, X — комплекс сон. Агар ЦК) ФО булса. 
k= 0  ва L(k) =  0 булса, К сони k каррали илдиз булсин. У %олда
(6.31) тенгламанинг

z =  tkg (t)ex‘ (6.32)
куринишда хусусий ечими мавжуд, унда g(t) куп^ад г-тартибли 
номаълум коэффициент ли купуад. Бу g ( t) куп^аднинг коэффи- 
циентлари номаълум коэффициентлар усули билан топилиши мумкин.

И с бот. f(t) ва g(t) купхадларни
, H t ) = a o t ' + r ( t ) ,  (6.33)

f  ( о — Q\tr 14 - . . . I
g ( t ) = b 0tr+ g ' ( t ) ,

g ( / ) —b\tr •••-|-b,— \t-|-br (6.34)
куринишда ёзамиз. Энди X сон 7.(Х)=0 тенгламанинг k каррали 
илдизи булгани учун L(p) купхадни

L ( p ) = M ( p ) ( p - k ) k (6.35)
каби ёзиш мумкин. Фаразга кура М(к) ФО. Акс холда, к сони к дан 
купрок каррали булар эди. Агар (6.32) функция (6.31) тенгламанинг
ечими булса, Цр)  (ek‘tkg ( t) ) = e k,L(p +  k)tk g ( t ) ^ euf(t) шарт
бажарилиши лозим. Бу шартни яна

H P  +  Vt *g( t )=f ( t )  (6.36)

куринишда ёзиш мумкин. Энди М(р)  да р ни р-\-к га алмаштирсак, 
М(р +  к) купхадга эга буламиз. Равшанки, Af(p +  X) |Р» 0=Л#(X) Ф  
ф 0. Шунинг учун М(р-\-к) ни

М(р +  к) =М(к)  +М*(р)р  (6.37)
деб ёзамиз. (6.35) да р ни р ф к  га алмаштирсак,

L(p +  k) =М( р  +  к)рк =  М(к)ркМ*(р)рк+1 (6.38)
муносабатга келамиз. (6.33), (6.34), (6.38) лардан фойдаланиб, 
(6.36) шартни куйидагича ёзамиз. Аввал (6.36) нинг чап томонини 
узгартирамиз:

L ( p  +  k ) t k g ( t ) = L ( p  +  k ) t k (b0t'  +  g * ( t ) )  =
=  L ( p + k ) t kbar  +  H o + k ) t kg * ( t )  =

=  b 0[ M ( k ) p k +  M*  ( p ) p k^ ' ] r - t r +  L ( p  +  k ) t kg * ( t )  =  
=  b o M ( k ) p ktk+r +  b 0M * ( p ) p k + 4 k+,  +  L ( p + k ) t kg * ( t ) .
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4т Шундай килиб, (6.36) шарт бундаи езилади:
bnM (\)p ktk+r + boM*(p)pk+'tk+r + L ( p + \ ) t kg*(t) =

= a 0tr+ f*(t) (6.39)
Унг томонда V нинг коэффициента do- Чап томонда
pktk+r=  (k +  r) (k +  r — 1)... (r +  1 )tr булгани учун тегишли коэффи
циент Ь0М(к)  (Л +  г) (k +  r — l)...(r-(- 1) булади. Бу коэффициентлар- 
ни тенглаштириб ЬаМ(\) (fe-f-л) (k +  r — 1 )...(/•+ 1) =ао ни, ундан 
М( \ ) фО  булгани учун Ьо ни бир кийматли топамиз, яъни:

Ьп = --------------- ^ -----------------. (6.40)

Агар Ьо шу (6.40) формула билан топилди десак, (6.39) муносабат 
ушбу

b0M*(p)pk+'tk+, +  L( p+X) t kg*( t )=f*( t )  
ёки

L(p +  k)g*(t) = /* ( / ) -boM *(p)pk+'tk+r (6.41)

куринишни олади. Бу тенгликнинг унг томонида (г— 1)-тартибли 
маълум купхад, чап томонида эса (г—1)-тартибли номаълум купхад 
турибди. Шу (6.41) муносабатга яна аввалги (6.36) муносабат учун 
бажарилган амалларни кулласак, tr~' нинг олдидаги коэффи- 
циентларни тенглаб Ь\ ни бир кийматли топамиз. Шунга ухшаш, &2, 
.... Ьг-  | ларни хам бир кийматли топиш мумкин. Бу мулохазалар
(6.31) тенгламанинг (6.32) куринишда ечими борлигини исботлайди.

М и с о л л а р .  I. Ушбу z +  z = 2 t2— 1 тенгламанинг хусусий ечими топилсин.
Тенгламанинг унг томони иккинчи тартибли купхад б^либ, у квазикупхаднинг 

хусусий куринишидир. Бунда f ( l ) = 2 t2— \, \  =  0. Мос бир жинсли тенгламанинг 
характеристик тенгламаси L(p) = р 2+  I = 0 . Ушбу Я.|.2 =  ± /  илдизларга эга. 6.4-теоре- 
мага кура к = 0, Х =  0, г =  2 ва хусусий ечим

z =  hot'2 b\t -\-b2
куринишда изланиши лозим. (6.36) шарт куйидагича ёзилади:

Кр  +  * )2+ 1] (bnt2-\-b\l +  62) = 2/г— I 
ёки

(p2+l)(b0t2+b,t + b,)=2t2- l

ёки
2bo+btt2+ b , l+  b2= 2 t2— 1.

Бундан 2Ьв +  Ь2=  — 1, 6 i= 0 , b0 =  2 келиб чикади. Шундай килиб, bu =  2, b i= 0 , 
Ь-2= —5 ва хусусий ечим г =  2!2 — 5 функциядан иборат. Берилган тенгламанинг 
умумий хакикий ечимн

z =  CiCos Z +  Casin t +  2t2 — 5

куринишда ёз_илади.
2. Ушбу z —г =  2е‘ тенгламанинг хусусий ечими топилсин.
Бу тенгламада F (t)=  2е‘ булиб, /( /)  =  2, Х=1. Мос бир жинсли тенгламанинг 

характеристик тенгламаси L (р) =  р2 — I = 0  булиб, A.t.2=  ±  1. 6.4-теоремага кура k =  1, 
г = 0 , Х =  I. Шунинг учун хусусий ечим

г =  Ь01е'. g (/) = Ь 0
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курннншла изланади. Бу холда (6.36) шарт куйидагича ёзилади:
[ (Р +  I )2~  I)bot =  2 ёки М р 2 +  2/>)/ =  2 ёки 2Ь0 =  2.

Бунлан ft0= l .  Демак, г =  1е'. Шунинг учун берилган тенгламанинг хакикий vmvu , 
ечими 7 ни

г= С ,е  1 +  Сге1 +  1е1
каби ёзилади.

3. Ушбу a +  z =  /eos:i— тенгламанинг хусусий ечими топилсин.

Тенгламанинг j/нг томонини Узгартирамиз:

F(l) — tcos2~ = s 1 + 1 ° ^  =  1  / + 1  / cos t .

Аввал H p )z =  y ‘ тенгламанинг. сунгра L (p )z =  jtc o s l  тенгламанинг хусусий

ечимларини топамиз. F, (/) = у  / булсин. Равшанки, Ц р)  = 0  тенгламанинг илдизла-

ри Я,..г =  ± i .  6.4-теоремага к?ра * =  0. Х =  0, r =  1, / ( / )= ! - / .  Шунинг учун хусусий 

ечим

Z\ =  bot - f -  b  |

куринишда изланади. (6.36) шарт бу холда куйидагини беради:

Kp+0)2+ i](v +*,)=^-/.

Бундан b0t +  bi =  —  t ёки =  Ьу—0. Демак, zi — -^-t.

Энди F2(t) =  — tcost булсин. Бу халда функциянинг куринишини Эйлер формула- 

сидан фойдаланиб узгартирамиз. Маълумки:

, / ‘+е~и
c o s /  = -------— — , s m  /  =  -

— е 
~2i

Демак, F2(l) — ' '=  F2(l) +  F2(t) . Агар z(t)  функция L( p) z=FHt ) ,

T (p ) = p 2+  1 тенгламанинг ечими булса, z(t )  (z ( t ) нинг кушмаси) функция хам
H p ) z  =  F'At)

тенгламанинг ечими булади. Бу равшан. Шунинг учун бу тенгламалардан биринчисини 
куриш етарли. Шундай килиб,

г + г = ~ ^ '
4

тенгламани курамиз. Бу холда г — 1, k — 1, Х =/, f ( t ) = ~ t .  Демак, 6 .4-теоремага 

к^ра хусусий ечимни
г', = /(&«/ + bi)e"

куринишда излаймиз. (6.36) шарт куйидаги куринишнн олади:

[(P + 02+ l|/(V  +  6|)=y<
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(p2 +  2pi) (ЬаР -\-b{t ) = —tёки

Кавсларни очиб чиксак: 

буидан

2b0 +  4b0il-\-2bli =  —I

. 1 . и <ьо - ~  16‘- &' - | 6 -

Шунлай килиб. 4  =  * ( — h U + ~ k ) ^ '  Равшаики- L W * = ™

хусусий ечими 4  =  ̂  =  ' ( т ^  +  1 Г “ " )  б^ЛаДИ- ЭНДН f2 =  y ' C0S'  б^ЛГаН 
хусусий ечимни топиш учун zi ва z? ларни кушит лозим:

4 + 4 = ^ ( /  — +  (/ +  А ) е  “  =

тенгламанинг

холда

Шундай килиб:

— ё  +е.-------1------------------------ cos / +  —-sin /.
8 2 8 2i 8 8

? .
z2= y  cos f +  -£-sin t.

Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими
1 , , _1_

8 ' i / +  — r’sin t.

умумий хакикий ечими эса,

z =  CiCos / +  C2sin t- 1 | I о .-/cos / +  —rsm  I.О2 8

6.3-э с л а т м a . Агар F (t) функция цуйидаги
F{t) =  sin /-cos 2t-e*‘

кУринишда булса, бу функцияни квазикупуаднинг умумий шаклида ёзамиз:

F U )  =
JI „2И . —2|/е —е е 4-е ц------------------------------g I

2/  2

имконини

= __L (̂4+3i)/ 1^(4-0/ + j ^ g d + i ) !  +  J_fe(4-30 /
4 4 4 4

Б_У мулохазалар H p ) z  =  F(t)  тенгламада F(/) функция келтирилган ва тунга ухшаш 
берИНИШЛаРда 6Улганда хусусий ечимни топитга 6.4-теоремани куллаш

^  а ш к. Ушбу дифференциал тенгламаларнинг хусусий ечими топилсин:
i + z  ==cos t-e3,\

?• .?.~*==sin / -cos 2/;
2 ~ 3 z - f  3z—z =  (/2- f /)  sin/-e':

2 —г =  / cos te'.
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6 .4-§. К О М П Л Е К С  А М П Л И Т У Д А Л А Р  У С У Л И

Биз 6.3- § да (6.28) тенгламанинг хусусий ечимини танлаш усули 
билан танишдик. Бунда тенгламанинг унг томонидаги F(t) функция- 
нинг куриниши асосий роль уйнайди. Агар тенгламанинг коэффи. 
циентлари хакикий булиб, F(t) функция гармоник булса, яъни 
F(t) =rcos(coi +  a) булса, у холда

L(p)x=rcos  (<i)( +  a ), г^ О  (6.42)
тенгламанинг хусусий ечимини излаш учун комплекс амплитудалар 
усулни куллаш мумкин.

Маълумки, ушбу
х +  о)2х =  0 (х — хакикий функция) (6.43)

тенглама гармоник осциллятор тенгламаси деб аталади ва умумий 
ечими гармоник функциядан иборат булади, яъни:

x =  r cos(w/-(-a), 0 , (6.44)
Бунда г — тебраниш амплитудаси, a  — унинг бошлангич фазаси,
о) — хос тебраниш частотаси дейилади. Бир секунддаги тебранишлар
сони v= -^ -. (6.44) функция гармоник тебраниш жараёнини ифода-
лайди. Тебраниш жараёнлари техника ва фнзиканинг, биология ва 
химиянинг хамда бошка фанларнинг турли булимларида мухим роль 
уйнайди. Шунинг учун гармоник жараёнларни чукуррок урганиш 
максадида комплекс амплитудалар усулининг баёнига утамиз.

1. Хакикий гармоник функция (6.44) билан бирга унга мос 
комплекс гармоник функцияни, яъни ушбу

ре‘ш' (6.45)
функцияни хам курамиз, унда:

р = reia, 0. (6.46)

Равшанки, г = |р | ,  ре‘ш1 =  геИш1+а> =  rcos(v>t +  <x) -f trsin((B/ +  a), 
яъни (6.45) нинг хакикий кисми (6.44) функция билан устма-уст 
тушади. (6.46) комплекс сон комплекс амплитуда дейилади.

Энди L(p) купхаднинг коэффициентлари хакикий булсин.
(6.42) тенгламани ечиш учун аввал

L(p)z= pei'“ (6.47)

тенгламани ечиш тавсия этилади. Агар z= x-\-iy  шу (6.47) тенглама
нинг ечими булса, у холда х хам (6.42) тенгламанинг ечими булади. 
L(i(»)=/=0 деб фараз этиб, (6.47) тенгламанинг хусусий ечимини 
комплекс гармоник функция, яъни

г= о еш , (6.48)
куринишда излаймиз. Бу функцияни (6.47) тенгламага куямиз. 
(6.6) формулага кура:

оЦ ш )е‘ш, =  ре‘“'т
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бундан
(6.49)

равш анки

s = |o l Ipl _  г 
\L(iu>) | Щ (ш )| '

Энди (6.49) га о ва р нинг ифодаларини куйсак,

se“fi = г<Г 
L (iu>)

. орМУлага келамиз. Ундан s урнига кийматини куйиб, сунгра р ни 
топиш мумкин. Демак, (6.48) функция туда аникланди. Комплекс 
амплитудалар усули ана шундан иборат. Энди хакикий ечимни, яъни 
(6 42) тенгламанинг хакикий хусусий ечимини ажратиб олиш учун 
(6*48) функцияни бундай ёзамиз:

z = :̂ae,“'= s e ,V “' =  se'l‘,,' +p, = s c o s (о)/-(-Р) -H’ssin(ш/-(-р).
Бундан куринадики, (6.42) тенгламанинг хусусий ечими

x = 7 7 7 7 T r c o s ( to /+ P)

куринишда изланиши лозим экан.
2. Баён этилган усулни ташки гармоник куч таъсиридаги гармоник 

осцилляторнинг тенгламасига татбик этамиз. Айтилган осциллятор 
тенгламаси ушбу

x +  a)?x =  rcos(<o/ +  a) (6.50)
куринишда ёзилади. Бу тенгламанинг урнига тегишли комплекс 
тенгламани курамиз:

г +  ши =  гепш+а>. (6.51)
а) (i)=̂ =a)|. У холда (6.51) тенглама г =  оеш1 куринишда хусусий 
ечимга эга. (6.49) формулага кура о = — -т— =  г/  , s = — ■ г ■

t-('w) й)2—<0̂ |(й]—иг|
Шунинг учун (6.50) тенгламанинг хусусий ечими

* — , 2 '  г, cos(cj/-bP) (6.52)10)! —О) I

кУринишда ёзилади. Бунда р сон куйидагича аникланади. Ушбу

Тенгликдан 1) о)) >о) булса, а  =  р булади; 2) (0|< м  булса, — ____ ^ ^
<ц2-_ 2 е  = — 5------ — е ‘(а+я) д а н  р =  а _(_я  келиб чикади.

1 <0 — 0> |
БУ Холда (6.50) тенгламанинг умумий ечими
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x  =  r iC o s(( i ) | /  +  a i )  -1------г r- 2 - c o s ( o ) / - f  P)

каби ёзилади, унда гicos(toi/ -(-ati) — мос бир жинсли тенгламанинг 
умумий ечими.

б) о) =  со|. Бу холда 6.4-теоремага кура хусусий ечнмнн z= a \te ‘~l 
(о| — комплекс сон) куринишда излашлозим. (6.36) шарт f(t)=re>a, 
k = l ,  k= itо, g ( t ) —a | булгани учун куйидагича ёзилади:

Бундан (6.50) тенгламанинг to =  toi булганда хусусий ечими келиб 
чикади, яъни

Бу формуладан куринадики, t вакт ортган сари ~ ~  амплитуда
чексиз ортиб боради. Аммо реал холатларда амплитуда чексиз ортиб 
бора олмаса-да, асбобнинг ёки бошка бир курилманинг конструк- 
циясига караб кунгилсиз ходисалар хам булиши мумкин. Бу ходиса 
резонанс цодисаси дейилади.

1.2- § да курилган 3-масала электр занжирига тегишли эди. Унда 
туртта икки кутбликлардан ташкил топтан ёпик электр занжири 
курилиб, занжирда электр токи I(t) нинг узгариш конунини топиш 
масаласи куйилган эди. 1 (t) функция учун ушбу

иккинчи тартибли чизикли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламага эгамиз. Бу тенгламада L, R, С лар мусбат узгармаслар 
булиб, мос равишда индуктивлик, каршилик ва chfhmhh билдиради. 
U (t) функция эса кучланиш манбаидир.

Дифференциаллаш оператори ёрдамида (6.53) тенгламани ёза- 
миз:

’ (6.53') тенгламада индуктивлик L билан оператор Ц р ) ни фарк килиш керак.

Демак, тегишли хусусий ечим бундай ёзилади:

£ [ c o s ( - f ) + . ' s m ( - f ) ] x

Цш1 + а) __ g (“'+■ 2 )

,(o)/ +  a  — y )= ^ -s in ((o / +  a ).

6.5-§. ТЕБРАНМА ЭЛЕКТР ЗАНЖИРИ

(6.53)

(L/* +  # /» + £ )f(/)  «/»(/(/)•». (6.53')
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Бунда L(p) =  Lp2-\-Rp-\-^. Ушбу z(p) = ^ ^ - = L p + R  + ~т~
o P up

функция операцией к,арш.илик, унга тескари функция, яъни
С(р) — — —  2~^дС----~ функция эса операцион утказувчанлик

дейиладн.
Агар электр занжирида актив элемент, яъни кучланиш манбаи 

олиб ташланса, пассив электр занжири хосил булади ва ток кучи- 
нинг узгаришини текшириш учун ушбу

( z y  +  /? p + ^ - ) / ( 0 = 0  (6.54)

тенгламага эга буламиз. Албатта, аввал электр занжирида ток кучи 
булмаган булса, бу тенглама учун ечим тривиал, яъни /(/) = 0  була
ди. Агар мазкур электр занжирида ток бор деб фараз этилса, у холда 
вакт утиши билан бу токнинг узгаришини урганишимиз мумкин. 
Хакикатан, (6.54) тенгламага мос

Lf? -\-Rp-\-——0 (6.55)

характеристик тенглама илдизларини ki, Я.2 дейлик. У холда:

Дискриминантни А деб белгилаймиз. Уни А 1
LC деб

ёзса булади. Агар А < 0  булса, (6.54) тенгламанинг ечимлари 
тебранма характерга эга булади, А > 0  булганда эса апериодик 
булади.

А < 0  булган холга мос келган электр занжири тебранма электр 
занжири деб юритилади. Бундай электр занжирида каршилик 
булмаган хол (факат назарий) айникса кизикдир. Агар шундай 
фараз этсак, электр занжири тенгламаси

(^+Тс)'''»“ 0 (6.56)

куринишда ёзилади. Бу тенгламанинг умумий ечими

/( /)  =riCOS((i)|f-|-0), (D, =
yjLC

каби ёзилади. Бундан куринадики, пассив электр занжирида 
каршилик булмаса, сунмас тебранишлар юз беради. С^нмас 
тебранишлар частотаси, яъни 2л секунддаги тебранишлар сони
Ц), =

yjLC
булади. Шунинг учун ил микдор пассив электр занжири- •

нинг хос частотаси дейилади.
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{ /(/)= ге“”' деймиз. У халда (6.53') тенгламанинг унг томонН 
pU (t) =р(ге‘ш‘) = 1гше1"‘1, яъни комплекс амплитудали гармони*1 
функция булади. Хусусий ечимни l ( t )= a e iu‘l куринишда излайми^ 
Бунда комплекс амплитуда а куйидаги формула билан аникланади ’

сабат булади. Бошка холларда булади. Бу ходиса хам резо-i\
нанс деб аталиб, у билан дастлаб аввалги параграфда танишган эдик.

6.6- §. УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИГА КЕЛТИРИЛАДИГАН ТЕНГЛАМАЛАР

I. Узгармас коэффициентлига келтириладиган чизикли дифферен
циал тенгламаларнинг барча синфлари маълум эмас. Албатта, 
тенгламани узгармас коэффициентлига келтириш учун шундай 
алмаштириш бажариш керакки, натижада чизиклилик бузилмай 
колсин. Бундай алмаштиришлар, биламизки, ё номаълум функцияни 
y =  u(x)z  деб ёки эркли узгарувчини x =x ( t )  (т =  ф(х)) деб 
алмаштиришдан иборат булиши мумкин. Биз куйида тенглама 
узгармас коэффициентлига келиши учун зарурий шарт билан 
танишамиз. Бу шартни чикариш учун т =  ф(х) алмаштириш 
бажарамиз. Содда хисоблашлар куйидагича булишини курсатади:

Бундан хакикий амплитуда 5 учун ушбу

Г

ифода келиб чикади. Агар о> = — булса, S амплитуда узининг

максимумига эришади. Бу холда S ва г орасида ушбу S =  — муно-
R
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Топилган ифодаларни ушбу
, lrl]u= g ( x ) ,  И р ) у = У Ы)+ а ,  (х)у'п +  ап- , ( х )у '  +  ап(х)у
^енгламага куйсак, ф (-*■) =^0, х =  фэ 1 (х) булганда

_ A + Q, (х )
dr" dx

- I . a j x )

dx <4>'(*)) , - y = g ( x )

тенгламага эга буламиз. Унда Q,(х), ... L Q„_,(x), ап(х), g(х) 
дункцияларнинг аргумента х урнига х = ф  ‘(т) ифода куйилиши 
керак. Агар берилган L(p)y=g(x)  тенглама т =  ф(х) алмаштириш 
билан узгармас коэффициентлига келиши мумкин булса, у ходда
куйидаги

Qi (х) =  const, (?г(х) = const....... (х) =  const,

Q „(x )= -------- - = А  " =  const
<Ч"(лг))я

муносабатлар уринли булади. Охирги муносабатдан

т =  ф(дс) = А \\ /a~(xj  dx (6.57)

формула келиб чикади.

6.5-теорема. Эркли узгарувчи х  ни т  =  ф ( х ) ,  ф ' ( х )  = ^ 0  алмашти
риш натижасида L(p)y=g(x)  тенглама узгармас коэффициентлига 
келиши у ч у н  (6.57) формуланинг уринли булиши зарур.

Хдкикатан, (6.57) формула уринли булганда Q„(x) = /4 -n =  const
булади. A m m o Q i ( jc) .........Q „ _ i ( x )  ф у н кц и я л ар  у з га р м а с  б ул и ш и  ш а р т
эмас. Баъзи ч изикл и  узга р у в ч и  коэффициентли т е н гл а м а л а р  учун бу
(6.57) формула билан а л м а ш т и р и ш  б ар ча  Q i ( x ) ...... Q „ _ i ( x ) ,  Q „ ( x )
коэффициентларнинг узгармас булишининг хам зарурий, хам етарли 
шарти булади. Бундай тенгламаларга Эйлернинг бир жинсли хамда 
бир жинсли булмаган тенгламалари, Чебишев тенгламаси ва 
бошкалар мисол була олпди.

Аввал к у й и д а ги

В ,
Чебишев тенгламасини курайлик. Агар х ф  ±  1 булса, уни яна бундай

___ "2 и =  0

езиш мумкин. Бунда а, (х) =  

Ф о р м у л а г а  кура
— Ц - ,  <h(x) =  Энди (6-57)

I —  ХГ I —  X

т =  ф (х)= А ^ п , dx=An   ̂—р===-==,4лагс sin х +  С.
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Соддалик учун /4 =  1, С =  О дейлик. Бу холда т =  |Ь( 
= «arcsin jc . Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенгла.чц

J - 4 -а, (x)~j^+a2(x)y=Q

учун т =  -ф(дг) алмаштириш натижасида хосил буладиган
<Ру
dx2 +  <?■ (x)% r+ Q A *)y= Оdx

тенглама коэффициентлари куйидаги
♦"(*)+«, (*)♦'(*)

Q. (*) =
(4>'(дс))2

. QAx)
^(x)

(4>'<*))2 (6.58)

формула билан ёзилади. Буни бевосига хисоблаб чикиш мумкин 
Курилаётган холда:

Ф'(*) =
V i - * 2 ’

Г ( х )  =
V-*?) 3/2 •

Шунинг учун:

Qi (*) =
(I- * 2)3'2

+ ( - 7 6 - ) V 1 —х2 = 0 ,

1-х2

Q2 (x ) =
I— х2

1 -х2 п2
=  1

Демак, т =  лагс sinx алмаштириш натижасида Чебишев тенгла- 
маси

куринишга келади. Бу тенгламанинг фундаментал системаси 
//i (t ) = c o s t , t/г (т) =  sin т булиб, x =  n a rc sin x  буйича зеки эркли 
узгарувчига кайтсак, у\(х) =cos л arc sin х, у2(х) = sin  л arc sin  хбу- 
лади. Амалда купрок, А =  — 1, С =  0 деб олинади. Бунда 
ф ( х )  =  л arc cos а: келиб чикади. Шунинг учун фундаментал система- 
ни

У1 (х ) =  cosn arccos х, у2(х) =  sin лаге cos х 
деб ёзиш мумкин. Чебишев тенгламасининг умумий ечими

у(х) = С icos л arc cos x +  C2sin л arc cos x 
каби ёзилади.

Маълумки, cos arc cosx—x ва cos жр функция л бутун булганда 
cos<p нинг л-тартибли купхади куринишида ёзилади. Шунинг У̂У 
cos л arc cosx функция л бутун булса, х га нисбатан л-тарти» 
купхад булади. Бу купхад Чебишев купхади дейилади ва
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Тп( х) =  cosnarccosx
па белгиланади.

таР .̂. ,D Тенгламаларига утишдан аввал таъкидлаб утамизки, 
функцияни y =  u(x)z  алмаштириш натижасида узгармас 

Н°Мжл иииентл ига келадиган тенгламалар учун (6.57) турдаги 
К° п и й  шарт мавжуд эмас. Шунинг учун 6.5-теорема натижа 
ЗЗР • ганда факат танлаш йули билан турли алмаштиришлар 
бажариб, берилган тенгламани текшириб курилади.

Куйндаги

* —2-+ х% -+ (х2- п 2)у =  0, х > 0  
dx? dx

тенглама Бессель тенгламаси деб юритилади. Агар л =  у  булса, 

алмаштириш бу тенгламани
* у/ х + 2  =  0
куринишга олиб келади. Унинг фундаментал системаси 2 i= cosx , 
22= sin x  булиб, зеки номаълум функцияга кайтганда у{—--^~  ,

У  2_  б^лади Демак, п==~ булганда Бессель тенгламаси узгар-
удг J 2

мае коэффиниентлига келади ва умумий ечими

у, COS X  , у, sin Xy = C —— + 4V* 2̂ / Гyjx

куринишда езилади.
2. Бу булимда узгармас коэффициентлига келадиган тенгламалар- 

нинг Эйлер тенгламаси деб аталувчи синфини курамиз.
Ушбу

y-+atX" 
dx" '

r f + . . .  +  a„_ +  2 '+ + ( /  =  0, дг> 0 (6.59)
dx" - ' ' ' " ' dx

(бунда a,— const, /= 1 , 2... , n ) л-тартибли чизикли узгарувчи 
коэффициентли махсус тенглама Эйлернинг бир жинсли тенгламаси 
Дейилади.

(6.57) формула буйича (6.59) тенгламани х" га булиб юбориб, 

т =  ф(дс) = А  ^-^x^-dx—A"yJa„ In х +  С 

Ни Хосил киламиз. Агар С =  0, А =  -я~ — булса, энг содда
Vfl-

т =  1пх (6.60)
элмаштиришга эга буламиз. (6.60) дан х =  е \ Агар дг<0 булса 
т== In|д:| ва JC_ _ g T  деб ёзамиз. Биз х > 0  холни курамиз.
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Эйлернинг бир жинсли тенгламаси х = е т алмаштириш натижаси’ 
узгармас коэффициентли тенгламага келади. Хакикатан ЙВвДа
сГу  . 0  **—£~, т =  1,2, ... , п хосилаларни т буиича олинган хосилалар билан 

ифодалаймиз:
dy _ d y  | _ _  _т  d*У =  d /  - х  dy \ d x  _ „ —2х / у  d y  \
dx dx dx dx ’ dx1 rfx\ dx )  dx ^  dx2 dx J '

m-тартибли хосила учун ушбу

^ е - ( ^ - + а ^  + )dx*  \ d x m ' dx"

формула уринли булишини курсатиш кийинмас, унда ai... , a m_, лар 
узгармас. Уни индукциг Jt"- " 
формула уринли булс 
курсатамиз. Равшанки,

s+i< f+ ' y ___ d_

dx's+l dx 1

1 учун хам уринли

\ d x s ' dxs~ '

+  a ,- i

Хосил булган ифода юкоридаги фикрни исботлайди.

Энди хар бир (т =  1,2,..., л) хосила учун топилган ифодани 

(6.59) тенгламага куйсак, тегишли хад
Л Ym dmy _  jnxr - mx ( d my  . ( f ' - ' y  dy \

<Ty

dx"

dm~ 'y  ,■a,----- ? -+ ...+  am_,
dxs‘ml )

куринишда ёзилади. Бундан куринадики, натижада биз узгармас 
коэффициентли тенгламага келамиз.

Шундай килиб, Эйлернинг бир жинсли тенгламаси узгармас 
коэффициентлига келиши учун эркли узгарувчини (6.57) формула 
ёрдамида алмаштириш зарур ва етарли. Хосил буладиган тенгламани

c fy  , и d" ‘у-+ЬГ
dx" ■ ' d x " - '  +  dx + b"y  °

(6.61)

.......... .. лаР узгармас) куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг
хусусий ечимлари характеристик тенгламанинг каррали илдизлари 
булмаса, ет' =  (е')т= х т куринишда булади. т ни топиш учун

тп +  Ь]тп- 1 -(-... +  6 „ _  ,т  +  Ьп =  0
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амани ечиш керак. Аммо Ь\, Ь2...... Ьп коэффициентларни топиш
^чахисоблашни талаб килади. Бу амалда кулай эмас. Кулай усулни
„"■псатайлик. _
КУ 1б 59) тенгламанинг хусусии ечимини у = х  куринишда излаимиз. 
ундан хосилалар олиб. яъни

' <*т<* '  =  /г(£— 1) ( к  —  2)... ( k  —  m-fl)**,  m ^ . k .Г -
dx"

„ (6.59) га куйсак, куйидаги алгебраик тенглама хосил булади:
С̂ Н̂ |Ь — 1) (Л — 2)...(6 — « + 1 )4 -  atk(k — 1)...(k— л +  2) +  —+

+a „- 2k ( k - \ ) + a n- i k+an=0.  (6.62)
6v k га нисбатан л-тартибли булиб, уни Эйлер тенгламасининг 
характеристик тенгламаси дейилади. Агар хк=е/‘"'х эканини хисоб- 
га олсак, характеристик тенгламанинг илдизларига караб аввал 
Эйлер тенгламасининг комплекс ечимини, сунгра хакикий ечимини 
ёзишимиз мумкин. Агар факат умумий хакикий ечим суралган булса, 
умумий комплекс ечимни ёзиб утирмасдан бирданига умумий хакикий 
ечимни хам ёзиш мумкин. Буни 6.5- § дан биламиз.

М и с о л л а р .  I. Ушбу
х У " +  3 х2у" — 2ху' +  2у =  О

Эйлер тенгламасининг умумий хакикий ечими топилсин.
Характеристик тенгламани сзамиз:

* (* — 1) (* — 2) +3fc(*— I) — 2/г +  3 =  0

(* + 2) [k— 1)2 = 0.

Бундан k\ =  — 2, fe2,3 =  I- Демак, fc= l — икки каррали илдиз. 
Бернлган дифференциал тенгламанинг фундаментал системней:

х ~ г, х, xlnx(e_2r, е \  те')- 
Шунинг учун умумий хакикий ечим

у — С | * —т--}- С2Х In х
х

каби ёзилади.
6.4-э с л а т м а. Куйидаги

<ax+ b)" ^ + ai(a* + b) " - ' ^ { -  + .. .+ a n_ l (a x + t» 4 L + a ny = 0  

кУРинишдагп
^Рдамида к п ? ллНгЛаМа *ам ах ЭЬ = е \  т =  In (ax-f-ft), ах -(- 6 >  0 алмаштириш 

ффициентлари узгармас тенгламага келтирилади.
6.5 ЭСл ат  м а. Ушбу

х"~-М- 
dxn

+ atxn~ '^ - 'jL j-  _i_„
dxn~

I 4-• ■.+ая_ ,х —  +  any =  F(x), х > 0 (6.63)

КоРнда баён э̂ тилг* ^“Р жинсли йулмагин дифференциал тенгламаси дейилади.
лган усул билан, яъни эркли узгарувчини т=1п х ,х  — е' алмаштириш
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ёрдамида бу бир жинсли булмаган тенглама хам коэффициентлари Узгармас 
жинсли булмаган тенгламага келтирилади. Фарки шундаки, Унг томондаги 
функция аргументида х урнига е' куйилади.

2. Ушбу
х2у" —ху' +  2у =  х \п х, jc>  О

тенгламанинг умумий хакикнй ечими топилсин.
Мос бир жинсли тенглама

x Y ~ x y '+ 2 y = 0  

каби, характеристик тенглама эса

каби ёзилади. Бундан к'2 — 2ё +  2 =  0 келиб чикади. Унинг илдизлари ЛС|>2=  1 =tx. Бип 
жинсли тенгламанинг умумий хакикий ечими: "

Энди бир жинсли булмаган тенгламани курайлик. Унда F(x) = xlnx  булиб, 
F(e') = хе' булади. Равшанки, хусусий ечимни у =  (ат +  Ь)е'*=х(а\пх+ Ь) куринишда 
излаш лозим. Тегишли хосилаларни хисоблаб, берилган тенгламага куямиз:

Бундан а = 1 ,  Ь =  0 келиб чикади. Шундай килиб хусусий ечим y= x ln x  функциядан 
иборат. Демак, берилган бир жинсли булмаган Эйлер тенгламасининг умумий хакикий 
ечими

каби ёзилади.
6 . 6 - э с л а т м а .  Юцоридаги 2-мисолда бир жинсли булмаган т енгламанинг 

хусусий ечимини у н г  томонга к,араб изладик ва топдик.
Кайд хиламизки, агар (6.63) тенгламанинг унг томонидаги F(x) функция 

(6.29) функция каби к;уйидаги

k ( k - \ ) - k  +  2 =  0

i /= e T(CiC0ST-t-C2SinT) =x(CiCoslnx +  C2Sin lnx).

еки
a x —ax In x — (a +  b)x-\-2ax In x +  2 b x= x  In x

еки
axln x-(-bx — x In x.

y=x(CiCoslnx-(-C2Sinlnx) -\-xlnx

m

F (x )=  2 ^ ( ln x )x * '

куринишда ёзилган квазикуп^аддан иборат булса. у х;олда 6.4-теоремадан фойдаланиб 
хусусий ечимни излаш мумкин.
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7-б об

оыкЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМА ЕЧИМЛАРИНИНГ 
ЧИЗ НОЛЛАРИ Х.АКИДА. ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

. « ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ 
КУРИНИШИНИ СОДДАЛАШТИРИШ

Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенгламаларни

y" +  P(x)!/  +  Q(x)y =  0 (7.1)

ао(х)у"-\ -а,(х)у'+а2(х)у =  0 (7.10

куринишда ёзиш мумкин. Бунда Р(х), Q(x), а0( х ) Ф 0, ai(x), 
al(x) функциялар бирор I интервалда аникланган ва узлуксиз. 
Маълумки, бу тенгламалар у(х0) = у 0, у' (хо) =у'0,хп£1 шартни кано- 
атлантирадиган ягона ечимга эга. Шу ечимнинг хоссаларини 
чукуррок урганиш учун купинча тенгламани «соддалаштириш», 
аникроги, бошкача куринишда ёзиш кулай булади.

Ушбу
- ^ ( p ( x ) ^ r ) + q ( x ) y = 0 ,  (7.2)

p(x)£C'(I), q(x)£C(I)  тенглама иккинчи тартибли узига цушма 
дифференциал тенглама дейилади.

7.1- л е м м а . Х,ар цандай иккинчи тартибли чизицли бир жинсли 
дифференциал тенгламани х нинг бирор |л(х), х£ I функциясига 
купайтириш Нули билан узига цушма куринишга келтириш мумкин.

Исбот.  (7.2) тенгламада хосилани очиб ёзсак:
p(x)y" +  p'(x)y'  +  q(x)y= О

тенглама хосил булади. Унда у' олдидаги коэффициент у"  олдидаги 
коэффициентнинг хосиласидан иборат. Бу узига кушма тенглама- 
•ларнинг узига хос хоссасидир. Биз шундан фойдаланамиз.

(7.Г) тенгламанинг чап ва унг томонини мос равишда / интервал
да узлуксиз дифференциалланувчи бирор p(x) функцияга купайтира- 
Миз;

H(,x)ao(x)y" +  \x{x)ai(x)y' +  p(x)a2(x)y =  0. 
Хосил булган тенглама узига кушма булиши учун

— (р(х)а0(х ))= ц (х )а ,(х ), х£1

эиният уринли булиши зарур ва етарли. Бу равшан. Топилган айният 
тенгл ^^нкцияга нисбатан биринчи тартибли оддий дифференциал 

змадан иборат. Уни интеграллаймиз. Унинг учун тенгламани

Оо + <  (*)и =  ца, (*)
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каби ёзамиз (ао(х) ФО, х£1).  У холда биз узгарувчилари ажралад 
ган тенгламага эга буламиз. Интеграллаш натижасида

nU)  = â ix) (7.3)

функцияни топамиз. Буни тегишли тенгламага куйсак,
г V г Д|<х>
'  %<*> * dy J <%(■*) ) О0(*1d

dx
(  ^  У \I 0 .1 -о1'» dy_ 1
V d x ) %(*) У =  О

муносабат хосил булади. (7.2) тенглама таккослаш куйидагича 
булишини курсатади:

Р ( х ) =е
Г О|0
'  “0«J

Г «,(л
) %<’

Лемма исбот булди.
7.2- л е м м а .  Эркли узгарувчини алмаштириш усули билан 

ихтиёрий иккинчи тартибли чизик,ли бир жинсли тенгламани ушбу

y" +  Q(x)y =  О (7.4)

куринишга келтириш мумкин, бунда Q(x) £С(1).
И с б о т .  7.1-леммага кура ихтиёрий иккинчи тартибли чизикли 

бир жинсли тенглама (7.2) куринишга келтирилган деб карашимиз 
мумкин. Энди (7.2) да р( х ) >0 ,  х£ /  булгани учун

и *шу dxal — ——  екир(х) Р(х)

алмаштиришни 
dl 1

бажарамиз. Бу алмаштириш формуласидан
dx р{х) '> ® булгани учун |  узгарувчи х нинг монотон усувчи
функциясидир. Бундан чикадики, х хам |  нинг узлуксиз ва 
дифференциалланувчи функцияси сифатида / интервалга мос келган
/. интервалда аникланади. Уни jc= y (Е) десак, -~г

dx dl dx p(x) «
булади. Равшанки:

Шунинг учун (7.2) тенгламани

dy 1 >\ d l ~-  1 d (dl Р(х) у1 dx Р(х) dl \

I d j  dy
Р(х) dlШ + ^ х )у = °  ёки ^ S r+ Q (S )v -o
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„шДа ёзиш мумкин. Бунда Q(£) =р(х(1) )яШ1)  )• Аввалги 
КУР,'1 тенглама коэффициентлари оркали куйидагини ёзамиз:

Г «,<«> Г ° ,rl
вг(х) о0<») dx

х=х(1)'

Лемма исбот булди.
7  3 - л е м м а .  Номаълум функцияни чизик,ли алмаштириш усули 

Лилан ихтиёрий иккинчи тартибли чизицли бир жинсли дифференциал 
тенгламани (7.4) куринишга келтириш мумкин.

Исбот .  (7.1) тенгламада
у = и ( х ) г  (7.5)

атмаштиришни бажарамиз. Бу функциянинг хосилаларини хисоблай- 
лик:

у' =  и (х) z' и' (х) z, y" =  u(x)z"+2u' (x)z '  +  u" (х) г.
Топилган ифодаларни (7.1) тенгламага куямиз:

u(x)z"-\- (2и'(х) -\-P(x)u(x))z'  +
+  (и" (х) Р (х) и' (х) + Q ( jc)и(х)) z =  0.

Энди z' олдидаги коэффициентни нолга тенглаштириб, ушбу
2ы'-|-Р(х)м =  0

биринчи тартибли дифференциал тенгламага келамиз. Уни интеграл- 
лаб, ушбу

~т
и ( х ) = е  ’

функцияни топамиз. Содда хисоблашлар

и ' ( х ) = —±Р(х)е~г \
P( x )d x

“" w = (t  ew-jP'wy И P (x )d x

булишини курсатади. Энди бу ифодаларни z га нисбатан тенгламага 
куйиб, соддалаштирсак

+  - j P ' ( x )  +  Q (x ) ) z  =  0 (7.6)

Тенгламага эга буламиз. Бу (7.4) куринишдаги тенгламадир. 
(7-б) тенгламада /(*) =  -  -Я в( * ) - у Р / (х) +Q(x)  функция (7.1) 
тенгламанинг инварианта дейилади. Лемма исбот булди.-

7 1
диффе„ Л а т м а- (7.5) алмаштириш ёрдамида п — тартибли чизицли бир жинсли 
тартиблНЦиаА тенгламаларни янги номаълум функцияга нисбатан (п — 1) — 
келгпп U Х°тила цатнашмайдигин п — тартибли чизик,ли бир жинсли тенгламага 

риш мумкин.
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М и е о л . У шСу

*У" +  -^У ' - < /  =  °

тенгламани узига Кушма тенгламага келтирилсин.

Бу халда М х ) ^  в | ( х ) = у ,  а2(х) =  - 1 .  - < х > < х < о о .

?,нз„  тенгламанинг КОэффициентларини х нинг х > 0  кийматларида копями-. 
(7.3) формулага к$ра б9лгандИа ур МИз

P < x ) = - U ^ 1 In \ х  +1пС С Ух____ С

I
— Бунда соддалик учун С = 1  десак 
\ х

у ~ б^ладц Берилган тенгламанинг чаи ва унг томонларинн шу 

=  ФУнкцНяга кулайтирсак,

V i у" +  -
2 yjx~

—U y = 0  ёки (V х у ' ) ' ---- W y =  0
V *  . V *

тенгламага келамиа Энди тенгламани (7.4) куринишга келтирайлик. Унинг учун 

р(х) =  V* • d (x )= s___ булганидан d \  = —т=-ёки | = 2  Vx алмаштиришни бажа-
Vx V*

рамиз. Равшанки:

dy
dx

dx2 ■ (

<<S
d j ‘ dx 
2 d2̂

dy _2_ 
“ dt ' |  ' 
2 dy

I d?2 | 2 dt

<?У

)*
Бу ифодаларни тецгламага к«йсак ---- у = 0  тенгламага келамиз. Унинг умумий

’ dl2
хакикий ечими у =  c tel  +  Cie~l  ёки аввалги эркли узгарувчига к а и т с а к  

у =  С\е v +С ге Ч : г х > 0  куринишда ёзилади.
К^рилган мисЗДда теНгламани икки марта узгартириш уни квадратураларда 

интегралланувчи т1>нгламага адиб Келди. Аммо буни аввалдан билиш кийин.

7-3-|. ТЕБРАНУВЧИ ВА ТЕБРАНМАС ЕЧИМЛАР

7.1- т а ъ р и ф . Агар оддий дифференциал тенгламанинг I интер- 
валда аникгланк>ан тривиалмас ечими шу интервалда биттадан орт и к, 
нолга эга б у л \аса у ^0лда бу ечим I интервалда тебранмас ечи 
дейилади, акс х;олда тегишли ечим тебранувчи ечим дейилади.

Мисол сифатида аввал гармоник осциллятор тенгламаси у -г 
+  ш2У=0  ни к^райлИК ((6.43) га каранг). Бу тенгламанинг ихтиер
ечими у =  г соя(0)Х_(_а ) (г> 0 )  ((6.44) га каранг) билан берилад 
cos(a>x +  a) = 0  тригонометрии тенгламанинг барча ечимлари wx*
+  а = у + * л (k — бутун) ёки х „ = -^  +  “  — ~  формула бил3 

ёзилади. Бунд^а * Демак, гармоник функциянинг ноллз
* CD w

ри узаротенг Узоклашган булиб, ихтиёрий кетма-кет келган ноллар
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даги масофа — га тенг. Шуни хам айтиш керакки, гармоник
„ ипплаои чексиз тупламни, аникроги, санокли *’ тупламни функция нил к
_тяли Узунлиги — дан ортик булган интервалда ечимнингташкил эк**"- j «о

мида битта ноли, узунлиги дан кам булган интервалда эса
2я(ошиб борса) битта ноли, узунлиги —  дан ортик булган интервал

да камида 2 та ноли бор ва х. к.
Агар гармоник осциллятор тенгламасини Г |< х < г 2, r2 — r | <  —

интервалда курилса, унинг ечими шу интервалда тебранмас булади. 
r t < x < r 2, r2—r\~^ —  интервалда эса ечим тебранувчи булади.

Энди у" — ш2у= 0 , (о^О тенгламани олайлик. Унинг умумий 
хакикий ечими у =  С\ешх+  С2е~шх (С\, С2 — хакикий сонлар) каби 
ёзилади. Бу ечим — оо < х <  оо интервалда аникланган булиб, шу 
интервалда биттадан ортик нолга эга эмас. Бунда тривиал- 
мас ечимлар, яъни С2 +  С2фО булган хол назарда тутилади. 
Агар со>0, С ,.С2< 0  булса, С\ешх-\-С2е~шх—0 тенглама ушбу

ечимга эга булади. Акс холда курсатилган

тенглама ечимга эга эмас. Шундай килиб, курилаётган дифференциал 
тенгламанинг ихтиёрий тривиалмас ечими тебранмас ечим булади.

Юкорида курилган иккита дифференциал тенгламани битта у"-\- 
+ qy — 0, <7 =  const тенглама шаклида ёзсак 0 булса, тенглама
нинг тривиалмас ечимлари ихтиёрий интервалда тебранмас булиб, 
q> 0 булганда етарли катта интервалда тебранувчи булади. Бу 
мулохазаларни у" + Q(x)y =  0 тенгламага татбик этиб, умумлашти- 
рамиз ((7.4) га каранг).

7.1-теорема. Агар х нинг I интервалдан олинган барча 
цийматларида Q (х) ^  0 тенгсизлик уринли булса, у %олда (7.4) тенг
лама ечимлари игу интервалда тебранмас булади.

Исбот .  (7.4) тенгламанинг бирор у =  <р(х) ечими I интервалда 
камида иккита нолга эга булсин дейлик. <р(х) функциянинг кетма-кет 
калган ноллари x0£l, x\£l ,  хо<х\ булсин. Демак, <р(дг) =^0, дго<*< 
< * 1. Шуни айтиб утамизки, тривиалмас у =  у(х) ечимнинг ноллари 
ЯКкаланган булади. Бошкача айтганда, бу ечимнинг хар бир х * ноли 

ундай ( х*—г> х * —е), е > 0  интервалга эгаки, бу интервалда 
Ф(ИМ*1!™Г ®ОШКа ноллари булмайди. Акс холда х*  нуктада 
«д булиб, х*  нукта нолларнинг куюкланиш (лимит) нуктаси

Улар эди. Бунда ушбу

ЗДементлат, *ИР°Р А тУп(!амнинг злементларига натурал сонлар туплами N нинг 
т91лам У3аР° бир кийматли мос келтирилиши мумкин булса, А туплам саноцли 

лсиилади.
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ечими ф(х *) = 0, ф'(х *) =  0 бошлангич шартни каноатлантиради 
шунинг учун / интервалда ф(х) = 0  булади. Бу ф(х) ^ 0 ,  хР/  „ 
фаразга зид. ан

Энди ф(х) > 0 , х0< х < Х |  дейлик (ф(дс) < 0 , х0< х < х ,  хол щунгя 
ухшаш курилади). ф(х0) = 0  булгани учун ф'(*о) > 0  булади
(7.4) тенгламада Q ( x ) <  0, х£/  ва демак,

Q(x) <  0, хо< х < х 1, <р'(х) =  — Q (л:)ф(дг) > 0, x0< x < * i .
Бундан ц>'(х) функция x0< x < x i  интервалда камаймайдиган 
функция экани келиб чикади. Чекли айирмалар хакидаги теоремага 
кура ц>(х,)^(р(хо)-\-(р'(хо) (xt — х0) =<р'(*о) (xi — x0) > 0, яъни 
ф(ATI) > 0 . Бу тенгсизлик х( нукта ф(х) функциянинг ноли эканига 
зид. Теорема исбот булди.

Мисол сифатида ушбу у " —х у = 0  Эйри т е н г л а м а с и н и  
олайлик. Унда Q(x) =  —x булиб, 0 < х < 4 - ° °  интервалда унинг 
барча ечимлари тебранмас булади.

7.2-теорема (Штурм теоремаси) Агар хо ва х\ нуцталар бирор  
иккинчи тартибли чизик,ли дифференциал тенглама ечимининг кетма- 
кет келган иккита ноли булса, у х,олда бу ечим билан чизицли эркли 
ихтиёрий бошк,а ечимнинг шу х0 ва х\ ноллар орасида аник битта ноли 
булади.

И с б о т . х0 ва х\ нолларга эта булган ечимни ф! (х) , бу ф| (х) ечим 
билан чизикли эркли ечимни ф2(х) деймиз. Аввал ф2(х) ечим хо ва х\ 
лар орасида нолга эта эмас деб фараз киламиз, яъни ф2(х) =И=0, х£ (хо, 
Х|). Маълумки, ф| (jc0) =Ф 1 (Х|) = 0 . Шартга кура ф|(х) ва фг(х) 
функциялар чизикли эркли булгани учун ф2(хо)т £ 0, ф2(д:,) =^0. 
ф[(х) ва фг(х) функцияларнинг вронскианини тузамиз:

ёки ф| (х)ф2(х) —ф( (х)ф2(х) =  W(x), W(х) Ф0.  Бу тенгликнинг икки 
томонини <^(х) га буламиз:

Ч>| ( x ) ip £ ( jc ) Г ( х )

Ф2<х)
еки

Ундан Хо дан Х| гача интеграллаб, куйидагини топамиз:
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gy тенгликнинг чап томони ф, (лг0) = ф | (jci) —0, фгМт^О, 
г у Х|| булгани учун нолга тенг, аммо унг томони нолдан фаркли. 

Хакикатан, №(х)фО ва демак, (х0, *0  интервалда уз ишорасини 
саклайди, шунингдек ф; (х) > 0 : х£[х0, *i]. Шундай килиб, зиддиятга
келдик- Бу эса (х0, xi) интервалда ф2(х) функция камида битта нолга 
эга деган натижани беради. Энди шу функция (лг0, х \) да иккита нолга 
эга була олмаслигини исбот этамиз. Шу максадда (лго, Xi) интервалда 
w„(x) функция иккита нолга эга булсин дейлик, яъни фг(то) =  
== Фа(тI) = 0 , Хо<то<Т| <дг|. Теореманинг исбот этилган биринчи 
кисмига кура фг(х) билан чизикли эркли ф1 (х) ечимнинг (то, Т|) 
интервалда ва демак (Хо, Х|) интервалда камида битта ноли булиши 
лозим. Бу зиддият, чунки ф| (х) учун х0 ва Х| лар иккита кетма-кет 
келган ноллар булиб, (х0, Х|) интервалда ф, (х) Ф0. Худди 
шу сабабли ф2(х) функция (хо, Х\) интервалда иккитадан ортик нолга 
хам эга була олмайди. Теорема исбот булди.

7.1-  на т ижа .  Агар бирор / интервалда чизикли бир жинсли 
тенгламанинг бирор ечими иккитадан ортик, нолга эга булса, у х;олда 
тегишли тенгламанинг барча ечимлари шу I интервалда камида 
иккита нолга эга булади, демак, барча ечимлар шу интервалда 
тебранувчи булади.

7.2- теорема ва 7.1-натижа ушбу у"А~<л2у =  0 тенгламанинг 
ечимларида осонгина текширилади.

Исбот .  Бир жинсли тенгламанинг тривиалмас ечими у\(х) 
I интервалда иккитадан ортик нолга эга булсин. Масалан, у\(х) 
ечимнинг ноллари учта jco. Х\ ва *2 булсин, яъни г/ 1 (дс0) =  1 (дтi) =  
= //i(х2) = 0  ва х0£/, *1 £/, х2£ /. Энди бир жинсли тенгламанинг 
тривиалмас ва у\(х) дан фаркли ихтиёрий ечимини у2(х) дейлик. 
АгаР Уг(х) ечим у\(х) ечим билан чизикли боглик булса, у холда 
а '^' +  а 2*/г(х) s 0 ,  а ,+ о 4  т^О, х £ / булади. Аммо у\(х) ва
Упх) ечимлар тривиалмас ечим булгани учун a t^ 0 ,  а 2^=0,-чунки 
ш"Рга 'Г °  бУлса, а 2у2(х) = 0, х£1 айниятдан а 2 =  0 келиб чикади; 
а \__а ^ХШаш’ агаР а 2 =  0 булса, а\у\ (х)=0,  х £ / айниятдан 

келиб чикади. Бу эса а? +  о|^=0 муносабатга зид. Шундай

КИЛИб’ а-\¥=0. <х2^=0. Шунинг учун у2(х) =  — — у, (х), х£1. Бун-

тУшиши  ̂ ечимнинг ноллари у\ (х) ечимнинг ноллари билан устма-уст 
у2[х\ рИ келиб чикади. Демак, у\(х) тебранувчи булганидан 

чим хам тебранувчи булади.
ШТ; РГ Т М*> ва У2(Х) ечимлар чизикли эркли булсин. У холда 
биттадане°РеМасига КУРа У2(х ) ечим (*о,Х\) ва (xi,x2) интервалларда 
бУлади пНолга- яьни у2(х) ечим / интервалда иккита нолга эга 
ечимнинг аК> ечим / интервалда тебранувчи. Агар у\(х)

ноллари учтадан куп булса, у холда шу ечимдан фаркли
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ихтиёрий тривиалмас ечим / интервалда иккитадан куп нолга эг 
булади. 7.1-натижа исбот булди. а

7.3-теорема (таккослаш теоремаси). Агар ушбу иккита

+ Ч ,М « - 0 .  х Ц .(7.7,

£ { р ( * > £ )  + Ъ ( Х) У = Ь  Р ( х ) > 0, х £ I  (7.8)

дифференциал тенглама берилган булиб. I интервалда q ,(х )^  
^ . q 2(x) тенгсизлик уринли булса, у %олда (7.7) тенгламанинг бирор 
ечимининг кетма-кет келган иккита ноли орасида (7.8) тенглама 
ихтиёрий ечимининг камида битта ноли ётади.

И с б о т .  (7.7) тенгламанинг бирор у =  (.pi(*), x £ l  ечимининг 
кетма-кет келган ноллари xn£l, х\ £/, xo<xt булсин. Шартга кура, 
[*о, jci]сз/ ораликда хам q\(х) ^ . q 2(x) тенгсизлик бажарилади. Фараз 
этайлик, ср2(х), х£1 функция (7.8) тенгламанинг (дг0, *i] ораликда 
бирорта хам ноли булмаган ечими булсин, яъни (р2(х)^о, 
* 6f*o, JCi]. Аниклик учун ф2(х )> 0 , *б[дсо, *i], (pi(x)^O, л:£[лг0, jc,j 
дейлик (бошка холлар шунга ухшаш курилади). ф| (лго) =cpi (jci) = 0, 
ф! (лг) ^ 0, х£[хо, лг|] булгани учун ф Н *о)>0, ф1 (JCi) < 0  тенгсизлик- 
лар уринли. Акс холда, яъни агар ф“| (дго) =  0 булса, ф, (jc0) = 
=  0 булганидан (pi(jc)sO га эга булар эдик.

Энди (7.7) ва (7.8) тенгламаларда мос равишда у =  (рi (х) ва у= 
г=ф2(дс) деймиз. Хосил булган айниятларнинг чап ва унг томонлари- 
ни мос равишда ф2(*) ва ф,(х) функцияларга купайтириб, 
иккинчисидан биринчисини айирамиз:

|£,2(JC) — (jr)]cp, (X)4»2(JC, = ф 2 ( * ) - ^ [ р ( * )  d4^ ' ] ]  —

« ! ) ] .  (79)

Хосил булган тенгликнинг икки томонини хо дан х\ гача 
интеграллаймиз:

jj[<72 (*) — q t (х)]ф, (х)фг(х)^х =
X)

. . . . <*<P| (•*!) . V , ч d<MXo)ф(х,)фг(Х|)——------р Ю ф- Ы  —^ — (7.Ю)

„ тоМОНИ
Бу тенгликнинг чап томони манфий эмас, аммо унг 

манфий. Зиддиятга келдик. Теорема исбот булди. ц|тУРм
Шуни айтиб утамизки, исбот этилган теоремадан аввалги и 

теоремасини келтириб чикариш мумкин. Бунинг учун (7.7) тен1^иЛан 
нинг ечими шу ечим билан чизикли эркли булган бошка ечими 
таккосланиши етарлидир.

174



этинг

к Таккослаш теоремасини тенглама (7.4) куринишда ёзилганда хам исбот 
<%да (?.<*> < « ’ (*)•  y "  +  Q A *)y  =  0. y "  +  Q i{x )y = 0 ) .

7  2 - н а т и ж а .  Агар (7 .7 )  ва (7 .8 )  тенгламалар учун мос равишда 
) ва ф2(*) ечимлар умумий х0 нолга эга булиб, (pi (дс) ечимнинг дс0 
кейинги навбатдаги ноли х\, дс0^дс| орасидаги интервалда 

(jc) ><7i (jc) тенгсизлик уринли буладиган нуцталар мавжуд булиб, 
Яолган ну^таларда q2(x) ^ q i ( x )  тенгсизлик уринли булса, у *олда 
* - ечимнинг навбатдаги ноли х\ нуцтадан чапда жойлашган

д'ан кейинги
472 (-*
К,ОА 
(ргО
булади.

Ис бот .  фг(Jf) нинг дсо дан унгдаги навбатдаги нолини xf дейлик. 
Агар xf—xi булсин десак, (7.10) формулада зиддият хосил булади, 
чунки ф2(xf) = 0 ,  ф2 (jco) = 0  дан формуланинг унг томони нолга тенг, 
чап томони эса мусбат булади. Энди x f > x t булсин. Бу халда 
Ф2(Jtf) = 0 . фг(*i) > 0  ва (7.10) нинг унг томони манфий, чап томони 
эса м усбат сондан иборат. Яна зиддиятга эгамиз. Натижа исбот 
булди.

7.4-теорема (Сонли таккослаш теоремаси). Агар бирор I интер
валда qi(x) < q 2(x) тенгсизлик уринли булиб, ф| (дс) ва фг(дс) функци- 
ялар шу интервалда аницланган ва мос равишда (7.7), (7.8) тенгла- 
маларнинг бир хил бошлангич шартни, яъни

ф|(*о) = ф 2(*о) =Уо, ф|(*о) =фИдсо) =Уо (7.11)
муносабатларни цаноатлантирадиган ечимлари булса, у уолда дс<> дан 
унгда фг(дс) ечим нолга айланмайдиган интервалда ушбу

1ф|(*) I >  1ф2(*) I (7.12)

тенгсизлик уринли.
к,абул циладиган I 

Ис бот .  (7.11 )

Шунингдек, ф|
ф2 (х)

функция х —хо булганда
цийматидан бошлаб усади. 
бошлангич шартга кура

Энди (7.9) айниятни дсо дан дс гача (дс>дсо) интеграллаймиз:
</ф| (*) 

dx ф| (*)
<*Ы*)

dx
X

=  Q\ (x)<p2 (x)dx.

] -
(7.13)

%  муносабатнинг унг томони мусбатлигини курсатамиз. (7.11) шарт- 
кура ф, (дс)ф2(х) нолга тенг була олмайди ва дсо билан дс(дс>лсо) 

Р сида ишорасини узгартирмайди. дс=дс0 нуктада ф| (дсо)фг(дс0) =уо- 
hvkt̂ 0 ^Ундан’ агаР УофО булса, ф| (дс) *фг(дс) функция дс=дс0 
чик ЗДанА Унгдаги етарли кичик атрофда мусбат булиши келиб 

АГЗР Уо =0  булса, ф| (дсо)фг(дсо) = 0  булади. Бу холда албатта 
ФМд:) *0 Аан Унгдаги бирор етарли кичик атрофда яна

*Ф2(дс) > 0  эканини курсатиш мумкин. Хакикатан, дс>дсо булган-
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да ушбу -®^~у^-функцияни олайлик. Бу функциянинг д

лимитини хисоблаймиз (ф! (дг0) =q>2(jf0) =г /0 =  0) :

lim = lim J f l i lL . Пт
*Т«* *Ь+Р (д: — ДГо)2 *--*0 + о х~ х0 х -*х0 + 0 х *0

=  lim vi(*o)
*—'0+° х~ хо

, Пт
*̂ *о + О

«Ы*1 — <Ы*о) 
*-*0 =  ф| М - < Р 2 М  =  (Уо)2> 0 .

Бундан кжоридаги тасдикнинг исботи келиб чикади.
Шундай килиб, (7.13) муносабатнинг унг томони дг0 нинг бирор унг 

атрофида мусбат. Шунинг учун лс0 дан унгда р (дг) >  0 булгани учун:

Бундан ф2(дг)^=0, дг>дс0 булгани учун )  > 0  экани, яъни

функциянинг х>Хо  да усувчи экани келиб чикади.Ч>2\Х)
Равшанки. у0ФО булганда ~*р(х̂  =  I ва уо=0 булганда эса

lim
*-**о <м*>

Ч>1 (*) _  Уо _  . 
Уо ~

Демак, агар х> хо  булса, >  1. Бундан (7.12) тенгликнинг 
исботи келиб чикади.

7.2- э с л а т м а . Агар хо дан унгда 6ирор интервалда q \ (х) ва </2(х) функциялор 
айнан нолга тенг булмаса, qj(x) > q i (дг) тенгсизликни ундан кучсизрок, qi{x) 
тенгсизлик билан алмаштириш мумкин.

7.3- э с л а т м а . 7.4- теоремадан 7.2- натижанинг исботи куриниб туради.

7.5- теорема*. Агар дифференциал тенглама

у " + а , { х ) у ' + а 2{ х ) у =  0  ( 7-14)

куринишда берилган булиб, а \(дг), а2(х) коэффициентлар бирор fi — 
^ х ^ г 2 оралик;да узлуксиз ва

|a i(x ) |< A li, |a 2(x)|< iW 2 <7Л5)
булса, у х,олда (7.14) тенгламанинг цар бир тривиалмас ечим инин*  
кетма-кет ихтиёрий иккита ноли орасидаги масофа h учун _ ПпДЛв

* Мазкур теорема муаллифларга теги шли. Бу теоремадан <т =  6 булганда
Пуссен теоремаси (|15|, 122-бетга каранг) келиб чикали.
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\  с т ^ ф -  16оЛ1, - я М ,
Л-----L —— ------ L, агар М2> 0,4Ai2

0< о ^ л 2 булса, (7.16)
2

агар М2 =  0 булса, (7.16')

Д ^ - ,  агар ^ |==^ булса, (7.16")

Л =  +  оо, агар А Б = 0, М2 =  0 булса. (7.16")
Исбот .  Девал М |= 0 , М2 =  0 холни курайлик. Бунда биз 

(7 14) тенглама урнига у" =  0 га эгамиз. Унинг умумий счими у =  
=  С|Х +  С2 (С|, С2— узгармаслар) каби ёзилади. Агар С^фСЛф 0
булса, бу ечим тривиалмас. Агар С\ = 0  ва С2ф 0 булса, у2 — С2 ечим 
битта хам нолга эга эмас. Агар С\Ф0, (С2— ихтиёрий) булса, 
v холда у=С \х-\-С 2 ечим горизонтал булмаган тугри чизикни 
тасвирлайди. Бу чизик факат битта нуктада абсцисса укини кесиб 
утади, яъни тегишли чизикли функция факат битта нолга эга. .\ар 
йкки курилган холда А= +  оо деб ёзишга келишамиз.

(7.16) (7.16') ва (7.16") тенгсизликлар И учун куйи бахони 
беради. Уларни исботлаш учун ёрдамчи мулохазалар юритамиз. 
Бошкача айтганда, [0, Л] ораликда узлуксиз ва узлуксиз дифференци- 
алланувчи ф(х) функция учун куйидаги

х  h h

Лф(а:) =  (&)<£- $(А-Б)Ф'Ш <*5+ S (7.17)
О л о

айниятнинг уринли эканини курсатамиз. Равшанки,
X X
$ W ( Q d%=XiP(x ) — $ф(£М6,
о О

А Л
$ (A — l W ( l ) d t =  — (Л—х)ф( х) + $ Ф(l)dl.
О X

Бу тенгликларнинг биринчисидан иккинчисини мос равишда айирсак,
(7.17) келиб чикади.

Энди (7.14) тенгламанинг бирор у (х ) ечимини олайлик. х =  0 ва 
x = h унинг кетма-кет келган иккита ноли булсин (нолларни ихтиёрий 
килиб (яъни ХофО, x t=xo +  А) танланса хам мулохазалар шунга 
Укшаш булади). Агар (7.17) айниятда ф(х )=у ' ( х )  булса, у(0) =  

f/(7i) = 0  булгани учун
h /1
5 Ф( | ) ^ = 5  y ' ( l ) d l = y ( h ) - y ( 0 ) = 0  

.. « о
Уринли Ва уш б у

х  h

% '(*)==$ l y " ( l ) d l - ^  ( h - t ) y " ( t ) d t  
12-, 0 *
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айниятга эга буламиз. Бундаги у”(I) урнига (7.14) дан у " / и  
— —а, (Ъ)у'(Ъ) —а2&) у(Ъ) ифодани куямиз:

х  h

/»/'(*) =  - J ge,(6) / ( 6)<<6+ J  ( h - t ) a , ( t ) y ' ( l ) d $ -
6 X

* п

-$ t< h ( l)y ( l)d i+ \  (Л-DM5)</(IMS- (7.18)

max |̂ /'(д£г) | ==n деб белгилаймиз. y (x ) функция x =  0 ва*е[о. а| х — А да
нолга айлангани учун [0, h] ораликда бир вактда 

Ы Ш < и 6, 1 у (6 )< ц (А - |)
тенгсизликларнинг хар бири бажарилади. Хакикатан, у(х) функция 
учун х =  0 ва x =  h нукта атрофида Лагранж формасида колдик хад 
билан Тейлор формуласини (у(0) = y ( h )  = 0  эканини хисобга олган 
холда) ёзамиз:

У ( х ) = у ' ( 0 х ) х ,  0 <  0 <  1,
y ( x ) = y ' ( h  +  Q ( x  —  h ) ) ( x — h ) ,  О < 0 < 1 .

Бундан
\у(х) | = у '( 0*1 х£[0, ft],

\y(x)\ =  \y'(h +  Q(x — А))||дг— Л| <р( А — х ), *£[-, А]
тенгсизликларни хосил киламиз. Бу тенгсизликлардан [О, Л] ораликда 
ушбу

ly(£) I m i n / h ~ l )
агар 0< 6< | -  булса,

И(А — £), агар булса

тенгсизлик келиб чикади.
Энди (7.18) ифоданинг охирги икки хадини бахолайлик:

х *
I $ 6M6M6M6I +  I \ (A-Б)а,(6)у<6)*61<О J

Шунга кура (7.18) учун ушбу тенгсизликка келамиз:

!«/'(*) К А / ,ц|-+ Л 12|1- ^  (0 < * < Л ) .

Охирги тенгсизлик у'(х) га максимум берадиган н у к та д а  *аМ 
уринли. Шунинг учун
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ёки

^ V +yM| T ~ \ > °  
м,

(7.19)

тенгсизликка эгамиз. M2— + - - h  — 1 = 0  квадрат тенглама ушбу

_ 0 М, -  tJ < ? M *+ 1 6 oM 2 — aMl +  Д/о*Л4? + 16яМ7

4М2 ’ 4 М2

илдизларга эга. Юкоридаги квадрат тенгсизликнинг ечими (Л> 0 )

л /Л и ? + 1 6 а М 2 — оуИ,
-----—------------- -

4Л<2

куринишда ёзилади. Агар М2 =  0 булса, (7.19) дан (7.16') тенгсизлик 

келиб чикади. Агар Afi=0, М2> 0  булса, (7.19) дан й >

тенгсизлик косил булади. Эслатиб утамизки, М\ = 0 , М2 =  0 булганда 
у" = 0 тенгламага келинади. Аммо унинг ечимлари у =  С\Х-\-Сч тугри 
чизиклардан иборат булиб, у Ф 0, яъни С^фС^Ф0 булганда у =
=  CiJt +  C2 тугри чизик биттадан ортик нолга эга була олмайди. 
Демак, ечим тебранмас булади. Биз кураётган масала эса тебранувчи 
ечимларга тегишлидир. Теорема исбот этилди.

М ис ол . Гармоник осциллятор тенгламасини, яъни ушбу у"  -\~ о>21/ =  0тенгламани 
олайлик. Унинг умумий хакикий ечими y =  rcos(m/ +  a) ( г > 0 )  функциядан иборат.
Ноллари орасидаги масофалар тенг булиб, —  дан иборат. Х,акикатан, cos(«o/ +  a)

(О

функциянинг ноллари t .=  —  (  — + * л  —a \  формула билан ёзилади (к — бутун сон). и \  2 /
Бундан t. t — 1L Бу тенгламада М, =  0, Л42 =  о>2. Шунинг учун (7.16") тенгсиз-W
лнкка к}ра

о) \1 М2 а>
келиб чикади.

Исбот этилган теорема кетма-кет келган ноллар орасидаги масофани бир 
мондан — куйидан бахолайди. Штурм теоремасидан фойдаланиб, айтилган масофа 
Ун икки томонлама экстремал (кучайтириб б^лмайдиган) бахо чикариш мумкин.

'-6- теорема. Ушбу

y" +  Q(x)y =  0 (7.4)
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дифференциал тенгламада Q{x) функция I интервалда аницланго 
узлуксиз в а н•

m2^  Q(x) ^ . М 2, т > О, Л) > 0  (7.20)
тенгсизлик уринли булсин. У х,олда (7.14) тенглама еъимининг кетма 
кет келган иккита ноли орасидаги масофа h учун

(7.21)

тенгсизлик уринли.
И с б от. Бу теоремани исботлашда таццослаш теоремасидан кенг 

фойдаланамиз. Унинг учун аввал цуйидаги

^ - + г п 2у = 0 ва +  М2г/ =  0 (7.22)

узгармас коэффициентли тенгламаларни оламиз. Уларнинг умумий 
ечимлари мос равишда

у =  А\ sin m(x — a l), y = A 2sin М( х— а2)
куринишда ёзилади. Ф.,раз этайлик, jc0=<X i=a2 нукта (7.4),
(7.22) тенгламаларниш бирор ечимларининг ноли булсин, яъни 
у ечимларни мос равишда ср(дг), фт (х ) , фм (х) деб белгиласак, <р(х0) =  
=  фт(*о) =Ф>1 (*о) = 0  булади. фш(дс) ва фм (х) ечимларнинг навбат- 
даги ноллари мос равишда х0+ — , х<,-\-^- (л — бутун сон) фор-
мулалар билан топилади. (р(х) функциянинг х0 дан унгдаги 
навбатдаги нолини х, дейлик. Унда x , —x0 =  fi булади. (7.20) тенгсиз- 
ликдан таккослаш теоремасига.кура (7.4) тенглама ф(х) ечимининг 
ихтиёрий кетма-кет келган иккита дго, xi (jco< xi) ноллари орасида 
Фм(*) функциянинг камида битта ноли ётади. Аммо <рм(х)
функциянинг *о дан унгдаги навбатдаги ноли Хо +  — булгани учунм
*o +  7j тенгсизлик уринли булади. Шунга ухшаш, фт (дг) ечимнинг

хо ва Х о ~  ноллари орасида ф(х) функциянинг камида битта ноли

булади, яъни дг0^дг| Топилган икки тенгсизликни бирлаш-

тириб, ^ ^ * 1— ни> яъни (7.21) тенгсизликни хосил киламиз. 

Теорема исбот булди.
(7.21) тенгсизликни янада кучайтириш мумкин эмас, яъни 
т ]  °Раликни кичрайтириш мумкин эмас. Бунинг боиси, Q (x)

функция узгармас булганда (7.21) тенгсизлик урнига л =  —м m
тенгликка эришамиз.

Мисол сифатида яна гармоник тебранишларни олсак, Af =  w =  w 
булгани учун (7.21) дан h =  л/со келиб чикади.
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ган тенглама ечимлари тебранувчи булса, курилаётган 
БеР ечимнинг ноллари сони хакида фикр юритиш мумкин. 

орал и Г о р ем а  (Кнезер теоремаси). Агар (7.4) тенгламада Q (x)
' ия х0<:х <  +  00 интервалда 0 < Q ( x ) <  ~  тенгсизликни

(руп
тлантирса, у х;олда (7.4) тенгламанинг ихтиёрий тривиалмас 

к,ан°а -)- оо интервалда чексиз куп нолларга эга була
еНАмайди; w ap  *i < * <  +  «> интервалда Q(x) функция 
ц -a <-q (х) (а =  const > 0) тенгсизликни цаноатлантирса, у л;олда

*гтиёрий тривиалмас ечим дГ |< х<  +  оо интервалда чексиз куп 
нолларга эга булади.

Ис бот .  Таккослаш теоремасини куллаш максадида

у" +  -тгу =  0 (аФ 0, х > 0 )
хт

(7.23)

Эйлер тенгламасини олайлик. Бунда Q ( x ) = — > 0  булгани учун
лг

(7.23) тенглама ечимлари тебранма характерга эга булиши хам 
мумкин. Тегишли характеристик тенглама k ( k — \) а 2 =  0 ёки /г2 —
— fc+a2 =  0, унинг илдизлари эса £i.2= y ±  —а2. Бундан ку-

ринаднки, а2> у  булганда Эйлер тенгламасининг ечимлари тебран
ма характерга эга булади. Шу холда умумий ечим

у =  С, \ Х  cos(У -’ -т  "У +

-|- С2 у х sin 1пх^, 1 < х <  + оо

куринишда ёзилади. Шундай килиб, (7.23) тенгламанинг ечимлари 
4 булганда ( 1 , +  оо) интервалда тебранмас, а2>-^-булганда

эса шу интервалда тебранувчи ва чексиз куп нолларга эга булади. 
Энди ушбу

У " + ~ У  =  0 (х > х 0),

1 + а
4-г2

у = 0 ( а > 0, x7ltx\)

(7.24)

(7.25)

^нгламаларни курамиз. Улардан биринчисида (7.23) га кура 
V иккинчисида эса а2 =  1 .

4 4

^ гар 0 - с Q(дс) -L-(X^ x v) тенгсизлик уринли булса, у холда
(7 41 4лг
ора Тенглама ихтиёрий ечимининг кетма-кет келган иккита ноли 

Да (7.24) тенглама ечимининг камида битта ноли ётиши лозим.
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Л Мл а г*..Бу булиши мумкин эмас, чунки (7.24) тенгламанинг ечим лап 
тебранмас. Демак, бу холда +  °° интервалда (7.4) тенглам
ечими чекеиз куп нолларга эга була олмайди. а

Агар Q(х) > - '- ^ 4  а > 0 - х ^ х\ тенгсизлик уринли булса, у *0л

да ечимлари тебранувчи булган (7.25) тенглама ихтиёрий ечим ининг 
кетма-кет келган иккита ноли орасида (7.4) тенглама ечим ининг 
камида битта ноли ётади. Бундан (jci, -f- оо) интервалда (7.4) те н гл а
ма ечимлари чекеиз куп нолларга эга экани келиб чикади.

7.4- э с л а т и а .  Кнезер теоремасидан куринадики, агар 0 < Q ( x )  <  —!— тенг-
4дг2

сизликда х—► оо да Q(x) функция нолга етарлича тез я^инлашеа, у цолда тегишли 
ечимлар тебранмас булади. Аммо агар Q(x)  s O  булса, равшанки, у "  =  6 тенгламанинг 
фундаментах системаси q>i(jc) =  l, (p,2(jt) =дг функциялардан иборат. Агар Q(X] 
функция х-+оо да нолга етарлича тез яцинлашеа, Q(x) функциянинг ииюрасидан 
цатъи назар х нинг етарлича катта кийматларида у " -\-Q (x)y — 0 тенгламанинг 
фундаментах системаси |<pi (х) =  I, фг(х) =  х) системадан *кам» фарк, цилади. Бу Шпет 
теоремаси деб юритилади.

Ми с о л .  Ушбу у "  +  - ~ =  0 тенгламада Q (x )= -!— булиб, унинг фундаментал 
х х*

системаси (1, х} га х  нинг етарлича катта кийматларида якин эканинн курсатамиз.
-  \Ых у’

Бу тенгламада у =  е ' , — = —г алмаштиришни бажарамиз. Натижада

z' =  Z*-\- j  Риккати тенгламасига келамиз. Унинг умумий ечими z =  
х*

=  -^ -c tg  )-С^ — ((3|  га каранг). У - = — г  брлгани учуй

Равшанки:

t/ =  y4xsin +  = С ,х  sin 1 _L П 1— (- С, х cos—.
X X

. 1  1 1 , 1 1
Х51Пдг .3 ^  +  5!

1 1 1 , 1 1

- , + 0 ( 7 >
лсиъ --X 1 4, о —•х 2! х  4! *3

•шбу ерда 0 ( —— ) функция учун каср дг-»-оо да чегараланган.

Шундай килиб, фундаментал система сифатида

<p,(x) =  l + 0 ^Jj-^, %(*) = *  +  0

функцияларга эгамиз.

7.3-5. ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

I. Чегаравий масалаларнинг куйилиши. Биз аввалги бобларД3 
биринчи ва юкори тартибли оддий дифференциал тенгламалар учун 
Коши масаласи билан шугулландик. Бу масаланинг геометри!'
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м а ъ н о с и  берилган нуктадан утадиган интеграл чизикни излашдан 
иборат эди. Шу интеграл чизик яна бошка шартларни кано^Гнти 
радими ёки иукми, бу бизни кизиктирмас эди. атланти

Агар /  интервалда аникланган у =  ф(дг> функция y tn' =  f i x и и' 
и[п- ") ( « > • )  дифференциал тенгламанинг ушбу У' У ’

<р(ДГо) =£/о, ф'(дго) = 1/6, . " Ы = У о я х0£1 (7.26)

шартни хам каноатлантирадими, деган савол тугилади. Бунда /(х, у, 
у' ., функциянинг аникланиш сохаси очик Dn + l туплам-
дан иборат булиб, (*о, уо, у'о.........уА"_ п ) €Д и -1, (дг(, у,, у\...........
у\л~1)) £Ц,+| шартлар албатта бажарилади. Акс холда куйилган 

саволнинг маъноси булмайди.
Саволга жавоб бериш учун (7.26) шарт билан туда аникланган 

маълум у =  ср(х) функция ва унинг хосилаларини х =  х\ нуктада 
хисоблаб, (7.27) шартни текшириш лозим. Савол доим юкоридаги 
каби куйилмаслиги хам мумкин. Номаълум функция ва хосилалари- 
нинг х —хо ва дс=Х| нукталардаги кийматларидан тузилган п та 
чуносабат бажарилишини талаб этиш хам мумкин. Шу муносабат 
билан куйидаги масалани куямиз.

Ч е г а р а в и й  м а с а л а н и н г  к у й и л и ш и : агар ушбу

ечимини излаш чегаравий масала дейилади. Бу масала Коши 
МаСо-?СИГа каРаганДа умумий булиб, ундан g , = y ('~n (хо)— 

=  0, 1=1,2, ... , п булганда Коши масаласи келиб чикади.

шартни ка 
ечими яна

каноатлантирадиган ечими булса, тенгламанинг шу // =  ф(дс)

<р(*|)=$/ь ф'(*|) =у'\>-■ - ф|л 0 (ДС|) =  
=  у{п~",  ХоФъ, х£1 (7.27)

(4.2)
тенглама ва

ёЛхо, у(хо), у'(хо)......... у{п п (хо); х и у (х ,),
. . . .  У,я- , , (х1) ) = 0 (7.28)

*’= 1. 2 , . . .  , п) муносабатлар берилган булса, 
[' У  тенгламанинг ШУ (7.28) муносабатларни каноатлантирадиган

АгаР п =  2 булиб,

(7.29)

• Яна, агар я =  2 булиб
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(7.30)
£i —<ху' (х о) +  Р«/(хо) = 0 , 
gi =  Vy'(xi) + b y (x t) = 0

булса, бу хам тез-тез учрайдиган чегаравий масаланинг шапТи 
иборат. Баъзи холларда ечим даврийлигининг чегаравий шартц ДЭН

шарт хам учрайди.
Мис о л  сифатида 4.5-§ да курилган масалани олиш мумкин 

У  масалада абсцисса уки буйлаб унинг мусбат йуналишида харакат 
килаётган объект (нукта) I чоракда харакат килиши мумкин булган 
нукта томонидан кувланиши курилган эди. Кувловчининг тезлиги v 
кочувчиники эса а эди. Агар v > a  булса, чекли Т вактда кувловчй 
кочувчини кувиб етиши исбот этилган. Кувловчининг дифференциал 
тенгламаси эса

куринишда. Агар у(х0) = у о> 0, у (х , ) =0 ,  х1= х 0+ у 0 2°иу  десак,

чегаравий масалага (кувловчй учун) келамиз. (4.29) тенгламанинг 
умумий ечими

либ чикади. Демак,

ечим чегаравий масала шартларини каноатлантиради.
2. Бир жинсли чегаравий масала. Чегаравий масала ечимининг 

мавжудлиги ва ягоналиги мухим роль уйнайди. Бу мавзуга тегишли 
баъзи маълумотларни баён этиш учун (7.28) муносабатларда S‘ 
функциялар уз аргументларига нисбатан чизикли шаклдан иборат 
булган холни курамиз. Аникроги gt функциялар куйидаги

юритилувчи (п =  2 )

В \ = У М  — Уо =  0. 
g2 = y ( x t) — у0 =  0

(4.29)

х = (С, у ) '+ С 2.

булгани учун чегаравий шартлардан С, = —. С„=и„—— --|-х0 ке-

ёЛу) =<хХ'у(х0) + а '‘У  (хо) + . .  .+  аХ'-1У{п~" (х„) +
+  № y i* i) + PiV(x.) +.. (х,)—д =

в ? ( » ) + Д - 0 (7.32)
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б& пса. У 
п-  та

V бир жинсли булмаган масала булади.
■* _ ..нош/ пи Лиг» м/ии^пмртибли чизикли бир жинсли

Ц р ) у  =  О (*)

глама ва (7.32) чегаравий шартлар берилган булсин, (*) ва 
f 7H32) муносабатларни /4,= 0 булганда каноатлантирадиган 
' /  ) £ £ (л| функцияни топиш масаласи (*) тенглама учун бир жинсли 
чегаравий масала дейилади.

Равшанки, хар бир бир жинсли чегаравий масала камида битта 
тривиал ечимга, яьни у(х) = 0 , * 6[*n, x t] ечимга эга. Аммо бир 
жинсли чегаравий масала тривиал булмаган ечимларга хам эга 
булиши мумкин. Шу муносабат билан куйидаги теоремани келтира- 
миз.

7.8- теорема. Агар у\ (х) , у2{х), . . .  , yn(x) ,x^[x0,xi]) функциялар 
{*) тенгламанинг чизикли эркли ечимлари булса, у х;олда L{p)y =  0, 
g'-1 (у) =  0 масала тривиалмас ечимга эга булиши учун

детерминантнинг нолга тенг булиши зарур ва етарли.
Исбот .  Теореманинг шартига кура у\(х), у2(х) ......... У п ( х )

функциялар [дсо, *i] ораликда чизикли эркли ечимлар. Шунинг учун

Формула билан берилади. Жумладан, g" (у) =  0, г =  1,2..........п

D =

в?(й) •• •
« 2 Ы  • • • &(Уп) (7.33)

&(У2) ■■■

Т. булганда (*) тенгламанинг барча ечимлари

У =  I  Ciyi ( х)

Партии каноатлантнрувчи ечими хам шу формула билан берилади.
ШУ сабабли

(7.34)

П
I  С, g? (*/, (* ))  =  о
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еки

(7.35)

C|g? («/i) + C 2g? (У2) +• • -+C ng? (Уп) — о, 
c, A  (yt) +  c2f$  (y2) + . . . +  Cn& (y„ )=  0,

C.fiS («/,) +  c2&  (y2) + . . .+  C„£  (yn) =  0.
Энди бир жинсли тенглама бир жинсли чегаравий шартни 
каноатлантирадиган тривиалмас ечимга эга дейлик. Унда

П
J  С*ф0 булади. Шунинг учун (7.35) дан D =  0 экани келиб

/= 1
чикади. Агар D =  0 булса, у холда (7.35) дан (7}, С̂ , . . . .  Сп>

п

J  С*гфО узгармаслар топилади. Демак, ушбу
/= I

у (х) =  Y. уМ )
/'*= I

функция тривиалмас булиб, бир жинсли чегаравий масала шартлари- 
ни каноатлантиради. Теорема исботланди.

7.5- э с л а т м а .  Агар £  (у) =  0 чегаравий шартда i = \ ,  2, . . . .  m, m < n  булса,
у холда бир жинсли чегаравий масала тривиалмас ечимга эга; агар (D) матрица ранги
г, r< .n (i=  1, 2.......п) булса, у цолда бир жинсли чегаравий масала С,, С2, ... С„ ларга
нисбатан цатъий (п — г) та чиэицли эркли ечимга эга булади. Бу тасдимарнинг исботи 
равшан.

7.6- э с  л а т м  а . (D) матрицанинг ранги фундаментал система у\, у2. ... , Уп ни
танлашга 6ofauk, эмас. Какикатан, бир y\, i/2.......у„ фундаментал системадан иккинчи
у I, 1/2, - . , уп фундаментал системага Утиш чизикли алмаштириш ёрдамида, яъни
ушбу

П
у*= Y. ачУг ‘= ' • 2...... п

/•= I
формула билан амалга оширилади, бунда а„ лардан тузилган детерминант нолдан 
фаркли. Алмаштириш натижасида (D) матрица (а,,) матрицага купайтирилади. 
Шунинг учун (D) матрицанинг ранги Узгармайди. (£>) матрица ранги чегаравий 
масала ранги дейилади.

3. Бир жинсли чегаравий масала учун Грин функцияси. Диффе
ренциал ифода L(p)y куйидаги куринишда булсин:

Ц р ) у = а 0(х)уЫ) + a l (x)ytn- ' ) + . . .+ а п_, (х)у '+ап(х)у, (7.36)

а0(х) ф0,  x£l.
7.2- т а ъ р и ф . Ушбу

И р ) у = 0 ,  g?(y)=0, i =  l, 2........п (7.37)
чегаравий масала учун Грин функцияси деб шундай G {х, £) функция- 
га айтиладики, у функция {(лг, |) :  хо^Ъ<^х\] ёпиц со^ада
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аницланган булиб, [хо, Х|] оралик,дан олинган %ар бир I учун х нинг 
функцияси сифатида к,уйидаги шартларни к,аноатлантиради:

Г. G (х, £) функция х ва % буйича [х0, дп] оралик,да узлуксиз, 
х буйича (п — 2 )- тартибгача узлуксиз дифференциалланувчи;

2°. [дс0, jci] дан олинган ихтиёрий тайинланган £ учун G(x,|) 
функция х буйича [х0, £] ва [£, х,] оралик,ларнинг цар бирида 
(п — \ ) -ва п-тартибли цосилаларга цам эга, аммо (п— \)-тар- 
тибли х,осиласи х =  |  нук,тада чекли узилишга эга, яъни:

- ^ i - G d '+ O , I) - - ^ - 0 ( 6 - 0 ,  | ) = - } т р '  (7.38)
дх" 1 дх? 1 “о 'е)

3°. fxo, £) ва (|, jci] интервалларнинг %ар бирида х нинг функцияси 
сифатида G(x, £) функция (7.37) муносабатларни к,аноатлантиради, 
яъни L(p)G(x , I) = 0 , g?(G(x, I)) = 0 , / =1 ,  2, ... , п.

7.9- теорема. Агар (7.37) чегаравий масала фак,ат тривиал ечимга 
эга булса, у уолда шу масала учун ягона Грин функцияси мавжуд.

И с б о т .  у\(х),  у2(х) ........ уп(х), х£[х0, *i] функциялар L(p)y =
=  0 тенгламанинг чизикли эркли ечимлари булсин. У холда бу 
тенгламанинг барча ечимлари у — С\у\(х) -)-.. .-\-Спуп(х) формула 
билан ёзилади. Шунинг учун С|, С2. .  ,  Сп ларнинг бирор кийматида 
бу формуладан G(x, £) функцияни хосил кила олсак, теорема исбот 
булган булади. Агар Грин функцияси мавжуд булса, хо0 < |  
интервалда

G(х, =  Oi (|)i/i (х) А-а2(^)у2(х) + . .  .-(-ал(|)г/п (х),
£ < x < ;x i интервалда эса

G(x, |)  =b\( l )yi (x)  +  M I)i/2(*) +■ • -+М£)Ул(*)

муносабатлар уринли булиши керак. Бундан (п — 2 )-тартибгача 
хосилалари узлуксиз булгани учун х =  ̂  булганда ушбу

[ a i  ( £ ) i / i  ( l )  + .  • . - | - a „ ( | ) j / n ( | ) ]  — [b i  ( \ ) y \ ( 1 )  + •  • - + M £ )  * /« (£ ) ]  —  0- fai (\)у\(£) +. • -+a«(̂ )i/n(5)]—[M£)«/i(£) + • • •+ 
+ Ы 6)«£(6)Н О ,

I a, &)у\п~2) (I) +• - .-f-a„ (i)yh"~2> (6)1 —
-Г*, (I)у\п~2) (6) +• • •+Ьп (1)у!Г~2) (|)] = 0

тенгликларга эга буламиз; (п— 1) - тартибли хосила учун эса
[а, (|)у!',-и (5) +• • -+ап а)у<п- ,> (6)]-— 1ь, ш « / Г "  (I) + .  • .+ьп(1)у1п- "  (6 )1 =  - Х 7 1 Г

тенгликка эгамиз. Агар Cu(£) =  6„(£) — аи(£) десак, юкоридаги 
тенгликлар куйидагича ёзилади:
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' Cl (6)iM 6) + . . . + c , ( 6h U 6)=Q .
с ,(б )^ (6) + . . . + с в(б)м;(б)=о,

.....................................................................  (7.39)
с, ( |)* /Г 2) (?) + . .  .+С„ (D y?-*  (£) = 0,

С, (? )(/Г  " ( |)  + . .  v+ Сп (£)«*—*» (?) = ^ v

Бу системанинг детерминанти чизикли эркли у\(х),  . . . .  у„(х) 
(дг0<дг^дг|) функциялар вронскианининг х =  ? нуктадаги киймати- 
дан иборат. Маълумки, бу холда W(l)=£0.  Шунингучун (7.41) систе
ма детерминанти нолдан фаркли бир жинсли булмаган система 
сифатида ягона ечимга эта. Шу ечимни С?(|), £J(£), . . .  , ( £ )
деб белгилаймиз. Демак, (7.41) система СД?) ларни бир кийматли 
аниклайди. Энди Cj(?) =ftj(?) — (|) булгани учун ftj(g) ва а®(?)
ларни аниклаш билан шугулланамиз. Бу коэффициентларни чегара- 
вий шартлардан фойдаланиб топамиз. Унинг учун g"(y) ни бундай 
ёзамиз:

4ИУ)=&(У)+&{У) ,  (7.40)
бу ерда

4  (У) =  £  < У ш (ДСо), &(У) =
/ = О

=  J '  P f V ’ (*o), < =  1 ,2 ........п.
/«О

Агар (7.40) да у урнига G(x, |)  функцияни куйсак, 
g f ( G ( x ,? ) ) =  а, ( | )  4  (,у, ( х ) ) + . .  . + а „  ( | ) 4  (уп (х) ) +

+  *. ( 5 ) 4 (I/. (*) ) +■ - •+ * . ( 5 ) 4 ( 0 .  (5) ) = 0
тенгликка келамиз. Бунда а* лар урнига ft* —С* ларни куямиз:

Ь  (5)4 (Oi (*) ) +• ■ •+*„ (S)4 (М, U )) +  (ft, (?) --С?(Б) ) 4  (у, (*) )+•••+ (ft, (I) -  С  (Б)) 4  (о. (*)) =0.
Бундан (7.40) га кура

МБ)4(«/, ( X ) ft, (Б)в? (м. U )) =
=  С ?(Б )4  ({/, (х)) + . .  . + С “ (?)*» (уп (х)) (7.41)

келиб чикади. Агар « =  1,2, ... , д десак, (7.41) дан ft,, йг, Ьг 
ларга ^исбатан д та чизикли тенгламалар системасини хосил кн-

п
ламиз. Бу бир жинсли булмаган система, чунки X (С? (£)2 =5^0 ва

<=1
4 (% (* ))¥ =  0 ( i = l .  2. -  • п; /= 1 .  2, ... , д). Агар £?«'»/(■*)) = °
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булса, (7.41) дан &“(£)=<?’(£), а"(g) =  0 келиб чикади. Бу холда 
теореманинг исботи равшан. Энди f£a(yi(x)) Ф 0 холни курайлик. Бун
да 7.8-теоремага кура (7.41) системанинг детерминанти (Ь\,
Ь2у... , Ьп ларга нисбатан) нолдан фаркли. Демак, 6 | (£)........М £)
ларнинг ягона кийматини топа оламиз. Уша кийматларни &?(£),
bUl),  -  . &"(£) десак, а?(|), а г ( |) ...... а"(£) лар а?(£) =  &?(£) — С°(|)
формулалар билан топилади. а/(£) ва 6,( |) ,  i = \ ,  2, , п лар учун
топилган кийматларни тегишли ифодага куйсак, G(x, |)  учун

G(x, |)  =

п

X
п

I

а? (£)«/,( х).х0< х < | ,  

(*)•&><*<* „
(7.42)

формулага эта буламиз. Шундай килиб, Грин функциясининг 
мавжудлиги ва ягоналиги исбот этилди. Бу теореманинг исботи 
тегишли Грин функциясини куриш усулини хам уз ичига олади.

Бир жинсли чегаравий масала чизикли бир жинсли булмаган 
дифференциал тенглама учун куйилган булсин, яъни ушбу

L(p)y=f (x) ,  g?({/)=0, i =  1, 2, ... , п (7.43)

масала курилаётган булсин. Бу масаланинг ечимини куйидаги 
теорема беради

7.10-теорема. <4гар (7.37) масала фацат тривиал ечимга эга 
булса, у х;олда \xQ, Х|| оралицда узлуксиз булган ихтиёрий f(x) 
функция учун (7.43) масаланинг ечими мавжуд. Бу ечим ушбу

х\
у ( х ) =   ̂ G(х, l ) f ( l )dl (G(x,  I) (Грин функцияси) (7.44)

*0

формула билан ифодаланади
И с б о т .  (7.44) формула билан аникланган бирор у(х)  функциянн 

олайлик. Бу функция (7.43) масаланинг ечими эканини, яъни ушбу

L ( p ) y (x ) =f (  х) (7.45)
f £ ( y ( x ) ) =  0, { = 1,2 , ..., п (7.46)

айниятлар уринли эканини исботлаймиз. Аввал (7.46) ни курсатай- 
лик. G(x, |)  функциянинг таърифига кура олинган у(х) функция 
(п — 2 ) -тартибгача узлуксиз дифференциалланувчи. Шунинг учун 
хосилаларни

_  Г dvG(x, I)
<*■? 5 дх°

f (Z)dl  о = 1, 2 . .  , п - 2 (7.47)

каби ёзиш мумкин. (7.47) формулани и =  п —2 да куйидагича ёзамиз:
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У(,:- 2)(Х) =  S *  S)- f ( l ) d l +  j  -  f ( t ) d l-
дхГ-

xo
Бундан яна x  буйича хосила оламиз: 

d " - ' G i
-  S 1Й2.+

xo 4 7

A mmo
<?"~20(*, g)

dxn- 2

/ ( * )  •*+o

функция x =  g нуктада узлуксиз булгани учун

охирги ифода соддалашади:

„(я—I» 3 " ~ ' g u .  S) 
йУ - 1 № < % +  i 101 ' Gix; l)- f t t ) d t =

J Их

-J Д*"-  I /(6)rfS. (7.48)

Бу формуладан яна бир марта дифференциаллаб, куйидаги ифодани 
топамиз:

м = j  £^7<«<<1+ I +
_  / а ^ № Л 1 \  I f ( x )  _

V а *"" ' у Ь -х + о 7'+  $
3я G (x, I)

д*"
Х|

/(£)<*£

= S ^ / ' i  > *+ ^ м - (7.49)

Маълумки, g f(t/) ифода г/(х) ва унинг (л — 1)- тартибгача хосилала-
рининг х —хо ва x = J ti нуктадаги кийматларини уз ичига олади. 
Шунга кура, (7.44) (7.47), (7.48) лардан содда узгартиришлар 
#г>тамида куйидагига эга буламиз:

$ (у )  =  J. a;V(*b) + Z Щ‘}уЦх,)=0 + Z P/“V(*i) =
1=0 /= о /—о

=  " £  Г  S 61 H t ) d t =  j  (  " l  f f  — ^  ) f ( t ) d l  =
* 0 х0 . \  i=o х  /

=  j  g?(0(x, t ) ) f ( l ) d t
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G ( x ,  I )  функция таъриф буйича g ? ( t/)=  0 (i =  l,  2........п )  чега-
равий шартни каноатлантиради, яъни g?(G (x,£)) = 0 .  Шунинг учун
охирги интеграл нолга тенг ва g f ( g ( x ) ) = 0 ,  i  =  1, 2 , п  муноса-
батларга эгамиз. Бундан олинган у ( х )  функция [лго, * i ]  ораликда. 
чегаравий шартларни каноатлантириши келиб чикади. Демак,
(7.46) исбот этилди. Энди (7.45) ни исбот этамиз. Теорема- 
нинг шартига кура (7.37) масала факат тривиал ечимга эга. 
7.9- теоремадан L ( p ) G ( x ,  I )  = 0  экани чикади. Шунинг учун олинган 
у ( х )  функция хосилаларинингурнига (7.47), (7.48), (7.49) формула- 
лардан фойдаланиб, уз ифодасини L ( p ) y  дифференциал ифодага 
куямиз:

L ( p ) y ( x )  =Оо(х) П
| _ х <>

д" G(x, I )  

дх* "
i d ) d l - -Их) +

+ « , ( * >  \ ° '* l  U- f ( l ) d l + . . . +
3 дх
хо

5 Е
+a„_i ( х )  J д°\*  ^ f ( S ) d $ + a „ ( x )  J G ( x ,  g)/(g)dg=

=  \ I Оо(х) - fa , (х)- i [«*0 L

+  an_i ( x )

дхГ дх*

dG{x,  £)

dn- ' G ( x ,  1) +  +

dx
a n ( x ) G ( x , l ) ] f ( l ) d l  +  f ( x )  =

E
=  J ( L ( p ) G ( x ,  g))f(g)dg+ /(x) = /(* ) .

0
Демак, (jco, £) интервалда L ( p ) y ( x )  = f ( x )  айният уринли. Шунга 
ухшаш (£, д:|) интервалда хам шу айният уринли экани курсатилади. 
Шундай килиб, [хо, x il интервалда узлуксиз f ( x )  функция^ учун 
олинган у ( х )  функция (7.43) чегаравий масаланинг ечими булади. 
Теорема исбот булди.

4. Бир жинсли булмаган чегаравий масала. (7.32) формулада
п

£  Af Ф 0 булсин. Биз бир жинсли булмаган чегаравий масалани 

курайлик. Бу холда асосий хулосани куйидаги теорема ифода этади.

7.11-теорема. У ш б у  Ц р ) у  =  0 т ен гл а м а  б и р  ж и н с л и  б у л м а г а н  
ш а р т н и  к ,а н о а т л а н т и р а д и га н  я г о н а  е ч и м г а  э г а  б у л и ш и  у ч у н  м о с  б и р  
ж и н с л и  ч е г а р а в и й  м а с а л а  фан,ат т р и в и а л  е ч и м г а  э г а  б у л и ш и  з а р у р  в а  
ет арли .

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Бир жинсли булмаган чегаравий 
масаланинг ечими у ( х ) функция булсин. Унда L  ( р ) у ( х )  г=0, х£[хо,
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x \g i(y (x ))  — A  =  0 айниятлар уринли булади. Бир жинсли 
дифференциал тенгламанинг фундаментал системаеи у \ (х ) , у2( х ) , ... , 
уп(х) функциялардан иборат булсин. У холда ихтиёрий ечим

п
у — Y. Q / ,( * ) формула билан ёзилади. Узгармас Сь С2, ... , Сп

j—i
ларнинг бирор кийматида у(х)  ечим хосил булсин дейлик, яъни

п

У(х) =  У  Бу функцияни бир жинсли булмаган чегаравий
i— 1

шартга куямиз. Содда узгартиришлар натижасида куйидагини хосил 
киламиз:

0=1 а ( I  d y M  ) к + "l Г  ( I  ^(х.) У»>-Д =
/  =  0  \  v = l  /  i = 0  \  V = l  /

=  i  < ’ ( i  ^ (хп))  +  i  р' ,) (  £  о д * ‘ (x i ) ^  — д =

(7.50)

= i  < V K ) +
v = l  L  / = О

+ " l  1 - д  =  z  < & ?< & )- k .
, =  0 J  v=i

Демак, ушбу

У  — А .  * — 1. 2, , п
v= 1

системага эгамиз. Бу системанинг детерминанти 0 = ^0  ((7.33) га
и я

каранг), чунки у  (С?)2=^0, £  Д2^=0. Аммо ОфО  булганда мос
/  «  1 i  =  1

бир жинсли чегаравий масала 7.8-теоремага кура факат тривиал 
ечимга эга булади.

Е т а р л и л и г и .  Бир жинсли чегаравий масала факат тривиал 
ечимга эга булсин. У холда й ф 0 булади. Демак, (7.50) га кура бир 
жинсли булмаган чегаравий масала ягона тривиалмас ечимга эга,

П
чунки (7.50) дан J  С%ф0 тенгсизликни каноатлантирадиган С\,

v=l
С2, ... . Сп узгармаслар бир кийматли топилади. Теорема тула исбот 
булди.

7.3- н а т и ж а . Агар бир жинсли булмаган чегаравий масала 
иккита у =  ц>\{х) ва у  =  ф2 ( х ) ,  ф | ( х ) ^ ф 2 (х)  ечимга эга булса, 
у %олда £/ =  ф , ( х ) — ф 2 ( х)  функция мос бир жинсли чегаравий 
масаланинг тривиалмас ечими булади; аксинча, агар бир жинсли 
чегаравий масала тривиалмас ечимларга эга булса, у цолди бир
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усинсли булмаган чегаравий масала ё биронта х;ам ечимга эга 
булмайди ёки чексиз куп ечимларга эга булади.

И с б о т .  Аввал натижанинг биринчи кисмини исботлаймиз. 
Равшанки, L (p)<pi (х) s=0, L (р)фг(х) = 0  ва демак, L(p)  (<pi (x) — 

— <p2U ) ) = 0 ,  яна шунга ухшаш я "  (ф| (-*f)) g f (ф г(^)) =  A i(i —
=  1, 2, ... , п) муносабатлардан g °  (cpi (дг) —ф2(дс)) ^ 0  келиб 
чикади. Шунинг учун у =  ф, (*) — ф2(х) функция бир жинсли 
чегаравий масала L(p)y  =  0, g f ( j / ) = 0  учун тривиалмас ечим була
ди. ^

Энди, агар бир жинсли чегаравий масала тривиалмас у = у ( х )  Ф0,  
x6fx0, * |]  ечимга эга булса, D =  0 булади ((7.33) га каранг). 
У холда (7.50) система ё ечимга эга булмайди ёки чексиз куп ечимга 
эга булади. Натижа исбот этилди.

Энди чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламани 
олайлик, яъни L(p )y  =  f (x) ,  шу билан бирга бир жинсли булмаган 
чегаравий шарт хам берилган булсин. Бошкача айтганда, ушбу

Ц р ) у Щ ( х ) ,

£ "(< /)=  A, Z  А ? Ф 0, / =  1, 2 ... , п ' ( 75 , )
U /=!
бир жинсли булмаган чегаравий масалани курайлик. Бу масаланинг 
ечими хакида фикр юритиш учун аввал g?(ri(x )) = Д  ш а р т  ни
каноатлантирадиган ихтиёрий г|(х) £С(л^, х,] функцияни оламиз.
Сунгра г(х) —у(х)  — tj (х) алмаштиришни бажарамиз. Бу ф(х) 
функция учун

$ ( z ( x ) )  =g? (у(х)  — п(х) )  =  g "( i/(x )) — g ? (n (*)) = 0 ,
яъни

g ? (2 ( jf ) )= 0  (7.52)

бир жинсли чегаравий шартга эга буламиз. Берилган дифференциал 
тенглама (г (х )  функцияга нисбатан)

ёки
^  (P)t»l (- )̂ + 2 ( Х ) )  = f ( x )  

L(p)z(x)  =  /(х )  — L(p) r \ (x)  = F ( x ) (7.53)
куринишга келади. Энди (7.53), (7.52) бир жинсли чегаравий 
масалани курит мумкин. 7.10-теоремага кура, агар L (р) z(x)  = 0 ,  
g ? (z (x ) )= 0  масала факат тривиал ечимга эга булса, у холда [х0, Х|]
ораликда узлуксиз булган ихтиёрий F ( x ) = / ( х )  — L (p )r i(x ) функция 
Учун (7.53), (7.52) масаланинг ечими мавжуд ва

Z ( x ) =  J G(x, l ) F ( t \ d l  (7.54)
хи

^ринишда ёзилади. Агар т](х) функция мос бир жинсли тенглама- 
нинг ечими булса, у холда L(p)x\ (x)  = 0 ,  F ( x ) = f ( x )  булади ва
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(7.54) формула z(x) =  ^ G(x, l ) f ( l ) d l  куринишда ёзилиши мум-
*0

кин.
Шундай килиб куйидаги теорема исбот этилди.
7.12-теорема. Бизга (7.51) бир жинсли булмаган чегаравии 

масала берилган булсин. [х0, * i l  оралик,да узлуксиз булган ва 
g° ( y )  = Д  бир жинсли булмаган чегаравии шартни цаноатлантира-
диган ихтиёрий функцияни >i(x) дейлик. У уолда, агар Ц р )  (у(х)  —- 
_ r ] ( x ) ) = 0 ,  ^f(t/(jc) — п(дс))=0 масала фак,ат тривиал ечимга эга
булса, у %олда (7.51) масала ечимга эга ва бу ечим ушбу

х \

у ( х ) = ц ( х ) +  $ G(x, t ) F ( t ) d t  (7.54')
*0

(бунда F{x)  =  /(х )  — L ( p ) r j (x) )  формула билан берилади. Агар 
H p )r \(x )s = 0 , $ ( r \ ( x ) ) = A i ( i = l ,  2, ... п) муносабатлар уринли 
булса, у холда F ( x ) = f ( x )  ва (7.51) масаланинг ечими

х \

у ( х ) = М х ) +  \  G(X, l ) f ( l ) d l  (7.54")
■*0

куринишда ёзилади

7.4-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ОПЕРАТОРНИНГ ХОС 
КИЙМ АТЛАРИ ВА ХОС ФУНКЦИЯЛАРИ

I. Бир жинсли чизикли тенглама учун хос киймат ва хос функция 
тушунчаси.

7 . 3 - т а ъ р и ф .  Агар шундай ОФу(х )  £Сп(1) функция топилсаки. 
бу функция учун ушбу

Ц р ) у ( х )  = Х у ( х ) ,  х £ /  (7.55)
айният уринли булса, у х;олда А сон L (р) операторнинг хос циймати, 
у{х)  функциянинг узи эса Ц р )  операторнинг хос функцияси 
дейилади.

Ушбу бир жинсли чегаравий масалани, яъни

L (p )y = k y ,  g?(у) = 0 ,  * =  1, 2, ... , п (7.56)

масалани к^райлик. Ш у масаланинг тривиалмас ечимларига мос 
келган А. нинг кийматлари L(p)  операторнинг хос цийматлари, 
тегишли тривиалмас ечимлар эса хос функциялари дейилади.

Агар у| (х) ва у2(х),  х £ /  функциялар А нинг битта кийматига мос 
келган тривиалмас ечим, яъни хос функциялар булса, у холда бу 
фунцияларнинг чизикли комбинацияси хам А. га мос келган хос 
функция булади. Х.акикатан, агар

L(p)y\  (х) ==Aj/ i (x ), L ( p ) y 2(x) =  /2(х), x g / J194



айниятлар уринли булса, ундан
Ц р )  ( C i i / i ( x )  + С 2у 2 ( х ) )  = X ( C \ y t {x)  + С 2у 2{ х ) )

келиб чикади. A mmo L ( p ) y  =  Xy бир жинсли тенглама чизикли эркли 
ечимлари п та (п — тенгламанинг тартиби) булгани учун ушбу

U P )  (  I  с Л  =Х  (  £  С , у , ( х ) у  х Ц

айният к нинг к ^ п  тенгсизликни каноатлантирадиган кийматлари 
учун тугри булади. Агар к > п  булса, чизикли бир жинсли 
тенгламанинг ихтиёрий п - 1-1 та, демак к та (к > п ) ечими чизикли

к
боглик булгани учун J  Cyt/; (х) = 0 ,  айниятга келамиз. Бундан

I— I
олинган X сонга тривиал ечим мос келиши чикади. Бу эса хос киймат 
ва хос функция таърифига зид.

7.8- теоремага кура, (7.56) масала тривиалмас ечимга эга булиши 
учун ушбу

в? Ufe) • • •  « ? ( & )

0(Х)  = Й ( « / | )  й § ( й ) • • • £ ( У п )

& {у \ )  eS(ife) •• ( £ ( У п )

((7.33) га каранг) детерминант нолга тенг булиши зарур ва етарли. 
Бунда D (X) функция X га нисбатан бутун аналитик функция булиб *), 
у Ц р )  операторнинг характеристик детерминанти дейилади. Бу 
уринда тушунарли булиши учун (7.55) тенгламанинг

у Г  ( * о. м
агар \ ф \ ,  
агар / =  v

(7.58)

(бунда /', v =  1, 2, ... , п) бошлангич шартларни каноатлантирувчи 
фундаментал системасини

У\(х, X), уч(х, X)........у„(х,  X) (7.59)
деб белгилайлик. У холда /  интервалдан олинган х  нинг хар бир тайин 
(муайян) кийматларида (7.59) функциялар X нинг бутун аналитик 
функциялари булади. Шу сабабдан Z)(X) хам аналитик функциядир.

Юкоридаги фикрлар ва мураккаб булмаган мулохазалар ёрдами- 
да ушбу теореманинг уринли эканига ишонч хосил килиш мумкин.

7.13-теорема. 1) D(X) функциянинг ноллари L(p)  операторнинг 
хос цийматларидан иборат; 2) агар D(X) функция айнан нолга тенг

*' Агар бирор /  интервалда аникланган х(*) функция шу интервалнинг \ар бир х0 
нуктаси атрофида х — хо нинг даражалари буйича шу функцияга якинлашувчи 
даражали каторга ёйилса, у холда х(*) функция / интервалда аналитик функция 
дейилади.
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булмаса, у %олда L (p ) операторнинг хос цийматлари саноцли туплам 
булиб, улар чекли лимит нуцтага эга була олмайди.

Айтиб утамизки, агар D(X)  функциянинг ноли булмаса, у халда 
L (р) оператор хос кийматларга эга була олмайди. A mmo X хос киймат 
D(X)  нинг каррали ноли булиши мумкин.

Агар Ао сон D(X)  функциянинг оддий ноли булса, бу Xq сон L(p)  
операторнинг оддий хос к,иймати дейилади.

2. Бир жинсли булмаган чизикли тенглама учуй хос киймат ва хос 
функция тушунчаси. Ушбу

L(p )y  =  Xy +  f (x) ,

= 0 , i  =  1, 2.........п

масалани курайлик, бунда X — бирор параметр, f (x)  функция L{p)  
оператор коэффициентларининг аникланиш интервалида аникланган 
ва узлуксиз. Бу масала учун хос киймат ва хос функция тушунчаси 
тегишли (7.56) масала учун киритилган тушунчанинг узгинаси 
булади. Бу холда асосий натижа куйидаги теорема билан ифодала- 
нади.

7.14-теорема. X нинг хос к,ийматлардан фарк, циладиган барча 
к^ийматлари учун f {x)  ихтиёрий узлуксиз булганда (7.60) масала 
ечимга эга.

И с б о т .  Теореманинг шарти буйича аввал Ц р ) у  =  Ху, 
gf (у) = 0  масалани куриб, тегишли ХЦ/' =  1, 2, ...) ларни топайлик.
У холда L(p)y,  {х) = Х ° ( у , ( х \  g? (*/,(*)) = 0  булади. Энди ХфХ"

(7.60)

учун (7.60) масала ечимга эга экани равшан, чунки у (7.45)
(7.46) масалага келади. Хдкикатан:

U p ) y  — X y = a 0(x)yin) +a^  (x )j/(n- , , - f . . . - f  
+  ап_ 1(х)у'  +  ап(х)у — Х у=а()(х )ум  + а , (х)фп~ "  +

+  -  +  Ч. - 1  ( * ) У '+  ( М * )  —X)y =  L0(p)y,

бунда

Lo(P) = a 0(x ) / f  +  . . .+ a n_ l ( х ) р +  ( a j x )  — X).

Шундай килиб, Хф)$  булганда (7.60) масала ушбу

L o (P ) y  =  f ( x )

g? (у) = 0 ,  i =  l,  2, ... , п
(7.450)

масалага келади. Демак, 7.10-теорема га кура (7.60) масала ечимга 
эга. Теорема исбот булди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
—у " = Х у ,  у ( 0 ) = у ( 1 ) ,  у ' (0) =  (/ ' (!),

чегаравий масалани ечайлик.
Берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими

i/ =  C|COS >/Х. х-\-С2 sin -\/Х х
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каби ёзилади. Бундам чегаравий шартлардан фойдаланиб, хос кийматларни ва хос 
функиняларни топишимиз мумкин. Чегаравий шартларни бундай ёзайлнк:

Й? (У) —У(0) —1/(1) = 0 ,

&(У) =!/'«>) - i / ' ( l ) = 0 .

Берилган дифференциал тенгламанннг фундаментал системаси ух =  cos -^Х х , 
I/2 =  sinV ^* функциялардан иборат. Шунинг учун куйидагиларга эгамиз:

=г/|(0) — j/t (1) =  I —cos V * .

#°<1/2> — Уз(0)  — У2(1) =  — sin VX.

= у|(0) — </!(О =  V* sin V * .

—̂ 2 ( ^ ~  V ̂ — \Д cos V̂->

0(Х) =
1 —cos \/X —sin yJX 

^Xsin^X V̂ - — УХсобдД

Охирги тенгламадан (1 —cos \/X )2 +  sin2 ^X = 0  ёки cosyx  =  1 келиб чикади. 
Бундан y/X — 2kn ёки X*= {2kn)2(k — 0, I, 2, ...). Демак, кфО  булганда хар бир хос 
киймат X* учун икки чизикли эркли хос функция cos(2foi)x, sin(2A:n)x турри келади, 
яъни хар бир хос киймат X* икки каррали хос кийматдир. Агар k =  0 булса, Хо =  
=  0 булади. Бу хос кийматга узгармас купайтувчи аниклигида i/ =  I хос функция тугри 
келади, яъни Хо =  0 бир каррали хос кийматдир.

2. Ушбу
— y "  =  Xy +  f(x),  i/(0) = /40, у \1 ) = А |, 0 < х < /

чегаравий масалани курайлик. Мос_ бир жинслн дифференциал тенгламанннг 
фундаментал системаси i/ ,(x )=cos  у]Хх, у2(х) = s in  УХ х функциялардан иборат.

О(Х) детерминантни тузамиз. Агар g^ty) = у(0).  g2(y) —у(/)  эканини хисобга ол-
сак:

D(X) = I 1/1 (0) У2(0) I
=  1 1 -  ° -  11 yiU) «/2(0 1 1 cos yJX l  sin yjX 1 1

=  sin у/Х I.

Бундан D (X) =  0 тенгламанннг илдизлари Х* =  ̂ - - —̂ = 1. 2 . ... . Шу хос киймат-

лар учун берилган масалада ( [ (х )Ф 0 холда) ё мавжудлик бузилади ёки ечимнинг 
ягоналиги бузилади. 7.14-теоремага кура X нинг ХФХ* кийматлари учун берилган 
масала ечимга эга. Энди

- у "  =  Ху, 1/(0) = 0 ,  у(1) = 0
бир жинсли чегаравий масалани ечамиз.

Маълумки, берилган_тенгламанинг умумий ечими 
!/ =  CicosVXx +  C2sin yJXx куринишда ёзиладн. Ундан

С, = 0 . C|COS V ^^+ C 2 sin у х  1 = 0

еки С |= 0 ,  С}ф0  булиши лозимлиги туфайли sin \ /Х х  =  0 дан яна Хк =

* * ! •  2, ... келиб чикади. Шунинг учун берилган чегаравий масаланинг ечими 
kl\

У==С2sin-y-x (C i— ихтиёрий узгармас) функциядан иборат булади. Равшанки. агар 

булса, Хр=£г булади. Ечимнинг куриниши i/ =  C2sinfex каби булади.
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w / ш

'///////// Курилган масалага олиб келадиган
т ,  Я амалий масала баёнига тухталамиз.

Узунлиги I булган бир жинсли таранг 
стержень горизонтал х  уки буйлаб жойлаш- 
ган булиб, Я куч таъсирида кисиляпти. Бун
да стерженнинг бир учи силжимайди, иккин- 

т  чи учи эса х уки да колса-да, мустахкамлан- 
ган нукта атрофида эркин бурилиши мумкин 

W777, (35i а . чизма). Р кучнинг микдори Ркр
(критик микдор) га етганда стержень эгила 
бошлайди (35. б-чизма). Агар у  деб 

стержень нуктасининг кундаланг силжиши белгиланса, бу х нинг функцияси булади, 
яъни у = у ( х ) ,  0 < х < / .  Иккита учи махкамланган (кундалангига силжимайдиган) 
булгани учун i/(0) =</(/) = 0  булади. Материаллар каршилиги курсидан маълумки,
у(х)  функция катта аникликда ушбу у" д и ф ф е р е н ц и а л  тенгламани кано-

атлантиради. Унда £  ва /  — мос равишда стержень материалининг Юнг модули ва 
кундаланг кесимининг инерция моменти.

Бу тенгламани ва чегаравий шартни
Р

35- чизма

—у —=  ̂ ТУ.  i/(0) =у(1)  = 0EI
куринишда ёзсак, бир жинсли чегаравий масалага келамиз.

Р /  л \ 2Таърифга кура, 6Улганда юкоридаги масала факат тривиал ечимга

эга, яъни бу холда стерженнинг эгилиши руй бермайди. Я кучни орттира бориб, 
Ркп /  я \2— - = 1  — ) тенгликка эришилса, куйилган масала факат тривиал ечимгагина эга
EI X U

булиб колмай, тривиалмас ечимга хам эга булади; Уша ечим i/ =  Csin— х куриниш- 

да булади. Бу холда стерженнинг эгилиши руй беради. Якр кучни топиб урнига кУямиз:

р- р - £' ( т ) ’
Бу ифода 1757 йилда Л. Эйлер томонидан топилган.

8 - 6  о б

ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ
8.1-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМ АЛАРНИНГ НОРМАЛ СИСТЕМАСИ.

УМ УМ ИЙ  ТУШУНЧАЛАР

п- тартибли оддий дифференциал тенгламалар 4- бобда курилган 
эди. Унда номаълум функция битта у(х)  булиб, тенгламада унинг 
хосилалари иштирок этар эди ((4.1) ва (4.2) ларга каранг). Агар 
номаълум функциялар п та булиб, улар битта эркли узгарувчининг 
функциялари булса, куйидаги п та дифференциал тенгламани куриш 
мумкин: .
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Fi(x, у и у\ ........у\т' ' ; . . . ;  у„  у ' , . . . ,

ylmi); . . . \  уп, у'п, . . .  , «/Г"’)= 0 , / =1 ,  2, . . . ,  п, (8.1)
бунда Ft, F-i........Fn функциялар (m, + m 2- f ..  .+  шя +  л +  1) улчовли
фазонинг бирор Dmi+mi+" M' +m+i сохасида аникланган. Бу (8.1) сис-

)<*|1 1Я1.1 ,тема у | , Уч .........уп хосилаларга нисбатан ечилади деб кара-
сак, ушбу

(«I > Г / ,
У, — fi (X,  « , ,  у | ,

(т, —I)
УI i/л. Ул.

(ш — !)•
Уп *= 1 , 2........п (8.2)

системага келамиз. Равшанк . функциялар mi - fm 2+ . .
- |-1 улчовли фазонинг бирс,. Z)^|+mj+ ^  + , сохасида аникланган
деб караш лозим. Шу (8.2) тыгтамалар системаси дифференциал 
тенгламаларнинг каноник системе :и деб аталади. Каноник система- 
ларни яна бошка куринишда ха& ёзиш мумкин. Дифференциал 
тенгламаларнинг икки системами б», хил ечимларга эга булса, бу 
системалар эквивалент дейилади. Эн и каю ник системаларни унга 
эквивалент система куринишига келт ipaMtij:

(8.2) системада бундай белгилашларни бажарамиз:

У\=Ую> У\ = У'ю—У\1< У '/= У и = У м ’ - . У\т' ~ "  =У\т1- о

«2= «го. «2= «го= %|> «2 — «г'| = У г ••• . уТ*~ “ = « 2«2- i.

У л = У л 0. У п = У п О = У м .  У „ "= У л ' |= У л 2 .............« Г "  "  =  Улл,„-|-

Белгилашлар натижасида л та г/i, у?, . . . ,  уп номаълум функциялар 
урнига т — т[ - \ -т2 -\-...-\-гпп та номаълум функцияга эгамиз. 
Берилган (8.2) система бундай ёзилади:

у\а= У н ,
У'\\=У\2,

У\т^ — 2 У\гП\ — \ '

У\т,-1 —f\ (х < «Ю> «11* • « 1 т ,  — I > «20> «21 > • • •  >

У ^ . Л  • • •  . Ул0> «л1> • • •  > « Л Л 1Л —  I ) •

«лО  —  « л 1 ,

« ,л1 — Уп2,

Уптп —2 Улл*л -  I *

« ля|„— I =  f„ (X, у  |0, У\\, . . . .  «1 л!| — I > «20> «21> *

«2л12- 1> • • ■ ’ УлО> «л1> ••• > Улл!л- | ) ‘



Биз биринчи тартибли дифференциал тенгламалар системасига 
эгамиз. Бундай системалар текшириш, интеграллаш учун анча кулай 
хусусиятларга эга. Биз юкорида ушбу

(8.3)

у'\ =  / |  (Х,У\,У2 , ■ - , Уп),'

У2 =  \ г ( х ,У \ ,У 2 , •• . Уп),

y'n —  fn (X ,y \ ,y 2 ,  • . ■ , Уп) ,

системанинг хусусий куринишига келдик. Ш у (8.3) система 
куринишида п- тартибли дифференциал тенгламани, яъни ушбу

у,п) =  / ( * ,  у, у ', . . .  , у{п~ 1)) 
тенгламани хам ёзиш мумкин. Унинг учун

У = У I. У = У \ = У 2 , y " = y i = y з, . 
,.(<•) _______

. У ( п ~ " = У п ,

y ^ = y 'n =  f(x,  уи  1/2, , Уп)

белгилашларни бажариш етарли.
Ш у муносабат билан биз асосан (8.3) куринишдаги системаларни 

урганамиз. Бундай системалар оддий дифференциал тенглама- 
ларнинг нормал системаси дейилади. (8.3) системада п — система
нинг тартиби дейилади.

п та биринчи тартибли тенгламаларнинг нормал системаси 
маълум шартлар бажарилганда битта п- тартибли тенгламага 
келтирилиши мумкин. Юкоридаги (8.3) системани у\ га нисбатан 
п- тартибли тенгламага келтирамиз. Бунинг учун аввало f\, f -г, 
функциялар у,, у2, . . .  , у„ лар буйича п марта узлуксиз дифференци- 
алланувчи деб караймиз. (8.3) нинг биринчи тенгламасини диффе 
ренциаллаймиз:

df . , df.

еки

_  dh  df , . df, . . .  df.
у  | _ 1 Г + ^ ' + ^ + - . . + ^ - / я = / г2 и .  Уи У п ) -

Агар хоснл булган муносабатни яна дифференциалласак,
dF0 dF0 dF. dF,

у i ■■ дх dyt f , + - ^ r f 2 + -  . - + - З Г - f n  =  У ...............У п ) -ду2 ЭУп

Шунга ухшаш топамиз:
у{п~2) = F n_2(x, у ........... у„).

У\
(Я — 1 > dF.л - 2

дх f
dF.

У\,(»). dF.
дх

ay 1 
dFn-  

ау,

L/, +  • ■ ■
dF„

дУп
f n  F n - l  ( X ,  у I,  . . .  , У п )  .

dF.п — 1

дУп
fn~Fn ( х ,  У .............. У п ) -
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I

Шундай килиб, куйидагига эгамиз:
y ' = F t (x. у , ,  . . . .  
y " t= F 2(x, у , ........

У п ) ,  F t = f  

У п ) ,

У Г" = /= ■ „_ , (х, у , ,  

у \ п) = F n(x, у , ,

■■■ , У п ) ,  

, У п ) -

(8.4)

Эслатиб утамизки, кетма-кет дифференциаллаш мумкин булиши 
учун ft, f 2, , fn функциялар барча аргументлари буйича (л +
+  1) улчовли бирор Ц ,+| сохада (л — 1) марта узлуксиз диффе-
ренциалланувчи булиши етарли. Энди у2, уз, . ■. , Уп ларни номаълум 
деб караб, уларга нисбатан ушбу системани курайлик:

и
у"\ — F2,

y \n- X)= F n- t -

(8.5)

Бу система у2, уз, ■.. , уп ларга нисбатан ечилиши мумкин булиши 
учун ушбу

0 ( f , .  F2, ... , f „ - , )

° (У2- Уз........Уп)

якобиан у2, уз, . . .  , уп ларнинг (х , у,, у2..........yn) £ D n+1 шартни
каноатлантирадиган кийматлари сохасидан олинган ( $ ,  ... , уЛ

нуктанинг бирор атрофида нолдан фаркли булиши етарли. 
Шундай булсин дейлик. У холда (8.5) системадан топамиз:

у 2 = у ^ ( х ,  у и  у { , ... , у<" " )........ Уп =

=  ( х ,  у,, у [ ........ t/!""")-
Бу ифодаларни (8.4) системанинг охирги тенгламасига куйсак, 
л-тартибли юкори хосилага нисбатан ечилган битта

y \n ) = F n (х , у,, ф2и . у,, у [ , ... , у!"-")........
ФЛ*. Уи У\........ У!"- 0 )- (8.6)

тенгламага келамиз.
Агар у \ —  ф |(х ) ,  х £ /  функция (8.6) тенгламанинг ечими булса, 

У холда у 2, ... , у„ лар учун ушбуУ2 =  ф2(х) = ф 2(х, Ф1 (дс) , ф | ( х ) .............ф1(л- |>( Л ) .
у я =  ф„(*) = ф л(х, ф| (х ) , ф | ( * ) .............ф[л ’ ’ (.г))

муносабатларни топамиз. Кейинги мулохазаларда зарур булган
(8.3) системанинг ечими тушунчасини киритайлик.
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8.1 - т а ъ р и ф . Визга (8.3) система берилган. булиб, унда f ,........ f n
функциялар ( л + 1 )  улчовли фазонинг Dn+, соуасида анифлангам 
б$лсип. Лсар бирир /  иптервалда иницланган

У\ =ф | (х), г/2 =  фг(х).........Уп =  Ц>п(х) (8.7)
функциялар системаси учун цуйидаги учта шарт:

1°. ф,(х) еС 1 ( / ) .  »'=1. 2, ... , л;
2°. (х, ф| (дс), ... , фл(х)) £D„+\ ,  x £ l \
3°. ф{ ( x ) = f i ( x ,  ф|(х), ... , фл(х )), х£ / ,  1 =  1, 2, ... , л

уринли булса, у х,олда (8.7) функциялар системаси (8.3) системанинг 
ечими дейилади; (8.3) системанинг х,ар бир (8.7) ечимининг графиги 
унинг интеграл эгри чизиги ёки соддагина интеграл чизиеи дейилади. 

Энди юкоридаги мулохазаларни давом эттирамиз, яъни
У , = ф ,  ( * ) ,  i/2 =  ̂ 2 ,  - .  , «/л =  фл

функциялар (8.3) системанинг ечими эканини курсатамиз. Равшанки, 
ушбу

ф| { x ) = f |(Х, ф1 (х), ф2, ... , фП). X g /
dh  , dh s , , dh (

ф iW  +  -  + ^ r f nду. дУп

айниятлар уринли. Улардан биринчисини х буйича дифференциал-
ласак:

Ф ' И х ) - / 7*— £ - 4

Бундан охирги айниятларнинг иккинчисини хадма-хад айирамиз:

*и_
ду,

V I
( ф | — f i)  *+‘ '^7~(ф2 — /г) + •  •ду2

Шунга ухшаш хисоблашлар ёрдамида куйидагиларни топамиз:
dF2 
ду |

dF. dF0
( ф 1 - М + ^ - ( ф 2 - / 2 } + •  • + - d^ ( V n - f n )  = 0 >

<^л-1 с „ , «Л.-1(ф| — М + (ф2 /2) + •  • •"
dF.

( ф ' - / „ ) = 0 .
ду, , т ‘ ' ду2 дУ„

Аммо ф( (х) = f ,  булгани учун куйидаги системага келамиз:

- ~ - ( ф 2 — /2) + ■  • = 0 *

dF2
ду2

dF9
<ф2— /2 =  ) +  • • +  ~^-(фл — f n)  = 0 , (8.8 )

dF.
- ( Ф 2 - М + . . . + - ( t f - f r - O .

ву2 ’ "  ' ' дуп
Бу системани фг — / 2. . . . .  фл — fn ларга нисбатан каралса, унин!
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детерминанти шартга кура нолдан фаркли. Шунинг учун (8.8) систе
ма факат тривиал ечимга эта, яъни ушбу

ф2=/2, фЗ =  /з..........4>'n =  fn
айниятга эгамиз. Энди q>\=f\ булгани учун ф|(дг), (а:)
функциялар системаси (8.3) системанинг ечими экани келиб чикади. 
Демак, (8.3) система билан (8.6) тенглама эквивалентдир.

К.айд килиб утамизки, агар (8.3) системада f\ функция г/г,
у3..........уп ларга боглик булмаса, бу системани у\ га нисбатан
п- тартибли битта дифференциал тенгламага келтириб булмайди. Бу 
холда у\ =  \ \ ( х , у,) булганидан

/,(дс. y l ) = F i (x, у, ) ,  y " , = ^ - + - ^ - f , = F . 2(x, у , ) ..........

y[n)= F J x ,  у ,)

ларга эгамиз. Аммо бу Ft, F2, . . .  , F„ функциялар у2, уз, ■ ■ ■ , Уп 
ларга боглик булмагани учун,

D{Fu  F2. . . .  , F„ _ ,) _ 0

Уз........Уп)

айниятга келамиз. Тугри, у\п) =  Fn (х, у,) тенглама у\ га нисбатан
п- тартибли, аммо у (8.3) системага эквивалент эмас! Бундан 
куринадики, берилган системани ихтиёрий у , ( 1 < / < л )  га нисбатан 
п- тартибли битта тенгламага келтириш, умуман айтганда, мумкин 
эмас. Агар бирор г/, учун

_  D(Fu  F , . . . .  F„ _ , ) ___

0 ( У ........... .... .....  9i+  о  . Уп)

булса, у холда шу у, функцияга нисбатан п- тартибли битта 
дифференциал тенгламани хосил кила оламиз.

М и с о л .  Ушбу
( У\=У1.
1 у'г =  — у  I

система учун </i =  cosx, у2 =  — sinx функциялар системаси ечим бУлали. Бу халда / ) , =  
=  RJ булиб, 8.1 - таърифнинг шартлари cosx ва —sin х лар учун — о о < х < о о  
интервалда бажарилади. Берилган системани битта иккинчи тартибли тенгламага 
келтириш осой. Унинг учун системанинг биринчи тенгламасини дифференциаллаймиз 
ва иккинчисидан фойдаланамиз:

У">=У2 =  —У1 ёки у’\ +  ( / |=0 .

D(F \ )  ,
Равшанки, Ft = y 2. F2 =  y '2( =  ~У \)  булганидан I Ф 0  ва у', =  F

(яъни у\ =  t/г) дан у2 учун ифодани y " { =  F2 ёки i/1'=  yi тенгламага кУйиш лозим. Шу 
сабабли юкоридаги у" +  j / i= 0  тенгламага эга буламиз. Бу тенгламанинг умумий 
ечими j/i =  CiCosx-f-C2sin х, у2— + у \  булгани учун у2 =  — Cisin х +  Сгсовх келиб 
чикади. Шундай килиб, берилган системанинг ихтиёрий ечими

( У\ =  C iC o s x - ( - C 2 s in x ,  

у2=  — C|Sinx-(- C2cosx
формула билан ёзилади.
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Курилган мисолда ихтиёрий ечим формуласи топилди. Бу умумий 
ечим тушунчасига олиб келади. Шу муносабат билан умумий 
ечимнинг катъий таърифини келтирамиз. Мулохазаларни осонлашти- 
риш учун аввал Коши масаласини курамиз.

К о ш и  м а с а л а с н н и н г  к у п и л  и ш и .  (8.3) система берилган
булиб, унинг унг томонидаги f  1, f2.......... fn функциялар Dn+ \,
Dn + ,c :R n+1 сохада аникланган булсин. Агар (х0, у и у2, ..., Уп) £D „ + 1 
нукта тайинланган булса, у холда (8.3) системанинг

У \ (*о )  = £ /? . У2 ( л ь )  =  «/?, - ■ • , { / „  ( л ь )  = £  (8 .9 )

шартларни каноатлантирадиган ечими топилсин. Бошкача айтганда, 
Коши масаласи Dn+l соханинг тайинланган (хо, »/,'..........f/i) нукта-
сидан утадиган интеграл чизикни топишдан иборат. Шуни таъкидлаб 
утамизки, Коши масаласида ечимнинг аникланиш интервали курса- 
тилмайди. (хо, & , . . . , ! ? „ )  нуктадан (8.3) системанинг битта, иккита
ёки ундан куп интеграл чизиклари утиши мумкин. Кейинги 
мулохазаларни назарда тутиб D*+ , билан шундай нукталарсохасини
белгилаймизки, бу соханинг хар бир нуктасидан (8.3) системанинг 
ягона интеграл чизиги утади. Равшанки, D f+ \CzDn+t.

8 . 2 - т а ъ р и ф .  Х,ар бири п та С i, С2, . . . .  Сп ихтиёрий 
узгармасларга ботлик, булган п та ихтиёрий узлуксиз дифференци- 
алланувчи

У\ = <pi (х, С и  .. ■ , Сп),
у 2 =  <р2(х. С и  .. . . Сп),

Уп =  Ч>п(Х, С и  . . . , Сп)

функцияни олайлик. Агар Z)*+i соханинг >;ар бир (х, у ....... , у„)
нук,таси учун (8.10) система С\, С2, . . .  , С„ ларга нисбатан

С* =  ф*(х, у ...........уп), /г= 1 , 2, , п (8.11)
ечимга эга булиб, бу ф* функцияларни к,уйидаги

du,
С ...........С п ) .  k = \ ,  2, . . .  , п (8.12)

тенгламаларга к,уйганда (8.3) система у;осил булса, яъни ушбу

- £ - — ч И х ,  ф | ( * .  1 /1.  . . .  ,  У п ) ,  . . . .  ф и ( х ,  у ....................У п ) )  =

=  Ы * . у ...........Уп) (8.13)

муносабат уринли булса, у уолда (8.10) функциялар системаси
(8.3) системанинг D*+l сохада аникланган умумий ечими дейилади.

М и с о л . Биз юкорида курилган мисолда у\ —у 2, y i = —y, системанинг ихтиёрий 
ечими учун у, =  CiC0sx -f  C2sin*, у2=  — C,sinx- +  C2cosjc формулага эга эдик. Бу 
формула умумий ечимни беради. Хакнкатан. Ci ва С2 га нисбатан ёзилган
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f CiCOSjr +  Cjsinjc =  i/i,
Cisiru—C2cosx =  —у 2

бир жинсли булмаган чизикли алгебраик тенгламалар системасидан (унинг 
детерминанта ( — 1) га тенг) С> = y tcosx — i/2sinjc, C2 =  i/2cosjt-(-(/isirnr га эгамиз. Бу 
ифодаларни у\ =  — Cisiru +  Cjcosx, 1/2 = — Cicosx — C2sinx тенгликларга куямиз:

1/1 =  —  ( i/ ic o s  jc —  / /2s in  x ) s in  x +  ( y 2c o s  * - | - y i s i r w ) c o s ; r  =
=  —V i c o s  x sin дг + ^ 2s i n 2x  +  ( /2C o s 2j :  +  i / i S in  xcosx=y2; 
yi— — ( i / iC o s  дг f /2s i n  x)cosx— ( i / 2c o s  Jt +  i / i s i n j r ) s i n x  =

— — yicos2 jr+(/2sin дг cos jf—i/2cos x sin дг — t/isin2 jc =  —y,

Бундан куринадики, берилган система келиб чикди.
Юкорида киритилган D? + 1 сох,анинг хар бир нуктасидан (8.3) сис

теманинг ягона интеграл чизиги утади. Умумий ечим таърифига кура 
Ci, С2 , , Сп узгармасларнинг турли кийматларида биз система
нинг тегишли ечимларини хосил киламиз. Бу ечимларни х у с у с и й  е ч и м  
дейилади. Хар бир хусусий ечим учун, яъни

У\ = ф |  (х ,  С[ ..............О ,  у 2 =  <Р2 (Х, Ci, . . .  , С°л ) ,  . . . .

Уп,= Фя (х , с?. • • • .  О , )

ечим учун ушбу f (x,  ф,. (х, С|, ... , С)!), ... , ф„(*. СУ ... , C°n) )£ D * n + i 
т е г и ш л и л и к  ш а р т и  бажарилади. (« +  1) улчовли D *n + \ соха хусусий 
ечимларнинг графикларидан иборат булган интеграл чизиклар билан 
копланган, яъни D * n + 1 соханинг ихтиёрий (х, у\, ... , у„) нуктасидан 
ягона интеграл чизик утади (таъриф буйича).

Энди Dn + 1 соханинг D *„+ \ сохага тегишли булмаган нукталари-
ни, яъни ушбу Dn+l\D *+t =  D° соханинг нукталарини текширайлик. 
Бу ЕР соханинг нукталаридан ё битта хам интеграл чизик утмайди, 
ёки биттадан ортик интеграл чизик утади. Аммо биз (8.3) система
нинг унг томони D„+1 сохада узлуксиз булган холни кураяпмиз. Бу
холда хар бир (х ,  у ..........  yn) £ D n+l нуктадан, демак, хар бир (х ,
У\, . . .  , yn) £D°  нуктадан камида битта интеграл чизик утади. Биз 
кураётган холда D° соханинг хар бир нуктасидан биттадан ортик 
интеграл чизик утади, яъни D° соханинг хар бир нуктасида ечимнинг 
ягоналиги шарти бузилади. Хар бир нуктасида ечимнинг ягоналиги 
хоссаси бузиладиган ечимлар системанинг м а х с у с  е ч и м и  дейилади 
(система учун хам 3.4- таърифга ухшаш таъриф киритиш мумкин).

f k ( x ,  у и  ... , у п) ,  k — l,  2 ........п  функциялар ёпик Z )*„+ , =  £ Р Г„ .ц
тупламда караляпти дейлик. Ечимнинг ягоналиги бузиладиган 
нукталар шу тупламнннг чегарасида ётади, чунки белгилаш буйича 
Ь *+ 1 тупламда умумий ечим аникланган ва демак, бу тупламнинг
биронта хам ички нуктасидан махсус ечимнинг графиги* ут-

*' Умумий ва махсус ечимлар хакидаги т)>ла маълумотни Н. П. Еругиннинг 
китобидан укиш мумкин [12].
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майди. Агар d D n+i деб Dn+l тупламнинг чегарасини бел- 
гиласак, юкорида киритилган О0 туплам асосан шу d D n + t дан ибо- 
рат булади, яъни D° =  d D n+l . Бу холда D*+ l = D n+l (очиктуплам), 
D° — D„+ t \ D * + t . Махсус ечим ихтиёрий узгармасларни хам уз ичига
олиши мумкин. Аммо у ечимлар (л +  1) улчовли туплам чегарасида 
ётгани учун ихтиёрий узгармаслар сони п дан кам булади.

М и с о л . Ушбу —%~=2 Vtf . ~ гг—У< </>0 at at

системанинг умумий ва махсус ечимлари топилсин.
Бу системанинг умумий ечими

</=(/ +  С,)г. x =  - 7 .± £ i > l - | - C 2

формула билан ёзилади. Буни таърифга кура бевоснта хисоблаб билиш мумкин. Аммо 
у =  0, х =  С ( С — ихтиёрий узгармас) функциялар хам ечим ва умумий ечим 
формуласидан Сi ва С2 ларнинг биронта хам кийматида хосил булмайди. Демак, у =  0, 
х =  С — махсус ечимдир. ft (/, х, у)  = 2  -^у , / 2(/, х, у ) = у  функциялар учун 
0 2 =  {(/, х, у) :  — о о < х < о о ,  у > 0 ) .  Бу туплам ёпик, унинг чегараси dD2 =  {y =  0]. 
Махсус ечим шу чегарада ётади ва битта ихтиёрий Узгармасни уз ичига олади.

Яна D*„ + 1 сохага кайтайлик. Шу сохага тегишли хар бир (хо, y't....... {/,)€£>*„+!
нукта учун ягона CY, С5...........  CK кийматлар мос келади, ва аксинча, х =

— хо булганда С^, С%, . . .  , CJJ ларга ягона у°, у2..........у°п лар мос келади. Шунинг
учун баъзи холларда ечимнн

У»=Ф*(х. хо, (/,..........yl)  * =  I. 2............п (8.14)

куринишда хам ёзилади. Бу ерда х0, у\, . . .  , у°п лар ихтиёрий болтани учун 
(8.14) куринишда ёзилган ечимни Коши формасида ёзилган умумий ечим дейилади.

8.2- §. НОРМАЛ СИСТЕМА УЧУН М А В Ж УД Л И К  
ВА ЯГОНАЛИК ТЕОРЕМАЛАРИ

Биз (8.5) система учун мавжудлик ва ягоналик теоремалари 
билан танишамиз. Аввал (8.3) системани (ёзувни анча кулайлашти- 
радиган) вектор шаклда ёзамиз:

| Н < * .  у ) . (8.15)

бунда у =

У1 7 .
•

/ =
•

. Уп. )п.

dy
dx

dy\
~dx

< 4
dx

лар устун векторлар. Баъ

зи холларда яна координаталар ёрдамида ёзишга кайгамиз. Вектор 
шаклда умумий ечим

206



У =  Ц>(х, С) ёки у  =  ц>(х, хо, у 0)

куринишда, хусусий ечим эса у  =  (р (х )  ёки jco, у °  лар тайинланган 
булса, у  =  у ( х ,  х 0, у 0) куринишда ёзилади. f ( x , y )  вектор-функциядан

матрицадан иборат.
8.1-теорема (Коши теоремаси). Агар (8.3) системада f\, ... , f n 

функциялар (п - f l )  улчовли Dn+l сох,ада аницланган ва узлуксиз
булиб, бу функцияларнинг у\, . . .  , уп лар буйича цосиласи, яъни

соуада аницланган ва узлуксиз булса, у уолда:
1°. (8.3) системанинг бирор I  интервалда аницланган ва ихтиёрий

тайинланган (х0, t/i..........k ) 6 Q n + i нУ *та УЧУН Ф<(*о) =«/? (< =
=  1, 2, . . .  , п) шартни цаноатлантирувчи ечими мавжуд;

2°. Агар ф (х ) , х £ Л ва ф (дг), х 6 / 2 вектор-функцияларнинг х;ар бири
(8.15) тенгламанинг ечими булиб, ф(*о) =  ф(*о) =У°, y °= (i!\>  .
£ )  * шарт бажарилса, у х;олда бу у =  ц>(х) ва у =  \р{х) ечимлар
аницланиш интервалларининг умумий цисмида устма-уст тушади, 
яъни

8.3-т а ъ р и ф . Агар j \ ( x , y ........... {/п ),Ы *.< /|............Уп)............Ы * .
уI, . . .  , уп) функциялар Dn+I соуада аницланган булиб, шу функ
циялар учун шундай L ^ O  сон мавжуд булсаки, ихтиёрий икки 
(х, y(l)) £ D n+l , (x,ym ) e D n+l нуцта учун ушбу

тенгсизликлар уринли булса, у уолда тегишли функциялар 
Dn + I со^ада у\, t/2..........уп лар буйича Липшиц шартини цано-
атлантиради дейилади, L эса Липшиц узгармаси дейилади (4.3- таъ- 
рифга каранг).

8 .2-теорема (Коши — Пикар — Линделёф теоремаси). Агар f (x,  
у) вектор-функция Д ,+ , соуада аницланган ва узлуксиз булиб,

I d/2 dfn
ду^ ду, " <5(/,

ду
Лп_

дуп дУп " дуп

dfijx, у ..........уд
ду.

(« ', /=  1, 2..........п) функциялар Q„+ , (Qn+, с :Ц ,+ | )

ср(х) =  ф(дг), x£li f)h-

i =  1, 2..........п (8.16)
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шу D„+] coJfada y\, . . .  , y„ лар буйича Липшиц шартини цано- 
атлантирса, у х,олда %ар бир (Хо, yu) £ D n+l учун шундай узгармас 
И> О  сон топиладики, натижада (8.3) системанинг 
(хо, tfl, ■ ■ ■ , & )  6 A .+I булганда <р(хо) = у и бошлангич шартни цано-
атлантирадиган ва /  =  [х: \х—xol ^ / г )  ораликда аникланган ягона 
ечими мажуд булади.

8.3-теорема (Пеано теоремаси). Агар f(x,  у) вектор-функция 
( л + 1 )  улчовли Dn+1 сохада аницланган ва узлуксиз булиб,
(х0, уи) £Dn+l булса, у х,олда (8.15) тенгламанинг у(хо) = у °  шартни
каноатлантирадиган камида битта ечими мавжуд булади.

Куйида биз 8.2-теореманинг исботига тухталамиз. Бунда 1-боб- 
нинг 11 - § идаги скаляр тенглама учун Пикар теоремасининг исботида 
юритилган мулохазалар умумлаштирилади.

А. +1 сохада маркази (дг0, «Л 6A .+ I нуктада булган ва чегараси
билан бутунлай шу сохада жойлашган бирор (л + 1) — тартибли 
Р„ +1 параллелепипед (гиперпараллелипипед) чизиш мумкин (исботи
укувчига 'хавола). Унинг абсцисса укига параллел кирраси 
узунлигини 2а, колган п та укларга параллел кирралари узунлигини
мос__равишда 2Ь\, . . .  , 2Ьп деб белгилаймиз, бунда а ва bt,
/ = 1 ,  п лар чекли мусбат сонлар. Шундай килиб,

Рп+i = { ( x ,  у ...........у „ ) : \ х —х о К о ,  \у, — /==ТГя},

Pn + lczDn+l ва Pn+i~  ёпик, чегараланган туплам. А -н  сохада уз
луксиз булган f i (x, , уп) (кискача, / , (х, у) ) ,  / =  \^~п функ-
циялар Рл+1 да хам узлуксиз булади. Рп+1 ёпик, чегараланган
булгани учун /,(* , у) функция унда чегараланган булади, яъни 

max If i (x, у) I —Mi, M i^ O .  Агар барча M i, М 2 , . . . .  М„ сонлар
1*.У)£Р„+, к

бараварига нолга тенг булса, /,(* , у) = 0 ,  (х,у)£Рп+1 булади хам- 

да (8.3) система содда ~ = 0 ,  ^ 2- = 0 ..........0 куринишда

ёзилади. Ундан i/( (х) = C |,  t/2(x) = С г, . . . .  у „ ( х ) = С „  келиб чикади.
(8.9) шартни каноатлантирадиган ечим эса, вектор куринишда 
у ( х ) = у ’ каби ёзилади. Демак, (8.3) системанинг | х —х0|=^а 
ораликда аникланган ва (8.9) шартни каноатлантирадиган ечими 
мавжуд ва ягона. 1 еорема бу холда исбот этилди.

Энди Mi,  М 2 , . . . М„  сонлар бараварига нолга тенг булмасин.

Ушбу М =  maxfMi, М 2, . . .  , М„), /г =  т т ( а ,  -J-, . . .  , белги-
I М М )

лашларни киритамиз. Бу холда теореманинг исботи бир неча 
боекичда амалга оширнлади.

1. Агар y — <fi(x), \x — xo \^ .h , вектор-функция (8.15) вектор- 
тенгламанинг (8.9) шартни каноатлантирадиган ечими булса,
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у холла U — ораликда d~ ~ s f ( x ,  ф(х)) вектор-айният

^ринли булади. Бу холда |х —X o l^ /г ораликда ушбу
X

«p(Jc)=</1+ 5  /(т , ф(т))с(т (8.17)
*о

вектор — айният хам уринли булади ва аксинча, агар бирор узлуксиз 
у =  ф(х) вектор-функция учун I x — X o £ ^ h  ораликда (8.17) айният 
уринли булса, унда у =  <р(х) вектор-функция дифференциалланувчи 
булади, шу билан бирга у (8.15) вектор-тенгламанинг (8.9) бош- 
лангич шартни каноатлантирадиган ечими булади. Шундай килиб,
(8.15) вектор-тенглама (8.9) шарт билан бирга олинган (8.17) айни- 
ятга эквивалент. Бу тасдикларнинг исботи 1-бобдаги скаляр 
дифференциал тенгламага оид тегишли тасдикларнинг исботига 
ухшаш.

II. Теоремани Пикарнинг кетма-кет якинлашиш усули билан 
исботлаймиз. Бунда аввал «ечимга якинлашишлар» деб аталадиган 
вектор-функциялар курилади.

Бошлангич якинлашиш сифатида у0 векторни оламиз. Кейинги 
якинлашишлар (вектор-функциялар) куйидагича курилади:

i / { x ) = t / >+  $ / ( т, « Г 1 (т ) ) d x ,  / =  1, 2..........■«/’ ( * ) = « / ’ ■ (8.18)
*0

Курилган у 1 (х), у2(х ) ..........уп(х), . . .  , вектор-функциялар маъ-
лум хоссаларга эга:

1. yi(x0)= y° ,  у‘ =  1, 2, . . .  , яъни хар бир у'(х)  вектор-функция
(8.9) шартни каноатлантиради;

2. \а р  бир у = у ' ( х ) ,  7 =  1, 2..........функциянинг графиги \х —
— х»| ораликда Рп4_\ дан чикнб кетмайди. Хакикатан,

1 ^(* )-« Л  =  1 S /И*. (т) ) d x  К  | 5 |/,-(т, j/ - ' ( t) )Mt1<
*0 xo

n; / = 1 ,  2, . . .  .
/VI

Математик индукция усули билан ихтиёрий s сон учун 
тенгсизлик уринли булганда s + 1  сон учун

\ t f+'  (Х) —fyP| тенгсизлик хам уринли эканини курсатиш мумкин.

Шундай килиб, (х, у*(х)) £Рп + \, \ х —xol / =  1 , 2 , . . . .
3. y —yi (x) ,  / = 1 ,  2.............. вектор-функциялар \х — х(, |< Л

ораликда узлуксиз. Бу тасдик 1-бобдаги тегишли тасдикка ухшаш
исботланади. ___

III. Энди (8.18) вектор-функциялардан п та |{^(х)|, / =  1, «.
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функционал кетма-кетлик тузамиз. Улар \х —х0| < Л  ораликда 
текис якинлашувчи. Буни курсатиш учун ушбу п та ( / = 1 ,  п)

У<° +  (у ! (*) —y°i) +  («/?(*) —у', ( * ) ) + . . . +
+  (У* (*) —У,*-1 (х ) ) + . . .  (8.19)

функционал катор тузамиз. Бу каторларнинг хар бири \х — х0|< / г  
ораликда текис якинлашади.

Хакикатан, (8.19) каторнинг хусусий йигиндиси $(х)  = i / f  ( х ) . 
Агар биз (8.19) каторнинг \х — xol ^ h ораликда текис якинлашувчи 
эканини курсатсак, бундан {z/f (дс)}, /= 1 ,  п, кетма-кетликнинг хам
шу ораликда текис якинлашувчилиги келиб чикади. Ш у максадда
(8.19) каторнинг хар бир хадини бахолаймиз:

X
1м'(*)-</?1 =  1 $/,(т, |х —Хд | ;

* 0

х
Iу Ц х ) - у Ц х )  =  \ 5(Л(т, ^(т)) - /Дт,^)1^т |<

*0

X X

у Ц т ) ) - Ц т ,  I  \ у ) ( х ) - $ Ш ^
х« *о / - 1

< / - (  I M ) |  \ \ T - b \ d T \ = L M 0^ ? - ,

п

бу ерда М0=  Y.
1=1

I!?(х) —У*(х) \ ^ M 0L (nL )-X- ^  ;

| i / ( x ) - / - | ( x ) K A f 0L ( « L ) * - 2-k  *0'
k\ * =  2 Д

Ушбу

( I r f \ + M , h ) +  l  M0L (n L )k~2̂ ,  1 =  ГГ^,

сонли каторни курамиз. Бу катор Даламбер аломатига кура 
якинлашувчи. Хакикатан,

ak= M 0L (nL)k~2̂ — , I i m ̂ ± L  — |im ^ L = 0 <  1.
к- *н.оо а» +1

Шу сабабли Вейерштрасс теоремасигад<ура курилаётган (8.19) функ
ционал катор ва демак, {^ (х ) |, г= 1 ,  п, функционал кетма-кетлик
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хам |jc—x a l ^ h  ораликда бирор узлуксиз Yi(x) функцияга текис 
якинлашади. Шундай килиб.

П т « /? (*)=  К, ( * ) ,  /= Т Г п ,  (8-20)
k-+oo

муносабатни ёзиш мумкин; (8.18) тенгликларга кура Yi {x0) = i / I

Агар \ifi (х) — lyfl тенгсизликда k-*-<x> да лимитга утсак,
| У' (jc) — тенгсизлик келиб чикади. Агар Ki (x) ,  . . . .  Кп(*)
функциялардан тузилган вектор-функцияни Y (х) деб белгиласак, 
юкоридаги тенгсизлик (х, Y(х ) ) £Яп+| тегишлилик уринли эканини
курсатади.

IV. Топилган t /=  Y(x) вектор-функция (8.17) тенгламанингечими 
эканини исбот этамиз. Аввало кайд килиб утамизки,
{^(х)(, / = 1 ,  п, кетма-кетлик \ х—x n l ^ h  ораликда y = Y t(x) функция
га текис якинлашади. Шунинг учун ихтиёрий е > 0  сон берилганда 
хам шундай N =  N { e ) > 0  сон топиладики, k нинг k > N ( t )  
тенгсизликни каноатлантирадиган барча кийматлари учун I jc—JCol ^  

ораликда
\ r f (x)  — Y,(x) | < е , / =  1, n,

тенгсизлик уринли булади. Энди бундан фойдаланиб куйидагини 
хосил килам из:

X х
I $А(т. */*(t )Vt — ^ / j( т, К ( т ) ) * /т |<

*о -*0
х

< 1  J 1й<х, У * ( Т ) ) -Д ( т .  К ( Т ) ) IrfTl ^
х0

Бундан Пт
k-*-oo

£  \f/j (т) — Yj ( t )  \dx\ ^  Lnhe.
i- 'i

X
( x ) ) d t =  $ £ ( T, Y(t) )dx келиб чикади. Шунинг

хО x0
учун (8.18) да /-*-oo да лимитга утсак,

X
Y(x) = /  +  ^f (x,  Y( j ) )dx,  \ x —x0\< ih ,  

x0
тенгликка эга буламиз. Бу эса, y = Y ( x )  вектор-функция (8.17) век- 
тор-тенгламанинг ёки, барибир, (8.15) вектор-тенгламанинг 1 дг — 
— jcoI ^  h ораликда аникланган ва Y(хо) = у и шартни каноатлантира
диган ечими эканини англатади.

Агар L =  0 булса хам мулохазалар уринли, факат 
r f (x )  =  Yi(x) ва lim t / f(х) =  У,(*) булади ва тегишли y =  Y{x)

k-+ оо
вектор-функция ечим булади.
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V. Нихоят, топилган y = Y ( х) ечим ягона эканини исботлаймиз. 
Фараз килайлик, у — Y(х), |х —х0| ечимдан фарк киладиган яна 
битта y =  Z (х), J x —х0| d^ . a ,  Z (x0) = y °  ечим бор булсин.
h =  min(/i, <У|дейлик. Биз \х — х0| ^ / г ,  ораликда у =  Y(x) ва y =  Z(x)  
вектор-функцияларни курамиз. Танлашга кура K ( x ) ^ Z ( x ) ,  \х —

п

— X u \^ h „.  Ушбу и ( х ) =  у  | Y,(jc) — Z, (х) | ^ 0  функцияни карай-
(=1

миз. e < m in  (h., , L > 0 тенгсизликни каноатлантирадиган е >

> 0  сонни оламиз. [хо, хо +  е| ораликда ([лго — е, лго] ораликда хам 
мулохазалар шунга ухшаш) узлуксиз булган и ( х ) функция шу 
ораликнинг бирор 6 нуктасида узининг энг катта кийматига эришади, 
я ъ н и ы ( й ) =  max u U ) = m > 0 .  Содда хисоблашлар ёрдамида

хо+'1
топамиз:

и ( х ) =  У  ]Yi ( x ) —Zl (x)\  =  у
1 = 1

I \1 Л (х . П т ) ) -

— (т, Z ( t ) ) \dx\ L \Y,( т) — Z, (х)

^ L У' (те) =Lnm &.
/= ’I

(агар L =  0 булса, К,(х) = Z / ( x ) ,  хб [х0, хо-Ье1 булади). 
Демак,

и ( х ) < Lame, х£ [х0, х0 +  е]. (8.21)

Агар т =  0 булса, и(х)  ^  0 булади. Аммо и(х)  ^ 0  булгани учун 
г| п булади. Агар ш > 0 булса, (8.21) да х =  6б[х0, х0 +  е] деб,

m ^ L n m e e ки L n e ^ l  тенгсизликка эга буламиз. Ундан ке-
nL

либ чикади. Бу эса, юкорида е соннинг танланишига зид.
Демак, т сон учун факат т =  0 хол содир булиши мумкин. 

Шундай килиб, [х0, х0 +  е] ораликда ц(х) =  0, яъни У,(х) s=Z,(x) 
уринли. Бу эса дастлабки фаразга зид. Демак, у =  Y(х) ечимдан фарк 
киладиган ва Y(хо) —Z (хо) = у и шартни каноатлантирадиган иккин- 
чи t/ =  Z(x)  ечим мавжуд эмас экан. Худди шундай мулохазаларни 
|хо — е, Хо| оралик учун хам олиб бориш мумкин. Шундай килиб, [хо — 
— е, хо-)— е] ораликда ягоналик исбот этилди. Ечимни давом эттириш 
ёрдамида |х —Хо| s^/i, ораликда хам ягоналикни исботлаш мумкин.

Шу билан 8.2-теорема тулик исбот этилди.
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8.3-§. НОРМАЛ СИСТЕМА УЧУН е-ТАКРИБИЙ ЕЧИМ

Нормал система учун хам хосилага нисбатан ечилган биринчи 
тартибли битта тенгламадаги каби е- такрибий ечим тушунчасини 
киритамиз. Аввал вектор-функция нормасини киритайлик.

Агар у — ф(х) вектор-функция бирор /  интервалда аникланган ва 
узлуксиз булса, унинг нормаси ||ф(х)|| куйидагича

||ф(дг) II =  та х  |ф(х) |
хе/

аникланади.
8 .4 - т а ъ р и ф .  (8.15) вектор-тенглама берилган булиб, унда 

f(x,y) вектор-функция Dn+X со^ада узлуксиз булсин. Агар бирор
I интервалда аникланган у =  ц>{х) вектор-функция учун ушбу туртта 
шарт:

1°. (х, ф(х)) ££>„+,, х£ / ;

2°. ф (х )^С ', x g / \ S ,  бунда S туплам d~J~~ *осила 1-тур узи- 

лишга эга булган ёки мавжуд булмаган нуцталар туплами;

3°- II f ( * >  ф <*))11
4°. S — чекли туплам,

уринли булса, у х;олда у=<р(х) вектор-функция I интервалда
(8.15) вектор-тенгламанинг г- тацрибий ечими дейилади.

Бу таърифдан куринадики, агар е =  0 ва 5 = 0  булса, ф(х)£С' ,
х £ /  ва d4f * ]- = f ( x , (p (x ) ) ,  х £ /  булади. Бу холда биз система учун 

ечим таърифига эга буламиз.
8.4- теорема. Агар (8.15) вектор-тенгламада f(x, у) вектор-функ

ция уамма нуцталари билан Dn+, соуада жойлашган (п-(-1) —
тартибли чегараланган Рп+, параллелепипедда (8 .2-теоремага к.)
узлуксиз булса, у х,олда е> 0  сон к,андай булмасин (8.15) вектор-

тенгламанинг \х —X o l^ h  (A =  min (а, . . .  , А1 =  тах|Л1|,
\  м  м  /
п

М 2, . . .  Af„), Ц =  max \f,(x, у) |, У М *ф 0) оралицда ф(х0) = у 0
(*• !/)€ел+1 ,='i

бошлангич игартни каноатлантирадиган е- такрибий ечими у =  ц>(х) 
мавжуд.

И с б о т и  скаляр тенглама учун айтилган 2 .1 -теореманинг 
исботига ухшаш.

8.4-§. ЕЧИМНИНГ БОШЛАНЕИЧ КИЙМАТ ВА ПАРАМЕТРЛАРГА 
УЗЛУКСИЗ БОЕЛИКЛИГИ

1. Дастлабки маълумотлар. Аввалги параграфда бошлангич 
кийматлзри хо, у0 булган ечимни ф(х, Хо. у0) деб белгиладик. Бу 
вектор-функция (л-|-2) улчовли сохада аникланган булиб, х, хо, у'и
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... , ларнинг функциясидир, х  буйича тегишли интервалда узлуксиз 
ва узлуксиз дифференциалланувчи булган бу вектор-функция Хо ва 
tfi, ... ларга кандай богланган?— деган савол тугилади.

Ушбу

[ У ' = Ц х ,  у),  (8.15)
1 y(x0) = t / > (8.9)

Коши масаласида x =  g —хо, у =  ц — </° алмаштиришни бажарамиз, 
натижада юкоридаги масала куйидаги

( *°’

I Ч (0)  = о

Коши масаласига келади, бунда бошлангич кийматлар тайинланган; 
|  =  0, т| =  0. (8.15) вектор-тенгламани " - = / ( £  — Хо, Л —</°) каби

ёзиб, Хо, уи ларни параметрлар деб караб, ечимнинг шу пара- 
метрларга богликлигини текшириш мумкин. Ш у усул билан ечимнинг 
бошлангич кийматларга богликлигини текшириш тегишли ечимнинг 
параметрларга богликлигини текширишга келтирилади.

2. Ечимнинг параметрларга узлуксиз богликлиги. Ушбу

^ - = / ( * .  1/. Ц). (8 .22)

У —  (У .............. р =  (p i.........р ,)*.
вектор дифференциал тенглама берилган булиб, унинг унг томони 
f ( x , у , р) вектор-функция (п +  / + 1 )  улчовли Rn+,+1 фазонинг би- 
рор очик D„+ /+ , сохасида аникланган ва узлуксиз, шу билан бирга

<*/,(*. у, ц)

а»1
i, / =  I. 2, , п (8.23)

функциялар хам ^ша Da+l+l сохада узлуксиз. R"+l+1 фазонинг 
нукталарини (х, у, р) деб белгилаймиз. х0 ва у0 бошлангич киймат- 
ларни тайинлаймиз. М  билан р параметрнинг шундай кийматлари 
тупламини белгилаймизки, (х0, у'1, р) нукта Dn+l+l сохага тегишли 
булади. Демак, агар р £М  булса, у холда (х0, у0, v ) £ D n+l+l  була- 
ди ва аксинча, агар (х0, у0, p )6 D n+/+l булса, > холда р£М  булади.

Киритилган М  туплам очик. Хар бир (pi, ... , р/) £А1 нуктага 
(8.41) вектор-тенгламанинг Хо, уи бошлангич кийматларга эга булган 
ва т \ (р) < х < т 2(р) интервалда аникланган давомсиз ечими ф(х, р) 
мос келади (1 - боб, 12-§даги мулохазалар вектор-тенглама учун 
хам уринли). Ш у ф(х, р) ечим аникланган тупламни Т дейлик. Бу 
туплам х, р жуфтликлар туплами булиб, унда ф(х, р) аникланган.
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Демак, Т тупламнинг нукталари учун pgM,  m \(р) < x < m 2(p) 
муносабатлар уринли. М туплам / улчовли, Т туплам эса (/ +  
-(- 1) улчовлидир. Энди ечимнинг параметрларга узлуксиз богликлиги 
хакида теоремани баён этамиз:

8.6-теорема. Т туплам очик, тупламдир. Вектор-функция ф(х, р) 
эса Т тупламда узлуксиздир.

Теореманинг исботини [1] китобдан укишни тавсия киламиз.
3. Ечимнинг бошлангич кийматларга узлуксиз богликлиги. Визга

(8.15) вектор-дифференциал тенглама берилган булиб, унинг унг 
томонидаги f (x,  у) вектор-функция ( л + 1 )  улчовли /?" + | фазонинг

бирор Dn+1 сохасида аникланган ва хусусий хосилалари dlL
дУ,

. I =

=  1, 2, ... , п билан шу Dn+l сохада узлуксиз булсин. Dn+l соха-
нинг хар бир (I, п) нуктасига (8.15) вектор-тенгламанинг хо =  £, 
у0 =  т) бошлангич шартни каноатлантирадиган ва m i(§, т ) ) < х <
< т г ( ^ ,  л) интервалда аникланган давомсиз ечими ф(х, | ,  л) мос 
келади. х, |,  тр, Лг.........Лл узгарувчилар фазосининг Dn+l сохага
тегишли (£, л) нукталарга ва m\( l ,  л) < * < ' Л 2(£, л) тенгсизликни 
каноатлантирадиган х ларга мос келган {х, £, л) нукталардан 
тузилган тупламини 5 деб белгилаймиз. Энди ечимнинг бошлангич 
кийматларга узлуксиз богликлиги хакида теоремани келтирамиз.

8 .7 -теорема. (8.15) вектор тенгламанинг £, л бошлангич 
цийматларга эга булган давомсиз ечими ф(х, |,  л) аникланган 
S туплам х, I, ль ... , Лл узгарувчилар фазосида очицдир. ф(х, £, л) 
вектор-функция барча аргументлари буйича S тупламда узлуксиздир.

Бу теоремани исбот этиш узгарувчиларни алмаштириш ёрдамида 
тайинланган бошлангич кийматларга эга булган ечимнинг пара
метрларга богликлигини текширишга олиб келинади, сунгра 8.6- тео
ремани кулланилади.

8.5- J. ЕЧИМНИНГ БОШЛАНГИЧ КИЙМАТ ВА ПАРАМЕТРЛАР БУЙИЧА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАНУВЧИЛИГИ

1. Ечимнинг параметрлар буйича дифференциалланувчилиги.
Визга (8.22) вектор-дифференциал тенглама берилган булиб,

f i (x, у , р),
дЦ х. у. ц) dfj(x, у , ц)

д\кк

* = 1, 2 , ...

i, j  =  1, 2, ... , л;

функциялар (п —(— / +  1) улчовли очик Dn+l+x сохада аникланган ва 
узлуксиз булсин.

8 .8 -теорема. Агар (8.22) вектор-дифференциал тенгламада f(x,  
у , р) вектор-функция ва унинг у ва р лар буйича барча хусусий 
цосилалари (« +  / +  1) улчовли Dn+l+l сохада аницланган ва узлук
сиз булса, у холда берилган тенгламанинг Т тупламда аникланган

dtp (х, ц)
Ф(х, р) ечими учун -— --------- , / = 1 ,  2.........п\ k =  1,2........... I хусусийд\кк
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хосилалар шу тупламда аникланган ва узлуксиз булади. Ундан
д* <р (лг, ц)

ташкари — —:— , /= 1 ,  2,... , п, k = \ ,  2,... I аралаш хосилалардхд\1к
%ам Т тупламда аникланган, узлуксиз ва дифференциаллаш 
тартибига боглик, булмайди.

Теореманинг исботини [1] китобдан укишни тавсия киламиз.
2. Ечимнинг бошлангич кийматлар буйича дифференциалла- 

нувчилиги. Аввалги параграфдаги каби (8.15) вектор тенгламани 
курамиз. Унинг унг томони, яъни f (x,  у)  вектор-функция очик
A i+ i сохада аникланган ва хусусий хосилалари —  , / , /  =  1 , 2 , ,  п

ду,
билан шу D „+ 1 сохада узлуксиз. D„ + t сохада олинган (£, п)
нукта учун |  ни £= хо  деб тайинлаймиз, л эса узгарувчи булиб 
колаверади.

8.9- теорема. (8.15) вектор тенглама берилган булиб, (р(х, хо, л) =  
=  Ф(-*■» Л) =  (ф|(.к, л ). ••• . фл(х, л ) )  функция унинг (х0, л) 
бошлангич цийматларга эга булган давомсиз ечими булсин. У %олда
8.7- теоремадан ф(лг, л) функциянинг х, ли , Л« узгарувчилар 
фазосининг бирор очик, S ' тупламида аникланган ва узлуксизлиги

келиб чицади. Ш у билан бирга S' тупламда ушбу

=  1, 2, . . . .  п хусусий хосилалар мавжуд ва узлуксиз; бундан

ташцари, шу S' тупламда -  , i, j =  1, 2, . . . .  п аралаш

хосилалар узлуксиз ва дифференциаллаш тартибига боглик, эмас.
Бу теоремани исбот этиш узгарувчиларни алмаштириш ёрдамида 

ечимнинг параметрлар буйича дифференциалланувчилиги холини 
исбот этишга келтирилади ва 8 .8 -теорема кулланилади.

3. Вариацияли тенгламалар системаси. (8.15) вектор тенглама
берилган булиб, <р(х, л) =  (ф |(* . r j), <p2(x, ц ) .........<р„(х, л ) )  вектор-
функция шу тенгламанинг (х0, л) бошлангич кийматларга эга булган 
ва л = Уо булганда т \< .х С Ш 2 интервалда аникланган давомсиз 
ечими булсин. 8.9- теоремага асосан г\=уо  нуктада хисобланган ва 
n i\< L x < in i2 интервалда аникланган хусусий хосилалар

(8.24)

мавжуд. Ушбу

/К * . У) =  f‘(#у У) . f U x ) = f H х, Ф(х, у0))

белгилашларни киритамиз. Бунда f i  (х) функциялар m\<Lx<.m-i 
интервалда аникланган. Куйидаги

$ - =  Y. < = 1 . 2......... (8 25)
/ - 1
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чизикли тенгламалар системаси т \< .х<Ц П 2 интервалда аникланган 
булиб. вариациями тенгламалар системаси (бошлангич кийматлар
буйича) дейилади. Ушбу z\ =  ф', ( * ) ........ =  функциялар
(8.25) системанинг

ф; (Ло)=6| .  6 1 = 0 , 1Ф \, б'  =  1, f = i  (8.26)
бошлангич кийматларга эга булган ечими булади, бунда б{— Кро- 
неккер символи деб юритилади. Бу тасдикни исботлаш бевосита 
хисоблаш билан олиб борилади. Аникроги, у =  у(х,  л) функция
(8.15) га куйилади, сунгра хосил булган айниятни ц, лар буйича 
дифференциалланади. Кронеккер символи (8.26) ушбу (8.24) ваф,(дс, 
т)) =т), муносабатлардан келиб чикади.

8.6-§. НОРМАЛ СИСТЕМАНИНГ ИНТЕГРАЛЛАРИ

1. Системанинг биринчи интеграллари. (8.15) вектор-дифференци
ал тенглама берилган булиб, унинг унг томонидаги }(х, у) вектор- 
функция ( л - И )  улчовли A!” f l  фазонинг бирор Dn+I сохасида аник

ланган ва хусусий хосилалари , /, /  =  1, ... , п, билан бирга 

Dn+l сохада узлуксиз булсин.
8.5-т а риф.  Dn+[ сохада унинг к,исмидан иборат булган бирор

очик, G | туплам олинган булсин. Агар и(х, у\, ... , у„) = и (х , у )  
функция шу G тупламда аникланган ва хусусий хосилалари билан 
бирга узлуксиз булиб, (8.15) тенгламанинг графиги G тупламда 
жойлашган ихтиёрий у =  <р(х) ечимини шу и{х, у ) функция 
аргументига к,уйганда х буйича узгармас хосил булса (яъни и (х, 
<р(лг)) функция х га эмас} ф(х) функциянинг танланишига боглик, 
булса), у холда и(х,  у) функция (8.15) вектор-тенгламанинг биринчи 
интеграли дейилади.

Демак, агар и(х, у) биринчи интеграл булиб, ф(х), (лг, ф(х) ) cz G, 
вектор-функция ечим булса, у холда

и[х,  ф(лг)) = С у ( С ч =  const)
деб ёзиш мумкин. Одатда узгармас соннинг индекси ф ни ёзиб 
утирилмайди.

Агар и\(х,  у) ,  и2(х, у),  ... , и„(х, у) функцияларнинг хар бири
(8.15) тенгламанинг биринчи интеграли булиб, ш(х,у)  = С „  (х, у) £G
муносабатлар «/,= ф,(х, С\,  ... , С„), / = 1 ......... п — умумий ечимни
аникласа, у холда шу функциялар системаси берилган тенгламанинг 
умумий интеграли дейилади. Умумий интеграл учун ушбу

и\(х,  ф(х)) = С |,

Un ix ,  ф(лГ)  )  = С п
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муносабатлар уринли (бунда i/ =  cp(x), * £ / ,  (*, < р (*)) £ G — ихтиёрий 
ечим).

8.10- теорема. Хусусии j(осилалари билан G тупламда аницланган 
ва узлуксиз и(х, у) функция (8.15) тенгламанинг биринчи интегралы 
булиши учун к,уйидаги

муносабатнинг уринли булиши зарур ва етарли.
И с б о т .  З а р у р л и г и .  и(х, у) функция (8.15) тенгламанинг 

биринчи интеграли булсин. Бу функция учун (8.28) шартнинг 
бажарилишини курсатамиз. Шундай ихтиёрий тайинланган т| =
... .............. .... векторни оламизки, {х, rj) £ G булиб, у =  ф(х, г))
функция (8.15) тенгламанинг <р(£, п ) = 1 1 бошлангич шартни 
каноатлантирадиган ечими булсин. У холда и (х, (р(х, ti) )  функцияни 
дифференциаллаб, и(х, (р(х, т] ) )=С  эканини хисобга олиб, х =  1 да 
куйидагини топамиз:

(|, г]) нукта G тупламнинг ихтиёрий нуктаси булгани учун 
G тупламда (8.28) муносабат бажарилади.

Е т а р л и л и г и .  Энди (8.28) муносабат и(х, у) функция учун 
уринли булиб, у =  у(х)  — (8.15) тенгламанинг графиги G тупламда 
жойлашган ечими булсин. У холда и(х, у) га г/ =  ф(лт) ни куйиб, яъни 
v ( x ) = u ( x ,  <р(х) ), хосил булган функцияни дифференциаллаймиз ва
(8.28) ни хисобга оламиз:

Z  т ( х » - 0 .
i = I У'

Бундан v(x)  —и(х, ц>(х)) функция х га боглик эмаслиги келиб 
чикади, яъни и(х, <р(х) )=С.  Теорема исбот булди.

Энди биринчи интегралларнинг нук,тада эрклилиги тушунчасини 
киритамиз.

8.6- т а ъ р и ф . Агар (8.15) тенгламанинг G тупламда аницланган 
k та и\(х, у) ,  и2(х, у) ,  ... , ик(х,у)  биринчи интеграллари (a , b ) £ G , 
f  (а, b) ф 0 нуцтанинг бирор атрофида аницланган булиб, ушбу

(8.28)

ди (лг.ф (дс.г|)) d(Pi(*. П)
ду\ dx

ди(%, л)
дх

/  ди,{а, Ь) \

Г
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функционал матрицанинг ранги k га тенг булса, у х,олда u t (x, 
у),  ... , и„(х, у) биринчи интеграллар (а, Ь) нук,тада эркли булади.

Кейинги мулохазаларда биз ушбу

f - = / 0 / ) ,  у е о

куринишдаги мухтор вектор-тенгламанинг биринчи интегралларини 
f (b)  ФО  булганда b. b£G  нуктанинг бирор атрофида факат лока.i 
урганамиз.

8.11-теорема. (8.29) вектор-тенгламанинг Ь нуктанинг бирор'  
атрофида (л — 1) та эркли биринчи интеграла мавжуд.

И с б о т .  Ц\(Ь),  ... , f „ ( b ) ) *  =  f {b)  Ф 0 булгани учун бу вектор 
координаталаридан камида биттаси нолдан фаркли. Масалан,
fn(b) фО дейлик. 1 =  (£|........ 1„- \ ,  Ьп) нукта b нуктага якин булиб,
у — ф (х ,  I )  э с а  (8.29) т е н гл а м а н и н г  (0, | )  б о ш л а н ги ч  к и й м а т л а р г а  эга  
б у л г а н  ечим и булсин . Бу ечим ни я н а  у =  <.р(х, Si. ... , S n - i .  bn) —  
=  ф (х .  Si...........S n - i ) .  яъни

( / , =  ф |(х ,  | i ,  ... , S « - i ) .  < = • . .  n > (8 .30)

куринишда ёзиш мумкин. Бу (8.30) функциялар системасини х , 
Si, ... , S n - i  ларга нисбатан тенгламалар системаси деб караймиз. 
Агар у\= Ь\, У2 =  Ь2........уп =  Ьп булса.

b | =ф ! (дг. Si. ... , Ел- i ) .
(8.31)

bn =  q>n(x, Ei ••• » — 1 )

система ушбу t t = b i ......... | „_1 =  6Я_1, x =  0 ечимга эга ва (8.30)
системанинг якобиани нолдан фаркли. Хаки катан, ф, (0,
l i ,  ••• . S „ - , ) = S / , <=1 .2 ,  . . , л — 1, ф„(0, Si . ь _ ,) = Ь п. Шунинг
учун

йф((0, 6|.......bn-\) - б ', / - 1 , 2 ........ л;

j =  1, 2.........n — 1; (8.32)

Ф» (° ’ -  - ья_ у) = ш ф  о,

бунда 6 — Кронеккер символ и.

Энди ° (ф|’ ^ ........Ч" ]-  якобианни тузиб, b нуктада хисоблаймиз.
D(x. £,..........i„_i»

Равшанки,



f,(b) б! 6 ? ..

М(ф,. Ф2. • • %) 1
h( b ) «4 6 ? ..

LПх, %...... • £fj — 1> 1 у = 6
fn-Ab) i8 - ,  -
Ш ej «  ••

Uib) 1 о ... 0

h(b)  0 1 ... 0 1 0 
0 1

.. 0 

.. 0
=  ( - l ) n+‘fn(b)

fn-Ab)  0 0 ... 1
0 0f j b )  0 0 ... 0

.. 1

б ? - '

6 Г 1

б"-| ° а -  I

6 Г 1

к 1) та йул

(п— I ) та устун 
=  ( - 1 ) л+,/ я( 6 ) ^ 0 .

Шу сабабли (8.31) система у Ф Ь  булганда хам ечимга эга. Уни 
куйидагича ёзамиз:

l \ = u i ( y ) ,  Ь  =  и2{у),  ... , l n - \ = u n- \ ( y ) ,  x =  v(y) .  (8.33)
LUy£i, ... , | п- |  функциялар (8.29) тенгламанинг биринчи интеграл- 
лари булиб, Ь нуктада эркли интеграллардир. Хакикатан
D(u,, и0.........“л_ | )

........................ —якобианни Ь нуктада текширайлик. (8.30) система
ми* I' У-2.......Уп- 1 >
нинг якобианини b нуктада хисоблаганмиз. Бу якобиан эса b нуктада
,  “2.........иа - 1> \  ,
бирга тенг, чунки у щ у —у-------- у----- ГУ  матРица бирлик матрица-

дан иборат. Демак, и\ .........un~i  функциялар b нуктада эркли Энди
бу функциялар (8.29) тенгламанинг биринчи интеграллари эканини 
исботлаймиз. (8.33) муносабатлардан

ы,(ср(х, D )  = & , i — 1, 2, ... , п — 1. (8.34)
Аммо хосил булган 2-....... , £„_i  микдорлар х га боглик эмас. Демак,
и, функциялар биринчи интеграллардир. Теорема исбот булди.

8.12-теорема. Ушбу
Uk+\ (y) .........и„(у)  (8.35)

функциялар (8.29) вектор-тенгламанинг b, b£G  нуцтада (n — k) та
эркли биринчи интеграллари булсин. Ш у  (8.35) функциялар 
ёрдамида (8.29) тенгламанинг тартибини (п — k ) га камайтириш, 
яъни берилган (8.29) тенгламани тартиби k булган нормал системага 
келтириш мумкин.

И с б о т .  (8.35) биринчи интеграллар эркли булгани учун ушбу 

^  , i  =  k - \ -1, ... , л; / = 1 ,  2.........п функционал матрица
/ дщ{Ь)

\  дУ,
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ранги (n — k ) га тенг булган квадрат матрицага эга. Аниклик учун 

J , i , j  =  k -\-1.........л матрицанинг ранги (л — к )  дейлик. Шу

матрицанинг детерминанти нолдан фаркли. Энди Ь нукта атрофида 
янги узгарувчиларни киритамиз:

................  , Zk =  yk, Zk+\ =Uk+\ ( y ) .........Zn =  Un(y). (8.36)

/ ди( (Ь)

\  *у.

(8.29) вектор-тенглама янги Z \ ............z„  узгарувчилар ёрдамида
бундай ёзилади:

d z \ _  dy\
dx dx

=  f\ (2 .......... 2*. Ф*4-1 ( 2* + | , ... , ) * * • * » Фл (2* 4., I •-  - 2„ ) ) .
dz2 dy2
dx dx

—  f2 (2,, ... , 2*. Ф*-и ( z* + | ,  ••• , ■̂я ) » • •' » Фл(2*+ | . • > 2„) ) ,

dzk dy„
dx dx

=  /* ( 2 ,, , 2*. Ф*4-| (z k+l > ••• » 2Л) ------ Фл(2* + | , -  . 2Л )), 1(8.37)

dzk + \
dx

9uk+ \(z \- • 2***4-1...... Ч>„) Я

| у дик+Нг1<- - г*-,»,*+1...... и
дх +  1. 

У- 1 %
У

d z n
dx
dun(zv ... • гк '% + \ ...... Ч’л) , < 4 ( z , ...... Z* % + \ ...... ♦«)

д ~Тдх L.
/ - г эу,

>

Бу с и с т е м а д а  ф* + | ( г 4+1, -• . 2Л) =Уч+  к  • • > Фл (2*+|, •.. , Z„) =Уп
лар (8.36) функцияларнинг охирги (л — k) тасидан топилган.
(Бу ф*+ |, • . , функцияларнинг аргументлари (8.37) системада
кискалик учун ёзилмаган). (8.37) системани кискача

d z i  ,
4 Г = ® (2"  ■• , 2„) , 1 =  1, 2, ... , л (8.38)

куринишда ёзиш мумкин.
Теореманинг шартига кура (8.36) дан i  =  k - \ -1, ... , «булганда

dx
dU'(y)

-fj(y)  = ° .
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яъни i =  k-f-1, ... , n булганда -^ -= 0  булади. Демак, (8.38) систе
ма урнига куйидаги £-тартибли системага эга буламиз:

114-

Теорема исбот булди.

2. Интегралланувчи комбинациялар. Дифференциал тенглама- 
ларнинг нормал системасини интеграллаш учун иложи борича купрок 
биринчи интегрални топиш керак. \а р  бир биринчи интегрални топиш 
учун интегралланувчи дифференциал тенгламани излаш зарур 
булади. Берилган нормал системанинг натижасидан иборат булган, 
аммо осон интегралланувчи дифференциал тенглама интегралла
нувчи комбинация деб юритилади. Хусусан, dO(х, у\, ... , у„) =  
=  0 тенглама нормал системадан хосил булган булса, у интегралла
нувчи комбинация булади. Ундан Ф(х, у\, ... , уп)= С \ битта 
биринчи интеграл топилади. Кизиги шундаки, биринчи интеграл 
геометрик нуктаи назардан (п-|-1) улчовли фазода жойлашган 
п улчовли сиртдан иборат. Агар бирор интеграл чизик шу сирт билан 
битта умумий нуктага эга булса, у холда шу интеграл чизик б арча 
нуцталари билан аитилган сиртда ётади. Нормал системанинг 
биринчи интеграллари узаро кесишмайдиган п улчовли сиртлардан 
иборат. Биринчи интегралларга мос келган сиртларни нормал 
системанинг сатх, сиртлари деб хам аталади.

М и с о л . Ушбу

системанинг биринчи интеграллари ва умумий интеграли топилсин.
Бу системанинг иккита эркли биринчи интегралларини топиш осон. Унинг учун 

система тенгламаларини мос равишда кУшамиз:

битта биринчи интеграл топилади. Энди система тенгламаларини мос равишда у\, уг ва 
</з ларга купайтириб, кУшамиз:

(г,. ........ z„, С

dz
-TY-= Sk(z i, 2г........ z*, С

4 T  + -dT+^ r = 0 ~eK" л Г < » .+ ^ + й )-0-
<*У\ dy-2 аУ:\ п . d

Бундан
Ul=yi+l/2 + i/3 = Cl (8.40)

-  =  0 ёки -Г~ (г/? + У2+Уз) =°-
Бундан

и >—у\ -\-У2 ТУз— С2 (8.41)
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иккинчи биринчи интеграл топилади. Топилган биринчи интеграллар эркли. Х.акик.атан, 
+ ! /з ^ 0 ,  чунки бизни тривиалмас ечим кизиктиради. Шунинг учун ушбу

ди, ди | ди,

ду | ду2 ду3 

i?«2 ди2 ди-з 

ду, ду2 дуз

матрицанинг ранги 2 га тенг. Агар (8.39) системанинг биринчи тенгламасини уг га, 
иккинчисини у | га купайтириб, кушсак,

■^-(У|. У2 )=У 2У з ~ У2+ У 1 — У\Уз

муносабатни хосил киламиз. Шунга Ухшаш

У з )= & ~ У 2Уз+У\Уг— !?\' Уз) =У 1Уз—Уз +  У2 — У\У‘2

муносабатларни хам хосил килиш мумкин. Топилган тенгликларни мос равишда 
кушсак:

- Ч у ,  у2+ у , Уз+У2Уз)=0'

яъни
ил=у\Уг+У\Уз+У2Уз =  С3, (8.42)

яна битта биринчи интегралга эга буламиз. Энди топилган учта биринчи интеграл 
эрклими ёки йукми,— шуни текширамиз. Унинг учун ушбу якобианни хисоблаймиз:

D(«|, и2, н3)

[>(У,. У2. Уз)

1 0 0 У2~У\ Уз~У\
= 2</| 2 (1/2 — г/|) 2 (J/д —У,) = 2

У2+У3 У\-У2 У ,-У з У\~У2 У\ —Уз
У, У2 У ,-У з

У | — У2 УI -У з

D ( u u2, и3)
Демак --------------------г=0. Шундай килибдопилган учта биринчи интеграл эркли

П(У,- У2■ Уз)
эмас экан. Шунинг учун улар умумий интеграл б^ла олмайди. Учинчи эркли биринчи 
интегрални топиш учун (8.40) ва (8.41) лардан у\, уг ларни топамиз:

ф с 2-С\+2С, Уз~з£) .

У2 =  \ - ( с > -У з+  V 2C2 _ C i + 2Ci Уз ~ 3Уз )

Бу ифодаларни (8.39) системанинг охирги тенгламасига куямиз:

д /2 С 2 — С? +  2С ,% — 3{£ .

I 1 1
2(/| 2i/2 2уз

У2+Уз У\+Уз У\+У2

J  1 ' ^\2</| 2i/2 2</я/
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Бу биринчи тартибли квадратурада интегралланадиган дифференциал тенглама. Уни 
интеграллаб. топамиз:

3{/, — С, _
arcsin----■ ------- —---- V3 х =  Сз-

д/бС2-2С?
Энди С| ва Сг лар урнига (8.40) ва (8.41) лардан уз ифодасини куйсак,

2.V3 ~У\ -У■>и-, s i  arcsin 2 л / я \ + У 2 + £ - У \У г - У \ У л - У г У ъ
у 3 х =  Ся (8.43)

учинчи биринчи интегрални топнш мумкин. Текшнриш кийин э.маски, (8.40), (8.41) ва 
(8.43) муносабатлар билан аникланган биринчи интегараллар эркли булади. Демак. 
шу учта биринчи интеграл (8.39) еистеманинг умумнй интегралини беради

2 Нормал еистеманинг симметрии куриниши. Нормал система- 
нинг симметрии куриниши деб ушбу

dx. dxг,
........ хп) F.2(x,, х2...........хп)

dx„
(8.44)F*l*\• х2...... хп)

системага айтилади. Бу системада хамма х,, х2, ... , х„ узгарувчилар 
номаълум функция булиб, улар тенг ^уцуцлидир. Аммо бизга таниш 
булган

dy\
^ = М * ,  У>’ -  .Mi). 
d y 2

ИьГ= Ь^Х' У" "• ’ У п (8.45)

аУп
dx =fn(x, у„ ... , уп)

системада хамма узгарувчилар тенг $ук,ук,ли эмас. Унда х — эркли 
узгарувчи, «/), ... , уп лар эса номаълум функциялардир. Шундай 
булса хам (8.45) нормал системани симметрии куринишда ёзиш 
мумкин:

dx _ _____<V| _ _  dy2

1 /i У\...... Уп) ~  f2(x, У\...........Уа)
dyn

/„<*!■ У\........ Уп)
(8.46)

Бу (8.46) системани нормал системага мос келган симметрии 
куринишдаги’ система дейилади. Бу (8.46) системада энди хамма 
узгарувчилар тенг хукуклидир.

Нормал еистеманинг симметрии куриниши берилган нормал 
еистеманинг интегралланувчи комбинацияларини, шу билан бирга 
биринчи интегралларнни топишда мухим роль уйнайди. Бу жараёнда 
хамма узгарувчилар тенг хукукли булгани учун энг кулайини эркли 
узгарувчи деб эълон килинади. Шунга мос равишда биринчи 
интеграллар топилади.
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М и с о л л а р .  1. Ушбу
dx _  dy _  dz_

y + z  ~  x  +  z  x + y

еистеманинг умумий интеграли топиленн.
Купинча симметрик куринишда ёзилган нормал системаларни интеграллашда тенг 

каерларнинг ушбу элементар хоссасидан фойдаланиш мумкин булади:
а\ °2 арАгар —  = 6  булса. у холда ихтиёрий кг..........Ьр лар учуй
*1 *2  ЬР

куйидаги

V i + Уг + -  + *Л> = 6
*1*1 +  * 2 * 2 + "  +  *р*р

муносабат уринли. Бунинг исботи содда. Агар a i= 6 6 i, ... . ар =  6Ьр эканини хисобга 
олсак,

* |а 1+ ¥ г  +  - + * Л  _ W i *i +  *2*2 +  -  +  *РУ  _ 6
* 1 * 1 +  *2*2 +  — +  *р°р  *1 *1 +  *2*2 +  — +  *ра р

Берилган системани интеграллашда шу хоссадан фойдаланиш максадга мувофик. 
Содда хисоблашлар ёрдамида

d ( x — у) ^  d(y  — г) ва d ( x + y + z )  _  d ( x —y )
х —у У— г 2 { x + y + z )  х —у

тенгламаларга эга буламиз. Улардан иккита биринчи интеграллар топиш мумкин:
х —у = С ,  (у — г),

( х + y + z ) (х —у)2 =  Сг.

Бу биринчи интеграллар симметрик куринишда ёзилган иккинчи тартибли 
еистеманинг умумий интегралини беради.

2. Куйидаги
dx _  dy__ dz 
х у z

система берилган булса,

Z + X  х + у

функциялар биринчи интеграллар экани курсатилсин ва уларнинг эркли ёки эркли 
эмаслиги текшнрилсин.

Агар берилган системада х ни эркли Узгарувчи деб эълон к,илсак. у системани 
ушбу

dy _  у dz _  z 
dx х '  dx х

нормал система куринишида ёзиш м'умкин. Бу еистеманинг тенгламалари узгарувчила- 
ри ажраладиган биринчи тартибли тёнгламалардир. Интеграллаш натижасида

у =  С | х, z  =  C$x

у
ларни топамиз. Биз иккита биринчи интегрални топдик. Улар эркли, чунки u i = — , 

“2== ~  ва хФО  да
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D («,. u.2) 

iUi- yj) 0 - 7 ~

Демак, топилган биринчи интеграллар умумий интегралдан иборат. 
Энди юкорида ёзнлган ц, =  Х~^— :ва й^-. г '— функциялар хам биринчи интеграл

2 -1-Х  Х +  у
эканини курсатамиз. Бу функциялардан берилган системани хисобга олиб. х буйича 
хосила оламиз:

*, (1+£) -««+»! (f+Q
dx <*+х)1

(> + 7 )  <*+*) -  <*+#) ( j +  l)
( г + х ) I 2

( х + у )  — (Х +  У) 
X ( г + х )

=0,

г + х ф О ,  хф О ,  

' dz dy 1 (д-r у} —
,2dx <х+у)2

( г — у)  [ ( х + у )  — < * + у) 1

( х + у У X ( х + у ) 2
х + у ф О ,  хфО.

Бундан куринадики, и\ ва иг функциялар биринчи иитегралдир. Энди бу 
функцияларнинг зркли эканлнгини исботлаймнз. Унннг учуй тегишли якобианам 
хисоблаймиз:

D (и, (х, у, г), «2 (х, у. г))  
D (у, г)

г + х  х + у
( г + х ) 2 ( г + х ) 2
— (х + у )  — ( г —у) х + у

( х + у ) 2 ( х + у ) 2

-

* ( г + х ) 2
X  +  Z I

(х +  у)2 х + у

I____
(Х +  у) (г +  х)

( х + у )  (х + г )  
( х + у ) 2 ( г + х ) 2

Демак, и\ ва иг биринчи интеграллар эркли эмас. Курит кийнн эмаски, улар ораснда 
-  1
U,~  й, +  1 муносабат уринли. Х.акикатан: »L+ I + )  =  i - ± i - =  J_.

х + у  х + у  Ц,

226



9-б о б

ЧИЗИК.ЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ НОРМАЛ
СИСТЕМАСИ

Агар 8- бобда урганилгам дифференциал тенгламаларнинг нормал
системаслда/i (х, у ....... ..уп),. . . ,  /п (х, у у,.. - -, уп) функциялар у |, у2,
.... , Уп ареументларИ) б'уйича чизикли, яъни Д(х, у i, ... , уп) =

п
=  2  Щ (х) £/у +  Ь, (х М = Ц  2,..~, П куринишда булса, биз нормал
■ * 1/.#1
системаларнинг мухим хусусий куринишига зга буламиз. Бундай 
системаларни чизищш дифференциал тенгламаларнинг нормал 
системаси, кискача, чизицли система деб юритилади.

9 .1 -§ .. УМ УМ ИЙ  ТУШ УНЧАЛАР, М А В Ж УД Л И К  

ВА ЯГОНАЛИК ТЕОРЕМАСИ

Ушбу

dm
dx

=  2  Ь,{х), i =  l, 2,..., п (9.1)

система чизикли дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси 
дейилади. Бунда а,>(х) функциялар системанинг коэффициент лари, 
Ь,(х) функциялар эса озод цадлари дейилади. Барча ац(х), b,(x), i, 
/= 1 , 2, . . . .  п функциялар бирор / интервалда аникланган ва 
узлуксиз. Агар а„ (х) =а,, =  const булса, у холда (9.1) система 
чизицли узгармас коэффициентли деб юритилади. Бундай система- 
ларни алохида урганамиз. Кулайлик учун ушбу белгилашларни 
киритамиз:

а,,(х) а12(х)..

А (х) =
а2|(х) агг (х) .•• а-2„(х)

а„,(х)ап2(х) . • (*) ,
Ь, (х)
Ь2 (х)

Ь (х) =

. Ьп (х)

=  (6, (x),fe2(x ) ,... , Ьп(х))* (9.2)
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(бунда* белги транспонирлашни англатади). Шу А(х)  матрица ва 
Ь(х) устун - вектор ёрда мида (9.1) система

4 L = A( x )y + b ( x )  (9.3)

куринишда ёзилади. Агар система (9.3) куринишда ёзилган булса, 
у вектор-матрица куринишида берилган дейилади.

Агар Ь(х) ^ 0 .  jc£l муносабат уринли булса, (9.3) тенглама 
чизицли бир жинсли булмаган тенглама дейилади.

Ушбу

j t = A ( x )  У (9.4)

тенглама эса чизикли бир жинсли булмаган (9.3) тенгламага мое 
чизицли бир жинсли тенглама дейилади.

Агар А (дг) матрицанинг барча элементлари, яъни а „  ( х ) , г, /' =  1 ,2 , .  
. . , п функциялар бирор / интервалда узлуксиз булса, у холда А(х)  
матрица шу / интервалда узлуксиз дейилади. Яна Ь(х) векторнинг 
координаталари бирор /  интервалда узлуксиз булганда, шу Ь(х) 
вектор / интервалда узлуксиз деб юритилади.

9.1- теорема. Визга (9.3) вектор-матрицали чизицли система 
берилган булиб, А(х) матрица ва Ь(х) вектор-функция бирор 
/ интервалда аникланган ва узлуксиз булсин. У холда ихтиёрий 
бошлангич кийматлар

-Ч)- УI- 1/г. ёки кискача х , , *о£/ (9.5)

учун (9.3) тенгламанинг шу бошлангич цийматларга эга булган ва 
I интервалда аницланган ягона ечими мавжуд.

Хусусан, агар А(х) ва Ь(х) лар — оо < ; * < - |-о о  интервалда 
узлуксиз булса, у холда хам ихтиёрий (9.5) бошлангич кийматларга 
эга булган ва шу — o o x c - f - o o  интервалда аникланган ягона ечим 
мавжуд булади.

И с б о т . Бу теореманинг исботи 8.1-теоремадан келиб чикади. 
Ундаги f (x , у) вектор-функция курилаётган холда [(х, у) =А(х )у  +
+  Ь(х) вектор-функциядан иборат. Равшанки, ^ ^ L = A ( x )

ду

(
Щ х , у )

дУ<
-= а ,,(х ), t, j

- л )
ва А (х) матрицанинг барча а„(х)

элементлари / интервалда узлуксиз.
Шуниси мухимки, чизикли системалар учун ечимнинг аникланиш 

интервали А (х ) ва b (х) ларнинг аникланиш интервали билан бир хил. 
Демак, шу / интервал ечим мавжудлигининг максимал интервали 
булади.

Бошкача айтганда, (9.1) системанинг ечими I интервалда 
аникланган давомсиз ечим булади. Бу чизикли системаларнинг 
мухим хоссаларидан биридир.
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М и с о л .  Ушбу

dy\
dx =92.

dy2
dx =  - У \

иккинчи тартибли чизикли система берилган булиб, бошлангич кийматлар у, (0) = 0 , 
у2(0) =  1 б^лсин. Теоремада кулланилган усул билан шу Коши масаласннинг ечимини

/ ф<0> \  /  0 \
топамиз. Содда хисоблашлар курсатадики, ц>,0> =  f (0) ] J леса*, куйидаги-

ларга эга буламиз: Д =  ^ ° ^

-(?)■

<Р,3) (х)=1

л3 /
* 3! Х 3!

л2 1 ^2! . 2! ,

+

0 1 \  / Т _ з Г + - + ( _ 1 )  (2л — 1)!
-1  о )  I  т? V2* - 2

V  * -■ 2 Г + - +  ( - п 7 ^ 2 ) Г

= Л - | - + - + ( - |)1" ,- ( & \

\  1 ( 2 л ) ! . /

)dx =
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ч,'2'+"(ж) = / 0 \ , Г /  ° I \ / Т 3 !+ "'+< l) (2i—I)! \
( ' ) +  ( - - Л  Ь -

\  2! ^  '  (И)! /
„ г3 /> + '

\  ' - i r + + (_,,),w  /
Бу ифодалардан

келиб чикадилр(лг) 

sin 0 =  0, cos 0 =  I.

Iim<p(,) (х) = (  SIIJt \  — оо < ж < д г-(- оо
1-^00 \  COS X  /

=  ^ ЫП Х ^ функция тегишли бошлангич шартни каноатлантиради:

t
9.2-§. ЧИЗИКЛИ Б ИР ЖИНСЛИ СИСТЕМАЛАР

1. Чизикли оператор ва унинг хоссалари. Мазкур параграфда
(9.4) куринишда ёзилган системаларни, яъни чизикли бир жинсли 
системаларни урганамиз.

Кейинги мулохазаларнинг кулайлиги учун L операторни

L ( y ) = i ~ A {х)у  (9-6)

тенглик ёрдамида киритамиз. Агар р ~ ~ ва Е — бирлик п Х п  матах
рица булса, (9.6) ни яна ушбу

L (р)у=(рЕ — А(х))у
куринишда ёзиш мумкин. Киритилган L оператор ёрдамида
(9.4) тенглама ушбу содда:

L (у) = 0  ёки L (р) у =  0 (9.4')
куринишда ёзиладн.

Аввал L (р) операторнинг хоссаларини урганамиз:
1 - х о с с а. Агар С — ихтиёрий узгармас сон булса,

L (Су) =CL (у)
айният уринли.

Хдкикатан,

L (Су) — А (дг) (Су) = С ^ - С А  (х) y =  CL (у).

2-х ос с а. Агар С\, Сг, . . . , Ст — ихтиёрий узгармас сонлар 
булса.
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айният уринли, бунда у '" , у{2),...,у'т) — бирор вектор^функциялар.
Хакикатан, содда мулохазалар ёрдамида топамиз:

L (  2  2  Q y ' ^ - A  (х) ( £  С ^ у

=  2 С, (^1 /'0) -  2 Q (/4 (*)«/(1>) =  2 (хДО>)=

=  2 С ,£ (^).
i=i

Бу хоссалардан фойдаланиб куйидаги теоремаларни исботлаймиз.
9.2- теорема. Агар ср*“ (дг), ф,2) (х), ... , ф,т) (*) вектор-функци- 

яларнинг х,ар бири бирор I интервалда (9.4) тенгламанинг ечими 
булса, у %олда бу функцияларнинг чизикли комбинацияси х;ам ечим 
булади.

И с бот .  Теореманинг шартига кура Ц ф °  (х)) =0, х£/ ,  i — 
=  1, ... , m. Шунинг учун 2 -хоссадан фойдалансак:

2 С,Ц<ри) (х))=0.

9.3- теорема. Агар у =  ц>(х) вектор-функция (9.4) тенгламанинг 
бирор I интервалда аницланган ва ф(хо) =  0,хо£1 бошлангич шартни 
к,аноатлантирадиган ечими булса, у х,олда / интервалда ф(х) функция 
айнан нолга тенг булади, яъни ф(х) = 0 , х£1.

И с б о т . (9.4) тенгламанинг тривиал у =  0 ечими мавжуд. Аммо 
теореманинг шартида кайд килинган у=(р(х)  ечим шу тривиал ечим 
билан бир хил бошлангич кийматларга эга. Шунинг учун чизикли 
системалар учун мавжудлик ва ягоналик теоремасига кура у =  ф(дс) 
ечим тривиал ечим билан бутун / интервалда устма-уст тушади, яъни 
ф(х) = 0 , х£1.

9.4- теорема. Агар (9.4) тенгламада А (х) матрица ^ациций булиб, 
шу тенглама у =  ф(х) -f-ig (х), х £ / комплекс ечимга эга булса, у х,олда 
%ар бир (р(х), g(x),  х£1 уациций вектор-функциялар цам (9.4) тенг
ламанинг ечими булади.

И с б о т .  Хакикатан, шарт буйича L(y(x) + ig(x))=0, x£l.  
Бундан 1- ва 2- хоссаларга кура

Цц>(х) +ig{x) =L((p(x)) +iL(g(x))  =0, x£l .
Ammo комплекс функция нолга тенг булиши учун унинг хакикий ва 
мавх,ум кисми нолга тенг булиши зарур ва етарли. Шунинг учун 
Мф(*)) ^ 0 , М £(*))=0, Х £ 1.

2- Вектор функцияларнинг чизикли богликлиги ва эрклилиги. 
Хейинги мулохазаларда мухим роль уйнайдиган вектор-функция- 
•’’арнинг чизикли богликлиги ва эрклилиги тушунчасини киритамиз.

Y  L (  2  с ^ =  2  C, L(ym)
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9 . 1 - т а ъ р и ф .  Агар бир вацтда нолга тенг булмаган шундай 
«I, , а* узгармас сонлар мавжуд булсаки, улар учун бирор I интер-
валда ушбу а,ф'" (* )- f o ^ '2’(*) Ч^-Ч-а^Ф1* '(*) = 0  айният урин-
ли булса, у уолда

ФП) (*), Ф,2) (лг), ... , ф<*> (x)V ° (х) =

Ф ?  (х)

ф (;/ < х )
вектор-функциялар I интервалда чизик,ли боглик, дейилади. Агар 
юк,оридаги айният факщ а | =  ... =  а* = 0  булгандагина уринли 
булса, у х;олда фП) ( х ) ,  .. . , ф1*’ (х) вектор-функциялар I интер
валда чизицли эркли дейилади.

9 . 1 - таърифдан куринадики, агар ф " 1 ( х ) ,  ... , ф(*> ( х )  вектор 
функциялардан бирортаси, масалан ф10 (х ), вектор-функ
ция ноль вектор-функция булса, у х,олда ф ,и  (*),..., ф'*1 (х) функ- 
циялар чизикли боглик булади. Буни исбот этиш учун а.\ =  а^ =  . . . =  
=  а ,-  1 =  aj+i =  ...a* =  0, a ^ O  деб танлаш етарли.

М и с о л  . Ушбу <р, | ) (дг)= ( ” * * * ) . Ф<2,(*) =  ^ векторлар ихтиёрий

I  и н т е р в а л д а  ч и з и к л и  э р к л и .  Х а к и к а т а н ,  у л а р  ч и з и к л и  б о г л и к  б у л с и н  д е й л и к .  У  х о л д а

“ 2. “ i + “ 2 =5 ^ 0  с о н л а р  у ч у н  /  и н т е р в а л д а  а ^ ф " 1 (х) +  а 2 ф <2) ( х )  = 0  х£1 ё к и

{a ,  c o s j r —  o t j  s i n x ^ O ,  x£l;  

a ,  s i n  Jt +  Cb, COS x = Q ,  х £ /

а й н и я т л я р  у р и н л и  б у л и ш и  к е р а к .  А м м о  /  и н т е р в а л д а н  о л и н г а н  и х т и ё р и й  х у ч у н  a i B a  а 2 
л а р г а  н и с б а т а н  у ш б у

{a ,  c o s  х — а 2 s i n  х = 0 ,  

a ,  s i n  х - | - а 2 c o s  дг =  0

система матрицасининг детерминанти I га тенг. Шунинг учун бу система ихтиёрий 
х £ / учун факат тривиал ечймга эга булади, яъни a , =  a 2= 0 . Бу тегишли вектор- 
функциялар чизикли боглик булсин деган фараздан кслиб чиккан зиддинт. Демак. 
олинган вектор-функциялар чизикли эркли.

Энди ушбу
ф |" (* )

ф"» (лс). ф<2 )( * ) .....  Ф,т) (JC), ц>'п ( х ) =  '
4>п] (*)

, / =  1,2,..., m 
(9.7)

вектор-функциядар бирор / да аниаданган булиб, (9.4) тенгламанинг 
ечимлари булсин. Куйидаги теорема уринли.

9.5- теорема. Агар х нинг I интервалдан олинган камида битта Х о ,  

jco 6 / к,иймати учун
ф"> (Хо) ,  ф'2' (Д£Ь),..., Ф,т| (Хо) (9 .8 )

векторлар чизицли боглик, булса, у х,олда (9.7) ечимлар I интервал
да чизицли боглик, булади. Бошцача айтганда, агар (9.7) ечимлар
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/ да чизикли эркли булса, у уолда х нинг I интервалдан олинган 
биронта %ам цийматида (9.7) ечимлар чизикли боглик, булмайди. 

И с б о т .  (9.8) векторлар чизикли боглик булсин, яъни
m

а,, ос*, ... , а*. 2  о$ Ф 0  сонлар учун
/=1

а ,ф( 1 ’ (л ь )+ а 2ф,2) (ль) + ... +  amqf ( л ь ) = 0  

тенглик уринли. Энди.
ф (х )= а ,ф (|) (х) + « 2  Ф<2) (■*) +•■• +  aшФ('", (*)

деб белгилайлик. 9.2-теоремага кура шу ф (х) вектор-функция хам
(9.4) тенгламанинг ечими булади. Аммо ф (х) функция теореманинг 
шартига кура х=хо  нуктада нолга тенг. Шунинг учун 9.3- теоремага 
кура ф (х) = 0 , х£/, яъни а, ф(|) (х) - f ... +  ат ф(т) (х) = 0 , х£/. Тео
рема исбот булди.

3. Ечимларнинг фундаментал системаси.
9.2- та ъ р и ф. Агар бирор I интервалда аницланган

' <р ! °  (х ) '

ф(|) (х), ф(2) (х), ... ф(я) (х), ф(,) (х) =  •
. фГ ( х ) .

п (9.9)

вектор-функциялар системаси (9.4) тенгламанинг чизицли эркли 
вектор ечимлари системасини ташкил этса, у х;олда бу система 
ечимларнинг фундаментал системаси, ёки цисцача, фундаментал 
система дейилади.

9.6- теорема. Дифференциал тенгламаларнинг чизицли бир жинс- 
ли системаси учун фундаментал система мавжуд.

И с б о т .  Чизикли бир жинсли (9.4) системани оламиз. Яна бирор
а"1, а(2>......  а<л| узгармас векторлар системаси чизикли эркли
булсин. Узгармас векторларнинг бундай системаси мавжуд. Буни

1 ’ 0 0

курсатиш учун а<1> =
0 , а<2> =

I
, -  , а(п> =

0

0 0 1

деб танлаш

етарли, чунки бу векторлардан тузилган матрица детерминанти 
нолдан фаркли (1 га тенг). Энди ушбу

Ф ( | )  (x„) = а (П, ... , ф (л) ( л ь )  = а ,л)

бошлангич шартларни каноатлантирадиган (9.9) ечимлар система
сини курамиз. Танлашга кура ф"* (ль), ... , ф(Л) (ль) векторлар чи
зикли эркли. Демак, 9.5- теоремага асосан (9.9) ечимлар системаси 
чизикли эркли, яъни шу ечимлар системаси фундаментал системани 
ташкил этади.
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9.7-теорема (умумий ечим хакида). Агар (9.9) ечимлар фунда- 
ментал системани ташкил этса, у цолда барча ечимлар ушбу

Ч> (х) = С |ф(1> (х )+ С 2ф<21 (х )-f ...-|-С,,ф(л) (х) (9.10)
формула билан топилади, бунда С\, С2, . . С„— ихтиёрий 
узгармаслар.

И с б о т . Бирор ф* (х) функция / интервалда аникланган булиб,
(9.4) тенгламанинг ф*(х0) = ф 0*=у°, х0£1 бошлангич шартни 
каноатлантирадиган ечими булсин. Ушбу

С|ф(|) (ль) +  0>ф'21 (ль) +••• +  С̂ ф'"» (ль) =«/’ (9.11)
вектор тенгламани курайлик. Бу Си С2, . . .  Сп ларга нисбатан чизикли 
алгебраик тенгламалар системасидан иборат. Агар у° =  0 булса,
(9.11) дан ф(|) (ль),...,ф(л) (ль) векторлар чизикли эркли булгани учун
С |= С 2 =  . . . =С„ =  0 келиб чикади. Бунда ф*(х) — тривиал ечим 
булади. Энди уиФ 0 булсин. У холда (9.11) система бир жинсли эмас. 
Унинг детерминанти ф(|) (ль), ... , ф<л)(ль) вектордан тузилган
булиб, теореманинг шартига кура улар чизикли эркли ва демак, 
улардан тузилган детерминант нолдан фаркли. Шунинг учун
(9.11) дан ягона С?, С£,..., С?„ ларни топамиз. Демак, ф*(х) ечимни 
бундай

Ф* (х )^ С ?Ф"> (л)+£>ф'2> (x )+ ... +  CW> (л)
ёзиш мумкин. Шундай килиб, (9.4) тенгламанинг ихтиёрий ечими 
учун тегишли С[, С2, . . . ,  С„ узгармасларни ягона усул билан танлаш 
мумкин. Бу таърифга кура, (9.10) формула (9.4) тенгламанинг 
умумий ечими эканини исботлайди. Теорема исбот булди.

4. Вронский детерминанти. (9.4) тенгламанинг / интервалда 
аникланган п та ечими ф"’ (л), ... , ф<л) (л) берилган булсин. Бу 
вектор-функциялардан ушбу

Z (л) =

ф|" (X). •чТ (х). ■чГ (х)
чГ (л). (х). ■Мя} (X)

4 " (X). (X). -ч>Г (х)

(9.12)

матрицани тузамиз. Унда биринчи устунда ф(|) (л) векторнинг ко- 
ординаталари, k — устунда ф'*’ (л), k =  2, .... п векторнинг коорди- 
наталари жойлашган. Шу матрицанинг детерминанти (9.4) сис
тема учун Вронский детерминанти дейилади ва W (л) ёки 
ИЧф"\ -  . Ф(л)1 деб белгиланади, яъни det Z (л) =  W (л) ((5.10) га 
таккосланг).

Равшанки, агар ф"’ (л), ... , ф^' (л) ечимлар чизикли эркли 
булса, у халда Вронский детерминанти л нинг / дан олинган биронта хам
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кийматида нолга айланмайди. Хакикатан, ф,п (х), ... , ф(п) ( х ) , 
х£1 вектор-функциялар чизикли эркли булгани учун ушбу 

<х,фш (х) + . . .+ а лф''" (х )= 0 , х £ /

айният факат <Х| = а 2 =  ... =  а„ =  0 булгандагина уринли. / интервал-
П

дан олинган ихтиёрий тайинланган х учун 2  а, ф-° (х) = 0 , /= 1 ,

..., п системани (ai, ... , а„ ларга нисбатан) курайлик. У бир жинсли 
булиб, факат тривиал ai =  ... = а п — 0 ечимга эта. Демак, бу 
системанинг детерминанти учун W(х) х £ / муносабат уринли.
Бу мулохазалардан юкоридаги ечимлар чизикли боглик булса, 
W(х) = 0 , х£ / айният уринли булиши келиб чикади. Ечимлар 
фундаментал системани ташкил этса, тегишли (9.12) матрица 
интеграл матрица ёки фундаментал матрица деб юритилади.

Энди Z (х) матрицанинг устунлари (9.4) тенгламанинг ечимлари 
булгани учун шу Z (дг) матрица ушбу

^ = А  (х) Z (9.13)

матрицали тенгламанинг ечими булади. Агар (9.13) матрицали 
тенгламанинг детерминанти нолдан фаркли матрицали ечимини 
топсак, бу билан (9.4) вектор-матрицали тенгламанинг фундаментал 
системасини топган буламиз. Аввал (9.13) матрицали тенгламанинг 
битта хоссасини келтирамиз:

9.1-л ем м а. Агар Z*(x) матрица (9.13) тенгламанинг / интер
валда аникланган бирор матрицали ечими булса, у х;олда тартиби 
п булган ихтиёрий узгармас С матрица учун Z*(x)C матрица %ам 
ечим булади.

Исботи жуда содда. Хакикатан, (9.13) тенгламанинг икки 
томонини унгдан С матрицага купайтирамиз:

dZ*(x) С =  А (x)Z* (х)С
ах

ёки C=const булгани учун
d (Z*jx)C)  ( х )  ( Z * (jt) С )

Бундан 9.1-лемманинг исботи келиб чикади.
Э с л а т м а . (9.13) матрицали тенгламанинг ихтиёрий матрицали ечими ZC ( С 

ихтиёрий п ^ п -  матрица) фундаментал матрица буливермайди.

9.8 - теорема. Агар Z(x) матрица I интервалда аницланган 
узлуксиз ва узлуксиз дифференциалланадиган ихтиёрий ф1'1 ( х  ) , 

/ =  1, ... , п вектор ечимлардан тузилган булиб, детерминанти / да 
нолдан фарцли булса, у х;олда бу Z (х) матрица (9.4) чизицли 
тенгламанинг I интервалда аникланган фундаментал системаси 
булади.

И с б о т . Аввало det Z (х) Ф0, х£/. Шунинг учун Z(x) матрица 
Фундаментал булади. Z(x) матрица ечим булгани учун ушбу
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dZ (ж) 
dx A (X) Z (x), * 6 / (9.14)

айниятга эгамиз. Бунда Z (лг) матрицанинг детерминанти шарт 
буйича нолдан фаркли. Шунинг учун бу матрицага тескари 
Z-1 (дс) матрица мавжуд, яъни ушбу

Z (х) Z~‘ (х) —Z~‘ (х) Z (дг) = Е

(£-бирлик матрица) тенгликни каноатлантирадиган Z-1 (х) мат
рица мавжуд. Бунда Z-1 (х) матрица, масалан.

Z _I__
detZ (jc)

Z,, (X) . • z n, (х)

z ln (*)■ - Znn (х)
(9.15)

формула билан топи'лиши мумкин, бунда Zi{ (х ) — Z(x) матрицанинг 
qj (х), i, /= 1 ,  . . . , п элементининг алгебраик тулдирувчиси. Энди
(9.14) айниятнинг икки томонини унгдан Z-1 (х ) га купайтирамиз:

AzJ ± L .Z- '  (х ) = А  (л:). (9.16)
ах

Бу айниятдан А (х) матрицанинг а,, (х ) элементлари ягона усул 
билан аникланади. ва Z-1 (х) матрицаларнинг элементлари

/ интервалда узлуксиз булгани учун А(х)  матрицанинг элементлари 
хам шу интервалда узлуксиз. Теорема исбот этилди.

5. Остроградский — Лиувилль формуласи.
9.9-теорема. Агар (9.13) матрицали тенгламада А(х) матрица 

/  интервалда узлуксиз б$либ, Z (х) матрица (9.13) тенгламанинг шу 
интервалда аницланган матрицали ечими булса, у х;олда / интервал- 
дан олинган ихтиёрий х ва хо лар учун ушбу

 ̂ SpA (т) dt

det Z (х) = d e t Z M e * 0 (9.17)

формула уринли. Бунда 5рЛ(т) белей А(т) матрицанинг бош 
диагонал элементлари йитиндисидан иборат булиб, А (т) матрица
нинг изи- дейилади.

(9.17) формулани Остроградский — Лиувилль*) формуласи деб 
юритилади. Уни Вронский детерминанти оркали хам ёзиш мумкин:

* Остроградский — Лиувилль формуласи иккинчи тартибли чизикли дифференци
ал тенгламалар учун 1827 йилда Н. Абель томонидан. л-тартибли чизикли дифференци
ал тенгламалар учун 1838 йилда Ж. Лиувилль томонидан, системалар учун умумий 
колда М. В. Остроградский томонидан чикарилган.
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^  SpA(r)dx

W (x) =  W (Хъ)ех° (9.17)

И с б о т .  (9.17) формулани исботлаш учун W (х) детерми- 
нантдан х буйича хосила оламиз. Анализдан маълумки, W (х) нинг 
хосиласи

(x)+. . .  +  W„ (х) (9.18)

формула билан хисобланади. Бу формулада Wi—п-тартибли 
детерминант булиб, W (х) детерминантдан /- йули билан фарк килади. 
Бу /- йул эса W (х) нинг /- йул элементларини дифференциаллаш 
билан хосил килинади. Албатта, /- йул урнига /- устун туррисида 
гапирсак хам мулохазалар уринли булаверади. Энди W, (х) ни 
ёзайлик:

z„ (х) 2,2 (X) ... zln (х)
221 (X) ^2 (*) ••• (*)

w, (X) = 2(| (X) 4  (*) • • 4  (X)

2„| (X) 2„2 (X) .•• 2ЯЯ (X)

Бунда /-йулдаги хосилалар урнига (9.13) матрицали тенглама- 
нинг координаталар оркали ёзилишини назарда тутиб, тегишли 
ифодаларни куямиз:

2ц (*) 2,2 (X) .. 2, п (*>
221 (■*) 222 (X) ..• 2*, (х)

W, (X)= п

2 Ц / 2;, (X)
п
I  а'а г>2 (х) •

п

. 2 Оц 2(Л (X)
/=| /=| /='.

2Я| (х) 2„2 (ДС) .. 2ЯЯ (*)
Энди /-дан бошка хар бир k-йул, Л =1,2, . . . , /— 1, /+ 1 , . . . , 

 ̂ элементларини тегишли а,* га купайтириб, /-йул элементларидан 
аиириб ташлаймиз. Натижада куйидагига эга буламиз:

(х) =

2ц (х) Z,2 (х) ... Z\n (х)
2jl (х) ZJ2 (х) ... Z2„ (х)

аи г,, (х) Оа 2а (*) ... ц  г,я (х) 
z„, (X) zn2 (х) .... znn (х)

=duW (х), / =  1,2......  п.

237



Шундай килиб, (9.18) формулани бундай ёзиш мумкин:

^ Г ~ = (  2  аЛ\)Г(х)  ёки ™ £ ± -= (S p A) W (х). (9.19)

Биз Вронский детерминанти учун биринчи тартибли бир жинсли 
дифференциал тенгламани хосил килдик. Бу узгарувчилари ажрала- 
диган тенглама. Шунинг учун (9.19) тенгламанинг W( x0) =  W0 
бошланеич шартни каноатлантирадиган ягона ечими (9.17) формула 
билан ёзилади. Демак, Остроградский — Лиувилль формуласи исбот 
булди.

9.10-теорема. Бирор Z (х ), п у п  матрица (9.13) тенгламанинг 
I интервалда аницланган ечими булсин. Бу Z (х) матрица фунда- 
ментал булиши учун ушбу

AeiZ(x) =  W(x)=£0, x£l
муносабатнинг уринли булиши зарур ва етарли.

9 . 1 - н а т и ж а .  Агар Z (дс) матрица (9.13) тенгламанинг I интер- 
;и к)и аник,ланган фундаментал матрицаси булса, у х,олда ихтиёрий 

михсусмас (яъни детерминанти нолдан фарцли) С пУп-матрица учун 
Z (х)С матрица х;ам (9.13) тенгламанинг фундаментал матрицаси 
булади.

Ис б о т .  detZ(/) C =  detZ(/) detC=^0(9.1-леммага каранг).
С,
С2

9.2- н а т и ж а . Агар С = ихтиёрий (пу\)-вектор булса,

I C J
фундаментал матрица орцали (9.4) вектор-матрицали тенгламанинг 
умумий ечими

у (х) —Z (х)С
куринишда ёзилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
У'\ =  —Уг. у'г=У>

система учун

„<■>(,)_ ва y<2> { * ) = ( - S inX)
\  sin JC /  \  cos X  )

вектор-функциялар — oo < x <  ■+■00 интервалда ечим булади. Буни бевосита 
текшириб куриш мумкин, у (>) (jc) ва y m  (дг) ечимлар фундаментал системани таш- 
кил этади. Хакикатан, бу ечимлардан Вронский детерминантини тузамиз:

I cos х  —sin jc I о о .1 = co s  j c sin x =  1 Ф 0 . 
sin x  cos x  I

Демак, W  < х ) ф 0, — oo < jc<  + oo. Шунинг учун y (>) ( x )  ва y (2) ( x )  ечимлар фун-
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даментал системани ташкил этади. Берилган системада А (х) =  ^

* /  cosx — sinjr \5, ( ) матрица\  sin х cos х )

- С
0 - I
1 ;*) Шум

дай килиб.

dZ
dx

(9.211

матрнцали тенгламанинг фундаментал матрицаси булади. Энди фундаментал 
матрицаси

г (х) ( со 
si
cos х — sm jc 
sin x cos x )

’>
булган чизикли бир жинсли системани тузайлик. Равшанки,

dZ (х) /  — sin х  —cos л:'
dx \  cos х — sin х 

Энди Z 1 (х) магрицани топамиз: аввало

=  cos2 x +  sin2 х =  I, алгебраик тулдирувчилар 

/4n = co sx , /42|= s in jr ,  А {2 =  — sin ХИ22—cos*-

„ cos jc — sin jc I , ,
det Z (jc) =  I ----- -2 - * ---2

I sin x cos x

cos x

А21 \  ,/  cos х  sin х у
а 22 ) \  —sin х cos x t

/°11 а 12 \  d Z i x ) z
\°21 “22 J  dx
-c o sx 'l  Г cos x sin x Л
-sinx  ) { — sin x  cos x )

(*)=»

H? V)
Шундай килиб, берилган фундаментал матрицага ягона матрицали дифференциал 

тенглама мос келади ва у (9.21) тенглама билан устма-уст тушади. (9.21) матрицали 
_  -  ̂ / v /  cos х  — sin х \  „ ,тенгламанинг умумии ечими Z (jc) =  ( )С  куринишда, берилган нормал\  sin х  cos х )

системанинг умумий ечими эса

( cos 
si

cosjc —sin 
sin x cos

( y,i*\ )= y (x )= (co:
\ y 2 (*) )  V si

in x \  / c \ \  /С ,  cos x —C2 sin x \
> x  )  \ c 2 J  l  C, sinx-f-C2cosx J

2. Куйидаги y \ = y 2, У2 =  —У\+2у2 система учун 

У("  (•*) =  У  У,2> (*) =  ^

COSJC —sinx 
sin х cos х )с=

куринишда езилади.

хе*
(х+\)ех )

вектор-функциялар — о о < х < -( -о о  интервалда ечим булади. Шу билан бирга бу 
вектор-функциялар фундаментал системани ташкил этади, чунки улардан тузилган 
вронскиан нолдан фаркли:

W (х) = /  хе*
/  ( х + 1 ) /

=е2хфО.
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Шунинг учун умумий ечим

У <*) =
М - С' ( ^ ) +С’ ( ^ п « - )

стема урнига мкуринишда ёзилади. Берилган система урнига матрнцали тснгламани, яъни
dZ
dx

тенгламани курамиз. Энди фундаментал матрицаси Z (дг) = ж/ \
( х + \ ) е х )

(9.22)

булга и

матрицали тенглама тузамиз. Равшанки, det Z (х) =  е2‘, А и (х) =  (х-\- \)е*, 
А |2 (*) =  — е*, А21 (ж) =  — хех, А22 <х) =  е*. Шунинг учун

Л ( x ) = ^ j ^ - Z ~ '  ( х )  
dx - (

/ ' ( J f + l j e *  \ _1_ / ( x + l ) / - * * ? 1 \

<*<ж+2)ж* / е 2* V /
/  I ж+1 \  /  х +  1 —х \ (  О 1 \
V1 ж+2  Д  - I I  )  1 - 1  2 /

Демак, А (х) ■■ (-, i> Шундай килиб, (9.22) тенглама берилган фундаментал

матрицанинг ягона дифференциал тенгламасидир.
Энди берилган фундаментал матрица буйича чизикли системани тузиш йулини 

курсатамиз.
Ушбу у*1* (х), г/,2> (дт), ... , у1'1* (х ) функциялар /  интервалда чизикли эркли 

функциялар б;)либ, шу интервалда дифференциалланувчи функция булсин. Яна 
у (х ) хам / интервалда аникланган, узлуксиз дифференциалланувчи функция булсин. 
Агар (дг). =  1, ... , п ва у (дс) функциялар бирор чизикли системанинг ечими
булса, у холла куйидаги айннятларни ёзиш мумкин:

dy, ' 1 (О,)
- = а п (* ) j / ,+ a 12 (х)у2 +  ... +  а,п (х)уп,

dx

4Уп
dx =  ап\ (х )У[+ап2 (х)у2 +  . ..+апя (х)у„

dy (И
(9л)

чО|)

(0 )

dx
- п  и  4  I 4 -  п  1 /14-1-  -L. п  / / 1 4-а\\У  I А-Ч\2У2 + -  +  ainy„

dyn ( 1 )

dx ■— a nl У 1 11 +  а п2 У 2 ] + • • • + “ /!// г / л 1’ .

du. 1 . — п  , , ( я)  . „  (я) I I -  „ ( я ). — аи у \ + « 12г/2 + - + в |« у «

( я )

dx "= a /ii У Г ’ + ап2 У г"' + -  +  апп У hn>

(*.)
(«,)

( 1 )

ю

(Я)
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(an= ац (x)).  Езилган (0), ( I ) ....... (л) системаларнинг биринчи тенгламаларини
олиб система тузамиз:

dy\
dx =  <*|| J/i + а12̂2 + - '+ а1л̂ л'

— ~--*= а\\У j '1 + a |2 ‘/2l> + -  +  а 1яУя

dy 1(я)

dx аи у\п) + а \2У2П' +  - + а 1л!/|(я). „(я)

Бу системанинг чаи томонини хам унг томонга утказиб, тегишли хосилалар олдидаги 
коэффициентлар ( — 1) га тенг булгани учун уларни a l0 (аш=  — 1) деб белгилай-
миз. Натижада а 10, а п>... а1л ларга нисбатан ушбу

dy,
0,0 ~dx + а12̂ 2+ - + а1я!/л=0'

а
dy |(О

а

10 dx 

dy\n)
10 dx

+  0 ||У j "  +й\2У2 1 +  --- +  a | n l / i  * —

'+<*11 J/!"’ + а12^2Я| +  • + а1л̂ л * = ®

системага эга буламиз. Бу система тривиалмас ечимга зга, чунки а, 0 — 
Шунинг учун унинг детерминанти нолга тенг булиши керак, яьни

=  -  I =*0.

dy\
dx У\ Мг— Уп

d y \ " „(1) „(1) „(1)
dx У\ y2 .. Уп

dy\n)
dx У1 У2 ■ Уп

=0, хе/.

Шунга ухшаш, (0), (1), . . . , (л) системаларнинг мос равишда Л-тенгламаларини 
олиб, тегишли мулохаза юритсак, куйидаги

dyk
У\ У2 'dx •• Уп

dy[ '»
dx A" „(0У2 ■у'"

dyr
dx y\a) У2 .. У'пП>

=  0, *£ /, k = l , 2  .... л (9.23)

муносабатларга келамиз. Виз k нинг хар бир 1 ^ А < л  кийматида битта биринчи 
тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламага эгамиз. Демак, k =  I, 2, .... л
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булганда (9.23) муносабатлар хоснласи олдидаги коэффициента Вронский детерми- 
нантидан иборат бирннчн тартибли чизикли бир жинсли тенгламалар системасиднр.

Юкорида курилган I- ва 2- мисоллар учун берилган фундаментал системага мос 
чизикли системани шу усул билан чикариш мумкин.

9.3- §. Ч И З И М И  БИР Ж ИН СЛИ  БУЛМАГАН СИСТЕМАЛАР

Ушбу

( х ) у  +  Ь (х) (9.3)

система берилган булсин. Бунда А (х) квадрат матрица ва Ь (х ) Ф 
^ 0  устун вектор /  интервалда аникланган ва узлуксиз. Чизикли 
L оператори ёрдамида (9.3) система

L ( y ) = b ( x )  (9 .3 ')
куринишда ёзилади.

9.11- теорема. Агар Ч3 (-*:), х £ /  вектор-функция бир жинсли 
булмаган (9.3) тенгламанинг бирор ечими булиб, ср (х), х£1 вектор- 
функция унга мос бир жинсли (9.4) тенгламанинг бирор ечими булса, 
у цолда шу вектор-функциялар йитиндиси <р (х) +  Ф (х) бир жинсли 
булмаган тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  Бевосита L (<р (х) -|-ф (х ) ) ни хисоблаймиз. 
М ф ( * ) ) = 0 .  /- (t|> (дг)) =Ь{х)  эканини хясобга олсак, ушбу
L (<р(х) +  ф (х)) =Z.(«p(x)) + L (ф (х )) в=0-|-<>(х) айният теоремани 
исбот этади.

9.12- теорема (умумий ечим х.акида). Чизикли бир жинсли 
булмаган системанинг умумий ечими унинг бирор хусусий ечими 
билан мос бир жинсли система умумий ечимининг йигиндисидан 
иборат.

И с б о т .  Агар бир жинсли (9.4) системанинг фундаментал 
матрицасини Z (х ), бир жинсли булмаган системанинг хусусий 
ечимини ф(х) десак, теореманинг тасдики буйича бир жинсли 
булмаган системанинг умумий ечими

у  (х) =  Z (х) С +  ф (х)
(С — ихтиёрий узгармас устун вектор) куринишда ёзилади. 9.11- тео- 
ремага кура Z (х) C-j-ф (х) вектор-функция (9.3) тенгламанинг 
ечими. Энди бу ечим умумий эканини исботлаймиз. у= у° (х), х £ /  
вектор-функция (9.3) тенгламанинг ф (х) дан фаркли ихтиёрий ечими 
булсин. У холда ягона С° узгармас вектор учун /  интервалда

у° (х) = Z  (х) С° +  ф (х)
айният уринли эканини курсатиш мумкин. Хакикатан, у° (х) функция 
у°(хо)=у°,  ф (хг) функция ф (хо) = ф ° бошлангич шартни кано- 
атлантирсин. Ушбу

y° =  Z (хо) С +  ф° 
ёки

Z (-*<*) £  ( r f - t t f j V O
/—I



вектор-тенгламани курамиз. Бундан Z (хо) матрицага тескари 
матрица мавжудлиги учун (чунки det Z (хо) =  W (о) =/=0) ягона С° ни 
топамиз:

C °= Z -‘ (хо) (</>-фЬ).

Шундай килиб, у0 (х) функция учун

(х) = Z  (х) Z -' (Хо) ( ф - ^ ) + А >  (х)

формулага эга буламиз. Теорема исбот булди.
Машкда мух,им роль уйнайдиган яна икки теоремани келтирамиз.

9.13-теорема. Агар ушбу

L (у) =  2  6,т) (х),

Ь\т) (х)
=  6,т' (х) бС (/) (9.24)

С  (*>

бир жинсли булмаган тенглама берилган булиб. ф1И(*К V2’ ( х ) , 
..., ф1*’ (х) вектор-функциялар I интервалда мос равишда

L (у) =  б<|> (х), L (у) =  Ьт (,х)....... L (у) =Ь<*> (х) (9.25)

тенгламаларнинг ечимлари булса, у дголда I  интервалда

ф (х )= ф (|) (х )+ ф |2) (х) + ф'*> (х) (9.26)

вектор-функция берилган (9.24) тенгламанинг ечими булади. 

Ис б о т .  Теореманинг шарти буйича куйидаги
L (ф(я,) ( x ) ) = b im) (х), х6/,/п =  1, 2....... k

айниятларга эгамиз. L операторнинг хоссасига асосан топамиз:

L (ф (х)) — L (  2  Ф,я, ( х ) >) =  2  Мф'"” U ) ) =  2
\  m =  I /  n\ =  1 m=l

Теорема исбот булди.
9.14-теорема. Лгар b ( x ) = b U) ( x ) + i b w  (х), х £ / комплекс век

тор-функция булиб, ушбу
Н у )  = b (n (х) + ib ,2> (х)

тенглама чизикли оператор L нинг коэффициент лари ^ациций 
булганда у =  ф(,) (х) -(-гф<2> (х) комплекс вектор-ечимга эга булса, 
у х,олда ф(,) (х) ва ф(2) (х) вектор-функциялар мос равишда

Ц у ) = Ь ("  (х), L(y)  = Ь {2) (х) 

тенгламаларнинг ечими булади.
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И с б о т . Биз ушбу
L (ф‘'> (*)-Нф,2) (х ) ) = 6 (|) (x)+i.ft,2> (х), х £I 

айниятга эгамиз. Бундан
L (\Jj(,) (x ))+ tX  (V2' (х))=&"> (x)+ibm (x) 

ёки
L (ф,и (х ) )= й " ' (x), L (ф,2) ( ^ ) ) = 6 (2) (x)

айниятлар келиб чикади. Теорема исбот булди.
1. Узгармасни вариациялаш усули. Коши формуласи. Бу

усулни Ж. Лагранж номи билан аталади. Унинг мазмунини баён 
киламиз.

Ушбу
ф("  (х ), ф,2) (х), .... ф,я) (х)

функциялар / интервалда (9.4) тенгламанинг фундаментал системаси 
булсин. (9.3) тенгламанинг (яъни бир жинсли булмаган тенглама
нинг) ечимини куйидаги

У — °\ (*) ф(1) (*)+02 (*) ф(2) (х )+ ... +  о„ (х) ф‘л> (х ) (9.27)
(о, (х), х £/, 1 =  1, 2........... л-бирор номаълум скаляр функциялар)
куринишда излаймиз. Бу (9.27) функция (9.3) тенгламанинг ечими 
булиши учун аввало о, (х), / =  1, 2, . . . .  л функциялар / интервалда 
дифференциалланувчи булиши зарур. Колган шартларни (9.27) функ
ция ечим булиши шартидан чикарамиз. Шунинг учун (9.27) функция- 
ни (9.3) тенгламага куямиз:

п d o - ( х )  п
2  - d — ф(<) (*) +  2  о, (х) L (ф(,) ( х ) ) =6  (х).

1 = 1 i=l
A m m o  L (ф'0 ( х ) ) = 0  б у л г а н и д а н  к у й и д а г и г а  э г а м и з :

d  а, (д г)
dx <Р(1> (х) =Ь  (X).

Топилган вектор-тенглама скаляр функциялар </а, (дс)

(9.28)

d o n(*)
d x  ’ " ” d x

учун чизикли бир жинсли булмаган тенгламадир. Унинг детерми- 
нанти вронскиандан иборат. ф(|) (х), ... , ф(л> (х) вектор-функция- 
лар / да фундаментал системани ташкил этгани учун бу вронскиан 
нолдан фаркли. Демак, (9.28) вектор-тенгламадан
d  О: ( х )

/= 1 , 2, ... , л функцияларнинг ягона ифодасини топамиз:d x

d  <Т, (х ) 

~ d x
= 6, (х), / =  1, 2, ... , л, х£/.

Бундан
X

о, (* )=  \ б, (т) dx+C,, х£ /, i=  1, 2, ... , л
*о
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(СьСг, ... , С„-ихтиёрий узгармаслар). 
(9.27) га куямиз:

У=  2  с  У "  (х) +  2  ф(0 (X) 5

Топилган

6, (т) dr.

ифодаларни

(9.29)

Топилган ифодада Ci,...,C„ лар ихтиёрий узгармас булгани учун
П _
2  СУ* (х)=ср(х) вектор-функция (9.4) тенгламанинг умумий

/= I
« xf

ечими булади. ф (х) =  2  ф(,> (*) \ 8, (т) dx вектор-функция эса
i

бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечимидир.
Шундай килиб, умумий ечим хакидаги 9.12-теоремага асосан

(9.29) формула (9.3) тенгламанинг умумий ечимини ифодалайди.
Узгармасни вариациялаш усулидан бир жинсли булмаган 

тенглама учун Коши масаласини хал килишда хам фойдаланиш 
мумкин. Хакикатан, бизга ушбу

^ = А  (х) y +  b (х), x£l ,  у (x0)= t/> (9.30)

масала берилган булсин. (9.4) тенгламанинг х=Хо булганда бирлик 
матрицага айланувчи фундаментал матрицасини Z (х, хо) дейлик. 
Демак, Z (хо, х0)= Е . Бундай матрица (9.4) тенгламанинг нормал 
фундаментал матрицаси дейилади. Агар узлуксиз дифференциалла- 
нувчи номаълум а (х) вектор-функция учун а (х 0)= у °  тенглик 
бажарилсин десак, (9.30) масаланинг ечимини

у (х) = Z  (х, х0) о (х) (9.31)
куринишда излаш мумкин. Аввало у (х0) = Z  (хо, х0) а (хв) =Еу° =  
=у°. Энди (9.31) вектор-функциядан хосила олиб, (9.30) га куямиз:

— °  (x ) + z  (*’ хо) - ^ Х) = А (*) z  (х, х„) о (х ) + Ь  (х).
Бундан

айниятга кура куйидагига эга буламиз:

2(Х, Хо) ^ р - = Ь ( х ) .

Бу тенгликнинг икки томонини чапдан Z-1 (х, д̂ ,) 
купайтирамиз:

(х, хо) Ь (х).d а (х) 
dx

Энди хо дан х гача (х£/, хо£/) интеграллаб топамиз:
X

а (х) = о  (Хо) -f $ Z-1 (т, х„) Ь (т) dx.

матрицага

(9.32)
‘о
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Топилган ифодани (9.31) га куйсак, куйидаги формулага келамиз:

У (х) — Z (х, Хо) И Z (т, Хц) Ь (т) dx
)

еки

у (х) =  Z (х, хо) j/»+ J Z (х, X,,) Z - ' (т, ха) Ь (т) dx. (9.33)
*0

Бу (9.33) формула (9.30) масаланинг ечимини беради ва Коши 
формуласи деб аталади.

Агар (9.33) формулада у0 вектор ихтиёрий булса, бу формула 
чизикли тенгламанинг умумий ечимини беради. Унда <р (х) = Z  (х, 
х0)у° — мое бир жинсли чизикли тенгламанинг умумий ечими булиб,

X
ф (х) =   ̂ Z (х, хь) Z-1 (т, Xq) b (т) dx вектор-функция эса чизикли

*0
бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими булади. ф (х) век
тор-функция хусусий ечим эканини бевосита хисоблаб текшириш 
мумкин:

d ф (*) 
dx

dZ (х , дс0> 
dx \ Z ' (х, Хо) b (т) dx -+-

0̂

+  Z(x, X a ) Z  ' (х, Xo)b(x) =A(x)Z(X,  X q ) ^ Z 1 (t, X0)b(T)dl +
*0

-\-b (x) =A  (x) j  Z (x, Xo) Z_1 (r, Xo) b (x) dx + b  (x) =
*0
= A  (х)Ф(х) + ft(x).

Коши формуласини яна содда куринишда ёзиш мумкин. Бунинг 
учун ушбу

Z (х, t) = Z  (х , Xq ) Z~' (т, ль), (9.34)
х£/, х0£/, т£ /, т<!х 

айниятни исбот этамиз. Куйидаги
Ф(|) ( x ) =Z( x ,  т), Ф,2> (x )= Z  (х, j*o) Z -1 (т, ль) 

белгилашларни киритамиз. Равшанки,
Ф"» (т) = Z  (т,т) = £ ,  Ф<2> (т) = Z  (т, ль) Z - ' (т, ль) = £ ,  

демак,
ф"» (т )= Ф '2' (т). (9.35)

Шубхасиз, Ф(" (х) матрица (9.13) тенгламанинг ечими, Ф<2,(х) 
матрица хам шу (9.13) тенгламанинг ечими булади. Х.акикатан, 
Z- (т, ль ) =С деб белгиласак, бу матрица х га боглик булмагани

246



чун 9.1 - леммага кура Z (х, х0) С матрица хам ечим булади. Шундай 
^илиб, ечимнинг мавжудлиги хакидаги. 9.1- теоремага асосан, 
ф(п (х )= Ф ,2) (х), х£ / айният, ва демак, (9.34) айният уринли. 

Шу (9.34) айниятдан фойдаланиб, (9.33) формулани
X

у (х) =  Z (х, хь) </° +   ̂ Z (х, т) Ь (т) dx (9.36)
*0

кйринишда хам ёзса булади.
2. Чизикли бир жинсли булмаган системанинг ечимини юкоридан

б ах о л аш . Бу бандда баъзи табиий шартлар бажарилганда чизикли 
бир жинсли булмаган системанинг ечимини юкоридан бахолаймиз.
(9.3) тенгламада А (х) матрицанинг нормасини бундай аниклаймиз:

I\А (х) || =sup|/4 (х) |, \А (х) | =  2  Iа,, (х) |, <7, < х < < 72.
i. /—1

9.2- л е м м а .  Агар у = у  (х) вектор-функция q\ < x < ? 2 оралик,да
(9.3) тенгламанинг у ( х 0)=у°,  <71< X 0<<71 боиглангич илартни 
щюатлантирадиган ечими булса, у х,олда <71 <  х <  <72 оралик,да уилбу

т Ж

-   ̂М (S) I ds  ̂ Но <т) || </т

\У W K I I i / M  +  l 5  М т ) е  ‘ °  d T | } ^ “  (9.37)
*0

тенгсизлик уринли.
*

Ми с о л .  Ушбу чизикли бир жинсли булмаган 

( </! =  —J/2 + 1-
|  </£ =У, + »in  х, ft (дс) =  (  s j‘ х )  

системанинг умумий ечими топилсин.
мос бир жинсли системанинг фундаментал системаси 9.2-§. 1- мисолда топилган

эди:

w = ( cosx Y
\  sin X )  \  COS X )

Энди бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечимини излаймиз. Бунинг учуй 
Узгармасни вариациялаш усулинн кУлланамиз, яъни ечимни (9.32) куринишда ёзамиз.К Иrt i y\

i '= l ,  2 функциялар учуй

(9.33) системадан фойдаланамизг

sin х

SiII 
V

(x) булиб, l ' '
dx

da | da,2 i
1 dx

31 fl X
dx

— i,

d a t da2--cin V

d x
COS X dx
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Езилган системанинг детерминанта I га тенг. Шунинг учун: 

da\ I I 1 ._  .
=  cos * +  sin *,dx 

d o2
~dx~=

— sin X
sin x  cos x

cos* 1
sin x sin x

ai (•*)=  ̂ (cos * +  sin2 x) d x =  ^ c o s *  +

=  sin x cos x — sin x 

1 —cos 2x

, 1 1 . „ „=  sin * + — * — —sin 2* +  C,.2 4

CT2 <jr) =  $ (sin*cos*—sinx) d x =  ^ y s i n  2x — sin x ^ d x ~  

1
=  — — cos 2x +  cos x +  C2.

Энди бернлган системанинг умумий ечимини ёзиш мумкин:

» ( x ) ^ ( s i n x + i x - i ^ 2 * ) ( ^ ' ) + ( - :Lcos2* +

+ c o s x ) (  - S in x )  +  C, ( C0SX ) + c J ~ S in x )
\  cos* )  1 V S i n *  Г  2 V cos* )

9.4-§. ЧИЗИКЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТ И БИР ЖИНСЛИ 
СИСТЕМАЛАР

1. Характеристик тенглама. (9.4) тенгламада А матрица узгармас 
булсин. Бу холда биз ушбу

^ = А у ,  /4 =  const (9.38)

чизикли узгармас коэффициентли бир жинсли вектор-матрицали 

тенгламага эгамиз. Агар L — A —рЕ, р =  -~— о п е р а т о р д а н  фойдалан- 

сак, (9.38) тенгламани ушбу

( А - р Е ) у  = 0 (9.39)

куринишда ёзиш мумкин. Бунда Е — бирлик матрица. Равшанки. 
A —p E = L ( p )  ва бу L (р) оператор р га нисбатан п — тартибли 
матрицадан иборат. Уни координаталарда ёзамиз:

А , —Р о12 ... аы

L (р) = ап «22- Р ... 0*2 п

о,, Оп2 апп —р .
Демак, (9.38) ни яна

L (р) у = 0
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• инишда ёзиш мумкин. Энди det L (p ) = D  (р) деб белгилаймиз. 
^У'р  (р ) детерминант ёрдамида тузилган тенглама (9.38) тенглама- 
ШУг характеристик тенгламаси дейилади. Кейинги мулохазаларимиз 
нинактеристик тенгламанинг илдизларига караб (9.38) тенгламанинг 
хаР чи3икли эркли вектор-ечимларини топишга багишланган булади. 
r Tнцнг учун биз аввал (9.38) тенгламага ёки барибир, L (р) у =  

тенгламага нисбатан умумийрок чизикли бир жинсли системани 
интеграллаш усули билан шугулланамиз. Бу усул чицариш усули 
Цоми билан аталади.

2. Чикариш усули. Ушбу

L (р) =

Ц\ (Р) L\2 (р) ... Lin (р)
4 l (р) -̂22 (р) ••• 4 п (р)

4,1 ip) 4й (р) -  Кп (р)

(9.42)

матрица берилган булиб, унда хар бир Lis (р) элементларга нисба
тан бирор тартибли купхад булсин. Жумладан, агар Lis (p)=a is, 
tV = s , L u  ( р )  =а& —Р  булса, (9.42) матрица юкорида курилган 
(9.40) матрица билан устма-уст тушади. Энди

L (р) y = f  (х) (9.43)
вектор-матрицали тенгламани курамиз, унда

У\ ' /| (х) '
• , f (х) =

,Уп . fn <Х) .

булиб f  (*) вектор-функция бирор / интервалда аникланган ва 
кераклича дифференциалланувчи. (9.43) тенглама координаталарда 
ёзилса, Lis(p)ys ифода y.s ва унинг хосилаларининг чизикли ком-
бинациясидан иборат. Номаълум функциялар сони тенгламалар 
сонига тенг. Агар бирор L is ( р ) Ф 0 булиб, (9.42) матрицанинг кол-
ган элементлари айнан нолга тенг булса, у холда биз ys га нисбатан 
бирор тартибли чизикли узгармас коэффициентли бир жинсли бул- 
магап (унг томони /, (х) булган) битта тенгламага эга буламиз. 
бу холни б- бобда тула урганамиз. Берилган (9.43) тенгламанинг 
тартиби бундай аникланади. Ln (р), Lг, (р), ... , LnX (р) купхад-
лаРнинг энг катта тартиби р,, L12 (р), Ц.2 (р), ... , Ln2 (р) купхад-
ларнинг энг катта тартиби р2 ва х. к. L\n (р), Lm (р), — , Lnn (р) 

.^Хадларнинг энг катта тартиби эса q„ дейилса, системанинг тартиби 
+<7г +  ... +  р„ формула билан аникланади. 

а ’ 'Р) матрицанинг детерминантини D (р), L s(p) элементнинг 
м еораик тулдирувчисини (яъни тегишли ишораси билан олинган 
р  НоРини) Л4,, (р) дейлик. У холда олий алгебра курсидан маълумки, 

\Р) Детерминант алгебраик тулдирувчилар оркали бундай ёзилади:
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бунда 6« — Кронеккер символи ((8.32) га каранг). (9.43) тенгламани 
координаталарда ёзамиз:

2  Lsj (р) у$ =fj  (ас), / =  1, 2, ... , п. (9.43')
5= I

Энди у(х) вектор-функция шу (9.43') системанинг бирор ечими 
булиб, етарлича тартибгача дифференциалланувчи булсин. (9.43') 
системанинг икки томонини хар бир / учун Af„ (р) га купайтириб 
/ буйича йигиндисини оламиз:

2  2  Ц, (р) Lsj (р) ys (дс) =  2  М„ (р) I  (х).
/ = I *■=! / - 1

(9.44) формулага кура куйидагига эгамиз:

D (р) М (ас) =  2  M,i (р) f, (at), < =  1, 2........п. (9.45)
/=|

Бу системанинг унг томонида /, (ас) , f 2 (х). . . , f„ (jc) функция- 
ларнинг ва уларнинг маълум тартибгача хосилаларининг йигиндиси 
турибди, уни Fj (дс) дейлик. У холда

D (р) У, (x)=Fi  (х) (9.46)
тенгламага келамиз, бунда F, (ас) функция / интервалда аникланган 
узлуксиз функция деб каралади. Равшанки, D (р) — бирор купхад 
(р га нисбатан). Бу D (р) — чизикди дифференциал оператордан 
иборат. Шунинг учун (9.46) тенглама у, га нисбатан бирор тартибли 
чизиади бир жинсли булмаган дифференциал тенгламадир. Бундай 
тенгламаларни интеграллашни биз биламиз. Баён этилган усул 
берилган (9.43) системани хар бири биттадан номаълум функцияни 
уз ичига мган п та чизикли дифференциал тенгламалар системасига 
келтиради. Чикариш усулининг мазмуни ана шундан иборат.

(9.43) тенгламанинг хар бир ечими у (ас) учун у, (ас) функция
(9.46) тенгламанинг ечими булади. Аммо шу (9.46) тенгламаларнинг 
ихтиёрий ечими (9.43) тенгламанинг ечими булиши шарт эмас.

Амалда хар бир (9.46) тенглама умумий ечими орасидан 
интеграллаш формуласини танлаш хисобига (9.43) тенгламанинг 
ечими топилади.

Чикариш усулини f (дс)=0, лг£/ булган холга, яъни ушбу
L (р) у = 0 0.47)

(бунда L (р) — (9.42) матрица) бир жинсли системани интеграллаш- 
га татбик этамиз. L (р) матрицанинг детерминанти D (р) айнан нолга 
тенг булмасин ва X — D (р) купхаднинг k каррали илдизи булсин. 
У холда (9.47) тенгламанинг ечимини

y = g  (ас) еХх% (9.48)

2  Af„ (P) Lsi (p)=6si D (p), (9.44)
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81 ( * )

8 ( * )  =  :

g„ (x)

«ч'пинишда излаймиз, бунда g ,(x )........g„(x) функциялар тартиби
(/У 1 ) коэффициентлари номаълум булган купхадлардир. Энди 
(9 48) функцияни (9.47) тенгламага куямиз:

О =  L (р) g (х) е ^ = е кх L (р +  к) g ( х) .  (9.49)
Бу муносабатнингтугрилиги (6.17) формуладан келиб чикади. Факат 
(6.17) формулада L (р) купхад эди. Бизнинг холда L (р) — 
элементлари купхадлардан иборат матрица. Шу L (р) матрицани 
g (х)екх векторга купайтириб, хосил булган векторнинг хар бир 
координатасига уша (6.17) формулами татбик этилса, юкоридаги 
муносабат чикади. Энди (9.49) дан, екх га кискартириб, топамиз:

L ( p + k ) g ( x )  =  0. (9.50)
Шундай килиб, (9.48) вектор-функция (9.47) тенгламанинг ечими 

булиши учун gi (х), . . . , gn (х) купхадлар (9.50) муносабатни 
каноатлантириши зарур ва етарли. Агар (9.50) ни координаталарда 
ёзсак:

П
2  4 / (/> +  *) gs (Х)=0, / =1 .  2......  п. (9.51)

Хар бир /, 1 < / < ц  учун (9.51) тенгламада чап томони k — 
— 1- тартибли купхаддан иборат. х  нинг барча даражалари олдидаги 
коэффициентларни нолга тенглаштириб, g, (х) купхаднинг коэффи
циентлари учун k та чизикли бир жинсли алгебраик тенгламалар 
системасини хосил киламиз.

Демак, чикариш усули бир жинсли (9.47) тенгламанинг ечимини 
излаш масаласини чизикли бир жинсли алгебраик тенгламалар 
системасини ечишга олиб келади.

(9.47) тенгламанинг умумий ечимини излаш масаласини куйидаги 
теорема ечиб беради.

9-15-теорема. (9.47) тенглама берилган булиб, унда D (р) =  
~=det L (р) детерминант айнан нолга тенг булмасин ва Х|, кг, . . . , 
Km~~D (р) купхаднинг мое равишда k\, k2, . . . , km каррали турли 
илдизлари булсин. У холда (9.47) тенгламанинг умумий ечими 
Щиидаги

y = g " ) (х) ev -|-g,2> (х) 6>V +  . . .+ g ,'n’ (х) еКх (9.52)

кУРинишда ёзилади, бунда g(,) (х) =  (gj0 (х),..., gj° (х))* ва 
8/ (х )  та р ти б и , ki — 1 булган купхад. Бундан куринадики, 
__/̂ 7) тенгламанинг хор бир ечими х нинг барча к,ийматларида, яъни 

,, <  -)- оо оралик,да аникланган булади.
С х С®0 т - Равшанки, хар бир (9.48) куринишдаги ечим — оо <  
била'?-4 ' 00 интеРвалда аникланган. Шунинг учун (9.52) формула 

н езил ган  ечим хам шу — оо < х <  °о интервалда аникланган



булади. Энди (9.52) формула умумий ечимни ифода этишини курсат 
миз. Аввал (9.52) функция ечим эканини исботлаймиз. Бунинг vJ a' 
(9.52) функцияни (9.47) тенгламага куямиз. Агар хар
g {s)(x)es* вектор-функцияни (9.48) га кура ечим эканини хисобг
олсак’ L (р) (£<" (х) <?V  +  - + g (m) (х ) е ”*) =

= e ' xL (р +  \  )g""1 (х) + ...+  L(p +  \ n)g ' " ' (x )=0
тенгликка келамиз. Энди (9.52) формула умумий ечимлигини 
курсатиш колди.

Бирор /  интервалда аникланган у (х) вектор-функция (9.47) тенг- 
ламанинг ечими булсин. У холда уни (9.52) куринишда ёзиш мумкин 
Х,акикатан, у (х) функциянинг хар бир координатаси D (р) ys (х ) 
= 0  тенгламани каноатлантиради ва демак, (6.24) формулага асосан 
ys (х) функция ушбу

«
ys ( х ) =  2  gis ( х ) е ‘х, s = l ,  2, ... , я (9.53)

i =1

куринишда ёзилиши мумкин, бунда yis (х) купхад (Л,— 1)-тартибли, 
\\-характеристик тенгламанинг (яъни D (р) =  0 тенгламанинг) £• 
каррали илдизи. Шундай килиб, хар бир координатаси (9.53) кури
нишда ёзиладиган у (х) вектор-функция хам (9.52) куринишда 
ёзилади. Теорема исбот булди.

М и с о л л а р .  I. Ушбу
' / "  +  </! —  У2 =  0, ( Л —  У2—  </2 =  0 

системани чикариш усули билан ечамиз. Уни

( (Р + 1 ) У \ ~ У2= 0- 

[ р 2 У\ — ( р +  •) </2 =  °

куринишда ёзсак, D (р) детерминант учун топамиз: 

/7+1 - 1
D (р) =

Р - ( Р +  1)
=  — (Р+ I )2 +Р2 — —2р— 1.

Куринадики, D(p) — биринчи тартибли купхад. Унинг илдизи Х = ——. Д е м а к .  бе-

рилган системанинг ечимини у =

Тегишли хосилалар схлиб системага куямиз:

куринишда и з л а ш
лозим-
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бундан
_ i_x

, 2 га кискартириб топамиз:

А 1 1— - Я =  0. — А — - В  =  0.
2 4 2

тенгламадан бири иккинчисидан косил килиниши мумкин Шуиинг учун биз 
БУ иККИ номаьлумли тенгламага эгамиз. Унда В — С — ихтиёрий узгармас килиб 
бнтта икк ^  булади. Демак, берилган системанинг умумий ечимитанлаиса. л

</ =
t i )

(С — ихтиёрий узгармас) к^ринишга эта.

2. Яна бундай
|  У И
[ ч

4-5j/| + 2</£ + i/2=0, 
+ 5т/| + (/2 + 3у2 =0

системани хам курайлик. Уни
|  (р2 +  5р) £/, +  (2р +  1) у2 =  0.

[ (3p2 +  5)p, +  (p + 3 )i/2= 0  

куринишда ёзиб, детерминантини топамиз: 

р2 "Ь 5р 2р+ 1
О (р) =

Зр2 +  5 р +  3
=  (р2 +  5Р) (р +  3 ) - ( 2 р  +  1) (Зр2 +  5) =

з =  р3 +  8р2+15р  — 6р3- З р 2 — 1 0 р - 5 = - 5 р 3 +  5р2 +  5р — 5 =
=  - 5 ( р - 1 ) 2(р+1).

Бундаи О(р) купхалнинг иХдизларини топамиз: Я* =  1 (икки каррали), Я2 =  
=  —I. Куринадики, (/ " ва у 1г1 векторларни куйидагича излаш лозим:

„<*>= (у\и \ (  <«.+м' V ^  Л!21 V  ЛГ* V
\У2И /  \  (as +  *2X)e‘ )  у«42> /  \ d2e Х )

(а, +Б|*) е*
(а2 +  Б2дг)<?‘

Содда хисоблашлар ёрдамида шуни топамиз:

*'"<*)«- (  { W x ) e X  X  Сзе~х \
У  ( - 2 C , - C 2- 2 C 2x)ex J  у  — 4С2е ~ *  )

Демак, умумий ечим

У U)

Каби ёзилади.

/  (Ct + C 2x ) e * + C 3e - X \

I  ( -2 С , - С 2- 2 С 2х)ех- 4 С 2е - х J

ентли нИК,аРиш усулининг ч и зи м  и бир жинсли узгармас коэффици- 
(9-38) ТрцМал системани интеграллашга татбики. Чикариш усулини 
Рица (Q “ГЛаманн интеграллашга татбик этамиз. Бу холла L (р) мат- 

(».4U) куринишда булиб,
Lsi (р ) = a si — p8si, j, s =  1 ,2 ...........п
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6si — Кронеккер симвми ва О (р ) детерминант А =  (а„) (/, / =  I
п) матрицанинг характеристик детерминанти (ёки тегишли характе 
ристик тенгламаси) булади. Кейинги мулохазалар D (р ) кунхаднин 
илдизлари оддий ва каррали булишига боглик. Шунинг учу  ̂
куйидаги икки холни алохида курамиз.

Г) D (р ) купх;аднинг илдизлари л;ар хил. Шу купхаднинг 
илдизлари Х|, Х.2, . . .  , К  булсин. У холда бу илдизлар оддий, яъни \ап 
хил булгани учун А, илдизга мос ечим ^

куринишда изланади, бунда =  g£"........ gj'1) * *— у с т у н
узгармас вектор бу yw векторни (9.38) тенгламага куямиз:

А матрицанинг А, хос сонига’1 (характеристик сонига) мос хос 
вектори экани келиб чикади. Юкоридаги тенглик gU) векторга 
коллинеар булган барча векторлар учуй бажарилади. Шунинг учун 
бирор тайинланган Л10 векторни олиб* g*0 = С (А(,) (С, — ихтиёрий
узгармас) каби танлаймиз. 9.7- теоремага кура курилаетган холда 
чизикли бир жинсли узгармас коэффициентли системанимг умумий 
ечими

куринишда ёзилади. Шундаймлиб, куйидаги теорема исбот этилди:
9.16- теорема. (9.38) тенгламада А матрицанинг хос сонлари\\М ' 

■ ■ - , А„ лар х,ар хил булиб, Л(|>, ..., Л(я)— уларга мос хос вектор
лар булсин. У уолда (9.55) вектор-функция (9.38) тенгламанинг  
умумий ечимини ифода зтади.

Э с л а т м а .  Юкоридаги мулохазаларда А матрица, умуман айтганда. комплекс 
элементларга эга эди. Агар А матрица хакикий булса, у холда хос векторларни шунда 
танлаш лозимки, хакикий хос сонларга хакикий хос векторлар, кушма-комплекс *°с 
сонларга кушма-комплекс хос векторлар мос келсин. Бу холда натижада кушма- 
комплекс ечимлар олдндаги ихтиёрий узгармасларни кушма-комплекс. ха кики 
ечимлар олдидаги коэффициентларни хакикий килиб танланса, хакикий умуми 
ечимга эга буламнз.

Келгусида биз А матрица хакикий булган холни курамиз.

1 сон
*) Агар узгармас А матрица учун Ah =  Xh тенглик бажарилса, у холда 

А матрицанинг хос сони, h вектор эса X га мос хос вектор дейилади (1J

(9.54)

\ g (n е ‘х = A g U)е 'х.

Энди <?v  га кискартириб, топамиз: Ag(i) =A,g"’. Бундан g0’’ вектор

y =  C,h,l) е'* +  С2А<2> e-v  +  ... +  C„/i<"> (9.55)
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м „ с о л л а р .  I. Ушбу

У\=У2- У2 =  У\

темани иитеграллаш суралган булсин. Бунда 

Бу 0(Х) купхаднинг илдизлари Х,= — 1, Х2 =  I — хакикий ва хар хил. Шунингучун

= X — I.

»‘2' = * (2' г1, АП* . (5 > - ( ? )
ечим.парни излаймиз. бунда Л '" ва Л<2) хакикий хос векторлар. Равшанки.
(4Л'| *=Х| А( |’ тенглик куйидаги системага эквивалент:

_ х1а! " + ^ | , = о.

(
Aj'»+A', ,=0,

[ А < " -Х 1А<"=0 ( А{и +А^“ =0.

Хар икки тенглама бир хил булгани учун Л}1* =  1 десак. A^" =  — 1 булади. Де- 

=  ^ | у  Шунга ухшаш /4А<2> урнига

- а2а!2'+/42,=°. .
а<2» - х2/4 2» = о

— а}2* +А*2' = 0 ,(т*-/4 2,=о

системага эгамиз. Бундан А,21 =  1, Aj21 =  1 деб танланса булади. Демак, 

Аи’'я = ^  | ^. Шундай килиб, бернлган системанинг умумий ечими

каби ёзилади, бунда С\ ва Сг — хакикий ихтиёрий узгармас сонлар.
2. Энди куйидаги

1/1 =1/2, 1/2= —1/1
сиетемани интеграллайлнк. Унда А матрица хакикий булиб.

i> D (Х) = — X 1 
- 1  - X

О (X)

= х 2+ 1.

( I ) хос векторникупхаднинг илдизлари Х(»=«, Хг=  —1, Xi = i  хос сонга мос А 

{ _ A j'» -iA < 1> = 0

« Г » * ,  т°памиз. Бу системанинг тенгламалари эквивалент булгани учун 
~ ifl2 = 0  дан Aj1* » ! ,  А |" =  —1 дейиш мумкин. Демак,
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Умумий хакикий ечимни назария буйнча

у —  (С, + i c 2 ) (  t ‘ ) ^  +  (cl -«c2) ( [  y ~ u

куринишда ёзилади. Бу ифодани соддалаштириб чикилса (j*  ва е ~ “  
формуласидан фойдаланиб).

Учун Эйлер

2С| sin х +  2С2 cos х \  /  С2 cos x-)-£|Sin х \
2С| cos х — 2С2 sin х J  co sx — sm х ) ’ *"' ^2'~~^2

вектор-функцияни хосил киламиз. Амалда бирорта хос векторни, масалан (  ‘ 
,  ' \1 

олиб. теги шли экспоненциал функцияга (бизда е га) купайтнриб чикиладн:

(« \  —tx /  i \  . . /  sin X +  ICOS х \) е  =  ( ) (cos х I sin x) — { )
* /  \ '  /  \ c o s x —ism x /

Бундан ( sm x ) ва ( COS x ) вектор-функциялар ечим экани келиб чикади, чунки \cosx /  \  —smx /

( sm х \  cos х \ — комплекс вектор-функция ечим. Демак, умумий ечим
COS X /  V, — sm x /

/  sin i \  /  cosx \  _  /  C, sin x +  C2 cos x \
^ "‘ V c o s x / 2 \ —s i n x /  l  С, cos x —C2 sin x J

куринишда езилади.

2) D (p) купцаднинг илдизлари каррали. Illy куп^аднинг турли 
илдизларини Я|, Яг, , Ят , m<in дейлик. Бунда Я| илдиз q\ каррали.
Яг — <?2 каррали.......... Яm — qm каррали булсин. Равшанки, <71+<72 +
-\-...-\-qm =  n булади.

9.15-теоремага асосан умумий ечим (9.52) формула билан 
ёзилади. Бу формулада \ар бир gin (х ) вектор-функция координа- 
талари тартиби (q,— 1) га тенг булган купдадлардан иборат. Бу 
купхдднинг q, та коэффициентларини g {i) (х ) е 1* функция чизикли 
бир жинсли системанинг ечими эканидан фойдаланиб топамиз. 
Бошкача айтганда, g (П (х) купхаднинг коэффициентларини узгар- 
мас коэффициентлар усули билан топамиз. Масалан, g ij> ( * ) веК' 
тор-функцияни бундай ёзайлик:

g  !rt U ) |

g  2° ( * ) = «20 + « 2 ,|) ■ * +  — + < *  Х"Г '

, g lnh  U ) .
. * £ + « ; ?  *  +  x ' r \

H - a f ' 1 x  +
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Энди g0' е 1* ни (9 38) га *>ямиз:
Л -  (*«» (x>>ev  +  g ,/) (х) Ху ev = .4  К ' 1 * +  -- +
Лс

+  «, (9.56)

<  =

п б* а и
а (/>

п {1> ®я*

, *=0, 1...... q,Ч - f

Косил б улган  (9.56) вектор-тенгламанинг икки томонида х нинг 
бир хил д а р а ж а л а р и  олдидаги коэффициентларни тенглаштирсак, 
,иЧвекторнинг \ар бир координатаси ратини уйнаётган купхаднинг 
коэффициентларини топамиз. Бу коэффициентлар учун чизикли бир 
жинсли алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз.

Аслида (*) вектор-купхаднинг тартиби q}— I дан кам булиши 
мумкин. Агар q, каррали X, илдизга т,- (wi; <</j) та чизикли эркли 
хос векторлар мос келса, у холда g1 (*) ни ушбу

gtl) ( х ) = ^ '  +  а \»х  +  ... +  a J '- " . ,хч' - т> (* *)

куринишда излаш лозим. Тегишли хос векторлар сонини топиш учун 
D (>.,) детермннантни ёзамиз. Унинг тартиби п. Тегишли матрица 
ранги г булсин. Шубхасиз г < л , чунки D (X,) = 0 . Шунинг учун т,=  
— п — г булади. Агар q, каррали X, илдизга <?, та чизикли эркли хос 
векторлар мос келса, т, — п — г булади ва (*) холга эга буламиз 
( [3J. 288—289 бетларга каранг).

М исол. Ушбу

У\ =  ~У\- У?=У\-Уъ

' истеманинг мзтрицаси А-- характермстик детерминанти( V  )•
0 | =  — (! 4-Х)2. Демак, D(X) = 0 ; тенглама Xi. 2=  — 1

бнтта икки каррали илдизга эга. Ундай булса, ечимни у, =  lax +  b)e~ \  y2= (c x + d )e  
куринишда изланади. Тегишли хоеилаларни олиб, бернлгаи системага куямиз ва е га 
°енл булган тенгликларнинг икки томонннн булиб юборамиз:

БУ гнстемадан

( а — (ах +  Ь) =  — Ы х+Ь),  
\ c — (cx +  d) =  {ax+b) — {cx +  d).

l a  — b — —b, ( с — d =  b — d,
\  —q =  — a \  — c =  a — c

Кий'матЛарНИ топамиз- Булардаи a =  0, ft =  c =  Ci, d =  C,{C,, C2 — ихтиёрий узгармас) 
аарга эга буламиз. Шундай килиб, берилган системанинг умумий ечими

’бринищда ёзилади. 
I 7 - .

</ |= С ,е  *, у .2 =  (С (дг4-С2) е

257



М а ш к. I. Ушбу
( у\ — Я,У|,

1 У2=ЬУ‘
система

2 . Куйидаги
ннтеграллансин. Бунда Х, ф к 2, A.J =  А.2 булган доллар алодида текширилси

I *
U

=  ау I — fti/2, 

+ау2.
система ннтеграллансин (унда ЬфО ).

9.5-§. ЧИЗИКЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ БИР ЖИНСЛИ 
БУЛМАГАН СИСТЕМАЛАР

Чизикли бир жинсли булмаган системаларда А матрица узгармас 
булган ходни алохида урганамиз. Бизга ушбу

= A y +  b(x), А — const
dx (9.57)

чизикли узгармас коэффициентли (узгармас матрицали) вектор-
'  (х) '

матрицали тенглама берилган булсин. Унда Ь(х) =
Ьп (*)

век

тор-функция бирор / интервалда аникланган ва узлуксиз функция. Бу 
халда (9.57) системага мос бир жинсли системанинг умумий ечимига 
кура Лагранжнинг узгармасни вариациялаш усули ёрдамида бир 
жинсли булмаган системанинг умумий ечимини топиш мумкин. 
Колаверса, (9.57) системани интеграллаш учун Коши формуласини 
куллаш мумкин ((9.33) формулага каранг).

Агар бир жинсли булмаган системада Ь(х) вектор-функция 
ихтиёрий булмай, унинг хар бир координатаси квазикупхаддан 
иборат булса, у холда бир жинсли булмаган системанинг хусусий 
ечимини топиш ва 9.12- теоремадан фойдаланиб умумий ечимини 
ёзиш мумкин. Биз мазкур параграфда хусусий ечимни топиш 
(танлаш) билан шугулланамиз.

Биз квазикупхаднинг таърифини 6- бобда берган эдик ((6.29) га
К.).

Энди Ь(х) вектор-функциянинг хар бир Ь,(х), / =  1,2, • • •
п координатаси квазикупхад булсин, яъни

(х) =й<" (х) e ' x +  b f ] (х) <?v  +  ...-f Ь)т) (х) е тХ, <9-58)
бунда А,|, Хг. > • •. Хт лар узаро хар хил хакикий ёки комплекс сонлар. 
bjk) (х), к — 1, 2, m-бирор купхад. Агар 9.13- теорема к>'зА 
тутилса, b, (х) =  Pmj (х) еух, Рт, (х), / =  1 ,2 ,. . . .  п тартиби т булган 
купхад деб мулохазалар юритиш етарли.

Хусусий вектор-ечимнинг куринишини ёзиш учун max (mi, гиг. 
т„) = т  дейлик.
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мос бир жинсли системанинг матрицаси учун хос сон

(Q(i)+ (х)-тартиби (m +  s) га тенг купхад) куринишда изланади.
Кайд килиб утамизки, хусусий ечим ip,(x) = x sQU> (х) егх куриниш- 
а эмас, (9.60) куринишда изланиши лозим. Бу холда хам купхаднинг 

коэффициента ри аникмас коэффициентлар усули билан топилади *
М и с о л л а р .  1. Ушбу

система интсграллансин. Характеристик тенгламанн ёзамиз:

Бундан Х|=Хг =  3. Демак, Х =  3-икки каррали илдиз. Мос бир жинсли системани 
олайлик:

Курилаётган холда бу бир жинсли системанинг ечимини

у, =  (a* +  ft) eix, у.2=  (cx +  d) еЛх 

к'?рннишда излаймиз. Олдин хосилаларни хисоблаймиз:

у \= а е Ях +  г '(ах +  Ь) е3х= е 3х (3a* +  a +  36), 

у'2 =  е3х (Зсх +  с +  М ).

е31 (Зох +  о +  Зй) = 2  (ах +  6 ) -  (c x + d ) е3*,
eix(3cx +  c +  Zd) =  (ax +  b)e3x +  A (cx+ d)eix. 

куйидаги тенгликларни хосил киламиз:
3 a j t+ ( a  +  3fe) =  ( 2 a - c )  x + ( 2 b - d ), 
3 c x + ( c  +  3c() =  (a +  4c) x + ( b  +  Ad).

Р « ишда (9.59) ёки (9.60) куринишдаги хусусий 
оолашлар ёрдамида исботланади.
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ф, (X) =  (*) / = ‘.2 ,  .... Л (9.60)(9.60)

{
у \ ^ 2 у 1—у2 +  хе3х, 

У'2=У\ + 4 i/2

D (Х) =
2 - Х  -  

1 4 - Х
=  0 ёки Х * -6Х +  9 =  0.

У'\=2У\~У2.

У Ь =У \+ Ч 2-

Бу ифодаларни бир жинсли системага куямиз:



Бундам

£ II Ё? 1 a =  —cA а = С ,,

a + 3 b  =  2b — d. a- \-b=  —d. c =  —C,

3c—a +  4c
ёки

a =  —c.
ёки -

* =  C2,
c + 3 d  =  b +  4d c =  b + d r f = - ( C ,4 - C 2),

бу ерда Ci, Сг — ихтиёрий хаки кий узгармаслар.
Шундай килиб. бир жинсли системанинг умумий ечимн

и 1 =  (С1 * + С 2)е 3х.

| » * = - ( С ,Н - С , 4 - С * ) е * '

каби ёзиладн. 
Энди бир жинсли булмаган системани текширамиз. Бу системада

Ь (*) = /* . w  \  = (*e3z \
^&2(дг) J  \  О ) ва (9.58) квазикупхад учун бизнинг холда Х|=Яг =  3.

т i = l .  у =  3 сон характеристик тенгламанинг иккн каррали илднзи ва /п +  д =  
=  3 булгани учун бир жинсли булмаган системанинг хусуснй ечимнни

( у, =  (alxi + a 2x?+a3x + a i ) е3х,

куринишда излаймиз. Аввал биринчи тартибли хосилалар оламиз:

у\ —е 3х (Зв|х3Ч-За2дг24 -За3х + З а 4-|-За|дс24 -2а2х,4 -а3). 

i/2—е (36|Х 4~ 3b,jJ^4 "ЗЬ3х -f-Зё4 -|-36,х" -f-2ё2х ).

Бу иф I .аларни берилган бир жинсли булмаган системага куямиз ва хосил булган 
тенгликларнинг икки томонини е3л га кискартирамиз:

Зо|х3 -И З а2 +  За| )дс2+  ( 3 ^ +  2a2)x -f  (За4+Оз) =

=  (2в| —6 , (х3 +  (2а2 — Ь2)л? +  (2аз — 63 +  I ) х +  (2а4 — 64) ,

ЗЛ ^Н - (362 +  36,)Д(2+  (363 +  2<>2)ж+  (З64 + 63) =

=  (в | + 4 б 1)х3 + ( а 2 +  4ё2)х2 + ( а 3 + 4 & 3) х + ( в 4+ 4 б 4).

Энди тенгликларда х нинг бир хил даражалари олдидаги (чап ва унг томонда) 
коэффициентларни тенглашти рамиз:

еки

За, = 2 а ,  — 6,,

За2 4" За, =20^ — Ь2,

Заз -j- 2а2 = 2 а — Ь3 4" I. 
ЗаА+а3=2а1—Ь4,

' 36, = а ,  4-46,.

3Ь<2 4-36, = а 2 4-4ё2.

363 4" 2ё2 = 0 3  4-463,

364 4~6з=а, 4"4&4

а, =  - 6 |,

&2 -f- 3fl| — — Ь>2
0=fl| -+-6|, 
3frj — a<2 -j- ̂ 2*

Оз -f- 2й<2 — — -J-1,
° 4 + a 3 = - <,4-

2Ь2= щ + Ь 3,

/'i= ai +b4
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Бу икки чизикли системанинг биринчи ва иккинчи тенгламаларидан 
а( — —Ь\% ^-|г6г=  —За, ai2 + b2=  3fc|.. а, =  —*, 

келиб чикади, учннчи тенгламалардан аз +  *з =  2*2, аз +  *з= 1  — 2а> ёки 2 *2= 1  — 

— 2аг. аз +  Ьз— ни топамиз. Шунинг учун юкоридаги муносабатлардан фойда-

лансак, — З а ,= у .  а, =  — ~  ва Ь, =  ̂ -  булади. Энди ушбу а, +  Ь<=—а3, а< +

+  bt =  b3 тенгликлардан — ал =  Ьл ёки аз +  *з =  0 экани келиб чикади. Бу холда

а *з =  1 _ 2аг, аз +  6з =  2й2 лардан Ь- — 0, а2= у  ни топиш мумкин. Аммо о3 +

-J-йз =  0 дан бошка шу микдорларни боглайдиган муносабат колмагани учун 
улардан бирини ихтиёрий, яъни хусусан (бизга бошка кийматларнинг кераги 
хам йук) *з =  0, демак, а 3 =  0 деб танлаймиз. Шунинг учун а4+ * 4= 0  булади. Бун-
дан юкоридагига ухшаш а4 =  64 =  0 деб оламиз. Хулоса килиб ёзамиз:

1 1 оа, = - —, а2= у . Оз =  а4=0,

* |= “ , *2=°- *з =  *4=0.

Шундай килиб, бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечими

" - К ' Ч г ’К-
умумий ечими эса

у, =  ( С , х + С 2) е 3х +  ( - у х Ч у Х 2) * 3*, 

у2 = — (Cix + Ci -+■ С2)е3'+  — х3е151
О

к^ринишга эга.
2. Ушбу

)у\ =  2у\ —у2 +  е 3х sin х.

У2 =  У\+4у-2+хе3* cos х

система интеграллансин.
1- мисолда мос бир жинсли системанинг умумий ечими топнлган. Энди бир жинсли 

булмаган системанинг хусусий ечимини топиш билан шугулланамиз. Курилаётган
/  е 3* sin х \холда b (х) =  I 1 ва mi =  1, v =5̂= Xi = 3 , чунки y =  3 +  i. Шунинг учун
У Xff̂ COSX /

теги шли хаки кий хусусий ечим

г/, =<*Зх [ (а,х +  02) c o s x + (а3х +  а4) sin х|,

у2 =  е 3х (*|X +  *2)cosx-f- (*3 x + * 4)sin х)

куринишда изланиши мумкин.
Энди номаълум коэффициентлар усули билан 

а |, а2, а3, а4, 6 ,, Ь2, 63, Ь4 ларни топамиз. Агар у< ва у2 лардан хосила олиб,
берилган бир жинсли булмаган системага куйсак, куйидагиларга эга буламиз:
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3[(Oix4- o2)cos лг+ (03* 4- 04) sin x]-|-Oi cos x — (aix +  a i ) sin дс +

4-a .3 sin x +  (aj * 4-a) cos дг =  2 [(a, x-\-a.2) cos jt+  (OgX-fa,,) sin x] —

— [(6 ,x 4- 62) cos * +  (63 * +  64) sin x]4-sin x,

3 [(&, x-f-62)cos jr+  (63x4-64) sin x]4-6, cos x — (btx + b 2) sin x-\- 

4-63sin x-(- (63x-|-64) cos x =  (a{x + a 2 ) cos x-\- (а.3х + а 4) sin x + 4  [(6 ,д--f_ 

+  b2) cos x-(- (63x 4- 64) sin x]-)-x cos x.>

Агар бу тенгликларнинг чап ва унг томонларида cosx ва sin х лар олдидаги 
коэффициентларни тенглаштирсак, яна бундай системага келамиз:

3 (а,д +  а,) + а ,  + а 3х +  а4 =  2 (0 ,4:4-02) — (6 ,х -|-62),

3 (а3дг4-о4) — (a,jc4-02)4-a3 =  2 (аз* +  а4) ~  (*зх + М  +  ••

3 (6,х-|-62) +  6, 4- (63х +  Ь4) =  (а,д:4_а2) +  4 (6,х 62) 4-х,

3 (63х4-6.,) —(6|*+62) + &з =  ( ° з х  +  а * )  + 4 (*3JC +  ft4>-

Энди бу тенгликларнинг чап ва унг томонларида дг нинг олдидаги коэффици
ентларни узаро ва озод хадларни хам узаро тенглаштирамнз:

Зо, 4 -0 3 = 2 0 , - 6 ,,
3o2-fo, 4-о4=2о2 — 62,
Зо:) —Oi =  2о.з —6j,

3a< —о2 4~ 0 3 == 2оз — 64 4 -1»
361 -(- 63 =  0 1 4- 461 -(-1,
362 4 - * | +ЬА=а2 + 4Ь2. 
З6 3 —6 , = 0 3 4 - 4 6 3 ,
364 — 6 2 4~ 63 =  а4 -(- 464

(1) о,4-6, =  —а3,
(2 ) О2 4- 62 =  —а, —а4,

(3) 034-63= 0,
(4) а4-|-64 =  I 4-O2 — о3.
(5) а, 4- 6 , =  63— 1,

(6 ) Oj -\-Ь2 =  6, -|-64,

(7) Оз4-63 =  —6,,

(8 ) а4 -|-64 =  — 62 -(-63-

Охирги системада (1) ва (5) дан Оз4-63= 1 , шунингучун (7) дан 6 , =  — 1, (3) Дан 
оI =  I келиб чикади. Бундан равшанки, а, -)-6 | = 0 , демак, ( I) дан Оз =  0. Энди (3) ДаИ 
6з =  0 | =  I . (2 ) билан (6 ) дан о4-|-64= 0  демак, (4 ) дан a2=  — I, (8 ) дан 6j =
=  1 келиб чикади. (6 ) дан 64 =  1 ва о4 -|-64 =  0 дан a4=  — I ни топамиз. Шундай 
килиб,

о, =  1, a2=  — I, а3 = 0 , а4 =  — 1,
6, =  — 1, 62 =  |, 63= 1, 64 =  1.

Хусусий ечимни ёзамиз:

У\ = е  Лх [(х — I ) cos х — sin х ]}

У-2 ~ е Лх [ (—-*4-1) cos х-(- (х-|- I ) sin х ].



Лио жинсли булмаган системанинг умумий ечимини \ам ёзамиз:Зсрилган wnp
f  у  ̂=  +  (С1х +  С2) е 3х+  [(ж— 1) cos х — s in x |e  

I y2_  — (С, -r+C , +  C2) e^  +  K — * + l )  c o s x + U + 1 )  sin х]ея*.

3. Ушбу
t/\ =2y, - y 2+ x e 3x+ e :ix-sinx.

[У,2 =У\ +  4i/2 - \-x -e 'x cos x 

стена интеграллансин. Бу холла вектор-квазикупхад

Ь (х) -
/ b \ U (x) \  / Ь  [2> <*) \ ^ ( х е 3 г \  /  e ^ s i n x  \

)  \  0 /  +  \ х е * с М х )

куринишга эга. Хар бир * " '( * ) .  > (*)лар учун тегишли хусусий ечимлар то- 
пизган Шунинг учун берилган бир жинсли булмаган системанинг умумий ечимини ёза
оламиз:

Vl =  (C,x +  C2) e ix +  +  U - l )  c o s x - s i n x l e 3x.

tf2= - ( C , x  +  C,4-C2) е 3ж +  -^-х3 е3х+  [ ( — х + 1 )  c o s x + ( x + l )  s in x je 3jc

9.6- §. ЧИ ЗИ М И  ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ НОРМАЛ 
СИСТЕМАСИ УЧУН ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

1. Масаланинг куйилиши. Чизикли нормал системалар учун хам 
л-тартибли чизикли дифференциал тенгламалар учун куйилган 
чегаравий масалаларни куриш мумкин.

Ушбу
dy\
^х =  /1 (•*» У\ушчУп)*

(9.61)
*Уп
dx =  f n  (-*, У \ ,  У п )

н>>рмал система берилган булиб, /| , . . . , f„ функциялар (л +  
т; 1) улчовли фазонинг бирор Dn+\ сохасида аникланган ва узлуксиз 
Улсин. D„+l сохадан икни нукта оламиз:

о), ... , уп(Хо)) £Dn+\, (Х\,У\(Х\), ... , уп(х,)) eDn+\. 
у ч у н аравий масаланинг цуйилиши: агар (9.61) нормал система

*(*о, У\ (х0), . . . .  уп(хо); yi(xi), . . . .  у„(х,)) ==
• = 0 , 1 =  1...........л (9.62)

атлана^аТ,,,а  ̂ берилган булиб, системанинг (9.62) шартни кано- 
учун ™РаДиган ечимини излаш талаб этилса, у холда нормал система 

егаРавий масала к,уйилган дейилади.
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Агар
&=УЛ*о)— У,°. ' =  *. 2......  п

булса, (9.62) чегаравий шарт Коши масаласининг шартига айланал 
2. Бир жинсли чегаравий масала. Энди (9.62) муносабатлар 

функциялар куйидаги куринишда булсин: мда &

&(У){ =  (а I", У(х0)) +  ( а " ), y ( x , ) ) —Al =g° l ( у )—А,, )
'ёп ( У )  =  (о  j* Y y ' < * ) )  +  ( а > \  У ( * ,) ')  — A  =  g °  ( у ) - А п, ?  (9.63,

бунда а}п =  (a //1, ajf1........ а,'/')*. «=1, 2; / = 1 ........  л узгармас
векторлар, А............А„ — узгармас сонлар, (а, у) кавслар скаляп
купайтмани билдиради. Агар Ai =  . . . =А„ =  0 булса, масала бц{, 
жинсли чегаравий масала дейилади. Акс холда биз бир ж и н с л и  ' 
булмаган чегаравий масалага эгамиз.

Кейинги мулохазаларни чизикли тенгламаларнинг нормал си сте - 
маси учун юритамиз. Бизга ушбу 1

И р )  у =  0 (9.4) I,
бир жинсли нормал система берилган булиб, чегаравий шарт

g°s (У) = 0 , 5 =  1, 2, .... п (9.64)
куринишда булсин. Бошкача айтганда, бир жинсли нормал система 
учун бир жинсли чегаравий масала куйилган булсин. Мухим 
теоремани келтирайлик.

9.17-теорема. Агар г/"’ (х), уа' (х ) ......  у'"'(х) вектор-функция-
лар бирор I интервалда (9.4) тенгламанинг чизикли эркли ечимлари
булса, у цолда L (р)у =  0, g ns (у) = 0 , s = \ ........п ч е га р а в и й  масала
тривиалмас ечимга эга булиши учун ушбу

ё°  (У"’) ёЧ (У12’)- • • g°t (у ,я')
л _  g U Y 1")  g°2 (y'2' ) -  - • ё \ ( У {а))

ёп (у " ’) g°K ( y <2))-g°n (У )
детерминантнинг нолга тенг булиши зарур ва етарли.

Теореманинг исботи 7.8-теореманинг исботи каби.
Бир жинсли чегаравий масала хакида яна 7.5 ва 7.6- эслатма- 

ларни бир жинсли система учун хам айтиш мумкин. 7- бобдаги каби 
бир жинсли чегаравий масала учун Грин функциясини киритиШ 
мумкин. Бир жинсли булмаган системанинг хусусий ечимини шу Гри 
функцияси оркали ёзиш хам мумкин. Шунга ухшаш, чизикли вектору 
дифференциал оператор L учун хос сонлар ва хос вектор-функиия-1аР 
тушунчасини киритиш, колаверса, бир жинсли булмаган чегарав'* 
масалаларни хам урганишимиз мумкин эди. Аммо бу масалалар*
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а мулохазалар 7 -бобдагн каби булиб, 7 -бобда тегишли 
курИШД р атайин ТуЛарок урганилгани учун, биз бу ерда мулохаза- 
ларн^кайтариб утирмаймиз.

1 0 - б  о б

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ МУХТОР 
М СИСТЕМАСИ

М ухтор системалар дифференциал тенгламалар системасининг 
им хусусий холидир. Жуда куп амалий масалаларни ечиш мухтор 

систем аларни  урганишга олиб келади.

10.1-§. МУХТОР СИСТЕМАЛАР

1 I O. l - т а ъ р и ф .  Агар оддий дифференциал тенгламалар 
системасига эркли узгарувчи ошкор кирмаса, бундай система мухтор 
система дейилади в а  к,уйидагича ёзилади:

FtiyI» Уь ••• ’ У\
( т . )

» Упу Уп' у У ) =  О, ( 10.1)

бунда

У] , / =  1, 2........п, k =  1, 2......... m,.
dxk

Мухтор системаларнинг физика ва техника масалаларидан келиб 
чикиш маъносига караб эркли узгарувчи сифатида / вакт олинади. 
Бундан кейин биз шу белгилашни кабул киламиз. Таърифдан 
куринадики, мухтор системалар билан тасвирланадиган номаълум 
функцияларнинг узгариш конуни вакт утиши билан узгармайди. 
Физикавий конунларда одатда шундай булади.

Нормал мухтор система ушбу

' *1 = / |  (-«1. -«2........ *л).

. 
&

• II 57 Хп) , (Ю.2)

xn= f n(x|, Хг........ *п)>

• dxi
Х‘ dt

*  =  / ( * ) (10.3)
кУРинишда ёки

векторли куринишда ёзилади.
т у и Зр бУ (Ю.2) системада эркли узгарувчи t сифатида вактни 
м\'Т("ИЛСа’ бУ система динамик система деб аталади. Кейингн 

У к*аза‘1аРДа биз асосан динамик системалар билан иш курамиз.Биз(10 1 . *>Уйида баён этадиган хоссалар ва тасдиклар умуман 
куринишдаги мухтор системалар учун уринли. Аммо биз
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уларни (10.2) куринишдаги нормал мухтор системалар учун и * 
этамиз. у Исбот

Бундан кейинги мулохазаларимизда (10.3) вектор-тенглама ft 
вектор-функция бирор D„ сохада аникланган ва биринчи тартия  ̂
хусусий хосилалари билан узлуксиз деб фараз этамиз. °Ли

10.1-теорема. Агар (10.3) нормал мухтор вектор-тенглам 
берилган булиб, x =  <p(t) вектор-функция унинг бирор ечими бйл^  
у %олда ихтиёрий узгармас С лар учун дс =  ср.(/) =«р(/-(-С) векто' 
функция j(ам (10.3) тенгламанинг ечими булади.

И сбот. Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидаси буйич- 
содда хисоблашлар ёрдамида куйидагини топамиз:

= Ф ( *  +  С ) - 1 = ф ( /  +  С).

Энди ф.(0 функция (10.3) тенгламанинг ечими эканини исооглаи-
миз. Теореманинг шартига кура х =  ф(/) функция (10.3) тенглама
нинг бирор ечими, демак, ушбу ф(/) =  /(ф (/)) айният уринли. Бунда 
t ни t +  C га алмаштирсак, ф(/ +  С) = /(ф (/ +  С )) айниятга эга 
буламиз. Топилган муносабатдан

Ф.(0 =ф(*  +  С) = / (ф(*  +  С)) = / ( ф . ( 0 ) -

Шу билан теорема исбот булди.
2. Мухтор системаларнинг, жумладан, (10.2) системанинг хар бир 

х =  ф(х) вектор-ечимига n-улчовли фазода (хи ... , хп) = х  нуктанинг
Харакатини мос келтирамиз. Хара- 
кат давомида х нукта уша фазода 
бирор чизик чизади. Шу чизикни 
х нуктанинг х,аракат траекторияси 

36- чизма де® атаймиз. Мухтор системалар-
да нуктанинг харакати тугрисида 

тулик маълумотга эга булиш учун нуктанинг факат траекториясини 
бериш етарли эмас, бунинг учун траекторияда, хеч булмаса, харакат 
йуналишини хам бериш лозим (36-чизма).

10.2-теорема. Агар x=q>(t) ва х =  ф(/) вектор-функциялар
(10.3) тенгламанинг икки ихтиёрий ечими булса, у х,олда бу ечимлар 
ё бирорта х,ам нуцтада кесишмайди ёки бутунлай устма-уст тушади. 
Боищача айтганда, агар булиб, ф (М = ф (М  булса, у х,олда
Ф(0 =<р(/ +  С), С = /| —12 муносабат уринли булади (37-а, б чизма) 

И сбот . Теоремани исбот этиш учун ф(/) ечим билан бирга 
Ф .(0  = ф ( (  +  С), С =  11 — 12 ечимни хам курамиз. Бундан

Ф. (̂ 2) =ф(/2-(-С‘) = ф (/2—(~/| — 2̂) =  ф (/l ) =  Тр ( /2) .
яъни

ф, (и ) = ф ( /2).
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ва х =Ш ундай килиб, (10.3) тенгламанинг иккита x =  (p.(t)
=\b(() ечимлари бир хил бошлангич кийматларга эга. Демак, Коши 
теоремасининг шартлари бажарилади ва ягоналик уринли, яъни 
х=ф.(<). *= Ф (0  ечимлар устма-уст тушади (аникланиш интервал-
ларинингумумий кисмида). Бу эса теоремани исбот этади. Агар t ^ t 2 
fnvica, теореманинг натижаси тривиал булади.

10.2- §. МУХТОР СИСТЕМА ТРАЕКТОРИЯСИНИНГ МУХ.ИМ ХОССАСИ

Мухтор системанинг алохида олинган битта х =  ф(0 траекторияси 
уз-узини кеса оладими, яъни 38-чизмада курсатилган хол юз 
берадими ёки йукми, деган савол куяйлик. Бу саволга жавоб мухтор 
системанинг учинчи мухим хоссасини очиб беради.

10.3- т е о р е м а .  х =  ф(/) функция (10.3) тенгламанинг Г |< /< / - 2 
интервалда аницланган бирор ечими булсин. Агар ф(<|)= ф(Ы- 
/ | # / 2 ва rl< t l< r 2, г | < t2< г2 булса, у х;олда шу х =  ф(/) ечимни 
— ° о < / <  +  оо интервалга давом эттириш мумкин.

И сбот. 10.1-теоремага кура ф(<|)=ф(<г) 
булгани учун х =  ф(/-|-С), C =  t\ — /2 функция 
хам ечим булади ва ушбу ф(0 =ф (/-(-С ), Г |<
< ^ < г 2 айният уринли. Бу айниятдан ф(х)
Функция Г |< / < г 2 интервалда аниклангани 
учун ф(/-)-С) функция Г| — |С| < / < г 2+  |С| 
интервалда аникланган булади. Хакикатан,
| ^ Н 'С < г 2 тенгсизликдан С > 0  булганда 

С 2 ва Демак, ечимни г\ дан чапга
Г И|хдорга давом эттириш мумкин; тунга ухшаш, С < 0 булганда 
э п '1<~Г2~ ^ '  яъни ечимни л2 дан унгга — С = |С | микдорга давом

риш мумкин булади. Хар икки холни бирлаштириб ечимни г ,—

38- чизма

айният < /< Г 2 + 1 с 1 интервалда аникланган булгани учун охирги 
мумки,АаНт:фойдаланиб мавжудлик интервалини янада кенгайтириш 

*• Бошкача айтганда, Г\ — 2 1С| < / < r 2-f 2 |С | интервалда
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аникланган ечимни куриш мумкин. Тегишли ечимни <р(2|(/) деб 
белгилаймиз. Шунга ухшаш, мавжудлик интервали г\ — f e |C |< / c  
<гг-\-к\С \ дан иборат булган <pU)(0 ечимни куриш мумкин. 
Юкоридаги тенгсизликда fe-»-oo да лимитга утсак, — оо< с/<  +  °о 
интервал хосил булади (г\ ва гч лар кандай булишидан катъи назар). 
Шу интервалда аникланган ечимни ф°(/) деймиз. Шундай килиб, 
теорема исбот булди. Аммо исбот давомида мухтор системанинг хар 
кандай траекторияси чекли вактда чексизга кетиб колмаслигидан 
фойдаланилди. Аслида курилаётган холда шундай. Шу муносабаг 
билан куйида етарли шартни берадиган лемма келтирамиз.

10.1-лемма. Агар Dn сохада f , (x t, ... , х„), ... , f„(x,, ... , хп) 
функциялар барча аргументлари буйича чекланган хусусий х,осила- 
ларга эга б$лса, у уолда (10.3) мухтор системанинг х;еч цандай 
траекторияси чекли вак,тда чексизга кетиб к,олмайди, яъни ушбу

lim|<p(x) | =  о о , |ф (0 I — д/чр?(/) +  +ФU*)
t—+-l

муносабат уринли була олмайди.

И сбот. Лемманинг шартига кура Лк. ^ М , / /= 1 ,  2, ... , п.
1 дх, 1

0 <  Af — чекли сон. Энди /,(х) функция учун х =  0 нукта атрофида 
Лагранж формуласини ёзамиз:

1 ( Х ) Ч Л  0)
а/,, (е,.- дг)

дх , Х'
а/,.(в ,..дг)

» =  1, 2, ... , п, бунда

О < 0 ,< 1 , QiX=y£D„. |/'(0) | =  С деймиз. дЦВг х) [ 

дх,
модулни ба-

холайлик:

а«о, - х)
дх,

, л  V  , , / » № ■ * )  V  ^

Бундан фойдаланиб, f(x) вектор-функциянинг модулини бахолаш 
мумкин. Хакикатан, равшанки

Ifj(x) I < С +  у/пМ 2  |х,| ^ л  +  у/пМ 2  |х,| =
t - i  1=1

=  2  ц . |^ < л г у л ^ 1  +  £  i* j) ,

бунда jV =  max (С, М). Бу тенгсизликдан фойдаланиб топамиз:

\f(x)\ =  ^ J h f j ( x )  <  Д ^ 2ЛГ^1+ 2  U,| J  =

=  nN^1 +  2  IXj | \
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аникланган ваф араз  этайлик, г,<дг<г,+ 2  1Ст | интервалда
Is т= I

/_*.т =  г 2+  2 |Ст | дачешоликка интилувчи х  =  ф ( / )  ечим мавжуд,
т = I ^

яъни /-►т да |«р(/> I-*-» (1=Г| — 2 |Ст | булганда хам исбот
\  т = 1

ш унга  ухшаш булади). У холда шундай т * < т  топиладики,
т . < / < т  интервалда |f(/) >1 булади. Шунинг учун т . ^  / < т  ин
тервалда куйидагига эгаинз:

1ф(/) I ^1ф|(б1 +  1фг (О I +  ■■• +  1ф„ (0 |<

Г.-. ^ N n ^ j n  ^ 1 +  I  |<р(01.

Бундан

Е е  4-M0I -

Бу тенгсизликнинг икки томонини т. дан t гача интеграллаб топамиз:

. , , 1 I I / VI я(л+1)ЛГ V» (»—»•)/-►т да |*(т1|<1ф(т.)1е

тенгсизлик уринли булиб. унинг унг томонидаги ифода мусбат чекли 
сондир. Бу эса фаразиинзга зид. Демак, чекли вактда х =  ф(х) 
траектория чексизга кета спмайди. Лемма исбот этилди.

Кейинги мулохазалардз шу лемманинг шартлари ёки бошка 
етарли шарт бажарилган деб караб, x=<p(t) ечим — схэ</<; +  оо 
интервалда аникланган деб хисобланади. Хусусан, 10.3-теоремада

f ( l i )  = ф ( ^ ) ,

булгани учун

ф(0 =ф|1+С,)

айният бажарилади ва ф|/| функция t-*-т (т-чекли сон) да чексизга 
интилмайди. Аслида <р(/) ечим чекли вактда чексизга интилмаслиги 
учун ф (/|)= ф (/2), муносабатнинг бажарилиши хам етарли 
шартлардан биридир.

Навбатдаги теоремада хам мухтор системанинг ечими ф(/|) =  
==ф(^г), t\¥=t2 булганда — о о < х <  +  °° интервалда аниклан- 
ган деб хисобланади.

10.4-теорема (мувозанат холат ва ёпик траекториялар хакида). 
Агар (10.3) тенгламанингбирор ф(/) ечими учун ф(/|) =  ф(/2) t\=£t2 
тенглик бажарилса. цуйидаги бири иккинчисини инкор этадиган икки 
%ол юз берииш мумкин:
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1) барча i лар учун
ф(/) = а ,  a=const, a^D„\

2) шундай мусбат сон Т мавжудки, ихтиёрий t учун
ф ( t+T)  = ф  (/)

тенглик бажарилиб, 0 <  |ti — т2| <  Т булганда
ф(Т|) =^ф(т2)

тенгсизлик уринли.
1) холда вакт утиши билан ф(/) нукта харакат килмайди, у доим

D„ тупламнинг а нуктасида була- 
ди. Шу ф(/) ечим ва а нукта
(10.3) тенгламанинг, яъни нормал 
мухтор системанинг мувозанат 
х,олати ёки мувозанат нук,таси 
дейилади. Баъзида уни тинчланиш 
нук,таси деб хам аталади (39, 
б-чизма);

2) холда x=ip(t)  ечим даврий 
ечим, унинг графиги ёпик, траектория ёки цикл (давра) деб аталади 
(39, а-чизма).

1 0 .4 -т е о р е м а н и н г  исботи .У ш бу
ф(0 = Ф ( /  +  С) (10.4)

айният уринли буладиган хар бир С ф 0 сон х =  (р(t) ечимнинг даври 
дейилади. Шу х =  ф(/) ечимнинг барча даврларидан тузилган туплам 
F булсин. Хозир бу сонли тупламнинг баъзи хоссаларини текшира- 
миз.

1°. Агар C £F булса,— C £F булади. Хакикатан (10.4) да t ни t — C 
га алмаштирамиз: ф(/ — С) = ф (/). Бундан — C£F келиб чикади.

2°. Агар ф (/)= ф (/ +  0 ) ,  t =  l,2, ... , k , Ct£F булса, у холда
k ч k

-(- 2  С, V яъни 2  Q£F  булади. Хакикатан,
.=1 /  i-i

ф(0 =Ф  ^

ф (0 —ф(̂  +  С|),
ф(0 — ^ ф ( /  +  С| -f-Сг),

ф ( 0  = ф ( / + с * _ |)  = ф ( / + с * _ 2 + с * _ , )  = . . . = ф -t- 2

ф(0 = ф (/ +  С*) = ...  =  ф +  2 с \

3°. F туплам ёпик. Хакикатан, ушбу С|, С2, ..., С*,... кетма-кетлик 
F туплам элементларидан тузилган булиб, бирор С0 га якинлашувчи 
булсин. CotF эканини курсатамиз. Равшанки, ф(/) = ф (/- |-С *)
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Шунинг учун ср(/) функциянинг узлуксизлигига кура аргументда 
лимитга утиш мумкин, яъни куйидаги амаллар уринли:

Ф ( 0  =  П т  ф ( / )  =  П т  ф ( /  +  С А) = ф (< +  П т  С*) = ф ( /  +  Со)
k -* -ос к-*- оо k~+ oo

Демак, C0£F ва F — ёпик.
4°. F туплам нолдан фаркли сонларни уз ичига олади, чунки

(10.4) да С=Ф0
Энди теореманинг исботига утайлик. F туплам учун куйидаги икки 

хол булиши мумкин:
1) F туплам барча хакикий сонлар тупламидан иборат;
2) F тупламда шундай кичик мусбат Т сон мавжудки, у туплам шу 

Т сонга бутун каррали сонлардан иборат.
Бошка холлар була олмайди. Буни исбот этамиз. F тупламда 

мусбат сонлар бор, чунки 0 £F булиб, С,— С лар унинг элементи.
F тупламда энг кичик мусбат сон булмасин, яъни ихтиёрий мусбат 

е > 0  учун шундай С давр топиладики, С< е  булади. 2° хоссага кура 
m-бутун булса, тС хам давр булади. С < е  булгани учун ихтиёрий 
хакикий Со учун шундай бутун т топиладики, |Со — т С \ < г  
тенгсизлик бажарилади. Бундан ихтиёрий Со сон У7 тупламнинг лимит 
нуктаси экани келиб чикади. Шу билан бирга F туплам ёпик булгани 
учун у барча хакикий сонлар туплами билан устма-уст тушади.

Энди F туплам барча хакикий сонлар туплами билан устма-уст 
тушмасин, дейлик. Юкорида исботланганига кура бу холда F туплам
да энг кичик мусбат сон Т мавжуд. С — ихтиёрий давр булсин. 
У холда шундай бутун сон m ни танлаш мумкинки, ушбу |С — mT\ <  Т 
тенгсизлик бажарилади. Бунда С —  т Т ф О  дейлик. A m m o  С ва n i l  лар 
давр булгани учун С — т Т  хам давр булади. Демак, | С — тТ\  хам 
давр булади. Шунинг учун \С — тТ\  > 0  ва | С — тТ\  <  Т тенгсизлик- 
лардан F тупламнинг Т дан кичик булган мусбат даври мавжуд. Бу 
булиши мумкин эмас, чунки Т сон F тупламда энг кичик мусбат давр 
эди. Зиддият С =  т Т  булиши кераклигини исботлайди. Демак, 
С =  тТ.  Шундай килиб, курилаётган холда F туплам Т га каррали 
сонлардан иборат. Натижа килиб айтганда, даврлардан тузилган 
F туплам ё барча хакикий сонлардан иборат, ё унда энг кичик мусбат 
сон Т > 0  мавжуд ва F туплам шу Т га каррали сонлардан ташкил 
топган.

Биринчи холда ф (/ )  ечим учун ихтиёрий хакикий сон давр булади; 
бу факат ф(<) вектор-функция узгармас вектордан иборат булганда- 
гина мумкин, яъни агар ф(0 =а,  a£Dn булса, у холда С — ихтиёрий 
хакикий сон булса хам ф(/  +  С )= а  тенглик бажарилаверади. Биз 
мувозанат холатига эгамиз. Йккинчи холда F тупламнинг энг кичик 
мусбат Т сони ф(/) ечимнинг даври (энк кичик мусбат даври) булади. 
Биз даврий ечимга эгамиз. Шундай килиб, теорема тулик исбот 
булди.
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10.3-§. МУХТОР СИСТЕМАНИНГ ХОЛАТЛАР ФАЗОСИ

1. Холатлар фазоси. Мухтор система (10.2) нинг унг томонидаги 
функциялар л-улчовли фазонинг бирор очик А тупламида аниклан- 
ган. Шу тупламнинг хар бир (ж?........д^)=х° нуктасига ушбу

Ы*°). /г(х°), ... , fn(x°)
п та сонлар кетма-кетлигини мос келтириш мумкин. Уларни п улчовли 
фазонинг хи нуктасидан чикарилган f(x°) векторнинг координаталари 
деб к.араш мумкин. Бундан куринадики, мухтор системага очик А 
тупламда аникланган вектор майдон мос келади.

х° нукта А тупламнинг ихтиёрий нуктаси булсин. Мухтор 
системанинг геометрик маъноси нуктаи назаридан шу х° нуктага 
ундан чикадиган f (xu) вектор мос келтирилган. Мавжудлик ва 
ягоналик теоремасига кура (10.2) системанинг <р(/0) = х ” шартни 
каноатлантирадиган x =  <p(t) ечими мавжуд. Бу ечимга t =  t0 да 
траекторияси хп нуктадан утадиган нуктанинг уаракати мос келади. 
Харакати давомида x=y>{t) ечимни белгилайдиган нуктанинг 
моментдаги тезлиги f(x°) вектор билан ифодаланади, яъни
(djfU)
V dt '  ̂ |( ( =  /(*0) Энди уолатлар фазоси тушунчасини киритамиз.

I 0.2 -т а ъ р и ф. (10.2) мухтор системанинг уолатлар фазоси деб 
шундай п улчовли фазога айтиладики, унда шу системанинг ечимлари 
траекториялар билан, системанинг узи эса вектор майдон билан 
тавсифланади. Траекториялар х,олат траекториялари деб, векторлар 
х,олат тезликлари деб аталади.

10.5- теорема. Ушбу a — (a i , ..., а„) £D„(D„ =  A) нук,та (10.2) сис
теманинг мувозанат х,олати булиши учун, яъни шу системанинг 
ф(/) = а ,  а =  const айният уринли буладиган х =  ф(/) ечими мавжуд 
булиши учун D„ соланине а нук,тасида х,олат тезлиги нолга тенг 
булиши зарур ва етарли.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  a£Dn нукта мувозанат холати дейлик. 
У холда (10.2) системанинг q>(t)==a айният уринли буладиган
х =  ц>(0 ечими мавжуд. Шунинг учун [(a) =~<p(t) =  ^ = 0 .  Де-dt dt
мак, f(x) холат тезлиги х —а нуктада нолга айланади.

Е т а р л и л и г и .  a£Dn нуктада f { a ) =  0. Бу холда ф ( / ) = а  
функция (10.2) системанинг ечими булади. Хакикатан, ф( / ) =а £С' ,
a£Dn, ф ( / ) = ^ = 0  ва / ( а ) =  0. Теорема исбот булди.

10 . 1 - натижа .  (10.2) мухтор системанинг мувозанат уолатлари 
(нук,талари) ушбу

f  I (а ...... , а„) = 0

f n ( a ......... .....  = 0
(10.5)

чекли тенгламалар системасининг (унга х,осилалар кирмайди) 
ечимларидан иборат. Хусусан, ^ - = ( х —1 )3 тенгламанинг мувоза-
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нат нуктаси х= 1  нуктадан иборат, чунки (дг — I )3 =  0 тенглама шу 
ечимга эга, - ~ =  (х—I )а (х +  2) тенглама иккита х = 1 , х =  — 2 му
возанат нуктасига эга. Яна ушбу

*i =  М ь  
Х2 =  А,2Х2

(Я.|^=Х2, А.|, Х‘2 — хакикий, \ \ Ф 0 , Х2~ Ф 0) системанинг мувозанат 
холати координата бошидан иборат булиб, D2 соха бутун текислик- 
дир. Шунга ухшаш

jci =адс| — bx2, Х2 =  Ьх\-\~ах-2 ( Ь Ф 0, а — хакикий сонлар)

системанинг мувозанат холати хам координата бошидан иборат, 
чунки

{ Iах, — Ьх.2 =  0,
Ьх| -f-ax, =  0

система факат тривиал ечимга эга (системанинг детерминанти 
а2-\-Ь2фО). Мувозанат нукталари саноми ёки саноксиз булиши 
мумкин. Хусусан, x =  sinx учун х =  £л ( к — бутун сон) нукталар 
мувозанат нукталари булиб, санокли тупламни ташкил килади.
( =  0,< . система учун Х| = 0  чизик (х2 ук) мувозанат холатини беради. 
(x2= x t
Биз саноксиз тупламга эгамиз. Агар дг, =  0, г =  1, ... , п система 
берилган булса, мувозанат нукталари п улчовли фазодан иборат.
Агар х ,=0, хк= а кф 0, i=  1.......п, I igfcA система берилган
булса, унинг мувозанат нуктаси мавжуд эмас, чунки [ Ф 0.

2. Скаляр мухтор тенгламанинг холатлар тугри чизиги ва 
мувозанат холати. Ушбу

* = / (  х)  (10.6)

скаляр мухтор тенгламани курамиз. Бунда /'(х) — бутун /?' тугри 
чизикда узлуксиз ва узлуксиз дифференциалланувчи функция. Яна 
кушимча фараз этамизки, f (x ) функциянинг ноллари (улар берилган 
мухтор тенгламанинг мувозанат нукталаридир) лимит нуктага эга 
булмасин. Бу фаразга кура f(x) нинг ноллари бутун тугри чизикни 
чекли ёки санокли сондаги интервалларга булади. Энг чап 
интервалнинг (агар у мавжуд булса) чап охири —оо, энг унг 
интервалнинг (агар у мавжуд булса) унг охири +  оо булади. Шу 
интерваллар системасини X билан белгилаймиз. Агар f(x) функция 
/?' тугри чизикда битта хам нолга эга булмаса, 2 система битта 
( — оо, -j-оо) интервалдан иборат булиб, f (х) — битта хо нолга эга 
булган 2 система иккита ( —оо, х0), (хо, +  оо) интервалдан иборат 
булади.

10.6-теорема. 2 системанинг бирор интервалини (а, Ь) дейлик, 
яъни (а, Ь)£Х. яна х»£(а, Ь) булсин. Агар х =  ф(/), Г\ < / < г 2,
1 8 -
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берилган. тенгламанинг (0, *о), Г |< 0 < г 2, бошлангич к,ийматларга 
эга булган давомсиз ечими булса, у х;олда f  (х0) > 0  булганда ушбу

а < ф ( / ) < 6 ,  г , < / < л 2; (10.7)
lim ср(/) =а, Пт ф ( / ) = й  (10.8)/-<•, (- ,2

муносабатлар уринли; шу билан бирга, агар а (ёки Ь) чекли булса, 
у %олда Г\ (ёки л2) чеке из булади. Шундай цилиб, х,ар бир (а, 
Ь) интервал битта х;олат траекториясидан иборат.

Исбот .  f(x0) > 0 ,  х0в (а, Ь) булгани учун (теоремани 
f(x0) < 0  булганда хам тегишлича баён этиб, исботлаш мумкин), (а, Ь)

интервалда f(x) > 0  ва х > 0  була- 
^  ди. Бундан (а, Ь) да холат

—4-----+-•-----нуктаси чапдан унгга хара-
кат килиб, холат траекториясини 

40-чизма чизиши келиб чикади (40-чизма).
Демак, t усиши билан ф(/) нукта 

(а, Ь) интервалдан факат унг охири оркали чикиб кетиши мумкин 
(агар бу мумкин булса). Дейлик, t =  t, булганда ф(tt) = b  булсин. 
Эслатиб утамизки, f(b) = 0  ва ft — мувозанат нуктаси, бу ft нукта хам
10.4-теоремага кура мустакил траекториядан иборат. Аммо юкорида- 
ги фаразга кура х =  Ь ва x=q>(t) траекториялар t =  t\ да кесишади. 
f(x) функция узлуксиз дифференциалланувчи булгани учун (10.6) 
тенглама ихтиёрий тайинланган бошлангич шартни каноатлантиради- 
ган ягона ечимга эга. Шунинг учун биз зиддиятга келдик. Демак, 
t усиши билан ф(() нукта (a, ft) интервалдан чикиб кета олмайди. 
ф(/) нукта I камайиши билан (a, ft) интервалдан чап охири 
оркали чикиб кета олмаслиги хам худди шундай курсатилади. 
Демак, ушбу a<<p(t)<b  тенгсизлик уринли. Шундай килиб,
(10.7) муносабатлар исботланди.

Энди (10.8) муносабатларни исботлаймиз. Бунинг учун 
Нт ф ( / ) = й  ни исботлаш етарли. К.олган муносабат шунга ухшаш
'- 'г
исботланади.

lim ф(/) =5>tft, яъни lim ф(/) —с <Ь
•-'г

деб̂  фараз этамиз. (a, ft) интервалда f ( x ) > 0 булгани учун 
f(c ) > 0  булади. (10.6) тенгламанинг (0, с*) бошлангич кийматларга 
эга булган^ечимини ф(/) дейлик. Демак, ф(0)=с*, ф(/) = / ( ф ( ( ) ). 
Бундан f (c’) > 0  булгани учун бирор t =  t. < 0 , t ,£ (п, г2) булганда 
ф (/,)= с*  келиб чикади. Йккинчи томондан, <->-г2 да ф(/)-»-с. 
булгани учун ф(/.)<£*, / , < г 2 булади. Бу тенгсизликларга асосан 
Фй.) =ф(*.) = * .. a < x .< c * < f t  деб танлаш мумкин. Бошкача 
айтганда, (10.6) тенгламанинг иккита ф(() ва ф(<) ечимлари бир хил 
бошлангич шартни каноатлантиряпти. Бу ечимнинг ягоналигига зид. 
Шундай килиб, (10.8) муносабатлар исботланди деса булади.
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, Теореманинг охирги тасдигини исботлаш колди. Бунинг учун 
й чекли булсин дейлик, яъни й < - |-о о ; г2=  +  °° эканини исботлай- 
миз. Фараз этайлик, /-2<  +  °°. Ушбу функцияни киритамиз:

ф(/), г, < / < г 2. 
й, / ^ г 2-

Бу функция (10.6) тенгламанинг ечими, аммо бунинг булиши мумкин 
эмас. Акс холда икки ечим x =x ( t )  ва х =  Ь лар / =  г2 булганда бир 
хил кийматларга эга булади. Шундай килиб, г2= о о . Худди шунга 
ухшаш а >  — оо булганда г\ =  — сю экани исботланади. Теорема 
тулик исбот булди.

Келтирилган теорема (10.6) тенглама ечимларининг мухим 
хоссасини беради. Навбатдаги хоссани баён этишдан аввал баъзи 
тушунчаларни киритамиз.

Берилган (10.6) тенгламанинг бирор мувозанат нуктасини й, 
ундан чап ва унг томондаги энг якин мувозанат нукталарни а  ва  с 
дейлик. Агар (а, й) интервал X системанинг энг чап, (й, с )  эса унинг 
энг унг интервала булса, у холда а =  — оо, с=-|-сю  булади. 
Куйидаги мулохазалар шу холларда хам уринли. Демак, (а,  й)£Х, 
(й, с)£Х. Хар бир (а, й) ёки (й, с) интервалда f(x)=£0. Шу f{x) 
функциянинг мусбат ё манфийлигига караб (а, й) ва (й, с)  интервал- 
ларда холат нуктаси t ортиши билан ё й га якинлашади, ё ундан 
узоклашади.

Агар хар икки (а, й) ва (й, с) интервалларда хам холат нуктаси 
/ ортиши билан й га якинлашса, у холда нукта (мувозанат нуктаси) 
TypFyn дейилади; агар t ортиши билан хар икки интервалда хам холат 
нуктаси й нуктадан узомашса, у холда й нукта нотургун (т ур гунм ас)  
дейилади; агар t ортиши билан холат нукта бир интервалда й га 
якинлашиб, иккинчи интервалда ундан узоклашса, у холда й нукта 
ярим rypFyn дейилади.

х —х тенгламанинг битта х =  0 мувозанат нуктаси бор. Демак, 
й =  0 ва X система иккита ( — сю, 0) хамда (0, +  сю) интерваллардан 
ташкил топган. Равшанки, ( — сю, 0) интервалда холат нуктаси й дан 
узоклашади, яъни х<:0 булгани учун харакат унгдан чапга булади. 
(0, -f-oo) интервалда эса харакат чапдан унгга булади, яъни холат 
нуктаси вакт утиши билан й нуктадан яна узоклашади. Шундай 
килиб, х = х  тенглама учун й =  0 нукта нотургун мувозанат нуктадир. 
Шунга ухшаш, агар х = —х тенглама курилса, х = 0  нукта тургун 
мувозанат нукта эканини курсатиш мумкин.

Мулохазаларни интеграл чизиадар ёрдамида хам олиб бориш 
мумкин эди. Хусусан х = х  тенглама учун х =  0 мувозанат нуктасига 
(t, х) текисликдаги тривиал ечим, яъни t уки мос келади. Бу 
горизонтал укнинг юкори ва пастки кисмидаги интеграл чизиклар 
/.ортиши билан борган сари шу укдан узоклашиб кетади (41-чизма). 
х =  —д: тенгламада эса бунинг акси булади.

Шундай килиб, (10.6) тенглама учун й мувозанат нуктанинг 
атрофида.аникроги (а,  Ь) ва (й, с) интервалларда холат нуктаси- 
нинг харакати тугрисида куйидаги теорема уринли.
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10.7-теорема. (10.6) тенглама- 
нинг мувозанат нуцтаси b тургун 
булиши учун (а, Ь) интервалда 
f(x ) > 0 ва (Ь, с) интервалда 
f(x) < 0  булииш зарур ва етарли; 
мувозанат нуцта Ь ноту pry н були- 
иш учун (a, b) da f(x) < 0 , (Ь, с) 
да f (x )<С 0 булиши зарур ва 
етарли; них,оят. Ь нуцта ярим 
тургун булиши учун f(x) функция- 
нинг ишораси (а, Ь) ва (b, с) 
интервалларда бир хил булиши 
зарур ва етарли.

Бу теореманинг исботи юко- 
ридаги мулохазалар ва таъриф- 
ларга асосан равшан.

Шуни эслатамизки, бу теоремада фойдаланиш учун функциянинг 
ишорасини у ёки бу интервалларда текшириш лозим. Агар f(x) 
функциянинг хосилаларидан фойдалансак, текшириш осонлашади. 
Шу муносабат билан куйидаги теоремани келтирамиз.

10.8-теорема. (10.6) тенглама учун Ь мувозанат нуцта булиб, / (х) 
функция шу ну цт ад a 2s-f-l (s — натурал сон)-тартибгача узлуксиз 
х,осилаларга эга булсин. Агар ушбу

f ' ( b ) = . . . = f ^ - ' > ( b ) =  0, Г ‘>(Ь)Ф0 (10.9)

муносабатлар бажарилса, Ь нуцта ярим тургун мувозанат нуцта 
булади; шунга ухшаш, агар ушбу

П 6 ) = . . . = Г ’ (&)=0, Г*+" ( Ь ) Ф 0 (10.10)
муносабатлар бажарилиб

а) f(2s+u (Ь) < 0  булса, Ь- тургун. (10.10')
б) /,2' +|) (Ь) > 0  булса, Ь- нотургун (10.10") 

мувозанат нуцта булади.
Исбот .  (10.6) тенгламада f ( x ) функция бирор *-тартибгача 

узлуксиз хосилаларга эга булсин. У холда f(x) функция учун х =  Ь 
нуктанинг атрофида Лагранж формуласини ёзамиз:

f(x) =f (b)  + Ш - ( х - Ь )  + Ш - {Х- Ь)> +  ... +  

+ I~ ~ L ( x - b ) k+ 0 { ( x - b ) k), *>

бунда lim - -^ -= 0 . Энди k= 2s  булсин. У холда (10.9) муносабатлар-
у-*0 У

дан фойдалансак.

•)
0 ( a )  ( 0  к и ч и к  а д а н )  —  а  га  н и о б а т а н  к ж о р и  т а р т н б л и  ч е к с н з  к н ч и к  м и к д о р .
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f ( x ) = L_l! !L{x- bf * + o ( { x - b ) 2n

формулага эга буламиз. х£(а,  Ь) дейлик. Бу холда х — Ь < 0; 
шунингдек, х£(Ь, с) булса, х — Ь > 0. Аммо (х — b )2s> 0 булади. 
Шунинг учун формуланинг унг томонидаги 0 ( (дг — b)2s) ифода

муносабат уринли. Ленин f i2s> (Ь) фО. Шунинг учун f(x) функция 
(а, Ь) ва (Ь, с) интервалларда бир хил ишорага эга. Демак,
(10.9) муносабатлар бажарилганда b нукта ярим тургун булади.

Энди (10.10) муносабатлар уринли булсин дейлик. У холда 
Лагранж формуласида £ =  2 s + l .  s =  0,l, ... деб топамиз:

Бу формулада унг томоннинг ишораси биринчи хад билан аникла- 
нади, ишорага 0( (х — b)2s+l) хад таъсир эта олмайди. Аввал (а, Ь)
интервални курайлик. Унда х — Ь<.0, демак, (х — b),2s+n < 0  .
Бундан (a, b) eaf(x)  нинг ишораси f,2s+u (ft) нинг ишорасига тескари 
булиб чикади, яъни (а, Ь) интервалда

(b, с) интервал учун х — ft> 0 , (х — ft)2s+l> 0  ва (ft, с) да

Топилган (10.11) ва (10.12) муносабатлардан / (2s+11 (b) < 0  булса, 
f{x) > 0 , (a, ft), f (x)  < 0 , х£ (b, с) тенгсизликлар келиб чикади. Бу
холда таърифбуйича ft нукта тургун булади. Агар / l2s+l,(ft) > 0  бул
са, ушбу /(* )< 0 , х£(а,  ft); }(х) > 0 , х£(Ь, с) тенгсизликларга 
эгамиз. Бу холда эса b нукта нотургун булади. Теорема исботбулди.

Хозир исботланган теоремада келтирилган (10.9) ва (10.10), 
(10.10'), (10.10") шартлар мувозанат нуктасининг ярим тургун, 
тургун ва нотургун булиши учун етарли шарт вазифасини бажаряпти. 
Аслида бу шартлар зарур ва етарлидир. Зарурлигининг исботи хам 
юкоридаги каби булади.

М и с о л л а р .  I. Аввал х  =  х  тенгламани олайлик. Унда 1 ( х ) = х  булиб, 
/'(0) =  I > 0 .  Демак. 10.8-теоремага кура * =  0 нукта нотургун. Агар х = — х 
тенгламани олсак, унда [(х) =  — х  ва /'(0 ) =  — 1 < 0 . Бу холда х — 0 нукта тургун 
булади. Энди х  =  р ( х — 1) (х +  1) (x-f-2), 0=rtp =  const тенгламани курайлик. Унда 
f (x)  = р ( х — I ) (x +  1) (х +  2) булиб. *1 =  1, x i — — I, дгз=— 2 нукталар мувозанат 
нукталаридан иборат. Хосилаларни хисоблаймиз:

/ w = / S T r ^ ( jt“ fe )2 s+ l+ 0 (U _ fe )2 5 + l)-

signf(x) =  —sign—(2J+[(|>!)-, х£(а,  b). ( 10. 11)

signf(x) , x£ (b, c). ( 10. 12)
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f '(x)  =/>[(* +  l) (x  +  2 ) +  (x — 1) (x +  2) +  (x— 1) (* +  I)].
Куриниб турибдики, f  (1) = 6p, / ' ( — 1) =  — 2p, f'(  — 2) = 3 p ва рф О  б^лгани учун бу 
хосилалар нолдан фаркли. Биз 2 s + l  =  l булган холга эгамиз. Агар р > 0 б^лса, 

^ 6р > 0  ва Х| =  1 нукта нотургун; —2 р > 0  ва

-/
42- чизма

иборат. Илдизлар х =  пп 
[' (х) =  (sinx)' =  cos х булиб:

(л

Хг=  — 1 нукта тург-ун; 3 р < 0  ва х3= —2 нукта 
нотургун булади (42-чизма).

2. Ушбу x =  sinx тенглама учун мувозанат 
нукталари sinx  =  0 тенгламанинг илднзларидан 
бутун сон) куринишда ёзилади. Бу холда

> 0 , агар х =  21гл, k — бутун сон,
< 0, агар лг=(2А + 1)я, k — бутун сон.

10.8-теоремага кура, x = 2 k n  кУринишдаги нукталар нотургун, х =  (2/t-f- 1 )я  кури- 
нишдаги нукталар эса тургун булади. Кайд килиб утамизки, берилган тенгламанинг 
мувозанат нукталари санокли булиб, лимит нуктага эга эмас.

3. Мухтормас системанинг холатлар фазосига мисол. Ушбу
Г =а,
[ ъ —ЗЫ2, а > 0 ,  Ь> 0

Мухтормас системани олайлик. Унинг умумий ечими
I х, =at+Ci,
\ x 2= b t 3 + с 2

(10.13)

(10.14)

куринишда ёзилади. Берилган системада п — 2 булиб, f t —а, 
f2= 3 b t  функциялар (, Х\ ва х2 лар буйича узлуксиз дифференциалла- 
нувчи. Коши теоремасига кура, (t, х\, х2) узгарувчиларнинг фазосида 
ихтиёрий тайинланган (t0, х?, х°2) нуктадан берилган системанинг 
ягона интеграл чизиги утади. Бу бир томондан. Энди системанинг 
ечимини холатлар фазосида тасвирлашни курайлик. Унинг учун
(10.14) дан t параметрни чикариб ташлаймиз:

х2 =  -—(х—с1)3 +  с2 , (10.15)

Бу кубик параболалардан иборат булиб, (с|, с2) нуктадан утади ва 
х2 =  с2 чизикдан пастда кавариклиги юкорига, шу чизикдан юкорида 
эса кавариклиги пастга караган булади. Шу билан бирга у чизик 
х =  с | чизикка уринади хам. Агар ё с\=&{, с'2фс'{у ёки с'хфсf, с'2= с 2 
булса, тегишли кубик параболалар узаро кесишмайди (43-чизма). 
Буни аналитик усулда исботлаш кийин эмас. Параболалар кесишади 
дейли к. У холда

У =  ~г(х — с '|)+ 4 . У — - г ( х —ct ) +с2

лардан

А (с[ — С|) =с2 Л = ~ > 0
а

(10.16)
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тенгликка эгамиз. Агар с\ =  с'\, с'ъфс'г ёки с"Фс\ , с'г — сЪ муноса- 
батларни курсак, юкорида зиддиятга келамиз. Демак, кубик 
параболалар кесиша олмайди.

43- чизма

Энди С\=с", с^фс'-г булсин. У холда тегишли кубик параболалар
(10.16) тенглик уринли булганда узаро кесишади. Демак, (jci, xz) 
текисликнинг хар бир нуктасидан ягона кубик парабола утмайди (43, 
в-чизма). A mmo (t, xi, Х2) фазода ягоналик уринли эди. Шундай 
килиб, бу мисолдан куринадики, мухтормас системаларни уларнинг 
холатлар фазосида текшириш максадга мувофик эмас.

М а ш к. Ушбу системаларнинг ечимлари холатлар фазосида тасвирлансин:
, [  *| = —wx2.

I х2 =  <!>*,, со>0;

{ .х, —а, а>0,
.

x2 = bt, b> 0;
3. х = ( х — 1)3(х-(-2) (мувозанат нукталари хам текширилсин);
4. дг=(дг —2) 2 (мувозанат нуктаси хам текширилсин).

10.4-§. Ч И ЗИ М И  УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТ И БИР ЖИНСЛИ 
СИСТЕМАНИНГ Х.ОЛАТЛАР ТЕКИСЛИГИ

I. Системанинг каноник куриниши. Визга ушбу
Г Ху = а иХу + 0,2X2,
1 -*2= ++1 +^22+
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чизикли узгармас козффициентли бир жинсли система берилган 
булсин. Бу системанинг детерминанти:

булиб, (10.17) система учуй координата боши (0,0) мувозанат нукта 
булади. Аммо ундан бошка мувозанат холатлар хам булиши мумкин. 
Агар О ф 0 булса, (10.17) системанинг координата бошидан бошка 
мувозанат нуктаси була олмайди. Агар й ф О  булса, равшанки, 
-4 =  (аа), i, j — 1.2 матрицанинг хар икки хос сонлари нолдан фаркли 
булади.

Хозир биз А матрица хос сонларига караб, (10.17) системанинг 
куринишини соддалаштириш билан шугулланамиз.

А) А м а т р и ц а н и н г  хос с о н л а р и  х а к и к и й , х а р  хил 
ва н о л д а н  ф а р к л и .  Уларни Х| ва Х2 дейлик. Бу холда
(10.17) системани махсусмас алмаштириш ёрдамида

куринишга келтириш мумкин.
Шу муносабат билан куйидаги алмаштиришни бажарайлик:

а б  — Р у ¥ = 0 -

Хосилаларни хисоблаб, (10.17) дан фойдаланамиз:
у, =  ах, + p i 2=  (a n a  +  a2i| i)x i +  (а12а + а 220 )х 2,

У 2 — У Х \  - ( - 6 x 2 =  ( Q | l Y  +  a 2 | 6 ) X |  - ) -  ( а | 2у - | - а 2 2 б ) Х 2 .

Бу ифодаларни мос равишда Xii/i ва X2J/2 ларга тенглаштирамиз:
|  an<x-|-a2iP)xi-f- (Ц|2а +U22P)x2 =  Xi (axi -ррхг),
1 (anv-|-a2 i6)x i -f- (a i2? - f  a226)x2 =  X2(YJCi +  6х2).

Энди Х\ ва Х2 лар олдидаги коэффициентларни тенглаштирсак, 
ушбу

(10.18)

Ух = а х , +  0 * 2, 

«/2=Y*I +6*2,
(10.19)

( 10.20 )

(10.21)

системаларни хосил киламиз. Равшанки Х| ва Х2 учун
а 11 —X Q|2 
CL2\ Cl22 — X
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Шунинг учун /)'(Х,) =
а п —А,, 021 

а 12 O22 — А,
=  0 булади. Бу тенгликка

асосан ( 10.20) ва ( 10.2 1 ) системалар а, 0 ва у, б ларга нисбатан 
тривиал булмаган ечимларга хам эга. Хусусан,

деб танласа булади. Агар (10.22) тенгликлардан фойдалансак,
(10.19) алмаштириш махсусмас була оладими? Шуни текширайлик. 
Куйидагига эгамиз:

аб — Ру= — O21 (оц — Аг) +  (оц —А|)аг| =021 (А,г — A-i).
Бундан O2i ¥=0 булганда аб — ру¥=0 экани келиб чикади. Агар 
a2i= 0  булса, а п = 0  булганда (10.17) система

куринишда, яъни (10.18) куринишида ёзилган булади. Энди агар 
а2| = 0  булиб, а ,2ф 0  булса, у холда (10.17) система ушбу

куринишни олади. Бунда Х\  ва Х 2 лар ролини алмаштирсак,

системага эга буламиз. Энди бу системада 021 урнида а 12 турибди. 
Шунинг учун 021 фО булгандаги мулохазалар а 12ф 0  булганда хам 
утади. Шундай килиб, (10.17) системани унинг матрицаси хакикий, 
хар хил ва нолдан фаркли хос сонларга эга булганда (10.18) кури
нишда ёзиш мумкин. Бу (10.18) система курилаётган холда
(10.17) системанинг каноник куриниши дейилади.

б) А м а т р и ц а н и н г  хос  с о н л а р и  к у ш м а  к о мп л е к с .  
Уларни Я.| =  ц. —/v, А,2 =  р —IV, v=^=0 дейлик. Аввало (10 .22 )  кий- 
матлардан фойдалансак, (10 .19 )  алмаштиришни бундай ёзиш 
мумкин:

Шу алмаштириш формулалари А.|, А,2 лар комплекс булганда хам 
уринли. А| ва А.2 лар урнига уз ифодаларини куямиз:

a  =  a2i, Р =  — (Оц —А|); 7 = 021, 6=  — (оц —А.2) (10.22)

X, = 0 \ \ Х \  - f  Oi2*2, 

*2 =  022 *2

1/1=021*1 —  (0 | | — Я |)*2 , 

1/2 =  021*1—  (Оц —  А,2)*2 -

{г / |= а 21*| — ( 011 Ц IV ) *2»
1/2 =  021*1 — (Оц — p + / v ) * 2.

(10.23)
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Бундан, агар

{У1 —и I + ш 2, 
y2 =  U \ — i u 2

деб бел гил аса к.

{Ul =  02|* |— (Оц — р)*2,
U2 =  VX 2

(10.24)

келиб чикади. Содда хисоблашлар ёрдамида (10.18), (10.23) ва 
(10.24) ларга кура куйидагига эгамиз:

муносабатларни хосил киламиз. Шу (10.25) система берилган 
системанинг хос сонлар комплекс булган холда каноник куринишидан 
иборат.

Албатта, (10.25) системани интеграллаб, (10.24) формулалар 
оркали Х\ (t) ва x2(t) ечим топилади.

В) А м а т р и ц а н и н г  хос с о н л а р и  у з а р о  т е н г  ва 
н о л д а н  ф а р  к. л и. Курилаётган холда kt = к 2ф 0. D(k) = 0  тенгла-

каби мулохазалар юритиб, берилган системани унинг коэффи- 
циентларига караб хусусан ушбу

каноник куринишга келтириш мумкин.
г) А м а т р и ц а н и н г  хос с о н л а р и  т е нг  ва н о л д а н  

и б о р а т ,  я ъ ни  Я.|—Х2 =  0. Бу холда D(X|i2) = 0  муносабатдан 
а ц = а 22= 0, 012021= 0, оц =021 =  —Oi2= —022=0  экани келиб 
чикади. Бу холда каноник куриниш куйидагича булади:

Шундай килиб, ушбу

1~ а Г =  — vu2> + i( v « ,  +рОг)
тенгликдан

dux
—  =  цо, — vo2,
diiQ
— = v « ,+ p o 2

(10.25)

(10.26)
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( х , = а ( х  , —х2).
ёки

*
У\

|  x2= a(x i — х2)
У2

t . У\

г х, —<* |2*2> х\ = 0
Х2=0, 4=021X1,

1 021 = 0 , а\2ф 0. . Ol2 =  0, 021 фО,

=  У2 =  Х \  —  Х 2

X, = 0,
4 = 0 , (10.27)
<212=021 = 0 .

Юкорида биз чизикли узгармас козффициентли бир жинсли 
системанинг куринишини унинг хос сонларига караб соддалаштириш 
билан шугулландик. Энди каноник куринишда ёзилган иккинчи 
тартибли чизикли системаларнинг траекторияларини холатлар 
текислигида урганамиз.

2. Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли системанинг холатлар
текислиги. Хос сонлар хакикий ва комплекс булган холларни алохида 
текширамиз.

А. А матрицанинг хос сонлари уациций, %ар хил ва нолдан фарцли. 
Хос сонларни \\ ва Х2 десак, уларга мос келган чизикли эркли хос 
векторларни топиш мумкин (9-боб, 4-§ га каранг). Шунинг учун
(10.17) системанинг умумий ечими

x =  C,hw e '‘ +  C2hm e*  (10.28)

куринишда ёзилади. Уни яна
x =  6iA,l>+&,*'*>

(бунда 1 \= С \е '‘, Ь  =  Счв1' )

(10.29)

(10.30)
куринишда А<и ва Л(2) векторлар буйича ёйиб ёзиш мумкин. |i  ва 12 
сонлар холат текислигида турри бурчакли Декарт координаталари- 
дан иборат булиши шарт эмас, бу h{ 11 ва /г'2' векторлар буйича 
иуналган укларга боглик. Холатлар текислигини Р дейлик. Унда | |  ва 
52 уклар А(м ва Л(2) векторлар буйича йуналган булади (44-чизма). 
Аффин алмаштириш ёрдамида Р холат текислигини шундай

44- чизма



Р’ текисликка акслантириш мумкинки, унда А,п ва Л(2) векторлар 
узаро перпендикуляр е\ ва е2 бирлик векторларга утади, Р те- 
кисликнинг (£|, lj2) нуктаси Р' текисликнинг тугри бурчакли 
декарт координаталарига утади, яъни Р да х = | |Л (|’ +  | 2Л(2’ булса, 
Я* да дг =  ̂ е | +  £2е2, е\ _1_е2 булади. Курилаётган холда (10.17) систе
мами каноник куринишда ёзиш мумкин ((10.18) га каранг).
(10.18) системанинг траекториялари Р" текисликда чизилади, 
чунки унинг хос векторлари (1,0) ва (0,1) дан иборат.

Энди (10.18) системанинг траекторияларини тасвирлашга утамиз. 
Аввал | А.11 <  | Л.21 ва Я.2<  Xi < 0  ёки А,2>А.| > 0  тенгсизликлар уринли 
булсин. (10.30) дан куриниб турибдики, биринчи чоракда чизилган 
траекториялар ёрдамида колган чоракдаги траекторияларни хам 
ёзиш мумкин. Ундан ташкари, Х2< А .|< 0  булган холда С \ ф0 у
С2 =  0 булса, £| =  С\е'‘, £2 =  0, яъни £| укига эгамиз. Унда
С |> 0  булганда харакат унгдан чапга, С |< 0  булганда эса чапдан 
унгга булади. Бошкача айтганда, оо да С нинг ишорасидан
катъи назар, lim |i  =  lim Схе' '  = 0  ва координата бошидан икки

<->■+“> /-► + оо
томонда харакат шу нуктага йуналган булади. Худди шу хусусият Н,2 
укига хам тегишли (45-чизма). Энди C i> 0 , С2> 0 булганда, яъни 
I чоракда траекторияларнинг кавариадигини текширайлик. 
Равшанки,

dh v (Ал Aj )/)е ,

d%
=  7H K - \ Y e2 (̂ 2 |̂)( > 0.

Бундан I чоракда траекторияларнинг кавариклиги пастга караганли- 
ги келиб чикади. Ушбу

lim
/-*■ -f- ооdl, lim X|,' - 0

муносабатдан /-*--|-oo да траекториялар абсцисса укига уриниши
чикади. I чоракда < 0 , ~у-= С 2Х.2е *‘< 0  булгани учун
£i ва £2 лар t ортиши билан камаяди ва демак, харакат юкоридан 
пастга хамда унгдан чапга йуналган булади (45-чизма). Траектория
лар чекли вактда координата бошига кела олмайди. Координата 
боши берилган система учун ягона мувозанат нуктасидан иборат 
булиб, у мустакнл ечимдир. Колган чораклардаги траекторияларни 
шу чизилган траекториялардан уларни | |  ва | 2 уадарга нисбатан 
симметрии айлантириш ёрдамида хосил киламиз. Шундай килиб, 
бутун текисликда траекториялар чизилди дейиш мумкин (45-чизма). 
Я.2> Х |> 0  булганда хам худди шу усул билан траекториялар 
чизилади. Траекториялар аввалгисидан фарк килмаса-да, уларда
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45- чизма 46- чизма

йуналиш тескари булади (46-чизма). Хос сонларнинг Я.2<  Xi < 0  кий- 
матларига мос манзара (45-чизма) тургун тугун, А,2>Х|>0 киймат- 
ларига мос манзара эса (46-чизма) нотургун тугун дейилади. Эслатиб 
утамизки, траекториялар А,г< A-i < 0  булганда эса /-*- +  оо да, 
Х.2>Х|>0 булганда эса /->—  оо да Р‘ текисликда £| укига уринади; 
Р текисликда бу кол А,| га мос келган хос векторнинг йуналиши билан 
боглик булади. Айтилган хосса мисоллар куришда кулайлик 
тугдиради.

Хос сонлар учун А.|<0<:А.2 (ЯгСОсАа) тенгсизлик уринли 
булсин дейлик. Бу холда хос сонлар турли ишораларга эга. Х\ с О сХ г  
булганда £| уки буйича харакат координата бошига йуналган булиб, 
Ь  уки буйича харакат координата бошидан узоклашади. Траекто
рияларни куриш учун уларни I чоракда куриш етарли. Аввал

tfh,
каварикликни текширайлик. А.2 — Я,|>0 булгани учун ——> 0  бу-

dl,
лади, демак, I чоракда кавариклик пастга караган. Шунга ухшаш 
ушбу

Сл
lim - —=  lim — — А,, )е/-*+«> “5| (-.+ « Ц

(х,—л., м=  +  оо,

lim \im ~ ( к 2—Х1) е ^  ' '" = 0 ,  lim (/) = 0 ,
i—► —  оо /-»■ _  оо ^  | /-►  +  ОО

lim ^  (/) =  +  оо
/-*■ -f- oo

муносабатларга эгамиз. Бундан I чоракдаги траекториялар парабо- 
лаларга ухшашлиги ва уларда харакат унгдан чапга ва пастдан 
юкорига йуналганлиги келиб чикади (47-чизма). Акслантириш 
ёрдамида траекторияларни бошка чоракларда хам чизамиз. Агар хос 
сонлар А.2< 0 < ; А,| тенгсизликни каноатлантирса, юкоридаги усул 
билан яна траекторияларни куриш мумкин (48-чизма). Хар икки 
холда хам хосил булган манзара эгир дейилади.
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М и с о л л а р .  1. Ушбу
' я, =  —3jti + х 2 

. x2 =  4xi — Зг,
системанинг траекторнялари чизилсин ва мувозанат нуктаси атрофндаги манзара 

аниклансин. А матрицами ёзамиз: /4 = ^   ̂ 3 ) матрицанинг хос сонларини

-3 -Х  1 
4 - 3 - Х

Х2=  —5. Равшанки, Х2< Х ь |Х2|> |Х | | .  Хос сонлар хар хил ва манфий булгани учуй 
биз тургун тугунга эгамиз. Энди шу манзарани чизайлик. Унинг учуй хос векторларни

А0>
(,<•) — I 1 \  ушбу Ah111 =  ( — I )/г*1 ( ёки

топамиз: =  0ёки (3 +  Х)2 —4 =  0. Бундан 3 +  Х = ± 2  ёки Xi =  — 1,

топиш керак. Х| =  — 1 га мос хос вектор ft

/  —ЗЛ{,) 4-/4° \  /-*}■> \
V 4A« » -3 /4 " j  V - / 4 V

системадан топилади. Равшанки, биз — 2 f t j l , - |-

Л211 =  0 тенгламага эгамиз ва ундан Л|1 * =  I , ft5u =  2 деб олиш мумкин. Агар 
A j"=  — 1, —2 десак хам уша йуналиш чикарилади. Шунга Ухшаш Х2=  —5 хос
сонга мос хос вектор топилади:

Энди текисликда координата бошидан шу векторлар йуналишида тугри чизиклар 
утказамиз. Абсолют кийматн буйнча кичик хос сон Х| =  — 1 булгани учун траекто- 
риялар шу хос сонга мос ft*1* вектор йуналишига <-*■-)- оо да уринади (49-чизма).

2. Ушбу
{ х, =3xi +*2 

х2 =  4xi -4- Зх2

система учун А =  ^  3 J  ва хос сонлаРи 

Xi =  1, Х2 =  5. Xi =  1 га мос хос вектор ft(n

3 - Х  I 
4 3 —X

=  0 тенгламадан топилади:

ва Х2 =  5 га мос хос вектор эса
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49- чи зм а 50- чи зм а

Л(2) =  дан иборат. Хос сонлар турли ва мусбат булгани учун биз нотургун

тугунга эгамиз. Траекториялар — оо да ft"1 =  ^  ̂ j  вектор йуналишига коор

дината бошида уринади (50-чизма).

Б. А матрицанинг хос сонлари комплекс. Бу холда хос сонлар 
кушма комплекс булиб, уларни X =  p-(-*v> ^ =  Р—<v, v ^ O  деб 
белгилаймиз. v ни доим v > 0  деб караш мумкин. Шу хос сонларга мос 
хос векторлар хам кушма комплекс булади. Агар А(|) ва Л(2) лар 
хакикий вектор булса, мос хос векторларни А ва А деб белгиланади ва 
бундай аниаданади:

Л = у(Л ("-гА<2)),

бунда Л(|) ва А<2) лар чизикли эркли, акс холда А ва А лар чизикли 
боглик булар эди. Шунинг учун Л(0 ва А(2) хакикий векторларни 
Р текисликда хос йуналишлар деб караш мумкин.

Энди Р* текисликда траекторияларни курамиз. Курилаётган холда 
берилган системанинг каноник шакли маълум. Уни ёзайлик 
((10.25) га каранг):

f j ’ f r t -  (10.25)ll2= V ^+ M .|2.
Бу системанинг умумий ечими

1 1 (/) =  C ^cos (v/+Y).
{  | г ( / )  = C e * ,' s i n ( v / + Y )

куринишда ёзилади (С ва у — ихтиёрий узгармаслар). Унда t ни 
параметр деб карасак, биз траекторияларнинг параметрик тенглама- 
сига эгамиз. Уларни куриш учун кутб координаталарига утиш 
кулайлик тугдиради. Шу максадда |i= p co s(p , |2 =  psin<p (р, ф —
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кутб координатам а ри) дейлик. Шунинг учун юкорида ёзилган умумий 
счим

р =  Се*‘ (С > 0), (p = v /+ y  (v> 0 )  (10.31)
куринишни олади. Бу муносабатларга кура / усиши билан ф бурчак 
хам усади (чунки v > 0  деб караяпмиз). Бошкача айтганда, 
координата бошидан чикадиган нур (£t (0 . Ы О ) нуктадан утиб 
секундига у радиан тезлик билан соат стрелкасига карши йуналиш- 
да бурилади. (10.31) дан t ни чикарамиз:

р =  К е '\  (10.32)

бунда К =  Се v =  const. Траекторияларнинг куриниши р > 0 , ц < 0 . 
ц =  0 кийматларга караб хар хил булади. р<0булсин. 1/ > 0 булгани
учун lim р = 0 , чунки ^ < 0  ва lim ф = - ) -  оо. Демак, t - ^ + o o  да

'* + “ V I—+ОО

53- чизма

холат нуктаси координата бошига 
якинлашади (51-чизма). Хосил 
булган манзара тургун фокус 
дейилади. Агар ц > 0  булса, юко- 
ридаги каби мулохазалар ёрдами- 
да нотургун фокус манзарасини 
куриш мумкин (52- чизма).

Агар (4 =  0 булса, (10.32) фор- 
муладан р =  К (К =  const) келиб 
чикади. Бу эса, маркази координа
та бошида булган концентрик 
айланалардан иборат (53-чизма). 
Хосил булган манзара марказ деб 
аталади.
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М и с о  л  л а р . 1. У ш бу

< *| =3*1 —*2, 
|  *,2 =  4*| +3*2

система учун 

А =
г з - п I 3 —Я - 1  I

ва =  0
U 3 J +*• 1 >-*

=  0 тенгламадан i. =  3 ± 2 i.

Демак, ц =  3, v =  2. Я, =  3-+ 2/ хос сон учун хос векторни излаймиз.

/< 3  +  2»)А, \
О  з )  (I )-  ,з+ 2 ,> ( » ; )  *“  ( , “ '+ ,t у ( (3+20*2)

Бундан

{
ЗА, — A.J =  ЗА, +2(А,

4Ai +3A2 =  3A2 +  2jA2

Охирги икки тенгликнинг бирн иккинчисидан хосил килиниши мумкин. Шунинг учун 

А1 =  I, А г= —2< деб танланса булади. Энди А =  ( ‘ ) векторни бундай тасвирлай-

Г A2 =  2i'A1,
у 4Л|=2/Л«2.

1 кил*

миз:

Куринаднки, А(|) = ^  ^ А2 ^ ^ ^ векторлар изланган булиб, улар абсцисса ва

ордината уклари буйича йуналгандир. Курилаётган мисолда р =  3 > 0  булгани учун 
биз нотуртун фокус манзарасига эгамиз.

2. У шбу
' *, =  —2*i + 10*2,

{х9=  — Х\

система учун

=  ^  ̂ д ^ ва Х|.2=  — I ± 3 i,  ц =  — 1 < 0 ,  v =  3.

Аввало биз |1 < 0  булганидан тургун фокус манзарасига эгамиз. Энди хос 
векторларни топайлик. Содда хисоблашлар курс-атадики,

с? 5 ) С ) - '-  о

{
еки

— 2А, +  10Л2 =  — A j+3/A ,.

— А| = —

( — 1 —3i)A, + 10*2=0,
А( +  ( — i +  3i) Л2 =  0.
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Охиргн икки тенглнк узаро эквивалент. Шунинг учун Л, =  10 f t ,=  i_i_.>.
у  и V * 1 '  " г  А

танланиши мумкин. Энди ft вектор учун куйидагига эгамиз:-С)! Деб

Бундан хакикин хос векторлар снфатида
'20

векторларни, ёки бари бир,

векторни олиш мумкин.
- “ - ( Г )

«.(2)

а<2|

-G)
- о

В. А матрицанинг хос сонлари тенг ва нолдан фарцли. А матрица- 
нинг хос соннни Я дейлик. Унга мое хос векторлар учун икки хат 
юз бериши мумкин:

l - х о л .  Р текисликда шундай иккита чизикли эркли А
fiu> векторлар мавжудки, улар учун ушбу 

Ahu) =  khu), ЛЛ,2, =  ЯА'2)

in ва

(10.33)
тенгликлар уринли.

(2)2 - Х ° л . Р текисликда шундай иккита чизикли эркли А<и ва 
А векторлар мавжудки, улар учун ушбу

ААШ =  ЯЛ,|), Ah,2)=Xhi2)+ h il) (10.34)
тенгликлар уринли.

(2Шу (10.33) ёки (10.34) тенгликларни каноатлантирадиган А(|) ва 
И чизикли эркли векторларнинг (базиснинг) мавжудлигнни 
курсатамиз.

^ " — А матрицанинг хос вектори булиб, Л<2) — унга катлинеар 
булмаган ихтиёрий вектор булсин. У холда

ЛА(|, =  ЯАШ ва Ah{2) =  ah '" + рА(2)
тежликларга эгамиз. Улардан А111 ва А121 ларни топиш учун система 
сифатида фойдаланиш мумкин. Бу системанинг матрицаси

булиб, хос сонлари Я ва 0 дан иборат. Шунинг учун 0=Я. Агар 
а  =  0 булса, (10.33) тенгликларга эгамиз. а=^0 булганда эса
(10.34) тенгликларда А"' векторни унга катлинеар a h 'u билан 
алмаштирамиз. Шу билан (10.33) ёки (10.34) ларни каноатлантира- 
днган базис векторларнинг мавжудлиги исбот этилди.

I-холда умумий ечим
* =  С,А(1V ' +  С2И(V ' = х°ек‘ (10-35)

куринишда ёзиладн.
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ечим учун лг(0) =лг°. Биз >.=̂ =0 холни кураётганимиз учун 
~У ечим координата бошидан чикаднган ярим тугри чизикларни 
, атайди. Уларда харакат Я.<0 булганда координата бошига 

и р ; ган булиб, * > 0  булганда эса йуналиш бунинг акси булади
(54-чизма) •

54-чизма

Юкорида курилган холларда А,<0 булганда тургун тугилма 
тугун, Х >0 булганда эса нотургун тугилма тугун манзараларига 
эгамиз.

2- холда умумий ечим
x =  C y neu -\-C2(h{Ut-\-h{2))^ '

куринищда ёзилади. Буни яна базислар буйича ёйиб ёзиш хам 
мумкин:

х =  (С, +  C2t ) euti1 '■' +  C2e“ti(:".
Бундан Р текисликда траекториялар тенгламасини топамиз:

h  =  (CI +  C2t)ex‘, h  =  C *u. (10.36)
Бу траекторияларни Р* текисликда курамиз.

Аввал Х <0 булсин. (10.36) формулалардан Сi ни — С\ га, С2 ни 
~ С 2 га алмаштирсак, координата бошига нисбатан симметрия хосил 
Улади. Шунинг учун траекторияларни юкори ярим текисликда 

чизамиз. Сунгра ундан пастки ярим текисликдаги траекторияларни 
К0СИЛ К.ИЛИШ мумкин. .
,  Дастлаб с2=0, С|=И=0 дейлик. У холда (10.36) дан £i =C|£A', 
Уки ^Ундан ^<0булгани учун Ci < 0  булганда чаи ярим абсцисса 
СИ(/ а' С ,> 0  булганда эса унг ярим абсцисса укига траектория 

фатида эгамиз. Чап ярим укда харакат чапдан унгга, унг ярим укда 
УН1дан чапга йуналган булади. 
чди С |= 0 , С2< 0  булсин. (10.36) дан ушбуга

fe -C rfe " , Ь  =  С *", С2> 0 (10.37)
эгамиз дI дзг • АгаР *=0 булса, бундан (0, С2) нуктани топамиз. Энди 

Рувчи /> .0  кийматларни кабул кила бошласа, ( | | ,  | 2)



нуктанинг харакатини ва демак, траекториясини аниклаймиз 
Албатта, (10.37) дан куриниб турибднки, t нинг нолга етарли якин 
кийматларида £ ,> 0 , £2> 0  ва ( | ь | 2) нукта (0, С2) нуктадан унгга 
харакат килиб, I чоракка киради. Куйидаги

d h  _  X 
d l  | 1+Х/

ифода t нинг нолга етарли якин кийматларида манфий (чунки Х<0) 
Шунинг учун | 2(/) функция аввал узини камаювчи функция каби
тутади. Бу хосса / =  0 дан / • = —у гача давом этади. Аммо 

^0, — ^  интервалда

d %  =  d / dh  \ d  / f k \  _ = _____ ] ? ________ \_________
dt\ dl\ \ dSi /  d t \ dl\ )  &i_ ( i+ X /)2 C2e>J(l +X/) ~

dl

= -------- -—r i r < o
C2( l - fX<)e

булгани учун шу интервалда кавариклик юкорига караган булади. 
Равшанки, / • = —у- моментга мое нуктада траекторияга утказилган
уринма вертикал. Шундай килиб, (0, С2) нуктадан / =  0да харакат 
бошланиб, I чоракда чапдан унгга ва юкоридан пастга йуналган
булади, бу харакат (g i(0 . &(/*)) = ( — ~-e~\C2e~'^j нуктагача
давом этади.

Нихоят, t > —у  булганда нуктанинг харакатини урганамиз.
(10.37) га кура А,<0 булгани учун | 2 функция камаювчи. Бу хосса 
I нинг барча / > 0  кийматларида тугри. Энди £| нинг / буйича 
хосиласини хисоблаймиз:

Бундан

> 0 , агар O ^ t c  — у,

< 0 , агар / >  —у .

Демак, / . =  —--L моментдан бошлаб, (£i, g2) нукта унгдан чапга ва
юкоридан пастга харакат килади. Куйидаги лимитларни хисоблаймиз 
(Лопиталь коидасини куллаб):

dl,
dt
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C o t

— Xe~
= 0 ;|jm ! , ( / ) =  lim C2teu =  lim - ~  =  lim

, /-*.+ 00 t ► -f* 00 e t—+oo/—• + 00
lim ln (t)=  lim С2е*' =  0.

00 /-►  +  00

Бундан куринадики, (£ь Ы  нукта вакт ‘ дан ортиб бор-
н сари координата бошига якинлаб боради ва /-*-+ °о да £1 уки- 

га нуктанинг траекторияси уринади (55-чизма). Траекториянинг
/ __J_ _|_ о°^ интервалга мос келган булагининг кавариклиги пастга

/  I \  „караган. Бунинг туррилиги ( — 7-. +  ooj интервалда - ^ - > 0

эканидан келиб чикади.
Энди / < 0  булганда траекто- 

рияни текширайлик. Равшанки, бу 
холда t узгарувчи 0 дан — оо гача 
камайиб борса, нукта хам оркага, 
яъни Унгдан чапга ва пастдан 
юкорига II чоракда харакат кила- 
ди. (10.37) га кура унгдан чапга 
пастдан юкорига Караганда тез- 
рок харакат килади (55-чизма).
Энди агар С2 га барча мусбат 
кийматлар берсак, тегишли траек- 
ториялар юкори ярим текисликни 
тула коплайди (55-чизма).

Агар (10.36) формулаларда 
С| ихтиёрий булса хам худди шу 
мулохазалар уринли булади, яъни
(C| -\-C2t)eu ва C2te'A функцияларнинг дифференциал хоссалари 
бир хил. Хусусан, бу холда харакат (Сi, С2) нуктадан бошлана-

интервалда кавариклик юкорига,

вахс , -f 00 ) интервалда эса пастга караган булади. С

т п ^ ^  лаРга ихтиёрий кийматлар берсак, мос равишда курилган 
Раекториялар юкори ярим текисликни тулдиради. 

м . гаР С2< 0  ва С\ — ихтиёрий узгармаслар учун юкоридагидек 
Kv0°*азалаР юритсак, пастки ярим текисликда траекториялар 
РиялЛаДИ’ ШУнДай килиб, Р* текисликни тула коплайдиган траекто- 
эгам'а  ̂ Г ЗИЛади' ^У холда биз тургун тутлма тугун манзарасига 

«3- Агар 0 булса хам мулохазалар ухшаш (56-чизма). Бунда 
УРрун тутилма тугун манзараси курилади.
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56- чизма 

М и с о л . У шбу

система учун

57- чизма

ДС|=-*1,
i 2= x t - x 2

А — ̂  j ^^ваХ|=Ла= — 1.

Содда хисоблашлар срдамида топамиз:

( V  ; - ■ )  ( с  ) = < - ' ’ f t . )  ) - ( _ 2 » )
Бундан / il '1 = 0 , *2** =  I (А^1— ихтиёрийлигидан). Демак,

* " • - ( ! >  ‘ " ’- ( ‘г )
вектор и у шбу

тенгликдан топилади. Уни соддалаштирсак.

/  - * >  ч /  - » ! "  ч 
у »(” -*?> )  (,-*?> + ! )

тенгликка келади. Бундан А[2 ,= 1 . hi? 1 =  I (hi?'— ихтиёрийлигидан). Демак, 

^ ^ I )  Шундай килиб. базис сифатида ^  ̂ ^ ва ^ | ^ векторларга эгамиз

— 1 булгани учун бу базислар асосида туррун турилма тугун манзарасини чизамиз 
(57-чизма).
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Г. А матрицанинг хос сонларидан камида биттаси нолга тенг. 
Бунда икки ходни алохида курамиз.

1 - х о д .  Факат битта хос сон нолга тенг, хусуеан, А.|=^0, 
Хг= 0  булсин. Бу холда ечимни

х =  Ъ,У"-\-иН12'

куринишда ёзилади ва g, =  С,е-'1 ; £2 =  C2 =  const. Агар А |< 0  булса, 
харакат | 2 =  С2 горизонтал чизиги буйлаб хар икки томондан £2 укига 
томон йуналган булади. | 2 укининг, яъни | t= 0  тугри чизигининг 
Хамма нукталари мувозанат холатидан иборат (58, а-чизма).

К,<о

О 1

а
58- чизма

Агар Х |> 0  булса, харакат юкоридагига Караганда тескари йуналган 
булади (58, б-чизма). Бу холда хам | t = 0  тугри чизиги мувозанат 
ходатида булади. Х.ар икки хсшда хам | |= 0  булганда x=C 2/!l2)=const 
га эгамиз. Бундан юкоридаги ^
фикримизнинг далили куриниб ту- 2,1
рибди. " "

2- х о л . Икки хос сон хам нол- ----------------- ------ —■--------
га тенг. Бу холда ечим 1) х =  _____ ___________ _______
==C|/i(l,-)-C2/i<2, =  const каби ёзи
лади. Биз Р текисликнинг бар- ------------------ ц'-----------------
ча нукталари мувозанат нуктаси _____ *___________ ______
булган холга эгамиз. Бу А матри- 
ианинг барча элементлари нолга
тенг булгандагина содир булади. -------------------------- ---------
2) x= (C , +  C2t)hu> +  C2/t,2f, Ь =
==С| +  С2/, | 2 =  С2 каби ёзилади. 59-чизма
Агар С2 =  0 булса £i уки мувоза
нат нукталаридан иборат булади. £| укдан юкорида С2> 0 ва ха
ракат чапдан унгга, пастда эса С2<с0 ва харакат унгдан чапга йунал- 
тан булади (59-чизма).
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10.5-§. МУХТОР СИСТЕМА ХОЛАТ ТЕЗЛИГИ ВЕКТОРИН ИНГ 
ХАРАКАТИ \АКИДА

Мазкур параграфда иккинчи тартибли мухтор системаларни 
урганишда мухим роль уйнайдиган холат тезлиги векторининг 
харакатини текширамиз. Бу вектор вакт утиши билан, умуман 
айтганда, ё у ёки бу йуналишда бурилади, узунлигини *ам

узгартиради. (10.2) системани курайлик. Унда х = вектор х,о-

лат тезлиги векторидир. Унинг модули хар бир моментда

u i = v ^ . ) * + - + ( i ) * =  y i  я м

формула билан аникланади. Энди п =  2 булганда х векторнинг 
аргумента вакт утиши билан бурилишини текширамиз. Унинг 
аргументини a(l) = argx(i) деб белгилаймиз. Бу функция ихтиёрий 
t учун узлуксиз. Агар fi(x) ва f2(x) функциялар узлуксиз дифферен- 
циалланувчи булиб, (дс, )2 +  (х2)2 ^=0, яъни /? +  /!=з^О булса, у холда
а (t) функция хам (/буйича) узлуксиз дифференциалланувчи булади. 
Кейинги мулохазалар шу тасдикни исбот этади.

Юкоридаги белгига кура
/| hcos а =  -

V « + « '

sin а —
л/fi+ fi

Содда хисоблашлар ёрдамида cos а ва sin а ларни дифференциал- 
лаб, топамиз:

d , . . d a  2̂ /̂i /2 — (1/2)— ( c o s a )  =  — sin a - — = — -— — r -
dt dt ( f i + f i f ' 2

— sin a

d ,  ■ , da iifo)— (sin a )  =  c o s  a - — = - 2 l l i 2__ 'J liL  =dt dt cos a

fi+ft
/ 1/2— / 1/2

t+ A  ’
Бу муносабатлардан ихтиёрий t моментда sina ва cos a  лардан  

камида биттаси нолдан фаркли. Шунинг учун куйидаги

da ■ f  \f~2 /1 (2— sin a—— =  — sin a —-— —.
dt fi+fi
dacos a - —=cos aat

'l Tl2

fx+A
тенгликлардан бирортасида ё sin a  га ё cos a  га кискартириш мумкин- 
Натижада изланган формулага келамиз:
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d ' *|*2—*1х2- -  =-=-arg jc =  — 5 — -2— 
dt dt *?!+*?, fi+fi

ьу
0рМула буйича баъзи системалар учун холат тезлик векторини
найлик

Ушбу

{
Х\ — Хц ДС|,
Х% =  AgXg * 1̂ ^  ̂ 2

система учун x,= fax,, x2=fax<i ва •
Х, (Х2ЛС2) — (A-iJTi) Х2d d

d 7 = d iaTz x -

=  (fa — A.|)-тг -зг=  (X> — Xi)cos a sin a.
x\ -f**2

Шундай килиб, a  =  argx учун дифференциал тенгламага эгамиз:
а  =  (Я.2 —A,i)cosasina (10.38)

еки
а ——(fa—А.|) sin 2a.

Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама хосил булди. 
Уни интеграллаймиз:

y ln |tg a | = j ( f a —A.i)<+yln|C| 

ёки
П (Ло-А|)1tg a  =  Се г .

Куллашга (10.38) тенглама кулайдир. Агар бирор t =  t0 моментда 
a Uo)=0 (ёки а ( / о ) = л )  булса, шу бошлангич шартни (10.38) тснгла- 
манинг а ( / ) = 0 ,  (а (* )= л )  1>10 ечими каноатлантиради. Бу тугун 
манзарасида х\ укдаги харакатга мое келади. Хакикатан, горизонтал
УКда харакат килинса, унда at.(/) = co n st(a (0  =  л) ва =  0 .

АгаР t= tn да а ( /0) =  у { а (*о) = -у -)  булса, t > l 0 да a (t) =

2 \a (^)s y )  булади. Бу ечимлар Х2 укдаги харакатга мое
келади. Шундай килиб, агар бирор t =  t0 моментда нукта абсцисса 
к ап а«(0рДината УК'ИДз) ётган булса, у холда бу нукта t нинг to дан 
Ч О р  а . РЧа кийматларида шу укда харакат килади. Бундан у ёки бу 
олмаКДЭ Жойлашган нукта вакт утиши билан шу чоракдан чикиб кета 

аслиги келиб чикади. Х г< а.|< 0  булганда, равшанки, 1,
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IIJ чоракда a < 0 ,  II, IV чоракда a > 0  тенгсизликлар уРин 
тургун тугун манзарасига мансуб. Нотургун тугун ман г '\И' % 
тенгсизликлар тескари булади. ' ' иРасИда

Энди ушбу
(  JC| =  —  v j c 2 ,

\  х.2 =  vx, 4- рх,, v Ф О

система учун а ни хисоблаймиз. Содда хисоблашлар курсатадики

a =  -a rg X_  х 1х.2—х,х2 __jri(v il -t-nx2) — ( n i l —

Демак, a =  v=£0. Шундай килиб, курилаётган холда v > 0  булса 
холат тезлик вектори доим соат мили харакатига карши йуналишда 
бурилади, акс холда бунга тескари йуналишда бурилади. Бу тургун 
ва нотургун фокус манзараларини чизишда кул келади.

11-боб

ТУРБУНЛИК НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

11.1-§. ТУРГУНЛИК ХАКИДА

■ 1. Кискача тарихий маълумот. Оддий дифференциал тенглама- 
ларни интеграллашнинг элементар усуллари XVIII асрда уз 
равнакини топган классик математик анализдан мерос булиб колди. 
Тенгламаларни квадратураларда интеграллаш билан шугулла- 
ниш И. Ньютон, Г. Лейбниц ишларидан бошланиб, XIX асрнинг 
иккинчи ярмида С. Ли ишлари билан якунланди. XIX асрнинг 
биринчи ярмида дифференциал тенгламаларнинг умумий наза- 
рияси*\ сунгра дифференциал тенгламаларни такрибий интеграллаш 
усуллари ривожлантирилди. Бу борада Пикарнинг кетма-кет якинла- 
шиш усулидан кенг фойдаланилди. Амалий математиканинг зарурати 
билан яратилган такрибий интеграллаш усуллари мутахассисларни 
каноатлантирмас эди, чунки хар бир Коши масаласи битта нуктадан 
утадиган интеграл чизикни такрибий ясашдан иборат булиб, янги 
нукта учун хисоблашларни такрорлашга тугри келар эди. Шунняг 
учун хам бу усул билан дифференциал тенгламаларнинг yMywHH 
назариясини ривожлантириш мумкин эмас эди. .

XIX асрнинг охирларида дифференциал тенгламаларнинг умумЦи 
назариясини равожлантириш йулида янги усуллар яратилди. Ьу 
усуллар биргаликда «дифференциал тенгламаларнинг сифат наза

’ Дифференциал тенгламаларнинг умумий назариясини яратишда О- ' 
А. Пуанкаре, П. Пенлеве, Э. Пикар, Э. Линделёфларнинг килган ишлари асосий р°- 
уйнаган.
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деб аталиб, А. Пуанкаре, А, М. Ляпунов номи билан 
рияси» с борданган. А. Пуанкаре нормал дифференциал тенглама- 
чаМ ( -истемани) интегралламасдан, унинг унг томонига караб 
нИ пал чизикларнинг хоссаларини урганишдек умумий масалани 
ин т е г тащлади. Бу масала дифференциал тенгламалар сифат 
УРтарИЯсининг асосий масаласи хисобланади.
на3П| фферснциал тенгламаларнинг сифат назарияси жуда кенг 

иб биз харакатнинг тургунлиги масаласинигина урганамиз. 
б- я>2 Тургунлик. Тургунлик тушунчаси хаётда хар кадамда учрайди, 

салан, велосипедчи харакатини олайлик, у харакати давомида 
килмаслик учун рулни гох чапга, гох унгга буриб туришга мажбур 

булади. Шунга ухшаш, дорбоз аркон устида юраётганда уз 
мувозанатини саклаш учун кулидаги лангар чупини кимирлатиб 
ту ради- .

Хар икки мисолда баен этилган жараен хам тургунлик 
тушунчаси билан богланган булиб, харакат бирида велосипед 
пули билан, иккинчисида лангар чуп билан бошкарилиб туради. 
Агар шу бошкариш булмаса, велосипедчи хам, дорбоз хам 
албатта йикилади

Велосипедчи ва дорбознинг харакати дифференциал тенглама 
билан ифодаланиши мумкин, шунингдек, куплаб курилмаларнинг 
(машиналарнинг, асбобларнинг ва бошкаларнинг) иши хам диффе
ренциал тенгламалар билан тавсифланади. Хамма холда хам 
маъноси буйича уша тенгламалар чексиз куп ечимга эга булса-да, 
гегишли жараён бирор битта ечимга мос келади. Унда мос жараённи 
режим деб юритилади. Гарчи бошлангич кийматлар шу режимга мос 
келмаса-да, жараён етарли узок давом этса, бошлангич кийматлар уз 
мавкеини йукотади ва курилма уз ишини маълум режимга тушириб 
олади. Бу режимни стационар режим дейилади. Мисол сифатида 
скаляр х =  }(х) тенглама учун мувозанат холатининг тургунлигини, 
иккинчи тартибли чизиади бир жинсли системалардаги тургун, тургун 
фокус ва тургун тугилма холларни келтириш мумкин. Бундан 
ташкари, биз куйида математик маятник ва соат маятниги 
^аракатларини шу нуктаи назардан тушунтирамиз.

Математик маятник куйидагидан иборат: массаси пг га тенг 
улган Р нукта уз огирлик кучи таъсирида / радиусли К айлана ёйи 

^Уилаб харакат килади, бу айлана вертикал текисликда жойлашган.
маятникнинг узунлиги дейилади. К айланада координата 

XM̂HfiaM”3, Унинг энг пастки нуктасини координата боши деб 
Ф(Л°)°̂ _аамиз' Р нуктанинг узгарувчи координатасини ф = ф (/), 

0 < ф о < л  деб белгилаймиз. Шу нукта F =  mg — огирлик 
Бу к ТаъсиРида булади. Маълумки, F =  mg куч вертикал йуналган. 
НоРМаЧНИя ”*КИ ташкил этувчига ажратиш мумкин: бири К айлана 
йуналг И б^ ича йуналган булиб, иккинчиси айлана уринмаси буйлаб 

ан' Охирги ташкил этувчи — mgsmy (бунда мусбат йуналиш

КелтиВелоси^ИЛГаН ЖаРа^нлаР «Оптимал боищириш» курсида курилиши мумкин. 
ypra&iu. пед РУЛини ёки лангарчупнинг маълум холатига мос келган харакатни

энган.
нщ тупр Р>-1Ина еки лангарчупнинг 

УР унлик тушунчаси билан боглаг
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Ф бурчагининг усишига мос килиб олинади). Агар ишкаланищ 
хавонинг каршилиги хисобга олинмаса, математик маятник тенг^3 
маси Ньютон конунига асосан куйидагича (60-чизма) ёзилади 'Э

/ л / ф =  — mgsin ф

ёки
/ф +  £ 8 т ф  =  0. (П, )

Бу иккинчи тартибли чизикли булмаган дифференциал тенгламадан 
иборат. Янги узгарувчиларни киритиб, уни иккинчи тартибли нормам 
мухтор система куринишида ёзайлик ( ф = ф , ,  ф =  ф2):

Ф. =  Ф>.

Фз ~  ■y'Sin ф|. ( 11.2)

(11.2) системанинг мувозанат холати
Ф, =  0,

sin ф, =  О ( П . З )

тенгламалардан аникланади. Шу (11.3) системанинг ечимлари 
(kn, 0) (k — бутун сон) куринишда булади. Агар k — 0, k = l  булса, 
биз ушбу

(0,0) ва (л, 0)
икки мувозанат холатига (нуктасига) эга буламиз. Улардан 
биринчиси маятникнинг энг куйи Ро холатига (координата боши), 
иккинчиси энг кжори холатига мос келади (61-чизма). Назарий

жихатдан математик маятник Р„ холатда туриши мумкин. Аммо ^  
нукта урнига унга К айлана буйича исталганча якин ТУРГ 
нуктани олсак, бу нуктадан маятник уз огирлик кучи таъсири ос ^  
К айлана буйлаб пастга харакат кила бошлайди. Шу куч саба 1
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К айлана буйлаб Рл нуктага етиб кела олмайди (Р'л нуктага 
нукта нГИЧ тезлик берилмайди деб караляпти). У Р" холатга келиб, 
б°Ш ' la c r r a  харакат килади. Бунда Р" нинг холати Р'л дан пастрокда 
я«а 1 ш> йул билан хар бири аввалгисидан пастрок холатда 

ойташган нукталар кетма-кетлиги хосил булади:
Я р / р// п(ц)Л» * л» * л» ••• » ■ л ♦ •••

Щубхасиз, вакт утиши билан Р^]----муносабат уринли булади.

к шкача айтганда, Р нукта куйи мувозанат холатга интилади. Бу 
мулохазаларга асосан юкори мувозанат холат нотургун, куйи 
мувозанат холат тургун деб атаймиз. Демак, агар Р нукта юкори 
мувозанат холатдан бир оз силжитилса, у яна шу холатга кайтиб 
кёлмайди; Р нукта куйи мувозанат холатдан силжитилганда эса 
v чекли вакт давомида яна шу холатни эгаллайди.
У Энди соат маятниги харакатини урганайлик. Осма соатлар 
маятникнинг маълум цулочи билан юради. Агар соатни юргизишда 
унинг маятнигини етарли секин силжитилса, маятник озрок тебраниб 
тухтаб колади. Агар маятникни каттарок кулочга силжитилса, киска 
вактдан кейин маятник аник кулоч буйлаб, маълум амплитуда билан 
етарлича узок вакт ёки чексиз узок вакт харакат килади. Соат 
харакатини ифода этадиган тенгламалар системаси икки стационар 
холатга эга булиб, бири — харакат булмайдиган мувозанат холати- 
дан, иккинчиси эса соатнинг нормал юришига мос даврий ечимдан 
иборат. Тенгламалар системасининг ихтиёрий бошка ечимлари шу 
икки ечимдан бирига тез якинлашади ва фарк килмай колади. Демак, 
холатлар фазоси бу холда икки сохага булинади. Уни тортилиш 
со^алари деб юритилади. Бир тортилиш сохасидан бошланган 
Харакат мувозанат холатига якинлашса, иккинчисидан бошлангани 
эса даврий ечимга якинлашади.

11.2-§. ТУРГУН КУПХАДЛАР 

'• Купхадларнинг тургунлик шартлари.
* * 1 -таъриф.  Агар коэффициент лари уациций булган

L(p) =  а0рп+ aipn~ ' +  ... + an-ip +  an (11-4)
Щ/Цаднинг барча илдизлари (ноллари) манфий ^ациций цисмга эга 
ул£р. у -»(олда (11.4) купхад тургун купхад дейилади. 

лиг кУп*адларнинг илдизлари комплекс узгарувчининг текис-
Ни ”Аа мав*ум укдан чапда жойлашган булади. Купхад тургунлиги- 
ХолнеКШИ-РИШНИНГ РаУС-Гурвиц белгиси билан танишамиз. Умумий
Т̂ ХТИ кУРишдан аввал /1=1, 2, 3 булган холларга алохида

аламиз.п=1 булганда (11.4) купхад a0p +  ai —L(p) куринишни 
олади о, а|°У икки хад ягона р — ------, аофО илдизга э г а .------<С О
бучи 011 а"и Учун а 0 ва а , ( a i ^ O )  коэф ф ициентлар бир хил иш орали

и 3 а РУР ва етарли. Демак, биринчи тартибли чизикли
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тенгламанинг илдизи манфий булиши учун унинг коэффици^и,... 
бир хил ишорали булиши зарур ва етарли. Бу тасдикнин 
равшан. Агар а0> 0  дейилса, О |> 0  булганда биринчи 
купхад тургун булади.

Энди п — 2 булсин. Бунда биз иккинчи тартибли

купхадга эгамиз. Юкорида а о > 0  деб олдик. Агар а о < 0  булганл 
— L(p)=L. (p)  деб белгиласак, L.(p) учун р2олдидаги коэффициент 
мусбат булади. Цр)  ва L,(p) купхадлар эквивалент булгани уч\| 
L,(p) купхад билан иш куриш мумкин. Бу мулохаза п-тартибди 
купхадлар учун хам айтилиши мумкин. Шунинг учун доим ао>0деб 
олинса булади.

Юкоридаги квадрат учхаднинг илдизлари ушбу

формулалар билан хисобланади. Бундан дискриминант нолдан кичик

олмайди. Агар дискриминант нолга тенг ёки нолдан катта булса, 
a i> 0 , й2>0 булганда р i,2<0 тенгсизлик уринли булади. Бу холда 
купхад яна тургун булади. Бошка холларда купхад тургун була 
олмайди. Агар купхад тургун булса, илдизлар формуласидан й|>0, 
а г > 0  келиб чикади.

Шундай килиб, квадрат учхад тургун булиши учун унинг 
коэффициентлари мусбат булиши зарур ва етарли.

11.1-теорема. Ушбу L(p) =?рп+  а.\рп~ '+  ...-\-а„-\р-\-ап купхад 
тургун булиши учун унинг а\, а2, ... , ап коэффициентлари мусбат 
булиши зарур.

Исбот.  L(p) купхаднинг коэффициентлари хакикий б у л г а н и  

учун унинг илдизлари сони каррали илдизларнинг карраси хам 
хисобга олинганда п та булади. Шу билан бирга купхаднинг k та 
илдизи комплекс булса, унда унинг яна k та илдизи мос равишД3 
кушма комплекс булади. Уларни ц(±п>,, / =  1,2, ... , k, \ р, р=1,2, •
п — 2k деб белгилаймиз. Шартга кура купхад тургун. Ш у н и н г УЧУН
р /< 0 , У=1,2......... k\ А.р> 0 , р=1,2, ... , п — 2k. Энди Ир)  нИ
куйидагича ёзиш мумкин:

Цр)  = а 0р2+а\р +  а2, ао> 0

. aiбулганда илдизларнинг хакикии кисми ——— дан иборат булади.

а ,
a i > 0  булганда —- —< 0  (а0> 0) ва купхад тургун булади. Агар

U j
a i ^  0 булса, — - —^ 0  булади. Бу холда купхад тургун була

k
Ц р )  =  П  [ р— (p ,+ 'v ; )](p — (р,— IV,)]- П  ( р—К )  =

=  п ( f f  +  a ^ p  +  ab1' )  • П  ( Р - Н " ” ) ,
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a 0 ,„ _ _ _ 2 | i ,> 0, aJ ' '= ji2 +  v f>  0, 6"" =  — ̂ > 0 .
^  ' Цр )  купхад коэффициентлари мусбат булган p2+ aip -f-a2

4-/» кур и н и ш д аги  купхадларнинг купайтмаси шаклида ёзилади
1,3 • й ку'пхадларни кунайтнриб чиксак, коэффициентлари мусбат
БУ^н к упхад  чикиши равшан. Теорема исбот булди.

11 2- теорема. Коэффициентлари %ак,ик,ий булган 
Ц р) =aop3 +  aip2 +  a2p4-03, ao > 0  

"нхад тургун булиши учун a t , a 2, а з  коэффициентлари мусбат 
бфшши билан бирга ушбу

a ta2>aoa3
генгсиэлик бажарилиши зарур ва етарли.

Исбот.  а0> 0  булгани учун биз
| Ц р ) = р 3 +  ар2 +  Ьр +  с (115)

кУпхаднн курамиз.
З а р у р  л и г и .  Бу холда (11.5) купхаднинг тургунлигидан

аЬ > с  (11.6)
тенгсизликнинг бажарилишини келтириб чикарамиз. Аввало 11.1-те- 
оремага кура а > 0 ,1 ) > 0 ,с > 0  тенгсизликлар уринли. Исбот эти шла 
купхаднинг илдизлари коэффициентларига узлуксиз богланганлиги- 
дан кенг фойдаланамиз.

Комплекс текисликни курамиз. Унда горизонтал укда хакикий 
нлдизларни, вертикал укда мавхум илдизлари и жойлаштириш 
мумкин.

Аввало (11.5) купхад р =  0 илдизга эга эмас, акс холда ундан 
г=0келиб чикар эди. Энди (11.5) купхаднинг илдизи мавхум, яъни 
Р=/<о, булсин дейлик. Шу купхадни ушбу'

Ц р )  =  (Р +  а)(Р2 +  Ь )— ab +  c (П .7 )
кУриниц(да ёзайлик. L(iio) ни хисоблаймиз:
L (i(u) =  (/ш _(_а ) ( — ц)2- |-й )  — ,аЬ +  с = ш (  — ш2 +  6 ) - f - a (  — оГ +  Ь) —

—ab-\-c.
Б>ндан p = il0 мавхум сон илдиз булиши учун — <о2-\-Ь =  0 ва ab =  c 
булиши лозим. Агар ab =  c булса.

Ц р) =  (р +  а)(р2 +  Ь) =  0
 ̂ ШУнДаа килиб, L(p) купхад мавхум илдизларга эга

кУпхаднУЧУН а*}~ с тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли. Ц р) 
узлукси3ИНГ а’ С коэФФиКиснтлаРи хам комплекс текисликда 
a6=c r>v ХаРакат килиб борадн. Шу харакат давомида мавхум ук 

ЭндиУЛ ,анА аги на кесиб УТйлали.
 ̂ ХОЛдд

"^Дизлапр-.
Нотур гУн ,,эга’ демак, у нотургун. Иккинчи холда хам купхад 

канини курсатамнз, а ва b ларни (а > 0 , Ь > 0 )  шундай

....... .. кесиб утилади.
(11.6) (яъни ab>c)  тенгсизлик бажарилмасин дейлик. 
® ab =  c, ё ab<.c булади. Биринчи холда купхад мавхум



узлуксиз узгартирамизки, биринчидан улар нолга интилса, икки 
дан ab<.c тенгсизлик бузилмасин. Бундай узгартиришда куп*ад,Н>1и' 
илдизлари мавхум укнинг бир томонидан иккинчи томонига ^ Нг 
олмайди, акс холда a b < c  тенгсизлик бузилган булар эди. ДемУТа 
купхаднинг тургун ёки нотургунлиги узгармайди. Агар а =  Ь =  о б^К' 
са, (11.5) дан +  с га эга буламиз. Унинг илдизлари ' л'

У с  , • У с  у з  
2 —  2 '

Демак, р3 +  с купхад мавхум
3 f 1 \[с

P \ = y J - c  < 0 , Дг.3= - | - ±

„ « о У ? ■ У с  -\/5укдан унгда жоилашган 2 та 2 — илдизга эга. Бу холда
купхад нотургун (яъни мавхум укдан унгда жойлашган илдизлап 
бор). Мазкур хосса а ва b ларнинг нолга етарли якин кийматларида 
хам уринли, чунки илдизлар купхад коэффициентларининг узлуксиз 
функциясидир. Шундай килиб, a b <  с тенгсизлик бажарилганда 
купхад нотургун.

Е т а р л и л и г и .  (11.6) тенгсизлик бажарилсин дейлик. Бу холда 
L(p) купхад тургун эканини исбот этамиз. a b > c  тенгсизликда с ни 
шундай узгартирамизки, у 1) нолга интилсин, 2) a b > c  тенгсизлик 
бузилмасин. Агар £• =  (} булса, ушбу

L(p) =р(р'2 +  ар +  Ь)

купхадга эгамиз. Бу купхад р i= 0  ва /?23 =  — -=-± — Ь илдиз-

ларга эга. Бундан рг.з ларнинг хакикий кисми манфий экани куриниб 
турибди. Агар с нинг нолга етарли якин мусбат кийматларини олсак, 
Р2,з илдизлар мавхум укдан чапда колади. Аммо ноль илдиз мавхум 
укдан ё чапга ёки унгга етарли кичик микдорда силжийди. Иккинчи 
томондан маълумки, купхад илдизларининг купайтмаси тескари 
ишора билан олинган озод хадга тенг (купхад учун Виет теоремаси). 
Шунинг учун курилаётган холда р \ - р 2 - р з = —с < 0 ; р 2 - р з > 0  тенг; 
сизликлардан p i < 0  (хакикий илдиз) экани келиб чикади. Шундай 
килиб, а > 0 ,  Ь > 0, с > 0 , a b > c  тенгсизликлар бажарилганда L(p) 
купхад тургун булади. Теорема исбот булди.

Умумий холда купхаднинг тургунлиги шартини баён этамиз 
Эслатиб утамизки, бирор

Р \I Р\2 Р\П

р = Р2\ Р22 ■■■ р2п

pn\ Рп2"'Рпп

матрица берилган булса, унинг £-тартибли бош минори деб уи^У
Р\\ Р\2 Р\к

Р21 Р22 ... р2к

PH Рк'2-Pkk
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матриианинг детерминантига айтилади. Уша минорна Д*(Я) деб

6CJ,t l ^теорема (Раус—Гурвиц белгиси). Ушбу
Ц р) =aopn +  aipn~' +  ...+ а „ -1р +  ап, ао> 0  (П-4)

коэффациентлари ХЩЩий булган п-тартибли купхад берилган 
бйлсин. Куйида купхаднинг а0, а ь ... ,а„ коэффициентларидан 
п-тартибли матрица тузамиз:

°3 °5
Оц а1 а,
О а, йзQ =

,0  ... а„ ,2 а„
(11.4) купхад тургун булииш учун хамма бош минорлар Ai(Q), 

д2(Q), ... , An(Q) мусбат булииш зарур ва етарли 1 
Ис бо т .  Q матрицанинг й-устунини ёзамиз:

■■■a k +  2 a k + \ a k a k ~  | а * - 2

Бунда at+j элементлардан а* бош диагоналда жойлашган, шу- 
нингдек, агар ^ +  /< 0 ,  k -\- j> n  булса, а<,+; =  0.

11.3-тсоремадан аввал исботланган 11.2-теорема хусусан келиб 
чикади. Х,акик.атан, 11.2-теоремада п =  3 эди. Шунинг учун учинчи 
тартибли Q матрицани тузамиз:

Q =
а, а, 0 
Оо а, 0 
0 а, а,

Q\ Оч
Бундан:

Д, (Q) =«., M Q )  =

A3(Q) — a3A2(Q) •
11.3- теоремага кура:

ао> 0 , a i > 0 ,  a3> 0, а\а2-
во°3Охирги тенгсизликдан а2>  

Энди п =  4 булганда

Q —

ооа3 >  0. 

> 0  келиб чикади.

a, а, О О
а ) й) о

О а, а, О
О Й() й>з й̂

м а т р и ц а г а  кура:
Д| ( Q ) = a (; A2(Q) = a ta2 — aoa3; A3(Q) = a 3A2(Q) —aia*,;

A4(Q) =  a4A3(Q).

Бу теореманинг исботини H. Г. Четаевнинг «Устойчивость движения» 
(Гостехиздат, М., 1955, 79-83- бетлар) китобидаи укиш мумкин.
20-
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Бу матрицанинг мусбатлиги шартидан
ао> 0 ,  a i> 0 ,  а2> 0 ,  а3> 0, а4>О, 

A3(Q) =  а | а2а3 — а0а3 — а?а4 >  О
тенгсизликлар келиб чикади. 
Шунга ухшаш, п =  5 булганда

Q —
А.
О
О

О

о
о
о

о

а3 % О 
а2 а, О

fl-j (1̂
°о а2 а4 
О а, as си,

матрицанинг бош минорлари куйидагича булади:
Ai(Q)=ai ,  A2(Q) = a ia 2 —аоа3, A3(Q) =  a3A2(Q) — afa4,

A 4(Q) = a 4A3(Q) —a5a2A2(Q) +aoas(aia4—a0a5),
As(Q) = a 5A4(Q).

Бу минорларнинг мусбатлигидан (ao>0)
a0> 0, a ,> 0 ,  a2> 0 , a3> 0 , a4> 0 , a5> 0 , 

a ia2a3 —a0a3 — a ? a4 -f a0a i a5 >  0,
(a i a2a3 — aoa3 — a?a4-(-aoa i a.5) a4—

— a s(aia2 —aoaia4 —aoa2a 3-(-aoa5) > 0  
тенгсизликлар келиб чикади.

2. Ечим модулининг бахоси. Бизга л-тартибли чизикли узгармас 
коэффициентли бир жинсли L(p)z = 0 дифференциал тенглама 
берилган булсин. Бу тенглама характеристик тенгламаси 
Ц р ) — 0 нинг барча илдизлари

*•/= И;-ИЧ. / =  1,2........т, т ^ п
куринишда ёзилган булсин. Унда баъзи v, лар нолга тенг булиши 
мумкин, m<zn булганда эса каррали илдизлар хам мавжуд булади. 
Хамма холда хам п та чизикли эркли ечимни, яъни фундаментал 
системами топиш мумкин. Шу п та ечимни Zi, z2, ... , г„ деб белгилай- 
миз. У холда умумий ечим tp(/) =C|Zi -f C222- f ...-}- C„zn каби ёзилади.

11.4- теорема. Агар L (р) кугщад тургун булса, шундай мусбат а 
сон топиладики, ушбу

Ц;< — а, /' =  1,2, ,.. , m (11-8)
тенгсизлик уринли булади; шу билан бирга бу х,олда L ( p ) z = 0 тенг- 
ламанинг х,ар бир ечими учун шундай мусбат сон М топиладики, 
ечимнинг модули учун ушбу

icp(/)|< A fe-a', / > 0  (11.9)
тенгсизлик уринли булади.

Исбот .  Аввал (6.15) функциялар системасидан олинган и х т и ё р и й  
zs, s= l,2 , ... , п ечим учун (11.9) формулани исботлаймиз. Хакикатан,

г, =  t'ekj'
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имни олайлик. Бу формуланинг икки томонини е га буламиз:
** —t 'c(4+a)l =  t 'е>ч'+‘V+a' _  f e W " ? *

e ' a'
Энди |еУ I =  1 булгани учун ушбу муносабатга эгамиз:

I 2" I = t re b+a)‘.

Ammo (11.8) га кура р^-(-а<0. Шунинг учун Лопиталь коидасини 
кетма-кет кулласак:

Iim t re*l+a)‘=  Пт ---- ------ =  lim --------- г! = 0 .

Бундан t'e*1 х" функция / ^ 0  булганда чегараланганлиги келиб 
чикади. Шундай килиб,

— ott < М 4, t ^ O

еки
\2t \< M ter«, 0

деб ёзиш мумкин. Бу бакодан фойдаланиб, <р(/) ечимнинг модулини 
баколаймиз. Равшанки,

М О  К  1С|| | 2 | |  +  |Сг1 M l | СЯ| \ za\ <  ( I С\ | Af i -(- 
+  IC2 IM2 +  .. ■ +  \Cn\Mn)e~al= M e~al.

Демак, t ^ O  булганда (11.9) тенгсизлик уринли. Бундан куринадики 
<р(0 ечимнинг модули экспоненциал функция буйича нолга интилади.

11.5-теорема. Бизга чизикли бир жинсли узгармас коэффи
циент ли система х= А х  берилган булиб, ф(/, |)  вектор-функция унинг 
0, % бошлангич цийматларга эга булган ечими булсин. Агар 
А  матрицанинг барча кос сонлари манфий уациций цисмларга эга 
булса, у х,олда шундай мусбат г ва а  сонлар топиладики, ушбу

Н>(/, / > о  . (11.Ю)
тенгсизлик уринли булади.

Исбот .  Ушбу А =  (а,,). L(p) =  (ац — рЬц) белгилашларни кирит-
П

сак- берилган системани 1  Бц(р)х,=0, < =  1,2, ... , п каби ёзиш
I К»

“Умкин будади. Агар D(p) деб L(p) матрицанинг детерминантини 
^гиласак, 9-бобдаги мулоказалардан маълумки,

X Mk,(p)Lli(p ) =bklD{p)
1*1

Тенглик уринли. Бундан:

0 = 2  2 Mu (p)Lii(p)xj =  2 bkiD(p)x =D(p)xk .

307



Демак, агар х =  ......... .. х„) * системанинг бирор ечими булса, у х,а г
хар бир х,, t '= l,2 ...... п ушбу D(p)Xi =  0 тенгламанинг ечими бу т а ^
D(p) купхад шарт буйича тургун. Шунингучун хар бир л:, учуй |

0, t =  l, 2.....п, Я > 0 , а > 0  тенгсизликка эгамиз. Бу^
дан |je |<  -у/л Re~al, 0.

Энди е ,=  (0, .. . .  1, ... , 0) — бирлик-вектор булиб, /-уриндагиляи 
бошка координаталари нолга тенг. ф(,’(/) — берилган систем анинг 
Ф ' (0 )= е„  t =  l,2, ... , п шартни каноатлантирадиган ечими булсин 
Бу холда т|>(/, £) функция куйидагича

« а  5)= I  5Ф(,,(/)

ёзилади. Х,ар бир т1?и> (/) функция учун юкорида |гр<‘) ( f ) | <  
R 'Jne~al тенгсизлик исботланган эди. Шу сабабли, |ф(/, |)  | уЧуН

бахо чикариш мумкин. Равшанки, ф(/, |)  ни бундай ёзса булади:

'5,Ф,"’(0 ' 5,,ф!'" (0 ' Z 5ф1"(0
/=1

Ф(*. 5) = ♦• + -  + • = •

. 5|фЦ"(0. . Ы Г  (/). Z 5€ ' (0
.1—1

Бундан:

i t a  D I -  z 5,фг<о i  <

< д / ( £ is,I N > :'40 !y+ - + ( z j e j  i c (o i J -

Ушбу ^ I  | | , |  |ф Г (01^  ифодани алохида бахолаймиз. Содда 

хисоблашлар курсатадики,

(  Z  15,1 1ф Г(0|У =  I  1 5 , № ( 0 1 2 +

+  2 1 ' I  '15,1 15,1 1ф*’(01 1ф»у| (01. бунда Е' йигиндида i^ i-
,=i >=I

Энди бахолашни давом эттирамиз. Бунинг учун а й < у ( а 2+ ^  
тенгсизликдан фойдаланиб,
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+  2/?*-fc,(  X ' I ' ) <  (2n + 1)

енгсизликни хосил киламиз. Энди |ф(/, £) I учун куйидаги тенгсизлик 
келиб чикади.

| ^ ( / Д ) 1 <  д / i  f(2n + 1) Ц | ^ е- 2“'1 =  Vrt(2 n + 1) /? lgk  ".

Демак, (11.10) тенгсизлик исботланди, унда г =  yjnj2n +  I) R.
Теорема исбот булди. Куринадики, ф(/, £) ечимнинг модули 
/> 0  булганда чегараланган ва lim |ф((, | ) | = 0 ,  бунда нолга ин-

тилиш экспоненциал функция буйича булади.

Э с л а т м а. Агар L(p) z  — 0 ( U p ) — п- тартибли чизицли тенгламанинг система
нинг х а р а к т е р и с т и к  кугцаОи) тенгламанинг характеристик купцади I) биттасининг 
цациций цисми ноль, цолганлариники манфий булган илдизларга эга булса, у  дголда 
ихтиёрий <р(0 ечимнинг модули t^sO булганда чегараланган булади; 2) агар 
Оирорта илдизнинг хак,ик,ий цисми ц ,> 0  булса, у цолда п-тартибли чизицли
тенгламанинг оо да чексизга интиладиган е ечими, л-тартибли чизикли систе

манинг модули чексизга интиладиган h’e 1 ечими мавжуд булади.

11.3- §. МУВОЗАНАТ Х.ОЛАТИНИНГ ТУРГУН ЛИ ГИ . Л Я П У Н О В -  
ПУАНКАРЕ ТЕОРЕМАСИ

1. Ляпунов маъносида тургунлик ва нотуррунлик. (10.2) система-
ла / 1   ..... .. х„),... , fn(xt, ... ,х„) функциялар холат фазосининг бирор
Dr. сохасида аникланган ва биринчи тартибли хусусий хосилалари 
билан узлуксиз деб караймиз. Тургунлик белгиларини баён этишда 
эса хатто иккинчи тартибли хусусий хосилаларнинг узлуксизлиги хам 
талаб этилади.

D„ сохадан олинган а=(а, ,  ... , ап) нукта (10.2) системанинг 
мувозанат холати булсин, демак, f(a) = 0  вектор тенглик уринли. Шу 
а нуктанинг туррунлигини суз билан тушунтирайлик: агар ( =  0 мо- 
ментда (10.2) системанинг a, a£Dn нуктага етарли якин нуктадан 
^икадиган ечими узининг бутун кейинги узгариши давомида, яъни 

нинг барча / > 0  кийматларида шу а нуктага якинлигича колса, 
* ^ Д а  мувозанат холати а ни туррун деб аташ лозим.

Кейинги мулохазаларимизда 0, |,  |= ( £ | ,  ... , | п) бошлангич
Иматларга эга булган ечимни ф(/, £) деб белгилаймиз. Албатта, 

туВ°3анат нУКтаси а нинг атрофидаги ечимлар текширилиши 
Уррунликнинг аник таърифи учун керак. Шунинг учун шубхасиз, 
^ а деб танланади. Демак, ср(/, |)  вектор-функция учун ушбу
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( 1 1 . 1 1 )

4 t№ L ^ f ( v  (*.£)).

ф(0, 6) = 6

муносабатлар уринли.
11.2-таъриф.  Агар I) шундай сон р > 0  мавжуд булсаки 

| |  —а| < р  булганда (10.3) вектор-тенгламанинг <р(/, |)  сними 1 нинг- 
барча мусбат цийматларида аник,ланган булса, 2) .\ар бир мусбат сон 
е > 0  учун шундай мусбат 6, 6 < р  топилсаки, |£ — а | < 6  булганда 
I нинг барча мусбат к,ийматлари учун |<р(/, |)  — а | < е  тенгсизлик 
бажарилса, у х,олда (10.3) вектор-тенгламанинг мувозанат х;олати 
а Ляпунов маъносида тургун дейилади.

Агар Ляпунов маъносида тургун булган мувозанат холати а учун
3) шундай мусбат сон а, а < р  мавжуд булсаки, | | —а\ < о  булганда 
ушбу

lim |!ф(/, I) — а\ = 0
/—-Г <х»

муносабат бажарилса, у холда (10.3) вектор-тенгламанинг мувозанат 
холати а асимптотик турвун дейилади.

1фЛ, 1) — а| < е _тенгсизликни _координаталар билан ёзсак,
у(ф|  (*• £) “  ai)2 +  ...+  (ф„(/, 5) — а,,)- < е  тенгсизликка эга була- 

миз. Бунга эквивалент п та

Iф, (*.£)—а,| < - £ ,  ... , |ф„(/, |)  — а„\< — -,\п  у я

Z А? =  л, k i > 0, i=  1,2.......п

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Агар шу тенгсизликлардан камида 
биттаси уринли булмаса, теги шли <р (4, |)  вектор-ечим Ляпунов  
маъносида нотургун дейилади. Бунга мисол килиб, холат текислиги- 
даги эгар манзарасини келтириш мумкин.

Энди п- тартибли чизикли бир жинсли мухтор системани олайлик. 
Маълумки, агар А матрицанинг хос сонлари манфий хакикий 
кисмларга эга булса, у холла 0, £ бошлангич кийматларга эга булган 
ф(4, 5) ечим учун (11.10) тенгсизлик уринли. Чизикли бир жинсли 
системада а =  0 булади. Шунинг учун е — бирор мусбат сон
булса, 6— ~~ деб олиш мумкин. Бу холда | £ | < у  булган

да 1ф(/, 5) I <>15к '*•' < г ■ уе~ *‘ < е , чунки а > 0 ,  (>0-
Демак, чизикли бир жинсли мухтор система учун а —0 н у кта  Л я п у 
нов маъносида тургун. Бундан ташкари, (11.10) тенгсизликка кура 
о деб ихтиёрий кичик мусбат сонни олинса хам lim |ф(/,

1-»-Г ж
тенгликка эгамиз. Демак, а =  0 нукта Ляпунов маъносида асимптотик 
тургун.
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п - тартибли чизикли узгармас коэффициентли дифференциал 
тенгламанинг тривиал ечимини хам тургунликка текшириш мумкин. 
Бунйнг учун тенгламани каноник узгарувчилар ёрдамида мухтор 
системага келтирилади. Сунгра координата бошидан иборат булган

V  \  ЛЯП гЬ а Ъ Г Л Г  U П О \ MV/DAOQUOT vn п о ти п и и г тхгпплт пи г»

булганда яна (II.Ш) тенгсизлиги уринли булади ва асимптотик 
тургунлик келиб чикади.
' Ю ко р и д а  айтганимиздек, агар А матрицанинг бирор хос сонининг 

хакикий кисми нолга тенг булиб, колганлариники манфий булса, 
у холда мувозанат холат Ляпунов маъносида тургун булади. Аммо 
у асим птотик тургун булмайди. Агар бирор хос соннинг хакикий 
кисми мусбат булса, мувозанат холат тургун була олмайди. Шу 
муносабат билан нотургун мувозанат холатинингтаърифини келтира- 
миз.

11 .3- т а ъ р и ф .  Агарда шундай мусбат сон р мавжуд булсаки,
(10.3) тенгламанинг %ар бир ф(/, |)  ечимига мос траекторияси ушбу 
| |  — а|<Ср шарнинг |,  1,Фа нук,тасидан бошланиб, шу шардан 
албатта чик,са ва унга бошк,а к,айтиб келмаса (бошкача айтганда, 
шундай мусбат сон Т=Т(1)  топилсаки, / =  7"(£) булганда (р (/, £) ечим 
аникланган ва t нинг шу ечим аникланган t > T  кийматларида |ф(/, 
|) — а | > р  тенгсизликни каноатлантирса), у холда (10.3) вектор- 
тенгламанинг мувозанат х,олати а бутунлай нотургун дейилади.

Нотургун мувозанат холати, умуман айтганда, бутунлай нотургун 
була олмайди.

Бутунлай нотургун мувозанат холатига мисол килиб, нотургун 
тугун нук,тани, нотургун фокус нук,тани, нотургун тугилма тугун ва 
фокус нукталарни (хаммаси текширилади) келтириш мумкин.

2. Мухтор система ечимининг группалаш хоссаси.
II. l- л е м м а .  (10.3) вектор-тенгламанинг 0, £ бошлантич к,иймат- 

ларга эга булган ф(/, |)  ечими учун ушбу

айният уринли булси)и (бу ерда /, s — эркли узгарувчилар).
(11.12) айният билан ифодаланган хосси мухтор система 

ечимининг группалаш хоссаси деб юритилади.
Исбот.  Маълумки, |  тайин нукта. Энди s ни хам тайинлаб.

ФU, ф(5, Ш = ф (б--И , I) ( 1112)

Т1 =  ф(.'?, £) (11.13)

ф т ( 0 ) = ф ( 0  +  5, | )  =Т|
ФП)(0) =  ф(0, 0) = 0 .

31 I



тенгликлар уринли. Демак, ягоналик
1 п я  i i i v  Тли п а н  f i n n r a  M l  \ 9 . \  я  i

теоремасига асосан
ср(|)(/) = ф (2)(0 ва шу билан бирга (11.12) айният уринли. 11.1-лемма 
исбот этилди.

3. Мусбат аниманган квадратик куринишнинг баъзи хоссалари 
п улчовли фазонинг узгарувчи векторини х =  (хь ... , х„) дейлик. Щу 
х векторнинг квадратик куриниши деб ушбу

формула билан аникланган W(x) функцияга айтилади. Шубхасиз, 
№(0)=0 тенглик уринли. хфО  булганда квадратик куриниш аник 
мусбат ёки аник манфий ишорали булиш холлари мухимдир.

Агар ихтиёрий хф®  учун U/(xr) > 0  булса, квадратик куриниш 
W(x) мусбат аникланган дейилади. Мусбат аникланган квадратик 
куринишнинг кейинги мулохазаларда зарур булган хоссасини 
келтирамиз.

11.2- л е м м а . Ихтиёрий мусбат аникланган квадратик куриниш 
учун шундай иккита мусбат р ва £ сонларни топиш мумкинки, 
исталган х вектор учун ушбу

бирлик сферани олиб, №(£) функцияни шу сферада курамиз. №(£) 
функция (11.15) сферада узлуксиз ва мусбат аникланган, сферанинг 
узи эса ёпик чегараланган туплам. Шунинг учун №(|) функция
(11.15) сферада узининг энг кичик р ва энг катта v кийматларига 
эришади. Сферанинг барча |  векторлари нолдан фаркли булгани учун 
р ва v сонлар мусбатдир. Шу р ва v сонлар (11.14) тенгсизлик 
бажарилиши учун изланган сонлар эканини исбот этамиз. Юкоридаги 
мулохазалардан

тенгсизликлар келиб чикади, унда р > 0 , v > 0 . Шу сферанинг вектори 
ёрдамида х =  А,£ векторни тузамиз, унда А.— ихтиёрий хакикий сон. 
Равшанки, |х| =  | А£| =  |А.| | | |  =  |А.|. Энди (11.16) тенгсизликларни 
А,2 га купайтирамиз:

П П
W7(x)=Z I  (Лцх1х< ((0,7= 0)/, — хакикий сонлар)

/-1

р |х |2<  W (х) ^ v |x |2 (11.14)
тенгсизликлар уринли булади.

Исбот .  (11.14) тенгсизликларни исботлаш учун

IEI =  1 ( g + g  +  - + £  =  D (11.15)

p < r ( | ) < v ,  6 6 R :||| =  1} (11.16)

бундан
pU I2<X2r ( J - W v |jc |2

еки тенглик уринли булганидан изланган
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тенгсизликлар келиб чикади. Шундай килиб, (11.14) тенгсиз- 
(, | 1   ̂ нсбот этилди.
ликла| ов функцияси квадратик куриниш сифатида. Эслатиб 

4‘ ки агар очик Dn тупламда бирор дифференциалланувчи F(x\, 
утамизк нкция берилган булса, бу функциядан (10.2) системага кура 
•••’Л"ча косила куйидагича аникланади: (10.2) системанинг ф((0)= * ° 
 ̂ - и нрич шартни каноатлантирадиган ечимини <р(() дейлик. 
j*i°Q 2) системага кура Fll0.2l(x) косила

формула билан аникланади. 
Энди

ечимини ф(/) дейлик.

Л т.2, (*) =  I  —d~ ~fi(x )
I - 1 '

п
t,=  1 ачхп (=1,2, ... , п

/=|
(11.17)

чизикли бир жинсли нормал система берилган булсин.
11.3-лемм а . Агар (11.17) система матрицасининг барча хос 

сонлари манфий х,ак,ик,ий к,исмларга эга булса, у х;олда шундай 
мусбат аникланган квадратик куриниш W(x) мавжудки, бу 
куринишнинг (11.17) системага кура t буйича уосиласи ушбу

Фаш) ( * ) < - № ( * )  (П18)

тенгсизликни к,аноатлантиради, унда х-ихтиёрий вектор, fi-мусбат ва 
х га бослик, булмаган %ак,ик,ий сон.

Исбот .  Лемманинг исботи тегишли шартларни каноатлантира- 
днган куринишни куришдан иборат. (11.17) системанинг 0, £ бошлан- 
гич кийматларга эга булган ечимини ф((, £) дейлик. У х,олда
11.5-теоремадан маълумки, ф(/, |)  ни бундай ёзса булади:

ф (( ,1 )=  2  ' (11-19)
1=1

бунда фы (t) вектор 11,5-теоремада курилган вектор.

J |ф (т ,£ )|2</т (11.20)
о

миз^п интегРални курайлик. Унинг якинлашувчи эканини курсата- 
• (П.19) муносабатдан фойдаланиб, (11.20) интегрални

2 I  1% \  (Ф,(т), Ф,(т))^т (П-21)
/= | О

М5ИНИШАа ёзиш  мУМКин. Х а р  бир ф * (т ) ,  Дг =  1,2, ... , п ф ункция  
Теоремага кура |ф * (т )  | . <  J n R e ~ al ( t ^ 0 )  тенгси зл и кни  к а -
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якинлашувчи. Демак, (11.20) хосмас интеграл хам якинлашувчцI V/  I  >■ 1 ¥ \  й Я П А И  г\ Л  П  m  I ГТ га I* rw » ■ ■ г •

функция ( 1 1 .2 1 ) га кура ... , \п узгарувчиларнит-
квадратик куринишидир. Шу квадратик куриниш мусбат аникланга^ 
чунки (11.22) формулада интеграл остидаги ифода |^=0учун мусбат 
Демак, U (̂g) > 0 . Энди ушбу (£) хоеилани хисоблаймиз.
вал функцияни курамиз. У куйидагича аниаданади-
группалаш хоссасига кура

Равшанки, №(ф(/, £)) 1 / = о =  №(ф, (0, !)) =  №(£)• Шунинг учун

Демак, (11.18) тенгсизлик W(%) олдида р = ±  коэффициент билан
бажарилади.

5. Ляпунов — Пуанкаре теоремаси. Биз куйида к е л т и р а д и г а н  
теорема мувозанат холатининг асимптотик тургун б у л и ш и  хакид3 
булиб, у етарли шартни беради. Купинча бу теоремада тавсия 
этиладиган методни биринчи яцинлашиш буйича туряунлик ёки 
Ляпунов — Пуанкаренинг биринчи усули деб юритилади. МазкуР 
усул мухтор системалар учун баён этилади.

Бизга (10.2) мухтор система берилган булиб, а =  (а ,,..., а „ )  У ниНГ 
мувозанат нуктаси булсин. Ушбу

W ( t ) =   ̂ 1ф(т, 1) |2dT. ( 11-22)о

оо оо

1) ) — |ф(/ +  т, I) |ч/т =   ̂ 1ф(т, £) \2dx.
0 I

t

(Б)----- ГЕ1а-
(11.14) тенгсизликлардан иккинчисини оламиз:

U ^ X v I g l 2,

бундам — ̂ -tt^(^) ^  — | | | 2. Шундай килиб.

V

*, =  а, +  г/„ / = 1 ,2, ... , n (11 .2 3 )
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штИриш ёрдамида янги у |, г/2....... Уп номаълум функцияларни
•я-»' из. Равшанки, *, =  «/;• Энди (10.2) системанинг унг томонида
КИРИ(11 -23) алмаштириш бажариб, хар бир /,(....... .. х„) функцияни
ХЗМ кта атрофида Тейлор каторига ёйсак, куйидагига эга буламиз:

«=1,2, ... , п. (11.24)" дНа)
f , ( a + y ) = f ‘ (a ) +  1  У, +  Я,

д ._янги у ......... уп номаълумларга нисбатан иккинчи тартибли
чик микдорлар. Фараз буйича, а нукта мувозанат нуктаси булгани 

Кцун /,(а)= 0 . Шунинг учун Xi—yi=fi(a-\-y) эканини хисобга олиб 
'(10 2) системани куйидаги куринишда ёзамиз (янги номаълум 
функииялар билан):

« / ,=  1  i = l , 2 .......... я -
/=I oxi

Агар
fy(e)

дх,

деб белгиласак, охирги системани бундай ёзиш мумкин:

у , —  I  о , , у , + я i =  1 .2 ,
;-1

Л.

(11.25)

(11.26)

Агар (11.26) системада колдик хадларни (/?, ларни) тушириб 
колднрсак, хосил булган ушбу

У, — I  «=1,2, ... , п (П.27)

система биринчи як^инлашиш системаси дейилади.
11.6-теорема (Ляпунов— Пуанкаре теоремаси). Агар Л =  (а;,) 

матрицанинг ((11.25) га каранг) барча хос сонлари манфий %ак,ик,ий 
к,исмларга эга булса, у х,олда (10.2) системининг мувозанат полати 
а асимптотик тургун булади; туларок, айтганда, шундай сон 
а > 0  мавжудки, I  ̂— а| < :от булганда ушбу

1Ф(/. £ ) - а | < г | £ - а к - “' (11.28)
(бунда г ва <х —£ га боглик булмаган мусбат сонлар) тенгсизлик 
УРинли булади.

Исбот.  Мувозанат холати координата боши билан устма-уст 
уУ=  яьни о =  0 десак, умумийликка зид булмайди. Бунга сабаб, 

~rQ алмаштириш х =  а мувозанат холатига г — 0 мувозанат 
*адатини мос куяди ва ушбу

снстем

г = f , (z+a)=[, (a)  +  X 2, +  %, (=1,2, ... , п
/=1 i

туриб т СИЛ булади. Бундан А матрица узгармагани куриниб 
™ • Шундай килиб (10.2) системанинг мувозанат холати а учун
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а =  0 деб хисоблаймиз. Демак, (11.23) алмаштиришдан х ,= у1 t- 
... , п келиб чикади. -2,

Шу сабабли (11.26) система

х, =  I  OijXj +  R i ,  /=4 ,2 , ... , п
i - 1 (11 29)

куринишда ёзилади. Кейинги мулохазаларни назарда тути б  р 
колдикнинг куринишини хам ёзиб куяйлик: ’

D 1 г  v ^ < 0*>2. I  ——----X:Xk .
2 ,_| *_| дх!дх* 1

W(x) энди (11.27) чизикли бир жинсли нормал системанинг 
Ляпунов функцияси булсин. Шу функциядан / буйича (11.29) систе- 
мага кура хосила оламиз:

дх R ,=

=  ^ П .27 ,(* ) +  I
dW(x)

дх, R.

W(x) функция (11.18) тенгсизликни каноатлантиради. Шунинг 
учун ушбуга эгамиз:

* < п & ,  ( * ) < - ? ! ? ( * )  +  I
i =  l '

Энди (11.14) тенгсизликка кура, шундай кичик Ь> 0 мавжудки,
W ( x ) ^ b  (11.30)

тенгсизликни каноатлантирадиган вектор x£Dn. Шу W(x)^b  
тенгсизлик D„ тупламда эллипсоидни тасвирлайди, бу аналитик 
геометриядан маълум. Юкорида /?, учун ёзилган формула буйича R, 
функция квадратик куринишдан иборат. Яна (11.14) тенгсизликка 
кура

I/?,I ^-~W{x) ,  6 =  constи

ва |дг,| ~^-W( x)  тенгсизликка асосан чизикли кур и н и ш д а н  иборат

булган учун ушбу

| 1 =  const

тенгсизлик уринли. Шундай килиб, шундай мусбат q сон мавжуДкН’ 
(11.30) тенгсизлик бажарилганда куйидагига эгамиз:

Z ~ ^ / ? , < ? ( t t 7 ( x ) ) s/2
1*1 Х‘
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[0  ндай мусбат с сонни танлаймизки, ушбу тенгсизликлар уринли
бСлсин:

с<.Ь • ЧУрк <

ШУ
белгилар ва юкоридаги бахолар ёрдамида шуни топамиз:

$  ( x ) ^ - V W ( x ) + q[W(x) ]W =  W( x ) \ - f i  +  q y J W( x ) } ^

< W ( x ) [ - t  +  q y f t ] < W ( x )  [ - Р  +  у ] - — f-^ W .

яъни агар
u /(x )< c  (11.31;

тенгсизлик бажарилса, куйидаги

(* > < — J-W4*)

тенгсизлик уринли булади. a  =  -jj-, демак, (11.31) тенгсизлик уринли 

булганда
( х ) < - 2 а Г ( х )

тенгсизлик хам бажарилади.
Энди £ (11.31) эллипсоиднинг ихтиёрий ички нуктаси булсин, яъни 

g нукта учун
«?(£) < с  (П.32)

тенгсизлик бажарилади.
(11.29) системанинг 0, £ бошлангич кийматларга эга булган 

ечимини <р(/, I )  ва W { t ,  | ) ) ни эса to(/) деб белгилаймиз. Бу to(/) 
функция t нинг t ^ O  тенгсизликни каноатлантирадиган ва tp(/, £) 
ечим аникланган барча кийматларида аникланган булиб,

ш ( 0 < с  (11.33)
тенгсизлик бажарилганда, to(/) нинг хосиласи учун ушбу

w ( / ) < - 2 a w ( / )  (11.34)
'енгсизлик хам бажарилади. Х,озир tp(/, £) ечим барча t ^ O  учун
аникланганини исботлаймиз. Фараз килайлик, ср(/, £) функция t  нинг 
^Рца мусбат кийматларида аникланган булмасин. У халда
~1 (Р(Л |)  нукта I нинг ортиб бориши билан (11.31) эллипсоиддан 

iJl тта чикиб кетади ([1] 24-§. Б бандга каранг). Тегишли нукта 
^  * эллипсоиднинг чегарасига биринчи марта келган моментини
(il зГ"0 Аеялик- Шунга кура 0 ^ / ^ / '  ораликда tp(/, £) нукта 
Bvu  ̂  ̂ эллипсоидга тегишли ва (11.34) тенгсизлик уринли булади. 
эса 01 0 чикади. Демак, с =  ш ( / 'К ( |) (0 )< с  га эгамиз. Бу
Кий ЗИДДият- Шундай килиб, w(t) функция / нинг мусбат булган 
4vhw аТ̂ а^ида аникланган. Агар 1=ф0 булса, to(/) > 0  булади, 
=  Е(/--п ^  £ ) ) > ° -  агаР ф(*> £)=?*= 0 булса, маълумки, <p(0, £) =  

—0 да), (p(f, /=5̂ =0. Демак, факат £ =  0 булгандагина
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U^(tp(/, ! ) )  = 0  булиши мумкин ва да со(/) > 0. Ш ун и н г

Энди (11.14) дан х =  ф(/, |)  булганда р|ф(/, £) | 2<  Ш'(ф(/, £)) Ва 
х =  Е; булганда №(£) O I £ | 2 эканлиги чикади. Шунга кура U7(|)<> 
булганда куйидагига эгамиз:

муносабат уринли булганда (11.32) тенгсизлик келиб чикади. 
Шундай килиб, агар (11.36) муносабат уринли булса, у холда
(11.35) тенгсизлик уринли булади. Шу (11.35) нинг икки томонидан 
квадрат илдиз олсак,

Ляпунов — Пуанкаре теоремаси исбот булди.

мусбат %ак,ик,ий щисмларга эга булса, у %олда (10.2) с и с т е м а н и н г  
мувозанат ^олати а бутунлай тургунмас булади.

И с б о т . Аввалги теоремадаги каби а =  0 деймиз. (10.2) система 
билан бирга ушбу

x = —f(x) (11.37)
вектор-тенгламани курамиз. Бу тенглама учун хам а =  0 мувозанат 
холати булади. 11.6-теоремадаги мулохазаларга кура
(11.37) тенглама учун хам Ляпунов функцияси мавжуд ва W ( x ) ^ *  
тенгсизлик бажарилганда

куйидаги содда хисоблашларни амалга оширамиз.

1псо(0 —1пш(0) <  —2а/
еки

1пН Г (ф (Б ))-1п1Р(£Х -2а/
еки

р|ф(/, £)2^  Ц7(Ф(/, \ i \ e - 2' 1
еки

|ф(/, £) |2< — \%\2е 2а1 и (11.35)
Яна (11.14) тенгсизликдан

(11.36)

(11.28)

1 1 .7 -  т е о р е м а .  Агар А — f ~ '̂ x ~  \  матрицанинг барча хос сонлари

37, ( x ) ^ - 2 a W ( x )
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„ .„ о с а б з т  № • « « ■  5 > ™ aH:

I = I '

w  ; i )| (jr) > 2 а Г  (х) (arap U /(* X c  булса).

t _(11.31) эллипсоиднинг ички нуктаси булсин.
£)) дейлик. Бу холда «(/) функция 

= ’ ш (0^2а<о(0 (агарсо(/)<с булса)

« ( / ) -

(11.38)
сизликни каноатлантиради. булганда ш (х)> 0. Шунинг

- ун Куйидаги хисоблашларни бажариш мумкин:

[ ^ - d t ^ 2 a t ,  /> 0 ,ы(0 ^  .) о>(/)

ш(0 > 0 , ( 0 ) ^ ,  1Г(ф«, 5)) > 1 ^ ( 1 )^ '.
О х ир ги тенгсизликдан куринадики, / усиши билан х =  <р(/, £) нукта
(11.31) эллипсоиддан албатта чикиб кстади. Шу нукта эллипсоидга 
бошка кайтиб келмаслигини исботлаймиз. Тескарисини фараз 
этамиз. Шундай мусбат ( '> 0  топиладики, сo(t') —с ва етарли кичик 
мусбат А/ лар учун со(/' +  Д/) < с  муносабатлар уринли булсин. 
.Пекин бу муносабатлардан со(0 0 эканн келиб чикади. Топилган
тенгсизлик (11.38) га зид. ((11.38) тенгсизлик / =  /' да тугри, чунки 
ш((')=с). Шундай килиб, (11.31) эллипсоиднинг ички л = с  
нуктасидан бошланадиган траектория х =  ср(/, £) вакти билан шу 
эллипсоиддан албатта чикиб, сунгра унга бошка кайтиб келмайди.
Ушбу W(x) <!v|je|2 ва |£| тенгсизликлардан tt^ (s)< c

келиб чикади. Демак, | | |  < а  шар W(х) ^ .с  эллипсоид ичида ётиши 
курсатилди. Шундай килиб, бутунлай нотургунлик таърифига кура 
теореманинг исботи якунланди.

11-8- т е о р е м а .  Агар А =  матрица хос сонлари ичида

кимида биттаси мусбат уациций цисмга эга булса, у .\олда мувозанат 
>Лц и,  Н0ТУРГУН булади.

сботи юкоридаги икки теореманинг исботига ухшаш.
ИСол Математик маятник тенгламасини. яъни ушбу 

тенгл /<f +  gsin<p=0 (П.1)
Мини ®к" каноник узгарупчиларда

Ti =<Pj.

<tz=— r sin,P)
( 11.2 )

>  с°н) нукт”а1ИК‘ мУ*тор системлнннг мувозанат холатлари (0.0). (Ал, 0) (к 
1нчатларН|'й ЛаРдан иборат булиб, еинок,.ш тупламни ташкил этади. k нинг жуфг 

ятникнинг куйи холати, /.• нинг ток кийматларига аса юкори холати



мос келади (61- чизма). Бу нукталарниш 
факат иккитасини, яъни а 111 
Аввал о<0

г тургун ёки нотургунлигини текшириш Vu 
=  (0,0 ) ва а ,л =  (л, 0) нукталарни текшириш етгУЧун

системаси(0,0) нуктани алайлик. Мое биринчи якннлашииГсистем^,мГИШ етаРлн, 
ФI =  Ф2

Ф> = - 7 Ф1 (П

0 I
куринишда булиб, А =  (а,() = —4 - о Бу матриианинг хос сонлари ^

ардан камида биттаси бажарилмайди. Агар бу тенгсиз- 
генгсизлик вактда бажарилмаса, (10.2) системанинг ф(/, £) ечими 
лнклар оиРотургуи дейилади.

2, ру т у н л а и  турРуНлигини тек1иириш масаласи мухтормас система
Ечимн холатининг тургунлигини текширишга келтирилиши 

м у в о за н ^ ^ катан (10.2) системанинг бирор ечимини олайлик. Уша
системада

=  « ^2~  ~  ‘ Д //~  Куринадики, хос сонларнинг хакикий киемлари натга

тенг. Бундан (0,0) нукта (11.2) система учуй Ляпунов маъносида асимптотик тургун
эмас. Аммо маятникнинг кичик тебранишлари у ч у й  sin ф| » я  f iv  "

(11.39) дан

тургун булади, чунки ( 11.2'2') учуй <р,(0 =  — А ( V ? c o s \ ^  

= А sin  ̂ Д ^ /  + а )  (А>0.

Ф1 ва бу холда (0,0 ) нукта

< + " )

(11.39)
* = ф (Ш  
систем а ни

(11.40) 
у —0 ечим

ф2«Ь

ихтиёрий узгармаслар) ва модул |ф(/)

чегараланган. Шунга ухшаш а ,2> =  (л, 0) нуктага мос биринчи икинлашиш системас

|  Ф|=Ч>2'

g

y =  X-4>(t,l)
члмаштиришни бажарамиз. Равшанки, 
бупганда </ s 0  келиб чикади. Алмаштириш (10.2)

куйидаги у = /(у  +  Ф( а ) ) - Д ф ( Ш )
енгламага олиб келади. Бу вектор-тенглама учун 
тувозанат холати). Факат эслатиб утамизки, биз мувозанат холати 
шунчасини мухтор системалар учун киритган эдик. (11.40) тенгла- 

эса мухтор эмас. Аммо
y =  F( t ,y)  (11.41)

..уринишдаги тенгламалар учун хам у нинг F(t, у) функцияни нолга 
айлантирадиган кийматлари мувозанат холати дейилади. Агар i ни 
параметр деб каралса, ечимнинг графигини (уи ..., у„) узгарувчилар 
фазосида урганилади. Бунда тегишли ечимнинг графиги (11.41) тенг- 
ламанинг траекторияси, (уи ... , уп) узгарувчилар фазоси Rn эса
холатлар фазоси деб юритилади.

7. Мухтормас система ечимининг тургунлиги. Ечимни давом
Хос сонлардан бири мусбат булганн учун (л, 0) нукта (112) система учун Л япси э„ттиРиш масаласи. Бизга (IL.41) вектор-тенглама берилган булиб, 

маъносида нотургун (11.8-теоремага каранг). F(t, у) функция Dn+\ сохада ечимнинг мавжудлиги ва ягоналиги
6. Ечимнинг тургунлиги. Бизга (10.2) мухтор система берилга! *акидаги георемалардан бирортасининг шартларини кано-

булиб, ф(*,£) функция шу системанинг Ф(0, £ )= £  шартни каноат атла"™Рсин Дейлик- ,  , ч 0 . , „
лантирадиган ечими булсин. " П .э-таъриф. Агар t =  to да бошлангич y ,(/o)=jn, <=1,2... , п

11.4- таърнф. Агар ихтиёрий е > 0  учун шундай 6 > 0  мавжус*“й*“тлаР берилган булиб„ (11.41) тенгламанинг бирор у =  ф(0 
булсаки, 1) hi | |  С 6 тенгсизликни к,аноатлантирувчи п лар учу/ ечими УЧУН ихтиёрий е > 0  берилганда хам шундай
Ф(/, Л) ечим барча Г ^ 0  лар учун аникрюнган; 2) |<р(/ с) —ф(/, л) I <  топилсаки, (11.41) тенгламанинг бошк,а ихтиёрий у =  ф(/),
тенгсизлик барча t >  0 лар учун уринли булс’а, у холда (10.2) система 0 е'1“ми учун 
нинг ф(t, I) ечими Ляпунов маъносида тургун дейилади. Акс x0jl6c 
тегишли ечим нотургун дейилади.

Ф2 =  у ф |

булиб, А = Хос сонлар л, =  Д ^ - , >2 = — д / £

Агар 11.4-таърифдаги 1) ва 2) шартлар билан бирга яна ушб>

1ф(*о) — Ф(Ы I < 6
тенгсизлик бажарилганда барча t ^ t a  ларда

1ф(0 —Ф(0 Iшарт бажарилса, яъни 3) шундай кнчик о > 0 ,  о < 8 топилсаки.
1Т1 ~ £ 1 < 0  булганда ушбу Пт)ф(/> g) — ф ( / ,  л) I =  0 муносабат у асизАшс бажарилса, у холда </ =  ф(0  ечим Ляпунов маъносида

|  -гЛ,Цн_йилади. Агар 6 > 0  сон t0 га бовлик, булмаса, </ =  ф(/) ечим!-*■ -1- оо
уринли булса, у холда (10.2) системанинг Ф(/, g) ечими а с и м п т о т и к  г«с«с тургун дейилади.
тургун дейилади. Нотургун ечимлар учун ушбу

&,е
1 ф .( Ш - ф |( / ,л ) 1 < - ^ . 1ф„(Ш  — фЛ^.л) I

J | g"
Шундай7̂  ъ Р и Ф • Агар у =  ф(() ечим тургун булиб, ундан ташк̂ ари 
учун U сон мавжуд булсаки, ихтиёрий бошк,а у = ф ( / )  ечим

vZj Af =  п, А,> 0, 1= 1, Несизлик бажарилганда
| ф ( /о) — Ч’ (*о) I < 6 о

320 21.
Нш |ф(/) — ф(/) I = 0

- + о о
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булса, y =  (f(t) ечим Ляпунов маъносида асимптотик 
дейилади. Агару —q>(t) ечим турсун булмаса, у нотургун дейилад^* 

(11.41) системанинг у =  ф(0 ечимининг тургунлигини текщ  ̂
масаласи бирор бошка системанинг тривиал ечимининг тургун л И̂ Иц1 
текширишга келтирилади. Жумладан, (10.2) системанинг «ИЛИ”И 
ечимини текшириш (11.40) тенгламанинг г/ =  0 ечимини текши 
га (11.39) алмаштириш ёрдамида келтирилади. Шу (11.39) а л м а ^  
риш (11.41) тенгламага хам кулланилиши мумкин. ^Ти'

1-бобда ечимни давом эттириш ва давомсиз ечимлар хакил 
масала биринчи тартибли дифференциал тенглама учун курилган- 
Нормал (мухтормас ёки мухтор) системалар учун хам ечимни давДИ 
эттириш тушунчаси худди шунга ухшаш киритилади. Чунонч* 
У =  ф(0 функция (11.41) тенгламанинг I, интервалда аникланган 
</=ф(1) функция эса уша тенгламанинг ls интервалда аникланга? 
ечими булсин. Агар /sr>/f булиб, у = ф (/)  ечим I, интервалда 1/ =  ф(|' 
ечим билан устма-уст тушса, у холда y =  ty(t) ечим y — y(t) е ч и м н и щ  

давоми дейилади. Агар y — ̂ >(t), /£ /s ечим учун унинг давомидав 
иборат булган хеч кандай ечим мавжуд булмаса, у холда шу г/ =  \|)(/| 
ечим давомсиз дейилади.

Хар бир ечим ягона давомсиз ечимгача давом эттирилиши мумкин 
Бу тасдикнинг исботи 1-бобда битта тенглама учун олиб борилган 
исботдан фарк килмагани учун биз уни келтириб утирмаймиз 
Аммо куйида ечимни давом эттириш мумкин булишининг етарли 
шартларидан бирини берувчи лемма келтирамиз.

11.4-лемма (Ф и л и п п о в  л е м м а с и ) . Визга (1141) вектор- 
тенглама берилган булиб, унда t £ T — T\, Тъ) (ихтиёрий чекли 
интервал), y£R" в а

(У, F(t, у ) ) ^ С ( \  +  \у\2), 0 <  C=const (Ф)
булиб, у =  ф(<, to, х°) = ф ( / )  функция (11.41) тенгламанинг ихтиёрий 
тайинланган to, у0 боиыангич цийматларга эга булган ечими булса, 
y=q>(t) ечим бутун Т интервалда аницланган булади.

И сбот . (Ф) тенгсизлик А. Ф. Филиппов тенгсизлиги дй 
юритилади, унда (у, F(t, у ) ) ифода у  ва F(t, у) векторларнинг скаляр 
купайтмасини англатади. Курсатиш кийин эмаски, агар \F( t , y ) \ ^  
^ й (1  -J- |i / |) ,  fc> 0= const тенгсизлик бажарилса, (Ф) тенгсизлик 
хам 1 +  k2 — C константа билан бажарилади. Энди лемманДОГ 
бевосита исботига утамиз. ф(/) =  1 +  1ф(0 I2, ф(/о) =  1 +  I* I""'4 
булсин. Содда мулохазалар ёрдамида куйидагига эга буламиз:

ф ? ( о ] =  i  2 ф ( / ) ^ - = 2 ( ф ( 0 .  ( ф ( /) )  =

=  2(Ф(/), F(t, Ф( / ) ) <  2С(1 +  |ф (012)= 2С ф (/), 
яъни ушбу 2Сф(/)

дифференциал тенгсизликка эга буламиз. Уни аввал 
t( to < .t^T z)  гача интеграллаймиз: ф(/) ^
сунгра t дан to(Ti^.t< .to) гача интеграллаймиз: ф(0 ^ А е
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2С|Г|*-'о> Шундай килиб, А ес>т' <0> < ф (/)  ^ ,А е ° {Т2 >0> тенгсиз-
? ;4t а эгамиз. Бундан ф(/) нинг ифодасига кура 1 +  |<р(/) |2 функ- 
ликлар' >|2 фуНКция, нихоят, |ф (/)| модул чегаралангани келиб
ция еки ¥ <--•------
чикади Лемма исбот булди.

Эсл ат  м а. Филиппов леммаси Г = ( Г i. Т2) интервал ихтиёрий булганда хам

уриНк" йида мухтормас система ечимининг тургунлигини текширишга 
оИДКмУисол курамиз. _

М исол. Ушбу J Х| =  In(1 + 2/ — 2дГ|) -j-3jc2“l~3/ -М»

( x2 =  Xi[— 2txl — 2х, — х.2

маиинг Х| =  /, Хг — — t1 ечими тургунликка текширилсин. Бунинг учун 
^ТГз9) алмаштиришни бажарамиз:

y , = x , — t, y2==x2 +  t2.

Натижада куйндаги

{
( = м .( = / 2)

Содда хисоблашлар курсатадики, бу системанинг

j/, =  ln ( l— 2j/ | ) + 3 i/2 

У1=!?\-1У\-У1
мухтор системага келамиз.
(6,0) мувозанат нуктасида

(1г)к»—2- ( ^ ) к » -3- (5~)к«'” °' 
(£)к.—•

. [ -2  3 )
А матрица I ^ I куринишда булиб, унинг хос сонлари Х| = — 1 < 0 ,

,-2~  — 2 < 0  лардан иборат. Демак, Ляпунов — Пуанкаре теоремасига кура (0, 0) нук- 
та асимптотик тургун буладн. Бундан берилган системанинг x \ — t, х2 = — (2 ечими 
хам асимптотик тургун экани келиб чикади.

ИКТИСОДИЙ ЖАРАЕНЛАРНИНГ И ККИ  СЕКТОРЛИ  
МОДЕЛИ \А К И Д А

. Купгина иктисодий жараёнлар мухтор дифференциал тенглама 
еки дифференциал тенгламаларнинг мухтор системаси билан тавсиф- 

Бунда тегишли мувозанат холати (нуктаси) маълум 
ктисоднй маънога эга. Айникса мувозанат холатининг асимптотик 

аталУНЛИГИ МУ*ИМ ахамият касб этади, у балансланган режим деб 
иктиаДИГ”Н иктисодий жараён кечиши билан богланган. Биз куйида 
миз С°АИ” жараёнларнинг икки секторли модели билан таништира-

аталя^" сектоРли иктисодий жараён ишлаб чикариш функцияси деб 
аникланом" y,7= f |<Z' l> * '). Y2= F 2(L2, К 2 ) функциялар билан 

а(Лин: дейдик. Бунда L\, L2— мехнат ресурслари хажми, К\, 
ЛаР \аж°СИ"л^0НдлаР *ажми> Yt, Y2 — ишлаб чикарилган махсулот- 
ИккинчиМИ ™*тайлик. биринчи сектор ишлаб чикариш воситаларини, 
иккала сектоР эса нстеъмол буюмларини ишлаб чикарсин. Х,ар 

нторнинг асосий фондларига инвестициялар (ажратилган
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капитал) / биринчи сектор махсулоти хажми Y\ хисобига а 
оширилади, истеъмол С аса иккинчи сектор махсулоти х аж м ^ 9 
билам устма-уст туш'ади, яъни ! — s F\ ( L \ ,  К\ )  +  (1 — s)Ft а  \  ^  

1„ С= Y2(L2, К2). Урганиладиган модел куйидаги мун^аб 
лар билан тавсифланади: ат-

%t =sFt{Lu K i)—*iK,, 0 1 , 0 < р , <  1,1
^ 2 = (1 —s)Fi (Li,/Ci) — 0 ^ ц г < 1 ,  J

£i ==tj,z, i -|-&1/С1, iii > 0 , It>0 ,1
L2 =  T\2Li-\-%2K2, 1)2 >  0, &2>0, |

L =  L \ Z-2 =  QL-j- ( I —q) L, 0 ^  </^ 1.
. Ul\ . Ul.

Юкоридаги (11.42), (11.43)ларда A, =  — , , /=1,2. Ушбу

kt =  —L, *'=l,2. микдорлар цуролланганлик деб юритилади. Купиича

моделни уни тавсифлайдиган муносабатларда ki, k2 ва уларнияг 
хосилалари оркали ифодаларга утиб текшириш кулай булади. 
Эслатиб утамизки, ишлаб чикариш функцияси ;куйцдаги шартларни 
каноатлантиради (/=1,2):

— aMj ±-^ L> o v L ,- > 0.
0L1 oKi

d'FAU  Ki) < Q  d ^ j U K , l  < 0  у  / . , ^ 0 ,  V O 0 ;
az,2 <9/c,2

F , ( \ U \ K i )  = k F t ( L i , K i )  V ^ > 0 ,  V £ > 0 ,  V ^ > 0 .

Охирги айният курсатадики, хар бир /С,-) функция хар икки
аргументи буйича биринчи тартибли бир жинсли функциядан иборат. 
Шунинг учуй (/=1,2) ушбу

£ ( £ .  Ki) —UFi(\, f-)=L,F,(l,k,) =  U A k ) ,

FA 1, fc) = / ,  <*, )
муносабатларни ёзиш мумкин. Унда /,(£,) функция уртача ме̂ нат 
унумдорлиги деб юритилади.

Энди куйидаги содда хисоблашларни бажарамнз:
/C,Z., — ATjZ, ( s f l - n l / f 1) L 1- K 1<n ,Z .i-K |K |>  __. d /лс, \  /с,/., — a:,/., {sf ,

= 5 7  ( т г ) = — 71— -------
(* /. ,/ ,  (й ,) - ц ,  К , ) Z., -  /С, (т,, Z., +  g,ZC,)

Z.f
=5/1(Л1) - ( р | +л,)Ф 1(А1Ь

яъни
*I =*7. (*i) — (ш +Л|)Ф| (М .

(11.44)

бунда Ч>, (*1) = * , +  ■— Г— *?:Ц| + Л|
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г к У \  К>Lj — _[(I —s)Ft — ц.,/С2]А2— 1-2 +  &2 А_,), L t j k \ ^ Z l  
dt у  t-2 J  L-2

[(I — s ) L J t ( k t ) fA-,A,]/.j K , (i \>L-2 } |gЛ>)
L;

яъни

бунда

= J Z ^  ( * — *>/i ( * i ) —  ( Ms +  П * )* М * а ).

Ь = Ч\ 1~ 4  <*i) ~  (Ms +  4*)ife№>. (11.45)

Ф> (^2) — k-' +
h

H-j +  Дг
lc2, Lt — l —q

62- чизма

Юкорида киритилган ф,-(*,■), /*=1.2, функциялар учун ушбу
ф,(0) =0,4»,(*,) =  1 4 - - ^ -  Ь, > 0 ,Ф, (*,> = ~ ^ - > 0  V Ь > 0  муноса-
батлар уринли. Бундан кури- 
надики, y=%{ki) функция- 
лар монотон усувчи, кава- 
рик, графнги координата 
бошидан чикади ва бутунлай 
биринчи ч о р а к д а ж о й - 
лашган. Шунингдек, у =/,(£,) 
функция \ам монотон усув- 
чн, аммо ботик, графиги 
координата бошидан чикади 
ва бутунлай биринчи чорак- 
Да жойлашган (62, а, б- 
чизмалар).
чочБИЗ/  =  СОП81- ^ =  const булган колни курамиз. Бунда тегишли 

^ олоу модели деб аталади ва 0<s<C 1, 0 < < /<  1 тенгсизлик-
сигто HHJ1H ^Улади- Шу сабабли (11.44) — (11.45) система мухтор 
системадан иборат булади.

Ч 0-теорема. (11.44) — (11.45) тенгламалар системаси
Щ Ш  sf \ (0) > р , +  П| (11.46)
асимптг>иК ^ажаРилган,)и тривиал ечимдан тишцари ягона мусбат 

ц с - ик тУРгун стационар ечимга (мувозанат уолатига) эга. 
зга. Виз v Т ^авшанки. (1144) — (11.45) система тривиал ечимга 
ГИНи купе И текшнРмаамиз- (0,0) мувозанат колатининг нотургунлн- 
мавжулп, а™Ш киаин эмас. Энди мусбат мувозанат колатининг 

J "гини курсатиш учун

4>' ( fel > fe2 ) = « / l ( * l ) - ( p I +  T, l )4»l ( * l ) = 0 ,  |

*г) * * Р г ~ г  и  (*|) -  (М*+Л*)4>2(Л«) = 0  I
(11.47)



чекли тенгламалар системасини караймиз. Унда биринчи тенглам 
sf t (k,) =  (р ,т ||)ф |(М  каби ёзиб, y =  sf l (ki), у =  ( ц ,  +  т),)  
функцияларни урганайлик. Улардан биринчиси каварик, иккинчи
эса ботик, графиклари координата бошидан мос Равищпi/(0) =sf',(0) ва у'(0) =р,, +  т1, бурчак кбэффициентлар бил 
чикади. (11.46) тенгсизликка кура биринчисининг графиги юкорип ЭН 
дан кетади. Иккала функциянинг графиги хам бутунлай бирин* 
чоракда жойлашганлиги учун яна битта k°, k°> 0, нуктада албаттИ 
кесишади (63-чизма). а

Топилган k\ =  fc¥>0 кийматни (11.47) нинг иккинчи тенгламасиг 
куямиз. Унда

(Ц2 +  Л2)Ф2(*2) (*?) > 0

тенгликка эга буламиз. Аммо ф2(0 )= 0  ва фг^г) монотон усу в ч и  
эканидан фа кат биттагина к2 — к° нуктада юкоридаги тенглик у р и н л и  
булиши келиб чикади. Шундай килиб, (11.44) — (11.45) систе м а  
ягона мусбат ечимга эга экан. Энди бу ечим (мувозанат х о л а т и | 
асимптотик тургун эканини исбот этамиз. Унинг учун <pi(fc,t fc2), 
фг(Л1, &2) функцияларнинг биринчи тартибли хосилаларини k°=(ki 
£2) нуктада хисоблаб, биринчи якинлашиш системаси деб аталадиган 
системанинг матрицасини ёзамиз ва унинг хос сонларини топамиз:

А =

I А - к Е \  =

sf i(*?) — (Р1+ Л 1)

sf  l ( tf)  ~  (|A| +T)i) — h

0

-  (H2+Tfe)44(*2)

о

— (Рг +  тЬ)Фг(^2) ^
=0,

—S f \ ( k ° \ )  — (Ц| +  T|l ) > ^ 2 =  — (Р2 +  Л2)Ф2(^|’) ■
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умки «/=/.(*!) функция ботик, у =  \M * i)  функция 
Уларнинг графиклари кесишиш нуктаси (й?,А£) да

эса
мос

= Ц |+Ль tgP =  s/f(*i)
. иб tg a > tg P  тенгсизлик уринли (63 — чизма). Шундай килиб. 

- Демак- Ляпунов-Пуанкаре теоремасига кура k°=
J-(k°'k2) мувозанат холати асимптотик тургун.

К? (t)
Иктисодий нуктаи назардан A ? = - i _ , /= 1 ,2 , яъни K?(t) =

(•)
_ьр/° (/) муносабатлар билан аникланадиган режим мухим аха-
миятга эга, уни балансланган режим дейилади.

11.5-}. ЛИМИТ ДАВРАЛАР. ЭРГАШ ФУНКЦИЯ

Лимит давра (цикл) ва эргаш функция тушунчаларини улуг 
француз математиги А. Пуанкаре киритган булиб, бу тушунчалар 
хакида дастлабки илмий натижалар унинг узига тегишли. Лимит 
тавралар техникада турли асбоб ва курилмаларни лойихалашда 
мухим роль уйнайди. Техникада сунмас тебранишлар шу лимит 
давралар тушунчасига мос келади. Бу мосликни биринчи мар
та А. А. Андронов аниклаган.

Яна нормал мухтор (10.2) системани курайлик. Унда f \(x\ ...... х„),
... , fn(x|, ... , хп) (кискача f(x) вектор-функция) функциялар 
п улчовли фазонинг бирор D„ сохасида аникланган ва узининг 
хусусий хосилалари билан узлуксиз деб караймиз. У холда Dn 
соханинг хар бир нуктасидан (10.2) системанинг факат битта 
траекторияси утади. Кейинги мулохазаларда купинча п =  2 булган 
хол курилади. Унда соддалик учун D„ соха сифатида бутун Р текислик 
карал ади.

1- Лимит давра ва унинг якинидаги траекториялар. Энди лимит 
лавра тушунчасини киритамиз (л =  2).

П.7-таъриф. (10.2) мухтор системанинг яккаланган даврий 
сними лимит давра (цикл) дейилади. Туларок, айтганда, х = ф (/) 
вр КТ0Р-функция (10.2) системанинг даврий ечими булиб, К чизик; эса 
т Текисликда шу ечимнинг графиги (ёпик эгри чизик, ёпик 
р ектория) булсин. Агар шундай мусбат сон р > 0  мавжуд булсаки, 
I ™Кисликдаги К эгри чизицдан р дан кичик масофада жойлашган 
енимТа̂ аН̂ а^ булмасин, (10.2) системанинг шу нуцтадан утадиган 
(10 2̂  °аврий булмаса, у %олда х =  <р(/) ечим (ёки К траектория)

l L CUCl eMaHUHZ лимит давраси дейилади.
(Ю о, риФдан куринадики, агар х£К,  ва
=  ,р() ^ ист°манин „ . , _____

якин мд е*!ими давРий булмайди. Бошкача айтганда, лимит даврага 
(64-чизма) ЗДа Системанинг ёпик траекториялари мавжуд эмас

тУгадДа^ бУлса’ лимит даврага якин траекториялар узини кандай
Ч-Ю те«ИДа би3 ШУНИ УРганамиз.

ечим (10.2) системанинг (п — 2) лимит 
Улио, К унга мос ёпик, траектория булсин. Ёпик, траектория,
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маълумки, текисЛик 
икки ички ва ташки
булади. Мухтор сист ^  
нинг траекториялаРи > -  
ро кесиша олмаслиги ,
( 10.2 ) системанинг УЧун
бир К дан фар цли тРае?У 
рияси унга нисбатан 
ички. ё ташк,и булади у е 
ташк,и, х,ам ички траекГ 
риялар учун бири иккинч, ', 
сини инкор к,иладиган У  
йидаги икки х,ол юз бери 
ши мумкин. Яъни, К г 
як,ин нук,тада бошланади 

ган барча ички траекториялар <?/-►+ оо да. ёки f-*-— оо да спит, 
каби К га уралади. Худди шу тасдик, ташкой траекториялар учун .м* 
уринли (65 а, б-чизма)).

Бу теореманинг исботига утишдан аввал баъзи ёрдамчи тасдик- 
лар керак булади.

Агар К га якин барча нукталардан бошланадиган барча 
траекториялар (хох, ички, хох ташки булмасин) /-^ + о о  да X га 
уралса, у холда лимит давра туртун дейилади (65, о-чизма). Агар 
К га якин барча нукталардан бошланадиган траекториялар » 
да К га уралса, у холда лимит давра бутунлай нотуртун дейилади I 
(65, б-чизма). Колган икки холда (хусусан, ички траекториялар К 
га /->— оо да, ташки траекториялар ^ - f -o o  да уралса ва аксин- i 
ча) лимит давра ярим тургун дейилади (65, в- чизма).

Лимит давра якинидаги траекторияларнинг хоссаларини, яъни 
уларнинг лимит даврага уралишини баён этишда эргаш функция 
тушунчаси мухим роль уйнайди. А. Пуанкаренинг катта хизматлари- 
дан бири шу функцияни киритиб, ундан фойдаланганлигидадир^ 
Эргаш функциянинг таърифини икки ofh3 суз билан баён этио 
булмайди, уни маълум маънода курилади.

Р текисликда даври т булган даврий ечимнинг графигидан ибора 
ёпик эгри чизикни К дейлик. L эса Р текисликда ётган шундай тУрР 
чизикли кесмаки, у К эгри чизикни L га нисбатан ички булган яго



нуктада нолдан фаркли бурчак 
а -тида (яъни уринмасдан) кесиб 
?тсин (66-чизма).
• L кесмаси етган тугри чизикда 
сонли координата киритамиз. а 
Нуктанинг координатасини u0, L 
кесманинг а дан фаркли ихтиёрий 
нуктасини р деб, унинг координата- 
сини и деб белгилаймиз. Шундай 
килиб, а=а(ио),  р=р(и) .  Энди 
р нуктадан (10.2) системанинг <р(/,
р) траекториясини утказиб, шу тра
ектория буйича t нинг усишига мое 
йуналишда харакат киламиз. Агар 
р нукта а нуктага якин булса, у холда К нинг якинида бошка ёпик 
траектория йуклигидан <р((, р) траектория хар т га якин вактда 
L кесмани кесиб утади. Шу траекториянинг L кесма билан р нуктадан 
кейин биринчи учрашув нуктасини q, унинг координатасини эса xi (и) 
деймиз. Агар р нуктадан <р(/, р) траектория буйлаб, i нинг 
камайишига мос йуналишда харакат килсак, шу траектория т га якин 
вактда L билан биринчи марта учрашади. Шу нуктани г, координата- 
снни эса х - 1  (и) деб белгилаймиз (67, а, б- чизма). 67- чизмада р нук
та К ёпик чизигидан ташкарида олинган. Худди шу чизмаларни р 
нукта К нинг ичида ётганда хам келтириш мумкин (68, а, б- чизма). 
Юкорида икки xi(«) ва ц~\(и)  функциялар киритилди. Улар узлук- 
сиз ва узаро тескари функциядир, яъни

X-i(Xi (и ) )=и,  xi (X — * (и) )=и.
Хакикатан, нуктадан t нинг камайишига мос йуналишда 
траектория буйлаб харакат килинса, L кесмани биринчи марта 
Р нуктада кесиб утади, демак, x - i  (х> (ы)) =и.  Шунга ухшаш, агар 
^„нуктадан t нинг усишига мос йуналишда тегишли траектория 
уилаб харакат килинса, у холда бу траектория биринчи марта

329



L кесмани p нуктада кесиб-утади, демак, x i ( X - i  (« ))= ы . Кейинги 
бандда x i ( “ ). X - i ( “ ) функцияларнинг хоссалари урганилади 
Хозирча факат кайд килиб утамизки, %\(и) функция эргащ 
функция дейилади, бу функция узлуксиз ва узлуксиз тескари 
функцияга эга булиб, х Г 1 (и) = x - i  («) хосса уринли. Эргаш 
функцияни

X=Xi(“ ) (11.48)
деб белгилаймиз. Энди 11.10-теореманинг исботига утамиз.

11.10-теорем а н и н г и с бот и. Р текисликда шундай L кесма 
оламизки, у К эгри чизикни ягона а нуктада уринмасдан ва L га 
нисбатан ички нуктада кесиб утсин. L кесмада сон координата 
(параметр) киритамиз ва Ыо билан а нуктанинг координатасини 
белгилаймиз. Зарурат булса, и0 параметр ёрдамида а нуктанинг 
Декарт координаталарини топиш мумкин. Унинг учун L кесма ётган 
тугри чизикнинг параметрик тенгламасини ёзиб, параметрга и =  «о 
киймат бериш етарли. Албатта, и параметрнинг усишига L кесма 
буйича бирор йуналиш мос келади. Шу параметр бирор ёпик 
ораликда кийматлар кабул килганда кесманинг бирор учидан бошка 
учигача булган нукталарни кетма-кет хосил килиш мумкин. Хусусан, 
биз кураётган холда L кесманинг К дан ташкаридаги кисмига 
параметрнинг «о дан катта кийматлари, кесманинг К нинг ичидаги 
кисмига эса ио дан кичик кийматлари мос келсин, дейлик. L кесмага 
мос эргаш функцияни %(и) деб белгилаймиз. ио£К булгани учун 
^(ио) =ыобулади. Энди а  — етарли кичик мусбат сон булсин. У холДа 
| и — UoI ос интервал учун (10.2) системанинг координатаси 
интервалдан олинган p{u)£L  нуктадан чикадиган траекторий 
вакт утиши билан L кесмани биринчи марта q нуктада кесиб >та 
ди. Шу нуктанинг координатасини x ( u ) = v  дейлик. Агар q НУ 
танинг координатаси хам р нуктасиникидек и га тенг булса* ' 
Холда р нуктадан чикадиган траектория яна шу нуктага, ят>
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, iu \)=zp(u) нуктага келади, демак, траектория ёпик булади. Бу 
У*  йринли б?лиши учун ушбу

Х («)= «  (11.49)
тенглик уринли булиши лозим. Аммо К чизик (11.49) системанинг 
яккаланган траекторияси булгани учун |ы — «0| < c t интервалда 
П149) тенглама ягона ечимга эга. Энди лимит давра К дан 
ташкарида унга етарли якин траекторияларни урганамиз, бу 
траекторияларга ы о< ы < ц 0 +  а  интервал мос келади. ио — а С и С и о  
интервалга мос ички траекториялар шунга ухшаш урганилади.

Ш ун д ай  килиб, юкоридаги мулохазалардан и о < и < и 0-\-а интер
валда куйидаги икки тенгсизликдан бири бажарилади:

Х(и)<и,  (11.50)
Х(и)>и.  (11.51)

Агар курилаётган интервалнинг бир кисмида (11.50) тенгсизлик,
иккинчи кисмида эса (11.51) тенгсизлик уринли булса, у холда х(и)  
функциянинг узлуксизлиги туфайли ыо<ы<ио +  а  интервалда
(11.49) тенглик уринли буладиган нукта топилар эди. Бу булиши 
мумкин эмас. Олинган р£ К, p£L  нукта К дан ташкарида булиб, бу 
нуктада бошланадиган траектория К ни кесиб ута олмагани учун q£L  
нукта хам К дан ташкарида ётади. Шунинг учун и >  и0 булганидан

Х ( и ) > и 0 (11.52)
тенгсизлик уринли.

Етарли кичик uo<Zu<.uq-\-а интервалда (11.50) тенгсизлик
уринли булсин. Курилаётган интервалдан ихтиёрий и\ сонни оламиз. 
Энди иI, иг, из, ... сонлар кетма-кетлигини

Ui+i=x(Ui ) , 1 =  1, 2, ... (11.53)
формула ёрдамида аниадаймиз. (11.50), (11.51), (11.52) муносабат- 
лардан и>ио  ва и \> и з > и з > ... тенгсизликлар келиб чикади. 
Бундан (ы,} кетма-кетлик камаювчи экани куриниб турибди. Бу кетма- 
кетлик куйидан ы0 билан чегараланган булиб, камаювчи эканидан 
унинг лимити мавжуд. Лимитни и дейлик: Пт м, =  ы‘. Аммо и* нук-

1—*- оо

Та цо < ы < и 0-)-а интервалга тегишли, шунинг учун (11.49) тенглама 
ечимининг ягоналигидан и = и 0 келиб чикади. Демак, Пт и,=щ . L

i—*- оо

^сманинг ц, координатага мос нуктасини р, десак, юкоридаги
мулохазалардан

Пт р,=а
/-► оо

трарИГа ишо„намиз- Албатта, р, нуктадан pi+\ нуктага тегишли 
ч КТ°РИЯ буйлаб келиш вакти т га якин. Шунинг учун р, нуктадан 
Масо̂ Иган траектория билан К траектория орасидаги минимал 
Кама”3 Вакт ортиши билан камайиб боради. Агар бирор моментда 
L кеИИШ ЖаРа^ни булмаса, худди шу моментга мос нукта оркали 
натижМаНИ ^тказиб, {«4 кетма-кетликнинг камаювчанлигига зид 

а оламиз. Бу мулохазалар курсатадики, р\ нуктадан чикадиган
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•раектория вакт ортиши билан К га урала бошлайди (спирал каби) 
Бундай килиб,. (11.50) тенгсизлик бажарилганда L кесманинг 
«о<ы<«о +  а  интервалдан олинган координатаси ихтиёрий нуктаси- 
1ан чикадиган траектория /-► +  сю да К га спирал каби уралади.

Агар ыо<ы<ыо +  а  интервалда (11.51) тенгсизлик бажарилса 
;(ы) функцияга тескари х~ '(«) функция учун бирор ы<> <  « <  ц0 +  р 
$ > 0  интервалда ушбу

Х _ | ( у ) < v

енгсизлик уринли булади. Энди юкоридаги каби, L кесманинг 
гоординатасн v, ыо<ц<Ыо +  Р булган нуктасидан чиккан траекто- 
>ия / - ► — оо да К  га спирал каби уралади.

Шундай килиб, лимит даврага якин траекторияларнинг барчаси 
фганилди. Улар ё /-►+ оо да ё /-►— оо да А га спирал каби уралади. 
1емак, теорема исбот булди.

Э с л а т м а .  Юкорида исботланган теоремада мавжуд холларни бирлаштириш 
|аксадида ушбу

1х(“ ) — — “nl . l  

1х(") — “ol > 1 «  — «о! j

енгсизликларни курамиз. Агар К чизнкнннг ички ёки ташки ярим атрофида ёки 
кесманинг а нуктага якин булган К га нисбатан ички ёки ташки нукталарида 

11.54) дан биринчиси бажарилса, траекториялар К га <-►+ оо да спирал каби 
раладн; шунга у'хшаш; агар айтилган ярим атрофда (11.54) дан иккинчиси 
ажарилса, у холда траекториялар К га — оо да спирал каби Уралади.

2. Эргаш функция ва унинг хоссалари. (10.2) системанинг 0, 
; бошлангич кийматларга эга булган ечимини гр(/, | ) ,  даври т булган 
>а а нуктадан утадиган даврий ечимини ф(/, а) деб белгилаймиз. ср(/, 
i) ечимнинг графигини — ёпик эгри чизикни К, шу эгри чизикни 
1гона ички а нуктада уринмасдан кесадиган тугри чнзикли кесмани 
L дейлик. L кесмада параметр v киритамиз. Шу координата ёрдамида 
I кесманинг параметрик тенгламаси x — g ( v ) булсин, а нуктанинг 
соординатасини v =  uo дейлик. Етарли кичик мусбат сон а  >  0 берил- 
анда хам ушбу <р(/, g ( u ) ) —(p(t, и) траектория |ы — ыо1<® 
1нтервалда L кесмани t нинг мусбат кийматларида хам, манфий 
!,ийматларида хам кесиб утади. ф(/, и) траекториянннг L кесмани 
нинг минимал мусбат t\(u) кийматида кесиб утсин, xi(u) эса, t\(u) 

шментда кесишиш нуктасининг координатаси булсин. Шунга ухшаш 
_ |(и ) микдор L кесмани траектория кесиб утиш моментининг 
1бсолют киймати буйича минимал киймати, x-i(w) эса шу моментга 
л ос кесишиш нуктасининг координатаси булсин. Агар етарли кичик 
лусбат сон а > 0  берилган булса, у холда \и — ыо1<а интервалда 
окорнда курилган

<i(“ ). Xi(«). t - i (u) ,  X—I (")
})ункциялар узлуксиз ва куйидаги

/|(« о )= т , Xi (ио) ==«о, /-|(ыо) =  —т, x-i(w o)=«o 
иартларни каноатлантиради. Шу билан бирга xi ва x - i функиия-паР 
,‘тарли кичик и лар учун узаро тескаридир, яъни
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X-i(Xi(«)) =ы, X« (X—I ( u ) ) = u

узлуксиз дифференциалланувчидир. Бунда x = X i ( « )  функция 
эргаш функция дейилади. Эргаш функцияларнинг бу хоссасини исбот
этмаймиз •

3. Эргаш функциянинг геометрик тасвири. Нормал мухтор 
системаларнинг лимит давраларини урганиш учун мое эргаш 
функцияни урганиш етарли. Албатта, хар бир система учун эргаш 
функцияни тузиш мумкин булавермайди. Бу кийин масала. Куйида 
биз эргаш-функция мавжуд деб фараз этиб, уни сифат нуктаи 
назаридан текширамиз. Соддалик учун эргаш функцияни х(«) деб 
белгилаймиз, ушбу

v = x ( u ) (И .55)
эгри чизикнинг графигини урганамиз. Аслида биз (11.49) тенглама- 
нинг ечими ва (10.2) системанинг унга мос лимит даврасини 
урганишимиз лозим. Шу максадда и, v узгарувчилар текислигида
(11.55) эгри чизик билан

у =  “ (11.56)
биссектрисанинг кесишиш нукталарини урганамиз. Фараз этайлик, 
ыо> 0  ва х(До)=«о булсин. Шу и0 координатага (параметрга) мос 
лимит давранинг етарли кичик атрофини урганишимиз керак. Демак, 
графиклар координаталар текислигининг I чорагида урганилади.

и ва v узгарувчилар текислиги ва унда чизилган v = x ( u) ва и =  и 
чизиклар графиги Ламерей диаграммаси дейилади.

(11.49) тенгламанинг барча ечимларини топиш учун (11.55) ва
(11.56) чизикларнинг барча кесишиш нукталарини топиш лозим. Биз 
(«о, «о) нуктани (м 0 > 0 )  чукуррок урганамиз. Бошка к ес и ш и ш  
нукталари хам шунга ухшаш урганилади.

Д=До га мос келган ёпик траектория лимит давра булиши учун 
(“о. и0) нукта яккаланган булиши зарур ва етарли. Агар 
X (До) =̂= 1 булса, у холда (ыо. До) нукта яккаланган булади. Бу холда 
(до, и0) нуктада (11.55) ва (11.56) чизикларнинг графиги ^заро 
уринмайди. Мос лимит даврага эса к,упол лимит давра дейилади.

ММо Хг(До) =  1 булса, лимит давранинг тургунлиги юкори тартибли 
хоеилалар ёрдамида текширилади. Ушбу

х (ы )= х (д )—Д ЧЬ (11.57)
ердамчи функцияни киритамиз. Равшанки, лимит даврага мос келган 
Та7т%УЧуН = 0  булади. МулохазаларимизАа х функция керакли 

Р Ибли барча хосилаларга эга булсин деб фараз этамиэ^ ц0 
УКтанинг етарли кичик атрофини /о=(д: |ы — До1 < а ,  й ^ -0 | деб 

« -« м и , Биз иш курадиган барча и нукталар шу /0 интервалдан 
Та БУии Доим айтиб утирмаймиз. аф и  биссектриса / координа-
бУла'диЧ?коНИ ИККИ v):v>u)  ва /2 =  {(д у):у< д} булакка
Дин Vi т"ч»ИЗМа)' ^ихоят, Д==До нуктанинг /о атрофида х(ы) функ- 
----- f_yw Тейлор формуласини ёзамиз:

•) у. . / р
кнтобнлаи -Тни Л. С. Понтрягиннинг «Обыкновенные дифференциальные уравнения» 

д н УКищ мумкин (I)
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(“ —Ц|)* +  

01.58)+  0 (|u  —uj*),

бунда lim — '-= 0 , х'(Ц)) =х'(ио) — 1, x" (“o) =
,-»0 z

= X "(U o )....... x '* , (U o )= x '* ’ («o). ...
Лимит давранинг туррунлигини эргаш функция ёрдамида текши- 

риш учун куйидаги холларни курамиз:
I у'(ио) ФО ёки барибир, х (“о)¥=1 (купол лимит давра).’ о\ _____ _ ta__ ,

сизликлардан биринчиси бажарилади. 332- бетдаги эслатмага кура, 
x'(wo) <  1 булганда ы0 га мос лимит давра туррун булади (70-чизма).

б) х'(ио) > 0  ёки барибир х'(ы0) >  1. Бу холда худди а) холидаги 
мулохазалар ёрдамида (11.54) тенгсизликлардан иккинчисига эга 
буламиз. Демак, и0 нуктага мос лимит давра бутунлай нотуррун 
булади (71-чизма).

II. х ' (ы о )= . . .= х <*_ 1 (ио)=0, х * (ио) фО, * =  1,2, ... , П.

Демак, x' ( mo) =  1 булган хол курилаяпти.
a) k±=2 булганда х '(ыо)=0, х"(ио)¥=0 га эгамиз. Демак,

а) х '(ы о ) < 0  ёки барибир

Агар и < и 0 булса, х (и )> ц  
ва демак, 0 > х (и ) — и0> и  —и„ 
тенгсизликлар уринли. Бундан 
1х(ы) — uol <  |и — « о 1 тенгсизлик 
келиб чикади. Шунга ухшаш, агар 
и > и 0 булса, %(и)<и  ва демак,

О
69- чизма

— 0 < x (u )  —“о < и  —«о га эгамиз. 
и Бундан яна 1х(и) — ыо| <  |и — и0| 

тенгсизлик хосил булади. Демак, 
х (ци) <С0 булганда (11.54) тенг-

о и» и О и, ии

70- чизма 71- чизма
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,, \__1 Шунинг учун х(«) функциянинг графиги биссектрисага 
; <ио' * ш

*(“ ) =  (ы — Ыо)2- -^ + 0 (|Ц  — Ц|)12)

мунинг /о интервалдан олинган кийматларида х"(ио) микдорнинг 
ишораси билан аникланади. Шунинг учун x"(u o )> 0  булганда 
* ( м ) > 0  ёки х ( ы) > “ . ы'€Л> тенгсизлик уринли. Демак, х ( “ ) 
функциянинг графиги 1ч тупламда жойлашган булиб, и0 нуктанинг / 0 
атрофида кавариклиги пастга караган булади. Шунга ухшаш, 
*"(и0) < 0  булганда х(“ ) функциянинг графиги / 1 тупламда 
жойлашган булиб, / о интервалда кавариклиги юкорига караган 
булади (72 а, б-чизма). Биз лимит давранинг ярим тургун булган 
холи га эгамиз.

б) Энди k = 3  булсин. Бу холда x , ( u o ) = 0 ,  х " ( ы о ) = 0 ,
х'"(Ыо) ^ 0  (11.58) формуладан куйидагига эгамиз:

Аввало х"(ио) = х " ( “о) = 0  булгани учун (и0, и0) нукта х(“ ) 
функциянинг бурилиш нуктаси булади. Демак, функциянинг графиги 
v=u  биссектрисанинг бир томонидан иккинчи томонига унга уриниб 
утади. Бунда яна икки хол юз беради:

б,) х"'(ы0)= х '" (и о )> 0.
(11.59) формулага кура бу холда и > и 0 булганда х (ы )< 0  ёки 
х(и)<ы, ц>ио булганда эса х(ц) > 0  ёки х ( ы ) > и  тенгсизликлар 
уринли булади. Куринадики, х(“ ) функциянинг графиги v= u  
биссектрисами кесиб / 1 тупламдан 1ч тупламга утади. 332- бетдаги
эслатмага кура (71-чизма) биз бутунлай нотургун лимит даврага эгэ м из.

62) x'"(uo) = х " , (ц0) < 0 . Бу холда б| даги мулохазалар ёрдамида
U° 5  7 L T  лимит давРа мос келишини курсатиш мумкин.

2k*, k* =  1, 2, ... . Бу холда (11.58) формуладан топамиз:

у!" (и<\)
х ( ц ) =  3! ( ы - Ы о ) 3 +  0 ( |ц - Ы о 13) . (11.59)
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Худди k =  2 булган а) холдаги мулохазалар каби бу холда хам лимит 
давра ярим тургун булади.

г) k = 2 k ,+  \, /г. =  0,1, 2....... Бу холда хам (11.58) формуладан
фойдаланиб куйидагини топамиз:

/ \ / \2Л*+1 - п/1 -2*. +1.х(ц) =  <оь , , ч, (и — ц,) +  0 ( |ы — «оI ).
(2Л. +  1)!

Энди б) холида юритилган мулохазаларни кулланиб, х'2*'+1) (и^) >  
> 0  булганда лимит давра бутунлай нотуррун ва х12*'~" (ц,) <; q 
булганда эса лимит давра туррун эканини тасдиклаш мумкин.

Ш. х'(Ыо) = х ,,(и0) = . . .= x U)(u0) = .. .= 0 ,  
ёки барибир

Х'(ыо) =  1, х"(ио) = . . .= х (*'(ы0) = ... =  0.
Бу холда (11.58) формуладан х ( и ) = 0  ёки барибир х ( и ) ~ и  

келиб чикади. Курамизки, L кесманинг и0 координатали а нуктасидан 
етарли кичик масофадаги барча нукталаридан ёпик траекториялар 
утади. Шунинг учун таърифга кура ыо га мос лимит давра К ажратил- 
ган ёпик траектория була олмайди. Бу хол иккинчи тартибли чизикли 
бир жинсли мухтор системанинг холат текислигидаги марказ 
манзарасига ухшайди.

Шундай килиб, биз эргаш функцияни тула ургандик, k =  1 булган
да лимит давра оддий дейилади, k >  1 булганда эса k нинг жуфт ёки 
ток булишига караб мос равишда жуфт каррали ёки ток, каррали 
лимит давраларга эгамиз. &>1 га мос лимит даврани кискача 
мураккаб лимит давра деб хам юритилади.

Юкоридаги мулохазалардан куйидаги натижа келиб чикади.
Н а т и ж а .  (10.2) системанинг унг томонидаги функциялар 

аналитик булиб. бу система учун ёпик, траектория мавжуд булса, 
у уолда бу траектория ё яккаланган, демак, лимит давра булади ёки 
унинг атрофидаги барча траекториялар ёпик, булади.

Шуни эслатамизки, эргаш функцияни урганишда, уни Тейлор 
каторига ёйиш мумкинлиги аввалдан фараз этилди. Демак, х{и> 
функция аналитик деб каралди. Бу хол (10.2) системанинг унг 
томонидаги функциялар хам аналитик булгандагина содир булади.

4. Ляпуновнинг характеристик курсаткичи. Биз бу бандда 
Ляпуновнинг характеристик курсаткичи тушунчасини киритио. 
у ёрдамида лимит давранинг туррунлиги ва нотуррунлиги шартини 
ифодалаймиз.

(10.2) системанинг даври т га тенг булган К ёпик траектория 
нинг параметрик тенгламалари (л =  2 булганда)

| *  =  Ф(0. (11.60)
\ y = ^ ( t )

булиб, системанинг узи куйидаги куринишда ёзилсин, дейлик.
х =Р ( х , у ) ,  (Ц.61)
y =Q( x , y ) .
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Plx и), Q(x> У) функциялар бирор £>2 со\ада биринчи
ВуНДа ' дР дР дО дО ,  ,Щ ибли хусусии хосилалари — , — , — , —  билан бирга узлук-
тар
ги3 деб фараз этамиз. 

11 .8-таъриф.  Ушбу

* - М [
Г<?/><ф(/), ф (/)) , dQ (i f) t ) ,* ( t )
L дх h  9»

dt (11.62)

ihoda ёпик, К траекториянинг характеристик курсаткичи дейилади ва 
Ляпунов номи билан аталади.

1 1.11-теорема. Агар Л < 0  булса, ёпик, К траектория тургун, 
Л> 0  булса, бутунлай туртунмас лимит давра булади ).

М исол. Ушбу
i = - y + x \  1- ( х 2 +  </2)1. ( =  Я)
у =  — х-М1 — (x2-(V)] (= Q)

системанинг траекториялари холат текислигида урганилсин. 
Параметрик тенгламалари билан берилган

I  x =  cos(< —<о) ( = ф ( 0 ).
i/ =  sin(/ — <») (= ф < 0 )

(11.63)

(11.64)

чизик маркази координата бошида ва радиуси I га тенг булган айланадан иборат 
булиб, (11.63) системанинг ечимидир. (11.63) системанинг умумий ечими

cos (<—<о)

У 1-|- Се
-2 (/-(„> У—-

sin (f — <0 )

V \+ С е
-2«-<о)

формула бнлан ифодаланади. Буни исботлаш учун кутб коордннаталарига утиш 
етарли. Бундан С= 0 булса, юкорида эслатилган ёпик траектория — айлана косил 
булади. Шу ёпнк траектория (11.63) системанинг яккаланган ёпик траекторнясидир, 
чунки унинг етарли кичик кийматларига мос келган бошка ёпик траектория мавжуд 
»мас. Энди бу (К) траекториянинг- тургунлигини Ляпуновнинг характеристик 
курсаткичи ёрдамида текширамнз. (11.64) траектория буйлаб т =  2л га тенг.
dP{<f(t), < ,(/)) dO(o>m. ф (П ) ,  .ту vуч-' »■ ^оси^аларни хисоблаимиз:

дх ду

■ ^ " 1  * - * ( / >  = ( • — З х 2 — i/2 ) | A r~v (/» ~  2 c o s 2 / .  / „ = 0 .

»=*«> »=♦«)

d t  !* =  ?<<> — (>— X2 — з / — — 2sm2/, <0 — 0, 
#=*♦<<) к = у(0

°дда Хисоблашлар ёрдамида h ни топамиз (т =  2л):

1 2л 1 2я 
Л = —  \ f - 2cos2< - 2sin2<ld/ =  ̂ -  \  ( — 2)dt =  —2 < 0 .

БУ теореманинг исботини китобхон [25| китобдан укиши мумкин.



12- боб
БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ХУСУСИЙ ХОСИЛАЛИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

12.1-§. ЕЧИМНИНГ МАВЖУДЛИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ ХАК.ИДА

1. Асосий тушунчалар. Мазкур китобнинг кириш кисмида хусуси- 
хосилали дифференциал тенгламалар тугрисида тушунча бепг
эдик. Умумий холда л та х ,.........х„ эркли узгарувчили хусусий
хосилали тенгламани ушбу ' и

куринишда ёзиш мумкин. Бунда f  — уз аргументларининг берилган 
функциясидир. (12.1) тенгламада иштирок этаётган номаълум 
функция хосиласининг энг юкори тартибини шу тенгламанинг 
тартиби дейилади. (12.1) тенгламанинг ечими деб, х\ъ ... , хп ларнинг 
бирор узгариш сохасида тенгламага кирган, узининг хосилалари 
билан аникланган ва тенгламани айниятга айлантирадиган и=а(х |, 
... , хп) функцияни айтилади.

куринишдаги тенглама биринчи тартибли п та узгарувчили хусусий 
х,осилали тенглама дейилади.

Биринчи тартибли хусусий хосилалар учун купинча кискартирил- 
ган ушбу

белгилашлар ишлатилиб, булар ёрдамида (12.2) тенглама бундай 
ёзилади:

Эркли узгарувчилар сони иккита булган холда уларни х ва (/.

F (х\, ... , хп, и.(
( 12.1)

Ушбу
( 12.2)

F(x .........Хп, и, ... ......... ... ..  = 0 . (12.2')

номаълум функцияни 
белгилаб, тенгламани

z, хосилаларни эса — = р , °Рка,,,и

F(x, у, z, р, q) = 0 (12.3)

pruiri ш ди WnVIQMri. U-
Маълумки, л-тартибли оддий дифференциал тенглама чексиз ку 

ечимларга эга. Хусусий хосилали дифференциал т е н гл а м а л а р  
эркли узгарувчиларнинг сони биттадан ортик булгани учун бунД 
тенгламалар хам чексиз куп ечимга эга эканлигини кутиш мумкин.

куринишда ёзилади. 
Маълумки, л-тар'

Хусусий хосилали дифференциал тенгламалар



д о л л а р .  I- Номаълум г(х, у) функция учун 
М*с" ,

£ - 0дх

ген1Глама
г (л, У) НИНГ х  га боглик эмаслигини курсатади. Демак,

* =  ф(г/).
нинг ихтиерий функцияси.

бунда ф(У) »
• 2. Ушбу

дг(х ,у )  _  дг(х ,у)  
дх ду

,сусий хосилали тенглама эркли узгарувчиларни
х + у  =  1, х — у =  х\формулалар ёрдамида алмаштириш натижасида

2 —У — Л> =0
<5л

куринишга келади, бунда г(х, y ) = v ( t  ч).
Охирги теигламадан о(£, ц) функция ц га боглик эмаслиги келиб чикади. Шунинг

учун
w(fc, Ч )=ф (£)

деб ёзиш мумкин, бунда гр (|)—|  нинг ихтиерий функциям.
Демак, z(x, y)=q>(x-fi/) Худди тунга ухшаш, а ва р лар узгармас хакикий 

сонлар булса,
дг  . „ дг а— - +  р — =  ° 
дх ду

тенгламанинг ечими учун г(х, у)  =<p(fJjt +  ai/) ни хосил кнламнз, бунда ф(Рх-(-ау)  — 
ихтнёрнй функция.

3. Ушбу
д2г(х ,у )

дх ду
=  0 J _ l

дх '[ д у )

дгтенгламани к?рамнз. Уни х буйича интеграллаб, - ^ - = у ( у )  тенгламани хосил кила- 
‘ ду

м*з, бунда у нинг ихтиёрий функциям <р(у). Энди у буйича интеграллаб,
г(х, y)=\<f{y)dy +  <f,(x)

^снтлнкнн хосил киламиз, бунда х нинг ихтнёрнй функцияси q>i(x). \<f{y)dy =  ifi(y) деб 
нхтиё а’ Иатижада *(•*. У) = ф |(*) +  фг(у) формулага эга буламиз, бунда ф(у) 
днр РРНЙ ®Улгани учун q>j(y) хам у нинг ихтиёрий дифференциалланувчи функцияси

х ^ КоРида келтирилган мисоллар биринчи тартибли хусусий 
я Илали Дифференциал тенгламанинг барча ечимлари формуласи, 
ИккИ УмУмий ечими битта ихтиёрий функцияга, иккинчи тартиблиники 
т ТаТа ихт_иёрий функцияга, m-тартибли тенгламанинг умумий ечими 
кеда ихтаёРий функцияга боглик булиши керак деган фикрга олиб 
МаксДи‘ “ У фикр тугри булса-да, лекин уни аниклаш зарур. Шу 
Мав*аДДа хУсУсий хосилали дифференциал тенглама ечимларининг 
КелТи̂ Длиги ва ягоналиги хакидаги С. В. Ковалевская теоремасини 
ечи1г̂ амиз "*-тартибли кжори хосилалардан биттасига нисбатан 

■ан ушбу
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ди 0~ и д"'и \
д х , '  дх,дх2 ' -■  ’ )  U 2.4)

тенгламани курамиз. Оддий дифференциал тенгламаларга
(12.4) тенглама учуй хам маълум шартларни, масалан, б о ш л я Ш 
шартларни каноатлантирадиган ечимни топиш масаласини к\}”ГИч 
мумкин. (12.4) тенглама учун бошлангич шартлао кий, ш 
куринишда булади: ' ииДаги

х, =хЧ да

«= ф о (* 2, ... , Хп), - £ г = Ч >1 Й>, ... , Хп),

Г -* и  _  ,
• g^n-i Wm—i ixt, — . хп), (12.5)

бунда фо, ф!, ... , фт _1 — берилган функциялар. (12.4) тенгламанинг 
(12.5) шартларни каноатлантирадиган ечимини топишни Коши 
масаласи дейилади.

шартда 
xl)

2. Ковалевская теоремаси. Агар (12.5) бошлангич 
берилган фо, ф|, ... , фт _1 функциялар бошлангич (х2, ... , Ая. 
нуцтанинг атрофида аналитик функция, f  функция эса уз аргуме 'нтла- 
рининг ушбу бошлангич цийматлари jcf, хо....... xl,

М0 =  фо(ДС2........ Х°п), =<Р, (4, ......... *£ ), ... ,

Х|=*У.
Хп — Хг

атрофида аналитик булса, у цолда (12.4) тенгламанинг (х°{, ... , а») 
нуцта атрофида аналитик булган бирдан-бир ягона ечими мавжуд.

Шундай килиб, Ковалевская теоремасига асосан (12.4), 
(12.5) масаланинг ечими бошлангич ф0, ... , фл_ ( функциялар 
ёрдамида аникланади.

Келтирилган теореманинг исботи аналитик функциялар наза- 
риясига асосланган булгани учун биз уни келтирмаймиз.

Шу нарсани таъкидлаб утамизки, (12.4), (12.5) масала кичик 
соха да, яъни (а1/, х2, ... , х£) нуктанинг етарли кичик атрофида 
куйилган булиб, шу атрофда бирдан-бир ечимга эгадир.

3. Коши масаласининг геометрик талкини. Эркли узгарувчилар- 
нинг сони иккита булган холда биринчи тартибли хусусий хосилали 
дифференциал тенгламани интеграллаш масаласи хамда Коши 
масаласи жуда содда геометрик талкинга (интерпретацига) э1 а. 
Биринчи тартибли (12.3) тенгламани ёки хусусий хосилаларД3 
биттасига нисбатан ечилган ушбу

p=f (x ,  у, z, у) ( ,2-3)
тенгламани текширамиз.

I
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( 12.6)

12 3) ёки (12.3') тенгламанинг ечимини топиш
2 =  Ф(х, у )

ш нкцияни топиш демакдир.
Ф> /12 6) функция (х , у, z ) узгарувчиларнинг фазосида сиртни 
ж дал а иди, бу сиртни одатда (12.3) ёки (12.3') тенгламанинг 

"^гр а л  сирти дейилади. Демак, хусусий хосилали дифференциал 
^нпаманинг ечимларини топиш масаласи интеграл сиртларни топиш 
ТГсаласидан иборатдир.

Агар (12.6) ни сиртни аниклаидиган тенглама деб карасак, бу 
сиртга (х, у , 2) нуктада утказнлган уринма текислик

Z - z = дФ
Ох

дФ( X - x ) ^ ( Y - y )

ёки
Z — z = p ( X  — x) -\-q(Y—у)

тенглама билан ифодаланади, бунда X, Y, Z узгарувчи координата- 
лар. рва q лар уринма текисликнинг бурчак коэффициентларидир.

Шундай килиб, берилган хусусий хосилали (12.3) тенглама 
изланаётган интеграл сирт нуктасининг х, у , z координаталари билан 
бу сиртга шу нуктада утказилган уринма текисликнинг бурчак 
коэффициентлари р ва q орасидаги муносабатни ифодалайди. 
(12.3') тенглама учун Коши масаласи хам содда талкинга эга. 
(12.3') тенглама учун Коши масаласи бундай куйилади: (12.3') тенг
ламанинг шундай ечими топилсинки, у ечим х узгарувчининг берилган 
бошлангич кийматида у узгарувчининг берилган функциясига тенг 
булсин, яъни

х = х 0, 2 =  ф (у), (12.7)
(12.7) тенглама фазода эгри чизик^ни ифодалайди. Демак, Коши 
масаласи берилган (12.7) эгри чизикдан утувчи интеграл сиртни 
топишдан иборат. (12.7) эгри чизик махсус куринишга эгадир; у YOZ 
тскисликка параллел булган х — х0 текисликда ётувчи ясси эгри 
чизикдан иборат. Узгарувчиларнинг бундай тенг хукукли эмаслиги
(12.3) тенгламада х узгарувчининг махсус роль уйнаётганлигидан 
келиб чикади. Агар тенглама (12.3) куринишда берилган булса, 
^°ши масаласини шундай куйиш мумкинки, узгарувчиларнинг хеч 
аисиси махсус ролни уйнамайди. Кошининг бундай умумлашган 
асаласи куйидагича куйилади: (12.3) тенгламанинг берилган

х= ч> (О,  у = ф ( 0 .  2= х (0
нкки Низик'^ан утувчи интеграл сирти топилсин. Эслатиб утамизки, 
рНк Узгарувчили дифференциал тенглама учун ишлатилган геомет- 
тищ ерминларни Узгарувчиларнинг сони куп булган холда хам ишла- 
мажм1^МКИН‘ Хи х'2’ "• • Хп’ и узгарувчиларнинг сонли кийматлари 
Ла|мани СИ улчовли фазонинг нуктаси, бу фазода (12.2) тенг-

ы =  ф (хь ... , х,,)'



куринишдаги ечими эса п улчовли интеграл гиперсирт ёки 
дейилади. Кошининг бошлангич сиртлари, масалан, (п— 1) улчовли̂ РГ

(Д£Г| =дс? да) и =  ц>(х2, ... , Хп)
гиперсиртдан иборат булиб, бу сирт оркали изланаётган интегп 
гиперсирт утиши керак. рал

Юкорида келтирилган Ковалевская теоремасига асосан тенглам 
да бошлангич шартларда иштирок этаётган функциялар аналити 
булса, бу тенгламанинг ихтиёрий функцияларга боглик б^лган 
аналитик ечимларининг тупламини, яъни умумий ечимини хос 
килиш мумкин. Аммо жуда куп тенгламалар учун умумий ечимнинг 
мавжудлиги хал килинмаган.

Хусусий хосилали битта номаълум функцияли биринчи тартибли 
тенгламалар иккита содда хоссага эга. Биринчидан, улар битта 
ихтиёрий функцияга боглик булган умумий ечимга эгадир. Иккинчи- 
дан, хусусий хосилали биринчи тартибли тенгламани интеграллаш 
масаласи оддий дифференциал тенгламалар системасини интеграл- 
лашга келади.

Бу тенгламалар орасида бундай якин богланиш борлиги туфайли 
хусусий хосилали биринчи тартибли тенгламалар назариясини оддий 
дифференциал тенгламалар назарияси курсида баён килиш табиий- 
дир.

12.2-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ХУСУСИЙ ХОСИЛАЛИ ЧИЗИКЛИ 
БИР ЖИНСЛИ ТЕНГЛАМА

1. Дастлабки тушунчалар. Ушбу

*.(* ., Х2, ... , Xn)4z-+X2(x,x2,...,x„)4!L + . .  -\-дх, дХ2
ди+  Xn(*l, Х2, ... , х п)~^~ =  0 ( 12.8)

тенгламани текширамиз. (12.8) тенгламани биринчи тартибли 
хусусий хосилали чизик,ли бир жинсли тенглама деилади. (12.8) тенг
ламанинг X .......  , Хп коэффициентлари берилган (*?.........
нуктанинг бирор атрофида аникланган, узларининг биринчи тартио- 
ли хосилалари билан узлуксиз хамда бир вактда нолга айланмаиди 
деб фараз киламиз. Масалан,

Хп(хЧ, ... , х йп)Ф  О
деб хисоблашимиз мумкин.

(12.8) тенглама билан бир каторда ушбу
d x [ _  dx., _  dx, | ___  (12-9)

X \ ( x .....  , Xa) X 2{x ...... , x„) X„(X\....... Xn)

симметрии формадаги оддий дифференциал тенгламалар системасин  ̂
текширамиз. Xi, ... , Хп коэффициентларга нисбатан рнци 
куйилган шартларга асосан (12.9) система (л —1) та эркли оир 
интегралларга эга: ( \ 2 - ^

ф | ( х , ,  ... , Х „ ) = С \ .......... ф я _ , ( Х | ,  ... , Х п ) = С п - 1
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БУ
тасдикнинг тугрилиги (12.9) системанинг ушбу (л— 1) та

dx̂
dx„

dxi
dx.

X dxn
dx„

xn — 1 ( 12. 11)

гламаларнинг нормал системасига тент кучлилигидан, (12.11) сис- 
те® уЧуН нормал система интегралларининг мавжудлиги хакидаги 
Тв пема шартларининг бажарилишидан келиб чикади. Интеграллар- 
Те<нг (12 10) системаси jci, ... , хп узгарувчиларнинг фазосида 
* 1) параметрли чизиклар оиласини аниклайди. Бу чизикларни 

12 8) тенгламанинг характеристикалари дейилади.
12.1 -теорема. (12.9) система ихтиёрий биринчи ф(*|, ... , х„)=С  

интегралининг чап к,исми хусусий хосилали (12.8) тенгламанинг 
енимидан иборат.

Исбот.  Биринчи интегралнинг таърифига асосан (12.9) система
нинг ихтиёрий интеграл чизиги буйлаб ф функция айнан узгармасга 
тенг булади, яъни ф =  С. Демак,

<*Ф =  X ^ d x ^ O .  (12.12)
f—i ° '

Бунда dx|, ... , dx„-i дифференциалларни (12.11) тенгликларга 
асосан уларнинг кийматлари билан алмаштирсак, ушбу

X.ач> х2 1 1 di*
L ^ i *п дх2 Х„ 1 *” 1 дхп

ёки

х ^ + х
,

'
- +  Х ,£ -

И
айният хосил булади.

* ] * - •

=0 (12.13)

(12.9) система интеграл чизиклари учунхь Хг, ...,хп узгарувчилар
нинг текширилаётган узгариш сохасининг хар бир нуктасида 
ягоналик уринли ва (12.13) айниятнинг чап томони С\, ..., Сп~ i 
узгармасларга боглик булмайди. Шундай килиб, (12.13) айният 
ярор интеграл чизик буйлаб уринли булибгина колмай, балки барча 

текширилаётган сохада уринлидир, бу эса ц =  ф(х|, ..., хп) функция 
еРилган (12.8) тенгламанинг ечими эканини билдиради.

тео Ре м а. (12.8) тенгламани к,аноатлантирадиган ихтиёрий 
Хп̂  ФУнкЧияни узгармас сонга тенглаштирилса, (12.9) систе- 

“нг биринчи интеграли х;осил булади.
6v с ®о т - м =  ф(дГ|, ... , х„) функция (12.8) тенгламанинг ечими 
У ^ *олда (12.13) айният уринли.

(12 1П\^НКЦИЯНИНГ ТУЛИК дифференциалини хисоблаб, (12.9) ёки 
У) системага асосан куйидаги тенгликка эга буламиз:

d^  =  p - d x

=  (Л ,

дх\ 
д* | у 
3*1 2 дх2

,2+ . . . j U x n =

+  ... X, <?ч>
дх„ Н-7T-dx„



Бутенгликдан (12.13) айниятга кура г1ф =  0, яъни (12.9) систем ' 
ихтиёрий интеграл чизиги буйлаб ф (jti, .... хп) =С. Ушбу Ф(яь, ^Нинг
ф „ _ | ) = С  ифода хам (бунда Ф — ихтиёрий дифференциаллан^....
функция) (12.9) системанинг биринчи интегралидан иборат ч' Чи
(12.9) системасининг интеграл чизиги буйлаб барча ф,, ,НКи 
функциялар узгармасга айланади, шунинг учуй Ф(фь ... \ь '1"' 
функция хам (12.9) системанинг интеграл чизиги буйлаб узгармя ^ 
айланади. Демак, и =  Ф(фь .... ф„), (12.8) чизикли бир жинс.Га 
тенгламанинг ечимидир. Ли

12.3-т е о р е  м а. Ушбу
. ... ...................  , х„), ф2и , ........хп), ... , , (JC,, ... ,

функция (бунда (Ф — ихтиёрий функция) (12.8) тенгламанинг уМи. 
мий ечимидан иборат, яъни (12.8) тенгламанинг барча ечимларин 
уз ичига оладиган ечимдир.

Исбот .  Фараз килайлик, ы =  ф(*|, .... хп) функция (12.8) тенгла
манинг бирор ечими булсин. Шундай Ф функциянинг мавжуд эканини 
курсатамизки, бу функция учун ф =  ф(ф,, .... ф„_,) булади. ф, фь 
фл-| функциялар (12.8) тенгламанинг ечимлари булгани учун

ZJfcfS-*o, гл гД зо ,.., ъх,дх. , дх(=1 ‘ 1—1 < i=I
а*л-1

дх. =  0. (12.14)

(12.4) тенгламани Xi, ..., х„ ларга нисбатан п та тенгламадан тузилган 
чизикли бир жинсли система деб караймиз. х\, .... хп лар шартга кура 
бир вактда нолга айланмагани учун текширилаётган соханинг хар 
бир Xt, ..., хп нуктасида (12.14) система тривиалмас ечимга эга. 
Бундан бу системанинг детерминанти

<5$
дх2 ' дхп

<?4>i * ♦ 1 dMpt
дх\ дх.2 " дхп

<4.-1 <4,-

текширилаётган сохада айнан нолга тенг деган хулосага келамиз
Аммо, ф, фi, ф2..... фл- i  функциялар якобианининг нолга тенглиги .
функциялар чизикли боглик эканини курсатади, яъни

(12.15) биринчи/Чф, ф,------- ф„_ | ) = 0  .
(12.9) системанинг ф,(jc| , . . ., x„)=Ci(i  
интеграллари чизикли эркли булгани учун

Д(». .....  Ф,-!)
D{xv х.2.....хп)

4>2..... Ф,_|)

1, 2, п)

якобианнинг

£>(*„ . jr„ ,' V  “г х ,)
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инишдаги (л— 1 )-тартибли минорларидан камида биттаси 
Кплдан ф арм и булади. Демак, (12.15) тенгламани

Ф =  Ф(Ф...... . - 1)

куринишда ифодалаш мумкин. Шу билан теорема исбот булди.

и с о л л а р. I • Ушбу
ди ,

дх2 .......... ...  дх..
ди , ди ди

х ,—-----\~х,— — (- ... +  —Одх.

те н гл а м а н и н г умумий ечими топилсин. Бу тенгламага мос оддий дифференциал 
тенгламалар системаси куйидагидан иборат:

dxt dx., dxn

Бу системанинг чизикли зркли биринчи ннтеграллари
х„

Ш  — = С ,.  — = С 2. .
х„ х„

Берилган тенгламанинг умумий ечими

■Сц — 1 (х„*£0)

{ X [ X., Хп_  | \
и =  ф ( ---- , — , . . .  , --------- )j

у  Х,1 Хп хп J

и — ихтиёрий нолиичи даражали бир жиндли функциядир. 
2. Ушбу

дг дг .у —--- х ——=0
3 дх ду

тенгламанинг умумии ечими топилсин.
Берилгаи тенгламага мос оддий тенгламалар системаси бу холда битта тенглама- 

дан нборатдир:
dx dy
у х

Бу тенгламаннинг интеграли х1 -\-уг — С. Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими 
? =  (бунда Ф — ихтиёрий функция) улиб, айланиш уки Ог дан иборат
булган айланма сиртлардир.

2. Чили ми бир жинсли тенглама учун Коши масаласининг
ечилиши. (12.8) тенглама учун Коши масаласи куйидагича куйилади:
(12.8) тенгламанинг шундай u=f(x\ ,  ... , хп) ечими топилсинки. у ушбу

и r ji =  <P(*i, . (12.16)Ая~Ал
бощлангич шартни к,аноатлантирсин, бунда х j[ берилган хакикий
с°н ш(х...... Хп) берилган узлуксиз дифференциалланувчи функция. u
ечими 0PHAa исботланганига асосан (12.8) тенгламанинг умумии

Ы =  Ф(ф,  ife, .... Ф„_ | )
Формула билан аниманади.
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Коши масаласини ечиш учун (12.16) шартга кура Ф функци 
шундай аниклашимиз керакки, Яни

Ф(ф,, ф2, .... ф„_,) 0 =  ф(дс,, .... хя_,)п п

тенглик бажарилсин. Ушбу.
ф,(дс,, х2, .... хя_,, д£)=Ф|.
'М*!, Ха, .... д") = ф 2,

02.17)

(12.18)

Фл-|(*|. Х.2, .... Хп_ „  л£)
белгиларни киритиб, (12.17) тенгликни куйидагича ёзамиз:

Ф (^|. Фг......  4_, )=<p(x, ,  *2, .... *„_i) • (12.19)

Биз Хп функцияни (х?, .... д£) нуктада нолдан фаркли деб фараз 
киламиз, яъни Х„ (д ,̂ х%)фО. У холда (12.18) системани хеч
булмаганда (дс?, ..., д£) нуктанинг бирор атрофида х, ..... дс„_| ларга
нисбатан ечиш мумкин булади, яъни

*,=(!>, (ф,, ф>, .... фл_ ,), 
х2=со2(ф1, ф2......  ф ,_,),

ф функциялар

=  4 - i  (ф,, ф2, .... фя_.

? = * ,(* ? ...... О

( 12.20)

кийматларни кабул килганда уларга мос ш, функциялар $  (/ =  1.
2.......  п — 1) кийматларни кабул килади. Шу билан бирга ф;
функциялар хосилаларга зга булгани учун со, лар хам дифференциал- 
ланувчи булади. Энди Ф сифатида ушбу

Ф(фь фг, ... , фл- | )  =ф[сй|(ф|, ф2, .. . , фл- |) ,
**(♦■• Фг......  Ф .-.К Ч -,(Ф „  Ф2, ф„_,)] (12.21)

функцияни олсак, бу функция (12.8) тенгламани ва (12.16) шартни 
каноатлантиради. Хакикатан, (12.21) ифода хусусий ф, ечимларнинг 
функцияси булгани учун, узи хам (12.8) тенгламанинг ечимидан 
иборат булади. Агар х„=д£ десак, (12.18) га асосан ф, микдорлар
ф ларга тенг булади. Шу сабабли (12.20) тенгликларни эътиборгэ 
олсак,

Ф(ф|, Ф2, ф,_,2 =  ф(ч (Ф, Фг.......  ф„_,), ч (ф ,, Ф2......
......  Ч - | ( Ф .  Фг......  ф„_,)]== ф(дт,, х2, .... х„_,) •
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Демак,
и — cp(t0| (lj)|, ^n_|). •••> •*>„_ I (ljj|, 4*2 > •••• — I ) I

Ц„Я ( 1 2 . 8 )  т е н г л а м а  у ч у н  к у й и л г а н  К о ш и  м а с а л а с и н и н г  
ечимидан и б о р а т  б у л а д и .

М и с о л л а р .  1. — х- ^ - = 0  тенгламанинг г 11/==0 =  ч>(л:) шартни каноатлан-

тиРУвчи ечими топилсин. Биламизки, у тенгламанинг умумий ечими (аввалги банднинг 
2- мисолига каранг)

г = Ф (х * + у 2) .

дан иборат. Бу вдлда ф(*. y )= x?  +  i f .  4>U, 0 ) = ^  =  J^, бундан * =  \  Ф . Излана-

ётган ечим z =  <p( V'F ) =Ф< \ +У2 ) •
ди ди , ди 

2. Ушбу у г - ^ + х ж - ^ + ж г ^ - О

тенгламанинг u\y=lJ =<р(х, г) шартни каноатлантирувчи ечими топилсин. Берилган

тенгламага мос оддий дифференциал тенгламалар системаси:
dx _  dy dz
yz ~  xz xy

Бу системанинг чизиади эркли биринчи интеграллари

♦ i = * * - V = « | .  ф2= х 2- г̂  =  с;г

лардан иборат. У долда умумий ечим

и =  Ф (г2 — у2. х2 — у2),

ф,(х. у0, г) = z i — (^ = ф ,. ф2<*. Уо- г ) = х 2 — (4 =  ? 2 .
Булардан _ ______

г — V * i +Уо • х =  У / Ъ + А  ■

Демак, нзланаётган ечим

и(х, у, г) = ф ( д/ф2+У?) , д /^! +г/« * =

=ф( yJS - f + i f i  ’ л/*2~У*+Уп )

12.3-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛИ ЧИЗИК.ЛИ  
БИР жинсли БУЛМАГАН тенглама

*• Ечим, умумий ечим ва махсус ечим тушунчалари. Ушбу

* |(* |, ... , х „, и )  - ~ - + Х 2 ( х , ........ х„, и )  - |^ -+  — +

+  Х п ( х ...... . jc„. u ) ^ - = R ( x „  .... х я, и )  (12.22)дхп



булмаган тенглама дейилади. Бу тенглама хосилаларга нисбат^ 
чизикли булиб, номаълум и функцияга нисбатан чизикли булмас 
мумкин. Шу сабабли (12.22) тенгламани квазичизицли т е н г л а ма П* 
дейилади. (12.22) тенгламадаги Xi ва R функцияларни х и х2, ... ХМ 
и узгарувчиларнинг текширилаётган узгариш сохасида узлуксиз 
дифференциалланувчи деб ва бир вактда нолга тенг булмайди деб 
фараз киламиз. (12.22) тенгламани чизикли тенгламага келтирищ 
йули билан интеграллаш мумкин. Шу максадда (12.22) тенгламанинг 
и ечимини ошкормас куринишда излаймиз:

аникланган деб хисоблаб, ушбу v(xt, ..., х„ ,и(хи ..., хп) ) = 0  айниятни 
Xi буйича дифференциаллаймиз:

—— хусусий хосилаларнинг бу кийматларини тенгламага куйиб,axi

тенгламанинг хар нкки томонини —-^-га купайтирамиз. Натижада 
куйидаги чизикли бир жинсли тенглама хосил булади:

Шундай килиб, (12.24) чизикли бир жинсли тенгламани (12.23) тенг
ламага асосан айниятга айлантирадиган v функцияни то п иш  керак. 
(12.24) тенгламага мос оддий дифференциал тенгламалар системаси- 
ни тузам из:

Бу системанинг п та чизикли эркли биринчи интегралларини 
топамиз:

v(xt, х........х„, и) = 0  , (12.23)

бунда ~ Ф 0 ,  . ... ..............  ха) функцияни (12.23) тенгликдан

и  и  . и  и  и  и

дх, ди дх,
dv , dv ди

Бундан

ди
вХ:

dv
дх,
dv
ди

dx{

~Х.
du (12.25)

■ ф,(*,, .... хп, и ) = с , ;
Ф (*̂1 » **•» •*);> и) ==: С2 , (12.26)

. Ф, U ,...... х„,и)=С„.
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(12.24) тенгламанинг умумий ечими куйидаги куринишга эга булади: 
у =  ф(ф,. ......  Фл)

Лунда Ф — ихтиёрий функция.
у Охирги функцияни нолга тенглаштириб, (12.23) тенгликка асосан 

бсрилган (12.22) тенгламанинг ечимини ушбу
Ф|ф| (ДС|, .... Хи, и ) ,  фо ( х (, х„, и ) ,  •*•»

фя(ДГ|..........Хп, ы)] =  0 (12 .27)

куринишда топамиз. Бу ечимни (12.22) тенгламанинг умумий ечими 
дейилади.

Бу усул билан топилган ечимлардан ташкари .............. х„,
)==0 тенгламадан аникланадиган и ечимлар булиши мумкин. бу 

еода v функция (12.24) тенгламанинг ечими булмай, у тенгламани
факат ............ ...  и) =  0 тенгламага асосан айннятга айлантиради.
Бундай ечимларни махсус ечимлар дейилади.

М и со  л л а р. I. Ушбу

дх. дх.,

( а ,  в | ,  <*2 , . . . .  a »  =  c o n s I )

тенгламанинг умумий ечимн гопилсин. (12.24) тенглама куйидаги куринишга эга 
булади:

U, —«I)—- + (х2—а,2)-^ -  + ... +(х„-aa)— -+ iu — *)^-=0.
дх., ди

Б\ тенгламага мос оддий дифференциал тенгламалар системасини тузамиз:
dx. dx, dx„ du

и — a

Бу системанинг чизикли эркли интеграллари куйидагилардан иборат:

*1 —«I = С,
х„ — а,

и — а и — а

Демак. бернлган тенгламанинг умумий ечими

-  С*..... - =  С.

ф / з ^ - е ^  .....
\ и —а и —а и —а /

2. Ушбу
ди ди

Тенглама интеграллансин.
П2.25) система куйидагича булади:

d x _____ _  dy_
I +  yju — x —y I

u — 2y — C,

du
~2

БУндан
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биринчи интегрални топамиз. Бу системадаги учинчи касрнинг сурат ва махражид 
биринчи нкки касрнинг сурат ва махражини айириб ' н

ii(u — x — y ) _  dy
— Vи —х — у  1

интегралланувчи комбинацияни топамиз. Бундан

!/ +  2 V u — х — У = С ,

биринчи интегрални хосил киламиз. Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими 

Ф(и — 2у, 2-^и — х — у - f - y ) = 0

куринишга эга булади. Текшириб курит кийин эмаски,

и=х+у
функция берилган тенгламани каноатлантиради. Бу ечим топилган умумий ечимдан 
келиб чикмайди. Хакикатан. агар и = х + у  ни умумий ечимга олиб бориб куйсак 
Ф (х — с, у) =  0 тенглик хосил булади. Бу муносабат (х ва у эркли узгарувчилар 
булгани учуй) Ф((р, ф) функцияни ихтиёрий танланганда хам уринли булмайди. Агар 
v =  u —x — y  ифодани v учуй хосил буладиган тенгламанинг чап томонига олйб бориб 
куйсак, — yju—х — у =  — yjv тенглик хосил булади, бу ифода факатгина ц =  0 тенг- 
ликка асосан нолга айланади. Шундай килиб. и =  х +  у  функция берилган тенглама
нинг махсус ечимндан иборат.

2. Чизими бир жинсли булмаган тенглама учун Коши масаласи- 
нинг ечилиши. Коши масаласи (12.22) тенгламанинг

“ I, о =  ф(*...... > (12.28)хп~хп

шартни каноатлантирадиган u =  f(x i, ..., хп) ечими топилсин, бунда 
Ф берилган узлуксиз дифференциалланувчи функция. (12.22) тенгла
манинг умумий ечимини билган холда Коши масаласи ечимини 
кандай топиш кераклигини курсатамиз. Бу ерда асосий масала 
умумий ечимдаги Ф функциянинг куринишини аниклашга келади. 

(12.26) биринчи интегралларда хп урнига бошлангич £
кийматни куйиб, хосил килинган ифодаларни ф, лар оркали белги- 
лаб оламиз, яъни

Ф|(*|, х.г, .... х„_Х>  ы)=ФI ,
ф, (Х|, Xi, и) =  ф; , /I9 9Q)

ФЛх,, х>, .... хГп, и) =  ф„ .
(12.28) бошлангич шартни ушбу куринишда ёзамиз:

да и =  ф(х|( хг,
Бу шартни (12.27) тенглик билан таккослаб, Ф функцияни

Ф(ф,, ф,, .... ф„)=м —ф(х,. х2, *„_,) (12.30)

тенглик бажариладиган килиб танлаймиз.
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( 1 2  2 9 )  с и с т е м а н и  х\, .... * „_ i,  и л а р г а  н и с б а т а н  ечамиз:
х , = © , ( ф | , ф2........  ф„) ,

х2= о * 2(ф,, Ф„) ,

* « _ ' = < 0„-1  (Ф:, Ф2. Фп) .

Ц =  (0(ф|, ф2....... ф„) .

Энди Ф учун
Ф(ф,, Ф-. Фп)=«(Ф |> Ф>, .... ф,,) — ф К  (Ф|, ♦ ,) .

Ч - Л Ф : ....... Ф*)1

функцияни олсак, (12.30) шарт бажарилади. Демак, ушбу

0) (Ф,. Ф;. Ф«) — ф[Ы|(ф|, , ф„), -  , 0)л- |(ф |, ... , фл)]= 0 (1 2 .3 1 )

формула изланаётган Коши масаласининг ечимини ошкормас холда 
беради. (12.31) тенгламани и га нисбатан ечиб, Коши масаласи 
ечимини ошкор куринишда топамиз.

ди диМ и со  л. (1 +  у/и — х — у ) —----1--------=  2 тенгламанинг у — 0 да и =  2х бошлан-
дх ду

пт шартни каноатлантирувчи ечими топилсин (12.3- §. 1-банддаги 2- мисолга каранг). 
Маълумки,

—2</. Ф2 =  2 ^ и - х - у  + у .

Бу интегралларда у =  0 десак.

и=ф (, 2 y ju  — x  = ty.2 ■

система косил булади. Бу системани г  ва и га нисбатан ечиб, топамиз:

-  Ц* =  Ф |---- _  ц =  ̂ |

Демак, (12.31) формулага асосан

Ф: —2^ф, — =  0 ёки 2ф, — Ф2 =  0 •

't1' ва лар урнига уларнинг ифодасини куйиб, куйилган Коши масаласининг ечимини
топамиз:

2и — 4у— (2-\/и — х — у -\-у)'^ — О 
ёки

БУндан

Тек

4 у ^ и —х —у — 4х — 2и— у2 .

и =  2х +  | / — 2у ~ \ J x —y + у 2

тенглаРИб к^риш кийин эмаски, бу формуладаги радикал олдидаги манфий ишора 
аДагн радикал олдидаги мусбат ишорага мос келади.
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12.4- §. П Ф А Ф Ф  Т Е Н Г Л А М А С И

Ушбу
P d x + Q d y  +  R d z = 0  (12.32)

тенгламани (х, у, г) узгарувчиларнинг фазосида Пфафф т ен гла м а си  
дейилади, бунда Я, Q ва R — х, у, z ларнннг функциясидир. Бу 
функцияларни бирор D сохада узлуксиз дифференциалланувчи деб 
фараз киламиз.

Я, Q ва R функциялар D сохада берилди деган суз геометрик тилда 
бу соханинг хар бир нуктасида бирор F = P i- \ -Q j- \ -R k  вектор, яъни 
вектор майдон берилганлигини билдиради. (12.32) тенглама нолдан 
фаркли ихтиёрий купайтувчига купайтирилганда тент кучли тенгла- 
мага утганлиги учуй, аслида бизга векторнинг йуналиши, бошкача 
айтганда, йуналишлар майдони берилган булади. Агар (12.32) тенг
лама билан аниаданадиган снртлар оиласини (агар улар мавжуд 
булса) Щ х , у , z ) = C  оркали белгилаб, бу сиртларга уринма 
текисликда ётадиган векторни Г оркали белгиласак (яъни t=idx-{- 
+ j d y - f  kdz) , у холда (12.32) тенглама вектор куринишда бундай 
ёзилади:

(F,  0 = 0 .

Бу эса U (х, у, z ) = C  сиртларнинг F вектор майдонга ортого- 
нал эканлигини курсатади.

Шундай килиб, геометрик тилда (12.32) тенгламани ечиш 
T — P i - \ - Q j - \ - R k  вектор майдонга ортогонал булган сиртлар оиласини 
топишдан иборатдир. Пфафф тенгламасини икки хил талкин килиш 
мумкин. Биринчи холда х, у, ва z ларни бирор / параметрнинг 
функциясн деб, иккинчи холда эса бу учта микдорнинг биттасини, 
масалан, z ни колган иккитасининг функцияси деб караш мумкин. 
Пфафф тенгламасини текширишни иккинчи холда бошланмиз. Агар
(12.32) тенгламанинг чап томони бирор U (х, у , z) функциянинг 
тулик дифференциалидан иборат булса, яъни

бошкача айтганда F потенциал майдон булса (яъни F = g ra dU  
булса), у холда изланаётган сиртлар U потенциал функциянинг 
U(x, у , z ) = C  сатх сиртларидан иборат булади. Бу холда излана
ётган сиртларни топиш хеч кандай кийинчилик тугдирмайди, чунки бу 
холда

(X, У X)
U =   ̂ Pdx -f- Qdy +  Rdz,

(х0. VO' Хо)

бу ерда эгри чизикли интеграл тайин (х0, у_0, z0) нуктани узгарувчи 
у, г) нукта билан бирлаштирувчи ихтиёрий йул буйнча, масалан.
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та укларига параллел булган кесмалардан ташкнл топтан 
Г и Т ч и зи к  буйича олинадн.
И Юкорида айтганимизга асосан г ни х ва у  нинг функцияси деб 

б текширилаётган сохада /?=И=0 деб фараз киламиз.
КЗРБу’ холда (12.32) тенгламадан

dz—P\dx-\-Q\dy (бунда Р, =  ~  =  (12.33)

Иккинчи томондан, z функциянинг тулик дифференциали учун 
куйидаги ифодага эгамиз:

d z = ^ d x  +  ^ d y  .дх ду 3

Бу икки тенгликдан dx ва dy дифференциаллар ботланмаган 
булгани учун

(12.34)

(12.35)

| f - = P | ( * .  У. z ) ,

^ - = Q , U ,  у , z)

тенгликларни косил киламиз.
z функцияни х ва у лар буйича иккинчи тартибли хосилаларга, Р\ 

ва Qi ни эса уз аргументлари буйича биринчи тартибли хосилаларга 
эта деб фараз киламиз. Ушбу

д^г   Д2?
дхду дудх

тенгликнинг уринли булиши кераклигидан

еки

др,
_1_ д р х dz dQ,

+
dQ i dz

ду 1 дг дУ дх dz дх

ду ^
дРх
dz —

«JQ,
дх - +

а<?,
dz Pi (12.36)

шарт келиб чикади. (12.36) шартни бундай ёзиш мумкин:

+  =  " 2 - 3 7 )

Демак, F вектор майдонга ортогонал булган и (х, у, z ) = C >  
сиртлар оиласинннг мавжуд булиши учун ( 12 .3 7 ) шартнинг 

Жарилнши зарур, (12.37) шартни (12.32) тенгламанинг тулик, 
интергрралланУвчилик ски битта U (х, у, z) = С  муносабатда 

Рилланувчили/с шарта дейилади.
гаР F майдон потенциал майдон булмаеа, айрим холларда 

р аи скзляр р(х, у, z) купайтувчини танлаб олиш мумкинки, 
и !*(•*» У, z ) га купайтирилгандан сунг потенциал майдон косил

23-
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булади. Агар шундай купайтувчи мавжуд булса, у холда u F = 0r
п  ди ду п  ди ~  ,  кгасШ

еки \ iP =  —, p Q = -^ - ,  р /? = — . Охирги муносабатлардан

д(у.Р) Д(ц<?) Д(ц<?) _  Д(ц/?) Д(цЯ) д(ц/>)
дх ' дг ду ’ дх

дР dQ 1 (Q—дх
р д » \

ду дх Н д у ) '
6Q <?л

И \  ду " « £ ) •дг ду
dR дР . 1 ( D dP р дР \
дх дг Ц \  дг К  д х )

тенгликлар хосил булади. Бу тенгликларнинг биринчисини R га, 
иккинчисини Р га, учинчисини эса Q га купайтириб, хосил булган 
тенгликларни хадлаб кушсак, ушбу

тенглик хосил булади. Бу тенглик эса (12.37) шартнинг узгинасидир.
Демак, агар Пфафф тенгламаси учун интегралловчи купайтувчи 

мавжуд булса, у холда тулик интегралланувчилик шарти бажарила- 
ди. Энди (12.37) шартни берилган вектор майдонга ортогонал булган 
сиртларнинг мавжудлигининг факат зарурий шарти эмас, балки 
етарли шарти эканлигини хам курсатамиз.

Текширилаётган D  сохада (12.37) шарт айнан бажарилган ва Р\, 
Q | функциялар уз аргументлари буйича биринчи ва иккинчи тартибли 
узлуксиз хосилаларга эга деб фараз киламиз.

У холда D соханинг хар бир нуктасидан (12.33) системанинг ёки 
бари бир, (12.32) тенгламанинг битта ва факат битта интеграл сирти 
утади. Аввало (12.33) системанинг берилган А (хо, уо, Zo) нуктадан 
утадиган ечимининг ягоналигини курсатамиз. Ш у максадда (12.34).
(12.35) тенгламаларни текширамиз. (12.34) тенглама у=Уо  текис- 
ликда А(х, уо, Zo) нуктадан утувчи ягона интеграл чизик L ни 
аниклайди. (12.35) тенглама эса, х бирор узгармас киймат кабул 
килганда, x= co n s t текисликда ётувчи L эгри чизикнинг нуктасидан 
утадиган ягона 1(х) эгри чизикни аниклайди. L чизикнинг барча 
нукталари учун тузилган 1(х) чизиклар туплами (12.33) системаси- 
нинг А (хо, уо, z0) нуктадан утувчи бирдан-бир S интеграл сиртини 
аниклашини курсатамиз. Бу сиртнинг тузилишидан равшанки, У ни 
барча нукталари учун (12.35) тенглама каноатлантирилади. ^  СИР 
нинг барча нукталари учун (12.34) тенгламанинг каноатлантирил 
шини хам курсатамиз.

S сиртнинг тенгламасини

куринишда ёзиб Олсак, аввалги параграфларнинг натиЖ^.!1  ̂ ага 
асосан г(х, у \  функция х  буйича биринчи тартибли узлуксиз х

354



дг•_
эга булади- дх

нинг (12.34) тенгламанинг каноатлантиришини

керак. 5 сиртнинг тузилишига асосан (12.34) тенглама 
курсатии^ каноатлантирилади. Унинг у  узгарувчининг бошка 
У~,уо тЛДарида хам каноатлантирилишини курсатиш учун ушбу

=  Я, (х. У, z) = Fах 

dFбелгилашни киритиб, —  хосилани топамиз. z(x,  у)  функция

Г12 35) тенгламани каноатлантиришидан хамда бу тенгламанинг унг 
томони барча аргументлари буйича биринчи тартибли хосилаларга

эга эканлигидан хосиланинг мавжудлиги келиб чикади. Шун-

дай килиб.
d F ___ а /  дг \  _  0Pi _
ду ду \  д х )  ду 

dQt дг

1 дг

aQ |

-  +
дх "+~

a Q |

дР,

+  -£ гР . +

дг дх
aQ,

F -

ду
дР,

дг ду 
дР< дг _ 
аг  ду 

дР. 
дг~ ®

(12.38)
д ( * L \ д
ду 1 ' “ а ? 1V ду

—  =  Q
ду W

д х ' д г  дг ду

Юкоридаги ифодани хисоблашда

тенгликлардан фойдаландик. (12.37) ёки (12.36) шартга асосан 
(12.38) тенглик куйидаги куринишда ёзилади:

dF dQ ,
ду

Бундан
У
Г

- г -  =  F .дг

F(x, y ) = F ( x ,  у0)е ’°

F функция у = у 0 да нолга тенг булгани учун охирги тенгликдан 
С нг баРча текширилаётган у  ларда хам нолга тенглиги келиб 
„ ^ адя- Демак, г (х ,у )  функция (12.34) тенгламани хам каноатланти-
РЗДИ.

шацгНЛ« тенгламаси учун (12.37) тулик интегралланувчилик
Р и оажарилмаган холни курайлик. Юкорида баён килингандан 

б”л ^ ки> ^°ДДа F майдонга ортогонал булган сиртлар мавжуд 
бирМаИАИ ^ У  сабабли, Пфафф тенгламасини аввал айтганимиздек, 
эмасНЧИ ХИЛ талк,ин к.или^. F майдонга ортогонал булган сиртларни 
к ^ямиба гКИ хУсУсиятга эга булган, чизикларни топиш масаласини 
Эмас балкШКаЧа аатганда' Пфафф тенгламасини битта муносабатда

иккита
u t (x, у, z ) = 0 , и2(х, у , z )  = 0
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м[уносабатда интсграллаш керак. Масалада куйилган чизиклапн
п п м tniifii iAi/Anun<i aounrou Tmjrnuvnon пои ^иттолиии .топиш учун юкорида ёзилган тенгликлардан биттасини, масалан ^

и,(х, у, z ) = 0  ( 12.39)
ни ихтнёрий бериш мумкин.

(12.32) ва (12.39) тснгламалардан эркли узгарувчилардан 
биттасини, масалан, г  ни чикариб.

куринишдаги оддий дифференциал тснгламани хосил киламиз. Бу 
тенгламани интеграллаб, ихгиёрий танлаб олинган u t (x, у 
г) = 0  сиртда изланаётган чизикларни топамиз.

И зо  л. Агар (12.32) тенгламани бевосита интеграллаб булмаса 
соддарок холни текшириш ёрдами билан уни айрим холларда 
интеграллаш мумкин. Бу усулда эркли узгарувчилардан биттасини 
масалан, г  ни узгармас хисоблаб, ушбу

оддий дифференциал тенгламани интегралланади, бунда г параметр 
ролини уйнайди:

(12.40) тенгламанинг интегралн булсин. Бу ердаги ихтиёрий 
узгармас z параметрнинг функцииси булиши мумкин. Бу С (г) 
функцияни шундай танлаб плинадики, (12.32) тенглама каноатланти- 
рилсин. (12.41) ни диффсренциаллаб, куйидаги тенгламани хосил 
киламиз:

(12.32), (12.42) дифференциал тенгламаларнинг коэффициснтлари 
пропорцнонал булиши керак:

М (х, y)dx +  N(x, y )dy  =  О

Р(х , у , z)dx +  Q {x . у, z)dy =  О (12.40)

и(х, у. z) = С (12.41)

(12.42)

ди ди
дх __ ду
Р Q R

Ушбу
ди
дх
Р R

тенгламадан C '(z ) ни топиш мумкин.

Мисоллар. I. Ушбу

(6x +  yz)dx +  (x z— 2y )d y + (x y -\-2z)dz= Q  

тенглама интегралланснн. Бу мнсолда

F =  {6x + y z ) i  +  (xz — 2y)j-\- (xy +  2z)k

Текшнрнб курнш кинин эмаскн. rol F= 0 . Ма’ьлумкн, бу шарт бажарилганда F 
тенцнал майлондан нборат булади. яъни grad U .

356



■

Дем ак,

U =  S (6x +  y z )d x + { x z — 2 y)d y + (xy  +  2z)dz.
I I I .  0 . 01

ал йулн сифатида бугинлари координата укларнга параллел булган 
И V плямиз Интеграллаш натижасида 11 =  Зх2— у2 -f- z2 +  xyz  хосил бЧИЗНКНИ UJ,<J
Ш ун д а й  кмлнб, изланаетган интеграл

3X* — y2 +  Z1+XyZ =  C.

синик
булади.

2. Ушбу
yd x+  ( z— y)dy +  x d z = 0

тенгламани кзиоатлантирувчи ва 2х —у  — z — 1 текисликда ётувчи згри чизиклар 
тонилсин.

Берилган текислик тенгламаснни дифференцналлаймнз:

2dx — d y —d z = 0.

Бу тенглнкни х  га купайтириб, хосил кнлинган тенгликнн берилган тенглама билан 
кужамнз:

(y +  2x)dx +  ( z— x —y )d y =  0 .

z = 2x —у —1 булгани учун

( y + 2x )d x +  (x — 2y — \)d y  =  0 

ски

2xdx— (2y-\-\\d y -\-d (xy )  = 0

тенгламани хосил киламиз. Охирги тенгламздан изланаетган эгрн чизиклар онлаен

•**—У1—У-\-*У— С
эканлигн келиб чикади.

3. Ушбу

yzdx -f- 2zxdy — 3xydz= 0
тенглама ннтеграллансин.

Изохда курсатнлган усул билан бу тенгламани интеграллаймнз. z  ни узгармас деб 
хиеобласак, dz =  0 булади ва берилган тенглама куйндагн тенгламага айланадн:

Ьу тенгламанинг интегралн
ydx-\-2x d y = 0.

ху* =  С
Дан нборат Г v
1и,а**аб '  Тенгликдагн С ни Z нинг функцняси деб хисоблаб ва уни дифферен-ушбу

y7dx +  2xy dy — C '(z )d z= 0

Тенгламани х
бУДарнинг 00101 киламиз- Бу тенглама берилган тенглама билан бир хил булиши учун 

*<оэффИ11Иентлари ПрОПОрцнонал булиши керак, яънн

&  _ 2ху _ —С’(г)
уг  2 zx — 3ху
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Охиргн тснгликдан С (г )= х у 2 эканлигини эътиборга олиб,
dC _  Ы г  
С г

тенгламани хосил киламиз. Бундан

C (z )= a z 3, a =  const.

Демак, берилган тенгламанинг ечими

дан иборатдир.
ху2 =  аг3

12.5-§. БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИК.ЛИ БУЛМАГАН ТЕНГЛАМАЛАР

1 . Тулик интеграл. Аввал номаълум функция иккита эркли 
узгарувчига боглик булган холни текширамиз.

Биз биламизки, бу холда биринчи тартибли хусусий хосилалн 
тенглама куйидаги куринишга эга булади:

F(x, у, г, р, <7) = 0, (12.43)
бунда

Биринчи тартибли хусусий хосилали тенгламанинг иккита 
ихтиёрий узгармасларга боглик ечимини унинг тулик, интегралы 
дейилади. Тулик интеграл ошкормас куринишда куйидагича ёзилади:

Ф (х , у, z, а , Ь ) =  0. (12.44)
Тулик интегрални бошкачарок хам таърифлаш мумкин. Тулик 

и н т е г р а л  учта узгарувчи ва иккита ихтиёрий узгармас орасидаги  
шундай муносабатки, ундан ва уни эркли узгарувчилар буйича 
дифференциаллаш натижасида хосил буладиган м у н о саб атл ар д а н  
узгармасларни чикариб ташлаш натижасида берилган тенглама 
Хосил булади. Бу иккита таъриф бир-бирига эквивалентдир. Лекин 
биз бунинг исботига тухталмай ([23] га каранг), берилган тенглама 
буйича тулик интегрални топиш усулини келтирамиз. Тулик 
интегралнинг иккинчи таърифига асосан (12.43) тенглама ушбу

Ф (х, у, г, а, Ь) = 0 ,  
дФ , дФ
дх Ь ^ г - Р = ° .dz

(12.45)

<ЗФ
ду

дФ
dz ■4=0

системадан а ва Ь ларни чикариш натижасида хосил бул ^  
тенгламага эквивалентдир. Биринчи тартибли хусусий х°си,п[ 
тенгламаларнинг хамма ечимларини тулик интегралдан УзгаРмаСаНж 
ни вариациялаш усули билан хосил килиш мумкинлиги Л а гр  
томонидан курсатилган.
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килайлик, а ва ft лар х, у узгарувчиларнинг бирор 
фар попи булсин. z нинг хва у буйича хосилалари, яъни р ва q ларф у н к и и ял ар " j

'  дф дФ . дФ да . дФ дЬ __q

~ д х ^  дг Р д а д х ' д Ь д х ~  ’ (12  46)
дФ дФ . дФ да , дФ дЬ  q

' ^2 ** * Ля Л и  **" ^ду да ду дЬ ду

муносабатлардан хисобланади. (12.45) ва (12.46) формулаляпни 
таккослаб, куиидаги тенгламаларни хосил киламиз: формулалаРни

<?Ф да , дФ дЬ
да дх 
<?Ф да

дЬ дх 
дФ дЬ

= 0 ,
(12.47)

да ду дЬ ду
= 0 .

Бу тенгламалардан а ва ft функцияларни аниклаш керак Уч хол 
булиши мумкин:

I) Агар
<?Ф
да = 0 ,

дФ
дЬ =  0 (12.48)

тенгликлар бажарилса, (12.47) тенгламалар каноатлантирилади. 
(12.48) тенгламаларни а ва ft га нисбатан ечиш мумкин деб фараз 
киламиз. Бу тенгламаларни ечиш натижасида хосил булган х  ва 
у  нинг функцияларини, яъни а ва ft нинг кийматларини ( 12 .44) га 
куйсак, хосил булган ифода (12.43) тенгламанинг ихтиёрий 
узгармасларга дам, ихтиёрий функцияларга хам боглик булмаган 
ечимидан иборат булади. Бу ечимни махсус интеграл дейилади.

да да дЬ дЬ п булсин. Бу холда а =  const,2) Энди = ^  =  0
дх ду дх ду

ft =  const булиб, биз тулик интегралга кайтган буламиз.
3) Умумий холда, (12.47) ни икки номаълумки иккита чизикли 

алгебраик тенгламалар системаси деб карасак, унинг ечимга эга 
булиши учун ушбу

Р(д. Ь) _  „
D(x, у) (12.49)

П РоТтНИНГ бажаРилиши зарурлиги келиб чикади. (12.49) тенглик а ва 
УР асида функционал боглик,лик мавжудлигини курсатади. Агар

зсалан, ёки булса, у холда бу богликликни

курини, Ь =  о>(а) (12.50)
( 12.50)ШДа ^зиш мумкин, бу ердаги ш — ихтиёрий функция. 
келади ГЭ асосан> (12.47) система куйидаги битта муносабатга

дФ . дФ , ,  \ п
1 Г "  (“ ) ” 0 '
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Агар бу тенгликдан а ни х ва у  нинг функцияси сифатида толщ 
мумкин булса, у холда (12.50) тенгламадан Ь ни хам эркл^ 
узгарувчиларнинг функцияси сифатида топамиз. а ва Ь нинг топилга 
кийматларини (12.44) га куйиб, (12.43) тенгламанинг ечимини хосил 
киламиз. Диффереяциалланувчи <i>(a) функцияни ихтиёрий танлаб 
олингандаги ечимларнинг бундай ту илами (12.43) тенгламанинг 
умумий интегралы дейилади. Ихтиёрий ш(а) функциянинг хар бип 
танлаб олинишига, умуман айтганда, умумий интегралга кирувчи 
бирор хусусий еним мос келади. Ш у маънода, умумий ечим ихтиёрий 
функцияга боглик булади деб айтишимиз мумкин.

Бнринчи тартибли хусусий хосилали тенгламанинг тулик умумий 
ва махсус иытегралларини соддагина геометрик талкин килиш 
мумкин. Хусусий хосилали тенгламанинг ечими (х , у, z ) координата- 
лар фазоснда сиртни аниклайди, бу сиртни интеграл сирт деб 
аталади. Бешта (х, у , z, р, q) микдорлар тупламини элемент 
дейилади, бунда х, у, z бирор нуктанинг координаталари, р в а ц эса 
шу нуктадан утувчи тёкисликнинг бурчак коэффициентлари. Бу 
таърифга асосан (12—43) тенгламанинг ечимини топиш масаласи 
куйидагича куйилиши мумкин: шундай сирт топилсинки, бу сиртнинг 
нукталари ва уринма тскисликларнинг бурчак коэффициентларидан 
ташкил топган элементлар (12.43) муносабатни каноатлантирсин. 
(12.44) тулик интеграл икки параметрга боглик булган сиртлар 
оиласидан иборатдир. Энди геометрик нуктаи назардан умумий ва 
махсус ннтеграллар нимадан иборат эканини курамиз. Умумий 
интегралга кирадиган ечимни топиш учун ихтиёрий (12.50) муноса
батни олиб Ь нинг кийматини (12.44) га куйиб, а параметрни ушбу

Ф (х, у, z, а, Ь) = 0 ,  ~  +  ~ - ( о ' ( а ) = 0

муносабатлардан чикарган эдик. Охирги икки тенглама эса бир 
параметрли сиртлар онласининг у рама сиртини аниклайди. Бу нарса 
геометрик нуктаи назардан куйидагини ифодалайди: (12.50) муноса
батни асосан берилган икки параметрли (12.44) оиладан бир 
параметрли бирор оилани ажратамиз, сунгра бу оила урама сиртини 
топамиз. Урама сирт узининг хар бир нуктасида уралувчи сиртлардан 
биттасига урингани учун, яъни умумий элементга эга булгани учун бу 
урама сирт хам берилган тенгламанинг ечимидан иборат булади.

Нихоят, биз биламизки, махсус интеграл ушбу

ф = 0’ - а Н 0' ™ = °
теигламалардан а ва Ь ни чикариш натижасида хосил булади. Бу 
жараён, маълумки, икки параметрли сиртлар онласининг урамасиг 
(агар у мавжуд булса) олиб келади. Юкоридагидек мулоха 
юритиб, бу урама сиртнинг хамма элементлари берилган тенглама 
каноатлантиришига, яъни интеграл сирт эканлигига ишонч \<* 
киламиз.

М н с о л л а р .  I. Берилган R раднуелн, марказларн хОу текислик нукталар 
булган шар енртларннинг онласн

( х - а ) , +  ( у - 6 ) г +  г1 =  « 2
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- ь\ параметрли оиладан иборатдир. Бу оила тулик интеграл буладиган 
тенгламани топиш учун z  ни х ва у нинг функцияси деб хисоблаб, 

муносабатни х ва у буйича дифференциаллаймиз:

x - a - \ - z p  =  0, y — b +  zq =  0.

киритамиз. яъни марказлари у =  ш(х), г =  0 чизикда ётувчи шарлар оиллсини 
ажратамиз. Бундай оиланинг хар кандай Урама сирти интеграл сирт булади ва умумий
интегралга кнради.

Нихоят, махсус интеграл куйидаги учта тенгликдан а ва 6 ларни чикариш 
иатижасида хосил булади:

Бундан z = ± R -  Хар бир шар сиртига битта нуктада уринувчи иккита текислик 
тенгламасини хосил килдик.

КУп холларда тулик интегрални топиш унча катта кийинчилик тугдирмайди.

1) Агар (12.43) тенглама F (р, q) = 0  ёки p — q>(q) куринишга эга 
булса, q —a деб хисоблаб (бунда a — ихтиёрий узгармас)

тенгликларни косил киламиз. Охирги тенгламани интеграллаб ушбу

тулик интегрални топамиз.
2) Агар (12.43) тенгламада узгарувчиларни ажратиш мумкин 

булса, яъни тенглама

ииг«Ср,1И узгаРмасЬ бу тенгликларни (агар мумкин булса) р ва q га 
атан ечиб, р =  ф, (х , а), *? =  ф| (х, а) ларни топамиз. Сунгра ушбу

Умумий интегралга кирадиган ечимни хосил килиш учун Ь =  ш(а) муносабатни

(jc—а) , +  {у — b)i + z 1= R 2, х —а =  0, у — Ь — 0.

/?=ф (а), dz= pdx-\-qdy  =  q>(a)dx-\-ady

z = q > (a )x + a y  +  b

Пфафф тенгламасини интеграллаб
dz—pdx +  qdy =  (pi(x, a)dx-\-ty\(y, a)dy

2 ==\<PiU. a jd x  +  fo), (у, a )dy +  b
тулик, интегрални топамиз.о, I WIIdMHcS.

I Агар берилган тенглама

кУРинишга эга i 
U==QJC +  «/), ушбу

F(z, р , q) = 0
эга булса, у холда z = z ( u )  деб хисоблаб (бунда

а> Ь) (бунда Ь — ихтиёрий узгармас) ёки
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z — Ф (ax-\-b, a, b)
тулик интегрални топамиз.

4) Умумлашган Клеро тенгламаси
z = p x  +  q y + f ( p , q)

куринишга эгадир. Текшириб куриш кийин эмаски, 
интеграли куйидаги ифодадан иборатдир:

z =  ax +  b y + f ( a ,  b)

2. Ушбу
p = 3 q 3

тенгламанинг тулик интеграли топилсин. Бу тенглама 1) холга тугри келади: 

q =  a, р =  За3, dz =  3a3dx-\-ady, z =  3a3x +  ay +  b.
3. Ушбу

p - 3 x 2 =  q2- y

ки, унинг тулик

тенгламанинг тулик интеграли топилсин. Бу тенгламада узгарувчилар ажралган. Шу 
сабабли 2) холда курсатилган усул билан т^лик интегрални топамиз:

р — 3х2 — а, р =  3х2 +  а: q2—y — a, q — ^ у  +  а, 

dz =  pdx-\- qdy— (Зх2 +  a)dx-\- \Jy +  a d y ,

г = х ? + а х + ^ - { у + а ) 2/2+ Ь

4. Ушбу
z2(p2z2+ q 2) =  l

тенгламанинг т^лик интеграли топилсин. Бу тенглама 3) холда курилган тенгламага 
тугри келади:

, dz dz
* - * ( “ )• “ = а х +У• « “ л Г-

^ ( 0 ( a V + 1 ) = , ’ l r = ± z ( a V + 1
du

« +  * = ± - V ( a V +  1)3/2 ё
За2

ёки qa4 (ax +  y +  b)2 =  (a2z2 - \ - \ ) 2

2. Лагранж-Ш арпи усули. Ушбу
F(x, у, z, р, q) = 0  (1,2.43)

биринчи тартибли хусусий хосилали дифференциал тенгламани 
текширамиз. Лагранж-Ш арпи усули ихтиёрий а узгармасни уз ичига 
олган шундай

Ф (х, у, z, р, q) = а  (12.51)
тенгламани танлашдан иборатки, (12.43), (12.51) системалард33 
аникланган р = р ( х ,  у, z, а) ва q — q(x, у, z, а) функциялар б и т г  
квадратурада интегралланадиган

dz—p(x, у, z, a)dx +  q(x, у , z, a)dy  (12-52)Я
Пфафф тенгламасига олиб келади. У холда Пфафф тен глам аси н и н  
и (х , у , 2 , а, Ь) =  0 интеграли, бундаги b (12.52) тен гл ам а

362



аллашда хосил буладиган ихтиёрий узгармас (12.43) тенгла- 
интегра „ ик интеграли булади. Ф функция (12.52) тенгламанинг 

квадрату рад а интегралланувчанлик шартидан, яъни

'  - = 0  (12.53)dq „ др др |
дг ду _Г

dq_
дх

амадан аникланади. (12.53) шартни р ва q ни х, у, z ларнинг 
Г  нкцияси сифатида аникловчи (12.43), (12.51) системалар учун 

g оламиз. Бунда ошкормас функциялардан хосилаларни хисоблаш 
' dqформулаларидан фойдаланамиз. (12.53) шартга куйиш учун 

др дР_ ЁЯ- хосилаларни хисоблаш етарлидир.
ду' дг' дг

р вя Q ни х, у, z нинг функциялари деб караб, (12.43), (12.51) тенг- 
ликларни х буйича дифференциаллаймиз:

\ - dF А
dF др dF dq

0 ,дх др дх dq дх
дФ (5Ф др . дФ dq ft

1 дх др дх dq дх

Бу системадан D(F, Ф)
Dip. q)

dq_
дх ни топамиз:

детерминантни нолдан фаркли хисоблаб, 

D(F, Ф)
dg __ О (р , х) 
дх

циаллаб, ~  ни топамиз:

_________  D(F, Ф) '
D (р, q)

Худди шунга ухшаш (12.43), (12.51) системани у буйича дифферен- 
др 
ду

D(F, Ф)
др __ _  0 (1/■ q)
ду DjF, Ф) '

Dip. q)

Нихоят, (12.43), (12.51) системани z буйича дифференциаллаб, хосил 
булган системадан ~  ва 4 ^- ни топамиз:

дг

др
дг

дг

DjF. Ф) 
Р (*. У) 
D(F, Ф) 
Dip. q)

dq
дг

D(F, Ф) 
Q(P. г) 
D(F, Ф) 
(Dip. q)

К^ - Ган хосилаларни интегралланувчилик шарти (12.53) га 
’ Тенгликларнинг хар икки томонини нолдан фаркли деб фараз

Хилинган -DfF' ф)
D (P, q )

Хосил
детерминантга купайтириб, куйидаги тенгламани

Хиламиз:
dF <?ф 

. дг др
dF дФ 
др дг )  +  " {

dF дФ 
дг dq

dF дФ 
dq дг ))  +
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ёки

/  d F  d<I> d F ЙФ Nl + ( lf d  Ф d F (ЭФ \
V d y  d q d q d y  ) d p d p d x  )

d F  <?Ф d F  д Ф , /  d f , dfA  d<t̂
d p  d x  ' d q  d y  V d p  ^  d q  )  d z  

( d F  , d F \  d Ф ( d F  , d F \  d$> „
”  Ы  + fyj r ) ^ ~ b i  + q ~ ^ ) ~ d ^ - ° -  <12 54)

Ф функциями аниклаш учуй чизикли бир жинсли (12.54) тенгла- 
мани хосил килдик. Бу тенглама 12.2-§ да курсатилган усул билан 
интегралланади. (12.54) тенгламага мос булган оддий дифференциал 
тенгламалар системаси, яъни характеристикалар тенгламаеи куйида- 
гича ёзилади:

dx dy ~  dz — dp =  dq / 1 9  г г .
d j _  d F  d F  dF_  I f j -  M  I f  _i_ A I L  1
d p  d q  ^  d p  d q  d x  ^  d z  d y  d d z

(12.55) тенгламанинг ихтиёрий узгармасни уз ичига оладиган битта 
хусусий ечимини топиш кифоядир, яъни (12.55) тенгламанинг
(12.43) билан биргаликда р ва q га нисбатан ечилиши мумкин булган 
битта

Ф |(х , у, 2 , р, у) = о
биринчи интегрални топиш етарлидир. Демак, р =  ср|(х, у, z, а) ва 
q =  ф2(х, у , 2, а) микдорларни ушбу

Г F(x, у, z, р, q ) =  О,
I  Ф, (х, у, z, р, q) = а

системадан аниклаб ва

d z = p d x  +  4cly
тенгламага куйиб, битта квадратурада интегралланадиган Пфафф 
тенгламасини хосил киламиз:

dz =  ф| (jc, у, 2 , a)dx +  (p2(x, у, z , a)dy.
Бу тенгламани ечиб изланаётган

и (х , у, 2 , а, Ь) = 0
тулик интегрални топамиз.

И з о х .  Агар шартли ушбу
d F  _  d F  . d F  d F  d F  d F

d x  d x  d z  d y  d y  d z

белгиларни киритсак, (12.54) тенгламанинг ёки ундан олдин ёзилгзн 
тенгламанинг чап кисмини

d F d F d F d F

d p d x
+

d q d y

da> dФ 5Ф д Ф

d p d x d q d q

(F, Ф ) =
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да ёзиш мумкин. Бу ифодани Майер к,авси дейилади. Агарда 
курини - нгламада изланаётган функция катнашмаса, яъни 
берилган 
тецгдама

F(x, у , р, q ) = 0
шда булса, иккинчи тенгламани хам худди шу куринишда 

а^ланади, яъни
Ф(дс, у , р, q ) = а .

Бу холда Майер кавси ушбу
OF OF OF OF

(F, Ф) =
dp Ox

+
dq dy

0Ф 0Ф d Ф 0Ф
dp dx dq dy

куринишга эга булади. Бу ифодани Пуассон цавси дейилади. Пуассон 
ёки Майер кавсини нолга айлантирадиган иккита функциями 
и н в о л ю ц и я д а  булган функциялар дейилади. Шундай килиб, Лаг- 
ранж-Шарпи усулининг fohch биринчи тенглама билан инволюцияда 
булган иккинчи тенгламани топишдан иборатдир.

М и сол.  Ушбу
• • F ^ 2 x z  — px2 — 2qxy +  pq =  Q

тенгламанинг тулик ингеграли топилсин.
(12.55) характеристикалар тенгламасида катнашадиган хосилаларнн хисоблай-

миэ:

9F J a 
Op ~ =  -  2 ху  +  р. ~  2 хр -  2yq,

dF о aF о — = —2 qx, — = 2х.
ду дг

(12.55) характеристикалар тенгламаси куйидаги куринишга эга булади:
dx_________ dy _  dz _  dp _  dq

~x* + q ~ 2*y + P ~  - p / - 2xyq +  2pq ~  2 г - 2 yq ~ 0

У системанинг биринчи интегралларидан биттаси q =  0 дан иборатдир q — a 
рилган тенгламага к?йиб р ни топамиз:

2 х (г  — ау)

Демак,
Р = -

з?—а

d z= pdx -\-qdy— — -“- - d x+ a d y
xr — а

ёки

BviУндан

d z— ady _  2xdx_ 
г —ay х2 —a

In | a — ay\ = ln |x 2 — a I-(-In*
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екн
z =  ay-\-b(x2— а)

т^лик интегрални хосил киламиз.

3. Интеграл сиртни топиш. (12.43) тенгламанинг тулик интеграли 
Ф ( * .  у,  г ,  а , Ь)  = 0

маълум булган холда (12.43) тенглама учун Коши масаласини, яъ 
берилган Ни

*  =  ф (0 . У = ' К О . * = Х ( 0  (12.56)
эгри чизикдан утувчи (12.43) тенгламанинг интеграл сиртини топиш 
масаласини ечиш мумкин.

Умумий интегрални аникловчи тенгламаларни оламиз,
Ь =  ш ( а )  булганда

Ф ( * ,  у,  z ,  а,  ш ( а ) ) =  0,

яъни

дФ{ху у , 2, а, (о (а)) 
да +

дФ(г, у, г, а, ш (а) ) 
дЬ

< о '(а )  = 0 .

(12.57)

(12.58)

Ь =  ш(а) функцияни шундай танлаб олиш керакки, (12.57),
(12.58) тенгламалар билан аникланадиган сирт, яъни бир пара- 
метрли (12.57) оиланинг урамаси берилган (12.56) эгри чизикдан 
утсин. Берилган эгри чизикнинг нукталарида иккала (12.57) ва
(12.58) тенглама t буйича айниятга айланади:

Ф (ф (0 . Ф (0. х (0 . а, со (а ) ) = 0 , (12.59)
дФ(ф(0. »(<). х(0. а. ю(в)) | <?Ф(<р(/), Ф(/), х(<). а. to(Д)) м' ( а) =-0 

да дЬ
(12.60)

Бу тенгламалардан Ь =  ш{а) функцияни аниклаш анча мураккабдир. 
Ш у сабабли одатда бошкачарок йул тутилади. (12.59) тенглик со (а) 
функция маълум булганда а ни t узгарувчи оркали аниклайди. 
Шундай хисоблаб, (12.59) тенгликни t буйича дифференциаллаймиз:

I daдФ . дФ ( / / .ч . дФ .ТТ * (О + - * ♦ « > + - * х
(12.61)

U

(12.60) тенгликни эътиборга олиб, ушбу

f  ф Ч 0 + ^ Ф ' ( 0 + ^ х ' ( 0 = 0

тенгламани косил киламиз. (12.59) ва (12.61) тенгламалар система 
сидан Ь =  (о(а) функцияни аниклаш анча кулай булади. Агар 
(12.56) эгри чизикка утказилган уринма векторни t  оркали, Ф 
сиртга утказилган ва демак, мос н^кталарда изланаётган урамаг3 
утказилган нормалнинг векторини N оркали белгилаб оЛС
(12.61) тенглик кискача

(N ,  0 = 0

куринишда ёзилади. (12.61) шарт геометрик нуктаи назард3” аН 
нарсани билдирадики, изланаётган сирт берилган эгри 4H3f
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и керак ва демак, бу эгри чизикка утказилган уринма 
'|зланаётган сиртга утказилган уринма текисликда ётиши керак.

Ми с о л .  Ушбу ,
z = p x  +  qy +  3p‘ — qi

гл а м а н и н г д с = 0 , z = y 2 эгри чизикдан утувчи интеграл сирти топилсин.
Б е р и л г а н  тенглама умумлашган Клеро туридаги тенглама булгани учун унинг 

"лик и н т е г р а л и  z =  ax +  by +  За2 — Ь2 дан иборатдир. Берилган эгри чизикнинг 
тенгламасини параметрик куринишда ёзиб оламиз: дг =  0, y =  t, z =  t2. Текширилаётган 
xawa (12.59) (12.61) тенгламалар

t2= b l +  3a2 — b2, 2t =  b 

куринишга эга булади. Булардан:

Ь =  2а, г = а (х  +  2у) — а2.
Бу оиланинг Урамаси

г = а (х  +  2у) — а2, х +  2у — 2а =  0

тенгламалар билан аникланади. Охиргн тенгламалардан а ни чикариб, изланаётган 
сиртни топамиз:

z = (х +  2у )2

Агар (12.55) системани интограллаш кийинчилик тугдирмаса, Кошининг умумлашган 
ечимини топишда куйида баён килинадиган характеристикалар ёки Коши усулидан 
фойдаланиш кулай булади.

4. Коши усули. Кошининг умумлашган масаласи куйидагича 
куйилади: (12.43) тенгламанинг берилган

x„ = jc0 (s ) ,  y0 = y u ( s ) ,  2^ =  2,, (S)
эгри чизикдан утувчи z =  z(x, у) интеграл сирти топилсин. Одатда 
куйилган масаланинг ечимини куйидаги

x = x ( t ,  s), y = y ( t ,  s), z = z ( t , s) (12.62)
параметрик куринишда излаш ку- 
£ай булади, бунда s параметр. 
ьУндай куринишда излаймиз, де- 
пан ифодани берилган эгри чизик- 
дан утувчи z = z ( x ,  у) сирт бир 

араметрли (12.62) эгри чизиклар 
таг!аСИАа ётУвчи нукталардан
РакК1мок°о1аДИ Деб ТУШУНИШ ке' 
р а  ' '•*-‘ •02) эгри чизикларни ха-
(77 еристиколар  дейилади 
F О Я г ̂ ЗМЗ ) • К ° Ш И  у с у л и н и н г  
рат: ” Хискача куйидагидан ибо-
б°плик «аД°  бир нечта параметрга 
°нласи т Ган хаРактеристикалар 
РистччоТ0Пилади’ сунгра характе
р ы  Р1 ИНГ Х о=х^ ’ У«=
ТаДапил;ДоГ -2°(*) эгри чизик нук- 

Утишидан ва яна айрим

X-X/U

Хо =Х,($) 
Уо “ Уо (S) 
Z,=Zo(S)

73- чизма
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шартларни каноатлантиришидан фойдаланиб, бир параметр 
x = x ( t ,  s), y = y ( t ,  s) z =  z(t, s) эгри чизиклар оиласини ТоРпЛи 
миз (бунда s ни параметр деб хисоблаш мумкин). Бу эгри чизиклар-Г 
ётувчи нукталарнинг туплами изланаётган интеграл сиртни ташка 
килади, z — z (x , у) функция л

F (х, у, z, р, q) = 0  ( 12.43)
тенгламанинг интеграл сиртидан иборат булсин. (12.43) айниятни 
х ва у буйича дифференциаллаймиз:

F .+ P F ,  +  F & + F , % - = 0 ,

F . +  l F . + F , % + ? < % = « ■

AAL =  AR. булгани учун аввалги тенгликларни куйидагича ёзиш
d x d y J
мумкин:

F .+ p F .  +  F , f + F ^ - 0 .  

F . + 1 F . + F * L + F , % - 0 .

dp

(12.63)

Бу тенгликларда z ни х ва у нинг маълум функцияси деб хисобланади. 
р ва q га нисбатан квазичизикли булган тенгламаларнинг (12.63) сис- 
темаси учун характеристикалар тенгламаси куйидагича ёзилади: 

dx __dy __  dp dx _  dy __ dy
Fp ~  F„ *  FX +  PFZ ' F„ Fq Fy +  qFz

ёки бу икки системани бирлаштириб, ушбу
dx _ dy _  . d p  _  dq _ d f  (I2.64)
Fp Fq Fx +  PFi Fq+ q F,

куринишда ёзишимиз мумкин. 
z функция p ва q лар билан

dz =  pdx +  qdy
тенглама билан богланган булгани учун, характеристика буйлаб

% r= p T i - + q -M -=BpFp + qF <

ёки
л* - d l  (12-б5)

pF ,+qF ,
аи-А бИР

тенглик хосил булади. (12.65) эса (12.64) системани .̂иЛиб. 
тенглама билан тулдириш имконини беради. Шундаи 
функцияни (12.43) тенгламанинг ечими деб хисоблаб, уш°>

dx dy _  dz _  dp _  dq (12-65)
F „ ~  Fq ~  pFp +  pFq Fx+ pF . Fy +  qFx
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истемага келдик. (12.65') тенгламалардан (12.43) тенгламанинг 
C =  z(x, у) ечимини билмаган *олда x = x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  z = z ( t ), 
Z =  p(/) Q =  Q(t) функцияларни топиш мумкин, яъни характеристи- 
Ркалар дёбаталувчи

x = x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  z =  z (t)  
эгри чизикларни хамда ушбу

Z - z  =  p ( X - x ) + q ( Y - y )  (12.66)
текисликнинг йуналишини аникловчи p = p ( t )  ва q =  q (t)  сонларни 
х ар а к тер и сти к ан и н г  х,ар бир нуктасида топиш мумкин. Характеристи
ка ва унинг кар бир нуктасига оид ( 12 .66) текислик биргаликда 
характеристик кенглик (полоса) дейилади.

Энди (12.43) тенгламанинг интеграл сирти характеристикалардан 
тузилиши мумкинлигини курсатамиз. Аввало (12.65') системанинг 
интеграл чизиги буйлаб F функциянинг кийТиати узгармас, яъни

F(x, у, z, р, q) = С
булишига, бошкача айтганда F(x, у , г, р , q) функция (12.65) система- 
нйнг биринчи интеграли эканлигига ишонч косил килиш кийин эмас. 
Хакикатан, (12.65') системанинг интеграл чизиги буйлаб:

dF(x, у , 2 , р, q ) = F ± + F £ + F t% - + F ± + F ± =
dt dt р dt * dt

= F xFp +  FyFq +  Fz(PFp +  qF<l) - F R(Fx+ p F , ) - F 4(Flf +  qFi ) = 0 .

Демак, (12.65') системанинг x,ap бир ечими буйлаб куйидаги 
муносабатлар уринлидир:

F(x, у, 2 , р, q ) = C  C = F ( хо, уо, г 0, Ро, qo)•
(12.65') системанинг интеграл чизиклари буйлаб (12.43) тенглама 
каноатлантирилиши учун x0(s), yo(s), z0(s), po(s), qo(s) бошлангич 
кийматларни шундай танлаш керакки, улар

F(x  о, у о, г о, ро, qo) — О
тенгламани каноатлантирсин. Бу тенгламани каноатлантирадиган 
*0=20 (s),  y0= y 0(s), Zo=2o(s) ,  po=po(s), qo=qo(s) бошлангич 
шартларда (12.65') системани интеграллаб, x —x(t ,  s), y = y ( t ,  s), 
2 ~ z ( t ,  s), p = p ( t ,  s), q — q(t, s) ларни топамиз. s нинг тайин 
кийматида характеристикалардан биттасига эга буламиз:

x = x ( t ,  s), y = y ( t ,  s), z = z ( t , s).
* ни узгартира бориб бирор сиртни косил киламиз. Бу сиртнинг кар 
бир нуктасида р = р ( / ,  s ) , q =  q(t, s) булганда (12.43) тенглама
каноатлантирилади, аммо шу билан бирга р = ™ ,  <7= - ^  ёки dz =

==Pdx-\-qdy муносабатнинг уринли ёки уринли эмаслигини аниклаш 
^ерак. Охирги тенгликни х  ва у лар s ва t узгарувчиларга боглик 

Улгани учун бундай ёзиш мумкин:

2 4 -
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Бу тенглик эса ушбу

Д . +  Д £ ._
02.67)дs ^  ds ds °  *

d z __ A
Р  dt dt dt 0 2 .68)

иккита тенгламага эквивалентдир. (12.65') системага асосан
дх с

П Г = Р °' ~ = p F p+ q F Q

булгани учун 
кисоблаганимиз учун

зга деб 
—  ларни ёз-

р' дt '  « ’  dt р ' '1 ‘ ч

(12.65') системада s тайин кийматга
дх ду дг „  dx du dz

Jn\ ИГ' ИГ лар УРнига  ИГ’ ИГ’ 
сак, (12.68) тенглик бажарилади. (12.67) тенгликнинг айниятга 
айланишини исбот килйш учун унинг чап кисмини и оркали белгилаб 
оламиз, яъни

н  ds ' 4 ds ds

и дан t буйича косила оламиз:
ди
ИГ

др дх dq ду___  _________ д2у d2z
dt ds п  ' '  dtds _ г  dt ds ” г ч  dtds dtds

( 12 .68) айниятни 5 буйича дифференциаллаймиз:
dp дх д2х | dq ду . д?у d*z
ds dt r  dsdt ds dt “ dsdt dsdt

Аввалги тенгликдан кейингисини айирамиз:
d u __ др дх , dq ду др дх dq ду

: о .

dt dt ds dt ds

ёки (12.65') тенгламаларга асосан

ds dt ds dt

— =  — (F  4-pF  )— ■— (F +  qF __F F — =dt ' ‘ х ' Г ' г Г а *  V'y г  4 ' г! я „ Г р а „ г «
дх
ds ds р ds Q ds

I r ) -
F(x, y, z, p, q) = 0  тенглама F функция аргументлари урнига x(i,  s), 
.... q(t, s) ларни куйганда айниятга айланади. Ш у айниятни s буйича 
дифференциаллаймиз:

F р  _l  р  Д__|_ р ЁЕ_ I р  -£i.= 0
’ У Я. ' ^ Л -  • 1 Р “  '  Ч Л - -----и -

дх
х ds у ds 1 ds р ds 1 * q ds

Кейинги икки тенгликнинг биринчисидан иккинчисини айириб, ушбу
ди
ИГ ds ^  ds ds )
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ёки
д и

~ д Г
=  -  F M

тенгламани хосил киламиз. Бу оддий дифференциал тенгламани 
интеграллаб, и ни топамиз:

Sf2<u

и = щ е

бу ерда и̂  =  и1=и. Охирги тенгликдан куринаяптики, и нинг нолга
айланиши учун ыо =  0 булиши зарур ва етарлидир, яъни *o(s), yo(s), 
zo(s), po(s), <?o(s) бошлангич функцияларни шундай танлаш керакки, 
улар ушбу

dx<> , _ /_ч аУо dzv :0

тенгликни каноатлантирсин. Шундай килиб, Коши усули билан 
(12.43) тенгламани x o = x a(s), </o =  t/o(s), z o = z 0(s) бошлангич 
шартларда интеграллаш учун ушбу

№ )  (s) .  y«(s), A,(s), pu(s),q„(s)) =  о,
dx, ,  du. ,  dz„

Po(s) ^ + q»(s )-£ — ^ - = 0
d s  d s

тенгламалардан p0=po(s ) ,  qo =  qo(s) функцияларни аниклаб, сунгра 
(12.65') системанинг / =  0 да x = x o (s ) , y = y 0(s), z =  zo(s), p = p 0(s), 
q =  qo(s) бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш 
керак. (12.65') система ечимларидан учта

x = x ( t ,  s), y —y(t,  s ), z =  z(t, s)
функция (12.43) тенглама изланаётган интеграл сиртнинг парамет- 
рик куринишдаги тенгламасини беради.

5. Умумий хол. Юкорида баён килинган Коши усулини п та эркли 
узгарувчили хусусий хосилали ушбу

*4*1, * 2 ...... Х п ,  и ,  р I, Р 2, .... р п ) =  о (12.69)

^бунда / = 1 , 2 , .... п ^тенглама учун хам бевосита умум-

лаштириш мумкин.
Коши масаласи: (12.69) тенгламанинг берилган (л — 1 ) улчовли

ХЮ— *,o(S |. •••> S . - l ) ,  *

Ыц =  Ц |(5 | ,  S.i, Sn_ | )

П,

(12.70)

4И̂ ТДан утувчи п улчовли и — и (х | , х 2, .... хп) интеграл сирт топилсин. 
знддаги мулохазаларни такрорлаб, ушбу
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dx\ dx. dx„ du

Fn F* Fr,
i

dP\ dPn w/
^ ,+ P i fu F* + P J u (12.71)

(2л + 1 ) номаълумли (2л + 1 ) та тенгламалар системасини хосит 
киламиз. Вактинча функцияларнинг бошланеич кийматлари

Pto=pio(s\, S2...... s „_ i ) ,  / = 1 ,  2, л (12 72)
ларни маълум деб фараз киламиз. У холда (12.71) системани (12.70)
(12.72) бошлангич кийматларда интеграллаб, куйидагиларни хосил' 
киламиз:

x ,= x ,( t ,  s „  .-

toaiia

•> Sn — i
Pi—P, (t* st, .". S„

« =  1 , 2, ..., Л.

(12.73)

«ь s2, .... s„_ 1 параметрларнинг тайин кийматларида 
Xi=X,(t, s........ s„ ,), u =  u ( t , s „  .... s„_,)

тенгламалар (jclt jc„, и ) узгарувчиларнинг фазосида характеристи- 
калар деб аталувчи эгри чизиадарни аниклайди, р, =  р,(/, sit ..., s«-i) 
сонлар эса характеристикаларнинг хар бир нуктасига утказилган 
ушбу

U - u = X p l ( X , - x l ) (12.74)
I* I

текисликларнинг йуналишини аниклайди. Характеристикалар
(12.74) текисликлар билан биргаликда характеристик кенгликлар 
(полосалар) дейилади.

sI, s 2, .... Sn— I параметрлар узгарганда (л — 1 ) улчовли
(12.70) сиртдан утувчи (л— 1) параметрли * ,= * , ( / ,  Si, .... s „ - i ) .
u — u ( t , Si...... s„_ i )  характеристикалар оиласига эга буламиз. Энди
(12.72) функциялар аник танлаб олинганда изланаётган л улчовли 
сиртнинг (12.73) характеристикалар оиласида ётувчи нукталардан 
ташкил топишини курсатамиз. Бунинг учун куйидаги икки айният- 
нинг бажарилишини курсатиш керак:

1) F (x | (/, Si, ..., s „_ i ) ,  .... xn(t. Si, .... s „_ i ) ,  u(l,  si, ..., s„_ i) .  
p i{t .  S i ,  ..., sn — i ) ...... pn(t, sy, .... Sn_i)) =  0,

P, =  4 ~ , i = 1, 2, .... n ёки d u =  £ p,dx, .
OX‘ /=1
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Дявало (F (x ...... . х„, и, р ........ рп) функция (12.71) системанинг
биринчи интеграл и эканини курсатамиз. (12.71) тенгламаларга
асосан

" _ dx.
F (x ........  хп, и.pt , ...,рп) =  Z F ^ - + F n̂ -  +

dt dt dt

dP,+  Z F ^ = Z F ^  +  FuZp,Fp- Z F l)AFXi +  PiFu) - 0  .

Демак, (12.71) системанинг интеграл эгри чизиклари буйлаб 
куйидаги муносабат уринли:

бунда

F(x .............. и , Pi, .... р„)— С

С F (х |(|, ..., хм, и,,, Р|„, ..., р„и) ■

Шундай килиб, (12.73) функциялар (12.71) системанинг интеграл 
чизиклари буйлаб (12.69) тенгламани каноатлантириши учун 
#,(.<>,, ..., $„_,) бошлангич кийматларни шундай танлаш керакки,
ушбу

F ( X t o ( S i ,  ..., •S,, — | ), •••> Х пц ( ,  ..., S„_|), Ц, (S|, ..., S „ _  |) ,

*■*» l)» *••» P„u(S|. ■■■» | ) ) ==0
тенглик бажарилсин. Энди.

/I
d u =  Z p,dx; ,

/=1

аиниятнинг тугрилигини текшириб куриш керак. Охирги айният 
куиидаги п та айниятга эквивалентдир:

-5“ у  „  дх‘ __п

ди " <4 - , о ,
d s j d Sj ~  ° ’ ’ 2’ П  ’

(12.75)

(12.76)

(12.75) айниятнинг тугрилиги. (12.71) системага асосан келиб 
Кади- Хакикатан, (12.71) тенгламаларга асосан:

ди " „
^  Plpp,' яI РР:' 1 ’ П•

Бу д е, du dXj
HAci оиз ва урнига хусусий *осилалар ёздик, чунки
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(12.71) системада барча s, лар тайин деб хисоблаган эдик. Демак
а,, " дх, " "

(12.76) айниятларнинг уринли эканини исботлаш учун уларнинг чап 
кисмини и, оркали белгилаб оламиз:

ди
и ~ ~ а Т

" дх,
' , - f  А ~дГ' / =  *’ 2 ’ п ~  1 •

Uj ни t буйича дифференциаллаймиз:
ди. д2и

* р , -

дх.
dl dtds( , _ |  ‘ dtdSj

£  ЭР,
dt ds. (12.77)

(12.75) айниятни s, буйича дифференциаллаш натижасида хосил 
булган ушбу

дГи
-  2 РгdxdSj , = | dtds.

айниятни эътиборга олиб, (12.77) тенгламани куйидагича ёзиб 
олишимиз мумкин:

^  =  2  —  —  — v  др‘ дх'
dt J=t | dSj dt , „ |  dt ds(

(12.71) системага асосан:
dp,ди дх,

dt 1=1 ds,

V ( Р дХ‘ 1 р дрЛ  I P  ди Р ( ди V „ дх‘ \

F = 0 айниятни s, буйича дифференциаллаш натижасида хосил 
булган айниятга асосан аввалги тенглама куйидагича ёзилади:

ди
/ = 1 ,  2, .... п.

Бу оддий дифференциал тенгламани интеграллаб, унинг ушбу

1 /•'„«ft

и, =  ttfe 0

ечимини топамиз. Демак, ц, =  0 айниятнинг бажарилиши УЧУН

ди0
и■1 =  и,„ш.0 еки

ds.
У п  дХ‘°,=А'̂ Г : О

булиши зарур ва етарлидир. Шундай килиб, (12.69) тенгламанинг 

(п — 1) улчовли
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(Xm = i ^ ( s , ,  .... s„_,),  z =  l ,  2, .... n.

\  =  «,>(«. $ , - 1)

гиртдан Утувчи интеграл сиртни топиш учун pi0(s t) 
бошлангич кийматларни ушбу

F ( х ю» •••> хпо> До» Ао> —» Д,о) =  0  ,

<5s, 2 A o~ L = ° .  / = • •  2 . л - 1
i -  I

.... S „- l)

(12.78)

генгламалардан аниклаб (албатта, бу системани р,о ларга нисбатан 
ечиш мумкин деб фараз киламиз), сунгра (12.71) системани 
(у мавжудлик ва ягоналик теоремаларининг шартларини каноатлан- 
тиради деб фараз киламиз) ушбу

*, 0 ( $  1 > ••*

«оII

> sn — 1 ) >

Д о — До ( Д » ••» sn- t )  .

i = l ,  2 , ..., n
бошлангич шартларда интеграллаб, унинг куйидаги ечимини хосил 
киламиз:

X , = X , ( t , A. •••i Sn — 1
u =  u ( t . S|, . Sn- l )

p , = p ( t , S|, . Sn- l )
i =  1, 2, ..., n.

(12.79)

(12.80)

(12.79), (12.80) функциялар изланаётган интеграл сиртнинг парамет
рик тенгламаларидан иборатдир.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
z =  pq+  1

тенгламанинг уо =  2 , 20 =  2*0 + 1  тугри чизикдан утувчи интеграл сирти топилсин. 
Бернлган тугри чизикнинг тенгламасини параметрик куринишда ёзиб оламиз:

*o =  s, i/o =  2, z0 =  2 s + l .
(12.78) тенгламалар куйидаги куринишга эга бУлади:

2s — p0qo, 2 — ро =  0.

!п97РДаН Р°' 1,0 6oujJlaHFH4 кийматларни аниклаймиз: ро =  2, q0 =  s.
I) система ёки (12.65) система ушбу

dx dy dz dl1
Д .  — q ~ — p ~ — 2p q ~ —p ~ - q ~

шга эга булади. Бу системани интеграллаб, унинг ечимларини топамиз:

Р ~ С {е ~ г, q =  C2e~ ', х=С.2е ~ ' +  С3, у =  С1е ~ ' +  СА .

z =  С, С.2е~ 21 +  С5 .
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/ = 0 ,  *0 = s ,  уи= 2, 2 y = 2 s + l ,  ри= 2, <?0 = s

болтани учун

р — 2е~~', q =  se ~ ‘, x =  se~ ‘, у  =  2е~ ', г =  2.че~' +  1 . 

Демак, изланаётган интеграл сирт

x =  s e ~ \  у =  2е ~ ‘, z = 2se~ b  + 1  

ёки
г = х у + \

дан нборатдир.
2. Ушбу

Р2+ ? г= 1

тенгламанннг x0 =  cos s, ^o =  sin s, г =  — шартни каноатлантирувчи интеграл сирти

топнлсин.
(12.78) тенгламалар

Ро-Ь«о= •• ^ Ч -p -s in s  — v0coss =  0

куринишга эга булади. Бу тенгламалардан 

Ро =  ±  cos/  , Л \ /  Л \ . /  . л \
'Vs +  б-)

. P o = = tco s(s  — —J

<7»= - Sin(S_t)
бошланрнч кийматларни топамиз. Берилган тенглама учун (12.65) система куйидагича 
ёзилади:

dx dy dz _  dp _  dq
2p ~  2q ~  2p ' +  2q- ~  0 ~  0 ~

Бу системани интеграллаймиз:

P( ~Ci ,  q= C j, x =  2C ,x+ C 3, у ~ 2 C ? t C 4,
z= 2 (C *+ C *)/ +  C5 .

Ушбу

x„= coss, y„ =  sin s, 2ц= y ,  p„=cos +  P» =  sin ( s +  | )

бошлангич шартлардан фойдалансак,

p =  cos ^s +  y j ,  </ =  s i n ^ s + - ^ ,  * =  2<cos ^s +  - ^  +  coss.

y = 2 t sin ■ + - +  sin s, z = 2 t +  ̂  ■

Бу тенгламалардан охирги учтаси изланаётган сиртнинг параметрик тенгламала 
ридан нборатдир. Худди шунга ухшаш р» ва q<, ларнинг бошка кийматларига 
интеграл сиртлар тонилади.
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(12.81)
(12.69) тенгламанинг хусусий холи булган ушбу 

Х у ,  .... х,„ Р у .......  р„) =  О
at

(бунда ^ —=Р п  Я эса уз аргументларининг берилган функциясидир)

ламани курамиз. Юкорида баён килинган Коши усули 
^ 2  8 1 ) тенгламага кулланилганда уни куп холларда Якобининг 
биринчи усули дейилади. (12.81) тенглама характеристикаларининг 
тенгламаси куйидагича ёзилади:

dt dx\ d X n dV
1 дН дН '  у D dV + dV

дру эр» at

dpy dP„
дН dll '
д Х у дх„

(12.82)

Т е к ш и  рилаётган холда аввалги (12.71) системадагига ухшаш 
ёрдамчи эркли узгарувчи киритилишининг хожати йук, чунки унинг 
ролини эркли узгарувчи t уйнаши мумкин. (12.82) системадан

еки

dx,
dt

дН / _| о
dpi * dt д х /  

dt i= i Spy ^  dt

... n ,

(12.83)

dV  v  „ дН „
^ = , h p^ r H -

(12.84)

2п та тенгламадан ташкил топган (12.83) системада номаълум 
функция V иштирок этмаяпти, шу сабабли уни (12.84) тенгламага 
боглик булмаган холда интеграллаш мумкин. (12.83) куринишдаги 
тенгламалар механикада тез-тез учраб туради, уларни каноник 
системалар деб аталади. Н  функцияни эса Гамильтон функцияси 
Дейилади. Коши усулидан фойдаланиб, (12.83) системанинг ечимини 
билган холда (12.81) тенгламанинг ечимини топиш унча кийин 
булмайди. Фараз килайлик, / =  /о, х ,= х ,о , pi=p io  бошлангич 
Кийматлардаги (12.83) системанинг ечими

•Ч  -^ ( Л  4|» •*!()» •••» Рш» Рко) •

Pl= Pl(t ,  -*|0» •••» •*/!«> Р.О» "•> Рпи) :> (12.85)

1= 1 , 2...... п
Я-син. Номаълум функцияни топиш учун х, ва р, ларнинг 

кийматларини (12.84) тенгламанинг унг томонига олиб бориб 
^Уисак, у холда унг томон t нинг функциясидан иборат булади. 

Унгра V квадратурада топилади, яъни
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l^(^> û> - l̂u> •••» ^/lO’ Plll> •••» Pfio) “1“

М а ш и  I. Куйидаги тенгламаларнинг умумий ннтеграллари топилсин:

III. Куйидаги Пфафф тенгламалари интеграллансин:
■ • х ( у — 1) (г — l ) d x + y ( z — 1) (*— l ) d y + z ( x — I) (у— \)d z  =  0;
2. 2 yzdx +  2 xzdy — ху z  dz — 0
3. (2x'2 +  2xy +  2xz2 +  l)dx  +  dy +  2zdz =  0.

IV. Куйидаги тенгламаларнинг тулик ннтеграллари топилсин:
I- p =  2qJ-\-l\ 7. uz =  pq
2. p2q2= \ \  8. z3= p q 2;

V. Куйидаги тенгламаларнинг тулик интегралларидан фойдаланиб, берилган эгри 
чизиклардан утувчи интеграл сиртлар топилсин:

I- px +  qy — pq =  0, jr =  0, z = y \
2 . z  =  px +  q y + ^ ~ ,  у =  0, г =  /  .4

VI. Куйидаги тенгламалар Коши усули билан интеграллансин:
I. z =  pq, х<>= 1, г0 =  уо\

топилсин:
II. Куйидаги тенгламаларнинг берилган шартларни каноатлантирувчи ечимларн

dz 2 dz

= н . x, =  l. u =  x.2 +  x:i.

3- pq =  p +  q\
4- pq =  xy\
5. p2 =  q +  x-
6. q =  xyp2;

9. q2 =  z 2p2 (\ — p2)\
10. pxy +  pq-\-qy — yz =  0;
11. uzpi2 — q =  0;
12. p2 +  q2 +  pq — qx — py — 2z + x y  =  0.

2. z =  px +  qy +  pq, x0 =  l, 2j>=jfg ;

3. p2 +  q2 =  2, *o =  0, z0= y 0 .
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