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Mazkur o‘quv go‘llanma matematika va mexanika bakalavr yo‘na-
lishlarida ta’lim olayotgan talabalarga mo‘ljallangan bo‘lsa-da, undan
shuningdek, matematika kengroq o‘gitiladigan oliy ta’lim muassasalari

talabalari ham foydalanishlari mumkin.
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SO'ZBOSHI

Ushbu o‘quv qo‘llanma «Matematik analizdan ma’ruzalar» (1- gism)
Kitobining davomi bo‘lib, dastur materiallari 6 bob, 39 ta ma’ruzaga
ajratib bayon qgilingan. Bu ikkinchi gism ko‘p o'zgaruvchili funksiya,
uning limiti, uzluksizligi, differensial va integral hisobi, funksional
ketma-ketlik, funksional gatorlar mavzularini o0‘z ichiga oladi.
Qo‘llanmani yozishdagi asosity tamoyillar 1-gismda yozilgan
so'zboshida keltirtlgan bo‘lib, 2- gismni tayyorlashda ham shu
tamoyillarga amal qgilindi.

Mazkur o ‘guv gqo‘llanma matematika va mexanika bakalavr yo‘na-
lishlarida ta’lim olayotgan talabalarga mo'ljallangan bo‘lsa-da, undan
matematika kengroq o‘gitiladigan oliy ta’lim muassasalari talabalari
ham foydalanishlari mumkin.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar Mirzo Ulug‘bek nomidagi
0 ‘zbekiston Milliy universiteti mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o‘qitilish jarayonida yig‘ilgan tajribalaridan
Imkon darajasida foydalanishga harakat qildilar.

Kitob go'lyozmasini sinchiklab o‘gib chiqgib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissalarini go'shganliklari uchun
professor R.R. Ashurov, R.N. G ‘anixofjayevlarga mualliflar minnat-
dorchilik bildiradilar.

QoMlanmaning sifatini yaxshilashga garatilgan fikr-mulohazalarini
bildirgan hamkasblarga ham awaldan o0‘z minnatdorchiligimizni

bildiramiz.

Mualliflar.
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11-BO B
SONLI QATORLAR (davomi)

53- Ta'ruza
Ixtiyorily hadli gatorlarda yaqinlashish alomatlari

1°. Leybnits alomati. Ushbu

(-0'71CN - ¢ - C2+ ¢c3- Cc4+ ...+ (-1)n 1cn +... (1)
gatorni qa_raymiz, bunda ¢, >0, (n=1,2,3,...).
Odatda, bunday gator hadlarining ishoralari navbat bilan o zgarib
keladigan gator deyiladi.

Ravshanki, (1) gator ixtiyority hadli gatorning bitta holidir.
Masalan, ushbu

~ (D«-".1=1 1n
" N 2
gator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan gator
bo‘ladi.

1- teorema. (Leybnits alomati.) Agar hadlarining ishoralari navbat
bilan o‘zgarib keladigan (1) gatorda:

1) cH <c,, (n=1,2,3,...);

1 +...+( 1)"-11+...
3 4 (_) n

2) limc,, =0 bo‘lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

gatorning dastlabki 2m ta (we N ) hadidan iborat gismiy
yig‘indisi
N2M- en~c2 +ci ~ G+ —*com\ ~ com
ni olaylik. Unda "~(m+1) uchun
(D) ~ 2m ("2mH —22)
bo'lib, c2m2 <c2nH bo‘lganligi sababli (bunda c2nHl -c2m2 >0
bo'ladi)

2(mH) > 2> (IN—1,2, 3,...)
bo'ladi. Demak, {52m} ketma-ketlik o‘suvchi.

A



Endi S2nyig'indini quyidagicha yozamiz:

21T ~ N1 2 —£3) ™M —L5) —le ~ (M2Mm2 ~"2mH\ ) —2m’
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada gatnashgan gavs ichidagi
ayirmalarning, shuningdek, canning musbat bo‘lishini e’tiborga olib,

2Tt <A
bo‘lishini topamiz. Demak, {S2m} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

msm =S, (S —chekli son) (2)

mavjud.

Endi (1) gatoming dastlabki 2m — 1ta (me N) sondagi hadidan
Iborat ushbu

Nm-1—1 ~2 73~ + e+ 2m\
gismiy yig‘indisini olaylik. Ravshanki,
2m-l ~2m  2m’

Teoremaning n —°° da c,, -» 0 bo‘lishi sharti hamda (2) muno-

sabatdan foydalanib topamiz:

l[im S2mA = lim(S2n +c¢2m) =S .
Shunday qilib, berilgan (1) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat

ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko'rsatildi. Demak, (1) gator
yaginlashuvchi. »

Masalan, 1-1+1-1+...+ + ... (3)
2 3 4 N

gator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlan-

tiradi. Teoremaga ko‘ra (3) gator yaqginlashuvchi bo‘ladi ((3) gatoming

yaginlashuvchanligi va yig‘indisi In2 ga teng bo‘lishi ko‘rsatilgan edi).
2°. Dirixle—Abel alomati. Faraz gilaylik,

N\, 02) $35 |

M5 729 &7 ¥ 7
IXtiyorly haqiqgly sonlar ketma-ketliklari bo‘lib,
Sn—d\ +@ + o=+
bo‘lsin. U holda V«e N, ¥YTe N uchun



bo'lib, (8) munosabatga ko'ra

(g
<e
k-n
bo'ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko‘ra <e (atorning
K-n
yaginlashuvchanligi kelib chigadi. »
Misol. Ushbu V Coskx COSX+COSZX m. f COSkX+... gator

fl—\ 1

yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda x —tayinlangan haqiqiy son.

ml Agar x =2n boisa, berilgan

io coskx ~ cos2nK 1
oy ~|c ’;:\ K A K
gator garmonik gator bo‘lib, u uzoglashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, X ¢ 2k bo‘lsin. Berilgan gatorda

ak = coskx, bk = 1

belgilashlami bajaramiz.
Ravshanki, [bk} = j*-J ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik

migdor bo‘ladi (k da ol 0).
Endi cos kx qatorning gismiy yig‘indisi S,, ni topamiz:
k=1 k=\
n i n (.
S,, =™ C0Skx =--—--—-—2"2sIn " cos kx =

* 2s1n- a=i



Keyingl munosabatdan, 2n ga karrali bo'lmagan x lar uchun

1
X
Sin -
2
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, {Sn\ ketma-ketlik chegaralangan. Unda

berilgan gator 2- teoremaga ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. »

S <

Mashqlar

1.Quyidagl munosabatda 2n xatolik topilsin:

A T A e | n 11 1 \ 1

2+3-4+"=\ 2+3+4+"7 \2+4
Nl+H v - )" K v J +N =a

® B / Jud

2. Ushbu » -&=-—-—11+- gator yaqinlashuvchanlikka tek-
m nyv '

shirilsin,
54 - Ta ruza

Cheksiz ko‘paytmalar

1°. Cheksiz ko‘paytma tushunchasi. Faraz qilaylik, biror
{} G, @s y., A Q,..
hagigly sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Ular yordamida ushbu

da 213 ... .. D
Ifodani tuzamiz.

(1) 1foda cheksiz ko\paytma deyiladi va u JT cn kabi belgilanadi:
=1

Il & = c\*c2 "c3 e— "Ch— ,
[7=1

bunda Cj,c2,...,c,,... sonlar cheksiz ko‘paytmaning hadlari, c, esa
ko‘paytmaning umumiy yoki n- hadi deyiladi.



Quyidagi Pn =c¢, c2 (n=1,2,3,...)
ko‘paytma (1) cheksiz ko‘paytmaning n- gismiy ko'paytmasi deyiladi.
Demak, (1) cheksiz ko‘paytma berilganda har doim uning gismiy
ko'paytmalaridan iborat ushbu {P, ¥
P',12]*3°®> n>*%*
ketma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,

"T-1 ] -
v v Y
cheksiz ko‘paytmaning n- gismiy ko‘paytmasi
/
> 1_1A1 1“. 1_1

22/ \V/ | 32 \Vi N
13 2 4 W1 [+l 1 /741
2’233 n n 2
K
bo‘lib, ulardan tuzilgan {/>,} ketma-ketlik

3 2 5 3 1 /141
453785 n
bo‘ladi.
[- ta’rif. Agar n —»« da {Pn} ketma-ketlik noldan fargli chekli

P songa intilsa (yaqginlashsa), (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi
deyiladi, P esa uning giymati deyiladi:

limP,,=P, P=N C
e =l

Agar {P, } ketma-ketlik limitga ega bo'lmasa (yoki uning limiti O
bo‘lsa), (1) cheksiz ko‘paytma uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan, yugorida keltirilgan (1 — J cheksiz ko“paytma uchun
1=

. . 1
Iim P, = lim " e—
17— t— 2 /1 2

bo‘ladi. Demak, 1- 1 cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi va
n=2

. . .1
uning giymati r ga teng.
10



2°. Yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmaning xossalari. Aytaylik, biror

G Gug a3 Q..

=1
cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘lsin.
Ushbu
J7) 4T QGnA 'O ' e (2)
Akl

cheksiz ko‘paytma (bunda m —tayinlangan natural son) (1) cheksiz
ko‘paytmaning qoldig'i deyiladi.

1) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lsa, (2) cheksiz
ko‘paytma ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha.

« (1) cheksiz ko'paytmaning qismiy ko‘paytmasi

Pn —(G cQeef 5
(2) cheksiz ko‘paytmaning gismiy ko ‘paytmasi
QK ~ "Ml Q2 " e ' OltHK
lar uchun Pn =Pm -Q[m),

(bunda n=m +k) boiadi. Bu munosabatdan, n ->° da Pn ning
chekli limitga ega bo‘lishidan £ 0 da Q] 1ning ham chekli limitga

ega bo‘lishi; shuningdek, k ->°° da Q[m ning chekli limitga ega

boiishidan, n —°° da Pnning ham chekli limitga ega bo‘lishi kelib
chigadi. »
2) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda

l[im (cm ecmt2 o... ccmit(...) = 1
W=D
bo‘ladi.

4 Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lib, uning
giymati Pbo'lsin. Unda *
Ry GntleCGn2e... -Cnd ... —P
bo‘lib, undan /a-)» da
’\m+1'CIn+2'-'Cmb’c-:~B~ >P—:1

bo‘lishi kelib chigadi. »



3) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
limcg, =1

bo‘ladi.
4 Aytaylik, (1) cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi bo‘lib, uning
gqiymati Pbo ‘Isin:

lim. Ph =1lim(c, c2e... °c,,) = P.
N—

U holda Phn=/», x,, ya’nt ¢, =-p - bo'lib,

r/7-1

limc,=lImA . =p =1
n— n— *n =
bo‘ladi. »

Yugorida keltirtlgan xossalardan quyidagi xulosalarni chigarish
mumkin.

Cheksiz ko‘paytmalaming yaginlashishida, ulaming dastlabki chekli
sondagi hadlarining ta’siri bo‘Imaydi.
Agar cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi bo‘lsa, unda n-> 0 da

ch -» 1 bo‘lganligi sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi had-
larini musbat deb olish mumkin bo‘ladi.

Bu xossalar yaqginlashuvchi cheksiz ko'paytmalarda ularning
hadlarini musbat deb olish imkonini beradi.

3°. Cheksiz ko‘paytmalar bilan gatorlar orasidagi bogianish. Faraz
gilaylik,

=¢ C2 .. C,e., (c,>0, [1=12,.)

cheksiz ko‘péytma berilgan bo'lsin. Bu cheksiz ko'paytma hadlarining
logarifmlaridan ushbu

2 InG,=InJ +1Inc2+... +1Ingc, +... (3)
=1

gatorni hosil gilamiz.
1-teorema. (1) cheksiz ko'paytmaning yaginlashuvchi bo‘lishi

uchun (3) gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yadinlashuvchi bo'lsin:
l[im Pn = l1ir*q ec2m..,,)) = P, (P —chekli son).
12 —»°0 Mm—-s--



U holda (3) gatorning gismiy yig‘indisi uchun
n

S,, =V Inck =InG +Inc2+ ..+ 1Inc, =In(C] ¢c2e... «cC,,)
bll

bo‘lib,
limSn = lim In(c, ec2m..eC,) = InP
bo‘ladi. Demak, (3) gator yaginlashuvchi.

Yetarliligi. Aytaylik, (3) gator yaginlashuvchi bo‘lsin:

n
IimS,, =limV Inck =limIn(c, mc2 ... ec,,) =S .
e
U holda (1) cheksiz ko'paytmaning gismiy ko‘paytmasi uchun

pl—l—c,l ‘/\2 Wooke C]'I =

bo‘lib L[I_I;L = @g;oelr(d a"Q) =e*

bo‘ladi. Demak, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi. »

Ko‘pincha, Olcn cheksiz ko‘paytmani o‘rganishda, uning umu-
VE

miy hadi cnni quyidagicha
ch =1+ a,
Ifodalash qulay bo‘ladi. U holda (1) cheksiz ko‘paytma

=1
ko‘rinishga, cheksiz gator esa

£In(l +0)
-

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Faraz qgilaylik, n ning (ne N) yetarlicha katta qiymatlarida
an >0 (yoki a, <0)
bo‘lsin.



2- teorema. Ushbu 1M (] + an)

[7=1

cheksiz ko‘paytmaning yaginlashuvchi boiishi uchun

n=\

gatoming yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

folo) /00

< Ravshanki, TT(1 + saun) cheksiz ko‘paytma va 2-,an gatoming
n=|
yaginlashuvchi bo‘lishi uchun awalo

Iima, =0

bo‘lishi kerak. Shu munosabat bajarilsin.
Keltirilgan teoremaning isboti

lIm =1
N-+00 ar]

munosabat hamda 1- teoremaning gqoilanishidan kelib chigadi. »
Masalan, bu teoremadan foydalanib, ushbu

1\ . ( 1U, 1A (t.1

cheksiz ko‘paytmaning a > 1 bo‘lganda yaginlashuvchi bo‘lishini

(chunki (a>1) —yaqginlashuvchi),

+1)=a+1).0+IVFfi+1l. (+11-

00 I

cheksiz ko‘paytmaning esa uzoglashuvchi bo‘lishini (chunki

M

uzoqlashuvchi) topamiz.
14



Mashqlar

1. Ushbu Ll (\ +x2"), (Ixlcl)
=1

cheksiz ko'paytmaning yaginlashuvchiligi ko‘rsatilsin Va giymati
topilsin.
1

2. Ushbu |_l
TRL 1+-
[

tenglik isbotlansin, bunda
c=lim |j-In *

TR\ 7
(Eyler o‘zgarmasi).

15
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KOT 0 "ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR,
ULARNING LIMITI, UZLUKSIZLIGI

55- Ta ruza
El fazo. Rmfazoda ochig va yopiqg to‘plamlar

1°. R fazo tushunchasi. Haqiqiy sonlar to‘plami R yordamida
ushbu

RXRx e xR ={(x,,x2,....xm):%X, e R, x2e R, ..., X, e R] (1)
“ mta “

to'plamni (filing dekart ko'paytmalaridan tuzilgan to'plamni) hosil
gilaylik. Ravshanki, (1) to‘plamning har bir elementi m ta x,, X2~ Xxm
hagigly sonlardan tashkil topgan tartiblangan m lik

(X,, X2, ..., X ]

dan iborat bo'ladi. Uni (1) to‘plamning nugtasi deyilib, bitta harf
bilan belgilanadi:

X = (X, X2  X]J.
Bunda x,, X2 xmsonlar X nugtaning mos ravishda birinchi,

Ikkinchi, ..., m- koordinatalari deyiladi.

Agar X = (X,, X2 .., XJ, Yy = y2 .., ym nuqgtalar uchun
X\=M>x2=Yb > xT=Y¥YTbO0‘lsa, x - y deyiladi.

Faraz qilaylik,

X = (X,, X2, oo, XM, V = (v, Y2 ..., V]
lar (1) to‘plamning ixtiyoriy ikki nugtasi bo‘lsin. Ushbu

m
MNY K ~xK
&7 T
miqgdor X vay nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va p(x,) kabi belgilanadi
m
P(X’Y)=J£ (yk~xk) = (2)

Endi masofaning xossalarini keltiramiz:
16 - Ve ' * dvy



1) Har doim p(x,>0 >0 va p(x,y) =0 x =y bo‘ladi.
J1 (2) munosabatga ko‘ra, har doim p(x,”)>0 boMadi. Agar
p(x,.y) =0 bo‘lsa, u holda

(M — 02 —£2) +ee+{¥N~"m) ~0
bo'lib, natijada xI=yl, x2=y2 ..., xm=ym, ya’ni x = y bo‘lishi kelib
chigadi. Aksincha, agar xI=yl, x2=y2 ..., xm-y mbo‘lsa, unda (2)
munosabatdan foydalanib p(x,y) =0 bo‘lishini topamiz. »
2) p(x,y) masofa x va y ularga nisbatan simmetrik bo‘ladi:
P(*,:y) = P0>,*) o
m} Bu xossanig isboti (2) munosabatdan kelib chigadi:

m /' n -~
'Ziyk-Xk) = .£ (xk-YK) =P(y,x).>
= \Va=

3) (1) to'plamning ixtiyoriy
X = (X[,X2,....,xm), y =(yx,y2, ym), Z—M™)22> Zm)
nugtalari uchun
p(x,*) <p(x)y) +p(>,2)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
"4 Ma’lumki, Ixtiyorly ax,az2,...,amva t\,b2, ..., bmhaqgiqgiy sonlar
uchun

m n [Or
X {°k +bk) A ak +,| X bl (3)
k=l V k=i \ k=I

bo‘ladi (garalsin, [1], 12-bob, I-§8; odatda, bu tengsizlikni Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi). (3) tengsizlikda

K~ YK —xk> bk =% ~ YK’ —>) e [9)
deb topamiz:



Bu esa
p(X,z) <p(x,_y) + P(.Y.r)
bo'lishini bildiriladi. »
Shunday qilib, (1) to‘plamda (to'plam elementlari orasida) masofa
tushunchasining Kiritilishini hamda masofa uchta xossaga ega bo ‘lishini

ko‘rdik.
Odatda, (1) to'plam R fazo deyiladi. Demak,
R —{(X],X2,%ee,xm). X s R, x2¢ Xxmo6 RJ.
Endi Rm fazodagi ba’zi bir to'plamlarni keltiramiz.
Aytaylik, biror a =(a,,a2,...,am)g Rmnuqta va r > 0 son berilgan
bo‘lsin.
Ushbu

Br (0) = {&l,x2,...,.xm)g Rm:J(x{- af)2+..+(xm-am)2 <r}
yokl gisgacha,
Br(a) ={xe Rm:p(x,a) <r)
to‘plam markazi a nuqgta, radiusi r bo‘lgan shar (m o‘lchovli shar)
deyiladi.
Quyidagi
Br{a) ={x¢ Rm:p(x,a)<r}
to‘plam R fazoda yopiqg shar,
5°(a) ={xe Rm:p(x,a) =r}
to‘plam esa Rmfazoda sfera (m o‘lchovli sfera) deyiladi.

Ravshanki,
Br(a) = 5r(fl)uS“(«)
boiadi.
Ushbu
| 1 (ML >eeo)fiiIn 127" ) —
=|(X]|,x2 xm)g Rm:a <X <t\ <X2< ,.,am<xm<bm}

to‘plam Rm fazoda parallelepiped deyiladi, bunda a, ,a2
bx,b2,...,om - haqiqgly sonlar.
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2°. Rmfazoda nuqtaning atrofi. Biror x° =(x,°,x2  X°) e Rm

nugta hamda e > 0 son berilgan bo‘Isin.
1- ta’rif. Markazi x° nuqtada, radiusi £ bo‘lgan Rmfazodagi shar
x°e R’ nugtaning sferik atrofi deyiladi va W(x°) kabi belgilanadi:

Ue(x°) ={xe Rm:p(x,x°)<e}.
2 -ta’rif. Ushbu

f1(51,82....6m)={(x1x2,...xmGR" :

N —b <X <AH*+6], X2-52<Xx2<x2+82,...,.Xxm—bm <xm <xm+8m}
parallelepiped x° nuqtaning parallelepipedial atrofi deyiladi va
(J@@Vlstﬂ (x°) kabi belgilanadi, bunda 8, >0,82>0,..., 8, >0.

R nfazodagi nugtaning bu atroflari orasidagi munosabatni quyidagi
lemma ifodalaydi.

Lemma. X° e Rm nuqgtaning har qanday t/£(x°) sferik atrofi olin-

ganda ham har doim x° nugtaning shunday t75 2...9n(x°) paralle-
lepipedial atrofi topiladiki, bunda

Us, &2 (x°)c Ut(x°)

bo'ladi.
Shuningdek, x° nugtaning har ganday "6b&,..8r (x°) parallele-

pepidial atrofi olinganda ham har doim x° nugtaning shunday t/HXx°)
sferik atrofi topiladiki, bunda

Uz(x°) ¢ U8R 8§n(x°)

bo‘ladl.
A x° e Rm nuqgtaning sferik atrofi

Ut (x°) ={xe Rm:p(x, X°) <e}

berilgan bo‘lsin. Demak, e > 0 son berilgan. Unga ko‘ra 8< VA?%
tengsizlikni ganoatlantiruvchi 8 sonni olib, x° nuqgtaning ushbu

Uud(x°) =U "~ b(x0) ={(xI,x2,..., xJe Rm:

g —8<X <X +8 X2—--8B8<X2<X2+8 , xn—8< xm<xm+ 8}
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parallelepipedial atrofmi tuzamiz. Natijada x° nuqgtaning
fle(x°) va Ub(x°)
atroflariga ega bo‘lamiz.
Aytaylik, Vxe Us(x°) bo'lsin. U holda

<5, (k- 12
bo‘lib,
X ~Xk)2 <JX 52 =8¢4m
bo ladi. Yugoridagl 8 < tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:
m
S<x* -x°k)2 <e.
k=\

Demak, p(Xx,x0)< £ bo‘lib, xeU Jx0) bo‘ladi. Bundan

Us(x°) ¢ UE(x°)
bo‘lishi kelib chiqgadi.

X° e Rm nuqgtaning parallelepipedial atrofi

"6|82.8an(* ) - {(*1 )2 >s=»xm) 6
XF -8 <X, <x°+8(,x$-8<x, <x$+8,,..., X° - 8n<xm<x°, +1

berilgan bo‘lsin. Berilgan 8,,82,...,8,,, musbat sonlar yordamida
e = min{8,,82,..,8m}
sonini topib, x° nuqtaning ushbu
tfE(x°) = {xe Rm:p(x,x°) <e}

sferik atrofmi tuzamiz. Natijada X° nugtaning

t/e(x°) va USs2.5m(x°)
atroflariga ega bo‘lamiz.
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Aytaylik, Vxe Ut(x°) bo'lsin. U holda

p(x,x )— ((x» x») ~ -8 (A 1,2,...,w)

bo'lib,
xk ~xk <M1 (k=1,2,...,m)
bo'ladi. Bundanesa xe Us8 3n(x°) bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

Bu lemma Rm fazo nugtasining bir atrofidan ikkinchi atrofiga
o'tish imkonini beradi.

3°. K" fazoda ochigq va yopiq to‘plamlar. Aytaylik, Rm fazoda
biror Gto‘plam (G ¢ Rm berilgan bo‘lib, x° e G boisin.

Agar x° nugta G to‘plamga tegishli bo‘lgan Ues(x®) atrofga ega
bo‘lsa, (t/£(x°) ¢ G) xOnugta G to'plamning ichki nuqtasi deyiladi.

3- taTif. G to‘plamning har bir nuqgtasi uning ichki nuqtasi bo‘ls
u ochiq to plant deyiladi.

1- misol. Rmfazodagi ushbu

Br(a) ={x€ Rm:p(x,a) <r}
shaming ochig to‘plam ekanligi ko‘rsatilsin.
A Vx° e Br(a) nuqgtani olamiz. Unda

r-p(x°,a)
miqdor musbat bo‘ladi. Uni 8 deylik:

8=r-p(x°,a) (22-chizma).
Endi x° nugtaning ushbu

Us(x°) ={xe Rm:p(x, x°) <8}
atrofmi garaymiz.

Bunda Us(x°) ¢ Br(a) bo‘ladi. Haqgi-
gatan ham,

Vx e U&X°) =>p(x, x°) <8 22- chizma.
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bo‘lib, masofaning 3- xossasiga ko‘ra
p(x, @) <p(x, x()) +p(x°,a) <8+p(x°,a) =r
bo'ladi. Demak,
VX € Ub(x°)=x6 Br(x°)e

Bundan Ub(x°) c Br(x°) bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, Br(a) to‘plamning har bir nugtasi uning ichki nugtasi
bo'ladi. Binobarin, Br(a) —ochig to'plam. »

Aytaylik, F ¢ Rm to‘plam hamda x° e R m nuqta berilgan bo‘l-
sin. Agar n° nugtaning ixtiyorty W{”") atrofida (Ve > 0) .Fto'plamning
x° dan fargli kamida bitta nugtasi bo‘lsa, x° nugta F to‘plamning
limit nugtasi deyiladi.

Masalan, ushbu

Br(a) ={x e Rm:p(x,a) <r}
to'plamning har bir nugtasi uning limit nugtasi bo‘ladi. Ayni paytda,

5 ={xe Rm:p(x,a) =r}

to'plamning barcha nuqgtalari ham shu Br(a) to‘plamning limit nuqgtasi
bo‘ladi. Biroqg, bu limit nugtalar Br{a) to‘plamga tegishli bo‘Imaydi.

4- ta’rif. Agar F ¢ Rm to‘plamning barcha limit nuqtalari shu
to‘plamga tegishli boisa, F yopiqg to plam deyiladi.
Masalan,

Br(a) ={xe Rm:p(x,a) <r}
to‘plam (71" fazodagi yopig shar) yopiqg to‘plam bo‘ladi
Biror M ¢ Rm to‘plam hamda x° e Rm nugtani garaylik.
Agar X° nugtaning iIxtiyoriy t/e(x°) atrofida ham M to'plamning,
ham RmM to‘plamning nuqgtalari bo‘lsa, x° nugta M to‘plamning

chegaraviy nuqtasi deyiladi. JI/to'plamning barcha chegaraviy nugtalari
uning chegarasini tashkil etadi. M to‘plamning chegarasi b(M) kabi

belgilanadi. Masalan,

5f(a) ={xel :p(x,0)=r)
to‘plam

Br(a) ={x€ Rm:p(x,a) <r}
22



to'plamning chegarasi bo‘ladi:
3(Afda)) = B?(a).

Agar F e Rmto‘plamning chegarasi (M) shu to'plamga tegishli
bo'lsa, Fyopig to‘plam boiadi. Masalan,

Br(a) = p(x,a) <r}
yopiq to‘plam bo'ladi, chunki
d(Br(a)) =B?(a)*Br(a).
4°. R mfazoda to‘g‘ri chizig va kesma. Faraz gilaylik, Rmfazoda
a=(n),a2,mam), b=(b\,b *b m)
nuqtalar berilgan bo‘lsin. Bu nugtalar koordinatalari yordamida quyidagi

x]=at+b (1- /),
x2=a2t+ (\-1),
............................. (4)
L 1)
ni tuzib, (bunda te R) t o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan Rt fazoning
X (X ,X2,..., Xm)
nugtalarini hosil gilamiz. Bunday nuqgtalar to'plami

X=X ,x2 xm€ Rm:x, =axt +t\ (1-(),
Xx2=a2x+b (1-t),....,.xm=ant+bm(\-t),te J1}

Rmfazoda a ={ax,a2,...,am) va b = (bl,b2,...,om) nuqtalar orgali
o ‘tuvchi to§ Ti chizig deyiladi.
Endi yugoridagl a va b nugtalarning koordinatalari yordamida

tuzilgan (4) munosabatda 0 <t < 1 bo‘lsin. Rmfazoning bunday nuqg-
talari to'plami

{x=(,,X2,...%,,)e Rm:x, =at+6 (1-1), x2=az+b2(1- /),
., Xm=amt +bmi\-t), 0</<1}

Rmfazoda a va b nugtalarni birlashtiruvchi to'g'ri chizig kesmasi
deyiladi.
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N'fazoda chekli sondagil nugtalar beritlgan bo‘lsin. Bu nuqtalarni
birin-ketin to‘g‘ri chizig kesmalari bilan birlashtirishdan tashkil topgan
chizig sinig chizig deyiladi.

Agar M ¢ Rmto‘plamning ixtiyoriy ikki nuqgtasini birlashitruvchi
shunday siniq chiziqg topilsaki, u ushbu M to‘plamga tegishli bo‘lsa,
M bogiamli to'plam deyiladi.

5- tarif. Agar M ¢ Rmto‘plam ochig hamda bog‘lamli to‘plam
bo‘lsa, u soha deyiladi. Masalan,

Br(a) ={xe Rm:p(x,a) <r}

to'plam soha bo‘ladi.

5°, Xususly hollar, m = 1 bo'lganda Rm= R bo‘lib, u barcha
haqiqly sonlardan iborat to‘plam bo'ladi. Bu to‘plamning har bir
elementi to‘g‘ri chizig nugtasini, to'plamning o ‘zi esa to‘g‘ri chizigni
Ifodalaydi.

lkki xXg R, ye R nugtalar orasidagi masofa

p(X,.y) = K-y
x0e R nugtaning atrofi
fle(x0) ={x€ R :p(x,x0) <s}=(x0-e, x0+e)

bo‘ladi.

m = 2bo‘lganda Rm= R2bo‘lib, u barcha tekislik nugtalaridan
Iborat to'plam bo‘ladi. Bu to‘plamning ikki x = (Xx,, X2,y = (y,, Y2
nugtalari orasidagi masofa

p(x,y) =<yl -*1)2+(Y2~X2)2 >

X° = (x0, ) nuqgtaning sferik atrofi

Ut (x°) ={(x,y)e R2:p((x,.y), (x0,y0)) <4 =

={(x,y)e R2:7U-"0)2+0;-0;,0)2 <e}

bo‘ladi.
R 2fazoda ushbu

1(x,.y)e R2:p((x,”), (x0,y0)) <r}
to'plam ochiq, quyidagi
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*»
X
23- chizma

{(x,y)e R2:x >0, y >0 x+y<l}
to'plam esa yopiqg to'plam bo‘ladi. Ular 23- chizmada tavsirlangan.

Mashqglar

1. Agar Gxc Rm, G2 c¢ Rm ochiq to'plamlar bo‘lsa,
Gxu Rm, G2n Rm

to ‘plamlarning ochig to‘plam bo'lishi ko‘rsatilsin.
2. Agar F, ¢ Rm, F2 ¢ Rm yopiq to'plamlar bo‘lsa,

FXVIRm, F2n Rm
to‘plamlarning yopiq to‘plam bo'lishi ko‘rsatilsin.

50- Taruza
Rmfazoda ketma-ketlik va uning limiti

1\ Rmfazoda ketma-ketlik va uning limiti tushunchalari. Aytaylik,
biror qoidaga ko‘ra har bir natural son n ga Rmfazoning bitta

X<>=(x\m\x\n\...,x*), (n=12,..)

nuqtasi mos go‘yilgan bo‘lsin. Bu moslik natijasida Rmfazo nuqgtala
ridan tashkil topgan ushbu

(y(2) wv-*~ vV ) ( v (w) v-(w) \
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yoki gisqgacha,
M) M5 . U)o

to‘plam hosil bo'ladi. Uni FT fazoda ketma-ketlik deyilib, {<n)} kabi
belgilanadi. Demak, P«n)} ketma-ketlikning hadlari Rmfazo nugtalari-
dan i1borat bo‘lib, bu nuqgtalarning koordinatalari m ta

==k 7Yy, L K7} (*-1,2...0)
sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi.
Faraz qilaylik, Rmfazoda Pk

X(1),x<2>, ...,x<">,... (1

ketma-ketlik hamda

(X — N N
nuqta berilgan bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham shunday nOe N son topilsaki,
barcha n > n0uchun

p(x(n),fl) <e,
ya’'ni
Ve >0, Bn*eN, Vn>n0: p(x{n\a)<e
bo‘lsa, a nuqgta {x(n)} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx(W) =a yoki n->°% da x(n) -> a

kabi belgilanadi.
V> nOda

p(x(n), @) <T
tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning nn dan katta nomerli
hadlari a nugtaning W(a) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hoi
(1) ketma-ketlikning limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.
2- tarif. Agar ae Rm nugtaning ixtiyoriy Ut(a) atroti olinganda
ham, {<n} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘lsa, a nuqta <} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

1- misol. Rmfazoda ushbu {x(a)} :{_u"r I M ketma-ketlik-

ning limiti a = (0, O, ..., 0) bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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A Ve > 0 sonini olib, unga ko‘ra «<0o =[~1 + 1 n>topamiz
U holda V7 > nOuchun

yfrr]n - yfm \fm <e

+]
€

p(x(n),a) -p (-, n, e== ) (0,0,...,0))

bo‘ladi. Demak, limx() =a. »

2°. Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz gilaylik, Rmfazoda
Pin } ketma-ketlik va ae Rm nugta berilgan bo‘lsin.
1- teorema. Agar Rmfazoda

x(we=(\mx[m....x()), (n=12,..)

ketma-ketlik
O— ,d,% )
limitga ega bo‘lsa: I|m x(n) =a,
u holda
limx(n) = a,,
H@Oxin) = a2,
HmoxA = am
bo‘ladi.

A Aytaylik lim x{> =a bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan V/? > n0e N
uchun

X(We Ut{a) = {xe Rm:p(x,a) <e}, (Ve >0)
bo'ladi. Ravshanki,

Ut (o) c Ut(a),
bunda
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yoklI gisgacha,
rd) @ M9
to‘plam hosil bo‘ladi. Uni R™Mfazoda ketma-ketlik deyilib, {x"*} kabi

belgilanadi. Demak, {x"} ketma-ketlikning hadlari Rmfazo nuqtalari-
dan i1borat bo‘lib, bu nugtalarning koordinatalari m ta

Ne >}, {*2°}. -» (« =1,2,...)
sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi.
Faraz gilaylik, Rmfazoda {x"}:

» @ @ m
ketma-ketlik hamda

a=(a ,a2,....,.amye Rm

nugta berilgan bo'lsin.

1- ta’rif. Agar Ve> 0 olinganda ham shunday nOe A son topilsaki,
barcha n > n0uchun

p(x(n),a) <e,
ya’ni
Ve>0, 3wl g N, Vn>n0: p(x(n),a)<e
bo‘lsa, a nugta {x"} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx{n) =a yoki n-» °° da x(n) -> a

kabi belgilanadi.
Vv > n0da

p(x(n), a) <e
tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning nOdan katta nomerli
hadlari a nugtaning UHa) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hol
(1) ketma-ketlikning limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.
2- tarif. Agar a<= Rm nuqtaning ixtiyority Uz(a) atrofi olinganda
ham, {}*'} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘lsa, a nuqgta {x()} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

1- misol. Rmfazoda ushbu {x(n)} :'ﬁﬁ’ In’ rk ketma-ketlik-

ning limiti a = (0, O, ..., 0) bo‘lishi ko'rsatilsin.
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4 Ve > 0 sonini olib, unga ko‘ra «w =[~ 4 + ” n*topamiz.

U holda V« > «Quchun

p(x"> ) =p(i, i, ... 0. (00..0) = -A<-i

bo'ladi. Demak, limx4H =4a. »

2\ Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz gilaylik, Rmfazoda

Mk ketma-ketlik va a e Rm nuqta berilgan bo‘lsin.
1- teorema. Agar Rmfazoda

X =(x01"),x<"),..., X<r)), (/7 = 1,2,...)

ketma-ketlik
Q—(@, VR>> 7
limitga ega bo‘lsa: lim x(n) = a,
u holda
lim x[n) = al,
i [N
lim x\n) = a2,
Ifgpoxm) = am
bo‘ladi.

< Aytaylik Iim x(n) = a bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan V« > n0e N
uchun
x(Ne Ut(a) ={xe Rm:p(x,a) <e}, (Ve>0)
bo‘ladi. Ravshanki,
(/, (1) ¢ Uc(a),
bunda
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Ut (a) = {(x1,x2,...,x0)e Rm:
—£ <N <fl+£ 2L~ 272 S @~ N <am+te}-
Keyingli munosabatlardan, V/? > w)uchun
a, - e<Xp) <d +e¢

az2 - e<x§)) < fl2 +e,

yam X}) - ax <e
x\n) - a2 <€ ,
m - Qn <€

bo‘lishini topamiz. Bundan esa

lim xn) = flj,
lim = a2
Hm xyn) =az,
lim xX'> = om

bo‘lishi kelib chigadi. »
2- teorema. Agar Rmfazodagi

Ix"}={(x{n), x‘n), .., xM)}, («=12.)

ketma-ketlik va a = (a,, a2>~>am) nuQa uchun

hmx® 1>
lim x\n) = a2,
lim Xs) = an,

A7->00
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bo‘lsa, u holda {x*} ketma-ketlik limitga ega bo‘lib,

lim x(n) =a

bo‘ladi.
A Teoremaning sharti hamda limit ta’rifidan foydalanib topamiz:
limx) =a =Ve>0 e N, vit> > x(n) - u <%m
limx™) =a2=>Ve >0, 329 e N, VIi>/"D) -4, <

I_iAm x* =am Ve>0 3"mM€N, V«>/E"> xM) - a»

bo‘ladi.
Agar

\[m

«© = Tax{n<|),«<2),..., «<m)}
deyilsa, u holda \/n > n0 da bir yo‘la

x[M-a < =2 (lc—1,2,...117)
tengsizliklar bajariladi. U holda

m m
| <47 -<F>S7 < Y Y
IA /bl
ya m
p(x(a),9) <e
bo‘ladi. Demak,

imxW=a. »
Bu teoremalardan quyidagi tasdig kelib chigadi
Rm fazoda  {x(,)}=[(x,(n), x\n), x%])}  ketma-ketlik

a=1(a,, a2, am) limit:
\Id@ox(n) = a
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ga ega bo‘lishi uchun bir yo‘la

lim x\n) =a,,
/7_
lim x2n) = a2,
[ 1
lIm x™ =—am

n->00

bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu muhim tasdiq bo‘lib, u Rmfazodagi ketma-ketliklar limitlarini
o ‘rganishni sonlar ketma-ketliklar limitlarini o ‘rganishga olib keladi.
Sonlar ketma-ketliklarining limiti esa 6—8- ma’ruzalarda batafsil bayon
etilgan.

Agar (1) ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

Yugorida keltirilgan tasdigdan foydalanib, isbotlanadigan muhim
teoremani keltiramiz. Awalo Rmfazoda ketma-ketlikning fundamen-
talligini ta’riflaymiz.

3- taTif. Rmfazoda PN} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar Ve >0
olinganda ham shunday nOe N topilsaki, \fn > n0, VP> nOlar uchun

p(X<n), X(P))<E£E

tengsizlik bajarilsa, fundamental ketma-ketlik deyiladi.

3- teorema. (Koshi teoremasi) {<>}ketma-ketlikning yaqinlashuv-
chi bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teorema 9- ma’ruzada keltirtlgan 3- teorema kabi isbotlanadi.

3°. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi. FI fazoda mar-
kazlari

e<™> n=1.2,.)
nugtalarda, radiuslari m>0 (n = 1,2,...) bo‘lgan ushbu

B, =Bn (a(l)) ={x<= Rm: p(x, o() <rt}
B2 = Br2 (0(2)) = {xe Rm: p(x, a(2)) < r2},

Bn =BIn(a(n}) = {xe Rm: p(x, a00) <r,,},
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yopiq sharlar ketma-ketligini garaylik. Agar bu yopiqg sharlar ketma-
ketligining hadlari uchun quyidagi

Bl]zB23 .3 Bnz..

munosabat o‘rinli bo'lsa, {Bn} ichma-ich joylashgan yopiqg sharlar
ketma-ketligi deyiladi.

Aytaylik, {B,} Rmfazoda ichma-ich joylashgan yopiq sharlar
ketma-ketligi bo'lsin.

4- teorema. Agar n-» da shar radiuslari mnolga intilsa, ya’ni

limr, =0
W

bo‘lsa, u holda barcha yopiq sharlarga tegishli bo‘lgan a nugta (ae Rm
mavjud va u yagona bo‘ladi.
m} Shar markazlaridan tuzilgan

{a(n)}, (a(w)e Rm, n=1,2,.)

ketma-ketlikni garaylik. Uning fundamental ketma-ketlik bo'lishini
ko'rsatamiz.

Shartga ko‘ra limr,, = 0. U holda

Ve>0, BcoelTV, n>ng: m<e
bo‘ladi. Ayni paytda, yopiq sharlar ichma-ich joylashganligidan bctiyoriy

P>n>n0
uchun Bif [a(P) Br (a(n)))
bo‘lib, p{a(n), a(P)) <m <z 00 ‘ladi.

Demak, {Aa(,)} — fundamental ketma-ketlik. U holda Koshi teo-
remasiga ko‘ra u yaginlashuvchi bo‘ladi:

limaMn =a, (ae Rm).

Bu a nugta Br (a(n)) to‘plamning limit nuqgtasi va Bln(am ) yopiq

bo'lganligi uchun as Br (ii1)) , (n=1,2,...) bo‘ladi. Demak, a —bar-
cha sharlarga tegishli bo‘lgan nugta. Faraz gilaylik, a nugtadan fargli
parcha sharlarga tegishli boigan b nugta (beRnm mavjud bo‘lsin:

e Br (a(m™>), b ¢ a Masofaning 3-xossasidan foydalanib topamiz:
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p(ir, b) <p(qa, a(n)) p ((m) b) <2r,,.

Agar n— °° da r,,-» 0 bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi muno-
sabatdan p(a,b) —0, ya’ni a = b bo'lishi kelib chigadi. »

Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi
deyiladi.

4°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
Rmfazoda {xX*"}.

MO C A ()

«J1

ketma-ketlik berilgan boisin. Ushbu ketma-ketlik

AN, Y, K,
bunda w<nr<.<m<.., [Fed) A=12,..,

berilgan {**} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va u
{x("fc)} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Agar **} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lib,
Hﬂ] Xx() = a

boisa, bu ketma-ketlikning har ganday gismiy ketma-ketligi {x{{k*}
ham yagqinlashuvchi bo'lib,

lim xM*" = ¢
K

bo‘ladi. Bu tasdigning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan bevosita
kelib chigadi.

Aytaylik, Rmfazoda biror M to‘plam berilgan bo‘lsin. M¢c Rm
Agar Rmfazoda markazi (0,0,...,0) e Rm radiusi r > 0 bo'lgan shar

U ={(X], X], s, xm€R . p((x], X], e, xm), (O, 0,..., 0))< r]

topilsaki, bunda
Me U°

bo‘lsa, M chegaralangan toplam deyiladi.

Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz.

5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) Rm fazoda har
ganday chegaralangan ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.
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5° Xususity hollar, m = 1 bo'lganda Rm = R bo‘lib, undagi
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-
ketligi va uning limiti 6—8- ma’ruzalarda batafsil o ‘rganilgan.

m = 2Dbo'lganda Rm= R2 Dbo‘lib, undagi ketma-ketlik tekislik
nugtalaridan iborat

(X, ,Y]), (x2,y2 (X,,, (x,,eR, y,,eR, n=1.2,.)
ketma-ketlik bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {x,} va {y,,} sonlar
ketma-ketliklarining limitlari orgali o‘rganiladi.

Masalan, ushbu

{(-m), (-1)"}: (-1,-1), (11), (-1,-1), .., ((-1)",(-1)"),

ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi, chunki
X, = (—”,>",,= (-)", («=12..)
ketma-ketliklar limitga ega emas.

Mashqlar

1. Agar x° € Rm nugta M<z Rmto'plamning limit nugtasi bo'lsa,
M to'plam elementlaridan tcshkil topgan va X nugtaga yaqinlasha-
digar.

)} (x(n)e M, x(n)*x0, /[7=1,2,..)
ketma-ketlikning mavjudligi ko‘rsatilsin.
2. Agar

H_r;gox(n) -a, (x<>el , aeRm, ~7=12,..)

bo‘lsa, {<’)} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko‘rsatilsin.

57- rna ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limit

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, Rm
fazoda E to‘plam berilgan bo‘lsin. Ec R”

1- ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir x = (X, ,x2,...Xxm) nudtaga
biror/goidaga ko‘ra bitta hagiqiy n son mos qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘p-



p(o, b)<p(a, fi(*)) + p(o(n), b) <2r,.
Agar ?—°°da r,,-» 0 bo'lishini e’tiborga olsak, keyingi muno-
sabatdan p(a,b) = 0, ya’ni a = b bo‘lishi kelib chigadi. »
Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi
deyiladi.
4°, Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
Rmfazoda {**}

O @ xo
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ushbu ketma-ketlik
Y, (@) Ve
bunda fil <n2<..<g*< ikeN, k- 12,..,
berilgan {*'} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va u
{*(«*)} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha

gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.
Agar {x"} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

I.iﬂbx(n) =a

bo‘lsa, bu ketma-ketlikning har ganday qismiy ketma-ketligi {x(n*)}
ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

limx”" *=a

bo'ladi. Bu tasdigning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan bevosita
kelib chigadi.

Aytaylik, Rmfazoda biror M to‘plam berilgan bo'lsin: Mc¢c Rm
Agar Rmfazoda markazi (0,0,...,0) e Rm, radiusi r > 0 bo'lgan shar

U° ={(xI,x2,....,xm)e Rm: p((x,,x2,..., xO), (0,0,...,0) <r}

topilsaki, bunda
Me U°

bo‘lsa, M chegaralangan to'piam deyiladi.

Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini ishotsiz keltiramiz.

5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) Rm fazoda har
ganday chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.
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5°. Xususiy hollar, m = 1 bo'lganda Rm — R bo‘lib, undagi
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-
ketligi va uning limiti 6—8- ma’ruzalarda batafsil o°‘rganilgan.

m = 2bo‘lganda Rm= R1 bo‘lib, undagi ketma-ketlik tekislik
nuqtalaridan iborat

(x, ,yt), (x2,y2 (X,, ¥YN),..., (X, e R, ¥,,e R, «=12,..)

ketma-ketlik bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {x,} va {y,} sonlar
ketma-ketliklarining limitlari orgali o‘rganiladi.
Masalan, ushbu

{(J«). (_1)»}: (-1,-1), (1,1), (-1,-1), .., ((-D), (-11r), ..
ketma-ketlik limitga ega bo‘Imaydi, chunki

X, =(-D)\ y,,=(-Dn, («=12,.)
ketma-ketliklar limitga ega emas.

Mashglar

1. Agar x° g Rm nugta M ¢ Rmto'plamning limit nuqgtasi bo'lsa,
M to'plam elementlaridan tcshkil topgan va n° nugtaga yaginlasha-
digar.

5SSy (xf) g M, x(M) ©x0, «=12,.)

ketma-ketlikning mavjudligi ko'rsatilsin.
2. Agar

Hl;x(n) =a, (x{n)eRm, ae Rm, «=1,2,.)

bo‘lsa, {"nN} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko‘rsatilsin.

57- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti
1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, Rm
fazoda E to‘plam berilgan bo‘lsin: E ¢ K”.
1- ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir x = (x, ,x2,...xm) nuqtaga
biror/qoidaga ko‘ra bitta hagigiy n son mos qo‘yilgan boisa, E to‘p-
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lamda ko‘p o'zgaruvchili (wta o‘zgaruvchili) funksiya berilgan (aniq-
langan) deyiladi. Uni
f \x —(x,,x2, xm)—m yoki un=/(x) =/(x,,Xx2,....xm)
(x =(x,,x2,....xme Rm, ue R)
kabi belgilanadi. Bunda E - funksiyaning berilish (aniglanish) to ‘p-
lami, n,, X2 xm (erkli o‘zgaruchilar) - funksiya argumentlari,

n esa Xx,, X2, xmlarning funksiyasi deyiladi.
Masalan,/ —har bir

X =(X,,X2,...xm)e M,

M ={xe Rm: p(x,0)<I}
nugtaga ushbu

(Xj ,x2 Xm) = \\ —X] —X2 —... —xm

goida bilan bitta hagigiy 1 sonini mos go‘ysin. Bu holda M ¢ Rm
to'plamda aniglangan

n=71- x2- x2-... - xth
funksiya hosil bo‘ladi.

Aytaylik, u=/(x, ,x2,...,xm) funksiya (ko‘p hollarda bu funk-
siyani n = /(x) kabi yozamiz) EczRmto‘plamda berilgan bo‘Isin.
x° =(x,0,x2,..., x“)e E nuqgtaga mos keluvchi u0 son n = f(x)
funksiyaning x° nugtadagi xususiy giymati deyiladi: .

Berilgan funksiyaning barcha xususiy giymatlaridan iborat ushbu

{«=/(x):xe £} (D
sonlar to'plami n =/(x) funksiya giymatlari toplami deyiladi. Agar
(1) to‘plam chegaralangan bo‘lsa, m=f(x)~ /(x, ,x2,...,xm) funk-
siya E to'plamda chegaralangan deyiladi.

RmH fazodagi ushbu

{(x,/(x)):x =(x,,x2,..xmye I, /(x)e T}

to‘plam ko‘p o‘zgaruvchili u- /(x,,x2,...,xm) funksiyaning grafigi
deyiladi.
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Faraz gilaylik, yugorida garalayotgan /(x,,x2, xm) funksiyada

x\ = GL(0 = PL( )i
x2 = $2(/) = R (1,/2

= ®T(0 = OXK(*1>*2>-11)

bo‘lsin, bunda ®,(0 funksiya (/=1,2,...,/a) T Rk to‘plamda
aniglangan bo'lib, t=(@",t2,...,tk)e T bo'lganda unga mos
X =(x,,X2,...xm)e fm bo'lsin. Natijada

I(x(N)=1(H F¥), q2(70, - tk) s dr (A f > )= h.eee>)

funksiya hosil bo‘ladi. Uni murakkab funksiya deyiladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (x e Rm) E ¢ Rm to‘plamda berilgan,
X° e Rm nugta E ning limit nuqtasi bo'lsin. U holda Rm fazoda
shunday {<}

n(D) )"I(Z) 5 o> ]-I(”)J pony
ketma-ketlik topiladiki, bunda
1) Vije ¥ da x(n)e E, x(n) dx°;
2) n—» da x(n) ->x°

bo'ladi (bunday ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi).
2-tarif (Geyne ta’riif.) Agar

1) Vee N da x(ne E, x(n dx°;

2) 1 ->o>da x(n) -> x°
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy P} ketma-ketlik uchun

a-> da /(x(n))-» N
bo‘lsa,/4son /(x) =/(x,,X2,....,xm) hinksiyaning x° = (x,°, X2,..., X°)

nugtadagi limiti (karrali limiti) deyiladi. Uni lim /(x) = /1 yoki
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Bu ketma-ketliklar hadlaridan foydalanib, ushbu

*(», Y», x<2>, Y2), x<"\' Yi), ..
ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni {"n)}ketma-ketlik deylik. Ravshanki,
bu ketma-ketlikning ham limiti x° bo'ladi: n — da

Z(n)->x\ (z(ne E, z(n)*x°, n=172,..),
Limit ta’rifiga binoan yuqoridagi 8 > 0 songa ko‘ra shunday n0e N
topiladiki, \fn > n°, Vm > n° da

Z{meEn (Us(x°)\{x0},
Z(m)e En(Us(x°)\{x0}

bo‘ladi.
Teoremaning shartidan

[7(rn)-/(z )l <e
tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Demak, {/(<")} sonlar ketma-
ketligi fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Binobarin, u yaginlashuvchi:
n—° daf{dn)-» A
U holda n -> d®da

f(x*)-=A, I(y()->A
bo‘lib, funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra
lim /(x) = A
X-+X
bo‘ladi. »

4°, Takroriy limitlar. Faraz gilaylik, /(x) =/(x,,x2,....,xm) funk-
siya Ee Rmto'plamda berilgan boiib, x° = (x,0,x2,..., x°) e Rm
shu E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

m ta Xj, X2, ..., xmo'zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lgan /(x, ,...,xm)
funksiyada x2, x3, ..., xmo'zgaruvchilar tayinlansa, ravshanki, u bitta
X, 0'zgaruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya
X, —>X® da limitga ega bo‘Isin:

lim /(x,,x2,...,xni) = d| (X2,)3,..., xm) e
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Endi ®,(x2,x3,...,xm) funksiyada x3, x4, Xm o ‘zgaruvchilar
tayinlanib, so‘ngra x2 -» x2 limitga o ‘tilsa,

lim &, (x2,x3  xm)=d¢2(x3,x , " )
X2

bo‘lib, berilgan funksiyaning

lim lim /(x1,x2,...,xm)

2 Xi —

limiti hosil bo'ladi.
Xuddi shunga o‘xshash / (x,,x2, xm) funksiyaning

0°‘zgaruvchilari mos ravishda x°,x°, x° larga intilgandagi limiti

lim lim /(x1,x2,...,xm)

ni ham qgarash mumkin.
Odatda, bu limitlar /(x, ,x2,...,xm) funksiyaning takroriy limitlari
deyiladi. /(x,,x2,...,xm) funksiya argumentlari x,, X2, xm lar

mos ravishda x,°, x2, x° sonlarga turli tartibda intilganda funk-
siyaning turli takroriy limitlari hosil bo'ladi.

Ko*p o'zgaruvchili funksiyaning limiti (karrali limiti) hamda uning
takroriy limitlari turlicha munosabatda bo'ladi. Ular hagida xususiy
holda, keyingi bandda bayon etamiz.

5°. Xususiy hollar, m = 1 bo‘lganda bitta o'zgaruvchiga bog‘lig
bo‘lgan R fazodagi biror to‘plamda aniglangan n =/(x) funksiyaga
ega bo‘lamiz. Bu funksiya va uning limiti 11- va 12- ma’ruzalarda
o‘rganilgan va to‘lig ma’lumotlar keltirilgan.

m = 2boiganda R2fazodagi (tekislikdagi) biror to'plamda anig-
langan ikki o‘zgaruvchiga bogiiq bo‘lgan u=f(x,y) funksiyaga
ega bo'lamiz. Masalan,

u = In(x2+y2-1)
Sj4-x2-y2
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24- chizma. 25- chizma.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami tekislikning ushbu
x2+y2-1>0,
4-x2-y2>0
sistemani ganoatlantiradigan nugtalar to‘plami 24- chizmada tasvir-
langan halgani ifodalaydi:

Ikki 0‘zgaruvchigabog‘ligbo‘lgan u- f(x,y) funksiyaning grafigi
umuman R3fazoda (biz yashab turgan fazoda) sirtni ifodalaydi. Masa-
lan, ushbu

U= X2 +y2
funksiyaning grafigi /13 fazoda 25- chizmada tasvirlangan aylanma
paraboloid bo‘ladi.

Aytaylik, /(x, y) funksiya E ¢ R2 to‘plamda berilgan bo‘lib,

(q_v0 e R2nuqgta E ning limit nuqtasi bo‘lsin. Bu ikki o'zgaruvchili
funksiya limiti ta’riflari quyidagicha bo‘ladi:

Agar: 1) V« e iVda (xn,y,,) e E, (xn,yn) ®(x0,70)>
2)  n->*da (X,,Y,,) - (Xf), 3%)
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {(x,,,yn} nugtalar ketma-ketligi uchun
n -»ooda /(x,, yn) -» A
bo‘lsa, A son funksiyaning (x0, y0) nuqtadagi limiti (karrali limiti)
deyiladi va

lim f(x,y) =A yoki Mm f(x,y) =A

kabi belgilanadi.
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Agar Ve>0 olinganda ham shunday 8 > 0 topilsaki,
0 < p((x,>,),(n:0,>0)) < 8 tengsizlikni ganoatlantimvchi V(x,y)& E da

\f(x,y)-Al<e

tengsizlik bajarilsa, A son/ (x, y) funksiyaning (x0j>0) nugtadagi limiti
(karrali limiti) deyiladi.
Berilgan funksiyaning ikkita takroriy limitlari:
lim lim f(x,y), lim lim f(x,y)
*->*> y-+Y0 Y~>Y0 x->Xx0
bo‘lishi mumkin.
1- misol. Ushbu

, agar x +y~ *0 bo‘lsa,
f(x,y) =mIx2+y2
0 , agar x2+>2 =0 bo‘lsa

funksiyaning (x, .y) (0, 0) dagi limiti 0 bo‘lishi ko‘rsatilsin.
w Koshi ta’rifidan foydalanib topamiz:
Ve >0 son uchun 8 = 2e deyilsa,

0 <p((x,>>),(0, 0))<8

tengsizlikni ganoatlantimvchi V (x,y)e R2 da

Y <lyx2+y2=1p((x,y),(0,0))< 8=e
bo'ladi. Demak, lim/(x,") =0. »
kv
2- misol. Ushbu
f(X,y) — V2y2

X2y 3#(x-A)2

funksiyaning (0, 0) nugtada limiti mavjud emasligi ko‘rsatilsin.
A Ravshanki, bu funksiya

*2\{(0,0)}
to'plamda aniglangan va (0, 0) nugta shu to‘plamning limit nugtasi.
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(0,0) nugtaga intiluvchi {(*>7")}" {(n’~n)} ketma-ketliklarni

olaylik:

hamda * nuqtalarda («=1, 2, 3) berilgan funksiya-

ning giymatlari

bo“iib, [(i-1b 1
bo‘ladi. Funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, berilgan funk-

siyaning (x, .y) -> (0, 0) da limitga ega emasligini topamiz. »
3- misol. Ushbu

o agar x2+y2*0 bo‘lsa,
f(x,y)=
0 ,agar x2+y2- 0 bo‘lsa
funksiyaning (0,0) da takroriy limitlari topilsin.
< Berilgan funksiyaning takroriy limitlarini topamiz:

limf(x,y) =lim ,xy .=0, limlimf(x,y) =0,
I (x.y) m Xy lim lim f(x.y)

lim/ (x,y)=1lim .xy =0, limlim/(x,y)=0.
y_>0

y->0 Jx2+y2 x->0 >->0

Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi takroriy limitlari bir-
biriga teng bo‘lib, ular 0 ga teng. »

) gx_—y M agar X +by *0 bo‘lsa,
4 -misol. Ushbu f(x,y) = Vx+3y
0 ,agar x+by =0 bo‘lsa
funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin.
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A Berilgan funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha boiadi:

im2x=y =-1i, limlim =-1
X->0 x+2¥ 3 *->0 X+3y 3

lim 2x~y = 2, limlim—" =2.

y-»0 X +3] Xx-»0.y->0 X+1y
Ayni paytda, berilgan funksiya (x,y) -> (0,0) da limitga (karrali li-
mitga) ega bo'lmaydi, chunki

(i,1]->(0,0), (1,1)->(0,0)

ketma-ketliklar uchun

17
bo‘lib, ular bir-biriga teng emas. »
5- misol. Ushbu

X +ysin-, agar x *0 bo‘lsa,
f(x,y) =
0 , agar x =0 bo‘lsa
funksiyaning (0,0) nuqgtadagi takroriy limitlari topilsin.
m Bu funksiya uchun
lim/(x,j) =%, limlim/(x,jy) =0
x->0 y->0

j>-»0
bo'lib,

y%g(l_%f(x,y)
esa mavjud bo'Imaydi.

Ayni paytda, (x,y) -> (0,0) da berilgan funksiyaning limiti (kar-
rali limiti) mavjud bo‘ladi, chunki



Faraz qgilaylik, f(x,y) funksiya R2 fazodagi

E ={(x,.y)e R2: |x-x0|<a, \y-~0|<b]
to'plamda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Agar

1) (X,JO -» (x0,Y) daf(x,y} funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud va

lim f(x,y) =A;
Y~*y0
2) har bir tayinlangan x da
lim f(x,y) =cp(x) )
) y-30
mavjud bo'lsa, u holda
lim lim f(x,y)

Xx->xX0 y->yn

takroriy limit mavjud va

lim lim f(x,y) =A

X->*0 y->yo0
bo'ladi.
< Avytaylik, lim f(x,y) =A
ytay JLN (x,y)
Y~>Ya
boisin. Limit ta’rifiga binoan, Ve >0 olinganda ham shunday 8 >0
topiladiki, ushbu
{(xj)ei!l: |x—x01<5, \y-y0|<8}c E
to'plamning barcha (x, y) nuqtalari uchun
\/(x,y)-Aj<e
tengsizlik bajariladi. Keyingi tengsizlikdan, y ->y0da limitga o ‘tib topamiz:
|<p(x) - A\ <e.

Demak, Q%cp(x) =A. 3)
(2) va (3) munosabatlardan

Mol 0=

bo'lishi kelib chigadi. »
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Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema ishotlanadi.
3- teorema. Agar:
1) (x,>0 -> (xq,") da/(x, y) funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud va
lim f(x,y) =A
Yoot

2) har bir tayinlangan y da
lim f(x,y) = <(y)
Y-*Y0

mavjud bo‘lsa, u holda
lim lim f(x,y)
X-tXQ y-*yn
takroriy limit mavjud va
lim lim f(x,y) = A

*>u*0 Y~*Y0
bo'ladi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya uchun bir vagtda yuqoridagi 2- va
3- teoremalaming shartlari bajarilsa, u holda
lim f(x,y)= lim lim f(x,y)= lim I|m f(x,y)

X-*xa x-tXQ y->yQ Y~*Yo x->X
y ->yo

bo'ladi.
Mashglar

1. Funksiya limiti Geyne va Koshi ta’riflarining ekvivalentligi
ko‘rsatilsin.

2. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari keltirilsin.

3. Ushbu

limf(x,y) = A
-
limit ta’riflansin.
4. Ushbu
Xan;O(XZ,y 2)e~Ix+)
y —>+00
limit hisoblansin.
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58- Ta’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
Tekis uzluksizlik. Kantor teoremasi

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Faraz gi-
laylik, f{x)~ /(x 1 x2, x m) funksiya Rm fazodagi E to‘plamda
berilgan bo‘lib, x° e E nuqta E to‘plamning limit nuqtasi boisin.
1- ta’rif. Agar
lim /(x) =/(x°) (D

bo'lsa, /(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz deyiladi.
2- ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar:
1) MWwe N dax” 6 E\
2) n -» o da X1 —x°

shartlarni gqanoatlantiruvchi ixtiyoriy {x"} ketma-ketlik uchun
n-»0 da/ (x") ->/ (x°
boisa, f(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz deyiladi.
3- tarif. (Koshi ta’rifi.). Agar

Ve >0, 35>0, Vxe £fW s(x°), |/(x)-/(x°)j<e
bo‘lsa,/(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz deyiladi.
Umuman, un =/(x) funksiyaning x° e E nuqtadagi uzluksizligi
quyidagini anglatadi:
Ve >0, 36>0, Vxe £fW s(x°), /(x)e fle(/(x°)).
Odatda, ushbu
Au=/(x)-1(x°), (x=(x,,%x2, xm), X°=(x,°,x"))
ayirma u=f(x) funksiyaningx® nuqtadagi orttirmasi (to‘liqorttirmasi)
deyiladi.
Agar
OX, =X, - X,°, Ax2 =X2- X2, AXxm =xm- x*“
deyilsa, u holda
Au =/(Xx,° + AX,, x2+A x2, X“ + X2, X °)

bo'ladi. Yuqoridagi (1) munosabatdan foydalanib quyidagi tasdigni
ayta olamiz:
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f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz boiishi uchun

)!;énqu =0, ya'ni A{rgo Au=0
120
x>0
bo‘lishi zarur va yetarli.
Yugoridagi ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi.
Agar (1) munosabat bajarilmasa,/(x) funksiya x° nugtada uzilishga
ega deyiladi.
4-ta’rif. Agar /(x) funksiya E to‘plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu E to'plamda uzluksiz deyiladi.
Ko‘p o'zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning nuqtadagi to‘lig
orttirmasi tushunchasi bilan bir gatorda uning xususiy orttirmalari
tushunchalari ham Kkiritiladi.

Ushbu
Oxla = [(M1° + [ *b*2.-%3.-.4)- «>E).
N*2u = [(Xj° X%+A*2 ,*3, 4 )- /0 ?.$ 4 ),
&xTU = [(X,°,97,..., X° 4 o+ Y- 1(n?,s AE )

ayirmalar mos ravishda/ (x) funksiyaning x° nuqtadagi x,, x2, XT
olzgaruvchilar bo‘yicha xususiy orttirmalari deyiladi. Ravshanki,

lim Ar,m=0,
Aax, ->0 1
lim 4,un=0,

lim Aw=0 2> >
- ..0

lim O, n=0

tsxm->0 X

boiadi. Biroq, AX —0 da A"n->0 (k- 1,2,....,m) bo‘lishidan

bo‘lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).
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2°. Uzluksiz funksiyalarning sodda xossalari. Faraz gilaylik./(x)
va g(x) funksiyalar Ea Rmto‘plamda berilgan bo‘lib, x°e E nugtada
uzluksiz bo‘lsin. U holda

Cm/(*), H{x)xg(x), f(x)g(x), (9(x°)* 0)
funksiyalar ham x° nuqtada uzluksiz bo'ladi, bunda ¢ = const.
Bu tasdigning isboti 15- ma’ruzadagi mos tasdigning isboti kabidir.
Aytaylik,
*i =g>i(fi,f2>-»f*) = <Pi(0»
X2 =h 2(N,A2»-.1) = ©2(0.
------------------------ @
Xm=adr (N1 ,e> ) —1 (1)

funksiyalarning har biri M e Rkto‘plamda aniglangan bo‘lsin. Bu (2)

munosabat natijasida M to'plamning har bir t = (/, ,f2 ) nug-

tasiga mos keluvchi Rmfazoning x = (xj,x2,...,xm) nugtasi hosil bo*-

ladi. Bunday nuqtalar to‘plamini E deylik. Ravshanki, Ecz * mbo‘ladi.
Faraz gilaylik, E to'plamda

n=/(x) =/(x,,x2,...,xm)
mfunksiya aniglangan bo‘lsin. Natijada
te M »xe E->ug /?

ya’ni ([, ,72 )e M —»(Xj,x2,....xm)e E ->une R bo'lib,

wE=f (X (1)) —F (@5, +) ), D2(NL, see) N )>eemn BT (N *eee>fit)) —

=0 =p(/,,/2,.-,/%)
murakkab funksiya hosil bo‘ladi.
1- teorema. Agar

X,=,(0>x2=¢2(0, «»xm—a¢t (0> (t =(ti,...,tk))
funksiyalar t° = e M ¢ Rk nugtada uzluksiz, u=f(x)
funksiya x° =(x,%°,.x2,....x“)e E e Rm nuqgtada (x,° = ¢,(f°),
x2 = 2(r°),...,x“ = @r (/0)) uzluksiz bo'lsa, u holda/(x(r))=
=/(®1d2 »du) murakkab funksiya t° nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
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4 Shartga ko‘raf{x) funksiya x° nuqtada uzluksiz. U holda ta’-
rifga binoan

Ve >0, 38 >0, V<= E r*Us(x°): i/(x)-/(x°)|<e ©)]
boiadi. Ravshanki.

Vxe En U8(x°) = jx&-x°<C (t=1,2,...m) @
boMadi. Shartga ko‘ra ¢((t) (i - 1,2,..., m) funksiyalar t° nugtada
uzluksiz. Ta’rifga binoan 8 > 0 uchun shunday 8, > 0 topiladiki, bunda

VIig MnUs.(r°): | (0 - (t°) <8
bo‘ladi, /=1,2,....m.
Endi min{81,82,...,8m} =8 deb olamiz. U holda Vte M n{/8(f°)
va barcha i =12 lar uchun
b, (0 - ®0°) <8, yani [x¢- x°[<8
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan \/te M nU s(t°) uchun
[/(x (O )-/(x(f0) <e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, murakkab f(x(t)) funksiya t° nuqtada
uzluksiz. »

3°. TVplamda uzluksiz boMgan funksiyalarning xossalari. Endi
to'plamda uzluksiz bo'lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz.

2 -teorema. Agar /(x) funksiya chegaralangan yopig E c Rm
to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya E da chegaralangan bo'ladi.

< Aytaylik, funksiya shu E to'plamda chegaralanmagan bo‘lsin
U holda

Vije N, 3x(n) g E :j/(x(n)]>n, («=1.2,..)

bo‘ladi. Ravshanki, {x<)}ketma-ketlik chegaralangan. Bolsano—Veyer-
shtrass teoremasiga ko‘ra yaginlashuvchi

{x<*>}, (x("™) g E, k=1,2,..)
gismiy ketma-ketlik mavjud:

K->m da x("*) ->x° va x°g¢g E.



Ayni paytda,/(x) funksiyaning E da uzluksizligidan
K-»° da /(x("))/(x°)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
K ->° da / (x(**)| > nk -» 0

deyilishiga zid. Ziddiyat/ (x) funksiyaning £ da chegaralanmagan de-
yilishidan kelib chiqdi. Demak,/(x) funksiya E da chegaralangan. »

3- teorema. Agar/(x) funksiya chegaralangan yopig Ea Rmto‘p-
lamda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu to'plamda 0°‘zining anig yugqori
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, ya’ni

x()e E, sup{/(x)} =7(x()),

xeE

Bx(,) G E, inf{/(X)}=/(X<**))

bo'ladi.
*4 Yuqoridagi teoremaga ko‘ra/(x) funksiya E to‘plamda chega-
ralangan bo‘ladi. U holda bu funksiya anig chegaralarga ega:
sup{/(x)} = a, inf{/(x)} =b.

Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra
VneN, 3x(Me E:a-*"< f(x(n)<a (n=12,..)

bo‘ladi. Ravshanki, {x(n}chegaralangan ketma-ketlik boiib, undan
{x<"*>} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki,

K -» °° da x(m*-» xr) va x()e E )
bo'ladi. Berilgan funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
K ->00 da /(x ('k))->/7(x(,).
Ayni paytda,

Vne Vdaa- —</(x(*))<a

bo'lib, undan k -> °° da

I(x (™))" o (6)
bo'lishi kelib chigadi. (5) va (6) munosabatlardan
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f(xn)=a=sup{/(*)}, (x*g E)
bo'lishini topaniiz.
Xuddi shunga o'xshash
I(x**) =b=inf{/(X)}, (xr) ¢ E)
bo'lislu isbotlanadi. »
4- teorema. Farazgilaylik, /(x) =/(x, ,x2,...,xm) funksiya bog
lamli Ec R"1lto'plamda berilgan bo‘lsin.
Agar:
1 /(x) funksiya E da uzluksiz,
2) a=(a, ,a2,...,am)e E, b=(bl,b2,....bm)e E
nugtalarda turli ishorali giymatlarga ega:

(f(a) >0, f(b) <0 yoki f(a) <0, f(b)> 0)
bo'lsa, u holda shunday ¢ = (c, ,c2,...,cm) g E nugta topiladiki,

/(c) =0
bo“ladi.

< Aytaylik, /(x) ftinksiya bog‘lamli Ea Rmto'plamda uzluksi
bo'lib,

f(a)< 0, f(b)>0
bo'lsin.

E - bog‘lamli to'plam. Binobarin, a va b nugtalami birlashtiruvchi
va shu to‘plamga tegishli siniq chiziq topiladi. Agar bu sinig chiziq
uchlarini ifodalovchi nugtalarning birida/(x) funksiya nolga aylansa,
teorema isbotlanadi.

Agar siniq chizig uchlarida /(x) funksiya nolga aylanmasa, u
holda sinig chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning bir uchi
a' = (a[,a2,...,am) da f(a')< 0, ikkinchi uchi b’=®"2z>2...,n)
da f(b') >0 bo‘ladi.

Endi /(x) =/(x,,x2,...,xm) ni shu kesma
k ={("i.72. xm)g Rm:x, =a[ +t(b{- a[),
x2=a'+w - ) , xm=am+t{bin- am)}
(0 St <) da garaymiz. U holda



f{a[ +t(b{-a[), a{+t(%-a.i), .., dm+t{,, - am)) = F(t)
bo‘lib, bitta t o'zgaruvchiga bog'liq funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya
[0, 1] segmentda uzluksiz va

F(0)=/(a')<0, F(l) =f(b") >0
bo‘ladi. U holda 16- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra shunday
t0e (0,1) nuqgta topiladiki, bunda

F(to) =0,
ya’ni
f(a{ +0OUW - a[), a2+D0 - af), .., am+t0(bin- am)) =0
bo‘ladi. Agar
c=a[ +ta(b[-a[), c2=ai+t0(%-a'2), .., cm=aim+t0(bm-a'm)

deyilsa, u holda ¢ =(c,,c2, cm)e E nuqgtada

/(c) =0
bo'ladi.
5-teorema. Faraz qilaylik, f{x) funksiya bog'lamli Ec Rm
to ‘plamda berilgan bo'lsin. Agar:
1)/(x) funksiya E da uzluksiz,

2) aeE, beE nuqgtalarda f(a) =A, f(b)-B
giymatlarga ega va A ®B bo‘lsa, u holda A bilan B orasida har
ganday C son olinsa ham, shunday ce E nugta topiladiki, bunda
f(c) =C
boiadi.
A Bu teorema yuqoridagi 4- teorema kabi isbotlanadi. »

4°. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi. Aytaylik,
f(x) funksiya Ecz Rmto'plamda berilgan boisin.

5- tarif Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 8 - 8(e) >0
son topilsaki,

p(x',x") <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x e E, x"e E uchun
\f(x")-f(x")\<e

tengsizlik bajarilsa, / (x) funksiya E to plamda tekis uzluksiz deyiladi.
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Agar f{x) funksiya E to'plamda tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu
to‘plamda uzluksiz boiadi.

4 Hagqgigatan ham, yuqoridagi ta’rifda x" nuqta sifatida x° e E
olinsa, funksiyaning x° nuqtada uzluksizligi, binobarin, E to‘plamda
uzluksizligi kelib chigadi. »

f(x) funksiyaning Ecz Rmto ‘plamda tekis uzluksiz emasligi quyi-
dagicha:
3¢0>0, V8>0, X'eE, 3x'e E, p(x',x") <8:|/(x")-/(x")]| £e0
ko‘rinishda bo‘ladi.

6- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar/ (x) funksiya chegaralang:
yopiq Ec: Rmto‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda
tekis uzluksiz bo‘ladi.

™ Faraz qilaylik, /(x) funksiya chegaralangan yopiq Ea Rm
to‘plamda uzluksiz bo‘lib, u shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘Imasin.
U holda biror e0 > 0 son va V/i e N uchun E to'plamda

p(x(»),y»))<l, (n=123,..)
tengsizlikni ganoatlantimvchi shunday
x»ee, ymekE
nugtalar topiladiki, bunda
[7(x () - £(y ()l >e0
boiadi. Ravshanki,
{x<">}, (xeE, n=1,23,..)

ketma-ketlik chegaralangan. Undan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin:

K -» @ da x(k’ ->x° va x°e E.
Masofa xossasidan foydalanib topamiz:
P('<) . x°) <p(M("ALX (™) + p(x (™), x°) < =7 P(X(A), x°).
Keyingi munosabatdan, Kk ® da limitga o‘tish bilan
y (k)

boiishini topamiz. /(x) funksiya E to‘plamda, jumladan, x°e E
nugtada uzluksiz. U holda k -» °° da
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T(x (*>)-*1(x°), f(y(nk) ->/(x°)
bo'lib, undan
I(x (™)) -1(Y ™))" 0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

|[/(x (™) -1(Y 5F))|>e0
deb qilingan farazga ziddir. Demak,/(x) funksiya £40 ‘plamda tekis
uzluksiz. »

Aytaylik, Rm fazoda biror E to‘plam berilgan boisin: Ea Rm
Ushbu

a= sup p(x',x")
ief,x'ef
miqgdor E to plamning diametri deyiladi.
6- ta’rif. f{x) funksiya Ec. Rnto‘plamda aniglangan bo‘lsin. U holda
w(/,£) = sup {1(x7) - 1(x") 1}
son/ (x) funksiyaning E to plamdagi tebranishi deyiladi.

Natija. /(x) funksiya chegaralangan yopiq £ c Rmto‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda Ve > 0 son uchun shunday 8 > 0 son topiladiki,
bunda E to‘plamni diametri 8 dan kichik bo‘lgan Ek to‘plamlarga
ajratish mumkin:

ﬁjEk:E, Ekn Ei=0, (k™)
va har bir Ek da
oi(f;Ek) <e
bo‘ladi.

A Natijaning shartidan /(x) funksiyaning E to‘plamda tekis uz-
luksizligi kelib chigadi. U holda ta’rifga binoan Ve > 0 uchun shunday
8 > 0 topiladiki, bunda p(x',x") <8 tengsizlikni ganoatlantimvchi
ixtiyoriy x'e E,x'e E nuqtalarda

[1(x")-1(*")|<e
bo‘ladi.
Ravshanki, Vx'e Ek, Vx'e Ek nuqgtalar uchun

p(x',x") <8
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tengsizlik bajariladi. Demak,
11(x")-1(x")|<e.
Keyingi tengsizlikdan

XeE‘SéLerE*{ll(X‘)_/(X')l}q’

ya’ni
co(/;Ek) <e
bo‘lishi kelib chigadi. »
5°. Xususiy hollar, m = 1bo‘lganda Rm= Rva bundagi to‘plamda

berilgan funksiyaning uzluksizligi bir o'zgaruvchili n =/(x) funksiya-
ning (xg R,u< R) uzluksizligi bo‘lib, uning xossalari 15—17-ma’-
ruzalarda o‘rganilgan. m = 2 bo‘lganda Rm= R2va undan M to'p-
lamda berilgan funksiyaning uzluksizligi, ikki o'zgaruvchili n =fix,y)
funksiyaning ((x,.y) g E ¢ R2,u g R) uzluksizligi boiib, uning
(x0,j0)g E nugtadagi uzluksizligi quyidagicha bo'ladi. Agar:

L f{x,y) =/(ab,%)

e
bo‘lsa yoki Ve>0, 35>0, V(X,¥) ¢ En Ud((x0,y0)):

\fix,y)-fix*,yQ\<e
bo'lsa, yoki V«e N da (xn,yn)eE bo'lgan va n-»° da
(X,,Y,) > (X0, ) bo‘ladigan ixtiyoriy {(x,,,yn)} ketma-ketlik uchun
f(X,,,¥,) -» fix0,y0) bo'lsa, yoki

lim f{x,y) = lim [/(» +Ax,y0+Ay) - /(g,n)]=0
A fivsy
bo‘lsa, fix,y) funksiya (x0, p0) nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
1- misol. Ushbu
fix,y)=x+y
funksiyaning R2da uzluksiz bo'lishi ko‘rsatilsin.
4 Ve > 0 sonini olamiz. Unga ko‘ra 5> 0 soni 5=- deyilsa, u
holda
P((x.j>),(x0,j;0)) = A/(x-x0)2+iy- Jo)2 <5
55



tengsizlikni ganoatlantiruvchi V(x,j>)e R2 nuqtalarda
V(=y) = (o y0) =[x+ y - (x0+30) <
<Ix- x01+\y - yoi< 2n/(x - x0)2 <25 =e

boiadi. Bu esa ta’rifga ko‘ra berilgan funksiyaning V(x0,j0)e R2
nuqtada uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »
Aytaylik, /(x,.y) funksiya Ec R2 to‘plamda berilgan boiib,
(x0,.y0)e E bo‘lsin. Ma’lumki, bu funksiyaning to‘liq orttirmasi
A/(x0,j0) =/(*0 + Ax, Yo +Ay)-/(xb».Y 0)>
xususiy orttirmalari
Ax/(n 0»>'0) = f(x0 + Ax, y0)-/(*b> 1).
Ayf(x0,y0) = Axo,y0 + Ay) - f(Xo,y0)

bo‘ladi ((xo +Ax,y0+Ay)e E, (xg+Ax,y0)e E, (x® y0+Ay)e E).

Agar lim AXf(x0,y0)- 0, [lim Ay/(xj,, %) =0

Ox->0
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x0, ) nuqtada x o°‘zgaruvchi bo‘yicha (y o‘z-
garuvchi bo‘yicha) uzluksiz deyiladi. Ravshanki,/(x,j>) funksiya (n*, j0)
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o'zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo‘ladi.

Biroq, f{x,y) funksiyaning (xq, y0) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo'lishidan uning shu nuqtada uzluksiz bo‘lishi
har doim ham kelib chigavermaydi.

2- misol. Ushbu

~xy., agar x2+y2d0 bo‘lsa,
f(x,y) = Xty

0 , agar x? +y? =0 boisa
funksiya (0, 0) nuqgtada uzluksizlikka tekshirilsin.
< Berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi xususiy orttirmalari
AJ(0,0)- /(0 +Ax, 0)-/(0,0)=0,
Ayf(0,0)=/(0,0+Ay)-/(0,0)=0
bo‘lib,
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lim Nx/(0,0) =0, lim A /(0,0) =0
Ox-»0 [.y-»0

bo‘ladi. Demak, f{x,y) funksiya (0, 0) nuqgtada har bir o‘zgaruvchisi

bo‘yicha uzluksiz.
Qaralayotgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi to'liq orttirmasi

Af(0,0) =/(0 +Ax, 0+ ly) - /(0,0) =

Ax2+1ty?2
boMadi. Ushbu
#&EBA/"(O’O)
limit mavjud bo‘Imaydi, chunki
AX = -—--- >0 2 -12
n da AA0,0)=-T a-R =
Ay =- ->0
AX = ----->0 2-1.1
n eda Af(0,0)= N N=1.51
Ay = - 0

Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo'Imaydi. »
3- misol. Ushbu

f(x,y) =- 1

sin2 Ta+sin2 ny

funksiyaning uzilish nuqtalari topilsin.
™ Bu funksiya R2to‘plamning
sin uc = 0,
sinny =0

sistemasini ganoatlantimvchi (x, .y) nugtalarida uzilishga ega. Ravshan-
ki, sistemaning yechimi

{(x,>)e R2; x=ne Z, y=meZ}
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to‘plam nuqtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nug-
talari cheksiz ko‘p bo'lib, ular

{(n,m)eR2, ne Z, meZ}
to‘plamni tashkil etadi. »

Mashqlar

1. Agar biror Ec Rmto‘plam va xcz Rmuchun
p(x.£) =infp(x,j)
yeE
bo‘lsa, ushbu
f(x) =pix,E)

funksiyaning Rmda uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

) 2N -, agar x2+y2>0 bo'lsa,
fix,y) = X+y
0, agar x=y =0 bo'lsa

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
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13-B0 B

KO‘P 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILA
VA DIFFERENSIALLARI

59- Ta’ruza

Ko‘p o°‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
Funksiyaning differensiallanuvchanligi

1°. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Faraz qilaylik,
f (x) =/(x,,x2,....xm) funksiy £c 7Tto‘plamda berilgan bo‘lib,
x° = (x,°x2,...,x°)e E, (x°+/[Ax,x2, x°)e E, (Ox, £0)

bo‘lsin. Bu funksiyaning x° nuqtadagi x, o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy
orttirmasi

A f(x°)=/(*? +Ox,,*2 , )-1(*?, *2, )
Ox, ga bog'lig bo‘ladi.
AXIF(x°)
1-ta’rif. Ushbu lim —L--—----
ax >0 X,

limit mavjud bo‘lsa, bu limit /(x) =/(x,,x2,...,xm) funksiyaning

x° = (x,°, x2, x°) nugtadagi x, o2garuvchisi boyicha xususiy
hosilasi deyiladi. Uni

3/(*° . . 0\
) yekl [,(**)
kabi belgilanadi:
Y(*°) r = Um =N [*$+&*>8,..., &)-/{$,j$,-. £)
dxt xi  mx->0 [ ox,-»0 Ox,

Berilgan funksiyaning bu xususiy hosilasini quyidagicha

f (x )= lim — —
X, -»X* xI-X|

deb ta’riflasa ham bo‘ladi.
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f (xi,x2,...,xm) funksiyaning boshga x2,x3,..., xm o‘zgaruvchilari
bo'yicha xususiy hosilalari ham xuddi shunga o‘xshash ta’riflanadi:

3/(x°) _ &XRf (x> _ +AX2) m)~/(n> Q'--":Q)
2 k=0 AR [0 AR
d/(x°) _ &mf(x°) _ I(*i°

OXT Axm—0

(Ax*<0, k = 2,3,...,m).

Yugorida keltirilgan ta’riflardan ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning
xususiy hosilalari bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligi
ko'rinadi. Demak, ko‘p o'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini
topishda ma’lum jadval va qoidalardan foydalanish mumkin. Jum-
ladan, agar

1(x) =1(x, ,x2,...xm), g(x) =g(x,,x2,...,xm)
funksiyalar Ea Rmto‘plamda berilgan bo‘lib, xe E nuqtada xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda:

1) Vce N: dwk dk
f(x)+g(x)) _ 3/(x) | 99(x).
’ Bxk dxk Bxk
W K »».yiil
dxk dxk dxk

(g(x)*0), k=1,2,..., m

bo‘ladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchanligi.
Zaruriy shart. Aytaylik, /(x) =/(x,,x2,...,xm) funksiya £c Rm
to'plamda berilgan bo‘lib,
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X° = (x,° x2,.., x“)e E, (x°+Ax,x2+/0x2,....x° + [xT)e E
bo'lsin. Ma’lumki, berilgan funksiyaning x° nuqtadagi to ‘la orttirmasi
Iu*0) = /(x° + Ox,, x2 + Ox2, x® + Axm) - /(x,°,x2, x®)
bo‘lib, u Ax, Ax2, OxT larga bog‘lig bo'ladi.
2- tarif. Agar Ox,, Ox2, mm IxT orttirmalarga bog‘lig bo‘Imagar

shunday An A2, A msonlar topilib, funksiyaning x° nugtadagi to‘lig
orttirmasi ushbu

0/4x°®) = N Ax, + N20x2 +... + AmAxm +
+a,0x, +allix2 +...+atAxT (D

ko‘rinishda ifodalansa, /(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
deyiladi, bunda a,,a2,..., am lar Ax,, OAxZ2,..., OxT larga bog'lig va
Ox, -> 0, Ax2 -» 0,..., OxT -> 0 da cheksiz kichik migdorlar.

Agar (x,°,x2, x°) hamda (x° + Ox,, x2 + Ax2,..., x® + [IxT)
nugtalar orasidagi masofa
p=70XP+ Ox2 + ...+ Ox2
uchun Ax, -» 0, Ax2 0,..., OxT -> 0 da
a, ax, +alix2 +..+at[xt = 0(p)
boiishini e’tiborga olsak, (1) munosabat ushbu
Af(x°) = /4, x, +N20x2 + ... + AmAxm + 0(p) (2)

ko‘rinishga keladi.

Odatda, (1) va (2) munosabatlar /(x) funksiyaning x° nuqtada
differensiallanuvchanlik sharti deyiladi.

1-misol. Ushbu

/(X) - /(X,,X2, Xm)=X2+X2+ ..+ X2

funksiyaning V(x,°, x2,..., X®)e Rm nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi ko'rsatilsin.

< Berilgan funksiyaning x° = (x,°, x2,..., x°) nuqtadagi to ‘lic
orttirmasini topamiz:
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A1(x°)= (6° + 0% )2+ (X] + 0x2)2 + ..+ (X + A, )2-
(X2 +xf o+ L+ xT2) = 2x°0x, + 2x° Ox2 +... +

+2x“Oxn + Ox2 + OAx2 +... + Ax2 .
Agar

A\ =2x,°, N2 =2x2,..., AT = 2x®

ay = ID|X77 a2 = |D|X271 an! = IDIX’”
deyilsa, u holda

Af(x°) = N, Ox, + A2AX2 + ... + ATAXT +a,[x, +a2ix2 + .. +aTAxT

bo'ladi. Demak, berilgan funksiya Vx° e Rm nuqtada differensial-
lanuvchi. »

Agar/(x) funksiya Ec Rmto‘plamning har bir nuqgtasida diffe-
rensiallanuvchi bo'lsa, funksiya £to ‘plamda differensiallanuvchi de-
yiladi.

1- teorema. Agar/(x) funksiya x°e Ec. Rmnuqtada differensial-
lanuvchi bo'lsa, n holda funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

< Shartga ko‘ra /(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi.
Demak, funksiyaning shu nuqtadagi to‘lig orttirmasi

OAx0) = /1, Ox, +A20x2 + ... + AmAxm +a,[x, +a20x2 +... +a,,0x,,
bo‘ladi. Bu tenglikdan

lim Af(x°)—0
X ->0
X2 -»0
Ax,,,-»0
bo'lishini topamiz. Demak,/(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz. »

2 -teorema. Agar/(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, n holda funksiya shu nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega va

= Ju<*°)y =4 .~. p,<x°)=4,
bo'ladi.

4 Shartga ko‘ra /(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi.
Binobarin, (1) shart bajariladi. U holda

Ox, @0, Ax2 = Ax3 = ... = Axm =0
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deb olinsa, quyidagi
Av/(x°) =A0x +a, Ax
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikdan topamiz:

A~ = A4 +a3) = A
Demak, X (x°) = Al
Xuddi shunga o‘xshash /(x) funksiyaning x° nuqtada fa (x°),
f (x°),.., f m(x®) xususiy hosilalarining mavjudligi hamda
= [;,ma)=A,, ..., 0 .(*»)-,t

bo‘lishi ko'rsatiladi. »
Bu teoremadan x° nuqtada differensiallanuvchi/(x) funksiyaning
orttirmasi uchun

bf(x°®) = fx] (x°)AX] +f"'2(x°) Ax2 + ... + f'm(x°) Axm +0(p)
bo‘lishi kelib chigadi.

Eslatma./(x) funksiyaning biror x° nuqtada barcha xususiy

hosilalari

5, (x°), 5 (x°),1;3(x°),..., f'jx°)
ning mavjud bo'lishidan, uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo*-
lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).

Yuqorida keltirilgan teorema va eslatmadan/(x) funksiyaning x°
nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega boTishi funksiyaning shu nugtada
differensiallanuvchi bo'lishining zaruriy sharti ekanligi kelib chigadi.

3°. Funksiya differensiallanuvchanligining yetarli sharti. Faraz
gilaylik,/(x) funksiya Ec: Rmto'plamda berilgan bo‘lib, f/6(x°)c E
bo‘Isin (8 > 0).

3- teorema. Agar/ (x) funksiya t/s(x°) da barcha xususiy hosilalarg
ega bo‘lib, bu xususiy hosilalar x° nuqtada uzluksiz bo‘lsa,/(x) funk-
siya x° nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

A Ushbu

(X° +Ax,, x2 + Ax2,..., x® + Axm) e Clg(x°)
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nugtani olib, berilgan funksiyaning x° = (X,°, X2 , X ® ) nuqtadagi
to'liq orttirmasini qaraymiz:

¥(X°) = /(X,0+ [, X2+ Ox2, X° + Oxj- [(xf, x2,x° )e

Bu orttirmani quyidagicha yozib olamiz:

41V ) =[/(x,° +OxY x2 + Ox2)...,x° + [OxT) -
-1 (x,°, x2 +[0x2,..., X° + Axm)] +
+[/(x,0,xR+0x2,...,x° +OXT)- ©)
- (X", x2,x8+ [x3, x® + OxT)]+
oo+ [0, X2, xe_,,xe o+ Oxm) - (X0,%x2,  X°)1.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
I(x,° +Ax, x? +[Ix2, paf +0ab)- /(~, $ + £ +p4n) =
~ 1%, (X1+8| 'O, %2 + 2>+ bXT) Waf,
a2+4n,..., J&+AJfc) =

_x2CR+' 52> + =4 +aMm)e

/(xP,x«)...,x"_I S AxT) -/ (N, pE.., £)= (4)
:fme,?, 4'114+ eTlD-XT)-]'A’
(0<9* <1, k=1,2,..., 1)

Shartga ko‘ra J1 ', [, ..., /*T xususiy hosilalar x° = (x{\ x°,..., x°)
nugtada uzluksiz. U holda

n’ (X!°+Ollﬂ|xn$ +,D|X2,..., XE +|ﬂ| /\): f)x(x°)+a,’
N, (xPN 0+020x2,x° +Ax3,..., 4 +A”)= [ (n")+a2,



bo'ladi. Bunda
Ox, >0, Ox2->0 , Axt -» O da a, -» 0, a2 -»0 , a,, ->0.
Yuqoridagi (3), (4) va (5) munosabatlardan
V) =15, (), +1,2(x°)ax2 (*°)anr +
+a, [x, +al0x2 + .. +atOxT

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,/(x) funksiya x° nuqtada differensial-
lanuvchi. »

Bu teorema f(x) funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishining yetarli shartini ifodalaydi.

4°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi. Murakkab
funksiyaning hosilasi. Aytaylik, ushbu

X, =, (0 = q (/,, 12, eee, tk),
x2 =th2(0 = 2

xm~ a(0 —om(>h >ee )

funksiyalarning har bir N/c to‘plamda,
blI=/(X,,X2,....,XT)
funksiya esa

E ={(X,,X2,..., X,,,)e AT;x, =d,(0,*2 = 2(0, =p*(0}
to'plamda berilgan bo‘lib, ular yordamida
I(,(0, ®(0, T (0)= F (N>72) >
murakkab funksiya hosil gilingan boisin.
4- teorema. Agar x, =, (/,, t2,..., tk) funksiyalarning har bir
(/=1,2,..., m), (r0,/2,...,tk)e M nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lib, / (x,,x2,..., X,,,) funksiya mos (x,°, x2,..., Xx°) nuqtada

*» =, (<?,&...,/?),x$ = ... »», - .4 -fwW ... <))
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda murakkab

f@l(1 " )>® (I>etk) ooy (1, )
funksiya (?,°,/2,..., tk) nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi.
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A (f° t2, /*)g M nuqgtaning koordinatalariga mos ravishda
A?,, At2, mm Atk orttirmalar beraylikki, bunda
+ A2, 12 + At2,..., tk + Atk) g A/

bo‘lsin. U holda har bir x, = i (f,, t2, tk) funksiya (i = 1,2,...,/n)
ham Ax (/ =1,2,...,/w) orttirmalarga va nihoyat /(x) funksiya A/
orttirmaga ega bo‘ladi.

Shartga ko‘ra x, =, (r,, t2,..., tk) funksiyalarning har biri
(r,°, t2>w>rf) nuqtada differensiallanuvchi. Demak,

Ax, = N-AL, +M-AL+ L+ ACAtk +0(p),
1 3, 1 d©2 2 dtk  k

A A4 AXj O AA 2.x9 nso

2=ar | W 2+"+k k+0(p)’
©)
AXn = M a2 +- +1f Atk +°(P)
bo‘ladi, bunda

of (=129, ; =12,..0)

xususiy hosilalarning (/,°, t2, ..., /°) nuqtadagi giymatlari olingan va
p = yjAtf + At] + ...+ At\ =

Shartga ko‘ra / (x,,x2,..., xm) funksiya (x0,x2,..., x°) nugtada
differensiallanuvchi. Demak,

+ATAX2+- +N A HXIAXT +« 28 2+ - + «mAXm (7)

bo'ladi, bunda , (/' =1,2,...,m) xususiy hosilalarning (x,°, x“,..., x®)

a4
nuqtadagi giymatlari olingan va
Ax, -» 0, A2 -» 0,..., Axm->0 da a, -» 0, a2 -» 0,..., a,,, -> 0.
(6), (7) munosabatlardan topamiz:
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Bu tenglikdan ’f\3xj 50 +..+ dxm 0(p) =0(p).

At, -> 0, At2 -» 0, Atk -> 0, ya’ni p->0 da

Ox, -» 0, Ax2 -» 0 , OxT -»Ova a, ->0,a2->0 , at >0
bo‘lgani sababli
a,0x, +alix2 +..+atOxt = 0(p)
bo‘lishi hamda quyidagi

A = M- . N e XTI 1o\
; Ay e A xr Ay

(y = 1,2,...,A) belgilashlar natijasida

O/ = N, 07X+ N202 + ... + AmAtm + 0(p) 9)

bo‘ladi. Demak, murakkab funksiya t° nuqtada differensiallanuvchi. »
Avytaylik,/(x(0) murakkab funksiya yugoridagi teoremaning shart-
larini ganoatlantirsin. U holda

Af 1N\ 9/ *d | A* , Y nt



bo'ladi. Bu hamda (8), (9) munosabatlardan foydalanib murakkab
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha

3/ _ 3/ Xt 3/ x2 | + 9/ ox»

e/l OX]3f] xR 1 OXT

3/ _ 3 RN X2 [t 3 3k,

I 32 :x2 A2 xT IR’
+ N

3* 9%j dp X2 oxT Otk

bo'lishini topamiz.

5°. Xususiy hollar, m = 1 bo‘lganda bir o'zgaruvchili n = f{x)
(x e R, ne R) funksiya hosilasi tushunchasiga kelamiz. Bular ha-
gidagi ma’lumotlar 19-21- ma’ruzalarda bayon etilgan.

m = 2 bo'lsin. Bu holda ikki o'zgaruvchili u="f {x,y)
((x,y)e E a R2,ue R) funksiyaning xususiy hosilalari

f(x+AXx,y)-f(x,y)

ay - AI)E-TO Ay - Alyi/mo Ay
hamda quyidagi
Af =f (x+0x, y+Ay)-/ (x,y) =Abx + BAy +a, Ax + a2lly
differensiallanuvchanlik shartiga ega bo'lamiz.
2- misol. Ushbu f (x,j) =Intg~

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
A Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo'ladi:
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3 -misol. Ushbu
fix,y)= Xty agar (jc,.y) * (0,0) bo'lsa,
0 , agar (x,y) =(0,0) bo'lsa

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
4 Aytaylik, (x,y) * (0,0) bo'lsin. U holda

df _ 9 ( 2xy 2y{x2+y2)-2xy 2x = 2y{y2-x2)
X 3 [x2+}2) ™ (x2+y2)2 (x2n 2)2”
al _ 3 ny J 2X(X2+y2)-2x.y-2y _ 2x(X2-y

dy x2+y2 (x2+y2j2 (x2+y2

bo'ladi.
Aytaylik, (x, y) = (0,0) bo'lsin. Bu holda ta’rifdan foydalanib topamiz:

Y (0,0) = Hm /(0+Ax,0)-/(0,0) = Hm 2;x 0 = Q

X Ox->0 X Ox->0 [Ax3
2/(0,0) = Tt /(0,0+4y)-/(0,0) = Um 24r0 =0 ~
oy fy->0 ay Oy->0 [1y3

4- misol. Ushbu / (x,y) = r/ix2 +y2 funksiyaning xususiy hosi-
lalari topilsin.
w Aytaylik, (x, > ®(0, 0) bo'lsin. Bu holda

a/I_n 2'_ 2x _ X
X dx 2yjx2+y?2 yjx2+y2
dy 2\Jx2+y2 -Jx2+y?2

bo‘ladi.
Aytaylik, (x, y) = (0, 0) bo'lsin. Ta’rifga ko‘ra

3/(0,0) = hm /(0+Ax,0)-/(0,0) = Jim W

1C 4 ,u.>.<->0 ﬂ'X ,El,x—-‘ﬂﬂx ’
3/(0,0) = lim /(0,0tay)-/(0,0) = lim N
ny =9 1Y D=9 by

bo‘lib, bu limitlar mavjud bo'Imaganligi sababli berilgan funksiya
(0,0) nuqtada xususiy hosilalarga ega bo‘Imaydi. »
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f- misol. Ushbu
* 3
X0+>l
O , agar (*,>)=(0,0) be‘lsa

funksiyaikR" (0, 0) nugtadagi xususiy hosilalari topilsin.
A Ta’rifga ko‘ra

, agar (x,>')*(0,0) bo‘lsa,

3/(0,0) = lim /(0o+px,0)-/(0,0) = "

X a<->0 Ax
3/(0,0) = lim /(0,0+Ay)— (0,0) = 0
ay Ay—0 Ay

bo‘ladi. Biroq berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo‘Imaydi.
chunki

!] #N>(O,O)da/(l,l) =ji-A*/(0,0).k

6- misol. Ushbu

Xy
f(x,y) =-Jx2+y2
0 , agar (x,j’)=(0,0) bo'lsa

agar (x,.v)*(0,0) bo‘ls?,

funksiyaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalarining mavjudligi. rmimo
Shu nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko ‘rsatilsin.
A Ravshanki,

9/(0,0) = Um /(4 x,0)-/(0,0) = Q

X >0 [x
3/(0,0) = ]im /(0,Ay)-/(0,0) =0
ay Ly->0 Ay

Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalari mavjud
va ular 0 ga teng.

Bu funksiya (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi bo‘Imaydi. Shuni
isbotlaymiz. Teskarisini faraz gilaylik, garalayotgan funksiya (0,0)
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin:
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A/0,0)=~M gx +&@~0 " +alix +a2f” =

=allx +az20>', (Ax —0 Ay —0 da a, -»0, a2 -» Q).
Ayni paytda,
A7(0,0) =/(0 + Ax, 0+ Ay) -/ (0,0) =/ (Ox, Ay) = -T A4>-T
\ax +Ay
bo'ladi. Demak, -T ~ ¥\ = aiAx +a,[4>\
YAX +lly

Bu tenglikdan, Ox = y >0 bo‘lganda
al+a2= 1

bo‘lishi kelib chigadi. Buesa Ax = fly >0 da a, -» 0, o -» O bo*-

lishiga zid. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada differensialla-
nuvchi emas. »

7 -misol. Agar f(x,y) funksiya R2da differensiallanuvchi bo‘lib,

al
X =rcoscp. y =rsin<p bo‘lsa, lar topilsin.

1 Ravshanki,

f(x,})=/(:mcc3d, /-sine?).
Murakkab funksiyaning xususiy liosilalarini topish goidasiga ko‘ra

A g3 @ . ogp I, ging Of. 1T I dTY

aF ox dr dy dr 7 IN2+y2 y > ,qyJ
S 9 x 3l rsm<?7 f+ /coscp’;9 = "3/ +x13/ >
A x 3U|0 ¥y N Sy 3X

Mashqglar

1. Ushbu

[(*.?2>-(E£) * [(*,>’)=Insin
funksiyalarning xususiy hosilalari topilsin.
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2. Agar
f(x,y) =xsiny +ysinx, Xx=~,y =uv
bo‘lsa, —, — lar topilsin.
dil  dv

3. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar Us(x°) ¢ Rm da aniglangan
bo'lib,

1)/(x) funksiya x° nuqtada differensiyallanuvchi vaf(x0) = 0,

2) g(x) funksiya x° nugtada uzluksiz bo‘Isa,/(x) *g(x) funksiyaning
x° nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4. Ushbu f(x,y) = yjxy\

funksiyaning (0,0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

60- Ta ruza
0 ‘rta giymat haqgida teorema. Yo‘nalish bo‘yicha hosila

1°. 0 ‘rta giymat hagida teorema. Faraz qilaylik, / (x) =
= /(x, ,x2,—xm) funksiya Ecz Rmto‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu
E to'plamda shunday

a—@a,al,..,am), b (~,2,., bm)

nuqtalarni garaymizki, bu nugqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq
kesmasi E to‘plamga tegishli bo'lsin.
Ravshanki, bu kesma ushbu

K = {(x,,x2,....xm)e Rm: x, =a, +/(b, -a,),
x2 =al +t(b? -a2),...,xm=am+t(bm-am), (0 <r<l)}

nuqtalar to'plami bilan ifodalanadi: Kcz E.

1- teorema. Agar/(x) funksiya K kesmaning a va b nuqtalarida
uzluksiz bo'lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalarida differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda ATkesmada shunday ¢ = (c,, cZ,..., cm) nuqta
topiladiki, bunda

m-m=/,  -a>/4" N+ +ITBTFa) (d
bo ‘ladi.
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A f (x) funksiya Kc E kesmada quyidagi

f(x) = f(xxx2,...,xm) =

=/(«l +t(bi -ax),a2 +t(bl-a2),...,am+t{bm-am)), (0<t<l)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu /o ‘zgaruvchining funksiyasini F(t) bilan belgi-

laylik:

F(t) = /(flj +t(I\ - ci\), a2+t (b2-a2),..., am+t{bm-am)).

Ravshanki, F(t) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lib, (0, 1) da

F\t) = fxx(b\~ax)+/; (bj-a2)+... + X (bm- am)

hosilaga ega bo'ladi. Bunda /x ,f 2,..., fXn xususiy hosilalaming

(a, +/(6, - ai),a2+t(b2-a2),...,am+t(bm-am))

nuqtadagi giymatlari olingan.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

F(1)-F(0)=F"'(t0), (0<f0<1).
Agar

F(0) =f(a), F(I) =1(b)
hamda

F'M=fx] («i +'o(*i -O\),ai+to{k -a2),...,am+0@&m-0 )*
x(6, -fl)+/x (q +4 (*,-4), +4 (k -a2),...,am+0 (" -"))x
XZ> -<%)+...+£ (@ t/0(6,-3),.... (4,-OH4,"0
bo‘lishini e’tiborga olsak, so‘ngra ushbu

ax+tQ{by-ax) = cx,

al +%ipi ~a2) = c2,

& "0i"m am)—
belgilashlarni bajarsak, u holda

c=(q,c2,...,cm)eK
bo‘lib, (2), (3) va (4) munosabatlardan

@)

(3)

)
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T -pga)=/;,(Qu -a,)+n;(ckn-< %) + ... +)
bo‘lishi kelib chigadi. »
Odatda, (1) formula Lagranjning chekli orttirmalar formulasi
deyiladi.
2°. Xususiy hollar. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. m = 1bo'lganda
yuqoridagi teoremada keltirilgan formula

f(b) -/(a) =f\c) (b- a)

(ae R, be R, a<c<b) ko‘rinishga keladi. Bu Lagranj teoremasini
ifodalovchi formula bo‘lib, 21- ma’ruzada o‘rganilgan.
m —2 bo‘lganda (1) formula

f(b) - f(a) =/;(cl, -al)+/;(c)(62- 02),
[b ~{bx,bl)e R2, a=(al,a2)e R2, c=(c,,c2)e R2)

ko'rinishda bo‘ladi.

Ma’lumki, n = f(x), (xe R, ne R) funksiyaning hosilasi f\x)
shu funksiyaning o‘zgarishini (o°‘zgarish tezligini) ifodalar edi.
u-/(x), ((x,y)e R2,ne R) ikki o‘zgaruvchili funksiyaning
f* (x,y), fy (x,y) xususiy hosilalari funksiyaning mos ravishda OX

hamda OY o‘glar bo'yicha o‘zgarish tezligini bildiradi. Boshgacha
aytganda, f(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari koordinata o'qlari
yo‘nalishi bo‘yicha hosilalar bo‘ladi.

Endi f(x,y) funksiyaning tekislikdagi ixtiyoriy tayin yo‘nalish
bo'yicha hosilasi tushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya Ecz R2to‘plamda berilgan boi-
sin. Bu funksiyani Dekart koordinatalar sistemasida tasvirlangan
[) = (x*,Jo) nugtaning Ub(A0)czE, (8 >0) atrofida garaymiz.
Ushbu A =(x,>cY 8(A4,) nuqtani olib, A0 va A nuqtalar orqali
to‘g‘ri chizig o‘tkazamiz. Undagi ikki yo‘nalishdan birini musbat
yo‘nalish (26- chizmada ko‘rsatilgandek), ikkinchisini esa manfiy
yo‘nalish deb gabul gilamiz. Bu yo‘nalgan to‘g‘ri chizigni 1 bilan
belgilaymiz. AOva A nuqtalar orasidagi masofa

P=P(1>N) =\/(x-X0)2 +(y -y 0)2
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26- chizma.

bo‘lib, bu masofa AOA vektorning yo‘nalishi / ning yo‘nalishi bilan
bir xil bo‘lsa, musbat ishora bilan, aks holda, manfiy ishora bilan
olinadi.

Agar / ning musbat yo‘nalishi bilan OX va OY koordinata
o‘glarining musbat yo‘nalishlari orasidagi burchakni mos ravishda
a va p deyilsa (26- chizma), u holda

X2X0 = cosa, Y =cosB
P P
bolishi topiladi.
1-tarif Agar lim
A->A) p

limit mavjud bo‘lsa, bu limitf(x,y) funksiyaning A, = (x0,y0) nug-
tadagi / yo'nalish bo‘yicha hosilasi deyiladi. Uni

Yy W, , ¢ ¥{x0'Y0)
al oy 3
kabi belgilanadi. Demak, = lim
3/ p
1-misol. Ushbu f(x,y) = ljx*y

funksiyaning (0, 0) nugtada barcha yo‘nalishlar bo‘icha hosilalarining
mavjudligi ko ‘rsatilsin.
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Faraz qgilaylik,/(jc,y) funksiya ochig E<z Rmto‘plamda differensial-
lanuvchi bo'lsin. Binobarin, funksiya E to‘plamning har bir (x,y) e E
nuqtasida

df(x,y)  Bf{x.y)
Ax 7 Yy
xususiy hosilalarga egabo‘ladi. Koordinatalari shu xususiy hosilalardan
iborat bo‘lgan vektorni tuzamiz:

¥(x,y).0 t¥(xy) ] ©)
AX y

bunda / va T - koordinata o'qglari bo‘yicha yo‘nalgan birlik vektorlar.
(6) vektor/ (x,y) funksiyaning gradiyenti deyiladi va gradf kabi bel-
gilanadi:

gdef = i 5
Demak, gradf £to ‘plamning har bir (x,y) nuqtasiga bitta vektorni

mos go‘yuvchi qoida, boshqacha aytganda, ikki o'zgaruvchili vektor
funksiya bo‘ladi.

f(x,y) funksiyaning & = (cosa,cosp) vektor yo‘nalishi bo‘yicha
df%(,’y) QgjjoggjHi Uning gradiyenti orqgali ifodalash mumkin. Hagqi-
gatan ham, gradfva e vektorlaming skalyar ko‘paytmasi

g gradf =cos JIAXW 4 cosft¥IRY) ('7‘§1

bo‘lib, u (5) formulaga ko‘ra éa teng bo‘ladi:
egradf = dri.y) .

Ayni paytda, & va gradfvektorlaming skalyar ko‘paytmasi shu
vektor uzunliklari ko‘paytmasining ular orasidagi burchak kosinusiga
ko‘paytirilganiga teng bo‘ladi:

g gradf = \gradf\ mé\ecos{é ,gradf). ®)

Ravshanki, |c| = 1. (7) va (8) munosabatlardan
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= \gradf (x,y )| *cos (&, gradf (jic,y ))

bo'lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikdan ko‘rinadiki, e hamda gradf(x,y) vektorlar

y
parallel bo‘lganda ——— ning giymati eng katta va u

\gradf(x,y)\ = 3/;2(x,y)+f"2(x,j/)
ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib,/(x,j>) funksiyaning gradiyenti gradf funksiyaning
(x,y) nuqgtadagi eng tez o‘sadigan tomonga yo‘nalgan bo‘lib, uning
uzunligi shu yo‘nalish bo'yicha o‘sish tezligiga teng ekan.

3- misol. Ushbu f(X,y) =x2+2y2
funksiyaning (1, 1) nugtada eng tez o‘sadigan yo‘nalishi aniglansin
va shu yo'nalish bo‘yicha o‘sish tezligi topilsin.

A Ravshanki,

¥(x,y) _ d{x2+2y2) _ov 3/11) _

dx dx *odx
¥(xy) - 9(x2+2y2) _,  2ILy) _4
Ay Ay NAR.
bo‘lib, gradf (1,1) = 21 + 4],

\gradf (1,1)] = n/22 + 42 = 275
bo'ladi. »

Mashglar

1. Aytaylik,/(x) funksiya bog‘lamli Ee Rmto‘plamda differen-
siallanuvchi bo‘Isin. Agar £ to‘plamning har bir x e E << Rmnugqtasida
/(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo‘lsa, funksiya
E to‘plamda o‘zgarmas bo'lishi isbotlansin.

2. Agar/(x,.y) funksiya (0,0) nuqgtada barcha yo“‘nalishlar bo‘yicha
hosilaga ega bo‘Isa,/(x,>>) funksiya (0,0) nuqgtada differensiallanuvchi
bo'ladimi?
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61- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, /(x) =
=/(x,,x2,...,xm) funksiya £ c Il da berilgan bo‘lib. x°=
= (x°, x2, Xm)e E nugtada differensiallanuvchi bo'lsin. U
holda ta’rifga ko‘ra funksiyaning x° nuqtadagi to‘lig orttirmasi

al-(x°) = ax, + M °1ax2+ .. +~-AOxT +o(p) (D
oX ox2 ™

bo'ladi. Bu munosabatda
p=Vaxl+ax[Tr+naxl

bo'lib, fix, ->0,Ax2 -» 0 , [xT -» 0 da p -» 0.

1- ta’rif. f(x) funksiyaning O/(x°) orttirmasidagi

3/(x0) 3/(x°) 3/(x°)
o~ 2

ifoda /(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali (to‘liq differensiali)
deyiladi va

df(x°) yoki df (x°,x2, x°j

kabi belgilanadi:

Demak,/(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali Ax,, Ax2,..., OXT
larga bog°‘lig va ularning chizigli funksiyasi bo'ladi.
Agar

Ox, —dXj, Ax2  dx2, me OxT  dxm

deyilsa, / (x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali ushbu

(2

ko'rinishga keladi. Demalk,
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ni(xe) = df(x°) +0(p).
Keyingi tenglikdan p -> 0 da
A/(x°) = df(x°)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu taqribiy formulaning mohiyati shundaki,
funksiyaning orttirmasi AOx,, Ax2, OxT laming, umuman aytgan-
da, murakkab funksiyasi bolgan holda funksiyaning differensiali
Ax,, Ox2,..., OxT larning chizigli funksiyasi bo'lishidadir.
2°. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning

invariantligi. Aytaylik,

x, =0,(0 =, (r, 2, m),

x2=p2(0 = o (tt,t2......tk),

Xm=bw( = ¢l
funksiyalarning har biri M e Rkto‘plamda berilgan bo‘lib,

£ ={(x,x2,....xT)6 Rm:x, =t,(0 = o,
x2=0 0 =, (r,,12,..., tk) ., xm=0T(0 = o, (/,, 12, tk)}
to‘plamdaesa /(x,,x 2,...,xm) funksiyaaniglanganbo'lsin. Bularyor-
damida
1(x(r)) =/1(xj(0, x2(1),..., xm(t)) = F(tx,t2,..., tk)
murakkab funksiya hosil gilingan boisin.

Ma’lumki, x- = tk) (/=1,2,...,m)fimksiyalar t° = (r,°,..., tk)
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, /(x) =/ (x,, X2, ..., X,,,) funk-
siya mos x° =(x,° x2,..., X°) nuqtada (xf =d,(/0)," =cp2(/0),

x°® =@t (?°)) differensiallanuvchi bo‘lsa, murakkab funksiya
t =(?,°.., tk) nuqtada differensialanuvchi bo'ladi.

Modomiki, f(x(t)) funksiya tx, t2,..., tk o'zgaruvchilarga bog‘liq

ekan, u holda
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A | 4 AN

Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash formulalan-

bo'ladi.

dan foydalanib topamiz:

®)

|afping o ‘rniga

dt\ +

3/
dt] 3x, di ax2 3, X, 3
3/  3xm
32 A 32 3 32 3xm  3/2
3/ _ 3/ X + 3/ 3X 3/ 3xm
3tk 3X dtk 3x2 3tk 3xm  3/*
Bu xususiy hosilalarni (3) ifodadagi
go'yamiz. Natijada
"3/ 3% | 3/ 3x2+ | 3/ 3x,
df = 3 30 3x2 3 3xm  3j
3/ 3X 3/ 3x2 A~ 3/ 3xm
3x] 3/2 3x2 3R 3xm  3/2
3xi + N 3x2 . Yy 3K, dtk
3X| 3~ 3x2 3 3xm 3/*
= 3/
3 34 1 dt2 3N
3x2
3x2 3. L m
3xA N+ 3xm /\j'EI
3xm a2 nl+- +
bo‘ladi.
Ravshanki,
3X,
- + + oo + [ ~ >
3 dtx+ 5p n? ar dx\
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Demak, murakkab funksiyaning differensiali

bo‘ladi.

Biz yuqorida/ (x) hamda/ (x(0) murakkab funksiyaning differen-
siallari uchun (2) va (4) ifodalarni topdik. Bu ifodalami solishtirib,
ularning shakli (ko‘rinishi) bir xil, ya’ni (2) va (4) formulalarda funk-
siyaning differensiali xususiy hosilalarning mos differensiallarga ko ‘payt-
malaridan tuzilgan yig‘indiga teng ekanligini paygaymiz. Bu xossa
dijferensial shaklining invariantligi deyiladi.

Eslatma. /(x) funksiya differensialining (2) ifodasidagi
dxl,dx2,..., dxm lar mos ravishda Ax,, Ax2,..., Axm lar bo‘lsa,/(x (t))
funksiya differensialidagi c/x,,dx2,—dxm lar t],t2,...,tk o‘zgaruvchi-
larning funksiyalari bo‘ladi. Demak, (2) va (4) formulalarning ko ‘ri-
nishlarigina bir xil bo ‘ladi.

3°. Sodda qgoidalar. Aytaylik,

m=u(x,,x2, xm), v=v(x,x2 xm)
funksiyalar Ee Rmto ‘plamda berilgan bo‘lib, x° = (x,°,x2,...,x° E
nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda:
1) d (u+v) =du+dy,
2) d (uw) - vdu + udv,

3) d j= vdu-ud" (y?fc0)

boiadi.
Bu munosabatlardan birining, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz.

A Aytaylik, F=n

bo‘lsin. Bu holda F funksiya H va u larga hamda wva v lar 0‘z
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navbatida X],x2, mmxm o ‘zgaruvchilarga boglig bo‘lib, murakkab fimk-
siyaga ega bo'lamiz. DifTerensial shaklining invariantlik xossasiga ko ‘ra

_oF F
dF—EdU+Edv

bo‘ladi. Ravshanki,

dF =1 o
M v’ odv v
Demak dF = ! du - M, dv = vdu-udv
, \ 4 Vi
i j/m\ _ vdu-udv
yani ) ,
bo‘ladi. »

4°, Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.
Aytaylik, m = 1bo'lsin. Bu holda u=fix), (xe R, ue R) ftinksiya
va uning differensiali

du =df - f'(x)dx

ga ega bo‘lamiz.

Ma’lumki, n=/(x) funksiyaning differensiali shu funksiya tasvir-
langan egri chizigga (x0,/(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma ordina-
tasining orttirmasini ifodalaydi (27- chizma).

27- chizma.
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T = 2 bo'lsin. Bu holda ikki o'zgaruvchili u=J(x,y),
((x,>>)e R2,ue R) funksiyaga ega bo'lib, uning (x0, y0) nuqtadagi
differensiali

du = df (x0,y0) = . dx+,u/<£% Yo) dy
X y

bo‘ladi, bunda dx = Ax, dy - Ay.
Ax va > lar yetarlicha kichik boiganda

tf{xo,yo0) =df{xo,yo),
ya'ni / (x0+ Ax,y0+ Ay) « / (x0,y0) + df(x°'y°} g* + Ay
dx\ dy

taqribiy formula hosil bo‘ladi.

1-misol. Ushbu n- x'
funksiyaning differensiali topilsin.

< Ravshanki, x = yxy/, g/uz xy In x.

U holda (5) formulaga ko'ra

du = yx} 'dx + xy In xdy
bo‘ladi. »

2- misol. Tomonlarix = 6 m vax = 8 m bo'lgan to‘g'ri to‘rtburchak
berilgan. Agar bu to‘g‘ri to‘rtburchakning x tomonini 5 sm ga oshi-
rilsa, y tomonini 10 sm ga kamaytirilsa, to‘rtburchakning dioganali
ganchaga o'zgaradi?

< Agar berilgan to‘g‘ri to‘rtburchakning dioganalini n desak, unda

U=y/x2+y?2
bo‘ladi. Endi
Aw(x0,j0) = - AX + -1 ~ -j 4y
yjx0+Y0 Vo +Yo
bo'lishini e’tiborga olib, topamiz:

N0, yo)— X0 AVL N Ry O AGAY

\]xo+Yo \Ixo +Y0 V g+Yo

85



Bu munosabatda
x0=6 m,Ax=005m, =8m,Ay=-0,10m
deyilsa, u holda
pu - 800648 C0.0) g 58
V36+64

bo'lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning diagonali taxminan 5 sm ga
kamayar ekan. »

Endi f(x,y) funksiya differensialining geometrik ma’nosini kel-
tiramiz.

Aytaylik, z=1(x,y)
funksiya ochiq Ee R2to'plamda differensiallnuvchi bo'lsin. Bu funksiya
grafigi No fazoda biror (A sirtni ifodalasin. I (/) ={(x,*, z) e N3:
(x,y)e E,z =f(x,y)} sirtda (xo,y0,20)e [ (/), =/(*0,Y0))
nugtani va shu nugtadan o‘tuvchi, qaralayotgan sirtga tegishli bo'lgan
silliq

F={x=x(t),y =y(t),z = z(t)".a<t<$}

egri chizigni olamiz. Modomiki, egri chiziq sirtda yotar ekan, u holda

z(t) = f(x(t),y(1)),
{(x(to),yUo)"(to)) = {xo,yo”0),t0e (a,p))
bo'ladi. Ravshanki,

z(0 = f(x(1),y(1))
murakkab funksiya bo‘lib, uning t0nuqtadagi differensiali, differensial
shaklining invariantlik xossasiga binoan, ushbu
i ¥(x0y0). 3/(xq,y0) |,
dz: &9xy9dx+ by )dy

df(Wo}: (6)

ko'rinishga ega.
Koordinatalari dx, dy, dz bo‘lgan vektor I egri chizigga (x0,y0, ro)
nuqtada o'tkazilgan urinma vektor bo‘ladi.
Endi koordinatalari
3/1x0"0) a/(x0,>0)
X dy
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bo‘lgan n vektorni garaylik. Yuqoridagi (6) munosabat n vektor
urinma vektorga (*0>>’o>£0) nuqtada ortogonal bo‘lishini bildiradi.
Shuning uchun n vektor egri chizigga (x0,y0>£0) nugtada ortogonal
deyiladi.

Ma’lumki, T egri chiziq (x0,30,Zo) nugtadan o‘tuvchi va ")
sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri chizig edi. Binobarin, n vektor shu
(x0jo-~0) nugtadan o‘tuvchi va (S sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri
chizigga ortogonal bo‘ladi. Shuning uchun n vektor (/) sirtning

nuqtasidagi normal vektori deyiladi.

Sirtning (x0,y0,Zo) nuqtasidan o'tuvchi va sirtning normal vek-
toriga ortogonal bo‘lgan tekislik, T(f) sirtga (x0,y0><0 nuqtada
o0 ‘tkazilgan urinma tekislik deyiladi. Uning tenglamasi

bo'ladi, bunda (X,Y,Z) urinma tekislikdagi o°‘zgaruvchi nuqta. Bu
tenglikdan foydalanib,

ifodani olamiz. Keltirilgan tenglik va (6) munosabatdan

df (x0,y0) - Z - z0
bo‘lishi kelib chiqadi.

(*o, Y0)

28- chizma.
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Shunday qilib, z = f(x,y) funksiyaning (x0,>)) nuqtadagi diffe-
rensiali df(x0,y0) bu funksiya grafigiga (x0, yOf(x0,y0)) nuqtadagi
urinma tekislik applikatasining orttirmasini ifodalar ekan (28- chizma).

Mashqlar

1. Ushbu f (x2+y1l,arctg”j, (x2+y2>0)

funksiyaning differensiali topilsin.

2. Ushbu a = (1,02 ¥{0 miqdorning tagribiy giymati topilsin.

62- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va
differensiallari. Teylor formulasi

1°. Yugori tartibli xususiy hosilalar. Faraz gilaylik, f{x)-
=/(x,,x2,...,xm) funksiya ochig EczRm to‘plamning har bir
X = (X,, X2,..., xm)e E nuqtasida

dE&X) =,> fi': 1fw)\

xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu xususiy hosilalar x{, x2, ..., xm
o ‘zgaruvchilarning funksiyasi bo‘lib, ular ham xususiy hosilalarga ega

bo'lishi mumkin:
A T3 )N (* S =
AN = (fx-(*))xt, (i, k
Bu xususiy hosilalar berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalari deyiladi va

yoki n « <x)'
kabi belgilanadi:

R2/(x) _ f, _ 3 "3/(x) 4
Yk 3X, IJx'"4 y > dxk 3



f
Rgar ™ k Bo'isa, &00

ikkinchi tartibli xususiy hosila aralash hosila deyiladi.
Agar i = k bo‘lsa, ikkinchi tartibli
aVoo _ r. / u
Xkdxj  JIxixk { >
xususiy hosilalar quyidagicha yoziladi:

dxm
f(x) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi xususiy
hosilalari xuddi yuqoridagiga o'xshash ta’riflanadi. Umuman,
f(x)="Ff(xI,x2,...,xm) funksiyaning x,,xil ,Xin o ‘zgaruvchi-
lar bo'yicha n- tartibli xususiy hosilasi berilgan funksiyaning (n - 1)-
tartibli xususiy hosilasi

3" VY (x) i- m . n
3x;/7_13g77_2...,u)<,11 Tl +2+- + =/1-N
ning X' o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi sifatida ta’riflanadi:
dnf (x) 3 asl (X)
3X‘77 'U'X’/7-1‘ ""Ux"_z £S5 3in ..'QX'ZSXA

Bu holda ham 12, ..., I, lar bir-biriga teng bo‘lmaganda
dnf
3, .9, K,

aralash hosila deyiladi.
Agar /, =i2- ..=in- k bo‘lsa, /- tartibli xususiy hosilalar qu-
yidagicha yoziladi:
da{x)
K

Ushbu (i * k)

Bk Bl
aralash hosilalar funksiyaning turli o‘zgaruvchilari bo‘yicha differen-
siallash tartibi bilan farq qiladi:
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32

-
da / (x,,x2, xm) funksiyaning awal x, o‘zgaruvchi bo‘yicha, so‘ng-
ra xko'zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi hisoblangan bo‘lsa,

2/

AX,AXK
ifodada esa awal xk o'zgaruvchi bo‘yicha, so'ngra X, o'zgaruvchi
bo‘yicha xususiy hosila hisoblangan. Ular bir-biriga teng ham bo‘lishi
mumkin, teng bo'Imasdan qolishi ham mumkin (misollar keyingi

bandda keltiriladi).

Aralash hisilalarning tengligini quyidagi teorema ifodalaydi.

1-teorema. Faraz qilaylik, /(x,,x2,....xm) funksiya x° =
=(x,°,X2,...,¥Xm)e E ¢ Rmnuqgtada n marta differensiallanuvchi bo‘l-
sin. U holda x° nugtada /(x 1,x2,...,x,,,) funksiya ixtiyoriy n- tartibli
aralash hosilalarining giymati x,, x2, ..., xmo ‘zgaruvchilar bo‘yicha
ganday tartibda differensiallanishiga bog‘lig bo‘Imaydi.

A Buteoremaning isboti, keyingi bandda ikki o'zgaruvchili funk-
siya uchun keltiriladigan teorema isboti kabi bo‘ladi. »

2°. Yuqori tartibli differensiallar. Faraz qilaylik, /(x) =

=/ (xj,x2,...,xm) funksiya ochiq Ea Rmto‘plamda berilgan, xe E

nugtada ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsin.

1- ta’rif./(x) funksiya differensiali df(x) ning differensiali berilgar
funksiyaning x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d 2 (x)
kabi belgilanadi:

d2f(x) = d {df(x)).

Endi funksiya ikkinchi tartibli differensialini uning xususiy hosilalari
orgali ifodalanishini ko ‘rsatamiz.
Ravshanki,

@ftx) = Rf(-xa X 1+ 9/‘(3(?_&(2 +...0+ ﬂ’ﬁ)de
X2 dxm

ox| 0

bo‘lib, u x = (xl,x2,...,xm) ga hamda dxx,dx2,...,dxm larga bog‘liq
bo‘ladi. Bu tenglikda dxx, dx2,..., dxm larni tayinlangan deb hisoblab,
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df(x) ni xv x2 ..., xmo'zgaruvchilarning funksiyasi sifatida qarab,
uning differensialini topamiz:

df df of

d (df) - d ’ ’ :

(df) a;,n'+as;n'!'+ - +$rn "
= dxx nL+_l(d I7I
dxt | dxt | dx2 dxt 3X,,
Vv
+ mixt + +...+

dx2 dx\ | dx2 dx2 dx2 , dx,,

" df N d 'df
+dx,, 4 +—. oex +. .+ — dx,,
X \ ! 3XT\']UJ x AXT> 1 T BXT X

= 9( 06 + -y ] +.. + dhodxl, +2 df
X dxt Si'a2 * m* >+
+ +- +S'4 NN+ + * N+

e 2 gxedx, + .+ O

N\ - -
on &F 3§<2 gt R
Bunda simvolik yozuvdan foydalaniladi. U quyidagicha tushuniladi:
gavs ichidagi yig‘indi kvadratga ko‘tarilib, so‘ng/ga «ko‘paytiriladi».
Keyin daraja ko‘rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb hisoblanadi.
Demak,

<RI(x) =~ dx, +xdx2+..+A dxmj/ . (1)

/(x) funksiyaning Xnuqtadagi uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi
differensiallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.

Umuman,/(x) funksiyaning x nuqtadagi (n-1)- tartibli differensiali
d"-"f(x) ning differensiali /(x) ning n- tartibli differensiali deyiladi
va d fi(x) kabi belgilanadi:

dnf(x) = d(d"-If(x)).
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Agar f(x) funksiya x nugtada n marta differensialanuvchi boisa,
u holda

)

bo ‘ladi.

3°. Murakkab funksiyaning yugori tartibli differensiallari. Biz
yugorida funksiyaning yuqori tartibli differensallarini bayon etdik.
Unda funksiya argumenti x,, X2, xm lar erkli o‘zgaruvchilar edi.

Aytaylik,/(x) =/(x,, X2, ..., x j funksiyada x,, X2, ..., Xmo ‘zga-
ruvchilarning har biri t{, t2, ..., tko‘zgaruvchilarning fimksiyalari bo‘l-
sin (x, = @, (t},t2,...,tk)).

Qaralayotgan /(x) va x, =d,(/), (/=1,2,...,m) funksiyalar
n marta differensiallanuvchanlik shartlarini bajargan deb, murakkab
/(x (0) funksiyaning yugqori tartibli differensiallarini hisoblaymiz.

Ma’lumki, differensial shaklning invariantligi xossasiga binoan.
murakkab funksiyaning differensiali

bo‘ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib funksiyaning ikkinchi
tartibli differensialini topamiz:
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Demak,

©)

Shu yo‘l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi
differensiallari topiladi.

l-eslatm a. (1) va (3) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli
differensialarda differensial shaklning invariantligi xossasi o'rinli emas-
ligini ko'ramiz.

2-eslatm a. Agar f (xux2,...,xm) funksiya argumentlari
Xj, X2, ..., xm larning har biri tv t2,...,tk o'zgaruvchilaming chizigli
funksiyasi bo‘lsa, u holda/ (x) funksiyaning ikkinchi tartibli (umuman,
n- tartibli) differensiali differensial shaklning invariantlik xossasiga
ega bo‘ladi.

w Aytaylik,

X. = +ahtx+a. t2+..+aiktk, (i =1,2,...,k)

bo‘lsin. U holda, ravshanki,

Bu esa d2 ning (1) formula ko‘rinishiga ega ekanligini bildiradi. »

4°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Aytaylik,
I(x) =1 (xj, x2, ..., xm) funksiya ochig Ed Rmto'plamda berilgan
bo‘lib, Us(x°) ¢ E bo'lsin, bunda x° = (xf, x2 , x ® ) va 5 > 0.
Ravshanki,

nuqtalami birlashtiruvchi to‘g‘ri chizig kesmasi
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A=HK®+/(X, - X°), X®+1t(x2 ~X2 pe>Xn +{(XT“ XY 0</<I}
shu £/6(x°) ga tegishli bo‘ladi
Faraz qilaylik, /(x,,x 2,...,xm) funksiya Us(x°) to'plamda (n+l)
marta differensiallanuvchi boisin. Bu funksiyani Ato‘plamda qarasak,
[0, 1] segmentda aniglangan ushbu
F(t) =f{x°i +t(x, -x,0),x2 +t(x2-x 2),..., x® + f(XM-x®))
funksiyaga ega bo'lamiz. F(t) funksiya [0, 1] da hosilaga ega bo‘lib,

bo‘ladi, bunda/(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(X° +t(X, - X°), X2 +/ (x2- x2),..., x“ +t(xm- x®)) (4
nugtada hisoblangan.

Umuman, hosil gilingan Ft) funksiya k- tartibli (k - 1,2,..., n+ 1
hosilalarga ega va u

- X)) +4 (X2 +- 4 /

ga teng, bundagi barcha xususiy hosilalar (4) nuqtada hisoblangan.
Bu munosabatning to‘g‘riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotlanadi.

Shunday qilib, 4 0O ftinksiya F\t), F”(t),..., F(ntV(t) hosilalarga
ega bo‘ladi. Teylor formulasiga ko‘ra (qaralsin, 24- ma’ruza) tOnuqtada

(0<to<l)

F(t) = F(t0) + F'{t0) {t-t0) +y [F,(t0) {t-tOf +..+
()
+1F ""S(<0)'(<-")"+ TAnTF L " )™

bo'ladi, bunda ¢ =/, + e (?~*)>0 < 0 < | «Bu tenglikda t0 =0,t =\
deyilsa, u holda
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Ir(1)=F@O)+1 F'(0)+1 F'(0) +...+ 1 F(M) (0) +-1 - F(m) (0)

bo'lishi kelib chigadi.

Ayni paytda,
[+(0) = /(X®,Xx®,..., X®),
F()=/(x1x2,..., xm),
FR@O)=(4-+U - X\)+aT o2 -m*2) +... + wa, - (6)

(bunda/funksiyaning barcha xususiy hosilalari (x,°,x2,..., xX®) nuq-
tada hisoblangan) bo“lishini e’tiborga olsak, u holda (5) va (6) tenglik-
lardan ushbu

[(X,, X2,.... xm)=/ (jtf, x° ... JE) + X

*Ssr <m-XxX°)m,- ) +- +to, -X") I w, A emed)

un+1

)l 2 (X |-X,°) + — (X2 - X2)+...+ LI x®,)

X/ fa® + 0(x, - x®), X2 +0(x2 - xB),..., x® + 0 (Xm- x®,))

(0< 0 < 1) tenglikkakelamiz. Buifodako‘p o ‘zgaruvchili / (x, ,x2,...,xm)
funksiyaning Lagranj ko rinishidagi qoldig hadli Teylorformulasi deyiladi.

5°. Xususiy hollar. Aralash hosilaning tengligi hagida teorema.
m = 1bo'lsin. Bu holda n=/(x) (xe R, He R) funksiyaning yuqori
tartibli hosila va differensiallariga kelamiz. Ular 23- ma’ruzada batafsil
bayon etilgan.

m = 2 bo‘lganda n=/(x, j), ((x*) e R2 ue R) ikki o‘zgaruvchili
funksiya bo‘lib, uning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari (ular 4 ta
bo‘ladi) quyidagicha bo'ladi:

X (x,y)_ 3 (df(x,y) AZIX,Y)
%2 X1 3x aynx
2(x,y)

Y/
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1-misol. Ushbu f{x,y) - arctg”, (y *0)

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin.
4 Ravshanki,

y 1oL K

d
X |+3<}; Yy o x2ty2 N X2+y?2

bo'ladi.
Endi ta’rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini topamiz:

dof _ A ( 2xy
Ax2 ox [ x2+y2 [x2+y2)2

2 3y x2->>2
ayax 4y (x2+y2 ) [x2+y2f
a2l _ o f 2X noX-y2
opy Xk o* Yy (x2+y2f

2 _ 3( x A 2xy
32 ~ ox2+y2 ) (x2+y2f A
2- misol. Ushbu
X2 2

Xy )

., , agar x2+y2>0 bo‘lsa,
f(x,y) =< ~ x2+y2

0 , agar x2+y2=0 bo'lsa

funksiyaning (0, 0) nugtadagi aralash hosilalari topilsin.
Aytaylik, (x,y) ¢ (0,0) bo‘lsin. Bu holda

al _yfx2v | 4x2»2 ] o, _ . X272 4x2y2
x eﬁ’\
(x2V )\ [ 24Y2  (x2+y2)2;
2 _ 3 (df\_ x2-y2 Bx2y? 7

1+
Ayax  Ay\Ax)  x2+y2
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bo‘ladi.
Aytaylik, {x,y) = (0,0) bo‘Isin. Bu holda funksiyaning hosilalarini
ta’rifgga ko‘ra hisoblaymiz:

3/(0,0) _ lim 1(4x,0)-/(0 0y = 0

X Aix—0 Ax :
a/(0.0) _ iy /(0AY-1(0 0) = 0
ny  Ay—o Ay ’
3/(0,4y)_3/(0,0)
BOC iy A B im Y
AyEx  Jy>0 i Ay->0 fy3
3/(Ax,0) y (0,0)
e lim .. AY AY _a lim -V , N
SN S AX 0 X
Yuqorida keltirilgan misollardan ko‘rinadiki,/(xjO funksiyaning
aVv aVv
dxDy * 3y

aralash hosilalari bir-biriga teng ham bo ‘lishi mumkin, teng bo‘Imasdan
golishi ham mumkin ekan.
2 -teorema. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya (x0,>0)e R2 nuqtaning

n&{(x<*Yo)) atrofida

aralash hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar (xO,yr) nuqtada uzluksiz
bo‘lsin. U holda/(x,j>) funksiyaning aralash hosilalari (n",y0) nuqtada
teng bo‘ladi:
21(x0,y0) _ 2/(x0,y0)
Ayax axpy
A Aytaylik, (x0+ Ax,y0 + Ay), (x0 + Ax,y0), (x0,y0 + Ay) nug-
talar (x020) nuqgtaning atrofiga tegishli bo'lsin:
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(x0 +71X-, Jo + Av)€ us ((x0,y0)), (x0+ Ax,y0)e U6 ((x0,y0)),
(x0,y0 + Aj)e M6 ((x0,Jo))e
Ushbu
® (Ox, Ay) =/ (x0+Ax,y0+ay)- / (x0+ Ax,y0) -
-J (*0.% +Avy)+/(x0,Y0),
d(x) =/(x,y0+Ay)-/(x,y0)
funksiyalarni garaylik.
Ravshanki.
@ (Ax,AY) = ¢ (x0+ Ax)-d (x0)
bo‘ladi. Bu tenglikning o'ng tomoniga Lagranj teoremasini ikki marta
go‘llab topamiz:

d(x0+ Ax)-d(x0) = d'(x0+6) Ax)-Ax

a/(x0+e, ax,y0+ay) 3a/(x0+el gx,y0)
AX:
3x €)Y

32/ (xo+OM{+I(IJI2.4.v.). (0 < 0” OZa<l)n n n

Shartga ko‘ra aralash hosila (x0,y0) nugtada uzluksiz. Demak,
Ax -» 0, Ay -» 0 da

3 N> ) o(l)
AYBX ' X 7 v’
bo“lib,
® (AX, = 2/ N Yo IxAy +0(1 7
(Ax, Aly) X OxAy +0(1) (7)
bo'ladi.

Endi ®(4x, Ay) funksiya bilan birga quyidagi
VM =f{*o +Ax,y)-/(x0,y)
funksiyani garaymiz. Ravshanki,
® (Ax, Ay) = W (y0 +Ay)-\I/(y0)
bo‘ladi. Yuqoridagidek, bu tenglikning o'ng tomoniga Lagranj teore-
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masini ikki marta qo‘llab, so'ng aralash hosilaning (x0,y0) nugtada
uzluksizligidan foydalanib topamiz:

df (> +AX, ¥(-tOIAV) _ 3/ (x0  +0]AV)

vily0 + Ay)-y{y0) = dy dy Ay =
dxdy dxdy
(0<0[, Oi <1 Ax—»0, Ay —0).
Demak, @ (Ax, Ay) = OxAy + 0(1). (8)

dxdy
(7) va (8) munosabatlardan

N(xo0-J'0) _ 327U i "Yo)
dxdy dydx

bo'lishi kelib chigadi. »
Mashqglar

1. Ushbu n="fix,y), x=1t2+s2, y - Ims funksiyaning ikkin-
chi tartibli differensiali topilsin.
2. Ushbu n=y d(x2-y) funksiya quyidagi

1oM”™N 12v_ n
Xdx Ydy y2

tenglikni ganoatlantirishi isbotlansin.

63- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart. Faraz qi-
laylik, /(x) =/ (x,, X2,..., X,,,) funksiya E<z Rmto ‘plamda berilgan
bo'lib, x° =(x|°, x2,..., x“)e£ bollsin.
1- ta’rif. Agar shunday 5 > 0 son topilsaki,
t/s(x°)c£ bo'lib, Vxe U&x®) da /(x)</(x°)
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bo'lsa, /(x) funksiya x° nugtada lokal maksimumga; f(x) >/(x°)
bo‘lsa, /(x) funksiya x° nuqtada lokal minimumga erishadi deyiladi.

2- ta’rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki, Us(x°) ¢ E bo‘lib,
Vxe U6(x°)\ {x0}da /(x)< /(x°) bo‘lsa,/(x) funksiya x° nuqta-
da gat’iy lokal maksimumga; /(x) >/(x°) bo‘lsa,/(x) funksiya x°
nugtada qat’iy lokal minimumaga erishadi deyiladi.

Funksiyaning lokal maksimumi, lokal minimumi urnumiy nom
bilan funksiyaning lokal ekstremumi deyiladi. Bunda x° nuqta /(x)
funksiyaning lokal ekstremum nugtasi, f(x°) ga esa funksiyaning lokal
ekstremum qiymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum (minimum) giymati quyidagicha belgi-
lanadi:

/ \
1(x°)= .)[nﬂg&n)/(x), J(xe)= nert/nsa(};(x)/\.
M a’lumki, AF(X®) = [(X) - ] (x°)

ayirma funksiyaning x° nuqtadagi to‘lig orttirmasi deyilar edi.
/(x) funksiya x° nuqtada lokal maksimumga erishsa, u holda
Vx 6 (/j (x°) da
Al(x*)<0

bo'ladi va aksincha. Shuningdek, /(x) funksiya x° nuqgtada lokal
minimumga erishsa, u holda Vxe Us(x°) da

Arx")>0
bo‘ladi va aksincha.
1-  teorema. Agar /(x) =f (xx, x2, .., xm) funksiya x°= (xf3,
x2,..., X°) nugtada lokal estremumga erishsa va shu nuqtada barcha

N (1= 1,2 #9)
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda
Y-y =12, mf

bo‘ladi.
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4 Aytaylik, f{x) =f(xI,x2, ..., xm) funksiya x° = (x,°, X%,..., x%)
nuqgtada lokal minimumga erishsin. U holda

VX = (X, ,X2,...,X,,,)e U5(x°) da /(x,,x2,...xm)>/(x,°,x2,...,x*)
tengsizlik bajariladi. Jumladan,
I (x,,x2,x3, x°)>/ (xf,x2,..,x®)
bo'ladi. Agar
o(x,) = 1(x1,xD,x3,....x")

deyilsa, Vx, e (x° - 8,x° +8) da

®(x,)>d(x,°)

bo‘lib, bir o“zgaruvchili ¢(x,) funksiya x,° nuqtada lokal minimumga
erishadi. U holda 25- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra

dX)=0, yam -=o

bo‘ladi. Xuddi shunga o ‘xshash
al(x®) _ A 8/(x°)

X2 ’ dxm

bo“lishi isbotlanadi. »

l-eslatma. Agar/ (x) funksiya biror x° nugtada lokal ekstre-
mumga erishsa va shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

df(x°) =0

bo‘ladi.

2-eslatma. f(x) =f(xI,x2,.-,xm) funksiyaning biror x° nug-
tada barcha xususiy hosilalarga ega va

3/(x°) _0 by _
27 =0, 0=12...m
5 ( )
boiishidan, berilgan funksiyaning shu nuqgtada lokal estremumga eri-
shishi har doim kelib chigavermaydi (misollar keyingi bandda kelti-
riladi).

Demak, 1- teorema funksiyaning lokal ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ifodalaydi.
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/(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar
uning statsionar nuqtalari deyiladi.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti. Aytaylik,
[(*) =f{xi,x2> xm) funksiya x°e Rmnuqtaning biror t/s(x°) atro-
fida berilgan, shu atrofda barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega va

3/(x°) _ [j (/ = 1,2,_,_,m3

bo'lsin. Bu funksiyaning Teylor formulasi (62- ma’ruzada keltirilgan
Teylor formulasida n = 2 bo‘lgan hoi)

3G = (= 1] 4
shartni hisobga olgan holda quyidagicha

L 2f
I(*) =1(*")+2 | @)

ik=1 ' *
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
(X° +0+ ,x®+0mAx2, — x“ + 0 *Axm)
(0 <0< 1) nugtada hisoblangan va bunda
AX, =X, - X,°, A2 =x2- X2, .., AX, =xm- x° .

Berilgan/ (x) funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalarining x° statsio-
nar nuqtadagi giymatlarini

aik = %) . f'i,k = \,2,...,m)LI

bilan belgilaymiz. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
a2
Ax,Nxk

laming x° = (X,°, X®, #s, X °) nugqtada uzluksizligidan

Ak~ ®@Ki
hamda
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32/ (x 1+epxl, x°+e px2,  ser+saxT)  32(nr°) _
+a* - ak +a*
9x,9x* 9x,9x*
boiishi kelib chigadi, bunda
A, =0, (/=12,...m da a*x —0.

Natijada (1) tenglik ushbu

m w
AlI(x°) =1(x)-1(x*) =i /)ila’kAx'Axk+x a,* Ax-AX*
= il*

ko‘rinishga keladi. Agar
p=n/px2 + AX2 + ... + Ax2,
Ax, =pmE,, (/=1,2,..,/7)

deyilsa, so‘ngra Ox- ->0 (/= da, ya’ni p -> 0 da
m m
a*AX*AX, = pha,*~* =pl a(p)
i,AH ik

(bunda, p -> 0 da a(p) -> 0) bolishini e’tiborga olsak, u holda

AT(x°) =er @Kk + @c(p) @)
i,k=I1

bo‘lishini topamiz.
Ma’lumki, a/Ux0)=fix) -/ (x°) ayirma t/5(x°) da ishora
saglasa, ya’ni Vxe Ub(x°) da
Al(x")>0
bo‘lsa,/(x) funksiya x° nuqtada lokal minimumga;

Af(x")<0
bo‘lsa,/(x) funksiya x° nuqtada lokal maksimumga erishadi.
Yuqoridagi (2) tenglikdan ko ‘rinadiki, [,/(x°) ning ishorasi koeffitsi-
yentlari

“k = )x4)-(i'\ =1,2,..., m)
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bo‘lgan A aik~Xk ?3)

»*
kvadratik shaklga bog'liq bo'ladi.
2- teorema. Agar (3) kvadratik shakl musbat aniglangan bo‘lsa,

/(x) funksiya x° nugtada lokal minimumaga; manfiy aniglangan bo'lsa,
lokal maksimumga erishadi.

Agar (3) kvadratik shakl noaniq bo‘lsa, /(x) funksiya x° nugtada
lokal estremumaga erishmaydi.

4 Bu teorema, keyingi bandda, xususiy holda, ya’ni ikki o‘zga-
ruvchili funksiyalar uchun isbotlanadi. » (Qaralsin, [1], 13-bob).

3°. Xususiy hollar, m = 1bo‘lsin. Bu holda u=f(x),(xeR,u<=R)
funksiyaning lokal ekstremumlari, ekstremumning zaruriy va yetarli
shartlari kabi tushuncha va tasdiglarga kelamiz. Ular 25- ma’ruzada
bayon etilgan.

m = 2 bo'lsin. Bu holda n=f{x,y), ((X,y)e R2,ue [?) ikki
o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremum tushunchalari yuzaga kelib,
bu hoi uchun ulaming ta’riflari quyidagicha bo‘ladi.

Aytaylik, n = f(x,y) funksiya E<z Rmto'plamda berilgan bo‘lib,
(x0,J0) G E bo'lsin.

Agar 8 >0 shunday son topilsaki, Us((x°,y0)) ¢ E bo-‘lib,
V(x,")e Us ((x0,j0)) uchun

f{x,y)>f(x0,y0), {/(x,y)<f(x0,y0))
bo‘lsa,/(x,;y) funksiya (x0j>0) nugtada lokal minimumga (lokal mak-
simumga) erishadi deyiladi. (x0j%0) nuqta f(x,y) funksiyaning lokal
minimum (maksimum) nugtasi, /(x 0,y0) migdor esa funksiyaning
minimum (maksimum) giymati deyiladi.
Agar shunday 8> 0 son topilsaki, f/5((x0,20)) ¢ E bo'lib,
V(x,y)et/8((x0,)) \{(*o>Y0)} uchun

f(x,y) >f(x0,y0), (F(x,y)</(x0y0)
bo‘lsa,/(xj>) funksiya (x0,*0) nuqtada gat’iy lokal minimumga (qat’iy
lokal maksimumga) erishadi deyiladi.
1- misol. Ushbu / (x,”) = yj\ - x2- y2 funksiyaning (0,0) nuq-
tada gat’iy maksimumaga erishishi ko'rsatilsin.
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n8>0,(0<8< 1)sonniolib, (0,0) nugtaning i/8((0,0)) atrofini
hosil gilamiz. U holda V(x,y)e Us ((0,0))\ {(0,0)} uchun

f{x,y) =VI-x2-y2</(0,0)=1
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya (0,0) nuqtada maksimumga eri-
shadi. »
Agar / (x,y) funksiya (x0y0) e Ec /%8> 0m nuqtada lokal
ekstremumga erishsa va shu nuqtada

¥ ¥

X' dy
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

¥ (*od0) _n ¥ bl oyw
X ’ <Y

bo'ladi.

y c
Birog, / {x,y) funksiyaning biror (x*,y*) nuqtada * N xususiy

hosilalari mavjud bo‘lib, ular shu nuqtada nolga teng bo‘lsa, gara-
layotgan funksiya (x*>>*) nuqtada ekstremumga erishmasdan qolishi
mumkin. Masalan,
f(x,y) - xy
¥ ¥
funksiya -£~y’ dy~*
xususiy hosilalarga ega bo'lib, ular (0,0) nugtada nolga teng:
3/00) _n Y@©0,0 _n
X ' dy
bo‘lsa ham, bu funksiya (0,0) nugtada ekstremumga erishmaydi (funk-
siya grafigi - giperbolik paraboloidni tasawur giling).
Aytaylik, f(x,y) funksiya (x0,y0) e R2nuqtaning biror Us((x0,y0))
atrofida (8 > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:
1) fix,y) funksiyaUs{{x0j/0)) da uzluksiz va uzluksiz f*, f', f 2,
fxy >f i xususiy hosilalarga ega,
2) (x0, y0) statsionar nugta:
N'(*6.1>) = 0> fy(xo,yo) = 0.
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Bu/(x) funksiya uchun 2° da yuritilgan mulohazalarni qo‘llab
Af(x0,y0)=f(x,y)-f(x0,y0)=
=1 (a, Ax2 +2an &xAy + a2Ay2 +a, Ax2 + 2a,2AxAy + a220y2) (*)

bo‘lishini topamiz, bunda

al\l ~ fx2 (X0>Y0)> a\2 - J% (*9>% ) = fyx (-*0, % )> % = A2 («*(), N))
boiib,
Ox >0, fly ->0 da a, ->0, al2 -»0, a2 -»0
bo'ladi.
3- teorema. Agar

anAx2 + 2an AxAy + a22Ay?2 4)

kvadratik shakl musbat aniglangan, ya’ni
wn >0, 2 —Qi@~0p >0
21 u22

bo'lsa, f(x,y) funksiya (x*y0) nuqtada lokal minimumga erishadi,
agar (4) kvadratik shakl manfiy aniglangan, ya’ni

-'12

0i <0, —0jjoz —op >0

A22

bo‘lsa, f(x,y) funkusiya (x0,y0) nugtada lokal maksimumga erishadi.
A Ma’lumki, f(x,y) funksiyaning (n"y0) nuqtada ekstremumga
erishishi £/s((x0j;0)) da ushbu

Y(x0,Y0) =/ (x,¥Y)-/(x0,Y0)
ayirmaning ishora saqlashi bilan bog‘lig:
V(x,y)e(Js ((x0,y0)) da Af (x0,y0) >0 bo‘lsa,

(x0,y0) nuqtada lokal minimum; Af(x0, 0) <0 boflsa, (x0,j0)
nuqtada lokal maksimum sodir bo ‘ladi.

A*(x0,Y0) ayirmaning ishorasini aniglash qulay bo ‘lishi magsadida
(4) da
Ox=pecosth , Ay =pesing
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almashtirish bajaramiz, bunda
p = yjAx2 + Ay2.
Natijada (*) munosabat ushbu

2
al' (x0,%) = COs2 @+ ~°n AsIsm h+al SN2 ) +

+(a,] cos2h+2al2cos9sind +a2sin29)j (5)

ko‘rinishga keladi. Aytaylik,
dl >0. «ll«22 ~ah >0

bo‘lsin. Ravshanki,

au cos2 g+ 2012 cos p8r o+ a2 sin2 =
= — | cos b+ al2 sin )2 + {aua2 - a2) «sin2 ¢J.

Ayni paytda, bu funksiya ¢ ning funksiyasi sifatida [0,2n| da
uzluksiz bo'lib, o'zining eng kichik giymati (uni m bilan belgilaylik)
m ga ega bo‘ladi:

ja,, cos2 ¢+ 2il2 cos hsin b+ a2 sin2 > m > 0.

Ikkinchi tomondan, Ax -» 0, Ay -> 0, ya’ni p->0 daan 0,
al2 ->0,a2 -> 0 bo'lganligi sababli, p ning yetarli kichik giymat-
larida

lan cos2 b+ 2a 12 cossing-1- a2 sin2 ¢ < |au |+ 2 |a)2|+ |a22/< m
bo‘loladi.

Demak, a,, >0, aua2- 2 >0 bo'lganda (5) tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda musbat boiadi. Binobarin,

&(xo0>Yo) >0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (x0,Y0) nuqtada lokal minimumga erishadi.
Aytaylik, au <0, auaZ2-a2 >0
bo'lsin. Bu holda (5) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda manfiy bo'ladi.
Binobarin,
Af (*0,.Vo) < 0
bo‘lib,/(*,>») funksiya (xol'g nuqtada lokal maksimumga erishadi. »
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3-eslatma.Agar a,a2 - a2 <0 bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x0,y0)
nugtada ekstremumga erishmaydi.

4-eslatma. Agar 0,,a2 - a}2 =0 bo‘lsa, f(x,y) funksiya (n",y0)
nuqtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumkin (garalsin, [1], 13-bob).

2- misol. Ushbu

f{x,y) =x2+xy +y2-2x-3y
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
< Awalo berilgan funksiyaning statsionar nuqtalarini topamiz:

fx(x,y) =2x+y-2, 2x+y-2=0,

fy(x,y)= x+2y-3, x+2y-3 =0, W=y

Demak, ~ statsionar nuqta. Ravshanki,

i (x,y)=2, fy(x,y)=1 fyl (x,y)=2.
Demak, an =2, al2 =1 a22=2. Bunda au - 2>0 wva

fina2 ~°i2 =3 >0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya (j.y]j
nuqtada lokal minimumga erishadi va

bo‘ladi. »
3- misol. Ushbu

A (x,y) =xd+/,
f2 (x,y) = -{xA+ /),
/3 (x,y) = x3+y3

funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.
< Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsionar nuqta bo‘ladi. Bu
funksiyalar uchun

«11«22 ~ah =0
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boiadi. Ravshanki, (0,0) nugtada J{x,y) funksiya minimumga, f Ax,y)
funksiya esa maksimumga erishadi. J\(x,y) funksiya (0,0) nuqtada
ekstremurnga ega boimaydi. »

Mashglar

1. 3- teoremada keltirilgan f{x,y) funksiya uchun (n"y0) statsionar
nuqtada

fr (o,y0) ' fYi (*o. )- [f'y (*o>Y0)]2 <0

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x0,v0) nuqtada ekstremurnga erishmasligi
isbotlansin.

2. Ushbu f(x,y) =(v- xf +(y + 2)3 funksiya ekstremurnga tek-
shirilsin.

64- Ta’ruza
Oshkormas funksiyalar

1°. Oshkormas funksiya tushunchasi. Maiumki, xa R, Ycz R
to'plamlar va biror/ qoida berilgan holda har bir xe X songa/ qoidaga
ko'ra bitta y e Y son mos go‘yilsa, X to‘plamda y = f(x) funksiya
aniglangan deyilar edi.

X va y o‘zgaruvchilarni bog'lovchi goida turlicha, jumladan,
analitik ifodalar yordamida, jadval yordamida, egri chiziq yordamida
boiishi mumkin.

Endi x vay o‘zgaruvchilar tenglama yordamida bogiangan holda
funksiya yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, x vay o‘zgaruvchilarning F{x, y) funksiyasi

E ={(x,y)e R2:a<x<bh, c<y <d]
to'plamda berilgan boisin. Ushbu
F(x,y) =0 @)
teglamani qaraylik. Har bir tayinlangan x —Xgda (1) tenglamay ga

nishatan tenglamaga aylanadi. Bu tenglama yagona y0yechimga ega
boisin. Demak,

/1(x0,>0)=0-
109



Bunday xususiyatga ega bo‘lgan x0 nuqtalar bir gancha bo‘lishi
mumkin. Ulardan tashkil topgan to'plamni A'deylik. Ravshanki. bunda
Xc (a, b)bo'ladi.

Endi X to‘plamdan olingan har bir x ga (xe X) (1) tenglamaning
yagona yechimiy ni mos qo‘yaylik. Natijada X da aniglangan funksiya
hosil bo‘ladi. Uni ¢(x) deylik. Demak,

®d:x >y va F(x,d(x))=0.
Bu ¢(x) oshkormas (oshkormas ko'rinishda berilgan) funksiya
deyiladi.
L- misol. Ushbu
F(x,y) =yyjx2-1-2 =0 )
tenglama yordamida oshkormas fuksiya aniglanishi ko ‘rsatilsin.
4 Ravshanki, (2) tenglama har bir xe (-**>-l)u(l,-+«°) da yagona
Y=h(*) = -i— -
°0) \x -4

yechimga ega va

A (x) =0,
Demak, (2) tenglama oshkormas funksiyani aniglaydi. »
2- misol. Ushbu

F(x,y) =x-y +"siny =0

tenglama yordamida oshkormas funksiya aniglanishi ko‘rsatilsin.
4 Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

X =j-~siny =a(j), (je (-00,+00)).

Bu aOO funksiya R da uzuluksiz va a'(.v) = 1- - cosy >0 bo‘ladi.
U holda a({y) funksiya (-<», +=») da teskari y = a. 1(x) funksiyaga ega va
Ir(x,orf1(x)) =0

bo‘ladi. Demak, bu tenglama ushbu
o :x —=0rl(x)

oshkormas funksiyani aniglaydi. »
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3- misol. Ushbu

F(x,y) =x2+y2-1Iny =0, (y >0)
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydimi?

w Aniglamaydi, chunki har bir x e (-«0,-k») da y2- Iny >0 boi-
ganligi sababli, yechimga ega emas. »

Oshkormas funksiyalami o ‘rganishda quyidagi masalalar muhimdir:

1) F(x,y) funksiya biror E ¢ R2to‘plamda berilgan holday = d(x)
oshkormas funksiya mavjud bo‘ladimi va bu funksiyaning aniglanish
to‘plami ganday bo‘ladi?

2) (1) tenglama bilan aniglangan y —d(x) oshkormas funksiya
ganday xossalarga ega va bu xossalar F{x,y) funksiya xossalari bilan
ganday bog'langan?

2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligi.

1- teorema. Faraz gilaylik, F{x,y) funksiya (x0,y0) nugtaning biro
atrofi

Uk (K *0)) ={(w*y)e mx0-h< x<Xg+h y0- k<y <y0+Kk}

da (h>0, k >0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) F(xy) funksiya Utk ((x0,y0)) da uzluksiz;

2) Har bir tayin xe (x0- h, x0 + h) day o‘zgaruvchining funk-
siyasi sifatida o'suvchi;

3) E(xo0,Y0) =0.

U holda (x0,y0) nuqtaning shunday atrofi

nol ((-*0.70)) = {(*,>)e R2:x0-8 <x <x0+5,y0-e <y <y0+e}

topiladiki (0 <8 <, 0 <e < A:), bunda:
a) Vxe (x0- 6,x0+8) da

F(x,y) =0
tenglama yagona y (ye (y0- e y0+e)) vyechimga ega, ya'ni
Ir(x,y) =0 tenglama yordamida y = th(x) oshkormas funksiya
aniglanadi;
b) ¢(*0) = Yo bo'ladi;
d) y = d(x) funksiya (x0- 8, x0 +8) da uzluksiz bo'ladi.
1



4 Wk ((~o-n)) atrofga tegishli boigan
(*o. 1 - £)’ (*o, Mb+e). (0<e<A
nugtalarni olib. [y{-e,.y0 +e] segmentda
vCv) = F(x0,y)

funksiyani gqaraymiz. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra y(y) o'suvchi,
3- shartiga ko‘ra \j/(.v0) = " (" oj\W) = 0 bo'ladi. Bunda esa

v(Vo -e) = F(x0,y0-e) <0,

v/(y0 +e) = F(x0,y0 +e) > 0
bo'lishi kelib chigadi.

Teoremaning 1- shartiga ko‘ra F[x,y) funksiya Uhk ((x0, y())) da uzluk-
siz. U holda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko‘ra, xOnugtaning shunday
(xO- 8, X0 + 8) atrofi (0 < 8 < h) topiladiki, VXg (xq - 8, xq + 8) da

F(x,y0- e)< 0,
F(x,y0+e)>0 (3)
bo‘ladi. Endi (x0,y0) nugtaning

U& ((*o >Vo)) = {(*,Y)e r2 :x0-8<x<x0+8, y0-e <Y <y0+e}
atrofida
Ir(x,y) =0
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniqlashini ko‘r-
satamiz.
Ixtiyoriy x* e (x0- 8, x0+8) nugtani olib, [y0—e, >0+e] da
ushbu

#(y) = F(x",y)

funksiyani garaymiz. Ravshanki, bu funksiya [y0 - e, y( +e] segment-
da uzluksiz va ayni paytda (3) munosabatga binoan

#(Vo -e) = Ir(x*,y0-e) <0,
£(Vo +e) = F (x\y0+e) >0

bo‘ladi. U holda Bolsano—Koshi teoremasiga ko‘ra shunday
y*e [y0- e, y0 +e] nugta topiladiki, bunda
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* (1) = /m(*,[) =0
bo'ladi.

Ayni paytda, g(y) funksiya [jO- e, +e] da o'suvchi (gat’iy
o'suvchi) bolganligi sababli, y shu oraligda bittadan ortig nuqtada
nolga aylanmaydi.

Shunday qilib, ixtiyoriy xe (x0- 8, x0+8) uchun yagona
ye (y0-e, y0+e) topiladiki, bunda
F{x,y) =0
bo'ladi. Bu esa U& ((x0,j0)) da F(x,y) =0 tenglamay ni x ning
oshkormas funksiyasi sifatida aniglashini bildiradi:
y =d(x): F(x,d(x)) =0.
Aytaylik, x = xObo‘Isin. U holda teoremaning 3- shartiga ko‘ra
A*0.Y0) =0
bo‘ladi. Binobarin, aniglangan oshkormas funksiyaning x0 nugtadagi
giymati ¢ (x0) = y0 bo“ladi.
Modomiki, Vx £ (x0- 8, x0 +8) uchun ¢(x) ga ko‘ra unga mos
keladigan y e (y0- e, yQ+e) bo‘lar ekan, u holda

I*- x01< 8 = \y- y0l=|b(x) - d(x0) <e
bo‘ladi. Demak, oshkormas funksiya x0 nugtada uzluksiz.
Oshkormas funksiyaning Vx* e (x0- 8, x0 + 8) nuqtada uzluksiz
bo‘lishini ko'rsatish bu funksiyaning x0 nuqtada uzluksiz bo‘lishini
ko‘rsatish kabidir. Demak, mavjudligi ko'rsatilgan oshkormas funksiya
(x0 - 8, x0 +8) da uzluksiz bo‘ladi. »

3°. Oshkormas funksiyaning hosilalari. Oshkormas funksiyaning
hosilasini aniglaydigan teoremani keltiramiz.

2- teorema. Faraz gilaylik, F(x, y) funksiya (x0,ya) nugtaning

biror atrofi Uhk ((x0,y0)) da {h > 0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) uhk ((*o,Y0)) da uzluksiz;

2) Uhk (K”~0)) dauzluksiz F~(x,y), Fy(x,y) xususiy hosilalarga
ega va R/ (x0,y0) n 0;

3) /r(x0,>0)=0.
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U holda (x0, y0) nuqtaning shunday t/&((x0,y0)) atrofi
(0 <8<h, 0<e<k) topiladiki, F(x,y) =0 tenglama y ni x ning
y = p(x) oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydi va bu y = ¢(x)
funksiya (x0- 8, x0 +8) da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,

Tyu_ _f(<<p(*))
Fy(xMx))
boiadi.

A Teoremaning shartiga ko‘ra F'(x,y) flinksiya Uhk ((x0,y0)) da
uzluksiz va F' (x0,y0) * 0. Aytaylik, Fy (x0,y0) > 0 boisin. Uzluk-
siz funksiya xossasiga ko‘ra (x0,y0) nuqtaning shunday £/& ((x0,y0))
atrofi (0 <8 <h, 0<e<k) topiladiki, V(x,y)e ((x0,y0)) da
Fy (x,y) > 0 bo‘ladi. Bundan esa har bir tayin x e (x0- 8, x0 + 8) da
F(x,y) funksiyay o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida o ‘suvchi boiishi
kelib chigadi. U holda 1-teoremaga ko‘ra /’(x,y) =0 tenglama
(x0- 8, x0+8) day nix ningy = d(x) oshkormas funksiyasi sifatida
aniglaydi va y - ¢(x) oshkormas funksiya xe (x0- 8, x0+38) da
uzluksiz boiib, ®(x0) = y0 boiadi.

Aytaylik, xe (x0-8,x0+8), x+axe (x0- 8, x0+8) boisin.
Ravshanki,

F(x,y) =0, F(x +Ax,y +Ay) =0
boiib, bundan quyidagi ifodani hosil gilamiz:
AF(x,y) =F (x +Ax,y +Ay) - F(x,y) =0. (4)

Teoremaning shartidan F(x,y) funksiyaning (x,y) nuqtada differen-
sialanuvchi boiishi kelib chigadi. Binobarin,

AF(x,y) = F'(x,y) Ax+ Fy(x, y)Ay+a [Ox+ @wly (5
boiib, Ax -» 0, Ay ->0 da a -» 0, p 0 boiadi.
(4) va (5) munosabatlardan topamiz:
Ay Fx(x,y)+a
A Fy(xy)+p
Keyingi tenglikda Ax -» 0 da limitga o‘tsak, u holda
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> X > Fx(x,y)

hosil bo‘ladi. U~ ((x0,.y0)) da F~{x,y), F'(x,y) xususiy hosilalar
uzluksiz va F' (x,y) * 0 bo‘lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

®( F(*y)
ning (x0- 5, x0 +5) da uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi. »
4- misol. Ushbu
F(x,y)=ey+ysinx-x3+7=0
tenglama (2, 0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi

sifatida aniqlashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.
4 Ravshanki,

Ir(x,>>) = ey +ysinx- x3+7
funksiya R2da aniglangan va uzluksiz. Binobarin, u (2, 0) nugtaning
atrofida uzluksiz, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha
bo‘ladi:
dF(x,y) _ 9 +ysnx _xj+7”_ycQsx _3x2"
oX dx

-~ (ey +ysinx- x3+7) =ey +sinx.

1y Y (ey +y ) =ey

Demak, F(x)y) funksiyaning xususiy hosilalari R2 da, jumladan,
(2, 0) nugtaning atrofida uzluksiz.

So‘ngra

dr(2,0
éy—): (ey +sinx)x@®™0=1+sn2*0,

Va nihoyat,

F(2,0) = (ey +ysinx - x3 +7)x2y=0 =°
bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra
F(Xx,y)=ey +ysinx- x3+7=0

tenglama (2, 0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
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sifatida aniqlaydi va bu oshkormas cp(x) funksiyaning hosilasi quyida-
gicha bo'ladi:

G+ = ~ Zl()(x,y); __ycosx-3x2

(x>}~ ‘ey+smx

1-eslatma. Oshkormas funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa bo ‘ladi:

F(x,y) =0

ni (yo‘zgaruvchi x ning funksiyasi ekanini hisobga olib) differensiallab
topamiz:

Fr(x,y)+ F'{x,y) y' =0.
Keyingi tenglikdan esa quyidagi ifoda kelib chigadi:
/= Fj(xty)
y fi(xy) =
Aytaylik, F(x,y) funksiya U& ((x0,y0)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
Fi (x,y), FA(x.y), F2(x.,y)
xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Ma’lumki,

F'(x,y)
Fy{x,y) *

Buni differensiallab topamiz:

{tx(x,y))x Fy{x,y)-(F;{x,y)) m(xy)

Agar (F (%, y))x = F2(x,y) + F* (X, y) */, 6)

{F; x.y))x

ekanini hisobga olsak. U holda

FE (x,y) + F2(x,y)- V'

g = FPENFRZ 00n) YORXOON (F2000* TE(X - P) (X9
{Fy(xy)f
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FAXY) B{xy)-FE{x,$Py(x , " fy (x, % £(x])- £( {$m$(* ji] &
(Py(x.,y)f
bo‘ladi. Bu ifodadagi y* ning o'rniga
FE(xY)
pi{x.y)

ni qo‘yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun
quyidagi formulaga kelamiz:

Yy -2

ry

2-  eslatma. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalarin
quyidagicha ham hisoblasa boMadi. Yugorida

F(x,y) =0
ni dfferensiallab,

Fx(x,y) +Fy(x,y)y" =0
boiishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
[Fi(xy) +F(x.y) -y'Ix =
=(FOGy)x+y (F'(x, y))x +F'(x,y) W =0.
Agar (6) munsabatlardan foydalansak, keyingi tenglik ushbu
F\ (y) +1F" (x,y) " +F\ (X, y) *y'2 +F'(x, y) *y" =0
tenglikka keladi. Undan esa

F'i {x,y)+2Fy{x,y)s/+/£ (X,) /2

y - Fy(x.y)
bo'lishi kelib chigadi.
5- misol. Ushbu

F(x,y) =xey +ye* - 2 =0

tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi topilsin.

117



4 Differensiallab topamiz:
(F (X, y))x =(xey +ye* . 2)x =0,

ey +yex +(xey +ex)y "' =0, (7

/= e 4xey (8)
Endi (7) ni yana bir marta differensiallaymiz:

gy oy’ +y ex +yex +ey W' +xeyy W' +xey " +y’ex +y'ex =0 m
Keyingi tenglikdan

2eyy'+2exy'+xey yn +ye*
y -~ xey +ex
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikday ’ ning o'rniga (8) da ifodalangan
giymatini go'yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topiladi. »

Mashqglar
1. Ushbu y5+y -x =0
tenglama bilan aniglangan oshkormas funksiyaning grafigi yasalsin.
2. Ushbu Xy =yX, (xdy)

tenglama bilan aniglanadigan y = d(x) oshkormas funksiyaning y *
va y "hosilalari topilsin.
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14-B OB
FUNKSIONAL KETMA-KETLIK VA QATORLAR

65- ma’ruza

Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis
yaginlashuvchanligi

1°. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Aytaylik,
har bir natural n songa Ec R to‘plamda aniglangan bitta fn(x)
funksiyani mos qo‘yuvchi qoida berilgan boisin. Bu goidaga ko‘ra

f(x), F2(x), ..., FN(X), .. (1)

to‘plam hosil bo‘ladi. Unifunksional ketma-ketlik deyiladi. Eto‘plam
(1) funksional ketma-ketlikning aniglanish toplami deyiladi.

Odatda, (1) funksional ketma-ketlik, uning n- hadi yordamida
{/,X} yokifn(x) kabi belgilanadi. Masalan,

7 () = M\ 2 3 A\
»(*) Thex* \+x 2+x n+xL
f,r, (x)4:sin\—fx: sinJ—X,smE(, sinﬂ,...

lar funksional ketma-ketliklar bo‘ladi va ularning aniglanish to‘plami
mos ravishda

E =R, E =[0,+00)
bo'ladi. Ravshanki, x o‘zgaruvchining biror tayinlangan x =x0e E
giymatida ushbu

{fn ("0)}; AM , f2(x0), /, (x0),..
sonlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.

1- ta'rif. Agar {f,,00\ sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi (uzogla-
shuvchi) bo‘lsa, \f,,(X)} funksional ketma-ketlik x = x0nuqtada yaqin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi. x0nuqta esa bu funksional ketma-
ketlikning yaqginlashish (uzoglashish) nugtasi deyiladi.

2- ta'rif. \f,,(x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish
nuqtalaridan iborat B0z £to‘plam \f,,(x)} funksional ketma-ketlikning
yaginlashish to plami deyiladi.
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Masalan, ushbu

/(X)) =x" 1 x,x2,x\... x",...
funksional ketma-ketlik aniglanish to‘plami E = Rbo'lib, u Vxe (-1,1]
nuqtada yaqinlashuvchi, xe /?\(-1,I] da uzoglashuvchi bo‘ladi.
Demak, ketma-ketlikning yaginlashish to‘plami EO= (—, 1] bo‘ladi.
Faraz qgilaylik, {f,,0cV} funksional ketma-ketlikning yaginlashish
to'plami B0 (EOe R) bo'lsin. Ravshanki, bu holda har bir xe E)da

A\ (x), 72(X), ..., 7 ,,(X),...
ketma-ketlik yaginlashuvchi, ya’ni
lim 7,,(x)

mavjud bo'ladi. Endi har bir xe Ega /Ili_rg) /,,(X) ni mos go'ysak, ushbu

/x> limf,(x)

funksiya hosil bo‘ladi. Bu /(x) funksiya {/(Xg} funksional ketma-
ketlikning limit funksiyasi deyiladi:

lim/,(x) =/(x), (xe £m)e

Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtiyoriy e > 0 son va har bir
xe EOuchun shunday natural n§ = (e,x) son topiladiki, ixtiyoriy
n > n0da
17..()-7(") <e,
ya’ni
Ve >0, 3o =Ab(e,x)e N, Vn>n0: \In(x) - /(X)] <e
bo‘ladi.

1- misol. Ushbu f,,(x) =nsin ~

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
«< Berilgan funksional ketma-ketlik E =[0, +=) da aniglangan.

Uning limit funksiyasi
sfx



bo'ladi. Demak, funksional ketma-ketlik E - [0,+°°) da yaginlashuv-
chi va

limnsin — =Vx. »
n-»—

2 -misol. Ushbu fn(x) =xn

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
4 Bu funksional ketma-ketlik E = R da aniglangan. Ravshanki,

Vx g (I,+00) da lim /,,(x) =Ilim x" =-k»,
Vxe (-1,1) da Ii_m f. (x) =lim x" =0,
x = 1da lim/,(x) =lim 1=1,
n-*oo F->00
VX (—ep—1) da nl_ilno0 /,,(x) mavjud emas.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik E0 =(-1,1] da yaqinlashuv-
chi bo‘lib, uning limit funksiyasi
/(*) =limx" =j ar - 1<Ar<1 bO sa'
(%) =limx J[P, % x=1 sa
bo‘ladi. »
3- misol. Ushbu
/,,(X) =n2 (k- FYX), (x >0)

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
4 Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quyida-
gicha topiladi:



2°. Funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchanligi. Faraz
qgilaylik, (/,(m)}:
f2(x), ..., f,,(X), ..
funksional ketma-ketlik EOto‘plamda yaginlashuvchi (ya’ni yaginla-
shish to‘plami EQ) boiib, uning limit funksiyasi/(x) boisin:
lim/,,(x) =/(x).

Ma’lumki, bu munosabat
Ve >0, 3« =« (e,x)e N, V«>/": \f,(x)- /(X)] <e
boiishini anglatadi. Shuni ta’kidlash lozimki, yugoridagi natural n0
soft ixtiyoriy olingan e >0 son bilan birga garalayotgan xe ED nugtaga
ham bog‘liq boiadi (chunki, x e E0 ning turli giymatlarida ularga
mos ketma-ketlik, umuman aytganda, turlicha boiadi).

3-  ta'rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shu e >0 gagina bogiiq
boigan natural n0 =«0(e) son topilsaki, V«> n0va ixtiyoriy xe E0da
\f,,(x)-f(x)\ <e

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

Ve >0, 3nd=nv(£)e N, \/n>n0, Vxe EO: \,(x)- /(X)] <e
boisa, {/\X0} funksional ketma-ketlik EO to‘plamda/(x) ga tekis
yaginlashadi (funksional ketma-ketlik EO to‘plamda tekis yaginla-
shuvchi) deyiladi.

Shunday qilib, #~£0)} funksional ketma-ketlik EOto‘plamda/(x)
limit funksiyaga ega boisa, uning shu limit funksiyasiga yaginalishish
ikki xil boiar ekan:

1) Ve>0, 3o =tk(e,x)e N, Vn>": |/,(x) - /(X)] <e
boisa, {f,,(X)} funksional ketma-ketlik E0 da /(x) ga yaginlashadi
(oddiy yaginlashadi). Bu holda

/,(*)->/(*)> ("~ £0)
kabi belgilanadi.

2) Ve>0, 3 =«b(e)e N, V/i>~ Vxer: |/,X)- /x)] <e
boisa, {/~{}funksional ketma-ketlik EDda/(x) ga tekis yaginlashadi.
Bu holda

f,,(x)N(x), (xeED0)
kabi belgilanadi.
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29- chizma.

Ravshanki, {fn{x)} funksional ketma-ketlik EO to‘plamda /(x)
funksiyaga tekis yaginlashsa, u ushbu to‘plamda/ (x) ga yaginlashadi:

fn(x)If(x)=>fn(x)*>f(x), (xeEDO0).

Aytaylik, fn(x)~f(x), (xe EO)
bo‘lsin. Bu holda V« >n0va Vxe EDda
Fn(x) ~/(*)] <e,ya'ni /(x)-e</,(x) </(x) +e

bo‘ladi. Bu esa {/,(X} funksional ketama-ketlikning biror hadidan
boshlab, keyingi barcha hadlari /(x) funksiyaning «e-oralig‘i»da
butunlay joylashishini bildiradi (29- chizma)

4- misol. Ushbu

sin NX
Loy ="

funksional ketma-ketlikning R da tekis yaginlashuvchanligi ko'rsatilsin.

A Ravshanki,

lim/,(x)=Lim ~ =0.
M->°° /o rn
Demak, limit funksiya/Z(x) = 0.
Agar Ve >0 son olinganda n0 = deyilsa, u holda V« >n0va

Yxe R uchun
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/U)-7 OO) :smtlnx q smnnx <:1< _ﬁ!c;l
bo‘lishini topamiz. Demak, ta’'rifga binoan
sinnx _>q
n

bo'ladi. »

Faraz qgilaylik, {/,(X)} funksional ketma-ketlik EOto‘plamda/(x)
limit funksiyaga ega bo‘lsin.

1-  teorema. {fn(x)} funksional ketma-ketlik EOto‘plamda/(x) funk-
siyaga tekis yagilashishi uchun

lim Ls(gé)l 17..(x)-/(x)] =0
bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik,
/., (X)) (x), (xe EO)
bo'lsin. Ta’rifga binoan
Ve >0, ¥lg=«o(e)e N, V?>/P4Vxe EO: |/,(X)-/(x)] <e
bo'ladi. Bu tengsizlikdan
)sgg)l/,,(x) - /X)] <e
bo‘lib, undan

lim sup \,,(x) - /(x)] =0
n=>°

bo'lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Aytaylik

lim sup |/,,(x)-Z/(x)] =0
n_>°° xef£o

bo‘lsin. Limit ta’rifga ko‘ra

Ve >0, Br*eN, \/n>n0: sup |/,,(x)- /(X)] <e

xe£0
bo'ladi. Ravshanki

17,,(X)-/(X)] < g%l/”(x)-/(x)l-

U holda Vxe EOuchun
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17.,()-7(x)| <e
bo'ladi. Bundan
fn(x)Zf{x), (xe£0)
bo'lishi kelib chigadi. »

5-misol. Ushbu f,(X) = x2+ 1

funksional ketama-ketlikning BED= Rda tekis yaginlashuvchiligi ko‘r-
satilsin.
A Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

f(x) =lim /,,(x) =lim IxX2+ * =bl, (xe R)

bo‘ladi. Endi sup /,,(x)-/(x)]

ni topamiz:

sup )2 + 1. :u.j':sup M :SX%%-T 1
rr ] xeR |/| X2+|'+IXI
Demak, lim su _A - =1lim - =
aF R 4-m =fmy=0
bo‘lib, x2+y ~x, (xe R)

ifodaga ega boMamiz. »
Eslatma. Agar {/~&} funksional ketma-ketlik uchun Ecz R
to‘plamda

lim S)(%EI/"(X) -/(x)] *0

bo‘lsa, \f,,(X)} funksional ketma-ketlik Eda tekis yaniglashishi shart
emas.

Endi funksional ketma-ketlikning limit funksiyaga ega bo‘lishi va
unga tekis yag‘inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz.
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2 -teorema. (Koshi teoremasi.) (4(x)} funksional ketma-ketlik
E to'plamda limit funksiyaga ega boiishi va unga tekis yaginlashishi
uchun Ve >0 son olinganda ham shunday @ =«0B e N topilib,
V«>n0,Vpe N va Vxe Eda

\,AP(x ) -fn(x)\<e,
ya'ni Ve>0, 30 =/(e)e N, V«>«0, Vpe N va Vxe E da
\IHP(x)~ fn(x)\<z 2
bo‘lishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. Aytaylik, £to‘plamda {x)} funksional ketma-ketlik
limit funksiya/(x) ga ega boiib, unga tekis yaginlashsin:

f,(x)M(x), (xe £0).
Tekis yaqginlashish ta’rifiga ko‘ra
Ve >0, 3Q=n0(e)e N, Wk>«0, Vxe E:\k{x)- f(x)\ <~

boiadi. Xususan, k =n, « >«0va K- n+p, pe N da

V,(*)-7(*)!<§. NmPY)-f(x)\<\
tengsizliklar bajarilib, ulardan

in+P(x) - 7, ()] =Nitp(x) - fix) - (/,,(x) - /()] <

NP ~ /()N In(x) - F(x )<~ | =e

boiishi kelib chigadi. Demak, (2) shart o‘rinli.
Yetarliligi. {f,{x)) funksional ketma-ketlik uchun (2) shart bajarilsin.
Uni quyidagicha yozamiz:

Ve >0, 3«0 =4q0(e) e iV, \/n>n0, VpeN, Vxe £ da

\HP(x)-f,, (x)\ <] 3)
boiadi.

Ravshanki, tayin x0e £da \f,,(X)} sonlar ketma-ketligi uchun (3)
shartning bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib
chigadi. Koshi teoremasiga ko‘ra {/,(x0} yaginlashuvchi boiadi. Bino-
barin, chekli
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lingy/., (x0) (4)

limit mavjud.
Modomiki, har bir x e E da (4) limit mavjud bo'lar ekan, u
holda awal aytganimizdek, E to'plamda aniglangan

X H%/,,(x), (x 6 E)

funksiya hosil bo‘ladi. Uni/(x) bilan belgilaymiz. Bu funksiya [fr(x)}
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi bo‘ladi:

/,(*)->/(*), (xe fmm
Endi (3) tengsizlikda nvax lami tayinlab (n >\ xe E) p da
limitga o‘tamiz. Natijada

17(x)-/.,(x)|< E<e
hosil bo‘ladi. Bu quyidagicha bo'lishini bildiradi:
/.. (*) Itfix), (xe EO0). »
6- misol. Ushbu
In nx

r,
fnoo ——\7ﬁ

funksional ketma-ketlik E= (0,1) to'plamda tekis yaginlashuvchan-
likka tekshirilsin.
A Agar ixtiyoriy ke Nuchun

n=K p=k=n, x'=

P

-1
. n
deyilsa,

_ In2 1 'n2
/. W-/W ] =j/2.()-7.(s) \p M1 ,, =e0

bo‘ladi. Demak,

3e° =-"3VAe N, 3n>k, Bps N,

3x*=ie(0,1): \mp{x*)-fn{x")| >€0.

Bu esa yuqoridagi teorema shartining bajarilmasligini ko'rsatadi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £=(0,1) da tekis yaginla-
shuvchi emas. »
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Aytaylik, {fn(x)} funksional ketma-ketlik £to‘plamda yaginlashuv-
chi bo‘lib,/(x) funksiya uning limit funksiyasi bo‘lsin:
fix)-* fix), (xeE).
Agar
Be0 >0, VkeN, 3n>k, 3x*e E: j/,(X')- /(x*)] >e0

bo‘lsa, {f,,(X)} funksional ketma-ketlik E to‘plamda [1x) funksiyaga
notekis yaginlashadi deyiladi.

7- misol. Ushbu fix) - nsin =
funksional ketma-ketlik E= (0, 1) da tekis yaginlashuvchanlikka tek-
shirilsin.
1
A Ravshanki, lim fix) - lim «sin = =lim 3=

- e
n—00 » X X

nx

Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi fix) ="
bo‘ladi.

Aytaylik, x* =" bo'lsin. U holda

N, (X*) - f(x* )] =Mmsin1- M\>1- sin1=e0
munosabat ixtiyoriy ne Nda o‘rinli bo‘ladi.
Demak, fix) :«sin-n%( funksional ketma-ketlik limit funksiya

fix) =- ga E= (0, 1) da tekis yaginlashmaydi. »

3°. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.
Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketliklar qator xossalarga ega.
Bu xossalarni keltiramiz.

Aytaylik, {/,¥
fix), /72(x),..,fix),..
funksional ketma-ketlik isc /?to‘plamda yaginlashuvchi bo‘lib,/(x)
uning limit funksiyasi bo‘lsin:
fix)->fix), (xef).
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1-xossa. Agar {(x)} funksional ketma-ketlikning har bir fn(x),
(n=1,2,3,...) hadi E to‘plamda uzluksiz bo'lib,

f,{x)"f(x), (xe E)

boisa, limit funksiya /(x) shu E to‘plamda uzluksiz boiadi. Demak,
bu holda

lim (Iim /.,,(0)

I->x \n->« 7

:nlim (\Iim

->°°\t->x

munosabat o‘rinli boiadi.
2-xo0ssa. Agar ¥~} funksional ketma-ketlikning har bir fn(x),
{n=1,2,3,...) hadi E= [ab\ da uzluksiz boiib,
f,(x) ™~ f(x), (xe[a,6])
boisa,
b 0
ILinl J]1‘,,(x)dx= J\f{x)dx

a

boiadi. Demak, bu holda

b h
lim [fn(x)dx= [(lim fn(x))dx
n- 00](,‘_I Jﬂl\/7—>00 /

munosabat o‘rinli boiadi.
3-xo0ssa. Agar {/,(X} funksional ketma-ketlikning har bir fn(x),

(#=1,2,3,...) hadi E= [ab\ da uzluksiz f'(x), (n=1,2,3,...) hosi-
lalarga ega boiib,

/,'(*) Ud(x), (xela,d])
boisa,
o(x) = F\X)
ga ega boiamiz.
Shu kabi xossalarga keyinrog o‘rganiladigan tekis yaginlashuvchi
funksional gatorlar ham ega boiadi. Ayni paytda, ular bir mulohaza

asosida isbotlanadi. Mazkur xossalaming isbotini funksional gatorlarga
nisbatan keltiramiz.
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Mashqlar

\
1. Ushbu /u(x) = - VX funksional ketma-ketlik
E - (0,+°°) da tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
2. Aytaylik, /(x) funksiya (a,b) da uzluksiz /'(x) hosilaga ega
bo'lib,
\

bo'lsin. Bu funksional ketma-ketlikning [a, ,ft]c (a,b) da/'(x) ga
tekis yaginlashishi isbotlansin.

66- ma’ruza

Funksional gatorlar va ularning tekis
yaginlashuvchanligi

1°. Funksional gator va uning yig‘indisi. Faraz gilaylik, Ec R
to‘plamda aniglangan

LL(x), t2(X),..., un(X),...
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik hadlari
yordamida tuzilgan quyidagi

h, (X) +WR2(x) +... +u,(x) +...

ifoda funksional gator deyiladi va " «,,(x) kabi belgilanadi:
=1

X oun(*) =w(x) +12(x) +... +u,(x) +... 1)
(g =1

Bunda E —funksional gatorning aniglanish to‘plami deyiladi. Masalan,

) X X" 1=1+X +X2+.. +x" 1+..,
rH

2) |T nerx =ex +2elx +3eix +... +nerx +...
§=1
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funksional gatorlar bo‘lib, ularning aniglanish to‘plami E = (—x>+00)
bo‘ladi. (1) funksional gator hadlaridan ushbu

S,(x) =n,(x),
£2(x) =n,(x) +12(x),

............................................................... @)

yig'indilarni tuzamiz. Ular (1) funksional gatorning gismiy yig'indilari
deyiladi. Demak, (1) funksional gator berilgan holda har doim bu
gatorning (2) gismiy yig'indilaridan iborat (5,,(x)}:
Si(x), S2(x ), S n(x), ..
funksional ketma-ketlik hosil bo'ladi. Ravshanki, x =x0e E nugtada
{5,,(x0} sonlar ketma-ketligi bo‘ladi.
1-ta'rif Agar {S,(x0} yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo'lsa,

2> ,,(x) funksional gator x =x" nugtada yaginlashuvchi (uzogla-
=1

shuvchi) deyiladi, x0nugta funksional gatorning yaginlashish (uzog-
lashish) nugqtasi deyiladi.

2-ta'rif J>,,(x) funksional gatorning barcha yaginlashish nug-

/=1 00

talaridan iborat Ec EO to‘plam, ~m,(x) funksional gatorning
e

yaginlashish toplami deyiladi. Bu holda n, (x) funksional gator
%:]

B0 to'plamda yaginlashuvchi deb ham yuritiladi.
Agar EO0to‘plamda ushbu

L] = MK +2K] +... +1, (] + ..

n—-\

gator yaqginlashuvchi bo'lsa, jT wi(x) funksional gator E0da absolut
/1=l

yaginlashuvchi deyiladi.
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3-tarif ~un,(x) funksional gatorning gismiy yig'indilaridan
=1

iborat {"(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi 5(x):
5, (x)->S(x), (xeED0),

funksional gator yig‘indisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

=1
AL, (X) =S(x), (x e £0).
=l
1- misol. Ushbu X"1=1+x+x1+.. +x"I+..
=1

funksional gatorning yaqinlashish to‘plami va yig‘indisi topilsin.
A Berilgan funksional gatorning aniglanish to‘plami E—R bo‘ladi.
Qatorning gismiy yig‘indisini topamiz:

I-xn
Su(X) =14+Xx +xl +...+xXnl=e 1«
n , agar x =1

agar x * 1

Ravshanki, n ->°° da 5nx) ning limiti x ga bog'liq bo‘ladi:

a) xg(-1,1) da II_ilmSn(x) =Iig§1_xl I—Xy=1—x;
b)xe[l, +°0) da HT 5,,(x) =°0;
d) xe (-00,-1] da nllrgg 5,,(X) mavjud emas.

Demak, berilgan funksional gatorning yaginlashish to‘plami
E0=(—, 1) bo'lib, yig‘indisi

S(x) = oy
ga teng bo‘ladi. »

Y
2- misol. Ushbu 2"\1% funksional gatorning yaginlashish to‘p-
lami topilsin. 4
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4 Sonli gatorlar nazariyasidagi Dalamber alomatidan foydalanib
topamiz:

k+1(*) —lim Y X =lim x(\+x2n)
1U,,(x) n—m J+x2n+i ¢ \+xyn 0= 1@En+2
x(1+x2n) _

a) xe (-1,1) da lim L2

Bu holda berilgan funksional qator (-1,1) da yaginlashuvchi
bo'ladi.

b) xe (-00,-1) u (1,+°°) da

1
lim C0+X2) i n+l X
>0 14X 2 o +H

bo'lib, funksional gator xe (-°°,-1) u (1,-w») da yaginlashuvchi
bo‘ladi.
d) x =#1 da berilgan funksional gator mos ravishda ushbu

Y Iy ("
K12 m 2
sonli gatorga aylanadi va ular uzoglashuvchi bo'ladi.
Shunday qilib, garalayotan funksional gatoming yaginlashish
to‘plami
EO =/1\{-1,1} =(-°0,-1)u (-1,1) u(l,4~)
bo‘ladi. »
2°. Funksional gatoming tekis yaginlashuvchanligi. Aytaylik,

Je,, (X)) =) +u2(X) +.ct m, (x) + .
g=i1

funksional gator EOto'plamda yaqginlashuvchi (ya’ni gatoming yaqin-
lashish to'plami £0) bo‘lib, yig‘indisi 5(x) bo'lsin:

5, (x) -» .S'(x), (xeED0), 3)
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bunda S,,(x) =w,(x) +u2(x) +... +«,(x). (3) munosabat

Ve >0, Vxe £0, 3n$ =L0(e,x)e N, V/%: |1,(x) - 5(x)] <e
bo‘lishini anglatadi.
4- ta'rif. Agar E0to‘plamda
"L (x)75(x), (xe EO)
ya'ni
Ve >0, 3rt0=«0(e)eA, \n>n0, Vxe £0: |5,(x)- 5(x)] <e

bo'lsa, X «,,(x) funksional gator E0to‘plamda tekis yaginlashuvchi
=1

deyiladi. Agar
r,(x) =5(x)-5,,(x)
deyilsa, funksional gatorning EDto‘plamda tekis yaginlashuvchanligini
quyidagicha
/)"0, (x GEq),
va’'ni
Ve>0, 3n)= (c)c N, Ve>Hy, Vxe £0: |, (X)) <e
ko'rinishda taVillash mumkin bo‘ladi. Shunday qilib,

£ un(x) =V (x) +u2(x) +... +un(x) +...
=i

funksional gator, uning gismiy yig‘indisi
5,,(X) =w(x) +u2(x) +... +un(x)
va yig‘indisi S(x) uchun
S,,(xX)"S(x), (xe EO)
bo'lsa, funksional gator EOda yaginlashuvchi;
S,.(x) ™ 54x), (xe EO0)
bo'lsa, funksional gator EO da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

1-teorema. ~Tw,,(x) funksional gator EO da gator yig‘indisi
=1

5(x) funksiyaga tekis yaginlashishi uchun
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lim sup *,,(x) - “(x)! =0,
n~>°°xzEn

ya ni
lim sup \Wn(x)J =0
n~>* xeEa
bo‘lishi zarur va yetarli.
4 Bu teoremaning isboti ravshan (garalsin, 65- ma’ruza, 1-teo-
rema.) »

3- misol. Ushbu % (X +n)(x +n+ 1)
funksional gatorning [0, +°°) da tekis yaginlashuvchi bo'lishi isbot-
lansin.

4 Berilgan ftinksional gatorning gismiy yig‘indisini hisoblab, so‘ng-
ra yig‘indisini topamiz:

7 n _ | 1 1
(x+1)(x+2) X+2)(x+3) (X+rRR(x+n+l)
=/1 1 W 1 tM__ 1 \1
\x+l  x+2) \x+2 x+3/ \x+n x+n+l) x+1  x+x-T’
. o 1
1im S 0 = NG SR/ ™ et
Demak, S(x) =T

Uholda  Sn(X) - S(X) =5y =g el = ey DOTID,

LR 15,()-SC) = 44

ga ega bo‘lamiz. Keyingi tenglikdan
%@)&a&)\%(x) - 5(x)] =0

bo'lishi kelib chigadi. 1-teoremaga ko‘ra berilgan funksional gator
[0, +°°) da tekis yaginlashuvchi. »
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Eslatma.A li 5,,(X)- j
slatma.Agar Imxef(t){*él »(X)- S(X)j p0

bo‘lsa, bl,,(X) funksional gator E0da tekis yaginlashuvchi bo'lishi
“

shart emas. Masalan,

X" 1=1+x +x2+... +x" 1+..
=1

funksional gatorning (-1,1) da yaqginlashuvchi, yig‘indisi
500 =1
bo'lishini ko‘rgan edik. Bu funksional gator uchun
lim sup [*,.(x) - 5(x)j =lim su =00
n>~-1<x%1[ ) - 5k e ok HC

bo‘ladi. Demak, funksional gator (-1,1) da tekis yaginlashuvchi emas.
Faraz gilaylik,

X«,, (X) =N(X) +N(X) +... +«,(X) +...

n=I

funksional gator to‘plamda berilgan boisin.

2- teorema. (Koshi teoremasi.) ™ un(x) funksional gqator £to‘p-
=l

lamda tekis yaginlashuvchi boiishi uchun
Ve >0, 3n0 =wd(e) e N, V«>«0, VpeN, Vxe £ da

\SHA(X) - Sn(X)| =junt (X) +u2(X) +... +up(x)l <e
boiishi zarur va yetarli.
Bu tenglamaning isboti 65- ma’ruzadagi 2- teoremadan kelib chigadi.
3°. Funksional gatorlarning tekis yaqinlashuvchanlik alomatlari.
a) Veyershtrass alomati. Aytaylik, E to‘plamda

1T bl,(X) =w(x) +u2(x) +... +un(x) +... (4)

funksional gator berilgan boiib,
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2) ~C, =C, +C2+.. +C, +... sonli gator yaginlashuvchi bo‘l-
=1

sin. U holda (4) funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi.
m} 1- shartga ko'ra >n0, Vpe N va Vxe E uchun

VAX) +u2(x) +.. + Mt (] <A Q] +12()] +... +Lp(x)] <
—QH WCrH2 + e+ Crvip

bo‘lib, 2-shartdan, ya’'ni ]TC,, gatorning yaginlashuvchanligidan
1= 1

Koshi teoremasiga binoan
Ve >0, 3n0 =no(e) e N, V«>/70, Vpe TV da

QH +h2 + +Qrp<e
bo‘ladi. Demak,

bt (x) +u2(x) +... +unip(x)] <e

Yugoridagi 2- teoremaga ko‘ra " «,, (x) funksional gator £to‘plamda
=i

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

xsinx_ funksional gator tekis yaginla-

A Vi+<2(IW )
shuvchanlikka tekshirilsin.
4 Berilgan gatorning aniglanish to'plami E =(-°°,+°0) bo'lib,
uning umumiy hadi

smx
o=y ity 18

bo‘ladi. Ravshanki,



Endi Vxe (-<»+«>) uchun

" o< 1
1+nx2  2yfn

bo'lishini e’tiborga olib topamiz:

1 < 1
N\HR(1+H2)  ANNHR)  2i7/2

Demak, berilgan funksional gatorning hadlari uchun

bo‘ladi. Ma’lumki, >§1T}2 gator yaginlashuvchi. Binobarin, Veyer-
«1ln

shtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator (-»,+«>) da tekis
yaginlashuvchi bo'ladi. »

Funksional gatorlarning tekis yaginlashishini ifodalovchi keyingi
alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

b) Dirixle alomati. Aytaylik, Ecz R to‘plamda aniglangan w,,(X)
va v,(x), (n=1,2,3,...) funksiyalar quyidagi shartlami bajarsin:

1) Vxe Eda {«,(X)} ketma-ketlik monoton;

2) {w,(X)} funksional ketma-ketlik £da 0 ga tekis yaginlashuvchi:

m,(x) "0, (x e £);

3)shunday Ce R mavjudki, \/ne N, Vxe E da

JUI® +2(x) +... +U,(¥)] = <C.
Nt

U holda X &, (X) 1;,,(X)
=

funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
§in x sin nx
|
nl Jm=
funksional gator E—[0, 4*> da tekis yaginlashuvchiligi isbotlansin.
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G (%) = i ! V,,(X) - sin X esin nx

bo'lsin. Bu funksiyalar uchun Dirixle alomatidagi uchta shart baja-
riladi. Hagigatan ham,

1) Vxe E da un(x) = X uchun

1 1 \nH-+X-\jn+X

X NH\EX yneXsint\#x y(n+x)(nH+x) n+l+x+yln+x» ~
bo‘lganligidan, uning kamayuvchiligi kelib chigadi;

2) Ravshanki, un(x) =--=1=<

. n [ele} da 0.
sintX  sin \In
Demak, un(x) 20, (xe E).
3) Bu holda
i In
X m *) X sinxsinkx = 2 cos s X osin M1y o5
k=1 K=\ 2 2
bo'ladi.

Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator E =[0,+°°) da
tekis yaginlashuvchi. »

d) Abel alomati. Aytaylik, Ec Rto‘plamda aniglangan un(x) va

x), (n=1,2,3,..) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:
1) Vxe Eda {u,(X)} ketma-ketlik monoton;
2) shunday Ce Rtopiladiki, V«e N, Vxe Eda

vn(

[« <C;
3) Mu,,(x) funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi.
U holdna:l
X «, (x)u,, (x)
=

funksional gator to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
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~(r4

6 - misol. Ushbu — — X"

funksional gatorning ~=[0, 1] da tekis yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.

< Aytaylik, u,(x) =x", u,(x) =—-—, (xe[0,I])

bo'lsin. Bu funksiyalar uchun Abel alomatidagi uchta shart bajariladi
(bu ravshan). U holda Abel alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator
[0, 11da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Mashqlar

1.Agar un(x), (xe E) funksional gator E to‘plamda tekis
=L

yaginlashuvchi bo‘lsa, {un(x)} funksional ketma-ketlikning £to‘plamda
0 ga tekis yaginlashishi isbotlansin.
® / «<\WH

2. Ushbu Y "r arctg nx, (xe R) funksional gator R da tekis
ti n+x

yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.

67- ma’ruza
Tekis yaqinlashuvchi funksional gatorlarning xossalari

1°. Funksional gator yigMndisining uzluksizligi. Faraz gilaylik,
Ec /?to‘plamda

Nou,,(X) =w(x) +2(x) +...+u,(X) +.. 1)
=1
funksional gator berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi S(x) bo‘lsin.
1- teorema. Aytaylik, (1) gator ushbu shartlami bajarsin:
1) gatorning har bir «,(x), (« =1,2,3,..) hadi E to‘plamda
uzluksiz;

2) Y «,,(x) gator E da tekis yaginlashuvchi. U holda funksional
(AN

gatorning yig‘indisi 5(x) funksiya E to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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-4 Aytaylik, xOe E,
S,,(X) = ul(x) +u2(x) +... +un(x)
bo'lsin. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra

S,,(X) Z S(x), (xe E)
bo‘ladi. Ta’rifga binoan

Ve >0, 3«0 =n0(e) edv, Vv« >«0va ¥Yxe E da
[1(x)-5(x) I <1, (2)

jumladan, [5,,(x0) - S%q)| < | )

tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar n ning nin dan katta biror
muayyan «, giymatida ham o‘rinli bo'ladi:

134 (ic) - 3 ()1 <1. (2)

ISt (*b)-S(x0)I< (39

Teoremaning 1- shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksiyalar
yig'indisi yana uzluksiz bo'‘lishidan

A (x) = LX) +« (X) +... +ny(x)
funksiyaning Eto‘plamda uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Demak, ()

funksiyax = da uzluksiz. U holda, ta’rifga binoan Ve >0, 36 =5(e) >0,
x- x01<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xe E da

K (*) ~S* (o] <f Q)
bo‘ladi. Yugoridagi (2'), (3") va (4) tengsizliklardan foydalanib topamiz:

B{) -SCON=IS(x) - (X)) (S, (X) - (b)) +(S,, (X0)- 5 ()]

<P(x)- @I+ )= KO+ (%) -S(x)I<] 1 1=e

Bu esa 5(x) funksiyaning x0nuqtada uzluksiz bo'lishini bildiradi.
Modomiki, x0 nugta E to'plamning ixtiyoriy nugtasi ekan, 5(x)
funksiya E to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. »



Yuqorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning
tasdig‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:

2°. Funksional gatoriarni hadlab integrallash. Faraz gilaylik, [a, b]
segmentda

£ u,(x) =Y (x) +w2(x) +... +u,(x) +.. (5)
funksional qatEJr berilgan bo'lsin.
2- teorema. Aytaylik, (5) gator quyidagi shartlarni bajarsin:
1) gatorning har bir un(x), (n=1,2,3,...) hadi \a, b] segmentda
uzluksiz;

2) gator [a, 6] segmentda tekis yaginlashuvchi;

n=1

3) M u Hx) =S(x).

17=1

U holda (A =]« (/)* + |H2(D)dt +...
“a a a

gator [a, b\ da yaginlashuvchi va

be (tdt =~S(t)dt, (jts[a,/)])

bo‘ladi.
*4 Berilgan funksional gatorning gismiy yig‘indisi
S,,(X) =w(x) +u2(x) +... +u,,(x)
ni olamiz. U holda teoremaning 2- va 3- shartlariga ko‘ra
Sn(x) M S(x), (xe[a,6])
bo‘ladi. Tekis yaginlashish ta’rifiga binoan Ve >0, 3«0 =w(e)e N,
V«>w va We [a,b] da
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\()-S(O\< |

tengsizlik bajariladi.
Teoremaning 1- shartidan hamda yuqorida isbot etilgan 1- teorema-

dan foydalanib
X

fu,(dt, (1=1,2,3...); js(t)dt

a

integrallarning mavjudligini topamiz. Ushbu
o x X X X
X Ju,(t)dt =J ux(t)dt +Im2(t)dt +... +J u,(t)dt +...

a a

WAL a a
funksional gatorni garaymiz. Bu gatoming qgismiy yig‘indisi
n *
0,,(x) =l b (t)dt, (xe[a,Z>])
K-1a

bo‘lsin. Ravshanki,

X 14 (ydt=\ dt.
*=1 a k=\

X

Demak, CT,,¥) =js,,(t)dt.

Endi if Ia\ﬂ-l

funksional gatorning \a, b\ da tekis yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsa-
tamiz. Quyidagi

n

a, (x)-jS(t)dt

ayirma uchun
X X X
a,, (x)-jS(t)dt = ]S, (t)dt - J S(t)dt <

a a a

zJIs,(0 - ®™0Jdt< Jdt=~ m(x- a)<e
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bo‘ladi. Demak,

0,,(X) ’\XS(t)dt, (xe[a,6]).

a

Bu esa I [ u,,(t)dt

n=\

funksional gatorning [ab\ da tekis yaginlashuvchi va

£ \u,(t)dt =\s(t)dt

bo'lishini bildiradi. »
Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdi-
g‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:
\
+\utwW | =)[£uk() dt.
K—ta ag\
3°. Funksional gatorlarni hadlab difTerensiallash. Faraz qilaylik,
[a, b] segmentda

1Ei/n(x) =K (X) +bR(X)+... +«,(X) +... (6)
p=1
funksional gator berilgan boisin.
3- teorema. Aytaylik, (6) funksional gator quyidagi shartlami bajarsin:
1) Qatorning har bir u,,(x), (n=1,2,3,...) hadi [a, B\segmentda
uzluksiz u',,(x), (n=1,2,3,...) hosilaga ega;
2) Ushbu

AU, (X) = uf(x) +W2(x) +... +uUn(x) +...
(=i
funksional gator [a, b\ da tekis yaginlashuvchi;
3) x0e [a, b\ nugta mavjudki, bunda

£m,,(X) =b}(x0) +w2(x0) +... +un(x0) +...
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gator yaginlashuvchi. U holda
a) /r\1=ll( U ) funksional gator \a, h|da tekis yaginlashuvchi;
b) bu gatorning yig'indisi
5(x) =
Y=
la, P\ da uzluksiz .S'(*) hosilaga ega;

d) S'(x) ="u'n(x) bo’ladi.
Z

4 Ushbu AT n'(x)
Z
gatorning yig‘indisini a(x) bilan belgilaylik:
a(x) =]T <(x). (")
=L

Bu gator tekis yaginlashuvchi va har bir hadi Ja, B\ da uzluksiz.
Yuqorida Keltirilgan 2 -teoremaga ko‘ra (7) ni hadlab integrallash
rnumkin:

X @®» X
Ja@ydx =|T J in(x)dx,
0 3%

bunda x0e [a,b\, xe [a,b\. Ayni paytda,

X | w'(x) funksional gator Jp, b\ da tekis yaginlashuvchi.
»=

X
Ravshanki, | Un(x)dx = u,(x) - w,(",).
0

Demak, ~(m,,(x) - m,(x0)) gator Ja, b\ da tekis yaginlashuvchi.
o=

Shartga ko‘ra
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XM*0)

gator yaginlashuvchi (uni [a, b\ da tekis yaginlashuvchi deb garash
mumkin). Shunday qilib

T(w,,(x)-M*0)),
]Iﬂ(w (x)-M*0)) . 0)

gatorlar Ja, b\ da tekis yaginlashuvchi boiadi. Bundan esa bu gator-
larning yigindisi boigan

«=1

funksional gatorning \a, b\ da tekis yaginlashuvchi ekanligi kelib chi-
gadi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

[ a()iilx =X (1, (x)-"(n:))) =IT A () - ul”) =S() - S(%).

n=1 n=1 n=1

a(x) funksiya har bir hadi uzluksiz, o‘zi tekis yaginlashuvchi

n=\
gatorning yigindisi boigani uchun 1-teoremaga ko‘ra, [ab\ da
uzluksiz boiadi. U holda keyingi tenglikdan
a(x) =(SU)-5(x0)) =8'(x)
boiishi kelib chigadi. Demak,

n=1

gator yigindisi uzluksiz hosilaga ega va

S'U) =j?2u'(x)
boiadi. »
Bu keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdigini
quyidagicha yozish mumkin:
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dx

1- misol. Ushbu \r{=| In VA (0 <x <+0)
funksional gatorning yig‘indisi topilsin.
® 1
< Ma’'lumki, § (mx)(n+l+x)

funksional gator [0-t<*>) da tekis yaginlashuvchi bo'lib. uning yig‘indisi

S(%) =hix
g;i teng (qaralsin, 66- ma’ruza):

| L=y — 1 -

1+X (rt+x)(rt+1+x) *

Ravshanki, bu gatorning har bir hadi [0,+°°) da uzluksiz. Demak,
uni 2- teoremaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin:

X 00 X

dt v T dt
=10 («+/)(«H+/) m

Aniq integrallarni hisoblaymiz:

JE- =In(l +f)f =In(l +X),

é?(n'wcr()@:@(q@\_qrtf gV =
(D)

n(n+1+x)

=In(« +Of - In(« +1+0f =In

Demak, V In n(l +x).

gLy
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Mashqlar

1. Ushbu ~Tax", (-1<x<|) funksional gatorning yig‘indisi
(t=N

topilsin.

2. Ushbu S(x) =Y ,1,, (xe R) funksiya funksional gatorni
tt n+*

hadlab differensiallash bilan topilsin.

68- Ta ruza
Darajali gatorlar, ularning yaginlashish radiusi va

yaginlashish intervallari
1°. Darajali gator tushunchasi. Abel teoremasi. Har bir hadi

u,(t) =an(t-t0j'. (0eR; «=0,1,2.)
funksiyadan iborat bo'lgan ushbu

0 (* ~Y =°0 +a\((~*0) +a? ((~fo) +— ©
funksional gator darajali gator deyiladi, bunda
a0? Q7 ee0? @7 000

hagiqiy sonlar darajali gatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
(1) da /-/0 =x deyilsa, u quyidagi

]Ta,x" =a* +alx +a2x2 +... +a,xn+..., (xe R) %)
1=9]

ko‘rinishga keladi va biz shu ko'rinishdagi darajali gatorlarni o‘rga-
namiz.

Ravshanki, (2) gatorning gismiy yig'indisi
S,,(X) =a0 +o,x +a2x2 +... +anx"

ko‘phaddan iborat. Ayni paytda, x= 0da 5,,(0) =a0 boiadi. Demak,
har ganday (2) ko'rinishdagi darajali gator x = 0 nuqtada yaginlashiiv-
chi bo'ladi.
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1- teorema. (Abel teoremasi). Agar
X axn=a0+ +ax2+..+a X"
n=0
darajali gator x - xn 0 nugtada yaginlashuvchi bo‘lsa, ushbu
IFI<l*ol
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda darajali gator yaginla-

shuvchi (absolut yaginlashuvchi) bo‘ladi.
N Aytaylik, x =x0* 0 da

423

gator yaginlashuvchi bo'lsin. Qator yaginlashishining zaruriy shartiga
ko‘ra

lim a,,x0 =0
/>
bo'ladi. Demak, {a,Xo} ketnia-ketlik chegaralangan:
3M >0, V«b6 N da \gd A<M .

Ravshanki, WS\ = ‘an,,on\)a| 3

va xj<|x0j da x -q<\ bo‘ladi. Demak, X *
*0 ol

geometrik gator yaqinlashuvchi. U holda ushbu
X

0

gator ham yaginlashuvchi boiadi. (3) munosabatni e’tiborga olib.
so‘ngra solishtirish teoremasidan foydalanib,

23]
darajali gatoming yaginlashishini (absolut yaginlashishini) topamiz. »
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Natija. Agar ci,xn =a0 +a,x +ax2+.. +a,xn+...

17=0

darajali gator x = X, nuqtada uzoglashuvchi ( ushbu

IT aXx" =00 +a,x, +a2x2 +... +a,xn +...

17=0

sonli gator uzoglashuvchi) bo‘lsa, quyidagi

fd > |xj

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda ~ anxn gator uzogla-
shuvchi boiadi.

w! Teskarisini faraz qilaylik, anx' qgator x|> x,: tengsizlikni

17=0
ganoatlantiruvchi biror x =x* nuqtada (ix*!>jx, ) yaqinlashuvchi
bo'lsin. U holda Abel teoremasiga ko‘ra xj <* tengsizlikni gano-
atlantiruvchi barcha x larda yaginlashuvchi, jumladan, x, nuqtada
ham yaginlashuvchi boiib qoladi. Bu esa shartga ziddir. »
Abel teoremasi va uning natijasi darajali gatorlarning yaginlashish
(uzoglashish) to‘plamining strukturasini (tuzilishini) aniglab beradi.

2°. Darajali gatorning yaginlashish radiusi va yaqinlashish intervali.
Faraz qilaylik,

Na, X" - a0 +ax +a2x2 +.. +axn+ ...
17=0
darajali gator berilgan bo‘lsin. Bu qatorning yaginlashish yoki
uzoglashish nuqtalari hagida quyidagi uch hoi bo‘lishi mumkin:
1) barcha musbat sonlar gatorning yaqginlashish nugtalari bo'‘ladi;
2) barcha musbat sonlar gatorning uzoglashish nuqtalari bo‘ladi;
3) shunday musbat sonlar borki, ular gatorning yaginlashish nug-
talari bo‘ladi, shunday musbat sonlar borki, ular gatorning uzogla-
shish nugtalari bo'‘ladi.
Birinchi holda, Abel teoremasiga ko‘ra darajali gator barcha
X g R da yaqginlashuvchi bo‘lib, darajali gatorning yaginlashish to‘p-
lami £ =(-c»,+00) bo‘ladi. Bunday gatorga ushbu
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darajali gator misol bo‘ladi.

Ikkinchi holda, Abel teoremasining natijasiga ko‘ra darajali qator
barcha Te R\{0} da uzoglashuvchi bo‘lib, uning yaginlashish to‘plami
E —{0} bo‘ladi. Bunday gatorga ushbu

Y ri\xn=X +21x2 +3I x3+... +nN\x" +...

darajali gator misol bo‘loladi.
Endi uchinchi holni garaymiz. Bu holga ushbu

Y X" =14x +X2+... +X" +...

darajali gator misol bo‘ladi. Bu darajali gator barcha xe (0,1) da
yaginlashuvchi va demak, Abel teoremasiga ko‘ra gator (—,1) da

yaginlashadi, barcha xe |I,+°°) da qgator uzoglashuvchi va demak,
Abel teoremasining natijasiga ko'ra gator (-°°,-lJu]l,+<*’) da uzog-
lashadi. Demak, darajali gatorning yaginlashish to‘plami E= (—,1)
bo‘ladi.

Aytaylik, Noa X' =al+ax +ax2+.. +axn+...
darajali gator r, nugtada (r, >0) yaginlashuvchi, Rxnugtada (/1, > 0)
nugtada esa uzoglashuvchi bo‘lsin. Ravshanki,

darajali gator

nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsa,

deb; uzoglashuvchi bo'lsa,



=, R’ =N
deb r2va R, nuqtalarni olamiz. Ravshanki,
R
n<r2, >/RvaR-r2= jZ_H
bo‘ladi. Bu munosabatdagi 2va J12sonlarga ko‘ra r, va  sonlarni
yuqoridagiga o‘xshash aniglaymiz.

Agar X anxn darajali gator
§29)

nuqtada yaginlashuvchi bo'lsa,

deb; uzoglashuvchi bo‘lsa,

[3 — r2, R, — N+ 12
deb £ va /2 nugtalarni olamiz. Bunda quyidagicha bo‘ladi.:

/1-H
<3, J2>/Bva JB-1B3=-p—.

Bu jarayonni davom ettirib borilsa, ~ fl,*'1 darajali gatorning
n=0

yaginlashish nuqtalaridan iborat {r,.}, uzoglashish nuqtalaridan iborat
{7} ketma-ketliklar hosil bo'ladi. Bunda

A<r2<..<m<.. M >R>.>4 >.,
va n —m da Q,-1*, =LAl __Sh

boiadi. U holda |1], 3-bob, 8-8 da Kkeltirilgan teoremaga ko‘ra
HLDO mva ng Rn limitlar mavjud va
rltanqu :}1@00 R,
bo‘ladi. Uni Abilan belgilaymiz:
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H‘n m= HEQPR" =r.
Endi x o'zgaruvchining P <r tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy giymatini olaylik. U holda

limr, =r
Mo

bo‘lishidan, shunday n0e N topiladiki, bunda
M< <r

bo'ladi. Binobarin, berilgan darajali gator \ nuqtada, demak, gara-
layotgan x nugtada yaginlashuvchi bo‘ladi.

x 0‘zgaruvchining P >r tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
giymatini olaylik. Bunda

fim R, =r
bo'lishidan, shunday /7 e TVtopiladiki,
1 >Buy >r

bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali gator Ruw, nuqtada, demak, gara-
layotgan x nuqtada uzoglashuvchi bo‘ladi.

Demak, 3- holda ~ anx™ darajali gator uchun shunday musbat
g=3)

r soni mavjud bo‘ladiki, x| <r,ya'ni Vxe (-/-/m) da gator yaqin-
lashuvchi; M >r, ya'ni Vxe (-°°,-r)u (r,+°°) da gator uzogla-

shuvchi bo‘ladi. x =+r nugtalarda ~a, x" darajali gator yaginla-
no

shuvchi ham bo'lishi mumkin, uzoglashuvchi ham bo'lishi mumkin.

1-ta'rif. Yuqorida keltirilgan r son ~fl,,x" darajali gatorning
g=3)

yaqinlashish radiusi, (~r,r) interval esa darajali gatorning yaqinlashish
intervali deyiladi.

Eslatma. 1- holda darajali gatorning yaginlashish radiusi r - +*
deb, 2- holda darajali gatorning yaginlashish radiusi r = 0 deb olinadi.
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3°. Darajali qatorning yaginlashish radiusini topish. Biror

Na,x" =00+ +ax2+.. +a,.xn+..

§29)
darajali gatomi qaraylik. Bu qator koeffitsiyentlaridan tuzilgan \a,},
(n-0,1,2,..) ketma-ketlik uchun

1) vaj >0 da an 0,

2) lim! a—j mavjud bo'lsin. U holda 'S\a,,xn darajali gatorning
am\ A0

yaqginlashish radiusi quyidagicha bo‘ladi:

r=Ilim —j.
e\
A Aytaylik, darajali gator uchun
lim =L, (a, 0, n=0,1,2,3,...)
N—0 3 n+\

bo‘lsin. Qaralayotgan anxn darajali gqatorda x ni parametr hisob-
(=9

lab, Dalamber alomatiga ko‘ra uni yaginlashishga tekshiramiz:

fim "X fim e - b lim bW
anx" en 1 g
f|/7+|
Demak, <1, yani <L

bo‘lganda gator yaginlashuvchi bo‘ladi;

W >1,ya'ni IM>L
T

bo‘lganda darajali gator uzoglashuvchi bo'ladi.
Bundan " a,x" darajali gatorning yaginlashish radiusi

770
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r=>L=Iim O]
“p+ |
boiishi kelib chigadi. »
1- misol. Ushbu

Y -—Xi, (0l =1)

&t

darajali gatorning yaginlashish radiusi topilsin.
4 Bu gator uchun

n — m — L+l
w ey o1 tn"'ﬁ!l
boiadi. Ravshanki,
. a, \ nn  e"+](n+1)! . <
lim =lm - = —T - lim -
an+ n->~ie"n!  (w+l) J n-
1+
n

Demak. berilgan darajali gatoming yaginlashish radiusi r= 1boiadi. »
Ixtiyoriy darajali gatorning yaginlashish radiusini aniglab beradigan
teoremani isbotsiz keltiramiz.
2- teorema. (Koshi—Adamar teoremasi.) Ushbu

X a,xn=00+0,Xx +a2x2 +... +anxn +...
n=0

darajali gatorning yaqinlashish radiusi

r-om (5)
/>0

boiadi. [1]

Eslatma. Agar lim/|fl* =+ boisa, T a/ darajali qa-

17=0
torning yaqinlashish radiusi /-=0 deb; b}_{gg/jaJ =0 boisa, T a/
/=0
darajali gatorning yaginlashish radiusi r —+°0 deb olinadi.
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2- misol. Ushbu ~ 27x5" darajali gatorning yaginlashish radiusi
n=0
topilsin.

4 Awalo 2x5 =t deb olamiz. Natijada berilgan gator quyidagi

n=0
ko‘rinishga keladi. Bu gatorning yaginlashish radiusi (5) formulaga ko'ra
r:.-.]_ :----J-p:j_

Hgmq‘naj IimH_sgl
bo‘ladi. Demak, f <1 da qator yaginlashuvchi, /4>1 da qator
uzoglashuvchi. U holda

,2x5!1< 1, ya'ni | <{Z da berilgan gator yaginlashuvchi;
,2)(5}> 1, ya'ni N 2 da gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusi r - ~ bo‘ladi. »

3-misol. Ushbu )O’o (1\/41: xn darajali gatorning yaginlashish
i 3"~ or

to‘plami topilsin.

£ Ravshank’ a, = (M I g

Berilgan darajali gatorning yaqginlashish radiusini (4) formulaga ko‘ra
topamiz:

=lim a, =lim (-1)"\, T =lim3J— =3.
' wd T unIm (-1)'4
Darajali gator x = —3 nuqtada ushbu ffﬁﬁf sonb> qgatorga ayla-

nadi va bu sonli gator uzoglashuvchi bo‘ladi. x=3 nuqgtada esa
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X3iz!L sonli gator hosil bo‘ladi va bu gator Leybnits teoremasiga

sfn

ko‘ra yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, berilgan darajali gatorning
yaginlashish to‘plami E = (-3, 3| dan iborat. »

Mashqlar

1. Agar "~ a,xn darajali gatorning yaqginlashish radiusi r >0
n=0

boisa, ushbu
A(n2+\)a,xn, ~ a /
no0

darajali gatorlarning yaqinlashish radiuslari ham r ga teng bo'lishi
isbotlansin.

al
2. Ushbu >rf:0c(|4’;!*“ darajali gatorning yaginlashish intervali

topilsin.

69- T a ruza

Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Darajali gatorning
xossalari

1°. Darajali qatorning tekis yaginlashishi. Aytaylik. ushbu

a,xn =1fl, +atx +a2x2 +... +anxn +... )]
w

darajali gatorning yaginlashish radiusi r >0 bo'lsin.

1-teorema. (1) darajali gator Jap] c (~r,r) da tekis yaginla-
shuvchi bo'ladi, bunda ae R. pe R.

A Ravshanki, (1) darajali gator (-r, r) da absolut yaginlashuvchi
bo'ladi.

Aytaylik, ae (0,r) boisin. U holda VW >0 va Vxe [-a,a] da

\a,N\< a,2"]
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bo‘lganligi uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra, (1) gator [-a,a] da
tekis yaginlashuvchi bo'ladi. »

Demak, A arxn darajali gatorning yaginlashish radiusi r >0 boi-
«0
sa, yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra bu gator }-<,cjc (~r,r) da
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bunda ¢ sonni rsonga har gancha yagin
gilib olish mumkin bo‘lsa-da, gator (-/* r) da tekis yaginlashmasdan
golishi mumkin. Masalan, ushbu

AXT - 1HEX HX2HL X
n0
darajali gatorning yaginlashish radiusi r = 1, biroq gator (—,1) da
tekis yaginlashuvchi emas.
2°. Darajali gatorning xossalari. Ma’lumki, darajali gatorlar funk-
sional gatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yaginlashuvchi
funksional gatorlarning xossalari kabi xossalarga ega.
2- teorema. Agar

Y axn= a0 +f|X+ax2 +... + anxn +...
n=0

darajali gatorning yaginlashish radiusi r >0 bo'lib, yig‘indisi

S(x) =jTfl,x"
§23)

boisa, 5(x) funksiya {-r, r) da uzluksiz bo‘ladi.

A Ravshanki, garalayotgan darajali gator (-r, r) da yaginlashuvchi
bo‘ladi. Aytaylik, x0e (-r, r) bo'lsin. Ushbu

Xol<c<r

tengsizlikni ganoatlantiaivchi ¢ sonni olaylik. U holda darajali gator
lc, c] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional

gatorning xossasiga ko‘ra  arxn darajali gatorning yig‘indisi 5(x)
§23)

funksiya [-c, A\ da uzluksiz, jumladan, x0 nugtada uzluksiz. »

3- teorema. Aytaylik, darajali gatorning yaginlashish radiusi r > 0
bo‘lib, yig‘indisi ~(x) bo‘lsin:
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S(x) = a,,X".
n=0
Bu qatorni (-r, r) ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy Ja, b\ bo‘yicha
{[a,b\ ¢ (-r,r)) hadlab integrallash mumkin:

h » (b >
JS(X)tfx =X Ja,xVx .
a n~® "a "

Xususan, Vxe (-r, r) uchun quyidagicha bo‘ladi:

fS(()* =X~ par 1. )
0 =)

Ravshanki, darajali gator \ab\ da ([a, b\c (-r,r)) tekis yaqgin-
lashuvchi bo'ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga
ko‘ra uni hadlab integrallash mumkin. Ayni paytda, (2) gatorning
yaginlashish radiusi r ga tengbo‘ladi. Hagigatan ham, Koshi-Adamar
teoremasiga ko‘ra

MAl - 10y = gl l=r
ifodaga ega bo‘lamiz. »

Natija. Aytaylik,  anx'* darajali gator berilgan bo'lib, uning yaqgin-
§=3)

lashish radiusi r> 0 bo'lsin. Bu gatorni [0, X\ bo‘yicha (Vx0e (/= r))
ixtiyoriy marta hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida

hosil bo‘lgan darajali gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng
bo‘ladi.
4- teorema. Faraz qilaylik,

X anxn =@ +ax +a2x2 +... +anxn +...
n=0

darajali gatoming yaginlashish radiusi r >0, yig‘indisi 5\x) bo'lsin:

N amnxn=S(x).

n=0
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U holda funksiya (-r, r) da .S'(x) uzluksiz hosilaga ega va

S'(x) ="2j na,x"-1 (3)
n=0
bo'ladi. bunda (3) gatorning yaginlashish radiusi ham rga teng.
< Berilgan darajali gator }c, c\da (0 <c <r) tekis yaginlashuvt
bo'ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga ko'ra darajali
gatorni hadlab differensiallash mumkin. Demak, Vx0e (-r, r) da

Ne ):>n(=€) ):2n:,lna'x~-
Bu darajali gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng bo'lishi
quyidagi munosabatdan kelib chigadi:
JL@A "tj =UT(<Yn-cRj)

n->00 4 v 4

=H my"aJ. | 2

Natija. Aytaylik, » darajali gator berilgan bo‘lib, uning
§23]

yaginlashish radiusi r >0 bo'lsin. Bu gatorni (-r, r) da ixtiyoriy marta

hadlab differensiallash mumkin. Differensiallash natijasida hosil

bo'lgan darajali gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng bo'ladi.
5- teorema. Aytaylik,

X a,xn=a0 +ax +a{x2 +... +a,xn+...
n=0

darajali gatorning yaqinlashish radiusi r >0, yig'indisi S(x) bo'lsin:

| >, x" =S(x). (4)
§23)
U holda W7>0 da
5(M)(0)
a® ~ ar
bo'ladi.
4 (4) munosabatda x = 0 deb topamiz:
=m .

(4) gatorni hadlab differensiallaymiz:
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S'(x) =£ {amxn)' =]£, namx'~ e
Bu tenglikda x = 0 deyilsa ’
00 = S*(0)
bolishi kelib chigadi. Shu jarayonni davom ettirib

ax =5—(>(), fﬂ =53,.)"
bolishini topamiz. »

1- misol. Ushbu " nxn=x +2x2 +3x3+... +nx" +...
=l

darajali gator yig‘indisi topilsin.

4 Ma’lumki, X" darajali gator (—, 1) da yaqinlashuvchi va

n=1

. oo X
uning yig indisi ~° ga teng:

AL Ixe
Bu gatorni hadlab differensiallab topamiz:
d
e\ y v

Keyingi tenglikning har ikki tomonini xga ko‘paytirsak,

«“ 0-*)2
bo lishi kelib chigadi. »
: = (9
2- misol. Ushbu >n<=€) X'+ =In (1 +x)

tenglikning to‘g‘riligi isbotlansin.

< Ravshanki, ™ x ” darajali gqator (—,1) da yaqginlashuvchi bo'-
n=0
b, uning yig'indisi - ga teng:
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Bu tenglikda x ni —x ga almashtirsak, natijada

f (-1)"x"=r-
1+x
tenglik hosil bo'ladi. Uni [0,x] bo‘yicha (0 <x < 1) integrallab topamiz:

0«0 0

£(-1)" |/"N =10 +H)]*,
w0
“ W+l
Yy (-1)" " - =1n(l +x).
a s

3 -misol. Ushbu £ X vl
I_F02|-|+\

darajali gator yig'indisi topilsin va undan foydalanib

ELAN 7

bo‘lishi ko‘rsatilsin.

n= L1 <x <)

4 Ma'lumki, Y;g =
FFO —C

N
Bu tenglikda x ni -x 2ga almashtiramiz. Natijada Y (-IV'x2' =
U [Hx

hosil bo'ladi. Uni [0, x) bo'yicha (0 <x < 1) integrallab topamiz:

X ( \ X
JE(-Lrtm at=A 2
V=0 ) o W2

£ (-1)"Jt2ndt =arctg f|*5



Keyingi tenglikda X = ldeylik. U holda tenglikning chap tomoni

S M]),lf

17=0
sonli gatorga aylanib, u Leybnits teoremasiga ko‘ra, yaginlashuvchi
boMadi. Demak,

Mashqlar
1. Hadlab differensiallash bilan ushbu

. X2 x4
1+

darajali gatorning yig‘indisi topilsin.
2. Hadlab integrallash bilan ushbu
X - 4x2+9x3-16x4 +...
darajali gatorning yig‘indisi topilsin.
70- Ta 'ruza
Teylor gatori
1°. Funksiyaning Teylor qgatori. Aytaylik, /(x) funksiya xOe R
nugtaning biror
U&x0) ={xe R: x0- 8<x <x0 +5; 8>0}
atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lsin. Bu hoi /(x) funk-
siyaning Teylor formulasini yozish imkonini beradi:

/(*) =/ (o) + —y - (x-x0)+ / "°')(x - x0)2+... +

I zj—{x-xQn+r,(x),

bunda r,,(x) - qoldig had.



Modomiki, /(x) funksiya Us(x0) da istalgan tartibdagi hosilaga
ega ekan, u holda

/(*>)+  (*-Xo)+ (X-XqR2+.. +3 A (XXL)" +.. (1)

darajali gatorni garash mumkin bo'‘ladi.
(1) darajali gatorning koeffitsiyentlari sonlar bo‘lib, ular/(x) funk-
siya va uning hosilalarining xOnuqtadagi giymatlari orgali ifodalangan.
(1) darajali gatorf (x) funksiyaning Teylor gatori deyiladi.
Xususan, Xq = 0 bo'lganda (1) darajali gator ushbu

™ A * A - A
(O FZ XHR, an st

ko‘rinishga keladi. Faraz gilaylik,/(x) funksiya biror (-r, r) da (r >0)
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, uning x0= 0 nuqtadagi Teylor
qatori

70 /.(0) 2 7 (n)©) .
fA) +-"\-x+~2Tx + - + n\~ ' ()

bo‘lsin. Bu gatorning qoldiq hadini rn{x) deylik:

/(°) + X+Njr*24+- +7 X" + ‘
1- teorema. (2) darajali gator (-r, r) da/(x) ga yaginlashishi uchur
ushbu

zoo-/(o)+m XxX+q » x' ....+qg ™ X' +r,M

Teylor formulasida Vxe (-r, r) uchun
\IAiﬁnJOr,,(x) =0
bo‘lishi zarur va yetarli.
< Zarurligi. Aytaylik, (2) darajali gator (-r, r) da yaginlashuvchi
yig‘indisi/(x) bo'lsin. Ta’rifga binoan
H@ Sn(x) =/(x), (xe(-r, 1))
bo‘ladi, bunda

§,,(/X)LI :/(6'5' +/"-g/0[3X A2 L /(0
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Ravshanki, Vxe (~r,r) da 'Ivi‘r_nOS,,(x) =/(x) bolishidan
lim[/(x) - $,601 = lim r.,(x) =0
bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi- Aytaylik, Vxe (-/+,r) da H_%r,,(x) =0 bo'lsin. U holda
l[im[/(x)-5",(x)]= limr,(x) =0
bo'lib, undan
im0 =/ (x)
boiishi kelib chigadi. Demak,

1 2! N
boiadi. »
Odatda, bu munosabat o‘rinli boisa,/(x) funksiya Teylor gatoriga
yoyilgan deyiladi.
2°. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish. Faraz qgilaylik,/(x) funksiya
biror (-r, r) da istalgan tartibdagi hosilalarga ega boisin.

2- teorema. Agar 3M >0, Vxe (-/+,r), V«>0 da

F (N)(x)\<M
boisa, /(x) funksiya (-/* r) da Teylor gatoriga yoyiladi:

<P

4 Ma’lumki,/(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli
Teylor formulasi quyidagicha boiadi:

m -m * (D1!X+ n’h! * +...+A ?\>X“+ y
bunda r,(X) = xm, (0 <0<1).

Teoremaning shartidan foydalanib topamiz:

Tar'- 15" "y (F«(-<e.<o».
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_ rnf\
Ravshanki, lim 7—rrr =0.

n—m (a?+1)
Demak, Vx0e (-r, r) da
;I‘im m(x) =0
bo'lib, undan garalayotgan/(x) funksiyaning Teylor gatoriga yoyilishi
kelib chigadi. »

3°. Elementar funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish.
a) Ko'rsatkichli va giperbolik funksiyalarning Teylor gatorlarini
topamiz. Aytaylik,
f(x) =e*
bo'lsin. Ravshanki, /(0)=1f(@M(0) =1 (we N0 bo'lib.
Vxe (-a,a) da (a >0)
0</(x) <e“, 0</(n)(x)<e*

boiadi. Binobarin, 2- teoremaga ko‘ra /(x) =ex funksiya (-a,a) da
Teylor gatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz:

[ ] ﬁ:ox r 1 + n 4 + - 4 + - <4 >

a > 0 ixtiyoriy musbat son. Demak, (4) darajali gatorning yaqin-
lashish radiusi r = +<» bo'ladi.

(4) munosabagda x ni —x ga almashtirib topamiﬂ

<= = A -*+£ . +(-0". T+
o M 12 (-0

Ma’lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus funksiyalari

quyidagicha ta’riflanar edi:

Al

shx = ex-g X chx = ex+e x
Yugoridagi
X X X2 X"
[o=l4n+ T+- +1 +--
r 2 N
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form ulalardan foydalanib topamiz:

X X3 X241 y XZ'H#
shx = ff G e Zé\w_+i’)TT' + ees ~ 'j:; Ef/T"'Br'I
chx = 1+ X2 + x4 o+ X2 v T)F(Z\I/I .

ST WM T e T T A (C29)i

Bu shx, chx funksiyalarining Teylor qatorlari bo'lib, ular ifoda-
langan darajali gatorlarning yaginlashish radiuslari r - - bo'ladi.
b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor gatorlarini topamiz

Aytaylik, /(x) =sinx bo‘lsin. Ravshanki, Vxe R, V«e N da
/1 <1 (x| <I

bo'lib. /7(0),/'(0) =1,/(2m)(0) =0, /@) (0) =(-1)", (/le ¥

bo'ladi. Demak, 2-teoremaga ko'ra /(x) =sinx funksiya Teylor

gatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan

. &

bo'ladi. Aytaylik,
/ (X) =cosx

bo'lsin. Bu funksiya uchun Vxe R, Vwe N da
/01 <1, W) 1<l
bo'lib,
/(0) =1, /40) =0, /(@2n)(0) =(-1)\ /(2'#)(0) =0, (neN)

bo'ladi. U holda 2 -teoremaga ko'ra /(x) =cosx funksiya Teylor
gatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan

- ! 1yg.
cosx - ¥ hi?}L\;((Eh 1- %%14! X4- o)
bo'ladi.
(5) va (6) darajali gatorlarning yaginlashish radiusi r - +*° bo'ladi.
d) Logarifmik funksiyaning Teylor gatorini topamiz. Aytaylik,
/(x) =In(l +x)
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bo‘lsin. Ma’'lumki,

f{M() =€ W1 1w (neN)
(1+0)

i A
bo'‘lib, L N =] L
bo‘ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi

Infl +x) =x - 22 +——"+  +(-1)"" 2 +m(x) @)
ko'rinishga ega.

/ (X) =In(1 +x) funksiyani Teylor gatoriga yoyishda 1- teorema-

dan foydalanamiz. Buning uchun (7) formulada rn(x) ning 0 ga intili-

shini ko'rsatish yetarli bo‘ladi.
Aytaylik, xe [0,1] bo'lsin. Bu holda Lagranj ko‘rinishida yozilgan

!
r,(X) = --moiommieeae r, (0<0<))
(wAi)(iI+0x)
goldiq had uchun \,, (X)) <
bo‘ladi va /I;rgo m(x) =

tenglik bajariladi. Aytaylik, x e [—ex,0] bo‘lsin (0 <a <1). Bu holda
Koshi ko‘rinishida yozilgan

=0 mrﬁa)\ %(—nf (0 <0, <ﬂ

(|+e X

goldig had uchun

LH
bo'lib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
\I,L%rn(x) =0
Demak, Vxe (-1,1]
Irmm(x) =0.
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y holda 1-teoremaga ko‘ra

t  1in_| -n V3 .t Vs
In (l«) = £ - X - y + X — o+ <-I> f, + - w
YI\

bo‘ladi.

8) darajali gatorning yaginlashish radiusi r = 1 ga teng. Agar
yugoridagi In(I + x) ning yoyilmasida /1 ni —x ga almashtirilsa, u
holda

I \ _ xn _ X X X"
Inﬁ— X) —-fﬁm— =-X - % -t

3 " on

n=\
formula kelib chigadi.
e) Darajali funksiyaning Teylor gatorini topamiz.
Aytaylik,

/(x) = +x)“, (aeil)
bo'lsin. Ma’lumki,
fM(x) =a(a-1)(a-2)..(a-n+ )L +xT 7"
bo'lib,
(0)=a(a-1)(a—2)..(a-n+]
bo‘ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu

(1+xr =1+i x +° +.. + X" +r,M

ko'rinishga ega.

Endi n ->mda r,,(x) -» 0 boiishini ko‘rsatamiz.

Ma’lumki, Teylor formulasidagi goldiq hadning Koshi ko‘rinishi
quyidagicha

rMm = (a-1X*-2)...1(a-1)-(n-1)1x,,a x(I + Qi j

(0 <0<1) bo'lar edi. Aytaylik, xe (-1,1) bo‘lsin. Bu holda:

1) lim -n-!(a -1)(a-2)...[(a-1) - (n- D)]x" =0 bo'ladi,
chunki limit ishorasi ostidagi ifoda yaginlashuvchi ushbu
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gatorning umumiy hadi;
2) lamj(1- W™ ]<aex(@+0x)a~ <lam (L+p)";

) ﬁGqX < |$_Ié*1 <| bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib.
Vxe (-1, 1) da
rI1|r_n m(x) =
bo‘lishini topamiz. 1-teoremaga ko‘ra

1+le« =1+%x +aa-) )(2 4 +a_(_§__1_l_ ___'/'_f_l_k_x +.. (9

bo‘ladi. Bl darajali gatorning yaginlashish radiusi a* 0, a < /Vbo'l-
ganda lgateng: r —1
(9) munosabatda a =-1 deb olinsa, u holda ushbu

=\ (':I.)”X":1_X+X2_X3+X4'...+(-1)"X"+“.
n=0

\x

formula hosil bo‘ladi. Bu formulada x ni — ga almashtirib topamiz:

Ilf\u r X

n=0

"=l X X2+ X+

1- misol. Ushbu 7/ (x) =1In funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.

4, Ma’lumki, In Jr+_;3 IN(L+x)- In(1l- x) bo'ladi.
Biz yuqorida

IN(L+X) =Xx- ~ A - +(-1F1—+
2 3 n

X2 x3 xn
N —x) =%~ 2

bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
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| /, ny

_ X n n
Demak, Inm =2 X+T'+T +"-+2irr+- o (10)

(10) darajali gatorning yaginlashish radiusi r = 1 bo'lib, yaqin-
lashish to‘plami (-1, 1) bo'ladi. »

2- misol. Ushbu fix) =J 9” dt funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.

0
3 5 ,  t2n-1
31 "Bl e, (2«-N1 +
| s>n/ __ t2 «-1 tm" ' H
U'hotda *7/ =1-1 . +{Df BT+ bo'ladi.

Bu darajali gatorni hadlab integrallab topamiz:

,2n-2 \
n-1)l+ 7 ..
0 (Y,
_ x3 x5 / .yj-Il x2n 1
~* 313+5-5" 4+ “ w-N!(2/7in) +

Keyingi darajali gatorning yaginlashish radiusi r =+< bo'ladi. »
3-misol. Ushbu f(x) = N funksiya Teylor gatoriga yoyilsin
X +X-6

va bu gatorning yaqinlashish radiusi topilsin.
4 Awalo / (x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

ffi&)\z-fi‘l_:_l_ +- 1 =
X2+x-6  x+2 2(14 ,)

Ma’lumki, AL ex", - =Y X7



Bu formulalardan foydalanib topamiz:

1( |V 1y V) » /7,
2 .-rrrHS:O H =+ b X ><'-2),

1—r3x| M rw TFO?7
Demak, quyidagi Teylor gatorini olamiz:

5t = £ *7 = I Y
U R e Y R R VA
Bu darajali gatorning yaginlashish radiusi n= 2 bo‘ladi. »

Mashqlar

i 1
1. Ushbu /(x) =sin3x, /(x) =In(l-x2), f =
U /(x) =sin3x, /() =In(1-x2), f) =
funksiyalar Teylor gatoriga yoyilsin.

2. Ushbu b4 (%GW'I (xe R) gatorning yig‘indisi topilsin.

17=0

71- ma’ruza

Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaqinlashtirish.
Veyershtrass teoremasi

1°. Bernshteyn ko‘phadi. Aytaylik,/(x) funksiya [0,1] segmentda
berilgan bo‘lsin. Ushbu

X /(") Crxr (1 xTKR=F (0)o(L- %" +/ (1) C'x (L~ X T 1+..+/ () x"

ko'phad/(x) funksiyaning Bernshteyn ko phadi deyiladi va Bn(/ ;x)
kabi belgilanadi:



Bunda € = U2 (EEXD

Demak, Bernshteyn ko‘phadi n- darajali ko‘phad bo‘lib, uning
koeffitsiyentlari f(X) funksiyaning

{k =0,1,2....n)
nuqtalardagi giymatlari orgali ifodalanadi. Masalan,
=f (0) +[/ (1)- 7 (0)]x ,
b2(/;x) =/(0)+ 2/(1)-2/(0)]x +[/(0) +2/(*1+/(!)

bo‘ladi.
2°. Muhim lemma. Ushbu

NC KXK(1-xT K=\,

k=0 @
N --x)2c, ¥ (1-xF*=~1, (0<x <) @)
k=0 n

ayniyatlar o‘rinli.
A Nyuton binomi formulasi

J Ckakbrrk =(a +b)n

k=0
da a =x, b =1 —x deyilsa, u holda

Y,Ckxk(1-xT* =1
k=0
bo'lishi kelib chigadi.
(2) ayniyatni isbotlash uchun quyidagi

f ke!xl -x'\ i*CIxk(@-xIk
k=0 n n
yig'indilarni hisoblaymiz.
Bu yig‘indini hisoblashda yuqorida keltirilgan Ck ning ifodasi va
Myuton binomi formulasidan foydalanamiz:
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"R
Endi Y*M Cx*X*(1l-xI*
*
yig‘indini hisoblaymiz:
f dcj**(i-xr* =£ " cr»x " <1l-xr‘=
to n t=m

£ 7-1. C*/x* (L- xI'* +X "¢c™M/x* (1- xITk=
KA n K\

= XX CA xk2(1- X)— +~X £ 1-xr— =
K-1 KA\

] X2[x +(1- X)T2+1x[x +(1- X)]"-1 =x" +~

Demak, £ *4CG!x‘ (1-xT * =x2+ @)
a=o 1

Yugqoridagi (1), (3) va (4) munosabatlardan foydalanib topamiz:



Natija. Vxe [0,1], V/%¢ N uchun
2
X (*-n)c,Y (1-xT 21 (5)
4=0
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
4 Ravshanki, Vxe 10,1] uchun

boiadi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o'rinli
bo'lishi kelib chigadi. »
3°. Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaginlashtirish.
1-teorema. (Bernshteyn teoremasi.) Agar /(x) funksiya |0, 1]
segmentda uzluksiz bo'lsa, u holda
lim max 1/(x) - B, (/, x)jl =0

n->°0 0<x<I|

bo'ladi, bunda

* (1*) =X1(£)c,V (i-xT*. ©6)
4 (1) va (6) munosabatiardan foydalanib topamiz:

Bn(/;x)-/(x) =XT/(")-/(x) C*x* (1- xI'*

Kantor teoremasiga ko'ra garalayotgan /(x) funksiya |0, 1] da
tekis uzluksiz bo'ladi. U holda ta’rifga binoan

Ve >0, 38>0, Vx, x'efO, 1 uchun |x'-x']|<6

bo'lganda f(xr)-fix)\<|
tengsizlik bajariladi. Ma’lumki,
(fix)-f(x)

ayirmani ifodalovchi yig'indida n+\ ta had bo'lib, ular k ning
0,1,2,...,/? giymatlarida yuzaga keladi. Bu k ning ushbu

*.x]<6, (xe[0,1])
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tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to'plamini Enk) bilan;

S x >5, (xe[0,1])

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to'plamini F(K) bilan bel-
gilaylik. Ravshanki,

En(k)KjFn(k) ={0,1,2,...,*}
bo'ladi. Shuni e’tiborga olib, yugoridagi yig'indini ikki gismga ajratamiz:

C,V (i-*F* = X [/(*)-I<*> o @YK

£.(4)

FiK

Endi bu yig'indilarni baholaymiz./(x) funksiyaning |0, 11da tekis
uzluksizligidan hamda lemmadan foydalanib topamiz:

4

CHx*(l-x)"

Ag¥o £(%

<l C A <1l-gcr*-1

4=0
Ravshanki, /(x) funksiya [0, 1] da chegaralangan. U holda

max!/ (x)i =M e R bo'ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:
O<ar<i 1 1

Ai— x >5
w1 I

<2M X  CA*(1-xT .

4:— x >S
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w o HYIL

bo‘lishini hisobga olsak, u holda lemmaga ko

£ X (i-xj’c™Ma-xr's
yt:II;I-x|r5 *:Li,—]x|15
<él—ff"—x)20*x* (- xIk<-L-

2~ U / 4«5

bo‘ladi. Shunday qilib,

5 (/;x)-/ X< W /7 (*)-/(")1CN « - +
JE,U)L J

+H/o 1\f G? ) J a-*rx <£ +2::rr

boiadi. Agar 1 >£A* deyilsa, u holda

M 1
21, <7e

bo'lib, natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:
B.(/:x)-/(x)] <e
Bu munosabatdan esa
HL“@H%%}B’(/;X)'/(X) =0
bo‘lishi kelib chigadi. »
Bu teoremadan n ->°° da

(L)), (o<x<i)
bo‘lishini topamiz. Demak, [0, 1] da uzluksiz bo'lgan /(x) funksiya
(/;x) ko'phad bilan yaqginlashtirildi:
/(x)=X/(E)cnx*a-xT\ (0 <X<l).
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Aytaylik, /(n:) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsin. Ma’-
lumki, ushbu

1 a
L A
chizigli almashtirish \ab\ segnientni [0,1] segmentga almashtiradi.
Bu almashtirishdan foydalanib ushbu
cp(0 =f(a +(b-a)t), (o<r<I) 7)

funksiyani hosil gilamiz. Ravshanki, dyr) funksiya [0, 1] da uzluksiz
bo‘ladi. Yuqoridagi teoremadan foydalanib topamiz:

lim g 479 (0:/)-b(O 1 =0, ®

bunda

A

(7) va (8) munosabatlardan

. |
inme PE)-"HO-
W-»00 a<x<b

bo‘lishi kelib chigadi, bunda

=0

L % (x-a) (b-x¥X
:' C-af

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.
2 -teorema (Veyershtrass teoremasi.) Agar f{x) funksiya [a, D\
segmentda uzluksiz bo'lsa,

TTII I\

lim max =0
A —ma<x<b

bo‘ladi.
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Mashqglar

1.Agarfix) funksiya |0, 1] segmentda uzluksizbo‘lsa, Mxe [0; 1] da
HmZ (-DAf ( R)Crxk =0

bo‘lishi isbotlansin.
2. Agarf(x) funksiya |0, 11segmentda uzluksiz boisa,

bo‘lishi isbotlansin, bunda w(8) - funksiya / (x) ning uzluksiz moduli.

12- Ta 'ruza
Furye qatori tushunchasi

1°. Davriy funksiyalar hagida ba’zi ma’lumotlar./(x) funksiya
R =(-00,+00) to'plamda berilgan boisin. Ma'lumki, shunday

Te R\{0} son topilsaki, Vxe R da
fix +T) =fix)
tenglik bajarilsa,/(x) —davriy funksiya, 7>0 son esa uning davri

deyilar edi.
Agarfix) davriy funksiya bo‘lib, T* 0 son uning davri bo‘lsa, KT

sonlar (k - £1.+2,...) ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.
Agar/ (x) vag(x) davriy funksiyalar bo‘lib, Td0 ulaming davri bo'lsa,

fix)xg(x), fix) g(x), . (9(x)*0)

funksiyalar ham davriy bo'lib, ularning davri Tga teng boiadi.

Aytaylik,/(x) davriy funksiya bo'lib, uning davri Tboisin. Agar
bu funksiya grafigining tasviri Ja,a+T\ oraliqda (ae R) malum boisa,
uni birin-ketin

x=a+KI, {k=x1%2.)

vertikal to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik ko‘chirish natijasida
fix) ning (-00, +00) dagi grafigi hosil boiadi (30- chizma).

Bu jarayonni [a, a+T\ da berilganfunksiyani (-«<=,40°) da davriy
davom ettirish deb ham yuritiladi.
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30- chizma.

Shuni ta’kidlash lozimki, T davrli /(x) funksiya [a, a+T\ da
uzluksiz bo‘lsa, uni (-°°, -u») ga davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan
funksiya (uni ham/(x) deymiz) (-°°, -H») da uzluksiz yoki bo'lakli
uzluksiz (ya'ni x —a + KT nuqtalarda (k - £1,%2,...) uzilishga ega
bo'lib, boshga barcha nuqtalarda uzluksiz) bo'lishi mumkin.

Masalan, [0, 1] da berilgan

f(x) =2\Ix(\ - x)
funksiyani (-«=, +°°) da davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan funksiya
(Loo, +00) da uzluksiz bo'ladi (31- chizma).

31- chizma.

[, 2] da berilgan
f(x) =x2
funksiyani (-°°, +) da davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan funksiya
(-00, +oo) da bo'lakli uzluksiz bo'ladi (32- chizma):
Lemma. Agar /(x) - davriy funksiya, uning davri T bo'lib,
la, a+T\ da integrallanuvchi bo'lsa, u holda

a+|Tf(x)dx- bjT f(x)dx, (be R)

bo'ladi.
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A Anig integral xossasidan foydalanib topamiz:

a+T b b+T a+T
J f(x)dx =~ f(x)dx+ J f(x)dx+ J f(x)dx. (1)
a a b b+T
a+T
Bu tenglikdagi J f(x)dx
b+T
integralda x= t + Talmashtirish bajaramiz. Natijada
a+T b a b
J f(x)dx =1f(t +T)dt =\f(t)dt =-jf(x)dx v
b+T a b a
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan
a+T b+T
J f(x)dx = J f(x)dx
a b

bo‘lishi kelib chigadi. »
2°. Garmonikalar. Ushbu

/(x) =Asin (ax +P) 3)
funksiyani garaylik, bunda A, a, p - haqigiy sonlar. Bu davriy
funksiya bo‘lib, uning davri

T :?, (a CbO)
ga teng bo'ladi.
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< Hagigatan ham,
f[x +~ j =Asin®a]x + +pj =Asin (ax +p+2n) =

=Asin (otx +p) =/ (x). »

Odatda, (3) funksiya garmonika deyiladi. Garmonikaning grafigi
y = sinx funksiya grafigini OX\a OKao'qlar bo‘yicha sigish (cho‘zish)
hamda OXo‘q bo'yicha surish natijasida hosil bo'ladi.
Garmonikani quyidagicha yozish ham mumkin:

/(x) =Asin (ax +p) =A(cos otxsin p +sin ax cos p) =
=Asinp cosax +Acosp sinax =acosax +bsinax,
bunda

fl =/4sinp, 6 =>lcosp.
Aksincha,

/(x) =acosax +bsinax
funksiya garmonikani ifodalaydi:

/(x) =acosax +bsinax =\a2 +b2 -2 cosax -+ mel—-sin ax

- A(sin pcosax +cospsinax) =Asin(ax +p),

bunda n/a&2+b2 =A, .a =sinp, -TH =cosp.
\la2-+a2 yja2+HxR

3°. Furye gatorining ta’rifi. Har bir hadi
w,(x) =ancosnx +msin nx, (n-0,1,2,..)
garmonikadan iborat ushbu

a0 + X (a, cos nx +nsin nx) @)
Al

funksional gator trigonometrik gator deyiladi. Bunda
aQa,, bx,a2, @2, an, n,...
sonlar trigonometrik gatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
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Odatda, (4) trigonometrikl_(lqatoming gismiy yig'indisi

T(x) =00 +~ (akcos kx+ kksin Ax)
*5
trigonometrik kophad deyiladi.
Aytaylik, fiXx) funksiya [-n, n] da berilgan bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin.
Ravshanki,

/(x)cosrar, /(x)sin«x, (n=1,2,3,..)

funksiyalar ham integrallanuvchi boiadi. Yuqgorida keltirilgan funk-
siyalaming integrallarini quyidagicha belgilaymiz:

flo = ;q]f-f(x)dx,

an=- J[ fix) cosnxdx, {n- 1,2,...) (5)
-n
n

b, = : g fix) sinnxdx, (n=1,2,..)
-n

So‘ng ushbu y + (a, cosnx+bnsin nx) (6)
«1

trigonometrik gatorni tuzamiz.
Ravshanki, (6) trigopnometrik gator (5) munosabatlardan topiladigan
a0, ax, bx, a2, 2, e~ an, n,...
sonlar bilan toia aniglanadi.
1-ta'rif. Koeffitsiyentlari (5) munosabatlar bilan aniglangan (6)
trigonometrik qator fix) funksiyaning Furye gatori deyiladi. Bunda
a0,ax,bx,a2,b2, .., an, n, ..
sonlar fix) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari deyiladi.
Demak, /7 (x) funksiyaning Furye gatori shunday trigonometrik
gatorki, uning koeffitsiyentlari (5) formulalar yordamida aniglanadi.
Shuni e’tiborga olib, funksiyaning Furye gatori quyidagicha yoziladi:

/(*) ~y +X (ancos nx+h,sin nx).
E:}
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1- misol. Ushbu

/ (x) = ., (-n<x<n,a ®0)
funksiyaning Furye gatori topilsin.
A (5) fomiulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye koef-
fitsiyentlarini hisoblaymiz:
n

a0 =1 fe°*dx =—(em- gun) = 2 shan,
nl an an

in=1 f cos nxdx =- eacoswx+wsin -~ |
nl n a2+n2

=(-1)" - ...2a, sh n=12,..
(-1)" 5 w22, shan,  (N=12..),

b.. =H e BX sl Hixex = L= nx—ncos nx

n a2+a2

nl 1 2n
=(-1 = o).
(-1) . a2+n25han, (a=12..)
Demak, / (X) =ea

funksiyaning Furye gatori

/(x) =e™ ~y + (a, cos NX+msin nx) =
/7=1
2shan | V' g1

g A 2+2(acosmx-«sinwx)
a a 2+4

bo‘ladi. »
Aytaylik, ushbu shartlar bajarilsin:
1) Quyidagi
© A (a, cos nx +msin nx) )
/1=1

trigonometrik qator [-n, n] da yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi
/(X) ga teng:
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fix) =~ +~ {ancosnx +bnsin nx); (8)
(=i
2) (8) ifoda hamda uni coskx va sinkx larga (/c=0,1,2,...) ko‘pay-
tirishdan hosil bo'lgan

fix) coskx =y coskx +”" (a, cos «x cos foe +msin «x cos kx),

n=I|
/ (x)sin kx =y sin Ax+  (a, cosnxsin kx+msin nxsin kx),
n-1
gatorlar [-q, n] da hadlab integrallansin. U holda
Co 5 'Y m
sonlar/(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari bo‘ladi, (7) trigono-

metrik qator esa/(x) funksiyaning Furye gatori bo‘ladi. Bu tasdigning
isboti quyidagi

3 fix)dx, 3 fix) cos kxdx, 3/(x)sin£xdx

integrallarni hisoblashdan kelib chigadi.

4°, Juft va toq funksiyalarning Furye gatori. Faraz qilaylik,/(x)
funksiya f-a, a] da berilgan juft funksiya bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini
topamiz:

an="" fix) cosnxax =+ J fix) oos nxdx+] fix) cos nxcx
~3—jnfix)cosnxdx, («=0,1,2,...),
0

=19 fix) sin mxax =4 § fix) sin nxa+ Jix) sin nxax

S /() sin o+ Fix) Sin e =0, (« =1.2,..).
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Demak, juft /7 (x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari

an- - N (x) cosnxdx, («=0,1,2,...)
0]
h,—0, (7=12..)

bo‘lib, Furye gatori

fix) ~y +
iX) ~y . cosnx

bo‘ladi.

Aytaylik, fix) funksiya [-n, n] da berilgan toq funksiya bo'‘lib, u
shu oraligda integarallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koef-
fitsiyentlarini topamiz:

n ro Tt
an=- J fix) cosnxdx =- J fix) cos nxdx +J f(x) cos nxdx

W / (*)cosnxdx - f (x) cosnxdx =0, (n=0,1,2,.),

a n Ic

b, =- | fix) sin nxdx =- J f(x) sin nxdx +J fix) sin nxdx

n
Jfix)smnxdx , (n=1,2,..).

Demak, /7 (x) toq funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
a,—o, (n=0,1,2,.),

b, = %jf(x)sinnxdx, in- 1,2,...)
0

bo‘lib, Furye gatori quyidagidan iborat:

fix) ~~bnsin nx.
n=L
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2 -misol. Ushbu f{x) =x2, (-k <x <n)

juft funksiyaning Furye gatori topilsin.
MAwalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz:

7 =2§x? cos nxdx =2 SInwx___: 4 ){Sin'mx thx =
= nl K n on mj

4 XoosUX* IJ
n =(-1)" =
i n n‘«JCOS xax (-4, («=1.2..).

Demak, / (x) = x2 funksiyaning Furye qatori

,» COS nx
2

/(X) =x2 ~ZL +4£ (-1)

bo‘ladi. »

3- misol. Ushbu 7/ (x) =x, (~n<x <n) toq funksiyaning Furys
gatori topilsin.

A Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

n

X COS
O Icos nx dx
n

b =- fxsin nxdx =-
A A

Demak, /(x) = x funksiyaning Furye qatori

/(x)~ £ (-IT 1-sinnx
n:.l n
bo'ladi. »
5°. [, /] oraligda berilgan funksiyaning Furye gatori. Faraz
gilaylik, /(x) funksiya [-/, A oraligda (/ > 0) berilgan bo'lib, u shu
oraligda integrallanuvchi boisin.

Ravshanki, ushbu t- *x almashtirish natijasida [/, / oraliq

I~n, 7i] oraligga o‘tadi. Agar
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deyilsa, dx?) funksiya [-n, n] oraliqda berilgan va shu oraligda integral-
lanuvchi funksiya bo'ladi. Uning Furye gatori

<P ~ Lt +>éﬁK cos nt +4. sin nt)

boiib, a, =-7Hf () cosntdt, (« =0,1,2,...)
_ﬂ

b, = ; g y(t) sinntdt, (« =1,2,...)
bo‘ladi. Endi t=*x bo'lishini e'tiborga olib topamiz:

by *) ~y + e°s«y x + sin «y X
=1J dp]yx]c08«yx£/x, («=0,1,2,...),
b, =y M| yxjsin«yxrfx, («=1.2,.).

Natijada berilgan/(x) funksiyaning Furye gatori quyidagicha

Ay mn vi/ K, m\
/(*) -y +2§K cosT + m t )
bo‘lib, bunda:
i
a,=yJ/(x)cos~tfx, («=0,12,.)
-/
/
bn=yJ/ (x)siny x/x (« =1,2,...).

-1
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4- misol. Ushbu f(x) =ex, (-l<x<l)
funksiyaning Furye gatori topilsin.

4 Yuqoridagi formulalardan foydalanib, / (jc) = €X funksiyaning
Furye koeffitsiyentilarini topamiz:

|
a0 =J exdx =e - e~',
|

I . )

. = Sek cosnnxd = TBIN mix-cos MX X
Sl sl |
=— (ecosnn- e~ cos me) =(-1)n , =12, ..),

1/ AT
. _r v _ sin NNX-Mcos MX _ X I
h, = e cosnnxdx = T e
J. I+n K |
enncos /m+ une 'ees—m\ ml-1"
1+«292 ! 1+ 4
=( DN"+l- ~ | /1=12,..).
D 1+/20 ( )
Demak,

f(x) =ex, (-1 <jc<))
funksiyaning Furye gatori quyidagicha

' wfe-e DE Y cosmn+ D nnsmnnx
g 1+ \ M
ko‘rinishda bo‘ladi. »
Mashqlar

1. Ushbu f(x) =2sin (2x +2) garmonikaning grafigi topilsin.

2. Ushbu 7(x) =]x, (-n <x <n) funksiyaning Furye qatori
topilsin.
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73- ma’ruza
Furye qatorining yaqinlashuvchanligi

1°. Lemmalar. Furye gatorining yaginlashishini isbotlashda muhim
bo‘lgan lemmalarni keltiramiz.
1- lemma. Agar ¢(x) funksiya [a,b\ da integrallanuvchi bo'lsa,

b b
lLI‘ijlcp(x) sin px dx =0, gl_ggquo(x) cos pxdx =0
a a

bo‘ladi.
m! Ravshanki, lemmaning shartidan
@ (x) Sin PX, d(x) COS PX
funksiyalar \ab\ da integrallanuvchi bo'ladi. Jab\ segmentda
Xoo Xy X X, (@=x0<X, <x2<..<X,_, <Xn- b)
nuqtalarni olib,
b
| d(x)BT pxdx
a

ni quyidagicha yozib olamiz:

b mH 4
[p(x) sin pxdx ="£i f dox) sin pxdx =
a *=0 xk

n-l| n-1 xk*\
=X J M*)_  Jsinpxdx+~mkj sin pxdx, @)
*=) x* *—0 Fke
bunda Kk - |n,1;(*ﬂqo(x), (xk=0,1,2,..., n- 1).
Bu (1) tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarni baholaymiz:
jnA ** e n-1 Xkt x n-l
J [y(¥) - mk]sm pxdx < j g*dx=]I @ gn*,
y k=0 X k0
bunda - funksiyad (x)T" Xk xAH] dagi tebranishi, Axk =xk# - xk
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Modomiki, tp(X) funksiya \ab\ da integrallanuvchi ekan, u holda
n-1

I<M** < 2
4=0

gilib olinishi mumkin.
Endi (1) tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi integralni baho-
laymiz:

L 1 cos pxk -COS pxk+l
X % | sinPxdx mL
4=0 4 k=0

mL

Ravshanki, p ni yetarlicha katta gilib olish hisobiga

n""'b <- 3
4=0

ga erishish mumkin. Natijada (1) , (2) va (3) munosabatlardan
n
J p(x) sin pxdx <e

bo‘lishi va undan

b
lim J dp(x) Sin pxdx =0

ifoda kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash

b
limJ ch(x) cos pxdx =0

isbotlanadi. »
Agar Ja, b\ oraligni shunday

K> 1>Mi> [*n-1> T (a0 =® =
bo‘laklarga ajratish mumkin bo‘lsaki, har bir (ak, ak+]) da
(k=0,1,2,...,n- 1) f(x) funksiya uzluksiz bo'lib, x = ak nugtalar-
da chekli o‘ng
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f (ak+0), (k-0,1,2,...n-1),
va chap

f(ak-0), (K=0,1,2,.. 1)

limitlarga ega bo‘lsa,/ (x) funksiya [ab\ da bo'lakli uzluksiz deyiladi.

Yugoridagi lemma b(x) funksiya \ab\ da bo‘lakli uzluksiz funksiya
bo‘lgan holda ham o‘rinli bo'ladi.

1- lemmadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar/ (X) funksiya [-n, n] oraliqgda boiakli uzluksiz bo‘lsa,
uning Furye koeffitsiyentlari n da nolga intiladi:

K
lim a,, = Iinl : Jf / (x) cos nxdx =0,

n
||_Lm b, —I|m - f/(x) sin nxdx =0.
1 X sin(2/i+1)- _ o
2- lemma. Ushbu Z+" cosku= =~ tenglik o'rinli.
k=1 2sin-
2
L+)cos*a=-1- sin’y +é 25|n’\cos ku
kel 2sin L

bo‘ladi. Agar

A2sinfcosku-”N sin(&+/1mMm-37TA-~"M =sin|«+ - jm-sin-
k= ok
boiishini e'tiborga olsak, u holda yugoridagi tenglikdan

5l +2 - cos ku —-ST-(-ZMLI)

2 tt 2sin-

tenglikni keltirib chigaramiz. »

2°. Furye gatorining gismiy yig‘indisi. Dirixle integrali. Funksional
gatorlar nazariyasidan ma’lumki, gatorning yaginlashishini aniglashda
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awalo uning gismiy yig‘indisi topilib, so‘ngra bu gismiy yig‘indining
limiti o‘rganilar edi.

Funksiya Furye gatorining yaginlashishini aniglashda ham awalo
uning gismiy yig'indisi topiladi.

Avytaylik, fix) funksiya [-n, n] oraligda integrallanuvchi bo‘lsin.
Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topib, uning Furye gatorini
tuzamiz:

ak =- J{ f(t)cosktdt, (k=0,1,2,..),
<]

n

/(*) ~y +X Noskx + K sin &)e

Ravshanki, bu gatorning gismiy yig‘indisi

-
F(f; x) =y +7 (akcos kx +bksin kx)
=
bo‘ladi. Bu tenglikdagi ak va bk laming o‘miga ulaming yuqorida
keltirilgan ifodalarini qo'yib topamiz:

F,(/;x) = 71] / (tdt +~

TJ f(t) [cos kt cos kx +sin ktsin Ax] dt

Ma’lumki, 2- lemmaga ko‘ra

tx

A+Acos k(t-x) =
* 2sin 5

bo‘ladi. U holda Fn(/; x) yig‘indi quyidagi ko‘rinishga keladi:
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@

Odatda, (4) tenglikning o‘ng tomonidagi integral /(x) funksiyaning
Dirixle integrali deyiladi.

F.(/;x) vyig'indining bu ifodasini yanada o‘zgartirib, n->°° da
Fn(/; x) ning limitini topishga qulaylik keltiradigan ko‘rinishga olib
kelamiz.

Awalo (4) integralda t —x = 1 almashtirishni bajaramiz. Bunda
integral ostidagi funksiya 2n davrli bo‘lganligi sababli integrallash
chegarasining o'zgarmay qolishini e’tiborga olib topamiz:

r sin(2«+D-

Bu tenglikni ikki gismga ajratib:

1t sin(2«+I)N sin(2/j+1)-
Ful/X) =~ 3/ (x #h)—=rd u +jfix +u) —du
M- 2sin- 0

0‘ng tomondagi birinchi integralda u ni -u ga almashtirib topamiz:

1P sin(2«+)"
=- f[/(* +u) +f(x-u)]---—1 du.

F(/; * f
Vi 0 ésiimfé

Xususan, / (x) s 1 bo‘lganda

bo‘lib, u 1 ga teng bo'‘ladi.
Hagigatan ham, 2- lemmadan foydalansak, u holda
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fn(\ x)= —1]r2 J+~cosku du=1+"  Jcos kudu-
o . = . =0

2 v dsinku
=1+- .
. nxlcl u=0

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

=1

®)

2 sin¥

3°. Lokallashtirish prinsipi./(x) funksiya Furye gatorining gismiy
yig'indisi

f sinfw+"|H
F, (/:X) =] [/(* +u) +F (x - )] — ko
SIn-Z

ning bitta muhim xossasini keltiramiz.
Ixtiyoriy 8 sonni (0 <8 < 7) olib, (6) integralni ikkita integralga
ajratamiz:

s uAY,
F(/; x)=11[/ (x+u)+f (x-n)] 2 " du +
2sin-
2
P sin/j+ ()

+-/ [/ (F+ )+ (*-«)] 2lsin‘}' du=Jx(n, 8) +J2(n, 8).

1- teorema. N-» °° da J2(s, 8) ning limiti nolga teng bo‘ladi:
nliLIJOJZ(‘<' 8) =0.
A f(x) funksiya |-n, n] da integrallanuvchi bo'lganligi sababli

1
PM = —-—-[/ (X +n)+/(*-«)]

2sin—
2

195



funksiya ham [5, n] da integrallanuvchi boiadi. U holda 1- lemmaga
ko‘ra

limJ2(n,8) =lim- [/ (x +wW)+/ (X - b)l —"—-" du =
M ” nJ8 2sin™

= - lim Jep(H)sin|/7 + Njudu = 0
5

boiadi.»

(7) munosabat va keltirilgan teoremadan muhim natija kelib chi-
gadi. Ushbu

sinf n+\-

Y, (n,8) =i j[/ (x+u)+/ (x - &)fI-L AL du
254

integralning n->  dagi limiti mavjud boigandagina F, (/; x) ning
limiti mavjud va

limF, (/, x) =lim Y, (1, 8)
n— Ji 2
munosabat o‘rinli boiadi.

Maiumki, ¥, (n, 8) integralda/ funksiyaning [x - 8, x +8] ora-
ligdagi giymatlarigina gatnashadi.

Demak, /7 (x) funksiya Furye gatorining x nugtada yaqinlashuv-
chanligi yoki uzoglashuvchanligi bu funksiyaning shu nuqta atrofi

(x - 8, x +8) dagi giymatlarigagina bogiiq boiadi. Buni lokallash-
tirish prinsipi deb yuritiladi.

4°. Furye qatorining yaginlashuvchanligi. Endi funksiya Furye
gatorining yaginlashishi haqidagi teoremani keltiramiz.

Agar har bir (ak, ak+l) da (k=0,1,2,1) /(x) funksiya dif-
ferensiallanuvchi boiib, x —aknuqtalarda chekli o‘ng

/'K+ 0), (k=01.2,../7"-1

va chap
1%



f'(ak- 0), (k=0,1,2,....n)

hosilalarga ega bo‘lsa, /(x) funksiya \ab\ da bofakli differensial-
lanuvchi deyiladi.

2- teorema. 2n davrli/ (x) funksiya [-5, 4] oraliqda bo‘lakli diffe
rensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning Furye qatori

/ (*) ~y- +X iakcos kx +ksin kx)
k=t

[-1, rc] da yaginlashuvchi bo'lib, uning yig‘indisi

/(x+0)+/(x-0)
2
ga teng bo'ladi.
m! (5) tenglikning har ikki tomonini

| v i[/(x +0)+/(x-0)]
ga ko'paytirib, ushbu
F, (x+0) +/(x - 0)]
ayirmani quyidagicha
m(/; x) - }[/ (x+0)+/(x-0)] =
n

sinln+i|
=AM/ (X +m+/ (X-bl)-/ (X+0)- / (X - 0)] « du
Zsm-2

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integralni
ikkita

7 §I\n - M
J = *jo[/ +N ~f (X+°4 Zsin-U du
n sinfH—
12=-J[/ (x-u)-f(x - 0)]- ~—,J-du
ZSiné
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integralga ajratamiz. Natijada

AR *Y-AL (% +0)+/ (*-0)] =y1+J2

bo‘ladi.
Endi ¥, va J2 integrallami baholaymiz. ¥, integralni baholash

uchun awalo ixtiyoriy 8 (0 <8 <n) sonni olib, ¥, ni ikki gismga

ajratib yozamiz:
sin n+a

ANEL/ (5 +-7 ()] S 0 dust

n 2sin?
2
H) :
+-] ) du.
8 Zsm2
Lokallashtirish prinsipiga asosan
n sin(n+"
H‘éskf”(x +u)-/ (x +0)1— s_an du=-°-
2

Demak, Ve >0, 3«0 =«(e,8)e N, \/n>n0 da

n sinfrt+"p .
D[/ (x+m-/(x+0)] | -J-du )
zsmgE <2

bo‘ladi. Shartga ko'ra, /(x) funksiya [-n, n] da boiakli differen-
siallanuvchi. U holda Vxe [-n,n] da

7 (*+m)-7 (x+0
lim ZCxm/xx0 _, (x +0)

u-»+0 U \

mavjud boiib, 38, >0, 0<mn<8, da

f(x+u)-f(x+0)<MX (M, =const)



tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Shuningdek, 3S2 >0, 0 <un<52 da

U

-2—<Mz2, (M2 =const)

sin-
2
tengsizlik bajariladi.

Endi wT]81,52,28" -|=5 deb olamiz. Natijada, V«e N
bo‘lganda (8) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral uchun
ushbu

 f(x+u)-f{x+0) (n+1) udu
If sin- v

41 / (x+m)-/ (x+0) —du < M\M2b<|

sin—
bahoga ega bo'lamiz. (8), (9) va (10) munosabatlardan
n sin[n+1\i

71 2sin-
2

bo'‘lishi kelib chigadi.
J2integral ham xuddi shunga o‘xshash baholanadi va

_sinfn+-)u
-u)- f(x-0)1 | du <
xu) (x ) Psty )
2

bo'lishi topiladi. Demak,

MK (5 H0)H /(0> <2
bo‘lib, undan

(10)
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now NN o\ / "M\ /]

boiishi kelib chigadi. Bu esa/(x) funksiya Furye gatorining yaqginla-
shuvchi va

y +k—1 cos™X + sin =i [/(* +0)+/ (x-0)]

bo‘lishini bildiradi. »
Natija. Agar/funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini bajarib,
X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda quyidagi natijaga ega bo'lamiz:

O | K coskx +bksin kx) -f(x)
Id

Misol. Ushbu

f(x) =cosax, (-k<x<w a*neZz)
funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.

-4 Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz. Qaralayotgan
funksiya juft bo‘lgani uchun

n—0, (n=1,2,3,..)

bo'lib,
) K _ i _
an==<J cosax cos nxdx =J [cos (a - n)x +cos (a +n)x] dx =
0 0
_sinan(_2nr 1 + 11
n \ ath a-n\
bo'ladi. Demak,

sinan . 1\ fA L
/(%) ~ a+§’ﬁ(1> ~—+—L ) cos X
Agar /(x) =cos ax funksiya teoremaning hamda natijaning shart-
larini bajarishini e’tiborga olsak, u holda
_sinan

cosax = - +Y (-1)" (—?—+— )cosnx
a a+n a-n

bo'lishini topamiz. »
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Keyingi tenglikda x = 0 deyilsa,

-JL - +f (-nr&_L+-Lg (11)
sin ¢M a = +n a-n
bo'lishi kelib chigadi.
Mashqlar
1. Ushbu
, ._ f-x, agar - K<x <0 bo'lsa,
J (%)=

0, agar 0<x <™ bo'lsa

funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.
2. Ushbu

f (x) —in smfz(

funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.
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15-BOB
PARAMETRGA BOG‘LIQ INTEGRALLAR

74- ma’ruza

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha yaqinlashishi

1°. Limit funksiya. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya R2 fazodagi

M ={(x,y)e R2:a<x<b, ye E<R]
to‘plamda berilgan vay0e Rnugta Eto‘plamning limit nugtasi boisin.
Ravshanki, har bir tayin xe [a,b\ da f(x,y) funksiya y o‘zga-
ruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya x e [a, b] da
lim f(x,y)

Y->Yo
limitga ega boisin.
Har bir xe [a,b] ga/ (x,y) funksiyaningy - »yOdagi limitini mos
go'yish natijasida
: X — lim f{x,
® i, f{x.y)

funksiya hosil boiadi.

Odatda, bu funksiya/ (x,y) funksiyaning y ->y0dagi limitfunksiyasi
deyiladi:

Jim £(x,y) =9, (xe[#,6]). (1)
Yo
(1) munosabat quyidagicha tushuniladi: Ve > 0 son olinganda

ham shunday 8 =8(e,x) >0 son topiladiki, bunda 0 < j>- y0|<8
tengsizlikni ganoatlantimvchi Mye E uchun
[7(x.y)-(x)] <e, (xe[f],6])
boiadi.
Endi 7 (x,y) funksiya
M ={(x,y)e R2' xe[a,b], ye Ea R}
to'plamda berilgan va  «nugta» Eto‘plamning limit nuqtasi boisin.
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Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 =5(e, x) >0 son
topilsaki, ly] >5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye E uchun

[/7(x.y)-db(x)] <e
tengsizlik bajarilsa, <p(x) funksiya/ (x,y) ningy - » °° dagi limit funksiyasi
deyiladi.

1- misol. Ushbu f(X,y) - xy funksiyani

M ={(x,y)e R2: 0<x <1 ye [01]}
to'plamda qaraylik. Bu funksiyaning y -»y0 =1 dagi limit funk-
siyasi cp(x) =x bo'lishi ko'rsatilsin.

A Ixtiyoriy e >0 songa ko'ra, har bir x e [0,1] uchun 5=e deb
olinsa, u holda |Jy-y0]=V- <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ye [0,1] uchun

17(x,y) - cp®] =Vy- NX=NIy- 4<V- Y<5=e
bo'ladi. Demak,
lim xy =x. »

NV—1
2 -misol. Ushbu f(Xx,y) =xy, (0° =0) funksiyani
M ={(x,y)e R2: 0<x <1 ye [0,1]}
to'plamda garaymiz. Bu funksiyaning y ->y0 =0 dagi limit funk-
siyasi topilsin.
A Aytaylik, x = 0 boisin. Bu holda Vy e [0,1] uchun
/(0,y) =0
bo'lib, y -> 0 da /(0,y) >0 bo'ladi.
Aytaylik, x @0 bo'lsin. Bu holday -> 0 da
f(x,y) =xy =x° =1
bo'ladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy e >0 songa ko'ra 8 =log* (1- €)
deyilsa (x >0), u holda Y- y01=V- 0] = |y] <8 tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi y e [0,1] uchun
[7(x,y) - ()] =[x - I|=1- x* <1- xI§[(-B§ =1- (1- e) =e
bo'ladi. Demak, y -> 0 da 7/ (x,y) = Xy funksiyaning limit funksiyasi
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( \_IT agar x G(>>" bo'lsa>
n [0, agar x =0 bo'lsa

bo'ladi. »
2°. Limit funksiyaga tekis yaginlashish. Faraz qilaylik, f(x,y)
funksiya
M={(x,y)<R2:a<x<b, ye Ec R]

to‘plamda berilgan bo'lib, yOe R nuqta Eto'plamning limit nuqtasi
bo'lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan x e \ab\ day o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatiday -»  da limit funksiyaga ega bo'lsin:

lim f(x,y) =d(x).
Y >Yo

f(x,y) funksiyaning d(x) ga intilish xarakteri olingan xga bog'liq,
chunki x ning turli giymatlarida / (x,y) funksiya, umuman aytganda,
y o‘zgaruvchining turlicha funksiyalari bo‘ladi. Bu vaziyat

lim f(x,y) =d(x), (xe]a,6])
Y->Y0

tushunchasidagi ixtiyoriy e >0 songa ko‘ra topiladigan 8 >0 sonning
garalayotgan x ga bog‘lig yoki bog‘lig emasligida namoyon bo‘ladi.
Yugorida keltirilgan misollarning birinchisida 8 =e bo'lib, u fagat
e >0 gagina bog'lig, ikkinchisida esa 8 =log* (1 - e) bo'lib, u olingan
e > 0 bilan birga garalayotgan x ga ham bog‘liq ekanini ko‘ramiz.
1- ta'rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 8 =8(e) >
son topilsaki, |y-yo|<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ye E
Vxe [a,b] uchun

[7(>Y) ~bX)| <e
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
Ve >0, 38 =8(e) >0, Yy-y0l<8,ye E
Vxe [ab\: |/(xj/)- pX)] <e

bo‘lsa, f(x,y) funksiya dy(x) ga [ab\ da tekis yaqginlashadi deyiladi.

3-misol. Ushbu 7/ (x,>0=xsiny funksiyani

M ={(x,y)e R2: 0<x <1, ye[0,n]}
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to'plamda garaylik. Bu funksiyaning y ->y0 =" da limit funksiyasi

topilib, unga [0, 1] da tekis yaginlashishi ko‘rsatilsin.
4 Ravshanki,

lim x siny =%x.
Y-
Demak, D) =y Xi

Agar Ve >0 ga ko‘ra 8=e deyilsa, u holda y- <8 tengsiz-

likni ganoatlantimvchi ye [0,7i] va Vxe [0,1] uchun

\3 .
1/7(*}0-<p(x)] = XSmy-—x =psiny-T

Xsiny—sin-n< N<g=e
y ~3

bo'ladi. Ta'rifga binoan, y -» ~ da /(x,y) =xsiny funksiya
K
h(x) =y x I~ t funksiyaga [0,1] da tekis yaginlashadi. »
Eslatma. Aytaylik, lim f(x,y) =<p(X) bo‘lsin.

Agar V8>0 son olinganda shunday e0 >0, x0e[aZ>] va
ly- y01<8 tengsizlikni ganoatlantimvchi y, e E topilsaki, bunda
\f(X0>1) - ®(x0)]- €0

bo‘lsa, f{x,y) funksiyay ->y0da limit funksiya ¢>x) ga tekis yaqin-
lashmaydi deyiladi. Masalan,

f(x,y) =x\ (0° =0)
funksiya y -> 0 da limit funksiya

, JI, agar xe (0,1] bo'lsa,
n [0, agar x =0 bo'lsa
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ga tekis yaginlashmaydi. Hagigatan ham, V5 >0 son olinganda,

e0 =1, 0<yi <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi yxva x0 =2 Vi

deb olinsa, u holda

[/7"0JO -'pW h1-~1=1-\ =\>y

bo'ladi. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya R2 fazodagi
M - {(x,y)e R2:a<x<b, ye Ec R}

to'plamda berilgan \ay0e Rnuqta Eto'plamning limit nuqgtasi bo'lsin.
Agar Eto'plam  ga intiluvchi {y,} ketma-ketlikdan iborat bo'lsa,
/ (x,y) funksiyani [a, b] da aniglangan
f.(x) =f(x.y.,)
funksional ketma-ketlik sifatida garash mumkin. Masalan,

2 xy
f(x,y) =
(x.y) X2+y2
funksiyani MO =] (x,y)e R2: xe [0,1], ye E top~
lamda qarasak, u quyidagi
L. 2xn
= b

funksional ketma-ketlikka aylanadi.

1- teorema. Agary -» yOdaf(x,y) funksiya d(x) ga [ab\ da teki
yaginlashsa, u holda Eto'plamdagi yOga intiluvchi har bir £} ketma-
ketlikda (yna E)

f. (%) =f(x.y.)
funksional ketma-ketlik ham [a,b] da d(x) ga tekis yaginlashadi.
< Avytaylik, f(x,y) funksiya y -* yOda ¢(x) funksiyaga \ab\ d
tekis yaqinlashsin. U holda ta’'rifga binoan Ve >0, 35 =5(e) >0,
O<b~>'o|<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ye E
Vxe [a,6]: |/7(x,y)-d(X)] <e bo'ladi.
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Modomiki, {yr} ketma-ketlik j0 ga intilar ekan,
V5 >0, 3n0e N, V«>nd W\n-y0]<8
tengsizlik bajariladi. Demak,
Ve>0,35>0, \,-y0]<5,y,,e E Vxe [a b\ |7(x)y,)-dX)] <e,
ya’'ni,
1/.(x)-tb(x)] <e

bo‘ladi. Bu esaf,,(x) funksional ketma-ketlikning [a,b] da d(x) funk-
siyaga tekis yaginlashishini bildiradi. »

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo‘lish va unga
tekis yaginlashishi hagidagi teoremani keltiramiz.

2- teorema. f{x,y) funksiyay y0da limit funksiya g(X) ga ega
bo'lishi va unga tekis yaginlashishi uchun Ve >0 olinganda ham x ga

bog'lig bo‘lmagan shunday 38 =8(e) >0 topilib, |Jy-Yo]<S8,
|y'-y0]<8 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y, y'e E
hamda Vxe [o,b] da

I 7(x.y)-7(x.7)]<e 2)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, f{x,y) funksiya y -» y0da limit funksiya
d(x) ga [ab\ da tekis yaqginlashsin. U holda ta’rifga binoan

Ve>0, 38>0, |y-y0|<S, Vye E

Vxe [abl: [/(x,y)- D] <i , (3)
jumladan, |y'-y0]<8, y'e E uchun ham
17(x./)-0(x)]< | 4)

bo'ladi. (3) va (4) munosabatlardan
\f(x,y)-f(x,y")\<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tayin-
langan Vxe [a,b] va Y-y 0]<5, |/-y0]<8,ye E y'e E da
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F (x.y)~ f{xy)\ <e
tengsizlik bajarilar ekan, u holda Koshi teoremasiga ko‘ra 'y ->y0da
/ (x,v) funksiya limitga ega boiadi. Uni <p(¥) bilan belgilaylik:

lim f(x,y) =d(x).
Y—=Ya

Endi y o'zgaruvchining |y'-yo| <8 tengsizlikni ganoatlantira-
digan giymatida (2) tengsizlikda y' yOda limitga o‘tib topamiz:

F (x)y) - di] <e.

Bu esa >--> y0 da f(x,y) funksiyaning c(x) ga [ab\ da tekis
yaginlashishini bildiradi. »

3- teorema. f(X,y) funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

1) har bir tayin y e E da f(x,y) funksiya [ab] da x o'zgaruv-
chining funksiyasi sifatida uzluksiz;

2) y-* y0da/ (x,y) funksiya [ab\ da d(x) ga tekis yaginlashsin.

U holda dp(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo'ladi.

A E to'plamda yQga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma-ketlik olib

(ynGE,n=1,2,..., yn->y0) [ab\ segmentda aniglangan ushbu

fn(*) =f{x.y.)

funksional ketma-ketlikni hosil gilamiz. Teoremaning shartlariga ko‘ra:
1)/,,(x) funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a,b] da uzluksiz
bo‘ladi;
2) mazkur ma’ruzadagi 2- teoremaga binoan y -> y0 da /n(x)
funksional ketma-ketlik dy(x) funksiyaga [a,b\ da tekis yaginlashadi.
U holda d(x) funksiya \a,b] segmentda uzluksiz bo‘ladi (qaralsin,
65- ma’'ruza). »

Mashglar

1. Ushbu f{x,y) =n Jx +" - Vx

funksiyani M ={(x .7i)g R2: Xxe (0,00), ne iV} to‘plamda qarab,
uning n —°° dagi limit funksiyasi topilsin.
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2. Ushbu f(x,y) =M1 - xy)xy

funksiyani M =] (x,")e R2: xe ~\ , ye (0,11 to'plamda qga

rang. Bu funksiya uchun quyidagi tenglik o'rinli bo'lishi isbotlansin:
lim f(x,y) =0.
y-f+0
3. Aytaylik, 7 (x,y) funksiya
M ={(x,y) e R2: xe[a,b], ye Ec /%

to'plamda berilgan va y0e Resa Ening limit nugtasi bo'lsin. y*>y0da
f(x,y) funksiyaning d(x) ga [a,b] da tekis yaginlashishi uchun £ to'p-
lamdagi =0 ga intiluvchi ixtiyoriy {y,.} ketma-ketlikda

f,,(x) =f(x,yn)
funksional ketm”-ketlikning \a,b] da dy(x) ga tekis yaginlashishi zarur
va yetarli ekani isbotlansin.

75- Ta ’ruza
Parametrga bog‘liq integrallar

le. Parametrga bog'‘liq integral tushunchasi. Aytaylik, f(X,y)
funksiya

M ={(x,")e R2:a<x<b, ye Ec R]
to'plamda berilgan bo'lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan ye E da
x 0'zgaruvchining funksiyasi sifatida \ab\ da integrallanuvchi, ya'ni
b
Jf(x,y)dx

mavjud deylik. Qaralayotgan integralning giymati tayinlangan y ga
bog'lig bo'ladi:
b
@)
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Masalan, y o Obo‘lganda
i
j endx
o}

ey -\

y = Obo'lganda

bo'ladi. Demak,

J(y) =Jerdx=. y @ 2980 ®» 0 bo'lsa,
1

0 agar y - O bo'lsa.

Odatda, (1) integral parametrga bog‘liq integral, y esa parametr
deyiladi.

Ravshanki, J(y) funksiya (parametrga bog‘liq integral) berilgan
f(x,y) funksiya orgali aniglanib, unga bog‘liq bo'ladi.

Parametrga bogiiq integral mavzusida / {x,y) funksiyaning funk-
sional xossalariga ko'ra J(y) funksiyaning funksional xossalari (limiti,
uzluksizligi, differensiallanuvchanligi, integrallanuvchanligi) o'rganiladi.

2°. J(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, /7 (X,y) funksiya

M={(x,y)e R2:a<x<b, yeEc R]

to'plamda berilgan bo'lib, yleR esa E to'plamning limit nugtasi
bo'lsin. Bu funksiya uchun har bir tayin ye E da

b
J(y) =\f(*y)dx

mavjud bo'lsin.

1-teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shartlami
bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(,x,y) funksiya x o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,b] da uzluksiz;

2) y ~>y0da f(x,y) funksiya limit funksiya <p(X) ga [a,b] da tekis
yaginlashsin.
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U holda Y -»y0da J(y) funksiya limitga ega bo‘lib,
n
lim Y(y) = [dx<shc ?
bo‘lad.

m Keltirilgan teorema shartlarining bajarilishidan, 74- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra, limit funksiya (x) ning \a,b] da uzluksiz bo‘lishi
kelib chigadi. Demak,

n
J q(x)dx

integral mavjud.
Ayni paytda, y ->y0daf(x,y) funksiyaning Jab\ da g(x) funksiyaga
tekis yaginlashuvchi bo‘lishidan, ta’rifga binoan,

Ve >0, 38 >0, \y-y0\<8, Vye E, ¥Yxe [a,b\: J/(x,y)-o|o(x)|,<—b~~-a

bo'lishini topamiz. Ushbu

J(y)~ \=Qx)dx

ayirmani qgaraylik.
Ravshanki, Jy- y01<8 tengsizlikni ganoatlantimvchi ixtiyoriy
y € Euchun

J(y)~ I<p(Irf* =\f{x,y)dx- 1@ x)ne

b b
AINEC>Y) - )| ox <L Jdx =e

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan

0
lim 3.(y) = 160"

bo'‘lishi kelib chigadi. »
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(2) munosabatni quyidagicha
b br 1
lim }/ (x,y)dx =f Ilim f (x,y) \dx
J 1 1Y-+Y0 J

Y-+¥Y0
ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu integral belgisi ostida limitga
o‘tish qoidasini ifodalaydi.
3°. J(y) funksiyaning uzluksizligi. J(y) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.
2- teorema. Agar/ (x,y) funksiya
MO ={(x,.y)e R2:a<x <b, c<y <d}
to‘plamda uzluksiz boisa, J(y) funksiya [c,d\ da uzluksiz bo‘ladi.
4 Ixtiyoriy yOe [c,d] va y0+Ay <[c,d] nugtalami olib, J(y)
funksiyaning orttirmasini topamiz:
b
Ad {y0) =3{y0+Ay)-J(y0)=J[/(X,"0 + Ay)-f{x,y0)\dx.

f{x,y) funksiya MOto‘plamda tekis uzluksiz. Unda Ve >0 uchun
shunday 5 > 0 topiladiki, VWA <5 bo‘lganda, Vxe [a, b] uchun

| 7(x,jO+Aj)-7(x,y0)<e
bo‘ladi. Demak, VWA <5 bo'lganda

&/ (ro)| =i [/ (X,*8+Ay)-f (x,y0)] dx <t{b- a)

bo'ladi. Keyingi munosabatdan

lim AJ (v0) =0
0Y->0
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa J(y) funksiyaning ixtiyoriy  nuqtada,
binobarin, [cd\ da uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »
4°. J(y) funksiyani differensiallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya MO
to‘plamda berilgan bo'lsin.
3- teorema. Faraz qilaylik, 7 (X,y) funksiya quyidagi shartlami
bajarsin:
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1) har bir tayin ye [c,d] da f{x,y) funksiya \a,b] da x o0'zga-
nivchining funksiyasi sifatida uzluksiz;
2)f(x,y) funksiya MOto'plamda f* (x,.y) xususiy hosilaga ega va

f'(x,y) funksiya MOda uzluksiz.
U holda J(y) funksiya [c, d\ da hosilaga ega va

b
Ny) =y (x,y)dx ©)

bo'ladi.
N ye [c,d], y +A4ye [c,d] nugtalarni olib, topamiz:

J(v+AY)-J(y) _ rf(x,y+Ay)-f(x,y) ~
Ay ‘:11 Ay

Lagranj teoremasiga ko'ra
; +epy), (0<e<i)
bo'lib,

| (0<e<l) 4

bo'ladi.

fy(x,y) funksiya MOto'plamda tekis uzluksiz bo'lganligi sababli
Ve >0, 35 >0, AN<5, Vxe [a,b]: \fj(x,y +BAY)- f' (xy)] < b?a
tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalanib

Ly+Ay) f(y) _\fi{x>y)dx” V; y+elly)_yv dx _ o

a a

bo'lishini topamiz. Demak,

R>->0 Ay Iy
a
b
Buesa J'(y) =J f' (x,y)dx ekanini bildiradi. »
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(3) munosabatni quyidagicha

gy\f{x,y)dx =jnf(x,y)dx

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu differensiallash amalini integral
belgisi ostiga o‘tkazish goidasini ifodalaydi.

5°. J(y) funksiyani integrallash. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya
MOto‘plamda berilgan va uzluksiz bo'lsin. U holda 2- teoremaga ko‘ra

n
J(y) =1f(x,y)dx

funksiya [c,d\ da uzluksiz bo'ladi. Binobarin, bu funksiya [cO\ da
integrallanuvchi, ya’'ni

Ji{y)dy

mavjud bo‘ladi.
4- teorema. Agar/(x,y) funksiya MQo‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u
holda quyidagi ifoda o‘rinli bo'ladi:

d d\h 1 btd .
JI(y)dy =3j/ (X ,y)dx\dy =\ ] f(x, Pdy dx.

< VTe [c,d] nugtani olib, ushbu

rFb 1 bt
£(0-1 \f(x,y)dx dy, O(0 =] \f{x,y)dy oX

C a

funksiyalarni garaymiz. Ravshanki,



Demak, F\t) =& '(0 =]/ (x,0 dx

bo‘lib, undan
F(t) =& (r) +C, (C =const)
bo‘lishi kelib chigadi. Agar t = c deyilsa,
F(c) =d(c) =0
bo‘ladi va keyingi tenglikdan C = 0 bo‘lishini topamiz. Demak,
F{t) =<tx(t).
Xususan, t = dbo'lganda Hd) = &(d) boiib,
db bd
J \f{x,y)dx dy=j Jf(x,y)dy dx

bo‘ladi. »
Mashglar
1. Ushbu f(x,y)= -(l -xy)xy
funksiyani g R2:xg _— (0, 11}

to‘plamda garaylik. Bu funksiya uchun
I I
Y0

bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar/ (x) funksiya [0,1] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo'lsa,

I
J 00 =~f(x)signsin (xy)dx, (y >0)
0

funksiyaning hosilasi topilsin.
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3. Agar  JO(y) =;”(]:cos(y cosx)e/x, (ye R)

bo'lsa, u quyidagi yJ™iy) +Jg(>0+y/1(.y) =0 tenglamani ganoat-
lantirishi ko‘rsatilsin.

76- Ta ’ruza
Chegaralari o‘zgaruvchi parametrga bog‘liq integrallar

Faraz qilaylik, /7 (x,y) funksiya
MO ={(x,y)e R2:a<x <b, c<y <d]

to‘plamda berilgan va har bir tayin [c,t/] da f{x,y) funksiya
x 0‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [ab\ da integrallanuvchi bo'lsin.
a(_y) va (30) funksiyalarning har biri \cd\ da berilgan va Vy e [c, d] uchun

a<a(y) <p>><b 1)
tengsizliklar bajarilsin. Ushbu

m
J £ (x,y)dx

integral, ravshanki, y o‘zgaruvchiga bog‘liq bo'ladi:

Jioo = J f{x,y)dx. )
«00

2) integral chegaralari ham parametrga bog'liq integral deyiladi.

1°. J{(y) funksiyaning uzluksizligi. JXy) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Faraz qgilaylik, f{x,y) funksiya MOto‘plamda uzluksiz
bo‘lib, a(y) va (30 funksiyalar esa [c,d\ segmentda uzluksiz bo‘lsin.
U holda

P(Y)
Ny) =1 f(xy) dx
a(.v)

funksiya [c,d\ da uzluksiz bo'ladi.
216



A Ixtiyoriy Yo e [c>"] nugtani olaylik. Integrating ma’lum xossa-
laridan foydalanib topamiz:

a(n) PQo)

/00= J f(x,y)dx= J f(x,y)dx+ J f(x,y)dx +
a(>) «(A a(yo)
RD Feb) PM

+] f(x,y)dx= J f(x,y)dx+ J f(x,y)dx- J f(x,y)dx. (3)

PO) “(n) P(n) “(n)
P(n)

Ravshanki, J f(x,y)dx

a(yn)

integral chegarasi o‘zgarmas bo‘lgan parametrga bog'liq integral. Bu
funksiya 75- ma'ruzada keltirilgan 2- teoremaga muvofiq y o‘zgaruv-
chining uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Demak,

Mn) P(n)
i>>0da J f(x,y)dx > J f{x,y0)dx =J}(y0) (4)
“0m “(n)

bo‘ladi.
/ (X,y) funksiya MO to‘plamda uzluksiz bo‘lganligi sababli y shu
to‘plamda chegaralangan boiadi:

i/ (x,j0j<C, (C =const).

Shartga ko‘ra a(y) va P(j) funksiyalar [c,d\ segmentda uzluksiz.
Demak:

Y-»Y da a00 «bo)-
Y-» N1 da P(7) —=P(Jo)*

Pbl
J f{x,y)dx <C (i —PEo)p
RA)

x ™ ACa(o - a (o)
a(n)
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munosabatlardan

PO) P(y)
ji/->y0 da J f{x,y)dx~*0, y->y0da J f(x,y)dx-*Q
PO0) a(n)

bo'lishini topamiz.

3) tenglikda, y  yQda limitga o‘tish va unda (4) va (5) muno-
sabatlami hisobga olish natijasida

Y-*Y da N\N{Y - ™\ (Yo)

boiishi kelib chigadi. Demak, J{(y) funksiya [c,0\ da uzluksiz. »

2°. J\(y) funksiyani differensiallash. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya

={(*y)e R2:a<x<b, c<y<d}

to‘plamda, a(y) va P(y) funksiyalar esa [cd\ segmentda berilgan bo'-
lib, a>>), P(y) funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya'ni Vy e [c, d] uchun

a<a(y) <p(y) <b

bo'‘lsin.

2 -teorema. Aytaylik, f(x,y), a(y) va P(y) funksiyalar quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) fix,Y) funksiya Af0to‘plamda uzluksiz;

2) f(x,y) funksiya MOto‘plamda uzluksiz fy(x,y) xususiy hosi-
laga ega;

3) a(y) va P(y) funksiyalar [c,0\ da a'(y) va p'(y) hosilalarga ega.
U holda

FOD
NOQ =) f(x,y)dx
a(y)

funksiya [c,d] segmentda J{(y) hosilaga ega bo'lib,

PO)

J\(y)=<j %{xy)dx +$(y)f{$(y).y)-a"(y)f[a.(y).y)
00
bo‘ladi.
< y0e [c,d], yO+Aye [c,d] nugtalarni olib, topamiz:
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P(Yo,+Ay) Pbo

)
suveewon | f(x,y0+AY)dx- (X, y0)dx
o 0 “00
Agar
RyotAy) Pf]ﬂ)
| f(x,y0+Ay)dx= f(x,y0+Ay)dx +
“(yotAy) “00
pOOHT) «yorfly)
+ ] f(x,y0+Ay)dx- J f(x,y0+Ay)dx
PUo) “bo)

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

NEBHAY)YL(3h) = RF *[/(*.yp+Ay)-/(*Jfr)] dx +
Ay « &3 Ly

Rro+l) “(n+1)
+-i- J  f(x,yO+Ay)dx--~ J f(x,yO+Ay)dx (6

P(n) «)
bo‘lishi kelib chigadi. 75- ma’ruzadagi 1- teoremaga ko‘ra

=0 ) Ly
Q) "
P({’-I) im t_r// (\t} I\T » \MrN)f (x ™~ )dx
J o™0 Oy J
“bo)

bo‘ladi. 0 ‘ rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib, topamiz:
Pro-+4)
j f{x,y0+Ay)dx =f(x",y0 +Ay)[p(y0 +43")-P(n)].
P(bl
>0
J f(x,y0+Ay)dx =f(x",y0+a>")[a(y0 +Ay) - a (J1,)].
“I:x))
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Bunda y nugta P(Yo> PC”o+Ay) nuqtalar orasida, x" esa
a(y0), a (o +A>0 nuqtalar orasida joylashgan. y -» y0 da limitga
o‘tishi bilan quyidagi tengliklarga kelamiz:

Rn +ay)
lim-?2-  f f(x,y0+Ay)dx =

= Jim f(x"y0+Ay) — =/ (P (30)>b) P(3b),
ayo+43)
#L%E 4 f(x,y0+Ay)dx = (8)

='£I&/r_r)1)of (x',y0 +Ay) =/(a(n),n)a(nn).

A
Yugoridagi (6) munosabatda Ay —0 da limitga o‘tib, (7) va (8)
tengliklarni e’tiborga olib, ushbu

4,/ u PO
.Cll'iymo Ay KA A
' A
+/(PW JOH%)-/(aU)>/)<'U)

tenglikka kelamiz. Demak,

Mn)
1'() =1 1;(xYo) +/(Pu)>>p)P,(){.)-/ N 36)536)a, (36)-"
<y0)
Misol. Ushbu ¥) (y) =jIV ly- X\dx funksiyaning hosilasi topilsin.
0

A Aytaylik, y s (-°°,0) bo‘lsin. Bu holda

l
/. (j) :-y[exdx+jxexdx:y(l -e)+[e-(e-1)]=(1-e)y+l
0 0

bo'lib, J[{y) =I-e ga ega bo‘lamiz.
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Aytaylik, y e (0,1) bo‘lsin. Bu holda

y 1 y
N0 = - x)e*dx-~{y-x) ? dx=] ye*dx-
0 y

[ I
-jxexdx-JyeVx +J xexdx =2ey -(e+1) y-\
0 y y
bo'lib, J{(y) =2ey-e-\ bo'ladi.
Aytaylik, ye [l-+<« bo'lsin. Bu holda
I I
iN(Y) =yjexdx- Ixexdx=y (e- D)- [e- (e- D)]=(e- y-1

o 0

va J\{y) =e- \ bo'ladi. Demak,

1- e agar - @<y <o,
/.00 = 2ey-e-l, agar 0 <y <],
e-l, agar 1<y <+
bo'ladi. »
Mashglar
1. Agar /,(y)=f 0 <x <1)
1Jy-z

bo'lsa, u holda 0 <y < luchun

bo'lishi isbotlansin.

2. Agar /, (y) = T —~ bo'lsa, HTY, (y) topilsin.
J l+par+y y->0
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77- Ta ruza
Parametrga bog‘lig xosmas integrallar

1°. Parametrga bog‘lig xosmas integral tushunchasi. Faraz gilaylik,
f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R2:xe [a,+°°), ye Ea R}

to'plamda berilgan bo'lsin. Bu funksiya har bir tayin ye Eda x o'z-
garuvchining funksiyasi sifatida [4,4«°] da integrallanuvchi, ya’ni
+00

J f(x,y)dx

a

xosmas integral yaginlashuvchi. Ravshanki, integralning giymati y o'z-
garuvchiga bog'lig bo'ladi:

F(y)= +J f{x,y)dx. (1)

Masalan, y > 1 bo'lganda

g Slim f=limy (Y- D=

bo'ladi. Demak, bu holda

ifoda kelib chigadi.

(1) integral parametrga bog'liq chegarasi cheksiz xosmas integral,
y esa parametr deyiladi.
Xuddi shunga o'xshash

N)=1 r(x.yydx, Ry - dix.y)dx

parametrga bog'lig xosmas integrallar tushunchalari kiritiladi.
Aytaylik, /7 (x,y) funksiya
M ={(x,y)e R2:xe[a,b), ye Ea R}
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to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayin ye Eda x 0‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida garalganda uning uchun b maxsus nuqta
bo‘lib, u [ab\ da integrallanuvchi, ya'ni
h
Jf {x,y)dx
a
xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda ham
integralning giymati y o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘ladi:
b
®B)Y=(/ M * . (2)
a
Masalan, 0 <y < 1bo‘lganda

2 I
——— = lim M2 XTydx = li;m — [(2- tf~y- 1] =
\[{2-x? m T y /-I>E[-10 y—L[( y-1 l-y
bo‘ladi. Demak, bu holda
bo‘ladi.
(2) integral parametrga bog‘lig, chegaralanmagan funksiyaning

xosmas integrali, y esa parametr deyiladi.
Umumiy holda, parametrga bog‘liq, chegaralanmagan funksiyaning
chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yuqoridagidek Kkiritiladi.
Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning funksional xossalari
(limiti, uzluksizligi, differensiallanishi, integrallanishi)ni

F(.Y)= J 1 (x,y)dx

a
integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz.
2°. Integralning tekis yaginlashishi. Aytaylik, f{x,y) funksiya
M ={(x,y)e R2:xe [a+«), ye Ec /%}
to‘plamda berilgan bo‘lib, har bir tayin ye Eda

/m:\]f(x,y)dx



xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsin. Ta’rifga binoan

Fy) = f(x,y)dx = lim 1 f(x,y)dx, (a<t<°®)
bo'ladi. Natijada berilgan /7 (x,y) funksiya yordamida
/

G(y,t) =Jf(x,y)dx, (a<t<oo0)

a
+00

F(y)= } f(x,y)dx
a
funksiyalar yuzaga keladi va
lim G(y.,t) =F(y), (ye£)

munosabat bajariladi.

Demak, G(y,t) funksiya M + « da limit funksiya Hy) ga ega
bo'ladi.

/-tarif. Agar M + « da G(y,t) funksiya limit funksiya Hy) ga
E to'plamda tekis yaginlashsa,

i f{x,y)dx

a

integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
Integrating Eto'plamda tekis yaginlashuvchanligini quyidagicha
anglash lozim:

1) har bir tayin ye Eda j f(x,y)dx xosmas integral yaqin-

a
lashuvchi;
2) Ve >0 olinganda ham shunday 5 =5(e) >0 topiladiki, bund
W >5va Vy e Euchun

tengsizlik bajariladi.
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-+00

1-misol. Ushbu J €Xcos Xy dX

xosmas integralning (-°°, +°0) da tekis yaginlashuvchi ekani ko‘rsatilsin.
< Har bir tayin y e (-«=, -H») da garalayotgan xosmas integralning
yaginlashuvchi ekanligi ravshan.
2
Ve >0gako'ra 8 =In- deyilsa, u holda V/>8va Vye (-°°, +°°)
uchun

r 00 n
< ' == < = b
J excosxydx <J e'xdx=e~ <es =e E_) ¢
boladi. Demak, berilgan integral (-0o, -H») da tekis yaginlashuvchi. »
2-  tarif Agar M + « da G{y,t) funksiya limit funksiya Hy) ga
E to'plamda tekis yaginlashmasa,

F{y)= t]of(x,y)dx

a
integral Eto'plamda tekis yaginlashmaydi deyiladi.
Integral E to‘plamda yaginlashuvchi, ammo u shu to‘plamda
tekis yaginlashmaydi degani quyidagini anglatadi:
+CD
1) har bir tayinye Eda J f (x,y)dx xosmas integral yaqinla-
shuvchi;
2) V8 > 0 olinganda ham shunday e0 >0, yOe E va tx> 8
bo'lgan txe [0,+00) topiladiki, bunda quyidagi ifoda o'rinli bo‘ladi:

J f{*,y\)dx >e0.

h
2- misol. Ushbu

-
i ye—xydx
0
xosmas integralning (0, -H») da tekis yaqinlashmasligi ko‘rsatilsin.
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4 Ravshanki,

0 1
fye~xydx = I|m J(1)‘ye'**dx = I|r+n (-e )=1.
0

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi. Aytaylik,
ye £=(0,+°°) bo'lsin. Ixtiyoriy musbat 5 sonni olaylik. Agar

eo=1>{>8 va W =K deb olsak, u holda

Jyle-mdx =e 'd0 =e 1>1 =e0

bo'ladi. Bu esa J ye'~dx integral E =(0,+°°) da tekis yaginlash-
0
masligini bildiradi. »

Yuqoridagi F(y) =J f(x, y)dx

parametrga bog‘lig xosmas integralning parametr y bo'yicha Eto‘p-
lamda tekis yaginlashishini quyidagicha ham ta'riflasa bo'ladi.
3- ta’rif. Agar

lim sup F(y)- jf(X y)dx —/|m %J7u>o dx =

yeE

(a <t <-u») bo'lsa,

4~
F(y) =] f(x,y)dx

xosmas integral to'plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.
+00
3-misol. Ushbu F(y)= IX/ xosmas integralninig E =[2,+°°)

to‘plamda tekis yaginlashuvchi ekani ko'rsatilsin.
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J1 Ravshanki, 1 <t< +° uchun

bo'lib, lim_ sup |5 =

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral E =[2,+°°) to'plamda tekis
yaginlashuvchi. »

Endi integralning tekis yaqinlashishini ifodalovchi teoremani
keltiramiz.

1- teorema. Ushbu

a

integralning Eto‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun Ve >0
olinganda ham y ga bog'lig bo'Imagan shunday 8 =8(e) >0 topilib,
t' >8, t">8 tengsizliklami ganoatlantiruvchi V/', t" va Mys E da

r

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti ravshan.

3°. Parametrga bog‘lig xosmas integrallarning parametr bo‘yicha
tekis yaginlashish alomatlari.

2- teorema. (Veyershtrass alomati.) Aytaylik, 7 (X,y) funksiya

M ={(x,j)g R2:xe [a,+>) ye Ea R}
to'plamda berilgan va har bir tayin ye Edaf(x,y) funksiya [0,+°°) da
integrallanuvchi bo'lsin.
Agar [0o,H da aniglangan shunday <p(x) funksiya topilsaki,
1) Vxe [o,-h>°), Vye E uchun |/7(x,y)] <<p(x) bo'lsa,

2) ushbu J ®(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
a
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F(y) = J f(x,y)dx

integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
+00

A Modomiki, J cp(X)rfx yaginlashuvchi ekan, u holda Ve >0 olin-
a
ganda ham shunday 8 =8(e) >0 topiladiki, t' >8, t"">8 bo'lganda

\f(x,y)dx <e

tengsizlik bajariladi. Ayni paytda,

JEx,y)dx <UNFeGy)Ndx < epxdx, (t'<t”)
tf t t
bo‘lganligi sababli

\f{x,y)dx <e
bo'ladi. Yuqgorida keltirilgan 1-teoremaga muvofiqg

F(y) =J f(x,y)dx

integral Eto‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »
+00

4- misol. Ushbu  fcos*~dx, (ye E =(-°°,+°°))
J 1+x1

integralning tekis yaginlashuvchi ekani ko'rsatilsin.
J1 Ravshanki, Vxe [0,-H») va Vye (-(°,+°°) uchun

COSXy

[+x1  |+xz
bo‘ladi. Ayni paytda,
228



xosmas integral yaginlashuvchi bo'lganligi sababli Veyershtrass
alomatiga ko‘ra berilgan integral E =(-00,40°) da tekis yaginlashuv-
chi bo'ladi. »

Integrallarning tekis yaginlashishini aniglashda ko'p foydala-
niladigan Abel hamda Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

3- teorema. (Abel alomati.) / (X,.y) va g(x,.y) funksiyalar

M ={(x,>>)e R2:xe [7,+°°), ye EzR}
to'plamda berilgan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) har bir tayin y e E da g(x,y) funksiya [a,-u») da monoton bo'lsin;
2) V(x,j>)e M uchun Jg(x,j)]<c, (c =const) bo'lsin;

3)ushbu J f (x,y)dx integral Eto'plamda tekis yaginlashuvchi

a

bo'lsin. U holda

JF(x,y)g(x,y)dx

a

integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
4-  teorema. (Dirixle alomati.) / (X,y) va g(X,y) funksiyalar Mto'p
lamda berilgan bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

) Vt >a hamda vfe E da

tengsizlik bajarilsin;
2) har bir tayin y e E da g{Xx,y) funksiya limit funksiya <p(x)=0 ¢
tekis yaqginlashsin. U holda

a
integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.



5- misol. Ushbu
in!’)‘(SLdX, (ye £ =[1,2])

integral tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
m! Berilgan integralda

f(x,y) =sinxy, g(x,y) =
deyilsa, u holda
1) V/ >0, Yye [1,2] uchun
i

1
Jf(x,y)dx = Jsinxycfx -C08/)

<2

2) x —#+° da g(x,y) =~ funksiya £=[1,2] da nolga tekis

yaginlashuvchi.
Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan integral E= [1, 2] da tekis yaqin-
lashuvchi bo'ladi. »

Mashglar

:]x y cos Xy dx

1. Ushbu integralning E= [2, 10] to‘plamda tekis

yaginlashishi isbotlansin.
P . o .
Ushbu = - ., (y =>1) integral tekis yaginlashishga tekshirilsin.

3. Aytaylik,/(x) funksiya Rda uzluksiz bo‘lib, Vx¢ Rda/(x) >0
bo‘lsin. Ushbu

T)f(y-x)dx, 3 f{y-x)dx

integrallarning y parametr bo‘yicha ixtiyoriy chekli \ab\c R seg-
mentda tekis yaqginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
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18- ma’ruza

Parametrga bog‘Liq xosmas integrallarning
funksional xossalari

Ushbu ma’ruzada parametrga bog'lig xosmas integral

F(y) =J 7 (x,y)dx

ning limiti, uzluksizligi, differensiallanishi hamda integrallanishi
masalalarini bayon etamiz.

1°. F(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, /7 (X,y) funksiya

M ={(x,y)e R2:xe [9,+°°), ye Ea R}

to'plamda berilgan, y0e Resa Eto'plamning limit nugtasi bo'lsin.

1- teorema. / (x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) har bir tayin ye Edaf(x,y) funksiya x o'zgaruvchining funk-
siyasi sifatida [a,+°°) da uzluksiz;

2) Y-» da/(xy) funksiya ixtiyoriy [a, /] da (a <t <°°) limit
funksiya (x) ga tekis yaginlashsin;

3) ushbu E(y) =J f(x,y)dx integral Eto'plamda tekis yaqinla-

a

shuvchi bo'lsin. U holday  y0da F(y) funksiya limitga ega va

bo'ladi.

4 Teoremaning 1- va 2 -shartlarining bajarilishidan dy(x) funk-
siyaning [0,+°°) da uzluksiz bo'lishini topamiz. Binobarin, ¢(X)
ixtiyoriy [at\ da (a <t <°°) integrallanuvchi bo'ladi. Modomiki,

F(y) = J f(x,y)dx
a
integral £ to'plamda tekis yaginlashuvchi ekan, u holda 77- ma’ruza-
dagi 1- teoremaga ko'ra



Ve >0, 38 =5() >0, t'>5 t'>5 Vthtr, We E:
Jf(x,y)dx <e
bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda, y — g8 da limitga o'tsak, u holda
ti Px)dx <e
£

tengsizlik hosil bo'ladi. Bundan dy(x) funksiyaning [a,+°°) da integ-
rallanuvchanligi kelib chigadi. Ushbu

It (x,y)dx A (x)dx

a a

ayirmani garaymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

+J f(x,y)dx-J y(x)dx <

a a

A{\f(x,y)-q{x)\dx+H\>f(«,y)dx ++i°(b(x)dx, (a<t< °°).(1)

a t t

Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi qo&hiluvchilarni baholaymiz.

+00
J f(x,y)dx integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'lganligi

sababli,
Ve >0, 38, =8,(e) >0, W >8, e E:
e
J f{x,y)dx <3 )
bo‘ladi. ©
J th(X)r/x

integral yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli
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+0

Ve >0,382=82(e) >Q W >82: j cp(x)dx ©)

ifodaga ega bo‘lamiz.
Ravshanki, Vt >50 : (50 = max(5j52)) da (2) va (3) tensizliklar bir

yo‘la bajariladi. Funksiya f(X,y) da \at] segmentda (t > 80)
limit funksiya dp(x) ga tekis yaginlashuvchi bo'lganligi sababli

Ve >0,38'= 8'(e) >Q |y-Yo|<8 - Vye E, Vxejo,*], (a</<°°)

1706)-9001 < 5 @
bo‘ladi. (1), (2), (3) va (4) munosabatlardan

Jf(x,y)dx - J d(xMx <e

a a

bo‘lishi kelib chigadi. Demak

lim /r(y)= I|m jf(x y)dx —I d(x)dx. »

y->yo

Keyingi tenglikni quyldaglcha ham yozish mumkin:

+00 +00

J/l& Jf f(x,y)dx :Jf Iim f(x,y)]de.

+00 +00

1- misol. Ushbu lim [ e™* =[ $-dx tenglik isbot-
y-*+0 j X IooX
lansin.
< Agar ¢p(x) =—— funksiyaning x =0 nuqtadagi giymatin

(0)=1 deb olinsa, u holda

f(x,y) =exy”
funksiya {(x,y)e R2: xe [0,+°0),ji/6 [0,+°°)} to‘plamda uzluksiz
bo‘ladi.
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Ravshanki, har bir tayin y e [0,-k») daf(x,y) funksiya X o'zga-
ruvchining funksiyasi sifatida [0,+°°) da uzluksiz bo'lib, y ->+> da
bu funksiya ixtiyoriy [0, \da (0 <t <°°) d(x) =X funksiyaga
tekis yaginlashadi. Endi

er'3‘—x dx
0

xosmas integralni parametr y bo'yicha [0-h*>) da tekis yaginlashuvchi
bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Agar 77- ma'ruzada keltirilgan Abel alomatida f(x,y) funksiya

sifatida funksiya sifatida e~*y funksiyalar olinsa, ular

uchun Abel alomati barcha shartlarining o‘rinli bo‘lishini ko'rsatish
giyin emas. Demak, alomatga ko'ra

JV A fl
0

integral tekis yaqinlashuvchi.
Yuqorida keltirilgan 1- teoremaga binoan

i _* gy N\ - i *
fim, Ae-*yfdx= g (lim et 8, 1d x
0
) : +°
bo‘lib, undan  limif e** ~rdx =) bo'lishi kelib
y—>+0 JO X b X
chigadi. »
2°. [y) funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya
MO ={(x,y)e fi2:x e [a,+°°), ye[c,d]}

to'plamda berilgan bo'lsin.
2- teorema. Agarf(x,y) funksiya M0 to'plamda uzluksiz bo'lib,

+00

F(y)=j f{x,y)dx

integral [c,d\ da tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda Fly) funksiya
[c,d] da uzluksiz bo'ladi.
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A Ixtiyoriy yae[c,d], y0+Ayz[c,d\ nuqtalarni olib, F(y)
funksiyaning orttirmasini topamiz:

AF(y0) =F(y0 +Ay)-F(y0) :30 [/(x,y0o+Ay)-/(x,y0)]flx.
a

+00

Shartga ko‘ra J f(x,y)dx integral \c, d\ da tekis yaginlashuvchi.
U holda

Ve >0,35 =5(¢) >0, VA >5, Vye [c.d]: ] f(x,y)dx <i 5)
0
bo‘ladi. Ravshanki, /7 (x,y) funksiya

M ={(*»?)6 Rl mxe [°1]> Ye[M]}, (a <r0 <<
to'plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
Ve >0, 35 =5(e) >0, Ay <5,(e):

\f(x,y0 +Ay) - f(x, yON<— —j (6)

ga ega bo‘lamiz. Agar 50 =max {5,5,} deyilsa, uning uchun (5) va

(6) tengsizliklar bir yo‘la bajariladi. (5) va (6) munosabatlami e’tiborga
olib topamiz:

+00

|ni>)| = J[/<*,y0+Ay)-f(x,y0)]dx

0 i) @
AJ/UNO +&y)~F(X,y0)dx\+ ] f(x,y0 +Ay)dx + J f(x,y0) <e.
a ‘0 b}
Demak, Aﬁ AF(y0) =

Bu esa F(y) funksiyaning \¢, d\ oraliqda uzluksizligini bildiradi. »

+ J
2- misol. Ushbu /r(y)= J e *~y* dx integral y parametrning uz
0
luksiz funksiyasi bo‘lishi ko‘rsatilsin.



1 Berilgan integralda x -y =t almashtirish bajaramiz. U holda

£>>) =) er2dt =) e~ldt+J exr dt=J e 2dt+ ] e-2dt
-y -y 0 0 0

bo‘lib, bu yig‘indining har bir go‘shiluvchisiy ning uzluksiz funksiyasi
bo'lgani uchun berilgan integral y parametrning uzluksiz funksiyasi
bo'ladi. »

3°. F(y) funksiyani difTerensiallash. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya
Mo to‘plamda berilgan bo‘lsin.

3- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1) f(x,y) funksiya MOto‘plamda uzluksiz;

2) fy(x,y) xususiy hosila mavjud va u M0to'plamda uzluksiz;

3) Har bir tayin y e [c,d] da

Fiy) = f(x,y)dx

a

integral yaqinlashuvchi;

4) Ushbu J fy(x,y)dx integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi.

a

U holda F[y) funksiya [c, d] da F(y) hosilaga ega va

F\y) = J fy(x.y)dx
bo‘ladi.
< yo0e [c,d],y0o+ e [c,d\ nugtalarni olib, topamiz:

/'(yo+AybFO'0) _ 7 f(x,y0+Ay)-f(x,y0) dx
Ay J Ay

a

Lagranj teoremasiga ko‘ra
f(x,yo+Ay)-f(x,yo) =j4 x y +QAy)t (0 <0 <1),

mJ /;u>  +  )(fc

Ly J

a
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bo'ladi. Demalk,

a

Shartga ko'ra f'(x,y) funksiya MO to'plamda uzluksiz. Kantor
teoremasiga binoan u

M, ={(*,>0e R2:xe [a,t], ye [c,tf]}, (a <t<o00)
to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi. U holda
Ve >0,38 =8(e) >0, |4 <8(e), Yxe [a,/],
fy(x,yo +0Ay) - fy(x, yo)| <e

bo'ladi. Demak, Oy -»0 da fy(x,y0 +04y) funksiya fy(x,y0) ga
tekis yaqginlashadi. Shartga ko'ra

a
integral tekis yaginlashuvchi. U holda

Ve >0, 38 =8(e) >0, t'>8, >8, Vye[c,d]\

jumladan,

\fy(x,yQ+QAy)dx <e
bo'ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa

\] fy (x,y0 +QAy)dx

a

integralning tekis yaginlashuvchanligi kelib chigadi. Ushbu ma’ruzada
keltirilgan 1-teoremani (7) tenglikning o’'ng tomoniga qo'llab, to-
pamiz:
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Jim J f'(x,yQ+0Ay)dx =] |Jim f'(x, yO +0Ay)] dx =
a
(8)

a

fy (x,y0)dx.

m;.'%

(7) va (8) munosabatlardan
F'(y0) = J f'(x,y0)dx

a

©)

bo'lishi kelib chigadi.
(9) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

dy
Bu differensiallash amalini integral ostiga o‘tkazish goidasini ifo-

dalaydi. »
4°, F(y) funksiyani integrallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya
Mo ={(*>>0 e rl ye[c,d]}

to'plamda berilgan bo'lsin.
4 -teorema. Agar f(x,y) funksiya MQto'plamda uzluksiz va
F(y) =J f(x,y)dx integral [c, O\ da tekis yaginlshuvchi bo'lsa, u

holda F(y) funksiya fc, o\ da integrallanuvchi va
d d +oo o0 d
| F(y)dy =j J f(x,y)dx dy=\ Jf(x,y)dy dx
J a [c

c CL a

bo'ladi.
< Ravshanki, F{y) funksiya [c, d\ da uzluksiz bo'ladi. Binobarin,
u [c, O\ da integrallanuvchi. Shartga ko'ra

F(y) =1J f(x,y)dx

integral [c, O\ da tekis yaginlashuvchi. U holda
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+@

Ve >0,38 =8(e) >0, W/ >8, Vye [cd\ Jf(x,y)dx <e

t
bo‘ladi. Shu tengsizlik bajariladigan t ni olib topamiz:

Jtcy)dx =df0xy)dx+ 3 f(x.y)dx.

a a 1
Natijada
+°0 d t d oo
1 Jix.y)dx dy=j ji(x,y)dx dy+] J f{x,y)dx dy=

/ U U 4
=) \f{x,y)dy IXH) Jfyydx dy

alc
bo‘ladi. Agar

d t

d
AE(y)dy-\ Jfxy)dy dx <UJf(x,y)dx dy <t{d- o
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
d . Ld
\F{y)dy:|lmj \f{x,y)dy <&=J \f(x,y)dy dx

bo'lib,
d +~
J \foyydx dy=J Jfxy)dy dx
c\ a
ekanligi kelib chigadi. »
Mashqlar

1. Agar f{x) funksiya (0, °°) da integrallanuvchi bo'lib,

F(y) =°je yf(x)dx
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bo'lsa, lim F(y) = lim \e yxf(x)dx = \f(x)dx
y-*+0 y-»+0 JO JO
bo‘lishi isbotlansin.

7 2
2. Ushbu F(y) = ley xy dx, (-<» <y <00y funksiya uzluksiz-
0

likka tekshirilsin.

79- ma’ruza
Ba’zi xosmas integrallami hisoblash

Parametrga bog'liq integrallar va ularning funksional xossalaridan
foydalanib, ba’zi xosmas integrallami hisoblaymiz.

+F .
1° ) flrli(dx integralni hisoblash. Bu integralning yaginlashuv-
chiligi 77- ma’'mzada keltirilgan.

+00

Ma’lumki, [ e**sinxdx =— . (1)
J I+y2

Bu tenglikdagi
FW= ] P¥sin xdx

parametrga bog‘liq integral y parametr bo'yicha ixtiyoriy [t, A] da
(t>0) tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi. Bu tasdiq
+o

exwsinx]<  , JeNdx=*

bo‘lishi hamda Veyershtrass alomatini go‘llashdan kelib chigadi. (1)
tenglikni integrallab topamiz:



Bu tenglikning chap tomonidagi integral uchun

A +00 +00 A +00
J Je*™sinxdx dy =) JeXysinxdy dx=J -——— sin xdx
rLo J 0 Lr

va Vx >0 da [sinx] <x bo'lib,

-Ax
J ex~sinxdx <J e Mdx =
0 0

bo'ladi. Natijada A -> 41> da

. -tx Sin
j - arctg/= g) e S dx @
bo'lishi kelib chigadi. Endi

wrTe*"* = 7 gy
>0 J X 6
0
tenglikning 0°‘rinli ekanini (qaralsin, 78- ma’ruza) e’tiborga olib (2) da
t -> +0 da limitga o‘tib topamiz:

“Fsinyx . . .
2°. J — —dx integralni hisoblash. Bu integrating (<= +00) da

0

yaginlashuvchi bo'lishi ravshan. Aytaylik, y > 0 bo‘lsin. Bu holda
integralda yx = t almashtirish bajarib topamiz:

\6 X ﬂ) / 2
Aytaylik, y <0 bo'lsin. Bu holda qgaralayotgan integralda yx = —
almashtirish bajarib topamiz:



Aytaylik, Y = 0 bo‘lsin. Bu holda

; ---)-(---dxzoT
bo'ladi. Demak,
N agar y >0,
SIYX 4y - 0, agar y =0,

agar y <o,
. inyjt .
ya ni f}ﬂw dx =signy bo'ladi.

3°, Jr Zj—-dx integralni hisoblash. Awalo bu parametrga bog’‘-
0

lig xosmas integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz. Buning uchun
berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:

T an ® 0-i T
F(a) = Jf |+_X dX:J'H_—X dX+Jf -|+_X dx. (3)

Aytaylik, 0 <x <1 bo'lsin. Bu holda

Yoo < XO1
I+X

bo‘lib, a > 0 da ushbu

1
\ X a=>dx

integralning yaginlashuvchi bo'lganligidan, a >0 da

g x

integralning ham yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
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Aytaylik, X > 1 bo‘lsin. Bu holda
xal_yag
1+x

bo'lib, a < 1 da ushbu
+00

J xa2dx
I

integralning yaginlashuvchi bo'lganligidan, a < 1 da

+00 D'l

| T

integralning ham yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
Demak, garalayotgan

dx

Fa) = [ dx
0

integral 0 < a < 1 da yaginlashuvchi bo'ladi.
Endi F(a) integralni hisoblaymiz. Ma’'lumki, 0 <x < 1da

L=V (-I)*
+X IcO
Bu tenglikdan
= £ (-d‘x"11
+X =0

bo'lishini topamiz. Tenglikning o'ng tomonidagi gator [00, bQ da
(0 <al <x < <) tekis yaginlashuvchi bo'lib, uning gismiy yig'indisi

5,<X) =£ (-»*
k=0 +X

bo'ladi. Agar Vne TV, Vxe (0,1) uchun

x0 I (I-(-x)") ~vO0_,
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1
tengsizlikni hamda J xaAdx, (0 <a <1) integralning yaqinlashuvchi
0

ekanligini e’tiborga olsak, u holda Veyershtrass alomatiga ko‘ra

}$_<*) dx

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,

| |
lim [S,,(x)dx = [(lim Sn(x)) dx.

yam
o If»-1 . n Vi ™1 , \ ro-l
limJ ~(-1) xaifcl =MIim~(-1) xatkd dx =] -dx
oV
bo'ladi. Demak,

[ dx=lim[yw fx~ 1 0X=

I 1+x "~{{m
nil . nl
=Xj((-D xa* Drix =X @
=00 a+fl
Endi f§l—1 dx integralda x =1 almashtirish bajarsak, u holda
J HC t '
| I (-aH
dt
1 o 0 T+
bo'lib, yuqoridagi (4) munosabatga ko‘ra
FRax ©
1 *=1

bo‘ladi. (3), (4) va (5) munosabatlardan
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Jlltm a Eﬂ atK a-K

bo‘lishi kelib chigadi. Ma’lumki,

mL’\ Nz"?p (0O<o<)

(garalsin, 76-ma’ruza). Demak, quyidagi ifoda kelib chigadi:

-t-00

| o O -— (0 <a<1).

+«
4o ) M@0 Gy integralni hisoblash. Bunda f(x) funksiya

+00

[0,+°0] da uzluksiz, istalgan A > 0 da J[ —X-dx integral yaqginla-
A

shuvchivaa >0, b>0.
Berilgan integralni quyidagi ikkita integralning limiti deb garaymiz:

7 d(-—m[7dx7 X

jO X 8->0

Bu tenglikning o‘ng tomomdagl birinchi mtegralda ax = t, ikkinchi
integralda bx = talmashtirishlami bajarib topamiz:

+00 +°° 78
f(ax)-f(bx) dszirrg - |ng1B gt = lim f—--qt
-> > £

Ravshanki, f(t) - uzluksiz funksiya, - funksiya esa ishora saglaydi

(chunki a >0, b >0, x e (0, +00)). Demak,

o
140 gt

ab

integralda o‘rta giymat haqidagi teoremani qo'llash mumkin:
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/B . >

06 08
J5 ,
Natijada IlimJ _ ~ =lim/($)J?A =lim/ (") In- )
06 06
bo'ladi. Modomiki, ~ nugta 06 bilan 65 orasida ekan, 5—0 da”™ >0 va
hm /(£) =7 (0) (8)

bo'ladi. (6), (7) va (8) munosabatlardan

J/(«>-/(*>~ =/(0)Inj
0 *
bo'lishi kelib chigadi.
5°. Ba’zi xosmas integrallarning giymatlari. Quyida ba’zi xosmas
integrallarning giymatlarini keltiramiz:

£

1 Jexddx=y-. 2. J sinx2dx =
o 0

3jcosAfc-f.

L AR S P

0 1+x 0
f sindaox-sin4 bx 3. a
- [ REREE dx=i'nl,-
8 J e ” ~e fasinnxdx =arctg” - arctg”™, (a>0,b>0,n*0).
0
_p'"'*%
0 ! £ Xcos nx dx =1 —Gﬁﬂ% .
J X 2 a +n
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Mashgqlar

1. Ushbu J Lc°s™ g-** =*Infi+Zi , (y >0, K>0) tenglik
(o] Vv >
isbotlansin.

( 22n
2. Ushbu J{m,{lw dx'* (> b=>0) integral hisoblansin.

+00

3. Ushbu Jf N : , (@ >0) tenglikdan foydalanib,

J(XZ_,_ﬂ)-mal_—' (He y'y)
integral hisoblansin.

80- Ta 'ruza
Eyler integrallari

Biz 48- ma’ruzada ushbu
I
jV - (I -x)hHdx
0
xosmas integralning a >0, b >0 bo'lganda yaqginlashuvchi ekanligini,
J X°-"e~xdx
0
xosmas integralning esa a > 0 bo‘lganda yaqinlashuvchiligini isbot-
lagan edik.
Ravshanki, bu xosmas integrallar a\ab larga bog‘lig, ya'ni para-
metrga bog'liq xosmas integrallar bo'ladi.
1°. Beta funksiya va uning tekis yaginlashuvchanligi. Ushbu
1
JV -'o - jo)*-1n
0
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parametrga bog'lig xosmas integral betafunksiya (1- tur Eyler integrali)
deyiladi va B(a,b) kabi belgilanadi:
I
B(a,b) =JxaA(1- x)i#' dx, (a >0, b>0).
0
Demak, beta funksiya

(a,byg R2:ae (0,+), be (0,-H»)

to‘plamda aniglangan funksiya.
1- teorema. Ushbu

I
B(a,b) = \xaA(\-x)hAdx
0

integral MO0 ={(a,b) ¢ R2:ae [a0,+°°),be [b0,+°°),a0 >0,b0 >0}

to'plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
w} B(a, Z>)funksiyani ifodalovchi integralni ikki gismga

1 2 r
IXAL(L- x)~1dx =[xaA( - x)*Lax +] xat (1 - x)*10x
o 0 1

2
ko'rinishda ajratib, har bir integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz.
Parametr a>a0, (a0 >0), Vb >0, Vxe "0, da

Xal(@- x)*1 <x001(1- x)*1 <2x°«-'
va a >0 bo‘lganda

x°_1dx

o N

integralning yaginlashuvchi bo'lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

2
Jx01(1- x)*1dx
0
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integralning a >a0, (a0 >0) da tekis yaginlashuvchanligini topa-
miz. Shuningdek, parametr b > >0), Va>0, Vxe Q, ]] da

xf- (- x)*-" <x"™-1(1- x)N-1<2(-xN41

I
va b >0 bo‘lganda J (- x)*1dx
I

2
integralning yaginlashuvchi bo'lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

I
Jxfi1(1- x)* 1dx

2

integralning b > 10, >0) da tekis yaginlashuvchi bo'lishini topa-
miz. Demak,
I
B(a,b) =J x01(1- x)*1dx
0

integral M0 ={(a,b) e R2:ae [a0,+0°), be [0,+°°), @ >0, O >0}
to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi. »
Natija. B(a, b) funksiya

M ={(a,b)e R2:ae (0,+°°),be (0, +°)}
to'plamda uzluksiz bo'ladi.
I
m Bu tasdiq Jxfll(l - x)*1dx
0
integralning tekis yaginlashuvchanligi hamda integral ostidagi funksiya-
ning M to‘plamda uzluksiz bo'lishidan kelib chigadi. »
2°. B(a, b) funksiyaning xossalari. Endi
1
B(a,b)= ]xal(\-x)bldx
0
funksiyaning xossalarini keltiramiz.
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1) B(a,b) funksiya a va b argumentlariga nisbatan simmetrik
funksiya, ya’ni:
B(a,b) =B(b,a), (a>0,b>0).

4 B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = 1 —talmashtirish bajarib
topamiz;

1 0]
B(a, b) =J xaA (1 - x)*-1dx =-J(I - t)aAtbxdt =
0 [

|
=\tb-\\-t)aAdt = B(b,d). »
0

2) B(a, b) funksiyani quyidagicha ifodalash ham mumkin:

QA s

4 B(a, b) ni ifodalovchi integralda x - ~ almashtirish bajarib
topamiz;

| A1, /N>l *7 /01
[ ( a : ( I - s ) N =
0 0 Y 0
Agar (1) da b=1-a, (0 <a<1) deyilsa, u holda
+00 N

B(a,l-a)= J[ ?:dt E?gh-na

bo‘ladi. Xususan: =
3) B(a, b) funksiya uchun ushbu

B(a+lb) =— B{ab), (a>0 b>0)
formula o‘rinli bo‘ladi.
I
4 Ravshanki, B(a+1b) =Jxa(l- x)Aldx.

0
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Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz:

i L
B(a+1b)=]xa(l - x)~1dx =- - J x°c?((l - x)h) =

1 1
=AYy (I-X)b +]ix°( -x)hdx =
0

i ri |
- 0! 1 b — [ - *J!
=f !)X (1-xh :‘bLgX"I( |k \(])l‘ (L- X ok
= b B{a, b)~bB(at+\,b).
Natijada
B(a+\b) ="B(a,b)-*B(a +\,b) 2
bo'lib, undan

Ba+\b) =7 (ab)
bo‘lishi kelib chigadi. »
B(a, b) funksiya simmetrik bo‘lganligidan
B(a,b +\)=-~B(a,b) (3)

ifodani yozish mumkin.

Natija. B(m, n) funksiyaga (me N, ne N) (2) va (3) formula-

lami takror go‘llash natijasida
a A4

"
(m+n-1)!

bo‘lishi kelib chigadi.
3°. Gamma funksiya va uning yaginlashuvchanligi. Ushbu

J x*le-xdx
parametrga bog‘liq xosmas integral gamma funksiya (2- tur Eyler

integrali) deyiladi va I'(g) kabi belgilanadi:
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MN(a) = J xaze—xdx.
0
Demak, gamma funksiya (0, +°°) da aniglangan funksiya.

+00

2- teorema. Ushbu [(9) = J xa»e~xdx
0

integral [a0A 1 da (0 <@ <" <+°°) tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
N r(a) funksiyani ifodalovchi integralni ikki integral yig‘indisi
sifatida yozib olamiz:

1 +~
(o) =J xaze—xdx + J xave—xdx.
0 1

So'ngra ikkala integralning ixtiyoriy [«©0>A)] segmentda
(0 <al <o <+0) tekis yaginlashuvchi bolishini ko‘rsatamiz. Para-
metr a >a0 (a0 >0), Vxe (0,1] da

Xaxex <x0”
1
va a0 > 0 da J X%~dx
0
integralning yaqinlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
1
J Xaye~xdx
0

integralning a > a0 da tekis yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
Shuningdek, parametr a <bQ Vxe [1,+°°) da

Xa3e=X <x"~'e~Xx va J Xhase—xdx
1

integralning yaqinlashuvchi bo‘lishidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra

+&
iv Ol X eix
1
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integralning a <k0 da tekis yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz. Demak,
(@) = J xae~xdx
0
xosmas integral [a0, 60] da tekis yaginlashuvchi boiadi. »
Natija. '(2) funksiya (0, -H») da uzluksiz bo‘ladi.
4 Bu tasdiq
J xaAe-xdx
0
integralning tekis yaginlashuvchiligi hamda integral ostidagi funk-
siyaning M ={(x,a) e R2:xe (0,+°°),ae (0, +°)} dauzluksiz bo'li-
shidan kelib chigadi. »
4°, T'(«) funksiyaning xossalari. 1) Gamma funksiya (0, 40°) da
barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

@ @ =J xfi=Vx(In x)ndx, (n=1,2,3....)
0
bo'ladi.

A Ravshanki, (a) = J xa~"e~xdx
0

integral ostidagi / (x, a) =xa-le x funksiya
M ={(x,0) e R2:xe (0,+°°),qe (0,+°0)}
to‘plamda uzluksiz bo‘lib, uzluksiz
f'(x,a) =xaexXInx

hosilaga ega bo'ladi. Yuqgorida aytganimizdek,

(@) =J x°-le-xdx + J xaxe~=xdx

tenglikning o‘ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy [a0, 28] da
(0 <@ <bo <+0) tekis yaginlashuvchi.
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1 +°0
Ushbu J Xs-1 Inx -exdx, J xaxInx me~xdx integrallami garay-
0 1
lik. Bu integrallardan birinchisi, a >a0 >0 da
I
P~ Inx eexj< X0 Ljinx] va Jx0jlnx]dx
0
integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Shuningdek, ikkinchi integral ham
a<p<+ da
+00
AL InX-ex\<x~' Inx-ex - yh mex va J x~"1lnx-exdx
i
integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Parametrga bog‘liq xosmas integral-

ning parametr bo‘yicha differensiallash haqgidagi teoremadan foyda-
lanib topamiz:

X 1
jx ale-xdx+ J x° lexdx =\"*~ X¥x)dx+
r<«>-S o

+00

+1—(Xx°lex)dx=] xa' Inx e dx

+00

Demak, @) =J xa~ «Inx ee~xdx.

I *(a) funksiyaning [a0, 2] da uzluksiz bo'lishi ravshan.
Xuddi shu yo'l bilan funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda

+00

r(m)(a) = J xatex(In x)ndx

bo‘lishi ko‘rsatiladi. »
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2) (o) funksiya uchun ushbu

(o +1) =8l(0) 4)
formula o'rinli boiadi.
A Ravshanki, (@) = J xae~xdx.
0

Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz. Natijada

Ma+1) = J x%e~xdx - - J x°d(e~x) =-xfe~x"° +aj xadexdx=dT(a)
0 0 0

boiadi. »

Ma’lumki, ae (0,1] boisa, a +le (1,2] boiadi. I'(7) funksiya-
ning bu xossasini ifodalovchi (4) munosabat (o) funksiyaning (0,1]
dagi giymatlariga ko‘ra uning (1,2] oraligdagi giymatlarini, umuman,
ixtiyoriy («/7+1] dagi qiymatlarini topish imkonini beradi.

Natija. I'(«) funksiyaga (ne N) (4) formulani takror goilash nati-
jasida (I(1)-1)

rm)=(n-1)!
boiishi kelib chigadi.
3) I'(a) funksiyaning o‘zgarish xarakteri. Ravshanki,

r@=Jexdx=1.
0
Yugoridagi (4) formulaga ko‘ra
re2)=1m(1) =1
boiadi. Roll teoremasiga muvofig, shunday aQ (1 <a0 <2) nuqta
topiladiki,
r'(flo) =0
boiadi. Ayni paytda, Vae (0,+°°) da
M'(a) =J xale=xIn2 xdx >0
0
boiganligi uchun I'(a) funksiya (0,+°0) da gat’iy o‘suvchi boiadi.
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Binobarin, " *(a) funksiya a0 nuqtadan boshga nuqtalarda nolga aylan-
maydi. Demak,

@) =J xaJléxInxdx =0

tenglama (0,+°0) oraligda yagona yechimga ega. U holda
0O<a<a0darl'(a) <0,
aQ<a<+>* darl'(a) >0
bo'lib, I'(a) funksiya Gynugtada minimumga ega bo'ladi. (a0 =1,4616...,
(00) =min I'(a) =0,8856... bo‘lishi topilgan).
IN(a) funksiya a > a0 da o‘suvchi bo‘lganligi sababli a > n+1
bo‘lganda I'(a) >T(d+1) = M\ bo'lib, undan
lim @) =-m

a->+00

bo‘lishi kelib chigadi. Agar a ->+0 da I'(a+1) ->T(1) =1 hamda
M(a) = N2+l
(a) 1)

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
lim I'(a) =-H»

a-»+0
ekanligini topamiz.
5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bogManish. Beta va gamma
funksiyalar orasidagi bog'lanishni quyidagi teorema ifodalaydi.

3- teorema. V(0,b)e {{a,b<=R2:ae (0,4>), be (0, +°°)} uchun
D/, r(a)T(ft)
B(@hb)=-fw r (6>
formula o‘rinli bo'ladi.

+00

A Ushbu I(s) = J xsAe—xdx

0

integralda x = +wun)/, (/ > 0) almashtirish bajarib, 5 ni a+b ga
almashtiramiz. Natijada

M(a+b) =1J (1 +u)atbxtale<Uu){\ + U) dt
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bo‘lib,

V{a+h) =] ta+b-\e-(Uu),df
(1+u)fi+*
bo'ladi.
Endi bu tenglikning har ikki tomonini ua~] ga ko'paytirib, so‘ngra
(0,+°°)oralig bo'yicha integrallab topamiz:

+@D . -00  +o00
ret\ N dp\, i
0™0

yami [0 +b)*B(a b)=J j f+hAe{Uu)dt if 1du.
o0

[11 17-bob, 8-§da keltirilgan teoremadan foydalanib, keyingi
tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning o'rinlarini almashtiramiz.
Natijada

T°° Too
MNa+b)-B(a,b) =] JifAeatu)duf+bdt
o0
bo‘ladi. Integralda ut =y almashtirish bajarib topamiz:

M7 +b)ymB(a, b)=J J /B4 dy dt=
0L0

=] thde~'dt mJ yaAeydy = Y(b) Y(a).

0 0
Demak, B(a,b) = r(r?;:_(b?)
Natija. Vae (0,1) uchun
rera-a=_ (6)

bo‘ladi.
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A (5) tenglikda b=1-a (0 <a <1) deb olinsa, unda
B¢a;l-a) = -(-L(LE)
bo‘ladi. Ma'lumki,

B(a,l-a) ==A -, T(1) =1

sinan’

Demak, rer( - a) = . 1 ,(0<a<l). »

In an

Agar (6) formulada a = > deyilsa,

ra(i) - n
boiishi kelib chigadi.

)
1- misol. Ushbu J e~ dx integral hisoblansin.
0

A Bu integralda x2 = t almashtirish bajaramiz. U holda

dx = 277 dt —Z\t 2dt

[N

boiadi. »

boiib,

+00

2- misol. Ushbu j o integral hisoblansin.

A Bu integralda | +x3 =y almashtirish bajaramiz. U holda



bo'ladi. »

Mashqlar

1. Vae R\ {0,-1,...,-«,...}, da I'(a) =H_m a(?Y)?T(ZaTn)r bo‘li-

>-‘..
shi isbotlansin.
I xmdx . .
2. Ushbu J (a+Hoxny >(« >0, b>0, n >0) integral beta funksiya

orgali ifodalansin.
3. Quyidagi (I''(0))2 <TI'(a)- I''(a) tengsizlik isbotlansin.



16-B 0 B
KARRALI INTEGRALLAR

81- ma’ruza

Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning
hajmi hagida ba’zi ma’lumotlar

Aniq integralning tatbiglari mavzusida tekis shakIning yuzi hamda
jismning hajmi hagida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar
karrali integrallar nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to‘g‘ri-
sidagi ta'rif va tasdiglarni talab darajasida bayon etishni lozim topdik.

1°. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalari sistemasi berilgan boisin. Bu tekislikda sodda yopiq
chiziq bilan chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgan QshakIni
(tekislik nuqgtalari to'plamini) garaylik. Qshaklning chegarasini (sodda
yopiqg chizigni) dQ bilan, QudQ ni esa Q bilan belgilaymiz:

Q=QvdQ.
Masalan, koordinatalari ushbu
X >Q >0, x+ <1
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (x>> nuqgtalardan tashkil topgan

A={(x)y): x>0,y >0, x+y <T
to‘plam 33- chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.

OX o'gdagi birlik kesma

(0 <x <1) OYo'qdagi birlik kes-

Y, ma (0 <»<1) hamda (1,0) va
(0,1) nugqtalarni birlashtiruvchi
to‘g‘ri chizig kesmalari birgalikda
uchburchak shaklining chegarasi
3, ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopiq
sinig chizig bilan chegaralangan te-
kislik gismidan tashkil topgan

@) (1,0)
ni topish o‘quvchiga maktab mate-
38- chizma. matika kursidan ma’lum.
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Tekislikda Q shakl bilan birga A va B ko'pburchaklarni olaylik.
Agar A ko'pburchakning har bir nugtasi Q ga tegishli bo‘lsa, A ko‘p-
burchak Qshaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda Ac Q bo‘ladi).
Agar Q ning har bir nuqgtasi B ko'pburchakka tegishli bo‘lsa, B ko‘p-
burchak Q shaklni o‘z ichiga oladi deyiladi (bunda Q ¢ B bo'ladi).

Agar ([A va \iBlar mos ravishda A va B ko‘pburchaklarning yuza-
lari bo'lsa, u holda

\iA<\iB (1)
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, Q shaklning ichiga chizilgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam - {A}, Qshaklni o'z ichiga olgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam {B} bo‘lib, ularning yuzalaridan iborat to‘plam esa mos
ravishda {1A} va {u5} bo'lsin.

Ravshanki, {uA} va {uB} lar sonlar to‘plami bo‘lib, {uA}
yugoridan, {\&} esa quyidan chegaralangan to'plamlar bo‘ladi. U
holda to‘plamning aniq chegaralari hagidagi teoremaga ko‘ra

sup{n"} =p.0 , inf{"} =n*Q
lar mavjud. Odatda, \i.Q son shaklning quyi yuzasi, [i Q son esa Q
shaklning yuqori yuzasi deyiladi.
Tasdig. \i.Qva p*Q migdorlar uchun

R.0 <iQ )
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, 4.0 > bo‘lsin. Bu holda, ravshanki, - xQ
ayirma musbat bo‘ladi. Aniq chegara ta’riflariga ko‘ra Ve >0, jumladan,
e =" (M*EI-H*£?)>0

uchun shunday ~0c 0, 0 cin 0 ko'pburchaklar topiladiki,
WAL\ *()-1, U do<|i*0 +e
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
\N@i- PAg<N Q+e- (\Ni.Q- e) =|i*Q- (i(*Q+2e =
=nQ-VQ+W<2-u(?)=o.
Keyingi tengsizlikdan > \iB0 bo'lishi kelib chigadi. Bu esa
(1) munosabatga zid. Demak, (2) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. »
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1- tarif Agar 4.0 =|i'(? tenglik o'rinli boisa, Q shakl yuzaga
ega deyiladi. Ushbu pQ = migdor Q shaklning yuzi deyiladi.
Uni xQkabi belgilanadi:

kQ =\WQ=\i'Q.
1- teorema. Tekislikdagi shakl yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve >0

soni olinganda ham Qshaklni ichiga joylashgan shunday A ko‘pbur-
chak, Qshaklni ichiga olgan shunday B ko‘pburchak topilib, ular uchun

UA- \iB<e 3)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
m! Zarurligi. Aytaylik, tekislikdagi Qshakl yuzaga ega boisin:
H2=\N*Q=\ Q.
Aniqg chegara ta'riflariga ko‘ra, Ve> 0 uchun shunday

Ac: Q, Qc B
ko‘pburchak topiladiki, bunda

\iA>\x.Q\iB<\iQ +7

ya'ni \YyA>\XxQ\iB<\iQ+]
boiadi. Bu tengsizlikdan
WB- NVA<e
boiishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, Ac Q, Q c B ko‘pburchaklar uchun
\iB- VA<e
tengsizlik bajarilsin. Ravshanki,
\A < kQ, WB>\xQ.
Yugoridagi (2) munosabatdan foydalanib topamiz;
VWA<).Q <} Q<\xB
Bu va (3) tengsizlikka ko‘ra

(*0- WQ<\B-  <e

boiadi. Demak, =NQm»
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Faraz qgilaylik, tekislikda Ichiziq (u yopiq yoki yopiq bo'Imasligi
mumkin) berilgan bo'lsin.

2- tarif. Agar shunday A0 ko'pburchak topilsaki,

1) /¢ Ao,

2) Ve >0 uchun Yq<e bo'lsa, Inolyuzali chiziq deyiladi.

Masalan, 1 chiziq y =fix) e C[a,b\ funksiyaning grafigidan
iborat bo'lsa, u nol yuzali chiziq bo'ladi.

4 Ve > 0 sonni olib [ab] segmentni shunday \xk,xr+x
(k- 0,1,2..,n- I;x0 =a,xn=Db) bo'laklarga ajratamizki, har bir
[xk,xr+{] dafix) funksiyaning tebranishi

e
% <f=
bo'lsin. U holda /chizigni o'z ichiga olgan A0 ko'pburchakning yuzi

n-1

WA =~ (MK -m k){xk{ -x k)
k=0

bo'ladi, bunda
M* =sup/(x), xe[xb xw ], (k=0,1,...,«- 1),
mk =inff(x), xe[xk,xkH], (k=0,1,...,9- 1).

n-1 n-1
Ravshanki, pA, =E
k=0 k=0
Demak, 1—nol yuzali chiziq. »

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha
ifodalasa bo'ladi.

2- teorema. Tekislikdagi Qshakl yuzaga ega bo'lishi uchun unin
chegarasi dQ nol yuzali chizig bo'lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar tekislikdagi Q shaklning chegarasi dQ, har biri
y =fix) e C[a,b] yoki x =g(y) e C[a,b]

funksiyalar tasvirlangan bir necha egri chiziglardan tashkil topgan
bo'lsa, u holda Q shakl yuzaga ega bo'ladi.

Odatda, uzunlikka ega bo'lgan egri chizig tog rilanuvchi chiziq
deyiladi. Quyida Q tekis shaklning yuzaga ega bo'lishining yetarli
shartini ifodalovchi teoremani isbotsiz keltiramiz.
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3- teorema. Agar Q tekis shaklning chegarasi 3Q to‘g‘rilanuvchi
egri chizig boisa, u Qyuzaga ega boiadi.

2°. Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.

1) Agar tekislikdagi Q{va Q2shakllar yuzaga ega boiib, Qxc Q@
boisa, u holda

AL * H(2

boiadi.

2) Agar Q, va Qtekis shakllar yuzaga ega boisa, u holda 0, u @
ham yuzaga ega va

HQi uQ2)<hQ, +\iQ2
boiadi. Agar bu Q, va Q2 shakllar chegaralaridan boshga umumiy
nuqtaga ega boimasa, ya'ni Qn Q@=0 boisa, u holda
li(Qiu02)=Q +xQ boiadi. Bu yuzaning additivlik xossasi
deyiladi.
3°. Tekis shaklni boiaklash. Tekislikda biror yuzaga ega boigan
Q shakl berilgan boiib,
Q\Q2.
shakllar uning yuzaga ega boigan gismiy shakllari, yani
ke Q, (k=12,...,n)
boisin. Agar Q€2...Qn lar uchun

1) 0, m Q2u....u0, =Q,

2) ixtiyoriy Qkva Qtlar (k=1,2,...,m;i=1,2,...,.n) umumiy
nuqgtaga (chegaralaridagi nuqtalardan boshga) ega boimasa, u holda
Q\Q -On lar Qda boiaklash bajaradi yoki Qshakl QQ2...Qn shakl-
larga bolaklangan deyiladi.

Qshaklni QQ2...Qn larga boiaklashni P bilan belgilanadi:

P = {QxQ2.Q n).
Ushbu d(Qk) =sup p((x",y"), (x"."*)),
(x"y")eQk, (x', y)<=Qk, (k=1,2,...,n)
miqdorlarning eng kattasi P bo ‘laklashning diametri deyiladi va Xp
kabi belgilanadi:

X =maxd(Qk).

\<k<n
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M asalan, ushbu

Qd =U*y)e R2:xk <x <xk#l\y, <y< yM }
(x =0,1,...,24;/=0,l,....m -I; X0 =a, x,, =b, y0 =c, ym=d)
to‘g‘ri to‘rtburchaklar

Q={(*y)e R2:a<x <b,c <y <d}
tekis shaklning Pbo'laklashini hosil giladi. Bunda
X. = max JAxXKR +Ay?2
p K '

I<k<n-l v
0</<m-|

bo‘ladi.

4°. R3 fazoda jismning hajmi. R} fazoda Dekart koordinatalar
sistemasi berilgan bo'lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan
(yoki bunday sirtlarning bir nechtasi bilan) o‘ralgan Kjismni (/?3fazo
gismini) garaylik. Kjismni o‘rab turuvchi sirtni — V, jismning che-
garasini dV bilan, Kn3K ni V bilan belgilaymiz:

V =Kn3kK.
Masalan, koordinatalari ushbu

X2+y2+z2<1
tengsizlikni ganoatlantimvchi (x,y,z)) nuqtalardan tashkil topgan

S ={(x,y,r)e R3:x2+y2+z2<1}

to'plam, markazi (0,0,0), radiusi 1 ga teng bo‘lgan sharni - jismni
ifodalaydi. Uning chegarasi esa

dS ={(x,y,r)e ¥3:x2+y2+z2=1}
sfera bo'ladi. Bunday jism - shar hajmga ega va quyidagiga teng:

Lq,i(=3*.

Umuman, fazoda ko‘pyoqliklarning hajmga ega bo'lishi va uni
topish goidalari o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan ma’lum.
Endi R} fazoda Kjism bilan birga Fva G ko'pyoqgliklarni garaylik.
Agar F ko'pyoglikning har bir nuqtasi V ga tegishli bo'lsa,
F ko‘pyoqglik Kjismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda F<z V
bo‘ladi). Agar V ning har bir nugtasi G ko'pyoqlikka tegishli bo'lsa,
Cko'pyoqlik Kjismni o‘z ichiga oladi deyiladi (bunda V ¢ G).
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Agar \iFva u(7 lar mos ravishda Fva Gko'pyoqliklarning hajm-
lari bo‘lsa, u holda
\iF <uC
tengsizlik bajariladi.
Aytaylik, Vjismda joylashgan ko'pyoqgliklar hajmlaridan iborat
{w/” to'plam, Kjismni o'z ichiga olgan ko‘pyoqliklar hajmlaridan
iborat {u(7} to'plam bo‘lsin. U holda

sup(n£} = |i.K, inf{nG} =nV

lar mavjud.
3- ta’rif. Agar
u.K=n1y
tenglik o'rinli bo'lsa, jism hajmga ega deyiladi. Ushbu
\i.V =\iV
miqdor Kjismning hajmi deyiladi. Uni \xV kabi belgilanadi:
=\iV =\iV.

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida
bir-biriga o‘xshashlik borligini inobatga olib, jism hajmining mav-
judliligi hagidagi teoremani keltirish bilan kifoyalanamiz.

4- teorema. Fazodagi Vjism hajmga ega bo‘lishi uchun Ve >0
son olinganda ham Kjismning ichidajoylashgan shunday Fko'pyoqlik,
Kjismni o‘z ichiga olgan shunday G ko‘pyoqlik topilib, ular uchun

\iG -\aF <e tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Mashqlar

1. Aytaylik, f(x)e C[a,b] bo'lib, Vxe [a b] da /(x) >0 bo'l-

sin. Bu funksiya grafigi —x =a, x =b chiziglar hamda [a, b] kesma
bilan chegaralangan shakl yuzaga ega bo'lishi isbotlansin.

2. Tekislikda Qshakl berilgan bo‘lib, {A,.}va {Bn} ko‘pburchaklar
ketma-ketligi uchun A, c Q, Bnc Q (n=1 2,...) bo'lsin. U holda

Q shakl yuzaga ega bo'lishi I[]I_Q;IOA,, :H_rgo B,, tenglikning bajarilishi

orgali ifodalanishi mumkinmi?
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82- ma’ruza

Ikki karrali integral tushunchasi va
uning mavjudligi

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Faraz gilaylik,
tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shakl (to‘plam) berilgan boisin. Bu
to'plamda f(x, y) funksiya aniglangan va chegaralangan:

3M - const, 3m =const, V(Xx,y)e D, m<f(x,y)<M.
D ning biror

P ={Dy,D jD n}

bo‘laklanishi va har bir Dkda ixtiyoriy (%,nk)e Dk nuqgtani (k= 1,
2 olib quyidagi

X/ (E*>N1")afK
yig‘indini tuzamiz.
1- ta’rif. Ushbu a= , N*)MA
*=

yig‘indi f(x,y) funksiyaning integral yigindisi (Riman yigindisi)
deyiladi.
Keltirilgan ta’rifdan ko‘rinadiki, integral yig‘indi/(jc,_y) funksiyaga,
D to‘plam va uni boiaklash usuliga hamda har bir (~,riA)e Dk
nuqtalarga bogiig boiadi:
G=Gp (/N K’ UK)-
Modomiki, f(x,y) funksiya D da chegaralangan ekan, u har bir
Dkda (k= 1, 2 ham chegaralangan boiadi. Demak,
mk =inf{/(x,j) : (x,y)e DK),
Mk =sup{/(x.,j): (x,y) g DK)

mavjud. Ayni paytda, V(x, y)e Dk uchun

mk <f(x,y)<MKk (1)
tengsizliklar bajariladi.



2- ta’'rif. Ushbu

M n
s="£mM Dk S =M R/Dk
*=j fe=i

yig'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yugori yigindilari
deyiladi.
yFunksiyaning Darbu yig‘indilari /7 (x,y) funksiyaga, D to‘plam va
uning bo‘laklashiga bog'lig:
s =gf), S=Spf)
bo'lib, har doim s <S tengsizlik bajariladi. (1) tengsizlikdan foydalanib
topamiz:

~m kiiDk <£ / @K,y )vDk <£ MRI)K.
bl1 *=i *=i
Demak, s<a <S.
2°. Ikki karrali integral ta’riflari. Aytaylik, f{x,y) funksiya yuzaga
ega bo‘lgan Z)to‘plamda aniglangan va chegaralangan bo'lsin. D ning
P = {DxD2...D,,)
bo'laklashini olib, berilgan funksiyaning integral yig‘indisini tuzamiz:

o0=£/($*. .

3- tarif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son
topilsaki, D ning diametri X0 <8 bo'lgan har ganday P bo'laklash
hamda har bir Dkda olingan ixtiyoriy ,FX) lar uchun

|o-/] <e
tengsizlik bajarilsa, J son ctyig‘indining 0 dagi limiti deyiladi va
lima=1J
0
kabi belgilanadi.

4-tarif. Agar A~-"0 da f(,x,y) funksiyaning integral yig‘indisi

limiti mavjud va chekli J ga teng bo‘lsa, f{x,y) funksiya D da integ-

rallanuvchi deyiladi. /soniga esaf(x,y) funksiyaning Z)bo‘yicha ikki
karrali integrali deyiladi. Uni quyidagicha

Jijf(x,y)dxdy
D
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kabi belgilanadi. Demalk,
— | — * *
J}\f(x,y)dxdy = lim a —)Ié)r_n>O J/(£ T N\alK .
Masalan, f(x,y) — C = const bo'lsin. Bu funksiyaning integral
yig‘indisi

AAYC\iDk = C\xD
k=1
bo‘lib, uning ikki karrali integrali

=\Ibn10C\|D - OvD
bo'ladi. Xususan, C = 1bo'lganda quyidagiga ega bo'lamiz:
JJ \dxdy =\ip.

D

Funksiyaning ikki karrali integrali yugori hamda quyi integrallar
yordamida ham ta’riflanishi mumkin.

Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to'plamda
berilgan va chegaralangan bo'lsin. Dning turli bo'laklashlaridan tashkil
topgan to'plamni {P} deylik: P ={A4, Dj,..., Dn}.

Har bir P e {P} bo'laklashga nisbatan/ {x,y) funksiyaning Darbu
yig'indilarini tuzib, ushbu {w*/,(/)}. {~(/)} to'plamlarni hosil
gilamiz. Bu to'plamlar chegaralangan bo'ladi.

5- ta'rif. (7)} to'plamning aniq yugori chegarasi/ (x,y) funk-
siyaning quyi ikki karrali integrali deyiladi va

I =\\f{x,y)dxdy

D
kabi belgilanadi. Demak,

I = \\f(x,y)dxdy= sup (5.(/))= Igcg)F%I(Y N

6-tarif. {"p(Y)} to'plamning anig quyi chegarasi f(x,y) funk-
siyaning yuqori ikki karrali integrali deyiladi va
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J = JJf(x,y)dxdy
D
kabi belgilanadi. Demak,

J = \\f(x,y)dxdy = inf (5 (/))= inf & M KNDK).
D F F A
Demak, chegaralangan 7 (x,y) funksiyaning har doim quyi hamda
yugori integrali mavjud boiadi.
7- tarif Agar J -1
boisa, f(x,y) funksiya £5to'plamda integrallanuvchi, ularning umumiy
giymati J =J =J esaf{x,y) funksiyaning D bo'yicha ikki karrali
integrali deyiladi. Demak,
JWf(x,y)dxdy =1=1.
D
Eslatma.Agar J Y boisa, /7 (x,y) funksiya D da integrallan-
maydi.
3°. Darbu yigindUarinmg xossalari. Aytaylik, f(x,y) funksiya yuzaga
ega boigan D to‘plamda berilgan va chegaralangan boisin. D to‘p-
lamning boiaklashlari to‘plami T =(P) dagi P ={Dx,D2,..., Dn]
boiaklashga nisbatan f{x,y) funksiyaning integral hamda Darbu
yigindilarini kiritamiz:

bunda mk =inf{/(x,y):(x,y)GDK),
Mk =sup{/(x.y) : (x,y) ¢ DK)
boiib Vv(x,j;)g Dk uchun quyidagi ifoda o‘rinli:
nk <f(x,y) <MKk.
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Ma’'lumki, 33-ma’ruzada f(x) funksiya Darbu yig‘indilarining
xossalari keltirilib, ular batafsil isbotlangan edi.

Xuddi shunday xossalar f(x,y) funksiya Darbu yig'indilari uchun
ham o‘rinli bo‘ladi. Ular awalgidek mulohaza asosida isbotlanishini
e’tiborga olib, mos xossalami keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Ve >0 olinganda ham (~,11")6 Dk nugtalarni (k=1,2,...,n)
shunday tanlab olish mumkinki,

0 <Sp(f) - ap(f-"kWNK) <r,
shuningdek, ,% ) e Dk nugtalarni yana shunday tanlab olish mum-
kinki,

0 <op(f-£k,r\k)-sp(f)<£
bo‘ladi. Bu xossa Darbu yig‘indilari integral yig'indi uchun aniq
yugori va aniq quyi chegara bo‘lishini bildiradi.

2) Aytaylik, £ ={/),,D2, DKA,Dk,DkH
Pi ={A>A > Dk1,Dk,Dk,DkH,..., 2,}

lar D to‘plamning bo‘laklashlari bo‘lib,

Dk =D'k uDk, DknD"™ =0
bo'lsin. U holda

N<SWN(N, *v/)<*V /)
bo'ladi. Bu xossa D ning bo‘laklashdagi bo'laklar soni orta borganda
ularga mos Darbuning quyi yig‘indisining kamaymasligi, yuqori yig‘in-
disining esa oshmasligini bildiradi.
3) Agar Pxva P2lar Dning ikki bo'laklashi bo‘lib,  (/), (/)
va SR(/), 3b(/) larf(x,y) funksiyaning shu bo‘laklashlarga nisbatan
Darbu yig'indilari bo‘lsa, u holda

sn (/) <S,, (/)
bo'ladi.

Bu xossa, D ning bo‘laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig'in-
dilar to‘plami (/)} ning har bir elementi (yugori yig‘indilar to‘p-
lami {~(/)} ning har bir elementi) yuqori yig'indilari to‘plami
{*p(/)}ning istalgan elementidan (quyi yig‘indilar to‘plami
{SP(/)} ning istalgan elementidan) katta (kichik) emasligini bildiradi.
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4) Ushbu
sup{sp(/)}< inf~rC/)}

munosobat o‘rinli. Bu xossa f{x,y) funksiyaning quyi ikki karrali
integrali, uning yuqori ikki karrali integralidan katta emasligini bildiradi:

J <.

5) Ve >0 olinganda ham shunday 5>0 topiladiki, D ning diametri

~ < 8 bo'lgan barcha bo'laklashlari uchun

0<Sp(f)-J<z, 0<J - sp(f) <e
bo'ladi. Bu xossa f(x,y) funksiyaning yugori hamda quyi integrallari
Xp -» 0 da mos ravishda Darbuning yugori hamda quyi yig'indilari-
ning limiti ekanligini bildiradi.

4°. 1kki karrali integralning mavjudligi. f(x,y) funksiyaning Darbu
yig'indilari va ularning xossalaridan foydalanib, ikki karrali integralning
mavjudligi hagidagi teoremani keltiramiz.

Aytaylik, yuzaga ega bo'lgan Dto'plamda f{x,y) funksiya beril-
gan va chegaralangan bo'lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiya to'plamda integrallanuvchi bo'lishi
uchun, Ve >0 son olinganda ham, shunday 8 >0 soni topilib, D ning
diametri \p>5 bo'lgan har ganday P bo'laklashiga nisbatan Darbu
yig'indilari ushbu

Sp(f)-sp(f)<t )
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. Faraz qgilaylik,/(x,y) funksiya Dda integrallanuvchi
bo'lsin. Ta’rifga ko'ra J =J =J bo'ladi, bunda

0

J =sup(sdf)) =sup(YmKk\NDK),
p p ti

] =m spn)) =bl (£ M KOK)'
k=q

Ayni paytda, Darbu yig'indilarining 5- xossasiga ko'ra
Ve >0, 38 >0, kp<5, Vpe (P):

Sp(f)-J<\, I-sp(f)<\
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va J =J =J bo‘lgani uchun

Sp(f)-J<\, J-sp(f)<~
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan
Sp(f)-sp(f)<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, Ve >0, 38 >0, kp <8, \VVpe (P):
Sp(f)-sp(f) <e
bo'lsin,/(xjO funksiya 2 da chegaralanganligi uchun
sup{sp(/)} =/, inf{Sp(/)} =7
mavjud bo‘lib, Darbu yig'indilarining 4- xossasiga ko‘ra J <J bo‘ladi.
Demak,
sp(f)< I<Jx Sp(f).
Bu tengsizliklar va (2) shartdan foydalanib topamiz:
0<7 -/ <Sp(f) - sp(f) <e.
Demak, J_<J.f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. »
Aytaylik, D ning P ={DI,D2,...,D,,} boiaklashning Dk bo‘la-
gida (k —1,2,...,n) f(x,y) funksiyaning tebranishi
% =sup{/(x,y):(x,y)e Dk}~inf{f(x,y):(x,y)e Dk}
bo‘lsin. Unda/(x,>>) funksiyaning D da integrallanuvchi bo‘lish sharti
M

(3)
=

ya ni
lim {dax(iz>*:o (4)

ko'rinishlarga keladi.

Demak, f(x,y) funksiyaning D to'plamda integrallanuvchi bo'li-
shini isbotlash uchun (2), (3), (4) shartlardan birining bajarilishini
ko'rsatish yetarli bo‘ladi.
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Mashqlar

1. Ushbu D ={(x,y)e R2:0<x<1,0<y<|} to‘plam (tekislik-
dagi kvadrat)

chiziglar yordamida Diklarga bo‘laklangan. Shu bo‘laklashning diametri
topilsin.

2. Yuqoridagi D to‘plam va uning P ={Dik\i,k =1,2,....,/?} bo‘-
laklashga nisbatan f(x,y) =x2 +y2 funksiyaning

a) Darbu yig'indilari,

i
b) har bir Dikda =-, =- deb, integral yig'indisi topilsin.

3. Aytaylik, D - tekislikdagi yuzaga ega bo'lgan to'plam bo'lsin.

Ushbu

1, agar (x,y)e D,xe Q,ye Qbo'lsa,

0, agar (x,y)e D,xvay
laming kamida bittasi irratsional bo'lsa, funksiyaning D da integralla-
nuvchi bo'Imasligi isbotlansin.

4. f(x,y) funksiya yuzaga ega bo'lgan Dto'plamda chegaralangan
bo'lib, J va / lar mos ravishda funksiyaning yuqori va quyi ikki
karrali integrallari bo'lsa, J <J bo'lishi isbotlansin.

5. f{x,y) funksiyaning Darbu yig'indilari uchun

bo'lishi isbotlansin.

83- ma’ruza

Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Integralning asosiy
xossalari

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi. Uzluksiz
funksiyalarning integrallanuvchi bo'lishini quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Agar/ (x,y) funksiya chegaralangan yopiq Dto'plamda
uzluksiz bo'lsa, u shu to'plamda integrallanuvchi bo'ladi.
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< Ixtiyoriy e >0 sonni olaylik. f(x,y) funksiya chegaralangan
yopigq D da uzluksiz. Binobarin, funksiya D da tekis uzluksiz. U holda

songa ko‘ra, shunday 5> 0 son topiladiki, D ning diametri X >8
bo‘lgan

p ={A,4.-.A}
bo‘laklashning har bir Dkbo‘lagida (k=1 , 2 f(x,y) funksiyaning
tebranishi go*uchun

tengsizlik bajariladi.
Shunday Pbolaklashlarga nisbatan

Sp(f)-sp(f) —’\(okuDk< N+ »D k=¢e
Ll k=
bo‘ladi. Demak, f(x,y) funk3|ya D da integrallanuvchi.

2°. Uzilishga ega bo‘lgan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi.
Ba’zi bir uzilishga ega bo‘lgan funksiyalarning integrallanuvchi bo'lishi
hagidagi teoremani keltirishdan awal bitta sodda tasdigni bayon etamiz.

Aytaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan Dto'plam berilgan bo'lib,
/ esa shu to'plamga tegishli nol yuzali chizig bo'lsin.

Tasdig. Ve >0 son olinganda ham shunday 8 >0 topiladiki, D
ning diametri Xp>8 bo‘lgan \fPe(P bo‘laklash olinganda, bu
bo'laklashning Zchiziq bilan umumiy nugtaga ega bo‘lgan bo'lakchalari
yuzalarining yig'indisi e dan kichik bo‘ladi.

m! | chizig nol yuzali bo‘lganligi uchun shunday A ko'pburchak
topiladiki,

1) /c N,

2) Ve >0 uchun YA<e bo'ladi. Aytaylik, In dA=0 bo‘lsin.
/ chizig nuqtalari bilan SA nuqtalari orasidagi masofaning eng kichigini
8 (8 > 0) deylik. U holda Xp>8 bo‘lgan VP el* bo‘laklashning
I chizig bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan burchaklari A ko‘pburchak-

ka tegishli bo‘ladi. Binobarin, bunday bo'lakchalar yuzalarining yigin -
disi e dan kichik bo‘ladi. »
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2- teorema. Agar/ (x,y) chegaralangan yopig Dda berilgan bo'lib,
bu to'plamga tegishli chekli sondagi nol yuzali chiziglarda uzilishga
ega, golgan barcha nugtalarda uzluksiz bo'lsa, f{x,y) funksiya D da
integrallanuvchi bo'ladi.

< Soddalik uchun f(x,y) funksiya D dagi bitta nol yuzali /chi-
zigda uzilishga ega, golgan barcha nuqtalarda uzluksiz deylik.

Ixtiyoriy e > 0 sonni olamiz. U holda /c A, \A <e bo‘lgan
A ko'pburchak (Ac. D) D ni A va D\A gismlarga ajratadi.

Ravshanki, f(x,y) funksiya D\A da tekis uzluksiz. U holda
Ve >0 ga ko'ra shunday 8, > 0 topiladiki, D ning diametri Xp>8,
bo'lgan P bo'laklashining har bir bo'lakchasida f(x,y) funksiyaning
tebranishi quyidagicha bo'ladi:

oo* <e.

Yuqoridagi tasdigga binoan va Ve >0 ga ko'ra shunday 82> 0
topiladiki, D ning diametri X0>82bo'lgan P bo'laklashining A ko'p-
burchak bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan bo'lakchalari yuzalari
yig'indisi e dan kichik bo'lishini topamiz.

Endi 8 =min{8i, 82}
deb, diametri Xp>8 bo'lgan D ning

P={4 ,Dj,..., Dn}
bo'laklashini olib, unga nisbatan tuzilgan Darbu yig'indilari ayirmasi

Sp(f)-sp(f) = Y loKiDk (1)
=

ni garaymiz.
(1) tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi n ta haddan iborat. Uni
ikki gismga ajratamiz:

.
=

bunda X<»k\iDk ifoda — P bo'laklash bo'lakchasi Dklaming A ko'p-

burchakdan tashgarisida joylashganlariga mos (1) ning hadlaridan

iborat yig'indi, ™ (ak[iDk esa (1) ning golgan barcha hadlaridan
tashkil topgan yig'indi.
276



Yuqorida aytilganlarni e'tiborga olib topamiz:

Sp(S)-spif)Ze£ VA +X bufl <eX" A +Q-2e =¢]iz)+2Q).
*3

Bunda £2 - funksiya/ (x,y)ning D dagi tebranishi. Keyingi tengsizlikdan

-
Il i m =0

bo'lishi kelib chigadi. Demak, f{x,y) funksiya Dda integrallanuvchi. »

3'. Ikki karrali integralning xossalari. Ikki karrali integral ham
[1], 35- ma’ruzada batafsil bayon etilgan aniq integralning xossalari
singari gator xossalarga ega. Shuni ham aytish kerakki, ulami isbotlash
jarayonlaridagi mulohazalar bir-biriga o‘xshash bo‘ladi. Shularni
e’'tiborga olib, quyida keltiriladigan xossalarning ba’zilarini isbotlash
yo'‘l-yo‘riglarini, ba’zilarini esa isbotsiz keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Faraz qilaylik, f{x,y) funksiya D to‘plamda integrallanuvcl
bo‘lsin. Agar D nol yuzali /chiziqg bilan umumiy ichki nuqgtaga ega
bo‘Imagan bogiamli D, va D2 to‘plamlarga ajralgan bo‘lsa, f{x,y)
funksiya har bir D{va D2larda integrallanuvchi va

Wex,y)dxdy =N f(x,y)dxdy +I f(x,y)dxdy @
D D\ Di
bo‘ladi.
A Aytaylik,
Px={D[ADI[2\..,D[n)}, P2={D"\D?\..,D\m)}
lar mos ravishda £), va D2 larning bo‘laklashlari boisin. Bu boiak-
lashlar D to‘plamning
P ={D{" ,D™,Dt?\D ™ ,D [n\ D[m))
boiaklashlarini hosil giladi. Agar
(7), Sn(/), ~ (£), SA(/), sp(f), Sp(f)
lar f(x,y) funksiyaning Pu P2 P boiaklashlariga nisbatan Darbu
yigindilari boisa, u holda
e D= (/)-*, (/) <Sp(f)-sp(f),
D2c D=>Sn (/) - (/) <S, (/) - sp(/)
277



bo‘lib, quyidagi ifodaga ega bo'lamiz:
Sp(f)-sp(f)<E"Sp</)-*, (/)<e,54 (/)-5n (/)<e.
Demak,/(x”) funksiya 2), va D2to‘plamlarda integrallanuvchi. Ushbu
Sp(f) = (/) +SR(/), *(/)= (/)+ (/)
tengliklarni e’tiborga olib,

W tx,y)dxdy = f(x,y)dxdy 0 f(x,y)dxdy
D fil Di
bo‘lishini topamiz. »

Yuqoridagi xossaning aksi ham o'rinli, ya'nif(x,y) funksiya har
bir 2), va D2to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lsa, u D da integralla-
nuvchi bo'lib, (2) tenglik o'rinli bo‘ladi.

2) Agarf(x,y) funksiya Dda integrallanuvchi bo'lsa, cf(x,y) funk-
siya (c = const) ham D da integrallanuvchi va

JJ cf (x,y)dxdy =CJJ f(x,y)dxdy

bo‘ladi. Bu xosslglning isboti ushbu
n

lim X ¢/(S*.J¥)vDk =c lim £ /($*,n*

tenglikdan kelib chigadi.
3) Agarf{x,y) va g(x,y) funksiyalar 2 da integrallanuvchi bo‘lsa,
/ (x,y) £g{x,y) funksiya ham D da integrallanuvchi va

W7+ y) £9(x, y)ldxdy =0 f(x, y)dxdy £J] g(x, y) dafy

D D D
bo'ladi.

4) Agar/ (x,y) funksiya Dda integrallanuvchi bo'lib, V(x,y) e D da
f(x,y) >0 bo'lsa,

1N/ *(
D
ga ega bo'lamiz. Bu xossaning isboti
lim -0
N ° bl m*

bo‘lishidan kelib chigadi.
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5) Agar f(x,y) va g{x,y) funksiyalar D da integralanuvchi bo‘lib,
V(xj>)<= D uchun f(x,y) <g(x,y) bo'lsa, u holda

Hi(x,y)dxdy <Jd gx.y)dxdy
D D
bo‘ladi.
< Bu xossaning isboti g(jc,.y) -f{x,y) funksiyaga 5- xossani tatbi
etish va 3- xossadan foydalanish natijasida kelib chigadi. »
6) Agar f{x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

|/(*>Y)| funksiya ham Dda integrallanuvchi va quyidagi ifoda o‘rinli
bo‘ladi:

Wtexyydxdy <N|/(x,jdxdy.

4°, 0 ‘rta giymat hagidagi teoremalar. Aytaylik, /7 (X,y) funksiya
yuzaga ega bo'lgan D to‘plamda berilgan va chegaralangan bo'lsin:

3M =const, 3m- const, V(x,y)e D: m<f{x,y)<M.

3- teorema. Agarf(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa,
holda, shunday a son (m<a <M) topiladiki, bunda

\\f{x,y)dxdy =a\iD
D
bo‘ladi.
A Yuqorida keltirilgan ikki karrali integralning xossalaridan
foydalanib topamiz:

m<f(x,y) <M =~ ~f{x,y)dxdy =a ="f{x,y)dxdy =ay/
D D
(m<a<M).»
Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agarf{x,y) funksiya bog‘lamli yopiq Z)to‘plamda uzluk-
siz bo'lsa, u holda shunday (~,ri)e D nugta topiladiki,

Jf(x,y)dxdy =fETIND

bo‘ladi.
279



4- teorema. Agar/ (x,y) va g(x,y) funksiyalar D to'plamda integ-
rallanuvchi bo'lib, V(x,y)e D uchun g(x,y) >0 (yoki g(x,y) <0)
bo'lsa, u holda shunday a son (m<a < M) topiladiki, bunda

JWEx,y)g(x,y)dxdy =al] g(x,y)dxdy

bo'ladi.

Mashqglar

1.Agar f{x,y) funksiya chegaralangan yopig D¢ R2 to'plamda
chegaralanmagan bo'lsa, uning D da integrallanuvchi bo'lmasligi isbot-
lansin.

2. Agar/ (x,y) funksiya D ¢ R2 da integrallanuvchi bo'lsa, |7(x,y)]
funksiyaning ham D da integrallanuvchi bo'lishi ko'rsatilsin.

3. Ma’'lumki, ushbu

W ] =-2JJ/(x,y)c?x”
D
miqdor f(x,y) funksiyaning D dagi o'rta giymati deyiladi.
Quyidagi
f(x,y) =sin2xsin2y
funksiyaning D={(x,j>) e R2:0<x<n,0<y<n} dagi o'rta giy-
mati topilsin.

4. Ushbu <JJ(X2 y2)dxdy <4n tengsizliklar isbotlansin,

D

bunda D ={(x,y) e R2:x2 +y2-2x <0}

84- ma’ruza
Ikki karrali integralni hisoblash

1°. To'g'ri to‘rtburchak to*plam bo‘yicha ikki karrali integrallarni
hisoblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi D ={(x>>)e R2: a <x <b,
c <y <d} to'plamda berilgan bo'lsin. Bu f(x,y) funksiyaning D
bo'yicha ikki karrali integralini hisoblash masalasini garaymiz.
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1- teorema. / (x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;

2) Har bir tayin x e [a,b] da

h
J(x) =Jf(x,y)dy
a

integral mavjud.
U holda /(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi, ya’ni

J/(X)dX:j) jf(x,y)dy dx

b d
mavjud va J) f(x,y)dxdy =J ] f(x,y)dy dx

bo'ladi.
A [ab\ segmentning
a=x0<X <x2<..<X, =b,
[c,o\ segmentning

C:X)<}\<M' < - <y|':d
nugqtalari yordamida D uchun ushbu

p ={At} ={(*»JOe RI mxi - X - xi®\ yk <y zyki},
(i=0,1,2,...,n-\; K=0,1,2,..,m- 1)
bo‘laklashni hosil gilamiz. Uning diametri
Xp = max n/ox2 + Y\ ,
(Ox, =xM -x,, Ayk =ykix-y k\i=0,1,2,.../i—, k=0,1,2,....w-1)
bo'ladi. Aytaylik,
mk =inf{/(x,y):(x,y)e D),
Mik =sup{/(x,y): (x,y)e Dk},
(i=0,1,2,.,/1-1; K=0,1,2,....Mm- 1)
bo‘lsin. Ravshanki, V(x,y)e Dk uchun
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mik <f{x,y) <Mik

Yi*\ YK+l Yk*1

bo‘lib, J mikdy < J f(x,y)dy< J Mikdy,
y* 'K YK
YK*1
yani mikayk < J f (x,y)dy < Mikayk
k

bo‘ladi.
Keyingi tengsizlikni /£ ning Kk =0,1,2,....m -1 qgiymatlari uchun
yozish, so'ngra ularni hadlab go’shish natijasida

m-1 d n-1
X TRAK £j f(x,y)dy <X )
AD c &0

hosil bo‘ladi. Ushbu j/(X,Y)fi(Y
C

d
integral x ning F(x) =jf(x,y)dy

funksiyasi bo'lib, bu funksiya \ab\ da, jumladan, [x,,x,+]] da che-
garalangan bo‘ladi. Agar

m =inf{F(x), xe [x,,x,H]},

JV, =sup{F(x),xe [x,,xA]}, (/=0,1,2,3,....#i-1)
deyilsa, (2) munosabatga ko‘ra

m-1 * nt- 1
o el
bo‘lib, undan
W
0<M, -/ <X - LK)&K
<0

bo'lishi kelib chigadi. Bu tengsizlikni Ox* ga ko'paytirib, so'ngra
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hosil boigan tengsizlikni i ning /= giymatlarida yozib,
ularni hadlab go'shib topamiz:

w-1 n-\ m-|
0 <2™(Mi -m)Ax* < JNA - sp(f) - sp(f).
=0 kD

Modomiki, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi ekan, u holda
Xp -» 0 da “max Ax*. -» 0" da

]n;||-(|V|, -wy) &xk >

a
boiadi. Bu esa /"(x) =7~ f(x,y)dy
funskiyaning [a,b] da integrallanuvchi ekanini bildiradi.
\

b b\d
Demak,  JF(x,y)dx =J Jf(x,y)dy dx

integral mavjud.
(2) tengsizlikni [x,,x/] oraliq bo'yicha hadlab integrallab topamiz:

xizlm-| X+ *+4 ml
J 2MNKNYKR™MX< ) ) f(x,y)dy dx< J ™ MikAykdx-
Xl k= X X, *=°
n-1 m-I b d n-1 m-I
| | wyeave ~J frix, y)dy MiKAX|&&,
1=0 k=0 D
dx< Sp(f) (3)

munosabatga kelamiz. Ravshanki,

N/ EDtix, y)axdy <spif) @

va Spif) -spif) <e.
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2°. Egri chizigli trapesiya bo'yicha ikki karrali integrallami hi-

soblash. 7 (x,y) funksiya tekislikdagi
A ={>Y)e R2ma <x <b, di(x) <y <d2(x)}

to‘plamda berilgan bo‘lsin, bunda 9j(x), d2(x) funksiyalar [a,b] da
uzluksiz va Vxe (a,b) da o,(x) <de(x).

3- teorema. / (xj>) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;

2) har bir tayin x e [a,b] da

) f(x.y)dy
i)
integral mavjud. U holda

*)
Qj f(x,y)dy dx

< (x)
mavjud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:
o B
NHxy)dxdy=\  J f(x,y)dy dx.
A <)
< Aytaylik, D={(x,y) e R2:a <x <b,c <y <d} to'g‘ri to‘rt-
burchak Dxni o‘z ichiga joylashtirsin: £5 ¢ D (34- chizma).
Ushbu
\f(x,y), agar (x,y)e A bo'lsa,
F(X’y) = .
J 0, agar (x,y)e D\DX bo'lsa
funksiya uchun, ravshanki,

\jf(x,y)dxdy =~F(x,y)dxdy (5)
D D
tenglik bajariladi.
Agar F(x,y) funksiya har bir tayin x e [a, b] day o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida garalsa, u holda teoremaning 2- sharti hamda [x,y)
funksiyaning tuzilishidan
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a
J F(x,y)dy

integralning mavjudligini topamiz.
Unda 1- teoremaga ko‘ra

\\F(x,y)dxdy =

D
b[d (6)

=1 \F{xy)dy dx °© e b X

34- chizma.

bo'ladi. Ayni paytda, har bir tayin xe [a,b] da

d mj-?) aft) d
YE(x,y)dy= F(x,y)dy+ Fooy)dy+ | Fy)dy =
<PI(*) <ii(*)
%(*) <P2(*) @)
= | F(xy)dy= 1 f(x,y)dy
91(*) |(*)

bo'ladi. (5), (6) va (7) munosabatlardan
@ (*)
\\F{x,y)dxdy =\ f(x,y)dy dx
D\ a _(D_(*)
bo'lishi kelib chigadi. »
Aytaylik, f{x,y) funksiya tekislikdagi
D2 ={(x,y)e R2:y, (y) <x < (y), c<y<d]

to'plamda berilgan bo'lsin, bunda y, (y) va W2 (y) funksiyalar [cd] da
uzluksiz va Vye (c,d) da @ (y) <q2(y).

4- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) /(x,y) funksiya D2da integrallanuvchi;

2) har bir tayin y e [c,d] da

200
f f(x,y)dx

wM(Y)
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integral mavjud. U holda

dre
J jY)f{x,y)dx dy
cLfiO)
mavjud va quyidagi ifoda o'rinli boiadi:
</I'l42J(’\')
\\f{x,y)dxdy = f(x,y)dx dy.

m! Bu teoremaning isboti 3-teoremaning isboti kabidir. »
Agar/ (xj>) funksiya D* da kerakli shartlarni bajarib, integrallash
to'plami D* esa nol yuzali chiziglar yordamida o‘zaro bir-biri bilan
ichki umumiy nuqtaga ega boimasa hamda yuqoridagi teoremalardagi
kabi
D*=[0*u D\u ..u D\
boisa, u holda quyidagi tenglik kelib chigadi:

37 yydxdy =3 x,y) dxdy + 33/ (x, y) dxdy +..
D A $
+\\f{x,y)dxdy.

D
integrallar hisoblansin, bunda D - quyidagi

X=0, "=0,x+y =1
chiziglar bilan chegaralangan to'plam.

4 Bu chiziglar bilan chegaralangan to‘plam 35- chizmada tasvir-
langan.

/ (X,y) =sjx +y funksiya va D to‘plam 3- teoremaning shartla-
rini bajaradi. Endi
D ={(x,y)e R2: 0 <x <, O0<y<lIl-x}
ekanini e’tiborga olib topamiz:
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35- chizma. 36- chizma.

>

I- 31y=|"X" ( N
J yjx +ydy dle]r (x+ y)N\ l-x 2 dx
0 0 0

J =

OL"_‘

10
3- misol. Ushbu 7 =JJ (x2 +y2) dxdy

integral hisoblansin, bunda D quyidagi
y=Xx,y=x+ay=ay=3a (a>0)
chiziglar bilan chegaralangan to'plam.
4 Bu chiziglar bilan chegaralangan to'plam 36- chizmada tasvir-

langan.
Berilgan integralni hisoblashda 4- teoremadan foydalanamiz:

3a
J (x2 +y2)dx dy=JfT * +y2(y- a) dy =
y-a
8la4 16a4 27a4 ad a4 ,. 4
gyt =30 27T = Lo

4- misol. Ushbu J = dxdy integral hisoblansin, bunda D

D
quyidagi chiziglar:



37- chizma.

y2 = 2x parabola va uning (2; -2) va (8; 4) nuqtalarini birlashti-
ruvchi vatar bilan chegaralangan to‘plam.
4 y2= 2x parabolaning (2; -2) va (8; 4) nuqtalarini birlashtiruv-
chi vatar tenglamasi
y =x-4
ko‘rinishda bo'ladi. f = 2x\a y =x -4 chiziglar bilan chegaralan-

gan Dto'plam 37- chizmada tasvirlangan.
X —2to‘g‘ri chizig yordamida D to'plamni ikkita D{va D2 larga
ajratamiz. Bunda:

D ={(x,y)e R2: O0<x<2, -\f2x <y <sf2x],
D2 ={{x,y)e R2: 2<x <8, x-4<y<V2x}.
Ikki karrali integralning xossalaridan foydalanib topamiz:
JJ dxdy = JJ dxdy +JJ dxdy .

d A

Bu integrallami hisoblaymiz:

Naxdy =l dxdy +JJ axdy =] | dy dx+J | dy dx=
0 A A oL-'/2x 2 x4

2 8

=J 2-j2xdx +J(V2x - x +4) dx =18.



Mashqlar

1. Ushbu ,[[sinjir1r dxdy integral baholansin, bunda

+j"+|
D={(x,y)e R2:x2+y2 <9}.
2. Ushbu || f(x,y)dxdy integral takroriy integralga keltirilsin,

D

bunda D to'plam x2+y2=4 va x2- 2x +y2 =0 aylanalar bilan
chegaralangan.

3. Ushbu  |].. dxdy—j integral  hisoblansin,  bunda
D (1+x2+y2)i
D={(x,y)e R2:0<x<1, 0<jv<1l—x}.

85- ma'ruza
Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Ikki karrali integrallarni hisoblashda ancha giyinchiliklarga duch
kelinadi. Bu giyinchiliklar:

1) integrallanuvchi funksiyalarning murakkabligi;

2) integrallash to'plamining murakkabligi hisobiga sodir bo‘ladi.

Ba’'zan o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida integrallanuvchi
funksiya ham, integrallash to‘plami ham soddaroq ko‘rinishga (integral-
lash uchun qulay ko‘rinishga) keladi va integralni hisoblash osonlashadi.

1°. Tekislikda to‘plamlarni akslantirish hagida. Faraz qilaylik,
tekislikda XOY dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan chegara-
langan Z)to‘plam, uOv dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan esa
chegaralangan A to‘plam berilgan bo‘lib, ularning chegaralari 3D va
20 lar bo‘lakli-sillig yopiq chiziglardan iborat bo‘lsin (38- chizma).

Aytaylik,

IX =d(n,n),
[y =il/(wi) (1)
sistema A ni Dga akslantirsin. Bu akslantirish quyidagi shartlami bajarsin:
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Yk

@) 0]

38- chizma.

1) bu o‘zaro bir giymatli akslantirish;

2) <p(nn) va \\i(uyv) funksiyalar Ato‘plamda uzluksiz va uzluksiz
barcha xususiy hosilalarga ega;

3) xususiy hosilalardan tuzilgan

oX X
fC7IiY

ay ny
au  dv

J(u,v) =

funksional determinant A da ishora saglasin va V(u,v)e A da
J(u, v) ®0 boisin.

Odatda, J(u,v) determinant (1) sistemaning yakobiani deyiladi.
Ravshanki, bunday holda (1) akslantirishga teskari

n=a(x.y),
u=v]/(xy)

akslantirish mavjud va u D ni Aga bir giymatli akslantiradi.
Tasdig. D to‘plamning yuzi

(jo- 3 peu, Y] duav

boiadi (qgaralsin, [1], 19-bob, 3- 8).
2°. 1kki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
f(x,y) funksiya D to'plamda berilgan va uzluksiz boisin. Ushbu
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x = d(u,v),
Iy =d(m,n) Ne
sistema A ni Z)ga akslantirib, u I da keltirilgan 1-3- shartlami bajarsin.
D ning biror

—Aj ,A2,...,An)
bo'laklanishi olaylik. Bu bo‘laklash (1) akslantirish yordamida Dto‘p-
lamning

Pd —(A >A>=>A )
bo‘laklashlarini hosil giladi.
Ikki karrali integral ta’rifiga ko‘ra

° = ((E*»M*)eAKk)
bo'lib,
lim lim f/(~,nJnA =\\f{x,y)dxd 3
m I ( A\f{x,y)dxdy ©)
bo'ladi.
1° da keltirilgan tasdigdan foydalanib topamiz;
Nk =\J{u,v)\dudv.
i
0 ‘rta giymat haqgidagi teoremaga binoan, shunday
(uk,vk)e Ak
nuqta topiladiki, bunda
J \J(u, U] dudv = J(uk, vk)] [iDk
D
tenglik bajariladi.
Natijada f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi quyidagi

k=\
ko‘rinishga keladi. (£*,Ti*)e Dk nuqgtaning ixtiyoriyligidan
293



Kk=(uk'vk)' n*= (*F>*%)
deb olish mumkin. U holda
c=i, /(®P("“*» P ’K) (L vk M

k=l
bo'ladi. /Z(dp(n,n)\|/(«n))|Y(mn)] funksiya A da uzluksiz, bino-
barin, integrallanuvchi. Demak,

Mn
lim a=lim Y Z(pwm*> ).V(<i. )|/ )L =
noEow @

=JJ /(p(bl, u), VIAun)) Mn, u)] dudv

il
boiadi. (2) va (3) munosabatlardan

W7oy W@y vey) k)
D il

boiishi kelib chigadi.
(5) ifoda ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish
formulasidir.

1- misol. Ushbu J) y 3dxdy

integral hisoblansin. D quyidagi y =x2, y =2x2, xy =1, xy =2
chiziglar bilan chegaralangan.

4 Berilgan chiziglar bilan che-
garalangan D to‘plam 39- chiz-
mada tasvirlangan.

Ushbu

(x>0)  (6)
vV =Xy,

akslantirishda D ning aksi:
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Ravshanki, (5) akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo'lib,
unga teskari akslantirish quyidagicha:
I

X =1 3u3
12 (60
y - VBU3.
(6) sistemaning yakobianini topamiz:
dx dx I -- 1
J(u,v) = gu dv I A 3y3
y 2 1 -- B Tt /b
du du 3«3U 3
3 n

Endi y3 =uv2 ekanini e’tiborga olib, berilgan integralda (6
almashtirish bajarsak, u holda (5) formulaga ko‘ra

Jjy 3dxdy = || uv2 P(u, v\ dudv

D D
bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:
2/2 A
[Imu2 \J(u,v)\dudv =~ v 2dudv =" j u2dv =
d d ill J
Demak, [ly*dxdy - ~. »
D

3°. lkki karrali integralning qutb koordinatalarida ifodalanishi.
Yuqoridagi (1) sistema sifatida ushbu
IX=rCOSo,
[y =rsin (7)
akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi
bo‘yicha (r,0) nuqtani dekart koordinatalari sistemasi bo‘yicha (x,y)

nuqtaga akslantirishni ifodalaydi.
(7) sistemaning yakobiani

Cos -I Sin
J(u,v) = P ¢ r
-I'sindgg [rcosd
bo‘ladi. XQOY tekisligidagi yuzaga ega D to'plamni olaylik.
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Bu D ning (7) akslantirish yordamida asli (proobrazi)
AC e R2wr>0,0<¢< 2n} bo'ladi.

Agar O nuqta (koordinata boshi) D ga tegishli bo'lmasa, u holda
[ ni D ga akslantirish o'zaro bir giymatli bo'lib, sistemaning yakobiani
0 dan fargli boiadi.

Agar O nugta D ga tegishli bo‘lsa, u holda (7) akslantirishning
o'zaro bir giymatliligi hamda J(r,y) * 0 shart nol yuzali chiziglar-
dagina bajarilmaydi.

Demak, f(x,y) funksiya DudD da uzluksiz bo‘lsa u holda

Jfix, y) =J/(cos i rsin 4>)rdrdg @)
D D
formula o‘rinli bo'ladi.

2 -misol. Ushbu J - , -.-dxdy
(x2+y2)

integral hisoblansin, bunda D —quyidagi x = 0,y = 0, X +y = a,
x+y = b (0 < a <b) chiziglar bilan chegaralangan to ‘plam.
< Berilgan integralda o ‘zgaruvchilarni quyidagicha

X =rcosg, vy =rsing

ko'rinsihda almashtiramiz. Unda x2 +y2 =r2 bo'lib, (8) formulaga
ko‘ra

S = lj\rdrdqgq> =jj-Ldrd<p
D A
bo'ladi. Endi 4 ni topamiz. D ning
tekislikdagi tasviri 40- chizmada
ko‘rsatilgan.

Ravshanki, qutb burchagi ¢ ning

o0'zgarishi 0 bilan | orasida bo‘-
ladi: 0 << ~. (r,0) nugta D da

A bo‘lishi uchun r qutb radiusi chiz-
mada ko‘rsatilgan A nuqta bilan
40- chizma. B nuqta orasida bo‘lishi kerak.
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A nuqtada x +y = a bo'lgani uchun rcosg+ rsing=a, ya'ni

. a
= cos dtsin ¢’
B nuqtada x +y = b boigani uchun rcosth+rsind=">b, ya’ni
_ b
T COS<p+Sin ¢
bo‘lib,
rAMr<rB

bo‘ladi. Demak, AO=|(r,)e R2:rA<r <rB, 0<<”]|.

. (e
Natijada W~ ddp=] | ~ dr ap
D O\i’Ar ,

ga ega boiamiz. Integrallarni hisoblab topamiz:

K
2(1B

Ap =~ | (cos g+ sin ) d(f -2

0OS +Sin CIBd)+sip___J
m K

misol. ushbu J = JJ(X +y)dxdy integral hisoblansin, bunda

D to‘plam x2+y2 =1, x2+y2=4,y =0 (D day > 0) chiziglar
bilan chegaralangan (41- chizma).
(8) formuladan foydalanib topamiz:

3 =) (x +y)dxdy =JJ (I cos b+ r sin q)drdy.

Ravshanki,

A={(r,p)e R2:1<r<2,0<dp<n}.
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0\ X
41- chizma.
Natijada J=JJ r2(cos p+sinqg)drdq =
D
ga ega bo‘lamiz. »
Mashqlar

1. Ushbuxy = Lxy=2,x-y- 1=0 x>0,y >0) chiziglar
bilan chegaralangan to'plamni tomonlari koordinatalar o‘giga parallel
bo'lgan to‘g‘ri to‘rtburchakka o'tkazuvchi akslantirish topilsin.

2. Ushbu [f xj)g/ﬂ v integral hisoblansin, bunda D quyidagi

( )

X2+y2=4x, X2+y2=8X, y =X, y =2Xx
chiziglar bilan chegaralangan.

86- ma’ruza
Ikki karrali integralning ba’zi bir tatbiglari

1°. Tekis shaklning yuzi. Tekislikda yuzaga ega bo'lgan D shakl
berilgan bo'lsin. Bu shaklning yuzi

(1)
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bo‘ladi. Bu tenglikning isboti ikki karrali Y (
integral ta’rifidan kelib chigadi.

Misol. Tekislikning birinchi chora-
gida ushbu

X2+y2 =2ax, y2=2ax,
x —2a (a>0)
chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzi topilsin.

M Bu shakl 42-chizmada tasvirlan-
gan.
@ formulaga ko‘ra garalayotgan
shaklning yuzi

\iD = JJ dxdy
bo‘lib, bunda

D={(x,y) e R2:0<x <2a, "2ax - x2<y <-J2ax}m
Integralni hisoblab, topamiz:

2af g2k 2a
w=\ \ dy dx=J(V2ax- V2ax- X2)dx=
#2ax-X 0
2 AN
= 3%

2'. Jismning hajmi. 81-ma’ruzada fazodagi jismning hajmi
tushunchasi va uning mavjudligi sharti bayon etilgan edi.

Endi jism hajmining ikki karrali integral orgali ifodalanishini
ko‘rsatamiz.

R3fazoda Dekart koordinatalar sistemasi va unga nisbatan joy-
lashgan Vjismni garaylik. Bu jism yuqoridan z= f (x,y) ifodalagan
sirt, yon tomondan yasovchilari OZo'giga parallel silindrik sirt hamda
pastdan XOytekisligidagi chegaralangan yopiq Z)to‘plam bilan chegara-
langan jism bo'lsin. Bundaf{x,y) funksiyani D da uzluksiz deb garaymiz.

D to'plamning

P ={DxI\,...,Dn}
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bo‘laklashlarini olaylik. U holda
mk =inf{f(x,y):(x,y)e Dk},
Mk =sup{/(x,y): (x,j>) e Dk}
mavjud bo'ladi. Ushbu

M = = yj M NeDk
k=1 k=\

yig'indilar mos ravishda Kjismning ichiga joylashgan A ko‘pyoqlik-

ning hajmi va Kjismni o‘z ichiga olgan B ko‘pyoglikning hajmi bo‘lib,
\iA<\iB

bo‘ladi.

D to'plamni turli bo‘laklashlar natijasida hosil bo‘lgan {44 va
{uB} to‘plamlarning chegaralanganligidan sup{p/l}, inf{pi?} larning
mavjud bo‘lishi kelib chigadi.

f(x,y) funksiya yopiq D to‘plamda uzluksiz. Demak, u D da tekis
uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 topiladiki,
D to'plamning Xp< 8 bo‘lgan ixtiyoriy

P ={z\,D2,.D,}
bo'laklash uchun har bir Dk da (k=1,2,...,n) funksiyaning tebranishi

tengsizlikni ganoatlantiradi. Shularni e’tiborga olib topamiz:

M M
inf{p£}- sup {p4} <ud - VA =X MK\iDk - £ W\&K =
k=1 k=l
=g(M *-mkN\iDk < *D k = =e.
Demak, 0<inf{\iB}- sup{ul}<e.

Keyingi munosabatdan

inf {27} = sup {w/1}
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa Kjism hajmga ega bo‘lishi va uning
hajmi p V ning
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\iV = inf {ut} = supjpyl} 2
ekanligini bildiradi. Ayni paytda,

sup {5} = W f(x,y)dxdy , inf{b4}=JJf(x,y)dxdy
D D
va (2) tenglikka ko‘ra

Wixyydxdy =00 (x.y)dxdy = f(x.y)dxdy 3)
D D 3
boiadi. (2) va (3) munosabatlardan

bV = \jf(x>y)dxdy 4

boiishi kelib chigadi.
2- misol. Fazodagi

X2+y2+z- 4=0
sirt (paraboloid) hamda tekislik bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.
A Bujism 43- chizmada tasvirlan-
gan boiib, D to‘plam XOYtekislik-

dagi x2+y2 <4 doiradan iborat.

Sirtning tenglamasini z =4-x2-y2
ko‘rinishda yozib, (4) formuladan
foydalanib topamiz:

43- chizma.
V—V=JJ(4-X2 -y 2)dxdy , (5)
bunda D ={(x>>)e R2:x2+y2 <4},
(5) integralda o'zgaruvchilami quyidagicha
= rcos(p,
W =rsing

ko‘rinishda almashtirib hisoblaymiz:

4-x2-y2=4-12, Y(r,p) =/ 0<r<2, 0<p<2n,
301



2K( 2 n 2n/- 4\2
JJ(@-x2-y2)dxdy =J J(4 -r2)rdr dip=J 2/-2- 1dy =8n.

D 070 ) 0

Demak, jismning hajmi uV =8n ga teng.

3°. Sirtning yuzi. Faraz qgilaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D
to'plamda z = / (x,y) funksiya berilgan bo'lib, u shu to'plamda uzluksiz
f'(x,y), fy(x,y) hosilalarga ega bo'lsin. Bu funksiyaning grafigi
IP fazoda S sirtni ifodalasin (44- chizma).

Bunday sirtning yuzasi ikki karrali integral orgali quyidagicha
ifodalanadi:

= JINI+1'2(x,y) +f'2(x,y) dxdy. (6)
®
3- misol. Asosining radiusi r, balandligi h ga teng doiraviy konus:
ning yon sirti topilsin.
< Ma’lumki, konus sirt z =- \Ix2 +y2 tenglama bilan ifodala

nadi. (6) formulaga ko'ra konusning yon sirti

LIS =JJ "M + (Zx2(x,y))2 +(2Zy2(x,y ))2 dxdy
D
bo'ladi, bunda D ={(x,y) e R2:x2+y2 <r2}.

Agar
[ sjx2+y2

Il +(z2(E* nk))2 +(@Zy2 (E*,TU))2 =

h2 x2

=, 1+-
r2 x2+y2 r2 x2+y2

bo'lishini e’tiborga olsak, u holda

=M +\ JJdxdy =nryjr2 + h2

44- chizma. ekanini topamiz. »
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4°, Ikki karrali integralning mexanikaga tatbiglari. Aytaylik,
tekislikda massaga ega boigan moddiy D shaklning har bir (x,y) e D
nuqtasidagi zichligi p(x,y) bo‘lib, u D da uzluksiz boisin. D shakl-
ning massasini topish talab etilsin.

Ravshanki, p(x,.y) - C —const boisa, u holda D shaklning massasi
m = C\xD

gateng boiadi. Agar p(x,y) ixtiyoriy (£=1,2,...,/?) uzluksiz funksiya
boisa, D shaklning massasini topish uchun D ning

P ={DI,D2,..Dn}
boiaklashini va har bir Dkda (£=1,2,...,«) ixtiyoriy (Et,ck) nugtani

olamiz: (E*<;*)e Dk. Har bir Dk da p(x,j) ni o‘zgarmas va uni
[>(E*>1*) 8a ten8 deyilsa, u holda Dk ning massasi taxminan

P(E£*,/1*No
ga teng boiib, D shaklning massasi esa taxminan

Ep(~.1*)nA )
*3

ga teng boiadi.

Pboiaklashning diametri Xp -> 0 da (7) yigindining limiti izla-
nayotgan shaklning massasini ifodalaydi.

Ayni paytda, (7) yigindi funksiyaning integral yigindisi va p(x,y)
funksiya D da uzluksiz boiganligi sababli bu yigindining limiti

JIP(x,y)dxdy

D
boiadi. Demak, D shaklning massasi
m=JJ p(x,y)dxdy (8)
D
tenglik bilan aniglanar ekan.
4- misol. Tekislikda a radiusli doiraviy plastinka berilgan boiib,

uning har bir A{x,y) nuqtadagi zichligi shu nugtadan koordinatalar
boshigacha boigan masofaga proporsional. Doiraviy plastinkaning
massasi topilsin.
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m} Dekart koordinatalar sistemasining koordinatalar boshiga doi-
raviy plastinkaning markazini joylashtiramiz. U holda plastinkaning
A(x,y) nuqtasidan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofa

d=Jx2+y2
bo‘lib, plastinka zichligi

p(x,y) =kylx2+y2
bo'ladi, bunda k - proporsionallik koeffitsiyenti.
(8) formulaga ko‘ra plastinka massasi

m = JJ kyjx2 +y 2dxdy
D

bo'ladi, bunda 1) ={(n:,y)e R2: x2+y2 <r2}.
Ikki karrali integralda

jx - rcosqi,
\'x =rsing
almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

Ikki karrali integrallar yordamida statistik momentlar:

Mx =7yp(x,y)dxdy, (OXo‘giga nisbatan),
D

My =~xp(x,y)dxdy , (OFo'giga nisbhatan),
D
og‘irlik markazining koordinatalari:

x°=jDLr,\D\xdxd>-n - ﬁs 7 ‘O* * !

inersiya momentlari:

Jx =jjy 2p{x,y)dxdy, (OXo‘giga nisbatan),
D
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Jy =72 x 2p(x,y)dxdy, (OYo‘giga nisbatan).
D

JO - JJ(x2+y2)p (x,y) dxdy (koordinatalar boshiga nisbatan)
D

topiladi.

Mashglar
1. Tekislikda ushbu

_ y2+a2 _y2+2 milo_,
=Y« YR Bk el
parabolalar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
2. Fazoda quyidagi

X2+y2=4x, z=X, 7 —2X
sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

87- ma’ruza
Uch karrali integrallar

Matematik analiz kursi davomida f(x) funksiyaning [a,b] ¢ R
segment bo‘yicha aniq integrali, f(x,y) funksiyaning Da R' to‘plam
bo‘yicha ikki karrali integrali tushunchalari kiritilib, ular batafsil o ‘rga-
nildi.

Xuddi shunga o‘xshash bu tushuncha uch o'zgaruvchili f{x,y,z)
funksiya uchun ham Kkiritiladi. Unda, awalgi hollarda keltirilgan
ma’lumotlar va ularni isbotlashda yuritilgan inulohozalar gaytariladi.

Shuni e’tiborga olib, uch karrali integral hagida tushuncha va
tasdiglarni keltirish bilan chegaralanamiz.

1°. Uch karrali integral tushunchasi. Faraz qilaylik, /13 fazoda
chegaralangan hamda hajmga ega bo'lgan Kjism (to'plam) daf(x,y,z)
funksiya aniglangan va chegaralangan bo'lsin.

m<f(x,y,z) <M, {(x,y,z)eV).
Vto'plamning biror
P ={vXVv2,...V,)
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boiaklashini va har bir Wk da ixtiyoriy (EA, ,gk)e VK nugtani
(k - 1,2,...,9) olib, ushbul_I

k=1

yig‘indini tuzamiz. U f(x,y,z?) funksiyaning integral yigindisi deyiladi.
1-tarif Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son

topilsaki, Kto‘plamning diametri ~,>8 boigan har qanday Pboiak-

lash hamda har bir \k da olingan ixtiyoriy (£* ,r\k,<sk) lar uchun

IT—Y|<e
tengsizlik bajarilsa, J son a yig‘indining \ > 8 dagi limiti deyiladi va
quyidagicha belgilanadi:

lim o =J.
Xp —o
2-tarif Agar Kp> 8 da f(x,y,z) funksiyaning integral yig‘indisi
chekli limitga ega boisa, f(x,y,z) funksiya V to‘plamda integralla-
nuvchi, J songa esa f(x,y,z) funksiyaning V toplam bo {icha uch
karrali integrali deyiladi va quyidagicha

jiif(x,y,z)dxdydz

y
ko'rinishda belgilanadi. Demak,

I'I
\ky,z)dxdydz = 1lim T f(%Kk,T\k,<M\iVk .

Vv
f{x,y,z) funksiya Vda chegaralanganligi uchun
mk =inf{f(x,y,z):(x,y,z)e WK),
Mk =sup{/(x,,z):(x,y,z) e Kk}

n n
mavjud. Ushbu s =" mklivk, S =" M K\xYK
JHL THL

yigindilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig‘indilari
deyiladi.

Ravshanki, s=sp(f), S =Sp(/))
boiib, {s =sp(f)}, {S - Sp(f)} to‘plamlar chegaralangan boiadi.
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3-tarif. {sp(f)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y,z)
funksiyaning quyi uch Kkarrali integrali deyiladi va

J =»]\]\]f(x,y, z)dxdydz
Vv
kabi belgilanadi.
4 -tarif. {Sp(f) to'plamning aniq quyi chegarasi f(x,y,z) funk-
siyaning yuqori uch Kkarrali integrali deyiladi va

J =11 f(x,y, z)dxdydz
v

kabi belgilanadi.

5-tarif Agar J =J bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya V to‘plamda in-
tegrallanuvchi, ularning umumiy giymati

J=J=J

f(x,y,2) funksiyaning Kto‘plam bo‘yicha uch Kkarrali integrali deyiladi.

2°. Uch Kkarrali integralning mavjudligi. Quyidagi teorema uch
karrali integralning mavjudligini ifodalaydi.

1- teorema. f(x,y,z) funksiyaning V to‘plamda integrallanuvchi
bo'lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son topilib,

V to‘plamning diametri Xp>8 bo‘lgan har ganday P bo'laklashiga
nisbatan Darbu yig'indilari ushbu

Sp{f)~sp(/) <e @)
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.
Agarf(x,y,z) funksiyaning \k dagi tebranishini to* desak, u holda

Sp(f)-sp(f) =~ (M k-mk)\ivk

*=] k=\
bo‘lib, (1) shart ushbu
M
<e
k=1
ko‘rinishni oladi. Bu holda
I'I

deyish mumkin.
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3°. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch o'zgaruvchili f(x,y,z)
funksiyalar ma’lum shartlarni ganoatlantirganda ularning integ-
rallanuvchi bo'lishini ifodalaydigan teoremalarni keltiramiz.

2- teorema. Agarf(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq Kto'plam-
da uzluksiz bo'lsa, u shu to'plamda integrallanuvchi bo'ladi.

Aytaylik, fazoda S sirt berilgan bo'lsin.

6-tarif Agar No da shunday KO ko'pyoglik topilsaki,

1)Sc W,

2) Ve> 0 uchun jjV0 <e bo'lsa, S nol hajmli sirt deyiladi.

3- teorema. Agarf(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq Kto'plam-
dagi chekli sonda nol hajmli sirtlarda uzilishga ega, golgan barcha

nuqtalarda uzluksiz bo'lsa, f{x,y,z) funksiya Vto'plamda integralla-
nuvchi bo'ladi.

4°, Uch karrali integralning xossalari. Uch Kkarrali integrallar
ham ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1) f(x,y,z) funksiya Kda {Va v integrallanuvchi bo'lsin. Agar
Kto'plam nol hajmli S sirt bilan umumiy ichki nugtaga ega bo'Imagan
bog'lamli Vxva V2to'plamlarga ajralgan bo'lsa, f(x,y,z) funksiya har
bir V, va V2to'plamlarda integrallanuvchi va quyidagicha bo'ladi:

JJJf(x,y,z)dxdydz = JJJf(x,y,z)dxdydz +\]\]Jf(x,y,z)dxdydz.
Vv Y ¥
2) Agar f{x,y,z) funksiya V to'plamda integrallanuvchi bo'lsa,
c o (x,y,z) funksiya (c = const) ham K'to'plamda integrallanuvchi va

\]\]\] cf(x,y,z)dxdydz = C\]\]\] f(x,y,z)dxdydz
v v
bo'ladi.
3) Agarf(x,y,z) vag(x,y,z) funksiyalar Kda integrallanuvchi bo'lsa,

f(x,y,z)xg(x,y,z), f(x,y,z) g(x,y,z) funksiyalar integralla-
nuvchi va

\]\]\] |f(x,y,z)ig(x,y,z)\dxdydz —
y
=W tx.y.2)axdydz T It (x.y, 2)dxdydz
\% Vv

bo'ladi.
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4) Agar f(x,y,z) funksiya V to'plamda integrallanuvchi bo‘lib,
\/(x,y,z)eV da f(x,y,z) >0 bo‘lsa,

\]\]\]f(x,y,z)dxdydz > 0

bo‘ladi.
5) Agar f{x,y,z) funksiya Kto‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda \f(x,y,z)\ funksiya ham Kda integrallanuvchi va

\]\]»]fix, y,z) dxdydz <JJJ [f(x,y,z)\dxdydz
\ \%
bo'ladi.
6) Agarf(x,y,z) funksiya Vto'plamda integrallanuvchi bo'lsa, u
holda shunday a son (m <a < M) topiladiki, bunda

USA* y,z)dxdxydz =a\yV (V(x,y,z)e V:m<f(x,y,z)<M)
v
bo'ladi (o‘rta giymat haqidagi teorema).
5°. Uch karrali integrallami hisoblash. Uch karrali integrallami
hisoblash formulalari integrallash to'plamining ko'rinishiga garab
turlicha bo‘ladi.
a) Aytaylik, f(x,y,z) funksiya /13 fazodagi to‘plam

Y={U,y,z)e R3:a<x <bh,c<y<d,p<z<q]
da (parallelepipedda) uzluksiz bo‘lsin. U holda quyidagicha bo‘ladi:

df g
Afix,y,z)dxdydz =le i\ fix,y,z)dz) dy dx. (2

b) Aytaylik, N3fazodagi Kto‘plam pastdan z =" (x,”), yuqo-
ridan z =W2(x,y) sirt (bunda D aR2to‘plam V jismning XOY
tekislikdagi proyeksiyasi) bilan chegaralangan bo‘lsin. Agar bu V da
f{x,y,z) uzluksiz, V\/, (x,jk) va JR2(x,>0 funksiyalar D da uzluksiz
bo‘lsa, u holda quyidagicha bo'ladi.:
(\2(j<>')

f{x,y,z)dz dxdy. (3)

jj\fix, y, z) dxdydz = \]\]
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d) Aytaylik, b) holdagi D to‘plam quyidagicha
D={(x,30 e R2:a <x<b, ® (X) <y <d2(x)}
bo‘lib, &, va g2 funksiyalar [a,b] da uzluksiz boisin. U holda
b @) 'Vl(j,y) '
Wtx.y.2)dxdydz =) <;J f(x,y, 2)dz) dy dx
v a (¥

boiadi.

1- misol. ushbu 3 = JU(x ty t 2)dxdydz integral hisoblansin,
y
bunda V = {(x,y,r) e/?3:0<x<Il, 0<j<3,0<z"2}.
< Yugoridagi (2) formuladan foydalanib berilgan integralni hi-
soblaymiz:

372 N 1 r z2 =
j [(x +y +2z)dz dy dx = ixz+yz+T dy dx-
0 ] 00 20

=) A2{x +y +\)dy dxm
0o

2- misol. ushbu JJJ 22dxdydz integral hisoblansin, bunda V
W
konus (z =\]x2 +y2)\a z = htekislik bilan chegaralangan to ‘plam.

< Vning XOY tekislikdagi proyeksiyasi

D ={(x,y)e R2: x2+y2<h2}
boiadi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

h \
I\m J z2dz dxdy=JJ dxdy

D2 ) P
Keyingi integralda
X =r QB

y =rsing
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almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

dty=j nir5. »

6°. Uch Kkarrali integrallarda o°‘zgaruvchilarni almashtirish.
Avytaylik, f{x,y,z) funksiya Kc Ne to'plamda berilgan va uzluksiz
bo'lsin. Ushbu
X =¢(un,uw),
-y = il/(m,u,w),
z =x(u,v,w)

sistema Ac i?3 to'plamni Kto'plamga akslantirish bo'lib, bu akslan-
tirish 85- ma’ruzada keltirilgan 1—3- shartlarni bajarsin. U holda

\jjf{x,y,z)dzdydz =

y
=JJJ/ (pn, Vv,w),v (1, Vv, W), X(w,u,w))|/| dudvdw
il
bo'ladi, bunda

dx dx dx
du dv dw

J= dy_  dy
du dv dw
dz dz dz
du dv dw

bo'ladi.

Ko'p hollarda dekart koordinatalaridan silindrik hamda sferik koor-
dinatalarga o'tish bilan uch karrali integrallar hisoblanadi.

a) Dekart koordinatalari x, y, z dan silindrik koordinatalar p, ¢, z ga
o'tish

X =pcoBh, y=4pksing, z=z
(0O<p<+ 0<d<In, -°0<z <-H») formulalaryordamida amal-
ga oshiriladi (45- chizma).
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O<p<r, O0<@<2n, 0<0<n
bo‘ladi. Natijada berilgan integral

[ Tpu A
J =JJJ(x2+y2+22)dxdydz - Jp2p23in0<>t|o de dp
\ 0LoVO

ko‘rinishga keladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

r n(2n \ I K r
17717 bsin 0°p dQ dp- J J(pasin0+2n)dQ dp = 4nd prdp = "
0| 00 00

Demak, J = . >

7\ Uch karrali integrallarning ba’zi tatbiglari. Uch karrali integral
yordamida Ne fazodagijismlarning hajmini, massali jismning massasini,
og‘irlik markazini, inersiya momentlarini topish mumkin.

Mashgqlar

M y 2dxdydz

integral hisoblansin, bunda V- fazoda quyidagi
X2+y2=z22,z=1
sirtlar bilan chegaralangan jism (to‘plam).
2. Sferik koordinatalarga o‘tib, ushbu

1. Ushbu

JJJ yjx2 +y2 +z2dxdydz
integral hisoblansin, bunda V —fazoda

X2 +y2 =72
sirt bilan chegaralangan jism (to'plam).
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17-B O B
EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

88- ma’ruza
Egri chiziglar va ularning uzunliklari hagida

1°. Egri chiziq tushunchasi. Oliy matematikaning dastlabki gismini
o'rganish mobaynida o'quvchi egri chizig va uning tenglamalari,
egri chizigning uzunligi kabi ma’lumotlar, shuningdek, ba’zi egri
chizigning tasvirlari bilan tanishgan. Egri chizigli integrallar naza-
riyasida (shuningdek, keyinchalik o'rganiladigan kompleks analiz kursida)
egri chiziglarning muhimligini e’tiborga olib, ular hagida ba’zi ma’lu-
motlarni keltirish lozim topildi. Hozirgi zamon matematikasida egri
chiziq turlicha ta’riflangan bo‘lib, ular orasida Jordan tomonidan
keltirilgan ta’rif birmuncha tabiiyroq hisoblanadi. U egri chizigni
nugtaning uzluksiz harakati natijasida qoldirgan izi sifatida garagan.

x(t), y(t) funksiyalar [a,p] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo'l-
sin. Bu funksiyalardan tuzilgan ushbu

(D

sistemani qaraylik. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olib,
x vay larni shu tekislikdagi biror M nugtaning koordinatalari sifatida
garaymiz: M-M(x,y). Ravshanki, M nuqgta |a,p] dan olingan t ga
bog'lig. Ayni paytda, M nuqta argument t ning (1) akslantirishdagi
aksi (obrazi), ?ning o'zi bu akslantirishdagi M nugtaning asli (proob-
razi) bo'ladi. Shunday qilib, (1) akslantirish yordamida [a,p] seg-
menting aksi tekislikda ushbu

F={(x,y):x =x(0, Y=Y(0, te [ap]}

to'plamni hosil giladi. Bu I to'plamga tekislikdagi egri chiziq deyiladi.
Demak, egri chiziq [a,p] da uzluksiz bo'lgan 2 ta x{t), y(r) funksiyalar
yordamida ta’riflanar ekan. Odatda, egri chizigning bunday berilishi
uning parametrik ko'rinishda berilishi deyiladi. Bunda t —parametr.
Masalan:
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X

y

sistema tekislikda markazi koordinatalar boshida, radiusi r ga teng
bo'lgan aylanani ifodalaydi. Demak, (2) —aylananing parametrik
tenglamasi.

Ba’zi hollarda egri chizigning ta’rifini ifodalaydigan I to‘plam
murakkab bo‘lib, hatto u biz tasawur etadigan egri chizigga butunlay
o'xshamay qolishi mumkin. Masalan, Peano tomonidan [0,1| seg-
mentda uzluksiz bo'lgan shunday x(t), y(t) funksiyalar tuzilgan:
I to'plam uchlari (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), nuqtalarda bo‘lgan kvad-
ratdan iborat bo‘ladi. Boshgacha qilib aytganda, «Egri chizig» kvadrat-
ning har bir nugtasidan o'tadi. Bu «Egri chizig» shu bilan xarakter-
lanadiki, bunda parametrning cheksiz ko‘p turli giymatlarida x(t) va
y(0 funksiyalar bir xil giymatni gabul giladi.

r oSt

) O<t<2n,r >0) 2
rsint

Aytaylik, (3)

tenglamalar sitemasi biror egri chizigni aniglasin, bunda x(t), y(t)
funksiyalar [cx(3] da uzluksiz. Agar tx,t2 e la >Pl da tx ®t2 bo‘lganda
x(r,) = x(f2),  y(tx) = y(t2)
bo‘lsa, u holda egri chizigning (x(f, ),y (r,)) va (x(r2),y(t2)) nuqta-
lari uning karrali nuqtalari deyiladi (bu nuqtada egri chiziq o‘zini o‘zi
kesib o‘tadi). Karrali nugtalarga ega bo‘Imagan egri chizig sodda Jordan
egri chizig'i deyiladi. Bu holda t parametrning turli ix,t2 (I, ®t2)
giymatlariga mos keluvchi egri chizigning {x(t]),y(tx)), (x(t2),y(t2))
nuqtalari turlicha bo‘ladi. Masalan, [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan
y=1f(x) funksiya grafigi sodda Jordan egri chizig‘i bo'ladi. Haqgiqgatan

ham,

X =t,
y=f(t), (y=f(x)> a<x<b)
deyilsa, u holda turli7,, t2 (tx ¢ t2) uchun xx ®x2 (X, = tx,X2 - t2)

bo'lishi ravshan. Agar (3) sistema bilan aniglanadigan egri chiziqda
t parametrning turli tx,t2 (tx ®t2) giymatlariga mos keluvchi egri
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chizigning (x(f,),>-(/,)), (x(t2),y(t2)) nuqtalari ham turlicha boiib,

x(a) =x(P), .y(@) = yP)
boisa, egri chizig sodda yopiq egri chiziq deyiladi. Masalan, ushbu

(0O<t<2n, a>0, b>0)

sictema bilan aniqlangan egri chiziq (ellips) sodda yopiq egri chiziq
boiadi.
Biror sodda egri chiziq ushbu

tenglamalar sitemasi bilan aniglanadigan boisin. (x(a),j(a)) = A,
(x(P),j(P)) = B nuqgtalar bu egri chizigning mos rayishda boshi va
oxirgi nugtalari deyiladi. Bu holda egri chizigni AB yoy deb ham
yuritiladi.

Parametr te [a,p] ning tx,t2 (?, * t2) giymatlari tidhtrn < t2
boiganda egri chizigning (x(/2),y(t2)) nuqtasi (x(r,),X*i))
nugtadan keyin kelishi bilan AB yoyda yo'nalish o‘rnatiladi. Bunday
yo'nalish A dan Bga garab boiadi. Agar (3) sistemadagi

x=x(/), y=y)
funksiyalar [a,p] da uzluksiz x\t), y'(t) hosilalarga ega boiib,
x 1(t) +y'2(t) >0 boisa, (3) sistema aniglagan egri chiziq sillig egri
chiziq deyiladi. Agar AB egri chizig chekli sondagi sillig egri chizig-
lardan tashkil topgan boisa, uni bo'lakli silliq egri chiziq deyiladi.
Silliq egri chizig har bir nuqtasi urinmaga (chetki nuqtalarda bir
tomonli urinmalarga) ega boiadi. Boiakli sillig egri chiziglar esa

chekli sondagi nuqtalarda bir tomonli urinmalarga ega boiishi mum-
kin. Masalan

(0<t<2n)

ellips —sillig egri chizig, sinig chiziq esa boiakli sillig egri chiziq
boiadi.
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2°. Egri chizigning mavjudligi va uning uzunligi. Faraz qilaylik,
AB egri chiziq

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lsin, bunda A = (x(0.), y(0.)),
B = (x(P),y(I3)), [a,p] segmentning ixtiyoriy bo‘laklanishi
(0O=a’(n=P)
ni olamiz. P boiaklashning bo‘luvchi tk (k = 0,1,2,...,/?) nuqtalari
AB egri chizigda
Ak =(x(tk),y(tk))- (xk=0,1,2,3,...n, Ag=A 1, - 3)

nuqtalarni hosil giladi. Bu nuqtalami bir-biri bilan to‘g!ri chiziq
kesmalari yordamida birlashtirib, AB egri chizigga chizilgan siniqg
chizigni topamiz. Ravshanki, sinig chizig uzunlikka ega (odatda,
siniq chizig uzunligi uning periametri deyiladi). Uni L bilan belgilaylik.
Siniq chizigq perimetri L [a,(i] ning bo‘laklanishi P ga bog‘liq bo'ladi:
L = L(P). [a,p] segmentning barcha bo'laklashlari to'plami P={P}
ning har bir bo‘laklashiga nisbatan egri chizigqa sinig chiziq chiziladi.
Bunday siniq chiziglarning perimetrlari {L(P}} to'plamni hosil giladi.

1- tarif. Agar {L(P)\ to'plam chegaralangan bo'lsa, AB egri chi-
zig uzunlikka ega deyiladi. Agar {L(P)} to'plam chegaralanmagan
bo'lsa, AB egri chiziq uzunlikka ega emas deyiladi.

Endi egri chizigning uzunlikka ega bo'lishini ifodalaydigan teore-
malarni isbotsiz keltiramiz.

Aytaylik, AB egri chizig ushbu

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo'lsin. [o] segmentning ixtiyoriy
P={t0,tl,...tnl,t,,}, (0=ayt, =P)
bo'laklashini olib, quyidagi



yig‘indilarni tuzamiz. Ravshanki, bu yig‘indilar P bo‘laklashga bog*-
lig bo'ladi:
5, =St(P), S2=S2(P).

1- teorema. AB egri chiziqg uziinlikka ega bo'lishi uchun [a,[3]
segmentning barcha turli bo'laklashlari bo‘yicha tuzilgan {S*P), SZAP)}
to'plamlarning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Xususan, egri chiziq

y =f(x), (a<x<b) 4)
tenglama bilan aniglangan bo'lib, f(x) funksiya [a,b] segmentda
uzluksiz bo‘lsin. [a,b] segmentning ixtiyoriy

P ~ {*0>X\ >=>"n-i xn}> (Xq —a, xn = h)
bo‘laklashini olib, unga nisbhatan ushbu

w>) =HIl/<*bi>-/<**)]
*0

yig'indini hosil gilamiz.
2- teorema. (4) egri chiziq uzunlikka ega bo'lishi uchun \a,b\
segmentning barcha turli bo‘laklashlari bo‘yicha tuzilgan

5(7) =X [/(x,+])-/(x,)|
k=0

to'plamning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
1- misol. 1 Ushbu

X c 0 sagar 0<x <1
/00 = X

0, agar x =0

tenglamalar bilan aniglangan egri chizig uzunlikka ega emasligi isbot-
lansin.
4 Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo‘ladi. segmentining

P ={x0,xi...x,_1,X,}
bo‘laklashini olaylik, bunda

xg B ox—A - x =L xn—1
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bo'lsin. Ravshanki,
bO da /(xq)=/(0) =0,

un-A+1
4*0 da /(*,) =x,cosi = cos(n- K+ 1)H =

bo'lib,

n-A  n-k+\
bo‘ladi. Natijada

5= X U (NMi)-1(M) = (XY [+ [/(M) -1 (xi)l+ =+ 1(~)-1(vi)]
SN RISy
n n-1 A 2

bo‘lib, bundan S{P) >i+ +i +...+” bo‘lishligi kelib chigadi.

Keyingi tengsizlikdan esa S(P) ning chegaralanmaganligini topamiz. »
2- misol. Ushbu

X c0s-, agar 0<x <]
/(*) = X

0, agar x =0

tenglama bilan aniqlangan egri chizig uzunlikka ega bo‘lishi isbot-
lansin.

A Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo‘ladi. [0,1] segment-
ning ixtiyoriy

P~ {X0>*>emXn1> }
bo‘laklashini olib,

w ) =XMi)-/(x*)]
£0
yig‘indini garaymiz. Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

n
S(P) ="Z\f X kk)\(xk+I- x k).
k=0

Agar |I'(x)| = Pxcosts msin© <6, (0<x<1]
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bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi munosabatdan

5(P)<6]|>*+1-x*) =6
bl0
bo'lishi kelib chigadi. Demak, qaralayotgan egri chizig uzunlikka
ega. »
Eslatma. Egri chizigning uzunlikka ega bo'lishi va uning uzun-
ligini limit orqgali ta’riflash mumkin.
Aytaylik, ushbu

X =x(t),
y =y(0
tenglamalar sistemasi Jordan chizig'ining ifodasi bo'lsin, bunda x(t),

y{t) funksiyalar [a,(3] da uzluksiz.
fa,[3 segmentning

(a <*<P)

P = Jn}
bo'laklashini olib, so'ngra egri chizigning
(x(t0), y(tQ), (*(/.), y(tx)) ..., (x(tn), y(t.,))

nuqtalarini to'g'ri chiziqg kesmalari yordamida birlashtirib, egri chi-
ziqga chizilgan siniq chizigni hosil gilamiz. Uning perimetri

L = X yl\x(tk+) - x(tk)f +[y(tk+l) - y(tk)f
bl0
bo'ladi.
2- ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham shunday 8 > 0 son topilsaki,
diametri \ >b bo'lgan [a,|3] segmentning ixtiyoriy Pbo'laklashi uchun

\L(P) —j<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

Jim L(P) =1

bo'lsa, egri chiziq uzunlikka ega deyilib, lesa uning uzunligi deyiladi.

3°. Egri chiziq uzunligini hisoblash formulalari. 40- ma’ruzada
egri chizig uzunligini hisoblash formulalari bayon etilgan. Egri chiziqgli
integrallarda egri chizigning uzunligi muhimligini e’tiborga olib, tegishli
formulalarni keltiramiz.
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1) AB egri chizig y =/(x), (a <x <b) tenglama bilan berilgan
bo‘lib, /(x) funksiya [a b] da uzluksiz va uzluksiz/'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. U holda AB egri chizigning uzunligi quyidagiga teng bo‘ladi:

b
=71+ 1(x)dx.

a

2) AB egri chizig

y =y(0
tenglamalar sitemasi bilan aniglansin. Bunda x(t), y(t) funksiyalar
[a,(3] segmentda uzluksiz va uzluksiz x '(t), y \t) hosilalarga ega bo‘lib,

A =(x(a)y(a)), B =(x(li).y(P))
bo'lsin. U holda egri chizigning uzunligi

[ = Jyix 2¢t) +y'2(t)dt

bo‘ladi.
3) AB egri chizig qutb koordinatalar sistemasida
p=p(0), (a<0<P)
tenglama bilan aniglansin, bunda p(0) funksiya [a,p] segmentda uzluk-

siz va uzluksiz p'(0) hosilaga ega. U holda AB egri chizigning uzunligi
quyidagiga teng bo‘ladi:

[ =jVp'2(e) +P2(0)</0.

a

Mashqglar

TT : Vxcos-, agar 0<x<I| bo‘lsa,
1. USHJU I(x) = x &
0 , agar x =0 bo‘lsa

tenglamalar bilan aniglangan egri chizigning uzunlikka ega emasligi
isbotlansin.
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2.Agar AB yoy /uzunlikka ega bo‘lib,

AB = AA\+ A\Aj + ... + AnfB
boisa, u holda
S\N2 i-m4-iB
yoylar ham /,, ..., In, uzunliklarga ega va
[=1+12+... +/,]
boiishi isbotlansin (additivlik xossasi).

89- ma’ruza
Birinchi tur egri chizigli integrallar

Maiumki, integral matematik analizning muhim tushunchalaridan
hisoblanadi. Uning umumlashtirishlaridan biri - ma’ruzalarda bayon
etilgan ikki o‘zgaruvchili funksiyaning tekislikdagi to'plam bo‘yicha
ikki karrali integralidir. Ayni paytda, ikki o‘zgaruvchili funksiya
integralini boshgacha umumlashtirish (bu konkret amaliy masalalarni
hal gilishda zarur ekanligidan kelib chiggan) ham mumkin. Quyida
keltiriladigan egri chizigli integral shular jumlasidandir.

1°. Birinchi tur egri chizigli integral tushunchasi. Tekislikda sodda

uzunlikka ega boigan AB egri chizigni garaylik (47- chizma).
Bu egri chiziqgda A dan B ga garab yo'nalishni musbat yo'nalish
deb, uning
Aft, A\, ..., AnA,An (Aq =A, An = B)
nugtalar yordamida hosil gilingan
P —{-434 421 4t
boiaklashini olamiz. Natijada AB
egri chizig
44+1 (&=0,1,2,..../»-1)
boiakchalarga ajraladi. Uning uzun-
ligini ASk (* =0,1,2,...,/»-1) de-
yilsa, P boiaklashning diametri
= mEX{AS"} boiadi.
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Aytaylik, bu AB egri chizigdaf(x,y) funksiya aniglangan bo'lsin
((xj)e AB). Har bir AkAkH da ixtiyoriy (£*,riA) nuqgtani oiib, so'ngra

bu nuqtadagi f(x,y) funksiyaning giymati /((E* ,1*)) ni ASk ga
ko'pavtirib ushbu

k=0
yig‘indini hosil gilamiz.
Ta'rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 son topilsaki,
AB egri chizigning diametri Xr >0 bo'lgan har ganday P bo‘laklash

uchun tuzilgan a yig‘indi ixtiyoriy (“k,r\k)e AkAkH nuqtalarda
lc-/] <e
tengsizlikni bajarsa,/(x,y) funksiya AB egri chizig bo‘yicha integral-
lanuvchi deyilib, J son esaf(x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo'yicha
birinchi tur egri chizigli integrali deyiladi. U
J f(x,y)ds

AB
kabi belgilanadi. Demak,

\]/ (x,y)ds = lim £ / k) ASK .
ab *=<>
Keltirilgan ta’rifdan ko'rinadiki, f(x,y) funksiyaning birinchi tur
egri chiziqgli integrali AB egri chizigning yo‘nalishiga bog‘lig bo‘Imaydi:

J f(x,y)ds = \] f{x,y)ds.
AB BA
2°. Birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Birinchi tur egri chizigli integral ta’rifidan ko'rinadiki, u berilgan
f(x,y) funksiya va AB egri chiziqga bog‘lig bo‘ladi.
Faraz gilaylik, AB sodda silliq egri chizig ushbu



tenglamalar sitemasi bilan aniglangan va
A = (x(oc),.y(P)), B = (x(P),.y(P))
bo‘lsin. Shu egri chiziqda f(x,y) funksiya berilgan.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
birinchi tur egri chizigli integral

J f(x,y)ds
AB
mavjud bo‘lib, quyidagi tenglik o'rinli bo‘ladi:
P
J f{x,y)ds =J3/(x(0,y(OW*'a(0 +y'2(t)dt.
AB
® [a,p] segmentning
P —{r0>M»—>"i-1> } (/o = OC = P)
boiaklashi AB egri chizigda

4 ={x(tk),y(tk)), (k=0,1,2,...,n)
nugtalarni hosil gilib, u 0‘z navbatida egri chizigning

Nz (4o >ib (4241 g,
bo'laklashini yuzaga keltiradi. Bu boiaklashga nisbatan quyidagi

n\

k=0 0

yig‘indini tuzamiz. Bunda (*,T]t)e 4 4 4> esa 44+1 egri
chizig uzunligi. Ma’lumki,

i
ASk = J JIx'2(t) +y2(t)dt
h
bo‘ladi. 0 ‘rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib topamiz:

ASk =\jx'2 (QK) +y'2 (0 )Atk
(tk < Qk < tk+, Atk =tk —k).
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Endi A =x(0*), uk =Y(%)
deb garaymiz. Ravshanki, (;*,r\k)e AkKAkH . Modomiki,/(x,y) funk-
siya AB egri chizigda berilgan ekan, u holda f(x,y) - f(x(t), y{t))
bo'ladi. Natijada (1) yig'indi ushbu

a =X f(x(Qk),y(Bk))JIx'2(0*) +y'2(0* )Atk 2
*0
ko'rinishga keladi.
x(f), y(t) funksiyalar [a,p] da uzluksiz bo'lganligi sababli

max {A?*}-» 0 da Xp =max {AS*}-» 0O
bo'ladi. Yana

FOx(t), y(0)yix\t) +y'2(t)

funksiya [a,p] da uzluksiz bo'lganligi uchun u [a,p| da integralla-
nuvchi bo'ladi.
(2) tenglikda limitga o'tib topamiz:

Jima = lim 3T (x(0%),y (0%))Ix'2(0*) +y'2(0% JAtk =
P
=3 7(*(), y®))ylx'2(0%) +/ 2(0* )dt.
a

Demak, J f(x, y)ds = jf(x(t), y(0)sIx'2(t) +y'2(0)dt.  (3)

AB “

Bu teorema birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini
ifodalash bilan birga uni hisoblash imkonini ham beradi.

1- natija. Aytaylik, AB egri chizig y =y(x) (a <x <b) teng-
lama bilan aniglangan bo'lib, y(x) funksiya fa,b] da uzluksiz hamda
uzluksiz y'(x) hosilaga ega bo'lsin (y(a) = A, y(b) =B).

Agar f(x,y) funksiya esa shu AB egri chizigda uzluksiz bo'lsa,

| f(x,y)ds birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo'lib,
AB
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b
Jfoy)ds =jf(x,y (x)yl1+y2(x)dx 4)
AB a
bo‘ladi. A
2- natija. Aytaylik, AB egri chizig qutb koordinatalari sistema-
sida
p=p(0), (a<0<P
tenglama bilan aniglangan bo‘lsin, bunda p = p(0) funksiya [a,3]

segmentda uzluksiz va uzluksiz p' hosilaga ega. Bu egri chiziqda
/ (x,y) funksiya anigqlangan va uzluksiz. U holda

J f(x,y)ds
AB

birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo‘lib,

P
J f(x,y)ds =J/(p cos0,psin 9)VP2 +p'270 (5)
AB
bo‘ladi.
1- misol. Ushbu J = f ds
Iy
AB

integral hisoblansin, bunda AB egri chizig - yl = 2x parabolaning
(1,V2), (2,2) nugtalari orasidagi gismi.
w (4) formuladan foydalanib topamiz:

2 I /i
J = [~0=\1 +{yf2x) dx,
Fi o2

IR _Axldx-ujuudx =bJs-w . 4
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2- misol. Ushbu

interal hisoblansin, bunda C - markazi 0,0) nuqtada, radiusi a ga
teng boigan aylana.

*4 Maiumki, bu aylananing tenglamasi qutb koordinatalar siste-
masida

ko‘rinishda boiadi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
K K

2
3°. Birinchi tur egri chizigli integrallaming ba’zi tatbiglari. Birinchi
tur egri chizigli integrallar yordamida egri chizigning uzunligini, jism-
ning massasini, ogirlik markazini, inersiya momentlarini topish kabi
masalalar hal etiladi.
1 Tekislikda uzunlikka ega boigan AB egri chizigning uzunligi ushbu

(6)

integral yordamida topiladi. w

2. Tekislikda uzunlikka ega boigan AB egri chiziq bo'yicha
massa targatilgan boiib, uning zichligi p = p(x,.y) boisin. Bu egri
chizigning massasi ushbu

AB
integral yordamida, ogirlik markazining koordinatalari esa
*0 = m jf xp(x,y)ds, y0= nl jf €))
AB AB

integrallar yordamida topiladi.
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3. Tekislikda uzunlikka ega bo'lgan AB egri chizigning OX v
OKkoordinata o'glariga nishatan statik momentlari ushbu

sx = J yds, Sy = J xds

AB AB

formula bilan, shu o'glarga nisbatan inersiya momentlari esa quyidagi

b= y2ds, Jy = J x2ds (10)

inegrallar yordamida topiladi.
3- misol. Ushbu

[*(/) =ocos’ (, (Os, s2n)
[y(0 =asin t

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadigan AB egri chizig (astroida)
ning uzunligi topilsin.

w Astroida koordinatalari o'qlariga nisbatan simmetrik bo'lishini
e’tiborga olib, (6) formuladan foydalanib topamiz:

n n
2 2
S - J ds=4Jyjx'2(t) +y'2(t)dt  7(-3ocos2tsint)2 + (3asin21cos t)2dt

AB 0 0

=41iJ-j-sin22tdt =6aj sin 2tdt =6a . »
0 0
4 -misol. Chizig'ining zichligi p(x,y) =1y bo'lgan AB massali
egri chiziq —y2-2px, jo<jc<yj parabolaning massasi hamda
og'irlik markazi topilsin.
ml (7) formulaga ko'ra parabolaning massasi



boiadi. Endi birinchi tur egri chizigli integralni (4) formulaga ko‘ra
aniq integralga keltirib hisoblaymiz:

m=J\W]I +2rdy =2-\yjpl +y2dy =*-\yjp2 +y2d(p2 +y2) =
% V P p{ P\

= -p{\(p2+y2)2\3[,\:3\ p2(2j2-1).
Qaralayotgan massali parabola ogirlik markazining koordinata-

larini (8) formuladan foydalanib topamiz:

x0 =i \x\y\ds=1t\y " p 2+y2dy,

AB
y2=u, du =2ydy

J Y3yjp2 + Y2dy =
Y\jp2+y2dy =dv, v=-(p2+y2)2

=\y2(P2+y2) -jj2Y(P2+¥Y2)"y =l £ -1-1{p2+y2y

2ps(IwW2)

15
12p3(V2+l) _ 3 1 2p5(V2+l) _ p3(3j2+5)
m 15 2 p2(2%2-) 15 3
Xuddi shunga o ‘xshash

Demak, x0 =

Yo = Wg Y\y\ds = 3(2’2‘0—- (372 +In(l +V2))
AB
boiishi topiladi.
5- misol. Ushbu C aylana (x2 +y2 - a2) ning uning diametriga
nisbatan inersiya momenti topilsin.
A Berilgan aylananing parametrik tenglamasi
X = acost,

(0 </ <2n)
y - asmt
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bo'ladi. Aylana diametrini OX o0°‘gqga joylashtirib, so‘ngra (10) for-
muladan foydalanib topamiz:

= y2ds = J a2sin2/ + yj(acost)'2 +(asin t)'2dt =
c 0

Zﬂ .
=03J 8In2 tat —NA3. »
0

Eslatma. Aytaylik, AB egri chiziq fazoviy egri chizig bo‘lib,
bu chiziqdaf(x,y,z) funksiya berilgan bo'lsin. Yuqoridagidek,/ (x,y,z)

funksiyaning AB egri chiziq bo‘yicha birinchi tur egri chizigli integral
tushunchasi Kkiritiladi va o ‘rganiladi.

Mashqglar

1. Ushbu y - 1- Incosx, M <x < tenglama bilan berilgat

egri chizigning uzunligi topilsin.

2. Zichligi p(x,y) =§)’ bo‘lgan ushbu y ==(k° +e @) zanjir

chizigning massasi topilsin.

90- ma’ruza
Ikkinchi tur egri chizigli integrallar

1°. Ikkinchi tur egri chizigli integral tushunchasi. Tekislikda
(sodda) uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizigni garaylik (48- chizma).
Bu egri chizigning biror
P —{ A >Aj,A2,..., An}, (Ag—A, An=B)
bo‘laklashini olamiz. Natijada AB egri chiziq
44i. (k=0,1,2,...,.u-1)
bo'lakchalarga ajraladi. AKAkH{ ning OXva OKkoordinatalar o'qlari-



I Ax |
0 xk  xkH

48- chizma.

dagi proyeksiyalari mos ravishda Ox* va fyk bo'lsin:
Plox AAbl =Axk, Proy AKAbl =& (kK =0,1,2,..., 1 -1).

Aytaylik, AB egri chiziqdaf(x,y) funksiya berilgan bo'lsin. Har
bir AKAKH da ixtiyoriy (£*,r\k) nugtalarni olib, so'ngra bu nugtadagi

funksiyaning/(i;*,r|*) giymatini Ox* va [Oy* larga Ko'paytirib, quyi-
dagi

[7-1 [7-1
a=X fAK JIFAXS, @=X /[(E*,T*)0y*
/6D /6D

yig'indilarni hosil gilamiz. Bu yig'indilar /(x,y) funksiyaga bog'liq
bo'lishi bilan birga AB egri chizigni bo'laklashga hamda har bir

44 +i da olingan (“*,r|*) nugtalarga bog'liq bo'ladi.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday 8> 0 son topilsaki,

AB egri chizigning diametri Xp< 8 bo'lgan har ganday P bo'laklash
uchun tuzilgan tf,~) yig'indi ixtiyoriy (E* ,t|* )e AKAkH nuqtalarda
M- N<e, (|a2- Y21<e)

tengsizlik bajarilsa,/(x,y) funksiya AB egri chizig bo'yicha integral-

lanuvchi, ¥, son (¥2son) esa f{x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri
chizigli integrali deyiladi. Uni

332



Jioayydx, (3 f0ay)dy)
AB AB
kabi belgilanadi. Demalk,

n-1

[f(x,y)dx = lim Y f(?,ky\k)Axk,

n1
(J f(x,y)dy = lim £/($*, iu)Ava)-

AB

Keltirilgan ta’rifdan quyidagi xulosalar kelib chigadi:
1) f(x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo'yicha ikkinchi tur egri
chizigli integrali ikkita bo‘ladi:
Jiayydx, | f(xy)dy
AB AB

Aytaylik, AB egri chiziqgda P{x,y) va Q{x,y) funksiyalar berilgan

bo‘lib, J P{x,y)dx, J Q(x,y)dy lar esa ularning ikkinchi tur
AB AB
egri chizigli integrallari bo'lsin. Ushbu

J P{x,y)dx + J Q(x,y)dy
AB AB

yig'indi ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy ko'rinishi
deyiladi va

J Py)dx +Q(x,y)dy
AB

kabi belgilanadi:

J P(x,y)dx +Q(x,y)dy = \] P(x,y)dx +J Q(x,y)dy .

AB AB AB
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2) fix,y) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari AB
egri chizigning yo‘nalishiga bog'lig bo'lib,

Jix,y)dx =- J f(x,y)dx,  Jfx,y)dy =-J f(x,y)dy
BA AB BA AB
bo'ladi. A
3) Agar AB egri chizig O Xkoordinata o'giga (OKkordinata o'gi-
ga) perpendikular bo'lgan to'g'ri chizig kesmasidan iborat bo'lsa,

vx,y)dy =0, (Jxy)dy =04
BA AB
bo'ladi. w

Aytaylik, K= AB sodda yopiq egri chizig bo'lsin. Bu holda Ava
B nuqtalar ustma-ust tushadi (49- chizma).

Yopiq egri chizig K da chizmada ko'rsatilganidek ikki yo'nalish
bo'lib, ulardan biri musbat, ikkinchisi esa manfiy bo'ladi.

Agar kuzatuvchi K chiziq bo'yicha harakatlanganda A'bilan che-
garalangan to'plam har doim chap tomonda qolsa, bunday yo'nalish
musbat bo'ladi, aks holda esa manfiy bo'ladi.

Shu K egri chizigda f(x,y) funksiya berilgan bo'lsin. K chizigda
ixtiyoriy ikki A va B nugtalarni olaylik. Bu nugtalar K egri chizigni
ikkita AnB va BmA egri chiziglarga ajratadi.

Faraz gilaylik, quyidagi

Jtx,y)dx,  Jf(x,y)dx

AnB BmA

integrallar mavjud bo'lsin. Ushbu

J f(x,y)dx + J f(x,y)dx

AnB BmA
yig'indif(x,y) funksiyaning A"yopiq
egri chizig bo'yicha ikkinchi tur
egri chizigli integrali deyiladi. Uni

Jf(x,y)dx yoki j>f(x,y)dx
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kabi belgilanadi. Bu holda K yopiq chizigning musbat yo‘nalishi
olinadi. Demak,
Ji(x,y)ydx= J f(x,y)dx + J f(x,y)dx.

A AnB BmA
Xuddi shunga o'xshash

\] f(x,y)dx
K
hamda umumiy holda

JP(xy)dx +Q(x.y)dy
K
integrallar ta’riflanadi.

Aytaylik, AB fazodagi sodda uzunlikka ega bo'lgan egri chiziq
bo‘lib, bu egri chizigda/(x,.y,z) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqoridagi-
dek,f{x,y,z) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari ta’rif-
lanadi va ular quyidagicha belgilanadi:

Jf(x,y,z)dx, Jf(x,y,z)dy, Jf(x,y,z)dz,

AB AB AB
J P(x,y,z)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz.
AB
2°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Faraz gilaylik, AB egri chiziq ushbu

(.« «B 0)
y =y(t)

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lib, x = x(t) funksiya [a,|3] da
uzluksiz, x'(t) hosilaga ega, y(t) funksiya esa [a,(3] da uzluksiz hamda

A =(x(a),y(a)), B=(x(p).y(P))
bo‘lsin. t parametr a dan p ga garab o‘zgarganda AB egri chizigning
(x,y) = (x(0,j>(0) nu<ltasi J1 dan B ga garab AB ni chizib borsin.
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1- teorema. Agarf(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u holda
ikkinchi tur egri chizigli integral
Jf(x,y)dx
AB
mavjud bo'lib, u quyidagiga teng:

P
J £(x,y)dx 2\ f(x(t),y(1))x\t)dt (2)

AB
< [a,(3] segmentning
P ={t0,tl,....,tnl,t,,}, (t0=a,tn=p)

bo'laklashi AB egri chizigda
A =(x(tk),y(tk)), (k=0,1,2,3,...,n)
nuqtalarni hosil gilib, ular 0‘z navbatida AB egri chizigning
p (4) =A A, =B)
bo'laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo'laklashga nisbatan quyidagi

n-1

k=0
yig'indini tuzamiz. Bunda Axk migdor AKAkH ning OX o'gidagi
proyeksiyasi bo'lib,
Axk =x(tk+H)-x (tk)
bo'ladi. Ayni paytda,

f(bk,T\k) = f(xM>y(*k))> (xk e [(k>+1])
tenglikka ega bo'lamiz. Endi

AXF = ] x\t)dt
X
bo'lishini e’tiborga olib, (3) tenglikni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:
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n-\ *k+l n-\ A

G =AF(x(TK)YTK) I x'(0 0 =X I F(x(TK),y("ck))x"(t)dt.

k=0 k.0
Ravshanki, ushbu
P
N =\ F(x(t),y(t))x'(t)dt

a

integral mavjud, uni quyidagicha

_p
VA -g \] f(x(t),y(t))x'(t)dt
* Kk
deb yozib, so‘ngra

n-l w+1

a-~J\=Z ) \-F{x{xk ), y{xk)) - F(x{t),y(1)))x (t)dt
*:O ,

ayirmani garaymiz.

f(x(t), y(t)) funksiya [a,p] da uzluksiz. U holda Ve >0 olinganda
ham shunday 8 > 0 topiladiki, bunda barcha Atk = tkH - tk lar 8 dan
kichik boiganda f(x(t),y(t)) funksiyaning tebranishi e dan Kichik
bo‘ladi. x\t) funksiya esa [a,p] da uzluksiz, demak, chegaralangan:

[x'(0] < M .

Shunday qilib,

la, - ¥, |<ell/(P- a)
boiadi. Keyingi munosabatdan

)lim Dtfi =N\

boiishi kelib chigadi. Bu tenglik integralning mavjudligi va (2) teng-
likning o‘rinli boiishini isbotlaydi. »

Aytaylik, (1) sistemadagi x{t), y(t) funksiyalar [a,(3] da uzluksiz
boiib, y(t) funksiya esa uzluksiz y ’{t) hosilaga ega boisin.

2- teorema. Agar/(x,”) funksiya AB da uzluksiz boisa, u holda
ikkinchi tur egri chizigli integral
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| f(x,y)dx
AB
mavjud bo'lib, gjuyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:
P
Jieeyydy =1y @)y (mat. @
AB
Aytaylik, (1) sistemadagi x{t), >(/) funksiyalar [a,p] da uzluksiz
x\t), y\t) hosilalarga ega bo‘Isin.

3- teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar AB da uzluksiz
bo‘lsa, u holda egri chizigli integral

J P(x,y)dx +Q(x,y)dy
AB
mavjud bo‘lib,

J P(y)dx +Q(x,y)dy =

AB
P

= [P(x(0),y()x\1) +Q(x(1),y (1)yV)Vt ©)

bo‘ladi.

Bu teoremalar yugoridagi 1- teorema kabi isbotlanadi. Keltirilgan
teoremalar ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini isbotlash
bilan birga ulaming aniq integrallarga (Riman integrallariga) kelishini
ifodalaydi. Binobarin, egri chizigli integrallami hisoblash imkonini
beradi. Egri chizigli integrallar (2),(4) va (5) formulalar yordamida
hisoblanadi.

Agar AMI/3 egri chizig ushbu
y =y(x), (@a<x <b); x =x(y), (c<y <d)
tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda egri chizigli integrallar
birmuncha sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi. Aytaylik, AB egri chiziq

y =y(x), (@a<x <b)
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tenglama bilan berilgan bo'lib, >(X) funksiya [a,b] da uzluksiz y'(x)
hosilaga ega bo'lsin. U holda (2) va (5) formulalar quyidagi

h
Jf0x,y)dx =j f(x,y(x))dx, (6)
AB a

b
J POy)dx +Q(x,y)dy =A[P(x,y(x) +Q(x,y(x))y\x)1dx (7)
AB a
ko'rinishga keladi. Aytaylik, AB egri chiziq
X =x(y), (c<y<d)
tenglama bilan berilgan bo'lib, x = x>) funksiya [c,d\ da uzluksiz
x'(j) hosilaga ega bo'lsin. U holda (4) va (5) formulalar quyidagi
d
Vioayydy =1 #ixgy).ydy | ®)
AB c
d
J Pey)dx +QUuy)dy =[P (x(v).y)x\y) +Qx(y).»1dy (9]
AB c
ko'rinishga keladi.

1- misol. Ushbu
/= d (x2-y2)dx, J2=1 (x2-y2)dy
AB AB

integrallar hisoblansin. Bunda AB egri chiziq y = x2 parabolaning
absissalari x =0, x =2 bo'lgan nuqtalari orgasidagi gismi.

A AB egri chiziq y = x2tenglama bilan aniglanishini e’tiborga
olib, ¥, integralni hisoblashda (6) formuladan foydalanamiz:

2
I, = | (x2-y2)dx =] (x2- x4)dx = -
ab 0
J2 integralda integrallash egri chizig'i x2 =y bo'lib, (8) formula-

ga ko'ra quyidagi natijani olamiz:
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2- misol. Ushbu J y2dx + x2dy

AB

— 2 2
integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq — +'—=\ ellipsning
a b2

yuqori yarim tekislikdagi gismi.
< Bu ellipsning parametrik tenglamasi

jx =acost,

[> = bsint
bo'ladi. A = (a,0) nugtaga parametrning t = 0 giymati, B=(-a,0)
nugtaga esa t = n giymati mos kelib, t parametr 0 dan n gacha
0‘zgarganda (xj>) nuqta A dan B ga qarab ellipsning yugori yarim
tekislikdagi gismini chizadi. Ravshanki,

P{x,y) =y2, 0(x,y) =x2

funksiyalar AB da uzluksiz. Berilgan integralni (5) formuladan foy-
dalanib hisoblaymiz:

J y2dx +x2dy = \][625in2f(—osin0 + fl2cos2 thcost]dt =

ab 0

= abJ (acos31- bsin3t)dt =- j ab2. A
0

3- misol. Ushbu 2xydx - x 2dy
K

integral hisoblansin, bunda K - yopiq chizigning 0(0,0) va >4(2,1)
nugtalarini birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi hamda y2 =~x
parabola yoyidan tashkil topgan yopiq egri chizig (50- chizma).

340



50- chizma.

Ravshanki,

Ixydx - x2dy = | 2xydx +x2dy + J 2xydx + x 2dy.
OA AO

OA kesmada x = 2y boiib, (9) formulaga ko‘ra
I
| 2xydx +x2dy = J[2 e2y2 @ - 4y2]dy = "
04 0
natijaga ega boiamiz.
0/1 yoyda x = 2y2boiib, yana (9) formulaga ko'ra

\] 2xydx +x2dy = \] [2 e2y2e>e4 o>~ 4yA]dy - - —~

/10 o
boiadi. Demak, <d)2xydx+x2dy =| -y =-jN

3°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning ba’zi tatbiglari. Ikkinchi
tur egri chizigli integrallar yordamida tekis shaklning yuzi, kuch
ta’sirida boigan maydonda bajarilgan ish topiladi hamda boshga turli
fizik va mexanik masalalar hal etiladi. Tekislikda biror yuzaga ega
boigan D shakl berilgan boiib, uning chegarasi to‘g‘rilanuvchi yopiq
dD chizigdan iborat boisin. Bu shaklning yuzi ushbu

\xD= [ xdy, \iD=- [ ydx, f xdy - ydx  (10)
3D 3D 3D
formulalar yordamida topiladi.
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Aytaylik, uzunlikka ega bo'lgan AB egri chiziq berilgan bo‘lib,
uning har bir (x,y) nuqtasi ushbu
F(x,y) = P(x,y)i +Q(x,y)]

kuch ta’sirida bo‘lsin. U holda A nugtani B nugtaga o ‘tkazishda
bajarilgan ish quyidagicha hisoblanadi:

W = \] P(x,y)dx +Q(x,y)dy. (11)
AB
4- misol. Ushbu lx = acos?, (0 <t <2n)

[y = bsint

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
4 Bu shaklning yuzi (10) formulaga ko‘ra

\iD =" (j) xdy - ydx
S

bo‘ladi. Egri chizigli integralni hisoblaymiz:

\iD = -lah(a cost -bcost + bsin/easint)dt =
0

= -lab\] (cos2t +sin2t)dt =nab. »
0
5- misol. AB egri chizigy = x3chizigning (0,0) va (1,1) nugtalari
orasidagi gismi bo'lib, uning har bir nuqtasi

F(x,y) =4xbi +xy]
kuch ta’sirida bo‘lsin. Bu kuch ta’sirida bajarilgan ish topilsin.
4 lzlanayotganishni(l I)formuladan foydalanib topamiz. Buholda
P(x,y) =4x6, Q(x,y) =xy

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda bajarilgan ish
[

W = | Axbdx +xydy = \] (4x6 + x *x3 *3x2)dx :1
ab 0

bo‘ladi. »
342



Mashqglar

1. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar ham aniq integral xossalari

kabi xossalarga ega. Bu xossalar keltirilsin va ular isbotlansin.
2. Birinchi va ikkinchi tur egri chizigli integrallar ushbu

Jf(x,y)dy =j f(x,y)cos$ds,

[ f(x,y)dx= | f(x,y)cosads,

AB AB AB AB

J P(x,y)dx +Q(x,y)dy = \] [/,(x,y)cosa +0(x,y)cosp)”
AB AB

bog‘lanishda bo'lishi isbotlansin, bunda a va 3- mos ravishda OX
va OKo'glar bilan urinmaning yoy o'sishi tomoniga garab yo'nalishlari

orasidagi burchaklar.
J (2a-y)dx +xdy

AB

integral hisoblansin, bunda AB yopiq chizig quyidagi

3. Ushbu

x =a(t - sin/), 0<f< 2n)q
y - af\ - cost)
sikloidadan iborat.
4. Ushbu S]) L (dx +dy)
M+M
integral hisoblansin, bunda K yopiq chizigq uchlari
A=(,0), B=(0,1), C=(-1,0), =(0,-1)
nuqtalarda bo'lgan kvadratdan iborat.

91- ma’ruza
Grin formulasi va uning tatbiqlari

1°. Grin formulasi. Tekislikda ushbu
Y—NU), ¥Y=Y2(*)> (a<x <b, y, (x) <y2(x))

hamda



X=a X=Db
chiziglar bilan chegaralangan Dx to‘pamni olaylik, bunda _y,(x) va
v2(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz (51-chizma).
Ravshanki, 2), ning chegarasi (konturi) cll, quyidagi I, II, 1lI,
IV chiziglarga ajraladi (bunda 1l va IV chiziglar nugtalarga aylanishi
mumKkin).
Aytaylik, D - Dxu 3[, da P(x,y) funksiya uzluksiz boiib, u

. dPg\x,y) . . .
uzluksiz —”™ — xususiy hosilaga ega boisin. Ushbu

Jp (x,y)dx
a,

egri chizigli integralni garaymiz. Uni quyidagicha

J P{x,y)dx= fP{x,y)dx + [ P{x,y)dx+ [ P(x,y)dx+ fP{x,y)dx
il [ 1 i v

ko'rinishda yozib olamiz. Il va IV chiziglar OXo‘gqa petenolkular
boiganligi sababli

J P(x,y)dx = P(x,y)dx =(
n v
boiib,
\] P(x,y)dx= \p{x,y)dx+ [ P{x,y)dx
L, / 1l

boiadi. Endi
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D

JP(x,y)dx + J P(x,y)dx =jn P(x,y}x))dx +j P(x,y2(x))dx =

| 11 a a
b b
=) [P(x, yi)-P (x,y2)]dx =+ P(x, y)£* rfx =
_J J3/>3(\)/(3/) = JJ 37>(X’Y)—dxdy
A

bo'lishini e’tiborga olsak, 11 holda

\] P{x,y)dx - » bP"K}y) dxdy (1)
30, A
tenglikka ega bo‘lamiz.

Faraz qgilaylik, tekislikdagi G to‘pam shunday bo‘Isinki, uni vertikal
chiziglar yordamida yuqoridagi D{kabi Gk (k = 1,2,3,...) larga ajratish
mumkin bo'lsin (52- chizma).

Bunday to‘pam uchun ham (1) formula o‘rinli bo'ladi:

J P(x,y)dx =X J P{x,y)dx =
a7
n(

k=]{ Gk ) G

Endi tekislikda ushbu

X =*(>>), x =x2(y), (c<y<d)

hamda y =¢, y=d
chiziglar bilan chegaralangan D2to‘pamni olaylik, bunda x,(y), x2(y)
funksiyalar [c,d\ da uzluksiz (53- chizma).

Ravshanki, D2 ning chegarasi (konturi) dD2 quyidagi 1, I, IlI,
IV chiziglarga ajraladi (bunda Il va IV chiziglar nugtalarga aylanishi
mumkin).

Faraz gilaylik, B2 - D2 kj dD2 da Q(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lib,

u uzluksiz xususiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbu
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53- chizma.
] Qxy)dy
3
egri chizigli integralni garaymiz. Uni quyidagicha

ach Qxy)dy ﬁwawaIIxWiJanW\JN Qxy)dy
ko'rinishda yozib olamiz. Il va 1V chiziglar OYo‘gqga perpendikular
bo'lganligi sababli

I Qxy)dy = Qxy)dy=1
bo'lib, J'Q[><,y)0V=jQ(x,y)dy+lan[x,y)0V
2

ga ega bo'lamiz. Endi

I Qxy)dy+ I Qxy)dy = QR )y)y +

11 c

AQDAY).y)dy =NQXy)-Qpey)ldy -

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:



l Qxy)dy =
& 2
W x,y)
_q I dxdy.
2
Avytaylik, tekislikdagi Fto'p-
lam shunday boisaki, uni go-
rizontal chiziglar yordamida
yuqoridagi D2 kabi Fk (£=1,
2,3,...)larga ajratish mumkin
bo‘lsin (54- chizma).
Bunday to'plam uchun ham
(2) formula o‘rinli boiadi:

jQ(x,y)4> =+8Qb,y)d,

dF k=1 L =l KX ) G X
Faraz gilaylik, tekiclikdagi D to'plam yugoridagi Dx va D2 lar

Xususiyatiga ega boiib, unda P(x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz va

dP ’ d ! H H - -
f;;, ) , Qg)(( V) xususiy hosilalarga ega boisin. U holda

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uchun bir yoia (1) va (2) formulalar
o‘rinli boiadi. Ularni hadlab qo'shib topamiz:

uzluksiz

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy = ~ dPfyry "dxdy. (3)
30
Bu Grin formulasi deyiladi. Demak, Grin formulasi to'plam
bo‘yicha olingan ikki karrali integral bilan shu to‘plam chegarasi
bo‘yicha olingan egri chizigli integralning bogianishini ifodalaydi.
2°. Grin formulasining ba’zi bir tatbiglari. Aytaylik, yuqorida
keltirilgan bir bogiamli Z)to‘plamda P{x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz
va uzluksiz xususiy hosilalarga ega boisin. U holda Grin formulasi
(3) oiinli boiadi.
Grin formulasidan foydalanib, tekis shakl yuzining egri chizigli
integral yordamida ifodalanishini ko‘rsatish mumkin.
Aytaylik, P\x,y), Q\x,y) funksiyalar Z)to‘plamda yugorida kelti-
rilgan shartlarni ganoatlantirishi bilan birga ushbu
A<2*(x,Y) dp*(x,y) _ .
X dy
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shartni harn ganoatlantirsin. U holda

QW) dP(GY) gydy = \iD
J\] dx .

bo'lib, Grin for.Tiulasiga ko'ra

iD= J P'(x,y)dx +Q'(x,y)dy

dD

bo'ladi. Xususan, P'(x,y) ~-y, (?(x,y) =0 yoki

/*(xy) =0, Q(xy) =0, yoki P*(xy) =-, Q(xy) =~x
bo'lsa,

dQ*(x,y) _ 3P*(x,y) _ ,
x cH

bo'lib. to'plamning yuzi quyidagiga.teng bo'ladi:

[ID ~ <)) ydx = g)xdy =y * xdy - ydx. (4)
?D 3aD
Mashglar

1. Grin formuiasidar foydalanib. ushbu

J nIx2 +y2dx +y xy+|n"X+\/x2+y2J ay

[
egri chizigli integral hisoblansin.
2. Ushbu
X = acoslt, (0 <t <2n)
[y =asm t,

astroida bilan chegaralangan to'plamning yuzi topilsin.
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17- bob. Egri chizigli integrallar

88- ma’ruza.
89- ma’ruza.

90- ma’mza.

91- ma’ruza.

Adabiyotlar

Egri chiziglar va ularning uzunliklari hagida
Birinchi tur egri chizigli integrallar
Ikkinchi tur egri chizigli integrallar
Grin formulasi va uning tatbiglari
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